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П Р Е Д И С Л О В И Е

методы оптимизации как ь 
<ладном плане получили интенсивное pa3Bfi,xaA (, 
ю кого  внедрения вычислительной техники на этапа, 
:ктирования производства, испытаний и эксплуатации*1,. 
;елий. В системах автоматизированного проектирования 
САПР), автоматизированного управления технологичес­
к и  процессами (АСУ ТП) и технического диагностиро- 
>ания (СТД) в той или иной форме решаются разнообр.чз- 
-1ые задачи оптимизации, так как получение оптимального 
результата позволяет достигнуть существенного эконо­
мического эффекта. Особенно роль алгоритмов и программ 
оптимизации возросла с разработкой гибких автоматизи­
рованных производств (ГАП).

Разработка  проблемы оптимизации началась в 50-х го- 
ia x ,  большой вклад  в нее внесли работы многих советских 
и зарубеж ны х ученых, среди которых можно отметить 
В. А. Б ун ки н а ,  Г. К- Круга, Л . В. Канторовича, Е. В. М ар­
кову, В. В. Налимова, А. А. п ОГ)ВОз Ванского, В. В. Федо­
рова, Д .  Д анци га , Д ж . Бокса , К . а « 1 ьсона и др.

Книга представляет собой введение в ^ р и ю  и практи ­
ку методов оптимизации технологических npQUficcOB (ТП) 
производства изделий электронной техники. Основное в н и ­
мание уделено изучению объекта оптимизации — Т П  в це­
лом или отдельных его операций, выбору метода оптими­
зации, построению модели процесса и ее анализу. Рассмот­
ренные методы иллюстрируются практическими п р и м е р а ­

ми .
В основу учебного пособия положен материал, который 

читается авторами в Ленинградском электротехническое 
институте им. В. И. Ульянова (Ленина) по курсам  «Техно­
логия  электронных приборов», «Оптимизация технологи­
ческих процессов». В небольшом по объему пособии не 
представляется возможным рассмотреть все методы опти­
мизации ТП и особенности их применения.
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Г Л А В А  1 СУЩНОСТЬ З А Д А Ч И  О П Т И М И З А Ц И И  
ТЕ ХН ОЛ ОГ ИЧ ЕСКО Г О ПРОЦЕС СА

§ 1.1. О БЩ И Е ВО ПРО СЫ  П РО БЛ ЕМ Ы  
О ПТИМ ИЗАЦИИ ТП

З адача оптимизации ТП. Критерии оптимальности. П од
опт им изацией  ТП понимают комплекс мероприятий, на­
правленный на достижение экстремального уровня (и д ал ь ­
нейшее поддержание на этом уровне) некоторого обобщен­
ного количественного показателя качества ТП. Обобщен­
ный количественный показатель качества ТП называют 
крит ерием  опт им альност и , парамет ром опт им изации  или 
целевой ф ункцией.

Д л я  одного и того же ТП могут ставиться как  частные 
задачи оптимизации, связанные с оптимизацией отдельных 
технологических операций или даже с их этапами, так и 
более общие задачи, основанные на оптимизации некото­
рой группы взаимосвязанных операций или всего ТП в це­
лом. Выбираемые при этом критерии оптимальности могут 
отличаться большим разнообразием. Различаю т две груп­
пы критериев: технические, которые для изделий электрон­
ной техники (ИЭТ) связаны с электрическими парам етра­
ми, конструкцией или надежностными характеристиками 
выпускаемых изделий, и экономические, зависящ ие от стои­
мости выпускаемых изделий, производительности труда 
или эффективности использования технологического обо­
рудования.

М инимизация токов утечки в полупроводниковой ин­
тегральной микросхеме (ИМС), разброса номиналов резис­
торов, отклонений от заданного профиля легирования , 
частоты отказов ИЭТ, максимизация н ап ряж ен и я  пробоя 
транзистора — примеры задач оптимизации с использова­
нием технического критерия оптимальности.

М инимизация процента брака , затрат  на единицу вы­
пускаемой продукции, содержания драгоценных металлов 
в выпускаемых приборах, длительности испытаний, мак­
симизация процента выхода годных изделий, процента при-
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В В Е Д Е Н И Е

Н аучно-технический прогресс в электронном приборо­
строении привел к всестороннему усложнению изделий 
электронной техники (ИЭТ) и особенно технологии их про­
изводства. С усложнением ТП производства возникла про­
блема их оптимизации, так как при сравнительно простых 
ГП для достижения оптимальных условий их протекания 
5ыло достаточно интуиции и опыта технолога. П оявилась 
необходимость определения многомерных количественных 
зависимостей выходных показателей ИЭТ от режимов и 
условий производства или оценки их качественного вли я­
ния на параметры приборов.

Успешное решение проблемы оптимизации ТП предпо­
лагает  рассмотрение ее с двух точек зрения: 1) анализ фи­
зической картины явлений, лежащ их в основе процессов 
и объектов оптимизации (фундаментальная сторона про­
блемы, требую щая рассмотрения); 2) математико-статис­
тическое описание ТП с целыо построения многофакторной 
модели (прикладная сторона, требующая принятия кон­
кретного решения).

Следует подчеркнуть, что задачу оптимизации нуж но 
рассматривать и решать непрерывно на всех стадиях соз­
дания, разработки и применения изделий. Только  в этом 
случае можно достичь существенного эффекта и оптимиза­
ции их качества. На стадии проектирования необходимо 
оптимизировать показатели конструкции приборов, на ста­
дии производства — технологические факторы, режимы 
работы оборудования и свойства используемых материалов. 
В процессе испытаний и применения уже готовых изделий 
нуж но найти оптимальные условия эксплуатации с целыо 
обеспечения требуемой долговечности и надежности.



роста производительности труда — примеры задач опти­
мизации с использованием экономического критерия опти­
мальности .

При выборе конкретного критерия оптимальности не­
обходимо соблюдать принцип однозначности: в каждой з а ­
даче оптимизации целесообразно минимизировать или м ак­
симизировать одну и только одну целевую функцию. Кро­
ме того, необходимо определить накладываемые на задачу 
ограничения, т. е. любая задача оптимизации должна фор­
мулироваться следующим образом: добиться максимума 
(минимума) целевой функции у  при следующих ограниче­
ниях (далее следует перечень ограничений).

Пример 1.1. Максимизировать напряжение пробоя з а ­
творного оксида полевого транзистора при следующих ограничени­
ях: толщина оксида d s i  2000 А; температура печп Т  ^  1300 °С; 
время выращивания оксида / ^  4 ч.

В приведенном примере в процессе производства оптимизи­
руется U ^.uр — один из электрических параметров транзистора, ог­
раничения накладываются на один из конструктивных параметров 
транзистора и две управляемые переменные ТП.

На практике, однако, приходится анализировать  не­
сколько параметров, которые следует оптимизировать одно­
временно. Так , в примере 1.1 операция формирования з а ­
творного оксида определяет еще один важный оптимизи­
руемый параметр — пороговое напряж ение (У1|пр отпира­
ния транзистора. В таких случаях  для соблюдения прин­
ципа однозначности задача оптимизации ф ормулируется  
одним из следующих способов: а) из всех параметров ИЭТ 
выбирают наиважнейший, который принимают за параметр 
оптимизации (целевую функцию), остальные параметры 
переводят в р азр я д  ограничений. Н апример, для примера 
1.1 можно ставить задачу максимизации ^ зпр при U llo р s j  
^  3 В; б) строят обобщенную целевую функцию у, в ко­
торую интересующие параметры входят таким  образом, 
что оптимизация функции автоматически приводит к зна­
чениям отдельных параметров, близким к требуемым.

Способы построения обобщенных целевых функций бу­
дут рассматриваться в гл. 4.

Структурная и п ар ам етр и ческ ая  оптимизации ТП. С у ­
ществует два вида оптимизации ТП: структурная  и пара­
метрическая.

При ст рукт урной  оптимизации для достижения экстре­
мальных значений целевой функции аппарат  оптимизации 
применяют к самой структуре ТП, т. е. изменяют последо­
вательность технологических операции, методы проведе-
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н i• я отдельных операций, состав и тип технологического 
оборудования и т. п. В какой последовательности прово­
дить обезгаж ивание деталей собранного мощного электро­
вакуумного прибора (ЭВП), применять водородный или 
вакуумный отжиг, вести диффузию из жидкого или твер­
дого источника, а может быть использовать ионную им план­
тацию вместо диффузии - такие вопросы приходится ре­
шать при структурной оптимизации ТП. Очевидно, что з а ­
дачи структурной оптимизации возникают только на этапе

проектирования или модер­
низации ТП.

Ч ащ е оптимизацию про­
водят при заданной струк- 

у туре ТП, когда для дости­
жения .экстремума целевой 
функции можно менять 
только режимы (парамет­
ры) технологических опе­
раций. Такую  оптимизацию 
называют параметриче­
ской* .

При параметрической оптимизации ТП представляют в 
виде «черного ящика» (рис 1.1) с набором входных и вы­
ходных переменных, среди которых выделяют: у — вектор 
выходных переменных; х - -  вектор входных управляемых 
переменных, р -  вектор входных контролируемых, по не 
управляемых переменных; е — вектор случайных воз­
мущений. Тогда параметрическая оптимизация ТП закл ю ­
чается в нахождении и реализации таких способов варьи­
рования управляемых переменных x „ pt (!), при которых в 
рамках установленных технологических ограничений на 
переменные у и х обеспечивается экстремум целевой ф у н к ­
ции, несмотря на изменения контролируемых переменных 
р и воздействие случайных возмущений е.

При решении поставленной задачи оптимизации выде­
ляют два этапа:

1) нахождение математического описания или модели 
ТП, т. е. такой совокупности математических величин 
у, х, р и их отношении, которая адекватно отображала бы 
свойства рассматриваемого объекта оптимизации;

2) разработка алгоритма оптимального управления, 
т. е. такой последовательности обработки текущей ннфор-

* И к л и п о м  п о с о б и и  о с н о в н о е  и и п мл и не у д е л я е т с я  п а р а м е т р и ­
ч е с к о м  о п т и м и з а ц и и  Т П .

е
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мацин о ТП и такого порядка изменения уровней у п рав ­
ляемых переменных х, которые обеспечивали бы поддер­
жание целевой функции на экстремальном уровне при со- 
блюдении технологических ограничений и несмотря на воз­
действие неуправляемых факторов р и случайных возмуще­
ний е.

Следует отметить, что между этими двумя этапами су ­
ществует глубокая внутренняя взаимосвязь: с одной сто­
роны, оптимальное управление невозможно без знания 
модели объекта, а с другой — выбор того или иного вида 
модели ТП во многом определяется тем, какой метод у п рав ­
ления предполагается применить. Например, использова­
ние алгоритма оптимизации Б о к са— Вильсона (см. гл. 4) 
возможно только, если располагают локальным описанием 
целевой функции у  (х) вблизи текущей точки х. О днако ес­
ли предполагается проводить оптимизацию методом Бокса- 
Вильсона, то нет необходимости строить слож ную  модель 
(например, полиномиальную высокого порядка) для оп и ­
сания у  (х) во всей области технологических ограничении. 
Достаточно линейной модели, удовлетворительно описываю­
щей у  (х) в малой окрестности текущей точки х.

Непрерывные и дискретные ТП. Специфика производ­
ства ИЭТ. Как модель, так и алгоритм управления зависит 
от характера  ТП. Так, в химической и металлургической 
промышленности в большинстве случаев ТП имеют непре­
рывный характер. Их описывают динамическими моделями 
с непрерывным временем'

Часто предпочтительнее перейти к дискретному време­
ни. Тогда модель (1.1) вырождается в систему разностных 
уравнений.

Задачи динамической оптимизации решают с помощью 
вариационных методов или используя динамическое про­
граммирование.

Особенностью ТП изготовления ПЭТ в электронной 
промышленности является их дискретный характер. О т­
дельные операции ТП разделены во времени, иногда между 
ними проходят дни и даже недели. Такие ТП описывают 
следующим образом:

(1.1)

( 1 .2 )
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Воздействие случайных возмущений е приводит к тому, 
что соотношения (1.2) носят регрессионный характер, т. е. 
позволяют предсказать математическое ожидание выход­
ных переменных. Поэтому зависимость (1.2) обязательно 
дополняется  оценками дисперсии D {(/,}.

После определения зависимости (1.2) оптимизация 
дискретного ТП сводится к нахождению x opt (р), которое 
при известных значениях параметров р и ограничениях, 
накладываемых на переменные х, обеспечивает экстремум 
функции у  (х, р). В дальнейшем для упрощения записи ма­
тематических выражений неуправляемые переменные р в
(1.2) опускаем.

Существует два подхода к построению модели дискрет­
ного ТП:

1) физический, когда соотношения между входными и 
выходными переменными (1.2) определяют из анализа  фи­
зико-химических процессов, происходящих в рассматри­
ваемой технологической операции. После построения фи­
зической модели (1.2) используют тот или иной алгоритм 
нахождения х 0 р |, обеспечивающего достижение экстре­
мума целевой функции;

2) экспериментально-статистический, базирующийся 
на статистической обработке данных, получаемых в ре­
зультате эксперимента на объекте оптим и зации .П ри  этом 
модель объекта выражаю т в виде у  (х), т. е. в виде зависи­
мости целевой функции у  от переменных управления х.

Кроме того, можно сочетать физические и эксперимен­
тально-статистические методы построения модели ТП. В 
этом случае рассматривают физику процесса, пытаясь уста­
новить принципиальны й вид искомой модели, а затем экс­
периментально уточняю т ее параметры.

Переменные управления х 1, . . . . .  х„ называют ф акт ора­
м и, а значения, которые может принимать фактор, — уров­
ням и данного фактора. Многомерное пространство, в ко­
тором каж дому набору факторов л-!, . . . ,  х п соответствует 
точка х =  (a'j, . . . ,  х п), называют факторным прост ранст ­
вом. С помощью технологических ограничений Q, (х) м о ж ­
но выделить из этого пространства некоторую допустимую 
область Q. Зависимость между х и соответствующими зн а ­
чениями параметра оптимизации у  исследуют в пределах 
области Q. Ф ункцию , связываю щ ую параметр оптимизации 
у  с факторами х, называют ф ункцией от клика, а ее геомет­
рический образ — поверхностью от клика. Качественный 
вид допустимой области Q и поверхности отклика для дву­
мерного ф акторного пространства представлен на рис. 1.2,
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а, б. Вид поверхности отклика может изменяться при изме­
нении неуправляемых параметров р. Кроме того, влияние 
возмущений е на поверхность отклика приводит к тому, 
что она к а к  бы «размывается», ф луктуирует  подобно по­
верхности воды при ветре. Мерой этих флуктуаций служ ит 
дисперсия отклика  или дисперсия воспроизводимости.

П ри рассмотрении конкретных задач поверхность от­
кли ка  удобно представлять в виде проекций линий р авн о­
го уровня (у =  const) на плоскость факторного простран­
ства (рис. 1 .3 ,о ,  б), где в процентах показан уровень вы­
ходного параметра от максимально возможного.

Рис. 1.3

Необходимо отметить, что для отдельных Т П  п оверх­
ность отклика может иметь несколько максимумов. В этом 
случае  в процессе эксперимента следует найти главный 
экстремум.

xl2min

*'23тах = 60%
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§ 1.2. СИ СТЕМ Н Ы Й  ПОДХОД К ОПТИМ ИЗАЦИИ ТП 
В П РО И ЗВО Д С Т ВЕ ИЭТ

Технологический процесс производства любого ЭП пред­
ставляет  собой последовательность взаимосвязанных опе­
раций. Применение обобщенной схемы рис. 1.1 к каждой 
из операций приводит к представлению всего Т П  в виде 
Т-системы, обобщенная схема которой показана на рис. 1.4. 
Особенность этой системы заклю чается в том, что вектор 
выходных переменных /'-го звена системы у j является  век­
тором параметров р ;+1 следующего звена.

Рис. 1.4

В общем случае оптимизация всей системы представля­
ет собой задачу исключительной сложности. Существует 
два подхода к решению этой задачи. Первый из них, деком­
позиционный, оказывается достаточно эффективным для  
хорошо обусловленных Т-систем. Т-систему считают хоро­
шо обусловленной, если для каж дого звена может быть по­
строена модель у^ =  f (Xj, р;), обладающая высокой точ­
ностью (малой дисперсией воспроизводимости) во всей до­
пустимой области изменения аргументов Xj и р j. При этом 
локальны е модели позволяют осуществить рекуррентную  
процедуру

yi =  fi ( \ i  p O;

Уг — 2̂ (х2> Рз) — 2̂ (х2 У1) “  2̂ (Х2, fi (х1 , Pi))*,

..................................................................................... (1.3)
УII =  f  n ( х т  Р п )  ~  ( ХП1 Уп — 1 ) =  ( ХП1 — 1 ( Хл — I >

Уп — г)),

в результате  которой выходные параметры Т П  ylt . . . ,  у„ 
оказы ваю тся выраженными через переменные управления 
хх........х„ (рис. 1.5). Построение локальны х моделей необ­
ходимо увязы вать  с общей моделью ТП.
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Д л я  плохо обусловленных Т-систем сильное влияни е  
случайных возмущений не позволяет осуществить деком­
позицию в модели ТП, так как  эффекты управляем ы х 
факторов первых звеньев системы, например о казы ва­
ются при приближении к конечным операциям  практичес­
ки полностью заглушены случайными возмущениями на 
промежуточных операциях. В этом случае можно исполь­
зовать второй подход для решения задачи оптимизации,

Рис. 1.5

который заклю чается в том, что каж дая  / -я  операция ТП 
оптимизируется самостоятельно с использованием л о к а л ь ­
ной модели f ;  (Xj, Pj), в которой результаты  предыдущих 
операций учитываются через известный на момент прове­
дения / -й операции вектор параметров р^ (рис. 1.6). При 
таком подходе оптимизация ТП достигается путем после­
довательной оптимизации отдельных операций, следующих 
друг  за другом. При всей каж ущ ейся  простоте подобная 
оптимизация ТП на практике усложняется  из-за необхо­
димости формирования большого числа частных критериев 
оптимальности, не противоречащих друг другу . Д ействи­
тельно, попытка оптимизировать некоторый неудачно вы­
бранный промежуточный параметр может затруднить или 
даж е сделать невозможной оптимизацию конечных пара­
метров последующей технологической цепочки. Поэтому 
следует подчеркнуть особую важность знания физических 
основ ф ункционирования выпускаемых приборов, а такж е  
физико-химических основ используемых технологических 
методов. Т олько  умелое сочетание физического моделиро­
вания  и математического аппарата  оптимизации оказы ва­
ется достаточно эффективным средством для оптимизации 
технологических систем.

Типовые зад ач и  оптим изации . Н есм отря  на м н огообра­
зие задач оптимизации Т П , большинство из них решают с 
помощью общих алгоритмов, т. е. выделяют несколько ти­
повых задач, алгоритмы решения которых едины.
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Выделим три основные задачи оптимизации ТП  ЭП:
1) оптимизация ТП или отдельных операций в случае, 

когда необходимо максимизировать (минимизировать) вы­
ходные параметры всего процесса или отдельной его опе­
рации;

2) оптимизация свойств многокомпонентных материа­
лов (смесей);

3) оптимизация производственных испытаний готовых 
ЭП.

Рис. 1.6

П ервая  задача является  наиболее общей, так как  в ка­
честве варьируемых факторов выбирают технологические 
режимы, характеристики  конструкции и т. п., а в качестве 
параметров оптимизации — показатели качества приборов. 
В арьирован ие  факторов может быть любым. Реш ать эту 
задачу можно и на стадии проектирования приборов для 
оптимизации их конструкции. Алгоритм решения задачи 
зависит от процесса (объекта) оптимизации.

В торая задача, часто называемая задачей планирования
на смесях, имеет особенность принципиального характера.
Д ел о  в том, что при создании многокомпонентной смеси
она, количественно вы раж аясь  в весовых или объемных
единицах, долж на как  целое условно равняться  1 или 100 %.
Очевидно, что содержание в смеси каждого компонента
представляет собой определенную часть или процент от
целого, а целое принимают за 1 или 100 %. Аналитически

k
это условие записывают следующим образом 2  x i — 1 •

/ =  1
Следовательно, для решения рассматриваемой задачи 

необходимо применять модели и планы оптимизации, прин­
ципиально отличающиеся от тех, которые используют для 
решения первой задачи. К подобным задачам необходимо 
отнести оптимизацию свойств многокомпонентных м атериа­
лов при производстве резисторов, конденсаторов, ферри­
тов, разнообразны х припоев и др. Например, трехкомпо­
нентная композиция контактола создается на основе ком­
паунда К - 139, наполненного мелкодисперсным порошком
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серебра. Твердая фаза получается с помощью отверднтеля 
аминофенольного типа АФ-2. Пятикомпонентный феррит 
содерж ит Со, N i , А1, Мп, Си, трехкомпонентный припой — 
Си, Ва, In.

Третья  задача характерна тем, что варьируемым ф акто­
ром является  время испытаний t. Оно отличается от тех 
факторов времени, которые могут ф игурировать в техно­
логических операциях (время термообработки, время на­
пыления и т. д.) и могут изменяться в необходимых преде­
лах  от опыта к опыту. Время /, начиная от начала испыта­
ний (t — 0), возрастает и не поддается рандомизации, 
что следует учитывать при составлении планов и построе­
нии моделей испытаний. П р ,i этом данный алгоритм опти­
мизации испытаний отличается от алгоритма оптимизации 
первой и второй задач. Если необходимо оценить в л и я ­
ние внешних (климатических) факторов и времени испыта­
ний на параметр оптимизации, то нуж но найти зависимость

у  =  /  (дг„ х 2, .. . ,  x ln t).

где Xj, j  — 1, k  —  воздействующие климатические факторы.
В лияни е  на у  факторов х можно определить, как  и в 

первой задаче; зависимость у  от времени t оценивается с 
помощью отдельного алгоритма.

§ 1.3. КЛ А С С И Ф И КА Ц И Я  М ЕТО ДО В О ПТИМ ИЗАЦИИ

О птимизация ТП стала необходима вследствие услож ­
нения Т-систем, а такж е  исследовательских и производст­
венных процессов, которые требовали минимизации затрат  
и негативных сторон исследуемого явления и максимиза­
ции полож ительного эффекта. При этом особых сложностей 
не вызывало исследование одномерной зависимости у  —
— f  (х), когда в диапазоне jcniin — * ma\ аргумент прини­

мает дискретные значения и характер  зависимости вы ясня­
ется полностью (рис. 1.7), а поиск оптимального значения 
отклика (в данном случае максимального) достаточно прост. 
Анализ зависимости выходного параметра, когда число 
ф акторов превышает два или три, услож няется , так  как 
необходимо анализировать  многомерную зависимость вида
(1.2). В результате возникает в о п р о с — каким образом 
исследовать многофакторную зависимость у  =  /  (х) и ка ­
кие пути приемлемы для оптимизации ТП.

Д о  появления математических методов исследования 
многомерных зависимостей в эксперименте при оптимиза­



ции Т П  отдавалось (во многих случаях  и сейчас это дела­
ется) предпочтение традиционному однофакторному экс­
перименту, позволяющему достичь оптимума многомерной 
зависимости. При этом алгоритм однофакторной оптими­
заци и заклю чается в следующем.

П усть имеется зависимость у  ~  f  (х1} х 2, . . . ,  х к). В ре-

Рис. 1.7

* ! =  var ;  «/(’> =  fx (.Vi); (х,, 

*., =  v a r ;  г/*2» = / 2 (x2); (x lt

var;  «/(*)= fh (xh)\ (x l

зультате  поиска необходи­
мо найти такие x lo p t , 
■̂20 pt» о pt. которые
бы обеспечивали y opt. Это 
достигается многошаговой 
итеративной процедурой.

На первом шаге опре­
деляют характер  одномер­
ных зависимостей

хя, ... , х п) — co n s t ;

......... .v , , )= c o n s t ;  .

, X.,  . . . .  ,  Х к  —  l )  =  c o n s t ,

когда X; принимает множество значений, и выбирают зн а ­
чения Xj, /  =  1, А, при которых (/(|> равно экстремальному 
значению. Этот метод называют методом поочередного из­
менения параметров  (метод Гаусса—Зайделя).  Он получил 
распространение как  регулярный метод многопараметри­
ческой оптимизации, заклю чаю щейся в поочередной опти­
мизации последовательно по каждому регулируемому па­
раметру объекта. Будем считать, что параметр оптимиза­
ции необходимо максимизировать и максимальное значе­
ние есть оптимальное. Однако достижение оптимального 
значения yW  в каждой из одномерных зависимостей (1.4) 
еще не является  достижением оптимума у  в многомерном 
пространстве. Допустим найдено x 10|,t, при котором уо'р{. 
У ж е при оценке у (2) =  f 2 (x2) и изменении х 2 значение у  
перемещается в факторном пространстве и равенство у  —
— у {0Vt не соблюдается. Д л я  достижения оптимума в мно­
гофакторном пространстве однофаторные эксперименты 
(1.4) необходимо повторить неоднократно. Н а  рис. 1.8 изо­
браж ены  линии равного уровня параметра оптимизации 
двухфакторной зависимости в процентах от оптимального 
значения. П усть исследуется зависимость у (1) =  / ,  {хх) при 
х<:|> =  const и первый опыт производят в точке / .  По одной

16



'н е л ь з я  определить направление возрастания функ- 
поэтому производят следующий опыт, например в 

i 2. Ф ун кци я  отклика ум еньш ается , следовательно, 
;ующий опыт выполняют сначала в точке 3  (функция 

тет), а затем в точке 4. Т а к  как  ф ункц ия  уменьшается, 
звращ аю тся в точку 3, в которой у  — t/maK. О стан авли­

ваются на соответствующем этой точке значении =  const, 
изменяют фактор х 2 и анализирую т зависимость t/(2> =

=  / 2 (л:2). Аналогичным образом проводят опыты 5 —7, 
из которых опыт 6 соответствует максимальному значению 
ф ункции отклика. Затем вновь изменяют первый, второй 
и т. д. факторы, постепенно при ближ аясь  к оптимальному 
значению параметра оптимизации. Очевидны трудности, 
возникаю щ ие при использовании такого  метода, если 
учесть, что в реальных задачах  число факторов  обычно 
больш е двух. Таким образом, отличительной особенностью 
оптимизации методом однофакторного эксперимента я в л я ­
ется исследование множества одномерных зависимостей, 
когда варьируемые факторы принимают множество р а з ­
личных значений. Недостатком этого метода является  не­
возможность практически оценить характер  совместного 
влияни я  на функцию отклика всей совокупности факторов, 
что наиболее важ но при экспериментальных исследова­
ниях .

Методы многофакторного эксперимента и соответствен­
но оптимизации лишены указанного  недостатка, отличи­
тельной их особенностью является  одновременное варьи­
рование всеми факторами и оценка многомерной зависимо­
сти

У — f  (*,. . . .  x h); *t. * 2. x k =  var. (1.5)
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Изменение факторов осуществляют на ограш ^ 
числе уровней, движение к оптимуму производят К( ^  
шим путем в градиентном направлении (рис. 1.9). В м . ^  
факторной области /  после выполнения п р е д в а р и т е л ь н а  
эксперимента определяют градиентное направление и ь 
этом направлении перемещаются до области 2, в которой 
повторяется многофакторный эксперимент. При этом ф а к ­
торы варьирую т на двух или ограниченном числе уровней.

Таким образом, принципиальное отличие многофактор­
ных экспериментов от однофакторных заклю чается в том, 
что: 1) варьирую тся одновременно все k  факторов; 2) чис­
ло уровней варьирования невелико.

Преимущ ество многофакторных экспериментов за к л ю ­
чается в их эффективности, т. е. многомерная зависимость
(1.2) определяется при меньшем объеме эксперимента и 
меньших затратах  времени.

За  последние годы получил развитие р яд  методов опти­
мизации, среди которых можно выделить следующие:

а) методы вариационного исчисления, с помощью ко ­
торых производят выбор конечного числа операторов или 
функций, или единственного оптимального из них;

б) методы параметрической оптимизации, с помощью 
которых находят оптимальные значения выходных пара­
метров технологической системы при заданной ее стр у кту ­
ре.

Задачи, решаемые этими методами, характеризую тся 
определенным видом функции, в частности вида (1.2), или 
функционала , подлежащего оптимизации. Методы вари а­
ционного исчисления применяют д ля  оптимизации, ког­
да структура  системы не задана. О днако ТП  как  объект 
оптимизации, обычно задан с точностью до отдельного тех ­
нологического действия, поэтому при исследовании техно­
логических систем, представляющих собой сложные сто­
хастические системы, когда необходимо получить оптим аль­
ные значения одного или совокупности параметров, ис­
пользуют методы параметрической оптимизации.

Методы параметрической оптимизации можно разде­
лить на: а) методы безусловной оптимизации; б) методы 
математического программирования; в) методы статисти­
ческой оптимизации.

Д л я  стохастических технологических систем наиболее 
приемлемы методы статистической оптимизации.

Методы безусловной оптимизации. Эти методы, к а к  п р а ­
вило, не ставят своей целью математическое описание за­
висимости (1.2), а выбирают только такие варианты опытов.
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которые при варьировании х приводят к изменению у  в 
сторону экстремума. Кроме того, эти методы не применя­
ют специальных планов варьирования х. Среди них можно 
отметить следующие: а) метод сканирования; б) метод 
градиента; в) метод наискорейшего спуска; г) метод т я ж е ­
лого шарика.

М етод сканирования  (слепой поиск) заклю чается в по­
следовательном переборе вариантов  сочетаний факторов х 
из множества допустимых, выборе экстремального  значе­
ния целевой функции у { =  ekst у  (х;), i = 1 ,  /V, и сово­
купности факторов, приведших к этому экстремальному 
значению . В соответствии с этим алгоритмом выбранный 
вариант  заменяется только в том случае, когда новое зн а­
чение целевой функции окаж ется ближе к экстремуму. П ре­
имущество метода — независимость поиска от вида и ха­
рактера целевой функции, недостатки — неэкономичность, 
ограниченность применения с ростом размерности ф актор­
ного пространства.

Метод градиента  является  одним из самых распростра­
ненных методов безусловной оптимизации. Суть его за к л ю ­
чается в том, что поиск оптимума осуществляют в градиент­
ном направлении, т. е. в направлении вектора градиента 
целевой функции

П оскольку вектор градиента определяет направление 
наибольшего возрастания целевой функции, данный метод 
обеспечивает движение при поиске оптимума (максимума) 
в наилучшем направлении. Поиск по методу градиента со­
стоит из двух этапов: 1) определение составляю щ их гра ­
диента, т. е. частных производных целевой функции по

варьируемым факторам , / — 1, /г; 2) движение в гради-axj
ентном направлении к оптиму xj' + 1> = х ) ‘) - \ - a ^ - j  =  1, k,

или в векторной форме х ;+1 =  х ; f  a grad у  (х;), где а >  
> 0  — параметр рабочего шага; х ‘. — значение /-го ф ак ­

тора при i -м опыте.
Т аким  образом, для  определения градиентного направ­

ления  необходимо знать  частные производные целевой 
ф ункции по варьируемым факторам. Преимуществом мето­
да является  то, что на каждом шаге осуществляется движе­
ние в наилучшем направлении. О днако так  как  учитывают 
только  первые частные производные, то метод градиента сле-
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дует в принципе считать линейным методом, позволяющим 
точно двигаться  к оптимуму линейной целевой функции. 
В противном случае  движение производится не в н аи лу ч ­
шем направлении. Кроме того, при использовании метода 
градиента перед каж дым рабочим шагом следует произво­
дить сложный предварительный анализ оптимизируемой 
системы (процесса). Трудности могут возрасти, если поя­
вятся ограничения, накладывающиеся на зону поиска оп­
тимума.

М етод наискорейшего спуска  (при минимизации у)  я в ­
ляется  разновидностью метода градиента и суть его состо­
ит в следующем. После определения наилучш его н ап р ав ­
ления делается ш аг  в направлении, обратном градиентно­
му. Если значение целевой ф ункции уменьшилось по ср ав ­
нению с исходным, то производится очередной ш аг в том 
же направлении, а не определяется заново градиент, к а к  
это имело место при методе градиента. Данны й метод поз­
воляет сократить объем вычислений, однако он обладает  
пониженной помехоустойчивостью.

Метод тяжелого шарика  в отличие от рассмотренных 
ранее позволяет учесть характер  движения на предыдущих 
ш агах. Д виж ен ие  к оптимуму (минимуму) аналогично дви­
жению тяж елого  ш арика в ^-мерном пространстве, бро­
шенного на гиперповерхность отклика в поле тяготения . 
Н аличие  инерции движ ения позволяет набрать скорость в 
определенном (антиградиентном) направлении и «проскаки­
вать» локальны е экстремумы, а следовательно, попасть в 
глобальный минимум [1].

Методы безусловной оптимизации применительно к 
электронным приборам используют на стадии проектиро­
вания. Опыты, на основании результатов которых ищется 
оптимум, являю тся  машинными. При этом оптимизируемые 
системы считают детерминированными. Н апример, поиск 
оптимальной конструкции электронно-оптической систе­
мы, формирующей электронный пучок, может быть о су ­
ществлен путем машинного эксперимента на основе знаний 
математических соотношений физических явлений в эл е к ­
тронно-лучевых приборах. Сложнее их применить для оп­
тимизации стохастических технологических систем, где 
основой изучения системы является физический экспери­
мент.

Методы математического программирования. П о д  м ате­
матическим программированием понимают совокупность 
методов решения задач получения максимального или ми­
нимального значения функции /  (дс) на Заданном множестве
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М эвклидова пространства Е„, а такж е  значений х* £ М , 
при которых соответствующее экстремальное значение до­
стигается.

В общем случае задача математического программиро­
вания формулируется следующим образом. Пусть заданы 
ф ункции /  (х); ср,- (х), t ' = l ,  т; г|);- (х), /  =  1 ,р, определен­
ные на Е„. Необходимо найти min ( max )/ (х) при

ер, ( х ) <  0, i =  1, m;

4’j- (х) - о ,  / = . 1 ,  p.

Следовательно, требуется определить значение х £ Е„, 
удовлетворяющее (1.6), для которого /  (х) /  (z).

Если заданные функции линейны, то это задача линей­
ного программирования; если хотя бы одна ф ункция  нели­
нейна, то это задача нелинейного программирования.

Среди задач, решаемых методами математического про­
граммирования, можно выделить три основные: 1) тран с­
портную; 2) задачу о диете (оптимизация смесей); 3) зад а­
чу об использовании ресурсов (производственная задача). 
Рассмотрим кратко  примеры постановок этих задач с целью 
получения представления о том, в каких  случаях  они мо­
гут возникнуть при производстве ЭП.

Т р а н с п о р т н а я  з а д а ч а .  Имеется два склада 
готовой продукции и три потребителя этой продукции. 
Первый склад  имеет единиц продукции, второй N 2 еди­
ниц продукции. Потребителям нуж но соответственно т 1, 
т 2 и т 3 единиц продукции. Стоимость доставки единицы 
продукции со складов каждому потребителю определена 
следующей таблицей:

Е д и н и ц а
п р о д у к ц и и т , Ш , "1 ,

n  | с п с 12 <ча

" г С21 С22 С23

Составить план перевозок* который соответствует мини­
мальной их стоимости.

З а д а ч а  о д и е т е .  Имеется два вида материала 
и М 2, состоящих из N lt N 2, N 3 частей. Пусть ап  — коли­

21



чество составной части N t (i = 1 , 2 ,  3), содержащейся в 
единице материала M j  (j — 1, 2); bi — ежесуточная (или 
в единицу времени) потребность в составной части N г; с} — 
стоимость единицы материала М }. Определить количество

материала М х и количество k 2 материала М 2, необходи­
мое для обеспечения требуемого количества продукции при 
минимальных затратах .

П р о и з в о д с т в е н н а я  з а д а ч а .  Предприятие 
имеет в своем распоряж ении определенное количество ре­
сурсов (запасов) разного  рода: сырье, оборудование и т. п. 
Ресурсы видов R lt R 2, R 3 имеются в количестве Ьи  Ь2, Ь3 
условных единиц. Предприятие выпускает два вида п р и ­
боров 7 \ ,  Т 2, причем известно, сколько  единиц каж дого  
ресурса требуется для производства одной единицы к а ж ­
дого прибора. Д опустим  а.ц число единиц ресурса R i  (i  =  

=  1 ,2 ,  3), необходимое для производства единичного 
прибора T j  (j =  1 ,2 ) .  Д оход , получаемый предприятием 
от единицы каж дого  вида приборов, соответственно равен 
Ci, с„. О пределить количество приборов, которое необходи­
мо выпустить при данных ресурсах, чтобы получить м ак­
симальный доход.

Ф орм улировка типовых задач иллю стрирует возможно­
сти математического программирования для решения задач 
оптимизации в электронном приборостроении. П ри этом 
на практике эти задачи могут встречаться в различной 
комбинации друг  с другом.

Пример 1.2. Рассматриваемая часть ТП включает в себя две 
последовательные операции, на каждой из которых часть приборов 
■бракуется. Из каждой партии на первой операции бракуется д;, (%), 
а на второй — х 2 (%) приборов. Регулируя ТП, можно менять хг 
и А', при следующих ограничениях:

20 <  .уj 4- Л'2 <  100; х, >  5; Д'г 5- 5; х, -(- 4х.г ^  40 . (1.7)

Определить х , и лг2, оптимальные с точки зрения минимума 
производственных потерь

C=zN (с, A'l -f- Со Х.г )  , (1.8)

где N — объем обрабатываемой партии приборов; с, =  0 ,5  руб./ш т.— 
стоимость брака на первой операции; с2 — 1,5 руб./шт. — стои­
мость брака на второй операции.

Перепишем условия (1.7) в виде следующей системы алгебраи­
ческих неравенств:

.V, > 5 ;  х - , ^ 5 ;  .v, -1- ,v2 <  100; .v, до Js 20; х, -j- 4.v2 ^  40. (1 .9) 

Д ля  удобства ее решения перейдем к системе новых переменных: 

x l —x t — 5; .Vo — х.>— 5; С ' =  0,5л,' -j- 1,5xj .
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х[ > 0 ;  л-; >  0; A-J+.vj < 9 0 ;  x [ - \ - x ‘_ ^z  10; ,v , '+ 4 .v . ;>  15. ( I . I0>

Решение системы (1.10) можно получить с помощью симплекс­
ного метода линейного программирования. Здесь же рассмотрим 
геометрическое решение этой задачи, так как она имеет простую 
графическую интерпретацию и двумерном пространстве.

Неравенства (1.10) позволяют построить допустимую область 
приемлемых решений, и если из этих решений выбрать такое, кото­
рое минимизирует стоимость потерь (1.8). задача будет решена. На 
рис. 1.10 показана допустимая 
область приемлемых решении, 
а также градиентное направ­
ление возрастания стоимости 
потерь и линии равного уровня 
(штриховые линии). Двигаясь 
по линиям равного уровня в 
направлении уменьшения grad 
С. остановимся на линии, ко­
торая пересекает допустимую 
область в точке М. Точка М 
определяет оптимальное решс- 

1 2 
ние x j i= 8 ^  ; х'„ =  1 ^ .При этом
целевая функция (стоимость 
потерь) принимает оптималь­
ное значение С' (М) =  6,66 или 
с учетом ранее проведенного 
преобразования х, =  13,33; 
х2 — 6,66; С =  16,66 руб./шт.

Таким образом, оптимальным с точки зрения минимума потерь 
является следующее распределение процентов брака: на первой 
операции — 13,33 %, на второй — 6,66 %.

Необходимо отметить, что перечисленные методы в тон 
или иной степени позволяют решать оптимизационные за ­
дачи при производстве изделий электронной техники. О д­
н ако  необходимо учитывать, что ТП представляет собой 
стохастическую систему и входные факторы и выходные 
параметры являются случайными величинами, поэтому для 
наиболее эффективной оптимизации следует применять 
методы статистической оптимизации.

Методы статистической оптимизации. Среди методов 
статистической оптимизации выделяют методы теории игр 
и теории планирования эксперимента. П оскольку методам 
теор ии планирования эксперимента в дальнейшем будет 
уделено достаточно внимания, рассмотрим кратко  метод 
теории игр для решения задачи оптимизации ТП.

При управлении ТП возникает необходимость приня­
тия решения в условиях неопределенности. Неопределен-

Тогда систему (1.9) можно переписать и виде

Рнс. I К)

23



иость при контроле в ТП появляется нз-за неполного з н а ­
ния общей картины как физической, так и статистической. 
В этих случаях  требуется использовать математический 
аппарат, который бы позволял принимать решения в ус­
ловиях ограниченной информации и выбирать оптималь­
ные варианты процесса. Неопределенность и недостаточ­
ность информации затрудняет точное решение задач. П о ­
добные задачи в математике анализируются в теории игр 
и статистических решений.

Во многих случаях  существует противодействующая 
сторона (противник), т. е. возникает конфликтная си ту а ­
ция. В теории конфликтная ситуация упрощается и схе­
матическая ее модель определяется как игра. От реальной 
конфликтной ситуации игра отличается тем, что ведется 
пи определенным правилам: противодействующие сторо­
ны — игроки, исход конфликта — выигрыш (проигрыш). 
Стратегия игрока определяется как совокупность правил, 
характеризую щ их выбор варианта действий при каждом 
ходе игрока в зависимости от ситуации, сложивш ейся в 
процессе игры Оптимальная стратегия при многократном 
повторении игры обеспечивает данному игроку м аксим аль­
но возможный средний выигрыш (минимально возможный 
средний проигрыш).

Модель игры может быть представлена в виде платеж ­
ной матрицы. Рассмотрим конечную игру (конечное число 
стратегий), в которой игрок А (мы) имеет т, а игрок В 
(противник) п стратегий. Такую  игру называют игрой 
т  х  п. Обозначим наши стратегии /1,, Л 2........Л т, страте­
гии противника — В lt В„, .... В„.

Пусть каждая сторона выбрала определенную страте­
гию: /1,- и В j. Тогда исход игры (наш выигрыш) обозначим 
u , j .  Если игра содержит случайные ходы, то выигрыш при 
паре стратегий A-,Bj есть величина случайная, зависящ ая 
от исходов всех случайных ходов. В этом случае оценкой 
ожидаемого выигрыша является математическое ожидание 
случайного выигрыша. Предположим, что известны a tj при 
каждой паре A tBj .  Можно составить таблицу (табл. 1.1) — 
платежную матрицу (матрицу игры). Построение матрицы 
для игр с большим числом стратегий сложная процедура.

Когда неопределенность задана не противником, а воз­
никла нз-за недостаточной осведомленности, то такие игры 
называют играми с природой. Оптимизация ТП есть игра 
с природой, так к а к  всегда и процессе существуют неуправ­
ляемые технологические факторы, которые хотя и пассив­
но, но затрудняю! задачу управления и оптимизации. От­
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сутствие неуправляемых факторов или их незначительное 
влияние упростило бы оптимизацию ТП.

В терминах теории игр задача оптимизации ф орм ули ру­
ется следующим образом. Пусть в игре участвуют два па­
раметра, например поставщик сырья или материалов (парт­
нер С) и технолог, перерабатывающий это сырье (партнер 
К).  Технолог может выбирать любой технологический ре-

T я С л и п а  I I

С т р а т с  г и я  
Л С т р а т е г и и  Н

К, Я, Он

А \ " и ' h i " t  »,

л . " .м ft.,..

А  П1 I ' m , ( , rti 2 <h„ п

жим ведения процесса (стратегия К),  поставщик сырья — 
любой и.ч возможных вариантов сырья (стратегии С). К а ж ­
дой комбинации к-, и Cj соответствует определенный выход­
ной параметр процесса i/i} -  параметр оптимизации При 
к;,  / =  1, т и Cj, j — 1, п происходит игра т  у. п

Пели известны у , у для любых А\- и Су, то игра полностью 
определена и условия ее можно записать согласно табл. 1 .2, 
т с. составить платежную матрицу или матрицу игры.

Решением игры (за партнера Л') является  смешанная 
стратегия технолога

/ к. к......к \
5 ,  -  , (1.11)

V /' 1 Pi ••/>,„ /

которая при многократном повторении обеспечивает наи- 
лучшее среднее значение у и . Здесь р,- - -  частоты, с кото­
рыми следует случайным образом чередовать стратегии к,\
т
I p . =  1. Некоторые стратегии могут иметь />,■ =  0; стра-
I *=■ I



Т а б л и ц а  1.2

С тр атегия
технолога Стратегия постапщ пка

CJ Сп

* i Н и У М .. .

А,- У п У  и У  i n

А',„ У п Ц
-

!1п\ j IJгп п

тегии Л,-, для которых р,- ф  0, называют акт ивны ми. Если 
решение представлено единственной активной стратегией

Sji =  то А’ , — чистая стратегия.

Аналогично можно судить о решении игры за партнера
С:

s  / c lC i . . о ,  X 

\<7i у? ■■■q,, !

n
где 2  Qj =  1 ■

В результате получаем цену игры К.

При мер 1.3. Рассмотрим оптимизацию ТП обжига на этапе 
спекании ферритовых микросердечников.

Независимые переменные: х х — температура обжига на этапе 
спекания ферритовых микросердечников, СС; х2 — продолжитель­
ность обжига, мин. Эти факторы варьируются технологом и вы­
ражают его стратегию.

Поскольку свойства материала микросердечника в основном 
определяются гремя компонентами ( х 3 — доля первого, ,v4 — доля 
второго, Хг, — доля третьего компонента), значения долей компонен­
тов представляют собой вариант стратегии поставщика сырья. 

Параметр оптимизации — процент выхода годных изделий Q.
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В качестве стратегий /г; рассмотрены режимы обжига, при ко­
торых температура изменяется, начиная с 125 °С через 5 °С, а в р е ­
мя обжига от 60 до 120 мин через 10 мин. Варианты стратегий  п р и ­
ведены в табл. 1.3.

Стратегия cj содержит 66 вариантов, в которых компоненты 
сырья х л, лг4, х5 в процентном содержании принимают значения от 0 
до 100 с шагом 10 % при соблюдении условия х 3 -+- х, +  хъ =  1.

Варианты стратегий поставщика сырья приведены в табл. 1.4.

Т а б л и ц а  1.3

и . 1 *1 х 2 у , X, 11 . i X,

*1 125 60 * ,:! 130 1 10 *25 140 90
к 2 125 70 *11

г,

130 120 * . « 140 100
*:t 125 80 135 60 *27 140 110
*4 125 90 *1 и 135 70 *2Н 140 120
*5 125 100 *17 135 80 *2П 145 60
*в 125 100 *1.4 135 90 *:[(» 145 70
*7 125 120 *1» 135 100 * :ц 145 80
*и 130 60 *20 135 110 *:12 145 90
*9 130 70 *21 135 120 145 100
/'10 130 80 *22 140 60 *:(4 145 П О

*11 130 90 *2:1 140 70 *3 5 145 120
*12 130 100 *24 140 80

Матрица игры имеет размер 35 X 66, фрагмент ее приведен 
в табл. 1.5.

Методом итераций после 200 циклов, выполненных с помощью 
ЭВМ, найдена оптимальная смешанная стратегия  в соответствии 
с (1.11):

^  __  I * 1 8  * 1 9  * 2 6  * 2 7  \

Л — V 0,26 0,09 0,48 0,17 / ’

цена игры Q =■ 0,473.
Таким образом, если чередовать случайным образом в течение 

достаточно продолжительного времени активные стратегии /г18, ltl3, 
/г2с и к21 с частотами 0,26; 0,09; 0,48; 0,17, то при любых изменениях 
компонентного состава сырья, из которого делаются ферритовые 
микросердечники, параметр оптимизации будет принимать зн аче­
ния Q ^  47,3 %.

Технологические режимы, вошедшие в оптимальную смеш ан­
ную стратегию, довольно близки друг к другу, поэтому целесооб­
разно их объединить.

Геометрически задача объединения режимов сводится к н а х о ж ­
дению центра тяжести четырех двумерных точек k la, Лг19, k26, k21 
с учетом их весов: 0,26; 0,09; 0,48; 0,17. Д л я  этого достаточно 
найти х у и х 2, взвешенные по четырем режимам: x t =  к1вр 1 -|- 
+  к19р 2 +  к2вр3 +  k27pt  =  135 • 0,26 +  135 • 0,09 +  140 • 0,48 +  
+  140 • 0,17 =  138 °С; х2 =■ 90 ■ 0,26 +  100 ■ 0,09 +  100 ■ 0,48 +  
+  110 • 0,17 =  99 мин.

27



Т а б л и ц а  1.4

CJ Г . / х* Ль

С, 1,0 0 .0 0 ,0 C3i 0,3 0,2 0 .5
С2 0,9 0,1 0 .0 СЗЪ 0.3 0.4 0 ,3
с* 0,9 0 ,0 0,1 См 0 ,3 0 ,3 0 ,4
4̂ 0 ,8 0 ,2 0 ,0 С 37 0,2 0,8 0 ,0

Сь 0.8 0 ,0 0.2 с а в 0,2 0 ,0 0 ,8
Св 0,8 0 . 1 0.1 С 39 0,2 0 ,7 0,1
с, 0,7 0 ,3 0,0 С40 0,2 0,1 0 ,7
Св 0,7 0 ,0 0,3 С 41 0,2 0 ,6 0,2
с9 0,7 0 ,2 0.1 С42 0,2 0,2 0 ,6
Сю 0,7 0.1 0 .2 С АЗ 0,2 0 ,5 0 ,3
С11 0 .6 0.4 0 .0 С44 0,2 0 ,3 0,5
С|2 0 ,6 0 ,0 0 ,4 С45 0,2 0 ,4 0 ,4
с13 0 ,6 0 ,3 0,1 С46 0,1 0 ,9 0 .0
С14 0 ,6 0.1 0 ,3 С.Т 0,1 0 ,0 0 ,9
<45 0 ,6 0.2 0,2 С4 8 0,1 0 ,8 0, 1
^16 0 .5 0 ,5 0 ,0 с48 0, 1 0,1 0 ,8
с п 0 ,5 0 ,0 0 ,5 С50 0,1 0 ,7 0 ,2
С18 0 ,5 0 ,4 0,1 0,1 0 ,2 0 ,7
^10 0 ,5 0,1 0 ,4 с52 0,1 0 ,6 0 ,3
с20 0,5 0 .3 0,2 5̂3 0,1 0 ,3 0 ,6
С21 0,5 0 ,2 0 ,3 С54 0,1 0 ,5 0 ,4
С22 0,4 0 ,6 0 ,0 с55 0,1 0 ,4 0 ,5
с'lit 0,4 0 ,0 0 ,6 сБв 0 ,0 1,0 0 ,0
С24 0,4 0 ,5 0,1 С57 0 ,0 0 ,0 1 ,0
С 25 0 .4 0, I 0 ,5 С68 0 ,0 0,9 0,1
C->G 0,4 0,4 0,2 с59 0 ,0 0,1 0 ,9
С27 0,4 0,2 0,4 сво 0 ,0 0 ,8 0 ,2
С28 0,4 0 ,2 0 ,3 Св| 0 ,0 0 ,2 0 ,8
С29 0,3 0,7 0 ,0 Св2 0,0 0 ,7 0 ,3
С* 0 0,3 0 ,0 0,7 с03 0 ,0 0 ,3 0,7
С‘.П 0,3 0 ,6 0, 1 св4 0 ,0 0 ,6 0 ,4
СЯ2 0 ,3 0, 1 0 ,6 с65 0 ,0 0 ,4 0 ,6
с3:} 0,3 0,4 0,2 с66 0 ,0 0,5 0 ,5

Таким образом, найден режим ТП ( Т  — 138 °С; т = ЭЭ мин), 
который при любых колебаниях сырья обеспечит процент выхода 
годных изделий более 4 7 , 3 % .

Р ассм атривая  приведенные методы оптимизации с об­
щих позиций, необходимо отметить следующее. Все они 
исследуют многомерную зависимость вида (1.2) в з а д ав ае ­
мом факторном пространстве. Однако методы безусловной 
оптимизации и математического программирования позво­
ляю т найти оптимальные решения в определенной степе­
ни детерминированных условиях. Их можно применить на 
стадии автоматизированного проектирования, когда требу­
ется выбрать оптимальный вариант конструкции прибора
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Т а б л и ц а  1.5

С тратегия с, Cl . . . си

^1 25,0 28,0 ... 46,8

А* 25,6 32,4 45,9

^.15 55,6 56,5 55,5

или определить его конструктивные размеры. Эти методы 
менее эффективны при экспериментальной оптимизации, 
например при оптимизации ТП производства изделий эл е к ­
тронной техники. Как отмечалось, такие ТП представля­
ют собой стохастическую систему, т.е. условия протекания 
(оборудование, сырье и материалы, среда, режимы, опера­
тор) ТП постоянно меняются. Оптимальные варианты не­
обходимо находить именно для меняющихся условий, под­
страивая процесс и поддерживая выходные показатели 
продукции оптимальными или близкими к ним. В этом с л у ­
чае следует применять статистические методы параметри­
ческой оптимизации. Метод, основанный на теории игр, 
позволяет решить задачу, однако и здесь оптимизируется 
(максимизируется) минимальный выигрыш для любых из­
менений условий ТП. Этот метод необходимо использовать 
в тех случаях , когда имеется много неучтенных факторов, 
влияю щ их на ТП. Д л я  непрерывно изменяющихся усло­
вий протекания ТП целесообразно иметь модель процесса, 
которая позволяет следить за колебаниями факторов и из­
менять их с целью поддержания найденных оптимальных 
условий, что можно эффективно осуществить для достаточ­
но ограниченного объема информации с помощью методов 
теории планирования эксперимента.

Приведенные методы необходимо рассматривать как  
методы, дополняющие друг друга в комплексной програм­
ме оптимизации (рис. 1.11). Каждый этап создания изделий 
электронной техники имеет свои особенности, что ограни­
чивает применение тех или иных методов. Очевидно, что 
оптимизацию решений на всех этапах нуж но проводить
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непрерывно и последовательно. Результаты  предыдущего 
решения оптимизационных задач следует использовать в 
виде исходной информации на последующих этапах.

Рис. 1.11

Г Л А В А  2 О С О БЕН НОС ТИ Т Е Х Н О Л О Г И Ч Е С К И Х  
П Р О Ц Е С С О В  П Р О И З В О Д С Т В А  

Э Л Е К Т Р О Н Н Ы Х  П Р И Б О Р О В

§ 2.1. ТИ ПО ВАЯ Т ЕХ Н О Л О ГИ Ч ЕС КА Я  СХЕМ А
П РО И ЗВО Д С ТВА  П О Л УП РО ВО Д Н И КО ВЫ Х  П РИ БО РО В

Основой производства большинства современных полу­
проводниковых приборов является планарно-эпитакси­
альн ая  технология . Рассмотрим основные особенности этой 
технологии на примере производства монолитных интег­
ральны х микросхем (ИМС). П оскольку радиоэлементы та ­
ких схем формируются в процессе изготовления тр ан зи с ­
торов ИМС, достаточно проследить основные этапы произ­
водства планарно-эпитаксиального  транзистора для бипо­
лярн ы х  ИМС и М ДП-транзистора для М Д П  ИМС.

Н а рис. 2.1 представлена структура биополярного 
транзистора  ИМС с комбинированной изоляцией (и зо л я ­
цию от подложки осуществляют с помощью р-/г-перехода, 
а боковую изоляцию — с помощью диэлектрика S i 0 2. О с­
новой ИМС является  высокоомная (р лг 10 Ом • см) крем ­
ниевая пластина р-типа, в которой методом локальной  
диффузии через маску защитного оксида S iO , создают 
скрытый слой n +(d =  2-^-5 мкм; R s  ~  20 Ом/СП). З а щ и т ­
ный слой S i 0 2 удаляю т травлением со всей поверхности 
пластины, после чего производят эпитаксиальное н аращ и ­
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вание p -слоя (d «  3 мкм, R s  ~  300 Ом/ D ) .  Д алее  всю 
поверхность пластины покрывают защитной пленкой нитри­
да кремния S i 3N 4. Таким образом получают заготовку  для 
ИМС, где на месте каж дого  из будущ их транзисторов рас­
положен скрытый п +-слой, который является  коллекторной 
областью транзистора. П оскольку  в больш инстве случаев 
предприятия-изготовители ИМС получают в качестве ис­
ходного сырья именно такие заготовки, будем вести отсчет 
операций начиная с момента, когда на пластине уже сфор­
мирован эп итаксиаль­
ный p -слой, под кото­
рым в нужных местах 
расположены п +- кол­
лекторы будущих 
транзисторов. В про­
цессе фотолитографии 
I вскрывают окна в 

защитном слое Si 3N 4 
под изолирующие области S i 0 2, которые создают путем 
глубокого термического оксидирования кремния в окнах 
вплоть до скрытого коллекторного /г+-слоя. Т ак  как 
переход кремния в оксид кремния сопровождается значи­
тельным увеличением объема, то перед оксидированием 
кремний в окнах S i 3N 4 частично стравливаю т, чтобы после 
получить плоскую поверхность пластины (уменьшение 
высоты микрорельефа пластины имеет особое значение при 
последующем формировании металлических соединений 
в ИМС, так как  нанесение металлизационного слоя на не­
плоскую поверхность может привести к появлению нена­
дежных соединений в местах вертикальных ступеней релье­
фа). После образования изолирующих областей Si0 .2 з а ­
щитный слой Si 3N4, выполнявший функцию м а с к и  при се­
лективном термическом оксидировании кремниевой пласти­
ны, удаляю т путем травления, а пластину покрывают тон­
ким слоем S i 0 2, получаемым термическим оксидирова­
нием или иным, например плазмохимическим, способом 
При фотолитографии II вскрывают окна под глубокую 
« —диффузию до смыкания с п + -коллектором. П оскольку  
заклю чительную  стадию диффузии (разгонку) проводят 
в окислительной среде, вся пластина вновь оказывается 
защищенной слоем оксида SiO.,. В процессе фотолитогра­
фии II I  вскрывают окна под /?+ -диффузию эмиттерных 
областей транзисторов. Эту диффузию проводят на дози­
рованную глубину для обеспечения заданной толщины слоя 
базы w  между эмиттером и коллектором (обычно w — 0,3-f-

SiOi

Рис. 2.1
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0 ,6  мкм), она сопровождается термическим (либо иным) 
выращиванием оксида S i 0 2 на поверхности пластины. 
После проведения эмиттерной диффузии внутренняя струк­
ту р а  транзистора полностью сформирована. В процессе 
фотолитографии IV в защитном оксиде вскрывают окна 
под контакты, после чего на пластину напыляют AI. При

фотолитографии V проис- 
ионыв ходит гравировка по AI,

j  |  |  |  |  |  |  формирующ ая рисунок ме­
таллических соединений 
между элементами ИМС. 
В настоящее время для 
улучш ения параметров и 
повышения процента выхо­
да годных ИМС использу­
ют методы электронно-ион­
ной и плазменной техно­
логии, такие, как  ионная 
имплантация, плазм охим и­
ческое, пиролитическое на 
несение защитных оксид­
ных слоев и т. п., позволя­
ющие, с одной стороны, 
уменьшить число и д л и ­
тельность высокотемпера­
турных операций, а с др у ­
гой — повысить у п р ав л яе ­
мость ТП путем их авто­
матизации .

На рис. 2.2,а — г пред­
ставлена структура  т р а н ­
зистора для М Д П  ИМС. 
Основой ИМС является  
пластина кремния /7-типа 
(р лг 5 Ом • см). П ласти­
ну тщательно промывают, 

после чего на ней путем термического оксидирования соз­
дают тонкую (0,1 мкм) пленку S i 0 2. Затем на поверхность 
пленки S i 0 2 наносят путем напыления такой же тонкий 
слой поликристаллического кремния и на этот слой напы­
ляю т пленку нитрида кремния. После создания такой  з а ­
готовки начинается процесс формирования структуры  
транзисторов  ИМС. Д л я  этого в процессе фотолитографии 
I пленку S i 3N 4 стравливаю т всюду, кроме мест расп олож е­
ния будущих транзисторов. Д алее  следует операция ион­

Si3N4 Фоторезист
SiO~

р* Шикристаллический Si 
p- S l __

а)Si3N4
’Z2ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZA

P- s i
_J Ролакристаллический S i д .£ _

________________ J___________ С__ J
6 )

Ионы P

I I ( I I t (

Поликристаллический St 
г)

Рис. 2.2
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ной имплантации бора, для которой оставшиеся слои Si SN 4 
и фоторезиста служ ат  маской, тогда как  тонкая  пленка 
поликристаллического кремния и низлеж ащий слой S i 0 2 
пронизываются ионами бора. Таким образом, вокруг к а ж ­
дого транзистора создается охранное р  ' -кольцо, позволяю ­
щее исключить возможность возникновения паразитных 
кан алов  между соседними транзисторами ИМС (рис. 2.2, а). 
После этого проводят термическое оксидирование, в про­
цессе которого слой нитрида кремния над будущими т р а н ­
зисторами служ ит защитой от проникновения атомов ки­
слорода. В результате этой операции на пластине всюду, 
кроме мест расположения транзисторов, создается толстый 
(1 мкм) слой S i 0 2 (рис. 2.2, б). После этого пленку S i 3N4 
стравливаю т и проводят фотолитографию II ,  в процессе 
которой формируются затворы транзисторов (из поли к ри ­
сталлического  кремния). Последую щая операция ионной 
имплантации фосфора создает п + -области стоков и истоков 
(рис. 2.2, б). При этом кремниевый затвор и толстый оксид­
ный слой служ ат  маской, обеспечивая точное совмещение 
затвора с каналом  каж дого транзистора. Д ал ее  осуществ­
ляю т  газофазное осаждение защитного слоя S i 0 2. В про­
цессе фотолитографии III вскрывают окна под контакты к 
истоку, стоку и затвору. После этого на пластину н а п ы л я ­
ют пленку AI и проводят фотолитографию IV, в результате  
которой формируется рисунок металлизационного слоя 
(рис. 2.2, г). П ластину подвергают отж игу  (500 °С) для 
улучш ения адгезии AI к поверхности ИМС.

При планарно-эпитаксиальной технологии на одной 
пластине формируют сотни и даже тысячи готовых с т р у к ­
тур будущих приборов (в частности ИМС) со всеми межсое­
динениями и контактными площадками. После соответст­
вующего контроля ИМС пластину разделяю т путем скрай- 
бирования на отдельные кристаллы — чипы. Годные ИМС 
поступают на сборку. Процесс сборки заклю чается в зак р еп ­
лении кристалла на основании корпуса, присоединении 
выводов к металлическим контактным площадкам на к р и ­
сталле и к внешним выводам корпуса и герметизации при­
бора. Закрепление  кристалла на основании осуществляют 
пайкой с помощью эвтектического сплава A u—Si и л и  

A u-G e либо эпоксидными клеями. Присоединение выводов 
производят  путем термокомпрессии тонкой золотой или 
алюминиевой проволоки к контактным площадкам на кри­
сталле.

А нализ приведенной типовой схемы планарно-эпитак­
сиального, а такж е других вариантов Т П  производства
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полупроводниковых приборов позволяет сделать вывод о 
том, что производство современных полупроводниковых 
приборов представляет собой дискретную последователь­
ность сравнительно небольшого числа технологических

Рис. 2.3

операций. Эти операции можно разбить на несколько х а ­
рактерных групп (рис. 2.3).

Основными являю тся операции первых трех групп, так  
как  они формируют внутреннюю структуру  прибора. В 
табл. 2 .1— 2.3 приводятся различные методы осуществле­
ния этих операций, а такж е  перечень входных и выходных 
переменных, используемых для управления ТП.
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Т а б л и ц а  2.1
Операци я  J Входные переменные j Выходные переменные

Диффузия: 
методом откры­
той трубы (из 
твердого, ж и д­
кого, газооб­
разного источ­
ников)

из покрытии 
(стекол, окси­
дов)

Сплавление

Эпитаксия:
жидкостная

вакуумная

Состав * источника 
и газа-носителя, тем­
пература источника, 
расход газообразных 
компонентов, темпе­
ратура в рабочей зо­
не печи, время про­
цесса

Состав покрытия, 
метод нанесения по­
крытия, толщина по­
крытия, температура 
в рабочей зоне печи, 
время процесса

Состав электродно­
го сплава, масса и 
геометрия вплавляе­
мого электрода, тем­
пература и состав га ­
зовой среды в рабо­
чей зоне печи, режи­
мы охлаждения пос­
ле вплавления и об­
работки подложки пе­
ред впдавлением

Состав и темпера­
тура расплава, гради­
ент температуры, ре­
жим кристаллизации, 
режим обработки под­
ложки перед эпитак­
сией, время процесса

Состав парогазовой 
смеси, расход газа, 
температура в рабо­
чей зоне, режим об­
работки подложки пе­
ред эпитаксией, вре­
мя процесса

Состав и темпера­
тура источника, тем­
пература подложки, 
состав и парциальное 
давление остаточных 
газов в рабочей ка ­
мере, режим обработ­
ки подложки перед 
эпитаксией, время

Линейные размеры 
диффузионной области, 
профиль легирования, 
поверхностное сопротив­
ление R s  диффузионного 
слоя, подвижность и 
время жизни носителей 
в диффузионном слое, 
напряжение пробоя и то­
ки утечки р- /i-перехода, 
емкость и вид в. а. х. 
/)-я-перехода, техноло­
гический разброс пара­
метров в пределах плас­
тины и в партии пластин 

Те же, что и для диф­
фузии, а также механи­
ческие напряжения, плот­
ность структурных де­
фектов я рекристаллизо- 
ванном слое

Скорость роста эпи­
таксиальной пленки, тол­
щина пленки, стехиомет- 
ричеекпй состав, одно­
родность пленки, посто­
янная решетки, концен­
трация структурных де­
фектов, механические на­
пряжения в пленке, сте­
пень легирования и про­
филь легирования плен­
ки, время жизни и под­
вижность носителей в 
пленке, характеристики 
р-п-перехода между 
пленкой и подложкой 
противоположного типа 
электропроводности, тол­
щина переходного слоя 
между пленкой и под­
ложкой (для гетероген­
ных структур)

процесса
* Под составом будем понимать не только перечень компонентой, но и 

их. концентрацию, процентное  содержан ие  и прочие количественные х а р ак те ­
ристики, необходимые д ля  приготовления смеси,  сплава  и т. п.
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Продолжение табл. 2.1

Операция Входные переменные Выходные переменные

Ионная им­
плантация

Состав ионного ис­
точника, ускоряющее 
напряжение, ток пуч­
ка, доза облучения, 
температура отжига, 
время отжига, состав 
и толщина используе­
мой маски

Те же, что и для диф­
фузии, а также коэффи­
циент использования 
внедренной примеси, кон­
центрация радиацион­
ных дефектов

Т а б л и ц а  2.2

О перация Входные переменные Выходные переменные

Литография:
фото

электронная

рентгенная

Состав резиста, режим 
нанесения резиста на 
подложку, тип и пара­
метры фотошаблона, ха­
рактеристики оптиче­
ской системы установки 
для совмещения и экспо­
нирования, спектральный 
состав источника света н 
доза облучения, состав 
проявителя и режим об­
работки пленки резиста 
(температура, время), 
режим обработки по­
верхности подложки

Те же, что и для фо­
толитографии, но вместо 
параметров источника 
света — параметры ис­
точника электронов: ус­
коряющее напряжение, 
ток луча, параметры 
фокусирующей системы и 
режим сканирования лу­
ча по рабочему полю, 
доза облучения 

Те же, что и для фо­
толитографии, но вместо 
параметров источника 
света — параметры рент­
геновского излучения: 
спектральный состав, до­
за облучения

Толщина и одно­
родность пленки ре­
зиста, адгезия к под­
ложке, химическая и 
температурная стой­
кость пленки резиста, 
размеры рисунка и 
профиль пленки на 
границе окон, мини­
мальный размер ри­
сунка (разрешающая 
способность), плот­
ность проколов в 
пленке резиста, ди­
электрические х а ­
рактеристики пленки 
(е, tg S ,  У Пр)
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Продолжение табл. 2.2

О перация Входные переменные Выходные переменные

Селективное
травление:

жидкостное

1
газовое

плазмохими­
ческое

ионно-плаз­
менное

Размерная 
обработка ост- 
росфокуси- 
рованными пуч­
ками:

электронно- и 
ионно-лучевая

лазерная

Состав и температура 
травителя, время трав­
ления

Состав и расход газа, 
температура в рабочей 
зоне, время процесса

Состав и расход газа, 
давление в рабочей зоне, 
мощность газового раз­
ряда, температура под­
ложки

Состав, давление га­
за, ток разряда, ускоря­
ющее напряжение, тем­
пература и положение 
подложки

Ускоряющее напря­
жение, ток пучка, п ара­
метры фокусирующей си­
стемы и режим сканиро­
вания луча по рабочему 
полю, доза облучения, 
температура подложки

Плотность мощности, 
длительность импульса, 
параметры фокусирую­
щей оптической системы 
и режим сканирования 
луча по рабочему полю, 
время процесса

Скорость и профиль 
травления, морфо­
логия поверхности, 
размер микрошерохо­
ватости, размер боко­
вого растравливания

Линейные размеры 
рисунка и профиль на 
границе окон, разре­
шающая способность, 
размер микронеров- 
ностей, плотность 
радиационных дефек­
тов
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Т а б л и ц а  2.3

О перация Входные переменные Выходные переменные

Вакуумное
напыление:

термическое
испарение

электронно­
лучевое испа­
рение

ионно-плаз­
менное распы­
ление (катод­
ное, реактив­
ное катодное, 
ионно-плаз­
менное, высо­
кочастотное)

Осаждение
химическими
методами:

термическое
оксидирова­
ние

химическое
осаждение

осаждение из 
гаровой фазы

Температура испарите­
ля, скорость испарения, 
давление паров в рабо­
чей камере, состав и дав­
ление остаточных газов, 
положение и температу­
ра подложки, режим об­
работки подложки перед 
напылением, время напы­
ления

Те же, что и для тер­
мического испарения, а 
также ускоряющее на­
пряжение и ток луча

Состав и парциальное 
давление газов в рабо­
чей камере, ускоряющее 
напряжение, ток, мощ­
ность разряда, темпера­
тура подложки, напря­
жение смещения на под­
ложке, положение под­
ложки, режим обработ­
ки подложки перед на­
пылением, время напы­
ления

Состав, давление и 
расход рабочего газа, 
температура в рабочей 
камере, режим предва­
рительной обработки 
пластин, время оксиди­
рования 

Состав, pH, темпера­
тура раствора, режим 
предварительной обра­
ботки подложки, время 
осаждения 

Состав и температура 
источника паров, состав 
и расход рабочего газа, 
давление паров в рабо­
чей зоне, температура 
подложки, градиент тем­
пературы в системе, ре­
жим обработки подлож­
ки перед осаждением, 
время осаждения

Скорость роста 
пленки, толщина, 
плотность, стехпомет- 
рический состав плен­
ки, адгезия к подлож­
ке, параметры струк­
туры пленки, размер 
зерен, плотность
структурных дефек­
тов, механические на­
пряжения, электро­
физические парамет­
ры пленки (R s , f, 
ijj б и т. п.), темпера­
турная стабильность 
и технологический 
разброс параметров

То же



Продолжение табл. 2.3

О перация Входные переменные Выходные переменные

электрохи­
мическое 
(гальваниче­
ское) осаж де­
ние

Механиче­
ское покрытие: 

защита стек­
лами

защита л ак а ­
ми и эмалями

Состав и температура 
электролита, плотность 
тока, напряжение, режим 
предварительной обра­
ботки подложки, время 
осаждения

Состав и режим нане­
сения стекла, температу­
ра термообработки, вре­
мя термообработки, со­
став и давление окру­
жающей газовой среды 

Состав и режим нане­
сения покрытия, темпе­
ратура и время термооб­
работки

Приведем несколько примеров постановки задач опти­
мизации при производстве полупроводниковых приборов.

Пример 2.1 Исследовалась операция получения газофазного 
оксида S i 0 2 путем окисления моносилана SiH4 при температуре 
400 — 500 °С. Активный газ — кислород: газ-носитель — азот.

Входные управляемые переменные: Т — температура в актив­
ной зоне реактора; I — время процесса; i’SjH — расход моносила­
на; i’0  — расход кислорода; :'N — расход азота.

Параметром оптимизации выбран относительный разброс тол­
щины оксида в партии. Этот разброс минимизировался при скоро­
сти роста пленки не менее 0,01 мкм/мин.

Результаты исследования: температура Т  выбрана и зафикси­
рована (450 °С) на основе анализа плотности получаемого слоя ок ­
сида, а также из условия наиболее полного выхода реакции. Время 
I определялось исходя из требуемой толщины слоя. Был найден оп­
тимальный расход компонентов, при котором разброс толщины 
слоя Si0 2 в партии не превышал 5 % ,  а скорость роста пленки 
оксида составляла 0,02 мкм/мин.

Пример 2.2. Исследовалась жидкостная эпитаксия р-п -струк­
туры светодиода на основе A I ^ G a ^ ^ A s — Aly Ga1_yAs.

Входные управляемые переменные: Я, — размер навески А1 
при выращивании первого слоя; Т, — температура выращивания 
первого слоя; Р 2 — размер навески Д1 при выращивании второго 
слоя; Т., — температура выращивания второго слоя.

Параметром оптимизации выбран внешний квантовый выход 
светодиода.

Результаты исследования: найдены оптимальные значения Р у, 
Т j, Р 2 и Г 2, при которых внешний квантовый выход был доведен 
до 93 % .
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Пример 2 . 3 . И  с ел  с д о  ил л о с ь  в л и я н и е  т е х н о л о г и ч е с к и  х р е ж и м о в  
ф о т о л и т о г р а ф и и  ил п л о т н о с т ь  и р о к о л о н  ( м н к р о и о р )  н п л е н к е  ф о то* 
р с з и с г а .

Входные управляемые переменные: у. — и из кость фоторезис­
та перед ил несением; V — число оборотов центрифуги; 7', — 
температура сушки; (х — и рем я сушки; 7. — pH проявителя; /2 — 
время проявления; 7’2 —- температура задубл ни л н и я.

Параметр оптимизации: плотность проколов.
Результаты исследования: найден режим фотолитографии, при 

котором плотность проколов в пленке фоторезиста уменьшена 
до 3 на I см2

Пример 2.4. Оптимизировался процесс производства тиристо* 
ров К У 108 с целыо минимизации процента брака по критической

уменьшив разброс R s  слоя />-базы тиристора. В связи с этим был 
исследован процесс формирования р -базы, который проводи л с я 
путем диффузии В -f- Д] из слоя диффузапта, нанесенного на ш л и ­
фованную полупроводниковую пластину. Установлено, что режим 
нанесения диффузанта влияет на разброс R Подобран режим 
нанесения легированного фоторезиста путем центрифугирования, 
обеспечивший снижение процента брака в несколько раз но 
сравнению с началом исследования.

§ 2.2. ТИПОВАЯ Т ЕХ Н О Л О ГИ ЧЕС КА Я  СХЕМ А 
ПРО И ЗВО Д СТВА ЭЛ ЕКТ РО ВА КУ У М Н Ы Х  П РИ БО РО В

П роанализируем  основные операции производства ЭВП 
на примере лучевого тетрода 6П36С, широко применяемого 
в телевизионной аппаратуре. С труктурная схема ТП пред­
ставлена на рис. 2.4.

Прибор содержит трубчатый оксидный катод (керн из 
никеля, покрытие — двойной карбонат В аС О я, S rC O :i), 
внутри которого размещен подогреватель (проволока in 
сплава W - -  Мо, покрытая алундовой изоляцией); две сет­
ки (молибденовая проволока, подвергнутая золочению для 
уменьшения термоэмиссии); две лучеобразующне пласти­
ны из никеля и анод из триметалла Л1—Г е— N i , обладаю ­
щего высокой нзлучательной способностью. Баллон при­
бора — стеклянный с выводами из молибдена. Внутри 
баллона находятся такж е вспомогательные детали ар м ату ­
ры (никелевые перемычки, слюдяные изоляторы, молиб­
деновые траверзы и т. п.), необходимые для соединения 
основных узлов прибора.

При производстве тетрода можно выделить несколько 
характерных этапов. На первом этапе исходные м атериа­
лы и полуфабрикаты (прокат, трубки, проволока и т п.)

с к о р о с т и  н а р а с т а н и я  а н о д н о г о  н а п р я ж е н и я

В ы я с н и л о с ь ,  ч т о  с н и з и т ь  п р о ц е н т  б р а к а  по м о ж н о ,
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Рис. 2.4



подвергаются операциям формообразования, в результате 
которых получаются отдельные конструктивные элементы 
прибора. На втором этапе полученные детали подвергают­
ся очистке и термообработке для удаления механических 
и химических загрязнений и снятия внутренних механи­
ческих напряж ений. Кроме того, ряд  деталей, например 
керн катода, анод, подвергается вакуумному отжигу для 
обезгаж ивапня  и дополнительной очистки от загрязений 
и оксидов. На третьем этапе очищенные детали поступают 
на сборку узлов первой ступени. Так, в рассматриваемом 
примере к трубчатому катоду приваривают никелевый вы­
вод, слюдяные изоляторы армируют пистонами, сеточное 
полотно припаивают к никелевой рамке. На четвертом 
этапе на отдельные детали и узлы наносят специальные 
покрытия. В данном случае на внешнюю сторону трубчато­
го катода наносят суспензию из карбонатных солей бария 
и стронция, подогреватель покрывают алундом, а сетки 
подвергают золочению. На пятом этапе происходит сборка 
всех узлов прибора (катодного, сеточного и анодного) в 
единый пакет, который закрепляю т на ножке прибора. 
Н а шестом этапе осуществляют заварку  прибора, т. е. при­
соединение стеклянного баллона к его ножке, после чего 
лампа поступает на вакуумную обработку, которую прово­
дят в две стадии. На первой, откачке, производят прогрев 
и обезгаживание внутренних деталей и частичную акти- 
вировку оксидного катода, при которой карбонаты бария 
и стронция разлагаю тся и переходят в оксиды ВаО и SrO. 
Характерным для этой стадии является обильное выделение 
газов, поэтому ее осуществляют при непрерывной откачке 
прибора. Д авлен ие  в лампе в конце откачки достигает 
10~' Па, причем большая часть газов, первоначально ад­
сорбированных внутренними деталями, уже удалена из 
прибора. Д алее  производят окончательную герметизацию 
прибора, после чего лампу подвергают второй стадии ва­
куумной обработки — тренировке. На этой стадии катод 
подвергают перекалу, т. е. его нагревают до температур 
выше рабочих, а такж е осуществляют токоотбор с катода 
на рабочие электроды ламп (анод, вторая сетка). При этом 
происходит окончательная активировка катода, стабили­
зируется его эмиссионная способность, а такж е происхо­
дит окончательная очистка и обезгаживание электродов 
лампы за счет их прогрева и бомбардировки электронами. 
Выделяющиеся при этом газы, общее количество которых 
сравнительно невелико, поглощаются специальным газо ­
поглотителем (распыляемым или нераспыляемым), который
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заранее  помещают внутри прибора при его сборке; он име­
ет емкость, достаточную для того, чтобы поддерживать 
давление в отпаянном приборе не выше 10-4 Па в течение 
всего срока эксплуатации. Производство прибора завер ­
шается электрическими испытаниями.

Т ак  же, как  при полупроводниковом производстве, при 
производстве ЭВП можно выделить несколько характерны х 
операций (рис. 2.5). В табл. 2 .4—2.8 приведены различные 
методы проведения этих операций, а такж е  перечень вход­
ных и выходных переменных, используемых для уп равле­
ния процессом.

Приведем примеры постановки оптимизационных задач 
в производстве ЭВП.

Пример 2.5. Исследовался процесс импульсной электронно­
лучевой сварки тонкостенных коваровых деталей мощных ЭВП. 
Длительность импульсов фиксирована.

Входные управляемые переменные: Ua — ускоряющее напря­
жение; 1а — ток луча; / — частота следования импульсов.

Параметром оптимизации выбран размер зерна в сварном шве, 
который должен минимизироваться.

Результаты исследования: найден режим, при котором размер 
зерна уменьшен до 20 мкм (для сравнения — размер зерна при ар- 
гоно-дуговой сварке составляет 80 мкм).

Пример 2.6. Исследовался процесс точечной контактной свар­
ки вольфрамовых проволок при производстве решетчатых катодов 
мощных генераторных ламп. Режим работы: импульсный разряд 
конденсаторной батареи через свариваемый образец.

Входные управляемые переменные: С — емкость батареи; U — 
напряжение па батарее; F — сила прижатия свариваемых деталей. 
Сварка производилась при фиксированной индуктивности в пер­
вично]"! цепи сварочного трансформатора.

Параметром оптимизации выбрано усилие на отрыв сваренных 
проволок, которое максимизировалось при следующих ограниче­
ниях: а) в месте сварки должны отсутствовать выплески, трещины, 
частицы меди от электродов; б) разрушение сварного соединения 
не должно носить характер хрупкого поперечного излома прово­
локи.

Результаты исследования: прочность сварного соединения до­
ведена до значения, незначительно отличающегося от предельного 
для данного типа проволоки.

Пример 2.7. Оптимизировался режим откачки и тренировки 
мощных рентгеновских импульсных трубок с оксидным катодом.

Входные управляемые переменные: Г — температура печи 
при обезгаживапии; d T td t — скорость подъема температуры при 
обезгаживании; Un max — максимальное напряжение н акал а ;  
d U J d t  — скорость подъема напряжения накала при активировке 
катода; /, — время обезгаживания и термической активнровки к а ­
тода; / к — ток катода при тренировке; / 2 — время тренировки; 
Un — напряжение па аноде при тренировке.

Параметром оптимизации выбрано время проведения вакуум­
ной обработки приборов, которое минимизировалось при соблюде­
нии следующих ограничений: а) ток эмиссии катода в импульсе

43



Осаждение химическими 
методами

Нанесение электро­
физическими методами

Рнс. 2.5

должен быть после проведения операции не менее 10 А; б) давление 
остаточных газов в трубке после тренировки должно быть не бо­
лее 10- а  Па.

Результаты  исследования: найден режим откачки и тр ен и ро в ­
ки, который позволил в 2,5 раза сократить длительность операции 
по сравнению с началом исследования без ухудшения качества при­
боров. Сокращение времени вакуумной обработки приборов достиг­
нуто за счет интенсификации нагрева приборов и токообразоаания.
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Т а б л и ц а  2 4

Операция Входные переменные Выходиые 
переменные

Механическая 
обработка: 

давлением 
(штамповка, гиб­
ка, прокатка, вы­
давливание, во­
лочение) 

резанием

абразивная

Литье

Порошковое
прессование

Ультразвуковая 
обработка (коле­
бательное движе­
ние зерна абрази­
ва в рабочей сус­
пензии)

Размерная элек­
трохимическая об­
работка (анодное 
растворение в элек­
тролите)

Размерная элек­
трофизическая об­
работка:

Материал, размер и 
форма инструмента, уси­
лие, приложенное к з а ­
готовке, температура з а ­
готовки 

Материал и форма ин­
струмента, скорость и 
угол резания, температу­
ра заготовки 

Материал и фракцион­
ный состав абразивного 
порошка, вязкость сус­
пензии, давление на об­
рабатываемую поверх­
ность, скорость переме­
щения шлифовальника, 
время шлифовки 

Состав и температура 
расплава, давление при 
заливке, размер и чисто­
та поверхности литейной 
формы, режим охлаж де­
ния

Химический и фракци­
онный" состав пресс-по­
рошка, давление при 
прессовании, размер и 
чистота поверхности 
пресс-формы, режим тер­
мообработки 

Размер зерна абрази­
ва, состав и вязкость 
суспензии, размер и фор­
ма инструмента, расстоя­
ние между инструментом 
и заготовкой, частота и 
амплитуда колебаний, 
время обработки 

Состав, плотность и 
температура электроли­
та, плотность электри­
ческого тока, размер и 
форма катода, расстоя­
ние катод—изделие, д ав ­
ление и расход электро­
лита, время процесса

Скорость обра­
ботки, размеры де­
тали, размер мик­
рошероховатости 
поверхности (класс 
чистоты), глубина 
разрушенного слоя, 
разброс линейных 
размеров в партии, 
точность изготов­
ления, плотность 
структурных де­
фектов, зернис­
тость структуры, 
состав и количест­
во поглощенных 
газов, внутренние 
остаточные на­
пряжения

То же
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Продолжение табл. 2.4

О перация Входные переменные Вы ходные 
переменные

электроискро­ Состав диэлектриче­ То же
вая ской жидкости, энергия

магнитоим­

электрического импуль­
са, частота следования 
импульсов, форма элек­
трода, расстояние элек­
трод — изделие

Напряженность маг­
пульсная нитного поля в импуль­

Термообработка

се, длительность им­
пульса, размер и форма 
матрицы 

Состав газовой среды, »
(отж иг): а) в окис­ парциальное давление и
лительной среде; расход газов, темпера­
б) D нейтральной тура отжига, скорость
среде; в) в восста­ нагрева и охлаждения,
новительной сре­ время отжига
де; г) в вакууме

Литография См. табл. 2.2 »
Селективное »

травление
Размерная обра­

ботка остросфо- »
кусированными
пучками

Т а б л и ц а  2.5

Операци я Входные переменные Выходные переменные

Химическая об­
работка: 

обезжиривание, 
промывка

химическое трав­
ление (жидкост­
ное, газовое, плаз­
мохимическое)

Термическая об­
работка 

Электронно­
ионная обработка: 

ионно-плаз­
менное травление

Состав и температу­
ра раствора, режимы 
перемешивания и суш­
ки, время процесса 

См. табл. 2.2

См. табл. 2.4 

См. табл. 2.2

Скорость обработ­
ки, размер микроше­
роховатости (класс 
чистоты), степень за ­
грязнения поверхно­
сти, толщина легиро­
ванного слоя, плот­
ность структурных де­
фектов, излучатель- 
ная способность об­
работанной поверх­
ности

То же
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Продолжение табл. 2.5

О перация Входные переменные Выходные переменные

очистка в плаз­ Напряжение и ток То же
ме тлеющего раз­ разряда, состав и
ряда давление газа, темпе­

ратура подложки, 
время очистки

обработка элек­ Состав и давление
тронным лучом газа, ускоряющее на­

пряжение, ток луча, 
температура подлож­
ки, время обработки

Диффузия, 
сплавление, эпи­
таксия, ионная 
имплантация

См. табл. 2.1 »

Операция Входные переменные Вы чодные 
переменш,ie

Вакуумное напы­
ление

Осаждение хи­
мическими мето­
дами 

Механическое 
нанесение (окуна­
ние, намазка, по­
лив, пульвериза­
ция)

Электрофизи­
ческое нанесение: 

электростати­
ческое распыле­
ние

электрофорез

Приискание 
(прокаливание в 
газовой среде или 
в вакууме)

См. табл. 2.3

Состав, вязкость и тем­
пература суспензии, ре­
жимы нанесения, сушки 
и термообработки

Состав и вязкость сус­
пензии, напряжение на 
высоковольтном элек­
троде, положение под­
ложки, режимы сушки и 
термообработки 

Состав, вязкость и тем­
пература суспензии, ток 
и напряжение на элек­
тродах, время процесса, 
режимы сушки и термо­
обработки

Состав и давление га­
зовой среды, температу­
ра в рабочей зоне печи, 
время прокаливания, ре-

Толщина покры­
тия, скорость роста 
пленки, плотность 
и пористость по­
крытия, равно­
мерность покрытия 
по всей площади 
подложки, адге­
зия к подложке, 
размер зерна в 
пленке, плотность 
структурных де­
фектов, размер 
микрошерохова- 
тости поверхно­
сти, механические 
напряжения, элек­
тропрочность по­
крытия, термо­
стойкость, хими­
ческая стойкость 
покрытия, термо­
эмиссионная спо­
собность покрытия, 
коэффициент вто­
ричной эмиссии, 
фотоэмиссионнля и 
излучательная спо­
собность
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Продолжение табл. 2.6

Операция Входные переменные Выходные перемен­
ные

жим нанесения покры­ То же

Вжиганне (на­
тия перед припеканпем

Состав наносимой пас­
несение из паст) ты, режим обработки 

подложки перед нанесе­
нием пасты, температу­
ра вжигания, состав га­
зовой среды в печи, вре­
мя процесса, режим ох­
лаждения

Т а б л и ц а  2.7

О перация Входные переменные Выходные
переменные

Панка

Сварке» плавле­
нием:

газовая

аргонно-дуго-
вая

электронным лу­
чом

Состав припоя и флю­
са, количество припоя, 
температура пайки, со­
став газовой среды в ра­
бочей зоне печи, режимы 
охлаждения и обработки 
поверхности деталей пе­
ред пайкой

Температура газово­
го пламени, состав ок­
ружающей газовой сре­
ды, режимы обработки 
деталей перед сваркой и 
охлаждения шва, время 
процесса

Ток дугового разряда, 
форма электрода, рас­
стояние между электро­
дом н деталью, расход 
газа, режим охлаждения 
шва

Ускоряющее напряже­
ние и ток луча, диаметр 
луча, состав и давление 
газов в рабочей зоне, ре­
жим перемещения луча, 
время процесса, режимы 
обработки деталей перед 
сваркой и охлаждения 
шва

Прочность сое­
динения, размеры 
и форма шва, п а ­
раметры кристал­
лической струк­
туры в шве. оста­
точные напряже­
ния в шве, плот­
ность дефектов в 
шве. электрическое 
и тепловое сопро­
тивления контак­
та, толщина соеди­
нительного слоя 
(при пайке и скле­
ивании)
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П р о д о л ж е н и е  табл. 2.7

Операция Входные переменные Выходные
переменные

лазерная Мощность и з л у ч е н и я, 
длительность и частота 
следования импульсов 
(при импульсном реж и­
ме), диаметр луча, ре­
жим перемещения луча, 
состав окружающей га­
зовой среды, режимы о б ­
работки деталей перед 
сваркой и охлаждения  
шва

Сварка давле­
нием:

контактная Давление на соединяе­ То же
(термокомпрес­ мые детали, ток и на­
сионная) пряжение сварочного им­

пульса, длительность им­
пульса, режим обработ­
ки деталей перед свар­
кой

ультразвуковая Давление на соединяе­
(холодная) мые детали, мощность 

ультразвуковых коле­
баний, время процесса, 
режим обработки дета­
лей перед сваркой

Склеивание Состав и вязкость 
клея, давление на склеи­
ваемые детали, темпера­
тура при склеивании,со­
став и давление окруж а­
ющей газовой среды, 
время склеивания, ре­
жим обработки детален 
перед склеиванием

*

Т а б л и ц а 2.8

Операции Входные переменные В ы х од и ы е и ере м он н ы е

Откачка: 
термическое 

обезгаживание  
электродов и бал ­
лона (в обшей пе­
чи или токами вы­
сокой частоты)

Скорость откачки, 
давление «азов при 
откачке, температу­
ра электродов и бал­
лона, время обезгажи-  
вания, скорость подъ­
ема температуры, ре­
жим обезгаживания  
газопоглотителя

Общее количество 
остаточных газов в 
приборе после о т ­
качки, состав и пар­
циальное давление га­
зов в отпаянном при­
боре, ток эмиссии ка­
тода, термоток сеток, 
ток утечки, общая
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П р о д о л ж ен и е  табл. 2.8

Операци я Входные переменные Выходные переменные

активпровка ка­
тода с токоотбо- 
ром

Тренировка: 
окончательная 

очистка и обе;*га- 
живанпе электро­
дов

окончательная 
активпровка като­
да и стабилизация 
параметров при­
бора

Скорость откач­
ки, давление газов 
при откачке, темпера­
тура и ток катода, 
время обработки

Температура элек­
тродов, температура 
и ток катода, время 
обработки

Температура като­
да, ток, отбираемый 
от катода, мощность, 
рассеиваемая на элек­
тродах прибора, токи 
и напряжения на 
электродах, время 
процесса

длительность опера­
ции откачки, н а д еж ­
ностные характери­
стики прибора

Состав и парциаль­
ное давление оста­
точных газов после 
тренировки, ток эмис­
сии катода, электри­
ческие параметры 
прибора (крутизна ха ­
рактеристики, мощ­
ность, электропроч­
ность и т. п.), дли­
тельность операции 
тренировки, н а д еж ­
ностные характери­
стики прибора

§ 2.3. ФИЗИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ЭЛЕКТРОННЫХ 
ПРИБОРОВ И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ОПЕРАЦИЙ

Из рассмотрения типовых схем производства ЭП сле­
дует, что при производстве ЭП приходится иметь дело с 
большим числом объектов (структур и процессов) разл и ч ­
ной физической природы. Д л я  оптимального управления 
производством необходимо иметь формализованное описа­
ние этих объектов, что можно осуществить с помощью мо­
делей.

Модель  — это формализованное описание основных ве­
личин и связей между ними, характерных для рассматри­
ваемого реального объекта. Я вл яясь  формой абстрактно­
го описания реальности, модель может быть только  при­
ближенной. Поэтому одному и тому же реальному объекту 
может быть сопоставлено множество моделей, отличаю щ их­
ся друг от друга как по своей структуре и степени детали­
зации свойств рассматриваемого объекта, так и по способу 
их получения.

П роанализируем, например, поведение газа, заклю чен­
ного в небольшом сосуде. Если плотность газа не слиш ком 
велика, то для его формального описания может быть ис­
пользована известная модель идеального газа, согласно
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которой газ представляют в виде совокупности отдельных 
м олекул— ш ариков бесконечно малого размера, совершаю­
щ их хаотическое тепловое движение и испытывающих при 
своем движении абсолютно упругие соударения друг  с д р у ­
гом и со стенками окруж аю щ его сосуда. Т а к а я  модель 
представляет собой лишь физическую абстракцию, однако 
на ее основе получено важное с практической точки зрения 
уравнение состояния газа (уравнение Менделеева— К л а ­
пейрона):

P V  =  —  R T ,  (2.1)
II

где Р  — давление газа, Па; Т  — температура газа, К; V — 
объем, м3; М  — масса газа, кг; р — м олярная масса газа, 
кг/моль; R  =  9,31 • 103 Д ж /м о л ь — уни версальн ая  газо­
вая постоянная.

У равнение (2.1) может быть названо моделью газа, так 
как  оно представляет собой формализованное описание 
связей между характерными для газа величинами. П осколь­
ку модель (2 . 1) дает количественное описание этих связей, 
она может быть названа математической моделью газа (см. 
определение математической модели, данное в гл. 1). С точ­
ки же зрения метода получения модель (2 . 1) является  ф и­
зической, поскольку она получена в результате  применения 
основных физических законов к молекулам рассматривае­
мого газа.

Та же самая модель (2.1) может быть получена на осно­
вании обобщения результатов серии экспериментов, в ко ­
торых для некоторого количества М  исследуемого газа осу­
ществлялось варьирование факторов Р , V и Т.  В этом 
случае модель (2 . 1) в соответствии с методом ее получения 
можно назвать экспериментально-статистической.

Д анны й пример позволяет сделать вывод о том, что мо­
дели могут классифицироваться как  по форме, так  и по 
методу их получения. Т ак , модель (2.1) по форме является 
математической, а по методу получения может быть либо 
физической, либо экспериментально-статистической.

Условимся в дальнейшем вне зависимости от ее формы 
назы вать модель физической, если она получена как  р езуль­
тат применения основных физических или ф изико-хими­
ческих законов, определяющих сущность изучаемого объ­
екта, в отличие от статистических моделей, получаемых пу­
тем статистического анализа связей между характерными 
величинами в отрыве от их физической сущности.

Рассмотрим роль и место физических моделей при ре­
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шении задач управления и оптимизации ТП  в электронной 
промышленности.

Конечной целью производства ЭП является  получение 
приборов с заданными характеристиками (электрически­
ми, надежностными или технико-экономическими). П оэ­
тому при попытке у п равлять  отдельными операциями или 
всем Т П  в целом прежде всего возникает мысль использо­
вать эти характеристики  в качестве выходных переменных. 
О дн ако  в больш инстве случаев такой подход малоэффекти­
вен, так  как  при такой постановке задачи для  осуществ­
ления уп р авл ен и я  требуется построить математическую 
модель процесса, которая  бы связы вала входные (техноло­
гические) переменные Т П  с выходными характер и сти к а ­
ми изготавливаемых приборов. Построить такую  модель 
бывает в большинстве случаев чрезвычайно трудно, а по­
рой и невозможно. Это объясняется тем, что чаще всего от­
сутствует прям ая  физическая связь  между столь р азн о ­
родными по своей природе величинами, как, например, ко­
личественный состав газовой среды при диффузии и гр а ­
ничная частота усиления транзистора. Поэтому привлече­
ние физических представлений не дает возможности постро­
ить математическую модель ТП . Попытка ж е использовать 
ап п арат  экспериментально-статистического исследования, 
для  которого с формальной точки зрения не требуется з н а ­
ния физического содерж ания исследуемого процесса, т а к ­
ж е  не приводит к желаемому результату: получаемые при 
этом модели либо не обладают достаточной точностью пред­
сказан ия  значений выходных параметров приборов, либо 
имеют приемлемую точность лиш ь в очень узком диапазоне 
варьирования технологических факторов — и в  том и в 
другом случае модель оказывается малопригодной для эф­
фективного управлени я  ТП.

В настоящее время в электронной промышленности все 
большее распространение получает другой подход к реше­
нию задачи управлени я  ТП. Он заклю чается в том, что 
связь  между технологическими переменными процесса и 
выходными параметрами изготавливаемых приборов р ас ­
сматривается не непосредственно, а через структуру  п р и ­
бора, формируемую в результате проведения той или иной 
технологической операции. Следовательно, прослеж и ва­
ется логическая  цепь «физика Т П  — формируемая с т р у к ­
тура  прибора — выходные параметры прибора». При этом 
исследователю необходимо определить: а) структуру  при­
бора, которая может обеспечить заданные выходные х а ­
рактеристики; б) способ получения данной структуры.
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При таком разбиении задачи удается в полной мере ис­
пользовать весь арсенал представлений как  о физике р а ­
боты прибора (для выяснения связи «структура— характе­
ристики»), так и о физике рассматриваемых ТП (для выяс­
нения связи «ТП—структура»).

Можно выделить три группы физических моделей.
П ервая группа — это модели, устанавливающ ие связь 

между структурой и выходными характеристиками при­
бора. Модели этой группы получают при рассмотрении фи­
зики  работы исследуемого прибора. Например, для М Д П  
транзисторов пороговое паряж ение

(Л.оР =  —  (Ф 3 - Ф „ ) ~ —  d  +
<1 ед

+  £ / + № ' Н % ) -  {22)
где Ф 3 — Ф „ — разность работ выхода затвор— подложка; 
d  — толщина затворного диэлектрика; ед, е п — диэлектри­
ческая проницаемость затворного диэлектрика и подложки; 
/Va — концентрация акцепторной примеси в подложке 
(рассматривается /i-канальный транзистор); п-, — собст­
венная концентрация носителей заряда  в подложке; q — 
з а р я д  электрона; VT =  k T / q — тепловой потенциал; Q„  — 
плотность поверхностного заряда  на границе затворный 
д и электри к— подложка.

С учетом параметров исходных материалов (Ф3, Ф п, 
ед, t ' II, r i i )  выражение (2 .2 ) позволяет определить необхо­
димые параметры формируемой структуры  {d, N a, Q n) 
обеспечивающие требуемое значение (Упор транзистора. 
При этом учитывают такж е технологические и физические 
ограничения , накладываемые на величины d,  N а, Q„. Н а ­
пример, для М ДП-транзистора со структурой кремний — 
оксид кремния — металл такими ограничениями являю тся; 
a) d  >  0,05 мкм, иначе пробивное напряж ение  затвор— 
подложка оказывается слишком малым; б) jVa <  1017 см 3 
в противном случае максимально-допустимое напряж ение 
сток— исток мало из-за пробоя стокового р-/1-перехода;

в) l~Qu  >  Ю10 см-2 , так как меньшей плотности зар яда  в
системе кремний — термический оксид кремния получить 
не удается.

Вторая группа физических моделей — это модели, уста­
навливающие связь  между физическими переменными ТП 
и параметрами получаемой структуры. Модели этой гр у п ­
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пы используются для  управления процессом формирования 
нуж ной структуры . Например, толщина / легированного 
сл о я ,  полученного при диффузии из постоянного источни­
ка, с в я зан а  с температурой Т  и временем ( диффузии соот­
ношением

12 =  At  е *'г , (2.3)

где А — коэффициент, зависящ ий от используемого диф- 
фузанта  и выбранного уровня отсчета концентрации; k  =  

=  1,38 • 10- 23 Д ж / г р а д — постоянная Больцмана; Е а — 
энергия активации процесса диффузии для выбранного 
диффузанта.

Интересно, что использование физической модели (2.3) 
позволяет получить результат, противоречащий обычным 
представлениям, согласно которым, толщина леги рован ­
ного слоя долж на быть прямо пропорциональна времени 
диффузии.

Третья группа физических моделей — это модели, у ста ­
навливающие связь  между характерными физическими ве­
личинами ТГ1 во время его проведения. Модели этой гр у п ­
пы используют для управления ходом ТП.

Рассмотрим в качестве примера процесс разлож ени я  
карбонатов при проведении активации оксидного катода 
ЭВП. Процесс описывают с помощью модели гетерогенной 
химической реакции диссоциации (разложения) В аС О :! на 
поверхности катода

ВаСО:! ВаО +  СО,, (2.4)
т в е р д а я  фа за  т ве рдая  фа з а  г а з

для которой закон действующих масс позволяет найти с л е ­
дующее соотношение для равновесного давления единст­
венного газообразного компонента (это давление называют 
давлением диссоциации рассматриваемого химического 
соединения):

Poo,  =  K „ ( T ) ,  (2.5)

где K v (Т)  — константа равновесия, зависящ ая  от темпе­
ратуры и увеличиваю щ аяся с ее ростом.

Д о  тех пор, пока давление диссоциации Р со> меньше 
внеш него давления Я В1|, разложение соединения идет мед­
ленно. Равенство Р со2 - Р Ш1 определяет температуру 
разлож ени я  Т ра;ы, начиная с которой наблюдается интен­
сивное разложение. Таким образом, диссоциацию В аС О ;,
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можно осуществить двумя способами: 1) при Р т1 =  const 
путем увеличения температуры до значения Т  а:,л и выше; 
2) при Т  =  const путем уменьшения внепшего давления 
(путем откачки) до значения Р п»сс ( Т ) К р (Т ). На п р а к ­
тике при производстве ЭВП с оксидным катодом для уско ­
рения процесса разлож ения карбонатов используют одно­
временно оба способа.

Рассмотренные группы физических моделей позволяю т 
охватить все явления и взаимосвязи при производстве ЭП, 
начиная от задания технологических режимов и количест­
венного состава исходных материалов и кончая выходны­
ми параметрами прибора. О днако для управления процес­
сом производства одних только  физических представлений 
недостаточно, так как  физические модели не дают нужной 
степени детализации — они чаще всего описывают принци­
пиальный вид исследуемых зависимостей между перемен­
ными процессами. Поэтому на практике ф изическую  мо­
дель используют лишь как основу для постановки экспе­
римента, в результате которого модель обретает необходи­
мую количественную конкретизацию и становится пригод­
ной для управления.

Рассмотрим в качестве примера использование модели 
(2.3) для управления процессом диффузии. Согласно моде-

— _ Лл.
ли , толщина диффузионного слоя / V  A t e  - ' ' . О д н а к о  
ни коэффициент А ,  ни энергия активации Е.л априори 
никогда не бывают известны с достаточной точностью. П о­
этому ставят серию уточняющих экспериментов, предва­
рительно преобразовав модель к виду

In / =  —  In A -f —  In / — —-— — . (2 6 )
2 2 2 It Г  '

Если ввести обозначения у  =  In /; .v, =  In /; ,v„ =  I T ,  то 
модель (2 .6 ) примет вид

у  =  с0 +  с, X, -+ с,х.,, (2.7)

т. е. станет линейной относительно входящих в нее пере­
менных ;/, х, и х г .

Коэффициенты с’0, с\, с г определяют из обычного д в у х ­
факторного эксперимента, для которого требуется провести 
всего лишь четыре опыта. Коэффициент си позволяет вы­
числить неизвестный параметр А ,  а коэффициент с„ — эн ер­
гию активации Е а. Коэффициенте, должен быть равен 0,5,
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однако в результате эксмеримептоп, проведенных в р еал ь ­
ных производственных условиях, получают значения, от­
личающиеся от этой цифры в несколько раз. Аналогично 
энергия активации может отличаться в несколько раз в з а ­
висимости от конкретных условий. Так, в одном из экспе­
риментов по легированию кремниевых пластин бором было 
получено значение £„ =  0,6 эВ, тогда как но известным 
из литературы данным £ п =  3,6 эВ. Такое резкое р асх о ж ­
дение свидетельствует о том, что еще мало известно о ме­
ханизме диффузии через поверхность (диффузия через по­
верхность идет не так, как в объемном кристалле: напри­
мер, вблизи поверхности кристалла большую роль может 
играть диффузия по дислокациям, которая ускоряет про­
никновение днффузанта в глубь кристалла).

Г Л Л В Л  3. О С Н О В Ы  С Т А Т И С Т И Ч Е С К И Х  
М Е Т О Д О В  О П Т И М И З А Ц И И  И Т Е О Р И И  

П Л А Н И Р О В А Н И Я  Э К С П Е Р И М Е Н Т А

§ 3.1. О Б Щ И Е  С В Е Д Е Н И Я

Как отмечалось, решение задач оптимизации ТП пред­
полагает прежде всего установление количественной с в я ­
зи между переменными, характерными для рассматривае­
мого процесса.

В гл. 2 рассмотрен физический подход к нахождению 
этой связи. В данной главе проанализируем статистичес­
кие методы, используемые для этой цели.

Общим для всех статистических методов является то, 
что исследуемые переменные рассматриваются как случай ­
ные величины. Поэтому такие характеристики случайных 
величин, как закон распределения, математическое о ж и ­
дание, дисперсия и т. п., играют в любом из этих методов 
важную, а иногда и определяющую роль.

Применение статистических методов для определения 
количественной связи между исследуемыми переменными 
предполагает наличие двух этапов: 1) эксперимент; 2) 
анализ статистического материала, накопленного в р е ­
зультате эксперимента. Между этими этапами существует 
глубокая диалектическая взаимосвязь: условия и способ 
проведения эксперимента (план эксперимента) предопре­
деляют и дальнейший выбор конкретного метода анализа 
результатов и. наоборот, выбор определенного метода ана-



лпзл диктует использование определенной стратегии экс­
перимента .

Точное определение характеристик случайных величин, 
и частности количественной связи между различными ве­
личинами, возможно только при бесконечном числе наблю­
дений. П оскольку  реальный эксперимент всегда ограничен 
по своему «объему»,анализ его результатов позволяет лишь 
приближенно оценить исследуемые величины и степень их 
взаимосвязи. Существующие статистические методы о б яза ­
тельно учитывают это обстоятельство, причем степень до­
стоверности получаемых оценок всегда оговаривается. 
Собственно, основная задача математической статистики и 
заклю чается в том, чтобы на основании ограниченного по 
объему экспериментального материала, называемого вы­
боркой,  получать суждения (количественные и качествен­
ные) об исследуемых случайных величинах и оценивать 
степень их достоверности.

Различаю т две группы математико-статистических ме­
тодов: статистическая оценка параметров и статистическая 
проверка гипотез.

Статистическая оценка параметров  предусматривает 
получение оценок (точечных или интервальных) неизвест­
ных параметров генеральной совокупности по параметрам 
выборки. В результате использования методов этой груп ­
пы получают суждения типа «коэффициент корреляции 
между случайными величинами А' и Y равен 0,72» (пример 
точечно]! оценки неизвестного параметра) или «математи­
ческое ожидание случайной величины Z с доверительной 
вероятностью 0,95 заключено в пределах 2 7 ,6 + 1 ,2 »  (при­
мер интервальной оценки неизвестного параметра).

Статистическая проверка гипотез  предполагает выдви­
жение определенных допущений (гипотез) относительно не­
известных качественных (например, тип распределения) 
пли количественных (например, дисперсия) характеристик 
случайных величин Правильность этих гипотез проверя­
ется по числовым значениям, полученным из выборки, и в 
Зависимости от результата проверки гипотезы принимают 
или отвергают. В результате использования методов этой 
группы получают суждения типа «гипотеза о нормальном 
распределении случайной величины X не противоречит 
экспериментальным данным и, следовательно, может быть 
принята в качестве рабочей» или «гипотеза о том, что коэф­
фициент корреляции между случайными величинами А' и 
Г равен нулю, с доверительной вероятностью 0 не со­
гласуется с экспериментальными данными и должна быть



отвергнута, т. е. между X  и У существует линейная зави­
симость».

Статистические методы с точки зрения их приложения 
могут быть разделены на методы, направленные на расчет 
неизвестных характеристик исследуемых случайных вели­
чин, и методы, направленные на определение неизвестных 
взаимосвязей между исследуемыми величинами. Нас будут 
интересовать последние, так как для управления и оптими­
зации ТП необходима именно информация о взаимосвязи 
между характерными величинами. Из методов определения 
статистической связи между различными величинами на­
ибольшее развитие получили следующие: 1) корреляци он­
ный; 2) регрессионный; 3) дисперсионный. Д л я  того что­
бы понять различие между этими методами, проан али зиру­
ем наиболее простой случай двух величин: X  и У.

В корреляционном анализе X  и У — это две равно­
правные измеримые случайные величины, появляющиеся 
в виде пар значений при многократном повторении опытов 
эксперимента. Таким образом, X  и У могут рассматривать­
ся как компоненты двумерной случайной величины (Л', У),  
между которыми ищется взаимосвязь. В производстве ЭП 
ситуации такого  рода чаще всего возникают при попытке 
установить связь  между структурой и выходными х а р а к ­
теристиками изготавливаемых приборов. Н апример, мо­
ж но искать связь  между парциальным давлением остаточ­
ного СО, в отпаянном ЭВП и сроком службы прибора. 
Если такая  связь, т. е. корреляция, установлена, то опти­
мизацию ТП производства данного прибора с точки зрения 
повышения срока его службы можно проводить, не дож и­
даясь результатов испытаний на срок службы, а ориенти­
руясь на давление СО , в отпаянном приборе. При этом 
оперативность управления процессом резко повышается.

К регрессионному анализу обращаются в том случае, 
когда есть основания предполагать наличие причинно- 
следственной связи между измеримыми переменными 
X и У. Эксперимент по установлению регрессионной зави­
симости между переменными внешне может ничем не отли­
чаться от эксперимента по установлению корреляционной 
зависимости. Однако при регрессионном анализе в отли­
чие or  корреляционного изначально заклады вается  нерав­
нозначность между X  и У: X  считают независимой перемен­
ной. а У — зависимой, принимающей свои значения в з а ­
висимости от переменной Л'. Путем обработки эксперимен­
тальных данных (это по-прежнему пары значений л,-, ;/г) 
отыскиваются неизвестные параметры, устанавливающие
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количественную связь  между значениями зависимой У и 
независимой X  переменных. Обратимся еще раз к примеру с 
испытаниями ЭВП на срок службы. Ф изические предпо­
сылки указываю т на наличие причинно-следственной с в я ­
зи между давлением СО., в изготовленном приборе и сроком 
его службы, так как  известно, что наиболее частый вид 
параметрических отказов для ЭВП — это снижение эмис­
сии катода, а как  раз наличие СО., в баллоне прибора и 
вызывает со временем потерю эмиссии за счет отравления 
катода. Тогда результаты тех же испытаний можно попы­
таться исследовать с помощью регрессионного анализа . 
Это приводит к установлению количественной зависимости 
между сроком службы прибора и парциальным давлением 
С 0 2 в отпаянном приборе. П ользу ясь  этой зависимостью, 
можно на последней стадии изготовления ЭВП прогнози­
ровать срок их службы, что дает возможность оперативно 
оценивать качество ТП и быстро принимать соответствую­
щие меры, когда качество это начинает ухудшаться.

При дисперсионном анализе, как  и при регрессионном, 
оценивается степень количественного влияния величины X  
на значения измеримой величины Y . Отличие заключается 
в том, что если при регрессионном и корреляционном ан а­
лизах  обе величины являются измеримыми, то при диспер­
сионном анализе  независимая переменная X  может быть и 
не измеримой, хотя и может принимать различные значе­
ния. Н апример, об эффективности автоматизации той или 
иной технологической операции можно судить по степени 
уменьшения влияния оператора на выходные параметры 
процесса. В частности, вопрос может ставиться так: «Зави­
сит ли процент брака на выходе операции от того, кто кон­
кретно проводит данную операцию?» Если такая  зависи­
мость сохраняется , то это означает, что уровень автомати­
зации явно недостаточен. В рассмотренном примере вели­
чина X  (оператор) не поддается количественному измере­
нию, хотя и может принимать различные значения (Иванов, 
Петров и т. д.)

Эти же принципиальные отличия между корреляцион 
ным, регрессионным и дисперсионным анализами сохра­
няются и при исследовании связей между многими перемен­
ными.

§ 3.2. КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ

Рассмотрим сначала две случайные величины. К ак  от­
мечалось, при корреляционном анализе они предполагают­
ся равнозначными и измеримыми. Задача состоит в обра­
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ботке результатов наблюдений, в каждом из которых конт­
ролирую тся одновременно значения величин X  и Y.  П о ­
лученные результаты измерений объема п состоят из п пар 
значений (xlt у х), (х .,, у 2), (х,, ,у„),  которые можно ис­
толковать  как  реализации двумерного случайного вектора 
( X ,  Y ) .

На первом этапе вычисляют среднеарифметические х  и 
у  значения, а так ж е  эмпирические дисперсии s”- и s’ :

fl
Х = ---- >  x h

п ^
i -  1

(3.1)

п
~  1 V 1
у =  —  2 * lJi% 

i ~  i
(3.2)

s; -  i (л'
i = I

-x )2; (3.3)

ri

(■=. i
4 , ) - . (3.4)

Эти четыре эмпирических параметра характеризую т 
измеримые случайные величины X  и Y  по отдельности: х  
и s j  являю тся выборочными точечными оценками для  мате­
матического ожидания [х* и дисперсии о 2х случайной вели­
чины Х \  у  и s i  — такие же оценки для [х„ и о-у . При у вели ­
чении объема выборки п эти оценки становятся точнее, 
при ближ аясь  к истинным параметрам ц, и о 2 исследуемой 
случайной величины: х —>- ц.у; у  s ‘ ,y a l iS,.

tl—►ОС /I—►ОО П —►■СО
Н ас, однако, интересует наличие связи между X  и Y,  

а т а к ж е  сила (теснота) этой связи. Информацию об этом 
дает эмпирическая ковариация между значениями х и у.

п
cov (х, у) =  — Ц -  У  (хj х) (у, - у ). (3.5)

и — 1 * *i I

Н о рм и руя  cov (х, у)  с помощью среднеквадратичных 
отклонений s.v и s,n получают эмпирический коэффициент 
корреляции между значениями х и у:



Т ак  как  cov (х , у)  =  cov (у, х),  то г ху =  г ух, т. е. по­
рядок индексов не важен, что и должно иметь место, так 
как  случайные величины X  и Y  полагаем равноправными.

Эмпирический коэффициент г ху — это выборочная 
оценка для истинного коэффициента корреляции ко­
торый является  мерой силы (тесноты) и направления  л и ­
нейной связи между значениями компонент случайного 
вектора ( X ,  Y) .

Если [рЛ.у| =  1, то существует линейная ф ункц иональ­
ная зависимость между х  и у , т. е. в любой реализации с л у ­
чайного вектора (X ,  Y)  компоненты х и у  связаны  одним и 
тем же коэффициентом пропорциональности у ,  т ак  что 
(л'г — р*) =  y (Ui — р (/), i =  1 , 2 , . . .  В этом случае ре­
зультаты  наблюдений случайного вектора (X , Y)  в выборке 
объема п находятся на одной прямой (рис. 3.1, а,  б).

Если 0 <  !рд.-у I <С 1, то существует линейная связь  
между значениями л: и у,  внутренняя природа которой бо­
лее слож на, чем простая линейная ф ункц иональн ая  за в и ­
симость (это может быть случай, когда X  =  Х х ■+ Х 2, 
У  =  Kj +  Y г и между Х г и Y x имеется линейная ф ун кц и о­
н альная  зависимость, а Х 2 и К ,  — независимые случайные 
добавки). Результаты  наблюдений случайного вектора 
(X, Y)  в выборке объема п группируются вблизи некоторой 
прямой (рис. 3.2, а, б).

Если р ху =  0, то невозможно в общем случае сделать 
вывод о независимости случайных величин X  и Y .  М ожно 
лиш ь утверждать, что линейная связь  отсутствует (нели­
нейная связь  при этом не исключается, как  это видно из 
рис. 3.3, а, б).  Однако существуют случаи, когда равенство 
Рху — 0  означает независимость случайных величин X  и 
К, например, если случайные величины X  u Y  имеют нор­
мальное или равномерное распределение.
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Из рассмотрения свойств коэффициента корреляции 
можно сделать вывод о том, что корреляционным анализ 
наиболее эффективен, когда есть основания предполагать 
превалирую щ ий характер линейной связи между исследуе­
мыми переменными. Применение корреляционного ан али ­
за в случае, когда возможна нелинейная зависимость меж­
ду переменными, нецелесообразно. Однако использование 
физических представлений о природе исследуемых величин 
может расш ирить область применения корреляционного

анализа  за счет предварительного преобразования перемен­
ных. Н апри м ер , анализ физики теплового пробоя д и эл ек ­
триков  приводит к следующему соотношению между про­
бивным н ап ряж ением  (7пр и толщиной диэлектрика d:

У читывая это, можно подвергнуть корреляционному 
ан али зу  следующие величины: а) X  =  U пР, У  =  d\  б) 
X  =  U щи У = V d .  Какой из рассмотренных вариантов 
преобразования  предпочесть? Общей рекомендацией на 
этот счет является  следующая: преобразование исследуе­
мых величин д олж но быть таким, чтобы закон  распределе­
ния преобразованных величин был по возможности ближ е 
к закон у  нормального распределения. При этом облегча­
ется проверка статистической гипотезы о значимости ко р ­
реляции  (о проверке статистических гипотез см. далее).

В приведенном примере следует остановиться на первом 
варианте, так  как  обычно линейные размеры изготавливае­
мых структур  подчиняются закону нормального р аспре­
делен ия  (хотя и не всегда). Если физическая модель теп­
лового пробоя (3.7) верна, то и U„p т акж е будет иметь нор­
мальное распределение. Последнее, однако, требует про­

Рис. 3.2

U„  р n A V d . (3.7;
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верки , так как  может оказаться , что в проводимых исследо­
ваниях пробой имеет не тепловой, а электрический х а р а к ­
тер, при котором U uv пропорционально d,  а следователь­
но, в качестве исследуемых величин следует взять Л" =
— U U]>\ Y  =  d. Д анны й пример свидетельствует о том, что 
прежде чем обратиться к статистическим методам ан али за ,  
нуж но тщательно проанализировать всю апри орную  ин­
формацию и изучить все возможные варианты исследова­
ния .

У, о = П 47

Д опустим, что при обработке эксперимента получен 
эмпирический коэффициент корреляции г хч — 0,52. М ож­
но ли считать установленной наличие линейной связи меж­
ду исследуемыми случайными величинами? Не будем то­
ропиться с выводами. Вспомним, что выборочные оценки 
сходятся к оцениваемым параметрам генеральной совокуп­
ности лиш ь при неограниченном возрастании объема вы­
борки При любом конечном // они могут ф луктуировать  
от выборки к выборке, отличаясь порой значительно от ис­
тинного значения оцениваемого параметра. Возможные 
отличия тем больше, чем меньше объем выборки, поэтому 
может оказаться , что в нашем случае р Л,, =  0 , а получен­
ное значение г Х!1 =  0,52 — не что иное, как  вполне есте­
ственное (статистически незначимое) отклонение от истин­
ного коэффициента корреляции, вызванное малым числом 
наблюдений.

Д ля  решения вопроса о статистической значимости полу­
ченного выборочного коэффициента корреляции выдви­
гают гипотезу р * (/ =  0 , а затем проверяют, не противо­
речит ли она экспериментальным данным. Эта проверка 
легко осуществляется, если известен закон распределения 
исследуемых случайных величин X  и Y.  Тогда по извест­
ным закону распределения и объему выборки п находят 
критическое значение эмпирического коэффициента корре-

а)
Рис 3.3
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ляции , вероятность превышения которого в рамках гипо­
тезы Н 0 не может быть больше заданного  малого числа а ,  
называемого уровнем значимости.  Если найденный из экс­
перимента эмпирический коэффициент к о рреляц и и  г х ,, пре­
высил это критическое значение, то тем самым осуществи­
лось событие, маловероятное в рамках выдвинутой гипо­
тезы /-/„: р ху — 0. Это дискредитирует гипотезу Н 0, и ее 
отвергают, т. е. считают, что г ху значимо отличается от 
нуля, так что (>.v„ Ф  0. Следовательно, существует линей­
ная связь  между переменнными X  и Y.  Доверительная ве­
роятность такого  заклю чения равна 1 — а.  .

Если распределение исследуемых величии X и Y  мож­
но считать нормальным, то проверку значимости эмпириче­
ского коэффициента корреляции осуществляют по табл. 3.1, 
содержащей рассчитанные заранее наибольшие случайные 
значения коэффициента корреляции.

Проверим, например, значим ли эмпирический коэффи­
циент корреляции г ху =  0,52, если он получен из выборки 
объема п — 22. Д л я  т — п — 2 =  20 можно вынести сле­
дующее суждение: «с доверительной вероятностью 0,95 
корреляция  значима (г ху >  0,42)». Д л я  т =  20 нельзя 
гарантировать  значимость корреляции с большей довери­
тельной вероятностью, так как г ху <  0,53 и тем более 
г хи <  0,61.

Проверим, какой вывод можно сделать, если значение 
г .v,, =  0,52 было получено из выборки объема п — 12. М ож ­
но сделать вывод о том, что значение г ху =  0,52 в столь 
малой по объему выборке не позволяет утверж дать с до­
статочно высокой доверительной вероятностью о наличии 
корреляции между исследуемыми величинами. При этом 
не отвергается наличие корреляции, а только  утверж дает­
ся, что даж е такая  большая цифра, как г хи == 0,52, на ма­
лой выборке ие позволяет определить существование корре­
ляции, так  как это значение, возможно, является  случай ­
ной флуктуацией, вполне допустимой в рамках гипотезы Я 0: 
Рху =  0- Внимательный анализ табл. 3.1 позволяет сделать 
вывод о том, что в тех случаях , когда коэффициент корре­
ляции р ху мал (р <  0 ,2 ), определить его с достаточной до­
стоверностью можно только на выборках большого объе­
ма (п >  100).

После того как установлена значимость коэффициента 
корреляции, он может быть использован для п рогнозирова­
ния значений одной из случайных величин, если извеетно 
значение второй. Это прогнозирование основывается на 
следующих формулах:
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Т а () л и н а  3 1

(3.8)

(3.9)

где М  (х/у)  — условное математическое ожидание вели­
чины X при фиксированной величине у\  а  (х/у)  — услов­
ное среднеквадратичное отклонение величины л: при фикси­
рованной у.

Из (3.9) следует, что чем ближе коэффициент ко р р ел я ­
ции к единице, тем точнее могут быть предсказаны значе­
ния х по известным значениям у: Именно это обстоятельст­
во позволяет использовать корреляционный анализ для 
управления ТП.

Проведенный анализ для двух переменных X  и У л ег ­
ко обобщается на случай многих переменных. Рассмотрим 
многомерный случайный вектор X, реализациями которо­
го являются наборы значений (х,,-. x 2i, .. . .  x r i ), i =  1, 2 , ... 
. . . ,  п.  Вычисляя попарные ковариации между компонен­

тами этого случайного вектора cov (х^. х,).  образуют эм пи­
рическую матрицу ковариаций:

Число степе­
ней сипбоды

Урон и ь щачимостн а
0 . 0 г> 0.01 0 . 00 :? 7

5 0, 75 0,87 0 . 9 3
10 0,58 0.71 0, 78
1г> 0.48 0.61 0,68
20 0.42 0 . 5 3 0,61
25 0, 38 0.49 0 ,55
30 0. 35 0. 45 0,51
35 0. 32 0, 42 0 , 48
40 0 . 3 0 0 ,39 0 ,45
50 0,27 0 , 3 5 0,41
60 0 . 25 0. 33 0 , 37
70 о . 23 0 ,30 0 , 35
80 0,22 0 , 28 0 , 33
90 0,21 0 . 26 0.31

100 0. 19 0,25 0, 29
150 0 . 16 0,21 0. 24
200 0, 14 0 .18 0,21
300 0. 1 1 0 . 15 0,17
500 0 .09 0. 1 1 0, 13

1000 и более 0.05 0, 09 0, 1

М  ( х / у )  — М  ( х )  — ( у — М  ( у ) )  а х —— — ;
° у

о  ( X I у )  =  /  1 — р’ а х .
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si, COY (.V, .Vo) ... COV (л'[, x r ) 

cov (A-.,, Xy) s l ,  .. COV (x.i, Xi,) (3 10)

COV (X,„ A-,) COV (x,„ A',) ... Sxp

Эта матрица симметоична относительно главной диаго­

нали, так как  cov (x lt, х,) — cov (xt, x h)\ на главной диа­
гонали находятся эмпирические дисперсии компонентов 
вектора X.

Н орм ируя  элементы этой матрицы cov (xh, х,) с помо­
щью среднеквадратичных отклонений s.Vj и sV(, получают

Это симметричная матрица, на главной диагонали кото­
рой располагаются единицы.

Важным свойством корреляционной матрицы является  
то, что ее определитель удовлетворяет неравенству

Определитель корреляционной матрицы характеризует  
глубину связи между компонентами вектора X: если 
I Rx | - >  1, то компоненты вектора X независимы, если 
I Rx I — 0 , то значение отдельного компонента является  
линейной комбинацией всех остальных. Последнее возмож­
но даж е в случае, когда в матрице R.v нет больших значе­
ний r h I, т. е. корреляция  может быть существенной в целом.

К орреляционную  матрицу часто используют для со кр а­
щения числа выходных переменных, учитываемых при у п рав ­
лении ТП. Д л я  этого сначала разбивают выходные пара­
метры на группы так, чтобы в одну группу попали близкие 
параметры (сильно коррелированные), а в разные — п а р а ­
метры, слабо связанные между собой. Затем внутри каждой 
группы выбирают один или несколько параметров, а осталь­
ные исключают. Таким образом, управление ТП осущест­
вляют, ориентируясь на оставленные параметры, общее

эмпирическую корреляционную  матрицу

(3.11)

(3.12)
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число которых существенно меньше исходного числа пара­
метров, что облегчает управление. В то ж е время сильная 
корреляци я  между исключенными и оставленными п ар а ­
метрами автоматически обеспечивает нужный эффект у п р ав ­
ления и для исключенных параметров.

§ 3.3. ПОСТРОЕНИЕ РЕГРЕССИОННЫХ ЛЮДЕЛЕИ

Пусть исследуемый объект определяется выходным па­
раметром у  (процент выхода годных изделий, параметр го­
тового изделия или полуфабриката и т. д.), который зав и ­
сит от совокупности контролируемых входных параметров
? ! ,  Z 2 , . . . ,  Z, .

В регрессионном анализе (РА) отклик у  представляют в 
виде суммы результата функционального преобразования 
/  (z) и некоторой случайной ошибки е (первый постулат 
РА). О ш ибку е считают нормально распределенной с нуле­
вым математическим ожиданием и постоянной дисперсией 
Оу, не зависящ ей ни от z, ни от /  (z) (второй постулат РА).

Построение математического описания объекта зак л ю ­
чается в нахождении аналитического выражения для ф у н к­
ции отклика  /  (z) и определении дисперсии случайной ошиб­
ки a'fj. Решение этой задачи осложняется тем, что вид ф у н к­
ции чаще всего априори неизвестен.

Полный алгоритм построения регрессионной модели 
представлен на рис. 3.4. Рассмотрим его основные этапы.

Выбор модели. Он заклю чается в выборе вида аппрокси­
мирующего вы раж ения для неизвестной функции отклика 
/  (z). В РА функцию отклика ищут в виде

у  = b 0 -f- bt х, + . . .  -j- bj Xj - j - ... -j- b„ x„,  (3.13)

где b0, bu  bn — неизвестные коэффициенты; x lt x 2, ... 
. . . ,  x n — регрессионные переменные, представляющие со­
бой набор известных линейно независимых функций от фи­
зических переменных г и  .. . .  г,. Н апример, для двух пере­
менных г, и Zn в качестве регрессионных могут быть взяты

х, =  zx; х.2 = z , ;  х3 =  г, г ,  (п =  3);

Ху =  z,; х.> =  1 /г , (п — 2 );

Ху =  г, — z.,; х2 =  In г2; хя =  z)f ; х4 — z \  (п =  4).

Такой подход дает целый ряд  преимуществ. Во-первых, 
большая свобода выбора числа и вида регрессионных пере­
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менных позволяет услож нять  либо, наоборот, упрощ ать  
модель объекта. Во-вторых, после выбора модели определе­
ние функции отклика сводится к нахождению постоянных 
коэффициентов Ь0, Ьи  . . . ,  Ьп. В-третьих, линейность модели
(3.13) относительно неизвестных коэффициентов b0, blt . ..  
. . . ,  bn и регрессионных переменных x lt х 2, .. . ,  х п дает воз­
можность ш ироко использовать матричный аппарат  линей-

Рис. :>.4

ной алгебры и тем самым добиться максимальной ко м п акт­
ности и универсальности при вычислениях.

При выборе числа и вида регрессионных переменных, 
входящ их в (3.13), следует исходить из соображений м ак­
симальной простоты модели при одновременном обеспече­
нии приемлемой точности. Больш ую  пользу может принести

68



привлечение имеющейся физической информации о природе 
исследуемого объекта (см. гл. 2 ).

Отметим еще один важный момент, который необхо­
димо учитывать при выборе модели. Это область и способ 
ее использования, т. е. где и как  будет использоваться по­
строенная модель. Ответ на эти вопросы часто предопреде­
ляет  вид модели. Например, если модель предполагают ис­
пользовать для нахождения экстремума у  по методу кр у то ­
го восхождения, то нет необходимости вводить в модель
(3.13) регрессионные переменные, описывающие нелиней­
ные эффекты, т. е. члены вида z hz,, z ’’,‘ и т. п.

Эксперимент. Этот этап заклю чается  в наблюдении от­
кли ков  у 1} у 2, . . . ,  ум  исследуемого объекта в точках  х,, ... 
.. . .  x/v (в числе которых могут быть и повторяющиеся) из 
некоторой области пространства регрессионных перемен­
ных. К аж дая  точка х ; представляет собой конкретный на­
бор Хц , . . . .  х ,„ , при котором наблюдается отклик y t (i  =  
=  1.........  N).

Д л я  того чтобы использовать апп арат  матричной алгеб­
ры, с каждой точкой пространства регрессионных перемен­
ных связываю т вектор-строку х ; =  (лг;о, х а , . . . ,  x in), в ко ­
тором для удобства вычислений добавлена еще одна регрес­
сионная переменная х ;о, тождественно равная  единице. Тог­
да совокупности данных, полученных в результате экспе­
римента, могут быть сопоставлены: 
матрица наблюдений

1 X Ц Л ! . . . А 1;,

I Л’о] А.)о ... А*,,,

Х =  , .........................../
Xц Xj, ... А';,,

_1 Л'/VI Х\'-> ... A',v„ _  

и вектор-столбец откликов

Ух

_  Un .
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Таким образом, в матрицах X и Y наблюдается построч­
ное соответствие, так что t-я строка отраж ает  результаты  
проведения t-ro опыта.

Отметим, что матрица X может содержать и повторяю ­
щиеся строки, что соответствует дублированию  опытов при 
эксперименте.

Существует два подхода к проведению эксперимента: 
пассивный и активный. При пассивном эксперименте от­
сутствует какой-либо определенный порядок в выборе то ­
чек проведения эксперимента х. Такой подход оправдан, 
когда экспериментатор не может поставить опыт в произ­
вольной точке (например, в случае, когда переменные 
а',, . . . ,  х п являю тся  контролируемыми, но не управляемы). 
При активном эксперименте опыты производят в некоторых 
заранее  выбранных точках, образующих план эксперимен­
та. П лан  эксперимента выбирают в зависимости от выбран­
ной модели и осуществляют по определенной схеме, обла­
дающей некоторыми оптимальными свойствами. С точки 
зрения введенных матричных обозначений переход к а к ти в ­
ному эксперименту означает наложение ряда ограничений на 
матрицу X (матрицу X называют матрицей планирования),  
в результате  чего она приобретает определенный вид. Н а ­
пример, в большинстве применяемых планов выполняется 
условие ортогональности столбцов матрицы планирования:

N
У.\'п,Хц — 0, если k Ф  I. 

i=  1

В дальнейш ем будем отмечать по ходу излож ения те осо­
бенности, которые вносит в общую схему РА применение 
математического планирования эксперимента.

Вычисление оценок коэффициентов модели. В РА расчет  
неизвестных коэффициентов модели (3.13) осуществляют по 
методу наименьших квадратов (МНК). Его суть заклю чает­
ся в том, что коэффициенты определяют из условия  миниму­
ма суммы квадратов отклонений точек модели от экспери­
ментально наблюдавшихся откликов:

•V
Qn,-r =  2  ( io — 4 ^ ) * = П1' П-

i —  I

Учитывая (3.13), сумма Q()(.T может быть записана как

Q o c - r  =  2  +  Ь ' +  ■ ■ • +  Ь -  Х >" ~  У ‘ ) К  ( 3 - 1 4 )I =  1
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Таким образом, сумму Q 0CT можно рассматривать, как 
функцию от переменных b0, blt bn, поскольку остальные 
входящие в нее величины есть числа, полученные из экспе­
римента. Д л я  того чтобы Qoct  была минимальна, необхо­
димо выполнить условие

dQ  ост

дЬ:
=0 ; /  — 0 , 1, (3.15)

Выражение (3.15) представляет собой систему из 
(п - f  1) уравнений для определения (п -|- 1) неизвестных 
коэффициентов b0, blt . . . ,  bn. Вследствие линейности моде­
ли (3.13) относительно коэффициентов Ь} система (3.15) 
линейна. Ее решение удобно вести в матричном виде. Для 
этого вводят вектор-столбец коэффициентов:

В = t>i

_  Ьп_

и вектор-столбец откликов модели

IJN

Тогда iji =  х гВ; Y =  X В.
С использованием введенных обозначений сумма квадратов  
отклонений Q 0 т может быть записана так:

Qo (ХВ — \ ) т (Х В — Y),

где Т  — зн ак  транспонирования.
Система (3.15) в матричной форме приобретает вид матрич­
ного уравнения: Х г  ХВ =  X r  Y, откуда искомый вектор 
коэффициентов

В =  (Хг X) - 1 \ т Y, (3.16)

где (X r X) - 1  — матрица, обратная матрице X 7 X.
М атрицу Хг X называют информационной.  Л егко  про­

верить, что это квадратная матрица порядка (я +  1), сим­
метричная относительно своей главной диагонали. П рои зве­
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дение Х г Y представляет собой вектор-столбец, содержащий 
(п +  1) строк.

Если матрица наблюдений X содержит большое число 
повторяющ ихся строк, т. е. опыты осуществляют с дублиро­
ванием, то целесообразно изменить схему вычисления векто­
ра коэффициентов В следующим образом. П усть матрица X 
содерж ит N 0 различны х строк ( N 0 < N ) .  Исключим из м а­
трицы X повторяющиеся строки и оставшуюся м атрицу Х 0 
будем рассматривать как  матрицу различных опытов, к а ж ­
дый из которых производят с числом повторов p i  (i =  1 , ...

I Pi. . . ,  N 0). Средний отклик в г'-м опыте y t =  — У  y i t . Тогда
Pi 1

всей совокупности наблюдений можно сопоставить: матрицу 
различных опытов Х0, которая содержит N 0 различны х 
строк, соответствующий ей вектор-столбец Y0 средних от­
кликов и матрицу дублирования Р:

Pi о

Р =

О Рл'„

Можно показать, что в этом случае

B =  ( X J P X 0) ~ ! XJ PY0. (3.17)

Результаты  вычислений по формулам (3.16) и (3.17) 
совпадают. Р азл и ч и е  состоит в схеме вычислений. При ис­
пользовании (3.16) не проводят дифференциацию между р а з ­
личными и повторяющимися опытами и поэтому пользую т­
ся полной матрицей наблюдений размером N  X (п -+- 1). 
П рим еняя  (3.17), за счет дифференциации между различными 
повторяющимися опытами удается добиться большей 
компактности при вычислениях, что важ но при использова­
нии м алы х ЭВМ. Особенно нагляден выигрыш в случае 
равномерного дублирования, когда р , — р 2 ~  ... =  рх„ =

- р.  В этом случае матрица дублирования Р в формуле 
(3. i 7) со к р а щ а е тс я :

B - ( X ; , X „ ) - l X [ Y 0, (3.17а)

а . е. массив числовой информации уменьшается в р  раз.
Согласно (3.16) и (3.17), не при всякой матрице наблю ­

дений определение коэффициентов регрессионной модели 
возможно. Действительно, для вычисления вектора В по
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(3.16) необходимо, чтобы матрица Х г X была обратима, т. е. 
существовала бы обратная матрица (Х г X)- 1 . Аналогично, 
для  расчета вектора коэффициентов В по (3.17) нужно, 
чтобы была обратима матрица ( X J P X 0).

М ожно показать, что для  существования искомого реше­
ния необходимо и достаточно, чтобы была обратима матри­
ца XJ Х0, т. е. успех или неуспех в построении регрессион­
ной модели зависит от того, насколько  удачно или неудач­
но построена матрица различны х опытов Х 0. Известно, что 
матрица обратима, если ее определитель не равен нулю. 
Отсюда получаем необходимое и достаточное условие для 
построения регрессионной модели:

Х £Х 0 | ^ 0 . (3.18)

Если |XJ Х„| =  0, то задача нахож дения коэффициен­
тов не имеет решения. Это, в частности, имеет место, когда 
jV0 <  п - f  1, т. е. число различных опытов меньше числа 
искомых коэффициентов. В аж но отметить, что дублирова­
ние опытов в этом случае не имеет значения.

Уточним, какие  изменения вносит в описанную схему 
вычисления коэффициентов модели активный эксперимент 
(АЭ). С вычислительной точки зрения он сводится к неко­
рым ограничениям на матрицу наблюдений X, которую на­
зывают матрицей планирования. Наиболее существенным 
из этих ограничений является ортогональность плана. Д л я  
ортогонального плана матрица X7 X имеет диагональный 
вид и ее обращение не сложно:

Х ;'Х

-  1

“ /■1 - ,1

В  0
; ( Х г Х ) - ' = -

1

н
0

_ 0 / \_
0

1

К

Обычно используют ортонормировлнные планы, к

* [ 0 , k=t--l ,
У  Хп X:■ —

! \ \ k ~ i .

В этом случае коэффициенты вычисляют по форму,

hi =  —  ^  х а  Уп /=--0 , 1.
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Если АЭ осуществляют с равномерным дублированием, то 
это не наруш ает ортогональности плана и коэффициенты 
модели рассчитывают по аналогичном формуле

у

/;,■= —  У  x n y h / =  0 , 1 , /1,
11 /=  I

где i/i — средний отклик в /-м опыте.
Таким образом, переход к АЭ существенно упрощает 

процесс вычисления коэффициентов модели. Кроме того, 
при АЭ получают диагональную  матрицу X7' X, т. е. наи­
более далекую  от вырождения (вырожденной называют ма­

трицу, определитель которой 
равен нулю).

П ланированию  эксперимента 
долж но быть уделено серьезное 
внимание, так как  при неудач­
ном планировании матрица Х 7'X  
может быть плохо обусловлена 

2' 3 2 (плохо обусловленной называют
Рис. 3,5 матрицу, определитель которой

очень мал по сравнению с д р у ­
гими значениями). П лохая  обусловленность матрицы X7 X 
приводит к тому, что обратная матрица (Xr  X) - 1  состоит 
из больших чисел, так как  ее члены обратно пропорцио­
нальны определителю исходной матрицы. П оскольку диспер­
сии оценок коэффициентов b j  модели пропорциональны 
диагональным членам матрицы (X r  X)- 1 , получают модель, 
в которой численные значения коэффициентов имеют боль­
шую неопределенность. При практическом использовании 
такая  модель имеет слишком низкую точность предска­
зани я.

Рассмотрим модель у  =  b0 +  b xz  -f- b.,z’. Допустим, что 
для нахож дения параметров модели поставили ряд  повтор­
ных опытов в точках г г и г., (рис. 3.5).

При таком  планировании не удается построить требуе­
мую модель, так  как  располагают данными двух различных 
опытов, тогда как  выбранная модель содержит три неиз­
вестных коэффициента —  Ь0, Ьх и Ь2. Тщетность усилий 
объясняется  тем, что пытаются провести параболу через две 
точки, когда известно, что таких парабол существует бес­
численное множество (например, кривые 1 —3).  В данном 
случае матрица различных опытов Х0 содержит всего две 
строки, следовательно, при любом числе повторов матрица 
XJ Х0 вырождена.
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Очевидно, что необходимо поставить хотя бы один опыт 
в точке, отличной от г, и г.,. Допустим, что этот опыт (пли 
серия опытов) проведен в точке г3. З ад ача  нахож ения па­
раметров модели формально стала разрешимой, так как  
располагаю т тремя различными опытами. О днако  условия 
второго и третьего опытов различаю тся незначительно, по­
этому следует ожидать большой неопределенности в ре­
зультатах  вычисления коэффициентов модели. Д ействи­
тельно, если кривая 3  не годится в качестве модели, то 
кривые 1 и 2 по-прежнему хорошо согласуются с эксп ери ­
ментальными данными, тогда как  в интервале между точ­
ками z, и z :, эти кривые имеют различный вид. Этой геоме­
трически понятной ситуации алгебраически соответствует 
плохая обусловленность матрицы X7' Х0.

Д л я  того чтобы матрица XJ Х0 была хорошо обусловлен­
ной, нуж но выбрать точку z :t строго посередине между г х 
и z.,. Целесообразность такого выбора легко понять из гео­
метрических соображений.

В данном примере рассмотрена квадратичная модель. 
Очевидно, что в случае линейной модели у  =  bu -f- /;,г 
проведение эксперимента в точках г,, г2, г :, не вызывает 
трудностей, с которыми пришлось столкнуться  в случае 
квадратичной модели. Следовательно, судить о том, хорош 
пли плох план проведения эксперимента, не имеет смысла, 
если не имеется в виду конкретная модель, для построения 
которой используют результаты этого эксперимента.

П роанализируем  процесс определения коэффициентов 
регрессионной модели. .Любое вычислительное устройство 
с ограниченным объемом памяти работает с конечной по­
грешностью, обусловленной округлением промежуточных 
результатов. Эта погрешность может быть особенно большой 
при обработке результатов пассивного эксперимента, где 
часто приходится сталкиваться с плохо обусловленной ин­
формационной матрицей X7 X. Если учесть, что для решения 
задач оптимизации чаще всего используют малые ЭВМ, вы­
числительные возможности которых в настоящее время 
ограничены, то уменьшение погрешностей, связанны х с 
округлением, является важной задачей. Д л я  уменьшения 
погрешностей целесообразно центрировать и нормировать 
данные эксперимента. Д л я  этого в матрице наблюдений X 
и векторе откликов Y переходят от абсолютных зн а ­
чений величин к их отклонениям от средних значений 
в эксперименте: Xjj ->  х ч  — хг, ц, —>- (/; — ", где л ,- =

1 N  , N
— -г. 2  л:,г, ч =  т- v  ч-,. Центрирование данных означает

п (=  I ' /v ,= I
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переход к модели

y — y  — b i i x , — ,v , i+  ... -|- b „ ( x n — x , X  (3 ’19>

которая не содержит коэффициента b0, а следовательно, 
столбец фиктивных переменных x i0 может быть исключен. 
Ц ентрированны е матрицы Х ц, Yu используют для вычисле­
ния коэффициентов модели (3.19) по формуле (3.16) или
(3.17).

Ц ентрирование кроме уменьшения размерности массива 
данных (информационная матрица Хц имеет порядок п) 
уменьшает влияние ошибок округлени я, так как в центри­
рованной модели фигурирую т не сами переменные х,  у ,  
а их отклонения от средних значений. Н апример, в экспе­
риментах по диффузионному легированию температуру ре­
актора изменяют в пределах ±  100 °С около средней темпе­
ратуры , которая  имеет порядок 1000 °С; центрирование в 
данном случае облегчает вычисления.

Процесс вычисления облегчается и при переходе к н о р ­
мированным переменным. Нормирование означает переход к 
модели

1 - ~ У  -  Ь, +  ■■■+&,, Ап ~ Л>-  . (3.20)
Д, Лн

где Д1( . . . ,  Дп — интервалы нормирования.
Н орм ирование приводит к тому, что все элементы м а­

триц становятся  одного порядка, что минимизирует в л и я ­
ние ошибок округления  на результат при операциях над 
матрицами.

П р о в ер ка  модели на адекватн ость . Ценность любого м а­
тематического описания заклю чается в его предсказую щих 
свойствах. Поэтому за отправную точку при оценке качеств

модели выбирают н евязку  d  — у  — у ,  т. е. разность между

истинным откликом у  и тем значением у ,  которое предска­
зывает модель.

В качестве меры точности построенной модели в РА  ис­
пользуют математическое ожидание квадрата невязки. Если 
оно во всей рабочей области пространства переменных п р а к ­
тически не отличается от дисперсии чистой ошибки 
то построенная модель адекватна исследуемому объекту.

П р о вер ку  адекватности модели осуществляют исходя 
из следую щих соображений. Остаточную сумму квадратов 
QOOT раскладываю т на две составляющие:
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N, Pi ^  Л '0 I’i
Q o c t =  2  2  у >-) 2 =  2  2  (у о — у >)2 +

i =  1 / =  1 i =  l / =  I

+  ^  P i ( lJ i — */i)2 =  Q j /+  Qajr (3-21)
/ = 1

Здесь индекс г относится к различным опытам (г =  1,
2 ......... /V0), а / — к повторам в i -м опыте (I =  1 ,

С каждой из сумм, входящих в (3.21), связывают число 
степеней свободы / ,  которое равно числу случайных величин 
в сумме минус число коэффициентов (констант) в ней, ко ­
торые вычислены ранее по этим ж е случайным величинам. 
Т ак ,  Q 0cT находят по )V значениям откликов  у п \ кроме них

в сумме фигурирую т y h вычисленные по модели. Н о модель 
содержит (п Н- 1) коэффициент, которые определены ранее 
по тем же N  значениям откликов у п . Следовательно, число 
степеней свободы суммы Q 0CT равно / 0ст =  N  — (п +  1). 
Аналогично, суммы Q,, и Qaa имеют число степеней свободы 
/„  =  N  — А/ 0 и / ад = .  Л/ 0 —  (п +  1), так  что

/огт = / „  +  /,> :г (3.22)

Сумма Q,, обусловлена действием чистой ошибки е. 
Поэтому выборочная оценка дисперсии a j  чистой ошибки

_  <?//ЬцSn — -
In  . V- Л ' , ,

Сумма Qa;i зависит не только  от чистой ошибки к, по и 
от того, адекватна ли модель описываемому объекту. Поэто­
му можно рассматривать некоторую дисперсию о -л, х а р а к ­
теризую щ ую  качество построенной модели; ее называют 
дисперсией адекватчости.  Выборочная оценка дисперсии 
адекватности

*-<л =  =  Т---- 1------ — 2  Pi  «7/, -  ///Г- (3.24)
/ид До — ('1-1-1)

Аналогично вводят остаточную дисперсию <То„-т. оценкой 
которой является

Soct =  =  — ■7 - — -  У  2  (у и — У i f -  (3 -25>
/ о с т  А ' - ( / ; + 1 )  — -  ^
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Если модель адекватна, то дисперсия а"ал обусловлена 
чистой ошибкой. Поэтому проверку адекватности модели 
можно осуществлять как проверку статистической гипотезы 
Нп- а ад ~  °1- К ак известно, гипотезу о равенстве диспер­
сии проверяют по F -критерию Фишера. Поэтому для про­
верки адекватности регрессионной модели следует:

1) вычислить отношение F — s l n/s'y\
2) по заданному уровню значимости «  и числам степе­

ней свободы д и в таблице распределения Фишера най­
ти критическое значение критерия Fa где / ,  —
h  - fin

2) сравнить значения F и ,/2; если F <  Fa,/, .  
то можно признать, что гипотеза об адекватности модели 
не противоречит опытным данным, если F ^  Fa ,u. / 2, то 
модель неадекватна.

Н еобходимо отметить, что:
1) построение регрессионной модели невозможно, если число  

различных опытов меньше числа коэффициентов модели, т. е. 
No <■ п 1- ^ случае, когда N 0 — п +  1, модель может быть по­
строена, по проверка се адекватности неосуществима, так как число 
степеней свободы суммы Qa4 равно нулю. Ценность такой модели  
при ее дальнейшем использовании сомнительна;

2) если эксперимент проводят без повторов (/V =■ Л'0), то а д е ­
кватность модели не может быть проверена на основе данного экспе­
римента, так как число степенен свободы для оценки а® равно н у ­
лю. Поэтому построение модели на основе эксперимента без д у б л и ­
рования опытов имеет смысл либо при известной величине о^, либо  
в случае, когда имеется априорная информация об адекватности  
выбранной модели, т. е. фактически, когда до опыта известен вид 
функции отклика /  (Z) и необходимо определить неизвестные па­
раметры, входящие в эту функцию;

3) построение математического описания исследуемого о б ъ е к ­
та заключается не только в установлении функции отклика /  (Z), 
но и в нахождении дисперсии случайной ошибки а®. Если модель  
адекватна, то сумма Q0ст зависит только от чистой ошибки 8, по­
этому для вычисления оценки дисперсии о® вместо выражения (3.23) 
следует  использовать выражение (3.25) ,  где Q0ст можно рассчитать 
как сумма Qy +  <5а д . Эта оценка является более точной, так как 
имеет большее число степеней свободы.

Упрощение модели. П усть построена модель в виде

У  == У  ~\~ Ь1 (X j X j)  -f“ .. .  ~Ь bn (х „  X J().
Первый вопрос, который возникает после установления 

адекватности этой модели,— это вопрос о значимости в к л а ­
да в модель всех членов вы раж ения, стоящих после у,  т. е. 
следует уточнить, насколько оправдано в статистическом

смысле услож нение простейшей модели у  — у  за счет вве-
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дени я всех последующих членов (проверка значимости ре­
грессии в целом).

Д ля  проверки значимости регрессии общую сумму квад­
ратов отклонений откликов от среднего значения у  раскла 
дывают следующим образом:

Qo6U» =  2  2  (у » — у ?  S  i  ('/.•/— '/.■)* +
i =  I I =  1 I =. I I =  I

+  2  ^ :г QU,T L р- 13 -26>
i — I

Соответствующие этим суммам числа степеней свободы 
связаны соотношением

/ог.ш =  /пег - Ь / р е ,Р: /о.-т =  'V — (я +  1); / рсгр =  п. (3 .27)

Сумма QoOm обусловлена разбросом откликов относи 
тельно среднего уровня у,  ей может быть поставлена в соот­
ветствие дисперсия а^ст, оценка которой Sor.m =  <?or>n//u.0iir

Если Ообщ для адекватной модели незначимо больше 
ОоСТ, то добавление в модель составляющих /;, (х, — л,), ... 
..., Ь„ (х„ — х„) практически не повышает точность описа­
ния исследуемого объекта, следовательно, модель может

быть выражена в виде у  — у.
П роверку значимости регрессии в целом проводят как 

проверку статистической гипотезы //„: сТобщ =  о^ст. П р а к ­
тически эту проверку осуществляют с помощью критерия 
Ф ишера в следующем порядке:

1) вычисляют отношение F =  So6m;sSct;
2) по заданному уровню значимости а  и числам степе­

ней свободы / пбщ и / ,1ст в таблице распределения Фишера 
находят критическое значение /га ,/, .?,, где /, - / о0и1, /., =

/ ост '
3) сравнивают значения Г и если I <

го гипотеза Н „ не противоречит опытным данным, т. е. рег­
рессия является незначимой, если F ^  Fa.i , . / , ,  то рег­
рессия является  значимой.

После установления значимости регрессии в целом воз­
никает второй вопрос: нельзя ли упростить модель путем 
исключения из нее некоторых регрессионных переменных?

Вопрос о возможности исключения из модели перемен­
ной Xj может быть решен путем анализа 'значимости соот­
ветствующего коэффициента bj. Так как величина Ь} , полу-
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ценная путем обработки результатов эксперимента, я в л я ­
ется случайной, зависящей от конкретных значений откли ­
ков то значимость bj  можно определить путем провер­
ки статистической гипотезы //„: Ь, =  0. Если значение bj  
отличается от нуля незначимо (в статистическом смысле), 
то переменная х ;- может быть исключена из модели.

Д ля  проверки гипотезы bj  =  0 необходимо прежде все­
го оценить меру случайности в определении вектора коэф­
фициентов В из эксперимента с ограниченным числом н а­
блюдений /V. Такой мерой является  матрица дисперсий — 
ковариаций коэффициентов. Д иагональны е элементы этой 
матрицы есть дисперсии, а внедиагональные члены — ко- 
варпацни коэффициентов £>„, Ьг, .. . ,  Ьп. В РА показано, что 
матрица дисперсий-ковариаций

V (В) =  (Хг X)-1 o j.  (3.28)

При дублировании опытов матрица V (В) может быть 
вычислена и так:

V(B) =  ( X j P X 0) - ‘ o=. (3.29)

где Р — матрица дублирования.
Д л я  равномерного дублирования, когда р х =  р г =  ... 

. , =  р х д =  р,  формула (3.29) упрощается:

V (В) =  —  (X7 X,,)-1 а 1и. (3.30)
р

Из формул (3.28)—(3.30) следует, что рассеяние оценок 
истинных коэффициентов модели зависит не только от дис­
персии чистой ошибки a l ,  но такж е и от информационной 
матрицы X7 X (или Х т0 Х0), т. е. от планирования. В 
этой связи следует еще раз подчеркнуть достоинства а к ­
тивного эксперимента. Действительно, как  уже отмечалось, 
при АЭ чаще всего используют ортогональные планы, в 
которых X 7 X имеет диагональную форму, а следовательно, и 
( Х т X ) - 1 такж е  диагональна. Тогда согласно (3.28) в таком 
эксперименте оценки отдельных коэффициентов модели не 
зависят  друг от друга. Кроме того, при АЭ стремятся к 
такому выбору матрицы планирования X, при котором дис­
персии коэффициентов модели минимальны (D -оптималь- 
ные планы). Таким образом, в АЭ имеется возможность 
целенаправленно влиять на свойства оценок параметров вы­
бранной модели.
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Отмстим такж е, что если а'1 неизвестна, то в формулах 
(3.28)— (3.30) вместо нее используют sj, получаемую по 
(3.25) для адекватной модели.

Проверку значимости каждого коэффициента bj  прово­
дят но критерию Стыодента в следующем порядке:

1) вычисляют оценку дисперсии коэффициента s\  , как 
соответствующий диагональный элемент матрицы V (В) 
по одной из формул (3.28) — (3.30):

2) определяют / =  \bj\si, .-
3) по заданному уровню значимости а  и числу степе­

ней свободы/ =  N  — (/г f  I) в таблице распределения Стыо- 
дента отыскивают критическое значение /а ./',

4) если / < /а ,/, то коэффициент bj  может быть при­
знан незначимым и переменную Xj исключают из модели; 
если I ^  ta .j, то bj  является значимым.

После проверки коэффициентов bj  на значимость и упро­
щения исходной модели необходимо, в общем случае вер­
нуться к вычислению коэффициентов и проделать все про­
цедуры в соответствии со схемой рис. 3.4 для упрощенной 
модели.

Отметим, однако, что для этого не нуж но заново вычис­
лять матрицу Х т X. Достаточно из матрицы Х т X исходной 
модели вычеркнуть j -ю строку и / - й столбец, соответствую­
щие исключенной переменной *,. Вычеркнув строки и столб­
цы, соответствующие исключенным переменным, получим 
информационную матрицу Хг X для упрощенной модели. 
Д алее  необходимо обратить эту матрицу, и так далее до 
получения новых коэффициентов для упрощенной модели.

В том случае, когда матрица Хт X исходной модели диа- 
гональна (ортогональный план), не нуж но пересчитывать 
коэффициенты упрощенной модели, так как они полностью 
совпадают с соответствующими коэффициентами исходной 
модели.

Точность регрессионной модели. После того как  получе­
на адекватная регрессионная модель и оценена дисперсия 
чистой ошибки а£, модель может быть использована для пред­
сказан ия  отклика в каждой конкретной точке х0 -  ( 1 , х 01, 

*o/i) пространства переменных.
Следует помнить, что у 0 — х0 В — предсказываемое 

значение функции отклика, т. е. среднего отклика у 0 при 

многократном повторении опытов в точке х0. При этом у 0 
представляет собой точечную оценку у 0 и может не совпа­
дать с истинным значением у 0, так как коэффициенты моде­
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ли b0, by, .. . ,  bn ояределены из эксперимента с ограничен­
ным числом наблюдений и, следовательно, имеют рассея­
ние, определяемое матрицей дисперсий-ковариаций V (В).
Соответственно и у 0 имеет рассеяние, значение которого 
определяется дисперсией:

D  Ы  -  х0 V (В) хI -  х0 (Xr X ) - 1 o l  хт0. (3.3!)

Используя выражения (3.31), можно построить довери 
тельный интервал для у 0:

Уо ±  U-, , V D  { у 0} = у 0 ±  t a , , K x 0 (Xr X )->sJ  x j ,  (3.32)

где si  — оценка дисперсии ошибки; t a:f — табличное з н а ­
чение критерия Стьюдента при числе степеней свободы, с 
которым была определена оценка sj.

Истинное значение у 0 лежит в пределах этого интерва­
ла с вероятностью (1 — а).

Если важен не средний отклик у 0, а отклик у 0 при од­
нократном проведении опыта в точке Х0, то к дисперсии

D  {(/„} следует прибавить дисперсию а~у , учитывающую 
независимое действие чистой ошибки е. Тогда доверитель­
ный интервал для у 0 получают из выражения

У о ± / а ; 1  ] ' ^  [Х0 (ХГ X ) - 1 +  1 ]. (3.33)

В ф ормулах (3.31)— (3.33) х0 — вектор-строка соот­
ветствующей точки наблюдения. Из формул (3.32), (3.33) 
следует, что доверительный интервал, т. е. точность пред­
сказан и я ,  прежде всего зависит от матрицы Хг X, т. е от 
планирования . Поэтому все замечания, которые были сде­
ланы относительно преимуществ АЭ с точки зрения мини­
мизации рассеяния  оценок коэффициентов модели, в р а в ­
ной степени относятся к минимизации доверительного ин­
тервала для отклика , предсказываемого моделью.

Кроме того, точность предсказания оказывается разли ч­
ной для разных точек х0. Н аилучш ая точность достигается 
в центре эксперимента, на основе которого были вычисле­
ны коэффициенты модели (см. центрирование матриц на­
блюдений X). По мере удаления от этой точки точность 
у худшается.
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1. Ф о р м у л ы  (3.32),  (3.33) с праведливы толь ко  дл я  области пр о­
с транства  переменных х, в которой был осуществлен эксперимент  
но определению коэффициентов регрессионной модели. М еханиче­
ская экстраполяция на более широкую область пространства пере­
менных х может привести к большим ошибкам, так как регрессион­
ная модель не является точным аналитическим выражением функции  
отклика /  (z),  а лишь аппроксимирует эту функцию в пределах об­
ласти проведения эксперимента. При этом нет никакой гарантии п том, 
что за пределами этой области модель остается адекватной исследуе­
мому объекту. Например, любая непрерывная функция в неболь­
шом интервале изменения аргумента хорошо описывается линейной 
моделью, однако в более широком интервале линейная аппрокси­
мация уж е не является удовлетворительным описанием реальной 
функции, если эта функция нели­
нейна;

2. Регрессионная модель те­
ряет реальную ценность для пред­
сказания, если после ее построе­
ния происходят внутренние изме­
нения в исследуемом объекте. Т а ­
кая опасность особенно велика для 
технологических объектов, в кото­
рых, несмотря на все способы 
стабилизации условий работы 
обслуживающего персонала и 
функционирования оборудования,  
происходят изменения, вызванные 
различными причинами (смена сырья, изменения, возникшие в про­
дукции на предыдущих технологических операциях, и т. п.).

Рассмотрим пример построения регрессионной модели Для вы­
яснения влияния времени травления т мощных сплавных транзисто­
ров перед их герметизацией на коэффициент усиления Л21э был про­
верен эксперимент, результат которого представлен в табл. 3.2.

В данном случае модель удобно выбирать визуально, построив  
зависимость h 2,э =  /  (т) (рис. 3.6).  Из рисунка видно, что эта з а ­
висимость близка к параболической: /г21:, ж  а 4- Ьт +  гг'-. П оэто­
му выберем модель

У ~ Ь ц  +  Ь! Л", -f- Ь2 -V2 . 

где х , =  0,1т; х 2 —  (0,1т)2; у  =  Л21э.
Общее число наблюдений в табл. 3.2 N  =  25, т. е. матрица на­
блю дений X содержит 25 строк, однако из них различных толь­
ко N 0 =  9. Тогда всей совокупности наблюдений можно сопоста­
вить: матрицу различных опытов Х 0, которая содержит N 0 ~  9 
различных строк, соответствующий ей вектор-столбец Y0 средних 
откликов и матрицу дублирования Р:

- 1 1 1 ~ “ 26 ~ “ 2
1 2 4 27 3 1)
1 3 9 2 9 ,3 3
I 4 16 3 1 ,3 3
1 5 25 ; y0= 3 5 ,5 : р = 2
1 6 36 3 4 ,3 4
1 7 49 36 0 1
1 8 64 3 5 ,5 4
I 9 81 31 3

"Из 
35 -

30 -

25 ■

20-

у+й\  ✓ * • • • .4
>  .ж -» " '-*  У//  Л/  •//  —

V  у ^ у - А

> ' 7  /
_у_ | .

20 ЬО ВО 80 100 т,; 

Рис. 3.6
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Т а б л и ц а  3.2

т,  с V .

10 24 28
2 0 25 26 3 0
3 0 27 3 0 31
4 0 3 0 32 3 2
5 0 34 37
6 0 34 33 36 34
70 3 6
8 0 34 3 6 37 35
9 0 30 33 30

Вектор коэффициентов модели согласно (3.17)

В =  ( х [ р х 0) - '  x j  PYo.

В данном случае

X' РХ„ =
25 129 831 

129 831 5991 
831 5991 459G3

(Xq РХи )_| =
0 ,7  — 0,287  

- 0 , 2 8 7  0 ,138  
0 ,025  — 0,013

X ' Р Y„ —
794

4256
27704

О ко нч ат ель но  по (3 17) получаем

0 ,025
-0 ,0 1 3
0,001

Г ° - 7 — 0.287 0.025 ' ‘ 794 ' 20,2 '
в = — 0,287 0 , 138 — 0,013 4256 — 4.39

0,025 — 0,013 0.001 27764 - 0 .3 3

Т ак им  образом,  наша модель у —  20,2 +  4.39.V, — 0,33л-,., т. е. 
к оэффициент  у с ил ен ия  тр анз ис тор ов  с вя з ан  с п р о д о л ж и т е л ь н о с т ь ю

т р а в л е н и я  перед г ерметиз ацией зависимостью*. , , . ,  — 20,2 -■ 0,139т  —
-  0 , 33-  10--T-.

П р о в е р и м  а де кв атн ост ь  построенной модели.  Д л и  этой цели со­
с тавим табл.  3.3.  Заметим,  что и шестой столбец за но ся тс я  з н ач ени я

о т к л и к о в ,  вычисленные  по модели и =  hiv , ~  20.2 0,439т —
— 0. 33  - 10 —-Т-, а в восьмой — квадраты от кл он ени й э к с п е р и м е н ­
т а л ь н о  н а бл ю да в ши х ся  о т кл и ко в  иц пт их среднего знач ени я

у = ----- 2  I/ = -----7 9 4 =  3 1 .76.
.V 25
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Т а б л и ц а  3.3
СОн35
со
< № 

по
вт

о­
ре

ни
я 

/

О
тк

ли
к 

и i 
1

Средний
отклик Разность

( </ц-у] )г
Модель

%

Разность
P i ^ i - Ра з н о с ть

1 1 24 4 2 4 , 2 6 , 5 6 0 , 2
2 28 2 6 , 0 4 14,  1

2 1 25 4 2 7 , 6 1 . 1 4 5 , 7
2 2 6 2 7 , 0 1 3 3 , 2
3 30 9 3 , 1

3 1 27 5 , 3 3 0 , 3 3 , 0 2 2 , 7
2 3 0 2 9 , 3 0 , 5 3 , 1
3 31 2 , 9 0 , 6

4 1 30 1 ,7 3 2 , 4 3 , 6 3 , 1
2 32 3 1 , 3 0 . 5 0
3 32 0 . 5 0

5 1 34 2 , 3 3 3 , 8 5 , 8 5 , 0
2 37 3 5 . 5 2 . 3 2 7 , 4

G 1 34 0, 1 3 4 , 5 0 , 2 5 , 0
2 3 3 1 . 7 1 , 5
3 3 6 3 4 , 4 2 , 9 1 7 , 9
4 34 0 . 1 5 , 0

7 1 36 3 6 , 0 0 5 4 , 6 2 , 0 1 7 , 9

8 1 34 2 , 3 3 4 , 0 9 , 0 5 , 0
2 3 6 0 , 3 1 7 , 9
3 37 3 5 , 5 2 , 3 2 7 , 4
4 3 5 0 , 3 10,5

9 1 3 0 3 1 , 0 1,0 3 2 , 8 9 , 7 3 , 1
2 3 3 4 , 0 1 , 5
3 3 0 1 , 0 3 . 1

Сумма = 7 9 4 Qy==51,1 Сад1=  4 0 , 9 Фобщ==334

Д л я  проверки гипотезы об адекватности необходимо вычислить 
оценки дисперсий а* и а | д . Используем для этого формулы (3.23) и
(3 .24),  взяв из табл. 3.3  Qy — 51,1; Qaa =■ 40,9 и учтя, что числа 
сте п е не Ид св о б од ь^ / у =  /V -  N 0 =  25 — 9 =  16; / ад =  /V0 — (п +

To'^a ^  =  Q»~fy =  3.2; 5| д =  <?а„ / /ад =  6.8.
В соответствии с порядком проверки гипотезы о* =  0 2 определя­
ем. а) отношение F = .  /s* = .  2,1, б) критическое значение кри­

терия Фишера из справочных таблиц для / х =  / а =  6; / ,  =  f„ =
— 16. Д л я  уровня значимости а  =  0 ,05  это значение равно 2 ,7.  
Поскольку F <  ^0,05; 6; 16’ м°Дель можно считать адекватной.
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Так как модель оказалась адекватной, скорректируем оценку  
дисперсии чистой ошибки, применив для этого формулу (3.25)

SjI =  S o c t  — Q o c t / / o c t  =  { Q y Р а д )  /  ( / ; /  +  / а д )  =  4 , 2 ,

Проверим значимость регрессии в целом. Д ля этого из табл. 3 .3  
найдем 5*бщ =  QoCmf!oOm =  >3,9. Тогда F =  s ^ / s ^  = 3 , 3 .  К р и ­
тическое значение критерия Фишера берут из таблицы Фишера,  
положив а  — 0,05; / ,  =  / Оош — N  — 1 =  24; =  / ост — Л/ —
— (п "Ь 1) ~  22;  ̂о ,05; 24; 22 =  2,05.

Поскольку F >  f g  05. „4. регрессия в целом значима, т. е 
наша модель существенно лучше описывает исследуемый объект.

нежели простейшая модель у  —  у  =  31,76.
Попытаемся упростить построенную модель путем исключения  

отдельных переменных. Согласно (3.29). матрица дисперсий — кова- 
риаиин коэффициентов Ь/

V (В) =  (Х^ Р Х 0) ~ '  s i -
0 , 700 — 0,287 0 ,0 2 5  

-0 ,2 8 7  0 ,14  - 0 , 0 1 3  
0 ,025  -  0 ,013  0,001

•4 ,2  .

Отсюда sfiQ — 2,9; , = •  0,6; s|., =  0,004. Тогда /0 =  2 0 ,2 /" \ /2 ,9  =

— U .9 ;  / 1 4 ,3 9 / У  (Гб =  5,7; = 0 , 3 3 / 1 / 0 , 0 0 4  =  5,2.
Зададимся уровнем значимости а  = 0 , 0 5  и для числа степеней  

свободы /  =  V — (п +  1) =  22, с которым была определена о цен­
ка дисперсии о^; из справочных таблиц для /-критерия Стыодента 
находим /0 05. =  2,07. Поскольку все t j  больше этого критиче­
ского значения, то все коэффициенты bj  значимы и, следовательно,  
ни один из членов построенной модели не может быть исключен  

Таким образом, следует принять в качестве рабочей модели

' у  — 20 ,2  -1-4 ,39л, — 0 , 33л, = 2 0 , 2  + 0 ,439т — 0,33- 1 0 - -  т - .

Оценим точность полученной модели, построив для этого д о ­
верительные границы для отклика у„ при проведении однократного

опыта в точке х 0. Эти границы строятся, как у„ ±  Л„, где на­
ходят в соответствии с формулой (3.331;

А.. =  К s?[X„(Х 'РХ о)-1 XJ-1- l l .

Выберем сг =  0 ,05 ,  т. е. зададимся доверительной вероятностью 0,95.  
Тогда /0 05 . =■ 2,07. Воспользовавшись полученными ранее зн а ­

чениями s i  и (Х^РХ,,)- 1 , вычислим доверительные границы для  
различных точек х 0, занося результаты в табл. 3.4.

Полученные доверительные границы, а также линии регрессии  
представлены на рис. 3 .6. Эти результаты для т =  40 с, например,  
могут быть интерпретированы так: травление транзистора в течение  
40 с перед его герметизацией обеспечивает с доверительной вероят­
ностью 0 ,95  значение коэффициента усиления /i21a =  28 -4- 36,8. Д а н ­
ное утверждение справедливо, если ТП производства транзисторов  
остается стабильным, т. е. все характеристики процесса, а также
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с ырь я  п род ол жа ют  оставаться  теми же,  что и в период по стр ое ­
ния модели.

Т а б л и ц а 3.4

■2

н
/;

Точка  х0

О
тк

ли
к

м
од

ел
и

i'o

А0 II о 4- Л о У о — До

1 х01 =  (1 ,1 ,1 ) 24 ,2 4 ,8 29 ,0 19,4
2 х0* = < 1 .2 .4 ) 2 7 ,6 4 ,5 32, 1 23, 1
3 хо з= (  1 .3 ,9 ) 3 0 ,3 4 ,4 34 ,7 25,9
4 х 04= ( 1 , 4 , 1 6 ) 32 ,4 4 ,4 36 ,8 2 8 ,0
5 х05= (  1 , 5  , 25) 33 ,8 4 ,4 38 ,2 29 ,4
G х 08= ( 1 , 6 , 3 6 ) 3 4 ,5 4 ,4 38 ,9 30, 1
7 х 07 = ( 1 , 7 , 4 9 ) 3 4 , 6 4 ,4 3 9 ,0 3 0 ,2
8 х 09— ( 1 , 8 , 6 4 ) 34 ,0 4 , 4 38 ,4 2 9 ,6
9 Х о э = (  1 , 9 , 8 ! ) 32 ,8 4 ,7 37,5 2 8 ,  I

§ 3.4. ПОСТРОЕНИЕ ПЛАНОВ ЭКСПЕРИМЕНТА 
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ТП ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ 

МОДЕЛЯМИ

О ценку зависимости у  — f  (х), отражающей влияние 
технологических режимов на выходной параметр процес­
са, при активном эксперименте осуществляют путем предна­
меренного изменения факторов х и наблюдения за изме­
нениями у.  К ак  правило, при активном эксперименте уста­
навливают опорную (нулевую) точку х0 в факторном прост­
ранстве, около которой нуж но получить указан н у ю  з а в и ­
симость. При варьировании факторов выбранную величину 
ДXj, j  =  1, k откладывают слева и справа от x oj (рис. 3.7, д). 
П оскольку  ищется многомерная (/г-мерная) зависимость, 
необходимо выбрать (спланировать) такое минимальное 
число точек в /г-мерном пространстве, которое позволило 
бы достаточно точно построить модель у  — /  (х).

Рассмотрим задачу планирования многофакторных э к с ­
периментов, т. е. составления планов их проведения, начи­
ная с простейших случаев, когда необходимо построить мо­
дели первого порядка.

П остроение планов  экспери м ен та  первого п орядка . 
Пусть k =  1, т. е. имеется одномерная зависимость у  —
— /  (х^.  В этом случае модель имеет вид у  — b 0 +  Ь1* х. 
Д л я  ее построения достаточно двух точек или точнее двух 
опытов, например, в точках х у =  x lmtn и х 1 =  х 1тах. Г ра­
фически план и модель эксперимента изображены на 
рис. 3.7, б.  Матрица плана имеет вид
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Ч ;
(3.34)

Х \  m i n  ->• У 1 

■*1 ш а х  * Учу

где у х> у г — отклики в точках / ,  2.
П усть k — 2, т. е. имеется двухфакторная зависимость

✓ч
У — f  (x i> х г)- М одель имеет вид у  =  Ь0 +  Ьгх х +  Ь2х 2, т. е. 
представляет собой плоскость. Д л я  ее построения необхо­

димо провести опыты в д в у ­
мерном пространстве.

Ф актор х г меняем так ж е  
на двух уровнях  x 2mln и 
* 2тах- П ри проведении опы ­
тов, чтобы получить информа­
цию о зависимости у  =  /  (хг , 
х 2) во всем факторном п ро­
странстве, необходимо брать 
сочетания выбранных уровней 
х г и х г . Уточним, при каких 
условиях  могут быть проведе­
ны опыты в эксперименте:

в)

Рис. 3.7

-11 ■ Х\ min

л',: ,vо |

Х \  max
2 3

\ /  
j/N *

X 2 max

Согласно полученной схеме, при выбранных уровнях  
(для построения моделей первого порядка достаточно в а р ь ­
ировать факторы на двух уровнях) можно провести опыты 
в четырех точках . При этом матрица плана имеет вид

X ==.

•• 1 m in  

X1 it! it1 
X 1 п тах  

А* 1 т а  х

X '>п и п

-v 2 т а  х 

Х*2 min 
2 max

U1

— У 2
—  Уз 
-  Уа-

(3.35)

Графическое изображение плана приведено на рис. 
рис. 3.7. в.

Следует отметить, что подобное изображение матриц 
планов не совсем удобно для аналитических выкладок и т е х ­
нических приложений. Поэтому варьируемые факторы ко ­
дируют с помощью простой формулы

=  —  x j 0 u ) № x m ) >
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AX j H 0,5  ( X j maxГДе X j on  0,5  (*jmax “b -^j'mln)i 
а индексы «к» и «н» соответственно обозначают кодированное 
и натуральное значение фактора.

Н етрудно увидеть, что при х }„ =  х Ш п п  х }к =  — 1;
При X j „  X j m a x  i, X j K 1, пр и  X j n  —  X j =  0 , т. e.
для  выбранных x j0, Axj  можно любое значение Xj в н ату ­
ральны х единицах измерения перевести в кодированные 
значения. В дальнейшем для простоты индекс «к» у коди­
рованных факторов будем опускать. Следовательно, ма­
трицу плана (3.35) можно переписать так:

(3.36)

-  _  1 _ 1  - —  У 1

х  = - 1  + 1 —  г/г
+  1 •— 1 ~ * У а

_ +  > + 1 _ —» */4

независимых переменных для этого плана

Ло 
~ +  1

V, 
— 1

ДГо 
— 1~ — У1

Х = +  1 — 1 f  1 — У 2
+  1 +  1 — 1 —>' Уз
+  1 - f  1 - Ы _ У У 4 ’

где х0 — фиктивный фактор, равный + 1  и вводимый в ма­
трицу для вычисления коэффициента Ь0 (на проведение эк с ­
перимента он не влияет).

Таким образом, план (3.36) содержит сочетания всех 
уровней обоих факторов. Следовательно, уж е можно су ­
дить о принципе формирования плана эксперимента, т. е. 
план первого порядка содержит все сочетания выбранных 
уровней факторов.

Пусть к — 3. Необходимо описать зависимость у  =

=  / ( * , ,  х г , х 3) . /Модель имеет вид у  — b0 +  b lx l - f  b.,x„ +  
-+- Ь 3х я. Матрица плана, построенная но сф ормулированно­
му принципу, имеет вид, показанный в табл. 3.5. Графиче­
ски план трехфакторного эксперимента представляет собой 
куб. Д л я  его построения и построения более слож ны х 
планов существует рекуррентная процедура. П лан  эксп е­
римента для двух факторов (3.3G) считается ядром и пишет­
ся дважды для х 3 =  -—1 (4 опыта) и для х 3 =  1 (4 опыта). 
Д л я  четырехфакторного плана ядром является  матрица 
трехфакторного плана, которая такж е  повторяется дваж ды 
для х, =  — 1 (8 опытов) и .v4 =  -г 1 (8 опытов) и т. д.

89



Т а б л и ц а  3.5

.V' опыта X-i х л г/

1
2

—
+

— У\
У-г

3 + — — Уз
4 + 4- — У.1
5 — — + Уь
6 — + • Ус,
I + — + У 7
8 + + н - Ув

Д л я  простоты в теории планирования эксперимента 
вводят  обозначения планов, которые позволяют легко вы­
числить объем эксперимента. Т ак , для определенной кате­
гории планов вводят обозначение

N  — т к, (3.37)

где т  — число уровней, на которых варьирую тся факторы.
П оско л ьку  в планах  первого порядка факторы варьи ­

руются на двух ур о вн ях ,  т. е. пг — 2 , можно переписать 
(3.37) следую щим образом:

/V =  2 \  (3.38)

Очевидно, что с ростом к число опытов в эксперименте 
растет. Т ак ,  для  к =  2  N  — 4; для к  =  5 N  — 32; для 
k — 10 N  =  1024 и т. д.

П ланы , объем которых определяется (3.38) и которые 
содерж ат все сочетания уровней факторов, называют, 
планам и полных факторных экспериментов  (ПФЭ).

Планы ПФЭ обладают тремя важными свойствами:
N _____

1) 2  / ~ 1> ^ (свойство симметричности);
i  — 1

N  _____
2 ) 2  / =  1, It (свойство нормировки);

/ =  1
N  ____

3) 2  x >i х п — /, /  =  1, к  (свойство ортогональ-
( =1  ности).
/>  1

И спользование этих свойств позволяет существенно уп­
ростить вычислительную процедуру построения многофак­
торной регрессионной модели.
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Планы, обладающие третьим свойством, называю т о р ­
тогональными.

Заметное увеличение объема эксперимента с ростом 
k ограничивает использование ПФЭ, так как  проведение со­
тен опытов для построения одной модели экономически 
не выгодно. Поэтому возникает вопрос о сокращ ении числа 
опытов в планах ПФЭ.

Представление матрицы независимых переменных в ко­
дированном виде и включение в нее эффектов взаимодейст­
вия существенно сокращает объем ПФЭ. В отличие от л и ­
нейных эффектов Xj эффекты взаимодействия XjX, или 
x j x tx ,, характеризую щ ие совместное влияние двух, трех 
и т. д. факторов, на у  могут иметь противоположное дейст­
вие, например: при увеличении Xj и х,  значение у  может воз­
растать, а при увеличении XjXt уменьш аться. Поэтому 
целесообразно в модели первого порядка вклю чить и слагае ­
мые взаимодействия. Так , при k =  3, модель с эффектами

взаимодействия имеет вид у  — Ьи -f  blx i 4 - b 2x.z +  Ь ях я +  
- f  /?,._>XiX.. 4- b l3x  1*з  -4- Ь , ях. ,хя +  bv ,jXiXzX-j, где b jh b jls — 
коэффициенты регрессии при слагаемых парного и трой ­
ного взаимодействия.

М атрица плана 2:!, включающая в себя эффекты взаи­
модействия, дана в табл. 3.6.

Т а б л и ц а  3.6

тен
Zс
С V, V, , , X1 хг х2х:* х1х2хЛ У

1 _ 4 4 4- У\
2 — 4- — — — 4 У 2
3 4 — — — — +■ 4- Ул
4 4- 4- — + — — — i/4
5 — — 4- 4- — — 4- Уь
6 — + 4 ' — — 4 — / /в
/ -4- — — + — — / / ;
8 4 4 ч - + - ь 4- + - Ун

Д л я  сокращ ения числа опытов вдвое поступают сле­
дующим образом: максимальное взаимодействие х 1х 2х я 
(в данном случае тройное) приравниваю т к 1 или — 1 . 
Выбранные опыты (для х хх 2х я — -f  1 это опыты 2, 3, 5, 8 ) 
составляют одну половину плана (полуреплику), осталь­
н ы е — другую. Обе половины равноценны и по ним можно 
построить такую  ж е модель, как и по плану ПФЭ.
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Сокращ енные планы обозначают N  =  2*- !, где / — 
степень сокращ ения. Они удовлетворяют всем трем свой­
ствам планов первого порядка. При / =  1 — это полуреп- 
л и ка ,  т. е. план сокращ ается вдвое, при / — 2 — это чет- 
вертьреплика, т. е. план сокращ ается вчетверо, и т. д. Со­
кращенные планы называют планами дробных факторных 
экспериментов (ДФЭ).

Планы эксперимента второго порядка. Рассмотрим сн а­
чала планы с центральной точкой. Напомним, что планы 
второго порядка нуж ны для построения моделей второго 
порядка. Известно, что для построения прямой достаточно 
двух точек аргумента, а для  построения кривой второго по­
рядка  необходимо как  минимум три точки, т. е. в планах 
второго порядка факторы долж ны варьироваться как  ми­
нимум на трех уровнях . Подобным третьим уровнем может 
быть x j0 или после кодирования нулевое значение фактора 
(см. рис. 3.7, а).

П усть k — \.  Следует описать зависимость у  ~  f  (хх)

с помощью модели у  — Ь0 +  Ь,*, +  Ьп х | .  М атрица плана 
в этом случае  имеет вид

X1 mi и -  — 1~ “ * У\
X = *10 0 У г

_Х | тах_ _ +  1- — Уз

Следует помнить, что нуль в матрице — это кодированное 
значение х 10.

П усть k  — 2. Н уж н о  описать зависимость у  — /  (хг , х.,)

с помощью модели у  — Ь0 +  Ьхх х +  Ь2х 2 +  Ьп х ? +  Ь22х\ .
М атрица плана содержит все комбинации трех уров­

ней двух  факторов:

~  —  1 — 1 ~ —  У 1
—  1 +  1 — «/г
+  1 — 1 -*■ Уз
+  1 и
— 1 0 ~ * Уь
+  1 0 —  Ув

0 +  1 * Уч
0 — 1 - * у »
0 0 _ * У 9
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Графически этот план изображен на рис. 3.8. О бозна­
чение планов с центральной точкой производят в соот­
ветствии с (3.37). Т ак  как  т  — 3, то

А /=  3*. (3.40)

Очевидно, что с увеличением k число опытов быстро уве­
личивается. Т ак ,  для распространенного на практике случая 
k — 5 N  =  3Б =  243. Такое число опытов при производстве 
изделий электронной техники не допустимо. Поэтому при

Хг 
*1

0

Уг Ув
- 4 *111

t111_4___
111_

1 Уо 1 у
1___ .А.__ 1__i__ \—-±-

*,\
11

\у?
\I 11

-7 0 +7 х.

Рис. 3.8 Рис 3.9

k ^  4 от планов с центральной точкой отказываются. Н е ­
обходимо использовать планы с меньшим числом опытов, 
позволяющие построить модели второго порядка.

Рассмотрим композиционные планы Б о к са— Вильсона, 
у которых N  =  п с +  2k  4- п 0, где п с — число опытов в 
ПФ Э или Д Ф Э  (2й или 2к~1)\ 2k  — число звездных точек; 
п о — число опытов в центре (рис. 3.9).

Звездные точки леж ат  на продолжении осей, проходящих 
через середину сторон факторного пространства на расстоя­
нии звездного плеча а .  Д л я  ротатабельных планов а  =  ] '  k,  а 
для  других его находят из биквадратного уравнени я  а 4 
-Т 2 ко }  — 2 к~' (k +  0,5 л J  =  0. Матрица плана Бокса — 
Вильсона для k =  2 приведена в табл. 3.7. П ланы названы 
композиционными, так как  содержат планы ПФЭ и Д Ф Э  
как составную часть. В случае, когда модель первого по­
рядка не адекватна, данные эксперимента используют для 
построения модели второго порядка при соответствующем 
дополнении плана звездными и центральными точками и 
проведении в них эксперимента.

Планы ПФЭ первого порядка для каж дого значения k 
имеются в единственном числе, планов же второго порядка 
для каж дого k  более десятка. Следовательно, нужно выбрать
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наилучший план, позволяющий построить более точную мо­
дель. В выражении (3.16), по которому вычисляют коэффици­
енты регрессионной модели, матрица факторов X входит 
трижды. Таким образом, от выбора наилучш его плана с у ­
щественно зависит точность вычисляемых коэффициентов 
или их оценок.

Т а б л и ц а  3 . 7

„ \\>  о п ы т а * 1 х > у

I
___ ___

U i

2 ------ + У г

3 + — У л

4 + + и *

5 0 — а У ь

6 0 - \ - а У  о

7 — а 0 У -

8 + а 0 У ь

9 0 0 У а

Если рассматривать пространство коэффициентов моде­
ли В, то в идеальном случае коэффициенты bj,  j  =  1, k 
будут представлять в /г-мерном пространстве точку. Однако 
в реальны х задачах коэффициенты найдены с дисперсией 
a2 (bj),  поэтому они будут представлять эллипсоид рассея­
ния оценок коэффициентов. Планы, имеющие наименьший 
эллипсоид рассеяния оценок, называют D -оптимальными.  
Д л я  таких  планов определитель информационной матрицы 
det (Х7 Х) максимален. Следовательно, D -оптимальные пла­
ны дают наилучш ую оценку коэффициентов модели. Следу­
ет отметить, что все ортогональные планы D -оптимальны.

Кроме того, существуют планы второго порядка, кото­
рые обладают свойством ротатабельности. План называют

ротатабельным,  если дисперсия оценки отклика о2 (у) в 
точке х зависит только от расстояния этой точки от центра 
х0. Все ортогональные планы являю тся ротатабельными.

§ 3.5. АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ РЕГРЕССИОННОЙ 
МОДЕЛИ ПРИ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПЛАНАХ

К а к  упоминалось, при использовании ортогональных 
планов первого порядка построение моделей упрощается. 
Пусть k  — 2. Тогда система уравнений в случае приме­
нения метода наименьших квадратов (МНК) имеет вид
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b0 -  to, +  bi Zx0i xu 4 b, xu  =  Sxoi £/«-;

^0 Xli  T  Ь i i i 4“ bo ^ A j , -  A o; (3.41)
— AT„j .Vo, -I- bx ' - A ', ,  A-.,,. 4 -  b., Ext ,  =  Zx2i y n

где суммирование производят по индексу i от 1 до N.
П оскольку план удовлетворяет трем свойствам (симмет­

ричности, нормировки и ортогональности), система (3.41) 
упрощается:

b„ N =  l x oi у-,\ 

b, N  =  1 х и у{,

b . X  2l vJ; //..

Таким образом,

Ь0 = 2 х 0i i j i / N -  b,  =  Z.vu  

b2=  S.vo,- г/j/iV

В рассматриваемом случае информационная матрица 
X7' X содержит только диагональные элементы:

Х7'Х
'N  0 0" 

0 N  0 
0 0 N

О братная матрица имеет вид

( \ Г Х

—  0 0
Л;

0 — 0
N

О о

Основной алгоритм построения регрессионной модели 
при ортогональном планировании заключается в следующем. 
Пусть необходимо построить двухфакторную модель (k =  2)

первого порядка: у  =  /;0 4 - Ь{х х +  Ь,х2 по плану 22. В 
табл. 3.8 приведены матрица плана, а так ж е  результаты 
эксперимента и анализа. Допустим, что в процессе экспери­
мента были проведены параллельные опыты у,-, и y i v  П о­
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строение модели начинают с вычисления среднего значения 
отклика:

1 ■%-! 
у, = —  ' y a ­rn I

где т  — число параллельных опытов (в таблице заполня­
ется шестая графа).

Т а б л и ц а  3 . 8

о п ы т а " < 1 “ г г

2 
О . 

1 у - 7 ) ’

I Н и . '/ 1 2 '/1 ! Л ( У  1 — y i ) -

2 — -+ - .'/ 2 1 '/ 2 2 У г 0  2 У г (  ! / 2 - . ' / 2 ) 2

3 ~ Ь —
У  Л У я  2 У я 0  3 У я 1 У -.1 —  4  я ) 2

4 -+■ -1 - Н и У н У  4

г

с . У > ( у * — у * ) ' 1

В каждой точке эксперимента дисперсия о;2 = ------ - £  (i/и —

— i/,-)2 (в таблице заполняется седьмая графа).
Однородность дисперсий во всех точках факторного про­

странства (воспроизводимость эксперимента) проверяют по 
критерию Кохрена:

Полученное значение критерия сравнивают с табличным 
(/i, /2)- ГДе а — уровень значимости; /, — т  — 1 , /., = 

= N — число степеней свободы числителя и знаменателя. 
При G ^  Ga (/[, /2) полученные данные однородны и экспе­
римент воспроизводим, в противном случае, когда G >  Ga X 
х  (/к /г)- эксперимент невоспроиводим и модель по таким 

данным строить нельзя. Данные эксперимента необходимо 
проверить заново или сместить факторное пространство 
эксперимента.

Средняя дисперсия воспроизводимости (ошибка экспе­
римента)

I ы
а°ш= ~  2 а,г- I = i
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Коэффициенты регрессии модели

N N

2 уг-

/ = I

В результате получаем уравнение регрессии первого по­
рядка:

Проверяем коэффициенты регрессии на значимость, т. е. 
оцениваем, превышают ли значения найденных коэффи­
циентов некоторый критический уровень, который харак ­
теризует границу существенного или несущественного влия­
ния фактора на функцию отклика. Для этого вычисляем 
дисперсию коэффициентов регрессии

Дисперсии всех коэффициентов равны, так как они за ­
висят только от ошибки опыта и числа опытов.

Граничное значение коэффициента регрессии или его 
доверительную границу определяем из выражения

где критерий Стьюдента ta (/) выбирем из таблицы для 
уровня значимости а  и числа степеней свободы /.

Если \bj\ ^  Ьгр, то коэффициент bj значим и фактор к 
существенно влияет на у, если \bj\ <  brp, то фактор не 
влияет на у и его можно исключить из модели.

Проверим гипотезу об адекватности полученной модели 
по табл. 3.4. Для этого оценим дисперсию адекватности:

где d — число вычисляемых коэффициентов в модели. 
Критерий Фишера F — о\А1о1ш.
При F ^  Fa (/,, /2) не отвергается гипотеза об адек­

ватности модели и ее можно использовать для оптимизации 
описанного ТП. В противном случае, когда F >  Fa (/,, /2),

У —  Ь0 I bi A J - j  b 2 .V 2.

| b/\=Vo*(bi)

N

4 Зак.  1175 97



модель не адекватна и ею нельзя пользоваться. Необходимо 
отметить, что отсутствие параллельных опытов не позво­
ляет вычислить дисперсии откликов в каждой точке экспе­
римента, а следовательно, невозможно проверить экспери­
мент на воспроизводимость, коэффициенты модели на зна­
чимость и модель на адекватность, а также определить 
ошибку эксперимента. Кроме того, в случае насыщенных 
планов, когда число опытов равно числу вычисляемых ко­
эффициентов N - d, невозможно рассчитать дисперсию адек­
ватности и соответственно проверить модель на адекват­
ность.

При неадекватности модели целесообразно изменить по­
рядок модели, увеличить интервал варьирования Ах фак­
торов, сдвинуть факторное пространство или сменить фак­
торы.

Г Л А В А  4 ОПТИМИЗАЦИЯ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ 
ОПЕРАЦИЙ

§  4 .1 .  О П Т И М И З А Ц И Я  М Е Т О Д О М  Б О К С А  -  В И Л Ь С О Н А

Поиск оптимальной области. Как отмечалось, оптимиза­
ция ТП состоит из двух этапов: 1) описания ТП (операции) 
с помощью математической модели; 2 ) движения к обла­
сти оптимальных значений целевой функции.

Первый этап подробно проанализирован в гл. 3. Рассмо­
трим способы и алгоритмы достижения области экстремаль­
ных значений.

Методы направленного поиска оптимальной области с у ­
ществовали и до разработки научных положений многофак­
торных экспериментов. Наиболее старым является метод 
Гаусса—Зайделя (однофакторный эксперимент), при котором 
все факторы, кроме одного, определяют по (1.4). Принци­
пиальным недостатком этого метода является необходи­
мость проведения большого числа опытов (штриховые линии 
на рис. 4.1).

Метод Бокса—Вильсона лишен этого недостатка. Он я в ­
ляется примером многофакторного эксперимента, когда 
варьируются все факторы одновременно в соответствии с 
(1.5). Этот метод получил название метода крутого восхожде­
ния или градиентного метода, когда движение к оптималь­
ной области осуществляется по кратчайшему пути — по 
градиенту. При этом движение в факторном пространстве от
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точки к точке сопровождается в соответствии с (1.5) одно­
временным изменением значений всех факторов.

Сравнение метода Гаусса—Зайделя с методом Бокса— 
Вильсона показывает (сплошные линии на рис. 4.1), что при 
втором методе путь к области оптимальных значений целе­
вой функции значительно сокращается. С возрастанием чис­
ла факторов эффект от применения метода крутого восхож­
дения возрастает. В общем случае алгоритм метода Бокса— 
Вильсона следующий: s080 Jg

1) построение многофак- х’ 
торного эксперимента в окре­
стности некоторой выбранной 
точки;

2 ) описание поверхности 
отклика с помощью регресси­
онной модели;

3) вычисление оценки гра­
диента в этой точке по резуль­
татам эксперимента и постро­
енной модели;

4) крутое восхождение в направлении оценки градиента 
в соответствии с вычисленным шагом по каждой координате 
пространства;

5) нахождение оценки экстремума целевой функции 
в этом направлении.

Поскольку два первых пункта ранее рассматривались, 
проанализируем остальные пункты.

Пусть х° =  (*“, Л )  — начальная точка поиска
экстремума (рис. 4.1). Вектор-градиент функции / (.v,, .v2, 
х 3, xh) в этой точке

Рис. 4. !
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(4.1)

(4.2)

(4.3)

где V/ — обозначение градиента; df/dxf —- частная про­
изводная функция по /-му фактору; — единичные вект- 
торы в направлении координатных осей.

Если функция в точке х° не является стационарной и все 
частные производные {д[/дх°} не обращаются в нуль, то
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направление вектор-градиента в этой точке перпендикулярно 
поверхности равного уровня у =  const и будет направле­
нием наибыстрейшего возрастания функции. Заметим, что 
направление антиградиента [—grad f  (х0)] является направ­
лением наибыстрейшего убывания функции.

Если функция в точке х° не является стационарной, то 
при совершении движения в направлении градиента коор­
динаты новой точки определяют по формуле

где а  ^  О — параметр шага.
В векторной форме записи это выражение примет вид

где N — номер опыта.
При решении практических задач оптимизации в слу­

чае большого числа факторов поиск градиентного направле­
ния не является достаточно простой процедурой. Поэтому 
целесообразно определять градиентное направление через 
коэффициенты регрессии модели, которая к этому моменту, 
к ак  правило, построена. С этой целью проанализируем ко­
эффициент модели Бокса—Вильсона.

Пусть в окрестности точки х° поверхность отклика не­
прерывна и функция / (х) дифференцируема. Тогда ее мож­
но разложить в ряд Тейлора (k =  2):

Двухфакторная модель Бокса—Вильсона имеет вид

Так как оба выражения описывают одну и ту же поверх­
ность отклика в окрестностях точки х, то

(4.4)

х л + 1 — XN +  ccw grad f(x ), (4.5)

у =  b0+  bx (,v, — хЧ) +  b, (x2—x$) +  bn (xi—x ^ ix .—x )̂ +  
+  bn (-v, — x\f +  b,2 (x, — xVf.
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/(*?, x1)= b0: J_  ()2f
2  dx<' dx9.

(4.6)

Таким образом, коэффициенты модели Бокса—Вильсо­
на имеют смысл частных производных функции отклика.
Если модель линейная: у  — ba +  bvxx +  . . .  +  bhх,„ то 
коэффициенты blt . . . .  bh являются координатами вектора 
градиента:

Поэтому задача оценки градиента сводится к нахожде­
нию оценок неизвестных коэффициентов blt . . . ,  btl.

Следующий этап — это определение шага движения по
каждой координате функции у — f  (х). Градиент функции
у  можно нормировать, разделив его на норму ||V«/||. В 
результате получим единичный вектор

составляющие которого характеризуют относительный раз­
мер шага по каждому из координатных направлений х ,• 
для наискорейшего подъема. Единичный вектор градиента
для регрессионной модели первого порядка у =  Ь0 +  
4- blxl 4 - b2x2 равен

Таким образом, координаты I-й точки наблюдения (/-й 
шаг) в направлении градиента находят по формуле

grad /(х°) =  (&,, Ь2, .... Ь,,).

II

_____  b, i] +  Ьг h

|| v 9 1| V b \  +  b\

х/=гХ/~‘ +  \ г
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Так как  градиент всегда проходит через центр плана 
при х0 =  0 , то

х' =  1к„

где А. — выбранный шаг. Выбор шага осуществляют ана­
логично выбору интервала варьирования. В первом при­
ближении

b j ^ b jb j ,  (4.7)

где Дj — интервал варьирования] у-го фактора |Д, -= 0 ,5 х
(-*0'max '
В некоторых случаях шаги для отдельных факторов мо­

гут соотноситься друг с другом так же, как модули bjSj\ 
: Я, : Х2 : . . .  : =  |&,Д,| : I M 2 I : 1 М з 1  : ••• : \bh b h l

При экспериментальной оптимизации ТП из выраже­
ния (4.7) можно получить только начальное значение шага 
движения по /-й координате. В дальнейшем эксперимента­
тор по мере движения к оптимуму корректирует шаг 
с учетом конкретного изменения функции отклика. В табл. 
4.1 приведены исходные данные для крутого восхождения, 
где lj — величина, округляющая и корректирующая шаг 
движения.

Г а б л и и а 4.1

Параметр
Факторы

*  1 1 Л/<

Основном уровень Л'оj  
Интервал варьирования 
Коэффициент уравнения 

регрессии bj
Длина шага 6 ;  Д;  
Изменение длины шага 

l j  bj A j

Дщ
Л,

1> 1 
Ь, Л,

/1 bt А,

*0 2
а 2

Ь, Л, 

12 !’■> А,

А/,

ь„
bh Л/, 

hi bi, ЛI,

Способы движения к оптимальной области. После того 
как установлен шаг движения к области оптимальных зна­
чений целевой функции по каждой координате, необходимо 
выбрать способ движения. Дело в том, что модель, с помо­
щью которой определяется градиентное направление и шаг 
движения, справедлива только в том факторном пространст­
ве, где проводился эксперимент, и на основе данных кото­
рого была построена модель. Движение же следует осущест­
влять за пределы описанного пространства, где модель мож­
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но считать адекватной с определенным допущением. Чем 
дальше удаляются от исследованной области, тем вниматель­
нее следует проверять правильность движения к оптимуму, 
проводя дополнительные эксперименты. Нужно уточнить, 
каким образом проводить эксперименты, чтобы эффектив­
ность, достигаемая на первом этапе оптимизации, возросла.

На практике получили распространение два способа 
движения к оптимальной области. В первом случае, после 
продвижения на один или несколько шагов по направлению

Рис. 4.2

к оптимуму, проводят опыты по плану ПФЭ или ДФЭ 
По результатам опыта строят модель, которая описывает 
новое факторное пространство. Снова определяют градиент­
ное направление и шаг движения в этом направлении. З а ­
тем осуществляют движение на один или несколько шагов 
в новом направлении, и алгоритм действий эксперимента­
тора повторяется. Так шаг за шагом достигаются все более 
высокие значения отклика. Подобный способ движения ил­
люстрируется рис. 4.2, а.

Об эффективности движения по градиенту можно судить 
по значению параметра оптимизации. Такое движение эф­
фективно, если реализация опытов эксперимента приводит 
к улучшению параметра оптимизации по сравнению с наи­
лучшим результатом в матрице откликов, по которой строи­
лась модель. При эффективном крутом восхождении воз­
можны два конечных результата: 1) область оптимума до­
стигнута; 2) область оптимума не достигнута. В первом 
случае в процессе восхождения можно обнаружить, что 
один или несколько коэффициентов модели поверхности от­
клика уменьшились. Это может произойти в результате:
а) нахождения изменяемого фактора вблизи оптимального
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значения; б) выбора слишком малого интервала варьирова­
ния фактора; в) незначимое™ варьируемого фактора.

В первом случае следует фиксировать факторы, по кото­
рым достигнут оптимум, и продолжать крутое восхождение 
по оставшимся факторам, во втором — выбрать подходящий 
интервал варьирования, в третьем — проверить фактор на 
значимость, используя критерий Стьюдента.

Как только достигнута область экстремума, можно опре­
делить положение оптимальной точки, построив для функ­
ции отклика / модель второго порядка и исследовав затем 
эту модель на экстремум. При k =  2 функция f  в экстре­
мальной точке должна удовлетворять необходимым (опре­
деляющим стационарную точку dfldx1 =  0 ; djldx2 =  0 ) и до­
статочным (в случае максимума В2— ЛС<С 0; А +  С <С 0, 
в случае минимума В2 — АС  <  0; А +  С >  0, где А — 
=  д-[/дх\; В =  d2f/dxldx2; С =  d-f!dx\) условиям.

Если В2 — АС  >  0, то появляется седловая точка; если 
В“ — АС  =  0, то природа стационарной точки неопределен­
на (нужно исследовать высшие производные).

Д ля функций отклика, включающих более двух неза­
висимых переменных, при проверке достаточных усло­
вий удобно записать матрицу Гессе или гессиан в виде

hn ... hVt

h,a ... hhk 

i '  O-f ,где nл =  -  > 11 подсчитать hj, в стационарной точке
пространства наблюдений.

Если каждый из главных миноров h в стационарной точ­
ке отрицательно определен, то отклик имеет максимум; 
если положительно определен, то отклик имеет минимум.

Второй способ движения к оптимальной области отлича­
ется от первого уменьшением числа опытов; он состоит а 
следующем. После проведения ПФЭ или ДФЭ, построения 
модели, определения градиентного направления и продви­
жения на один или несколько шагов выполняют только один 
опыт (вместо множества опытов, проводимых по плану). 
Если нет существенного отличия экспериментального зна­
чения функции отклика от вычисленного по модели, то 
можно вновь повторить один или несколько шагов и вы­
полнить единственный опыт в многофакторном пространст­
ве и т. д. (рис. 4.2, б). При этом одиночные опыты можно вы­
полнять не на каждом шаге движения к оптимуму, а через
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один или несколько шагов. Вместо пропущенных шагов про­
изводят «мысленные» опыты. Проведение «мысленных» опы­
тов подразумевает вычисление функции отклика на очеред­
ном шаге на основе модели процесса или операции. После 
этого осуществляют дальнейшее движение к оптимуму. По­
добный подход применим при оптимизации ТП производст­
ва изделий электронной техники, так  как  поверхности от­
клика технологических операций сравнительно гладкие и 
промежуточные шаги без ущерба для оптимизации можно 
пропускать. На рис. 4.2, б «мысленные» опыты обведены 
кружком.

Рассмотрим в качестве примера операцию термообработки а к ­
тивного пленочного СВЧ-элемента  на нелинейном ди элек трике  при 
его разработке.

В качестве целевых функций взяты три выходных параметра  
элемента-  у, =  С0 — начальная  емкость элемента;  у г ~= К — уп- 

С
равляемость  |К ~ ^  ~  н апряжение  смещения в области на ­
сыщения реверсивной характеристики С(£/) ] ;  у.л =  tg б — ди ­
электрические потери в элементе.  В ходе эксперимента  в а р ь и р о в а ­
лись.  лг,, х ,  — температура  отжига ,  С ; х.г, xt — время  о т ж и г а ,  мин 
(соответственно дл я  первого и второго цикла термообработки) ;  
хл — размер исходного зерна титаната  стронция ( качественный  па ­
раметр),  мкм.  Погрешность фиксирования факторов х, — х4 не п р е ­
вышала 1 — 2  % .

Д л я  получения математического описания нового ТП в з а д а н ­
ной области изменения технологических факторов (табл 4 .2)  был 
поставлен дробный факторный эксперимент типа 2 5 _ 1 с г ене ри ­
рующим соотношением хй =  x lx.i x:lx i . Условия  эксперимента были 
рандомизированы.  В процессе анализа рез ульта тов  э ксперимента 
и построения модели были найдены оценки для  всех 15 линейных 
эффектов и взаимодействий первого порядка .  Оценка  значимости 
коэффициентов проводилась по /-критерию Стьюдента при уровне 
значимости 0,05.

Т а б л и ц а  4. 2

Уропми лг,. °С MINI °С .*4, МИМ -fs. мкм

Основной X0j 1368 8 1027 2 0
Интервал 50 6 127 10 —

варьирования 
Д x j

Верхний (+ 1 ) 1418 14 1154 30 2
Нижний (— 1) 1318 2 900 1 0 0 , 6

По р е з у л ь т а т а м  э к сп е р и ме н т а  по луч ен ы у р а в н е н и я  р ег р ес си и ,  
с о д е р ж а щ и е  т ол ь к о  з на ч и м ы е  коэффициенты:
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у, —  2 — 0,45л:.., — 0.16x4 — 0,7*,*., (4.8)

у., 2 ,49 — 0,44х :1 — 0.19лг,х:| — 0,1 Здг4 ; (4.9)

у :, -= 2 5 , 3 - 10—3 — 3,63-  10~ 3 .V, — 3 ,25 '  Ю— л-2 — 5,56-  1 0 - 3 .\-3 . ( 4.10)

Проверка  с помощью критерия  Фишера при 5%-ном уровне 
Значимости показ ала ,  что модель дл я  у 3 адеква тно описывает  э к спе ­
риментальные данные,  а модели дл я  i/, и у.2 мог ут  быть приняты с не­
большой неадекватностью для  дальнейших расчетов.  Длительность  
и трудоемкость  опытов,  а т а к ж е  небольшая неадекватность вын уд и ­
ли  о тк а з а тьс я  от получения адеква тных  моделей дл я  t/, и у г, т а к  к а к  
ра циональнее  путем нескольких  опытов проверить возможность  
дв и ж е н и я  по градиенту  y v и у г. Окончательный выбор оптимально­
го режима  изготовления элемента может быть сделан на основании 
совместного анализа  поверхностей отклика  у л, y t , у3. Необходимо 
отметить возможность введения  на данном этапе решения задачи 
более  общей целевой функции (обобщенного отклика )  у  =  /к р , где

( Л - 1) f
I up =  g (/(-}- I) tg 6  —’ к Ритическая  частота элемента ,  / — часто­
та измерений (рабочая частота) .

На основании выр ажени я  для  /кр и моделей ( 4 . 8 )—(4.10)  можно 
представить  у  к а к  функцию факторов X j.  Д л я  этого воспользуемся  
локальной  аппроксимацией у  полиномом первого порядка  и вычис­
лим частные производные dy/dxlt ду/дх.,, ду(дх3, dy/dxt в д в ух  точках 
факторного пространства .  У ка з ан ны е  частные производные фун к ­
ции отк л ик а  у  можно рассматривать  к а к  точечные оценки коэффи­
циентов регрессии при соответствующих переменных (табл.  4.3).

Т а б л и ц а  4.3

Координаты точек 
факторного пространства Коэффициенты регрессии

•V, д-г *3 х 4 ь. 1> 3

+ 1 + 1 +  1 +  1 4 - 4 , 0 5 + °  ■ ^ —  1 , 4 5 — 2 , 3 8
— 1 — 1 — 1 — 1 +  1 , 6 6 +  1 , 13 0 , 8 5 — 0 , 4 4

В рассматриваемых  интервалах в арьирования  факторов по­
верхность откл ика  у  обладает  некоторой кривизной относительно 
*[ ,  х.г , и имеет максимум относительно .v.t ( параметр Ья изменил 
з н а к ) .  Да льнейшее  движение по градиенту у  следует  проводить в 
на правлении у величения  х и х., и уменьшения х4. Учитывая ,  что 
направления  дв и ж е ни я  из пулевой точки к мак сим ум у  у ., и ми н и му ­
му  у  я противоположны относительно выделенных факторов,  необ­
ходимо принять  компромиссное решение.  Было решено о граничить­
с я  движением в направлении градиента у :!, т чк  . :а: :  минимизация у :!, 
имеющая с амостоятельное  значение,  в наибольшей степени опреде ­
л я е т  возможное увеличение у. Частная  целевая  функция у., а н а ­
лизир овалась  к а к  ограничительная .  Значения шагов крутого вос­
хождения  по п о ве рх но ст и г г , к л и к а  функции у3 приведены в табл.  4.4.  
Шаги,  вычисленные  с помощью выражения  ( 4 .7) ,  малы по сравне ­
нию с у глом н а к л о н а  пове рх но ст и о т к л и к а  и предполагаемым ме-
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стонахожденисм оптимума.  Поэтому полученные шаги умножают 
на 1 0 0  (по решению технолога)  и округляют.

Т а б л и ц а 4,4

Параметры Л I X 2 X л

bi
kj —bj A ,\j
Скорректированный шаг 

Xj-100
Шаг после округления

-3.63 ю~'< 
0 , 18

18
18

—3,25 1 0 :J 
0,0195

1 ,95 
2,0

-5,56- |0-я 
0,0706

70,6
70,0

Реализация  круто го  восхождения иллюстрируется  в табл.  4.5.

Т а б л и ц а  4.5

.V:
опыта . . .  °С А . 

МЛН .V,, ”0 •V | » 
M1III -* А •

мкм tR , 1к р= »

17 1386 10 1097 30 0 ,6
18 1404 12 1 167 30 0 ,6 — —

19 1422 14 1237 30 0 ,6 0 ,019 Hi,7
20 1440 16 1237 30 0 ,6 0 .015 25 ,5
21 1458 18 1237 30 0 ,6 0,012 3 2 ,0
22 1458 20 1237 30 0 ,6 0 ,009 34 ,5
23 1458 22 1237 30 0 ,6 — —

24 1458 24 1237 30 0 ,6 0 ,0 0 6 44 ,5
25 1458 26 1237 :?0 0 , 6 — —

26 1458 28 1237 30 0 , 6 0 , 0 0 9 29 ,6
27 1458 30 1237 30 0 , 6 — —

28 1458 36 1237 30 0 , 6 0 , 0 1 3 2 4 ,6

Прекращение изменений отдельных факторов (д:,, х , )  объясняет  
ся техническими и физическими у словиями  проведения э к с п е р и ­
мента,  а т а к ж е  ограничениями,  накладываемыми изменениями у.,. 
Фактор дг5, ка к  отмечалось,  качественный — его можно получить 
только в виде двух  значений (2 или 0,6 мкм) .  Было в зя то  значение ,  
при котором найдены лучшие значения откликов .  Фактор  .v4 был 
зафиксирован на верхнем уровне по ре з ульта т ам  э к сперимента  и не 
варьировался  из технических соображений.  Прочерки в таблице 
означают пропуски соответствующих опытов,  которые были з ам ен е ­
ны «мысленными».  Лучшим рез ульта т  получен в опыте 24.  По с р а в ­
нению с лучшим результатом в опытах по плану  Д Ф Э  tg  б =  у-л 
уменьшился  в два  раза ,  а по сравнению с имевшимися  до поста­
новки эксперимента результатами — примерно в пять  -раз.  Одно­
временно частота /нр . у  возросла в 1,9 раза по сравнению с л уч ­
шим результатом в опытах по плану ДФЭ.  Полученные ре з уль т а ты  
подтверждают правильность исходных предпосылок,  принятых  дл я  
статистических моделей ТП и расчетов дв иж ени я  по градиенту .
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М ногоцелевая (многокритериальная) оптимизация. Боль­
шинство практических задач оптимизации при производстве 
электронных приборов имеет не один, а два или несколько 
параметров оптимизации, т. е. несколько целевых функ­
ций. В подобных случаях осуществляют многоцелевую оп­
тимизацию. Преимущество такой оптимизации заключается 
в том, что объект оптимизации достигает экстремальных 
(наилучших) значений сразу по нескольким показателям. 
При этом нет необходимости проводить дополнительные 
опыты, нужно только в каждом из них вместо одного пара­
метра оптимизации измерить те, которые указаны в постав­
ленной задаче (увеличивается только объем измерений). 
Табл. 4.6 соответствует случаю, когда в двухфакторном экс­
перименте три целевых функции y lt уг, у 3. План эксперимен­
та для описания процесса по всем трем откликам одинаков,

Т а б л и ц а  4.6

№
опыта х t Vi Иг Us

1 _ _ У и У 21 У: 11
2 --- 4 - У\г У 22 Ул2
3 + — У и У 2.1 У п
4 + + У и У н Ум

модели идентичны:

Ух — Ь\)и  +  Ь\1 ’ хл +  b? ' +  b\\] Xi хг\

b[2)+Ь[»Х1 +  Ь?' хг +  Ь\У х, хг-, (4.11)

Уз — Ь'о31 +  Ь\я ’ -f- b$>3* хг +  b\I* xt хг, 

вычисление коэффициентов аналогично:

b’ l ) = ~v 2  *пУи' 2  х» у* ’i — 1 / = 1
N

<=|

При многоцелевой оптимизации возникают другие слож­
ности. При получении экстремальных значений всех откли-
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ков нужно осуществить многокритериальную максимиза­
цию (минимизацию).
Допустим, в (4.11) все отклики необходимо максимизиро­
вать. При этом фактор хх вошел в модели с разными знака-
ми — в г/j и у.2 с плюсом, а в I/, с минусом. Тогда при уве­
личении хг максимизируются только уг и а г/:, умень­
шается; следовательно, необходимо искать компромиссное 
решение. Возможен и такой случай: в (411) отклики ух 
и у 2 нужно максимизировать, а у 3 — минимизировать, в
модели уи у 2 и у э фактор хх вошел с плюсом. В результате 
при увеличении хх вместе с ух и у 2 возрастает гу3, а при 
уменьшении х, вместе с г/3 уменьшаются уг и у 2. Примером 
аналогичной ситуации являются модели (4.8)—(4.10). Оче­
видно, что экстремальных значений всех целевых функций 
не достичь, поэтому вновь требуется искать компромис­
сное решение.

Одним из методов, позволяющих найти компромиссное 
решение, является метод согласованного оптимума 16].

Пусть имеем две целевые функции уг — Д(х); у 2 =  f 2 (х), 
находящиеся в начальных состояниях х? и х° и имеющие
градиенты целевых функций ^  (х?) = j 1  (х?); |2 (х") = 

-  £ £ « > ■

Тогда общая точка пересечения этих векторов соот­
ветствует решению следующей линейной системы урав ­
нений:

{^(х?) ,  х —х?} =  0 ;
{1 2 (х§), х - х ° 2) = 0 .

Если соблюдаются условия

dyi =  l h W , d x ) =  0 ; 
ф/.. =  1Е2(х), d x ]= 0 ,

то полученную точку называют согласованным оптимумом.
При двухфакторном эксперименте уравнения (4.12) мож­

но переписать в виде

d'/i = l u d x 1 + g i 2 6/x2 = 0 ; 
dy<, — с21 dxx +  Е22 dx2 =  0 ,

где h j  =  df/'дху, I =  1 , 2 ; /' = 1 , k.
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Уравнения имеют нетривиальное решение, если их опре­
делитель равен нулю:

111 ?12 _ q

Раскрывая этот определитель, получим
V- у

?11 S'>>= S>1 S.2- (4.13)

Таким образом, в точке согласованного оптимума при­
рост целевых функций по различным аргументам равнозна­
чен. Если рассматривать (4.13) с учетом (4.6), то это равен­
ство примет вид

где Ь(р  — коэффициенты регрессии моделей у1 и у г.
Согласно условию (4.12), в точке согласованного опти­

мума векторы приростов обеих целевых функций парал­
лельны (коллинеарны):

где л — неизвестный коэффициент.
Следует отметить, что дифференциальные уравнения ли­

нии согласованного оптимума (4.12), создающие колинеар- 
ность векторов-градиентов целевых функций (4.14), не обес­
печивают максимальности функций Д и /2 на всей линии (об­
ласти) согласованного оптимума, а обеспечивают только 
стационарность этих функций:

где Clt Со — константы, которые можно трактовать как 
определенные уровни у1 и у ъ.

Если при максимизации первой целевой функции можно 
ограничиться значением Clt то, определяя X (с учетом Сг) 
и вычисляя Сг (к), можно получить условия согласованно­
го оптимума. На рис. 4.3 показаны линии равного уровня 
двух  поверхностей откликов, а такж е линия согласован­
ного оптимума, которая проходит через точки абсолютных 
«личных» оптимумов ух и у г, удовлетворяющие условиям

В случае, когда целевых функций больше двух , согла­
сованный оптимум искать трудно; при этом следует восполь­
зоваться методом перебора.

Ь\1) Ь{2 ) — b\2) Ь(21 ) ,

$1 =  Ц 2. (4.14''

Д (х )= С 1 (к)\ />(х) =  Со (I),

5i =  0 , g2 =  0 .
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В тех случаях, когда число откликов возрастает, зада­
ча оптимизации может быть решена с применением обобщен­
ного параметра. Примером такой оптимизации является 
оптимизация пленочного СВЧ-элемента, где в качестве 
обобщенного параметра вместо (4.8)—(4.10) взята критиче­
ская частота /кр. Это слу­
чай, когда функциональное 
соотношение позволяет вы­
брать обобщенный пара­
метр. Однако не всегда 
удается найти подобный 
параметр, имеющий физи­
ческий смысл. Часто его 
приходится выбирать в ви­
де абстрактного математи­
ческого выражения, на- 

/.
пример в виде Q =  £  сс(//(,

1 = 1
где Q — обобщенный параметр; а ,  — весовые коэффициенты 
(коэффициенты предпочтения) соответствующих целевых 
функций; I — 1, L-

Если все у ,  необходимо максимизировать, то и Q следует 
максимизировать. Если же среди целевых функций есть 
такие, которые необходимо минимизировать, то для обоб­
щенного отклика можно использовать выражение

0  = '
У г̂/ т

/ .̂1_____
I.

V  а  ап

где у,, I 1 , г 
мизировать; y h

— целевые функции, которые нужно макси-
I =  г '! ,  I  — целевые функции, которые 

следует минимизировать.
В этом случае отклик Q необходимо максимизировать, 
В тех случаях, когда трудно найти аналитическое ре­

шение при поиске компромиссного решения для всех от­
кликов, выбирают одну целевую функцию, которую онти 
мизируют, остальные являются ограничениями в виде «не 
более» или «не менее».



§ 4.2. С И М П Л ЕКС -П Л А Н И РО ВА Н И Е

Когда конечной целью исследований является оптими­
зация свойств изделий электронной техники, то построение 
модели ТП как промежуточный этап можно опустить, если 
есть алгоритм или метод нахождения оптимальных значе­
ний функции отклика. В некоторых случаях построение мо­
дели затруднено по техническим или экономическим причи­
нам. Эти трудности привели к тому, что в методах оптими­
зации были разработаны такие алгоритмы, которые при пе­
риодическом проведении активного эксперимента без по­
строения модели позволяют достигнуть оптимальных зна­
чений выходных показателей ТП. Подобный алгоритм дви­
жения к оптимуму является основой симплекс-планирова- 
ния или последовательного симплексного метода планиро­
вания эксперимента.

Последовательный симплексный метод относится к ме­
тодам поиска экстремума целевой функции, применение ко­
торого требует проведения минимально возможного числа 
опытов при определении направления движения при незна­
чительных по объему вычислениях.

Построение планов эксперимента. Симплексом называют 
простейшую выпуклую геометрическую фигуру, имеющую в 
fe-мерном факторном пространстве k -I- 1 вершину. Число 
вершин симплекса всегда на единицу больше размерности 
пространства эксперимента. В двумерном пространстве, 
т. е. на плоскости, симплексом является любой треугольник, 
в трехмерном —- любая треугольная пирамида (тетраэдр). 
Координаты вершин симплексов и являются условиями про­
ведения опытов при эксперименте. Построение плана экс­
перимента - задание координат (факторов х) в каждой 
вершине симплекса. Симплексы, как, например, и треуголь­
ники, могут быть разнообразными. Если расстояния между 
вершинами симплекса одинаковы, то его называют пра­
вильным. Из произвольного симплекса всегда можно полу­
чить правильный путем преобразования системы коорди­
нат. Для простоты изложения сути метода в дальнейшем 
будем рассматривать только правильные симплексы.

Таким образом, план эксперимента при симплексном ме­
тоде это совокупность k + ! опытов, условия проведения 
которых задаются координатами вершин симплекса. Тех­
нологические режимы или варьируемые факторы представ­
ляют собой координаты факторного пространства. При этом 
важно задать начальный симплекс; движение к оптимуму и 
постановка новых опытов определяются алгоритмом метода.



Рассмотрим два способа задания координат вершин на­
чального симплекса 114]:

I) одна из вершин симплекса помещена в начало коор­
динат, а остальные расположены так, что ребра, исходящие 
из первой вершины, образуют одинаковые углы с соответст­
вующими координатными осями (рис. 4.4, а). Координаты 
вершин симплекса, а соответственно и план эксперимента 
в этом случае может быть представлены в виде матрицы,

Рис. 4.4

приведенной в табл. 4.7, где значения факторов даны в ко­
дированном виде. Для правильного симплекса

p = - J — ( А -  1 +J//TTD : Я ^  ( V T + T -  1). (4.15)
к у  2 к у  2

где / — I — расстояние между вершинами симплекса;
2 ) центр симплекса (центр плана эксперимента) помещен 

в начало координат, а (к  +  1)-я вершина — на ось х к 
(рис. 4.4, б), остальные вершины расположены симметрич­
но относительно координатных осей. План эксперимента 
определяется матрицей (табл. 4.8), где при единичной дли­
не ребра симплекса

Т а б л и ц а  4.7

№
вершимы

Координаты першпн

*1 X. ■*■.1 ■ч

1 0 0 0 0
2 Р я я я
3 Я р я я
4 Я я р я

к + 1 Я я я р



Т а б л и ц а  4 8

.Vs вершимы
Координаты перший

.V , .V, хк

1 ---Г.у — г., ~ гк - 1 — п.
2 R, -- г.у —г, —о,
3 0 R , — '■i 1 — о<

к о' 0 0 Rk- , — Г1,
Н - 1 0 0 0 0 R„

'  1/2/ (Л -  1) '

Rj ■= -> 1 /' = 1 7 * .  (4.16)
1/2 (у-Ь 1)

Матрица координат вершин начального симплекса, по­
строенного по первому способу при k = 3 (/ = 1 ), приведе­
на в табл. 4. 9. Значения факторов кодированные.

Т а б л II ца 4.9

№
верши­

мы

Координаты точек плана

*2 ■X %

1 0 0 0
2 0 ,9 4 4 0 ,2 3 6 0 ,2 3 6
3 0 ,2 3 6 0 ,9 4 4 0 ,2 3 6
4 0 ,2 3 6 0 ,2 3 6 0 ,9 4 4

Алгоритм симплексного метода. Экспериментальное оп­
ределение оптимальных значений целевой функции осущест­
вляют в такой последовательности:

1) выбирают целевую функцию, варьируемые факторы, 
интервалы варьирования факторов и производят кодиро­
вание факторов (задание таблицы исходных данных);

2 ) уточняют план эксперимента, т. е. рассчитывают ко­
ординаты начального симплекса (первым или вторым спо­
собом). Число опытов в обоих случаях N =  к + 1;

3) проводят соответствующие опыты по плану экспери­
мента;

4) упорядочивают отклики согласно степени их умень­
шения и выделяют наименьшее значение отклика yimin, 
которое затем отбрасывают;



5) строят новый симплекс. Он образуется оставшимися 
вершинами исходного симплекса и новой вершиной, полу­
чаемой путем зеркального отображения отброшенной отно­
сительно противоположной грани исходного симплекса 
(рис. 4.5). Координаты новой точки х рассчитывают следую­
щим образом:

Х*= —  (хХ +  X2 +  ... +  X '-  1 +  х' + 1 + . . .  +  х* + ') —
k

1) к+ 1 /9  ч

~ х / = т  2 х ‘ ~ ( т + 1  г *  (4Л7) i = 1

где х' — координаты вершины исходного симплекса с наи­
меньшим значением целевой функции.

Построение плана в виде симплекса позволяет вычислить 
(предсказать) отклик в новой вершине х*:

%  2 * + 1 , 2 и =.- k * \ к 1= 1
<4.18)

6 ) проводят эксперимент в новой точке х* и получают 
экспериментальное значение у* целевой функции;

7) последовательно перемещают симплекс, в процессе 
чего на каждом шаге происходит отбрасывание вершины 
симплекса с наименьшим значением целевой функции и реа­
лизация опыта в новой вершине. При этом направление дви­
жения совпадает с направлением градиента (рис. 4.6).

Рис. 4.6
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. При движении симплекса в факторном пространстве мо­
гут возникнуть случаи, когда размеренное движение нару­
шается. Если при перемещении симплекса на протяжении 
k +  1 шагов одна из вершин сохраняет свое положение, то 
симплекс совершает оборот вокруг этой вершины (рис. 4.7, а). 
Это означает, что либо в данной точке находится оптимум 
целевой функции, либо значение целевой функции в этой 
вершине определено неверно (например, выброс). Для вы-

Рис. 4 7

яснения необходимо в этой точке повторить эксперимент 
и в дальнейшем использовать новое значение отклика.

Если отклик в новой вершине симплекса меньше, чем 
в других, то в соответствии с правилом движения необ­
ходимо возвратиться к предыдущему циклу (рис. 4.7, б). 
Д ля  избежания «зацикливания» в исходном симплексе вер­
шину, в которой значение отклика следует после мини­
мального, исключают. Дальнейшее движение осуществляют 
в соответствии с п. 6 .

При приближении к области оптимальных значений от­
кликов (можно определить по разности значений откликов в 
вершинах симплексов) размер симплекса уменьшается на 
’ /» или на V,, от начального.

Если ошибка эксперимента относительная величина, то 
целесообразно для каждой вершины симплекса проводить 
несколько параллельных опытов и использовать усреднен­
ные значения наблюдений целевой функции.

Преимуществами симплексного метода являются: малое 
число опытов, увеличение объема эксперимента только на 
один опыт при дополнительном включении нового фактора, 
простота вычислений, увеличение эффективности метода при 
росте числа факторов.

ПО .\ 1 1



Пример 4.1. При технологической операции термообработки 
на процент выхода  годных изделий у  наибольшее влияние о к а з ы в а ­
ют т емпература  печи x t — Т, °С, время  обработки х 2 =  т,  ч. Необ­
ходимо подобрать режимы операции т аким  образом,  чтобы, изме­
н яя  их в допустимы* пределах,  у величить процент выхода  годных 
изделий.

В табл.  4 .10 приведены план эксперимента  и ре з ульт аты  опытов.  
Минимальное  значение отклика  {/min =  24% было получено во 
втором опыте.  Следовательно,  необходимо отбросить вторую вер ­
шину  симплекса .  По выражению (4.17) вычислим координаты но­
вой вершины (четвертый опыт):

Т а б л и ц а  4.10

№
о п ы т а >1 У

1 0 , 8 6 6 0 ,500 26
2 —0 , 8 6 6 0 .500 24
3 0 — 1 . 0 28

" - т Ь 866-Н —(1.866) + 0 ( у  +  i V — 0 .866  ]«= 1.732:  

“ ( Т  + I )  0 ,5= — ' ,°.

С помощью (4 18) предскажем значение отклика  в четвертом опы­
те;

2 Г

■ ' 7
26 +  24 +  28 + I j  2 4 = 30%.

При этом экспериментальное значение отклика  у — 2 9 . 5 % .

При симплексном методе экспериментальные опыты мож­
но проводить через шаг, а в промежуточных оценивать от­
клики с помощью выражения (4.18).

§ 4.3. ЭВО Л Ю Ц И О Н Н О Е П Л А Н И РО ВА Н И Е

Особую ценность методы оптимизации ТП приобретают 
при их применении непосредственно в производственных 
условиях. В результате оптимизации ТП улучшаются тех­
нические параметры готовой продукции и уменьшаются 
экономические затраты.

Особенности оптимизации. В производственных усло­
виях невозможно контролировать все множество техноло­
гических факторов. Кроме того, не все факторы поддаются
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контролю по различным метрологическим причинам. В ре­
зультате существует значительное подмножество неконт­
ролируемых факторов, которые затрудняют оценку откли­
ков за счет смещения и искажения поверхности отклика. 
Поэтому необходимо периодически варьировать контроли­
руемые факторы х. При этом следует: а) изменять факторы 
Xj только в интервале, разрешаемом технологической до­
кументацией, который, как правило, невелик; б) учитывать 
возникновение большого шумового поля, причиной которо­
го является ошибка эксперимента и влияние неконтролируе­
мых факторов.

Таким образом, возникает необходимость выделения сла­
бого сигнала на фоне шума. При этом следует использовать 
метод накопления результатов измерения. Для этого необ­
ходимо слегка «покачивать» ТП, изменяя независимые пере­
менные в малом интервале. Процесс оптимизации должен 
быть организован так, чтобы можно было получать не толь­
ко годную продукцию, но и информацию о поверхности от­
клика и о местонахождении оптимума.

Изменение условий производства приводит к изменению 
поверхности отклика и местонахождения оптимума. Тех­
нолог должен учитывать это, т. е. осуществлять адаптаци­
онную оптимизацию.

Примером адаптационной оптимизации дискретных ТП 
является разработанный Дж . Боксом метод эволюционного 
планирования (ЭВОП). Суть метода заключается в том, что 
путем незначительного изменения режимов, постоянно вно­
симого в ТП, получают информацию, используемую для по­
иска оптимальных режимов процесса. В результате затруд­
нительно построить математическую модель ТП, поэтому 
метод ЭВОП, как и метод симплексного планирования, сво­
ей целыо ставит только поиск оптимальных режимов ТП.

Существенной особенностью метода ЭВОП является воз­
можность надежного выявления малых изменений целевой 
функции на фоне шумов, что достигается путем повторения 
опытов плана эксперимента п раз. При этом среднеквадра­
тичная ошибка среднего из п независимых измерений оказы­
вается в У п раз меньше среднеквадратичной ошибки еди­
ничного измерения.

Алгоритм метода ЭВОП. Алгоритм данного метода име­
ет много общего с ранее рассмотренными.

На этапе планирования выбирают: 1) ограниченное чис­
ло факторов (2—4), наиболее важных для данного ТП или 
отдельной операции; 2 ) начальную точку х0, около которой 
осуществляют варьирование факторов; 3) интервал варьи­

118



рования Axj (j = 1 , k) с учетом особенностей производст­
венных условий; 4) план эксперимента либо ПФЭ типа 
2k (k = 2, 3), либо 2A_1 (к = 3, 4) с одной или двумя цент­
ральными точками (двумя — при разбиении факторного 
эксперимента на два ортогональных блока).

Таким образом, число операционных условий

/V =  2* +  (к — 1); k =  2 ,3 ;
N =  2k- '+ (k - ~  1); /г = 3,4,

т. е. для к — 2 N =  Ъ, 
причем один опыт в цен­
тре (для плана ПФЭ).

Проведение экспери­
мента по методу ЭВОГ1 
имеет особенности, так 
как  необходимо выде­
лить значимые измене­
ния отклика на фоне его 
шумовых флуктуаций.
Эксперимент проводят 
до тех пор, пока не до­
биваются существенного 
изменения целевой функции у. На этом заканчивается часть 
эксперимента, называемая фазой. Каждая фаза состоит из 
п циклов, в каждом из которых выполняется N  = 21' -■ - 
+ (k — 1) опытов (рис. 4.8).

По данным эксперимента первой фазы определяют на­
правление градиента к оптимальному режиму. По резуль­
татам каждого цикла заполняют табл. 4.11. Анализ данных 
таблицы заключается в вычислении ошибки эксперимента 
(среднеквадратичного отклонения) и доверительных интер­
валов эффектов и последующем сравнении их с эффектом 
того или иного фактора. Если доверительный интервал фак­
тора после а -го цикла больше его эффекта, то заметного 
изменения отклика при варьировании этого фактора не 
происходит, и наборот, если доверительный интервал мень­
ше эффекта, то наблюдается заметное изменение отклика 
и необходимо переходить к следующим операционным усло­
виям.

Разность (табл. 4.11)

N = 2kH K -l) N - 2 k+ (K -h

Рис. 4.8



Т а б л и ц а  4.11

Уь 
У 2

■У г
Vi

ЭВОП, цикл 1 ( п — I ) 
Отклик выход продукта

Фаза I 
Дат а

Вычисление средних значении Вычисление среднеквадратичных отклонении

Л1? опытов

1. Сумма  предыдущих 
циклов

2. Среднее предыдущих 
циклов

3. Новые наблюдения
4. Разности п. 2—п. 3
5. Новые суммы п. 1 + 

+ п. 3
6 . Новые средние

94 .0

94 .0
94 . 0

94 , 5

94 .5
94.5

96,5

96 . 5
96 . 5

94 ,5

94 . 5
94 . 5

94 . 5

94 . 5
94 .5

Сумма  предыдущих циклов s =  
Среднее предыдущих циклов s = 

Размах  R =

Новое- значение s =  Rf ц „ = 
Новая сумма s„ =

Новое среднее значение$= —

Вычисление эффектов Вычисление доверительных интервалов (ДИ)

Температуры 0,5 (у3+  у*—&г—Уь) = ' ,0  

Давления 0,5(Уз +  Уь— Уг~.У*) — 

Взаимодействия 0,5 (i/2 + Уз—У<—Уь) = 1,0 

Центральной точки 0 ,2 ( у 2 + у 3 + у , +  уь—4//i)=0,8

Для новых средних значений
2

Уп

Для центральной точки-
,78

У '



где ijn — наблюдение отклика в l-м опыте и в г-м цикле; 
п — число циклов.

Поскольку дисперсия суммы независимых случайных ве­
личин равна сумме дисперсий, а дисперсия произведения 
случайной величины на постоянную равна квадрату по­
стоянной, умноженной на дисперсию случайной величины, 
то

Так как предполагают, что все измерения целевой функ­
ции независимы и имеют одну и ту же дисперсию о%, то

Таким образом, оценка s£> значения дисперсии Dt мо­
жет быть использована для получения оценки sj дисперсии 
ошибки наблюдения. Д ля упрощения вычислений оценку 
si) получают, используя размах значений D:

Д ля п — 3 и некоторого плана с пятью точками (22 +  1 =  5) 
находим /3-5 =  0,35. Д ля оценки ошибки воспроизводимо­
сти получаем s„ =  Rnfn.N-

Д ля проверки значимости эффектов факторов опреде­
ляют доверительный интервал эффектов факторов и взаимо­
действия, а также эффекта центральной точки:

(4.19)

(4.20)

Отсюда

(4.21)

so = Ro/d', Ro — \Dimax — Dtm i 

Из (4.21) и (4.22) следует, что

min I* (4.22)

(4.23)

Значения табулированы (табл. 4.12).

=  ±  9 У м  — 1 У  п
(4.24)
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где 0 находят по табл. 4.13 для нормированной функции 
Лапласа из условия Ф (0) =  0,5 а; а  — доверительная 
вероятность.

Д ля  k =  2, N =  22 +  1 и а  =  0,95 из табл. 4.13 нахо­
дим 0 =  2 и, следовательно, Дф =  ±  2su/\f п\ Д1( = 
*= ±  1.78 s j \ f n .

Т а б л и ц а  4.12

№ циклов 
п

Число ОПЫТОВ N

4 5 G * 8 9 .0

2 0,32 0,3 0,28 0,26 0,25 0,24 0,23
3 0,4 0,35 0,32 0,3 0,29 0,27 0,26
4 0,42 0,37 0,34 0,32 0,3 0,29 0,28
5 0,43 0,38 0,35 0,33 0,31 0,3 0,29
6 0,44 0,39 0,36 0,34 0,32 0,31 0,3
7 0,45 0,4 0,37 0,34 0,33 0,31 0,3
8 0,45 0,4 0,37 0,35 0,33 0,31 0,3
9 0,46 0,4 0,37 0,35 0,33 0,32 0,31

10 0,46 0,41 0,37 0,35 0,33 0,32 0,31
11 0,46 0,41 0,38 0,35 0,33 0.32 0,31
12 0,47 0,41 0,38 0,35 0,34 0,32 0,31
13 0,47 0,41 0,38 0.36 0,34 0,32 0,31
14 0,47 0,41 0,38 0,36 0,34 0,32 0,31
15 0,47 0,42 0,38 0,36 0,34 0,33 0,31

Эффекты факторов и взаимодействий для k =  2
N N

•Эф] = 0 , 5  V  х н У .-1 Э „ л  — 0 , 5  ^  ( X j x D i y i ,  
i—\ i=1

эффект центральной точки

£  У* ) - 4 *  ■ 
t =* 2 /

Если Эф >  Дф; ^  Д,„ то эффекты факторов и централь­
ной точки существуют и необходимо переходить к новой 
фазе.

План эксперимента в новой фазе выбирают в градиент­
ном направлении. При этом могут рассматриваться новые 
факторы, за исключением тех факторов, эффекты влияния 
которых невелики.

Необходимо учитывать, что при приближении к оптиму­
му отклик меняется меньше, следовательно, число циклов 
возрастает. Число циклов зависит также от инерционности 
процесса: так  как интервалы циклов в малоинерционных 
процессах невелики, то число циклов увеличивается. Чис­

Эц --- 0 ,2
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ло циклов зависит и от интервала варьирования: чем боль­
ше Axj, тем меньше циклов.

Т а б л и ц а  4.13

Ф { х ) , а\>0;
X

<р < - -о = ф ( 0 ;  Ч’ <-о -- | 
0

Ф ( -  д) - 0,

р (д) d.v; д > 0 ;  Ф ( д )  =  0 ,5  

5 -  Ф  (д)

-1-Ф <*>.

.V Ф ( •>') Ф  ( V) X ф <д> Ф ( г) Д' Ч U) Ф  (д)

0 0 ,3989 0 1.15 0,2059 0, 374928 2 , 3 0 ,0283 0,489276
0 , 5 0 ,3984 0,019939 1,2 0 ,1942 0 ,38493 2 , 35 0 ,0252 0,490613
0,1 0 ,3970 0,039828 1,25 0 ,1826 0,39435 2 , 4 0 ,0224 0,491802
0 ,15 0 ,3975 0,059618 1,3 0 ,1714 0,4032 2 ,45 0 ,0198 0,492857
0 , 2 0,391 0 ,07926 1.35 0 , 1604 0,411492 2 , 5 0 , 0175 0,49379
0 , 25 0 ,3867 0,098706 1,4 0 ,1497 0,419243 2 ,55 0 ,0154 0,494614
0 , 3 0 ,3814 0,117911 1.45 0 ,1394 0,426471 2 , 6 0 . 0136 0,495339
0 , 35 0 ,3752 0,136831 1,5 0 ,1295 0,433193 2 , 65 0 ,0119 0,495975
0 , 4 0 ,3683 0,155422 1,55 0 ,1200 0,439429 2 , 7 0 ,0104 0,496533
0 ,45 0,3605 0,173645 1,6 0 ,1109 0,445201 2 ,75 0,0091 0 ,49702
0 , 5 0,3521 0,191463 I .65 0 ,1023 0,450528 2 , 8 0 ,0079 0,497445
0 ,55 0,3429 0,208840 1,7 0 ,094 0,455434 2 , 85 0 ,0069 0, 497814
0 , 6 0,3332 0,225747 1,75 0 ,0863 0,459941 2 , 9 0 ,006 0,498134
0 ,65 0 ,323 0,242154 1,8 0 ,079 0,46407 2 . 95 0 ,005 0,498411
0 , 7 0 ,3123 0,258035 1,85 0,0721 0,467843
0 ,75 0 , 3 0 ) I 0, 273373 1 .9 0 .0656 0,471283
0 , 8 0 ,2897 0,288145 1,95 0 ,0596 0,474412
0 , 85 0 .278 0,302338 2 , 00 0 ,054 0,47725
0 , 9 0,2661 0,315940 2 , 05 0 , 0488 0,479818
0 ,95 0,2541 0,328944 2,1 0 ,044 0,482136
1,0 0 ,2420 0,341345 2 ,15 0,0396 0,484222
1,05 0 ,2299 0,353141 2 , 2 0 ,0355 0,486097
1.1 0 ,2179 0,364334 2 , 25 0,0317 0,487776

Пример 4.2 .  Рассмотрим двухфакторную технологическую опе ­
рацию, где х, =  Т — температура  операции.  С; х., =  Р — д а в ­
ление,  Па ;  у — выход годной продукции,  % .  Поск ольку  к =  2,  
число опытов N =  2 к (к — I) =  5. Стандар тная  форма ЭВОП 
определяет  местоположение пяти точек этого плана (табл.  4 .11) .  
Срав нив ая  отклики у  (средние отклики)  в точках 3  и 4 с о тк лик ами  
в точках 2 и 5, можно определить влияние  х,. Аналогично сравнение  
У(2—4) и У (у—5) позволяет  найти х 2. При сравнении У(’-з)  и 
у (5—4) определяют эффект вз аимодействия ,  а при сравнении 
i/(2_ л - 1—5) и !/, — эффект центральной точки (эффект среднего) .

Данные  эксперимента и рез ульта ты вычислении з аносятс я  в 
карты ЭВП (табл.  4.14,  4.15) .  В табл.  4.11 приведены рез уль та ты 
первого,  в табл.  4.14 — второго,  а в табл.  4 . 15 — третьего  цикла .  
Как  видно из табл.  4.15,  эффект температуры 1,65 превышает  дове ­
рительный интервал ошибки 1,16.  Таким  образом,  т емпература  
значимо влияет  на процент выхода годной продукции.
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Т а б л и ц а  4.14

J/S -у ,  ЭВОП. цикл 2 (п— 2) Ф аза  I 
у, ' ■v‘ у, О т к л и к : выход продукта  Д ата

Вычисление средних значений Вычисление среднеквадратичных отклонений

№ опытов 1 2 3 4 5 Сумма  предыдущих циклов s =  
Среднее значение предыдущих 

циклов s  =
Раз мах  У?= 11,51 + |— 2,0| = 3 , 5  

Новое значение s =  R fN n  =3,5-0,3 =  
=  1.05
Новая  с умма  s H =  l ,05
Новое среднее значение 

s H 1 , 05
s = — —  =  — ------= 1 , 0 5

п—  1 1

1. Сумма  предыдущих 
циклов

2. Среднее предыдущих
1ИКЛОВ

3. Новые наблюдения
4 Разности п. 2—п. 3
5 Новые с уммы п. 1 + 

+ п. 3
6 . Новые средние

94 . 0

94 . 0
96 . 0  

- 2 , 0

190,0
9 5 . 0

94 . 5

94 . 5  
95 ,0

—0 ,5

189.5 
94 , 7

96 . 5

96 .5  
95 , 0

1,5

191.5 
95 , 7

94 . 5

94 . 5
96 . 5  

—2 , 0

191,0
95 . 5

94 . 5

94 . 5  
94 , 0

0 , 5

188,5
94 , 2

Вычисление эффектов Вычисление доверительных интервалов (ДИ)

Температуры 0,5(Уз+Уа— .Уг— ys) = 1,15 

Давления 0,5(у3+уь—у2—у,) = — 10,15 

Взаимодействия 0 , 5 (^2+ ^ 3—{/<—у$) =0,35  

Центральной точки 0 , 2  {у2+ у з + у *  +  Уь— *У\) =0,02

Дл я  новых средних значений 
2s 2 - 1 , 0 5

У п  ~  у т
2  s

Для эффектов —1,48 
У п

1,78s
Для  центральной точки — 

=  1,32



Т а б л и и а А. 15
уь ■ -у, ЭВОП, цикл 3 (л=3)  Фаза I 
у2• у ' ■ у4 Отклик: выход продукта Дата

Вычисление средних значений Вычисление среднеквадратичных отклонений

№ опытов 1 2 3 4 | 5 Сумма  предыдущих циклов s =
=  1,05

Среднее предыдущих циклов s =  
=  1,05

Размах  / ? = Ц , 2 | + | — 1,5 | = 2 , 7  
Новое значение s =  R f s ,n =  2,7 X 

X 0 , 3 5= 0 , 9 5  
Новая  с умма  s H=  1,05 + 0 , 9 5 =

=  2 , 0 0

Новое среднее значение s =
s„ 2 , 0 0

=  — ат = ----- я -  = 1 , 0п— 1 2

1. Сумма  предыдущих 
циклов

2. Среднее предыдущих 
циклов

3. Новые наблюдения
4. Разности п. 2—п. 3
5. Новые с уммы п. 1 + 

+ п. 3
6 . Новые средние

190,0

95 , 0
94 , 5

0 , 5

284 , 5
94 , 8

189.5

94. 7
93 .5  

1 , 2

281,0
93. 7

191,5

95.7  
96 ,0

—0 , 3

287,2
95. 7

191.0

95 .5
97 . 0  

— 1,5

286, 5
95. 5

188,5

94 . 2  
94 ,0

0 , 2

282 ,7
94 . 2

Вычисление эффектов Вычисление доверительных интервалов (ДИ)

Температуры 1/2 ((/3 +i 74— у2— ;7s) =  1,65 

Давления 1/2 ( j/3 4- x/s—у 2 — j/4) = 0 , 3 5  

Взаимодействия 1 /2  (у2 + у 3—у А— у ъ) = —0,15 

Центральной точки 1/5(</2 + у3 +  i/4+ уь—Ьу\) =  — 0 , 0 2

2s 2 - 1 , 05  
Для  новых средних —

=  1,48
2s 2 - 1 , 0 5  

Для  эффектов ----- — 1,48

1,78s
Для  центральной точки —

У  п
1 . 7 8 - 1 , 05  

-  у г  - 1 . 3 2



§ 4.4. ОПТИМИЗАЦИЯ СВОЙСТВ 
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ МАТЕРИАЛОВ

Многие из применяемых в электронной технике материа­
лов представляют собой смеси различных компонентов (по­
лупроводниковые материалы, ферриты, клеи и т. д .). Свой­
ства этих материалов зависят от концентрации процентно­
го содержания составляющих их компонентов. Целью оп­
тимизации является установление количественных зависи­
мостей между концентрациями компонентов и свойствами 
смеси и поиск составов, обеспечивающих экстремальные 
свойства материала.

Особенностью задач исследования многокомпонентных 
материалов является взаимозависимость варьируемых фак­
торов — концентрации компонентов, т. е. изменив концент­
рацию одного компонента, необходимо изменять концентра­
цию нескольких или всех остальных компонентов. Состав 
смеси обычно выражают в мольных, весовых или объемных 
долях, а такж е в процентах от общей суммы. Д ля смесей 
выполняется соотношение

2  * ,=  1(100% ). (4.25)
/ = |

где X j ^ O  — концентрация j -го компонента; k — число 
компонентов смеси.

Эта принципиальная особенность исследуемой задачи 
влияет на алгоритм ее решения (на построение плана, вид 
модели и др .). Соотношение (4.25), задающее возможные со­
ставы /г-компонентной смеси, представляет собой правиль­
ный симплекс с k вершинами в (k — 1)-мерном пространст­
ве. Д л я  изображения составов используют барицентричес­
кую систему координат.

Например, для двухкомпонентной смеси (k =■ 2) симп­
лекс — прямая [содержание компонентов определяется со­
отношением отрезков (рис. 4 .9 , а)]; для трехкомпонентной 
(k — 3) правильный симплекс —равносторонний треуголь­
ник. При этом каж дая точка треугольника соответствует 
определенному составу тройной смеси и, наоборот, каждый 
состав характеризую т одной определенной точкой. Метод 
изображения свойств тройной смеси с помощью концентра­
ционного треугольника получил широкое распространение 
в физической химии. Вершины треугольника соответству­
ют чистым веществам, стороны — двойным смесям. Опустив 
из каждой вершины треугольника А,  В,  и С перпендику­
ляры, разделив каждый из них на десять равных отрезков
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и проводя через полученные деления прямые, параллель­
ные сторонам треугольника, получим 10 %-ную сетку 
<рис. 4 .9, 6). Приближение от каждой данной стороны к 
противоположной вершине соответствует пропорциональ­
ному возрастанию содержания соответствующего вершине 
компонента от 0 до I . Концентрация компонентов в любой 
точке треугольника определяется длиной перпендикуля­
ров, опущенных из этой точки на стороны треугольников.

0 0,1 0,2 0,3 0,Ь 0,5 0,В 0,7 0,8 0,9 1,0
__ 1 I_______J______ I______ _______J______ I-----------1-----------1_______I----------- !•?,
' i l l » __ I___I___I___I___I-----\хг

1,0 0,$ Oft 0,7 0,6 0,5 0,4 0tJ  0: г  0,1 о

В V  В

Рис. 4 9

Так, изображенная на рис. 4.9, б точка Р имеет следующие 
концентрации компонентов: А = 0,5; В - -- 0,3; С 0,2.

Другой более простой способ отсчета концентраций 
предложен Г. Розенбумом. В треугольнике Розенбума из 
точки внутри треугольника проводят прямые, параллель­
ные его сторонам, состав тройной смеси отсчитывают по 
трем отрезкам, отсекаемым этими прямыми на соответствую­
щих сторонах треугольника (рис. 4.9, в). Точка Р в тре­
угольнике Розенбума имеет следующие концентрации ком­
понентов: А = 0,5; В = 0,3; С = 0,2. В дальнейшем для 
изображения смесей принят способ Розенбума.

Целевую функцию у трехкомпонентной смеси обычно 
представляют проекциями линий равного уровня на плос­
кость концентрационного треугольника. В результате по­
лучают диаграмму, связывающую определенное свойство 
(значение у) с составом смеси (диаграмма состав — свойст­
во).
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При k — 4 концентрационный симплекс — тетраэдр 
каж дая вершина которого соответствует чистым компонен­
там, ребра — двухкомпонентным, а грани — трехкомпо­
нентным смесям. Для определения координат точек внутри 
тетраэдра через эту точку проводят плоскости, параллель­
ные граням тетраэдра, и вычисляют расстояния от этих 
плоскостей до граней, противоположных вершинам, соот­
ветствующих 1 0 0 %-ным содержаниям компонентов [на гра­
нях, противоположных вершинам, содержание соответст­
вующих вершинам компонентов равно нулю (начало отсче­
та)).

При изучении свойства сложных смесей с числом компо­
нентов k >  3 диаграмму графически представляют в виде 
линий равного уровня в сечениях (k — 1) -мерного симплек­
са плоскостями, параллельными его граням. При этом в се­
чениях варьируются три компонента, остальные (q — 3) 
закрепляют на определенных уровнях (сечения диаграмм 
состав — свойство).

Задание области исследования. При оптимизации свой­
ств материалов электронной техники рассматривают не пол­
ный концентрационный симплекс, а лишь некоторый ло­
кальный участок (свойства чистых материалов или смеси 
с меньшим числом составляющих не важны, т. е. не анали­
зируют вершины и стороны симплекса).

Локальный участок задается определенными ограниче­
ниями на возможное содержание компонентов в смеси:

О <  а; Xj ^  b j<  1; / =  1, /г. (4.26)

Ограничения (4.26) на концентрации компонентов выде­
ляют в полном концентрационном симплексе некоторую по­
добласть (в общем случае в виде многогранника), число и ко­
ординаты вершин которой зависят от заданных ограничений.

Координаты вершин многогранника, ограничивающего 
локальную область исследования, определяют следующим 
образом:

1) выписывают все возможные комбинации двух уров­
ней aj и bj для каждого компонента при пропуске одной из 
них (таких комбинаций 2 *_|) и повторяют эту процедуру 
k раз. Всего получают k -2*~‘ комбинаций уровней с про­
пусками одного из компонентов. Приведем возможные ком­
бинации для k = 3:

Gj fi-j, Ьч, Ь\ Ь£ /?•), ^3, 1̂ 
b1 Ад, bj b'j, cig, и2 Ь3, Ь2 Од, Ь'* Ьц,
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2 ) среди полученных комбинаций выбирают те, в кото­
рых сумма компонентов меньше единицы и выполняются ус­
ловия 0 <  а -, ^  X j bj <  1 ; /' 1 , k. Затем в эти 
комбинации на места пропусков добавляют недостающие 
до общей суммы компоненты, равной 1 или 1 0 0 % с учетом 
заданных ограничений, и вычеркивают одинаковые комби­
нации. В результате будут заданы вершины многогранника 
(область исследования).

Т а б л и ц а  4.16

Лг? вариан­
та •>1 х 1 •<л

1 0 . 2 0 ,18
2 0 .2 0 ,67 —
3 0 . 0 0 , 1 8 —
4 0 , 6 0 ,67 —
5 0 . 2 — 0 ,05
6 0 . 2 — 0.4
7 0 . 6 — 0 , 0 5
8 0 . 6 — 0,4
9 — 0 , 1 8 0 , 0 5

10 — 0 ,18 0 ,4
11 — 0,67 0,05
12 — 0,67 0,4

В качестве примера рассмотрим построение лок альной  области 
исследования,  когда на концентрации компонентов смеси наложены  
следующие ограничения :

0 , 2  с  .V, < 0 , С: 0 ,  18 с  .V2 < 0 , 67 ;  0 , 05  с  х3 с  0 , 4 .  ( 4 .27)

Т а б л и ц а  4.17

№
варианта Л , хг

1 0 , 2 0,18 0 , 6 2> 0  .4
2 0 , 2 0,67 0,13
3 0 , 6 0.18 0 , 2 2
4 0 . 6 0,67 >  I
5 0 , 2 0,75 >0 , 67 0,05
6 0 , 2 0,4 0.4
7 0 , 6 0,35 0,05
8 0 , 6 0  <  0 , 18 0,4
9 0,77 > 0 . 6 0,18 0,05

10 0,42 0,18 0,4
11 0.28 0,67 0,05
12 >  1 0,67 0,4

5 Зак.  1175 129



Полный перебор уровней концентрации компонентов в соответ­
ствии с п. 1 приведен в табл.  4.16,  а координат вершин локального  
многогранника  в соответствии с п. 2 — в табл.  4.17.  Варианты сме­
сей 1 ,  5,  8, 9  отбрасываются  из-за нарушений условий (4.27) ,  а в а ­
рианты 4 , 1 2  из-за нарушения  у словия (4.25).  В рез ульта т е  вершины 
многогранника соответствуют вариантам 2, 3, 6, 7, 1 0  и 11  из пол­
ного перебора.  Графическое изображение многогранника показано 
на рис. 4.10.

Выбор математической модели. Характерной особенно­
стью задачи оптимизации свойств многокомпонентных мате­
риалов является сложный вид поверхности отклика, отра­
жающий зависимость свойств от состава смеси. Для адек­
ватного описания таких зависимостей необходимы полино­
мы достаточно высоких степеней вплоть до четвертого по­
рядка. Кроме того, если в матрице X одновременно имеются 
столбцы фиктивного фактора х0 — 1 , парных взаимодейст­
вий Xj х1 и квадратов х], то согласно (4.25) ковариацион­
ная матрица оказывается вырожденной. Поэтому прихо­
дится описывать свойства смеси с помощью приведенных 
полиномов.

Рассмотрим порядок приведения полиномов на примере 
полинома второй степени для описания свойств трехкомпо­
нентной смеси. Модель второго порядка для k =  3 имеет 
вид

у = b0 +  X] -|- Ьо х2 +  Ь3х3 +  Ь12 a, .v., +
+  bu х, x3 +  b,3 x, x3 +  bn a? +  b22 xl -I- b33 A'?.

В этой модели необходимо 
устранить b0 (коэффициент 
при фиктивном факторе х0) 
и квадратичные эффекты. 
Поскольку х1+ х2+ х  3=\, 
умножив левую и правую 
части этого выражения на 

получим Ьпхг +  Ь0х2 +  
+  Ь0х3 = Ьп, а умножив это 
выражение последователь­
но на Aj, а.,, х3 соот­
ветственно найдем х\ =
- - ах — а ,а 2 — хгх 3; х?2 =

Х% Х\Хо Х̂ Х з ,  Хз 
~  X  з  —  X 1 Л- з  X  2 А- з .

Подставив полученные со- 
отношения в первоначальные выражения и приведя подоб­
ные члены, определим

Рис. 4.10
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У ^  ( ь 0 +  bi -Ь Ьи) х1 + (Ь0 -Г ь, +  Ь22) х2 +  (Ь0 +  Ь3 +  Ь33) л'з + 
+  Фп — bn — Ьп) х! хг + (bVJ — bn — Ьяз) л-, л'з f  

+  (b23—b ,,~ b 33) х2х3.

Введя обозначения = b0 +  bj + bjf, Р;; = bu —b j j—blh 
получим приведенный полином второй степени трех пере­
менных:

У Pi Л 1 -1- Р2 Х1 + Рз Л’з т Pl2 Х1 ХЧ 'Г (J13 А 1 -V3 + Ргэ Л 2 Х3 -

Таким образом, число коэффициентов полинома второй 
степени для трех переменных уменьшилось с 10 до 6 , следо­
вательно, требуется меньшее число опытов для построения 
модели.

Приведенный полином второй степени от к переменных 

У=  2) М ; - Г  2  Рл Xj Х1I </ < к I </</<4

содержит С*+| коэффициентов.
Приведенный полином неполного третьего порядка для 

трехкомпонентной смеси

У =  Р Л  +  Рг хг +  рз А'з +  р12 A'j хг +  р13 .Y, .V.., +

'  i "  Р-23 Х2 Х3 ’ ' Р 123 Х1 Х2 Ч ’

для ^-компонентной

У =  2  Р; xi -!- 2  $ л х) х1+ 2  P;js*,*,xs.
! < / < * :  > < / < « *  1 C Z < I < S < / ;

Приведенный полином третьего порядка для трехкомпо­
нентной смеси

У = Pi *L +  Р2 А-о +  Рз .V., +  Р,, Л-, .V, + р13 X, Л'з +  Р23 х2 Х3 +

+  V,.. -V, х2 (х ,— Л',) -1- Vj3 л'1 Л'з (Л-, -  - Л'з) -1- л'., лг3 (л'2 — х3) +
+ Р123 А, Л', А'з,

для /г-компонснтной

У ^  2  Р; xj +  2  Р jl хj Х1 +I </<* 1 </ < /<л-

-+ 2  vJlxJ xl (xj -Х,)+  2  h i ,x } x ,xs.
I </</<* I </</<*<А
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Приведенный полином четвертого порядка для трехкомпо­
нентной смеси

У — P i  х \ Р г  * 2  +  Р з  х з 4'  Р 12  x i х г Ч~ Р 1 3  x i х я +
+  Ргя Х 2 хз +  V12 х2 (xt —хг) +  v13 хх х3 (хх— х3) +

+  v 23 Х2 Х3 ( Х2 —  х з )  +  6 ,2  Х1 Х2 ( Х 1 ~ х 2 )2 +

+  б13 Х х Х 3 (Х х— Х 3) 2 -f б23 Х2 Х 3  (х2— Хз)2 -j-

+  Рп23 * 1  Х 2 Х3  +  P i223 * 1  Х 2 Х 3 +  Pl233 Х 1 Х2 * 3 ,

для А-компонентной

«Г= 2  Р>^+ 2  Р }lxJ xl +  2  VjlXjXtiXj — х,) +  
!</</<* !</</<*

+  2  б ; , X j  X,  ( X j  —  X, ) 2 +  2  P  j j h Xi Xl X s +  
\*£i<Kh K K K ^ *

+  2  P j l l s x j x * x a +  2  Pj l s s  X j  x l +

-{ " 2  P j / s r  X 1 X l X r X S'
I < /< f <s</-<*

где v, б, p — коэффициенты регрессии.
Планирование эксперимента. Минимальное число опы­

тов Nmin, необходимое для оценки коэффициентов поли­
номиальной модели по экспериментальным данным, равно 
числу коэффициентов выбранного полинома, т. е. для мо­
дели степени р. и k компонентов Nmin = Оь+ц-1 . 
Рассмотрим некоторые планы, которые применяют при оп­
тимизации свойств многокомпонентных материалов.

С и м п л е к с - р е ш е т ч а т ы е  п л а н ы .  В насто­
ящее время наибольшее распространение получили симп- 
лекс-решетчатые планы. Эти планы обеспечивают равномер­
ное распределение экспериментальных точек по (к — 1)- 
мерному .симплексу и являются насыщенными (число опы­
тов плана равно числу коэффициентов оцениваемой модели). 
Точки симплексной решетки степени р для к компонентов 
содержат все возможные сочетания (р, +  1)-го равноотсто­
ящего уровня по каждому компоненту с координатами х}- =
— О, 1/р, 2 /р,,..., 1 .

Д ля квадратичной решетки {к, 2}, обеспечивающей по­
строение модели второго порядка (р = 2 ), используют сле­
дующие уровни каждого компонента: 0 , 1/2 , 1 , а обеспечи­
вающей построение модели третьего порядка (р = 3) —О,
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Т а б л н II а 4.18

.V?
опыта Г| Л, Х 3

№
опыта * г ■««

1 1 0 0 .Vi 4 1/2 1/2 0 У 12
2 0 1 0 Уг 5 1/2 0 1/2 У  in
3 0 0 1 У: 1 G 0 1/2 1/2 J/23

Рис. 4 . 11

1/3, 2/3, 1 и т. д. Некоторые {3, ц }- и {4, ц }- решетки 
представлены на рис. 4.11, а , б и 4.12, а, б. Записав коор­
динаты точек симплексной решетки, получим планы экспе­
римента. Планы эксперимента для решеток {3, 2}, {3, 3}, 
{3, 4} и {4, 2} представлены в табл. 4.18, 4.19 соогветствен-

Т а б л и ц а  4.19

St
опыта -ti X, ^зкс

№
опыта X 2 Х 3 У Л КС

1 1 0 0 У1 9 3/4 0 1/4
2 0 1 0 Уг 10 1/4 0 3/4 У газа
3 0 0 1 Уз 1 1 0 3/4 1/4
4 1/2 1/2 0 Уп 12 0 1/4 3/4 У2333
5 1/2 0 1/2 У13 13 1 / 2 1/4 1/4 У т  3
G 0 1/2 1/2 У23 14 1/4 1/2 1/4
7 3/4 1/4 0 У т г 15 1/4 1/4 1/2
8 1/4 3/4 0 У1222

но. Для обозначения свойств смеси у вводят индексы, 
указывающие, при каком содержании компонентов в смеси 
получены данные значения у. Так, значения у12 (табл. 
4.18) соответствуют смесн, содержащей 1/2 xt и 1/2 хг\ 
значения у П13 — смеси, содержащей 3/4 xlt 0х2, 1/4 х 3,
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а значения </1233 — смеси, содержащей 1/4 хи \!\ х2 и 1/2 
х 3 (табл. 4.19).

Симплекс-решетчатые планы являются частично компо­
зиционными, т. е. допускающими достройку плана без потери 
результатов предыдущих опытов. Так, как  видно из рис. 4.11 
и 4.12, в случае, когда полинома второго порядка недоста­
точно для адекватного описания заданного свойства, можно 
без потери результатов предыдущих опытов перейти к пла-

Рис.  4.12

нам неполного третьего или четвертого порядка. План тре­
тьего порядка композиционен только линейному плану. 
Д л я  описания свойств смеси по результатам эксперимента 
используют описанные приведенные полиномы соответст­
вующих степеней.

П л а н ы  Л а м б р а к и с а .  В симплекс-решетчатых 
планах для полиномов невысоких степеней в большинстве 
опытов вводят не все компоненты. Очевидно, что результа­
ты опытов с чистыми компонентами и двухкомпонентными 
смесями несут мало информации о свойствах многокомпо­
нентной смеси. Поэтому для смесей с числом компонентов 
k ^  4 предложены планы Ламбракиса. Эти планы представ­
ляют собой симплексные решетки Шеффе с заменой 
опытов с чистыми компонентами опытами с координатами: 
Хг — X» =  . . .  =  x h =  \/(k — 1).

Например, при построении полинома второй степени в 
четырехкомпонентной смеси следует четыре точки с коорди­
натами х1 =  хг =  х 3 =  Хц — \ (рис. 4.12 а), заменить 
четырьмя точками с координатами =  хг — х 3 — х4 = 
=  V 3 (рис. 4.13). Таким образом, план Ламбракиса вместо 
четырех опытов в вершинах тетраэдра включает четыре опы­

134



та в центрах граней тетраэдра, а также шесть опытов в сере­
динах ребер (из плана Шеффе). Для описания свойств по ре­
зультатам реализации плана Ламбракиса используют при­
веденные полиномы соответствующих степеней.

С и м п л е к с - ц е н т р о  и д н ы е  п л а н ы .  Для 
описания свойств многокомпонентных смесей полиномами 
невысоких степеней Шеффе предложены также симплекс- 
центроидные планы, содержание (2 * — 1) точку с координа­
тами ( 1 , 0 ........0 ), ( 1/2 , 1/2 , 0 , . . . .  0 ) ........... (\/k,'\/k, . . . .  1/*),
а такж е все точки, которые 
можно получить из этих пере­
становками координат. Для 
данного числа компонентов k 
можно построить единствен­
ный симплекс-центроидный 
план, содержащий точку в 
центре(центроид) симплекса и 
центроиды всех симплексов 
низшей размерности, его со­
ставляющих. Симплекс-цен- 
троидные планы для k = 3, 4 
представлены на рис. 4.13, 
матрица симплекс-центроид- 
ного плана для k — 4 дана в 
табл. 4.20. Как видно из срав­
нения рис. 4.12 и 4.13 симплекс-центроидный план для k = 3 
совпадает с симплекс-решетчатым планом неполного треть­
его порядка.

Полиномы, описывающие свойства смеси согласно ре­
зультатам проведенных экспериментов по симплекс-цент- 
роидному плану, содержат столько же коэффициентов, 
сколько точек в плане. Д ля  /г-компонентной смеси

Рис. 4.13

У 2  Ру Х i 4" 2  Р j! х j Х\ -| 2  Р its хj xl xs ~ЬК/<* I <i<i^k 1 </</<*</,•

+  Pl 2  .. It Х1 Х< Хк. (4.2 8)

Д ля k — 4 модель, получаемая по результатам реализа­
ции симплекс-центроидного плана, имеет вид

У =■ Pi x i +  Рг х 2 4~ Р3 хя -f- Р4 х4 +  р12 х1 х, -j- р13 х1 х3 +  
+  Pi 1 Х 1 Хк 4" Ргз Х 2 Хя +  Р24 Х2 Х4 +  Р34 Л'з Л’4 -f- р|23 Х 1 Х'2 х3 + 

-f- Р124 х} х, хк -f- Р134 л:, л:3 л,4-|- р.,34 лт2 х3 х4 -}- Р1234 х1 х., ,v3 л:4.
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Т а б л и ц а  4.20
оп

ы
та

V, и

№ о
п

ы
та

-»! X 2 X а Х  4 У

1 1 0 0 0 У i 9 0 1 / 2 0 1 / 2 Уи
2 0 1 0 0 У-1 10 0 0 1 / 2 1 / 2 Ум
3 0 0 1 0 Уя 11 1/3 1/3 1/3 0 У123
4 0 0 0 1 У4 12 1/3 1/3 0 1/3 У124
5 1 / 2 1/2 0 0 У12 13 1/3 0 1/3 1/3 У134
G 1 / 2 0 1/2 0 У Vi 14 0 1/3 1/3 1/3 У 234
7 1 / 2 0 0 1/2 У14 15 1/4 1/4 1/4 1/4 У1234
8 0 1/2 1/2 0 У-п

D-o п т и м а л ь н ь е п л а н ы. Среди различных
критериев оптимальности, как отмечалось, важнейшими 
являются критерии D- и G-оптимальности. Как известно, 
D-оптимальный план обеспечивает для заданного числа опы­
тов наилучшую точность оценок коэффициентов модели. 
Свойство G-оптимальности плана обеспечивает минимум мак­
симальной дисперсии предсказанных значений рассматри­
ваемого свойства в области исследования. Симплекс-решет - 
чатые планы обладают свойствами D- и G-оптимальности 
только при построении полиномов второго и неполного 
третьего порядка. Планы Шеффе более высокого порядка не 
являются D- оптимальными; D-оптимальная симплексная 
решетка для полинома третьего порядка была построена 
Ж- Кифером.

Для множества планов с координатами точек Xj = 1, 
х, =  xs == 0; Xj - - 1 — х, = с, xs = 0, с <  0,5; х} =  xt = 
= =  1/3 при построении полинома третьего порядка 
план будет D-оптимальным для с = (1 — |/"5)/2, т. е. 
точки на сторонах симплекса должны иметь координа­
ты — 0,2764, х1 =  0,7236. Число точек плана, так же 
как и для решетки Шеффе, D-оптимальный план
третьего порядка для трехкомпонентной смеси приведен в 
табл. 4.21.

При использовании полинома четвертого порядка для 
трехкомпонентной смеси план будет D-оптимальным, если 
Xj =  (7 — |/21)/14; x t — 1 — Xj-, xs =  0 или х} = 0,1727, 
xt — 0,8273; xs ■--- 0. Кроме того, в D -оптимальном пла­
не четвертого порядка имеются точки с координатами Xj = 
== xt =  (7 — |/5)/22; = 1 — (Xj f  x,) или Xj ---= x, -- 
=  0,2165; xs = 0,567.

D-оптимальный план четвертого порядка для трехкомпо­
нентной смеси приведен в табл. 4.22. D-оптимальные пла-
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Т а б л и ц а 4.21

Л? оп
ы

та

Х 1 *1 А'з и

*N*
5

оп
ыт

а

Л I X j •V 1 и

1 1 0 0 У\ 6 0 , 7 2 3 6 0 0 , 2 7 6 4 У и з
2 0 1 0 Иг 7 0 , 2 7 6 4 0 0 , 7 2 3 6
3 0 0 1 У  з 8 0 , 0 , 7 2 3 6 0 , 2 7  64 У 223
4 0 . 7 2 3 6 0 , 2 7 6 4 0 У 112 9 0 , 0 , 2 7 6 4 0 , 7 236 У-33
5 0 .27G4 0 , 7 2 3 6 0 У 122 10 0 , 3 3 3 0 , 3 3 3 3 0 , 3 3 3 3 '/123

Г а  б л 11 ц а 4 . 22
ГО
2

.*• с  
Л  о

•' 1 и и

.V
»

оп
ыт

а

'  1 •V.. Х 3 </

1 1 0 0 У\ 9 0 , 8 2 7 3 0 0 , 1 7 2 7 У т з
2 (I 1 0 Уг 10 0 , 1 7 2 7 0 0 , 8 2 7 3
3 0 0 1 Уз 1 1 0 0 , 8 2 7 3 0 , 1 7 2 7 У 2223
4 0 . 5 0 , 5 0 У  VI 12 0 0 , 1 7 2 7 0 , 8 2 7 3
5 0 , 5 0 0 , 5 У 13 13 0 , 5 6 7 0 , 2 1 6 5 0 , 2 1 6 5 У 1123
6 0 0 , 5 0 , 5 У  23 14 0 , 2 1 6 5 0 , 5 6 7 0 , 2 1 6 5
7 0 , 8 2 7 3 0 , 1 7 2 7 0 У 1112 15 0 , 2 1 6 5 0 , 2 1 6 5 0 , 5 6 7
8 0 , 1 7 2 7 0 , 8 2 7 3 0 У1 222

ны различных степеней для трехкомпонентных смесей пока­
заны на рис. 4.14, а—г. Как видно из рисунка, здесь так же, 
как и для симплекс-решетчатых планов, возможна компо­
зиционная достройка плана от второй степени до четвертой, 
для перехода от третьей степени к четвертой необходимо 
проделать опыты заново. Для описания свойств смеси для 
D-оптимальных, как и для симплекс-решетчатых планов, 
используются приведенные полиномы соответствующих сте­
пеней.

Планирование эксперимента на локальных участках ис­
следуемой области. При исследовании локальных участков 
факторного пространства выбор плана эксперимента опре­
деляется прежде всего формой заданной области экспери­
мента. Здесь возможны следующие варианты: 1) исследуе­
мая область — симплекс или может быть сведена к симплек­
су (число вершин NМ = /г); 2 ) исследуемая область — 
многогранник (число вершин NМ >  /г); 3) исследуемая 
область — куб (гиперкуб) или параллелепипед (число вер­
шин NM = 2 *“ ').

Рассмотрим последовательно все варианты.
Если наложенные на концентрации компонентов огра­

ничения таковы (например, односторонние), что число вер­
шин полученного многогранника NM совпадает с числом
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компонентов смеси k, то многогранник является симплек­
сом (хотя и неправильным) и можно использовать описан­
ные планы на симплексе. Это возможно также и в тех сл у ­
чаях, когда внутри полученного многогранника (NМ >  к) 
удается выделить подобласть в виде симплекса, например 
путем выбора из NM вершин многогранника к вершин ло­
кального симплекса на основе априорной информации пли 
интуиции разработчика. Для перевода плана, построенного

Рис 4 ч

на полном концентрационном симплексе, на локальный уча­
сток вершины локального симплекса A Jt / =  1 , к с коорди­
натами А , (л:i1 ’ , X-,1', . . . ,  А 1’); А., (х\~\ л'(/ ’ .. .,  л',-’);
A lt(x\к),х[к), . . . ,  х], 1) принимают за самостоятельные псевдо-

tl
компоненты z; : 0  ^  z, ^  I; 2  zi — ••

/■=1
Относительно новых переменных zt, z.,,..., zh могут быть по­
строены все ранее описанные планы. Для любой п-й точки 
построенного плана переход от псевдокоординат Zj к ис­
ходным координатам Xj осуществляют по формуле

Xс(.п> = х } ,) +  4 " ’ ( х ) - ' ~ х ) 1)) +  г\^ (х)3) — х}1 ’ ) +  ...

где Xj — содержание /-го компонента в вершине zj (Л; ).
Примеры построения плана в псевдокоординатах и пере­

вода его на локальный симплекс, т. е. в первоначальные 
координаты, приведены в табл. 4.23. Изображение локаль­
ной области приведено на рис. 4.15. Исследованию в дан­
ной трехкомпонентной смеси подвергался не весь концент­
рационный треугольник, а лишь подобласть в виде тре­
угольника с вершинами: г, (0,86; 0; 0,14); z„(0; 0,78; 0,22); 
г а (0,78; 0; 0,22).

В общем случае наложенные на концентрации компо­
нентов двусторонние ограничения высекают в полном кон­
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центрационном симплексе многогранник с числом вершин 
NM >  к. Определение числа и координат вершин локаль 
ной области по заданным ограничениям производят при по 
становке задачи (задание области исследования). План не 
посредственно на многограннике, предложенный P. Mai 
Л ином и В. Андерсеном, включает кроме вершин много 
гранника центры двух-, трех-, ( к — 1)-мерных гране! 
многогранника и его центр.

Координаты центров гра- 1
ней находят путем усреднения 
координат точек, образующих 
грань, координаты центра — 
путем усреднения соответст­
вующих координат всех вер­
шин многогранника. Пример 
построения плана на много­
граннике для четырехкомпо­
нентной смеси представлен в 
табл. 4.24 и 4.25, где исследу- J 
ется смесь со следующими ог­
раничениями на изменения Рис. 4.15 
концентраций компонентов:
0,4 <  xt <  0,6; 0,1 <  0,5; 0,1 <  лг3 0,5; 0,03

х4 ^  0,08. Данные ограничения образуют многогран­
ник с восемью вершинами, координаты которых представ­
лены в табл. 4.24, а центры граней — в табл. 4.25.

В план на многограннике Мак Лина и Андерсена входят 
кроме вершин центры граней. Координаты центров гра­
ней (с указанием номеров вершин, образующих грань), а 
также центра полученного многогранника приведены в 
табл. 4.26. Таким образом, полученный план (табл. 4.24 и 
4.25) содержит 15 опытов.

Т а 6  л и ц а 4.23

Л";
опыта г, '1 - Л ,

1 1 0 0 0 , 8 6 0 0,  14
2 0 1 0 0 0 , 7 8 0 , 2 2
3 0 0 1 0 , 7 8 0 0 , 2 2
4 0 , 5 0 , 5 0 0 , 4 3 0 , 3 9 0,  18
5 0 , 5 0 0 , 5 0 , 8 2 0 0 , 1 8
Г) 0 0 , 5 0 , 5 0 , 3 9 0 , 3 9 0 , 2 2
7 0 , 3 3 3 0 , 3 3 3 0 , 3 3 3 0 , 5 4 6 0 , 2 5 9 0,  193
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Т а б л и ц  а 4.24

№ опыта *1 X* х$ X»

1 0 . 4 0 , 1 0 , 47 0,03
2 0 , 4 0 . 1 0,42 0 ,08
3 0 , 6 0 , 1 0,27 0 , 03
4 0 . 6 0 , 1 0 , 2 2 0 , 08
5 0 , 4 0 , 47 0 . 1 0 , 03
6 0 , 4 0 ,42 0 . 1 0,08
7 0 , 6 0,27 0 , 1 0 , 03
8 0 , 6 0 , 2 2 0 . 1 0 , 08

Т а б л и ц а  4.25

№ оп
ы

та

X j х г А" а
№ вершин, образую­

щих грань

9 0 . 5 0 , 1 0 , 3 4 5 0 , 0 5 5 1,  2 ,  3 ,  4
10 0 , 5 0 . 3 4 5 0 . 1 0 , 0 5 5 5 ,  6 ,  7 .  8
11 0 , 4 0 , 2 7 2 5 0 , 2 7 2 5 0 , 0 5 5 1. 2 .  5 .  6
12 0 . 6 0 , 1 7 2 5 0 , 1 7 2 5 0 , 0 5 5 3 ,  4 .  7 .  8
13 0 . 5 0 , 2 3 5 0 , 2 3 5 0 , 0 3 1. 3 .  5 .  7
14 0 , 5 0 , 2 1 0 ,2 1 0 , 0 8 2 .  4 .  6 .  8
15 0 , 5 0 , 2 2 2 5 0 , 2 2 2 5 0 , 0 5 Центр многогран­

ника

Т а б л и ц а  4.26

-No опыта X , х г

1 0 , 0 5 0 , 1 0 . 2 0 , 6 5
2 0 ,  1 0 ,  1 0 . 2 0 . 6
3 0 , 0 5 0 . 2 0 , 2 0 , 5 5
4 0 ,  1 0 . 2 0 , 2 0 . 5
5 0 , 0 5 0 ,  1 0 , 4 0 , 4 5
6 0 . 1 0 , 1 0 . 4 0 , 4
7 0 , 0 5 0 , 2 0 . 4 0 , 3 5
8 0 , 1 0 , 2 0 . 4 0 , 3

Для описания результатов эксперимента, проведенного 
по плану Мак Лина и Андерсена, используют приведенный 
полином, включающий кроме линейных членов все возмож­
ные слагаемые взаимодействия к компонентов от парных до 
k-x включительно [всего (2* — 1) член]. С ростом числа 
компонентов смеси число комбинаций условий эксперимен­
та в плане быстро растет и становится значительно больше

140



числа коэффициентов модели. Для сокращения числа опы­
тов плана можно исключить центры некоторых граней (на­
пример, из соображения равномерности распределения ос­
тавшихся точек) или производить с помощью ЭВМ выбор 
точек плана и множества точек для выбранной модели в со­
ответствии с каким-либо критерием оптимальности плана 
(например, D-оптимальности).

При исследовании локальных участков факторного про­
странства эксперимента иногда возможен случай, когда ог­
раничения налагают не на все, а лишь на (k — 1) компонент 
смеси, один из компонентов (обычно это основа смеси) мож­
но рассматривать как  достройку системы до 1 или 1 0 0 %. 
В этом случае число вершин многогранника равно 2к~' 
и задача может решаться как в симплексной (барицентри­
ческой), так и в независимой (ортогональной) системе коор­
динат размерности k — 1 , а многогранник преобразуется в 
куб или параллелепипед. При этом необходимо, чтобы сум­
ма верхних пределов изменения концентраций компонен­
тов, на которые наложены ограничения, не должна превы­
шать 1 или 1 0 0 %.

Рассмотрим пример такой задачи.  Пусть  имеется четырех компо­
нентная смесь со следующими ограничениями на изменения концен­
трации компонентов:  0 ,05 s j  хх 0 , 1;  0,1 ^  х 2 ^  0 ,2 ;  0 ,2  ^  х 3 ^  
^  0,4 ;  0 <  х 4 <  I . Компонент xt я вляе т с я  основой смеси и р асс мат ­
ривается  к а к  достройка смеси до 1 (имеет ограничения от 0  до 1 ). 
Решаем эту  з адачу  сначала в симплексной системе координат .  П о ­
строив вершины многогранника ,  получим 8 вершин (табл.  4 .26) ,  
центры граней многогранника  приведены в табл.  4 .27 .  П о ско ль ку  
на четвертый компонент не наложены ограничения и верхние  гр ан и ­
цы изменений концентраций компонентов х,, х2 и х э обра з уют  с умму  
0,1 +  0,2 +  0,4 =  0 ,7  <  1, полученный многогранник  может  быть 
преобразован в куб.  Д л я  этого кодируют нижнюю и верхнюю грани ­
цы первых трех компонентов через — 1 и + 1  соответственно ( к а к  
это принято для задач с независимыми переменными)  и выбирают из 
ка т алог а  план второго порядка  для  трехпеременных типа В, н а и ­
более близких к D -оптимальному и достаточно экономичный 
по числу опытов.  Выбранный план представлен в левой части 
табл.  4.28.  Перевод плана в на туральные единицы (концентрации 
компонентов)  приведен в правой части табл.  4 .28.  Содержание  ком­
понента х4 рассчитано к ак  добавка  концентраций x lt х 2 и а- ,-, д о  I 
или 100%.  Ка к  видно из сравнения  правой части табл.  4 .28 с 
табл.  4.26 и 4.27,  планы,  построенные д вум я  способами,  совпадают.

Построение математической модели. После проведения 
эксперимента и получения значений отклика для каждого 
заданного планом состава смеси производят вычисление 
коэффициентов соответствующего плану полинома. При этом 
коэффициенты рассчитывают в зависимости от вида плана,
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Т а б л м ц а 4.27

.V* оп
ы

та

X 1 х г А, Кг вершин,  образую­
щих грань

9 0 , 0 7 5 0 ,  15 0 . 2 0 , 5 7 5 1 . 2 , 3 , 4
10 0 , 0 7 5 0 ,  15 0 , 4 0 , 3 7 5 5 ,  G, 7 ,  8
1 1 0 , 0 7 5 0 , 1 0 , 3 0 , 5 2 5 1, 2 ,  5 ,  G
12 0 , 0 7 5 0 . 2 0 , 3 0 , 4 2 5 3 ,  4 ,  7 ,  8
13 0 , 0 5 0 , 0 5 0 , 3 0 , 5 1.  3 ,  5 .  7
14 0 , 1 0 , 1 5 0 , 3 0 , 4 5 2 ,  4 ,  G. 8
15 0 , 0 7 5 0 , 1 5 0 , 3 0 , 4 7 5 Центр многогран­

ника

Т а б л и ц а  4.28

пИ3
о

г, г г Zj *1 х2 Ха х 4

1 — 1 — 1 0 , 05 0 , 1 0 , 2 0 ,05
2 -1-1 — ! — 1 0 , 1 0 , 1 0 , 2 0 , 6

3 +  1 — .1 0 ,05 0 , 2 0 , 2 0 ,55
4 +  1 +  1 — 1 0 , 1 0 , 2 0 , 2 0 . 5
5 —  1 1 0 ,05 0 , 1 0,4 0 ,45
6 +  1 —  1 +  1 0 , 1 0 . 1 0 , 4 0 .4
7 -1-1 +  1 0 , 05 0 , 2 0 . 4 0 ,35
8 -1-1 - ! - 1 + 1 0 , 1 0 . 2 0 . 4 0 , 30
9 0 0 0 , 05 0 , 15 0 , 3 0 , 45

10 +  1 0 0 0 , 1 0 ,15 0 , 3 0 ,45
1 1 0 — ! 0 0 ,075 0 , 1 0 , 3 0 , 525
12 0 -1-1 0 0 ,075 0 , 2 0 , 3 0 , 425
13 0 0 — 1 0,075 0 , 15 0 , 2 0 ,575
14 0 0 -1-1 0,075 0,15 0 , 4 0 ,375
15 0 0 0 0 ,075 0 ,15 0 . 3 0 ,475

т. е. строится план на полном симплексе  пли дл я  и сследова ­
ния ло кальн о го  у ч а с т к а .

Д л я  планов на полном симплексе  использую т свойство 
насыщенности плана , что сущ ественно упрощ ает  з ад ач у .  
Рассмотрим расчет коэффициентов полинома на примере 
приведенной модели второго п орядка  д л я  трех  компонен­
тов:

У ~ Pi р2 .V.. !- f>.j Л'з -|- Р,2 Лц Л'., -+ Pi;j Xj Л'з-j- Л'.. л'3.

Если последовательно п одставлять  в уравнение ко о р д и н а­
ты всех шести точек симплекс-реш етчатого  плана э к сп ер и ­
мента, представленного  в табл . 4 .19 , то при подстановке к о ­
ординат первой точки (Xj -= 1, х., — 0, х 3 —0) получим у 1 =  
=  р, и соответственно р., - -  //.,, р з =  у 3.
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При подстановке в уранение координат четвертой точ­
ки найдем

у = 0,5р! +  0,5(3, +  0,25 р12.
Так как рj — tjj, то у12 =  0,5 yt +  0,5 у2 +  0,25 р ,2. Отсю­
да Р]2 = 4у12 — 2у1 — 2у«. Соответственно р13 = 4у13 —
— 2y i — 2у 3\ р23 = 4у 2Я — 2у 2 — 2у 3. Три точки, опре­
деляющие коэффициент Ру,, лежат на одном ребре. Анало­
гично определяют коэффициенты полинома второго

порядка у = 2  fijXj +  2  (Ь/ xjxi Для ^-компонентной сме-
! / I: 1 </•■/</.■

си: pj = г/jj Р;-; = 4у}1 — 2у} — 2у,. Также выводят соот­
ношения для расчета коэффициентов любого приведен­
ного полинома при любом числе компонентов. Так, для по­
линома неполного третьего порядка для трехкомпонентной 
смеси

У =  Г»1 -V, - f  р, X, -!- Р3 X, - f  P i2  -Vj .v2 +  р1:) а , л-:, +

'i~ P 2.4 -v2 -v :( “ f" Pl2:i v l -v 2 ХГ,

P j P i ^  4//,,2— 2//! — 2y.z и т. д.,

для /г-компонентной смеси

^  P;-v; - r  2  P/'/A'/.v, [- ^  Р  ji& х j х 1 xs:
I sS/C  к \^ j< U < l;  1 .</ l- ss^k

\>j Uh
P  j i  =  4 y j , —  2 y } —  2 y l ;

{\ila~27y.ils— 12 (llji +  i//s) +  3 (//,• +(/, +//*)■

Для других планов на полном симплексе (центроидных, 
D-оптимальных и т. п.) для определения коэффициентов 
полинома производят аналогичную процедуру последова­
тельной подстановки в уравнение регрессии координат экс­
периментальных точек. Для коэффициентов полинома, по­
лученного по симплекс-центрондному плану, существует 
следующая общая формула:

i v . . .  /' У  ( — 1 у - Ч ' - ' S S ' ,
i - 1

где г — число индексов коэффициента Р;,--.; 5 5 ,  — сум­
ма результатов опытов всех смесей из I компонентов, в зя ­
тых в равных пропорциях (1//). Например, для коэффици­
ента ря , г = 3) (/', I, s)
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У/ +  У1 +  У*~ 55 ,  при 1 ,7=  i;

Ун + У is -г У is =  5 5 ,  при 1/7 = 1 /2; 
yjis = S S :i при 1 // = 1 /3.

Таким образом,

P„s = 3 К -  I)3 -  1 13 -  1 5 5 ,  4  ( -  1 )3 -  - 23 -  1 S 5 ,  +
-ь ( — I)3 —3 З3 —1 5 5 3] ---- 3 I (У] + у ,  -I- у к) —

— 4 (Ун + Ун +-'//») +Ъу}Ы\.

Для D-оптимального плана четвертого порядка в трехком­
понентной системе по плану, представленному в табл. 4 22, 
уравнение регрессии имеет вид

У = Pi х, +  р, хг -1- р3 хя +  Р,, л-, хг +  р13 х, х.л -|- 
+  Раз х2 хя +  V,, х, X, (х, — х,) -|- v13 л-, хя (х, — х3) +

-г V,a хг хя ( х ,—  Л'з) -1- б,, х, х , (х , — х 2)2 4- 

+  6 ,3 X 1* 3  ( х , — Х3)2 -! -  6,3 X , Х3 (х2 —  Л'з)2 4- Р и м  х? Х2 Л'з +

4 "  Р 12-2.Ч X 2 Х 3 +  Р,'233 Х\ Л ,  X j .

Коэффициенты полинома четвертого порядка, получен­
ные подстановкой координат экспериментальных точек в 
уравнение регрессии, имеют следующий вид:

Ру ^  Уп
Р  н = 4 y n - 2 y j~ - 2 y h 

vj, = -7- [3 ( - у - ,  + у,) 4- ГЛ21 (tjjjj, -  /л,,,)];

6л — —  [ —3(yj + i j i) — 8уп 4-  7 (t j j j j ,  4 -Уцц)}\
о

Р пи =  26 .657^  —6,167 (yt 4- ys) — 16,96 (ул  И- yjs) +

+  0,51 1 уы — 32,18 (у;]л -|- yjjh ) 4- 17,196 (yjul +  yJsss) +

+ 5,72 (1/()(s 4-y laas) 4- 84,11 yjjts —23,237 (уцы +  УцК1),

где j Ф  l Ф  s; /', /, s =  1, 2, 3.
Если исследуется локальная область факторного про­

странства в виде симплекса, то после реализации выбран­
ного плана эксперимента рассчитывают коэффициенты урав­
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нения регрессии у — f (г,, г,,) в координатах псев­
докомпонентов, используя приведенные формулы для соот­
ветствующих планов, полученные подстановкой в уравне­
ние регрессии координат точек плана.

После проверки адекватности полученной модели для 
более удобного ее практического использования модель за ­
писывают в исходной системе координат с помощью формул 
перевода координат из одной системы в другую:

?! = г ','1 +  л'2 (г‘,2) — г\") + х 3 (г !3) — г (, ") +  ... -t- х,( (г1/'1 —г 1,0 );

гг = +  хг (гМ° - г^ > )  +  л'л — г!,1’) +  ... -|- лтА (г<*> — г!. '1);

г (,_, = г[Ч | +  Хп (г[2 * , —г).'1,) +  х3 (г*31 , — г[Ч ,) -f

-р ■ ■ . "Р X 1( \?It-1 ---- Zl; _ | ).

Значения z/’ находят при решении (/г— 1) систем уравне­
ний:

х\'] г1/ 1 +  Хг11 z l21 дг̂ 11 г '31 -Ь ... -f- х*” z\k) = 1 ; 

х (г> г (Г» +  Хг21 г*2’ 4- х!,г' г',3' +  ... +  х)*' г<*> =- 0 ;

х<*> г\ 1 ’ + х<*> г1,5» + х<,"> г1,3» +  ... +  х Г  г<"> ' 0 ;

Х| 0 г г” + х (21) гг21 + х^м г^3’ |- ... + х [ .” г ,1/0 —- 0 ; 
хV-» г!,' > +  4 2> Н21 +  х 2̂1 гг3» +  ... +  > г<*> =  1 ;

x<ft> z l11 +  xl'° г (2г> -t х<4> г123) +  ... +  x i*1 г<*> = 0 ;

X.*1 г[Ч , +  х^> # 1 , + х{3'] г[31 , -Ь ... +  4 °  г? ! . , -  0 ; 

х (,г) z i ' l , +  х|>2) z[rl | 4 х 32> г|3) | + ... -Ь х),г) zl’l , = 0;

х<"> г[Ч , +  х<*> zi*J , +  х<"> г<*> zjj,3.! , +  ... f  х[к) г{& , = 1 ,

где г)0 — содержание псевдокомпонента г,- в вершинах ис­
ходного симплекса; X/ — содержание / -го компонента 
в вершинах г, (Л,); / = 1,2......  k.
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Поскольку такой перевод координат возможен только 
для уравнений с независимыми переменными, исходное 
уравнение регрессии необходимо преобразовать, исключив

/г-1
одну переменную, например последнюю, k-ю: zh = 1 —2  zi-

/= |
Д ля построения математической модели по результатам 

экспериментов, проведенных по плану на локальном много­
граннике в связи с тем, что эти планы обычно ненасыщенные 
(число опытов больше числа коэффициентов модели), ис­
пользуют метод наименьших квадратов, модель строят не­
посредственно в координатах исходных компонентов. Ал­
горитм метода наименьших квадратов реализуют в виде 
программы на ЭВМ.

Проверка адекватности математической модели. После 
определения коэффициентов уравнения регрессии необхо­
димо провести статистический анализ полученных резуль­
татов: проверить адекватность уравнения и построить до­
верительные интервалы значений отклика, предсказывае­
мых по уравнению регрессии.

При постановке эксперимента по планам на симплексах 
(решетчатым, центроидным, D-оптимальным и др.) из-за 
их насыщенности степени свободы, необходимые для про­
верки адекватности уравнения, отсутствуют. Поэтому для 
проверки адекватности уравнения ставят опыты в допол­
нительных, так  называемых контрольных точках. Эти точ­
ки обычно выбирают так , чтобы предусмотреть возможность 
их использования для построения модели более высокого 
порядка, если полученное уравнение окажется неадекват­
ным.

Точность предсказаний отклика в различных точках 
симплекса различна и зависит от координат точек. Диспер­
сию предсказанного значения отклика определяют по за ­
кону накопления ошибок. Рассмотрим расчет дисперсии 
предсказанных значений отклика на примере модели второ­
го порядка для трехкомпонентной смеси:

У — P i  Х1 +  Ра  Х2 +  Р з  *3 +  P l2  Х1 Х2 “ Г  P l3  A' l  Х3 +  Р'23 Х 2 -V3- 

Предположим, что значения откликов являются результа­
том усреднения tij и пн параллельных опытов в соответ­
ствующих точках симплекса, а дисперсия воспроизводимо­
сти опыта si во всех точках плана одинакова. Так как  дис­
персия среднего в п раз меньше дисперсии отдельных наб­
людений экспериментальных значений откликов, то
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Заменив в приведенном полиноме второго порядка коэф­
фициенты их выражениями через отклики ((3,- у/, \\jt =  
=  4уи — 2у-, — 2у,), получим

У = У1 * 1  +  У-1 X* +  Уз Хя + (4//,, — 2у х — 2//,) л*| Л-, -f 

-I- (4i/i3—2/л — 2 (/3) л-i х.Л + (4у23 — 2 (/, -  2//3) л., л-я =

= £/i (*, — 2л, л, —2л-, х3) +  у, (л, —2л-, л, —2 л, х3) -f 

+ Уз (Хз — 2х! х3 — 2л2 л-3) +  4 (/12 л, л, +  4 (/,3 л, х :,

+  4 «Ли *•> *з-

По условию л, + л'2 -г х 3 = 1 ,  преобразуем коэффи­
циенты при ljj\

л, — 2л, л., — 2х, Хз = л, — 2л', (л, -f х 3) = л, — 2х, ( 1 —л,) - 
= Л-, (2л, — I) и т. д.

В результате найдем

У = а, (2л, — 1)//, -г х, (2л, — 1) у, 4- х3 (2хп — 1) у3 +
+  4л-, л, //,» -4- 4л, х3 у 13 -г- 4л, х3 у , 3 .

Введя обозначения cij = Xj (2xj — 1); ал  = 4XjX, с уче­
том приведенных выражений для s\. и Sy.[t получим выра­
жение для дисперсии уравнения регрессии sA:

" ;

Аналогично мо гут  быть определены в ы р а ж е н и я  для  д и с ­
персий полиномов различных степеней.  Т а к ,  для  модели 
неполного третьего по ря дк а  вы раж ение  д л я  оценки дис пер­
сии у р а в н е н и я  регрессии принимает вид



Часто число параллельных опытов во всех точках плана 
принимают одинаковым и равным п, т. е. ti} =  tij, — п. 
Тогда формулу для оценки дисперсии уравнения регрессии 
можно записать так:

где Sy — оценка дисперсии воспроизводимости опыта; £— 
параметр, зависящий от степени полинома. Для полинома 
второго порядка

£ — 2  а?  2  а>~1'
!</<* 1

для полинома неполного третьего порядка

2  ь ? +  ^  ЬЬ +  2  */'*■></<* ' €/< К к ]</<l<s<h

Так как величина 1 зависит только от состава смесей, 
то для трехкомпонентных смесей можно заранее построить 
линии равного значения | для полиномов различных сте­
пеней. Изолинии для полиномов второго и неполного треть­
его порядка представлены на рис. 4.16, а, б.

Зная si и п, легко найти оценку дисперсии предсказан­
ных значений отклика в любой точке диаграммы состав— 
свойство, воспользовавшись соответствующим значением 
I, полученным по графику изолиний. Проверку адекват-
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пости проводят в каждой контрольной точке. Для этого со­
ставляют отношение

( _  д|/ =_ Vп
j/ s t t t x  у  m  

у //

I Де  А у  У меч У расч '
Значение /, распределенное по закону Стьюдента, срав­

нивают с табличным значением /, выбранным для уровней 
значимости а/2т  (т  — число контрольных точек) и числа 
степеней свободы оценки дисперсии воспроизводимости 
опыта.

Гипотеза об адекватности уравнения принимается, ес­
ли экспериментальное значение t меньше табличного (/ЭКС11 <С 
<  /та0л) Д-1я всех контрольных точек.

Построение доверительных интервалов для значений от­
клика в различных точках концентрационного симплекса 
производят следующим образом:

у ~ А < ^ у  - t - А ;  tafk.iS^,
и

где taik, I — табличное значение /-критерия Стьюдента для 
уровня значимости а ‘к (к — число коэффициентов регрес­
сии) и числа степеней свободы оценки дисперсии воспро­
изводимости опыта /. При одинаковом числе параллельных 
опытов в каждой точке для трехкомпонентных диаграмм для 
определения // можно воспользоваться картами для изоли­
нии:

А -  <̂1/* I ь0,5.
У п

Построение диаграмм состав—свойство и поиск опти­
мальных составов смеси. Полученные уравнения регрессии, 
связывающие отклики с составами смесей, позволяют рас­
считать параметры смеси любого состава и построить диа­
граммы состав—свойство, представляющие собой изолинии 
равных параметров, изображенные на концентрационном 
симплексе или его сечениях для многокомпонентных сме­
сей .

Для построения диаграмм и поиска оптимальных соста­
вов смеси с экстремальным параметром можно использовать 
метод сеток. При этом по уравнению регрессии рассчитыва­
ют значения параметра во всех точках концентрационной 
сетки, построенной с заданным шагом на исследуемой об­
ласти.
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Д ля  уравнений регрессии второго порядка при построе­
нии диаграмм и поиске оптимальных составов удобно ис­
пользовать канонический вид уравнения, позволяющий оп­
ределить вид поверхности отклика и достаточно просто по­
строить их изолинии, а также найти координаты экстре­
мальных точек. Эти вопросы подробно рассматриваются в 
курсе аналитической геометрии. При решении сложных 
задач оптимизации составов многокомпонентных смесей, 
когда имеется несколько откликов, для одного из них (на­
иболее важного) находится максимум или минимум. Д р у ­
гие целевые функции являются односторонними («не более» 
или «не менее») или являются двусторонними («от» и «до») 
ограничениями. В этом случае используют различные ал­
горитмы поиска экстремума (рассмотрены ранее), реализо­
ванные на ЭВМ. Д ля построения диаграмм состав—свойство 
используют программы вывода графической информации 
на АЦПУ.

Г Л А В А  5. О П Т И М И З А Ц И Я  
П Р О И З В О Д С Т В Е Н Н Ы Х  И С П Ы Т А Н И И

§ 5.1. ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ИСПЫТАНИЯ 
КАК ЭТАП ПРОИЗВОДСТВА

При оптимизации качества изделий наибольшего эф­
фекта достигают в том случае, когда ее осуществляют на 
стадии: а) проектирования (оптимизация конструкторских 
и проектных решений); б) производства (оптимизация ТП);
о) производственных испытаний (оптимизация длительно­
сти и объема испытаний).

Оптимизация производственных испытаний или миними­
зация их продолжительности влияет на все этапы созда­
ния приборов. Во-первых, одним из основных требований 
к созданию новых приборов в современных условиях яв л я ­
ется сокращение их сроков разработки и освоения. Долго­
вечность приборов всех классов постоянно повышается и 
информация о сроках их службы необходима разработчи­
ку, определение же долговечности занимает значительный 
процент времени от срока разработки ЭП. Следовательно, 
сокращение производственных испытаний позволяет умень­
шить срок разработки ЭП. Во-вторых, для успешного функ­
ционирования систем автоматизированного проектирования 
приборов (САПР) и автоматизированного управления тех­
нологическим процессом (АСУ ТП), а также для создания 
гибких автоматизированных производств (ГАП) пеобходи-



ма оперативная информация о качестве приборов, которую 
наиболее полно можно получить по результатам испытаний. 
Уменьшение времени испытаний повышает оперативность 
получения данных о состоянии приборов и результатах раз­
работки, тем самым повышая эффективность функциониро­
вания САПР и АСУ ТП, а также всего ГАП. В-третьих, 
при сокращении производственных испытаний строятся

Этап производстиа

Рис.  5.1

математические модели испытаний — зависимость работо­
способности приборов от времени и воздействующих фак­
торов. Подобные модели оказывают существенную помощь 
разработчику ЭП. В-четвертых, минимизация продолжитель­
ности испытаний позволяет получить экономический эф­
фект. Так как долговечность современных приборов состав­
ляет от нескольких тысяч до десятков тысяч часов, то со­
кращение длительности испытаний в несколько раз приво­
дит к значительной экономии различного вида затрат.

Очевидно, что производственные испытания являются 
тем этапом создания приборов, когда впервые можно полу­
чить информацию о работоспособности готового прибора, 
об изменении его параметров во времени, старении, показа­
телях надежности и долговечности. Чем быстрее будет по­
лучена эта информация, тем оперативнее и эффективнее 
будет функционировать вся система создания прибора 
(рис. 5.1).

В процессе производственных испытаний нужно полу­
чить разнообразную информацию о зависимости параметров 
прибора от времени и различных воздействующих факторов: 
изменение работоспособности прибора во времени, время 
отказа работы прибора, его реакция на различные внешние 
воздействия (механические, климатические и т.п.). В первом 
случае оценивают показатели надежности путем проведе­
ния испытаний на безотказность работы и долговечность, 
а такж е  на гамма-процентный ресурс и сохраняемость. Этот 
вид испытаний связан прежде всего с необходимостью полу­



чения отказов. Если учесть, что долговечность приборов сей­
час велика, то для получения информации об общем числе от­
казов в партии требуется продолжительное время. Во вто­
ром случае оценивают влияние механических, климатиче­
ских и биологических факторов, а также воздействие специ­
альных сред на работоспособность приборов и их соответст­
вие заданным требованиям. Этот вид испытаний не занимает 
продолжительного времени, однако для оценки влияния 
каждого воздействующего фактора требуется одна или не­
сколько партий приборов.

Испытания на безотказность и долговечность проводят 
на этапах разработки изделия и приемки установочной се­
рии. При серийном производстве изделия испытывают на 
безотказность, долговечность, на гамма-процентный ресурс 
и на сохраняемость. Испытания на безотказность проводят 
с целью периодического контроля качества изделий и про­
верки стабильности ТП. Продолжительность испытаний 
устанавливают следующим образом: для изделий с мини­
мальной наработкой менее 500 ч продолжительность устанав­
ливают равной минимальной наработке, для изделий с ми­
нимальной наработкой от 500 до 25 ООО ч —равной 500 ч, для 
изделий с минимальной наработкой свыше 25 000 ч — рав­
ной 1000 ч. Испытания проводят по планам одноступенчато­
го контроля, установленным в стандартах, при приемочном 
числе С — 0 (т. е. партия принимается при отсутствии отка­
зов), а также при номинальных режимах эксплуатации.

Испытания на долговечность проводят с целью подтверж­
дения минимальной наработки изделий, которая установлена 
в технической документации. Продолжительность испыта­
ний определяют как время минимальной наработки. Резуль­
таты испытаний на долговечность считают положительными, 
если в испытываемой партии не обнаружено ни одного отка­
за. Если при проведении испытаний выявлен только один от­
каз, то выпуск изделий не прекращается, а испытания про­
должают до их окончания. Если обнаружено больше одного 
отказа, то выпуск изделий прекращают до выяснения при­
чин отказов.

Испытания на гамма-процентный ресурс проводят с це­
лью определения (уточнения) такого срока службы (ресур­
са), который достигается с заданной вероятностью гамма- 
процентов. Испытания на гамма-процентный ресурс, как 
правило, являются продолжением испытаний изделий на 
долговечность.

Испытания на сохраняемость проводят с целыо провер­
ки соответствия изделий требованиям по сохраняемости,

152



т. е.способности изделий длительно храниться в тех или иных 
условиях. Продолжительность испытаний должна быть не 
менее минимального срока сохраняемости изделия. Изделия 
считают выдержавшими испытания, если в результате испы­
таний не было отказа. В конце проводят испытания изде­
лий на безотказность.

Таким образом, цель всех испытаний во времени — оце­
нить время работы приборов без отказов. Как отмечалось, 
для ЭП, обладающих большой долговечностью, длительность 
производственных испытаний составляет от нескольких 
месяцев до нескольких лет. Поэтому для минимизации про­
должительности испытаний без потери необходимой инфор­
мации следует построить математическую модель зависимо­
сти показателей работоспособности прибора от времени.

При анализе влияния внешних воздействующих факто­
ров на работоспособность прибора требуется определить, 
как зависит состояние прибора от этих факторов, вызовут 
ли они отказ прибора или снизят его работоспособность, 
сможет ли прибор функционировать при воздействии данно­
го фактора и т. п. Среди подобного вида испытаний наиболее 
объемными являются механические и климатические (в не-
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которых случаях проводят радиационные испытания). Их 
проводят на ограниченном интервале времени при различ­
ных уровнях воздействия внешних факторов, после чего при­
нимают решение о способности прибора выдержать эти воз­
действия. Здесь целесообразно строить многофакторную ма­
тематическую модель зависимости показателей работоспо­
собности приборов от воздействующих факторов. В табл. 5.1 
приведено ориентировочное распределение затрат по видам 
испытаний ЭП. Нетрудно видеть, что испытания на надеж­
ность и долговечность являются наиболее дорогостоящими. 
Это связано с длительностью испытаний и возрастанием 
стоимости с увеличением их продолжительности. Сокра­
щение в несколько раз времени испытаний существенно сни­
жает их стоимость.

Таким образом, при анализе результатов испытаний не­
обходимо прежде всего построить математическую модель 
зависимости показателей работоспособности приборов от 
времени и воздействующих факторов. При испытании же во 
времени, кроме того , необходимо минимизировать их про­
должительность.

§ 5.2. МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ИСПЫТАНИЙ

Существует два основных, принципиально отличающихся 
друг от друга направления, позволяющие сократить про­
изводственные испытания изделий электронной техники — 
первое связано с прогнозированием изменения параметров 
изделии во времени и оценкой момента наступления отказа, 
второе — с организацией форсированных испытаний, т.е. 
испытаний, при которых внешние воздействия больше до­
пустимых. В этом случае ускоряются процессы старения, 
время наступления отказов и сокращается длительность ис­
пытаний.

Проанализируем физические предпосылки минимиза­
ции производственных испытаний. Сокращение времени ис­
пытаний с помощью прогнозирования, а также использова­
ния форсированных режимов основано на следующем. Вся­
кое изделие имеет конечный срок службы (ресурс), при при­
ближении к которому работоспособность и свойства изделия 
ухудшаются. Ухудшение свойств определяется процессами 
старения, происходящими в материалах и узлах изделий.

Старение материалов вызвано процессами самопроиз­
вольного изменения во времени их физико-механических и 
химических свойств,возникающего из-за термодинамической
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неравновесности исходного состояния. Процессы старения 
достаточно сложны. Их характер и интенсивность зависят 
как от внешних факторов (температуры, давления, механи­
ческих воздействий, химической активности окружающей 
среды), так и от внутреннего состояния материала (наличия 
внутренних механических напряжений, примесей, способ­
ных ускорять или замедлять химические реакции, и т. д.). 
Поэтому процессы старения в условиях длительного хране­
ния и эксплуатации протекают по-разному. Общей особен­
ностью процессов старения является их направленность— 
изменение свойств происходит при переходе из метастабиль- 
ного в более стабильное состояние. Процессы старения, не­
смотря на их сложность и многообразие, иногда удается 
описать с помощью общей физико-математической модели. 
Однако вопросы применимости такой модели могут решаться 
лишь при правильном понимании физики процессов в к аж ­
дом конкретном случае. Основную роль при этом играет 
умение выделять в конкретной ситуации превалирующий ме­
ханизм старения, т. е. составить для каждого процесса фи­
зическую модель, наиболее близкую к реальной ситуации. 
Дать полный перечень всех механизмов старения практиче­
ски невозможно и не всегда удается их детально описать.

Рассмотрим старение металлов и сплавов, наблюдаемое 
в таких металлических структурах, которые в результате 
какой-либо предшествующей обработки (например, неравно­
весного нагрева или охлаждения, закалки, наклепа) нахо­
дятся в неустойчивом состоянии, связанном с появлением 
дефектов в кристаллической решетке либо с образованием 
несвойственной металлу или сплаву при данной температу­
ре кристаллической структуры. Метастабильное состояние 
характеризуется в этом случае повышенным уровнем внут­
ренней энергии. Стечением времени металл стремится перей­
ти в более стабильное состояние. Так, сплав, однофазный 
при высокой температуре, при более низкой температуре в 
результате диффузионных процессов распадается на две (или 
более) фазы в соответствии с диаграммой состояний.

В результате экспериментальных исследований было ус­
тановлено, что в определенном температурном интервале ин­
тенсивность большинства процессов старения определяется 
диффузией. Температурная зависимость интенсивности та­
ких процессов подчиняется закону Аррениуса.

к Г
и =  е (5.1)
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где v — константа скорости процесса; v0 — размерная кон­
станта; £ а — энергия активации; k = 1 ,38-10~23 Дж/К — 
постоянная Больцмана; Т — абсолютная температура.

Таким образом, в пределах отдельных температурных ин­
тервалов каждый из протекающих процессов может быть 
описан как термоактивационный. Старение, обусловленное 
распадом пересыщенных твердых растворов, вызывает 
изменение механических и физических свойств: прочности, 
твердости, сопротивления и др.

Процессы старения диэлектриков связаны с изменением 
во времени их структуры и химического состава. Эти про­
цессы могут быть сложными в отдельных деталях. Их мно­
гообразие не позволяет описать процессы старения в неко­
торой единой схеме. При построении модели старения мож­
но рассматривать два вида механизма старения: 1) под дей­
ствием физических факторов (без химических изменений);
2) в результате химических изменений.

К первому виду можно отнести механизмы старения, в ре­
зультате которых происходят изменения кристаллической 
решетки твердотельных диэлектриков под воздействием теп­
лоты, а такж е электронной, ионной или нейтронной бомбар­
дировки. К ним же относятся механизмы старения, связан ­
ные с диффузией атомов примесей из внешней среды, с из­
менением фазового состояния вещества, а также процессы 
перемещения отдельных молекул и т.д. В результате дейст­
вия перечисленных механизмов старения диэлектрики изме­
няют свои свойства — диэлектрические проницаемость и по­
тери, механические характеристики — твердость, прочность 
на разрыв и т. д. Для этих механизмов старения экспери­
ментально установлена следующая зависимость свойств ди­
электрика от времени. Если ввести некоторую обобщенную 
характеристику свойств диэлектрика у, определяющую за­
висимость от времени свойств, изменяющихся в процессе 
старения (диэлектрическая проницаемость, механическая и 
электрическая прочность, влагостойкость и т. д.), то можно 
записать следующее уравнение:

!пг/ -  — kt •+ lm/o. (5.2)

где у„  начальное значение обобщенной характеристики; 
k неизвестный коэффициент; t — время. Таким образом, 
для любых процессов, происходящих при старении диэлект­
риков, зависимость логарифма обобщенной характеристики 
от времени линейна.

Ко второму виду механизмов старения диэлектриков от­
носятся процессы, для которых справедливы законы кине­
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тики химических реакций. Например, в общем случае ско­
рость реакции

v(t) =  kCnt' С"-..., (5.3)

где Сг, С2, ... — концентрации реагирующих веществ; k — 
удельная скорость реакции (скорость, отнесенная к единице 
концентрации); п„ п2, . . .— величины, характеризующие 
порядок реакции. В случае, когда имеет место простая моно- 
молекулярная реакция, процесс описывается уравнением

—  =  - k C .  (5.4)
dl

Для константы k скорости реакции также справедливо 
уравнение Аррениуса.

Старение полупроводников и полупроводниковых прибо­
ров, как и диэлектриков, обусловлено физико-химически­
ми процессами, для которых справедливы уравнения (5.1)— 
(5.4).

Характерной особенностью полупроводниковых мате­
риалов и приборов является высокая чувствительность по­
верхности полупроводников к физическим условиям и хи­
мической природе окружающей среды, а также к примесям, 
неоднородностям и дефектам структуры. Влияние состоя­
ния поверхности полупроводника на его свойства проявля­
ется в основном в появлении поверхностной проводимости 
и поверхностной рекомбинации. Влияние примесей и дефек­
тов структуры, появляющихся в полупроводнике вследст­
вие воздействия внешних факторов и взаимодействия с ок­
ружающей средой, в ряде случаев может определять весь 
механизм старения. Рассматривая появление примесей и 
дефектов в рабочей области полупроводникового прибора 
как результат их диффузии из нерабочего объема или через 
поверхность, удается описать многие явления, характерные 
для процессов старения полупроводниковых материалов и 
приборов.

Хотя магнитные материалы представляют собой металл, 
металлический сплав либо полупроводниковый материал с 
магнитными свойствами (феррит), их следует рассматривать 
особо, так как магнетизм является специфическим состоя­
нием вещества. В процессе старения магнитных материалов 
происходят изменения магнитных свойств и характеристик 
(формы петли гистерезиса, коэрцитивной силы, проницае­
мости, диэлектрических потерь и т. д.). Для каждого маг­
нитного материала старение связано с изменением во вре­
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мени химического и фазового составов, концентрации при­
месей и дефектов структуры решетки, доменной структуры
и т. д.

Несмотря на разнообразие, отдельные элементарные 
процессы старения можно описать единой обобщенной мате­
матической моделью, применимой в определенных темпера­
турных интервалах практически ко всем реальным явле­
ниям. Модель предназначена для описания динамики пере­
хода, в результате которого исходная термодинамически 
неравновесная система переходит в более стабильное состоя­
ние. Основной величиной, изменяющейся во времени и ха­
рактеризующей состояние системы, будем считать концент­
рацию специфических элементов, возникающих в процессе 
перехода С (/). Если рассматривают процесс возникновения 
дефектов в кристаллической решетке, то С (Г) — концентра­
ция дефектов в момент времени t. Для химических реакций 
оксидирования С (0  — концентрация молекул, содержа­
щих присоединившийся в процессе реакции кислород. Для 
полупроводникового прибора С (I) может, например, озна­
чать концентрацию проникших в объем через поверхность 
атомов вредных примесей и т. д. Кроме того, необходимо 
учитывать равновесную концентрацию дефектов С р. В про­
цессе перехода концентрация образовавшихся элементов 
стремится к некоторому равновесному значению, зависяще­
му от конкретных условий. Для каждого типа кристалла оп­
ределенному значению температуры соответствует своя рав­
новесная концентрация Ср. Если в исходном состоянии де­
фектов было меньше, то их концентрация нарастает, стре­
мясь к Ср. При приближении к Ср, скорость роста уменьша­
ется При этом скорость изменения мгновенного значения 
концентрации dC (t)jdt не остается постоянной. Она велика 
в начале процесса, когда разность С,, — С (/) значительна, 
и уменьшается при приближении С (/) к значению Ср. В об­
щем случае можно записать

^ -  = /г|Ср - С (/ )Г .  (5.5)
dt 1

где к константа скорости процесса; р — порядок про­
цесса (для химических реакций — порядок реакции).

Уравнение (5.5) описывает динамику обобщенного пере­
хода системы в равновесное состояние. Д ля простых меха­
низмов старения р = 1 При этом (5.5) можно записать так;

—  i ^ + C ( / ) - C p. (5.6)
к dt
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В уравнении (5.6) необходимо учесть начальное усло­
вие—значение концентрации в момент начала процесса ста­
рения, т. е. при t — 0:

С (0 |/=о — С0. (5.7)

Решение уравнения (5.6) при начальном условии (5.7) 
имеет вид

-кпС (!) - С0 +  (С(, — Си) (1 (5.8)

Динамику процесса старения, описываемую уравнением 
(5.8), иллюстрирует рис. 5.2. Полученное соотношение мож­
но использовать для установления связи между временем 
и некоторыми характеристиками материалов либо приборов, 
изменяющимися в процессе ста­
рения.

Прогнозирование состояния 
изделий. После рассмотрения 
характера некоторых процессов 
старения стало очевидным, что 
изменения параметров приборов 
во времени, отражающие коли­
чественно те или иные стороны 
процесса старения, можно опи­
сать с помощью некоторого математичесского выражения 
пли определенной модели. В общем случае процесс прогно­
зирования математически можно описать следующим обра­
зом:

Рис.  5.2

ydi+ i)--=W/y(/*), (5.9)

где W — оператор (модель) прогнозирования; /,• — время 
контроля параметра прибора у (/).

Подобная трактовка прогнозирования основана на том, 
что последующие состояния прибора (изделия) в зачнтель- 
ной степени определяются предыдущими состояниями. Ана­
лиз механизмов старения материалов и приборов, а также 
механизмов отказов подтверждают это. Это и является ос­
новной предпосылкой для успешного прогнозирования из­
менения состояния изделий в период производственных ис­
пытаний.

Таким образом, прогнозирование тем точнее, чем точнее 
выявлен механизм изменения состояния изделия н чем точ­
нее он описан оператором (моделью) прогнозирования W.

Операторы (модели) прогнозирования W могут быть раз­
личными, однако можно выделить два класса операторов,
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которые отражают два различных подхода к прогнозиро­
ванию: 1) экстраполяция изменения состояния изделия до 
заданных значений процесса или заданного момента време­
ни; 2) статистическая классификация состояния изделия в 
начальный момент времени по классам, характеризуемым 
различной степенью работоспособности на заданный мо­
мент времени в будущем или различной долговечностью.

Рассмотрим модели прогнозирования, используемые в 
обоих случаях для оптимизации производственных испыта­
ний.

Э к с т р а п о л я ц и я  п р о ц е с с а  и з м е н е ­
н и я  с о с т о я н и я  и з д е л и я  в о  в р е м е н и .  
Количественно изменение состояния изделий характеризу­
ется их техническими параметрами, которые наиболее пол­
но описывают изменение работоспособности изделия.

Поскольку оценку состояния изделия осуществляют ко­
личественно по значениям изменяющихся во времени пара­
метров, в качестве модели прогнозирования берут матема­
тическую модель. Так как основным параметром при прог­
нозировании является время /, то математическую модель 
выражают как функцию времени W (/).

Модель прогнозирования может иметь различный вид. 
Это зависит прежде всего от вида (модели) процесса, а так ­
же от качества и количества поступающей информации об 
изменении состояния изделия. Очевидно, что модель про­
цесса наиболее сильно влияет на модель прогнозирования.

Основываясь на знании механизмов старения, можно 
считать, что основной механизм старения будет определят!» 
необходимые изменения состояния изделия, которые харак­
теризуют закономерность его старения. В то же время на 
процесс старения влияет множество причин (в большинст­
ве своем случайных), которые определяют случайные обра­
тимые изменения состояния и параметров изделия (их мож­
но рассматривать как шум или помеху).

Процесс изменения состояния изделия у (/) можно пред­
ставить в виде

у (0 = !( ')-*- <1 (0 , (5.Ю)

где | (0 — составляющая, характеризующая необратимые 
изменения; Л (О -  составляющая, определяющая обрати­
мые изменения в изделии.

При этом процессом постепенного изменения состояния 
изделий будет такой процесс, для которого выполняется со­
отношение

III (Г +  ДО—6 (0 1 1 »  1|Л(' + Л / ) - л ( 0  ||. (5.11)
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где ||...|| — норма вектора; At >  0.
Можно определить класс моделей экстраполяции, кото­

рые позволяют описать изменение состояния изделий. Если 
реальный процесс характеризуется отдельной (индивиду­
альной) реализацией, т. е. одномерным временным рядом, 
то модель имеет общий вид

где W IP (;/), /I — одномерная функция времени, описываю­
щая изменение необратимой составляющей и известная с 
точностью до коэффициентов р  =  | р о , p l t  . . . ,  P J r ; е  (t) —  
ошибка, связанная с колебаниями обратимой составляю­
щей и погрешностью измерительных цепей.

Выбор модели (метода) прогнозирования процессов ти­
па (5.12) сводится к выявлению структуры случайной со­
ставляющей е (/), значения которой во времени могут быть 
независимыми или коррелированными (аддитивное или не­
аддитивное наложение ошибки — помехи).

Рассмотрим три способа построения модели прогнози­
рования W [р (у), /I для случая, когда ошибка аддитивно 
накладывается на необратимую составляющую.

Первый способ можно определить как интерполяцион­
ный', он основан на использовании принципа построения ин­
терполяционных полиномов для вычисления коэффициентов 
модели прогнозирования (экстраполяции). В этом случае 
изменения каждого или выбранного параметра у \t) изде­
лия представляют в виде полиномиальной модели степени 
fi. Коэффициенты модели вычисляют из условия

где /; — время контроля параметра; п — число контроли­
руемых точек.

Примером такой модели является второй интерполяци­
онный полином Ньютона, преобразованный для целей экс­
траполяции:

У (0 = U" IP (.'/), 0  +  е (0 . (5.12)

(5.13)

W V  (у> 0 =  У(1„)-\-ЬУп- 1 /V, + А - у „ - 2 N 2 - 1 

"Ь Уп -3 Л' з  + (5-14)

где

Л^=- i(m) П ('” - !+ * )  (5-15)
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— преобразованные для экстраполяции коэффициенты 
Ньютона; т  — число шагов прогнозирования; А*г/п_ (1 — 
конечная разность /г-ro порядка.

Основным достоинством такого подхода является про­
стота реализации и возможность построения модели при ма­
лом п. Однако его целесообразно применять при достаточ­
но гладких функциях у (I) и точных значениях у (/,-). Если 
же дисперсия процесса велика, то необходимо использовать 
другой способ построения модели.

Второй способ |метод наименьших квадратов (МНК)] 
построения модели в условиях больших помех (ошибки) 
основан на принципе минимизации суммы квадратов откло­
нений;

V  \y(t) — W7 (г/, /; )l2 = min. (5.16)
i i

С помощью данного метода можно построить различные 
модели; при решении рассматриваемых задач его необходи­
мо использовать для построения регрессионных моделей. 
В этом случае в качестве модели применяют полином (по 
крайней мере, после преобразования модели с целью вычис­
ления коэффициентов), степень которого выбирают заведомо 
меньше числа наблюдений (р ■ ' п), а коэффициенты рассчи­
тывают из условия минимума среднего квадрата отклонения 
модели от значений параметров процесса изменения состоя­
ния в точках наблюдения t0, t1, . . . ,  t„. Алгоритмы построе­
ния регрессионных моделей рассматривались в гл. 3.

Третий способ основан на использовании первых двух, 
однако в отличие от них в данном случае производится взве­
шивание оценок значений временного ряда у (it). При этом 
возможно применение метода экспоненциального сглажива­
ния, когда текущей информации даются большие веса, а 
предшествующим значениям у (t) меньшие, что необходимо 
в тех случаях, когда следует «забыть» информацию, посту­
пившую в отдаленном прошлом.

Модель прогнозирования метода экспоненциального 
сглаживания имеет вид рекуррентной формулы:

S  (/„) = ссу (tn) +  (1 - a )  S  (*„_,), (5.17)

где 5  (/„) ■— значение экспоненциальной средней в момент 
времени а  — параметр сглаживания (0 <  а  <  1).

Учитывая рекуррентное соотношение (5.17), получаем

102



S (tn) -- ay (t„) —-a (1 —a) у ( / + (1 —a )2 г/(/„_2) =

= ... =  a  " v '  (1 —a ) 1' у (/„_,) + (1 - a ) "  S (/„), 
i •» i

где 5  (/„) — величина, характеризующая начальные усло­
вия для применения формулы (5.17).

1
В частном случае 5  (/„) = у (f0) или S (/„) — -  2  У (^).Ill ,■= о

где //г — число начальных значений временного ряда.
При третьем способе используют модели Бокса — Д ж ен­

кинса, основанные на процедурах взвешивания и сглаж ива­
ния данных контроля. Однако они, как  и метод экспонен­
циального сглаживания, мало пригодны для эффективного 
сокращения производственных испытаний, так как  являют­
ся типичными методами краткосрочного прогнозирования.

Перечисленные способы приводились для построения мо­
дели прогнозирования отдельной (индивидуальной) реали­
зации. Если процесс изменения состояния изделия пред­
ставлен множеством одномерных и однотипных реализа­
ций (испытывается партия однотипных приборов), то для его 
описания следует пользоваться математической моделью 
вида

y(t) =  W |Р (у), /| -f V|a(e), M. (5.18)

где V l a  (e), /1 — одномерная функция времени, описываю­
щая изменение обратимой составляющей и известная с точ­
ностью до коэффициентов а  = (а , а , ,  . . . ,  а ч.)г .

Модель процесса вида (5.18) является более общей мо­
делью, чем (5.12); выбор модели (метода) прогнозирования 
зависит ие только от вида W, но и от вида V. При этом об­
щая модель прогнозирования состоит из моделей-прогно- 
зирования необратимой W и обратимой V составляющих. 
Модели для W могут быть построены с помощью перечис­
ленных способов. Для прогнозирования V необходимо ис­
пользовать матричный метод, исходной информацией для 
которого является множество однотипных реализаций у (t)\ 
процесс в каждом временном сечении представляют в виде 
матрицы вероятностей:

р ; = ||р.V II; < = 0 ,  /г; \’ = 1 ,л ,  (5.19)

где г — индекс временного интервала; v — индекс интер-
v=n

вала на оси параметра у\ Sp/v = 1, V' - Изменение процесса
v=l
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во времени, т .е .  переход от Р* к Р; ( г '< /), удобно характе­
ризовать вероятностной мерой, а именно вероятностью пере­
хода из одного состояния в другое. Для количественной 
оценки состояния изделий область возможных значений по­
казателей (параметров) состояния разбивают на л, интерва­
лов (рис. 5.3). Оценив вероятности перехода из одного ин­
тервала (в г-и момент времени

Рис.  5.3

мени через а,-, то процесс 
в виде

в другой (в (i -+- мо­
мент времени), опишем про­
цесс изменения состояния 
изделий. Матрица вероят­
ностей перехода имеет вид 
(рис. 5.3)

р = н м 1- и v = i 7 n ,
(5.20)

где pi? — вероятность пере­
хода из v-ro состояния в 1-е.

Если обозначить вектор 
состояния в i -й момент вре- 

прогнозирования можно записать

, I "  Рап. (5.21)

У=Л
В общем случае, когда соблюдается условие <v = N,

V =  1

а , . ,  Р а . , .  (5.22)

где Р' — матрица Р в j - й степени; N — число реализаций 
(изделий).

Таким образом, для процесса вида (5.18) требуется прог­
нозирование как необратимой составляющей с помощью 
экстраполяционных моделей, так и обратимой составляющей 
с помощью матричного метода.

Если распространить модель (5.12) на многомерные про­
цессы как  на более общие по сравнению с одномерными, то 
индивидуальный многомерный процесс (отдельный много- 
параметрический объект) описывают следующей моделью:

y (0 = W|P(y),/] + E, (5.23)

где Е =  (e j , . . . ,  ек)т — вектор ошибок.
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Для прогнозирования процессов типа (5.23) необходимо 
применять многомерный метод. Пусть модель прогнозиро­
вания для необратимой составляющей W (fi (у), /1 являет­
ся линейной по коэффициентам, которые вычисляют с по­
мощью выражения

В (5.24)

где Ф = ||ф 6Г (Oil; s = 1, /г; г = 1 , т\ ф5Г (0  — простейшие 
функции времени. Дисперсионная матрица оценок ко­
эффициентов

к = (*„ )  - V  ф, D- 1 Ф [ (5.25)

где D = (f/s(); s, I — \, k — дисперсионная матрица оши­
бок наблюдений, вычисляемая на стационарном или ква- 
зистационарном участке процесса;

п — I

Распределение оценок коэффициентов подчиняется за ­
кону нормального распределения.

Многомерное прогнозирование, несмотря на сложность, 
является более эффективным при сокращении производ­
ственных испытаний.

Если процесс изменения состояния изделий характери­
зуется множеством многомерных функций, то для его описа­
ния необходимо использовать модель вида

у(/) = W [р (/у), /J V [а  (е), /|, (5.26)

где V |а (е), /I = I К, ( а (1\ /), . . .,  Vh ( а (/,,), /)|г — вектор 
функций времени t и коэффициентов а .

Модель (5.26) является наиболее общей моделью процес­
сов изменения состояния изделий. В настоящее время от­
сутствуют модели экстраполяции нестационарных процес­
сов, описываемых моделью (5.26). Для их прогнозирования 
необходимо применять методы статистической классифика­
ции.

С т а т и с т и ч е с к а я  к л а с с и ф и к а ц и я  с о ­

с т о я н и я  и з д е л и я  п р и  м и н и м и з а ц и и  

п р о д о л ж и т е л ь н о с т и  п р о и з в о д с т в е н ­
н ы х  и с п ы т а н и й .  Сформулируем задачу статисти­
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ческой классификации как  позволяющую сократить произ­
водственные испытания.

Пусть в процессе предварительных производственных ис­
пытаний сформированы (описаны) два класса приборов R1 и 
R 2, характеризуемые плотностью распределения вероятно­
стей / (у//?х) ; / \y/Ro) в нулевой момент времени tn. В пер­
вый класс вошли приборы, у которых срок службы меньше 
некоторого граничного значения Г гр, а во второй — прибо-

Рис.  5.4

ры, у которых срок службы больше Тгр (рис. 5.4, а). С по­
мощью того или иного критерия необходимо прибор, под­
вергаемый испытаниям, отнести к первому или второму клас­
су. При этом следует учитывать

У £ Я,; Т <  7 гр;

У etf* ; Т ^ Г , р. (5.27)

Рассмотрим вероятностный подход к определению клас­
са для одномерного случая при гауссовском распределении
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параметров. Плотность распределения вероятностей обоих 
классов имеет вид

f ( y / R h  =  — — —  exp
V 2 л  о ,

(и-!/>.)-
2 о;-_

X, =  1, 2, (5.28)

где /д, <я — параметры распределения вероятностей.
Пусть параметр прибора, подвергающегося испытаниям, 

принял значение у = у* (рис. 5.4, б).
Введем понятие отношения правдоподобия, которое по­

зволяет принять решение — к какому классу принадле­
жит прибор:

L (у) =
/ <//“ А’ ,)

(5.29)

Д ля того чтобы в (5.29) исчезла экспоненциальная зави­
симость и упростились вычисления, удобнее рассматривать 
логарифм отношения правдоподобия. Д ля одномерного слу­
чая (рис. 5.4, б) он имеет вид

in L (у) — In ~\/2л <
■ ехр

У  2 л а.
ехр

Уц—Ц. 
2 о г,

=  in о , (//*—  У , ) 2 (.'/*—  //>)2 (5.30)

где //,, //„, а  г, оН, — статистические характеристики рас­
пределения классов, вычисляемые согласно испытанной 
предварительно партии приборов (этап обучения); у* — па­
раметр новой партии прибора, подвергнутой испытанию 
(этап экзамена).

Введем порог сравнения Л, при котором правило (5.27) 
принимает вид: 

для InZ. (у) <  А

У £ Яг, Т <  Тп„ (5.31)

для In L (у) А

У G Я ,; Г > Г гр.
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Статистическая классификация как метод прогнозирова­
ния особенно эффективна, когда процесс изменения состоя­
ния описывается моделью (5.26), т. е. в случае многомерно­
го процесса необратимой и обратимой составляющих.

Мели прогнозирование осуществляют для многопарамет­
рических приборов, то условные плотности распределения 
вероятностей f (у где Я — номер класса, будут много­
мерными. Выражение (5.30) для двух классов приборов за­
пишем в виде

In L{У) = у  ,n ------- j  (У “ Mi)T v r '  ( у — 1Ц) +

- f - ^ - ( y — ‘ ( y —ц..), (5.32)

где V?. — ковариационные матрицы для приборов классов 
л — 1,2; V^ 1 — обращенные матрицы; |V>.| — определите­
ли матриц; и\ — векторы средних значений параметров 
приборов у.

Элементы ковариационных матриц и векторы средних 
значений для каждого класса, как и в (5.30), оценивают по 
предварительно испытанной партии — обучающей выборке. 
Так, для первого класса элементы ковариационной матрицы 
вычисляют по формуле

i'u,- = -Л-‘— ( ~  У. l-Ч, М-ь ). (5.33)
1 \ ' ' ;= I /

где s, г =  1 , к — индексы параметров; к — число парамет­
ров; N\ — число приборов первого класса.

Средние значения параметров приборов
.V,

=  2 ]  Уш' (5 -34* 
1 /=i

Д л я  второго к лас са  с.иг и j.i.2s вычисляют аналогично .
Достоинством методов статистической классификации 

является возможность прогнозирования (классификации 
по классам) по нулевому временному сечению, т. е. для про­
гнозируемой партии достаточно измерить параметры в на­
чальный момент времени, вычислить для каждого из них 
логарифм отношения правдоподобия (5.32) и сравнить с



экспериментально установленным порогом Л (5.31). Однако 
этот метод имеет и недостаток, который затрудняет его при­
менение. При использовании модели (5.32) необходимо ее 
обучение, т. е. предварительное вычисление матриц V>. и 
Их по заранее испытанной партии приборов. Если учесть, 
что долговечность современных приборов составляет не­
сколько десятков тысяч часов и испытывать их нужно до 
отказа, то испытание обучающей выборки практически не 
осуществимо. Для устранения этого недостатка необходи­
мо применять композиционный подход к прогнозированию с 
целью минимизации производственных испытаний.

К о м п о з и ц и о н н ы й  м е т о д  п р о г н о з и- 
р о в а н и я. Вследствие необходимости обучения модели 
статистической классификации нужно проводить предва­
рительные испытания приборов продолжительностью Тгр, 
значение которой определяется поставленной задачей и сро­
ком прогнозирования (часто это гарантийное время наработ­
ки приборов на отказ). Значение Г гр для современных при­
боров так велико (десятки тысяч часов), что предваритель­
ные испытания невозможно провести, следовательно, нель­
зя применить методы статистической классификации. Для 
использования этих методов необходимо применить ускорен­
ные методы обучения моделей. Одним из таких методов по­
лучения информации для обучения является метод экстра­
поляции изменения параметров приборов, который был рас­
смотрен ранее. Сущность композиционного метода прогно­
зирования заключается в совместном использовании мето­
дов экстраполяции и статистической классификации. При­
чем методы экстраполяции используют для ускоренного по­
лучения матриц Vx и цх, а методы статистической класси­
фикации — для принятия решения при прогнозировании 
срока службы контролируемого прибора. Алгоритм метода 
следующий:

1) проводят испытания партии приборов — обучающей 
выборки — в небольшом интервале времени достаточ­
ном для построения модели экстраполяции;

2) по данным изменения параметров у (t) приборов в 
интервале /„ строят выбранные модели экстраполяции
w  (у, 0 ;

3) осуществляют экстраполяцию изменения параметров 
до момента выхода их за допустимые пределы у*;

4) устанавливают время Г разделяющее испытывае­
мые приборы на два класса Rt и R2;

5) после разграничения приборов по срокам службы, ус­
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тановленным значением Г гр, формируют классы /?, и / ? 2 
в нулевом сечении времени и вычисляют матрицы (5.33) и 
(5.34);

6) для вновь поступающих на испытание (экзаменуемых) 
приборов рассчитывают логарифм отношения правдоподобия 
(5.32) и на основе (5.31) принимают решение о долговечно­
сти прибора.

Форсированные испытания изделий. Наряду с примене­
нием методов прогнозирования, сокращение производствен­
ных испытании, как отмечалось, возможно прн использова­
нии форсированных испытаний, т. е. испытаний, основан­
ных на форсированных режимах. Эти режимы в несколько 
раз ускоряют процессы старения изделий, в результате че­
го значительно раньше наступает отказ и приборы переста­
ют работать.

При проведении форсированных испытаний необходимо:
1) выбрать воздействующие факторы, которые могут 

быть использованы в качестве форсированных. Это следует 
осуществлять на основе знания физических основ механиз­
мов старения изделий и факторов, которые их ускоряют;

2) определить уровни форсирования для установленных 
воздействующих факторов, причем при наиболее жестких 
уровнях механизм стар&ния изделий не должен принципи­
ально меняться;

3) наметить план форсированных испытаний, определяю­
щий объем испытаний (число испытуемых партий) и сочета­
ние уровней воздействующих факторов, влияющих на к а ж ­
дую партию;

4) определить взаимосвязь состояний изделий в нор­
мальном и форсированных режимах, т. е. вычислить коэф­
фициент ускорения при использовании форсированных ре­
жимов.

Существуют различные методы форсированных испыта­
ний. Рассмотрим только те, которые можно классифициро­
вать как одно- и многофакторные форсированные испыта­
ния.

Однофакторные форсированные испытания заключаются 
в следующем. Пусть испытываются две партии приборов и 
выбран режим форсирования. При этом одну партию испыты­
вают в нормальном режиме Н0, а другую — в форсированном 
(ужесточенном) Еф. Очевидно, что параметры партии из­
делий в форсированном режиме изменяются быстрее, чем 
в нормальном (рис. 5.5). В обоих случаях плотность рас­
пределения времени безотказной работы / (Е0, i*), / ("j,|„ /*) 
имеет среднее время безотказной работы Тср (1й) и Тгр (£ф).
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Коэффициент ускорения режима

А\.(Ы = ^ Н  • (5.35)
' С|> <?'!’)

Уровней форсирующего режима может быть выбрано 
несколько (£ф1, ... ), соответственно столько же партий 
подвергается испытаниям (помимо партии в нормальном 
режиме). Для каждого уровня режима вычисляют свой ко­
эффициент ускорения 1/<у (£ф,), /<у (E,t)>) 1. Затем строят

Рис.  5.5

зависимость /Су =  /(£,,,). Для одного типа электроваку- 
умных приборов выражение для интенсивности отказов 
имеет вид

^ао (^а/^ао) ’ 1

где Яа0, X., — интенсивность отказов; илН, — анодно­
экранные напряжения (форсирующий фактор) для нормаль­
ного и форсирующего режимов.

Особенность многофакторных форсирующих испытаний 
заключается в следующем. Выбор форсирующих факторов 
и уровней форсирования аналогичен предыдущему. Однако 
планы многофакторных испытаний принципиально отлича­
ются от однофакторных. Прежде всего многофакторные 
испытания обладают тем преимуществом, что они всесто­
ронне ускоряют механизмы старения, следовательно, полу­
ченные результаты более объективны, чем результаты одно­
факторных испытаний.

Планы многофакторных испытаний строятся в соответ­
ствии с положениями теории планирования эксперимента.

Пусть Р| =  (Iji) — матрица плана испытаний, i — 
=  1, N, j =  1, к. Воздействующий фактор j  — 1, k
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может принимать различные значения. Тогда план и резуль­
таты испытаний можно записать в виде

ё,. . .  U

In- - £/ii 
£l2-- ■

_ £|Л'-.. t,kN _

Планы испытаний могут быть как первого, так и второго 
порядка. Как и при экстремальной оптимизации, порядок 
плана определяется порядком модели, описывающей изме­
нение работоспособности прибора (или показателей надеж­
ности) в зависимости от воздействующих форсированных 
факторов.

Нетрудно видеть, что в случае (5.36) модель Тср — / (|) 
строится по известному алгоритму МНК (см. гл. 3). Напри­
мер, если воздействующих факторов два (£ф1 и |ф2), а модель 
первого порядка

т ср (!ф) = b 0 +  b l +  Ьг I ,  +  Ьп  и  I ,  ( 5 . 37 )

строится по результатам испытаний согласно плану первого 
порядка

5ф11 £ф21 Т  ср1

р&ф = ^Ф12 Ифгг ^срг
£ф13 &Ф23 ~ т с р .

_ 1ф14 ?эф24 _ ^с:р1

то коэффициенты модели вычисляют с помощью выражения

B = ( P j  P * ) " ( P j T rp).

Коэффициент ускорения (5.35) для любого варианта сочета­
ний множества форсированных факторов определяют из от­
ношения

А'у (1ф) = SsnMaL _ (5.38)
7 Ср (£ф)

где Тс р (£„), Тср (|ф) — среднее время безотказной работы, 
найденное соответственно для вариантов воздействующих 
факторов и 1 Ф.
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Современные полупроводниковые приборы и интеграль­
ные микросхемы имеют сроки службы до нескольких десят­
ков тысяч часов. В связи с этим даже самые жесткие форси­
рованные режимы не всегда позволяют сократить производ­
ственные испытания до приемлемых сроков. Поэтому целе­
сообразно применять комбинированный метод сокращения 
испытаний, основанный на совместном использовании фор­
сированных испытаний и прогнозирования. В общем случае 
алгоритм метода следующий:

1) выбирают воздействующие факторы, которые ускоря­
ют процессы старения в изделиях испытываемых партий;

2) устанавливают на основе знания физики процессов 
старения и априорных испытаний уровни воздействующих 
факторов (режимы форсирования). При этом необходимо, 
чтобы предельные уровни или совокупность форсированных 
уровней, воздействующих на приборы, не искажали суще­
ствующих механизмов старения при номинальных режимах;

3) выбирают модель описания форсированных испыта­
ний первого или второго порядка (виды модели рассматрива­
лись в гл. 3);

4) уточняют план форсированных испытаний, порядок 
которого зависит от порядка модели;

5) для каждой точки плана (условий проведения испыта­
ний) определяют партию изделий и проводят форсирован­
ные испытания до момента времени Тф (рис. 5.6). Значение 
Тф устанавливают исходя из требований сокращения про­
изводственных испытаний;

6) по данным контроля параметра изделий у  (/) на отрез­
ке времени [/„ — Тф] строят модель экстраполяции W (у, t)\

7) осуществляют экстраполяцию изменения параметров
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у (t) с помощью модели W (у, I) до момента, когда их значе­
ния достигают допустимых границ у ;

8) по полученным предсказанным значениям сроков от­
казов (), (j 1, п) для каждой из N партий вычисляют сред­
нее время безотказной работы 7’с i — 1, А';

9) строят модель Тс ,, = / (|ф) согласно (5.37) и рассчи­
тывают коэффициент ускорения (5.38).

Рис.  5.7

В результате применения подобного алгоритма удается 
сократить длительность производственных испытаний в не­
сколько десятков раз. Рассмотренные методы можно пред­
ставить в виде классификационной схемы (рис. 5.7).

§ 5.3.  Р Е Г Р Е С С И О Н Н О - В Р Е М Е Н Н Ы Е  М О Д Е Л И

Регрессионно-временные модели (РВМ) отражают зави­
симость исследуемого параметра изделия у от множества 
воздействующих факторов 5 и от времени /. Иногда их на­
зывают пространственно-временными моделями. Достоин­
ством подобных моделей является возможность оценки по­
ведения параметра при любом сочетании воздействующих 
факторов (для выбранного факторного пространства), а 
также при прогнозировании параметра для определенного 
момента времени.

При миниимзации продолжительности производствен­
ных испытаний РВМ позволяют выбрать необходимое соче­
тание воздействующих факторов, сокращающее испытания 
в требуемое число раз. РВМ строят на стадии обучения мо­
дели по результатам предварительных испытаний.

Введение фактора времени t в многофакторную регрес­
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сионную модель влияет на методы построения подобных мо­
делей и на алгоритмы определения их коэффициентов. 
Специфика построения РВМ заключается в том, что время 
является необратимым и, следовательно, не поддается ран­
домизации. Кроме того, изменение во времени параметра 
(отклика) А у для современных изделий значительно мень­
ше, чем его изменение от варьируемых воздействующих фак­
торов Д|. Поэтому нужны достаточно большие интервалы 
А/ для получения заметного изменения А у  (при отсутствии 
воздействующего фактора |), что усложняет эксперимент 
и построение модели. Для оценки временного изменения 
функции отклика необходимо определить, каким образом 
она изменяется во времени и соответственно как, и ввести в 
модель слагаемые, показывающие зависимость у от /.

Это следует учитывать при выборе функции отклика, воз­
действующих факторов £,, вида РВМ, плана испытаний, а 
также при вычислении коэффициентов модели и анализе ее 
адекватности.

Выбор функции отклика у для изделий электронной тех­
ники часто очевиден — это выходные параметры изделий, 
характеризующие его техническое состояние, или показате­
ли надежности (интенсивность отказов, среднее время безот­
казной работы и т. п.).

Воздействующими варьируемыми факторами могут яв ­
ляться климатические, механические и электрические (на­
грузочные) воздействия, среди которых можно выделить 
температуру, влажность, давление, вибрацию и др. Воз­
можны такж е циклические воздействия указанных факто­
ров.

Регрессионно-временная модель может быть первого и 
второго порядка; при этом введение фактора времени мо­
жет осуществляться разными путями. Это зависит от вида 
влияния времени t на функцию отклика у.

Можно выделить три вида влияния фактора времени на 
зависимость у — f {I, t):

1) поверхность отклика смещается во времени в фактор­
ном пространстве без «деформации», т. е. изменяется только 
свободный член модели Ь0, остальные постоянны. Этот слу­
чай можно рассматривать как  невзаимодействие фактора 
времени с факторами, воздействующими на изделие в про­
цессе испытаний. Подобное изменение состояния изделия 
получило название аддитивного дрейфа:

y = b 0 (t) +  £  b j l j .  (5 .3 9 )
/ = 1
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Это соответствует случаю, когда состояние изделия изме­
няется в результате процессов старения, которые не зави­
сят от воздействующих факторов;

2) поверхность отклика искажается во времени, не сме­
щаясь в факторном пространстве, т. е. влияние факторов на 
функцию отклика меняется во времени. Это означает, что 
состояние изделия под воздействием только фактора време­
ни не меняется, т. е. старения изделия не происходит. По­
добное возможно для высоконадежных изделий на относи­
тельно небольшом отрезке времени. Модель состояния изде­
лия в этом случае имеет вид

3) поверхность отклика, смещаясь в факторном про­
странстве, искажается со временем (фактор времени взаимо­
действует с воздействующими варьируемыми факторами). 
Такое изменение состояния получило название неаддитив- 
ного дрейфа:

Методы построения математических моделей испытаний 
часто оказываются различными для объектов с аддитивным 
и неаддитивным дрейфом. Следует, однако, отметить, что 
процессы старения, происходящие с течением времени, мо­
гут зависеть от совокупности воздействующих факторов и от 
значений их уровней, т. е. модели, описывающие изменение 
состояния изделий, как правило, имеют вид (5.41).

Рассмотрим алгоритм построения модели (5.41) при оп­
тимизации производственных испытаний изделий электрон­
ной техники. Для построения зависимости работоспособно­
сти от воздействующих факторов необходимо провести ис­
пытания по плану типа (5.36), а для оценки зависимости у — 
=  /' (/) следует составить план испытаний во времени. По­
добным планом может служить план

и
У = ^ 0 +  V  bj (t) lj\ (5.40)

к
(5.41)

(5.42)

где ta, s = 0, (i - моменты контроля; r s, s — 0 , ц — час­
тота контроля.



Общий план испытаний
Р„ =  { Р е Х Р , } , (5.43)

где знак «X » означает совместное применение планов. 
План испытаний’можно раскрыть с учетом (5.36) и (5.42):

Ell--- Ек1 
Ei»-.- £/,->

_ Е1 n- . . E/.-w

г01 гч ■ ■ ■ 1
Г02 г12--- ГЧ-

О Л' Г\ А'..  • г цЛ'_

(5.44)

Подобная запись плана предполагает следующий поря­
док построения модели—сначала строят многофакторные мо­
дели, отражающие зависимость у от | для каждого момента 
времени ts , s = 0, ц., затем по полученным временным функ­
циям bj =  fj  (t) ищут/; для каждого коэффициента. В общем 
случае это полиномиальная регрессионная модель, коэффи­
циенты которой А определяют методом наименьших квадра­
тов:

где
A  =  ( t M ) - 1 (tr B),

V 1 t - . . _  
1 /, 1\
1 и а

I t N t%

(5.45)

(5.46)

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  построения  модели м о ж е т  быть  из менена .  
То гда  (5 .43)  м о жн о  пр ед с та ви ть  в виде

Р„ = {Р,хР|}- ( 5 . 4 7 )

Р а с с м о т р и м  построение  модели работоспособности Э Л Т  на о с ­
нове  п р о в е д е н и я  п р о и з в о д с т в е н н ы х  ис пыт аний по п л а н у  (5 .47) .

В к ач е с т в е  на иболее  и н фо рма ти вны х п а р а м е т р о в  т р у б о к ,  т.  е. 
наиболее  полно х а р а к т е р и з у ю щ и х  их работоспособность ,  к о н т р о л и ­
р о в а л и с ь :  н а п р я ж е н и е  з а п и р а н и я  (/3, т. с. н а п р я ж е н и е  на м о д у л я -  
л я т о р с .  при котором ток  ка т од а  равен I м к Д  ( д л я  этого п а р а м е т р а  
у с т а н о в л е н  д ву ст о ро н ни й г р а ни ч ны й предел :  — 55 В ^  U 3 — 2 5 В ) ,  
я р к о с т ь  св еч ени я  э к р а н а  /,. и з м е р я е м а я  при з а д а н н о й  си л е  т о к а  к а ­
тода и з а д а н н ы х  н а п р я ж е н и я х  на э л е к т р о д а х  — она  х а р а к т е р и з у е т  
к а че с т в о  э к р а н а  (/. =  25 кд/м-) ,  ток  к а т од а  /1( при н а п р я ж е н и и  м о ­
д у л я ц и и  U M =  0 , 2 U 3 (/„ >  100 м к Д ) .

Т а к и м  образом,  необходимо построить  р е г р е с с и о н н о - в р е м е н н ы е  
модели при воздействии н а г р у з о ч н ы х  э л е к т р и ч е с к и х  ф а к т о р о в ,  к о ­
торые  по з во ля ют  м и н и м из и ро в ат ь  п р о д о л ж и т е л ь н о с т ь  п р о и з в о д с т ­
в енн ых  испытаний .
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В ы б е р е м  ф ак т о р ы ,  которые ,  в о з д е й с т в у я  на прибор,  у с к о р я ю т  
процессы с т а р е н и я .  П о с к о л ь к у  о сновным э ле ме нт ом  Э Л Т ,  о п р е д е ­
л я ю щ и м  се н а д е ж н о с т ь ,  я в л я е т с я  о кс ид н ым к ат о д ,  п е рв ы м форси­
р у ю щ и м  ф ак т о р о м  я в л я е т с я  н а п р я ж е н и е  н а к а л а  U п. В к а че с т в е  
вт орог о в о з д е й с т в у ю щ е г о  ф а к то ра  выбе ре м ток  л у ч а  /л . У в е л и ч е н и е  
т о к а  л у ч а  с п ос об с т в у е т  у с к о р е н и ю  с т а р е н и я ,  т а к  к а к  при этом у в е ­
л и ч и в а е т с я  пл отн ос ть  т о ка  эмис сии,  а с л е д о в а т е л ь н о ,  с к о р ос ть  
процесса  с т а р е н и я  к а т о д а .  К р о ме  того,  в о з р а с т а е т  я р к о с т ь  с в еч ен и я  
люминофора  э к р а н а ,  п р и в о д я щ а я  к его  у с к о р е н н о м у  ста рени ю.  
Т р е т ь и м  в о з д е й с т в у ю щ и м  фак то ро м во зь м ем  коэффициент п р о из ­
в о дс тв е нн о го  з а п а с а  по т о к у  пя т ог о  а нода  у.  Этот  п о к а з а т е л ь  во м н о ­
гом о п р е д е л я е т  срок  с л у ж б ы  прибора :

V ' О > 1U я)/^а5ном >

где  /а5, /as ном — с оотве тс тв енно  ф а к т и ч е с к и й  и н о м и н а л ь н ы й  ток  
пя т ог о  а нода .  Этот  фак тор  с л е д у е т  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п а с с и в н ы й ,  
п р е д с т а в л я ю щ и й  собой и н д и в и д у а л ь н у ю  х а р а к т е р и с т и к у  приб ора ,  
к о т о р у ю  ж е л а т е л ь н о  имет ь  в модели.

В р е з у л ь т а т е  о б щ а я  мо де ль  работоспособности Э Л Т  б у д е т  п р е д ­
с т а в л е н а  м о д е л я м и  тре х  у п о м я н у т ы х  п а р а м е т р о в ,  з а в и с я щ и х  от 
в ы б р а н н ы х  в о з д е й с т в у ю щ и х  ф ак т оро в  и вр ем е ни :  у  =  f ( U , ,, /*,, у ,
О-

П р е д в а р и т е л ь н ы е  ( обуча ющие )  и с п ы т а н и я  д л я  п о ст р ое н ия  м о д е ­
лей п р ов од ил ис ь  по п л а н у  первого  п о р я д к а ,  по п о л у р е п л и к е  2 3 - 1 , 
со ст ояще й из ч ет ыр ех  опытов .  В т абл .  5 . 2  пр ив е де ны  и н т е р в а л ы  
в а р ь и р о в а н и я  в о з д е й с т в у ю щ и х  ф ак то ро в ,  причем н и ж н и е  у р о в н и  
у  ф а к то р ов  U „ и /л р ав н ы  н о м и н а л ь н о м у  з начению,  а у р о в н и  з а ­
д а ю т с я  подбором с о о т в е т с т в у ю щ и х  приборов .  П ла н у с л о в и й  и с п ы т а ­
нии к а ж д о й  в ы б о р к и  приведен в табл .  5.3.

Т а б л и ц а  5.2

Ф ак то р ы
Интервал
вар ьи рова ­

ния

Нулевой
у р о в е н ь

Нижний
ур о ве н ь

Верхний
уровень

и н. в 0 , 3 6 , 6 6 , 3 6 , 9
/,, , мкА 3 , 2 6 , 8 3 , 6 10
Y. В 0 , 7 5 8 , 2 5 7 , 5 9

Т а б л и ц а  5.3

№ испытаний и я . в 1 ц, мкЛ V. в

1 6 , 3 3 , 6 9
2 6 , 9 3 , 6 7 , 5
3 6 , 3 10 7 , 5
4 6 , 9 10 9
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В с о о т в е т с т в и и  с в ы б р а н н ы м  планом были проведе ны и с п ы т а н и я  
о т д е л ь н ы х  в ы бо р о к  э л е к т р о н н о - л у ч е в ы х  приборов .  Р е з у л ь т а т ы  и з ­
ме р ен и я  т о ка  к а т о д а  /„ п р ив е д е ны  и табл  5 . 4 ,  т ока  с п и р ал и  /С1, 
в т абл .  5 . 5 ,  я р к о с т и  L — в табл.  5 .6

Т з С) л и ц а 5.4

Л? испытаний
Вромя нарлботки. ч

0 I 00 ?00 зио 4 00 500 700 1 000

1 285 2Г.7 250 240 235 223 200 183
2 272 248 235 220 205 199 175 143
3 295 270 258 235 225 214 198 168
4 320 291 273 252 228 215 195 159

I а б л и и а 5.5

.\“ испытании
Время нар >бОТКН, Ч

0 1 00 •-'00 3 00 4 00 5 00 7 СО 1 ООО

1 30,  1 2 9 . 3 2 8 . 5 2 7 . 4 2 6 , 3 2 5 . 7 23 . 1 2 2 , 0
2 3 2 , 2 31 ,5 2 9 . 0 27 .  1 27 ,  1 2(3,2 2 4 . 9 21 ,1
3 31 .2 3 0 . 2 2 9 . 9 2 S , 8 28 .  1 2 7 , 3 2 5 . 7 2 3 , 5
4 3 0 . 7 2 8 , 6 2 6 , 9 2 5 , 8 2 4 , 5 2 3 . 5 19,1 17,1

Т а б л и п a 5.6

•V» испытаний
Время наработки. Ч

0 1 1 00 ’ 00 300 400 500 7 00 I 000

I 5 9 , 6 5 3 , 7 5 1 , 4 51 ,5 4 9 , 5 4 8 . 2 4 8 , 5 4 7 , 2
2 5 5 , 8 4 9 , 4 4 5 , 3 45,  1 4 3 . 7 4 0 . 9 4 0 , 0 38 ,  I
3 56 .1 50 ,1 48 ,4 1 7 , 9 4 5 , 7 4 4 , 2 43,  ! 41 ,0
4 59 ,4 5 0 , 7 4 7 , 0 4 7 , 4 4 4 . 6 4 4 , 5 4 0 . 6 3 9 , 5

Т а к  к а к  общин а л го ри тм  построения  модели в ыбр ан  по п л ан у  
(5 . 47 ) .  то с н а ч а л а  с л е д у е т  построить  в р ем е н н ы е  модели /Сп,
/. — /(/), по дб ир ая  но э к с п е р и м е н т а л ь н ы м  д а н н ы м  с оо тве тс тв ующий 
их вид В р е з у л ь т а т е  а н а л и з а  были в ы бр а ны  модели

СХр I --- t\\

' сп ~  ^п(‘ц ~b ^icn '̂

где  bj  — не из ве ст ные  коэффициенты,  в ы чи с ле н ны е  после о к о н ч а н и я  
ис пы т ан ий  ( табл .  5 7 1

Т а к и м  образом,  к а ж д ы й  коэффициент з а в и с и т  от ус ло в ий  про­
в е д ен и я  испыт аний ,  т с. от в о зд е йс тв ую щи х  ф ак т оро в  (У„, /л и у.
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П о с к о л ь к у  б ыл  в ыбр ан  план первого  п о р я д к а ,  ест ест венно  и м о ­
д е л ь  м о ж н о  построить  т о л ь к о  первого  п о р я д к а :

bj  =  а 0 - f  Oj Ь'п +  0 2  /л +  аз V• ( 5 . 4 8 )

Т а б л и ц а  5. 7
П

ар
а­

м
ет

р №  испы­
таний

Оценки коэффициентов моделей

Ьо Ь,- Ю-4

1 2 84 , 07 — 5 , 6 3 7
/ 2 2 6 8 , 1 9 — 8,211
1 к 3 2 9 1 , 1 3 — 7 , 0 1 9

4 3 25 , 78 — 9 , 9 1 3

1 29 , 50 — 80 , 1 2
/ 2 3 2 , 2 2 — 1 10,25
' с и 3 30,51 — 90 , 3 7

4 29 , 6 9 —  130 , 56

1 54,87 — 3 , 1 3 5
2 51 , 19 — 7 , 92 4
3 5 2 , 9 0 - 6 , 1 2 4
4 53 , 89 — 8 , 0 7 6

У с к о р е н и е  процессов  с т а р е н и я  в основном х а р а к т е р и з у е т с я  з н а ­
ч е ни е м коэффициентов  bv  П оэ то му  з а в и с им о ст ь  ( 5 . 48 )  построим 
т о л ь к о  д л я  bj ,  а з н а ч ен и е  Ь0 возь мем у с р е д н ен н ым  по всем ч ет ыр ем  
о пы та м .

Т а к и м  о бр азо м,  д л я  b , имеем:

61]t =  0 , 0 0 2 3 9  —  4 , 5 6 -  Ю- 4 U u +  2 .5 - 1 ( ) - «  /л — I , 0 6 7 - 1 0 - 6  7 ;

* 1СП =  0 , 0314 — 5 8 ,3 -  10~4 Uu +  7 ,8 -  1 0 - »  /л — 33- 10 - 6 

Ь{L =  0 , 0 0 2 5  — 5 , 6 3 -  |0~» Un — 2 , 4 -  10-6  /л +  9 , 4 -  1 0 - 6  Y.

Мо дели  в ы б р а н н ы х  п а р а м е т р о в  имеют  вид:

/1( =  2 9 2 , 3 е х р  ( 0 , 0 0 2 4 - 4 , 5 6 -  1 0 - 4 У н +  2 , 5 6 - Ю ” 0 /л -  1 , 0 7 - 1 0 - 8  у ) /;  

/сп =  30 ,48  +  (0 , 0314 — 58 ,3  • 1 0 - « ( У „  +  7 , 8  • 10 - «  /л — 33 • Ю - б у ) / ;

___________________________ 5 3 ,2 1 6___________________________

L =  1 +  ( 0 , 0 0 2 5 — 5 , 6 3 - I 0 - 4 U„ — 2 , 4 - 1 0 - б / л +  9 , 4 - 1 0 - » у ) *

П о л у ч е н н ы е  с о ст а в н ы е  части общей регрессионно-временной мо­
д е л и работоспособности Э Л Т  п о з в о ля ю т  оценить  ее со ст о ян ие  в 
любой моме нт  вр еме ни  и д л я  р а з л и чн ы х  в о зд е йс т ву ющ и х и форси­
р у ю щ и х  р е ж и м о в .  К р о ме  того,  м о жн о  в ычи сл ит ь  срок  с л у ж б ы  пр и ­
бора  д л я  з а д а н н ы х  р е ж и м о в .  Т а к и м  образом,  м ожн о в ы б р а т ь  и в о з ­
д е й с т в у ю щ и е  р е ж и м ы ,  к о то ры е с о к р а щ а ю т  п р оиз вод ст вен ны е и с ­
пы та ния  до т ре бу е мо й  пр одол жи т ел ь но с ти .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данном учебном пособии рассмотрены лишь осноз- 
иые методы оптимизации ТП, нашедшие применение 
в производстве современных электронных приборов. Вме­
сте с тем электронная промышленность непрерывно раз­
вивается: появляются новые типы ЭП, усложняется их 
структура, расширяются их функциональные возможно­
сти. Одновременно возникают новые типы технологий, 
осваиваются новые материалы, происходит непрерывная 
смена технологического оборудования, повышается сте­
пень его автоматизации. Перспективы развития произ­
водства ЭП в настоящее время связываю т с:

— освоением структур субмикронных размеров;
— разработкой и совершенствованием методов моле­

кулярно-фотонной технологии
— широким применением вычислительной и в частно­

сти микропроцессорной техники для автоматизации про­
ектирования и производства ЭП;

— переходом на гибкие производственные системы.
Освоение новых структур и новых технологий, оче­

видно, потребует и создания новых модельных представ­
лений для их описания, разработки более эффективных 
методов оптимизации ТП. В частности, должна возрасти 
роль машинных методов моделирования и оптимизации 
ТП, которые в данной книге не рассматриваются.

Предложенный в учебном пособии материал может 
служить основой для самостоятельной постановки и ре­
шения оптимизационных задач, возникающих в произ­
водстве ЭП.



ПРИЛОЖЕНИЯ

ПРИМЕР ОПТИМИЗАЦИИ СВОЙСТВ 
МНОГОКОМПОНЕНТНОГО МАТЕРИАЛА

Рассмотрим решение одной из основных задач оптимиза­
ции в электронном приборостроении на примере исследова­
ния смеси эпоксидный компаунд—серебро—отвердитель и 
оптимизации состава токопроводящего клея (контактола) 
на ее основе.

Постановка задачи и выбор области исследования. Необ­
ходимо синтезировать контактол с' прочностью на разрыв 
ст> 30 кг/см3 при отвердевании в диапазоне температур 
20—80' С. В качестве органической связки был выбран ком­
паунд К -139, представляющий собой эпоксидную смолу, 
модифицированную полиэфиром и каучуком. Композиция 
на основе компаунда К -139, наполненная мелкодисперсным 
порошком серебра, отвердевалась с помощью отвердителг 
амннофенольного типа (АФ-2).

Опыт разработки токопроводящих клеев позволяет пред­
положить, что требуемые свойства могут быть получены 
внутри следующих интервалов:

0,03 < .v , (АФ-2) <С 0,0065;
0,1 - г  д-2 (К-139) < 0 ,2 ;  0.75 <  хя (A g )<  0,85.

Вследствие ограничений на изменение концентраций ком­
понентов область экспериментирования имеет вид много­
гранника. Построение вершин многогранника производилось 
согласно алгоритму, рассмотренному ранее. Результаты 
построения представлены в табл. П.1.

В опыте (точке) /, для того чтобы выполнялось уело-
Я

вне = 1> необходимо добавить количество компонента,
i -1

равное 1 — 0,825 = 0,125. Но так как на хх (АФ-2) наложе­
но ограничение 0,03 <  х, 0,065, а значение хх — 0,175 
лежит за пределами данного интервала, то точка 1 не может 
быть вершиной многогранника. Аналогичная ситуация наб­
людается в точках 5, 8, 12. В точке 4 сумма компонентов 
х , +  х-л = 0,2125 +  0,9 = 1,1125, т. е. больше единицы, 
следовательно, эта точка также не может быть верши­
ной многогранника. Точки 2, 6, 9 имеют одинаковые коор­
динаты. Таким образом имеется всего 5 вершин многогран­
ника. Точки 2, 3, 7 выбирают в качестве вершин симплек­
са (табл. П .2).
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Т а б л  и ц а П. 1

П остроение вершин м н огогр ан н ика

№ опыта
Содержание компонентом

1 . 4  I

1 _ 0 , 0 7 5 0 , 7 5
2 — 0 , 0 7 5 0 . 9
3 — 0 , 2 1 5 5 0 , 7 5
4 — 0 , 2 1 2 5 0 , 9
5 0 , 0 2 5 — 0 . 7 5
6 0 , 0 2 5 — 0 , 9
7 0 , 0 8 7 5 0 , 7 5
8 0 , 0 8 7 5 - 0 , 9
9 0 , 0 2 5 0 , 0 7 5 —

10 0 , 0 2 5 0 , 2 1 2 5 —

11 0 , 0 8 7 5 0 , 0 7 5
12 0 , 0 8 7 5 0 , 2 1 2 5 —

Т а б л и ц а  П. 2

К о о р д и н а т ы  вершин си мп лскса

, , X, .V.,

0 , 0 2 5 0 , 0 7 5 0 , 9
0 , 0 3 7 5 0 , 2 1 2 5 0 , 7 5
0 , 0 8 7 5 0 , 1 0 2 5 0 , 7 5

Выбор плана эксперимента н перевод его на локальный 
участок. При выборе плана  экс перимента  была  принята 
гипотеза о том, что зависимость  величины прочности может 
быть описана  полиномом второго п оря дк а .  В связи  с этим 
вы бирает ся  план второго по ря д к а ,  который на полном симп­
л ек се  имеет вид,  приведенный в табл.  П. 3. План э к с п е р и ­
мента включает  в себя вершины и середины ребер симплекса .

К аж д ы й  опыт состоял в приготовлении смеси заданного  
планом состава ,  при этом он т р иж д ы  д у б л и ро в а л с я  и дл я  
к а ж д о г о  состава  изготавлива ли образец д л я  отв ердев ания  
при т е м п ер ат ур е  20° С. Каж ды й  образец и сп ы ты вал ся  на р а з ­
рыв .  По р е з у л ь т а т а м  трех п ар ал лел ьн ы х  опытов о п ред ел я­
лось  среднее значение прочности на ра з р ы в  а . П ос к о л ь к у  
величины а  имели различный порядок ,  сочли целесообраз-
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Т а б л и ц  а П. З

№
опыта г, г 3 -V, X 2 -V J О КГ/с мг

1 ] 0 0 0 , 0 2 5 0 , 0 7 5 0 , 9 0 , 1 9
2 0 1 0 0 , 0 3 7 5 0 , 2 1 2 5 0 , 7 5 31 ,1 7
3 0 0 1 0 , 0 8 7 5 0 ,  IG25 0 , 7 5 12,91
4 0 , 5 0 , 5 0 0 , 0 3 1 2 5 0 , 1 4 37 5 0 , 8 2 5 2 7 , 4
5 0 , 5 0 0 , 5 0 , 0 5 6 2 5 0 , 1 1 8 7 5 0 , 8 2 5 19,72
6 0 0 , 5 0 , 5 0 , 0 0 2 5 0 , 1 8 7 5 0 , 7 5 0 57 ,9 4
7 0 , 3 3 3 0 , 3 3 3 0 , 3 3 3 0 , 0 5 0 , 1 5 0,8 4 7 , 9 6

ным пользоваться величиной lga .  В качестве проверочной 
точки в план эксперимента включили точку, соответствую­
щую центру тяжести симплекса, которая в дальнейшем бу­
дет использоваться для проверки адекватности модели 
(табл. П. 3).

Построение математической модели. В псевдокоордина­
тах полином второй степени для у =  lga имеет вид

У = Pi гг + р2 *2 + Ря Ц р12 Zj г, +  р1п гх г3 Н- р,3 г2 г,,

где Zj— псевдокоординаты, / = 1,3.
Подставляя последовательно в это уравнение координа­

ты всех шести точек матрицы планирования (табл. П.З), 
получим значения коэффициентов р. Точка г, имеет коор­
динаты ( 1 ,0, 0), lga в этой точке имеет значение, равное
— 0,3. Подставляя эти значения в уравнение для lg ст, по­
лучим — 03 = р, • 1, т. е. Р, = — 0,3. Точка г4 имеет коор­
динаты (0,5; 0,5; 0). Подставляя координаты и соответствую­
щее значение lgo в уравнение, найдем значение коэффициен­
та Р12;

1.438 == 0,5р, t- 0,5р., н-0,25р1г;
1.438 = —0,15-}- 0,7965 + 0 ,25р12; 
р1г = 3 ,1 16.

Аналогично определим значения для всех коэффициентов р; ; 
р, = 1,593; р з = 1,111;_ Р,з = 3,558; Р23 =-■ 1,644. Таким 
образом, модель для lga примет вид

lg a  -— — 0,3Zi 4- 1,593г, 1,111 г3 + 3,166г5 г2 •
+ З,558г,г3 + 1,644г., г; . (П.1)
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Переведем полученную модель в исходную систему коорди­
нат. Д ля этого полученное уравнение в псевдокоординатах 
нужно записать в исходной системе координат. Используя 
приведенные в § 4.4 формулы перевода координат из одной 
аффинной системы в другую, для вершины z, запишем

0,025zJ +0,075*? +  0,9z? = 1;
0,0375z; +  0,2125zJ +  0,75z3 = 0;
0,0875zJ -1- 0 ,1625z; -|- 0,75z? = 0.

Систему уравнений решаем методом определителей:
0,025 0,075 0,9

Д = 0,0375 0,2125 0,75 
0,0875 0,1625 0,75

=  0,025
0,2125 0,75 
0,1625 0,75

0,0375 0,075 0,9
+ 0,0875

0,075 0,9
0,1625 0,75 0,2125 0,75

=  0,025 (0,2125-0,75 —0,1625-0,75) —0,0375 X 
< (0,075-0,75 — 0,1625-0,9) |- 0,0875 (0,075-0,75 - 

- 0 ,2 1 2 5 -0 ,9 )  =  —0,0075;
0,075 0,9

Лг! =  0 0,2125 0,75 
0 0,1625 0,75 

0,025 1 0,9 
0,0375 0 0,75 
0,0875 0 0,75 

0,025
Лг

Лг, —

0,2125 0,75 
0,1625 0,75

0,0375 0,75 
0,0875 0,75

= 0,0375;

0,0375;

0,0125;

5;
5;

0,0375 0,2125 0 
0,0875 0,1625 0 

г[ =  Лг;/Д = —0,0375/0,0075 =  
г? = Дг;/Д =  0,0375/ —0,0075 =  
г ?= Л г?/ Д =  —0,0125/— 0,0075

Для вершины г 2 система имеет вид
0,025г.‘ + 0,075г*-!-0,9г* = 0 ;  
0 ,0375г’ 4- 0 ,2125г“ -j-0 ,75?*=  1; 
0,0875г.' +  0,1625г; -|-0,75г„3=  0.

,667.

185



Решая эту систему аналогичным способом, получаем г ’ =  
=  — 12; z'l =  8; г* =  — 0,333. Для вершины г ,  система 
примет вид

0,025zJ +  0,075г1; +  О.Эг* =  0;
0,0375г| +  0,2125г* +  0,75г’ = 0 ;
0 ,0875г* +  0 , 1625г.; +  0,754* = 1 •

Решая эту систему таким же образом, находим г ' =  18; 
г\ =  — 2; zij =  — 0,333. Используя полученные результа­
ты, выразим псевдокоординаты г через исходные координа­
ты х:

2! = — 5 +  6,667*3;
г2=  — 12 +  2 0 * .+  11,667*.,;
г3=  18—2 0 * ,— 18,333*;).

Подставляя в уравнение регрессии г,, г . ,  гя, получим 
выражение для lga через исходные координаты *:

lg a = —0,3 ( —5 +  6,667*3) i- 1,593 ( — 12 1 20*, +
+ 12 , 3 3 3 * 3) +  1 , 1 1 1 ( 1 8  — 2 0 * ,  — 18,333*з )  +  3 ,166  х  

X ( — 5 +  6 , 6 6 7 * 3) ( — 12 +  20 * ,  +  12 ,333* , )  +  3 , 558  х  

Х (  — 5 +  6 , 6 6 7 * 3) ( 1 8 — 2 0 * .  -  18,333*з/ +  1,644 х  

X ( — 12 +  20 * ,  +  11,667*; ,) (18 -  20* .  — 18.333*; ,) =

=  - 4 8 2 ,9 8 2 * ,  +  1035,24* ,+  1018,284*,—
— 1038,67*. * , — 657,6*- —540,253*+

Осуществим проверку модели на адекватность. Возьмем 
точку на симплексе, не участвующую в построении сим- 
плекс-решетчатого плана, например, (0,333; 0,333; 0,333) в 
псевдокоординатах г. В исходных координатах * ей соот­
ветствует точка с координатами (0,05; 0,15; 0,8). Подстав­
ляя эти координаты в модель, получаем

lg a  -  —482,982 + 1035,21-0 ,15+ 1018,284-0,8 —
— 1038 ,67-0 ,15-0 ,8— 657,6-0,15°-— 540,253-0,82 = 1,733.

Экспериментальное значение lga в данной точке равно 1,68. 
Д ля  проверки адекватности модели используем критерий 
Стыодента:

I = A-,/Vn ... ; Дг/ = 1,733 -  1,68 = 0,053.
s* V i  + E
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смеси данного состава, должны обладать прочностью на 
разрыв а да 72,4 кг/см2, что и было подтверждено экспери­
ментально.

Т а б л и ц а  П . 4

О птимальный с о с т а в  к о н т а к т о л а  при 
те м п ер атур е  о т в е р ж д е н и я  20  °С

l g  а о, к г / с м *

Xi •V’

0 , 0 5 ! 0 , 1 7 8 0 , 77 1 1 , 86 7 2 , 4
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