
D.O.Turdiyev

XUSUSIY HOSILALI 
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR



D.Q. Diirdiyev

XUSUSIY HOSILALI 
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

TO SH K E N T
«V N E S H IN V E S T P R O M »

2019 r r i r D l T A R M

i ' 4 5



U O ‘K 517.958:52/59 
КВК V161.68ya73

D.Q. Durdiyev

Xususiy hosilali differensial tenglamalar, Toshkent, 
VNESHINVESTPROM nashriyoti, 2019,398 bet.

Kitobda dastlab umumlashgan fanksiyalar va ularning Furye 
almashtirishlari keltirilgan bo'lib, bunda umumlashgan fanksiyalar 
nazaryasining bosh-lang‘ich tushunchalari misoilar yordamida bayon 
etilgan. Dirakning delta-fanksiyasi xossalarini o'rganishga alohida 
e’tibor qaratilgan. Umumlashgan fanksiyalar nazariyasi keng bolib, 
uning elementlari kitob doirasida zarur boladigan hajmda keltirilgan. 
Di'erensial tenglamalarning umumlashgan yechimi tushunchasi 
kiritilgan, o‘zgarmas koeÿtsientli di'erensial operator-larning 
fundamental yechimlari qurilgan, hamda shu asosda to'lqin va issiqlik 
o'tkazuvchanlik tenglamalari uchun qt/yilgan umumlashgan va klassik 

Koshi masalalarining yechimlari hosil qilingan.

ISBN 978-9943-4235-6-5 «V N E S H IN V E S T P R O M » nashriyoti, 2019



Mundarija

1 Umumlashgan funksiyalar. Pu rye almashtirishi 13

1.1 Funksiya berilishining turli xil usullari haqida....................... 13

1.2 Asosiy funksiyalar fazosi va uning xossalari..........................  14

1.3 Umumlashgan funksiya tushunchasi. Regulyar va, singulyar 

funksiyalar  24

1.4 ”6— shaklli" ketma - ketliklar. M isollar................................ 32

1.5 Umumlashgan va cheksiz differensiallanuvchi funksiyalarning 

superpozitsiyasi  40

1.6 Umumlashgan funksiyalarning dekart ko'paytmasi va cheksiz 

differensiallanuvchi funksiyalaxga ko'paytmasi  42

1.7 Umumlashgan funksiyalarning hosilasi. Misollar....................  48

1.8 Umumlashgan funksiyalarning yig'masi va uning xossalari . . 56

1.9 Dirakning delta funksiyasi xossalari.....................................  59

1.10 Sekin o'suvchi umumlashgan funksiyalar va ularning Furye 

almashtirishi  62

1.10.1 Klassik Furye almashtirishi........................................  62

1.10.2 Asosiy va, umumlashgan funksiyalarning i'urye 

almashtirishi...............................................................  65

1.10.3 Sekin o'suvchi S  asosiy funksiyalar fa zos i.................  71

1..10.4 Sekin o'suvchi umumlashgan funksiyalar va

umumlashgan Furye almashtirishi ............................. 73

1.11 Oddiy differensial tenglamalarni yechishning Furye 

almashtirishi usu li  78

2 Xususiy hosilali differensial tenglamalarning klassifikatsiyasi.



Mundarija 3

Asosiy masalalarning qo‘yilishi 82

2.1 Sterjenda, issiqlik tarqalishi. Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi 82

2.2 Fazoda issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi. Chegaraviy 

shartlarning qo'yilish i............................................................  87

2.3 Statsionar issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi: Laplas va 

Puassan tenglamalaxi............................................................  90

2.4 Elastik sterjenning bo'ylama tebranishi ...............................  92

2.5 Tor va membrananing ko‘ndalang tebranish tenglamasi.

Fazoda, tovush to 'lq in la r i......................................................  96

2.6 Moddiy nuqtaning og'irlik kuchi ta’siridagi harakat tenglamasi 98

2.7 Xususiy hosilali differensial tenglamalar va ularning yechimi 

to‘g‘risida tushuncha............................................................  99

2.8 Xarakteristik forma tushunchasi, ikkinehi tartibli differensial 

tenglamalarning klassifikatsiyasi va kanonik ko'rinishi........... 102

2.9 Yuqori tartibli differensial tenglamalarning va sistemalarning 

klassifikatsiyasi........................................................................106

2.10 Ikkinehi tartibli ikki o'zgaruvchili differensial tenglamalami 

kanonik ko'rinishga keltirish .................................................113

2.11 Koshi masalasi va uning qo'yilishida xarakteristikalarning roli 120

2.12 Koshi - Kovalevskaya teorernasi va Adamar m is o li.............. 126

3 Fundamental yechim. Koshi masalasi 130

3.1 Oddiy differensial tenglamalarning umumlashgan yechirnlari

va fundamental yechim tushunchasi ..................................... 130

3.2 Xususiy hosilali differensial tenglamaning umumlashgan yechimi 

tushunchasi. Fundamental yechimlar..................................... 136

3.3 Differensial operatorlarning fundamental yechirnlari.............. 140

3.3.1 Bir o'zgaruvchili chiziqli differensial operatorning 

fundamental yechimi .................................................140

3.3.2 Issiqlik o'tkazuvchanlik operatorining fundamental 

yechimi........................................................................141

3.3.3 To'lqin operatorining fundamental yech im i.............. 143

3.3.4 Laplas operatorining fundamental yechimi .............. 144



4 Mundarija

3.4 To'lqin potensiallari............................................................... 146

3.4.1 To'lqin operatori fundamental yechimining xossalari . 146

3.4.2 Yig'ma haqida qo‘shimcha ma’lu m o tla r .................... 149

3.4.3 To'lqin potensiali. Kechikuvchan potensial................. 154

3.4.4 Sirt to‘lqin potensiallari..............................................157

3.5 To'lqin tenglamasi uchun umumlashgan Koshi m&salasining 

qo'yilish i................................................................................ 161

3.6 Kosbining klassik masalasi yechimini beruvchi formulalar

va ularni tekshirish. To‘lqinlarning difTuziyasi.......................164

3.7 Issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi . . . 168

3.7.1 Issiqlik potensiali ...................................................... 168

3.7.2 Sirt issiqlik potensiali................................................ 171

3.7.3 Issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun 

umumlashgan Koshi masalasi............................  172

4 Giperbolik tenglamalar 175

4.1 Tor tebra.ni.sh tenglamasi uchun Koshi masalasi. Dalamber 

yechimí...................................................................................175

4.2 Koshi masalasi yechimining fizik ma’nosi.................. ..  177

4.3 Bir jinsli. bo'lmagan tenglama. Dyuamel prinsipi. Dalamber 

formulasi. Yechimning berilganlarga uzluksiz bog'liqligi. . . .  180

4.4 Ya,rim chegaralangan soha va davorn ettirish usuli................. 183

4.5 Ko‘p o!lchovli to'lqin tenglamasi uchun Koshi masalasi. To'lqin 

tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimining yagonaligi . . . 188

4.6 Koshi, Gursa masalalari. Tor tebranish tenglamasi uchun 

Asgeyrsson p r in s ip i...............................................................193

4.7 Xarakteristikalarda berilgan masala. Integral 

tenglamalarning ekvivalent sistemasi..................................... 196

4.8 Qo'shma differensial operatorlar. Riman u s u li .................... 206

4.9 Tor tebranish tenglamasi uchun boshlang‘ieh-chegaraviy 

masalalarni Furye usuli bilan yechish..................................... 213



Mundarija

4.9.1 Birinchi boshlangich-chegaraviy masala. Birjinsli 

tenglama va bir jinsli chegaraviy ahartlar. Xos son

va xos funksiya ......................................................... 213

4.9.2 Bir jinsli torning majburiy tebranishi .......................221

4.9.3 Uchlari qo'zg'aluvchan torning majburiy tebranishi . 228

4.9.4 Ikkinchi boshlang'ich-chegaraviy m asala....................230

4.10 To‘g‘ri to'rtburchakli membrana tebranish tenglamasi uchun 

aralash masalani yechish ...................................................... 234

4.11 Doiraviy membrana tebranish tenglamasi uchun aralash masalani 

yechish......................................................................................239

4.12 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi va Gursa tipidagi 

masalalarni yechishning boshqa usu lla ri............................... 244

5 Parabolik tenglamalar 251

5.1 Issiqhk o'tkazuvchanlik tenglamasi. Masalalaining qo'yilishi . 251

5.2 Boshlang'ich-chegaraviy masalalar. Klaasik yech im .............. 253

5.3 Maksimum p rin s ip i............................................................... 255

5.4 Ekstremum prinsipi ............................................................ 257

5.5 Birinchi boshlang'ich-chegaraviy masala yechimining 

yagona lig i..............................................................................258

5.0 Birinchi boshlang'ich-chegaraviy masala yechimining

turg'unligi............................................................................. 259

5.7 Issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi . . 260

5.8 Koshi masalasi yechimining ma.vjudligi.................................. 263

5.9 Ko'p o'zgaruvchili bo'lgan h o i ..............................................266

5.10 Koshi masalasi yechimining yagonaligi.................................. 272

5.1.1 Koshi masalasi yechimining turg'unligi.................................. 274

5.12 Koshi masalasi uchun Grin funksiyasini qurishning

boshqa usullari........................................................................275

5.13 Yarirri chegaralangan sohalar uchun qo‘yilga,n masalalar . . . 280

5.14 Chegaralangan sterjenda issiqlik tarqalishi. Furye usuli . . . .  282

5.14.1 Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli chegaraviy shartli

m asa la ........................................................................282



6 Mundarija

5.14.2 Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli bo'lmagan masala 285

5.14.3 Bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun bir jinsli 

chegaraviy shartli m asala........................................... 287

5.15 To‘g‘ri to'rtburchakli sohada issiqlik tarqalishi haqidagi

m asala................................................................................... 289

5.16 Boshlang'ich sliartsiz m asalalar........................................... 291

6 Elliptik tenglamalar 294

6.1 Garmonik funksiyalar. Grin formulalari va fundamental 

yechimlar................................................................................ 294

6.2 C2 sinf va garmonik funksiyalarning integral ifodasi.............. 296

6.3 Garmonik funksiyalarning asosiy xossalari. 0 ‘rta qiymat 

haqida te o re m a .....................................................................300

6.4 Dirixle va Neyman masalalarining qo’yilishi hamda ular 

yechimlarining yagonaligi...................................................... 303

6.5 Kelvin aimashtirishi............................................................... 305

6.6 Shar uchun Dirixle masalasi................................................... 308

6.7 Olrta qiymat haqidagi teoremaga teskari teorema. 

Chetlashtiriladigan maxsuslik to‘g‘risidagi teo rem a .............. 315

6.8 Garnak tengsizligi va teoremalari. Liuvill teoremasi.............. 317

6.9 Shar uchun Dirixlening tashqi masalasi............................... 321

6.10 Doiraning tashqarisi va halqada Laplas

tenglamasi uchun chegaraviy masalalar.................................. 323

6.11 To‘g‘ri to‘rtburchak uchun Dirixle m asalasi..........................327

6.12 Shar uchun Dirixle masalasining Grin funksiyasi ................. 330

6.13 Chegaraviy masalalarni potensiallar yordamida yechish . . . .  332

6.13.1 Oddiy va ikkilangan qatlam potensiallari. Hajm 

potensiali.....................................................................332

6.13.2 Parametrga bog'liq bo'lgan integrallar.......................335

6.13.3 Sirt potensiallari...................................................... 336

6.13.4 Oddiy qatlam potensialining uzluksizligi ................. 338

6.13.5 Ikkilangan qa.tlam potensialining uzilishi. Gauss 

integrali. Teles burchak..............................................343



Mundarija 7

6.13.6 Oddiy qatlam potensiali normal hosilasining uzilishi . 346

6.13.7 Predgolm integral tenglamalari h aq ida .......................349

6.13.8 Dirixlening ichki raasalasi uchun integral te.ngla.ma . . 351

6.13.9 Neymanning tashqi masalasi uchun integral tenglama . 354 

6.13.10Neymarmingichki va Dirixlening tashqi masalalari uchun

integral tenglamalar....................................................355

6.14 Xususiy hosilali differensial tenglamalar yechimlari

silliqligining xususiyati to'g'risida........................................... 361

7 Maxsus funksiyalar 364

7.1 Eyler integrallari..................................................................364

7.1.1 Beta-funksiya (I-tur Eyler in teg ra li)..........................364

7.1.2 Gamma-funksiya (II-tur Eyler integrali) va uning 

xossalari.....................................................................369

7.1.3 Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog'lanish . . . .  375

7.2 Bessel funksiyasi..................................................................381

7.2.1 Bessel tenglamasi...................................................... 381

7.2.2 Bessel funksiyasi...................................................... 381

7.3 Bessel funksiyasining asosiy xossalari va. rekkurrent

form ulalar..............................................................................383

7.3.1 Neyman funksiyasi....................................................391



8

Qisqacha sharh

Xususiy hosilaii differensial tenglamalar fanining qamrovi keng bo'lib, 

ushbu darslik universitetlaruing matematika, amaliy matematika va infor- 

matika ta'lim yo'rialishlari talabalari uchun farming amaldagi dasturi asosida 

yozilgan.

Kitobda dastlab umumlashgan funksiyalar va ularning Furye almashtirish- 

la,ri keltirilgan bo'iib, bunda umumlashgan funksiyalar nazaryasining bosh- 

lang‘ich tushunchalari misollar yordamida. bayon etilgan. Dirakning delta- 

funksiyasi xossalarini o‘rganishga alohida e’tibor qaratilgan. Umumlashgan 

funksiyalar nazariyasi keng bo'lib, uning elementlari kitob doirasida. zarur 

bo'ladigan hajmda keltirilgan. Differensial tenglainalarning umumlashgan 

vechimi tushunchasi kiritilgan, o'zgarmas koeffitsientli differensial operator- 

laming fundamental yechimlari qurilgan. hamda shu asosda to'lqin va issiqlik 

o'tkazuvchanlik tenglamalari uchun qo'yilgan umumlashgan va klassik Koshi 

masalalarining yechimlari hosil qilinga,n.

Shuningdek, kitobdaa ikkinchi tartibli xususiy hosilaii differensial tenglar 

malarning uchta tipiga mansub: giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi 

tenglamalar uchun korrekt qo'yilgan boshlang'ich (Koshi), boshlang'ich-che- 

garaviy va chegaraviy masalalarmng yechimlarini topish keng o'rin olgan. 

Bunda masalalar yechimini beruvchi formulalar olingan bo'lib, yechimni yago- 

naligi va berilganlardan uzluksiz bog'liqligi o'rganilgan. Bundan tashqari, 

xususiy hosilaii differensial tenglamalarni yechishda ko'p qo'llaniladigan o'zga- 

ruvchilarni ajratish, integral almashtirishlar usullarida keng ishlatiladigan 

ayrim maxsus funksiyalar va ularning xossalari keltirilgan.

Darslikni yozishda muallifning qa.tor yillar davomida Buxoro davlat uni- 

versitefcida, o'qigan ma'ruzalari hamda ushbu soha bo'yicha taniqli olimlar- 

ning rus va ingliz tillaridagi o'quv adabiyotlaridan foydalanildi.
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Аннотация

Учебная дисциплина "Дифференциальные уравнения с частными 

производными" охватывает широкий спектр знаний. Данный учебник 

написан на основе действующих учебных программ для студентов бакалав­

риата по направлениям "математика"., "прикладная математика и инфор­

матика" .

Вначале приведены обобщенные функции и изучены их преобразования 

Фурье. При помощи примеров подробно изложены первичные понятия 

теории обобщенных функций. Особое внимание уделено изучению свойств 

дельта-функции Дирака. Теория обобщенных функций обширна, и в 

учебнике приведены лишь те понятия этой теории, которые необходимы 

в пределах этой книги. Введено понятие обобщенных решений для обык­

новенных дифференциальных уравнений и уравнений с частными произ­

водными, построены фундаментальные решения дифференциальных опе­

раторов с постоянными коэффициентами. На этой основе получены 

решения обобщенной и классической задач Коши для уравнений распрос­

транения волн и теплопроводности.

А  так же, в учебнике значительное место занимают традиционные 

разде- лы теории линейных уравнений с частными производными второго 

порядка гиперболического, параболического и эллиптического типа. По­

лучены фор- мулы, дающие решения различных задач, исследованы 

вопросы единствен- ности и непрерывной зависимости решения от входных 

данных. Кроме того в книге приведены некоторые специальные функции 

и их свойства, которые часто используются при решении дифференциаль­

ных уравнений с частными производными с помощью методов разделения 

переменных и интегрального преобразования

При написании данного учебника использованы учебные литературы 

известных ученых по этой тематике на русском и английском языках, а 

также курсы лекций, читавшихся автором в течение ряда лет студентам 

Бухарского государственного университета.
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Annotation

The subject Partial differential equations is so extensive that this text­

book is written for the undergraduate students of Mathematics, Applied 

mathematics and IT  directions basing on the current program of this course.

The book deals with the generalized functions and their Fourier trans­

formation, in which the initial concepts of the generalized functions are il­

lustrated using examples. Particular attention is given to the study of the 

properties of Dirac deitarfunction. The theory of generalized functions is 

wide, and its elements are presented in the necessary volume within this 

book. The concept of generalized solutions for ordinary differential equa­

tions and partial differential equations is introduced; fundamental solutions 

of differential operators with constant coefficients are constructed. On this 

basis, solutions of the generalized and classical Cauchy problems for the 

equations of wave propagation and heat conduction are obtained.

And also in the textbook a significant place is occupied by the traditional 

sections of the theory of linear partial differential equations of the second 

order of hyperbolic, parabolic and elliptic type. The methods of solving 

initial (Cauchy), initial-boundary and boundary problems for such equations 

are described. Formulas are obtained that give solutions to problems, and 

questions of uniqueness a,nd continuous dependence of a solution on data 

are investigated. In addition, the book contains some special functions and 

their properties, which are often used in solving partial differential equations 

using the methods of separation of variables and the integral transformation.

In the process of writing the textbook, the author used his lectures those 

are given at Bukhara State University for many years and Russian as well 

as English textbooks by prominent scientists in this sphere.
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So‘z boshi

Ushbu darslik universitetlarning matematika, amaliy raatematika va in- 

formatika ta’lim yo'nalishlari talabalari uchun o'qitiladigan "Xususiy hosilali 

differensial tenglamalar" fani dasturi asosida yozilgan. Xususiy hosilali diffe- 

rensial tenglamalarning doirasi keng bo‘lib, bu kitobda fizik, texnik, mexanik 

va boshqa jarayonlarning matematik modellarini tuzishda hosil bo'ladigan 

xususiy hosilali tenglamalar uchun masalalar o'rganiladi.

Kitobning o'ziga xosligi - bu unda umumlashgan yechimlardan keng foy- 

dalanilganligidir. Umumlashgan yechim tushunchasi umumlashgan hosila 

va, umuman aytganda, umumlashgan funksiyalar tushunchasiga tavanadi. 

llozirgi kunda umumlashgan funksiyalar nazariyasi xususiy hosilali differen­

sial tenglamalar uchun qo'yilgan umumlashgan va klassik masalalarni tek- 

shirishda, qulay matematik vosita bo'lib xizmat qilmoqda. Kvant fizikasining 

matematik modellarini o‘rganishda matematikaning ushbu yangi sohasidan 

keng foydalaniladi.

Umumlashgan funksiyalar birinchi bo‘ lib P. Dirak tomonidan kiritilgan. 

U kvant fizikada sistematik ravishda delta-funksiyadan foydalangan. Bu 

funksiya keyinchalik uning nomi bilan atalib, Diralcning delta-funksiyasi deb 

yuritiladigan bo‘ldi. Umumlashgan funksiyalar nazariyasi matematik asoslari 

1950-yillardan boshlab S.L. Sobolev va L. Shvars ishlarida o‘z aksini topgan. 

Hozirgi kunda tez rivojlanib borayotgan umumlashgan funksiyalar nazariyasi 

matematika, fizika va boshqa soha vakillarinining ilmiy tadqiqotlarida asosiy 

matematik vosita sifatida namoyon bo'lmoqda. Ushbu darslikning 1-bobi 

umumlashgan funksiyalar va ularning Furye almashtirishiga bag'ishlangan 

bo'lib, bunda umumlashgan funksiyalar nazariyasining boshlang'ich tushun- 

chalaxi misollar asosida keltirilgan. Shuningdek, Dirakning delta-funksiyasini 

o'rganishga alohida e’tibor qaratilgan. Qolaversa, bu bobda turli umumlash­

gan va klassik funksiyalaming Furye almashtirishlarini hisoblash keng o'rin 

oigan. Aytish lozim umumlashgan funksiyalar nazariyasi keng bo'lib. 

uning elementlari keyingi boblarda qo'llaniladigan hajmda keltirilgan. 2-bob 

xususiy hosilali differensial tenglamalarni klassifikatsiyalash va ular uchun 

asosiy masalalarning qo'yilishiga bag'ishlangan. 3-bobda differensial tengla-
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malarning umumiashgan vechimi tushunchasi, o'zgarmas koeffitsientli dif- 

ferensial operatorlarning fundamental yechimlarini qurish hamda to'lqin va 

issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamaiaii uchun qo'yilgan umumiashgan va klas- 

sik Koshi masalalari o'rganiladi. 0 ‘rganishning xususiyati shundan iboratki, 

umumiashgan Koshi masalasida boshlang‘ich shartlar oniy ta’sir etuvchi 

manbalarga kiritiladi va bu yechimni manba bilan mos ravishda tanlan- 

gan fundamental yechimning yig‘masi ko‘rinishida qurishga imkon beradi. 

4-, 5- va 6-boblar uchta klassik: giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi 

tenglamalar uchun qo'yilgan boshlang'ich, boshlang'ich-chegaraviy va chega- 

raviy masalalarni o'rganishga qaratilgan. 7-bobda, xususiy hosilali diiferen- 

sial tenglamalarni yechishda tez-tez qoilaniladigan o'zgaruvchilarni ajratish, 

intégral almashtirishlar usullari bilan bog'liq ba’zi maxsus iunksiyalar va 

uiarning, xossalari keltirilgan.

Darslikning ayrim boblailni yozishda muallif O'zbekiston Respublikasi 

"El-Yurt umidi" jamg’a.tmasi tanlovi g'olibi sifatida Ispaniyaning Valen- 

siya politexnika universitetida malaka oshirishda bo'lgan davrida ushbu soha 

bo‘yicha ingliz tilidagi adabiyotlardan foydalandi. Foydalanilgan adabiyotlar 

ro'yxati darslikning oxirida berilgan. Shuningdek, darslikni yozishda muaî- 

lifning qator yillar davomida Buxoro davlat universitetida o'qigan ma’ruzalâ- 

ridan foydalanildi.

Darslik to‘g‘risidagi kitobxonlarning tanqidiy fikr va mulohazalarini mual­

lif mamnuniyat bilan qabul qiladi.

Muallif



1-Bob. Umumlashgan funksiyalar. 

Furye almashtirishi

1.1 Funksiya berilishining turli xil usullari haqida

Matematik tahlilda, odatda, funksiya analitik usulda beriladi. Masalan, 

bir o'zgaruvehili y =  f ( x )  funksiyaning ta’rifini eslatamiz. Agar X , Y  — ffi1 

sonli to'g'ri chiziq nuqtalaridan iborat to‘plamlar bo‘lsa. X  to‘plamda y =  

f ( x )  funksiya berilgan deyiladi, agarda har bir x € X  nuqta bilan yagona 

y G Y  nuqta o'rtasida moslik o'rnatilgan bo'lsa, boshqacha aytganda, y =  

f ( x )  funksiy&ni. berish har bir x  6 X  uchuli uning qiymati f ( x )  =  y € Y  

ni ko'rsatishga teng kuchii. Bunday usulga funksiyani nuqtaviy berish usuli 

ham deyiladi.

Funksiyani nuqtalar yordamida bermasdan, uning "integral" xarakteris- 

tikalaridan foydalanib ham berish rnumkin. Masalan, funksiyaning bunday 

"integral" xarakteristikalari sifatidabiror bir <pk(x), k — 1 ,2 ,... funksiyalar 

sistemasidagi uning Furye koeffitsientlari kelishi mumkin. Maiumki, ixti- 

yoriy f ( x )  € L i  [a, b] funksiya o‘zinmg Furye koeffitsientlari

k=1

bilan aniqlanadi, bu yerda .—[a, 6] kesmada aniqlangan toiiq  ortonor-

mal funksiyalar sin.fi.

b

fk =  ( f (x ) , (p k{x ) )  =  I  f (x ) ipk(x)dx, k =  1,2,..

a

yordamida bir qiymatli Furye qatori
00
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Xususan, [0, tt] kesmada uzluksiz f ( x )  funksiya

7T

A  = f{x) sin kxdx, k — 1,2,_
o

sonlar to'plami bilan bir qiyiriatli aniqlanadi. Dénia,k, {/&} sonlar ketma- 

ketligining berilishi [0, sr] kesmaning ixtiyoriy nuqtasida f ( x )  uzluksiz 

funksiyaning berilishiga tveng kuchli. {/*.} sonlarni cheksiz o‘lchovli fazodagi 

f ( x ) funksiyaning koordinatalari, ipk(x),k =  1 ,2 ,... funksiyalarni esa fa- 

zodagi bazis deb qarash mumkin. Georaetrik nuqtayi nazaxdan fk larni 

f ( x )  funksiyaning (fik{x) koordinat funksiyalardagi proeksiyalari deb ham 

tushunsa bo'ladi.

f ( x )  funksiyani biror bir usul bilan tanlangan { fk (x ) }  bazis funksiyalardagi 

proeksiyalari bilan emas, balki ba’zi kengroq {<pk(x)} funksiyalar to'plamidagi 

proeksiyalarini berish bilan aniqlab boimaydimi, degan savol tug'iladi. Bu 

savolga keyingi paragrafiarda. javob beriladi.

1.2 Asosiy funksiyalar fazosi va uning xossalari

Bir o'lchovli holni qaraylik. Soddalik uchun 1R3 =  K deb olamiz. C°°(R) 

bilan K  da cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyalar fazosini belgilaymiz.

T  a ’ r i f. Biror chegaralangan to'plamdan tashqarida nolga teng 

bo'lgan funksiya finit deyiladi. Bir o'lchovli funksiya uchun boshqacha ay- 

tadigan bo'lsak. agar ip : R - »  K funksiya uchun shunday [av, bv] C K kesma 

topilib, xë [% , larda ip(x) =  0 bo'lsa, bu funksiya finit funksiya va [â , bv] 

kesma uning tashuv- chisi deyiladi.

T  a ’ r i f. Cheksiz marta differensiallanuvchi finit funksiyalar to'plamiga 

asosiy funksiyalar fazosi deyiladi vau D (K.) orqali belgilanadi. Shunday qilib,

D(ffi) =  {(p € C ° ° ( m  [av,bv] kesmadan tashqarida <p(x) =  0}.
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í«í;. (#}

M  i s o 1. Quyidagi funksiyani qaraymiz:

( 1)

bu yerda o'zgarmas A ushbu f R ujh(x) =  1 shartdan tanlanadi, ya’ni

Ko‘rinib turibdiki, bu funksiya - finit. Undan tashqaii cheksiz marta 

difieren- siallanuvchi (biz buni keyingi paragrafda, ko'rsatib o'tamiz) bo'lib, 

bu funksiya- ning x =  ± h  nuqtadagi ixtiyoriy bir tomonlama hosilalari nol 

ga teng. Shunday qilib, cv/t(x )— asosiy funksiya. Ba’zan, (1) funksiyaga 

"shapkaelia" funksiyasi deb ham aytiladi. Uning grafigi 1-chizmada keltiril- 

gan.

Asosiy funksiyalar fazosining ba’zi xossalari bilan tanishamiz.

1) ixtiyoriy ip, i¡> £ D (K ) funksiyalar va a, /3 € M sonlarning chiziqli 

kombinatsiyasi (aip +  /3t/j) € £>(R) bo‘ladi, ya’ni D (K )— chiziqli fazo.

Haqiqatan ham, ip, ib € D (R )  ekanligidan, aip+0'é funksiya chegaralan- 

gan tashuvchiga ega ekanligi hamda bu yig'indming cheksiz differensialianuv- 

chi bo'lishi kelib chiqadi. Quyidagi xossalar ham shunga o'xshash osongina 

isbot qilinadi:
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2) ixtiyoriy <p G D (R ) va G C00̂ )  funksiyalar uchun, ularning 

ko'paytmasi asosiy funksiyadir, ya’ni цгф € -D(R);

3) ixtiyoriy y  G D(ffi) funksiya uchun uning k—tartibli hosilasi asosiy 

funksiya bo‘ladi, ya’ni tpW G D (R);

4) ixtiyoriy tp G D (R )  funksiyaning ixtiyoriy tayin a G R  nuqta,dagi 

siljishidan hosil bo'lgan funksiya ham asosiy funksiyadir, ya’ni <p(x ±  a) G

Yuqoridagi xossalardan foydalanib "shapkacha" funksiya yordamida 

ko'plab asosiy funksiyalarni qurish mumkin. Masalan,

ham asosiy funksiyadir.

Endi, D (R ) da yaqinlashish tushunchasini kiritamiz.

T  a  ’ r i f. Quyidagi shartla,r bajarilsin:

1) shunday [a, b] С R kesma topilib, ixtiyoriy n G N sonlar uchun [a, b] 

kesmadan tashqarida (pn(x )  0;

2) ixtiyoriy к G N u {0 } sonlar va ixtiyoriy tayin x  G [a, 6] nuqtalar uchun, 

i n —■» oo da ushbu ipn\x)=tip^ (x )  ketma-ketliklar tekis yaqixilashadi.

U holda {ipnjZLi ketma-ketlik n ->■ oo da ip G D (R )  funksiyaga yaqin- 

lashadi deyiladi.

M  i s о 1. Ushbu

funksiyalar ketma-ketligi nolga yaqinlashadi, shuning bilan birgalikda

funksiyalar ketma-ketligi D {R ) (asosiy funksiyalar) ma’nosida yaqinlashuv- 

chi emas.
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Yuqoridagi ta’rifga o'xshash ravishda, D(Mn), D (t t )  fazolarda ham yaqin- 

lashish ta’riflari kiritiladi. Bunda Rn— n o’lchovli haqiqiy sonli evklid fazo 

va O— unda biror soha.

L e m m a. [a, fe] kesmada uzluksiz va finit bo‘lgan ixtiyoriy f { x )  

funksiya ushbu
í>

I  f (x )ip (x)dx, <p(x) € D(M.)

a

integral bilan bir qiymatli aniqianadi.

I  s b o t. f ( x )  funksiyani [o, fe] kesmadan tashqarida nolga teng qilib 

aniqlab, quyidagi funksiyani qaraymiz:

fh(x)  = J  / (í)w ft ( í -  x)d£,
K

bu yerda uh (x )— ’shapkacha" funksiyasi va / u>h(x)dx =  1. w;,(x) € M
k

ekanligidan fh (x ) funksiya ixtiyoriy h >  0 uchun clieksiz marta 

differensiallanuvchi funksiya va [a — h,b +  fe] da fh (x ) =  0. Shu bilan birga,

00

fh(x) -  f ( x )  =  J  [/(£) -  f(x)}ujh(£ -  h)d£ =
—00

h

=  f  [f ( x  +  t ) ~  f ( x ) ]u h(t)dt,
—h

| fh (x )  -  f { x )  I <  max 1/(0 -  / (* )]. 
h<£<x+h

Bu yerdan, { fh (x ) }  ning h — >• 0 da f ( x )  ga x  £ [a, fe] lar ucliun tekis yaqin- 

lashishi kelib chiqadi.

Lemmani isbotlash uchun ixtiyoriy tp(x) € D (M )  uchun __....

6 P f e r D T r ”

J  f  (x) lfi(x)dx = 0 J jyjo Ljj o t y  $  %  5
a

tenglikdan f ( x )  =  O, x  6 [a, fe] kelib chiqishini ko'rsatish yetarli.



//,(») 6 D (R ) ekanligi uchun ¡p(x) funksiya o'rniga ,/)t(a;) ni olamiz. 

b

J  f (x ) fh (x )d x  =  0
a

tonglikda li > 0 da limitga o'tamiz. / (* )  funksiiyaning [a, 6] oraliqda uzluk- 

Hi/Jigidan va oxirgi tenglikdan f ( x )  =  0 ekanligi kelib chiqadi. Lemma is- 

butlandi.

Sliunday qilib, uzluksiz finit f ( x )  funksiyani nuqtaviy berish va uning 

/>(!№) funksiyalar to'plamidagi "proeksiya" larini berish f ( x )  funksiyani 

I in inlign I ('iii’, kuchli. Ammo ikkinehi usulda funksiyani berish qaysidir ma’noda 

<|iiln.y<Iir. Ya’ui n fimksiya tushmichasini kengavtirishga, fanga yangi ba’zi 

nut|l,n,lii,i <In. mn’noga oga bo'linagan biror funksiyalar to'plamida o'zining qiy- 

111n11111 i liilnii lo'liq miiqlanadigan funksiyalarni kiritishga imkon beradi.

11111 it Iny iunkinyagu misol tariqasida ixtiyoriy <p(x) € D (R )  funksiya 

uchun
b

I  d(x)<p(x)dx =  (p{0)

a

tonglik bilan aniqlanadigan Dirakning S(x) delta-funksiyasini keltirish mumkin. 

6(x) funksiya ujh(x) ning h —> 0 dagi kuchsiz limiti hisoblanadi. Haqiqatdan 

ham, ixtiyoriy <p(x) e  D (K ) funksiya uchun

00 oc

J  ip(x)uih(x)dx =  ip(6h) J  u)h(x)dx =  ip(6h), —1 < 6 < 1 .

-CO —30

Bundan,
00 oo

lim j  (p{x)u>h{x)dx =  <p(0) =  I  8(x)tfi(x)dx 
J  J

-oo -00

ekanligi kelib chiqadi.

T  a ’ r i f  (Uzluksiz funksiyaning tashuvchisi). Uzluksiz <p funksiyaning 

tashuvchisi deb, ushbu

18 Urnumlashgan funksiyalar

supp¡p =  {sc| <p(x) /  0}
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to‘plamga aytiladi.

Uzluksiz funksiyaning tashuvchisi tushunchasidan foydalanib, £>(R) da 

yaqinlashish tushunchasini quyidagicha berish ham mumkin.

T  a ’ г i f  (D(M) naa’nosida yaqinlashish). Agax

1) shunday M  >  0 son topilib, ixtiyoriy n  G N soni uchun suppy>„ C. 

[—M , M ]  munosabat bajarilsa;

2) ixtiyoriy p £ N  son uchun funksiyalar ketma-ketligi К  da 

чр№ ga tekis yaqinlashsa. (tp^ - <p ning p tartibli hosilasi), u holda {^>9¡}£Li

asosiy funksiyalar ketma-ketligi n -> oo da ip ga. D  ma’nosida yaqinlashuvchi 

deyiladi va qisqacha tarzda quyidagicha belgilanadi:

Aynan noldan farqli asosiy funksiyalar mavjudmi. degan savol tug'iladi. 

Biz yuqorida ko‘rgan (1) "shapkacha"

funksiyasi asosiy funksiyaga misol bo‘la oladi. Haqiqatan ham, uning finitligi 

berilishidan ayon va suppw;¡.(a;) =  [—h, h]. Cheksiz uzluksiz differensialla- 

nuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Ravshanki. bu funksiya x — ± h  nuqtalardan 

tashqari barch nuqtalarda, cheksiz differensiallanuvchi bo'ladi. Ixtiyoriy bir 

tomonlama x =  —h da o‘ngdan va x  =  h da chapdan hosilalari nolga teng 

ekanligiga ishonch hosil qilish uchun h2 — x 2 =  y2 deb belgilab,

funksiyaning y =  0 nuqtadagi barcha tartibli hosilalarining nolga teng bo'li- 

shini ko'rsatarniz. Haqiqatan ham, у ф  0 da hosilalarni hisoblaymiz:

- î

- î
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6/l2 ( h2\ , 4hi ( h \
-r -e xp — 7a) +  “X  CXP i n.2 1
w  v yz> y ^ V '

uimunan,

f H (p) =  PnQ e x p ( - p ) ,

P n fl/ yJ - I /'!) ga nisbatan ko'phad:

P» ( y )  = i j p d k ’

l)ii yerda rrik € N, \mi! - h ga bog'liq koeffitsientlar.

Quyidagi lirn f^Hy) limitni hisoblab,

lirn f ^ ( y )  =  lim exp (  -  =  0
y/—->0 »/-»0 \y/ \ yi  /

liu'lih'liini ko'riHh qiyin emas (y -4 0 da exp (  — pr) nolga tez yaqinlashadi). 

lim exp (  -  % )  =  0 =  /(0)
<?->o V y /

tenglikdan f (y )  funksiyaning y =  0 nuqtada uzluksizligi va yuqoridagilarga 

asosan bu nuqtada differensiallanuvchanligi hamda /'(0) =  0 ekanligi kelib 

chiqadi. Shunday qilib, f  funksiya y =  0 nuqtada uzluksizdir. Xuddi shunga 

o'xshash f " (y )  funksiya uchun yuqoridagi mulohazalarni takrorlab, y =  0 

nuqtada f ' ( y )  ning mavjud ekanligi va /"(0) =  0 hamda f " ( y )  ning y =  0 

da uzluksiz ekanligiga ega bo!lamiz. Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy 

n — 1,2,... lar uchun f ( n\y) funksiya yuqoridagi xossalarga ega bo'lishiga 

ishonch hosil qilish mumkin. Demak, u)h{x) £ C°°(K.), suppwft(a;) =  [—h, h] 

ekanligidan uih funksiyaning finitligi va, umuman, Uh(x) € D (R )  kelib chiqadi.

Quyidagi lemma asosiy funksiyalarga ko'plab misollar keltirish mumkin- 

ligini ko‘rsa.tadi.

L e m m a .  Ixtiyoriy [a, &] kesma va h >  0 soni uchun 0 <  rj(x) <

1; r)(x) =  1, x€.[a,b], rj(x) =  0, x£[a—2h,b+2h] shartlarni qanoatlantiruv- 

chi r](x) € C °°(R ) funksiya mavjud.

?i{x ) funksiya grafigi 2-chizmada tasvirlangan.
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w .'.r '

I  f t

ь mm:ü -2 -S  a

2-chizma. r¡(x) funksiya grafigi.

I s b о t. Faraz qilaylik. x ix ) — [a — h,b +  Щ kesmanirxg xarakteristik

funksiyasi bo'lsin, ya’ni

, . i 1, X €  \a — h, b +  h], 
via;) =  <

[ 0, хб[а — h, b +  h\.

U holda r¡(x )  =  f  x(y)'^h(x — y)dy e  -D(IR), ya’ni bu funksiya talab 
к

etilayotgan xossalarga ega. Haqiqatan ham,

u)h € D, 0 <  uih(x), suppwA(a:) =  [ - h ,  h] / ujh(x)dx  =  1

ekanligidan
b+h

a—h
oo 00

—oo —oo

Tayin x  iar uchun supposa? — y) =  [x — h, x  +  /г] ekanligidan

x+h

f  Uh(x  -  y)dy =  =  1, x e  [a, 6],
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3a-chizma. g (x )  funksiya grafigi. 3b-chizma. ¡i{x) funksiya grafigi.

Lemma isbotlandi.

Bunday funksiyalarni qurishning boshqa. usuli ham mavjud. Masalan, 

ushbu

g (x ) =  uih(x +  1 +  h) -  ojh(~x +  1 +  h) 

funksiyani qaraylik. Uning grafigi 3a-chizmada keltirilgan. Endi f i(x ) =
X

f  g {r )d r  funksiyani quramiz. Uning grafigi 3b-chizmada tasvirlangan.
— OO

Ko'rinib turibdiki, fx(x) funksiya cheksiz differensiallanuvchi va [—1,1] 

kesmada birga teng bolgan qiymatni qabul qiladi. Agar

9a,b{%) =  +  (I +  fl) ~  OJ.-J--X f a +  h)

funksiya uchun
X

00

funksiyani qarasak, u holda u [a, 6] kesma uchun r/(x) funksiyaning yuqoridagi 

lemmada keltirilgan barcha xossalariga ega bo'ladi.

Osongina payqash mumkinki, t/(x) funksiyaning finit bo'lmagan cheksiz 

differensiallanuvchi funksiyaga ko'paytmasi ham D (R ) ga tegishli bo‘ladi. 

Ko‘.rilgan misollar D (R ) to'plam yetarlicha ko'p funksiyalarga ega ekanligini 

ko'rsatadi.

Turli xil masalalar uchun funksiyalar ketma-ketligi qaralganda yaqin- 

lashishning har xil ta’riflari bulan ish ko'rishga to‘g‘ri keladi. Shuning uchun 

ko'p ishlatiladigan yaqinlashishlarning ta’rifiarini eslatamiz.

I  9a,b(T)dT

(2)



Asosiy funksiyalar fazosi 23

ketma - ketligi (a, b) oraliqda tekis yaqinlashadi deyiladi, agarda ixtiyoriy 

e >  0 soni uchun shunday N  sonini ko‘rsatish mumkin bo:lsa, bunda n.rn >  

N  natural son va ixtiyoriy x  € (o, b) lar uchun

shart bajarilsa.

(2) funksiyalar ketma - ketligi (a, b) oraliqda o'rta kvadratik ma’noda 

yaqinlashadi deyiladi, agarda ixtiyoriy e >  0 soni uchun shunday N  sonini 

ko'rsatish mumkin bo'lsa, bunda n , m >  N  natural son va ixtiyoriy x 6 (a, b) 

lar uchun

tengsizlik bajarilsa.

(2) funksiyalar ketma-ketligi (a, b) oraliqda kuchsiz yaqinlashadi deyiladi, 

agarda ixtiyoriy uzluksiz f { x )  funksiya uchun

6

limit mavjud bo‘!sa.

(a, b) oraliqda aniqlangan uzluksiz funksiyalar sinfini qaraymiz. Yaqinla- 

shuvchi ketma-ketliklar o‘rganilganda, odatda, limit elementlar kiritiladi. 

Tekis yaqinlashishda limit element ham aynan shu funksiyalar sinfiga tegishli 

bo‘ladi. Biroq bunday holat o‘rta kvadratik ma’noda va kuchsiz yaqinlashish- 

larda hamma vaqt ham o'rinli bo'lavermaydi. Agar limit element qaralayot- 

gan funksiyalar sinfiga tegishli bo!lmasa, u holda. dastlabki sinf kengaytirilib, 

limit elementlar bu sinfga kiritiladi. Bunda kengaytma. sinf sifatida dast­

labki va limit elementlar to‘plami tushuniladi. Kengaytm.a tushunchasi bilan, 

masalan, haqiqiy sonlar nazariyasida duch kelish mumkin: irratsional sonlar 

ekvivalent ketma-ketligi sinfi orqali aniqlanuvchi limit elementlaa- tarzida ki­

ritiladi. Kuchsiz ma’noda yaqinlashishdagi limit elementlar haqida fikr yurit- 

ganda,, ikkita {« „ (a ; ) }  , {« „ (a ;) } ketma-ketliklar bitta limit elementga yaqin-

\un{x) -  wm(a;)| <  s

b

a

a
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lashadi deyiladi, agarda bu ketma-ketliklar ekvivalent bo‘lsa, ya’ni quyidagi 

{un(x )  — vn{x )}  ketma-ketlik riolga kuehsiz yaqinlashsa:

1.3 Umumlashgan funksiya tushunchasi. 

Regulyar va singulyar funksiyalar

Quyidagi ta’riflaxni kiritamiz:

T  a ’ r i f. / : D (M) > C — akslantirishga D {R ) da funksional deyiladi, 

bu yerda C - kompieks sonlax maydoni.

/ funksionalning ip 6 D (K ) funksiyadagi qiymati (/, ip) bilaii belgilanadi.

Ta’rifga, asosan kompieks son.

T  a ’ r i f. Agar ixtiyoriy €. D (R )  va a ,ß  6 C lar uchun

tenglik o'rinli bo‘lsa, / : D (R ) —> C funksional chiziqli deyiladi.

T a ’ r i  f. Agar Z?(R) da nolga intiluvchi ixtiyoriy funksiyalar ketma- 

ketligi {ipk(x)} G D (R ) uchun k —> oo da (f,<pk) —> 0 bo'lsa, / : D (R ") —>

C funksional uzluksiz deyiladi.

T  a ’ r i f. Chiziqli, uzluksiz / : Z)(R ) —► C funksionalga umumlashgan 

funksiya deyiladi.

D 1 =  JD'(R) orqali barcha umumlashgan fimksiyalardaii tuzilgan to'plamni 

belgilaymiz.

Agar ixtiyoriy fj,, x € C sonlar va umumlashgan / va g funksiyalarning 

ß f  +  X9 chiziqli kombinatsiyasini ixtiyoriy ip € D  lar uchun

a

(/, aip +  ßi>) =  a ( f ,  (p) +  ß ( f ,  i>)

(m/ +  X9, <P) =  K f>  <p ) +  X(9, <p)

tenglik bilan aniqlansa, Z )'(R ) to'plam chiziqli bo!ladi.
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H f  +  X9 funksionalning D  da chiziqli va' uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz. 

Haqiqatan ham, agar <p € D, ijj € D  va a ,ß  - kompleks sonlar bo'lsa, u 

holda ta’rifga ko'ra

(M/ +  X9> oap +  ßip) =  ¡x (/, aip +  ßip) +  x  (ff, atp +  ß ijj) =

=  a [fi(f, <p) + x(ff, <£>)] + ß [m(/, VO + x(g, i>)\ =

=  « 0 /  +  X<7, 95) +  /30/ +  X9, ip)

tengliklarga ega. bo'lamiz. Bu esa., +  \9 funksionalning chiziqli ekanli­

gini anglatadi. Uzluksizligi esa, /, g funksionallarning uzluksizligidan kelib 

chiqadi: agar cpk € D  ketma-ketlik k —>■ co da 0 ga intilsa, u holda k —> 00 

da

0 /  +  X9; Vh) =  M (/. +  X (;9, <Pk) “ > 0

bo'ladi.

D ' da yaqinlashishrii kuchsiz yaqinlashish kabi kiritamiz: Agar ixtiyoriy 

ip (z D  uchun k —?• 00 da (/&, (p) —» (/, y?) bo'lsa, umumlashgan funksiyalar 

fk € £>' ketma - ketligi / € D '  funksiyaga yaqinlashadi deyiladi. Bunday 

holda, D '  da fk —> f ,  k —> 00 kabi yoziladi. D '  chiziqli to'plam unda 

aniqlangan yaqinlashish bila.11 D ' umumlashgan funksiyalar fazosi deyiladi.

Lokal integrallanuvchi funksiyaning ta’rifini n — o'lchovli funksiya uchun 

keltiramiz.

T  a ’ r i f. / : R " —> K  funksiya ixtiyoriy chegaralangan Q C 

R.n to'plam uchun u Q da absolyut integrallanuvchi bo'lsa, u R da lokal 

integrallanuvchi deyiladi.

Bu ta’rif yanada tushunarli bo'lishi uchun uni bir o'lchovli hol uchun 

quyidagicha ta’riflaymiz: R da barcha lokal integrallanuvchi funksiyalar to'p- 

lamini Lj0C(R.) ko'rinishda belgilaymiz, u holda

b

L ^ '(R ) =  {/  : R  -+ C : J  \f(x)\dx <  00} ,
a

bu yerda a, b— chekli haqiqiy sonlar.
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Keyinchalik biz qiymatlari haqiqiy sonlar to'plami R  ga tegiahii bo‘lgan 

funksionallanii qaraymiz.

M  i s o 1. Faraz qilaylik, f ( x )  K da lokal integrallanuvchi funksiya 

bo'lsin. U holda. ixtiyoriy ip € D  (R.) uchun

(/, V3) =  j  f (x ) ip (x )dx  (3)

K

funksional chiziqli va uzluksizdir. Shuning uchun bu funksional umumlash- 

gan funksiyadir.

T  a ’ r i f. Lokal integrallanuvchi funksiya yordamida quriladigan 

umumlashgan funksiya regulyar umumlashgan funksiya (yoki regulyar funksiya) 

deyi- ladi.

T e o r e m a  (Umumlashgan regulyar funksiyaning umumiy ko'rinishi).

(3) ko‘rinishdagi funksional (regulyar) umumlashgan funksiyadir.

I  s b o t. / akslantirishni chiziqliükka tekshiramiz. Ixtiyoriy <pu<P2 6 

D (K ) va o.i, a2 € C lar uchun

(/, « m  +  « 2^ 2) =  J  f (x ) {a i (x ) (p i (x )  +  a2(x)ip2(x ) )dx  =

=  ai / f(x)<pi{x)dx +  «2 / .f{x)<p2(x)dx =  ipi) +  a2( f ,  (̂ 2)-

R R

Endi / akslantirishning uzluksiz ekanligini ko'rsatarniz. Faraz qilaylik, 0 ga

intiluvchi {(rcr,.}^L1 asosiy funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo!lsin. D  dagi

yaqinlashish ta’rifiga kö'ra, shunday M  >  0 soni mavjudki, ketma-

ketlikdan barcha funksiyalarining tashuvchisi [—M , M ] kesmada yotadi. / €

L]0C(1R) shaxtdan quyidagi o‘rinli,

M

0 <  P  f =  J  \f(x)\dx <  00.

- M

Endi, istalgancha kichik e >  0 soni berilgan bo'lsin. 1 ning tekis

yaqinlashuvchi ekanligidan shunday N  € N son topiladiki, n >  N  lar uchun
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baho bajariladi. Bundan esa, ixtiyoriy n >  N  larda

M

<  max
xe[-M,M]

M * ) l  J  If ( x )\dx < p ^ j - P < e

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

T  a ’ г i f. Regulyar bo'lmagan umurnlashgan funksiyaga singulyar 

umurnlashgan funksiya deyiladi.

M  i s о 1. Ixtiyoriy p {x ) € D (R7‘) funksiyalarda (S (x ), <p(x)) =  <p(0) 

tenglik bilan aniqlangan ¿(ж) funksionalni qaraymiz. Bu funksional chiziqli 

va uzluksizdir. Demak, u umurnlashgan funksivani aniqlaydi. S(x) umum- 

lashgan funksiya singulyardir. Uni (3) ko'rinishda hech bir lokal integralla- 

nuvchi / funksiya yordamida ifodalab bo'lmasligini ko‘rsatamiz. Faraz qi- 

la.ylik, bunday funksiya, mavjud bo'lsin. U holda, ixtiyoriy ip £ Z?(M) uchun

R

tenglik o‘rinli, ya’ni

R

ip(x) =  u/^x) deb, ushbu

к

ifodaga ega bo'lamiz. f ( x )  lokal integrallanuvchi ekanligi uchun
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Bu tenglikdan 0Jh(x) <  x 6 ( —h,h )  ni hisobga olib, quyidagilarga ega

bo‘lamiz:
h. h

J  f(x)tp(x)dx <  J  \f(x)\\(p(x)\dx — ~ ,J  \.f(x )\dx-
K -h  -A

Bu yerda ft 0 da, limitga o‘tsak, j  <  0 ko'rinishdagi ziddiyatga ega 

bo'lamiz. Demak, S funksiyani (3) ko‘rmishida ifodalab bo'lmas ekan. 6(x) 

funksiya "shapkaoha" Wh(x) funksiyasining h —> 0 da umumlashgan funksiyalar 

fazosidagi limiti ekanligini isbotlash qiyin emas. Buning uchun, ixtiyoriy 

tp G D  uchun

lim / ujh{x)ip(x)dx =  ip(0) 
h-> o J  

R
tenglikning bajarilishini ko‘rsatish kifoya. Haqiqatan ham, <p(x) funksiya- 

ning uzluksizligidan, ixtiyoriy r¡ >  0 soni uchun shunday ey >  0 soni mavjudki, 

barcha {x  : |a:| <  e} lar uchun \tp(x) — <¿>(0)| <  r¡ tengsizlik o‘rinli. iJh{x ) 

funksiyaning xossasidan foydalanib,

j  (x>k{x)ip(x)d,x — (/5(0) <  J  u)h,(x)\tp(x) — tp(ti)\dx <  r/ J  uik(x )dx — rj

R M R

ifodaga ega bo'lamiz. Bu esa yuqoridagi tenglikni isbotlaydi. Formal ke- 

lishuvga asosan ó(x) funksiya uchun

(í(a-), ¡p(x)) =  J  S(x)tp(x)dx

R

yozuv ishlatiladi. Bunga asosan, ixtiyoriy tp € D  uchun:

/ 5(x)tp(x)dx =  <p(0). (4)

Eslatma. (4) tenglik x  =  0 nuqtada uzluksiz ixtiyoriy tp(x) funksiya 

uchun ham o'rinli.

M  i s o 1. Ushbu ixtiyoriy tp € D  uchun

( A , « )  = v .p .  lim í
\ X  ' / J X e->+0 J X

R
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tenglik bilan aniqlangan chiziqli p~ funksionalni qaraymiz. Bu funksional- 

ning uzluksizligini isbot qilish uchun D(M ) da щ  —> 0, к -> oo ketma- 

ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlik uchun (pk(x)  =  0, jæj >  M  va D aipk(x)

О, к —)■ oo munosabatlar o'rinli. Shu bilan birga

\( 1 \í i f  <Pk(x), 
=  IV'P- / dx

=  j[—M, M ] kesmadan tashqaridat/j(.x) == 0 =  

f  <Pk(x) — +  <Pk(0) j J  Lagra.nj formulasiga ko;ra— I X). I) • / ——————————————————————— ! —
I J X I

R

I f  xtp'kiCj J , [  4>h(0) J I ^=  \v.p. I — —— <ra +  v.p. / -——  dx\ <
I J X J X I

К R

M

<  I  \ip'k(Ç)\dx <  2M  max \ip'k(x)\ —>■ 0, к —» oo.
J M<Af

—M

Demak, umumlashgan funksiya. Uni (3) ko'rinishda lokal 

integrallanuvchi funksiya yordamida ifodalab bo‘Irnasligini oldingi misoldagi 

kabi osongina ko'rsatish mumkin. p^—funksiya ham ¿¡(a;) kabi 

singulyar umumlashgan funksiyadir. Unga j  integraJining bosh qiymati de- 

yiladi.

M  i s о 1.

v.p. Í  ï f e i d x -  f “  y W .- y (0 )f c  
J X J -A Í ж 
R

tenglikni isbotlaymiz. <р(х) funksiyaning finitligidan
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Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralda bosh qiymat belgisini 

tashlab yuborish mumkin, ikkinchi integral esa nolga teng.

Yuqoridagiga o'xshash p funksionalning ham umumlashgan funksiya 

ekanligini ko'rsatish mumkin. Buning uchun, quyidagi munosabatdan foy- 

dalanish yetarli: ixtiyoriy n  € N va <p € D  lar uchun

1

, P . f -  .... -------------- dx 4gf lim /
y  J  Xй t - W  J

---------- dx.
X "

Quyidagi, ixtiyoriy tp £ D (K ) uchun bajariladigan muhim tenglikni isbot 

qilamiz:

„m =  +  [ ' £ & .
c->+0 J X +  l€ W  J X

К R

Haqiqatan ham, agai' |x| >  M  lar uchun <p(x) ■= 0 bo‘lsa, u holda

lim f  ^ - d x  =  lim [  ^ f^ tp (x )d x  =
<->+o J x  +  ie Í-.+0 J x2 +  e2

R -R

R _ R

=  tp(0) lim f  ~ — %(p(x)dx +  lim j  ~ — ^z[<p(x) — ip(<S)\dx =
6->+o J X +  ё  ’  e->+0 J ж2 +  e2 V J

- Д  - Й

—2гм(0) lim arctg — I- / ---- :----------dx =
е-н-о e J X

-R

Tip(0) +  v.p. j  -
X

Demak, ketma-ketlikning e +0  dagi limiti Z)(]R) damavjud екал. Uni 

bilan belgilasak, bu limit — mS(x) +  p~ ga teng bo‘lar ekan. Shunday

qilib,
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Xuddi shunga o‘xsha.sh

Oxirgi ikkita tenglik kvant fizikasida keng ishlatiladi va ular Soxotskiy for- 

mulalari deyiladi.

T  a ’ r i f. Ixtiyoriy ip(x) e  D(lRri), supp^(a;) C Q  uchun =  0 

bo'lsa, umumlashgan f ( x )  funksiya. Q ochiq to'plamda nolga teng deyiladi.

Bu ta’rif umumlashgan funksiyaning tashuvchisi tushunchasini kiritishga 

imkon beradi.

T a ’ r i f .  f ( x )  =  0 tenglik bajariladiga.ii barcha ochiq Q  C 

Kn to'plamlar birlashmasiga /(re) funksiyaning nol to'plami deyiladi, lin­

ing R " gacha to'ldirmasi umumlashgan funksiyaning tashuvchisi deyiladi va 

suppf ( x )  kabi belgilanadi.

Ta’rifdagi suppf ( x )  to‘plamni quyidagicha yozish mumkin.

qiyin emaski, bu funksiyaning nolga aylanadigan nuqtalar to'plami (-o o , 0)U 

(0,oo). U hold a (5) ga. ko‘ra suppJ(a:) =  {0 }.

supp^ =  R "/ {Q  : v\q =  0 }

funksiyani qaraymiz. Anglash

T a ’ r i f .  Agar umumlashgan n - o'zgaruvchili f ( x )  funksiyaning 

tashuvchisi e.hegaralangan bo'lsa, u H.u fazoda fin it deyiladi.
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4-chizma. Klassik va umumlashgan funksiyalar to'plamlari.

1.4 v ö — shaklli" ketnia - ketliklar. Misollar

T  a ’ r i f. Agar

1) har bir k 6 N uchun hk : R'* > R funksiya R " da integrallanuvchi;

2) ixtiyoriy x G R“ va k G N lar uchun hk >  0 tengsizlik o'rinli;

3) har bir k G N  uchun shunday t'k >  0 sonlar topilib, bunda —> 0, k —>• oo 

da, |:/;| >  Ek tengsizliknini qanoatilantiruvchi barchaa; G Rn lar uchun hk — 0 

o'rinli bo'ladi, bu yerda k -■■■> oo da e —> 0;

4) barcha k G N  lar uchun

I  hk(x)dx =  1 

K»

bo'lsa, R " fa,zoda aniqlangan haqiqiy o'zgaruvchili funksiyalarning



” d— shaklli" ketma -  ketliklar 33

ketma-ketligi ”8— shaklli" deyiladi.

T e o r e m a .  Aytaylik,

hi, h i , . . . , hk,...

funksiyalar ketma ketligi ” 8— shaklli” bo‘lsin. U holda,

lim hk(x) =  5(x)
k - *O C

bo'ladi, bu yerda limit umumlashgan funksiya ma’nosida tushimiladi, ya’ni 

D '  ( « " )  da.

I s b o t. Faraz qilaylik, <p— ixtiyoriy asosiy funksiya bo'lsin. Umum­

lashgan funksiyalar ketma-ketligi limiti ta’rifidan va h  ̂ asosiy funsiyaga in­

tegral yordamida ta’sir qiluvchi regulyar umumlashgan funksiya ekanidan 

foydalanib. quyidagi tenglikni yozishimiz mumkin:

I lim hk(x),tp(x)\ =  lim (h-R(x), <p(x)) =  lim / hi(x)ip(x)dx  =
V k—too / /c—>00 k—>0C J

Rn

=  lim / hk(x)tp(x)dx. (6)
&-->oc J

M <£*

Bizga, matematik tahlil kursidan ma’lum bo‘lgan o'rta qiymat haqidagi teo- 

remaga ko'ra va, ” 8—shaklli" ketma-ketlikning 3 va 4 - xossalaridan foy- 

dalanib, (6) formuladagi oxirgi ifodani o'zgartiramiz:

lim <p(xk) / hk(x)dx =  lim <p(xk) / hk{x)dx =  
k-> oc J k->oo J

|x|<£fc K"

=  lim <p(xk) =  <p(0) =  (8, <p),
K-* 00

bu yerda Xk £ {|£¡ <  ejJ sharning biror nuqtasi.

Shu tariqa lim h  ̂ va <5 umumlashgan funksiyalar istalgan asosiy <p(x)
k—>OC

funksiyaga bir xilda ta’sir qiladi. 0 ‘z-o‘zidan bu umumlashgan funksiyalar 

ustma-ust tushadi. Teorema isbot bo‘ldi.

M  i s o 1 1 a r.
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I. n — 1 bolsin. Quyidagi funksiyalarning e —s- +0 da S(x) ga intilishini 

isbotlang:

L I) h£(x) -  • e- ^ ;

I.2) /fe(x) =  • J2—3-

II. t —> +00 quyigagilaniing o'rinli ekanligini ko'rsating:

II I ) : ;S  2« á (x ) ;  11.2) -> 0; II.3 ) ^ 0;

И-4) S ï ï  —2mS(x).

Yuqoridagi munosabatlarni isbotlashga o'tamiz.

1.1) ni ko'rsatishda (1.9) formuladan foydalanamiz. Bunda

1 ¿г
hk{x) =  7T7== ' e 4‘ ‘2y/nek

I'ji Umy,. Ilitqiqat&n ham,

/ l  г2 \ f  1 si
lirri ( — — -  • e iek m(x) I =  lim / ■---- - e 4c* ■ <p(x)dx —
fc-MO \ 2 J M i  / Í:-íooJ 2у ,ТС^

R
f  1 ___ *L_ 1

=  lim 9?(efc) / ----7=  • e dx =  lim ^ (e * )— = =  • г-у/те* =
fe-400 ,/ fc—>00 ZyJITSk

Ж

=  <p(0) =  (S{x),tp(x)).

Shu kabi 1.2) ning o'rinli ekanligini ham ko'rsatish mumkin. Bunda

£fc
hk(x)

7Г X2 +  £ I '

=  lim ( -  ■ ---ó, </?(x)) =  lim / -  • ' 'A x )dx —
k-их \7г X2 +  e| 4  k->oc J 7Г x2 +e|

H

lim wfefc) / — • - 7̂ —sdx =  lim w(e*) / — ---------—5-----dx ■■
к-Уоо íy  7Г X2 +  s ( к ^ Л J  7Г / jr_\ i -j

К К ^  /



” ô— shaklli" ketma - ketliklar 35

=  lim ip(e¡t )— • — • 2 arctan-— =  <p(0) =  (8(x).tp(x)).
к-Уоо 7Г £f~ Ek

Endi misollarning ikkinchi qismidagi munosabatlarning o'rinli ekanligini 

ko'rsatamiz:

II.1) ni isbotlash uchun

¿jixt çixt
lim —— :---- » 2ttiö (x )

X — iO c—>—0 X +  ie

ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun, f c(x) =  ^  funksiyalar ketma- 

ketligining kuchsiz limitini hisoblaymiz. Kuchsiz limitning aniqlanishiga 

ko‘ra, istalgan uzluksiz ip(x) funksiya uchun bajariladigan ushbu

( j i ™ fe(x),<p(xŸ) =  lim / f e(x)<p(x)dx

tenglikdan foydaianamiz. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan 

ma.‘lum bo!lgan Eyler formulasiga asosan

elxt / cosxt . s in x t \------ - — i ------ — %-------- ),
х  +  ге \ x  +  is  x  +  is  / 

bo'ladi. Bundan foydalanib,

(  lim / , ( * ) , „ )  -  (  lim Æ  +  i “ ÏÏË \  r f , ) )  .
Ve~y~0 4 ' ’ V  \ e- t - o \ x  +  i£ х  +  г£У )

( cosxt , ,\ / s in x t  , ,\

= \7 = l ö M x ) )  + Í ^ ¡ r o M x ) )  =: Jl +  J2-
limitni hisoblaymiz, bu yerda Jb J2 lax orqali mos ravishda oxirgi tenglikdagi 

birinchi va ikkinchi qo'shiluvchilar belgilangan. Soxotskiy

1 1
—  =  ipiirö(x) 4- V -

X ± i 0  x

formulasidan foydalanib, yuqoridagi ifodalarni soddalashtiramiz:

T f  cosxt . Л

— (cosxt(гтг6(х) +  V - ' j , =  (j .ttS(x ) +  cosxt ■ V —, <fi(x)j =
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=  (m&{x), +  (cosxt ■ p i ,  <р(х)^ (7)

ekanligi uchun (cosxt ■ ni alohida hisoblaymiz.

Lagranjning chekli orttirmalar haqidagi teoremasiga ko'ra

ip(x) =  <¿>(0) +  xip'(£), £ € (0, x)

ekanligidan foydalanib,

(cosxt ■ V - ',  v?(.x-)) =  lirri ( / + / )  — -(<^(0) +  xip (Ç))dx
_ \-oo e )

/« 4 ,. I  Í  COS xt 1 f  cos  xt  , \  ,

= ^ ! í i no 1 ~ i r d x + J  — H  +
Voo Í' /

I liin ^ J  cos xtip(Ç)dx +  j  cos xttfi(^)dx^ .

liirinchi qavsdagi integrallar integral osti funksiyasi toq bo'lgani uchun nolga 

teng. Ikkinchi qavsdagi integrallar t oo da nolga intiladi. Shunday qilib, 

(7) ga asosan

Л  =  =  {™ ö{x ),4>{x)).

J2 ni hisoblashda ham Soxotskiy formula,sidaii foydalanamiz:

J2 =  + P ^ ,y ? (a : ) )  =

isinxt ■ V~,  =  ¿ lim  J  Sin% {x)dx =

\x\>e

—£  OO

=  i l im (  [  ^ ( 0 ) * +  / “ * , ( 0 ) * )  +  
<r->o V J x  J x  /

-oc

— E  OO

+ i  lim  (  j  sinxttp (Q dx +  j  sinxt(p (Ç)dxJ =
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/* s'/V? 'vf.
=  ¿¡£>(0) I  ——— dx — in<p(0) =  m (S (x ),  ip(x))

—oo

Natijalarni umumlashtirib,

eixt
l im ------— =  J\ +  J2 =  2 iirö(x).
t->00 a; — гО

formula o'rinli ekaniga ishonch hosil qilamiz.

II.2) funksiyaning £ —» —0 dagi kuchsiz limitini liisoblaymiz. 

Yuqoridagiga o!xshash mulohazalar yuritib quyidagilarga ega bo'lamiz:

/ cosxt . \ ,/s inx t , Л
~  ( ^ 7 0 - ф ) )  - = *  +  * •

Soxotskiy formulalaridan foydalanib, hisoblashlarni davom ettiramiz:

Ji =  93(3;) j  =  ^cosa;f ̂ ¿7r<5(a;) +  =

=   ̂̂ ¿7rá(a') +  cosxt ■ “P -~ j , <p(xj) —

=  ( íttó(x ). <p(x)) +  (cosxt • V - ,  v {x )^  = : Jn +  Jn-

1.1 ) misolda Jn  =  ( cosxt ■ V j ;, <p(x)) =  0 ekanligi ko'rsatildi.

J-2 ni hisoblaymiz:

J2 =  <p(x)j =  (  -  is inx t ( in0 (x )  +  , ¥>(ж)) =

=  —i lim£—>—0

=  —1 lim [  =
e-*-0 J X 

|г|>е

[ J  [^ (0 ) + Ж • <¿>'(£)] áa;+
—oc

j  +  ж • =

—00

+OC

+
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+00 -+-0O

■¿jv?(0) I  Sm- clx + J  sinxtip (()ds

+OO

=  -¿¡¿>(0) J  - -^^ -dx — -¿7r<¿>(0) =  (~m S (x ) ,  ip(x)) ;

- О С

01inga.ii natijalarni umumlashtiramiz:

J\ +  J‘2 =  Л 1 +  h  =  (гтг6(х)1 </?(x)) +  (—wr<5(a:), <¿>(2:)) =  0.

Demak,
g —ixt

l im ------— =  0.
t-мо X — гО

11.3) —  funksiyalar ketma-ketligining /; -> oodakuchsiz limitini hisoblay- 

nm  Hunda hum yuqoridagiga o'xshash mulohazalar yuritib, quyidagilarga 

oga bo'lami/:

(,/; Ф ) )  =  (  Д т  ( - ^ 1  +  ¿ 1 ^ 1 ) , *>(*)) =

Ji =  > ¥,(a;) )  =  ( cosa;i(  -  i7ràO ) + .  ^0*0) =

=  ( - i i r ô (x ) ,  <p{x)) +  (casxt ■ V ~ ,  ip(x) j  =  l u  +  /12; 

bunda Ju =  (-Í7r¿(a;),^(a-)) ga teng.

J12 =  (cosxt ■ V —, <p{xŸj =  0 

ekardigi II.2) misoldagi kabi ko'rsatiladi. J2 ni hisoblaymiz.

J2 =  ‘¿’O'O) =  ( is inx t(  ~  in5{x) +  , ip(x)J =

=  ( is inxt ■ V-,^p(xŸj =  (¿7ró’ (a:),í^(a:))

ekanligini II.2) ga o'xshash ko'rsatiladi.

Shunday qilib,

■h +  h  =  Л 1 +  J2 =  (-¿7r¿(x), y»(a;)) +  (¿irá(x),v?(a:)) =  0.
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Bundan esa
eixt

l im ----- — =  0
i-»oo X +  IV

tenglik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

И.4) funksiyalar ketma-ketligining t  -> oo da kuchsiz limitini hisoblay- 

rniz. Bu misolda ham yuqoridagiga o'xshash mulohazalar yuritib, quyidagini 

olamiz:

Soxotskiy formulasidan foydalanib, hisoblashlarda ifodalarni soddalashtiramiz: 

Ji =  =  ( œ sx t (  ~  i7rÄ(x ) +  P l ) > V (x ) )  =

=  ~  гп8(х) +  cosxt ■ 'P—̂ j, =  

=  ( - i i r ó (x ) ,  <p(x)) +  (cosxt ■ V - ,  ip(x) j  =  (-ÍTTÓ(x), <p{x))\

bu yerda (cosxt ■ V^,ip(x)^ =  0 ekanligi va J2 =  —

(-m 5 (x ) ,<p (x ) )  ekanligi oldingi hisoblashlarda ko‘rsatiIga,n edi. Shuning 

uchun,

■h +  J‘2 =  J11 +  J2 =  ( —ÍTtó(x),tp(x)) +  ( —iirö(x ), ip (x )) =  (—27ri6(x),ip(x))

va.

l im ------— =  —2тг iS(x).
t-у00 X +  гО

6 - funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasi.

{—I, 1) oraliqda aniqlangan funksiyalardan iborat ushbu

mnxo mirx . тжхо . mnx
COS----;----COS — ;------ (- S in ---- ;----Bill — ;—
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yoki kompleks ko'rinishdagi

Sn(x  -  xo) =  5 2  exp { im J (x ~  x° ) }
|m|<n

funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz.

Osongina ko'rsatish mumkinki, Purye qatoriga yoyiluvchi ixtiyoriy g (x )  

funksiya uchun
í

lim / 5n{x -  x0)g(x )dx =  g(x„)
n->00 J  

- l

tenglik bajariladi. Bu tenglik Purye qatoriga yoyiluvchi { g (x ) }  funksiyalar 

siníida yuqorida aniqlangan ón(x —xo) ketma-ketlik bo‘sh yaqinlashish ma’nosi- 

da " ó —shaklli" ketma-ketlikka ekvivalentligini ko'rsatadi, ya’ni

. 1 1  víih . .
6{x -  xQ) =  — +  y 2 ^  eos — {x -  xü).

777.=1

Shu nuqtayi nazardan, ushbu

OC

5{x -  x 0)  =  ^ 2  <Pn(x)<Pn{xn), (8 )
rn— 1

S(x

OC oo

c -  a?o) =  “ “ / =  — / cos^(a; -- (9)
Z7T J 7T J

— o o  0

hain o‘rinii bo!ladi. (8) formulada {y>n(:r)} — biror (a, 6) oraliqda. aniqlangan 

ortonormal funksiyalar sistemasi

1.5 Umumlashgan va cheksiz 

diíferensiallanuvchi fiinksiyalaming 

superpozitsiyasi

f ( x )  — R're da aniqlangan, lokal integrallanuvchi funksiya va y =  ui(x)— 

cheksiz marta diíferensiallanuvchi maxsus bo‘lmagan  ̂det ^  0 j
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ni o'ziga akslantiruvchi vektor funksiya bo'lsin. U bolda ixtiyoriy cp(x) <E 

£>(R” ) uchun quyidagi tengliklar o'rinii:

( f (uj (x) ) ,<p(x) )  =

=  J  f (u ( x ) ) <p (x )dx=  I  f ( y M ^ ( y ) ) \ é e t  — dy =
Rn Rn

=  ( f ( y ) ,  ^ ~ \ y ) )  j dort -

y a’ni

( f {w{x) ) ,  <p(x)) =  Çf(y), ^ - \ v ))\det ^ ¿ ¡ “ |) ^

ip(w_1(î/))| det € D{K »)

ekanligi sababli bu tenglikni berilgan f ( x )  funksiya bo'yicha umumlash- 

gan f ( u ( x ) )  funksiyani aniqlash uchun ishlatish mumkin. Xususan, x =  

Ay +  b, det 4 / 0  maxsus bo‘Imaga.n R " ni o'ziga akslantiruvchi chiziqli 

almashtirish bo‘lsa,, u holda ixtiyoriy <p € D  lar uchun

( f ( A y  +  b), tp) =  j  f  {Ay +  b)ip(y)dy =

Rn

=  \ À â J  =  J î k j $ U '  ,plA" (z -
â»

Shunday qilib. yuqoridagi tenglikka asosan,

/ (( , 9 + 6W). (/, f ! d M )

munosabat o'rinli.

T  a ’ r i f . Umumlashgan f (uj (x) )  funksiya deb, qiymatlari <p G D(M.n) 

funksiyalaida (10) tenglik bilan aniqlanadigan funksiyaga aytiladi.

M i s o l .  n — 1 bo'lsin. S(x — x°), x° € R  funksiyani aniqlaymiz. (10) 

formuladan ixtiyoriy ip G D (R ) funksiya, uchun

(ô(x -  x°) , ip{x) )  =  (S(y),ip(y +  x0) )  =  (p(x°)
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tenglik o'rinli, ya:ni S(x — x °) quyidagi tenglik bilan aniqlanadi:

(S(x -  x°), ip(x)) =  tp(x°).

M i s o  1. 6(x) =  S(—x)  ekanligini ko'rsatamiz.

Ixtiyoriy ¡p G D ( R )  uchun

(5 ( -x ) , i p ( x ) )  =  ( S ( x ) , i p ( -x ) )  =  tp(Q) =  (S(. x),<p(x))

ekanligidan yuqoridagi tenglik kelib chiqadi.

M i s o  1. n e N  va w~l (0) =  Xa e R » bo'lsin. U holda,

6(ш(х)) =  T----- j  • Ó(x -  Xa).
[ d e t ^ l

Bit tenglikning chap va o‘ng tomonidagi funksiyalarning qiymatlari asosiy 

funksiyalarda ustma-ust tushishini ko'rsatamiz. Haqiqatdan ham, ixtiyoriy 

ip(x) € D ( W l) uchun

(ó(u(x)),<p(.r )) =

=  (<% ), <p(u~L(y)) I dêt [) =  yj(^~1(0))j det =

=  tp(x°)-¡-------------? =  ( 7------------ r i (*  — a'0), ¡p(x) j
| d e t ^ j  V | d e t ^ |  7

tengliklar o‘rinli. Bu esa talab eiilgan tenglikni isbotlaydi.

1.6 Umumlashgan funksiyalarning dekart 

ko‘paytrnasi va cheksiz diiferensiallanuvchi 

funksiyalarga ko‘paytmasi

f ( x )  va g(y) lar mas ravishda Rn va TBLm fazolarda aniqlangan umumlash­

gan regulyar funksiyalar bo'lsin.

T a ’ r i f  (umumlashgan regulvar funksiyalarning dekart ko‘paytmasi). 

сp(x,y)  € £>(Rn+TO) funksiyalarda aniqlangan

( f ( x )  ■ g{y), p{x, y) )  =  ( f ( x ) ,  (g(y), <p(x, ?/))) (11)
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formula bilan berilgan funksionalga f ( x )  iva g(y) umumlashgan funksiyalar- 

ning Dekart ko'paytmasi deyiladi va f ( x )  ■ y(y) kabi belgilanadi.

T  e o r e m a (Umumlashgan funksiyalar Dekart ko'paytmasining 

korrektligi haqida). Ixtiyoriy / £ D '(R ") va g £ Z),(Mm) ! buyerdan ,m  £ N, 

lar uchun / • g £ D '(R n+m) o'rinli.

Teoremani isbotlash uchun ta’rifning korrekt ekanligi, ya’ni (11) teng- 

likning o'ng tomoni haqiqatdan ham D (R 'l+m) da chiziqli va uzluksiz funk- 

sional ekanligini ko'rsatamiz.

Dastlab quyidagi lemmani keltiramiz.

L e m m a .  Ixtiyoriy g(y) £ D ’ (Rm) va ip(x,y) £ D  (Rrl+m) lar uchun 

ijj(x) =  (g{y),ip (x,y)) funksiya D  (Rn) sinfga tegishli, bunda barcha a  lar 

uchun

D aTp(x) =  (g (y ) ,D “ ip (x ,y )). (12)

Shuningdek, agar (pf. D  (Rn+m) da k oo lar uchun nolga yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik bo'lsa, u holda D  (Rn+m) da k —> oo lar uchun

i ’k(x) =  (g(y),<Pk(x,y)) -+ 0

bo'ladi.

Isbot. Har bir x  £ Rn uchun tp(x, y) £ D(JSLm)  bo'lgani sababli ip(x) 

funksiya R " da aniqlangan. Uning uzluksiz ekanini ko'rsatamiz. x  ni tayin 

qilib, k —> oo da Xk —>• x  ketma-ketlikni olamiz. U holda R m da k —> oo lar 

uchun

V{xk,y) - *  <p(x,y), (13)

<p(x,y) £ D ( R n+m) bo'lgani sababli supp<p(xfc, y) to'plam Rm da chega- 

ralangan va k ga bog'liq emas hanida. barcha ß la.r uchun

Vy<fi(xk,y) =t D$ipk(x,y ), k -+  oo, y £ Rm.

g(y) funksional Rm da uzluksiz bo'lgani uchun (13) dan ij>{x) funksiya- 

ning x  nuqtada uzluksiz ekani kelib chiqaxli:

i>(xk) =  (g(y),<p{xk,y)) -> {g(y), <p(x, y)) =  il>{x), k oo.
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Endi (12) formulani isbotlaymiz. Buning uchun x  ni tayin qiiib, hi — 

(0, • • • , h, ■ ■ ■ , 0) (h soni hi vektorning i —komponentasi) belgilash kiritamiz. 

U holda da h —» oo lar uchun

x['.’ (У) =  \  Ы х  +  У) -  У)}

!р(х, у) € D  (®m) bo‘lgani uchun Xh\y) funksiyalarning tashuvchisi ft.ga 

bogliq boimagan tarzda Km da, chegaralangan va barcha./? lar uchun.

D ßx f ( y )  =

=  -» [D f o ( x  +  h ,  y) -  D fo (x ,  y)] -4 ~ -, к -> oo, у e  Rm. 

g{y) G D' (Km) ekanligidan /i —>■ 0 lar uchun

-  li-j t — 1 ;- : -  =  ^  { (g (y )M ?  +  Ъ ,у )) -  -

= ,  (л ) ,*»(„>) -  ( л > , ^ )  ■

Bu yerdan (12) formula ж,- koordinata bo‘yicha birinchi tartibli hosila uchun 

o'rinli ekani kelib chiqadi. Shu tariqa, bajarilgan tekshirishlarni hosil qilin- 

gan formulaga yana qo‘llash yo‘li bilan (12) formulaning barcha a uchun 

o‘rinli bo'lishiga ishonch hosil qilamiz. Demak, barcha a lar uchun D aijj(x)— 

R " da uzluksiz funksiya. Shunday qilib. ф(х) € C°° (Rn) . ’~p{x,y) funksiya- 

ning R n+m da finit ekanligidan ф(х) funksiyaning M”  da finitligi kelib chiqadi. 

Demak, ф(х) € jD(R").

Rn+m da к —> oo lar uchun <pk(x, у) —ь- 0 bo'lsin. U holda Krl da к —>■ ос 

lar uchun 'фк(х) —> 0 bo‘lishini ko'rsatamiz. Buning uchun <pk(x,y) larning 

tashuvchisi R rt+m da chegaralanganligidan фк(х) funksiyalarning tashuvchisi 

ham к ga bogiiq bo'lmagan holda Mn da chegaralangan bo!lishini hisobga 

olsak, barcha a  lar uchun

D atyk(%) =3 0, к —> ôo, Mn

limit munosabat o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish kifoya.
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Teskarisini faraz qilamiz: ya’ni bunday bolmasin. U holda shunday £q 

soni, «0 indeks va Xk nuqtalar ketma-ketligi topiladiki, bunda

\Da°i>{xk)\ > £ o ,  *  =  1,2,--- (14)

tengsizlik bajariladi. ipk(x) funksiyalarning tashuvchisi k ga bag'liq bo'lmagan 

holda K”  da chegaralanganligidan Xk ketma-ketlikning ffi”' da chegaralan- 

ganligi kelib chiqadi. Shuning uchun bu ketma-ketlikda.n, matematik t-ahlil 

fanidan ma’lum bo‘lgan Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, yaqinla- 

shuvchi ketma-ketlik ajratish mumkin. —»■ x q , i  -4- oo bo'lsin. 1J holda

D x0(PkJxki,y) =5 0, i  y oo, y €  Rm.

Bu yerdan g funksionalning Mm da uzluksizligiga ko‘ra (12) formuladan 

quyida- giga ega bo'lamiz:

jy ^ k iix k i)  =4 (g (y ), DT<Ph(xh>y)) ■ - *  0, i  -■> oo.

Bu esa yuqoridagi farazimizga, ya’ni (14) tengsizlikka zid. Lemma isbotlandi.

Dekart ko‘paytmailing ta’rifiga qaytamiz. Isbotlanga.ii lemmaga asosan 

barcha ip(x, y) £ D  (R7l+m) lar uchun ip(x) =  (g(y ), tp(x, y)) funksiya D  (Mri) 

sinfga tegishli. Dernak, (11) o‘ng qisini ixtiyoriy f  va g umumlash­

gan funksiyalar uchun ma’noga ega, va demak, D  (lRn+m) da funksionalni 

aniqlaydi. / va g funksionallarning uzluksizligidan bu funksionalning uzluk- 

sizligi kelib chiqadi.

(/, VO funksionalning D  (Rn+m) da uzluksizligini ko'rsatamiz. D  (JRn+m) 

da k —> oo lar uchun ipk —>• 0 bo'lsin. U holda yuqoridagi lemmaga asosan

(g(y),<Pk(x,y)) 0, k ->  oo, y £ ® ra

ekanligi va / funksionalning I )  (Rn) da uzluksizligidan

(g(y ), ¡pk(x,y))) =$ 0, k -> oo

kelib chiqadi. Bu esa (11) tenglikning o‘ng tomonidagi funksionalning uzluk- 

sizligini bildiradi.
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Shunday qilib, f ( x )  ■ g(y) 6 D '  (K n+,n) , ya’ni f ( x )  ■ g(y) - umumlashgan 

funksiya. Teorema isbotlandi.

Umumlashgan funksiyalarning Dekart ko'paytmasi quyidagi xossalarga 

ega:

1) kommutativlik f { x )  ■ g(y) =  g(y) ■ /(#);

2) assotsiativlik [f { x ) • g(y)\ ■ h(z) =  f ( x )  ■ [g{y) ■ h{z)\;

3) supp(/(x) • g{y)) =  suppf ( x )  ■ suppg(y)\

4) D ° D P [ f (x )  ■ g(y )] =  m f ( x )  ■ D ^ (y ) ;

5) a(x)b(y)[f(x) ■ g(y)\ =  [a(x)/(a-)] x [b(y)g(y)j;

6) i f ( x) ■ 9(y)\(x +  X°,V-+ y°) = f ( x + a'°) • 9{y + ?/’)•
Bu xossaiarning isboti (11) tenglikdan kelib chiqadi. Masalan, 2-assotsia- 

tivlik xossasining o‘rinli ekanligini, ya’ni agar f ( x )  € D '  (®n) , g(y)  6 D '  (K™) , 

h(z)  G D ' (K i:) bo‘lsa, [ f ( x )  ■ g{y)\ ■ h(z) — f ( x )  ■ [g(y) ■ fe(^)] tenglik baja- 

rilishini ko'rsatamiz.

Haqiqatan harn, ixtiyoriy (p(x, y, z) € D  (K n+m+&) uchun

(<p{x, y, z), {f (x)  ■ g(y)} ■ h(z))  =  (p(x, y, z), (f ( x ) • g{y)) ■ h{z))  =

= (((^ (z , y, z), f ( x ) ) , g(y) ) ,  h{z))  =

=  (((<p (v >y. * )> / (* ) ) »a(y)) ■ K * ) )  =  (v(®> y-,z ). /0*0 • b (y ) • M *)]) ■

Endi umumlashgan funksiyalarning cheksiz differensiallanuvchi funksiya- 

larga ko‘paytmasini qanday aniqlanishini ko‘rib chiqamiz. a (x) G C°°(Rn) 

va f ( x )  - IET1 da lokal integrallanuvchi funksiya bo'lsin. U holda a{x)f{x)  

ko‘payt.ma ham lokal integrallanuvchi funksiya va ixtiyoriy <p 6 D (R n) uchun 

quyidagi tenglik o'rinli:

(a(x)f{x),<p(x))  =  J  a(x)f(x)<p(x)dx = ( f ( x ) ,a (x ) ip (x ) ) . 

un

Bu tenglik yordamida ixtiyoriy f ( x )  lokal integrallanuvchi funksiyaning 

cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyaga ko'paytmasini aniqlash mumkin.

T  a  ’ r i f. Agar a(x ) f (x )  ko'paytma ixtiyoriy <p € D (W l) uchun 

{a(x)f(x), ip(x) )  = ( f (x),a(x) ip(x))
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tenglik bilan aniqlansa, unga umumlashgan funksiya deyiladi.

M  i s о 1. j ' ( x )  =  5(x), a (x) € C,00(R ), n =  1 bo‘lsin. U holda ixtiyoriy 

ip € -D(R) uchun

(a (x )ó (x ), ip (x ) )  =  (ó (x ) ,a (x )p (x ) )  =  a(0)<p(0) =  (a(O)i(a:), tp(x))

Binobarin a (x )5(x ) =  a (0)£(x').

Xuddi shunga o'xshash

а(х)<5(а; — x°) =  a (x°)ö (x  — x°) (15)

ekanligini ko'rsatish rnumkin.

E s l a t  ma. (15) formula x  =  x° nuqtada uzluksiz ixtiyoriy a(x) 

funksiya uchun ham o‘rinli.

M  i s о 1. 5{x,y) =  <5(x) • ö(y) tenglikni isbotlang.

I  s b о t. Ixtiyoriy <p € £>(Ж2) uchun

(6(x) ■ 5(y),ip{x,y)) =  (6(x), (ö(y),ip{x,y ))  =  (¿(x),v?(:r,0)) =

=  y>(0,0) =  (S (x,y ), ip (x,y )).

E s l a t m a .  x  =  (xu x 2, .... xn) £ M” uchun

5(æ) =  ó (xi, X2, ..., xn) =  S(xi )  • 6{x2) •... • S(xn) (16)

tenglik ham yuqoridagi kabi ko'rsatiladi.

M  i s o 1. xp j  =  1, n =  1 tenglikning o'rinli ekanligini ko‘rsating. 

Haqiqatan ham, ixtiyoriy <p € £>(K) lar uchun

(x̂ ) =(4 txv)=
= Д+о / ~ ~ dx = .1™, J  4>{x)dx =  Jip{x)dx =  (l,tp)

]íc|>€ №.

tengliklar bajariladi.

M  i s о 1.
1 1

xp—  =  p -
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tenglikni isbotlang.

Yuqorida,gi kabi, ixtiyoriy <p 6 D(M.) lar uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

=  lim f
f-t+0 J X 1 \ X J

|*|>e

1.7 Umumlashgan funksiyalarning hosilasi. 

Misollar

Faraz qilaylik, f ( x )  6 C“ (R ), y  € D (R )  bo'lsin. Bo'laklab integrallash

yordamida quyidagi formulaga ega. bo'lamiz:

( f ("\ x ) , ip (x ) )  =  j f ( n\x)<p(x)dx =

R

=  ( - 1 Г  I  f ( x ) ^ n\x)dx =  ( - 1  )" (/ (* ) ,  V»(n)(* ) ) .

R

Shunga o'xshash, n o'zgaruvcliili funksiya holida. ya’ni ar =  (x i , . . . ,xn) va 

/(ж) € Cl“ l, |tt| =  « i  +  o¡2 +  ... 4- a B - multiindeks, сц - manfiy bo'lmagan 

butun soiilar bo'lganda. ixtiyoriy <p(x) € D (W l) lar uchun

D  :== Щ 'д х ? . . . д х % : 

umumlashgan hosila quyidagi formula yordamida aniqlanadi:

(D nf (x ) , ip (x ) )  =  I  D af(x )if i (x )dx  =

Kn

=  ( - 1 )N  Í  f ( x ) D a<p(x)dx =  (-l)M (/ (a ;),2> “ v (a )).

R“

Dernak,

(.D af{x),<p(x ) )  =  ( - l )N (/ (a : ) ,D V ^ ) )
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tenglik yordamida aniqlangan D af ( x )  umurnlashgan funksiya f { x )  umum- 

lashgan fimksiyadan olingan D °  umurnlashgan hosila deyiladi.

M  i s o 1. n =  1, / ( * )— bo'lakli uzluksiz funksiya. Bu funksiya R  da 

lokal integrallanuvchi boMgani sababli unga ixtiyoriy ip £ £>(R) uchun

( f {x ) , ip (x ) )  =  J  f (x ) ip (x )dx

R

tenglik bila,n aniqlamivchi f ( x )  — regulyar umurnlashgan funksiya to!g‘ri ke- 

ladi. Ma’lumki, bo'lakli uzluksiz funksiyaning klassik hosilalari mavjud ernas. 

Ammo uning ixtiyoriy tartibh umurnlashgan hosilalari mavjud va quyidagi 

formula bilan aniqlanadi:

=  (- 1 )*  f  f ( x ) ~ i p { x ) d x .
R

M  i s o 1. f ( x )  funksiya sonlar to‘g‘ri chiziqining hamma nuqtalarida 

aniqlangan, x° nuqtada chekli uzilishga ega va f ( x )  £ C l (x  >  j;0), f ( x )  £ 

C l (x  <  x°) bo'lsin. U holda -£.f{x) ni aniqlovchi formulaga asosan, ixtiyoriy 

<fi{x) £ D {R ) uchun

X Q oo

= -  /  f (x )~ < p (x )d x  -  J  f (x )~ < p (x )d x  =
- O O  X°

X °

=  ~ f ( x a ~  O ^ rr0) +  I  { ~ f ( x ) } < p (x )d x  +  f ( x °  +  0)^(a:0)+

~ O C

OC CO

+ J  =  J { f ' ( x )}<p(x )dx+

x° -oo

+ ( f ( x° +  o) -  f ( x °  -  0)V(ar°) =  ( f 'd +  [ f ] x=x°6(x -  x°),<p(x)J,

ga ega bo:la,miz. bu yerda — f ( x )  funksiyaning x ^  x° nuqtadagi klassik 

hosilasi.

[f]x=x° =  f ( x ü +  0) -  / (x° -  0)
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esa, f ( x )  funksiyaning x =  x° nuqtadagi sakrashi. Shunday qilib, f ( x )  

funksiyaning umumlashgan hosilasi uchun

=  fd +  [f]x=ifiö(x -  ®°) (17)

formula o'rinli.

M  i s о 1. f ( x )  =  |cc| funksiya umuman olganda butun sonlar o'qida 

klassik ma’noda hosilaga ega emas. f ( x )  funksiyaning umumlashgan hosi- 

lasini topish uchun ixtiyoriy (p € D (K ) uchun quyidagiga ega bo'lamiz:

CO

( ¿ M > ¥>(*)) =  -(1*1. V'(x ) )  =  -  j  \x\<p'(x)dx =
—00

0 oo

=  f  xip'(x)dx — J  x(p'(x)dx =

—oo 0

О oo °°

= — У  ip(x)dx + j  <p(x)dx =  j  sgn(x)ip(x)dx =  (sgnx, <p{x))

Demak,

d
|x| =  sgnx, sgn(-) =   ̂ 0, x  =  0,

M i s o  1. Quyidagi Xevisayd funksiyasi

1, t >  0,
0(t) ,

1 0, t <  0.

uchun =  S(t) ekanligini ko'rsatish mumkin. Haqiqatan, 9'{t)d =  0,

[0]í=i =  1 bo'lgani uchun (17) ga asosan j t0(t) =  5(t). Bu yerdan 

jk+1 flk
*  =  0 ,1 ,2 , -

ekanligi kelib chiqadi.

M i s o l .  n— butun son. U holda

xn5(n\ x )  =  (—l ) nn!¿(a;)
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o‘rinli.

I s b о t. Ixtiyoriy <p € D (K) uchun

(*"*">(*), <?(®)) = (0^ ( х ) , х пф ) )  =

= ( - i  т т ^ м * ) ) )  = =  ( - 1 г £ > ¥ > ( * ) ) |

= (-l)"n!V(0) = ((-l)nn!á(x),̂ 0r)).
lz=0

M  i s о 1. (ln 1*1)' =  p\ tenglikni isbotlang.

I  s b о t. Eslatib o‘tamiz, ln|a:| — regulyar umumlashgan funksiya. 

Bundan esa ixtiyoriy x  € D (R ) uchun

((ln  |ж|)', <p(x)) =  -  (ln |aj, ip'(x)) =

— — I  ln|x|i p ' ( x )d x = — lim / ln \x\ip'(x)dx =

К |a|>e

/  7  7  \=  lim  ̂ I — / ln |æ|̂? (x)dx  — I \u\x\ip (x)dx  j =

—f.

+  / ( b W ) V W ^
1 -00

00 \ /

J  ( l n N ) V ( ® ) * r J  = Д т  in |e| ( Ф )  ~  ¥>(-«)) + J  ^ ~

-00

—6

lim̂  ( — ln |а’|<р(ж)

|x|>e

M  i s о 1.

Mm [o (e ln |e |+  J  ~ d x )

\ M >e J

=  lim /  ^ d ® =  (Д р ( ® )У
i -»+o J X \ x  4 /

l V  1



52 Umumlashgan funksiyalar

ekanligini ko‘rsa,ting. Haqiqatan. ham, ixtiyoriy tp € D (K ) lar uchun

P -  ) ,<p(x) ! =  -V-P / dx =  — lim
X  f >o

r — € OCX 

h i
cp’(x )

dx —

— — lim 
€->0

^( x) / ¥>(x) -  y>(0) +  ^ ( 0) \ Iе
X X )  l-e

—€ OCX

=  — lim
fT-> 0 / +/V  oo <=. /

=  v.p. J  ^  ~  ^ efa =  ( p-2,<p(a:) ) .

Bu yerda, ushbu

= 0
e->0 X

(Lopita.l qoidasiga ko'ra),

y( 0) Ie =  j  <p(0)
ж l-e J dx.

tengliklardan foydalanildi.

M  i s о 1. Ж"' da markazi x° nuqtada bo‘lgan sferik koordinatalar 

sistemasini qaraymiz:

X  =  a;0 +  ru, r  — \x — x°\, v =  (vj, ̂ 2, • • •, M  =  1 »

¡/J =  COS öx,

1/2 =  sin 0i cos 02, 0 <  0fc <  7r, A =  1 ,2 , . . . ,  n — 2, 

г/3 =  sin 61 sin$2 cos#3, 0 <  0,i-i <  2tt,

=  sin 0\ sin 02 • • • sill 6n - 2 COS 0„ _ 1, 

z/n =  sin 0i sin 02 • • • sin 0n—2 sin 0„_i.
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Delta funksiyasi uchun quyidagi tenglik o'rinli:

S(x -  x° ) =  ¿~-i(r))
Шп(п -  1)!

bu yerda w„ — Kn da birlik sfera sirti yuzi.

I  s b  о t. 5(t) funksiyaning juftligidan ixtiyoriy ip € D (K ) uchun

OO

J  =  i  15(t)<p(t)dt =  ^ip(O)

о *

ekaniigi kelib chiqadi. Ma’lumki, hajrn elementi sferik koordinatalar sis- 

temasida quyidagicha aniqlanadi:

dx =  rn-1drdci;„

bu yerda dujv—birlik sfera sirt elementi. Quyidagi tengliklar ketma-ketligi 

asosiy formulaning to‘g!riligini ko'rsatadi:

n -1 °°
=  — -^7 f  rn~1Sn~1(r )  [  :p(x° +  rv)d.rduiv =  

un{Jl 1J. J J
0

/ 5(r) [  ip(x° +  ri/)drdu)v =  —  f  <p(x° +  rv)ckuu 
J J

о h = i 1И=1

=  ^(ar°) =  (<5(a;-a:0),^ (a:)).

M  i s о 1. x mf ( x )  =  0 tenglamaning umumlashgan yechimlari topilsin. 

Dastlato, x f ( x )  =  0 tenglamaning umumlashgan yechimi f ( x )  = Cö(x )  

ekanligini isbotlaymiz.

Buning uchun v?o(0) =  1 qo'shimcha shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 

ipo(x) asosiy funksiya uchun

2

r=0
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yordamchi funksiyani qaraymiz, bu yerda <p(x) - ixtiyoriy asosiy funksiva. 

ф(х) G D (K ) ekanligini ko'rsatamiz. Bu funksiyaning finitligi ip0(x ) va <p(x) 

funksiyalarning finitligidan kelib chiqadi. 

ф(х) fiinksiyani ushbu

X  1

ф(х) =  “  / \<p\x) -  <p(<S)v'0{x)} =  I  [<p'(xt) -  ip(0)<p’0(xt)\ 

о о

ko'rinishda yozish mumkin. Bundan va 9?о(я;), ip(x) funksiyalarning cheksiz 

differensiallanuvchanlidan. ф{х) iiing ham cheksiz differensialga ega bo'lishi 

kelib chiqadi.

x f ( x )  =  0 tenglamani qanoatlantiruvchi f ( x )  funksionalning qiyma- 

tini ф(х) funksiya yordamida ifodalangan ixtiyoriy ip(x) asosiy funksiyada 

quyidagicha boia.di:

(/: <p) =  (/. хф +  ¥>(0)<A)) =  (x f ,  Ф) +  v>(0) (/, ¡po) =  С  (5, tp),

bu yerda С =  (/, щ )  (eslatib o'tamiz у>о(х) ixtiyoriy ravishda tanlangan) 

va ф(х) G D (R )  ekanligi uchun (х/ (х ) ,ф (х ) )  — 0. Shimday qilib, f ( x )  =  

C5(x).

m  -•= !2 bo'lganda, ya’ni x2f ( x )  =  0 tenglamaning umumlashgan yechimi 

f  (ai) C\S(x) +  G¿0'(x) bo'lishi quyidagi tengliklardan kelib chiqadi:

(x2f ( x ) ,  tp(x)) — (x 2 [C i5 (x )+ C 26' (x )\ ,ip (x )) =

=  Ci (x 2¿ (x ), <p(x)) +  C2 (x 25'(x),<p(x)) =

=  Ci (5(ж),ж2р(ж)) +  C2 (S '(x ),x2<p(x) )  =

=  Ci [æ V (^ )]x=0 +  C2 [æV(x-)]^.=0 =  0 =  (0, <p(a;)),

bu yerda ip(x) G D(1R).

Ixtiyoriy natural m  soni uchun xmf ( x )  =  0 tenglamaning yechimi

14—1 «

¿=0

ekanligi yuqoridagi kabi ko'rsatiladi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy ¡¿>(æ) G D (K ) 

uchun
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(xm/(x),*> (x)) =
TO— 1

t=0

/to—1

\i=0 dxi

/ “_,77 \ 7n—1 / ij x

= = E c‘ _o = o = (o, <p(x))
tengliklar yuqoridagi mulohazani isbotlaydi. 

M  i s o 1.

Hn(x ,t )  =
(2a\Zni)n

funksiyani qaraymiz va

J  Hn(x, t)dx =  1,

H n(x , t )
iii2

e — ► <5(x), t —>• +0
(AnaH)n/2

munosabatlarning bajarilishini ko‘rsatarniz.

Haqiqatan ham, t <  0 da H n =  0 va t >  0 da

/ H' M d x  =  j  e~& d x = n ̂
Kn R ,_=1 R

Endi y>(x) € D (K ") bo'lsin. U holda |tp(x) -  <£>(0)j <  K\x\, I< -  const
da,n

J  Hn(x,t ) [ ip (x ) -  <p{0))dx < — J — ^  j  e~^i\x \dx-

R" R"

K<Jn r  
(4?ra2t) I

- j * .  n , 2Kuin\ftae i^ ir dr ■. KlonVta f  _ u2 r—¿~2.J e u du = C A
o

C  =  const, w -  R " da birlik sfera yuzi. Bu yerda t - »  +0 deb limitga o‘tib, 

(H„(x , t),ip) — J  Hn(x, t)ip{x)dx =  v’ (O) j  Hn(x, t )dx+

+  j  Hn(x,t )[ ip (x ) -  ip(Q)\dx -> <p(0) =  (6, ip)
R"

yuqoridagi limit munosabatning o‘rinli ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
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1.8 Umurnlashgan funksiyalarning y ig ‘masi va 

uning xossalari

T  a ’ r i f  (Klassik funksiyalarning yig'masi). F  : R  —» R  va GY : R  —» R  

klassik funksiyalarning yig'masi deb,

(/ * 9 ) (x ) =  f  f{y )g (x  -  y)dy 
J R

ko'rinishdagi funksiyaga aytiladi, bunda integral barcha x € R  da yaqin- 

laslruvchi bo'lishi talab etiladi.

Yigma mavjudligining (integralning yaqinlashishi) yetarli sharfclari sifatida 

F (y )G (x  — y) funksiyaning ixtiyoriy tayin x  uchun lokal integrallanuvchi 

bo'lishi va quyidagi shartlardan birortasining bajarilishi talab etiladi: 1) 

F (x )  va G (x ) funksiyalarning birortasi finit, 2) ikkala funksiya ham yaiimfinit, 

ya’ni x <  a yoki x >  b lar uchun nolga teng. Ravshanki, funksiyalarning 

finitligi o'rniga ularning cheksizlikda tez kamayuvchanlik shartini talab qilsa 

ham bo'ladi.

Aytaylik, f (x ) ,g (y )  lar R  da lokal integrallanuvchi funksiyalar bo'lsin.

T  a ’ r i f  (D ' dagi umurnlashgan funksiyalarning yig‘masi). / 6  D '(R) 

va g € D'(M ) funksiyalarning yig‘masi deb, ixtiyoriy tp € Z )(R ) uchuri

(/ * (,g(y),<p(x +  y )))  (17)

formula yordamida aniqlangan akslantirishga aytiladi, bunda D '{R) dagi 

umurnlashgan funksiyalarda (17) formula korrekt aniqlanadi.

T  e o r e m a (Umurnlashgan funksiyalar yig'rnasining mavjudligi 

haqida). Faraz qilaylik, / € Ö '(R ), g € Z)'(R ) va quyidagi shartlarning 

hech bo'lmaganda bittasi o'rinli bo'lsin:

(1) shunday M  >  0 son mavjud bo'lib, supp/ C (—M ,M ) bo'lsa;

(2) shunday M  >  0 son mavjud boiib, supp# C (—M , M )  bo'lsa;

(3) shunday M  >  0 son mavjud bo‘lib, supp/ C (M , + 00) va suppg C 

(M , + 00) bolsa;

(4) shunday M  >  0 son mavjud bo‘lib, supp / C (—00, M ) va suppg C 

(--00, M )  bo'lsa, u holda f  * g & P ^ R ) yig'ma korrekt aniqlangan.
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Teoremaning isboti yig'maning ta’rifidan kelib chiqadi, masalan, 3-bandni 

isbotlaylik. Haqiqatan liam, ixtiyoriy katta R  ( f í  >  M ) soni uchun

n  ti, ;c

j  j  f (y )g (x -y )d y d x  =  J  I \g(y)\ \f(x — y)\ dydx =

R

R

M  M  

R

=  J  \g(y)IJ  If (x ~ y )\ d y d x <  J  \g(y)\dy J  |/ (£ )K  <  oo.

M  y M  M

T e o r e m a  (Umumlashgan funksiyalar yig'masining xossalari). 

Faraz qiíaylik, / € g £ D '(R ) va yuqoridagi teoremaning (l)-(4 )

shártlaridan kamida bittasi bajarilsin. U holda

(1) f  * g =  g % f :

(2) (/ * g )' — /' * g — f  * g' munosabatla.r o'rinli bo'ladi.

I  s b o t. Okiingi teoremaning (l)-sharti o!rinli bo'lgan holda isbot- 

laymiz. Qolgan hollar shunga o‘xshash isbotlanadi. Aytaylik, x ~ funksiya 

quyidagicha. aniqlangan bo'lsin:

• x  e  C°°(M);

• x e [-1?, R], x ( x )  =  l;

• x e .[~ (R  +  1) , R  + 1], x (x )  =  o.

Funksiyalaming yig‘masi ta‘rifidan ixtiyoriy y  6  £>(K) uchun

(/  *  g(x) ,  <fi(x)) =  ( f { x )  ■ g(y), x(x)ifi (x +  y ) j  =

=  ( g{y) • f (x ) ,  x {x )<p (x +  y) )  =  (g * f (x ) ,  ¡p(x)).

Teoremaning (2)-shartining bajarilishini ko'rsa,tamiz. Ixtiyoriy ip G D (R ) 

uchun

((/  * g )’(x ), <p(x)) = - ( f *  g (x ), y '(x ) ) =

=  -  (,f ( x )  • g(y ) .  +  y ) )  =  

=  -  ( / 0 )  • g{y), dx{x{x)íp'{x +  y ) ) }  +  ( f ( x )  ■ g(y ) ,  x 'O z V f c  +  2/)) =

=  (^*(/(a:) ■ 9 (y ) ) ,x (x )<p(x +  y)') +  ( ( x ' ( x ) f ( x ) )  ■ g (y), ip(x + 1/)) =
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=  ( f ' ( x )  ■ g(y),x{x)<p(x  +  y )j  =  (/ ' *

=  -  ( / ( .т )  • g(y), ду(х(х)<р'(х +  y)Ÿj =  (ày( f ( x )  • 5 (3/) ) ,  +  г/)) =

=  ( / (ж )  • в'(у), x(x)<p(x +  yŸj =  ( /  * g'{x), р ( я ) )  - 

Bu yerda x '(x ) f { x )  =ç 0 ekanligidan foydalanildi.

M  i s о 1. S(x -  a) * /(ж) ifodani soddalashtiring, bu yerda a ë l v a

/ e
ïxtiyoriy ¡/г € £ )(R ) lar uchun

(ô (x  - a )  * f (x ) ,  tp) =  (<5(x -  a), (f (y ),tp (x  +  y)Ÿ) =

=  i f  (y), <Р(У +  « ) )  =  ( f ( x  -  a),<p(x)).

Demak, ô(x -  a) * f ( x )  =  / (x -  à).

M  i s о 1. 9 * 9{x) ifodani soddalashtiring. 

ïxtiyoriy tp 6 D (R ) lar uchun

OO OO

(9 * 0, ip) =  (<?(a;), (% ) ,  +  y)Ÿj =  j  dx f  tp(x +  y)dy =

0 0 

oo oo oo z

=  j dx У  tp(z)dz =  J  dz J (p(z)dy =

0 x 0 0

oc

=  J  zip(z)dz — (z9(z), <p(z)) 

ü

Demak, в * 9(x) =  x0(x).

Endi x  € Kra boisin. Umumlashgan funksiyalar yig'masining ba’zi xos- 

salarini keltirib o'tamiz.

a) (Ko'chish). Agar ushbu, f  * g yig'ma mavjud bo'lsa, u holda bai'cha 

h € Rn larda f ( x  +  h) * g (x ) mavjud bo'lib,

f ( x  +  h) * g (x ) =  (/ * g ){x  +  h)

munosabat o'rinli.
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b) (Qaytarish). Agar ushbu f  * g yig'ma mavjud bo‘lsa, u holda

f { - x )  * g ( - x )  =  ( f *  g ) { - x )

munosabat o‘rinli.

c) (Differensiallash). Agar ushbu, f  * g yig'ma mavjud bo'lsa, u holda 

D af  * g, f  * D ag lar ham mavjud bo'lib,

D nf  * g — D a( f  * g) =  f *  D ag.

Bu xossalarning o'rinli ekanligi bevosita yig'maning ta’rifidan kelib chiqadi.

1.9 Dirakning delta funksiyasi xossalari

Quyida keltirilgan dirakning delta funksiyasi xossalari xususiy hosilali dif- 

ferensial tenglamalar uchun qo'yilgan boshlang'ich, boshlang'ich-chegaraviy 

va chegaraviy m.asalalarni yechishda keng qo'llaniladi.

1) y =  bj(x) : Rn —> Rm— cheksiz differensiallanuvchi akslantirish uchun

x =  u) 1(y )— teskari akslantirish mavjud va dct ^  ^  0 bo'lsin. U holda

|detf l  ’I IX=X"

2) agar x  £ R " bo!lsa, u holda

S(x -  a;0) =  ____S ^ H r )
d[X X )  u)n(n  — 1 )! [ r ) ’

bu yerda r  — \x — xQ\, uin — R ri da birlik sferaning yuzi.

3) agar x  £ R “ , t £ R 1 bo'lsa, u holda quyidagi tengliklar o'rinli bo'ladi:

i m ,  n = 3 ,

a) 6 (x , t )  =  - ¿ ¿ ' ( i )  < eir) r,

9 {r ), n =  1.
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W n  n  =  3,

b )0  =  -i<K*)<| J $ , »  =  2,

 ̂ в (Г ) ,п  =  1, 
bu yerda Г  =  a2t2 -  |x|2, a == const >  0.

1) - 2) xossalarning o'rinli ekanligi oldingi paragraflarda ko'rsatilgan edi. 

3) xossaning birinchi tengligini isbot qilamiz. Ixtiyoriy ip(x, t) € J5(M4), x  € 

R3, t € R 1 lar uchun

(  -  6' ( t )6 (a2t2 -  |ж|3),< p (x ,t)j =  -  J  ô '(t)ô (a2t2 -  \x\2)<p(x,t)dxdt =

к3

=  (ô '( t ) ,  J  5(a2t2 — \x\2)ip (x ,t)dxd tj —

к3
ос 2тг к

~  W .I-J  1 1  12 2̂ — r ‘2̂ ^ r i 'st y * * M h b p d r ]
о 0

yerda

I/ — (sin в COS <£>, sin в sin Ip, COS 9?).

0 0 0

tengliklar o'rinli, bu yerda

Oxirgi tenglik bo‘laklab integrallash vordamida hosil bo'ladi. w (r) =  r2 

a2t2 deb, 1) xossadan foydalanamiz:

S(d2t2 -  r2) =  ¿ ( r ~ a^ , r >  0.
2 r

Bu formulaiii e’tiborga olib quyidagiga ega bo‘lamiz:

OO 2'K 7r

~  j J  J  J  5(a2t2 — r 2)<p(rv, t ) r 2 sin OdOdtpdrj  ^  =

o o o

OO 27Г 71'

[ [ / /  /  6(j'2r at:--v (rv , * )r2s i n ^  =
0 0 0

2тг 7Г

=  ^ [ y /  / ^ M ) s i n M ^ ] (=0=

I

0 0
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2-7Г К

a2i j  f 4>(atu>ú) sin 
0 0

27Г тг

+ [ | . | |  J  <p(atis,t) sin 9d9dtp  ̂ = 2 7 ra ^ (0 ,0 )

(27ra<)(æ, í) , v?(a;, í ) ) .

Bu tengliklar 3.a) ning birmchi formulasini isbot qiladi. 3.a) ning ikkinchi 

formulaaini asoslaymiz. Ixtiyoriy ip(x, t) £ D (E 3), x £ E2, t £ E 1 uchun 

quyidagi munosabatlar o'rinli:

¡  9(a2t2 — ¡a:!2) . . \ / f  6 (aH2 — Ы 2) . . \ 
j — ó ( t )— .--------M = t,<p(x,t) j  =  — (¿ (t )  / —Ц========г<p (x ,t )d x )
V v V a 2*2 -  W 2 '  V w 7 'v *2

- i r  f 0(a?t2 - \ x ¡2) , , W J  

dt LJ J a № -  Ы 2 Ji=o
IR2 

27г со

л/а2#;2 —W2

ö(a2i2 - kl2)I/J
о 0

bu yerda г/ =  (cos<£>, sin!/?). Oxirgi tenglikda o'zgaruvchini almashtiramiz: 

r  =  at ■ z:

Ъг со
ô f f f  9(d2t2 -  |ш|2) 1

о 0 v

2тт oo

Я с\ ( 1 2 \

0 0

2 тт oo ^

<¿>(0 ,0) [  f  ip(atzv,t)zdzd<p =
J J V I  — z2
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i

/ zdz
—====== =  2Traco(0 ,0) =  (2'ira5(x,t)i <p(x,t)).

V 1 -  z2
o

3.a) ning oxirgi tengligini asoslashga o'tamiz. Ixtiyoriy <p(sc,t) 6 D (№.*), x 6 

l 1, t € R 1 uchun:

( —ö '(t )0 (a2t2 — x 2).<p (x ,t)) =

at

=  - ( # ( * ) ,  J  0{aH2 -  x2)<p(x,t)dxy =  ^  j  ^ ( x , i ) d x ] t=o =

HJ -«t

=  2a^ (0, 0 ) =  (2  a S (x ,t),(p (x ,t)).

3.b) tengliklar quyidagicha isbot qilinadi. 3. a) tengliklari t  ga ko'paytiriladi. 

tö (x, t) =  i,S(t)S(x) =  0<5(a:) =  0, =  S(t) ekanligini hisobga olsak, 3.

b) tengliklar kelib chiqadi.

i . i o  Sekin o‘suvchi urnumlashgan funksiyalar va 

ularning Furye almashtirishi

1.10.1 Klassik Furye almashtirishi

Bu paragrafda klassik Furye almashtirishi haqida ma,’lumot keltirib 

.o'tamiz. Biryerda bajariladigan amallar ma’noga ega boTishi uchun Furye 

almashtirishini aniqlanadigan funksiyani yetarlicha silliq va cheksizlikda tez 

kamayuvchi (Shvars ma’nosida) deb faraz qilamiz.

T a ’rif. f ( x ) ,  i £ l  funksiyaning Furye almashtirishi deb,

m  : =  I  e* * f (x )dx

R

tenglik yordamida aniqlangan f  c^zgaruvchili funksiyaga aytiladi.
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Zarurat bo'lganda /(£) o'rniga umumiyroq bo'lgan F[/(a;)](£) belgilash- 

dan ham foydalanamiz.

Tabiiy ravishda Furye almashtirishi kompleks qiymatli funksiyalar sinñda 

qaraladi, ya’ni /(£) funksiya kompleks qiymat qabul qiladi va hattoki / 

haqiqiy qiymatli funksiya bo'lganida ham. Juft funksiyalar hundan istisno.

Purye almashtirishining ba’zi xossalarini keltiramiz:

1) F[xmf(x)№ = -i^ J  xm~lf{x)ê dx = • • • = (-*)”7 W(É);
R

2 ) F[/t“ ) (* ) ] ( í )  =  - J  f {m~-Vl( x ) ^ xdx =  ■•■ =

R

3) F ¡ f (x  -  a:o)](0 =  J  f (y )e ^ + * o )dy -  e^ / ( 0 ;

R

4) F [/ (z )e ^ ] (£ )  =  j  f ( x ) é ^ xdx =  /(£ +  $>)•

K
1 va. 2-xossalarning isboti bo'laklab integrallash formulasidan / (* ) funksiya 

va uning hosilaJarining cheksizlikda tez kamayuvchi ekanligini hisobga oigan 

holda kelib chiqadi. 3 va 4-xossalar esa sodda almashtirishlar natijasida hosil 

bo'ladi.

E s l a t m  a. Tasdiqning 1-xossasidan ko'rinib turibdiki, agar f ( x )  

funksiya cheksizlikda tartibda kamayuvchi bo'lsa (bunda 1-xossadagi

F [x mf (x ) ] (£ )  mavjud bo'ladi), u holda uning Furye almashtirishi m  tartibli 

hosilaga ega bo'ladi; shunga o'xshash 2) dan ko'rish mumkinki, agar f ( x )  

original funksiya qanchalik ko'p hosilalarga. ega bo'lsa, u holda uning /(£) 

Furye almashtirishi cheksizlikda shuncha tez kamayadi.

Faxaz qilatniz, o‘z navbatida /(£) funksiyaning ham Furye almashtirishi 

mavjud bo‘lsin.

T  a ’ r i f . /(£) funksiyaning teskari Furye almashtirishi deb, 

F - ' i f m * )  ••= ] ( - * )  =  ¿ /  /(Oe =  ± - F \ J ( - 0 } ( x )
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tenglik bilan aniqlangan F “ 1[/(Î)](a:) funksiyaga aytiladi.

T  e o r e m a. F “ 1 [/(£)] (x ) =  f ( x ) munosabat o'rinli.

Teoremaning isboti Furye qatorining qaytish formulasida.ii kelib chiqadi. 

Buni matematik tahlil fani biror darsligidan ko‘rib olish mumkin. Yuqoridagi 

ta'rifga asosan F [/ (f )] =  27rf(—x ) tenglik o'rinli.

T  a s d i q (Furye almashtirishining klassik yig'masi). Funksiyalar 

yig'masinmg Furye almashtirishi, bu funksiyalar Furye almashtirishlari 

ko ‘payt masiga teng :

F l ( f  * ,9)(-c)](0 =  f ( 0  ■ g (0 - 

Isbot. Quyidagi tenglildar tasdiqning o'rinli ekanligini ko'rsatadi:

F [ ( f * o )(%)}] (£ ) “  I  (  I  -  ty it jé & d x  =
k k

=  J  № d t (j  g(x-t)e**dx) =
R R

g (y )e*ydx =  /(£)<?(£)•
R R

T  a s d i q ( Parseval tengligi). Parseva! nomi bilan yuritiluvchi ushbu

J  \,f(x)fdx = j- J  |/(£)j d£

R R

tenglik o'rinli.

Isbot. Ushbu

j \f(x)\2dx =  J  f ( x )  ■ J (x )d x  =  J  Q-j f (Ç )e -* xS)J {x )d x  =
R K R R

= é/ (/ / |7(0|V
R R R

tongliklar tasdiqning o'rinli ekanligini isbotlaydi.

E s 1 a t m a. Agar funksiyaning normasini

ii/ii2 :=  /  \ m \ 2dx
R
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ko'rinishda kiritsak, u holda Parseval tengligini

¿ i r a  =  ii/ii

shaklda yozish mumkin, ya’ni Furye almashtirishi ko'paytuvchi aiiiqligi- 

gacha) unitarlik xossasiga, ega.

Kvant mexanikasida ko‘p ishlatiladigan quyidagi tengsizlik Furye almashti­

rishi xossalaridan kelib chiqadi:

j  \xf{x)fdx J  jf/(£)|  dx >  I  ( j  I f(x)\2dx\ . (18)
R R \R /

Bu tenglikni isbotlash uchun t haqiqiy paxametrga bog'liq boigan

/ ( £ ) :=  f  |ix/(a;) +  /(x )|  dx (19)
R

integralni qaraymiz. Osongina payqash mumkinki, J (t )  funksiya t bo'yicha 

nomanfij' kvadratik uchhad. Undan tashqari, agarda, ushbu

j  =  ¿  / 17'(6 | V  =  ¿ /  | í/ (0 | V  
k к k

va

J  ( x f ( x ) f ’ +  xf(x)f'(xŸ)dx  =  -  J \f(x)\2dx
R R

mutiosabatlarning o‘rinli ekanligini hisobga olsak, (18) tengsizlik (19) kvadrat 

uchhadning diskriminanti noldan katta bo‘lmasligini anglatadi.

1.10.2 Asosiy va umumlashgan funksiyalarning ïYirye 

almashtirishi

D (R ") dan olingan ip(x) funksiya Ж" da lokal integrallanuvchi bo'lganhgi 

sababli, bunday funksiyalar uchun Furye almashtirishi aniqlangan:

=  I  <p(x)el{i’x)dx, 

Rn

(20)
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bu yerda

2—1

F'[¡/j](£)— tp(x) funksivaning Purye almashtirishi.

a =  (a i, c*2> •••><*») manfiy bo'lmagan, komponentalari butun ctj son- 

lardan iborat vector bo'lsin (multiindex). D af { x )  orqali f ( x ) funksiyaning 

|a| =  a i +  Ot'2 +  ... +  an tartibli hosilasini belgilaymiz:

t/X| «X/2 ••“í'n
A

D  =  (£ > i, D j ,  A O .  D ¡  =  — , j  =  1 ,2 ,

Shuningdek, keyinchalik yozuvlarni qisqartirish maqsadida

a;“  =  Q'! =  a i¡a 2!..-a„!

kabi belgiiashlar ham ishlatiladi.

V>(as) asosiy fuiiksiyalax uchun (20 ) integral aslida chekli soha bo'yicha ín- 

tegraldan iborat. Shuning uchun Purye almashtirishini £ o'zgaruvchi bo'yicha 

integral ostida istalgancha differensiallash mumkin:

[)■ 'F\<№) = J  (ixT<p(xy^dx =  F [ ( « b )V ] ( Í ) .

D(Krt) dan olingan tp(x) funksiyalarning Purye almashtirishi K.n da absolyut 

integrallanuvchi va uzluksiz differensiallanuvchi bo'lgani uchun, Purye 

almashtirishlarining umumiy nazariyasidan unga teskari F ~ l almashtirish- 

ning mavjudligi kelib chiqadi:

bunda

<p{x) =  F  1[F[¥’]] =  F [F  V ]]>

■ W W  -  ; / * > ( { ) « - '< “ «  -
R"

, x F M ( - X )  =  - V  f  i p í - f y - ^ d t  :
( 27r)n  ^  ;  (27t) " . /  v ;
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1(2тг)п

Endi f ( x )  funksiya R "  da absolyut integrallanuvchi bo‘lsin. U holda 

uning Furye almashtirishi

F [ f №  =  j  f ( x ) e ^ d x ,  |F [/ ](i)|<  f\ f (x )\ á:x <  ос

R " da uzduksiz va chegaralangan bo'lib, ixtiyoriy ip € D (R n) furiksiyalar 

uchun umumlashgan funksiyani aniqlaydi:

{F [f),4>) =  j  F [ m M № -
Rn

Integra,Hash tartibini o‘zgartirish haqidagi Pubini teoremasidan foydalanib, 

oxirgi integralni o'zgartiramiz:

J  F [ f M M №  =  j  [ j  m e ^ d x ] ^ ) ^  =

К " K " R"

=  J  fix) J  ipity^dÇdx =  J  f(x)F[tp] {x)dx.
R"  Ж" E”

Demak,

(F [f l< p ) =  (/ ,F[ip\), f  e  D W ) ,  V € D (IT ) .  (21)

Bu tenglikni umumlashgan funksiyalarning Furye almashtirishi sifatida qabul 

qilamiz.

M  i s о 1.

F[S (x  -  a-0)] =  (22)

tenglikning o‘rinli ekanligini ko'rsatamiz.

Haqiqatan ham, (21) ga asosan, ixtiyoriy (p £ D(WL) uchun

(F[d'(a: -  so)], ip) =  (S (x -  x 0),F[tp\) =  

=  F[<p\(xo) =  J  ¥>(f)e‘ «**>de =  ( e ^ . y j ) .
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Agar (22) da xq =  0 bo'Isa,

F[,5] =  1

bo'ladi. Bu yerdan

« W  =  f - 'W  -  (2ir)I,

Shuning uchun

F {  1] =  (2 -я Г т -

M i s o l .  в = 1  bo'lsin. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

Г

F [B (r -  |*|)] =  J  eix4 x  =  (23)

—Г

F [e- a V ] (24)
a

(23) tenglikning o'rinli ekanligiga integralni bisoblab ishonch hosil qilish 

nramkin. (24) ni isbotlaymiz. Haqiqatan ham,

F [e -a V \ =  j  e -aH4i^dx  =

- j  t r v 4 i" vdy =  J  e~(y

R К

°°~ëJ  e~v'âq.
a

-oc—00 2a

Bu integralda integrallash Im?? =  ¿  chiziqi bo'ylab amalga, oshirilyapdi. Bu 

chiziqni haqiqiy o‘qqa siljitish mumkinligi va ixtiyoriy a £ l  uchun

00

J  e~v?'dr) =  J  e~v*dy =  \рк (25)
Imrf—a —oo

bo'lishini ko'rsa.fcamiz-
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Buning uchun Koshi teoremasiga asosan

j  e~7?dr/ =  0 , rj =  у +  гт (26)

tenglikning o‘rinli ekanligidan foydalanamiz. Bn yerda Cr — C 'UC"Ue+Ue~ 

kontur chizmada tasvirlangan.

5-chizma. CT konturning tasviri. 

e f  :=  [0 <  r  <  a, r  =  ± 7'] kesmaJarda

16-4*1 =  |e-ï/2+T2- 2iî/T| _  e-r2-H-2

formula o'rinli bo‘lib, r  —>■ oo da e г2+т3 =3 0 ekanligi uchun

lirn ( / - + - / )  e ”'4 dr — 0 
r—>00 \ J

Qr-\~ —

tenglik kelib chiqadi. Bunga va (26) formulaga asosan, (25) ning birinchi 

tengligiga ega. bo‘lamiz:

e r d,T =  0.lira J e  1)2drj— lim (J~̂ Ĵ )e ^ ~  j  e * * ~  J
Cr G'T C ” — oo T—ia

Ikkinchi tenglikni isbot qilish uchun f (x ,  y) =  erx2~y2 musbat, juft funksiyani
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7o =  {x ,y  : 0 < x  < r ,  0 <  X  <  r|,

7\Ær =  { æ>2/ : \ Л 2 +  У2 <  >/2r, <p =  arctan | € [o, }  

soha.larni olib va. yr С 70 С 7^ г ekanligidan foydalanib,

j  e- * 2-y2dxdy < J  e~x2~y2dxdy < j  e~x2~y2dxdy

7r 7o TVär

tengsizlikni hosil qilamiz. Soddalashtirishlarni bajarib,

r  2

I L =  f  e~x2~y2dxdy =  J  j  e~p2 pdipdp =

1V2r 0 0

=  | / e - pV p = J ( l - e - r2) ;

0

r  r r

J  e~**~y2dxdy = j  e~x2dx ■ j  e~-'2dy — (J  e^dx'j ;/2

0

V2r f

/•( =  J  e~x2~y2dxdy =  j  J  e~fl2pdipdp ■
7Д. 0 0

V5r

=  l j e - p2pdp =  \ (  l - е - 2''2)

0

formulalarni yozamiz. Bularni yuqoridagi tengsizlikka qo:yib,

4 [

a, ega bo'lamiz. Bu yerda r - > o o d a  limitga o'tib,
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yoki
OC

J  e~x*dx =  ^  (27)

o

tenglikni hosil qilamiz. Integral ostidagi funksiyaning juftligidan (25) teng- 

likning ikkinchi qismi kelib chiqadi.

1.10.3 Sekin o‘suvchi S asosiy funksiyalar fazosi

Regulyar umumlashgan f (x ) ,  x € R funksiyaning Furye almashtirishi, 

tabiiyki, ushbu

if,4>) = J  ( J  f(x)e^xdxSjip(̂ )d£, = J  f{x) [tp(i)e'ixd^dx =
R  R R

integral tengliklar ko‘rinishida aniqlanadi. Biroq, hamma vaqt ham ip(x) 6 

D  (R ) dan £>(£) € D  (R ) kelib chiqavermaydi. Masalan,

f ( x )
1, | a.-1 <  a, 

0, |x| >  a

funksiya finit (ammo silliq emas) va uning Furye almashtirishi

7 (0  -

dan iborat bo‘lib, u finit funksiya emas.

Shunday qilib, D ’ (R ) dagi barcha funksionallar uchun Furye almashtirishi- 

ni aniqlab bo'lmas ekan. Ammo funksionallar sinfini toraytirib uni amalga. 

oshirish mumkin. Buning uchun ularni kengroq asosiy funksiyalar sinfi'da 

(xususiy hoi sifatida finit funksiyalarni o‘z ichiga oluvchi) qarash zarur.

T  a ’ r i f. Aytaylik, 4>(x) funksiyalar uchun quyidagi sbartlar o'rinli 

bo'lsin:

1) 4> G C “ : (R ); 2) ixtiyoiy k, I £ NUO sonlar uchun |x| - 4- oodax k<p®(x)

0 .

U holda bu. funksiyalar to'plamiga S  (R ) asosiy funksiyalar fazosi deb 

aytiladi. Demak, S  (R ) fco‘plam cheksiz differensiallanuvchi va |x| —>• oo da
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hosilalari bilan birga la:)-1 ning ixtiyoriy darajasiga nisbatan tezroq kamayuv- 

chi funksiyalardan iborat.

S  ga tegishli oddiy funksiya sifatida <f>(x) =  e~x ni misol keltirish 

mumkin.

Eavshanki, D  C S. Demak, ixtiyoriy finit va cheksiz differensiallanu- 

vchi funksiya S  ga tegishli bo'ladi. Bundan tashqari, 1) S  chiziqli fazo 

hisoblanadi; 2) S  dan olingan funksiyalar ko!paytmasi yana S  ga tegishli;

3) ixtiyoriy k ,l e N U O  sonlar uchun |z| H- oo da

\hl(x)\ <  Cu\x\k, Ca =  const

tengsizlikni qanoatlantiruvchi silliq h (x ) funksiyaning ixtiyoriy (f> 6 5  funksiya- 

ga ko‘paytmasi yana S  ga tegishli bo‘la,di.

T  a ’ r i f. Agar ixtiyoriy k ,l lar uchun xk<j>^(x) =4 0 boisa, <pn(x ) 

funksiyalar ketrna-ketligi S  da. nol funksiyaga yaqinlashuvchi deyiladi, ya’ni 

n oo da 4>n(x ) A  0. Agar n  —> oo da </>„(x ) — 4>(x) A  0 bo‘lsa, n ->  oc 

da 4)„{x ) —*• d)(x) bo'ladi.

Masalaa, ¿e- ** funksiyalar ketma-ketligining n ooda S  asosiy funksiya­

lar fazosida 0 ga yaqinlashishini ko'rish mumkin.

T  a s d i q. D  asosiy funksiyalar fazosi S  da to‘la (D  =  S ), ya’ni 

ixtiyoriy <p £ S  uchun shunday <j>n € D  ketma-ketlik mavjudki, u S  da (f> ga 

yaqinlashadi.

Isbot. Haqiqatdan ham, yuqoridagilarni hisobga olib, ko'rsatilgan ketma- 

ketlikni har doim

4>n{x) =  4>(x)ri ( 0

ko'rinishda olish mumkin, bu yerda jj(ar) £ D  va |$| <  1 da aynan birga 

teng. Bimday funksiyalarga "qirqish funksiyalari" deb yuritiladi. Misol 

uchun, n —y oo da

(¡¡n{x) =  d>\x)V Q  + 4̂>(x)V' Q  =4 4>'(?)

va boshqa hosilalari uchun ham yaqinlashish shu kabi ko‘rsatiladi.

Endi S  dagi asosiy funksiyalarning zarur xossalarini keltirib o'tamiz.
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T  a s d i q. Ixtiyoriy cj) £ S  uchun <j> £ S  munosabat o'rinli.

Isbot. 1) |a;| -> oo da |0 (x)| <  ^  baho bajarilishidan J  (f>(x)e^xdx in-
R

tegralning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi, ya’ni ixtiyoriy <j> € S  uchun 

<f> mavjud, bu yerda C — biror o‘zgarmas son;

2) hosilani

=  /  {ix f <f>(x)el̂ x dx
R

integral ko'rinishda tasvirlash mumkinligi va |0 (a;)| <  bahodan ixtiyoriy 

tartibli hosilaning mavjudligi kelib chiqadi;

3) 1-xossadan ixtiyoriy k £ N  uchun |£| —>• oo da —»■ 0 ekan­

ligi kelib chiqadi. 2-xossadan esa bu mulohazalar uchun ham o‘rinli 

ekanligini olamiz. Shunday qilib, <p(£) funksiya S  dagi asosiy funksiyalarning 

barcha shartlarni qanoatlantiradi.

T  a s d i q. Ushbu F[<S] C S  munosabat o'rinli.

Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni shunday <po S S  funksiya to- 

pilib, S  dagi qandaydir funksiyani Furye almashtirishi ko'rinishda tasvirlab 

bo'lmasin. Ammo, tpo =  i '1~1[0o'(£)] =  ^P'\4>o (~ 0 ]  tengliklar bu farazning 

noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi.

1.10.4 Sekin o‘suvchi umumlashgan funksiyalar va 

umumlashgan Furye almashtirishi

T  a ’ r i f. S  da aniqlangan chiziqli uzluksiz funksionallar sekin o'suvchi 

umumlashgan funksiya deb aytiladi va bu funksiyalar to‘plarnini S ’ kabi bel- 

gilanadi.

Ko'rish mumkinki, S' C D ‘, ya’ni finit funksiyalarda aniqlangan funk- 

sionallar kamayuvchi funksiyalarda aniqlangan kengroq sinfda, ma’noga ega. 

bo'lmasligi mumkin.

M  i s o 1. Klassik e^  funksiya I )  da regulyar umumlashgan funksiyani 

hosil qiladi, ammo S' da u regulyar umumlashgan funksiya emas (ixtiyoriy 

4>(x) € S  uchun JK e <£(x )dx  integral uzoqlashuvchi).
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Biroq xm klassik funksiya yordamida qurilgan regulyar umurnlashgan 

funksiya ixtiyoriy m  uchun S  ga tegishli.

T  a s d i q. Agar f ( x ) — lokaJ integrallanuvchi funksiya uchun |*| —> oo 

da \f(x)\ <  co\x\m, Co =  const >  0 tengsizlik o'rinli ho'lsa, u holda

(f(x),< j>{x)) =  J  f(x)<t>{x)dx (28)

R

fimksional chiziqli va uzluksizdir.

Isbot. S  asosiy funksiyalarning xossasiga ko'ra | (̂a:)l <  ^  tengsiz­

lik o'rinli. bu yerda. k ni ixtiyoriy ra.vishda tanlash mumkin. Uni k — 

rn +  2 ko'rinishda olsak, u holda \f(x)<j>(x)\ <  i j .  Bu yerdan, (28) integral- 

ning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Xuddi shunday mulohaza yuritib 

va (¡>(x) ni ixtiyoriy k, I larda. x kip^ (x ) ga alrnahstirilib, (28) integraJning 

mavjudligi isbotlanadi, va agar

x  k<j№ (x ) 0

bo'lsa, |a;j —> oo da integral nolga yaqinlashuvchi hoiadi.

Oson ko'rish mumkinki, S.. V\, 9 , - e S ' .  Shuning uchun quyidagi tas- 

diq o'rinli.

T  a s d 1 q. Agar / £ D  — finit funksiya bo‘lsa., u holda / £ S  bo‘la,di, 

undan tashqari ixtiyoriy <j> € S  uchun (/, c/>) :=  (/, bu yerda rj(x) € D — 

"qirqish funksiyasi" bo'lib, supp/ atrofida aynan birga teng.

Isbot. Modorniki. r](x)<p(x) £ D  ekan, u holda ni r](x ) "qirqish"

funksiyasiga bog'liq emasligi ko'rsatish yetarli. Haqiqatan ham, ixtiyoriy 

4>(x) £ D  va supp/ atrofida. 7] i (x )  — rfcix) =  0 bo'lgani uchun

( f ,  m4>) ~  (/> V2<f>) =  ( f , (»?i -  m)4>) =  0 .

Endi yuqoridagi mulohazalarga asoslanib, S' fazoda Furye almashtirishini 

kiritish mumkin.

T  a ’ r i f. f  (x ) £ S' funksionalning Purye / almashtirishi S  dagi 

funksional bo‘lib, (/, <j)) =  (/, 4>) qoida orqali aniqlanadi.
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M i s o l l a r .  1) 5 =  1. Haqiqatan ham,

(8 , ф) =  (8, ф) =  0 (0) =  У  ф{х)<1х =  ( 1, ф).

R

2) jF[ó'(a; 4- a) — 8(x  — a)] =  — 2¿sin(a£), a =  const.

Bu tenglikning isboti (22) dan kelib chiqadi.

3)

(F [6{ x ) ]A { x ) )  =  (& (х),ф ) =  f  [ f  Ф ( 0 ^ Х<^ ) dx. (29)
о \k /

Modomiki, (29) integra] x  bo'yicha uzoqlashuchi bo‘lgani uchun, integrallash 

tartibini almashtirish muinkin emas. Biroq integral ostida limitga o'tib. 

soddalashtirishlarni davom ettirish mumkin:

00 oo

У  ( У  ф(0е^Ч^ух =  Irai У  ( У  ф(0е^+й)̂ ^ух =

О Е O R

=  I™  У * ( * ) (  У =  lim У
R К R

Shunday qilib, F[f?] =

Ushbu paragrafning 1-bandidagi xossalar umumlashgan Furye almashtirish- 

lari uchun ham o'rinli bo'ladii. Ulardan birinchisini tekshirib ko'iaylik:

( J ç f ’ t )  =  =  ])  =  (/’ ( ’1х)Ф ) =

=  ((™ )1 ,ф ) =  (F [ ( i x ) f ] ^ ) ,

ya’ni

= л-
Qolganlai'i ham shunga o'xshash ko'rsatiladi.

Teskari umumlashgan Furye almashtirishini
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yoki

^ [ / ( o k * )  :=  ^ m - O K x )

ko'rinishda aniqlash mumkin. Bu formula, la.r ek vivaient dir.

T  a  s d i q. Umumlashgan Furye almashtirishi uchun

F F -H f ]  =  F ~ l F f  =  /

munosabat o'rinli. Bundan F 2[f ]  =  2тг/(-х) ekanligi kelib chiqadi.

Isbot. Ushbu

( F F - ' l f U )  -  ( F - ' i f Ü )  =

=  (¿п /к-о. Ф) = (/. ^ п ф ы )\) = (/. ф)

tengiiklar tasdiquing o'rinli ekanligini ko'rsatadi.

Masai an, F - 1[l] =  5 va F - 1[l] =  ~ F [  1] ekanligidan F [l ]  =  2тг S tenglik 

kelib chiqadi.

F [P ~j ni topamiz. Soxotskiy formulasi va F[9) — V  ̂ =  —¿6 +  í7r¿' 

tengliklardan

FfT7- ]  =  — 2тгг0 (—£) +  m  =  msign(£)

ekanligiga ishonch bosil qilamiz.

Yuqorida ta’kidlab o'iilganidan, klassik funksiya cheksizlikda qanchalar 

tez kamayuvehi bo‘lsa, uning Furye almashtirishi shuncha yuqori tartibli 

silliq bo'ladi.

Shunday qilib, quyidagi mulohaza o'rinli:

Agar f  £ t í — umumlashgan funksiya finit bo‘lsa, u holda F [ f ]  £ C°°, 

undan tashqari

F [ f ] ( 0  =

o'rinli, bu yerda r](x ) £ D  funksiya suppf  atrofida birga teng.

T  a s d i q (Funksiyalar yig’masining umumlashgan Furye almashtirishi). 

Fara,z qilaylik, / £ S ', g £ S. U holda F [ f  * g] — fg .

Isbot. ( F [ f  * g], ф) =  (/  * g, ф) =  (/, (д,Ф (х +  y ))). Oxirgi ifodaning 

ichki qavsida g regulyar funksiyaning klassik Furye almashtirishidagi qiymati 

keltirilgan. Shuning uchun

(:g, ф{X +  у )) =
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= J  g(y)dy !  e!Í(x+y)<¿(£)d£ = J  í J e'iyg(y)dy j =  F[<j>g\.

Bu tengliklarni davom ettirib,

( /, í ’[̂ .9¡) =  ( / .  0.9) =  ( Í 9 ,  Ф)

ga ega bo'lamiz.

M i s o l .  n =  2 da G .D'(1R2) funksiyani 97 G D  lar uchun quyidagi 

tenglik bilan kiritamiz:

J <p(x) -  <p(0)
dx -f •Ax)1% dx.

|æ|<l | x| > l

Bunday aniqlangan funksiyaning Purye almashtirishi

1

|d: = ~27rln If I ~ 2nco
ga teng, bu yerda

со
_ f 1 -  Jo(u)du _ f Mu)

J  U J  U du

(13)

т •'-)Л ( х \ 2кJo(x) -  (А!)2 [ 2j
fc=0

0 indexli Bessel funksiyasi (7-bobning 2-paragrafiga qarang). (13) tenglik- 

ning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. Haqiqatdan ham, ixtiyoriy ip G D  lar 

uchun
1 ■ \

p \x ?.
,<p J P'x\2

!
M<1

F [p ](s ) -  F [y ](0)

NI2
dx +

,F[V\) =  

J  FM(X)dx =

M>i

= J  ~  j  <p№(x-£)-md*+ J  |jp j  v(£y{xÁ)<%dx
|s|<l R2 |a|>l ®2
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j  l  J  tfá) I  (>lilc°s0 _ ij dÛdÇdr+
0  ¿ 2  o

00 2ir

+ J I J  v(f) J  ér̂ œededüdr =
1 R2 0

oo

=  2-7Г J  ~ J  <p(0 №(r|C| -  1 )] didr +  2ir J  ̂  J  v(OJo(r\Ç\)dÇdr

■ i к2

.Jv J j:¥ lf z ld r +  ] M m .

О К2

-dr +  / -------— dr
r  J r

i
OO

1 Jo (« ) -  1 , i [  Ш ,
=  2„/ „« )  J  + J

R2 L 1

=  2 /  +  /  
»2 \ 0 0

1

-du +

l líl\ _  / i
Jb(«) - 1 dw + N

dt

" I Jo (и)du

\KI

d£.=

oo líl

K2 O

=  - 2тг

d£ =

т f  <p(£) (ln  |£ I +  Cb) d í =  (-27Г ln |£| -  2тгсо, ср(ж))

S2

tengliklar (13) formulaning o'rinli ekanligini ko'rsatadi.

í.ii Oddíy differensial tenglamalarni 

yechishning Furye almashtirishi usuli

Bu paragrafda biz

C £ (x ) =  ó'(x), i é M

ko:rinishdagi tenglamaning yechimini Furye almashtirishi usuli bilan topishni 

organamiz. (1.13) da
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11 k
C =  E  Pk-^k, Pk~ o'zgarmas sonlax . 

k—0
(1.13) rung har ikkala tomoniga Furye almashtirishini qo'llab,

=  1

n
ga ega bo'lamiz, bunda L (A) — ko'phad, L (A) :=  ^  pfcA* •

k=o
L [—«£)£ =  1 tenglamardng yechimini hozircha

1
5 =  —7-----r +  ”bir j in s li tenglamaning urriumiy yechirni”

L { - i £)

ko'rinishda yozamiz, bunda birinchi qo'shiluvchi qandaydir xususiy yechim. 

Ma’lumki, £ ga teskari Furye almashtirishini qo'llab, £  ni topishimiz mumkin.

Ba’zi hollarni muhokama etamiz. Birinchidan, oldin aytilgani kabi, bir 

jinsli tenglamaning umumiy yechimi Ci8{x — £m) ko'rinishdagi ifodalarni 

yig'indisidan iborat, bu yerda c,— ixtiyoriy koeffitsientlar, £m— £ (- £ )  ko'phad- 

ning ildizlari (agar C {—£) ko'phad ildizlari karrali bo'lsa, bu yig‘indiga delta 

funksiyaning hosilalari ham kiradi). Shuning uchun bir jinsli tenglama umu­

miy yechimining teskari Furye almashtirishi ixtiyoriy koeffitsientli exp(i£mx) 

ko'rinishdagi ifodalardan tuzilgan yig'indiga keladi (agar L ( - £ )  ko'phad il­

dizlari karrali bo'lsa, bu yig'indida xn exp(i£m:r) kabi qo'shiluvchilar ham 

ishtirok etadi). Shunday qilib, bir jinsli L (—i£)y  =  0 algebraik tenglama- 

ning umumiy yechimi va Cy =  0 differensial tenglamaning umumiy yechimi 

Furye almashtirishi orqali bog'langan.

lkkinchidan, L (—i^)y =  1 tenglamaning xusuiy yechimini ifodalovchi 

ZfT?) funksioiialga aniq ma’no berish zarur. Agarda L (—i£) ko'phadning 

haqiqiy ildizi mavjud bo'lmasa, ifoda haqiqiy sonlar o‘qida silliq funksi- 

ya bo'ladi va bu qo'shiluvchining teskari Furye almashtirishi klassik ma’noda 

tushuniladi (bu holda, odatda, integral qoldiqlar yordamida hisoblanadi). 

£ (—»£) ko'phadning haqiqiy ildizlari mavjud bo'lgan holda (aytaylik, rij 

karrali bitta ildiz) ifoda,ni oddiy kasrlarning yig'indisi shaklida yozish

kerak. Haqiqiy sonlar o'qida maxraj nolga aylanmaydigan kasrlar bilan 

yuqorida bayon etilgani kabi ish tutiladi.  ̂ m <  rij ko'rinishdagi

qo'shiluvchilarni funksional ma’nosida tushunish mumkin (3-paragraf-

ga qarang).
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M i s o  1. Ikkita C± =  --£ 3  ±  a2 operatorni qaxaymiz. Furye al- 

mashtirishini qo'ilab, (£2 ±  a?)£ =  1 ni olamiz. "+ "  ishora bo'lgan holda, 

quyi.dag.iga ega bo‘la.miz

=  Ï 2T - 2  +  -  га) +  C25(Ç +  га) ç +  a¿

yoki

к

(keyindialik tengla.maning umumiy yeehimini keltiramiz). Integralni hisoblab.

ni hoail (|iln,i)il/ 11 11 holda osa,

M i и о I. Oddiy y' =  1 ko'rinishdagi tenglamani Fixrye almashtirishi 

uMiili yoidamida yechamiz. Furye almashtirishini qo'llagandan so'ng ~ i(y  =  

2/1 ) ni olamiz. Modomiki, 5(£) funksiyaga.faqat uzluksizyoki silliq funksi- 

yn.nl ko'paytirish ma’noga ega ekan, oxirgi tenglamani £ ga bo‘Iib xususiy 

ycrliniiiiii topish mumkin emas. Shunday qilib, bu yerda Furye almashtirishi

i un 11 i 11 i i|(,)‘llash qiyinchilik tug'diradi (chunki, keltirilgan tenglamaning o‘ng 

loiniini to da kamayuvehi emas). Biroq misol oddiy bo'lgani uchun bu qiy- 

iiicliilikni chetlab o‘tish mumkin. Haqiqatan ham, —i£y =  2wS(£) tenglama- 

limp, tiinumiy yechimi

yoki ('I |>iuп.;',i л.Гда qarang)

t'(.r) (~s ign (x )e~mx +  sign(x)em ) =  ~  sm(ax)sign{x).

o„. n
Ш )  =  C 6 (Q  +  => y (x ) =  —  +  X

dan iborat bo'lishini oson tekshirish mumkin. 

M i s o l .

xy +  (1 -  A)y =  5(x)
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tenglamaning yechimini quramiz. Furye almashtirishini qo'llagandan so‘ng

iy  +  Xÿ =  -1

tenglikni olamiz. Oson tekshirish mumkinki, bu tenglamaning xususiy yechimi 

ÿt — — -}■ agar А Ф 0 bo‘lsa, va aksincha holda, y* =  — p j ga teng.

Bu misolda oddiylik uchun manfiy bo‘lmagan butun A larni garaymiz, 

ya’ni A =  m  6 Z, rn >  0. 

m  =  0 da

y (0  =  +  C i¿ (0

ga ega bo'lamiz. у(ж) yechimni topish uchun oxirgi tenglarnaga Furye al­

mashtirishini qo‘llaymiz va

xy[x)

yoki

у(ж) =  Ci /Д +  C2§{x) +  y*(x) 

ga ega bo‘lamiz, bunda y * -  funksional xy (x ) =  sign (x )/ 2 tenglamaning 

xususiy yechimi hisoblanadi. Modomiki,
00

(.sign(x),<j>) =  j  [ф(х) — 4>(—x)}d X 

о

ekan, ÿ» sifatida

(yii ф) л ]  m ± È t ± ^ m dx
2 J X

о

formula yordamida quruladigan funksiyani olish mumkin.

Endi faraz qilaylik, m / 0  bo*lsm. U holda

bo'lib, Furyening teskari almashtirishini qo'llash natijasida berilgan tenglama­

ning umumiy yechimini hosil qilamiz:

y (x ) =  — —S(x) +  C\.xm~l s ign (x) +



2-Bob. Xususiy hosilali differensial 

tenglamalarning 

klassifikat siyasi. 

Asosiy masalalarning 

qo4yiIisM

2.1 Sterjenda issiqlik tarqalishi. 

Issiqlik o‘tkazuvclianlik tenglamasi

Sterjenda issiqlik tarqalishi jarayonini qaraymiz. O x  o'qni sterjen bo'ylab 

yo‘naltiramiz va u(x, t )  orqali x  nuqtaning t vaqtdagi haroratini belgilaymiz. 

Faraz qilaylik, sterjenning harorati y va z koordinatalarga bog'liq bo'lmasin. 

Bu esa har bir tayin vaqtda sterjenning izotermik kesimi uning ko'ndalang 

x  =  const kesimi bilan ustma-ust tushishini va barcha ko'ndalang kesimlari 

bir xil S  yuzaga, ega boiishini bildiradi.

Haroratning o'zgarishi faqat issiqlik tarqalishi natijasida ro‘y bersa, 

energiyaning saqlanish qonuniga asosan sterjenning [x i,x 2¡ oraliqdagi qis- 

mining [ti, ¿2] vaqt rnobaynida haroratini o'zgartirishga, sarflangan issiqlik 

energiyasi sterjenning [x i ,x 2¡ qisini uchlari orqali oigan issiqlik miqdoriga 

teng bo'ladi. Bu faqat ajratilgan [x i,x 2] qismning x  =  X\ va x  =  x% uchlari 

orqali o'tgan issiqlik oqimi u (x .t ) issiqlik o'zgarishini aniqlashni bildiradi. 

Sterjenning x  koordinat.ali kesimi orqali issiqlik oqimi birlik vaqt rnobaynida
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O x  bo'ylab bu kesim orqali o'tuvchi issiqlik miqdoriga teng.

Issiqlik oqimining zichligi u  (x nuqtada.) deb, ko‘ndalang kesimning bir- 

lik yuzasi orqali o‘tuvchi oqimga aytiladi. Ravshanki. issiqlik sterjenning 

yuqori haroratli qismidan past haroratli qismiga uzatiladi. Bu fakt ui va va 

u miqdorlarni bog‘lovchi quyidagi Furye qonuni bilan ifodalanarli:

du
w =  ~ k^ ~ ’ ox

bu yerda k >  0 issiqlik o'tkazuvchanlik koeffitsienti bo'lib, u sterjen materiali 

xossalariga bog‘liq. [ x \ , x ^  kesma orqali t  vaqtda o'tuvchi issiqlik oqimi

du(x,
dx

, du(x, t )
dx

ga fceng. Fa,raz qilaylik, sterjenning solishtirma issiqlik sig'imi (birlik massaga 

ega bo‘lgan jismning issiqlik sig‘imi) c  =  const >  0 , chiziqli zichligi p =  

const >  0 va issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k =  const >  0 bo‘lsin,

M -  — ^ — , W - ^ 5 ,  M  = -------- —
grad ■ gr smJ sm ■ s ■ grad

U holda [x\,x2\ kesma va [ii, £2] v&qt oralig'i uchun issiqlik muvozanati 

tenglamasi

X2 t2

S

*1

X2 li

I I  Cp [u(x, t‘i )  — u(x, i l ) ]  dx — S  j  [u}(xi, t )  — U)(X2, t ) ]  dr =

1-2

- ° J

; du(x. r ) du (x , t )

dx dx
X =X % X —X i -

dr (1)

ko'rinishida bo‘ladi.

u (x ,t ) funksiya uzluksiz Ut va uxx hosilalarga ega bo‘lsin. ( 1) tenglama- 

ning chap va o‘ng tomonlarini (12 — i i )  (X2 — x {) ga bo'lamiz. Hosil boigan 

ifodalarga integral ko'rinishdagi o:rta qiymat haqidagi teoremani qo‘lla.b, 

ii, ¿2 larni t ga va Xi, X2 larni esa x  ga intiltiramiz. Natijada issiqlik mu­

vozanati tenglamasi

k
U t~  a ux a2 =

cp
(,a =  const >  0 )
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ko'rinishda yoziladi.

Bu differensial tenglamaga issiqlik o'tkazuvehanlik tenglamasi deyiladi. 

Sterjenning harora-ti nafaqat unda issiqlik tarqalishi natijasida, balki tashqi 

kuchlarning ta’siri ostida ham o'zgarishi mumkin. Bu ta’sirlax sterjenning 

u(x, t ) haroratiga bogiiq bo'lmasin. Faraz qilaylik, oniy issiqlik nmnbalari- 

ning hajm zichligi F (x , t )  ma’lum bo'lsin. Bu esa sterjenning [x ,x  +  dx\ 

kichik qismidan [i, t +  dt] vaqt oralig'ida

F (x ,t)S d xd t, [F} =  - ^

issiqlik ajralishini bildiradi. U holda (1) issiqlik muvozanati tenglamasining 

o'ng tomoniga
i2 X2

S  f j F (x , r)dxdr 

¿1 2-‘i

ifoda qo'shiladi. F (x , t ) funksivani o'zining argumentlari bo'yicha. uzluk- 

siz deb faraz qilib, integral ko'rinishidagi o'rta qiymat haqidagi teoremadan 

foydalansak,

ut =  a2uxx +  f (x ,  t), f  =  —  (2)
cp

bir jinsli bo'lmagan issiqlik o'tkazuvehanlik tenglamasi hosil bo'ladi.

Agar sterjen bir jinsli bo'lmasa, uning materialini xarakterlovchi funksiya- 

lar x  ga bog!liq bo'ladi, ya'ni c =  c (x ), p =  p{x), k =  k (x ). (1) issiqlik 

muvozanati tenglamasida bular hisobga olinsa, (2) chiziqli o‘zgarmas koeffit- 

sientli tenglama o'rniga quyidagi o'zgaruvchan koeffitsientli issiqlik o'tkazuv- 

chanlik tenglamasi hosil bo‘la,di:

c(x )p (x )u t{x , i )  =  ^  +  F x̂ ^ -

Sterjen materialining xossalari uning haroratiga ham bog'liq bo'lishi mum- 

kin. masalan, issiqlik o'tkazuvehanlik koefEtsienti haroratga bog'liq. ya‘ni 

k =  k (x ,u ) bo'lsa, (3) tenglama o'rniga chiziqli bo'lmagan

c (x )p (x )u t(x, t ) =  ~  fk (x , u (x, +  F (x , l ) (4)
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tenglamani qarashga to‘g!ri keladi. c — c(x,u), p =  p(x,u ) bo'lgan hol­

lar ham uchrab turadi. (3) va (4) tenglamalarni keltirib chiqarishda c va 

p funksiyaJai'ni uzluksiz, k funksivani esa uzluksiz differensiallanuvchi deb 

hisobladik.

Sterjen haroratining o'zgarishi uning yon sirti orqali tashqi muhit hi­

lan issiqlik almashinuvi natijasida ham ro‘y berishi mumkin. Faraz qilay- 

lik, tashqi muhitning harorati x va t  larga bog'liq bo'lmasin va sterjen yon 

sirti orqali tark etayotgan oqimining zichligi Nyuton qormniga bo‘ysunsin, 

ya'ni u (x , t ) —um ayirmaga proporsional bo'lsin, bu yerdaum— tashqi muhit 

harorati. Bu holda [a?i, íEg] kesma va [¿i, ¿2] vaqt uchun issiqlik muvozanati 

tenglamasini yozamiz:

x2

S  J  cp [m(x, Í2) — u(x , ti) ] dx =

T'2

- * J
h

t-2 22

^8u(x, r )
dx

k
du(x, t )

dx
dr+

12 J'2

+ S  J  j  F (x , r)dxdr =  I j  a  (u (x , t )  — um) dxdr,

ti Xi ti Ti

bu yerda p - sterjen izotermik ko'ndalang kesimining perimetri (u holda pdx

- yon sirt yuzasi elementi), a >  0 - sterjen sirti va muhit o‘rtasidagi issiqlik 

almashimiv koeffitsienti.

Bir jinsli sterjen (k , c, p, a, S, p - o'zgarmaslar) uchun (1) issiqlik mu­

vozanati tenglamasida bo'lgani kabi, issiqlik yo'qotish effekti inobatga olin- 

gan quyidagi issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasini olainiz:

utt =  a2uxx +  f (x ,  t)  -  b(u(x, t )  -  um), (5)

bu yerda b =  =  const >  0.

Agarda u (x ,t ) funksiya o'rniga v (x ,t ) =  u (x ,t ) — um funksiya kiritilsa, 

bu funksiya

vt =  a2vxx +  f (x ,  t) -  bu
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tenglamani qanoatlantiradi. Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi oxirgi hadini 

yo'qotish uchun yangi u (x , t )  funksiyani v (x ,t )  =  e~uu j(x ,t) formula bilan 

kiritish kifoya. U holda u.’(x , t )  funksiya uchun

—  d (̂ xx  ̂ ,/*

tenglama hosil bo'ladi.

Ba'zi hollarda issiqlik tarqalish jarayonlari vaqtga bog'liq bo'lmaydi, ya'ni 

u — u (x ). Masalan, (2) tenglama bu hollarda

stasionar issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasiga o'tadi.

x  va t erkli o‘zgaruvchilarning o‘rniga yangi xf va t' o'zgaruvchilarni x' =  

x-, t' — a2t formulalar bilan kiritsak, ut =  a2uxx tenglama û (x ', t ') funksiya 

uchun Ut =  iïx'x1 ko'rinishni qabul qiladi. Unda u =  u (x '(x ), i ' ( i ) )  bo‘ladi.

Tenglamani noma'lum funksiya o‘rniga boshqa yangi funksiya kiritish 

natijasida ham soddalashtirish mumkin. Quyidagi misolni qaraymiz: 

M i s o l  (Byurgers tenglamasi).

Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi bilan bog‘langan Byugers tenglamasi 

deb ataluvchi ushbu

Ut ~  Uxx (Ux') (6)

chiziqli bo'lmagan tenglamani qaraymiz.

Agar (6) tenglamani x  bo!yicha diffirensiallah, v (x ,t ) =  ux(x , t ) deb 

belgilash kiritsak,

Vt =  vxx +  2vvx

tenglama hosil bo‘ladi. Yana bitta yangi funksiyani o j(x ,t) — e“^  tenglik 

bilan kiritib, quyidagi hosilalarni hisoblaymiz:

UJf — UfG , Utx “  UXC , Cdxx ('U'xx ~t~ i^x) *

U holda (6) dan oj(x, t ) funksiyaning cjt — uxx issiqlik o‘tkazuvchanlik tengla- 

masini qanoatlantirishi kelib chiqadi. Bunda faqat musbat 10 =  eu >  0 

yechimlar qaraladi.
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2.2 Fazoda issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi. 

Chegaraviy shartlarning qo‘yilishi

Bu paragrafda issiqlik tarqalish tenglamasini uch o‘lchovli (fazoviy o'zgarnv- 

chilar bo'yicha) hoi uchun keltirib chiqaramiz. Muhit x — [x\,x2,x$) miq- 

tasining t vaqtdagi haxoratini u(x, t) orqali, shu nuqtani o!z ichiga olga,n 

biror hajm (soha) ni D  orqali belgilab olamiz. D  ning chegarasi S  bo'lsin. 

Ravshanki, muhit turli qismlarining harorati turlicha bo‘lsa, u holda ko'proq 

qizigan qismidan ozroq qizigan qismga, qarab issiqlik harakatlanadi. D  

hajmda [ii, ¿2] vaqt oralig'i issiqlik o'zgarishini tekshiramiz.

ds sirt elementi orqali issiqlik oqirrii deb ds dan birlik vaqt ichida o'tuvchi 

issiqlik miqdoriga aytiladi. Uni issiqlik oqimi zichligining w (x,t) vektori 

orqali aniqlash mumkin. Agar n — ds sirtga o'tkazilgan tashqi birlik normal 

bo'lsa, u holda ds orqali o'tuvchi issiqlik oqimi (w, n)ds ga teng bo‘ladi.

Izotron muhitlarda (issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k issiqlik tarqa­

lish yo‘nalishiga bog'liq emas) Purye qonuniga asosan uj =  —/cgradxu, bu 

yerda k >  0 issiqlik o'tkazuvchanlik koeffitsienti bo‘lib, bir jinsli muhitlar 

uchun k =  const va bir jinsli bo'lmagan muhitlar uchun k =  k (x ). Yopiq 

bo!lakli silliq S  sirt bilan ehegaralangan D ' C D  sohani ajratamiz. Faraz qi- 

laylik, p(x ) muhitning zichligi, c (x ) uning solishtirma issiqlik sig‘imi bo‘lsin. 

F (x , t) orqali issiqlik manbalaxinmg zichligi (birlik vaqt ichida birlik hajm- 

dan ajralgan, unga 0 ‘tgan issiqlik miqdori) ni belgilaymiz. D ' soha va, [tj, Î2] 

vaqt oralig‘i uchun issiqlik muvozanati tenglamasini yozamiz:

I I I c (x )p (x ) [u(x, t i )  — u(x, i i)] dxidx^dx-i -

D’

Ï2

=  -J d t  / / < "  , n)ds +  y J  j  J  F (x ,t )d x id x 2dx3.
h S' tl jy

Ravshanki, Gauss-Ostragradskiy formulasiga ko'ra

J  J  (u},n)ds — I I I divxuidx\dx2dxz,
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bu yerda. divxu> =  uXl +  +  wZ3. Faraz qilaylik. u(x, t ) funksiya bir rnart.a 

t bo'yicha va ikki marta Xi,X2,X3 o'zgaruvchilari bo'yicha uzluksiz differen- 

siallanuvchi bo'lsin. U holda Furye qonuniga ko!ra

divxw =  —divx(kgradxu), 

va issiqlik muvozanati integral tenglamasi ushbu

J  J  I  cix )p(x) ['«(*, h) -  u{x,ti)] dxidx2dxs =
D'

1>2

=  J  dt j  I J  divr,(kgradxu)dxidx-2dx3+

t, D'
h.+MJJ F(x ,t)dx idx2dx3  (7 )

D'

ko'rinishni oladi.

F (x , t )  funksiya barcha argumentlari bo'yicha uzluksiz bo'lsin. (7) for- 

muladagi har bir f f 2 va f  f  J’ integrallarga o'rta qiymat haqidagi teoremani
1 D‘

qo'llab, natijani D ' sohaning hajmiga va ¿2 — h  ga bo'lamiz. D ' soha 

hajmini kichraytirib, x  nuqtaga, t\, ¿2 larni t ga intiltirib limitga o'tamiz. 

u(x, t ) funksiyaning yuqorida qayd etilgan hosilalari mavjudligi to'g'risidagi 

farazimizga asosan quyidagi tenglamani olamiz:

c (x )p (x )u t(x, t) =  divx{k (x ) gr&dxu(x, t ) )  +  F (x , t). (8)

Bu tenglamaga uch o'lchovli o‘tkazuvcha.nlik tenglamasi deyiladi. Agar c =  

const, p =  const, k — const (bir jirisli muhit) boisa, (8) tenglama

ut(x, t ) =  a2 A xu(x, t ) +  f (x ,  t)  (9)

soddaroq ko'rinishni oladi. Bu yerda A xu — divx grada«(ar, t ) - x  o'zgaruvchi- 

lar bo'yicha Laplas operatori,
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Issiqlik tarqalish jarayonini to'la ifodalash uchun inuhitda haroratning 

boshlang'ich tarqalishi (boshlang!icli shart) hamda muhitning chegarasidagi 

harorat berilishi zarur. Boshlang'ich shart u (x ,t ) funksiyaning boshlang'ich 

t vaqtdagi qiymatini berishdan iborat, ya‘ni

m|í=<0 =  <p(x). ( 10)

Chegaraviy shartlar haroratining chegaradagi rejimiga qarab turlicha bo'lishi 

mumkin. Ularning ba'zilarini ko'rib chiqamiz.

Agar S  chegarada berilgan bir xil -tío harorat saqlanayotgan bo'lsa, u

(11)

(12)

(13)

bo'Iadi, bunda h - issiqlik almashinish koeffitsienti, um— atrofdagi muhitning 

harorati.

Xuddi. issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasiga o‘xshash zarrachalar diffuziyasi 

tenglamasi keltirib chiqariladi. Faqat bunda Furye qonani o'rniga birlik 

vaqtda ds elementar qisindan o'tuvchi zarrachalar oqimi uchun Nerist qo- 

nunidan foydalanish kerak. Bunga asosan

dQ =  - E ^ d s ,
an

bu yerda E (x )— diffuziya koeffisenti, u(x, t ) - 1 vaqtda x  nuqtadagi zarralar 

zichligi. u (x ,t ) zichlik uchun (8) ko'rinishidagi tenglamaga ega bo'lamiz, 

unda p g'ovaMik koeffisentini belgilaydi, p — E (x ),  q esa muhitning singdirish- 

lik xossasini ifodalaydi.

hoida

u\s — uq =  const.

Agar S  ga issiqlik oqimi bir xil bo'lsa, u holda 

, du
dn

=  « i ,  Uj — const.
s

Agar S  ga issiqlik oqimi bir xil bo'lsa, u holda

3u
k—  +  h(u  ~  Um) =  0
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2.3 Statsionar issiqlik o ’tkazuvchanlik tenglamasi: 

Laplas va 

Puassan tenglam alari

Issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun shunday qo'shimcha shartlarni 

tanlash mumkinki, bunda harorat t vaqtga bog‘liq bo'lmay qoladi: ut =  0 .

Bunday issiqlik tarqalish jarayoni statsionar deyiladi. Agar issiqlik o'tkazuv- 

ehanlik koeffitsienti k =  const bo'lsa, u holda statsionar u (x ), x S D  harorat

A  u (x ) =  (14)

tenglamani qanoatlantiradi. (14) tenglamaga Puassan tenglamasi deyiladi. 

Agarda D  sohada issiqlik manbalari bo'lmasa, statsionar u (x ) harorat D

da

A u (x ) =  0 (15)

tenglamani qanoatlantiradi. (15) tenglamaga Laplas tenglamasi deyiladi.

Nostatsionar issiqlik o’tkazuvchanlik va diffuziya tenglamalari, Laplas 

va Puassan tenglamalarini D  sohaning aniq shaldiga bog'liq ravishda max- 

sus tanlangan koordinatalar sistemasida yozish qulaydir. Masalan, agar 

D  to'g'ri burchakli parallelepiped ko'rinishida bo'lsa, u holda tabiiyki, bu 

tenglamalar uchun qo'yilgan masalalarni dekart koordinatalar sistemasida 

tanlagan ma'qul. Shardan iborat D  soha uchun sferik koordinatalar sis- 

temasi qulay hisoblanadi.

Ba'zi hollarda harorat fazoviy koordinatalardan biriga bog‘liq boimay 

qolishi mumkin.. Masalan, O x 1X2X3 dekart koordinatalar sistemasida bunday 

koordinata sifatida *3 ni olaylik, ya’ni u =  u (x i,x 2, t )  bo'lsin. U holda D  

sifatida Qx\x~i tekislikka tegishli soha qaraladi. Bunda ham (8), (9), (14),

(15) tenglamalar o'z ko'rinishini saqlaydi (faqat u funksiyasining X3 bo'yicha 

hosilasi nolga tengligini hisobga, olish zarur). Bu holda D  sohaning shakliga 

mos ravishda Ox 1X2 to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi o'rniga boshqa, 

masalan, qutb koordinatalaxidan foydalanish qulaydir.

Laplas operatorini yuqorida aytilgan koordinatalar sistemasida yozamiz: 

OX1X2X3 dekart koordinatalar sistemasida:
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Sferik koordinatalar Xi =  r  sin ip cos ip, x2 — гвшфаикр =  r  cos ip 

sistemasida:

Tekíslikda bu operator quyidagi koordinatalar sistemasida ko‘p uchraydi: 

Ox 1X2 dekari koordinatalar sistemasida:

Eslab o'tamiz, statsionar jarayonlarni to'la ifodalash uchun chegaradan 

holatni, ya'ni (11), (12) va (13) chegaraviy shartlardan birini berish zarurdir.

Endi haroratning statsionar taqsimotiga doir masalalarni ko'ramiz.

M  i s o 1. Issiqlik manbalariga ega bo'lmagan bir jinsli sterjen (D  =  

(0, l )) boshlang'ich t =  0 vaqtda u(x, 0) =  щ х , щ  =  const haroratga ega 

hamda í >  0 vaqtlarda sterjenning uchlarida u(0, t ) =  0 va u(l, t) =  ще, 

sterjenning yon sirti inuhitdan ajralgan issiqlik aJmashinuvi yo‘q bo:lsin. U 

holda u(x, t) =  щ х  funksiya ut =  a2uxx tenglama va barc.ha shartlarni 

qanoatlantiradi, ya.‘ni u sterjenda haroratining statsionar taqsimoti bo'ladi.

M  i s o 1. Agar t =  0 boshlang'ich vaqtda bir jinsli tekis doiraviy plas- 

tinka (£> =  {(г , ф) : 0 <  r  <  ro, 0 <  <p <  2n}, r,ip — qutb koordinatalari)

x\ — r  cos ip, X2 — r  sin ip X3 =  z sistemasida:

qutb koordinatalar sistemasida:

u(r, <p, 0) =  U(,r sin (fi, щ  =  const
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sterjenning istalgan ko'ndalang kesimi o'zining shaldini o'zgartirmaydi. Sun­

day sterjenni bir o'lchovli deb hisoblash mumkin. Elastik tutash muhit- 

larda paydo bo'ladigan kuchlanishlar va kichik deformatsiyalar orasidagi 

bog'lanishi Guk qonuni bilan ifodalanadi. Kuchlanish bu jism kesimining 

birlik yuzasiga. to‘g ‘ri keluvchi elastik kuchdir. Agar elastik Fei kucii sirt 

kesimiga perpendikulyar bo'lsa, u normal elastik kueh deyiladi. Faqat ster- 

jen bo'ylab yo'nalgan tashqi kuchlar ta‘sirida linda hosil bo!ladigan normal 

kuchlanishlarni qaraymiz, ya'ni kuchlanishni er orqali belgilasak, u holda 

er =  Fe¡/S. Guk qonuniga binoan normal kuchlanishli nisbiy uzayishga pro- 

porsional: agar sterjen tinch holatdagi l uzunligi tashqi kuchlar ta’siri ostida

l +  A l ga teng bo'lib qolsa, u holda crE^f- bo‘la.di. Bunda E  >  0 sterjenning 

materialiga bog‘liq bo'lib, unga Yung moduli deyiladi, [E\ =  gr/(sm ■ s2).

Dastlab sterjen bo'ylab taqsimlangan kuch ostida hosil bo'ladigan stat- 

sionar deformatsiyani qaxaymiz. Tinch holda [x, x + Ax] holatga ega bo'lgan 

sterjenning qismi uchun Guk qonunini yozamiz. Tinch holda x koordinataga 

sterjenning biror zarrasi to‘g‘ri kelsin. F (x )  - O x  bo'ylab taqsimlangan va 

/ (x ) chiziqli zichlikka ega bo'lgan sterjenga ta'sir etuvchi tashqi kuch bo'lsin. 

Ma'lumki, f ( x )  - birlik uzunlikka to'g'ri keluvchi kuch: / =  f f  • Tashqi kuch 

ostida x  zarra (nuqta) biror u (x ) miqdorga ko'chadi. Tinch holda x  -i- A x  

koordinatali zarra esa u (x  +  A x ) ga o'tadi. Demak, sterjenning ajratilgan 

qismi

[x +  u (x ),x  +  A x  +  u (x  +  A x)] 

holatga siljiydi. Bu qismning nisbiy uzayishi

u (x  +  A x ) — u (x )
A x

ga teng. u (x ) funksiya uzluksiz va differensiallangan deb, u(x +  A x ) — u (x ) 

ayirmani Lagranj formulasiga, asosan yozib olamiz. U holda Guk qonuni

er(x) =  E (x )u x(x  +  QAx), 0 <  6 <  0

bo'lishini ko'rsatadi. Agar A x  —» 0 desak, u holda a (x ) =  E (x )u x(x ), ya'ni 

elastik kuch x nuqtada

Fei(x ) =  a (x )S  =  S E (x )u x(x )
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ga teng. E  =  E (x ) sterjen bir jinsli emasligini bildiradi.

Endi ¡£1,0:2] kesmani ajratamiz. Agar sterjen holati statsionar, ya'ni 

cho'zilish jarayoni tugagan bo'lsa, u holda sterjenning ixtiyoriy [xi, x-¿\ kesmasi

muvozanat tenglamasi o'rinli. Agar sterjen nuqtalari uchun f ( x )  >  0 bo‘lsa,

X2 nuqtada [x\, X2] sterjenning ajratilgan qismiga Ox  o'qinmg musbat tomoniga 

yo‘naltirilgan x >  x-¿ tomondan. x¡ nuqtada esa Ox o‘qining manfiy tomoniga 

yo'naltirilgan x <  X\ tomondan elastik kuch ta’sir etadi. Faraz qilaylik, f ( x )  

uzluksiz, E (x )  uzluksiz differensiallanuvchi, u (x ) esa ikki marta uzluksiz 

difFerensiallanuvchi funksiyalar bo’lsin. J *2 f (x )d x  integralni o'rta qiymat 

haqidagi teorema yordamida yozib olamiz va S E (x ) =  k (x ) belgilasli kirita- 

miz. Kuchlar muvozanati tenglamasini X2 — x¡_ ga bo'lib olib, x\ va *2  laxni 

x  ga intiltiramiz. U holda u (x ) funksiya sterjenning statsionar cho'zilishini 

ifodalovchi

oddiy differensial tenglamani qanoatlantiradi. Bir jinsli sterjen (k — const) 

uchun

tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglamaga, odatda, bir o'lchovii Puassan tenglamasi 

deb ham aytiladi. Agar elastik sterjenning holati nostatsionar bo‘lsa. u holda

nataga ega bo‘lgan nuqtaning t vaqtdagi sterjen bo;ylab ko'chishi bo'lsin. 

U holda ut.(x, t) funksiya t vaqtdagi x  nuqtaning harakat tezligi. Umu- 

miylik uchun sterjenni bir jinsli emas deb hisoblaymiz. Agar p(x ) x nuq- 

tadagi massaning hajm zichligi bo'lsa, p(x)Sdx  sterjenning dx uzunlikka 

ega bo!lgan qismining massasi bo!ladi. Sterjenning ixtiyoriy [xi,x?\ qis- 

mini tanlaymiz. Bu kesma uchun [íi, ¿2] vaqt oralig'ída harakat miqdorining 

o'zgarishi (harakat miqdorini o'zgarishi sterjen bo'ylab f (x ,  t) chiziqli zich- 

lik bilan taqsimlangan F (x , t ) tashqi kuchlar va ko'rsatilgan vaqt oralig'ida

uchun

J  f (x )d x  +  S E (x 2)ux(x 2) -  S E (x { )u x(x i ) =  0

u siljish vaqtga ham bogliq bo‘ladi. u(x, i )  funksÍ3'’a tinch holda x  koordi-
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ta’sir etuvchi elastik kuchlar hisobiga ro'y beradi) quyidagiga teng:

22

s
Zj.

J  J  f (x ,  t)dxdt +  J  [SE(x,2)ux(x 2, t — SE (x i)u x(x i, i)] dt.

t,\ X\ t  ]

f (x ,  t ) funksiyani har ikkiala. argumenti bo'yicha uzluksiz deb

¿2 2-2

J  j  f (x ,  t)dxdt 

t l 2l

integralni o'rta qivmat haqidagi teoremaga ko'ra yozib olamiz. Faraz qilaylik, 

uxx va utt hosilalar mavjud va uzluksiz bo‘lsin. Qolgan ikkita integralni ham 

o'rta qiymat haqidagi teoremaga ko:ra yozib olamiz. Hosil bo'lgan tenglikni 

x2 —Xi va to—t i larga bo'lib, X\,x 2 larni x  ga, t i , t 2 larni esai gaintiltiramiz. 

U holda u(x, t ) funksiya

tenglamani qanoatlantiradi. Agar k =  const, p — const bo'lsa, tenglamani

Utt ~  d ^xx "r Z
P '

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda a2 =  >  0, a — const >  0.. Bu 

tenglamalar to'lqin yoki tebranishlar tenglamasi deb yuritiladi.

Agar F (x , t ) =  0 bo'lib, tebranishi faqat elastik kuchlar (masalan, ster- 

jenning biror boshlang'ich cho'zilishidan so‘ng) ta'sirida sodir boisa, u holda

utt(x, t ) =  a*uxx(x, t). (16)

(16) ga erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi. Tebranish jarayonida ster- 

jenga ishqalanish kuchlari ta'sir etishi mumkin. Agar ishqalanish kuchi 

U t(x ,t) tezlikka proporsional bo'lsa, (16) tenglama o'rniga Uti =  a2uxx — but, 

b =  const >  0 tenglama qaraladi.

I [« ((* , t2) -  ut (x, ii) ]  p(x)dx =
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2.5 Tor va membrananing ko‘ndalang tebranish 

tenglamasi. 

Fazoda tovush to ‘lqinlari

Tor deganda erkin egiladigan, ingichka ip tushuniladi, boshqacha aytganda, 

tor shunday qattiq jismki, uning uzunligi bosliqa o'lchamlaridan anchagina 

ortiq bo'ladi. Muvozanat holatida torni 0xyz fazoda butun O x  o‘q yoki 

uning biror qisrrri kabi tasawur etish mumkin. Tor (x, 0,0) nuqtasining 

muvozanatdan chiqarilgandan keyingi holatini berish uchun

{u i (x , t ) ,u 2{x ,t ) ,u 3(x , t )}

vektorni kiritamiz. Biz torning tekis ko'ndalang tebranishini tekshiramiz, 

ya'ni bu shunday tebranisbki, tor hamma vaqt Oxz  tekislikda yotadi va un­

ing har bir nuqtasi Ox o'qqa. perpendikulyar to'g'ri chíziq bo'yicha. siljiydi. 

Bu degani, muvozanat vaqtida x absitsaga ega bo'lgan torning nuqtasi tebra- 

nishi jarayonida ham shu absissaga ega bo'ladi. U holda x  nuqtaning t vaqtda 

muvozanat holatga nisbatan Oz o‘q yo!naiishida siljishini belgilovchi u(x, t) 

skalyar funksiyaga qarash yetarli. Torni egish natijasida unda ichki elastik 

kuchlar paydo bo'ladi. Torning elastikligi bu kuchlarning har bir vaqtda 

torga o‘tlcazilgan urinma bo‘yla.b yo'nalishini bildiradi. Tor tebranishini 

kichik va Guk qonuniga bo'ysinadi deb hisoblaymiz. U holda T  elastiklik 

kuchi x, t  larga bogiiq bo'lmaydi va uning Oz o‘qqa proyeksiyasini T u x(x, t) 

ga teng deb olish mumkin. Blindan tashqari, ko'ndalang tebranishlar qara- 

layotganligi uchun torga ta'sir etuvchi barcha kuchlarning Oz o'qqa proyek- 

siyalari yig'indisi nolga teng bo'ladi.

Faraz qilaylik. torga Oz o'q yo‘na,lishida f ( x , t )  chiziqli zichlik bilan 

taqsimlangan tashqi kuch ta'sir qilsin. Xuddi oldin bo'lgani kabi torda 

[xi, kesmani ajratib olib, [¿x, Í2] vaqt oralig'ida uning harakat miqdori- 

ning o'zgarishini topamiz. Agar p (x ) tor massasining chiziqli zichligi (bir 

jinsli tor uchun p (x ) =  const) bo'lsa, put{x,t)dx - dx uzunlikka ega bo'lgan
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tor qisrnining impulsi bo'ladi. Bu holda muvozanat tenglamasi

X2

j  p (ut(x , t2) -  ut(x , i i ) )  dx =  J  T  (ut(x2, t ) -  Ut(x 1, i ) )  <#;+

X\ h

¿2 2̂j j f (x ,t )d x d t  

h
ko‘rinishda bo'ladi. Bu tenglamadagi hax bir integralda, o'rta qiymat haqidagi 

formulani qo'llab, hosil boigan tenglamalaxni x2 — £i va t2 — t\ ayirmalarga 

bo'lamiz. u (x ,t ) funksiya uzluksiz ikkinchi tartibli uxx(x ,t ) ,u u(x , t )  hosi- 

lalarga ega deb faraz qilib, xuddi oldin bo'lganidek, x\,x2 larni x ga va t\,t2 

larni t ga intiltiramiz. U holda quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:

ult(x, t ) =  a2uxx(x, t ) +  g (x , i), (17)

bu yerda a2 =  ~ =  const, g (x ,t ) =  ^f ( x , t ). (17) ga torning ko'ndalang 

tebranishlar tenglamasi deyiladi. Agar /(s, i )  =  0 (u holda ,g(:e, i) =  0) 

bo!lsa, unga erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi.

a >  0 tor materia.li xossalari bilan aniqlanadi. Bu miqdor O x  bo'yicha 

torning tebranish tezligiga teng ekan. Endi Oxy tekislikda chegarasi S  ga 

teng D  sohani qaraymiz. Uni ikki o'lchovli bir jinsli muvozanat holdagi 

membrana deb hisoblash mumkin. Faraz qilaylik, membrananing (x, y, 0) 

miqtasi muvozanat holatdan chiqarilgandan so‘ng t vaqtda Oz o‘qi bo'yicha 

u (x , y, t ) miqdorga siljisin. Membranada to'lqin tarqalish tenglamasini olish 

uchun xuddi torning ko'ndalang yoki sterjenning bo'ylama tebranish] arid agi 

kabi farazlarni qabul qilamiz. U holda

Utt(x, y, t ) =  a2(uxx(x, y, t) +  uyy(x , y, t ) )

membrananing kichik erkin ko'ndalang tebranishlar tenglamasini hosil qi­

lamiz. Agar rnembranaga koiidalang tashqi kuchlar ta'sir qilsa, unda memb- 

ra.naning tebranish tenglamasi

utt(x, y, t ) =  a2(uxx(x, y, t ) +  Uyy{x, y, t ) )  +  g(x, t, y)
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ko‘rinishida bo‘ladi.

Uu(M , t ) =  a2A u (M , t), M  — M (x , y, z)

ko'rinishida to‘lqin tenglamasi bilan fazoda tovush tarqalish jarayonlarini 

ifodalash mumkin. Tovush chiqaruvchi jismlar: tor, membrana, musiqali 

asboblar va bar qanday boshqa tovush ma,nbalari havoning bo‘vlama tebra- 

nishini hosil qiladi. Tovush to‘lqirilarinmg tarqalishini o'rganish uchun havoni 

Guk qonuniga bo‘ysunuvdii elastik muhit deb hisoblab, Gyugensning to‘lqin 

harorati prinsipidan foydalanish mumkin.

2.6 M oddiy nuqtaning og‘irlik kuchi ta ’siridagi

harakat tenglamasi

Dekaxt ortogonal koordinatalar sistemasida O x ix2 vertikal tekislikda mod­

diy M (x i ,x 2) nuqta og‘irlik kuchi ta’sirida (^1,^2), Í 2 >  0 holatdan (£o,0), 

£0 >  £1 holatni egallash uchun harakatianayotgan bo'lib, t vaqt £2 baland- 

likning funksiyasi boisin, va’ni t  =  i ( f 2)- M (x i ,x 2) nuqta harakat trayek- 

toriyaaini topish talab etilsin.

Ma’lumki, M (x  1,0:2) nuqta tezlik vektori v =  ( ^ ,  ^ )  moduli uchun

jt;|2 = 2g(& ~ x2)

tenglik o‘rinli, bu yerda g— og‘irlik kuchi tezlanishi.

Agar 7 (x i , X2) — soat mili harakati yo'nalishiga teskari yo:nalish hisoblana- 

digan tezlik vektori bilan x\ o'qning musbat yocnalishi orasidagi burchak 

bo'lsa, yuqoridagi tenglikka asosan

formula,ni hosil qilamiz. x\ =  x i {x2) traektoriya noma’lum bo'lgani uchun, 

ushbu

v f a )  =  - — /...l^ fo ) !  >  1
sin 7  (a:! (2:2),® 2)
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funksiya ham noma’lum bo'ladi. Bu va oldingi formuladan

Lo(xo)dr.i

tenglikni olamiz. Bu tenglikni 0 dan £2 gacha oraliqda integrallab,

yoki

tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamada noma’lum funksiya: integral ostida 

bo'lgani uchun. u integral tenglamadir.

Bu tenglamaning |̂ з(ж2)| >  1 shai'tni qanoatlantiruvchi yechimini topsak. 

u holda

0

tenglainasini topamiz. Bunga tautoxron to ‘g ‘risidagi masala deyiladi.

2.7 Xususiy hosilali differensial tenglamalar va 

ularning yechirni to ‘g ‘risida tushuncha

n o‘lehovli Rn Evklid fazosida, nuqtaning dekart koordmatalarini Xi, X2, • ■ ■, xn, 

n >  2 orqali belgilaymiz. Tartiblangan manfiy bo’lmagan n  ta butun son- 

ning a  =  (a i ,a 2, •• -j£*h) ketma-ketligi n tartibli multiindeks deyiladi,

|a| =  a i +  a?2 +  . ■. +  a„ soniga multiindeks uzunligi deyiladi. Q - W 1 

fazodagi biror soha (ochiq bog‘langa,n toplarn) bo'lsin.

=  ctg 7  =  Vcosec2 — 1
dx 2

tenglikdan izlanayotgan traektoriyaning

6
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u (x ) =  u (x i,x 2, ■ ■ ■ ,x n) funksiyaning x £ Q  nuqtadagi |a| =  a j +  a2 +

... +  an tartibli hosilasini

D ” u =  D ? D ? .. .  DSru =  D°u =  u (x )

ko'rinishda yozamiz. Masalan, a  =  xususiy hol uchun

d“ 4«  _  <9u
=  4 iU ~ d ¿ i ~ Uxi’ iU ~ d ¿ ¡ ~ Uxixi'

F  =  j P ( a ; , ...) funksiya Q  soha x  nuqtalarining va qa =  qaia2...an =  

D au, a¡ =  0 ,1 ,... haqiqiy o'zgaruvchinig berilgan funksiyasi bo'lsin. 

T a ’ r i  f. Ushbu

F ( x , . . . , D au , . . . )  =  0 (18)

tenglik noma’lum u (x ) =  u (x i, x2, . . . ,  xn) funksiyaga nisbatan xususiy hosi­

lali differensial tenglama deyiladi.

(18) da qa,tiiashayotgan hosilaning eng yuqori ta,rtibiga tenglamaning 

tártibi deyiladi.

Agar F  barcha qa (|a| =  0 ,1 ,... ,m ) o'zgaruvchilarga nisbatan chiziqli 

funksiya bo‘lsa, (18) tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi.

Agar tenglamaning tartibi m  bo’lib, F  barcha qa,, |a| =  m  o‘zgaruvchilar- 

ga nisbatan chiziqli funksiya bo'lsa, (18) tenglama kvazicMziqli differensial 

tenglama deataladi.

T  a ’ r i f. Q  sobada aniqlangan u (x ) funksiya (18) tenglamada ishtirok 

etuvchi barcha hosilalari bilan uzluksiz bo‘lib, uni ayniyatga aylantirsa, u (x) 

ga (18) tenglamaning klassik yechimi deyiladi.

Xususiy hosilali m —tartibli chiziqli differensial tenglamani ushbu

Lu  =  ^  aa(x )D au =  f ( x )  (19)
|a|<m

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda aa lar tenglama koeffitsientlari,

L =  aÁ ^ )D °‘
\a\<m
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esa xususiy hosilali m — tartibli differensial operator deyiladi.

Barcha x € Q  lar uchun (19) tenglamaning o‘ng tomoni f ( x )  nolga teng 

bo'lsa, (19) tenglama birjisnli, f ( x ) nolga teng bo‘lmasa, birjirisli bo'lmagan 

tenglama deyiladi.

Agar u (x ) va v (x ) funksiyalar bir jinsli bo'lmagan (19) tenglamaning 

yechimlaxi bo'lsa, ravshanki (tenglama chiziqli bo'lgani sababli) w (x) =  

u (x ) — v (x ) ayirma bir jinsli (/ =  0 ) tenlamaning yechimi bo'ladi.

Agarda Ui ( x ) ,  i  =  1, . . . ,  k funksiyalar bir jinsli (/ =  0) tenglamaning 

yechimlari bo'lsa, u (x ) =  E¿=i ciui (x ) funksiya ham, bu yerda c¿— haqiqiy 

o!zgarmaslar, shu tenglamaning yechimi bo'ladi.

Xususiy hosilali ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama

¿  +  ¿  +  C (x )u  =  f i x )  (20)
i j - i  1 J i—1 ' *

ko'rinishda yoziladi, bu yerda A ¿j, Bi, C, f  - Q  sohada berilgan haqiqiy 

funksiyalardir.

(20) tenglama berilgan sohada hech bo'lmaganda bitta A ij, i , j  =  1, . . . ,  n 

koeffitsient noldan farqli deb hisoblaymiz. Tenglamada i ^  j  bo'lganda 

alohida-alohida AijUXi<Cj, A.jiUXjXi qo'shiluvchilar ishtirok etmay balki lear­

ning yig'indisi (A ij +  A ji) uXiXj ishtirok etadi. Shu sababli umumiylikka 

ziyon yetkazmay hamma. vaqt A.¡.j =  Aj¿ deb hisoblaymiz.

Eslatib o'tamiz, Q sohada aniqlangan va k—tartibgacha xususiy hosi- 

lalari bilan uzluksiz bo'lgan haqiqiqiy u{x) funksiyalar sinfi G k{Q) orqali 

belgilanadi, C (Q )~  Q  sohada uzluksiz funksiyalar sinfi. g (x ) € C k(Q ) 

funksiyaning normasi

k
m a x l D ^ I

.—*“ xeQ

kabi aniqlanadi.
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2.8 X arakteristik forma tushunchasi, ikkinchi 

tartibli differensial tenglamalarning 

klassifikatsiyasi va kanonik ko‘rinishi

Faraz qilaylik, (18) tenglamaning tartibi m  bo‘lib, F (x , . . . ,  q „ ,. . .  ) funksiya, 

qa =  qaua,¿̂ „An, I a  | =  m  o'zgaruvchilar bo‘yicha uzluksiz birinchi tartibli 

hosilalarga ega bo!lsin. A j , . . . ,  Ati haqiqiy o‘zgaruvchilarga nisbatan ushbu

f) F
K (X и • • •, An) =  £  q T -F ,  A“  =  A? A ? ... A“ “ (21)

Or—TO

m  darajali bir jinsli ko'phadni yozib olamiz. Bu ko‘phadga (18) tenglamaga. 

mos bo'lgan xarakteristik forma deyiladi.

Ikkinchi tartibli kvazichiziqli

П
^   ̂ j{x )u XiXj G (x, u, uXiy. . . ,  uXn) — 0 (22)
i,3=i

differensial tenglama uchun, bu yerda A { j (x )  € C ( D ) ,  (21) forma

n
n ( A i , . . . , A n)  =  (2 3 )

i j =1

kvadratik formada,n ibora,t bo'ladi.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar, shu jumladan (22) ko'rinishidagi 

ikkinchi tartibli tenglama o‘rganilganda, erkli o‘zgaruvchilarni almashtirib, 

tenglamalarni soddaroq ko'rinishga olib kelishga harakat qilinadi. Shu maqsad- 

da dastlab (22) tenglamada erkli o'zgaruvchilarni almashtirganda uning A,j (x ) 

koeffisiyentlari qanday o‘zgarishmi qarab chiqamiz. x  =  ( * i , . . . ,  x„) o'zgaruv- 

chilar o‘raiga y — y (x ), ya’ni

V i-V i ix i ,X 2, . . . ,X n), i  =  l , . . . , n

o'zgaruvchilarni kiritamiz. x nuqtaning Q sohaga tegishli biror atrofida € 

С 2 bo'lsin va ushbu yaltobian

Р(Уи---,Уп ) , 0 

D (x  u . . . , x „ )
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Bu shartga ko‘ra x o‘zgaruvchilarni y lar orqali bir qiymatli ifodalashimiz 

mumkin, ya‘ni x  =  x(y ). (22) tenglamadagi u (x ) funksiyaning hosilalarini 

yangi у o'zgaruvchilarga nisbatan hisoblaymiz:

du du dyk

dxi дУк 9xí ’

d2u _  y-v d2u dyk dyi  ̂ du d2yk 
dxidxj ^  dykdyi Ox, dx0 dyk dxjdxj '

Hosil qilingaii ifodaJarni (22) tenglamaga qo‘yib, uni ushbu

П
5   ̂A kl1l>ykyt 4" G (У > и, UyI ) • • • ; U'yTi) “  0, (^4)

A ,¡= 1

ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda

<26>

<5 orqali G dan va. birinchi tartibli hosilalar ishtirok etgan hadlardan tashkil 

topgan ifoda belgilangan.

Жо € Q nuqtani tayin qilib,

, ч а дУк(Х o)
Уо =  y{x o), Pkl =  -..g  —

belgilashlarni kiritamiz.

(25) formula Xq nuqtada quyidagicha yoziladi:

Âki(yo) =  AUj(xo)ßkißij■ (26)
к,1=1

(23) kvadratik formani xq nuqtada yozib olamiz:

П
П A .jO 'oU A ,. (27)

Maxsus bo‘lmagan ushbu

n

=  det{ßki) ф о (28)
к=1
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Affin almashtirish natijasida (27) kvadratik forma

n

= ^ 2  Â ki(yü)(k à  (29)

ko'rinishga keladi. Bu kvadratik formaning koeffisiyentlari (9) formula bilan 

aniqlaniladi.

Shunday qilib, ('22) tenglamani xo nuqtada x  o'zgaruvchilar o'rniga yangi 

y =  y (x ) 0‘zgaruvchilaini kiritib soddalashtirish uchun, shu nuqtada (27) 

kvadratik formani maxsus bo‘lrnagan (28) chiziqli almashtirish yordamida 

soddalashtirirish yetarlidir.

Algebra kursidan ma’lumki, hamma. vaqt shunday maxsus bo‘lmagan 

(28) almashtirish rnavjud bo‘lib, u yordamida (27) kvadratik forma quyidagi 

ko‘rinishga keltiriladi :

Q =  (30)
1

bu yerda, =  1 koeffitsientlar 1, —1,0 qiymatlarni qabul qiiadi.

Shu bilan birga musbat (manfiy) koeffitsientlar soni va nolga teng bo'lgan ko­

effitsientlar soni (forma defekti) affin invariantdir, ya’ni bu sonlar faqat (27) 

forma bilan aniqlanib, (28) almashtirishning tanlanishiga bog‘liq bo!lmaydi. 

Bu esa (22) differensial tenglama A ÿ (x ) koeffitsientlarining x0 nuqtada qabul 

qiladigan qiymatlariga qarab, klassifikatsiya qilish imkonini beradi.

Demak, yuqorida almashtirishlardan so‘ng (25) tenglama

n

X !  W * » »  +  G(y, U, U \ , , Uyn) =  0 (31)

koi'inishga olib kelinadi.

Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning aralash hosilalar qatnashma- 

ga,n bunday ko‘rinishi, odatda uning kanonik (sodda) ko'rinishi deyiladi.

Agar barcha ¿j* =  1 yoki barcba /ij, =  — 1, k =  .1, . . .  ,n  bo‘lsa, ya’ni O 

forma mos ravishda musbat yoki manfiy aniqlangan bo‘lsa, (22) tenglama 

x  G Q  nuqtada elliptik tipdagi yoki elliptik tenglama deyiladi.

Agar ßk koeffitsientlardan bittasi manfiy, qolganlari musbat (yoki aksin- 

cha) bo’lsa, (22) tenglama x  G Q  nuqtada giperbolik tenglama deyiladi.
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Hk koeffitsientlardan I tasi, 1 <  I <  n — 1, musbat, qolgan n — I tasi 

manfiy bo'lsa, (22) tenglama ultragiperbolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar ßt koeffitsientlardan bittasi nolga, teng, qolganlari noldan farqli 

bo'lsa, (22) tenglama x  € Q nuqtada parabolik tenglama deyiladi.

Agar koeffitsiyentlardan kamida bittasi nolga teng bo‘lsa, (22) tenglama 

keng ma’noda x  e  Q nuqtada parabolik tenglama deb ataladi.

Agar (22) tenglamada Q sohaning har bir nuqtasida elliptik, giperbolik 

yoki parabolik boisa D  sobada mos ra,vishda elliptik, giperbolik yoki parabolik 

tipdagi tenglama deb ataladi.

Agar noldan farqli bo'lgan, bir xil ishorali ao,oti haqiqiqy sonlar mavjud 

bo'lib, bárcha x £ Q nuqtalar uchun ushbu
n n

< ü ( \ u . . . , X n ) < o . i  
«=l »=l

tengsizlik bajarilsa, f i sohada elliptik bo'lgan (22) tenglamaga tekis elliptik

tenglama deyiladi.

Masalan, ushbu lYikorni

UX, x¡ “1“ ~  0

tenglamasi x\ >  0 yarim tekislikning har bir nuqtasida elliptik bo'lishi bilan 

birga, u bu sohada tekis elliptik einasdir.

Q  sohaning turli qismlarida (22) tenglama har xil tipga tegishli bo'lsa, 

unga ara.lash tipdagi tenglama deyiladi.

Yuqorida keltirilgan Trikomi tenglamasi x% =  0 o'qning ixtiyoriy qismini 

o‘z ichiga oigan ixtiyoriy Q sohada ai'alash tipdagi tenglamaga misol bo‘la,di.

Yoqorida bayon qilingan (22) tenglamaning klassifikatsiyasini ekvivalent 

tarzda A  =  \\Aij || matritsaning xarakteristik sonlariga asoslanib ham berish 

mumkin. Buning uchun algebradan ma’lum bo'lgan (27) kvadratik for- 

maning (30) kanonik ko'rinishidagi ¡tk, k =  1,...  ,n  sonlar A  matritsaning 

xarakteristik sonlaridan iborat eka.nligini eslash yetarli. Ma’lumki, simmetrik 

(A ij =  Aß) matrisaning barcha xarakteristik sonlari haqiqiydir.

Eslatib o‘tamiz, A  matrisaning xarakteristik sonlari ushbu

det(A -  X I) =  0
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algebraik tenglamaning ildizlaridan iborat, bu yerda I  - birlik matritsa. 

Demak, (22) tenglama berilgan Q  sohaning ixtiyoriy x  nuqtasida A

tenglamaga (22) differensial tenglama xarakteristikalarining tengîamasi de- 

yiladi.

Agar CO (a:i,. . . ,  xn) funksiyaxarakteristikalar tenglamasini qanoatlantirsa

tenglik bilan aniqlanadigan sirt berilgan (22) differensial tenglamaning xarak- 

teristik sirti yoki xarakteristikasi deyiladi. 0 ‘zgaruvchilar soni ikkita bo'lganda 

xarakteristik egri ehiziq haqida so‘z boradi.

Xarakteristikalar tenglamasini qurish uchun (22) differensial tenglamaga

bo'lgan ifodani nolga tenglashtirish zarur.

Faraz qilaylik, w € C 2 boMsin. (22) tenglamani kanonik ko'rinishga, 

keltirish maqsadida Xi o'zgaruvchilar o'rniga kiritilgan y¡ o‘zgaruvchilardan 

bittasini, masalan, y\ ni y\ =  oj(x i,X 2, ■ ■ ■ ,x n) deb hisoblasak, u holda 

xarakteristikalar tenglamasiga, ko'ra А ц  =  0 boladi. Shuning uchun ham 

diffe- rensial tenglamaning bitta yoki bir nechta xarakteristikalar oilasini 

bilish, bu tenglamani soddaroq ko'rinishga keltirish imkonini beradi.

2.9 Yuqori tartibli differensial tenglamalarning 

va sistemalarning klassifikatsiyasi

m-tartibli xususiy hosilali kvazichiziqli differensial tenglama

matritsa xarakteristik sonlarining ishorasini aniqlab, (22) tenglamaning qaysi 

tipga tegishli ekanini bilib olish rnumkin.

Endi xarakteristik sirt tushunehasini kiritamiz. Ushbu 

n а,., я , ,

cj(x i , . . . ,  xn)  =  с, с =  const

mos bo‘lgan (23) kvadratik formani tuzib, unda Л, =  |g, Xj  =  щ  deb, hosil

y ]  aa(x )D au +  G (x , u , . . . ,  D ßu , ... ) =  0 (32)
Jcï|—771
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ko'rinishda yoziladi, bu yerda G  orqali x  o'zgaruvchilar, noma'lum u — u (x ) 

funksiya va uning 1, . . . ,  m — 1 ta.rt.ibli hosilalarini o!z ichiga oigan ifoda 

belgilangan.

(32) tenglamaga mos bo'lgan xarakteristik forma (21) ga asosan

K (X u . . . ,X rl) =  aa(x )X a (33)
¡a|=m

ko'rinishda yoziladi.

Agar x  G Q  nuqtada Ai , . . . ,  A„ o'zgaruvchilarning shunday A¿ =

=  X i(ß i, .. -, ßn), i =  1, . . .  ,n  affin almashtirishini topish mumkin bo'lsaki, 

natijada (33) formadan hosil bo'lgan forma ¡n o'zgajruvchilarning faqat l 

tasini, 0 <  l <  n, o‘z ichiga olsa, (32) tenglama x  nuqtada parabolik yoki 

parabolik buzüadi deb aytiladi.

Parabolik buzilish bo‘lmaga.nda, K (A i , . . . ,A „ )  =  0 tenglik faqat Ai =

0, . . . ,  Xn — 0 bo'lgauda bajarilsa, (32) tengla-ma x  G Q nuqtada elliptik 

deyiladi.

Agarda A i , , Ar, o‘zgaruvchilardan biror A, ni ajratib olish mumkin 

bo'lsa (zarur bo‘lgan holda bu o'zgaruvchilarning Affin almashtirishidan so‘ng), 

barcha X' =  (A i , . . . ,  A¡_i, A,+i , . . . ,  A„.) G R ” '“1 nuqtalar uchun A ga nis- 

batan xarakteristik

K (X ', X) =  0

tenglamaning barcha ildizlai'i haqiqiy bo‘lsa, (32) tenglama x  G Q nuqtada 

giperbolik deyiladi.

Agarda A ildizlarning bir qismi haqiqiqiy, qolganla.ri esa kompleks bo!lsa, 

(32) tenglama x  G Q nuqtada qo ‘shrna tipdagi tenglama deyiladi.

Bunga asosan rn >  3 bo‘lgandag.ina (32) qo'shma tipdagi tenglama 

bo'lishi mumkin.

Qo'shma tipdagi tenglamaga

tenglama misol bo‘la oladi.

Xuddi shunga o‘xshash, (18) tenglama chiziqli bo'lmagan holda (21) 

forma xususiyatiga asosan tiplarga ajra.tiladi. (21) forma koeffitsientlari x
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nuqta bilan birga izlanayotgan u (x ) yechim va uning hosilalariga bogiiq 

bo'lgani sababli, tiplarga ajratish bu holda faqat shu yechim uchungina 

ma’noga ega bo'ladi.

Masalan,
П

u(x)v>xix\ ^  , ’U’TjXj 0 
¡=2

tenglama u (x ) >  0 bo'lgan x G Q nuqtalarda elliptik, u [x ) <  0 bo‘lganda 

giperbolik va u (x ) =  0 bo'lgan x e Q  nuqtalarda parabolik buziladi.

M  i s о 1. Chiziqli bo'lmagan

F (X{, X-2i U'T.iTi j UXlx2i UT2?l) ~  "1" 'U‘XiX2,U'X2X2  ̂̂ х̂ хч 0

tenglamarii qaraymiz. Bevosita. tekshirish yordamida ishonch hosil qilish 

mumkinki, U i(x i,x 2) =  2x\, щ (х 1,х 2) =  5xix2, щ (х\ ,х2) — x i lar bu 

tenglamaning xususiy yechimlaridir. Tenglamani

1
2 :̂' :X2—.7.2 :;2 i 2 'U’ZI ] "b л tU,X\X2UxiXl n X̂2Xl̂ X2X2 X̂2X2

ko'rinishda vozib olib, (16) kvadratik formaning

d F  _  d F  _  d F  _  d F  _  1

011 dqu dUxlXl ’ fll2 dqu  duXlx2 2 i‘2XV 

d F  d F  d F  d F
Û 21  —  7 T ~  —  'S - -------------- a i 2 > a '22 ~  Я  ~  Ä T  ~ ~  U X\X2 +  ¿ U X2X2 4

0921 duX2x i dq22 duX2x2

koeffitsientlarini aniqlaymiz.

1. Щ yechimni qaraymiz. Bu yechimda ац — I ,a n  — «21 =  2,022 =  4 

bo'lib, (33) kvadratik forma

K(XU X2) — A2 + 4A1À2 +  4A2

ko'rimshga ega bo'ladi. Osongina tekshirish mumkinki, bu kvadratik forma 

koeffitsientlaridan tuzilgan matritsaning xos sonlari 71 =  0, 72 =  5 lardan 

iborat. Sburmng uchun v\, v2 o'zgaruvchilarni shunday tanlash mumkinki, 

kvadratik forma

K (vi,iy2) =  7i*'i +  72^2 =  5i/I
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ko'rinishga o'tadi. Demak, u\ yechimda tenglama para.bolik tipga mansub 

ekan.

2. u-i yechimni qaraymiz. Bu holda an =  l , a i2 =  <221 =  0, «22 =  1 

bo'lib, (33) ga ko'ra kvadratik

K (X i, A2) =  A2 -f A|

formaning o‘zi kanonik ko'rinishga ega. Bundan U2 yechimda tenglama el- 

liptik tipda ekan.

3. «3  yechimni qaraymiz. Bu yechimda an =  1, « i 2 =  «21 =  0, <222 =  —4 

bo'lib,

^ (A i ,A 2) = A 2 -4A|.

Demak, «.3 yechimda tenglama. giperbolik tipda ekan.

Qaralgan har uchala holda ham % , i , j  =  1,2, koeffitsientlar x\, x2 o'zga- 

ruvchilarga bog'liq emas. Shuning uchun har bir holda tenglama Q  sohaning 

barcha nuqtalarida faqat bitta tipga ega bo'ladi.

(32) tenglamaning quyidagi xususiy holini o'rganamiz.

Biror erkli 0‘zgaruvchiga (bu o‘zga,ruvchini t orqali belgiiaymiz) nisbatan 

m - tartibli hususiy hosilasi ajratib yozilgan

D ? u +  ] T  ak,a{ t ,x )D * D ktu =  f { t , x )  (32')

tenglama. Kovalevskaya tipidagi chiziqli m  - tartibli hususiy hosilali differen­

sial tenglama deyiladi. Bunda, avvalgi kabi, a =  ( « 1, . . . ,  a„)-multiindeks. 

(32') tenglamaning chap tomonini m-tartibli hosilalar qatnashgan

D™u +  «*.«(*, x)D%DtU,
k+\a\<m}k^m

berilgan tenglamaning bosh qismi deb ataluvchi hamda u(t, x ) va uning

1, . . . ,  to — 1 tartibli hosilalarini o‘z ichiga olgan

^ 2  ak A l > X) DxD tu
h+\a\<m

qismlarga ajratamiz.
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differensial operatorni

A ^ A ^ . . . A “V  =  Aar fc 

bilaii almashtirib, tenglamaning bosh qismini unga mos keluvchi

Tm +  ] T  ak A t^ )\ aTk
k+\a\<mtk^m

ko'rinishdagi xaraktiristik formaga keltiramiz.

Faraz qilaylik, (32') tenglamaning koeffisientlari D  C R " +1 sohada haqiqiy 

va uzluksiz funksiyalar bo‘lsin.

T  a ’ r i f. Agar

tTO+ ak A h , Xo)\aTa (33')
k+\a\<m,k^m

xarakteristik tenglama £ ^  0 lar uehun (to,xo) £ D  nuqtada faqat haqiqiy

71 =  Ti(i0,.x-o; f)> =  Tm(t0,x 0,Q  ildizlarga ega bo;lsa, u holda (32')

tenglama ( to,Xo)  € D  nuqtada, giperbolik deyiladi.

Agar (33') xarakteristik tenglama £ ^  0 lar uehun faqat haqiqiy va har 

x il-71 =  Ti(io,a-o,0. ■••,% =  rm(t0,x  O, 0  ildizlarga ega, bo‘Isa, u holda (32') 

tenglama

(tu,Xo) € D  nuqtada qat’iy giperbolik deyiladi.

Aga,r ^ 0 lar uehun. (32') tenglama haqiqiy ildizlarga ega bo'lmasa, u 

holda

(32') tenglama (to, x0) e  D  nuqtada elliptik deyiladi,

Agar (32') tenglama D  sohaning har bir nuqtasida giperbolik (qat’iy 

giperbolik, elliptik) bo‘lsa, u holda u D sohada giperbolik (qat’iy giperbolik, 

elliptik) deyiladi

M  i s o 1. I 2 tekislikda
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tenglamani qaraymiz. bu tenglamaga mos keluvehi xarakteristik tenglama- 

ning yechimlari t\ =  - í£  va- t% =  lardan iborat. Demak, ta’rifga ko‘ra 

tenglama glperbolik tipga ega. Ravshanki, { (x , t )  € R2 : t 0 } sohada 

tenglama qat’iy giperbolik bo'ladi.

Endi xususiy hosilali differensiai tenglama,lar sistemasining klassifikat- 

siyasiga qisqacha to'xtalib o'tamiz.

(18) tenglamada F  funksiya k oichovli F  =  ( F j , . . . ,  Fk) vektor funksiya- 

dan iborat bo'lsin. Faraz qilaylik, bu vektorning F i , , Fk komponentlari Q 

soha x  nuqtalari va g¿ =  « j ,  =  D aUj, j  =  1 ,1) haqiqiy o'zgaruvchilar- 

ning berilgan haqiqiy funksiyalari bo'lsin.

ko'rinishdagi tengliklar, noma’lum u\, . . . ,  u¿ funksiyalarga nisbatan xususiy 

hosilali differensiai tenglama,lar sistemasi deyiladi. (34) tenglamala,r sis- 

temasida qatnashayotgan noma’lum funksiyalar hosilalarining eng yuqori 

tartibiga shu sistemaning tartibi deyiladi.

(34) sistemasining tartibi m  ga teng bo‘lsin. Agar i  =  

funksiyalar barcha o'zgaruvchilarga nisbatan chiziqü bo!Isa, (34) sistema 

chiziqli, agarda F¡, lar, i  =  1, . . . ,  k, barcha \a\ =  m  larga nisbatan chiziqli 

bo'lsa. (34) sistema kvazichiziqli deyiladi.

Agar (34) sistemada k =  l ,k >  l ,k <  l bo'lsa, u mos ravishda aniq, 

ortig'i bilan aniqlangan va yetarlicha aniqlanmagan deyiladi. (34) sistema 

aniq boiib. uning har bir tenglamasining tartibi m  ga teng bo‘lsin.

ifoda haqiqiy skalyar A j , . . . ,  An parametrlarga nisbatan km tartibli for- 

madan iboratdir. Bu forma (34) sistemaning xarakteristik determinanti dey­

iladi.

Ushbu

Ushbu n

kvadratik matritsani tuzamiz.

[a|-—m ¡a|~m
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(35) formaning xarakteriga qarab, xuddi (32) tenglamaga o'xshash, (34) 

sistema ham tiplarga ajratiladi. Ko‘p hollaxda tadbiqiy masalalarda uchray- 

digan tenglamalar sistemasini ushbu matrit.sa.li

5 3  aaD nu =  / (36)
|oii<m

tenglama ko'rinishida yozish mumkin. (36) ifodada D a differensial oper­

ator u — (u i (x ) , . . .  ,Uk(x)) vektor-funksiya yoki u =  ||uj||,j =  

matritsa-ustunining har bir komponentiga ta’sir qiladi, aa - koeffitsientlar k- 

tartibli matritsadan iborat bo'lib, ular hamda (36) sistemaning o‘ng tomoni 

/ =  (/i, • • •, I n )  yoki / =  \\fj\\ x -  (x u xn) o'zgaruvchilarga, noma’lum 

U j ( x )  funksiyalarga va ularning tartibi to — 1 dan ka,tta bo‘lmagan hosilalax- 

iga bog!liq, bo'iishi mumkin. m  — 1 bo'lganda (36) sistemadan birinchi 

tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasi

5 3  a,jDjU +  bu — f
3=1

(37)

differensial tenglamalar sistemasi kelib chiqadi, bu yerda 6—&-tartibli kvadratik 

taatritsa.

(37) tenglamalar sistemasiga to‘g‘ri keluvchi fc-tartibli xarakteristik forma 

ushbu n

K ( \ i , . . . ,  Xn) =  det 5 3  aj\ j 
j= i

ko'rinishga ega. Soddalik uchun (37) tenglamaning xususiy holini qaraymiz, 

ya’ni (37) da n  =  k =  2, 6 =  0, / =  0,

a\

bo‘lsin. Bu holda quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

1 0 10 -1 I
, a2 =

0 1 1 0

1 0 d «1 0 -1 d

dxi
+

dx20 1 U2 1 0

Ui

«2

D\U\ +  0 0 -  £>2«2 D  i 'U i -  D 2 U2 1 0
0 +  D\u2

i
D 2u i  +  0 D 2Ui  +  D\U2 I 0
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yoki
дих _  дщ  дщ  _  _du2  , ,
dx\ d'X'i ’ dx2 dxi '

Ma’lumki, (38) kompleks o'zgaxuvchili funksiyalar nazariyasidan tanish 

bo‘lgan Koshi-Riman tenglarnalari sistemasidir. Bu sistemaga mos bo'lgan 

xarakteristik forma

К  =  det(a iA i +  02X2) =  det
Ai —A2 1

A2 Al 1
A? +  A2

ko‘rinishga ega bo'ladi.

Demak, Koshi-Riman tenglarnalari sistemasi elliptik tipda ekan. z =  

x\. +  ix 2 kompleks o'zgaruvchini hamda

d_ _ 1 /_а_ . d \
dz 2 \<9xi ^  dx%)  

differensial oper&torni kiritib, (38) sistemani bitta. differensial tenglama

ko'rinishida yozish mumkin, bu yerda

w (z) — U(xi,x2) +  iu2(x  1, x2).

2.10 Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili 

differensial tenglam alam i kanonik ко‘rinishga 

keltirish

Ikkita X va y  haqiqiy o'zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichiziqli (yuqori 

tartibli hosilalariga nisbatan chiziqli) differensial tenglama ushbu

/ \d2u -, ô 2w . ,д2и (  ди du\
« ( * , # ) g î 5 +  2K x , ï ) 5 i ^ + c ( I , „ ) ^  +  G ^ , » , „ , - , - j  - 0  (39)

ko'rinishda yoziladi.

(39) tenglama, xarakteristikalarining tenglamasi chiziqli bo‘lmagan

/ dui\2 дшдш (  d t j\ 2 .

“ ( 5 )  ' ( % )  =0 (40)V -
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tenglamadan iboratdir.

Bu tenglamani oddiy differensial tenglamaga keltiramz. Agar L>J (x,y) 
funksiya (40) tenglamaning yechimi bo'lsa., u holda u(x,y) =  const egri 

chiziq (39) tenglamaning xarakteristikasidir. Bu xarakteristika atrofida

oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.

Aksincha, agar oj{x,y) = const (41) tenglamaning integrali bcrlsa, u 

holda ui(x,y) funksiya (5) xarakteristikalar tenglamasini qanoatlantiradi. 

(41) tenglik xarakteristik egri chiziqlarning oddiy differensial tenglamasidan 

iboratdir.

(41) tenglik bilan aniqlangan(<£r, dy) yo'nalish odatda xarakteristik yo'na-

lish deyiladi.

Agar (39) tenglamaning a,b,c koeffitsientlari tenglama berilgan biror 

(x, y) £  Q sohada yetarli silliq funksiyalar bo‘lsa, u holda x, y o'zgaruvchilar- 

ning shunday maxsus boimagan

almashtirish mavjud bo‘ladiki, (39) tenglama Q sohada bu almashtirish yor- 

damida quyidagi kanonik ko‘rinishlardan biriga keladi:

Elliptik holda

yoki
doj dui dy 

dx ' dy dx

munosabat bajariladi.

(40) tenglamada
duj doj 

dx ’ dy

nisbatni — dy : dx ga almashtirib,

ady2 — 2 bdydx + cdx2 =  0 (41)

t = £(x,y), V = y)

+ um + G (f,r/, u, u^un) =  0 , (42)
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giperbolik holda

(43)

yoki

4 v + 0(4,??, u, m,() = 0 (44)

va parabolik holda

um + <?(£, г), и, щ, uv) =  0 . (45)

Faraz qilamiz, (39) tenglamaning a, 6, с koeffitsiyentlaxi (ж, г/) nuqtaning 

biror atrofida С2 sinfga tegishli bo'lib,

Umumiylikka. ziyon yetkazma.y a(x,y) ф 0 deb hisoblashimiz mumkin. 

Haqiqatan ham, aks holda c(x,y) Ф 0 bo'lishi mumkin. Bu holda x va 

y o'rnini almashtirib, shunday tenglama hosil qilamizki, unda. a(x,y) ф 0 

bo'ladi.

Agarda o va с lar bir vaqtda, biror nuqta.da nolga teng bo‘lsa, bu nuqta 

atrofida. b(x, у) ф 0 bo‘ladi. Bu holda x' =  x + y, y' =  x — y almashtirishlar 

natijasida hosil boigan tenglamada a(x,y) Ф 0 bo'ladi.

(39) tenglamada erkli o'zgaruvchilarni ixtiyoriy (qaytariluvchi) almashti- 

ramiz:

u xy +  {ÇxVy “Ь +  TJxWyUipi £хуЩ  ~f~ VxyV’rfi

иуу =  2íyrlyurií +  Vyutm "I” +  Vyyui]>

(39) tenglamaga qo'yamiz. Natijada (39) tenglama

a2(x, у) + b2(x, у) + c2(x, у ) ф 0

bo‘lsin.

C =  £{x,y), V = r¡(x,y).

Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni quyidagicha hisoblab:

1LX “b 'UrjTJxi У*у — )

^ x x  ^Cx'Hx'U'TjÇ ’ПхЩ г/ ~b ^ .x x ^  "Ь  'Пхх'У'Г}-)

(46)
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ko'rinishda yoziladi. Bu verda

ai(i, V) = o il + + <iy, 

b i(Z ,r)) =  o ixVx + K tcV y + i yt}x) + c£yTly, 

ci(f, r/) = arj^ +  ZbHxVy +  crfy,

u(Z,ri) =u[x(£,r)),y(£>ri)\,

x =  x(£, 77), y =  «/(£, 7?) almashtirish esa £ = £(x, y), r\ — r)(x, y) ga teskari 

almashtirishdir.

(40) xarakteristikalar tenglamasini

I ' ^ x  H--------- -------"Wy I i u i x  + -------—-------'* O y  J : 0 (47)

ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda A = ac — b2. Dastlab (39) tenglama 

elliptik tipga tegishli bo'lsin, ya’ni (x,y) nuqta atrofida A (x,y) > 0 , shu 

bilan birga y/—A = iVA.

Bu holda. (47) tenglama ha,qiqiy yechimlarga ega emas. Shuning uchun

u(x,y) =  £(x,y) + iii(x,y)

deb belgilab olamiz. Agar (40) tengla,mailing chap tomonini q orqali belgi- 

lasak, bevosita hisoblashlarni amalga oshirib,

q — ai — ci + 2 ib (48)

bo‘lishiga ishonch hosil qilish mumkin. Shunga muvofiq w(x, y) funksiyani 

ushbu ikkita
, b + iVA _ n

COx H------- Wy — 0,
a

UJX + -— =  0 (49)
a

tenglama.dan birining yechimi sifatida izlash ta.biiydir. Bu tenglamalarda uiy 

oldidagi koeffitsiyentlar o‘zaro qo'shma kompleks ifodalardan iborat. (49) 

tenglama ikkita birinchi tartibli

cl̂ x ”1“ b̂ y VAriy 0
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ar)x + br)y - VA iy =  0 (50)

tenglamalar sistemasiga ekvivalentdir. (50) tenglamalar Beltrami tenglamalari 

deb ataladi.

Endi £ =  £(x,y)\ra. •<] =  r/(x,y) sifatida Beltrami tenglamalarining yako- 

biani
d(Z,V) , n

<51)

bo'lgan yechimlarni olamiz. ui(x, y) funksiya (40) xarakteristikalar tenglamasi- 

ning yechimi boigani uchun (38) tenglik nolga teng bo‘ladi. Bundan

<ii =  ci, b\ =  0

kelib chiqadi. (50) tenglamalardan £x va rjx ni topib oj, b\ koeffitsiyentlar- 

ning ifodalariga qo'ysak,

Oi =  Cl =  ^ ( ^  + rfy ± 0

bo'lishiga ishonch hosil qilamiz. (46) tenglamaning barcha hadlarini noldan 

farqli bo‘lgan

ifodaga bo'lib, (42) tenglamani hosil qilamiz.

Endi (x, y) nuqta atrofida (4) giperbolik tipga tegishli bo'lsin, ya’ni A <

0 , f(a:,i/), rj(x, y) funksiyalar esa mos ravishda

+ ~ q— Vi -  0 (52)

tenglamaning (51) shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi bo'lsin.

Bu holda, (52) ga asosan

A
<xi — — 0, b\ — 2 tŷ iy ^  0.

a

Agarda — 0 yoki rjy — 0 bo‘lsa, (52) asosan (51) yakobian nolga teng 

bo'ladi. £(x,y), r](x,y) funksiyalarning tanianilishigamuvofiqbunday bo‘lishi
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mumkin emas. Shu sababli (x,y) nuqta atrofíela bi 0 bo'ladi. (46) 

teoglama 2i>i ga bo‘linga.ndan so'ng (44) ko'rinishga keladi. a  =  £ + 77, ¡3 =  

£ — 77 almashtirish natijasida (44) tenglamadan (43) tenglama kelib chiqadi.

Nihoyat A  =  0, ya’ni (x,y) nuqta atrofida (39) tenglama parabolik 

bo'lsin. i[x,y) sifatida

+ b£y =  0 (53)

tenglamaning o'zgarmas sondan farqli bo'lgan yechimini olamiz.

Bu holda ai =  &i =  0 bo'ladi. r¡(x,y) funksiyani shunday tanlab 

olamizki, natijada cj(f, 77) 0 bo‘lsin. Natijada, (46) dan (45) tenglama 

hosi.1 boiadi.

Yuqorida, hosil qilingan xususiy hosilali birinchi tartibli chiziqli differen­

sial tenglamalar yeehimlarining mavjudligi masalasi birinchi tartibli oddiy 

differensial tenglamalar nazariyasi bilan uzviy bog‘liqdir. Oddiy differen­

sial tenglamalar nazariyasidan ma’lumki, a, b, c funksiyalar yetarlicha silliq 

bo‘lganda xususiy hosilali chiziqli tenglamalarning (50) sistemasi hamda (52) 

va (53) chiziqli tenglamalar (39) tenglama bilan berilgan (x, y) € D  nuqtasi- 

ning kichik atrofida yakobiani noldan farqli bo‘lgan yechimlarga egadir.

Shu bilan (39) tenglamani (x,y) rmqta atrofida, ya’ni lokal (42), (43) ( 

yoki (44)) va (45) kanonik ko‘rinishlarga keltirish mumkin.

M  i s o 1. Ushbu

Uxx 4  XUyy — 0

Trikomi tenglamasini Oxy tekislikning tenglama tipi saqlanadiga.11 sohalarida 

kanonik ko'rinishga keltiramiz.

A  =  ac — b2 — x bo'lgani uchun, x < 0 sohada tenglama giperbo- 

lik, x > 0 sohada esa elliptik tipga ega. Dastlab giperbolik holni qaray- 

lik. Bu holda xarakteristikaning differensial tenglamasi (dy)2 + x (dx)2 =  0 

yoki dy =  ±yj—xdx ko‘rinishga ega bo‘lib, u ikkita y 4-§(—x) ^ 2 =  const 

va y — |(—x)3/2 =  const haqiqiy int-egrallarga ega. £ =  V + \{~x) > 

r¡ =  y — |(—x)3/2 almashtirishlarni bajaramiz. Buning uchun ux, uy, uxx, 

uyy hosilalarni £, 77 lar orqali ifodalab, tenglamada uxx, uyy larning o‘rniga
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qo'yamiz. Natijada

U f  — u „
— rr

8( — X)2

ni hosil qilamiz. (—x)* =  |(£ — r¡) ekanligini inobatga olsak,

Bu q&ralayotgan tenglamaning birinchi kaiionik formasi. r¡ lar o‘rniga 

boshqa | =  y, rj =  |(—x)3/2 o'zgaruvchlarni kiritamiz. Yana ux, Uy, uxx, 

uyy larni £, f) lar orqali ifodala,b, tenglamani ushbu

uy n
uu ~ u^ ~ 3 ^  =  0

ikkinchi kanonik formaga keltiramiz. Ravshanki, £ — |(í + v)-> V — |(f — 

r¡) almashtirishlar yordamida bu kanonik formalarni biridan ikkinchisiga 

oHkazish mumkin.

Endi x > 0 sohani qaraymiz. Bu soliada tenglama elliptik bo'lib, xaxak- 

teris.tik tenglamaning ikkita kompleks-qo'shma y -f |«x3/2 =  amst va y — 

!*aj®/2 =  const yechimlarini olamiz. Yangi o'zgaruvchilarni £ =  J/, V — fx3/2 

kabi tanlab, ux, uy, uxz, uyy larni yangi o‘zgaruvchilar orqali ifodalaymiz. 

Natijada tenglamaning

Uf,
Ugg -j- Uffq -f- = 0 , 7? >  0

kanonik formasini hosil qilamiz.

x =  0 hol parabolik tipga to‘g‘ri keladi. Bunda qalayotgan tenglama 

xususiy hosilali differensial tenglama sifatida qiziqish tug'dirmaydi.

E s 1 a t m a. Osongina tekshirib ko'rish mumkinki, birinchi para,- 

grafda keltirib chiqarilgan bir, ikki va uch o'lchovli issiqlik o‘tkazuvchanlik 

tenglamalari parabolik tipga, Laplas va Puasson tenglamalaxi elliptik tipga, 

to‘lqin tarqalish tenglamalari giperbolik tipga tegishli bo‘la,di.
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2.11 Koshi rnasalasi va uning qo‘yilishida 

xarakteristikalarning roli

Bir jinsli bo'lmagan tor, sterjen, membrana, uch o'lchovli hajmlarning 

tebranishlari hamda bir jinsli bo'lmagan muhitlarda elektromagnit, elastik 

va akustik to‘lqinlarning tarqalishi kabi ko‘p tadbiqiy masalalar 4-paragrafda 

keltirib chiqarilgan

p-rri =  div (pVíí) — qu 4- F(x, t) (54)
ot¿

ko'rinishdagi tenglamalar yordamida ifodalajiadi. Bundagi u{x, b) noma’lum

funksiya umumiy holda n ta fazoviy x =  (X\, xn) koordinatalarga va t vaqt 

o'zgaruvchisiga bog'liqdir. p, p, q - koeffisientlar n ta fazoviy x =  (xi, ...,xn) 

koordinatalarning funksiyalari bo'lib, fizik jarayon sodir bo'íayotgan muhit- 

ning xossalari hilan aniqlanadi, ozod had F(x, t) esa ta’sir qilayotgan tashqi 

kuchlarning intensivligini ifodalaydi. (54) tenglamadagi div va V  operator- 

lari qatnashgan ifoda yig'indi ko‘rinishida quyidagicha voziladi :

(54) tenglama uchun (giperbolik tip) klassik Koshi rnasalasi quyidagicha 

qo'yihshi murnkin:

G2 (Kn x R +) n  C1 (Rn x 1 + )  , bu yerda E+ =  j í  € r |í  > o | , 1+ =

j t  € eJí > o| sinfga tegishli, (Mn x R +) yarim fazoda (54) tenglamani va 

t =  +0 da

uL+o =  «»(*)> frL + io = u^ x) (55)

boshlang’ich shartlami qanoatlantiruvchi u(x,t) funksiya topilsin.

p—  =  div(pS7u) — qu + F(x, t) (56)
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diffuziya tenglarnasi uchun (parabolik tip) klassik Koshi masalasi quyidagicha 

qo‘yiladi:

C2 (R11 X R+) П С  (Rn X R +) sinfga teg'ishli, (R" x R +.) 0 у a,rim fazoda

(55) lenglamani va t — 4-0 da

u L+o =  u<>(æ) (57)

boshlang'ich shartni qanoatlantimvchi u{x,t) funksiya topilsin.

Koshi masalasini umumiy hoi uchun ham qo'yish mumkin. Shu maqsadda 

x =  {x\, ...,æn) o'zgaruvchili ikkinchi tartibli ushbu

•c-л . . d2u (  du du \

+ dxi ' ' ’ ’ /  = ж € Q' (58)l-J—1

kvazichiziqli differensial tenglamani qaraymiz. (58) da barcha Лу koeffit-
11.

sientlar va Ф funksiya uzluksiz hamda ^| (x) Ф 0 deb hisoblaymiz.
Î}<7 =  1

Quyidagi umumiyroq bo'lgan Koshi masalasini o'rganamiz: yetarlicha 

silliq S := {x 6 R” | ш{х\, . . . ,  xn) =  0} sirt va bu sirtga urinma bo ‘Imagan, 

uning har bir nuqtasida biror I yo'nalish berilgan bo'lsin. S mining biror 

atrofida (58) tenglama va Koshi (boshlang'ich)

i du I
u\s =  щ{х), —  =  mix) (59)

shartlarini qanoatlantimvchi и(х) funksiya topilsin.

M  i s о 1. Sterjenning ko'ndalang tebranish tenglaniasi uchun и(ж, t)

funksiyaga nisbatan S  vazifasini t =  to vaqtda Ox o'qinmg [0,1} kesmasi yoki

but,un Ox o‘q o‘ynashi mumkin. Bunda, u j^  — 'Uq{x) shart t. =  to vaqtda

Ox o‘q ko'rsatilgan qismining u(x, to) =  щ{х) siljishini bildiradi. Agar x,t

o'zgaruvchilarning R 2 fazosida, tanlangan S da Ot o‘qning musbat tomoniga

qaratilgan yo'nalishni bersak, ^  =  щ{х) shart t — t0 vaqtda Ox
(;X,t)eS

o'qning ko'rsatilgan qismida ff(æ,to) =  щ{х) sterjenning ko'ndalang siljish 

tezligi ma’lum ekaniigini bildiradi. Bu holda sterjenning t > tQ vaqtlarda S 

ning bir yoqlama atrofida tebranishlari o'rganiladi.
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du
dl

R 3 da siqilmaydigan suvuqlik oqimi potensialini ifodalovchi Laplas tengla- 

masi uchun S sirt sifatida, masalan, to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalari 

Ox 1X2X3 sistemasida. 0xix2 tekislikni tanlash mumkin. и (x\, x2, X3) | ^

=  щ (х )  shart Х3 =  0 da potensialning u ( x i ,X 2 ,0 )  —  uq(x i , x 2) qiymatlari 

ma’him ekanligini bildiradi. Agar x i,x 2,x3 o'zgaruvchilarning R 3 fazosida 

S (xs — 0) ning barcha nuqtalarida Ox3 o'qqa parallel yo'nalishni bersak, 

=  ui(xi,x2) shart Oxix2 da oqim tezligi normal tashkil
(Xl ,X2,Xz)eS

etuvchisi = ui(xi,x,2) oqim tezligi normal tashkil etuvehisi-
x3=0

ning berilayotganini bildiradi. Bu holda u(x) yechimni x3 > 0 da yoki barcha 

R 3 fazoda topish masalasi o'rganilishi mumkin.

Boshlang'ich shartlar berilayotgan S  sirt etarlicha silliq ekanligi va I 

yo'nalish bu sirtga o'tkazilgan urinmada yotmasligi sababli, (59) shartlar- 

dan foydalanib, S sirtda izlanayotgan funksiyaning barcha birinchi tartibli 

hosilalarini topish mumkin. Endi (58) tenglama va (59) shartlardan foy­

dalanib, S sirtda u[x) funksiyaning ((58) tenglamaning u(x) yechimi mavjud 

deb faraz qilamiz) ikkinchi tartibli hosilalarni topish mumkinmi savolini 

iqo'yamiz.

T a  ’ r i  f. R " - n o‘lchovli Evklid fazosidagi (n — 1) o'lchovli tekislikka 

gipertekislik deyiladi; n =  3 da gipertekislik oddiy tekislikdan, n =  2 esa 

to'g'ri chiziqdan iboratdir.

Avvalo, boshlang'ich shartlar xi =  x° gipertekislikda (Rn - n o'lchovli 

evklid fazosidagi (n — 1) o'lchovli tekislik gipertekislik deyiladi; n — 3 da 

gipertekislik oddiy tekislikdan, n — 2 esa to'g'ri chiziqdan iboratdir) berilgan 

holni ko'ramiz:

ipi(x2, . . . ,x n), (60)

bu yerda, I yo'nalish sifatida normal olinyapti, (60) shartlar asosida ж* =  xj 

gipertekislikda щ  hosiladan tashqari u(x) fimksiyaning birinchi va ikkinchi 

tartibli hosilalarini aniqlash mumkin. ni aniqlash uchun (58) tenglamadan 

foydalanishimiz kerak. Bunda ikki hoi bo'lishi mumkin:



Koshi masalasi 123

1) An {x°,x2, . . . ,x n) ^ 0 ,  2) Au(x^,x i,...,xn) =  0.

1-holda xi = xi gipertekislikda ni yagona ravishda aniqlash mumkin;

2-holda esa aniqlab bo'lmaydi. Endi umumiy holni, ya’ni boshlang‘ich 

shartlar biror S'.

U(XUX2, ■ ■ -,Xn) =  0

sirtda berilgan holni ko'ramiz. Ssirt atrofida xi, . . . ,x n o'zgaruvchilar o'rniga 

yangi yi,... ,yn o'zgaruvchilarni

U\ =  wi(ar), yi =  u)i(x), i =  2 , . . . , n  (61)

formulalar bilan kiritainiz.

Shu bilan birga, Wi(x) funksiyalar yetarli silliq va (61) almashtirishning 

yakobiani noldan farqli qilib tanlab olinadi. Yangi o‘zgaruvchiiarga nisba.tan

(58) tenglamaniiig koeffisentlarini Ake orqali belgilab olsak, Ake — Aek teng- 

likni e’tiborga olib, (58) tenglamani quyidagi ko'rinishda yozib olish muinkin:

—r d2u -r d2u ^  -j d2u — (  du du \
11TTÏ —n--^ / ,  —5-- 1” <f> { yJ u, -5—, ■ • • , Q— ) =  0 .

dvi ^ 2  9yidye dykdye \ dy1 dy„j

(62)

S sirt tenglamasi esa yi =  0 dan iborat bo'ladi, ya’ni bu holda masala 

awalgi xususiy holga keladi:

du

dyi
=  <Pl{V2, ■ ■ ■ , Vn)-

V1=0

Agar S sirt (58) tenglamaning xarakteristik sirti bo'lmasa, An ^  0 

bo'la.di. Bu holda (62) tenglamaga kirgan barcha, hosilalarni yi — 0 da 

hisoblash mumkin. Agarda S xarakteristik sirt bo'lsa., Au =  0 bo‘ladi. 

Natijada. (62) tenglamada hosila ishtirok etmaydi. (62) dan boshlang‘ich 

shartlarga asosan y =  0 bo'lganda ushbu
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“ d2Tp0 ny^-r d2Tpx - (  ____ &p0 &p0 \

£  ^  V s .....v" v°''p" e ^ ......% J= °-

tenglik hosil bo'ladi.

Bu tenglikdan agar S xarakteristik sirt bo!lsa, boshlang‘ich shartlarda 

berilgan lpa va Tpl funksiyalar o'zaro bog‘langan bo‘lib qolishi kelib chiqadi. 

Demak, xarakteristik sirtda boshlang!ich shartlarni ixtiyoriy berilish mumkin 

emas. Bu holda Koshi masalasi umuman yechimga ega bo'lmasligi mumkin 

yoki yechimga ega bo‘lsa ham u yagona bo'lmaydi.

Yuqoridagi fikrlarning tasqig‘i sifatida. quyidagi misolni keltiramiz:

M i s o 1. Ushbu

a2u 0
dxdy 

tenglamaning

w |.._+0 =  tPo(x), ^ =  <pi(x)
y = + 0

;V—+0 ’ Qy

boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yeehimi topilsin.

Ravshanki, x — xq =  const, y =  yo =  const to‘g‘ri chiziqlar oilasi, 

jumladan y =  0 ham berilgan tenglamaning xarakteristikalaridan iborat. 

Demak, boshlang'ich shartlar xarakteristikada berilyapti. 0 ‘rganilayotgan 

tenglamaning umumiy }fechimi

u(x,y) =  fl{x) + f2(y)

dan iborat. Umumiylikka ziyon yetkazmay / 2(0) =  0 deb hisoblashimiz 

mumkin.

Boshla,ng‘ich shartlarga asosan . : -;:

r / ' / \ du
uL =  h(x) =  tpo(x), -- = / 2 ( 1 / )  | =

y—+0
12/=H-0 y dy

Agar <pi(x) /  const bo‘lsa, oxirgi tenglikning bajarilishi mumkin emas, 

bu holda, Koshi masalasi yechimga ega bo‘irnaydi.



Koshi masalasi 125

Shunday qilib, <fii(x) = const =  a boigandagina.Koshi masalasi yechimga 

ega bo‘lishi mumkin. Bu holda f2(y) sifatida ushbu funksiyani olishimiz 

mumkin:

h  (y) =ay  + c(y).

bu yerda c(y) funksiya C2(y >  0) sinfga tegishli va c(0) =  c'(0) =  0 shart- 

larni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya.

Agar ipo(x) £  C2 boisa, Koshi masalasining haqiqatdan yechimi mavjud 

boiib, u yechim

u(x, y) =  ip0(x) + ay + c(y)

formula bilan aniqlanadi, lekin yechim yagona emas.

Matematik fizilca tenglainalari uchun qo'yilgan masalalar aniq fizik jariv 

yonlarning matematik modeli boiganligi sababli, bu masalalar quyidagi shart- 

laxga bo‘ysunishi lozim:

a) biror Mi funksiyalar sinfida yechim mavjud boiishi,

b) biror Mi funksiyalar sinfida yechim yagona boiishi,

c) yechim berilganlardan (boshlangich va chegaraviy shartlardagi funksiyalax- 

dan, ozod haddan, tenglama koeffitsientlaridan va shu kabilardan) uzluksiz 

bogiiq boiishi zarur.

u yechimning berilgan ü funksiyadan uzluksiz bogiiqligi quyidagini bildira- 

di: faraz qilaylik berilgan ük, k =  1,2, • • • , funksiyalar ketma-ke.tligi ü ga 

biror ma’nodayaqinlashsin va Uk, k — 1,2, • • • , u— masalaning mos yechim- 

lari boisin. U holda mos ravishda tanlangan yaqinlashish ma.’nosida k -ï oo 

da Uk —>■ u boiishi kerak.

Masalalaxda berilgan funksiyalar, odatda, tajriba asosida aniqlanadi, shu- 

ning uchun ham ularni absolyut aniq topish mumkin emas. Demak, bu 

funksiyalarda biror xatolikning boiishi tabiiydir. Bu xatolik o'z navbatida 

yechimga ham ta’sir koi’satadi. Masalalarni tekshirishda, yechimning rnavjud- 

ligi vayagonaligidan tashqari berilgan funksiyalardagi xatoliklarning yechimga 

sezilarli ta’sir ko'rsatmasligi, ya’ni yechimning berilganlardan uzluksiz bogiiq­

ligi muhim ahamiyat kasb etadi.
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Yuqoridagi shartlaxni qanoa.tlantiruvchi masala M\ fl M2 funksiyalar sin- 

fida korrekt qo ‘yilgan masala yoki to'g'ridan-to'g'ri korrekt masala deyiladi.

a)-c) shartlardan kamida bittasi bajarilmasaham masala korrekt qo‘yümagan

masala deyiladi.

2.12 Koshi - Kovalevskaya teoremasi va Adam ar 

misoli

Oddiy differensial tenglamalar va. tenglamalar sistemasi nazariyasida Koshi 

masalasi yechimining lokal mavjudlik va yagonalik teoremalari (Pikar teore- 

malari va uning analoglari) yaxshi ma’lum. Ushbu bandda biz o'xshash 

teoremani xususiy hosilali tenglamalar uchun keltiramiz. 0 ‘rganiladigan 

tenglamalardagi noma’lum funksiyalar n+  1 o'zgaruvchiga bog'liq bo'lib, 

bulardan bittasini t orqali, qolganlarini esa x =  ( * i , . . .  ,x„) orqali belgilab 

olamiz. Avvalo ikkita ta’rif kiritarniz.

T a ’ r i f. N  ta noma’lum « 1, . . .  ,un  funksiyali ushbu

^  =  » ,  (x, ..... ........... « * , . ... Dp, D f r , . . .) (63)

i - 1 , 2 .......A-

differensial tenglamalar sistemasining o‘ng tomonidagi funksiyalarda t 

o'zgaruvchi bo'yicha, fcj — 1 dan yuqori tartibli boshqa, o'zgaruvchilar bo'yicha 

kj dan yuqori tartibli hosilalar ishtirok etmasa, ya’ni ao 4- a\ + .. ■ + an < 

hi, «o í? k¡ — 1 bo'lsa, (63) sistema t o'zgaruvchiga nisbatan normal sistema 

deyiladi.

Masalan, to‘lqin tenglamasi, Laplas tenglamasi, issiqlik tarqalish tenglamasi 

har bir x o'zgaruvchiga nisbatan normal tenglamadir. bundan tashqari to'lqin 

tenglamasi t ga nisbatan ham normal tenglamadir.

Ixtiyoriy xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasini umuman 

(63) ko'rinishga keltirish mumkin emasligini eslatib o'tamiz.

T a ’ r i f .  Agar f(x), x =  (x i, . . .  ,xn) funksiya, Xo nuqtaning biror 

airofida tekis yaqinlashuvchi
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f(x) = J 2 Ca(x ~ *o)e = D - XoY\
a>0 a>0

ca = C'a,,...A«» (x - *o)“ = (xi - xoi)ai ■ ■ ■ (an - a;0„)“n

darajali qator bilan ifodalansa, u xo nuqtada analitik funksiya deyiladi. xo 

nuqta kompleks boiishi ham mumkin.

Aga.r f(x) funksiya G sohaning har bir nuqtasida analitik boisa, u G 

sohada analitik deyiladi.

t ga nisbatan normal sistema uchun Koshi masalasi quyidagicha qo'yiladi:

(63) sistemaning t — to da ushbu

дкщ
<Pik(x), к =  0,1, — , fe* — 1; i =  1,2,.. , ,N  (64)

boshlang‘ich shartlami qanoatlantvruvchi щ , . . . ,  ыдг yechimi topilsin. Bu 

yerda. ipik(x) - biror G c R n sohada berilgan funksiyadir.

Berilgan (64) boshlàngich shartlarga. asosan Ф,; funksiyalar ishtirok eta- 

yotgan barcha hosilalar t — to va x =  xo da maium boiadi, masalan

D*uj(x,t)\t=to^ Xo =  ¡Tw  o(xo), П ? ° Щ и ^ х=Хо =  Da<pjao(x0).

Xususan, birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning 

normal sistemasi

i = l , 2 , . . . ,N  (65)

ko'rinishda boiadi. Bunda tenglamalarning oiig tomoni nomaium funksiya- 

larning t bo‘yicha. hosilasiga, boshqa o‘zgaruvchila.r bo'yicha birinchi tartib- 

dan yuqori boigan hosilalarga bogiiq emas. Birinchi tartibli normal sistema 

uchun boshlangich shartlar

dui (  du\ duy

u t  \ ÔX\ ох л

Ui\t=¡t0 =  'Pio{x), i =  1,2, . . . ,N
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ko'rinishga ega bo‘ladi. Bu shartlarga ko'ra, (65) sistema o‘ng tomonidan 

funksiyalarning argumentlari (x'o, io) nuqtada darhol aniqlanadi.

K o s h i - K o v a l e v s k a y a  t e o r e m a s  i. Agar barcha ipy,( x) 

funksiyalar xq nuqtaning biror atrofida analitik, t , . . . ,  Ujaoai...an, ■ ■ •) 

funksiya esa (xo,to, . . .  ,D aipiag(xo) , ...) nuqtaning biror atrofida analitik 

bo‘lsa, u holda (63), (64) Koshi masalasi (xo,to) nuqtaning biror atrofida 

analitik veehimga ega bo‘ladi, shu bilan birga bu yechim analitik funksiyalar 

sinfida yagona bo‘ladi.

Bu teorema analitik funksiyalar sinfida Koshi masalasining yechimi yetarli 

kieliik sobada mavjiid va yagona ekanligini tasdiqlaydi.

Analitik bo‘lmagan, lekinyetarli silliq funksiyalar sinfida (63), (64) masala 

yechimining yagonaligi Holmgren tomonidan isbotlangan. Koshi - Kovalevska­

ya teoremasining to ia isbotini R. Kurantning kitobidan o‘qib olish mumkin.

Shuni aytish lozimki, Koshi - Kovalevskaya teoremasi (63), (64) masala- 

ning korrekt qo'yilganmi yoki yo'qligi haqidagi savolga to‘liq javob bera ol- 

maydi: birinchidan, masalaning bir qiymatli yechilishini (xo,to) nuqtaning 

biror atrofida (lokal ma’noda) ifodalaydi; ikkinchidan, teoremadayechimning 

berilgan funksivalarga uzluksiz bog'liqligi haqida hech narsa deyilmayapdi. 

Quyidagi misol, agar (63) tenglama o‘rniga elliptik tenglama qaralganda, 

yechimning boshlang'ich shartlarga uzluksiz bog'liq emasligini ko‘rsatadi:

Adamar misoli.

Ikki o'lchovli Laplas tenglamasini

d2u d2u 

dx\ dx\

ko'rinishda yozib olamiz. Ravshanki, bu normal tenglama va 11 uchun ikkita 

Koshi masalasini qo‘yamiz:

1 ) '< = o  =  l l L = o  =  0

2) « L = o  =  °> s lL = o  =  i  Bin(*®a)-
Yetarlicha katta k lax uchun bu boshlang‘ich shartlar, mos ravishda, bir

- biriga istalgancha yaqin ekanligini payqash qiyin emas. Shu bilan birga, bu
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masalalar yechimlari bo'lgan

v[(xi,x2) =  0

va

!u2(xi,x2) =  T 2 sm(kx2)sh(kxi),
f LLp~&*] \

bu yerda shx 1 =  ^ — j"—  - giperbolik sinus, (yechim ekanligi to‘g!rid.an - 

to‘g‘ri tekshirilädi) funksiyalar yetarlicha katta к larda x% > 0 , X2 € R  lar 

uchun bir - birigan istalgancha katta miqdorga farq qiladi.

Ushbu kitobda korrekt qo'yilgan masalalar o‘rganiladi.



3-Bob. Fundamental yecliim. 

Koshi masalasi

Oldingi bobdada ko'rilgan xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun 

boshlang'ich va chegaraviy shartlarni ifodalovchi funksiyalar etarlicha silliq 

bo‘lga,nda mos masa,lalarning klassik yechimi tushinchasi kiritildi. Ammo 

fizik masalalarda hamma vaqt ham bu funksiyalar etarlicha silliq bo'lavermaydi. 

Agar boshlang‘ich va chegaraviy shartlardagi funksiyalar uzluksiz va kerak- 

licha diffrensiallanuvchi bo'lmasa. masalaning differensiallanuvchi yechimi 

mavjud bo'lmasligi ham murnkin. Bunday hollarda differensial tenglamalar- 

ning umumlashgan yechimi tushunchasini kiritish muhim ahamiyatga egadir. 

Bu tushunchani oddiy differensial tenglamalar uchun aniqlashdan boshlaymiz.

3.1 Oddiy differensial tenglam alarning 
um um lashgan yechimlari va fundam ental 
yechim tushunchasi

Ushbu

ko'rinishdagi silliq koeffitsientli (pn(x) ^  0) n—tartibli chiziqli oddiy diffe­

rensial tenglamani qaraymiz.

T a ’ r i f .  n marta uzluksiz differensiallanuvchm va (1) tenglamani 

qanoatlantiruvchi y(x) funksiyaga bu tenlarnaning klassik echimi deyiladi.

(1)
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T a ’ r i f. L operatoriga qo'shma operator deb quyidagi tenglik bilan 

aniqlanuvchi L* operatoriga aytiladi:

L ’ (x) =  (Pk(x)y(x)).
k=0

T a ’ r i f. (1) differensial tenglainaning umumlashgan yechimi deb, 

ixtiyoriy tp(x) 6 D(K) uchun

(y(x),L*<p(x)) =  (f(x),<p(x))

tenglik (integral ayniyat) ni qanoatlantiruvchi y(x) funksionalga aytiladi.

L e m m a ,  a) klassik yechim umumlashgan yechim hamdir; b) n marta 

uzluksiz differ ensialga ega bo'lgan umumlashgan yechim klassik yechim hamdir.

Isbot. Lemmaning isboti silliq yechimlar uchun bo'laklab integiallash 

yordamida olinadigan quyidagi ayniyatlardan kelib chiqadi:

(y(x),L*tp(x)) — j  y(x) (.L*ip(x))dx =  J (Ly(x)) <p(x)dx =

K H

=  Jy(x)f(x)dx = (y(x), f(x )).

K

T a s d i q . y'{x) =  0 tenglama faqat klassik yechimga ega.

Isbot. f  (po(x)dx — 1 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy <po(x) € D(R)
R

funksiyani tayin qilamiz. Ma’lumki, ixtiyoriy <p(x) € D(R) funksiyani ip(x) =

i)'(x)  +  apo(x), bu verda i/j(x ) €  D(M) va c =  f  ip(x)dx, ko'rinishda yozish
R

mumkin. Haqiqatan ham. bu tenglikni ip'(x) ga nisbatan yechib va so‘ng

integrallab,
X  X

\[)(x) =  ij)(—oo) + j  <p(t)dt — c J <p0(t)dt

—co -oo

ga ega bo'lamiz. Bundan 4>(x) funksiyaning cheksiz differensiallanuvchanligi 

kelib chiqadi. i/>(—oo) =  0 deb olamiz. ip(x) va <po(x) larning finitligidan,
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yetarlicha katta M  uchun x < —M. larda ф(х) =  O kelib chiqadi. Shu- 

niiigdek, x > M  lar uchun

tenglik o‘rinli, ya’ni ф(x)— finit funksiya. Shunday qilib, ф(х) € £>(R). 

y'(x) =  0 tenglamaning ixtiyoriy yechimi uchun

(:y(x), <p(x)) =  (y(x), ф\х) + c<po(x)) = -ф(х)) + с (y(x), (po(x))

tengliklar bajariladi. Bu yerda y'(x) =  0 tenglamaga asosan, birinchi qo'shiluvchi 

nolga, ikkinchi qo'shiluvchi (■y(x), ipo(x)) esa щ(х) gabo‘g‘liq bo'lgan o‘zgairmasga 

teng. Shunday qilib, bu o’zgarmasni cq orqali belgilab, quyidagiga ega

ya’ni y{x) =  cq =  const. Tasdiq isbot bo'ldi.

M  i s о 1. xy'(x) — 0 tenglamani qaraymiz. Ma’lumki, bu yerdan 

]/(x) — ció'(a;), c%— ixtiyoiy o‘zgarmas, chunki 1-bobdagi (15) formulaga 

asosan umumlashgan funksiyalar ma’nosida Cjx6(x) =  0. y'(x) =  ci<J(a;) 

tenglamaning xususiy yechimi y(x) =  C]ß(x) dan iborat. Unga mos keluvchi 

bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi c% =  const ga teng. Shuning uchun 

y(x) =  Ci0(x) + c2.

M  i s o 1. xy'(x) + (1 — Л)y(x) =  0 tenglamani qaraymiz. Bu Eyler 

tenglamasidir. Ma’lumki, uning klassik yechimi yci(x) =  ж1~А dan iborat. 

Bu tenglama qanday umumlashgan yechimlarga ega degan savol tug'iladi. 

y(x) funksiyaning yuqori tartibli hosilasi oldidagi koeffitsient nolga faqat. 

x — 0 daerishgani uchun, umumlashgan yechimni ö— funksiya va uning hosi- 

lalarining chiziqli kombinatsiyasi ko’rinishida qidirish maxjsa/Iga muvofiqdir. 

xS^  =  — pöw~l) ekanligidan, —p — A =  0 tenglikni qanoatlant.iruvchi, biror 

manfiy bo‘lmagan butun p va musbat bo‘lmagan butun Л sonlari uchun 

bunday yechim mavjud. Bu yechim ygen(x) =  ¿̂ _А̂ (ж), Л <  0 ga teng.

— OO R

bo'lamiz:

(y(x),ip(x)) =cco= Co / (p(x)dx =  (со, <p(x))

к
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Bu funksiyaning umumlashgaari funksiyalar ma’nosida tenglamani qanoat- 

lantirishi to'g'ridan-to'g'ri ko'rsatiladi.

T a ’ r i f. L operatoming fundamental (elementar) yechimi deb

Ls(x) =  5(x)

tenglamani qanoatlantii'uvchi e(x) umurnlashgan funksiyaga aytüadi.

Ravshanki, fundamental yechim unga bir jinsli Ly(x) =  0 tenglamaning 

ixtiyoriy yechimini qo'shgan bilan o'zgarmaydi.

M i s o l .  L =  — 1 operatorning fundamental yechimi e(x) =  

9(x) sinh(a;) bo'lishini ta’rifdan foydalanib. osongina ko'rsatish rnumkin. Biroq 

bu yechimdan bir jinsli Ly(x) =  0 tenglamaning yechimi y(x) =  (1/2) exp(z) 

ni ayirib, uni simmetrik

ko'rinishga keltirish ham rnumkin.

Keyinchalik biz e|3:<o =  0 shartni qanoatlantiruvchi £+(a;) fundamental 

yechimlarni qaraymiz.

T a s d i q. y(x) =  (e* f)(x) yig'ma (agar u mavjud bo'lsa) Ly(x) = 

/ (x) tenglamani qanoatlantiradi.

Haqiqatan ham,

L(e * f)(x) =  (Le) (x) * f(x) =  (5 * f)  (x) =  f(x).

Masalan, y"(x) — y(x) =  fix) tenglamaning xususiy yechimi boiib

30

y¡»n (x) =  J  e(t)f(x - t)dt = J  sinh(i)/(x - t)dt

R  0

yoki

y-imAx) = ~ \ J  e_|t|/ (z  - t)dt

R

funksiya xususiy yechimidir.
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j)„(0) ф O shart bajarilganda, (1) tenglamadagi L opera,torning funda­

mental yechimi haqida quyidagi tasdiq olrinli:

T a s d i q. (1 ) L operatorning n  > 2 uchun fundamental yechimi 

quyidagidan iborat: £+(x) =  u(x), agar x > 0 va £+(ж) =  0, agar x < 0 

boisa; bu yerda u(x) funksiya

'« (0) =  0, u '(0)  =  0, u (n- 2) (0) =  0, u (n- ^ ( 0) =  l / p n ( 0)

boshlangish shartlami qanoatlantiruvchi bir jinsli Lu(x) =  0 tenglamaning 

xususiy yechimi.

Isbot. Ko'rinib turibdiki, e+(a;)— boiaklari silliq regulyar umumlash- 

gan funksiya va u uchun г+(а;)|:с==о =  £+(ж)|*=о =  ••• =  £+~2(aOI*=o =  0, 

£ÍfT1(a:)|a;=o =  1/Pn(0) shartlar bajaxiladi. Binobarin, £+(x) ning klassik 

hosilalarini figurali qavslar bilan belgilab,

^е+(ж) =  {e'+(Æ)} + £+ (^и=оФ0 =  {е+(ж)} ,

=  i £+(x)} + e+(a:)|*=oí(aj) =  « ( ж ) }  ,

..............................................................................}

^-^■e+ix) =  { e f  _1)(x)} + £{+~2)(x)\x=0ô(x) =  { 4 "-1)(a:)},

^ е +(ж) =  { 4 1)(ж)} + е+“1)(ж)1^о<5(ж) =  { 4 П)(Ж)} + 

tengliklarga ega boiamiz. Natijada,

Le+ =  Lu{x) + у щ 5{х) =  6(x)

ifodalar tasdiqni isbotlaydi.

Ushbu paragrafning so'nggi misolidagi aynan sinh(a;) funksiya, yuqoridagi 

tasdiqning boshlangich shartlarini qanoatlantiruvchi u{x) funksiya boiib 

xizmat qiladi.

Endi (1) tenglama uchun p¿(x) G С00 {R+} , R+ =  {ж G R|a; > 0} , г =  

1,2,.... n va Рп(х) Ф 0 shartlar bajarilganda ushbu
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Ly{x) =  f(x), 2/(l)|3:=0 = Vi, i  =  1,2, ...,n - 1 (2)

Koshining klassik masalasini qaraymiz. Masalaning yechimini x € R + lar 

uchun quramiz.

Quyidagi masalani qo'yamiz: x > 0 larda (2) Koshi masalasining yechimi 

bo’lgan va x < 0 sohaga nolga teng qilib (umuman olganda silliq emas) 

davom ettirilgan y+(x) funksiya topilsin. Xuddi shu tarzda f+(x) funksiyani 

kiritamiz, biroq davom ettirilgan funksiyalar uchun oldingi belgilashlarni 

qoldiramiz: y+ y, f+ /. Bu umumlashgan funksiyalar qanday tenglama- 

ni qarioatlantirishini ko‘ramiz. Yuqoridagi kabi umumlashgan hosilarni hisob- 

laymiz:

y'(x) =  {y'(x)} + y0S{x), y"{x) =  {y"(x)} + y0S'(x) + yiS(x),

- ,  У(г\ х) =

j=o

bu yerda figurali qavslar bilan klassik hosilalar belgilangan. Bu formulalarni 

(2) tenglamaga qo‘vib,

71—1

Ly(x) =  {Ly(x)} + 5 3 c*¿)'(i)(a') =
2=0

n—1 n—i—1

=  / ( * )  + £ c ; ¿ (,)(z ) , c ¡ =  Рг+з+Ах )Уз (3)

г=0 7=0

tengliklarni hosil qilamiz.

Shunday qilib, quyidagi ta’rifga kelamiz:

T a ’ r i f. (3) tenglamadan y(x) funksiyani topish masalasiga L oper- 

atori uchun umumlashgan Koshi masalasi deyiladi.

Umumlashgan Koshi masalasi fundamental yechim yordamida hal qili- 

nishi mumkin:

( П-l \ n- 1

+ £  ) = e+ * f ( x) + £+ * £  
i=<0 /  i= 0
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Yig'maning
П —  1 n—1

£+* Ci5®(x) =  c¿s+ * <5w(s)

=o

xossasiga ko'ra
n-1

у (at) =  e+ * f(x) + с,и(г>{х) 1 ,

bunda u(x)— so‘nggi tasdiqda keltirilgan Lu(x) =  0 tenglamaning xususiy 

yechimi.

(2) masalaning xususiy, ya’ni f(x) =  0, i/o — Ух — — =  Vn-2 =  

0, yn-1 =  1 /pn(tí) tengliklar bajarilgan holini qaraymiz. Ma.’lumki, umum- 

lashgan yechim

tenglamani umumlashgan funksiyalar ma’nosida. qanoatlantiradi. $/|a;<o =  0 

shartni hisobga olsak, bu yechim fundamental yechim e+ ekanligini ko'rish 

qiyin emas. Bu e+ funksiyani Ly(x) — 0 tenglamaning e+\x=o = 0, £+|x=o =  

0, £+_2 |̂з;=о =  0, =  1/Pn(0) shartlarni qanoatlantiruvchi Koshi

masalasining yechimi sifatida. qarashimiz mumkin.

3.2 Xususiy hosilali differensial tenglam aning 
um um lashgan yechimi tushunchasi. 
Fundam ental yechimlar

fî € M'ra sohada то—tartihli chiziqli

xususiy hosilali differensial tenglamani qaraymiz. aa(x) koeffitsientlar yetar- 

licha silliq funksiyalar bo'lsin.

Maiumki, bu tenglamaning klassik yechimi deb fi sohada (4) tenglikni 

qanoatlantiruvchi barcha Dnu, \a < m\ hosilalari bilan uzluksiz bo'lgan u{x) 

funksiyaga. aytiladi.

Ly(x) =  6(x)

(4)

ja|<m
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Ta’rifdan ko'rinib turibdiki, (4) tenglamaning har qanday o‘ng qismi 

uchun ham yechim mavjud boiavermaydi. Yechim rnavjud boiishi uchun 

f(x) funksiya hech boimaganda uzluksiz boiishi zarur. Differensial tenglama- 

larning tadbiqi nuqtai nazaridan bu talab juda ko‘p hollarda bajarilmaydi. 

/(x) funksiya fizik jaxayonni qo‘zg‘atuvchi tashqi manbalarni ifodalaydi. Shu 

sababli u, masalan. uzilishga ega boiishi mumkin. Ko‘p hollarda tashqi 

iiianba R R da x° nuqtaning biror atrofida jamlangan boiadi. Bunday man­

balarni f(x) funksiya sifatida £(x-x°) delta-funksiyani olib modellashtirish 

qulavdir. Shuning uchun (4) tenglamaning, umuman aytganda, umumlash­

gan f(x) funksiyaga mos keluvchi yechimini qarash maqsadga muvofiqdir. 

Tabiiyki, bunda, yechim ham umumlashgan funksiya boiadi.

Ushbu ip(x) € £)(R”)> suppip(x) C 0  funksiyalarni kiritamiz. Bunday 

funksiyalar sinfini D(£l) bilan belgilaymiz. (4) tenglamani tp(x) funksiyalarda 

qarab, quyidagilarni hosil qilamiz:

aa{x)Dau, tp'j =  (aaD ,xu , ¡p) =  ]T  (№ i . «a:<P) =
|«|<m |o:|<m ¡aj<ra

|c*|<ra

T a ’ r i f .  u(x) umumlashgan funksiya (4) tenglamaning fi sohada 

umumlashgan yechimi deyiladi, agarda har qanday ip(x) € D(il) uchun

(/,*>) = (u, ]T  (- l)WP a( ^ ) )  (5)

\a \< m

tenglik o'rinli boisa. L orqali (4) tenghkning chap tomonidagi differensiai 

operatorni belgilaymiz:

< * ) Da- (6)
\a\<m

L*<p =  X] ( " I )la]Da(aav)
\(x\<m

tenglik bilan aniqlangan L* operatorni Lagranj ma’nosida L operatorga qo'shma 

operator deyiladi. Kiritilgan belgilashlar yordamida (5) tenglikni quyidagicha 

yozish mumkin:

(f,tp) =  (u, £ » .
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T a ’ r i f. Agar ixtiyoriy <p 6 Z)(0) va x° 6 ii tayin nuqta ucliun

<P(X°) — {G,L*(p)

tenglik bajarilsa, yoki G(x, x°) funksiya (4) tenglamaning

f(x) = S(x — a;0), x° €

bo'lgandagi yechimi bo'lsa, G(x,a;0), x € O, x° 6 O umumlashgan funksiya 

L operatorining ii sohadagi fundamental yechimi deyiladi.

M i s o l .  n =  1 ,0 = R bo'lsin. Bevosita umumlashgan hosilalarni

hisoblab, ishonch hosil qilish mumkinki,

G(x,x°) =  (x - x°)0(x - x°)

funksiya

U"(x) =  ¿(a: - x°), i £ l

differensial tenglamaning, binobarin L =  differensial operatorning fun­

damental yechimidir.

(6) differensial operator fundamental yechimining mavjudligi o'zgarmas 

aa koeffitsientlar holida va ikkinchi tartibli giperbolik, elliptik, parabolik 

turdagi operatorlar uchun esa an(x) funksiyalarga qo'yilgan ancha umurniy 

farazlar bilan isbot qilingan.

Qayd qilmoq lozimki, L differensial operatorning fundamental yechimi bir 

qiymatli aniqlanmaydi. Haqiqatan ham, agar G(x, x°) fundamental yechim 

bo'lsa, u holda

G(x, x°) =  G(x, x°) + g(x)

funksiya ham L operatorining fundamental yechimi bo'ladi, bu yerda Lg =  0. 

Xususan, yuqorida keltirilgan misolda

(a; — x°)0(x — x°) + cix + C2,

bu yerda ci,c2— ixtiyoriy o'zgarmaslar funksiya, ham fundamental yechim 

bo'ladi.

L operator o'zgarmas koeffitsientli bo'lgan holda fundamental yechimni 

x, x° nuqtalarning x — x° kornbinatsiyasiga bogliq holda tanlash mumkin,
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ya’ni G(x,x°) =  Gi(x — x°). Bu faqat L differensial operatorning x — x° =  

у o'zgaruvchilarni almashtirishga nisbatan invariantligi natijasida namoyon 

bo'ladi. Bu holat L operatorning koeffitsientlari x ning biror koordinatasiga 

bog!liq boHmaganda ham o'rinli. Masalan, L operatorning koeffitsientlari X\ 

ga bog'liq bo'lmasa, fundamental yechimni

G(x, ж0) =  Gs (xi - x\, X, Xq), X =  (X2, . . . ,x n),x u= {x%,.. . ,  æ°)

ko'rinishda tanlash mumkin.

О soha R” bilan ustma-ust tushganda (6) tenglik bilan aniqlangan L 

operatorning G fundamental yechimi yordamida (4) tenglamaning yechimini 

hosil qilish mumkin.

T e o r e m a .  f(x) £  O' (Mn) funksiya uchun G * f  yig'ma mavjud 

va ГУ (IRn) sinfga tegishli bo'lsin. U holda (4) tenglamaning yechimi D' (ffi”) 

sinfda mavjud va

formula, bilan aniqlanadi.

Bu yechim G funksiya bilan yig'masi mavjud bo'luvchi D' (Rw) dan olin- 

gan funksiyalar sinfida yagonadir.

Isbot. 1-bobning 8-paragrafidagi yig'mani differensiallash formulasiga 

ko'ra va G fundamental yechimning umumlashgan funksiyalar ma’nosida 

LG =  S(x) tenglamani qanoatlantirishini inobatga olib

tengliklarni hosil qilamiz. Bu esa, haqiqatan ham, (4) tenglamaning yechimi 

u = G * f  bilan berilishini bildiradi.

Bu yechimning G funksiya bilan yig'masi mavjud bo'luvchi 1У (Era) ga 

tegishli funksiyalar sinfida yagona bo'lishini ko'rsatish uchun (4) tenglamaga 

mos keluvchi bir jinsli Lu =  0 tenglamaning faqat nol yechimga ega bo'lishini

и =  G * / (7)

L (G * f )=  a»Da{G *f)
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ko'rsatish yetaxli. Haqiqatan ham.

u =  u*5  =  u* LG =  Lu *G  — 0.

Teorema isbotlandi.

Agar (4) tenglama O € Rn sohada qaralib, G(x,x°) funksiya L opera,- 

torning fundamental yechimi bo‘lsa, u holda tenglamaning yechimi

formula bilan aniqlanadi.

3.3 Differensial operatorlarning fundam ental 
yechimlari

Ma.zkur paragrafda umumlashgan funksiyalar nazariyasi oldingi bobda 

keltirib chiqarilgan tadbiqiy masalalarda ko‘p uchraydigan xususiy hosilali 

differensial tenglamalarning fundamental (elementar) yechimlarini topishda 

hamda to'lqin va issiqlik o'tkazuvclianlik tenglamalari uchun Koshi masalasi- 

ning yechimini qurishda qo'llaniladi.

3.3.1 Bir o‘zgaravchili chiziqli differensial 

operatorning fundamental yechimi

Bir o'zgaruvchilí n—tartibli o'zgarmas koeffitsientli

operatorning fundamental yechimi

formula bilan ifodalamsliini ko‘rsatamiz. Bu yerda, Z(t) bir jinsli LZ  =  0 

tengiamani va

H(t) =  0(t)Z(t)
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boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi funksiya. H{t) funksiya funda­

mental yechim boiishi uchun uning

LH  =  5(í)

tenglamani qanoatlantirishini ko'rsatish zarur. Haqiqatan ham,

=  e\t)z{t) + ez’(t) = 0{t)z\t), (e\t) =  s(t)),

=  e ( t ) z ^ { t ) ,  =  5(t) + e(t)zW(t)

tengliklardan

LH =  e(í)LZ + <5(í) =  ¿(£)

ekanligi kelib chiqadi.

Xususan,

H(t) =  0 ( í ) e (8)

H(t) =  (9)

funksiyalar mos ravishda

2

dt ’ di2

differensial operatorlarning fundamental yechimi ekanligini ko'rish qiyin emas. 

Masalan, agarda a =  0 boisa, u holda bu yeehimlax mos ravishda 0(t) va 

tO(t) lardan iborat boiadi.

3.3.2 Issiqlik o‘tkazuvchanlik operatorining 

fundamental yechimi

8II  n B2
—  - a2AH = ó(x,t), x G K’\ A := q ~2 (10)

•¿=1 *

tenglamaning yechimini topish uchun Furye almashtirishidan foydalanamiz. 

(10) tenglikka x bo'yicha Fx Purye almashtirishini qoilab, 

rdHi
Fz[-Qí}-a2F'ÁAH}=FM x ,t)}
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(juyidagi formulalardan foydalanamiz:

Fx[6(x,t)\ =  Fx[s(x)m) =  m ( o  ■ m  =  m ,

F*\~\ =  ^ F X[H], FX[AH) =  -¡î!2î;[H],

Natijada, H(£.t) =  Fx[H](^,t) umumlashgan funksiya uchun

^ È + a 2\ ^ m t )  =  m

tenglamaga ega bo'lamiz. (8) formulaga asosan bu tenglamaning yechimi

H(Ç, t) =  0{t)e~â 2t (11)

funksiyadan iborat bo'ladi. H(x,t) funksiyani aniqlashda 2-bobning (7) for- 

mulasida.n kelib chiquvchi

F -1 re-«2iii2il =  — f  [e-“a2|i|2i] =
L J (2?r)n L J 

(2n r J C * (27 r)» f_y  '
K71 J R

1 y-r -\/5r _ _ i .  1 _Jî£.
=  -,— r- î ! -!—̂ e =  ----——  e

(27r)n a^/ï (2a\fïïï)n

tengliklarni e’tiborga olib, (11) formulaga Furyening teskari almashtirishini

qo‘llaymiz:

H(x,t) =  F~1\H(Z,t)\ = f  e - '^ - ^ d Ç  =  9V L --é-&.
K ’ 1 J (2tt )” ./r„ (2av/7rt)n

Shunday qilib, issiqlik o'tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimi

H(x,t) =  e~&
(2 a\fnï)n

formula bilan ifodalanadi.
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3.3.3 To‘lqiii operatorining fundamental yechimi

UaHn =  5(x, t)

tenglamani qaraymiz, bu yerda Oe =  ^  — a2 A - toiqin operator!. Bu 

tenglikka FHirye almashtirishini qoilab, quyidagi tenglamani hosil qilamiz:

d2Hß f ’'' + a2^ ( u ) = m ,  Hn(t,t) = f x[h].

(9) formulaga asosan 

Bu yerdan esa

Hn(x, t) =  F f l [tf„(£, Í)] =  B(t)Ff1 . (12)

n =  3 boisin. FjT1 [8>̂ f t] n> hisoblashda

F [5(at - |x|)] =  4тга£— (13)

formuladan foydaianamiz. Buning uchun (13) tenglikning oiinli ekaniigini 

ko'rsatamiz. Haqiqatdan ham,

F[«5(at-H)] =

=  J  5(at - \i\)é^dy =  j  eiat{Mds =  (at)2 j  eiat{Md.s =

R3 Sat Si

7Г 27Г

=  (at)2 J j  eiat̂ coaesinOdOdip =  4 т г а * ^ | р ,

о о

bu yerda Sat =  {x : |ж| =  at}. (12) formulaga teskari Furye almashtirishini 

qoilab,

H^ X’ ̂  = w tô(at ~ ^  55 ~ ^  ^
uch oichovli toiqin operatorining fundamental yechimini hosil qilamiz. Bu
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umumlashgan funksiyadan quyidagi qoida bo'yicha foydalaniladi:

OO

(H3(x,t),<p(x,t)) =  J {5(at- |x\),<p(x,t))j =  

0

oo

, í \ ¡  íp(x,t)d,Sxdt, ip(x,t) € jD(M4).
47ra2 .

0 ¡aj—afc

Shunga o'xshash to‘lqin operatorining fundamenta] yéchimlarini mos ra- 

vislida n — 1 va n — 2 lar uchun hosil qilish mumkin:

= ~~9(at - |ai), (14')

g , (M ) - » w  (,4")

3.3.4 Laplas operatorining fundamental yechimi

AHn = ó(x) (15)

teiiglamaning yechimini n ning turli natural qiymatlari uchun topamiz. 

n =  1 da (15) tenglama

ko‘ri.nishni oladi va uning yechimi l-para,grafda o‘rgantlgan + a2 opera- 

torning fundamental yechimi bilan a =  0 da ustma-ust tushadi.

(9) formulada a —> 0 da limitga o‘tib, (15) ning n =  1 dagi fundamental 

yechirniga ega bo'lamiz:

H\(x) =  x8(x)

n >  2 lar uchun (15) tenglikka Purye almashtirishini qo‘llab, quyidagini hosil

qilamiz:

-|í|2F(Hn) =  l.



Differensial operatorlarriing fundamental yechimlari 145

n =  2 boisin. ~Рщ! umurnlashgan furiksiya oldingi tenglikni qanoatlantirishi- 

ni tekshiramiz. Haqiqatdan ham, ixtiyoriy <p € 1?(Ж2) uchun

Л и з .  1 ... ( 1 |л,2.Л f  f  V ( 0  -  f  V ( f )  e- о  .л .(Kl P ^ , V )  -  -  J  -------- -----------df+
kl<i

+

l€l>!

Shuning uchun,

F(Ha)
1

’ l£l2'

Bu yerdan 2-bobdagi (13) formulani Furyening teskari aimashtirishi uchun 

qo'llab,

H2(x) =  F “1 -p
1

ÏÏFJ
=  — —F  Гр—

4w2 |p |í|3

1 , i i . C*o 

2 ? b W  + 2 Ï

formulani hoail qilamiz. Haï' qanday o'zgarmas, bir jinsli Laplas tenglamasmi 

qanoatiantirgani sababli oxirgi tenglikdan ^  qo'shiluvchini tashlab yuborib, 

fundamental yechimni

H2(x) =  ---- Ь Iж I 
2>7\

ko'rinishda tanlash mumkin.

n =  3 da Hn(x) fundamental yechimni issiqlik o‘tkazuvchanlik opera- 

torining fundamental yechimidan t o‘zgaruvchisi bo'yicha tushish usuii bilan 

olish mumkin. Issiqlik o'tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimida 

a — 1 deb, quyidagi formulani olamiz:
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bu yerda F(z) =  f  e~ttz~1dt - Gamma funksiya, 
o

uj„ — En da birlik sfera yuzasi.

3.4 To‘lqin potensiallari

3.4.1 To‘lqin operatori fundamental yechimining 

xossalari

Toiqin operatorining fundamental yeehimlari oldingi paragrafdagi (14), 

(14') va (14”) formulalarga ko‘ra

umumlashgan funksiyalardan iborat. H\ va H2 lar iokal integrallariuvchi 

funksiyalar, Hz umumlashgan funksiyaning asosiy ip € D(W ) funksiyalardagi

qiymati esa

qoida bilan anqlanadi, bu yerda E®* - markazi x va radiusi at boigan sfera. 

H\ va H'z funksivalarning tashuvchisi F^ =  | (x, t) € Kn x (/, > 0) : at >

|ac| >, n =  1,2, yopiq konus bilan ustma-ust tushadi.

9(at — |x|)

2'ïïa\Jo?ïl — |a;|2’

o £•*
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6-chizma. Fn soha.

Щ  umumlashgan funksiyaning tashuvchisi esa Г3 konusning at =  |a:| 

chegarasida yotadi.

f{x,t) € D'(M.n+1) va ip(x) € J9(K") bo'lsin. (f(x, t), ip{;x)) € jD (K) 

umumlashgan funksiyaning € P(R ) lardagi qiymatini

((f{x,t),ip(x)),i¡j(t)) = {f(x,t),:p{x)i)(t)) (17)

qoida bilan aniqlaymiz. Bundan quyidagi tenglik kelib chiqadi:

= ^  ’ k = 1’2’--- (18) 

Haqiqatan, liar qanday -0 G jD(M) uchun

=  (-1)* ( ( / (* , i), *>(*)), ¿  ((/(ж, í), ф ) ) , ф(г)).

Bu esa (18) tenglikning o’rinli ekanligini bildiradi.

T a ’ r i f. Agar ixtiyoriy ip(x) € D(Rn) uchun (f(x, t), ¡p(x)) umumlash­

gan funksiya Cp(a,b) sinfga (mos ravishda Cp[a, b] ) tegishli bo:lsa, .f(x,t) 

umumlashgan funksiya t o'zgaruvchi bo'yicha (a, b) (mos ravishda [a, 6] da. 

) Cp, p € [0,00] sinfga tegishli deyiladi.
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L e m  m a. Hn, n =  1,2,3, fundamental yechimlar t bo'yicha C°°[0, oo) 

Hinfga tegishli va D'(JSLn) ga ushbu

rr i  x\ n  dH3(x,t) , . d2H3(x,t) , ,
FI3{x,t) -> 0 ,-- -> d(ac), ------- -> 0 (19)

limit munosabatlar t +0 da bajariladi.

Isbot. n =  3 va <p(x) G D(K3) boisin. (16) ga ko‘ra

(H3(x,t),<p(x)) =  J ip(x)ds =  j  tp(ats)ds. (20)

(20) ning o'ng tomoni cbeksiz differerisiallanuvchi ekanligidan H3(x,t) ning 

i bo'yicha C^jO, oo) sinfga tegishli boiishi kelib chiqadi, Bundan tashqari,

(20) ga asosan

(H3(x, t),<fi(x)) 0, t +0. (21)

(18) formulada /  =  H3 va k =  1,2 deb, (20) dan t -+ +0 da quyidagilami 

hosil qilamiz:

dH3(x,t) \ d
,<p{x)) =dt ’ J dt

— /  ip(ats)di
n J

t

4n

t

4tt
I tp(ats)ds + I ¡p(ats)ds -¥ (p(Q) = (6,tp), (22)

J  47r dt j
El Eo

/ d2H3(x, t) , , \ d2 [ t f  . ,

(.-- SP-- • j  =  =

= ¿ 5  / *’(at,)*  + ¿ 5 5  /  ¥(ofs)*  ^ (23)

bu yerda /  ip(ats)ds =  f  <p(—ats)ds - t bo'yicha juft cheksiz differensial-
y l vl-̂0 -'0

lanuvchi funksiya, ekanligidan uning birinchi tartibli hosilasi i =  0 da nolga 

teng boiishidan foydalanildi. ¡p(x) 6 D(ffi3) ning ixtiyoriy tanlanganligidan

(21) - (23) limit munosabatlarning n — 3 da (19) ga ekvivalentligi kelib 

chiqadi.
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Endi n =  2,1 va <p(x) € £>(M") bo'lsin. U holda t > 0 uchun

at 1

at -1

Bundan, n =  3 da bo'lgani kabi, lemmaning barcha tasdiqlari kelib chiqadi.

3.4.2 Y ig‘ma haqida qo‘shimcha m a’lumotlar

Keyingi 0 ‘rinlarda Щ  orqali markazi i £ l "  nuqtada va radiusi r bo'lgan 

K” fazodagi shar belgilanadi.

T a ’ r i f. r¡k(x) € Z?(K") asosiy funksiyalar ketma-ketligi D(M.n) da 1 

ga yaqinlashadi deyiladi, agarda quyidagi shartiar bajarilsa:

a.) ixtiyoriy К  kompakt to'plam uchun shunday N  raqam mavjud bo‘lib, 

barcha, x 6 К  va к > N  lar uchun щ(х) =  1;

b) г)к, к =  1,2,... funksiyalar ixtiyoriy tartihli hosilalari bilan chega- 

ralarxgan .

Tasawur etish uchun щ, к =  1,2,... ketma-ketlik grafigi n =  1 quyidagi 

chizmada keltirilgan.

Qayd qilish o'rinliki, bunday ketma-ketlik har doim mavjud. Masalan, 

Vk(x) — rç(f), buyerda^x) € £>(En), r¡(x) =  1, x 6 Uq— ixtiyoriy funksiya, 

u yuqoridagi ketma-ketlik shartlarini qanoatlantiradi.

7-chizma. r/(x) funksiya grafigi.

Ixtiyoriy (p(x) e D(M.n) uchun yig'ma

(/  * 9 > <p) =  / f(x)g(y)ip(x + y) dxdy (26)
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formula bilan aniqlanadi.

(26) tenglikni ixtiyoriy <p(x) € D(Wl) uchun

( /  *§,<?)= lim {f{x)g{x),r]k(x-, y)<p(x + y)) (26')
k—¥oo

ko‘rinishda yozish mumkinligini ko‘rsatamiz, bu yerda r//t(x, y),k =  1,2,... — 

M2’’1 da 1 ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik.

Haqiqatan ham, cq \f(x)g{x)ip(x + y)| funksiya K2n da integrallanuvchi

va

f{x)g(y)rjk(x;y)<p(x + y)<Co \f{x)g(y)ip(x + y)|, k = 1 , 2 ,.. .

tengsizlik o‘rinli. Deyarli barcha (x, y) € R 2n nuqtalar uchun k —> oo da

f{x)g(y)r]k(x; y)(p(x + y) f{x)g{y) (p(x + y)

bo'ladi. Matematik tahlil fanidan ma’lum bo'lgan Lebegning integral ostida 

limitga o!tish haqidagi teoremasiga ko‘ra

J f(x)g(y)ip(x + y)dxdy =  ilim J f(x)g(y)i]k(x;y)ip(x + y)dxdy

K2n

tenglikni olamiz. Bu esa (26) ga asosan (26') ga ek viva lent.

f(x) va g(y) funksiyalarning f(x) ■ g(y) dekart ko‘paytmasi va K2n da 1 

ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy |%(a;)| € D(&2n) ketma-ketlik uchun quyidagi 

sonli ketma-ketlikning limiti mavjud va

lim (f(x) ■ g{y),r]k{x-,y) ■ ip(x + y)) =  {f(x) ■ g(y),<p(x + y))
K—y OO

bo'lsin, bu yerda limit |r/i(a:)| gabog'liq emas. liar bir k da rjk(x-,y)-(p(x+ 

y) e D '(R2n) bo:lgani uchun yuqoridagi ketma-ketlik aniqlangan.

(26) va. (26') larga ko‘ra yig’maning quyidagi ta’rifini qabul qilamiz.

T a ’ r i f. f  * g yig'ma deb ixtiyoriy <p(x) e D(Rn) uchun

(/  * 9, <P) =  (f{x) ■ g(y), A x  + y)) =  Jim (f(x) ■ g{y),Vk(x, y)<p(x + y))
K-¥iDO

formula bilan aniqlangan funksionalga aytiladi. Bu funksional D (Rn) ga 

tegishli. Ya’ni f  * g urnumlashgan funksiyadir.
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T e o r e m a .  f(x,t) € £ /(R n+1) va g(x,t) € Z /(Rn+1) umumlashgan 

funksiyalar f(x ,t)|t<0 =  0 va suppg C f+, F+ =  {(x ,i) e Rn+1 : at >

a|a:|| shartlarni qanoatlantirsin. U holda. t í  (R"+1) da f * g  yig'ma mavjud 

va u ixtiyoriy <p(x,t) € D  (Rn+1) uchun

(/  * 9, ¥>) =  (/(£ , t) ■ g(y, r),rj{t)T](T)T](a2T2 - \y\2)<p((. + y,t + r)) (27)

bo'ladi, bu yerda r/(r) uzluksiz funksiya boiib, r?(r) =  0, t  <  — ó va r¡(r) =

1 , t  > —e (S va e ixtiyoriy sonlar, 6 > e > 0). Shuningdek, ( /  * <?)| =  0 

tenglik o‘rinli va bu yig‘ma /  va g funksiyalarning har biri bo‘yicha uzluksiz, 

ya’ni 1) agar f k ketma-ketlik t í  (Rn+1) da k -* oo uchun f k -» 0, fk\t<0=  0 

bo'lsa, t í  (Rn+1) da k -» oo uchun fk * g 0 bo'ladi; 1) agar gk ketma- 

ketlik t í  (RIi+1) da k -> oo uchun gk -> 0, .9k[í<0=  0 bo'lsa, t í  (Kn+1) da 

k —> oo uchun /*<?&-* 0 bo'ladi.

Isbot. (p(x, t) € D (Rn+1) , supp<p(x, t) 6 Uq - ixtiyoriy funksiya va 

Vk(£,t;y,r) € R 2n+2 funksiyalar D  (R2,l+2) da k -*■ oo 1 ga yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik bo‘lsin. U holda yetarli katta k lar uchun

Vk =  v(t)v(r)v (a2r2 - |t/|2) r]k(£, t; y, T)<p({ + y,t + r) =

= r}(t)ii(T)r] (a2T2 - \y\2) <p(£ + y, t + t) = i/> (28)

tengliklar o‘rinli.

(28) formulani isbotlash uchun f(x) € £>(R2n+2) ekanini ko'rsatish yetarli. 

Bu esa uning cheksiz differensiallanuvchi ekanligi va tasbuvchisi chegaralan- 

gan

A) = {(£,*, V , t )  : t >  - 5 , r  >  —5, a2r2 - \y\2 >  -Ó,

IV + £|2 + \t + r|2 < A2] C Ai = =  {(£, t, y, t )  : -5 < t < A + 6,

- 6 < t < A  + 5, \y\ < y/a2(A + ó)2 + Ó, |£1 < y/a2(A + 6)2 + 6 + 

to‘plamda joylashganligidan kelib chiqadi.

Tanlanishiga ko‘ra. /(£ , t) funksiyaning tashuvchisi atrofida r¡(t) =  1 va 

g(y, t) funksiyaning tashuvchisi atrofida r¡(r)r¡(a2T2 - |?y|2) =  1. Bundan 

/(£>*) =v(t)f((., t), g{y,r) =v(T)r)(a2T2-\y\2)g(y,T). Bu va (28) tenglikni 

inoba,tga olib, (27) tenglikning o'rinli ekanligiga ishonch hosil qilamiz.



152 Fundamental yechini. Koshi masalasi

( /  * y) |t<o =  O tenglikni ko‘rsa.tamiz. <p(x) £ D (R,í+1) va supptp C 

{Ru x (t < 0)} ixtiyoriy funksiya boisin. suppip ning Rn+1 da kompakt 

to‘plamligi uchun shunday S¡ > 0 son mavjudki, bunda suppip C R" x (t <

—ó) mimosa,bat o'rinli boiadi. U holda S soniiii 8 =  shartdan tanlab,

r)(t)r){T)r](a2T2 - |?;|2)^ ( í + y, t + r) =  0

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan esa (27) tenglikka ko'ra t < 0 lar uchun 

(/ * 9 i íp) — 0 o'rinli.

Yig'maning /  va g funksiyalarga nisbatan uzluksizligi (27) tenglik va 

/(Ci *) ' T) dekart ko'paytmaning /  va g larning bar biriga nisbatan 

uzluksizligidan kelib chiqadi. Bunda yordamchi t] funksiyani k larga bogiiq 

boimagan holda tanlash inumkin. Teorema isbotlandi.

N  a t i j  a. (27) formulada f(x ,t) =  u(x) ■ S(t), u(x) £  D' (Rn) deb 

olinsa, undan ixtiyoriy g(x, t) € D' (Rn+1) , suppg C f  + funksiya uchun

g * [w,(x) • ¿(¿)] =  g(x, t) * u{x) (29)

formula kelib chiqadi. Shuningdek, bu formuladan hamda dekart ko'paytma 

va yig'mani differensiailash qoidalaridan foydalanib, quyidagi (29) muno- 

sabatni umumlashtiruvcbi formulaga ega boiamiz:

g * [«(a:) ■ 5{k){t)j =  ~  [g(x, t) * u(x)} = t) * u{x). (30)

Endi keyinchalik zarur boigan, Rn da umumlashgan funksiyalar yig!masinmg 

ekvivalent ta’rifi va ba:zi xossalarini keltiramiz. f(x) va g(x) lar Rn da 

aniqlangan va lokal integrallanuvchi funksiyalar uchun

h(x) =  J  |g(y)f{x-y)\dy

Rn

funksiya harn Rn da lokal integrallanuvchi funksiya bo‘lsin. f  *g yig(ma deb

(f * 9)(x )=  í  | f(y)g{x-y)\dy =  í  | g(y)f(x-y)\dy =  (g*f)(x) (31)
J J R”
Rn

tenglik bilan aniqlangan (/  * g)(x) funksiyaga aytiladi. /  * g va |/j *\g\ = h 

yig‘rna,la,r bir vaqtning o‘zida mavjud boiib, |(/*.9)(a;)| < h(x) tengsizlikni
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qanoatlantiradi- Shuning uchun yig'ma ham Rw da lokal integrallanuvchi 

funksiya bo'ladi. Binobarin, u <p € D(Kn) asosiy funksiyalarga quyidagi 

qoida bilan ta’sir etuvchi umumlashgan funksiyani aniqlaydi:

(f*9,<p) = I  i f  * .<?ЖМО dÍ = J g{y)f{£ - y) dy <p(Odt =

- / Л ) /(£  - У) dy =  J g(y) J f(x)<p(x + y)dx dy.

R" R’1 R" R“

Bundaa, matematik tahlil fanidan ma’lum bo'lga.n Pabini teoremasiga asosan 

(/  * 9 , <P) = J  f(x)g(y) <p{x + y) dxdy

gin

tenglikka ega bo'lamiz.

h[x) funksiya lokal integrallanuvchi va (31) formula bilan aniqlangan 

(/  * g) yig'ma mavjud bo'ladigan ikkita holni keltiramia.

1) f(x) va g(x) funksiyalardan biri finit, masalan, suppg(x) С U,¡f1 

bo'lsin. Bu holda

J h(x)dx =

V*

=  j  \g(y)\j \f{x-y)\dxdy < j  \g(y)\dy j  |/(£)|d£ < oo,

ТгЩ [/!?' у гЛ’1 rrÄ+.Äluo uo U0 b0

R > 0 - ixtiyoriy son.

2) f(x ) va g(x) funksiyalar ffi” da integrallanuvchi. Bu holda

/ h(x)dx =

R“

=  f  \g(y)\ [  If(x - y)\dxdy =  í  \g(y)\dy f |/(£)Mf < °°

R» R“ R" R»

munosabatlardan f* g  yig'maning Rn da integrallanuvchanligi kelib chiqadi.



154 Fundamental yechim. Koshi masalasi

3.4.3 To‘lqIn potensiali. Kechikuvchan potensial

f(x,t) 6 D'(Kn+1) funksiya /(ar,i)|t<o =  0 shartni qanoatlantirsin.

umumlashgan funksiyaga to’lqinpotensiali, / (x, t) funksiyagaesa üning zich- 

ligi deyiladi, bu yerda Hn— toiqin operatorining fundamental yechinii.

suppHn C F+ boigani uchun oldingi paragrafdagi teoremaga ko'ra Vn(x, t) 

toiqin potensiali mavjud va Vn € D'(Rn+1) boiadi. Bu funksiya ixtiyoriy 

asosiy <p(x,t) G i/(M n+1) funksiyalarda

=  (H„{y,r) vij)v(r')ri(a2T2 -\yf)tp(y + i„T+T')) (32)

tenglik bilan aniqlanadi. Bu yerda i?(r) =  0, r  < —5; rf(r) =  1, r > —e; 5, 

e sonlar ixtiyoriy boiib, ö > e > 0 shartni qanoatlantiradi € C7°°(R).

Yana shu teoremaga ko'ra Vn\t<o =  0 va Vn potensial f(x, t) funksiyadan 

D‘(Wl+1) da uzluksiz bogiiq.

Ushbu bobning 2-paragrafidagi teoremaga ko'ra, toiqin potensiali

tenglamani qanoatlantiradi. Toiqin Vn potensialining keyingi xossalari uning 

/  zichligining xossalariga bogiiq.

L e m m a. Agar f(x, t) funksiya R"+1 da lokal integr.allanuvchi boisa, 

V„(x,t) halft’•R’f+1 da lokal integrallanuvchi va u

Vn(x,t) = (Hn * f )  (x,t)

(K,v>) =

(33)

(33')

t x+a(t-t)

(33")

0 x—a(t—r)
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fonmilalar bilan amqlanadi. (33’) formulada K ^ ' - maxkazi x nuqtada va 

radiusi a(t — r) bo'lgan doira.

(33) formulaning o‘rinli ekanini isbotlaymiz. <p(x, t) G D'(R4) boisin. 

f(x,t) G Lj°c(M4) va f(x, i) |t<o =  0 bo'lgani uchun integrallash tartibini 

o'zgartirish haqidagi Pubini teoremasiga ko‘ra (32) dan quyidagi tengliklarni 

olamiz:

Hsiv, (a2r2 - \-y\2) j  f  (£,t't}(t')) <p(y + Ç, r  + r')d£dT

R4

=  (H 3(y,t),r}(t)rj{aH2 - \y\2) j f(x - y,t - r)<p(x,t)dxdtj =

R4

= ^  j J f  ^  - y , t -  <p(x, t)dxdt dy =

R3 ' R*

1 f  r f ( x - y , t -  |M|)
=  —  / ,n(x t) / —---- j—-,-------dydxdt.

4ira2 J  J  |y\
R» Ug*

Bundan ko'rinib turibdiki, V3 - lokal integrallanuvchi va

V‘{,!-C) = é ?
ug‘

(34) da x — y =  Ç almashtirish bajarib, (33) formulaga ega, bo'lamiz.

0 ‘xshash tarzda tegishli soddalashtirishlar bilan, V2 va V\ potensiallar 

uchun (33') va (33ff) formulalar asoslanadi.

Har bir (x,t),t > 0 nuqtaga uchi (x,t) da, asosi Uq' va yon sirti B(x,t) 

bo‘lga.n ochiq

F o (x , i )  =  F  ~(.t, t) f i  (0 <  t < t) 

konusni mos qo!yamiz.

, f ( x - y ,  t-tip}

\y\
dy. (34)



156 Fundamental yechim. Koshi masalasi

tz

T e o r e m a .  Agar f(x,t). € C'2 (K” x (t > 0)), n =  3, n =  2 

va f(x, t) e C1 (K x (t > 0)) , n =  1 uchun bo‘Isa, u holda Vn potensial 

Vn(x, t) € C2(Rn x (í >  0)) va u

|H(M)| < \ max |/(ar,í)|,
1 1 2  ( x , t ) e B ( x , t )

\Vn(x,t)\ < --- inax_ \f(x,t)\, n =  1,2 (35)
2 (i,t)er0

baholarni va
fíV i

Vr„|t=o =  0 , ^  = 0 , n  =  3,2,1 (36)
ot lt=0

boshlang'ich shartlarni qanoatlanciradi.

Isbot. Teoremani n =  3 uchun isbotlaymiz. (21) formulada y =  

atrq, t > 0 tenglik bilan o'zgaruvchilarni almashtirib, uní

V M - ^ J ---------------- --------------------i r ,  (30

— ----  TTi

ko'rinishida yozamiz. f(x,t) € C2(R3 x (í > 0)) ekanligi va (37) ning in­

tegral osti ifodasi integrallanuvchi maxsuslikka egaligi uchun Vs(x, t) 6 C2 

(R3 x (t >  0)) boiadi. (37) formuladan V3 uchun (35) baho kelib chiqadi:

N * .  / r  "  1  « . " “ «> I/(M )|-

Buyerda f í-j =  2?r tenglikdan foydalanildi. Vs(x,t) £ C 2(R3 x (í > 0)) 

ekanligidan boshlaiigich shartlar o'rinli boiishiga ishonch hosil qilamiz.
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Endi n =  2 bo'lsin. £ =  X + air/, t =  t — at almashtirishlar 14 potensial 

uchun (33 ) formulani

1
f(x  + atr], t — ai)

К < * « - * / /
o к;;

\Jcx2 - |??|2
-drjda

ko'rinishga o'zgartiradi. Ravshanki, bundan bu potensialning talab etilayot- 

gan xossalari kelib chiqadi. Vi potensialning xossalari esa (33") formuladan 

bevosita kelib chiqadi.

V3(x, t) potensialga kechikuvchan potensial ham deyiladi. Uning bu nomi 

potensialning kuzatilayotgan t vaqtda x nuqtadagi qiymati /(£ ,r),  £ 6 U f 

manbaning orqada qoluvchi vaqtning r  =  t — qiymatiga bog'Iiqligidir. 

Bunda kechikish vaqti kattaligi to'lqinning £ nuqtadan x gacha ke- 

lishi uchun sarflangan vaqtiga teng. Boshqacha aytganda, V3(x,t) poten­

sial /(6,r) manbaning Г0“(ж, t) konus yon B{x,t) sirtidagi qiymatlariga 

bogiiqdir.

3.4.4 Sirt to ‘lqin potensiallari

Ixtiyoriy щ(х), Ui(x) G D\K"') funksiyalar uchun f{x,t) =  m(x)ó(t) va 

f(x,t) =  uo(x)ó'(t) funksiyalarga mos keluvchi to‘lqin

V = H n * ui(x)S(t) , Vl = Hn * uq(x )S'(t) , n =  1,2,3

potensiallariga. sirt potensiallari (mos ravishda щ va щ zichlikka еда ho ‘lgan 

oddiy va ikkilangan qatlam) deyiladi.

(29) va (30) formulalarga asosan V¡® va V„ to'lqin potensiallari

V° =  H3(x,t)*m(x), (38)

V1' 71 dH3(x, t)
u0(x)

Э
H3(x, t) * щ(х) (39)

dt dt 

ko'rinishda ifodalanaxii.

L e m m a .  V% va V,¡ sirt to'lqin potensiallari t bo'yicha C°°[0,00) 

sinfga tegishli va. t —¥ 0 da D'(Wl) funksiyalar sinfida

dv°(x,t)

dt
-> Ui(x), (40)
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Vj(x,t)->uo(x), 0 (41)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiradi.

Isbot. To'lqin operatorining fundamental yechimi xossalari haqidagi 

lemmaga asosan Hn(x, t) umumlashgan funksiya t bo‘yicha C°° sinfga te- 

gishli. Har bir tayin t > 0 da Hn(x,t) ning tashuvchisi U f  sharda yotadi, 

dernak, u t - ^ i o > 0  uchun R “ da tekis chegaxalangan. Yig‘maning D  da 

uzluk- sizligidan ixtiyoriy ip € D(En) uchun

— * u ^ x ) , ^ ) ^  € CIO, oo), k =  0,1,2,.. . .

Bu yerdan

dk (  \ ( dk 
-^\Hn(x,t) *ux(x), <p{x) J =  I ^

ekanligi uchun

{Hs(x, t) * ui(x), ip) € C^jO, oo)

kelib chiqadi. Bu esa D'(Wl) da V£(x,t) ning t bo'yicha (^'[O, oo) sinfga

tegishli bo‘lishim bildiradi.

u\ ni uo bilan alinashtirib, V,,l potensial ham bu xossalarga ega bo'lishiga 

ishoncii hosil qilish mumkin.

(40) limit munosabatni isbotlaymiz. (31) limit munosabatlar va 

ux(x) yig'rnaning D (M”) da uzluksizligini inobatga olib, t -5- +0 da

V®(x, t) = H3(x, t) * ui(x) ■—> 0 * ui(x) =  0,

dV°(x,t) d dH3(x,t) ,

-- dt-- =  di  ̂ X' ̂  = ---di,-- * Ul^  * Ul =  Ul ̂

munosabatlarning D‘ (Mn) da bajaxilishini ko‘ramiz. 0 ‘xshash tai'zda (41) 

ham ko‘rsatiladi. To'lqin Vn potensiali uchun bo'lgani kabi sirt to'lqin poten- 

siallarining keyingi xossalari U\ ni Uq zichliklaming xossalariga bog'liq. Agar 

ui 6 Lj0C(R") (Li°cMn - lokal Integra,llanuvchi funksiyalar sinfi) bo‘lsa, V,° €
L toc(R n+l) b o .lad i va  y 0  u ch un

№ ,t )  = S /  Uli0dS’ (42)
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Kf

x + a t

=  ^  /  « i ( f K  (42")

X — at

formulalar o'rmli. (42) formulani isbotlaymiz. (38), (41) forniulalarga asosan 

ixtiyoriy <p G D (Rn) lar uchun

(^°> ¥>) =  № (* ,  t) * ui(x), <p) =

=  ^H 3(y,t),v(a2t2 - \y\2) Jui(ç)<p{t)dçj =

oo

=  Ï « ?  I  /  /  Ml(x -y)p(x’t)dxdsydt =

0 M3
Z-/Ü

oo

= w / J  u1(x-y)dSvdx.dt

0 R3 Va*<oo

Bu yerdan V3<0) G L^Q ft4) va

v^ ) = S k S  Ui{x- y)d$<
E at 

0

boiishi kelib chiqadi. Bu integralda x — y =  £ almashtirishlaxni bajarib,

(42) tenglikni olamiz. 0 ‘xshash tarzda tegishli soddalashtirishlardan so!ng 

(42') va (42") formulalar V̂ 1 va V'/0-® potensiallar uchun keltirib chiqariladi.

T e o r e m a . .  Agar щ G C'3(R"), щ G C2(Kn), n =  3,2 vaщ G C2(K), 

Mi G CH®), n =  1 boisa, u holda Т4(0), V p  G C2 (Kn x (t >  0)) va

\V (̂x,t)\ < t max tttl(Î)|,
ísE f

t max I M i(£ )| , n =  1,2, (43)
ieK?

|K^(æ,i)| <  max |«o(£)| + ai max \grad «o(£)|, (44)
îeE f ' £e E?
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<  max |«o(0| + at max |grad. «o(£)|> (44')
£,(zKx

|V^\x,t)\< max \grad Mo(£)¡ (44")
£e|x-~aí,.-r-H»íJ

baholarni,

i BV^  ¡
V(°) =  o — —  =  Ui (x) (45)
” Ií=o ’ dt L o  U K }

i i 
V «  = « o , - ^ -  = 0  (46)

lí=o at \t=o

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiradi.

Isbot. n =  3 bo'lsin. (47) formulada x — £ =  ats, t > 0 almashtirish- 

la,rni bajarib,

V^\x, i) — j  u\(a — ats)ds (47)

z2

formulani hosil qilamiz. Ravshanki, bunda,n V ^ (x ,t) € C2(K x (t >  0)) 

ekanligi kelib chiqadí. (47) tenglikni t bo‘yicha differensiallaymiz va (39) 

formuladan foydalanib, V3 poten,sial uchun

V^\x, t) =  J uo(a — ats)ds — —----- J  (gradxuo(x — ats) , s)ds 

E l *  ES

formulani olarniz. Bundan esa (44) kelib chiqadi:

¡ V» ̂  (xr, í) | < max |«o{% — ats) I + at max (gradxuo (x — ats), s) \ <
|s|=t |«|=i

< max Imí I 4- at max \gradxuo(x)\.
feE“‘ E?

uq g (^ (R 3) ekanligidan £  C2 (R3 x (t > 0)) bo'ladi. n =  2 uchun 

£ =  x — atij, t > 0 almashtirish (42') va (39) ko‘rinishdagi va V¡^ 

potensiallarni

t/(oh f  «o(^ - atr])drj

2 (X’ ’ 27T J  ’
Vo

(i), . 9(t) í  u0(x - atr¡)dri a9(t)t f  (gradxu0[x - atij),rj) dr¡

^ p  2TT J  y / l ^ W
f/n1
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ko'rinishiga o‘tkazadi. Bu yerdan talab etilayotgan silliqlik va V ^ , 

potensiallar uchun (43), (44’) baholar kelib chiqadi. Masalan,

v ¡% , t ) < £  ma* M *  -  atv)\ J  - 0 =  =  i max |„lK )| j  - 0 = .

u¿ o  v

V}°\ V potensiallarning mos xossalari (44”) va (38) formulalardan kelib 

chiqadi, masalan,

Vll\x, t) =  [uq,(x  +  at) +  Uo(x -  ai)}.

Endi (45) va (46) boshlang'ich shartla.rn.ing bajarilishini ko'rsatamiz.

(40) va (46) limit rrmnosabafclarga ko'ra bu shartlar Z)'(K“) fazoda yaqin- 

lashish ma’nosida bajariladi. Biroq isbotlanganga asosan V» , V¡¡̂  funksiyalar 

(72(Rn x (t > 0)) sinfga tegishli. Demak, bu funksiyalar (45) va (46) shart- 

larni klassik ma’noda qanoatlantiradi. Teorema isbotlandi.

3.5 To‘lqin tenglamasi uchun umum lashgan 
Koshi masalasining qo‘yilishi

Ma’lumki, .to'lqin tenglamasi uchun klassik Koshi masalasi

□ 0ií =  f(x, t), x G R " ,  t  >  0 (48)

tenglamaning
du i

u\t=0 =  ut)(x), —  =ui(x), x € R n (49)
u t  11—0

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topishdan ibora.t.. Bunda 

/  G C (R" x (t > 0)), Uq G C 1 (Rn) , «i G C (R”) shartlar bajarilgan deb 

hisoblanadi.

Faraz qilaylik, (48), (49) masalaning klassik yechimi mavjud bo'lsin, ya’ni 

(48) tenglamani va (49) shartlarni qanoatlantiruvchi C2 (Rn x (t >  0)) sin­

fga tegishli u(x, t) funksiya mavjud bo'lsin. t ning manfiy qiymatlari uchun 

u va /  funksiyalarni nolga teng qilib, davom ettiramiz, ya’ni
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u, t > 0, j =  ( / , t > 0 ,

0, t < 0, \ 0, i  < 0.

U holdaü(x,í) funksiyaning K"+1 da ushbu

Паи = f(x, t) -f щ(х) ■ S'(t) + ui(x) ■ S(t) (50)

to'lqin tenglamasini umumlashgan funksiyalar ma’nosida qanoatlantirishini 

ko'rsatamiz. Haqiqa.tdan ham, ixtiyoriy ip £  D(Wl+1) lar uchun quyidagi 

tengliklarga ega boiamiz:

(□„«, ip) =  (u, Daip) =

СЮ OO ^

= J j u\Ja(pdxdt =  lim  ̂j  ~ o?&<pjdxdb =

0 Rn e R»

00

= i^ [/ ./  ( ^ ~ a24 dxdt-
c K "

- J  ()dx + J  !p(x,e)—-~~--d,x\ =

En Rn
00

=  /  / f t « -  / ' i ^ ) „ ( I ,0)<fc+¡ Ф ,

£ R» K“ R“

=  У  ipfdxdt — J  uo(x)— ^ ~ d x  + J  ui(x)tp(x,Q)dx =

Rn+1 ' ¿» Rn

=  (7(x',i) + Ио(ж) • <5'(i) + гц(ж) • <$(i), <?).

Bu formulalarda oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi yig'indini F(x, t) orqali 

belgilaymiz, ya'ni

F(x,t) =  J(x,t) 4- ио(а-) • ¿'(f) + ui(x) • S(t).

(50) tenglikdan ko'rinib turibdiki, (49) boshiang'ich shartlardagi щ va. 

щ funksiyalar u(x,t) funksiya uchun t =  0 da oniy ta’sir etuvchi щ(х) ■ 

ö'(t) + m(x) -6(t) manbarolini bajaryapti. (48) va (49) Koshi masalasining
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klassik yechimi (50) tenglamaning t < 0 da nolga aylanuvchi yechimlari 

orasida qamrab olingan. Bu esa (50) tenglamaning t < 0 da nolga aylanuvchi 

yechimini izlash masalasiga to'lqin tenglamasi uchun urnurnlashgan Koshi 

masalasi deyishga imkon beradi. U holda (50) tenglamaning o‘ng qismini 

urnurnlashgan funksiya deb hisoblash mumkin.

T a ’ г i f. F  € £>'(ЖП+1) manbali to‘lqin tenglamasi uchun umum- 

lashgan Koshi masalasi deb,

a uu =  F(x,t) (51)

tenglama va

u\ = 0  (52)
li<0

shartni qanoatlantiruvchi и € D '(R”+1) funksiyani topish masalasiga ayti- 

ladi. (51) tenglama ixtiyoriy tp € J9'(Rn+1) uchun

(it, □„¥>) =  (F, <p)

tenglamaga teng kuchli. To'lqin tenglamasi uchun urnurnlashgan Koshi masalasi 

bir qiymatli yechilishining zaruriy va yetarli sharti t < 0 da F  =  0 bo'lishidan 

iboratdir.

F(x,t) 6 D' (Krl+1) , F(x,í)j =  0 bo'lsin. U holda 4-paragrafning 2- 

bandidagi teoremaga ko‘ra (51), (52) masalaning yechimi D' (Rn+1) sinfda 

mavjud, yagona va D' (Rn+1) da F(x,t) ga uzluksiz bog‘liq. Bu yechim

2-paragrafdagi teoremaga ko‘ra

u(x, t) =  (Hn * F)(x, t)

formula bilan beriladi, bu yerda Hn(x, t)— to'lqin operatorining fundamental 

yechimi, n =  1,2,3.

(51) va (52) masala yechimini batafsilroq qaraymiz:

u(x,t) =  (Hn *F)(x ,t) =

=  Hn(x, t) * (/(ж, t) 4- щ(х) ■ S\x) + щ(х) ■ ¿(я)). (53)
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hmdamental yechimning tashuvchisi Г„ =  j  (x,t) € R ” x (t >  0) : at >

ja;I j>, n  = 1,2, 3 yopiq konusda joylashganligi va F(x, t) funksiya t bo‘yicha 

yarim finit ekanligi sababii yig'maning mavjudligi haqidagi xossaga ko'ra 

(53) formula-dagi yig'ma mavjud. Yig'maning ushbu

g(x,t) *t 6(t) = g(x,t), g[x,t) *t S'(t) =  - *t 5(t) =  —

bu yerda *t— t bo'yicha yig!ma, xossalariga asosan (53) dagi t bo!yicha 

yig'malarni hisoblab, uni

u{x, t) = (Hn * / )  (x, t) + ^  *x щ(х) + Hn(x, t) *x щ(х) (54)

ko‘rinishga keltiramiz. (54) umumiy holda to‘]qin tarqalish tenglamasi uchun 

umumlashgan Koshi masalasi yechimini ifodalaydi. Shunday qilib, bu yechim 

zichliklari mos ravishda f(x, t), щ(х) va щ(х) funksij^alardan iborat bo'lgan 

to'lqin va sirt tolqin potensiallari yig'indisiga teng ekan. Keyinchalik biz bu 

formulani turli xil o'chovlaxda batafsilroq muhokama etamiz.

3.6 Koshining klassik masalasi yechimini 
beruvclii formulalar va ularni tekshirish. 
To‘lqinlarning diffuziyasi

4-paragrafning 2-bandidagi, 5- va 6-paragrañardagi teoremalardan quvidagi 

teorema kelib chiqadi.

T e o r e m a ,  n =  3, 2 larda /  € C ^ R ” x [0, oo)), щ € C3(Rn) va u\ € 

C2(Rn); n =  1 da /о € С 1 (R x [0, oo)), щ € (^ (R ) va щ € C 1(R) bo'lsin. 

U holda Koshining (48), (49) klassik masalasi yeehimi mavjud, yagona va 

quyidagi

n =  3 da Kirxgof formulasi
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<55)А-паН
Sÿ Eg1

n — 2 da Puasson formulasi

= I ■1 ,-m 'T)ß dT .+
л/°а(* - т)2 - I® - £l2

i г щ(№ , , i э с щ(№
2тг a J -y/a2í2 — |ж — £|2 ‘¿iradt J -yJcfit2 — \х — £|2’

n =  1 da Dalamber formulasi

t x+a{t-T)

«(®. *) =  ^  J  j  /(£> t )d£dr+

О z-a(f-r)

ж+at

+ 2a
J  i  [и0(ж + ai) + «o(a; - ai)] (57)

bilan ifodalanadi. Shuningdek, bu yechimlar /, «o va « i berilgafllarga uzluk- 

siz bog'liqdir.

Endi (53) yoki (54) formula orqali ifodalanuvchi yechimning fizik ma’nosini 

o!rganamiz.

Avvalo, yig'ma, F*Hn ko'rinishida ifodalanuvchi u(x, t) yechim x nuqtada 

va t  > 0 vaqtda

F(Ç, т) * Hn(x -  £, t - r)

"elementar" ta’sirlarning superpozitsiyasidan iborat bo'ladi.

Faraa qilamiz, F(x,t) finit funksiya bo'lsin. U holda u(x,t)~ ham finit 

funksiya va uning tashuvchisi (£, r) nuqta F(£,t) funksiyaning tashivchi 

to'plamida o'zgarganda H„(x — £, i  — т) funksiyaning tashivchi to'plamiga 

tegishli bo‘ladigan (x, t) nuqtalar to'plamlarining birlashmasidan iboratdir, 

ya’ni

suppu =  suppHn(x — £ , t  — t ) .

(£tT)€suppF
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Boshqacha aytganda, finit bo'lgan F(x,t) to'lqin tarqatish "manba"iari har 

bir tayin t lar uchun fazoning chegaralangan sohasida noldan farqli yechim- 

ning hosil bo'lishiga sabab bo‘ladi.

Bu jarayonning qanday keehishi Hn(x. t) fundamental yechim tashuvchisi- 

ning tuzilishiga bog'liq va turli fazolarda turlichadir.

n =  3 bo'lsin. Bu holda

Hz{x,t) =  ~ M )

bo'lib, bu funksiyaning fazoviy tashuvchisi radiusi at bo'lgan sferadan iborat. 

Shu sababli, Hz(x — £, t — r) ning tashuvchisi markazi x nuqtada va radiusi 

a\t — t| bo‘lgan sferadir. Bundan va yuqoridagi. mulohazalardan. u(x,t) 

funksiyaning tashuvchisi (£, r) £  supp F  bo'lganda bunday sferalarning bir- 

lashmasidan iborat bo'lishi. kelib chiqadi. Faraz qilaylik, x nuqta supp F  

dan tashqarida, ya’ni

x&supj) f  U supp «o U supp Ul

(boshqa,cha aytganda, bu nuqtada tashqi kuchlar va boshlang'ich vaqtda, 

toiqin yo'q). U holda yetarlicha kichik t vaqtlarda u(x,t) =  0; to'lqin x 

nuqtaga t vaqtning

o\t ~ T\ — \x ~ CI(£,r)esuppF

shaxtni qanoatlantiruvehi qiymatlarida yetib keladi. Bu t qiymatlarning eng 

kichigiga to'lqin old frontining x nuqtadan o'tish vaqti deyiladi. Ravshanki,

a\t — t\ > sup \x — 4|
(£,r)esuppF

shart bajarilganda. x nuqta tinch holatda, ya’ni bu nuqtadan to'lqin o‘tib 

ketgan bo‘ladi. Bu t qiymatlarning eng kichigiga to'lqinning orqa frontining 

x nuqtadan o'tish vaqti deyiladi. Bundan esa, yechimning old va orqa front- 

larining o'tish vaqti oralig‘ida noldan farqli ekanligi kelib chiqadi. Shunday 

qilib, n — 3 bo'lganda aniq old va orqa frontlarga ega bo'lgan to'lqinlarning 

tarqalishiga ega bo'lamiz. Bu holat Gyuygens prinsipi deyiladi.
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n =  2 boigan holda,

0(at — |a;|)

27rai/a2í2 — |a;|2’

x =  (£1,0:2) € M2, t > 0 fundamental yech.im.ning fazoviy tashuvchisi t > 0 

va.qtda markazi x =  0 nuqtada va radiusi at ga teng boigan doiradan ibo- 

rat, boiadi. Demak, suppH-¿(x — £, í — r )— ma.rka.zi x nuqtada va radiusi 

a|í—r | boigan doira. Bu holda u(x, t) funksiyaning tashuvchisi (£, r) nuqta- 

lar suppF to'plamga tegishli boiganda bunday doirala.rriing birlashmasidan 

iboratdir. Yuqoridagi kabi fila: yuritib, suppF to‘plamga tegishli boimagan 

x nuqtalarda toiqinning oíd frontining mavjudligi va uning a tezlik bilan 

taxqalishiga ishonch hosil qilamiz. Uch oichovli holda,n farqli ravishda, oíd 

frontning orqa qismida hamma. vaqt ham toiqin mavjud boiadi. Shunday 

qilib, aniq oíd frontga ega boigan orqa frontga esa ega boimagan toiqin 

tarqalishi ro:y beradi. Bunday holga to'lqinlaming diffuziyasi sodir boiishi 

deyiladi.

Endi n =  1 boisin. Bu holda

Hi{x,t) =  ^ H a t~ M)>

1 6 I ,  í >  0 fundamental yechimning fazoviy tashuvchisi [—at, at] kesmadan 

iborat boiadi. Biroq ikki oichovli holdan farqli ravishda 

dHi(x,t) 1

-- ----=  2 ( N )

funksiyaning tashuvchisi ikkitax =  ±at nuqtalardan iborat boiadi. Shuning 

uchun, bir oichovli holda toiqinning oíd fronti harnma vaqt ham mavjud 

boiib, orqa frontning mavjud boiishi yoki yo'qligi boshlangich shartlarda 

berilgan funksiyalarga bogiiq. Haqiqatan ham, (54) formulada f{x,t) =  0, 

U] (x) =  0 boisa, yechim

u(x,t) =  dHl^ ’ ̂  *x 'Ufí(x)

formula bilan ifodalanadi va bunday toiqin har ikkala frontga ham ega 

boiadi. f{x,t) 0 yoki u\(x) 0 boisa, yechimda H\(x,t) funksiya­

ning o‘zi qatnashib, toiqin orqa frontga ega boirnaydi, ya’ni toiqinlarning 

diffuziyasi sodir boiadi.



3.7 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglam asi uchun 
Koshi masalasi

Issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimi ham 

oldingi paragrafdagi usul yordamida topilishi mumkin.
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3.7.1 Issiqlik potensiali

1.3.2 paragrafda

Hn(x, t) =  —  
v ’ ’ (2a ^ t y

funksiya issiqlik o'tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimi ekanlígi 

ko‘rsatilgan edi. Bu funksiya uchun quyidagi xossalarning o'rinli bo'lishini 

osongina payqash mumkin: Hn(x,t) > 0, Hn(x,t)\t<o =  0, Hn(x,t) € 

í ,^ (R n) va (x,t) ^  (0,0) nuqtalai'da cheksiz differensiallanuvchi. Bundan 

tashqari, 1-bobning 7-paragrafida uchbu

Hn(x,t)dx =  1, í  >  0; (58)

Hn(x,t) —> d(x), t —> +0.

munosabatlaming bajarilishi ko‘rsatilgan edi.

Faraz qilaylik, f(x, t) € D’{Rn+1) funksiya t < 0 da nolga teng bo'lsin. 

T a’ r i f. V — Hn * f  umumlashgan funksiya issiqlik potensiali, /  

funksiya esa uning zichligi deyiladi.

Ma’lumki, V issiqlik potensiali D '(E7t+1) da mavjud bo‘lib,

^  =  a2AV + f(x,t)

tengíamani qanoatlantiradi.

M  orqali t < 0 da nolga teng bo‘lgan va Kn x [0, T] (T > ü-ixtiyoriy son) 

sohada chegaralangan funksiyalar sinfini belgilaymiz.
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T e o r e m a. Agar /  e M. bo‘lsa, V issiqlik potensiali M  funksiyalar 

sinfida mavjud va

t

V(x,t) = [  j  --- M ’-l l ...dtdr (59)

o i  [2ay/ir(t-T)\

formula bilan ifodalanadi, V potensial

\V{x,t)\<t sup |/(4, t ) | ,  i  >  0 (60)
feK", o<r<*

bahoni va x € M,! uchun

IV^a;,i)| ^4 0, t —>■ +0 (61)

boshlang'ich shartni qanoatlantiradi. Bundan tashqari, agar /  funksiya 

.f(x,l) x [0, +oo)) va uning ikkinchi tartibgacha bo!lgan hosilalari

ixtiyoriy chekli T > 0 soni uchun R"' x [0, T] sohada ehegaralangan bo‘lsa, 

u holda

V{x,t) € C2 (RB x [0, +oo)) n  C 1 (Rn x [0, +oo))

bo‘ladi. 

Isbot. Agar

t

h(x, t) = J J  |/(4, T)\Hn(x - 4, t - r)d£,dr

0 Rn

funksiya ®re+1 da lokal integrallanuvchi bo‘lsa, u holda Hn va /  funksiyalar- 

ning lokal integrallanuvchi ekanligidan ularning

t

= J j  \f(£,T)\Hn(x — 4 ,i — r)d£dr 

o i»

yig'masi mavjud va Kn+1da lokal integrallanuvchi bo'lishi kelib chiqadi.

Bu shartning bajarilishini tekshiramiz. t < 0 da h =  0 bo'Igani uchun h 

ning t > 0 da (60) bahoni qanoatlantirishini ko'rsatish yetarli. Bu esa. (58)
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tenglik va integrallash tartibini o'zgartirish haqidagi Pubini teoremasidan 

kelib chiqadi. Bunga asosan

i

h(x,y)<  sup \f{4,r)\ f  í  Hh(x - £,t - r)d£dT =
o<r<t J J

0 Mn

=  t sup | '/ ( £ , t ) | ,  t > 0. (62)
fe®", o<T<t .i

Shunday qilib, V =  H„ * /  issiqlik potensial (59) formula bilan ifo- 

dalanadi. JVj < h boigani uchun t < 0 da V =  0 va (62) tengsizlikka 

asosan (60) bahoni qanoatla.ntiradi. Bu esa V € M  bo'lishini bildiradi. (60) 

bahodan V ning (61) boshlang'ich shartni qanoatlantirishi kelib chiqadi.

(59) formulada integrallash o‘zgaruvchilarini

£  =  x — 2a\[sy, t  =  t — s

kabi almashtirib, uni

t

V(x, t) = --“jj j  j  f(x - 2a\/sy,t - s)e“M'"dyds (59') 

o »«

ko‘rin.ishda yozib olarniz.

Paraz qilaylik, f(x, t) € C2 (Rn x [0, +oo)) va bu funksiya ikkinchi tar- 

tibgacha barcha xosilalar bilan M. sirtga tegishli boisin. U holda matematik 

tahlil kursidan rnaium boigan parametrga bogiiq integralning uzluksizligi 

va differensiallanuvchanligi to!g‘risidagi teoremaga koi a, (59') formula va,

- 2a^y>  * - s) ^ v?dvds+
R"

+̂ 72 J  f(x ~ 2aV̂2/, +0)e-^dy

R»

tengsizlikdan V, VXi, Vt, VXiXj, VXit funksiyalarning t > 0 da, Vtt funksiya- 

ning t > 0 da uzluksizligi kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.
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3.7.2 Sirt issiqlik potensiali

f(x ,t) =  щ(х) ■ ô(t) zichlikka ega V^  issiqlik potensiali sirt, issiqlik 

potensiali (щ zichlikka ega oddiy qa.tlam) deyiladi va

У<°> =  Hn * [и0(ж) • 5(t)\ =  #„(X, t) * Uq(x)

ka,bi aniqlanadi.

T e o r e m a .  Agar щ(х) funksiya E” da chegaralangan bo'lsa, V(o) 

sirt issiqlik potensiali M  da mavjud, ushbu

v ' °' ( x■f ) = (r a > 
Rn

formula bilan ifodalanadi va

|V(0)(ж, i)| <  sup M O I ,  t > 0 (64)
Í6R»

tengsilikrri qanoatlantiradi. Shuningdek, щ(х) € C(RTl) bo'lsa, € 

С  (Rre X [0, +оо)) bo'ladi va

V(0,|t=o =  Щ(х) (65)

boshlang'ich shart bajariladi.

Isbot,. Ushbu

h(x,t) = I\U0(O\Hn(x -

K"

funksiya t < 0 da nolga teng va t > 0 da (58) tenglikka asosan

h(x,t) <  sup \U0(0\ i  Hn(x-Ç,t)dÇ =  sup |J70(£)| 
feR n J  Í6H»

R"

bo'lgani uchun uning RTl+1da lokal integrallanuvchi ekanligi kelib chiqacli. 

Bundan esa

F (0) =  Hn(x, t) * uo(x)

potensialning

V®  (x, t) =  J  u0(OHn(x - Ç, t)d{ (63')
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tenglik yoki (63) formula bilan ifodalanishi, t < 0 da V'® =  0 bo‘lishi va 

|V°| <  h ga asosan (64) bahoni qanoatlantirishiga ishonch hosil qilamiz. 

Bular € M  ekanini bildiradi.

Endi faraz qilaylik, «o-Rn da uzluksiz va chegaralangan funksiya bo'lsin. 

U holda € C (Rn x [0, +00)) va (65) tenglikning bajarilishini ko'rsatamiz. 

e > 0 ixtiyoriy tayin son, (x, t) —y (Xo,t(¡), t > 0 bo'lsin. uq(x) funksiya 

uzluksiz bo'lgani uchun shunday 6 > 0 son mavjudki, |£ — xol <  25 tengsiz- 

likni qanoatlantiruvchi f  lar uchun ¡Mo(C) — ̂ oí^o)! < £ bo'ladi. Shu sababli 

agar \x — *o| < S va \y\ < 5 bo'lsa, \x — y — xq\ < 25 bo'ladi va (58), (63') 

larga asosan t > 0 da

j  \uo(x - y) - u0(x0)\Hn(y, t)dy + j  \u0(x - y) - u0(x0)\Hn(y, t)dy <

munosabatlax hosil bo‘ladi. (66) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi qo'shiluvchini 

t ni nolga intiltirib, £ dan kichik qilish mumkin. Shu sababli biror 6\ < 5 

uchun

tengsizliklar o'rinli. Teorema isbotlandi.

3.7.3 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun 

umumlashgan Koshi masalasi

To’lqin tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasini yechimda foydalanil- 

gan usul bu yerda issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun

|V°(ir, t) - uo(xo)j <  í  |u0(£) - uo{xo)\Hn(x - f , t)d£

(66)

|V_0(ar, í) - uo(®o)| < 2e, \x - x0\ < Su |í| <  <5i

—  =  a2 Au+ f(x,t), (67)

u\t=o =  Uo(x) (68)
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Koshi masalasining yechimini topishga qoilaniladi. Bunda f(x,t) G С 

(К. X [0, +00)) va щ(х) G C(Rn) deb hisoblaymiz.

Fara,z qilaylik (67), (68) masalaning klassik yechimi mavjud bo‘lsin. Bu 

u(x, t) G С 2 (M" x (0, +00)) ПС (Ж" X [0, +00)) boiib, u(x, t) funksiya (67) 

,tenglama,ni t > 0 da qanoatlantirishini va t -> 0 da (68) boshlang‘ïch shart 

bajarilishini bildiradi.

и va /  funksiyalarni t < 0, x G M" sohada nolga teng deb davom etti- 

ramiz. Ravshanki, davom ettirilgan û  va /  funksiyalar Mrl+1 da

issiqlik 0‘tkazuvchanlik tenglamasini qanoatlaatiradi. (67), (68) Koshi masala­

sining klassik yechimlari (69) tenglamaning t < 0 da nolga aylanuvchi yechim- 

lari iehida boiadi.

Xuddi oldiiigi paragrafdagi kabi, quyidagi issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi 

uehim umumlashgan Koshi masalasining ta'rifmi keltiramiz.

T a ’ r i f, Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun umumlashgan Koshi 

masalasi deb, ushbu

tenglikni umumlashgan funksiyalar rna'nosida qanoatlantiruvchi u(x, t) funksi- 

yani topish masalasiga aytiladi.

Ushbu paragrafdagi teoremalardan quyidagi natija kelib chiqadi:

N a t i j  a.

va щ — R" da chegaralangan funksiya boisin. U holda issiqlik o‘tkauvchanlk 

tenglamasi uchun umumlashgan Koshi masalasining yagona yechimi mavjud, 

M  sinfga tegishli va

=  a2 Au + f(x, t) + uo(x)6(t) (69)

F(x, t) =  f(x, t) + щ(х) ■ ô(t), f  G M

u(x,t) =

t

[2йд/w(t -  t)]11

m , r )
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formula bilan ifodala,nadi.

Bu yechim /  va «o funksiyalardan uzluksiz bog'liq. Agar f(x, t) funksiya 

qo'shimcha ravishda /  € C2(R" x [0, +00)) bo‘lib, ikkinchi tartibli barcha 

hosilalaxi bilan M  sinfga tegishli va uq € C(Mn) bo‘lsa,, u holda u(x,t) 

ldassik yechimdir.

Quyida muhim hisoblangan yana bir fca’rifni keltirib o'tamiz.

T a ’ r i f. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasining Giin 

funksiyasi (x ga nisbatan umumlashgan funksiya, t esa. parametr) deb ushbu

( jft ~ û2A) ^  ̂  = °’ ^ i=0 = ^  

tengliklarni qanoatlantiruvchi Q(x, t) funksiyaga aytiladi.

E s l a t m  a. Yuqorida olingan fundamental Hn(x,t) yechimdan

ekanligi kelib chiqadi.



4-Bob. Giperbolik tenglamalar

4.1 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi 

masalasi. Dalamber yechimi

Bir jinsli cheksiz tor tebranish

tenglainasini qaraymiz. bu yerda и =  u(x, t) - ikki o'zgaruvchili funksiya va 

с - musbat o'zgarmas son. (1) ga, bir o'lchovli to'lqin tenglamasi ham deb 

aytiladi. Bu tenglamada

t  — x — ct, T] = x + ct 

xarakteristik o'zgaruvchilarga o‘tsak, u ushbu

ko'rinishni oladi. Bundan esa uv( ,̂r¡) — go(r¡). Bu yerda go— ??o‘zgaruvchmmg 

ixtiyoriy funksiyasi. Bu tenglikni r¡ bo‘yicha integrallab

с-
=  0 (1)

л у = п

dtdr)

û(Ç,T]) =  f ( 0  + g(rj)

yechimga ega bo‘lamiz, bunda. / (£ )— ixtiyoriy funksiya va

Endi (x, t) o!zgaruvchilarga qaytib, (1) tenglamaning

u(x, t) — f(x + ct) + g(x — ct) (2)
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umumiy yechimini olamiz.

Tabiiyki, (2) tenglik bilan aniqlangan u(x, t) funksiya (1) tenglamaning 

yechimi bo'lishi uchun /  va g funksiyalar С 2(Ж) sinfga tegishli bo‘lishi kerak. 

Koshi rriasalasi: (1) tenglamaning ushbu

u(x,0) =  <p(x),

ut(x, 0) =  ф(х)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) G (T^R x R +), R + =  {i € R; t > 0} 

yechimi topilsin. Bunda ip(x) G C 2(R), ф(х) G (^(R ).

T e o r e m a .  Koshi masalasining C2(R x R +) funksiyalar sinfiga 

tegishli bo‘lgan yechimi mavjud va u

formula bilan beriladi.

Isbot. Faraz qilaylik, Koshi masalasining yechimi mavjud bo'lsin, ti 

holda (2) ga asosan

/ ^  tp(x - ct) + <p(x + ct) , 1 

' { X ,  )  ~  2 + 2c
x-ct

u(x, 0) =  f(x) + g(x) =  (p(x), 

ut(x, 0) =  cf(x) — cg(x) =  ф(х).

(4)

(5)

tengliklar kelib chiqadi. 

Bulardan

о
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X

g{x) =  ~Yc j  № №  + C‘*

0

ekanligini topamiz. Ci, 0 2 o'zgarmaslax, (4) ga ko‘ra

Ci + C2 = f(x) + g(x) -  tp(x) =  0

tenglikni qanoa,tlantiradi. f(x) va g{x) funksiyalar uchun hosil qilingan for- 

mulalarni (2) tenglikka, qo'yib, (3) ni olamiz. (3) formulaning o'ng tomoni 

bilan aniqlanuvchi u(x, t) funksiya Koshi masalasining yechimi ekanligiga 

to‘g!ridan-to‘g‘ri hisoblashlarni bajarib ishonch hosil qilish mumkin.

4.2 Koshi masalasi yechimining fizik ma’nosi.

Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining (3) formula bilan 

aniqlangan yechimi t — 0 vaqtda torning boshlang'ich tezligi va boshlang'ich 

siljishi ma’lum bo'lganda t > 0 vaqtlarda uning tebranish jarayonini ifo- 

dalaydi. Tor tebranish tenglamasining (2) umurniy yechimning fizikaviy 

xususiyatiga asosan (3) formula ikkita to‘g!ri to'lqinning yig'indisidan ibo- 

rat, ya‘ni f(x + et) + g(x — et), bulardan biri c tezlik bilan o‘ng tomonga 

ikkinchisi esa shu tezlik bilan chap tomonga tarqaladi.
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Bu holda

f{x + ct) =  7̂ p{x + ct) + + ct),

g(x — ct) — ^p{x ~ °t) ~ ^'(x ~ °t) 

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu yerda

=  ¿ /  A s)ds-
o

(.x,t) o'zgaruvchilar tekisligida x + ct — c\ =  const va x — ct — c2 =  const 

to‘g‘ri ehiziqlar (1) tenglamaning xarakteristikalari bo'lgani uchun u(x,t) = 

tp(x+at) funksiyaite+ai =  c\ xarakteristika bo‘ylab o'zgarmas va bu qiymat 

ip(ci) ga teng. Xuddi shunday u(x,t) = <p(x — at) funksiya x — ct =  ĉ  — 

const xarakteristika bo‘ylab o'zgarmasdir.

Faraz qiiaylik, <p(x) funksiya biror (*1,2:2) intervalda noldan farqli va in- 

tervaldan tashqarida nolga teng, ya’ni finit funksiya bo'lsin. (*1, 0) va (a;2,0) 

nuqtalardan (1) tenglamaning x — ct =  c 1 va x — ct = c% xarakteristikalarini 

o'tkazamiz. Bu xarakteristikalar t > 0 yarim tekislikni uchta I, I I  va I I I  

bo'lakka bo'ladi (5-chizma).

u(x, t) =  <po(x — ct,) funksiya I I : x\ < x — ct < *2 sohada noldan farqli, 

bunda x — ct =  xi va x + ct =  xi xarakteristikalar o‘ng tomonga c tezlik 

bilan tarqalayotgan to'g'ri tp'lqinning oldingi va orqa fronti deb yuritiladi.

Faraz qiiaylik, M  =  (x0,t0) nuqta t > 0 yarim tekislikda tayin nuqta 

bo'lsin. Bu nuqtadan (1) tenglamaning x — ct =  xq — do va x + ct — 

xq + ct0 xarakteristikalarini o'tkazamiz. Bu xarakteristikalar Ox o‘qi bilan 

P — (xi,0) =  (x0 - ct0,0) va Q =  (a;2,0) =  (x0 + ct0,0) nuqtalar kesishadi. 

Tor tebranish tenglamasi (2) umumiy yechimining M  nuqtadagi qiymati 

u(xo,Vo) =  g{x 1) + f(x2) ga teng, ya'ni f(x) va g(x) funksiyalaxning qiy­

mati mos ravishda M PQ  uchburchak asosining (*i,0) va (2:2, 0) uchlaridagi 

qiymatlari orqali ifodalanadi (6-chizma).

MP, MQ  xarakteristikalar va Ox o‘qida PQ  kesmadan tashkil topgan 

M PQ  uchburchak M  nuqtaning xarahteristik uchburchayi deyiladi.
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Koshi masalasining yechimini ifidalovchi (3) formuladan torning Xo rmq- 

tasining to vaqtdagi u(xo, to) siljishi mos ravishda boshlang!ich holat va bosh- 

lang'ich tezlikning P, Q nuqtalar va PQ  kesmadagi qiymatlariga bogiiq 

ekanligi ko'rinadi. (3) formulani quyidagi

ko'rinishda yozish mumkin. PQ  kesmadan tashqarida berilgan boshlang'ich 

shartlar u(x, t) yechimning M nuqtadagi qiymatiga hech qanday ta'sir ko'rsat- 

maydi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun boshlang‘ich shartlar butun o'qda 

emas, balki PQ  kesmada berilgan boisa, Koshi masalasining yechimi MPQ 

xarakteristik uchburchakning ichida aniqlanadi.

Yuqoridagi mulohazalardan Koshi masalasining u(x, t) yechimi (xo, to) 

miqtada tp(x) funksiyaning [xq — cto,xo + cío] kesma chetki nuqtalaxidagi 

qiymatiga, ф(х) funksiyaning esa [xo — cto,xo 4- cío] kesmaning barcha nuq- 

talardagi qiymatiga bogiiq boiishi kelib chiqadi. [xo — c to ,X o  + cío] kesma 

yechimning boshlang'ich funksiyalarga bog‘liqlik intervali deyiladi.

Я{% - atÿ, Ô) Ç + <?:% О)

10-chizma. D  soha tasviri.
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4.3 Bir jinsli bo‘lmagan tenglama. Dyuamel 

prinsipi. Dalamber formulas!. Yechimning 

berilganlarga uzluksiz bog‘liqligi

Bir jinsli bo'lmagan cheksiz tor tebranish

-¡¿m - uxx = f(x, t) (6)

tenglamasining

u(x,0) = ip(x), ut(x, 0) =  ф(х)

bosh lang“ ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topamiz. Buning uchun 

masalani ikkiga ajratamiz:

1). Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli bo'lmagan boshlang'ich shartli 

masala

v(x, 0) =  <¿>(x), Vt[x, 0) =  ф(х).

2). Bir jinsli bo'lmagan tenglama uchun bir jinsli boshlang'ich shartli 

masala

-zWu - Wxx =  f(x, t), 
cl

w(x, 0) =  0 , Wt(x, 0) =  0 .

U holda, ravshanki, u(x,t) =  v(x,t) + w(x, t).

Birinchi masalaning yechimi (3) formula bilan ifodalanadi:

x+ct
' <p(x - ct) + <p(x + ct) 1 f  ,, s, 

v(x,t) =  v---- - + — I ip(s)ds.

x —ct

Ikkinchi masalaning yechimini topish uchun biror p(x, t, t) (r— parametr) 

funksiyaga nisbatan ushbu
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yordamchi masalani qaraymiz (Dyuamel prinsipi). Bu masalaning yechimi 

(3) formu.la.ga ko'ra

X+c(t—T)

p(x,t, r) =  ~  I  f{Lr)dÇ.

x—c(t—t)

Shuning uchun

t t x+r.(t.-T)

w(x, t) =  ê  J p(x, t, r)d.T =  | J J  /(£, r)dÇdr

0 0 x-c(t-r)

formula bilan ifodalangan w(x, t) funksiya ikkinchi masalaning yechimi boii- 

shiga bevosita hisoblashlar yordamida ishonch hosil qilish mumkin.

Shunday qilib, bir jinsli boimagan cheksiz tor tebrani,sh tenglarnasi uchun 

Koshi masalasining yechimi

. . œ(x — et) + ip(x + et) 1 f  , . , c f  f 
u(x,t) = ------- — ------ + ~  j  y(s)ds + - j  J  f(Ç,T)dÇdr

X-Ct 0 x - c l l - r )

(7)
formula, bilan berilar ekan.

Eslatib o‘t,amiz, (7) formulaga Dalamber formulasi deyilib, u 3-bobning 

6-paragrafîda boshqacha usul bilan keltirib chiqarilgan edi,

Koshi masalasi yechimining yagonaligi (7) formulada,n kelib chiqadi. Haqi- 

qatan, aynan bir xil boshlang'ich shartlarni qanoatlant,îruvchi (6) tenglama- 

ning ikkita yechimi mavjud deb faraz qilib va (7) formula yordamida bu 

yechimlarning ayirmasini tuzib olib, uning aynan nol ekanligiga, ya’ni bu 

yechimlarning ustma-ust tushishiga ishonch hosil qilamiz.

(7) formula bilan aniqlangan u(x,t) yechim (6) tenglama o‘ng tomoni va 

boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog'liq, ya’ni turg'un boiadi.

T e o r e m  a. Faraz qilaylik, u(x, t) va v[x, t) funksiyalar mos ravishda

~ U u ~ U xx  =  f i ( x , t )  

u(x, 0) =  <pi(x), ut(x, 0) =  ifa(x)
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va

-xVtt  -  v xx =  f 2(x ,  t ) 
cz 

v(x, 0) =  IP2(x), Vt ( x ,  0) =  l/j2{x)

masalalarning yechimlari bo'lsin. U holda ixtiyoriy e >  0 va T > 0 sonlar 

uchun shunday 5 > 0 (5 =  <5 (e, T)) son topiladiki,

\<pi{x) - tp2{x)\ < 6, - lfa(x)\ < 5, i e l ,  

\fi(x,t) - f2{x,t)\ <5, X  € E, t < T (8)

tengsizliklardan barcha (x,t) e ( I x  [0,T]) iar uchun

\u(x,t) — v(x,t)\ < e (9)

tengsizlik kelib chiqadi.

Isbot. u(x, t) va v(x, t) yechimlar uchun (7) formula va (8) tengsizlikdan 

foydalanib, quyida.gilaxni yozamiz:

1 1
\u(x,t)-v(x,t)\ < -\ip1{x-ct)-ip2(x-d)\ + -\(pi{x + ct)-<p2{x + ct)\+

x+ct t  X+c{t-T)

+YC f  \ M 0  -  M 0 \ d i  +  l  f  J  \ M Z , t )  -  f 2 (£ ,T )\ d lid T  <

x -c i 0 x -c ft—r)

x+ct l x+c(t-T)

J  di+sH  ./
x —ct 0 X—c(t—T)

t

<Ö + Ö t+ J  J  2c(t - r)dT =  6(1 +t)+ 5-ch2 <  5(1 + T) + 6-c2T2.

0

Agar 5 =  2e [2 + 2T + c2T2] 1 deb olsak, (9) tengsizlik o‘rinli bo'ladi.

Bu esa Koshi rnasalasi yechimining berilganlarga uzluksiz bog‘liqligini ko'rsatadi. 

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi korrekt qo'yilgan.
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4.4 Yarim chegaralangan soha va davom ettirish  
usuli

Yarim chegaralangan x >  0 to'g'ri chiziqda. bir jinsli torning tebranishi 

haqidagi masalani, ya’ni x > 0, t > 0 sohada (6) tenglamaning u(0, t) =  

¡¿(I) yoki ux(0,t) — v(t) yoki

au(0, t) + ¡3ux(0, t) — u(t), i  > 0 (10)

chegaraviy va

«(&', 0) =  ip(x), ut(x, 0) =  ip{x), x > 0 (11)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini topish masalasini 

o''rganamiz. Soddalik uchun dastlab fi(t) =  0 deb olamiz, ya‘ni cheksiz 

uzunlikdagi torning x =  0 uchi maxkainlangan bo!lsin.

Ma’lumki, bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining 

u(x,t) yechimi (3) formula blan ifodalanadi. Bu yechim uchun quyidagi 

lemma o'rinli.

L e m m a .  Agar <p(x) va ip(x) funksiyalar x =  0 nuqtaga nisbatan

1) toq funksiyalar bo‘lsa, u(0,t) =  0,

2) juft funksiyalar bo'lsa, mx(0, t) =  0 bo'ladi.

Isbot. 1) ip(x) va ip(x) funksiyalar x =  0 nuqtaga nisbatan toq bo'lsin, 

ya’ni <p(—x) — —<p(x), i>(—x) =  —%!)(x). U holda, (3) formulaga ko‘ra

Cl

M(°> *) =  2 ivi-rt) + vict)] + ^ 1 1b(s)ds = 0

-ct.

bo'ladi, chunki juft funksiyaning hosilasi toq funksiyadir.

2) ip(x) va ip(x) funksiyalar x =  0 nuqtaga nisbatan juft bo'lsin, ya’ni 

ifi(—x) =  ¡p(x), il>(—x) =  ip(x). U holda yuqoridagiga o'xshash ravishda

“*(0. *) =  \ Wi-ct) + ~ V'(-ci)] =  0

ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
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Bu lemmaga tayanib, yarim chekli sohada (6) tenglama uchun qo'yilgan 

u(0,t) =  0 chegaraviy va (11) boshlang'ich shartli masalaning yechimini 

topamiz.

ip(x) va ‘tp(x) funksiyalarni x =  0 nuqtaga nisbatan x < 0 sohaga toq 

da,vom ettiramiz va hosil boigan funksiyalarni mos ravishda &(x) va '5(x) 

orqali belgilaymiz. U holda

í „(*), x >  0, f *(x), x > 0,

I  -ip(-x), x < 0, [ -ip(-x), x < 0.

Ravshanki, bu funksiyalar butun R  sohada aniqlangan. Dalamber iormu- 

lasiga ko‘ra

x+ct

■u(x, t) =  - [$(a: -- ct) + $(.t + ct)] + — J '<b(s)ds, x € R, t >  0. (12)

x—dt

Le.mma.ning 1-qismiga ko‘ra «,(0, t) =  0. Bundan tashqari bu funksiya 

t =  0 va x > 0 larda (11) shartlarni qanoatlantiradi. Demak, (12) dan

u(x,t)

x-H't

\ [<p{x + ct) + tp(x - ct)} + ~ f  i>(s)ds, t < sc, X > 0,
x-ct
j;+ct

I  [tp(x + ct) - <p(x - ct)\ + ¿  /  t(s)ds, f >  f , X > 0
ct—x

(13)

yechimga ega boiamiz.

Shunga o‘xshash x — 0 da «*(0,*) — 0 chegaraviy shart berilsa, ip(x) va

i)(x) boshlang'ieh funksiyalar juft davom ettiriladi:

»(*) = { v(x)' I ~0’ *w = í  *<xh
[ <p(-x), x < 0, [ ip(-x), % < 0.

U holda (6) tenglamaning {x >  0, i  > 0} sohada (11) boshlang‘ich va

ux(0, í) =  0 chegaraviy shartlarni qaiioa,tla.ntiruvchi yechimi
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u(x, t)

in,
x+ct

[ip(x + ct) + ip(x - cí)¡ + ¿  f  ip(s)ds, t. < f , X  >  0,
x—ct 
f x+ct ct—x\

I  [p(x + ci) + <p(z - et)} + ¿  I f  + f  é(s)ds,
ü /

t > %x > 0,

ko'rinishda bo'ladi.

Endi faraz qilaylik, {x > 0, t > 0} sohada (6) tenglamaning u(x,t) 

yechimi quyidagi

u(x, 0) =  0, ut(x, 0) =  0, x >  0, 

u(0, t) =  ¡x{t), t >  0

shartlarni qanoatlantirsin.

U holda (6) tenglamaning umumiy yechimi

ü{x,t) =  /(•'£ - ci)

ko'rinishga ega bo'lib, ü(x, t) — ß(t) shartdau

tenglamaga ega. bo'lamiz. Bundan esa u(x, t) =  fj, (t - &) kelib chiqadi. 

Ammo n(t) funksiya t > 0 da aniqlangani uchun

funksiya x — et < 0 da, aniqlangan. ü(x, t) funksiya,ni barcha, ï E l ,  t >  0 

qiymatlarida aniqlash uchun ß(t) funksiyani t < 0 qiymatlarda nol bilan 

davom ettirish lozirn (bu u(x, t) funksiya uchuri x — ct>  0 bo‘ladi). Natijada 

ü(x, t) butun x € K, t >  0 sohada aniqlangan bo‘ladi va

u(x, t)
0, agar t < f  bo‘lsa,

x > 0.



Nihoyat, (6) tenglamaning (11) boshlang'ich va tt(0,i) =  ju(i) chegaraviy 

sbartlarni qanoailantiruvchi yechimi

u(x, t) =  u(x, t) + w(x, i)

boiib, bu yerda u(x, t) funksiya (13) formula bilan aniqlangan.

Endi x > 0, t > 0 sohada bir jinsli boimagan

utt ~ c2uxx =  f(x, t) (14)

tenglamaning

w(0, t) =  0, u(x, 0) =  0, ut(x, 0) =  0, t > 0, x > t (15)

bir jinsli shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topish masalasini qaravlik.

Agar f{x, t) va u(x,t) funksiyalar x € R, t > 0 sohada aniqlanganda 

edi bu masalaning yechimi

t x+c(t—r)

u { x ’ t )  =  Y c j d T  I  m ’ T)c^  (16)
0 x—c(t-r)

ibcvlar edi. Demak. yechimni x < 0 qiymatlarda aniqlash uchun tabiiyki, 

f(x ,t) funksiyani x < 0 da ham aniqlash zarur. Shu maqsadda quyidagi 

lemmani keltiramiz.

L e 111 m  a. Agar- (16) integralda f(x,t) funksiya x o‘zgaravchiga 

nisbatan toq boisa, u(0,t) =  0; juffc boisa, u.x(0,t) =  0 boiadi.

Haqiqatan, agar f(x, t) funksiya x =  0 nuqtaga nisbatan 

a,) toq boisa, (IB) dan u(0,t) =  0,

b) juft boisa, ux(0,t) =  0 boiishini tekshirish qiyin emas. Demak, (14), 

(15) masala yechimini ifodalovchi formulani yozish uchun f(x ,t) funksiyani 

x o'zgaruvchi bo'yicha x =  0 nuqtaga nisbatan toq ravishda davom ettiramiz:
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F(x,t) =
f(x,t), x > 0  

-f(-x,t), x < 0

Va — a2Uxx =  F(x , i), x 6 R, t > 0
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U (x, 0) =  0, Ut(x, 0) =  0, i E I  

Koshi masalasini qaraymiz. Uning yechimi esa

t x+c(i-r)

u(x,t) = ¿ / dr /  F№’T№- 
0 x—c(t—r)

Quyidagi hollarni qaraylik:

1) x > 0, x — ct > 0 (t < I)  .

Unda x — c(t — t )  =  x ~ ct + c t  > 0 boiib,

t  X + c ( t — T )

u(x,t) =  lJ(x,t) =  d.T J f ( Ç , r ) d Ç .

0 x—c{t—r)

2) x > 0, x - ct < 0 (i > § ) .  Bu holda

x — c(t — r) = x — ct. + cr

Shu sababli

< 0, 0 < t  <  f — f , 

> 0 , T > t - f . .

t~~ x+c (t-r)

’j,(x,t) =  U(x,t) =  ~  J dr J  /(f,r)d f+

0 x~c(t-T) 

t  x+c(t-T)+b Jdr j  ^ ’r̂ =
t-f x—c(t--r) 

о сс+ф-т)

► dr+Yc J  ' ~ j  f(-£’r№+ j /(̂T)rfs
0  ̂ x-c(t-T) 0

t x-f-r;(í~r) i— f яЧ-л(<—r)

~ j d r  J  / ( e r K  =  ¿  /  a- /  /« ,r )de+

i~s x-c{t-r) 0 c(i—r)-æ

t æ+c(f—r)

+h J dT J  m r )d C
X — c ( t — r )
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Nihoyat, 1 va. 2-hollaini birlashtirib, yechimni

k Ó — xi ¿i xi¿i X]

ko'rmishda, hosil qilarniz, Bu yerda Xi =  x—c(t—r), x% =  x+c(t—r), t\ —

4.5 Ko‘p o‘lchovli to ‘lqin tenglam asi uchun Koshi 
masalasi. To‘lqin tenglam asi uchun Koshi 
masalasi yechimining yagonaligi

Endi to‘lqin tenglamasini n > 1 o'lchovli hoUaxda qaraymiz.

Koshi masalasming yechimini qidiramiz. Bu yerda f{x), g(x) - berilgan va 

C2 (Kn) sinfga tegishli b oígan funksiyalar.

Sferik o'rta qiymatlar usuli va (3) formuladan foydalanib, to‘lqiri tenglamasi 

uchun Koshi masalasi yechimini topamiz.

Sferik o‘rta qiymatlar usuli.

u(x, t) € C2(Rr‘ x (t > 0)) yechimning sferik o‘rta qiymatini

Ou =  utt -  c2A u ,  A = = A *  =  - ^ 2  +  . . .  +  —

kabi belgilashlax kiritib, ush.hu

□u =  0, (x,t) € Kn x (t > 0), (17)

u(x, 0) =  f(x ), x e K", 

щ(х, 0) =  g(x), x € Kn

(18)

(19)

(20)
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bilan aniqlaymiz, bu yerda J7X - marlcazi x nuqtada va radiusi r bo'lgan 

sfera, u)n =  -^ny - n oichovli birlik sfera yuzasi, wr'1' 1 esa radiusi r ga teng 

boigan sfera yuzasidir.

Integral hisobning o‘rta qiymat haqidagi teoremasiga ko‘ra biz qidira.- 

yotgaii funksiya.

u(x, t) =  lim M(r, t) (21)
r-*0

tenglikdan topiladi.

Boshlang’ich shartlardan foydalanib,

M (r< 0) =  77^=1 I  f ^ dSy = F W» (22)

Mt(r, 0) =  í  g(y)dSy =  G(r) (23)
ÍÁ'rtT J  

Zrx

formulalarga. ega boiamiz. Bular esa mos ravishda f(x) va. g(x) funksiyalar- 

ning sferik o‘rta qiymatlaridir.

Endiki qadam M(r, t) funksiya uchun hususiy hosilali differensial tengla- 

mani hosil qilishdan iborat. (20) formulada tayin x va r lar uchun £ =  

(■y — x)/r almashtirish bajarib,

M{r, t) — —  f  u(x + r£, t)dS{

ni olamiz.

Bu yerdan

££ i=1

Boiaklab integrallab, £ =  (y — x)/r ning ££  sirtga. tashqi normal ekan- 

ligidan foydalanib,

Mr(r,t) —  í Y 'uy i(x + rZ,t)ZidS( 
J
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i< >rmulani hosil qilamiz, bu yerda Щ — maxkazi x nuqtada va radiusi r bo'lgan 

flhar.

Faraz qilaylik, u(x, t) funksiya to'lqin tenglamasining yechimi bo'lsin. U 

holda
Г

rn~lMr =  -5—  /  utt(y, t)dy =  -5—  /  /  utt{y, t)dSydp. 
с Un J c Un J J

Щ 0

Bu yerdan

(rn~1MT)T =  [  uu{y,t)dSy =
сгшп J

' 4

n-1 q2 I 1 [■ \ ГП-1

Shunday qilib, (rn_1Mr)r =  с_2г”_1Ми tenglamani hosil qilamiz. Uni

M „  + =  c-2Mtt (24)
r

ko'rinishda yozib olamiz.

(24) tenglama Eyler-Puasson-Darbu tenglamasi deyiladi.

n =  3 bo‘lgan hoi.

Eyler-Puasson-Darbu tenglamasi bu holda (rM )„  =  c~2(rM)u ko'rinishda 

bo‘ladi. Demak, rM  funksiya bir o'lchovli to'lqin tenglamasi va

(r.M)(r, 0) =  rF(r), (rM)t(r, 0) =  rG(r) (25)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiradi. (3) formulaga asosan

r+ct

M (r,t) =  -(Г + Ct)F(-T + Cf>- + {V ~ ~ Ct)- + ~  J (26)

r—ct

Bu formulaning o‘ng tomoni aniqlangaa bo'lishi uchun [r — et, r -f et] С 

(0, oo) bo‘lishi kerak. F(r) va G(r) funksiyalarni (—oc, 00) sohaga quyidagi 

tarzda da.vom ettiramiz:
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F(r), r > O, ( G(r), r > O,

F<Ár) =  < f(r), r =  O, G0(r) =  i  g[r), r -  O, 

k F(-r), r <  O, { G(—r), r < 0.

T a s d i q. rFg(r) va rG(r) funksiyalar íkki marta uzluksiz differen- 

siallanuvchi ya’ni, rFo(r), rGo(r) € C2(R2).

Isbot. F(r), G(r), r > 0 ñmksiyalarning aniqlanishi va o'rta qiymat 

haqidagi teoremada.il liri^ F(r) =  f(x ), lim^ G(r) =  g(x) kelib chiqadi. 

Demak, rF0(r), rGo(r) € C(R). Bu funksiyalar C 1(R) ga. ham tegishli. 

Buni faqat Fo(r) funksiya uchun ko'rsatamiz. Go(r) uchun shunga o‘xshash 

ko'rsatiladi. Haqiqa.tan ham,

F\r) =  í ¿ 4 (.-r + rfitjdSz,

¿O
1 í  n 1 71 f F'(+0) = - i E = - E /*(*) J = 0.

yl i—1' i—1 vi

Bu yerdan esa F " va G" lar r -4 4-0 da chegaralangan bo‘lsa, rFo(r), 

rGo(r) G G2(R) o'rinli boiadi. Bu funksiyalar ikkinchi tartibli hosilalárining 

r —> +0 da chegaralanganligi

F"(r) =  ~  I  ¿  /»,»,(* + rO í¿jdS(,
rt
>:

F"(+°) = 77- E  W * )  /
ij- i '

formulalar va (/, g) € C2(R) ekanligidan kelib chiqadi. Tasdiq isbotlandi. 

(26) formula Fg va Gq la.r uchun

r-fcc

= (r+ct)Feír+ct)t (r- +1 1 
ZT ¿T J

v—ct

ko‘rinishni oladi.
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Fo va Go funksiyalar toq boigani uchun

ct—r

i  fG 0m  =  o.

r—ct

Shunday qilib,

M0(r, t) =  (r + rf)^o(r + ct) + 0" - ct)Fp(r - ct) + -1 7  ¿j  е о 0( № ,

s > 0 lar uchun.

Fq(s) =  F(s), Go(s) =  G(s) boigani sababli tayin i > 0 v a 0 < r < c i

laida M0(r, i) bir oichovli toiqin tenglamasining (25) boshlang'ich shartlarni

qanoatlantiruvchi yechimi boiadi. u(x,t) =  lim M0(r,t), t > 0 ekanligidan
r~>0

Lopital qoidasiga asosan

formulani hosil qilamiz.

E s 1 a t m  a. (27) formula 4-bobdagi (48), (49) Kashi masalasining 

yechimini beruvchi (55) Kirxgof formulasining bir jinsli tenglama boigan holi 

(f(x, t) = 0) uchun ustma-ust tushadi. Shuningdek, n =  2 boigan hoi uchun 

yuqoridagi mulohazalarni takrorlab, 3-bobdagi (56) Puasson formulasining 

bir jinsli tenglama boigan holidagi yechimini hosil qilish mumkin.

Koshi masalasi yechimining yagonaligi n =  2,3 hollar uchun mos ra- 

vishda 3-bobdagi (55) va (56) formulalardan kelib chiqadi. Haqiqatan ham, 

aynan bir xil boshlangich shartlarni qa.noa,tlantiravchi va bir xil o‘ng tomonga 

ega boigan tenglamaning ikkita yechimi mavjud deb faraz qilib hamdayechim- 

larni beruvchi formulalar yordamida ularning ayirmasini tuzib olib, lining 

aynan nol ekanligiga, ya’ni bu yechimlaming ustma-ust tushishiga ishonch 

hosil qilamiz.

u(x, t) = ctF'(ct) + F(ct) + tG(t) =  j t (:tF(ct)) + tG(ct).

Bu formulaga asosan (22) va (23) larni n =  3 da inobatga olib,
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4.6 Koshi, Gursa masalalari. Tor tebranish 

tenglamasi uchun Asgeyrsson prinsipi

Ushbu

£ - £ - < ■  <28> 
tenglama uchun Koshi masalasi umumiy qo'yilganda, ya’ni boshlangich shart- 

larai t =  0 dan farqli boigan, berilish chizigi L qanday boiishini va beril- 

gan funksiyalar masala korrekt qo'yilgan boiishi uchun qanday shartlarni 

qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. D orqali x, t o'zgaruvchilar tekisligida chegarasi 

boiaklari silliq S chiziqdan iborat bo'lgan sohani belgilaymiz. Faraz qilaylik, 

u(x, t) funksiya D sobada (28) tenglamardng klasssi yechimi boiib, D L¡ S 

da birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega boisin. (28) tenglama.da t va x 

larni mos ravishda r  va 4 o'zgaruvchilar bilan almashtirib, uní

d /  du\ d f  <9«\ __ 

dr \<?r/  <9£ /

koiinishda yozib olamiz. Bu tenglamani D  soha bo'yicha integrallab, Gauss- 

Ostrogradskiy formulasini qoilaymiz:

d (du\ d /<9w\l f  du du

T(dT + w?i t - <29)h ,
D ' - - s

Faraz qilaylik, L - yopiq boimagan silliq Jordán chizig'i boiib, quyidagi 

ikkita shartni qanoatlantirsin:

a) (28) tenglamaning x — t =  c¡ , x + t — c<i xarakteristikalar oilasiga 

tegishli boiga,n har bir to'g'ri chiziq L bilan bittadan ortiq nuqtada kesish- 

masin;

b) L egri chiziqqa uning ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan urinraaning yo‘na- 

lishi hech bir nuqtada (28) tenglama xarakteristikalarining yo'nalishi bilan 

ustma-ust tushmasin.

O^t tekislikda ixtiyoriy C(x,t) nuqtadan o'tkazilgan £ — a; =  r  — í , 

£ — x =  — (r — t) - (28) tenglamaning xarakteristikalari L egri chiziq bilan 

mos ravishda A va B nuqtalarda kesishsin.
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11-chizma. D  soha tasviri.

(29) formulani AB egri chiziq, CA va CB  xarakteristikalar bilan chegara- 

langan sohada qo'llab, ushbu

/
d u  , d u

r ( dT+
AB+BC+CA

tenglikni hosil qilamiz. CA va BC  da, mos ravishda, df =  dr va o¡£ =  — dr 

bo'lgani uchun oldingi tenglik quyidagi ko'rinishda yoziladi:

f  du , du ,,

J  d i dr
AB BC CA

i '
dti + / du — 0.

Bundan

u(C) =  i« (A )  + ~m(-B) + J —dr + ~d£
AB

tenglik kelib chiqadi. Agar (28) tenglamaning u (x , t )  yechimi

du\ 

d i  \l

(30)

(31)

shartlarni qanoatlantirsa, bunda tp va tp berilgan, mos ravishda ikki va bir 

marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar, l esa L da berilgan yo'nalish 

bo‘lib, L ning urinmasi bilan ustma-ust tushmaydi, u holda , || noma’lum 

funksiyalarni
dudt dudr _  d(p 

d£ ds dr ds ds '
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tengliklardan aniqlab olarniz, bu yerda, s - L ning yoy uzunligi. Aniqlangan 

u, jg, §f miqdorlarni (30) tenglikning o'ng tomoniga qo‘yib, (28) tenglama- 

ning (31) shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini hosil qilamiz. Shunday qilib, 

faqat shu tarzda Koshi masalasi qo‘yilsa, masala yagona va turg‘un yechirnga 

ega bo‘ladi.

Endi Gursa masalasini (yoki xarakteristik masala) ko'rishga o'tamiz. 

Tayin А(жо,£о) nuqtadan chiqarilgan (28) tenglamaning AB: Ç—Xo =  т—to,  

AD: £ — xo =  —(r — to) xarakteristikalaxi va C(x, t) nuqtadan o'tuvchi CB: 

£ — æ =  r  — iv a  CD: £ — x =  — (r — t) xarakteristikalaridan tashkil topgan 

xarakteristik to'rtburchak sohani G orqali belgilab olarniz.

AB+BC+CD+DA

tenglikka ega boiamiz. AB va CD  da d£ =  dr , В С  va DA da =  -dr 

boigani uchun avvalgi tenglikni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

4

В

12 - chizma. D soha.

(29) formulani G soha uchun qoilab,

AB в св с  CDCD

DA AB BC CD DA

=  2u{B) -  2u(A) - 2u(C) + 2u(D) =  0.
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Iluixlau

u(A) + u(C) = u(B) + u{D) (32)

Ani/ri/rsHon prinsipi yoki o‘rta qiymat to‘g‘risida,gi teoremani ifodalovchi 

lengliq kelib cliiqadi. Bunga asosan (28) tenglama u(x, t) yechirnining xarak- 

Icritíük to'rtburchak qaxama-qarshi uchlaridagi qiymatlarining yig‘indisi bir- 

biriga teng. Bv&Dnuqtalamingkoordinatalari mos ravishda (2±£±Ss¡=íst ̂ £±t^o±k) 

va (x - t+go+k.; ^£±í±a±k) lardan iborat. Agar Gursa masalasining shartlari 

ma’lum bo‘lsa, ya’ni u \a b  =  <p{£), u \a d  =  {P(Á) =  a holda (32) 

ga asosan

fx  + t + xo - 10\ f x - t  + x0 + t0\ . , , . 
u(x, t) = <p í -----------i + í' I ------2-----) "  Vixa) (33)

va (fi(x), 'ip(x) funksiyalar ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar

bo‘lsa, (33) formula bilan aniqlangan u(x,t) funksiya Gursa masalasining 

yechimídan iboratdir.

4.7 Xarakteristikalarda berilgan masala. 

Integral tenglamalarning ekvivalent sistemas!

TJsbbu

uxy(x, y) =  a(x, y)ux{x, y) + b(x, y)uy(x, y) + f(x, y, u(x, y)), (34)

0 < x < ¿i, 0 < x < ¿2

tenglamani va

u(x, 0) =  tp{x), 0 <  x < li, (35)

u(0, y) =  <P{y), 0 < y < h  (36)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani topish masalasini qaraymiz.

Bu yerda l\, l%— berilgan musbat haqiqiy sonlar va ip, tj>— C1 funksiyalar 

sinfidan bo‘lga.n 95(0) — ahartni qanoatlantiruvchi berilgan funksiyalar.

Bu masalaga (34) chiziqli bo'lmagan giperbolik tipdagi tenglama uchun 

qo’yilgan Gursa masalasi deb ataladi. Ma’lumki, (34) tenglamaning xarak- 

teristikaJarí dxdy =  0 tenglamaning yechimidan iborat. Bu yechimlar x =
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const, y — const ko'rinishdagi to‘g‘ri chiziqlar oilasidir. Shunday qilib, (34) 

tenglamani va (35), (36) xarakteristik x =  0, y =  0 cbiziqlarda berilgan 

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) funksiyani topish fcalab etiladi.

T a  ’ г i f. (34)-(36) tengliklarni qanoatlantiruvchi и (x, y) G С2 

([0,íi]- x [0, /2]) funksiyaga (34)-(3б) Gursa masalasining yechimi deyiladi.

Qo'yilgan masala yechimining mavjudligi va yagonligini bir necha. 

etaplarda isbotlaymiz. Dastlab (34) — (36) masalanirig qandaydir chiziqli 

boimagan integral tenglamalar sistemasiga ekvivalent ekanligini ko'rsatamiz. 

Faraz qilaylik, u(x, y) funksiya (34) — (36) masalaning yechimi boisin. U 

holda (34) tenglamani dastlab y bo'yicha keyin x bo'yicha, integrallab, quyida- 

gilarni hosil qilamiz:

V

ux(x,y) =  ux(x,0) + j  a(x,T])ux(x,r))dr¡+

o

y y

+ J  b(x, r])uv(x,i])dr] + J  f(x,T¡,u(x,n))dr);

o o

u(x, y) =  u(0, y) + u(x, 0) - u(0,0)+

x  y X y

+ 11 a (Ç ,v )u x(Ç ,y)d r)d Ç  +  J  J  b(£,rj)uy(£,rj)dT}d£+ 

0 0 0 0 

x  y

+ J  J  f(Ç, V,u(Ç,r]))dr)dÇ. (37)

o o

Ikkita yangi funkiyalarni v(x,y) =  ux(x,y), w(x,y) =  uy(x,y) kabi kirita- 

miz. U holda, (34) — (36) boshlang'ieh shartlarni qo'llab, (34) tenglamani 

quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

u(x,y) =  <p(v) + Ф(х) - Ф(°)+

X У т у

4-J  J  М£,т?М£>»?) +b(£,v)w(Ç,v)}dÇdr]+ j  I  f(Ç,ii,u(Ç,r}))dÇdï}.

0 0 0 0

(38)
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liu tenglamani x bo'yicha differensiallab

v{x,y) =  <¡>'(x)+

V

+

0

tenglikni va y bo‘yicha differensiallab esa

y y

J [a{x,r))v(x, r¡) + b{x, rj)w{x, 17)] dr¡+ J fix , u(x, r}))dr7 (39)

+

w(x,y) =  (p'(y)+

X X

J  [«(£, y)v{£., y) + i>(c, y)‘w(t, y)] d£+ J f{£,y,u(Z,y))dt; (40)

0

tenglikni hosil qilainiz.

Demak, agar u(x. t) (34) - (36) masalaning yechimi boisa, u holda (38) - 

(40) tenglamalarni qanoatlantiruvchi v(x, i), w(x, t) funksiyalar mavjud boiadi. 

Teskarisi: (38) — (40) tenglamalarning yechimlari boigan u, v, w- uzluksiz 

funksiyaiarning mavjudligidan v =  ux, w =  %  ekanligi kelib chiqadi. (38) 

tenglamada navbat bilan x =  0 va y — 0 deb (35) va (36) shartlar hosil qili- 

nadi. Shuningdek, (39) va (40) tenglamalarni bevosita differensiallash orqali 

u(x, t) funksiyaning (34) tenglamani qanoatlantirishini ko'rish mumkin. 

Xarakteristikalarda berilgan masala yechimning mavjudligi. 

T e o r e m a  (Mavjudlik teoremasi). Quyidagi shartlar bajarilgan 

boisin:

1) a(x, y), b(x, y) e C  ([0, h] x [0, Z2]);

2) f{x, y, 7) ) e C  ([0, /1] x [0, l2] x M ), bu yerda (34) tenglamadagi

/  funksiyaning u(x, y) argumenti p ixtiyoriy qiymat qabul qiluvchi o'zgaruvthi 

bilan almashtirildi;

3) ixtiyoriy x € [0, /1], y £  [0, /2] va pi, p2 e M lar uchun

I f{x, y, P2) ~ fix , y, P2)! <  L I pi - p2| (41)

t.engsizlik oi'inli, bunda L > 0;

4) 4>{x) e cHoji], v(y) e C^o, h], 0 (0) =  <¿>(0).

U holda (34) — (36) masalaning yechimi mavjud. (41) tengsizlikka Lipshits 

sharti, L soniga. esa Lipshits o ‘zgarrriasi deyiladi.
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Isbot. (34) — (36) masala. (38) — (40) integral tenglamalargaga ekviva- 

lentligmi hisobga olib, (38)—(40) ni qanoatlantiruvchi u(x, y), v(x, y), w(x, y) 

uzluksiz funksiyalar mavjudligini isbotlaymiz. Bu funksiyalarni ketma-ketligi 

yaqinlashish usuli yordamida topamiz. Ketma-ket yaqinlashisb. jarayonini 

quyidagicha quramiz:

uQ(x, y) =  v0{x, y) =  w0(x, y) =  0, 

un+i{x,y) =  ip(y) + ф{х) - <6(0)+

x у X у

+ J I ^'"nit, rl) + b(t, v)wnit, n)} dr¡dt + J J f i t ,  V,Un(t,o))dr]dt 

0 0 0 0

vn+i(x,y) =  ф'(у)+

У У

+ J  [a(.r, r¡)vn(x, r¡) + b(x, i])wn(x, r¡)] dr¡ + J f(x,r¡,un(x,r¡))dri, 

о о

W„+l(x, у) =  <р'(у) +

X  X

J  [«(£, y)vnit, У) + bit, v)wnit, у)} dt+J f  it, У, Unit, y)) dt, n =  1,2, 

о 0

Bu jarayonning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun 

Un, Vn, Wn ketma-ketliklarning hadlari orasidagi farqlarni baholaymiz. un 

hadlarning aniqlanishi va teoremaning 3-shartidan quyidagi tengsizlik kelib 

chiqadi:

X у

\un+i - <  j  J  [ \ait,v)\ \v„(t,v) - %-i(£,»?)| +

0 0

4*

"  if

\Kt,v)\\wnit,v)-wn-x{t,T))\]dtdr¡+J  J  L\un(t,v) ~ «n-i(£, v)\dtdr¡.
о о

Fara.z qilaylik, (ж,у) e ([0,íi] x [0, ¿2]) da

M  =  max {max |a(æ, y)|, max \b(x, y) ¡, L}
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bo'lsin. U holda

X у

K+ i ~Un\<M I  j  -wn-i(€,»7)l +
0 0

+  K > ( £ ,  v) -  * " n - i ( £ ,  »7)1 +  K ( £ ,  v) -  « n - i ( f ,  í ? ) i  ] didr¡ 
vn, wn funksiyalar uchuri ham shunga o‘xshash quyidagi baholarni olarniz:

y

K +1 - u n\< M  J  [ \un(x,r¡) - «n-i(a:,í?)| +

О

+ \wn(x, rj) - w„-i(x, r¡)I + IUn(x, rj) - un-i(x, r?)| j drj,
X

\wn+i - wn\ <  M  J  [ Ivn(£,y) - ü„_i(£, y)I +

о

+  IV>n(Ç,y) -  W »-l(£,J/)| +  IUn(£,y) -  M „ .- l( í ,2 / ) | ] ^ -

Ketma-ketlikning barcha elementlari uzluksiz funksiyalax boiganligi sababli, 

(.x,y) € ([0, Zi] X [0,/2]) lar uchun

У'п!> !-i’nI , |w„|

larning biror H > 0 o'zgarmas bilan chegaralanganligi kelib chiqadi. U holda 

ketma-ketlikning no'linchi hadlarining aniqlanishiga ko'ra

l^i “  «of <  M, \v\ — uo| < M, |wi — vjq I <  M

kelib chiqadi: Bularni inobatga olib, quyidagi baholarni olamiz:

x y 2

| « 2  - «il < M  J J  3IidÇdri =  3HMxy < 3f f i l f M - ,

0 0

v.
\v2 — Vi| < M  j  SHdrj =  3HMy < 3HM(x + y),

0
X

\w2 — W| I <  M  J ‘311 d£ =  3HMx < 3HM(x 4- г/).
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Ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchi ekariligini isbotlash uchun majorant 

qator qurishga to‘g‘ri keladi. Dastlab uchbu

Iun(x,y) -  un̂ i(x,y)\ < 3HMn~1 ,

\vn{x,y) - vn-i(z,y)\ < 3HMn 1Kn 2ix + yS>

Iwn(x,y) - wn-i(x,y)\ <  3HMn К■n-~lisn-2 (x + y)n 1
( « - 1)1 ’

, n — 1,2, . . .
(n -  1)!

baholarni isbotlaymiz. Bu yerda Ä' =  2 + li + 1%. Isbotlash uchun in- 

duksiya usulidan foydalanamiz. Faraz qilaylik, yuqoridagi baholar n =  j  

uchun o‘rinli. n — j  + 1 uchun isbotlaymiz. Induksiya faxazidan foydalanib, 

\u j+i  — U j\ ayirmani baholaymiz:

\Uj+i - Uj\ <

M

X у

IJ
о о

3 НМ }~1Ю~2(£ + v)J + 2 . 3HM j-iK j-2ÍÍ±  l ) J

j-

f(± 
J (j

(£ + r)Y+l ¡7'=y (4 -f rj)3 \v=u

U - 1)!
d̂ dr) <

(j + 1)! 14=0 j !  »»7=0
*

Ravshanki, bu tengsizlikning o‘ng tomonida integral osti ifodalarning r] =  0 

dagi qiymatlarini tashlab yuborishdan tengsizlik faqat kuchayadi. Natijada, 

qolgan integrallarni hisoblab va

x + y

7+2

ekanligidan foydalanib,

Iu.j+1 -u.j\ < 3HMj Kj~2
(x + y)j+2 +2(x + yŸ+l'

0  + 1)!

(i+  2)! 

x + y

(J + ! ) !

j  + 2
+ 2

0  + 1)!
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tengsizliklarni hosil qilamiz. Shunday qilib, un ketmarketlik uchun induk- 

siya farazi isbotlandi. Qolgan ikkita ketma-ketlik uchun baholarning o‘rinIi 

bo‘lishi shunga o'xshash isbotlanadi. Bu baholarning bir xilligi uchun faqat

\v„(x,y) - v n._i(x,y)|

uchun bahoni isbotlaymiz. Yuqoridagi kabi faraz qilamiz, bu baho n — j  

uchun o'rinli bo'lsin va n  =  j  + 1 uchun bajaxilishini ko'rsatamiz. Induksiya 

farazidan foydalanib, \vrhi — Vj | ayirmani quyidagicha baholaymiz:

< M

У

I

\Vj+l{x,t) — Uj(x,t)\ <

-1 r/i-2 (t + VУ + 2 . 3HMj~l K j~2------—ЗНМ^-'Ю

< ЗНМ*К’~2 

(X +  у У

J- О - l ) !
drj <

[x 4- yT  ' + 2{х± уУ

(j + 1)!

j !

X +  у

3 + 1
+ 2

j !

«  3 HMjK j
-1 (х+уУ 

ß

Endi un, vn, wn, ketma -ketliklarning tekis yaqinlashuvchi ekanligini is­

botlaymiz. Ko‘rinib turibdiki, bunday ketma-ketliklarning har bir hadini 

tegishli qatorning xususiy yig'indisi shaklida ifodalash mumkin:

Un (X, y) =  ^ 2  ( %  (ж > У)  ~  Um- 1 ix, y)) , 
m= 1

n

vn (x, y) =  (Vm (X> y) - vrn-1 (x, y)) >
m—1

n

Wn {x, У) =  (Wm У) ~ Wm~1 (x > ■
m —1

Birinchi qatorning hadlari uchun baholar oigan edik. Ulardan foydalanib,

К  (x, У) ~ Un-1 (x, y) I < 3HMn lK'
-2(x + y)n

<
n\

3 =  C ^ ,  C, a = consí 
ni  n!
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munosabatlarni hosil qilamiz. Bu yerda C — 3HM n 1Kn~'2, a =  h 4-1%.
30

Malumki, c fj qator yaqinlashuvchi. Bundan Veyershtrass alomatiga 
'«=1

ko'ra, un ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchi boiadi. Hadlarning uzluk- 

sizligidan limit funksiyaning uzluksizligi kelib chiqadi.

Shunga o‘xshash qolgan ikki ketma-ketlik uchun ham ushbu

vn (x, y) =4 v (x, y) e C  ([0, h] x [0, h])

w„ (x, y)=Sw (x, y) e C  ([0, y  x [0, h})

munosa,batla.rni ko'rsatish mumkin.

Shudav qitib, n —> oo da yuqorida yozilgan ketma-ketliklar (38)-(40) in­

tegral tenglamalar sistemasining yechimi boigan u, v, w funksiyalarga tekis 

yaqinlashishini ko'rsatdik. Bundan bu integral tenglamalarning yechimlari 

mavjudligi kelib chiqadi. (38)-(40) integral tenglamalar sistemasining (34)- 

(36) masalaga ekvivalent ekanligini esga olsak, teorema isbot boidi. 

Xarakteristikalarda berilgan masala yechimining yagonaligi. 

Endi (34)-(36) masala yechimining yagonaligini isbotlaymiz. Ravshanki, 

bu (38)-(40) integral tenglamalar sistemasi yechimining yagonaligiga teng 

kuchli.

T e o r e m a  (Yagonalik). Faraz qilaylik,

{«i (a:, y) , vi (,x, y ), wx (x, y)} ,

{u2(x,y), v2(x,y), w2(x,y)}

ikkita funksiyalar sistemasi mavjud boiib. ular (38)-(40) integral tenglamalar 

sistemasining yechimlari va bunda (34) — (36) masala yechimining mavjudligi 

haqidagi teorema shartlari bajarilgan boisin. U holda

u (x.y) = ui (x, y) - u2 (x, y) , v (x, y) =  vi (x, y) -  v2 (x, y ),

w (x, y) =  wi (x, y) - w2 (x, y)

funksiyalar [0, ¡i] x [0, /2] to‘g‘ri to'rtburchakda aynan 0 ga teng boiadi. 

Isbot. Teoremaning shartiga ko'ra quyidagi tengliklar 0‘rinli:

ui (x, y) = <j>(y) + <p(x)-<p (0) +
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X  у

+ /  i  [a (f, r¡) vi (£, r¡) + b (£, ij) W! (£, r¡)} dr¡d£+

o o

■к y+ J j f ( £ ,V , ui (Ç,v))dvd£,

O O

'« 2 (x, у) =  ф (y) + v(x )- (f  (0 ) +

X y

+ /  j  [a (£, r¡) v2 (£, v) + b (£, i?) w2 (£, í?)]dT7df+

0 o

X y

+

X  y

O o

Bu tenglamalarning biridan ikkinchisini ayirib va f(x tytp) uchun Lipshits 

shartini qo'll&b,

X  y

|«2- « l| <  f  f  [M 1̂2 (í, »?) - «1 (í,»?)l +
0 0

+M |w2 (£,»?) - wi (Ç, 77) I + M  Iы2 (£,77) - Mi (f,»?)l ]dr?^

X  y

J  j  [m \v (£,1])\ + M  \w (£, г/)I + M  |'U (£, 17)I j dr/dÇ (42)

г г/

<

о о

tengsizliklarni hosil qilamiz. Shunga o'xshash munosabafclar v (x, y ), w (xYy) 

funksiyalar uchün ham 0‘rinli:

v

>(ж,;гу)! < J  \м \v(x,rf)\ + M  \w (x,rj)\ + M\u(x,r¡)\ jdrç,

w

X

(x,y)| < J [M\v(Ç9y)\ + M\w(£,y)\ +M\u(£,y)\]d£. 

о

Bu tengsizliklardan и (x, у) , v (x, y) , w (x, y) fimksiyalammg [0, h] x [0, ü2] 

fco‘g‘ri to'rtburchalcda 0 gatengligi kelib chiqishini isbotlaymiz. Dastlab ular
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[0,®o] X [O.jfo]' to‘g‘ri to'rtburchakda 0 ga tengligini ko'rsatamiz. Bu yerda 

Xq € (0, l\), yo € (0, h) lax ushbu

3x0y0M  < 1,

ЗхоМ < 1,

ЗуоМ < 1

shartiarni qanoatlantiradi.

Faxaz qilaylik,

(i,ÿ)(E[0,x0]x[0,ÿ0]

V =  max \v(x, u)|,
(*̂ )e[o,*olx[o,»o]

w =  max \w (x, « ) ! .
(x,y)€[0,so]x|p,tto]

Ravsbanki. umumiylikka ziyon yetkazmasdan ü >  max {-u, w} deb olish 

murnkin. U holda (42) tengsizliklardan quyidagilax kelib chiqadi:

X  y

\ü (x, y)\ < M  f  J  [й + й + й] d^drj < ЗМхоУой 

о о

yoki

й < ЗМхоУой, (x, t) e [0, æ0] x [0, y0].

ЗхоуоМ < 1 boiganligi sababli, oxirgi tengsizlik faqafc 6 =  0 boiganda 

bajariladi. Bundan ko‘riaib turibdiki и (x, y), v (.x, y) , w (x, y) funksiyalar 

[0, Xo] x [0, г/о] da aynan 0 ga teng. Keyingi qadamda biz shunday x\ (X\ > 

xo) ni olamizki,

3 (xi - x0) yoM < 1,

3 (;X\ — Xo) M  < 1,

ЗуоМ < 1

shartlar bajarilsin. [0, Xi] x [0, г/о] to‘g‘ri to‘rtburchakni qaraymiz.U holda 

(42) tengsizliklar quyidagi ko‘rinishga ega boiacli:

x у

I« (x, y)\ < M  j  j" [ü + ü + ü]d£dr), (x, y) e [0, xi] x [0, y0].

x0 0
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Oldingi isbotdagi kabi, u (x, y) , v (x, y ) , w (x, y) funksiyalar [0, * 1] x [0, yo] 

to‘g!ri to'rtburchakda aynan 0 ga tengliginí hosil qilamiz. Bu kabi mulo- 

hazalarni davom etib, chekli sonli qadamlardan keyin bu funksiyalarning 

[0, h] x [0, ?y0] da 0 ga, teng ekanligini ko‘rsa,tish mumkin. So'ngra, [0, yo] 

kesma uchun ham yuqoridagi kabi ish tutib, ularning [0, ¿ij x [0, l2] da aynan

0 ga teng ekanligi ko'rsatiladi. Teorema isbotlandi.

4.8 Qo‘shm a difFerensial operatorlar. Riman 

usuli

Ushbu ikkinchi tartibli

V '' / \ ®2u V"' t \ < \
Lu =  y , + E  + ■ »« '

Í , j =  i J  i—1

chiziqli differensial operatorni qaraymiz. D - K” fazoda boiaklari siliiq S 

sirt bilan chegaralangan soha boisin. Faraz qilamizki, (iij(x) koeífisiyent- 

lar ikkinchi tartibli, Qi(x) - birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega, a0(x) 

koeffisiyent esa uzluksiz boisin.

d2 (aij(x)v) y^ d(a,i(x)v) , .

dxi
(43)

ij-1 * J Í=1 

ifoda Lu ga qo‘shma differensial operator deyiladi. Bevosita hisoblashlarni 

bajarib,

n

í=i

du _d(aijfáv)
V d ij(x ) —— • — U 

3

+ a¿(x)uv

tenglikning to'g’riligiga. ishonch hosil qilamiz. Agar

d u  d (a ¡ j ( z ) v )

PÁx) := \ E
i. 3=1

T O j W g j : - » + <li(x)uv (44)

belgilash kiritsak, avvalgi tenglik quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

H q

vLu — uMv =  ~—Pt(x)
Í= 1
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Agar L = M  bo'lsa, L operator o'zi-o'ziga qo'shma operator deyiladi. L 

operatorni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

t XT' 9 (  r \d u \ V '' daij(x) du ^  du , , ,

(<*« j  - E  +£<»<*>&;+SJ=1 V SJ=1 ‘ J *=:! !

Agar

i>i(x) := a-i(x) ̂ 2  ~q ~>  ooi*) := c(a:) 
j=i J

belgilashlarni kiritsak, L ushbu

r v  d (  . . d  u  's Tr—' , / \ ö u  \ du , , s

^  + E ( «)
t.j=i x ■>' i=i t=i *

ko'rinishga keladi. U holda M  operatorui quyidagicha yozish mumkin:

\/r ’ST' 0 (daij(x) ! \®v\ -A d(bi(x)v) . . 

t j = l  X J J /  ¿=1 ? 

ö ( da,ij(x) \ x^ d(bi(x)v)

i,j-l ' v 3 ' i—1 ’

Agar M  operator berilgan bo'lsa, unga- qo'shma operator I  bo'lishini tek- 

shirib ko‘rish qiyin emas. (43) va (45) formulalardan ko‘riniyaptiki, qo'shma 

operatorlar faqat o'rta hadlari bilan bir-biridan farq qiladi. i>,;(x) == 0,

i — 1,2, ...,n shartlar bajarilganda L =  M  bo'ladi. Demak, o'z-o'ziga 

qo'shma operatorni

Lu =  E  («y (3;) | ^ j  + c(x)u, aij(x) =  aji(x) 
i>j— 1 ^

ko‘rinishga keltirish mumkin. Laplas va toiqin operatorlari o‘z-o‘ziga. qo'shma 

operatorlardir, lekin issiqlik tarqalish operatori o'z-o'ziga qo'shma. operator 

bo'la olmaydi.

R 2 fazoda u(x, y) funksiya uchun quyidagi differensial ifodanini qaraymiz: 

Lu =  uxy + a (x, y) ux (x,y) + b (x, y) uy (x, y)+c(x,y)u (x, y) (47) 

Ta’rifga ko'ra, unga qo'shma operator quyidagi ko'rinishga ega:
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M\v] =  uxy - (o (;x, y) v)x - (6 (æ, y) v ), + c (x, y) v

R&vshanki, (46) formulada

1 , _
n — 2, an =  022 =  0) ®i2 — a2i — 2> b\ — a, 02 — b, c — c. 

Ko'rinib turibdiki, (44) formuladagi P\, P2 lar

P\ =  ẑ{vuy — uVy) + auv,

p¿ =  - w«s;) + buv

kabi hisoblanadi.

Endi Oxy tekisligida biror y =  f(x) egri chiziq berilgan va ixtiyoriy x lar 

uchun f'(x) < 0 shart bajarilgan boisin. y =  f(x) funksiyaning grafigini 

Lf orqali belgilaymiz. R 2 tekislikning f  (x) funksiya grafigidan yuqorida 

joylashgan qismini R f  bilan belgilaymiz, ya’ni

R+=  {{x,y) : y > f(x)}.

Quyidagi ehegaraviy masalani qo'yamiz:

Lu = F(x, y) (x, y) £ M+ (48)

tenglamaning

du
u{x,y) =  <p(x,y), (a:,y) £ Lf , g^(x,y) = é{x,y), (x,y) £ Lf (49)

shartlarni qanoatlaniiruvchi yechimi topilsin, bu yerda Lu (47) formula bilan 

aniqlanadi, n- L¡ chiziqqa o'tkazilgan R j  sohaga nisbatan tashqi normal.

Ixtiyoriy A(x0,y0) £ R ; nuqtada (48), (49) masalaning yechimini ifo- 

dalovchi formulani topa,miz. Buning uchun A nuqtani Lf egri chiziq bilan 

koordinata o‘qlariga paxallel boigan kesrnalar yordamida birlashtiramiz va 

mos ravishda B(x, y0), C(x0, y) kesishish nuqtalarini hosil qilamiz. AB , AC 

kesrnalar hamda BC yoydan hosil bo‘lgan konturni S deb, uning iehki qis­

mini esa D  bilan belgilaymiz.
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L va unga qo'shma differensial M  operator uchun o‘rinli bo'lgan

T M  dPi 9 P *vLu — uMv =  —--b — -
dx dy

tenglikni D  soha bo'yicha integrallaymiz: 

J j  (vLu — uMv) ds =
dPi dP2 

dx dy
ds

Bu tenglikning o‘ng qismini matematik tahlil fanidan maiurrx boigan

J Rdx + Qdy =  JJ  (Qx - Ry) ds

L D

Grin fonnulasi j^ordamida o!2gartiramiz. U holda quyidagiga ega boiamiz:

JJ  (vLu — uMv) ds =  J  —P2dx — P\ dy.

D L

L kontur qismlarining koordinata o‘qlariga paraflelligi va P\, P2 larning 

yuqoridagi ifodalarini inobatga olib, avvalgi tenglikni davom ettiramiz

J  —P2dx - Pidy

c

" /(B

A

1 1 \
-{vuy — UVy) + auv dy - -(vux — uvx) + buv dx J

I+

c

Ravshanki

-(vuy — uVy) + auv

-(vuy — UVy) + auv

dy +

dy +

A

/

/

-{vu% — uvx) + buv

-(vux — uvx) + buv

dx. (50)

dx

A

- ß (vuy — UVy) +  MW dy + I ~(vux — uvx) + buv dx
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tenglik bajariladi. Bu formulaning o‘ng tomonidagi integrallarni raos ra- 

vishda I ca va I ba orqali belgilaymiz.

Hozirgach V funksiyaga hech qanday shart qo‘yilmagan edi. Endi faraz 

qilaylik, v funksiya ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib, ushbu

Mv =  vxy - (a(x, y)v)x - (b(x, y)v)y + c(x, y)v =  0, x < x0, y < y0 

tenglamáni va

v{x0ly) =  exp

v(x, y0) — exp

v

J  a(xo,s)ds

Ho

X

I  b(s,y0)ds

< Уо,

X <  Xq

(51)

(52)

shartlarni qanoa.tlantirsin. Bu masalada chegaraviy shartlar xarakteristikalarda 

berilgan. Oldingi paragrafda ko'rsatilgani kabi bunday masalalar yagona 

v(x, y) yechimga ega bo'ladi. Bu yechiin bizga ma’lum deb hisoblaymiz va 

keyingi o'rinlarda shu yechimni ifodalovchi v(x, y) funksiyadan foydalanamiz. 

Bularni va (48) tenglamani hisobga olib, (50) formulani soddalashtii'ishni 

davom ettiramiz:

v(x,y)F(x,y)ds

dx j + Ica + Iba■

I!
С

=  J  - uvy) + auv] dy + ^ ( wui  — uv%) + buv

в

Ica, Iba integraílarda koordinatalaridan biri ta,yin ekaniigidan foydalanamiz. 

v(x,y) uchun (51) shartdan x — x0 bo'lsa, vy - av =  0 bo!lishini oson 

aniqlash mumkin. U holda

a

Ica 4 Avziy — uvy) -I- auv dy --

A

j  ^ ( « w)y - « K  -  av) dy =  \íuv)\a~2̂uv̂c-
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Xuddi shunga o'xshash, y =  yo boiganda (52) tenglikka asosan ux — bu — 0

ekanligini inobatga olsak.

Iba ■ dx =

A

J  [|(UU* - u(vx - bv) dx =  r (u v )L - r (H |

formula hosil boiadi. Shunday qilib, (50) ifodani quyidagi ko'rinishda yozish 

mumkin:

и

JJ v(x,y)F(x,y)ds =  J  ( -(vuy —  i iV y )  + auv dy-

vux - uvx) + buv dx) + да1л“ § М | с - ^ М | в-

Bundan esa, o‘ng tomondagi uv qo'sbiluvchining A(xq, г/o) nuqtadagi qiyma- 

tini ushbu

u(x0,yo)v(xo,yo) =

с

/( (vuy — uv-у) + auv dy — j^(w ix — uvx) + buv̂  dxj +

2 ûv)\c+\iuv)\B+ JJ v(x,y)F(x,y)ds

tenglik bilan ifodalaymiz.

(51), (52) chegaraviy shatrlardan v(xo,yo) =  1 ekanligi kelib chiqadi.

U hold a

с

и(ха,Уо) =  — J  (  2 v̂uv ~ uvv) + auv\ dy — |^(гша- — uvx) + iw/uj dx j  + 

в

-(m;)ic+^(iw)|s+ JJ v(x,y)F(x,y)ds (53)

D

hosil bo'ladi. Bu u(xo,yo) uchun yakuniy formuladir.
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Lf konturda u(x, y) funksiyaning xususiy hosilalarini (49) shartga asosan 

berilgan funksiyalar orqali ifodalash mumkinligini ko'rsatamiz. Buning uchun 

(49) tengliklarni

u(x, f(x)) =  ф(х, f{x)), ß^iXi f (x)) = 4>(x, f (x))

ko'rinishda yozib olamiz. Lf ga urinmaning birlik vektori Ÿ  quyidagi ko‘ri-

nishga ega:

^  (  1 /'(* ) 

yV1 + (f'(x))2’ V1 + (f'(x)¥
Bundan

du(x,y) _ d u  1 du f ix )

dn dx V/1  + {fix))2 dy д/ l  + (f'(x))2 

ifodaga ega bo'lamiz.

ushbu

iu(xj(x)) - + Щ Ш т  _ vTTTFW^.y).

tenglamadan topiladi. Ma’lumki,

^  =  (it, gradu).

Lf chiziqqa o'tkazilgan normalning, vektorga ortogonal boigan birlik 

vektori quyidagicha hisoblanadi:

f ix )  1

v 'l + C / W  л/ i  + № ) ) 2

Bundan
du{x,y) du f(x ) du 1

dn dx y i  + (f{x))2 dy y/i + ( f ( x))2 

formulani hosil qilamiz.

Yuqoridagilarga asoslanib, chegaraviy shartlardan Lf konturda u(x,y) 

ning xususiy hosilalarini topish uchun



Tor tebranish tenglamasi uchun boshlang'ich-chegaraviy
masalalami Furye usuli bilan yechish 213

du f'{x) du 1

dx 0  + (//(*))2 dy 0  + № ))2

tenglamalar sistemani olamiz. Uning determinanti hech qayerda 0 ga teng 

emas. Blindan kelib chiqadiki, ux(x,y), uy(x,y) lar mavjud va berilganlar 

orqali bir qiymatli topiladi. Shunday qiiib, (53) formulaning o‘ng tomonidagi 

barcha funksiyalar aniqlandi. Uni hosil qilish uchun qo'llaniladigan usul 

Riman usuli deyiladi.

E  s 1 a t m  a. (7) Dalamber formulasi (53) formulaning xususiy holidan 

iboratdir.

4.9 Tor tebranish  tenglam asi uchun boshlang‘ich- 
chegaraviy m asalalarni Furye usuli bilan yechish

4.9.1 Birinchi boshlangich-chegaraviy masala. B irjinsli 

tenglama va bir jinsli chegaraviy shartlar. Xos 

son va xos funksiya

Xususiy hosilali differensial tenglamalar nazariyasida chegaraviy yoki ar- 

alash masalalarni yechishda eng ko‘p qo'llaniladigan usullardan biri bu o‘zga- 

ruvchilarni ajratish yoki Furye usuli hisoblanadi. Bu usulni bayon etishni 

ikkala uchi ham mahkamlangan tor tebranish tenglamasi uchun birinchi 

boshlang'ich - chegaraviy masalani yechishdan boshlaymiz. Qolgan chegar­

aviy masalalar va aralash masalalar xuddi shunga o'xshash tarzda yechiladi. 

Quyi- dagi

Utt — a V'xx (54)

tenglamaning bir jinsli

u(0,t) =  0, u(l, t) =  0 (55)

chegaraviy va

u(x, 0) =  ut(x,0) =  ip(x) (56)
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boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topamiz. (54) tenglama 

chiziqli va. bir jinsli boiganligi uchun, uning xususiy yechimlari yig'indisi ham 

t,eng!amaning yechimi boiadi. Ularning biror koeffitsientlar bilan yig‘indisini 

izlanayotgan yechim sifatida qarash mumkin.

Dastlab, quyidagi yordamchi masala,ni qaraymiz:

uu =  a2uxx

tenglamaning aynan nolga teng boimagan

u(x,t) =  X{x)T{t) (57)

ko‘paytma kmnishidagi, bu verda, X, T lar bir o'zgaruvchili, mos ravishda 

x va t larning funksiyaiari, bir jinsli

m(0, i) =  0, u(l,t) =  0 (58)

chegaraviy shartlarhi qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Bu masalani echish uchun (57) ifodani (54) ga. qo‘yib

X ”(x)T(t) =  ^X(x)T"{t)

yoki, X(x)T(t) ga boigandaxi so‘ng

X"{x) I T W  (

X(x) a*T(t) K J

tenglikni hosil qilamiz. (57) formula bilan aniqlangan funksiya (54) tenglama­

ning yechimi boiishi uchun. (59) tenglik erkli o'zgaruvchilarning barcha. 

0 < x <1, t > 0 qiymatlarida bajarilishi shart. Bu tenglikning chap tomoni 

faqat x o'zgaruvchining. o:ng tomoni esa, faqat t o'zgaruvchining funksiyalar- 

idir. Navbat bilan, ularning birini tayin qilib, ikkinchisini o'zgartirib, (59) 

tenglikning chap va o‘ng tomonalari o'zgarmas songa teng ekanligiga ishonch 

hosil gilamiz:

_  i ! l  _  _ A (60) 
X{x) a2 T(t) ' 1 ]

bunda o‘zgarmas A ni qulaylik uchun manfiy ishora bilan oldik.
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(60) tengliklardan X(x) va T(t) funksiyalarni aniqlash uchun 

X"(x) + XX (x) =  0, X(x) ± 0,

T"(x) + a2XT(x) =  0, T(í) ^  0 (61)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo'lamiz. Shuningdek, (58) chegaraviy 

shartlardan

u(0,t) =  X(0)T(t) — 0, 

u(l,t) =X(l)T (t) =  0

kelib chiqadi. 0 ‘z navbatida, bu tengliklar (57) formula bilan aniqlangan 

u(x,t) funksiya nolga teng bo'lishi uchun X(x) funksiyaning

A'(0) =  X(l) =  0

shartlarni qanoatlantirishi lozimligi, aks holda T(t) =  0 bo'íishini ko‘rsatadi. 

Shuning uchun, yuqoridagi chegaraviy shartlardan

X(0) =  X{1) =  0

shartlarni hosil qilamiz. Shunday qilib, biz qo'yilgan chegaraviy masal&ni 

yechish jarayonida, X(x) funksiya uchun Shturm-Liuvill masalasi deb ata- 

luvchi quyidagi masalaga keldik:

T a ’ r i f. A ning

X ’\x) + AX(ar) =  0, X(0) =  X(l) =  0 (62)

rnasala notrivial yechirnga ega bo'ladigan qiymatiga shu masalaning xos soni 

va unga mos notrivial yechirnga esa A xos songa mos keluvchi xos funksiya 

deyiladi. Umuman, differensial tenglamalarning xos sonlarini va unga mos 

keluvchi xos funksiyalarini topish masalasiga Shturm-Liuvill masalasi deb 

yuritiladi.

Bu masalaninig yechimini topish maqsadida A ning manfiy, nolga teng 

va musbat qiymatli hollarini alohida qaraymiz.
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1-hoL Faraz qilaylik, A < 0 boisin. Bu holda oddiy differensial tengla- 

malar kursidan bizga ma’lumki, (62) tengliklardagi ikkinchi taxtibli oddiy 

differensial tenglamaning umumiy yeehimi

X(x) = Cie^ x + C2e ^ x (63)

ko'rinishda boiadi. BundaCi, C<¿ - ixtiyoriy haqiqiy sonlax. Ularni shunday 

tanlaymizki, natijada (62) dagi chegaraviy shartlar o'rinli boisin:

X(Q) = Ci + <72 =  0, X{1) =  C ie ^ 1 + Сге ~ ^ 1

yoki

Cl =  -C2, Cl (е'/=я - =  0.

Qaralayotgan holda A < 0 va I > 0 haqiqiy sonlar boiganligi uchun — 

e-м̂ лг ф Q Qemaki ikkinchi tenglamadan Ci — 0 va birinchisidan esa 

C2 — Ci — 0 hosil boiadi. Dernak, bularga asosan, A < 0 boiganda (62) 

masala faqat nol yechimga ega boiar ekan, ya’ni bu holda Shtuurm-Liuvill 

masalasi xos son va xos funksiyaga ega emas ekan.

2-hol. Faraz qilaylik, A =  0 boisin. Bu holda (62) dagi ikkinchi tartibli 

oddiy differensial tenglama X"{x) =  0 koiinishda boiib, ununig umumiy 

yechimi

X(x) =  Cix + C2 (64)

dan iborat boiadi. Bunda Ci, Ci - ixtiyoriy haqiqiy sonlar. Ularni (62) 

dagi chegaraviy shartlardan tanlaymiz:

X(0) =  Ci, X(l) =  Cil + C2 =  0

yoki

Ci =  C2 =  0.

Demak, (64) ga asosan, A =  0 holda ham (62) masala faqa,t nol yechimga 

ega boiib, Shturm-Liuvill masalasi xos son va xos funksiyaga ega boimas 

ekan.

3-hoî. Faraz qilaylik, A > 0 boisin. Bu holda differensial tengla,malar 

kursidan bizga maiumki, (62) dagi ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama
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ikkita qo'shma kompleks xarak.terist.ik ildizlarga ega bo'lib, uning umumiy 

yechimi

ko'rinishda bo'ladi. C\ va. C2 o'zgarmaslarni shunday tanlaymizki, (62) dagi 

çhegaraviy shartlar o'rinli bo'lsin, ya’ni:

X(0) =  Cl =  0, C2 sin Vxi =  0.

X(x) Ф 0 ekanligidan G% Ф 0 bo'ladi. Demak, bu sistemadan

sin Vxi =  0

ekanligini hosil qilamiz. Bu sodda trigonometrik tenglamaning yechimi quyidagi- 

dan iborat:

yechimlarga ega bo'lar ekan. Bunda Cn - ixtiyoriy haqiqiy sonlar. Demak, 

(62) Shturm-Liuvill masalasi uehun Л =  A„ =  ( t 1) 2 > 0, n — 1,2, .. . ,  

sonlar xos sonlar va

funksiyalar esa o'zgarmas ko'paytuvchi aniqligida. olingan (uni biz birga teng 

deb olamiz) xos funksiyalar bo'ladi. Bu xos funkiyalaming skaJyar ko'paytmasi 

uchun

X  (x) — C\ cos VXx + C2 sin V\x (65)

Shunday qilib, (63) masaJa faqat A =  An =  (™)2, n € Z bo'lgan holda 

aynan nolga teng bo'lmagan (notrivial)

Xn(x) = Cn sin —¡-x

Xn{x) =  sin -x

{Xn{x),Xm(x)) =  j  Xn(x)Xm(x)dx =  j
0 0

0, n Ф m.

tenglik ocrinli. Shunday qilib, biz quyidagi teoremani isbotladik:
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T e o r e m  a. (62) Shturm-Liuvill masalasi faqat A =  A„ =  (^y-)2 

boigandagina notrivial yechimga ega boiib, bar cha xos sonlar musbat va 

har xil xos songa mos keluvehi xos funksiyalax o‘za.ro ortogonaldir.

Endi topilgan xos sonlarga to‘g‘ri keluvehi (61) ning ikkinchi tenglamasi- 

ning yechimini topamiz. A =  A„ =  (™)2 boiganda

T"(x) + a2XT(x) =  0, T(t) ¿  0

differensiai tenglama (61) ning birinchi differensia.1 tenglamasiga o‘xshash 

boiganligi (X(.-r) o'rnida T(t) va A o‘rnida esa a2 A ishtirok qilyapti) uchun 

uning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda boiadi:

Tí 7T 77 t t
Tn(t) =  A„ eos — at + Bn sin —  at. (66)

U holda, (54) torning erkirx tebranish tenglamasining (55) bir jinsli chega,- 

raviy shartlarni qanoa.tlantiruvchi xususiy yechimi (57), (65) va (66) larga 

asosan quyidagi ko‘rinishda boiadi:

/ Ti '1Y \ ^
un(x, t) — X n(x)Tn(t) =  \ An eos ~y~aí + Bn sin sin ~ fx-

Berilgan (54) tenglama chiziqli va bir jinsli ikkinchi tartibli xususiy hosilali 

differensiai tenglaina boiganligi uchun bu xususiy yechimlarning yig'indisi 

ham (54) tenglamani va (55) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi:

oo oo

u(x,t) = Y^^n{x,t) =  E  (Aneos

n=1 n—1

Bu yechimdagi An va Bn koeffisientlarni shunday tanlaymizki, (56) bosh- 

langich shartlax ham bajarilsin. ya’ni:

rnr . mr
-—■at + Bn sm it, j  i

. . nn 
a t ) sm ~yx- (67)

u(x, 0) =  An sin —~x =  cq{x ), Ut(x> 0) — V"' ™~~aBn sin -y-x =  i ’(x)
n—l n=l

(68)

boisiri. Bu sistemadan An va Bn koeffisientlarni topish uchun [0, l] oraliqda 

aniqlangan har qanday uzluksiz differensiallanuvchi f(x) funksiyani sirmsla.r
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(yoki kosinuslar) bo'yicha Furye qatori deb ataluvchi trigonometrik qatorga 

voyish mumkinligidan foydalanainiz, yani

f(x) -  ^  bn sin — x
rm

Tn= 1

boisin. Banda bn, n e N  sonlarga f(x ) funksiyaning Furye koeffitsientlari 

deb ataladi va ula,r
;

bn =  - I  f(x) sin ~xdx

tenglik bilan aniqlanadi. Bundan foydalanib, (68) tenglamalardan An va Bn 

larni topish uchun uzluksiz differensiallanuvchi <p(x) va ip(x) funksiyalarni 

Furye qatoriga yoyamiz va mos ravishda Furye koeffisientlarini yozamiz:

30 1
V '  n7r 2 f  . . nn . .

¡p(x) = y  ̂(pn sm -j-xdx, (pn =  y j  ip(x) sm —  xdx, (69)

n=i 0

1
ip(x) =  v/y sin '^-xdx, ipn = j f ÿ ( x ) s i n —£-xdx. (70)

n=l 0

(69) va (70) larni (68) ga qo'yib, mos koeffitsientlarni tenglashtirish bilan An

va B„ lar uchun quyidagi ifodalarni hosil qilamiz:

í I

■An =  ipn =  — / <p(x) sin —r-xdx, B„ = ---ibn = --- / í/)(a:) sin ---xdx.
I J  l 7tna irna J l

o o
(71)

An va Bn larning (71) formulalar orqali topilgan bu qiymatlarini (67) ga 

qo'yib, (54)-(56) bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun 1-tur chegaraviy 

masalaning forma] ko'rinishda yozilgan yechimini hosil qilamiz. Chunki, 

bu ko'rinishda yozilgan (67) yechim cheksiz hadli qator boiib, bu qator 

uzoqlashuvchi boiishi yoki uning yig'indisi differensiallanuvchan boimasligi 

mumkin. Bu holda (67) qator orqali ifodalangan funksiyani qaralayotgan 

masalaning yechimi deya olmaymiz. Sim maqsadda koeffitsientlari (71) for­

mulalar bilan aniqlanuvchi (67) funksional qatorning va uni ikki marta differ- 

ensiallash natijasida hosil boigan qatorlarning ma’lum bir shartlar bajaril- 

ganda tekis j'aqinl&shuvehi boiishini ko'rsatsak, (67) qator bilan aniqlangan
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funksiya haqiqatan ham (54)- (56) masalaning yechimidan iborat bo'ladi. 

Quyidagi teorema o'rinli:

T e o r e m a .  .Agar tp{x) funksiya [0, l} oraliqda ikki marta uzluksiz 

differensiallanuvchi bo'lib, uchinchi tartibli bo'laklari uzluksiz bolgan hosi- 

laga ega bo'lsa, esa uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib, ikkiinchi tartibli 

bo'laklari uzluksiz bo'lgan hosilaga ega bo'lsa, hamda

vio) =  V(i) =  o, m = m = o, vh( o ) = <p"(o= o (72)

kelishuvchanlik shartlari bajarilsa, u holda (57) qator bilan aniqlangan u(x, t) 

funksiya ikkinchi tartibli uzluksiz liosilalarga ega bo'lib, (54) tenglamani, 

(55) chegaraviy va (56) boshlang'ich shartlarni qanoatlantiradi. Shu bilan 

birga (67) qatorni x va t bo'yicha ikki marta hadlab differensiallash mumkin 

bo'lib, hosil bo'lgan qatorlar ixtiyoriy chekli í  > 0 da 0 < s  <  I oraliqda 

absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Isbot. (72) shartlar qanday kelib chiqqaniga to'xtalaylik. (72) ning 

birinchi ikkita shartlari u(x,t) funksiyanmg x =  0, t =  0 va x =  l, t = 

0 nuqtalarda uzluksizligidan (55) va (56) shartlarga asosan kelib chiqadi.

(72) ning ikkinchi ikkita shartlari esa xuddi shu nuqtalarda ut(x, t) funksiya.-' 

ning uzluksizligidan hosil bo'ladi. Uchinchi juft shartlarni esa quyidagicha 

asoslash mumkin: (54) tenglamada t =  0 deb,

uu |t=o= a2ip"(x)

tenglikni hosil qilamiz. (55) shartlarni ikki marta t bo'yicha differentsiallab,

W¡t ¡ai=0 —' Wít |x=l— 0

tengliklarga ega bo'lamiz. Bu yerda t =  0 deb, oldingi tenglikda x =  0 

va x =  l desak, (56) ning uchinchi juftlik shartlarii kelib chiqadi. (55) 

formulalardagi integrallarning birinchisini uch marta, ikkmchisini esa ikki 

marta bo'laklab integrallaymiz. (56) shaj-tlarga asosan, quyidagilarni hosil 

qilamiz:

212 f  „ rm 212 f  4>"{x) . ni:
An =  —~~rz / ipm(x) eos— xdx, Bn — s  / ---- sm -r-xdx.

yjTTi) J l (im)6 J a l
o o
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Ushbu

i
2

a ,
2 f  , rm , 2 Í í ... , rm ,

=  y I ip (x) eos — xdx, Pn =  j  i1 (x) sin -j-xdx

o °

belgilashlarni kiritamiz. U holda A„ va Bn koeffitsientlar a» va ¡3n lar orqali

quyidagicha ifodalabadi:

(73,
\7T /  7T \7T /  Tló

an va /?„ iniqdorlar ip'"(x) va, funksiyaJarning Furye koeffitsientlaxidan 

iboratdir. Trigonometrik qatorlar nazariyasidan ma’lumki,

r TI 'n f n
n~ 1 n~ 1

qatorlar yaqinlashuvchi boiadi. (73) ni (67) qatorga qo'yamiz:

. . / 1 \3 v “' 1 S n7r ~ . nn \ . mr
u(x, t) =  — I — 1 > ~3 l an eos — at + pn sin —-atj sm —~x.

\ 7T / TV \ í L * í71—1

Bu qator va uni ikki marta hadlab differensiallash natijasida hosil boigan 

qatorlar uchun ushbu

n V~' I an ! + I Aí | ^  V '' ! Ol„ | -f j Pn ¡ | Q'n | + | fin |
, c 3^  ------ ,

n=1 r?.=l r?.=l

C7i, C2, C3 - o'zgarmaslar, yaqinlashuvchi qatorlar mojoranta qator rolini 

o'ynaydi. Demak, (67) qator va uni ikki marta differensiallash natijasida 

hosil boigan qatorlar absolyut va tekis yaqinlashuvchi boiadi. Bundan (67) 

qatorning yig'indisi hisoblangan funksiya o'zining birinchi va ikkinchí tartibli 

hosilalari bila.il birga uzluksiz elca.nligi kelib chiqadi. Shu bilan teorema isbot 

boidi.

4.9.2 Bir jinsli torning majburiy tebranishi

Uchlari mahkamlangan torning tashqi kuchlar ta'siridagi majburiy tebra­

nishi masalasini qaraymiz.
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Bir jinsli boimagan

utt - a2uxx =  /(a-, t) x £ (0,1), t >  0 (74)

tor tebranish tenglamasining (56) boshlang'ich va bir jinsli (55) chegaraviy 

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) yechimini topamiz. Bu yerda f(x,t) 

funksiya torga ta'sir qiluvchi tashqi kuchlar yig'mdisini ifodalab, 0 <.x <  l, 

t > 0 sobada ikki marta uzluksiz differensiallamivchi deb faraz etiladi.

Bu masaJaning u(x,t) yechimini quyidagi

u(x, t) =  v(x, t) + w(x, t) (75)

ko'rinishda qidiramiz. Bu yerda v(x,t) funksiya bir jinsli boimagan

vtt - á2vxx + f(x,t) (76)

tor tebranish tenglamaning bir jinsli boshlang‘ich

v |i=0=  0, vt |t=0=  0 (77)

va chegaraviy

» U = 0 ,  « U = 0  ‘ (78)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi; 

w(x, t) funksiya esa bir jinsli

wtt = a2wxx . (79)

tenglamaning quyidagi boshlang‘ich

w |t=0=  ip0(x), wt |t=0=  ipi(x) (80)

va chegaraviy

w\x=o=0, w | j= fO  (81)

shartlarini qanoatlantiruvchi yechimidan iborat.

Yuqoridagi masalalardan koVinib turibdiki, v(x,t) funksiya uchlari mah- 

kamlangan bir jinsli torning f(x, t) tashqi kuchlar ta’siridagi majburiy tebra-
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nishini, w(x, t) esa shu torning erkin tebranishini ifodalaydi.(79)-(81) masala- 

ning w(x, t) yechimi oldingi paragrafda topildi. U (67) formula bilan ifo- 

dalanadi.

Shuning uchun bu yerda (76)-(78) masalaning v(x,t) yechimini qurish 

yetarlidir.

Bu masalaning v(x, t) yechimini ushbu

00

v(x, t) =  j ] T n(t) s i n ™ ,  (82)

n—l

qator ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda Tn(f) hozircha no'malum funksiyalar. 

(82) qatorni chekli t > O uchun [O, l) oraliqda yaqinlashuvchi va shu sohada 

x va t o'zgaruvchilar bo!yicha hadma-had differensiallash mumkin boisin. U 

holda. (82) qator bir jisli chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

Bu qatorni (77) boshlang‘ich shartlarga qo‘yib, T¿(f) funksiyalar uchun 

quyidagi

Tn( 0) =  0, i:'(0) =  0, n =  1,2,3.. .  (83)

shartlarni olamiz.

Endi f(x, t) funksiyani [0,1} oraliqda x o'zgaruvchiga nisbatan sinuslar 

bo'yicha Furye qatoriga. yoyiladi deb faraz qilamiz ya’ni

OO

^  =  E  f n W sin ~J~ (84)
n=í

hunda fn koeffitsientlar quyidagi

i

fn(t) =  j  J  g(x, t) sin (85)

o

formula bilan aniqlanadi.

Tn(t) funksiyalarni topish uchun (82) va (84) ifodalarni (76) tenglarnaga 

qo‘yib, ushbu

OO ,

E  iTn (*) + wnT̂ t)} Sin -J~ = /(X> (86)
71=1

tengla.maga ega bo'lamiz. Bu yerda u)n =  ‘sf .
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(84) va (86) yoyilmalarni o'zaro taqqoslab, n ning har bir qiymatida chi- 

ziqli o'zgarmas koeffitsientli

T;;(t) + ojiTn(t) =  fn{t), t >  o (87)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo'lamiz.

Demak, Tn(t) funksiyalarni topish uchun ikkinchi tartibli (87) oddiy dif­

ferensial tenglamani (83) boshlang'ich sbartlar bilan qaraymiz. Bu masala- 

ning yechimini o'zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida topamiz. Bir jinsli 

(87) tenglamaning umumiy yechimi

Tn(t) — Ci cosuint 4- Ci sinujnt,

bu yerda C\,C2 - ixtiyoriy o'zgarmaslar.

Endi (37) tenglamaning umumiy yechimini

Tn{i) =  C\(t) cos ujnt + C2(t) sinunt (88)

ko'rinishida izlaym'iz.

(88) formuladagi nomaium C\(t) va C2{t) funksiyalarni topish uchun, 

differensial tenglamalar kursidan maiumki, bu funksïyalarga nisbatan ushbu

J  C[(t) cosu>nt + C'2(t) sincont =  0,

\ -C[{t)(jjn sinuint + C’2(t)uin cosunt =  f„(t)

tenglamalar sistemasiga ega boiamiz. Bundan C[(t) va C'2(t) funksiyalarni

C [ ( t )  =  JÆ  sin Unt, C'2(t) =  ^  coso,nt 
ÜJn ^n

topamiz va bu tenglamalar ni integrallab, Ci(t) va C-2{t) funksiyalarni

t

Ci{t) =  — — /  /„(t) sin LünT dr + c f ,
Wri./

o

t

C2(t) =  —  f  fn(r) cosu>nTd,T + C2
<*>n J 

0

ko'rmishda aniqlaymiz. Bunda C° va C2 - ixtiyoriy o'zgarmaslar.
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Topilgan Ci(t) va Ci(t) funksiyalarni (88) forinulaga qo'yib, (87) tenglama- 

ning umumiy yechimini

ko‘rinishda topamiz. (83) boshlang‘ich shatrlarni qanoatlantirib, (89) umu­

miy yechiindan Cf =  Cf =  0 ekanligini olamiz.

Agar fn(t) 6 C[0,T] boisa, u holda (87) tengiamaning (83) boshlang'ich 

shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi

formula bilan aniqlanadi.

Endi (82) qatorning yopiq 0 < t < T, 0 < x < l sobada tekis yaqinla- 

shuvchi ekanligini hamda uni x va t argumentlar bo‘yicha ikki marta, hadma- 

had differensiallash mumkin ekanligini ko'rsatamiz.

Agar f(x ,t) funksiya yopiq 0 < t < T, 0 < x < l sobada, uzluksiz, 

shu sohada x o'zgaruvchi bo'yieha uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi 

va ixtiyoriy t 6 [0, T] uchun /(0, t) =  /(/, t) =  0 bo‘lsa, u holda (85) ifodani 

ikki marta bo‘la,kla,b integrallaymiz, natijada.

t

J
o

(90)

0

0

ifodani olamiz, bu yerda

o

Uzluksiz funksiyalarning kvadradlaridan tuzilgan an(t) funksional

00

(92)
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Qator ixtiyoriy chekli t > 0 da Bessel tengsizligíga asosan yaqinlashuvehi 

bo'ladi. Endi (91) ifodani (90) fornralaga qo'yamiz

0

Hosil bo‘lgan oxirgi ifodani esa (82) formulaga qo‘ysak,

/ / \ 3 i °° i f 

v(x, t) =  ~ J  - 5Z  ^3 J  ak(T) sin ~ T)ldr si
mrx

sin —  (93)

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu qatorning har bir hadi ixtiyoriy í € [0, T] bo‘lganda 

ushbu

l\3 T |an,('¿o)l 

, 7r / a n3
K / n—1

sonli qatorning har bir hadi bilan chegaralangan. Bu yerda |a„(í0)| =

max |a„(í)|, tn biror tayin nuqta. 
o <t<r

Shuning uchun (93) qator {[0,T], [0,1]} sohada absolyut va tekis yaqin- 

lashuvchi qator bo‘ladi.

Endi (93) qatorni hadma.-had ikki marta x va t o'zgaruvchilari bo‘yic.ha. 

diíferensiallaymiz, natijada ushbu

l . .. . kirx

XX a7r • ,

Vtt

' 1 /’ k'7T7'-
V  - I Ofc(r) sin [wfc(í -  r)]dr sin -y-, (94)

’ =1 o

f  l\2 1 , , mrx
- ( - )  L ^ a»(í> sm- r +

 ̂ ' n=l 

1 00 1 /*
¿  /  an(r) sin[W„(í - T)]dTSi n (95)

7T f n 7 t
n=l 0

qatorlarni olarniz. Ma’lumki, bu qatorlar x £ [0,1], t £  [0,T] da quyidagi 

qatorlar uchun

¿ T'\~' M fo)l
(ITT ■f—' 7T ’ 

fc= 1
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lan(¿o)| ST' MVH----- !---j  » ----
n1 7T f TI

qatorlar mojoranta boiadi. Bu qatorlarning yaqinlashishi (92) qatorning 

yaqinlashishidan va

tengsizlikdan kelib chiqadi.

U holda (94) va (95) qatorlar [0, l], [0,T] sotada absolyut va tekis yaqin- 

lashuvchi boiadi, hundan esa vxx(x,t) va vtí(x,t) hosilalarning bu sohada 

uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

Endi (94)va (95) ifodalarni (76) tenglamaga qo'ysak, (82) formula bilan 

aniqlangan v(x, t) funksiya bir jinsli boimagan tor tebranish tenglamasini 

qanoatlantirishiga ishonch hosil qilish mumkin.

Shunday qilib, quyidagi teoremani isbotladik:

T e o r e m a .  Agar ip(x) va ip(x) funksiyalax oldingi banddagi teorema 

shartlarini qanoatlantirsa va f(x,t) funksiya yopiq ([0, Z] x [0, T]) sohada 

uzluksiz, shu sohada ikkinchi tartibli hosilalarga ega boiib, / (0,í) =  0, 

f(l,t) =  0 tengliklar o'rinli boisa, u holda (74), (55), (56) masalaning yag- 

ona yechimi mavjud va bu yechim

00

u(x, <) = ]T) W sin ~J~+

formula, bilan aniqlanadi. Bu yerda

t i
. nrcx 

S in  —y -

0 o

o

o
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4.9.3 Uchlari qo‘zg‘aluvchan torning majburiy 

tebranishi

Torning uchlari mahkamlanmagan bo'lib, ular biror qoida. asosida harakat- 

lansin va tor tashqi kuch ta’sirida tebra.nayotgan bo‘lsin. U holda bu masala 

bir jinsli boimagan

Uff ~  (X UXx "f У (x , Í  )

(74) tor tebranish tenglamasining (-56) boshlangïch va ushbu chegaraviy

u(0, t) =  ), u(l,t) =  Ц2{t), 0 < t < T (96)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga keladi.

Qaralayotgan umumiy holdagi (74).(56),(96) masalayechimining mavjudii- 

gini bir jinsli chegaraviy shartli masalaga keltirib ifodalash mumkin.

Buning uchun ¡il(t) va /^(i) funksiyalarni C2[0, T] sinfdan deb talab qi- 

lainiz. U holda (96) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi quyidagi

z(x,t) =  m(t) + j\jJ-2(t) - w(í)]

yordamchi funksiyani kiritamiz, ya’ni

z{ 0, t) =  /л CO. z(l, t) =  n2{t)

Endi (74) tenglamaning (56) boshlang'ich va (96) chegaraviy shartlarini 

qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini

u(x, t) =  v(x, t) + z(x, t)

ko'rinishda ishlaymiz, bu yerda v(x,t)~yangi noma’lum funksiya. Bosh- 

lang'ich va chegaraviy shartlarga asosan v(x,t) funksiya. uchun quyidagi bir 

jinsli chegaraviy

V |*=o= u{x,t) |rn=o -z(x,t) |rr=0~ pi(t) - m(t) =  0,

V |ar=i= Ufa, t) Ix=l -z(x, t) \x=l— /Í2(í) -  M2(í) =  0
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va bir jinsli bo'lmagan boshlang'ich

X
V |(=0=  U ¡4=0 - z  | i=o =  <p(x) -  ¿11 (0 )  -  [ ¿ 2 (0 )  -  jU l(O )]- =  p ( x ) ,

Vt |t=0= «t |t=0 - Z t  |t=0= ip(x) -  M i(0) -  [/4 (0) -  m !(0) ] |  =  ^(x)

shartlarga ega bo‘lamiz.

(90) tenglikka ko‘ra noma'lum v(x, t)  funksiyaga nisbatan ushbu

Vtt G> Vxx — (y> z)tt 0> %)xx =

'U'tt O 'U'xx (•2'tt O' %xx) ~

=  f{x,t) -  n"(t) -  \/4(t) -  =  7 ( M )

yoki

vtt =  a2vxx + f{x, t) 

tenglamani olamiz. Bu yerda

J(x, t) =  f(x, t) -  n'l(t) - №(t) - /!?(*)] J •

Shunday qilib, biz v(x,t) funksiyani topish uchun quyidagi masalaga. 

keldik: bir jinsli bo'lrnagan

vtt =  aVrc + f(x,t)

tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich

v(x,t) |t=0=  v(x), vt{x,t) |i=0=  ^ j(x )

va bir jinsli chegara,viy

v(x, t) |x=0=  0, v(x, t.) |x=i=  0

shaxtlarni qanoatlantiruvchi «(*, i) yechirnini toping.

Bu masalaning yechirnini oldingi bandda batafsil o'rgandik. Agar Tp(x), ip 

va f(x,t) funksiyalar oldingi banddagi teorema shartlarini qanoatlantirsa, 

(97)-(99) masalaning Cl ([0, l\ x [0, T\) sinfga tegislili bo'lgan v(x, t) yechimi 

mavjud va, yagona bo’ladi.

(97)

(98)

(99)
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Shunday qilib, (74), (56), (96) aralash masala yechímining mavjudligi va 

yagonaligi haqidagi quyidagi teorema o‘rinli:

T e o r e m a .  Agar berilgan funksiyalar

<p(x) G C3[0, l], é(x) G C2[0, Z]; Mi(t), M t)  e C2[0, T];

{f{x,t), fx{x,t), fxx(x,t)} G C([0,q X [0,T]) 

boiib, ular uchun uchbu

¥>(0) =  Mi(0), ipil) =  M2(0), v>"(0) =  ¥?"(/) =  0,

y,(0) =  MÍ(0), ^ ( 0  =  /4 (0 ), / ( 0 ,t )  =  / if(t), / ( i , í )  =  #4(í)

tengliklar o'rinli boisa, u holda (74), (56), (96) aralash masala yechimi 

mavjud boia.di.

4.9.4 Ikkinchi boslilang‘ich-chegaraviy masala

Ushbu

S =a2S ’ a;e(o’0’ í>0, (ioo)
tor tebranisli tenglamaning quyidagi

u (x , 0) =  <p(x), U t(x , 0) =  i ' ( x ) ,  0 <  x  <  l (101)

boshlang'ich va

w.r(0,í) =  0, Ux(l,t) =  0, 0 < í < T  (102)

chegaraviy shaxtlarini qanoatlantiruvchi í¿(a;, í) yechimi topilsin.

Berilgan bir jinsli tor tebranish tenglamasining ux(0,t) =  ux{l,t) =  0 

chegara-viy shartlarini qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini u(x, t) = X  (x)T(t) 

ko‘rinishda izlaymiz. Bundan X(x) funksiya uchun ushbu

X ’(0) =  0, X ’(l) =  0

chegaraviy shartlarni olainíz.
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Endi u(x, t) ko:paytmani (100) fcengiamaga qo!ysak,

X{x)T"(t) =  a2X"{x)T(t)

tenglikka ega boiamiz.

Oxirgi tenglikni a2X(x)T(t) ^  0 ifodaga boiib,

X"(x) T"(t) 

X(x) ~ a2T(t) ~

ni olamiz. Bundan esa X  (x) funksiyaga nisbatan

X ”(x) + XX (x) =  0 (103)

X\0) =  0, X'(l) =  0 (104)

Shturm-Liuvill masalaga., T(i) funksiyaga nisbatan esa

T"(t) + a2 XT (t) =  0, t > 0 (105)

tenglamaga ega boiamiz.

(103) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi

X(x) =  C ie '^x  + C2e~^~^x, agar A < 0,

X(x) =  Ci cos \/Xx + C2 sin y/Xx, agar A > 0,

X(x) =  C\x + C2, agar A =  0

ko'rinishda boiadi.

Agar A < 0 boisa, u holda X(ai) == 0 boiishini ko'rsatish qiyin ernas. 

Agar A > 0 boisa, u holda yuqoridagi umumiy yechimdan

X'(x) =  — Civ^Asin VXx + C2 \ÍX cos VXx

kelib chiqadi. (104) chegaraviy shartlaxga asosan C2 =  0 yoki X(x) =  

C'i cos v' Ax =  0 kelib chiqadi. Bundan X'(x) =  —C\X cos y/Xx =  0 boiadi 

va X'(l) =  0 chegaraviy shartga ko‘ra V\I =  nn yoki Shturm-Liuvill 

masalasi cheksiz ko!p

(
 77/7T\ ̂
~JJ , n =  0, 1,2, . . .  (106)
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xos sonlar ega ekanligi kelib chiqadi. Bularga rnos xos funksiyalar

Xn(x) — cos -j~x, n =  0 ,1 ,2 ,... (107)

boiadi.

Agar A =  0 boisa, u holda (103) tengiamaning umumiy yechimidan 

yuqoridagi kabi C\ — 0 va, X (x) =  C<z ekanligi kelib chiqadi, bundan esa, 

X'(l) =  0 cliegaraviy shart aynan bajariladi. Demale, (103), (104) Shturm- 

Liuvill masalasi uchun A =  0 xos son va unga mos funksiya Xo(x) =  1 

boiadi. ya'ni

Ao =  0, X q(x) — 1.

(103), (104) masalaning (106) A* xos sonlarini (107) va xos funksiyalarini 

n =  0 boiganda (107) ko'rinishda, ya’ni

A° =  ( ^ p j  = °> ^o(«) =  cos Y X =  1

kabi vozish mumkin.

Demak, (103), (104) Shturm-Liuvill masalasi uchun

/П7Г\2 , . П7Г

" = vT/ ’ ^  = cos T x’ n = ' ' '

xos son va xos funksiyalarga ega. boidik.

Endi (105) tenglamani qaraymiz. Bu tenglama A =  A„ boiganda ham 

ma’noga, ega va

T„{t) + a2\nTn(t) =  0, t > 0 (108)

tenglamalarni qaraylik. Agar n =  0 boisa,, oxirgi tengiamaning umumiy

yechimi

To(t) =  Ao + B(]t

boiadi, bu yerda Ao, Bo - ixtiyoriy o'zgarmaslar.

Agar n =  1,2,... boisa, (108) tengiamaning umumiy yechimi

m  ̂ . / nan\ _  . /nan\ , 
rn(t) = An cos ( - y )  t + Bn sin {j-j -J t > 0

ko'rinishda boiadi, bunda An va, Bn - ixtiyoriy o'zgarmaslar.
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Endi qaralayotgan (100)-(102) aralasli masalaning yechimini

OO

u(x,t) = X n(x)Tn(t.)
n= 0

ko'rinishda izlaymiz, ya‘ni

OO
. 4 . _  Г  ̂ /паял . /патг\ i /П7г\

n(x, t) =  A0 + B0t + [-4« cos \ ~i~j t + Bn sin \~~l~) \ C0S КТ/
n— 1

X,

(109)

Qaralayotgan masalaning boshlang'ich shartlariga ko’ra

OO OO

ф )  =  £  Xn{x)Tn{0) =  Ло + X I  AnXJx),
7 1 = 0  77.— 1

OO ОС

ф(х) =  X  Хп(х)Гп(0) =  Во + ~ В пХ п(х)
п—0 п—1

bo'ladi. Faraz qilaylik, </?(х) va ф(х) funksiyalar kosinuslar bo‘yicha Rirye 

qatoriga yoyilsin. ya‘ni

OO n  OO

/ 4 OL0 /П7ГХ\ , . . Д ) .  / П7ГХ\
Ф )  =  у  + 2 ja „ c o s  J , ф )  =  у  + ¿ j,ö „co s  J .

n = l  71=1

Bu yerda an va /Зп koeffitsientlar 

i
2

=  I  j  ф )  cos ( ^ )  dar, Ä» =  ¿  /  * (* )  cos dx

о 0

ko'rinishda aniqlanadi.

Shunday qilib, Furye qatorlari uchun standart formulalardan foydalanib, 

(109) formuladagi An va Bn koeffitsientlar uchun quyidagi

i
л 2 f  , . /пжх\
An =  an =  J  I Ф )  cos —J dx, n~l, 2, ...,

о

;
2 f  ,, , rnirx\ , _ „

/?„ = ---/ ф{х) cos —— dx, n= l, 2, ...,
rnra / \ l /

Bn =  —
mra
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A° =  ~2 =  7 /  <p̂ dx' B° =  2̂ =  1 J  V(x d̂x
о о

formulalarni olamiz. Endi topilgan An va Bn koeffitsientlarni (109) formu- 

laga qo'yib, (100)-(102) ikkinchi boshlangich-chegaraviy masalaning u(x,t) 

yechimini hosil qilamiz.

Ba'zida yuqoridagi masalalarning yecailicha silliq boimagan umumlash- 

gan yechim deb ataluvchi u(x, t) yechimini topishga to:g‘ri keladi. Umum- 

lashgan yechim tushunch&si turli tarzda kiritilishi mumkin. Yetarlicha uzluk- 

siz differentsiallanuvchi funksiyalar ketma-ketligi yordamida u quyidagicha 

kiritiladi: faqaz qilaylik, un(x,t) funksiyalar (54) tengla,mailing (55) chega- 

raviy, un(x, 0) =  ip„(x) va (щ)п(х, 0) =  ф„(х) boshlangich shartlarni qanoat- 

lantiruvchi klassik yechimlari va bu funksiyalar ketma-ketliklarining limitlari 

mos ravishda u(x,t), <p(x), ф(х) lar boisin. Ushbu

lim
п—>оо

[  [<Рп(х) - Ф ) ?  =  о, lim [  [фп{х) - ф{х)]2 =  0 
Jo и~>°° J о

munosabatlarni qanoatlantiruvchi yetarlicha silliq urL(x, t) funksiyalarning 

liftiiti u(x, t) (silliq boiishi shart emas) ga (54) - (56) masalaning umumlash- 

gain yechimi deyiladi. U ham (67) qator bilan ifodalanadi. Eslatib o'tamiz, 

yuqoridagi yaqinlashish l-bobning 2-paragrafida kiritilgan o'rta kvadratik 

m a’ nosidagi yaqi nlashishdir.

4.10 To‘g‘ri to‘rtburchakli membrana tebranish 

tenglamasi uchun aralash masalani yechish

Membrana 0 <  x\ <  p, 0 <  x-¿ < q to‘g‘ri to‘rtburchakli G soha bilan 

ustma-ust tushsin. Uning kichik tebranishlari

д2и о л л d2 , .

dt? ~ a ’ А ~ Щ  + Щ  (110)

tenglamaning

u(xi,x2,0) =  <p(xu x2),
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•( а д ^ !  -  Ф(х1,х2), e G (111)
dt I í—о

boshlang'ich va

'U'::,] =0 ~  Ux ! __p — 0 , Ux2= 0  ~  0 , Ux2—q ~  Ö ( 1 1 2 )

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topishdan iboratdir. Bu 

masalaning yechimini

u(xi,x2,t) = T(t)v(xu x2) (113)

ko'rinishda izlab, T(t) funksiyani aniqlash uchun

T"(t) + ц2,a2T(t) =  0 (114)

tenglamaga, v(x,i,x2) uchun esa

Av(xi,x2) + ß2v(xi,x2) — 0 (115)

tenglama. va

v . r  ! ---0 =  0, V X l — p  =  {), Vx2=0 =  0, V X 2 ~ q  —  0 (116)

chegaraviy shartlarga ega boiamiz. (115) tenglamaga Gelmgols tenglamasi 

deyiladi.

(115), (116) masalaning xos sonlari va xos funksiyalarini topamiz. (115) 

tenglamada

v(xu x2) = Xi(xi)X2(x2) 

deb, o'zgaruvchilarni ajra,tamiz:

X2 2 X[ 2

Bundan quyidagi. ikkita oddiy differesial tenglama kelib chiqadi:

X'({Xl) + M?*i(*i) =  0, X"(x2) + (i22X 2(x2), (117)

bu yerda

=  Mi- (118)
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(116) chegaraviy shartlarga asosan (117) ning birinchi teriglaffiasini

Xx(0) =  Xi(p) =  0 , (119)

ikkinchisini esa

X 2(0) =  X 2(q) =  0, (120)

shartiar bilan yechish kerak.

(117) tenglam alarD ing umumiy yechimlari, ma’lumki,

Xi {xi) =  Ci cos [ßixi) + C2 sin (niXi) ,

X\(x\) =  C3 cos (̂ ,2X2) + Ci sin (11-2X2)

ko'rinishga ega bo'ladi.

(119) va (120) chegaraviy shartlarga ko'ra C\ =  C3 =  0 bo''lib, agar 

C2 =  Ci =  1 deb hisoblasak,

Xi(xi) -  sin (ßixi), X2(x2) =  sin (11,2X2)

tengliklar hosil bo'ladi, shu bilan birga

sin (ßip) =  sin (fj^q) == 0 (121)

bo'lishi kerak.

(121) tenglamalardan цi va fj,2 lar cheksiz ko‘p

Ш7Г П7Г
ßl.m — 5 /̂ 2¡ti “  ? ^  1 ,2 ,...

■ p q

sonlarga ega bo'lishi kelib chiqadi. U holda, (118) tenglikdan д2 ning mos 

sonlarini hosil qilamiz:

=  A*l,m + M2,n =  ^  +Г̂ ) п2- (122)

Shunday qilib, (122) xos sonlarga (115), (116) chegaraviy masalaning

vm,n(x 1, ж2) =  sin sin ^  (123)

xos funksiyalari mos kelar ekan.
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Agar (123) tenglik bilan aniqlangan xos funksiyalarni -J» songa ko'paytirsak, 

bu funksiyalar ortonormallangan funksiyalarning sistemasini tashkil qiladi, 

ya’ni

Aytish joizki, (115) va (116) masalaning topilgan xos sonlari orasida kar- 

ralilari boiishi mumkin, ya’ni shunday xos sonlarki, bularga bitta ernas, bir 

nechta chiziqli bogiiq boimagan (xos sonning kaxrasi qadar) xos funkiyalar 

mos keladi.

Endi (114) tenglamaga murojaat qilamiz. Har bir /¿2 =  /4m xos son 

uehun uning umumiy yechimi

“  Amn COS(( IjlT im t) Bmn s i n (124)

ko‘rinishga ega bo'ladi, bunda Amn va, Bmn— ixtiyoriy o'zgarmaslar. Shun­

day qilib, (110) tenglamaning (112) chegaraviy shartlarni qa.noatlantiruvchi 

xususiy yechimlari (113), (123) va (124) larga asosan quyidagicha bo‘ladi:

i ̂ 2)

. A . . _ . , w . f  miTXi\ .
— \Amn COS(ayUmn¿) ~b Bmn Slll ( “  \ sin

Tabiiyki, bunda.n kelib chiqib, (HO)-(lll) masalaning yechimini

oc

u(xi,x2,t) — ^   ̂ (̂ Ariin eos(a/w¿)+

m.,n~ 1

+Bmnsin{af/mílt jj  sin sin (125)

koi’inishda qidiramiz.

Agar ikkilangan (125) qator va uni X\, x% va t o‘zgaruvchilar bo'yicha ikki 

marta differensiallashdan hosil boigan qatorlar tekis yaqinlashuvchi boisa,
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u holda uning yig'indisi (110) membrana tebranish tenglamasini va (112) 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. (111) boshlang'ich shartlarning baja- 

rilishi uchun

u(Xl, X2, 0) =  ^ u X2) =  ,

m,n=l \ P /  \ 1 /

du( xi ,x2, t)  | _  

dt  !i=o

=  *(*!•*») =  E  ^ n n B mnsm t e )  sin ( = )  (126) 
m,n=l \ V J  \ 1 /

tengliklai o'rinli boiishi zarurdir.

(126) formulalar ip(x 1,2:2) va funksiyalarning sinuslar bo'yicha 

ikkilangan Purye qatoriga yoyilmasidan, Buridan noma’lum Amu va Bmn 

koeffitsientlar

Arm =  ”  j  I  <p(xl>x’2) sin ^  sin dxxdx-i,

0 0

Bmn =  — ——  /  [  H x 1,^2) Sill sin C ^ l\  dx\dx2 (127)
(IßmnPq J  J  \ P J  V  9  /

0 0

formulalar bilan aniqlanadi.

(127) bilajj aniqlangan formulalaxni (125) qatorga qo'yib, (1.10)-(112) 

masalaning yechimiga ega boiamiz.

Agar ip(xi,x2) va tl)(x\,x2) funksiyalar 0 < X\ < p, 0 < x2 <  q to'g'ri 

to'rtburchakdan toq ravishda butun Ox\x2 tekislikka Xi bo'yicha 2p davr 

bilan, x2 bo'yicha esa 2q davr bilan da,vom ettirilganidan so'ng to'rt mart,a 

uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, u holda (125) qator va uni ikki rnaita 

hadlab differensiallagandan so'ng hosil bo'ladigan qatorlar tekis yaqinlashuchi 

bo'ladi. Bungaxuddi oldingi paxagrafdagi ka.bi ishonch hosil qilish mumkin. 

Demak, bu holda (110)-(112) masalaning yechimi uchun Furye usuli toia 

asoslangan bo'ladi.
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4.11 D oiraviy membrana tebranish tenglamasi 

uchun aralash masalani yechish

Markazi koordinatalar boshida ra,diusi r bo'lgan va qirralari mahkamlali­

gan doiraviy membrananing erkin tebranishini o'rganish (110) tenglamaning 

(111) boshlang‘ich va

«I =  0 (128)
1 x\+x\=~r2

chegaraviysartlarni qanoatlantiruvchi vechimini topishga keladi. Bu masalani 

organishda

X i —p cos 9, X2 =  p sin 9

tengliklar bilan aniqlanadigan (p, 9) qutb koordinatalariga o'tish quiaydir. 

Ikki o'lchovli Laplas operatori bu koordinatalarda.

d2 I d  I d 2 

d p 2 ^  p d p ^  p2 d 9 2

ko'rinishga ega bo'ladi. Bunga asosan (110), (111) va(128) masala quyidagicha 

yoziladi:

d2u Idu  1 d2u 1 d2u

dp1 ^  p dp p2 d92 a2 dt2 ' (129)

du i
«|t=o =  <p{p, 9), =  V’(p> <?)> (130)

u|,=r =  o. (131)

Oldingi paragrafda boigani kabi, bu masalani yechish uchun o'zgaruvchilarni 

ajratish usulidan foydalamiz:

u(p,9,t) =  T(t)v(p,0).

Ravslianki, noma’lum T(t) funksiya uchun

T"(t) + a2p2T(t) =  0

oddiy differensial tenglama hosil bo'ladi. Uning umumiy yechimi

T(t) =  C\ cos (apt) + C% si n(apt)
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ko‘rinishga ega.

v(p, 6) funksiya uchun

d2v ídv  1 d2v 2 n \

d ?  + ~pdp + 72df2+ 'l v ~ ( }

v\p=T =  O (133)

chegaraviy masalani hosil cjilamiz. Bu masalaning yechimini uhbu

v(p,6) =  R(p)G{9)

koiinishda, izlayiniz. Bu ifodani (132) tenglamaga qo‘yib,

Q"(0) =  p2R"(p) + pR(p) + i¿ p2R(p)

0(0) R(p)

tengliklarni hosil qilamiz. Bundan quyidagi ikkita oddiy difíerenial tenglamalarni 

olamiz:

p2R"(p) + pR(p) + (fSp2 - w) R(p) =  0, (134)

e "(0) + w©(0) =  0. (135)

R(p) funksiya p — r da nolga teng va p =  0 da esa chegaralangan boiishi 

kerak, ya’ni bundan

R(r) — 0, R,(0) oo

chegaraviy shartlarga kelamiz. v(p, 0) funksiya bir qiymatli aniqlanishi uchun 

v(p,6) =  v(p,6 + 2tr) bollishi, bundan esa (133) ga asosan 0(0) funksiya 

2tt davrli

0 (6») =  0(0  + 2ir)

davriy funksiya bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa o‘z na.vba.tida. (135) tenglamadagi 

o'zgarmas w =  n2, « — ixtiyoriy butun son, boiishini ko‘rsa.ta.di. Demak, 

(135) tenglamaning umumiy yechimi

0 „(0) =  a7lcos(nd) + Pnsin (n6),

bu yerda an, ¡3n~ ixtiyoriy haqiqiy sonlar.
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Endi (134) tenglamaga, murojaat qilamiz. Bu Bessel tenglamasi boiib, 

uning yediimi ш =  n2 da

(p) L)rlJn(j_i,p') -f- EnNn(fj,p)

ko'rinishga ega boiadi, bu yerda Jn— n indeksli Beccel, Nn— n indeksli 

Neyman funksiyalari (7-bobga qarang). R(p) funksiya p =  r da nolga teng 

boiib, p =  0 da chegaralangan boiishi kerak. Nn(jip) funksiya p =  0 da 

cheksizlikka aylanishi sababli, En =  0 deb hisoblashimiz zarur. Bundan 

DnJn(nr) =  0, Dn ф 0 boigani uchun Jn(pr) =  0. ¡ir =  q belgilash kiritib, 

g ni aniqlash uchun ushbu

Jn(o) = 0

transendent tenglamaga kelamiz. Maiumki, bu tenglamaning cheksiz ko‘p 

musbat

M  Ы  (n) 
ft > 62 > Qz > ■■■

ildizlari ma,vjud. Bu ildizlarga

(n)

Mrrm =  — , rri =  1,2, n =  0, 1, 2, ... 
r

sonlar mos keladi. Y  holda biz tekshirayotgan masalaning mos yechimlari 

ushbu
/  (»)

Rmn(o) = j J ^ r P 

ko'rinishga ega boiadi. U holda (132), (133) masalaning

/  (»)' 2
2 _  I вт 

r'mn

xos soniga ikkita chiziqli boimagan

cos(nO), Jn I ÊnjL 1 sin(nö), m =  1,2,..., n =  0,1,2,.

xos funksiyalar mos keladi.
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Shunday qilib, yuqoridagilarga asosan (129) tenglamaning (131) chega- 

raviy shartni qanoatlantiruvchi cheksiz ko‘p

umn(p,0,t) =  Г cos + Bmn sin cos(n6>)+

, („ (aemt\ . (авйЧ\\ . ]
+ I Cmn cos I ..r..... I + Dmn sin I I ) Sln(n0)jsin(rtö) I Jn

\ r j  j

xususiy yechimlarmi tuzish mumkin.

Endi (.130) boshlang'ich sartlami qanoatlantirish maqsadida ushbu ikkilik

0° 0° /  / (n), \ / (n),
л I  a em t \ , „  . I do in 't

u(p, <M) =  COS 4- Bmn sin J  cos(riO)+

+ ^ cmn cos + Dmn sin j  sin(«ö)j Jn (136)

qatorni yozamiz. Bu qatorning noma’lum koeffitsientlari (130) boshlang'ich 

sartlardan aniqlanadi. Haqiqatan, (136) qatorda t =  0 deb,

oo /  (0) \  oo (  oo /  (n) \  \

v i ? ' =  £  Аш° J° J + £  [~ y J  J  сшИ )+

00 /  oo / (n) \ \

+£ (£  (̂ ¡rj j sinH)
qatorni hosil qilamiz. Bu qator ip(p, 0) funksiyaning (0, 27r) intervalda Furye 

qatoriga yoyilmasidir. Demak, Purye qatorlarining uinumiy nazariyasiga 

ko'ra cos(nö) va sin(n$) funksiyalar oldidagi ifodalar Purye koeffitsientlari- 

dan ibora,t bo‘lishi kerak, ya’ni
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-i 2?  0 0 /  (n)

- / <p{p, в) sin(ne)d,9 =  E  CmnJn i ^  

o m=1 '

Bu tengliklardan ayonki, ular ixtiyoriy ф(р) funksiyaxxing Bessel funksiyalari 

bo‘yicha

00 / (n)Ф(р) = E  cmJn i
m—1 \

yoyilmasidan iboratdir. Cn koeffitsientlar Bessel funksiyalarining ortogortal- 

ligidan foydalanib,

formula bilan aniqlanadi. 

Bu formulaga asosan

1 } 2f (  (0) \
im° = --- ут-щ  /  /  VÍA в) Jo ^  pdpdd, (137)

'Ч[вш) { { \ V )

r  2ít / i \

A nn= ----- 2 / 1  í f <PÍP>e)Jn j c.os(ne)pdpd,B, (138)
m'2J?l+1 (¿7J { { \ r J

2тг / / \
Лп) ,

' («) 2 J  / („-Д /  /  v(p:V)Jn ( ^ 1  sin(n6)pdpde. (139) 
Kemr2J l+1 J J \ )

Xuddi sbunga o'xhash, Bmo, Bmn, Dmn koeffitsientlarni ham topamiz. 

Buning uchun (137), (138) va (139) formulalarda <р(р.в) ni ip(p,9) bilan
(n)

almahtirib, mos ifodalarni ga boiish kerak. Koeffitsientlarning topilgan 

qiymatlarini (136) qa,torga qo‘yib, (110), (111). (128) masalaning yechimini 

hosil qilamiz.
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4.12 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi 

va Gursa tipidagi masalalarni yechishning 

boshqa usullari

l-paxagrafda bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasini 

yechishda Dalamber usulidan foydalanildi. Dalamber yechimi yordamida 

Dyuamel prinsipini qoilab, bir jinsli boimagan tenglama uchun ushbu masala- 

ning yechimi olindi. Ushbu paragrafda bu kabi masalalarning yechimini to- 

pishda yuqoridagilaxdan farqli ravishda boshqacha usul qoilaniladi. Bu usul 

tor tebranish tenglamasi uchun xarakteristik masalalarni tadqiq etish uchun 

qoilaniladigan usulga yaqindir. Malumki, xarakteristik masalada noma’Ium 

ñmksiya xarakteristikalarning ustida beriladi va uni xarakteristik chiziqlar 

bilan chegaralangan sohada topish talab etiladi. Bu usul yordamida xarak­

teristik masalalaiga yaqin boigan, aniqrog'i nomaium funksiya xarakteristik 

chiziqlarning va tekislikdagi Dekart koordinatalar sistemasidagi o‘qlarning 

birortasida berilgan holda uni bu to‘g‘ri chiziqlar orasidagi sohada topish 

masalalarini yechishda qulaydir.

1. Xarakteristik masala yoki Gursa masalasi. Bir jinsli cheksiz 

tor tebranish tenglamasini qaraymiz.

« R . O O .  (140)

Ma’lumki, (140) tenglamaning C(x, t) nuqtadan o‘tuvchi xarakteristikalari 

ikkita

t; =  x - t  +  t , £ =  x + t  — T

o’zaro perpendikulyar boigan to‘g‘ri chiziqlardan iborat. Faraz qilaylik, 

(140) tenglamaning yechimi koordinatalar boshidan o‘tuvchi xarakteristikalalar- 

ning £ > 0 soha.dagi qismida maium boisin

v\t=x =  y{x), u\t=_x =  i>(x), <p( 0) = ^ ( 0). (141)
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Maiumki, (140) tenglamaning (141) shartlarini qanoaclantiruvchi klassik 

yechimini topish masalasiga xarakteristik masala yoki Gursa masalasi deyi- 

ladi.

C(x, t) nuqtadan chiquvchi Ç =  x - t + t, £ =  x + t - r  xarakteristikalari 

Ç =  r  va (  =  -г chiziqlarni mos ravishda, A (2^ , — ) va В 

nuqtalarda kesadi. O r f Dekart koordinatalar sistemasida pastdan r  =  j£| 

va yuqoridan r  =  i  — |£ — ж| chiziqlar bilan chegaralangan sohani D  orqali 

belgilaymiz, ya’ni

D =  {(£, r ) : If I < T < t - |C - x\} .

(f, r) o‘zgaruvehilarga nisbatan yozilgan (140) tenglamani D  soha bo‘yieha 

integrallaymiz. Gauss-Ostragradskiy formulasini qoilash natijasida

I
d_ (du\ _ d _ ( d u  

дт\дт) \d£
d̂ d,T :

f  Г du du 
■ / I + s ïd rdr
dD

дЦ
=  0

hosil boiadi, bu yerda dD orqali D  sohaning chegarasi belgilangan. dD =

О A + AC + CB + BO  ekanligidan oxirgi tenglik quyidagi ko'rinishni oladi:

f  ldu du

!  m dr+ s ;dl
OA

' I
AC

\du du .

ä f ‘i r + s ; ' i{| +

[ \ du du

' ,1 [asdT+Tr di
CB

~ f  l^dT + = 2û  ~ 2м<'°̂  ~ 2u^  + 2ûB>) = °' 
BO
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Bu yerdan A, B, C, O nuqtalaming koordinatalarini hisobga olib. 

u(x,t) =  ¡p + V» ( ~ 2~ )  “  ¥>(0)

Gursa masaiasining yagona yechirnini hosil qilamiz. Ravshanki, bu formula 

(33) formula bilan t =  to, x =  xq bo‘lganda ustma-ust tushadi.

Bir jinsli bo'lmagan cheksiz tor tebranish tenglamasi

~ S  =  x e R ’ t > 0  (142)

uchun (141) shartlarni qanoatlantiruvchi Gursa masaiasining yechimi, ravshanki,

u{x, t) = <p ^  + 1> ~ ^  + \JJ f ^ ’T'>dTd̂
D

formula bilan beriladi. Bu tenglikdagi soha bo'yicha integralni takroriy in­

tegral ko!rinishida yozsak,

« ( m ) = v ( ^ )  + i> ( ^ - )  - m +  \ j  /  m  r)dTdt (143)

leí

hosil bo'ladi. (143) formula masalalar yechishda qulaydir. Bu formula bilan 

aniqlangan u(x,t) funksiya (140), (141) masalaning klassik yechimi bo‘lishi 

uchun qaralayotgan sobada tp va ip funksiyalar ikki marta, /  funksiya esa bir 

marta uzluksiz differensiallanuvchi bo’lishi kerak.

2. Gursa tipidagi masala. Differensial tenglamalarning tadbiqíy 

masalalaxini yechishda x > 0, t > 0 sohada qaxalgan (140) tenglamaning

u\t=x = (-p{x), <p(0) =  V»(0) (144)

sha.rtla.rini qanoatlantiruvchi x =  0, t — 0 chiziqlar bilan chegaralangan 

burchak sohada yechimini topishga to'g'ri keladi.

Bu kabi masalalar ham yuqoridagi yuritilgan mulohazalarga asoslanib 

yechiiishi mumkin.
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0£т tekislikda biror C(x, t) [t > x > 0) nuqtadan o‘tuvchi (140) tenglama- 

ning xarakteristikalari £ =  r  va £ =  0 chiziqlarni mos ravishda A ( ^ ,  ^ )  

va B(0, t- x )  nuqtalarda kesib o'tadi. В  nuqtadan chiquvchi 4 =  t - x - r  

xarakteristika £ =  т chiziq Ы1ал E  ( ^ ,  nuqtada kesishadi EA, АС, С  A 

va BE  kesmalar bilan chegaralangan 13-chizmadagi to‘g‘ri to!rtburcha,kli so- 

hani Di orqali belgilaymiz, ya’ni

■í
D i=  ( í , r ) :

t
• +

t — x
< t < t - |£ • z | j.

13-chizma. Di soba tasviri.

(£, r) o'zgaruvchilarga nisbatan yozilgan bir jinsli boimagan (142) tenglamani 

Di soba bo'yicha integrallaymiz. Gauss-Ostrogradskiy formulasiga ko'ra 

quyidagiga ega. boiamiz:

./ Й (!) 
Di 

/

j9

<Эт

EA+AG+CB+BE

du du ,,
: f  ¡(i.rldfdr. 

Di

(145)

I'M, Л(7, CM va. BE  kesmalar mos ravishda r  =  £. r  =  a: + í — f, т =  

í  - ж + £, t - t - x - ^ to‘g‘ri chiziqlar ustida yotadi. Shuning uchun 

EA da dr =  d£, AC da dr =  —dÇ, CB  da dr =  dÇ va BE  da dr =  

tengliklar bajariladi. Bularni hisobga olib, (145) tengliklardagi ikkinchi 

ifodani quyidagicha almashtirish mumkin:
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f  \du duJ
EA

- J
AC

du , du 1 f
« + r ¿ r|+ y

CB
di

du ,, du , 
— dg +

dr

- I
B E

Г du

[âT
,, du

dt. + -тг-dT
dr

=  2u(A) + « (£ )  - 2u{C) + 2u(5).

Olingan natijalarni (145) tengliklarning oxirgi ifodasi bila,n tenglashfcirib

(142), (144) masalaning yechimini hosil qilamiz

+  y ( t  +  f ( € '  r )d £ d T .

d \

Bu formulani quyidagi ko:rinishda ham vozish mumkin:

u(x, t) =  <p (  ~ r ~ ]  ~ v (  —cГ ~ )  + Ф(* - x)+
2 )  4  2

Hf-*l

+\ J  J  / ( £ ,  T )d £ d r .

3. Koshi masalasi. Endi Gauss-Ostrogradskiy forrnulasini qo'llash 

orqali bir jinsli bolmagan tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining 

yechimini to‘g:ridan-to‘g‘ri hosil qilamiz.

( t ,  t ) o'zgaruvchilarga nisba,tan yozilgan cheksiz tor tebranish tenglamasi 

uchun quyidagi Koshi maslasini qaraymiz:

u TT - и# =  / (£ ,t ) , t > 0 (146)

u(0,f)  =  v>(O, «r(0 ,0  =  iK£). (147)

Berilgan funksiyalar /(r , £) € C'1(K x {r > 0}), ip G C2(K), ф € C'1(K.) 

sliartlarni qanoatlantiradi deb faraz qilamiz. (146) tenglamaning (x, t) nuq- 

talaridan o'tuvchi xarakteristikalari va r  =  0 to‘g‘ri chiziq bilan chegaralan- 

gan xarakteristik uchburchak deb ataluvchi А (ж, t) — {(£, r) : x — (t — т) < 

£ < ж + (£ — t)> 0 < r < í }  soha (14-chizma) bo‘yicha (146) tenglama-
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ning ikkala tomonini integrallaymiz. Natijada tenglarnaning chap tomoni 

quyidagi ko‘rimshni oladi:

Г 'd_ idu\ _  d_ (du\J дт\дт) d£\dç)
А{хЛ)

dÇdr =  — J
dA(x,t)

/
\AC

4
CB

du ,. Ö« , ’ 

d^d (+ â( j
BA

9u le , /  
ОТ

Г(л'.п

Mx-í)

-j— f .---
ft; ' Л-, -,-ä .(i;

14-chizma. А(ж, t) soha tasviri.

AC kesmada г =  О, СВ  kesmada £ =  х + t — т va БЛ kesmada 

£ =  X — (t — т) ekanligini inobatga olsak, oxirgi tengliklardan

/
<Э <9

ô7 “ âç
=

ж+е t t

J  dÇ - y" ж + t - t)  + J  du(r, x - t  + r)

x-t T =  0 0
ж+í

II dÇ — 2u(t, X )  +  w(0, X +  t) + tt(0, X — t)
г—0

kelib chiqadi.

(146) tenglamaning o‘ng qismi va (147) boshlang'ich shartlarni e’tiborga 

olib, oxirgi tengliklardan Dalamber formulasini hosil qilamiz:
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X + t

u(t, x) = [ ф  + 1) + ф  - 1)] + i  f  ф(€№ + \ J J  / (T, OdidT.

x—t A(xJ¡)

Bu formula (7) formula bilan с — l  da ustma-ust tushadi.



5-Bob. Parabolik tenglamalar

Bu bobda parabolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi, boshlangich-chegara- 

viy masalalarining yechimi, fundamental yechim va uning xossalari haqida 

fikr yuritamiz.

5.1 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi. 

Masalalarning qo‘yilishi

Issiqlik o‘tkazuvchanlik

c(x)p(x)ut =  div(k(x)gradu) + F(x, t) (1)

tenglamasi fazoviy va vaqt o‘zgarishlariga bogiiq boigan u(x, t) haroratni 

ifodalaydi. U parabolik tipdagi tenglamadir.

Chegaraviy shartlar. Fazoviy o'zgaruvchilar tegishli boigan R 1 =  

R, R2 yoki R 3 - bir, ikki yoki uch oichovli fazolardagi sohani D, uning 

chegarasini esa S orqali belgilaymiz. Eslatib o'tamiz, soha - bogiangan 

ochiq to‘plam. D soha chegaralangan deyiladi, agarda. u chekli radiusga ega 

biror shax (D С  R3), yoki chekli radiusli doira (Г) С R 2) ichida yotsa, yoki 

chekli oraliqdan (I) С R) iborat boisa. S chegara silliq (boiakli silliq ) 

D c R 3 soha uchun ikki yoqli sirt yoki D c R 2 uchun silliq (boiakli silliq) 

xos nuqtalarga ega boimagan va o‘zaro kesishmaydigan egri chiziqdan iborat 

deb hisoblanadi. D c R  uchun S bitta, j^oki ikkita nuqtadan iborat. S ning 

har bir nuqtasida D  sohaga nisbatan tashqariga yo'naltirilgan n, |n| =  1 

normal vektorni qaraymiz. U holda, n normal bo‘yicha ^  hosila aniqlangan 

boiadi.
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Masalari, l uzunlikka ega boigan sterjenni D =  {x £ R : 0 < x < 1} soha 

kabi beramiz. U holda,

s  =  {x =  0} U {x =  /}, -̂ -1 =  — -1 ^-1 =  — I ;
dn\x=o d ( —x)\x=Q an\x=i c)x\x=i 

nur - S = {x =  0} chegaraga ega L > = { a ; € R : 0 < a : <  +00} cheksiz soha,

li=o ^  ^  U=o’
to‘g‘ri chiziq - D — {x £ R }  , S ■

doira - D — {(x,y) e R 2 : 0 < x2 + y2 < r0} soha, S — {r =  ro} -

aylana, £  = £  !
lr—ro

shar chegarasi S =  {r =  ro} sferadan iborat boigan

D -  {(xL, X2, X3) £ R3 : 0 < x\ + x\ + x\ < rl} ="

=  jo  < r < r0) ~  < 9 < 0 <  tp <  2tr|

1 1 ? !to‘piam bilan aniqlangan soha, #  =  o t i va boshqalar.
IS ' ' 1 r=ro

(1) tengîama D  sohaning ichki nuqtalari uchun keltirib chiqaxilgaii. Ü 

S  chegarada bajarilmasligi ham mumkin. Aniq issiqlik tarqalish jarayonini 

ajratish uchun S chegarada beriladigan qo'shimcha shartlar zarur boiadi. 

Ularning ba’zilari bilan tanishamiz. D  sohaning chegarasida berilgan haro- 

rat ushlab turilsa, u(x,t) =  n{x,t), x £ S, t >  0 shart beriladi, bu yerda, 

ma’lum funksiya. Bunga birinchi chegaraviy shart yoki Dirixle 

sharti deyiladi.

Agar S chegai'ada issiqlik oqimi berilgan boisa, bu shart

âu(x,t) = y ( ) x e S  t > 0 

an

(v(x,t)— maium funksiya) kabi yoziladi. Bu ikkinchi tur cliegaraviy shart 

yoki Neyman sharti deb yuritiladi.

Shuningdek, uchinchi tur

+ h(x)u(x,t) =  r)(x,t), x £  S, t >  0,

bu yerda h.(x) va t)(x, t) - maium funksiyalar, chegaraviy shartlar ham beri­

ladi.
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M  i s o 1. I uzunlikka ega bo'lgan sterjenning uchlarida quyidagi chega- 

raviy shartlai' qo'yilishi mumkin:

u(0,t) =  iii(t),u(l,t) =  /¿2(t)~ birinchi tur chegaraviy shartlar; 

ux(0. t) =  v\(t),ux(l, t) =  i/2(i)— ikkinchi tur chegaraviy shartlar; 

ux(0,t) — h]_u(0,t) =  vi(t), ux(0,t) + h2ii(0,t) =  bu yerda h\ =  

const > 0, fi2 =  const > 0 - uchinchi tar chegaraviy shartlar.

E s 1 a t m  a. Bayon etilgan chegaraviy shartlar u(x, t) funksiyaga 

nisbatan chiziqlidir. Murakkabroq fizik qonuniyatlarni ifodalovchi chiziqli 

boimagan chegaraviy shartlar ham qaralishi mumkin.

5.2 Boshlang‘ich-chegaraviy masalalar. Klassik 

yechim

0 ‘zgarmas koeffitsientli

Ut =  a2Am + /(;x, t), u =  u(x, t) (2)

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun masalalarni qaraymiz.

Ta’kidlash joizki, ularning asosiy xossalari (1) tenglama uchun qo‘yilgan 

o'xshash masalalar uchun ham o'rinli boiadi. Fazoviy o‘zga.ruvchiga nis­

batan qaralayotga.n sohaning S chegarasida qo‘yila,digan chegaraviy shart­

lar (2) tenglamaning yagona yechimini aniqlash uchun yetarli boimasligi 

mumkin. Yana, «.(a:, 0) =  <p(x), x € D  boshlang'ich shartni ham qo'yamiz, 

bu j^erda ip— berilgan funksiya. Bu shart t =  0 vaqtda haroratning ma’lum 

ekanligini bildiradi.

D  chegaralangan soha bo!lsin. Ochiq Qt silindr deb,

Qr =  D x  (0,T] =  {(x,t) : x £ D , t e  (0,71} 

sohani ataymiz.

QT =  D x  [0,71 =  {(s,t) : x & D , t e  [0,T]} 

yopiq silindr. Agar T — +oo boisa, u holda Q =  D  x (0, +oo).
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Issiqlik o'tkazuvchnlik tengíarnasi uchun boshlang‘ich-chegaraviy masaia 

quyidagicha qo'yiladi:

ut — a2 Au 4- /(x, í), (x, t) £ Q (3)

tenglamaning

u(x, 0) =  tp(x), x € D  (4)

boshlang‘ich va

a — + 8u(x, t) =  x(x, t), x € S, t 6 [0, +oo), (5)‘
au

a +¡3 > 0, a  > 0, 0 > 0

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechim topilsin.

T > 0 sonni tayin qilib, boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning D e l 3 

bo'lgan holi uchun klassik yechirnlari ta’rifini beramiz. D C R 2 va D C R 

hollar uchun ta’rifiar o‘xshash ravishda kiritiladi.

T a ’ r i f. Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masalaning (a =  0, /? 0) 

klassik yechimi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) funksiyaga 

aytiladi:

1) u(x,t) QT sobada uzluksiz;

2) u(x, t) o ch iq ^ ’SohadauzluksizMí, ux̂x,, uX2X2, uX3X:s, x =  (xi,x2,x;i) 

hosilalarga ega va bu sohada (3) cenglamani qanoatlantiradi;

3) u(x, t) t =  0 da, berilgan (4) qiymatlarni qabul qiladi;

4) u(x,t) funksiya u(x, t) — fi(x,t), x e S, t >  0 chegaraviy shartni 

qanoat iantiradi.

Ta’rifhing 2-shartidaqayd etilgan uzluksiz hosilalarga, ega bo'lgan funksiya- 

lar sinfí. odatda, C2,1(Qt) kabi belgilanadi. Bundan

u (x ,t )€ C (& n C 2'l {QT).

T a ’ r i f. Ikkinchi boshlang'ich - chegaraviy masalaning (a ^  Q,¡3 =  0) 

klassik yechimi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, i) funksiyaga 

aytiladi: •:

1) u(x, t) QT sohada uzluksiz;
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2) u(x,t) QT sohada uzluksiz uXl, úX2, ux.¿, x = (xi,x2,x3) hosilalarga 

ega (t =  0 da D  sohaning ichki nuqtalaridan tashqari);

3) u(x,t) ochiq Q t sohada uzluksiz ut, uXlXl, uX3X3 hosilalarga ega 

va bu sohada (3) tenglamani qanoatlant.iradi;

4) u(x, t) t =  0 da berilgan (4) qiymatlarni qabul qiladi;

5) u(x,t) berilgan

du(x,t)
— 7:-- =  v(x, í), x e S. t > 0

ou ~~

chegaraviy shaxtni qanoatlant.iradi.

Bunda

u(x, t) 6 C(QT n  Clfi(QT U r T) n  C2'\Qt ), 

bu yerda Ty =  S x (0, T).

T a ’ r i f. Uchinchi boshlang'ich - chegaraviy masalaning (a  0) 

klassik yeehimi deb, oldingi t.a’rifdagi l)-4)- shartlarni harnda

+ h(x)u(x,t) =  x(z,t), x € S, t >  0

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi u(x, t) funksiya aytiladi.

Ta’riflardagi berilgan barcha /, tp, //,, v, h, x funksiyalar uzluksiz deb faraz 

qilinadi.

E  s 1 a t m  a. (3)-(5) boshlang'ich-chegaraviy masalaning klassik 

yeehimi mavjud boiishining zaruriy sharti quyidagi (4) boshlang'ich va (5) 

chegaraviy berilganlarning kelishuvcha-nlik shartidir: 

di~p(x\

a~dñ~ + =  X X̂’ x e 5

Ko'pincha, klassik yeehimning mavjudligiga qo'yilgan talablarni qanoatlan- 

tirmaydigan masalalarni tekshirishga to‘g‘ri keladi. Masalan, kelishuvchan- 

lik shartlari bajarilmasligi mumkin. Bunday yechimlar umumlashgan yechim 

ma’nosida tushuniladi.

5.3 Maksimum prinsipi

Issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi yechiminig muhirn xossasini ifodalovchi 

teoremani ko'rib chiqamiz. D  chegaralangan soha va T > 0 tayin son boisin.
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T e o r e m a  (maksimum prinsipi). Issiqlik o‘tkazuvchanlik

ut =  a2A«, (x, t) 6 Qt

tenglamasining QT yopiq silindrdagi uzluksiz yechimi o'zining maksimum 

qiymatini yoki t =  0 da, yoki D  sohaning S chegarasida qa.bul qiladi.

Isbot.

A =  max < maxu(x, 0), max u(x, t)
1 x-sD xeS,tG\p,T\

belgilashni kiritamiz. Barcha (x, t) € QT nuqtalar uchun u(x, t) < A ekan-

ligini ko'rsatish zarur. Teskarisini faraz qilamiz, shunday (xq, ¿o) € Qt nuqta

nravjud bo‘lib, bu nuqtada u(x,t) funksíya o'zining A dan katta bo'lgan

maksimal qiymatiga erishsin, ya’ni u(x.q, t-o) — A + e, e > 0. Yordamchi

v(x, t) =  u(x, t) + a(to — í), a  > 0

funksiyani qaraymiz. Ravshanki,

v(xo, ío) =  u(xo, ¿o) =  A + e

Endi v(x,t) funksiyaning D  sohaning S chegarasida yoki boshlang'ich 

t — 0 vaqtdagi maksimal qiymatini baholaymiz:

max < ximxvíx,0), max v(x, t) > < A + a.T < A +
U eS  xeS.te[o,T] ’ ) 2

agar ot. < tjjp.

Shunday qilib, v(x,t) funksiyaning silindr chegarasidagi maksimal qiy- 

mati uning silindr ichidagi biror qiymatidan kichik. Bundan esa v(x,l) 

funksiyaga silindr ichida maksimal qiymat beruvchi (xi, ti) nuqtaning mavjud- 

ligi kelib chiqadi, ya’ni v(xi,t\) > v(x0,to) — A + e, (xi,ti) € Qt- (a?i, ¿i) 

maksimum nuqta. bo‘lganligi sababli v(x, t) funksiyaning birinchi tartibli 

hosilalari uchun
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va, ikkinchi tartibli hosilaiar uchun

Av(xi,ti) <  0

munosabatlar o'rinli. Bulardan v.(x, t) funksiyaga nisbatan quyidagilar kelib 

chiqadi:

u(x, t) =  v(x, t) — a(ta — t ) ,a >  0,

grad, u(xi, t\) =  grad v(xi,ti) =  0,

Au(x\,ti) =  <  0,

du| dv I
—  =  —  4- a > a > 0.
u t  l£=Î3,a;=æi u t  \t—ti)x=xi

Shunday qilib, Q t  sohaning icbida yotuvchi (x,t) nuqtada Aw <0 , Ut >

0, ya’ni bu nuqtada u(x,t) funksiya issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini 

qanoatlajitirmaydi. Hosil bo'lgan ziddiyat teorema isbotini yakunlaydi.

5.4 Ekstremum prinsipi

Sir jinsli issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun minimum prinsipi ham 

o'rinli.

T e o r e m a  (m inimum  prinsipi). Issiqlik o'tkazuvchanlik

ut = a2 Au, (x, t) € Qt

tenglamasining QT yopiq silindrdagi uzluksiz yechimi o'zining minimal qiy- 

mati yoki t =  0 da, yoki D  sohaning S chegarasida qabul qiladi.

Isbot. ui(x,t) =  —u(x, t) funksiya ham issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasini 

qanoatlantiradi.

Ui(x,t)  funksiyaning maksimal qiymati u ( x , t ) funksiya uchun minimal 

qiymat bo‘ladi. Bundan teoremaning isboti maksimum prinsipidan kelib 

chiqadi.

N  a t  i j  a. Maksimum va minimum prinsiplaridan ekstremum prinsipi 

kelib chiqadi:

Issiqlik o'tkazuvchanlik

Ut = a2Au, (x, t)  € Qt
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tenglamasining QT yopiq silindrdagi uzhiksiz u(x, t) yechimining barcha qiy- 

matlari uriing soha chegarasidagi minimal va maksimal qiymatlari orasida 

yotadi:

rnin < rnixiMÍa;, 0), min u(x, t) > <  u(x, t) <
U e ô  xeS,ie[o,T) ’  )

< max < max «(a:, 0), max u(x, t) > .
I  xeD areS.tetO.r] J

E  s 1 a t  m  a. u(x,t) =  const funksiya issiqlik o‘tkazuvchanlik

tenglamasini qanoatlantiradi va ekstremum prinsipiga zid emas.

M  i s o 1. u(x, t) — x2 + 2a2t funksiya

Qt — {x, t) : 0 < x < I, 0 < t < T

sohada Ut =  c?uxx tenglamani qanoatlantiradi va,

QT =  (x, t) : 0 < x < I, 0 <  t. < T

yopiq sohada uzluksiz. Bu funksiya QT sohada o‘zining maksimum qiymatiga

x =  I, t = T nuqtada, minimum qiymatga esa x =  0, t =  0 nuqtada 

erishadi.

Maksimum va minimum prinsipidan umumiyroq bo'lgan

cput — div(k(x)grad u) — qu, q > 0, c > 0, p > 0 

tenglama uehun ham o‘rinli.

5.5 Birinchi boshlang‘ich~chegaraviy masala 

yechimining yagonaligi

Issiqlik o!tkazuvchanlik tenglamasi uchun birinchi boshlang‘ich-chegaraviy 

masala ushbu

ut =  a2A + f(x, t), (x, t)e .Q  (6)

tenglamani va

u(x, 0) =  ifi(x), x € D, (7)
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u(x,t) — n{x,t), x € S, t e R+, (8)

Q — D x M-fj — (O, +00)

boshlang‘ich-chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) funksiyani to- 

pishdan iborat.

T e o r e m a .  (6)-(8) masala ya,gona klassik yechimga ega.

Isbot. Faraz qilaylik, (6)-(8) masalaning ikkita w¿(x, t), i =  1,2 klas­

sik yechimi mavjud boisin. T > 0 - tayin son va ut(x, i) 6 C (Qt) H 

C ^ ÍG r ) , * =  1,2. U holda u(x, t) =  ui(x,t) — «2(2:, í) funksiya

vt =  a2Av, (x,t) € Q t,

v(a;, 0) =  0, a: £  D,

v(x,t) =  0, x e S, t e [o,T], v e C (Q T)

masalaning yechimi boiadi.

w(ar, í) funksiya uchun ekstremum prinsipi o‘rinii (u¡(x, t), i =  1,2 funksi- 

yalar bir jinsli tengíamani qanoatlantirgani uchun ekstremum prinsipini qoilab 

boimaydi). Bundan ekstrernum prinsipiga asosan 0 <  v(x,t) <  0, ya’ni 

v(x,t) =  0.

5.6 Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masala 

yechirnining turg‘unligi

Maksimum prinsipidan ixtiyoriy T > 0 uchun quyidagi teorema kelib 

chiqadi:

T e o r e m a .  (6)-(8) masala yechimi boshlang'ich va chegaraviy 

shaxtlarga, uzluksiz bogiiq.

Isbot. Ui(x, t), ¿ =  1,2 funksiyalar ushbu

ut =  a2 Au + f(x , t), (x, t) € QT,

u(x, 0) =  ípi(x), x € D, 

u(x,t) =  iM(x,t), x & S, t€  [0,T], i =  1,2
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masalalarning yechirnlari bo'lsin.

Faraz qilaylik, ixtiyoriy e > 0 soni uchun | <¿>i(x) — <Pz{x) |< <5, x G D

va

l/zi(æ,t) - fii(x,t)\ < 6, x G S, t G [o, T] tengsizliklar o'rinli bo'lsin. 

|mi(æ,î) -  M2(íK,í)| < e, (æ,i) € Qr bo‘lishini ko‘rsata.miz. v(x,t) =  

u\(x,t) - u2(x,t) funksiyani qaraymiz. Ravshanki, -<;(a;,i) funksiya

vt =  a2 Au, (x, t) 6 Qt,

î)(x, 0) =  - V32(a;), a: € D,

v(x,t) =  Hi{x,t) - H2 (x,t), I E S ,  í  G [o,T]

boshlang'ich chega.raviy masalaning yechimi.

v(x,t) funksiya boshlang'ich va cbegaraviy nuqtalarda \v(x, 0) | < e, x <

T) va \v(x,t)\ < e, x G S, t G [0,T] shartlarni qanoatlantirgani uchun 

maksimum prinsipidan |v(a;,i)| <  e, x G QT tengsizlik kelib chiqadi.

(6}-(8) masalaning yechimi f(x, t) funksiyaga nisbatan ham turg'undir.

Bu tasdiq maksimum va minimum prinsiplarini bir jinsli bo‘lrnagan (6) tenglama 

uchun umumlashtiruvchi teoremalardan kelib chiqadi.

5.7 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun 

Koshi masalasi

Chegaralanmagan sterjenda issiqlik tarqalislii.

Ma’lumki, chegaralanmagan bir jinsli sterjenda issiqlik tarqalish tenglamasi 

uchun Koshi masalasi quyidagicha qo‘yiladi: {x G R ,t > 0} sohada

du 2d2u , .

Tt ~ “ S 3  (9)

tenglamani va

u(x,tí) = <p{x), i G R  (10)

boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi u(x,t) funksiya topilsin.

Awalo (9) tenglamaning trivial bo‘lmagan

u(x,t)=X(x)T(t) (11)
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ko’rmishdagi xususiy yechimni topamiz. 

(11) ni (9) ga qo'yib,

T'{t) _  X"(x) _
=  — A2 =  const

T\t) + a2X2T(t) =  0, X"{t) + XX (x) =  0 

tenglamalarni olamiz va bularning yechimlari mos ravishda

T(t) =  exp(—a2\2t), X(x) =  AcosXx + BsinXx

bo‘l.ib, A va В ixtiyoriy o'zgarmaslar A ga, bog‘liq bo'lishi mumkin. U holda

(11) ga ko'ra, ixtiyoriy A(A) va B(A) lar uchun ham

va bu integral chekli bo‘lib, uni t bo'yicha bir marta, x bo'yicha bir marta 

differensiallash mumkin bo'lsa, unda (13) funksiya (9) tenglamaning yechimi 

bo‘la,di.

Endi A(A) va 5(A) koeffitsientlarni shunday tanlaymizki, (13) funksiya 

(10) boshlang'ich shartni ham qanoatlantirsin, ya’ni

u(x, t, A) =  [A (A) cos Ax + B(X)sinXx] exp(—a2 X2t) (12)

ifoda (9) tenglamaning yechimi bo'ladi.

Agar (12) ni barcha A lar bo'yicha jamlasak,

(13)

u(x,0)=<p(x) =  [Л(Л)сос9Ла; + B(\)sin\x] dX. (14)

R

(p(x) funksiya uchun Furye integralini yozamiz:

<p(x) =  j  dX I  (ß(t)cosX(t - x)d£ =

M №.Ж К

—  J  dX J  <p(Ç) [cosXÇcosXx + sinXt-sinXx} d£.
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Ko‘rinib turibdiki, (14) da A va В  larni

A(X) =  ~  J  ip((,)cos\£d£, B(A) =  ~  j  <p(£)sinX£d£

R Ж

ka,bi tanlasak, bu tenglik o'rinli boiadi.

So'nggi ifoda,larni (13) ga qo'yib, quyidagi yechimni olamiz:

u(x, t ) - l j d x j  ip(Ocos A(f _  x) exP (-a2A2i)d£ =

R R

ОС

=  — j~ dX J  <p(£)cosA(£ — x)exp(—a2X2t)d£ =  (15)

о к
OO: j  V№ J exp(-aV ,)cosb((-z)dX .

R 0

Ichki integralni hisoblayiniz. Buning uchun

аХл/t =  z, A(£ — x) =  ¡iz

almashtirishlar bajarib,

o

1

'7Г

dz _  £ x 

ayД ’

ekanligini inobatga olsak,

OO 00

j  exp(-a2X2t)cosX((, - x)dA =  -~= j" e^cos/izdz (16)

0 0 

tenglikka ega boiamiz. (16) formulaning o‘ng tomonidagi integralni quyidagi- 

cha belgilaymiz:
OO

J  e~z2cosßzdz — I[n).
о

I  ip) integralni ¡i parametr bo'yicha differensiailab va nat.ijani bir marta 

boiaklab integrallasak,

ОС OO

I'(ß') = — J  ze~*2sirifizdz =  — — J e~z* cos¡j,zdz
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yoki ushbu

7'(м) + =  0

oddiy differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bundan esa

I iß) =  Cexp

С  o‘zgarrriasni С  =  /(0) tenglikdan aniqlaymiz. /(0) =  J e ^dz va 1-
o

bobning (27) formulasiga ko‘ra С  =

Demak,

T/ s yfiг /  l¿
Hß) =  —-

va (16) ga asosan

OCJ exp(—a2\2t)cos\(Ç — x)d\
2а\Д

exp (С- * ) 2

4o2í

Nihoyat, (15) ga ko‘ra, (9), (10) masalaning yechimini olamiz:

( £ - * ) 21
Ф ,  t) =  2â  J  Vitiexp 

*

(17) ga Puasson formulasi deviladi.

4a2i
(17)

5.8 Koshi masalasi yechimining mavjudligi

T e o r e m a .  <p(x) uzluksiz va ehegaralangan ñmksiya bo'Isin, ya’ni 

shunday N  soni mavjudki, bunda \y>(x)\ <  N  barcha x e К uchun. U holda

(17) formula bilan aniqlangaii u(x,t) funksiya (9), (10) Koshi masalasining 

klassik yechimidir.

Isbot. Avvalo u(x, t) funksiyanng mavjudligi va chegaralanganligini ko:r- 

satamiz. Buning uchun (17) integralda
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almashtirishni bajarib, integralni baholaymiz:

|w(a;,i)| <  -~= J I ip ^2 aVtz + x) | e~**dz < —j=  J < dz < N.

Bundan Veyershtrass aloma,tiga ko:ra (17) integral — oo < x < oo, t > 0 

sohaning ixtiyoriy nuqtasida tekis yaqinlashadi va chegaralangan uzluksiz 

u(x, t) funksiyani aniqlaydi.

Endi -oo < x < oo, t > 0 sohada u(x, t) funksiyani t va x o‘zgaruvchilar 

bo'yicha istalgancha difierensiallanuvchi ekanligi va baxcha hosilalaxni (17) 

tenglikni integral belgisi ostida differensiallash natijasida hosil qilish mumkin- 

ligini kq'rsatamiz. Masalan, hosilani tekshiramiz. (17) formulaning o‘ng 

tomonini formal differensiallab, quyidagi ifodani hosil qilamiz:

1 , it  -
4a4

Г ( £ ~ * ) 21exp
4 аЧ

dt.

Bu integralning ixtiyoriy (x,t) € Qsx =  К x [e,T], e > 0, T > e uchun 

tekis yaqinlashuvchi ekanini ko'rsatamiz. Yana yuqoridagi kabi z — 

almashtirishni bajaxamiz. Natijada hosil bo'igan

1

A I
ip (2a.\Jtz + a:) 

_ _  , dz

integralni Qe T sohada baholaymiz:

1 f Г 1 2

V ^ J
я

f 2 + r J

tp (2a\/iz + x)
dz <

<
1

/ 1
+ z‘

N
dz < ■ + r dz.

t ' " ^  J j
R ' R

Bu tengsizliklardagi oxirgi integralning yaqinlashuvchi ekanligidan tekshiri-

layotgan integralning tekis yaqinlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa

hosilaning mavjudligi va uzluksizligini bildira,di.

0 ‘xshash ravishda

Uxx(x,t) : ' 1 i ( £ ~ * ) 2 

2 2 a4
exp

(€ - * )2 

4 a4
dt
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hosilaning mavjudligi va uzluksizligi isbotlanadi. Bu hosilalarni (9) issiqlik 

o'tkazuvchanlik tenglamasiga qo‘yib, u ayniyatga aylanishiga ishonch hosil 

qilamiz.

Eiidi u(x,t) funksiyaning (10) boshlang'ich shartni qanoatlantirishini 

ko‘r- satamiz. Yuqoridagi kabi, z =  almashtirishdan so'ng

u(x, t) =  -—= J  ip ^2',aVtz + xj e z dz

R

ga ega bo'lamiz. Bu integralning x, t lar bo'yicha tekis yaqinlashuvehi ekan- 

ligidan va integral osti funksiyasining t G [0, T] bo'yicha uzluksizligidan 

intégral ostida limitga o‘tish inumkinligi kelib chiqadi:

lim u(u.t) =  -—2- [  e dz = (fl(x). 
Í-++0 y/K J

R

T a ’ r i f. Ushbu

1 -r2 1
(18)

u[l"t) = ï ^ r v AaH_

funksiya (9) tenglamaning fundamental yechimi deyiladi. Bu funksiya (9), 

(10) Koshi masalasining Grin funksiya deb ham yuritiladi.

Eslatib o‘tamiz, (18) fundamental yechim 3-bobning 3-paragrafida n o'ichovli 

issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun keltirib chiqarilgan edi.

Agax boshlang‘ich shart t =  0 da emas, biror t =  r  da berilsa, (18) 

formulada t ni t — r  bilan almashtirish lozim.

Endi fundamental yechimni qurishning boshqa bir usulini keltiramiz. (9) 

tenglamaning

u(x, 0) =  ô(x — xa) (19)

boshlang‘ich shartni qanoa.tlantiruvchi Koshi masalasi yechimini qidiramiz.

Bu 3'erda, ë(x — x0)— DiraJkning delta-funksiyasi (1-bobga. qarang). Qayd 

etish zarurki, (19) tengiik umumlashgan funksiyalar ma’nosida bajariladi.

1-bobdagi (9) formula bilan aniqlangan Dirakning delta-funksiyasi Furye in- 

tegrali

Six — Xg) = — [  cos\(x — xo)d\ 
n J
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ni e’tiborga olgan holda fundamental yechimni H(x — Xq ,t) orqali belgilab,

uni
OO

H(x - x0, t) =  ^  f  A\(t)cosX(x - x0)dX

o

ko'rinishda izlaymiz. Bu funksiyani (9) tenglamaga. qo'yib, A\ ga nisbatan

A'x(t) + a2X2A\(t) =  0

differensiai tenglamani hosil qilamiz. Uni yechib, (19) boshlang'ich shartga 

birioan j4a(0) =  1 ekaniigini inobatga olib,

A\(t) =  exp(-a2X2t)

ni aniqlaymiz.

Shunday qilib,

OO

H(x - xo, t) — - J exp(—a2X2t) ■ cosX(x - x0)dX —

0

1 f (x - x0)2

2a\fnt
exp

4 aH

5.9 Ko‘p o‘zgaruvchili bo‘lgan hoi

Ushbu paragrafda ko‘p o‘zgaxuvchili issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi 

uchun qo'yilgan Koshi masaJasining Grin funksiyasini quramiz.

L e m m a .  Agar

ut =  a2 Am, u(x , 0) =  <p(x), x =  (xi,x2l ...,x„) (20)

Koshi masalasida ip(x) boshlang'ich funksiya

n

lfi(x) =  ■ <P2 (X i)  ■ Vz{Xz) ' ••• • <fin(xn) =  <fik(Xk)

k=1

ko‘rinishda boisa, u hoida

n

u(x, t) =  uk(xk, t) (21)

k=l
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funksiya (20) rnasalaning yechimi boiadi. Bit yerda ut(xk,t) funksiyalar 

duk 232uk

~dt =  a I h Z ’ Uk̂ Xk' ° ' =  k =  i» n

bir o'lchovli issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalalarmiiig 

mos yechimiaridir.

Isbot. Lemma, shartiga ko‘ra

a2A  i W_uk(xkj )
\k=1

> f  c)2Uk \

/   ̂ ' ̂ '2 * '¿¿3 * • ltfc—i • 1 ' J

n

=  E

:a2

fc=l

Mi (a-i, t)-u2 (x2, f) -m3 (x3, i) •... -Mfc-i (xjt-1, f) •«*+! (xjt+i, f) •... -m„ (xu, t) ■

2d2uk\ d_

dt n  Mxk,t)

ya’ni (21) funksiya (20) rnasalaning yechimi boiadi, bu yerda uo(xq, t) =  1 

deb oldik.

Dirakning S funksiyasining 1-bobdagi (16) formula biiars aniqiangan xos- 

sasiga ko'ra
11

k=l

tenglik o'Tinli, Lemmani ushbu

Ui(x,£,t) =  aiAU(x,€,t),

U (x,Z,0)=5(x-£) 

rnaxsus masala uchun qoilasak, ushbu

1
U(x,U ) = I I  u (x* - *) = exP 1 (22)

Koshi masalasining Grin formula,si (yoki issiqlik o'tkazuvchilik tenglamasi- 

ning fundamental yechimi) ni hosil qilamiz.
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Bu funksiyaning ba’zi xossalarini keltirib o‘tamiz. Soddalik uchun (22) 

da n =  3, a =  1 deylik (a =  1 ga t ni a2t bilan almashtirib er.ishis.li mumkin). 

Unda (22) ning ko‘rinishi quydagicha bo'ladi:

1
(23)U(M, P- t - r )  = ---,______  exp

:2Х/:::(Г  ¡ip  Щ

bu yerda M  =  M (x, y, z), P  =  P(£, r¡, (), M  ф P, t ф т.

r =  \J(x - Ci1 + (y - r¡Y + {z - Q 2.

1-xossa. (23) funksiya (x,y,z,t)— o'zgaruvchilari bo'yicha

ËL _  ¿jj =  о 
at

issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasini, (£, r¡, (, т) - o'zgaruvchilar bo'yicha esa 

unga qo'shma boigan

at

tenglamani qanoatlantiradi.

î Bu xossaning isboti (23) dan bevosita hisoblashlar orqali kelib chiqadi.

2-xossa. Ixtiyoriy t > r uchun

j  U(M, P] t - T)dÇdrjdC =  1

tenglik o'rinli.

Haqiqatan harn, sferik koordinatalar sistemasiga o‘tib, so‘ng boiaklab 

integr allas ak,

Í  U(M, P; t - r)d^dr]dC =

M3

OO 7Г 2тг . ..

=  j r2dr J j U(MyP]i — r)sin9d0d(p =

о о 0

1 f  2  (  T<1 \  Ar exp I — ------ r j ar —
2( t- T )y ff îr= T ÏJ  * 4  4(¿ — r)

0



Ko‘p o‘zgaruvchili bo'lgan hol 269

rd ( exp

CO

JL =  /
( t-т) J

exp j - 77---- r j dr
y/W^r)J ' V 4(<-r)V 0

1 / 4 ’
d

V W  *Л  4 ( t- r )y  \2VT^P
R

1

\/k
: J exp(—z2)dz =  1

к

munosabatlarga ega bo‘lamiz. Bu esa xossaning o'rinli ekanligini isbotlaydi.

3-xossa. Har qanday ehekli (yoki cheksiz) fi soha uchun quyidagi tenglik 

o'rinli:

1, agar M  £ fi,
lim f  U(M, P;t-T)dÇdrjd( :

í-̂ r-f-0 J  
ü

Isbot. Agar

0, agar МбП.

X — £ У — V z — С
:-- =  Xl, - , --- — J/l, д----— 2].

s / t - T  s J t - T  sJ t  — T

almashtirishlarni kiritib, yangi o'zgaruvchiga o'tsak, integrallash sohasi il 

koordinata boshi M(x,y,z) nuqtada bo'lgan biror iii sohaga o'tadi. Agar 

М е П  bo'lsa, Oi soha butun R8 fazo bilan ustma-ust tushadi va 2-xossaga 

ko'ra integralning qiymati 1 ga teng bo'ladi. Agarda M s fi bo'lsa, u holda 

fii sohaning nuqtalari M(x,y,z) koordinata boshidan cheksiz uzoqlashadi 

va integralning qiymati nolga intiladi. Soddalik uchun bir o'Ichovli holni 

qaraylik, ya’ni О =  {а < x < 6}, t > r  bo'lsin. U holda x =  £ + \/t — T ■ x\ 

almashtirish bajarsak,

1 r in- _  fV
d£ =

f Г (X--0 21

1 exy L 4(i -r)J
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Bu tengliklardan esa t —» r  + O da

1) a < x < b bolsa, -> +00, —■> —00,

2) x < a < b boisa, —» —00, ^== —> —00,

3) a < b < x bo'lsa, -f=8= —> +00, -7== —> +00
'  J \/t—T  7 \ /í— T

munosabatlarni inobatga, olsak, olgingi 2-xossaga, ko'ra isbotni yakunlaymiz.

4-xossa. Har qanday chekli yoki cheksiz O sohada uzluksiz va chegara- 

]anga,n <p(x,y,z) funksiya uchun

\haQ j  U(M, P, t)<p(P)d,P =  <p(M), dP = 

í)

tenglik o‘rmli va bu limit har qanday M(a-, y, 2) 6 ííi C fí ga nisbatan cekis 

yaqinlashadi.

Isbot. Bu xossani isbotlash uchun quyidagi ayirmani qaraymiz:

J  U(M, P, t)<p(P)dP ~ip(M) J  U(M, P, t)dP =

I U(M, P, t)[<p(P) - <p(M)]dP

3-xossaga binoan bu ayirmaning ikkinchi hadi tp(x, y, z) ga teng va 4-xossani 

isbotiash uchun. ayirmaning t —> +0 da nolga intilisb.ii.ii ko‘rsat¡sh lozim. Shu 

maqsadda M(x, y, z) nuqtani ó kichik radiusli shar bilan o'raymiz. Aytaylik, 

5 shunday kichikki, barcha r < ó lar uchun

-\<p(̂v,0-<p(x,y,z)\ < | 

tengsizlik bajariisin. U holda

j  U{M,P;t)[<p(P)-<p(M)}dP =

a

=  J  U(M, P; t) b (P ) - <p(M)] dP+

r<S

+ f  U(M, P; t) y (P ) - <P(M )] dP. (24)

r>&
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(20) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integra,lni baholaymiz:

J i < \ /  U(M, P; t)dP < £- J  U(M, P; t)dP =

Г<(5 R3

Berilgan ip(x, y, z) funksiyaning chegaraianganligidan shunday N  son topi- 

ladiki, \<p(x, y, z)\< N  bo'ladi va.

h  <  ~  I  U(M, P; t)dP =  J  exp dP.

ar £ =  v ^ i ,  V =  С =  VtÇi desak, y  =  rf bo'lib,

00

r-i>-4 4,1 — Vi vt

0 ‘z navbatida
OO

J  rf exp (~  drx 

о

integralning yaqinlashuvchiligidan, yetarlicha kichik í lar uchun

dri.

OOJ r¡ exp dn  < I

tengsizlik o‘rinli bo‘iadi. Bundan esa 4-xossaning tasdig‘i kelib chiqadi.

Yuqorida keltirilgan xossalardan foydaianib, (20) Koshi masalasining ye- 

chimi

tt(Af,t) =  I I  U(M,P\t)<p(P)dP (25)

g ^ E ̂  

n ¿a

ko‘rinishda bo'ladi, bu yerda dP =  d£idÇ2—dÇn shuningdek, bir jinsli bo‘I- 

magan

—  = а2Ди + /(Af, f ) (26)
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tenglamaning u(M, 0) =  O bir jinsli boshla.ng‘ieh shartni qanoatlantimvchi 

yechimi
t

u(M, t) =  J í ... J U(M, P-1 - r)f(P , r)dPdr (27)

0 ^  v R '  
n ta

bo'ladi.

Tabiiyki, (26) tenglamaning bir jinsli bo'lmagan u(M, 0) =  <p(M) bosh- 

lang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi (25) va (27) funksiyalar yig'indisi- 

dan iborat bo'ladi.

5.io Koshi masalasi yechimining yagonaligi

Ma’lumki, bir o‘lchovli issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi 

masalasi Q = { ( i , i i ) : i e l ,  0 <  t < +00} sohada. qo'yiladi.

T e o r e m a .  (9), (10) Koshi masalasming chegaralangan yechimi 

yagonadir.

Isbot. Faraz qilaylik, shunday M  > 0 soni mavjud bo'lsinki, bunda 

¡w(a;,í)| <  M, (:/;, t) G Q =  { ( i , í ) : i G l ,  0 < t < +00}. Teoremani 

teskarisini faraz qilish usuli bilan isbotlaymiz: (9). (10) masalaning chegara­

langan ikkita'itj (a;, f), i =  1,2 yechimlari mavjud bo'lsin. v(x,t) =  u\(x,t) — 

U2{x, t) funksiyani kiritamiz. Ravshanki, v{x, t) funksiya bir jinsli

vt =  a?vxx, (x ,t)€Q , (28)

v(x,0) =  0, i € l  (29)

Koshi masalasming yechimi bo'ladi. Ui(x,t) va u2(x, i) funksiyalarning chegara- 

langanligidan v(x, t) ning ha.m chega,ralanganligi kelib chiqadi:

K M ) I  =  \ui(x,t) - u2(x,t)\ <  |«i(ac, t)| + \u2(x,t)\ <  2M,

bu yerda |zti(ar, £)) < M  va \u2(x,t)\ <  M.

Shunday qilib, v(x,t) funksiya (28), (29) Koshi masalasining Q sohada 

chegaralangan yechimi bo'ladi. v(x, t) =  0, (x, t) G Q ekanligini ko'rsatamiz.
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Q yarim tekislikda \x\ =  L, t =  T to‘g‘ri chiziqlarni fcanlab, chegaraiangan

Ql.x  =  {(s, t) : -L < X < L, O < t <  T} ,

( Q l .t  ~  {(*^5 • —L  ~ X  <  L ,  O <  í  <  T }) 

sohani qaraymiz. Shuningdek,

tUt • o, w 2 ̂

isiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasini qanoatlantiruvchi

, . 4M / X2 2 
w(x,t) = —Y I ■y + «' t

funksiyani kiritamiz. t — 0 da

2 M r2
w(x,0) =  -—jß — >  |«(æ,0)| =  0.

|x| — I/ boisin. U holda

AMa2t
w (±L, t) =  2M + — > 2 M > v  (±L, t).

Q¿,í soha, chegaralangan va, v(x,t), w(x,t) funksiyalar bir jinsli issiqlik 

o‘tkazuvchanlik tenglamasining yechimlaxi boigani hamda soha chegarasida. 

\v(x,0)| <  w(x,0), Iv(±L,t)\ < w(±L,t) tengsizliklar bajarilgani uchun 

v(x,t), w(x, t) funksiyalarga maksimum prinsipini qoilab, |г|(ж, i)| <  w(x,t), 

(x, t) € Ql t , yoki

4M  (x 2 , \ , ^ 4 M  / X2 о \

' I X  ( t  + a t )  - v{x' l) - 1 ? { Y  + a t )

tengsizliklaxni hosil qilarniz. Bu yerda (x, t) 6 QL T nuqtani tayinlab, L —> 

+00 da limitga o'tsak, lim v(x,t) =  0. v(x,t) funksiyaning L ga. bogiiq
£->+oo

emasligi va (ж, t) nuqta ixtiyoriy tanlanganligi sababli Q  sohaning barcha 

nuqtalarida v(x,t) =  0 boiadi. Bu yerdan щ(х, t) hh U2(x,t) ekanligi va 

demak, Koshi masalasi yechimining yagonaligi kelib chiqadi.

E s 1 a t m  a. u(x, t) funksiyaning fizik ma’nosi muhitning harorati 

ekanligini hisobga olsak, unga qo'yilayotgan chegaxalanganlik talabi tabiiy- 

dir.
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E s 1 a t m  a. Koshi masalasi yechimiga |x| —> +00 da qo'yilayotgan 

chegaralanganlik shartini ancha yumshatish mumkin. Buning uchun butun 

K va í  >  0 larda \u(x,t)\ <  Mexp(Nx2) tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

funksiyalar sinfini kiritamiz, bu yerda M, N  lar u(x, t) funksiyaga bog‘liq 

ravishda aniqlanuvchi musbat o'zgarmaslardir. Bu funksiyalar sinfida ham 

yagonalik teoremasi 0‘rinli.

5.11 Koshi masalasi yechimining turg‘unligi

Bu paragrafda Koshi masalasi yechimining berilgan f(M ) funksiyalar-

ning kichik o‘zgarishiga nisbatan turg'unligini, ya'ni yechim ham kichik o'zgari- 

shini ko‘rsata.miz.

T e o r e m a .  Agar

ut =  a2Au, u(x, 0) =  (30)

vt = a 2Av, v(x, 0) =  íf2(x), x = (xi, ...,x„) &Rn (31)

Koshi masalalarida barcha x G R ri lar uchun

\tpi(x) - <p2(x)\ < e (32)

bo'lsa, u holda (30), (31) masalalarning yechimlari u(x,t), v(x,t) uchun 

barcha x € R ’\ t >  0 qiymatlarda

\u(x, t) — v(x,t) | <  e

tengsizlik o‘rinli bo'ladi.

Isbot. (30), (31) masalalarning (25) formula bilan ifodalangan mos 

yechimlarini yozib, (32) tengsizlik va 9-paragrafdagi 2-xossa,dan foydalanamiz. 

Nat ijada,

|u(x,t) - v(x,t)| < f U(x,£,t)|^i(x) - ^2(C)MC <

E”
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< e  J  U(x,Z,t)<% =  £, £ =  d£ =  áfi •... • d£n
R"

teoremamng isbotini olamiz.

T e o r e m a .  Ixtiyoriy e > 0, T > 0 beriigan sonlar uchun shunday 

S =  5(e,T) > 0 soni topiladiki,

ut = a?Au + fi(x,t), u(x, 0) =  0, (33)

vt =  a2Av + f2(x, t), v(x, 0) =  0 (34)

Koshi masalalarida barcha x £  R ri, t >  0 qiymatlar uchun

\fi(x,t) - f2(x,t)| < 5(e,T) (35)

bo'lsa, u holda u(x,t), v(x,t) yechimlar uchun

|m(£',í) — v(x,t)| < £ (36)

tengsizlik ba.jari!adi.

Isbot. Ma’lumki, (33) va (34) masalalarning yechimlari (27) ko‘rinishda 

ifodalanadi. (35) tengsizlik va 9-paragraida.gi 2-xossadan foydalansak, 

t

\u(x,t)-v(x,t)\< J  f  U{x,£;t-T)\fi(Z,T)-f2{£,T)\d€dT <
0 R»

t t

< 5 J  J  U(x,t',t — r)d£dr = 6 J  dr <  óT

o i»  o

tengsizlikni olarniz. Agar 5 = -f deb tanlasak, (36) tengsizlikni hosil qilamiz. 

ya‘ni teorema isbotlandi.

5.12 Koshi masalasi uchun Grin funksiyasini 

qurishning boshqa usullari

Biz bu paragrafda umumlashgan funksiyalai' (1-bob) elernentlaridan foy- 

dalanib, Koshi masalasi uchun Grin funksiyasi (fundamental yechim)ni qu-



276 Parabolik tenglamalar

rishning ba’zi usullarini keltiramiz. Buning uchun, awalo, quyidagi

lit =  a Uxxt (37)

{
0, x < 0,

(38)

1, x > 0

maxsus Koshi masalasini qaraymiz. Ma’lumki, B(x) funksiyaga Xevisayd 

funksiyasi deyiladi. Bu masalaning ushbu

u(x, t) =  /  ( ^ )  (39)

ko'rinishdagi avtomodcl yechim deb ataluvchi yechimni izlaymiz. (39) ni (37) 

ga qo'ysak,

f" (—) =  —  f' ( —\
t2a V i“ /  í “ +1 V i“ /

tenglikka, ega bo!lamíz. Bu tenglik 2 =  xt~a ga nisbata.il ayniyat bo'lishi 

uchun a  =  0,5 bo'lishi kerak. U holda f(z) ga nisbatan

№  + ¿ / ' M  =  ° (40)

'tenglikni olamiz va (39), (38) larga ko‘ra
lim f(z) =  0, lim f(z) =  1 (41)

Z-¥ -O C  Z —>+OC

shartlarga ega boiamiz.

(40) ni integraliab,

z2
Inf(z) =  ——r + Inc, c = const > 0 

4a2

ni hosil qilamiz. Bundan esa

z

z / 2  \ 2a

f(z ) =  c J exp dí  =  2ac J exP(~y2)dy

—OC —o o

yechimlarni olamiz. Bu funksiya (41) shartning birinchisini qanoatlantiradi. 

Ikkinchi shartdan esa c ni aniqlash uchun foydalanamiz:

OO

2ac J exp(—y2)dy = 1
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yoki
00

f  exp(—y2)dÿ =  V ï

ekanligidan с =  kelib chiqadi. Shunday qilib, (37), (38) masalaning 

yechimi

Vt

2a v t

j  exp(—y2)dy

ko'rinishda boiadi. Bu yechimni quyidagicha ham yozish mumkin: 

0

u(x, t) =  —r=. / exp(-y2)dy H— t= / exp(-y2)dy =
V75- •/ \A J

- с о  0

i  + ф

bu yerda

Ф(г)

2a\ft j

J  exp(—y2)dy.

(42)

Bu integraiga xatolik integrali deyiladi.

(42) funksiya (37) tenglamani qanoatlantirish bilan birga uzluksiz uxæx 

va uxt hosilalarga ham ega. Shuning uchun (37) tenglikni x bo'yicha differ- 

ensiallasak,

(^x)i Q i^x)xx

ayniyat hosil bo'ladi olamiz. Bu esa (42) yechimning x bo‘yicha hosilasi ham 

(37) tenglama uchun yechim boiishini ko‘rsatadi. Shuningdek, u ux(x, 0) =  

rf(x) boshlang‘ich shartni ham qanoatlantiradi, bu 3'erd.a 1-bobning (17) 

formulasiga ko‘ra Xevisayd funksiyasining umumlashgan hosilasi rfix — £) =  

S(x — £) da,n iborat.

Demak, (42) dan diff’erensiallash yordamida ushbu

(x - o 2
AaH

Koshi masalasining Grin funksiyasi (yoki fundamental yechim)ni olamiz.
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Endi faraz qilaylik, biror XJ(x,t) funksiya

ut =  a2uxx, u(x,0) = S(x)

Koshi masalasining yechiini bo'lsin. U holda

Ut =  a2Uxx, U(x, 0) =  6(x)

ayniyatlar (umumlashgan funksiyalar tengligi ma’nosida) bajariladi. Bu 

ayniyatlarga Purye almashtirishini qo‘llasak, va

g(u, t) =  1  U (x, t)exp(—i(jjx)dx 

k

belgilash kiritsak, g(u>, t) funksiyaga nisbatan

g'(t) + a?u2g(t) =  0, (43)

g(u>, 0) =  1 (44)

masalani hosil qilamiz, bu yerda 1-bobning (22) formulasidan x0 -  0 da 

foydalanildi.

Ma’lumki, (43), (44) masalaning yechiini

g(u,t) — exp(—a2u2t)

bo'lib, nng». teskari Fuiye almashtirishini qo'llab, 1-bobning (24) formulasiga 

asosan _J exp(-a2uj2 + iu)x)d.u> =  exp 

K

munosabatdan foydalansak,

u{x’ t]=h 19{u't] exv ^ du; = ̂ /Ttexp ( " ¿ i )
R

fundamental yechimni olamiz. Demak, x =  £ nuqtada maxsuslikka ega 

bo'lgan Grin funksiyasi G(x,£;t) —U(x — £; t) bo'ladi.

M  i s o 1. Ushbu a2uxx =  V, u(x, 0) =  c0exp(-a:2), Cq =  const Koshi 

masalasi yechilsin.
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Bu masala. yechimi

u(x,t) =  cq j  U(x -  £;i)exp(-f2)d£

K

bo'lib, unda a  =  almashtirish bajarsak,

u(x, t) =  -j= J exp(-a2) exp |̂ -(x - 2ay/t.a)2J da

Q)
xp(-ar2) J exp \-Aaax\/f, - (Aa2t + l )a 2j da

co exp (-a;2) (  Aa?xH
- exp | --- t-^7 | x

1 + Aa2t

/ e x p  - ( .
2 axy/i

+ ay/1 + 4 a2t da.
yy/l~+~AaH

IK

tenglikiarga. ega bo'lamiz. Oxirgi integralda

+ oty/ 1 + 4a2f =  0
y/TT^Ft

almashtirishni amalga oshirib, sodda hisoblashlardan so‘ng, quyidagi yechimni 

olamiz:

u(x,t)
cp

exp -
1

1 + 4a2t)  y/i + 4a2t
j  exp{-p2)dfl =

co

y/T~+Aa?t * V 1 + 4a2i y 

M  i s o 1. Bir jinsli bo‘lmagan w( — uxx — uyy =  e* tenglamaning 

u(x,y, 0) =  cos x sin y boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini to­

ping.

(25), (27) formulaiarga ko‘ra bu yechirn quyidagi yig'itidi ko’rinishida 

bo'ladi:

/ 1 f t -  -i£=i£±fca£. ,e ,
u(x, y, t.) =  -—  / cos f  sm r]e « d^dri+

A-nt J
K2
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l i f e 1 „M¿±í2a ¿ , f , ,
-I------ /  / ---------- e  t- т  d(.dr¡a,T  =  щ  +  щ .

4тг J  J t - т
0 *2

Birinchi integraida. Ç = x+2\fts va r¡ =  y+2y/t,s almashtirishlar bajarib, 

sodda hisoblashlardan so'ng, u i ( x ,y , t )  uchun

tsj = é~2i cos X  sin y

ifodani olamiz. Shuningdek, ikkinchi integralda ham £ =  x+2Vf - rs, r¡ = 

y + 2aj t  — rs almashtirishlar bajarib,

t

u 2 =  7 "  /  7-^— 4 7 r(í -  r ) d r  =  e* -  1 
4тгf t -т 

o

ni va nihoyat,

и(ж, y, t) = e'2í eos ж sin y  + e* - 1 

yechimni hosil qilamiz.

5.13 Yarim chegaralangan sohalar uchun qo‘yilgan 

masalalar

Kosbi masalasining yechimini topishdagi kabi yarim chegaralangan so­

lí aJarda qo:yilgan masaJalarni ham yechish mumkin.

Ushbu ikkita

1) u t — a 2u XXl X  > 0 ,  t >  0,

u(0, t)  =  0, t  > 0, u(x, 0) = (p(x), X > 0
va

2 ) щ  =  a 2u xx, X  >  0 , t >  0 ,

ux(0, t) =  0, t >  0, u(x,Ü) = </>(ж)> ж > 0 

mos ravishda birinchi va ikkinchi tur bosh 1 a,ng‘icb-ehegara.viy inasalalarni 

qaraymiz. Bu masalalarning Grin funksiyalarini mos ravishda Gi(ï,Ç;î) va
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(?2(a:,£;i) orqali belgilasak, 1- va 2-masalalar yechimlari mos ravishda:

u(x ,t)=  f  
Jo

roo
u(x ,t)=

Jo

formulalar bilan aniqlanadi.

1- va 2-masaJaIarning Gi va Ga Grin funksiyalaxini qurish uchun Koshi 

masalasi yechimining quyidagi xossasidan foydalanamiz, ya’ni agar u(x, t)

- Koshi masalasining yechimi va tp(x) boshla.ng'ich funksiya toq bo‘lsa, u 

holda u(0,t) =  0; agar ip(x) juffc funksiya boisa, ux(0,t) =  0 bo'iadi.

Xuddi giperbolik tipdagi tenglamada ko'rganimizdek, bu yerda ham yuqo- 

ridagi xossalardan foyda.la.nib,

1-masala uchun:

- Grin fixnksiyalarini hosil qilamiz. 

Agar bir jinsli boimagan

ut - a2uxx =  f(x, t)

tenglama. qaralsa, 1- va 2-masalalarning jrechimlaiini topish uchun mos ra­

vishda
t  OC

J  j  Gi(x,Z;t-T)f(Z,T)d£dT,

0 0 

t  o o

J j G2(x,£;t - r)f(£,T)d{;dT

0 0

ifodaJarni bir jinsli tenglama uchun olingan yechimlarga qo£shib qo'yish yetarli.
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5.14 Chegaralangan sterjenda issiqlik tarqalishi. 

Furye usuli

Ushbu paragrafdaii boshlab chekli sohalarda parabolik tipdagi tenglamalar 

uchun qo'yilgan masalalarni o'zgaruvchilarni ajratish - Furye usuli bilan 

yeehish haqida fikr yuritamiz.

5.14.1 Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli chegaraviy 

shartli masala

Chekli I uzunlikka ega bo‘lgan bir jinsli sterjenda issiqlik tarqalish tenglamasi 

uchun birinchi chegaraviy masalani qaraylik: {0 < x < I, I > 0} sohada

=  0 < x < I, t >  0 (39)
at, ax¿

tenglamaning

m(0, t) =  0, u(l, t) =  0, t >  0 (40)

chegaraviy va

u{x, 0) =  tp(x), 0 < x < I (41)

boshlang'ich shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi topilsin, bu yerda tp(x) 

berilgan funksiya boMib, <p(0) =  0, ip(l) =  0.

Furye usuliga ko‘ra (39) tenglamaning trivial bo‘lmagan xususiy yechi- 

mini

u(x, t.) =  X(x)T(t) (42)

ko'rmishkia izlaymiz va (42) ni (39) ga qo‘yib, ushbu

T'{t) + a2XT(t) =  0, (43)

X"(x) + XX(x) =  0, Л =  const > 0 (44)

oddiy differensiaJ tenglamalarni olamiz.

0 ‘z navbatida X(x) funksivani aniqlash uchun (44) tenglamaning

X(0) =  0, X{1) =  0 (45)
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shartlarini qanoatlantiruvchi yechimini topish, ya’ni xos sonîar haqidagi. masaJaga 

kelamiz. Ma’lumki, tor tebranish tenglamasidagi kabi, À parametrning faqat

fmt\2
X — \n = y~j~J > n = 1,2,3,... 

qiymatlaridagina (44), (45) masalaning trivial bo'lmagan

/ \ • riTT
Xu(x) =  sm —  x, n =1 ,2 ,3 , . . .

yechimlari, ya’ni xos funksiyalari mavjud boiadi.

Shuningdek, (43) tenglamaning A =  Xn xos sonlarga mos yechimlari

Tn(t) =  An ■ exp ( ~ y  ) t j

ko'rinishida bo‘ladi, bu yerda An— ixtiyoriy o'zgarmas koeffitsientlar. 

Shunday qilib, ixtiyoriy o'zgarmas A„ sonlar uchun

Un(x,t) — A i exp
/aror\2 ] . rm , .

- ( — J i jsm-y-x (46)

funksiya (39) tenglamani va (40) shartlarni qaiioatlantiradi. Ravshanki,

i(x, i) =  22  A» exp
/amt\2

\~T J
nn

sm —  x (47)

qator ham (39) tenglamani va (40) shartlarni qanoatlantiradi.

Endi (47) qatorning (41) shartni qanoatlantirishini talab qilamiz, ya’ni

u(x, 0) =  tp(x) =  Ansin-j-x (48)
n—1

bo‘lsin. Bu qator berilgan ip(x) funksiyaning (0, ï) oraliqdagi sinuslar bo‘yicha 

Purye qatoriga yoyilmasini ifodalaydi. Shuning uchun An koeffitsientlar 

quyidagi ma:lum
i

A  =  y J  <p(fl sin y £ d £  (49)

o

formula bilan aniqlanadi.

Endi (47) qator (39), (40), (41) masalaning barcha tenglamalarini qanoat- 

lantirishini ko'rsatamiz. Buning uchun esa, (47) qator bilan ifodalangan
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u(x, i) funksiyaning vetarlicha diíferensiallanuvchanligiiii va {O < x < i, t > 

0} sohada tenglamani qanoatlantirib, x =  0. x =  l, t =  0 chegaralaxda 

uzluksiz ekanini ko'rsafcish kerak.

Agar (47) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uni x bo'yicha ikki marta, t bo'yicha 

bir marta hadma-had differensiallash mumkin bo‘Isa, bu qator (39) tenglamani 

qanoatlantiradi, chunki (39) tenglama. chiziqli bo'lgani uehun uning xususiy 

yechimlaridan Cuzilgan qator ham yechim bo'íadi.

Ixtiyoriy t > t i > Q  uchun quyidagi

00 g ”

Ŝ2¡~ñ¡Un(x'^ ' 2-/ flT2Un(x' ̂
i7 1=1  U — 1

qatorlar tekis yaqinlashadi va ushbu

dun

di
<

. /anw\* /■anir\ . . TVK 
11 S1I1 — x <

. . . /amr\¿ /ann\¿ ,
< |AJ (- ¡- ) exp (— ) i

tengsizliklar o'rinli. Agar |¡p(a;)| < M  desale,

j  <p ( 0  sin y-' < 2 M

<

bo!ladi va t > ti uchun

dun 

di

Xuddi shunga o‘xshash

i d2un

„ , , / a n 7r\2 f (amr\2 , 
2 A í (— ) exp - ( — ) í.

9a;2
< 2M ( T ) exp ) tt

baholarni olamiz.

Umuman olganda, quyidagi

di+:,un

dxidl'
<

^  /mr\2i+i I /arwr\2 ,
2M ( T ) o e x p [- (— ) tl
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baholar o'rinli va ushbu

Y2 Nn4 exp
71=1

¿ « « ( о
n—1

majorant qatorníng yaqinlashishini tekshiramiz. Dalamber alomatiga ko'ra

lim
n-too

&n+ in  + 1 V 2 exp J- (Sp) 2 (и2 + 2n + 1)j

an(t) n—too ^ n  ̂ -  exp [- ( f ) 2n4i j

=  lirn
77.—>-00

( i + i N 
V n />

2

1 exp
/тг\2

~ ( t ) (2n+ 1)il
=  0.

Bundan esa (47) qatorni ixtiyoriy t >  £i > 0 uchun istalganeha. hadma-had 

differensiallash mumkinligi kelib chiqadi. O'z navbatida yechimlar super- 

pozitsiyasi prinsipiga ko'ra (47) qator bilan aniqlangan u(x, t) funksiya (39) 

tenglama.ni qanoatlantiradi. t.\ ixtiyoriy bo'lgani uchun bu mulohazalar ix­

tiyoriy t>0 uchun ham o'rinli. Shunday qilib, agar ip(x) funksiya uzluksiz va. 

bo'lakli uzluksiz hosilaga. ega bo'lib, <¿?(0) =  0, <p(l) — 0 shartlar bajarilsa, 

u holda (47) qator ixtiyoriy t > 0 lar uchun uzluksiz funksiyani aniqlaydi. 

(47) qatorning (40) va (41) shartlarini qanoatlantirishi osongina ko‘rsatiladi.

5.14.2 Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli bo‘lmagan 

masala

Endi (39) tenglamaning bir jinsli bo'lmagan

u{0, t) =  фг (t), u(l, t) =  ip2(t) (50)

chegaraviy va (41) boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topish 

masalasini qaraylik, bu yerda ham ^ i(i), ip2(t) berilgan funksiyalar bo'lib, 

^i(O) =  ¥>(0), tfi(0) =  <P{0 shartlar bajariladi.

(39), (50), (41) masala yechimini

CO
/ \ 'S!—Л m ï \ •

u(x, t) =  Tn(t) sm — X

П= 1
(51)
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qator ko'rinishida izlaymiz. 

Bu yerda

TJ. Tn ( t )  =  J  J  u(x, t )  sin у  ж  (52)

0

bcrlib, uni ikki marta bo'laklab integr allay miz va (39), (50) larni e'tiborga

olsak,

i

r »(*) =  —  - ^ 2  J  dx2SiaT XdX
0

= ¿  №<t) -1-1»’«*)! ~ S r ) t ‘in I * 4  (53)
0

tenglik hosil bo'ladi.

Endi (52) tenglikni differensialiaymiz:

Ш  =  y J  ~ (x , I) sin ™xdx. (54)

0

(43), (44) tenglamalardan Tn(t) funksiyani ariiqlash uchun quyidagi

r n(t)+ *nTn(t) =  U(t) (55)

bir jinsli boirriagan oddiy differensial tenglamaga ega bolamiz, bu yerda

a» =  Ш  =  ^ [ ^ 1 Й - ( - 1 № й ! .

(55) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:

T„(t) =  I Cn + J  fn(r) ехр(лn r ) d T  j exp(-Ant). (56)

(51) dan (41) shartga binoan
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bo‘lib, bundan

(57)

о

kelib chiqadi. Shunday qilib, (89), (50), (41) masalaning yechirai (51) qafcor- 

dan iborat bo'lib, Tn(t) koeffitsientlax (56) va (57) tengliklar bilan aniqîanadi.

5.14.3 Bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun bir jinsli 

chegaraviy shartli masala

Bir jinsli bo‘Imagan

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topamiz. Bu yerda berilgan / (x, t) 

furiksiya x bo‘yicha birinchi tartibli bo'lakli uzluksiz hosilaga ega, hamda 

barcha t > 0 lar uchun /((),/) =  =  0 deb faraz qilamiz. (58)-(60)

masala j^echimini

ko‘rinishida izlaymiz.

Faraz qilaylik, f(x, t) funksiyaning x o'zgaruvchi bo‘yicha B\irye qatori 

mavjud bo'lsin, ya'ni

(58)

tenglamaning bir jinsli

u(x, 0) =  0, 0 <  x < I, (59)

'«(0, t) =  0, u(l, t) =  0 (60)

00

71= 1

(61)

00
717ГХ

(62)

(63)

о



(61) qatorini (58) ga qo'yib, (62) ni e'tiborga olsak,

¿ [ r „ ( t ) + ( ^ ) 2T „ ( t )- « l ) '

_________________________________________________Parabolik

n—1

tenglikni olamiz. Bimdan esa

. n-Kx

sm ~T~ ~ o

Kit) + anTn(t) — fn(t) (64)

tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda an = (arm)/1. (61) nj (59) ga qo'yib, 

Tn(0) =  0 boshlang'ich shartga va uni qanoatla,ntiruvehi

t

Tn(t) =  J fn(r) exp (- 0'l(t - r)) dr 

0

yechimga. ega bo‘lamiz. Bu ifodani (61) ga qo:yib, (58)-(60) masalaning 

u(x, t) -  1 /  M T) exP [~a2(4 - r )l dr 1 sin —

"=! U J 1
iyechimini hosil qilamiz. Bu yechimda /„(r) funksiyalarning o'rniga (63) 

ifodani qo‘yib, uni quyidagicha. yozish mumkin:

* i

u(x,t) =  j  JG(x,Z,t-T)f(£,T)d£dr, (65)

0 0

bu yerda

9  oo

G(x, f , t - t )  =  - ̂ 2  exp [—a2(i -  r)] sin ^  sin
1 n=1 1 I

Odatda G(x,£-,t) funksiya manba funksiya yoki Grin funksiyasi deb yu" 

ritiladi va u uchun

G |i=0 =  0, G\x=l =  0

shartlar bajariladi.

Agar boshlang'ich shart bir jinsli bo‘lmasa, (65) yechimga (39)-(41) masala 

yechimini qo'shish yetarli.
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Bir jinsli bo'lmagan masala.

Endi (58 ) tenglamaning (41) boshlang'ich va (50) chegaraviy shartlarni 

qanoatlantiruvchi yeehimini topish masalasini qaraylik.

Agar v(x,t) va w(x, i) funksiyalar mos ravishda (39), (41), (50) va (58)- 

(60) masalalarning yechimlari bo'lsa, u holda u(x, t) =  v(x, t) + w(x, t) 

funksiya (58), (41), (50) masalaning yechimi boiadi.

Agar (58), (41), (50) masalada, u =  v + w va

w =  ^ i( i)  + j  [^i(i) -  V-̂ (i)]

deb olsak, v(x, t) ga nisbatari quyidagi

vi =  a2vxx + f(x, t), v(x, 0) =  <p(x), v(0, t) =  v(l, t) =  0 

yecbish o‘rganilgan masalaga kelamiz. Bu yerda

f(x t i) =  f{x, t)- w t + a2wTX, tp(x) =  ip(x) - ^ i(0) - y (V>2(0) - ¡¿i(0))-

5.15 To‘g‘ri to‘rtburchakli sohada issiqlik 

tarqalishi haqidagi masala

Tomonlari uzunliklari p va q bo‘lgan to‘g‘ri to'rtburchak shaklidagi yupqa 

plastinkada issiqlik tarqalish tenglamasi uchun boshlang'ich-chegaraviy masalani 

qaraylik: {0 < x < p, 0 < y < q, t > 0} sohada

d u  ,  ( d 2u  d 2u\  . .

d i ~ a \d^ + d ^ J  ( }

tenglamaning

u\x~0 Vl I X—JI -- 0, U 1 y ~Q — —  0 (67)

chegaraviy va

u(x, y, 0) =  tp(x, y), 0 <  x <  p, 0 < y < q (68)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y, t) yechimi topilsin.
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Furye usuliga asosan (66) tenglamaning trivial boimagan xususiy yechi-

u(x, у, t ) = X (x)Y(y)T(t)

ko‘rinishida izlashimiz va X(x), Y(y), T(t) funksiyalarni aniqiash uchun 

mos ravishda

X"{x) + X2X{x) =  0,

Y"{y)+^Y{y) =  0,

T\t) + a2(\2 + fJ.2)T(t) =  0

tenglamalarga ega boiamiz, buyerdaa2, ¡i2 lar o‘zgarmas sonlar. Ra.vshanki, 

bu tengiamalaming umumiy yechimlari mos ravishda

X(x) =  ci cos \x + Ci sin Art,

Y (y) =  c3 cos цу + c4 sin ßy,

T(t) = A exp [—а2(А2 + ц2Щ

formulalar bilan ifodalanadi.

(67) shartlar bajarilishi uchun ci =  Сз =  0,

mix nir .
A = -- , / ¿ = — -, {m ,n=  1,2,3,...)

P Q

deb olish kera,k boiadi.

Shunday qilib, (66) tenglamaning (67) shartlarni qa,noatla.ntiruvchi yechimi 

quyidagicha boiadi:

Umn{x,y,t) =  Amn exp -а2тг2 ¡ ~  + - ^ ) l  
p¿ q¿

mn . me
sm-- x sin — y.

P  Q

Ushbu

i(x ,y ,t)-  ^  Amn exp
m,n—l

2 2 -a ir
m2 n2 . 

ï ? + ^ ]t

. 7П7Г , TVK ,
sm-- x sm — y ( 69 )

P Q

qatorni tuzamiz va unda t =  0 deb, (68) boshlang£ich shartdan foydalanamiz:
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Bu esa tp(x, y) funksiyaning ikki karrali Furye qatori bo'lib, Amn quyidagicha 

aniqlanadi:

Bularni (69) qatorga, qo‘yib, qo‘yilgan masala,ning yechimini hosil qilarniz.

5.16 Boshlang‘ich shartsiz masalalar

Boshlang‘ich vaqtga nisbatan yeta.rlicha katta yaqtlardan keyin issíqlik 

tarqalish jarayonlari o'rganilsa, kuzatilayotgan vaqtdagi issiqlik tarqalishiga 

boshlang‘ich shartning ta'siri deyarli bo'lmaydi. Bunday hollarda, issiqlik 

o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun barcha t —>■ +oo qiymatlarda faqat chega­

raviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topish masalasi qo‘yiladi. Agar 

sterjen chegaralangan bo‘isa, uning ikkala uchida, ham chegaraviy shart- 

lar beriladi. Yarim chegaralangan sterjen uchun esa bitta chegaraviy shart 

qo'yiladi.

Avvalo, yarim chegaralangan sterjen uchun birinchi chegaraviy masalani 

qaraylik: bir oichovli issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasining x > 0 sohada 

chegaralangan va

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimi topilsin. Faraz qilaylik, 

|w(a;,í)| < M, |<p(í)¡ < M  bo'lsin. Tadbiqiy masalalarda ko‘p uchraydigan

chegaraviy shartni olaylik. Bu masala fransiyalik matematik J. Furye tomonidan 

o'rganilgan. Agar issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasining kompleks <p(t) =  

Aexp(iujt) boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilgan bo'lsa, 

uning haqiqiy va mavhum qismlarining har biri alohida tenglamani hamda 

mos ravishda (70) va

If(t) =  A Sill Ult

shartni qanoatlantiradi.

4 f  f  , m-7r n7r
~  i  i lP{x,y) 
p q j J p q

o o

m(0,í) =  <p(t)

ip(t) = A eos ujt, A =  con,st, u) — const > 0 (70)
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Shunday qilib, ushbu

dv ,9 2í>
dt =  a~£h?’ ' exp(íwí)

masalani qaraylik. Bu masala yechimini

v(x, t) =  А ехр(аж + ßi)

(71)

(72)

ko'rinishida izlayiriiz, bu yerda a va ß hozireha noma’lum o‘zgarmaslar. 

(72) ni (71) ga qo'yib,

munosabatlarni olamiz. Bundan

a  =  ±-i

bo‘lib. v(x, i) uchun esa quyidagi ífodani hosil qilamiz:

± ^ х + г[иЛ±v(x,t) =  Aexp 

0 ‘z navbatida, bu yechimning haqiqiy qismi

' 2a?X

v(x, t) =  Rev{x, t) — A exp í ± X  i eos I ±
2 a

+ uil

(73)

(74)

issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamasi va (70) shartni qanoatlantiradi. Yechimni 

chegaralanganligi va ш > 0 ni inobatga olsak, qo'yilgan masalaning uzluksiz 

chegarala.ngan yechimini quyidagicha olish maqsadga muvofiq bo‘ladi:

u(x,t) — Лехр f rr
Ul X

2 a
eos I uit

Endi chekli 0 <  x < l soha uchun boshlang‘ich shartsiz 

ut — o?uxx, «(0, t) =  A eos wí, u(l, t) =  0

(75)

(76)

masalani qaraymiz. Bu masala ham xuddi yuqoridagi kabi yeehiladi. Chega-

raviy shartlarni

w(0,t) =  Aexp(-iujt), =  0



BoshlangHch sharisiz masalalar 293

kabi yozib olib, yechimni

й(х, t) =  X  (X) exp (—iwt) (77)

ko'rinishida izlaymiz. Bu ifodani (76) ga qo'yib, X(x) funksiya uchun 

X"{x) + ŸX(x) =  0, X(0) =  A, X ( l)= 0  

masalani olamiz, bu yerda

/iui ful+i
 ̂ V a2 у 2 a

Bundan esa X(x) funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlaxini Xi(x) va 

X 2(x) kabi belgilasak,

X (x) =  ASm{-1 ~ X) =  Xi(ar) +
7*

bo‘lib, (77) ga ko‘ra

.sin (I — x) , 
u(X, t) — A— — — 1 ехр(-гш£).

71

Bu ifodaning haqiqiy qismi

u(x, t) = Xi(x) cosujt + X 2(x) sinwt

chekli soha uchun qo'yilgan (76) boshlang‘ieh shartlarsiz masalaning yechimi 

bo'ladi.



6-Bob. Elliptík tenglamalar

6.1 Garmonik funksiyalar. Grin formulalari va 

fundamental yechimlar

Ushbu paragrafda biz xususiy hosilali differensial tenglamalar kursida. 

keng qo'llaniladigan Grin formulalari bilan tanishamiz. Grinning birinchi 

va ikkinchi formulalarini nisbatan umurniy bo'lgan elliptik tipdagi operator 

uchun keltirib chiqaramiz.

Faraz qilaylik, W1 da S yopiq sirt bilan chegaralangan D  soha, berilga,n 

bo'lsin. Eslatib o'tamiz, agar sirtning har bir nuqtasida urinma tekislik 

(yoki normal) mavjud bo'lib, sirtda bir nuqtadan ikkinchi nuqtaga o‘t,ganda 

bu urunrna tekislik (normal) holati uzluksiz o'zgarsa, bunday sirtga silliq sirt 

deyiladi. Matematik tahlil kursidan ma’lumki, D da uzluksiz va D sohada 

uzluksiz differensiallanuvchi F(x), x € vektor funksiya uchun Gauss- 

Ostrogradskiy formulasi o‘rinli:

j  divF(x)dx = j> itF(s)ds. (1)

d  S

Bu yerda i t  - D sohaga nisbatan tashqi bo'lgan S sirtga o'tkazilgan normal- 

ning birlik vektori, ds - sirt elementi.

Aga,r u(x) = u(xi,X2, ..;X„) funksiya chekli D sohada ikki marta, uzluk­

siz differensiallanuvchi bo'lib, Laplas tenglamasini qanoatlantirsa, u chekli 

D sohada garmonik deyiladi.

Faraz qilaylik, C1 (D) n  C2 (D) sinfga tegishli bo‘lgan u(x) va v(x) 

funksiyalar berilgan bo'lsin. Ushbu

Lu — div (kVu) — qu,



Garmonik funksiyalar 295

bu yerda k(x) va q(x) funksiyalar D  da uzluksiz, k(x) funksiya D sohada 

uzluksiz differensialla,nuvch.i, differensial operatorni qaraymiz. To‘g‘ridan - 

to!g‘ri tekshiriladigan

vdiv (kVu) =  div (kvVu) —

tenglik va (1) formuladan foydalanib, Grinning birinchi fbrmulasi deb ata- 

luvchi

/  vLudx =  (kVuVv) dx — J qvudx (2)

formula,ni hosil qilamiz. Bu formulani olishda r?Vu =  tenglikdan foy- 

dalanildi.

(2) formulada u va v funksiyalarning o'rnini almashtirib,

J  uLvdx — ku-^^ds — j  (kVuVv) dx — J quvdx (3)

D S D  D

tenglikni ham yozish mumkin. (2) dan (3) ni ayirib,

J (vLu - uLv) dx = j> k ( z> \ ds

D  S

Grinning ikkinchi formulasini hosil qilamiz.

Aytaylik, k — 1 va q =  0 bo'lsin. U holda L operator Laplas operatori 

bilan ustma-ust tushadi, ya’ni Lu =  A u. Ravshanki, Laplas operatori uchun 

Grin formulalari quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

j v & u i x - j  v-p^ds - j  (VuVv) dx, (4)

D S D

J (vAu - uAv) dx =  £ M ds-

D  S

Endi Laplas tenglamasining fundamental yechimi deb ataiuvchi maxsus 

yechimini uch va ikki o'lchovli hollarda topamiz.

Faraz qilaylik, Xo nuqta D  C M3 sohaning tayin nuqtasi bo'lsin. Laplas 

tenglamasining xq rmqtadan hisoblangan masofaga bog‘liq bo'lgan yechimini
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qidiramiz. Buning uchun, markazi xq nuqtada bo‘lgan sferik koordinata- 

Jar (?', 0, ip) sistemasini kiritamiz. U holda masala Laplas tenglamasining 

radial-simmetrik yeehimi u(r) ni topishga, va’ni

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda г =  \x — xq|, Си C2 - o‘zgarmas sonlar.

funksiyaga uch o'lchovli Laplas operatorining fundamental yeehimi deyiladi. 

E ’tibor bering, bu funksiya Laplas tenglamasini xq nuqtadan boshqa barcha 

nuqtalarda qanoatlantiradi, ya’ni u garmonik funksiyadir. xo nuqtada esa 

maxsuslikka ega.

Ikki oichovli holda Xo nuqtani markaz qilib, qutb koordinatalar (r, ip) 

sistemasini kiritamiz va Laplas tenglamasining y/(X i — xoi)2 + (x2 — Æ02)2 

masofaga bog‘liq yechimini topamiz. Bu holda Laplas tenglamasi

ko'rinishga ega va uning umumiy yeehimi quyidagi tenglik bilan aniqlanadi:

funksiyaga ikki o'lchovli Laplas operatorining fundamental yeehimi deyiladi.

6.2 C 2 sinf va garmonik funksiyalarning integral 

ifodasi

Xo nuqta D  С К3 sohaning ichki nuqtasi bo'lsin. Bu nuqtani markaz 

qilib, D soha,ning ichida t,o‘liq yotuvchi e radiusli sferani chizamiz. l /®0 =

tenglamani yechishga keladi. Bu tenglamaning umumiy yeehimi

u(r) =  ^  + C2 
r

u(r) =  Ci In - + C2. 
Î'
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{x : \x — xo| <  e} bo'lsin. U holda D  sohaning chegarasi S bilan sfera 

orasidagi soha О\Щ0 kabi boiadi. О\Щ0 sohada ixtiyoriy

u(x) G C'\D) П Cx (D)

funksiya va yuqorida kiritilgan v(x,xà) fundamental yechimga Grinning ikkinehi 

formulasi (5) ni qoilaymiz:

J (vAu — uAv) dx ■

/( ’
dv du .

— Ф i i. — I ds -
с

dn

dv du
ds. (6)

Er sirtda
. 1 dv .

^  =  i ’

d_ i l  

dr \r

1
r=e о

£ ¿

bo’lganligidan, o'rta qiymat to‘g‘risidagi teoremaga asosan

1 du \

/
dv du 

ud'n ~ vd ïï

= 4яе2

ds==lj - Ш
s.

ds

1 du(xk)

bu yerda a:* G Ee, tengliklarni hosil qilamiz. D\U£ sohada Av =  0 va 

u(x) € C2(D) П C 1 (D ) ekanligidan, (6) da e — 0 da limitga o'tib,

. /

Au 

\X - Æoi
г dx

/
d

d it  \x — a*o| \x — x0| ô î?

du
rzF ds — 47ти(а:о), Xq Ç D

formulani olamiz. Bundan,
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Bu formulada D  soha bo'yicha integral ikkinchi tur xosmas integral kabi 

tushuniladi. (7) ga C2 sinf funksiy&larining integral ifodasi yoki Grinning 

uchinchi formulasi deyiladi.

Eslatib o'tamiz, (7) formula Xq nuqta D  sohaning ichki nuqtasi bo'lgan 

hoi uchun keltirib chiqarildi. Agar xq nuqta D sohadan tashqaxida joylashgan 

bo;lsa, u holda v(x, a?o) =  wzjn funksiya garmonik bo'ladi va Grinning 

ikkinchi formulasiga ko'ra

1 du d 1 \ , f  A u
u— ; ) as = I r-----rdx, xo€L>.

so| d lt  81$ \x — xq\) J  \x — Xq
S '  D

tenglik o'rinli bo'ladi.

End! Xo nuqta S sirtga tegishli bo‘lgan holni kolramiz. Faraz qilamiz, S 

sirt Xo nuqtada uzluksiz burchak koeffisientli urunrna tekislikka ega bo’lsin. 

Navbatdagi mulohazalar xuddi (7) formulani olishdagi kabi bo'ladi. Grinning 

birinchi formulasini D\Û .0 sohada v(x, Xq) =  j va

u(x) e C2(D) n  G1 (D)

funksiyalarga qo'llaymiz. Hosil bo‘ladigan tenglikda sirt integrallari S' U S' 

chegara, bo‘yic;ha olinadi, bunda S' - S sferaning D soha ichidagi qismi, 

S' = S\Se, S£ - S sirtning C/|o shax ichidagi qismi. Yetarlicha kiebik e 

larda S ' sirt markazi xq da va radiusi e bo'lgan yarim sferaga yaqin bo'ladi. 

Natijada, (7) formulani olish jarayonidagi kabi, e —»■ 0 da limitga o'tib, 4?r 

ko'paytmani 2n bila,n almashtirib,

s
1 f  A u1 f  A u
'7T / I..........Xo e S

2-k J  \x — xQ\
D

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikda sirt integrallari xosmas integrallar 

ma’nosida tushuniladi. Har uchala holni birlashtirib, Grinning uchinchi for­

mulasini quyidagi ko'rinishda yozamiz:
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u(x0), agar o-'o € D,

agar xq £ S, (8)

0, agar xq€iD.

Grinning uchinchi formulasi sohaning ixtiyoriy ichki nuqtasida u(x) silliq 

funksiyani soha chegarasida o‘zi va normal hosilasining qiymatlari hamda 

butun D  sohada bu funksiyadan olingan Laplas opera,torining qiyrnati orqali 

ifodalanadi. Garmonik funksij^a uciiun Grinning uchinchi formulasi oddiyroq 

ko‘rmishga ega. Masalan, xq € D uchun

,  \ 1  f  (  1  du d 1 \ .u(x0) = -̂ f [ r ^ r - uff̂f \x _  ^ J ds- (9 )
6'

• Ikki o'lchovli hoi uchun Grin funksiyasi yuqoridagiga o'xshash keltirib 

chiqariladi. U quyidagi ko‘rinishga ega:

1 /  /, 1 du d 1 \ 1 /  1 ,
—  ® In7-----,-r=r ---- - as- —  / In-.----- -Au(x)ax =
h r j  \ \x — xoldn an  \x — xq\ J h r ,/ \x — a;0|

D

/

u(xo), agar xo € D, 

agar xo 6 S,

0, agar xqED.

Shuningdek, yuqoridagi kabi mulohaza, yuritib, (7) Grinning uchinchi 

formulasini ixtiyoriy n >  3 uchun quyidagidek yozish mumkin:

u{xo) = i  /  iE{x’ *o)J l  ~ uME(x’ Xo}) ds~
s

— — f  E{x, xq)Au(x)(Ix, xq 6 D  c  fin. (10)
J
D

Bu yerda o>„ =  2-k^ ^ V  (|) 1 - R " da birlik sfera yuzi, T - Eylerning garnma- 

funksiyasi (7-bobning 2-paragrafiga qarang),

E(x, x0) := — ^  \x - x0f~n , n >  3. (13)
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E(x,xo) funksiyaga n (n >  3) o'lchovli Laplas operatorining fundamen­

tal yechimi deyiladi. U x ф xq lar uchun har ikkala arguments bo'yicha 

Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. Haqiqatan, x Ф xq lar uchun hosi- 

lalarni hisoblab, quyidagilarga ega bo‘lamiz:

Л2 тр
■ щ  - ~ \ x -  Х о Г  +  n \ x -  Х о Г -  (X i -  XQi) ■

Bu ifodalarni Laplas tenglamasiga qo'yib

71 n2p n
A E  =  Y2 ~ ~n \x ~ *o|“" + n \x ~ 2 (a'‘ ~ =  0 

i= 1 * !=1

ekanligiga ishonch hos.il qilish mumkin. E(x, x q )  funksiya simmetrik bo'lganligi 

uchun, x Ф X() larda Laplas tenglamasini xo bo'yicha ham qanoatlantiradi. 

n =  3 da 7-bobning 2-paragrafidagi Eylerning gamma-funksiyaning Г (|) =  

xossasidan шз =  4тг tenglik kelib chiqishini inobatga olsak, (10) dan (8) 

formula hosil boiishini ko'rish mumkin.

6.3 Garmonik ftmksiyalarning asosiy xossalari. 

0 ‘rta qiymat haqida teorema

Grin formulalaridan foydalanib garmonik funksiyalarning asosiy xos- 

salarini keltirib chiqaramiz.

1-xossa. Agar u(x) funksiya I) sohada garmonik bo ‘Isa, и holda

/  £ d6' = °’ (12) s
bu yerda S— D sohada to ‘liq yotuvchi yopiq silliq sirt.

Haqiqatan ham, Grinning birinchi forrnulasini S sirt o'rab turgan sohada 

и va v =  1 funksiyalar uchun qoilasak, (12) tenglik kelib chiqadi.

2-xossa (o‘rta qiymat haqidagi teorema). Faraz qilaylik, u(x) 

funksiya D sohada garmonik. funksiya bo 'Isin. U holda

u(xq) -  ^ ^ 2  u(x)ds, 

r.R



0 ‘rta qiyrriat haqida teorema 301

bu yerda E r— D sohada yotuvchi, markazi xo nuqtada radiusi R bo‘lgan 

sfera.

Isbot. (9) formula,ni markazi xo nuqtada va sirti E^ dan iborat bo'lgan 

shar uchun yozamiz:

/ \ 1 I  (  1 du 9 1 j
M(*o) =  f  \ 1-----iF F  ”  wq-=f 1---- rr ds-Air J \\x — xoja n  an  \x — xo]/

s«

1 I l c » l |  d 1 I 1

|x — Xo\ ix€Er R ’ 9 rí jx — Xo| lEa dR R\R=r r2 

ayniyatlardan, (12) tenglikka asosan

«(*<>) =  ¿ i  j> u(x)ds

formula hosil bo'ladi.

Shunday qilib, D sohada garmonik bo'lgan u(x) ftmksiyaning xo nuq- 

tadagi. qiymati uning markazi shu nuqtada joylashgan O sohada yotuvchi 

ixtiyoriy 5r sferadagi o'rta qivmatiga teng.

D  sohada garmonik va I) sohada uzluksiz u(x) funksiya uchun sfera 

D  sohaning chegarasiga urungan holda ham o'rta qiymat haqidagi teorema 

o'rinli bo'ladi.

Haqiqatan ham, faraz qilaylik, ro radiusli £ ro sfera D  sohaning chegarasiga 

urunsin. U holda o‘rta qiymat haqidagi teorema kichik radiusli (r < ro) £ r 

sfera uchun o'rinli:

u(x0) =  —^  J  u(x)ds.

Bu formulada u(x) € C (D) ekanligidan foydalanib, r —> ro deb limitga 

o'tsak,

'«(^ü) =  ¿ 2  f  u(x)ds.

Ikki o'lchovli holda o'rta qiymat haqidagi teorema quyidagi formula bilan 

ifodalanadi:
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bu yerda Cr— u funksiya garmonik bo'lgan sohada yotuvchi, radiusi r va

markazi xo nuqtada bo'lgan aylana.

3-xossa. D sohada garmonik funksiya shu sohada cheksiz differensiallanuv- 

chidir.

Bu tasdiqning isboti (9) ko'rinishda 'yozilgan Grinning uchinchi formu- 

lasida xq € D  lar uchun sirt integrallari xos integrallar bo'lganligi va ularni 

Xo nuqtaning koordinatalari bo'yicha istalgan marta differensiallash mumkin- 

ligidan kelib chiqadi. Shuningdek, (9) formuladan D  sohada garmonik funksiya 

sohaning barcha ichki nuqtalarida haqiqiy o'zgaruvehili analitik funksiya 

ekanligi, ya’ni x<¡ nuqtaning atrofida yaqinlashuvchi darajali qatorga yoy- 

ilishi kelib chiqadi. Bunda qatorning yaqinlashish radiusi xo nuqtadan D 

sohaning chegarasigacha bo'lgan masofadan kichik bo'Iadi.

4-xossa (Maksimum prinsipi). D sohada garmonik va D sohada 

uzluksiz u(x) funksiya o'zining maksimal va minimal qiymatlariga D soha- 

riing chegarasida erishadi.

Isbot. u(x) funksiya D sohada uzluksiz bo‘lganligi uchun o'zining maksi­

mal qiymatiga shu sohada erishadi. Bu maksimal qiymat sohaning chegarasida 

erishilishini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz: u(x) funksiya maksimal 

qiymatga D  sohaning biror xq ichki nuqtasida. erishsin, ya’ni

u0 =  max =  u(xo) >  u(x).
xéD

xq nuqtani inarkaz qilib, D  sohada yotuvchi p radiusli sfera chizamiz va bu 

sfera uchun o'rta qiymat haqidagi teoremaga ko‘ra,
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Ravshanki, bu munosabatlar faqat

u(x)\ = u(x o)

bo'lganda o'rinli. (13) dan

u(x)ds =  4irp2u(xo)

tenglik kelib chiqadi. Faraz qilaylik. hech bo'lmaganda sferaning bitta x\ 

nuqtasidau(xi) < u{xo) tengsizlik bajarilsin, u holda u(x) ning uzluksizligi- 

dati bu tengsizlik x\ nuqtaning Sp sferadagi biror atrofida ham bajariladi. 

Bundan

kelib chiqadi. Bu esa yuqoridagi farazimizga zid. Demak, sferada

p ixtiyoriy ekanligidan Hf, sferani D sohaning chegarasiga urunadigan qilib 

tanlash mumkin. Urunish nuqtasini x, bilan belgilaymiz. Aynan shu x* 

nuqtada uq =  u(xt)  maksimal qiymatga erishiladi.

Yuqoridagi mulohazalarni v =  —u garmonik funksiyaga qo‘llab, minimal 

qiymat D  sohaning chegarasida erishilishi ko'rsatiladi.

6.4 Dirixle va Neyman masalalarining qo‘yilishi 

hamda ular yechimlarining yagonaligi

fazoda biror chekli sohani D orqali belgilab, uning chegarasi S bo‘lakli 

silliq sirtdan iborat bo'lsin, deb faraz qilamiz. Wl\D ni D-, bilan belgilab 

olamiz, yani D\ =  Wl\D.

Dirixlening ichki masalasi. D sohada garmonik D  =  D U S da uzluksiz

u(x) =  u(x o).
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chegaraviv shartni qanoatlantiruvchi u(x) funksiya topilsin.

Dirixlening tashqi masálasi. Di sobada garmonik shunday u(x) funksiya 

topilsinki, u S da berilgan uzluksiz qijonatlarni qabul qilib, ya‘ni

lim u(x) — <p(xo), xq £ S, x £  Di
X-Ílo

|x| -4 oo da n > 2 bo‘lgan holda |a;|2-ri dan sekin boimay nolga intilsin, 

n — 2 esa chekli liinitga intilsin.

Neymanning ichki masalasi. D  sohada garmonik, D  U S da, o'zining bi- 

rinchi tartibli hosilalari bilan birga uzluksiz bo‘lgan u(x) funksiya topilsinki, 

uning normal bo'viciia olingan bosilasi S da berilgaii funksiyaga teng bo'lsin, 

ya‘ni
3u

lim —— =  é(xo), x € D, xg £  S 
x~>x0 on

bu yerda n — S ga o'tkazilgan normal.

Neymanning tashqi masalasi. Di sohada garmonik shunday u(x) funksiya 

topilsinki, uning normal bo'yicha olingan hosilasi S da berilgan funksiyaga

teng bo'lsin, ya‘ni

lim — ■ =  é(xo), x € D, xq € 5 
x-&x0 un

hamda funksiyaning o‘zi cheksiz uzoqlashgan nuqtada: n > 2 boigan holda 

nolga, n — 2 da esa chekli limítga intilsin.

Dirixlening ichki va tashqi masalalari bittadan ortiq yechimga ega boimaydi. 

Haqiqatdan ham, bu masalalar bir xil chegaraviy shartlarni qanoatlantiruv­

chi ikkita « i va «2 yechimlarga ega bo'lsin. U holda u =  ux—w2 funksiya ham 

garmonik boiadi va m|s =  0 shartni qa.noatlantiradi. Avval ichki masalani 

ko'ramiz. Maksimum prinsipiga ko'ra barcha D  sohada u =  0 bo'ladi, de- 

mak, « i =  «2-

Endi tashqi masalani tekshiramiz. Awal n > 2 boisin. Shartga asosan 

u(x) funksiya Di sohada garmonik, shu bilan birga u\s — 0 va x nuqta 

koordinata boshidan yetarli uzoqlikda joylashganda

Q

lu (x) -  n ^ l ’ c  =  const (14)
1*1
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tengsizlik o'rinli bo'lishi kerak. Bu Neyinanning ichki masalasi yechimga ega 

bo‘lishi uchun zaruriy shartdir. Keyinchalik (14) ning yetarli shart ekanini 

ham ko'rsatamiz. Agar fazoning o'ichovi n > 2 bo'lsa, u holda Neyman- 

ning tashqi masalasi yagona yechimga ega bo'ladi. Bu fikrning to'g'riligiga 

ishonch hosil qilish uchun yuqorida kiritilgan chegaralari S  va Sr  dan iborat 

bo'lgan D r  sohaga Gauss-Ostrogradskiy formulasini qo'llaymiz:

Sr  sfera bo'yicha olingan integralni baholaymiz. Yetarlicha katta boigan R 

lar uchun, ya’ni R —>■ oo da

S bo'yicha olingan integral nolga teng. Shunday qilib, R, —» oo da

Demak, ^  =  0, *==1,2,-*- , n u =  const. Ammo ¡arj —> oo da u —> 0 ekan- 

ligidan u — 0 kelib chiqadi. Agar n =  2 bo'lsa, Neymanning tashqi masalasi 

o!zgarmas son aniqligida topiladi. Bu holda ham xuddi yuqoridagidek u =  

const tenglikka ega bo‘lamiz. Cheksiz uzoqlashgan nuqtada n =  2 hoi 

uchun garmonik funksiya chegaralangan bo'lishidan, yuqoridagi fikrimiz- 

ning to'g'riligiga ishonch hosil qilamiz.

6.5 Kelvin almashtirishi

Markazi koordinatalar boshida radiusi r ga teng bo'lgan sferani Er orqali 

belgilaymiz.

Agar x va y nuqtalar sfera markazidan. o'tuvchi nurda yotib, \x\ ■ \y\ =  r2 

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda bu nuqtalar Er sferaga nisbatan qo‘shma yoki 

simmetrik nuqtalar deyiladi.

(15)

munosabat o'rinli boiadi. U holda =  0 bo'lgani uchun (15) formuladagi
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Simmetrik nuqtalaruing dekart koordina.talari quyidagi. munosabatlax bi­

lan bogiangan boiadi:

y =  ¿ j* 1’ * =  W y =  \/xi + --- + 4  (16)

yoki

Vi — ] =  7 ToVi'
N  \y\

(16) almashtirishga inversiya almashtirishi deyiladi.

Agax u(x) funksiya biror n-oichovli sohada garmonik bo'lsa, u bolda 

ravsha.nki, u(ax + b) =  u(axi + &i,. - -, axn + bn) funksiya. ham garmonik 

boiadi, ya‘ni soha parallel ko‘chirilganda va o‘xshashlik markazi ixtiyoriy 

Xg nuqtada boigan o'xshashlik almashtirishida funksiyaning garmonikligi 

saqlanadi. Inversiya almashtirishida funksiyaning garmonikligi saqlanib qo- 

ladimi, degan savol tug‘iladi.

Umuman aytganda, n > 2 bolganda inversiya almashtirishning o‘zi 

funksi- yaning garmoniklik xossasini saqlab qolmaydi.

Soddalik uchun r — 1 deb ola,miz. Masalan, n =  3 da u(x) =  funksiya 

x 0 boigan nuqtalarda garmonik. x — ^  aimashtirish natijasida hosil 

boigan

funksiya esa garmonik boimaydi. Biroq inversiya almashtirishining bu kam- 

chiligini shu almashtirishdan so‘ng funksiyani \y\n~2 ga ko‘paytirib bartaraf 

etish mumkin.

T a ’ r i f. Ushbu

” a 3  (17) 

funksiya u(x) funksiyaning Kelvin almashtirishi deyiladi.

Kelvin t e o r e m a s  i. Agar u(x) funksiya D  c  M"' sohada garmonik 

boisa, (1?) formula bilan aniqlangan funksiya D sohadan uning birlik sferaga 

nisbatan inversiyasi natijasida hosil boigan Do sohada garmonik boiadi.

Isbot. Di soha o'zining chegarasi bilan Dg da toia yotuvchi soha, D2 esa 

Di nirig inversiya almashtirishi natijasida hosil boigan soha boisin. U holda
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Th soha D  da o'zining chegarasi bilan to!la yotadi. sohaning chegarasini 

a orqali belgilab olamiz. (10) formulaga asosan

(n - 2)un J ( \x - Cl71-

M O _ u { 0 d

dn dn \x - e,\n~2)  d<Jf-'

(17) Kelvin almashtirishiga ko‘ra

/ \ 1 ( y  
v{y) =  — —u

1

. /
№

in—2

\y\n 2 \M2/ ( n -  2)cun 

M O  u({) a i

dn pin-i I 171 2
dçcr. (18)

Ushbu
1

171—2
U/]n-2 J ____c\
\V\ |№ S|

ifoda £ ga nisbatan garmonik funksiya, y bo‘yicha ham garmonik funksiya 

bo'ladi. Haqiqatan ham,

\y I
y_

\y\ ■iM
y_

\y\
■

[1 - - ]2/|2|€|2]3 =
E T * 1

| | | - Î / | £ | J  =  1̂1 j]̂ 2 ~y
Shunday qilib,

\y\-ié^r №“2Iè-y\n'2'
Bu ifoda £ 7̂  bo'lganda. garmonik funksiyadir, £ G a da bu tengsizlik 

o'rinli bo'ladi.

Demak, (18) formula bilan aniqlangan v(y) funksiya?; bo'yichagarmonik 

funksiyadir.
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Agar n = 2 bo'lsa,

v(y)=u(w) =uiww)
funksiya Do sohada garmonik bo'ladi. Bevosita hisoblash natijasida bunga 

ishonch hosil qilish mumkin.

Kelvin teoremasid.au foydalanib, odatda, garmonik funksiyaning cheksiz 

uzoqlashgan nuqta atrofida ta’rifi beriladi.

Agar

v(y) = \y\2~nu (-^2)  =  |*r2u(ar)

funksiya y =  0 nuqtada lirri v(y) tarzda qo'shimcha aniqlangan bo'lib, y =  0 
¡/->0

nuqta atrofida garmonik bo'lsa, u holda u(x) funksiya cheksiz uzoqiash- 

gan nuqta atrofida (ya‘ni yetarlicha katta radiusli yopiq |x| <  R  shartdan

tashqarida) garmonik deb aytiladi.

8.6 Shar uchun Dirixle masalasi

Faraz qilaylik, Uq markazi koordinata böshida radiusi r bo!lgan n-o'lchovli 

shar va Sr bu shar sirti bo'lsin. Sr da

u\sr =  f(x), x G Er

berilgan qiyma.tni qabul qiluvchi Ujj ning ichki nuqtalarida garmonik u(x), x — 

(xi, .:,xn) funksiyani topish talab etilsin. Bu masala yechimini mavjud va 

kerakli shartlarni qanoatlantiradi degan faraz bilan uni berilgan /  funksiya 

orqali ifodalaydigan formulani topamiz. So!ngra esa topilgan formula haqiqatan 

ham masala yechimi bo‘lishini ko'rsatamiz.

Shunday qilib, yuqoridagi masala,ning u(x) € C2(U„) yechimi mavjud 

bo‘lsin. Bu yechimning integral shaklini, (10) formulaga ko‘ra, quyidagicha 

yozamiz:
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x sharning ichki nuqtasi boiib, unga Er sferaga nisbatan simmetrik joy- 

lashgan nuqtani x' orqali belgilaymiz. Simmetrik boigan x va x' nuqtalar 

sharning markazidan o'tuvchi bitta nurda yotib, ular uchun

|x| • \x'\ =  r2

tenglik o'rinli. f  nuqta E,- sferada o'zgargani uchun \x' — fj ^  0. Endi

v(0 =  E ( t  x')

funksiyani qaraylik. Maiumki, bu funksiya har qanday. (x' nuqtani o‘z ichiga 

olmagan) sohada garmonik, shu jumladan C/J sharda harn.

Garmonik boigan u va v funksiyala.rga Grin forrnulasini qoilasak,

/ da6 =  0 (20)

tenglikni olamiz. Dekart koordinatalar sistemasida koordinatalar boshini

O, x ,x ',f nuqtalarning o'rnini mos ravishda harflar bilan belgi-

lab, bu nuqtalarni tutashtirib, hosil boigan uchburchaklar uchun A OM P  ~ 

AOM’P  munosabatni olamiz. Buridan esa

\MP\ \OM\

\M’P\ ~ r

yoki

I®-£|

\x> -  CI r
tengliklar hosil boiadi. (21) dan

1 r

(21)

Ix - f l |x||x'-f|

yoki

r

|x — f  |2~n \ \ x \ J  | x ' - f | 2“n 

kelib chiqadi. Bu esa (18) va (19) dagi birinchi integral ostidagi ifodalar 

£ nuqtaga bogiiq boimagan (a/|x|),i2  ko‘paytuvchi bilan farq qilishini 

bildiradi.
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Endi (20) tenglikni

1

(n -  2)w„ \|x| 

ga. ko‘paytirib, uni (19) dan ayirsak,

1

n -  2

u(x) =
(n - 2)oj„

- I  Hi)
Sr

. n-2 О
r \ a

k '- £ l
n—2

I* - £1"
- 2 ds? (22)

izlanayotgau yecliimni beruvchi formulani olamiz. Bu formulan! yanada sod- 

daroq ko’rinisbga keltirish mumkin.

Tashqi normallax radiuslar bilan ustma-ust tushgani uchun

,-v 4 tk d dtk d
cos (lt,xk) = v , Щ  = ^-дГк '

d
к-il =

tk %k d
-|æ-£| =

d&-~ '■ |x-£|’ d t r  Sl |x-e i’

bu yerda (fc =  I7ñ) va x'k (к =  h/ñ) mos ravislida M  va M' nuqtalarning, 

(k = Г, ñ) esa P nuqtaning koordinatalari.

! Bulardan foydalanib, (22) integral ostidagi ikkinchi hadni hisoblaymiz:

d

дЩ {\x — £|"~2

(n - 2)

- (n - 2) I*-£l =

• &(& - Sfc) =  - rj”  _  (r2 - foc»)- (23)
r\x - f|

Xuddi shunga o‘xshash 

Ä
dv^ Vk'

Bu ifodani (r|x|)7i" 2 ga ko'paytiramiz va yuqorida olinga,n

.1 — ) 
f _  £ | n ~ 2  J

{n-2) 

r\x' — f  |r

k l k '- f l  l* - c i

munosa.ba.tdan foydalanib,
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tenglikka, ega boiamiz.

M  va M' nuqtalar koordinata boshidan chiquvchi bitta. nurda yotgani 

uchun

Puasson formulasini hosil qilamiz, bu yerda \x\ > r boiib,

r\x —

ifodaga Puasson yadrosi deyiladi.

Eslatib o‘tamiz, yuqoridagi farazimizga ko‘ra. har qanday u G C2(UH) 

garmonik funksiya uchun (25) Puasson. forrnulasi o'rinli.

Endi Puasson yadrosining ba’zi xossalarini keltiramiz.

1. Puasson yadrosi manfiy emas. Shuningdek, u M  ^  P va |z| =  r da 

nolga teng.

2. C/q shaming ichki nuqtalarida Puasson yadrosi garmonik funksiya 

bo'ladi. Buni ko'rsatamiz. Agax M  nuqta Uq shaming ichida boisa, 

\x ~ Cl ^  0 boiib, Puasson yadrosi istalgan tartibli hosilaga ega. li­

ning Laplas tenglamasini qanoatlantirishini ko:rsatamiz. Leybnits for- 

mulasiga koi a,

bundan esa

Nihoyat (23) va (24) ni (22) ga qo‘yib,

(25)
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Bu yerda
d\x[ _  x^ _d_, _  Pj _  Xk - ik 

dxk |x|’ dxk X |®-C|

larni e’tiborga olib, k bo'yicha yig'sak

A f  —-- = . -2n ■■■■■■ -1 + T— (r-2 + |x|2 - 2x'fc£fc)l =  0,
\r\x-frj | * - Î | B L k - C l 2 J

chunki |x - f  |2 =  (MP, PAÏ) =  r2 + |x|2 - 2 (Ô É , Ô ? )  =  r2 + 

\x\2 - 2Çkxk.

3- UshbU 1 /' r2 — Id 2

- / t— S r * f  =  1> N < r  (26>
W n i  F - i l  

17

tenglik o'rinli. Buning isboti sharda garmonik bo‘lib, uning chegarada 

1 ga teng bo'lgan funksiya uchun yagonalik fceoremasi va (25) formu- 

ladan kelib chiqadi.

4. Endi Er sferada uzluksiz bo'lgan /  funksiya uchun Puasson integrali 

bilan ifodalangan u(x) yechim sharda garmonik bo‘lib,

u\Zr =  /(*)> x € Er

shartni qanoatlantirishini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, u{x) Uq shaming ichida (25) Puasson formulasi bilan 

aniqlangan bo‘lsin. Unda, ma’lumki, bu funksiya shaming ichki nuqtalarida 

istalgan tartibii hosilaga ega va u Uq da

y r

garmonik bo‘ladi.

Yuqoridagi chegaraviy shartning bajarilishini ko'rsatish uchun x ichki 

nuqta ST sirt ustidagi biror xo nuqtaga sohaning ichki tarafidan intilsin deb 

faraz qilamiz. (26) ni f(xo) ga ko‘paytirib (26) dan ayiramiz. Natijada

u(x) - /(Xo) =  J  lf(x) - /(xo)] (27)

tt
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tenglikui hosil qilainiz.

/  € С  (Er) boigani uchun istalgancha kichik e > 0 son olib, æo nuqtaning 

shunday a sferik atrofim olamizki, baxcha. Ç G a uchun

boisin. Agar <7 ning radiusini S desak, ET\a sohada j£ - xq\ > 5 boiadi. 

u(x) — f(xo) ayirmani baholash maqsadida (27) integralni a va Er\a sohalar 

bo'yicha ikkiga ajratib yozamiz:

ya'ni, biz 11 integral uchun M  nuqtaning holatiga bog'liq boimagan baho 

oldik.

h  integralni esa x va xo nuqtalarning yetarlicha yaqinligi hisobiga kichik 

qilishimiz mumkin. Bu nuqtalarni shunday yaqin olamizki, \x — Жо| < S/2 

bo'lsin, Unda

1 /(0 - / Ы 1 < |

u(x) - /(xo) =  - L  J [/(*) - /(.To)] dsVf

<7<7

E  r\cr

Birinchi integralni baholaymiz:

\x -  Cl > \x - ¡E0 | - 1C - Xo\ >

buridan esa

I * - C l  S'

1 2
--XT <  T

shuningdek,

r'2 - N 2 =  (r - M)(?- + \x\) 

r\x — C|n r\x- Cl"

2n+1(r -  |ag|)
6n
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f  funksiya yopiq sobada uzluksiz boigani uclmn |/| < N =  const bo‘la.di va

\fiÖ - f{xo)\ < 2N.

Bulardan esa

|u(x) - f(xo)| < !  + \h\ < | + 2 Nj j n ■—  J  dse <

£ 2n+2rn~1N . . ,,
C  -  +  --- --- :--- ( r  -  \X ).

2 ön v 1 u

Endi h > 0 sonini shunday tanlaymizki,

o n + 2 „ n - l ~

• Nh < |
8n 2

tengsizlik o'rinli boisin. Agar |x — a,*oj < h boisa, unda r — |a;| =  |z'o| — |a;| < 

\x - xq| < h va |'«(ar) - f(x0)| < e boiadi. Buridan esa ixtiyoriy x0 G 57 

uchun

lim m(x-) =  f(xo) 
x->a:o

kelib chiqadi. Shu bilan shar uchun Dirixle masalasining yechämi (25) formula 

orqali ifodalanishi to'liq asoslandi.

n =  3 va n =  2 boigan hollarda (25) Puasson formulasi sferik va qutb 

koordinatalar sistemasida mos ravishda quyidagicha yoziladi:

7T ¿7C

r  f  f  r 2 — |a.'|
i(xi,x2,x3) =  —  dtp f(0~r>— o i i  i 'i............. msmipdip,

4n J  J  r 2 -  2r | : r ¡  C 0S 7 + | x j 2
0 0

f ( 0  =  /  (fl: 6 ), NI cos7 =  (x, £),

f i =  r sin tp cos ip, f2 — r sin tp cos 9?, fs =  r cos ip;

i 7 r2 - n i2
'.(x iyx i) =  —  / f{rcosip,rsinip)-r— — ¡—r--- J-----. . |2dy?; (28)
v ' 2tt J  y r2 - 2r\x\ cos(t/j - (p) + \x\2

o

.TI =  |ac| cos ip, x2 =  |x| sin V', f i =  r cos <*£>, £2 =  T sin <P-



O‘ría qiyrnat haqidagi teoremaga teskari teorema. 
Chetlashtiriladigan maxsuslik to ‘g ‘risidagi teorema 315

6.7 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremaga teskari 

teorema. Chetlashtiriladigan maxsuslik 

to‘g‘risidagi teorema

Markazi ixtiyoriy xo nuqtada radiusi r bo'lgan sharni t/J0 orqali belgi- 

layrniz. Er — Ul0 sharning chegarasi. u(x) £ C(D) funksiyani qaraymiz. 

Agar £/£o C D  shar uchun u(x) ñmksiya

shartni qanoatlantirsa, u holda bu funksiya D da garmonik bo'ladi.

Buni isbotlash uchun U'Xu sharda garmonik bo'lil), U£0 da uzluksiz va 

Er da u{x) qiymatini qabul qiluvchi v(x) funksiyani kiritamiz. Bunday 

funksiya,ning mavjudligi Puasson formulasidan kelib chiqadi. Ravshanki, 

v(x) — u(x) ayirma í/’0 sharda. uzluksiz bo'lib, Er da aynan nolga teng. Shu 

bilan birga bu ayirma uchun o‘rta qiymat haqidagi teorema o'rinli. Unga 

ko'ra v(x) — u(x) ayitma o'zgarmas sondan farqli boisa., ekstremum prinsi- 

piga asosan u Û B sharning ichki nuqtalarida maksimum va minimum qiy- 

matga ega bo'lmaydi.

Biroq Er da v(x) — u(x) =  0 bo'lgani uchun VJ ning barcha. nuqtalarida 

v(x) — u(x) =  0, yoki v(x) =  u(x) bo'ladi. Shunday qilib, u{x) funksiya U[0 

da garmonikdir. xo nuqta ixtiyoriy bo'lganligi uchun u(x) funksiyaning D 

sohada garmonik ekanligi kelib chiqadi.

Chetlashtiriladigan maxsuslik to‘g‘risidagi t e o r e m a .

Agar u(x) =  u(xi,x2,...,x„) funksiya D  sohaning xo nuqtasidan 

tashqari barcha nuqtalarida garmonik bo'lib, bu nuqtaning biror atrofida 

chegaralangan bo'lsa, u holda U(x) funksiyaning xo nuqtasidagi qiymatini 

shunday aniqlash mumkinki, natijada, u D sohaning barcha nuqtalarida gar­

monik bo'ladi.

Teoremani isbotlash uchun D  sohada. yotuvchi U£ sharni qaraymiz. SE 

esa f/|0 sharning chegarasi boisin. Puasson formulasiga asosan U% da gar­

monik va Ee da u(x) bilan ustma-ust tushadigan ui(x) funksiya,ni aniqlayiniz.
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Buning uchun markazi xq nuqtada radiusi 5 < £ boigan U^0 sharni chizamiz, 

E¡ bu sharning chegarasi boisin. ?7|0 ning t/¿ shardan tashqari qismini 

orqali belgilaymiz, ya’ni — Û 0\Û0. Ravshanki. v(x) =  u(x) — ui(x) 

funksiya Eí: da nolga teng va <5 ga bogiiq boimagan shunday o'zgarmas 

C > 0 sonni ko'rsatfeh mumkinki, bunda

max |w(a:)| <  C
xeus4

boiadi. n — 2 da

va n > 3 da

ln \x — xq\ — lne

^  e2 “ —\x — x q \2 "
V'W  = C--e2-n _  ¿2-n--

funksiyalarni kiritamiz.

Bevosita tekshirib, bu funksiyalarning sohada garmonik ekanligiga 

ishonch hosil qilish mumkin (n =  2 holda shar va sfera o'rniga mos ravishda 

doira va aylana tushiniladi). Shu bílan birga, agar x £  £ e, ya’ni \x  — x q \ = e 

boisa,, vs(x) =  0 va x € E¿, ya’ni \x — oro! =  ^ boisa, vg(x) =  G boiadi. 

Ekstremum prinsipiga asosan, sohada

v,¡(x) -  v(x) > 0, vs(x) + v(x) > 0

tengsizliklar o‘rinli. Bundan

|w(-x)| <  v¡(x).

Demak, ó -> 0 deb limitga o'tsak, U*0 ning barcha nuqtaJarida (ehtimol x0 

dan tashqari) v(x) =  0 boiadi. v(xo) =  0 deb hisoblab, t/|0 da v(x) =  0 

^kh u(x) =  Mi(i') boiishiga erishamiz.

Teoremaning isbotidan ko!rinadiki, u(x) funksiyaning xq nuqta atrofida 

chegaralanganlik shartini biroz yumshatish mumkin. Masalan, u(x) funksiya 

x —> xo da ushbu

u(x) =  0(\x - x0\2~n), n > 3 (O (ln \x - s0|), n =  2)



Gamak tengsizligi va teoremalari. Liuvill teoremasi 317

shartni qanoatlantirsa ham teorema o'z kuchini saqlab qoladi, ya’ni u(x) 

funksiya xo maxsus nuqta atrofida

3 [ ln 7— -— r. n =  2
\x — x-o\2~n’ ' V |х-жо|

ifodaga nisbatan sekinroq o'ssa ham teorema tasdig‘i o‘z kuchida qoladi. 

Haqiqatan, yuqorida kiritilgan v{x) funksiya. da nolga teng. Shartga 

ko‘ra |x — x()\n~‘2u(x) ifoda xo nuqtaning kichik atrofida yetarlicha kichik, 

u\(x) funksiya bu atrofda chegaralangan bo'lgani uchun \x — xo|n_2«i(x) 

ham yetarlicha kichik bo'ladi. Shu sababli

I / M e(^) I

<  |x — xqI"-2 Les»

tenglikka. ega bo'lamiz, bu yerda e(6) miqdor ô —> 0 da nolga intiladi. Ek- 

stremum prinsipiga asosan v(x) funksiyaning qiymati ning qiymati-

dan katta bo‘la olmaydi. Agar Xo nuqtadan farqli biror nuqtada v(x) ф 0 

deb faraz qilsak, darhol qarama-qai'shilikka kelamiz. chunki ^  

nuqtada S ni yetarli kichik tanlab istalgancha kichik qilib olish nmmkin. 

Shunday qilib, u(xo) =  m(xo) deb olsak, u(x) funksiya щ(х) bilan Щ0 ning 

barcha nuqtalarida ustma-ust tushadi.

6.8 Garnak tengsizligi va teoremalari. Liuvill 

teoremasi

Faraz qilamiz, u(x,y) funksiya markazi (xo,yo) radiusi R  ga, teng (x — 

x0)2 + (:y — г/о)2 <  R2 doirada garmonik bo'lib, doiraning ichki nuqtalarida 

u{x,y) > 0 bo‘lsin. Unda ( ) < / ; <  R sohada quyidagi Garnak tengsizligi 

deb ataluvchi munosabat o'rinli:

^ pu(x0,yo) < u{xо + pcosa,y0 + psina) < ^ ~ u ( x 0,ya)- 

Bu tengsizlikni isbotlash uchun

R - p  R2- p2 ^  R2- p 2 R + p 

R + p~  (R + p)2 ~ (R - p)2 ~~ R -  p
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tengsizlik va qutb kooidiriatalarida yozilgan (28)

w(xo + pcosa, yo + psina) =

2tt
I f  R2 - (?

-  -  /  „(*„ + RcOSV,m + _  2J^ ;  — - »

0

Puasson formulasidan foydalanamiz. Shartga ko‘ra,

w(xo + Rcosip,yo + Rsinip) =  /(<p) > 0.

Bundan esa

2ir
R - p  I

R + p2ir
I  f(<p)dtp < u(xo + pcosa. yo +

o

i?+p 1 f  m d<p.

<

<
R — p2-K

o

0 ‘rta qiymat haqidagi teoremaga ko'ra esa

2?r

2~ J  /(¥>)<*¥> = u(a:o,ito)-
o

Bulardan Garnak tengsizligining o'rinli ekani kelib chiqadi.

Shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkinki, n— oichovli fazodagi p < R 

sharda manfiy boimagan u(M) garmonik funksiya ushbu

g '~! ( f l + » - ' “ (Mo) - “ (M) s  g ‘" ( i fl-+A " (M“>

Garnak tengsizligi o'rinli, bu yerda p =  \MMq\. M  =  M (x i,X 2, ••• , xn), 

M0 =  M  (x?, x§, • • • , x°).

Garnakning birinchi t e o r e m a s  i. Aga,r chekli D sohada gar­

monik, D da uzluksiz funksiyalarning {«¿(x)} (i =  1,2, ■••) ketma-ketligi 

D  ning chegarasi S da tekis yaqinlaslmvchi boisa, u holda

1) {ui(x)} ketma-ketlik D yopiq sohada tekis yaqmlashuvchi boiadi;

2) u(x) =  lim U(x) limit funksiya D da garmonik boiadi;
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3) D sohaning ixtiyoriy yopiq £>i qismida Uk(x) funksiyalax istalgan tar- 

tibdagi hosilalarining ketina-ketligi limiti u ( x )  funksiyaning mos tartibli hosi- 

lasiga tekis yaqinlashadi.

Isbot. {«¿(re)} ketma-ketlik S da tekis yaqinlashuvchi boigani uchun 

ixtiyoriy e > 0 uchun shunday yetarlicha katta N  natural soni topiladiki,

i > N  lar va ixtiyoriy nat ural p son uchun

|ií¿+p(:r) - Ui(x)| < £ (29)

boiadi. Ui+P(x), Ui(x) funksiyalax garmonik boigani sababli, ulariling ayir- 

masi ham D sohada gaxmonik, D  da uzluksiz boiadi. Ekstremum prinsipiga 

asosan (29) tengsizlik barcha I) sohada bajaxiladi. Bu esa {uí(x)} ketma- 

ketlikning yopiq D sohada tekis yaqmlashuvchanligmi ko'rsatadi. Demak, 

D da aniqlanga.n va uzluksiz u(x) — lim u-i(x) limit funksiya mavjud. D  da
i—t oo

to ia yotuvchi markazi biror xo  nuqtada radiusi R  boiga.n Q r  shax olamiz. 

Puasson formulasiga asosan x  G Q r  nuqtalar uchun

Ui(x)= f  ui(OK(x,OdSlh K (x ,0  = ..l- Ki ~ ^  ~ *o|a. (30)
J  úJnJi' X\

&Qr

{«¿¡(a:)} ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi boigani sababli, avvalgi tenglikda

i —>• oo da limitga o‘tib, limit funksiya u(x) uchun

u ( x )  =  J  u № M d S R (31)

&Qil

forinulaga ega boiamiz. Bu formula u(x) ning Qr da gaxmonik funksiya 

ekanligini ko'rsatadi, Bundan Q r  ixtiyoriy shar boigani uchun u ( x )  ning 

barcha. D  sohada garmonik funksiya ekanligi kelib chiqadi. (30), (31) teng- 

liklarning o‘ng tomonini x  nuqtaning funksiyasi sifatida. Q r  shaming ichida 

istalgancha diiferensiallash mumkin. Ushbu

c^ii(a;) d lU i(x )

dxl{ ■ ■ ■ dxlñ dxll ■ ■ ■ dx\\
<

9Qr

J  M O -'«¿(01
dlK(x,£)(x)

dx\ ■ ■ ■ dx\i
dSR,

bunda. I =  h + ■■ ■ + ln, tengsizlikdan hosilalar ketma-ketligining i —> oo 

da x ga nisbatan bu nuqtaning biror atrofida, masalan, markazi Xq nuqtada
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radiusi Qu shaming radiusidan ikki marta kichik bo'lgan sharda tekis yaqin- 

lashuvchanligi kelib chiqadi. Agar D' soha D  da to‘la yotuvchi yopiq soha 

bo'lsa, u holda Geyne-Borei lemmasiga asosan D' ni chekli sondagi sharlar 

bilan qoplash mumkin. Bunga asosan liosilalar ketma-ketligining £>' da tekis 

yaqinlashuvchi bo'lishiga ishonch hosil qilamiz.

Garnakning ikkinchi t e o r e m a s  i. Agar D  sohada garmonik 

funksiyalaming {«¿(x)} ketma-ketligi monoton o'suvchi bo‘lib, 

sohaning kamida bitta nuqtasida yaqinlashuvchi bo‘lsa , u holda bu ketma- 

ketlik D sohaning barcha nuqtalarida biror u(x) garmonik funksiyaga yaqin- 

lashadi. Shu bilan birga ixtiyoriy yopiq D C D sohada yaqinlashish tekis 

bo'ladi.

Isbot.Teoremaning shartiga ko‘ra ui(x) <  «2(x) <  • ■ • <  itj(x) <  • • • va 

bu ketma-ketlik xo € D  nuqtada yaqinlashuvchi bo'lsin. Markazi xo nuqtada 

bo'lgan II radiusli Qr C D sharni olamiz. x € Qr nuqtalar uchun

Rn.2 (R + r)
0 <  ui+p(x) - Ui(x) <  - K +p(x0) -  Wi(x0)]

Garnak tengsizligi o'rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikdan markazi Xo nuqtada 

bo‘lgan biror sharda, masalan, R/2 radiusli yopiq sharda {«¿(x)} ketma- 

ketlikning tekis yaqinlaslmvchanligi kelib chiqadi. D  sohaning ixtiyoriy x 

nuqtasi atrofida {'íí¿(x)} ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchi bo'lishini ko‘r- 

satish uchun xq nuqtani x nuqta. bilan D  da to!la yotuvchi uzluksiz egri chiziq 

bilan tutashtirib, maksimum prinsipining isbotidagi mulohazalarni yurita- 

miz. Xuddi yuqoridagidek, x nuqtani o'z ichiga oigan sharda {;«■, (x)} ketma- 

ketlik tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. U holda Geyny-Borel lemmasiga asosan 

bu ketma-ketlikning D' sohada tekis yaqinlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi.

Garnak tengsizligining yana bir tadbiqi quyidagi Liuvill teorem.asi hisob- 

lanadi:

T e o r e m a .  Har qanday chekli sohada garmonik bo'lgan funksiya 

quyidan va yuqoridan chegaralangan bo‘Isa, u o'zgarmasdir.

Agar u(M) funksiya garmonik va u(M) < N =  const bo'lsa, —u(M) ham 

garmonik va —u(M ) >  —N  bo'ladi. Demak, garmonik funksiya u(M) > rn 

quyidan chegaralangan holni qarash yetarli. Umuman, m > 0 deb olish
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murnkm (agar bunday bo'lmasa, u(M ) funksiyaga yetarlicha katta musbat 

sonni qo'shib rn > 0 ga erishish mumkin).

M  nuqtani tayin qilib. markazi koordinata boshida boigan shunday r 

radiusli Щ  shar chizamizki, M  nuqta, uning ichida yotsin. u(M) funksiya 

ixtiyoriy chekli sohada garmonik bo‘lgani uchun, jumladan, Щ  sharda ham 

garmonik va (25) formulaga asosan

1 /' r2 - Ы 2 , ,

” (m ) " Í h^ í F “ (í)<ÍS{

Puasson formulas! o'rinli, bu yerda £ г— Щ  shar sirti.

Ravshanki, r — |x| <  \x — £| < r + |x| va и (M) > rn > 0 dan

Г —y—  i  u(Ç)dsç < u(x) < 
r{r+\x\)n~'L0n J  í-

Er

r + N  _ 1  [ U(t)d8<. (32)
Mn J

<
r(r — |ж|)л

0 ‘rta qiymat haqídagi teoremaga ko‘ra

b(°) =  ¿ 4 / « № í -  

S’-

Bundan esa (32) tengsizlik ushbu

rn~2-¡—-- ..:¡ tt(0) < u(x) < rn 2- - '■■■•¡•"¡Г Т ц(0)
(r +  |ar|)Tl—i w  -  w  "  ( r  -  l a i ) " - 1 v '

ko'rinishni oladi (Garnak tengsizligi). Radiusni r —> oo deb

и(0) < u(x) < u(0)

tengsizlikni olamiz. Bundan u(x) =  m(0) =  const kelib chiqadi. Teorema 

isbotlandi.

6.9 Shar uchun Dirixlening tashqi masalasi

Faraz qilamiz, -П soba Er sfera bilan chegaralangan markazi koordinatalar 

boshida r radiusli Щ  shaming tashqi qismi boisin, ya’ni O =  Rn va fi da
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garmonik boiib, Er sirtda

« к  = /  (33)

qiymatxii qabul qiluvchi u(x) funksiyani topish talab qilinsin.

Bu masalaning yechimi

и(ж) =  ¿  /  w  > r (34) 

Puasson formulasi bilan berilishini ko‘rsatamiz, bu yerda ham x 6 ÇI, С € Sr- 

Xuddi 6-paragrafdagi kabi bu yerda ham ko'rsatish mumkinki, (34) for­

mula bilan aniqlangan u(x) funksiya жёЕ,- boiganda istagancha tartibli hosi- 

lalarga ega va u Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. (34) funksiyani oo da 

t.ekshiramiz. Maiumki, \x — £| > |ж| — r. Bunda.ii

|u(®)| < г, С  =  —  /  /(£)<%.

Bizni \x\ ning katta qiymatlarida qiziqtirgani uchun jic| > 2r deb olamiz. U 

holda, r < \x\/2, \x\ — r > \x\/2 boiib,

l « W I  <  ¡ i p ¡ c

va u(x) funksiya fi da garmonikdir.

Endi ixtiyoriy xq & Dr tayin nuqta uchun

lim u(x) = f(xo) (35)

limit tenglikni ko'rsatamiz. Buning uchun (34) integralni f(x ) =  1 da. 

hisoblaymiz. x nuqta,ning Er sferaga nisbatan simmetrik x' nuqtasini olamiz. 

Unda
2 |ж|2 1 _ I t

X lar'j2 ’ |ar — C| \x' — C| |ж| 

boiib, Puasson yadrosini quyidagicha yozamiz:

|ж|2 — г 2 / г  \ n~2 r 2 — l ^ ' l2 

r \x — Cl” \ \x\) r\x' — CTi
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x’ nuqta £ r sferaning ichkarisida yotadi va (26) formulaga ko:ra

J_  [ \x\*-r\ _  1  ( \x'\2-r\  _  f r y - 1

un J  r|x-f|n S( V|x|j uin J  r\x'-Ç\n
Er

Bu tenglikni f(xo) ga ko'paytirib, (34) dan ayiramiz:

“w  “ ( н )  ,ы ~ÍJ '  / W l * f'
Er

6-paragrafdagi muîohazalarni takrorlab, quyidagiga ega bo;Iamiz:

n—2

lim
x-̂xo

Bundan esa x Xq da

u(x) ■ f ix  o) =  0.

\u(x) -  f{x0)| < u{x) f ix  o) 1/Ы 1
‘ - ' Я

bo‘ladi. Shu bilan (35) tenglik isbotlandi.

6.10 Doiraning tashqarisi va halqada Laplas 

tenglamasi uchun chegaraviy masalalar

0 ‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan doirada Laplas t 

mini quramiz. Doira markazini koordinatalar boshi qil

nglamasinmg yechi- 

э, qutb (p, ip) koor-

dinatalarini kiritamiz. Ushbu koordinatalaida n =  2 uchun yozilgan Lapla.

1 d2uld _  f  8u\ 

pdp X dp) p2 dip2
0, 0 < p < a (36)Au =

tenglamasining yechimini

uip, <p) =  Rip)Ф(<р) ф 0 (37)

ko'rinishda qidiramiz. (37) ni (36) qo‘yib va o'zgaruvchilarni ajratib,

- d f ̂ дп\ „ . _
Pfíp \РаР)  Ф  (< л )

Rip) Ф (<р)
А, (38)
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A =  const, tengliklarga ega boiamiz. (36) tenglaina 0 < p < a doirada 

bajarilishini inobatga olsak, u(p,(p) funksiya ip bo‘yicha 2tt davrli va bu 

doirada chegaralangan boiishi kerak.

(37) dan R,(p) va <3?(y?) funksiyalar uchun tenglamalar olamiz. Dastlab 

$(¥?) uchun

+ A# ü. 0 <  if < 2tt

tenglamani davriyiik

$ (93) =  Q(ip + 27r)

sharti bilan qaxaymiz. Dernak, $(</?) uchun davriyiik sharti bilan Shturm- 

Liuvill masalasi hosil bo‘ldi. Uning yechimi (4-hobning 9-paragrafiga qarang)

f  COSWj?, „
i>(^) =  ®n(ip) -  < A =  An =  »  , n =  0,1.....

[ sinmp,

(38) dan A« ning topilgan qiymatlarini inobatga olib, R(p) funksiya uchun

p2R" 4- pR' - n2R = 0 (39)

tenglamani hosil qilamiz. Bu Eyler tenglamasi boiib, uning umumiy yechimi 

quyidagi koiinishga ega:

R(p) =  Rn(fi) =  Cipn + C2p-n, n i  0,

Ro(p) = Ci +C2111A n = 0, (40)

Ci, C2— o'zgarmaslar. Yechim 0 < p < a larda chegalangan boiishi uchun

(40) ning birinchi formulasiga ko‘ra

Rn{p) — C\pn, n =  0,1,....

Shunday qilib, Laplas tenglamasining 0 < p < a doirada chegaralangan 

yechimi quyidagi funksiyalar sistemasidan iborat (Cx =  1 deb olindi):

cos n<p, „
un(p, (fi) = Pn < A =  A„ =  n , n =  0,1,.

[ sin ntp,
(41)
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Laplas tenglamasining umumiy yechimi bu xususiy yechimlardan bosil 

qilingan cheksiz

A 00
u(p, ip) =  -у + pn ( An cos mp + Bn sin nip) (42)

n—1

qator ko'rinishda bo'ladi.

Laplas tenglamasining doiradan tashqarida (p > a,) yechimini hosil qi- 

lish uchun (37) tenglamaning doiradan tashqaridagi sohasida chegaralangan 

xususiy yechimlarini tanlash lozim. Ular

1 [ cos nip,
Un{p, ip) =  — < A =  Xn =  n , n =  0,1,... (43)

P ( sin nip,

ko'rinishga ega. Shming uchun Laplas tenglamasining doiradan tashqaridagi 

sohada, cheksizlikda chegaralangan yechimi quyidagi qator ko'rinishida yozi- 

lishi mumkin:

A 00 1
u(p, ip) =  ~  + Y2 IT (An cos nip + Bn sin rip) . (44)

¿ n=l P

Eridi chegaraviy masalalarni yechishga o'tamiz. Doira uchun ichki masalani 

qaraymiz:

A  и =  0, 0 < p < a, (45)

P(u) =  ( ° ^  + ßuj =  f(<p), M  + \ß\ ф 0. (46)

(45), (46) masala yechimini (42) qator ko'rinishda. yozish mumkin, bunda,

noma’lum koeffitsientlar chegaraviy shartdan topiladi.

Doirada Laplas tenglamasining birinchi, ikkinchi va uchinchi chegaraviy

masalalarini alohida yozamiz.

1. Dirixle masalasi: u\ =  f(ip),
I p—a
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2. Neyman masalasi: щ | =

e° ̂  р П

u(p, <p) — V ' --- г (An cos rvp + Bn sin rup) + C. (48)
nan~lП— 1

3. Uchinchi chegaraviy masalasi + M) | =  f(v),

Á О4

и(р’ ̂  =  2h + ^  (n • ah)a"'~ (An C0Sn'P + Bn Sinntp) ' (49)
U=1 ' '

(47)-(49) formula,larda yin, f?ri koeffitsientlar chegarada berilgan /(y>) 

funksiya orqali

2?r 2tt

A,. =  — / fUp) cosnpdip, Bn = — / f(<p)sinmpd<p, 
n J  ' tc J

о о

n =  0, 1, 2 , ...

tengliklar yordamida aniqlanadi. (48) dagi C7— ixtiyoriy o‘zga,rmas. Eslatib 

o'tamiz, Neymanning ichki masalasi yechimi

2-n

f(tp)dip =  0I
boiganda mavjud va ixtiyoriy o'zgarmas aniqligida topiladi. Doiraning tash- 

qarisi uchun chegaraviy masala ham xuddi shunga o'xshash vechiladi. Uning 

yechimini qurish uchun (43) xususiy yechimlardan foydalanish kerak.

a < p < b halqada chegaraviy masalani batafsilroq o‘rganamiz. Aniqlik 

uchun

Au =  0, a < p < b,

u\ =fi(<p), « I  = / 2 (<p) (50)
I p~ a f ff~o

Dirixle masalasini tanlaymiz. Bu holda (40) yechimlarning har ikkalasidan 

ham foydalanish zarur. Biroq har bir n uchun quyidagi shart.larni qanoat- 

lantiruvchi (39) tenglama R^l\p), R¡¡?(p) maxsus yechimlarining fundamen­

tal sistemasini qurish qulay:

= 0, R ^ (b )=  o, n =  0 ,1 ,... . (51)
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Bu yechimlar sifatida

n2n _  n 2n 7.2??. _  *2n

W V )  =  ^ ( P )  =  n =  .1,2,...,

4 o)(p) =  l n ^ ,  Rq®(p) — ln - 
a p

funksiyalarni olish mumkin. U holda (50) masaia yechimini ushbu

¿ o r f ’M  , Cj, «£%■),

t t M - 2 R ¡r> m + 2 R í% )+

^  r !¡?\p) . .  n ,
+ > —TT-(Ai COS n iP + On Sin n ip )  +

t í  lt\b)

¿7T '¿TVln =  ~ J / i (ip) cos rupdifi, Dn =  -̂J fj (<p) sin rupdíp.

OO ^(il) / \

+ " ' (Cn cos rup + Dn sin n^)
n=l -Rn («)

ko'rinishda yozamiz. Bu formulada p =  a deb, (50) masalaning birinchi 

chegaraviy sharti va (51) dan foydalanib, C7B va £>n larni topamiz:

2 tt 2tv

1
Gn

7T

0 Ó 

Shunga. o'xshash, .An, íí„ koefEtsientlar p =  6 da ikkinchi chegaraviy shart- 

dan aniqlanadi:

2ix 2tc

Cn — ”  J hW) COS rupdíp, Dn = ̂~ J f2(<p) sin rvpdip. 

o o

Halqa uchun boshqa chegaraviy masalalar ham yuqoridagi kabi yechiladi.

6.ii To‘g‘ri to‘rtburchak uchun Dirixle masalasi

Laplas tenglamasi uchun to‘g‘ri to'rtburchakda, qo'yilgan chegaraviy 

masalalar ham o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan yechilishi mumkin. Masalan, 

ushbu
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Au =  О, 0 < X < а, О < у < b, (52)

«|х=о =  <Pi{y), и\х=а =  ip2Íy), (53)

u\y=o =  i>i(x), u\y=b =  i'2(x) (54)

Dirixle masalasini qaraylik. Bu yerda <pi, уъ, ф\, Ф2 funksiyalar to‘g‘ri 

to'rtburchakning uchlarida <¿>i(0) =  0i(O), <pi(b) =  0г(О), ¥>2(0) =  0i(a)> 

tp2(o) =  Ф2 (b) shartlarni qanoatlantiradi.

(52)-(54) masalani ikkiga ajratamiz. Burida har bir masala (x, y) o'zgaruv- 

chilarning biri bo'yicha bir jinsli chegaraviy shartlarga ega bo'lsin. Bu masala- 

lar yechimlarini

u(x, y) =  щ(х, y) + u2(x, y) 

ko'rinishda yozamiz, bu yerda щ(х,у) va щ(х,у) funksiyalar mos ravishda

А иi =  0, Д'«2 =  0,

^l!a;=0 ~  w l|x=a =  1L2\y=Q —  *1̂ 2|y=6 0,

«i|y=o =  Фг(х), « 2|*=o =  <Pi(y),

Ul\y=b =  02 (ж), W2|ï=o =  (рй(у)-

Dirixle masalalarining yechimlari.

Awalo, щ (х,у) funksiya uchun masalani ko'rib chiqamiz. Buning uchun 

dastlab Laplas tenglamasining

u(x,y)=X(x)Y(y)¿0  (55)

ko'rinishdagi

« U  =  u\x=a =  0 (56)

x bo'yicba bir jinsli chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini quramiz. 

(55) ifodani Laplas tenglamasiga qo'yib, 0‘zgaruvchilami ajratgandan so‘ng, 

X(x), Y (y) funksivalarga nisbatan

X"  + AX =  0, 0 < x < a, (57)

Y" — ЛУ =  0, 0 < y < b (58)
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tenglamalarni olamiz. (56) shartlarni inobatga olsak, X (ж) uchim ushbu 

X" + XX =  0, 0 < X < a,

X(0) = X(a) =  0, X(x) Ф 0

Shturm-Liuvill masalasiga kelamiz. Uning yechimi quyidagi funksiyalardan 

iborat (4-bobning 9-paragra.figa qarang):

X  =  Xn =  sin y/XnX, X„ =  j  , n =  1,2, —

X~Xn da (58) tenglamaning umuraiy yechimi

Y (y) =  Yn(y) = Ashs/Хпу + Bsh\fXn{b - y)

ko‘rinishda yoziladi. Shunday qilib, Laplas tenglamasining xususiy yechirn- 

lari

un(x,y) =  ^Anshy/X^y + Bsh\fX̂ ,.{b - y)^sm^/K.x n — 1 ,2 ,... (59)

hosil bo'ldi. щ funksiya uchun nrnsalaning yechimini (59) funksiyalar sis- 

temasi bo'yicha qator ko'rinishda yozamiz:

»■(»,V) -  £  { y)-}  Æ ,  (60)

bu yerda Bn koeffitsientlax y o'zgaruvchi bo'yicha chegaraviy shartlardan 

quyidagi tenglildar bilan aniqlanadi:

Bn =  - 
a

a a

J Фг(х) sin л/X^xdx, An =  -J ф‘г(х) sin \JAnxd,x. (61)

Demak, «i(æ, y) uchun masalayechimi (60), (61) formulalar bilan aniqlanadi.

Shunga o'xshash ravishda щ(х, y) funksiya uchun qo'yilgan masala h am 

yechiladi. Uning yechimi

/ \ f  [л  . n  shy/JZ(a-x)\ . rr-
M x> У) =  У ,  1 On ■..+ Dn------- — = --- S sin y Xny (62)

^  (. s«V Xna shs/Xna )
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ko'rmishda boiadi, bu yerda \n =  ( ^ ) 2 »

b ь

f  Pi(y) sin \f\nydy, C,'n
a

2 j  sin s/xiiydy.

0 0

Shunday qilib, (52)-(54) masalaning yechimi

и = щ(х,у) + u2(x,y)

koiinishda boiib, щ va щ funksiyalar mos ravishda (60) va (62) fommlalar 

bilan aniqlanadi.

6.12 Shar uchun Dirixle raasalasining 

Grin funksiyasi

(10) formulaga ko'ra D  sohaga garmonik boigan va D  LJ S  da birinchi 

tartibli hosilalari bilan uzluksiz boigan u(x) funksiya uchun

tenglik o‘rinli.

T a ’ r i f . Laplas tenglarnasi uchun D sohada Dirixle masalasining Grin

funksiyaga aytiladi:

G(x, xQ) =  E{x, x0) + g(x, x0),

bu yerda E(x,xo) (11) tenglik bilan aniqlangan Laplas tenglamasining fun­

damental yechimi, g(x, xq) funksiya shunday tanlanadiki, bunda и har ikkala

shart bajariladi.

Ushbu paragrafda, qulaylik uchun, yechim qidirilayotgan nuqta sifatida 

x va sohaning ichida yoki uning chegaxasida o!zgaradigan nuqta uchun y

u( x0) =

s

funksiyasi deb quyidagi sharilami qanoatlantiruvchi G(x, xq) ( x ,  xq 6  D U  S)

argumenti bo'yicha garmonik va x € S yoki xq £ S bo'lganda G(x,Xo) — 0
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harflarini ishlatamiz. Agar (63) tenglikni u{x) - Laplas tenglamasi uchun 

Dirixle masalasining yechimi va G(x,y) Grin funksiyasi uchun qo'llasak,

i{x) =  - y)(p(x)ds, (64)

bu yerda ip(x) - S da berilgan haqiqiy o‘zgaruvchili uzluksiz funksiya. De- 

mak, (64) formula Grin funksiyasi ma’lum bo'lganda ushbu

Am =  0, x e D , lirn =  <£>(f)> x € D, ( 6 5

Laplas tenglamasi uchun D sohada Dirixle masalasining yechimini heradi.

Lemma. Laplas tenglamasi uchun |x| < 1 birtik sharda Dirixle masalasi­

ning Grin funksiyasi ushbu

G(x,y) =  E(x,y) - E  I \x\y, (65)

ko‘rinishga ega.

Isbot. Haqiqatan ham,

=  [\x?\y\2 - '¿{x,y) + l\l \y\X  _  1 - —  U/l y

lVl \y\
\y\

X \y\2

y- . (x,y) =  ^X iV i 
i=l

tengliklar bajarilganligi uchun

g(x,y) =  -E

funksiya \x\ < 1, ¡j/j <  1 lar udiun har ikkala x va y o‘zgaruvchilar bo'yicha 

garmonik funksiyadir. Shu bilan birga \y\ =  1 ia.r uchun

| y -x\ =  V M 2 -2xy+ l = \v\x -
\y\

tengliklar o‘rinli. Bundan esa (65) formula bilan aniqlangan G(x, y) funksiyan- 

ing Grin funksiyasi xossalariui qanoatlantirishi kelib chiqadi.
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6.13 Chegaraviy masalalarni potensiallar 

yordamida yechish

Ushbu paragrafda Laplas tenglamasi uchun Dirixle va Neyman masalalari 

potensiallar yordamida integral tenglamalarni yechishga keltiriladi.

6.13.1 Oddiy va ikkilangan qatlam potensiallari. Hajm  

potensiali

Grinning uchincbi formula« yetarlicha silliq chegaraga ega boigan va 

chegaralangan D C R 3 sohada u(x) € C2(D) D Gl(D) sinf funksiyalarining 

integral ifodasini aniqlaydi:

1

¡a:-C| dn
•«(c)

d (  i  

dn \Jx — C|

1 f  Am(C) 

x-C|dS ~ r  I T4tr J  I a
D

bu yerda x € D.

(66) formula uch xil integralni o‘z ichiga olgan:

M O

/ \x — Cl
dS,

<*C,

(66)

(67)

h =  j> " (0

s

d_

dn \ |a; — f|

p(C)

dS,

f  P(C

J  \x~ Cl
di-

(68)

(69)

Bu integrallarning har biri aniq fizik ma’noga ega. (67), (68), (69) in- 

tegrallar mos ravishda oddiy qatlam, ikkilangan qatlam, hajm potensiallari 

deyiladi. p, v, p funksiyalar esa shu potensiallarni aniqlovchi zichliklar deb 

ataiadi. (67) — (69) lax x ga paxametr sifatida bogiiq boigan integrallardir. 

Bu integrallarga, shuningdek, Nyuton potensiallari ham deyiladi. Shu bi- 

lan bir vaqtda 2-paragrafdadgi ikki oichovli hoi uchun yozilgan Grinning u-



Chegaraviy masalalarni yechish 333

chiuchi formulasidagi integrallarga mos ravishda logorífmik potensiallar ham 

kiritiladi. Bu potensiallar quyidagi ko'rinishga ega:

masalalar yechimlarining mavjudligini ko'rsatishda foydaianiladi.

Bunda Dirixle va Neyman masalalarining yechimi zichligi Fredgolm ikkinchi 

tur integral tenglamalarini qanoatlantiruvchi mos ravishda ikkilangan va 

oddiy qatlam potensiallaridan iborat bo'lar ekan. (69) (yoki (72)) poten- 

sial D sohada Puasson tenglamasini qanoatlantiradi. Shuning uchun ham 

Puasson tengiamasining xususiy yechimini berilgan p[x) zichlik bilan (69) 

(yoki (72)) ko'rinishda qidirish qulaydir.

Avvalo, uch o'lchovli hol uchun

bo'lib, Í  nuqta atrofida jamlangan birlik nuqtaviy zaryadni aniqlaydi. Agar

(70)

c

c

Bu yerda (67) — (69), (70) — (72) integrallardan Dirixle

Au(x) = 0,x £ D,

« U s  =  /(*); f(x) £  C(5) (73)

Neyman

Au(x) =  0, x £ D,

s =  9(x)\ g(x) £ C(S) (74)

D

hajrn potensialini qaraymiz.

Fizika kursidan ma’lumki, j-^r funksiya x £ nuqtalarda aniqlangan
\x s|



D  sohada hajm zichligi p(f) dan iborat zaryad uzluksiz ravishàto» 

langan boisa, u hoida superpozitsiya prinsipiga ko!ra bu zaryad tomonid® 

hosil qilinadigan potensial (69) integra! bilan ifodalanadi.

Ha.jm potensialini regulyar umumlashgan funksiya sifatidaqmo.afi 

p(£) kvadrati bilan integrallanuvchi bo'lsa. u

Puasson tenglamasining umumlashgan yechimi bo‘lishini ko'rsatamiz. Ma' 

lumki, hajm potensialini finit umumlashgan p funksiya va Laplasopeta-' 

torining À  fondamental yechimining yig‘masi deb qarash mumkin (3-bobga 

qarang).

D

Yig'mani differensiailash qoidasi va umumlashgan funksiyalar ma’midal»', 

jariluvchi

A ]7T^[ =  ~47râ(x ~ 0

tenglikni inobatga olsak,

p(f ) funksiyaga nisbatan kuchliroq talablar qo‘yüganda hajm potensiima’l* 

bir silliqlik xossalariga. ega bo‘lgan klassik funksiyadan iborat bo‘Ui. f »  

san, p chegàralangan va integrallanuvchi funksiya bo'lsa, hajm potensiaS 

barcha fazoda, uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo'ladi. Agar /5o‘àning 

birinchi tartibli xususiy hosilalari bilan uzluksiz bo‘lsa, hajm poiensiali P 

funksiya uzluksiz differensialga ega bo'lgan barcha nuqtalarida

A /3 =  — 4np

A /3 =  A * p =  4.7t(Ô * p) = -%/).

A /3 =  —47rp

Puasson tenglamasini qanoatlantiradi.

Ikki o‘lchovli holda p(f ) funksiyaga nisbatan x.uddi yuqoridagi talablar 

bilaji (72) logarifmik potensial A  J3 = —2-Kp tenglamaning yecliimi bo'ladi-
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6.13.2 Parametrga bog‘liq bo‘Igan integrallar

Keyinchalik zarur boiadigan parametrga bog'liq bo'lgan ikkinchi tur 

xosmas integrallar haqida ma’lumotlarni keltiramiz.

V(x) = I  F (x ,Q № d t  (75)

D

ko'rinishdagi xosmas integrailarni qaraymiz, bu yerda F(x, - x ^  £ da 

uzluksiz va,x — dachegaralanmagan funksiya, /(£) - chegaralangan funksiya. 

T a ’ r i f. Agar ixtiyoriy e > 0 soni uchun <5(e) >  0 son mavjud boiib,

/ F ( x , o m ^

um

tengsizlik ixtiyoriy x € nuqta va D¡^  G soha uchun bajarilsa, bu 

yerda - markazi x0 nuqtada radiusi ¿(e) bo'lgan shar, (75) integral x0 

nuqtada tekis yaqinlashuvchi deyiladi.

T e o r e m a .  xQ nuqtada tekis yaqinlashuvchi (75) integral bu nuqtada 

uzluksiz funksiyadir.

Isbot. Ixtiyoriy e > 0 soni uchun \x — xQ\ < 5(e) boiganda \V(x) - 

(̂a-‘o)l <  e tengsizlik bajariladigan <5(e) > 0 sonining mavjudligini ko’rsatamiz. 

Biror Di C D  sohani tanlaymiz, bunda x0 € Di. (75) integralni V(x) = 

V\(x) + V2(x) ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda

V i(* )=  f  F(x,S)№ d£, V2(x) =  J F (x ,O m < iL  D2 = D\

Di  D2

|V(a;o) — F(a>)| ayirmaning modulini baholayiniz:

\V(x0) - V(x)\ < \V2(x0) - V2(x)\ + |Vi(®o) - Vi(x)\.

(75) integralning xo nuqtada tekis yaqinlashuvchanligidan shunday ¿i (e) > 0 

son mavjudki, \x-x0\ < ¿i(e) lar uchun |Ví(xo)l <  | va |VÍ(a;)| < | boiadi.

xo 0 D2 ekaníigi uchun V2(x) xos integraldir. demak, u xo nuqtada uzluk­

siz. Bundan shunday ó'2(£) sonining mavjudligi va \x — x0\ < ó2(s) lar uchun
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!^(a?o) ~ ^2(2;)! < | bo'lishi kelib chiqadi. ô(e) =  niin(Ji(e), ¿2(e)) bo'lsin. 

U holda \x — icoj < S (s) lar uchun

|K(x0) - V(x)\ < e.

Bu esa. V(x) integralning xq nuqtada uzluksizliginï bildiradi.

E  s 1 a t m  a. Bu teorema nafaqat hajm integrallari uchun, balki sirt 

va egri chiziqli integrallar uchun ham o!rinli. Bu faktdan biz keyinchalik 

foydalanamiz.

6.13.3 Sirt potensiallari

Odatda ikki xil sirt potensiallari qaraladi: Oddiy va ikkilangan qa,tlam 

potensialiari.

(67) formula bilan berilgan oddiy qatlam potensialining fizik ma.’nosini 

zichligi dan iborat S sirtda taqsimlangan zaryad tomonidan hosil qilin- 

gan potensial deb talqin qilish mumkin.

(68) formula bilan aniqlangan ikkilangan qatlam potensiali uchun 5 sirt 

nuqtalarida funksiyaning normal hosilasini hisoblab, uni

h{x) = y  

5

ko'rinishida yozish mumkin, bu yerda ip — S sirt f  nuqtasidagi ichki normal 

va tx vektor orasida,gi burc-hak.

Ikkilangan qatlam potensialining fizik ma’nosini ifodalasb uchun Ço £ S 

nuqtada S sirtga o‘tkazilgan normalda votuvchi fi va nuntalarga no‘yilga.n 

qarama-qarshi ishorali —e va+e nuqtaviy zaryadlar tomonidan hosil qilina- 

yotgan potensialni qaraymiz. Zaryadlar joyiashgan nuqtalar S sirtning turli 

tomonlarida, aniqlik uchun f i nuqta S sirtning ichki normaiida joyiashgan 

bo'lsin. Ma’lumki, bu potensialning ixtiyoriy x(x ^  £i,x =  f2) nuqtadagi 

qiymati

W b(ii,6 ,* ) =  ~ei.Tr~— T - TF~~— i)
V — x\ \Zl-X\J

formula bilan aniqlanadi. f i  va f2 nuqtalar orasidagi masofani d bilan bel- 

gilaymiz: d =  |fi — f2|. =  ad miqdorni doimiy saqlagan holda, e zaryad
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miqdorini oshirib, va £2 nuqtalarni (0 nuqtaga intiltiramiz. e =  ^  bo‘lga,ni 

uchun, d -> 0 deb limitga o'tib,

formulani hosil qilamiz.

Bu formuladan foydalanib, (68) integral yadrosining fizik talqinini berish 

mumkin: £0 nuqtada joylashib, bu nuqtada S sirtga o'tkazilgan tashqi nor­

mal bo'ylab yo:nalgan va i/o momentga ega bo'lgan dipol tomonidan £0 dan 

boshqa nuqtalarda hosil qilinadigan potensial.

Ikkilangan qatlam potensiali esa. zichligi v{£) boigan dipolli moment 

taqsimotiga ega ikki tomonlama. zaryadlangan S sirt hosil qiluvchi poten- 

sialdan iboratdir.

Endi sirt potensiallarining xossalarini tekshirishga 0‘tamiz.

Agar x nuqta S sirtga (yoki C egri chiziqga) tegishli bo'lmasa, potensial- 

lar ixtiyoriy tartibli hosilalarga ega va ularni integral ostida diiferensiallab, 

hisoblash mumkin. Shuningdek, ular garmonik funksiyalardir:

ikki o'lchovli holda

AJt(x) =  0, ¿ =  1,2, x&C.

Qayd etish joizki, chegaralangan sirtli potensiallar uchun x —>• 00 da quyidagi 

munosabatlar o'rinli:

A Ii(x) =  0, € =  1,2, x S,

[ar| —> 00,

Ikki o'lchovli. holda oddiv qatlam



338 Elliptik tenglamalar

potensiali, mnuman aytganda. x ning cheksiz katta. qiymatlarida chegaralan- 

magan va cheksizlikda ln |x| kabi o'sadi. Agarda uning zichligi

f  KOdl = 0
c

shartni qanoatlantirsa, |x| —¥ oo da J\{x) =  O f bo'ladi.

Haqiqatan ha,m, x va £ o‘zgaruvchilarga mos ravishda (r, ip) va (p,a) 

qutb koordinatalari sistemasini kiritamiz. U holda

ln\x — £| =  InyJ r2 + p2 — 2rpcos(<p — a) =

=  Inr — -cosUp — a) + O 
r

munosabatlar r --■> oo bo‘lganda bajariladi. So'nggi tengliklarda y 0 

bo‘lga,nda ln( 1 + x) =  x + 0{x2) ekanligidan foydalanildi. Demak,

Ji(ar) =  O , |x| -> oo.

Keyinchalik, sirt potensiallarining xossalarini uch o'lchovli hol uchun tekshi- 

ramiz. Ikki o'lchovli holda tekshirishlar o'xshash ravishda amalga oshiriladi. 

Shu sababli bu hol uchun yakuniy natijalarni yozarniz.

6.13.4 Oddiy qatlam potensialining uzluksizligi

x £  S bo'lsa, potensiallar xosmas integralardan iborat bo‘lib, ularni uzluk- 

sizlikka tekshirish kerak bo'ladi. S silliq sirt bo'lsin, ya’ni uning har bir 

nuqtasida uzluksiz normal mavjud.

T e o r e m a .  Silliq sirtda berilgan uzluksiz va chegaralangan zichlikka 

ega. ikkilangan qatlam potensiali barcha fazoda. uzluksizdir.

Isbot. Potensialning S sirtdan tashqarida uzluksiz funksiya bo'lishini 

ko'rsatgan edik. Teorema shartlari bajarilganda ikkilangan qatlam poten­

sialining S sirtda uzluksizligi va uning S sirtdan tashqaridagi qiymatlari
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uzluksiz ravishda S sirtdagi qiymatlariga, taqalishini ko'rsatamiz. Buning 

uchun isbot qilingan tekis yaqinlashuvchi xosmas integra,Ining xossasiga ko'ra

h (:X) =  J  ß(£) j——- , \ß\<A =  const

iritegralning S sirtda tekis yaqinlashishini ko'rsatish yetarli.

Xo G S  - ixtiyoriy nuqta. Markazi xq nuqtada radiusi <5 ga teng boigan 

E sferani qaraymiz. Si orqali S sirtning E sfera ichida yotuvchi qismini 

belgilaymiz. S2 =  S\ Si boisin. U holda

Ii{x)= /  » jê h ] +1  = 4(x)+Ii(x}
6\ <$2

Ixtiyoriy £ > 0 soni uchun I a; — æo| < d shartni qanoatlantiruvchi barcha 

X  larda

V(Ot dSI'
Si

■il
< £

tengsizlik bajariladigan 5 > 0 sonining mavjudligini koisatamiz.

Koordinatalar boshi xq =  (®01)®02>®03) nuqtada boigan, x¡ o‘q xq nuq­

tada S sirtga o'tkazilgan tashqi normal bo'yicha yoiialgan dekart koordina- 

talar sistemasini kiritamiz. £ =  (fi, i¡) — Si sirtda o'zgaruvchi nuqta. 

Bu koordinatalar sistemasida Si sirtning x\Ox2 tekislikka proyeksiyasi S[ 

boisin, ds =  bu yerda 7  - £ nuqtada normal bilan x3 o‘q orasidagi

burchak. l}(x) ni baholaymiz:

ТЦт) < A f ,  d ’ , - A f  « 2

■ J \x - si ./ C O S 71/1\xi - 6 )2 +  (x2 ~ l 2)2 + (x3 - & ) 2

- W -J  (

d£id&

J  C O S Jy /(x i -  6 )2 + (x2 -  £>)2

Markazi x' = (xi,x2,0) nuqtada va radiusi 25 boigan va S[ soharii o‘z ichiga 

oluvchi doirani K2$ orqali belgilaymiz. Ravshanki. u holda

d-ЫЬ
£ (* ) <2Л  I

Kv>
vT^'i - i i ) 2 + {x2 - 6 )2
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Markazi x' nuqtada joylashgan qutb (p, tp) koordina.talar sisternasini kiritib,

26 2tt

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu esa S sonini ¿(e) <  shartdan tanlash 

mumkinligini ko'rsa.tadi.

Shunday qilib. ¿i sirt bo‘yicha integral x ga nisbatan nuqtada tekis 

yaqinlashadi va u bu nuqtada uzluksiz funksiyani a,niqlaydi. Bundan esa 

oddiy qatlam h(x) potensialining S  sirtda uzluksizligi kelib chiqadi. Teo­

rema isbotlandi.

Ikki o'lchovli holda oddiy qatlam Ji(x) potensialining uzluksizligi yuqorida- 

giga o'xshash tarzda ko'rsatiladi.

Ikkilangan qatlam potensiallarming mavjud bo'lishi uchun silliq S sirtga 

kuchliroq shartlar qo'yiladi. Quyida Lyapunov sirtlari deb ataluvchi sirtlar 

sinfini kiritamiz.

T a ’ r i f. S sirt Lyapunov sirti deyiladi, agarda quyidagi shartlar 

ba.ja,rilgan bo‘lsa:

1. S sirtning har bir nuqtasida normal (yoki urinma sirt) aniqlangan.

2. Shunday d > 0 soni mavjudki, bunda S sirtning f  nuqtasida o'tkazilgan 

normalga parallel to‘g!ri chiziqlax S  sirtning markazi f  nuqtada radiusi d 

bo'lgan sferaga tegishli qismini bittadan ortiq nuqtada kesmaydi.

3. S sirt x va f  nuqtalarida o'tkazilgan normallar orasidagi 7 (2:, f) =  

(ñ^n¿) burchak

shartni qauoatlantiradi. Bunda x nuqta S sirtning inarkaai f  da radiusi d 

bo!lgan sferaga ichida qismiga tegishli.

Endi ikkilangan qatlam potensiallarini tekshirishga o‘ta.miz. Potensial- 

larni Lyapunov sirtlarida berilgan deb hisoblaymiz.

xo S S biror nuqta bo'lsin. Markazi xq nuqtada, z o‘q shu nuqtada S 

sirtga o'tkazilgan tashqi normal bo‘ylab yo'nalgan mahalliy dekart (xi,x2, z) 

koordinatalar sisternasini kiritamiz. Bunda x¡ 0x2 tekislik S sirtga x0 nuq­

tada o'tkazilgan urinma tekislik bilan ustma-ust tushadi. S Lyapunov sirti

o o

f) <  A\x — f  |5, A = const > 0,
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bo‘lganligi sababli slmnday p0 > 0 mavjudki bunda p =  -y/xf + x| < po 

uchun S sirtning tenglamasini

2; =  z(xu x 2)

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda z{xi,x 2)- bir qiymatli uzluksiz dif- 

ferensiallanuvchi funksiya. (xi, X2) nuqtaningko!rsatilgan atrofidaz = z(x\, x2) 

fuuksiya va uning birinchi tartibli hosilalarining baholarini olamiz. £ nuqtfida

S sirtga o'tkazilgan nç norma.lning p < po uchun yo'naltiruvchi kosinuslari 

ushbu

, cos0 =  ■ coS1 =  _ i * L
V1 + zx1 + 43’ V1 + zÏ+ 4 2’ v 1 +  4  +  z'i

tengliklar bilan ifodalanadi. vektorning x\0x2 tekislikka proyeksiyasini 

n(j bilan, a' va 0' orqali esa nç vektorning mos ravishda Xj va x2 o'qlar bilan 

tashkil qilgan burchaklarini belgilaymiz:

cosa =  cosa'sinj, cos/3 =  sina'sin-y.

Koordinàtalar sistemasining tanlanilishiga ko‘ra

z(x01,xQ2) =  0, zxi(x0l,X02) =  0, ^ 2(xoi, x02) =  0

bo'lishidan po > 0 ni yetarlicha kichik tanlash mumkinki, p < po lar uchun

zx3 1 
C0.S7 =  —........ ......> -

^ 1  + 4 + 4  2

bo'ladi.

U holda Lya,punov sirtlarining 3-shart,iga asosan

|cosa| <  s in j < A\xo — £|, \cos0\ < A\xo - i l 5, (76) 

< 2\cosa\ < 2A\x0 - f  |'5. (77)\Zj

Shunga o'xshash

cosa

j COS'y

l-zj < 2A\xq - . (78)
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x0 nuqtaning atrofida z(x 1,0:2) funksiya uchun, Teylor formulasidan foy- 

dalanib quyidagini olamiz:

z(xu x2) = z(0,0) + xizXl(xT, xí) + x2zXl(W¡, xj),

bu yerda 0 < x í <  Xi, 0 < xj < x2. Bundan

\z(xi,x2)\ < p\zXl\ + p\zXt\ < 4A\x0 - f|1+á. (79)

T e o r e m a .  Chegai'alangan í/(f) zichlikka ega bo‘lgan ikkilangan 

qatlam

h(x) =  I  (80)

s
potensiali x G S nuqtalarda yaqinlashuvchi xosmas integraldir.

Isbot. x £ S ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. Bu nuqta atrofida (80) ning in­

tegral osti funksiyasini baholaymiz. Yuqoridagi kabi qo‘zg‘alrnas koordina- 

talar sistemasini kiritamiz, f  nuqta ( f i , f2, f3) koordinatalarga ega. U holda

A fo .
cosip — ------rcosa +  —— ~,cosp + 7---- rrCOA’7 .

^  - ei \x - \x—ei

Bundan, (76)-(79) baholarni hisobga olib,

tal
\cosip\ <  |cosa| + \cos¡3\ + 7— r <\x ~ ei

<  a \x  -  ers+ a \x  - ei5+ 4A\X  -  er' =  6A\x -  ei*. (si)
tengsizlildarni hosil qilamiz.

Teorema shartiga ko‘ra funksiya chegaralangan, ¡^(e)! <  const. Bu 

va (81) bahoga ko‘ra x nuqta atrofida f  G S nuqtalar uchun (80) ning integral 

osti funksiyasi quyidagicha baholanadi:

6 AC

k - e i2
COSip

v-
< 8 2 >

Bu esa (81) xosmas integralning x G S nuqtalarda yaqinlashuvchi ekan- 

ligini bildiradi. (82) baho S sirtning ixtiyoriy x nuqtasida 0‘rinli bo‘lgani 

sababli u (80) integralning ixtiyoriy Xo G S nuqtada x ga nisbatan tekis 

yaqinlashishini va S sirtda uzluksizligini ta’minlaydi. Tekislikda ikkilangan 

qatlam potensiali sirt uchun l)-3) larga o‘xshash shartlar bilan aniqlanuvchi 

Lyapunov egri chiziqlarida yotuvchi nuqtalar uchun mavjud.
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6.13.5 Ikkilangan qatlam potensialining uzilishi. 
Gauss integrali. Teles burchak

Oddiy qatiam potensialidan farqli o'laroq ikkilangan qatlam potensiali 

butun fazoda uzluksiz emas. U qaraiayotgan sirtda uzilishga ega.

Buni ko'rsatish uchun, a;walo, zichligi =  const bo'lgan ikkilangan 

qatlam

potensialini qaraymiz. v =  1 bo'lganda (83) integral Gauss integrali deyiladi.

S ni yopiq sirt deb hisoblaymiz. U holda (83) integral osongina hisoblanadi. 

Buning uchun (8) Grinning uchinchi formulasida u =  vq deb,

Ikkilangan qatlam potensialining € S nuqtadagi qiymatini /|(fo) bilan 

belgilaymiz, ya’ni bu uning £0 e S  nuqtadagi to!g!ri qiymati. /|(fo) - h(x) 

potensialning sirt ichkarisidan nuqtada hisoblangan limit qiymati, ya’ni

4 (?o) ~ h(x) potensialning £o da sirt tashqarisidan hisoblangan linxiti:

0 ‘zgarmas vq zichlikka ega bo'lgan potensial (84) formulaga ko!ra, bo'lakli 

o'zgarmas funksiyadir. (84) formulani

(83)

s

—47rt/0, x e D,

—2nv0, x € S,

0, x ^  DU  S, n =  3.

(84)

liU o) =  hm /2(x), x D u S .

=  /°(x) + 2-kvq, 

l\{x) =  I$(x) - 2wq

ko'rinishda yozish mumkin.

(85)
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Endi zichligi uzluksiz i/(£) funksiya, bo'lgan ikkilangan qatlam poten- 

sialini qai'aymiz va bu holda ham (85) ga o'xshash formulalar o'rinli ekanli- 

gini ko'rsatamiz.

£o € S ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. Ikkilangan qatlam potensialini quyidagi 

ko'rinishda yozamiz:

= ds = 
s

=  f  [1/(0 - КЫ] + >j «/(€о) | =  h(x)  + Ux). (86)

S ' S

Bu yerda ikkinchi qo‘shiluvchi zichligi г/(£о) o'zgarmas bo‘lgan ikkilangan 

qatlam potensiali va uning xossalari ma’lum. Birinchi qo'shiluvchining 

nuqtada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun I 2(x) integralning 

X parametrga nisbatan f o  nuqtada tekis yaqinlashuvchi bo'lishini ko‘rsa,tish 

yetarli. Ixtiyoriy e > 0 sonini olamiz. ?/(£) funksiyaning £o nuqtada uzluk- 

sizligidan ixtiyoriy e > 0 uchun S sirtda £o nuqtaning shunday K\ atrofi 

mavjudki, £ € K\ lar uchun

К О  - «'(ft)l <  £■

7-2 (x) integralni K¡ bo'yicha baholaymiz:

ki K\

(84) ga ko‘ra yetarlicha kichik K\ va, ixtiyoriy x lar uchun

I
к.

C0Ŝ  rds < В  =  const
\x  ~  £l:

tengsizlik o'rinli. Bundan

< eB\!
K,

kelib chiqadi. Bu esa I 3(x) integralning £0 nuqtada tekis yaqinlashuvchi 

ekanligini bildiradi. Demak, I 2 funksiya, fo nuqtada uzluksizdir.
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Shunday qilib, ikkilangan qatlam potensialining £o nuqtada uzilishi (86) 

formulaga asosa.n ikkinehi I2(x) qo‘shiluvchi bilan aniqlanadi.

(86) formulada, x -■> £o deb, limitga o'tamiz. Oldingi belgilashlarni saqlab 

va o'zgarmas zichlikka ega potensialning xossalaridan foydalanib,

№ o) = M ío) + W o )  =  h(to) + - ¡M & )  =  4 (& ) - 2w(to),

4(6») =  M ío) + 4(6») =  Mío) + $(ío) + 2tri/(ío) =  I¡(ío) + 2wiy(ío)

munosabatlarni hosil qilamiz. bu yerda 4 (fo) =  1‘Áío) + ̂ 2(^0) — h(%) ning 

£0 € S dagi to‘g‘ri qiymati.

Demak, ikkilangan qatlam potensiali sirtni kesib o‘tganda uzilishga ega 

va bu uzilish miqdori

4 ( í)  =  ^ í ) - M í ) ,  (87)

4 ( 0  =  *2(í) + M í ) ,  (88)

4 (0  - 4 ( 0  =  4 ^ /(0  (89)

formulalar bilan aniqlanadi. (89) tenglik ikkilangan qatlam potensialining 

í  € S nuqtadagi sakrashini ifodalaydi.

Agar S sirt yopiq boitnasa, quyidagicha yo‘1 tutiladi. S sirt S* bilan 

shunday toidiriladiki, bunda SUS* yopiq Lyapunov sirti boiadi. S* da v(í) 

zichlikni 0 deb qo'shimcha aniqlaymiz. Ravshanki, bajarilgan tekshirishlar 

v(í) funksiya uzluksiz bo‘lgan barcha nuqtalarida o‘rin.li boiadi.

Tekislikda ikkilangan qatlam potensiallari yuqoridagilarga o'xshasli ra- 

vishda. tekshiriladi. Bu holda potensialning C egri chiziq nuqtalarida uzi- 

lishiga, oid kattaliklar

4 ( 0  — -4(0 - M & r  

4 ( 0  =  4 ( 0  + * K 0 > 

4 ( 0  - 4 ( 0  =  27rí/(0

formulalar bilan aniqlanadi.

Boiaklari silliq, umuman olganda, yopiq boimagan va unda normalning 

musbat yo‘nalishi aniqlangan S sirtni qaraymiz. Bu sirtning nuqtasini í  

va bu nuqtada S sirtga o'tkazilgan norinalni n orqali belgilaymiz. x € K3
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(x€S) nuqta shunday nuqta bo'lsinki, bunda, undan ixtiyoriy f  € 6’ nuq- 

talarga o'tkazilgan radius-vektor n normal bilan o‘tkir, hech bo'lmaganda 

to'gri burchak tashkil qilsin, ya’ni cos(n, r) >  0 bolsin. x nuqtadan S sirt- 

ning ba.rcha nuqtalariga radius-vektorlar o’tkazamiz. Bu radius-vektorlar bu 

sirt bilan va, sirtning chetki nuqtalariga kelib tushgan radius-vektorlar hosil 

qilgan K  konik (konussiraon) sirt bilan chegaralangan sohani qoplaydi.

Agar S yopiq sirt bo'lsa, x nuqta sirtning ichida yotishi kerak (aks holda 

(n, r) burchak o‘tmas bo'lishi mumkin) va K  soha. S sirtning ichidan ibo- 

rat bo'ladi. x nuqtani markaz qilib ixtiyoriy p radiusli sfera chizarniz. K 

konusning ichida yotgan bu sfera qismining yuzasini ap bilan belgilaymiz. 

Ushbu

<*{S) = °pf

nisbat p ga, bog'liq bo'lmaydi va u teles burchak deyiladi. Bu burchak ostida 

x nuqtadan S sirt ko'rinadi. Yuritilgan mulohazalarda S  da cos(n, r) <  0 

bo'lishi ham mumkin. Bu holda teles burchak deb, yuqoridagi nisbat teskari 

ishora bilan olingan miqdorga aytiladi.

E s 1 a t m  a. (84) formulani ixtiyoriy S sirt uchun umumlashtirish 

mumkin. Agar x€S bo'lsa, Gauss integrali teles burchakka teng bo'ladi (sirt 

tomonining ishorasini inobatga olgan holda).

6.13.6 Oddiy qatlam potensiali normal hosilasining 
uzilishi

Oddiy qatlam potensiali S sirtdan tashqarida barcha tartibli uzluksiz 

hosilalariga ega. TJning normal hosilasini S sirt atrofida tekshiramiz. /*(£) 

zichlikni sirtda uzluksiz funksiya deb hisoblaymiz.

f  G S  ixtiyoriy nuqta bo'lsin, ra;(fo) orqa,li bu nuqtadagi tashqi normalni 

belgilaymiz. Oddiy qatlam h(x) potensialning nj(fo) yo‘nalishdagi

dIg^~' = {m(£o),gradIi(x)) =  J fi( 0  (ni(£o)gradx, ds (90)

s

hosilasini qaraymiz va uni x —» fo da tekshiramiz. Faqat x nuqta fo ga ̂ /(£o) 

normal bo'ylab intilga,n holni chuqurroq o'rganamiz.



Chegaraviy m asalalam i yechish 347

|x — £| funksiyaning faqat x va £ nuqtalax koordinatalari sistemasiga 

bogiiqligini inobatgaolib, (90) formulani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

dh(x)

дщ
~  =  - I A*(0  grade r- ds =

s

=  I  M O  ([«KO - Mio}} ,grad( ds-

s

- /  M O  (n j(0 :g ro ^  j-̂ -----j ds, (91)

s

bu yerda «¡(0  — S  sirtga £ nuqtaga o‘tkazilgan tashqi birlik normal. (91) da 

gradx-.— — г =  —gradn
\x - £| ' \x - f  |

tenglikda.n foydalanildi. (91) ning ikkinchi integrali

gateng boiib, u xossalari o‘rganilgan zichligi ß(£) boigan ikkilangan qatlam 

potensialidir. Shuning uchun

=  [ M O M O  - nii^grad^-^-j-ds - h{x) = I^x ) - I2(x).

(92)

Ii(x) ning f0 nuqtada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun in­

tegral osti funksiyani £o nuqta atrofida ba,holaymiz. |M0I <  С  =  const 

ekanligidan

/  = M O M O  - ni(Îo)]gradç I <  G K O  - n¡(£o)| • 1
; |ат — Cl I |ж-С|2

tengsizlikni hosii qilamiz. Ushbu

K O  - nt(£0>l =  V M O  ~ ni(Ço))(ni(0 - ni(Ço)) =
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bu yerda 7 — £ va (0 nuqtalardagi normallar orasidagi burchak, formula,ni va 

Lyapunov sirti uchun bajariluvchi 7 < >1|£ — £o|5 tengsizlikni inobatga olsak,

2c [sin l\ 7c Ac\j - 

|a-i|a - |x-i|2 “  \x - C|2

baholarga ega bo'lamiz. Bu esa x nuqta £ ga «¡(£) normal bo'yicha in- 

tilga.nda I^(x) integrating f0 nuqtada uzluksizligini ta’minlaydi. Demak, 

/f(x) integral fo nuqtada uzluksiz. _

Shunday qilib, (92) formulaga ko‘ra, funksiyaning uzilishlari ikkinchi 

h{x) integral bilan aniqlanadi. Ikkilangan qatlam potensiali uchun olingan

(87), (88) formulalardan foydalanib, (92) dan quyidagilarni olamiz:

r dii(x)
lim —^-- =

otii

=  /?(&) - m * ) = j?(&) - i j (& )+ "¿M b) =  2M & ),

bu yerda - normal hosilaning £0 nuqtadagi to‘g‘ri qiymati. Bularga

o'xshash tarzda

„ »  j g i . / m y - w u .
ani \ oni )

va ('T^t ) , *ax mos ravishda oddiy qatlam potensiali normal 

hosilalari ichki va tashqi limit qiymatlari bo'lsin. Agar sirt yopiq bo'lmasa, 

sirtning ichki va tashqi tomonlari tashqi normalning tanlanishi bilan aniqlanadi. 

Kiritilgan belgilashlar yordamida oddiy qatlam potensiali normal hosiiasi- 

ning uzilish xossalari quyidagi formulalar bilan yozilishi mumkin:
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Ichki normal bo'yicha hosila uchun olingan (93). (94) formulalar faqat 

ikkinchi qo'shiluvchilarning ishoralaxi bilan farq qiladi. (90) formularían 

oddiy qatlam potensialining normal hosilasi uchun quyidagi ifodani olish 

mumkin:
dIi(0 f cos

! m = JS
bu yerda tp - x nuqta yotuvchi S sirtga nuqtada o'tkazilgan n¡ (£0) normal 

va x£ vektor orasidagi burchak.

Tekislikda ham oddiy qatlam potensial normal hosilasi C egri chiziqdan 

o’tishda uzilishga ega. Bu hol uchun uzilish miqdorini aniqlovchi formulalar 

quyidagi ko‘rinishga ega:

Sirt integrallarining tekshirilgan xossalari /*(£) va, j/(f) funksiyalar S 

sirtda (yoki S egri chiziqda) chegaralangan va uzluksiz bo'lgan hol uchun 

olindi. Bu shartlarni yumshatish mumkin. Chuqurroq tekshiruvlar //.(f) va 

i/(Ç) lar S dakvadrati bilan integrallanuvchi (//(£), v(f) G L2(S)) funksiyalar 

bo'lgan holda ham sirt potensialining asosiy xossalari 0‘rînli bo'lishini ko'rsatadi. 

Bunga mos sirt integrallari S dan tashqarida garmonik funksiyalar bo‘lib, 

ularning limit qiymatlari uchun olingan ifoda ham S ning qariyb hamma 

qiymatlarida (bajarilmaydigan nuqtalar to'plami 0 nol 0‘lchamga ega) ba- 

jariladi.

6.13.7 Fredgolm integral tenglamalari haqida
Xususiy hosilasi differensial tenglamalar uchun chegai'aviy masalaiarni 

yechishda intégral tenglamalardan keng foydalaniladi. Bu yerda ular Laplas 

tenglamasi uchun chegaraviy masalaiarni yechishda qo‘llaniladi.
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Ushbu paragrafda ikkinchi tur Fredgolm integral tenglarnalari nazariyasi- 

ning asosiy teoreraalari isbotsiz keltiriladi. Quyidagi birinchi tur Fredgolm 

integral tenglamasini qaraymiz:

u(x) = X j K(x,Z)u(Z)dt + f(x). (96)

D

Bunda D — n o'lchovli cbekli soha. K(x,Q  yadroni haqiqiy funksiya deb 

faraz qilinadi. K'{x,£) = K(£,x) funksiya qo'shma yad.ro,

v(x) =  A J  K(x, í)v{E)d£ + g(x) (97)

D

integral tenglama esa qo ‘shma integral tenglama deyiladi. Keyinchalik, K (x ,0 

yadro yoki o‘z argumentlarining uzluksiz funksiyasi yoki qutbli funksiya,, 

ya’ni u ushbu

K (x ,0  =  cv < n

ko'rinishga ega deb hisoblanadi, bu yerda H(x,£,)— uzluksiz funksiya. Agar 

a < ? bo'lsa, K(x,() yadro kuchsiz qutbli deyiladi.

A soni K(x, £) yadroning xos soni deyiladi, agarda bir jinsli

u(x) =  A I  K(x,£)u(£)d£ (98)

b

integral tenglamaning trivual (ya’ni nol) bo‘lmagan yechimi mavjud bo'lsa, 

har bir A xos songa mos keluvehi (95) tenglamaning yechimiga xos funksiya 

deyiladi.

Noldan farqli haqiqiy, simmetrik. uzluksiz yoki qutbli yadro hech bo'lma,- 

ganda bitta xos songa ega bo'ladi. Xos sonlar to'plami sanoqli boTib, quyi- 

lish nuqtalarga ega emas. Agar xos sonlar chekli bo‘lsa, u holda K(x,£) 

aynigan yadrodir. Xos sonning rangi deb bu songa mos keluvehi ehiziqli 

bogTiq bo'lmagan xos funksiyalarning soniga aytiladi. Xos sonning rangi 

cheklidir.

Bir jinsli bo'lmagan integral tenglamaning yechilishi masalalari Fredgolm 

tenglarnalari (Fredgolm altemativalari) bilan hal qilinadi.
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Fredgolmning birinchi t e o r e rn a s i. Agar A soni K(x,£) 

yadroning xos soni bo'lmasa (ya’ni bir jinsli (98) tenglama nol yechirnga 

ega), u holda bir jinsli bo‘lmagan(96) va unga qo'shma (97) tengla,malar 

ixtiyoriy uzluksiz f(x),g(x) funksiyalar uchun yagona yechirnga ega.

Fredgolmning ikkinchi t e o r e m a s  i. Agar A soni K( x,£) 

yadroning xos soni bo‘lsa, u holda u qo'shma yadroning ham xos soni bo‘ladi 

va ularning rangi bir xil.

Fredgolmning uchinchi t e o r e m a s i .  Agar A soni K 

yadroning xos soni bo'lsa, u holda bir jinsli bo'lmagan (96) tenglama yechirnga 

ega emas yoki bittadan ortiq yechirnga ega. (96) tenglamaning bir qiymatli 

yechilishi uchun uning o'ng qismidagi f(x ) funksiya A xos soniga mos ke- 

luvchi qo'shma yadroning barcha xos funksiyalariga ortogonal bo‘lishi zarar 

va yetarli.

Qayd etish lozirnki, Fredgolm teoremalari integral tenglamalar L2(D) 

fazoda qaralganda ham o'rinli.

6.13.8 Dirixlening ichki masalasi uchun integral tenglam a
Dirixlening (73) ichki masalasini qaraymiz. S ni Lyapunov sirti deb 

hisoblaymiz.

Bu masala yechimini ikldlangan qatlam

potensial ko'rinishida izlaymiz. (99) integralning yadrosi avvaldek S ga f  

nuqtadagi tashqi n normal bo'yicha Laplas operator! fundamental yechimi- 

ning hosilasida.n iborat. Ma’lumki, v(t) zichlik uzluksiz funksiya bo'lganda 

(99) funksiya D  sohada Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. Endi r/(f) 

funksiyani shunday aniqlash lozimki, bunda

limit munosabat o'rinli boisin, ya:ni chegaraviy shart nam bajarilsin. D 

yopiq sohada uzluksiz yechimni olish uchun S sirtdagi yechimning chegaraviy

(99)

s

lim u{x) =  /({o), fo £ S
X—y£o:X(z:D

(100)
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qiymatlari sifatida ikkilangan qatlam (99) potensialining soha ichkarisidan 

hisoblangan limit w¿(fo) qiymatlarini qarash zarur. (100) chegaraviy shart- 

dan, ikkilangan qatlam potensialining (87) xossasmi. inobatga olib,

ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasi ko'rinishida yozib olamiz. (101) 

tenglama qutb

yadroga ega bo'lib, (81) ga asosan,

baho o'rinli.

Agar (101) tenglamaning i/(£) yechimi mavjud bo'lsa, uni (99) formulaga 

qo'yib, (73) Dirixlening ichki masalasining klassik yechimini olamiz. Shun- 

day qilib, Dirixlening ichki masalasi yechilishi (101) integral tenglamaning 

yechilishi masalasiga olib kelindi.

Ixtiyoriy uzluksiz f(x) funksiya uchun (101) tenglama yagona yechimga 

ega ekanligini ko'rsatamiz. Qutb yadroli Fredgolm integral tenglamalari 

uchun Fredgolm teoremalaii o‘rinli. Fredgolmning birinchi teoremasiga ko'ra,

(101) tenglamaning bir qiymatli yechilishi uchun unga mos

5

tenglamaga ega bo'lamiz. Buni ushbu

s

bir jinsli tenglama faqat nol yechimga ega bo'lishini ko‘rsatish yetarli. Fred­

golmning ikkinchi teoremaga ko'ra, dastlabki va unga qo'shma
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integral tenglamalar bir xil xos sonlarga ega va ularning rangi ustma-ust 

tushadi. Bu yerda (102) tenglamani tekshirish osonroq.

(102) tenglamaning faqat nol yechimga ega bo'lishini ko'rsatamiz. Teskari- 

sini faraz qilamiz: (102) tenglama, Ho(0 i 1 0 yechimga ega bo'lsin. Zichligi 

/.to(0  bo'lgan oddiy qatlam

potensialini qaraymiz. va Di — D sohaninig mos ravishda ichki va tashqi 

qismlari bo'lsin. v(x) funksiya Di da garmonik va Di da |x| -»• oo bo'lganda 

nolga tekis yaqinlashadi. v(x) funksiya normal hosilasining S dagi. lim.it 

qiymatini qaraymiz. (94) formulaga ko‘ra

Ho(,0 funksiya (102) tenglamaning yechimi ekanligidan S sirt nuqtalari uchun

tenglik bajarilishi kelib chiqadi. Shunday qilib. Ii(x) funksiya Neymanning 

bir jinsli tashqi

masalasi yechimi, bo'lar ekan. Neymanning tashqi masalasi yechimi yagona 

bo'lgani uchun uch oichovli holda (104) masala faqat

nol yechimga ega bo'ladi. h{x) funksiya (103) formula bilan aniqlangan 

oddiy qatlam potensiali sifatida S sirtni kesib o'tishda uzluksiz. Shuning 

uchun bu funksiya sohada ushbu

(103)

s

s

A h[x) =  0, x e Di

------1¿, =  0, h(x) =3 0, |a;| -» oo
on.[

(104)

I\{x) hO , x € Di U S

A7i(a:) =  0, x € Diy
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h(x)\s = 0

Dirixlinmg bir jinsli masalasining yechimi boiadi. Dirixlening ichki masalasi 

yechimining vagonaligiga ko'ra l'i(x) =  0, x € DiUS. Shunday qilib, butun 

fazoda I\(x) =  0. (95) formuladan foj'dalanib,

w(0 = 0, € e 5

boiishini topamiz. Bu esa farazimizga zid. Demak, (102) tenglama faqat nol 

yechimga ega ekan. U holda Predgolmning birinchi tenglamasiga binoan bir 

jinsli boimagan (101) integral tenglama ixtiyoriy uzluksiz /  funksiya uchun 

yagona yechimga ega.

Bu yerdari ixtiyoriy f  € C(S) lar uchun Dirixlening ichki (73) masalasi 

yagona klassik yechimga ega boiishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, quyidagi teorema o'rinli.

T e o r e m a .  Dirixlening ichki (73) masalasi ixtiyoriy uzluksiz f  

funksiya uchun yagona yechimga ega.

Ma’lumki, Dirixle masalasi uchun Grin funksiyasini qurish. chegaraviy 

masalasini maxsus chegaraviy shart uchun yechishgaga ekvivalent. Bu yer- 

dan Lyapunov sirtlari bilan chegaralangan sohalar uchun Dirixle masalasi­

ning Grin funksiyasi mavjudligi kelib chiqadi.

Shu bilan birga, yuqoridagi tekshirishlar jarayonida. yoi-yoiakay quyidagi 

tasdiq ham isbotlandi:

T a s d i q. Agar uzluksiz zichlikka ega oddiy qatlam potensiali A: yoki 

D[ sohalarda nolga teng boisa, uning zichligi S  sirtda nolga teng.

6.13.9 Neym anning tashqi masalasi ucliun integral 
tenglam a

(74) inasalani D,, soha uchun qaraymiz. Qo’shimcha, ravishda x —» oo da 

u —I 0 boiishini (u(x) funksiyaning nolga tekis yaqinlashishi) talab etamiz. 

Bu masala yechimini(67) oddiy qatlam I\(x) potensiali ko'rinishida izlaymiz. 

Maiumki, ¿t(£) zichlik uzluksiz funksiya boiganda h(x) potensial De da
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garmonik funksiya va cheksizlikda nolga tekis intiladi. p,(£) zichlikni

}im  n  =  &  e  S  (105)x~>̂Q,xG.Dß ÖTbß

tenglamaning yechimi si.fati.da aniqlaymiz.(94) formulani inobatga olib, (105) 

dan

ß(0^]T ~ ~ T lds ~ 2'я'Мо(&) =  f i t o)
Js sol

yoki

M(Co)¿í  Mc)¿ r = ^ fis= ~ é m ' ío € 5 (lü6)

integral tenglamani hosil qilamiz. (106) tenglamani yechib, olingan yechimni 

(67) ga olib borib qo‘ysak, (74) Neymarming tashqi masalasi klassik yechimiga 

ega bo‘lamiz. Sunday qilib, (74) Neymanning tashqi masalasi yechilishi ham 

integral tenglamaning yechilishiga olib kelindi. (106) integral tenglama Fred- 

golmning birinchi teoremasiga muvofiq ixtiyoriy uzluksiz f it)  funksiya uchun 

yagona yechirnga ega. Chunki unga mos keluvehi bir jinsli (102) tenglama. 

yechimi, oldin isbot etilganiga ko‘ra, noldan iborat. Shunday qilib, quyidagi 

teorema isbotlandi.

Т е о р е м а .  (74) Neymarming tashqi masalasi ixtiyoriy uzluksiz /  

funksiya uchun klassik yechirnga ega.

6.13.10 Neym anning ichki va Dirixlening tashqi 
masalalari uchun integral tenglamalar

Oldingi paragraflardagi tekshirishlar shuni ko'rsatdiki, Dirixlening ichki va 

Neymanning tashqi masalalari uchun yozilgan tenglamalar qo‘shma bo’lar 

ekan. Tabiiyki, bu masalalarni bir vaqtning o'zida o'rganish mumkin va 

bunday holni Neymanning ichki va Dirixlening tashqi masalalari holida bam 

kutish mumkin.

(74) masalani D  sohaning ichki Di qismi uchun qaraymiz. Masala yechi- 

mini (67) oddiy qatlam Ii(x) potensiali ko‘rinishida izlaymiz. U holda p(t) 

zichlik (93) formuladan aniqlanadi. Unga ko‘ra /i(f) funksiya

Kto) + =  ¿/(£o)> to € S (107)
ж Js ч  к — ‘,o| 2тг
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integral tenglamani qanoatlantiradi. (107) tenglamaning yechimini (67) ga 

qo‘yib, Neymanning ichki masalasi yechimini hosil qilamiz. Eslatib o'tamiz, 

(74) masala Д: soha, uchun hamma. vaqt ham. yagona yechimga ega bo!la- 

vermaydi. Yagona yechim mavjud bo'lishi uchun

tenglik bajarilishi zarur.

Shu bilan bir vaqtda (73) masalani D  sohaning tashqi De qismi uchun

Bu yerda a =  const,, y =  (ÿi, 2/2; Уз) € A  - biror tayin nuqta, \x — y\ - x va y 

nuqtaJar orasidagi masofa . Yechim ikkilangan qatlam va D,t sohadagi nuq-

taviy zaryad potensiallari yig'indisi tarzida ifodalangan, bu yerda a  miqdor 

keyinroq aniqlanadi.

Potensialning ?/(£) zic.hligi

chegaraviy shartdan topiladi. (88) ni inobatga olib, (109) formuladan

integral tenglamani olamiz. (107) va (110) lar qo'shma integral tenglamalar. 

Shuning uchun ularning yechilishiui bir vaqtda tekshirish mumkin. Bir jinsli

(108)

qaraymiz. Chegaraviy shartga qo'shimcha ravishda |ж| —»• oo da u(x) ^

0 bo'lishini ham talab etamiz. Bu masala yechimini quyidagi ko'rinishda 

qidiramiz:

(109)

s

lim u(x) =  /(£o), ío G S
X—ÏOO, XÇlD

tenglikka. ega boiamiz. Bundan i/(£) funksiya uchun

(111)

s
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integral tenglamani qaraymiz. (84) formulaga ko'ra 6 S lar uchun

d 1

h i: is =  —1.
2n J  dn,£ -Co 

s

Shuning uchun, ravshanki, i;($) =  v0 = const - (111) tenglamaning yechimi. 

Bu esa A =  1 rung

* « b ’€) = 2^9^^-T ol

yadro uchun xos son boiishi va unga v =  vq — const xos funksiya mos 

kelishini bildiradi. Fredgolmning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, A =  1 soni

qo‘shma yadroning ham xos soni boiadi. Shuning uchun, awalo, bu xos 

sonning rangini hisoblaymiz. A =  1 xos sonning rangi birga teng ekanligini 

ko‘rsatamiz. Buning uchun bir jinsli

' • < « + ¿ / '« > ¿ 1 ^ “ ° (I12) 
s

integral tenglama bitta, xos funksiyaga ega ekanligini ko'rsatish yetarli. /Uo(C) 

funksiya (112) tenglamaning xos funksiyasi boisin. Zichligi no(Q Sa teng 

boigan oddijf qatlam

v(x) = <j> 

s

potensialini tuzamiz. /xo(£) funksiya (112) tenglamani qanoatlantirishi sababli

munos&b&tlar o'rinli. Demak, v(x) funksiya. Neymanning bir jinsli ichki

Av(x) =  0, X € A , -5 ^ 1  =  0 
ane I *'

masalasining yechimi boiadi. Shuning uchun v(x) = C  == const, x 6 DUS. 

Uzluksiz zichlikka ega boigan oddiy qatlam potensialkrining A  y°ki A
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sohada nolga teng bo'lishidan uning zichligi S  da nolga teng bo‘lishi kelib 

chiqishini hisobga, olsak, C ^  0 bo'ladi, aks holda ¡a® =  0 bo‘la,r edi.

(112) tenglamaning A =  1 xos songa mos keluvchi noldan farqli /Jo(£) 

yechimi, ya’ni ¿¿o(£) bilan chiziqli bog'liq bo'lmagan funksiya mavjud bo‘lsin. 

U holda oldingiga o'xshash ravishda

v(x) = <p /Io(£)t--- =  C1 =  const ^  0, x € D U S
J \x ~ ÇI
s

kelib chiqadi. Ushbu

vi(x) =  ^v(x) - v(x) =  ^~/x0 - Moj j~ g [  (113)

funksiyani qaraymiz. Qurilishiga ko‘ra, bu funksiya Vi ( x)  =  0, x  £ DjUS va

(113)ga asosan v\{x) funksiya oddiy qatlam potensiali bo'lgani uchun uning 

zichligiga S da nolga teng, ya’ni

C

V

Bu esa jLio(Î) va /Io(£) funksiyalar chiziqli bog'liq ekanligini bildiradi. Demak, 

A =  1 xos sonning rangi birgateng. (112) tenglamaning jSo(Q xos fuksiyasini

v(x) =  (j) / i o(C) j — A U S  (114)

s

shartdan tanlaymiz. Zichligi no(0 bo'lgan bunday potensialga Roben poten­

siali deyiladi. Shunday qilib, (112) tenglama yagona IM )(0  x o s  funksiyaga 

ega, qo‘shma bir jinsli

(115)
s

tenglama esa yagona v =  vo =  const xos funksiyaga ega, bunda Mo ■■ 1 

deb hisoblash mumkiu. Bu yerdan esa, Eredgolmning uchinchi teoremasiga 

asosan, bir jinsli bo‘lmaga,n (107) tenglamaning yechilish

j  m  ■ i d s = o  

s
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sharti kelib chiqadi. Shunga o‘xshash, (110) tenglama uchun

/ m  -
\£ ~y\

Ho(Ods =  о (116)

s

shartni hosil qilamiz. (108) shart bajarilganda (107) tenglama yechimi quyidagi 

koiinishga ega bo'ladi:

К 0  = Ш )  + Ы 0 ,  (117)

bu yerda JL(£) - bir jinsli boimagan (107) tenglamaning biror yechimi, с - 

ixtiyoriy o'zgarmas. (117) ni (107) ga qo'yib, Neymanning ichki masalasi

« W  =  / p ( Í ) ¡ ^  + c / № Í ¡ ^

s s

yechimini yoki (114) ga asosan

u(x) =  j  М(0  |ж^ |  + с (118)
s

yechimni hosii qilamiz. Shunday qilib, (108) shart nafaqat Neymanning ichki 

masalasi yechilishinining zaruriy sharti, ba.lki yetarli sharti ham ekan. Bu 

masala. (108) shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy uzluksiz /  funksiya uchun 

(118) koi'inishidagi yechimga ega. Endi (116) shartni qaraymiz. Uni

<■ £  /'-»(0 J  ?y| =  lJ« (0 f (0 día

s s

.ko‘rinishda yozib olamiz. y £ Д  ekanligidan (114) tenglikka ko'ra

s

Shuning uchun

a = (119)
s

(110) tenglama ixtiyoriy uzluksiz /  lar uchun yechimga ega. Biroq bu yechim 

yagona ernas va u quyidagi ko'rinishga ega:

К О  =  Ш ) + CO, (120)
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bu yerda Д(£) - (110) tenglamanmg biror yechimi, Co - ixtiyoriy o'zgarmas. 

(120) ni (109) ga, qcryib, Dirixlening tashqi masalasining

ko'rinishni qabul qiladi. a  soni (119) tenglik yordamida aniqlanadi. Shun- 

day qilib, Dirixlening tashqi masalasi ixtiyoriy uzluksiz /  funksiyalar uchun 

yagona yechimga ega.

Demak, quyidagi teoremalar isbotlandi.

T e о  г e m  a. Dirixlening (73) tashqi masalasi ixtiyoriy uzluksiz /  

funksiyalar uchun klassik yechimga ega.

T e о r a m  a. Neymanning (74) ichki masalasi (108) shartni qanoat- 

lantiruvchi ixtiyoriy uzluksiz f  funksiyalar uchun yagona yechimga ega.

Biz faqat Laplas tenglamalari uchun chegaraviy masalalarni yechishning 

integral tenglamalar usulini bayon qildik. Puasson tenglamasi uchun chegar­

aviy masalalar o'xshash tarzda yechiladi.

Misol uchun, Puasson tenglamasi uchun Dirixlening ichki

masalasini qaraymiz.

v(x) orqali zichligi F (f) bo'lgan hajm potensialini belgilaymiz:

formula bilan uj(x) funksiyani kiritamiz. U holda (122) dan hajm poten- 

sialining xossasini inobatga olib, uj(x ) uchun chegaraviy

u(x) =  - é i>(0

s s

yechimini hosil qilamiz. x £ A  ekanligidan (121) formula

Am =  -F, x e A  -  A  «1* =  f{x), f(x) £ C{S) (122)

м(а’) funksiya o'rniga

u(x) — vix) + u)(x)



Xususiy hosüali differensial tenglamalar ycchimlari 
silliqligining xususiyati to‘g‘risida 361

Au(x) =  0, x G D, w|s =  f(x), f(x) = f(x) - u(x)| (123)

masalani olamiz.

Shunday qilib, (122) masala (123) Laplas tenglamasi uchun chegaraviy 

masalaga. olib kelindi. 0 ‘xshash ravishda Puasson tenglamasi uchun boshqa 

chegaraviy masalalar ham Laplas tenglamasi uchun mos chegaraviy masalalarga 

keltiriladi.

6.14 Xususiy hosilali differensial tenglamalar 

yechimlari silliqligining xususiyati to‘g‘risida

1. Parabolik va elliptik tenglamalar bo‘lgan hol.

5-bobning 8-paragrafida <p(x) =  u(x, 0) funksiya uzluksiz va chegara- 

langan bo'lganda (9) issiqîik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun (10) Koshi 

masalasi u(x, t) yechimining ixtiyoriy tartibdagi hosilalarining mavjudligi 

ko'rsatilgan edi.

Ushbu bobning 3-paragrafidagi 3-xossadan ma'luinki, D  sohada garmonik 

<a(x) funksiya D  sohada barcha o'zgaruvchilar bo'yicha ixtiyoriy tartibdagi 

hosilalarga ega bo'ladi. Shu bilan birga, D  sohada garmonik funksiya shu 

sohada analitik funksiya bo'ladi, ya’ni absolyut yaqinlashuvchi darajali qator 

bilan ifodalanadi.

u(x) funksiya I) sohada analitik funksiya ekanligini ko'rsatish uchun 

bu sohada to'la yotuvchi ixtiyoriy sharda uning analitikligini ko'rsatish ki- 

foyadir.

Bunga, ishonch hosil qilish uchun n =  2 bo'lgan hol bilan cheklanamiz. 

Koordinata boshini D  sohada joylashgan deb hisoblab, qutb koordinatalar 

sistemasida yozilgan (28) Puasson formulasida^ — <p =  9, ^  =  p belgilashlar 

kiritamiz. U holda., Puasson formulasining yadrosi ushbu
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ko'rinishda yoziladi. Bu vadro p < 1 bo'lganda darajali qatorga yoyiladi. 

Haqiqatdan ham,

1 2 1 00
----]—?---- - =  -1 + 2 Re =  -1 + 2 Re V  pkeM  =
1 -f p2 — 2pcos 9 1 — pe'6 ^

00 oo

=  -1 + 2 ̂ 2  Pk eos k9 =  1 + 2 p^ eos fc(i¿> - <p). (124)

&=1

(124) qator p < 1 da absolyut yaqinlashuvchi bo'ladi. Bunga asosan (28) 

Puasson formulasi

2?r

í f { r e ia) l  + 2 V f M y cosfc(Vl_ ^ dup. (125)
J
0 *=1 ^ r '

ko'rinishga ega bo'ladi. (125) formulada |a;| eos \¡>, |a.-| sin $  larni x\ va x2 lar 

bilan almashtirib, u(x) funksiyaning xi,x2 o'zgaruvchilar bo'yicha darajali 

qatorga yoyilmasini liosil qilamiz. Ravshanki, bu qator ¡£c| < r doirada ab­

solyut yaqinlashadi. Shu bilan Puasson formulasidan ]íc¡ < r doirada Laplas 

tenglamasi uchun Dirixle masalasining yechimi u(x), |íc} =  r aylanada beril- 

gan f(x) chegaraviy shartlarning qiymatlari faqat uzluksiz bo!lganda ham 

analitik ekanligi kelib chiqa,di.

2. Giperbolik tenglamalar bo‘lgan hol. 4-bobning 6-paragra,fida 

ko‘rilgan to‘lqin tenglamai'i uchun Koshi, Gursa va boshqa masalalar uchun 

avvalgi bandda bayon qilingan fikrlar to‘g‘ri bo‘lmaydi. Masalan, fco‘lqin 

tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi u(x, t) Kirxgof formulasi bilan 

aniqlanadi. Bu formulada berilgan ip(x) va ip(x), f(x ,t) funksiyalar mos 

ravishda uch va ikki marta uzluksiz differensiaJlanuvchi bo‘lgandagina u{x, i) 
yechim ikki marta uzluksiz differensialanuvchi bo'ladi.

Yoki tor tebranish tenglamasi uchun Gursa masalasining yechimi 4-bobdagi 

(33) formula bilan ifodalanadi. Bu formulada soddalik uchun xq — yo — 0 

desale, (33) formula

u(x, t) =  ip + i’ ( “ 2“ )  _  ^126^
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integral ixtiyoriy

Mo =  {(a,b) G H.2 : a G (cio,+00), b G (&o, +00)} (ao >0 , b0 >  0)

to'plamda tekis yaqinlashuvchi boladi.

Isbot. Tekis yaqinlashuvchanlikka tekshirish uchun В (a, b) integralni

1 I  1J Xa"'1 (l - x)b ~ldx = J a;°_1(l - x)b~ldx + j  x0-1(l — x)6-1<¿e

o o i

ko'rinishda yozib olamiz.

Ravshanki, a > 0 boiganida J '^ 2 xa~ldx intégral yaqinlashuvchi, b > 0 
1

boiganda esa /  (1 — x)6-1dx integral yaqinlashuvchi boiadi. Parametr a 

1/2
ning a >  ao (ao > 0) qiymatlari va ixtiyoriy b > 0, x G (0,1/2] lar uchun 

x““1 (1 - x)6“1 < arao_1(l - x)b°“1 < 2a;“0' 1 

tengsizliklar o'rinli. Veyershtrass alomatidan foydalanib,

0

integralning tekis yaqiniashuvchanligini topa,miz. Shuningdek, parametr b 

ning b >  bo (b0 > 0) qiymatlari va ixtiyoriy a > 0, x G (|, lj lar uchun

a:tt_1( l - x)b-1 <  ж“0_1(1 - x)'’0“1 < 2(1 - x)&0_1

bo‘ladi. Yana Veyershtrass alomatidan foydalanib,

1

J  xa_1 (1 — xŸ̂dx
12

integralning tekis yaqinlashuvchan ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

Demak,
1J xa~l (1 - x)6“1̂

0
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integral a > a0 > 0 va b >b0 > 0 bo'lganida ya’ni,

M q =  |(fl, 6) G M2 : a G (a,o,-\~oo),b G (6o,+oo)| (o.o >  0,bg > 0)

to'plamda tekis vaqinlashuvchi bo'ladi.

E s l a t m a .  S(a, 6) ning M  =  {(a, 6) G K2 : a G (0, +00), 6 G (0, +00)} 

to‘plamda notekis yaqinlashuvchiligini ko'rish. qiyi.11 emas.

X  o s s a. B(a, b) funksiya M  to'plamda uzluksiz funksiyadir, ya’ni 

B(a, b ) e C  (M) .

Haqiqatdan ham,

1

B(a,b) =  J xa"'1(1 -  xf'^dx

0

integralning M0 to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo!lishidan va integral os- 

fcidagi funksiyaning ixtiyoriy (a, b) £ M  da uzluksizligidari B(a, b) funksiya

M  =  b) G : a G (0, +00), b G (0, +oc) |

to‘piamda uzluksiz bo‘lishi kelib chiqadi.

X  o s s a. Ixtiyoriy (a, b) G M  lar uchun B(a,b) =  B(b,a), ya’ni 

beta-funksiya simmetrikdir.

Darhaqiqat, B(a,b) =  /01aro-:L( 1 — x)6_1do: integralda x =  1 - t al- 

mashtirish bajarib,

1 1

B(o, &) =  f  x“^ ( l  - =  J  tb~\ 1 - =  5(6, a)

0 0

bo'lishim topamiz.

X  o s s a. B(a,b) funksiya quydagicha ham ifodalanadi:

-f-°° j

0

Haqiqatdan ham, agar (1) integralda a; =  ^  almashtirish bajarilsa, u 

holda.
1

B(a, b) =  J  xa~l (l - xf-^dx =

0
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+00 +00

= [ (1 _ = f ta l
J  \t + i ) ’ V 1 + t j } (i + t)2 J  (i +  t)a+b
о 0 

tengliklar xossaning o'rinli ekanini ko'rsatadi.

Xususan, 6 = 1  — a ( 0 < o < l )  bo'lganda esa

dt

+CO
j.a—1

1 1 
2’ 2

f  7Г
ß(a, 1 - а) =  / — — <ft =  ----. (3)

v 7 J l  + t sma 7Г v '
0

(3) formulada а =  1/2 deb, quyidagini topamiz:

В

X  о s s a. Ixtiyoriy

( a ,  b) 6 Mi =  {(a, 6) € K 2 : a € (0,+00), 6 £ (1,-foc)}

lar uchun

Д ( а , Ь ) = - * ~ *  ^ ( a . b - l )  (4)

tenglik o'rinli.

(1) ni bo'laklab integrallaymiz:

1 1

B(a,b) =  J xa" 1(l — x)b~1dx =  J (1 — x ÿ^d  =

о 0

1

=  i z a(l - ж)''“ 1!1 + —  /  xa(l - x)b~2dx = 
a 10 a J  '

о

1

■ J xa( 1 — x)b~2dx (a > 0 , 6 > 0).

1
6 - 1

Agar

ха(1 - я)6-2 =

=  xa_1 [1 -  (1 -  x)] (1 - ж)6“2 =  ж“-1 (1 - x)fc_2 - Xa“1 (1 - x)6“1
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ekanligini etiborga olsak, u holda

i i i 

J  x“(l - x^^dx  =  J  жа_1(1 - x)b~2dx - J  - x f^dx  ■
0 0 0

=  B(a, b — 1) — B(a, b)

boiib, nat,ijada

В (a, b) =  i  [B(a, b - 1) -  B(a, 6)]

tenglik bajariladi. Bu tenglikdan esa

B(a, b) =  ^ * B(a, Ь - l )  (a > 0, b > 1)
(I -r b — 1

boiishini topamiz.

Xuddi shunga o‘xshash, ixtiyoriy

(a,b) 6 M2 =  {(a, b) € R2 : a £ (l,+oo), b £  (0,+oo)}

lax uchun

B(a, b) =  ----- - ~B(a —1,6) (a > 1, b > 0)

boiadi.

Xususan, b = n £  N boiganda

В (a, b) — В (a, n) =  — ——B(a,n — 1) 

boiib, (4) formulará takror qoilash hisobiga quvidagini topamiz:

nr \ n ~ l  n ~ 2 1 B[a,n) = ------ - --------- • ------ Bia, 1).
a + n — 1 a+ n — 2 a+ 1

Ko'nnib turibdiki,
1

1
B(a, 1) =  J  X a - 1

Demak,

dx =
a

\ _  1 • 2 • 3 - • • (n — 1)

o(a+l)(o + 2)---(a + n - l ) '  ®
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Agar (5) da a =  m(m £  N) bo'lsa, u holda

1 ■ 2 • 3 • ■ • (те — 1) _  (те — l)!(m  — 1)!

m’П m(m + 1 )(m + 2) ■ • • (rn + те — 1) (rri + n — 1)!

tenglik bajariladi.

7.1.2 Gamma-funksiya (II-tur Eyler integrali) va 
uning xossalari

Ushbu
+00

/ W « *  (6)

о

xosmas integralni qaraylik. a ning a < 1 qiymatlarida, x =  0 nuqta integral 

ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasi bo'ladi, chunki x —> +0 da integral os­

tidagi funksiya cheksizga intiladi. Demak, bu holda (6) intégral ham cheksiz 

oraliq bo‘yicha chegaralanmagan funksiyadan olingan xosmas intégral eka.n. 

Bu integralni ikki qismga

+00  1 -foo

0 0 1 

ajratib, ularnïng h эх birini alohida-alohida yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz. 

Birinchi
i

a~le~xdx

integralda, integral ostidagi funksiya uchun

1 1 <  хл'ле~х <  (0 < x < 1)

tengsizlik o'rinli bo'ladi. 

Ushbu
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integral 1 — а < 1, ya'ni а > 0 da, yaqinlashuvchi, 1 — а >  1, ya’ni а < о

da uzoqlashuvchi. Eiidi j^°°xa~1e~xdx integralni yaqinlashuvchilikka tel

shiramiz.

Bunda,
xa~le-x xa+L 

lim -- :-- =  Inn —— =  0
x->+oo -¿ç .г*—>-+oo ex

X2
o'rinli ekanligini ko‘rishimiz mumkin.

Ushbu Jj+0° dx integral yaqinlashuvchi bo'lganligidan, / х+0° 3f~le~x̂ x 

integral ham yaqinlashuvchidir. Shunday qilib, f*°° xa~1e~xd.x integral 

ning ixtiyoriy qiymatida yaqinlashuvchi. Natijada berilgan f*°° ха1е~хфх 

integralning а >  0 da yaqinlashuvchi bo‘lishini topamiz.

T a ’ r i  f. (6) integral Gamma-funksiya yoki II-tur Eyler integrali deb 
ataladi va Г(а) kabi belgilanadi. Demak,

+ og

ГМ
0

Shunday qilib, Г(а) funksiya (0; +oo) da berilgan. Endi Г(а) funksiya 

ning xossalarini o'rganaylik.

X  о s s a. (6) integral

Hoc

г(а) =  J х ^еГ Ч х .

о

ixtiyoriy [oo, &o] (0 < an < &o < 4-oo) oraliqda tekis yaqinlashuvchi boiad" 

Isbot. (6) integralni quydagicha ikki qismga ajratib,

-fO O  1  + 0 0J xa~1e~xdx =  J xa~le~xdx + j  xa~le~xdx 

0 0 1 

ularning har birini alohida-alohida tekis yaqinlashuvchanlikka tekshirami?

Agar a0 (oo >  0) sonni olib, parametr a ning а > a0 qiymatlari qaralsa 

unda barcha. x G (0, 1] uchun xa~le~x <  bo'lib, Veyershtrass alomatiga 

asosan
l

У  xa~le~xdx 

0
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integral tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Agar &o (60 > 0) sonni olib, parametr a ning a <  bo qiymatlari qaraladi- 

gan bo'lsa, unda barcha x >  1 lar uchun

x^ < xb ^ e--x < ( h ± l Ÿ ,+1. l  
\ e J  x¿

bo‘lib,
+00

1
dx

integralning yaqinlashuvchanligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko‘ra.

+00J xa-'e~xaXdx

0

integralning tekis yaqinlashuvchi bo‘lishini kelib chiqadi. Shunday qilib,

+ O C

Г (a) =  j  Xa-1 e~xdx 

0

integral [oo, bo] (0 < ao <  bo < +00) da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

E s 1 a t m a. Г(а) ning (0, +00) da notekis yaqinlashuvchiligini ko‘rish 

qiyin emas.

X  о s s a. Г(а) funksiya (0,+00) da uzluksiz harnda barcha tartibdagi 

uzluksiz hosilalarga ega va. n—tartibli hosilasi

+OO

ga teng.

Ixtiyoriy a € (0, +00) nuqtani olaylik. Unda shunday [oo, 60] (0 < «o < 

bo < +00) oraliq topiladiki, bunda a € fao,bo] bo'ladi. Ravshanki,
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integral ostidagi f(x,a) =  x"‘~1e~:': funksiya

M =  { (x, a) € R2 : x € (0,+00), a g (0,+oo)}

to'plamda uzluksiz funksiyadir. (6) integral esa (vuqorida isbot etilganiga 

ko'ra) [ao, bo] kesmada tekis yaqinlashuvchi. U holda, Г(а) funksiya [ao, 60] 

da shu bilan bir qatorda a nuqtada uzluksiz boiadi. (6) integral ostidagi 

/'(ж, a) =  xa~le~x funksiya

hosilasining M to'plamda uzluksiz funksiya ekanligini payqash qiyin emas. 

Endi

integralni [ao, bo] da tekis yaqinlashuvchi boiishini ko‘rsata.miz. Ushbu

tengsizlik o'rinlidir. =  хсц,12\\пх\ funksiya 0 <  x <  1 da chegaralan-
1 1

ganligi va f  xS2 ~1dx integralning yaqinlashuvchiligidan f  x“0̂ 1 |lnx| dx ning 
о 0

ham yaqinlashuvchi boiishini va Veyershtrass alomatiga ko'ra qaralayotgan

/а(ж, a) = x a 1e X\nx

0 0

J
0

integral ostidagi xa~le~x\nx funksiya uchun 0 < x <  1 da

xa 1e~~x\nx\ <  xK° 1 |lnx|

i m *

0

integralning tekis yaqinlashuvchi boiishiga. ishonch hosil qilamiz. 

Shunga 0‘xshash quyidagi

+ O C
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integralda, intégral ostidagi xa 1e x lu a- funksiya uchun barcha x > 1 da.

"r*2
xa 1e X l n x < x b° le 3:\ïïx < xb°e x < ( —— - ̂

\ e )  xz

+00
bo‘lib, f  |f integrairiing yaqinlashuvchanligidan. yana Veyershtrass alo

+ C C
matiga ko‘ra, J  xa~xe~xdx ning tekis yaqinlasbuvchiligi kelib chiqadi. De-

1
mak, [ao, 6q] da

+OC

ln xdx
J x'~0

intégral tekis yaqinlashuvchidir. Unda

' -f 00

F'(a) =  f J xa 1e Xdx j  =  J (xa xe X)'dx =  J xa *e xln xdx

boladi va F'(a) [ao, 60] da shu bilan birga a nuqtada uzluksizdir.

Xuddi shu yoi bilan F (a) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo tar- 

tibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda

-hoc

r<"’ (o )=  J x ^e ^ ilu x ^d x , n =  1,2,3,...

0

bo'lishi ko'rsatildi.

X  o s s a. r(a) funksiya uchun ushbu

F(a + 1) =  a ■ F(a), a > 0

formula o'rinli.

Haqiqatan ham,

-I-00

0

integralni bo'laklab integrallasak,

F(o) =  J xa Je Xdx =  J e xd
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hosil bo‘lib, undan

F(a + 1) =  аГ(а) (7)

bo‘lishi kelib chiqadi.

Bu formula, yordamida Г(а + n) ni topish mumkin. Darhaqiqat, (7) 

formulan! takror qoilab,

Г(а + n) — Г(а + n — 1) ■ (a + n — 1) 

boiishini, bulardan esa

Г (а + n) =  (а + n - 1)(а + n — 2) ■ ■ ■ (а + 2)(а + 1)аГ(а) 

ekanligini topamiz. Xususan, a =  1 boiganda

Г(п + .1) =  n(n — 1) • ■ • 2 • 1 • Г(1) 

boiadi. Agar Г(1) — / 0+о° e~xdx =  1 boiishini e’tiborga olsak, unda

ekanligi kelib chiqadi.

Yana (7) formulada,n foydalanib, Г(2) =  Г(1) =  1 ekanini ko'rish qiyin

Shunday qilib, Г(а) funksiya (0, +со) oraliqda berilgan boiib, shu oraliqda 

istaigan tartibdagi hosilaga ega. Bu funksiyaning a =  1 va a =  2 nuqtadagi 

qiymatlari bir-biriga tengligi uchim unga matematik tahlil fanidan maium 

bo'lgan Roll teoremasini qoilaymiz. Demak, Roll teoremasiga ko‘ra, shun­

day a*( 1 < a* < 2) topiladiki, Г'(а*) =  0 boiadi. Ixtiyoriy a G (0,+oo)

Г(о + 2 )= Г (а+ 1 )- (а+ 1 )

Г (а + 3) =  Г(а + 2) • (а + 2) 

F(ci 4 4) F(ß “Ь 3) * (а -Ь 3)

Г(п + 1) =  п\

emas.

da

о
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bo'lishi sababli, Г '(a) funksiya (0, +00) oraliqda qat’iy 0‘suvchi bo'ladi. De- 

mak, Г'(а) funksiya (0, +00) da a* nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga ay- 

lanmaydi, ya’ni

0

tenglama (0, +00) oraliqda a* dan boshqa yechimga ega emas. U holda 

0 <  a < a* da Г '(a) < 0,

bo'ladi. Demak, Г(а) funksiya a* nuqtada minimumga ega. Uning minimum 

qiymati Г(а*) ga teng.

Taqribiy hisoblash usuli bilan a* =  1,4616... va Г(а*) =  тгпГ(а) =

0,8856... bo'lishi topilgan.

Г(а) funksiya a > a* da 0‘suvchi Wlganligi sababli a > n + 1, n € N 

bo‘lganda Г(а) > Г(п +1) =  n\ bo'lib, undan

bo'lishini ko'rish mumkin.

Ikkinchi tomondan, a —» +0 da Г (a H- 1) —>■ Г(1) =  1 hamda Г(а) =

kelib chiqadi.

7.1.3 B eta  va gamma funksiyalar orasidagi bog‘!anish
Quyida. B(a,b) va Г(а) funksiyalar orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi for- 

mulani keltiramiz.

Ma’luinki, r(a) funksiya (0, +00) da, B(a, b) funksiya esa R 2 fazodagi

M  =  {(a ,b) 6 R2 : a € (0, +00), b € (0,+oo)}

to'plamda berilgan.

a* < a < +00 da Г'(а) > 0

lim Г(а) =  +00

ekanligidan

lim Г(а) =  +00
а->+0 4
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T e о  r e m  a. Ixtiyoriy (a, b) € M  uchun

mm
В (a, b) =

Г (a + b)

formula o'rinlidir. 

Isbot. Ushbu

+00

Г(а + b) =  J  xa+b~le~xdx (a > 0,6 > 0)

0

integralda x =  (1 + t)y, t > 0 formula bilan o'zgaruvchini almashtirib, 

quyidagiga ega bo'lamiz:

-Hoc

Г (a + b) =  J (I + t)a+b-~1ya+b~1e~(1+t)y{î + t)dy =

-hOO

(1 + t)a+b J ya+b~1e~>'1+t:>ydy.

Oxirgi tenglikning chap va o‘ng to.moniarini noldan farqli (1 + t)a+b ifodaga 

bo'lib,
+OO

Г (а + b) =  Y М е . 11+щ у

(1 + t)a+b
0

formulani hosil qilamiz. Bu tenglikning ikkala t.omonini i“'"1 ga ko‘paytirib, 

natijani (0, +00) oraliq bo‘yicha integrallaymiz. Natijada

+00 Г +oc

r(a + b) /  (ITtÿ̂dt = /  I у0+Ь <(Ш)Чу
0 LO

tenglikni olamiz. (2) formulaga ko‘ra

ta-xdt

+O O

/
ta~

(1 + £}a+b
0

bo!lishini e’tiborga olsak, unda

dt =  В (a~, b)

-t-00 +OO

Г(а + b) ■ B(a, b) =  J J  ya+b~1 еГ((ш)уdy

0 Lo

t a~1d t (8)
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boiadi. Endi (8) tenglikning o‘ng tomonidagi intégral Г(а)Г(Ь) ga teng 

ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun, avvalo, bu integralda integrallash 

tartibini o'zgartirish mumkinligini ko'rsatamiz. Xosmas integrallar tartibini 

o‘zga,rtirish haqidagi teorema shartlari qanoatlantirishini tekshiramiz.

Dastlab a. > 1, b > 1 boigan holni ko‘ramiz. a > 1, b > 1 da, ya’ni

funksiyaixtiyoriy (i,y) G {(i, y) G K2 : t G [0, +oo),y G [0,+oo)} dauzluk- 

siz boiib, f(t, y) =  y«+b-i^-ie-(i+t)y > о 

Ushbu

intégral i o'zgaruvchining [0, +oo) oraliqda uzluksiz funksiyasi boiadi, chunki

integralning y o'zgaruvchi bo'yicha [0, +oo) oraliqda uzluksiz funksiya boiishi 

kelib chiqadi. Nihoyat, yuqoridagi (8) munosabatga ko‘ra

6) G K2 : о, G (1, +oo), b G (lj+oc)}

to'plamda integral ostidagi

0 0

0

+00

J ta~lya+b~1 e~(1+í)y6Íí =  Г (а) ■ уъ~1е~у

о

formula o‘rinli ekanligidan ushbu

o o
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integral yaqinlashuvchi. U holda

4-00 Г +00

J  I  ta~l ya+b 'l e~il+t)vdt

о LO

integral ham yaqinlashuvchi boMib,

dy

+oo Г +30 

/
O LO

+ 0 0  Г + O C

1 ya+b-ïi -(1 +t)ydy dt :

=  /  J  ta -lya+b~lc -(1+t)vd t
o Lo

dy

tenglik bajariladi. 0 ‘ng tomondagi integralni quvidagicha soddalashtiramiz: 

+00 Г +00

J  J  ta~1ya+b~té~̂ 1+t>vdy 

3 Lo
+00 Г foc

J J ta'~lya+b~le 'il+t)vdt

0 Lo
+00 Г +30

f  ya+b-ie-y j  f  ~le~tydt

dt —

dy ■■

dy -

+00

/
0+6-1 e- y L

Va

+00

0

+00

dy

=  j  yb~ïe~yr(a)dy =  T(a)T(b).

о

Natijada (8) va (9) munosabatlardan

Г(а + b)B(a, b) — Г(а)Г(6),

(9)

ya ni,

B (a ,b ) r(a) - m
Г (a + b)

(10)
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boiishi kelíb chiqadi. Biz bu formulani a > 1, b > 1 bo'lgan hol uchun 

isbotladik, endi umumiy holni ko'ramiz.

Fara,z qila,ylik, a > 0, 6 > 0 boisin. U holda, isbot qilingan (10) formulaga

B(a + 1>6 + 1) = í:W ^ -  (H)

Shuningdek, F(a), B(a,b) funksiyalar uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

‘ + U = 6 +') =

r(a  + 1) =  ciF(a), F(6 + 1) =  6F(6),

T(a +  6 +  2) =  (a +  6 +  l) r ( a  +  6 +  1) =  (a +  b +  1 )(a +  6)T(a +  6)

Natijada, (11) formula quyidagi

a-b . a ■ F(a) • 6 • F(6)
~B(a, b) ~~ ' '

(a + 6)(a + 6 + l) ’ (a + b)(a + 6 + l)F(a + 6)

koi'inishga keladi. Bu esa (10) formula a > 0, 6 > 0 da ham o‘rínli ekanligini 

ko'rsatadi.

N a t i j a. Ixtiyoriy a € (0,1) uchun

I'(o )r(l -  a) =  -A — (12)
sm a7r

boiadi.

Haqiqatdan ham, (10) formulada 6 =  1 — a deyilsa,, unda

r(o )r ( l — a)
B(a, 1 -  a) = ---- ---------

boiib, (3) va T(l) =  1 munosabatga muvofiq,

F(a)F(l — a) =  —--- (0 <  a < 1).
sinan

Odatda, (12) formula keltirish formulas! deyiladi. Xususan, (12) da a =  | 

deb olsak, unda

F í l

boiishini ko‘ramiz.
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N  a t i j  a. Ushbu

Г(а)Г \ a + - J = ^ r ( 2 a ) ,  a >  0

formula o'rinli.

Dastlab (10) munosabatda а =  b deb hisoblab,

Г(о)Г(а)
B(a, a)

bo'lishiga ishonch hosil qilamiz. So!ngra,

Г (2a)

B(,

1 I r  2

a, a) — J  [®(1 -  ж)]“-1 dx=z J  \ ~ Q  “  æ)

a—1

dx --

- > / H H  
0 L 0

tengliklarning oxirgi integralida \ — x =  \\ft almashtirish bajarib,

7 t~*dt =

2 2 a-

ga ega bo'lamiz. Natijada,

I

B(a,a) = 2 j  i ( l - t )

0

bx j  г 1 (1 - Г А = ^ в (^ )

Г2 (а) _  1 1

Г (2а) 22а-1 ̂  \ 2 ’ ° 

formula, hosil bo'ladi. Yana (10) formulaga ko‘ra

В
1 \ r ( i ) - I > )  Г (a) a  )

2’aJ = T ( r T ^ - ^ r (| + a) (13)

bo'lib, (13) munosabatdan

г (а) _ 1 г  1 

rfOn\ — 02a—1 'Г (2a) 22«-'1 v Г (a+ I) 

ekanligi kelib chiqadi. Demak,

Г ( а ) г ( а + 0 = ^ Г ( 2а). 

Odatda, (14) formula Lejandr forrnulasi deyiladi.

(14)
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ayniyatlarni hosil qilamiz. Bu esa Jv(x) funksiya Bessel tenglamasini qanoafc- 

lantirishini ko‘rsatadi.

(15) tenglamada v ni — v bilan almashtirsak, u holda. J-V(x) funksiya 

ham (15) tenglamaning yechirai boiadi.

Ko'rinib turibdiki, (19) va (22) funksiyalarning har biri v ning butun boimagan 

qiyinatlarida x =  0 nuqta atrofida o‘zini turlicha tutadi:

Jv{x) =  ? T ( f + i ) [1 + ° (x2)]’ *  ^  ° ! (23)

J~v̂  7 r ; ]  - <:)!' + x °- (24)

Bu funksiyalarning birinchisi x =  0 nuqta atrofida chegaraJangan, ikkin- 

ehisi esa bu nuqta atrofida chegaralanmaga.il. Shuning uchun v ning bu­

tun boimagan qiymatlarida Jv(x) va J-V(x) funksiyalarning har biri o:zaro 

bogiiq boimagan holatda (15) tenglama yechimlarining fundamental sis- 

temasini taslikil etadi. Yuqorida keltirilganlami hisobga olib. (15) tenglama­

ning yechimini butun boimagan v lar uchun Jv(±) va J~v(x) funksiyalarning 

chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalash mumkin:

y(x) =  C^Ux) + C2J-v(x).

7.3 Bessel funksiyasining asosiy xossalari va 

rekkurrent formulalar

Quyidagi lemma Bessel funksiyasi asosiy xossalarini ifoda etib. "Xususiv 

hosilali differensial tenglamalar" uchun turli masalalarni echishda keng qoila- 

niladi.

L e m m a .  Bessel funksiyalari uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:

J-n(x) -  (-1 )nJn{x), n&Z, (25)
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d_ Í  J„{x) 

dx I xv

Jv- H (X)

dx
[xllJv(x)) =  xv Jv~i(x),

Jv+l (x)  =  -  Jv{x) -  J'v(x),

Jv—y(x) =  ~Jv(x)  +  Jv{x),
Jv\\ Jv—\(x) — 2JV (x),

Jv+x (^ ) 'A1 i (x) — 2J„(a;),

J xv+1Jvdx — xv+i Jv+i(x) + C,

j  x.J()(x)d/x =  xJi(x) + C,

I  xi Ji(x)dx =  —x2Jo(x) + 2xJi (x) + C,

x3Jo{x)dx =  2 x2J0(x) + (x3 — 4x)Ji(x) + C,

Í  ... r t__\ г to„\ ßxJv{ax)J'v(ßx) - axJ'v(ax)Jv(ßx)J  X J v {ptx J Jv {¡Jx j d x  — ^2 ß 2

bunda а Ф ß, 

j  xJ„(ax)d:

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

+ C, (36)

1
x\J'v{ax)Y + x‘

■ m ,

+ C, (37) 

(38)

о

bunda ц,„va/Ufc— lar quyidagi tenglamaning musbat ildizlari:

mJv(n) + ß tiJ'M  =  0.

Isbot. (25) ni isbotlaymiz. Umumiy holda n  > 0 hoia.tni ko'raylik 

va (22) qatorda v — n  bo'lsin. (22) qatorning dastlabki n ta hadi uchun 

gamma-funksiya xossasiga asosan щ г^+ñ =  0, bunda к — 0, l,2 ...,n  — 1, 

ekanligidan,
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k—n

(- 1)* 
r (fc-n+ l)r( fc  + l)

% \ 2k—n

(1)
boiadi. Bu yig!indida к — n = m belgilash kiritish natijasida

m=0
F(m + l)F(m 4- n + 1) © '

=  (—>)■ £ i
( - i r (

t\ 2m+n

- ) =  (- l)V n(z).
^ F ( m  + l)r(m  + n + l )

(26) formulani tekshirish uchun (19) ning chap va oiig tomonlariga ¿ ni 

ko''paytiramiz. Natijada

Jv{x)

E =

i - i f

(I)
2fc

¿ ^Г (к  + 1)Г(* + п + 1) 

ni hosil qilamiz. Bu qatorning ikkaJa. tomonini differensiallasak, u holda

d_

dx

(-1 f k

g r (fe+ l)F{k + v + l) 12 )

2k-l

2A—1

^F(fc)r( fc + w + l) V27

Oxirgi yigïndi indeksida к — 1 =  то almashtirish bajargandan so‘ng ifoda 

quyidagi ko‘rinishni oladi:

dr

Jv (x )

E -
(- i)

m-fl

2 у Z-г r(m  + l)F(m + v + 2)m = 0  4 4 ' (1)

-fïVË
( - 1)”

m=0
r(m  + l)F(m  + v + 2) (1)

(26) formulaning o‘ng tomonidagi ifoda ushbu yoyiladi

( - 1)”
д;ч 2тгИ-1

Г(то + l)F(m + v + 2) (1)

(39)

(40)

qatorga yiyiladi. (39) va (40) formulalardan (26) kelib chiqadi.
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Quyidagi tengliklar (27) munosabatning bajarilishini ko'rsatadi:

(~ 1)¿
T(k + v + l)T(k + l)

2k+v

+

~ (- 1) ^ ____  (x_,2k+V-l

' Г (fe + г- + l)r(fc + 1) Ы1)Г(А: + 1) ( 2)

(26) dan (28) tenglik kelib chiqadi. Haqiqatan, (26) tenglikning chap 

tomonini ko'pay!,mailing hosilasi

J'v(x) v,Jv(x) _  Jv+i(x)

ko‘rinishida yozib olamiz. Hosil bo‘lga,n tenglikni xv ga ko'paytirib,

ifodani hosil qilamiz.

Bevosita (26) dan (29) formula kelib chiqadi.

(28) va (29) tengliklarni o'zaro qo'shish natijasida (30) munosabat kelib 

chiqadi.

(28) va (29)tengliklarning birini ikkinchisidan ayirib, (31) munosabatni 

olamiz.

(27) formuiadan foydalanib, ushbu

integralni hisoblaymiz.

(27) da V ni v  + 1 ga almashtiramiz va

xv+1Jv(x) =  ~{xv+l Jv+l(x))
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tenglikka kelamiz. Bundan esa.

xv+1Jv(x)dx =  f -~(xv+1 Jv+i(x))dx — xv+1Jv+i(x) + C.

(33) integral (32) integralning xususiy holi bo'lib, u (32) da v =  0 deb olsak 

hosil bo'ladi.

Endi (34) tenglikning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. (32) integral v =  1 

da quyidagicha ko'rinish oladi:

v — 2 indeksli Bessel funksiyasi udran (30) rekkurent formuladan foydalanib, 

Bessel funksiyasining indeksini pasaytiramiz va

ni hosil qilamiz. U holda

J x2Ji(x)dx =  —x2Jo(x) + 2xJi(x) + С

(34) bilan ustma-ust tushadi.

Ushbu

J x3Jo(x)dx

integralni hisoblash uchun (27) formuladan г> =  0 bo'lgan holda foydalanamiz:

J x 3Jo(x)dx — x3Ji(x)~2 J x2Ji(x)dx

ga kelamiz. Bu ifodaga (34) formulani qo‘llab, isbotlanishi talab etilayotgan 

tenglikni hosil qilamiz.

J 2( x) =  —J()(x)~ + Ji(x)

U holda hosil bo‘lga,n

integralni bo‘lakla.b integrallash natijasida
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(36) tenglikni isbotlashga kirishamiz. Buning uchun ushbu

îc(xy')+{a2x-Ÿ)y = o 4̂1)

tenglamani qaraymiz. Bu tenglamadagi noma’lum funksiyaning argumentini

£ =  ax, a > 0

formula bilan yangi erkli o‘zgaxuvchiga almashtiramiz. U holda bu funksiya 

y(x) — j/(f) ko'rinishda yozilsin. Hosil bo'lgan funksiyani (41) tenglamaga 

qo'yish uchun avval bu funksiyaning hosilasini. topamiz:

y'{x) = xy{x) =  & (£), -^(xy’(x)) =  ^ ( £ ( 2/'(£)))«•

Bularni (41) ga qo‘yib, ushbu

j ) t f  =  0 (42)

Bessel tenglamasiga kelamiz. (42) Bessel tenglamasining yechimlaridan biri

Ш )  =  Ш )

dan iborat. Bunda oldingi o‘zgaruvchiga o'tadigan bo'lsak, y[x) =  Jv(ax) 

(41) tenglamaning yechimini topamiz. Natijada Jv(ax) funksiya (42) tenglamani 

qanoatlantiradi va undan quyidagi munosabat kelib chiqadi:

d (  dJv(otx)\ (  ? v2\ .

&  I 1“ * “ ) + ï )  л (“ ) s a

Ravshanki, quyidagi munosabat esa J„(ßx) uchun o'rinli:

Yuqoridagi tengliklardan birinchisini Jv(ßx) ga, ikkinchisini Jv(ax) gako'pay- 

t.irib, birini ikkinchisidan hadma-had ayiramiz. Natijada quyidagi tenglik 

hosil bo‘ladi:
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—(a2 — ß2)xJv(ax)Jv(ßx) — 0.

Bu tenglikning har ikkala tomonini integrallab,

f  -, ,n  \ d (  d jv(ax)\ , f  T ,  d (  d,Jv(ßx)'\ ^
j  Jv(ßx)d x [x dx Jdx  j j v(ax)dx \x dx Jdx

—(a2 — ß2) J xJv(ax)Jv(ßx)dx =  С

formulani olamiz, bu yerda С - ixtiyoriy o'zgarmas. Birinchi ikkita integralni 

boiaklab integrallaymiz:

Г _  (aa _  £ 2) f  xJj ax)dx =  C Jv(ßx).
J  dx ax J

+ J x

Eavshanki, bu munosabatlardan (36) tenglik kelib chiqadi.

(37) formulani isbotlash uchun (36) tenglikda ß -4« deb, limitga o'tamiz. 

Ko'rinib turibdiki, chap tomondagi ifodaning limiti

J  xJl(ax)dx (43)

ga teng bo'ladi. 0 ‘ng tomondagi ifodaning limitini topamiz. Payqash qiyin 

emaski, bunda o‘ng tomondagi ifoda | ko'rinishidagi aniqmaslikdan iborat. 

Limitni hisoblash uchun Lopital qoidasidan foydalanamiz. Natijada quyidagi 

ifodaga kelamiz:

ßx.Jv(ax)J'.(ßx) - axJ'v(ax)J„(ßx) 

a2 - ß2

■ßi [ßxJv(ax)J'v{ßx) - axJ'v(ax)Jv(ßx)\
— nm _î-- --- ------- --------------- =

/9-М» —2ß

— _ J _  Um ГxJv(ax)J'v(ßx) + ßx2Jv(ax)J"(ßx) — ax2J'v(ax)J'v(ßx)] . 
2a ß->a

(44)

Jv(z) funksiya (16) tengla,mani qanoatlantirishini hisobga olsak, ushbu 

(,ßx)2J"(ßx) =  -ßxJ'v(ßx) + (v2 - (ßx)2)Jv(ßx)
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tenglik o'rinli boia/ii. J"(/3x) ífodani (44) ga qo'ysak, quyidagi munosabat- 

lax o'rinli boiadi:

í3xJv(ax)J'v(>8x) - axJ'v(ax)Jv(^x) 

j 1“  a2- ¡52 ~

=  — ~  lim IxJJaxjJ'.Áfíx) — ax2 J'(ax)J'J/3x)+
2a P-hx l

Jv{ax) [—(3xJ'v((3x) + (v2 - (px)2) jv(px)] | =

—  lim
2Cí ,8 —>a

2( J'v(ax))2 + ( V  - J 2(ax) (45)

(43) va (45) dan (37) munosabat kelib chiqadi.

Nihoyat (38) forrnula.ning o'rinli eka.nligini ko'rsatamiz. (36) tenglikdan

I x J, ( K )  J „  ( ~ ) dx ■

% xJv
k r*> y

J'v ( IhnX

V ro ) - ( r )  *
(
k r° )

( ro )

2

- y ro J

2

IMn Jy(l1;-:) Jv(íf'Hi) [!k(l-!,k)Jviíhn) 2 
i4  - vi. r°

(46)

lar kelib chiqadi. Bu tengliklarda ¡ik va pm lar a Jv(¡u) 4- =  0

tenglamaning musbat ildizlari ekanigini hisobga olsak,

OiJviil’k) 4" HkJ-tÁ[írk) ”  0,

CY.JV{pm) ”1“ f i ~  0 (47)

tengliklar bajarilishi shart. Bu yerda a , 0 lar bir vaqtning o'zida nolgateng 

emas, ya’ni a2 + fi2 0. U holda (47) sistema determinanti nolga teng 

boiadi:

0 =
■I.iP-k) Hk 'fyiPk)

¡-km.Jv(pr,n)
— /A/i Jv(j-'k) J^iP'in) Hk Jy(¡Mz) J v ( } •

Bu esa, (46) bilan birga (38) tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.
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7.3.1 Neym an funksiyasi
Ushbu

=  J- .Q p ) ^  n

sin7n>

formula bilan aniqlanadigan funksiyaga w indeksli Neyman funksiyasi deyi- 

ladi. Ko'rinib turibdiki, Neyman funksiyasi (15) tenglamaning yechimi bo'ladi, 

chunki bu funksiya Jv{x) va J~v(x) funksiyalarning chiziqli kombinatsiyasi- 

dan tuzilgan. v > 0 bo'lgan hoi uchun Bessel va Neyman funksiyalari- 

ni o'zaro bogiiqsiz ekanligini ko‘rsataylik. Burling uchun x ning yetar- 

licha kichik qiymatlarida bu funksiyalarning asimtotik formulalarini keltirish 

yetarli. Bessel funksiyasi uchun bu (23) formula bilan ifodalanadi. Neyman 

funksiyasi uchun bu (23), (24), (48) lardan kelib chiqadi:

. . .  . J_(*) 2VN J x ) ~  - - - - - -  ~ ------- ;---------——---------X - >  0.
sm7nu xv siri7T'i;i (1 — v)

Bu holda x =  0 nuqta atrofida Bessel funksiyasi chegaralangan, Neyman 

funksiyasi esa chegaralarmiagan bo'ladi. Bunday funksiyalar o‘za,ro chiziqli 

bog'liq boimaydi. Shuning uchun v ning butun bo'lmagan qiymatlarida (15) 

tenglamaning yechimini quyidagicha yozishimiz mumkin:

y(x) =  C\J„(x) + C2Nv(x). (49)

Agar (48) formulaning o!ng tomonida v =  n bunda n =  0,1,2,... deb 

qarasak, u holda bu bizga | ko‘rinishidagi aniqmaslikni beradi, chunki cos nn =  

(—1)“, sin7rn =  0, Bu holda biz Lopital qoidasidan

foydalanamiz va n indeksga ko‘ra Neyman funksiyasini

NJx) =  lim Nv(x)
v->n

limit yordamida aniqlaymiz. Lopital qoidasidan foydalangan holda Nn(x) 

Neyman funksiyasining ko‘rinishini aniqlab olaylik:

*r , , ,. Jv(x)cosirv — J~v(x)
N„(x) -  hrn •— --- — ----=

v-m IT COS'/TV

- lim ^ 3 ^  cos 71 v - Jyjx)71 sin mi -  __
v- in  TTCOSTTV
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1 ( dJv(x) 

ir V dv
(- 1)’

dJ-v{x)

dv
(50)

Faraz qilaylik, n > 1 bo'lsin. (19) va (22) qatorlarning v o!zgaruvchi bo'yicha 

xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

(- 1)* m J  *

k=0

dJv

dv
Í E Y i p ;\ y- (- 1)* ( XY  
\2) \2/ Г(& + D + 1)Г(к + 1) \2/

+

+
/x y  (- l ) fc /x\2k d Í  1 \

\2) ^ r ( j f e + l )  \2J dt\T{t)J
k= 0 t—k+v+l

In ( 2) Jv(x) + ( 2)  g  r Jfc +} 1} ( 2)  д  ( r ( i) )  [=fc+t+i ■

d J- (- 1)*

r (*- w +  1)Г(*:+1) (1)“

/ п - " А  (- l)* лгла  d /  1 \

_  \2/ 4-i r(fc + 1) 42/ di\r(i),/fc=0

i /Т\ г ( ï у -  ( x\n ~v d (  M_  In ( 2 j  J-v{x) l ^ r ( fc+ 1)( 2J d iV r ( i ) J
£=fc—v+1

Oxirgi formulada v — n deb olsak,

dJv j 

dv Í

dv

‘2k 1  (  1 
dt Vr(i)J

(51)

• (52)
t~k--n+1

Hosil bo!lgan (52) formuladagi qatorda dastlabki n  hadini ajratib olamiz va 

(25) forinulalarni qo'llaymiz. Natijada quyidagi ifodaga kelamiz:

8J-V 

dv
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(- 1)* ( x y k d (  1 \ 
d t \ m ) t—k—n+l

-V-' (X\2k — {  ̂ ^
о) Г(к +1) V2/ dt\F(t)Jk—n t—k-n+l

Ushbu yig‘indida к — n =  m deb belgilash kiritamiz:

dJ-v

dv

П — 1

(1 Г £г (*  + 1)

(ГЁ

(- 1)* 1  ( J _ \  
V2/ dt\r(t)J

fc=о

~n ^_x)m+r*

' F(m + n + 1)

t~k—n-f-1

k—n
(I )

2m ^  /  1 ^ 
dt V r(i)7 ¿—m-f 1

Gamma-funksiya xossalariga ko‘ra

(r (t
_d

dt \F{t) t—k—n+1
=  (—1)*~п+1Г(п - к),

dt (r(í))[=fc_n+1
H * ) I

г2 00!
m =  1,2,3,

i í = m + l

dt (г(*)) =  С',

di Vr(í))

fc+n 1 \

■c+s 0

(53)

(55)

(56)
í=fc+n+l + 71 + 1)

formulalar o'rinli. (56) ni (51) ga va (54), (55) larni (53) ga qo'ygandan so'ng 

quyidagi ifodalarga kelamiz:

¿Ц,

dv

dJ-v

dv

=  ln ( I )  Jn(x) + CJn{x) - ( I )  J 2
k=0

(- 1)* (f f k y î  11

Г{к+1)Г(к + п + 1 ) ^ р '

- н г ь © л » * н г © - Ё 8 к & © * -
k~ 0 7
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“  (—1)™ (f)2m 1-(-1 т е ш +(-1)" £  E  p-
m= 1 '  '  4 '  F=1

Bu tengliklarui (50) ga qo'ysak, quyidagi formula hosil bo!ladi:

I f ,  æ Г(п — Ä) /х\2к
Nn{x) =  - i  2(In - + C')Jn(a-) - ]T  + -,y (g )

V fc=0

ж\" 1

(1) E
l

. P ^  Г(^ + n  + 1)Г()к 4-1)

(- !)* ( f )2Ä+n

(57) funksiyada n =  0 deb olsak, N0(x) funksiya ushbu

( _ ! ) l  ( I ) “  » 1

I, k=l 4 ¡0=1

(57)

(58)

ko‘rinishda topiladi. (57) va (58) lardan x —> 0 dagi Neymanimig asimtotik 

funksiyasi kelib chiqadi.

■Г(п)
N, - ,  n  >  1,

Лг0(а;) ~ -ln^-.
7Г I

Ko‘rinib turibdiki, Neyman funksiyasi x =  0 nuqta atrofida ehegaralanma- 

gan, shuning uchun v liing ixtiyoriy qiymatida (15) Bessal tenglarnasining 

umumiy yechimini (49) ko'rinishda ifodalash mumkin.
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