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КИРИШ

Фараз к,илайлик. Л/, мусбат бутун сонларнинг усувчи, 
чексиз кетма-кетлиги

i = (1)

булсин. Агар к та кетма-кетликлар (уларнинг
орасида бир хиллари х;ам булиши мумкин) берилган булса, 
элементлари

bj=a,.^ +a^j^ + -  + Ч  ’ ^ (2)

тенглик билан аник;ланувчи кетма-кетликка
берилган кетма-кетликларнинг йигиндиси деб аталади ва 

к5финишда белгиланади.

катталикка кетма-кетликнинг зичлиги деб аталади. Бунда 
N(x) (1) кетма-кетливсдаги X дан катта булмаган )^адлар сонини 
билдиради.

Бу ерда куйидаги масалаларни х;ал этиш мухуим:
1. Агар кетма-кетликлар берилган булса, М

даги (2) шартни к;аноатлантирувчи элементлардан тузилган 
М' кетма-кетликнинг зичлиги к^андай булади?

Шунга Ухшаш М  дата (2) шартни к^аноатлантирмайдиган 
элементлардан тузилган М" кетма-кетликнинг зичлигини ><;ам 
караш мумкин. -v

■ f u J ,



2. ва к лар берилган булганда (2) шартни 1̂ аноатланти- 
рувчи ) дар сонини билдирувчи функция­
ни текшириш.

Бош^ача 1дилиб айтганда, функция учун аник, юк^ори 
ва куйи чегараларини топиш ёки асимптотик формула келтириб 
чик,ариш.

Бу келтирилган масалалар: Варинг муаммоси, Эйлер- 
Гольдбах муаммоси, Харди-Литтлвуд муаммоси, Хуа-Ло-Кен 
муаммоси ва бош1;а куплаб сонлар назариясининг аддитив муам- 
моларини уз ичига олади. Айнан шу масалаларда кейинги пайт- 
ларда дикдатга сазовор натижаларга эришилди. Хусусан И. М. 
Виноградов, Л. Г. Шнирельман, Ю. В. Линник, С. X. Сиражди- 
нов, Б. М. Бредихин, Н. П. Романов, А. А. Карацуба, А. И. Виног­
радов, А. Ф. Лаврик, Хуа-Ло-Кен, Ву Фанг, Чен, Монтгомери, 
Вон, А. Г. Архипов, В. И. Берник, Н. В. Кузнецов, Т. А. Азларов, 
Т. Зупаров, М. И. Тулаганова, В. А. Плаксин, М. Митькин, 
М. И. Исраилов, С. Т. Тулаганов, X. Н. Нарзуллаев, С. Ш. Шуш- 
баев, Ш. И. Исматуллаев, А. С. Файнлейб ва бош1̂ алар томо- 
нидан олинган натижаларни шулар сирасига киритишимиз 
мумкин.

Куйилган масалаларни ечиш учун турли хил методлар: 
Харди-Литтлвуд-Рамануджаннинг доиравий методи, В. Брун, 
А. Сельберг, Ю. Линникларнинг галвирлаш методи, Г. Вейл 
ва И. М. Виноградовларнинг тригонометрик йигиндилар ме­
тоди, Г. Дэвенпорт ва Р. Вонларнинг итерация методи ва бопща 
бирк,анча методлар яратилди.

Биз бу ерда юк^орида келтирилган муаммолардан иккитаси: 
Гольдбах ва Варинг муаммоларига 1диск;ача тухталиб утамиз.

1.1742 йилда Христиан Гольдбахнинг Леонард Эйлер билан 
ёзишмаларидан келиб чи1дк,ан Гольдбах муаммосини >^озирги 
замон тилида куйидагича ифодалаш мумкин:

— х;ар к,андай 6 дан кичик булмаган жуфт натурал сонни 
иккита ток, туб сон йишндиси куринишида ифодалаш мумкин 
(Гольдбахнинг бинар муаммоси);



— хар 1чандай 9 дан кичик булмаган ток, натурал сонни 
учта TOiq туб сон йигиндиси к^финишида ифодалаш М5ш:кин 
(Гольдбахнинг тернар муаммоси).

Бу муаммолар биргаликда Эйлер-Гольдбах муаммоси деб 
хам юритилади.

Тушунарлики, Гольдбахнинг бинар муаммосининг урин­
ли эканлигидан тернар муаммонинг 5финли эканлиги осонлик 
билан келиб чицади. Хак,ик,атан хам, агар 2п=р^+р^ булса, 
2n+3=Pi+Pj+3, и=3,4,... бажарилади.

2. Хар к,андай натурал сонни турттадан ортик. булмаган 
натурал сонларнинг квадратлари йигиндиси куринишида 
ифодалаш мумкинлиги т^^исидаги Ж. Л. Лагранжнинг уша 
даврдаги машхур ишларидан кейин Э. Варинг узининг 
„Алгебраик фикрлар“ ([49] га к^аранг) асарида хар к^андай жуфт 
натурал сонни манфий бу^лмаган бутун сонларнинг 9 тадан 
ортик, булмаган кублари, 19 тадан ортш^ булмаган биквадрат- 
лари ва х-к. кй>инишда ифодалаш мумкин, — деган гипотезани 
илгари суради. Дозирги ваь^тда бу билан Варинг „Ихтиёрий 
к > 2  бут5ш; сони учун шундай s натурал сони мавжудки, хар 
бир п натурал сонини s тадан ортик, булмаган натурал сон­
ларнинг А;-даражалари йигиндиси куринишида ифодалаш 
мумкин ва агар шу шартни 1̂ аноатлантирувчи энг кичик  ̂ни 
g(k) десак, ^(3)=9, g(4)=19 ” — эканлигини назарда тутган 
деб хисоблашади.

Барча к>2 лар учун чекли ̂ (А:)нинг мавжудлигини биринчи 
булиб 1909йилдаД. Гильберт [99] исботлаган.

1920 йилда инглиз математиклари Г. Харди ва Дж. Литл- 
вудлар [92] Варинг муаммосига доиравий усулни куллаб, п 
етарлича катта булганда

п = %2 + + x'l,к> 2

тенгламанинг натурал ечимлари сони R/n,k)  учун
асимптотик формула одцилар.
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Лекинда Гольдбах муаммоси анча к,ийин булиб чюади. 
Хаттоки, 1912 йилда хам математиклар орасида бу муаммони 
хозирги замон математикаси усуллари билан хал кдлиб бул- 
майди деган фикр мавжуд булган (Виноградов И. М. [45] нинг 
365-бетига к^аранг).

Фак,ат 1919 йилга келиб В. Брун, мазмуни Эратосфен 
галвирининг такомиллашганидан иборат булган, янги усулни 
таклиф этди. У шу усули ёрдамида хар бир етарлича катта нату­
рал сонни хар бирида 9 тадан орти1̂  булмаган туб кунайтувчи 
булган иккита к^илувчининг йигиндиси к^иниш ида ёзиш 
мумкин эканлигини исботлади. Кейинчалик, В. Бруннинг бу 
натижаси бир неча бор яхшиланди, аммо Гольдбах муаммоси 
уз ечимини топмади. Шунга к,арамасдан В. Брун усули (кейин­
чалик эса унинг турли шакл ̂ гаришлари: А. Сельберг галвири, 
Ю. Линникнинг катта галвири ва бошк^алар) туб сонлар так,- 
симоти назариясида узининг кенг тадбикдни тодди ва бу сохада 
к,атор мухим натижаларни олиш имконини берди.

Г. Харди ва Дж. Литлвудлар 1924 йилда Гольдбахнинг тернар 
муаммосига доиравий усулни 1̂ улладилар ва хозирча исбот­
ланмаган Дирихленинг Х-функциясининг ноллари хакддаги 
Риманнинг умумлашган гипотезасига [50,51,62] таянган холда 
ифодалашлар сони уч5гн асимптотик формула олдилар.

Харди-Литтлвуд методининг асосий мохияти куйидагидан 
иборат:

А={а^} — манфий булмаган бутун сонларнинг к,атъий 
усувчи кетма-кетлиги булсин. Ушбу

P(z) = ^z■ ■ ,  ( |2 |< 1)
т=1

функция ва унинг 5-даражаси

т,=1 т̂=1 и=0
6



ни к.араймиз. Бу ерда RJ(n) берилган п сонини А  дан олинган  ̂
та х,адлар йигиндиси куринишида ифодалашлар сонини 
билдиради. Масала К/п)  ни ?̂ еч булмаганда катта п лар учун 
бахолашдан иборат. Кошининг интеграл формуласига кура

бунда о < р < 1. Харди-Литглвуд-Рамануджан (Х-Л-Р) методи 
буйича К/п) интеграл иккита / / и  ^ушилувчиларга ажра- 
тилади. RJ^n) учун асимптотик формулада биринчи купшлувчи 

бош хадни, иккинчи кушилувчи ¡2  эса ^олди*; хадни беради. 
Шундай к;илиб, Х-Л-Р нинг доиравий усули, бу дан 
тахмин кдиинаётган бош }^адни ажратиш усулидир.

Иккита туб сон йигиндиси )^акддаги муаммони эса Риман- 
нинг >т^сумлашган гипотезасига таяниб хам хал этиб булмади, 
улар фак^атгина „деярли барча“ жуфт сонларнинг иккита туб сон 
йигиндиси к>финишида ифодаланишинигина курсата олдилар 
холос, яъни агар Е(Х) билан X  дан катта булмаган ва иккита 
туб сон йигиндиси куринишида ифодаланмайди деб гумон

килинган жуфт сонлар сонини белгиласак = И
эканлигини исботладилар.

1930 йилда Л. Г. Шнирельман [77] сонлар назариясининг 
аддитив масалаларини ечиш учун янги методни таклиф этди. 
У узи таклиф этган метод билан шундай бир г абсолют дои- 
мийси мавжудки, хар бир п натурал сонини г тадан ортик; 
булмаган туб сонлар йигиндиси кзфинишида ифодалаш мум­
кин эканлигини курсатди. Лекинда Л. Г. Шнирельман исботи- 
даги г сони анча катта булиб чикди (г < 8-10 )̂.

Кейинчалик г нинг к,иймати кетма-кет бир неча бор
Н. П. Романов, X. Хейльброн, Е. Ландау, Шерка, Д. Риччи, 
X. Шапиро, Ж. Варга, Ин Вэнь-Линь, Н. И. Климов, Р. Вон ва 
бошк,а математиклар томонидан яхшиланди (ихчамланади).



А.Ф.Лаврик фак,атгина Л.Г.Шнирельман методидан фой­
даланиб г < 8 дан яхши натижа олиш мумкин эмаслигини 
курсатди. Шунинг учсун дам купчилик муаллифлар уз изла- 
нишларида Л. Г. Шнирельман методининг бошк,а методлар 
билан комбинациясидан фойдаланганини айтиб утиш жоиздир.

1937 йилда И. М. Виноградов [45-47] узининг тригономет­
рик йигиндилар методидан фойдаланиб, етарлича катта п лар 
учун Гольдбахнинг тернар муаммосини исботлади. У дар 
к;андай етарлича катга ток; п сонини учта ток, туб сон йигиндиси 
куринишида ифодалашлар сони учун асимптотик формулани 
исботлади.

И. М. Виноградов методининг модияти куйидагича:
Х-Л-Р нинг доиравий усулидаги интеграл остидаги функ­

цияни (чексиз к;аторларни) чекли тригонометрик йигиндилар 
билан алмаштиради, кейин / ,  Х-Л-Р нинг доиравий усули 
билан текширилади, эса И.М.Виноградов методи билан 
бадоланади. И. М. Виноградов методи Гольдбахнинг тернар 
муаммосини исботлаш ва Варинг муаммосидаги к;олдик, дадни 
яхшилаш имконини берибгина колмай, балки дозиргача кдйин 
дисобланиб келинган каср кисмларининг так^симланиши, 
квадратик чегирмаларнинг сони сингари купчилик масала- 
ларда дам мудим натижалар олиш имконини берди.

И. М. Виноградов методига асосланиб Н. Г. Чудаков [74], 
Ван-дер-Корпут [104], Т. Эстерман [89] лар деярли барча жуфт 
сонларнинг иккита туб сон йигиндиси куфинишида ифода- 
ланишини, аникрок, к^илиб айтганда етарлича катта X  лар 
учун

1 п ^Х

бадони исботладилар. Бу ерда Е(Х) билан Xдан катта булмаган 
ва иккита туб сон йигиндиси куринишида ифодаланмайдиган 
деб гумон к^илинган жуфт сонлар сони белгиланган, А > 0  эса 
к^андайдир дак^гк^нй сон.



Бу натижа бопща метод билан Ю. Линник [63,64] томо­
нидан хам исбот кд(шнган.

Биринчи булиб А. Ф. Лаврик [55] п жуфт сонининг иккита 
туб сон йигиндиси куринишида ифодалашлар сони R(n) учун 
асимптотик формула олди. Бу формула (1, ^  ораликдаги п

нинг купи билан ^{X)<s:——  та к,ийматидан бош^а барчаLiVi X
*дийматлари учун >финли. Бу масаладаги махсус тупламнинг 
элементлари сони Е(Х) нинг янги бахосини якднда Г. Монт­
гомери, Р. Вон [ 102,105] ва И. Аллаков [3,6] лар исботладилар.

Варинг муаммоси билан боглик, бахолардаги кейинги 
яхшилашлар А. А. Карацуба [53], М. Митькин [65], Р. Вон 
[108,109], Хис Браун [97,98] сингари олимлар томонидан 
олинди.

Ушбу китобнинг биринчи боби тригонометрик йириндилар 
учун янги бахоларни исботлаш ва уларнинг кетма-кетликлар 
каср к̂ 1смларининг так,симоти масаласига тадбик;ига багиш- 
ланган.

Иккинчи боби Варинг муаммоси билан боглиь^ булган 
баъзи масалаларга к;аратижан булиб унда муаллиф томонидан 
олинган натижаларни баён к,илиш билан бирга Г. Дэвенпорт 
ва Р. Воннинг итерация методининг мохияти ёритилган.

Учинчи бобда эса Х-Л-Р доиравий усулининг И. М. Виног­
радов вариантини куллаб муаллифнинг Гольдбахнинг бинар 
муаммосига дойр олган натижаларини ёритиш билан бирга 
Х-Л-Р нинги доиравий усули ва И. М. Виноградовнинг триго­
нометрик йигиндилар усулининг мохиятини очиб беришга 
харакат к,илинган.

Туртинчи бобда эса берилган мусбат бутун 
сонларини бир вак,тда туб сонлар йигиндиси куринишда 
ифодалаш масаласи ва унинг ечимига дойр олинган натижалар 
доиравий усулдан фойдаланиб баён кдгшнган.

Ушбу итттяя фойдаланилган методларни сонлар назария- 
сининг купчилик аддитив масалаларида куллаш мумкинлиги 
билан хам мухимдир.



Китобдаги материалларни тушуниш учун университет- 
ларнинг математика факультетларининг 1 ва 2- курс курслари 
дажмидаги билимларга эга булиш >^мда И. М. Виноградов [48], 
А. А. Карацуба [52] китобларида келтирилган сонлар назариясига 
дойр материаллардан хабардор бÿлиш етарлидир.

Белгилашлар:
a,b,c,d,... — бутун сонлар; 
т,п,к,1,... — натурал сонлар; 
а,р,уА— — дак;икдй сонлар;
Х,Р, Q — етарлича катта дак,и1дий сонлар;
N  — етарлича катта натурал сон;
P,Pi,P2’P v -  — туб сонлар;
с,с^,су... — ь^андайдир мусбат ÿarapMac сонлар.
X — X дан унга энг ятдин турган бутун сонгача булган 

масофа;
s = (T + it — комплекс Узгарувчи;
(а,Ь) — а ва Ь сонларининг ЭКУБи;
[а,Ь] — а ва Ь сонларининг ЭКУКи; 
ц(и) ва А(п) лар мос равишда

М(п) =
1, агар п = 1 булса;
(-1) \  агарп = р,р2 . . .р ,в а р .  ^ р . \  

о, агар р ^ \  п булса,

ва

Л(и) =
1п р, агар п = р ’‘, к >1 булса;

О, агар пфр^ булса

тенгликлар билан анивд1анувчи Мёбиус ва Мангольдт функ- 
циялари.
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zin) — Дирихле характери, j  эса х  га к т̂оима Дирихле 
характери, L{s,x), Res >1 булганда

L(s,X) = 'Z
Xin)

п~\

тенглик билан аншдтанувчи Дирихленинг L  — функцияси.
Агар х{<̂ ) ~  Q модули буйича Дирихле характери булса, у 

Холда уЗ орк,али функциянинг мавжудлиги гумон 1̂ или- 
наётган p > \-c^ (m q Y ^  шартни к.аноатлантирувчи ягона 
х;ак;ик;ий ноли (махсус ноли) ни (Г. Дэвенпорт [51] ва И. Алла­
ков [37] ларга к,аранг) белгилаймиз.

0, агар Р  махсус нол мавжуд булмаса;
1, агар шундай нол мавжуд булса.

5 = {
1, агар X = Xq-  бош характер булса; 
О, агарда x * X q булса.

^ а )  — Эйлер функцияси;
Tĵ (n) — тенглама x^x.^...x~n нинг натурал сонлар даги 

ечимлари сони, хусусий >^олда т^{п)=х{п) — п нинг натурал 
булувчилари сони; я(х) билан р < х  булган туб сонларнинг 
сони белгилаймиз, яъни

р<х

е(а) = Z  ва X  лар мос равишда q модули
X X

буйича барча характерлар, q модули буйича барча примитив

и



характерлар ва д модули буйича чегармаларнинг келтирилган 
системасидаги барча чегирмалар буйича олинган йигиндиларни 
билдиради.

Шунингдек

А=1 ч

деб белгилаб оламиз. Хусусий долда, (1) = т(х) — Гаусс йи­

гиндиси. Ихтиёрий X > 1 хаЩ1кдй сони учун у/{х,х)  функ­
цияни

¥ ( х ,х )  = ^ , Х ( п Ж п )
п<х

тенглик билан анш^лаймиз.
/  <^ ва / =  0(g) ёзувлар би^; хил маънога эга, яъни агар 

Я > О булса, у холда \f\<Cg  эканлигини билдиради.
Номерланган формулаларга мурожаат (1.2) куринишида 

амалга оширилади. Бунда биринчи рак^ам бобни, иккинчиси 
эса формуланинг номерини билдиради, яъни (1.2) белги 
формуланинг биринчи бобдаги иккинчи формула эканлигини 
билдиради.
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1- БОБ
АРИФМЕТИК ПРОГРЕССИЯДАГИ ТУБ СОНЛАР 

БМ ИЧА ОЛИНГАН ТРИГОНОМЕТРИК 
ЙИГИНДИЛАРНИ БА^ОЛАШ ВА УЛАРНИНГ БАЪЗИ 

БИР ТАТБИКЛАРИ

Ушбу боб тригонометрик йигиндилар учун олинган янги 
бадоларни исботлаш ва уларнинг {/(/?)} кетма-кетлик каср 
к,исмларининг та1̂ симоти масаласига дамда

Е  1
р<М,р=/(то<Ю) 
у< {ар^]< у+ 3,0< у< у+ д^ .

функция учун асимптотик формула олишга тадбикдарига 
багишланган. Бунда к^олдик, даднинг интервал узунлиги д га 
богли1дшги келтириб чик^арилган.

Бу бадоларни исботлашда модияти жидатидан Р. Вон, 
А. Ф. Лаврик, И. М. Виноградов методларининг комбина- 
циясидан иборат булган методдан фойдаланамиз.

Тригонометрик йигиндиларни бадолаш ва уларнинг тат- 
бик;дарини урганипши бошловчиларга биз В. И. Сегал [54] 
ва Н. М. Коробов [72] китобларини тавсия этамиз.

1.1. Арифметик прогрессиядаги туб сонлар брмча олинган 
чизицли тригонометрик йигиндиларни бадолаш

Маълумки, И. М. Виноградов [43] биринчи марта ариф­
метик прогрессияга тегишли туб сонлар буйича олинган триго­
нометрик йигинди

^  е{ар)
р<М ,рв1(тоАО) (1.1)

модули учун тривиал булмаган бадо олган.
13



Булаклаб йигаш усулидан фойдаланиб куриш к^ийин 
эмаски, (1.1) йигинди мох^ияти жи^^атидан

S,(a) = S,(D,a,N)= А(п)е(ап), 1<1 <D,(l,D) = l (1.2)
п<М,пЫ(то60)

йигивдига эквивалент.
А. Ф. Лаврик [58,59] томонидан Дирихле L — функцияси­

нинг нолари тав^симотининг зичлиги гояси (1.2) куринишдаги 
йигиндиларни ба?^олашга тадбик, этилди. (1.2) йигиндининг 
модулини бадолашни

(1-3)

йигиндини ба^^олашга келтириш мумкин (А. Ф. Лаврик [58] га 
к;аранг). [58,59] ишларда (1.3) йигиндини Дирихле L — функ­
цияси L (s ,x )  нолларининг зичлиги тугрисидаги маълумот- 
лардан фойдаланиб бадоланган. Vaughan R. С. [ 106,107] эса (1.3) 
йигиндини А. Ф. Лаврик [57] нинг тащ)ибий функционал тенг- 
ламасидан Р. X. Gallagher [90] методи ёрдамвда келтириб чи»;а- 
рилган L^(s,x) учун урта ь^иймат дак;идаги теоремалардан 
фойданиб текпшрган.

Ушбу параграфда А. Ф. Лаврик [58,59] исботининг ва 
Vaughan R. С. [106] 2-теоремаси исботи гояларидан фойдаланиб 
Дирихле L  — функцияси L (s ,x )  нолларининг так;симоти 
зичлиги тугрисидаги маълумотларга таянмайдиган [58] ишдаги 
1-теоремага 5™ аш теоремани исботлаймиз. Бунда арифметик 
прогрессиянинг айирмаси даражали усиш тартибига эга булади 
(И. Аллаков [6]).

Аввало, (1.2) йигинди давддаги умумий теоремани келти- 
рамиз.

1.1.1-теорема. Агар у, 5 ва с>1  лар

+ + (1.4)
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ба^они к,аноатлантирувчи мусбат сонлар булса, у холда 
a-cq~^\<2N~\ d  = {D,q), {a,g)=l, L  =  In #  булганда (1.2) 

тенглик билан аниьутанувчи 5Да) йигинди учун

5'i(a)«: ( £

kD ,

\~ r

Ч
-H2njq& re+1

бадо уринли.
Агар L{s,x)  функциянинг нолларининг зичлиги тугриси- 

даги гипотеза зфинли булса, (1.4) да у=0, <5=1 деб олиш 
керак.

Vaughan R. С. [106] нинг (1.3) йигинди учун бадосидан 
фойдалансак 1.1.1- теоремадан куйидаги (зичлик гипотезасига 
таянмайдиган) теорема келиб чик;ади.

1.1.2-теорема. Агар | « - | <2ЛГ\ (a,q) = l ,  d = { q ,D )  
булса, у холда

/

3/8
1 / 8 ^ 3 / 4 ^ 9 / 2

. D j

Л

булади.

Бу ердан куйидаги натижалар келиб чик;ади:

1.1.1-натижа. Агар (D,q) = l ,  q«.L%  ва с >12 узгармас 
сон булса, у холда ихтиёрий D < N^'^17'' учун

N  -сч̂И 
5 , ( « ) « - ^ Х   ̂

<РФ)

бахо 5ФИНЛИ булади.
15



1.1.2-натижа. Агар Р < д < К Р \  1<Р<Л ^''^  | а - а д ' | <  
< 2Р(^Л^)Л = 1 булса, удодда

N5 ' , ( а ) « - ^ А
ср{0)

бажарилади. Буерда А = ВР

1.1.3-натижа.Агар Р<д<ЫР \  1<Р<М^'^, \ a - a q  \\<д ^, 
(а,д) = 1 ва А = булса, у долда

N
8, ( а ) « -------А

ср(В)

бадо уринли булади.

1.1.2-теоремани А. Ф. Лаврик [58] ишдаги 1-теореманинг 
натижаси

,2 /7

п
3 /1 4 ^ 5 /7 (1.5)

билан таккослаш курсатадики, агар \ <д< булганда 1.1.2- 
теореманинг натижаси барча мавжуд бадолардан яхширокдир. 
Юк;оридаги натижалар эса ижари мавжуд бадолардан Р  нинг уз-
гариш диапазонининг кенглиги, < К < б у л г а н д а  олин­
ган бадо яхшилиги, барча бадоларда логарифмик купайтувчи- 
нинг даражаси кичиклиги дамда исботлаш усули билан фар!; 
килади.

1.1.1-теореманинг исботи. Абелнинг булаклаб йишш фор- 
муласидан фойдаланиб

16



3,(а) = 8 , ( - ) е ( Щ а - - ) ) - 2 т ( а - - } 1 з , ( В , - , ^ ) е Ш - ~ Ш  
Ч Ч Ч I Ч Ч

деб ёза оламиз. Бу ердан

+ аа  —
N

ч Ч •0

а
ч

(1.6)

Демак, 5',(а) йигинди учун тривиал булмаган ба^о олиш

учун (1.2) йигинди учун «  = —, {а,д) = \ рационал нук^галарда 

шундай ба^о олиш етарли экан.

X А(и)е
п<Ы,пЫ{то̂О)

/  \  
ап
ч

булганлиги сабабли

5-,
и

(и.9)>1

/  \

*̂ 1
а

НИ
л .

у  л (й ) ,
«<iV,иŝ (mod̂ >)

(и,9)=1

+ О ф )

куринишида ёза оламиз. Маълумки, {п,д) = \ булса.

(1.7)

/  \  
ап

булади. Шунинг учун хам (1.7) дан
17



Е  М п ) х М + о ( е ' )  <•■*){д) (ркд) х„ ийЛ?,да/(то<Ш)

келиб чщади.
(1.8) нинг унг томонидаги охирги йигиндини Дирихле 

характерларининг хоссаларидан фойдаланиб

Ха

куринишда ёзиш мумкин. Демак,

---- , т>\
 ̂ 1п1п т

эканлигини инобатга олсак ва

Хо Ха n<N

деб белгилаш киритсак, у х;олда д<М (д<М  деб ?дисоблаш 
мумкин, чунки агар д>М  булса, теорема тривиал х^олда урин­
ли булади) ва о < М  лар учун (1.8) дан

(1.9)

келиб чик;ади.
Характерлар купайтмаси етакчи модули купайтувчилар 

етакчи модулларининг энг кичик умумий карралисининг бу-
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лувчисига тенг булган характер булгани учун d = {q,D) деб 
олиб, Хд{п)Хо{^) = Хк(п) га эга буламиз. Бунда k = qDd^^.

Энди А да характерлар буйича nioai каррали йишндидан 
оддий йириндига утиб

A < d - ^ M N . x M
Хк

ни досил 1диламиз. Бу ерда

n<N

Шундай к;илиб, (1.9) ва (1.10) лардан

Я . Хк

га эга буламиз. Бу ердан (1.4) бадога асосан

dL/■ \  а
Dq1/2

(d '^
.D j

(1.10)

(1.11)

булади.
Энди агар | а -  ¡< 1N~^ эканлигини эътиборга олсак, 

(1.6) ва (1.12) лардан 1.1.1- теорема келиб чик;ади.
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1.1.2-теореманинг исботи. Vaughan R. С. [106] 2- 
теоремасига К5фа i

y^N
Хк

Бу баз^одан фойдаланиб (1.11) дан

/ \
а

D D )
3̂/4̂ 1/8̂ 31/8 ^д .̂/2^1/2^9/2 (I J 3)

га эга буламиз.
Энди (1.6) ва (1.13) дан \а - ад~'̂  \<2N~^ булганда 1.1.2-

теорема келиб чик;ади.
1.1.1 ва 1.1.2-натижалар курсатилган шартларда 1.1.2-тео- 

ремадан тугридан-тугри келиб чик;ади. 1.1.1 -натижадаги D ни 
D < шартни к;аноатлантирувчи кдтиб танлаш (1.13) даги

Г

y D ,
3̂/4̂ 1/8̂ 31/8

)̂ ад билан боглик,.
1.1.3-натижанинг исботи эса Г. Монтгомери [66] даги 16.3- 

натижанинг исботига ухшаш бажарилади.
Таъкидлаш керакки, А. Balog, А. Perelli [79] лар Вон 

айнияти (А. А. Карацуба [52] нинг Ш-бобдаги 9-масаласи) 
дан фойдаланиб, элементар усул билан

dN
Dq,1/2

1/2 лг1/2 Л
+

d 1/2 D 2/5
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эканлигини исботладилар. Лекин d = {D,q) = l ва 
бужанда 1.1.2-теорема бу ба^одан яхши.

1.2. Арифметик прогрессиядаги туб сонларнинг квадратлари 
бр|[ича олинган тригонометрик йишндиларни бахолаш

Маълумки, сонларнинг аналитик назариясидага аддитив 
масалаларда

S,{D,a,N)=  2  Кп)е{ап’̂ )
n< N  ,пЫ {т о60)

куринишдаги тригонометрик йигиндиларнинг тривиал бул­
маган ба^олари мухим адамиятга эга. Бундан бахоларни олишга 
к5̂ лаб ишлар багишманган. Уларга мисол сифатида [42—47, 
71, 76, 82, 94—98] ларни келтириб утамиз.

А. Ghosh [91] да S2 {l,ha,N) = S^Qia) учун янги ба^о олган
ва

2  5-2iha) «  + N~ '̂^ + qH-^N~^ Т  (1.14)
h<H

нинг бажарилишини курсатган. Биз (1.14)-бахони арифметик 
прогрессия учун умумлаштирамиз (И. Аллаков [10—12]). Ушбу 
параграфнинг асосий ма^сади куйидаги теоремани исбот- 
лашдан иборат.

1.2.1-теорема. Агар | а  -  aq~̂  |< q~̂  ш  D ^< N  булса, у холда 
ихтиёрий сони учун

HN 1+г
Y^\S2iD,ha,N)\<^ ^
h<H L)

21
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бадо уринли. Буерда d = {q,D) ва Виноградов символи «даги 
доимий фак;ат s га борлик,. I

Агар зарурат булса, (1.15) нинг jot томонидаги £ > о  ни

с
билан алмаштириш мумкин.

InlniV
Бу теоремадан куйидаги натижалар келиб чик^ади:

1.2.1-натижа. Ушбу

1/4

бадо уринли.

1.2.2-натижа. Агар d <N" ^а < q < булса,

(1-16)

булади.
1.2.1-натижа А. Ghosh [91] нинг 2-теоремасининг ариф­

метик прогрессия учун умумлашмасидир. (1.16) куринишдаги 
бадолар одатда q нинг узгариш диапазони к ап а  булганда кенг 
кулланилади. Шу ну1;таи назардан (1.16)- бадо мудимдир.

1.2.1-теоремани бевосита исботлашдан олдин уни исботлаш 
учун зарур булган леммаларни келтирамиз. Бу леммалардан 
дастлабки иккитаси И. М. Виноградовга тегишли булиб, купчи- 
лик мутахассисларга яхши таниш. Бундан кейин m = f  (тосШ) 
нинг урнига m = f  ёзувдан фойдаланамиз.

1.2.1-лемма. Агар а,  ( 0 < а  <1) дакд1̂ й  сон ва Х ,Х '  лар 
мусбат бутун сонлар булса, у долда
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X  е ( т а ) « с т т  —  + \;\аО
Х<т<Х' От=/

-1

ба^о уринли.

1.2.2-лемма. Агар Х ш  ¥  лар мусбат бутун сонлар, а эса 
узаро туб а ва 9 бутун сонлари учун | а  -  |< шартни 
к;аноатлантирса, у холда

X  Víш\{Y^,\am\^)<^XYq~^ +{Х + q)\n2q,
т<Х

т<Х
Х У

^ ш т  ---- ;||аН Г '^{Х¥д-^+Х + д)\п{2Х¥д)т

муносабатлар уринли.
Энди Х ,Х ' ,¥ ,¥ ’ лар Х < Х '< 2 Х ,  У < Г  <27 ш  Х У < К  

шартларни к^аноатлантирувчи бутун сонлар булсин.

/

к<Н {т,п)&С
(1.17)

деб белгилаб оламиз. Бу ерда

С = {{т,п)\Х < т < Х ',¥  <п<¥',т = /^,п = / 2 ,т п < Щ ,

о){т) ва 11/{п) лар

\(о{т)\<т{т)\пт, \\1/{п)\<т{п)\п.п (1.18)
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шартни к.аноатлантирувчи арифметик функциялар. Тушунар­
лики,

1.2.3-лемма. Агар булса, у )(олда (1.17) тенглик
билан аншуганувчи Ŝ  йигинди учун кушщаги ба>^олар уринли:

а) агар барча и е(7 ,7 ']  лар учун у/(п) = 1 булса, у -¡(рта

S, <^(МНУ
dNHX1/2

DMl Dq 1/2 • +
(HXq^ 1/2Л

{ d D  j /
(1.19)

b) агар бирор n e  (Y,Y'] учун {i/{n)^\ булса, y >̂ олда

3 /4 v l /4  t t 3 /4 ^ 1 /4 a 7-1/2

D ,3/2 ■ +
Dq1/4 - +

D 3 /4 +  -
1/4 r i 3 / 4

. ( 1.20)

Исботи. S. йигиндига Коши тенгсизлигини кулласак,

Е,(Е.-Хз)
-,1/2

(1.21)

хосил булади. Бунда

Z i = Z  Е  1^2=Z Е Е  iv'

Е з  = S  ^  ^  W{n,)w{n^)e{hm^inl-п\)а) .
h<H

(1.18) шартни ва

h<H  ̂ m
(m,n,)EG,i=l,2
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Tl{n)«.rf
бадони инобатга олиб

,-2

( 1.22)

(1.23)

ларга эга буламиз.

Энди ни бадолаймиз. Икки долни к;араймиз.

а). Барча п е (7,7'] лар учун у/(п) = 1 булсин. У долда 

ди, -«2 = >> еб олсак,

I  Z
h<H Х<т<Х' J'SWSl" (/n,w)eG

{m,n^-y)eG

булади. s = Ihm^y деб белгилаш киритамиз, у долда 2 D X ^ <

< \s \< 1 6 N H X  ва S ни бундай куринишда ифодалашлар 

сони Гз(|5 1) дан куп эмас. Шунинг учун дам

\s\<\6NffX 
s=0

Y  e(sna)
Y<n<Y'n f̂

Бунда 1.2.1-лемма ва (1.22) бадодан фойдалансак,

келиб чик^ади.

\s\<l6NHX5=0

25
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булганлиги сабабли (1.24) нинг унг томонига 1.2.2-леммани 
к,уллаб,

X,«(NШr + н н х + ^ - 1п г 32Н^НдЛ
1 Од V «ю )

(1.25)

ни хосил кдламиз.
(1.23), (1.25) ва 1п^<йп/У ларни эътиборга олсак (1.21) дан 
теореманинг а) тасдиги келиб чик^ади.

Ь). Энди бирор п е {¥;¥'] учун !//(«) Ф1 бажарилсрш. Бу холда

Хз ни
Х з = Х  Е  X  2(1)е{Ьт^1а)

Ь<Н Х<т<Х* (?я,г)еФ 
т = /

куринишда ёзиб оламиз. Бунда

Ф = {{т,Г) \ Х < т <  Х \ П  <\ / 1< г М  \< Ы^,т = f , t  -  0}

ва

(̂0= X ¥(п,)¥(п2)-
(/п,и,)еС,г=1,2

Тушунарлики,

Ь<Н 0<\1\<у'̂  
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да йириш тартибини Узгартириб Коши тенгсизлигини 
кулласак,

Z ^ (0  Z eQitM^oc)<
h<H D̂t\<Y'̂  m(;я,ОеФ

< I  I  |Z (O f
\h<.H D<|i|<r̂

1/2
/ 2 \

I  I ^  e(htm^a)
т

(т,/‘)бФ У

1/2

( Я Ж 1 ) - Ч Х 4 ) “  (1-26)

досил булади. Бунда

Z  S  e { h t { m l - m l ) a ) .
h<H 0<Щ<Г̂  гщ̂т2

(т/,/)еФ,/=1,2

Бу Y ,  4 йигиндини а) долдаги йигинди сингари бадо-
лаб

E 4«  Е  ^-з(к1)тт
l<|j|<16™x

« (Л Щ ') '

N  ^  -1 sDa
Dit 11/2 ’ «

--------- +NHY+— ln ( 2Ы^НдЛ
1 Ф  d j [ dD ] (1.27)

бадога эга буламиз.
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(1.27) га кура (1.26) дан .

Хз«(М/)^ О ^ У г  + (1.28)

келиб ЧИК.ЗДИ. Энди (1.21), (1.23) ва (1.28) лардан теореманинг
Ь) тасдиги келиб чик,ади.
Энди 1.2.3-леммада 5'̂  йигинди учун олинган ба:?^оларни

к<Н Мх<т<М2 Л?| <т<Л̂2 
"=/2

Йигиндини бах;олашга татбик, этамиз. Бу ерда М^,М2 , ^ \ , ^ 2  —
лар М^<М 2 , N^<N2 ва М1ЛГ, <iV шартларни к;аноатлан- 
тирувчи мусбат бутун сонлар, 1̂ олган барча параметрлар эса
1.2.3-леммадаги сингари аник^анади.

^зНИ ба:?^олаш учун {N^,N 2 ] ва (N^,N2 ] интерваллардан 
^¡Эрбирини (Х,Х ']  ва {¥,¥'] куринишдаги ^1пМ та булакчалар- 
га (кдсм интервалларга) буламиз. Бунда < Х  < Х '< 2 Х < М 2 

ва N^<7 < ¥ '< 2¥  <N2 -
Агар Х ¥ > К  булса О туплам буш булгани учун Х ¥< М  

деб )щсоблашимиз мумкин. Булардан фойдаланиб, 8  ̂ ни 
5, = 5,(Х,Г) йигинди орк,али

*̂2 ^ <<(”^ах ̂ ^(Х,Г)) 1п̂
X  у

куринишда ифодалаш мумкин. Бу ердан 1д^идаги тасдик. келиб 
чик^ади.
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1.2.4-лемма, а). Агар барча пе{Н{,Ы2 \ лар учун цг{п) = \ 
бажарилса, у холда

сШНМ.1/2

В 1/2 + -
Од 1/2 ■ + (  НМ^д^1/2Л

1 dO )

булади.
Ь). Агар бирор я е (7 ;7 ']  учун у/(п)ф1 бажарилса, у холда

О,3/2 Од1/4 О,3/4 ,3/4 71/4

бахо зфинли булади.
1.2.1-теореманинг исботи. д>Ы^Нс10~^ булсин. У холда

(1.15) бахонинг унг томонини куринишда ифода­
лаш мумкин ва (1.15) бахо тривиал бажарилади.

Энди Н>И,  д< Н^Н<10~' булсин. У холда Коши тенг- 
сизлигига асосан

/

^ 8 ,{ О М ,Ю < Н ^ '^
А=1

/

Н

2Л

I X  Л(и)е(/г«"а)
н=\

\

\<n<N
и = / /

ч1/2

«

N 1 /2

« Я 1/2 н ы
о

Ь\К + X  А.(«1 )Л(«2 ~ «2 )<̂ )
ЩФП1,П\=П2
1̂И|

га эга буламиз. Энди
29



7 ,(0 =  5 ] ЛЦ)Л(и2)<(lniV)^г(|^l)
1<П1,П2<М

деб белгилаш киритамиз. У долда

Y S 2 iD ,h a ,N )^{D -^N Ы N f^■ H  + H^'^
А=1

1/2

булади. Бунда йигиш тартибини узгартириб, 1.2.1 ва 1.2.2 лем­
малардан фойдалансак,

я  /7ДГ1/2
X  На,Н) Ж +
А=1

X  е(/г/а)
А<Я 1<|/|<ЛГ2

1/2

^1/2 

Л^1пЛГ«я

Ы Н

1/2

----------+  Я  +  ̂
I, ¿/

1/2

- + +  -^1/2 ^1/4

Я?У'!+£•

В

1/4

келиб чи1̂ ади. Бундан эса (1.15) бадога эга буламиз.
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Е  Е  Е  =
и<п<М и<п^Ш~^ икт^МгГ^

Е  Е  (129)5<и и<П<К5~' Г<Щ!ПГ'

айниятни к^араймиз (А. А. Карацуба [52] нинг Ш-бобидаги 
9-масала). Бунда Р(т,п) — натурал тв а п  аргументли ихтиёрий 
функция, //(5) эса Мебиус функцияси, (1<и<М)  ихтиёрий 
бутун сон,

Е
з< и ,з \т

Р{т,п) функцияни 1дйидагичааникдаймю. Агар и <п<ЫтГ^ 

в а т  = / ,  « = /2 булса, Р{т,п) = К {п)е{кт ^а),  к^олган ?^ол-
ларда эса Р{т,п) =0 деб оламиз ?^амда и «»арт бажари­
лади деб в^араймиз. У ?^олда (1.29) айниятдан

/ + (1.30)

га эга буламиз. Бу ерда

Энди Н  <К, д < N^HdD ’ булсин. Ушбу

Ц{ р ) ^  Е  Е  <к8Ч^а),{г -г ^ху,
s<xc¿n(u,N|3-') fi<k<Ns-'

к=/2
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/<«2 Г<ЛГ/-1
'=/з '•>/*

5П=1,3<и

X п̂, X А {п )е {к т ^ п ^ а ) .
и<т<Ш~' и<п<Мпг'

т=/1 ив/з

(1.30) дан

X  ‘̂ 2(Дл« ,л^ )= А + ¿ 2 + 4  + о(ял^"'/)-') (1.31)
ь<н

эканлиги келиб чик,ади. Бу ерда

Ц = Y ^Ц {h \  / = 1,2,3.
А<Я

/ /(  НИ ба^олаймиз. 1.2.4-лемманинг а) кдсмида М  = \,
М 2 =тт{и,Ыр-^)<и, Щ= р ,  ва Деб
оламиз, у холда

В д
- +  ■ д/2

бахони хосил кдламиз.
¿ 2ни бахолаш учун Z (̂A) йигиндини куйидагича 1дйсм 

йигиндиларга ажратамиз:
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4 № ) = I  Е +  I  I  +
т<и и<т̂ М''̂  и<г<.Ы̂^

гэ/,? шэ/1 /•=/,Г

+ 1 1 + 1  1  +
u<m̂ N̂ ''̂  Ы̂ ''̂ ст̂ и̂  r<Nm~̂msf̂  г=/̂ 1 т̂ /\ r=f̂ J

\

+ I  Еи<т<Ы"'̂  М''̂ <г<Мт-'
>”=Л

У долда

4 ^ Е Е 4'»=ЕД'
НйН ]=1 ;=1

и) (1.32)

бущци.
Энди дар бир йигиндини 1.2.4 леммадан фойдаланиб 

бадолаймиз.
ни бадолаш учун 1.2.4-лемманинг а) тасдирида М, = 1, 

'Мз = м, М^=М,  N^=1, со(т) = С„ деб оламиз ва бу долда

4 '̂  «iv^
о 1/2 Од,1/2

- +

досил булади.
ни бадолаш учун эса 1.2.4 лемманинг Ь) тасдирида

деб оламиз. У долда
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+ ^̂ 3/4 + ^̂ 3/4̂ 1/4

ба̂ о̂ уринли булади.
1!̂  ̂ ни эса тривиал ба^^олаймиз:

Д З )  «

4  ни бадолаймиз. Бунинг учун 1.2.4-лемманинг Ь) к?1с-

мида М1 = Л̂2 = , М2 = = 1 деб оламиз, у ?̂ одда < Н
булганда

¿/‘' д а
ВШ + ^ 1/2 + ^3/4 + ^1/4^3/4

бажарилади.
Ни^^оят 1.2.4-лемманинг Ь) к,иемида

М2 = М<~‘, Ку= и деб олиб йигинди учун 1̂ уйидаги батога 
эга буламиз:

/ЙУ ¿/"'ял/ ЯЛ̂ "'*
у1/2 )̂3/2+ ^^1/4 + )̂3/4 + ^1/4^3/4

4^^О'= 1,2,3,4,5) лар учун досил булган ба:1̂ оларни йигиб
(1.32) дан

¿2 « Л ^ ‘
ЯЛ  ̂ ЯЖ'-'̂ м d''^Ш

- + ---- 77:  ̂+ --- ^  + —тт:̂----+у1/2̂ )3/2 ^^1/2 ¿̂ 3/4 1̂/4̂ ^
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+ ,3 /4  т1/4
+  - - +

(Нди^ 1/2Л

{ в а ; у

н и  х о с и л  к^ й л а м и з .
Энди Ц ни бахолаш к;олди. Бунинг учун эса Ь^к) йигин- 

дини булакчаларга буламиз:

4 ( А )  = 1 1 + 1  I +
и<т<М^^^ и<п<М^''^ М^^'^<т<Ми~^ и<п<Мт  ̂

т=/\ п=/г =̂/\ ”=/2

\

+ 1  I
и<т<Ш  ̂Ы^^^<п<Мт 

у  холда 4  ни куйидагича ёзиш мумкин:

(^А{п)е{1гт п а).

4 ^ 1  Е 4'Ч/̂ ) =1 ^̂^
,=1 \к<н у <=1

Энди

т ( т )  = г ,=
с1<и,с1\т

<т(ш )«:т^ ва у/(п) = А(п) = Ып
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булгани учун 1.2.4-лемманйнг Ь) к.исмида 

М 2 = Л/м“' , М^= и деб олиб йигинди учун

•1/2

1/2 г>3/2 В ,3/4 В д ,1/4 >1/4 г«3/4

бадога эга буламиз. Бу бадо йигинди учун дам зфинли 
булади.

4 ^̂ ни бадолаш учун эса М^ = М^=и,  М^^М^  деб 
олиб 1.2.4-лемманинг Ь) к;исмини куллаймиз. У долда

^^3/4 +  + ^1/4^3/4

ни досил кдиамиз. Демак,

Н Ы  НЫ "'^
^1/2^3/2+ )̂3/4 + + 1̂/4 ̂ 3/4

Шундай 1дилиб, (1.31) дан 

^ ^ 2 { В М , Щ < ^ Ы
ь<н

Н И Г ^  НМ '"^
+ -— т̂:;---К---- 7тт—:г7.---+

Вд 1/4 В ,3/4 -1/4 г \ г / л

+ ----- Г 7 ^  +  —ГТГ-̂ 77Т + ------ г::;------- +¿)1/2 ■ 

эканлиги келиб чик;ади.

д ^'^В

( Н д и

в а

1/2

(1.33)
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Хозирча и бизда „ < шартни к;аноатлантирувчи ихтиё­

рий параметр эди. Энди, и = т т

деб оламиз. У ^^олда д<Н^Н(1В~^ эканлигини ^дасобга олиб
(1.33) дан 1.2.1-теоремага эга буламиз.

1.3. Аргументи арифметик прогрессиядаги туб сонлар булган 
куш^адларнинг Щ1йматлари буйича олинган тригонометрик 

йигандиларни бадолаш

к ,к ,/ ,п ,В ,Н ,К  — натурал сонлар, р — туб сон, а ва гг лар

ихтиёрий }̂ ак?ик.ий сонлар, а ва ^ лар (а,^) = 1, \ад-а\<д~^ 
шартларни к,аноатлантирувчи бутун сонлар, /  (х) даражаси 
к>2,  бошдадтаинг коэффициенти а га тенг булган дак^ик^ий 
коэффициентли куп?^ад х,амда = {д,П) , у -  41-*, ^  = 2*̂"' 
булсин.

Сонлар назариясининг турли масалаларида

X ^ре{/{р))
p<N

куринишдаги тригонометрик йигиндиларнинг тривиал булма­
ган бадолари мудим адамиятга эга ([38,45-47,71,76, 94,95] ларга 
к,аранг).

Ушбу параграфда биз куйидаги теоремани исботлаймиз 
(И.Аллаков[ 14,15]):

1.3.1-теорема. Агар < К  ва \ ад-а\<д~^ булса, удолда 

Е X 1пМ¥(р))«-77А(̂ )
ЫИ В/®/(тосШ),(/̂ >Н

булади. Бунда
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А(Н) = HN  
D .

] l k - \ D
H

D
Nd.

\ k

(1.34)

ва «  символдаги доимий ква  s > 0  та боглик,.

Бу теоремадан 10̂ д а г и  натижалар келиб чик;ади:

1.3.1-натижа. Ушбу

рйМ
p=/(m odD ),(/,£>)=!

бахо уринли.

1.3.2-натижа. Агар £)<?c/VS <q < N ^  булса, у холда

X  р < Я р )) «
p^N О

;,s /(m o d D ),( /,D )= I

булади.

Юк;орида келтирижан 1.3.1 теорема G. Harman [94] 1- 
теоремасининг умумлаштирилганидир. Хусусий холда, D = 1 
ва Я  = 1 булганда 1.3.1 теоремадан G. Harman [94] чик,ади. 
Илгари 1.3.1 теоремадаги сингари натижалар И.М.Виноградов 
[43] (Z) = 1 булганда) ва Хуа - Ло - Кен [76] лар томонидан 
олинган, лекин у бахоларда к  нинг кичик кдйматларида (1.34) 
дагига Караганда кичик. Келтирижан натижаларни исботлашда 
Р. Вон айниятидан фойдаланамиз.
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Даставвал 1.3.1-теоремани исботлаш учун зарур булган 
леммаларни келтирамиз.

А, — айирмали операторни индуктив тарзда

А ,.,(/(х)Л ,...,Л ,.) = А,(А,(Л^);/г,,...,А,);А,,,) (1.35) 

тенгликлар билан ани1д1аймиз ва кулайлйк учун

А,(х) = А,,(Лх);А,,...,й,)
ва

Р  =
п<Х

(1.36)

Кз^йидаги иккита лемма Г. Вейл (Р. Вон [49] даги 2.3 ва 
2.4-леммалар) леммаларининг арифметик прогрессия учун 
умумлашмасидир.

1.3.1-лемма. (1.36) тенглик билан аник^анувчи йигинди 
учун

г'-г-!

А, к,
(А„...Л)еЛ

тенгсизлик уринли. Бунда

1̂  = {п\\<п< X  -  \  /(modD)}.
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Исботи. /)  =1 да бу лемманинг исботи Г. Вейлга тегишли 
([49] даги 2.3-лемма). \ < В < Х  булганда лемманинг исботини 
г буйича математик индукция методидан фойдаланиб бажарамиз. 

г =1 да

Е X </(«!)-/(«))
п<Х, и е /

булади. «5 = « + /?, деб оламиз, у долда 1 - Х  < к ^ < Х - п  ва 
\  э  0(то(^В) бажарилади. Шунинг учун дам

Т  Е  е(Пп + к , ) - / ( п ) )  =
n ^ X - \ ,n = f  \ -Х ^ к [ й Х -п

= Е Е «(А1(«))=Е
1<л̂ Х-А1 /г,еУ, «е/,

А|зО п = /

Бундан лемманинг г =1 да уфинли эканлиги келиб чю^ади.
Энди г ^ 5  булганда лемма уринли деб фараз этиб г = 5'+1 

булганда уринли эканлигини курсатамиз.
Индуктивлик фаразимизга кура

<
2Х Е - Е

л, к

Л

(1.37)

Бунга Коши тенгсизлигини куллаб ва

Е < А , ( п))  ̂ I
*1+1 =®

эканлигини эътиборга олиб, (1.37) дан
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_OJ+l
<

Ч- С/
E - - Z  J ]
к K+i и с/ ,

ra эга буламиз. Бундан эса лемманинг г нинг ихтиёрий натурал 
кдймати учун уринли эканлиги келиб чик,ади.

1.3.2-лемма. Агар = ва £ > о  ихтиёрий мусбат сон 
булса,

R-k+2
+ ^ m i n

y<W D yD‘a \ j ]

бахо уринли. Бу ерда W = k\(XD ‘)̂  ‘ ва «  символдаги узгар-
i ani ei a^ee i  абё Л ва £ га боглик;. '

Исботи. f ( x )  = ax'" + а^х’"~̂ +... + а^_,л: + булсин, у холда

= J\...h;^_,{k\a{n + |/z, +... + + { к -  l)!ai).

1.3.1- леммада г = ̂ -1  деб олсак,

I' ̂ ^R-k

kD j !h Ал-,
Z  <ock\n\...h,_^)

we/i

ra эга буламиз. Буерда

Л -1 =Л_, \ { ( 0,...,0)}w{(/ii,...,A,_„0,A,,j,...,Vi)}.
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\
k\h^..\_^=t деб белгилаб олсак, 1  =

булади, бунда у  = к\к\...1г\_у. Бу ердан у<к\{ХО~^)''~^ келиб 
чик,ади ва у ни бундан кунайтма куринишида ифодалашлар 
сони учун бажарилади (И. Аллаков [1,8] ва
Б. А. Холмский [75]). Шунинг учун дам

О

К -к + Е

у<№

^  е (а £ )"  'у п )
ие4_.

Энди бу охирги бадонинг унг томонига 1.2.1-леммани 
кзЬшасак, исботланиши талаб этилган лемма келиб чик^ади.

М,Х, ¥  мусбат сонлари учун (7 ва 5* тупламларни мос 
равишда куйидагича аникдаймиз;

О = {(т,п)\1<т<У,\<п< Х,т  = / ,«  = / ^ ё тп <М}

8 = Х Х  Е  о)(т)у/(п)е(Ь/(тп)). (1.38)

Шунингдек

А = тзх\\1/(п)\, В =

г  /  
Л  

7

ч\1/2

Ч'(и;/г„...,А,) = ̂ «^(«)-Д^'(« + ̂ ,) П Ч>{п + к,+Ь^)...
1=1

(1.39)

(=1 1=1
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к< Н  *1 и е/,
(Й1,...л)б/;

т£Г
»;■/

деб оламиз. Бунда = {{Н^,...,к^) \ к^ <Х -  1,/г,. = 0(то(Ш),. 

¿ =  1 ,2,...,^} .

1.3.3-лемма. (1.38) тенглик билан аник^анувчи ^йигинди
учун

(НХУ^ К^+е Г х ^ ~К

+
Гу ^- к Гх"|

\ А В ) 1 ) [ D J . О )
X

х ^ г ш п
у  1

бадо уринли. Бунда 7<(А:!)'У*”‘Х*1)''^*Я,Уг = 2*"'.
Исботи. Умумийликни бузмаган долда барча п лар учун 

\1/ {п) > 0  деб дисоблай оламиз ва дозирча т п<К  шартни эъти­
борга олмаймиз. Бу леммани дам 1.3.1- лемманинг исботида 
фойдаланилган схемадан фойдаланиб исботлаймиз.

Аввало, математик индукция методидан фойдаланиб.

ш 
в  )8̂  ̂<^{а в У е ^+в '̂

эканлигини куфсатамиз.

5 = 1 да (1.38) га Коши тенгсизлигини в^уллаб

(1-41)

<
Ь<,Н т<Г

т^/ к<Н т п
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< -Н ¥ В ^ Н Е Е  у/(п^)у/(п2)е(к(/(тщ) -  f(m nJ)) <
П  /И «I «2

(т,«/)бС,/=1,2

в ^ ш
о

+  2  Е X < К Я ^ ( п  +  /г,)) -
/!ЙЯ 1-ХйА,<Х-1 ие/, ^

п т /

-  /{тп)) «  + В^Нт-^ 15, (1.42)

ни хосил кдламиз.
Энди, фараз кдяайлик, (1.41) бахо 5 >1 Учун уринли бул­

син ва унинг 5 +1 учун уринли эканлигини курсатамиз. Ин- 
дуктивлик фаразимизга кура (1.41) дан

X

келиб чик,ади. Энди f  ни 1̂ араймиз. (1.40) да Коши тенг- 
сизлигидан фойдалансак.

и  А<Я т<Г «I "«I
т а /  (А|,.-.Л+г)еЛ+1

^ Н Г У
— ги+1

г

в^
£

ш

<

в +  1^,5+1
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X .2s+l

в ,5+1 I *-̂ Л+1

НИНГ бажарилиши келиб чик,ади. Демак,

5 '“ « й г Г '№ ^ + £ „ . ) + г
/  ггтг\2" - 1/  т̂ Лш
\  -О у

X 2 " ‘- 5 - 2

«{АВУ Е,^,+В ЯУ'
V -О .

2 * + '-5 -2

-’̂+1 (1.43)

(1.42) ва (1.43) лардан (1.41) бадо 5 нинг ихтиёрий нату­
рал рдиймати учун уринли деган хулосага келамиз.

(1.41) да 5 = ̂  -1  деб олсак.

<^{АВУ'Е1,+В X Я̂-Ш-2К

ч£>/
(1.44)

досил булади.
Энди йигиндини бадолаймиз. ís.̂ _̂  нинг аншд1анипшга 

к>фа

Л ■1
кА^_^{тп) = к}11. . \_ Х —к\ат {2п + к̂  +... + к̂ _1) + 

Шунинг учун дам 1.3.2-леммадан

\5,_Х<А^ я ^ Е . - . Е  2
И<Н *‘ -1 л е 4 _ , т<Г
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Тяг Х...1 Е
(*1 „...%-, )еЛ-1

/  хг  \R~k-i-E

ч ^ у
+

т т (1.45)

келиб чщади. \к\ук}1̂ ..\_^{2 п-^]\ +... + \_^) = t̂  деб олсак

булади. Бунда / = ̂ А:!/гА\.../г'^_1(2« + /г,+...\_1)^ ва ? = /,!)’“* < 2 -

Г ни шу куринишда ифодалашлар сони ^г^_^^{1)^{НШТ^У 
булгани учун (1.45) дан

( X \ к

О )

/  у

ъ
£

1 ^ ,
н

в

+
' к х у Л  

. о
2 ] т т
/Й2 £ ) ’ "

(1.46)

га эга буламиз.
Шундан щшиб, /г = 2*~' деб олсак (1.44) ва (1.46) лардан

(НХУ'^ Л-'+е (НУ^ ~к

-------г  +{ а в ) 1 ;
В - я [ D  J

-к(Я-])-2Я

н
у к - \ X

у в )  \у В
+  ^ т т

у 1<г

24-Ь 11-1

)
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(НУХ'^ -к -к( х ^
1 J +

. о . . о .

-м
X

х ^ т т г к - \ .  и-1

В

бахонинг уринли эканлиги келиб чю^ади. Бу эса исботланиши 
талаб этилган бадодир.

Агар *5” йигиндининг аник^анишига тп<М  шартни 
кушсак хам бу охирги бахо уринли булиб к^олади.

1.3.4-лемма. Агар ихтиёрий ^ > 0  сони учун А<^Х" ва 

в  бажарилса, у холда

В

- я  Л к - \

+  - - + +
.-к

Яс/'2 к -\

булади. Бу ерда с/ = {д,В) ва у = 4 -̂1.. 
Исботи. 1.2.2-леммага кура

Х т т
t<Z о

,2k~\t ||-1 «С
д В

- +  7  +  - 724-1 Ь \д

бажарилади. Бунда = {д,В) < {В^'"~\д)

Биз д<Н{ХУВ~ ^ ^ д е б  хисоблашимиз мумкин (акс 
холда лемма тривиалдир), у холда 1.3.3- леммадан

/ Я 5 х М -

V У

X
+ -1v£>J

X

\
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+ £)
к /  хг

я+-
й 2 к-1

НУХ
в

ч1+£

о +

]2к

+  -
д Н к -2 +

"  1 1 ( Х ¥ ^
- к

ч

. В ;
Н к - 2

у П  )

га эга буламиз. к> 2  булгани учун бу ердан 1.3.4-лемма келиб 
чикади.

1.3.5-лемма. Агар барча х  лар учун со{х) = 1 ёки со(х) = Ых 
булиб 1.3.3 ва 1.3.4- леммаларнинг шартлари бажарилса

НУХ
в

X
■ + +- (  Х ¥ \ -к хт

бадо уринли.
Исботи. (1.38) га Коши тенгсизлиги ва 1.2.2-леммани 1дот- 

ласак,

В Е Ен<д п<х 
«=/1

^ < ¥ ( т п ) )
т<¥

< ^ (А Ы ¥ У
^ Н х - я - х

п < х у и  ;
яа/

/  у

y D J
+

ш т
y<W

\ \ y h i n B f a r

досил булади. t =уп'‘к деб белгилаб олсак, у долда t <Мх''Н(ШУ  ̂= 
- Т  булади ва t ни бундай куринишда ифодалашлар сони 
^{НХт~^У  учун бадо уринли.
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Шунинг учун дам

1 ^ |Ч <
г  Y

ч .^ у
-{- нх

ч Е
1̂ 7

Гх1т
. „

в
Л

«:

«
Г Н Х ¥ ^  

В^

Я+е

к Р ' , в
Н Х ^

V у V
<к

«: ^ Я Х 7

ч )

\R-i-e ^ 7 Г ’ ,

к D ,
£

v£>

>¿-1
- +

7
ч  у о

X
в

. 0 4

+ Х У У 7 У ' д  

{ о } ' в у ¿/*я
Я Х 7

1 1)^;

чй+г £/' Г7'--- + —
ч и . .0

ч
у О у

бадо бажарилада. Бу ердан зса исботлаш1ши талаб этилган бадо 
келиб ’'гив^ади.

1.3.1-теорема1ЯШ1:г исботм.

деб белгилаб оламиз ва аввало, 5(/г) ни

*?(/г) = 5, (А) -  (/О -  5-3 (А) + 0 ((Л'0 -' ) (1.47)

куринишида ифодалаш мумкин эканлигини курсатамиз. Бу 
ерда

5',(//)= 5 ] Му) Т .
/=/,г
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S^h)=  X Z ^(^/(^^))’s<7V2« r<Ns-'
rs=jf\

S^{h)= X  Z  Mn)e{hf{mn)).
m s f  r m f

(r r  =  l ,  l = n- r ,  v l ^ f - f ) ,

Шунингдек,

1 C  1 = //(v)A(w)
v-n=s

<T(s)lns

ва

UJ= Z mv)
v \w

S(K) ни u<N^ булганда

S(h)= X  Л(и)е(й/(и)) + 0
и<П<Л/'

/js;^ (modD)

f
(1.48)

куринишида ёзиш мумкин булгани учун D = 1 да (1.47) тенглик 
А. Карацуба [52] монографиясидаги III бобдаги 9 -масаладан 
бевосита келиб чик,ади.
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D > \ булганда натура.! аргументли ихтиёрий F{m,n) функ­
ция учуй

2  Y  У  F {m ,n )Y  ß{v) =
m < .u ,m sf п<Л'т-' v \ „

"=/i

~ E  YL. f^b')F(yr,n) = Yj E  ^  M(v)F'ivr,n)~
«=“/i ”•=/ r̂ f,

E  Y  ß{v)F{vr,n) =
'"•=/ «=л

2 ; I ^ ( v )  2
v r m f  «</«<№ v \» ,

«” /l  m ^ f  Väw „=jf,

тенглик уринли. F{m,n) функцияни кз^шдагича аник^гаймиз:

F{m п) = (^^)), агар и <п  булса,
О, агар м > л булса.

У доада

u<n<N
n^f.

^ Z  Z  S  Hn)e(hf(vrn)) -  S, (h) =
v£» rS /V v ' u<n<,Nlyr)~'

vrm f „=/i

~-=ZE Z  м ф (¥(угп))~Е/^(^)Е E  МФ(¥(угп))~
väu vr< N  nvrüN  n<.u,nn'<iN

: r . f  n -.f,
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-¿■з(/г) = X  X  "
\< и l<Nv-^

у1=М

- X  X  еШ ^ г))-8 ,{К ),  (уу = 1) (1.49)
5<м2 г<ЛГ5-' 
у=т̂

бажарилади. (1.48) ва(1.49) да и = Н̂ '̂  деб олсак, (1.47) келиб 
чик^алди. Шундай к?1либ.

5 = X ̂ (И) = 8 , - 8 2 - 8 , -  0 {H {N D -Y ^ )  (1.50)
н<н

Бу ерда

к<Н

1.2.4-лемманинг исботидаги сингари хар бир 5'̂  йигиндини 
«с 1п ха

X  X  ¥(^)е{кДт)), (1.51)
И<Н и<Ш ~' Х < \< 2Х

и = / у=/„иу<]У

куринишдаги к,исм йигиндиларга буламиз. (1.51) да агар
X<N'^'^ булса, ш(м) = 1 ; агарда Х<М'^'^ булса, й>(м) = 1пм.

(1.51) дан 5 йигинди учун

(1.52)

бахо уринли эканлиги келиб чик,ади.
52
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Агар Х ¥ < Н  ва

) (1  53)

шартлар бажарилса, йигиндини 1.3.4-леммадан фойда­
ланиб бадолаш мумкин. Бу долда

V В  у
Х^~^ ,у24:-1
О

+ ----- + - г1/2 +
- к

ч
кDJ

<?с
л1к-1 в■+—— + в (1.54)
Ч N̂ ‘

га эга буламиз.
Агар (1.53) шарт бажарилмаса, йкпшдини 1.3.5-лемма 

ёрдамида бадолаймиз. Шунинг учун дам бу долда

Г слч,-\’+^;^л¥'^т
С в  у

_ у
^ Ъ )  [  д

,\-к Ч 1/К

ва

( X

\ о .
< тш

у(к-1)
^2к-1 VЯ У

N
я

булади. Бу ердан

I О
в
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/  Т-¥-Ж r\HN
ч D  у

l+£ d•2k-l

- + D +
D

Ч
d'‘H (1.55)

ХОСИЛ булади.
(1.52), (1.54) ва (1.55) 1.3.1-теорема келиб чик^ади.

1.4. Аргументи арифметик прогрессиядаги туб сонлар булган 
{ f ip ) )  кетма-кетликнинг каср 1щсмларининг так;симоти 

туррисида

а ,р ,у ,д  — хаквдйй сонлар, {в} эса О нинг каср кдсми, 
Цх|| билан X дан унга энг ш^ин турган бутун сонгача булган 
масофани, Tr̂ (iV) билан эса p < N  ва р  = /(modD) шартларни 
к^аноатлантирувчи туб сонларнинг сонини белгилаймиз.

Ушбу параграфда 1.3.1-теореманинг тадбик^и сифатида 
куйидаги теоремаларни (И. Аллаков [13,16,29,33]) исботлаймиз.

1 .4 .1-теорема. Агар 0 < у  < у  + д <1 ва л*^(у,5,Н) эса

p < N ,  p  = f (modD), у < {а р ' ‘} < у  + 5  шартларни к^аноатлан- 
тирувчи туб сонларнинг сонини булса, у ходда

M ß  *)lng + qN i/* D------1-----
N

xl/Д

у

булади. Бу бахонинг унг томонидаги параметрлар 1.3.1- 
теоремадаги сингари аникданади.

1.4.2-теорема. Агар к > 2  натурал сон, а — иррационал 
сон ва ß  эса ихтиёрий ха1дикдй сон булса, у ходда ихтиёрий 
£г > О сони учун фак,ат ^ ва g ларга боглик, булган мусбат С{е,к) 
мавжудки, v = 4 *"*, D<^N^ булганда
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\\ар^-р\\<С{е,к)р~^^

тенгсизлик р  = /(тобП) туб сонларда чексиз куп ечимга эга 
булади.

Бу теоремалар А. СЬозЬ [91] натижларининг А: ва /) буйича 
умумлапггирилгани, И. М. Виноградов [42,44] натижаларининг
2 < А: < 11 булгандаги кучайтирилганидир. Хусусий долда к = 2 
ш  В  = 1 булганда 1.4.1 ва 1.4.2- теоремалардан мос равишда
А. СЬозЬ [91] даги 3 ва 4-теоремалар келиб чи1;ади.я

Шуни дам таъкидлаш керакки, ушбу параграфда фойда-
ланилган метод, нафа^ат ар'' га нисбатан 1.4.1 ва 1.4.2- теоре­

маларни исботлаш имконини берибгина к;олмай, балки / { р )  =

= ар'" + а^р’‘~̂ +... + а̂ _ р̂ + купдад учун дам шундай теорема­
ларни исботлаш имконини беради.

к = 2 ва X  булганда 1.4.1 ва 1.4.2-теоремаларнинг
исботида 1.3.1-теореманинг урнига 1.2 .1-теоремадан фойда­
ланиб бу натижаларни бироз яхшилаш мумкин.

Г], 0<т]<-^ йартни к;аноатлантирувчи дакд1̂ й  сон ва

'' /

1, агар-?] <х<т] булса,
8г,(х) = О, а га р -^ < х < -т ]  ёки < лс < булса (1-56)

булсин. 1.4.1-теоремани исботлашда куйидаги леммадан фойда­
ланамиз.

1.4.1-лемма. Агар а  сони \а д - а \< д ~ \  {а,д) = \ шартни 
к;аноатлантирувчи иррационал сон, р  эса ихтиёрий дак;икдй
сон булса, у долда ихтиёрий фиксирланган > О сони учун
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X  Л(й){яДап^ - / ? ) - 2т7} « ^ [А (^ -’)!п(2 Л̂ ?) + 

+(.¥977-')̂ »

n<N,nsf О

/ ъ \ 1л/?
О- + -

я

бадо уринли. Бу ерда Л(?7 ) (1.34) тенглик ёрдамида аник,-

ланади ва Л = 2̂ ~*.
Исботи. Ег,{х) функцияни х буйича даврий (даври 1 га 

тенг) давом эттириб аник^ланиш содасини кенгайтирамиз. 
gn (^) ни Фурье к^аторига ёйиб

ёг, (л-) -  2?7 = (1.57)^  пт
я:̂ 0

ни хосил к^шхамиз. Бу ерда символ т буйича йишнд1ща
±т га мос дадларнинг бирлаштириляпп^ни бклдирадк.

Энди а. ~  иррадконал сон, (} эса ихтиёрий дак.ик?1й сон
булсин. х-ап^' деб олиб, (1.57) дан

g  (п’‘а  -р)~2т] = ^ -  /?)) (1.58) 
■̂Г тгт

ни досил к^ияамиз. 
а

Ахар — каср \ад-а\<д"^, (а,д)=-1 шартларни 1̂ аноат-

лантирувчи а  сонининг узлуксиз касрга' ёйилмаси ва Я  = 
= Щдп" ]̂ + 1 булсин, у до,лда (1.58) дан
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X  Mn){gr,{an' -̂ Р ) - 2 г]) = А, + А2 (1-59)
п<И,п=/

келиб чик^ади. Бу ерда

4  = X  е(-^то)Х Нп)е{т1Уа\
\т\<Н пли

4 = 5 ]  Л(и) X  е(т(ап^ -  р)).
п < Ы ,п ^ / \т\>Н /ИЛ"

Аввало, йигиндини к^араймиз. Уни

4 =т|т X  Л ( « ) ^ '— (e(^и(a:и*-/?+77))-
í̂и</v,лE/ |т|>Я

-е(т (ап^ -р-Т !)))  (1.60)

куринишда ёзиб олиш мумкин. Кулайликучун = ап'‘ - Р±т} 
ва /

С ( “)=Е«(»>С)
т<и

деб белгилаб оламиз.
Фараз этайлик, бутун сон булмасин (акс холда униш' 

(1.60) даги хиссаси нолга тенг булади). 1) = 1 да 1.2 .1-леммадан

1
Т О  ^ - 11С

-1
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досил буяади. Шунинг уч}Т1  дам Абе;шинг йигиш форму- 
ласидан фойдалансак, бу ердан

!т |> Я тп
-1 п ¿3± Ü-1

га эга буламиз.
Иккжнчи томондан эса бу йигинди учун

]фн тп

бадо уринли. mj'iîHHr учун дам (1.60) дан

4 « ( ln i\ /)  2  тт(1;Я~Ч|а«'-,^±?7!Г '
K < N ,rm f

(1.61)

келиб чи^ади. (1.61) бадонинг унг томонидаги йигиндини
бадолаш учун Ф{Н,а>) = т1п(1;Я"‘ || о  |р’) функгщяни к,араймиз.
Тушунарлики, Ф{Н,(о) функция ® буйича даврий функция 
бУлиб даври 1га тенг. Бу функцияни Фурье г^аторига ёйсак,

Ф(Я,©) = ̂ , '  а^е(кт) (1.62)

досил булади. Бу ерда <«СПШ1((1 + 111Я)Я ;\h\/;Hh ).
(1.62) генгликни

 ̂1 тт
Ф (Я ,й))=  Yu ^h<hû))+ Y  ' а f,e(ho)) +  0 \  -

\ц<н'-̂  \щ>н'̂  к ^  J

к^ринивда ёзиш мумкин. (1,61) га асосан бу ердан
58



4  = 5, + ̂ 2 + 0{Ы{ОНУ^ \п^Ш ) 

ни досил 1̂ иламиз. Бунда

(1.63)

X  е(Ип^а)
пйМ ,пз/

X '  а,е(к(ап^-р±т^))
щ>н̂

Д  даги йигиндиларни бадолашда давом этиб

п<М ,п^/ Щ>Н^ ОН

га эга буламиз.
Энди В̂  ни к^араймиз. В̂  учун юк^орида олинган бадони

Ш И - Шя" я +
н

Хп^НН (1.64)

куринишида ёзиш мумкин. Бу ерда

к<Х

X  е{кп^а)
п<М,п=/

(1.65)

(1.65) га Коши тенгсизлиги ва 1.3.2-леммани 1̂ ллаб ва 
К = 2'‘̂ \ ЦГ = к\{НВ-у~^ деб олиб
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к<Х
X  еОгп’̂ а)

п<М,п=/

ь<ху В , и

4̂ -1 1
В ’\\аВ^ук\\

1-ш хосил кдламиз.

(- -  уЬ деб белгилаш киритамиз, у хрлда ? < к\(ЫП'^)^~^Х= Г

ва ? ни t = yh кй5инишда ифодалахплар сони «: булгани учун

\У{Х) г « х .¥
i:>

деб ёза. олалшз.
Бу ифоданинг унг томонига 1.2.1-леммани кулласак,

Г(Х)«-:(Ж д/ 

бахо келиб чик;ади.
ч-О/

(  /лгЛ-!
X

Ч \ 0 )
- + +

ф у

л\!К

а^х (1.66)

(1 .6 6 ) ва Н>Ыдг] * эканлигйдан

с/'—  + —  + 
? I)

с1''̂  В------1_ ----
д N

д
хМ; я ^

ч1/̂ ?

/
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\ва

! я  о н  ОМд

ларга эга буламиз. Шзшинг >-чун дам (1.64) дан

о
л/к

д N
(1.67)

бадонинг уринли эканлига келиб чючади.
Шу1дай  килиб, (1.62), (1.63) ва (1.67) лардан

4
1/Л

тенглик досил булади.
Энди Л ни бадолаймиз. (1.58) дан

Д « :2 тт(.»н \?])
! \ 

/

т<Н
X  А(п)е{тп^а)

п<М, да/

(1.68)

деб ёзиш мумкин. Бу ердан эса Стилтьес интеграладан фойда­
ланиб

д  г^0{1) -  1 и^С{и)ёи
Н  _-1

га келамиз. Бунда

т<Х

X  К{п)е{тп^а)
п<И, n = f
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Энди 1.3.1-теоремадан фиксирланган >0 учун ^
(

1

А, «Ж )"*(а (Я) + 77А(1) + A(77- )̂ln(Я77)) '

эканлиги келиб чик̂ ади. А(Я) камаювчи функция ва ?;А(1) < А(т]~̂ ) 
булгани учун

(1.69)

деб ёза оламиз.
(1.62), (1.68) ва (1.69) лардан 1.4.1-лемма келиб чик,ади.
1.4.1-теореманинг исботи. S = 1 булганда теорема тривиал 

булгани учун <5 < 1 деб фараз этамиз. Хозирча ;0 в а 77(О^т7 <у)

лар ихтиёрий >4а1ди1дий сонлар эди. Энди р  = 7  + — ва т] = — деб 

оламиз. У долда 1.4.1-леммадан

+0 к
о

А{-)Ы{2Ыд) + {Кд5-у^ 
5 N

ч1/Д'

\  V /у
(1.70)

га эга буламиз. gr,{x) функциянинг аниБутанишига кура ((1.56) 

гак;аранг) агар - 5 1 2 < а п ' ' - у - 5 И - к < 5 у < а п ’̂ - к <  

< д  + у  шартни к,аноатлантирувчи к бутун сони мавжуд булса.
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у долда

ап - у -  —
IV 2 )

=  1,

Теоремаяинг Б1артига кура 3 + у<1 ,  шунинг учун дам бу

ердан Ь = [ап"]. Демак, фак,ат ва фавнах у < [ап’") < 8  + у бажа- 
ршсагина

Г
ё5_

г
ап - у  ■ = 1

булади. Буни эътаборга олиб, (1.70) дан

р<М,р̂ /
у< {ап''-]< г-3

p<N,psf у
Ыд +

+{КдЗ-у^
д '"Н)

г/к

ни досдл к^шамиз. Бундан эса исботланшпи талаб этилаётган 
1.4.1-теорема келиб чиь^ади.

1.4.2~теореманмш'исботи. 1.3.1-теореманинг 1.3.2-натижа-
сига кура агар < д < , -О ва фюссирлан-
ган сон булса, у долда барча Н >1 лар учун

А (Я )« уУ +£о

бажарилади. Бу ерда V = 4 , к > 2.
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Теореманинг шартига к>фа а — иррационал сон булгани
учун \ад-а\<д~'^ шартни каноатлангирувчи д нинг чексиз 
куп к;ийматлари мавжуд.

Агар 1.4.1-леммада N - д  деб олсак, у холда бу леммадан 
Л^нинг етарлича катта кдйматлари учун

X  Л(«){яДай'-/3)-277}«ЛГ'~"^'"“ (1.71)
п^М,п=/

бахонинг й)инли эканлиги келиб чик^ади. г] -  деб

оламиз, бунда С{е^,к) етарлича катта мусбат, фа1̂ ат ва к та 
ботлик; булган узгармас сон. У холда (1.71) дан

n,=C{e„k)N7^^^\i^\a,....

булганда

X  Л(«)^,Д«п^-;0 )=:2;7, X  Л(«) + о[#;-^"^‘«), / = 1,2 , -
я<Л̂у,и=/ п<И1̂ =/

шарт бажариладиган мусбат бутун сонларнинт усувчи кетма- 
кетлиги {N,,N2 , : )  мавжуд эканлиги келиб чик;ади.

Арифметик прогрессиядаги туб сонлар сони чексиз к5ш 
бзотани сабабли бу ердан етарлича катта N. лар учун

Е  (X a p ) g ,X '^ P ' - P > C ( e ,m '" " "  (1.72)
р<М1,р=/

тенгсизликга эга буламиз.
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p < N ,p = f р< 11 ,р= /

\\a.p̂ -|3\\<C(̂ „,k)Nfí*'"̂^

эканлигини эътиборга олсак (1.72) ва (1.73) дан исботланаёт­
ган теорема кел1}б чик^ади.

Эвди агар

1.5. Тригонометрик йишнди учун Вейл-Виноградов 
бадоси дак^вда

у(х) = щх’‘ + а _̂1 X* ‘ +... + «;Х + — К (к > 2 )  даражали '¡{а- 
1<.и5чий коэффициентли купдад ва

5 '( /)= Е ^ ( /(« ))п<Р

булсин. у  >;о.т1да Вейл тенгсизлигига кура (а,д)=1, \a - a q  ‘ ’\<д  ̂
булганда

бажарилади (Р. Вон [49] даги 2,4-лемма). Бленда г ихтиёрий 
мусбат сон, Вхшоградов символи « даги доимий А: ва £■ > О га
богли!';,

Уи[бу параграфда куйидаги теоремани исботлаймиз:
1,5Л-теорема, ^^ар к > 6 ,  а  = ад~̂  + г ,  (а,д) = 1, \2.\<Ч 

ва = О булса, у ?(;олда
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Y  +Я^оР"У (1.76)

бажарилади. Бунда Zq ~ max(l;P* | z |).
Бу ердан, хусусий додда

+ Р-  ̂+ qP̂ -'‘f~ '  (1.77)

эканлиги келиб чик;ади.
(1.77) бадо Р̂  < q < булганда(1.75) даняхши. Шунинг

учун дам (1.76) бадо Вейл бадоси (1.75) дан кучлиро!^. 
Шунингдек, 1.5.1-теоремаилгариИ. М. Виноградов томонидан 
S { f )  йигинди учун олинган бадодан 6 < ̂  < 11 булганда куч- 
лидир.

Бу теоремани {/(«)} кетма-кетликнинг каср кдсмлари- 
нинг так;симланишини бадолашга ва сонлар назариясининг 
баъзи бир аддитив масалаларини текширишга татбик; этиш 
мумкин.

Хусусан (1.76) бадодан к > в  булганда

f { n )  ||< п

тенгсизликнинг чексиз кун натурал ечимларга эга эканлиги 
келиб чик,ади (И. Аллаков [24,25,27,29]).

Бу натижалар В. R. Heath-Brown [97,98] натижаларининг 
купдадлар учун умумлаштирилганидир.

1.5.1 -теореманивг исботи. / (jc) = ах^ + +

+ ... + а,х + сс0 ихтиёрий к>Ь  даражали дак;икдй коэффици­
ентли к^пдад булсин. (1.76) бадони исботлаш учун аввало 
симметрик айирма

66



дан фойдаланиб математик индукция мегоди билан ихтиёрий 
У, 0 < ] < к  натурал сони учун

| 5 ( / ) Г X  ... X
Щ<РП \hJ\<PI2

Хе(АД«))
ие//

(1.78)

тенгсизликнинг ^инли  эканлигини курсатамиз. Бу ерда 

1,=1{\)С2\\-,Р1 /,=/(й„...,Л;)с/,._, = /(/*,,.•.,Луч) ва

А /«) = "Л,. ( / ( ”))•

у = 0 булганда (1.78) тенгсизлик уз-узидан тушунарли. 
Энди фараз этайлик, (1.78) тенгсизлик бирор у учун уринли 
булсин, у холда унинг 7 + 1 учун хам ^ и н л и  эканлигини 
к^сатамиз.

5]е(АД«))
ие/,.

= ^ 1
1= 0,1 nelj 

л=/(то(12)

булганлиги сабабли Коши тенгсизлигидан

1=1 /=1

куринишда фойдаланиб куйидаги тенгсизликга эга бу^ламиз:
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ne¡j 
л=/(то(12)

х2 I  ... I  I
|А ,|< «2  ¡И/.<Р/2 !=0.1 п̂Л, 

nsг(Inod2)
(1.79)

Бу ерда

Е/=С,1
ля/'(по<̂2)

- Е  Е  е(А..(т)-АДи)) =
г=0,1 m,n^lj

ŵг(mod2),«г:f(mod2)

- X е(А. (ш) -  А . («)) = X Е  {г + к ) - А, { г  -  /г)) =
1ЛК-Р/2m,nz¡j 

m̂n(mod2)

= Е  Е  (г)), / ̂ , = {г: г + /2 е /  }. . (1.80)
\И\<Р/2

(1.79) ва (1.80) лардан

Ы <РП  |А^.|<Р/2 |Ау^,|<Р/2

эканлиги, яъни (1.78) тенгсизликнинг у + 1 учун: уринли экан­
лиги келиб ЧИК.ДЦИ.
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Шундай кдлиб, (1.78) тенгсизлик ихтиёрийу натурал сони 
учун уринли экан.

Энди, (1.78) тенгсизликда ]  = к -Ъ  деб олиб,

А,_з(«) = А ^--\-з 

ни к.араймиз. Бу ерда

(х + й)^-(х-й)* = 2 /г(С̂ х̂ “‘ й̂̂  + С*.л: к + ...)-

=  2/7
<2Ми̂ 1 ̂ к-21-1

ва

С1 =
т\

И1{т -  г)!

эканлигини эътиборга олсак.

А , ( / ( х ) )  =  а - 2 / г
2М1.21 ̂ к-21-1

+а,_,-2Н

+а, _̂2 ■2Ь

\< 1< ик-2)

+

(к-2)х^-^+ X
1<1й\{к-3)

+... +  «2  -4йл: + а 1 - 2 /г

булади. Шунинг учун дам

Д ^...Д ^,(/М ) = 2 “ /^.../>,_,|а(-Н>: +ах) + 
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h..\_^{—k\a^x  ̂л-—{к~\)\а^_^х^ +
6 2

+(a^a + а̂ ._2(̂  -  2)!)д: + (а*_,6 + а^_зс)}

деб ёза оламиз. Бунда й,6 ,с — бутутт сонлар.
(1.78) ва (1.81) лардан

(“ (^ “  0-^  ̂+ + Щ-2 ~  2)!jc + â _3 ■ c} =

(1,81)

nê t-s

Л .. 3 1
+ о :,_ ,-(^ -1)!« + (аа  + а,_2( ^ - 2 )0 «)) (1.82)

келиб чик;ади. Бу^ндан кейин (1.82) бадода 0£̂_i = О деб оламиз. 
У ходца

Щ <РП  \\,,\< Р 12

к-г .
яеЛ.

хЛ, ,../?̂ _з(~А:! ап  ̂+ (аа  + а*_2(^ “  2 )!)«)) 
6 (L83)

досил булади. т буту'-н сони учун Ь{т)= [̂тР^^; {т + \)Р~ ]̂ ва 

X ^щи}щя сони учун X е  L(m) бажариладиган бутун сонни 
т = т(х) деб белгилаймиз. Шунингдек, L{x) = L{m{x)) ва

Т{х) -  max
у,!: п̂1
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белгилашларни киритамиз. Бунда /  билан [1;/^ интервалнинг 
бирор 1дисм интервали белгиланган, у  узгарувчи L(m) да, z  
эса [0 ;1] интервалда узгаради.

Бу янги белгилашлардан фойдаланиб (1.83) дан

X  ... X  = (1.84)
\h,\<p/z \К_-,\<РП

ни х;осил 1дяламиз.
Энди h = деб олиб ва (1.84) нинг унг томонида

h = 0 ?^адларнинг :?4иссаси булганлиги ?^амда h ни
юк,оридаги купайтма куринишида ифодалашлар сони
«; т̂_2 {К) эканлигини эътиборга олсак, (1.84) дан

I S{ f )  ^  ^  ^ j^pk-Ъ
h=\

га эга буламиз. Бу ба}^онинг ИБСкала томонини 6 -даражага 
к>^ариб Гёльдер тенгсизлигини кулласак, куйидаги б а ^ а  эга 
буламиз:

/ I S{ f )
VA=1

«^32--6 ^ рЪ-2-̂ -вШ2.Ье . «
h=l

«p32--6 (1 35)
Й=1

(1.85) нинг унг томонидаги йигандини бадолаш у ^  D. R. Heath 
- Brown [97] даги куйидаги леммалардан фойдаланамиз:
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1.5л-левша. Ихтиёрий £>о сони учун

т=\

бахо уринли.
1.5,2-лемма. .Аигар a^aq~'‘ + z ,  {a,q) = l ва \z\;<q''  ̂ булса, 

у холда ихтиёрий хакдк,ий уц ва О < А < |  сонлари учун

ва

{h<H-. \ \a h -ß \ \< A }< ^ \  + {q\z\y^A){\ + q \ z \ H )  (1.87)

тенгсизликлар уринли.
Булар мос равиища D. R. Heath - Brown [97] дага 5 ва 6 - 

леммалардир.
Энди, ].5.1-леммани куллаб (1.85) дан

IS U )  Г ’ «.о»'“ -* + шах f  (»,) (1,88)т

ни хосш! киламиз. Бунда

ос

F{m) = { h<P- . ah&\ J  L{m + Р^/)} <{ h<R:  \\ah~ тР"̂  ¡j< Р"-’}.
/г=-О0

Н -R-KP^^^, А = Р~̂  булганда (1.86) ва (1.87) лардан мос 
равишда

F(m) <^qP-  ̂+ Р'-'' + q-^P“-̂
ва

F(m) I z I -P'-' + P'-® -F q-  ̂I z f ' P~'
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келиб чи]^ади. [гц |=тах{1;|г|Р*} Деб олиб бу иккала ба^^они 
бирлаиггирсак,

F {m )^qz,p-^+Р^-^+q-^z,P^‘-̂  (1.89)

хосил булади. Нш;оят, (1.88) ва (1.89) лардан

^р3.2‘--2+7. _̂ -̂1̂ -1р3.2‘-Ч1.7.

ЯЪНИ

5 (/)  + р -Ч

ба)^ога эга буламиз.
Шуни х,ам таъкидлаш керакки, к — даражали, ?^ак;икдй

, а^_1,..., а , , «о коэффициентли ихтиёрий
1

/{х)=а^х^ +..Ла^х+а^

кутщадни , ., ■ '
х = у-Щ_^{ка^)-'

алмаштириш ёрдамида

/ М  = А / + Д -з/'^ -+ А > ^+ А  ‘ ^ ;

к^инишга келтириш мумкин. Лекин бу алмаштириш хамма 
вак,т )̂ ам бутун сонлар тз^ламидаги алмаштириш булавер- 
майди.
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СОНЛАРНИ ЧЕКЛИ СОНДАГИ КУШИЛУВЧИЛАР 
ЙИШИДИСИГА ЁЙИШ

2.1. Вон итерация методининг (1,Д) оралшщаги Варинг 
сонларининг сонини бадолашга татбшш

Кириш к^исмда таъваидланганидек, Варинг муаммосида щр  
бир п натурал сонини s i a  к — даражалар йигиндиси курини­
шида ифодалаш, яъни

п = + ^2 +... + (2-1)

куринишда ифодалаш мумкин эканлигини исботлаш керак 
эди. Бунда /с >2 ва xj,x2,...,x  ̂ — натурал сонлар.

(2 .1) ни к,аноатлантирувчи чекли s нинг мавжудлиги 
Д. Гильберт томонидан исботланган булсада, бу ерда куйидаги 
масалалар мавжуд:

1) берилган булганда барча п лар учун (2 .1) ни к,аноат- 
лантирувчи энг кичик s ни, яъни g (к) ни аник^аш;

2) к берилган булганда етарлича катта п лар учун (2 .1) 
ни 1;аноатлантирувчи энг кичик s ни, яъни G (к) ни аник^аш;

Ъ) п ъа к лар берилган булганда (1.1) нинг ечимлари 
сони R(Jc,n) учун асимптотик формула олиш.

Бу учала масала jŝ aM куплаб математик олимлар томонидан 
урганилган, жуда яхши натижалар олинган булса-да, уларнинг 
бирортаси )̂ ам ^¡рзиргача барча пъа к лар учун тула ечимини 
топмаган (R. С. Vaughan [108] ва D. R. Heath-Brown [97] ларга 
к;аранг). ]Масалан, G {к) нинг ?̂ а1джк;ий к;иймати к = 2 ва к = 4 
булгандагина аник, булиб G(2) = 4 ва G(4) = 16 (Hardy G. Н., 
Wright Е. [93] нинг 1.1, 1.2-параграфларига к^аранг).

Етарлича катта Z  лар учун Л̂ ,̂ДХ) ор1̂ али (2.1) кури­
нишида ифодаланадИТан натурал п < Х  сонларнинг сонини

2-БОБ
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Пслгилайлик. И. М. Виноградов ([93] нинг 5,7 боблари ва [49] 
пинг 2 бобига к;аранг), Г. Дэвенпорт [84-86], А. А. Карацуба 
|53] ва бопщаларнинг (т^отарок, адабиётлар р ^ а т и  учун [49] 
га мурожаат этиш мумкин) шу со5̂ адаги мапщур ишларидан 
кейин R. С. Vaughan [108,109], янги итерация методини 1фшаб 
барча к >5 лар учун G (к) нинг барча мавжуд ба?(;оларини
яхшилади. 5 = 3, А:>Зва4’ = 4,5<А:<20 булганда эса у iV̂ , (X) 
пинг бахоларини яхшилашга эришди.

О {к) нинг х;озиргача аник к;иймати маълум булмагани 
6- 6 i сифатида О (к) нинг R. С. Vaughan [108] да топилган
к̂ 1йматини олиб s <Sq лар учун ^ ва s берилган булганда
функция учун бах;о олиш мухзимдир. Буни куйидагича тушуниш 
керак: масалан, R. С. Vaughan [108] да )̂ ар бир етарлича катта 
натурал сонининг туккизта бешинчи даражалар йигиндиси 
куринишида ифодаланиши исботланган. Шундай савол туги- 
лади, тй)тта ёки бешта бешинчи даражалар йигиндиси кури­
нишида ифодаланадиган п (п < X) ларнинг сони нечта? Уму- 
ман s<Sq булганда зтак — даражалар йигиндиси куринишида 
ифодаланадиган натурал п ( п < Х )  сонларнинг сони нечта? 
к > 3 ,  5  = 3 ( s q=1)  ва 5</с<20, 5 = 4  булганда бу саволга 
R. С. Vaughan [108] даги 1.3 ва 1.4 теоремалар хдмда R. С. Vaughan 
[109] нинг натижалари жавоб беради. Хусусан R. С. Vaughan 
[108] даги 1.3 ва 1.4-теорема.тарга кура

ЛГ,з(X)>X“‘■̂“̂  (2.2)

Бу ерда «3 3 = 11/12 ва А: > 4 булганда

/у —2----- L¿̂,3 к 1с̂ •

Ушбу бобда биз R. С. Vaughan [108] нинг янги итерация 
методини кзшлаб N^/X) учун куйидаги теоремаларни исбот- 
лаймиз (И. Аллаков [18,23] га к,аранг).
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2.1.1-теорема. Ихтиёрий, етарлича кичик я > О сони ва 
X > Х^(з,к,£) етарлича катта сони учун

тенгсизлик уринли. Бувдаги нинг 5<А: <10 в а 5 < 5 < 8  
булгандаги к^ийматлари 1 -жадвалда келтирилган, А; > 10 ва 
4 < 5 < 8 булганда эса у к,уйидаги формулалар ёрдамида ани1̂ - 
ланади:

к 2 е  ' 2 е

11 19 3 
2е'^^к^ 8Ус" " ’

6  37 13 69 .
/. и 7,2 +  т  , 3  т о  7,4 +  о т  ? 5 -  9 )  ,к А е  2 Г  32Г 32к^

« о =  —
7 67 215+ - 225 243- + - 27 (к > 9)
к 4к  ̂ ' 32к  ̂ ' Ш к' 128к^

^ _ 1̂  ^
“ А: А:' ^ А:' 64А:" ^ 64А:' 512А:' ' 512А:

1- жадвал

«¿,5 к̂,6 ®А,7 к̂,9,
5 0,8035404 0,8700952 0,9215428 0,964206
6 0,7013890 0,7725295 0,824504 0,8674203
7 0,6193728 0,6913501 0,7485757 0,7944652
8 0,5521917 0,6252443 0,6832147 0,7327790
9 0,4999521 0,5690801 0,6197738 0,6626185
10 0,4548594 0,5256267 0,5772201 0,6339286

76



2.1.2-теорема. Агар 16 модули буйича г к^олдик^и-
лар синфига тегишли ва s та тзфтинчи даражалар йигиндиси 
куринишида ифодаланадиган натурал сонлар п < Х  нинг сони 
булса, у холда 4 < s < 6  ва 0 < r < s  булганда

ба)̂ о зфинли. Бу ерда: «4 4=0,8893198; «4  5 =0,9517545; «45 = 

= 0,9800892.
Бу натижалар R. С. Vaughan [108,107] нинг натижаларини 

тулдиради ва Н. Davenport [85,86] нинг натижаларига нисбатан 
яхширокдир. Таккослаш учун хусусан куйидагиларни таъкидлаб
угамиз. Биздаги2.1.1-теоремадаги «53 =0,9642060; =0,7083890;

=0,7725295 лар урнига Н. Davenport [86] да « 5g = 6913439/ 

/7576115 = 0,9125308; ««,5 = 5549/8379 = 0,6622508; «^.6 = 575117/ 
/787182 = 0,7306023 натижаларни, шунингдек 2.1.2-теорема- 
даги «4  4 =0,8893198; «4  5 =0, 9517545 лар урнига Н. Davenport
[85] да «4 4 =311/412 = 0,803398; «45 =5539/6268 = 0,8836949 ларни 
олган эди.

Ушбу натижаларни исботлапща мохзыти И. М. Виноградов 
методининг модификациясидан иборат булган Г. Дэвенпорт 
методи (Р. Вон [49] нинг 5,6 бобларига к^аранг) ва R. С. Vaughan 
[108] нинг ЯНГИ итерация методларидан фойдаланамиз.

2.2. Ёрдамчи тенгламани ечиш

р >  R шартни к.аноатлантирувчи туб булувчиларга эга бул­
маган натурал х < Y сонлар тупламини А {Y,K) билан белги­
лаймиз, яъни
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A{Y,R) = { x \ x < Y  ъа p \ x ^  p<R) .

2.2.1-лемма. Агар т — берилган мусбат сон ва R<Y<R"^ 
бу̂ лса, у Холда

carcy(r,i?) = Yp + 0 (  Y
vlnFyV ln iiy

булади. Бу ерда р{х) — Дикман функцияси.

Бу лемма R. С. Vaughan [108] нинг 5.3-леммаси. Унинг 
исботи De Bruijn N. G. [87] да келтирилган. Дикман функция- 
сининг хоссаларини De Bruijn N.G. [88] дан топиш мумкин. 
Биз бу ерда агар х<0 булса, у ?!,олда р{х) =0; агарда 0<д:<1 
булса, у ?̂ олда р{х) =1 ва х > О бужанда р{х) мусбат ва камаюв- 
чи функция эканлигини таъкидлаш билан чегараланамиз.

Кейинги лемма модияти жи)^атидан R. С. Vaughan [108] 
нинг янги итерация методининг асосий гоясини узида акс 
эттиради.

Аввало, белгилашлар киритамиз: S^{P,R) билан

х1 + х 1 + ... + х'1 ~ у \  + у1 + +

тенгламанинг X,. е 5 yi^  A{P,R) шартларни к^аноатлан- 
тирувчи ечимиари сонини белгилаймиз. Шунингдек, 10^лайлик 
учун

В, (t,k,0, jA-r) = {Ъ~2 -к )в  + 2 -  2'-̂  + Д,_,(1 -  в), 

с и к в  /Л  ч (2^-2-^+А:-2-О0+2-О- + 1)2-ЧЛ_,(1-0)(1-Г2-О
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В,{1,к,вЛ-^) = (2 1 -2 -к -2 ^ -^ )в  + 2 -  2 -̂* + Л_,(1 -  в), 

C^{t,k,в,jЛ,-^) =

( Ъ - 2 - к  + ( к -  1)2~Пв + 2  -  (У + 1)2 -̂  -  Я,_, (1 -  в )(1 -  /2 -р  
1- ( 1 - 0 ) ( / - 1)-2 -̂

C,it,k,0,^-l) = 2 t - k  + c>■ (Г' + в -  0 Г*Г‘ 

деб белгилаб оламиз . Бунда

а  =
О, агар 1 > 2 к - 2  бажарилса;

2г^ - { к - \ у \  агар 2 k - 2 > t > k - \  бажарилса.

Я, га нисбатан куйидаги уч гурух (I), (П), (Ш) шартларни 
куямиз;

(I). 2̂  > ̂  ва 1 < 7 ^ А: -1  шартларни кэноатлантирувчи бирор 
У учун

1 ,> А И ,в ,Х ,Л

Я,>5,(?Д,0,лЛ_,), (1-2)
I ^

х,>с,{1,к,о,]Л-^) (1-3)

муносабатлар ^инли буладиган в , О < 0 ^ мавжуд.
(II). 2^>t  ваа) ]  = к - 2  ёкиЬ) у = А :-4,ёкис) \ < ] < к - Ъ ,  

} ( - j — ХОК, сон шартни к,аноатлантирувчи бирор у учун

л ,> в , i t , k ,O J Л Л
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A , > C , { t , k , e , M  (И-З)

муносабатлар уринли булган в ,  О < 0 < }  мавжуд.
(III). Агар t > k - l  булса, у х̂ олда

Я,>4(^,0,Л_,), (Ш.1)

Я,>Сз(гД,6>,Я,.,) (Ш.З)

шартларни к^аноатлантирувчи в , О < 0 < |  мавжуд.
Энди, кз^идаги леммани исботлаймиз.
2.2.2-лемма. Агар к > 5 ,  \ = 1 ,  ^ ^ 2  булиб, ?̂ ар бир 

t-3,A,...,s  учун (I), (П), (III) шартлардан х,еч булмаса биттаси
бажарилса, у ?̂ одца Я > , О < ?; < ?7о(Я -  Я^ (< 1) ва Р > i^(s,?7) 
булганда

8 Х Р ,Р '" )< Р ^

булади.
к = 4 булган х^олни к^араганда бизга к^^йидаги лемма керак 

булади.
2 .2.3-лемма. Агар к - А ,  Я,=1, Яг = 2, Яз=13/4, 

= 2 /(6  + л/80), Я4 = 66>4 + 1  + Яз(1- 04) = 4,618ОЗЗ..., 0,^2111, 

Л, = 8^5 + 1+Я4(1- 05) = 6,232936... ва 1<5 < 5  булса,у}«;олда Я>Я,,  
^ < ‘П<'Пй{^-Ю ва P>Pf,(rj,s) булганда

SXP,P"')<P^
бажарилади.
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2.2.2 ва 2.2.3-леммалар мос равишда R. С. Vaughan [108] 
дата 4.2 ва 4.3-теоремалардир. Шунинг учун ?̂ ам уларнинг 
исботларини бу ерда келтирмаймиз.

К,араб чик.илганларга асосланиб R. С. VaughanHHHr янги
итерация методининг асосий гояси 0 (О < 0 < -̂ ) ни (I), (II),
(III) шартлардан ?(еч булмаса биттасини 1̂ аноатлантирадиган 
ва оптимал (яъни имкони борича кичик) к̂ 1ймат к;абул i^nna- 
диган килиб танлашдан иборат деб айта оламиз.

2 .1.1 ва 2 .1 .2 -теоремалар исботининг умумий ьдисмини уз 
ичига олувчи яна бир леммани исботлаймиз.

2.2.4-лемма. Ихтиёрий етарлича кичик g > О ва етарлича 
катта X  > X^{s,к,е) сонлари учун

N , ( X ) > X ^ -

',-1тенгсизлик уринли. Бу ерда ^ > 4 ва = {2s -  Х )̂к'
Исботи. Р = X R ^ Р ’, (т]> О — етарлича кичик х,акд- 

кзий сон), ЛДи) эса xf +л4 + . . . + . =п тенгламанинг х,. е A(P,R) 
шартни к.аноатлантирувчи ечи?.етари сони булсин. У х,олда

Коши тенгсизлигига асосан

Кп£Х

<
п<Х

Бундан
\2

Е  Ея.("> л̂рлу'.
и,Д̂ («)>0 V и J

(2.3)
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p. Вон [49] нинг 6.1-параграфидаги сингари мулох;аза 
юритиб ва Z,. = car<14(P,/i), / = 1,2,...,5 , деб олиб

2 ;лД«)»(сагсУ(Л/г)Г
П<Х

га эга буламиз (ушбунинг тулик; исботи [49] нинг 5.4 ва 6.1- 
параграфларида келтирилган). Дикман функциясининг хос- 
саларига асосан 2.2.1-леммадан car(i4(P,i?)»  Р  келиб чик,ади. 

Демак,

Y K i n ) » P ^ .  (2.4)
п<Х

Энди 2.2.2- леммада {к = А ?^олда эса 2.2.3-леммада) 
Я = + 2е деб олиб

SXP,R)<P^^^^’' (2-5)

га эга буламиз. Р = Х^”" эканлигини эътиборга олсак, (2 .2) -
(2.5) лардан исботланиши талаб этилаётган 2.2.4-лемма келиб 
чикдди.

2.3. 2.1.1-теореманинг исботи

Аввало, теорема исботининг асосий гоясини баён кдиамиз.
2.2.4-леммага к}фа

а,_,=(25-Я„)Г'. (2 .6)

Шунинг учун ?̂ ам 2.1.1-теоремани исботлаш учун (I)— 
(Ш) шартлардан Я̂  нинг оптимал (имкони борича кичик)
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кийматини аникдаш етарли. Буни куйидагича амалга ошириш 
мумкин:

1) агар (I)—(Ш) шартлардан фак;ат биртаси, масалан (I) 
бажарилса, тенгликни в  га нисбатан 
ечиб, 0=0, ни топамиз ва агар Д (̂ , в, ) > С, {t, к, в, у, ) б>а1са,

деб, акс 5̂ олда =C ,{tX в,JЛ t-v)  Деб ола­
миз. Энди A {̂t,в,X,_{)=^C.Xt,k,в,j,?i,_ )̂ тенгламани ечиб 

ни топамиз ва агар Д(г,02,Лч) ^ булса,

= Д(^,02,Я,_1) акс долда =B^{t,k,в2 , jЛ - \ )  Д®б оламиз. Ни- 
5(оят, B^{t,k,в ,̂j,X,_^) = C^{t,k,в,j,X,_^) тенгламани ечиб в = в^Ш1 

аншухаймизва Â {t,в■¡,X̂ _̂ )>B̂ {t,k,в̂ ,j,?l,_̂ ) булса, =4 (г,6>зД_1) 

деб оламиз, акс долда Xf'̂  =В (̂!:,к,в ,̂],Х,_ )̂.

У )^олда X^=vím\{X‘̂ ^\Xf■\Xf^) деб олиш мумкин ва бу Х̂  
нинг мумкин булган опгимал вдишмати булади.

Албатта, бунда Х̂  смфзтада Xf\Xf^\Xf^ ларнинг ихтиё­

рий биртасини олиш мумкин, лекин бу х.олда Х̂  нинг кдймати
оптимал булмаслиги мумкин, яъни бунда Х̂  нинг кдймати
бироз ёмонрок; булиши мумю-ая.

2) агар (1)-(Ш) шартлардан иккитаси ёки учаласи ?;;ам 
бажарилса, у х;олда )̂ ар бир гурух шартлар учун узининг
оптимал Я, ни, яъни Я^^, Х̂ "'’ , Я̂ ^̂  ̂ ларни аникдаб, X. =

= ш1п(Я^^, Х̂ "̂ , ) деб оламиз.
Энди бевосита ни к^арашга утамиз. А: = 5, 5 = 5 булса,

(2.6) дан «5 5 =(1 0 -Я 5)/5  га эга буламиз Бу ?!;олда у=3 ва
0 = 3/20 булиб (II) шарт бажарилади х,амда ундан Х̂  нинг 
оптимал кдйматини аникдаймиз. (II) дан
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В,{5,5,9,ЪЛ) = Ъв + 1 + Х ,{1 -в \
4

с,{5,5,е,ъ,К) = (3 +тЯ, + ^ в ) ( х + в у4 4

4 (5 ,0 ,Я ,)  = 8 0 * 1  + Я Д 1-0),

ва

С2(5,5,— ,3,Я4>= — + — Я,. ' 
'  20 23 92 '

Я4 сифатида Я̂  = 4,4386583 (бу ерда ва к,олган барча 5 < А: < 10
?^олларда булганда Я4 ни R. С. Vaughan [109] даги 1.1-жадваддан 
оламиз), у ?^олда

С г(5 ,5 ,^ ,3 ,ад > 4 (5 ,^ ,Я ,)

ва биз

Я, = С2(5,5,^,3,Я.) = 5,9822985

деб олишимиз мумкин. 
Шундай кдшб,

« 5,5 =^(10-Я5) = 0,8035404.
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Колган барча 5<А:<10, 5 < 5 < 8  >^оллар шунга ухшаш 
исботланади. 2-жадвалда нинг (I)—(III) шартлардан аник,- 
ланган ва = Qs — Л)к~^ ни ?д1соблашда фойдаланилганXs
к̂ 1йматлари келтирилган.

2-жадвал

к Яз .. ^6 Я, Л
5 5,9822985 7,6495248 9,3922886 11,17897

6 5,7916667 7,3648232 9,0529766 10,795424
7 5,6643903 7,1605498 8,7599706 10,428743
8 5,5824662 6,9980451 8;5342823 10,137768
9 5,5004313 6,8782798 8,4220356 10,036433

10 5,4514062 6,7925507 8,2277996 9,6607144

Энди к > 6  булганда

4 1
к 2к  ̂ ' l e

эканлигини исботлаймиз. (2 .6 ) га кй>а

а , , ,  = (8 -Я 4)Г '

(2.7)

(2.8)

даги к >  в — ихтиёрий натурал сон булгани учун фак^ат (I) 
шарт бажарилади. (I) г а к ^ а  2^>А ш ]=2,Ъ ,.. . ,к— 1 ./=  2 деб 
олиб, (1.1), (1.2), (1.3) ларни текширамиз. Бу долда

Я4 >  Д (4 ,0 ,/1 з ) ,

Х,>В,{4,к,в,2,^),

Х ,>С ,{А ,к ,в ,2 ,М \
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R. С. Vaughan [109] даги 1.4-теоремага асосан A ^ = 3+ j  
деб олиш мумкин. Шунинг учун 5(ам (2.9) дан

A ,> 4 + i + (3 - i)0 ,

9 1 1

2 к к
Л ,> ((24 -Зк )в  + 5)(1+Зв) -1

(2.10)

га эга буламиз. в = У2к ва 0  = 0 , деб оламиз, у ?̂ олда

4(4,^1,Лз) = Д(4,А:,0„2,Лз) = 4 + — - 1
2к 2к^

ва к > 6 булганда С , ( 4 , к Д , 2 Л ) < А ( Щ Л )  булади. Шунинг 
учун х,ам

Я .= 4 + А _ .>
2к 2к^

(2.11)

деб олишимиз мумкин. (2.8) ва (2.11) лардан (2.7) келиб чи- 
*;ади.

Юкрридаги сингари мулох^за юритиб, барча к > 6  лар учун

. .  11 19 3Яс = 5 н---------- г н— г 5
' 2к 8к  ̂ s e

,  ̂ 37 13 69 9 
булганда +

86



, ^ 67 215 225 243 27
Ак \ в е  32^ т к ^  128к^’ 

ва барча А: > 1 0  лар учун

 ̂ g  ̂ 22 26  ̂ 1095 459  ̂ 837 81 
к к ^ ^ б А е  6А к^ ^ 5П е 512к^

тенгликларнинг уринли эканлигига ишонч }^осил щламиз. Бу 
ердан ва 2.2.4-леммадан 2.1.1-теорема келиб чик,ади.

2,4. Сонларни натурал сонларнинг туртинчи даражалари 
йигиндиси к^инишида ифодалаш тугрисида

Ушбу параграфда биз 2.1.2-теоремани исботлаймиз. Бунда 
Р. Вон [49] нинг 6 -параграфида келтирилган Г. Дэвенпорт 
методидан фойдаланамиз. У ерда Z =  card^jP^P’), х. е A(F,P')
ва X. = г  (m^odl6 ), (г — фиксирланган 0 < r < s ,  ( A < s < 6 ) )  
шартни 1̂ аноатлантирувчи сон деб олсак, у долда 16 модули 
буйича ?̂ ар бир чегирмалар синфи г  учун 2.2.4-лемма уринли 
булади.

2.2.4-леммадан к - А ,  5 = 4 булганда а 4 4 = ^ ( 8 -Л() ¡̂̂ осил4
булади. Бу долда (П)-шарт бажарилади. в  = 1/(3 + yfw)  деб олсак,
\ = 6 в + 1 + ^ ( \ - в )  (1.2.3-леммагак^аранг)?оосилбулади.R. С. Vaug­
han [108] нинг 1.3 -теоремасига кура

Лз=3 +
5 + л/зЗ

деб олишимиз мумкин. У )^олда == 4,5627208 ва демак, «44-  
= 0,8593198.
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s = 5 булган х,олда «45 = —(10 - 15). Бу х;олда 2.2.3-леммага

кура (III) шарт бажарилади ва 0 = 2/11. Шунинг учун х.ам (III) 
дан

Я, >8в + Л,(1-В), 

^ \5в)  + Х ,{ \-в ) ,  

Х^>6 + {Ъ + П в у \

(2.12)

Ижари к^аралган )^олга асосан Я4 =4,5627208. Шунинг 
учун х;ам (2 .12) дан

Л, = 6 + —^  = 6,1929824 
 ̂ 3 + 20

хосил булади. Шундай к?1либ.

«43 = ̂ (10-Л.5) = 0,9517545.

Ни5̂ оят, 5 = 6 х;олни караймиз. Бу х;олда « 4б=—(12-Я^)

ва Ag нинг А: = 4  булгандаги оптимал к;ийматини аникдаймиз. 
Бу ерда (I) бажарилади ва у = 3, в = 3/16. Шунинг учун хам

Д(5,0,Яз) = 5.(5,4,0,3,Яз) = у + 1 |я5

ва



!г л а '1 •] ч 348 26 „ с, (5,4,6», 3, Л5) - —  л,.

Я5 =6,1929824 булганлиги сабабли, бу ердан

Я, = СД5,4 ,^,3,Я5) = — (348 + 26Л,5) = 8,0796434 ва 
63

04 6=0,9800892.

Шуни ;̂ ам таъкидлаш керакки, Воннинг янги итерация 
методини Г. Дэвенпорт методи билан биргаликда 8 = 1, к = А

булганда к;улпгасак,  ̂= 1 ни, яъни 

ни беради.



ЖУФТ СОНЛАРНИ АРИФМЕТИК ПРОГРЕССИЯДАН 
ОЛИНГАН ИКЖЖТА Т01^ ТУБ СОНЛАРНИНГ 

ЙИГИНДИСИ ЮТИНИШИДА ИФОДАЛАШ ТдаИСИДА

3.1. Олинган натижалар

Фараз этайлжк, Х ш  Р  — етарлича катта }«;акдкдй сонлар,
N  эса sIn  < X < N  шартни к,аноатлантирувчи натурал сон;

P,Pi,Pi — туб сонлар; D = p'' ( р > 2  ва v мусбат бутун сон) 
булсин; Mjj(X)  билан

n = + Рг, Pi= /¡(modD), (/.,/)) = 1, / = 1,2 (3.1)

куринишда ифодалаш мумкин эмас деб гумон 1дилинаётган 
жуфт натурал сонлар п < Х  т^гатамини белгилаймиз, Е^^(Х) =

= сагёМд(Х); R(n) — берилган п сонини (3.1) куринишда 
ифодалашлар сонини билдирсин.

А. Ф. Лаврик [55,56] биринчи булиб, R(n) учун купи билан
£'д(Х)<?сХ/1п'^Х (бунда А > 0  узгармас сон) та п дан бошк;а
барча п < Х  лар учун зфинли булган асимптотик формулани 
исботлади. Кейинчалик, R. С. Vaughan [105], Н. L. Montgomery 
ва R. С. Vaughan [102] Е^ (̂Х) ни D = l ,  ?^олда к,араб мос ра­

вишда Е^(Х) < X ехр(-слЛпХ) ва Е^{Х) < , О < 5 < 1 ба^о- 
ларни исботлапщи. Chen Jing ren and Pan Chendong [83], И. Ал­
лаков [2-4, 9] лар биринчи марта R(n) учун (i) = l булганда)
вещи билан п, п < Х  нинг Х̂ ~̂  та кдйматларидан бопща барча |  
щйматлари учун уринли булган 1̂ уйидан бах,о олган ва 5 
нинг сон вдийматини ани1у1аганлар.

3-БОБ
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Ушбу бобда А. Ф. Лаврик [55] ва R. С. Vaughan [105] 
фойдаланган методларни биргаликда куллаб куйидаги теоре- 
мани исботлаймиз (И. Аллаков[26,28]ларга к,аранг).

3.1.1-теорема. Агар D = p'' ва булса, у ^одда

Е о ( ^ )  « ^ Х е х р ( - с ,  V b J )

ва и se Мр(Х),п < X  лар учун

а д »
<p(D)ln п

1 -

\п^п
exp(c2-\/ln«)

exp —-л/ln«

бу ерда Cj ва лар А га боглик, эмас.
Eß =0  булган холда, ушбу параграфда фойдаланилган

метод ёрдамида, R{n) учун асимптотик формула олиш мумкин.
Ер= \ булган долда хам „асимптотик формула^‘ олиш мумкин,
лекин бу холда „асимптотик формула“да одатдаги бош хад 
билан бирга тартиб жихатидан боищад билан бир хил булган 
бопща бирта (махсус нолга мос келувчи) хад хам иштирок 
этади, яъни к,уйидаги теорема уринли булади:

3.1.2-теорема. Агар D = р'' ва D<s:\n''X  булса, у холда п,

п < Х  нинг купи билан с^Х ç?“’ (D) exp(-q Vin X) та кзяйматидан 
бопща барча к̂ 1йматлари учун

(p\D)\R^n <^(p\D)\D^n
n{(p{D)\n ri) 
expiCjVln«)

формула уринли, бунда
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П=П\+П1 П=Щ+П2
П[,П2>2 П[,П2.>2

/ ч.._ о ^ т т  p j p ~ 2) Т-Г (/^~ 1)̂  т т
Ц  ( /^ -1) \ \ Ц > 2 Р ( р - 2) р\» р - 2 '

p \D ,p > 2

¿(fij - ТТ 1 тт Р^Р ~ 2) 1^  Р
М  Р -  1 P\nrd,p>2 (Р -  1)̂  Р\г^ Р -  1р\п р>2

d = (q,D),  г эса Z  махсус ĵ aïQHï̂ Hii характернинг модули ва

Р — L(s,x) фунвщиянинг махсус ноли.
ВСдйд этиш керакки, Н. L. Montgomery ва R. С. Vaughan 

[102] даги методдан фойдаланиб ана шундай „асимптотик 
формула“ :?4ам олиб булмайди.

Маълумки, R(n) функцияни Урганишни (0;Х) орали!^-
даги îçap бири мос равишда Dt + l^,Dt + l ,̂ {l ,̂D) = \ ,

0.2 ,0 ) = 1 арифметик прогрессияларга тегишли булган р, р  + 2п

туб сонлар жуфтликлари сонини ифодаловчи Я„(Х,£)) функ­
цияни урганиш билан боглаш мумкин (А. Ф. Лаврик [55] га 
к;аранг).

Ушбу бобда кулланиладиган метод Я„(Х,£)) функцияси 
учун х;ам 3 .1.1 -теоремадаги сингари натижани, яъни куйидаги 
теоремани исботлаш имконини беради.

3 .1.3-теорема. Агар D = p'' ва D«cln^X булса, у х,олда

0 < 2 п < Х 1 \а ^ X , 2n = / i - /2(modD) сонларидан Kÿnn билан
с̂ Х(р~̂  (£)) exp(-Cj Vin X ) тасидан ташк,ари барчаси учун
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(p{D )\a^n ехр(с2л/1пи)
exp(-—л/1пи)

4

бах;о ^инли, бунда с, ва лар ^  > О га боглик, эмас.
Бу натижалар А. Ф. Лаврик [55] натижаларига нисбатан 

бироз кучли ва R. С. Vaughan [105] натижаларига нисбатан эса 
умумийрокдир.

3.1.3-теореманинг исботи асосан 3.1.1-теореманинг исбо- 
тига ухшаш. 3.1.3-теоремани келтириб чик^ариш учун зарур 
булган узгаришларни R.C.Vaughan [105] дан 1̂ араб олиш мум­
кин. 3.1.1-теоремани исботлашда биз аввало, 3.1.2-теореманинг 
уринли эканлигини курсатамиз. Шунинг учун дам 3.1.1- 
теоремани исботлашга киришамиз.

3.2. Асосий леммалар

Фараз этайлик, Хт — т модули б^^ича Дирихле харак- 
тери ва

п<х

булсин. Кейин изланишларимиз учун зарур булган бир нечта 
маълум леммаларни келтирамиз.

3.2.1-лемма. Агар Хва /У лар етарлича катта сонлар булиб,
< Х < Н ,  3 < п < Х  шарт лар бажарилса, у долда барча

7и<ехр(с5лДпй) лар учун ь^уйидаги тасди1ф1ар уринлИ:

а) агар Е^=0  ёки = 1 булиб, Хт характернинг модули

т махсус х,а1̂ ик,ий характер Хг нинг етакчи модули г  га 
булинмаса, у:?оолда
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бажарилади;
b) агарда ъа г \т булса, у ?!;олда

W{n,Xm) = S^n + р„

бажарилади.
Иккала ?^олда хам р„ учун

р „ ^ Х  •ехр(-СвлЛпХ)

ба^о уринли.
Ушбу лемманинг исботи Г. Дэвенпорт [51] нинг 19-параг- 

рафида ва шунингдек R. С. Vaughan [105] нинг 4-пунктида 
келтирилган.

3.2.2-лемма. Агар ж'(0 ва x \ t )  лар мос равишда Q' и Q” 
модуллари буйича Дирихле характерлари ва d  = (Q',Q”),

Q = Q'Q"d'  ̂ булса, у холда z'(Ox"iO нинг бош характер бу­
лиши учун, барча t, (í,Q) = 1 лар ва d модули буйича харак- 
терлардан бири брича хосил 1дилинган хосилавий характер
Х' учун x'(f) = T { t )  шартнинг бажарилиши зарур ва етар-
лидир, бу ерда FCO билан x \ t )  га кушма характер белги- 
ланган.

3.2.3-лемма. Агар {j ,k)  = 1, d \ k  ba{h,d)  = ] булса,уходда

/=1
l̂ hiTKiád)

I k

о.

d d J
94

агар (d,kd ') > 1 булса; 

агар (d,kd~^) = 1 булса.



бу ерда в  билан kd ẑ = l{modd) тавдосламанинг ечими 
белгаланган.

3.2.2-лемма ва 3.2.3-леммалар купчиликга маълум булиб, 
исботлари А. Ф. Лаврик [56] ва Н. Rademacher [103] ишларида 
келтирилган.

3.3. Белгилашлар ва бирлик интервални булиш

=ехр
200 (3.2)

(3.3)

шунингдек, агар -Е'̂  = О ёки Е ^=\ ва < г булса, Р =

к,олган барча лолларда Р = Р̂  деб белгилаб оламиз.
Энди

Q = NP1 - 1 (3.4)

деб олиб, [Q~\ 1 + 0 “̂ ] сегментни асосий ва кушимча интервал- 
ларга буламиз. a < q < P  ва {a,q) = \ лар учун M{q,a) билан 
[aq~̂  - { q Q y \  aq~̂  + (^б)“’] ёпиц интервални белгилаймиз. Тушу­
нарлики, бу асосий интерваллар кесишмайди ва [Q~\ 1 + б~‘] 
га тегишли. [Q^\ 1 + 0 "‘] га тегишли, лекинда бирорта хам 

M(q,a) га тегишли булмаган нук^талар а ,  < a < i  + Q~̂
тупламини Г билан белгилаймиз. Бундан кейин барча M{q,a) 
ларнинг бирлашмасини катта ёй, Т  ни эса кичик ёй деб 
атаймиз.

95



10уйидаги функцияларни киритамиз:

8 ^ Х ,а )  = ^ Х о { ^ )  X  г =1,2; (3.5)
Хо 2< рг^Х

g f ( X , a ) ^  I  «Г'е(п,а), ' = 1,2 ; Р-б)
К п й Х

Р'(Х ,а,г,А )=ВД^^^е(-Л ',/,)г< '>(Х ,-,), . = 1,2 , (3.7) I

буерда а=ад~^+т}, с1 = (д,В), = gqd^\modq) (Ж, — gqd~  ̂
сонининг то ё^  бр:ича мусбат чегирмаси, д эса тойё б^шича 
gqd~  ̂=\{то6{1) такдосламадан аник^анади. Агар {qd~\D) = \

булса, R{q) = 1; к;олган }<;олларда R{q) = О деб оламиз.
Ёзувда кулайлик учун

2<пй1Х

бунда

ва

п=Р)+Р2,2<Р\,Рг^Х
АЦл='2(то )̂
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(3.8)
3 = 5 { Х , а ) ^ 5 , { Х , а ) 8 , { Х , а ) ,

V = V{X,a,q,a) = V^(X,a,q,a)F2(X,a,q,a)

деб белгилаш киритамиз. У долда

8 {Х ,а )  = (р \В )  X  R{X,n)eianl (3.9)

R{X,n)=  X  1па1пЛ (3.10)



Г = Z  J iN ,n )e{-{N S y+ h -n )))e ian )-  (3.11)
<P (1)2<"л? Я

J(N ,n)^  X  1- (3-12)
П=П1+П2

2<ni,n2^N

Тушунарлики, агар 2 < n < N  булса, у холда

^ < J ( N , n ) ^ N ,  (J(N,n) = 2(n-2)). (3.13)

Агар ^ < ы < 1 булса, у холда булаклаб йигиш ёрдамида 
(И. Аллаков [3] даги 3.5- лемма)

g ^ : \X ,a ) « m m ( \ \a \ r - , r ) ,  (3.14)

ни хосил кдламиз, бу ерда ||а || билан а  дан унга энг якдн 
турган бутун сонгача бужан масофа белгиланган.

I 3.4. Кичик ёйлар
i

Ушбу параграфда куйидаги леммани исботлаймиз:
3.4.1-лемма. Агар JV етарлича катта булса, у ходда

1 S(N,a)  f  da  <<iV'DV(D)p-' In'' N,  (3.15)

|l Z  Z  H N , a )  1" da  «iV'p-^DlntoP)" (3.16)
J  q<P a= l

ба^олар уринли.
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Исботи. (3.18) нинг исботи R. С. Vaughan [105] даги 
(5.9) бахонинг исботига айнан 5шпаш. Шунинг учун хам (3.15) 
ни исботлаш билан чегараланамиз. (3.8) га кура

|*5(A^,a)pJa<max|5'i(iV,a)f \ \ S J N , a ) f d a .  (3.17)
а е Г  J

Бу ерда

1+6''
S2ÍN,a)fda< \S2ÍN,a)'f da = (p̂ '{p) ^ Рг-

Т  0-1 2<P2<N
P2=hi'̂ °̂ )

К. Прахар [70] даги 5.2.1-теоремага асосан iV> 2  ва 
булганда

Z  Ъ.р<^Н(р '(£))
p< N

/)=/(modD)

бажарилади. Шунинг учун хам

J|^2(iV,a)'|í/a«<^(£>)7VlnJV. (3.18)
т

max I (N,a)  \ ни бахолаш учун 1.1.3-натижадан фойдала-
а ё Т

намиз. Унгакура, агар Р<д<Ш ~\ \ a-aq'^\<2P{qNy\

{a,q) = l булса, у холда

S,{N,a) <<JVP- '̂"£)(lniV)“'" (3.19)
уринли булади. Дирихле теоремасига кура, шундай ^ < 0  ва 

a , \ < a < q ,  {a,q) = \ сонлари мавжудки, | а  - aq~̂  |< (qQX^ тенг-
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сизлик бажарилади. Бу эса а.гар q < P  булса, а  е M(q,a) экан­
лигини билдиради.

Демак, а е Т  лар учун q > P m  шунинг учун )̂ ам max | S^(N,a) f
<шГ

ни бадолашда (3.19) дан фойдаланишимиз мумкин. Энди 
(3.17) - (3.19) лардан (3.15) келиб чик^ади.

3.5. Катта ёйлар

Л. Р  = Р̂  бу^лган х;ол. (2.11) тенгликдан

Y i ' V ( X , a , q , a ) =  ^  J(N,n)cx(y,n)e(na) (3.20)
- q>y a=i 2<n^2N

келиб чик^ади. Бунда

a{y,n) = Y R { q ) ^ ^ Y ' < - W h  +h) - n) ) .  (3.21)
q>y V  \ d )  a=l Я

3.5.1 -лемма. Агар a  &M{q,a) булса, у холда

q<P a=\ M {q,a) k<,P h= lM a  
k*q

P̂d a  « ^ (D ln ln P ) 4

булади.
Исботи. a < q < P ,  {a,q) = \, h < k < P ,  (h,k) = l, kфq,  h ^ a  

ва a  G M(q,a) булсин. У }40лда | a  -  aq~̂  |< (qQ)~  ̂ ва демак,

II a  -  hk~̂  1И1« -  k~'h + aq~̂  -  aq~̂  ||>|| aq~̂  -  hk~̂  || -
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- 1 а  -  |> {дку' -  ( ^ 0  * > {дку\
)
I

Шунинг учун хам п>Ъ булганда тр~\п)<^аЬ.п ва (¿^={к,П)<В 
эканлигини эътиборга олиб (3.7), (3.8) ва (3.14) дан

к<Р к=\ к*д Ыа
-1 1|2

<§с(̂ £)1п1пР)'‘ ^д){к)
к<Р

‘̂ (дПРЫЫРУ

ни хосил кдламиз. Шундай к,илиб

Е Е '
д<Р 0=1 М (д,а) к<Р к=1 кфа

(Ла «

« У  У'(^£>^ЫпР)' ~ ^ р ^ д - \ в ы п р у
qQЧ<Р а=1

бажарилади. Шунинг билан лемма тулик, исботланди.
3.5.2-лемма. (2.21) тенглик билан аник^анувчи (у{Р,п) 

йигинди учун

а{Р,п) «£)2p“V(л)(lnlnЖ)^

бахо уринли, бу ерда т{п) билан п нинг натурал булувчилари 
сони белгиланган.
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Бу теореманинг исботи А. Ф. Лаврик [55] нинг 7- параг- 
рафида келтирилган.

3.5.2- леммадан ва (3.20), (3.13) лардан куйидаги тасдик, 
келиб чик,ади.

3.5.3-лемма. Етарлича катта Л^лар учун

1+е;
I

е д>Р а=1

(¡а

ба^о уринли.
3.5.4-лемма. Агар а < д < Р ,  (а,д) = 1 ва а^М (д,а)  булса, 

У х о л д а

8ХМ,а) -  УХМ,а,д,а) ехр(-с,л/ЫУ)

булади.
Исботи. Тушунарлики

p¡¿N
лХ?

<1п<5г. (3.22)

Характерларнинг ортогоналлик хоссасидан фойдаланиб 
(Г. Дэвенпорт [51 ] га каранг), (3.22)-тенгсизликнинг чап томо­
нидаги айирилувчи йигиндини

р-<М

куринишида ёза оламиз. Энди
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4  А{Хо,Х,,Ч,а)- ^
Хо,Хц  7=1

(3.24)

<^,(М,,Л^) 2  0"Д)ЛГд(д)жДр,)е(д?7Х 1 = 1,2 (3.25)р,<Л̂ ' ''

« Г ш Т д Т н ’” “ '■ '' Ф°*-

5; {Ы,а) = А̂ с. + 0{(р{О) 1п д), 1 = 1,2 (3.26) 

ни }̂ осил кдламиз.

деб ^ Г “’ >̂“^ -> Х ,(Р ,> Х Л р ,), п, = ф а - '
^ а Х з  тенгликдан куйидагини ?̂ ОСИЛ

~  й  = Е Ж„(«,)Л(«,)е(„,77) -

и,.<Л̂

2  ¥̂{Хт̂ Пд -p̂ <Nv>2

~ ¥ ( Х т ^ п ^  - 1 ) ) е ( я , 7 7 )  +  0 ( Л ^ ‘^ ^ ) .

Бундан 3.2.1-лемманинг а) кисмидан фойдаланиб

^ХХщ,Щ-б^ ^  е(пр])^
2<п,т Л ^Рщ- Рщ-\У{пл)

2<и,2Л' + л/]у«

<§: (̂ и, Рп1-\)2<П1<М
+

2<n,<N
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X X  ( а - А - 1) 1+ ^ ^ « 1р^^1+ X  \< ^ л ) -
2<П;<М 2<щ<М

- е Ц п ,+ \Ш \Р п М ^

муносабатга эга буламиз. Энди | е(и,?7) - е((п. + 1)?7) |<к| т/1< 
ни инобатга олиб

{х,п’Ю - З ,  X  е(«л) «  1РI + ~ гп а х  | | +4м  «
2<«,й;у

<с — |Р;^|<^— Л^'ехр(-Сел/Ь#) (3.27)

га эга буламиз. Шундай к?1либ, (3.26) тенглик ва (3.27) ба^одан

8ХМ,а) = 5^А, X  е(п,г,) + о ( -^ Ы ^ \А \с х р (-с ,у /1 ^ )]  (3.28) ̂ ^  ид ;2<п,<М

келиб чик^ади.
Энди, 4  ни караймиз. 3.2.2-леммага кура /в(д)ж Д р,) =

= ) = ;!;; нинг бош характер (яъни 3^=1) булиши учун

барча/)., (р.,т)==1 лар учун ва 7ДР,) = Ж (̂Р,)
тенглик ларнинг бажарилипш зарур ва етарлидир.

Шунинг учун хам д' = В, д" = д, д = т деб олиб, 3.2.2 
леммани кулласак, (3.24)-тенгликдан

X
Ха
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м

/ А

\Яи <р(я) ;у=>(то<Ш)

_^
X '

«7
Я )

келиб чик^ади. Бу ерда 3.2.3-леммадан фойдалансак,

V Я
(3.29)

хосил булади. (3.7), (3.28) ва (3.29) тенгликлардан 3.5.4-лемма 
келиб чик^ади.

3.5.5-лемма. Куйидаги ба^о уринли

Е Х ’ I \8 {М ,а )-У {И ,а ,д ,ара
д<Р а=\ М (д,а)

Исботи. (3.7) ва (3.14) дан

ехр(2с̂ >/1п7\Г)

1
(р(ЯС̂ - )

¥^М,а,д,а) « — ^ - 1-  gг\N,■n)
N

бах;онинг уринли эканлиги келиб чикади. Бу бахрни эътиборга 
олсак, 3.5.5-лемма 3.5.4-леммадан келиб чик^ади. Хащпчатан 
хам, 3.5.4-леммадан

S(N,a) -  V(Н,а,д,а)  «с(| У^М,а,д,а) \ + 1 У2 (М,а,д,а) |) х 

хЫРд~̂  ехр(-Сбх/ЫУ) + (МРд~̂  ехр{-с^у1ЫМ)У «  

<кМ^Рд-^\яс^~')ехр(-с^л1^) + +М^Р^' ех 'р(-2с ,у /^ )

га эга буламиз. Бундан эса
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1 Е 'q<P а=1 М(д,а)
8 {К ,а )-У {Н ,а ,д ,а )Ч а  «

«  ехр(-2 с̂  • X  ,-и +
д<р д  0<Р {Ч(  ̂ )

бадо досил булади.
3 .5 .6 -лемма. Ушбу

1+д

-й'

00 д
8{Ы,а) -  ̂  X '

д=\ а=1

(¡а «с

ба^о уринли.
Исботи. 3.5.4-леммадан фойдаланиб бадоланаётган интег- 

рални

I 1+д
1

 ̂ 6 '' 0=1

2
с̂ а + О

[ р" J
(3.30)

куринишида ифодалаш мумкин. М = [б , 1  + 0  ] \ Г  булган­

лиги учун, (З.ЗО)-ифодадаги 1 + 6 “*] буйича интегрални 
М ш  Т бр[ича олинган интеграллар йигиндиси куринишида 
ёзиш мумкин. Бу интегралларни мос равишда ва билан 
белгилаймиз. ни 3.4.1-леммадан фойдаланиб ба>^олаймиз, у 
хрлда

II 5'(Ж,о;)р ¿/а +
к<Р /,=1
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(3.31)

бажарилади.
интегрални бадолашда 3.5.1 ва 3.5.4-леммаларни кул- 

лаймиз, натижада

м к<Р и=\ 
а<5М(к.И)

+
М к<Р

а Ш (к ,к )

ехр(-2 с,л/ьГ^) (3.32)

га эга буламиз. Энди (3.30)—(3.32) бах;олардан 3.5.6- лемма 
келиб чик^ади.

Р = Р̂ ?^олни 1̂ араймиз. Бу холда Е- = \  ва модули

(3.33)

шартни каноатлантирувчи махсус )̂ ак.икзнй (нол р )  характер 

Хг мавжуд.

Фараз этайлик, т{х )̂ Гаусс йигиндиси, яъни

<Хк) = ^Хк{п)е
/  \ п
уку (3.34)

булсин. Дирихле Ь функциясининг ноллари тугрисидаги Пейдж 
ва Зигель теоремаларидан (Г. Дэвенпорт [51] га к^аранг)
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\-с^\п^'^N  < Р < \ - с { а ) г - \

яъни г » (1пЛ/̂ ) эканлиги келиб чш^ади. е 8̂  ̂= {2А + 6) деб 
олсак, у холда

г > ( 1пЛ/')А+2 (3.35)

хосил булади. Маълумки, хакд1?ий примитив характернинг 
етакчи модули факсах ва фа^ат 4, 8 ва р>Ъ — туб сонга тенг

булиши мумкин. т = дВ(1~\ с1 = (д,В), В  = р', р > 2 , В^п'^Х,

(д(^^\В) = 1, дд!"̂  — квадратсиз булгани учун бу ердан г\т

муносабатнинг г \ qd~̂  га, яъни г | ^ га тенг кучли эканлиги
келиб чиБ^ади.

Энди 5̂ б у  леммани исботлаймиз.
3 .5 .7-лемма, а) агар г \ т  булса, у ходда

\$ {М ,а)-Г (Ы .ала) с1а^ '
ехр(2 с,л/1пЛГ)

булади.
Ь) агарда г \ т булса, у холда

Е ГqiP а=\ M(q,a) ¡•=1
da  «;

ехр(2 с^л/1пЛ^)

бажарилади, бунда
Vl = AiXqaD^ъa)gfiN,т]). (3 .36)
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Лемманинг исботи 3.5.5-лемманинг исботи билан деярли 
бир хил, фак,ат а) ни исботлашда 3.2.1- лемманинг а) ьдйсми- 
дан, Ь) ни исботлашда эса 3.2.1-лемманинг Ь) кдсмидан фой- 
даланиш керак.

3.5.8-лемма, Агар примитив характер j ’(modr) билан ин­
дуцирланган булса, у х,олда г \к  ъя

<Xk) =
к

Хг <х;х \T(x:)f=r

Зфинли булади.
Бу Н. L. Montgomery, R. С. Vaughan [100] даги 5.2-лемма.
3.5.9-лемма. Агар щ = qDd~'̂  модул буйича махсус характер 

мавжуд булса, у долда

1
h=\

тенглик бажарилади.
Бу лемма (3.24) тенгликдан ва Дирихле характерларининг 

хоссаларидан бевосита келиб чик^ади.
Бундан кейин a < q < P ,  (a,q) = l ,  r \m , a eM (q ,a )  бажа­

рилса, W{N,a) = y^y2 -ViY 2 + V^2 ’ Долда W{N,a) = 0 деб 
белгилаб оламиз.

3.5.10-лемма. Ушбу бадо уринли

i+g

е'

оа q

S - Y i , ' n N , a , q , a ) - W ( N , a )
q - l  a=l

da  «:-------In iV.
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Исботи. 3.5.3-леммага кура бадоланаётган интегрални

ид-'

д-'

00 д

д=\ 0=1

+ 0 ы ' р - \ в ы н у

б?а +

(3.37)

куринишда ёзиш мумкин. (3.37)даги + буйича
олинган интегрални М ш  Т лар буйича олинган интеграллар 
йигиндиси куринишида ёзиб оламиз. У хрлда, агар а  е Г булса, 
1̂ Г(Л̂ ,а) = О эканлигини инобатга олиб, 3.4.1, 3.5.1 ва 3.5.7-
леммаларни кетма-кет кулласак исботланиши талаб этилаётган 
бах;о келиб чик;ади. __

3.6. Ц^{И,а) функцияни текшириш

1+6"
В{М,Ъ)= Ш{М,а)е{-ка)

е-'
(3.38)

деб белгилаб оламиз ва куйидаги леммани исботлаймиз.
3.6.1-лемма. Ушбу ба?̂ о уринли

2<п<2И

I бу ерда К(М,п), J{N,n) ва а{п) = а{0,п) лар мос равишда
* (3.10), (3.12) ва (3.21) тенгликлар билан ани1у1анади.
 ̂ Исботи. Кулайлик учун

Р{К,К) _{(p^{B)R{N,h)-J{N,h)-B{N,h), 0<к<2Ы  булса;
В(М,к), агар аксинча булса
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белгилашни киритамиз. У холда (3.38), (3.20) ва (3.9) тенг- 
ликларга асосан Р {М,К) функция

00 д

q=\ а=\

функциянинг Фурье коэффициентларидан иборат булади. 
Шунинг учун хам унга Бессел тенгсизлигини куллаб, кейин 
эса 3.5.10- леммадан фойдалансак 3.6.1-лемма келиб чик^ади. 

Энди г \ т ш

1'^\п,д,0,а)= У,у,е(-па)(^а, 1 = 1,2; (3.39)
М{д,а)

1 2 (п,д,В,а)= ¥-е{-па)аа, V = (3.40)

В['\п,д,В,а) = ц 1

d )
Ц Щ - п )  4 ,  г = 1,2; (3.41)

и

В2(п,д,В,а) = А,-А^-е
/  \ а—п
У Я

(3.42)
/

булсин, у холда
Щ<2
]g^^\N,r¡)gf{N,r])e{-nn)dr¡,i = \,2, (3.43)

-1/96

ща
^= ^ 2  I  (3-44)

-Мча

булади.
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Энди агар q < P ,  r \qd^  ва k = qr^ булса, (3.41) тенглик 
ва 3.5.9-леммадан

-1/2
Bl\n,q,D,a) «^^cp(^d)(p{r)xXkf  | Q(iV,/, -  n) | p \ k )  (3.45) 

<̂ 1 (p iq)

ra эга буламиз. Шунингдек (3.42) тенглик ва 3.5.9-леммадан

= (3.46)
«=1 (р {.q)

келиб чик^ади. Бунда 

C,(/») = ¿ ' e
а=1

am

\  ' i  /
^ 4 > ( q ) ,  9 ,= T -f-jr-  (S-t?)
9iqi) iq,\m\)

3.6.2-лемма. Агар L. = |N̂ l¡ - n\ булса, y долда 

1 X  I q  {Щ, -  n) \«Ц(р-\Ц)
' ^ k<Pr~'

бажарилади.
Бу лемма можияти жих;атидан R. С. Vaughan [105] нинг

9.4-леммасидир.
3.6.3-лемма. Агар г \ т б>^са, у додда

Z Z ' ") «  Nr '̂ (̂p{d)L. ((?7(r)^(Z.))-i
q<P a=l

булади.
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Исботи. (3.43) да Щварц тенгсизлигини куллаб, кеиин 
эса 3.6.2-леммадан фойдалансак 3.6.3-лемма келиб чик.ади. 

Энди

J-ЛN,n)= \ g fg fe { -щ )d r ]=  X  (3-48)
 ̂  ̂ «=«1+Л2

булсин, у х.олда

П=П{-̂ П2

Уяй ( аЫ

-1 /9 Й
к Р  У

булади. Бундан кейин

(3.49)

С{М,п)= X  В2(п,Ч,0,а). (3.50)
q<P,r\qd̂  ̂ а=1

белгилащдан фойдаланамиз.
3.6.4-лемма. Агар п<2К  булса.

^  ^I,{n,q,D,a)^Jp(N,n)G{N,n)^
q<.P,r\"^ а=>

, +0{NrP-\{nШ ^J^f

бажарилади. „ ,
Исботи. (3.44) ва (3.49) тенгликларга кура (3.46), (3.4/),

(3.50) лардан

(3.51)
q<J‘,r'ftdr' а=1

ни }^осил кщамиз, бу ерда
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к<Рг~',(к,г)=1

к
к(к,п)у

- 1 /  А: .

<Р (т т -т )«9̂(А:) (к,п)

«(1п1пЛ^Ут(я)1п '̂"Л .̂ (3.52)

г^“*(г)«:1п1п# булгани учун, (3.51) ва (3.52) лардан исботла- 
ниши талаб этилаётган тенглик келиб чик,ади.

3.6.5-лемма. Агар п < 2 К  булса, уродца

П(М,п) -  J-p{N,n)G{N,n) ̂ НР-^гт{п){\п\аЫУ ln̂ '" N  + 

+Nr-^'^(p{d)i\a\ílNf

муносабат уринли.
Исботи. (3.38) — (3.40) ларга асосан

ад«)=ЕЕ'№-/,<'>-Г).
Ч<Р о=!

I Бунга 3.6.3-лемма ва 3.6.4-леммаларни 1!уллаб ва /?>3 
булганда тщГ̂ {п) «̂ 1п1пи бажарилишини эътиборга олсак,

В{М.п) -  {К,п)С{К,п) «7VF-V(«)r(lnlnЛ0" Ь*'' N  + 

+Nr̂ ''̂ (p{d)(p''̂  (г) 1п1п N

хосил булади.
Агар, ЭНДИ бу ерда <р{г)»г(1п1п/”)“̂ , Р >  г > N  эканли­

гини эътиборга олсак, 3.6.5-лемма келиб чик;ади.
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3.7. 3.1.1-теореманинг исботи

А. Р = Р2 булган холни к,араймиз. (3.9) ва (3.20) (у = О бул­
ганда) лардан Парсевал айнияти ва 3.5.6-леммани кулласак

^  [(р\В)Я(М,п)-ДМ,п)а(п))''^(МПУр-'(р{В)\п'^М (3.53)
и<2ЛГ

досил булади. Бу ерда п ^куфт сони учун

аг(п) = а(0,7г)=В^М (Ф ''\^)  Е  мЧ )̂<Р~\0 =
í=l t\n,̂ t,D)=l

<->
(3.54) да В  жуфт булса, Я =1 ва агарда В  ток; сон булса, 

Я =2. Бу ердан

<т(и)»А (3.55)

(3.53) дан п < 2Ы шартни к,аноатлантирувчи п лардан купи 
билан

с,МР-'\(В)\п^ N  (3.56)

тасидан ташк,ари барчаси учун

ЩЫ''М)Ы1пВ 
(р{В) ехр(Сб \/1п Ж/600) ̂  (3.57)

формуланинг >финли эканлиги келиб чик.ади. (3.55) ва (3.13) 
лардан N11 <п<М лар учун
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J{N,n)a{n)^DN  (3.58)

ба^^они досил щмамиз. Шунинг учун }̂ ам, (3.57) дан

R{N,n) :^ND(p-\D){\ -  Р~̂ '̂  In'* Л^)»—̂  (3.59)
’ (p{D)

муносабатга эга буламиз. X  = N  деб олиб, (3.56) ва (3.59) 
лардан 3.1.1-теоремага эга буламиз.

(3.59) дан N / 2 < n < N  лар учун

R(n) »  n((p(D)ln^̂«)“' ̂ 1 -  (b.nf  ex p (-C g  лЛпй)^ (3.60) 

келиб чик,ади.
Б. Энди Р  = Р, булган }^олни к^араймиз. (3.50) ва (3.46) 

тенгликлардан

\G{N,n)\<ö{n) + 0{P~^rdx{n){\n\nNy), (3.61)

бунда

1 ГГ Р (Р -2 ) г т  Р
 ̂ Рр\пp\rd Р 1 p\nrd \Р 1) p\nrd Р 1

,n)<^N^ ((3.48) га к,аранг) ба)^они эътиборга олиб, 3.6.5- 
лемма ва (3.61) тенгсизликдан, жуфт n<2N  лар учун

I D(N,n) |< Jß(N,n)o-(n) + 0 ( ^ 0?гт(и)(1п1пЖ)''1п‘''̂  N) +

+0{Nr-''^(p(D)(]n\nNf) (3.62)

ни ?!,осил к?1ламиз.
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Энди ушбу леммани исботлаймиз.
3.7.1-лемма. Шундай бир мусбат узгармас с,„ сони мав­

жудки,

J{N,n)-J-p{N,n)>c,,r-^JiN,n)

тенгсизлик бажарилади, бу ерда = {2А + 6 )~̂  •

Исботи. Зигель теоремасига к^фа \ 1 2 < р < \ -  с{е )̂г~‘' ■ Шу­

нинг учун хам и,«2 > 1 булганда

(1 -  («1̂ 2/ “') > 1 - ехр(-с(£,)г‘"‘ Ып,щ)) > СюГ,-«1

булади.
Энди бу охирги баходан фойдалансак, (3.58) ва (3.12) 

лардан исботланиши керак булган тенгсизлик келиб чик,ади.
(3.62) тенгсизлик ва 3.7.1-леммадан, агар п<2Н  ва 

п ^ 0 (тос12) булса, у холда

J{N,n)a{n) + D{N,n)\ > с,оГ”̂ '/(Л',и)сг(«) +

+0 ^г-а-т{п){ЫпЫ)^\п^'^Н + 0 N
..1/2

^(£>)(1п1пЛ̂ )̂ (3.63)

га эга буламиз. 3.6.1-леммага кура п<2Ы шартни 1̂ аноатлан- 
тирувчи п лардан купи билан

(3 .64)

тасидан бошк,а к^олган барча п лар учун
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cp\D)R{N,n)-J{N,n)a{n)-D{N,n)^NP-'‘̂ D(p{D) (3.65) 

ба?̂ о уринли.
3.7.2-лемма. N12< п < Н  ораликдагижуфт п сонларининг 

купи билан тасидан ташк,ари барчаси учун

I J{N,n)G{ri) + 0{К ,п)

бадо 5ФИНЛИ.
Исботи. Маълумки,

^т(и)«с^У1пЛ̂ .

Бундан п< N  шартни каноатлантирувчи п ларнинг к ^ и  
билан с̂ 2^Р  тасидан бошк^а к,олган барчаси з̂ чун

т{п)<^Р' '̂ (̂р{0) бадонинг зфинли эканлиги келиб чик;ади. Шу­
нинг учун дам (3.63) га асосан

IJ  {Ы,п)сг{п) + 0(п,п) |> c^^J{N,n)(J{n) + х

X ̂  • (1п1п ̂ У)“ 1п̂ '̂  М) + 0(Мг-''\\п\пМУ(р(с^))»г-‘̂ 'МВ х
I

 ̂ х(1-с,(1п1п7У)"(1пЖ)'^^"" '̂^"'^1»г-"-ЛЮ

бажарилади. г < Р  булгани учун бу ердан 3.7.2-лемма келиб 
чик;ади. R{N,n) нинг манфий эмас эканлигидан

^ J{N,n)cJin) + В{М,п) I - 1 (p\B)R{N,n) -

- J  (iV, и)о-(й) -  В{И, п) 1}

деб ёза оламиз.
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Энди, Р =  эканлигини инобатга олиб (3.63) тенгсизлик 
ва 3.7.2-леммадан

К{Ы,п) > ЫОР~̂  -с,^(р{В)Р 

ни >(;осил 1диламиз. Бу охирги муносабатдан

> КВ
■>1/20

К{п)>
иехр(-с,^\/1пи)

(р{В)\п^п
1 -

ехр(ЗС]̂ л/1пи)
(3.66)

тенгсизликга эга буламиз. (3.56) ва (3.55) ларни эътиборга 
олсак, (3.60) ва (3.66) лардан 3.1.1-теорема келиб чик;ади.

Шуни 5̂ ам таъкидлаш керавски, юк^орида 3.1.1-теоремани 
исботлашда к;улланилган усул шунга ухшаш натижаларни
берилган п сонини п = + а^р^, « = + т* ва « = />, + ку- 
ринишларда ифодалашлар сони учун ?̂ ам исботлаш имконини 
беради ([17,32,39, 41,68,69] ларга к;аранг). Бу ерда а, ва лар 
бутун сонлар, />, ва лар туб сонлар, т ва. к лар натурал 
сонлар.
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ЧИЗИКДИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ ТУБ 
СОНЛАРДА ЕЧИМГА ЭГА БУЛИШЛИК ШАРТЛАРИ

ТУГРИСИДА

4.1. Чизив;ли тенгламалар системасини туб 
сонларда ечиш

Ушбу

Ь, = а,,/7, + а̂ Р̂г + -  + i = (4.1)

ЧИЗИ1У1И тенгламалар системасини к;араймиз. Бунда

— натурал сонлар, — бутун коэффициентлар,

Р\,Р2^-’Рт — туб сонлар.
m>2s  + \ булганда, By Фанг [110] бу системанинг бирга- 

ликдалик масаласини, баъзи бир кушимча шартларда, к,араб 
унинг ечимлари сони учун асимптотик формула олди. 
s < m < 2 s  булганда эса хозиргача нафак,ат асимптотик формула 
олинган эмас, балки b̂ ,b2,...,b  ̂ ихтиёрий натурал сонлар 
булганда (4.1) системанинг туб сонларда ечимининг мавжуд 
эканлиги хам исботланмаган.

Як^1нда М. С. Liu, К. М. Tsang [100] лар (4.1) системанинг
S- 2 ,  т = 3 булгандаги хусусий долини к,араб, бу система 
ечимга эга булмаган жуфтлик (¿,,^2X Ь^<Х лар сонини

бахолаб, етарлича катта X  лар учун, уларнинг соци Х̂ ~̂  дан 
куп эмас эканлигини исботлади. Бу ерда £ > О — эффектив 
Хисоблаш мумкин булган етарлича кичик узгармас сон.

(4.1) да 5 = п, т = п + 1  деб олсак, п та тенгламадан 
тузилган я + 1 та номаълумли
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k  = aaPi +  «,-2А +  -  +  i = 1,2, (4.2)

тенгламалар системаси досил булади.
Кулайлик учун куйидаги белгилашларни киритамиз:

««i,

«2,„

ЙГ„.

буерда l</„i2,...,4 <« + l; А.. , -  бу матрицадаги /„ 
устун элементларини (4.2)-системадаги озод дадлар уступи Ь. 
билан алмаштириш натижасида досил булган 4 ,̂  матрица-

нинг детерминати. Шунинг билан бирга А,. = Aj2 ,4.1 „+i ва

Ад (бу А; даги к — устун элементларини (4.2) системадаги
озод дадлар уступи Ь. билан алмаштириш натижасида досил 
булган детерминант) белгилашлардан дам фойдаланамиз.

(4.2) системани текширишда тривиаллик ва хосликдан 
кутилиш учун унинг Коэффициентлари а. дан

AjA2...A„̂ ] ф о, (А], A2,...,A„ ĵ) - 1. (4.3)

шартни к,аноатлантиришини талаб кдиамиз.
Одатда (4.1) системанинг биргаликда булиши куйидаги 

икки шартга борлик, (М. С. Liu, К. М. Tsang [100] ва Хуа- 
Ло-Ген [76] нинг 5- боби):

а). Ихтиёрий р туб сони учун

a,,/i + 0 ,2/2 + -  + = ¿,-(тоф), г = 1,2 ,..., и (4.4)

так,к,осламалар системасини к,аноатлантирувчи 
1 < /,,/j,...,/^^, < р —\ бутун сонлари мавжуд.
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b). Бирор у,,У2’->У«+1 мусбат 5̂ ак;ик.ий сонлари учун

п̂У1 + ,̂-2У2 + -  + «0 +1Л +1 = f’p г = (4.5)

тенглик уринли.
Бундан кейин биз фа1̂ ат шу икки (конгруент ечимга эга 

булишлик ва мусбат ечимга эга булишлик шартлари деб
аталувчи) шартларни к,аноатлантирувчи (b̂ ,b2 ,...,b„) ларни 
к^араймиз. Хетарлича катга булганда U(X)  орк;али а), Ь) шарт­

ларни к,аноатлантирувчи Ь ={b^,b^,...,b„), \<b^,b^,...,b„<X 
векторларт5̂ ам и н и  белгилаймиз ва 5  = max{31a¡J |}, \ < i <n,

1 < j  <п + \ деб оламиз.
Ушбу бобда М. С. Liu, К. М. Tsang [100,101] даги 

рояларини такомиллаштириб U{X)  нинг етарлича к5ш эле- 
ментларга эга эканлигини ва (4.2) система ечимга эга бул­
маган b&U{X)  лар сони Е{Х)  эса cardt/(X) нинг озгина 
к;исмини ташкил этишини курсатамиз. Бу ерда 1д^идаги 
теореманинг >фршли эканлигини исботлаймиз (И. Аллаков 
[2, 19—22] га к,аранг).

4.1.1-теорема. Агар бирор 5̂ акдк,ий мусбат У\,У2 ,—,У„̂ ] 
сонлари 5?чун

ЩхУх + ааУг + -  + >0. i = \2,...,п (4.6)

тенгсизлик бажарилса, у х,олда

cardt / (X)» 1п1п5) ‘

ба^о уринли.
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4.1.2-теорема. Шундай бир эффектив хисоблаш мумкин 
булган А (етарлича катта) ва S (етарлича кичик) узгармас
сонлари мавжудки Х>В^  булганда

п -5Е( Х ) < Х  

бажарилади.
Бу теоремалар М. С. Liu, К. М. Tsang [100] натижалари- 

нинг барча п>2  лар учун умумлаштирилганидир. А ва S 
узгармаслар, шгунингдек « символдаги узгармаснинг кдймати 
п га боглик, эмас. 4.1.2~теоремадаги баходан п = 2 булганда
Н. L. Montgomery ва R. С. Vaughan [102] даги машхур бахоси

(X)  = card{« jnj ^pi +p 2 , п < Х ,  п -  жуфт сон } < Х '“'"

ни келтириб чш^ариш мумкин.
Шуни хам таъкидлаш керакки, 4.1.1 ва 4.1.2-теорема- 

лардаги сингари натижалар Б. Бабаназаров, М. И. Тулаганова, 
А. С. Файнлейб [40] лар томонидан хам олинган. Лекин [40] 
да бу ердагидан бош1̂ а метод, бутун сонли панжараларга асос- 
ланган метод [72] дан фойдаланилган.

Ушбу бобнинг 4.2-нараграфи 4.1.1-теоремани исботлашга, 
к,олган параграфлари эса 4.1.2- теореманинг исботига багиш- 
ланган.

4.2. Чизикуги Диофант тенгламалар системасининг туб 
сонларда ечимга эга булиш шартлари тугрисида

Фараз этайлик ( i = l,n;J-1,п + 1 ) лар 4.1.1-теорема- 
нинг шартини 1ф^ноатлантирсин. Ихтиёрий q > l  бутун сони учун

(4.7)

ор1̂ али
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\ < L < q , { l , q ) ^ \ ,  Z  ^ylj^bXnvodq), i = l,n

шартларни к,аноатлантирувчи барча ла,р буйича
олинган йигиндини белгилаймиз ва

= (4.8)

деб белгилаб оламиз.
Куйидаги лемма бизга (4.4) шартнинг бажарилишини 

текшириш мезонини беради.
4.2.1-лемма. Агар р  сони /?>« + ! шартни к.аноатлан­

тирувчи туб сон булса, N{p) = О булиши учун шундай бир /, 
!< /< «  + !, мавжуд булиб, j^,j2,...,j„e{\,2 ,...,n + \,b]\{i) бул­
ганда = 0 (шоф)нинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Исботи. п = 2 булганда бу М. С. Liu, К. М. Tsang [100] 
даги 3.1 -тасдикдан иборат. п>2  булган ?(олни *^араймиз. (4.3) 
шартга асосан умумийликни чегараламаган >солда Ф О(тоф) 
дея оламиз. Бу ерда р > п  + \ - фиксирланган туб сон.

Кулайлик учун, аввало, « = 3 холни к,араймиз ва N{p)  = О 
булиши учун шундай бир /, 1</<4 мавжуд булиб е

е{1,2,3,4,А}1{/} ва ;?>4 булганда ^О (тоф) нинг бажари­
лиши зарур ва етарли эканлигини курсатамиз. Бошк^ача к,илиб 
айтганда фак а̂т ва фак;ат

* = 1; 7i J Уг > Уз ^ 3,4, Ь], Aj34 = A23J = А24̂  О(тоф),

i -  2; УрУг̂ Уз ^ {lj3,4,6}, А]з4 S А,34 s  А,4  ̂s  Аз4̂  = О(тоф»),

i = 3; У1,У2>Уз ^ {1)2,4,й}, А,24 S А,2й = А,4̂  = А24* S O(modp) ̂
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i = 4; e {1,2,3,*}, A, 23 = ^ 1 2 6  ^ А136 = г̂гь = 0(mod/7)

шартлардан деч булмаса бирортаси бажарилганда, N{p) =  ̂
эканлигини к^сатамиз.

(4.3) шартга к^фа А123 Ф 0(mod/>) деб к,арай оламиз. Бу ерда 
р > 5  — фиксирланган туб сон.

2 ; а̂ /̂  ^й .(тоф ), / = 1,2,3,
1<У<4

так;к,осламалар системаси

Ajjj/, = Aj23 -  А4234 = 2̂ЪЬ ~ А 2 3 4 ^ 4 ( ^ ® Ф )

^ 1 2 3 ^ 2  =  A l 6 3  -  ^ 1 4 3 ^  =  - A i 3 i  +  A , 3 , / 4 ( m o d / 7 )

А,2з/з S  A,2j  -  A,24/4 =  A i2J ~  A j24/4 (m o d p )

системага эквивалент. Буерда А,2з ^-Ajj^mod/?) булгани учун
юк.оридаги так,1̂ осламалар системасини 1̂ уйидагича ёзиш 
мумкин

А213/, = А234/4 — A23j(mod/7),

\2ък = ^xJa -  AisiCmod;?),

A2i34=Ai244-Ai2b(mod/7).

Шунинг учун дам бу ердан, агар

P{z) = (A234Z -  A23i)(Ai34Z -  А,з J(Ai232 -  A,2j)z
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купхад Zp[z\ бутунлик сохасидаги нол куп^ад булсагина, 
N{p) = О булиши келиб чицади. /> > 5 ва degP(z) = 4 булгани 
сабабли P{z) нинг нол куп^ад булиши учун унинг барча 
коэффициентларининг р  га булиниши керак. Бунинг учун 
^234 = ^236=0(11100/7) ёки Ä134 = Ai3, ^ O(modp) ёки =
= 0 (modj7) бажарилиши керак булади.

Фараз кдлайлик, А̂ з̂  = -  0(mod/>) бажарилсин. К.олган 
доллар шунга ухшаш к,аралади. Бизнинг фаразимизга кура 
А,2з # 0 (mod/7) булгани учун plia^^,a2¡,ay¡), г = 1,2,3 булади. 
Шунинг учун хам А234 = 0(raod/>) ва А̂ з̂  = O(modp) лардан 
А̂ 4* = A34J = O(modj») келиб чик,ади.

Хаьдик^атан хам

2̂34 = ^14^4 2̂4̂ 24 3̂4̂ 34 ~ O(modp),

^2ЪЬ = + ¿24.4 + ¿3Л 4 = 0(mod/7),

^^24* =  ^ lC ‘̂ 22'^34 ~  ^ 24^^32)  ~  ^ 2 ( ‘̂ 12^34 “  *^14^ 32)  ^ з ( '^ 1 2 ^ 2 4  “  '^ 14*^22) ’

бунда Д.4 билан элементнинг алгебраик тулдирувчиси 
белгиланган. Биз лардан бирортаси нолдан фарк^и
дея оламиз, акс холда А123 = О булар эди.

Фараз 1;илайлик, Д4 ^ О булсин, у холда

«14 = (-«24Л 4 -  «3 4 4 4 )Л4 (mod/?), ¿1 = (-¿244 -  ¿з4 4 )4 ”4 (mod;?)

ва
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2̂4* — ~*2‘̂ 34(̂ 22"̂ 4 + ̂ 12^4 + ^32^ 4) +

"*"*3̂ 24(̂ 32̂ 4 1̂2*̂14 *̂22-^4) “ 0(тО(1р).

Шунга 5Ьш1аш

3̂44 = (<̂23̂34 “ ‘̂ 24‘*3з) ~ *2(^13̂ 34 ~

+ 6 з (а [ з Й 2 4  ~  <̂ 14<312з) =  ~ * 2 ^ 3 4 ( ‘̂ 2 3 ^ 4  +  ^ 13-^14 “*“ *̂ 33^ 4 )  ■*“

+*3^24(^13^4 ^33-^4 ^23̂ 24) ̂  О(тоф>),

А12з # 0 (то ф ) булгани ва демак, р  К {ay,a2¡,â ¡) булгани учун 
^‘л к = \ к ,  = 0 (тоф?) дан

^ К л  = = О(тоф) (4.9)

га эга буламиз.
Шундай кдлиб, и = 3 булган долда лемма исботланди. 
Энди и > 3 б^син. Бу долда

X  a.JlJ^bXmo6p), / = 1,2 ,...,«
1<7<и+1

такдосламалар системаси

А„.,/, ^ А ,̂,_1 -  л::; ,/„,,(тоф ),

А„+1/2 = К.1,2 -  А;:ч,24+1(тоф),

А „.,/„-А ^,,,-л::’л . 1(п1ос1р)
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системага эБсвивалент. Шунинг учун х;ам К(р)  = 0 булиши 
учун

7=1

к>то^ад [г] бутунлик сох;асидаги нол кугщад булиши керак, 
яъни барча / лар учун Р(1) = О(тоф) бажарилиши керак. 
deg.P(z) = п + 1< р  булганлиги сабабли бу эса фаь;ат ва фак,ат

х.еч булмаса бирта 7  = 1,2,...,« учун = О(тоф)
бажарилгандагина бажарилади. А„̂ , # 0 (тод/7) дан бу 

е е{1,2,...,«} лар учун ^О(шоф) ва

AJĴ  =0(тодр) эканлигини биддиради. А„̂ , # 0 (тодр)
булганидан барча / = 1,2 ,...,« учун Да,,,«2, , бажарилади, 
у )^олда = 0 (шоф) эканлигидан

(4-10)

келиб чик,ади. (4.10) да к̂ ,к2 ,...,к„_̂  номерли
устунлардан фойдаланиб тузиш мумкин барча п — тартибли 
детерминантлар иштирок этади. Шундай кдлиб, 4.2.1-лемма 
исботланди.

4.2.2-лемма. Агар (Ь̂ ,Ь2 ,...,Ь„) — Ь нинг б а р чал ар  учун 
М(р)>0  буладиган [1,»?Г кубдаги фиксирланган к^иймати 
булса, ух;олда (г„г2,...,г„) нинг

Д4-1 ____

1<2,. <Х, 2^=ЬХто6т), (4.11)
м
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шартни к^аноатлантирувчи

тадан кам булмаган к^иймати мавжуд. Буерда Уу,У2 ,-,Уп+\ лар 
мусбат ха1дй1дий сонлар.

Исботи. Ушбу

п __
T.^iJУJ=^i’ * = 1’« (4.13)
7=1

тенгламалар системасини караймиз. Буни У2 ,Уъ^-,У„+1 ларга 
нисбатан ечсак.

(4.12)

Уг=^{-А\2У1+Кг)А.

У  п+1 -  .  (  Ах,п+хУ\ +  ' ^ 1 , и + 1 )А,

(4.14)

досил булади. Агар, зарура тугилса, коэффициентларнинг 
индекси 7 ни кбайта белгилаб -А|2 >0, -  А}з >0, ... ,-А| „̂ 1 > О
бажарилади деб царашимиз мумкин. Агар А] > О булса, (3.14) 
система мусбат хак;и1̂ й  сонлар ларга нисбатан ечимга эга. 
Бу эса а) шартнинг ихтиёрий ^ак^п^ий сонлар Ь̂ ,Ь2 ,...,Ь̂  учун 
бажарилишини билдиради. Шунинг учун хам бу холда (4.12) 
муносабат албатта бажарилади.

Энди А1 < О холни к,араймиз. Бу холда А1̂  < О, А̂ з < О, ..., 

^1 п+1 булса, (4.14) система мусбат ха1чикдй сонлар у^,у2 ,..., 

у „ 1̂ да ечимга булади.
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х . = ^ ,  г = 2,3,...,и деб белгилаб олиб, бу охирги шартни

лг2,хз,...,х„ > о ларга нисбатан куйидаги чизиьути тенгсизликлар 
системаси к^инишида ёзиб оламиз:

г141+^2Л 1+-+^Л 1<о 
2,Д2+г242+- + ̂ иЛ2 < 0

..............................  ёки

Ч л + - + Д . л < - Л 1

Л2^^2+-+Л2^«<-42 

А2„Х2+... + А„„х„<-А,„.

4.1.1-теореманинг (4.6) шарти бу бир жинсли тенгсиз­
ликлар системасининг ечимлари тупламин1шг б>тш булмас- 
лигини кафолатлайди. Шунинг учун дам

и^<Х2 ,...,х„<и^ , бунда 0<и^<а(п,В)

ва

 ̂ <и2-и ,<а{п ,В ),  «(«,5) = [ ( « - ! ) ! ] " ( 4 . 1 5 )
а\п,В)

деб ?д1соблашимиз мумкин.
г, =*,(то(1да) — фиксирланган сон булсин, у долда

\ <2 . < Х,  2,=Ь,{тойт), {/1 < 7,2,"* < [/г, / = 1,п (4.16)

шартни к,аноатлантирувчи z, лар сони Д. ни

А,=ш ш {гХ и,-и ,)т -\ { X- +  0{1) (4.17) 

куринишда ёзиш мумкин.
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Хакдк.атан >;ам, (4.16) шартдан 

и < г. < , г; = Ъ̂ + тп1, пГ'' { I I - b ¡ ) < t <  (и̂ г  ̂-  6,- )т~̂  ■

Бундан / лар сони ва демак, (4.16) шартни к.аноатлан­
тирувчи г. лар сони дам

и л  и ,!,]
т т - ^ 2  =

1
т (С/2 -Ц М - е . (4.18)

га тенг.
Иккинчи томондан эса г ^<Х,  х. ^йДто<Ьг) булганидан 

t<nГ^{X-Ъ )̂ ва (4.16) шартни 1^1Ноатлантирувчи г. лар сони

Х-Ъ,  
т т ■̂3 =

1
т

{Х-и, 2 , ) (4.19)

га тенг булади. Бу ерда ва лар

гп\Х-~и^2 у) ларнинг бутун ёки каср булишига 1 ёки О тенг 
к,иймат к,абул к,илади. (4.18) ва (4.19) лардан (4.17) келиб 
чик,ади.

(4.15) га кура -

2, <X(2í/l)-^ (^1 < Х!2а{п,В)^) ва X >

булганда, (4.17) тенгликдан

Д. » •  т- ^; Х(2тУ^} -  0(1) » ш) “* -  0(1)

келиб чик,ади. Ана шундай бах,оларни барча ¿ = 2,3,...,« лар 
буйича йигиб

130



А = 4 4 - Л  »  -  0 ( 1 )
п-1

\
ни хосил к,иламиз.

Энди ^b^(modm) ва 1<г, <Х/2а(п,ВУ шартларни к;ано- 
атлантирувчи г, лар буйича йириб,

Л^,»Х{г,(5^^"-««)-'-0(1)Г'
21

батога эга буламиз. Бу тенгсизликнинг чап томонидаги йигин- 
ди тагидаги ифодани Ньютон биноми формуласи буйича ёйиб,
кейин эса хар бир хадни буйича ало^ид^ йдасак,

т,я-1

z,<X/2a(n,Bf 
21=41 (т о  (1т)

X Е
2«{п,8)^т

х-ь,
2а{п,В) т

»

X" X"
» -----

т

НИ оламиз. Шундай к;илиб, 4.2.2-лемма исбот булди.
4 .1 .1 -теореманинг исботи. 1/(Х)  нинг аникутанишига кура

Ь ={Ь̂ ,Ъ2 ,...,Ь„)&и{Х) векторлар сони а) ва Ь) шартлар билан 
аниьуханади. Аввало а) шартни караймиз. (4.8) га асосан а)
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шартни к;аноатлантирувчи Ь векторлар сонини анивухаш учун 
р  туб сонлар учун N{p) > О бажариладиган Ъ векторлар сонини 
анивухаш етарли. Фараз этайлик, Pi,P2 ,---,Ps ~  лар и + 1 дан 
катта булмаган барча туб сонлар булсин. Агар лар

= А Л —Л  б^^ича бирор мос к;илиб танланган чегирмалар 
синфига тегишли булса, у долда iV(j9,) > О (/ = 1,2,...,5) булади.

Мисол учун S ад+... + «.^(modm,), г = 1,2 ,...,и булса, у 
долда ((/„/2,...,Ci) = (l,l,...,l)) булади ва iV(p,)>0 .

р > п  + \ булганда 4.2.1-леммани вд^ллаймиз. Биринчидан 
агар /7 /A^A2 ...Л„̂ l булса, у долда b̂ ,b2,...,b„ ларнинг кдймат- 
ларига богли!^ булмаган долда 4.2.1-леммадан N{ p) >0  экан­
лиги келиб чик^ади.

Иккинчидан, эса (4.3) га кя>а ~  лар и + 1

дан катта ва А̂ ., лардан фак,ат биртасини буладиган туб сонлар 

булсин; — лар эса п + \ дан катта туб сонлар

булиб Ау, у = 1,2 ,...,« + 1 ларнинг фак^ат иккитасини булсин ва 

доказо — лар и + 1 дан катта туб сонлар булиб

А^, у = 1,2 ,...,« + 1  ларнинг фак,ат п тасини булсин.

q = qf' ни к.араймиз. Аникдик учун q\\^x ,  

булсин. (4.10) га асосан, агар q\is!’„̂ „̂ булса, у долда дг\А*^, 

булади. Шунинг учун дам фак,ат ва фак^ат 

^\А*^1„ бажарилсагина, N{p) = Q булади. A*̂ j„ = O(mod^) 

так.и;осламани Ь = {b̂ ,b2 ...,b„) нинг та к^иймати к;аноат-
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лантиради. Ха^икатан хам, ларни фиксирлаб олсак,
аабёёаа! 6а̂  ̂  i пёа! ai ё ® ai Т aoeai бебба-ё дтл (Ь̂ Ь̂ ) жуфтлик 
мавжуд. Бундан l<b.^,b^,...,b„<q эканлигини эътиборга олиб

берилган таккосламани к,аноатлантирувчи Ь нинг кдйматлари 
сони ■ q = q ’̂  ̂ та эканлигига ишонч хосил кдламиз. Ъ =

= {Ъ̂ ,Ъ2 ,...,Ъ„) нинг к,олган q" -  q”"̂ = q>iq") та 1̂ ийматларидан 

Хар бири учун q / „ ва демак, N(p) > О.

Энди  ̂= ник^араймиз. ^\(А„^,,А„), ^ /А Л -Л -!  бул­

син. Бу холда А,А2 ...А„_, булгани учун qH%>^2j> 

и  = n,n + i) деб олишимиз мумкин. 
j  = n да {\, 2, ... ,п, п + \, Ъ}\{п} = {\, 2, ... ,п - \ ,  п + \, Ъ}.

Агарда Al2...n-l,n+l “ А]2...п-1,Ь ~ 2̂3...п-\,п+\,Ь ~ Al3...n-l,n+l,J ~ ■"
= А,2з i =0(modq )̂ булса, у холда N(q) = 0 булади. Шартга 

кура А„=А,2 .„_,,„,2-0 ва = А,2.„„_,, -  O(mod^). Шунинг

учун хам (N(q) = 0 ) 0  .......... ~ 1̂23...г̂ 2,«+14 =
S O(mod )̂).

Бу таккосламанинг хар бири q модули буйича Ъ̂ ,Ъ2 ,...,Ъ„ 

ларга нисбатан та ечимга эга. Демак, бу системанинг

ечимлари сони < q”~̂ . Шунга ухшаш j  = n + l булганда и - 1  та 
такдосламадан тузилган

А2з...„-ы6=0> A.2 ...„_2.„,, = 0(mod^)

системага эга буламиз. Бу системанинг ечимлари сони хам
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< . Шунинг учун х;ам Ь = (А„б2,-,Ь„) нинг д модули буйича

д’'-2д"~^ тадан кам булмаган 1дийматлари учун М(д)>0  бу­
лади. '

Шунга ухшаш мулодаза юритиб д модули буйича Ь =

= (61,62, нинг мос равишда

q = qf'̂  q' -̂Ъq»-\ {]  ̂ п - \,п ,п  + \),
q = q ' t \  q' -̂Aq' -̂\ {] = п -2 ,п - \ ,п ,п  + 1),

q = q̂ "̂  ' q' -̂nq' -̂\ {]  = 2,Ъ,...,п,п + \)

та щшматларидан кам булмаган щйматлари учун К{д)>0  
деган хулосага келамиз.

Энди, фараз к;илайлик, т = гпуд̂ '* 
булсин. У ;!̂ одда юк;орида к,араб чюдапганларга асосан, т модули 
буйича 6 =(6,,б2,-,й„) нинг барчар  лар учун Щр) >^  бажа- 
риладиган х;еч булмаса

л=1 Л=1

(4 .2 0 )

та к;иймати мавжуд деган натижага келамиз.
Ь) шартни к.араймиз. — Ь нинг [l,mf  даги

барча р лар учун, Ы{р)>^ бажариладиган фиксирланган
134



к^иймати булсин. У Холда (4.20) ва (4.11) ларга дамда 11{Х) 
нинг аник^анишига кура

сагс1[/(Х )»Ж 1

л=1 Л=1

досил булади. Бу ерда ихтиёрий п>1 учун 1 - п д } > п  ’ (1 -  ̂ .̂') 
эканлигини эътиборга олсак

саг(1^/(Х)»Л^,

"" 1 

П г

т
л=1

1 - 1

«л У

1 -- ,(«)
'« у

»]У1
т

1п1п т
-1

келиб чик^ади.
/

ва
и, -  ДЙ...Д  < (л + 1)' <(« + 1)М )'Ч")

булганлиги сабабли, бундан исботланиши талаб этилган

сагйЩХ) »  ЬЬб)"'

бадога эга буламиз.
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4.3. Масаланинг махсус туплами. Бирлик интервални булиш
/

Фараз кдп[айлик, п — фиксирланган натурал сон ва 

X  > лар учун N  = 3(и!)"
1 J_

д = м \  т=д'^  (4.21)

булсин. Осонлик билан куриш мумкинки,

В<д^  (4.22)

бажарилади. % —д , ( д < Т )  модули буйича Дирихле характери 
булсин. Маълумки, (А. А. Карацуба [52] нинг IX бобининг 2- 
параграфига к;аранг) шундай бир узгармас с, сони мавжудки,
Дирихле £-функцияси 1(з , х) , (8 = а  +И) сг > 1 -  с, 1п”' Т, \ t\<T  
со^^ада фак;ат бирта х;а1;ик.ий примитив характер 
¿(шодг), ( г<Т)  учун ягона }̂ ак;и1дий (махсус) 5 = \ ~ Р  нолга

эга булиши мумкин. Агар шундай махсус нол р  мавжуд бул­
са, у

— ——  < 1 -  Л < (4 23)

тенгсизликни к,аноатлантиради (Г. Дэвенпорт [51] га к^аранг). 
Бундан кейин куйидаги белгилашлардан фойдаланамиз:

03-<
1, агар = О булса;

(1 -уб)1пГ, агар£'д= 1  булса.
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^Лу) = ^
/ \ 
£

Я )

Z  A(«)e(«j), Ŝ {y)-=̂  Yu Л(«к(«Ми>^Х (4-24)
L<n<h! L<n<N

Ky ) =  \e{xy)dx, /(>')= \x~̂ ^̂ e{xy)dx,

I,{y)=\e{xy)Y'x^-^dx,
L \r\iT

буерда — L{s,x) функциянинг l/2 <yS<l-Ciln 'Г  conß-

даги ноллари p  = ß  + iy буйича олинган йигандини билдиради.

г = N~'T- I r r l / l n

деб оламиз.

(4.25)

(4.26)
/

шартни к^аноатлантирувни ихтиёрий бутун сонлар hy,h ,̂...,h ,̂q 
учун m{h,,...,h„,q) кубни

h ,  тm{h„...\,q) = {ix„...,xJ&R'':\x,— ^ |< -  г = 1,«} (4.27)
q q

тенглик билан ва М2 ларни эса

Ml =vjm{h^,...,h„,q), M2 =[r,l + -rf IMi,

137

(4.28)



тенгликлар аншутаймиз. (4.28) даги бирлашма (4.26) шартни 
ьоаноатлантирувчи барча лар буйича олинади.

Осонлик билан куршп мумкинки, и-улчовли

кублар жуфт-жуфти билан ÿaapo кесишмайди ва [т,1 + г]" 
со?!;ада ётади (« = 2 6ÿflraH ?̂ ол М. С. Liu, К. М. Tsang [100] да 
Каралган). Ихтиёрий Ъ = (b^,...,b„)eU{X) ва (х,,...,х„) eiî" учун

% = ¿»л + . . . X. = +... + a„jX„, и  = 1,« +1) (4.29)

ва
/(0 ) = Хл(т,)...Л(ш„^,) (4.30)

деб оламиз.
(4.30) тенгликда йигинди

L < < N  ш  ^  ¡̂j ĵ = О’ =
15 j^+l

шартларни к;аноатлантирувчи барча т̂. лар буйича олинади. У 
х;олда (4.24) ва (4.28) лардан

/
к •

•
V М \

1(b) = I  -  J е(-Хб)П‘̂ (^у)^1- ^ "  =
т т М

г  г \  -  -+ \..M<-Xb)Y[S(xj)dx,...dx„ =I,{b)-¥l^{b) (4.31)
и'г )  y=l

тенгликкка эга буламиз.
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1 {̂Ь) интегрални к^араймиз. 1̂ (Ъ) ни ба:?40лащца М. С. Liu,
К. М. Tsang [100] да и = 2 б^лган х^одцагига ;^шаш мулох;аза 
юритамиз.

4.4.1-лемма. Агар булса, уя;олда

m inP(xi) ^(х„) 1} Я

бажрилади.
Исботи. Р = булсин. Дирихленинг аппрокси­

мация т5̂ исидаги теоремасига к5фа l < q j < P ,  (lj,qj) = l ва

4.4. Кичик ёвлар

\ xj - i j q/ \ <(gj P)  \  j  = l,n шартларни к.аноатлантирувчи lj,qj
бутун сонлари мавжуд. У >(;олда Р. Вон [49] даги 3.1-теоремага 
асосан

Six,) < N q f^  + + N^'Wp)\n^ N, j  = \,n. (4.32)
Энди

(4.33)
i

/
НИНГ бажарилишини курсатамиз. Ф 0 булгани учуй

n ____

j  = U  (4.34)

тенгламалар системасининг ечими ларни r.-kjq~^

куринипща ифодалаш мумкин. Бунда ку,к̂ ,...,к̂  лар (^Д2>-Д„) =
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= 1 шартни к;аноатлантирувчи к^андайдир бутун сонлар, q эса 
НИНГ мусбат к^айтувчиси. Шундай кдлиб,

(4.35)

Энди агар tJ = Xj-l jqj  деб олсак, у х;олда 1 |< (д.Р) бу- 
лади. (4.29) ва (4.34) га асосан

Г. = о ,.(л, — )̂ + ЙГ .(Х2 — Ц + ... + а .(х„ - -^), ]  = 1,п.
я д д

Бу ердан

5](-1)“а 1 , , . . ^ , ]=1,п
п+1

ва демак,

Яп

Энди, тескарисини фараз этайлик, (4.33) нинг урнига 

max{q„...,qJ < 0 '̂"("-̂ >(«5)-̂  

бажарилсин. У )^олда (4.35) га кура

дп
<Q^'^nW{qPr^ =тq̂ ^
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булади. Демак, \х^-k^q ‘ -k„q ‘ \<xq ‘ ва яна (4.35) дан 
фойдалансак

тенгсизлик досил булади. Бу тенгсизлик т < < 1 + г му-
носабат билан бирга 1 < < q эканлигани билдиради.

Шундай к,илиб (x,,...,x„)eM'i. Бу эса 4.4.1-лемманинг 
шартига к.арама-к,арши. Шунинг билан (4.33) муносабат исбот 
булди.

Энди (4.32) ва (4.33) лардан 4.4.1-лемма келиб чик,ади. 
Хак?1к,атан дам, (4.32) ва (4.33) га асосан

min{^(jc.),-,¿^(x„)} <<д^Щ пВУ'^ + . ,

бажарилади.
Энди 1 2 Ф) ни бадолашимиз мумкин. (4.31) тенглик ва 

Парсеваль айниятидан фойдалансак.

00 со

M'o

«min{| S { ^ ) S ( x „ )  |}̂  í . í(| S(x2) f  ... i S(x„) r  +
M,

+...+1 S i W ñ  S(X2) r  ... I S(x„^df  ) 1 S(x„,0\\dx,...dx„ (4.36)
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}^осил булади. А„̂ 1 о ва

■■■\Six„Ж dx,...dx  ̂=
О о

/ \
Е  К щ )-М т гп )А  Е

Щ_=т2,...,гпг„.1=т1„ \1<п̂ Ы уЬ<т1йЫ

булганлигидан, 4.4.1-леммадан фойдаланиб, (4.36) дан

«ЛГ"1п”Л̂

00 со

ба?4они 5̂ осил 1диламиз. (4.37) дан

шартни к,аноатлантирувчи Ъ лар сони учун

ба?̂ о 5ФИНЛИ. Шундай кдлиб Ь = нинг Е̂ '' {̂Х) та 1дий-
матидан бошца барча щйматлари учун

\I^{b)\<NQ^^  (4.38) 

тенгсизлик бажарилади.
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4.5. Катта ёйлар. I^(b) интегрални соддалаштириш

Ихтиёрий ;|;(то(19) характер учун

1<;<?

деб белгилаб оламиз. У х;олда тушунарлики \С^{т)\<д){д). 

булади. Агар {х^,...,х„)ет(Ъ^,..\,д) булса, у долда 

XJ = + r|J деб олсак (4.27) дан

\rlj\<^:(f \  7 = 1.« ; (4.39)

келиб чик,ади. (4.29) га ухшаш яна 10?йидаги белгилашларни 
киритамиз

h J  =  a , J \ + . . .  + a „ . h „ ,  %ь = Ь К + -  + К К
^ . = ау771+... + а„̂ 77„, г), = Ъ,т], :̂.. Ь̂„г]„.

У >̂ олда Х] = }гА~ +^у ( 7  = 1,« + !) булади. .Характерлар- 
нинг ортогоналлик хоссасидан фойдаланиб, (4-24) тенглик 
билан ани191анган 8{х,),  йигиндини куйидагича ёзиб олиши- 
миз мумкин:

5(ЗЕ;) = 4 т  I  С га „ )5 ,(П ,)* 0 а п ‘ Щ- (3.41)
К̂Ч) Л:(П10<1?)

1 < 7 < и + 1  лар учун
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Gj{h,q,n)- Z  C,(A,)/,(?7,)
;!f(modi)

(3.42)

Hjih,q,n) = С Д )1 {г ] ) -Е -^ ^ Д )1 {г1 ^ )  -  Gj{h,q,fi)

деб белгилаб оламиз. Бу ерда, агар r \q  булса, у^олда =1

ва агарда r t q  булса, у?^олда = 0 .

1̂ {Ь) интегрални соддалаштириш учун куйидаги леммадан 
фойдаланамиз.

4.5.1-лемма. Ихтиёрий у  ха1<;и]̂ ий сони ва X (modq), 
(бунда q < T )  характер учун

+ ^ [{ 1+ \y \T )Y \n^N

тенглик бажарилади.
Бу лемманинг исботи М. С. Liu, К. М. Tsang [101] да 

келтирилган.
4.5.2-лемма. Шундай бир узгармас сони мавжудки, 

ихтиёрий х;а.Бдик?1Й у  > 4 n  учун

Z Z «®""‘ ехр(-Сз^->'^) . 3  4 3 .

ба̂ о̂ 5финли. Бу ерда барча ;^(mod^) примитив харак-
терлар бр[ича олинган йишндини биддиради.

Исботи. Бу лемма уз мох;ияти жи^^атидан М. С. Liu, 
К. М. Tsang [101] даги 2.1-леммадир. Шунинг учун х,ам биз
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куйидагини таъкидлаш билан чегараланамиз. (4.43) нинг унг
томонидаги ва лар зфнига М. С. Ьш, К. М. Т8ап§
[101] даги 2.1-леммада ва 5 катнашади. Агар у ердаги 2.1- 
лемманинг якунловчи кдсми^ца

ес. , со<с.

ва ехр(-—//(Г)\а.К) = ехр 
4

эканлигини инобатга олсак со̂  ва 5 ларни мос равишда
ва 5̂ ''̂  ларга ажмаштириш мумкин.

4.5.3-лемма, (а). Ихтиёрий )^ак,икий у  учун

1(у)«тт{М,\у\~^}, / ( > ; ) « : т т { 7 ^ ^ , |1^(у)<^М

ва

1Лу)<<
N (1 1 у  |)“̂ ^̂  агар N  ̂<\ у  \< Т(я1) ’ бажарилса, 

\y \- \  агар Г(я-/.)“' <1 I булса;

(Ь). Ихтиёрий а е
2п , 1

ба)^олар 5ФИНЛИ.
Бу тасдик^ар М. С. Ш , К. М. Тзапв [100] нинг 6.3- лем-

масида келтирилган, фак^т (Ь) х,олда у ерда а  е
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к,аралган. а  е 

к.олади.
2 « , 1 булса ^ам шу исбот уз кучини сак^аб

\Vj\N  - I  ( « , , 7 7 .  + . . .  +  а^т]„)М 1 <  пВтд-^М = пВТ̂ ^̂ ”д~'

булганлиги учун 4.5.1- леммадан фойдалансак, (3.41) тенг- 
ликдан

S(xд =
1

(р(ч)
НJ{h,q,r}) + 0  (р(д)Т ' "̂ВМЫ N

келиб чик.ади. Бу ердан ихтиёрий (х,,...,х„) е тп{\,...,к„,д) учун

п = ^ п  +о  ---- . (4.44)

Чунки \H^\<N(p{qf,  1 = \,п ва О символи к^атнашган 
?^адларнинг энг каттаси учун

1̂ = (p{qГ'''H,...H^ • 0{(p{q)Br'"^"N\í^^ Н) 1п' N

бах;о 5финли.
Энди агар (4.26) шартни к,аноатлантирувчи барча

лар буйича олинган йигиндини билан белгилаб олсак

(3.31), (4.28), (4.44) лардан фойдаланиб 7,(6 ) ни куйидагича 
ёза оламиз:

9̂ 2
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хПЯ/Л,^,г7)й??7и-,^7„ + 0
>=1 Т̂  2«

(4.45)

Таъкидлаш керакки, (4.42) га асосан

п+1

7=1
П  яд л .? ,ч )

^ р ( п + 1 )  _  р ( п + у )  _  ^ (и + 1 )  j (4.46)

вфхайтмани очганимизда Р = куринищцаги 3" та
)̂ ад пайдо булади. Бу ерда /^(/ = 1,« + 1) (4.46) тенгликнинг 5̂

томонидаги бирор F/‘̂  (А: = 1,2,3; г = 1,« + 1) купайтувчига тенг.

(4 .4 5 ) даги интеграллаш чегарасини дан К"

фазогача кенгайтирамиз. Г1 =[—1/2 ,1/2 ]" \[-т^ ' ,т^  ] ва Г2 = 

= К" \ [-1/2,172]" деб белгилаб олиб, ГJ ва лар буйича олинган 
интегралларни ба)^олаймиз.

Парсеваль айниятига к^ра

с »  00

Х - 1Ь̂=-CO ¿„«о ’г7
\Р\^Г1г- г̂1„ (4.47)

тенглик зфинли. (4.40) дан ихтиёрий (??1,. -,?7„)еГ, учун

«̂+1,1 „ _ ^я+1.2 „ _ «̂+1,̂Щ-~: ’ ^2-  /. ’ —’ '1п
и̂+1 Ал+1
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келиб чик;ади. Бундан барча лар учун

|77,|<n!5'-‘max(|77j,...,|7fj) (4.48)

нингбажарилишикелибчик^ади. учун

i = \,n тенгсизликнинг уринли эканлигини эътиборга олиб,
(4.48) дан

тах{| 77, Т7„ |} > t{B”-'n\q)-' >

тенгсизликни ?^осил Вчиламиз. 4.5.3(a) леммадаги бадолар 
орасида энг к.>шоли

Демак,

- \ r r - V 2 n (4.49)
ва

и R"
F

гЛ
rf77,...i/77„.(4.50)

4.5.3 (Ь) леммага асосан « = 1 да

• F
* * * •
R" Fi

dVi-dri„ =
|А,'п+1 \R \R

f \ N
1 -̂ +11 ‘̂ ¡̂+1 ...

\R J
< (̂N^Q^■L-ЧnNJ
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ни х;осил 1;иламиз. Шунинг учун х;ам д етарлича кичик 
булганда (4.50) дан

ба^^ога эга буламиз. Бу бах;одан фойдаланиб (4.47) тенгликдан

03 00

1 - 1

келиб чи1̂ ади. Бу ердан Ь нинг ‘ та
к;ийматидан таыщари к,олган барча к^ийматлари учун

(4.51)
г.

бажарилипш келиб чик^ади.
Энди Г2 б^ича олинган интегрални ба)^олаймиз ва барча

Ь=(Ь,,...,Ь„) лар учун 

1  ̂ ¡,^JF■e(Ч^,)cln,...drJ^«NQ^ (4.52)

ба?^онинг >финли эканлигини курсатамиз.
Ихтиёрий (?71,.--,?7«)^Г2 =/?” ![-1/2,1/2]" учун тах{|г/.|,..., 

,...,\т]^\}>У2 бажарилади. Иккинчи томондан эса илгариги 
Ходдаги сингари (4.48) тенглик бу ерда х;ам уз кучини сак^айди. 

Демак

1тах{|^,|,...,|/7„|}>5 ' тах{1?7, | } » 5  .
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I rjj I» " » Т ( л £ )  ' эканлигани эътиборга олиб 4.5.3 (а) лем- 
мадан фойдаланамиз, у долда

min{| F„ 1} «  (p{q) [ fj. f '«  q>(q)B'-  ̂ (4.53)

ни 5(;осил к.иламиз. Тушунарлики, агар < m i n ( | |) 
булса, удолда

F,\<\F,F,.. .F„J\ i = l,n + l

Шунинг учун )̂ ам

Д±1

ва

Гг
П+1

(4.54)

Бунда

и-и г г  / \1/2л

Г2
,1+ ,̂

Бу ердан (4.53) ва a ~ l / 2 n  б^лганда 4.5.3 (b) леммадан 
фойдаланиб.

п+1
I K - P l I" dr]v..dr]„ «  {(p{q)B"- )̂\!2п

R”
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1"̂  « {(р{ц)В'‘~у^" I А,,, г’

га эга буламиз. Бу бах^одан фойдаланиб, (4.54) дан (4.52) ни 
Хосил к^шамиз. Энди (4.51) ва (4.52) ларга асосланиб (4.45)-
тенгликни Ь = {Ъ,,...Ь„) нинг к ^ и  билан Е^'"\Х)<Х"0'^ та 
15ийматидан бошца барча к^тйматлари учун

А л"
й+1

^X\Hjih,q,■n)dr¡^...dr)„+0{NQ ) (4.55)
м

куринищца ифодалай оламиз.

4.6. Масаланинг махсус цатори

•* п+\
Ж?) = . у ТтЦ Cq(hJ)

(Р\Ю к >=1

ва ихтиёрий р  туб сони учун
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деб белгалашлар киритамиз.
N{q)  функцияни (3.8) даги сингари аник^аймиз. Биз

факсах Ь е U{X)  б^ш^н Ь = (¿j,...6„) ларни к^араганимиз сабабли, 
барча р  лар учун N (p)>  О.

А(д), s (p )  ва N(q)  функцияларнинг баъзи бир арифме­
тик хоссаларини к.араймиз.

4.6.1-лемма. а). A(q) ва N(q)  — мультипликатив функ- 
циялар;

b). Ихтиёрий k > 2  натурал сони учун А(р^) = 0 бажа­
рилади.

c). Ихтиёрий к натурал сони учун N {p ’")~p'‘'^^N{p) 
тенглик ^инли.

d). s ( p ) - p ' ‘(p{p)~"^^N(p) ва демак барча р  туб сонлари
учун 5'(/7)>0.

e). р  туб сони ва q натурал сонлари учун

q'Vi4r'^'N(q) = Y { s ( p )
p\q

тенглик уринли.
Исботи. а). и = 2 булган >̂ олда М. С. Liu, К. М. Tsang 

[100] да келтирилган. Энди и > 2 ва (ш,,т2) = 1 булсин. У х̂ олда
шундан m,vgZ бутун сонлари мавжудки, = \

тенглик бажарилади. Бундан \  , бу ерда А:. = vh ,̂

l¡=uh^, i = l,n .
(4.56) да

= 1 + (4.57)
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hb =  kb>»2 +  ТьЩ’ h j  =  (« lA  + -  +  a„jk„)m +

+ (a ,/ +... + = kjin̂  + J m, 

ва = эканлигани эътиборга олсак,

А(тут2) ■

п+1

П  j)^ni2 (l j) ~ «̂+1 ^  ^

7=1

И+1 1 «+1

xfl <*y»l ^ 5 ^ 2 ' >< П (i P7=1

ни Х.0 СИЛ киламиз. Агар

-j «+1 
m ) = -  E '  ф ь М с Д )

Ч  \< \,...,h„<q 7=1

эканлигини инобатга олсак, N{q)  нинг мультипликативлиги 
A{q) нинг мультипликативлигидан келиб чикади.

Ь). Маълумки,

С(т ) = /л
/  \  

Ч
y i q M y

(p{q)(i ч
Х ч М )

(4.58)

(Н. Hasse [96] нинг 272-теоремаси), бу ерда pi(m) -  Мёбиус 
функцияси. Фараз кднайлик, к > 2  булсин. Агар
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и+1

;= 1

булса, у долда (4.58) даги fi купайтувчини к,араб барча

hj -  + — + % К , j  - \ , п  + \ ларнинг р  га б^иниш и керак

эканлигига ишонч х,осил к̂ 1ламиз. А{р'') нинг аншуханишига 
кура (4.56) да = шунинг учун дам р  туб сони

ларнингбарчасини булиши керак. Лекин бу (4.3) 

шартга к.арама-к,арши. Демак, барча к > 2  лар учун А {р ’') -  О.

с). (4.3) га асосан pJi A„+i деб ?дасоблашимиз мумкин.

/1+1

такд<,осламалар системаси

K J i  + С 1Л-Ы = А^иДтоф*), i = l,n 

системага эквивалент. Бу эса N i p ’̂ ) нинг

^ ^ L i ^ P  , P ^ L i  ва А"^|/„,1 #А ^1Д тоф ), i = l,n (4.59)

шартни к,аноатлантирувчи лар сонига тенг эканлигини 
билдиради.

L+1 = tp  + s  деб оламиз, бу ерда 1 < 5 < / ? - 1 ва 0 < t <  р ’"~̂ ■ 
У х,олда (4.59) ни
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куринищца ёзиш мумкин. Бундан эса N{p'") = келиб
чщади.

d). (4.57) га асосан

(̂/>)
V \P )  £ р  h„...,h„^p

+.•• +  a„^h„)lx + . . .  +  («1,„+А +  — +  ‘̂ и,и+1^я)4+1 ~

Г \
1

- Ь А - . . . - Ъ А ) =
<р{р)

/7+1 I ’ 14.. _ _

■р =

<р{рГ

Них^оят, е) тасдик, а), с) ва d) лардан келиб чик;ади.
Бундан кейинги текширишларимизда бизга s{p)  ва A{q) 

функцияларни уз ичига олган баъзи бир йигиндилар ва к^айт-

маларнинг аншфок; ба^^олари керак булади. Хусусан, ]~J s{p)
■ Р

ва '^\А{д)\  ларнинг як^инлашувчи эканлигини курсатамиз.

Бунга эришиш учун

(4.60)

тенгликни к;аноатлантирувчи 6  = (й,,...,6„)е[1,Х]" ларни таш- 

лаб юборамиз, яъни уларни к.арамаймиз. Бундай Ь = 

ларнинг сони £’̂ ^^(Х)«Х""' дан к ^  эмас.
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Энди туб сонларни к^идагича иккита TjtoiaiMra ажра- 
тамиз: у

Р ,= {р - .р \  \ ^ г - - - К . А 1 . Л . и г . - у - К ),
ж ами~(п+]){п+2)

Рв = {Р'Р^Рв}-

Осонлик билан к ^и ш  мумкинки 2 е ва N(3) > О дега- 
ни 3 е эканлигини билдиради.

4.6.2-лемма. (4.60) тенглик 5фишш булмаган Ь = (6,,...,6„) е 

еС/(Х) лар учун 10тнидаги тасдик^ар >ринли:

а). Барчар  лар учун —^  < А(р) < ̂  ва агар р ^ Р ^  булса,
Р Р

у )^олда < А{р) < с. р̂~̂  бажарилади;

b). Барча р  лар учун (1+1 А{р) |) «: (1 + А{р)) «с (Inln ;
р  р

c). J~[ s{p)  кщайтма абсолют якднлашувчи ва f ^ 5(/?) > > 0 ;
р  р

d). Хар к^андай у >  \ 5̂ а1днк,ий сони учун

Т I  A{q) 1« {у +  2)
9̂ 3- У

бажарилади.
Исботи. а). (4.57) ва 4.6.1 d) леммага асосан

Aip) = p ”ip {p r - ^ N {p ) - \  (4.61)

тенглик бажарилади. (4.3)-шартдан келиб чик;иб р X деб
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и+1
к^араймиз. N (p )  бу р - 1  ва = 6,.(тоф),

7=1

г = 1,и шартларни к,аноатлантирувчи наборлар 
сони булгани учун, бу такдосламаларни / j j / j , ларга нис- 
батан ечиб

!j -  A::L/„,)(mod;,).y = M  (4.62)
п̂+1

эканлигини топамиз. Бундан эса N {p )  нинг

1) 

2 )

3)

«+1) A U ^C U .i(m o d /7 )

шартларни к,аноатлантируви ларнинг сонига тенг эканлиги
келиб чик,ади. Киритиш ва чик,ариш принципига кура N {p)  
учун

N { p ) ^ p - \ - M { a , ) - M { a , ) - . . . - M { a J +  ^  М {а„а^)-
1</< j< n

тенгликни Х.ОСИЛ к,иламиз. Бу ерда М(а^)

+ (4.63)
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(а„у. l < L , < p - l ,  A :,,„=A ::X (m od/.).

шартлардан (а.) шартни к,аноатлантирувчи ларнинг сони. 
Тушунарлики,

Щ р ) < р - 1 .  (4.64)

(4.64) ва (4.61) дан

А ( р ) < ( р " - ( р - 1 Г ) ( р - 1 Г < с , р - ^

келиб чик.ади. Бу ерда р > 2  ва 2""̂ ’ -  2.

2 ) п+1) шартларгакура Щр) > О дегани р  I (А*̂ , ,;Л;;^и)-

...(Ä*^,„;A"^j„) ни билдиради. Шунинг учун хам, агар p\A"„"'Xi

булса, у )40лда р  X А*̂ ,, булади ва бу )^олда (а,) шарт бажарил-

майди. Агарда б^са, у)^олда (а,) шартни ёки

р  I А*̂ ,, ларнинг бажарилишига к;араб нинг бирорта 5;ам 
киймати к.аноатлантирмайди ёки фак^ат бирта к,иймати

к,аноатлантириши мумкин. Бу ердан М (а,)<1, i = \,n ва 
N { p ) > p - 1 - n  деган хулосага келамиз. Шундай к;илиб, (4.61) 
дан

А(р)>-с^р~^, (с^=(п-\)2"^^'+ 4)  

тенгсизликга эга буламиз.
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Демак, барча р > 2  лар учун -с^р  ̂<А{р)<с^р  ̂ бажа- 
рилади.

Энди р^Рс  ларни к;араймиз. нинг аник^анишига кй>а

М(а,.) = 1, i = l,n ва M{a^,aj) = 0 , ... , М(а^,...,а„) = 0. Шунинг
учун N(p) = р - п - 1 > 0  ва р > 5  бужанда, -с^р~  ̂< А(р) булади. 

Иккинчи томондан эса

А(р) < I — (и +!)«(« -1)р'‘  ̂+ —(п + 1)п(п -  1)(и -  2)(и -  3) X
5!

xp"-  ̂+ . . . )p -"-Uc,p- \  

Энди Ь) ва с) ^олларни 1̂ араймиз. Аввало 

Ц ( ^ + \ А ( р ) \ ) « Ц { 1  + А(р))

эканлигини курсатамиз. Агар А(р) > О булса, бу 6 a?Q0  уз-узидан 
тушунарли. А{р) < О булсин, у л;олда а) тасдик^а асосан

П ( 1 + м ( р ) 0 ^ П о + '« / ’))П
р  р  р  

Бу ерда

1 +  -
р \ \  + А{р))^

ва

П

(1 + ^(р))р“ г(1 -с .р -")У

Ч У
2сл

р \ \  + А{р)) П 1 +  - « 1.
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р  р  

Фараз кдлайлик, <Р^> ва <Р^> лар туб булувчилари мос 
равишда Р̂  ва Р̂  ларга тегишли ва квадратлардан доли 
(квадратсиз) бутун сонлар тупламлари булсин. У долда t>( i  
сони учун

Х 1Д 9)|5  1  М(?,)1 Е  +
q < í ^ ¡е < Р в >  д2^<Р о>  Р^Рв

р£Рс,р<1 реРв рЯ

Р^Р б Р'^Рц

бажарилади. Шундай к?1либ,

9=1 р

к̂ атор як^инлашувчи ва

П ( 1 - Р =(.Ч>{К)К-'Г' «(1пЬЛ'Г%
Р ^Рв

Шунинг учун дам

бунда

Р̂ в

Шундай к;илиб биз Ь) тасди1̂ ни ва с) тасди1щинг биринчи 
кдсмини исботладик. с) нинг иккинчи К^1СМИ, яъни
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унинг биринчи кдсми ва 4.6.1 с1)-леммадан келиб чик,ади.
d) тасдик, М. С. Liu, К. М. Tsang [100] даги 4.4-лемманинг 

4)-тасдиги сингари исботланади.

Xjivaodrj), j  =  \ ,n  +  l  — примитив характерлар ва г =

= [rj,..., ] эса Г р с о н л а р и н и н г  энг кичик умумий кар- 
ралиси булсин. Бундан кейин бизга

п+1

Z{q) = Z{q-,x„...,Xn.,) = J (4-66)
7=1

кзфинишдаги ифоданинг ба^оси керак булади. Бунда ^ сони г
га каррали ва Жо эса q модули б^^ича бош характер.

4.6.3-лемма. Куйидаги тасдик^ар уринли:

?7+1

a) 2 (г) = г”2 :П л :Л ) ;
j (О  7=1

i

b) агар r \ q  ва q = q'q", (q',q”) ~ l  х̂ амда q' нинг х;ар бир 

туб булувчиси г  ни булса, у ?^олда Z{qy=Z{q')(p{q’’y^^A{q") ва 

агар q ’ > r  булса, Z{q') = Q

с) Z  (Pi<ir”~^Ziq)«Y[ sip).
4̂ Q,r\q
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Исботи. а). q ~ r  булгавда (4.66) дан

___  п+1 __ я rt+1

/= 1  у=1

. (4.67)

га эга буламиз. Агар

л+1
^ а ../.= 6 ., / = 1,«
У=1

(4.68)

булса, у долда { } \ , . . . \ , г )  = \ шартни инобатга олмаслик мум­
кин ва бу долда (4.67) дан лемманинг а) тасдиги бевосита
келиб чик;ади. ^  йигиндининг аник^анипшга к^)а (4.68)

(г)
шарт бажарилади.

Энди, будодца (А,,...,/г„,г) = 1 шартни эътиборга олмаслик

мумкин эканлигини к^сатамиз. ;|'(mod^) характер х*{щ>йг*)

примитив характер билан индуцирланган характер ва = ql{q,in) 
булсин, у долда (G. Н. Hardy, Е. М. Wright [93] нинг 450 
бетига к,аранг)

с м ) -
X

т (piq)
<р(Дх)

/  \  
3i

\ r j X

О,

С̂ . (1), агар г \ q булса;

агарда г' i q■̂ б̂ отса.
(4.69)

тенглик уринли булади.
ва p\(h,,...,h„,r) булсин. r =

V ^булгани учун биз Р ^ ~  бажарилади дея оламиз. Шунинг учун
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^ам, rJr(r,aiihi + ... + a M ~ '  ва демак, (4.69) га асосан 

ĥi) = О. Шундай 1;илиб, агар (/г,,...,А„,г) > 1 булса, у ;^олда

и+1

П с ,„ .(Я ,)= о .
У=1

-  Л
Лемманинг Ь) ва с) 1̂ смлари М. С. Liu, К. М. Tsang 

[105] 4.5 ва 4.8-леммалари сингари исботланади.
I

4.7. Масаланинг махсус интеграли

Масаланинг сингуляр (махсус) интеграли учун 1̂ и д а ги  
лемма уринли.

4.7.1-лемма. Агар pj (у = 1,« +1), О < Repj < 1 лар ихтиё­
рий комплекс сонлар булса, у ходда

/  »+1 N
1. . .  I П

R" V ^=1 L
e{-fiOdTlv-dln =

= N-
.  л+1

./
X[{NxjY>-^dx,
>=i

(4.70)

тенглик уринли. Бунда ва интеграллаш со?^аси D
куйидагича аникланади:

(4.71)
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ва

Бундан ташк,ари, агар {\ , . . . ,Ь„)^и{Х)  булса, у ^олда

Ь=ф^,...,Ь„)^и{Х) нинг 1ф 1и билан Е ^ ^ \ Х ) ^ Х ”д^^, (бунда

-^ 3 =(16й(й + 2))“‘) та 1!;ийматларидан ташк,ари барча 1̂ иймат- 
лари учун

Л^=(16«(« + 1))-’ (4.73)

бахо й>инли булади.
Исботи. Тушунарлики,

д" I

У. у 
= Иш ... е(-?7 )̂^-ко •»

- у  - у

П к

«+1 ЛУ
П I <'
У=1

й?77,...й?77„ =

1 I
= Ипи¥

ш  ш

л+1
~1

п

П¿=1

Л+1
81п 2 n { Y , a i J X J - b , N ~ ^ ) y

7=)

я-
я+1

'Ч7=1

= 1ш1Л7(>;).

Энди куйидаги белгилашларни киритамиз:

и+1 ____

7=1

(4.74)
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у  долда

D{x,) = \ t  / = 1,«;
'' 7-1

iV-'Z<x,,...,x„„<l}. (4.75)

x ,= ^ ( a ; ,  + a ^ - a U ) ,  
А,

X3=^(A;3+A?3iV-^-AU),
А,

„̂h-i = ^ ( A U + A U ^ '‘-A U a )-

(4.76)

Бу белгалашлардан фойдаланиб (4.74) дан

\imNJ{y) =

(iVx,)ft-i
LN-‘

dx, (4.77)

ra эга буламиз.
(4.77) га Дирихле интеграли т}трисидаги Жордан теоре-

масини 1̂ уллаймиз. Унга кура агар g{t) функция f i < t < X  
кесмада узлуксиз, дифференциалланувчи булса, у додца бопща 
долларда
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Ит ^ (0—
nt

^(0),

\ g i o i

о,

\
агаруи<0<А булса;

/̂  = О ёки Я = О булса; 

аксинча, булар бажарилмаса.

тенглик уринли. Dix^) сощ I  = (0,...,0) ни узида са1д1агани 
учун, бу теоремадан ва (4.72), (4.77) лардан (4.70) ни, яъни

М Г

[ М г У

ни х;осил 1диламиз. (4.75) ва (4.76) лардан 7 = (0,...,0) булганда 
мос равишда (4.72) ва (4.71) келиб чик;ади.

(4.73) ни исботлаймиз. А, нинг ишорасига боглик; }̂ олда 
исботни икки кисмга ажратамиз:

1". Д; >0 булсин. (4.71) ва (4.72) ларга асосан (4.73) даги 
интеграл 1] интервалдаги

А ,- д ; д
-а!12

Ь Л7-1А,-А?з7У 
-А\,М ’ -А'13

(4.78)
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к 1̂см интерваллар узунликлари йишндисига тенг. Бу ерда биз 
-А{2, -А!з, ..., -А!„,, >0 деб дисоблаймиз. Хамма ва1дг бун-%п+1

дай деб дисоблаш мумкин, акс долда коэффициентлар- 
нинг индексларини 1̂ айтадан алмаштириб белгилаб оламиз. 

лар учун

IА̂  |< й!(5/3)"“’Х

бажарилади ва (4.21) дамда (4.22) ларга кура (4.78) даги биринчи 
интервалнинг чап четки нук^гаси учун

-М А \ ,

5
ЗJ

+ п\
3V у

1 < 1
|А|2| 3"-*п!5"

бадо )^инли.

булуанлиги сабабли шу интервалнинг )эдг четки нущ’аси учун 
эса 1

-А 12 ч З .
1

(-а;2)
> 1—

ГгАВГ

бажарилади.
Шундай к;илиб, (4.78) даги биринчи интервал узунлиги

булган Щ1см интервални уз ичига олади. Шу йул билан
(4.78) даги бопща интерваллар учун дам Ю1;оридаги тасдик, 
>финли эканлигини курсатиш мумкин. Шунинг учун дам
барча Ь ^ и ( Х )  лар учун
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» 5 “" » 0 -" ^ » 0 -^ , Х , > п 5
О

бажрилади. (16п(п+ 1))"‘ деб оламиз, у ?̂ олда 3 < (16п(п+ 1))“' 
булади.

2®. Энди А, < О булсин. Биринчи х^олдаги сингари бу 5̂ олда 

|с/д:1 интеграл [ХЛ̂ ~'; 1] интервалдаги

-А°гЛ̂ ~‘ + А,. -А"2+£А,
-а ;, ’ -МА1, 

-А,\Л^“ЧА,_ -А з̂ + ЬА '̂
-а!13 - л а̂!.

-А1,п+1 ’ -МА1,я+1

(4.79)

к?1см интерваллар узунликларининг йигиндисш’а тенг.
(6,,...,6„)еС/(Х) булганлиги сабабли 17(Х) нинг аник^а- 

нишидан ва (4.4) шартга асосан

1
УJ = у = 2,й +1

ЧИЗИК.ЛИ тенгламалар системаси мусбат х;ак,ик,ий сонлар
3^р->Л+1 да ечимга эга. Бу ердан барча ]  = 2,п + \ лар учун 

Ау < О эканлиги келиб чик^ади. Хар бир фиксирланган к > 1

учун к = -А̂ .̂ шартни к.аноатлантирувчи нинг [1, X]"
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га тегишли булган X"  ̂ тадан к>ш булмаган ^иймати мавжуд. 
Шунинг учун х.ам, агар

k = -^\J<-^\JNQr^

булса, у х;олда

А?..
^<ЫОГ^, ]  = 1,п + \

муносабат ;^инли буладиган {b^,...,b„)eU{X) нинг

тадан 1ф 1 бз^лмаган к^шмати мавжуд. Шундай кдииб, (61,...,6„) е 
е[/(Х ) нинг

тадан куп бу^лмаган кдйматларидан таыщари барча к?1йматлари 
учун

' f у = 2,и + 1 ' (4.80)

тенгсизлик бажарилади. Бу ерда = (16п(п + 2) у \

А; <0 ва (4.21) га асосан

|А? .̂7Г‘ |<(3"п!5")-'

булганлигидан барча у = 2 ,и + 1 лар учун

- А ^ +  А  ̂< (3”и!5”) - ' - К  О
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^инли, яъни (4.79) дага барча интервалларнинг чап четки 
нук^таси манфий, четки нук;талари эса (4.80) ва (4.21) ларга
асосан <1/90 булганда барча ]  = 2,п + \ лар учун

тенгсизликни 1;аноатлантиради. Демак,

> - д г ^ - ь ы ~ ^  = - о г ^  -  > - д г ^ .

о 2 2 3

Шунинг билан лемма тулик. исботланди.

4.8. 1 (̂Ь) интегрални бадолаш
п+1 _

4.5-параграфда 1̂ айд этилганидек, (4.42) кзфа
7=1

к^айтмани очсак 3"̂ ' та ?«кад пайдо булади. Уларни куйидагича 
учта гуру̂ дга ажратамиз:

к+1

7=1

2) }!;еч булмаса бирта купайтувчиси 0^(й,д,^) булган
рааёаб. Оёаб| ё! аёё^ё( аёпё[ ё билан белгилаймиз;

3) к^олган дадлар. Уларнинг йигиндисини билан белги­
лаймиз.

Энди

ч̂ й (Р\Я) Т, г  

деб белгилаб оламиз.

¿ = 1,2,3 (4.81)

170



Осонлик билан куриш мумкинки, M¡ — х.а1рпчий сон.

(4.81) белгилащцан фойдаланиб, (4.55) формулани 6 =(6„...,6^е

е11(Х) нинг к ^ и  билан та к>ийматларидан
боп1к;а барча к,ийматлари учун

7,(6) = М, + Мг + Мз + (4.82)

кй)инищда ёзиш мумкин. Агар

^0 = Т ^ П  s(p)¡dx, (4.83)
I ^1 I а

деб олсак, у ?<,одца 4.6.2 с)-леммага ва (4.73) бах̂ ога кй)а е

&и(Х)  нинг купи билан Е^^\Х)<Х"д~^ та кийматларидан 
ташк,ари барча кдйматлари учун

(4.84)

бажарилади. Энди ушбу леммани исботлаймиз.
4.8.1-лемма. Барча Ь&11(Х) лар учун

’ /  м,^м,+о(мд-^^^)

тенглик ^инли.
Исботи. (4.70) да р, = 1 деб олиб ва 4.6.2 ¿) леммадан 

фойдаланиб (4.81) дан

^ .  = Е  'ТТ! 1*1 = I  I * '  +9̂ 6 I'̂ 11̂ 9=1 /£>
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+ 0 [ n Q-^^''^^^ q ) (4.85)

ни досил 1диламиз. 4.6.1-лемманинг а), Ь) к^смлари ва (4.40) 
га асосан

9=1 р

ва тушунарлики,

Булардан ва (4.83) дамда (4.85) дан исботланаётган лемма 
келиб чик^ади.

Энди, Мз ни бадолаймиз. лар {1,2,...,п + 1} туп-
лэмдан олинган турли бутун сонлар ва

= (4.86)

P(m„W2,...) = J {Nx^f~\Nx„y~\. .dx,  (4.87)
D

булсин. Мисол учун

G(2,3) = 2  К Ь Ш ъ ) ,  Д2,3) = {{Nx^y-^Nx^y-^dx,.
(П i

Тушунарлики,

|P(m„W2,...)|<l. (4.88)

ни бадолашда бизга куйидаги лемма керак булади.
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4.8.2-лемма. К^уйидаги ба^олар уринли:

a) \ 0 {т^,т^,..)\<Ы{г)<(р{?)-,

b) (6„...,6^е[1,Х]” нинг билан

та к^ийматларидан бошк^а барча ]^йматлари учун 

0 {т,,т„..) Л = (« +1)/«

ба^о ^инли.
Исботи. 4.7.1-лемманинг с) к,исмини инобатга олсак а) 

тасдик; N  {г) функциянинг таърифи ва унинг мультипликатив- 
лигидан келиб чик,ади.

Ь) ни исботлаймиз. Кулайлик учун {1,2,...,и + 1} дан олин­
ган конкрет наборни, масалан 1,2,...,и ни, яъни С(1,2,...,и) ни 
к;араймиз. (4.86) га асосан 0(1,2,...,и) ни

' / 0(1,2,...,«) =4г X

к^инишда ёзиб олиш мумкин. Бу ерда Парсеваль айниятини 
кулласак

^  10(1,2,...,л)|^=г” Е

хосил булади. X примитив характер булгани учун С-(т) = 

= ^(/и)С^(1) ва |С^(1)|=г'^^ бажарилади. Шунинг учун ?̂ ам
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(4.89)

Маълумки, Ж квадратик характернинг модули г=УуУ2..у^ 

(бунда у^=2 \   ̂е {0,2,3} ва Уг < Уз <... < лар ток, туб сонлар) 
куринишда булиши керак.

Ц  = 1  ̂А,А2...А„̂ 1,У > 2} ва = {VJ I ^ и,} булсин.

деб белгилаб оламиз. У долда г-=щ-и^ ва

«г = \\̂ ',=у, П ^=:8|ДА..Л..1«г"'"*" (‘*.90)
Vj.eC/2 у̂ег/зН»'!}

булади. 4.6.1-лемманинг а) к^исмини исботлашда фойдала- 
нилган усул билан

I  |С,«,..)Р=П
;=1

(А,„.„А„,?)=1

1 сл £ ч )Г (4.91)

тенгликнинг бажарилишини кдасатиш мумкин.
VJ е Ц  ни фиксирлаб оламиз ва (4.91) тенгликнинг зот 

томонидаги унга мос келувчи йигиндини 1;араймиз.

сдй„,)=Е'е
1<У,

Ькп+1 — <

1 у

ср{у.), агар булса,
-1, агар VJI й„+, бажарилса

174



ва нинг бажариладиган (v̂ . -1)" та ьдиймати

мавжуд. (4.91)-тенгликдан, барча Vj е Ц  лар учун

Z  (4.92)
(Ы....h„,vj)=l

НИ ХОСИЛ киламиз. Агар Vj е булса, тушунарлики, (4.92)-

тенгсизликнинг чап томонидаги ифода дан катта эмас. 
Энди, (4.89) — (4.92) муносабатлардан

^  |G (l,2 ,...,« )p«r"’5"̂ ""‘̂ 

га эга буламиз. Охирги ба^^одан

бажариладиган (г»„б2,-,^« )е[1,^Г наборлар сонининг 
дан куп эмас эканлиги келиб чик;ади. Тушунарлики, 
G(l,2,...,rt) г  модули бр[ича чегирмалар синф лари сонига
боглик- Шундай кдлиб, (6„...,6jG[l,r]'’ ларнинг к ^ и  билан 

та к^ийматидан бошк,а барча кдйматлари учун

бажарилади.

(4.93)
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ларнинг + 1} тзшламдан олинган бопща
наборлари учун ]^ам функция юк;оридагига ухшаш
ба)<;оланади ва улар учун ^ам (4.93) уз кучини сак^айди. 
Шунинг учун ?̂ ам (4.93) бах;одан куйидаги лемма келиб чик,ади.

4.8.3-лемма. (4.81) тенглик билан аншуханган учун

Мз =
\ \(р(гУГГЧИ+ 1 Е  д « )

95ЙГ‘

и+]

{-Ео(;ЖУ)+
j=̂

1<!<7<и+1 1<г,<̂<!з<и+1

+... + (-1)""'0(1,2,...,п + 1)Р(1,2,...,« + 1)} (4.94)

тенглик уринли.
Исботи. Гз даги х,ар бир ? а̂дни

л+1
бунда т  = 1,2,...,« + 1

у-1 >=1И+1

куринищца ифодалаш мумкин. Бундай ?^аднинг даги
^диссасини М3 „ белгилаб уни бах;олаймиз. Бунинг учун 
ни куйидагича ёзиб оламиз:

1 п+1

7=1 у=т+1

и+1

<-Пь)и П = (-̂ ГК • (4.95)
7=1 7=т+1
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бу ерда билан R” б>^ича олинган каррали интеграл бел-т

гиланган ва

т и+1

W . -  Z  «>(«)"
qSQ,f\q h i= l  j=m+\

(4.24), (4.87) ва (4.70) тенгликлардан { P j - P  ёки P j - l  
деб олиб)

и „ = -^ Р (1 ,2 , . . . ,т )  (4.96)

ни досил к^иламиз. (4.67) да Zi = X i - - - - %т- 

Х м  = ■ = Хм = ;t,(modl) деб олсак

К =  Z  (*-97)
q^Q,f\q

га эга буламиз.
I 4.6.3-лемманинг а), Ь) кдсмларига асосан Z{q) функцияни

} .

п+1

(О М

куринищца ёзиш мумкин. Бунда q = rq", (г,^") = 1. (4.86), 
(4.97) ва (4.98) тенгликлардан

W^=Z{r)m~"~^ Z  ^ 9 ')  =
q’< Q r'Iq ',f)= l

Vil



=  2 , X  А(д^)
9'йе?-‘,(9"/)=1

келиб чик^ади. Буни ва (4.96) ни (4.95) га щ^иб

М = - J Í I l —  
\\\ср(гу^^

ин7{0СШ1 Бдиламиз. т = 1,2,...,п + 1 б>01ганда шундай ифодаларни 
йиш б, леммада келтирилган тенгликга эга буламиз.

Агар — етарлича катта булса, у ^олда (4.94) даги

‘l¿Qr'(?/)=!

йигинди етарлича узун булади ва 4.6.2-лемманинг ё) к,исмига 
кура уни куйидагича ёзиш мумкин:

X  A(q) = Y l s ( p )  + 0 (rQ-̂ ^̂ )̂.
рГг

(4.99)
(9/)=1

(4.94)-тенгликдаги катта к;авс ичидаги ифодани А{0,Р)  
билан белгилаб ва (4.99) тенгликдан фойдалансак,

Мз=- и г А(С,Р)
\А,\(р{гГ^

Х.ОСИЛ булади. Бундан (4.88) ва 4.8.2-лемманинг а) к^исмидан

Ш (1п1п0" (4.100)
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досил булади. Иккинчи томондан эса 4.6.1-лемманинг е) к?1с- 
мига к}фа

П»ы=г?>(о-‘Е ‘-
р1г (г)

(4.101)

Шунинг учун дам 4.8.1- лемма ва (4.83) дан

(4.102)
1 М У  <?>(̂ )

ни досил к^иламиз. (4.100) ва (4.102) лардан

М1 + М3 =■ ЫГ
\  1 р/г- (г) д М

+ 0 {МгО^'^) (4.103)

келиб чик,ади. (4.72) тенгликда О нинг аниКеЯанишига к>фа 
NxJ > X ва булардан

п+\ л+1
П  (1 -  > п (1  -  {^х.у~'
J=l м

>

> (1 -  > {1 -  ехр(-|(1 -  Р) 1 п >

(4.104)

келиб чик^ади. Шундай к,илиб, (4.104) тенглик ва (4.101),
(4.103) тенгсизликлардан
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М, + Мз > Í0""̂ 'M„ -  0{N?Q-^'^) (4.105)

деган хулосага келамиз.
Qr~' „кичик“ булган )^одда

Е
q<Qr',{q,f)=l

йигинди учун (4.99) типидаги ба?̂ о ола олмаймиз. Бу ^олда 
к^ралаётган йигиндини ба>солаш учун 4.6.2 -лемманинг Ь) k^i c -  
] éaáí o í éááéáí á¡ é? áá ó pí éáá учун (4.94) тенгликдан

Мз <^ЫГ(р{гУ'A{G,P)

ба^они )^осил к^иламиз. 4.8.2-лемманинг Ь) к;исми ва (4.88) 
тенгсизликдан (6,,...,6„)е[1,Х]" нинг

та к;ийматидан бошк,а барча к̂ 1йматлари уч}ш

A{G,P)

бахонинг ^и н л и  эканлиги келиб чик,ади. Шунинг учун ^ам 

Мз « - ^ 5 ^ ”̂ "̂ *̂ (lnlniV)""‘ «  i - -■(lnlnjV)‘̂‘°. (4.106)р h f: М

Энди Mj ни бах;олаймиз. Бу ерда куйидаги лемма уринли.
4.8.4-лемма. Барча (¿j,...,¿„)e[l,X]” лар учун ,
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ба)̂ о 5финли.
Исботи, даги х^адлар

I т п+1

(-1)"Пс,(*.«.^)П Ч1С!,ДУщт сд;)Щ)У=1 ]=М /=т+1

ёки
I т »+1

(-1)"П0Дй.гл-)П сд )1 (л т7=1 7=/+1 J~m+l

1<1 < т < п  + 1 кй)инишгаэга. Буифодаларбирхилбадрланади. 
Шунинг учун ?̂ ам биринчисини к,араш билан чегараланамиз.
Унинг даги ?щссасини М 2(т,1) билан белгилаймиз, у ̂ олда
(4.81)- тенгликдан

М г  « :Л /о Ю " '' 'е х р ( - С з ^

/
X,' 

XI XI

(̂ 7„+1)х

хе(-г}ь)^т11-^т]„

эканлиги келиб чик,ади. Бу ердаги К" буйича олинган 
интегрални /  билан белгилаб оламиз, у ?^олда (4.24) ва (4.70) 
тенгликларни инобатга олиб
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I 1 \Г,\̂ Т О >=1 , У=̂ +1

деб ёза оламиз. Демак,

чРу-’
;=1 о̂ е/Д"«и1о)

бунда ^/+1 = ■■-%„,- X ва Жт+1 -■• ~ Х„-̂ 1 - Хо.

Нх^>Ь>К^'^ булганлиги сабабли, к,авс ичидаги уч кар­
рали йигиндини бадолаш учун 4.5.2- леммадан, q б ^ и ч а  
олинган охирги йигиндини бадолаш учун эса 4.6.3-лемманинг
с) кисмидан фойдаланамиз, у долда

( / ,  т) « :  М о (»"■'' е х р ( -С з ^  (ю"''* ехр(-Сз<5 ))

досил булади. Энди барча шундай дадларнинг ?диссаларини 
йирсак, леммадаги бадога эга буламиз.

4.9. 4.1.2-теореманинг исботи

Биз Ь =(Ь^,...,Ь^)&и{Х) нинг купи билан

(4
4

.107) I
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та к,ийматларидан бошк,а барча к^ийматлари учун

/(6 )> /,(6 )-|/2 (6)|> Ж е“̂  (4.108)

нинг бажарилишини кзфсатамиз. Бу ердан (4.30) белгила- 
шимизга кура 4.1.2-теорема келиб чик^ади.

Куйидаги учта долни к^араймиз:
1 . булсин. Бу х;олда к,атнашмайди ва ю = 1,

шунинг сабабли (4.82-тенглик ва 4.8.1, 4.8.4-леммалардан
етарлича кичик 5  учун Ъ нинг купи билан

та к^ийматларидан бош1̂ а барча к^ийматлари учун

Л(й) > М,(1 -  ехр(-Сз^-^'^)) -  0(NQ-^'^) > 0,01М„ -

тенгсизликнинг зфинли эканлиги келиб чик,ади. Бу ерда
(4.84)-баходан фойдалансак Ъ е11(Х) нинг к ^ и  билан

I
1 {X)  + Е̂ ^̂  {X) + Е̂ ^̂  (X) «  + Х"“‘ + Х^ОГ^

та к^ийматларидан бошк^а барча к^ийматлари учун

' N '
1 е

,4/5

бажарилади, — деган хулосага келамиз. Бу ерда = (16и(и + 2))“'.

Шунинг учун ?̂ ам (4.36) ва (4.109) ларга асосан, Ь е II{X)  
нинг купи билан
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Е{Х)  = Y,  ( Л  < (4.110)
1SJS4

та цийматларвдан бошк;а барча к^ийматлари учун

1 (b) > (4.111 )

уринли эканлиги келиб чик;ади.
2“. Энди E p = l B a r < Q ^ ,  (7(п - 1))~̂  булсин. У^олда

(4.104) бах,о ва 4.8.4-леммадан фойдаланиб (4.82) тенгликдан

ф )  > -с,з ехр(-Сз^-’̂ ")) -  0{NQ-^'^^^) (4.112)

ни х,осил 1̂ иламиз. (4.23)-тенгсизликга асосан

Ф = { \ -р ) \п Т : » О Г ^ ' \ \п д Г \  
шунинг учун ?̂ ам (4.84) ни эътиборга олиб, (4.112) тенгсиз- 
ликдан, 5  етарлича кичик булганда 

Щ )

бажарилади ва бу х;олда b е U{X)  нинг купи билан

(4.113)

та к.ийматларидан бошк,а барча к.ийматлари учун

уринли булади.

1 { Ь )  >  (4.114)
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3“. Нидоят Ех =\  ва r > Q ^ ,  Л5 = ---- \ ----  бу^лсин. (4.82)
1 {п - 1)

тенгликнинг ÿnr томонига 4.8.1, 4.8.4-леммаларни ва (4.106) 
бадони куллаб, шунингдек ш < с, ((4.23) тенгсизликга к;аранг) 
эканлигини эътиборга олиб, ô етарлича кичик бÿлгaндa

/, {Ъ) (4.115)

ни досил кдпамиз. Бунда ^  = (16п(п + 1))“'.

Бу (4.115)-бадо Ь e U ( X )  нинг купи билан

<■=2

та к;ийматларидан ташк^ари барча к?1йматлари учун бажарилади. 
Шундай к,илиб, бу долда (4.115) ва (4.38) дан

1(b) > (4.116)

ни досил 1<диламиз. (4.116) тенгсизлик Ь =(b^,.. .,bJeU(X) нинг

Е(Х)  = ^  (X)  < (4.117)
!=1

та к,ийматларидан бошк;а к^олган барча к^ийматлари учун бажа­
рилади.

Энди (4.111), (4.114) ва (4.116)-тенгсизликлардан (4.108)- 
тенгсизлик, шунингдек (4.110), (4.113) ва (4.117)-тенгсиз- 
лиютардан (4.107)-тенгсизлик келиб чик,ади. Шундай к;илиб, 
теорема тула исботланди.
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