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Введение

Как известно [133, с. 438], электромагнитное поле характеризуется
векторами E иH напряженностей электрического и магнитного полей
и векторами D и B электрической и магнитной индукций, которые
связаны между собой системой уравнений Максвелла.

В случае однородной среды из этой системы получаются уравне-
ния для каждой из величин E и H в отдельности:

∆E =
1

a2

∂2E

∂t2
+

4πσµ

c2
∂E

∂t
, (0.1)

∆H =
1

a2

∂2H

∂t2
+

4πσµ

c2
∂H

∂t
, (0.2)

где σ − проводимость среды, µ − магнитная проницаемость, c − ско-
рость света в пустоте, a2 = c2

/
εµ, ε − диэлектрическая постоянная.

Уравнению (0.1) или (0.2) будут удовлетворять компоненты Ex,
Ey, Ez и Hx, Hy, Hz, т.е.

∆u =
1

a2
utt +

4πσµ

c2
ut, (0.3)

где u − одна из указанных компонент векторов E и H.
Если при этом среда непроводящая или слабо проводящая, то

можно положить σ = 0 и из (0.3) получаем волновое уравнение

∆u =
1

a2
utt,

т.е. электромагнитные процессы распространяются в такой среде со
скоростью a. Если среда обладает большой проводимостью и можно
пренебречь токами смещения по сравнению с токами проводимости,
то уравнение (0.3) переходит в уравнение параболического типа

∆u =
4πσµ

c2
ut.

Рассмотрим электрическое поле в области, заполненной веще-
ственной средой с малой проводимостью. Поскольку газы в естествен-
ном состоянии не проводят электричество, то такой средой может
служить какой-нибудь газ. Пусть, начиная с определенного момента
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6 Введение

времени, на газ начал действовать какой-нибудь ионизатор (рентге-
новские, ультрафиолетовые или радиоактивные излучения, высокая
температура). В результате достаточно большой ионизации газ с неко-
торого момента приобретает большую проводимость. Следовательно,
определение напряженности электрического поля за промежуток вре-
мени, содержащий в себе упомянутый момент, будет связано с реше-
нием краевой задачи для двух уравнений гиперболического и пара-
болического типов с условиями сопряжения на поверхности измене-
ния типа. В связи с этим интересно выяснить, какие задачи являются
корректно поставленными одновременно для волнового уравнения и
уравнения теплопроводности. В данной работе в определенной мере
дается ответ на поставленный вопрос в случае одной пространствен-
ной переменной.

Остановимся на обзоре некоторых результатов, полученных для
уравнений смешанного параболо-гиперболического типа. На необхо-
димость рассмотрения задач сопряжения, когда на одной части обла-
сти задано параболическое уравнение, на другой − гиперболическое,
было указано в 1959 г. И.М. Гельфандом [16]. Он приводит пример,
связанный с движением газа в канале, окруженном пористой средой:
в канале движение газа описывается волновым уравнением, вне его
− уравнением диффузии. Задачу о распространении электрических
колебаний в составных линиях, когда на участке 0 < x < l полубес-
конечной линии пренебрегается потерями, а остальная часть линии
рассматривается как кабель без утечки, Я.С. Уфлянд [137] свел к ре-
шению системы уравнений

L
∂I1
∂t

+
∂U1

∂x
= 0, C1

∂U1

∂t
+
∂I1
∂x

= 0, 0 < x < l,

RI2 +
∂U2

∂x
= 0, C2

∂U2

∂t
+
∂I2
∂x

= 0, l < x <∞

(0.4)

при начальных

U1

∣∣∣
t=0

= 0, I1

∣∣∣
t=0

= 0, U2

∣∣∣
t=0

= 0

и граничных
U1

∣∣∣
x=0

= E(t), lim
x→∞

U2 = 0

условиях, a также при требованиях непрерывности напряжения и тока

U1

∣∣∣
x=l

= U2

∣∣∣
x=l

, I1

∣∣∣
x=l

= I2

∣∣∣
x=l

,
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Введение 7

здесь L, C1 − самоиндукция и емкость (на единицу длины) первого
участка линии; R, C2 − сопротивление и емкость второго участка (см.
также [69]).

Если теперь из системы уравнений (0.4) исключить токи, то при-
ходим к задаче:

0 =

{
a2

1uxx − utt, 0 < x < l,

a2
2uxx − ut, l < x <∞,

(0.5)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l, u(x, 0) = 0, l 6 x <∞,

u(0, t) = E(t), lim
x→+∞

u(x, t) = 0,

u(l − 0, t) = u(l + 0, t), ux(l + 0, t) =
R

L

t∫
0

ux(l − 0, η) dη, (0.6)

здесь

u(x, t) =

{
U1(x, t), x < l,

U2(x, t), x > l,
a2

1 =
1

LC1
, a2

2 =
1

LC2
.

Эта задача для более общего уравнения, чем уравнения (0.5) с
общими условиями склеивания вида (0.6), изучена в монографии [21,
§5 гл. 1].

Некоторые задачи на сопряжения уравнений параболического и
гиперболического типов изучены в работах Г.М. Стручиной [131],
С.И. Гайдука, Л.В. Иванова [15].

О.А. Ладыженская и Л. Ступялис [63, 132] в многомерном про-
странстве рассмотрели начально краевые задачи на сопряжения
параболо-гиперболических уравнений, которые возникают при изу-
чении задачи о движении проводящей жидкости в электромагнитном
поле.

Л.А. Золина [29] изучила аналог задачи Трикоми для уравнения

0 =

{
uxx − ut, t > 0,

uxx − utt, t < 0,
(0.7)

в области, ограниченной при t < 0 характеристиками уравнения (0.7)
AC : x + t = 0 и BC : x − t = 1, а при t > 0 − с боков гладкими
монотонными кривыми AA0 и BB0, сверху отрезком A0B0 прямой
t = h, с условиями

u
∣∣
AA0

= ϕ1(t), u
∣∣
BB0

= ϕ2(t), 0 6 t 6 h; u
∣∣
AC

= ψ(x), 0 6 x 6 1/2;
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8 Введение

u(x,+0) = λ(x)u(x,−0), ut(x,+0) = µ(x)ut(x,−0), 0 < x < 1,

где ϕ1(t), ϕ2(t), ψ(x), λ(x) и µ(x) − заданные функции.
После этих статей появился целый ряд работ, где исследуются

задача Трикоми и ее обобщения, задачи со смещениями, задача ти-
па задачи Бицадзе–Самарского и другие краевые задачи для сме-
шанных параболо-гиперболических уравнений второго порядка. Это
работы М.А. Абдрахманова [1], А.М. Нахушева, Х.Г. Бжихатлова
[77, 79, 4], В.Н. Врагова [13, 14], В.А. Елеева [22, 23], М.С. Салахит-
динова, А.С. Бердышева [115, 116], Т.Д. Джураева, А. Сопуева, А.
Мамажанова [18] − [21] и др. Отметим, что в монографиях [18, 21]
приведен достаточно полный обзор исследований краевых задач для
уравнений смешанного параболо-гиперболического типа до середины
80-х годов прошлого столетия. Поэтому в дальнейшем отметим те ра-
боты, которые были опубликованы в 90-е годы и ранее и связаны
разработкой методов спектрального анализа для решения различных
краевых задач для уравнений смешанного типа. Это прежде всего ра-
боты Е.И. Моисеева, Н.Ю. Капустина [73] − [75], [49] − [51], [147, 148]
и автора.

Данная монография написана на основе работ автора, опублико-
ванных в статьях [92] − [94], [96] − [108].

Основной задачей предлагаемой монографии являются изучение
качественных и спектральных свойств решений уравнений смешан-
ного параболо-гиперболического типа и разработка методов спек-
трального анализа для изучения таких уравнений аналога задачи
Трикоми, начально-граничных задач с локальными и нелокальны-
ми краевыми условиями и обратных задач. Ранее аналогичные за-
дачи и другие нами изучались для уравнений смешанного эллиптико-
гиперболического типа в монографии [110].

Далее перейдем к изложению содержания монографии, которая
состоит из пяти глав, разбитых на 20 параграфов. При этом принята
тройная нумерация формул, определений, теорем, лемм, замечаний и
рисунков.

В первой главе изучены экстремальные свойства решений об-
щего уравнения смешанного параболо-гиперболического типа, каче-
ственные свойства решения для одного класса уравнений смешанного
параболо-гиперболического типа высокого порядка, в частности, по-
ликалорического уравнения, и спектральные свойства решения зада-
чи Трикоми для двух классов уравнений параболо-гиперболического
типа.

Вторая глава посвящена изучению начально-граничных задач
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Введение 9

для уравнения

Lu =

{
ut − uxx + b2u = 0, t > 0,
utt − uxx + b2u = 0, t < 0,

(0.8)

где b = const > 0, в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x <
l, −α < t < β}, здесь l, α, β − заданные положительные постоянные,
с локальными граничными условиями. Для каждой из трех постав-
ленных задач установлен критерий единственности решения, которое
построено в виде суммы ряда по системе собственных функций соот-
ветствующей одномерной задачи на собственные значения. При обос-
новании равномерной сходимости рядов возникает проблема малых
знаменателей, в связи с чем найдены оценки об отделенности от нуля
с соответствующей асимптотикой. На основе этих оценок обоснована
сходимость рядов в классах регулярных решений уравнения (0.8) и
устойчивость решения задач от начальных данных.

В третьей главе для уравнения (0.8) в прямоугольной области
D изучены краевые задачи с нелокальными граничными условиями.
Здесь также методами спектрального анализа установлены критерии
единственности. Решения поставленных задач построены в виде сум-
мы ортогонального ряда по системе собственных функций или в виде
суммы биортогонального ряда по системам корневых функций двух
взаимно сопряженных задач на собственные значения. Установленные
оценки малых знаменателей позволяют обосновать сходимость рядов
в классах регулярных решений уравнения (0.8) и устойчивость реше-
ния задач от начальных данных.

Отметим, что ранее первыми нелокальные задачи для уравнений
смешанного типа были изучены в работах [138, 26, 78]. Затем эти ис-
следования были продолжены и получены интересные результаты в
работах [9, 27, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 42, 43, 55, 57, 58, 67, 68, 75, 80, 81,
82, 89, 111, 112, 113, 114, 119, 121, 123, 124, 126, 144] для различных ти-
пов и классов дифференциальных уравнений в частных производных.
Наиболее полный обзор работ, посвященных изучению нелокальных
задач для уравнений гиперболического и других типов, приведены в
монографиях [89, 80].

В четвертой главе для параболо-гиперболического уравнения

Lu =

{
ut − uxx + b2u = f1(x)g1(t), t > 0,
utt − uxx + b2u = f2(x)g2(t), t < 0,

(0.9)

где в прямоугольной области D доказаны теоремы единственности
и существования решения обратных задач по отысканию функций
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10 Введение

u(x, t) и fi(x) или gi(t), i = 1, 2, из правой части уравнения (0.9). Ре-
шения которых построены в виде суммы рядов. Установлены оценки
об устойчивости решений таких задач по граничным данным.

В пятой главе для уравнения смешанного типа

Lu =

{
ut − uxx + q(x)u = 0, t > 0,
utt − uxx + q(x)u = 0, t < 0,

(0.10)

где q(x) − определенная на [0, π] достаточно гладкая функция, в пря-
моугольной области {(x, t)| 0 < x < π, −α < t < β} изучена начально-
граничная задача с краевыми условиями третьего рода. Установлен
критерий единственности. Решение построено в виде суммы ряда по
системе собственных функций. При условии, когда отношение сторон
прямоугольника, являющегося областью гиперболичности, является
рациональным числом, показана сходимость ряда в классе регуляр-
ных решений уравнения (0.10), после чего приведены постановки об-
ратных задач для данного уравнения с неизвестными коэффициен-
тами при неизвестной функции и граничных условиях. Опираясь на
теорию обратных задач Штурма-Лиувилля, доказаны теоремы един-
ственности поставленных обратных задач и для некоторых из них
приведены необходимые и достаточные условия разрешимости.

Отметим, что различные обратные задачи для параболических,
гиперболических и эллиптических уравнений изучены достаточно
полно. Создана достаточно полная теория обратных и некорректных
задач (см. монографии [134, 30, 61, 62, 91, 17, 155, 145, 146, 40] и при-
веденную там обширную библиографию), а также отметим работы
[86, 83, 87, 59, 128, 129, 48, 55, 56, 135, 127], посвященные вопросам
разрешимости обратных задач для уравнений параболического типа.

Здесь впервые предлагаются и изучаются обратные задачи для
уравнений смешанного параболо-гиперболического типа.

При подготовке данной монографии (первое издание вышло в из-
дательстве «Гилем. Башкирская энциклопедия», Уфа, 2015, 240 с.) к
печати существенную помощь при наборе и верстке оказал мой ученик
к.ф.-м.н. Сидоров С.Н. Пользуясь случаем, выражаю ему и рецензен-
там книги д.ф.-м.н. проф. Жегалову В.И., д.ф.-м.н. проф. Елизарову
А.М. и д.ф.-м.н. проф. Нахушеву А.М. признательность за поддержку
и указанные замечания.

Буду также благодарен всем, кто пришлет свои замечания и по-
желания на мой адрес: sabitov_fmf@mail.ru.
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Качественные свойства решений

§ 1.1. Принцип максимума для уравнений
смешанного параболо-гиперболического типа

Рассмотрим уравнение

L1u ≡
{
uxx +Aux +Buy + Cu = F, y > 0,
K(y)uxx + uyy +Aux +Buy + Cu = F, y < 0,

(1.1.1)

где K(y) < 0 при y < 0, B(x, y) < 0 при y ≥ 0, K(y), A(x, y), B(x, y),
C(x, y) и F (x, y) − заданные функции, гладкость которых будет ука-
зана ниже,

L2u ≡
{
uyy +Aux +Buy + Cu = F, y > 0,
K(y)uxx + uyy +Aux +Buy + Cu = F, y < 0,

(1.1.2)

где A(x, y) < 0 при y ≥ 0, в области Ω, ограниченной при y > 0
отрезками AA1, A1B1 и B1B, где A = (0, 0), A1 = (0, d), B = (l, 0),
B1 = (l, d), l, d > 0, а при y < 0 характеристиками AC и CB уравнения
(1.1.1) или (1.1.2) (рис. 1).

Пусть Ω+ = Ω ∩ {y > 0}, Ω− = Ω ∩ {y < 0}. Отметим, что урав-
нение (1.1.1) является уравнением смешанного типа с характеристи-
ческой линией изменения типа (т.е. время в области Ω+ направлено
вдоль оси x = 0), а (1.1.2) − уравнением смешанного типа с нехарак-
теристической линией изменения типа (время в параболической части
направлено вдоль оси y = 0). Этот момент существенно влияет на по-
становку краевых задач для уравнений (1.1.1) и (1.1.2) в области Ω.
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12 Гл. 1. Качественные свойства решений

Рис. 1

1.1.1. Принцип максимума для уравнений
гиперболического типа

Рассмотрим уравнение гиперболического типа

L0u ≡ uξη + a(ξ, η)uξ + b(ξ, η)uη + c(ξ, η)u = f(ξ, η) (1.1.3)

в характеристическом треугольнике ∆ (рис. 2), ограниченном отрез-
ками прямых ξ = 0, η = ξ и η = l.

Рис. 2

Пусть A0 = (0, 0), B0 = (l, l), C0 = (0, l) − вершины треуголь-
ника ∆; α(ξ, η) = a(ξ, η)β(ξ, η), β(ξ, η) = exp

∫
b(ξ, η)dξ, h(ξ, η) =

aξ(ξ, η) + a(ξ, η)b(ξ, η)− c(ξ, η).
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§ 1.1. Принцип максимума для уравнений смешанного параболо- . . .13

Пусть функции a(ξ, η), aξ(ξ, η), b(ξ, η) и c(ξ, η) непрерывны в
∆∪A0C0 и при (ξ, η) ∈ ∆ удовлетворяют одному из следующих усло-
вий: 

h(ξ, η) ≥ 0,

α(0, η) +
ξ∫
0

β(t, η)c(t, η)dt > 0;
(1.1.4)

α(ξ, η)−
ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)|dt > 0. (1.1.5)

Отметим, что в условиях (1.1.4) и (1.1.5) интегральные неравен-
ства могут быть нестрогими (т.е. ≥ 0), но в этом случае на каждом
отрезке [0, ξ] характеристики η = const множество точек, в которых
h(t, η) = 0, имеет меру нуль.

Предполагается, что правая часть f(ξ, η) интегрируема по ξ на
каждом отрезке [0, ξ0] характеристики η = η0, 0 < ξ0 < η0 < l.

Определение 1.1.1. Регулярным решением уравнения (1.1.3)
в области ∆ назовем функцию u(ξ, η), удовлетворяющую условиям:

1) u ∈ C(∆) ∩ C1(∆), uξη ∈ C(∆), L0u ≡ f в ∆;
2) производная uη непрерывна на множестве ∆ ∪A0C0.
Теорема 1.1.1 (Принцип экстремума). Пусть: 1) коэффици-

енты уравнения (1.1.3) обладают отмеченной выше гладкостью и
удовлетворяют условию (1.1.4); 2) f(ξ, η) ≤ 0 (≥ 0) в ∆; 3) u(ξ, η) −
регулярное в ∆ решение уравнения (1.1.3), равное нулю на характе-
ристике A0C0. Тогда, если max

∆
u(ξ, η) > 0 (min

∆
u(ξ, η) < 0), то max

∆
u

(min
∆

u) достигаются на отрезке A0B0.

Доказательство. Рассмотрим в области ∆ тождество

βL0u ≡
∂

∂ξ
(βuη + αu)− βhu = fβ

и проинтегрируем его по отрезку NM прямой η = const, принадлежа-
щему ∆. Тогда получим

(βuη + αu)
∣∣∣M
N

=

∫
NM

βhudξ +

∫
NM

βfdξ. (1.1.6)

В равенстве (1.1.6) отрезок NM может принадлежать не только обла-
сти ∆, но и ∆∪A0C0. Пусть max

∆
u(ξ, η) = u(Q) > 0 и он не достигается

на отрезке A0B0, т.е. u(Q) > max
A0B0

u(ξ, η). Тогда точка Q ∈ ∆ ∪ C0B0.
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14 Гл. 1. Качественные свойства решений

Рассмотрим случай, когда Q ∈ ∆. Из точки Q проведем отрезок
η = const до пересечения с характеристикой ξ = 0 в точке P . В равен-
стве (1.1.6) в качестве отрезка NM возьмем PQ. Тогда будем иметь

β(Q)uη(Q) =

∫
PQ

βhudξ +

∫
PQ

βfdξ − α(Q)u(Q) =

=

∫
PQ

βfdξ +

∫
PQ

βh[u− u(Q)]dξ + u(Q)

∫
PQ

βhdξ − α(Q)u(Q) =

=

∫
PQ

βfdξ +

∫
PQ

βh[u− u(Q)]dξ − u(Q)
[
α(P ) +

∫
PQ

βcdξ
]
.

Отсюда в силу условия (1.1.4), f ≤ 0 в ∆ и u(Q) > 0 следует, что
uη(Q) < 0. Но это противоречит тому, что в точке Q ∈ ∆ максимума
функции u(ξ, η) производная uη(Q) = 0.

Пусть теперь Q ∈ C0B0. В силу непрерывности функции u(ξ, η) на
∆ в некоторой окрестности точки Q существует точка Q1 = (ξ1, η1) ∈
∆ такая, что

u(Q1) > max
A0B0

u(ξ, η). (1.1.7)

Из точки Q1 проведем прямую η = η1 и точку пересечения с отрез-
ком A0B0 обозначим через B1. Пусть ∆1 = ∆ ∩ {η < η1}. Тогда по
рассмотренному выше случаю max

∆1

u достигается только на отрезке

A0B1. Поэтому
u(Q1) < max

A0B1

u ≤ max
A0B0

u,

что противоречит неравенству (1.1.7). Тем самым теорема 1.1.1 пол-
ностью доказана.

Теорема 1.1.2 (Принцип максимума модуля). Пусть: 1) ко-
эффициенты уравнения (1.1.3) обладают отмеченной выше гладко-
стью и удовлетворяют условию (1.1.5); 2) f(ξ, η) ≡ 0 в ∆; 3) u(ξ, η) −
регулярное решение уравнения (1.1.3), равное нулю на характеристи-
ке A0C0. Тогда, если max

∆
|u(ξ, η)| > 0, то он достигается на отрезке

A0B0.
Доказательство. Пусть max

∆
|u(ξ, η)| = |u(Q)| > 0. В силу линей-

ности и однородности уравнения (1.1.3), не теряя общности, можно
считать, что u(Q) > 0. Тогда max

∆
u(ξ, η) = u(Q) > 0 и |u(ξ, η)| ≤ u(Q).

Допустим, что Q 6∈ A0B0. Следовательно, точка Q ∈ ∆∪C0B0. Пусть
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Q ∈ ∆. Из точки Q проведем отрезок η = const до пересечения с ха-
рактеристикой ξ = 0 в точке P . Обозначим через E1 множество точек
отрезка PQ, в которых h ≥ 0, а через E2 − множество точек отрезка
PQ, где h ≤ 0. Тогда, рассуждая аналогично доказательству теоремы
1.1.1, из равенства (1.1.6) получим

β(Q)uη(Q) =

∫
PQ

βhudξ − α(Q)u(Q) =

∫
E1

βh[u− u(Q)]dξ+

+

∫
E2

βh[u+ u(Q)]dξ − u(Q)
[
α(Q)−

∫
PQ

β|h|dξ
]
.

Отсюда, в силу неравенства (1.1.5), u(Q) > 0 и |u| ≤ u(Q) следует,
что uη(Q) < 0. Это противоречит тому, что в точке Q максимума
функции u частная производная uη(Q) = 0.

Случай Q ∈ C0B0 рассматривается аналогично теореме 1.1.1.
Замечание 1.1.1. Принцип экстремума для уравнения (1.1.3)

впервые был установлен в [142] при условиях: uη(0, η) ≤ 0 (≥ 0),
u ∈ C1(∆) ∩ C2(∆), L0u ≤ 0 (≥ 0) в ∆ \ A0B0; a, aξ, b, c ∈ C(∆);
a ≥ 0, h ≥ 0, c ≥ 0 в ∆.

Заметим, что из доказательства теорем 1.1.1 и 1.1.2 следует, что
если условия 1) и 2) этих утверждений выполнены вплоть до харак-
теристики C0B0 и производная uη непрерывна вплоть до C0B0, то
max

∆
u (min

∆
u) и max

∆
|u| достигаются только на отрезке A0B0. В этом

случае говорят, что для гиперболического уравнения (1.1.3) имеет ме-
сто сильный вариант принципа максимума.

1.1.2. Принцип максимума для уравнений смешанного
параболо-гиперболического типа

Теорема 1.1.3. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.1.1) в об-
ласти Ω+ ограничены и B(x, y) < 0, C(x, y) ≤ 0; 2) коэффициенты
уравнения (1.1.1) в области Ω− в характеристических координатах
(ξ, η) удовлетворяют условиям теоремы 1.1.1; 3) F (x, y) ≥ 0 (≤ 0) на
множестве Ω−∪Ω+∪A1B1; 4) u(x, y) ∈ C(Ω)∩C1(Ω∪AC)∩C2,1

x,y(Ω+∪
A1B1)∩C2(Ω−), L1u ≡ F (x, y), (x, y) ∈ Ω− ∪Ω+ ∪A1B1; 5) u(x, y) = 0
на характеристике AC.

Тогда, если max
Ω

u(x, y) > 0 (min
Ω
u(x, y) < 0), то этот максимум

(минимум) достигается на множестве AA1 ∪BB1.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



16 Гл. 1. Качественные свойства решений

Теорема 1.1.4. Пусть: 1) выполнены условия 1), 4) и 5) теоремы
1.1.1; 2) коэффициенты уравнения (1.1.1) в области Ω− в характе-
ристических координатах (ξ, η) удовлетворяют условиям теоремы
1.1.2; 3) F (x, y) ≡ 0.

Тогда, если max
Ω
|u(x, y)| > 0, то этот максимум достигается на

множестве AA1 ∪BB1.
Доказательство теорем 1.1.3 и 1.1.4 по существу одинаково, поэто-

му убедимся в справедливости теоремы 1.1.3.
Пусть max

Ω
u(x, y) = u(Q) > 0. Поскольку выполнены условия тео-

ремы 1.1.1, то в силу этой теоремы точка Q ∈ Ω+. Точка Q не при-
надлежит множеству Ω+ ∪ A1B1, так как для уравнения (1.1.1) в об-
ласти Ω+ справедлив принцип максимума [151], [139]. Поэтому точка
Q ∈ AB ∪ AA1 ∪BB1. Если точка Q ∈ AB, Q = (x0, 0), 0 < x0 < l, то
в силу работы [12]

lim
y→0+0

uy(x0, y) = uy(x0, 0 + 0) < 0. (1.1.8)

На основании теоремы 1.1.1 в точкеQ = (x0, 0) из гиперболической ча-
сти области Ω производная uy(x0, 0−0) ≥ 0, что в силу непрерывности
uy(x, y) в точке Q противоречит неравенству (1.1.8). Следовательно,
Q ∈ AA1 ∪BB1.

Теперь сформулируем принцип максимума для уравнения (1.1.2)
в области Ω.

Теорема 1.1.5. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.1.2) в об-
ласти Ω+ ограничены и A(x, y) < 0, C(x, y) ≤ 0; 2) коэффициенты
уравнения (1.1.2) в области Ω− в характеристических координатах
(ξ, η) удовлетворяют условиям теоремы 1.1.1; 3) F (x, y) ≥ 0 (≤ 0)
на множестве Ω− ∪ Ω+ ∪ BB1; 4) u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω ∪ AC) ∩
C1,2
x,y(Ω+ ∪ BB1) ∩ C2(Ω−), L2u ≡ F (x, y), (x, y) ∈ Ω− ∪ Ω+ ∪ BB1;

5) u(x, y) = 0 на характеристике AC. Тогда, если max
Ω

u(x, y) > 0

(min
Ω
u(x, y) < 0), то этот максимум (минимум) достигается на

множестве AA1 ∪A1B1.
Теорема 1.1.6. Пусть: 1)выполнены условия 1), 4) и 5) теоремы

1.1.5; 2) коэффициенты уравнения (1.3.7) в области Ω− в характе-
ристических координатах (ξ, η) удовлетворяют условиям теоремы
1.1.2; 3) F (x, y) ≡ 0. Тогда, если max

Ω
|u(x, y)| > 0, то этот максимум

достигается на множестве AA1 ∪A1B1.
Доказательство теоремы 1.1.6. Пусть max

Ω
|u(x, y)| = |u(Q)| >

0. В силу линейности и однородности уравнения (1.1.2) можно пола-
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гать u(Q) > 0. Тогда max
Ω

u(x, y) = u(Q) и |u| ≤ u(Q). В силу теоремы

1.1.4 точка Q ∈ Ω+. На основании внутреннего принципа максиму-
ма для параболических уравнений Q ∈ Ω+ ∪ BB1. Следовательно,
Q 6∈ AB ∪ B ∪ AA1 ∪A1B1. Пусть Q = (x0, 0) ∈ AB. Тогда в точке
(x0, 0) из параболической части области Ω, согласно [12], производная
uy удовлетворяет неравенству (1.1.8). С другой стороны, в силу теоре-
мы 1.1.2, uy(x0, 0−0) ≥ 0, что противоречит (1.1.8). Значит, Q 6∈ AB.
Допустим, что Q 6∈ AA1 ∪ A1B1. Следовательно, точка Q ≡ B. В
силу непрерывности функции u(x, y) в Ω в малой окрестности точки
B ≡ Q существует точка Pε = (xε, yε) ∈ Ω такая, что

u(Pε) > maxu(x, y) на AA1 ∪A1B1. (1.1.9)

Пусть Ωε = Ω ∩ {x < xε}. Тогда max
Ωε

u(x, y) = u(Qε) > 0. Из тео-

ремы 1.1.2 следует, что Qε 6∈ Ω−ε \ ABε, где Bε = (xε, 0), Ω−ε =
Ωε ∩ {y < 0}. Далее, рассуждая аналогично приведенному вы-
ше, получим, что Qε принадлежит только множеству AA1 ∪ A1B1ε,
B1ε = (xε, d). Отсюда следует:

u(Pε) < max
AA1∪A1B1ε

u(x, y) ≤ max
AA1∪A1B1

u(x, y),

что противоречит неравенству (1.1.9). Значит, точка Q ∈ AA1∪A1B1.

Замечание 1.1.2. В статье [4] впервые был установлен принцип
максимума для уравнения (1.1.1) при F (x, y) ≡ 0 и тех же ограни-
чениях на его коэффициенты в области Ω−, что и в работе [142], в
несколько иной формулировке.

1.1.3. Применение принципа максимума

Пример 1. Пусть в уравнении (1.1.2) K(y) = sgn y, F (x, y) ≡ 0,

A(x, y) =

{
A+(x, y) < 0, y ≥ 0,
A−(x, y), y ≤ 0,

B(x, y) =

{
B+(x, y), y ≥ 0,
B−(x, y), y ≤ 0,

C(x, y) =

{
C+(x, y), y ≥ 0,
C−(x, y), y ≤ 0;
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A+(x, y), B+(x, y), C+(x, y) ∈ C(Ω+), C−(x, y) ∈ C(Ω−), A−(x, y),
B−(x, y) ∈ C1(Ω−).

При этих условиях докажем, что задача Трикоми для уравнения
(1.1.2) с краевым условием u = 0 на AC∪AA1∪A1B1 в классе функций
C(Ω)∩C1(Ω∪AC)∩C1,2

x,y(Ω+ ∪BB0)∩C2(Ω−), L2u ≡ 0 на множестве
Ω− ∪ Ω+ ∪BB1 может иметь не более одного решения.

Введем новую функцию v(x, y) = u(x, y) exp(−µx), где µ = const >
0, которая является решением уравнения{

vyy +Avx +Bvy + (C + µA)v = 0, y > 0,
vxx − vyy + (2µ−A)vx −Bvy + (µ2 − C −Aµ)v = 0, y < 0.

(1.1.10)
В области Ω− перейдем в характеристические координаты ξ = x+ y,
η = x− y. Тогда уравнение (1.1.10) при y < 0 примет вид

vξη+
1

4
(2µ−A−B)vξ+

1

4
(2µ−A+B)vη+

1

4
(µ2−Aµ−C)v = 0, (1.1.11)

а область Ω− отобразится в область ∆ (см. §1.2).
Теперь за счет выбора постоянной µ покажем, что коэффициенты

уравнения (1.1.10) удовлетворяют условиям теоремы 1.1.6. Для этого
достаточно потребовать выполнения двух условий:

C − µ|A| ≤ 0 в Ω+, (1.1.12)

α(ξ, η)−
ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)|dt > 0 в ∆. (1.1.13)

В случае уравнения (1.1.11):

a(ξ, η) =
1

4
(2µ−A−B), b(ξ, η) =

1

4
(2µ−A−B),

C(ξ, η) =
1

4
(µ2 −Aµ− C),

β = e
µξ
2 eg, g = −1

4

∫
(A−B)dξ.

Тогда левая часть условия (1.1.13) принимает вид

1

4
(2µ−A−B)e

ξµ
2 eg −

ξ∫
0

e
µt
2 eg(t,η)|h(t, η)|dt ≥
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§ 1.2. Экстремальные свойства решений одного класса . . . 19

≥ 1

4
(2µ−A−B)e

µξ
2 eg − e

µξ
2

ξ∫
0

eg(t,η)|h(t, η)|dt.

Отсюда видно, что если µ > max{0, µ1},

µ1 = max
∆

{
2e−g

ξ∫
0

eg(t,η)|h(t, η)|dt+
1

2
(A+B)

}
,

то условие (1.1.13) выполнено. А для справедливости условия (1.1.12)
достаточно взять

µ ≥ µ2 = max
Ω+

C

|A|
.

Таким образом, если µ > max{0, µ1, µ2}, то для уравнения (1.1.10)
имеет место теорема 1.1.6. Отсюда следует, что v(x, y) ≡ 0 в Ω и,
стало быть, u ≡ 0 в Ω. Следовательно, в классе регулярных в Ω ре-
шений уравнения (1.1.2) при K(y) = sgn y задача Трикоми не имеет
вещественного спектра.

§ 1.2. Экстремальные свойства решений одного
класса параболических систем и их применения

В теории дифференциальных уравнений параболического типа
второго порядка важную роль играют внутренние и граничные прин-
ципы экстремума, так как на их основе получены и получаются инте-
ресные результаты как теоретического, так и прикладного характера.

Принципы экстремума в случае одного параболического уравне-
ния второго порядка достаточно хорошо изучены [151]. Однако для
систем параболического типа экстремальные свойства решений прак-
тически не изучены.

Здесь для одного класса параболических систем второго порядка
установлены новые принципы экстремума, найдены достаточно про-
стые условия для их справедливости и показаны применения этих
принципов при изучении краевых задач.

1.2.1. Принципы экстремума. Пусть G – ограниченная область
пространства точек (x, t) = (x1, x2, . . . , t), m > 1; ∂G = γ ∪ γ0 ∪ Σ –
граница области G, где γ — верхняя крышка, γ0 – нижняя крышка,
Σ – боковая часть параболической границы Γ = ∂G\γ области G.
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20 Гл. 1. Качественные свойства решений

На множестве G ∪ γ рассмотрим систему второго порядка

Li(u) ≡ aipquixpxq + bipuixp +
n∑
k=1

cikukuit − fi, (1.2.1)

где i = 1, n, n > 2, повторение индексов p и q означает суммирова-
ние по этим индексам от 1 до m; aipq(x, t), bip(x, t), cik(x, t) – задан-
ные в G вещественные ограниченные функции, причем для каждого
i: aipq(x, t) = aipq(x, t) и квадратичная форма aipqξpξq неотрицательно
определена на множестве G∪ γ при всех ξ ∈ Rm\{0}; функции fi(x, t)
определены на G ∪ γ; u = (u1, u2, . . . , un).

Определение 1.2.1. Под регулярным решением системы (1.2.1)
будем понимать функцию u(M) = u(x, t), удовлетворяющую услови-
ям: u(M) ∈ C(G) ∩ C2,1

x,t (G ∪ γ), Li(u) ≡ fi на множестве G ∪ γ при
всех i.

Теорема 1.2.1. Пусть на множестве G ∪ γ

cik > 0 при k 6= i, cii +
∑
k 6=i

cik < 0, fi > 0 (6 0) (1.2.2)

или
cik > 0 при k 6= i, cii +

∑
k 6=i

cik 6 0, fi > 0 (< 0) (1.2.3)

и u(M) – регулярное решение системы (1.2.1). Тогда, если
max
i

max
G

ui(M) > 0 (min
i

min
G

ui(M) < 0), то max
i

max
G

ui (max
i

max
G

ui)

достигается только на Γ.
Доказательство. Пусть max

i
max
G

ui(M) = uj(M0) > 0. Допу-

стим, что точкаM0 = (x0, t0) ∈ G∪γ. Тогда в точкеM0 в силу условий
(1.2.2) будем иметь

Lj [u(M0)] = ajpq(M0)
∂2uj(M0)

∂xp∂xq
+

n∑
k 6=j

cjk(M0)[uk(M0)− uj(M0)]+

+uj(M0)

cij +
n∑
i6=j

cij

− ∂uj(M0)

∂t
< 0.

Но, с другой стороны, Lj [u(M0)] = fj(M0) > 0. Полученное про-
тиворечие и доказывает справедливость принципа максимума с усло-
виями (1.2.2). Аналогично показывается принцип максимума при вы-
полнении условий (1.2.3). Для доказательства принципа минимума
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достаточно в силу линейности системы (1.2.1) ввести в рассмотрение
функцию −u(x, t). �

Следствие 1.2.1. Пусть на множестве G ∪ γ

cik(x, t) > 0 при k 6= j, fi 6 0 (> 0) (1.2.4)

и u(M) – регулярное решение системы (1.2.1). Тогда, если ui(M) >
0 (6 0) на Γ при любом i, i = 1, n, то ui(M) > 0 (6 0) в G при любом
i.

Доказательство. Введем вспомогательную функцию

v(x, t) = u(x, t) exp(−αt), α = const > 0, (1.2.5)

которая является регулярным решением системы.

L̃i(v) ≡ Li(v)− αvi = fie
−αt, i = 1, n. (1.2.6)

Если теперь положить α > max
i

sup
G

(
n∑
k=1

cik

)
, то учетом (1.2.4)

для системы (1.2.6) выполнены все условия теоремы 1.2.1. Отсюда
следует, что если min

i
min
G

vi(M) = vj(M0) < 0 , то точка M0 принад-

лежит только Γ. Допустим, что существуют i = s и точка M1 ∈ G∪γ,
такие, что us(M1) < 0. Тогда min

i
min
G

vi(x, t) = vj(M0) < 0 и в силу

сказанного выше точка M0 ∈ Γ. Но, с другой стороны, vj(M0) > 0.
Полученное противоречие и доказывает наше утверждение.�

Следствие 1.2.2. Пусть на множестве G∪ γ : cik(x, t) > 0 при

k 6= i,
n∑
k=1

cik(x, t) 6 c∗i < 0 и u(M) – регулярное решение системы

(1.2.1), где fi – ограниченные функции (|fi| 6 Ni). Пусть |ui(x, t)| 6
mi на Γ. Тогда

|ui(x, t) 6 max
i

{
Ni
|c∗i |

,mi

}
. (1.2.7)

Доказательство. Пусть N = max
i

{
Ni
|c∗i |

,mi

}
и рассмотрим в G

вспомогательные функции ω±(x, t) = (ω±1 , ω
±
2 , . . . , ω

±
n ), где

ω±i (x, t) = N ± ui(x, t), i = 1, n. (1.2.8)

Функции ω±i (x, t) > 0 на Γ, a на множестве G ∪ γ

Li(ω
±) = N

n∑
k=1

cik ± fi 6 Nc∗i +Ni 6 0.
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22 Гл. 1. Качественные свойства решений

Тогда no теореме 1.2.1 функции ω±i > 0 в G ∪ γ. Поэтому из (1.2.8)
следует (1.2.7).

Следствие 1.2.3. Пусть на множестве G ∪ γ функции cik(x, t) >
0, при k 6= 0 и u(x, t) – регулярное решение системы (1.2.1), где fi
– ограниченные функции (|fi| 6 Ni). Пусть |ui(x, t)| 6 mi на Γ и

α > max
i

sup
G

n∑
k=1

cik и α > 0. Тогда для всех (x, t) ∈ G, справедлива
оценка

|ui(x, t)| 6 eαt(Ñt+ m̃), (1.2.9)

где Ñ = maxiNi, m̃ = maximi.
Доказательство. По формуле (1.2.5) введем вспомогательную

функцию v(x, t), которая является регулярным решением системы
(1.2.6). Рассмотрим в G две функции ω±(x, t) = (ω±1 , ω

±
2 , . . . , ω

±
n ),

где
ω±i (x, t) = Ñt+ m̃± vi(x, t), i = 1, n. (1.2.10)

Легко заметить, что ω±i (x, t) > 0 на Γ, a на множестве G ∪ γ удо-
влетворяют системе уравнений

L̃i(ω
±) = Li(ω

±)−αω±i = (Ñt+ m̃)

n∑
k=1

cik− Ñ −α(Ñt+ m̃)± L̃i(ω±) =

= (Ñt+ m̃)

(
n∑
k=1

cik − α

)
−

−Ñ ± fie−αt < −Ñ + |fi| 6 0, i = 1, n,

правые части которых отрицательны. Отсюда следует, что функции
ω±t (x, t) и операторы L̃i полностью удовлетворяют условиям след-
ствия 1.2.1. Поэтому ω±i (x, t) > 0 на G ∪ γ и из (1.2.10) получим

|vi(x, t)| 6 Ñt+ m̃. (1.2.11)

Тогда из соотношений (1.2.11) и (1.2.5) следует (1.2.9).�
Замечание 1.2.1. Отметим, что при доказательстве следствия

1.2.3 предполагалось, что в области G переменная t > 0.
Теорема 1.2.2. Пусть на множестве G ∪ γ

cii +
∑
k 6=i

|cik| < 0, fi ≡ 0 (1.2.12)

u(M) – регулярное решение системы (1.2.1). Тогда max
i

max
G
|ui(M)| >

0 достигается только на Γ.
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Доказательство. Пусть max
i

max
G
|ui(M)| = |uj(M0)| > 0. В силу

линейности системы (1.2.1) и fi ≡ 0 можно считать, что uj(M0). Тогда
max
i

max
G

ui(M) = uj(M0) > 0 и |ui(M)| 6 uj(M0) в G. Допустим, что

M0 ∈ G ∪ γ. Тогда в этой точке в силу условий (1.2.12) будем иметь

Lj [u(M0)] = ajpq(M0)
∂uj(M0)

∂xp∂xq
+ cjjuj(M0)− ∂uj(M0)

∂t
+

+
∑
k 6=j

cjkuk(M0) 6 aipq(M0)
∂2uj(M0)

∂xp∂xq
−

−∂uj(M0)

∂t
+ uj(M0)

cjj +
∑
k 6=j

|cjk|

 < 0,

что противоречит Lj [u(M0)] = 0.�
Следствие 1.2.4. Пусть выполнены условия теоремы 1.2.2. Тогда

всюду в G справедлива оценка

|ui(x, t)| < max
i

max
Γ
|ui(x, t)|.

В дальнейшем будем предполагать, что оператор Li при каждом
i локально равномерно параболичен в области G.

Определение 1.2.2. Пусть M0 = (x0, t0) ∈ G∪γ. Область G(M0)
назовем подчиненной точке M0, если G(M0) ⊂ G и любую точку
M ∈ G(M0) при t < t0 можно соединить с точкой M0 ломаной, при-
надлежащей G ∪ {(x0, t0)} и однозначно проецирующейся на ось Ot.

Теорема 1.2.3. Пусть на множестве G ∪ γ

cik > 0 при k 6= i, cii +
∑
k 6=i

cik 6 0, fi > 0 (6 0) (1.2.13)

и u(M) – регулярное решение системы (1.2.1). Пусть
max
i

max
G

ui(M) = uj(M0) > 0 (min
i

min
G

ui(M) = uj(M0) < 0).

Если точка M0 ∈ G ∪ γ, то uj(M) ≡ const в подобласти G(M0),
подчиненной точке M0 = (x0, t0).

Доказательство. Введем вспомогательную функцию ω(M) =
(ω1, ω2, . . . , ωn), где ωi(M) = ui(M)− uj(M0), которая является регу-
лярным решением системы

Li(ω) = fi − uj(M0)
n∑
k=1

cik
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24 Гл. 1. Качественные свойства решений

и ωi(M) 6 0 в G, maxi maxG ωi(M) = ωj(M0) = 0. Отсюда легко
заметить, что функция ωj(M) является регулярным решением пара-
болического уравнения

Πj(ωj) ≡ ajpgωjxpxq + bjpωj + cjjωj − ωji = gj , (1.2.14)

где

gj = fi − uj(M0)
n∑
k=1

cjk −
∑
k 6=j

cjkωk.

В силу условий (1.2.13) правая часть уравнения (1.2.14) неотри-
цательна на множестве G ∪ γ Поскольку оператор Πj локально рав-
номерно параболичен и его коэффициенты ограничены в G, то в силу
результатов Ниренберга [151] функция ωj(M) ≡ const в подчиненной
точке M0 ∈ G ∪ γ области G(M0). �

Теорема 1.2.4. Пусть на множестве G ∪ γ

cii +
∑
k 6=i

|cik| 6 0, fi ≡ 0 (1.2.15)

и u(M) – регулярное решение системы (1.2.1). Пусть
max
i

max
G
|ui(M)| = |uj(M0)| > 0. Если точка M0 ∈ G ∪ γ, то

uj(M) ≡ const в области G(M0), подчиненной точке M0.
Доказательство. Не теряя общности, будем считать, что

uj(M0) > 0. Тогда maxi maxG ui(M) = uj(M0) > 0 и |ui(M)| 6 uj(M0)
вG. Теперь, рассуждая аналогично доказательству теоремы 1.2.3, вве-
дем новую функцию ω(M). При этом функция ωj(M) = uj(M) −
uj(M0) является решением параболического уравнения (1.2.14), пра-
вая часть которого в силу условия (1.2.15) на множестве G ∪ γ неот-
рицательна. В самом деле,

gj = −uj(M0)cjj−
∑
k 6=j

cjk[uj(M0)+ωk] > −uj(M0)

cjj +
∑
k 6=j

|cjk|

 > 0.

Если теперь точка M0 ∈ G ∪ γ, то в силу результатов [151] функция
ωj(M) ≡ const в области G(M0), подчиненной точке M0. �

Замечание 1.2.2. Если в условиях теоремы 1.2.3 или 1.2.4 функ-
ции ui(M) не равны постоянной в любой подобласти области G, то
точка M0 принадлежит только Γ.
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Замечание 1.2.3. В теореме 1.2.4 условия (1.2.15) существен-
ны, ибо их нарушение влечет за собой несправедливость утвержде-
ния этой теоремы. В качестве примера рассмотрим в цилиндре Q =
{(x1, x2, t)|x2

1 + x2
2 < r2, 0 < t < T} систему

∂2u1

∂x2
1

+
∂2u2

∂x2
2

+ 4βu1 − 4β2(x2
1 + x2

2)u2 −
∂u1

∂t
= 0,

∂2u1

∂x2
1

+
∂2u2

∂x2
2

− 4β2(x2
1 + x2

2)u1 + 4βu2 −
∂u2

∂t
= 0,

(1.2.16)

где β = const > 0, для которой условие (1.2.15) имеет вид

cii +
∑
k 6=i

|cik| = 4β + 4β2(x2
1 + x2

2) > 0.

Система (1.2.16) имеет решение u = (u1, u2), где u1 = u2 =
exp[−β(x2

1 + x2
2) + t]. Отсюда видно, что функции u1 и u2 достига-

ют своего положительного наибольшего значения на верхней крышке
γ области Q, т. е. на множестве Q∪ γ, хотя не являются постоянными
в цилиндре Q.

Замечание 1.2.4. Если в теореме 1.2.3
n∑
k=1

cik ≡ 0 в G ∪ γ при

любом i, i = 1, n, то нет необходимости в условии

max
i

max
G

ui(M) > 0 (min
i

min
G

ui(M) < 0).

Следствие 1.2.5. Пусть выполнены условия теоремы 1.2.4. Тогда
всюду в G справедлива оценка

|ui(x, t) 6 |max
i

max
Γ
|ui(x, t)|.

Доказательство. Пусть N = max
i

max
Γ
|ui(x, t)|. Рассмотрим в G

две функции ω±(x, t) = N ± u(x, t). Легко видеть, что ω±i (x, t) > 0 на
Γ, а на G ∪ γ

Li(ω
±) = N

n∑
k=1

cik ± Li(u) 6 N

cii +
∑
k 6=i

|cik|

 6 0.

Тогда в силу следствия 1.2.1 функции ω±i = N ± ui(x, t) > 0 в G.
Отсюда следует |ui(x, t)| 6 N в G. �
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Определение 1.2.3. Будем говорить, что граничная точкаM0 =
(x0, y0) ∈ Γ области G обладает свойством строгой сферичности из-
нутри, если существует шар B с центром в точке M1 = (x1, t1), такой,
что B ⊂ G, B ∩ Γ = {M0} и x1 6= x0.

Теорема 1.2.5. Пусть: 1) выполнены условия теоремы 1.2.3; 2)
точка M0 = (x0, y0) ∈ Γ и Γ обладает свойством строгой сферич-
ности изнутри. Тогда либо функция uj(M) ≡ const в окрестности
точки M0 при t 6 t0, либо для любого направления l, исходящего из
точки M0 и удовлетворяющего условию cos (̂l, ~n) > 0, справедливо
неравенство

∂uj(M0)

∂l
= lim
δ→0+0

uj(M0 + δl)− uj(M0)

δ
< 0, (1.2.17)

(
∂uj(M0)

∂l
= lim
δ→0+0

uj(M0 + δl)− uj(M0)

δ
> 0

)
где ~n – вектор внутренней нормали к границе Γ в точке M0.

Доказательство. Пусть uj(M) = const. Тогда существует
окрестность V точки M0, такая, что uj(M) < uj(M0) < при всех
M ∈ (G ∪ γ) ∩ V . Аналогично доказательству теоремы 1.2.3 введем
вспомогательную функцию ω(M) = (ω1, ω2, . . . , ωn), где ωi(M) =
ui(M)−uj(M0). При этом функция ωj(M) является регулярным реше-
нием параболического уравнения (1.2.14), у которого оператор Πj ло-
кально равномерно параболичен и правая часть gj > 0 на множестве
G ∪ γ. Тогда в силу результатов Р.О. Выборного [12] и А. Фридмана
[139, с. 69] справедливо

∂ωj(M0)

∂l
< 0. (1.2.18)

Из оценки (1.2.18) уже просто следует (1.2.17). �
Теорема 1.2.6. Пусть: 1) выполнены условия теоремы 1.2.4; 2)

точка M0 = (x0, y0) ∈ Γ и Γ обладает свойством строгой сферич-
ности изнутри. Тогда либо функция uj(M) ≡ const в окрестности
точки M0 при t 6 t0, либо для любого направления l, исходящего из
точки M0 и удовлетворяющего условию cos (̂l, ~n) > 0, справедливо
неравенство

∂|uj(M0)|
∂l

< 0.

Доказательство этого утверждения проводится аналогично дока-
зательству теоремы 1.2.5.
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В теоремах 1.2.5 и 1.2.6 условие 2) о гладкости параболической
границы Γ области G является довольно сильным требованием. По-
этому при изучении краевых задач представляет интерес доказатель-
ство аналогов теорем 1.2.5 и 1.2.6 при более слабых ограничениях на
гладкость боковой поверхности Σ.

Пусть M = (x, t), M0 = (x0, t0), M0 = (x, t0);

Σ0 = {M0 ∈ Σ | ∀M0 ∃M0 ∈ G ∪ γ((M0M
0] ⊂ G ∪ γ)}.

Пусть в граничной точке M0 ∈ Σ0 задан орт

M0ν = (ν1, ν2, . . . , νm, 0), νi = cos(Oxi,M0ν), i = 1,m, (1.2.19)

и (y, τ) = (y1, y2. . . . , ym, τ) – местная декартова система коорди-
нат с началом в точке M0, ось M0y1 которой имеет направляю-
щим ортом (1.2.19), а ось M0τ — одинаковое направление с осью
Ot; y = (y1, y

′), y′ = (y2, . . . , ym) (при m > 2), z′ = (y′, τ), |y′|2 =
m∑
i=2

y2
i , |z′i|20 = |y′|2 + |τ |.

Определение 1.2.4. Полуконусом с вершиной в точке M0 ∈ Σ0

с осью вдоль орта (1.2.19) назовем множество

K(M0) = {(y, τ)|
√
k | z′|0 < y1 6 h; τ 6 0}, (1.2.20)

где k и h – положительные постоянные.
Определение 1.2.5. Будем говорить, что поверхность Σ0 удовле-

творяет условию полуконуса, если существуют положительные числа
k, h и единичное непрерывное векторное поле ортов M0ν, заданное
на Σ0, такие, что для каждой точки M0 ∈ Σ0 существует полуконус
(1.2.20) такой, что

K(M0)\{M0} ⊂ G ∪ γ, K(M0) ∩ γ0 = ∅.

Например, поверхность Σ0 удовлетворяет условию полуконуса, ес-
ли сечения Σ0∩{t = t0} по переменной x удовлетворяют условию Лип-
шица, а сечения поверхности Σ0 с гиперплоскостями, параллельными
оси Ot, удовлетворяют по t условию Гёльдера с показателем > 1/2,
т.е. когда Σ0 ∈ H1,1/2

x,t .
Теорема 1.2.7. Пусть: 1) выполнены условия теоремы 1.2.3; 2)

точка M0 ∈ Σ0 и поверхность Σ0 удовлетворяет условию полукону-
са; 3) uj(M) < uj(M0) (uj(M) > uj(M0)) при всехM ∈ G∪γ∩{t 6 t0}.
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Тогда в любой полуокрестности V −(M0) ⊂ Σ∩{t 6 t0} точки M0 су-
ществует точка M1 ∈ Σ0 ∩ V −(M0) такая, что

∂uj(M1)

∂M1v
< 0

(
∂uj(M1)

∂M1v
> 0

)
. (1.2.21)

Доказательство. Как и в случае доказательства теоремы 1.2.3,
введем вспомогательную функцию ω(M) = (ω1, ω2, . . . , ωn), где
ωj(M) = uj(M) − uj(M0) является регулярным решением параболи-
ческого уравнения (1.2.14). Поскольку оператор Πj , определенный ле-
вой частью уравнения (1.2.14), локально равномерно параболичен и
его коэффициенты ограничены в G и правая часть уравнения (1.2.14)
неотрицательна на G ∪ γ (см. доказательство теоремы 1.1.3), то в
силу результатов Л.И. Камынина и Б.П. Химченко [46, 47] в лю-
бой полуокрестности V −(M0) ⊂ Σ ∩ {t 6 t0} точки M0 максиму-
ма функции ωj(M) найдется точка M1 ∈ Σ0 ∩ V −(M0) такая, что
∂ωj(M1)/∂M1ν < 0. Отсюда следует справедливость оценки (1.2.21).
�

Теорема 1.2.8. Пусть: 1) выполнены условия теоремы 1.2.4; 2)
точкаM0 ∈ Σ0 и Σ0 удовлетворяет условию полуконуса; 3) |uj(M)| <
|uj(M0)| при всехM ∈ G∪γ∩{t 6 t0}. Тогда в любой полуокрестности
V −(M0) ⊂ Σ ∩ {t 6 t0} точки M0 существует точка M1 ∈ Σ0 ∩
V −(M0) такая, что ∂|uj(M1)|/∂M1ν < 0.

Справедливость этой теоремы доказывается аналогично теоремам
1.2.4, 1.2.7.

Замечание 1.2.5. Аналог теоремы 1.2.7 для одного равномер-
но эллиптического уравнения второго порядка впервые был установ-
лен Н.С. Надирашвили [76], когда граница рассматриваемой области
удовлетворяет условию конуса. Его результаты Л.И. Камынин и Б.Н.
Химченко [46, 47] перенесли на вырождающиеся параболические урав-
нения.

На основании установленных выше результатов нетрудно полу-
чить единственность и устойчивость решения начально-граничных за-
дач [93].

1.2.2. Задача Коши. В этом пункте систему (1.2.1) рассмотрим
в полосе G = Rm × (0, T ) и предположим, что функции aipq(x, t) и
cik(x, t) при k 6= i ограничены в G, а остальные коэффициенты си-
стемы (1.2.1) ограничены в любой ограниченной подобласти области
G.

Задача Коши. Найти в области G регулярное решение системы
(1.2.1), удовлетворяющее начальному условию u(x, 0) = u0(x), x ∈
Rm, где u0(x) – заданная непрерывная вектор-функция.
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Лемма 1.2.1. Пусть на множестве G ∪ γ : cik(x, t) > 0 при

k 6= i, fi 6 0,
n∑
k=1

cik(x, t) ограничена сверху и u(x, t) – регулярное

решение системы (1.2.1). Тогда если ui(x, 0) > 0 в Rm и равномерно
по t ∈ [0, T ] существует предел

lim
|x|→∞

ui(x, t) > 0, (1.2.22)

mo ui(x, t) > 0 в G.
Доказательство. В силу предела (1.2.22) существует достаточно

большое число R > 0, такое, что при |x| = R и 0 6 t 6 T ui(x, t) > 0.
Тогда на основании следствия 1.2.1 функции ui(x, t) > 0 при |x| 6 R
и 0 6 t 6 R. Отсюда следует утверждение леммы. �

Пусть

M1 = max
i

sup
G

max
|ξ|=1

m∑
p,q=1

aipqξpξq, M2 = max
i

sup
G

m∑
p=1

aipp.

Лемма 1.2.2. Пусты: 1) на множестве G ∪ γ выполнены
cik(x, t) > 0 при k 6= i, fi 6 0,

∑m
p=1 |bip| 6 K1(|x| + 1), cii(x, t) 6

K2(|x|2 + 1), K1, K2 – положительные постоянные; 2) ui(x, t) >
−c1 exp(c2|x|2) в G некоторых положительных постоянных c1 и c2;
3) ui(x, 0) > 0 в Rm. Тогда ui(x, t) > 0 в G.

Доказательство. Рассмотрим функцию v = uE−1, где E(x, t) =

exp
(
k|x|2
1−µt + αt

)
, 0 6 t 6 1

2µ ; k, α, µ – положительные постоянные,
которая является решением системы

m∑
p,q=1

aipqvixpxq +
m∑
p=1

bipvixp +
m∑
k=1

cikvk = f i, (1.2.23)

где f i = fiE
−1, cii = Πi(E)E−1, cik = cik при k 6= i,

bip = bip + 2
m∑
q=1

aipqExqE
−1.

В силу условия 1) нетрудно показать, что cii < 0 в G. В самом деле,

cii = E−1Πi(E) =
4k2

(1− µt)2

m∑
p,q=1

aipqxpxq +
2k

1− µt

m∑
p=1

aipp+
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+
2k

1− µt

m∑
p=1

bipxp + cii −
µk|x|2

(1− µt)2
− α 6

6 (16k2M1 + 8kK1 +K2 − µk) |x|2−

−4kK1

(
|x| − 1

2

)2

+ (kK1 + 4kM2 +K2 − α) 6 0

при надлежащем подборе постоянных µ и α при любом k > 0. После
этого легко видеть, что коэффициенты системы (1.2.23) удовлетво-
ряют условиям леммы 1.2.1. Из условия 2) леммы следует, что при
фиксированном k > c2 равномерно по t ∈ [0, 1/2µ]

lim
|x|→∞

vi(x, t) = lim
|x|→∞

uiE
−1 > 0.

Следовательно, для системы (1.2.23) выполнены все условия лем-
мы 1.2.1. Тогда vi(x, t) > 0 и, стало быть, ui(x, t) > 0 в Rm × [0, 1/2µ].
Повторяя приведенные выше рассуждения для полосы [1/2µ, 1/µ], по-
том для полосы [1/µ, 2/µ] и т.д., установим, что ui(x, t) > 0 всюду в
G.

Определение 1.2.6. Функцию u = (u1, u2, . . . , un), заданную в
G, будем называть принадлежащей классу Тихонова, если существу-
ют постоянные c1, c2 > 0, такие, что |ui(x, t)| 6 c1 exp(c2|x|2), i = 1, n.

Теорема 1.2.14. Если коэффициенты системы (1.2.1) удовле-
творяют условию 1) леммы 1.2.2, то задача Коши в классе Тихонова
может иметь не более одного решения.

Справедливость этой теоремы следует из леммы 2.
Замечание 1.2.6. Отметим, что система (1.2.1) возникает при

изучении математических моделей хищник-жертва, при исследова-
нии вопроса о распределении концентраций веществ, участвующих
в процессе жизнедеятельности живой клетки [120] и в других моде-
лях. В работах [44, 45] для системы (1.2.1) исследована краевая задача
на сопряжение из [120] в более общей постановке и получены теоре-
ма единственности решения этой задачи и оценка модуля компонент
вектор-функции u(x, t) в классе непрерывных функций. Используя из-
ложенные выше результаты, можно получить утверждения из [44, 45]
при довольно слабых ограничениях на заданные функции и гладкость
границы рассматриваемой области.
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§ 1.3. О спектральном влиянии гиперболической
части уравнений смешанного типа на корректность

задачи Трикоми

1.3.1. Постановка задач. Формулировка основных
результатов

Рассмотрим уравнения смешанного параболо-гиперболического
типа

L1u ≡
{
uxx − uy − λ1u = 0, y > 0,
−uxx + uyy − λ2u = 0, y < 0,

(1.3.1)

L2u ≡
{
ux − uyy − λ1u = 0, y > 0,
uxx − uyy + λ2u = 0, y < 0,

(1.3.2)

где λ1 и λ2 − вещественные параметры, в области Ω (см. рис. 1) и
поставим аналоги задачи Трикоми.

Задача T1. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую услови-
ям:

u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) ∩ C2,1
x,y(Ω+ ∪A1B1) ∩ C2(Ω−), (1.3.3)

L1u ≡ 0, (x, y) ∈ Ω− ∪ Ω+ ∪A1B1; (1.3.4)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ CA ∪AA1 ∪BB1, (1.3.5)

где ϕ − заданная достаточно гладкая функция.
Задача T2. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям

(1.3.3) и
L2u ≡ 0, (x, y) ∈ Ω− ∪ Ω+ ∪A1B1; (1.3.6)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ CA ∪AA1 ∪A1B1, (1.3.7)

где ψ − заданная достаточно гладкая функция.

В 1977 г. Т.Ш. Кальменов [41] впервые на основе принципа экстре-
мума А.В. Бицадзе [6] и теории положительных решений операторных
уравнений М.А. Красносельского [60] доказал существование спектра
задачи Трикоми для уравнения

L(z) = −(sgn y)zxx − zyy = λz. (1.3.8)

В работах [73, 85, 92] путем развития метода Трикоми [136] дока-
зательства единственности решения задачи Трикоми получены доста-
точные условия отсутствия спектра этой задачи для уравнения (1.3.8)
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на плоскости изменения параметра λ, для специальных областей по-
строены собственные функции задачи Трикоми и изучены их свой-
ства.

При исследовании задачи Трикоми для общих уравнений смешан-
ного эллиптико-гиперболического и параболо-гиперболического ти-
пов, кроме естественных условий гладкости, возникают жесткие огра-
ничения неравенственного характера на их коэффициенты в области
гиперболичности [3, 142, 88, 4, 74, 21, 106], которые являются доста-
точными условиями для единственности решения задачи Трикоми в
определенном классе решений. В связи с этим возникают следующие
вопросы.

1. Можно ли снять эти ограничения в области гиперболичности,
т.е. можно ли доказать хотя бы единственность решения задачи Три-
коми без каких-либо ограничений неравенственного характера в об-
ласти гиперболичности?

2. Если же не удается избавиться от этих ограничений, то мож-
но ли их существенно ослабить и выяснить, насколько они близки к
необходимым условиям однозначной разрешимости задачи Трикоми?

В данной работе эти вопросы решаются для уравнений (1.3.1),
(1.3.2), которые являются представителями уравнений смешанного
параболо-гиперболического типа. Уравнение (1.3.1) является уравне-
нием смешанного типа с характеристической линией изменения типа
(т.е. время направлено вдоль оси Oy), а (1.3.2) − уравнением сме-
шанного типа с нехарактеристической линией изменения типа (время
в параболической части направлено вдоль оси Ox). Поэтому крае-
вые условия в задачах T1 и T2 в области параболичности заданы по-
разному. Оказывается, этот момент играет существенную роль при
исследовании задач .

В п. 1.3.2 изучена задача T1 и показано, что единственность ее ре-
шения в классе регулярных решений уравнения (1.3.1) существенным
образом зависит от параметров λ1 и λ2. Если λ1 > 0, что в обла-
сти параболичности гарантирует выполнение принципа экстремума,
то найдется такое значение λ2, при котором однородная задача имеет
ненулевое неотрицательное решение.

В п. 1.3.3 изучена задача T2 и доказано, что она вообще не имеет
ни вещественного, ни комплексного спектра.

1.3.2. Исследование задачи T1

Определение 1.3.1. Под регулярным в Ω решением уравнения
(1.3.1) будем понимать функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям
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(1.3.3), (1.3.4) и, кроме того, 2uη = ux − uy ∈ C(Ω− ∪ AC), |∇u| =

O(r
−1/2+ε1
A ), |∇u| = O(r

−1/2+ε2
B ), r2

A = x2 + y2, r2
B = (l − x)2 + y2,

ε1, ε2 > 0.

10. Случай, когда λ2 ≥ 0. В области Ω− для уравнения (1.3.1)
рассмотрим задачу Дарбу (см. [94], [110, §2.1]): найти регулярное ре-
шение в Ω− уравнения (1.3.1), удовлетворяющее краевым условиям

u(x, 0) = τ(x), 0 ≤ x ≤ l, u(x,−x) = 0, 0 ≤ x ≤ l/2, τ(0) = 0.

Решение этой задачи построено в явном виде и оно определяется фор-
мулой (2.1.13) [110, с. 76]). Из этой формулы вычислим

ν(x) = τ ′(x) + λ2

x∫
0

τ(t)J1

[√
λ2(x− t)

]
dt. (1.3.9)

Справедлива следующая
Лемма 1.3.1. Если u = 0 на характеристике AC и λ2 ≥ 0, то

для любого регулярного решения уравнения (1.3.1) имеет место нера-
венство

J =

x∫
0

τ(t)ν(t)dt ≥ 0, 0 ≤ x ≤ l.

Доказательство. Используя равенство (1.3.9), преобразуем ин-
теграл

J =
τ2(x)

2
+ λ2

x∫
0

τ(t)

t∫
0

J1

[√
λ2(t− s)

]
τ(s)dsdt.

Заменим функцию Бесселя J1( · ) ее интегральным представлени-
ем [5. Т. II, с. 92]:

J1

[√
λ2(t− s)

]
=

√
λ2

π
(t− s)

1∫
−1

√
1− ξ2 cos

[√
λ2(t− s)ξ

]
dξ.

Тогда выражение для интеграла J примет вид

J =
τ2(x)

2
+
λ2

π

1∫
−1

√
1− ξ2dξ

x∫
0

τ(t)dt

t∫
0

τ(s) cos
[√

λ2(t− s)ξ
]
ds =

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



34 Гл. 1. Качественные свойства решений

=
τ2(x)

2
+
λ2

π

1∫
−1

√
1− ξ2dξ ×

×

[ x∫
0

τ(t) cos
(
tξ
√
λ2

)
dt

t∫
0

τ(s) cos
(
sξ
√
λ2

)
ds+

+

x∫
0

τ(t) sin
(
tξ
√
λ2

)
dt

t∫
0

τ(s) sin
(
sξ
√
λ2

)
ds

]
=

=
τ2(x)

2
+
λ2

2π

1∫
−1

√
1− ξ2

[
Φ2(x, ξ) + F 2(x, ξ)

]
dξ ≥ 0,

где

Φ(x, ξ) =

t∫
0

τ(s) cos
(
sξ
√
λ2

)
ds, F (x, ξ) =

t∫
0

τ(s) sin
(
sξ
√
λ2

)
ds.

Отметим, что знакоопределенность интеграла J показана также
в работах [85, 117, 21], близких к нашим рассуждениям.

Лемма 1.3.2. Если λ1 ≥ 0 и

lim
x→0+0

u(x, 0)ux(x, 0) = lim
x→l−0

u(x, 0)ux(x, 0) = 0, (1.3.10)

то для любого регулярного в области Ω+ решения уравнения (1.3.1)
справедливо неравенство

l∫
0

τ(x)ν(x)dx ≤ 0.

Доказательство. В области Ω+ рассмотрим тождество

u(uxx − uy − λ1u) = (uux)x − uuy − u2
x − λ1u

2

и интегрируем его по x вдоль отрезка AhBh прямой y = h, 0 < h < d,
где Ah = (ε, h), Bh = (l − ε, h), ε > 0 − достаточно малое число.
В полученном равенстве, переходя к пределу при h → 0, затем при
ε→ 0, с учетом условия (1.3.10) получим

l∫
0

τ(x)ν(x)dx = −
l∫

0

[τ ′ 2(x) + λ1τ
2(x)]dx. (1.3.11)
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Отсюда и следует утверждение леммы при λ1 ≥ 0.
Теорема 1.3.1. Пусть u(x, y) − решение однородной задачи

(1.3.3) − (1.3.5) из класса регулярных решений уравнения (1.3.1), удо-
влетворяющее условию (1.3.10). Тогда u ≡ 0 в Ω при всех λ2 ≥ 0 и
λ1 > −(π/l)2.

Доказательство. Легко видеть, что из равенства (1.3.11) в силу
лемм 1.3.1 и 1.3.2 при λ2 ≥ 0 и λ1 ≥ 0 следует u(x, 0) ≡ τ(x) = 0 на
[0, l]. Тогда отсюда вытекает, что u(x, y) ≡ 0 в Ω.

Пусть теперь λ2 ≥ 0 и λ1 < 0. Тогда в силу леммы 1.3.1 из равен-
ства (1.3.11) имеем

l∫
0

τ ′ 2(x)dx ≤ −λ1

l∫
0

τ2(x)dx. (1.3.12)

С другой стороны, на основании неравенства Фридрихса [90,
с. 190]

l∫
0

τ2(x)dx ≤
(
l

π

)2
l∫

0

τ ′ 2(x)dx. (1.3.13)

Тогда из (1.3.12) и (1.3.13) при −(π/l)2 < λ1 < 0 следует един-
ственность решения задачи T1.

20. Случай, когда λ2 < 0. Введем новую функцию

w(x, y) = u(x, y)exp(−αx), α ∈ R, (1.3.14)

которая в области Ω является регулярным решением уравнения

K1(w) ≡
{
wxx − wy + 2αwx + (α2 − λ1)w = 0, y > 0,
wxx − wyy + 2αwx + (α2 + λ2)w = 0, y < 0.

(1.3.15)

В области Ω− перейдем к характеристическим координатам ξ =
x+ y, η = x− y. При этом уравнение (1.3.15) принимает вид

wξη +
α

2
wξ +

α

2
wη +

α2 + λ2

2
w = 0, (1.3.16)

а область Ω− отобразится в область ∆.
В области ∆ рассмотрим более общее, чем (1.3.15), уравнение

K̃1(w) ≡ wξη + a(ξη)wξ + b(ξ, η)wη + c(ξ, η)w = 0, (1.3.17)
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и пусть его коэффициенты являются достаточно гладкими в ∆.
Лемма 1.3.3. Если w = 0 на характеристике AC и коэффициен-

ты уравнения (1.3.17) удовлетворяют условиям (I) или (II): 2c− aξ − bη − c2/(aξ + 2ab) ≥ 0 в ∆,
aξ + 2ab > 0, a 6= 0 в ∆,
a > 0 на η = ξ, b ≥ 0 на η = l;

(I)


2c− aξ − bη − (c/a)η ≥ 0 в ∆,
aξ + 2ab ≥ 0, в ∆,
a > 0, c ≤ 0 на η = ξ,
b+ c/a ≥ 0 на η = l,

(II)

то для любого регулярного решения уравнения (1.3.17) справедливо
неравенство

x∫
0

[w(t, 0)wy(t, 0) + (b− a)w2(t, 0)]dt ≥ 0, x ∈ [0, l]. (1.3.18)

Доказательство. В области ∆ рассмотрим тождества

2wK̃1(w) ≡
(
wwη + aw2 +

1

a
w2
η

)
ξ

+
(
wwξ + bw2

)
η

+

+a−2(aξ + 2ab)−1 [(aξ + 2ab)wη + acw]
2

+

+(2c− aξ − bη − c2/(aξ + 2ab))w2 ≡ 0, (1.3.19)

2wK̃1(w) ≡
(
wwη + aw2 +

1

a
w2
η

)
ξ

+
(
wwξ + bw2 +

c

a
w2
)
η

+

+
aξ + 2ab

a2
w2
η +

[
2c− aξ − bη −

( c
a

)′
η

]
w2 ≡ 0. (1.3.20)

На прямой η = ξ возьмем точку (x, x), 0 < x < l, и через нее
проведем характеристику η = x уравнения (1.3.17). Обозначим через
∆x область, ограниченную отрезками прямых η = x, η = ξ и ξ = 0.
Пусть коэффициенты уравнения (1.3.17) удовлетворяют условиям (I).
Тогда, интегрируя тождество (1.3.19) по области ∆x, получим тре-
буемое неравенство. Когда выполнены условия (II), то, интегрируя
тождество (1.3.20) по области ∆x, снова получим (1.3.18).

Следствие 1.3.1. Если w = 0 на AC и α ≥
√
| λ2 |, то для любо-

го регулярного решения уравнения (1.3.16) справедливо неравенство
(1.3.18).
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Теорема 1.3.2. Пусть u(x, y) − решение однородной задачи T из
класса регулярных в Ω решений уравнения (1.3.1), удовлетворяющее
условию (1.3.10). Тогда u(x, y) ≡ 0 в Ω при всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 −
(π/l)2.

Доказательство. Пусть функция u(x, y) удовлетворяет услови-
ям теоремы. Введем функцию w(x, y) = u(x, y)exp(−αx), где α ≥√
| λ2 |, которая в области Ω является решением однородной задачи

T для уравнения (1.3.15).
В области Ω+ рассмотрим тождество

wK1(w) =
(
wwx + αw2

)
x
− wwy − w2

x − (λ1 − α2)w2 ≡ 0

и проинтегрируем его по отрезку AhBh (см. доказательство леммы
1.3.2). В полученном равенстве, переходя к пределу при h→ 0, затем
при ε→ 0, с учетом (1.3.10) получим

l∫
0

w(x, 0)wy(x, 0)dx = −
l∫

0

[w2
x(x, 0) + (λ1 + λ2)w2(x, 0)]dx.

На основании последнего равенства и следствия 2.4.1 аналогично до-
казательству теоремы 2.4.1 нетрудно показать, что w(x, y) ≡ 0 в Ω.
Но тогда u(x, y) ≡ 0 в Ω.

Замечание 1.3.1. Используя интегральные представления реше-
ний уравнения (1.3.1) в областях Ω+ и Ω− на основании теорем 1.3.1
и 1.3.2, несложно получить соответствующие теоремы существования
решения задачи T1 при некоторых ограничениях на краевую функцию
ϕ(x, y) (см., например, [21]).

30. Случай, когда λ2 = 0. Пусть u(x, y) − решение однородной
задачи T . Тогда, переходя к пределу в уравнении (1.3.1) при y → 0+0,
получим

τ ′′(x)− ν(x)− λ1τ(x) = 0. (1.3.21)

Из гиперболической части

ν(x) = τ ′(x). (1.3.22)

Исключая из уравнения (1.3.21) и (1.3.22) функцию ν(x), будем
иметь

τ ′′(x)− τ ′(x)− λ1τ(x) = 0, τ(0) = τ(l) = 0. (1.3.23)
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Легко видеть, что если λ1 = −1/4 − (nπ/l)
2
, n ∈ N, то краевая

задача (1.3.23) имеет собственные функции

τn(x) = ex/2 sin
√
|λ1 + 1/4|x = ex/2 sin

πn

l
x.

Следовательно, при λ2 = 0 и λ1 6= −
1

4
−
(πn
l

)2

, n ∈ N, нетрудно
показать, что задача T имеет единственное решение. Поэтому числа

λ2 = 0, λ1 = −1

4
−
(πn
l

)2

образуют спектр задачи T и в этом слу-
чае несложно выписать все соответствующие собственные функции
задачи T .

40. Случай, когда λ2 < 0 и λ1 +λ2 ≤ −(π/l)2. В области Ω− для
уравнения (1.3.1) снова рассмотрим первую задачу Дарбу. Решение
этой задачи определяется формулой (2.1.13) [110, с. 76]. Отсюда при
u(x,−x) = ψ(x) = 0 и g(ξ, η) ≡ 0 получим

u(x, y) = τ(x+ y)− yβ2

x+y∫
0

τ(t)I1

[
β
√

(x+ y − t)(x− y − t)
]
dt,

(1.3.24)
где β =

√
|λ2|, I1(z) = I1(z)/z, I1(z) − модифицированная функция

Бесселя.
Лемма 1.3.4. Пусть u(x, y) − решение однородной задачи T1.

Тогда u(x, y) ≥ 0 в Ω только тогда, когда τ(x) ≥ 0 на[0, l].
Доказательство. В самом деле, любое регулярное в Ω− решение

задачи T1, равное нулю на характеристике AC(x + y = 0), может
быть представлено в виде формулы (1.3.24). Из этой формулы легко
заметить, что если τ(x) ≥ 0 на [0, l], то u(x, y) ≥ 0 в Ω−. На основании
свойства положительности решения параболического уравнения [139,
с. 62] функция u(x, y) ≥ 0 в области Ω+, когда τ(x) ≥ 0 на [0, l].
Справедливость обратного утверждения очевидна.

Из формулы (1.3.24) вычислим

ν(x) = τ ′(x)− β2

x∫
0

τ(t)I1 [β(x− t)] dt. (1.3.25)

Пусть u(x, y) − решение однородной задачи T для уравнения
(1.3.1). Тогда, переходя к пределу при y → 0 + 0 в уравнении (1.3.1),
получим (1.3.21). Исключая из уравнений (1.3.21) и (1.3.25) функцию
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ν(x), получим интерально-дифференциальное уравнение относитель-
но функции τ(x) :

τ ′′(x)− τ ′(x)− λ1τ(x) = f(x), (1.3.26)

где

f(x) = −β2

x∫
0

τ(t)I1 [β(x− t)] dt. (1.3.27)

Решение уравнения (1.3.26), удовлетворяющее краевым условиям
τ(0) = τ(l) = 0 при λ1 > −1/4, имеет вид

τ(x) =

l∫
0

exp

(
x− ξ

2

)
G(x, ξ)f(ξ)dξ, (1.3.28)

где

G(x, ξ) = − 1

k shkl

{
shkx shk(l − ξ), 0 ≤ x ≤ ξ,
shkξ shk(l − x), ξ ≤ x ≤ l,

есть функция Грина первой краевой задачи для уравнения

y′′(x)− k2y(x) = 0, k2 = λ1 +
1

4
.

Подставляя (1.3.27) в (1.3.28), получим однородное интегральное
уравнение Фредгольма второго рода:

τ(x) =

l∫
0

K(x, t)τ(t)dt, (1.3.29)

K(x, t) =
β2

k sh kl

l∫
t

exp

(
x− ξ

2

)
G∗(x, ξ)I1[β(ξ − t)]dξ,

G∗(x, ξ) = −k shklG(x, ξ).

Поскольку ядро K(x, t) интегрального уравнения (1.3.29) неот-
рицательно и непрерывно на замкнутом квадрате 0 ≤ x, y ≤ l, то
линейный оператор

Aτ(x) ≡
l∫

0

K(x, t)τ(t) dt,
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действующий в пространстве C[0, l], оставляет инвариантным конус
K0 = {τ(x) ∈ C[0, l] : τ(x) ≥ 0, τ(0) = τ(l) = 0} неотрицательных
функций и является вполне непрерывным.

Покажем, что оператор A является u0–положительным [60, гл. 7],
т.е. существует u0(x) ∈ K0 такая, что для любой функции τ(x) ∈ K0 и
отличной от нулевой, существуют положительные числа p и q такие,
что

pu0(x) ≤ Aτ(x) ≤ qu0(x). (1.3.30)

Лемма 1.3.5. Пусть [a, b] ⊂ (0, l). Тогда существует ε =
ε(a, b) > 0 такое, что

ε

l∫
0

K(x, t)dt ≤
b∫
a

K(x, t) dt.

Доказательство. Пусть τ(t) − любая неотрицательная кусочно-
непрерывная функция, заданная на [0, l] и отличная от нулевой. По-
скольку ядро K(x, t) = 0 при x = 0, x = l и t = l и строго положи-
тельно и непрерывно на множестве {(x, t) : 0 ≤ t < l, 0 < x < l},
то оно ограничено снизу некоторой положительной постоянной на
[a, b] × [0, d], где 0 < d < l. Поэтому функция Aτ(x) положительна
при x ∈ (0, l) и равна нулю только при x = 0 и x = l.

Вычислим производную A′τ(x) и выясним ее знак в точках x = 0
и x = l:

dAτ(x)

dx

∣∣∣
x=0

=
β2

shkl

l∫
0

τ(t)

l∫
t

shk(l − ξ)I1 [β(ξ − t)] e−
ξ
2 dξ dt > 0,

(1.3.31)

dAτ(x)

dx

∣∣∣
x=l

= −β
2e

l
2

shkl

l∫
0

τ(t)

l∫
t

shk ξ I1 [β(ξ − t)] e−
ξ
2 dξ dt < 0.

(1.3.32)
Введем новые функции: τ0(x) ≡ 1, x ∈ [0, l] и

τ1(x) =

{
0, x ∈ [0, l]/[a, b],
1, x ∈ [a, b].

Согласно вышеуказанному, функции Aτ0(x) и Aτ1(x) будут поло-
жительны на (0, l) и равны нулю только при x = 0, x = l. Пусть ε > 0.
Рассмотрим функцию ψε(x) = Aτ1(x)−εAτ0(x). В силу оценок (1.3.31)
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и (1.3.32) существует ε1 > 0 такое, что для всех ε : 0 < ε ≤ ε1 имеем
ψ′ε(0) > 0 и ψ′ε(l) < 0. Тогда в достаточно малой окрестности точек
x = 0, x = l функция ψε(x) неотрицательна. Поэтому на сегментах
[0, δ] и [l − δ, l], где δ > 0 − достаточно малое число, ψε(x) ≥ 0 при
всех ε ∈]0, ε1]. Существует ε2 > 0, такое, что на сегменте [δ, l−δ] функ-
ция ψε(x) ≥ 0 при всех ε ∈]0, ε2], так как на этом сегменте функции
Aτ0(x) и Aτ1(x) ограничены снизу с положительными постоянными.
Поэтому при любом x ∈ [0, l] и ε ∈]0, ε0], где ε0 = min {ε1, ε2}, функция
ψε(x) ≥ 0. Отсюда

ε

l∫
0

K(x, t)τ0(t)dt ≤
l∫

0

K(x, t)τ1(t)dt

или

ε

l∫
0

K(x, t)dt ≤
b∫
a

K(x, t)dt.

На основании этой леммы нетрудно доказать справедливость
неравенства (1.3.30). В качестве u0(x) примем функцию

u0(x) =

l∫
0

dt

l∫
t

G∗(x, ξ)I1 [β(ξ − t)] exp

(
x− ξ

2

)
dξ,

которая, очевидно, принадлежит K0. Тогда для любой функции
τ(x) ∈ K0, отличной от нулевой, будем иметь

Aτ(x) =

l∫
0

K(x, t)τ(t)dt ≤ max
t
τ(t)

l∫
0

K(x, t)dt =

= max
t
τ(t)

β2

k shk l
u0(x) = qu0(x).

Поскольку τ(t) 6≡ 0 и τ(t) ≥ 0, то существует [a, b], на котором
τ(t) ≥ τ1 > 0 при всех t ∈ [a, b]. Следовательно, в силу леммы 1.3.5

Aτ(x) =

l∫
0

K(x, t)τ(t)dt ≥ τ1

b∫
a

K(x, t)dt ≥
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≥ τ1ε
l∫

0

K(x, t)dt =
τ1εβ

2

k sh kl
u0(x) = pu0(x).

Таким образом, выполнены все условия известной теоремы о су-
ществовании положительного собственного числа у положительного
непрерывного оператора [60, с. 68], поэтому существует единственная
нормированная собственная функция τ0(x) ∈ K0, такая, что

Aτ0(x) = µτ0(x), µ0 ≥ p, pu0 ≤ τ0 ≤ qu0.

Этой собственной функции соответствует простое собственное зна-
чение, которое строго больше абсолютной величины всех остальных
собственных значений оператора A. Так как однородная задача T1

эквивалентно редуцирована к интегральному уравнению (1.3.29), то
из полученных результатов и леммы 2.4.4 вытекает следующее утвер-
ждение.

Теорема 1.3.3. Однородная задача T1 для уравнения (1.3.1) при
λ2 < 0 и λ1 + λ2 ≤ −(π/l)2 имеет неотрицательную собствен-
ную функцию, которой соответствует положительное собственное
значение 1/µ0. Это собственное значение простое и строго меньше
абсолютной величины остальных собственных значений.

Таким образом, если даже λ1 ≥ 0, что в области параболично-
сти гарантирует выполнение принципа экстремума, то найдется такое
значение λ2 < 0, при котором однородная задача T1 для уравнения
(1.3.1) имеет ненулевое неотрицательное решение.

При этом нетрудно заметить, что в области гиперболичности Ω−
для уравнения (1.3.1) нарушено условие (1.1.5) из § 1.1. Следователь-
но, условие (1.1.5) существенно для единственности решения задачи
T1 для уравнений смешанного типа.

Результаты этого параграфа примечательны тем, что, хотя кра-
евые задачи для уравнения (1.3.1) в областях Ω− и Ω+ корректно
поставлены при любых λ1 и λ2, но, тем не менее, корректность за-
дачи T1 в смешанной области Ω существенным образом зависит от
параметров λ1 и λ2.

1.3.3. Исследование задачи T2

Пусть λk = αk + iβk, k = 1, 2, αk, βk − вещественные параметры
и u(x, y) − регулярное решение уравнения (1.3.2). При этом понятие
регулярного решения уравнения (1.3.2) вводится аналогично п. 1.3.2.
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Введем в рассмотрение функцию w(x, y) по формуле (1.3.14), ко-
торая является решением уравнения

K2(w) ≡
{
wx − wyy + (α− λ1)w = 0, y > 0,
wxx − wyy + (α+ λ2)w = 0, y < 0.

(1.3.33)

Пусть Rew = u(x, y), Imw = v(x, y). Тогда в области Ω− урав-
нение (1.3.33) в характеристических координатах (ξ, η) равносильно
системе

K2,1(u, v) ≡ uξη +
α

2
(uξ + uη) +

α2 + α2

4
u− β2

4
v = 0, (1.3.34)

K2,2(u, v) ≡ vξη +
α

2
(vξ + vη) +

α2 + α2

4
v − β2

4
u = 0. (1.3.35)

Справедлива следующая
Лемма 1.3.6. Если w = u + iv = 0 на AC и α > 0, α2 ≥(

−α2 +
√

4α2
2 + 3β2

2

)/
3, то для любого регулярного решения уравне-

ния (1.3.33) справедливо неравенство

Re

x∫
0

w(t, 0)wy(t, 0) dt ≥ 0

при любом x ∈ [0, l].
Доказательство. Рассмотрим тождество

4(uK2,1 + vK2,2) =
(
2uuη + 2vvη + αu2 + αv2

)
ξ

+

+
(
2uuξ + 2vvξ + αu2 + αv2

)
η

+
(
α2 + α2

) (
u2 + v2

)
− 4uξuη − 4vξvη.

(1.3.36)
Из уравнений (1.3.34) и (1.3.35) выразим соответственно uξ и vξ,

преобразуем следующее выражение:

−4uξuη − 4vξvη =
4

α

(
u2
η + v2

η

)
ξ

+

(
2uη +

α2 + α2

2α
u− β2

2α
v

)2

+

+

(
2vη +

α2 + α2

2α
v +

β2

2α
u

)2

− (α2 + α2)2 + β2
2

4α2
(u2 + v2),
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с учетом этого, интегрируя тождество (1.3.36) по области ∆x (см. лем-
му 1.3.3), получим

2 Re

x∫
0

w(t, 0)wy(t, 0) dt = u2(x, x) = v2(x, x)+

+α

x∫
0

[
u2(ξ, x) + v2(ξ, x)

]
dξ +

4

α

x∫
0

[
u2
η(ξ, ξ) + v2

η(ξ, ξ)
]
dξ+

+

∫∫
∆x

[(
2uη +

α2 + α2

2α
u− β2

2α
v

)2

+

(
2vη +

α2 + α2

2α
v +

β2

2α
u

)2

+

+
3α4 + 2α2α

2 − α2 − β2

4α2
(u2 + v2)

]
dξdη ≥ 0.

Теорема 1.3.4. Если в классе регулярных решений уравнения
(1.3.2) существует решение задачи T2, то оно единственно при всех
λ1 и λ2, т.е. задача T2 не имеет спектра.

Доказательство. Пусть u(x, y) − решение однородной задачи T2

из класса регулярных решений уравнения (1.3.2).
Рассмотрим функцию w(x, y) = u(x, y)exp(−αx), где

α > max

{
α1, 0,

(
−α2 +

√
4α2

2 + 3β2
2

)1/2 /√
3

}
, которая является ре-

шением однородной задачи T2, для уравнения (1.3.33), и интеграл

Re 2

∫∫
Ω+

w [wx − wyy + (α− λ1)w] dxdy = 0.

Интегрируя его по частям, с учетом того, что w = u + iv = 0 на
AA1 ∪A1B1, получим

2 Re

l∫
0

w(x, 0)wy(x, 0) dx+

d∫
0

|w(l, y)|2 dy+

+

∫∫
Ω+

[
|wy|2 + (α− α1)|w|2

]
dxdy = 0.

Отсюда в силу леммы 1.3.6 следует справедливость теоремы 1.3.4.
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§ 1.4. О знакоопределенности решения
неоднородного уравнения смешанного

параболо-гиперболического типа высокого порядка

1.4.1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение смешанного параболо-гиперболического
типа высокого порядка

Smu(x, y) = g(x, y), m ∈ N, (1.4.1)

где

S1v = Sv =

{
uxx − uy, y > 0,

−uxx + uyy, y < 0,
g(x, y) =

{
g1(x, y), y > 0,

g2(x, y), y < 0,

в области G, ограниченной при y > 0 отрезками AA1, A1B1, B1B, где
A = (0, 0), A1 = (0, d), B = (0, l), B1 = (l, d), l, d > 0, а при y < 0
характеристиками AC (x+ y = 0) и CB (x− y = l) уравнения (1.4.1).

Задача. Найти определенной в области G функцию u(x, y), удо-
влетворяющую следующим условиям:

u(x, y) ∈ C2m(G−)∩C2m,m
x,y (G+∪A1B1)∩C2m−1,m

x,y (G)∩C2m−2,m−1
x,y (G);

(1.4.2)
Smu(x, y) ≡ g(x, y), (x, y) ∈ G− ∪G+ ∪A1B1; (1.4.3)

S ku(x, y) = 0 на AA1 ∪BB1; (1.4.4)

S ku(x, y) = 0 на AC, (1.4.5)

где k = 0, 1, 2, . . . ,m− 1.
Отметим, что на важность изучения такого рода задач на со-

пряжение отмечалось А.В. Бицадзе [7, с. 117]. Краевые задачи
для уравнений смешанного эллиптико-гиперболического и параболо-
гиперболического типов высоких порядков изучались во многих рабо-
тах [25, 8, 18, 21, 53, 98, 105, 106]. Среди этих работ выделим статью
Жегалова В.И. [25], где впервые был изучен аналог задачи Трикоми
для уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа высоко-
го порядка

Lmu(x, y) = 0,

здесь

L1u = Lu =

{
uxx + uyy, y > 0,
uxx − uyy, y < 0,
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известный оператор Лаврентьева-Бицадзе.
В данной работе ставится задача качественного характера о том,

как ведет себя функция u(x, y) в G, если правая часть уравнения
(1.4.1) g(x, y) > 0 на G+ ∪G−, т.е. требуется доказать, что u(x, y) 6= 0
на G+ ∪G−.

Поскольку оператор Smu в области G+ совпадает с оператором
теплопроводности в степени, т.е. с поликалорическим, то, естествен-
но, возникает вопрос о знакоопределенности решения неоднородного
поликалорического уравнения в зависимости от знака правой части.
В связи с чем в данной работе исследован этот вопрос и дан полный
ответ на поставленную задачу, т.е. показано, что если в задаче (1.4.2)
− (1.4.5) функция g1(x, y) ≥ 0 (≤ 0) и g1(x, y) 6≡ 0 на G+ ∪ A1B1,
g2(x, y) > 0 (< 0) на G−, то u(x, y) > 0 (< 0) на G−∪G+∪A1B1, когда
m − четное натуральное число; u(x, y) < 0 (> 0) на G− ∪G+ ∪A1B1,
когда m − нечетное натуральное число.

Отметим, что в работах [143, 71, 72, 152, 153] для эллиптических
уравнений высокого порядка, в частности для полигармонического
уравнения, установлены оценки решения задачи Дирихле через гра-
ничные функции или правую часть. Эти оценки названы принципом
максимума, из которых не следуют классический принцип максимума
(максимум решения не может достигаться внутри области) и, следо-
вательно, и знакоопределенность решения.

1.4.2. О знакоопределенности решения неоднородного
поликалорического уравнения

Пусть Ω − ограниченная область Rn точек x =
(x1, x2, . . . , xn), n > 1. Обозначим через Q цилиндр в простран-
стве Rn+1, у которого нижним основанием является область Ω,
образующая параллельные оси Ot, а верхнее основание γ есть часть
плоскости t = T > 0, т.е. Q = D × (0, T ). Пусть Σ − боковая
поверхность цилиндра Q; ∂Q − вся граница области Q; Γ = ∂Q\γ −
параболическая граница.

На множестве Q ∪ γ рассмотрим уравнение

T mu(x, t) = (ut − a24u)m = f(x, t), (1.4.6)

где a = const > 0, m − любое натуральное число, 4u − опера-
тор Лапласа по переменной x, f(x, t) − заданная на Q ∪ γ функция,
T 1u(x, t) = Tu(x, t) ≡ ut − a24u, T mu = T (Tm−1u).

Пусть u(x, t) − решение уравнения (1.4.6) из класса

u(x, t) ∈ C2m,m
x,t (Q ∪ γ) ∩ C2m−2,m−1

x,t (Q), (1.4.7)
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удовлетворяющее граничным условиям на Γ :

u(x, t) = 0, Tu = 0, . . . , T m−1u = 0. (1.4.8)

Отметим, что условия (1.4.8) равносильны следующим:

u = 0, 4u = 0, . . . , 4m−1u = 0 на Σ,

u = 0,
∂u

∂t
= 0, . . . ,

∂m−1u

∂tm−1
= 0 на t = 0.

Вначале рассмотрим случай, когда m = 2. Тогда будем иметь
условия:

T 2u = T (Tu) = f(x, t), (1.4.9)

u(x, t) ∈ C2,4
x,t (Q ∪ γ) ∩Q2,1

x,t(Q), (1.4.10)

u(x, t) = 0, x ∈ Γ, (1.4.11)

Tu(x, t) = 0, x ∈ Γ. (1.4.12)

Теорема 1.4.1. Если выполнены условия (1.4.9) − (1.4.12) и
f(x, t) > 0 (< 0) на Q ∪ γ, то u(x, t) > 0 (< 0) на Q ∪ γ.

Доказательство. Задача (1.4.9) − (1.4.12) равносильна первой
граничной задаче для системы уравнений теплопроводности:

Tv = f(x, t), v|Γ = 0, (1.4.13)

Tu = v(x, t), u|Γ = 0. (1.4.14)

Из (1.4.13) видно, что функция v(x, t) является решением неод-
нородного уравнения теплопроводности, для которого справедливы
следующие известные утверждения.

Лемма 1.4.1. Пусть v(x, t) ∈ C2,1
x,t (Q ∪ γ) ∩ C(Q) и Tv(x, t) ≡

f(x, t) на Q ∪ γ. Тогда, если f(x, t) < 0 (> 0) на Q ∪ γ, то v(x, t) не
может иметь точек локального максимума (минимума) на мно-
жестве Q ∪ γ и наибольшее (наименьшее) значение функции v(x, t)
по Q достигается только на параболической границе Γ области Q.

Следствие 1.4.1. Пусть выполнены условия леммы 1.4.1 и
f(x, t) > 0 (< 0) на Q ∪ γ. Тогда, если v(x, t) > 0 (6 0) на Γ, то
v(x, t) > 0 (< 0) на Q ∪ γ.

На основании этих утверждений min
Q

v(x, t) достигается только

на параболической границе Γ. По условию функция v(x, t) = 0 на Γ,
следовательно, v(x, t) > 0 на Q ∪ γ. Функция u(x, t) в силу (1.4.14)
является решением уравнения Tu = v(x, t), у которого правая часть
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v(x, t) > 0 на Q ∪ γ. Тогда по лемме 1.4.1 наименьшее по Q значение
функции u(x, t) достигается только на Γ. По условию u(x, t) = 0 на Γ,
следовательно, u(x, t) > 0 на Q ∪ γ. �

Естественно возникает вопрос: если f(x, t) > 0 и f(x, t) 6≡ 0 на
Q ∪ γ, то останется ли справедливым утверждение теоремы 1.4.1?

Лемма 1.4.2. Пусть выполнены условия леммы 1.4.1. Тогда, если
f(x, t) 6 0 (> 0) на Q ∪ γ, то v(x, t) наибольшее (наименьшее) зна-
чения функции v(x, t) по Q не может достигаться на множестве
Q ∪ γ, т.е. наибольшее (наименьшее) значение достигается только
на параболической границе Γ.

Доказательство проведем, следуя [84, с. 211], [109, с. 259]. Пусть
max

Γ
v(x, t) = m. Допустим, что функция v(x, t) на Q ∪ γ принимает

значения, большие, чем m. Обозначим max
Q

u(x, t) = M . Ясно, что

M > m и существует точка (x0, t0) = N0 ∈ Q∪γ такая, что u(N0) = M .
Введем в рассмотрение функцию

z(x, t) = v(x, t) +
M −m

2d2
r2, (1.4.15)

где d − диаметр области Ω, r − расстояние между точками x и x0

области Ω, которая z(N0) = v(N0) = M и z(x, t) < M на границе Γ.
Следовательно, функция z(x, t) в точке (x1, t1) = N1 ∈ Q ∪ γ прини-
мает наибольшее по Q значение. Тогда в этой точке

Tz(N1) = zt(N1)− a24z(N1) > 0. (1.4.16)

С другой стороны, на основании (1.4.15) для всех (x, t) ∈ Q ∪ γ

Tz(x, t) = Tv(x, t)− M −m
2d2

a24r2 = f(x, t)− M −m
2d2

a2n < 0,

что в точке N1 ∈ Q ∪ γ противоречит (1.4.16). �
Следствие 1.4.2. Пусть выполнены условия леммы 1.4.2 и

f(x, t) > 0 (6 0) на Q ∪ γ. Тогда, если v(x, t) > 0 (6 0) на Γ, то
v(x, t) > 0 (< 0) на Q ∪ γ.

В силу леммы 1.4.2 наименьшее на Q значение функции v(x, t)
достигается только на Γ. По условию (1.4.13) функция v(x, t) = 0 на
Γ. Тогда на основании следствия 1.4.3 функция v(x, t) > 0 на Q∪ γ. В
силу (1.4.14) функция u(x, t) является решением уравнения Tu(x, t) =
v(x, t), где v(x, t) > 0 на Q ∪ γ. Тогда из следствия 1 вытекает, что
u(x, t) > 0 на Q ∪ γ.

Таким образом, приходим к следующему утверждению.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



§ 1.4. О знакоопределенности решения неоднородного уравнения . . .49

Теорема 1.4.2. Пусть выполнены условия (1.4.9) − (1.4.12) и
f(x, t) > 0 (6 0) и f(x, t) 6≡ 0 на Q∪γ. Тогда u(x, t) > 0 (< 0) на Q∪γ.

Теперь рассмотрим общий случай, т.е. когда m − любое натураль-
ное число.

Теорема 1.4.3. Пусть выполнены условия (1.4.6) − (1.4.8) и
f(x, t) > 0 (6 0) и f(x, t) 6≡ 0 на Q ∪ γ. Тогда u(x, t) > 0 (< 0) на
Q ∪ γ.

Доказательство. При m > 2 задача (1.4.6) − (1.4.8) равносиль-
на первой начально-граничной задаче для системы из m уравнений
теплопроводности:

Tv1(x, t) = f(x, t), v1(x, t)|Γ = 0, (1.4.17)

Tv2(x, t) = v1(x, t), v2(x, t)|Γ = 0, (1.4.18)

. . . . . . . . .

T vm−1(x, t) = vm−2(x, t), vm−1(x, t)|Γ = 0, (1.4.19)

Tu(x, t) = vm−1(x, t), u(x, t)|Γ = 0. (1.4.20)

Рассмотрим задачу (1.4.17) и, применяя к ней следствие 1.4.2, по-
лучим v1(x, t) > 0 на Q∪γ. Затем, снова применив это утверждение к
задаче (1.4.18), будем иметь v2(x, t) > 0 на Q∪ γ. Повторяя аналогич-
ные рассуждения придем к задаче (1.4.19), у которой vm−1(x, t) > 0 на
Q∪γ. Тогда из последней задачи (1.4.20) на основании следствия 1.4.2
будет вытекать положительность решения задачи (1.4.6) − (1.4.8) на
множестве Q ∪ γ.

Следствие 1.4.3. Пусть выполнены условия теоремы 1.4.3. То-
гда наименьшее (наибольшее) значение функции u(x, t) по Q дости-
гается только на границе Γ.

Доказательство. Допустим min
Q

u(x, t) = u(x0, t0) достигается на

Q ∪ γ, т.е. (x0, t0) ∈ Q ∪ γ. Тогда в этой точке

Tu(x0, t0) = ut(x0, t0)− a24u(x0, t0) 6 0,

что в силу (1.4.20) противоречит неравенству Tu(x0, t0) =
vm−1(x0, t0) > 0. �

Далее на множестве Q∪ γ рассмотрим видоизмененное уравнение

Smu(x, t) = (4u− b2ut)m = g(x, t), (1.4.21)

где b = const > 0, g(x, t) − заданная на Q ∪ γ функция.
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Пусть u(x, t) − решение уравнения (1.4.21), удовлетворяющее
условиям (1.4.7) и (1.4.8). Предварительно рассмотрим случайm = 2.
Тогда функция u(x, t) на Q ∪ γ удовлетворяет уравнению

S2u(x, t) = S(Su) = g(x, t) (1.4.22)

и условиям (1.4.10) − (1.4.12).
Теорема 1.4.4. Пусть выполнены условия (1.4.22), (1.4.10) −

(1.4.12). Тогда, если g(x, t) > 0 (6 0) и g(x, t) 6≡ 0 на Q ∪ γ, то
u(x, t) > 0 (< 0) на Q ∪ γ.

Доказательство. Задача (1.4.22), (1.4.10) − (1.4.12) равносильна
первой граничной задаче для системы уравнений второго порядка

Sv = g(x, t), v|Γ = 0, (1.4.23)

Su = v(x, t), u|Γ = 0. (1.4.24)

В силу (1.4.23) функция v(x, t) является решением неоднородно-
го уравнения теплопроводности Sv = g, для которого правая часть
g(x, t) > 0 на Q ∪ γ. Тогда на основании следствия 1.4.3 функция
v(x, t) < 0 на Q ∪ γ. Функция u(x, t) в силу (1.4.24) является реше-
нием уравнения Su = v(x, t), у которого правая часть v(x, t) < 0 на
Q∪γ. Отсюда в силу следствия 1.4.1 функция u(x, t) > 0 на множестве
Q ∪ γ. �

Отметим, что при m = 1 и из условия g(x, t) > 0 (6 0) на Q ∪ γ в
силу следствия 1.4.2 получаем, что u(x, t) < 0 на Q ∪ γ.

Теперь рассмотрим общий случай, когда m > 2.
Теорема 1.4.5. Пусть выполнены условия (1.4.21) и (1.4.7),

(1.4.8). Тогда, если g(x, t) > 0 (6 0) и g(x, t) 6≡ 0 на Q ∪ γ, то
u(x, t) < 0 (> 0) на Q ∪ γ при нечетном m и u(x, t) > 0 (< 0) на
Q ∪ γ при четном m.

Доказательство. При m > 2 задача (1.4.21), (1.4.7), (1.4.8) рав-
носильна первой начальной граничной задаче для системы изm урав-
нений второго порядка:

Sv1(x, t) = g(x, t), v1(x, t)|Γ = 0, (1.4.25)

Sv2(x, t) = v1(x, t), v2(x, t)|Γ = 0, (1.4.26)

. . . . . . . . .

Svm−1(x, t) = vm−2(x, t), vm−1(x, t)|Γ = 0, (1.4.27)

Su(x, t) = vm−1(x, t), u(x, t)|Γ = 0, (1.4.28)
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Рассмотрим задачи (1.4.25) и (1.4.26) и, применив к ним теорему
1.4.4, получим v2(x, t) > 0 на Q∪γ. Повторяя аналогичные рассужде-
ния при четном m, придем к последней паре задач (1.4.27) и (1.4.28),
где vm−2(x, t) > 0 на Q ∪ γ. Отсюда в силу теоремы 1.4.4 следует, что
u(x, t) > 0 на Q ∪ γ.

Если m − нечетное число, то из задачи (1.4.27) следует, что
vm−1 > 0 на Q ∪ γ. Далее, применяя к задаче (1.4.28) следствие 1.4.1,
получим, что u(x, t) < 0 на Q ∪ γ. �

1.4.3. Принцип экстремума для неоднородного уравнения
параболо-гиперболического типа второго порядка

Рассмотрим уравнение

Lv(x, y) =

{
vy − vxx = f1(x, y), y > 0,

vyy − vxx = f2(x, y), y < 0,
(1.4.29)

в области G, описанной в п. 1.4.1.
Теорема 1.4.6. Пусть функция v(x, t) удовлетворяет условиям:

v(x, y) ∈ C2(G−) ∩ C1(G) ∩ C2,1
x,y(G+ ∪A1B1 ∪AB) ∩ C(G); (1.4.30)

Lv(x, y) ≡ f(x, y), (x, y) ∈ G− ∪G+ ∪A1B1; (1.4.31)

v(x, y)|AC = v(x,−x) = 0, 0 6 x 6 l/2. (1.4.32)

Тогда, если f1(x, y) 6 0 (> 0) и f1(x, y) 6≡ 0 на G+ ∪ A1B1, f1(x, y) ∈
C(G+ ∪ A1B1); f2(x, y) > 0 (< 0) на G−, f2(x, y) ∈ C1(G−), то
max
G

v(x, t) (min
G

v(x, t)) достигается на AA1 ∪BB1.

Доказательство. Пусть функция v(x, y) достигает наибольше-
го значения по G в некоторой точке (x0, y0) ∈ G, т.е. max

G
v(x, y) =

v(x0, y0) = v(M0), M0 ∈ G. Надо доказать, что точкаM0 ∈ AA1∪BB1.
На множестве G+ ∪A1B1 функция v(x, y) является решением уравне-
ния теплопроводности

vy − vxx(x, y) = f1(x, y).

Поскольку f1(x, y) 6 0 на G+ ∪ A1B1, то в силу леммы 1.4.2 точка
M0 6∈ G+ ∪ A1B1, т.е. M0 ∈ AA1 ∪ BB1 ∪ AB. Пусть M0 ∈ AB, т.е.
0 < x0 < l, y0 = 0. В области G− для уравнения (1.4.31) в силу
граничного условия (1.4.32) рассмотрим задачу Дарбу:

vxx − vyy = −f2(x, y), (x, y) ∈ G−, (1.4.33)

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



52 Гл. 1. Качественные свойства решений

v(x, 0) = τ(x), 0 6 x 6 l, v(x,−x) = 0, 0 6 x 6 l/2. (1.4.34)

Если τ(x) ∈ C[0, l] ∩ C2(0, l), τ(0) = 0 и f2(x, y) ∈ C1(G−), то един-
ственное решение задачи (1.4.33) и (1.4.34) определяется по формуле
[94]

v(x, y) = τ(x+ y)−
∫ x+y

0

dξ

∫ x−y

x+y

g(ξ, η)dη, (1.4.35)

где g(ξ, η) =
1

4
f2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
. Из формулы (1.4.35) видно, что

max
G−

v(x, t) 6 max
AB

τ(x+ y) = max
06t6l

τ(t) = τ(x0).

На основании формулы (1.4.35) вычислим

vy(x, y) = τ ′(x+y)−
∫ x−y

x+y

g(x+y, η)dη+

∫ x+y

0

[g(ξ, x−y)+g(ξ, x+y)]dξ.

(1.4.36)
Переходя в равенстве (1.4.36) к пределу при y → 0− 0, найдем

vy(x0, 0− 0) = τ ′(x0) + 2

∫ x0

0

g(ξ, x0)dξ > 0. (1.4.37)

С другой стороны, переходя к пределу в уравнении (1.4.29) при y →
0 + 0, получим

vy(x0, 0 + 0) = τ ′′(x0) + f1(x0, 0 + 0) 6 0. (1.4.38)

Неравенство (1.4.38) в силу (1.4.30) противоречит (1.4.37). Следова-
тельно, точка M0 6∈ AB, и остается случай, когда M0 ∈ AA1 ∪ BB1.
�

Замечание 1.4.1. Условие f2(x, y) > 0 (< 0) в G− можно осла-
бить, заменив на f2(x, y) > 0 (6 0) в G− и дополнительно потребовав,
чтобы интеграл ∫ x0

0

g(ξ, x0)dξ > 0 (< 0).

Последнее неравенство будет иметь место, если на каждой прямой η =
x0 ∈ (0, l) хотя бы в одной точке ξ = ξ1 ∈ (0, x0] функция g(ξ1, x0) > 0
(< 0).

Следствие 1.4.4. Пусть выполнены условия теоремы 1.4.6 и
v(x, y) 6 0 (> 0) на AA1 ∪BB1, то v(x, y) 6 0 (> 0) на G ∪A1B1.
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Доказательство. Допустим, что существует точка M1 ∈ G ∪
A1B1, такая, что v(M1) > 0. Тогда max

G
v(x, y) = v(M0) > 0 и в си-

лу теоремы 1.4.6 точка M0 ∈ AA1 ∪ BB1, что противоречит условию
v(x, y) 6 0 на AA1 ∪BB1. Следовательно, v(x, y) 6 0 на G ∪A1B1. �

Допустим, что существует точка M ∈ G+ ∪ A1B1 такая, что
v(M) = 0. Тогда получается, что функция v(x, y) свое наибольшее
на G+ значение достигает на множестве G+ ∪ A1B1, что противоре-
чит лемме 1.4.2. Следовательно, v(x, y) < 0 на G+∪A1B1. По условию
f2(x, y) > 0 в G−, а функция v(x, 0) = τ(x) 6 0 на [0, l], то из формулы
(1.4.35)) решения задачи (1.4.33) и (1.4.34) следует, что v(x, y) < 0 в
области G−. �

Следствие 1.4.5. Пусть выполнены условия теоремы 1.4.6 и
f(x, y) ≡ 0 на G− ∪G+ ∪A1B1. Тогда наибольшее и наименьшее зна-
чения функции v(x, y) по G достигаются на AA1 ∪BB1.

Доказательство. Из доказательства теоремы 1.4.6. следует, что
max
G

v(x, y) = v(M0) может достигать лишь на AA1∪BB1∪AB. Далее,

из равенств (1.4.37) и (1.4.38) при f(x, y) ≡ 0 получаем, что

τ ′′(x)− τ ′(x) = 0, τ(0) = 0. (1.4.39)

Решение задачи (1.4.39) определяется по формуле

τ(x) = C(ex − 1), C = const . (1.4.40)

Из формулы (1.4.40) видно, что, если C 6= 0, то точка M0 6∈ AB.
Если C = 0, тогда возможна ситуация, такая, что всюду на отрезке
AB функция v(x, y) принимает наибольшее значение, равное нулю. Но
это значение также достигается в точках A и B, которые принадлежат
соответственно отрезкам AA1 и BB1. �

Следствие 1.4.6. Если существует решение задачи Трикоми
для уравнения (1.4.29) в классе функций (1.4.30), (1.4.31), удовлетво-
ряющее граничным условиям первого рода на отрезках AC, AA1 и
BB1, то оно единственно.

Следствие 1.4.7. Пусть выполнены условия теоремы 1.4.8.
Тогда, если v(x, y) 6 0 (> 0) на AA1 ∪BB1, то 1) v(x, y) 6 0 (> 0) на
G ∪A1B1; 2) v(x, y) < 0 (> 0) на G+ ∪A1B1.

Доказательство. Предположим, что существует точкаM1 ∈ G∪
A1B1, такая, что v(M1) > 0. Тогда max

G
v(x, y) = v(M0) > 0 и в силу

следствия 1.4.5 достигается на AA1∪BB1, что противоречит условию
v(x, y) 6 0 на AA1 ∪BB1. Следовательно, v(x, y) 6 0 на G ∪A1B1.
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По доказанному v(x, y) 6 0 наG∪A1B1. Допустим, что существует
точкаM ∈ G+∪A1B1 такая, что v(M) = 0. Тогда функция v(x, y) свое
наибольшее и наименьшее значение по G+ достигает на множестве
G+ ∪A1B1, а это противоречит лемме 1.4.2.

Далее рассмотрим в области G несколько видоизмененное урав-
нение

Sv(x, y) =

{
vxx − vy = g1(x, y), y > 0,

− vxx + vyy = g2(x, y), y < 0
(1.4.41)

и для него сформулируем основные утверждения, которые непосред-
ственно следуют из теоремы 1.4.6 и следствия 1.4.4 и необходимы в
дальнейшем.

Теорема 1.4.7. Пусть функция v(x, y) из класса (1.4.30) на
множестве G− ∪ G+ ∪ A1B1 удовлетворяет уравнению (1.4.41) и
граничному условию (1.4.32). Тогда, если g1(x, y) > 0 (6 0) на
G+ ∪ A1B1 и g2(x, y) > 0 (< 0) на G− и g2(x, y) ∈ C1(G−), то
max
G

v(x, y) (min
G

v(x, y)) достигается на AA1 и BB1.

Следствие 1.4.8. Если выполнены все условия теоремы 1.4.7 и
v(x, y) 6 0 (> 0) на AA1∪BB1, то v(x, y) < 0 (> 0) на G−∪G+∪A1B1.

1.4.4. О знакоопределенности решения неоднородного
уравнения смешанного параболо-гиперболического типа

высокого порядка

По аналогии с п. 1.4.2 предварительно исследуем случай, когда
m = 2. В этом случае задача (1.4.2) − (1.4.5) равносильна задаче Три-
коми для системы уравнений смешанного параболо-гиперболического
типа второго порядка

Sv(x, t) = g(x, t), v|AC∪AA1∪BB1 = 0, (1.4.42)

Su(x, t) = v(x, t), u|AC∪AA1∪BB1 = 0. (1.4.43)

Задача (1.4.42) представляет собой задачу Трикоми для неодно-
родного уравнения смешанного параболо-гиперболического типа с ну-
левыми граничными условиями. Если функция g(x, y) удовлетворяет
условиям теоремы 1.4.9, то в силу теоремы 1.4.10 функция v(x, y) < 0
на множестве G−∪G+∪A1B1. Функция u(x, y), в свою очередь, в силу
(1.4.43) является решением уравнения Su = v(x, y), у которого правая
часть v(x, y) < 0 на G− ∪G+ ∪A1B1. Тогда на основании теоремы 10
получаем, что v(x, y) > 0 в G и u(x, y) > 0 на G− ∪G+ ∪A1B1.
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При произвольном m > 2 задача (1.4.2) − (1.4.5) эквивалент-
на задаче Трикоми для системы m уравнений смешанного параболо-
гиперболического типа второго порядка

Sv1(x, t) = g(x, t), v1|AC∪AA1∪BB1
= 0, (1.4.44)

Sv2(x, t) = v1(x, t), v2|AC∪AA1∪BB1
= 0, (1.4.45)

. . . . . . . . .

Svm−1(x, t) = vm−2(x, t), vm−1|AC∪AA1∪BB1
= 0, (1.4.46)

Su(x, t) = vm−1(x, t), u|AC∪AA1∪BB1
= 0. (1.4.47)

Рассмотрим задачи (1.4.44) и (1.4.45) и на основе приведенных
выше рассуждений получим, что v2(x, y) > 0 на G− ∪ G+ ∪ A1B1.
Рассуждая аналогично при четном m, придем к последней паре задач
(1.4.46) и (1.4.47), vm−2(x, y) > 0 и vm−1(x, y) < 0 на G− ∪G+ ∪A1B1.
Отсюда на основании следствия 1.4.8 получим u(x, y) > 0 на G− ∪
G+ ∪A1B1.

При нечетном m из последней пары задач следует, что
vm−1(x, y) > 0 на G− ∪ G+ ∪ A1B1. Тогда снова применяя следствие
1.4.8 к задаче (1.4.47), получим u(x, y) < 0 на G− ∪G+ ∪A1B1.

Таким образом, нами доказано следующее основное утверждение:
Теорема 1.4.8. Пусть выполнены условия (1.4.2) − (1.4.5) и

g1(x, y) > 0 (6 0) и g1(x, y) 6≡ 0 на G+∪A1B1, g1(x, y) ∈ C(G+∪A1B1);
g2(x, y) > 0 (< 0) на G, g2(x, y) ∈ C1(G−). Тогда u(x, y) > 0 (< 0) на
G− ∪G+ ∪A1B1 при четном m и u(x, y) < 0 (> 0) на G− ∪G+ ∪A1B1

при нечетном m.
На основании этих результатов аналогично [92] можно доказать

существование спектра оператора Sm на множестве функций, удовле-
творяющих условиям (1.4.2), (1.4.4) и (1.4.5).
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Начально-граничные задачи с локальными
граничными условиями

§ 2.1. Задача с граничным условием первого рода

2.1.1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение смешанного параболо-гиперболического
типа

Lu =

{
ut − uxx + b2u = 0, t > 0,
utt − uxx + b2u = 0, t < 0,

(2.1.1)

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β}, где
b ≥ 0, l > 0, α > 0 и β > 0 − заданные действительные числа.

Задача 2.1. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую услови-
ям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2
x(D+); (2.1.2)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D− ∪D+; (2.1.3)

u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l; (2.1.4)

u(0, t) = u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β, (2.1.5)

где ψ(x) − заданная достаточно гладкая функция, при этом ψ(0) =
ψ(l) = 0, D− = D ∩ {t < 0}, D+ = D ∩ {t > 0}.

Как отмечалось выше, задача Трикоми для уравнений смешан-
ного параболо-гиперболического типа изучалась многими авторами в
областях, где гиперболическая часть представляет собой треугольник,
ограниченный характеристиками x + t = l, x − t = 0 и линией изме-
нения типа t = 0. Более полную библиографию работ, посвященных
данной теме, можно найти в монографиях [18, 21] и диссертации [51].
В 1959 г. И.М. Гельфанд [16] предложил изучить задачу о движении
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газа в канале, окруженном пористой средой, при этом в канале движе-
ние газа описывалось волновым уравнением, а вне его − уравнением
диффузии. В этой работе не было математической постановки зада-
чи, и из физического смысла предлагаемой задачи следует, что такая
задача должна изучаться в прямоугольной области, в связи с чем на-
ми впервые [97] исследована задача 2.1 в прямоугольной области D.
После этой работы были изучены и другие задачи в прямоугольной
области, которые будут изложены ниже.

В данном параграфе установлены критерий единственности и су-
ществование решения задачи (2.1.2) − (2.1.5) на основе методов спек-
трального анализа.

Ранее теорема единственности решения задачи T доказывалась на
основании принципа максимума или метода интегральных тождеств,
а существование решения − методом интегральных уравнений или
априорных оценок.

2.1.2. Единственность решения

Частные решения уравнения (2.1.1), не равные нулю области D и
удовлетворяющие нулевым граничным условиям (2.1.5), будем искать
в виде u(x, t) = X(x)T (t). Тогда получим

X ′′(x) + µ2X(x) = 0, 0 < x < l, µ = const, (2.1.6)

X(0) = X(l) = 0, (2.1.7)

T ′(t) + (b2 + µ2)T (t) = 0, 0 < t < β, (2.1.8)

T ′′(t) + (b2 + µ2)T (t) = 0, −α < t < 0. (2.1.9)

Как известно, спектральная задача (2.1.6) и (2.1.7) имеет решение

Xk(x) =

√
2

l
sinµkx =

√
2

l
sin

πk

l
x, µk = πk/l, k = 1, 2, . . . .

(2.1.10)
При этом система {Xk(x)} ортонормирована, полна и образует базис
в пространстве L2[0, l]. Тогда дифференциальные уравнения (2.1.8) и
(2.1.9) имеют общие решения

Tk(t) =

{
cke
−λ2

kt, t > 0,
ak cosλkt+ bk sinλkt, t < 0,

(2.1.11)
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где ak, bk и ck − произвольные постоянные,

λk =
√
b2 + µ2

k =
√
b2 + (πk/l)2.

Поскольку решения uk(x, t) = Xk(x)Tk(t) должны удовлетворять
условию (2.1.2), то постоянные ak, bk и ck подберем так, чтобы выпол-
нялись условия:

Tk(0 + 0) = Tk(0− 0), T ′k(0 + 0) = T ′k(0− 0). (2.1.12)

Функции (2.1.11) удовлетворяют условиям (2.1.12) только тогда,
когда ak = ck и bk = −ckλk. С учетом последних равенств функции
(2.1.11) принимают вид

Tk(t) =

{
cke
−λ2

kt, t > 0,
ck cosλkt− ckλk sinλkt, t < 0.

(2.1.13)

Пусть u(x, t)− решение задачи (2.1.2)− (2.1.5). Рассмотрим функ-
ции

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) sinµkxdx, k = 1, 2, . . . . (2.1.14)

В дальнейшем предположим, что частная производная ux(x, t) удо-
влетворяет условиям

lim
x−→0+0

ux sinµkx = lim
x−→l−0

ux sinµkx = 0, −α ≤ y ≤ β. (2.1.15)

На основании (2.1.14) введем функции

υε(t) = uεk(t) =

√
2

l

l−ε∫
ε

u(x, t) sinµkxdx, (2.1.16)

где ε > 0 − достаточно малое число. Дифференцируя равенство
(2.1.16) по t при t > 0 один раз, а при t < 0 два раза и учитывая
уравнение (2.1.1), получим

υ′ε(t) =

√
2

l

l−ε∫
ε

ut sinµkxdx =

√
2

l

l−ε∫
ε

(uxx − b2u) sinµkxdx =
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= −b2υε(t) +

√
2

l

l−ε∫
ε

uxx sinµkxdx, (2.1.17)

υ′′ε (t) =

√
2

l

l−ε∫
ε

utt sinµkxdx =

√
2

l

l−ε∫
ε

(uxx − b2u) sinµkxdx =

= −b2υε(t) +

√
2

l

l−ε∫
ε

uxx sinµkxdx. (2.1.18)

В интегралах (2.1.17) и (2.1.18), интегрируя по частям два раза и
переходя к пределу при ε → 0 с учетом условий (2.1.15) и (2.1.5),
найдем уравнения:

u′k(t) + (b2 + µ2
k)uk(t) = 0, t > 0, (2.1.19)

u′′k(t) + (b2 + µ2
k)uk(t) = 0, t < 0. (2.1.20)

Дифференциальные уравнения (2.1.19) и (2.1.20) совпадают соответ-
ственно с уравнениями (2.1.8) и (2.1.9) при µ = µk. Тогда uk(t) ≡ Tk(t)
при −α ≤ t ≤ β, т.е. uk(t) определяются по формуле (2.1.13). Для на-
хождения постоянных ck воспользуемся граничным условием (2.1.4)
и формулой (2.1.14):

uk(−α) =

√
2

l

l∫
0

u(x,−α) sinµkxdx =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkxdx = ψk.

(2.1.21)
Тогда из (2.1.13) и (2.1.21) имеем

ck[cosλkα+ λk sinλkα] = ψk. (2.1.22)

Отсюда при условии

δ(k) = cosλkα+ λk sinλkα 6= 0 (2.1.23)

найдем

ck =
ψk

cosλkα+ λk sinλkα
· (2.1.24)
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Подставляя (2.1.24) в формулу (2.1.13), найдем окончательный вид
функций

uk(t) =


ψke

−λ2
kt

cosλkα+ λk sinλkα
, t > 0,

cosλkt− λk sinλkt

cosλkα+ λk sinλkα
ψk, t < 0.

(2.1.25)

Пусть теперь ψ(x) ≡ 0 и выполнены условия (2.1.23) при всех k ∈ N.
Тогда ψk ≡ 0 и из формул (2.1.25) и (2.1.14) при любом t ∈ [−α, β]
следует

l∫
0

u(x, t) sinµkxdx = 0, k = 1, 2, . . . .

Отсюда в силу полноты системы синусов {
√

2
/
l sinµkx}k≥1 в про-

странстве L2[0, l] следует, что u(x, t) = 0 почти всюду на [0, l] при
любом t ∈ [−α, β]. Поскольку в силу (2.1.2) функция u(x, t) непрерыв-
на на D, то u(x, t) ≡ 0 в D.

Итак, справедлива следующая
Теорема 2.1.1. Если существует решение u(x, t) задачи (2.1.2)−

(2.1.5), удовлетворяющее условиям (2.1.15), то оно единственно
только тогда, когда выполнены условия (2.1.23) при всех k ∈ N.

Действительно, если выполнены условия (2.1.23) при всех k ∈ N
и существует решение задачи (2.1.2) − (2.1.5) при условии (2.1.15), то
по доказанному выше оно единственно.

Пусть при некоторых l, α, b и k = p нарушено условие (2.1.23),
т.е. δ(p) = cosλpα + λp sinλpα = 0, тогда однородная задача (2.1.2) −
(2.1.5) (где ψ(x) ≡ 0) имеет тривиальное решение

up(x, t) =

{
e−λ

2
pt sinµpx, t > 0,

(cosλpt− λp sinλpt) sinµpx, t < 0.
(2.1.26)

Замечание 2.1.1. Отметим, что условия (2.1.15) определяют по-
ведение производной ux вблизи боковых сторон прямоугольника D,
т.е. производная ux при x→ 0+0 и x→ l−0 может обращаться в бес-
конечность, но так, чтобы выполнялись условия (2.1.15). Обычно при
доказательстве единственности решения краевых задач для уравне-
ний смешанного типа требуется, чтобы первые производные ux и uy
были непрерывными в смешанной области D, за исключением осо-
бых угловых точек, где они могут иметь особенность интегрируемого
порядка.
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Естественно, возникают вопросы: 1) при каких α, l, b и k ∈ N вы-
ражение δ(k) = 0; 2) если имеются нули выражения δ(k), то сколько
их и как они расположены; 3) если нулей счетное множество, то су-
ществуют ли положительные α, l, b и постоянные C0 и k0 (k0 ∈ N),
такие, что при всех k > k0 справедлива оценка

|δ(k)| ≥ C0 > 0. (2.1.27)

Чтобы ответить на эти вопросы, представим δ(k) в следующем
виде:

δ(k) =
√

1 + λ2
k sin(πkα̃λ̃k + γk), (2.1.28)

где α̃ = α/l, λ̃k =
√

1 + (b l/πk)2, γk = arcsin (1/
√

1 + λ2
k). Из пред-

ставления (2.1.28) видно, что выражение δ(k) = 0 относительно α̃
только в том случае, когда

α̃ =
n

kλ̃k
− γk

kλ̃k
, k, n ∈ N. (2.1.29)

Обозначим через M = {mkn = n/(kλ̃k)− γk/(kλ̃k) | k, n ∈ N} мно-
жество нулей уравнения δ(k) = 0 относительно α̃, т.е. если α̃ = mkn

при некоторых k и n, то δ(k) = 0. Поскольку α̃ любое положительное
число, то оно, не будучи элементом множества M , может принимать
значения, сколь угодно близкие к нулям δ(k). Поэтому при больших
k выражение δ(k) при таких α̃ может стать достаточно малым, т.е.
возникнет проблема «малых знаменателей» [2], [70, с. 357]. Чтобы та-
кой ситуации не было, надо показать существование чисел α̃ > 0 и
положительных постоянных C0 и k0, таких, что справедлива оценка
(2.1.27).

Лемма 2.1.1. Если b = 0 и α̃ является произвольным натураль-
ным числом, то существует постоянная C0, такая, что при всех
k ∈ N

|δ(k)| = C0 = 1 > 0. (2.1.30)

Доказательство. При b = 0 выражение λ̃k ≡ 1 и из равенства
(2.1.28) при α̃ = p ∈ N вытекает справедливость оценки (2.1.30) при
всех k ∈ N. �

Лемма 2.1.2. Если b ≥ 0 и α̃ = p/q является произвольным
рациональным числом, где p/q 6∈ N, (p, q) = 1, то существуют по-
ложительные постоянные C0 и k0, (k0 ∈ N), такие, что при всех
k > k0 справедлива оценка

|δ(k)| ≥ C̃0 > 0. (2.1.31)
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Доказательство. В случае b > 0 выражение λ̃k, которое зависит
от b l, при условии

b l

π
< 1 или k >

b l

π
= k1 (2.1.32)

можно представить в виде:

λ̃k =

[
1 +

(
b l

πk

)2
]1/2

= 1 + θk, (2.1.33)

при этом для θk справедлива оценка

3

8

(
b l

πk

)2

< θk <
1

2

(
b l

πk

)2

. (2.1.34)

В силу известных неравенств

|x| ≤ | arcsinx| ≤ π

2
|x|, 0 ≤ |x| ≤ 1, (2.1.35)

для выражения γk справедлива оценка

1√
1 + λ2

k

≤ γk ≤
π

2

1√
1 + λ2

k

<
l

2k
. (2.1.36)

Тогда соотношение (2.1.28) с учетом (2.1.33) принимает вид

δ(k) =
√

1 + λ2
k sin

(
πk α̃+ α̃θ̃k + γk

)
, θ̃k = πkθk. (2.1.37)

Пусть α̃ = p/q, (p, q) = 1. Разделив kp на q с остатком kp = sq+ r,
s, r ∈ N0 = N ∪ {0}, 0 ≤ r < q, представлению (2.1.37) придадим вид

δ(k) =
√

1 + λ2
k(−1)s sin

(
πr

q
+ α̃θ̃k + γk

)
. (2.1.38)

Если r = 0, то из (2.1.38) имеем

|δ(k)| =
√

1 + λ2
k

∣∣∣sin(α̃θ̃k + γk

)∣∣∣ . (2.1.39)

Поскольку последовательности θ̃k и γk в силу оценок (2.1.34) и (2.1.36)
являются бесконечно малыми при k →∞, то существует число k2 ∈ N,
такое, что при всех k > k2

0 < α̃θ̃k + γk <
π

2
.
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Тогда в силу известного неравенства

sinx >
2

π
x, 0 < x <

π

2
, (2.1.40)

на основании (2.1.39), (2.1.34) и (2.1.36) получим

|δ(k)| > 2

π

√
1 + λ2

k

(
α̃θ̃k + γk

)
≥ 2α̃

π

3

8

√
1 + λ2

k

(b l)2

πk
+

2

π
≥ C1 > 0

(2.1.41)
при k ≥ max{k1, k2}.

Пусть теперь r > 0. Тогда ясно, что 1 ≤ r ≤ q−1, q ≥ 2. Поскольку
выражение δ̃(k) = sin(πr/q+α̃θ̃k+γk) имеет конечный предел при k →
∞, то существует k3 ∈ N, такое, что при всех k > k3 из представления
(2.1.38) будем иметь

|δ(k)| ≥
√

1 + λ2
k

1

2

∣∣∣∣sin πrq
∣∣∣∣ ≥ πk

2l

∣∣∣∣sin πq
∣∣∣∣ = kC2 ≥ C2 > 0. (2.1.42)

Тогда из неравенств (2.1.41) и (2.1.42) следует справедливость
оценки (4.4.45) при всех k > k0 = max{k1, k2, k3}.

Если b = 0, то λ̃k ≡ 1 и θk ≡ 0 и, рассуждая аналогично, получим
оценку (2.1.30). �

Пусть число α̃ является иррациональным числом. В этом случае
соотношение (2.1.28) представим в виде

δ(k) =
√

1 + λ2
k(−1)n sin

[
πk
(
α̃− n

k

)
+ α̃θ̃k + γk

]
, (2.1.43)

где n − произвольное натуральное число.
Отметим, что для всякого k ∈ N существует n ∈ N, такое, что∣∣∣α̃− n

k

∣∣∣ < 1

2k
. (2.1.44)

Действительно, достаточно принять за

n =

{
[α̃k], {α̃k} < 1/2,
[α̃k] + 1, {α̃k} > 1/2,

где [α̃k] и {α̃k} − целая и дробная части иррационального числа α̃k.
Число n возьмем таким, что в силу неравенства (2.1.44) выполня-

лось неравенство ∣∣∣πk (α̃− n

k

)∣∣∣ < π

2
. (2.1.45)
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Если α̃ является иррациональным алгебраическим числом степени
два, т.е. является квадратическим иррациональным числом, то в силу
теоремы Лиувилля [140, с. 60] существует положительное число δ, за-
висящее от α̃, такое, что при любых целых n и k, k > 0, выполняется
неравенство ∣∣∣α̃− n

k

∣∣∣ ≥ δ

k2
. (2.1.46)

В силу оценок (2.1.34) и (2.1.36) имеем

0 < α̃θ̃k + γk <
α̃

2

(b l)2

πk
+

l

2k
=
C3

k
, (2.1.47)

где от постоянной C3 потребуем, чтобы

C3 =
α̃

2π
(b l)2 +

l

2
<
π

2
. (2.1.48)

Тогда на основании неравенств (2.1.45) и (2.1.47) возможны два слу-
чая:

1)
π

2
≤ πk

(
α̃− n

k

)
+ α̃θ̃k + γk <

π

2
+ C3 < π,

2) − π

2
≤ πk

(
α̃− n

k

)
+ α̃θ̃k + γk <

π

2
.

В первом случае∣∣∣sin [πk (α̃− n

k

)
+ α̃θ̃k + γk

]∣∣∣ ≥ sin
(π

2
+ C3

)
= cosC3 ≥

C4

k
. (2.1.49)

Во втором случае с учетом неравенств (2.1.36) и (2.1.46) имеем∣∣∣sin [πk (α̃− n

k

)
+ α̃θ̃k + γk

]∣∣∣ > 2

π

∣∣∣πk (α̃− n

k

)
+ α̃θ̃k + γk

∣∣∣ ≥
≥ 2k

∣∣∣α̃− n

k

∣∣∣− (α̃θ̃k + γk

) 2

π
≥ 2δ

k
− 2C3

kπ
=

2

k

(
δ − C3

π

)
. (2.1.50)

Теперь потребуем, чтобы постоянные α, l, b и δ удовлетворяли
неравенству

δ − α̃

2

(
b l

π

)2

− l

2π
> 0, (2.1.51)

которое, например, при малых l всегда имеет место. Тем не менее
уточним число δ из оценки (2.1.51). По условию α̃ является алгебра-
ическим числом степени два. Тогда оно является корнем многочлена
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второй степени f(x) = a0 +a1x+a2x
2 с целыми коэффициентами, при

этом a2 > 0. Тогда
f(x) = (x− α̃)f1(x), (2.1.52)

где f1(x) = a2x+a2α̃+a1, при этом пусть f1(α̃) > 0, т.е. a1 +2a2α̃ > 0.
Тогда существует окрестность (α̃−ε, α̃+ε), ε > 0, такая, что f1(x) > 0.
Пусть n и k − любая пара натуральных чисел; если |α̃− n/k| < ε, то
f1(n/k) > 0. Тогда из равенства (2.1.52) при x = n/k имеем

n

k
− α̃ =

f(n/k)

f1(n/k)
=
k2a0 + a1kn+ a2n

2

n2f1(n/k)
. (2.1.53)

Числитель дроби (2.1.53) есть целое число, отличное от нуля. Следо-
вательно, этот числитель по абсолютной величине не меньше едини-
цы. Обозначим через M верхнюю грань функции f1(x) на интервале
(α̃− ε, α̃+ ε). Тогда из равенства (2.1.53) получим∣∣∣α̃− n

k

∣∣∣ ≥ 1

k2M
. (2.1.54)

В случае же |α̃− n/k| ≥ ε тем более, так как k ≥ 1, имеем∣∣∣α̃− n

k

∣∣∣ ≥ ε

k2
. (2.1.55)

Тогда из оценок (2.1.54) и (2.1.55) находим оценку (2.1.46):∣∣∣α̃− n

k

∣∣∣ ≥ δ

k2
, δ = min

{
ε,

1

M

}
.

Теперь вычислим δ через коэффициенты многочлена f(x). Выберем
ε так, чтобы f1(α̃− ε) = 2a2α̃− a2ε+ a1 ≥ 0. Отсюда найдем условие:
ε ≤ 2α̃+ a1/a2 = (2α̃a2 + a1)/a2. Положим ε = (2α̃a2 + a1)/(a2 l̃), l̃ ≥ 1.
Далее найдем

M = f1(α̃+ ε) = 2a2α̃+ a2ε+ a1 =

= 2a2α̃+
2α̃a2 + a1

l̃
+ a1 =

l̃ + 1

l̃
(2a2α̃+ a1)

и δ из условия ε = 1/M . Отсюда получим уравнение относительно l̃:

a2 l̃
2 − (2α̃a2 + a1)2 l̃ − (2α̃a2 + a1)2 = 0,
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решение которого имеет вид

l̃ =
(2α̃a2 + a1)2 + (2α̃a2 + a1)

√
(2α̃a2 + a1)2 + 4a2

2a2
. (2.1.56)

Тогда число δ находится по формуле

δ =
2

2α̃a2 + a1 +
√

(2α̃a2 + a1)2 + 4a2

(2.1.57)

при условии, когда правая часть равенства (2.1.56) не меньше едини-
цы. Это условие выполнено, когда

2α̃a2 + a1 ≥
√
a2/2. (2.1.58)

Если, например, a2 = 1, a1 = 0, т.е. α̃ является решением уравне-
ния x2 − d = 0, d ∈ N,

√
d 6∈ N, α̃ =

√
d, то l̃ > 2 и δ определяется по

формуле

δ =
1

α̃+
√
α̃2 + 1

=
1√

d+
√
d+ 1

.

Тогда, например, при b = 0, l ≤ 1 и α̃ =
√
d, где d = 2, 3, 5, 6, 7 и 8,

выполняются условия (2.1.48), (2.1.51) и (2.1.58).
Таким образом, на основании (2.1.49) и (2.1.50) приходим к сле-

дующему утверждению.
Лемма 2.1.3. Пусть α̃ − иррациональное алгебраическое чис-

ло степени два, b l < π и выполнены условия (2.1.48) и (2.1.51), где
δ определяется по формуле (2.1.57) при условии (2.1.58). Тогда су-
ществует положительная постоянная C0, зависящая от α, l и b,
такая, что при всех k ∈ N имеет место оценка

|δ(k)| > C0. (2.1.59)

2.1.3. Существование решения задачи

Если выполнены условия (2.1.23) и (2.1.27), то на основании част-
ных решений (2.1.10) и (2.1.25) решение задачи (2.1.2) − (2.1.5) можно
представить в виде суммы ряда Фурье

u(x, t) =

√
2

l

+∞∑
k=1

uk(t) sinµkx. (2.1.60)
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Далее покажем, что при определенных условиях относительно функ-
ции ψ(x) сумма u(x, t) ряда (2.1.60) удовлетворяет условиям (2.1.2).

Из выражения (2.1.25) следует справедливость следующих утвер-
ждений.

Лемма 2.1.4. Если выполнены условия леммы 2.1.1 или леммы
2.1.3, то при всех k ∈ N справедливы оценки:

|uk(t)| ≤ C1k|ψk|, |u′k(t)| ≤ C2k
2|ψk|, t ∈ [−α, β], (2.1.61)

|u′′k(t)| ≤ C3k
3|ψk|, t ∈ [−α, 0], (2.1.62)

Ci − здесь и далее положительные постоянные.
Справедливость оценок (2.1.61) и (2.1.62) непосредственно выте-

кает из формулы (2.1.25) на основании оценки (2.1.30).
Лемма 2.1.5. Если выполнены условия леммы 2.1.2, то при всех

k > k0 справедливы оценки (2.1.61) и (2.1.62).
Эти оценки устанавливаются на основании неравенства (2.1.59).
Пусть выполнены условия леммы 2.1.1 или леммы 2.1.3. Тогда ряд

(2.1.60) и ряды из производных первого порядка в замкнутой области
D, ряды из производных второго порядка соответственно в замкнутых
областях D+ и D− на основании оценок (2.1.61) и (2.1.62) мажориру-
ются числовым рядом

C6

+∞∑
k=1

k3|ψk|. (2.1.63)

Лемма 2.1.6. Пусть ψ(x) ∈ C4[0, l] , ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i =
0, 2. Тогда справедливо следующее представление:

ψk =
1

µ4
k

ψ
(4)
k , k ∈ N, (2.1.64)

где

ψ
(4)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ(4)(x) sinµkx dx,

+∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2 ≤ ‖ψ(4)‖2L2[0,l]. (2.1.65)

Доказательство. Проинтегрируем по частям четыре раза ин-
теграл из формулы (2.1.21). Тогда, учитывая, что ψ(i)(0) = ψ(i)(l) =
0, i = 0, 2, получим (2.1.64). По условию функция ψ(4)(x) непрерывна

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



68 Гл. 2. Начально-граничные задачи с локальными граничными . . .

на [0, l], тогда из теории рядов Фурье известно, что ряд
∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2

сходится и справедливо неравенство Бесселя (2.1.65). �
При выполнении условий леммы 2.1.6 ряд (2.1.63) оценивается схо-

дящимся числовым рядом

C7

+∞∑
k=1

1

k
|ψ(4)
k |. (2.1.66)

Тогда на основании сходимости ряда (2.1.66) в силу признака Вей-
ерштрасса сходятся абсолютно и равномерно ряд (2.1.60) и ряды из
производных первого порядка членов этого ряда в D и возможность
его почленного дифференцирования по x и t дважды при t ≤ 0 и
любое число раз при t > 0.

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 2.1.2. Пусть выполнены условия леммы 2.1.1 или лем-

мы 2.1.3 и функция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 2.1.6, то
существует единственное решение u(x, t) задачи (2.1.2) − (2.1.5) и
оно определяется рядом (2.1.60) и u(x, t) ∈ C1(D)∩C2(D−)∩C2

x(D+).
Если для чисел α̃ из леммы 2.1.2 при некоторых k = p =

k1, k2, . . . , km, где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m −
заданные натуральные числа, δ(p) = 0, тогда для разрешимости за-
дачи (2.1.2) − (2.1.5) необходимо и достаточно, чтобы

ψk =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = 0, k = k1, k2, . . . , km. (2.1.67)

В этом случае решение задачи (2.1.2) − (2.1.5) определяется в виде
суммы ряда

u(x, t) =

√
2

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1

uk(t) sinµkx+

+
∑
p

Apup(x, t), (2.1.68)

где в последней сумме p принимает значения k1, k2 . . . , km, Ap − про-
извольные постоянные, функции up(x, t) определяются по формуле
(2.1.26), если в конечных суммах в правой части (2.1.68) верхний пре-
дел меньше нижнего, то их следует считать нулями.
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Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 2.1.3. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-

ция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 2.1.6. Тогда, если δ(k) 6= 0
при k = 1, k0, то существует единственное решение задачи (2.1.2) −
(2.1.5) и это решение определяется рядом (2.1.60); если δ(k) = 0 при
некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то задача (2.1.2) − (2.1.5) раз-
решима только тогда, когда выполнены условия ортогональности
(2.1.67) и решение в этом случае определяется в виде суммы ряда
(2.1.68), при этом u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+).

2.1.4. Устойчивость решения

Рассмотрим следующие нормы:

||u(x, t)||L2[0,l] = ||u(x, t)||L2 =

 l∫
0

|u(x, t)|2 dx

1/2

,

||f(x)||L2[0,l] =

 l∫
0

|f(x)|2 dx

1/2

, ||u(x, t)||C(D) = max
D
|u(x, t)|.

Теорема 2.1.4. Пусть выполнены условия теоремы 2.1.2, тогда
для решения (2.1.60) задачи (2.1.2) − (2.1.5) справедливы оценки:

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤ C8‖ψ′(x)‖L2[0,l], (2.1.69)

‖u(x, t)‖C(D) ≤ C9‖ψ′′(x)‖C[0,l], (2.1.70)

где постоянные C8 и C9 не зависят от функции ψ(x).
Доказательство. Поскольку тригонометрическая система

{
√

2/l sinµkx}∞k=1 ортонормирована в L2[0, l], то из формулы (2.1.60)
и леммы 2.1.4 на основании оценки (2.1.61) имеем

||u(x, t)||2L2[0,l] =
+∞∑
k=1

u2
k(t) ≤ C2

1

+∞∑
k=1

k2|ψk|2. (2.1.71)

Тогда в силу представления

ψk =
ψ

(1)
k

µk
, ψ

(1)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ′(x) cosµkx dx,
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из неравенства (2.1.71) получим

||u(x, t)||2L2[0,l] ≤
(
C1

π

)2 +∞∑
k=1

[ψ
(1)
k ]2 ≤

(
C1

π

)2

||ψ′(x)||2L2[0,l].

Отсюда вытекает справедливость оценки (2.1.69).
Пусть (x, t) − произвольная точка из D. Тогда, используя форму-

лу (2.1.60) на основании леммы 2.1.4, представления

ψk = −
ψ

(2)
k

µ2
k

, ψ
(2)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ′′(x) sinµkx dx

и неравенства Коши–Буняковского, получим

|u(x, t)| ≤
√

2

l

+∞∑
k=1

|uk(t)| ≤ C1

√
2

l

+∞∑
k=1

k|ψk| ≤

≤ C1

√
2

l

(
l

π

)2 +∞∑
k=1

1

k
|ψ(2)
k | ≤

≤ C1

√
2

l

(
l

π

)2 ( +∞∑
k=1

1

k2

)1/2( +∞∑
k=1

|ψ(2)
k |

2
)1/2

≤

≤ C1
l

π

√
l

3
||ψ′′(x)||L2[0,l],

так как
+∞∑
k=1

1/k2 = π2/6. Отсюда непосредственно следует оценка

(2.1.70). �

В следующем параграфе в связи с предстоящим изучением в главе
4 обратных задач возникает необходимость изучения задачи 2.1 для
неоднородного уравнения смешанного параболо-гиперболического ти-
па с неоднородными граничными и начальным условиями.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



§ 2.2. Первая начально-граничная задача для неоднородного . . . 71

§ 2.2. Первая начально-граничная задача для
неоднородного уравнения

2.2.1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu = F (x, t), (2.2.1)

здесь

Lu =

{
ut − uxx + b2u, t > 0,

utt − uxx + b2u, t < 0,

F (x, t) =

{
F1(x, t), t > 0,

F2(x, t), t < 0,

в прямоугольной области

D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β},

где b ≥ 0, l > 0, α > 0, β > 0 – заданные действительные числа,
Fi(x, t), i = 1, 2, – известные функции, и поставим следующую задачу.

Задача 2.1. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую следую-
щим условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2

x(D+) ∩ C2(D−); (2.2.2)
Lu(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ D− ∪D+; (2.2.3)

u(0, t) = h1(t), u(l, t) = h2(t), −α ≤ t ≤ β; (2.2.4)
u(x,−α) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2.2.5)

где F1(x, t), F2(x, t), ϕ(x), h1(t) и h2(t) – заданные достаточно глад-
кие функции, при этом

h1(−α) = ϕ(0), h2(−α) = ϕ(l),

D− = D ∩ {t < 0}, D+ = D ∩ {t > 0}.

Не теряя общности в постановке задачи (2.2.2) – (2.2.5) можно
положить, что

h1(t) = h2(t) ≡ 0, −α ≤ t ≤ β, ϕ(x) ≡ 0, 0 ≤ x ≤ l.
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Действительно, вместо функции u(x, t) введем новую функцию

v(x, t) = u(x, t)− z(x, t)− w(x, t), (2.2.6)

где
z(x, t) = h1(t) + [h2(t)− h1(t)]

x

l
, (2.2.7)

w(x, t) = − tϕ(x)

α
+

t

αl
[ϕ(0)(l − x) + xϕ(l)] . (2.2.8)

Функция v(x, t) удовлетворяет однородным граничным условиям:

v(0, t) = u(0, t)− z(0, t)− w(0, t) =

= h1(t)− h1(t) +
tϕ(0)

α
− tϕ(0)

α
= 0, (2.2.9)

v(l, t) = u(l, t)− z(l, t)− w(l, t) =

= h2(t)− h2(t) +
tϕ(l)

α
− tϕ(l)

α
= 0, (2.2.10)

v(x,−α) = u(x,−α)− z(x,−α)− w(x,−α) =

= ϕ(x)− h1(−α)− [h2(−α)− h1(−α)]
x

l
−

−ϕ(x) + ϕ(0)
l − x
l

+ ϕ(l)
x

l
= 0, (2.2.11)

так как h1(−α) = ϕ(0), h2(−α) = ϕ(l).
Подставляя (2.2.6) – (2.2.8) в уравнение (2.2.1), имеем

Lv(x, t) = G(x, t), (2.2.12)

где

G(x, t) =

{
G1(x, t) = F1(x, t)− Lz − Lw, t > 0,

G2(x, t) = F2(x, t)− Lz − Lw, t < 0,

G1(x, t) = F1(x, t)− l − x
l

[
h′1(t) + b2h1(t)

]
− x

l

[
h′2(t) + b2h2(t)

]
−

− 1

α

[
ϕ′′(x)− (1 + b2t)ϕ(x)

]
− (1 + b2t)

α l
[ϕ(0)(l − x) + xϕ(l)] , (2.2.13)

G2(x, t) = F2(x, t)− l − x
l

[
h′′1(t) + b2h1(t)

]
− x

l

[
h′′2(t) + b2h2(t)

]
−
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− t
α

[
ϕ′′(x)− b2ϕ(x)

]
− b2t

α l
[ϕ(0)(l − x) + xϕ(l)] . (2.2.14)

Поэтому в дальнейшем вместо задачи (2.2.2) – (2.2.5) будем изучать
задачу (2.2.9) – (2.2.12) в классе функций (2.2.2):

v(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2

x(D+) ∩ C2(D−). (2.2.15)

2.2.2. Формальное построение решения задачи (2.2.9) –
(2.2.12), (2.2.15)

Решение задачи (2.2.9) – (2.2.12), (2.2.15) будем искать в виде
суммы ряда по собственным функциям соответствующей одномерной
спектральной задачи

v(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

Tk(t) sinµkx, µk =
πk

l
, (2.2.16)

здесь Tk(t) – пока неизвестные функции и они формально определя-
ются по формуле

Tk(t) =

√
2

l

l∫
0

v(x, t) sinµkx dx. (2.2.17)

Введем в рассмотрение вспомогательные функции

Tk,ε(t) =

√
2

l

l−ε∫
ε

v(x, t) sinµkx dx, (2.2.18)

здесь ε – достаточно малое положительное число. Дифференцируя
равенство (2.2.18) по t при t > 0 один раз, а при t < 0 – два раза и
учитывая уравнение (2.2.12), получим

T ′k,ε(t) =

√
2

l

l−ε∫
ε

vt sinµkx dx =

√
2

l

l−ε∫
ε

[
vxx − b2v +G1(x, t)

]
sinµkx dx =

= −b2Tk,ε(t) +

√
2

l

l−ε∫
ε

G1(x, t) sinµkx dx+

√
2

l

l−ε∫
ε

vxx sinµkx dx

(2.2.19)
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T ′′k,ε(t) =

√
2

l

l−ε∫
ε

vtt sinµkx dx =

=

√
2

l

l−ε∫
ε

[
vxx − b2v +G2(x, t)

]
sinµkx dx =

= −b2Tk,ε(t) +

√
2

l

l−ε∫
ε

G2(x, t) sinµkx dx+

√
2

l

l−ε∫
ε

vxx sinµkx dx.

(2.2.20)
В интегралах, содержащих производные vxx, равенств (2.2.19) и
(2.2.20), интегрируя по частям два раза и переходя затем к преде-
лу при ε→ 0 с учетом граничных условий (2.2.9) и (2.2.10), получим
дифференциальные уравнения относительно коэффициентов Tk(t) ря-
да (2.2.16):

T ′k(t) + λ2
kTk(t) = g1k(t), t > 0, (2.2.21)

T ′′k (t) + λ2
kTk(t) = g2k(t), t < 0, (2.2.22)

где λ2
k = b2 + µ2

k,

gik(t) =

√
2

l

l∫
0

Gi(x, t) sinµkx dx, i = 1, 2. (2.2.23)

Построим общие решения уравнений (2.2.21) и (2.2.22):

Tk(t) = cke
−λ2

kt +

t∫
0

g1k(s)e−λ
2
k(t−s) ds, t > 0, (2.2.24)

Tk(t) = ak cosλkt+ bk sinλkt−
1

λk

0∫
t

g2k(s) sin [λk(t− s)] ds, t < 0,

(2.2.25)
здесь ak, bk и ck – произвольные постоянные.

Для функций (2.2.24) и (2.2.25) в силу (2.2.15) выполнены условия
склеивания

Tk(0 + 0) = Tk(0− 0), T ′k(0 + 0) = T ′k(0− 0), k ∈ N. (2.2.26)
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Функции (2.2.24) и (2.2.25), удовлетворив условиям (2.2.26), найдем

ak = ck, bk = −λkck +
1

λk
g1k(0 + 0).

Тогда в силу последних равенств функции (2.2.24) и (2.2.25) прини-
мают вид

Tk(t) =



cke
−λ2

kt +
t∫

0

g1k(s)e−λ
2
k(t−s) ds, t > 0,

ck (cosλkt− λk sinλkt) +
g1k(0 + 0)

λk
sinλkt−

−
1

λk

0∫
t

g2k(s) sin [λk(t− s)] ds, t < 0.

(2.2.27)
Для нахождения коэффициентов ck функцию (2.2.17) удовлетво-

рим граничному условию (2.2.11). Отсюда получим, что

Tk(−α) = 0, k = 1, 2, . . . . (2.2.28)

Подставляя (2.2.27) в (2.2.28) будем иметь

ck (cosλkα+ λk sinλkα) =
g1k(0 + 0)

λk
sinλkα−

−
1

λk

0∫
−α

g2k(s) sin [λk(s+ α)] ds = wk. (2.2.29)

Из равенства (2.2.29) при условии, что при при всех k ∈ N

δ(k) = cosλkα+ λk sinλkα 6= 0, (2.2.30)

находим
ck =

wk
δ(k)

. (2.2.31)

Таким образом, нами формально решение задачи (2.2.9) – (2.2.12),
(2.2.15) построено в виде суммы ряда (2.2.16), так как коэффициенты
его при условии (2.2.30) однозначно построены и они определяются
по формулам (2.2.27) и (2.2.31).
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2.2.3. Единственность решения задачи (2.2.2) – (2.2.5)

Пусть u(x, t) – решение задачи (2.2.2) – (2.2.5) и F1(x, t) =
F2(x, t) ≡ 0, h1(y) = h2(y) ≡ 0, ϕ(x) ≡ 0, и выполнены условия (2.2.30)
при всех k ∈ N. Тогда G1(x, t) = G2(x, t) ≡ 0, следовательно, ck ≡ 0 и
Tk ≡ 0. Отсюда в силу формулы (2.2.17) при всех t ∈ [−α, β] и k ∈ N,
получим

l∫
0

v(x, t) sinµkx dx = 0. (2.2.32)

Из равенств (2.2.32) в силу полноты системы синусов {
√

2
l sinµkx}k≥1

в пространстве L2[0, l] следует, что v(x, t) = 0 почти всюду на [0, l] при
любом t ∈ [−α, β]. Поскольку функция v(x, t) непрерывна на D, то
v(x, t) ≡ 0 в D. Тогда из равенства (2.2.6) следует, что u(x, y) ≡ 0 на
D.

Пусть при некоторых α, l, b и k = p ∈ N нарушено условие (2.2.30),
т.е. δ(p) = 0. Тогда однородная задача (2.2.2) – (2.2.5) (где ϕ(x) ≡ 0,
h1(y) = h2(y) ≡ 0, Fi(x, t) ≡ 0, i = 1, 2) имеет ненулевое решение

up(x, t) =

{
cpe
−λ2

pt sinµpx, t > 0,

cp (cosλpt− λp sinλpt) sinµpx, t < 0,
(2.2.33)

где cp 6= 0 – произвольная постоянная.
Таким образом, нами установлен следующий критерий единствен-

ности решения задачи (2.2.2) – (2.2.5).
Теорема 2.2.1. Если существует решение задачи (2.2.2) –

(2.2.5), то оно единственно только тогда, когда выполнены условия
(2.2.30) при всех k ∈ N.

2.2.4. Обоснование существования решения задачи

Формально решение задачи (2.2.9) – (2.2.12), (2.2.15) построено
в виде суммы ряда (2.2.16), коэффициенты которого находятся по
формулам (2.2.27) и (2.2.31). Поскольку δ(k) входит в знаменатель
коэффициентов ряда (2.2.16) и как показано в § 2.1, что уравнение
δ(k) = 0 имеет относительно α̃ счетное множество нулей (2.1.29), то
возникает проблема малых знаменателей. Так как в формуле (2.2.30)
знаменатель δ(k) совпадает с соответствующим δ(k) формулы (2.1.25)
из § 2.1, то для него будут справедливы утверждения, аналогичные
соответствующим леммам 2.1.1 − 2.1.3 из § 2.1.
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Далее на основании лемм 2.1.1 – 2.1.3 установим справедливость
следующих утверждений.

Лемма 2.2.1. Если выполнены условия леммы 2.1.1 или леммы
2.1.3, то при всех k ∈ N справедливы оценки:

|Tk(t)| ≤


C1

λk

[
‖g1k(t)‖C + ‖g2k(t)‖C

]
, t ≥ 0,

C2

[
‖g1k(t)‖C + ‖g2k(t)‖C

]
, t ≤ 0,

(2.2.34)

|T ′k(t)| ≤

{
(C1λk + 1) ‖g1k(t)‖C + C1λk‖g2k(t)‖C , t > 0,

λkC2

[
‖g1k(t)‖C + ‖g2k(t)‖C

]
, t < 0,

(2.2.35)

|T ′k(t)| ≤ λ2
kC2‖g1k(t)‖C +

(
λ2
kC2 + 1

)
‖g2k(t)‖C , t ≤ 0, (2.2.36)

где C1 и C2 – положительные постоянные, которые зависят от α,
l и b,

‖g1k(t)‖C = max
0≤t≤β

|g1k(t)|, ‖g2k(t)‖C = max
−α≤t≤0

|g2k(t)|.

Доказательство. Справедливость оценки (2.2.34) непосред-
ственно следует из формул (2.2.27), (2.2.30) и оценок (2.1.30), (2.1.59).
Далее из формулы (2.2.27) вычислим

T ′k(t) =


−λ2

kTk(t) + g1k(t), t > 0,

−λkck (sinλkt+ λk cosλkt) + g1k(0 + 0) cosλkt−

−
0∫
t

g2k(s) cos [λk(t− s)] ds, t < 0,

(2.2.37)
T ′′k (t) = −λ2

kTk(t) + g2k(t), t < 0. (2.2.38)

Тогда из формулы (2.2.37) на основании оценок (2.2.34), (2.1.30),
(2.1.59), получим (2.2.35). Аналогично из (2.2.38), используя (2.2.34)
убеждаемся в справедливости (2.2.36). �

Лемма 2.2.2. Если выполнены условия леммы 2.1.2, то при всех
k > k0 справедливы оценки (2.2.34) – (2.2.36).

Эти оценки устанавливаются на основе неравенства (2.1.31), ко-
торое имеет место при всех k > k0.

Пусть выполнены условия леммы 2.1.1 или леммы 2.1.3. Формаль-
но из (2.2.16) почленным дифференцированием составим ряды:

vt(x, t) =

√
2

l

+∞∑
k=1

T ′k(t) sinµkx = −
√

2

l

+∞∑
k=1

(
λ2
kTk(t)− g1k(t)

)
sinµkx =
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−
√

2

l

+∞∑
k=1

λ2
kTk(t) sinµkx+G1(x, t), t > 0, (2.2.39)

vxx(x, t) = −
√

2

l

+∞∑
k=1

µ2
kTk(t) sinµkx, (2.2.40)

vt(x, t) =

√
2

l

+∞∑
k=1

T ′k(t) sinµkx, t < 0, (2.2.41)

vtt(x, t) =

√
2

l

+∞∑
k=1

T ′′k (t) sinµkx = −
√

2

l

+∞∑
k=1

(
λ2
kTk(t)− g2k(t)

)
sinµkx =

−
√

2

l

+∞∑
k=1

λ2
kTk(t) sinµkx+G2(x, t), t > 0. (2.2.42)

Ряды (2.2.16) и (2.2.39) – (2.2.42) в силу леммы 2.2.1 мажорируются
рядом

C3

+∞∑
k=1

k2 [‖g1k(t)‖C + ‖g2k(t)‖C ] . (2.2.43)

Лемма 2.2.3. Пусть G1(x, t) ∈ C(D+) ∩ C3,0
x,t (D+), G1(0, t) =

G1(l, t) = 0, G′′1xx(0, t) = G′′1xx(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ β; G2(x, t) ∈
C(D−) ∩ C3,0

x,t (D−), G2(0, t) = G2(l, t) = 0, G′′2xx(0, t) = G′′2xx(l, t) = 0,
−α ≤ t ≤ 0. Тогда справедливы представления

gik = − 1

µ3
k

l∫
0

G′′′ixxx(x, t) cosµkx dx = −
g

(3)
ik (t)

µ3
k

, i = 1, 2, (2.2.44)

+∞∑
k=1

|g(3)
ik (t)|2 ≤ ‖g(3)

i (x, t)‖2L2[0,l], −α ≤ t ≤ β. (2.2.45)

Доказательство. Интегрируя по частям три раза в интеграле
формулы (2.2.23), с учетом условий леммы, получим представления
(2.2.44). Справедливость оценки (2.2.45) при любом фиксированном
t ∈ [−α, β] следует из неравенства Бесселя по тригонометрической

системе

{
1
√
l
,

√
2

l
cosµkx

}
. �

Тогда в силу леммы 2.2.3 ряд (2.2.43) оценивается рядом

C4

+∞∑
k=1

1

k

[
‖g(3)

1k (t)‖C + ‖g(3)
2k (t)‖C

]
. (2.2.46)
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Из сходимости ряда (2.2.46) в силу признака Вейерштрасса сходятся
равномерно ряды (2.2.16), (2.2.39) и (2.2.41) на D, а ряды (2.2.40) и
(2.2.42) на соответствующих замкнутых областях D+ и D−. Поэтому
функция v(x, t), определенная рядом (2.2.16), удовлетворяет условиям
задачи (2.2.9) – (2.2.12), (2.2.15).

Следовательно, нами доказано следующее утверждение.
Теорема 2.2.2. Если функции Gi(x, t), i = 1, 2, удовлетворяют

условиям леммы 2.2.3 и выполнены условия леммы 2.1.1 или леммы
2.1.3, то существует единственное решение задачи (2.2.9) – (2.2.12),
(2.2.15) и оно определяется рядом (2.2.16).

Если для чисел α̃ из леммы 2.1.2 при некоторых k = p =
k1, k2, . . . , km, где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m −
заданные натуральные числа, δ(p) = 0, то для разрешимости задачи
(2.2.9) – (2.2.12), (2.2.15) необходимо и достаточно, чтобы

g1p(0 + 0) sinλpα−
0∫

−α

g2p(s) sin [λp(s+ α)] ds = 0, p = k1, k2, . . . , km.

(2.2.47)
В этом случае решение задачи (2.2.9) – (2.2.12), (2.2.15) определяется
в виде суммы ряда

v(x, t) =

√
2

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1

Tk(t) sinµkx+

+
∑
p

Apvp(x, t), (2.2.48)

где в последней сумме p принимает значения k1, k2 . . . , km, Ap – про-
извольные постоянные, функции vp(x, t) = Tp(t) sinµpx, Tp(t) здесь
определяется по формуле (2.2.27), где k надо заменить на p и cp –
произвольная постоянная, если в конечных суммах в правой части
(2.2.48) верхний предел меньше нижнего, то их следует считать нуля-
ми.

Таким образом в случае леммы 2.1.2 имеет место следующее
утверждение.

Теорема 2.2.3. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-
ции Gi(x, t), i = 1, 2, удовлетворяют условиям леммы 2.2.3. Тогда,
если δ(k) 6= 0 при k = 1, k0, то существует единственное решение за-
дачи (2.2.9) – (2.2.12), (2.2.15), которое определяется рядом (2.2.16);
если δ(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то задача (2.2.9)

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



80 Гл. 2. Начально-граничные задачи с локальными граничными . . .

– (2.2.12), (2.2.15) разрешима только тогда, когда выполнены усло-
вия (2.2.47) и решение в этом случае определяется в виде суммы
ряда (2.2.48).

На основании теорем 2.2.2 и 2.2.3 и формул (2.2.6) – (2.2.8) нетруд-
но найти решение задачи (2.2.2) – (2.2.5). Предварительно на осно-
вании равенств (2.2.12) и (2.2.13) вычислим равенственные условия
леммы 2.2.3:

F1(0, t)−h′1(t)−b2h1(t)− 1

α
ϕ′′(0) = F1(l, t)−h′2(t)−b2h2(t)− 1

α
ϕ′′(l) = 0,

F ′′1xx(0, t)− 1

α
ϕIV (0) +

1 + b2t

α
ϕ′′(0) =

= F ′′1xx(l, t)− 1

α
ϕIV (l) +

1 + b2t

α
ϕ′′(l) = 0, 0 ≤ t ≤ β; (2.2.49)

F2(0, t)−h′′1(t)−b2h1(t)− t

α
ϕ′′(0) = F2(l, t)−h′′2(t)−b2h2(t)− t

α
ϕ′′(l) = 0,

F ′′2xx(0, t)− t

α
ϕIV (0) +

tb2

α
ϕ′′(0) =

= F ′′2xx(l, t)− t

α
ϕIV (l) +

tb2

α
ϕ′′(l) = 0, −α ≤ t ≤ 0. (2.2.50)

Теорема 2.2.4. Пусть выполнены условия леммы 2.1.1 или лем-
мы 2.1.3 и F1(x, t) ∈ C(D+) ∩ C3,0

x,t (D+), F2(x, t) ∈ C(D−) ∩ C3,0
x,t (D−),

ϕ(x) ∈ C5[0, l], h1(t), h2(t) ∈ C1[0, β] ∩ C2[−α, 0] и имеют место ра-
венства (2.2.49) и (2.2.50). Тогда существует единственное решение
задачи (2.2.2) – (2.2.5) и оно определяется по формуле

u(x, t) = v(x, t) + z(x, t) + w(x, t),

где функции v(x, t), z(x, t) и w(x, t) определяются соответственно
формулами (2.2.16), (2.2.7) и (2.2.8).

Аналогично на основании теоремы 2.2.3 можно сформулировать
аналог этой теоремы для задачи (2.2.2) – (2.2.5).

§ 2.3. Задача с граничным условием второго рода

В этом параграфе для уравнения (2.1.1) изучим задачу с гранич-
ными условиями второго рода на боковых сторонах в прямоугольной
области D.
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2.3.1. Постановка задачи. Единственность решения

Задача 2.3. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую услови-
ям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2
x(D+); (2.3.1)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D− ∪D+; (2.3.2)

u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l; (2.3.3)

ux(0, t) = ux(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β, (2.3.4)

где ψ(x) — заданная достаточно гладкая функция, при этом ψ(0) =
ψ(l) = 0, D− = D ∩ {t < 0}, D+ = D ∩ {t > 0}.

В случае задачи 2.3 введем в рассмотрение следующие функции:

u0(t) =
1√
l

l∫
0

u(x, t)dx, (2.3.5)

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) cosµkx dx, µk =
πk

l
, k ∈ N, (2.3.6)

так как соответствующая одномерная спектральная зада-
ча по переменной x имеет систему собственных функций
{1/
√
l,
√

2/l cosµkx}∞k=1.
Аналогично § 2.1 для функций uk(t), где k ∈ N0 = N ∪ {0}, полу-

чаем следующую краевую задачу на сопряжение:

u′k(t) + λ2
kuk(t) = 0, t > 0, (2.3.7)

u′′k(t) + λ2
kuk(t) = 0, t < 0, (2.3.8)

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0), (2.3.9)

u0(−α) =
1√
l

l∫
0

ψ(x) dx = ψ0, (2.3.10)

uk(−α) =
√

2

l∫
0

ψ(x) cosµkx dx = ψk, k ∈ N, (2.3.11)

здесь λ2
k = b2 + µ2

k.
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Единственное решение задачи (2.3.7) − (2.3.11) существует и опре-
деляется по формуле

uk(t) =


ψke

−λ2
kt

cosλkα+ λk sinλkα
, t > 0,

cosλkt− λk sinλkt

cosλkα+ λk sinλkα
ψk, t < 0

(2.3.12)

при условии, что при всех b > 0 и k ∈ N0

δ(k) = cosλkα+ λk sinλkα 6= 0, (2.3.13)

а при b = 0 и k = 0 функция u0(t) имеет вид

u0(t) = ψ0, −α ≤ t ≤ β. (2.3.14)

Теперь докажем единственность решения задачи 2.3. Пусть ψ(x) ≡
0 на [0, l] и выполнены условия (2.3.13) при всех k ∈ N0. Тогда ψk ≡ 0
и из (2.3.12) и (2.3.14) следует, что uk(t) ≡ 0 на [−α, β] при всех k ∈ N0.
Следовательно, в силу (2.3.5), (2.3.6) имеем:

l∫
0

u(x, t) cosµkx dx = 0, k ∈ N0.

Отсюда в силу полноты системы {1/
√
l,
√

2/l cosµkx}∞k=1 в простран-
стве L2[0, l] следует, что u(x, t) = 0 почти всюду на [0, l] при любом
t ∈ [−α, β]. Поскольку в силу (2.3.1) функция u(x, t) непрерывна на
D, то u(x, t) ≡ 0 в D.

Предположим, что условия (2.3.13) нарушены при k = p ∈ N0 и
некоторых α > 0 и b > 0, т.е.

δ(p) = cosλpα+ λp sinλpα = 0.

Тогда задача 2.3 при ψ(x) ≡ 0 имеет ненулевое решение

up(x, t) =

{
e−λ

2
pt cosµpx, t > 0,

(cosλpt− λp sinλpt) cosµpx, t < 0.
(2.3.15)

Построенная функция (2.3.15) удовлетворяют условиям (2.1.2) −
(2.1.4) и

up(x,−α) = 0, 0 ≤ x ≤ l.
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Таким образом, нами доказана
Теорема 2.3.1. Если существует решение задачи 2.3, т.е. зада-

чи (2.3.1) − (2.3.4), то оно единственно только тогда, когда выпол-
нены условия (2.3.13) при всех k ∈ N0.

2.3.2. Существование решения задачи

Поскольку в формуле (2.3.12) знаменатель δ(k) совпадает с соот-
ветствующим δ(k) формулы (2.1.25) из § 2.1, то для него будут спра-
ведливы утверждения, аналогичные соответствующим леммам 2.1.1
− 2.1.3 из § 2.1 с учетом значения δ(0).

Лемма 2.3.1. Если b = 0 и α̃ является произвольным натураль-
ным числом, то существует постоянная C0, такая, что при всех
k ∈ N0

|δ(k)| = C0 = 1 > 0.

Лемма 2.3.2. Если b ≥ 0 и α̃ = p/q является произвольным
рациональным числом, где p/q 6∈ N, (p, q) = 1, то существуют по-
ложительные постоянные C0 и k0, (k0 ∈ N0), такие, что при всех
k > k0 справедлива оценка

|δ(k)| ≥ C0 > 0.

Лемма 2.3.3. Пусть α̃ − иррациональное алгебраическое чис-
ло степени два, b l < π и выполнены условия (2.1.48) и (2.1.51), где
δ определяется по формуле (2.1.57) при условии (2.1.58). Тогда су-
ществует положительная постоянная C0, зависящая от α, l и b,
такая, что при всех k ∈ N имеет место оценка

|δ(k)| ≥ C0 > 0, (2.3.16)

а при k = 0
δ(0) = cos bα+ b sin bα 6= 0. (2.3.17)

Оценки для функций uk(t) из лемм 2.1.4 − 2.1.6 остаются спра-
ведливыми и в случае задачи 2.3.

Решение задачи 2.3 можно представить в виде суммы ряда Фурье

u(x, t) =
1√
l
u0(t) +

√
2

l

∞∑
k=1

uk(t) cosµkx, (2.3.18)

где uk(t) определяются соответственно по формулам (2.3.12)
и (2.3.14).
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Пусть выполнены условия леммы 2.3.1 или леммы 2.3.3. Тогда ряд
(2.3.18) и ряды из производных первого порядка в замкнутой области
D, ряды из производных второго порядка соответственно в замкнутых
областях D+ и D− на основании оценок (2.1.61) и (2.1.62) мажориру-
ются числовым рядом

C1

+∞∑
k=1

k3|ψk|. (2.3.19)

Лемма 2.3.4. Пусть ψ(x) ∈ C4[0, l], ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i = 1, 3.
Тогда справедливо следующее представление:

ψk =
1

µ4
k

ψ
(4)
k , k ∈ N,

где

ψ
(4)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ(4)(x) cosµkx dx,

+∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2 ≤ ‖ψ(4)‖2L2[0,l].

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.7.
При выполнении условий леммы 2.3.4 ряд (2.3.19) оценивается схо-

дящимся числовым рядом

C2

+∞∑
k=0

1

k
|ψ(4)
k |. (2.3.20)

Тогда на основании сходимости ряда (2.3.20) в силу признака Вей-
ерштрасса сходятся абсолютно и равномерно ряд (2.3.18) и ряды из
производных первого порядка членов этого ряда в D и возможность
его почленного дифференцирования по x и t дважды при t ≤ 0 и
любое число раз при t > 0.

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 2.3.2. Пусть выполнены условия леммы 2.3.1 или лем-

мы 2.3.3 и функция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 2.3.4, то
существует единственное решение задачи 2.3 и оно определяется
рядом (2.3.18), и u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+).
Если для чисел α̃ из леммы 2.3.2 при некоторых k = p =

k1, k2, . . . , km, где 0 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m −
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заданные натуральные числа, δ(p) = 0, тогда для разрешимости за-
дачи 2.3 необходимо и достаточно, чтобы

ψk =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) cosµkxdx = 0, k = k1, k2, . . . , km. (2.3.21)

В этом случае решение задачи 2.3 определяется в виде суммы ряда

u(x, t) =
1√
l
u0(t)+

√
2

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1

uk(t) cosµkx+

+
∑
p

Apup(x, t), (2.3.22)

где в последней сумме p принимает значения k1, k2 . . . , km, Cp − про-
извольные постоянные, функции up(x, t) определяются по формуле
(2.3.15), если в конечных суммах в правой части (2.3.22) верхний пре-
дел меньше нижнего, то их следует считать нулями.

Теорема 2.3.3. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-
ция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 2.3.4. Тогда, если δ(k) 6= 0
при k = 1, k0, то существует единственное решение задачи 2.3 и
это решение определяется рядом (2.3.18); если δ(k) = 0 при неко-
торых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то задача 2.3 разрешима только то-
гда, когда выполнены условия ортогональности (2.3.21) и решение
в этом случае определяется в виде суммы ряда (2.3.22), при этом
u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+).

2.3.3. Устойчивость решения

Рассмотрим следующие известные нормы:

‖f(x)‖Wp
2 [0,l] =

 l∫
0

p∑
k=0

|f (k)(x)|2 dx

1/2

,

‖f(x)‖Cp[0,l] =

p∑
k=0

max
0≤x≤l

|f (k)(x)|, p ≥ 1.

Теорема 2.3.4. Пусть выполнены условия теоремы 2.3.2, тогда
для решения (2.3.18) задачи 2.3 справедливы оценки:

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤ C3‖ψ(x)‖W 1
2 [0,l], (2.3.23)
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‖u(x, t)‖C(D) ≤ C4‖ψ(x)‖C2[0,l], (2.3.24)

где постоянные C3 и C4 не зависят от функции ψ(x).
Доказательство. Поскольку тригонометрическая система

{1/
√
l,
√

2/l cosµkx}∞k=1 ортонормирована в L2[0, l], то из формулы
(2.3.18) и леммы 2.1.4 на основании оценки (2.1.61) имеем

||u(x, t)||2L2[0,l] =
+∞∑
k=0

u2
k(t) ≤ C̃2

1

[
ψ2

0 +
+∞∑
k=1

k2|ψk|2
]
, (2.3.25)

здесь C̃i и далее положительные постоянные. Тогда в силу представ-
ления

ψk =
ψ

(1)
k

µk
, ψ

(1)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ′(x) sinµkx dx, k ∈ N

из неравенства (2.3.25) получим

‖u(x, t)‖2L2[0,l] ≤ C̃
2
2

[
ψ2

0 +
+∞∑
k=1

[ψ
(1)
k ]2

]
≤

≤ C̃2
2

[
‖ψ(x)‖2L2[0,l] + ‖ψ′(x)‖2L2[0,l]

]
= C2

3‖ψ(x)‖2W 1
2 [0,l].

Отсюда получаем оценку (2.3.23).
Пусть (x, t) − произвольная точка из D. Тогда, используя форму-

лу (2.3.18) на основании леммы 2.1.4, представления

ψk = −
ψ

(2)
k

µ2
k

, ψ
(2)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ′′(x) cosµkx dx

и неравенства Коши–Буняковского, получим

|u(x, t)| ≤
√

2

l

[
|u0(t)|+

+∞∑
k=1

|uk(t)|

]
≤ C̃3

[
|ψ0|+

+∞∑
k=1

k|ψk|

]
≤

≤ C̃4

[
|ψ0|+

+∞∑
k=1

1

k
|ψ(2)
k |

]
≤

≤ C̃5

[
‖ψ‖L2[0,l] +

( +∞∑
k=1

1

k2

)1/2( +∞∑
k=1

|ψ(2)
k |

2
)1/2

]
≤
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≤ C̃6

[
‖ψ‖L2[0,l] + ||ψ′′(x)||L2[0,l]

]
≤

≤ C4

[
‖ψ‖C[0,l] + ||ψ′′(x)||C[0,l]

]
≤ C4||ψ(x)||C2[0,l].

Откуда непосредственно следует оценка (2.3.24). �

§ 2.4. Задача с граничным условием третьего рода

В этом параграфе для уравнения (2.1.1) рассмотрим задачу с кра-
евыми условиями третьего рода на сторонах x = 0 и x = l области D
(см. § 2.1).

2.4.1. Постановка задачи. Единственность решения

Задача 2.4. Найти в области D функцию u(x, t), удовлетворя-
ющую условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+); (2.4.1)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D− ∪D+; (2.4.2)

u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l; (2.4.3)

ux(0, t)− h1u(0, t) = 0, ux(l, t) + h2u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β, (2.4.4)

где ψ(x) — заданная достаточно гладкая функция, при этом

ψ′(0)− h1ψ(0) = 0, ψ′(l) + h2ψ(l) = 0.

Разделяя переменные u(x, t) = X(x)T (t) в задаче 2.4 относительно
X(x), получим спектральную задачу:

X ′′(x) + µ2X(x) = 0, 0 < x < l, (2.4.5)

X ′(0)− h1X(0) = 0, X ′(l) + h2X(l) = 0. (2.4.6)

Из работ [11, с. 233], [95, с. 510] следует справедливость следующей
леммы.

Лемма 2.4.1. Для решения задачи (2.4.5) и (2.4.6) справедливы
утверждения:

1) Собственные значения µk > 0 являются корнями уравнения

ctgµl =
µ

(h1 + h2)
− h1h2

µ(h1 + h2)
, (2.4.7)
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а соответствующие собственные функции определяются по форму-
ле

Xk(x) =
√
νk (µkcosµkx+ h1 sinµkx) , k ∈ N, (2.4.8)

νk =
1

‖Xk‖2
=

2(µ2
k + h2

2)

l(µ2
k + h2

1)(µ2
k + h2

2) + (h1 + h2)(µ2
k + h1h2)

. (2.4.9)

2) Система собственных функций {Xk(x)}∞k=1 ортонормированна
и полна в пространстве L2[0, l].

Следующее утверждение дает ответ об асимптотике собственных
значений задачи (2.4.5), (2.4.6).

Лемма 2.4.2. Для корней уравнения (2.4.7) при достаточно
больших k справедлива формула

µk =
πk

l
− 2(h1 + h2)

πk
+O

(
1

k3

)
. (2.4.10)

Доказательство. Из графиков функций ctg µ̃, µ̃ = µl и
µ̃

l(h1 + h2)
− h1h2l

µ̃(h1 + h2)
следует, что уравнение (2.4.7) имеет ровно по

одному корню µ̃k в каждом из интервалов (πk − 1, πk), k ∈ N. Поль-
зуясь формулой обращения Лагранжа [10, с. 33], определим асимпто-
тическое поведение µk при k →∞. Поскольку

ctg(µ̃k − πk) =
µ̃k

l(h1 + h2)
− h1h2l

µ̃k(h1 + h2)
→∞ при k →∞,

то имеем µ̃k − πk → 0. Полагая µ̃k = πk − z, w =
1

πk
, из уравнения

(2.4.7) получим

− ctg z =
(1/w − z)2 − h1h2l

2

l(h1 + h2)(1/w − z)
,

откуда следует

(
1

w
− z)2 + (h1 + h2)(

1

w
− z)l ctg z − h1h2l

2 = 0

или

1

w2
− [2z − (h1 + h2)l ctg z]

1

w
+ z2 − (h1 + h2)lz ctg z − h1h2l

2 = 0.

Из последнего уравнения найдем
1

w
. Для этого вычислим дискрими-

нант уравнения:

D = (2z − (h1 + h2)l ctg z)2 − 4(z2 − (h1 + h2)lz ctg z − h1h2l
2) =
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= (h1 + h2)2l2 ctg2 z + 4h1h2l
2 ≥ 0,

тогда будем иметь

1

w
= 2z − (h1 + h2)l ctg z + l

√
(h1 + h2)2 ctg2 z + 4h1h2 .

Отсюда найдем функцию

z = ωg(z),

где

g(z) = 2z2 − (h1 + h2)lz ctg z + l
√

(h1 + h2)2z2 ctg2 z + 4h1h2z2,

где g(z) аналитична в точке z = 0 и g(0) = −2(h1 + h2)l. Поэтому z
разлагается в степенной ряд по степеням w, т.е.

z = wg(0) + w2g′(0) + w3 g
′′(0)

2!
+ . . . .

Отсюда при достаточно большом k и с учетом четности функции g(z)
получим

µ̃k = πk − 2(h1 + h2)l

πk
+

g′′(0)

2(πk)3
+ . . . . (2.4.11)

Из разложения (2.4.11) следует формула (2.4.10). �
Пусть u(x, t) − решение задачи 2.4. Рассмотрим функцию

uk(t) =

l∫
0

u(x, t)Xk(x) dx, k ∈ N. (2.4.12)

Аналогично § 2.1 для функций uk(t) получаем следующую крае-
вую задачу на сопряжение:

u′k(t) + λ2
kuk(t) = 0, t > 0, (2.4.13)

u′′k(t) + λ2
kuk(t) = 0, t < 0, λ2

k = µ2
k + b2, (2.4.14)

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0), (2.4.15)

uk(−α) =

l∫
0

ψ(x)Xk(x)dx = ψk. (2.4.16)
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Единственное решение задачи (2.4.12) − (2.4.16) при условии

δ(k) = cosλkα+ λk sinλkα 6= 0, k ∈ N, (2.4.17)

существует и определяется по формуле

uk(t) =


ψke

−λ2
kt

cosλkα+ λk sinλkα
, t > 0,

cosλkt− λk sinλkt

cosλkα+ λk sinλkα
ψk, t < 0.

(2.4.18)

Отметим, что выражение (2.4.17) для δ(k), несмотря на внешнюю
одинаковость с выражением δ(k) из §§ 2.1 − 2.3, вообще говоря, зави-
сит от шести параметров α, l, b, h1 и h2, и здесь µk при больших k
определяется формулой (2.4.10).

Теперь докажем единственность решения задачи 2.4. Пусть ψ(x) ≡
0 на [0, l] и выполнены условия (2.4.17) при всех k ∈ N. Тогда ψk ≡ 0
и из (2.4.18) следует, что uk(t) ≡ 0 на [−α, β] при всех k ∈ N. Следо-
вательно, в силу (2.4.12) имеем:

l∫
0

u(x, t)Xk(x)dx = 0, k ∈ N.

Отсюда в силу полноты системы {Xk(x)}∞k=1 в пространстве L2[0, l]
следует, что u(x, t) = 0 почти всюду на [0, l] при любом t ∈ [−α, β].
Поскольку в силу (2.4.1) функция u(x, t) непрерывна наD, то u(x, t) ≡
0 в D.

Предположим, что условие (2.4.17) нарушено при k = p и некото-
рых α, l, b, h1 и h2, т.е. δ(p) = 0. Тогда задача 2.4 при ψ(x) ≡ 0 имеет
ненулевое решение

up(x, t) =

{
e−λ

2
ptXp(x), t > 0,

(cosλpt− λp sinλpt)Xp(x), t < 0.
(2.4.19)

Построенная функция (2.4.19) удовлетворяет условиям (2.4.1) −
(2.4.4) при ψ(x) ≡ 0.

Чтобы найти нули выражения δ(k), представим его в виде

δ(k) =
√

1 + λ2
k sin (α̃lλk + γk) , (2.4.20)
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где α̃ = α/l, λ2
k = b2 + µ2

k, γk = arcsin
(

1/
√

1 + λ2
k

)
. Отсюда находим

нули δ(k):
α̃ =

n

lλk
− γk
lλk

, k, n ∈ N.

Таким образом, нами доказана
Теорема 2.4.1. Если существует решение задачи 2.4, то оно

единственно только тогда, когда выполнены условия (2.4.17) при
всех k ∈ N.

2.4.2. Существование решения задачи

Из формулы (2.4.20) видно, что выражение δ(k), заданное левой
частью неравенства (2.4.17), имеет счетное множество нулей относи-
тельно α̃ = α/l. Поэтому аналогично § 2.1 нам следует установить
оценки об отделенности от нуля выражения δ(k) с учетом леммы 2.4.2.

Лемма 2.4.3. Если α̃ = p/q является произвольным рациональ-
ным числом, где (p, q) = 1, то существуют положительные посто-
янные C0 и k0, (k0 ∈ N), такие, что при всех k > k0 справедлива
оценка

|δ(k)| ≥ C0 > 0. (2.4.21)

Доказательство. Рассмотрим последовательность λk и с учетом
(2.4.10) при k > k1, k1 − достаточно большое натуральное число,
представим ее в виде

λk =
√
b2 + µ2

k =

√
b2 +

(
πk

l

)2

− 4(h1 + h2)

l
+O

(
1

k2

)
=

=
πk

l

√
1 +

(l b)2 − 4l(h1 + h2)

(πk)2
+O

(
1

k4

)
=
πk

l
λ̃k, (2.4.22)

при этом

λ̃k = 1 + θk, θk = O

(
1

k2

)
, (2.4.23)

при k > 1
π

√
|l b2 − 4l(h1 + h2)| = k2. Тогда выражение (2.4.20) в силу

представлений (2.4.22) и (2.4.23) принимает вид

δ(k) =
√

1 + λ2
k sin

(
πkα̃+ α̃θ̃k + γk

)
, θ̃k = πkθk. (2.4.24)

Далее на основании (2.4.24) аналогично лемме 2.1.2 доказывается
справедливость оценки (2.4.21). �
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Если выполнены условия (2.4.17) и (2.4.21), то на основании част-
ных решений (2.4.8) и (2.4.18) решение задачи (2.4.1) − (2.4.4) можно
представить в виде суммы ряда Фурье

u(x, t) =

+∞∑
k=1

uk(t)Xk(x). (2.4.25)

Далее покажем, что при определенных условиях относительно функ-
ции ψ(x) сумма u(x, t) ряда (2.4.25) удовлетворяет условиям (2.4.1) и
(2.4.2).

Из формулы (2.4.18) следует справедливость следующего утвер-
ждения.

Лемма 2.4.4. Если выполнены условия леммы 2.4.3, то при всех
k > k0 справедливы оценки:

|uk(t)| ≤ C1k|ψk|, |u′k(t)| ≤ C2k
2|ψk|, t ∈ [−α, β], (2.4.26)

|u′′k(t)| ≤ C3k
3|ψk|, t ∈ [−α, 0], (2.4.27)

Ci − здесь и далее положительные постоянные.
Тогда ряд (2.4.25) и ряды из производных первого порядка в зам-

кнутой области D, ряды из производных второго порядка соответ-
ственно в замкнутых областях D+ и D− на основании оценок (2.4.26)
и (2.4.27) мажорируются числовым рядом

C6

+∞∑
k=k0+1

k3|ψk|. (2.4.28)

Лемма 2.4.5. Пусть ψ(x) ∈ C4[0, l], ψ(i+1)(0) − h1ψ
(i)(0) = 0,

ψ(i+1)(l) + h2ψ
(i)(l) = 0, i = 0, 2. Тогда справедливо следующее пред-

ставление:

ψk =
ψ

(4)
k

µ4
k

, k ∈ N, (2.4.29)

где

ψ
(4)
k =

l∫
0

ψ(4)(x)Xk(x) dx,

+∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2 ≤ ‖ψ(4)(x)‖2L2[0,l]. (2.4.30)
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Доказательство. Рассмотрим интеграл из формулы (2.4.16).
С учетом уравнения (2.4.5) представим его в виде

ψk =

l∫
0

ψ(x)Xk(x) dx = − 1

µ2
k

l∫
0

ψ(x)X ′′k (x) dx.

Далее, интегрируя по частям два раза последний интеграл и учитывая
условия леммы, получим

ψk = − 1

µ2
k

l∫
0

ψ′′(x)Xk(x) dx = − 1

µ2
k

ψ
(2)
k . (2.4.31)

Аналогично проводя рассуждения для интеграла (2.4.31), получим

ψ
(2)
k = − 1

µ2
k

l∫
0

ψIV (x)Xk(x) dx = − 1

µ2
k

ψ
(4)
k . (2.4.32)

Подставляя (2.4.32) в (2.4.31), получим представление (2.4.29).
По условию функция ψ(4)(x) непрерывна на [0, l], тогда из теории

рядов Фурье известно, что ряд
∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2
сходится и справедливо

неравенство Бесселя (2.4.30). �
При выполнении условий леммы 2.4.5 ряд (2.4.28) оценивается схо-

дящимся числовым рядом

C7

+∞∑
k=k0+1

1

k
|ψ(4)
k |. (2.4.33)

Тогда на основании сходимости ряда (2.4.33) в силу признака Вей-
ерштрасса сходятся абсолютно и равномерно ряд (2.4.25) и ряды из
производных первого порядка членов этого ряда в D и возможность
его почленного дифференцирования по x и t дважды при t ≤ 0 и
любое число раз при t > 0.

Если для чисел α̃ из леммы 2.4.3 при некоторых k = p =
k1, k2, . . . , km, где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m −
заданные натуральные числа, δ(p) = 0, тогда для разрешимости за-
дачи (2.4.1) − (2.4.4) необходимо и достаточно, чтобы

ψk =

l∫
0

ψ(x)Xk(x) dx = 0, k = k1, k2, . . . , km. (2.4.34)
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В этом случае решение задачи (2.4.1) − (2.4.4) определяется в виде
суммы ряда

u(x, t) =

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+

+∞∑
k=km+1

uk(t)Xk(x) +
∑
p

Apup(x, t),

(2.4.35)
где в последней сумме p принимает значения k1, k2 . . . , km, Ap − про-
извольные постоянные, функции up(x, t) определяются по формуле
(2.4.19), если в конечных суммах в правой части (2.4.35) верхний пре-
дел меньше нижнего, то их следует считать нулями.

Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 2.4.2. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-

ция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 2.4.5. Тогда, если δ(k) 6= 0
при k = 1, k0, то существует единственное решение задачи (2.4.1) −
(2.4.4) и это решение определяется рядом (2.4.25); если δ(k) = 0 при
некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то задача (2.4.1) − (2.4.4) раз-
решима только тогда, когда выполнены условия ортогональности
(2.4.34) и решение в этом случае определяется в виде суммы ряда
(2.4.35), при этом u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+).

2.4.3. Устойчивость решения

Теорема 2.4.3. Пусть выполнены условия теоремы 2.4.2 и δ(k) 6=
0 при k = 1, k0. Тогда для решения (2.4.25) задачи (2.4.1) − (2.4.4)
справедлива оценка

‖u(x, t)‖C(D) ≤ C8‖ψ′′(x)‖C[0,l], (2.4.36)

где постоянная C8 не зависит от функции ψ(x).
Доказательство. Пусть (x, t) − произвольная точка из D. Тогда,

используя формулу (2.4.25) на основании леммы 2.4.4, неравенства

|Xk(x)| ≤
√
νk

√
µ2
k + h2

1 |sin(µkx+ ϕk)| ≤ C9

µk

√
µ2
k + h2

1 ≤ C10,

ϕk = arcsin
(
µk/

√
µ2
k + h2

1

)
, представления (2.4.31) и неравенства

Коши–Буняковского, получим

|u(x, t)| ≤
+∞∑
k=1

|uk(t)| |Xk(x)| ≤ C̃1

+∞∑
k=1

k|ψk| ≤
C̃1l

2

π2

+∞∑
k=1

1

k
|ψ(2)
k | ≤

≤ C̃1l
2

π2

( +∞∑
k=1

1

k2

)1/2( +∞∑
k=1

|ψ(2)
k |

2
)1/2

≤ C̃1l
2

π
√

6
‖ψ′′(x)‖L2[0,l].

Откуда непосредственно следует оценка (2.4.36). �
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Гл а в а 3

Краевые задачи с нелокальными
граничными условиями

В этой главе для уравнения смешанного параболо-гиперболичес-
кого типа

Lu ≡
{
ut − uxx + b2u = 0, t > 0,
utt − uxx + b2u = 0, t < 0

(3.0.1)

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β},
где b ≥ 0, l > 0, α > 0, β > 0 − заданные действительные числа,
методом спектрального анализа доказаны теоремы единственности,
существования и устойчивости решения краевых задач с различными
нелокальными граничными условиями.

§ 3.1. Задача с условиями периодичности

3.1.1. Постановка задачи. Единственность решения

Рассмотрим уравнение (3.0.1) в смешанной области D и поставим
следующую задачу с двумя нелокальными граничными условиями.

Задача 3.1. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую услови-
ям:

u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2
x(D+); (3.1.1)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D− ∪D+; (3.1.2)

u(0, t) = u(l, t), ux(0, t) = ux(l, t), −α ≤ t ≤ β; (3.1.3)

u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (3.1.4)

где ψ(x) – заданная достаточно гладкая функция, ψ(0) = ψ(l),
ψ′(0) = ψ′(l), D− = D ∩ {t < 0}, D+ = D ∩ {t > 0}.
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Частные решения уравнения (3.0.1), не равные нулю в области D,
будем искать в виде произведения

u(x, t) = X(x)T (t),

удовлетворяющего граничным условиям (3.1.3). Подставляя данное
произведение в уравнение (3.0.1), относительно X(x) получим

X ′′(x) + µ2X(x) = 0, 0 < x < l, (3.1.5)

X(0) = X(l), X ′(l) = X ′(0), (3.1.6)

где µ – постоянная разделения.
Решением спектральной задачи (3.1.5) и (3.1.6) является система

функций:

Xk(x) :
1√
l
,

√
2

l
cosµkx,

√
2

l
sinµkx, k = 0, 1, 2, . . . , (3.1.7)

где X0(x) = 1/
√
l, µk = 2πk/l, которая полна, ортонормированна и

образует базис в пространстве L2[0, l].
Пусть u(x, t) − решение задачи (3.1.1) − (3.1.4). Рассмотрим сле-

дующие функции:

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) cosµkx dx, k = 1, 2, . . . , (3.1.8)

υk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx, k = 1, 2, . . . , (3.1.9)

u0(t) =
1√
l

l∫
0

u(x, t) dx. (3.1.10)

Аналогично главе 2 получаем, что функции uk(t), u0(t) и υk(t) удо-
влетворяют дифференциальным уравнениям:

u′k(t) + (b2 + µ2
k)uk(t) = 0, t > 0, (3.1.11)

u′′k(t) + (b2 + µ2
k)uk(t) = 0, t < 0, (3.1.12)

u′0(t) + b2u0(t) = 0, t > 0, (3.1.13)
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u′′0(t) + b2u0(t) = 0, t < 0, (3.1.14)

υ′k(t) + (b2 + µ2
k)υk(t) = 0, t > 0, (3.1.15)

υ′′k (t) + (b2 + µ2
k)υk(t) = 0, t < 0. (3.1.16)

Найдем общие решения уравнений (3.1.11) и (3.1.12)

uk(t) =

{
cke
−λ2

kt, t > 0,
ak cosλkt+ bk sinλkt, t < 0,

(3.1.17)

где ak, bk и ck − произвольные постоянные, λ2
k = b2 +µ2

k. Выберем эти
постоянные так, чтобы в силу (3.1.1) выполнялись условия сопряже-
ния

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0). (3.1.18)

Удовлетворяя функции (3.1.17) условиям (3.1.18), найдем

ak = ck, bk = −ckλk.

С учетом этих значений функции (3.1.17) принимают вид

uk(t) =

{
cke
−λ2

kt, t > 0,
ck (cosλkt− λk sinλkt) , t < 0.

(3.1.19)

Для нахождения постоянных ck воспользуемся граничным усло-
вием (3.1.4) и формулой (3.1.8):

uk(−α) =

√
2

l

l∫
0

u(x,−α) cosµkx dx =

=

√
2

l

l∫
0

ψ(x) cosµkx dx = ψk. (3.1.20)

Тогда, удовлетворяя функции (3.1.19) граничному условию (3.1.20)
при условии, что при всех k ∈ N

d(k) = cosλkα+ λk sinλkα 6= 0, (3.1.21)

найдем

ck =
ψk
d(k)

.
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Подставляя значения ck в формулу (3.1.19), получим окончательный
вид функций

uk(t) =


ψk
d(k)

e−λ
2
kt, t > 0,

ψk
d(k)

(cosλkt− λk sinλkt), t < 0, k ∈ N.
(3.1.22)

Точно так же, исходя из уравнений (3.1.15) и (3.1.16) аналогично
функций (3.1.22), построим функции

υk(t) =


ψ̃k
d(k)

e−λ
2
kt, t > 0,

ψ̃k
d(k)

(cosλkt− λk sinλkt), t < 0, k ∈ N,
(3.1.23)

где

ψ̃k =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx. (3.1.24)

По аналогичной схеме на основании общих решений уравнений
(3.1.13) и (3.1.14), условий сопряжения и граничного условия (3.1.4)
найдем

u0(t) =


ψ0

d(0)
e−b

2t, t > 0,

ψ0

d(0)
(cos bt− b sin bt), t < 0,

(3.1.25)

здесь

ψ0 =
1√
l

l∫
0

ψ(x) dx. (3.1.26)

Пусть теперь ψ(x) ≡ 0, тогда ψk = ψ0 = ψ̃k ≡ 0 и из формул
(3.1.22), (3.1.23), (3.1.25) и (3.1.8) − (3.1.10) следует

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx = 0, k = 1, 2, . . . ,

l∫
0

u(x, t) cosµkx dx = 0, k = 1, 2, . . . ,

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



§ 3.1. Задача с условиями периодичности 99

l∫
0

u(x, t) dx = 0.

Отсюда в силу полноты системы (3.1.7) в пространстве L2[0, l] следует,
что u(x, t) = 0 почти для всех x ∈ [0, l] и при любом t ∈ [−α, β].
Поскольку в силу (3.1.1) функция u(x, t) непрерывна в D, то u(x, t) ≡
0 в D.

Пусть при некоторых α, l, b и k = p, p ∈ N0 (b 6= 0) нарушено
условие (3.1.21), т.е. d(p) = 0, тогда однородная задача (3.1.1) − (3.1.4)
и (3.1.4) (где ψ(x) ≡ 0) имеет нетривиальное решение:

up(x, t) =

 e−λ
2
pt(C0p + C1p cosµpx+ C2p sin 2µpx), t > 0,

(cosλpt− λp sinλpt)×
×(C0p + C1p cosµpx+ C2p sinµpx), t < 0,

(3.1.27)
где C0p, C1p, C2p − произвольные постоянные.

Аналогично § 2.1 выражение d(k) представим в следующем виде:

d(k) =
√

1 + λ2
k sin(2πkα̃λ̃k + ϕk), (3.1.28)

где α̃ = α/l, λ̃k = 1 + (b l/(2πk))
2, ϕk = arcsin (1/

√
1 + λ2

k).
Из представления (3.1.28) видно, что выражение d(k) = 0 только

в том случае, когда

α̃ =
n

2kλ̃k
− ϕk
λk
, n ∈ N. (3.1.29)

Итак, справедлива
Теорема 3.1.1. Если существует решение u(x, t) задачи (3.1.1)−

(3.1.4), то оно единственно только тогда, когда выполнены условия
(3.1.21) при всех k ∈ N0.

3.1.2. Существование решения задачи

Поскольку d(k) имеет счетное множество нулей (3.1.29) относи-
тельно α̃, то снова возникает задача по получению оценок об отделен-
ности от нуля. Выражение d(k) по внешнему виду совпадает с δ(k) из
главы 2, отличие состоит только в µk = 2πk/l. Поэтому леммы 2.1.1
− 2.1.3, установленные для δ(k) в § 2.1, имеют место и для d(k) при
µk = 2πk/l.
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Лемма 3.1.1. Если b = 0 и α̃ является произвольным натураль-
ным числом, то существует постоянная C0, такая, что при всех
k ∈ N

|d(k)| = C0 = 1 > 0. (3.1.30)

Лемма 3.1.2. Если b ≥ 0 и α̃ = p/q является произвольным
рациональным числом, где p/q 6∈ N, (p, q) = 1, то существуют по-
ложительные постоянные C0 и k0, (k0 ∈ N), такие, что при всех
k > k0 справедлива оценка

|d(k)| ≥ C0 > 0. (3.1.31)

Лемма 3.1.3. Пусть α̃ − иррациональное алгебраическое чис-
ло степени два, b l < π и выполнены условия (2.1.48) и (2.1.51), где
δ определяется по формуле (2.1.57) при условии (2.1.58). Тогда су-
ществует положительная постоянная C0, зависящая от α, l и b,
такая, что при всех k ∈ N имеет место оценка

|d(k)| > C0. (3.1.32)

На основании частных решений (3.1.22), (3.1.23) и (3.1.25) решение
задачи (3.1.1) − (3.1.4) можно представить в виде суммы ряда Фурье:

u(x, t) =
1√
l
u0(t) +

√
2

l

+∞∑
k=1

uk(t) cosµkx+ υk(t) sinµkx. (3.1.33)

Покажем, что при определенных условиях относительно функции
ψ(x) ряд (3.1.33) сходится равномерно в замкнутой области D и там
его можно почленно дифференцировать дважды по x и t при t ≤ 0 и
один раз по t и дважды по x при t > 0.

Лемма 3.1.4. Если выполнены условия леммы 3.1.1 или леммы
3.1.3, то при всех k ∈ N справедливы оценки:

|uk(t)| ≤ C1k|ψk|, |υk(t)| ≤ C1k|ψ̃k|, t ∈ [−α, β], (3.1.34)

|u′k(t)| ≤ C2k
2|ψk|, |υ′k(t)| ≤ C2k

2|ψ̃k|, t ∈ [−α, β], (3.1.35)

|u′′k(t)| ≤ C3k
3|ψk|, |υ′′k (t)| ≤ C3k

3|ψ̃k|, t ∈ [−α, 0], (3.1.36)

Ci − здесь и далее положительные постоянные.
Справедливость оценок (3.1.34) − (3.1.36) непосредственно выте-

кает из формул (3.1.22) и (3.1.23) на основании оценки (3.1.30).
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Лемма 3.1.5. Если выполнены условия леммы 3.1.2, то при всех
k > k0 справедливы оценки (3.1.34) − (3.1.36).

Эти оценки устанавливаются исходя из неравенства (3.1.32).
Пусть выполнены условия леммы 3.1.1 или леммы 3.1.3. Тогда ряд

(3.1.33) и ряды из производных первого порядка в замкнутой области
D, ряды из производных второго порядка соответственно в замкнутых
областях D+ и D− на основании оценок (3.1.34) − (3.1.36) мажориру-
ются числовым рядом

C6

+∞∑
k=1

k3
(
|ψk|+ |ψ̃k|

)
. (3.1.37)

Лемма 3.1.6. Пусть ψ(x) ∈ C4[0, l], ψ(i)(0) = ψ(i)(l), i = 0, 3.
Тогда справедливы следующие представления:

ψk =
1

µ4
k

ψ
(4)
k , ψ̃k =

1

µ4
k

ψ̃
(4)
k , k ∈ N, (3.1.38)

где

+∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2 ≤
l∫

0

[ψ(IV )(x)]2 dx,
+∞∑
k=1

|ψ̃(4)
k |

2 ≤
l∫

0

[ψ(IV )(x)]2 dx.

Доказательство. Проинтегрируем по частям четыре раза в ин-
тегралах из формул (3.1.20) и (3.1.24). Тогда с учетом условий леммы
получим

ψk =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) cosµkx dx =
1

µ4
k

√
2

l

l∫
0

ψ(IV )(x) cosµkx dx =
1

µ4
k

ψ
(4)
k ,

ψ̃k =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx =
1

µ4
k

√
2

l

l∫
0

ψ(IV )(x) sinµkx dx =
1

µ4
k

ψ̃
(4)
k .

Отсюда следует справедливость представлений (3.1.38). Поскольку
функция ψ(IV )(x) кусочно-непрерывна на [0, l], то из теории рядов
Фурье следует справедливость неравенств Бесселя

+∞∑
k=1

‖ψ(4)
k |

2 ≤ ‖ψIV (x)‖2L2[0,l],
+∞∑
k=1

‖ψ̃(4)
k |

2 ≤ ‖ψIV (x)‖2L2[0,l],
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из которых вытекает сходимость указанных рядов. �
При выполнении условий леммы 3.1.6 ряд (3.1.37) оценивается

числовым рядом

C7

+∞∑
k=k0+1

1

k

(
|ψ(4)
k |+ |ψ̃

(4)
k |
)
. (3.1.39)

Тогда на основании сходимости ряда (3.2.59) в силу признака Вей-
ерштрасса сходятся абсолютно и равномерно ряд (3.1.33) и ряды из
производных первого порядка членов этого ряда в D и возможность
его почленного дифференцирования по x и t дважды при t ≤ 0 и
любое число раз при t > 0.

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 3.1.2. Пусть выполнены условия леммы 3.1.3 или лем-

мы 3.1.3 и функция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 3.1.6, то
существует единственное решение u(x, t) задачи (3.1.1) − (3.1.4) и
оно определяется рядом (3.1.33), и u(x, t) ∈ C1(D)∩C2(D−)∩C2

x(D+).
Если для чисел α̃ из леммы 3.1.2 при некоторых k = p =

k1, k2, . . . , km, где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m −
заданные натуральные числа, d(p) = 0, тогда для разрешимости за-
дачи (3.1.1) − (3.1.4) необходимо и достаточно, чтобы

l∫
0

ψ(x) cosµkx dx =

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = 0, k = k1, k2, . . . , km.

(3.1.40)
В этом случае решение задачи (3.1.1) − (3.1.4) определяется в виде
суммы ряда

u(x, t) =
1√
l
u0(t)+

√
2

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1

uk(t) cosµkx+

+

√
2

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1

 υk(t) sinµkx+
∑
p

up(x, t),

(3.1.41)
где в последней сумме p принимает значения k1, k2 . . . , km, функции
up(x, t) определяются по формуле (3.1.27), если в конечных суммах в
правой части (3.1.41) верхний предел меньше нижнего, то их следует
считать нулями.
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Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 3.1.3. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-

ция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 3.1.6. Тогда, если d(k) 6= 0
при k = 1, k0, то существует единственное решение u(x, t) зада-
чи (3.1.1) − (3.1.4) и это решение определяется рядом (3.1.33); если
d(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то задача (3.1.1)
− (3.1.4) разрешима только тогда, когда выполнены условия орто-
гональности (3.1.40) и решение u(x, t) в этом случае определяется
в виде суммы ряда (3.1.41), при этом u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩
C2
x(D+).

3.1.3. Устойчивость решения

Теорема 3.1.4. Пусть выполнены условия теоремы 3.1.2, тогда
для решения (3.1.33) задачи (3.1.1) − (3.1.4) справедливы оценки:

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤ C8‖ψ(x)‖W 1
2 [0,l], (3.1.42)

‖u(x, t)‖C(D) ≤ C9‖ψ(x)‖C2[0,l], (3.1.43)

где постоянные C8 и C9 не зависят от функции ψ(x).
Доказательство. Поскольку система (3.1.7) ортонормирована в

L2[0, l], то из формулы (3.1.33) на основании оценки (3.1.34) имеем

‖u(x, t)‖2L2
= u2

0(t) +
+∞∑
k=1

(
u2
k(t) + υ2

k(t)
)
≤

≤ C̃1

[
|ψ0|2 +

+∞∑
k=1

k2
(
|ψk|2 + |ψ̃k|2

)]
, (3.1.44)

где C̃i − здесь и далее положительные постоянные.
В силу представлений

ψk = −
ψ

(1)
k

µk
, ψ̃k =

ψ̃
(1)
k

µk
,

ψ
(1)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ′(x) sinµkx dx, ψ̃
(1)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ′(x) cosµkx dx
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из неравенства (3.1.44) получим

‖u(x, t)‖2L2
≤ C̃2

2

[
ψ2

0 + [ψ
(1)
0 ]2 +

+∞∑
k=1

[ψ
(1)
k ]2 + [ψ̃

(1)
k ]2

]
≤

≤ C̃2
3

[
‖ψ(x)‖2L2[0,l] + ‖ψ′(x)‖2L2[0,l]

]
= C̃2

3‖ψ(x)‖2W 1
2 [0,l].

Отсюда вытекает справедливость оценки (3.1.42).
Пусть (x, t) − произвольная точка из D. Тогда, используя форму-

лы (3.1.25) и (3.1.33) на основании леммы 3.1.4, представлений

ψk = −
ψ

(2)
k

µ2
k

, ψ̃k = −
ψ̃

(2)
k

µ2
k

,

ψ
(2)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ′′(x) cosµkx dx, ψ̃
(2)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ′′(x) sinµkx dx

и неравенства Коши–Буняковского, получим

|u(x, t)| ≤ C̃4

[
|u0(t)|+

+∞∑
k=1

|uk(t)|+ |υk(t)|

]
≤

≤ C̃1

[
|ψ0|+

+∞∑
k=1

k
(
|ψk|+ |ψ̃k|

)]
≤

≤ C̃2

[
|ψ0|+

+∞∑
k=1

1

k

(
|ψ(2)
k |+ |ψ̃

(2)
k |
)]
≤

≤ C̃3

{
‖ψ‖L2[0,l] +

( +∞∑
k=1

1

k2

)1/2
[( +∞∑

k=1

|ψ(2)
k |

2
)1/2

+
( +∞∑
k=1

|ψ̃(2)
k |

2
)1/2

]}
≤

≤ C̃4

[
‖ψ‖L2[0,l] + ||ψ′′(x)||L2[0,l]

]
≤

≤ C̃5

[
‖ψ‖C[0,l] + ||ψ′′(x)||C[0,l]

]
≤ C̃5||ψ(x)||C2[0,l].

Откуда непосредственно следует оценка (3.1.43). �
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§ 3.2. Краевая задача с нелокальным граничным
условием первого рода

В этом параграфе для уравнения (3.0.1) в прямоугольной области
D = {(x, t)| 0 < x < l,−α < t < β} поставим задачу с нелокальным
граничным условием типа Бицадзе–Самарского.

3.2.1. Постановка задачи. Единственность решения

Задача 3.2. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую услови-
ям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+); (3.2.1)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D− ∪D+; (3.2.2)

u(0, t) = u(l, t), ux(0, t) = 0, −α ≤ t ≤ β, (3.2.3)

u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (3.2.4)

где ψ(x) − заданная достаточно гладкая функция, ψ(0) = ψ(l),
ψ′(0) = 0.

Решение задачи 3.2 будем искать методом разделения перемен-
ных: u(x, t) = X(x)T (t). Подставляя данное произведение в уравнение
(3.0.1), относительно X(x) получим спектральную задачу:

X
′′
(x) + µ2X(x) = 0, 0 < x < l, (3.2.5)

X(0) = X(l), X
′
(0) = 0, (3.2.6)

где µ − постоянная.
Как известно [37, 33], спектральная задача (3.2.5) и (3.2.6) яв-

ляется несамосопряженной и имеет следующую систему собственных
чисел и собственных и присоединенных функций:

µ0 = 0, µk =
2πk

l
k ∈ N, (3.2.7)

Zk(x) =

{
1

l
,

1

l
cosµkx,

x

l
sinµkx

}
. (3.2.8)

Отметим, что здесь каждому собственному значению µk из
(3.2.7), кроме нулевого, отвечают одна собственная функция Xk(x) =
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1
l cosµkx и одна присоединенная функция X̃k(x) = x

l sinµkx
1. Со-

гласно известной теореме Келдыша [52], система корневых функций
(3.2.8) задачи (3.2.5) и (3.2.6) является полной в L2[0, l]. Но для ре-
шения исходной задачи 3.2 одной полноты системы функций (3.2.8)
не достаточно, т.е. система (3.2.8) дополнительно обладала свойством
базисности. Тогда по этой системе можно однозначно разложить в
ряд любую функцию из L2[0, l]. Для этого рассмотрим сопряженную
задачу:

Y
′′
(x) + µ2Y (x) = 0, 0 < x < l, (3.2.9)

Y ′(0) = Y ′(l), Y (l) = 0, (3.2.10)

которая имеет те же собственные значения, но другую систему кор-
невых функций:

Yk(x) =

{
2(l − x)

l
,

4(l − x)

l
cosµkx,

4

l
sinµkx

}
. (3.2.11)

Системы функций (3.2.8) и (3.2.11) образуют биортогональную
систему, т.е.

l∫
0

Zk(x)Yn(x) dx =

{
0, k 6= n,
1, k = n

и удовлетворяют необходимому и достаточному условию базисности
в пространстве L2[0, l], которое было впервые установлено В.А. Ильи-
ным [33] .

Теорема 3.2.1. Если существует решение нелокальной задачи
3.2, то оно единственно только тогда, когда при всех k ∈ N0 выпол-
нены условия (3.1.16) из § 3.1:

d(k) = cosλkα+ λk sinλkα 6= 0. (3.2.12)

Доказательство. Пусть u(x, t) является решением задачи (3.2.1)
− (3.2.4). На основе системы (3.2.11) введем в рассмотрение функции

vk(t) =
4

l

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx, k = 1, 2, . . . , (3.2.13)

1Функция X̃k(x) является решением задачи: X̃
′′

k (x) + µ2
kX̃k(x) =

2µkXk(x) при 0 < x < l, X̃k(0) = X̃k(l), X̃ ′k(0) = 0.
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u0(t) =
2

l

l∫
0

u(x, t)(l − x) dx, (3.2.14)

uk(t) =
4

l

l∫
0

u(x, t)(l − x) cosµkx dx, k = 1, 2, . . . . (3.2.15)

На основании формул (3.2.13) − (3.2.15) введем вспомогательные
функции

uk,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

u(x, t)(1− x) cosµkx dx, k = 1, 2 . . . , (3.2.16)

u0,ε(t) =
2

l

l−ε∫
ε

u(x, t)(l − x) dx, (3.2.17)

vk,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

u(x, t) sinµkx dx, k = 1, 2 . . . , (3.2.18)

где ε > 0 − достаточно малое число.
Дифференцируя равенства (3.2.16) − (3.2.18) по t при t > 0 один

раз, а при t < 0 два раза и, учитывая уравнение (3.0.1), получим

v′k,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

ut sinµkx dx =
4

l

l−ε∫
ε

uxx sinµkx dx−

−b2 4

l

l−ε∫
ε

u(x, t) sinµkx dx =
4

l
I1 − b2vk,ε(t), t > 0, (3.2.19)

v′′k,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

utt sinµkx dx =
4

l

l−ε∫
ε

uxx sinµkx dx−

−b2 4

l

l−ε∫
ε

u(x, t) sinµkx dx =
4

l
I1 − b2vk,ε(t), t < 0, (3.2.20)

u′0,ε(t) =
2

l

l−ε∫
ε

ut(l − x) dx =
2

l

l−ε∫
ε

uxx(l − x) dx−
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−b2 2

l

l−ε∫
ε

u(x, t)(l − x) dx =
2

l
I2 − b2u0,ε(t), t > 0, (3.2.21)

u′′0,ε(t) =
2

l

l−ε∫
ε

utt(l − x) dx =
2

l

l−ε∫
ε

uxx(l − x) dx−

−b2 2

l

l−ε∫
ε

u(x, t)(l − x) dx =
2

l
I2 − b2u0,ε(t), t < 0, (3.2.22)

u′k,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

ut(l − x) cosµkx dx =
4

l

l−ε∫
ε

uxx(l − x) cosµkx dx−

−b2 4

l

l−ε∫
ε

u(x, y)(l − x) cosµkx dx =
4

l
I3 − b2uk,ε(t), t > 0, (3.2.23)

u′′k,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

utt(l − x) cosµkx dx =
4

l

l−ε∫
ε

uxx(l − x) cosµkx dx−

−b2 4

l

l−ε∫
ε

u(x, y)(l − x) cosµkx dx =
4

l
I3 − b2uk,ε(t), t < 0. (3.2.24)

Интегрируя два раза по частям интегралы I1 − I3, получим

I1 =

l−ε∫
ε

uxx sinµkx dx = ux sinµkx
∣∣∣l−ε
ε
− µku(x, t) cosµkx

∣∣∣l−ε
ε
−

−µ2
k

l−ε∫
ε

u(x, t) sinµkx dx,

I2 =

l−ε∫
ε

uxx(x, t)(l − x) dx = −ux(x, t)
∣∣∣l−ε
ε

+ u(l − ε, t)− u(ε, t),

I3 =

l−ε∫
ε

uxx(x, t)(l − x) cosµkx dx = (l − x)ux(x, t) cosµkx
∣∣∣l−ε
ε

+
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+u(x, t) cosµkx
∣∣∣l−ε
ε

+ u(x, t)µk(l − x) sinµkx
∣∣∣l−ε
ε

+

+2µk

l−ε∫
ε

ux(x, t)u(x, t) sinµkx dx− µ2
k

l−ε∫
ε

u(x, t)(l − x) cosµkx dx.

Подставим значения интегралов I1, I2 и I3 в равенства (3.2.19)
− (3.2.24). Затем, переходя к пределу при ε → 0 с учетом гранич-
ных условий (3.2.3), получим, что vk(t), u0(t) и uk(t) удовлетворяют
дифференциальным уравнениям:

v′k(t) + (b2 + µ2
k)vk(t) = 0, t > 0, (3.2.25)

v′′k (t) + (b2 + µ2
k)vk(t) = 0, t < 0, k = 1, 2, . . . , (3.2.26)

u′0(t) + b2u0(t) = 0, t > 0, (3.2.27)

u′′0(t) + b2u0(t) = 0, t < 0, (3.2.28)

u′k(t) + (b2 + µ2
k)uk(t) = 2µkvk(t), t > 0, (3.2.29)

u′′k(t) + (b2 + µ2
k)uk(t) = 2µkvk(t), t < 0, k = 1, 2, . . . . (3.2.30)

Заметим, что функции uk(t) являются присоединенными по отно-
шению к vk(t).

Общие решения уравнений (3.2.25) и (3.2.26), удовлетворяющие
условиям сопряжения

vk(0 + 0) = vk(0− 0), v′k(0 + 0) = v′k(0− 0),

имеют вид

vk(t) =

{
c̃ke
−λ2

kt, t > 0,
c̃k(cosλkt− λk sinλkt), t < 0,

(3.2.31)

где c̃k − произвольная постоянная, λ2
k = b2 + µ2

k. Для нахождения
постоянных c̃k воспользуемся граничным условием (3.2.4) и формулой
(3.2.13):

vk(−α) =
4

l

l∫
0

u(x,−α) sinµkx dx =
4

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = ψ̃k.

(3.2.32)
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Удовлетворяя функции (3.2.31) граничным условиям (3.2.32), найдем

c̃k =
ψ̃k

cosλkα+ λk sinλkα
=

ψ̃k
d(k)

(3.2.33)

при выполнении условий (3.2.12): d(k) 6= 0 при всех k ∈ N.
Подставляя (3.2.33) в формулу (3.2.31), получим окончательный

вид функций

vk(t) =


ψ̃k
dα(k)

e−λ
2
kt, t > 0,

ψ̃k
dα(k)

(cosλkt− λk sinλkt), t < 0.

(3.2.34)

Функция u0(t) является решением дифференциальных уравнений
(3.2.27) и (3.2.28) и удовлетворяет условиям сопряжения

u0(0 + 0) = u0(0− 0), u′0(0 + 0) = u′0(0− 0)

и граничному условию

u0(−α) =
2

l

l∫
0

u(x,−α)(l − x) dx =
2

l

l∫
0

ψ(x)(l − x) dx = ψ0. (3.2.35)

Решением такой задачи при условии d(0) 6= 0 (b > 0) является един-
ственная функция

u0(t) =


ψ0

d(0)
e−b

2t, t > 0,

ψ0

d(0)
(cos bt− b sin bt), t < 0.

(3.2.36)

Общее решение уравнений (3.2.29) и (3.2.30) построим методом ва-
риации постоянных. Общее решение неоднородного уравнения (3.2.29)
имеет вид

uk(t) = cke
−λ2

kt + 2µke
−λ2

kt

∫
vk(t)eλ

2
kt dt, (3.2.37)

здесь ck − произвольная постоянная.
Подставляя функцию vk(t), определенной по формуле (3.2.34) при

t > 0, в (3.2.37), найдем

uk(t) = cke
−λ2

kt +
2µkψ̃k
d(k)

te−λ
2
kt, k ∈ N. (3.2.38)
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Общее решение неоднородного дифференциального уравнения
(3.2.30) будем искать в виде

uk(t) = ak(t) cosλkt+ bk(t) sinλkt, (3.2.39)

а неизвестные произвольные функции ak(t) и bk(t) найдем из системы
[95, с. 289]:  a′k(t) cosλkt+ b′k(t) sinλkt = 0,

−a′k(t) sinλkt+ b′k(t) cosλkt =
2µk
λk

vk(t).

Отсюда с учетом формулы (3.2.34) при t < 0 получим

a′k(t) = −2µkψ̃k(cosλkt− λk sinλkt)

λkd(k)
sinλkt,

b′k(t) =
2µkψ̃k(cosλkt− λk sinλkt)

λkd(k)
cosλkt.

Интегрируя эти дифференциальные уравнения, найдем

ak(t) = − 2µkψ̃k
λkd(k)

[
sin2 λkt

2λk
+

sin 2λkt

4
− λkt

2

]
+ ak, (3.2.40)

bk(t) = − 2µkψ̃k
λkdα(k)

[
sin2 λkt

2
− sin 2λkt

4λk
− t

2

]
+ bk, (3.2.41)

где ak и bk − произвольные постоянные. Подставляя (3.2.40) и (3.2.41)
в (3.2.39), будем иметь

uk(t) = ak cosλkt+ bk sinλkt+ wk(t), (3.2.42)

где

wk(t) =
µkψ̃k
λkd(k)

[t(λk cosλkt+ sinλkt)− sinλkt] . (3.2.43)

Заметим, что функция (3.2.43) удовлетворяет нулевым начальным
условиям:

wk(0− 0) = 0, w′k(0− 0) = 0. (3.2.44)

Таким образом, функция uk(t) при t > 0 и t < 0 построена и в
силу (3.2.38) и (3.2.42) имеет вид

uk(t) =

 cke
−λ2

kt +
2µkψ̃k
d(k)

e−λ
2
ktt, t > 0,

ak cosλkt+ bk sinλkt+ wk(t), t < 0, k ∈ N.
(3.2.45)
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Поскольку решения uk(t) должны удовлетворять условию (3.2.1),
то постоянные ck, ak и bk подберем так, чтобы выполнялись условия
сопряжения

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0), k = 1, 2, . . . . (3.2.46)

Функции (3.2.45) удовлетворив условиям (3.2.46) с учетом ра-
венств (3.2.44), найдем

ak = ck, bk = −ckλk +
2µkψ̃k
λkd(k)

.

В силу последних равенств функции (3.2.45) принимают вид:

uk(t) =

 cke
−λ2

kt +
2µkψ̃k
d(k)

te−λ
2
kt, t > 0,

ck(cosλkt− λk sinλkt) + ψ̃kw̃k(t), t < 0,

(3.2.47)

w̃k(t) =
µk

λkd(k)
[(1 + t) sinλkt+ λkt cosλkt] . (3.2.48)

Для нахождения постоянных ck воспользуемся граничным усло-
вием (3.2.4) и формулой (3.2.15):

uk(−α) =
4

l

l∫
0

u(x,−α)(l − x) cosµkx dx =

=
4

l

l∫
0

ψ(x)(l − x) cosµkx dx = ψk, k = 1, 2, . . . . (3.2.49)

Тогда из (3.2.47) и (3.2.49) при условии d(k) 6= 0 при всех k ∈ N имеем

ck =
ψk
d(k)

− ψ̃kw̃k(−α)

d(k)
. (3.2.50)

Подставив (3.2.50) в (3.2.47), найдем окончательный вид функций

uk(t) =



e−λ
2
kt

d(k)

[
ψk + ψ̃k(2µkt− w̃k(−α))

]
, t > 0,

1

d(k)

{
ψk(cosλkt− λk sinλkt)+

+ ψ̃k [d(k)w̃k(t)− (cosλkt− λk sinλkt)w̃k(−α)]
}
, t < 0.

(3.2.51)
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Таким образом, функции (3.2.13) − (3.2.15) однозначно и в явном
виде построены, что позволяет нам непосредственно перейти к дока-
зательству единственности решения задачи 3.2. Действительно, если
выполнены условия (3.2.12) при всех k ∈ N, то из формул (3.2.34),
(3.2.36) и (3.2.51) следует единственность решения задачи (3.2.1) −
(3.2.4). Так как, если ψ(x) = 0 на [0, l], то ψ0 = ψk = ψ̃k ≡ 0, отсю-
да в силу формул (3.2.34), (3.2.36) и (3.2.51) следует, что u0(t) ≡ 0,
uk(t) ≡ 0, vk(t) ≡ 0 для любого k ∈ N . Тогда из (3.2.13) − (3.2.15)
будем при всех k ∈ N иметь

l∫
0

u(x, t)(l − x) cosµkx dx = 0,

l∫
0

u(x, t)(l − x) dx = 0,

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx = 0.

Отсюда в силу полноты системы (3.2.11) в пространстве L2[0, l] сле-
дует, что функция u(x, t) = 0 почти для всех x ∈ [0, l] и при любом
t ∈ [−α, β]. Поскольку u(x, t) ∈ C(D), то u(x, t) ≡ 0 в D.

Пусть при некоторых l, α, b и k = p ∈ N0 (b 6= 0) нарушено условие
(3.2.12), т.е. d(p) = 0, тогда однородная задача (3.2.1) − (3.2.4) (где
ψ(x) ≡ 0) имеет нетривиальное решение

up(x, t) = vp(t) (A1p +A2p cosµpx) , (3.2.52)

где vp(t) определяется по формуле (3.2.31), где c̃p 6= 0 − произвольная
постоянная, A1p и A2p − произвольные постоянные.

Действительно, с непосредственной проверкой можно показать,
что функция (3.2.52) при условии d(p) = 0 удовлетворяет граничным
условиям: up(0, t) = up(l, t), upx(0, t) = 0 при t ∈ [−α, β], up(x,−α) = 0,
x ∈ [0, l] и условиям сопряжения:

up(x, 0 + 0) = up(x, 0− 0), upt(x, 0 + 0) = upt(x, 0− 0), x ∈ [0, l].

А также удовлетворяет уравнению (3.0.1) на множестве D+ ∪D−.
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3.2.2. Существование решения задачи

Поскольку знаменатель d(k) в формулах (3.2.34), (3.2.36) и (3.2.51)
совпадает с соответствующим d(k) из § 3.1, то для него будут справед-
ливы леммы 3.1.1 − 3.1.3. На основании этих лемм установим теоремы
существования решения задачи 3.2.

На основании частных решений (3.2.34), (3.2.36) и (3.2.51) реше-
ние задачи (3.2.1) − (3.2.4) можно представить в виде суммы биорто-
гонального ряда

u(x, t) =
1

l
u0(t) +

1

l

+∞∑
k=1

uk(t) cosµkx+
1

l

+∞∑
k=1

vk(t)x sinµkx. (3.2.53)

Покажем, что при определенных условиях относительно числа α̃ =
α/l и функции ψ(x) ряд (3.2.53) сходится равномерно в замкнутой
области D и там его можно почленно дифференцировать дважды по
x и t при t ≤ 0 и один раз по t и дважды по x при t > 0.

Лемма 3.2.1. Пусть выполнены условия леммы 3.1.1 или леммы
3.1.3. Тогда при всех k и при любом t ∈ [−α, 0] справедлива оценка

|w̃k(t)| ≤ Bk, (3.2.54)

где B − положительная постоянная.
Доказательство. В силу леммы 3.1.1 из (3.2.48) имеем

|w̃k(t)| ≤ µk
λk|d(k)|

√
(1 + t)2 + λ2

kt
2 ≤ Bk. �

Лемма 3.2.2. Пусть выполнены условия леммы 3.1.1 или леммы
3.1.3. Тогда при всех k ∈ N и для любого t ∈ [−α, β] справедливы
оценки:

|vk(t)| ≤ B1k|ψ̃k|, |v′k(t)| ≤ B2k
2|ψ̃k|; (3.2.55)

|uk(t)| ≤ B3k(k|ψ̃k|+ |ψk|), |u′k(t)| ≤ B4k
2(k|ψ̃k|+ |ψk|) (3.2.56)

и при t ∈ [−α, 0]:

|v′′k (t)| ≤ B5k
3|ψ̃k|, u′′k(t)| ≤ B6k

3(k|ψ̃k|+ |ψk|), (3.2.57)

Bi − здесь и далее положительные постоянные.
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Доказательство. Пусть для определенности выполнены условия
леммы 3.1.1. Для любого t ∈ [0, β] из формул (3.2.34) и (3.2.51) на
основании оценок (3.1.30) и (3.2.54) будем иметь:

|vk(t)| = | ψ̃k
d(k)

e−λ
2
kt| ≤ 1

C0
|ψ̃k| ≤ B̃1|ψ̃k|,

|v′k(t)| = |−λ
2
kψ̃k

d(k)
e−λ

2
kt| ≤ λ2

k

C0
|ψ̃k| ≤ B̃2k

2|ψ̃k|;

|uk(t)| =
∣∣∣ (ψk + ψ̃k(2µkt− w̃k(−α))

) e−λ2
kt

d(k)

∣∣∣ ≤
≤ B̃3|ψk|+ B̃4k|ψ̃k|+ |2µkψ̃k| ≤ B̃5

(
k|ψ̃k|+ |ψk|

)
,

|u′k(t)| ≤ 2µk|ψ̃k|
d(k)

+
λ2
kB̃5

|d(k)|

(
|ψk|+ k|ψ̃k|

)
≤ B̃6

(
k2(|ψk|+ k|ψ̃k|)

)
.

Аналогично на основании формул (3.2.34) и (3.2.51) при t ∈ [−α, 0]
получим

|vk(t)| = | ψ̃k
d(k)

(cosλkt− λk sinλkt)| ≤
|ψ̃k|
C0

√
1 + λ2

k ≤ B̃7k|ψ̃k|,

|v′k(t)| = | ψ̃kλk
d(k)

(sinλkt+ λk cosλkt)| ≤
λk|ψ̃k|
C0

√
1 + λ2

k ≤ B̃8k
2|ψ̃k|,

|uk(t)| ≤ B̃9k(k|ψ̃k|+ |ψk|),

|u′k(t)| ≤ B̃10k
2(k|ψ̃k|+ |ψk|).

Из уравнений (3.2.26) и (3.2.30) при t ∈ [−α, 0] найдем

|v′′k (t)| = λ2
k|vk(t)| ≤ B̃11k

3|ψ̃k|,

|u′′k(t)| = |2µkvk(t)− λ2
kuk(t)| ≤ B̃12k

3(k|ψ̃k|+ |ψk|).

Из полученных оценок для функций vk(t), v′k(t), uk(t), u′k(t) при
t ∈ [0, β] и t ∈ [−α, 0] следует справедливость леммы. �

Лемма 3.2.3. Если выполнены условия леммы 3.1.2, то при всех
k > k0 справедливы оценки (3.2.55) − (3.2.57).

Пусть выполнены условия леммы 3.1.1 или леммы 3.1.3. Тогда ряд
(3.2.53) и ряды из производных первого порядка в замкнутой области
D, ряды из производных второго порядка соответственно в замкнутых
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областях D+ и D− на основании оценок (3.2.55) − (3.2.57) мажориру-
ются числовым рядом

C6

+∞∑
k=1

k3
(
k|ψ̃k|+ |ψk|

)
. (3.2.58)

Лемма 3.2.4. Если ψ(x) ∈ C4[0, l] и на сегменте [0, l] имеет
кусочно-непрерывную производную пятого порядка и ψ(i)(0) = ψ(i)(l),
i = 0, 2, 4, ψ(j)(0) = 0, j = 1, 3, то

ψ̃k =
ψ̃

(5)
k

µ5
k

, ψk = −
ψ

(5)
k

µ5
k

+
5ψ̃

(5)
k

µ6
k

,

+∞∑
k=1

[ψ̃
(5)
k ]2 ≤ 8

l
‖ψ(V )‖2L2[0,l],

+∞∑
k=0

[ψ
(5)
k ]2 ≤ 8l‖ψ(V )‖2L2[0,l].

Доказательство. Интегрируем по частям пять раз в интеграле
из равенства (3.2.32). Тогда с учетом условий леммы получим

ψ̃k =
4

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx =
ψ̃

(5)
k

µ5
k

,

где

ψ̃
(5)
k =

4

l

l∫
0

ψ(V )(x) cosµkx dx.

Аналогично, интегрируя по частям пять раз в интеграле (3.2.49),
имеем

ψk =
4

l

l∫
0

ψ(x)(l − x) cosµkx dx =
4

l
I,

I =

l∫
0

ψ(x)(l − x) cosµkx) dx =

= − 1

µk

l∫
0

ψ′(x)(l − x) sinµkx dx+
1

µ2
k

l∫
0

ψ′(x) cosµkx dx =

= − 1

µk
I1 +

1

µ2
k

I2,
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I1 =

l∫
0

ψ′(x)(l − x) sinµkx dx =

=
1

µk

l∫
0

ψ′′(x)(l − x) cosµkx dx+
1

µ2
k

l∫
0

ψ′′(x) sinµkx dx,

I2 =

l∫
0

ψ′(x) cosµkx dx = − 1

µk

l∫
0

ψ′′(x) sinµkx dx.

Тогда

I = − 1

µ2
k

l∫
0

ψ′′(x)(l − x) cosµkx dx−
2

µ3
k

l∫
0

ψ′′(x) sinµkx dx =

= − 1

µ2
k

M1 −
2

µ3
k

M2.

По аналогии с интегралом I вычислим M1 и M2:

M1 =

l∫
0

ψ′′(x)(l − x) cosµkx dx =

= − 1

µ2
k

l∫
0

ψ(IV )(x)(l − x) cosµkx dx−
2

µ3
k

l∫
0

ψ(IV )(x) sinµkx dx,

M2 =

l∫
0

ψ′′(x) sinµkx dx = − 1

µk)2

l∫
0

ψ(IV )(x) sinµkx dx.

Тогда интеграл I примет вид

I =
1

µ4
k

l∫
0

ψ(IV )(x)(l − x) cosµkx dx+
4

µ5
k

l∫
0

ψ(IV )(x) sinµkx dx =

=
1

µ4
k

M3 +
4

µ5
k

M4.
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Снова интегрируя по частям в интегралах M3 и M4, получим

M3 = − 1

µk

l∫
0

ψ(V )(x)(l − x) sinµkx dx+
1

µ2
k

l∫
0

ψ(V )(x) cosµkx dx,

M4 =
1

µk

l∫
0

ψ(V )(x) cosµkx dx.

Таким образом, окончательно имеем

ψk = − 4

lµ5
k

l∫
0

ψ(V )(x)(l − x) sinµkx dx+
20

lµ6
k

l∫
0

ψ(V )(x) cosµkx dx =

= −
ψ

(5)
k

µ5
k

+
5ψ̃

(5)
k

µ6
k

,

где

ψ
(5)
k =

4

l

l∫
0

ψ(V )(x)(l − x) sinµkx dx.

В силу неравенств Коши–Буняковского и Бесселя для ортонорми-
рованных систем функции имеем

+∞∑
k=1

[ψ
(5)
k ]2 =

+∞∑
k=1

(
ψ(V )(x),

4

l
(l − x) sinµkx

)2

=

=
8

l

+∞∑
k=1

(
ψ(V )(x)(l − x),

√
2

l
sinµkx

)2

≤ 8l||ψ(V )||2L2[0,l],

+∞∑
k=0

[ψ̃
(5)
k ]2 = |ψ̃(5)

0 |2 +
+∞∑
k=1

[ψ̃
(5)
k ]2 =

=
8

l

+∞∑
k=1

(
ψ(V ),

√
2

l
cosµkx

)2

≤ 8

l
||ψ(V )||2L2[0,l]. �

При выполнении условий леммы 3.2.4 ряд (3.2.58) оценивается
числовым рядом

B8

+∞∑
k=k0+1

1

k

(
1

k
|ψ(5)
k |+ |ψ̃

(5)
k |
)
. (3.2.59)
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В силу сходимости ряда (3.2.59) функция u(x, t), определенная ря-
дом (3.2.53), ее производные ux(x, t), ut(x, t) непрерывны на замкну-
той области D, а производные второго порядка utt, uxx непрерывны
в соответствующих замкнутых областях D− и D+. Поэтому функция
u(x, t), определенная рядом (3.2.53), удовлетворяет условию (3.2.1).
Подставляя ряд (3.2.53) в уравнение (3.0.1), получим

Lu = ut − uxx + b2u =
1

l

[
u′0(t) + b2u0(t)

]
+

+
1

l

+∞∑
k=1

{[
u′k(t) + λ2

kuk(t)− 2µkvk(t)
]

cosµkx +

+
[
v′k(t) + λ2

kvk(t)
]
x sinµkx

}
≡ 0, t > 0,

Lu = utt − uxx + b2u =
1

l

[
u′′0(t) + b2u0(t)

]
+

+
1

l

+∞∑
k=1

{[
u′′k(t) + λ2

kuk(t)− 2µkvk(t)
]

cosµkx+

+
[
v′′k (t) + λ2

kvk(t)
]
x sinµkx

}
≡ 0, t < 0.

Следовательно, функция (3.2.53) удовлетворяет и условию (3.2.2).
Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 3.2.2. Пусть выполнены условия леммы 3.1.1 или 3.1.3

и функция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 3.2.4, то существу-
ет единственное решение u(x, t) задачи (3.2.1) − (3.2.4) и оно опре-
деляется рядом (3.2.53), и u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+).
Если для чисел α̃ из леммы 3.1.2 при некоторых k = p =

k1, k2, . . . , km, где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m −
заданные натуральные числа, d(p) = 0, тогда для разрешимости за-
дачи (3.2.1) − (3.2.4) необходимо и достаточно, чтобы

l∫
0

ψ(x)(l − x) cosµkx dx =

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = 0, k = k1, k2, . . . , km.

(3.2.60)
В этом случае решение задачи (3.2.1) − (3.2.4) определяется в виде
суммы ряда

u(x, t) =
1

l
u0(t) +

1

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1

uk(t) cosµkx+
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+
1

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1

 vk(t)x sinµkx+
∑
p

up(x, t),

(3.2.61)
где в последней сумме p принимает значения k1, k2 . . . , km, функции
up(x, t) определяются по формуле (3.2.52).

Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 3.2.3. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-

ция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 3.2.4. Тогда, если d(k) 6= 0
при k = 1, k0, то существует единственное решение задачи (3.2.1) −
(3.2.4) и это решение u(x, t) определяется рядом (3.2.53); если d(k) =
0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то задача (3.2.1) − (3.2.4)
разрешима только тогда, когда выполнены условия ортогональности
(3.2.60) и решение u(x, t) в этом случае определяется в виде суммы
ряда (3.2.61), при этом u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+).

§ 3.3. Краевая задача с нелокальным граничным
условием второго рода

Рассмотрим уравнение (3.0.1) в прямоугольной области D =
{(x, t)| 0 < x < l,−α < t < β} и для него исследуем следующую
нелокальную задачу.

3.3.1. Постановка задачи. Единственность решения

Задача 3.3. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую услови-
ям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+); (3.3.1)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D− ∪D+; (3.3.2)

ux(0, t) = ux(l, t), u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (3.3.3)

u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (3.3.4)

где ψ(x) − заданная достаточно гладкая функция,

ψ′(0) = ψ′(l), ψ(l) = 0.
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Решение задачи 3.3 будем искать методом разделения перемен-
ных: u(x, t) = X(x)T (t). Подставляя данное произведение в уравнение
(3.0.1), относительно X(x) получим спектральную задачу:

X
′′
(x) + µ2X(x) = 0, 0 < x < l, (3.3.5)

X ′(0) = X ′(l), X(l) = 0, (3.3.6)

где µ − постоянная, которая совпадает с сопряженной задачей (3.2.9)
и (3.2.10) из § 3.2. Следовательно, спектральная задача (3.3.5) и (3.3.6)
имеет те же собственные значения µk = 2πk/l, k ∈ N0 и систему
корневых функций (3.2.11):{

2(l − x)

l
,

4(l − x)

l
cosµkx,

4

l
sinµkx

}
. (3.3.7)

А сопряженной по отношению задачи (3.3.5) и (3.3.6) является за-
дача (3.2.5) и (3.2.6). Поэтому наряду с системой (3.3.7) рассмотрим
систему {

1

l
,

1

l
cosµkx,

x

l
sinµkx

}
. (3.3.8)

Системы функций (3.3.7) и (3.3.8) образуют биортогональную систе-
му.

Теорема 3.3.1. Если существует решение нелокальной задачи
(3.3.1) − (3.3.4), то оно единственно только тогда, когда при всех
k ∈ N0 выполнены условия (3.1.21):

d(k) = cosλkα+ λk sinλkα 6= 0. (3.3.9)

Доказательство. Пусть u(x, t) − решение задачи (3.3.1) −
(3.3.4). На основании системы (3.3.8) рассмотрим функции

uk(t) =
1

l

l∫
0

u(x, t) cosµkx dx, k = 1, 2, . . . , (3.3.10)

u0(t) =
1

l

l∫
0

u(x, t) dx, (3.3.11)

vk(t) =
1

l

l∫
0

u(x, t)x sinµkx dx, k = 1, 2, . . . . (3.3.12)
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На основе системы (3.3.10) − (3.3.12) введем в рассмотрение функ-
ции

uk,ε(t) =
1

l

l−ε∫
ε

u(x, t) cosµkx dx, k = 1, 2, . . . , (3.3.13)

u0,ε(t) =
1

l

l−ε∫
ε

u(x, t) dx, (3.3.14)

vk,ε(t) =
1

l

l−ε∫
ε

u(x, t)x sinµkx dx, k = 1, 2, . . . . (3.3.15)

Дифференцируя (3.3.13) по t при t > 0 один раз, а при t < 0 два
раза с учетом уравнения (3.0.1), получим

u′k,ε(t) =
1

l

l−ε∫
ε

uxx(x, t) cosµkx dx− b2
1

l

l−ε∫
ε

u(x, t) cosµkx dx =

=
1

l

l−ε∫
ε

uxx(x, t) cosµkx dx− b2uk,ε(t), t > 0, (3.3.16)

u′′k,ε(t) =
1

l

l−ε∫
ε

uxx(x, t) cosµkx dx− b2
1

l

1−ε∫
ε

u(x, t) cosµkx dx =

=
1

l

l−ε∫
ε

uxx(x, t) cosµkx dx− b2uk,ε(t), t < 0. (3.3.17)

Интегрируя по частям в следующем интеграле, будем иметь

J =

l−ε∫
ε

uxx(x, t) cosµkx dx =

= ux(x, t) cosµkx
∣∣∣l−ε
ε

+ µku(x, t) sinµkx
∣∣∣l−ε
ε
−

−µ2
k

l−ε∫
ε

u(x, t) cosµkx dx.
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Подставив J в (3.3.16), (3.3.17) и переходя к пределу при ε→ 0 с уче-
том условий (3.3.3), получим, что функции uk(t) удовлетворяют диф-
ференциальным уравнениям

u′k(t) + λ2
kuk(t) = 0, t > 0, (3.3.18)

u′′k(t) + λ2
kuk(t) = 0, t < 0, (3.3.19)

граничному условию

uk(−α) =
1

l

l∫
0

ψ(x) cosµkx dx = ψk (3.3.20)

и в силу (3.1.1) условиям сопряжения

uk(0− 0) = uk(0 + 0), u′k(0− 0) = u′k(0 + 0). (3.3.21)

Рассуждая аналогично § 3.2 получим, что единственное решение
задачи (3.3.18) − (3.3.21) существует и имеет вид

uk(t) =


ψk
d(k)

e−λ
2
kt, t > 0,

ψk
d(k)

(cosλkt− λk sinλkt), t < 0,
(3.3.22)

когда при всех k ∈ N выполнены условия (3.3.9), т.е.

d(k) = cosλkα+ λk sinλkα 6= 0.

Найдем теперь явный вид функции u0(t). Дифференцируя (3.3.14)
по t при t > 0 один раз, а при t < 0 два раза в силу уравнения (3.0.1),
имеем

u′0,ε(t) =
1

l

l−ε∫
ε

uxx(x, t) dx− b2

l

l−ε∫
ε

u(x, t) dx, t > 0,

u′′0,ε(t) =
1

l

l−ε∫
ε

uxx(x, t) dx− b2

l

l−ε∫
ε

u(x, t) dx, t < 0.
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Первый интеграл из правой части последних равенств равен

l−ε∫
ε

uxx(x, t) dx = ux(l − ε, t)− ux(ε, t).

Переходя здесь к пределу при ε → 0 с учетом условия (3.3.3), имеем
ux(l, t)− ux(0, t) = 0. Следовательно, u0(t) является решением следу-
ющей задачи:

u′0(t) + b2u0(t) = 0, t > 0, (3.3.23)

u′′0(t) + b2u0(t) = 0, t < 0, (3.3.24)

u0(−α) =
1

l

l∫
0

ψ(x)dx = ψ0, (3.3.25)

u0(0− 0) = u0(0 + 0), u′0(0− 0) = u′0(0 + 0). (3.3.26)

Единственное решение задачи (3.3.23) − (3.3.26) представляется в ви-
де

u0(t) =


ψ0

d(0)
e−b

2t, t > 0,

ψ0

d(0)
(cos bt− b sin bt), t < 0,

(3.3.27)

которое можно было получить из формулы (3.3.22) при k = 0. В слу-
чае b = 0 имеем u0(t) = ψ0 при любом t ∈ [−α, β].

Дифференцируя (3.3.15) по t при t > 0 один раз, а при t < 0 два
раза с учетом уравнения (3.0.1), получим

v′k,ε(t) =
1

l

l−ε∫
ε

uxx(x, t)x sinµkx dx− b2vk,ε(t), t > 0, (3.3.28)

v′′k,ε(t) =
1

l

l−ε∫
ε

uxx(x, t)x sinµkx dx− b2vk,ε(t), t < 0. (3.3.29)

Проинтегрируем по частям два раза в интеграле:

J1 =

l−ε∫
ε

uxxx sinµkx dx = ux sinµkx
∣∣∣l−ε
ε
−
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−
l−ε∫
ε

ux sinµkx dx− µk

l−ε∫
ε

uxx cosµkx dx =

= ux sinµkx
∣∣∣l−ε
ε
− J2 − µkJ3,

J2 =

l−ε∫
ε

ux sinµkx dx = u(x, t) sinµkx
∣∣∣l−ε
ε
− µk

l−ε∫
ε

u(x, t) cosµkx dx,

J3 =

l−ε∫
ε

uxx cosµkx dx = u(x, t)x cosµkx
∣∣∣l−ε
ε
−

−
l−ε∫
ε

u(x, t) cosµkx dx+ µk

l−ε∫
ε

u(x, t)x sinµkx dx.

С учетом значений интегралов J2 и J3 интеграл J1 принимает вид

J1 = ux sinµkx
∣∣∣l−ε
ε
− u(x, t) sinµkx

∣∣∣l−ε
ε
− µku(x, t)x cosµkx

∣∣∣l−ε
ε

+

+2µk

l−ε∫
ε

u(x, t) cosµkx dx− µ2
k

l−ε∫
ε

u(x, t)x sinµkx dx.

Подставив J1 в (3.3.28), (3.3.29) и переходя к пределу при ε → 0,
получим, что vk(t) удовлетворяет дифференциальным уравнениям

vk
′(t) +

(
µ2
k + b2

)
vk(t) = 2µkuk(t), t > 0, (3.3.30)

vk
′′(t) +

(
µ2
k + b2

)
vk(t) = 2µkuk(t), t < 0, (3.3.31)

граничному условию

vk(−α) =
1

l

l∫
0

ψ(x)x sinµkx dx = ψ̃k (3.3.32)

и условиям сопряжения

vk(0− 0) = vk(0 + 0), v′k(0− 0) = v′k(0 + 0). (3.3.33)
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Общее решение уравнений (3.3.30) и (3.3.31) построим методом ва-
риации постоянных. Общее решение неоднородного уравнения (3.3.30)
имеет вид

vk(t) = cke
−λ2

kt + 2µke
−λ2

kt

∫
uk(t)eλ

2
ktdt, (3.3.34)

ck − произвольная постоянная.
Подставляя функцию uk(t), определенной по формуле (3.3.22) при

t > 0, в (3.3.34), найдем

vk(t) = cke
−λ2

kt +
2µkψk
dα(k)

te−λ
2
kt, k ∈ N. (3.3.35)

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения
(3.3.31) определяется по формуле

vk(t) = ak(t) cosλkt+ bk(t) sinλkt, (3.3.36)

где неизвестные функции ak(t) и bk(t) находятся из системы:{
a′k(t) cosλkt+ b′k(t) sinλkt = 0,
−a′k(t)λk sinλkt+ b′k(t)λk cosλkt = 2µkuk(t).

Из этой системы с учетом формулы (3.3.22) при t < 0 получим

a′k(t) = −2µkψk(cosλkt− λk sinλkt)

λkd(k)
sinλkt,

b′k(t) =
2µkψk(cosλkt− λk sinλkt)

λkd(k)
cosλkt.

Из этих дифференциальных уравнений найдем

ak(t) = − 2µkψk
λkd(k)

[
sin2 λkt

2λk
+

sin 2λkt

4
− λkt

2

]
+ ak, (3.3.37)

bk(t) = − 2µkψk
λkd(k)

[
sin2 λkt

2
− sin 2λkt

4λk
− t

2

]
+ bk, (3.3.38)

здесь ak и bk − произвольные постоянные. Подставляя (3.3.37) и
(3.3.38) в (3.3.36), будем иметь

vk(t) = ak cosλkt+ bk sinλkt+ wk(t), (3.3.39)
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где

wk(t) =
µkψk
λkd(k)

[
t(λk cosλkt+ sinλkt)− sinλkt

]
. (3.3.40)

Заметим, что функция (3.3.40) удовлетворяет нулевым начальным
условиям

wk(0− 0) = 0, w′k(0− 0) = 0.

Таким образом, функция vk(t) при t > 0 и t < 0 построена и в
силу формул (3.3.35) и (3.3.39) окончательно имеет вид

vk(t) =


2µkψk
d(k)

e−λ
2
ktt+ cke

−λ2
kt, t > 0,

ak cosλkt+ bk sinλkt+ wk(t), t < 0, k ∈ N.
(3.3.41)

Функции (3.3.41) удовлетворяют условиям (3.3.33) только тогда,
когда

ak = ck и bk = −ckλk +
2µkψk
λkd(k)

.

С учетом последних равенств функции (3.3.41) принимают вид

vk(t) =

 cke
−λ2

kt +
2µkψk
d(k)

te−λ
2
kt, t > 0,

ck(cosλkt− λk sinλkt) + ψkw̃k(t), t < 0,
(3.3.42)

здесь
w̃k(t) =

µk
λkd(k)

[
(1 + t) sinλkt+ λkt cosλkt

]
.

Для нахождения постоянных ck воспользуемся граничным усло-
вием (3.3.32) и формулой (3.3.42):

vk(−α) =
1

l

l∫
0

u(x,−α)x sinµkx dx =

=
1

l

l∫
0

ψ(x)x sinµkx dx = ψ̃k, k = 1, 2, ... . (3.3.43)

Тогда из (3.3.42) и (3.3.43) при условии d(k) 6= 0, k ∈ N имеем

ck =
ψ̃k
d(k)

− ψkw̃k(−α)

d(k)
. (3.3.44)
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Подставив (3.3.44) в (3.3.42), найдем окончательный вид функций

vk(t) =



e−λ
2
kt

d(k)

[
ψ̃k + ψk(2µkt− w̃k(−α))

]
, t > 0,

1

d(k)

{
ψ̃k(cosλkt− λk sinλkt)+

+ψk [d(k)w̃k(t)− (cosλkt− λk sinλkt)w̃k(−α)]
}
, t < 0.

(3.3.45)
Из формул (3.3.22), (3.3.27), (3.3.45) при условий (3.3.9) следует

единственность решения задачи (3.3.1) − (3.3.4), так как, если ψ(x) ≡
0 на [0, l], то uk(t) = 0, u0(t) = 0, vk(t) = 0. Тогда из (3.3.10) − (3.3.12)
будем иметь

l∫
0

u(x, t) cosµkx dx = 0, k = 1, 2, ... ,

l∫
0

u(x, t) dx = 0,

l∫
0

u(x, t)x sinµkx dx = 0, k = 1, 2, ... .

Отсюда в силу полноты системы (3.3.8) в пространстве L2[0, l] следует,
что функция u(x, t) = 0 почти всюду на [0, l] при любом t ∈ [−α, β].

Пусть при некоторых l, α и k = p ∈ N0 (b 6= 0) нарушено условие
(3.3.9), тогда однородная задача 3.3 (где ψ(x) ≡ 0) имеет нетривиаль-
ное решение

up(x, t) = up(t) sinµpx, (3.3.46)

где up(t) определяется по формуле

up(t) =

{
cpe
−λ2

pt, t > 0,
cp(cosλpt− λk sinλpt), t < 0,

cp 6= 0 − произвольная постоянная.
Действительно, с непосредственной проверкой можно показать,

что функция (3.3.46) при условии d(p) = 0 удовлетворяет граничным
условиям: upx(0, t) = upx(l, t), up(l, t) = 0 при t ∈ [−α, β], up(x,−α) =
0, x ∈ [0, l]; условиям сопряжения: up(x, 0 + 0) = up(x, 0− 0), upt(x, 0 +
0) = upt(x, 0 − 0), x ∈ [0, l], а также удовлетворяет уравнению (3.0.1)
на множестве D+ ∪D−. �
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3.3.2. Существование решения задачи

Поскольку знаменатель d(k) в формулах (3.2.34), (3.2.36) и (3.2.51)
совпадает с соответствующим d(k) из § 3.1, то для него будут справед-
ливы леммы 3.1.1 − 3.1.3. На основании этих лемм установим теоремы
существования решения задачи 3.3.

На основании частных решений (3.3.22), (3.3.27) и (3.3.45) решение
задачи 3.3 можно представить в виде суммы биортогонального ряда

u(x, t) =
2(l − x)

l
u0(t) +

4(l − x)

l

+∞∑
k=1

uk(t) cosµkx+
4

l

+∞∑
k=1

vk(t) sinµkx.

(3.3.47)
Покажем, что при определенных условиях относительно числа α̃ =
α/l и функции ψ(x) ряд (3.3.47) сходится равномерно в замкнутой
области D и там его можно почленно дифференцировать дважды по
x и t при t ≤ 0, один раз по t и дважды по x при t > 0.

Лемма 3.3.1. Пусть выполнены условия леммы 3.1.1 или леммы
3.1.3.Тогда для любого t ∈ [−α, β] при всех k справедливы оценки:

|uk(t)| ≤ C1k|ψk|, |u′k(t)| ≤ C2k
2|ψk|;

|vk(t)| ≤ C3

(
k2|ψk|+ k|ψ̃k|

)
, |v′k(t)| ≤ C4

(
k3|ψk|+ k2|ψ̃k|

)
,

и при t ∈ [−α, 0]:

|u′′k(t)| ≤ C5k
3|ψk|, |v′′k(t)| ≤ C6k

4
(
|ψk|+ k3|ψ̃k|

)
,

где Ci − здесь и в дальнейшем положительные постоянные.
Доказательство проводится аналогично доказательству леммы

3.1.4.
В силу леммы 3.3.1 ряд (3.3.47) и ряды из производных первого

порядка в замкнутой области D, ряды из производных второго по-
рядка соответственно в замкнутых областях D+ и D− мажорируются
числовым рядом

C7

+∞∑
k=1

k3
(
k|ψk|+ |ψ̃k|

)
. (3.3.48)

Лемма 3.3.2. Если ψ(x) ∈ C4[0, l] и на сегменте имеет кусочно-
непрерывную производную пятого порядка и ψ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4,
ψ(j)(0) = ψ(j)(l), j = 1, 3, то

ψk =
ψ

(5)
k

µ5
k

, ψ̃k = −
ψ̃

(5)
k

µ5
k

+
3ψ

(5)
k

µ6
k

,
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+∞∑
k=1

[ψ
(5)
k ]2 ≤ 1

2l

l∫
0

[ψ(V )(x)]2dx,
+∞∑
k=1

[ψ̃
(5)
k ]2 ≤ 1

2l

l∫
0

[ψ(V )(x)]2dx.

Доказательство. Интегрируем по частям пять раз в интеграле
из соотношения (3.3.20). Тогда с учетом условий леммы получим

ψk = J =
1

l

l∫
0

ψ(x) cosµkx dx =

= − 1

lµ5
k

l∫
0

ψ(V )(x) sinµkx dx = −
ψ

(5)
k

µ5
k

,

где

ψ
(5)
k =

1

l

l∫
0

ψ(V )(x) sinµkx dx.

Теперь рассмотрим интеграл из (3.3.32) и, интегрируя по частям,
будем иметь

ψ̃k = I =
1

l

l∫
0

ψ(x)x sinµkx dx =

=
1

lµk

l∫
0

ψ′(x)x cosµkx dx−
1

lµ2
k

l∫
0

ψ′(x) sinµkx dx =

= − 1

lµ2
k

I1 +
1

lµk
I2,

I1 =

l∫
0

ψ′(x) sinµkx dx =
1

µk

l∫
0

ψ′′(x) cosµkx dx =

=
1

µk

l∫
0

ψ′′(x) cosµkx) dx =
1

µk
I3.

По аналогии вычисления интеграла J имеем

I3 =
1

µ3
k

l∫
0

ψ(V )(x) sinµkx dx. (3.3.49)
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Тогда интеграл I1 примет вид

I1 =
1

µ4
k

l∫
0

ψ(V )(x) sinµkx dx.

Теперь интегрируем по частям в интеграле I2:

I2 =

l∫
0

ψ′(x)x cosµkx dx = − 1

µk

l∫
0

ψ′′(x)x sinµkx dx−

− 1

µ2
k

l∫
0

ψ′′(x) cosµkx dx = − 1

µk
I4 −

1

µ2
k

I3. (3.3.50)

Аналогично интегралу I интегрируем по частям в I4:

I4 =

l∫
0

ψ′′(x)x sinµkx dx =

=
1

µk

l∫
0

ψ′′′(x)x cosµkx dx−
1

µ2
k

l∫
0

ψ′′′(x) sinµkx dx =

= − 1

µ2
k

l∫
0

ψ(IV )(x)x sinµkx dx−
2

µ3
k

l∫
0

ψ(IV )(x) cosµkx dx =

=
1

µ3
k

l∫
0

ψ(V )(x)x cosµkx dx−
1

µ4
k

l∫
0

ψ(V ) sinµkx dx+

+
2

µ4
k

l∫
0

ψ(V ) sinµkx dx (3.3.51)

Тогда, подставляя (3.3.51) и (3.3.49) в (3.3.50), найдем значение I2.
Затем с учетом значений интегралов I1 и I2 получим

ψ̃k = − 1

lµ5
k

l∫
0

ψ(V )(x)x cosµkx dx+
3

lµ6
k

l∫
0

ψ(V )(x) sinµkx dx =
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= −
ψ̃

(5)
k

µ5
k

+
3ψ

(5)
k

µ6
k

,

где

ψ̃
(5)
k =

1

l

1∫
0

ψ(V )(x)x cosµkx dx, ψ
(5)
k =

1

l

1∫
0

ψ(V )(x) sinµkx dx.

По условию функция ψ(V )(x) кусочно-непрерывна на [0, l], поэтому на
основании неравенств Коши–Буняковского и Бесселя будем иметь

+∞∑
k=1

[ψ
(5)
k ]2 =

+∞∑
k=1

(
ψ(V )(x),

1

l
sinµkx

)2

=

=
1

2l

+∞∑
k=1

(
ψ(V )(x),

√
2

l
sinµkx

)2

≤ 1

2l

l∫
0

[ψ(V )(x)]2 dx,

+∞∑
k=1

[ψ̃
(5)
k ]2 =

+∞∑
k=1

(
ψ(V )(x),

x

l
cosµkx

)2

=

=
1

2l

+∞∑
k=1

(
xψ(V )(x),

√
2

l
cosµkx

)2

≤ 1

2l

l∫
0

[ψ(V )(x)]2 dx. �

При выполнении условий леммы 3.3.2 ряд (3.3.48) оценивается
числовым рядом

B8

+∞∑
k=k0+1

1

k

(
|ψ(5)
k |+

1

k
|ψ̃(5)
k |
)
. (3.3.52)

В силу сходимости ряда (3.3.52) функция u(x, t), определенная ря-
дом (3.3.47), ее производные ux(x, t), ut(x, t) непрерывны на замкну-
той области D, а производные второго порядка utt, uxx непрерывны
в соответствующих замкнутых областях D− и D+. Поэтому функция
u(x, t), определенная рядом (3.3.47), удовлетворяет условиям (3.3.1) и
(3.3.2).

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 3.3.2. Если выполнены условия леммы 3.1.1 или леммы

3.1.3 и функция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 3.3.2, то суще-
ствует единственное решение u(x, t) задачи 3.3 и оно определяется
рядом (3.3.47), и u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+).
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Если для чисел α̃ из леммы 3.1.2 при некоторых k = p =
k1, k2, . . . , km, где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m −
заданные натуральные числа, d(p) = 0, тогда для разрешимости за-
дачи 3.3 необходимо и достаточно, чтобы

l∫
0

ψ(x) cosµkx dx =

l∫
0

ψ(x)x sinµkx dx = 0, k = k1, k2, . . . , km.

(3.3.53)
В этом случае решение задачи 3.3 определяется в виде суммы ряда

u(x, t) =
2(l − x)

l
u0(t)+

+
4(l − x)

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+

+∞∑
k=km+1

uk(t) cosµkx+

+
4

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+

+∞∑
k=km+1

 vk(t) sinµkx+
∑
p

up(x, t),

(3.3.54)
где в последней сумме p принимает значения k1, k2 . . . , km, функции
up(x, t) определяются по формуле (3.3.46), если в конечных суммах в
правой части (3.3.54) верхний предел меньше нижнего, то их следует
считать нулями.

Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 3.3.3. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-

ция ψ(x) удовлетворяет условиям леммы 3.3.2. Тогда, если d(k) 6= 0
при k = 1, k0, то существует единственное решение u(x, t) задачи
3.3 и это решение определяется рядом (3.3.47); если d(k) = 0 при
некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то задача 3.3 разрешима только
тогда, когда выполнены условия ортогональности (3.3.53), и реше-
ние u(x, t) в этом случае определяется в виде суммы ряда (3.3.54),
при этом u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+).
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§ 3.4. Краевая задача с нелокальным интегральным
условием

3.4.1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение смешанного параболо-гиперболического
типа

Lu =

{
ut − uxx = 0, t > 0,
utt − uxx = 0, t < 0

(3.4.1)

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β}, где
l, α и β − заданные положительные действительные числа, и сле-
дующую нелокальную задачу с интегральным условием Самарского–
Ионкина.

Задача 3.4. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую следую-
щим условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+); (3.4.2)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D ∪D+; (3.4.3)

u(x,−α) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l; (3.4.4)

u(0, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (3.4.5)∫ l

0

u(x, t) dx = A = const, −α ≤ t ≤ β, (3.4.6)

где ϕ(x) − заданная достаточно гладкая функция, причем

ϕ(0) = 0,

∫ l

0

ϕ(x)dx = A. (3.4.7)

Как видим, что граничное условие (3.4.6) является нелокальным.
Такое интегральное условие возникло в работах [144, 43, 37], на-
пример, в [37] при изучении вопроса об устойчивости разреженной
плазмы. Физически нелокальное условие (3.4.6) означает постоянство
внутренней энергии плазмы (или, что то же самое в линейном случае,
постоянство ее средней температуры).

Отметим, что краевая задача с граничными условиями (3.4.4) −
(3.4.6) впервые изучалась в работе [37] для уравнения теплопровод-
ности в области D+ методами спектрального анализа.
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Если интегрировать при фиксированном t по переменной x от ε
до l − ε, ε − достаточно малое число, уравнение (3.4.1), то получим∫ l−ε

ε

ut dx−
∫ l−ε

ε

uxx dx = 0, t ∈ (0, β),

∫ l−ε

ε

utt dx−
∫ l−ε

ε

uxx dx = 0, t ∈ (−α, 0).

Отсюда при ε→ 0 найдем

d

dt

(∫ l

0

u dx

)
− ux(l, t) + ux(0, t) = 0, t ≥ 0,

d2

dt2

(∫ l

0

u dx

)
− ux(l, t) + ux(0, t) = 0, t ≤ 0,

т.е. нелокальное интегральное условие (3.4.6) переходит к дифферен-
циальному нелокальному условию

ux(0, t) = ux(l, t), −α ≤ t ≤ β, (3.4.8)

выражающему равенство потоков через стороны x = 0 и x = l прямо-
угольника D.

Итак, мы в дальнейшем вместо задачи (3.4.2) − (3.4.6) будем изу-
чать задачу (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8). В этом параграфе методом спек-
трального анализа будет установлен критерий единственности реше-
ния задачи (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8). При определенных условиях на
функцию ϕ(x) и числа l, α само решение определяется в виде сум-
мы биортогонального ряда. Установлена устойчивость решения по
начальному условию (3.4.4) в нормах пространств L2[0, l], C(D) и
Wn

2 (0, l), n ∈ N.

3.4.2. Единственность решения задачи

Решение задачи (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8) будем искать методом раз-
деления переменных: u(x, t) = X(x)T (t). Подставляя данное произве-
дение в уравнение (3.4.1), относительно X(x) получим спектральную
задачу

X
′′
(x) + µ2X(x) = 0, 0 < x < l, (3.4.9)

X(0) = 0, X
′
(0) = X

′
(l), (3.4.10)
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где µ − постоянная, которая почти совпадает со спектральной задачей
(3.3.5) и (3.3.6). Как известно [37, 33], спектральная задача (3.4.9)
и (3.4.10) является несамосопряженной и имеет следующую систему
собственных чисел и собственных и присоединенных функций:

µ0 = 0, µk =
2πk

l
, k = 1, 2, ... , (3.4.11)

Zk(x) =

{
x

l
,

1

l
sinµkx,

x

l
cosµkx

}
. (3.4.12)

Отметим, что здесь каждому собственному значению µk из
(3.4.11), кроме нулевого, отвечает одна собственная функция Xk(x) =
1
l sinµkx и одна присоединенная функция X̃k(x) = x

l cosµkx
1. Соглас-

но теореме Келдыша [52], система корневых функций (3.4.12) задачи
(3.4.9) и (3.4.10) является полной в L2[0, l]. Но для решения исход-
ной задачи (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8) одной полноты системы функций
(3.4.12) не достаточно, т.е. система (3.4.12) дополнительно обладала
свойством базисности. Тогда по этой системе можно однозначно раз-
ложить в ряд любую функцию из L2[0, l]. Для этого рассмотрим со-
пряженную задачу:

Y
′′
(x) + µ2Y (x) = 0, 0 < x < l,

Y (0) = Y (l), Y
′
(l) = 0,

которая имеет те же собственные значения, но другую систему кор-
невых функций:

Yk(x) =
{

2
l ,

4(l−x)
l sinµkx,

4
l cosµkx

}
. (3.4.13)

Системы функций (3.4.12) и (3.4.13) образуют биортогональную
систему, т.е. ∫ l

0

Zk(x)Yn(x) dx =

{
0, k 6= n,
1, k = n,

и удовлетворяют необходимому и достаточному условию базисности
В.А. Ильина [33] в пространстве L2[0, l].

1Функция X̃2k(x) является решением задачи: X̃
′′

k (x) + µ2
kX̃k(x) =

−2µkXk(x) при 0 < x < l, X̃k(0) = 0, X
′

2k(0) = X
′

2k(l).
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Рассмотрим функции

T0(t) =
2

l

l∫
0

u(x, t) dx, (3.4.14)

T̃k(t) =
4

l

l∫
0

u(x, t)(l − x) sinµkx dx, k = 1, 2, ... , (3.4.15)

Tk(t) =
4

l

l∫
0

u(x, t) cosµkx dx, k = 1, 2, ... . (3.4.16)

На основании (3.4.14) − (3.4.16) введем функции

T0,ε(t) =
2

l

l−ε∫
ε

u(x, t) dx, (3.4.17)

T̃k,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

u(x, t)(l − x) sinµkx dx, (3.4.18)

Tk,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

u(x, t) cosµkx dx, (3.4.19)

где ε − достаточно малое число. Дифференцируя равенства (3.4.17)
− (3.4.19) по t при t ∈ (0, β) один раз, а при t ∈ (−α, 0) два раза и
учитывая уравнение (3.4.1), получим

T
′

0,ε(t) =
2

l

l−ε∫
ε

ut dx =
2

l

l−ε∫
ε

uxxdx, t > 0, (3.4.20)

T
′′

0,ε(t) =
2

l

l−ε∫
ε

utt dx =
2

l

l−ε∫
ε

uxx dx, t < 0, (3.4.21)

T̃
′

k,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

uxx(l − x) sinµkx dx, t > 0, (3.4.22)
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T̃
′′

k,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

uxx(l − x) sinµkx dx, t < 0, (3.4.23)

T
′

k,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

uxx cosµkx dx, t > 0, (3.4.24)

T
′′

k,ε(t) =
4

l

l−ε∫
ε

uxx cosµkx dx, t < 0. (3.4.25)

В интегралах (3.4.20) − (3.4.25) интегрируя по частям два раза и
переходя к пределу при ε → 0 с учетом граничных условий (3.4.5),
(3.4.8), найдем следующие уравнения:

T
′

0(t) = 0, t > 0, (3.4.26)

T
′′

0 (t) = 0, t < 0, (3.4.27)

T
′

k(t) + µ2
kTk(t) = 0, t > 0, (3.4.28)

T
′′

k (t) + µ2
kTk(t) = 0, t < 0, (3.4.29)

T̃
′

k(t) + µ2
kT̃k(t) = −2µkTk(t), t > 0, (3.4.30)

T̃
′′

k (t) + µ2
kT̃k(t) = −2µkTk(t), t < 0. (3.4.31)

Отметим, что уравнения (3.4.30) и (3.4.31) определяют T̃k(t) как
присоединенную функцию. Дифференциальные уравнения (3.4.26) −
(3.4.31) имеют общие решения

T0(t) =

{
c0, t > 0,
a0t+ b0, t < 0,

(3.4.32)

Tk(t) =

{
cke
−µ2

kt, t > 0,
ak cosµkt+ bk sinµkt, t < 0,

(3.4.33)

T̃k(t) =

{
c̃ke
−µ2

kt + ω+
k (t), t > 0,

ãk cosµkt+ b̃k sinµkt+ ω−k (t), t < 0,
(3.4.34)

где a0, b0, c0, ak, bk, ck, ãk, b̃k, c̃k − произвольные постоянные,

ω+
k (t) = −2µkckte

−µ2
kt, t > 0, (3.4.35)
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ω−k (t) = −bkµ−1
k sinµkt− t(ak sinµkt− bk cosµkt), t < 0. (3.4.36)

Заметим,что для функций (3.4.35) и (3.4.36) выполнены следую-
щие равенства:

ω+
k (0 + 0) = 0, w+′

k (0 + 0) = −2µkck, ω−k (0− 0) = w−
′

k (0− 0) = 0.

В силу (3.4.2) для функций (3.4.32) − (3.4.34) выполнены условия
сопряжения

Tk(0 + 0) = Tk(0− 0), T
′

k(0 + 0) = T
′

k(0− 0), k = 0, 1, 2, ... ,

T̃k(0 + 0) = T̃k(0− 0), T̃
′

k(0 + 0) = T̃
′

k(0− 0), k = 1, 2, ... .
(3.4.37)

Удовлетворяя функции (3.4.32) − (3.4.34) условиям (3.4.37), найдем

a0 = 0, b0 = c0, ak = ck, bk = −ckµk, ãk = c̃k, b̃k = −c̃kµk− 2ck.

С учетом найденных значений a0, b0, ak, bk, ãk, b̃k функции (3.4.32)
− (3.4.34) примут вид

T0(t) = c0, −α ≤ t ≤ β, (3.4.38)

T2k(t) =

{
cke
−µ2

kt, t > 0,
ck(cosµkt− µk sinµkt), t < 0,

(3.4.39)

T̃k(t) =

{
c̃ke
−µ2

kt − 2µkckte
−µ2

kt, t > 0,
c̃k(cosµkt− µk sinµkt)− 2ck sinµkt+ ωk(t), t < 0,

(3.4.40)
где

ωk(t) = ck[sinµkt− t(sinµkt+ µk cosµkt)]. (3.4.41)

Для нахождения постоянных c0, ck, c̃k воспользуемся начальным
условием (3.4.5). Из равенств (3.4.14) − (3.4.16) в силу условия (3.4.5)
получим

T0(−α) =
2

l

l∫
0

ϕ(x)dx = ϕ0, (3.4.42)

Tk(−α) =
4

l

l∫
0

ϕ(x) cosµkx dx = ϕk, (3.4.43)

T̃k(−α) =
4

l

l∫
0

ϕ(x)(l − x) sinµkx dx = ϕ̃k, (3.4.44)
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т.е. ϕ0, ϕk и ϕ̃k являются коэффициентами разложения функции ϕ(x)
в биортогональный ряд

ϕ(x) = ϕ0X0(x) +
+∞∑
k=1

ϕ̃kXk(x) + ϕkX̃k(x), (3.4.45)

при этом аналогично [38] можно показать справедливость двусторон-
ней оценки

R2‖ϕ(x)‖2L2
≤ ϕ2

0 +

+∞∑
k=1

(ϕ̃2
k + ϕ2

k) ≤ R1‖ϕ(x)‖2L2
, (3.4.46)

где

‖ϕ(x)‖L2
=

 l∫
0

ϕ2(x) dx

1/2

, R1 =
20

l
, R2 =

3l

l2 + 3
.

Действительно, на основании неравенств Коши-Буняковского и
Бесселя для ортонормированных систем имеем

ϕ2
0 =

4

l2
(ϕ, 1)2 ≤ 4

l2

l∫
0

12 dx

l∫
0

ϕ2(x) dx =
4

l
‖ϕ‖2L2

,

+∞∑
k=1

ϕ2
k =

16

l2

+∞∑
k=1

(ϕ, cosµkx)2 =
8

l

+∞∑
k=1

(
ϕ,

√
2

l
cosµkx

)2

≤ 8

l
‖ϕ‖2L2

,

+∞∑
k=1

ϕ̃2
k =

16

l2

+∞∑
k=1

(
ϕ(x)(l − x), sinµkx

)2

≤ 8

l
‖ϕ‖2L2

.

Суммируя эти неравенства, устанавливаем справедливость оценки
(3.4.46) сверху.

Система функций (3.4.13) также образует базис в пространстве
L2[0, l], поэтому справедливо разложение

ϕ(x) = ϕ0

2

l
+

4

l

+∞∑
k=1

ϕ̃k cosµkx+ ϕk(l − x) sinµkx, (3.4.47)

здесь

ϕ0 =
1

l

l∫
0

ϕ(x)x dx, ϕ̃k =
1

l

l∫
0

ϕ(x)x cosµkx dx,
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ϕk =
1

l

l∫
0

ϕ(x) sinµkx dx.

Для коэффициентов разложения (3.4.47) имеем следующие оценки:

ϕ0 =
1

l2

(
ϕ(x), x

)2

≤ 1

l2

l∫
0

x2 dx

l∫
0

ϕ2(x) dx =
l

3
‖ϕ‖2L2

,

+∞∑
k=1

ϕk =
1

l2

+∞∑
k=1

(
ϕ, sinµkx

)2

≤ 1

2l
‖ϕ‖2L2

,

+∞∑
k=1

ϕ̃k =
1

l2

+∞∑
k=1

(
ϕ, x cosµkx

)2

≤ 1

2l
‖ϕ‖2L2

.

Отсюда получим

ϕ2
0 +

+∞∑
k=1

ϕ̃
2

k + ϕ2
k ≤

l2 + 3

3l
‖ϕ‖2L2

. (3.4.48)

Теперь умножим равенство (3.4.45) на ϕ(x) и интегрируем от нуля до
l, затем воспользуемся неравенством Коши-Буняковского для рядов
и оценкой (3.4.48):

‖ϕ‖2L2
= ϕ0ϕ0 +

+∞∑
k=1

(
ϕ̃kϕk + ϕkϕ̃k

)
≤

≤

(
ϕ2

0 +
+∞∑
k=1

ϕ̃2
k + ϕ2

k

)1/2(
ϕ2

0 +
+∞∑
k=1

ϕ̃
2

k + ϕ2
k

)1/2

≤

≤
(
l2 + 3

3l

)1/2

‖ϕ‖L2

(
ϕ2

0 +
+∞∑
k=1

ϕ̃2
k + ϕ2

k

)1/2

.

Отсюда следует справедливость оценки (3.4.46) снизу.
Удовлетворив функции (3.4.38) − (3.4.40) соответственно услови-

ям (3.4.42) − (3.4.44), найдем

c0 = ϕ0, ck =
ϕk
d(k)

, c̃k =
ϕ̃k
d(k)

− 2ϕk sinµkα

d2(k)
− 1

d(k)
ωk(−α) (3.4.49)
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при условии, что при любом k ∈ N

d(k) = cosµkα+ µk sinµkα 6= 0. (3.4.50)

Таким образом, функции (3.4.38) − (3.4.40) однозначно и в явном
виде построены. Теперь мы в состоянии доказать единственность ре-
шения задачи (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8). Пусть u(x, t) − решение задачи
(3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8) при ϕ(x) ≡ 0 и выполнены условия (3.4.50)
при всех k ∈ N. Тогда ϕ0 = ϕk = ϕ̃k = 0 при всех k ∈ N. Отсюда в
силу (3.4.49) коэффициенты c0 = 0, ck = c̃k = 0 при всех k ∈ N и
поэтому из (3.4.38) − (3.4.40) и (3.4.14) − (3.4.16) следуют равенства:

l∫
0

u(x, t) dx = 0,

l∫
0

u(x, t)(l − x) sinµkx dx = 0,

l∫
0

u(x, t) cosµkx dx = 0, k = 1, 2, ... .

Отсюда в силу полноты системы корневых функций (3.4.13) в про-
странстве L2[0, l] вытекает, что u(x, t) = 0 почти всюду на [0, l] при
любом t ∈ [−α, β]. Поскольку u(x, t) ∈ C(D), то u(x, t) ≡ 0 в D.

Пусть при некоторых l, α и k = p ∈ N нарушено условие (3.4.50),
т.е. d(p) = 0. Тогда однородная задача (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8) (где
ϕ(x) = 0) имеет ненулевое решение

up(x, t) = Tp(t) sinµpx, (3.4.51)

где

Tp(t) =

{
e−µ

2
pt, t > 0,

cosµpt− µp sinµpt, t < 0.

Таким образом, нами установлен следующий критерий единствен-
ности.

Теорема 3.4.1. Если существует решение задачи (3.4.2) −
(3.4.5), (3.4.8), то оно единственно только тогда, когда при всех
k ∈ N выполнены условия (3.4.50).
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3.4.3. Существование решения задачи

Решение задачи (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8) при условии (3.4.50) будем
искать в виде суммы биортогонального ряда

u(x, t) = T0(t)X0(x) +
+∞∑
k=1

T̃k(t)Xk(x) +
+∞∑
k=1

Tk(t)X̃k(x) =

=
x

l
ϕ0 +

1

l

+∞∑
k=1

T̃k(t) sinµkx+
x

l

+∞∑
k=1

Tk(t) cosµkx, (3.4.52)

где Tk(t), T̃k(t) на основании (3.4.39)− (3.4.41) и (3.4.49) определяются
по следующим формулам:

Tk(t) =

{
d−1(k)ϕke

−µ2
kt, t > 0,

d−1(k)ϕk(cosµkt− µk sinµkt), t < 0,
(3.4.53)

T̃k(t) =



[
d−1(k)(ϕ2k−1 − ωk(−α)− 2µkϕkt)−

−2d−2(k)ϕ2k sinµkα
]
e−µ

2
kt, t > 0,[

d−1(k)(ϕ̃k − ωk(−α))− 2d−2(k)ϕk sinµkα
]
×

×(cosµkt− µk sinµkt)− 2d−1(k)ϕk sinµkt+ ωk(t), t < 0.
(3.4.54)

Как видим, d(k) входит в знаменатель формул (3.4.53) и (3.4.54), для
обоснования существования решения задачи (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8),
помимо условия (3.4.50), необходимо показать существование чисел
α > 0, таких, что выражение d(k) отделено от нуля. Поскольку d(k)
совпадает с (3.1.21), то для него справедливы леммы 3.1.1 − 3.1.3
из § 3.1. На основании этих лемм установим существование решения
задачи 3.4.

Теперь при определенных условиях на функцию ϕ(x) и число α̃ =
α/l покажем, что функция u(x, t), определенная рядом (3.4.52), удо-
влетворяет условиям (3.4.2) и (3.4.3). Формально из (3.4.52) почлен-
ным дифференцированием составим ряды:

ut(x, t) =
+∞∑
k=1

T̃ ′k(t)Xk(x) +
+∞∑
k=1

T ′k(t)X̃k(x), t > 0, (3.4.55)

utt(x, t) =
+∞∑
k=1

T̃ ′′k (t)Xk(x) +
+∞∑
k=1

T ′′k (t)X̃k(x), t < 0, (3.4.56)
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uxx(x, t) =
+∞∑
k=1

T̃k(t)X ′′k (x) +
+∞∑
k=1

Tk(t)X̃ ′′k (x), t < 0. (3.4.57)

Лемма 3.4.1. Пусть выполнены условия леммы 3.1.1 или леммы
3.1.3. Тогда при всех k и при любом t ∈ [−α, β] справедливы оценки:

| Tk(t) |≤
{
C1k | ϕk |, t ≤ 0,
C1 | ϕk |, t ≥ 0,

(3.4.58)

| ωk(t) |≤ C2k | ϕk |, t ≤ 0, (3.4.59)

| T̃k(t) |≤
{
C3k(k | ϕk | + | ϕ̃k |), t ≤ 0,
C3(k | ϕk | + | ϕ̃k |), t ≥ 0,

(3.4.60)

| T ′k(t) |≤ C4k
2 | ϕk |, t ≥ 0, (3.4.61)

| T ′′k (t) |≤ C4k
3 | ϕk |, t ≤ 0, (3.4.62)

| T̃ ′k(t) |≤ C5k
2(k | ϕk | + | ϕ̃k |), t ≥ 0, (3.4.63)

| T ′′k (t) |≤ C5k
3(k | ϕk | + | ϕ̃k |), t ≤ 0, (3.4.64)

где Ci − здесь и далее положительные постоянные.

Доказательство. Из формул (3.4.53), (3.4.41) и (3.4.54) с учетом
леммы 3.1.1 получим

| Tk(t) |≤ | ϕk |
| d(k) |

√
1 + µ2

k ≤
2
√

2πk

C0
| ϕk |= C1k | ϕk, t ≤ 0,

| Tk(t) |≤ | ϕk |
| d(k) |

≤ 1

C0
| ϕk |≤ C1 | ϕk |, t ≥ 0,

| ωk(t) |≤ | ϕk |
| d(k) |

(
1 + α

√
1 + µ2

k

)
=

(1 + 2
√

2παk)

C0
| ϕk |≤

≤ 4
√

2πα

C0
k | ϕk |= C2k | ϕk | при t ≤ 0,

| T̃k(t) |≤ C3k(| ϕ̃k | +k | ϕk |), t ≤ 0,

| T̃k(t) |≤ C3(| ϕ̃k | +k | ϕk |), t ≥ 0.

Нетрудно показать справедливость следующих равенств:

T ′k(t) = −µ2
kTk(t), t ≥ 0; T ′′k (t) = −µ2

kTk(t), t ≤ 0;
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T̃ ′k(t) = −µ2
kT̃k(t)− 2µkTk(t), t ≥ 0;

ω′′k (t) = −µ2
kωk(t)− 2µkTk(t), t ≤ 0;

T ′′k (t) = −µ2
kT̃k(t)− 2µkTk(t), t ≤ 0.

Отсюда в силу доказанных оценок (3.4.58) − (3.4.60) вытекает
справедливость оценок (3.4.61) − (3.4.64).

Тогда на основании леммы 3.4.1 ряды (3.4.52), (3.4.55) − (3.4.57)
мажорируются рядом

C10

+∞∑
k=1

k3(k | ϕk | + | ϕ̃k |). (3.4.65)

Лемма 3.4.2. Если ϕ(x) ∈ C5[0, l], ϕ(0) = ϕ′′(0) = ϕ(IV )(0) = 0,
ϕ′(0) = ϕ′(l), ϕ′′′(0) = ϕ′′′(l), то для коэффициентов ϕk и ϕ̃k имеют
место следующие представления:

ϕk = −
ϕ

(V )
k

µ5
k

, ϕ̃k =
ϕ

(V )
k

µ5
k

+
5ϕ

(V )
k

µ6
k

, (3.4.66)

где

ϕ
(V )
k =

4

l

l∫
0

ϕ(V )(x) sinµkx dx, ϕ̃
(V )
k =

4

l

l∫
0

ϕ(V )(x)(l − x) cosµkx dx,

+∞∑
k=1

|ϕ(V )
k |

2 ≤ 8

l
‖ϕ(V )(x)‖2L2[0,l],

+∞∑
k=1

|ϕ̃(V )
k |

2 ≤ 8

l
‖ϕ(V )(x)‖2L2[0,l].

(3.4.67)
Доказательство. Рассмотрим интегралы (3.4.43) и (3.4.44). Ин-

тегрируя их по частям пять раз с учетом условий леммы, получим

ϕ
(V )
k = −µ5

kϕk, ϕ̃
(V )
k = µ5

kϕ̃k + 5µ4
kϕk.

Отсюда уже следуют требуемые представления (3.4.66). Справедли-
вость оценки (3.4.67) следует из (3.4.46).

При выполнении условий леммы 3.4.2 ряд (3.4.65) оценивается
числовым рядом

C11

+∞∑
k=1

1

k

(
ϕ

(V )
k +

1

k
ϕ̃

(V )
k

)
. (3.4.68)
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Из сходимости ряда (3.4.68) в силу признака Вейерштрасса сходят-
ся равномерно ряды (3.4.52), (3.4.55) − (3.4.57) в соответствующих
замкнутых областях D+ и D−. Поэтому функция u(x, t), определен-
ная рядом (3.4.53), удовлетворяет условию (3.4.2). Подставляя ряды
(3.4.52), (3.4.55) и (3.4.57) в уравнение (3.4.1) при t > 0, а ряды (3.4.52),
(3.4.56) и (3.4.57) в уравнение (3.4.1) при t < 0, получим

ut − uxx =
+∞∑
k=1

(T̃ ′k(t) + µ2
kT̃k(t) + 2µkTk(t))Xk(x)+

+(T ′k(t) + µ2
kTk(t))X̃k(x) ≡ 0, t > 0,

utt − uxx =
+∞∑
k=1

(T̃ ′′k (t) + µ2
kT̃k(t) + 2µkTk(t))Xk(x)+

+(T ′′k (t) + µ2kTk(t))X̃k(x) ≡ 0, t < 0.

Следовательно, функция (3.4.52) удовлетворяет и условию (3.4.3).
Таким образом, доказана следующая

Теорема 3.4.2. Если выполнены условия леммы 3.1.1 или леммы
3.1.3 и функция ϕ(x) удовлетворяет условиям леммы 3.4.2, то суще-
ствует единственное решение u(x, t) задачи (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8) и
оно определяется рядом (3.4.52), и u(x, t) ∈ C1(D)∩C2(D−)∩C2

x(D+).
В силу доказанной теоремы 3.4.2 построенная нами функция

(3.4.52) удовлетворяет всем условиям задачи (3.4.2) − (3.4.5) и (3.4.8),
когда для функции ϕ(x) выполнены условия леммы 3.4.2, но при
этом функция (3.4.52) не удовлетворяет условию (3.4.6), т.е. функция
(3.4.52) не является решением задачи (3.4.2) − (3.4.6).

Теорема 3.4.3. Если выполнены все условия теоремы 3.4.2 и
(3.4.7), то существует единственное решение задачи (3.4.2) − (3.4.6)
и оно определяется рядом (3.4.52).

Если для чисел α̃ из леммы 3.1.2 при некоторых k = p =
k1, k2, . . . , km, где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m −
заданные натуральные числа, d(p) = 0, тогда для разрешимости за-
дачи 3.4 необходимо и достаточно, чтобы

l∫
0

ψ(x)(l − x) sinµkx dx =

l∫
0

ψ(x) cosµkx dx = 0, k = k1, k2, . . . , km.

(3.4.69)
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В этом случае решение задачи 3.4 определяется в виде суммы ряда

u(x, t) =
x

l
ϕ0 +

1

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1

 T̃k(t) sinµkx+

+
x

l

k1−1∑
k=1

+ . . .+

km−1∑
k=km−1+1

+

+∞∑
k=km+1

Tk(t) cosµkx+
∑
p

Apup(x, t),

(3.4.70)
где в последней сумме p принимает значения k1, k2 . . . , km, Ap – про-
извольные постоянные, функции up(x, t) определяются по формуле
(3.4.51), если в конечных суммах в правой части (3.4.70) верхний пре-
дел меньше нижнего, то их следует считать нулями.

Тогда имеют место следующие утверждения.
Теорема 3.4.4. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-

ция ϕ(x) удовлетворяет условиям леммы 3.4.2. Тогда, если d(k) 6= 0
при k = 1, k0, то существует единственное решение задачи (3.4.2)
− (3.4.5), (3.4.8) и это решение определяется рядом (3.4.52); если
d(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то задача (3.4.2)
− (3.4.5), (3.4.8) разрешима только тогда, когда выполнены условия
ортогональности (3.4.69) и решение в этом случае определяется в
виде суммы ряда (3.4.70).

Теорема 3.4.5. Пусть выполнены все условия теоремы 3.4.4 и
(3.4.7). Тогда, если d(k) 6= 0 при k = 1, k0, то существует единствен-
ное решение задачи (3.4.2) − (3.4.6) и это решение определяется ря-
дом (3.4.52); если d(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то
задача (3.4.2) − (3.4.6) разрешима только тогда, когда выполнены
условия ортогональности (3.4.69) и решение в этом случае опреде-
ляется в виде суммы ряда (3.4.70).

3.4.4. Устойчивость решения

В этом пункте установим устойчивость решения задачи (3.4.2) −
(3.4.5), (3.4.8) по ее начальному условию ϕ(x).

Теорема 3.4.8. Пусть выполнены условия теоремы 3.4.2. Тогда
для решения задачи (3.4.2) − (3.4.5), (3.4.8) справедливы оценки

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤M1‖ϕ‖W 2
2 [0,l], (3.4.71)

‖u(x, t)‖C(D) ≤M2‖ϕ‖C3[0,l], (3.4.72)
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где положительные постоянные M1 и M2 не зависят от ϕ(x).
Доказательство. Заметим, что ряд (3.4.52) является биортого-

нальным разложением функции u(x, t) при фиксированном t ∈ [−α, β]
по системам (3.4.12) и (3.4.13). Поскольку функция u(x, t) непрерыв-
на в D, то для нее справедлива оценка (3.4.46). Отсюда в силу леммы
3.4.1 имеем

‖u(x, t)‖2L2
≤ 1

R2
[T 2

0 (t) +

+∞∑
k=1

(T̃ 2
k (t) + T 2

k (t))] ≤

≤ C14

R2

[
ϕ2

0 +
+∞∑
k=1

k2(|kϕk|2 + |ϕ̃k|2)

]
. (3.4.73)

Учитывая, что ϕk = − 1
µ2
k
ϕ

(2)
k , где ϕ(2)

k = 4
l

l∫
0

ϕ′′(x) cosµkx dx, и оценки

k2|ϕk| ≤
(
l

2π

)2

|ϕ(2)
k |, k|ϕ̃k| ≤

(
l

2π

)2

(|ϕ̃(1)
k |+ |ϕ

(1)
k |),

из (3.4.73) будем иметь

‖u(x, t)‖2L2
≤ C14

R2

[4

l
‖ϕ‖2L2

+

+

(
l

2π

)4 +∞∑
k=1

|ϕ(2)
k |

2 +

(
l

2π

)2 +∞∑
k=1

(|ϕ̃(1)
k |

2 + |ϕ(1)
k |

2)
]
≤

≤ C14

R2

[
4

l
‖ϕ‖2L2

+

(
l

2π

)4

‖ϕ′‖2L2
+

1

(2π)4
‖ϕ′′‖2L2

]
≤M1‖ϕ‖2W 2

2
.

Из последнего неравенства уже вытекает оценка (3.4.71).
Пусть (x, t) − любая точка из D. Тогда из ряда (3.4.52), используя

лемму 3.4.1, получим

|u(x, t)| ≤ C15

[
|ϕ0|+

+∞∑
k=1

k(k|ϕk|+ |ϕ̃k|)

]
. (3.4.74)

В силу условий леммы 3.4.2 нетрудно показать, что

ϕ̃k = − 1

µ2
k

ϕ̃
(2)
k +

2

µ3
k

ϕ
(2)
k , ϕ2k =

1

µ3
k

ϕ
(3)
k , (3.4.75)
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где

ϕ
(2)
k =

4

l

l∫
0

ϕ′′(x) cosµkx dx, ϕ̃
(2)
k =

4

l

l∫
0

ϕ′′(x)(l − x) sinµkx dx,

ϕ
(3)
k =

4

l

l∫
0

ϕ′′′(x) sinµkx dx.

Тогда из (3.4.75) и (3.4.74) на основании неравенства Коши–
Буняковского следует, что

|u(x, t)| ≤ C15

[
|ϕ0|+

(
l

2π

)3 +∞∑
k=1

1

k
|ϕ(3)
k |+

+

(
l

2π

)2 +∞∑
k=1

1

k
(|ϕ̃(2)

k |+ |ϕ
(2)
k |)

]
≤

≤ C15

 2√
l
‖ϕ‖L2

+

(
l

2π

)3
(

+∞∑
k=1

1

k2

)1/2(+∞∑
k=1

|ϕ(3)
k |

2

)1/2

+

+
√

2

(
l

2π

)2
(

+∞∑
k=1

1

k2

)1/2(+∞∑
k=1

(|ϕ̃(2)
k |

2 + |ϕ(2)
k |

2)

)1/2
 ≤

≤ C15

[
2√
l
‖ϕ‖L2

+

(
l

2π

)3
π√
6
‖ϕ′′′‖L2

+

(
l

2π

)2
π√
3
‖ϕ′′‖L2

]
≤

≤ C16‖ϕ‖W 3
2 [0,l],

где
∑+∞
k=1 1/k2 = π2/6, из которого непосредственно следует оценка

(3.4.72).

§ 3.5. Краевая задача с новым нелокальным
граничным условием

Для уравнения (3.0.1) в прямоугольной области D впервые изу-
чим краевую задачу с нелокальным граничным условием, связываю-
щим значения искомого решения на противоположных сторонах пря-
моугольника D, принадлежащих разным типам уравнения.
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3.5.1. Постановка задачи. Единственность решения

Задача 3.5. Найти определенной в области D функцию u(x, t),
удовлетворяющую условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+); (3.5.1)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D− ∪D+; (3.5.2)

u(0, t) = u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (3.5.3)

u(x,−α)− u(x, β) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (3.5.4)

где ϕ(x) − заданная достаточно гладкая функция, причем ϕ(0) =
ϕ(l) = 0.

Пусть u(x, t)− решение задачи (3.5.1)− (3.5.4). Рассмотрим функ-
ции

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx, µk =
πk

l
, k ∈ N. (3.5.5)

Аналогично § 2.1, получим, что функции uk(t) удовлетворяют диффе-
ренциальным уравнениям

u′k(t) + λ2
kuk(t) = 0, t > 0, (3.5.6)

u′′k(t) + λ2
kuk(t) = 0, t < 0, (3.5.7)

где λ2
k = b2 + µ2

k, k ∈ N.
Дифференциальные уравнения (3.5.6) и (3.5.7) имеют общие ре-

шения

uk(t) =

{
cke
−λ2

kt, t > 0,
ak cosλkt+ bk sinλkt, t < 0,

(3.5.8)

где ak, bk и ck − произвольные постоянные. В силу (3.5.1) для функ-
ций (3.5.8) выполнены условия сопряжения:

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0), k ∈ N. (3.5.9)

Функции (3.5.8) удовлетворяют условиям (3.5.9) только тогда, ко-
гда

ak = ck, bk = −ckλk. (3.5.10)
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С учетом равенств (3.5.10) функции (3.5.8) принимают вид

uk(t) =

{
cke
−λ2

kt, t > 0,
ck(cosλkt− λk sinλkt), t < 0.

(3.5.11)

Теперь для нахождения коэффициентов ck воспользуемся нелока-
льным условием (3.5.4) и формулой (3.5.5):

uk(−α)− uk(β) =

√
2

l

l∫
0

[u(x,−α)− u(x, β)] sinµkx dx =

=

√
2

l

l∫
0

ϕ(x) sinµkxdx = ϕk. (3.5.12)

Тогда из (3.5.12) на основании функций (3.5.11) получим

ck =
ϕk
δ(k)

(3.5.13)

при условии, что при всех k ∈ N

δ(k) = cosλkα+ λk sinλkα− e−λ
2
kβ 6= 0. (3.5.14)

Подставляя (3.5.13) в (3.5.11), найдем окончательный вид функций

uk(t) =


ϕk
δ(k)

e−λ
2
kt, t > 0,

ϕk
δ(k)

(cosλkt− λk sinλkt), t < 0.
(3.5.15)

Теперь докажем единственность решения задачи 3.5. Пусть при
всех k ∈ N выполнены условия (3.5.14) и ϕ(x) ≡ 0. Тогда ϕk ≡ 0 и
из формул (3.5.15) и (3.5.5) следует, что uk(t) ≡ 0 на сегменте [−α, β]
при всех k ∈ N. Следовательно, в силу (3.5.5) имеем:

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx = 0, k ∈ N.

Отсюда в силу полноты системы синусов {sinµkx}∞k=1 в пространстве
L2[0, l] следует, что u(x, t) = 0 почти всюду на [0, l] при любом t ∈
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[−α, β]. Поскольку в силу (3.5.1) функция u(x, t) непрерывна в D, то
u(x, t) ≡ 0 в D.

Пусть при некоторых l, α, β, b и k = p нарушено условие (3.5.14),
т.е.

δ(p) = cosλpα+ λp sinλpα− e−λ
2
pβ = 0.

Тогда однородная задача (3.5.1) − (3.5.4) (где ϕ(x) ≡ 0) имеет нетри-
виальное решение

up(x, t) =

{
e−λ

2
pt sinµpx, t > 0,

(cosλpt− λp sinλpt) sinµpx, t < 0.
(3.5.16)

Теперь возникает вопрос: при каких l, α, β, b и k ∈ N выражение
δ(k) может обратиться в нуль? Для этого его представим в следующем
виде:

δ(k) =
√

1 + λ2
k sin

(
πkα̃λ̃k + γk

)
− e−λ

2
kβ , (3.5.17)

здесь γk = arcsin(1/
√

1 + λ2
k), α̃ = α/l, λ̃k =

√
1 +

(
b l
/

(πk)
)2. Из

представления (3.5.17) видно, что при любых фиксированных l, β, b
и k выражение δ(k) относительно α равно нулю только в том случае,
когда

α̃ =
(−1)n

πkλ̃k
arcsin θκ +

n

kλ̃k
− γk

πkλ̃k
, k, n ∈ N, (3.5.18)

здесь

θk =
e−λ

2
kβ√

1 + λ2
k

.

Таким образом, нами установлен следующий критерий единствен-
ности.

Теорема 3.5.1. Если существует решение задачи (3.5.1) −
(3.5.4), то оно единственно только тогда, когда выполнены условия
(3.5.14) при всех k ∈ N.

3.5.2. Существование решения задачи

Поскольку выражение (3.5.17) имеет счетное множество нулей
(3.5.18), то для обоснования существования решения задачи (3.5.1)
− (3.5.4) необходимо показать существование чисел l, α, β и b, таких,
при которых выражение δ(k) отделено от нуля.
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Лемма 3.5.1. Если α̃ ∈ N и b = 0, то существует положитель-
ная постоянная C0, зависящая от l, β, такая, что при любом k ∈ N
справедлива оценка

|δ(k)| ≥ C0 > 0. (3.5.19)

Доказательство. Поскольку по условию α̃ = p ∈ N и b = 0, то
из (3.5.14) имеем

|δ(k)| =
∣∣∣∣cosπkp+

πk

l
sinπkp− e−(πk/l)2β

∣∣∣∣ =

= |(−1)
kp − e−(πk/l)2β | ≥ 1− e−(π/l)2β = C0.

Отсюда следует оценка (3.5.19) �.
Лемма 3.5.2. Если b ≥ 0 и α̃ = p/q является произвольным ра-

циональным числом, где p, q ∈ N, p/q 6∈ N, (p, q) = 1, то существуют
положительные постоянные C0 и k0, k0 ∈ N, такие, что при всех
k > k0 справедлива оценка

|δ(k)| ≥ C0 > 0. (3.5.20)

Доказательство. Выражение λ̃k при условии

b l

π
< 1 или k > k1 =

b l

π

можно представить в виде:

λ̃k =

√
1 +

(
b l

πk

)2

= 1 + θk, (3.5.21)

при этом для θk справедлива оценка

3

8

(
b l

πk

)2

< θk <
1

2

(
b l

πk

)2

. (3.5.22)

На основании известных неравенств

|x| ≤ | arcsinx| ≤ π

2
|x|, 0 ≤ |x| ≤ 1, (3.5.23)

для выражения γk справедлива оценка

1√
1 + λ2

k

≤ γk ≤
π

2

1√
1 + λ2

k

<
l

2k
. (3.5.24)
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Теперь соотношение (3.5.17) с учетом (3.5.21) принимает вид

δ(k) =
√

1 + λ2
k sin

(
πkα̃+ α̃θ̃k + γk

)
− e−λ

2
kβ , θ̃k = πkθk. (3.5.25)

Пусть α̃ = p/q, p/q 6∈ N, (p, q) = 1. Разделив kp на q с остатком
kp = sq + r, s, r ∈ N0 = N ∪ {0}, 0 ≤ r < q, соотношению (3.5.21)
придадим вид

δ(k) =
√

1 + λ2
k(−1)s sin

(
πr

q
+ α̃θ̃k + γk

)
− e−λ

2
kβ . (3.5.26)

Если r = 0, то из (3.5.26) имеем

δ(k) =
√

1 + λ2
k(−1)s sin

(
α̃θ̃k + γk

)
− e−λ

2
kβ . (3.5.27)

Поскольку θ̃k и γk в силу оценок (3.5.22) и (3.5.24) являются беско-
нечно малыми при k → ∞, то существует число k2 ∈ N, такое, что
при всех k > k2

0 < α̃θ̃k + γk <
π

2
.

Тогда на основании неравенства

sinx >
2

π
x, 0 < x <

π

2
, (3.5.28)

с учетом оценок (3.5.22) и (3.5.24), имеем

|δ̃(k)| =
√

1 + λ2
k

∣∣∣sin(α̃θ̃k + γk

)∣∣∣ ≥ 2

π

√
1 + λ2

k

(
α̃θ̃k + γk

)
≥

≥ 2α̃

π

3

8

(b l)2

πk

√
1 + λ2

k +
2

π
≥ C1 > 0. (3.5.29)

Если r > 0, то 1 ≤ r ≤ q−1, q ≥ 2. Поскольку sin

(
πr

q
+ α̃θ̃k + γk

)
имеет конечный предел при k →∞, то существует k3 ∈ N, такое, что
при всех k > k3

|δ̃(k)| =
√

1 + λ2
k

∣∣∣∣sin(πrq + α̃θ̃k + γk

)∣∣∣∣ ≥
≥ πk

2l

∣∣∣∣sin πrq
∣∣∣∣ ≥ π

2l

∣∣∣∣sin πq
∣∣∣∣ = C2 > 0. (3.5.30)
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Пусть C3 = min{C1, C2}. Тогда существует натуральное число k4,
такое, что при всех k > k4

e−λ
2
kβ <

C3

2
. (3.5.31)

Тогда из равенства (3.5.26) в силу оценок (3.5.29) − (3.5.31) при всех
k > k0 = max

1≤i≤4
{ki} следует

|δ(k)| ≥ |δ̃(k)| − e−λ
2
kβ >

C3

2
= C0 > 0. (3.5.32)

Отсюда и следует требуемая оценка (3.5.20). �
Далее рассмотрим случай, когда α̃ − алгебраическое иррацио-

нальное число степени два, т.е. является корнем многочлена второй
степени a2x

2 + a1x + a0 = (x − α̃)(a2x + a2α̃ + a1) с целыми коэффи-
циентами, a2 > 0. Пусть при этом выполнены условия

α̃

2π
(b l)2 +

l

2
<
π

2
, 2α̃a2 + a1 ≥

√
a2/2, (3.5.33)

δ − α̃

2

(
b l

π

)2

− l

2π
> 0, (3.5.34)

где δ вычисляется по формуле

δ =
2

2α̃a2 + a1 +
√

(2α̃a2 + a1)2 + 4a2

.

Лемма 3.5.3. Пусть α̃ является алгебраическим иррациональ-
ным числом степени два и выполнены условия (3.5.33), (3.5.34) и
b l < π. Тогда существуют постоянные C0 > 0 и β0 > 0, такие,
что при всех β > β0 и k ∈ N справедлива оценка

|δ(k)| ≥ C0. (3.5.35)

Доказательство. По условию число α̃ удовлетворяет всем усло-
виям леммы 2.1.3. Тогда в силу этой леммы существует постоянная
C̃0 > 0, такая, что при всех k ∈ N

|δ̃(k)| ≥ C̃0 > 0. (3.5.36)

На основании неравенств (3.5.32) и (3.5.36) имеем

|δ(k)| ≥ |δ̃(k)| − e−λ
2
kβ > C̃0 − e−λ

2
1β = C̃0 > 0

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



156 Гл. 3. Краевые задачи с нелокальными граничными условиями

при β > −
1

λ2
1

ln C̃0. �

При выполнении оценки (3.5.19) или оценки (3.5.35) решение за-
дачи (3.5.1) − (3.5.4) будем искать в виде суммы ряда

u(x, t) =

√
2

l

+∞∑
k=1

uk(t) sinµkx, (3.5.37)

где функции uk(t) определены формулой (3.5.15).
Для обоснования сходимости ряда (3.5.37) в классе (3.5.1) дока-

жем следующие леммы.
Лемма 3.5.4. Пусть выполнены условия леммы 3.5.1 или леммы

3.5.3. Тогда при всех k ∈ N справедливы оценки

|uk(t)| ≤
{
M1|ϕk|, t ≥ 0,
M2k|ϕk|, t ≤ 0,

(3.5.38)

|u′k(t)| ≤
{
M1k

2|ϕk|, t ≥ 0,
M2k

2|ϕk|, t ≤ 0,

|u′′k(t)| ≤M3k
3|ϕk|, t ≤ 0,

где Mi − здесь и далее положительные постоянные.
Доказательство. Исходя из формулы (3.5.15) при t ≥ 0 и оценки

(3.5.19) или оценки (3.5.35) при любых k ∈ N и t ∈ [0, β], получим

|uk(t)| ≤
∣∣∣ϕk
C0

∣∣∣e−λ2
kt ≤M1|ϕk|,

|u′k(t)| ≤ λ2
k

∣∣∣ ϕk
δ(k)

∣∣∣e−λ2
kt ≤ λ2

k

∣∣∣ϕk
C0

∣∣∣ ≤M2k
2|ϕk|.

Аналогично на основании формулы (3.5.15) при t ≤ 0 при любых
k ∈ N и t ∈ [−α, 0] имеем

|uk(t)| =
∣∣∣ ϕk
δ(k)

(cosλkt− λk sinλkt)
∣∣∣ ≤ 2λk

∣∣∣ϕk
C0

∣∣∣ ≤M1k|ϕk|,

|u′k(t)| = λk

∣∣∣ ϕk
δ(k)

(− sinλkt− λk cosλkt)
∣∣∣ ≤ 2λ2

k

∣∣∣ϕk
C0

∣∣∣ ≤M2k
2|ϕk|,

|u′′k(t)| = λ2
k

∣∣∣ ϕk
δ(k)

(− cosλkt+ λk sinλkt)
∣∣∣ ≤ 2λ3

k

∣∣∣ϕk
C0

∣∣∣ ≤M3k
3|ϕk|. �
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Лемма 3.5.5. Пусть ϕ(x) ∈ C4[0, l], ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i =
0, 2. Тогда справедливо следующее представление:

ϕk =
1

µ4
k

ϕ
(4)
k , (3.5.39)

где

ϕ
(4)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ(4)(x) sinµkx dx,

+∞∑
k=1

|ϕ(4)
k |

2 ≤ ||ϕ(4)||2L2[0,l]. (3.5.40)

Доказательство. Проинтегрируем по частям четыре раза ин-
теграл из формулы (3.5.12). Тогда, учитывая, что ϕ(x) ∈ C4[0, l] ,
ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, получим представление (3.5.39). По
условию функция ϕ(4)(x) непрерывна на [0, l], тогда из теории рядов

Фурье известно, что ряд
∞∑
k=1

|ϕ(4)
k |

2
сходится и справедливо неравен-

ство Бесселя (3.5.40). �
Далее перейдем к обоснованию сходимости и возможности почлен-

ного дифференцирования ряда (3.5.37). Формально из (3.5.37) почлен-
ным дифференцированием составим ряды:

ux(x, t) =

√
2

l

+∞∑
k=1

µk uk(t) cosµkx, (3.5.41)

ut(x, t) =

√
2

l

+∞∑
k=1

u′k(t) sinµkx, (3.5.42)

utt(x, t) =

√
2

l

+∞∑
k=1

u′′k(t) sinµkx, t < 0, (3.5.43)

uxx(x, t) = −
√

2

l

+∞∑
k=1

µ2
kuk(t) sinµkx. (3.5.44)

Ряды (3.5.37), (3.5.41) − (3.5.44) при любом (x, t) ∈ D в силу лемм
3.5.4 и 3.5.5 мажорируются рядом

M4

+∞∑
k=1

1

k
|ϕ(4)
k |. (3.5.45)
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Тогда из сходимости ряда (3.5.45) в силу признака Вейерштрасса схо-
дятся абсолютно и равномерно ряды (3.5.37), (3.5.41), (3.5.42) на за-
мкнутой области D, а ряды (3.5.43), (3.5.44) в соответствующих за-
мкнутых областях D− и D+. Поэтому функция u(x, t), определенная
рядом (3.5.37), удовлетворяет условию (3.5.1). Подставляя ряд (3.5.37)
в уравнение (3.0.1), убеждаемся в том, что функция u(x, t), опреде-
ленная формулой (3.5.37), удовлетворяет и условию (3.5.2).

Таким образом, доказана
Теорема 3.5.2. Если функция ϕ(x) удовлетворяет условиям

леммы 3.5.5 и выполнены условия леммы 3.5.1 или леммы 3.5.3, то
задача (3.5.1) − (3.5.4) однозначно разрешима и это решение опреде-
ляется рядом (3.5.37).

Если при указанных числах α̃ в лемме 3.5.2 выражение δ(k) = 0
при некоторых k = k1, k2, ..., km, где 1 ≤ k1 < k2 < ... < km ≤ k0, kn,
n = 1,m и m − заданные натуральные числа, то для разрешимости
задачи (3.5.1) − (3.5.4) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись
условия ортогональности

l∫
0

ϕ(x) sinµkx dx = 0, k = k1, ..., kl. (3.5.46)

Тогда решение задачи (3.5.1) − (3.5.4) определяется в виде суммы
ряда

u(x, t) =
√

2

(
k1−1∑
k=1

+

k2−1∑
k=k1+1

+...+
∞∑

k=km+1

)
uk(t) sinµkx+

∑
p

Apup(x, t),

(3.5.47)
где функции uk(t), up(x, t) определяются соответственно формула-
ми (3.5.15) и (3.5.16), Ap − произвольные постоянные, в сумме

∑
p ин-

декс p принимает значения k1, k2, ..., km, конечные суммы выражения
(3.5.47) следует считать равными нулю, если нижний предел больше
верхнего.

Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 3.5.3. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-

ция ϕ(x) удовлетворяет условиям леммы 3.5.5. Тогда, если δ(k) 6= 0
при k = 1, k0, то существует единственное решение задачи (3.5.1) −
(3.5.4) и это решение определяется рядом (3.5.37); если δ(k) = 0 при
некоторых k = k1, k2, . . . , kl ≤ k0, то задача (3.5.1) − (3.5.4) разреши-
ма только тогда, когда выполнены условия ортогональности (3.5.46)
и решение в этом случае определяется в виде суммы ряда (3.5.47).
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3.5.3. Устойчивость решения задачи

Теперь установим устойчивость решения задачи (3.5.1) − (3.5.4)
по ее нелокальному условию (3.5.4).

Теорема 3.5.4. Пусть выполнены условия теоремы 3.5.2. Тогда
для решения (3.5.37) задачи (3.5.1) − (3.5.4) имеют место оценки:

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤M1‖ϕ(x)‖L2[0,l], t ≥ 0, (3.5.48)

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤M5‖ϕ′(x)‖L2[0,l], t ≤ 0, (3.5.49)

‖u(x, t)‖C(D+) ≤M6‖ϕ(x)‖C1[0,l], (3.5.50)

‖u(x, t)‖C(D−) ≤M7‖ϕ(x)‖C2[0,l], (3.5.51)

где постоянные Mi, i = 5, 7, не зависят от функции ϕ(x).
Доказательство. Поскольку тригонометрическая система

{
√

2
/
l sinµkx}∞k=1 ортонормирована в L2[0, l], то из формулы (3.5.37)

и леммы 3.5.4 имеем

‖u(x, t)‖2L2[0,l] =

+∞∑
k=1

u2
k(t) ≤M2

1

+∞∑
k=1

|ϕk|2 ≤M2
1 ‖ϕ‖2L2[0,l]. (3.5.52)

Аналогично, исходя из формулы (3.5.37) и оценки (3.5.38), при t ≤ 0
будем иметь

‖u(x, t)‖2L2[0,l] =
+∞∑
k=1

u2
k(t) ≤M2

2

+∞∑
k=1

k2|ϕk|2. (3.5.53)

Тогда в силу представления

ϕk =
ϕ

(1)
k

µk
, ϕ

(1)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ′(x) cosµkx dx (3.5.54)

из неравенства (3.5.53) получим

‖u(x, t)‖2L2[0,l] ≤
(
lM2

π

)2 +∞∑
k=1

[ϕ
(1)
k ]2 ≤

≤
(
lM2

π

)2

‖ϕ′‖2L2[0,l] ≤M
2
5 ‖ϕ′(x)‖2L2[0,l]. (3.5.55)
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Из (3.5.52) и (3.5.55) вытекает справедливость оценок (3.5.48) и
(3.5.49).

Пусть (x, t) − произвольная точка из D+. Тогда, используя фор-
мулу (3.5.37) и представление (3.5.54), на основании леммы 3.5.4 и
неравенства Коши–Буняковского будем иметь

|u(x, t)| ≤
√

2

l

+∞∑
k=1

|uk(t)| ≤M1

√
2

l

+∞∑
k=1

|ϕk| ≤

≤
√

2lM1

π

+∞∑
k=1

1

k
|ϕ(1)
k | ≤

√
2lM1

π

( +∞∑
k=1

1

k2

)1/2( +∞∑
k=1

|ϕ(1)
k |

2
)1/2

≤

≤M1

√
l

3
‖ϕ′(x)‖L2[0,l] ≤M6‖ϕ(x)‖C1[0,l],

где
+∞∑
k=1

1/k2 = π2/6, из которого получаем оценку (3.5.50). Аналогич-

но из (3.5.37), (3.5.38), равенства

ϕk = −
ϕ

(2)
k

µ2
k

, ϕ
(2)
k =

√
2

l

∫
0

ϕ′′(x) sinµkx dx

при (x, t) ∈ D− получим

|u(x, t)| ≤
√

2

l

+∞∑
k=1

|uk(t)| ≤M2

√
2

l

+∞∑
k=1

k|ϕk| ≤

≤
√

2

l

(
l

π

)2

M2

+∞∑
k=1

1

k
|ϕ(2)
k | ≤

≤
√

2

l

(
l

π

)2

M2

( +∞∑
k=1

1

k2

)1/2( +∞∑
k=1

|ϕ(2)
k |

2
)1/2

≤

≤ l

π

√
l

3
M2‖ϕ′′(x)‖L2[0,l] ≤M7‖ϕ(x)‖C2[0,l],

откуда непосредственно следует оценка (3.5.51). �
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Гл а в а 4

Обратные задачи по отысканию правой
части

В этой главе для параболо-гиперболического уравнения

Lu =

{
ut − uxx + b2u = f1(x)g1(t), t > 0,
utt − uxx + b2u = f2(x)g2(t), t < 0,

(4.0.1)

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β}, где
l > 0, α > 0, β > 0 и b ≥ 0 − заданные действительные числа, доказа-
ны теоремы единственности, существования и устойчивости решения
обратных задач по отысканию функций u(x, t), fi(x) и u(x, t), gi(t),
i = 1, 2, из правой части уравнения (4.0.1).

§ 4.1. Обратная задача по отысканию правой части,
зависящей от пространственной переменной

4.1.1. Постановка задачи. Единственность решения

Рассмотрим уравнение (4.0.1) в прямоугольной области D при
g1(t) = g2(t) ≡ 1 и f1(x) = f2(x) = f(x) и на основе прямой зада-
чи 2.1 из § 2.1 поставим следующую обратную задачу.

Задача 4.1. Найти функции u(x, t) и f(x), удовлетворяющие
условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2

x(D+) ∩ C2(D−); (4.1.1)

f(x) ∈ C(0, 1) ∩ L2[0, l]; (4.1.2)

Lu(x, t) ≡ f(x), (x, t) ∈ D+ ∪D−; (4.1.3)

u(0, t) = u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (4.1.4)
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u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l; (4.1.5)

u(x, β) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (4.1.6)

где ψ(x) и ϕ(x) − заданные достаточно гладкие функции, ϕ(0) =
ϕ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0, D+ = D ∩ {t > 0}, D− = D ∩ {t < 0}.

Отметим, что в постановке задачи 4.1 граничное условие (4.1.6)
является дополнительным условием для определения функции f(x).
Здесь такое условие можно было задать и на t = −α:

ut(x,−α) = g(x), 0 ≤ x ≤ l. (4.1.7)

В следующем параграфе будет изучена обратная задача (4.1.1) −
(4.1.5) и (4.1.7).

Пусть u(x, t) и f(x) решение задачи (4.1.1) − (4.1.6). Рассмотрим
функцию

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx, µk =
πk

l
, k ∈ N. (4.1.8)

Тогда аналогично § 2.1 получим, что функции uk(t) удовлетворяют
дифференциальным уравнениям

u′k(t) + λ2
kuk(t) = fk, t > 0, (4.1.9)

u′′k(t) + λ2
kuk(t) = fk, t < 0, (4.1.10)

где

fk =

√
2

l

l∫
0

f(x) sinµkkx dx, λ2
k = b2 + µ2

k, k ∈ N. (4.1.11)

Дифференциальные уравнения (4.1.9), (4.1.10) имеют общие решения

uk(t) =


C1ke

−λ2
kt +

fk
λ2
k

, t > 0,

C2k cosλkt+ C3k sinλkt+
fk
λ2
k

, t < 0,
(4.1.12)

где C1k, C2k и C3k − произвольные постоянные. По условию функ-
ция u(x, t) принадлежит классу (4.1.1), тогда для функций (4.1.12)
выполнены равенства

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0), k ∈ N. (4.1.13)
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Функции (4.1.12) удовлетворяет условиям (4.1.13) только тогда, когда

C2k = C1k, C3k = −λkC1k. (4.1.14)

Подставляя (4.1.14) в (4.1.12), получим

uk(t) =


C1ke

−λ2
kt +

fk
λ2
k

, t > 0,

C1k(cosλkt− λk sinλkt) +
fk
λ2
k

, t < 0.
(4.1.15)

Теперь для нахождения коэффициентов C1k и fk воспользуемся гра-
ничными условиями (4.1.5), (4.1.6) и формулой (4.1.8):

uk(−α) =

√
2

l

l∫
0

u(x,−α) sinµkkx dx =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkkx dx = ψk,

(4.1.16)

uk(β) =

√
2

l

l∫
0

u(x, β) sinµkkx dx =

√
2

l

l∫
0

ϕ(x) sinµkkx dx = ϕk.

(4.1.17)
Удовлетворяя функции (4.1.15) условиям (4.1.16) и (4.1.17), получим
систему 

C1ke
−λ2

kβ +
fk
λ2
k

= ϕk,

C1k(cosλkα+ λk sinλkα) +
fk
λ2
k

= ψk.
(4.1.18)

Если определитель системы (4.1.18) при всех k ∈ N

δ(k) = cosλkα+ λk sinλkα− e−λ
2
kβ 6= 0, (4.1.19)

то она имеет единственное решение

C1k =
ψk − ϕk
δ(k)

, (4.1.20)

fk
λ2
k

=

[
ϕk +

ψk − ϕk
δ(k)

e−λ
2
kβ

]
. (4.1.21)
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С учетом (4.1.20) и (4.1.21) из (4.1.15) найдем окончательный вид
функций

uk(t) =


ψk − ϕk
δ(k)

(
e−λ

2
kt − e−λ

2
kβ
)

+ ϕk, t > 0,

ψk − ϕk
δ(k)

(
cosλkt− λk sinλkt− e−λ

2
kβ
)

+ ϕk, t < 0.

(4.1.22)
Теперь докажем единственность решения задачи (4.1.1) − (4.1.4).
Пусть ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0 на [0, l] и выполнены условия (4.1.19) при

всех k ∈ N. Тогда ψk = ϕk ≡ 0 и из (4.1.22) и (4.1.21) следует, что
uk(t) ≡ 0 на [−α, β] и fk = 0 при всех k ∈ N. Следовательно, в силу
(4.1.8) и (4.1.11) имеем:

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx = 0,

l∫
0

f(x) sinµkx dx = 0, k ∈ N.

Отсюда в силу полноты системы синусов {sinµkx}∞k=1 в пространстве
L2[0, l] следует, что u(x, t) = 0 и f(x) = 0 почти всюду на [0, l] при
любом t ∈ [−α, β]. Поскольку в силу (4.1.1), (4.1.2) функции u(x, t)
и f(x) непрерывны соответственно на D и (0, l), то u(x, t) ≡ 0 в D и
f(x) ≡ 0 на (0, l).

Предположим, что условие (4.1.19) нарушено при k = p и некото-
рых l, α, β и b, т.е.

δ(p) = cosλpα+ λp sinλpα− e−λ
2
pβ = 0.

Тогда задача 4.1 при ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0 имеет ненулевое решение:

up(x, t) =


(
e−λ

2
kt − e−λ

2
kβ
)

sinµpx, t > 0,(
cosλpt− λp sinλpt− e−λ

2
kβ
)

sinµpx, t < 0,
(4.1.23)

fp(x) = −λ2
pe
−λ2

pβ sinµpx. (4.1.24)

Нетрудно проверить, что построенные функции (4.1.23) и (4.1.24)
удовлетворяют условиям задачи (4.1.1) − (4.1.6) при ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0.

Теперь возникает вопрос о нулях выражения δ(k). Для этого его
представим в следующем виде:

δ(k) =
√

1 + λ2
k sin

(
πkα̃λ̃k + γk

)
− e−λ

2
kβ , (4.1.25)
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где γk = arcsin(1/
√

1 + λ2
k), α̃ = α/l, λ̃k =

√
1 +

(
b l
/

(πk)
)2. Из пред-

ставления (4.1.25) видно, что выражение δ(k) = 0 только в том случае,
когда

α̃ =
(−1)n

πkλ̃k
arcsin θκ +

n

kλ̃k
− γk

πkλ̃k
, k, n ∈ N, (4.1.26)

здесь

θk =
e−λ

2
kβ√

1 + λ2
k

.

Таким образом, нами доказана
Теорема 4.1.1. Если существует решение задачи 4.1,т.е. задачи

(4.1.1) − (4.1.6), то оно единственно только тогда, когда выполнены
условия (4.1.19) при всех k ∈ N.

4.1.2. Существование решения задачи

Поскольку выражение δ(k) совпадает с соответствующим δ(k) из
§3.5, то при обосновании теорем существования решения задачи 4.1
воспользуемся леммами 3.5.1 − 3.5.3.

При выполнении оценки (3.5.19) или оценки (3.5.35) при всех k ∈
N решение задачи (4.1.1) − (4.1.6) будем искать в виде суммы ряда

u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

uk(t) sinµkx, (4.1.27)

f(x) =

√
2

l

∞∑
k=1

fk sinµkx, (4.1.28)

где fk и uk(t) определяются соответственно формулами (4.1.21) и
(4.1.22).

Для обоснования сходимости рядов (4.1.27) и (4.1.28) в классах
(4.1.1) и (4.1.2) докажем следующие утверждения.

Лемма 4.1.1. Пусть выполнены условия леммы 3.5.1 или леммы
3.5.3. Тогда при всех k ∈ N справедливы оценки:

|uk(t)| ≤
{
M1(|ϕk|+ |ψk|), t ≥ 0,
M2k(|ϕk|+ |ψk|), t ≤ 0,

(4.1.29)

|u′k(t)| ≤
{
M3k

2(|ϕk|+ |ψk|), t ≥ 0,
M3k

2(|ϕk|+ |ψk|), t ≤ 0,
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|u′′k(t)| ≤M4k
3(|ϕk|+ |ψk|), t ≤ 0,

|fk| ≤M5(k2|ϕk|+
1

k2
|ψk|), (4.1.30)

где Mi − здесь и далее положительные постоянные, зависящие от
l, b, α, β.

Доказательство. На основании формулы (4.1.22) и оценки
(3.5.19) или оценки (3.5.35) при любых k ∈ N и t ∈ [0, β] имеем

|uk(t)| ≤ |ψk − ϕk|
C0

+ |ϕk| ≤M1(|ϕk|+ |ψk|),

|u′k(t)| = λ2
k

|ψk − ϕk|
δ(k)

e−λ
2
kt ≤ λ2

k

|ψk − ϕk|
C0

≤ M̃1k
2(|ϕk|+ |ψk|),

где M̃i − здесь и далее положительные постоянные.
Исходя из формул (4.1.22) и (4.1.21) аналогично при любых k ∈ N

и t ∈ [−α, 0], получим

|uk(t)| ≤ |ψk − ϕk|
δ(k)

∣∣∣(cosλkt− λk sinλkt− e−λ
2
kβ
)∣∣∣+

∣∣∣ϕk∣∣∣ ≤
≤
(

1 +
√

1 + λ2
k

)
|ψk − ϕk|

C0
+ |ϕk| ≤M2k(|ϕk|+ |ψk|),

|u′k(t)| = λk

∣∣∣∣ψk − ϕkδ(k)
(sinλkt+ λk cosλkt)

∣∣∣∣ ≤
≤ λk

√
1 + λ2

k

|ψk − ϕk|
C0

≤ M̃2k
2(|ϕk|+ |ψk|),

|u′′k(t)| = λ2
k

∣∣∣∣ψk − ϕkδ(k)
(cosλkt− λk sinλkt)

∣∣∣∣ ≤
≤ λ2

k

√
1 + λ2

k

|ψk − ϕk|
C0

≤M4k
3(|ϕk|+ |ψk|).

|fk| ≤ λ2
k|ϕk|+

|ψk − ϕk|
C0

λ2
k

eλ
2
kβ

<

< λ2
k|ϕk|+

2|ψk − ϕk|
C0β2λ2

k

≤M5

(
k2|ϕk|+

1

k2
|ψk|

)
,

так как ex > x2/2. �
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Лемма 4.1.2. Пусть ϕ(x), ψ(x) ∈ C4[0, l],
ϕ(i)(0) = ψ(i)(0) = ϕ(i)(l) = ψ(i)(l) = 0, i = 0, 2. Тогда справедливы
следующие представления:

ϕk =
ϕ

(4)
k

µ4
k

, ψk =
ψ

(4)
k

µ4
k

,

где

ϕ
(4)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ(4)(x) sinµkx dx, ψ
(4)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ(4)(x) sinµkx dx,

∞∑
k=1

|ϕ(4)
k |

2
≤

l∫
0

[ϕ(4)(x)]
2
dx,

∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2
≤

l∫
0

[ψ(4)(x)]
2
dx. (4.1.31)

Доказательство. Проинтегрируем по частям четыре раза в ин-
тегралах из формул (4.1.16) и (4.1.17). Тогда с учетом условий леммы
получим

ϕk =

√
2

l

l∫
0

ϕ(x) sinµkx dx =
1

µ4
k

√
2

l

l∫
0

ϕ(IV )(x) sinµkx dx =
ϕ

(4)
k

µ4
k

,

ψk =
ψ

(4)
k

µ4
k

.

По условию функции ϕ(IV )(x), ϕ(IV )(x) непрерывны на [0, l], тогда из

теории рядов Фурье известно, что ряды
∞∑
k=1

|ϕ(4)
k |

2
,
∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2
сходятся

и справедливы неравенства Бесселя (4.1.31). �
Теперь перейдем к обоснованию сходимости рядов (4.1.27) и

(4.1.28) и допустимости почленного дифференцирования. Формально
из (4.1.27) почленным дифференцированием составим ряды:

ut(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

u′k(t) sinµkx, (4.1.32)

ux(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

µkuk(t) cosµkx, (4.1.33)
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utt(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

u′′k(t) sinµkx, t < 0, (4.1.34)

uxx(x, t) = −
√

2

l

∞∑
k=1

µk
2uk(t) sinµkx. (4.1.35)

Тогда ряды (4.1.27), (4.1.32) − (4.1.35) при любом (x, t) ∈ D на осно-
вании лемм 4.1.1 и 4.1.2 мажорируются рядом

M6

∞∑
k=1

1

k

(
|ϕ(4)
k |+ |ψ

(4)
k |
)
. (4.1.36)

В силу сходимости ряда (4.1.36) на основании признака Вейрштрасса
сходятся абсолютно и равномерно наD ряды (4.1.27), (4.1.32), (4.1.33),
а ряды (4.1.34) и (4.1.35) на соответствующих замкнутых областях
D+ и D−. Аналогично функция f(x), определенная рядом (4.1.28),
непрерывна на сегменте [0, l]. Непосредственной подстановкой (4.1.27)
и (4.1.28) в уравнение (4.0.1) убеждаемся в том, что функции u(x, t) и
f(x), определенные рядами (4.1.27) и (4.1.28), удовлетворяют условию
(4.1.3).

Таким образом, доказана
Теорема 4.1.2. Если функции ϕ(x) и ψ(x) удовлетворяют усло-

виям леммы 4.1.2 и выполнены условия леммы 3.5.1 или леммы 3.5.3,
то задача (4.1.1) − (4.1.6) однозначно разрешима и это решение опре-
деляется рядами (4.1.27) и (4.1.28).

Если для чисел α̃ из леммы 3.5.2 при некоторых k = p =
k1, k2, . . . , km, где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m − задан-
ные натуральные числа, δ(p) = 0, тогда для разрешимости задачи 4.1
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия ортогонально-
сти

l∫
0

ϕ(x) sinµkx dx = 0,

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = 0, k = k1, ..., km. (4.1.37)

В этом случае решения задачи (4.1.1) − (4.1.6) определяются в виде
суммы ряда

u(x, t) =

√
2

l

(
k1−1∑
k=1

+

k2−1∑
k=k1+1

+...+
∞∑

k=km+1

)
uk(t) sinπkx+

∑
p

Apup(x, t),

(4.1.38)
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f(x) =

√
2

l

(
k1−1∑
k=1

+

k2−1∑
k=k1+1

+...+
∞∑

k=km+1

)
fk sinπkx+

∑
p

Apfp(x),

(4.1.39)
где в суммах

∑
p

индекс p принимает значения l1, ..., lm, Ap 6= 0 − про-

извольные постоянные, а выражения uk(t), fk, up(x, t) и fp(x) опре-
деляются соответственно по формулам (4.1.21) и (4.1.22) − (4.1.24),
конечные суммы выражений (4.1.38) и (4.1.39) следует считать рав-
ными нулю, если нижний предел больше верхнего.

Тогда имеет место следующее утверждение.
Теорема 4.1.3. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-

ции ϕ(x) и ψ(x) удовлетворяют условиям леммы 4.1.2. Тогда, если
δ(k) 6= 0 при k = 1, k0, то существует единственное решение за-
дачи (4.1.1) − (4.1.6) и это решение определяется рядами (4.1.27) и
(4.1.28); если δ(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то зада-
ча (4.1.1) − (4.1.6) разрешима только тогда, когда выполнены усло-
вия ортогональности (4.1.37) и решение в этом случае определяется
в виде сумм рядов (4.1.38) и (4.1.39).

4.1.3. Устойчивость решения

Далее установим устойчивость решений задачи (4.1.1) − (4.1.6) по
граничным функциям ϕ(x) и ψ(x).

Теорема 4.1.5. Пусть выполнены условия теоремы 4.1.2, тогда
для решения (4.1.27), (4.1.28) задачи 4.1 справедливы оценки:

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤ K1

(
‖ϕ‖L2[0,l] + ‖ψ‖L2[0,l]

)
, t ≥ 0, (4.1.40)

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤ K2(‖ϕ‖W 1
2 [0,l] + ‖ψ‖W 1

2 [0,l]), t ≤ 0, (4.1.41)

‖f(x)‖L2[0,l] ≤ K3(‖ϕ‖W 2
2 [0,l] + ‖ψ‖W 0

2 [0,l]), (4.1.42)

‖u(x, t)‖C(D+) ≤ K4(‖ϕ′‖C[0,l] + ‖ψ′‖C[0,l]), (4.1.43)

‖u(x, t)‖C(D−) ≤ K5(‖ϕ′′‖C[0,l] + ‖ψ′′‖C[0,l]), (4.1.44)

‖f(x)‖C[0,l] ≤ K6(‖ϕ′′′‖C[0,l] + ‖ψ‖C[0,l]), (4.1.45)

где постоянные Ki, i = 1, 6, не зависят от функций ϕ(x) и ψ(x).
Доказательство. Поскольку тригонометрическая система

{
√

2/l sinµkx}∞k=1 ортонормирована в L2[0, l], то из формулы (4.1.27)
и равенства Парсеваля на основании оценки (4.1.29) имеем при t ≥ 0

‖u(x, t)‖2L2[0,l] =
∞∑
k=1

u2
k(t) ≤
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≤
∞∑
k=1

[M1(|ϕk|+ |ψk|)]2 ≤ 2M2
1

∞∑
k=1

[
|ϕk|2 + |ψk|2

]
≤

≤ 2M2
1

(
‖ϕ‖2L2[0,l] + ‖ψ‖2L2[0,l]

)
≤ K2

1

(
‖ϕ‖2L2[0,l] + ‖ψ‖2L2[0,l]

)
.

Отсюда следует справедливость оценки (4.1.40). Аналогично, исходя
из соотношений (4.1.27) и (4.1.29) при t ≤ 0, будем иметь

‖u(x, t)‖2L2[0,l] =
∞∑
k=1

u2
k(t) ≤

∞∑
k=1

[M2k(|ϕk|+ |ψk|)]2 ≤

≤ 2M2
2

∞∑
k=1

[
(kϕk)

2
+ (kψk)

2
]
. (4.1.46)

Учитывая представления

ϕk =
ϕ

(1)
k

µk
, ϕ

(1)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ′(x) cosµkx dx, (4.1.47)

ψk =
ψ

(1)
k

µk
, ψ

(1)
k =

√
2

l

1∫
0

ψ′(x) cosµkx dx, (4.1.48)

продолжим оценку (4.1.46). Тогда получим

‖u(x, t)‖2L2[0,l] ≤ K̃1

∞∑
k=1

[
|ϕ(1)
k |

2
+ |ψ(1)

k |
2]
,

≤ K̃1(‖ϕ′‖2L2[0,l] + ‖ψ′‖2L2[0,l]) ≤ K
2
2 (‖ϕ‖2L2[0,l] + ‖ψ‖2L2[0,l]),

где K̃i − здесь и далее положительные постоянные. Из последнего
неравенства вытекает оценка (4.1.41).

На основании формулы (4.1.28) в силу оценки (4.1.30) и равенства

ϕk =
ϕ

(2)
k

µ2
k

, ϕ
(2)
k = −

√
2

l

l∫
0

ϕ′′(x) sinµkx dx (4.1.49)

получим

‖f(x)‖2L2
=
∞∑
k=1

f2
k ≤M2

5

∞∑
k=1

[k2|ϕk|+
1

k2
|ψk|]2 ≤
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≤ 2M2
5

∞∑
k=1

[k4ϕ2
k +

1

k4
ψ2
k] ≤ K̃2

∞∑
k=1

[|ϕ(2)
k |

2 + |ψk|2] ≤

≤ K̃2(‖ϕ
′′
‖2L2

+ ‖ψ‖2L2
) ≤ K2

3 (‖ϕ‖2W 2
2

+ ‖ψ‖2W 0
2
),

откуда непосредственно следует справедливость оценки (4.1.42).
Пусть (x, t) − произвольная точка из D+. Тогда из соотноше-

ний (4.1.27), (4.1.29), (4.1.47) и (4.1.48), используя неравенство Коши–
Буняковского и равенство

∑∞
k=1 1/k2 = π2/6, получим

|u(x, t)| ≤
√

2

l

∞∑
k=1

|uk(t)| ≤
√

2

l
M1

∞∑
k=1

[|ϕk|+ |ψk|] ≤

≤ K̃3

∞∑
k=1

1

k
(|ϕ(1)

k |+ |ψ
(1)
k |) ≤

≤ K̃3

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2
( ∞∑

k=1

|ϕ(1)
k |

2

)1/2

+

( ∞∑
k=1

|ψ(1)
k |

2

)1/2
 ≤

≤ K̃3π√
6

(‖ϕ
′
‖L2

+ ‖ψ
′
‖L2

) ≤ K4(‖ϕ‖W 1
2

+ ‖ψ‖W 1
2
). (4.1.50)

Аналогично из (4.1.27), (4.1.29), (4.1.49) и равенства

ψk =
ψ

(2)
k

µ2
k

, ψ
(2)
k = −

√
2

l

l∫
0

ψ′′(x) sinµkx dx

при (x, t) ∈ D− имеем

|u(x, t)| ≤
√

2

l

∞∑
k=1

|uk(t)| ≤
√

2

l
M2

∞∑
k=1

k(|ϕk|+ |ψk|) ≤

≤ K̃4

∞∑
k=1

1

k
(|ϕ(2)

k |+ |ψ
(2)
k |) ≤

≤ K̃4

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2
( ∞∑

k=1

|ϕ(2)
k |

2

)1/2

+

( ∞∑
k=1

|ψ(2)
k |

2

)1/2
 ≤

≤ K̃3π√
6

(‖ϕ
′′
‖L2

+ ‖ψ
′′
‖L2

) ≤ K5(‖ϕ‖W 2
2

+ ‖ψ‖W 2
2
). (4.1.51)
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Из неравенств (4.1.50) и (4.1.51) вытекают оценки (4.1.43) и (4.1.44).
Пользуясь формулой (4.1.28), равенством

ϕk =
ϕ

(3)
k

µ3
k

, ϕ
(3)
k = −

√
2

l

l∫
0

ϕ′′′(x) cosµkx dx,

и оценкой (4.1.30), будем иметь

|f(x)| ≤
√

2

l

∞∑
k=1

|fk| ≤
√

2

l
M5

∞∑
k=1

[k2|ϕk|+
1

k2
|ψk|] ≤

≤ K̃5

∞∑
k=1

1

k
(|ϕ(3)

k |+ |ψk|) ≤

≤ K̃5

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2
( ∞∑

k=1

|ϕ(3)
k |

2

)1/2

+

( ∞∑
k=1

|ψk|2
)1/2

 ≤
≤ K̃5π√

6
(‖ϕ′′′‖L2 + ‖ψ‖L2) ≤ K6(‖ϕ‖W 3

2
+ ‖ψ‖W 0

2
),

откуда следует справедливость оценки (4.1.45). �

§ 4.2. Обратная задача по отысканию правой части,
зависящей от пространственной переменной,

с другим дополнительным граничным условием

В этом параграфе для уравнения (4.0.1) при g1(t) = g2(t) ≡ 1 и
f1(x) = f2(x) = f(x) изучим задачу (4.1.1) − (4.1.5) с новым дополни-
тельным условием (4.1.7).

4.2.1. Постановка задачи. Единственность решения

Задача 4.2. Найти функции u(x, t) и f(x), удовлетворяющие
условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2

x(D+) ∩ C2(D−); (4.2.1)

f(x) ∈ C(0, l) ∩ L2[0, l]; (4.2.2)
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Lu(x, t) ≡ f(x), (x, t) ∈ D+ ∪D−; (4.2.3)

u(0, t) = u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (4.2.4)

u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l; (4.2.5)

ut(x,−α) = g(x), 0 ≤ x ≤ l, (4.2.6)

где ψ(x) и ϕ(x) − заданные достаточно гладкие функции, ψ(0) =
ψ(l) = g(0) = g(l) = 0, D+ = D ∩ {t > 0}, D− = D ∩ {t < 0}.

Пусть u(x, t) и f(x)− решение задачи (4.2.1)− (4.2.6). Рассмотрим
функцию

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx, µk =
πk

l
, k ∈ N. (4.2.7)

Аналогично § 4.1 для функции uk(t) получаем следующую крае-
вую задачу на сопряжение:

u′k(t) + λ2
kuk(t) = fk, t > 0, (4.2.8)

u′′k(t) + λ2
kuk(t) = fk, t < 0, (4.2.9)

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0), (4.2.10)

uk(−α) =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = ψk, (4.2.11)

u′k(−α) =

√
2

l

l∫
0

g(x) sinµkx dx = gk, k ∈ N, (4.2.12)

где

fk =

√
2

l

l∫
0

f(x) sinµkx dx, λ
2
k = b2 + µ2

k, k ∈ N. (4.2.13)

Единственное решение задачи (4.2.8) − (4.2.12) определяется по
формуле

uk(t) =


gk

λks(k)

(
e−λ

2
kt − cosλkα− λk sinλkα

)
+ ψk, t > 0,

gk
λks(k)

[
cosλkt− cosλkα−

−λk (sinλkt+ sinλkα)
]

+ ψk, t < 0,

(4.2.14)
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fk =

[
ψk −

gk
λks(k)

(cosλkα+ λk sinλkα)

]
λ2
k (4.2.15)

при условии, что

s(k) = sinλkα− λk cosλkα 6= 0, k ∈ N. (4.2.16)

Теперь докажем единственность решения задачи 4.2. Пусть ψ(x) =
g(x) ≡ 0 на [0, l] и выполнены условия s(k) 6= 0 при всех k ∈ N. Тогда
ψk = gk ≡ 0 и из (4.2.14) и (4.2.15) следует, что uk(t) ≡ 0 на [−α, β] и
fk = 0 при всех k ∈ N. Следовательно, в силу (4.2.7) и (4.2.13) имеем:

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx = 0,

l∫
0

f(x) sinµkx dx = 0, k ∈ N.

Отсюда в силу полноты системы {
√

2/l sinµkx}∞k=1 в пространстве
L2[0, l] следует, что u(x, t) = 0 и f(x) = 0 почти всюду на [0, l] при
любом t ∈ [−α, β]. Поскольку в силу (4.2.1), (4.2.2) функции u(x, t)
и f(x) непрерывны соответственно на D и (0, l), то u(x, t) ≡ 0 в D и
f(x) ≡ 0 на (0, l).

Предположим, что условия (4.2.16) нарушены при k = p ∈ N и
некоторых l, α и b, т.е.

s(p) = sinλpα− λp cosλpα = 0.

Тогда задача 4.2 при ψ(x) ≡ 0, g(x) ≡ 0 имеет ненулевое решение:

up(x, t) =


Cp

[
e−λ

2
pt − cosλpα− λp sinλpα

]
sinµpx, t > 0,

Cp

[
cosλpt− cosλpα−

−λp (sinλpt+ sinλpα)
]

cosµpx, t < 0,

(4.2.17)
fp(x) = −λ2

pCp (cosλpα+ λp sinλpα) sinµpx, (4.2.18)

где Cp 6= 0 − произвольная постоянная.
Построенные функции (4.2.17) и (4.2.18) удовлетворяют условиям

(4.2.1) − (4.2.4) и

up(x,−α) = 0, upt(x,−α) = 0, 0 ≤ x ≤ l. (4.2.19)

Найдем нули выражения s(k). Для этого его представим в виде

s(k) =
√

1 + λ2
k sin (λkα− γk) =

√
1 + λ2

k sin
(
πkα̃λ̃k − γk

)
, (4.2.20)
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где α̃ = α/l, λ̃k =

√
1 +

(
bl
πk

)2
, γk = arcsin(λk/

√
1 + λ2

k). Отсюда най-
дем нули

α̃ =
n

kλ̃k
+

γk

πkλ̃k
, k, n ∈ N. (4.2.21)

Таким образом, нами доказана
Теорема 4.2.1. Если существует решение задачи 4.2, т.е. зада-

чи (4.2.1) − (4.2.6), то оно единственно только тогда, когда выпол-
нены условия (4.2.16) при всех k ∈ N.

4.2.2. Существование решения задачи

Поскольку выражение s(k) находится в знаменателе формул ко-
эффициентов (4.2.14), (4.2.15) и имеет счетное множество нулей
(4.2.21) относительно α̃, то имеем проблему малых знаменателей. По-
этому необходимо установить оценки об отделенности от нуля s(k).

Лемма 4.2.1. Если b = 0 и α̃ является произвольным нату-
ральным числом, то существует постоянная C0 > 0, такая, что
при любом k ∈ N имеет место оценка

|s(k)| ≥ C0k > 0. (4.2.22)

Доказательство. По условию b = 0, тогда λ̃k ≡ 1 и из равенства
(4.2.20) при α̃ = p ∈ N имеем

|s(k)| =
√

1 + λ2
k |sin (πkp− γk)| = λk ≥

π

l
k = C0k. �

Лемма 4.2.2. Если b ≥ 0 и α̃ = p/q − произвольное рациональное
число, где p, q ∈ N, p/q 6∈ N, (p, q) = 1 и (q, 2) = 1. Тогда существуют
положительные постоянные C0 и k0, k0 ∈ N, такие, что при всех
k > k0

|s(k)| ≥ C0k > 0. (4.2.23)

Доказательство. При α̃ = p/q на основании (3.5.21) выражение
(4.2.20) принимает вид

s(k) =
√

1 + λ2
k sin

(
πk
p

q
+
p

q
θ̃k − γk

)
, (4.2.24)

где θ̃k = πkθk, а для θk справедлива оценка (3.5.22).
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Разделим kp на q с остатком kp = sq + r, s, r ∈ N0 = N ∪ {0},
0 ≤ r ≤ q − 1, тогда из равенства (4.2.24) получим

s(k) =
√

1 + λ2
k(−1)s sin

(
πr

q
+
p

q
θ̃k − γk

)
. (4.2.25)

Отсюда, поскольку выражение sin

(
πr

q
+
p

q
θ̃k − γk

)
имеет конечный

предел при k → +∞, можно получить оценку для |s(k)|. Действитель-
но, существует натуральное число k2, такое, что при всех k > k2

|s(k)| ≥ 1

2

√
1 + λ2

k

∣∣∣∣cos
πr

q

∣∣∣∣ . (4.2.26)

Если r = 0, то из (4.2.26) следует, что

|s(k)| ≥ C1k, C1 = const > 0. (4.2.27)

Если r > 0, то 1 ≤ r ≤ q − 1, q ≥ 2, и потребуем, чтобы cos
πr

q
6= 0.

Так как
π

q
≤ πr

q
≤ π − π

q
,

то надо исключить значение, когда πr/q = π/2, т.е. тогда, когда
(q, 2) = l > 1. По условию (q, 2) = 1, поэтому из неравенства (4.2.26)
имеем

|s(k)| ≥ C2k, C2 = const > 0. (4.2.28)

Следовательно, из доказанных неравенств (4.2.27) и (4.2.28) сле-
дует требуемая оценка (4.2.23). �

Теперь построим решение задачи 4.2. Пусть выполнены условия
леммы 4.2.1. Тогда решение задачи (4.2.1) − (4.2.6) можно предста-
вить в виде суммы ряда Фурье

u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

uk(t) sinµkx, (4.2.29)

f(x) =

√
2

l

∞∑
k=1

fk sinµkx, (4.2.30)

где uk(t) и fk определяются соответственно формулами (4.2.14),
(4.2.15).
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Для обоснования сходимости рядов (4.2.29) и (4.2.30) и допустимо-
сти почленного дифференцирования докажем следующие утвержде-
ния.

Лемма 4.2.3. Пусть выполнены условия леммы 4.2.1. Тогда при
всех k ∈ N и t ∈ [−α, β] справедливы оценки:

|uk(t)| ≤ C3

(
1

k
|gk|+ |ψk|

)
, (4.2.31)

|u′k(t)| ≤ C4|gk|, (4.2.32)

|u′′k(t)| ≤ C5k|gk|, t ≤ 0, (4.2.33)

|fk| ≤ C6(k2|ψk|+ k|gk|), (4.2.34)

где Ci − положительные постоянные.
Действительно, из формул (4.2.14) и (4.2.15) в силу оценки (4.2.22)

непосредственно следует справедливость оценок (4.2.32) − (4.2.34). �
Формально из (4.2.29) почленным дифференцированием составим

ряды:

ut(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

u′k(t) sinµkx, (4.2.35)

ux(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

µkuk(t) cosµkx, (4.2.36)

utt(x, t) = −
√

2

l

∞∑
k=1

u′′k(t) sinµkx, t < 0, (4.2.37)

uxx(x, t) = −
√

2

l

∞∑
k=1

µk
2uk(t) sinµkx. (4.2.38)

Ряды (4.2.29), (4.2.35) и (4.2.36) в силу леммы 4.2.3 при любой
точке (x, t) ∈ D мажорируются рядом

C7

∞∑
k=1

(|gk|+ k|ψk|) , (4.2.39)

а ряды (4.2.37), (4.2.38) и (4.2.30) − рядом

C8

∞∑
k=1

k (|gk|+ k|ψk|) . (4.2.40)
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Лемма 4.2.4. Пусть g(x) ∈ C2[0, l], ψ(x) ∈ C3[0, l], g(0) = g(l) =
0, ψ(0) = ψ(l) = ϕ′′(0) = ψ′′(l) = 0. Тогда справедливы равенства

gk = −
g

(2)
k

µ4
k

, ψk =
ψ

(3)
k

µ3
k

, (4.2.41)

где

g
(2)
k =

√
2

l

l∫
0

g′′(x) sinµkx dx, ψ
(3)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ′′′(x) cosµkx dx,

∞∑
k=1

|g(2)
k |

2
≤ ‖g′′(x)‖2L2[0,l],

∞∑
k=1

|ψ(3)
k |

2
≤ ‖ψ′′′(x)‖2L2[0,l]. (4.2.42)

Доказательство. Интегрируя по частям два и три раза соответ-
ственно в интегралах равенств (4.2.12) и (4.2.11), получим требуемые
равенства (4.2.41). Из теории рядов Фурье следует справедливость
оценок (4.2.42). �

Тогда ряды (4.2.39) и (4.2.40) на основании леммы 4.2.4 мажори-
руются сходящимся рядом

C9

∞∑
k=1

1

k

(
|g(2)
k |+ |ψ

(3)
k |
)
. (4.2.43)

Поэтому ряды (4.2.29), (4.2.35) и (4.2.36) сходятся равномерно на D, а
ряды (4.2.37), (4.2.38) и (4.2.30) − равномерно на замкнутых областях
D− и D+.

Таким образом, доказана
Теорема 4.2.2. Если функции g(x) и ψ(x) удовлетворяют усло-

виям леммы 4.2.4 и выполнены условия леммы 4.2.1, то задача (4.2.1)
− (4.2.6) однозначно разрешима и это решение определяется рядами
(4.2.29) и (4.2.30).

Если для чисел α̃ из леммы 4.2.2 при некоторых k = p =
k1, k2, . . . , km, где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km ≤ k0, ki, i = 1,m, m − задан-
ные натуральные числа, s(p) = 0, тогда для разрешимости задачи 4.2
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия ортогонально-
сти

l∫
0

g(x) sinµkx dx = 0,

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = 0, k = k1, ..., km. (4.2.44)
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В этом случае решения задачи (4.2.1) − (4.2.6) определяются в виде
суммы ряда

u(x, t) =

√
2

l

(
k1−1∑
k=1

+

k2−1∑
k=k1+1

+...+
∞∑

k=km+1

)
uk(t) sinπkx+

∑
p

up(x, t),

(4.2.45)

f(x) =

√
2

l

(
k1−1∑
k=1

+

k2−1∑
k=k1+1

+...+
∞∑

k=km+1

)
fk sinπkx+

∑
p

fp(x),

(4.2.46)
где в суммах

∑
p

индекс p принимает значения l1, ..., lm, а функции

up(x, t) и fp(x) определяются соответственно по формулам (4.2.17) и
(4.2.18), конечные суммы выражений (4.2.45) и (4.2.46) следует счи-
тать равными нулю, если нижний предел больше верхнего.

Таким образом, приходим к следующему утверждению.
Теорема 4.2.3. Пусть α̃ является рациональным числом и функ-

ции g(x) и ψ(x) удовлетворяют условиям леммы 4.2.4. Тогда, если
s(k) 6= 0 при k = 1, k0, то существует единственное решение за-
дачи (4.2.1) − (4.2.6) и это решение определяется рядами (4.2.29) и
(4.2.30); если s(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km ≤ k0, то зада-
ча (4.2.1) − (4.2.6) разрешима только тогда, когда выполнены усло-
вия ортогональности (4.2.44) и решение в этом случае определяется
в виде сумм рядов (4.2.45) и (4.2.46).

4.2.3. Устойчивость решения

Теорема 4.2.4. Пусть выполнены условия теоремы 4.2.2, тогда
для решения (4.2.29), (4.2.30) задачи 4.2 справедливы оценки:

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤ C10

(
‖ψ(x)‖L2[0,l] + ‖g(x)‖L2[0,l]

)
,

‖f(x)‖L2[0,l] ≤ C11(‖ψ(x)‖W 1
2 [0,l] + ‖g(x)‖W 2

2 [0,l]),

‖u(x, t)‖C(D) ≤ C12(‖ψ′(x)‖C[0,l] + ‖g(x)‖C[0,l]),

‖f(x)‖C[0,l] ≤ C13(‖ψ′′′(x)‖C[0,l] + ‖g′′(x)‖C[0,l]),

где положительные постоянные Ci, не зависят от функций ϕ(x) и ψ(x),
i = 10, 13.

Доказательство этой теоремы проводится аналогично доказа-
тельству теоремы 4.1.5.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



180 Гл. 4. Обратные задачи по отысканию правой части

§ 4.3. Обратная задача по отысканию правых
частей, зависящих от пространственной

переменной

4.3.1. Постановка задачи. Единственность решения

Рассмотрим уравнение (4.0.1) в прямоугольной области D при
g1(t) = g2(t) ≡ 1 и f1(x) 6= f2(x) и на основании задач 4.1 и 4.2 поста-
вим следующую обратную задачу.

Задача 4.3. Найти функции u(x, t) и fi(x), i = 1, 2, удовлетво-
ряющие условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+); (4.3.1)

fi(x) ∈ C(0, l) ∩ L2[0, l], i = 1, 2; (4.3.2)

Lu(x, t) =

{
f1(x), t > 0,
f2(x), t < 0;

(4.3.3)

u(0, t) = u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (4.3.4)

u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l; (4.3.5)

ut(x,−α) = g(x), 0 ≤ x ≤ l; (4.3.6)

u(x, β) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (4.3.7)

где ψ(x), ϕ(x) и g(x) − заданные достаточно гладкие функции, ϕ(0) =
ϕ(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) = 0, g(0) = g(l) = 0.

Пусть u(x, t) и fi(x), i = 1, 2 − решение задачи (4.3.1) − (4.3.7).
Рассмотрим функцию

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx, µk =
πk

l
, k ∈ N. (4.3.8)

На основании (4.3.8) введем функцию

uk,ε(t) =

√
2

l

l−ε∫
ε

u(x, t) sinµkx dx, k ∈ N, (4.3.9)

где ε − достаточно малое число. По аналогии с § 2.1 дифференцируя
равенство (4.3.9) один раз по t при t > 0 и два раза при t < 0, учитывая
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уравнение (4.0.1) и условия (4.3.4), интегрируем по частям два раза в
интегралах, содержащих uxx, затем, переходя к пределу при ε → 0 ,
получим, что uk(t) удовлетворяют дифференциальным уравнениям

u′k(t) + λ2
kuk(t) = f1k, t > 0, (4.3.10)

u′′k(t) + λ2
kuk(t) = f2k, t < 0, (4.3.11)

где

fik =

√
2

l

l∫
0

fi(x) sinµkx dx, λ2
k = b2 + µ2

k, k ∈ N, i = 1, 2. (4.3.12)

Дифференциальные уравнения (4.3.10), (4.3.11) имеют общие реше-
ния:

uk(t) =


f1k

λ2
k

+ C1ke
−λ2

kt, t > 0,

f2k

λ2
k

+ C2k cosλkt+ C3k sinλkt, t < 0,
(4.3.13)

где C1k, C2k и C3k − произвольные постоянные. Поскольку решение
удовлетворяет условию (4.3.1), то для функций (4.3.13) выполнены
условия сопряжения

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0), k ∈ N.

Эти условия выполнены тогда, когда

C2k =
f1k − f2k

λ2
k

+ C1k, C3k = −λkC1k.

С учетом найденных значений C2k и C3k функции (4.3.13) примут
вид

uk(t) =


C1ke

−λ2
kt +

f1k

λ2
k

, t > 0,(
f1k − f2k

λ2
k

+ C1k

)
cosλkt− λkC1k sinλkt+

f2k

λ2
k

, t < 0.

(4.3.14)
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Из условий (4.3.5) − (4.3.7), пользуясь формулой (4.3.8), будем
иметь

uk(−α) =

√
2

l

l∫
0

u(x,−α) sinµkx dx =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = ψk,

(4.3.15)

u′k(−α) =

√
2

l

l∫
0

ut(x,−α) sinµkx dx =

√
2

l

l∫
0

g(x) sinµkx dx = gk,

(4.3.16)

uk(β) =

√
2

l

l∫
0

u(x, β) sinµkx dx =

√
2

l

l∫
0

ϕ(x) sinµkx dx = ϕk.

(4.3.17)
Удовлетворяя функции (4.3.14) условиям (4.3.15) − (4.3.17), получим
относительно неизвестных C1k, f1k и f2k систему

 f1k + C1kλ
2
ke
−λ2

kβ = λ2
kϕk,

f1k cosλkα+ f2k(1− cosλkα) + C1kλ
2
k(cosλkα+ λk sinλkα) = λ2

kψk,
f1k sinλkα− f2k sinλkα+ C1kλ

2
k(sinλkα− λk cosλkα) = λkgk.

(4.3.18)
Определитель системы (4.3.18) равен λ2

k∆(k) и при условии

∆(k) = λk(1− cosλkα) + (1− e−λ
2
kβ) sinλkα 6= 0, k ∈ N (4.3.19)

данная система имеет единственное решение:

C1k =
1

λk∆(k)

[
λk(ψk − ϕk) sinλkα+ gk(1− cosλkα)

]
, (4.3.20)

f1k

λ2
k

= ϕk+
1

λk∆(k)

[
λk(ϕk−ψk) sinλkα−gk(1−cosλkα)

]
e−λ

2
kβ , (4.3.21)

f2k

λ2
k

= ψk +
1

λk∆(k)

[
λ2
k(ϕk −ψk)− gk[(1− e−λ

2
kβ) cosλkα+ λk sinλkα]

]
.

(4.3.22)
Теперь, подставляя (4.3.20) − (4.3.22) в (4.3.14), найдем оконча-
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тельный вид функций

uk(t) =



1

λk∆(k)

[
λkϕk∆(k) + λkψk sinλkα

(
e−λ

2
kt − e−λ

2
kβ
)

+

+gk (1− cosλkα)
(
e−λ

2
kt − e−λ

2
kβ
) ]
, t > 0,

1

λk∆(k)

{
λ2
kϕk (1− cosλk(t+ α)) +

+λkψk [λk(cosλk(t+ α)− 1) + ∆(k)] +

+gk

[
(cosλkt− cosλkα)

(
1− e−λ

2
kβ
)

+

+λk [sinλk(t+ α)− sinλkt− sinλkα]
]}
, t < 0.

(4.3.23)
Докажем единственность решения задачи (4.3.1) − (4.3.7). Пусть

ϕ(x) = ψ(x) = g(x) ≡ 0 на [0, l] и выполнены условия (4.3.19) при всех
k ∈ N. Тогда ψk = ϕk = gk ≡ 0 и из (4.3.21) − (4.3.23) следует, что
uk(t) ≡ 0 на [−α, β] и fik = 0, i = 1, 2, при всех k ∈ N. Из (4.3.8) и
(4.3.12) имеем:

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx = 0,

l∫
0

fi(x) sinµkx dx = 0, i = 1, 2, k ∈ N.

Отсюда в силу полноты системы синусов {
√

2/l sinµkx}∞k=1 в про-
странстве L2[0, l] следует, что u(x, t) = 0 и fi(x) = 0 почти всюду на
[0, l] при любом t ∈ [−α, β]. Поскольку в силу (4.3.1), (4.3.2) функции
u(x, t) и fi(x) непрерывны соответственно на D и (0, l), то u(x, t) ≡ 0
в D и fi(x) ≡ 0 на (0, l).

Пусть условия (4.3.19) нарушены при k = p ∈ N и некоторых l, α,
β и b, т.е.

∆(p) = λp(1− cosλpα) + (1− e−λ
2
pβ) sinλpα = 0. (4.3.24)

Последнее равенство в силу представления ∆(k) в виде:

∆(k) = 2

√
λ2
k + (1− e−λ2

kβ)
2

sin (
λkα

2
+ γk) sin

λkα

2
, (4.3.25)

где

γk = arcsin
1− e−λ2

kβ√
λ2
k + (1− e−λ2

kβ)
2
, k ∈ N,

возможно только в том случае, когда

α =
2πn

λp
, n ∈ N (4.3.26)
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или
α =

2πm

λp
− 2γp

λp
, m ∈ N. (4.3.27)

Тогда задача 4.3 при ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0, g(x) ≡ 0 и sinλpα 6= 0 имеет
ненулевое решение:

up(x, t) =



(
e−λ

2
pt − e−λ

2
pβ
)

sinµpx, t > 0,

sinµpx

sinλpα

{[
λp +

(
1− e−λ

2
pβ
)

sinλpα
]

cosλpt−

−λp − λp sinλpt sinλpα
}
, t < 0,

(4.3.28)

f1p(x) = −λ2
pe
−λ2

pβ sinµpx, f2p(x) = −
λ3
p

sinλpα
sinµpx. (4.3.29)

Легко установить, что построенные функции (4.3.28) и (4.3.29)
удовлетворяют условиям (4.3.1) − (4.3.4) и

up(x,−α) = 0, upt(x,−α) = 0, up(x, β) = 0, 0 ≤ x ≤ l. (4.3.30)

Здесь покажем выполнение условий (4.3.30). Действительно, в силу
условия (4.3.24) имеем

up(x,−α) =
sinµpx

sinλpα

{[(
1− e−λ

2
pβ
)

sinλpα+ λp

]
×

× cosλpα− λp + λp sin2 λpα
}

=

=
sinµpx

sinλpα

{[(
1− e−λ

2
pβ
)

sinλpα+ λp

]
cosλpα− λp cos2 λpα

}
=

=
sinµpx

sinλpα

[
λp (1− cosλpα) +

(
1− e−λ

2
pβ
)

sinλpα
]

cosλpα = 0,

upt(x,−α) =
[
λp (1− cosλpα) +

(
1− e−λ

2
pβ
)

sinλpα
]
λp sinπpx = 0,

up(x, β) =
[
−e−λ

2
pβ + e−λ

2
pβ
]

sinπpx = 0.

Если sinλpα = 0, то

up(x, t) =


0, t > 0,
f2p

λ2
p

(1− cosλpt) sinµpx, t < 0,
(4.3.31)
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f1p(x) = 0, f2p(x) = f2p sinµpx, (4.3.32)

где f2p 6= 0 − произвольная постоянная.
Отметим, что функции (4.3.31) и (4.3.32) являются решением за-

дачи 4.3 при однородных граничных условиях, когда sinλpα = 0.
Таким образом, доказана справедливость следующего утвержде-

ния.
Теорема 4.3.1. Если существует решение задачи 4.3, т.е. зада-

чи (4.3.1) − (4.3.7), то оно единственно только тогда, когда выпол-
нены условия (4.3.19) при всех k ∈ N.

4.3.2. Существование решения задачи

Теперь построим решения задачи 4.3. Поскольку выражение ∆(k)
может обратиться в нуль при указанных выше значениях (4.3.26) и
(4.3.27) параметра α, то вначале ответим на вопрос: при каких α, β, l
и b выражение ∆(k) отделено от нуля? Надо отметить, что при b = 0
выражение (4.3.26) принимает вид α̃ = α/l = 2n/k. Поэтому, когда α̃
принимает рациональные значения ∆(k) = 0. Следовательно, для та-
ких α̃ решение задачи 4.3 вообще в виде ряда может не существовать.

Лемма 4.3.1. Если α1 = α
/

2l является произвольным рацио-
нальным числом и b > 0, то существуют положительные постоян-
ные C0 и k0, k0 ∈ N, такие, что при всех k > k0 справедлива оценка

∣∣∆(k)
∣∣ > C0

k
. (4.3.33)

Доказательство. По условию b > 0, тогда с учетом равенства

λk =
πk

l

√
1 +

(
b l
/
πk
)2

=
πk

l
λ̃k, λ̃k = 1 + θk,

где для θk при всех k > k1 = b l/π справедлива оценка (3.5.22), пред-
ставление (4.3.25) примет вид

∆(k) = Ak sin(πkα1 + α1θ̃k + γk) sin(πkα1 + α1θ̃k), (4.3.34)

здесь

Ak = 2

√
λ2
k +

(
1− e−λ2

kβ
)2
, θ̃k = πkθk, α1 =

α̃

2
=
α

2l
.
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Пусть α1 = p/q, p, q ∈ N, (p, q) = 1. Разделим kp на q с остатком
kp = sq + r, s, r ∈ N0 = N ∪ {0}, 0 ≤ r < q. Тогда имеем

∆(k) = Ak sin

(
πr

q
+ α1θ̃k + γk

)
sin

(
πr

q
+ α1θ̃k

)
. (4.3.35)

Если в (4.3.35) число r = 0, то

∆(k) = Ak sin(α1θ̃k + γk) sinα1θ̃k. (4.3.36)

Поскольку последовательности θ̃k и γk являются бесконечно малыми,
то существует число k2 ∈ N, такое, что при всех k > k2

0 < α1θ̃k + γk <
π

2
.

Тогда на основании неравенства

| sinx| > 2

π
|x|, 0 < |x| < π

2
,

из равенства (4.3.36), получим

|∆(k)| > 4

π2
Ak(α1θ̃k + γk)α1θ̃k ≥

≥ 4

π2
Ak

(
3α1

8

(b l)2

πk
+

1− e−λ2
kβ

Ak

)
3α1(b l)2

8πk
≥ C̃1

k
, (4.3.37)

здесь C̃i и далее положительные постоянные, зависящие, вообще го-
воря, от l, α, β и b.

Если r > 0, то 1 ≤ r ≤ q − 1, q ≥ 2 и из существования конечных

пределов выражений sin

(
πr

q
+ α1θ̃k + γk

)
и sin

(
πr

q
+ α1θ̃k

)
при k →

+∞ следует, что существует k3 ∈ N, такое, что при всех k > k3 из
(4.3.34) имеем

|∆(k)| ≥ Ak sin2 πr

q
≥ kC̃2. (4.3.38)

Тогда из установленных неравенств (4.3.37) и (4.3.38) при всех k >
k0 = max{k1, k2, k3} следует справедливость оценки (4.3.33). �

Отметим, что каждое иррациональное число α единствен-
ным образом разлагается в бесконечную цепную дробь α =
[a0, a1, a2, ..., an, ...], при этом целое число a0 и натуральные числа
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a1, a2, ... называются элементами числа α. Как известно [140, c. 62],
элементы всякой квадратической иррациональности ограничены.

Лемма 4.3.2. Пусть α1 − положительное иррациональное чис-
ло с неограниченными элементами, b = 0. Тогда для любого ε > 0
существует бесконечное множество натуральных чисел k, таких,
что

|∆(k)| < εC1

k
, (4.3.39)

где C1 − положительное число, зависящее от α1.
Доказательство. В силу теоремы 23 [140, c. 49] для всякого ир-

рационального числа α1 с неограниченными элементами при любом
ε > 0 существует бесконечное множество пар целых чисел (k,m),
k > 0, таких, что ∣∣∣∣α1 −

m

k

∣∣∣∣ < ε

k2
. (4.3.40)

Тогда из равенства (4.3.25) на основании оценки (4.3.40) имеем

∣∣∆(k)
∣∣ < 2

(
1 +

πk

l

) ∣∣∣∣ sin(πkα1 + γk

)∣∣∣∣∣∣ sinπkα1

∣∣ ≤
≤ C̃3k

∣∣∣∣ sin [πk(α1 −
m

k

)
+ γk

]∣∣∣∣∣∣∣∣ sinπk(α1 −
m

k

)∣∣∣∣ ≤
≤ C̃3π

2k3

∣∣∣∣∣∣∣∣α1 −
m

k

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ γkπk
∣∣∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣α1 −

m

k

∣∣∣∣ < εC1

k
. �

Из доказанной оценки (4.3.39) следует, что для таких α1 > 0 вы-
ражение ∆(k), которое является знаменателем отношений (4.3.20) −
(4.3.22), может быть сделано сколь угодно малым за счет малости ε.
Поэтому в этом случае решение задачи 4.3 в виде суммы рядов не
существует.

По аналогии с § 2.1 рассмотрим случай, когда α1 = α
/

2l является
иррациональным алгебраическим числом степени два, т.е. является
корнем многочлена (2.1.52):

f(x) = a2x
2 + a1x+ a0 = (x− α1)(a2x+ a2α1 + a1),

при этом a1 + 2α1a2 > 0. Далее на основании теоремы Лиувилля су-
ществует число δ > 0, такое, что при любых целых n и k (k > 0)
выполняется неравенство (2.1.46):∣∣∣α1 −

n

k

∣∣∣ ≥ δ

k2
.
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Из доказательства леммы 2.1.3 число δ определяется по формуле
(2.1.57) при условии (2.1.58). Теперь потребуем, чтобы постоянные α1,
l, b и δ удовлетворяли неравенствам

δ − α1

2

(
b l

π

)2

− l

2π
> 0, (4.3.41)

α1

2π
(b l)2 +

l

2
<
π

2
. (4.3.42)

Лемма 4.3.3. Пусть α1 − иррациональное алгебраическое число
степени два, b l < π и выполнены условия (4.3.41) и (4.3.42), где δ
определяется по формуле (2.1.57) при условии (2.1.58). Тогда суще-
ствует постоянная C0 > 0, зависящая от α1, l и b, такая, что при
всех k ∈ N справедлива оценка∣∣∆(k)

∣∣ > C0

k
. (4.3.43)

Доказательство. В этом случае представление (4.3.34) перепи-
шем в виде

∆(k) = Ak∆1(k)∆2(k), (4.3.44)

∆1(k) = sin
[
πk
(
α1 −

n

k

)
+ α1θ̃k + γk

]
,

∆2(k) = sin
[
πk
(
α1 −

n

k

)
+ α1θ̃k

]
,

где n − любое натуральное число. Затем аналогично доказательству
леммы 2.1.3 установим оценки

∣∣∆1(k)
∣∣ ≥ 2

k

[
δ − α1

2

(
b l

π

)2

− l

2π

]
,

∣∣∆2(k)
∣∣ ≥ 2

k

[
δ − α1

2

(
b l

π

)2
]
.

(4.3.45)

Из (4.3.44) на основании оценок (4.3.45) нетрудно получить требуемое
неравенство (4.3.43). �

При выполнении оценки (4.3.43) или оценки (4.3.33) при всех k >
k0 и неравенства (4.3.19) при k = 1, 2, . . . , k0 решение задачи (4.3.1) −
(4.3.7) будем искать в виде суммы ряда

u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

uk(t) sinµkx, (4.3.46)
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fi(x) =

√
2

l

∞∑
k=1

fik sinµkx, i = 1, 2, (4.3.47)

где uk(t) и fik определяются соответственно формулами (4.3.23) и
(4.3.21), (4.3.22).

Для обоснования сходимости рядов (4.3.46) и (4.3.47) в классах
(4.3.1) и (4.3.2) докажем следующие леммы.

Лемма 4.3.4. Пусть выполнены условия леммы 4.3.1 или леммы
4.3.3. Тогда при k > k0 справедливы оценки:

|f1k| ≤M1

[
k2|ϕk|+ |ψk|+ |gk|

]
, (4.3.48)

|f2k| ≤M2k
3 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] , (4.3.49)

|uk(t)| ≤
{
M3 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] , t ≥ 0,
M5k [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] , t ≤ 0,

(4.3.50)

|u′k(t)| ≤

 M4k
2

[
k(|ϕk|+ |ψk|) +

1

k
|gk|
]
, t ≥ 0,

M5k
2 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] , t ≤ 0,

|u′′k(t)| ≤M5k
3 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] , t < 0,

где Mi − здесь и далее положительные постоянные.
Доказательство. Учитывая, например, оценку (4.3.33) для C1k

из (4.3.20) будем иметь

|C1k| =
∣∣∣∣λk(ψk − ϕk) sinλkα+ gk(1− cosλkα)

λk∆(k)

∣∣∣∣ ≤
≤M0 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] . (4.3.51)

Исходя из оценки (4.3.33) и равенств (4.3.21), (4.3.22) получим

|f1k| = λ2
k

∣∣∣∣ϕk +
λk(ϕk − ψk) sinλkα− gk(1− cosλkα)

λk∆(k)
e−λ

2
kβ

∣∣∣∣ ≤
≤M1

[
k2|ϕk|+ |ψk|+

1

k
|gk|
]
, (4.3.52)

|f2k| = λ2
k

∣∣∣∣∣ψk +
λ2
k(ϕk − ψk)− gk[(1− e−λ2

kβ) cosλkα+ λk sinλkα]

λk∆(k)

∣∣∣∣∣ ≤
≤M2k

3 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] . (4.3.53)
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На основании формулы (4.3.14) и оценок (4.3.51), (4.3.52) при t ∈ [0, β]
имеем

|uk(t)| =
∣∣∣∣f1k

λ2
k

+ C1ke
−λ2

kt

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

k2
M1

[
k2|ϕk|+ |ψk|+

1

k
|gk|
]

+M0 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] e−λ
2
kt ≤

≤M3 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] ,

|u′k(t)| =
∣∣∣λ2
kC1ke

−λ2
kt
∣∣∣ ≤M4k

2 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] .

Аналогично при t ∈ [−α, 0], учитывая оценки (4.3.51) − (4.3.53), по-
лучим

|uk(t)| =
∣∣∣∣f2k

λ2
k

+

(
(f1k − f2k)

λ2
k

+ C1k

)
cosλkt− λkC1k sinλkt

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣f1k

λ2
k

∣∣∣∣+

∣∣∣∣f2k

λ2
k

∣∣∣∣+ |C1k|+ |λkC1k| ≤M5k [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] ,

|u′k(t)| =
∣∣∣∣λk ( (f1k − f2k)

λ2
k

+ C1k

)
sinλkt+ λ2

kC1k cosλkt

∣∣∣∣ ≤
≤M5k

2 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] ,

|u′′k(t)| =
∣∣∣∣λ2
k

(
(f1k − f2k)

λ2
k

+ C1k

)
cosλkt− λ3

kC1k sinλkt

∣∣∣∣ ≤
≤M5k

3 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] . �

Лемма 4.3.5. Пусть ϕ(x), ψ(x) ∈ C5[0, l], g(x) ∈ C4[0, l] ϕ(i)(0) =
ψ(i)(0) = ϕ(i)(l) = ψ(i)(l) = 0, g(j)(0) = g(j)(l) = 0, i = 0, 2, 4, j = 0, 2.
Тогда справедливы следующие представления:

ϕk =
ϕ

(5)
k

µ5
k

, ψk =
ψ

(5)
k

µ5
k

, gk =
g

(4)
k

µ4
k

, k ∈ N, (4.3.54)

где

ϕ
(5)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ(5)(x) cosµkx dx, ψ
(5)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ(5)(x) cosµkx dx,

g
(4)
k =

√
2

l

l∫
0

g(4)(x) sinµkx dx,
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∞∑
k=1

|ϕ(5)
k |

2
≤

l∫
0

[ϕ(5)(x)]
2
dx,

∞∑
k=1

|ψ(5)
k |

2
≤

l∫
0

[ψ(5)(x)]
2
dx,

∞∑
k=1

|g(4)
k |

2
≤

l∫
0

[g(4)(x)]
2
dx.

(4.3.55)

Доказательство. Интегрируя по частям пять и четыре раза со-
ответсвенно в интегралах формул (4.3.15) − (4.3.17) с учетом усло-
вий леммы, получим представления (4.3.54). Справедливость оценок
(4.3.55) следует из неравенства Бесселя по тригонометрической систе-
ме. �

Формально из (4.3.46) почленным дифференцированием составим
ряды:

ut(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

u′k(t) sinµkx, (4.3.56)

ux(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

µkuk(t) cosµkx, (4.3.57)

utt(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

u′′k(t) sinµkx, t < 0, (4.3.58)

uxx(x, t) = −
√

2

l

∞∑
k=1

µ2
kuk(t) sinµkx. (4.3.59)

Ряды (4.3.46), (4.3.56) − (4.3.59) при любом (x, t) ∈ D на основа-
нии лемм 4.3.4, 4.3.5 мажорируются рядом

M6

∞∑
k=1

1

k

(
|ϕ(5)
k |+ |ψ

(5)
k |+ |g

(4)
k |
)
. (4.3.60)

Сходимость ряда (4.3.60) следует из сходимости рядов (4.3.55) и
оценки

1

k

(
|ϕ(5)
k |+ |ψ

(5)
k |+ |g

(4)
k |
)
≤ 1

2

[
3

k2
+ |ϕ(5)

k |
2

+ |ψ(5)
k |

2
+ |g(4)

k |
2
]
.

Тогда на основании признака Вейрштрасса сходятся абсолютно и
равномерно на D ряды (4.3.46), (4.3.56), (4.3.57), а ряды (4.3.58) и
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(4.3.59) на соответствующих замкнутых областяхD+ иD−. Аналогич-
но функции fi(x), определенные рядами (4.3.47), непрерывны на сег-
менте [0, l]. Непосредственной подстановкой (4.3.46) и (4.3.47) убежда-
емся в том, что функции u(x, t) и f(x), определенные рядами (4.3.46)
и (4.3.47), удовлетворяют условию (4.3.3).

Если при выполнении условий леммы 4.3.1 выражение ∆(k) = 0
при некоторых k = l1, ..., lm, где 1 ≤ l1 < ... < lm ≤ k0; ln, n = 1,m,
m − заданные натуральные числа, то для разрешимости задачи 4.3
достаточно, чтобы выполнялись условия ортогональности

l∫
0

ϕ(x) sinµkx dx = 0,

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = 0,

l∫
0

g(x) sinµkx dx = 0

(4.3.61)
при k = l1, ..., lm. В этом случае решения задачи (4.3.1) − (4.3.7) опре-
деляются в виде суммы ряда

u(x, t) =

√
2

l

(
l1−1∑
k=1

+

l2−1∑
k=l1+1

+...+
∞∑

k=lm+1

)
uk(t) sinµkx+

∑
p

Apup(x, t),

(4.3.62)

fi(x) =

√
2

l

(
l1−1∑
k=1

+

l2−1∑
k=l1+1

+...+
∞∑

k=lm+1

)
fik sinµkx+

∑
p

Apfip(x),

(4.3.63)
где i = 1, 2; в суммах

∑
p

индекс p принимает значения l1, ..., lm,

Ap 6= 0 − произвольные постоянные, а функции up(x, t) и fip(x)
определяются соответственно по формулам (4.3.28), (4.3.29) и (4.3.31),
(4.3.32); конечные суммы выражений (4.3.62) и (4.3.63) следует счи-
тать равными нулю, если нижний предел больше верхнего.

Таким образом, нами установлены следующие теоремы о разре-
шимости задачи 4.3.

Теорема 4.3.2. Пусть функции ϕ(x), ψ(x) и g(x) удовлетворяют
условиям леммы 4.3.5 и выполнены условия (4.3.33) при всех k > k0.
Тогда, если ∆(k) 6= 0 при k = 1, 2, . . . , k0, то задача (4.3.1) − (4.3.7)
однозначно разрешима и это решение определяется рядами (4.3.46)
и (4.3.47); если ∆(k) = 0 при некоторых k = l1, ..., lm ≤ k0, то задача
(4.3.1) − (4.3.7) разрешима тогда, когда выполнены условия ортого-
нальности (4.3.61), и решение определяется рядами (4.3.62), (4.3.63),
при этом u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+), fi(x) ∈ C[0, l].
Теорема 4.3.3. Если выполнены условия лемм 4.3.3 и 4.3.5, то

существует единственное решение задачи 4.3, которое определят-
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ся рядами (4.3.46) и (4.3.47), при этом u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩
C2
x(D+), fi(x) ∈ C[0, l].

4.3.3. Устойчивость решения

Теперь установим устойчивость решений задачи (4.3.1) − (4.3.7)
по граничным функциям ϕ(x), ψ(x) и g(x).

Теорема 4.3.4. Пусть выполнены условия теоремы 4.3.2 и
∆(k) 6= 0 при k = 1, k0. Тогда для решения (4.3.46), (4.3.47) задачи
4.3 справедливы оценки:

‖u(x, t)‖L2
≤M7

(
‖ϕ‖W 1

2
+ ‖ψ‖W 1

2
+ ‖g‖W 0

2

)
, t ≥ 0, (4.3.64)

‖u(x, t)‖L2 ≤M8

(
‖ϕ‖W 2

2
+ ‖ψ‖W 2

2
+ ‖g‖W 1

2

)
, t ≤ 0, (4.3.65)

‖f1(x)‖L2 ≤M9(‖ϕ‖W 2
2

+ ‖ψ‖W 0
2

+ ‖g‖W 0
2
), (4.3.66)

‖f2(x)‖L2 ≤M10(‖ϕ‖W 4
2

+ ‖ψ‖W 4
2

+ ‖g‖W 3
2
), (4.3.67)

‖u(x, t)‖C(D+) ≤M11(‖ϕ′′(x)‖C[0,l] + ‖ψ′′(x)‖C[0,l] + ‖g(x)‖C[0,l]),

(4.3.68)
‖u(x, t)‖C(D−) ≤M12(‖ϕ′′′(x)‖C[0,l] + ‖ψ′′′(x)‖C[0,l] + ‖g′′(x)‖C[0,l]),

(4.3.69)
‖f1(x)‖C[0,1] ≤M13(‖ϕ′′′(x)‖C[0,l] +‖ψ′(x)‖C[0,l] +‖g(x)‖C[0,l]), (4.3.70)

‖f2(x)‖C[0,1] ≤M14(‖ϕV (x)‖C[0,l] + ‖ψV (x)‖C[0,l] + ‖gIV (x)‖C[0,l]),
(4.3.71)

где постоянныеMi, i = 7, 14, не зависят от функций ϕ(x), ψ(x) и g(x).
Доказательство. Поскольку тригонометрическая система

{
√

2/l sinµkx}∞k=1 ортонормирована в L2[0, l], то из формулы решения
(4.3.46), представлений

ϕk =
ϕ

(1)
k

µk
, ϕ

(1)
k =

√
2

l∫
0

ϕ′(x) cosµkx dx,

ψk =
ψ

(1)
k

µk
, ψ

(1)
k =

√
2

l∫
0

ψ′(x) cosµkx dx (4.3.72)

и на основании оценки (4.3.50) при t ≥ 0 имеем

‖u(x, t)‖2L2
=
∞∑
k=1

u2
k(t) ≤
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≤M2
3

∞∑
k=1

[k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|]2 ≤ 3M2
3

∞∑
k=1

[
(kϕk)2 + (kψk)2 + |gk|2

]
≤

≤ M̃1

∞∑
k=1

[
|ϕ(1)
k |

2 + |ψ(1)
k |

2 + |gk|2
]
≤

≤ M̃1

(
‖ϕ′‖2L2

+ ‖ψ′‖2L2
+ ‖g‖2L2

)
≤

≤M2
7

(
‖ϕ‖2W 1

2
+ ‖ψ‖2W 1

2
+ ‖g‖2W 0

2

)
, (4.3.73)

здесь и далее M̃i − положительные постоянные. Аналогично, исходя
из соотношений (4.3.46), (4.3.50) и равенств

gk =
g

(1)
k

µk
, g

(1)
k =

√
2

l

l∫
0

g
′
(x) cosµkx dx,

ϕk = −
ϕ

(2)
k

(µk)
2 , ϕ

(2)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ
′′
(x) sinµkx dx, (4.3.74)

ψk = −
ψ

(2)
k

µ2
k

, ψ
(2)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ
′′
(x) sinµkx dx (4.3.75)

при t ≤ 0, будем иметь

‖u(x, t)‖2L2
=

∞∑
k=1

u2
k(t) ≤M2

5

∞∑
k=1

[
k2(|ϕk|+ |ψk|) + k|gk|

]2 ≤
≤ 3M2

5

∞∑
k=1

[
(k2ϕk)2 + (k2ψk)2 + (kgk)2

]
≤

≤ M̃2

∞∑
k=1

[
|ϕ(2)
k |

2 + |ψ(2)
k |

2 + |g(1)
k |

2
]
≤

≤ M̃2

(
‖ϕ′′‖2L2

+ ‖ψ′′‖2L2
+ ‖g′‖2L2

)
≤

≤M2
8

(
‖ϕ‖2W 2

2
+ ‖ψ‖2W 2

2
+ ‖g‖2W 1

2

)
. (4.3.76)

Из установленных неравенств (4.3.73) и (4.3.76) следуют требуемые
оценки (4.3.64) и (4.3.65).
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На основании формулы (4.3.47) в силу оценок (4.3.48), (4.3.49) и
равенств (4.3.74)

ϕk =
ϕ

(4)
k

µ4
k

, ϕ
(4)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕIV (x) sinµkx dx,

ψk =
ψ

(4)
k

µ4
k

, ψ
(4)
k =

√
2

l

l∫
0

ψIV (x) sinµkx dx,

gk = −
g

(3)
k

(µk)
3 , g

(3)
k =

√
2

l

l∫
0

g
′′′

(x) cosµkx dx

получим неравенства

‖f1(x)‖2L2
=
∞∑
k=1

f2
1k ≤M2

1

∞∑
k=1

[
k2|ϕk|+ |ψk|+

1

k
|gk|
]2

≤

≤ 3M2
1

∞∑
k=1

[
(k2ϕk)2 + |ψk|2 + |gk|2

]
≤ M̃3

∞∑
k=1

[
|ϕ(2)
k |

2 + |ψk|2 + |gk|2
]
≤

≤ M̃3(‖ϕ
′′
‖2L2

+ ‖ψ‖2L2
+ ‖g‖2L2

) ≤M2
9 (‖ϕ‖2W 2

2
+ ‖ψ‖2W 0

2
+ ‖g‖2W 0

2
),

‖f2(x)‖2L2
=
∞∑
k=1

f2
2k ≤M2

2

∞∑
k=1

[
k4(|ϕk|+ |ψk|) + k3|gk|

]2 ≤
≤ 3M2

2

∞∑
k=1

[
(k4ϕk)2 + (k4ψk)2 + (k3gk)2

]
≤

≤ M̃4

∞∑
k=1

[
|ϕ(4)
k |

2 + |ψ(4)
k |

2 + |g(3)
k |

2
]
≤

≤ M̃4(‖ϕ(IV )‖2L2
+ ‖ψ(IV )‖2L2

+ ‖g′′′‖2L2
) ≤

≤M2
10(‖ϕ(x)‖2W 4

2
+ ‖ψ(x)‖2W 4

2
+ ‖g(x)‖2W 3

2
),

из которых непосредственно вытекает справедливость оценок (4.3.66),
(4.3.67).
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Пусть (x, t) − произвольная точка из D+. Тогда из соотноше-
ний (4.3.46), (4.3.50), (4.3.74) и (4.3.75), используя неравенство Коши–
Буняковского и

∑∞
k=1 1/k2 = π2/6, получим

|u(x, t)| ≤
√

2

l

∞∑
k=1

|uk(t)| ≤
√

2

l
M3

∞∑
k=1

[k(|ϕk|+ |ψk|) +
1

k
|gk|] ≤

≤ M̃5

∞∑
k=1

1

k
[|ϕ(2)

k |+ |ψ
(2)
k |+ |gk|] ≤

≤ M̃5

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2
( ∞∑

k=1

|ϕ2)
k |

2

)1/2

+

( ∞∑
k=1

|ψ(2)
k |

2

)1/2
+

+M̃5

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2( ∞∑
k=1

|gk|2
)1/2

≤

≤ πM̃5√
6

(‖ϕ′′‖L2
+ ‖ψ′′‖L2

+ ‖g‖L2
) ≤

≤M11(‖ϕ′′(x)‖C[0,l] + ‖ψ′′(x)‖C[0,l] + ‖g(x)‖C[0,l]). (4.3.77)

Аналогично из (4.3.46), (4.3.50) и равенств

gk = −
g

(2)
k

(µk)
2 , g

(2)
k =

√
2

l

l∫
0

g′′(x) sinµkx dx,

ϕk = −
ϕ

(3)
k

(µk)
3 , ϕ

(3)
k =

√
2

l

l∫
0

ϕ
′′′

(x) cosµkx dx, (4.3.78)

ψk = −
ψ

(3)
k

(µk)
3 , ψ

(3)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ
′′′

(x) cosµkx dx

при (x, t) ∈ D− имеем

|u(x, t)| ≤
√

2

l

∞∑
k=1

|uk(t)| ≤
√

2

l
M5

∞∑
k=1

k [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] ≤

≤ M̃6

∞∑
k=1

1

k
[|ϕ(3)

k |+ |ψ
(3)
k |+ |g

(2)
k |] ≤
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≤ M̃6

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2
( ∞∑

k=1

|ϕ(3)
k |

2

)1/2

+

( ∞∑
k=1

|ψ(3)
k |

2

)1/2
+

+M̃6

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2( ∞∑
k=1

|g(2)
k |

2

)1/2

≤

≤ πM̃6√
6

(‖ϕ′′′‖L2 + ‖ψ′′′‖L2 + ‖g′′‖L2) ≤

≤M12(‖ϕ′′′(x)‖C[0,l] + ‖ψ′′′(x)‖C[0,l] + ‖g′′(x)‖C[0,l]). (4.3.79)

Из оценок (4.3.68) и (4.3.69) вытекают (4.3.77) и (4.3.79).
Пользуясь формулой (4.3.47), равенствами (4.3.72), (4.3.78) и

оценкой (4.3.48), будем иметь

|f1(x)| ≤
√

2

l

∞∑
k=1

|f1k| ≤
√

2

l
M1

∞∑
k=1

[
k2|ϕk|+ |ψk|+

1

k
|gk|
]
≤

≤ M̃7

∞∑
k=1

1

k
(|ϕ(3)

k |+ |ψ
(1)
k |+ |gk|) ≤

≤ M̃7

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2
( ∞∑

k=1

|ϕ(3)
k |

2

)1/2

+

( ∞∑
k=1

|ψ(1)
k |

2

)1/2
+

+M̃7

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2( ∞∑
k=1

|gk|2
)1/2

≤ πM̃7√
6

(‖ϕ
′′′
‖L2

+ ‖ψ
′
‖L2

+ ‖g‖L2
) ≤

≤M13(‖ϕ′′′(x)‖C[0,l] + ‖ψ′(x)‖C[0,l] + ‖g(x)‖C[0,l]). (4.3.80)

Аналогично из равенства (4.3.47), оценки (4.3.49) и представления
(4.3.54) получим

|f2(x)| ≤
√

2

l

∞∑
k=1

|f2k| ≤
√

2

l
M1

∞∑
k=1

M2k
3 [k(|ϕk|+ |ψk|) + |gk|] ≤

≤ M̃8

∞∑
k=1

1

k
(|ϕ(5)

k |+ |ψ
(5)
k |+ |g

(4)
k |) ≤

≤ M̃8

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2
( ∞∑

k=1

|ϕ(5)
k |

2

)1/2

+

( ∞∑
k=1

|ψ(5)
k |

2

)1/2
+
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+M̃8

( ∞∑
k=1

1

k2

)1/2( ∞∑
k=1

|g(4)
k |

2

)1/2

≤

≤ πM̃8√
6

(‖ϕV ‖L2 + ‖ψV ‖L2 + ‖gIV ‖L2) ≤

≤M14(‖ϕV (x)‖C[0,l] + ‖ψV (x)‖C[0,l] + ‖gIV (x)‖C[0,l]). (4.3.81)

Из (4.3.80) и (4.3.81) следует справедливость оценок (4.3.70), (4.3.71).

§ 4.4. Обратные задачи по отысканию
сомножителей правых частей, зависящих от

пространственной переменной

4.4.1. Постановка задач

Рассмотрим уравнение смешанного параболо-гиперболического
типа

Lu(x, t) = F (x, t) =

{
f1(x)g1(t), t > 0,

f2(x)g2(t), t < 0,
(4.4.1)

здесь

Lu =

{
ut − uxx + b2u, t > 0,

utt − uxx + b2u, t < 0,

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β}, где α >
0, β > 0, l > 0, b ≥ 0 − заданные действительные числа; g1(t) и g2(t)
− заданные, по крайней мере, непрерывные функции и существуют
конечные пределы

lim
t→0+0

g1(t) = g1(0 + 0) = g1(0), lim
t→0−0

g2(t) = g2(0− 0) = g2(0).

В случае, когда f1(x) ≡ f2(x) = f(x) ставится
Задача 4.4. Найти функции u(x, t) и f(x), удовлетворяющие

условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+); (4.4.2)
f(x) ∈ C(0, l) ∩ L2(0, l); (4.4.3)

Lu(x, t) ≡ F (x, t), (x, t) ∈ D− ∪D+; (4.4.4)
u(0, t) = u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (4.4.5)
u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l; (4.4.6)
ut(x,−α) = g(x), 0 ≤ x ≤ l, (4.4.7)
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где ψ(x) и g(x) − заданные достаточно гладкие функции, причем
ϕ(0) = ϕ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0, D− = D ∩ {t < 0}, D+ = D ∩ {t > 0}.

При разных f1(x) и f2(x) предполагается
Задача 4.5. Найти функции u(x, t), f1(x), f2(x), удовлетворяю-

щие условиям (4.4.2), (4.4.4) – (4.4.7) и, кроме того,

fi(x) ∈ C(0, l) ∩ L2[0, l], i = 1, 2; (4.4.8)

u(x, β) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (4.4.9)

где также ϕ(x), ψ(x) и g(x) – известные функции.
Отметим, что обратные задачи 4.4 и 4.5 были изучены нами в

§§ 4.2 и 4.3 при g1(t) = g2(t) ≡ 1.
В данном параграфе рассматриваются задачи 4.4 и 4.5 при g1(t) 6≡

1 и g2(t) 6≡ 1. Присутствие этих функций создает дополнительные
трудности и вносит существенный вклад при обосновании корректно-
сти поставленной задачи.

Здесь установлены критерии единственности решений задач 4.4 и
4.5. Искомые функции u(x, t), f(x) и u(x, t), fi(x) построены в виде
суммы ортогональных рядов. При обосновании равномерной сходимо-
сти рядов также возникает проблема малых знаменателей. Установле-
ны аналогичные оценки малого знаменателя. Эти оценки позволили
обосновать сходимость построенных рядов в классах (4.4.2), (4.4.3) и
(4.4.8). А также доказана устойчивость решения задач 4.4 и 4.5 от
заданных граничных функций ϕ(x), ψ(x) и g(x).

4.4.2. Единственность решения задачи 4.4

Пусть существует решение задачи (4.4.2) − (4.4.7). Введем функ-
ции

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx, µk =
πk

l
, k = 1, 2, . . . . (4.4.10)

Аналогично § 2.1 относительно uk(t) получим дифференциальные
уравнения

u′k(t) + λ2
kuk(t) = g1(t)fk, t > 0, (4.4.11)

u′′k(t) + λ2
kuk(t) = g2(t)fk, t < 0, (4.4.12)
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где λ2
k = µ2

k + b2 = (πk/l)2 + b2,

fk =

√
2

l

l∫
0

f(x) sinµkx dx. (4.4.13)

Дифференциальные уравнения (4.4.11) и (4.4.12) имеют общие ре-
шения

uk(t) =


cke
−λ2

kt + fk
t∫

0

g1(s)e−λ
2
k(t−s) ds, t > 0,

ak cosλkt+ bk sinλkt−
fk

λk

0∫
t

g2(s) sin [λk(t− s)] ds, t < 0,

(4.4.14)
где ak, bk и ck произвольные постоянные. В силу определения класса
(4.4.2) для функций (4.4.10) выполнены условия сопряжения:

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0). (4.4.15)

Функции (4.4.14) удовлетворяют условиям (4.4.15) только тогда, когда

ak = ck, bk = −λkck +
fk
λk
g1(0). (4.4.16)

Подставляя (4.4.16) в (4.4.14), получим

uk(t) =



cke
−λ2

kt + fk
t∫

0

g1(s)e−λ
2
k(t−s) ds, t > 0,

ck (cosλkt− λk sinλkt) +
fkg1(0)

λk
sinλkt−

−
fk

λk

0∫
t

g2(s) sin [λk(t− s)] ds, t < 0.

(4.4.17)

Теперь для нахождения коэффициентов ck и fk воспользуемся
граничными условиями (4.4.5), (4.4.6) и формулой (4.4.10):

uk(−α) =

√
2

l

l∫
0

u(x,−α) sinµkx dx =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = ψk,

(4.4.18)

u′k(−α) =

√
2

l

l∫
0

ut(x,−α) sinµkx dx =

√
2

l

l∫
0

g(x) sinµkx dx = gk.

(4.4.19)
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Удовлетворяя функции (4.4.17) условиям (4.4.18) и (4.4.19), получим
систему

ck (cosλkα+ λk sinλkα)−
fkg1(0)

λk
sinλkα+

fk

λk
g

(1)
2k = ψk,

ck (sinλkα− λk cosλkt) +
fkg1(0)

λk
cosλkα−

fk

λk
g

(2)
2k =

gk

λk
,

(4.4.20)

где

g
(1)
2k =

0∫
−α

g2(s) sin [λk(s+ α)] ds, g
(2)
2k =

0∫
−α

g2(s) cos [λk(s+ α)] ds.

Первое уравнение системы (4.4.20) умножим на cosλkα, а второе
уравнение − на sinλkα, затем их сложим. В результате будем иметь

ck +
fk
λk

(
g

(1)
2k cosλkα− g(2)

2k sinλkα
)

= ψk cosλkα+
gk
λk

sinλkα. (4.4.21)

Первое уравнение системы (4.4.20) умножим на sinλkα, а второе
уравнение − на − cosλkα, затем их снова сложим. После чего получим

ckλk −
fkg1(0)

λk
+
fk
λk

(
g

(1)
2k sinλkα+ g

(2)
2k cosλkα

)
=

= ψk sinλkα−
gk
λk

cosλkα. (4.4.22)

Предварительно вычислив

g
(1)
2k cosλkα− g(2)

2k sinλkα =

0∫
−α

g2(s) sinλks ds = g
(s)
2k ,

g
(1)
2k sinλkα+ g

(2)
2k cosλkα =

0∫
−α

g2(s) cosλks ds = g
(c)
2k

и подставив их соответственно в (4.4.21) и (4.4.22), получим
ck +

fk

λk
g

(s)
2k = ψk cosλkα+

gk

λk
sinλkα,

λkck −
fk

λk

(
g

(c)
2k − g1(0)

)
= ψk sinλkα−

gk

λk
cosλkα.

(4.4.23)
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Если определитель системы (4.4.23) при всех k ∈ N

∆(k) =
1

λk

[
g

(c)
2k − λkg

(s)
2k − g1(0)

]
6= 0, (4.4.24)

то она имеет единственное решение:

ck =
1

λk∆(k)

[
ψk

(
g

(2)
2k − g1(0) cosλkα

)
+
gk
λk

(
g

(1)
2k − g1(0) sinλkα

)]
,

(4.4.25)

fk =
1

∆(k)

[
ψk (sinλkα− λk cosλkα)− gk

λk
(cosλkα+ λk sinλkα)

]
.

(4.4.26)
Теперь докажем единственность решения задачи (4.4.2) − (4.4.7).

Пусть ψ(x) = g(x) ≡ 0 и выполнены условия (4.4.24) при всех k ∈ N.
Тогда все ψk = gk ≡ 0 и из равенств (4.4.25) и (4.4.26) следует, что
ck = fk ≡ 0. Отсюда в силу формул (4.4.17), (4.4.10), (4.4.13) при всех
k ∈ N имеем

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx = 0,

l∫
0

f(x) sinµkx dx = 0. (4.4.27)

Равенства (4.4.27) в силу полноты системы синусов {
√

2/l sinµkx}∞k=1

в пространстве L2[0, l] возможны только в том случае, когда u(x, t) = 0
почти всюду на [0, l] при любом t ∈ [−α, β] и f(x) = 0 почти всюду на
(0, l). В силу (4.4.2) и (4.4.3) функция u(x, t) ≡ 0 в D и f(x) ≡ 0 на
[0, l].

Предположим, что при некоторых α, l, b, g1(t), g2(t) и k = p ∈ N
нарушено условие (4.4.24), т.е. ∆(p) = 0. В этом случае однородная
задача (4.4.2) − (4.4.7) (где ψ(x) = g(x) ≡ 0) имеет ненулевое решение

up(x, t) = up(t) sinµpx, (4.4.28)

где

up(t) =



e−λ
2
pt − λp

t∫
0

g1(s)e−λ
2
p(t−s) ds, t > 0,

cosλpt− λp sinλpt− g1(0) sinλpt+

+

0∫
t

g2(s) sin [λp(t− s)] ds, t < 0,

(4.4.29)
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fp(x) = −λp sinµpx. (4.4.30)

Естественно, возникает вопрос о нулях выражения ∆(k). Для это-
го его представим в виде

∆̃(k) = λk∆(k) =

0∫
−α

g2(s) [cosλks− λk sinλks] ds− g1(0) =

=
√

1 + λ2
k

0∫
−α

g2(s) cos(λks+ θk) ds− g1(0), (4.4.31)

где θk = arcsin
λk√

1 + λ2
k

→
π

2
при k → ∞. Применяя здесь к инте-

гралу теорему о среднем при условии, что функция g2(t) монотонно
возрастает и неотрицательна на [−α, 0], имеем

∆̃(k) =
√

1 + λ2
kg2(0)

0∫
ξ

cos(λks+ θk) ds− g1(0) =

= g2(0)

[
1−

√
1 +

1

λ2
k

sin(λkξ + θk)

]
− g1(0) =

= g2(0)− g1(0) + g2(0)

√
1 +

1

λ2
k

sin(λkαθ − θk), (4.4.32)

где ξ = −αθ, 0 < θ < 1 − некоторая точка из интервала (−α, 0).
Если g2(0) = g1(0), то ∆̃(k) = 0 при α̃ = (πm+ θk)/λ̃k, m ∈ N,

здесь α̃ = αθ/l, λ̃k =
√

1 + (b l/(πk))2.
Если g2(0) 6= g1(0), то уравнение ∆̃(k) = 0 равносильно уравнению

sin(λkαθ − θk) =
g1(0)− g2(0)

g2(0)
√

1 + 1
λ2
k

,

которое при условии
|g1(0)− g2(0)|
|g2(0)|

√
1 + 1

λ2
k

≤ 1 (4.4.33)
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имеет также счетное множество нулей относительно α̃. Отметим, что
g2(0) 6= 0, в противном случае g2(t) ≡ 0 в силу условий на функцию
g2(t).

Таким образом, нами установлен следующий критерий единствен-
ности.

Теорема 4.4.1. Если существует решение задачи (4.4.2) −
(4.4.7), то оно единственно только тогда, когда выполнены условия
(4.4.24) при всех k ∈ N.

4.4.3. Существование решения задачи 4.4

По условию α̃ − любое положительное число, и как было показано
выше, при выполнении условия (4.4.33) выражение ∆(k), находящееся
в знаменателе равенств (4.4.25) и (4.4.26), определяющих коэффици-
ентов ck и fk формулы (4.4.17), может иметь счетное множество нулей.
Следовательно, при больших k выражение ∆̃(k) может стать доста-
точно малым, т.е. возникает проблема «малых знаменателей». Поэто-
му для обоснования существования решения задачи (4.4.2) − (4.4.7)
надо показать существование чисел α̃, при которых ∆̃(k) отделено от
нуля.

Лемма 4.4.1. Пусть α > 0, β > 0, l > 0 и b ≥ 0. Тогда, если

|g2(0)− g1(0)| − |g2(0)|

√
1 +

1

(π/l)2 + b2
= C̃0 > 0, (4.4.34)

то существует постоянная C0 > 0, такая, что при любом k ∈ N
справедлива оценка

|∆(k)| ≥ C0

k
. (4.4.35)

Доказательство. Из представления (4.4.32) имеем

|∆̃(k)| ≥ |g2(0)− g1(0)| − |g2(0)|

√
1 +

1

λ2
k

≥

≥ |g2(0)− g1(0)| − |g2(0)|

√
1 +

1

(π/l)2 + b2
.

Отсюда с учетом (4.4.34) непосредственно следует оценка (4.4.35).
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Пусть теперь нарушено условие (4.4.34), тогда может выполняться
условие (4.4.33), следовательно, ∆̃(k) может иметь счетное множество
нулей относительно α̃.

Вначале рассмотрим случай, когда g2(0) = g1(0). В этом случае
∆̃(k) принимает вид

∆̃(k) = g2(0)

√
1 +

1

λ2
k

sin(λkαθ − θk). (4.4.36)

Лемма 4.4.2. Если g2(0) = g1(0) и выполнено одно из следующих
условий: 1) αθ/l = α̃ = p − натуральное число; 2) α̃ = p/q, p, q ∈
N, (p, q) = 1, p/q 6∈ N, (q, 2) = 1, то существуют положительные
постоянные C0 и k0 (k0 ∈ N), такие, что при всех k > k0 и любых
фиксированных b ≥ 0 и β > 0 справедлива оценка

|∆(k)| ≥ C0

k
. (4.4.37)

Доказательство. Выражение для λk =
√

(πk/l)2 + b2 при k >
bl/π можно представить в виде

λk =
πk

l
+ rk, (4.4.38)

где для остатка rk справедлива оценка

lb2

4πk
< rk <

lb2

2πk
. (4.4.39)

С учетом (4.4.38) соотношение δ(k) = sin(λkαθ − θk) примет вид

δ(k) = sin(πkα̃+ r̃k − θk), r̃k = αθrk. (4.4.40)

Пусть α̃ = p ∈ N. Тогда соотношение (4.4.40) представляется в
следующем виде:

|δ(k)| = | sin(r̃k − θk)|. (4.4.41)

Поскольку θk → π/2 и в силу оценки (4.4.39) r̃k → 0 при k → +∞,
то выражение (4.4.41) имеет конечный предел, не равный нулю, при
k → +∞. Тогда существует номер k1 ∈ N, такой, что при всех k > k1

|δ(k)| > 1

2
|δ(+∞)| = 1

2
. (4.4.42)
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Пусть теперь α̃ = p/q, (p, q) = 1, (q, 2) = 1. В этом случае разделим
kp на q с остатком: kp = st+r, s r ∈ N0, 0 ≤ r < q. После чего равенство
(4.4.40) по модулю принимает вид

|δ(k)| =
∣∣∣∣sin(πrq + r̃k − θk

)∣∣∣∣ . (4.4.43)

Если r = 0, то данный случай сводится к уже рассмотренному выше.
Тогда 1 ≤ r ≤ q − 1, q ≥ 2. Поскольку

π

q
− π

2
≤ πr

q
− π

2
≤ π

2
− π

q

и (q, 2) = 1, то существует натуральное число k2, такое, что при всех
k > k2 из равенства (4.4.43) следует справедливость оценки

|δ(k)| > 1

2

∣∣∣∣sin(πrq − π

2

)∣∣∣∣ =
1

2
cos

πr

q
> 0. (4.4.44)

Таким образом, из установленных оценок (4.4.42) и (4.4.44) выте-
кает справедливость оценки (4.4.37) при k > k0 = max{b l/π, k1, k2}.

Пусть теперь g2(0) 6= g1(0). В этом случае потребуем, чтобы

|dk| =
|g2(0)− g1(0)|
|g2(0)|

√
1 + 1

λ2
k

< |d∞| =
∣∣∣∣g2(0)− g1(0)

g2(0)

∣∣∣∣ < 1. (4.4.45)

В силу условия (4.4.45) можно определить sin Φk = dk, Φk =
arcsin dk, 0 < |Φk| < π/2, так как 0 < |dk| < 1. При этом Φk → Φ∞,
|Φ∞| < π/2.

С учетом условия (4.4.45) из представления (4.4.32) имеем

|∆̃(k)| > |g2(0)| |dk + sin(λkαθ − θk)| =

= |g2(0)| |sin Φk + sin(λkαθ − θk)| =

= 2|g2(0)|
∣∣∣∣sin Φk − θk + λkαθ

2
cos

Φk + θk − λkαθ
2

∣∣∣∣ =

= 2|g2(0)||δ1(k)||δ2(k)|. (4.4.46)

С учетом (4.4.38) выражения δ1(k) и δ2(k) принимают вид

δ1(k) = sin

(
Φk − θk

2
+
πkα̃

2
+
r̃k
2

)
, (4.4.47)
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δ2(k) = cos

(
Φk + θk

2
− πkα̃

2
− r̃k

2

)
. (4.4.48)

Пусть α̃/2 = p ∈ N. Тогда соотношения (4.4.47) и (4.4.48) по мо-
дулю принимают вид

|δ1(k)| =
∣∣∣∣sin(Φk − θk

2
+
r̃k
2

)∣∣∣∣ ,
|δ2(k)| =

∣∣∣∣cos

(
Φk + θk

2
− r̃k

2

)∣∣∣∣ .
Отсюда получим, что

lim
k→+∞

|δ1(k)||δ2(k)| =
∣∣∣∣sin Φ∞ − π/2

2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos
Φ∞ + π/2

2

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣sin(π4 − Φ∞
2

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos

(
π

4
+

Φ∞
2

)∣∣∣∣ =

=
1

2

(
sin

Φ∞
2
− cos

Φ∞
2

)2

=
1

2
(1− d∞) > 0,

так как |d∞| < 1. В силу этого существует натуральное число k1,
такое, что при всех k > k1 из неравенства (4.4.46) получим

|∆̃(k)| > C1 = const > 0, (4.4.49)

где C1 зависит от g1(0) и g2(0).
Если α̃/2 = p/q, (p, q) = 1, (q, 2) = 1, pq 6∈ N, то разделив kp на q:

kp = st+ r, s r ∈ N, 0 ≤ r < q, имеем

|δ1(k)| =
∣∣∣∣sin(Φk − θk

2
+
πr

q
+
r̃k
2

)∣∣∣∣ , (4.4.50)

|δ2(k)| =
∣∣∣∣cos

(
Φk + θk

2
− πr

q
− r̃k

2

)∣∣∣∣ . (4.4.51)

Отсюда

lim
k→+∞

|δ1(k)||δ2(k)| =
∣∣∣∣sin(Φ∞ − π/2

2
+
πr

q

)∣∣∣∣×
×
∣∣∣∣cos

(
Φ∞ + π/2

2
+
πr

q

)∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣d∞ − cos
2πr

q

∣∣∣∣ > 0,
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если cos
2πr

q
6= d∞. Таким образом, нами установлено следующее

утверждение.
Лемма 4.4.3. Если g2(0) 6= g1(0), |d∞| < 1 и выполнено од-

но из следующих условий: 1) α̃/2 = p − натуральное число; 2)
α̃/2 = p/q 6∈ N, p q ∈ N, (p, q) = 1, cos 2πr

q 6= d∞, где r ∈ N0 ∩ [0, q − 1],
то существуют положительные постоянные C0 и k0 (k0 ∈ N), та-
кие, что при всех k > k0 и любых фиксированных b ≥ 0 и β > 0
справедлива оценка

|∆(k)| ≥ C0

k
. (4.4.52)

При выполнении условий лемм 4.4.1 − 4.4.3 решение задачи
(4.4.2)−(4.4.7) можно определить в виде сумм рядов

u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

uk(t) sinµkx, (4.4.53)

f(x) =

√
2

l

∞∑
k=1

fk sinµkx, (4.4.54)

здесь uk(t) и fk определяются формулами (4.4.17), (4.4.25), (4.4.26).
Лемма 4.4.4. Пусть выполнено условие (4.4.34). Тогда при лю-

бом t ∈ [−α, β] и всех k ∈ N справедливы оценки

|uk(t)| ≤ C1 (k|ϕk|+ |ψk|) , (4.4.55)
|u′k(t)| ≤ C2k (k|ϕk|+ |ψk|) , (4.4.56)

|u′′k(t)| ≤ C3k
2 (k|ϕk|+ |ψk|) , t ≤ 0, (4.4.57)

где Ci − здесь и далее положительные постоянные, которые опре-
деляются через данные задачи.

Доказательство. Предварительно оценим коэффициенты ck и
fk, определяемые по формулам (4.4.25) и (4.4.26):

|ck| ≤
1

λk|∆(k)|

[
|ϕk|

∣∣∣g(2)
2k − g1(0) cosλkα

∣∣∣+
|ψk|
λk

∣∣∣g(1)
2k − g1(0) sinλkα

∣∣∣] ,
|fk| =

1

|∆(k)|

[
|ϕk|

√
1 + λ2

k +
1

λk
|ψk|

√
1 + λ2

k

]
.

Отсюда с учетом оценки (4.4.34) и представлений

g
(2)
2k = g2(0)

0∫
−ξ

cos[λk(s+α)] ds = g2(0)
sinλkα− sinλk(α− ξ)

λk
, (4.4.58)
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g
(1)
2k = g2(0)

cosλk(α− ξ)− cosλkα

λk
(4.4.59)

получим

|ck| ≤
l

πC0

(
2
|g2(0)|
λ1

+ |g1(0)|
)(
|ϕk|+

|ψk|
λk

)
≤ A1

(
|ϕk|+

|ψk|
λk

)
,

(4.4.60)
|fk| ≤ A2k (k|ϕk|+ |ψk|) , (4.4.61)

где Ai − здесь и далее положительные постоянные. Теперь на осно-
вании формулы (4.4.17) и оценок (4.4.60) и (4.4.61) будем иметь

|uk(t)| ≤ |ck|+ |fk|
||g1||
λ2
k

≤ A1

(
|ϕk|+

|ψk|
λk

)
+
||g1||A2

λ2
k

k (k|ϕk|+ |ψk|) ≤

≤ A3

(
|ϕk|+

|ψk|
k

)
, t ≥ 0; (4.4.62)

|uk(t)| ≤ |ck|
√

1 + λ2
k+
|fk|
λk
|g1(0)|+ |fk|

λk
||g2||α ≤ A4 (k|ϕk|+ |ψk|) , t ≤ 0,

(4.4.63)
здесь ||g1|| = max

0≤t≤β
|g1(t)|, ||g2|| = max

−α≤t≤0
|g2(t)|. Тогда из оценок

(4.4.62) и (4.4.63) следует справедливость оценки (4.4.55) при всех
t ∈ [−α, β] и k ∈ N, здесь C1 = max{A3, A4}.

Далее вычислим

u′k(t) =


−λ2

kcke
−λ2

kt + fkg1(t)− fkλ2
k

t∫
0

g1(s)e−λ
2
k(t−s) ds, t > 0,

−λkck (sinλkt+ λk cosλkt) + fkg1(0) cosλkt−

−fk
0∫
t

g2(s) cos [λk(t− s)] ds, t < 0.

Отсюда в силу оценок (4.4.60) и (4.4.61) получим оценку (4.4.56).
На основании тождества

u′′k(t) = g2(t)fk − λ2
kuk(t), t ≤ 0

и оценок (4.4.61) и (4.4.55) убеждаемся в справедливости оценки
(4.4.57).

Лемма 4.4.5. Пусть выполнены условия леммы 4.4.2 или лем-
мы 4.4.3. Тогда существует номер k0, такой, что при всех k > k0

справедливы оценки (4.4.55) − (4.4.57).
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Доказательство непосредственно следует из леммы 4.4.4 с уче-
том оценок (4.4.37) и (4.4.52) из лемм 4.4.2 и 4.4.3.

Ряд (4.4.53) и его производные первого порядка в замкнутой обла-
сти D и производные второго порядка в замкнутых подобластях D+

и D− в силу лемм 4.4.1 и 4.4.4 мажорируются числовым рядом

C4

∞∑
k=1

k2 (k|ψk|+ |gk|) . (4.4.64)

Лемма 4.4.6. Если ψ(x) ∈ C4[0, l], g(x) ∈ C3[0, l], ψ(i)(0) =
ψ(i)(l) = 0, g(i)(0) = g(i)(l) = 0, i = 0, 2, то справедливы следующие
представления:

ψk =
ψ

(4)
k

µ4
k

, gk = −
g

(3)
k

µ3
k

, (4.4.65)

где

ψ
(4)
k =

√
2

l

l∫
0

ψ(4)(x) sinµkx dx, g
(3)
k =

√
2

l

l∫
0

g(3)(x) cosµkx dx,

и при этом следующие ряды сходятся:

∞∑
k=1

|ψ(4)
k |

2 < +∞,
∞∑
k=1

|g(3)
k |

2 < +∞. (4.4.66)

Тогда на основании представлений (4.4.65) и оценок (4.4.66) нетрудно
показать сходимость ряда (4.4.64). Следовательно, при выполнении
условий лемм 4.4.1 и 4.4.6 приходим к следующему утверждению.

Теорема 4.4.2. Пусть выполнены условия лемм 4.4.1 и 4.4.6 и
g1(t) ∈ C[0, β], g2(t) непрерывна, монотонно возрастает и неотрица-
тельна на [−α, 0]. Тогда существует единственное решение задачи
(4.4.2) − (4.4.7), которое определяется рядами (4.4.53) и (4.4.54), при
этом u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+), f(x) ∈ C[0, l].
Если для чисел α̃, указанных в леммах 4.4.2 и 4.4.3, при некоторых

k = k1, k2, . . . , kn, где 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kn ≤ k0, здесь ki, i = 1, n, и
n − заданные натуральные числа, выполняется равенство ∆(k) = 0,
то для разрешимости задачи (4.4.2)−(4.4.7) необходимо и достаточно,
чтобы

ψkλk (sinλkα− λk cosλkα)−

−gk (cosλkα+ λk sinλkα) = 0, k = k1, k2, . . . , kn. (4.4.67)
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В этом случае решение задачи (4.4.2) − (4.4.7) определяется в виде
сумм рядов

u(x, t) =

√
2

l

k1−1∑
k=1

+ · · ·+
kn−1∑

k=kn−1+1

+
+∞∑

k=kn+1

uk(t) sinµkx+

+
∑
p

Apup(x, t), (4.4.68)

f(x) =

√
2

l

k1−1∑
k=1

+ · · ·+
kn−1∑

k=kn−1+1

+
+∞∑

k=kn+1

 fk sinµkx+
∑
p

Apfp(x),

(4.4.69)
где в последних суммах p принимает значения k1, k2, . . . , kn, Ap − про-
извольные постоянные, up(x, t) и fp(x) определяются соответственно
по формулам (4.4.28), (4.4.29) и (4.4.30), если в конечных суммах в
правых частях (4.4.68) и (4.4.69) верхний предел меньше нижнего, то
их следует считать нулями.

Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 4.4.3. Пусть выполнены условия леммы 4.4.2 или лем-

мы 4.4.3 и леммы 4.4.6, и функции g1(t) и g2(t) удовлетворяют усло-
виям теоремы 4.4.2. Тогда, если ∆(k) 6= 0 при всех k = 1, k0, то
существует единственное решение задачи (4.4.2) − (4.4.7), которое
определяется рядами (4.4.53) и (4.4.54); если ∆(k) = 0 при неко-
торых k = k1, k2, . . . , kn ≤ k0, то задача (4.4.2) − (4.4.7) разре-
шима только тогда, когда выполнены условия (4.4.67), и решение
в этом случае определяется рядами (4.4.68) и (4.4.69), при этом
u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+), f(x) ∈ C[0, l].
Далее установим устойчивость решения задачи (4.4.2) − (4.4.7) по

граничным функциям ψ(x) и g(x).
Теорема 4.4.4. Пусть для примера выполнены условия теоремы

4.4.2. Тогда для решения (4.4.53) и (4.4.54) задачи (4.4.2) − (4.4.7)
справедливы оценки:

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤ C4

(
‖ψ′(x)‖L2[0,l] + ‖g(x)‖L2[0,l]

)
,

‖f(x)‖L2[0,l] ≤ C5

(
‖ψ′′(x)‖L2[0,l] + ‖g′(x)‖L2[0,l]

)
,

‖u(x, t)‖C(D) ≤ C6

(
‖ψ′′(x)‖C[0,l] + ‖g′(x)‖C[0,l]

)
,

‖f(x)‖C(D) ≤ C7

(
‖ψ′′′(x)‖C[0,l] + ‖g′′(x)‖C[0,l]

)
,
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где положительные постоянные Ci, i = 4, 7, не зависят от функций
ψ(x) и g(x).

Доказательство этой теоремы проводится на основании оценок
(4.4.55) и (4.4.61), исходя из ортогональных рядов (4.4.53) и (4.4.54)
аналогично §§ 4.1 − 4.3.

4.4.4. Единственность решения задачи 4.5

Рассмотрим функции

uk(t) =

√
2

l

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx, µk =
πk

l
, k = 1, 2, . . . , (4.4.70)

где u(x, t) – решение задачи 4.5.
Аналогично § 2.1 относительно uk(t) получим дифференциальные

уравнения

u′k(t) + λ2
kuk(t) = g1(t)f1k, t > 0, (4.4.71)

u′′k(t) + λ2
kuk(t) = g2(t)f2k, t < 0, (4.4.72)

здесь λ2
k = (πk/l)2 + b2 = µ2

k + b2,

fik =

√
2

l

l∫
0

fi(x) sinµkx dx, i = 1, 2. (4.4.73)

Дифференциальные уравнения (4.4.71) и (4.4.72) имеют общие ре-
шения

uk(t) =

cke
−λ2

kt + f1kg1k(t), t > 0,

ak cosλkt+ bk sinλkt+
f2k

λk
g

(1)
2k (t), t < 0,

(4.4.74)

где ak, bk и ck произвольные постоянные,

g1k(t) =

t∫
0

g1(s)e−λ
2
k(t−s) ds, 0 ≤ t ≤ β;

g
(1)
2k (t) =

0∫
t

g2(s) sin [λk(t− s)] ds, −α ≤ t ≤ 0.
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По условию (4.4.2) решение u(x, t) ∈ C1(D)∩C(D), тогда для функций
(4.4.74) выполнены условия сопряжения:

uk(0 + 0) = uk(0− 0), u′k(0 + 0) = u′k(0− 0).

Функции (4.4.74) удовлетворяют условиям сопряжения только тогда,
когда

ak = ck, bk = −λkck +
fk
λk
g1(0).

Подставляя найденные значения ak и bk в (4.4.74), получим

uk(t) =


cke
−λ2

kt + fkg1k(t), t > 0,

ck (cosλkt− λk sinλkt) +

+
f1kg1(0)

λk
sinλkt+

f2k

λk
g

(1)
2k (t), t < 0.

(4.4.75)

Теперь для нахождения коэффициентов ck, f1k и f2k воспользуем-
ся граничными условиями (4.4.6), (4.4.7), (4.4.9) и формулой (4.4.70):

uk(β) =

√
2

l

l∫
0

u(x, β) sinµkx dx =

√
2

l

l∫
0

ϕ(x) sinµkx dx = ϕk,

(4.4.76)

uk(−α) =

√
2

l

l∫
0

u(x,−α) sinµkx dx =

√
2

l

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = ψk,

(4.4.77)

u′k(−α) =

√
2

l

l∫
0

ut(x,−α) sinµkx dx =

√
2

l

l∫
0

g(x) sinµkx dx = gk.

(4.4.78)
Удовлетворяя функции (4.4.75) условиям (4.4.76) – (4.4.78), получим
систему
cke
−λ2

kβ + f1kg1k(β) = ϕk,

ckλk (cosλkα+ λk sinλkα)− f1kg1(0) sinλkα+ f2kg
(1)
2k (−α) = λkψk,

ckλk (sinλkα− λk cosλkt) + f1kg1(0) cosλkα− f2kg
(2)
2k (−α) = gk,

(4.4.79)
где

g
(2)
2k (t) =

0∫
t

g2(s) cos [λk(s− t)] ds.
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Решим систему (4.4.79) методом определителей. Для этого пред-
варительно преобразуем ее к более простому виду. Второе уравнение
системы (4.4.79) умножим на cosλkα, а второе уравнение – на sinλkα,
затем полученные уравнения сложим. В результате имеем

ckλk + f2k

(
g

(1)
2k (−α) cosλkα− g(2)

2k (−α) sinλkα
)

=

= λkψk cosλkα+ gk sinλkα = ψ̃k. (4.4.80)

Аналогично первое уравнение системы (4.4.79) умножим на sinλkα,
а второе уравнение на − cosλkα, затем их снова сложим. После чего
получим

ckλ
2
k − f1kg1(0) + f2k

(
g

(1)
2k (−α) sinλkα+ g

(2)
2k (−α) cosλkα

)
=

= λkψk sinλkα− gk cosλkα = g̃k. (4.4.81)

Поскольку

g
(1)
2k (−α) cosλkα− g(2)

2k (−α) sinλkα =

0∫
−α

g2(s) sinλks ds = g
(s)
2k (−α),

g
(1)
2k (−α) sinλkα+ g

(2)
2k (−α) cosλkα =

0∫
−α

g2(s) cosλks ds = g
(c)
2k (−α),

то подставив их соответственно в (4.4.80) и (4.4.81), будем иметь
cke
−λ2

kβ + f1kg1k(β) = ϕk,

ckλk + f2kg
(s)
2k (−α) = ψ̃k,

ckλ
2
k − f1kg1(0) + f2kg

(c)
2k (−α) = g̃k.

(4.4.82)

При условии, когда определитель системы (4.4.82) при всех k ∈ N

E(k) = g1(0)g
(s)
2k (−α)e−λ

2
kβ + λkg1k(β)

(
λkg

(s)
2k (−α)− g(c)

2k (−α)
)
6= 0,

(4.4.83)
она имеет единственное решение

ck =
1

E(k)

[
ϕkg1(0)g

(s)
2k (−α)− ψkλkg1k(β)g

(2)
2k (−α)− gkg1k(β)g

(1)
2k (−α)

]
,

(4.4.84)
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f1k =
1

E(k)

[
ϕkλk

(
λkg

(s)
2k (−α)− g(c)

2k (−α)
)

+

+ψkλke
−λ2

kβg
(2)
2k (−α) + gke

−λ2
kβg

(1)
2k (−α)

]
, (4.4.85)

f2k =
1

E(k)

{
− ϕkλkg1(0) + λkψk

[
λkg1k (λk cosλkα− sinλkα) +

+g1(0) cosλkαe
−λ2

kβ
]
+

+gk

[
λkg1k (λk sinλkα+ cosλkα) + g1(0) sinλkαe

−λ2
kβ
]}

. (4.4.86)

Найденные значения постоянных (4.4.84) – (4.4.86) подставим в фор-
мулу (4.4.75). Тогда получим

uk(t) =


1

E(k)

[
ϕkAk(t) + ψkBk(t) + gkCk(t)

]
, t > 0,

1

E(k)

[
ϕkÃk(t) + ψkB̃k(t) + gkC̃k(t)

]
, t < 0,

(4.4.87)

где

Ak(t) = g1(0)g
(s)
2k (−α)e−λ

2
kt + g1k(t)λk

(
λkg

(s)
2k (−α)− g(c)

2k (−α)
)
,

(4.4.88)
Bk(t) = λkg

(2)
2k (−α)

[
e−λ

2
kβg1k(t)− g1k(β)e−λ

2
kt
]
, (4.4.89)

Ck(t) = g
(1)
2k (−α)

[
e−λ

2
kβg1k(t)− g1k(β)e−λ

2
kt
]
, (4.4.90)

Ãk(t) = g1(0)
[
g

(s)
2k (−α) cosλkt− g(c)

2k (−α) sinλkt− g(1)
2k (t)

]
, (4.4.91)

B̃k(t) = λ2
kg1k(β)

(
g

(2)
2k (−α) sinλkt+ g

(1)
2k (t) cosλkα

)
−

−λkg1k(β)
(
g

(2)
2k (−α) cosλkt+ g

(1)
2k (t) sinλkα

)
+

+g1k(0)e−λ
2
kβ
(
g

(2)
2k (−α) sinλkt+ g

(1)
2k (t) cosλkα

)
, (4.4.92)

C̃k(t) = g1k(β)λk

(
g

(1)
2k (−α) sinλkt+ g

(1)
2k (t) sinλkα

)
−

−g1k(β)
(
g

(1)
2k (−α) cosλkt− g(1)

2k (t) cosλkα
)

+

+
g1k(0)e−λ

2
kβ

λk

(
g

(1)
2k (−α) sinλkt+ g

(1)
2k (t) sinλkα

)
. (4.4.93)
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Теперь докажем единственность решения задачи 4.5. Пусть ϕ(x) =
ψ(x) = g(x) ≡ 0 и выполнены условия (4.4.83). Тогда все ϕk = ψk =
gk ≡ 0 и из равенств (4.4.84) – (4.4.86) следует, что ck = f1k = f2k ≡ 0.
Отсюда в силу формул (4.4.87), (4.4.70) и (4.4.73) имеем

l∫
0

u(x, t) sinµkx dx = 0,

l∫
0

fi(x) sinµkx dx = 0 i = 1, 2. (4.4.94)

Равенства (4.4.94) в силу полноты системы синусов {
√

2
l sinµkx}∞k=1 в

пространстве L2[0, l] возможны только в том случае, когда u(x, t) = 0
почти всюду на [0, l] при любом t ∈ [−α, β] и fi(x) = 0 почти всюду на
(0, l). В силу (4.4.2) и (4.4.8) получаем, что u(x, t) ≡ 0 в D и f1(x) =
f2(x) ≡ 0 на (0, l).

Предположим, что при некоторых α, β,b, l, g1(t), g2(t) и k = p ∈ N
нарушено условие (4.4.83), т.е.

E(k) = g1p(β)λp

(
λpg

(s)
2p (−α)− g(c)

2p (−α)
)

+ g1(0)g
(s)
2p (−α)e−λ

2
pβ = 0.

(4.4.95)
Тогда однородная система (4.4.82) (где ϕk = ψk = gk ≡ 0) имеет
нетривиальное решение

cp = −f̃2pg
(s)
2p (−α), f1p =

f̃2pg
(s)
2p (−α)e−λ

2
pβ

g1p(β)
,

где f̃2p =
f2p

λp
6= 0 – произвольная постоянная и g1p(β) 6= 0. В силу это-

го однородная задача 4.5 (где ϕ(x) = ψ(x) = g(x) ≡ 0) имеет ненулевое
решение

up(x, t) = up(t) sinµpx, (4.4.96)

где

up(t) =



f̃2p

(
−g(s)

2p (−α)e−λ
2
pt +

g
(s)
2p (−α)e

−λ2pβg1p(t)

g1p(β)

)
, t > 0,

f̃2p

[
g

(s)
2p (−α) (λp sinλpt− cosλpt) +

+
g1(0) sinλpt g

(s)
2p (−α)e−λ

2
pβ

λpg1p(β)
+ g

(1)
2p (t)

]
, t < 0,

(4.4.97)

f1p(x) =
1

g1p(β)
g

(s)
2p (−α)e−λ

2
pβ sinµpx, (4.4.98)
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f2p(x) = λp sinµpx. (4.4.99)

Теперь естественно возникает вопрос о существовании нулей вы-
ражения E(k) при некоторых значениях данных задачи. Для этого
его представим в следующем виде:

E(k) =

0∫
−α

g2(s)
[
g1k(β)λk (λk sinλks− cosλks) + g1(0)e−λ

2
kβ sinλks

]
ds.

Применяя здесь вторую теорему о среднем при условии, что функция
g2(s) монотонно возрастает и неотрицательна на [−α, 0], получим

E(k) = g2(0)

0∫
−ξ

[
g1k(β)λk (λk sinλks− cosλks) + g1(0)e−λ

2
kβ sinλks

]
ds =

= −g2(0)

[
g1k(β)λk (1− cosλkξ) + g1k(β) sinλkξ+

+g1(0)
e−λ

2
kβ

λk
(1− cosλkξ)

]
=

= −2g2(0) sin
λkξ

2

[(
g1k(β)λk +

g1(0)e−λ
2
kβ

λk

)
sin

λkξ

2
+ g1k(β) cos

λkξ

2

]
=

= −2g2(0)Bk sin
λkξ

2
sin

(
λkξ

2
+ γk

)
, (4.4.100)

где g2(0) > 0 (при g2(0) = 0 функция g2(s) ≡ 0, чего быть не может
по условию),

Bk =

√√√√g2
1k(β) +

(
g1k(β)λk +

g1(0)e−λ
2
kβ

λk

)2

, (4.4.101)

γk = arcsin
g1k(β)

Bk
, 0 < ξ = θα < α, 0 < θ < 1.

Из представления (4.4.100) получаем два семейства счетных множеств
нулей

α =
2πm

λkθ
; α =

2πn

λkθ
− 2γk
λkθ

, m, n ∈ N. (4.4.102)
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Таким образом, нами установлен следующий критерий единствен-
ности решения задачи 4.5:

Теорема 4.4.5. Если существует решение задачи 4.5 и g1k(β) 6=
0, k ∈ N, то оно единственно только тогда, когда выполнены условия
(4.4.83) при всех k ∈ N.

4.4.5. Обоснование существования решения задачи 4.5

Далее построим решение задачи 4.5. Поскольку выражение E(k)
при указанных выше значениях (4.4.102) параметра α может обра-
титься в нуль, то надо установить оценки об отделенности от нуля
E(k) с соответствующей асимптотикой.

Замечание 4.4.1. Отметим, что если b = 0, то λk = µk = πk/l
и из (4.4.102) имеем, что при рациональных значениях отношения
αθ/l = 2m/k выражение E(k) = 0. Поэтому при b = 0 для таких
отношений решение задачи 4.5 в виде ряда может не существовать.

Лемма 4.4.7. Если α1 = 2αθ
/
l является произвольным рацио-

нальным числом и b > 0, то существуют положительные постоян-
ные C0 и k0, k0 ∈ N, такие, что при всех k > k0 справедлива оценка

∣∣∆(k)
∣∣ > C0

k3
. (4.4.103)

Доказательство. Предварительно последовательность λk пред-
ставим в виде

λk = µk

√
1 +

(
b l
/
πk
)2

= µkλ̃k, λ̃k = 1 + θk, (4.4.104)

где для θk при всех k > k1 = b l/π справедлива оценка

3

8

(
b l

πk

)2

≤ θk ≤
1

2

(
b l

πk

)2

. (4.4.105)

С учетом (4.4.104) соотношение (4.4.100) примет вид

E(k) = −2g2(0)Bk sin
(
πkα1 + α1θ̃k + γk

)
sin(πkα1 + α1θ̃k), (4.4.106)

здесь

θ̃k = πkθk, α1 =
2αθ

l
.
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Пусть α̃ = p/q, p, q ∈ N, (p, q) = 1. Разделим kp на q с остатком:
kp = sq+r, s, r ∈ N0 = N∪{0}, 0 ≤ r < q. Тогда из равенства (4.4.106)
имеем

E(k) = −2g2(0)Bk sin

(
πr

q
+ α1θ̃k + γk

)
sin

(
πr

q
+ α1θ̃k

)
. (4.4.107)

На основании известных неравенств

|x| ≤ | arcsinx| ≤ π

2
|x|, 0 ≤ |x| ≤ 1,

найдем оценку для γk:

|g1k(β)|
Bk

≤ γk ≤
π

2

|g1k(β)|
Bk

. (4.4.108)

Предварительно на основании теоремы о среднем имеем

g1k(β) =

l∫
0

g1(s)e−λ
2
k(β−s) ds = g1(η)

1− e−λ2
kβ

λ2
k

, (4.4.109)

где η – фиксированная точка интервала (0, β). Из равенства (4.4.109)
следует

1

λ2
k

(
1− e−λ

2
kβ
)

min
0≤t≤β

|g1(t)| ≤ |g1k(β)| ≤ 1

λ2
k

max
0≤t≤β

|g1(t)|. (4.4.110)

Теперь оценим выражение Bk, заданное формулой (4.4.101). Для этого
его представим в виде

Bk = |g1k(β)|λkB̃k, (4.4.111)

B̃k =

√√√√ 1

λ2
k

+

(
1 +

g1(0)e−λ
2
kβ

g1k(β)λ2
k

)2

.

Поскольку B̃k → 1 при k → +∞, то существуют положительные C̃1 и
C̃2, такие, что

C̃1 ≤ B̃k ≤ C̃2. (4.4.112)

Тогда с учетом оценок (4.4.110) – (4.4.112) и из представления (4.4.111)
имеем

C̃3

λk
≤ Bk ≤

C̃4

λk
, (4.4.113)
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C̃i – здесь и далее положительные постоянные, которые, вообще го-
воря, зависят от данных задачи. Теперь в силу соотношений (4.4.111)
– (4.4.113) из соотношения (4.4.108), получим

C̃5

λk
≤ γk ≤

C̃6

λk
, (4.4.114)

Пусть r = 0. Тогда

E(k) = −2g2(0)Bk sin(α1θ̃k + γk) sinα1θ̃k. (4.4.115)

Поскольку последовательности γk и θ̃k в силу оценок (4.4.114) и
(4.4.105) являются бесконечно малыми, то существует число k2 ∈ N,
такое, что при всех k > k2

0 < α̃θ̃k + γk <
π

2
.

Тогда на основании неравенства

| sinx| > 2

π
|x|, 0 < |x| < π

2
(4.4.116)

из равенства (4.4.115), получим

|E(k)| > 8g2(0)|Bk|
π2

Ak(α1θ̃k + γk)(α1θ̃k).

Отсюда на основании оценок (4.4.105), (4.4.113) и (4.4.114), будем
иметь

|E(k)| > C̃7

k3
. (4.4.117)

Пусть r > 0. Тогда 1 ≤ r ≤ q − 1, q ≥ 2 и из существования ко-

нечных пределов выражений sin

(
πr

q
+ α1θ̃k + γk

)
и sin

(
πr

q
+ α1θ̃k

)
при k → +∞ следует, что существует k3 ∈ N, такое, что при всех
k > k3

|E(k)| > g2(0)Bk sin2 πr

q
≥ C̃8

k
. (4.4.118)

Таким образом, из установленных оценок (4.4.117) и (4.4.118) при
всех k > k0 = max{k1, k2, k3} следует справедливость оценки (4.4.103),
где C0 = min{C̃7, C̃8}. �
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Отметим, что каждое иррациональное число α1 единствен-
ным образом разлагается в бесконечную цепную дробь α1 =
[a0, a1, a2, ..., an, ...], при этом целое число a0 и натуральные числа
a1, a2, ... называются элементами числа α1. Как известно [140, c. 62],
элементы всякой квадратической иррациональности ограничены.

Лемма 4.4.8. Пусть α1 = 2αθ
/
l является положительным чис-

лом с неограниченными элементами и b = 0. Тогда для любого ε > 0
существует бесконечное множество натуральных чисел k, таких,
что

|E(k)| < C̃9ε

k2
. (4.4.119)

Доказательство. На основании теоремы 23 [140, c. 49] для любо-
го иррационального числа α1 с неограниченными элементами при лю-
бом ε > 0 существует бесконечное множество пар целых чисел (k,m),
k > 0, таких, что ∣∣∣∣α1 −

m

k

∣∣∣∣ < ε

k2
. (4.4.120)

Далее из равенства (4.4.106) имеем

∣∣E(k)
∣∣ = 2g2(0)Bk

∣∣∣∣ sin(πkα1 + γk

)∣∣∣∣∣∣ sinπkα1

∣∣ =

= 2g2(0)Bk

∣∣∣∣ sin [πk(α1 −
m

k

)
+ γk

]∣∣∣∣ ∣∣∣∣ sinπk(α1 −
m

k

)∣∣∣∣ ≤
≤ 2g2(0)Bk

(∣∣∣∣πk (α1 −
m

k

) ∣∣∣∣+ γk

)
πk

∣∣∣∣α1 −
m

k

∣∣∣∣ =

= 2g2(0)Bk(πk)2

(∣∣∣∣πk (α1 −
m

k

) ∣∣∣∣+
γk
πk

) ∣∣∣∣α1 −
m

k

∣∣∣∣.
Отсюда на основании неравенств (4.4.113), (4.4.114) и (4.4.120) полу-
чим требуемую оценку (4.4.119). �

Замечание 4.4.2. Из доказанной оценки (4.4.119) следует, что
для таких α1 > 0 выражение E(k), которое является знаменателем
функций (4.4.88), может быть сделано сколь угодно малым за счет
малости ε. Поэтому в этом случае решение задачи 4.5 в виде суммы
рядов не существует.

Пусть число α1 является иррациональным числом. В этом случае
соотношение (4.4.106) можно представить в виде

E(k) = −2g2(0)Bk sin
[
πk
(
α1 −

n

k

)
+ γk + α1θ̃k

]
×
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× sin
[
πk
(
α1 −

n

k

)
+ α1θ̃k

]
, (4.4.121)

где n – произвольное натуральное число. Отметим, что для всякого
k ∈ N существует n ∈ N, такое, что∣∣∣α1 −

n

k

∣∣∣ < 1

2k
. (4.4.122)

Число n возьмем таким, что в силу (4.4.122) выполнялось неравенство∣∣∣πk (α1 −
n

k

)∣∣∣ < π

2
. (4.4.123)

Если α1 является иррациональным алгебраическим числом степени
два, т.е. является квадратическим иррациональным числом, то в си-
лу теоремы Лиувилля [140, c. 49] существует положительное число
δ > 0, зависящее от α1, такое, что при любых целых n и k, k > 0,
выполняется неравенство ∣∣∣α1 −

n

k

∣∣∣ ≥ δ

k2
. (4.4.124)

На основании оценок (4.4.105) и (4.4.114) имеем

0 < α1θ̃k + γk <
α1

2

(b l)2

πk
+
C̃6

λk
. (4.4.125)

Пусть b l/π < 1. Тогда с учетом оценки

πk

l
< λk =

πk

l

√
1 +

(
b l

πk

)2

<
√

2
πk

l

из неравенства (4.4.125), получим

0 < α1θ̃k + γk <
α1

2

(b l)2

πk
+
l C̃6

πk
=
C̃10

k
. (4.4.126)

где от постоянной C̃10 потребуем, чтобы

C̃10 =
α1(b l)2

2π
+
l C̃6

π
<
π

2
. (4.4.127)

Тогда в силу (4.4.123) и (4.4.127) возможны два случая:

а)
π

2
≤ πk

(
α1 −

n

k

)
+ α1θ̃k + γk <

π

2
+ C̃10 < π,
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б) − π

2
≤ πk

(
α1 −

n

k

)
+ α1θ̃k + γk <

π

2
.

В случае а) имеем∣∣∣sin [πk (α1 −
n

k

)
+ α1θ̃k + γk

]∣∣∣ ≥ sin
(π

2
+ C̃10

)
= cos C̃10 = C̃11 > 0,∣∣∣sin [πk (α1 −

n

k

)
+ α1θ̃k

]∣∣∣ ≥ sin
(π

2
+ C̃10

)
= cos C̃10 = C̃11 > 0.

В случае б) с учетом неравенств (4.4.124) и (4.4.126) находим∣∣∣sin [πk (α1 −
n

k

)
+ α1θ̃k + γk

]∣∣∣ > 2

π

∣∣∣πk (α1 −
n

k

)
+ α1θ̃k + γk

∣∣∣ ≥
≥ 2k

∣∣∣α1 −
n

k

∣∣∣− 2

π

(
α1θ̃k + γk

)
>

2δ

k
− 2C̃10

πk
=

2

k

(
δ − C̃10

π

)
, (4.4.128)

∣∣∣sin [πk (α1 −
n

k

)
+ α1θ̃k

]∣∣∣ > 2

π

∣∣∣πk (α1 −
n

k

)
+ α1θ̃k

∣∣∣ ≥
≥ 2k

∣∣∣α1 −
n

k

∣∣∣− 2

π

(
α1θ̃k + γk

)
>

2δ

k
− 2C̃10

πk
=

2

k

(
δ − C̃10

π

)
. (4.4.129)

Теперь потребуем, чтобы постоянные α, l, b, max
0≤t≤β

|g1(t)| и δ удо-
влетворяли условию

δ − α1

2

(
b l

π

)2

− l C̃6

π2
> 0, (4.4.130)

которое, например, при малых l всегда имеет место. Далее, рассуждая
аналогично доказательству леммы 2.1.3 из § 2.1, на основании оценок
(4.4.128) и (4.4.129) приходим к следующему утверждению.

Лемма 4.4.9. Пусть α1 – иррациональное число степени два,
b l < π и выполнены условия (4.4.127) и (4.4.130), где δ определяется
по формуле (2.1.57) при условии (2.1.58). Тогда существует положи-
тельная постоянная C0, зависящая от данных задачи, такая, что
при всех k ∈ N имеет место оценка

|E(k)| > C0

k3
. (4.4.131)

При выполнении оценки (4.4.131) или (4.4.103) при всех k > k0 и
неравенства (4.4.83) при k = 1, k0 решение задачи 4.5 будем искать в
виде в виде сумм рядов

u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

uk(t) sinµkx, (4.4.132)
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fi(x) =

√
2

l

∞∑
k=1

fik sinµkx, i = 1, 2, (4.4.133)

здесь uk(t) и fik определяются по формулам (4.4.87) и (4.4.85), (4.4.86)
соответственно.

Далее покажем, что функции u(x, t) и fi(x) удовлетворяют усло-
виям (4.4.2), (4.4.8), (4.4.4).

Лемма 4.4.10. Пусть выполнены условия леммы 4.4.7 или лем-
мы 4.4.9. Тогда при k > k0 справедливы оценки:

|uk(t)| ≤
{
M1

(
k2|ϕk|+ k|ψk|+ |gk|

)
, t ≥ 0,

M2

(
k2|ϕk|+ k2|ψk|+ k|gk|

)
, t ≤ 0,

(4.4.134)

|f1k| ≤M3

(
k4|ϕk|+ |ψk|+ |gk|

)
, (4.4.135)

|f2k| ≤M4

(
k4|ϕk|+ k4|ψk|+ k3|gk|

)
, (4.4.136)

|u′k(t)| ≤
{
M5

(
k4|ϕk|+ k3|ψk|+ k2|gk|

)
, t ≥ 0,

M6

(
k3|ϕk|+ k3|ψk|+ k2|gk|

)
, t ≤ 0,

(4.4.137)

|u′′k(t)| ≤M7k
3
(
k4|ϕk|+ k4|ψk|+ k3|gk|

)
, t ≤ 0, (4.4.138)

где Mi − здесь и далее положительные постоянные, которые зави-
сят от α, β, l, b, g2(0) и ‖g1‖C .

Доказательство. Предварительно оценим:

∣∣∣g(s)
2k (−α)

∣∣∣ ≤ 2g2(0)

λk
,
∣∣∣g(c)

2k (−α)
∣∣∣ ≤ 2g2(0)

λk
,

|g1k(t)| ≤ ‖g1‖C
λ2
k

, 0 < t ≤ β,

∣∣∣g(1)
2k (t)

∣∣∣ ≤ 2g2(0)

λk
,
∣∣∣g(2)

2k (t)
∣∣∣ ≤ 2g2(0)

λk
, −α ≤ t < 0,

∣∣∣g(1)
2k

′
(t)
∣∣∣ ≤ 2g2(0),

∣∣∣g(1)
2k

′′
(t)
∣∣∣ ≤ 3‖g2‖C

λk
, −α ≤ t < 0,

где
‖g2‖C = max

−α≤t≤0
|g2(t)|, ‖g1‖C = max

0≤t≤β
|g1(t)|.

Тогда на основании этих оценок и (4.4.103) или (4.4.131) оценок исходя
из формул (4.4.85) – (4.4.93) нетрудно показать справедливость оценок

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



§ 4.4. Обратные задачи по отысканию сомножителей правых . . .225

(4.4.134) – (4.4.138). Для примера здесь покажем (4.4.134). Из формул
(4.4.88) – (4.4.93) имеем

|Ak(t)| ≤ 2g2(0)|g1(0)|
λk

+
‖g1‖C
λk

(
2g2(0) +

2g2(0)

λk

)
≤ M̃1

λk
, (4.4.139)

|Bk(t)| ≤ 2g2(0)

[
‖g1‖C
λ2
ke
λ2
kβ

+
‖g1‖C
λ2
k

]
≤ M̃2

λ2
k

, (4.4.140)

|Ck(t)| ≤ 2g2(0)

λk

[
‖g1‖C
λ2
ke
λ2
kβ

+
‖g1‖C
λ2
k

]
≤ M̃3

λ2
k

, (4.4.141)

|Ãk(t)| ≤ |g1(0)|
[

2g2(0)

λk
+

2g2(0)

λk
+

2g2(0)

λk

]
≤ M̃4

λk
, (4.4.142)

|B̃k(t)| ≤ ‖g1‖C
4g2(0)

λk
+
‖g1‖C
λk

4g2(0)

λk
+ |g1(0)| 4g2(0)

λ2
ke
λ2
kβ
≤ M̃5

λk
, (4.4.143)

|C̃k(t)| ≤ ‖g1‖C
λk

4g2(0)

λk
+
‖g1‖C
λ2
k

2g2(0)

λk
+
g1(0)e−λ

2
kβ

λk

4g2(0)

λk
≤ M̃6

λ2
k

,

(4.4.144)
здесь M̃i – положительные постоянные, которые зависят от g2(0),
|g1(0)|, ‖g1‖C .

Из установленных оценок (4.4.139) – (4.4.144) на основании фор-
мулы (4.4.87) с учетом оценки (4.4.103) или (4.4.131) для E(k) получим
оценку (4.4.134). Аналогично доказываются другие оценки. �

Формально из ряда (4.4.132) почленным дифференцированием со-
ставим ряды:

ut(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

u′k(t) sinµkx, (4.4.145)

ux(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

µkuk(t) cosµkx, (4.4.146)

uxx(x, t) = −
√

2

l

∞∑
k=1

µk
2uk(t) sinµkx, (4.4.147)

utt(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

u′′k(t) sinµkx, t < 0. (4.4.148)
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Ряды (4.4.132), (4.4.145) и (4.4.148) при любом (x, t) ∈ D на основании
леммы 4 мажорируются числовым рядом

M8

+∞∑
k=k0+1

k4|ϕk|+ k3|ψk|+ k2|gk|, (4.4.149)

а ряды (4.4.146) и (4.4.147) на соответствующих замкнутых областях
D+ и D− рядом

M9

+∞∑
k=k0+1

k4 (|ϕk|+ |ψk|) + k3|gk|. (4.4.150)

На основании леммы 4.4.11 ряды (4.4.149) и (4.4.150) оцениваются
рядами

M10

+∞∑
k=k0+1

1

k

(
|ϕ(5)
k |+

1

k
|ψ(5)
k |+

1

k
|g(4)
k |
)
, (4.4.151)

M11

+∞∑
k=k0+1

1

k

(
|ϕ(5)
k |+ |ψ

(5)
k |+ |g

(4)
k |
)
. (4.4.152)

В силу сходимости рядов (4.4.151) и (4.4.152) ряды (4.4.132),
(4.4.145) и (4.4.146) сходятся равномерно на D, а ряды (4.4.147) и
(4.4.148) – на замкнутых областях D+ и D− соответственно. Анало-
гично ряды (4.4.133) мажорируются сходящимся рядом (4.4.149), по-
этому функции fi(x) непрерывны на [0, l]. Непосредственной подста-
новкой (4.4.132) и (4.4.133) убеждаемся в том, что функции u(x, t) и
fi(x), определенные рядами (4.4.132) и (4.4.133), удовлетворяют усло-
вию (4.4.4), т.е. уравнению (4.4.1).

Если при выполнении условий леммы 4.4.7 выражение E(k) = 0
при некоторых k = l1, ..., lm, где 1 ≤ l1 < ... < lm ≤ k0; ln, n = 1,m,
m – заданные натуральные числа, то для разрешимости задачи 4.5
достаточно, чтобы выполнялись условия ортогональности

l∫
0

ϕ(x) sinµkx dx = 0,

l∫
0

ψ(x) sinµkx dx = 0,

l∫
0

g(x) sinµkx dx = 0

(4.4.153)
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при k = l1, ..., lm. В этом случае решения задачи 4.5 определяются в
виде суммы ряда

u(x, t) =

√
2

l

(
l1−1∑
k=1

+

l2−1∑
k=l1+1

+...+
∞∑

k=lm+1

)
uk(t) sinµkx+

∑
p

Apup(x, t),

(4.4.154)

fi(x) =

√
2

l

(
l1−1∑
k=1

+

l2−1∑
k=l1+1

+...+
∞∑

k=lm+1

)
fik sinµkx+

∑
p

Apfip(x),

(4.4.155)
где i = 1, 2; в суммах

∑
p

индекс p принимает значения l1, ..., lm, Ap 6= 0

– произвольные постоянные, а функции up(x, t) и fip(x) определяются
по формулам (4.4.96) – (4.4.99); конечные суммы выражений (4.4.154)
и (4.4.155) следует считать равными нулю, если нижний предел боль-
ше верхнего.

Таким образом, нами установлены следующие теоремы о разре-
шимости задачи 4.5.

Теорема 4.4.6. Пусть функции ϕ(x), ψ(x) и g(x) удовлетво-
ряют условиям леммы 4.3.5, g1(t) ∈ C[0, β], g1k(β) 6= 0 при любом
k ∈ N; g2(t) непрерывна, монотонно возрастает и неотрицатель-
ная на [−α, 0] и выполнена оценка (4.4.103) при всех k > k0. Тогда,
если E(k) 6= 0 при k = 1, 2, . . . , k0, то задача 4.5 однозначно разре-
шима и это решение u(x, t) и fi(x) определяется рядами (4.4.132)
и (4.4.133); если E(k) = 0 при некоторых k = l1, ..., lm ≤ k0, то
задача 4.5 разрешима тогда, когда выполнены условия ортогональ-
ности (4.4.153), и решение определяется рядами (4.4.154), (4.4.155),
при этом u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2

x(D+), fi(x) ∈ C[0, l].
Теорема 4.4.7. Если выполнены условия лемм 4.4.9, 4.3.5 и функ-

ции g1(t) и g2(t) удовлетворяют условиям теоремы 4.4.6, то су-
ществует единственное решение u(x, t) и fi(x) задачи 4.5, которое
определятся рядами (4.4.132) и (4.4.133) и u(x, t) ∈ C1(D)∩C2(D−)∩
C2
x(D+), fi(x) ∈ C[0, l].

4.4.6. Устойчивость решения задачи 4.5

Теперь установим устойчивость решения задачи 4.5 по граничным
функциям ϕ(x), ψ(x) и g(x).

Теорема 4.4.8. Пусть выполнены условия теоремы 4.4.6 и
E(k) 6= 0 при k = 1, k0. Тогда для решения (4.4.132), (4.4.133) задачи
4.5 справедливы оценки:

‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤M12

(
‖ϕ‖W 2

2
+ ‖ψ‖W 1

2
+ ‖g‖W 0

2

)
, t ≥ 0,
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‖u(x, t)‖L2[0,l] ≤M13

(
‖ϕ‖W 2

2
+ ‖ψ‖W 2

2
+ ‖g‖W 1

2

)
, t ≤ 0,

‖f1(x)‖L2[0,l] ≤M14

(
‖ϕ‖W 4

2
+ ‖ψ‖W 0

2
+ ‖g‖W 0

2

)
,

‖f2(x)‖L2[0,l] ≤M15

(
‖ϕ‖W 4

2
+ ‖ψ‖W 4

2
+ ‖g‖W 3

2

)
,

‖u(x, t)‖C(D+) ≤M16

(
‖ϕ′′′(x)‖C[0,l] + ‖ψ′′(x)‖C[0,l] + ‖g′(x)‖C[0,l]

)
,

‖u(x, t)‖C(D−) ≤M17

(
‖ϕ′′′(x)‖C[0,l] + ‖ψ′′′(x)‖C[0,l] + ‖g′′(x)‖C[0,l]

)
,

‖f1(x)‖C[0,l] ≤M18

(
‖ϕV (x)‖C[0,l] + ‖ψ′(x)‖C[0,l] + ‖g′(x)‖C[0,l]

)
,

‖f2(x)‖C[0,l] ≤M19

(
‖ϕV (x)‖C[0,l] + ‖ψV (x)‖C[0,l] + ‖gIV (x)‖C[0,l]

)
,

где постоянные Mi, i = 12, 19, не зависят от функций ϕ(x), ψ(x) и
g(x).

Доказательство проводится аналогично соответствующим тео-
ремам из §§ 4.1 − 4.3.

§ 4.5. Обратные задачи по отысканию
сомножителей правых частей, зависящих от

времени

4.5.1. Постановка задач

Рассмотрим уравнение смешанного типа

Lv = G(x, t), (4.5.1)

здесь

Lu =

{
vt − vxx + b2v, t > 0,

vtt − vxx + b2v, t < 0,

G(x, t) =

{
G1(x, t) = f1(x)g1(t), t > 0,

G2(x, t) = f2(x)g2(t), t < 0,
(4.5.2)

в прямоугольной области

D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β},
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где b ≥ 0, l > 0, α > 0, β > 0 – заданные действительные числа, f1(x),
f2(x) – заданные функции.

Задача 4.6. Найти функции v(x, t) и g1(t), удовлетворяющие
условиям:

v(x, t) ∈ C(D) ∩ C1
t (D) ∩ C1

x(D) ∩ C2
x(D+) ∩ C2(D−); (4.5.3)

g1(t) ∈ C[0, β]; (4.5.4)

Lv(x, t) ≡ G(x, t), (x, t) ∈ D+ ∪D−; (4.5.5)

v(0, t) = v(l, t) = 0, − ≤ t ≤ β; (4.5.6)

v(x,−α) = 0, 0 ≤ x ≤ l, (4.5.7)

v(x0, t) = h1(y), 0 < x0 < l, 0 ≤ t ≤ β, (4.5.8)

где fi(x), i = 1, 2, g2(t), h1(t) – заданные функции, x0 – заданная
точка из интервала (0, l), D+ = D ∩ {t > 0}, D− = D ∩ {t < 0}.

Задача 4.7. Найти функции v(x, t) и g2(t), удовлетворяющие
условиям (4.5.3) (4.5.5) – (4.5.7) и

g2(t) ∈ C[−α, 0], (4.5.9)

v(x0, t) = h2(t), 0 < x0 < l, −α ≤ t ≤ 0, (4.5.10)

где fi(x), i = 1, 2, g1(t), h2(t) – известные функции.
Задача 4.8. Найти функции v(x, t), g1(t), g2(t), удовлетворяю-

щие условиям (4.5.3) – (4.5.10), здесь fi(x), hi(t), i = 1, 2 – заданные
функции.

Отметим, что исследование задач 4.6 – 4.8 базируется на прямой
начально-граничной задаче (4.5.3), (4.5.5) – (4.5.7), изученной в § 2.2.
С учетом вида правой части (4.5.2) уравнения (4.5.1) решение прямой
задачи (4.5.3), (4.5.5) – (4.5.7) определяется рядом

v(x, t) =
∞∑
k=1

Tk(t)Xk(x), (4.5.11)

где

Tk(t) =



wk
δ(k)

e−λ
2
kt + f1k

t∫
0

g1(s)e−λ
2
k(t−s) ds, t > 0,

wk
δ(k)

(cosλkt− λk sinλkt) +
f1kg1k(0)

λk
sinλkt−

−
f2k

λk

0∫
t

g2(s) sin [λk(t− s)] ds, t < 0,

(4.5.12)
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wk =
f1kg1(0)

λk
sinλkα−

f2k

λk

0∫
−α

g2(s) sin [λk(s+ α)] ds, (4.5.13)

fik =

l∫
0

fi(x)Xk(x) dx, i = 1, 2, Xk(x) =

√
2

l
sinµkx, µk =

πk

l
,

где функции fi(x) и gi(t), i = 1, 2, в силу теоремы 2.2.2 или 2.2.3
должны удовлетворять следующим условиям:

fi(x) ∈ C3[0, l], fi(0) = fi(l) = f ′′i (0) = f ′′i (l) = 0;

g1(t) ∈ C[0, β], g2(t) ∈ C[−α, 0].
(4.5.14)

4.5.2. Исследование задачи 4.6

При условии существовании функции g1(t) из класса C[0, β] реше-
ние прямой задачи (4.5.3), (4.5.5) – (4.5.7) определяется по формуле
(4.5.11). Полагая здесь x = x0, т.е. удовлетворяя функцию (4.5.11)
условию (4.5.8), поменяв местами операции интегрирования и сум-
мирования, получим для искомой функции g1(t) нагруженное инте-
гральное уравнение Вольтерра первого рода

t∫
0

g1(s)K1(s, t) ds = h̃1(t), 0 ≤ t ≤ β, (4.5.15)

с ядром

K1(s, t) =
∞∑
k=1

f1ke
−λ2

k(t−s)Xk(x0), (4.5.16)

с правой частью

h̃1(t) = h1(t)− g1(0)H1(t) +H2(t), (4.5.17)

здесь

H1(t) =
∞∑
k=1

f1ke
−λ2

kt

λkδ(k)
sinλkαXk(x0), (4.5.18)

H2(t) =
∞∑
k=1

f2ke
−λ2

kt

λkδ(k)
g

(s)
2k (α)Xk(x0), (4.5.19)
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g
(s)
2k (α) =

0∫
−α

g2(s) sin [λk(t+ α)] ds. (4.5.20)

В силу наложенных условий на функцию f1(x) (см. (4.5.14)) ряд
(4.5.16) сходится равномерно и допускает почленное дифференциро-
вание по t при 0 ≤ t ≤ β. Поэтому функция K ′1t(s, t) непрерывна на
замкнутом множестве 0 ≤ s ≤ t ≤ β. Аналогичными свойствами обла-
дают также ряды (4.5.18) и (4.5.19) на отрезке [0, β]. Дифференцируя
уравнение (4.5.15) по t, имеем

K ′1(t, t)g1(t) +

t∫
0

g1(s)
∂K1(s, t)

∂t
ds = h̃′1(t). (4.5.21)

Положив в (4.5.16) s = t, будем иметь

K ′1(t, t) =

+∞∑
k=1

f1kXk(x0) = f1(x0). (4.5.22)

Как видим, что правая часть равенства (4.5.22) представляет со-
бой разложение в ряд функции f1(x) по системе {Xk(x)} ={√

2
/
l sinµkx

}
k≥1

в точке x = x0. Если f1(x0) 6= 0, то уравнение

(4.5.21) представляет собой интегральное уравнение Вольтерра вто-
рого рода с непрерывным ядром и непрерывной правой частью. Как
известно, такое уравнение имеет единственное решение в классе функ-
ций C[0, β], если предварительно найдем значение g1(0), которое вхо-
дит в правую часть уравнения (4.5.21). Из уравнения (4.5.21) имеем

f1(x0)g1(0) = h′1(0)− g1(0)H ′1(0) +H ′2(0).

Отсюда найдем

g1(0) =
h′1(0) +H ′2(0)

f1(x0) +H ′1(0)
(4.5.23)

при условии

f1(x0) +H ′1(0) =

+∞∑
k=1

f1kXk(x0)−
+∞∑
k=1

f1kλk sinλkα

δ(k)
Xk(x0) =

=
+∞∑
k=1

f1k

[
1− λk sinλkα

δ(k)

]
Xk(x0) =

+∞∑
k=1

f1k cosλkα

δ(k)
Xk(x0) 6= 0.

(4.5.24)
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Отметим, что условие (4.5.24) выполнено, например, при b = 0 и
α̃ = α/l = p ∈ N.

После нахождения значения g1(0) по формуле (4.5.23) уравнение
(4.5.21) является классическим уравнением Вольтерра второго рода,
решение которого легко строится методом последовательных прибли-
жений.

Теперь покажем, что условие

sinµnx = sinπnx̃0 6= 0, (4.5.25)

где x̃0 = x/l, является существенным для однозначной разрешимости
задачи 4.6. Допустим, при некоторых x̃0 ∈ (0, 1) и n = m нарушено
условие (4.5.25), т.е. выражение sinµmx0 = 0. Тогда существует функ-
ция f1(x) = sinµmx0, такая что для любой функции g1(t) ∈ C[0, β]
существует ненулевое решение задачи 4.6 при h1(t) ≡ 0

v1m(x, t) = T1m(t) sinµmx, (4.5.26)

где

T1m(t) =



w1m

δ(m)
e−λ

2
mt +

t∫
0

g1(s)e−λ
2
m(t−s) ds, t > 0,

w1m

δ(m)
(cosλmt− λm sinλmt) +

g1(0) sinλmt

λm
−

−
f2m

λm

0∫
t

g2(s) sin [λm(t− s)] ds, t < 0,

(4.5.27)

w1m =
g1(0) sinλmα

λm
−
f2m

λm

0∫
−α

g2(s) sin [λm(s+ α)] ds. (4.5.28)

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 4.5.1. Пусть выполнены условия леммы 2.1.1 или 2.1.3

и (4.5.25); функции fi(x), g2(t) удовлетворяют условиям (4.5.14),
h1(t) ∈ C1[0, β]. Тогда, если f1(x0) 6= 0 и выполнено условие (4.5.24),
то интегральное уравнение (4.5.21) имеет единственное решение
g1(t) из C[0, β], следовательно, задача 4.6 имеет единственное ре-
шение.

Теперь выясним для каких точек x̃0 из (0, 1) нарушается условие
(4.5.25), т.е. имеет место равенство

sinπnx̃0 = 0, ⇐⇒ x̃0 =
k

n
, (4.5.29)
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где k, n ∈ N и k < n. Следовательно, когда x̃0 принимает иррацио-
нальные значения условие (4.5.25) будет выполнено при всех n ∈ N.

4.5.3. Исследование задачи 4.7

Аналогично п. 4.5.2 полагая в формуле (4.5.11) x = x0 с учетом
условия (4.5.10), получим интегральное уравнение типа первого рода

−
0∫
t

g2(s)K2(s, t) ds−
0∫

−α

g2(s)K3(s, t) ds = h̃2(t), −α ≤ t ≤ 0,

(4.5.30)
здесь

K2(s, t) =
∞∑
k=1

f2k

λk
sin [λk(t− s)]Xk(x0), −α ≤ t ≤ s ≤ 0, (4.5.31)

K3(s, t) =

∞∑
k=1

f2k

λkδ(k)
(cosλkt− λk sinλkt) sinλk(s+α)Xk(x0), (4.5.32)

h̃2(t) = h2(t)− g1(0)H3(t), −α ≤ t ≤ 0, (4.5.33)

H3(t) =
∞∑
k=1

f1k

λk

[
(cosλkt− λk sinλkt) sinλkα

δ(k)
+ sinλkt

]
Xk(x0).

(4.5.34)
Прежде всего отметим, что ряды (4.5.31), (4.5.32) и (4.5.34) на ука-

занных областях задания сходятся равномерно и допускают почлен-
ное дифференцирование по переменной t два раза в силу наложенных
условий (4.5.14) на функции f1(x) и f2(x).

Обе части уравнения (4.5.30) продифференцируем по t. Тогда по-
лучим

g2(t)K2(t, t)−
0∫
t

g2(s)
∂K2(s, t)

∂t
ds−

0∫
−α

g2(s)
∂K3(s, t)

∂t
ds = h̃′2(t).

(4.5.35)
Из равенства (4.5.31) видно, что

K2(s, t)
∣∣∣
s=t

= 0.
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Тогда, еще раз дифференцируя уравнение (4.5.35), будем иметь

g2(t)
∂K2(s, t)

∂t

∣∣∣∣
s=t

−
0∫
t

g2(s)
∂2K2(s, t)

∂t2
ds−

0∫
−α

g2(s)
∂2K3(s, t)

∂t2
ds = h̃′′2(t).

(4.5.36)
На основании (4.5.31) вычислим

∂K2(s, t)

∂t

∣∣∣∣
s=t

=
+∞∑
k=1

f2kXk(x0) = f2(x0). (4.5.37)

Если теперь потребуем, что f2(x0) 6= 0, то из (4.5.36) и (4.5.37) полу-
чаем интегральное уравнение Фредгольма второго рода

g2(t)− λ
0∫

−α

g2(s)H(s, t) dt = µ(t), (4.5.38)

где

H(s, t) =


∂2K3(s, t)

∂t2
, −α ≤ s ≤ t,

∂2K3(s, t)

∂t2
+
∂2K2(s, t)

∂t2
, t ≤ s ≤ 0,

(4.5.39)

λ =
1

f2(x0)
, µ(t) =

h̃′′2(t)

f2(x0)
.

Ядро H(s, t) интегрального уравнения (4.5.38), определенное фор-
мулой (4.5.39), непрерывно на замкнутом квадрате −α ≤ s, t ≤ 0.
Если h2(t) ∈ C2[−α, 0], то правая часть µ(t) также непрерывна на
[−α, 0]. Следовательно, уравнение (4.5.38) представляет собой инте-
гральное уравнение Фредгольма второго рода с непрерывным ядром
и непрерывной правой частью, к которому применима известная тео-
рия Фредгольма [95, с. 460]. Это означает фредгольмость задачи 4.7.
Выделим случаи, когда уравнение (4.5.38) имеет единственное реше-
ние. Методом последовательных приближений можно доказать одно-
значную разрешимость данного уравнения в классе непрерывных на
[−α, 0] функций при

|λ| < 1

Mα
, M = max

−α≤s, t≤0
|H(s, t)|.
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Из теории Фредгольма также следует, что, если λ не является ха-
рактеристическим числом ядра H(s, t), то интегральное уравнение
(4.5.38) имеет единственное непрерывное на [−α, 0] решение.

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 4.5.2. Пусть выполнены условия леммы 2.1.1 или 2.1.3

и (4.5.25); функции fi(x), g1(t) удовлетворяют условиям (4.5.14),
h2(t) ∈ C2[−α, 0], f2(x0) 6= 0. Тогда при выполнении одного из сле-
дующих условий: а) |f2(x0)| > Mα; б) число f−1

2 (x0) не является
характеристическим числом ядра H(s, t) существует единственное
решение задачи 4.7. При этом функция g2(t) определяется как ре-
шение интегрального уравнения (4.5.38), после чего функция v(x, t)
определяется по формуле (4.5.11).

Отметим также, что в теореме 4.5.2 условие (4.5.25) существенно.
Пусть при некоторых x̃0 ∈ (0, 1) и n = m ∈ N нарушено условие
(4.5.25), т.е. sinµmx0 = 0. Тогда для функций f2(x) = sinµmx и g2(t) ∈
C[−α, 0] аналогично (4.5.26) строится ненулевое решение задачи 4.7
при h2(t) ≡ 0

v2m(x, t) = T2m(t) sinµmx, (4.5.40)

здесь

T2m(t) =



w2m

δ(m)
e−λ

2
mt + f1m

t∫
0

g1(s)e−λ
2
m(t−s) ds, t > 0,

w2m

δ(m)
(cosλmt− λk sinλmt) +

f1mg1(0)

λm
sinλmt−

−
1

λm

0∫
t

g2(s) sin [λm(t− s)] ds, t < 0,

(4.5.41)

w2m =
f1mg1(0)

λm
sinλmα−

1

λm

0∫
−α

g2(s) sin [λm(s+ α)] ds. (4.5.42)

4.5.4. Исследование задачи 4.8

Удовлетворив функцию (4.5.11) условиям (4.5.8) и (4.5.10), полу-
чим систему интегральных уравнений с нагруженными слагаемыми

t∫
0

g1(s)K1(s, t) ds−
0∫

−α

g2(s)K̃1(s, t) ds =
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= h1(t)− g1(0)H1(t) =
˜̃
h1(t), (4.5.43)

−
0∫
t

g2(s)K2(s, t) dt−
0∫

−α

g2(s)K3(s, t) ds =

= h2(t)− g1(0)H3(t) = h̃2(t), (4.5.44)

где K1(s, t), H1(t), K2(s, t), K3(s, t) и H3(t) определяются соответ-
ственно формулами (4.5.16), (4.5.18), (4.5.31), (4.5.32) и (4.5.34),

K̃1(s, t) =

+∞∑
k=1

f2ke
−λ2

kt

λkδ(k)
sin [λk(s+ α)]Xk(x0). (4.5.45)

Следуя пп. 4.5.2 и 4.5.3 продифференцируем уравнение (4.5.43)
один раз, а уравнение (4.5.44) – два раза. В результате имеем

g1(t)f1(x0)−
t∫

0

g1(s)
∂K1(s, t)

∂t
ds−

0∫
−α

g2(s)
∂K̃1(s, t)

∂t
ds =

˜̃
h
′

1(t), (4.5.46)

g2(t)f2(x0)−
0∫
t

g2(s)
∂2K2(s, t)

∂t2
ds−

−
0∫

−α

g2(s)
∂2K3(s, t)

∂2t2
ds = h̃′′2(t). (4.5.47)

Полагая в равенствах (4.5.46) и (4.5.47) t = 0, получим

g1(0)f1(x0)−
0∫

−α

g2(s)
∂K̃1(s, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

ds =

= h′1(0)− g1(0)H ′1(0), (4.5.48)

g2(0)f2(x0)−
0∫

−α

g2(s)
∂2K3(s, t)

∂t2

∣∣∣∣
t=0

ds =
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= h′′2(0)− g1(0)H ′′3 (0). (4.5.49)

На основании формул (4.5.45) и (4.5.32) вычислим

∂K̃1(s, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −
+∞∑
k=1

f2kλk
δ(k)

sin [λk(s+ α)]Xk(x0),

∂2K3(s, t)

∂t2

∣∣∣∣
t=0

= −
+∞∑
k=1

f2kλk
δ(k)

sin [λk(s+ α)]Xk(x0).

Поскольку они равны, то из равенств (4.5.48) и (4.5.49), имеем

g1(0)f1(x0) + h′′2(0)− g1(0)H ′′3 (0)− g2(0)f2(x0) =

= h′1(0)− g1(0)H ′(0).

Отсюда

g1(0)
[
f1(x0) +H ′1(0)−H ′′3 (0)

]
= h′1(0)− h′′2(0) + g2(0)f2(x0). (4.5.50)

Теперь на основании формул (4.5.18) и (4.5.34) найдем

H ′1(0)−H ′′3 (0) = 0.

Тогда из (4.5.50) найдем равенство

g1(0)f1(x0) = h′1(0)− h′′2(0) + g2(0)f2(x0), (4.5.51)

связывающее значения g1(0) и g2(0) между собой. Из равенства
(4.5.51) найдем значение g1(0) и подставим в правую часть уравнения
(4.5.47). Тогда получаем интегральное уравнение Фредгольма второ-
го рода с непрерывным ядром и непрерывной правой частью, кото-
рая содержит значение g2(0). При выполнении условий теоремы 4.5.2
уравнение (4.5.47) имеет единственное решение g2(t), которое мож-
но определить через резольвенту ядра H(s, t) (см. (4.5.39)) и правую
часть µ(t). Отсюда получаем линейное уравнение относительно g2(0),
которое при определенных условиях на функции fi(x) и hi(t), i = 1, 2,
в нуле однозначно разрешимо. После чего найденную таким образом
функцию g2(t) подставляем в уравнение (4.5.46) и в силу теоремы
4 полученное интегральное уравнение относительно g1(t) однозначно
разрешимо в классе C[0, β]. Затем по аналогичной схеме можно най-
ти значение g1(0) из представления решения через резольвенту ядра
∂K̃1(s, t)

/
∂t и правую часть полученного уравнения.
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Если g1(0) = 0, то из уравнения (4.5.38) на основании теоремы
4.5.2 найдем неизвестную функцию g2(t) и подставим в интегральное
уравнение (4.5.46), которое в силу теоремы 4.5.1 однозначно разреши-
мо в классе функций C[0, β]. Если g1(0) 6= 0, то предположим, что
g2(0) = 0. Тогда из равенства (4.5.51) найдем g1(0) и подставим в
уравнения (4.5.46) и (4.5.47), которые разрешаются по указанной вы-
ше схеме. Числа g1(0) и g2(0) одновременно не могут обратиться в
нуль.

Таким образом, в силу приведенных выше рассуждений приходим
к следующему утверждению по задаче 4.8.

Теорема 4.5.3. Пусть выполнены условия леммы 2.1.1 или 2.1.3
и (4.5.25); функции fi(x) удовлетворяют условиям (4.5.14), h1(t) ∈
C1[0, β], h2(t) ∈ C2[−α, 0], f1(x0) 6= 0, f2(x0) 6= 0 и выполнении од-
ного из условий а) или б) теоремы 4.5.2. Тогда, если g1(0) = 0 или
g2(0) = 0, то система интегральных уравнений (4.5.46) и (4.5.47)
имеет единственное решение g2(t) ∈ C[−α, 0] и g1(t) ∈ C[0, β], после
этого функция v(x, t) находится по формуле (4.5.11).

Отметим, что в теореме 4.5.3 условие (4.5.25) существенно, так
как в противном случае, когда sinµmx0 = 0, для функций f1(x) =
f2(x) = sinµmx, g1(t) ∈ C[0, β], g2(t) ∈ C[−α, 0] строится ненулевое
решение задачи 4.7 при h1(t) ≡ 0, h2(t) ≡ 0

ṽm(x, t) = T̃m(t) sinµmx, (4.5.52)

где

T̃m(t) =



w̃m
δ(m)

e−λ
2
mt +

t∫
0

g1(s)e−λ
2
m(t−s) ds, t > 0,

w̃m
δ(m)

(cosλmt− λk sinλmt) +
g1(0)

λm
sinλmt−

− 1

λm

0∫
t

g2(s) sin [λm(t− s)] ds, t < 0,

(4.5.53)

w̃m =
g1(0)

λm
sinλmα−

1

λm

0∫
−α

g2(s) sin [λm(s+ α)] ds, (4.5.54)

здесь соотношения (4.5.52) – (4.5.54) определяются на основании ранее
полученных формул (4.5.26) – (4.5.28) и (4.5.40) – (4.5.42).
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Обратные коэффициентные задачи

§ 5.1. Прямая начально-граничная задача

5.1.1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение

Lu =

{
ut − uxx + q(x)u = 0, t > 0,

utt − uxx + q(x)u = 0, t < 0
(5.1.1)

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < π, −α < t < β}, где
α и β − заданные положительные числа. Потенциал (или коэффи-
циент теплообмена) q(x) определенная на [0, π] − достаточно гладкая
функция, причем q(x) ≥ 0.

В начале рассмотрим случай, когда потенциал (или коэффициент
теплообмена) q(x) известен, т.е. изучим следующую прямую начально-
граничную задачу.

Начально-граничная задача. Найти функцию u(x, t), удовле-
творяющую следующим условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2

x(D+) ∩ C2(D−); (5.1.2)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D+ ∪D−; (5.1.3)

ux(0, t)− hu(0, t) = 0, ux(π, t) +Hu(π, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (5.1.4)

u(x,−α) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ π, (5.1.5)

где h и H − заданные положительные постоянные, ϕ(x) − заданная
достаточно гладкая функция, удовлетворяющая условиям согласо-
вания с граничными условиями (5.1.4):

ϕ′(0)− hϕ(0) = 0, ϕ′(π) +Hϕ(π) = 0. (5.1.6)
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Отметим, что предложенная начально-граничная задача (5.1.2) −
(5.1.5) изучена в § 2.3 при q(x) = const = b2, где установлен крите-
рий единственности и решение задачи построено в виде суммы ряда
Фурье.

В этом параграфе единственность решения задачи (5.1.2) − (5.1.5)
доказана на основании свойства полноты соответствующей одномер-
ной задачи на собственные значения. Ранее такой подход применялся
в работах Х.Л. Смолицкого [122], В.А. Ильина [31, 32] при доказа-
тельстве единственности решения начально-граничных (смешанных)
задач для уравнений гиперболического и параболического типов. Су-
ществование решения задачи (5.1.2) − (5.1.5) построено в виде суммы
ряда по системе собственных функций. При обосновании сходимости
возникают малые знаменатели, затрудняющие сходимость ряда. При
условии, когда число α/π является рациональным, получена оценка об
отделенности от нуля малого знаменателя. Эта оценка при определен-
ных условиях на функции q(x) и ϕ(x) позволяет доказать сходимость
построенного ряда в пространстве функций (5.1.2).

5.1.2. Единственность решения задачи

В уравнении (5.1.1), разделяя переменные u(x, t) = X(x)T (t), от-
носительно X(x) получим спектральную задачу:

X ′′(x) + (λ− q(x))X(x) = 0, 0 < x < π, (5.1.7)

X ′(0)− hX(0) = 0, X ′(π) +HX(π) = 0. (5.1.8)

Как известно [66, § 2], при q(x) ∈ C1[0, π] задача (5.1.7) и (5.1.8)
имеет счетное множество положительных собственных значений λn,
n ∈ N0 = N∪{0}, все они являются простыми, а соответствующая си-
стема собственных функций {Xn(x)} = {X(x, λn)}+∞n=0 ортогональна и
полна в пространстве L2[0, π] и поэтому в нем образует ортогональный
базис. При этом справедливы следующие асимптотические формулы
при больших n:

ρn =
√
λn = n+

ω

πn
+O

(
1

n2

)
, (5.1.9)

Xn(x) = cosnx+
ξn(x)

n
+O

(
1

n2

)
, (5.1.10)

αn =

π∫
0

X2
n(x) dx =

π

2
+O

(
1

n2

)
,
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где

ω = h+H +
1

2

π∫
0

q(x) dx, ξn(x) = sinnx

−ωx
π

+ h+
1

2

x∫
0

q(τ) dτ

 ,

числа {λn, αn}n≥0 называются спектральными данными задачи (5.1.7)
и (5.1.8) .

Справедлива также теорема В.А. Стеклова о разложении [130,
с. 173]: если функция f(x) ∈ C1[0, π] и удовлетворяет граничным усло-
виям (5.1.6), то справедливо разложение в ряд

f(x) =
+∞∑
n=0

fnXn(x), fn =
1

αn

π∫
0

f(x)Xn(x) dx,

причем данный ряд сходится абсолютно и равномерно на [0, π], и спра-
ведливо равенство замкнутости системы Xn(x):

+∞∑
n=0

αnf
2
n =

π∫
0

f2(x) dx.

Пусть существует решение u(x, t) задачи (5.1.2) − (5.1.5). Рассмот-
рим функции

un(t) =

π∫
0

Xn(x)u(x, t) dx, n ∈ N0. (5.1.11)

Дифференцируя равенство (5.1.11) по t при t > 0 один раз, при t < 0
два раза, затем учитывая уравнение (5.1.1) и интегрируя по частям
два раза интеграл, содержащий производную uxx, с учетом граничных
условий (5.1.4) и (5.1.8) получим

u′n(t) + λnun(t) = 0, t > 0, (5.1.12)

u′′n(t) + λnun(t) = 0, t < 0. (5.1.13)

Дифференциальные уравнения (5.1.12) и (5.1.13) имеют соответствен-
но общие решения

un(t) =

{
cne
−λnt, t > 0,

an cos ρnt+ bn sin ρnt, t < 0,
(5.1.14)
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где an, bn и cn − произвольные постоянные. В силу (5.1.2) для функ-
ций (5.1.14) справедливы условия сопряжения

un(0 + 0) = un(0− 0), u′n(0 + 0) = u′n(0− 0). (5.1.15)

Удовлетворяя функции (5.1.14) условиям (5.1.15), получим an = cn,
bn = −cnρn. Тогда функции (14) примут вид

un(t) =

{
cne
−ρ2nt, t > 0,

cn(cos ρnt− ρn sin ρnt), t < 0.
(5.1.16)

Теперь для нахождения постоянных cn воспользуемся граничным
условием (5.1.5) и формулой (5.1.11):

un(−α) =

π∫
0

ϕ(x)Xn(x) dx = ϕn. (5.1.17)

Тогда, удовлетворяя (5.1.16) граничному условию (5.1.17), найдем

cn =
ϕn
δα(n)

(5.1.18)

при условии, что при всех n ∈ N0

δα(n) = cos ρnα+ ρn sin ρnα 6= 0. (5.1.19)

Подставляя (5.1.18) в (5.1.16), найдем окончательный вид функций

un(t) =


ϕn

δα(n)
e−ρ

2
nt, t > 0,

ϕn

δα(n)
[cos ρnt− ρn sin ρnt], t < 0.

(5.1.20)

Теперь докажем теорему единственности решения задачи (5.1.2)−
(5.1.5). Пусть ϕ(x) ≡ 0 и выполнены условия (5.1.19) при всех n ∈ N0.
Тогда ϕn ≡ 0 и из формул (5.1.20) и (5.1.11) следует, что

π∫
0

u(x, t)Xn(x) dx = 0, n = 0, 1, 2, ... .
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Отсюда в силу полноты системы {Xn(x)} в пространстве L2[0, π] сле-
дует, что u(x, t) = 0 почти всюду на [0, π] при любом t ∈ [α, β]. По-
скольку u(x, t) непрерывна на D, то u(x, t) ≡ 0 в D.

Пусть при некоторых α и n = p ∈ N0 нарушено условие (5.1.19),
т.е. δα(p) = 0. Тогда однородная задача (5.1.2) − (5.1.5) (где ϕ(x) ≡ 0)
имеет нетривиальное решение

up(x, t) =

{
e−ρ

2
ptXp(x), t > 0,

(cos ρpt− µp sin ρpt)Xp(x), t < 0.
(5.1.21)

Возникает вопрос о существовании нулей уравнения δα(p) = 0.
Для этого его представим в виде

δα(p) =
√

1 + ρ2
p sin(ρpα+ γp) = 0, (5.1.22)

где γp = arcsin 1/
√

1 + ρ2
p. Отсюда видно, что уравнение (5.1.22) имеет

счетное множество нулей относительно α:

α =
πk

ρp
− γp
ρp
, p ∈ N0, k ∈ N. (5.1.23)

Таким образом, нами установлен критерий единственности.
Теорема 5.1.1. Если существует решение задачи (5.1.2) −

(5.1.5), то оно единственно только тогда, когда выполнены условия
(5.1.19) при всех n ∈ N0.

5.1.3. Существование решения задачи

Поскольку α − любое положительное число, то выражение δα(n)
при больших n может стать достаточно малым, т.е. возникает пробле-
ма «малых знаменателей». Поэтому для обоснования существования
решения задачи (5.1.2) − (5.1.5) надо показать существование чисел
α, при которых выражение δα(n) при больших n отделено от нуля.

Лемма 5.1.1. Если α̃ = α/π является рациональным числом, то
существуют положительные постоянные C0 и n0 (n0 ∈ N0), такие,
что при n > n0 справедлива оценка

|δα(n)| ≥ C0 > 0. (5.1.24)

Доказательство. На основании представлений (5.1.9) и (5.1.22)
при больших n имеем

|δα(n)| ≥ n |sin (α̃πµn + γn)| = n

∣∣∣∣sin(πnα̃+
α̃ ω

n
+ γn

)∣∣∣∣ . (5.1.25)
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Пусть α̃ = p ∈ N. Тогда выражение (5.1.25) примет вид

|δα(n)| ≥ n
∣∣∣sin(pω

n
+ γn

)∣∣∣ .
Отсюда на основании неравенства sinx > 2x/π, 0 < x < π/2, при
больших n получим

|δα(n)| > 2n

π

(pω
n

+ γn

)
>

2p(h+H)

π
, (5.1.26)

так как nγn → 1 при n→ +∞.

Пусть α̃ =
p

q
, p, q ∈ N, (p, q) = 1,

p

q
6∈ N. Разделим np на q с остат-

ком: np = sq + r, где s, r ∈ N0, 0 ≤ r < q. Если r = 0, то этот случай
сводится к предыдущему, когда α̃ − натуральное число. Пусть r > 0.
Тогда 1 ≤ n ≤ q − 1, q ≥ 2, и из (5.1.25) будем иметь

|δα(n)| ≥ n
∣∣∣∣sin(πrq +

pω

n
+ γn

)∣∣∣∣ .
Поскольку последовательность γn бесконечно малая, то существует
конечный предел

lim
n

∣∣∣∣sin(πrq +
pω

qn
+ γn

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣sin πrq
∣∣∣∣ =

= sin
πr

q
≥ sin

π

q
> 0. (5.1.27)

Тогда из соотношений (5.1.26) и (5.1.27) следует, что

|δα(n)| > n sin
π

q
≥ sin

π

q
> 0.

Тем самым справедливость оценки (5.1.24) установлена.
Отметим, что если α̃ является иррациональным числом, то на ос-

новании множества (5.1.23) можно подобрать такие числа, которые
являются нулями δα(n) = 0.

Если теперь для чисел α̃ из леммы 5.1.1 выполнены условия
(5.1.19) при n ∈ [0, n0] и оценка (5.1.24) при n > n0, то решение задачи
(5.1.2) − (5.1.5) можно определить как сумму ряда

u(x, t) =
+∞∑
n=0

un(t)Xn(x), (5.1.28)
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где un(t) определяются по формулам (5.1.20), а Xn(x) − система соб-
ственных функций задачи (5.1.7), (5.1.8).

Лемма 5.1.2. Пусть выполнена оценка (5.1.24) при n > n0. Тогда
для таких n справедливы оценки

|un(t)| ≤ C1n|ϕn|, |u′n(t)| ≤ C2n
2|ϕn|, −α ≤ t ≤ β,

|u′′n(t)| ≤ C3n
3|ϕn|, −α ≤ t ≤ 0,

где Ci − здесь и далее положительные постоянные, не зависящие от
x, t, ϕ(x) и n.

Доказательство этих оценок в силу леммы 5.1.1 непосредственно
следует из формулы (5.1.20).

Ряд (5.1.28) и его производные первого порядка в замкнутой об-
ласти D мажорируются числовым рядом

C4

+∞∑
n=0

n2|ϕn|. (5.1.29)

В силу теоремы Стеклова ряд

+∞∑
n=0

λnϕnXn(x) (5.1.30)

сходится абсолютно и равномерно на [0, π], когда ϕ(x) ∈ C3[0, π],
q(x) ∈ C1[0, π] и

ϕ(0) = ϕ(π) = 0, ϕ′′′(0)− hϕ′′(0) = 0, ϕ′′′(π) +Hϕ′′(π) = 0. (5.1.31)

Действительно, в силу условий (5.1.6) − (5.1.8) имеем

λnϕn =

π∫
0

ϕ(x)λnXn(x) dx =

=

π∫
0

ϕ(x)[q(x)Xn(x)−X ′′n(x)] dx =

=

π∫
0

ϕ(x)q(x)Xn(x) dx−
π∫

0

ϕ(x)X ′′n(x) dx =
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=

π∫
0

[ϕ(x)q(x)− ϕ′′(x)]Xn(x) dx =

π∫
0

ψ(x)Xn(x) dx = ψn.

Поскольку функция ψ(x) ∈ C1[0, π] и в силу (5.1.31) удовлетворя-
ет условиям (5.1.6), то на основании теоремы Стеклова ряд (5.1.30)
сходится абсолютно и равномерно на [0, π]. Отсюда следует сходи-

мость ряда (5.1.29), так как из сходимости ряда
+∞∑
n=1

λnψ
2
n (см. [130,

с. 184]) получим, что

|ψn| =
|εn|√
λn
,

+∞∑
n=0

ε2
n < +∞. (5.1.32)

Тогда из (5.1.31) и (5.1.32) найдем оценку:

n2|ϕn| ≤ λn|ϕn| = |ψn| =
εn√
λn
≤ 1

2

(
1

λn
+ ε2

n

)
,

из которой вытекает уже сходимость ряда (5.1.29).
Ряды из производных второго порядка по x и t соответственно в

замкнутых областях D+ и D− мажорируются рядом

C5

+∞∑
n=n0+1

n3|ϕn|. (5.1.33)

Для обоснования сходимости ряда (5.1.33) рассмотрим равенство

λnϕ
(2)
n =

π∫
0

ϕ′′(x)λnXn(x) dx =

=

π∫
0

ϕ′′(x)[q(x)Xn(x)−X ′′n(x)] dx =

=

π∫
0

ϕ′′(x)q(x)Xn(x) dx−
π∫

0

ϕ′′(x)X ′′n(x) dx. (5.1.34)

Последний интеграл, интегрируя два раза по частям, с учетом условий
(5.1.8) и (5.1.31) будем иметь

π∫
0

ϕ′′(x)X ′′n(x) dx =

π∫
0

ϕIV (x)Xn(x) dx. (5.1.35)
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Тогда из равенств (5.1.34) и (5.1.35) получим

λnϕ
(2)
n =

π∫
0

[q(x)ϕ′′(x)− ϕIV (x)]Xn(x) dx =

π∫
0

g(x)Xn(x) dx.

Если функция g(x) = q(x)ϕ′′(x) − ϕIV (x) ∈ C1[0, π] и удовлетворя-
ет условиям (5.1.6), т.е. когда ϕ(x) ∈ C5[0, π] и ϕ′′(0) = ϕ′′(π) = 0,
ϕ(5)(0)− hϕ(4)(0) = 0, ϕ(5)(π) +Hϕ(4)(π) = 0, то по теореме Стеклова
ряд

+∞∑
n=0

λnϕ
(2)
n Xn(x) (5.1.36)

сходится абсолютно и равномерно на [0, π]. Из равенства (5.1.31) сле-
дует, что

λnϕn = fn − ϕ(2)
n , (5.1.37)

где fn =
π∫
0

q(x)ϕ(x)Xn(x)dx,
+∞∑
n=1

fnXn(x) сходится абсолютно и рав-

номерно на [0, π] к функции f(x) = q(x)ϕ(x), так как f(x) ∈ C1[0, π] и
f(0) = f(π) = 0.

Подставляя (5.1.37) в ряд (5.1.36), будем иметь

+∞∑
n=0

(λnfn − λ2
nϕn)Xn(x). (5.1.38)

Если функция f(x) ∈ C3[0, π] и удовлетворяет условиям (5.1.6),
т.е. когда q(x) ∈ C3[0, π], q′(0) = q′(π) = 0 и функция ϕ(x) удовлетво-
ряет условиям (5.1.6), то аналогично обоснованию сходимости ряда
(5.1.30) получим, что ряд

+∞∑
n=0

λnfnXn(x) (5.1.39)

сходится абсолютно и равномерно на [0, π]. Тогда из рядов (5.1.38) и
(5.1.39) следует абсолютная и равномерная сходимость ряда

+∞∑
n=0

λ2
nϕnXn(x),

из которого вытекает сходимость ряда (5.1.33).
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Если для чисел α̃, указанных в лемме 5.1.1, при некоторых n =
n1, n2, ..., nm, где 0 ≤ n1 < n2 < ... < nm ≤ n0, ni, i = 1,m, и m
− заданные неотрицательные целые числа, выполняется равенство
∆α(n) = 0, то для разрешимости задачи (5.1.2) − (5.1.5) необходимо
и достаточно, чтобы

ϕn =

π∫
0

ϕ(x)Xn(x)dx = 0, n = n1, n2, ..., nm. (5.1.40)

В этом случае решение задачи (5.1.2) − (5.1.5) определяется в виде
суммы ряда

u(x, t) =

n1−1∑
n=0

+...+

nm−1∑
n=nm−1+1

+

+∞∑
n=nm+1

un(t)Xn(x)+

+
∑
p

Apup(x, t), (5.1.41)

где в последней сумме p принимает значения n1, n2, ..., nm, Ap − про-
извольные постоянные, функции up(x, t) определяются по формуле
(5.1.21), если в конечных суммах в правой части (5.1.41) верхний пре-
дел меньше нижнего, то их следует считать нулями.

Таким образом, нами доказано следующее утверждение.
Теорема 5.1.2. Пусть q(x) ∈ C3[0, π],ϕ(x) ∈ C5[0, π], ϕ(j)(0) =

ϕ(j)(π) = 0, j = 1, 2, 3; ϕ(5)(0) − hϕ(4)(0) = 0, ϕ(5)(π) + Hϕ(4)(π) = 0
и выполнена оценка (5.1.24) при n > n0. Тогда, если δα(n) 6= 0 при
всех n = 0, n0, то существует единственное решение задачи (5.1.2)
− (5.1.5), и оно определяется рядом (5.1.28); если δα(n) = 0 при неко-
торых n = n1, n2, ..., nm ≤ n0, то задача (5.1.2) − (5.1.5) разрешима
только тогда, когда выполнены условия (5.1.40) и решение определя-
ется рядом (5.1.41), при этом решение u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩
C2
x(D+).

§ 5.2. Обратные коэффициентные задачи

Отметим, что различные обратные задачи для отдельных типов
дифференциальных уравнений в частных производных, т.е. для па-
раболических, гиперболических и эллиптических уравнений, изучены

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



§ 5.2. Обратные коэффициентные задачи 249

достаточно полно; усилиями многих математиков создана теория об-
ратных задач (см. монографии [91, 61, 30, 62, 17, 155, 40] и приведен-
ную там обширную библиографию). А также отметим работы [55, 56],
посвященные вопросам разрешимости коэффициентных обратных за-
дач для уравнений параболического типа.

Пусть теперь в постановке задачи (5.1.2) − (5.1.5) неизвестны
функции u(x, t), q(x) и постоянные h и H. В связи с этим надо ввести
дополнительные условия. Эти условия могут быть заданы по-разному.
На основании теории обратной задачи Штурма-Лиувилля [64, 66, 141]
будем предполагать выполнение одного из следующих условий (Ai),
i = 1, 4:

- известны спектральные данные {λn, αn}n≥0 задачи (5.1.7), (5.1.8)
с неизвестным потенциалом из класса C3[0, π] и неизвестными коэф-
фициентами h и H (условие (A1));

- известны собственные значения λn и µn соответственно спек-
тральных задач (5.1.7), (5.1.8) и

X ′(0)− h1X(0) = 0, X ′(π)−HX(π) = 0, (5.2.1)

здесь h1 и H − действительные числа, h1 6= h (условие (A2));
- известна дополнительная информация о решении задачи (5.1.2)

− (5.1.5) на стороне x = π:

u(π, t) = ψ(t), −α ≤ t ≤ β, (A3)

или на стороне x = 0:

u(0, t) = ψ0(t), −α ≤ t ≤ β, (A4)

где ψ(t) и ψ0(t) − заданные достаточно гладкие функции.
На основании условий (A1) − (A4) можно поставить следующие

обратные задачи для уравнения (5.1.1) в области D.
Первая обратная задача. Найти функцию u(x, t) и коэффици-

енты q(x), h и H, удовлетворяющие условиям (5.1.2) − (5.1.5) и (A1).
Вторая обратная задача. Найти функцию u(x, t) и коэффици-

енты q(x), h и H, удовлетворяющие условиям (5.1.2) − (5.1.5) и (A2).
Третья обратная задача. Найти функции u(x, t), q(x) и число

h, удовлетворяющие условиям (5.1.2), (5.1.3), (5.1.5), (A3) и

ux(0, t)− hu(0, t) = 0, ux(π, t) = µ(t), −α ≤ t ≤ β, (5.2.2)

где µ(t) − заданная достаточно гладкая функция.
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Четвертая обратная задача. Найти функции u(x, t) и q(x),
удовлетворяющие условиям (5.1.2), (5.1.3), (5.1.5), (5.2.2) и (A4),
здесь h − известная постоянная.

Отметим, что постановка задач 3 и 4 исходит из работы [17,
с. 159−163], где для уравнения теплопроводности рассмотрены ана-
логи этих задач при h = H = 0 и доказаны соответствующие теоремы
единственности.

Приведем для удобства дальнейшего изложения точные форму-
лировки теорем единственности решения обратной задачи Штурма-
Лиувилля [64] − [66].

Теорема 5.2.1. Пусть q(x) и q̃(x) − непрерывные на [0, π] функ-
ции, а наборы чисел {λn, αn}n≥0 и {λ̃n, α̃n}n≥0 − спектральные дан-
ные задачи (5.1.7), (5.1.8) с соответствующими коэффициентами
q(x), h, H и q̃(x), h̃, H̃. Тогда, если λn = λ̃n и αn = α̃n при всех
n ≥ 0, то q(x) = q̃(x) на [0, π], h = h̃ и H = H̃.

Отметим, что в случае симметричности функции q(x) относитель-
но точки x = π/2, т.е. когда q(π−x) = q(x), и H = h для определения
потенциала q(x) и коэффициента h достаточно задать только спектр
{λn}n≥0.

Теорема 5.2.2. Если q(x) = q(π − x), q̃(x) = q̃(π − x), H = h,
H̃ = h̃ и λn = λ̃n, n ≥ 0, то q(x) = q̃(x) на [0, π] и h = h̃.

Теорема 5.2.3. Пусть q(x) и q̃(x) − непрерывные на [0, π] функ-
ции, а {λn} и {λ̃n} − собственные значения задачи (5.1.7) и (5.1.8)
с соответствующими коэффициентами q(x), h, H и q̃(x), h̃, H̃;
{µn}n≥0 и {µ̃n}n≥0 − собственные значения задачи (5.1.7), (5.2.1) с
соответствующими коэффициентами q(x), h1, H и q̃(x), h̃1, H̃. То-
гда, если λn = λ̃n и µn = µ̃n при всех n ≥ 0, то q(x) = q̃(x) на [0, π],
h = h̃, H = H̃.

На основании этих теорем установим следующие утверждения.
Теорема 5.2.4. Пусть u(x, t), q(x), h, H и ũ(x, t), q̃(x), h̃, H̃

− решения первой обратной задачи и выполнены условия (5.1.19) при
всех n ∈ N0. Тогда q(x) = q̃(x) на [0, π], h = h̃, H = H̃ и u(x, t) = ũ(x, t)
на D.

Доказательство. В силу теоремы 5.2.1 по спектральным данным
{λn, αn}n≥0 однозначно определяются коэффициенты задачи (5.1.7)
и (5.1.8), т.е. q(x) ≡ q̃(x), h = h̃ и H = H̃. Тогда из теоремы 1 при
условии (5.1.19) следует, что u(x, t) = ũ(x, t) в D.

Теорема 5.2.5. Пусть u(x, t), q(x), h, H и ũ(x, t), q̃(x), h̃, H̃ −
решения второй обратной задачи и выполнены условия (5.1.19) при
всех n ∈ N0. Тогда q(x) = q̃(x) на [0, π], h = h̃, H = H̃ и u(x, t) = ũ(x, t)
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в D.
Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы

5.2.4 с применением теорем 5.2.3 и 5.1.1.
Теорема 5.2.6. Пусть u1(x, t), q1(x), h1 и u2(x, t), q2(x), h2 −

решения третьей обратной задачи и выполнены условия (5.1.19) при
всех n ∈ N0. Тогда q1(x) = q2(x) на [0, π] и h1 = h2, u1(x, t) = u2(x, t)
в D.

Доказательство. Пусть u(x, t), q(x) и h − решение третьей об-
ратной задачи. Следуя [17, с. 160], введем функцию

vn(x, p) =

β∫
−α

e−ptξn(t)u(x, t) dt, (5.2.3)

где p − комплексный параметр, ξn(t) ∈ C∞(−α, β), 0 ≤ ξn(t) ≤ 1,
ξn(t) = 0 при t ∈ [−α, 1/(2n)] ∪ [β − 1/(2n), β] и ξn(t) = 1 при
t ∈ [1/n, β − 1/n]. В силу определения функции ξn(t) интеграл (5.2.3)
примет вид

vn(x, p) =

β∫
0

e−ptξn(t)u(x, t) dt,

который является решением уравнения

v′′n(x, p) = (q(x) + p) vn(x, p)−
β∫

0

e−ptu(x, t)ξ′n(t) dt.

Переходя здесь к пределу при n→ +∞, получим

v′′(x, p)− (q(x) + p)v(x, p) = 0, 0 < x < π, (5.2.4)

v′(0, p)− hv(0, p) = 0, (5.2.5)

v′(π, p) =

β∫
0

e−ptµ(t) dt = ν(p). (5.2.6)

Рассмотрим функцию w(x, p), которая является решением задачи
Коши для уравнения (5.2.4) с начальными условиями

w(0, p) = 1, w′(0, p) = h. (5.2.7)
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Функции v(x, p) и w(x, p) являются решениями уравнения (5.2.4) и
определитель Вронского в точке x = 0:

W [w, v] =

∣∣∣∣w v
w′ v′

∣∣∣∣ = w(0, p)v′(0, p)−v(0, p)w′(0, p) = v′(0, p)−hv(0, p) = 0

в силу граничного условия (5.2.5). Тогда они линейно зависимы на
[0, π], поэтому v(x, p) = c(p)w(x, p). Используя граничное условие
(5.2.6), найдем

c(p) =
ν(p)

w′(π, p)

и
v(x, p) =

ν(p)w(x, p)

w′(π, p)
. (5.2.8)

Пусть qi(x), ui(x, t) и hi, i = 1, 2, − решения обратной задачи

(5.1.2), (5.1.3), (5.1.5), (5.2.2), (A3); vi(x, p) =
β∫
0

e−ptui(x, t) dt, wi(x, t)

− решения задачи Коши для уравнения (5.2.4) с q(x) = qi(x) и началь-
ными условиями (5.2.7) с h = hi. Из дополнительного условия (A3)
следует, что v1(π, p) = v2(π, p). Тогда в силу формулы (5.2.8) имеем

w1(π, p)

w′1(π, p)
=
w2(π, p)

w′2(π, p)
. (5.2.9)

Поскольку функции wi(x, p) являются решениями уравнения (5.2.4)
с q(x) = qi(x) и начальными условиями (5.2.7) с h = hi, то wi(x, p) и
w′i(x, p) при фиксированном x как функции комплексной переменной p
являются аналитическими во всей комплексной плоскости. Тогда от-
ношения

wi(x, p)

w′i(x, p)

также являются аналитическими на комплексной плоскости, за ис-
ключением нулей w′i(x, p), являющихся особыми точками. Из равен-
ства (5.2.9) следует, что нули и особые точки функций

w1(π, p)

w′1(π, p)
и
w2(π, p)

w′2(π, p)

совпадают. Покажем, что нули функций w1(π, p) и w′1(π, p) не совпа-
дают. Допустим, что при p = p0

w1(π, p0) = w′1(π, p0) = 0. (5.2.10)

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



§ 5.2. Обратные коэффициентные задачи 253

По построению функция w1(x, p0) является решением уравнения
(5.2.4) с q(x) = q1(x) и удовлетворяет нулевым начальным услови-
ям (5.2.10). Тогда w1(x, p0) = 0 на [0, π], что противоречит тому, что
w1(0, p0) = 1. Таким образом, нули функций w1(π, p) и w′1(π, p) не сов-
падают. Аналогично не совпадают нули функций w2(π, p) и w′2(π, p).
Тогда из (5.2.9) следует, что все нули функций w1(π, p) и w2(π, p) сов-
падают, также совпадают все нули функций w′1(π, p) и w′2(π, p).

Пусть p = pi0 является нулем функции wi(π, p), i = 1, 2. Пока-
жем, что λi0 = −pi0 являются собственным значением задачи Штурма-
Лиувилля

−y′′ + qi(x)y = λiy, (5.2.11)

y′(0)− hiy(0) = 0, y(π) = 0. (5.2.12)

В самом деле, поскольку функция wi(x, p) является решением
уравнения (5.2.4) с q(x) = qi(x) и p = pi0, то функция yi(x) = wi(x, p

i
0)

является решением уравнения (5.2.11) с λ = λi0 = −pi0. Первое гра-
ничное условие из (5.2.12) следует из (5.2.7), а второе из того, что pi0
нуль функции wi(π, p). Это решение ненулевое, так как в силу (5.2.7)
yi(0) = wi(0, p

i
0) = 1. Следовательно, λi0 является собственным значе-

нием задачи (5.2.11), (5.2.12), т.е. любой нуль функции wi(π, p), взя-
тый со знаком минус, является собственным значением этой задачи.
Справедливо и обратное утверждение. Если λi0 является собственным
значением, а yi(x) − соответствующей собственной функцией зада-
чи (5.2.11), (5.2.12), то pi0 = −λi0 является нулем функции wi(π, p).
Таким образом, существует биекция между нулями функции wi(π, p)
собственными значениями задачи (5.2.11), (5.2.12) с q(x) = qi(x) и
h = hi. Аналогично можно показать, что существует биекция между
нулями функции w′i(π, p) и собственными значениями спектральной
задачи для уравнения (5.2.11) с граничными условиями

y′(0)− hiy(0) = 0, y′(π) = 0. (5.2.13)

Пусть λin, n = 0, 1, 2, ... − собственные значения задачи (5.2.11),
(5.2.12), а µin − собственные значения задачи (5.2.11), (5.2.13). Из сов-
падения нулей функций w1(π, p) и w2(π, p) следует равенство λ1

n = λ2
n

при всех n ∈ N0, а из совпадения нулей функций w′1(π, p) и w′2(π, p)
следует, что µ1

n = µ2
n, n ∈ N0. Следовательно, спектральные задачи

(5.2.11), (5.2.12) и (5.2.11), (5.2.13) с q1(x), h1 и q2(x), h2 имеют оди-
наковые собственные значения. Тогда в силу теоремы 5 получим, что
q1(x) ≡ q2(x) при x ∈ [0, π] и h1 = h2. При q1(x) = q2(x) = q(x),
h1 = h2 = h и функции ui(x, t), i = 1, 2, являются решениями задачи
(5.1.2), (5.1.3), (5.1.5) и (5.2.2). Их разность u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t)
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является решением однородной задачи (5.1.2), (5.1.3), (5.1.5), (5.2.1)
с µ(t) ≡ 0 и ϕ(x) ≡ 0. Теперь, применяя теорему 1 при условии (19),
получим, что u1(x, t) = u2(x, t) в D. �

Теорема 5.2.7. Пусть ui(x, t) и qi(x), i = 1, 2 − решения чет-
вертой обратной задачи с qi(x) = qi(π − x) и h = H = 0, и выпол-
нены условия (5.1.19) при всех n ∈ N0. Тогда q1(x) = q2(x) на [0, π] и
u1(x, t) = u2(x, t) в D.

Доказательство аналогично обоснованию теоремы 5.2.6. Анало-
гично вводится функция (5.2.3) и для предельной функции v(x, p) по-
лучаем задачу (5.2.4) − (5.2.6). Точно так же определяется функция
w(x, p) и устанавливается справедливость равенства (49). Из условия
переопределения (A4) имеем, что v1(0, p) = v2(0, p). Тогда из пред-
ставления (49) с учетом условия w1(0, p) = w2(0, p) = 1 получим

1

w′1(π, p)
=

1

w′2(π, p)
, (5.2.14)

где wi(x, p) − решения задачи Коши для уравнения (5.2.4) с q(x) =
qi(x), i = 1, 2, и начальными условиями (5.2.7). Из равенства (5.2.14)
аналогично доказательству теоремы 5.2.6 получим совпадение соб-
ственных значений: µ1

n = µ2
n, n ∈ N0, задачи (5.2.11), (5.2.13) с

q(x) = qi(x), i = 1, 2. Тогда на основании теоремы 5.2.2 о единствен-
ности решения обратной задачи с потенциалом, симметричным отно-
сительно точки π/2, получим, что q1(x) = q2(x) на [0, π]. После чего
аналогично теореме 5.2.6 имеем, что u1(x, t) = u2(x, t) в D.

Отметим, что установленные выше теоремы 5.2.4− 5.2.7 являются
утверждениями о единственности решения рассматриваемых нами об-
ратных задач. Теперь остановимся на вопросах существования реше-
ния поставленных обратных задач 1 и 2. Для этого снова обратимся к
теории обратной задачи для оператора Штурма-Лиувилля. Приведем
следующую теорему [64, с. 45], которая позволяет строить алгоритм
решения обратной задачи (5.1.7) и (5.1.8) с неизвестными коэффици-
ентами q(x), h и H, и в ней приведены необходимые и достаточные
условия ее разрешимости по спектральным данным {λn, αn}n≥0.

Теорема 5.2.8. Для того чтобы вещественные числа
{λn, αn}n≥0 были спектральными данными обратной задачи (5.1.7)
и (5.1.8) с q(x) ∈ L2[0, π], необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялись равенства

ρn =
√
λn = n+

ω

πn
+

κn
n
, λn 6= λm при n 6= m,

αn =
π

2
+ +

κ1n

n
, αn > 0,
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где

κn =
1

2π

π∫
0

q(t) cos 2nt dt+O

(
1

n

)
,

κ1n = − 1

π

π∫
0

(π − t)q(t) sin 2nt dt+O

(
1

n

)
.

Кроме того, q(x) ∈ C3[0, π] тогда и только тогда, когда для
√
λn и

αn справедливы представления

√
λn = n+

4∑
i=1

ωi
ni

+
ωn
n4
, ω1 =

ω

π
, ω2p = 0, p ≥ 1, λn 6= λm при n 6= m;

(5.2.15)

αn =
π

2
+

4∑
i=1

ω+
i

ni
+
ω1n

n4
, ω+

2p+1 = 0, p ≥ 0, αn > 0, (5.2.16)

где ωn, ω1n ∈ l2, при этом функция h(x) и числа h, H строятся по
следующему алгоритму:

1) по заданным числам {λn, αn}n≥0 строится функция

F (x, t) =
+∞∑
n=0

(
cos ρnx cos ρnt

αn
− cosnx cosnt

α0
n

)
,

здесь α0
n = π/2 при n > 0 и α0

n = π при n = 0;

2) находим функцию G(x, t) из интегрального уравнения
Гельфанда–Левитана

G(x, t) + F (x, t) +

x∫
0

G(x, s)F (s, t) ds = 0, 0 < t < x,

которое имеет единственное решение в L2[0, x] при любом
фиксированном x ∈ (0, π];

3) вычисляем q(x), h и H по формулам

q(x) = 2
d

dx
G(x, x), h = G(0, 0), H = ω − h− 1

2

π∫
0

q(t) dt.
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Таким образом, если для чисел
√
λn и αn выполнены условия

(5.2.15) и (5.2.16), то по указанному алгоритму восстанавливаются ко-
эффициенты q(x), h и H, при этом q(x) ∈ C3[0, π]. Тогда на основании
теоремы 2 находим функцию u(x, t).

Теперь приведем условия разрешимости второй обратной задачи
по двум известным спектрам λn и µn соответственно задач (5.1.7),
(5.1.8) и (5.1.7), (5.2.1) [66, гл. VI, § 11], [64].

Теорема 5.2.9. Для того чтобы вещественные числа λn и µn,
n ≥ 0, были соответственно спектрами задач (5.1.7), (5.1.8) и
(5.1.7), (5.2.1) с q(x) ∈ C3[0, π], необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись равенства (5.2.15) и

√
µn = n+

4∑
i=1

ω′i
ni

+
ω′n
n4
, ω′1 =

ω′

π
, ω′2p = 0, p ≥ 1, (5.2.17)

где ω′ = h1 +H + 1
2

π∫
0

q(x) dx,

λn < µn < λn+1, n ≥ 0. (5.2.18)

При этом функция q(x) и числа h и H строятся по следующему
алгоритму:
1) по заданным числам λn и µn находятся числа

αn =
h1 − h
µn − λn

+∞∏
k=0
k 6=n

λk − µk
µk − µn

; (5.2.19)

2) по числам λn и µn по указанному в теореме 5.2.8 алгоритму стро-
ятся q(x), h и H.

Отметим, что в теореме 5.2.9 самым сложным является вычисле-
ние αn по формуле (5.2.19). В работах [66, гл. V, § 11], [65] получены
асимптотические формулы для чисел αn в виде формул (5.2.16).

В заключение отметим, что вопросы о разрешимости обратных
задач 3 и 4 остаются открытыми.
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Заключение

Таким образом, в данной монографии изучены качественные и
спектральные свойства решений уравнений смешанного параболо-
гиперболического типа и на их основе изучены аналог задачи Три-
коми, начально-граничные задачи и обратные задачи.

Здесь хотелось бы обратить внимание исследователей на дальней-
шее развитие предложенных задач в следующих направлениях:

– исследовать указанные задачи в многомерном случае, т.е. для
уравнения

Lu =

{
ut −∆u+ b2u = F1(x, t), t > 0,
utt −∆u+ b2u = F2(x, t), t < 0,

где ∆u – оператор Лапласа, x = (x1, x2, . . . , xn), n > 1;
− исследовать предложенные задачи для модельных уравнений

смешанного параболо-гиперболического типа с произвольным степен-
ным вырождением

Ln,mu =

{
tnuxx − ut − b2tnu = F1(x, t), t > 0,
(−t)muxx − utt − b2(−t)mu = F2(x, t), t < 0

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β}, где
l > 0, α > 0, β > 0, n ≥ 0, m ≥ 0 и b ≥ 0 – заданные действительные
числа;
− исследовать задачи для общих уравнений смешанного парабо-

ло-гиперболического типа в плоском и многомерных случаях.
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