
Ш.И.Тожиев

j f  ( x ) d x = F ( x ) + C



X о с и я а

I) у -  ( ’ (бунда С т  const); ÿ  т  О
1) V ■* У -  1
I) у *  Си (бунда С т  const); У т  Си'
4) у -  п) v. y 'mu’±v'
'S) V -  и  V, / - m ’v  +  h v '

II I u 'V - H V '
6 У , 7  ■ — r  ~M V

7) У ■ , (Оунда О  const), У' = ~ ^ и'

H) y -  if, y ’ *  hm"'V

9 ) , н - Л .  y , =  2 ^ M’

10)1 d", r' -  (i'Miw/H, (Í>1, < ;^l, y =  c “, y'*=euu'

II)^-1011.11, / Л и ’1 о ^ е  =

12) y  -  Ihm, V

I I) I' iltlM, У =  С08М • м'

14) у -  сойм, У “  -sinw  • и
и > .(г -1 * и , ’’' “ s k “ '

«Ina



ж а д в а л м

16) у  =  ctgw,

17) у  -  sec и,

18) у  =  cos ecu,

19) у  — arcsin«,

20) у  — arccos«,

21) у  =  arclgu,

22) у  — arcctgu,

у = - - .■ 1 да и

у ' =  SQCU'tgUU'

У
У'

-cos ecucXguu 
i

h - u :
-U

У = -
л/l-« '

- и

\+и2

У ' = 1+и
-U

,(«)23) у  =  u v ,  y (n) = и(п)у + Clnu(n~l)v *+ C^u(n~7)v "+... + uv

24) у  =  № )]*> , ’ = [ / ( * )r w  {«> '(*) ln / ( * )  + ф )  ¿ Ц }

25) у  =  sh и,
26) у  -  chu,

27) у  =  Ши,

28) > -  cthw, V  = -  -А - • и '

ÿ  — chw • ü
ÿ  —  s ta  • и '

y '  = _ J L .  ü*
c h  h
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СУЗ БОШИ

Мазкур дарслик техника олий укув юртларида таълим 
опаётган биринчи курс талабаларга мулжалланган булиб, 
бакалавр мутахассислар тайёрлайдиган бундай укув юрт- 
пар учун тасдик/тнган «Олий математика» дастури асо- 
ш да ёзилган.

Дарсликни ёзишда муаллифнинг Абу Райхрн Беруний 
помидаги Тошкент Давлат техника университета талаба- 
иарига «Олий математика» курсидан куп йиллар давоми- 
и.а у^иган маърузалари ва муттасил амалий машгулотлар 
олиб бориш тажрибаларидан х,амда олий математикага 
дойр рус ва узбек тилларидаги мавжуд укув кулланма ва 
дарсликлардан фойдаланилди.

Бу дарсликдан бошкд ихтисосдаги (олий математика- 
днп кам соат ажратилган) укув юртлари хдмда техника 
олий укув юртларининг сиртк,и булим талабалари бема- 
пол фойдаланишлари мумкин.

Олий математика курси буйича олиб бориладиган ама- 
и ий машгулот материаллари бобларга булинган булиб, \ар  
бир тема бошида масала ва мисолларни ечишда керак 
б^ладиган зарур назарияга оид маълумотлар (асосий таъ- 
риф, тушунчалар, теоремалар, формулалар) берилди.

Сунгра амалий машгулот дарсида мустак.ил ёки дос- 
када ечиш учун мисол ва масалалар берилди.

\ а р  бир бобнинг охирида 25 та вариантдан иборат (1— 
•I тагача) мустакдп уй иши ва бу вариантларни ечиш наму- 
иаси келтиридди. Г'урух; журнал руйхат номери билан ва­
риант номери турри келган вариантдаги мисол ва масала- 
ларни талабалар алохдда дафтарга бажаришлари керак.

Саккизинчи бобда талабаларнинг олий математика- 
дан олган билимларини амалда татбнк кила билишлари

з



учун юздан ортик, масала ва машкдар (зарур булган жой- 
ларда методик курсатмалар билан) берилди.

2-§ да амалий машрулот дарсида ёзма иш утказиш вари- 
антидан намуналар берилди.

Дарсликни тайёрлашда узларининг кимматли ёрдамла- 
рини аямаганлари учун Узбекистан Миллий университета 
«Оптимал бош^арув назарияси» кафедраси мудири акаде­
мик Н.Ю. Сатимовга ва «Математик анализ» кафедраси до­
цента Т.Т.Туйчиевга, Тошкент Давлат техника университе­
та биринчи ва иккинчи «Олий математика» кафедраси му- 
дирлари Х.Р.Латипов ва Ф. У. Носировларга х,амда доцент
Э. Кдюмовга муаллиф уз миннатдорчилигини билдиради.

Кулланма хдкдца билдирилган фикр ва мулохдзаларни 
мамнуният билан кабул к,илинади.

Муаллиф



I б о б
ФУ НКЦ И Я Л АР. ЛИМИТЛАР.

ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

1-§. Сонли тупламлар.
Функциянинг таърифи ва берилиш усуллари

Барча рационал (О) ва иррационал (I) сонлар тупла- 
ми биргаликда ^ак.ик.ий сонлар тупламини ташкил к;ила- 
ii.ii. Хаки^ий сонлар туплами И х,арфи билан белгилана- 
ди,

Тугри чнзнкдаги нук,талар туплами билан И туплам 
прасида х,ар доим узаро бир к,ийматли мослнк урнатиш 
мумкин. Агар бу мослик урнатилган булса, у хрлда тугри 
1111 иIк, сонлар щ и  дейилади. Куйидаги а<х<Ь  ( а < х < Ь )
I <■ 111 сизликни кдноатлантирувчи \ам м а х сонлар туплами 
очи к, (ёпик,) оралик, ёки интервал (кесма, сегмент) дейи- 
нади ва (а;Ь) ёки ]а',Ь[ ([а;6]) куринишларнинг бири би- 
Н11И белгиланади, а < х< Ь  ([а\Ь)) ва а < х< Ь  ((а;Ь]) лар 
х а ярим очик, интерваллар дейилади.

Хакдокий сон а нинг абсолют циймати (модули) куйи- 
дагича аникданади:

, , (-а, агар а < 0 булса,
\ а = \
1 1 [ а, агар а > 0 булса.

Ихтиёрий иккита а ва Ь хдкдок.ий сон учун 1) | а +  Ь | <

| а | + | Ь |, 2) | а | — | Ь \ < | а — Ь |, 3) щ  = ^  (Ь * 0) Муно-

габатлар \ар  доим тугридир.
Т а ъ р и ф .  О ва £ тупламлар берилган булсин. Агар /) 

г^пламдаги ^ар бир х сонга бирор к,оида ёки конунга кура 
/ { /  (х), х ё О }  тупламдан битта у  сон мос куйилса, 
|уиламда функция берилган (аникданган) деб аталади ва 
у у  /  (х) каби белгиланади, бунда х эркли узгарувчи ёки 
аргумент дейилади.
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Бу таърифдаги D b z E  лар орасидаги богланиш функцио­
нал борланиш дейилади.

D туплам функциянинг ани^ланиш со^аси дейилади. Е  
туплам, яъни D нинг \ар  бир х элементига мое келган f(x)  
элементлар туилами функциянинг узгариш ссцаси дейилади.

D ва ¿'тупламлар [а\Ь\ кесма, (а;Ь) интервал, {а\Ь] ёки 
|а;Ь), ярим интерваллар, сон укининг бирор нуктаси, бутун 
СОН ук,и (^оо; +  оо) булиши МуМКИН.

Функциялар жадвал, график, аналитик усулларда бери- 
лиши мумкин: у  =  f(x )  функция аналитик усулда берил- 
ганда унинг D ва Е сохдлари берилмаган булиши мумкин, 
аммо уларни f(x)  функциянинг хоссаларидан фойдаланиб 
аникданади.

М и с о л . у  =  lg(4 — Зх — х2) функциянинг аникданиш 
ва узгариш сохдларини топинг.

Еч и ш . Логарифмик функция 4 — Зх — х2 > 0 бул- 
ганда маънога эга булади. Квадрат учхдцнинг илдизлари 
х =  — 4, х2 =  I булгани учун юкоридаги тенгсизликни
-  (х + 4)(х -  1) > 0 куринишда ёзиб оламиз.Бундан х > — 4 
ва х < 1 келиб ч и кади. Демак, функциянинг аникданиш 
со\аси, яъни х нинг берилган функция маънога эга булади- 
ган кийматлари туилами (D) (— 4;1) интервалдан иборат. D 
сохдца функциянинг кийматлари 0 < 4 - З х - х 2 < ора- 
ликда узгаргани учун (бунда у0 = — берилган функция 
аникдайдиган парабола учининг ординатаси) |  — о о ’ 18 № )  
интервал Е  сохддан иборат булиб, у функциянинг киймат­
лари туплами булади.

Агар D со\ани Е сохдга акслантирганда узаро бир кий- 
матли мослик, яъни у  =  f(x) функция бажарилса, у хрлда х 
ни у оркали х =  g(y) каби ифодалаш мумкин. Охирги функ­
ция у  = f(x) функцияга тескари функция дейилади. х =  g(y) 
функция учун Е — аиикданиш со\аси D эса функциянинг 
узгариш сохдси булади. g(f(x)) =  х ва f(g(y)) =  у  булгани учун 
у  =  f(x) ва х =  g(y) функциялар узаро тескари функциялар 
булади.

Одатда х =  g(y) тескари функциядаги х ни у  билан, у  
н и х  билан алмаштириб у  = g(x) куринишда ёзилади.
Масалан, у  =  х3 ва у  = \ fx  , у  = 2х ва у  =  log2x, у = sinx ва
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г nrcsinx \ар  бир жуфт функциялар узаро тескари фун- 
I циилар. Уларнинг аникданиш  со^аси мос равишда куй- 
идагича:

\< (--оо; + оо) ва х£(-оо; + оо), х& (~ оо; +  оо) ва xG(0; + oo), 
Х Е ( —оо; + оо) ва х £ [—1; +  1].

Агар и =  <р(х) функция D ссдада аникданган, G унинг 
У'и ариш сох.аси, у  — f  (и) функция G сохдда аникданган 
б^лса, у \олда у  =f[<p{x)\ =  F(x) функция мураккаб функция 
Ш'йилади.

У = /  [(А Х)\ мураккаб функция у  = /  (и) ва и - р  (х) функ-
I шяларнинг композицияси дейиладц.

Функцияларнинг композицияси бир нечта функциялар- 
даи иборат булиши мумкин. Масалан, у  = sin (х2 + 1) функ­
ция у  = sin« ва и =  х2 + 1, яъни иккита функциянинг компо- 
шцияси булса, у =  lg(cos 2* ) функция эса учта:у = lg и, 
и cosv, V =  2W, w =  х2 функцияларнинг композициясидан 
иборатдир и, V, w узгарувчилар оралик, аргументлари дейила- 
ДИ.

Агар бирор {а;Ь) ораликда аникданган у  -  fix )  функция 
1\х,у) =  0 тенгламани к,аноатлантирса, у хщ да у  =fix) функ- 
ция Fix,у) = 0 тенглик билан аникданган ошкормас функция 
дейилади. Функцияни ошкор куринишга келтириш учун 
1'{х,у) = 0 тенгликдан у  ни топиш керак. у  ни \ар  доим х̂ ам 
тониб булавермайди, баъзан эса умуман топиб булмайди. 
Масалан, у  + х  - Зу = 1 тенгламани у  га нисбатан умуман 
ечиб булмайди.

Текисликнинг (х ;/(х ))  каби аник,ланган нук,таларидан 
иборат ушбу

{(х;/(х))} =  {(х; у) : xGX, у  = / ( * ) €  Y)

туплам у  = fix )  функциянинг графиги деб аталади. М у­
раккаб функцияларнинг графиги уларнинг ординаталари 
устида (кушиш, айириш, купайтириш, булиш, даражага 
кутариш, илдиз чикдриш, логарифмлаш ва \.к .)  амаллар 
Оажариш ёрдамида такрибан чизилади.

Даражали, курсаткичли, логарифмик, тригонометрик 
на тескари тригонометрик функциялар асосий элементар 
функциялар дейилади.

7



1-жадвал

Асосий элементар функцияларнинг анщланиш ва узгариш 
сох;алари

№ Функция
Функциянинг 

анщ ланиш  со^аси
Функциянинг узгариш 

сох,аси

1. У -  X", 
п — натурал сон

(—оо'+оо)
п  жуфт бÿлгaндa:

10 ;+ оо) , п  ток булганда:
(“ оо; + оо)

2. Ч: 1! ю
S

i [0;+оо) [0;+оо)

3. у  = 2" + Г х (—00 ; 00 ) (~оо; + оо)

4. У -  а* (—00 ; +  оо) (0;+оо)

5. у  =  lg * (0;+оо) (—оо;+оо)

6. у  =  sin л: ( — 00 • -foo ) f—i ;+ i ]

7. у  = COS X (■—оо ;+оо) [ i ;+ 11

8. X1! ( ( 2 « - i ) f ;  ( 2 « + i ) f  J,

п — 0 ,± 1 ,± 2 ,. ..
(-оо; +  оо)

9. *39оII (ил;(и+1)тг), 
п  =  0 ,±  1 ,± 2 ,. ..

(—оо' +  оо)

10. у  =  arcsin X Г— i ; + 11
л  п  

2 ’ + 2

11. у  — arccos X [ -1 ;+ П 10; я ]

12. у  — arctg X (—оо; +  оо) (  П 7С
2 ’ + 2

13. у  =  arcctg X (—оо;+оо) Í0; л ]

Машцлар

Куйидаги функцияларнинг аникданиш со^асини топинг:

1. у  = 4 х 2 - 6 х  + 5 . 4. у  =  lg (-  X2-  5х+  6).

2х
2.' у  = arccos . 5. у  = lg(23x-  4).

3. у  = 4 2 5 - х 2 - f l n s i n x .  6. y = -¡ = = = .
s i x 2 +х
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к,уйидаги мураккаб функцияларни функцияларнинг 
1 1 1МИ03ИЦИЯСИ куринишида, яъни элементар функциялар
i- уршшшида ёзинг:

п osin Ifx7. у  = 2.

8. у  = у] Ig sin х з

9. у  = tg i/lg x  .

10. у  = arctgVzÄ

К^уйидаги функцияларнинг графигини чизинг:

II. .У 2jc + 3
х -1  •

13. у  =  — 2sin(2x + 2).

12. У = |3х + 4 — х 2| .

14. у  =  xsinx.

15. у
1 + х, агар а < 0 булса,
2 sin х, агар 0 < х < л  булса, 
х  — п, агар х  > л  булса.

Куйидаги функцияларга тескари функцияларни топинг:

16. а) у  =  Зх;
б) у  =  1 — 5х;

в) у =  х2 +  1;

г) у  =  V x 2 + 1  ;

д) у =  10х4-';
е) у =  1 + lg(x + 2);

2х
Ж) У = ----- г  ;

1 + 2х

з) у  =  2sin3x.

2-§. Кетма-кетлик ва функциянинг лимита.
Энг содда аник,масликларни ечиш

1 - т а ъ р и ф . А г а р  хар к,андай е > 0 сон учун шундай 
н0= п0(е) > 0 сон топилсаки (бунда п0 — бутун сон), барча 
п > п0 лар учун \х —А\ < е тенгсизлик бажарилса, у \олда 
Л сон {х } сонли кетма-кетликнинг лимиты дейилади ва
бу

lim х п -  А
П—*°о

куринишда ёзилади.
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куринишда езилади.
Лимитга эга булган кетма-кетлик. яцинлашувчи, акс \ол- 

да эса узоцлашувчи кетма-кетлик дейилади.
1 - м и с о л .  {х„}= j ^ l j кетма-кетликнинг лимити

А = 2 га тенглигини исбот килинг.
W  Г Pi п  т  R v  упгтпя f y  X - J  2 п  + 3с б о т . Бу х,олда {х„} = |  | , А = 2. Ихтиёрий г > О 

сон оламиз ва \х~А\ айирманинг абсолют к.ийматини

к^араимиз:

Iх/. ~ А \ =
2л + 3
л + 1

- 2
2л + 3 -  2л -  2

п+ 1 л + I
< 6.

Охирги тенгсизликни ечиб я > 1 ни \осил кднамиз, 

+ 1 деб олиш мумкин. Шундай кдгсиб, падемак, п0 = b l
сони мавжуд ва п> п0ларучун | х ~ 2  \ < е тенгсизликбажари- 

лади. Бу эса lim х„ = lim = 2 эканини билдиради.И —> п—>°° /7-}- 1
у =  /(х )  функция бирор х0 нуктанинг атрофида аник,- 

ланган булсин.
2 - т а ъ р и ф .  Агар хдр к^андай е > 0 сон учун шундай 

с5 > 0 (д =  д(г)) сон топнлсаки, аргумент х нинг 0 < | х -  х0| < <5 
к^йматлари учун \J(x)~A \ < е тенгсизлик бажарилса, А сон у 
= f(x) функциянинг х-»х0 даги лимити дейилади ва бу куй- 
идагича ёзилади:

lim / ( х )  = А .
х -+ х0

3 - т а ъ р и ф .  Агар \ар  кдндай £ > 0 сон учун шундай 
<5 =  (5(£,х0) сон топилсаки, х аргумент нингх0 < х < х0 + д (х —
— д < х < х 0) те н гс изли кл ар ни кдноатлантирувчи барчахеЛГ 
к^ийматларида \f(x)—A\ < е тенгсизлик бажарилса, А сон 
Дх) функциянинг х0 нук,тадаги унг (чап) лимити деб ата- 
лади ва куйидагича ёзилади:

lim / ( х )  = А ё к и  / ( х 0 + 0 )  = А,
х— +0

( lim / ( х )  = А ёки f ( x Q - 0 )  = А).
х -* х о - 0
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Агар lim / О )  лимит мавжуд булса, А сон у  = / (х) функ-
Д—»<*>

цияпинг х ->°° даги лимита дейилади.
Функциянинг чан ва унг лимитлари унинг бир томон- 

кша лимитлари дейилади.
Агар иккала бир томонлама лимит мавжуд булиб, улар

у.чаро тенг (Д * о  _  0) -  / ( х 0 +  0 )) булса, /(х ) функция 
v -> х0 да лимитга эга дейилади.

Куйидаги лимитлар хдкдааги асосий теоремалар уринли.
1 - т е о р е м а . lim f .  (х) (г = 1, п) лимитлар мавжуд бул-

х—
СИИ.

У \олда

lim Y j f i  (х ) = X  lim f i  (x), lim Д  f .  (x) =  lim J) ( x ) .
' "  *~>xo x~*xo ¡=Y t=i*~*X0

2 - т е о р е м а ,  lim / ( x )  ва lim (p(x) 0 лимитлар 
мавжуд булсин. А_>л° л“>л°

У холда

f i x )  x1mv f ( x )  lim ¿ W = ^ o ____
x ~>x0 Ф ( x )  lim  ф ( x )

x~*x0

(Бу теоремалар x0 = ±°° булганда х,ам уринли).
Агар бу теорема шартлари бажарилмаса, оо—оо, ~ , Ц 

ва бошкд куринишдаги ани^масликлар х,осил булиб, улар- 
пи алгебраик алмаштиришлар ёрдамида \исоблаш мумкин. 
Умуман оо-оо, о-оо, 0°, оо°, 1“ ани^масликлар мав­
жуд ва уларни х,исоблашни мисолларда курсатамиз.

2 - м и с о л .
(  4 1 Л

V х2 _ 4 * - 2 ,
лимитни топинг.

Е ч и ш . Агар х урнига 2 ни куйсак, со — оо куриниш­
даги аник^маслик хрсил булади. Бу аник,масликни ечиш 
учун к,авс ичидаги ифодани умумий махражга келтирамиз.

яъни куринишдаги аник,-Натижада

маслик \осил булади. Агар х — 2 *  0 деб касрни к^иск.ар-
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тирилса, аник^маслик осонгина ечилади, яъни берилган ли­
мит куйидагига тенг булади:

lim
х->2 Х + 2 /

+з
З - м и с о л .  lim ——-— лимитнитопинг

Е ч и ш . Бу \олда Ц куринишдаги аник^масликка эга- 
миз. Уни ечиш учун лимит белгиси остидаги касрнинг 
сурат ва махражини х3 га буламиз.

3 - - + —

lim
1+-

Ю кррида келтирилган лимитлар х^авдцаги теоремаларга 
кура куйидагига эга буламиз:

„ 1 9 l im  3 -  l im  — + l im  —
l i n i  ~ Х  =  х->°°Х — ß

х -> ± “  Х3+ х 2 ~ х  l im  1 + l i m - - l i m - i -
x  2X—>oo .X—>00 ■/V X-̂ oo X

Машцлар

*7- {x n} = 14n~y |  кетма-кетлик А =  4 лимитга эга
булишини исоот дилинг.

Куйидаги функцияларнинг лимитини ^исобланг:

18- ‘‘> ШТ « £ г т ;  б) П т  Щ н .'  * _ Д  6 х  - 5 х + \  ’ ’  Х_»3 х 2 - 9  
2

. ,■ З я 2 + З и - 5  _ ч |- 2 + 4 х 2 - З х 3

а> iT . - Й Г -  • 6> A ? -  Ï Ï 7  ■
20. а) „ т  7 ^ 1 0 ^ 2 0  . 6) i,m

х->±оо X - \ 0 х  + Х  Х 3

л ,  , , • х 2 - 7 х + 1 0  1 ■ х 2 - 2 5
21»)  lim . 8 ) Ь д . г

22. a) lim 4 4 ^  ; 6) l im (* (V ? T 5 -  VPTT)) 
* - * 2  х  - 4 х + 3  7 *->“  \  \  И
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ч r  х 2-7х+10 _ ч ,• х3-З х 2+2
а , > Й 1 ^ ;  6> íS S 7 ^ 5 «  •

24 а> Ий Ü M ; 6> Й  (* ('/ ? 7 Ï  ■ *)) ■
25. a) H m í-^ — Дз-1; б) Hm 5f  ~8х+-3 •7 л-»1 1^1-х l - x ’ J ’ 7 х-»1 х  -4х+3

3-§. Ажойиб лимитлар

Мисол ва масалалар ечишда куйидаги иккита ажо­
йиб лимит жуда куп ишлатилади:

1. l i n Æ  =  !.
х -> 0  X

2. limX—>± 00
i Y

1 + -  =  lim(l + a )Ua = е  = 2,71828.
X « -> 0

1 - м и с о л . П т мп лимитни топинг.
^->0 sin Зх

Е ч и ш . Лимит белгиси остидаги каср х^О да маънога 
эга булгани учун касрни куйидаги куринишда ёзиб ола- 
миз ва ечишни давом эттирамиз:

sin 7х 7 .. sin 7х
цт ^Ц Л  = И т  7х * = Н т М . Д , ; ? ^ -  7 
x-»osin3x sin3x ,  х ~ > о \ З х /  sm3x 3—;-----Зх hm —- —

Зх х->0 Зх
/ , I \3*+1

2 - м и с о л . П т  ——  лимитни топинг.
^ “ ^ З х -1  )

Е ч и ш .

lim ( | i± L f +l = lim ( Ц ^ Г ‘ = lim ( î t - L - f ” ' ,
*->± ~ \3 x - l  / X—>í °° \  Зх-1 / *->±~\ З х -1 /

2 i 2 1 — = -  деб белгилаймиз. У холда х = -  у  + -  ва х->±оо да 
Зх-1 у  i  i

у  ->±оо булади. Буларни урн и га куйиб, лимитни топамиз:
Зх+1 С , '^О '+О



Машцлар
Куйидаги лимитларни топинг:

26. lim
х->а

tg2x
sin3x 27. 1 -co sö x

A'-»° xsin3x
28. lim sin 2 ( x - 1) _ 29. j jm  arcsin 5x

х->\ x2 - 7 x  + 6 J-'->n sin3x

30. lim sin 3 x -s in x  _ 31. l im  f
5x x_>± ~ ^ 2 x - l  J

32. limX —>00

33. lim((2х + l)(ln(3x +1) -  1п(3х -  2)))А*—>оо

34. l i m f f i l T 5'.  35. lim f 2х
* J *->“ [ 2 x - 3

36.
x + 1

4-§. Чексиз кичик функцияларни такдослаш. 
Узлуксиз функциялар

Агар Ит а { х )  =  0  , яъни ихтиёрий е >  0 сон учун шун- 
дай д > 0 мавжуд булсаки, барча 0 < \х — х0| < д лар учун 
|а (х)| < е тенгсизлик бажарилса, у \олда а(х) функция х->х0 
да ,(х->х0 га интилганда) чексиз кичик функция дейилади.

Иккита а(х) ва /?(х) чексиз кичик функцияларни так,- 
крслаш учун улар нисбатининг х-*х0 да лимити топилади:

И ш  $ £  =  С .  ( 1 .1 )Х->Х0 /?{х)

Агар 0 < |С| < оо булса, а(х) ва/3(х) функциялар х -> х0 да 
бир хил тартибдаги чексиз кичик функциялар дейилади.

Агар С = 0 булса, а(х) функция /5(х) функцияга нисба- 
тан говори тартибдаги чексиз кичик функция, ¡3(х) функ­
ция а(х) функцияга нисбатан к,уйи тартибдаги чексиз 
кичик функция дейилади.
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булса, у хщ да а(х') функция ß(x) функцияга нисбатан х0 
да к тартибли чексиз кичик функция дейилади.

Агар
а (х ) .lim = 1

*->*„ Д х )

булса, а{х) ва ß(x) чексиз кичик функциялар х -» х() да эк­
вивалент  (ёки тенг кучли) ф ункциялар дейилади ва 
a(x)~ß(x) каби белгиланади.

1 - м и с о л . lim ,S1” 5X' лимитни топинг.
х —>0 1 п (1 + Х )

Е ч и ш . х -> 0 да sin 5х ~ 5х, ln( 1 +  х)~ х  функциялар 
узаро эквивалент булгани учун берилган лимитни куйи- 
дагича ёзиб оламиз:

sin 5л: 5х ,lim — г,— г = lim — = 5.
х -» 0  1п (1 +  х ) x -> 0  X

Функция узлуксизлиги тушунчаси му^им тушунчалар- 
дан \исобланади.

1) fix )  функция х = х 0 нукда ва унинг атрофида аник,- 
ланган;

2) х0 нук,тада fix )  функция лимитга эга;
3) функциянинг х-> х0 даги лимита функциянинг х0 

11ук,тадаги к,ийматига тенг, яъни

lim Д х )  = / ( * „ )

булса, у  — fix )  функция х =  х0 нук,тада узлуксиз дейилади.
Агар х урнига х =  х0+Ах ни куйсак, (1.2) узлуксизлик 

шартига тенг кучли булган шартга эга буламиз:

lim Д Д х ) = l im ( / ( x 0 + А х ) - / ( х 0)) = 0 ,
Дх—>0 Ах—>0

яъни функция аргументининг х() нук,тадаги чексиз кичик 
орттирмаси Ах га функциянинг чексиз кичик орттирма- 
си ДДх) мос келганда ва факдт шунда у  = fix )  функция 
шу нук^ада узлуксиз булади.



Бирор со^анинг хдмма нукдаларида узлуксиз булган у  = 
fix )  функция шу сохдца узлуксиз дейилади.

2 - м и с о л .  Ихтиёрий xGR учун у = sin5x функция 
узлуксиз эканини исбот к,илинг.

Е ч и ш .  Ихтиёрий Ах орттирма учун функциянинг 
орттирмаси к,уйидагича булади:

Ау  = sin 5(х + Ах) -  sin 5х = 2cos ^5х + у  Ах j • sin ~  Ах.

У \олда

lim Ау = 2 lim cos(5х + 4  Ах) • lim s in 4  Ах = 0.
Ах—>0 Ал—>0 \  2  /  Дх—»0 2

Демак, у  =  sin5x функция сонлар укининг хамма нук,- 
таларида узлуксиз.

Агар х() нукд-ада функция узлуксизлигининг юкррида- 
ги учта шартидан бирортаси бажарилмаса, х0 ну^та узи­
лиш ну^таси дейилади.

Агар х нуктада lim / (х )  = / ( х 0 -  0) ва lim / ( х )  =
-0 X-ÍX0+0

= / ( * о + 0) лимитлар мавжуд булиб,/(х0~  0)ф / (х 0+ 0) булса, 
х() нук,та I  тур узилиш нуцтаси дейилади.

Агар lim /(х ) , l im /(х )  лимитлар ёки уларнинг би-
х  > Xq +и л-—> Aq —О

рортаси мавжуд булмаса ёки оо га тенг булса, х0 ну^та
II тур узилиш нуцтаси дейилади.

Агар х0 нук,тада бир томонлама лимитлар мавжуд ва 
/(* о -0 ) = f ( x 0+ 0 )* f(xB) бУЛса, у холда х() нук,та бартараф 
цилиниш мумкин булган узилиш нуцтаси дейилади.

Масалан,

/ ( * )  = агар *  ф °’ б^лса’
[2, агар х = 2 булса

функция учун х =  0 нук,та бартараф к,илиниши мумкин 
булган узилиш нук.таси булади.

Машцлар

Куйидаги лимитларни топинг:

37. lim sin3(дг—2 ). 38_ jjm sin3(x+l).
x ^ 2 x 2 - 3 x  +  2 x- * - 1 x 2 +  4 x - 5
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39. l i m i _ ± .
* ->0 sin 1 Ox 

41. lim in(i + 7 x ) .

40. lim esi"7' - l
*~>2 x 2 +3x

x->0 sin 7x 

7x 8

4 2 -  l im
tg (x2-  3x+2j

*-»2

43. у =  чексиз кичик функциянинг x -> 0 да х чек-
сиз кичик микдорга нисбатан тартибини аникданг.

. . Зх + З ,44. у  = 2х+4 функциянинг узлуксизлик сохдсини аиик,-
ланг ва унинг узилиш нуктасини топинг. 

i
45. у  = Зх+| + 1 функциянинг х, =  1 ва х2 = —1 нук^та- 

ларда узлуксизлигини текширинг.
f ( \  _  2х+4

46. J Iх ) ~ з^ 9  функциянинг Xj =  — 1 ва х2 = —3 нук,- 
галарда узлуксизлигини текширинг ва чизмасини чизинг.

х2 +1, агар х < 0 булса,

47. Ушбу /  (х) = sin х, агар 0 < х < j  булса, 

у  = х  -  j  + 1, агар х > у  булса

функция берилган. Ф ункциянинг узилиш нук,таларини 
топинг ва унинг графигини чизинг.

48. Ушбу f ( x )  =

1, агар х < 0 булса,

cos х, агар 0 < х < j  булса,

1 х, агар х > у  булса

функциянинг узлуксизлигини текширинг ва графигини 
чизинг.

5-§. Биринчи му ставил уй иши

Бу параграфда талабаларнинг мустак^ил бажаришлари 
учун мулжалланган 25 та вариантга булинган мисоллар 
келтирилган. Хар бир вариантда тукдизта мисол бу.-щб, 
уларнинг лимитини хисоблащ-керак. 'Л V  т.

Ш.И.Тожиев 17



Куй ид а вариант мисолларини ечиш намунасини келти- 
рамиз.

Берилган лимитларни ^исобланг.

1. lim 5х2 +1 Зх + 6
х~*-2 З х 2 + 2 х -

Е ч и ш .
5jc2 +1 3jc+ 6

lim = lim
(х+2)(5х+3) = ljm 5х+3 = 7_ =

л-_>_2 2х 2+2х - 8 х-*-2 (* + 2 )(З х + 4 ) х-*-2 З х - 4  10

2. l im 3* 2- 10?- 8-. 
х~!4 4 х 2 + 6 х  - 6 4

Е ч и ш .
Зх2- 1 0 х - 8  0 пlim — ------------= — =

А'->4 4х  + 6х  -  64 24

_ .. 7х4+ 2 х 3+53. l im— ---- ------.
■<->“  6х +3х - 7 х

Е ч и ш .
lim

= 0,7.

7х4+2х3+5 : lim-
7+2+4

X- у »

с 3 7 6+-----
X2 X3

Ю х-З 
4 . l i m — ---------.

2х3+4х+3

Е ч и ш .

х ( 10-—
Um = jim I X

2x3+4x+3 л>

,  2x5-3x3-45 lim  — ----------
3x -4x+ 2

Е ч и ш .

2x5+3x3-4

1 4 32 h------1—
X 2 X3

= lim -
10 - -

x->°° 2x L 2+4 4
X x ’

- ,  =  -  =  0.

lim
3x¿-4x+ 2

= lim , *2 XV  = lim
2+

JC->-oo 2
X 3 - 1 4

X r 2
V л  J

x 2 X4

IX



6. Hm
V2Ï+X-5

л-_>4 x3 —64 

Еч и ш .

lim 21 + Х-25

-64 JC- >4 (х3-64 |(л /21+ х+ 5) *“*4 (х3-6 4 ^л /21+ х+ 5)

= lim
x—>4

X -  4 = lim-
( х - 4 ) ( х 2 + 4 х + 1 б |( > / 2 1 + х + 5 )  х - ^ 4 ( х 2 + 4 х + 1 б | ( 7 2 1 + х + 5 )

480

7. И тX—>°°
2х

2JC-3

2 -5 х

Еч и ш .

limX—»00
2х

2 х -3 = ï ï ï l ' + ê r 1)
2“5* г 2 x -2 x + 3 f ~ 5x= lim 1+

= lim 1+X— ^ 2 х -3

2-5х
= Ит

3(2- 5 л:) 
2х-3  А 2х-3

1+
2 х -3

м
V

= е х =е 2

0 , - f 4х+3 V 8. hm I — - 
x—»- 00! 2 л -5  J

1+7х

Е Ч И Ш .
И тX—»- 00

Г 4 х + 3 у 
I 2 х -5  )

I\1х
= 2

lim (1+7х) 
x —>- '

=  2 ”

l- s in —
9. lim -----2„2 v2 •JC-Í7I ТС —X
Е ч и ш .

Ит  -
. X-sin— 

___2 Ит-

, 71 X 
- C ° s| - - -

л • 2Я-Х2 sin —
4 _

Х->71 я -X2_^2 л-_»л п2- х 2
= Нгпт---- w-----чх_»я ( я - х д я + х )

= lim-
- . 2 л —X 2 s i n ------

4.5_±.(я+х) 
4

4—  = 1  jim
sin-TL-X

2 х->п  TÍ+X

19
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1. lim

1-вариант

x —»2 А +  X “  6
2 . l im

4 x ¡ + 1 9 х -5

х "-5  2л2 +1 lx +  5 ; 3 - х ™ 2 х 2 - х + \ 0 ’

4. lim 2f + 5*+ 7 ; 5. lim l ^ + ^ - x ^ . б. l i m ^ H z ^ .
х - > -~  х -> ~  2л:2 +  6 л ' + 1 ’ Jt-»0 + 1 _ J ’

4х2 + 5 х - 7

Зх2 - 2 а 2 +  х ’ 

/  - \Зх+2
7 . 1 i m f i l )

А"—>°° 1 х+4 j
8. l i m i e r 3; 9. lim М -----Д -

х->~ \ Х+4 / А" —>о I t^x  sin л

1. lim  X - х - 2 -
x-»-i ~ i — :—  ’ 

X  +1

2-вариант

2 . l im  -vJ  + л-2 + X -  з  - з .  l im  3x" + 2x + l  . 
х~*‘ х* + х -2  х^°° хА- х '  +2х’

Зл + 5л:
4 . l im  2л 3 +4х2 -  7 ; 5 l im  4 - З х - 2 л 2 • 6 i i m  .

Х -4~ »  : • л._ )0  ----------- у=-------------  )
v7 • л;

9 . l im  s in 2З л - s i n 2 л
л:—» 0 2 *

2 х 2 + 7 х - 3

х+2
7 . l i m i e r  ;

х-»~ \2 x - l  /
l i m i e r  ;
X—>°° 1 7х+4 I ’

1 . l im  X2 - 1 6  •
х ^ 4 хл + х - 2 0

4 . l im  5х3 -  Зх2 + 7 :
2х4 -  4 х + 1

7 . l i r n í ^ 2
X—>оо I Х +1

2х-3

3-вариант 

l im  X2 - 2x + l2 .

5 . l im  7 -  Зх'

2х2 - 7 х + 5

2 х ’ ч -Зл^-б

l im  (  х - 5  Т  :
х~>~°°[зх+4 J

4-вариант

3 . l im  Зх2 + 2 х + 9  :
X—> - 2 л2 х  - х + 4

6 . l im  Зх 
~ 0 Т Г Т ^ - л /Г ^

9 s in 7 x - s in 3 xу  * Л —»0 ------------------------- •
xsin  л:

l im X  - 8

х ^ 2 2х* - 9 х + 10
3. l im  Зх2 + 5 х - 7 ;1. l im  4х  + 4 х -  24 ; 2 .

X—» —3 2 ^ тX + 2 х -3

4 . l im  5х? — Зл~+1 : 5 l im  8х 4 + 7х , - з  ; 6 . ц т  V 5 I + T - 3  •
X—>00 _ /1 V—\—са -i  ̂ Д._-............ ..  5

3 X2 + X +1

7 . l im
x->«ol х -3

1 + 2 х -X

х-3

Зх2 -  5 х + 1 Т ^ Т - л / з

. (  л+З
l im  I И ----сx->ool 4 х -5

2х
9 . l im  1 - cos 5л: 

X- *0 2 л2
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5-вариант 

1 . lim Зле* - 7 * 7 .6 ; 2. lim 9х2 + 1 7 х -2
Л'-»3

2х2 - 7 х + 3 X + 2х

4. lim 2х3 + Зх2 + 5 ; 5 Hm Зх+7
Зх2 -4 х + 1

7. l im f3*-4 \2*;
*-*“ [Зх+2 J

2 - З Х + 4 Х 2

8 . lim ( I I I )5х;
*-»—I 3jc+1 I

3. lim  2x  + 1X -  2 : 
Зх2 - x - 4

6 . lim V5 + X - 2  ;
V s ^ - 3

9 lim c o s2 x -c o s4 x  
' Зх2 '

6-вариант

1. lim 4x2 + 7 x - 2  : 2. lim x 3 + x - 2  ; 3. lim 18a-2 + 5
3x2 + 8x + 4 -x + l i - 3 x - 9 x 2

4 . lim 6x2 -5л -+ 2  • 
л" 4”  4X3 + 2 x - 1 ’

7 . lim f  2x-\  'i3a_,; 
х^ { 2 х + 4 )

5 . lim 2x3 - 3-v+i 
7л- + 5

8. l i m ^ r ’;
дг->~ \ x+4 /

6 . lim Vx+4-З  ;

9. lim arctg2x
л->о tg3x

1. lim Sx + 4 x - l  
х_>~‘ Зх2 + X -2

4. lim Их3 + Зх
2X2 -  2 x + 1

7-вариант

2. lim 4x3 -  2x2 + 5 x : 
x~*° 3x2 + 7 x

5. lim i Q x - 7  : 

x_>“  3x4 + 2x3 +1

3. l im  3x - 6xr + 2 : 
'-*■ X4 +4x-3

6 . lim  V x - 3 - 2  ;
л-—>7 / -  -  = — г•V x+ 2 —3

7. lim f  2 x - 4 \~ 3*- 
x_>“ 2x

lim Í x 9 . limA‘—>0
tg3x-sin3x 

Ъ 2 '

1. lim X2 - 4 x - 5  : 
Зх2 + X -  2

4. lim 8x2 + 3x+ 5
4x3 -  2x2 +1

7.
3x+4

8-вариант

2. lim 4x4 -  5x2 +1 : 
x_>1' x 2 - \

5. lim 5x4 -  Зх2 ; 
^"■“ •i + гх+зх2

\6дг+1

3. lim Sx2 +4x-5;
4x - 3x+ 2

). lim -J4x- 3-3
JC->3 2 n

8 . lim (1 ^1 )  X+ ; 9 . lim i-s in 2x 
x-»-~ \ x+4 / я ?r_ 4x

21



17-вариант 

1 lim ЗлГ - 2 6 х - 2 2 5  ; 2 . lim 2.x2 - l lx - 6 :
X—»-5 1 v _ . f i .  ,  . .

2 х 2 + 1 1х + 5 Зх2 - 2 0 Х + 1 2

3 l im  4 -  5 х  -  Зх :

x 5 +  6х +  8

2х + x - 5

7. l im f l + 2 x Y v;
х->°° ^3+2xj

4 lim 7х3 -  2х+ 4 • 5 , lim 2х-13 ; 6. lim Ух+20 -4  ;
x 7 -  Зх5 + 4х

Здг+1
3. lim Г ,

2х + 5 J

А' —> —4 3 /- j
л' + 6 4

9  l im  1 - s in x  
П ~ ГГ

х~*2 ( п Y

18-вариант

1 lim 2х2 + 15х-8 ; 
х->~8 Зх2 + 25х+ 8

4 Hm 4*д +5х* - Зх : 5. lim 2х2 -  Зх+1 ;

2. lim x 2 + 2х -  24 
х~*~6 2х2 +15Х+18

Зх2 + Х -1 0

.V-2
7. lim Г Зх у 2; 

х_>“  ^ З х + 2  J

х~’~°° x ’ + 2 х - 5

8. lim ( 1~х
2 - 10х

3. lim Sx3 — 7 х 2 + 3 ; 
х-"~ 2 + x 2 -  X3

6. lim 2л'г ~ 2 :
х_>1 -У8 +  Х - 3

9. l im íy - x j t g x .
V—4— ' '

1 lim Зх2 - 2 х - 4 0  ;
л--й

4. lim 2х  + 10л:— 11 ;
х^ ”°° Зх4 - 2 х + 5

\  3-2.V
7. lim ( x

х -1

19-вариант

x3 - 2 х - 4  .2. lim
*->2 x  — 11 х + 18

5. lim x3 - 8 1

х- >0° Зх^ + 4 х +  2

lim ( з + X У’4 ; 
^ 9х-4 )

3. i i m ^ - 2'Y+1
х->оо 2 х  + Зх + 2

i • V 9 + x  — 3 .6. lim — ------- ;
*-*о x  + x

9. l i m -  7х
*-»о sinx+  sin7x

1. lim 2 х  + 5 х -  3 ; 
х_>_3 Зх2 + 1 0 х + 3

4 П т 7х3 +Зх-4 ; 

х_>" 2 х 2 - 5 х + 1

7. lim ( 4 -2 х
- 2х

20-вариант

2. lim -64
х ~*4 7 х 2 - 2 7 Х - 4

5. lim ?х+4 ;
Зх3 -  5 х + 1

3. lim f  -r +5
4 х - 2  

24

3. Ит 5х2 -  Зх+1 ; 
х~*“ Зх2 +Х-5

6. lim л/4х+1-3 ;
х"*2 x1 - 8

9 lim cos x - eos3 x 
’ x- °  5x2



21-вариант

1 l im  2х2 - 7 х + б : 2.  lim X4 - X 2 +X+1  : з  lim x3 - 4 x 2 + 29x
X - , - 1  x 4 _ rx~*2 x2 - 5 x + 6

4 . l im  2x 2 + 7 x - l  
x^ ~  3x4 + 2 x + 5

5X3 + 3x2 + x - 1

5, H m  4x3 - 2x2 + x  : 6.
x^ -~ Зх2 -  X

lim >/3+ 2 x -  J x +  4 ;
X —* I I  2 Л Î 5Зх - 4 x + 1

7. I i m f 2 x + 5 f ;  8. Ш п ( ^ Г  ; 9.
x~>“  ̂2 x + l  J jt->~ \  x - 2  /

lim f g x - s i n x .
x^ °  Зх2

22-вариант

1 lim 1 2 - x - x 2 • 2. lim 2x2 - 3 x + l  : 3 lim 3x2 + I0x+ 3 :
X—»3 3 JC—> 1 4 * X—

x 3 -  27 x 4 - l

4. lim 2x3 + 7 x 2 + 4 : 5 , lim 3x4 - 2x + l  : fr. lim
л x—>2

x 4 + 5 x - l  

7 . l im  f  x + 3 N~Sx

x~*°° 3x2 + 2 x -  5

(
, \2 x + l

; 9 .

3 x - l  /

2x  + 5 x - 3  

x 2 - 3 x + 2  ; 

-s/5 — x - y / x + 1

lim arcsin5x_
x —̂ 0 • лsin 3 x

23-вариант

1. lim З х ^ + г х - !

x ^ y 3 27x  - 1
2. lim,

x -> 2  !
x - 2

5x2 +  3 x -  26
.24  l im  Зх - 5лг +  2 • 5 . l im  2 x _ - 5 x + 2 ;  6 . 

x^ ““  2 x 3 + 4 x -  5 x4 + 3x2 -  9

7 . l i m f x + 2 ")

~ 4 * + u

l+2x

3 . l im  - 3 X* +jtr + X ; 
x_>“  x4 + 3 x -  2 

Н ш  Зх2 + 4л: + 1

8. lim ( 2 x + 1 ) 4x: 9.
x— (  x - 1  J lim i - s i n 5 x

x->n/ 2 ------- —  '
,L n  -  2x

24-вариант

1 . l im
x 2 - 2 x - 3  '

2. lim *  + 2x ; 3.
x ~>~2 X + 4 x +  4

lim 2 x  + 7 x + 3

4 lim x 7 + 5x2 -  4 x  : 5, lim 5x2 - 4 x + 2  : 6
З х  + 1 1 X - 7

ЧХ-4

4x2 + 2 x - 5

*->“  5x - 3 x +  4 

lim 2 x 2 - 9 x +  7

7. Hm f i i ^ r  ; 8. lim f_ £ ± ifx; 9.
x - 4 ~ \x - U  3 x - l

ü m ( l - x ) t g 7TX

T '
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1 И т Злг + 2x— 1 . 
*-*-> -x + x + 2

4. Jim 7 x 2 + 5 x + 9 : 

x~*~“  1 +  4 x -  x 3

7. lim f  2x )3x:X_*°° ^ 2x-3 J

2. lim x2 -1 :
x ^ ~ '  x 2 + 3 x  +  2

5. lim 2x? - 3 x 2 +  2 x : 

JC2 +  7 л : + 1

8 -

25-вариант

3. lim -X 2 + 3 x + \ :
X->°° -5 2 , сЗх + x - 5

6. lim У2.Х+1  -Ул-+б • 
x_>5 2 x 2 -  l x - 15

9  l im  tg2 x-sin  2 x ^
x—>0 y2

6-§. Иккинчи мустакдл уй иши

Иккинчи муставил уй ишининг хдр бир вариантида 
туртта мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича:

Биринчи мисолда: J{x) ва <р(х) функциялар х-»0 да бир 
хил тартибли чексиз кичик функциялар булишини исбот 
к,илиш керак.

Иккинчи мисолда: чексиз кичик функцияларнинг эк- 
вивалентлигидан фойдаланиб лимитни топиш керак.

Учинчи мисолда: берилган функцияларнинг узлуксиз- 
лигини текшириш ва чизмасини чизиш керак.

Туртинчи мисолда: берилган функциянинг курсатил- 
ган нукдаларда узлуксизлигини текшириш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз:

1. f(x)  = cos2x ~  cos32x ва <р(х) — Зх2 — 5х3 функциялар 
х -> 0 да бир хил тартибли чексиз кичик функциялар були­
шини исбот КИЛИНГ.

И с б о т и . /(*) нисбатнинг лимитини топамиз:
<р(х)

fix) end Y -сп Q3?v (l~ cos2 2x Icos 2x lim ¿ W  = l i m cos2xcos2x = ü m \----------- /-------=
*->o tp(jc) x^o 3x -  5x x (3-5x)

_ cos2x ■ sin2 2x _ 4cos2x ■ sin 2x • sin2x _ 4 
n °  x2(3-5x) л'->° 2x • 2x (3-5x) 3 ’

бунда lim eos 2x = 1, lim = 1, lim \ , демак, fix)X^o x->0 2x x_»0 (3-5x) 3 ’ ’
ва <p(x) функциялар нисбатининг лимити мавжуд ва у
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нолдан фаркди узгармас булгани учун (1.1) формулага асосан 
берилган функциялар бир хил тартибли чексиз кичик фун- 
кциялар булади деган хулосага келамиз.

2. Чексиз кичик функцияларнинг эквивалентлигидан
фойдаланиб lim a r c s i n S - A  лимитни топинг.

*->° 1п(1 + 4х)
Е ч и ш .

lim ,аг>г-~/4 = т~ = 2, бунда arcsin8x ~  8х, 1п(1 + 4х) ~  
je—>о 1п(1+4х) х-»о 4 х

«  4х.
3. Берилган функциянинг узлуксизлигини текширинг 

ва чизмасини чизинг:

х 2, агар -  < х < 0 булса,
/ ( х )  = (х -  I)2, агар 0 < х < 2 булса,

5 — х, агар 2 < х < булса.

Е ч и ш .  /(х) функция (—оо;0), (0;2) ва (2;+оо) интер- 
валларда аникданган ва узлуксиз булган элементар функ­
циялар билан берилган.

Демак, фак,ат Xj =  0 ва х2 — 2 нукталарда узилишга эга 
булиши мумкин. х, =  0 нук^та учун чаи ва унг лимитлар- 
ни \исоблаймиз:

Ä / W ' Ä * 1 =0> Ä . / W  = Ä (* “ 1)! = 1 -

/ ( 0 ) - ^ L = 0 .

Бу эса х, =  0 нук,тада Дх) функция биринчи тур узи- 
лиш нук,тасига эга булишини билдиради. 

х2 =  2 нук,та учун:

lim / (х )  = lim (х -1 )2 = 1 , lim f ( x )  = lim (5 -  х) = 3 ,
х—>2-0J  V -V—>2-0 7 х->2+0'/  V '  .v->2+0V ’

/(2 )  = (x -1 )2 = 1 ларга эга буламиз. Бу эса, х2 =  2 нук,- 
тадаДх) функциянинг биринчи тур узилиш нук.гасига эга 
булишини билдиради.

Берилган функциянинг графиги 1-чизмада тасвирланган.

4. у ( х ) = 8*-з + 1  функциянинг х, =  3, х2 = 4 ну^талар- 
да узлуксизлигини текширинг.
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1-чизма.

Е ч и ш . х, = 3 учун куйидагиларга эга буламиз. 
(  |

= 8’“ +1 = 1»lim f ix )  = lim
д:—>3-0 4 7 .г—>3-01

lim f{x)  = lim
X—>3+0

■3 + l 

8 л_3 +1 +  1 =  <

V У
Бу эса fix )  функция x, =  3 нук,тада иккинчи тур узи- 

лиш нук,тасига эга эканлигини билдиради. 
х2 = 4 ну^та учун эса:

(  I
lim f(x )  = lim

л—>4-0 х—>4-0

lim f ix )  = lim
x—>4+0 ' л;—>4+0

i-v-3 + 1
V У

8л_3 +1

/(4 )  =
f

8-"3 +1 ¡4 -3

■9,

= 9,

+ 1 = 9.
.*=4

Демак, /(x) функция x, =  4 нук,тада узлуксиз.

1-вариант 

1. Дх) =  tg2x, <р(х) =  arcsin х.

28

2 lim COS 3 x -  COS X .

'  х^° 2X2 ‘



3. / (x ) = 

4' / (* )  = 

» ■ / ( x )  =

3. / (* )  =

4. / ( x )  = 

1. / ( * )  =

3. / ( * )  =

4. / (* )  = 

1. / « =

3. / (x ) =

4. f ix )  --

sin x, x < 0,
■ x, 0 < x < 2,

0 ,  x > 2 .

( x -  3)(x+ 4), x, = -5, x2 =

2-eapuaHtn

x 2 / \ 4x2

-4-

5+x
2- lim l - c o s ö x

x -»0 4 x

cos Jt, jc < —
2

0, — < X <71,
2

2, X>71.

x + 5  t ~— 2 , Xj — 3, x2 — 2.

3-eapuanm  

sin8x, (p(x) = arcsin5x.

x _ 1, x < 0 ,  

x2, 0 < x < 2,
2x, x >  2.

2

5 X_3, X[=3, X2=4.

4-eapuanm

sin3x+sinx, <p(x) = 10x.

x +1, x < 0, 

x 2 - l ,  0 < x < 2 ,
-  x, x > 2.

2

4X_1 - 3 ,  x, = 1, Xj = 2 
29

2.
*->o ln ( l+ 2x)

2. lim arcsin 4x
x->0 tg5x



5-вариант

1- /( •* )  =  cos I x - COS X, cp(x) = 2x2.

-  X, x  < 0,

3 - / ( * )  =  ■ x 2 +1, 0 <  x  <  2, 

x + 1 , x >  2.

5

4. = x, = 0, x2 = 1.

6-вариант 

1- / ( * )  =  l - c o s 2 x ,  (p{x) =  8 x 2 .

3. f ( x )  = .
x + 3 , x <  0, 

1, 0 < x < 2 ,  

x 2 -1 , x>  2.

4- / ( x )  =  8 v_2- l ,  x, =  2, x2 =  3 .

7-вариант

*' / (•*) = 3sin2 4x, <p(x) = x 2 -  x4■

3. / ( * )  =
x — 1, x < 0 ,  

sinx, 0 < х < я г ,
3, х > я .

4. / ( x )  = 5 3~* +1, x, = 2, x2 = 3 .

8-вариант

1-Лх) = tg(x2+2x), #>(x) = x 2+2x. 
- x  + 1, X < —1,

■x2+l, - 1  < x < 2,
2x, x > 2.

30

3. У(x) =

2. l im - i-L .  
*-♦0 sin2x

2 .
x->o x ^ —4

2. lim
x~*~2 x 3+8

2. lixn arcsin 2x 
x-iO tg4x



,| = X =4, x2 =5 .
л- -  4  í

9-вариант

I , /'(x) = arcsin(x2 -  x), cp(x) = X3 -  X . 
1, x <0 ,

3. / (* )  = • 2 Y, 0 < X < 2,
x+3,  x > 2 .

2. lim x 3-6 4

4. /(x ) 2л: 

r2 -1
,  x  =  1, x ,  =  2 . .

10-вариант 

I. / (x )  = sin7x+sinx, (p(x) = 4x.
-  X + 2, x < -2 ,

3. / ( x )  = - x 3, - 2 < x < 2 ,
2 , x  >  2 .

3

4. / (x) = 2 X+2 +1, Xj = -2 , x2 = -1 .

11-вариант

1. / (x )  = л/4 + x + 2, <p(x) = 3 x . 
Зх + 4, x < —1, 

x2 - 2 ,  - l < x < 2 ,  
x, x > 2.

3. /(x ) :

x-»4 tg(;C-4)

2. lim cos 2 x - c o s  4.x
Зл'2

2. lim ln (l+ 4 x  )
x->0 2x

4. / (x )  = 4* 2 4- 2, x¡ = 2, x2 = 3 •

12-вариант

1. / (x )  = sin(x2 -  2x), cp(x) = x4 -  8 x .
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2. lim arctg5x.
x—>0 tg2x



3 .  / ( * ) *

x, x < \,

( x - 2 ) 2 , l < x < 3 ,  

- x + 6 ,  x>3 .

4. / ( x )  =  3 V+I -  2, x, =  -1 ,  x2 = 0 .

13-eapuanm

2x
1- TW = J T y  <p(x) = 2x-x2. 

x - 1 ,  jc <  1,

3. f ( x )  = - x 2 + 2, -1  < x <  2,

-2 x , x> 2 .
3

4. / ( x )  = 5w4+1, x, = -5,  x2 = - 4 .

14-eapuanm

x 2
1-X x) =  p (x )  =  3x3- x l  

-jc3 , x < - 1 ,

3. / ( x )  =  - x - 1, - 1  <  ^ < 2,

-x  +  5, * > 2 .

2. lim sin 3.x

15-eapuaum 

1. / (x )  = sin(x2 + 5x), cp(x) = x3 -  25x.

3. / ( * )  =
x, x  < -2,
- x - 1 ,  - 2 <  x <  1, 

x 2 — l, X > 1 .

4 - A x )

x - 4
x + 3 ’ ', x. =  - 3 ,  x, =  -2 .

x-»o ln(l + 2x)

2. lim arcsin 8x
x->0 tg4x

2. lim
x->0 tg2x
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I ' / (x )  = cos x -  c o s3 x, cp(x) =  6x2 • 

x+3, x < 0 ,

3. / (x )  = • -  x2 + 4, 0 < x < 2, 
x - 2 ,  x>2 .

16-вариант

4-Лх)
x+5
x _ 3 > x i 3, x 2 4.

17-вариант 

I. / ( x )  =  arcsin2x, (p(x) =  8x .

3. /(X ):

0, x < - l ,

x 2 - 1 ,  - 1  <  x  <  2,

2x, x  >  2.

4. / 0 )  = 5’- r +1, x, = 1, x2 = 2.

18-вариант

I- / (x )  = l-c o s4 x , <p(x) = x s in 2 x ■

- 1, x< 0 ,
3. / (x )  = • COSX, 0<X<7T,

1 -  X, X> 71.

A- A x ) = l T y  x, =  — 5, x2 =  — 4.

19-вариант 

• • / (x )  = sin x+  sin 5x, ф(х) = 2x.

л/l -  x, x  < 0,
3.  / (x )  =  ■ 0, 0 <  x <  2, 

x - 2 ,  x > 2 .

///. И, Тожиев 33

2. lim lü íH M
х_>0 s in 2;t

2 . l im  fjp ( * ~ 3) 
*->3 x ’ - 2 7

2.  H m ^ > .
x  —25

2 l im jn(l + 3.v) 
x~*° sin2.r



1. f ( x )  

3.  / ( * )  = 

4- f ( x ) z

1- f i x ) =

3. / (* )  =

4. f i x )  -

1- f i x )  =

3. f i x )

4. / (* )  = 

1- f i x )

4. Д х )  -
:.r-4 - 2 ,  X, =  3 ,  x 2

2 0 - в а р и а н т

3x i  \  X

X -  3 , X <  0 ,

X + 1 , 0  <  л: <  4 ,

3  +  X, л: >  4 .

2. lim
x->0 tg3x

■ 6 X 3 +  3, X, =  3, x 2 =  4 -

2 1 - в а р и а н т

■ c o s 3 x - c o s x ,  (p (x )  = 7 x 2 .

X 2 + 1 ,  x < \ ,

2 x ,  l <  x < 3 ,  

x + 2 ,  x > 3 .  

i

■ 4 3- ' '  +  2 , Xj =  2 , Xj =  3 .

2 2 - в а р и а н т

■ X 2 -  c o s  2.x, (p (x )  =  6 x 2 .

-  X, x  < 0,

X2, 0 < X < 2, 

x  + 1, x > 2 .
i

■ 9  2~x , Xj =  0 , x 2 — 2  .

2 3 - в а р и а н т  

V l  +  x  —1, cp(x) =  2 x .

2. lim arctg6x
x-iO 2 x ^ - 3 x

2. lim arcsin3,v
*->o 2 x

sin 5л:
x->0 arctg2x

2. lim
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' /■ (*)'

-  2 ( л ' + 1), х <  —1, 

(х+1)3, - 1 < х < 0 ,  
х , х >  0.

_1 _

,/ ( V) = 2Л'~5 +1, х, = 4, х2 -  5.

24-вариант 

/\х )  ■= \ l 9 - x  -  3, (р(х) = 2л:.

1 /С*) =

2 , х <  — 1,

1 - х ,  - 1  <  х  <  1,

1пх, х>1.
2

'• / ( * )  =

-  х, х < 0 ,  

х 3, 0 < х < 2, 
х+4 ,  х > 2 .

х + 1
./(* )  =  3 ^ 2 ’ *1 =  2 ’ *2 =  3 -

2. П т 1 - с о $ 8 х

2Х 2

Дх )  = 64 *, = 3, х2 = 4.

25-вариант 

/ ( х )  = со5Ъх-со§5х, ср(х) = х2. 2. Пт 1п(1 + 5х)
х-»о в т З х

II б о б
БИР УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ Х.ИСОБИ ВА УНИНГ 
ТАТБИ1У1АРИ

I Хосила, унинг геометрик ва физик маъноси. 
Дифференциаллаш цоидалари ва формулалари

г ,Цх) функциянинг орттирмаси 
Ау =  Дх + Дх)—Дх)

■ урипшцда ифодаланишини эслатиб утамиз, бунда Дх ар- 
т и ч г г  х нинг орттирмаси.
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2-чизма.

2-чизмадан

(2 . 1)

тенгликни ёзиш мумкин.
Т а ъ р и  ф . у  = Дх) функциянинг х нукдадаги %осиласи 

деб, шу нукдадаги функция орттирмасининг уни шу орттир- 
мага эриштирадиган аргумент ортгирмасига нисбатининг их- 
тиёрий Дх нолга интилгандаги лимитига айтилади ва куйи- 
даги белгилашларнингбири билан белгиланади:

Агар (2.2) формуладаги лимит мавжуд булса, Дх) функ­
ция х нукдада дифференциалланувчи дейилади.

Хосилани топиш амали функцияни дифференциаллаш 
дейилади.

(2.1) тенглик ва \осила таърифидан х нукдгадаги коси­
ла у =У(х) функция графигидаги М (х;у) нукдадан утка- 
зилган уринманинг Ох ук.и билан ташкил этган а бурчаги

Шундай кдлиб, таърифга кура:

/ ( х + А х ) - / ( х )
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* ии т е ш а  тенгэканлиги келиб чикдди (2-чизмага кдранг).
1'(х) х,осилани физик нук.таи назардан кдраганимизда 

I фуикцмянинг х ну^тадаги узгариш тезлигини билди- 
|1||11И.

Агар С — узгармас сон ва и = и ( х ) ,  у = у(х)  бирор  
шффсрснциалланувчи функциялар булса, у хрлда куйи- 
1 Н и дифференциаллаш к.оидалари уринлидир:

К) агар у  = /(« )  булиб, и =  <р(х) булса, яъни у  =Л<р{х)\ 
мурпккаб функция дифференциалланувчи функциялар- 
| н| тузилган булса, у \олда

У) агар у  =Лх) функция учун дифференциалланувчи

\о си л а  таърифи ва дифференциаллаш кридаларидан 
фойдаланиб асосий элементар функцияларнинг х,осила- 
'шри жадвалини тузиш мумкин:

I) (и01) 1 = аиа 1 • и ', ( аеТ?) ;  2) (а“)' = а " \п а  и' ;

1) (О* =  0;
2) (х)' =  1;
I) (и±у)' =  н'±у'; 
I) (Си)' =  Си';
*}) (м-у)' =  м'у+мУ;

\ ,ч(̂ ) тескари функция мавжуд ва 
V \олда

^  = 8 '(У)*  0 булса,

/ ' ( * )  = г'(у) '

3) (еи)'  = еии

5) (1п и ) ' = — • и '; и 6) ( э т и ) ' = соэи - и ' ;

7) (СОБИ)' = -БШИ • и'  ;
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9) (с^ ) ’ — ~ Т ~ 'и '\ Ю) ( а г а т ы ) ' =
1 ■ и

11) (агссозы)'= - - = 1 = - и ' ; 12) (а к ^ ы )'
1+“2

13) (агсс1§ы)' = -------7 м'; 14) (бЬм)' = с\\и ■ и ' ;
1+и1

15) (сЬм)' = зЬы • и ' ; 16) (Шы)1 = -X— ■ и ' ;
сЬ2«

17) (сЙш)' = —  -и
вЬ2и

у = Лх) эгри чизикнинг Мп(х0] /(х0)) нуктасидан утка- 
зилган уринма тенгламаси:

У ~ Л х 0) = Г ( х 0) ( х - х а).

у  =  Лх) эгри чизикнинг М0(х0; Л х0)) нуктасидан утка- 
зилган нормал (перпендикуляр) тенгламаси:

у - / ( х 0) = - - у ^ ( х ~ х 0) ( / ' ( х 0) Ф 0 ) .

Агар / '( х 0) =  0 булса, нормал тенгламаси х  = х0 кури- 
нишда булади.

Эгри чизик, билан нукта орасидаги бурчак деганда, шу 
нуктадан утувчи уринма билан эгри чизик орасидаги бур- 
чакни тушуниш керак.

1 -м и с о л . Хосила таърифидан фойдаланиб (2.2 фор-
мулага каранг) у = функциянинг \осиласини то-
пинг.

Е ч и ш .  Ихтиёрий Ах орттирма учун функция орт- 
тирмасини топамиз:

. _  2(х+Дх) 2х  _  6х2 +6х&х+2х+2Лх-6х2- 6 х А х - 2 х  _
У 3(х+Дх)+1 Зх+1 (Зх+ЗДх+1)(Зх+1)

2Дх
(Зх + ЗДх+1)(Зх+1) '
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Иккала к.исмини Ах га буламиз: 

Ау _ 2
Ах (Зх+ЗДх+1)(Зх + 1) ‘ 

liy нисбатнинг Дх-*0 да лимитини ^исоблаймиз: 

у ' = lim = lim 2 2
Ах->0 Ах  дх-> 0  (Зх+ЗДх+1)(Зх+1) (Зх+1)2 '

2 - м и с о л . у  = \х\ функция хосиласининг х =  О нук,- 
пщаги к^ийматини топинг.

1>1иш. Эркли узгарувчи х нинг ихтиёрий орттирма- 
сида функциянинг х =  0 нук,тадаги Ау орттирмаси |Дх| га 
геи г:

Ду = |дх| =
-А х, агар Дх < 0 булса, 
Дх, агар Дх > 0 булса.

Хосила таърифига кура:

д , _ [-1,агар Дх < 0 булса, 
1, агар Дх > 0 булса.

у '  = lim д
Ах —> 0 /\х

Бу эса х =  0 ну^тада у  = | х | функция \осилага эга 
•маслигини билдиради.

Аммо, бу функция бу нук,тада узлуксиз, яъни

lim Ду = lim I Дх I = О
Дх—>0 Дх-»0 1 1

Демак, х нук.тада узлуксиз булган \ам м а функциялар 
ну нуктада дифференциалланувчи булавермас экан.

Машцлар

49. Хосила таърифидан фойдаланиб у  =  Зх3—2х2+Зх-1 
функциянинг хосиласини топинг.

Зх-150. Хосила таърифидан фойдаланиб у  = 2 функ- 
иияпинг хрсиласини топинг.

51. у  = 4 х  функция х =  0 ну^тада узлуксиз ва диффе- 
рпщиалланувчи эканлигини курсатинг.
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52. Куйидаги функцияларнинг хрсиласини топинг:

53. у  =  х3 + 2х -  2 эгри чизик^а абсциссаси х0 =  1 булган 
нук.тадан ÿTKa3miraH уринма ва нормалнинг тенгламаси- 
ни тузинг.

54. у  =  1п(х2 — 4х + 4) эгри чизикда абсциссаси х0 =  1 
булган нук,тадан угказилган уринма ва нормалнинг тенгла- 
масини тузинг.

55. у -  X2 ва х2+ 2у2 =  3 тенгламалар билан берилган 
эгри чизикдарнинг кесишган нук,таларидаги бурчакларни 
топинг.

56. Модций нук,танинг t вак,т ичида босиб утган масофа-
1 4 I 3си s = - t - - t  + 2¿ +1 га тенг. Берилган ну^танинг тезли- 

гини топинг.
57. Дифференциаллаш кридалари ва формулаларидан 

фойдаланиб берилган функцияларнинг хрсиласини топинг:

Г) у  = X3 sin3x; 2) у  = X  sin3x;
3) у  =  X2 cos23x; 4) у  = extg4x;

1 у  = 5х4 - 3 ^ х Г + -̂ г + 4 . 2. У = 3*2 + 5 ^ - 4 .
X

5 . у  =  (х5 +  Зх -  I)4 . 

7. у  = (х9 + l)cos5x  . 

9. у = X2 • tgx • е2* .

5) у  = X  ctg27x; 
7) y = 2 7 ;s45x 
9) 3; = 2 ln,c ;

6) y  =  V x  -C O sV x  ;
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u ) y = ( s iA + m s ’2^l V  у  х sin /х  tg х, 16 ) у  = х ctg25x;
17) У = е ^ ~  щ у = е- А ^ 2
,9) у  =  x3etg3*; . 20) _у == ln(x«-sin3xV
2 1 ) ,  =  1 п ^ г - у ,  2 2 ) у  -  ь 1 , 4 " й х ) .

2-§. Мураккаб к у р с а т к и ч л и  ва ошкормас 
функцияларнинг ^ о с и л а л а р и

I. Асоси хам даража к у р с а т к и ч и  хам х  нинг функция- 
сидан иборат булган, яъни 1

,  = [»<*) ]“ <-> в „ .

|.уринишдаги функция « у р а к к а Г, к ур са т к т т  функция 
дойилади.

М а с а л а н , , -  ( a x x f  , у  =  ^  ¿  ,  (,
ш ум а ухшаш функциялар м у р а к к а б  к}роаткичли функ- 
ииялардир. Бундан ф у н к ц и я л а р „ и н г  вдсиласини ^

берилган функция л о г а р и ф м и н и н г  вдснласини топиш- 
яан иборат булган усулни к у л л а ш  кунинча дасоблашни 
(жрмунча содцалаштиради.

Масалан, у  =  W ф у н к ц и я м и  л о г а р „ фш1аб дасиласини 
гопишдан куиидаги ф о р м у л а га  э г а  буламиз:

у  ' =  и" 1п и - V ’+  V i / v_l . и  ' 

бунда и =  и(х) ва v =  v(x).

I - м и с о л . у =  (sin 4х)*3 Ф у н к ц и я н и н г  хосиласини то-
II ИНГ.

Е ч и ш . Тенгликнинг и к к а л а  то м о н и н и  логарифмлай-

lny =  x 3lnsin4jc.

Бу тенгликнинг иккала т о м о н и н и  *  буйича дифферен-•л ппяммм^; т т  ^

(1пу)’ =  (х3)' • ln s in 4 x  +  x3(lnsin4x)'.

миз:

циаллаимиз:
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Бундан

— = Зх2 In sin Ах + 4х3 • - Л -  cos 4 х .
у  sin 4х

Соддалаштирамиз:

у  ' = у  (Зх2 ln sin 4х + 4x3ctg4x).

у  урнига у  =  (sin4x)A ифодани куйиб, ушбу натижани 
Х.ОСИЛ кдпамиз:

з
у  ' = (sin 4х)х (Зх2 ln sin 4х + 4x3ctg4x ).

2. Иккита X ва у  узгарувчилар орасидаги б о м а н и т

Fix,у) =  0 (2.3)

тенглама к;уринишида берилган бугссин.
(2.3) ошкормас функцияни ошкор куринишга келтир- 

масдан хрсиласини топиш кридасини курсатамиз.
у  ни X нинг функцияси деб (2.3) тенгламанинг иккала 

к,исмини дифференциаллаш, cÿHrpa хосил кдлинган тенг- 
ламадан у  ни топиш керак. Буни куйидаги мисолда Kÿpca- 
тамиз.

2 - м и с о л . jâ+y4—Зху = О ошкормас функциянинг у  
хрсиласини топинг.

Е ч и ш . у  ни X нинг функцияси деб берилган тенгла­
манинг иккала к,исмини дифференциаллаймиз:

4х3 + 4у3 ■ у  — Зу — Зху = 0.

Бундан эса
, 4 х 3- З у  у  =  — — —

З х - 4  у 3

ни топамиз.

Машцлар

58. Берилган функцияларни логарифмлаб cÿHrpa \оси - 
ласини топинг:

1)3^ = З^2 — tg42x ; 2) У  = X3th3X ;
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I) y  lg^x5-  sin52x); 4) y  = arctgVl + e A'2

’i) у =  x3ln2(sin2x — tg2x); 6) у  =  (sin3x)cos5x;
x2

/) у =  (x3 + l)'g2x; 8 ) ^  = (tg3x) ;

9) у =  (1 + x4)tg7x; 10) у = (ctg5x)
x 3 - l

59. Куйидаги ошкормас куринишда берилган функция- 
1,11 )i i и 11 г \осиласини топинг:

I) l l x  + l fÿ  = a;  2) у2 + х 2 - s i n ( x 2 - у 2) = 5;

3) Y  + V  = 2Х+У ; 4) -  х 4 + у4 = 5 ;

5) еху -  X3 -  у3 = 3 ; 6) ху -  arctg i  = 3 .

3-§. Юк,ори тартибли ^осилалар

1. Биринчи тартибли \осиладан олинган хосила, яъни 

(У)’ =  (/"(*))’ ёки у" = /  "(х)

\осила у =  /(х) функциянинг иккинчи тартибли х,осиласи
d2 удсйилади ва у " ,/" (х ), белгиларнинг бири билан бел- 

гиланади.
Иккинчи тартибли хосиланинг хрсиласига учинчи тар ­

тибли \осила дейилади ва у ’", / ’"(*), белгиларнинг 
бири билан белгиланади.

Умуман, у =/(х) функциянинг л-тартибли ^осиласи деб, 
уиинг (и — 1)-тартибли хрсиласининг хосиласига айтилади 

d"vnay (я), / (и)(х), —^ белгиларнинг бири билан белгиланади.
1 - м и с о л . У  = 1п(х + л/х2 + fl2 j функциянинг и кки н - 

чи тартибли ^осиласини топинг.
Е ч и ш . Дастлаб ^осилалар жадвалидан ф ойдаланиб 

биринчи тартибли хрсилани топамиз:
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—rL == ■ (х  + Vx2 + а2 ) = — i —  • 1+ *
7 х 2+а2 '  ' х+\1х2+а2 I ylx2+a2

1 х + 7 х 2+а2 1

Хосил булган натижадан яна косила оламиз:

2 - м и с о л .  у  = (2х — I)4 функциянинг биринчи ва 
иккинчи тартибли х.осилаларининг х { =  1, х2 =  — 1 нук,та- 
лардаги к,ийматларини хисобланг.

Е ч и ш . Биринчи тартибли ^осилани топамиз:

X, =  1 да У(1) =  8; х2 =  - 1  да / ( - 1 )  = -216. 

Энди иккинчи тартибли хрсилани топамиз: 

у" =  48(2х—I)2; X, = 1 д а / ( 1 )  =  48, 

х2 =  — 1 да у"{ — 1) =  432.

3 - м и с о л .  у  = sinx функциянинг «-тартибли \осила- 
сини топинг.

Е ч и ш .
Берилган функцияни кетма-кет п марта дифференци- 

аллаб топамиз:

У =  8 (2х -  I)3.
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у = cos X ¡x + 2 • j  j  = sin |x  + 3 • j  j  ;

=  COS [x + ( n -  1) y j  =  sin |x  + n • y j  .

' 1I араметрик берилган функцияларнинг юк,ори тар-
........ i \<>силалари.

Slap \ нинг функцияси у  ушбу

X =  ф  ( / ) ,

y - W )  <2-4)

н i|i im.мрпк тенгламалар билан берилган булса, (2.4) ифо-
* il i фуикциянинг параметрик куринйшдаги берилиши 
и миледи.

I.v \олда у нинг х 6ÿüH4a хосиласиу*

dy
dt _ y ’t 

x't
dt

. л, • — Ul _ __
■У - Ж - Т 7  (2.5)

i........ . билан аникданади. ,
„ .. d LyИккиичи хосила у  еки ни топиш учун х нинг 

Ф 11КЩ1ИСИ t эканлигини назарда тутиб, (2.5) тенгликни х 
щ'Иичи дифференциаллаймиз:

dx d 2y  _ dy_ d 2x
d2y _ dt dt2 dt dt2 
dx2 ( dxn3

dt

I* КII

d 2y  _  Ф'(/) • V"(0 -  ¥ ' (0  ■ Ф"(0 . (2.6)
à ?  [ф '(0]3

d3y  d*y
111 vi I га у х ш а ш  -A-, -r4- в а  х о к а з о  х о с и л а л а р н и  т о -

dx dx
ниш  м у м к и п .

45



4 - м и с о л . Ушбу

х = sin21, 
у  = sin 2/

параметрик тенгламалари билан берилган у  функциянинг 
иккинчи тартибли х,осиласини топинг.

Е ч и ш .
I у су  л . (2.6) формула буйича хрсилаларни топиб, 

сунгра урнига куямиз:

х , ' = 2 sin t cos t = sin 21, x, " = 2 cos 2 t ,

y , '  = 2 cos 2t, y, " = -4  sin 2 / ,

и _  s in 2 /- ( -4 s in 2 /) -2 c o s 2 /2 c o s 2 /  _  -i4 (sin22 /+ co s22/) _  _  4
(sin 2/)3 sin3 I t  sin3 21 ’

II у с у л . Биринчи тартибли хрсилани топамиз:

' = Z L = 2cos2£ = 2ct l t  
x¡ sin 2t

Бу \осилани

I у ' = 2ctg21, 
x  = sin21

куринишда параметрик берилган функция деб кдраб, (2.5) 
формула буйича иккинчи-хосилани топамиз:

о 2 472 .. , . . .ч  . И Л . 1 Л !  - 2 -
= d У =  ^  =  (2ctg2Q _  sin2 21 _  _  sin2 2? _  _  4 

Л 2 x / ' (sin2/ ) ' -  2sin /-cos/ sin2/ sin3 2/

Куриб турганимиздек, натижалар бир хил.

Машцлар

60. Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли хоси- 
ласини топинг:

1) у  = (1 +  4x2)arctg 2х; 2) у  =  (х2+ 1)1п(1 + х2);
3) У — е Ъх (cos2x + sin2x); 4) у  = Vi - 4 х 2-• arcsin2х .
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i> I. I дчшдаги тенгламалар билан берилган функциялар- 
........ и к к и 11чи тартибли хрсиласини топинг:

()2. х4 — ху + / — 1 = 0  тенглама билан берилган функ­
ции иккинчи тартибли хосиласининг М (0;1) нук.тадаги 
i иНматини хисобланг

63. еу + у  — х  = 0 тенглама билан берилган функция 
ni кимчи тартибли хрсиласининг М 1;0) нук,тадаги к,ий- 
яагини хисобланг.

64. х3 + у3 — ху  =  1 ва х2 + 2у2 — ху + х  + у  = 4 тенгла- 
мпмар билан берилган функциялар иккинчи тартибли
осилаларининг Q( 1; 1) нукдадаги к,ийматини ^исобланг.

65. Нукданинг Ох буйича ^аракат тенгламаси х =  100—  
Si 0,001 ? берилган (бундах — метрда, t — секундда). Бу 

иуктанинг вакднинг /0 =  0, t{ =  1, t2 = Юс пайтлардаги 
нчлиги ва тезланишларини топинг.

4-§. Функциянинг биринчи ва юк,ори тартибли 
дифференциала ва унинг татбик,и

Хосила таърифига кура

лимитнинг таърифига асосан

у ■■ t + 1,

ски

Ау -  у ' Ах + е(х)Ах 
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I

ифодага эга буламиз (бунда Н т  е(х) = 0 ). (2.7) тенгликдан
Дх—»0

куриниб турибдики, функция орттирмаси Ау ни икки 
к,исмга ажратиш мумкин. Биринчи к,исм эркли узгарувчи- 
нинг орттирмаси Ах га нисбатан чизикди булган, иккинчи 
к,исми Ах га нисбатан юкрри тартибли чексиз кичик мик,- 
дордан иборат. Биринчи к,исм у 'Ах функция орттирмаси- 
нинг асосий к,исми (бош к,исми) ёки дифференциалы дейи- 
лади ва

dy =  у  'Ах (2.8)

каби белгиланади. Эркли узгарувчининг дифференциали 
унинг орттирмасига тенг, яъни dx = Ах. У хрлда (2.8) ифода

dy = у  'dx ёки dy = f'(x )d x  (2.9)

каби ёзилади.
Юк,ори тартибли дифференциаллар куйидагича аник;- 

ланади:

d 2y = d(dy); d 3y  = d (d 2y),..., d"y = d(d"~'y).

Агар у  =  fix )  функция берилган булса, унинг юк,ори 
тартибли дифференциаллари куйидагича аникданади:

d 2y  = f" (x )d x 2, d 3y  = f '" (x )d x \ .. . ,  d<">y = f^{x )d x" .

Агар у  = f(u ), бунда и =  <p(x) булса, dy =  f(u )d u ,  
du = <p’(x)dx, d 2y  =  y  "(du)2 + y 'd 2u ва хрказо.

(2.9) формуладан куриниб турибдики, функциянинг 
дифференциалини топиш учун унинг хрсиласини топиб, 
хосилани эркли Узгарувчининг орттирмасига к;упайтириш 
керак экан.

1 - м и с о л  у  =  sin43x функциянинг дифференциали­
ни топинг.

Е ч и ш . Берилган функциянинг хосиласини топамиз:

У =  4sin33x cos3x • 3.

(2.9) формулага кура функция дифференциали :

dy = 12sin33x • cos3xdx

га тенг.
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! м и с о л  у  =  ln( 1 + х3) функциянинг иккинчи тар- 
ми нш днффсренциалини топинг.

I ч и ш . Функциянинг биринчи тартибли хрсиласини 
тиимиз:

•иди у '  функциядан хрсила олиб, иккинчи тартибли 
ми шиши гопамиз:

м _  6 x ( l+ x 3) - 3 x 2-3x2 _  6 х + 6 х 4- 2 х 4 _  З х ( 2 - х 3)

( l+ x 3f  (1+x 3f  (1+х3)2 •

Дсмак,

d 2 3M 2-x^dx2.
(Ux3f

у  = fix) функциянинг бирор х мук,тадаги ьуиймати ва 
униласи берилган булсин. f ix  +Ах) функциянинг бирор 
\ I Ах нуктага я кин к,ийматини кандай топишни курсата- 
м 1п . Ay =  dy ёки Ау ~  /(х)А х тенгсизликдан фойдаланамиз. 
А г f ix  + Ах) —/ (х) булгани сабабли f i x  +Ах) —/ ( х ) ~ / ’(х)Ах, 
Пуидан

f ix  + Ax) ~  fix )  +  /  '(х)Ах. (2.10)

(2.10) формула эркли узгарувчи х нинг кичик орттир- 
маси Ах учун функция к,ийматини топишда кенг кулла- 
милади.

3 - м и с о л .  Агар кубнинг х^жми 27м3 дан 27,1м3 га 
ортганлиги маълум булса, унинг томонининг орттирма- 
сиии \исобланг.

Е ч и ш . Агар кубнинг хажми х булса, унинг томони 
у л/х булади. Масала шартига кура: х =  27, Ах = 0,1. 
Куб томонининг орттирмаси

Ау  = dy = у  '(х)Ах = ■ 0,1 = ~  = 0,0087 м

ми ташкил этади.
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4 - м и с о  л . Баландлиги Н  =  40 см, асосининг радиуси 
Я = 30 см булган цилиндр берилган. Асос радиусини 0,5 см 
га орттирилганда цилиндр хджмининг ка н чал и к ортишини 
такрибий хисоблаиг.

Е ч и ш . Ябаландлик узгармас ва асос радиуси узгарув- 
чи булганда V хджм К нинг функцияси булади: V  = 
= л Н ■ Я2. Хажмнинг АКорттирмасини топиш учун с1У ни 
А Кбилан алмаштирамиз:

АК=2тгЯ7?АЛ.

Масала шартига кура # = 4 0  см, Я =  30 см ва АЯ =  0,5 см 
булгани учун

А У ~  2л ■ 40 • 30 • 0,5 =  1200л: =  3770 (см3).

Такрибий хисоблашларда у ёки бу сабабларга кура ха- 
толикларга йул куйилади. Уларни абсолют ва нисбий ха- 
толикларга булиш мумкин.

1. А б с о л ю т  х а т о л и к .  Агар аргументнингабсол­
ют хатоси ех берилган булса, функциянинг еу абсолют ха- 
тоси функция дифференциали ёрдамида хисобланади.

Амалий масалаларда аргументнинг кийматлари улчаш- 
лар ёрдамида аникданади ва унинг абсолют хатоси хдм 
топилади.

Функциянинг абсолют хатоси куйидагича аникдана-
ди:

\ т  -  / ( Х 0)| ® | / ’(х0)| • Щ  < | / ' ( х 0)| • ех ,

бундан

е ,  =  | / ' ( * о ) |  • г х'

2. Н и с б и й  х а т о л и к .  Нисбий хатолик деб еу аб­
солют хатоликнинг улчанаётган катталикнинг такрибий 
кийм ати/Ц ,) модулига нисбатига айтилади ва куйидаги- 
ча белгиланади:
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5 - м и с о л . бшЗГ нингтакрибий к^ийматини топинг. 
Е ч и ш . х = £  деб оламиз, у холда

Ах = 1° •
180°

0,017

Демак, аргументнинг абсолют хатоси ех =  0,017. 

бш31° = зт(30° + 1°) = ЯП 30” + сое 30° -0,017 =

= 0,5 + 0 , 0 1 7 - ^  = 0,515.

Функциянинг абсолют хатоси:

СОБ^
6

■0,017 = 0,015

Нисбий хато:

М 1 -100%  = 3%

Машцлар

66. Куйидаги ф ункцияларнинг биринчи тартибли 
тфференциалларини топинг:

1) у  =  х!^3х; 2) У = л/агс1ёх + (агсвт х )2 ■

3 ) у  = 1п(х + %/4 + х 21; 4 )  у  =  1  + а т с Щ ^  ;

5) У = ^ г ~  агсс1£ ^  ; 6) У = ^/(х + I)3 -  4 х 5 +1 ;

7) у  =  (х2 — I)2 -  х4; 8) у =  соз2х — 1пзт4х;
9) х2у2 = (а + х)3(а — х); 10) у  = 1п(1 + е10*) + а г ^ е 3*.

67.Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли диф- 
|»еренциалларини топинг:

1) у  = Зх5 + х3 — 2х + 5; 2) у  — 1п(3* — соз2х);
3) у = х 2е 2х; 4) У = а п ^ (З х  + у /х ) ;
5) у = е~х - 8т2х; 6) у  =  х3 • зт (4 х  + 1).
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68. Куйидаги функцияларнинг учинчи тартибли диф- 
ференциалларини топинг:

1) у  =  8 т 22х; 2) у  = ; 3) у  =  х31пх:

69. у  = х3 — 4х2 + 5х + 3 функциянинг х =  1,03 да так,- 
рибий к,ийматини вергулдан кейинги иккита ракдмигача 
аникдик билан топинг.

Д=770. у  = функциянинг х =  0,1 да такрибий к,ий- 
матини вергулдан кейинги учта рак,амигача аникдик би­
лан топинг.

71. у  = л/х2 - 7 х  + 10 функциянинг х =  0,98 да такри­
бий кийматини вергулдан кейинги иккита ракамигача 
аникдик билан топинг.

72. Куйидаги ифодаларнинг такрибий к^ийматини вер­
гулдан кейинги иккита рак^амигача аникдик билан топинг.

а) у  = ^17 ; б) у  = 782 5 в) в т б Г ; г ^ З Г .

5-§. Дифференциалланувчи функциялар 
^ак;ида баъзи теоремалар. Лопиталь к,оидаси

1. Ролль теоремаси. Агар у = Дх) функция \a\b\ кесма- 
да аникданган ва узлуксиз булиб, шу кесманинг ички нук;- 
таларида дифференциалланувчи ва Да) =ДЬ) булса, у хщ да 
камида битта х =  с (а < с < Ь) нук,та топиладики, бу нук;- 
тада/ '(с )  =  0 булади.

2. Лагранж теоремаси Агар у  =Дх) функция [а\Ъ\ кесма- 
да аникданган ва узлуксиз, шу кесманинг ички ну^талари- 
да дифференциалланувчи булса, у хдвда бу кесмада энг ка­
мида битта х  = с (а< с < Ь) нукта топиладики, бу нущада

= /'(х ) (2.11)о-а

тенглик уринли булади.
(2.11) формула Лагранж формуласи ёки чекли орттир- 

малар формуласи дейилади.
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I, Коши теоремаси. Агар у  =flpc) ва у  = <р(х) функциялар 
|././'I кесмада узлуксиз ва унинг барча ички нук,таларида 
шффсренциалланувчи хдмда т у  кесмада <р'(х)ф0 булса, у 
\| • идл т у  кесмада энг камида битта х  = с (a<c<b) нукта 
.....ппадики, бу нук^тада куйидаги тенглик уринли булади:

т - т  Г  (с) ' (2.12)
4>{b)-q>(a) (р'{с)

( теорема. Лопиталь к,оидаси. -  ва — куринишдаги
О 00

ниикмасликларни ечиш. Агар у = fix)  ва <р(х) функциялар 
V -  л'0 ну^танинг бирор атрофида Коши теоремасининг 
им ртларини к ан оатл ан ти р са , х^>х0 д а  lim /(x )  = 0 ,

f  \ X) Х~*Х()
Inn <р(х) = 0 (ёки +оо га) интилса ва lim -ттзг лимит мав-
■ ■ 41 / ( х )  л_>х0 ф W
| vu булса, у холда 11 m  — г  лимит хам мавжуд булиб, бу 
•шмитлар узаро тенг булади, яъни

lim = lim
*->•*0 ф(х) х-»лв ф (х )

Лопиталь кридаси х 0 ->+со бупганида хам уринлидир. 
Агар f \ x 0) =  <р\х0) = 0 (ёки оо) булса ва теорема 

шартларида у  = Д х) ва у  = <р (х) функцияларга куйилган 
шартларниf '( x )  ва <р'(х) хосилалар хам к;аноатлантирса, у

у>лда ^  нисбатга Лопиталь кридасини  кулланиб 

= V Ü  Ф°РмУлага эга буламиз ва хоказо.
J

I - м и с о л . lim ; > ни хисобланг.
*->о sm 6x

Е ч и ш .  Берилган касрнинг сурат ва махражи узлук- 
1 П », дифференциалланувчи ва лимита нолга тенг, яъни

U куринишдаги аник,масликка эгамиз. Ш унинг учун унга 
Нониталь коидасини куллаш мумкин:

е4х-1 (е4*~ 0  4е4х 4 2lim . . • = lim-^------ = l i m7— т  = Т .
х-»о s m 6x  x-iO (sin 6x y  x_>0 6c o s6x  6 3
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Агар lim /  (х) = 0 ва lim ф(х) = оо булса, у ^олдаУ(х)X—>XQ JC—»
ва <р(х) функцияларнинг купайтмасидан О - оо куринишда- 
ги аникмасликка эга буламиз.

Агар lim f i x )  = °° ва lim ф(х) = оо булса, у хрлда буX—>ДГ() ' X—,>JtQ
функцияларнинг айирмасидан оо-оо куринишдаги аник,-
масликка эга буламиз.

Иккала хдгсда \ам , яъни 0 -со ёки оо -  оо куринишдаги
аникдоасликларни ечиш учун уларни алгебраик узгарти- 

0 . .  „  „ришлар ердамида ^ еки ^  куринишга келтирилади.
2 - м и с о л . lim х 2е~х лимитни \исобланг.

.Y—>оо
Е ч и ш .  lim х 2 = °о, lim е~х = 0 булгани учун 0 • оо кури-X—>°° х >°°

нишдаги аник,масликка эгамиз.

lim х 2е 'х = lim = lim -— = lim = lim =
х —>оо .V— С х —>оо /  х \  х —>°° (i х —>°° /  х  VIе) и

= lim Дг = — = 0.

3 - м и с о л . lim - х...  , , , лимитни топинг. 
и \х -1  1пх/

Е ч и ш .  Х-» 1 да о о -о о  куринишдаги аникмасликкаэга­
миз. Каве ичидаги ифодани умумий махражга келтира- 
миз:

х->1 \ Х - 1  l l l X /  х —> 1 ( X - l ) l n X

Натижада ^  куринишдаги аникмасликка эга булдик. 
Энди унга Лопиталь коидасини татбик, этамиз:

x l n x - x + l  _  ( x ln x - x + 1 )  _ l i m  ln X f  о
(x  1) lnX  M l  ( ( x - l ) l n x ) ' x_>l ln x + —  1 °

1
= lim ---------------- = lim . x . = \

а: —̂ I (  у _1 Y  x - > l  2

0 - ) ' +[ ^ )

[ / ( * ) ]

+- 2 x  X 2

1<PM

куринишдаги функцияларни кдраймиз, бунда 
куйидаги доллар булиши мумкин:
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I, Агар lim / ( x )  = 0 , lim ф(х) = 0 булса, 0°куриниш-
лг->л:0 jc->xo

• мн ¡пшк,масликкаэга бÿлaмиз.
' Агар lim / ( x )  = 1, lim ф(х) = булса, 1“ кУринишда-

X — >Х0 X — )X Q

i и йпнцмасликка эга буламиз.
I. Агар lim / (х )  = °°, lim ф(х) = 0 булса, °°0 куринишда-

X —>^о лг—>лго

i и лишхмасликка эга буламиз.
Нундай ани^масликларни ечиш учун логарифмлаш 

i \ ипдан фойдаланиб уларни юкррида курилгаи апик,мас-
111 к ка келтирилади. Ушбу

Ihn [ / ( * ) ] * > .  ¿

ппп илашни киритамиз ва унинг хдр иккала кисмини ло- 
I ,|ри(|)млаймиз ва логарифмнинг хоссаларидан фойдала- 
ипмиз:

lim [ф (х) • ln /  (х)] = In А.

1>у 0 -оо куринишдаги ани^масликдан иборат. Уни — 
кУринишга келтириб ечилади:

i,n^ = U m M ä ( 4
•Х-»*0 1 \о о /

ф(х)

4 - м и с о л . lim (еА + х )х лимитни ^исобланг.
Е ч и ш . И зланаётган иф оданинг лимитным А деб 

ОС/п илаб оламиз ва иккала кисмини логарифмлаймиз:

I / \ \п(ех +х) (ln(ex +x) ï
In А = l im - ln  (е* + х) = lim —^ = lim - v 7—— =

х -» 0  X  \  /  х -> 0  X х -> 0  X

ex + l

= lim sL±jl = 2.
x - > 0  1

Демак, 1гь4 =  2, бундан А =  е2.
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Машцлар

73. Ах) х3 функция [—1;0] ва [0; 1] кесмаларда
Ролль теоремаси шартларини к^аноатлантиришини курса- 
тинг ва унга мос С нинг к,ийматини топинг.

74. [1;е] кесмада у — \пх функция учун Лагранж теоре­
маси туррилигини текширинг.

75. [0 ;у ] кесмада А х) = зтх  ва <р(х) = х + совх функ-
циялар учун Коши теоремаси туррилигини текширинг.

76. Куйидаги лимитларни топинг:

ч Нш х3 -7Х2 +4х+2 
’ *"*' х’ -5.г+4

в) Нш' V-

е7х-1
х->0 tgЗx

д) Нш ——

б) Нш
х->0

Х С О Б Х - Б т Х

г) Н т Г~~г—т~—"1;
*- » 1  ^х-1 1пх I

е) Н т (Хёх)2*-*]
х-*у2

ж) П т ¡2 - —)
х->а \ а /

2 а

77. Куйидаги лимитларни топинг:
л

б) П т (сое 2х У ;х->0

3

V Нш 1-С057Х. 
’  лм 0  Х$\Г\1  X  ’

Г) х—»0 д) П т (хеш
х —> 0 у X У

их

в) Н т —
*2 х-2

е) П т „ 1-
х->1 л

6-§. Функцияларни текшириш ва уларнинг 
графикларини ясашга х,осиланинг татбщи

1 -таъриф . Агар х аргументнинг (а;Ь) интервалдаги кат- 
та (кичик) к,ийматига функциянинг катта (кичик) к,иймати 
мос келса, яъни х, < х2 да /х,) < /х2) (Дх,) > Дх2)) булса, у 
холда у = Ах) функция усувни (камаювчи) дейилади. •

Функциянинг усиш (камайиш) аломатларини курса- 
тамиз. ,,



I. Агар дифференциалланувчи у = Дх) функция [а;Ь]
| (н мада усувчи (камаювчи) булса, унинг шу кесмадаги 
шиласи мусбат (манфий), яъни / ’(х)> 0 (/'(х)< 0) була- 

ип
Агар [а;Ь] кесмада узлуксиз ва кесманинг ички нук- 

| иарида дифференциалланувчи функция мусбат (ман- 
фий) \осилага эга булса, у = Дх) функция шу кесмада 
\'1\‘(1чи (камаювчи) булади.

Агар ихтиёрий х,< х, лар учун Дх,) < Дх2) (Дх,) > Дх2)) 
ОУлеа, у =Дх) функция бирор интервалда камаймайдиган 
(кмайдиган) функция дейилади.

Функциянинг камаймайдиган ёки усмайдиган интер- 
шллари унинг монотонлик интерваллари дейилади.

Агар берилган кесмада у =Дх) функция факдт усувчи 
гкп фак̂ ат камаювчи булса, шу кесмада у = Дх) функция 
монотон дейилади.

Функциянинг монотонлик характери функциянинг 
,у>силаси ишорасини узгартирмайдиган нукталарда узга- 
риши мумкин.

Функциянинг биринчи тартибли хрсиласини нолга ай- 
лантирадиган ёки узилишга эга буладиган нукталари 
у =Дх) функциянинг критик нуцталари дейилади.

1-мисол .  у = 2х2-1пх функциянинг монотонлик 
интерваллари ва критик нук^таларини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функциях> 0дааникданган. Унинг 
\осиласини топамиз:

X X

у = 0, 4х2 — 1 = 0, бундан х, = -, х2 = - I .
х2 =-^ критик нукта функциянинг аникданиш со- 

хдсига кирмагани учун уни ташлаб юборамиз. Топилган
х, = ^ критик нукта функциянинг аникданиш со^асини

ва интервалларга булади.
Бу интервалларда у' хосиланинг ишорасини аникдай- 

миз.

а) (0;|-) да б) ( т ;+°°)  Да /(1)=3>0.
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Бу эса биринчи интервалда функция камаювчи, иккин- 
чи интервалда усувчи эканини билдиради.

2- таър и ф .  Агар ихтиёрий кичик | Дх| 0 аргумент 
орттирмаси учун Дх,+ Дх) </(х,) (Дх + Дх) >/(х|)) тенгсиз- 
лик бажарилса, у холда xi нук,та у = Дх) функциянинг 
локал максимуми (локал минимумы) дейилади.

Функциянинг локал максимуми ва локал минимуми 
унинг локал экстремумы дейилади.

1-теорема (функция экстремуми мавжуд булиши- 
нинг зарурий шарти). Агар у =/(х) функция х = х0 нук;тада 
экстремумга эга булса, у холда /  '(х()  = 0 булади ёкы /  '(х()  
мавжуд булмаыди.

Экстремум нуцтасидан дифференциалланувчи функция 
графигига утказилган уринма Ох щига параллел булади.

2-м и со л .  у — (х + 2)3 функциянинг экстремумини 
текширинг.

Е ч и ш . Берилган функциянинг ^осиласини топамиз: 

у '- 3(х + 2)2, у'=  0, х, = —2.

х, = —2 нук,тада берилган функция экстремумга эга 
эмас, чунки х>—2 да у - (х+2)3>0, х<—2 да у = (х+2)3<0, 
х = -2 да у = (х+2)3 = 0.

Демак, функциянинг ^ о с и л а с и н и  нолга айлантиради- 
ган нук,танинг мавжуд булиши функциянинг экстремуми 
мавжуд булади. дейиш нотугри экан.

2-теорем а  (локал экстремум мавжудлигини етарли 
шарти). у = Дх) функция х = х0 критик нуцта булган бирор 
интервалда узлуксиз ва бу интервалнинг х,амма нуцталарида 
дифференциалланувчи булсин. Агар х < х() да/\х)> 0 мусбат, 
х > х() да /  '(х) < 0 манфий булса, у холда у = /(х) функция 
максимумга эга булади. Агар х<х0 да /'(х)<0 манфий, х > х0 
да /\х) > 0 мусбат булса, у — Дх) функция минимум га эга 
булади.

Теоремада курсатилган тенгсизлик /'(х) > 0 ёки/'(х)< 0 
х = х() критик нуктанинг етарлича кичик атрофида бажа- 
рилиши кераклигини эслатиб утамиз.

у =Лх) функциянинг экстремумларини биринчи \осила 
ёрдамида топиш учун куйидаги амалларни бажариш ке- 
рак.
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I 1>ерилган функциянинг биринчи тартибли у ' \осила-
• и гппилади.

у  \осилани нолга айлантирадиган критик ва /'(х) 
мнижуд булмаган нукдалари топилади.

Х,ар бир критик нукдадан чап ва унг томонда /'(х) 
пинг ишораси аникданади; у =Дх) функция хр х2, х3 кри- 
I ик иукдаларга эга булса, у хщда куйидаги хщлардан бири 
иупипи мумкин.

м) агар х, критик нукданинг чап томонида \осиланииг 
ишораси мусбат, унг томонида манфий булса, бу нукдада 
/(\) (функция локал максимумга эришади;

С>) агар х2 критик нукданинг чап томонида хрсиланинг 
ишораси манфий, унг томонида мусбат булса, бу нукдада 
/(\) функция локал минимумга эришади;

и) агар х3 критик нукданинг чап ва унг томонида \оси- 
нмпииг ишораси бир хил булса, бу нукдада функция экс- 
грсмумга эришмайди.

Функция экстремумини биринчи тартибли хрсила ёр- 
ндмида текширишни куйидаги жадвал (2.1-жадвалга 
к.лранг) куринишда ёзиш мумкин.

2. ] -жадвал

Критик нукта х1 дан утишда/ ’(х) хосиланинг 
ишораси Критик нуктанинг 

характери
X < X, X = X, X > X,

+ / ,(х|)=0 ёки узилиш 
нуктаси - Максимум нуктаси

- /'(дс )= 0  ёки узилиш 
нук,таси + Минимум нуктаси

+ /  ,(х|)= 0  ёки узилиш 
нуктаси + Экстремум йук 

(функция Усади)

- / '(х ,)=0 ёки узилиш 
нуктаси - Экстремум йук 

(функция камаяди)

3 - м и с о л . Ушбу у = - 2х2 + Зх +1 = 0 функциянинг 
максимум ва минимумини текширинг ва графигини ясанг. 

Е ч и ш . 1) Биринчи х,осилани топамиз: у ' = х2-4х+3.
2) у ' — 0 ёки х2—4х+3=0 тенгламанинг х1ак,ик,ий илдиз- 

ллрини, яъни критик нукдаларни топамиз: х, = 1, х2 = 3.
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Хосила сонлар ук,ининг \амма нук,таларида узлуксиз. 
Узилиш нуктаси йук;. Шунинг учун х, = 1, ва х2 = 3 критик 
нук.тадан бошк,а критик ну^та йук,.

3) Сонлар у^ини бу нук.талар ёрдамида учта интервалга 
буламиз ва бу интервалларнинг х,ар бирида берилган функ­
ция хрсиласининг ишорасини аникдаймиз. у '= (х — 1)(л: —

Демак, х, = 1 к,ийматда функция максимум, х2 = 3 к,ий- 
матда минимумга эришади. Функциянинг критик нук,та- 
лардаги к,ийматларини топамиз:

Баъзи лолларда у =/(х) функциянинг критик нукдала- 
рида локал максимум ёки локал минимумга эга булиши- 
ни иккинчи косила ёрдамида текшириш осонрок, булади.

3-теорем а ,  у =/(х) функциянинг биринчи тартибли 
хосиласи нолга тенг (/ '(х()  — 0) булиб, иккинчи тартибли 
%осиласи мавжуд ва нолдан фарцли (/ "(х) *  0) булсин. Агар 
/  "(х)<0 булса, у х,олда х = х0 нуцтада функция максимумга 
эга, агар /  "(х) >0 булса, у х,олда х = х() нуцтада функция 
минимумга эга булади.

3).
а) 1— «»; 1[ да /  '(0) = 3 > 0,
б) 31; 3[ да/ '(2) = —1 < 0,
в) ]3; + оо [ д а / '(4) = 3 > 0.

У т а х  У  х=\ / 0 ) = =>’|х=3=/(3) = 1.

3-чизма.
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/ "(х) = 0 булганда, х= х0 ну к, т а  экстремал нуцта булмас- 
ш.и мумкин. Функциянинг экстремумини иккинчи хрси- 
I I ёрдамида текширишни куйидаги жадвал-схема кури- 
нпшда ёзиш мумкин (2.2 жадвад).

2.2-жадвал

/'(X,) Критик нук,танинг 
характери

0 - Максимум нук;таси

0 + Минимум нук.таси

0 0 Номаълум

у =Лх) функциянинг экстремумларини иккинчи тар- 
гибли хрсила ёрдамида тоииш учун куйидаги амалларни 
иажариш керак:

1) биринчи тартибли хрсилани топиш;
2) хосилани нолга айлантирадиган критик нук,та- 

нарининг сонини аникдаш;
3) иккинчи тартибли хрсилани топиш;
4) топилган критик нукдаларда иккинчи тартибли х,оси- 

иа ишорасини аникдаш.
4 - м и с о л .  Иккинчи тартибли косила ёрдамида 

у = х2—е~х функциянинг экстремумларини текширинг.
Е  ч и ш . Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи 

тартибли хрсилаларини топамиз:

У = 2хе~х — х2е~х = (2х ~х2)е~х, 

у" = (2 — 2х)е~х— (2х ~х2)е~х = (х2 — 4х + 2)е~х.

Биринчи тартибли х,осила хбЯ  да узлуксиз булгани 
учун берилган функциянинг критик нукдалари 2х — х2 = О 
юнгламани к,аноатлантиради. Бундан х[ = 0, х2 = 2.

Энди иккинчи тартибли х,осиланинг критик нукдалар- 
даги ишорасини текширамиз:

у”(0) = 2>0, шунинг учун берилган функция х1 = 0 
иукдада минимумга эришади, ут.т = у(0) = 0.

У’(2) = —2е~2<0, шунинг учун функция х2 = 2 нуктада 
максимумга эришади, утт = у(2) = 4е~2.
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Функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини 
топишни курамиз.

У ~ Я Х ) функция [ а\Ь\ кесмада узлуксиз булсин. Бундай 
функция узининг энг катта ва энг кичик к,ийматларига 
кесманинг ичида ва учларида эришиши мумкин. Уни то- 
пиш кридаси куйидагича:

1) функциянинг биринчи тартибли хрсиласини топа- 
миз ва уни нолга тенглаб, барча критик нукдаларни аник,- 
лаймиз;

2) функциянинг барча критик (агар бу критик нук,та- 
лар берилган кесмага тегишли булса) ва кесманинг ички, 
четки (Да); /(¿>)) нук,талардаги кийматларини ^исоблай- 
миз;

3) бу к,ийматлар ичидан энг катта ва энг кичигини 
танлаймиз ва улар мос равишда функциянинг энг катта 
ва энг кичик к,ийматлари булади.

5 - м и с о л . /(х) = х3 — Зх функциянинг [—1,5; 2,5] кес- 
мадаги энг катта ва энг кичик к.ийматини топинг.

Е ч и ш .  1. Функциянинг критик нук^таларини топа- 
миз.

у —/'(х) = Зх2 — 3 = 3(х— 1)(х+ 1), бу ердан х, = —1, 
х2 = 1 нук^таларда /'(х) = 0 эканлиги келиб чик,ади ва улар 
берилган кесмага тегишлидир.

2. Функциянинг критик ва берилган кесманинг четки 
нукталардаги к,ийматларини \исоблаймиз:

л - 1) = (—I)3—3 • (—1) = 2;
Д 1) = ( I ) 3—3 • 1 = - 2;
Л-1,5) = (—1,5)3-3 - (-1,5) = 1,125;
Д2,5) = (2,5)3-3 • (2,5) = 8,125.
3. Демак, функциянинг берилган кесмадаги энг катта 

киймати х = 2,5 (учидаги) нук,тада/(2,5) = 8,125 га ва энг 
кичик киймати х = 1 (ички) нуктада/(1) = ~ 2 га тенгдир.

Функциянинг к,аварик, ва ботик^иги.
Бурилиш нук,таси

3-таъриф .  Агар функциянингграфигиунингихтиё- 
рий нуктасидан утказилган урппмасидан пастда (юкорида) 
жойлашган булса, (а\Ъ) интервалда дифференциалланувчи
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У J{x) функциянинг графиги шу интервалда цаварт, (бо- 
тш\) дейилади.

I - т а ъ р и ф .  Функция графигининг кдварикдик к,ис- 
мидап ботикдик кисмини ажратадиган нукдаси бурилиш 
ii\'i\inacu дейилади.

4- те о р е м а  (функция графиги каварик(ботик,) були- 
ипшинг етарли шарти). Агар (а;Ь) иитервалнинг барча нук,- 
тиларида у —f(x) функциянинг иккинчи тартибли уосиласи 
шшфий (мусбат), яъни /  "(х) < 0 (f  "(х) > 0) булса, у х,олда 
г )(х) эгри чизи/ç бу интервалда tçaeapuiç (ботик;) булади.

Бурилиш нукдасида функциянинг иккинчи тартибли 
у)силаси Узининг ишорасини ÿзгapтиpaди, шунинг учун 
Оупдай нукдаларда функциянинг иккинчи тартибли х.оси- 
Ш1СИ нолга тенг булади ёки узилишга эга булади ёки мав- 
г.уд бÿлмaйди.

5-те орем а (бурилиш нукдаси мавжуд булишининг 
етарли шарти). Агар функциянинг иккинчи тартибли х,оси- 
тси /  "(x j = 0 булса ёки мавжуд булмаса ва х0 ну/çmadan 
таётганда f"(x ) уз ишорасини узгартирса, х = х0 абсцис- 
I iljiи nyiçma у =f(x) эгри чизщнинг бурилиш нук^таси булади.

_х 2
6-мисол . .у  = е 2 эгри чизикнинг кдварикдик, бо- 

I икдик интервалларини ва бурилиш нукдасини топинг.
Е ч и ш . Биринчи ва иккинчи тартибли хрсилаларни 

юпамиз:

Биринчи ва иккинчи тартибли косила ихтиёрий х£ Я 
да маънога эга. у" ни нолга тенглаб, х, = — 1, х2 = 1 ларни 
юпамиз. х, = —1 нукданинг атрофида иккинчи косила 
шпорасининг Узгариш крнунини аник^лаймиз:

х >. — 1 да ^"(О) = — 1 <0; 
х> 1 да, у"(2) = 3е^>0.

Демак, (—оо 1) ва (1; +оо) интервалларда У'>0 булга- 
пи учун шу интервалларда эгри чизик, ботик,; (•—1; 1) Ин- 
к-рвалда у"< 0 булгани учун .эгри чизик, кдварик, булади.

х < -  1 да у"(-2) = Зе 2 = \  > 0;4 7 е
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-1 о
4-

1

4-чизма.

х, = — 1, х, = 1 к,ийматлар бурилиш нук^асйнинг абсцисса- 
Лари. Бурилиш нук.тасининг ординатаси эса: у(-1) = е 2

i
у(1) = е 2. Бурилиш нук^талари: М, -he М 2

( _j:  ̂
1;е~>ч

лар булади. Берилган фу н кциян и н г граф и /и 4-чкзмаДа 
тасвирланган.

Функциянинг асимптоталари

Функция аргумента х чексизликка интилганда функ­
ция графиги бирор тугри чизикда чексиз як.инлашиш хос- 
саси унинг графигини чизишда мух,им роль уйнайди.

5-таър и ф .  Агар у = fix) эгри чизик,нинг М  нук,та- 
сидан L  тугри чизикдача булган S масофа М  нук̂ та чексиз 
узокдашганда нолга интилса, L  тугри чизик; у—fix) эгри 
чизикнинг асимптотаси дейилади.

Агар шундай х = x¡ (i - 1,л) нук т̂алар мавжуд булса- 
ки, улар учун lim (/ (х )) = + оо булса, яъни функция ик- 
кинчи тур узилйш'га эга булса, у хрлда х = x¡ [i = 1, n'j тугри 
чизикдар у — fix) эгри чизик^нинг вертикал асимптотала­
ри дейилади.

Агар k = lim b = lim (/  (х) - кх) лимитлар мав­
жуд булса, у х,олда У — кх+Ь тугри чизик, у = fix) эгри 
чизиднинг о гм а асимптотаси дейилади.
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5-чизма.

Лгар у = кх + b оша асимптота тенгламасини аникдашда к
О (хусусий хщда к = О, b = 0) булса, у хщда у -  b (ёки у =

0) фри чизик,горизонтал асимптота дейилади.
7 -м исо л . у = -Jr-j- эгри чизикнинг асимптотасини 

нжинг. з
Е ч и ш . lim = булгани учун берилган эгрих—»±1 X —1

чиЗик, иккита, яъни х = 1 ва х = — 1 вертикал асимптотага 
ни. OFMa асимптотасини топамиз:

У хк = lim — = lim —г = 1,
х~*± “  х(х —1)

I) = lim (/ (х )- £ х ) = lim+ оо \ ' ' / X—>± ««
'  х3
7 ч -X = lim -Z— = 0.X—>± 00 X -1

Шундай килиб, берилган эгри чизик, тенгламаси у = х 
иУлпш битта OFMa асимптотага ва иккита х = ±1 вертикал 
и имитоталарга эга экан (5-чизма).
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Машцлар
Куйидаги функцияларнинг монотонлик ораликдари 

ни топинг:
78. у = х4-2х2~5. 79. у = -т ■ - ■ .'  X' -6х-16

80. у = х3— Зх2 — 9х + 7. 81. у = 1п(1— х2).
Биринчи тартибли косила ёрдамида куйидаги функ­

цияларнинг экстремумларини топинг:

82. у = 3у[х*-х2. 83.у = х(х+1)3(х—З)2.

84. у = 3\/(х2 -6х+5)2 . 85. у = 3\1 (х2 - 1)2 .

86. у = х-1п(1 + х). 87. ^ = х1п2х.

Иккинчи тартибли косила ёрдамида куйидаги функ­
цияларнинг экстремумларини топинг:

88. у = 2х3 - 15х2 - 84х + 8 . 89. у = л [ ^ .
1490. у = 4- -0 -2.... 91. у = вшЗх- Ззтх.X — о Л' +2

Куйидаги функцияларнинг берилган ораликдаги энг 
катта ва энг кичик к^ийматларини топинг:

92. у = 2х3+ Зх2— 12х+ 1, [—1; 5] кесмада.
93. у = х+ 3>/х , [—1; 1] кесмада.
94. у = х21пх, [—1; е] кесмада.з
95. у = 2б1пх + зш2х, [0; - п ] кесмада.
Куйидаги функцияларнинг к,аварикдик, ботикдик ора- 

ликдари ва бурилиш нук.таларини топинг:
96. у = х — 1пх. 97. у = 1п(1 + х2). 98.у = ага§х — х.
99. У = у  + 7 - 100.У = 7— Ш .у= х-агаёх. 1 х (*+1)
Куйидаги эгри чизикдарнинг асимптоталарини топинг:

2 2
102. у = х + — . 103.  ̂=-т==. 104. У ~ х

х л/х2—1 2(х+1)
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7 §. Функциями текширишнинг умумий схемаси.
Функция графигини ясаш

Фуикцияни тулик, текшириш ва унинг графигини
I ....и) к^йидаги тартибда олиб бориш тавсия этилади:

I ) функциянинг аникданиш сохаси, жуфт ёки токди- 
> м шнрийлиги текширилади;

,') (|>ункциянинг узилиш нукталари, унинг графиги-
...... координатаукдари билан кесишиш нук,талари аник,-
нниди;

I) функциянинг монотонлиги ва экстремумлари тек- 
шнрилади;

I) кдварикдик ва ботикдик интерваллари, бурилиш 
ии-,шеи аникданади;

'>) <|>ункциянинг асимптоталари топилади;
()) бу маълумотлар фафикни чизиш учун камлик кдл-

I, кушимча зарур булган хисоблашларни бажариш ке-

7) юк,оридаги маълумотларга кура функция графиги 
•и ПЛПДИ.

Мисол курам из._____ __

мн графигини ясанг.
I чи ш .  Тавсия этилган схемадан фойдаланамиз.
1. Берилган функциянинг аникданиш сохаси: х£11.
2. Функция узилиш нуктасига эга эмас ва Ох ук,ини 

\ 3 ва х = 0; Оу ук,ини эса х = 0 нукталарда кесади.
!. Функция жуфт хам, ток хдм, даврий хам эмас.
4. Функциянинг хосиласини топамиз:

х, = —2 нуктада / '(х) = 0 ва х2 = — 3, х3 = 0 нук,таларда 
/'(\) мавжуд эмас. Бу нук,талар функциянинг аникданиш 
I о\асини (-оо; -3), (—3; - 2 ) ,  (- 2 ; 0), (0; + оо) интервал- 
мрга булади. Хар бир хосил кдяинган интервалларнинг 
ичида хосила ишораси сакданади, яъни (-оо; 3), (-3; 2), 
(I), +оо) интервалларда/'(х)>0 ва (—2; 0) интервалда 
/ '(х) < 0. Бу эса (—оо; —3), (—3; —2) интервалларда функ­

функцияни тулик, текширинг
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ция усувчи, (—2; 0) интервалда камаювчи ва (0; + °°) интер­
валда усувчи эканини билдиради. х, = -2 нук,танинг атро- 
фида х усиши билан биринчи тартибли хрсила ишорасини 
«+» дан «—» га узгартиради, шунинг учун х, = —2 нук,та 
максимум нуктаси булиб,

х3 = 0 нукта учун биринчи тартибли косила ишораси­
ни «—»дан «+» га узгартиради, шунинг учун х3 = 0 мини­
мум нуктаси булиб,

Ут¡п = У (0) = 0 булади.
х2 = —3 нуктада функция экстремумга эга эмас, чунки 

унинг атрофида /'(х) ишорасини узгартирмайди.
5. Иккинчи тартибли \осилани топамиз:

Ихтиёрий чекли х учун /  "(х) > 0. Шунинг учун бури- 
лиш нуктаси иккинчи тартибли хрсиласи мавжуд булма- 
ган х3 = -  3 ва х3 = 0 нуцталари булиши мумкин. Бу нук,- 
талар билан булинган интервалларда у” нинг ишорасини 
аникдаймиз:

х G (—оо; -3) интервалда / ’(х)> 0 — эгри чизик, ботик,;
х G (—3; 0) интервалда f'(x)< 0 — эгри чизик, кдварик,;
х е  (0; +оо) интервалда/’(х) < 0 — эгри чизик, к.аварик,;
х2 = -3 нук,та атрофида иккинчи тартибли \осила ишо­

расини узгартиргани учун М (—3;0) нук,та бурилиш нукта- 
си булади. х3 = 0 нук,та бурилиш нук;таси булмайди, чун­
ки унинг атрофида иккинчи тартибли хрсила ишорасини 
узгартирмайди.

6. Берилган функция барча сонлар уквда аникданган- 
лиги сабабли вертикал асимптотага эга эмас. у = кх+Ь 
OFMa асимптотасини аникдаймиз:

У max = У (-2) = Zf4 булади.

/ '( * )  = ------

к = lim - = lim - = lim }[l
Х—>± оо X  X—>± ОО X  Х—>± ОО у X
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( )i ма асимптотанинг тенгламаси у - х  + 1 эканлигини
1ИИДИК.

/, Функция графигини чизишдан олдин эгри чизик- 
н и im абсциссалар ук,ини х2 = -  3 ва х3 = 0 нук.талар™ 
i индий бурчак остида кесишини аникдаш керак. Бу нук- 
I шпрда у ' = tga = оо ва a = | . х3 = 0 кийматида берилган 
функция нол кийматга эришади, яъни бу нук,та атрофида



функция графиги Ох ук,ининг юкрри кисмида ётишинк 
билдиради. Шунинг учун х3 = О нукта функция графиги 
нинг кайтиш нуктаси булади.

8. Текшириш натижаларига кура функция графигини 
чизамиз (6-чизма).

Машцлар

105. Куйидаги функцияларни тулик.текширинг ва гра­
фигини ясанг:

а) у = х3-  Зх2; б) у  = х2+^; в)У=-^-?\-л ->—х
г) у = 1п(х2 + 2х + 2); д) у = 2х~\ ; е) у = —1п(х2—4х+5).

(х-1)

8-§. Максимум ва минимум назариясининг 
амалий масалаларни ечишга татбщи

Максимум ва минимум назарияси ёрдамида геомет­
рия, механика ва бош^а фанларга дойр купгина масала- 
лар ечилади.

Шундай масалаларнинг баъзиларини ечиб курсатамиз. 
1 - мае ал а . Юзи S  = 75 ям2 булган тунукадан асоси- 

нинг радиуси R ва баландлиги Н  булган усти очик шун­
дай цилиндр бак ясангки, унинг хджми энг катта булсин.

Е ч и ш . Бакнинг chfhmh (х^ажми) V = nR2H, уни ясаш 
учун S  = jtR1 + 2лRH  юзга эга булган материал кетади. 
Бундан Н  баландликни топамиз:

Н  = !^ £ . (А,

У ходда бакнинг chfhmh:

V = nR2 = S-R _nRi = V (R)
2 п Я  2

га тенг ва у R га боглик, функциядан иборатдир.
R нинг шундай кийматини топамизки, унда chfhm V(R) 

максимум булсин. K(i?) дан R га нисбатан биринчи тар- 
тнбли х,оснлани топамиз:
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Нм ними тартибли косила V" = —ЗтгЛ<0 буягани учун 
«••мм'Hап R — 5 к.ийматда бакнинг сигими энг катта (мак- 
цм,11) Ьулади.

И И .оридаги (А) формуладан бакнинг баландлигини
• MMiiNun:

1 мае ал а. Сугориш каналининг кундаланг кесими 
ni смли трапеция шаклида булиб, унинг ён томони

• и ми асосига тенг (7-чиз- 
III I >у трапециянинг ён то- 
н и ni иишаблик бурчаги а

■ m iiiíiü  булганда каналнинг
■ м-шиапг кесими юзи энг 
i и 1,1 булади?

I ч и n i. Трапециянинг д В Е
• м тмони ва кичик асоси-
мм 11 деб, каналнинг кунда- 7-чизма.
• мм косим юзини а бурчак-
■ 111111 функцияси каби аникдаймиз. У  ^олда 7-чизмадан:

| 1//| а, | В Е | = acosa, | D C | = а + 2¿zcosa, СЕ = asina,

|/IW|ï-|£>C| i „ „ i  2tf+2ocosa • 2 I  ■ 1 • т  \1 у — - ■ \CE\ =--- ----- asina = a Isma + ysin2al

им \осил к,иламиз. Бу a узгарувчининг функциясидан 
niм»par булгани учун, унинг экстремумини текшира- 
ч1м:

S ' = a2(cosa + cos2a).



Критик нук,таларда 5'=  0, яъни сова + со$2а = 0 ёки
З а  сI  п  СОв —  • СОБ — = 0.2 2

Аникданиш со^аси 0 < а  < ^ булгани учун соб ~ ?  О 
Шунинг учун сое у  = 0 , бундан ^  = у  ёки а  - у  •

Энди а = у  бул ганда £ функция кесмада энг
катта к,ийматга эришишини исбот кдпамиз.

Хак.икатан, 6”' = а2(— вта  — 28т2а), = а2 ( - ~- -\ /Г . .
л/3 I = - а2 —  < 0 . Ш унинг учун а  = т  да функция2

3%/3

5 (|
а2 локал максимумга эга, ^ (0 )  = 0,

= а2 < °*1булгани учун 
энг катта к,ийматга эришади.

3-масала .  Брусокнингма^камлигиунингкундаланг 
кесими булган туфи туртбурчакнинг эни Ь га ва И баланд- 
лигининг квадратига пропорционаллиги маълум. Радиу-

си Л = 2ТЗ дм булган ходадан 
шундай брусок тайёрланганки, 
унинг ма\камлиги энг катта 
булсин (8-чизма).

Е ч и ш .  Брусокнинг маркам 
лиги куйидагича ифодаланади:

N  = кИ2Ь,

бунда к — пропорционаллик ко- 
эффициенти, к > 0. 8-чизмадан 
й2+£2 = 4 Я2 ёки И2 = 4В.2—Ь2 
тенгликни ёзамиз. У  *олда бру­
сокнинг ма^камлиги:8-чизма.

N = к{4В2- Ь2) Ь.

N  = Ы{Ь) функциянинг экстремумини топамиз: 

№ = к(4В.2 - 3 Ь2).
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11||* /V' 0 булса, 4Я2 — ЪЬ2 = 0 булади, бундан Ь = =
1 ' 4 дм. Баландлик эса
Л

/I ^4Я2-62 = ^4Я2 = = 2 Я - ^  =

= 2 -2^ Д  =4^2,
%/з

и ( ни // 4ч/2 дм га тенг. Иккинчи тартибли хрсила 7У"=
<■/, /КО булгани учун, аникданган Ь ва к нинг к,иймат- 

. 1|'1И|11 брусокнинг ма\камлиги энг катта булади.

Машцлар

106. Сигими V -  16л ~ 50 м3 булган ёпик цилиндр бак 
>н ни гллаб к.илинади. Бакнинг улчамлари (радиуси Я ва 
¡.■I шидлиги Н) кандай булганда уни тайёрлаш учун энг
• им материал кетади?

X2 у2107. -т- + тг = 1 эллипснинг ичига чизилган юзи энга1 6
| и м булган тугри туртбурчакнинг томонларини топинг.

ЮН. Ясовчиси 20 см булган конус шаклидаги воронка 
и пт галаб килинади. Воронканинг хажми энг катта були- 
1НИ учун унинг баландлиги кдндай булиши керак?

109. К радиусли шар ичига энг катта \ажмга эга булган 
ммпачам уч бурчакли призма чизинг.

110. Кундаланг кесими тугри туртбурчак булган ёгоч- 
11ПН1 ма\камлигини энига ва баландлигинннг кубига тугри
...... орционал деб кдбул кдгсиб, диаметри 16 см булган
мишдан кесиб олинадиган турт коррали тусиннинг эни 
| >н Iдмй булганда у энг катта ма\камликка эга булишини 
пшипг.

9-§. Биринчи мустацил уй иши

1>у мустакдл уй ишининг хар бир вариантида 14 та 
ни ол булиб, уларда берилган функциянинг биринчи тар- 
шбли хрсиласини топиш керак.

1Л
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K yifM fla  B ap iiaH T  M H C ojuiapM H H  e q H iii  H aM yH acH H H  k c jit m - 
paM H3.

EepHJiraH <J)yHKHH5uiapHH ziM(J)c|DepeHHHaj].naHr (6mphh- 
h h  TapTH Ö jiH  ^ocM JiaH M  T o n H H r) .

1. y = 9x4 - A- + tfx’' - 3x + 4.X

E h m uj .

/  = 9-4x3-4-(-3)x~4 + l'.x% - 3  = 36x3 + il  + l ^ T - 3.

2_y = p x 2-3x + l)  - 

Em h u i  .

(^ ¡T

y ' = j  (2x2 - 3x +1) 4 ■ (4x - 3) - 6 • (-3) (x +1 =
3 4 x -3  | 18

4 Ü2x2-3x+l (jc+1)4 '

3. y = tg5(x + 2) • arccos3x2.

E 4 H LU .

/  = 5tg4 (x + 2 )----—— ■ arccos3x2 + tg5 (x + 2) •
7 cos (x+2) v 7

_  5tg4(x+2)-arccos3x2 6xtg5(x+2)1
• 6 x

4V l - 9 x 4 J  c o s  ( x + 2 )

4. y = arcsin5 4x • log2 (x - 5).

E h h u i.
y ' - 5 arcsin4 4x ■ 1 ■ 4 log2 (x - 5) + arcsin5 4x ■ 

Vl~16x2
1 _  2 0 a r c s in 4 4 x  lo g 2 ( x - 5 )  a r c s in 5 4x 

( x - 5 ) l n 2  ~  V M 6 ?  ( * - 5 ) l n 2  '
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, V З '"'4 • ctg7x3.
Ч II III

I •ln3-(-4x3)-ctg7x3+3x-x4 -x4-(---\ • 21x2
v '  \-sin 7X I

v4
= -4 In 3 • 3-*4 • X 3 • ctg7x3 - ~\f2r j

sin Ix

V cth23x • arctgVx
I 'imii.

II
l+* 2sfx

6cth3xarctgVx cth23x 
^ ----- + -sh 3x 2 { \ + x ) 4 x '

_  \llx -7X+5/ / ------?—
e x

I' M II Ш .

f' - (л/Зх2 - 7x + 5 • ел'4 ) = -^Х. :7У  + л/Зх2 -7x + 5 x 
'  ’ 2V3x2-7x+5

x eA’4 • 4x3 = 7̂ e ■ + 4xV '4 л/зх2 -7x + 5. 
2\]3x2-7 x+5

Ig(x2-3x+5)
K- r  = ——arcctg 5 л:

I Ч И LU .

-2 c \' _  (2x-3)arcctg“25xv' (lg(x2 - 3x + 5) • arcctg 25x) = T---
v v '  > (x2-3x+5jlnlO

+ (-2) arcctg”3 5x (- T- l- r ) 5 • lg (x2 - 3x + 5) =

+

(2x-3)arcctg25x I01g(x2-3x+5)arcctg 5л: 
(x2-3x+5)ln 10 1 + 25л:2
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л/arcsin Зх 
sh2x

Е ч и ш .

9- ^  = — л :

у  _  2%/arcsin Зх Т Г- 9 ?
 ̂ 3•sh2x - 2shxchx\/arcs¡n Зх

sh X

— —....х ---------- sh2x • Varcsin Зх
2%/arcsin Зх ■ Vl-9x2

10. У

sh X

31n(x2-5)

(х+3)7

Е ч и ш .

: -2х-3(х+3)7 -7 (х+3 )6 -3 In (х2 -5) -2-* (х+ 3 ) - 7  -ln (х2 -5)
v " = х2-5 4 ' ' ' v о . х^-б

(х+3)'4 ( ^ З )8

П -  ̂" у/ Ш  ctë (3x~ 4)-

Ечиш.

у '  = 1  (£±5Г 7  . х-5-(х+5) ct (3х _  4 } _  1 . 37/1Т5 
7 \х-5/ (*~5) sin (Зх-4) V х-5

= - Н  ■ ctg (Зх - 4) 7 --- j J -- - • 7¡±±1.
7 v U ¿ + 5 )  Sin2 (3x-4) Vx-5

ln(3x + 2)
12. y = (thVx + 2 j

Е ч и ш .
Берилган функцияни логарифмлаймиз: 

ln у = ln (Зх + 2) ln (thV* + 2 j .
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V ,у>лда

Ьупдан у ни топамиз:

V
2jx+2sh -Jx+2 -ch\Jx+2

ln(3x+2)

/

II. y = (sin7x)‘arctg(3x- 5)

E Ч И Ш .
Ьсрилган функцияни логарифмлаймиз: 

lny = arctg(3x — 5) ■ ln(sin7x).

У \олда

Е ч и ш .
Логарифмлаш усулини татбик, этиб дифференциаллай-

миз:
ln y = y ln (x  + 5)-21п(х -1)-51п(х +3),

1 _  6 2 5 
у У 7(х+5) х-l х+З '

= 1¡{x +5)б (  6 _  _2_______5 _ \
(х - 1)2(х+3)5 ^7(х+ 5) х -1 х+3 ) '

------ т • 31n (sin7x) + arctg (Зх -5) • . „ -7cos7x.l+(3x-5) 4 ' ' sin 7*

Бундан У ни топамиз:
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l-eapuawn

l.y  = l4 x ^ - — + 3x2 2. y - — 7—t  + ^8x  -3 + x

3. y — 3t&x • arcsin?.*4.

5. y = arctg4x • cos7x4.

7. y = /̂з+2x-v>

,*-ir
4. y = (x — 4)5 ■ arcctg3x2. 

6. y = sin42x ■ arccosx2.
tg2 (x-2)

9. y arcsin24x
tg(5*-3)

i. y

10. y

lg(x+3) '

_  21g(4x + 5) 
(*+6)4

Cl&V
11. y = -sin(3x2 + l). 12. y = (ch3x) * .

13. y  = (arctg5x)!log2(j:+4)

R R

2-eapuaHm

1. y = 7x + -4- - "v/x4" + —x x

3. y = sin3 2x • cos8x5.

5. y = tg4*  • arcsin 2x3.

7. y = Jx+5

9. y _  arcctg 5x 
shyfx

11. y = • lg(4x + 7). 12. y = (cth3x)a

2. j  = V3x4 - 2x3 + x — —-
(x+2Y

4. y = arctg2 5x • ln(x - 4).

6. y = (x - 3)4 • arccos 5x3. 

log5(3x-7)

io. y

ctg7x

9arcg(x+7)
R T

1 2x+3

13. y = (arccosx)t82x 14 y - ^ < x - l)4 
14' V (x+2)3
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3-вариант

i у -  W2 - V 7 + 4 5

i cos ’ Зх ■ tg(4x + l)3 

i  г (x - 2)4 • arcsin 5х4,

1 L (̂ -4)2
„arclgx

'i i1
¡irctg 2jc . 

chi

4. j; = arctg32x • ln(x + 5) •

6- у = (Зх - 4)3 • arccos 3x2 ■

l. У =

10. У

ln(5x-3) 
4tg3x4 '

_ 8arctg(2x+3) 
(x+1)3

• ln(5x2 - 2x +1). 12. У = (cos(x + 2))"'л .
I x-3

у = (arcsin 2x)c tg ( x + l ) 14. У
(x-3)5(x+2)3

л/(х-1)3

4-вариант

Зх5 - — л/х3" + 10I. У =

I у = tg4x • arcsin 4х

V у =

7. У =

2 * • arcstg7x
л

9. у = 

\\.у =

<Jx 2+5x -\

arccos Зх4 
th3x

4. у = arccos4 x • ln(x2 + x + 1), 
6. У = sh3x • arccos Vx .

8 y = ln(7jc+2)
5cos4x 

7 arccos(4x-l)
(x+2)

-log3(x2 +x + 4) .12. J> = (sin3x)a

13. y = (arctg(x + 7))cos 2x 14. y ( * -2)3V(x+l)5
(x-4)2
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I . y

3. y 

5. y

7. y  

9.

I I .  J

13. j

I. y

3. y

5. ;>>

7. J  

9. y

I I .  3

13. i

5-eapuaHm

= V7  + A - 4x 5 ■ 4

= arcsin2 2x ■ ctg7x4 _ 

= (x + 6)4 • arctg3x5.
e - c lg 2 x

(3x2-4x+2)2 ' 

arcsin 5x3
chVx

2- y = J~ ^ r ~ ^ x2 ~ 4x + 3 .

4. y = Varccos 2x • 3~x .
6. y = th2 Vx • arcctg3x2.

i. y  =
sin 5x 

ln(2x-3) '

6arcsin(3x+2)
io. y  = ---- r(x-3)4

= # 4 ' l0g^ 2+2*>- 12. y = (th5x)!
arcsin(x+l)

 ̂= (arcctg(x - 3)):sin 4x = (x—3)5(x—2)2 
(x+1)

6-eapuanm

= 7x2 + Vx4" - -  - i r . 2. 7 = ^4x2 -3x-4
(x-3)2 .

= ctg3x • arccos 3x2. 4. y = tg4 3x ■ arctg7x2.

= 3cosx ■ ln(x2 - 3x + 7) . 6 .7  = cth3 5x ■ arcsin 3x2.
\l 7x3-5x+l „  cos2 3x

cth (x+1) 
arccos 2x

5. y  = 

10. 7

lg(x-4) ’

3arcctg(2x-l)
(x+1)4

2x-3
2x+ l

lg(7x -10).

’ = (ctg(3x -1)) arcsin 3x

12. y = (sh(x + 2))‘ 

_  (x+2)7(x-3)3

arcsin 2x

14. y
• J(X + \ )5 ■
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7-eapuaHm

2. y = >/3x2 + 4x - 5
(x-4)4

i i' arccos2 x ■ ln(x - 3). 4. y = 5 * • arcsin 3x3.

■» y

I V

log2 (x - 7) • a rc tg ^ . 6. y = ch — • arctg(7x + 2).

V3x2+x-4 ’
5. y

th3x 
arctg2 3x ’ 10. y =

tg32x 
lg(5x+l) '

2arcctg(3x+2)
(x - 1)4

U, y = -ln(3x-x2). 12. y = (cos5x): 

I V y = (tg(4x-3))arccos3\

ctgVx

(x- l)3(x+2)5 14. y -- —-- -
fo-4)2

8-eapuaHtn

I. y = 4x4- - - • ^ 7 + 4-. 2. y = %/5x2 - 2x -1 +X X

1, y = ln5 x 'arctg7x4.

S, y = arccos3 5x • tgx4.
„ s in  X

7. y

9. y

(x-5)7 ’

arccos7 2x 
thx3

(x-5)2

4. y = arctg4x ■ log2 (x - 3).

6. y = ch3 4x • arccos 4x2.
log3(4x+5)

8‘ y  "  2ctgVx '

10. y =
4 arccos 3x 

(x+2)5

11. y = |  • log4(2x - 3). 12. y = (arctg2x)th(4x+1). 

13. y = (cos(2x-5))arct£5x.
¿ - № 4  

1H- '  (x+2)7

(i — UI. M. TooKuee 81



9-eapuciHm

1. y = 5x3 7 4 yfx + — ,

3. y = arctg34x-3sinj£.

5. y = (x - 5)7 • arctg7x3

7. y = fox2-3x+\

y arcsin 4x 
sh(3x + l)

6x + 5
I 6x-5

13. y = (sin(7x + 4))arctg*

2. y = — r -\l5x - 7x2 -3 .
(x+2)5

4. y = arccos 3x • log3 (x + 5). 

6. y = sh33x ■ arcctg5x2 •

8 . y  = ..
3tg 4jc

IQ  _  arcsin(3x+8)
(x~7)

lg(4x + 7). 12.  ̂= (ln(x + 3))!s in  sfx

14. (x-7)l0V3x-l
(x+3)3

10-eapuanm

1. y = - — + -v/x2" - 7x3X x
3. y = 2C0S* ■ arctg2 5x.

5. y = arccos x2 • ctg7x3.

7. y x + 4x-5 
15 ~~

th (2x+5) 
arccos 3x

13. y = (arcsin 2x)ln(x+3).

2. y = tj(x - 1)5 -
7x -3x+2

4. y = e x ■ arcsin2 5x ■
6. y = th5 3x • arcsin Vx .

„  _  lg(l lx+9)---- -̂--.
cos 5x

IQ 7arcctg(4x+l)
(x-4)2

12. y = (log2(x + 4))CIb7x . 

14 „  _ (*+D8(*-3)2y
V(*+2)5
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ll-eapuciHm

i i Xy + — ~ 4\[x* + 2x7
xi x

t \> 4 X • ln5(x + 2).
2

r ■ 5~x • arccos 5x4.

! v gCle5x,
(x+4) 2

,, ,, /̂arctg2x 
' sh2x '

II V = i ß ^  . Sin(3x2 + 1) •
V 4x+l

I I, y = (arccos 2x)lg<5*-3).

2. y , ^ W - 17x T- .

4. y = log4 (x -1) • arcsin4 x .

6. y = cth2(x + 1) • arccos i .

8. y=  ctg2sx ,
*  ln(7x-2)

10 , _  3arcsin(2.x-7)
‘ V (x+2)4

12. y = (sh3x)arcts(*+3>.

14 y -  (x+2)(x-7)8
'

12-eapuanm

> = 5x2 + -  - ̂ /x7 + 2x6. 2. y = t- ~ t - ¡̂4 + 3x - xi. y x

y = 5x2 • arccos 2X3.

5. y = 4(x - 7)6 ■ arcsin 3x5

(x+4y

4. y - ctg34x • arctg2x3.

6. y - ch3(2x + 3) • arctg2x .

7. y
„ Ix

s .

9. y =

•x -4x+7

ch (4x+2) 
arctgx3

sin (5x+l) 
lg(2x+3)

10. y  = Shi(5s+7) , 
(x-7)2

11. y = • cos(2x3 + x ). 12. y = (arcsin 5x)18̂ . 

13. y = (arctg7x)'g(x+1). 14. V =
(jc + 1)5(jc-5)3 '
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13-eapuaHm

1. y = 10x2 +3V*r - - - - ^ .  2. y5

3. y = sin4 3x ■ arctg 2x3

5. y ~ (x + 5)2 ■ arccos3 5x .
p- sin 2x

7. y = (x+5)4 •

arcsin 4x5 
th3;c

(x-1 ) 6x 2 +3x -7

4. y  = e,-COSJC arctg7x5

6. y = th34x • arcctg3x4.
cos2(5x+7)i. y

io. (Jf+l)

11. y = |  ■ tg(3x2 - 4x + 1). 12. J  = (arccos 5x)'"A. 

13. y = (log4(2x + 3)arcsin\ . .  _  ?<*-2)s( « 3 ) !
>4- y ¡ T tF “ "

14-eapuanm

1. y - -v/x5" - -  3x3. 2. y = \ll + 5x - Ix 1 +—-

3. y = cos4 3x ■ arctg\/x .

5. j; = 2-sinx • arcsin3 2x .
_cos 5x

1. y =
yJx2-5x-2

(Jt-3 T
4. y - (x + 1) • arccos 3x4.
6. y = cth4 7x • arcsin Vx .

sin2 (4jc+1) 
y ln(7je—1) '

10 _ 7 iog4(2jc-5)
( * - l )5

^  ’ y ~ ^jx+i ctg(2x + 5). 12. y = (arctg2x)s"'*.

13. y = (log3(3x + 2))arccosx. 14. y = ^ +2)3(x-}lL. 
3 '  (*+2)7
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15-вариант

у = 9х2 + - 'и - 4 7 .X хч

1. у = tg3 2jc sinx5.

N. у = (x + 2)7 • arccos-v/x .

7 v = (2W
 ̂ elg* ‘

(j у _  arccos 4x3 
sh4x

2 у = ^5 + 4x -x 2 --- -—r
(*+l)5

4. у  = 2smx ■ arctgx4.

6. у  - sh32x • arcsin 7x2.

8. у = ctB3(2*+3> . 
log2(x+2)

10. у = - V x+2)
(x - 6 )4

11' y = ' sin(4x2 “  7x + 2) • 12- J» = (In(x + 7))°lg2A. 

13. у = (lg(7x + 5)arc,82x. 14 „ _ $/(*"В)(л:+2)8

16-вариант

I. у = 34x+-^ + 4 7 .  2. у = ^5х2 - 4x + 1

3. у = ctg7x • arccos 2x3.

5. у = (x -  7)3 • arcsin 7x8,
_ - t g 2 x

7. = — -̂--- .
4* -3x+5

(x-5)z

4. у = 3~*2 • arctgx5.

6. у = th54x • arccos 3x4.

8. y = -ig2xsin 5.x

9. y = cth (x- 2) 
arccos 3x 10. у = j j g(3*+7> 

(x+1)7

11. У = ^ |  • cos(x2 - 3x + 2). 12. у = (ctg(7x + 4))

13. у = (ln(5x - 4))arct6x.

yjx + 3

14. _ %/х+Чх-З)7 
(x+8)3
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17-eapuaHm

j, = Vx3 + A - 4 - 5 X 3

3. y = e s,nA' • tg7x5.

5. y = ln(x - 3) • arccos 3x4.

7. y =
(2x -5)°

9 thJ (3x+l) 
arcsin 3x

11. y 3x-2 tg(2x2 - 9).
I 3x+2

13. .y = (log2(6x + l))arcsin2A'

2. y = ^3-1 x + x2 --
(x-7)

4. y = 3C0SA' • arcsin2 3x .

6. y = ch35x • arctgVx .

8 . =

5 •

10.

cos 3x

5 log2 (x +1)
(x-3)4

12. y = (th (V^TT))arcl,2x.

14. = ^ ~ 2)4 
( jc + 1)2( jc - 6 )5 ■

18-eapuaHm

1. y = 7x2+ l- !l7 + 'A -
X  X 3

3. }’ = ecosx-ctg8x3.

5. = log2 (x - 4) • arctg34x

1 ■ y = 3x -5x+10

_  cth3(3x-l)
arccos x.2 *

n . y  = ^ - c t g(3x2+5).

13. y = (lg(4x-3))arccos4\

2. V(^-3)7 7x"-5x-8

4. y = ln(x - 10) • arccos2 4x.
6. y  = cth42x • arctgx3. 

log3(7x+l)
y tgVx

10. V = 61og3(2x+9) 
(x+4)2

arcsin Ix

14. y = a/(JC + 1)2 
(x -3)4(x -4)3
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19-eapuaHm

¡ ¡ 7 .  2. y = ll(x -  8)4 --

s r cos5 x • arccos 4x . 
r (x -7)4 • arcctg27x .

«r*r

■i

II

(2x2-x+4) 2

sh x
;irccos4x

l+3x-4x

4. y  = lg(x - 2) • arcsin3 x ■
6. y  - sh35x • arccos 3xz •

8. y - [°g3(4*-l) 
ctg2x

10. y = '31oM gfzf> .

T  •

= |  • sin(3x2 + x + 4). 12. y = (cos(x + 3))“'rcsarcsin 3jc

I I ,  .V = (ln(7x - 3))arctg5x 14. Vx -2x-3 
(x +3)7(x -4)2

20-eapuaHtn

y =8x - - -s/x4" .
x X

sin3 7x • arcctg5x2 • 

yjx - 3 • arccos4 2x •

(3x + 5)

2. y 4x -3x 2+1
• *J(x + l)5

4. y = log4 (x + 1) • arctg57x .

6. y = ch3 9x • arctg(5x -1) •

y = ln (x-5)

tg-
I

Vcl?
arctg5xy =

II. y

13. y = (log5(2x + 5))

£
= 5\LJL ■ cos(7x + 2).

x + 6

arctgx

10.

12. y

7 log5(x +x) 
(x+3)3

/ «------ \arccc
(V^+5)

14. y
/̂(*-2)4 

(x-5)(x + l )7
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1. y = 4 7 -  j  + 4- + 3x. 2. y = + /̂(2x2 - 3x +1)5 

3. y = sin3 2x • arcctg3x5. 4. y = ln(x + 9) • arcctg3 2x .

5. y = yjx -4 ■ arcsin4 5x. 6. y = th4x ■ arcctg — .

21-eapuaHm

7  y  = _£ÜÜ1 _ o y  _  lg(*+2)
(3*-5)3 ' 8‘

th2(x+3) ,, _  log7(2jc2+5)
9- y ~ ~ ^ ] 7 -  l ° y ----(3c—4ĵ  ’

11. y = • arcsin(2x + 3). 12. y = (sin 4x)arcls* .

13. y  = (sin(8x - l))cth<*+3>. 14. y = ^ ± f  x~V
V(x-2)5

10

22-eapuaum

3. y = cos 4x ■ arctgx4. 4. y = lg(x + 2) • arcsin2 3x.

5. y = (x - 5)4 • arccos 3x5. 6. y = cth3 4x ■ arcsin(3x +1)

7 ii _ (2X_3)7 o v = ——-- X-—
'• y --- ¿=57— ' ö - *  ln(3jc + 2) •

o arcsin23x _  21n(3x-10)
y  ~ ch(x-2) ' y  (x+5)7

11. y = • arccos(3x - 5). 12.7 = (tg3x4) *+' _

13. y = (cos(3x + 8))lh(jr~7). 14. y = -(*~-)S(x+2)3
yj(x+3)2



23-eapuaHm

| i' 4x5 - — - 44 7  + 4
X

! V tg62x-cos7x3-

y = 7(x + 3)5 • arcsin 3x4 

_ (3x+l)4
_5x

arcctg x 
sh(2x-5)

2- y= J ^ ~ ^ 3x2 ~ X + l )4
4. y = 4-sin-t -arctg3x.

6- y = ch2 5x • arctgx4 •

8 . y = ctĝ ~ I

10. j;

lg(3x+5) •

. 81g(4x+5) 
(x -1 )3

I. y : ^ .a r c tg (5 x  + 1). 12. y = (ctg2x3)s'n'/r .

11. y = (tg(9x + 5))ch(2jt_1). 14. y
_  (x - l )4(x - 7 )2

yj(x+2)5

24-eapuanm

| y = — + -T - 4 7  - 2x6
X x i

!. y = ctg34x -arcsin4x .

5. y = /̂(x + 1)2 • arccos 3x .

n _  5x2+4x-2 
• • y _-JC •

9. y arccos 5x 
th (x- 2 )

2. y ■ V8 - 5x + 2x2
(x+ 2 )2

4  ̂_ 2c°s* ,arctg3x.

6. y = th4 7x • arccos x2.

8. y = i|(3x-5).

10. y

ln2(x+3)

21og3(4x+7)

(*+3)4

[. y = ^l~r- arcctg(7x + 2) . 12. y = (tg7x),/̂ ,

13. y = (ctg(7x + 5)):.sh 3.x 14. y = (x +7)2(x -3 )5

+3x-l~ Jx2
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1. У = \  + -  + Зх3 - 4 7хь х

3. у = ctg ̂  ■ arccos х4.

5. у - tg3x- arctg3x.

25-вариант

2. у = }\ (х - 1)5 +

7. у = 

9. у- 

11. У

хг-х+1
„3*

V arccosЗх 
sh2x

2х2+4х-7 '

4. у = lg(x - 3) • arcsin2 5х . 

6. у = cth4x5 • arccos 2х.

8 . у cos2 X

10 . У

lg(x -2х+1)

_  31og4(2x+9) 
(х - 7 )2

7х 4 arcsin(x2 + 1). 12. У = (arccos х) с<

_  Ух^ (х+7)5

7х+4

13. у = (sh(3x-7))C0S(x+4). 14. у  =
(л-4 У

10-§. Иккинчи мустацил уй иши

Иккинчи мустацил уй ишининг хар бир вариантида 
олтита мисол булиб уларнинг шартлари куйидагича.

Биринчи мисолда: берилган ошкормас функциянинг 
биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини топиш ке- 
рак.

Иккинчи мисолда: параметрик куринишдаги функция­
нинг у ' ва у " хосилаларини топиш керак.

Учинчи мисолда: берилган у функция учун аргумент- 
нинг х0 кийматида у ”'(х0) ни хисоблаш керак.

Туртинчи мисолда: берилган функцияларнинг я-тар- 
тибли хосиласини топиш керак.

Бешинчи ва олтинчи мисолларнинг шартлари вариантда 
берилган.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

1. Агар х у  — у2 — 6х функция берилган булса, у ' ва у" 
ларни топинг.
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3 х2у + хъу — 2 уу = 6. (А)

Буидан у' ни топамиз:

<в)

Пккинчи тартибли хосилани топиш учун (А) ёки (В ) 
и hi пикларнинг хар иккала кисмини дифференциаллай- 
мн i:

6 ху + 3 х2у + 3 х2у'+  хъу" — 2 у '2 — 2 уу" = О,

Оуидан

у "(х3 — 2 у) = 2 у '2 — 6 х2у '— 6 ху,

у ' = 2 ■ (6~3.--24  -  6х 2 ,' - v  / •> . \i х1-2у

I ч и ш . Биринчи тартибли хосилани топамиз:

(х3-2 у) (х3-2 у)

2. Агар \х = 3í4 - f2, 
i y = t3 - 5

гфюа, у ' ва у" ларни топинг.

2i
|у  = 3/2 у" = 6/
Íx ' = 12í3- 2í, х " = 36/2 - 2I чиш .  ва булгани учун

л ' _ З/2 _ 3/
X,' 12/-2/ 12/ -22 ’

'х / ’ _  6/(12л5-20-(36/2-2)-3/ 
( V ?  (12/3- 2/)3

72/4-12/2-108/4+6/2 _  3(6/2+1)
(12/3-2/)3 4/(6/2 —I ) 2 '
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1 13. Агар у = £ - 7 сое х булса, У ни топинг.

Е  ч и ш . Берилган функциянинг учинчи тартибгач.1 
\осилаларини топамиз:

. 1 1 • ~V = - сое х ■ в т  х = - 2х ,2 4 ’

у "  = уСОз2х, ,у"' = - 8т 2х.

Демак,

У "" ) = У "(45°) = - з т  2 • 45° = - бш- 90° = -1 .

4. у = хе* функциянинг л-тартибли \осиласини то 
пинг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг биринчи, иккинчи, 
учинчи ва \оказо тартибли \осилаларини топамиз:

у '  =  е*+ хе* 

у "  = е* + ё* + хе1 = 2е* + хе* 
у '" = 2е* + е*+ хе* = Зе*+ хе*.

у', у", у ”'лар учун хосил кддинган ифодаларни солиш- 
тириб я-тартибли косила учун

= пе* + хё*

формулани ёзамиз.
5. у =х2 — 9х - 4 эгри чизикка абсциссаси х= — 1 булган 

нуктадан утказилган уринма тенгламасини ёзинг.
Е ч и ш .  Уринманинг уриниш нуктаси ординатаси 

у ( — 1) = 1 + 9 — 4 = 6 га тенг. Ихтиёрий нук,та учун у '=  
= 2х— 9, уриниш нук,тасида: у '(— 1) = -  11. Шунинг учун 
М (— 1; 6) нук,тада утувчи ва бурчак коэффициенти к - 
= — 11 булган уринманинг тенгламаси у — 6 = — 11 (х + 1)=> 
=> .у = — 11 х—5 булади. ¿3

6. Ох ук,и буйича иккита моддий нук,та х, = — - 4 ва
у 2 3

хг = 2 * ~12/ + 3 к,онун буйича харакатланади. Кдндай 
вак.тдан кейин уларнинг тезлиги тенг булади?
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i 'i и in . Иккала нук,танинг тезлигини топамиз:

х[ = t2, х2' = 7/ —12 •

 ̂Ьк лланинг шартига асосан: x¡ = х2', яъни t2 = I t  — 12,
Il + 12 = 0, бундан t, = Зс, t2 = 4с.

•i у =х3 — 5х2 + 1х — 2 эгри ЧИЗИК.НИНГ (1; 1) нук,тасида 
и милган нормалнинг тенгламасини ёзинг.

(i Моддий нук,та S  = tA — 3t2 + 2t — 4 к,онун буйича 
чмкагланади. Нук,та \аракатининг I = 2с даги тезлиги-

III ГОМИНГ.

5. х2 — у2 + ху— 1 = 0 эгри чизщнинг (3;2) нуктасида 
У1казилган уринманинг бурчак коэффициентам аник,-
'I ill i г.

(). Моддий нук,та S  = 3t4 — í 3+ 4 í2+6 крнун буйича 
флкатланади. Нукта ^аракатининг t = 2с даги тезлиги- 

1111 топинг.

1-вариант

t у = e~xcosx, х0 = 0.

2-вариант

I . у2 — X = COSX.
У -

3. у = sin2x, х0 = л. 4. у = е~2х

3-вариант

I . Зх + siny = 5у. 2.
x = 4 F - Т,

3. у = (2х+ I )5, х0 = 1. 4. у = 1п(3 + х ) .
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5. у2 = 4х3 эгри чизик.нинг к;айси ну^тасида утказили 
уринма х+ Зу — 1 = 0 тугри чизикда перпендикуляр бул

ДИ? (I6. Моддий нук,та 5 = 4 сое I-  + -1 + 6 к^онун буйнч
\аракатланади. Нук,та харакатининг / = л с даги тезлиЩ 
ни топинг.

4-вариант

1. tgу = Зх + 5у.
х = 4? + 2?2, 
у = 5/3 -З/2.

3. у = 1п(1 +х), хп = 2. 4. у = 4х ■
5. у = х2— 6х + 2 эгри чизикда абсциссаси х = 2 булгаи 

нуклада утказилган уринманинг тенгламасини ёзинг
6. Моддий нукда 5 = 4 в т  ( )  - 8 крнун буйича \ара\ 3 6 / л

катланади. Нук;та \аракатнинг ? = - с даги тезлигини
топинг.

5-вариант

I. ху =

13. У х2ех. 0.

5. у = ~ - х  + 5 эгри чизикда абсциссаси х = 4 булган 
нукдада утказилган уринманинг тенгламасини ёзинг.

6. Моддий нукда 5 = -Зсов + Ю конун буйича 
харакатланади. Нукда х;аракатининг / = 2- с даги тезлиги­
ни топинг.

6-вариант

I. у = еу+ 4х.

3. у=агс5тх, х0 = 0.

2.
х = е' сое
у = е вш. /.

4. у = 1п(х - 3).



21 х + 60 эгри чизикда абсциссаси х = 2 
и ....... к гада утказилган уринманинг тенгламасини

<1

5 3 1 2Мппдий нук.та s = - t - - t  +7 к,онун буйича хдра-|п/|дий нук.та s = у . 2 
г ni mi 11сча секундан кейин унинг тезлиги 42 м/с га

)||| пущ и?
7-вариант

I 1и у - — = 7 . 2. ,
[у = 1п/.

' i- (5л: -4 )\  х0 = 2. 4. у  = }п(5 + х)2 ■
х2 ,с

I* — + 7х- — эгри чизивда абсциссаси л: = 3 
ti ш пук̂ тада утказилган уринманинг тенгламасини 

мши,
i. Модций нук,та S  = 4í3— 2í+ 11 крнун буйича х,ара- 

» i i ншди. Неча секундан кейин унинг тезлиги 190 м/с 
. . n i ir булади?

8-вариант

I y; + x2 = siny. 2.
х = 5 eos t, 
у = 4 sin/.

t y = x sin 2x, x0 = — . 4. y  = e4

V y = 3tg2x+ 1 эгри чизивда абсциссаси x = -  булган
н i ,i ада утказилган нормалнинг тенгламасини ёзинг.

(>, Моддий нук,та S  = 2t5- 6 t3- 58 крнун буйича х;ара-
■ н напади. Нукта ^аракатининг t = 2с даги тезлигини то-
П1111Г.

9-вариант

х = 5cos21, 
у = 3sin21.I , еу — 4х — Ту. 2.

у = х21п х, Х0 = | ,  4. у = ¿ 7  .
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5. у = 4tg3x эгри чизикка абсциссаси х = ~ булган пук 
тада утказилган уринманинг тенгламасини ёзинг.5 3

6. Моддий нук,та -2t + 7 к,онун буйича хари* 
катланади. Нук т̂а харакатининг t = 4 с даги тезлигипп 
топинг.

5. у = 6tg5x эгри чизик^а абсциссаси х = ~  булган 
и уклада Утказилган нормалнинг тенгламасини езинг.

6. Ох ук,и буйича иккита моддий нук,та х = З?2 -  8 па 
x= 2t2+ 5t + 6 конун буйича харакатланади. Бу нук,тала)> 
бир-бирлари билан учрашганларидан кейин к,андай тез- 
ликлар билан узокдашадилар?

5. у = 4sin6x эгри чизикка абсциссаси х = булган 
нуктада утказилган уринманинг тенгламасини тузинг.

6. Ох Ук,и буйича иккита моддий нук,та х = 5t2 - 1 + 6 на 
X = 4/2+ 18 к;онун буйича харакатланади. Бу нукталар бир 
бирлари билан учрашганларидан кейин к;андай тезликлар 
билан узокдашадилар?

10-вариант

11-вариант

3. у = xcos2x, Xq = y j . 4. у = е~5х.

12-вариант

1. tgу = 4j>-5x.

3. у = X 41пх, х0 = 1. 4.у = 1п(4 + х ) .
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1 г яш2л: эгри чизикринг кдйси нук.тасида утказилган 
риима Охук,и билан ~ бурчак ташкил этишин|1 аникданг.

(| Ох ухи буйича иккита моддий нук,та х = - /3 - 7/ + 16 
«и \ /' +2/2 +5/-8 к,онун буйича харакатланади. Кдн- 
(и! инктдан кейин уларнинг тезликлари тенг булади?

5, у — 2у? — 1 эгри чизик,нинг к,айси нуКтасида утказил-

и  \аракатланади. Кдндаи вак,тдан кейин уницг тезлиги 
Юм/с га тенг булади?

5, у = - £_ _ 7Х + 9 эгри чизи^нинг кдйси нуктаси-
11 утказилган уринма Ох ук,и билан - у  бурчак ташкил 
п шпини аникданг.

6. Моддий нук,та ху = 20 гипербола буйича харакатла- 
м,|ди. Унинг абсциссаси 1м/с тезлик билан текис усади. 
Иукта (4;5) холатга келганда унинг ординатаси к̂ андай 
н'чликда булади.

13-вариант

I у -  1х —

' у = х + агс1£х:, х0 — 1

| Н1 уринма Ох ук,и билан у  бурчак ташкил этишини аник,- 
1:1111.

(>, Моддий нук,та 5 = у /3 -2/2 -11/ + 275 к,онун буйи-

14-вариант

I . ху — 6 = сову. х = в т  2/, 
у = сое2 /.

3. у = соъ2 х, х0 =^. 4. у = 10х •

15-вариант
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х 3 5 \ 25. у = —--- + 7х + 4 эгри чизик,нинг кайси нук,таС п
да утказилган уринма Ох yxyi билан ^ бурчак ташки 
этади?

6. у2 = 8х параболанинг кдйси нуктасида ординатао 
абсциссасига Караганда икки марта тез усади?

16-вариант

—1. у2 = х + \п^. 2. J x Т ’

3. у = ln(x2 - 4), х0 = 3. 4. у = 7хт.

х
ly = t Int

3. у = х2 cosх, х0 = J .  4. у = cosЗх .
х3 9х25. у - —--- — + 20х - 7 эгри чизи^нинг кдйси нук;т|

сида утказилган уринма Ох у «и га параллел булади?
6. Ох ук;и буйича иккита моддий нукта х = 5/2 + 21 + 

ва 4i2+ 3t + 18 конун буйича ^аракатланади. Бу нук;тал£ 
бир-бирлари билан учрашганларидан кейин кдндай тезли] 
лар билан узокдашадилар?

17-вариант

х = arccos t.1. ху2- ^  = 4х-5. 2.
[У-

•Уз3. у = х arccos х, х0 = — . 4. у = 1п(3х - 5). 

х45. y = -j-~7 ЭГРИ чизи^нинг кдйси нуктасида утк; 
зилган уринма у = 8х — 4 тугри чизик,к,а параллел булад!

6. у2 = 16х эгри чизикдинг кдйси нуктасида ординат; 
си абсциссасига Караганда турт марта тез усади?

18-вариант 

1. х2у2 + х = 5у. 2.
Х  =  ---Г )t+1

У (е+1)2
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» с - (л + 1)1п(х + 1), х0 4. г

Зх2 + 4х + 7 эгри чизик,нинг к̂ айси нук^асида
...... III уринма х — 20у +5 = 0 туфи чизикда перпен-

■ 1>!|) ьулади?
11 Г 9у параболанинг кдйси нук,тасида абсциссаси 

. гасмга Караганда икки марта тез усади?

г : Зх2 — 4х + 6 эгри чизи^нинг кдйси нук,тасида
111 пинан уринма 8х —у —5 = 0 тугри чизикда параллел

МИДИ?
(| V2 = \0у параболанинг к;айси ну^тасида абсциссаси 

рдпиатасига Караганда беш марта тез усади?

5. у = 5х2-4х+ 1 эгри ЧИЗИК.НИНГ к,айси нук,тасида
11 .пилган уринма х + 6у + 15 = 0 тугри чизикда перпен- 

пи.уляр булади?
(). Ох ук,и буйича иккита моддий нукда х = 2/3 — И 2 + 6? —

7 на х = ~ /3 - /2 + 14/ + 4 крнун буйича \аракатланади. 
К,Ш1дай вазиятдан кейин уларнинг тезлиги тенг булади?

19-вариант

I г 1п3х , Х0 = 1.

20-вариант

4. у = л/х + 7 •

21-вариант

3. у = (4х-3)5, х0 = 1. 4. у = хе5х .
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5. у = Зх2 — 5х — 11 эгри чизик,нинг кдйси нук̂ тасидп 
утказилган уринма х — у + 10 = 0 туфи чизикда параллел 
булади?

1 3 1 2 п16. Модций нукга эгри чизик, буйича £ у / - — / - 30/ +1Н 
формула билан берилган крнун асосида х,аракатланади. Вак;м

5. у = — х2 + 1х + 16 Эфи чизикнинг к,айси нукпгасида утка- 
зилган уринма у — Зх + 4 турри чизиккд параллел булади?

1 3 7 26. Жисм Ох турри чизик буйлаб у = у/ -у/ —10/ —16 
крнун буйича харакатланди. Жисмнинг тезлиги ва тезла- 
нишини аникданг.

5. у — 4л2 — 10х+13 эфи чизикунинг кдйси нукд-асида утка­
зилган уринма у = 6х — 7 туфи чизик,к,а параллел булади?

6. / ва^тда бирор кимёвий реакция натижасида один- 
ган модданинг массаси х = 7(1 - е"4')  (кг) тенглама билаь 
ифодаланади. / = 0 булганда реакция тезлигини аникданг

нинг кдндай пайтида нук,танинг тезлиги нолга тенг булади?

22-вариант

3. у = хаго*£х , х0 = 2.

23-вариант
х = /е',

3. у = (7х-4)6, х0 = 1.

24-вариант

3. у = х 81П2/, х0 = ^ .

100



' г Ix2 — 5л: + 4 эгри чизи^нинг кайси ну^тасида 
IftHiiiiJiraii уринма 23у + х — 1 = 0 турри чизикда перпен- 
ни \ пир булади?

ii Моддий нук.та турри чизик, буйлаб v2 = 6х к,онун 
и лкча \аракатланади (бунда v — тезлик, х — утилган йул).
I шик 6 м/с булганда нук,та тезланишини аник^анг.

25-вариант

Гх = arcsin t,
I clg2(x + y) = 5х. 2. _ ln t

у = sin(x3 + тс), x0 = л/тс • 4. у = ln(5x -1) .
х2V У =-j- -7x + 5 эгри чизикнинг к,айси ну^тасида

II ишлган уринма у = 2х + 5 турри чизикка параллел була-
IM?

ь Моддий иук,та 5= 3t + Г3 крнун буйича харакатлана- 
1п Ун и иг t = 2с даги харакат тезлигини топинг.

11-§. Учинчи мустацил уй иши

Учинчи мустакдл уй ишининг \ар бир вариантида ет- 
ипа мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

/ 5 jшсолларда: берилган функцияларнинг лимитини 
'1ш шталь кридаси ёрдамида топиш керак.

<) 7 мисолларда: берилган ифодаларни дифференциал
• | ui амида такрибий \исоблаш ва хатоликни ба^олаш (вер- 
iv щап кейин иккита рак^амигача аникдик билан) керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
I иримиз.

Куйидаги лимитларни Лоииталь кридасидан фойда- 
ыимб топинг.

I
у!Зх-1

1!чи ш .  х -* оо да лимит белгиси остидаги касрнинг 
урат ва махражи чексизликка интилади.оо

Демак, ~  куринишдаги аник,масликка эгамиз. Бино- 
П|(рин, унга Лопиталь к;оидасини куллаш мумкин:

101



1.
, . . , . . 7  . ,ч / \

lim -
2х

1 п (х 2+1)

Ь х - [
(—) = lim-
\ ° о /  Л'->оо

- 10 lim х̂ (3л:~1)4 ( “ 1 = Н  ijm (̂3х_1)4 +* - f 5'3
5 а-><~ X +1 v° ° J  3 2х

= I  lim = Ilim  - 7x~5 = I  lim - ^ L ï = 1 .21 = 0.
3 л— 10xv3x-T 3 X-*- x-^3x-l 3 л*— -1 3 ° °

■ • l- s in x  9 lim,—,—  
z ' tg22x •

■j—i тс 0 uЬ ч и ш .  x = j  да - куринишдаги аник.маслик \ocMj 
бÿлaди. Унга Лопиталь кридасини татбик, этамиз:

1—sin л:  ̂0 л _  <• —cos X  .. -cos3 2 xcos х][m/ L i r L Ïï = lin y— ~-cos* = lim - — — -x - %  tg 2 x { 0 j  x->y2 2tg2x---2 4sin 2x
cos2 2x

I 1 != - lim (- cos3 2x) • lim ■--.cosx—  = - ■ 1 lim ----------- -4 *->% *->% 2sinxçosx 4 x-»^2sinx 4 2 8 •

3  lim arctg4x 
л-»о e  -1

c 0 -Ь ч и ш .  - куринишдаги аник,маслик, уни Лопиталь 
коидаси ёрдамида ечамиз:

4 lim
х -* 0 -V4+X2 V16+X-4

Е ч и ш . Бу ерда °о-оо куринишдаги ани^маслик булга- 
ни учун уни алгебраик алмаштириш ёрдамида Ц к;ури- 
нишга келтирамиз:
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Inn
t >0 2--n/4+x2 'JI6+ X-4

lim
Л—>0

л/16+х-4-6+Зл/4 +x2 
(2 - Л  +x2)(V Ï6 + x - 4 )

1 3x
2V16+X V4+X2

ill •* 

.\/4+x'
Í— -(Vl6+x-4)+— T— ....f 2-V4+X2 1,X2V ; 2VÎ6+X V J

.21 0

V' +3x-4 
,v*-x+3

i i и in , Г" куринишдаги аншдмаслик.

белгилаш киритамиз, сунгра x¿ip икка-> ' i Зх-4 
г  х+З

.. - к  и им in лбгарифмлаймиз:
, , х 2+Зх -4In у = х\п—*----7 х -х+З

х 2+Зх -4In
lim ln у = lim 2-х-3 ГО

X

lim
\  >°°

х2+Зх-4
х2-х-3

(2х+3)(х2-х-3)-(2 х-1)( х2+3 х-4)
(х2-х-3)2

lim -х2(2х3-2х2-бх+Зх2-Зх-9-2х3-бх2+8 х+х2+3 х-4) 
(х2+3х-4)(х2-х-3)

lim t  (~4* +2*~'3)- = 
х->~ (х +3х-4)(х -х-3)

4.

ln i 1м lim
■V —> 00

♦ц шли.

^ х 2+Зх-4 
х2-х+3

= 4 булгани учун lim ^х 2+Зх-4
X 2 -х+З

V J
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6. з/84 ни вергулдан кейинги икки ракамигача аник, 
лик билан топинг.

Е  ч и ш . Берилган ифодани куйидаги куринишда ёзш
оламиз: ^84 = \/43 + 20 ва у = 1/х функцияни киритамт 
бунда

х = х0 + Ах, Ах = 20,
У = (х0 + Ах) = у(х0) + у '(х0) Ах

формуладан фойдаланамиз.

_у(х0) = \/б4 = 4 , у ' = ; У (64) = —  = ^ .

У холда

-4 + ^| = 4,42 .
48

Нисбий хато

5 = 4’42Т4’3 • 100% = 2,7%
4,42 ’

7. агс1§0,98 ни такрибий х,исобланг.
Е  ч и ш . 6-мисолдаги каби ишларни бажарамиз: 

у = агс^х, х0 = 1, Ах = 0,98 -  1 = -  0,02.
,у(х0) = агсф = | ,

= ^ ’(1) = 0,5, агс1ё0,98 = 1-0,5 0,02 = 0,77.

Нисбий хато

5 = 0,77-0,78 •100% = 13%
0,77

1-вариант
е а х  - е Ь х

1. Цш(я - 2агс1§х) 1п х . 2. Н т —-
х->~ х—>0 Б Ш Х
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I ll( l * )+ tg -

Ctg7ÜC3 
2i ||m(eos2x)*

' l IIN V) .

4. lim (l + sin x)
x-> 0

6. V7Ó.

( -  ̂l Uní u* -1 x.t »K»
V /

, . eos x ■ ln(x-a)
' 11111 T/x n ~> ln(e -e )

v llm(ln ctgx)l8X.1 >0

2-eapuaHtn

2. lim,(-£î \ctgx 2cosx̂

4. lim (l - x)
X —> 1

6. (2, OI)3+(2, OI)2

' lim
X-»I eos— ln ( l- x )

im Í2- ^ j :->a \ al

. nx tg ~  2a

7. Intg46°-

.. l- c o s x  lim ^— t— i,v->0 x - sinx 
r2

COSI
í, lim

e* -1
x_>o co sx -1

3-eapuawn

i_
.x\\*

2. lim(n - x) • tg -
X —> 71 ¿

4. lim(ln(x + e*))

6. V65 •

4-eapuaHm
~ .. x-arctgx2. lim ---3-=-x-*0 XJ

4. lim(sinx)1
x-»0

,tgx
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5. lim x 'n<eX~l)*->0

7- arctg 1Д"02 .

5-вариант

1 lim  1&х~х , •
*->o 2 s i n x + *  ' 2 .  l ix n  —

>y2a (2ax-n)
OX

T
о „ал:
3 l im  -COS ах  ( ,—
' *-*о‘? г̂ ф Г  4. l imVx.

5. lim
1

sin X

4 2+̂ J • 6- Viäf
7. arctg д/0̂ 97 .

6-вариант

1. lim e"2-'
2 a r c tg *  -7i 2. lim 1"'2sin^

c o s 3 x

3 lim  x ~a ra11Щ -------------------^  л  COS-----

xn~an 4 - l i m ( l  - x )  2JC—> 1

5. lim fl 3'+ ■! \x
*— \ x )  ■ 6 . .

7. arctg 1,01.

7-вариант

1. l im - R !z f ±_2 9 e2x_,
x -ix+6 z- lim —x->0 ln(l +2x)

3. lim л:sin-1. 4 sin,.h .  6x 4. l i m r sm\x-»0

1 0 6



i 11lll(í,A + x)* .* H)

' 1и(."’ 1-0,2).

Ilm Л' cos л: —sin ос

I ,  lili) 3tg4x-12tgx 
. ill 3s in4x-12sinx

' 11 m (tgx)2* '". 

iirctg 1,03.

6. VIo.

8-вариант
ax-12. lim

jc->o e -1

j
4. lim(l + x2)A

6. 1/Ш .

i lim .
i 2 s i r r x - l

1 lim ^-arctgxj 

! In Ig 4715.

1 limи .1
1 -X

, . TtX1 —sin--2

! lim» >0
x(e*+l)-2(eJ

X3

• limV .0
f COS X " ]X 2
 ̂cos 2x J

/ Ig9,5

9-вариант

4. lim xx_1 .
JC—> I

6. ^34.

10-вариант

2. lim lnx
jc->1 1 —X'T  •

4

6 / (2,037) —3 
I (2,037)2 + 5 '
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11-вариант

' ■ â = ï f -  1 Й г = с -

з. 4 lin j(ctg ~ ) “ J.

5'! l ra. ( s £ i-  6. m .
1. a rc tg ^ T .

12-вариант
1. 2 lim

ДС-»0 1 - C O S J C

-sin je

3- Í5S— ? - •  4. \ лг+З /

5- I™ ( C0S7 + sinl ) X- 6. ^ 2 7 j.

7. 22J .

13-вариант
П

'• '  ■ 2. lim «*-1■>0 7ix. /u —• .—-—ctg—  *->o sin 2л:

3. jta (tg * )« !\  4

I

5. Um(x-l)e*-‘ . 6. V Ï7 .

7. 41’2.

- j—-2tg*

14-вариант
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, ||m lil(cosax) 
* hi ln(cosfoc)

« •» \  X  /

1 Im59".

4. lim(ctgx)sinj:x->0

6. s 40.

15-вариант

I Ц ln'(sin mx)
I >o ln(sinx)

i >% 2sin x- l

2 , V
lim I V 1> *-• x -2

2. lim (—4--- 4-).
X-+1 \ x s in x  X  )

4. lim(ln.x:)*.

6. VÜ2 .

I
« tg5x

i l i m f —
>o \x e*- \ I

•' 11m >/l - 2x .
A-+0

/ arctgVO-

16-вариант

2. lim (l -e2*)ctgx.
x -» 0

4. lim x1+2ln-c,
X  —> OO

6. H/ÏQ25.

17-вариант

lim (l-cosx)ctgx. 2. lim

, |im X2g-0,01x
A'—>°° 4. lim(l -  ex) x .
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5. lim (sin —+ cos-) . 6
X —>°o \  X X )

. (3,02)4 + (3,02)3

7. ctg29°.

18-вариант

lim (l - x)tg —  .
X —» 1 Z

ex -l-xJ
x->0 sin 2x

2. lim

3. lim ln(l+xex)

x^ °  \n(x+ji+x2)

5. lim \Jcos л/х .jc-»0
7. sin 93°.

1. lim x sin —.

3. lim(l - x)‘°82 *

5 lim (l + sin nx)°'g,KX-»l
7. lg 1,5 .

>/l+2x+l

4. lim(x - 1) ln
X —>°°

6. (5,07)3 •

19-вариант

2. lim
xyfx

x->° \Jsinbx

4. lim (cos X/

6. (4,01)1,5.

20-вариант

1. lim
1 yfo+X+X

4

3. lim ..e*2-1
2arctgx -re

5. l i m t e f .  
*->■" \x-al

2. lim ln (l+ x 2)

4. Iim(ctg2x) lnxx-»0

6. ^ 02.

7. sin 29°
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21-eapuanm

I lim 2. lim 4 -
X x->~ X

t lim Iu2x- ln (2x-l). 4. lim i- i^ -  2 5 V
jc—>5 \jc—5 x -x- 20/

6. cos 151°.
i

\'

22-eapuanm 

■-* 2. lim ln(x^

1 m I ( - -7—z-, . i ; \3jc-1 ln3x

7V^3

-V 4. lim x2 sin -
• /  X — X

3

. . .  x̂>0
I Hin 31

, Um x4+ln* . 6. arctgl,05.

23-eapuanm

W m f ^ -  2. l im— •
, ,0 4x-sinx  x^ o  ix

Ctg;2

( 1 - l - 1 
^ 2 ( 1 - ^ )  3(1- ^ x ) J

i lim arcsinx ■ tgx. 4. lim,
' >o ^ 2 (1 - V x ) 3(1-3/*)

, lim xsinx . 6. cos 61°.v~>0
7 IgO, 9 •

24-eapuanm

I iim tg3* . 2. lim (l - cos 2x)ctg4x.
x.^y2 tg5x *-^0
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6. tg44°°.

4. Пш(1 - х) 2 .
х-»1

25-вариант

2. Пт (х2 вт -).
лг-4~\ х /

4. Нт(с1§х)5'пх.
х->0

6. агс1§0,98.

12-§. Туртинчи мустак,ил уй иши

Бу мустак;ил уй ишининг \ар бир вариантида турттл 
мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича:

Биринчи мисолнинг шарти вариантда берилган.
Иккинчи ва учинчи мисолларда: берилган функциялар 

ни тулик, текшириш ва уларнинг чизмасини чизиш ке 
рак.

Туртинчи мисолда: берилган у =Дх) функциянинг [а; Ь\ 
кесмадаги энг катта ва энг кичик к,ийматларини топиш 
керак:

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

1. Берилган 5 тула сиртга эга ва асоси квадрат булган 
барча тугри параллелепипедлар ичидан энг катта х,ажмга 
эга булганини топинг.

Е чи ш . Параллелепипед асосининг томони х ва ба- 
ландлиги у булсин, у \олда унинг тула сирти:

5  =  2х2+ 4х у

3. И т х3<Г\
х—>оо

Щх/ 1 \'
5. Нш(-)

дг->0 \х/

1. е0-25.

1  ш **х-гцХ'
х-*у2 1 + с о б 4 х

3. Нш(х - 1)х*‘ .
X —> 1

5. Н т
*-»1 х-7х+6

7. л/15.
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*t и hi оумдан

il м'.шлслепипеднинг щ м и :

■) ■■ i г 2 о-z.1у = X у еки V = X ■ ——
'  4х

,2 S-2x2 _  x(S-2х2)

4

(/ = ^-5x-yJc3 jo < 2х2 < 5, 0 < X <

I-примчи ва иккинчи тартибли ^осилаларини топамиз:

и' мани учун аргументнинг бу ^ийматида функция (V) 
м и симумга эришади. Параллелепипеднинг баландлиги:

1|1Ш|)ИГИНИ чизинг.
Кчиш. Берилган функцияни юкорида баён цилин-

I ни схема буйича текширамиз.
1. Функциянинг аникданиш со^аси: xG (—оо ; 4)U (4; +оо).

2. X > 4 к,ийматларда у > 0 ва х < 4 к,ийматларда у < О 
оулгани учун берилган функциянинг графиги х = 4 нинг 
vin томонида Ох Укининг юкррисида, х - 4 нинг чап 
тмонида эса Ох Укининг пастки к^исмида жойлашиши- 

ни билдиради.

Н Ш.И.Тожиев 113

У" = -Зх, V (i л/657) = -31 J6 S  = - 1 yfës < о

6

Демак, энг катта \ажмга к^ирраси булган куб
ни булади.

2. у = (*+3).. функцияни тулик текширинг ва унинг
*  -V__Лх-4



3. Берилган функция графигининг координата укдари |

билан кесишган ну^таси: (0; -̂ -1 ва ( — 3; 0). 2
(х+3)

4. х = 4 — вертикал асимптотаси, чунки lim-— f- = <
/— \j х —>4 Х~ 4
оулгани учун:

lim у = lim , lim у = lim —+3) ■ = +°°.
л:—> 4 — 0 л: —>4 — 0 Х —4 *-»4 + 0 л--»4 + 0 Х — 4

Огма асимптотасини тоиамиз:

/М  _ (̂ +3)2 _ ,к = lim = lim
х—>± °= х х—>± ~ х(х-4) 

b = lim (f(x) - кх) = lim
V_nn ' ' V_ 4̂-

( ! W
Щ - - Х
x-4

V

х2+6х+9-х2+4х 10х+9 
= пт  ------ з---- = Ь т  --- = 10 .

х —>± оо х —4 х—>± °° х —4

Шундай кдлиб, функция ягона у = х + 10 огма асими- 
тотага эга экан.

5. Функциянинг усиш, камайиш ораликутрини ва ло- 
кал экстремумларини текширамиз:

_  2(х+3)(х-4)-(х+3)2 _  2х2-2х-24-х2-6х-9 _  х2-8х-33 

У (х-4)2 (х-4)2 (х-4)2

у ’ = 0 дан, х2 — 8х — 33 = 0, бундан х1 = 11, х2 = — 3.
а) (— °°; - 3) интервалда ^ ’>0, демак, функция бу 

интервалда усувчи;
б) (— 3; 4) интервалда у’< 0, функция камаювчи. Шу- 

нинг учун х = — 3 нук,таси локал максимум булиб, у(~ 3) = 0 
булади;

в) (4; 11) интервалда у ’< 0, функция камаяди;
г) (11; + оо) интервалда у’> 0, функция усади.
Шунинг учун х = 11 нук,та локал минимум булиб,

у (11) = 28 булади.
6. Функция графигининг кдварикдик, ботикдик ин- 

тервалларини ва букилиш нук,тасини текширамиз, унинг 
учун икинчи тартибли \осилани топамиз:
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У = (x-4)

i  у-2  - Я  у - Я  y +32 - 2  X 2  +16 X  +66 =

! ^ Г ~
(x-4) •

>0 (
„о л,"< П ка 6v интервалда эгри чи-

оо ; 4) интервалда у < и ва иу

Ни i штрик, г, gv Интервалда эгри чи-
ш (,(; +оо) интервалда у > U ва оу ин v

""  “ 'Тнуктада функция маънога эга б?лмаганлиш учун

" ■ "Т |:;;кциянинг^афиги s- ч * .» « «  тасвирланган.

[ '  ,  у . хе4  функция«» тулик текширинг ва унинг

9-чизма.
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3. Функция (0 ;+°°) интервалда мусбат к,ийматларни и| 
(— оо; 0) интервалда манфий к^ийматларни кабул кдлади

4. Вертикал асимптотаси йук,-
0£ма асимптотасини аникдаймиз:

х2

к=  lim ™  = Um ü l i _  = о ,
x—>± «x> X x—>± оо X

b = lim (/(x) - kx) = lim = lim Д- = 0
X—>± оо X—»± oo X—>± oo £_ •

e 2 e 2

у = 0 горизонтал асимптотага эта булдик.

_xi
5. у(-х) = -хе 2 = -у(х) булгани учун функция ток, ни 

унинг графиги координаталар бошига нисбатан симмет 
рик булади.

6. Функциянинг монотонлик ораликдарини текшира- 
миз:

*1 *1
е 2 -х • хе 2 _  е 2 (1-х2)

Агар у' = 0 булса, у \олда 1 - х2 = 0 булади, бундам 
х ,=  - 1, х2= 1. Бу нукталар сон ук,ини учта интервалга 
булади:

а) (— оо; — 1) интервалда у'< 0 ва функция бу интер­
валда камаяди;

б) (— 1; 1) интервалда у'> 0 ва функция бу интервалда 
усади;

в) (1; +оо ) интервалда у'< 0 ва функция камаяди. 

Демак, берилган функция х = — 1 кийматида 7(~1) =

= ~\.е 2 = _ „ _о, 6 булиб, ( — 1; — 0,6) нук,та минимум 
%/ё _1 1

нуктаси, х = 1 к,ийматида эса У0) = 1-е 2 = - —  = 0,6
2

е

булиб, (1; .0,6) нук̂ та максимум нуктаси булади.
7. Функция графигининг каварик,лик, ботикдик ора- 

ликдари ва букилиш нук,тасини топамиз:
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* У?, х3 =-\/3 .
К ( о°;73) интервалда у"<  О ва эгри чизик; бу ин- 

•срмннди кдварик,;

11) ( 73 ;0 ) интервалда у" > О ва эгри чизик, бу интер- 

*. 11 п и ботик,;

и) (О; л/3) интервалда / '< 0  ва эгри чизик; бу интер- 
И'ипш к,аварик,;

I > ( ч/З ;+оо ) интервалда у">  0 ва эгри чизик, бу интер- 

МН'1Д11 ботик,.

\ : ± 7з , х = 0 нук,таларда у" иккинчи \осила ишора- 
м и и узгартиргани учун х нинг бу к,ийматлари функция- 

Н111П графиги учун букилиш нук,таларининг абсциссаси 

пуниб, унинг координаталари

7 (±л/з) = ±л/з/е3/2 « ±0,4, у(0) = О

пулади.

К. Бу олинган маълумотлар ёрдамида функциянинг гра­

фи I ини чизамиз (10-чизма).

4. у =  2з1пх + соз2х функциянинг 
1 .1 п а ва энг кичик к,ийматини топинГ.

Е ч и ш . Критик нук,таларни топамиз: у '=  2со&х—2зт2х. 

Агар у' = 0 булса, у х,олда

м.11> у" - 0 булса, х(х2 -  3) =  0 булиб, бундан х, =  О,

0; 1 кесмадаги энг

2со8х — 4зтхсо8х = 0, 2созх(1 — 2зтх) = 0.



10-чизма.

Аникданган критик нук,талардан факдг х = ^  в а х =

нук,талар берилган 0; I
•71

кесмага тегишли. Шунингучу! 

х = О, х = \, х = 7 да Функциянинг кийматлариш 

^исоблаймиз:

*о> = 1, у(г) =") = 2 30° + сое 30° =1 + 1

у у ) = 2 эт 90“ + сое п = 2 -1 = 1 .

Демак, 0;| кесмада берилган функция х = Т да эп
' 4 6

катта кцймати У Ь- = 1> 5 га, х = 0 ва х = 2 нукталард;

энг кичик кийматига, яъни ^(0) = у = 1 Га эришади.

1-вариант

1. Кундаланг кесими турри туртбурчак булган хода 
нинг махкамлиги энига ва баландлигининг кубита тугрр 
пропорционал деб кабул килиб, диаметри 16 см булга: 
ходадан кесиб олинадиган турт коррали ёгочнинг эни кдн 
дай булганда у энг катта ма^камликка эга булади?

2. у  = 3. у = х2е 2 4. У = ~2----
х -х+\

2-вариант

1. Маълумки, тусиннинг сикишга булган кдршилигр 
кесим юзига пропорционал. <1 диаметрли думалок хода-
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щ им к) 1н тугри туртбурчак булган шундай тусин к,ир-
........ми ксракки, унинг сикишга булган кдршилиги энг

|)|| I П\ тип.

< ' ' 3. у = 4. У = ^г~ ', [1; 2].

3-вариант

I Пиана мусбат соннинг йигиндиси а га тенг. Агар 
<1 мши кублари йигиндиси энг кичик сон булса, у холда 

ни минпрни топинг.

. и  111̂ . з. у = - ^ Т . 4. у = ^/х-х3; [-2; 2].
х (х+1 У

4-вариант

| ГУгри бурчакли координаталар системасида (5; 4) 

Ш» 1.1 игрилган. Бунуктадан шундай турри чизик, утказил-
......, у координата укдарининг мусбат йуналишлари би-

.... им кичик юзли учбурчак х,осил к,илсин.

| у- \ 1п(1 + х2) . 3. у = . 4. у = 4 - е~*2; [0;1].
(х-2)

5-вариант

I Учунлиги 50 см булган сим булагидан энг катта юзга 
к! «)V11 ган тугри туртбурчак ясанг.

I .  У~х + ^ — . 3. у  = хе*. 4. у = ^р- ; [1;2].
X -х+1 X1

6-вариант

I Керилган р периметрли турри туртбурчаклар ичи- 
||Щ кии энг катта булганини топинг.

_1_

г х 2 - 2 1 п х .  3. у = х2ех . 4. у = хех; [—2; 0 ] .

119



7-вариант

1. Кдрраси а булган куб ичига куйидагича цилиндр ясил 
ган: Цилиндр ук,и куб диагонали билан устма-уст тушади. 
асосларининг айланалари кубнинг ёкдарига уринади. Шуи 
дай цилиндрларнинг энг катта \ажмга эга булганини то 
пинг.

2. у = х3е~Т . 3. У = ^~т-  4. у = (х - х2) ех; [-2; 11,

8-вариант

1. Иккита мусбат соннинг йигиндиси а га тенг. Улар 
нинг купайтмаси энг катта булиши учун бу сонлар кап 
дай булиши керак?

2-У = ^ ~ -  3. у = {х + 2)е'~*. 4. у = (х- 1) е~х; [0;3|

9-вариант

1. радиусли доирага ички чизилган барча тугрм 
туртбурчаклар ичидан энг катта юзга эга булганини то- 
пинг.

10-вариант

1. Берилган 2р периметрли барча тугри туртбурчаклар 
ичидан диагонали энг кичик булганини топинг.

2 . у  = -\п\^. з . у  = ( Ц ) .  4. У ~ 1+1пх
1-х \х+1/

1

11-вариант

1. Ю к̂ ор и га тик отилган жисмнинг хдракат крнуни 
5 =  18/— 6/2 тенглама билан берилган. Жисм энг юкррига 
кутарилган баландликни топинг.

2. у =  1п(х2 + 1 ). 3. з> = ¿ г  • 4. у =  е4х' х2; [1;3].
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12-вариант

И > кори га тик отилган жисмнинг харакат крнуни
I

(|„/ , #г тенглама билан берилган. Жисм энг юкрри- 
Iприлган баландликни топинг.

з. у = (х + 1)е2х. 4. у = -т—; [-3; 1].
\ I I •*

13-вариант

I Жисмнинг тугри чизикди хдракати S = - 13 + 9t2 —
II К тенглама билан берилган булса, жисм хдракати- 
п млксимал тезлигини топинг.

*шх\пх. 3 .*  = ^ .  4. у = — ; [~1;2].

14-вариант

I Радиуси 16 га тенг булган доиравий майдоннинг 
нрмси максимал ёритилган булиши учун фонарни май- 
I Уртасидан кдндай h баландликка урнатиш керак?

г (х - 1)е3х+1. 3. У = -£ц. 4. у = *1пх; -Tilе

15-вариант

1, R радиусли шарга ички чизилган барча конуслар 
Идан ён сирти энг катта булганини топинг.

I V = *2 . 3. у = 1п(х2 - 2х + 6)
х + \

4. y = x3ex+l; [-4; 0].

16-вариант

I. R радиусли шарга ички чизилган барча конуслар 
чидан ^ажми энг катта булганини топинг.

4.у = х2 - 2х + —  \ [—1; 3]. 
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2 y ‘ i h ‘ 3. Г  = Л " ' .  4. = + Г 4 1

’ I 3 ”  J |

18-вариант

У ~хг~' 3' У = *  ~ ln(l + x)2 ■ 4. у = e6*-*2; f-3.|

19-вариант

“ '"Г  цш1инда™|.

нинг рщ иуси л м  баланллиги ^берил гад , НУ° “ “

У = jt/x*(x~5) 3 . ,  = I - t f * .  „ у = ^ ,  [i 4j 

20-вариант

ичидане^л аТ и р™ УэнгИк ™ аЧб&гга" б!>РЧа ишшндР-™Р
асосининг радиуси R ва баландлиги™ёРХ ™ )Г

2. .у = - i!_
X -1 3.j; = (jc_i)g4*+2_

4^ - З х 4-1бх3+2; [-3;1].

21-вариант

ичидан ён сиртиэнГкаттГбИулТЗИЛГаН бгфЧа цилинДРлар 
синий. р а ^ си -

3- У

4- У-х*-5х*+5х’ +1; [~1;2 ] .

17-вариант

2. у = £_jt! 2
еА • 3 V =  I х +4х+2

2 -х
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22-вариант

i ллми Vберилган, тула сирти эса энг кичик булган 
и i иллраг шаклидаги усти очик, (копцоксиз) яшикнинг 

ЫМ'ШрНИИ топинг.

к т ~г
X

. 3. у = -х\п2х. 4. у = (3-х)ех; [0;5].

23-вариант

i Упчамлари 100x60 см булган тугри туртбурчак шак- 
.1111 гуиуканинг учларидан тенг квадратлар кдек^иб олиб

.... Ui, сумгра унинг четларини букиб, энг катта ^ажмга
■ ■ i tv ni ли усти очик, яшик ясаш керак. Кир^иб олиб таш- 
III иип ли квадратларнинг томони к,андай булиши керак?

s . 3. у = X2 -2\пх . 4. у = ^  + cosx;
У ¿ ° ; f

24-вариант

I, Лсоси ва баландлигининг йигиндиси а га тенг булган 
|рчл учбурчаклар ичидан юзи энг катта булганини то- 

11II11 г.

I 3. у = е ^ .  4. у = 108х-х4; [-1;4].
1-Х

25-вариант

I . а радиусли доирага тугри бурчакли учбурчак ички 
чичилган. Катетларининг муносабати к,андай булганда 
УЧбурчак энг катта юзга эга булади.

'' У = ^ г -  Ъ.у = ln(4-x2). 4.у = -6х3 +7; [16;20].

123



I I I  боб 

КОМПЛЕКС СОНЛАР

1-§. Комплекс сон хакдца тушунча.
Комплекс сонлар устида асосий амаллар

Комплекс сон деб z = х + iy куринишдаги ифодага ай- 
тилади, бу ерда х ва у хающий сонлар, i = I  — мавхум 
бирлик деб аталади.

х — комплекс сон z нинг уациций цисми, iy эса мавхум 
цисми дейилади. Улар х = Rez, у = Zmz билан белгилана- 
ди. Агар х = 0 булса, 0 + iy = iy соф мавхум сон дейилади, 
агар у = 0 булса, х = х Е R хак.ик.ий сон хосил булади.

Фак,ат мавхум к,исмининг ишораси билан фарк, к,ила- 
диган z = х + iy ва z — х — iy комплекс сонлар бир-бирига 
цушма дейилади (11-чизмага к,аранг). Геометрик нук,таи 
назардан z — х + iy комплекс сон Оху текисликда коор- 
динаталари х ва у булган М(х;у) нук,танинг ОМ вектори- 
ни аникдайди ва аксинча хар бир М(х;у) нук,тага z = х + 
+ iy 'комплекс сонлар мос келади.

Комплекс сонлар туплами билан Оху текисликдаги 
ну^талар орасида узаро бир к̂ ийматли мослик урнатилга- 
ни учун берилган Оху текислик комплекс текислик дейи­
лади ва у Z билан белгиланади.

Комплекс сонлар туплами G харфи билан белгилана­
ди, R С G.

Узгарувчи Z комплекс текислигининг (z = х) Ох укда 
ётувчи нук,таларига хак,ик;ий сонлар мос келади, шунинг 
учун Ох ук комплекс .текисликнинг х,ак;ик;ий щи дейила­
ди. Оу укда ётувчи нук,талар (z = iy) соф мавхум сонни 
ифодалагани учун Оу у к, комплекс текисликнинг мавхум 
сонлар щи ёки мавхум щи дейилади.

Агар иккита z, — х, + iy{ ва z2 = х2 + iy2 комплекс сон 
берилган булса, уларнинг устида арифметик амаллар куй- 
идаги к,оида буйича бажарилади:

1) Zl +Z2 = (х, + />,) + (х2 + iy2) = (х, + х2) + /(у, + у2),
2) zl ~z2 = (х, + (к,) -  (х2 + iy2) = (х, - х2) + /(у, - у2),
3) Z{ Z2 = (х, + />,) + (х2 + iy2) = (х, х2 - yty2) + i(xty2 + 

+ X2yt),

± =  I I (  ^ 0 )

'  17 X2+iy2 ’ Z2-Z2 xj+yj xj+yj
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11-чизма.

Комплекс сонлар устида амаллар бажариш кридалари 

иIV! 1 и курсатадики, комплекс сонларни кушиш, аийриш,
, уиайтириш ва булиш натижасида яна комплекс сон хрсил

"''"Гм  и с о л . г, = 2 + 3>, гг = з - 4/, г, = 1 + / комплекс 

чи,лар берилган. ни топинг.

Ечиш . Дастлаб куйидагиларни \исоблаймиз:

г, + г3 =  (2 + 30 + ( 1 + 0  =  3 + 4/, 

г . ^  =  (2 + 30‘ (3 “  40 =  (6 + 12) +- ¿(9 -  8) -  18 + /, 

Д  =  (з — 4/)2 =  9 — 24/' — 16 =  — 7 — 24/,

7 + 7  - г + г,2 =  2 +• з/ + 18 ■+ / -  7 -  24/ =  13 -  20/.
<•1 “  <*2 2

Бу кийматларни урнига куямиз:

13-20» _  (13-200(3-40 _  (39-80)-н(-60 - 52) _  _  . Ш  

г = з+4/ (3+40(3-40 25 25 25

г = \Ш\ = > /Г? = \/х2 + у сон г комплекс соннинг

модули дейилади.
ОМ вектор ва Ох ук,ининг мусбат иуналиши орасида- 

, и бурчак г комплекс соннинг аргументы дейилади ва 

,р = Аг§г деб белгиланади.
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Хар кдндай z — х + iy комплекс сон учун (11-чизмага 
к,аранг)

х = rcosy, у = rsmtp (3.1)

Г = yjx2 + у2 , COS ф  ^  ~  > в т ф  =  у

формула уринлидир, бунда у = arg¿ аргументнинг асосий 

к,иймати — п < argz :£ л ёки 0 < argz< 2тг тенгсизликни 

к,аноатлантиради.

Хар к,андай z = х + iy комплекс сонни тригонометрик 

шаклда

z = г (cosy? + i siny? ) (3.2)

ёки курсаткичли шаклда

г = ге,ф (3.3)

каби ёзиш мумкин. (3.2) ва (3.3) дан

e'v = cos ф + / sin ф (3.4)

Эйлер формуласига эга буламиз. Комплекс сонларни 

купайтиришда, даражага кутаришда (3.2) ва (3.3) форму- 

лалардан фойдаланиш макрадга мувофикдир.

Агар z, = ^(cos^, + / siny?,), z2 = r2(cos<p2 + isin<p2) ком­

плекс сонлар берилган булса, у \олда

\ = \ (cos(<í>i _ ф2) + /sin(<pi - ф2)) = г± • е'1'щ (z2 * 0) , 

z" = г" (cos лф + i sin Лф) = г" ■ е'щ. (3.5)

(3.5) формула Муавр формуласи дейилади.

(3.2) комплекс соннинг я-даражали (п > 1, п Е Z) ил- 

дизи куйидаги формула билан топилади:

/ . . \ /(ф+27сЛ)
Zk =yfz =ф- (cos + i sin = ^  .e " ,

' " ____ n 1 (3.6)
(к = 0, n - 1).
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( 1.6) ифода илдизнинг п та к,ийматини аникдайди, л/7 
н i арифметик илдиздир.

м и сол . (1 + /)12 ни х.исобланг.
Г ч и ш . Z— 1 + / комплекс сонни (3.2) ёки (3.3) фор- 

iVMiuiap ёрдамида тригонометрик ёки курсаткичли шак- 
Hiii гзиб оламиз:

г = л/l + l = л/2, cos ф = , sin Ф = , ф = | ,

/ \ — 
z = V2 icos ̂  + / sin j  I = л/2 • е 4 .

Муавр формуласига кура:

г12 = (л/2 ) ĵ cos (l2 • í  j + /sin (l2 ■ = л/5̂ " • е3ш =

= 64 • (cos Зл + i sin Зп) = - 64 .

3-м исол . +1 = 0 тенгламанинг илдизларини то- 
ПИпг.

Е ч и ш . Берилган тенгламани z6 = -1 ёки z = V~í 
куринишда ёзиб оламиз.

— 1 соннинг (3.2) формулага асосан тригонометрик

шнкли

— 1 = 1- (cos я + / sin я)

куринишда булади. (3.6) формулага кура берилган тенг- 

имманинг илдизлари

_____ , ч i(n+2kn)
в Г 1 / я+2кя . . п+2кп\ f.

zk = V-l = I • Icos— -—  + /Sin— £— l = e 6

каби топилади, бунда А: = 0,5; А: га кетма-кет 0,1,...,5 к,ий- 
матлар бериб, ^+1=0 тенгламанинг олтита илдизини то- 
памиз:

я . . я 7 з 1 . J .
Zo = cos - + ism - = —  + - 1 = е6 ,

ni
71 71 • _  9 .

^  = cos j  + z sin y = i = e1 ,
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I— 5л

5л . . 5л \/3 1 . ~~Г.
12 = С08у  +гвШу =- —  + -* =е '

г-  7 Л/

7я . . 7л л/З 1 • ~Г" 
г , =  с о б  + / э ш  ~т~ =  — / — е =  е 

6 6 2 2

5л/

"б"

Зл Зя
л/ Зя/ 

"2 = ^ 2г4 = сое — + I вт — = -/ = е = е

11 л/

Чя _ л/3 \_1 = е 6 _
г5 =со8-Г  + /8ш-Г  = -Г -т /

4- м и сол . £3-1 + /л/з = 0 тенгламанинг илдизлари 
ни топинг.

Е чи ш . Берилган тенгламани г3 =1-/Ч/з куриниш 
да ёзиб оламиз. Унг к,исмидаги комплекс сонни тригоно 
метрик шаклда ёзиб сунгра (3.6) формулага кура томи 
миз:

г3 = 1 - /Ч/З = 2 (сое у - / вт .

гк = V? = >/2 •
^+2я£ ^+2яА:Л

со8 —  - / вт -3—— , (Л = 0,2)

Демак, берилган тенгламанинг илдизлари: 

г0 = *¡2 • (со8 ^- /8 т ^ ) ,

г, = ^ - ( с о 8 ^ - / 8 т ^ ) ,

*2 ^2-(
13я . • 13я 

С08-Г -18Ш-Г
)■

Машцлар

111. Куйидаги комплекс сонларни тасвирловчи нук,- 
таларни курсатинг. ^  = 2 + 2/, г2 = 1 - / ,  г3 = -1 + 3/,

г4 = -л/3 + / ,  г5 = -6  , г6 = 8 , и  =-¡2 -1, zs = 5+  12/ .
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\ i ир г, =4 + 5/, z2 =\ + i ,  z3 = 7 — 9/ булса, 

М(|юданинг к,ийматини топинг.

|| I \Iар г, =4 + 8/, z2 = l - i ,  z2 =9+13/ булса, 

ифоданинг к.ийматини топинг. 

i l l  Агар £ , = 2 - / ,  z2 = -1 + 2/, ¿3=8+12/ булса,

ифоданинг к,ийматини топинг.

11 \ Куйидаги комплекс сонларни тригонометрик ва
II |м й 11 мчли шаклда ёзинг.

р  ! / 1 I / ' ,  Z2 = 1  ̂ 7з/ , ^3  2  ’

Уз -/, z6 = 2- 2 /, ¿7 = — 1 + /,

I Hi Куйидаги тенгламаларнинг илдизларини топинг:

I , • / = о ; 2) z4 + / = о ; 3) + / = о ; 4) г8 - / = о .

IV боб  

АНИК.МАС ИНТЕГРАЛ

1-§. Бошлангич функция ва ашщмас интеграл

Ьерилган у = fix) функция (а;Ь) интервалда аникдан- 
I in булсин. Агар F '(х) =fix) (бунда х£(я;й)) тенглик урин- 
III tiyjica, F(x) функция fix) функциянинг (а; Ь) интервал- 
пип бошлангин функцияси дейилади. Берилган /(х) 
функциянинг ихтиёрий иккита бошлаш-ич функцияси 
imp биридан узгармас сонга фарк, кдлади.

fix) функциянинг F(x) + С (бунда С — узгармас сон) 
|тшлангач функциялар туплами fix) функциянинг анщ- 
\iiic интегралы дейилади ва

} /  {x)dx = F(x) + С (4 . 1 )

куринишда белгиланади.

') Ш.И.Тожиев 129
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Асосий интеграллаш кридаларини келтирамиз:

1. J /  \x)dx = J d[f(x)\ = /(х ) + С .

2. d\ f(x)dx = d(F(x) + С) = f(x)dx .

3. | (/(x) ± ф(x))dx = J / (x)dx ±J ф(x)dx .

4. | af{x) = aj f  (x)dx, (a = const).

5. Агар \ f(x)dx = F(x)+С булса, \f(ax + b)dx* 
= j  F(ax + b) + C , бунда а Ф 0, b — узгармас сонлар.

6. Агар j f(x)dx = F(x) + С булиб, и = <p(x) — и х т и с  

рий дифференциалланувчи функция булса, у хрлда

} f{u)du = F(u) + С .

Интеграллаш натижасини тугри бажарилганлигипп 
текшириш учун аникданган бошлангич функциядан х,оси 
ла олиш керак, яъни

( а д  + с ) '  = /(х )

тенглик уринли булиши зарур ва етарлидир.
Интеграллашни енгиллаштириш учун асосий интег- 

раллар жадвалини тузамиз:

,  г п+1
1) jx"dx - — j- + С (п Ф- -1); я = 0 булса, \dx=x + C\

2) | у  = 1п|х| + С; (« = -1);

3)f axdx = -f- + C\
J In а

4) J exdx = ex + C ;

5) | sin xdx = - cos x + С ;

6) J cos xdx = sin x + С ;

7) J ■ 2dx 2 = 1 arctg ̂  + С = - i  arcctg ̂  + C; (a * 0);

8)J
dx _  1 

a2+x2 2a
In

x+a
+ C-=-i-ln

x-a

x-a 2a x+a
+ C;
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m l ,,хт- = tg*+ c ;
COS X

I Mjtgxí/x = -ln|cos x\ + C;

I (I ) Jclgxdx = ln |sin x| + С ;

I / ) f shxdx = chx + C

1 К) J ch xdx = shx + C ;

l<))f J * _  = thx + C;
J cil X

’()) f dx— = -cthx + c  ;
J sh X

i| ) jZ ^ r fx  = ln |/(x)| + C ;

? ? ) f Æ d x  = 2^/700+C.

I м и с о л .  Интеграллаш кридалари ва интеграллар 

, ,щ|шлидан фойдаланиб, куйидаги интегралларни топинг.

3) [ 9х e2xdx ; 4) J (Зх - 6 fdx ;



4+81П х х —4х+6

Е ч и ш .  1) Берилган интегралда интеграл остидаги 
функциянинг шаклини узгартириб ёзамиз, сунгра интег- 
раллар жадвалидаги 1-формуладан фойдаланамиз:

| ̂ Зх2 - 2\[х + \ + 1 = 3}х 2£/х -2 |х3£/х + 31х~гс1х +\с1х =

5)15111(4.1 - 5 )<1х'. 6>1 - <!х ;

-+|
х2+1 х 3 г '2+|

= 3-4-г -2-4—  + 3-Д— + х + С =2+1 I  , -2 + 1
3

4

= х3 - - х“1 + х + С =2

= х3 - Зх-^х - — + х + С ■
X

2) Берилган интегралда интеграл остидаги функция- 
,1 интеграллаш учун кулай куринишда ёзиб оламиз, 

.унгра 1,7-формулалардан фойдаланамиз:

[ 1+2x2 ау - ( 0+х2)+х2 , _  г 1+х2 , г х2 , _
I л л С/л I  ̂ л С/А I л л С/л I л л с/л ——
-1 х (1 +х) -1 х (1 +х) •’ х (1 +х) 1 х (1 + х)

ёх . с с1х Iг ах с ах 1 ,

^ +̂  = - 7 +агс,6* + с -

Кол га н интеграллар хам интеграл остидаги функция- 
ни боищача куринишда ёзиб олингач, жадвалдаги тегиш- 
ли формулалар ёрдамида топилади:

3)$9хе1хс1х = \32хе2хс1х = 1(3е)2хс1х = + С .

4) I (Зх - 6)8 ¿х = 1 1 (Зх - 6)8 Зс1х = 1} (Зх - 6)8 ¿/(Зх - 6) =

= | (Зх-6̂  + с = ^ (3х_ 6)9+с_
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i) j si n(4x - 5)dx .= i  J sin(4x - 5)4 dx = 

ш ' Jsin(4x - 5)i/(4x - 5) = -icos(4x -5) + С .

b )\ * I^L d x = \ ^d x - \ 2 ^- d x  =
J l+x2 J l+x2 J 1+x

1 f î/x - f arctgx d(arctgx) =
2 J l+x

' ln|l + x2|-ÿ(arctgx)2 + C =

* + Je21 - (arctgx)2 J + С •

7)¡ d ^ d x  = j 2sinxT X-dx = \ ^ ^ - d x  =
1 4+sin2 X 3 4+sin X 4+sin x

ln(4 + sin2 x) + C.

v\ f x~2 d x - 1 f  .2 jc~ 4 ¿ X -  1 f ^ , 2 ~ 4 x + 6 ) -  
x2-4x+6 2  ̂ x2-4x+6 2 ■* x2-4x+6

= ÿ ln(x2 - 4x + 6) + С = ln л/х2 - 4x + 6 + С .

Машцлар

Лсосий интеграллар жадвалидан фойдаланиб, куйи- 
1.11 и интегралларни топинг ва натижани дифференциал - 

i.iG текширинг:

П7.|(зх5-4^хГ + - ^ )л . 118. j(V x-V x ) dx.

119. J T 1Xi- dx. 120. f (з sin x - 21хУ -- ^ )d x .
1 cos x sm  x  J \ 9+x /

121. J # I + 3 fd x .  122. f ■ f - - dx.
J v y(x +7)
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123. j 3-2ctg X-d X '

125

124. J ¡4x - l[x* + 2 sin x - 2

126. í
1 x+2x+4

dx .

127. J ( хъ 7
-eos xsinx

i + .

í/x. 128. — dx.
J e:,x+5

cos2xv
dx

131. J23x • 42x -5Xdx.

133. J x sin(x2 )dx .

135. {Veos x sin xdx.

130. ¡2

132. j dx

x
\

dx.

X In X
dx .

134. J |ax2 + by xdx ■

136. J cos(sin x) • eos xdx.

2-§. Функцияларни бевосита интеграллаш

Агар интеграл остидаги функция бир нечта функция- 
лардан иборат булса, у хрлда бу функцияларни алгебраш 
алмаштиришлар ёрдамида ёки айрим купайтувчи функ­
цияларни дифференциал белгиси остига киритиш ёрда­
мида жадвал интегралларидан бирига келтирилади. Бут 
куйидаги мисолларда курсатамиз.

1-мисол.  Jctg3xdxинтегралнитопинг.

Ечиш.

f ctg3x í /x  = í cos2 x ■ ctgxdx = J —--y - ■ ctgxdx =
sin2x sin X

- f í—4— • ctgx - etgxW = -f ctgxíZ(ctgx) - í d(smx) =
J \ sin X I J sin X

= -«¿£-ln|sinx| + C.
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I м и I' о л . Г  ̂йх интегрални топинг.
1 х+5

»111111

= х - 8  1п|х + 5| + С .

I и с о л . Г__ —__  интегрални топинг.
1, 11111 .  х 2 + 4х+8

I (1х с с1х _  с (Ьс _  с с!(х+2)г ах _  г ах _  г
* . Л | Л . Л » / V I | А *\ ’»-4л:+8 х+4х+4+4 (х+2) +4 4+(х+2)

■  = ^агс Щ ^  + С.

V шбу | Б1П тх сое пхёх , 1вт тх вт пх(1х , | сое тх сое пхс1х
■ | и«111п идаги интеграллар берилган булса, уларни интег- 
, 111,п|| учун тригонометриядан маълум булган куйидаги 
|.м|'мулалардан фойдаланиш керак:

,ш тх соьпхёх = 1 ($т(т + п)х + 8т(т - п)х),

N¡11 тх вт пх<1х = ~ (соз(т - п)х - соз(т + п)х) , 

сое тх сое пхс1х = ^  (сое(т - п)х + соз(ш + п)х).

4-мисол .  }зт (2х-1) зт(3х + 5)йх интегрални то-

IIIIII г.
Еч и ш .

18т(2х -1) Бт(3х + 5)с?х =

= - |(со8(2х -1 -Зх -5) -С08(2х -1 + 3х + 5))й?х =

= 1 1 (соз(х + 6) - соз(5х + 4)) с!х =

= 11 С08(х + 6)й?(х + 6) - | С08(5х + 4)</(5х + 4) =

= | вт |х + 6| - 5т(5х + 4) + С .
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Ушбу /cos х sin xdx (m,ns Z) куринишдаги инти 

ралларни интеграллашда куйидаги \оллардан бири булишн 
мумкин: / Щ

а) т  ёки п ток, масалан т  = 2к + 1 ток сон булсинуу ̂ олд!

J cos” х sin" xdx = I cos2* x sin" x cos xdx =,

=j (1 - sin2 x)k sin” xd(sin x)

куринишдаги даражали функциянинг интеграли xocJ 
Килинади. 1

5 - м и с о л . J sin5 х cos3 xdx ни топинг.

Е ч и ш .

J sin5 х cos3 xdx = J sin5 x cos2 x cos xdx =

= J sin5 x(l - s in V (s in  X) = / Sin5 xd( sin X) - J Sin7 Xi/(sin X) J

1 - 6  1 . о
= - sin x - sin X + C .

б) m ва n жуфт булсин. У холда тригонометрик функ- 

цияларнинг даражасини пасайтирадиган куйидаги фор 
мулалардан фойдаланилади:

2cos2 ах = 1 + cos2ах, 2sin2 ах = 1 -cos2 ах ( а е  R )  .

6 -мис ол .  J sin2 4 xdx ни топинг.

Е ч и ш .

J sin2 4 xdx = J r f x ^ I / r f x-^L j  cos 8xd(8x) = I

= |x-^-sin8x + C.

7-мисол .  J j J Xx_x2 ни топинг.

E ч и ш .

Интеграл остидаги каср махражидан тулик квадрат 
ажратамиз. Натижада куйидагига эга буламиз:

г dx



х2+9

= Ы * + 1  + С

МИ  С О Л .  Н И Т О П И Н Г .

|о рмлган интегрални х^соблаш учун интеграл ости - 

, и фупкциянинг суратини махражига (купхдцни куп\ад- 

щ.'инп коидаси буйича) булиб, унинг бутун кисмини 

I (Н'р 1\Исмини (крлдик.ни) аникдаш керак.

X4 +2 \х2 +9 
х4 + 9х2 \хг-9

-9х2 + 2 

-9х2 -81 

“ 83

|,у \>са интеграл остидаги функцияни бутун купх,ад ва 

Кщшр турри каср йигиндиси куринишида ёзиш имкони- 

щ| Осради.
Натижада берилган интеграл куйидагича топилади.

| £'-2 Ах = | [х2 -9 + ^ ) с ! х  = |хЧх - 9\<1х + 83| =

.• — -9x + ^-arctgY + c •
3 3 3

Машцлар

Куйидаги берилган интегралларни топинг:

137. | (22х + 2“3*) <1х . 138. | (е3л -е ) с!х .

139.^1-6 х3хТЛ- >40-

2х+3

И , . | 0 Л . И 2 . 1 ^
¿/х

143.|С054 2 х5т 3 2 х Л . 144. \со52 З х 8т 5 Ъхёх
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145. | ^ 32хс?х. 

147. | *2~[
х2+1

¿/х.

149. | Бт 6х 81п ЪхсЬс. 

151. йх

153- 1-

х 2+4х +13

с!х

8-2х-х2 ’

155. ¡¿И ± с ■
1 х+\

146. \\%2%хс1х .

148. / х -5 

х2+4
с1х.

150. / СОБ 1 Ох БШ 2хс1х.

152. { 

154. }

(¡X
х2-6х+7

(1х
9-8х-х2

скх .

156. ¡ ^ ^ - с !х  .
х+1

3-§.Квадрат уч^ад к>атнашган 
функцияларнинг интеграллари

Куйидаги куринишдаги интегралларни кдраймиз: 

Ах+.В
I х2+Ьх+с

(1х . (4.2)

Агар А? 0 булса, у хдлда каср суратидан махраждаги 
квадрат учхаднинг хрсиласига тенг булган 2х + Ь куши- 
лувчини ажратиб олиш мумкин. Натижада оддий алмаш- 
тириш ёрдамида берилган интеграл куйидаги куриниш- 
ни олади:

(2 Х+ Ь)4Ц -Ь  
Ах+В , Л г А 2 х+Ь

[ 2 с/х = ^ ( --- 2- ^ -- - Их т ~ 1 ; А ' с!х +
■’ х +Ьх+с 2 -1 х +Ьх+с 2 1 х +Ьх+сх +Ьх+с

(1х
-ч---- = -т 1п Iх2 + Ьх + с\ +\ В - . I ,
х^+Ьх+с 2 1 I \ 2 I 1 х +Ьх+с

АЬ

)<:
с1х

Охирги интегрални топиш учун махраждаги квадрат 
учхдцни куйидаги куринишга келтириб оламиз:

х2 + Ьх + с
+ С - Т '
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»умда С - — ифодани ишорасига к,араб куйидаги
4

I  dx

х2±а2

пиал интегралининг бирига эга буламиз. 

5х-2М И С О Л . J 

>|ИШ.

х2+4х+13
dx ни топинг.

Í

5 f 2х+4-4~- j g f 2х+4
dx = Tf-5х~2 dx = - f _______ - ил - - i -,

x2+4x+13 2 x2+4x+13 2 x2+4x+13

-121
dx _  5 r rf(x2+4x+13) _ p f  ¿fee 

x 2 + 4x+13 Jx 2+4x +13 (x+2) +9

= - ln(x2 + 4x + 13) - 4arctg ——  + С

2 - и и с о л . í ,5х 7 ¿x ни топинг. 
J х -8х+7

Ечиш .

Í
5х-7

х2-8х +7

14
. 2Х-8+8-—

х 2-8х +7
5-d)C:

,'} .Jx + 13j
2 J X -8х+7 J

5 г 2х-8 , i -з г Лс _  5_ f tf(x2-8x+7) 

5 о . .  . -,1 . 13

(х -4)2-9 2 х 2-8х +7 

х-4-3

+ 13}
dx

(х-4) -9

= - In |х2 - 8х + 7| + —  In
2-3

13
■|ln|x2 - 8х + 7| + -̂ -ln

х-4+3

х-7

х -1

+ с  

+ с.

Эслатма. Агар (4.2) интегралнинг махражидаги квад­
рат учхдд ах2 + Ьх+ с ( а *  0) куринишда булса, у х,олда а 
пи наведан ташдарига чикдриш керак, яъни

ах2 + Ьх + с = a i X2 + — х + — ) •
\ а о/

3 - м и с о л . Í — —  dx ни топинг.
1 2х -12х+10
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Ечиш.

4х-3
с/х ■

2х2-12х+10 

2х-6 I , 9

х -6х+5

2 х2-6х+5 

с1х

• х~-6х+5

2 х -6х+5

г/х

х -6х+5 2 (х-3) -4

1п х  - 6 х  + 5 ±-1п
5-х

+ С.

У ш бу

I
Лх+Я

л/ <зх2 +Ах+с
(4.3)

куринишдаги интеграл (4.2) куринишдаги интефал каби 
топилади, аммо натижада хрсил булган интеграл бошк,;| 
жадвал интефали булади. /4^0 булса, (4.3) ни куйидагп 
куринишда ёзиб оламиз:

2 ах+Ь

уах2+Ьх+с

+[в -ъ}1

2о 1 у]ах2 + Ьх+с \1ах2 + Ьх+с

1
с!х

\1ах2+Ьх+с 

с/(ах2 +Ьх + с) + [в - |

~\1ах2 + Ьх + с + (в -
2а \ 2а

ёх = ̂ \(ах2 + Ьх +с) 2

(¡X

Г 6 I2 Г ь2 \
? х+--

1 2* ) + С 4 а

(1х

■ ё 4 а

Охирги интефал учун с - —  = ±к2 ва а > 0 булса,
4а

с!х

7х2±/<
=  1п х 2 л/х2 ± к1 + С

140



4 i ...111111лаги, С > —  ваяСОбулса,

dx = arcsin — + С
I

5x1 =dx ни топинг.

|̂ |м!1111шдаги жадвал интеграллари хрсил булади.

I м И С О л . f
Vx2-4х+20

I !ч и u i .

I ^ ^ = dx = ^ 2x.-4+4-2/5dx = U - l 2х~4 dx + 
V*'! --4x+20 Vx2-4x+20 у х 2 - 4х+20

I 9 f dx ______ 5 г rf(x2-4x + 20) | gf с/х _

Vx2- 4x+20 2 Vx2- 4x+20 y](x-2)2+l6

5\lx2 -4x + 20 + 9 ln x - 2 + л/(х -2)2 +16 + С •

*1 МИ СОЛ. f 4* tL  - ¿fx ни топинг.
V  8 + 2 X - X 2

I , ч и ш .

I ■4л'+5 -4х = -2 Г -2x+-2z lz ll2 jx - 2f - .± ^ — dx +
V 8+2х-х2 V8+2x-x2 V8+2х-х2

[Qf rf-v _  2 f ^(8+2х-х2) + Qf rfx _  

%/8+2х-х2 Vs+2x-x2 ^9-(1 -х)2

= -л/8 + 2х - х2 + 9 • arcsin + С .

К.уйидаги интеграл берилган булсин:

J / * -*-</*, (4.4)
( х +рх+д)

пупда к — бутун сон, к > 0, /?2 — 4^ < 0 булсин. Агар /1^0  
I /. I) булса, у хрлда (4.4) дан (4.3) га ухшаш интегрални 

ажрагиб оламиз:
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2х+ р___,/%' -  А Г с1(х2+рх+д) _А_ Г ¿Х  + р (¡х  =  — [ - _

2 •* (х2+рх+д)к 2 •* (х2+рх+д)к

+ С, {кФ 1)
_  Л (х2 + рх+<?) *+1

-Л+1

Энди (4.4) ни тули^топиш учун иккинчи интегралнн 
топам из:

___ аЛ ____ = Г________ * ________= Г____ * ___
.2 _______ \к J г . л  ,-1* У , 2 ^  2\к ’ '(х^ + рх+д)

р V 4-р2 
х+̂г +■—

2 4

(и +а)

бунда и = х + 4  , й = '*4'' - -, 4^ - р2 > 0.
/ Л С \  V 4 „
(4.5) куринишдаги интегралларни топиш учун куии-

даги махраж даражасини пасайтиришнинг рекуррент фор-
муласидан фойдаланамиз:

г _______ ч_______  , 2к~1 г ¿и (л (Л
(и2+а2)к 1а2(к-\)(и2+а2)к~{ 2а2(к-\) (и2+а2)к~'

Буни куйидаги мисолда курсатамиз

4х+5 

(х2+6х+25):
6 -мисол .  [ , 4л:+5— тс1х ни топинг.

Еч и ш .

I - -24Л<5.."г йХ = 21 " Г 6 22Х+б 2 ¿Х '1 (х +6х+25) -1 (х +6х+25) 1 (х +6х+25)

Л  _  г ¿/(х2+6х+25) _  7 г _71* ОХ _  Г + ЬХ  + АЭ) _  пС

(х2+6х+25)2 (х 2+6х +25)2 |̂ (х +3)2+42 ̂

_ _  2 _  уг ¿х _ _  2 _

х2+6х +25 |̂(х +3)2+42  ̂ х 2+6х +25
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г
х+3 1 г dx

J 42(2-1)[(jc+3)2 +42 J 32 * (х+3)2+42 х +6х+25

7(х+3) 7 n rrtc  х+3 I Г  
32(х2+6х+25) 128 g 4

I. ,11 'i.i и ккинчи  интегралга (4 .6) ф орм у л ан и  кулладик.

Машцлар

Куйидаги интегралларни топинг.

dx
157. J

2 101
X + Х  + ------

4

IV ). f Зх-7 _ d X ' 

X +Х+1

161. J 

163. |

7х+3

2х2+4х+9

Зх-1

•у/х2-6х+13

dx

г dx

7х-2 

V 5-4х-х*
165. I  . 2 

167. } 3x4

dx

(х 2+2х +10)2
dx

158- J

160. J 

162. J

164. J 

166. j 

168. J

dx

х +2х+17 

х -2
х —8х+7

х +1

dx

5х +2х+1
-dx.

х-3 dx
\1х2+ 2х+2 

dx

\1 4х-Зх2-1 

х-7

(х 2+10х +9)2
dx ■

4-§. Узгарувчини алмаштириш усули 
билан интеграллаш

Агар х = <£>(0 функция узлуксиз ва хрсилага эга булса,

v \олда {/(х ) dx интефални янги узгарувчи (?) киритиш 
иркдли куйидаги формула буйича топиш мумкин:

J /(x)dx = J Лф(/)]ф ’(0 d t. (4.7)
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(4.7) формуланинг унг к,исмидаги интегрални (агар упц] 
топиш мумкин булса) топамиз ва уни я на х узгарувчи ор 
кали ифодалаймиз. Бундай усулга аник.мас интегралд^узгщ 
рувчи алмаштириш ёки урн ига к,уйиш у су ли билан интеграл \ 
лаш дейилади. х = <p{t) алмаштириш бажарилганда Два/), 
аникданиш сохалари узаро бир к,ийматли (Д< = >Д ) х.амл.1 
<p(t) ваДх) функциялари аникданган ва хеДнинг \амми 
^ийматларини <p(t) функция \ам кабул к,илиши керак.

Буларни куйидаги мисолларни ечиш ёрдамида курса 
там из.

J - м и с о л . J хл/l - х dx ни топинг.

Е чи ш .

t = V 1-х формула ёрдамида янги узгарувчи / ни ки 

ритамиз.
У \олда

/2 = l - x = > x  = l - i 2, dx = -2 tdt ■

Бунда Д : 0 < / < °°, Д  :1 < х < °° ва Д <=> D2. (4.7) 

формулага асосан куйидагига эга буламиз:

J х%/1 -х dx = J(1 - t1) ■ t ■ (-2t)dt = -2j (1 - t2)t2dt =

= 2j(i4 - t2)dt =2 (JtAdt -\t2dt) = 2
5 3

V У

+ c

/

= 2

т r \]x2+b2 ,
2-мисол .  I-—~—~dx ни топинг.

X

Е ч и ш.  x = <p(t) = ¿tg/ урнига куйишдан фойдалана- 
миз. х = Rgtnwm аникданиш сохдси Д : - у с 1 с - булиб,

у куйидаги шартни к,аноатлантиради: Д <-> (-оо;+оо)

ва D, да ^'(0 хосила узлуксиз. У хрлда dx = — ^  Ва (4.7)

формулага асосан берилган интеграл куйидагича топила- 
ди:
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Г /„2 _ J ,w  НИ топинг.
; „Тш  °* = 1 з1п«ригономотрик ?рнига.куйишни тат-

V  °<-*оГб  ажарилади.' Бсрилг1н инте2г- 

ампйЯя”нги узгарувчи , ¿ « э »  -фодалаб тооамиз:

I = I ■ “ cos* "  = a3ilcos'lcosШ ’

= o'(cos’ tdt = = 4 f  Л  + т 1 С“ 2'Л  '

! i ,  + i i sm 2r + C = 4 ' + T siniCOS' + C2 4 ^

x2Zj- тенг- 
aЭиди (=a rcs in i Ba cos I » -J1 .

“ “ ^ о д Г а й Е н — '̂ & - Т а м и з - Р

_______ - 2 x a2 x |i _ x2 + Г —
\iar^ x 2dx = \arcsm^ + T — f  ai

= — arcsin — + \Vfl2 _x  + ^ '
2 a

S i , " —  мисолда курсата- 

миз.
145
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4-мисол .  ¡З/ТТсоьх -ьтх йх нитопинг.

Е ч и ш .  1+созх = / урнига куйишни бажарамиз. У 
,\олда — ьтхйх — Ж булиб, берилган интегрални топиш 
куйидаги куринишни олади:

I
+ 1 

+1
%/] + совх ■ эт х с1х = -/ ■ йх = -_[ ?3Л  = - у— + С

+ С /̂(1 + сое х)4 + С.

5- ми со л .  ¡е х х3 йх ни топинг.

Е ч и ш .  -х4 = г урнига куйишни бажарамиз. У холла 
- 1

-4х3г£с = сН , х йх = --Ж  ва берилган интеграл куйида- 
гича топилади:

|е-х4х3 йх = |е' 1е'Ж = -~е‘ + С =

= -1е-"4 +С.
4

6 - ми со л .  [---------- нитопинг.
(х-1)-ух2 + 2х +2

Е ч и ш .  Бу хрлда / = — урнига куйишдан фойдала- 

ниш мак,садга мувофикдир. Бундан х = - + 1, йх = - \й1 

булиб, берилган интеграл куйидагича топилади:

/
с!х

Ч -

ш
_±2

( х “ 1 )л /х2+2х+2  |+ 10

-I
Л

’\Т9

= -4-Ьп
79/2+1 7(3о2+1 3

3/ + 79/2 +1 + с =

-1.П
х+1 (*+1Г

+ 1 + с.

Эслатма. Аник,мас интегрални урнига куйиш ёки 
булаклаб интеграллаш усулларидан фойдаланиб топишда 
ёзувни соддалаштириш ва к,иск;артириш мак;садида ки-
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(•н пшаётган белгилашларни иккита вертикал чизик, ичига
..... .. тавсия этамиз. Буни юкррида ечилган 3-мисолда
i V|" агам из.

I ч и ш .

| \Ju! - x2dx =
х = a sin t 

dx = a eos ídx
J V«2 - a2 sin21 ■ a • eos tdt -

-- a2J|cos/|costó/ = a2}cos2 tdt = a2¡ 1+c°s2? dt = 

= jdt + ^-J eos 2 tdt = ~ t  + -^-sin2í + С =

ti2 , a2 ■ ,
— t + — sm t - eos t + C =
2 2

COS t ■ Vi - sin21 = J 1 -

= aresin -  + £  • x j l  -±r+C =
a 2

Машцлар

К.уйидаги интегралларни узгарувчини алмаштириш
■' пи билан топинг:

169. j dx
i+Vx+з

1У1 f sin Ух

173. J

dx ■

(2 lnx+3)
dx.

175. } x3(1 — 2х4)ъ dx .

177. J
sin 4 xdx

eos4 2x+4
dx

179.
1 l

arctgx
dx .

170.

172.

174.

176.

178.

180.

xj(5x2 - 3)7 dx . 

x1 л/х3 + 5dx.

-7---dx.
y¡2x-\

dx

(x-l)4x

„2x

dx.

eos X

1 + sin X
dx.
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5-§.Булаклаб интеграллаш

Булаклаб интеграллаш усули куйидаги формулага асое- 
ланади:

| udv — uv — J vdu , (4.8)

бунда и(х), у(х)лар узлуксиз дифференциалланувчи функ- 
циялар деб каралади. (4.8)формула булаклаб интеграллаш 
формуласи дейилади.

(4.8) формулани \амма интегралларга \ам куллай 
бериш мумкин эмас. Агар интеграл остидаги функ- 
циялар /^,(x)sinпх , Ptt(x)cosnx , Рп(х)е"х, Plt(x)\nkx t

Pn(x)chnx, akxs\nnx, a^cosnx, arcsinx, arctgx (бунда 
к, n — мусбат бутун сонлар), Р„(х) = а0х" + а{х"~1 + ... + ап 
куп^ад куринишда булса, у хрлда (4.8) формулани 
к,уллаш натижаеида берилган интеграл жадвал интег­
рал и га келади.

Айрим мисолларда булаклаб интеграллаш формуласи 
бир неча маротаба кулланилади. Булаклаб интеграллаш- 
да куйидаги уч хрлга эътибор бериш керак:

а) агар интеграллар J Рп(х) ■ sin nxdx , J Р„(х) ■ eaxdx,...

куринишларда булса, у хрлда и = PJx ) , dv = sin nxdx деб 
белгилаш керак.

Буни куйидаги мисолда курамиз.

1-мисол .  |(х2 +2х)cos 2xdx ни топинг.

Е ч и ш .

\ (х2 + 2х) cos 7xdx
и  = х2 + 2х, du = (2х + 2)dx

dv = cos 2xdx, v = J cos 2xdx = у sin 2x

= (x2 + 2x) • — sin 2x - J - sin 2x • (2x + 2)dx =

= j  (x2 + 2x) • sin 2x - 1 (x +1) sin 2x dx ■ 

и = x + 1, du = dx

dv = sin 2xdx, v = |sin 2xdx = - ycos2x
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(x  + 1) í- y C O s 2 x )  - J- ^- c o s 2 x í¿ cI (x2 + 2x)sin2x -

* ‘ (x2 +2x)sin2x + j ( x  + l)cos2x-ysin2x + C-

и) агар интеграллар \ Pn(x)\n" xdx, J" P„(x)arcsin xdx,...

иримишларда булса, у х;олда и = \п" х ёки M = arcsinx 
i/i' ■ l>„(x)dx деб белгилаш керак.

м и с о л . $ x arctgxdx ни топинг.

I ; Ч И Ш .

I x arctg xdx

rix
и = arctgx, du = -- r

l+x¿

2
dv = xdx, V = J xdx = —

\+X¿

, . ä
ir  dx_ = £_arctgx-^ + iarctgx + C.

3-мисол .  J x2 ln2 xdx ни топинг. 

I, ч и ш .

J x2 ln2 xdx
и = In2 x, du = 2 ln x • — dx

X

dv = x2dx, V =  ~

lfi2 x - / T  2 ln x y  dx = in2 x - \ { x2 in xdx

il = ln x, du = — dx
X

dv = x2dx, V =  ~

= y  ln2 x - j  x3 ln x + ~  x3 + C.
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в) агар интеграллар J апх sin mxdx ,j е"х cos kxdx, ... кури 
нишларда булса, у \олда (4.8) формулани икки марта га i 
б и к, этиш натижасида берилган интеграл хрсил булади. Буты 
биринчи марта и деб курсаткичли функцияни белгилагаи 
булсак, иккинчи марта (4.8) формулани татбик, этилгандп 
яна курсаткичли функцияни и деб белгилаш керак.

4 - м и с о л . | е3х sin xdx ни топинг 

Еч и ш .

и = sin х, du = cos xdx
J e3x sin xdx

dv = eixdx, v = - e3x

и = cos x, du = - sin xdx 

dv = e3xdx, v = je 3jt

= | e3x sin x - 1 e3x cos x - f i  e3x • (- sin x)dx
3 3 3 J з v '

1 3 jc * 1 3jc 1 f  3jc • i= - e sin x - - e cos x - - J e sin xdx.

Унг томондаги охирги интегрални чаи кд-юмига утка- 
зиб соддалаштирсак, куйидагига эга буламиз:

9

Демак,

™ / е3х sin xdx = | е3х sin х - ̂  е3х cos х + у  С .

J е3х sin xdx = ^  е3х sin х - ~  е3х cos х + С .
Ю

Машклар

Куйидаги интегралларни булаклаб интеграллаш усули 
билан топинг:

181. J х sin xdx . 

183. jarcsinxi/x

182. j х In xdx . 

184. J In2 xdx .



, I , , 186. fx arccos 2xdx.
|n . f s/v lll xdx. lou. j

( v« x .  188. J arccosxi/x.

ч п а  f ^  COS X j y

1И, f(*J -2x + 5)e'xdx. 190. J— 7^  •

f 1 -v2 , 192. f X2 • 2~lxdx.
||J| ) v c • dx. i y J

,.,l, ( Л .  194. Jantta*)*-

|**=*V  196- | t a (U ^ ) * .

W . J « o s ( f+ l)& .  198. fln(x-3)<fc. 

|e>'cosJ*. 200- l 2" sin3xdx-

6-§.Рациоиал функцияларни интеграллаш

К.,Г,идаги икки кутоаднинг нисбати каср-рщиошл 

1>\иьция ёки рационал каср дейилади.

Qm(x) _  Ъпхт + Ь{хт-у+..лЬт_ ; (4.9)

Р„(х) а0х" + а1хп +...+ап 

..... в  т , » -  мусбатбутун сонлар л

А,аР " Ч у S c a y но™ ри рщ ионш  гаер де/илади. 
ХК;'о гандай н“ ^ и  каернинг суратини махражига 

(уш и натижасида уни бирор кушда ва турри гаер ии 

Iмидией шаклида ёзиш мумкин:

Q»W - м  (х) + Ш  •
-pjx) т-Л  PnW

М а с а л а н , ^  нот?гри каернинг суратини махра- 

Ига булсак, куйидагига эга буламиз.
/К

. in  -Зх+14
:Х2 -ЗХ + Ю + Т-Г—Г'; с 4 + 4  - У -  - 1 1 T 1 U T  — Ч------

—Ч-----Х зл Т х2+']х~ 1
X +3х—1 х +JX
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Хар кандай купхдц осон интегралланади ва рациои.щ
функцияни интеграллаш тугри касрни интегралла.....
келтирилади. Шунинг учун рационал функциялармпщ 
т < п шартда интегралини топишни курамиз.

Куйидаги куринишдаги касрларга энг содда рациона I 
касрлар дейилади:

1 ) _ 1 _ ; 2) — А ; 3) Мх+Н ■ 4 ) Мх+Ы 
х-а (х-а)” х2+рх+с] ’ (х2+рх+дУ 1

бунда А,М,Ы,р,д — узгармас сонлар; п — бутун сои 

Р 2 -4д<0.

Биринчи ва иккинчи турдаги касрларнинг аникмт 
интеграли осон топилади:

■ 3) ва 4) куринишдаги касрларни интеграллаш 4-5 дм 
курилган. а

Шундай килиб, хар кандай энг содда рационал каср­
ни уни ташкил этувчи элементар функцияларнинг ин- 
теграллари каби интеграллаш мумкин экан.

Хар кандай х.ак.икий коэффициентли Р(х) куп,\адии 
Ха к, и кий сонлар тупламида куйидаги куринишда ёзиш

сишмр ^ ар куп^адни (4.11)) куринишда ёзиш мумкин 
Ьулса, (4.9) рационал касрни куйидаги рационал касрлар 
иигиндиси куринишида ёзиш мумкин:

\^~ = А 1п|х - а\ + С >
х-а ' I

мумкин:

Р„(х) ао(х Ы\)к> -..(х - ОСр)*Р • (х + р хХ + ^,)Г|..

...(X2 +Р,х + дгУг,
(4.10)

х-аг (х-аг)2
+  ■ . . .  + -------------  , .

(х-аг)к{
(4.11)
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И I") ьУПХДД t каррали жуфт кушма комплекс сондан 
k  г и и i, л изларга эга булса, у хрлда (4.9) рационал каср 

...... члсментар касрлар йигандиси куринишида ези-

.

M\X+N\ . M2x+N2 Msx+N (4.12)
Л /yc+í, (x¿+Pyx+cJyr

ищи (4.П) ва (4.12) даги номаълум At, Av Ак ва 
■U М . М , N ,N2,...,Ns коэффициентларни топиш учун 
N11) на (4.12) ни кушиб умумий махражга келтирамиз, 

||:ш| 'К||да узаро тенг булган

Q Jx )  = (4-13>

(И 1)-даражали куп\адларга эга буламиз.
(•1,13) дан осонгина номаълум коэффициентлар топи- 

мш Уларни икки усул билан топишни куйидаги мисол- 

, ||ш;| курсатамиз:

' J 7<М̂> * Н" Т° ПИНГ'
|,ч иш . (4.11) формулага асосан элементар касрлар- 

MIIIII йигиндиси куйидагича булади:

2х-3 = А + J _  + . (А)
х(х+1)(х+2) X х+1 х + 2

(А) нинг унг томонини умумий махражга келтирсак, у 

\(щда иккита касрнинг тенглик аломатига кура

2х - з = А(х+ 1)(х + 2)+В(х + 2)х + С(х + \)х (В)

ип хосил к,иламиз.
( В) нинг иккала к,исмидаги х нинг бир хил даражалари 

олдидаги коэффициентларни тенглаб, куйидаги системага 

и а буламиз:

х2|

х'|

х°

О = А + В + С,

2 = ЗА + 2 В + С, 

-3 = 2 А.
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3 7
Бундан А = В = 5, С = - - келиб чикдди.

¿ 2
Бу усул номаълум коэффициентларни топиш усу ли дсйи 

лади.

Энди А, В, С номаълум коэффицентларни х нинг ма\ 
ражни нолга айлантирадиган сон к,ийматларини куйиш 
усули билан топишни курамиз. Агар (В) тенгликдаги \ 
урнига кетма-кет 0, —1, -2 кийматларни куйсак, натижв 
да А, В, С номаълум коэффициентлар топилади:

х = 0 : да 2 • 0 — 3 = 2А => А - ~ ;

X = - 1 : да 2 ■ (—1)—3 = В(- 1 + 2)(- 1) = > В = 5;

X = - 2 : да 2 • (—2)—3 = С(- 2 + 1) • (- 2) = > С = - 7 ¡ 
натижа бир хил чикдди.

Энди бу топилган к,ийматларни урнига куямиз:

2х-3 3 | 5 7

х(х+\){х+2) 2х х+1 2(х+2)

Натижада берилган интеграл куйидагича топилади:

г 2х-3 , _  г / 3 S 7 \ ,

J x(x+l)(x+2) >\2х х +1 2(х+2) I

= - j  In |х| + 5 In |х +1| - у In \х + 2| + С .

г xdx
2 - М И С О Л . J 7--— --—у ни топинг.

(х-2)(х+2)

Е ч и ш . Тугри касрни энг содца касрлар йигиндиси 
куринишида ёзиш кридасига кура:

г xdx _  r f А В С ^ ,

J (х-2)(х+2)2 _ ', [х-2 (х+2)2 Зс+2 J * '

Каве ичидаги каерларни умумий махражга келтира- 
миз ва унинг суратини х га тенглаймиз:

X = А(х + 2)2 + В(х - 2) + С(х - 2)(х + 2).

X = 2 да: 2 = 16А = > А = i  ;

X = —2 да: — 2 = 4В = > В = i  .
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t I юмаълумни топиш учун тенгликнинг унг томонида- 
KI * пн парни очиб х2 олдидаги коэффициентлар йигинди- 

Ш  > < н типа тенглаймиз, натижада

п А+ С, бундан С =
О

........  чикдци. Бу кийматларни урнига куйиб берилган

нк и I |>ални топамиз:

f xdx - f f  1 + 1
J (х-2)(х+2)2 J ^ 8(х-2) 2(х+2)2

I М И С О Л . f ^ 4+3jy2~5 ¿ х  ни топинг.
J х +2х +5х

I миш. Интеграл остидаги функция нотугри каср булга- 
|ш viyiI унинг суратини махражига булиб, касрни бутун крем 
Н , iVi ри рационал каср йигиндиси куринишида ёзиб оламиз:

х4+Зх2-5 _  _ 9  , 2х2+10х-5 

х3+2х2+5х Х х 3+2х2+5х

)иди охирги тугри касрни энг содца касрлар йотин- 
/пп и куринишида ёзиб оламиз:

2х2+10х-5 _  А Mx+N 

х (х 2+2х +5) х х 2+2х +5

1>у тенгликнинг унг крсмини умумий махражга кел- 
ифиб, касрларнинг суратларини тенглаймиз:

2х2 + 10х - 5 = А(х2 + 2х + 5) + Мх2 + Nx ■

\ пинг бир хил даражалари олдидаги коэффициент- 
трпи тенглаймиз:

х2| 2 = А + М , 

х'| 10=2 A + N, 

х° | -5 = 5А,

пупдан А — —1, М — 3, N =  12.

155

- 1 I dx = 8(х+2) I



Натижадаберилган „нтефал .................... ..................

\ 4 ~ r z ^ d x =  f i x - 2 -  1 +  З х + 1 2  ) и
x j + 2 x 2 + 5x  J I z  7  + — 7 \ dx  =x r̂ +bc+S/

= / (* - 2Ж л - 2) - / ^  + | / ^ 1 л  =
2 *  2 x +2x+5

x +2x+5 2 J (X+1)2+1

_ (*~2)2
- In ¡x¡ + |ln|x2 + 2x + 5| + jarctg~L  + C

Машцлар

Куйидаги интегралларни топинг:

201 f dx .
202. *-42~¿—г äx 

x -5x+6

201 Г * 5+*4-8 , , з ,
‘7 T Ï T dx- 204. / 4 4  Ä .

.r-x¿

I- 2x2-3x-3 

(л'-1)(а-2-2х+5)

905 Í х2-2х+3 , „ ,

206. \ у 2*и р :А . dx .

207 Г -*2*
J p Q -  208. /____2хЛ

209. f—J — л- т ,п , ,
J *(*2+4) ' 2 l0 - I ~ - j ä x

х(х+1 У

? 1 1 Г &
] ^ x U )-  212./ *  

213 f_2 í!l4J£-91_

(jc-1>(jc+3)(jc-4) ‘

(-*+l)(x2 + |)2 '

(*-l)(x+2)2

13¿v 

*(->c2+6x+13)

7-§. Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш

Куиидаги куринишдаги интеграллар берилган булсин:

\4x,x«,x\x\..)dx, (414)
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, /('( \,(ах + b)a,(ах + b f  + (ах + Ь ) ' dx ,

dx.

(4.15)

(4 .16)

пц_ а = ÜÜ. t = —  рационал сонлар булиб,

' "& **»  у холда (4Л4) учув
, 1 1 ^  VMVH эса =  ** алмаштиришлар ердами-

Г| I i, i им ралларни топиш рационал функцияни интег-
; ; кслади. Бундай интегралларнитопишни мисол-

11 i урамиз.i,урамиз.

I м II со  л . Í
ни хопинг.

, ч „ Бу мисолда к = 4 булгани учун юкоридагига 

„грилган интеграл куйидагича топилади.

■ixdx

Ь ъ+ 4

^  = t, X = ñ
t5dl

r- 4 - k ¿ ‘d , ’ Â  «
Jx = At dt I

t  \ /  /i . -г í2 . ^  . t2 16 Г d(P +4) _

||(-'-7̂ У '  = ^ 1 ' , ‘''- з1?Т 44' ) = 4 т ' т  

V ^ « l„ | l>  +4|+C = i !l / ? - y l ” | ^ +4
+ C-

> мис ол .  \ - J ^ d x  интегрални топинг.

I ; 1|Иш. Бу мисолда к = 6 булгани учун интеграл *уй- 

,1 ui ича топилади:

Í у1х+2+у1х+2
dx

SfcTÏ = t, x + 2 = t6\\^Lr 6t5dt

dx = 6 fdt I

= 6J - dt , 6J ̂ d t  = 6\ (i3 - *2 ■+ * -1 + ¿ ï )  dt



= ~t4-2t3 + 3t2-6t + 6 ln \t + l\ + C = ^ ( x  + 2)2 - 

-2Vx + 2 + 3n/x + 2 - 6-\/x + 2 + 6 ln jVx + 2 +11 + С .

3-мисол .  J - ’ • ^Y^dx  ни топинг.

алмаштиришни бажарамиз, бундам

2-х ,з  2-2/3 „  4/3
2+* “ ' ->Х - 177Г ,  2 - х  = ]_ т ва dx = - ^ d t  буладм 

- 3 =4t

Куйидаги куринишдаги интегрални караймиз:

• pn(*)dx

sjax2 + bx+c
/ ■ д а - .  (4.17)

бунда Р„(х) я-даражали куп^ад. (4.17) куринишдаги ин 
тегрални хар доим куйидаги куринишда ёзиш мумкиж

/ - r " ^ x = Q„_ I (x)Vax2 + ¿X + с + А/ - dx ,, (4.18)
чах +bx+с 1 у[ах2 + Ьх+с ’

бунда Xe R; Q„_,)(x) эса (л -1) - даражали коэффициент- 
лари номаълум булган куп^ад булиб, улар куйидагича 
аникданади. (4.18) тенгликнинг х;ар иккала кисмини диф- 
ференциаллаш ёрдамида Q„_l)(x) купадцнинг номаълум 
коэффициентлари ва Я сон топилади.

Буни куйидаги мисолда курсатамиз.

г х^+4х^
4 - м и с о л . J i , • dx ни топинг.

л/х +4

Е ч и ш .  (4.18) формулага асосан:

Í —г= ^ d x  = И х 3 + Вх2 + Сх +D)y/x2 + 4 + Jtf 

^  +4 л/̂ +4 '
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| ццрги тенгликни дифференциаллаймиз:

*4+4*2_ = ПАх2 + 2 Вх + С)л/х2 + 4 +
\1х2+4

+(Лх3 + Дх2 + Сх + Б) ■ . х-—  + А • -г=== •
у]х 2 +4 4 х 2 +4

I. генгликнинг иккала томонинил/х2 + 4 га купайтира-

|Н1 У колда х4 + 4х2 = (¡Ах2 + 2Вх + С) (х2 +4)+(Лх3 +

I  Ц\' I Сх + П) х + Х .
|.\'идан куйидаги системага эга буламиз:

х4| 1 = 3 А + 'А,

х3| 0 = 2В + В,

х2| 4 = 12А + С + В,

х‘| 0 = 45 +Д

х°| 0 = 4С + А,.

Ну системанинг ечимини топамиз: А = , В = 0,

I - , о  = 0, А = -2. Демак,

Г с!х = ^  4 7 7 4  - 21 * =  =
J ^  4

= х*+2Л^1х2 +4 - 21п х + л/х2 +4 +С.
4

1 .ииомиал дифференциалларни интеграллаш

Ушбу
хт(а + Ьх")рс1х

11н|м|)сренциал ифода биномиал дифференциал деб ата- 

пиш, Унинг интеграли

I хт (а + Ьхп )р с1х (4-19)

Пгрилган булсин. Бунда а, Ь узгармас сонлар, т, п, р 
1>|«|Iноиал сонлар. (4.19) интегрални х,исоблаш т, п, р ра- 
ииоиал сонларга боишкдигини рус математиги П.Л.Че- 

ипшгп курсатган. (4.19) интеграл куйидаги учта
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1) р — бутун сон;

2) ~  — бутун сон;

о\ "*+• ,3) —— + р — бутун сон

холдагина рационал функцияларнинг интеграли орк,л 
ифодаланади:

1) р бутун сон булса, юкорида курилган энг содда и 
рационал функция интегралига эга буламиз;

2) —  бутун сон булса, а + Ьх" = /’■, р = - , ^ > 0 и 
маштириш бажарилади; 5

т +1 _
3) + Р бутун сон булса, а + Ьх" = (5х" алмаштири 

бажарилади;
Учинчи холга мисол келтирамиз.

5-мисол .  |х 7(1 + х4) 2й?х ни топинг.

Ечи ш .  т  = —7, п = 4, р = — ̂  ва-- + р = ---I  — 1 = -
с- 2 и ' 4 2
бутун сон.

Бу ерда 3) холга эгамиз, шунинг учун берилган интс! 
рални куйидагича тоиамиз:

1 + х 4 = /2х\ х = (72 -1)"

*  = —  ((’ - 1Г’/4ЙхЧ\+х

\ {I1 - 1 -1)* (-у)(?2 -1)"Ьл = -1)Л

-1/3+ >/ + С
, _  V 1+х4
‘ ---;х~ бх6 Зх

+ х4 + С.

Машцлар

Куйидаги интегралларни топинг:

215. (!х

Зх-4у[х
216. I 4 хс!х
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117. { 

49. |

у[хс!х

СзX +1

<и

221.

%/Зх + 4+2%/Зх+4 

11-х сбс

11+х х

223. |х5-̂ (1 + х3)2</х.

218-}
х с/х

х +2

220. I 4хс1х

^(Зх-8)2 -2\/Зх-8 +4

222. ¡ ( х - 2). ~  сЬс .
» \/ ч—-у-

224. {х
2 > 

1+Х3 (¡Х .

8-§.Тригонометрик функцияларни интеграллаш

Куйидаги куринишдаги интеграл берилган булсин:

| Д ет  х, сое х) й?х . (4.20)

Агар (4.20) интегралда  ̂ ^  (-я < х < я) алмаштириш 
пцжарилса, (4.20) интеграл остидаги /?(8тх,со5х)г/х ифода ? 
\ парувчининг рационал функциясига келади. Бу х;олда

I-/2 • 21 , 2 Л 
СОБ X = --*- > БШ X = --у  > йх = (4.21)

1+ ^  1+/  \+11 

|юрмулалардан фойдалансак, (4.20) интеграл куйидаги

{ /?(б1п х, соб х) (¡х = | Л 2! 1_Ч2^
1+7 ’ 1+1

V У

2 Л
Т+Р"

куринишга келади.Бундай алмаштириш универсал алмаш- 
шириш дейилади. Бу \олни куйидаги мисолларда курамиз.

I Г ¿х1 - м и с о л . -
I + эт х+ соб х
X
2

ни ТОПИНГ.

Е чиш .  t = tg~ деб оламиз ва (4.21) тенгликларга 

кура:

г с!х

1 +з1п х+сов X

11 — Ш. И. Тожиев

1+-=Ц-+
1+/2 1+?2

1п 1 + 18- + С. 
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Агар куйидаги R(— sinx, — cosx) = Æ(sinx,cosx) тенгли 
ÿpHHJiH булса, t = tgx алмаштириш кулай. Бу алмапгш 
ришда тригонометриядан маълум булган

tgx _  tsinx

COS X =

•J\+tg2X ' J l u 2 ’

1 1 

\Jl + tg2X yjl + t2 ’

I ,

X = arctgr, dx = (4.22)

формулалардан фойдаланилади.

2 -мисол .  J dx2 ни топинг.
3+sin X

Е ч и ш :  t = tgx алмаштиришни бажарамиз ва (4.22) 
тенгликларга Kÿpa топамиз:

f dx _  f i +,2dt f ¿¡ i 2/
J r—t — - J 2 = I -— 5- = arctg + С =

3+siiTx: | t2 J 3+412 2-Тз 7з

1+/2

= —  a r c t g ^  + C.
2лУз 6 л/з

3-мисол .  Jtg52xdx ни топинг.

Е чи ш .  t = tg2x алмаштиришни бажарамиз. Бунда

x = -arctgí dx = l---L-dt
2 ’ 2 i+t2 ’

= I  tg4x - J  tg2x + I  In |l + tg2x| + C.

Агар интеграллар J sin x • /(cos x) í/х ёки J cos x ■ /(sin x) dx 

куринишда бÿлca, y х,олда

cosx = t ёки sinx = t '%
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........ при ui натижасида улар t га б0глик,рашюнал функ­

ции ! I i I НИН,И.

I ми с ол.  f dx ни топинг.
COS X

I ‘i и in . cosx = t алмаштириш бажарамиз, у хрлда

•M\\dx ва

f dx = f l~CQf  x sin xdx = J l-Ar(-dt) =
1 COS X  COS X  t

-~\jdt + \^dt = \r3-\ + C =

= 1 - 1 + c.
3 COS3 X  COS X 

p rr»ç 9 xdx

J МИСОЛ.  Tj ни топинг.
Щ 2+3 sin 2x)2

I ч и LU . 2+3 sin 2x =  í3 деб оламиз. У \олда cos 2xdx =

1 r'dl ва берилган интеграл куйидагича топилади:

г cos2x¿x - } t j ^ L = 4 H t  = L t  + C = 

l/( 2+3sin2x)2 2 ^

= i  ̂ (2 + 3sin2x) + C.

Эслатма. t = ig^- алмаштиришни юкрридаги хамма 

мисоллар учун куллаш мумкин.

Машцлар

Куйидаги интегралларни топинг:

dxdx 226.
3+5 cosx

c°s2x Av 228.
■J 3+4 sin 2x

sin2 xdx 230
1+cos2 X

225. f-----  j
1 3+5cosx J 4-5sinx

227. J sin3x ¿X.

229. f______ • --- .-- ?-- ,
J 1 , —A „ 3sin x+5cos X



231. _[ СОБ3 Х5ШЮ хс!х . 232. / —
БИТ2 А'+З З1п Л'С05Х+С052 Л'

233. | бш4 8хс!х . 234. {
4 • 4 

СОБ Х+БШ X с!х .
СОЙ2 ЛГ-вШ2 X

235. |-- *
Х+1

9-§.Биринчи мустак,ил уй иши

Бу муста^ил уй ишининг \ар бир вариантида 14 тм 
мисол булиб, уларнинг интегралларини топиш керак, 
шунингдек, 1—5-мисолларда натижани дифференциал- 
лаш оркдли текшириш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунаеини кел 

тирамиз.
Аник^мае интегралларни топинг ва 1—5~мисолларнинг 

натижаеини дифференциаллаш оркдли текширинг.

Е ч и ш . Интеграл остидаги ифоданинг еуратини мах- 
ражига буламиз ва интеграллар жадвалига кура куйида- 
гига эга буламиз:

= 4х

Натижани текширамиз:



I Ч И 111 .

Г f(4-8x)“3£/x
i¡/(4-8x)2

í/(4 - 8x) = -Mx 

dx = - jd (  4-8x)

Л  J (4 - 8 x ) 'W - 8 x ) = - j

= - l(4-8x) 3 +C. 

I l,i м ж ан и  текш ирамиз:

3 l

(4 - 8x) 3
■ + C =

- +  l

i \

к
(4 - 8x)3 +C (4 -8x)3 •(-

(4 3 (4-8x)i/T  t/(4-8x)2 '

í, f J í- .
J 5 6x 

I Ч И 111 .

d(5 - 6x) = -6dx 

dx = -|¿í(5 -6x)
ils

*> í) V

= _ i  f = - I  • lnl5 - 6x| + c.
6 5-6x 6 

Н атиж ани  текш ирам из:

(- i  • ln |5 - 6x| + c) = - g • • ( 6) - 5 6x •

•1.1 cos(2 - 5x) dx ■

■ ч и UJ .

d(2 - 5x) = -5dx

dx = - j  d(2 - 5x)
I cos(2 - 5x) dx

- i  J cos(2 - 5x) • d(2 - 5x) = - j  sin(2 - 5x) + C.
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Натижани текширамиз:

1 зт(2 - 5.x) + С| = - у соз(2 - 5х) ■ (-5) = со$(2 - 5х) ■

5- /■
3 ёх

^4х2-3 ' 

Е ч и ш .

!-
3 с/х = 1 (. 

7 )
2(1х

у|-
с!(2х)

2 2 

= 1п 2х + л/4х2 - 3 

Натижани текширамиз:

- 1п 2х + л/4х2 - 3 + С

+ С.

2+ -
8х

х'-З= 1. 2л/4 
2 2х+\14х2-3

2\^4х 2-3+2х

2 ( 2х+^4х2-з\^14х2-3 ^4х2~3 '

6. \-2*(1х-
1 Зх +4

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функциянинг (касрнинг) 
шаклини шундай алмаштирамизки, натижада суратида 
махражининг хрсиласи х,осил булсин:

¡ ^ d x  = l í~ ^ - d x  = l i d̂ Ф ^-  = lln\Зx2 + 4\ + C■
М у ' !  1/1 Ь  1 , Л М3x^+4 6 Зх2+4

7.
>/б-5х2

Е ч и ш .

(• с!х _  (• '/5с!х
•> П- гт •)

6 -1 Зх2+4

л/б—5х2 \/5 ••/(л/б)2 -(%/5-х)2 ^5  ^(7б)2-(75х)2

¿(7 5х)

4= агсвт + С . 
75 л/6
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"■ J e*~4xdx ■

I 'I и ш .

J e dx
d( 5 - 4x) = -4 dx 

dx = — -i- £/( 5-4x)
= - i j e 5-4jci/( 5-4x):

-U5-4* + c.

Í x+2

I , 'I И Ш .

j ¡]\n3(x+2) л  = |1п7(х + 2) i/(ln(x + 2)) =

10

=  ¿  I n 7 (X  + 2) + С  = ^  Vlnl0(^  + 2) + c.

10 f cos3 xdx 

' ^sin3x-4

11 M И Ш .

f Ços3xt/jc = I  f (sin 3x - 4) 5 cos hxdx = 
J \/sin3x-4 3 J

i  J (sin 3x - 4pd(sm  3x - 4) = I  • | (sin 3x -4)5 + С 

= AV(sin3x-4)4 +C.

Лс
И. 1 - , ,г-5—

sin 4x-^ctg 4x 

I Ч И Ш .

Í-T
áx

sin2 4x-yctg24x

= j-  - cig 34x • I-
sin2 4x

dx I =

jctg 34xi/(ctg4x) = --^ctgMx + С  = - ~ y j c tg4x + C.
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7arctg52,Y cjx12. f --------
. 1 \+4x

Е ч и ш

5 8
f arctg3 2x¿(arctg2x) = — • — arctg3 2x + С

2 о

. 3 ^= ^^/arctg82x +C.

13. j V cosv+2 sinxdx.
Е ч и ш .

¿3cosx+2 sin = _ | j  ¿>«*x*2dQ COS X  + 2) = - iJe  .-----j

14. f3£+IO c/x 
1 6x -4

= _ 1 3cosx+2 + c

6x2-4 
Е ч и ш

1- í
\fx5-5x2+3 dx.

1-вариант 

2. J л/5 - 4x¿/x ,

4. Jsin(3 - 4x)dx . 5. j dx

7. f _ ,
J 3x2-7

_ 5x +3 

J  e2x~'°dx

3 í 

6- í

9. I

dx 
3x + 4

x
2x2-7

VÜ

í/x.

10. J COS Xí/X

7(sinx-4)3

И  j  \/ctg3x_ ' 
sin- 3x

13. f e 5"  -3x¿/x.

' \¡ctg3x
. 2 - sin-.

14. J

| M í± i ) Ä
1 x+l

12. f ^ o s 22x d x
Vl-4x2

5-2x
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2-вариант

\Jx  - J — + 1
VxJ

' jй!п(9л: + 7 ) .

î, í llx— .
4 i J 1-7

(Il I ,Ч)̂  dx . 
f sin 6л:

Il je ' 4?xdx.

dx

5 - J- r^ r-  6.1

dx. 2. ¡t](2  - x fd x . 3. i 6x+r

V4-7x2 ' 

8. je*-7xdx.

11. J 

14- I

tg47x 
cos2 7 X

2x+3

dx

-3x 

3-вариант

dx.

' Ífí X2 - —  - з! dx • 2. J
У

cos(10x -3)dx ■ 5- í

I I  tlx
' (i.v2 -7

III f sin-2f -  dx .

%Î5dx 

V3-4x2

JV x+1î/x .

ÿcosx42x
H. f£tg6x dx. 12. f

J c în z A V J

И I e3jf2+4xi/x.

I Jsin(9x -1) dx .

/ í 
J 7Í46 '

14- í

ctg56x 
l2
V

5x 2+2

sin2 6x 

2x+3 í/x .

4-вариант 

2. j  \/3 + 2xdx .

5. j
f i .X -9

,2x + 3.J. J e dx . 
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3x +8
dx

9- í МЗх+5)^
3x+5

3. J dx 

6- í

7x-3

2x
3x2-7

dx.

9- í ln (x+9)
x+9

arccos 4x 
л/l—16x2

dx.

dx .

3. J 

6. í 

9- í

dx
2x+9

2x

y¡2x2+5

dx

dx

(x + 4) ln (x+4)



ю. f«Ë ± L d x . 11. n . j ^ f d x
<1 cos4x cos 4л: VI-

13. \eúnx+l cosxdx. 14. f dx , 
1 J 4x¿+l

5-вариант

1. | Î Ç  + 2x3-4 ]d x . 2.1V3 - 4x¿/x . 3. J dx
2x+l

4. f cos(8x - 4) í¿c . 5. f . 6. í y- * dx .
J J 2x2 + 7 J

7. í - ¡= ¿= . 8. f e7+3xdx. 9. f S *
J V7-3x2 J J *+6

10. í sin5 4x eos 4xdx . 11. f cte, 3x dx. 12. f arcsir|2 2x 
J sin 3x J

13. 14. f J^ L d x .
1 J l-4x

6-вариант

i. f ^ ~ 3x2+2dx. 2. f л/4 — 2xdx. 3.
J J J 5-2x

4. Jsin(8x - 5)úfx. 5. J-p= =  • 6.
V 3x2+l 2*  +9

7. f dx . 8. fe5~*úfx. 9. f ln3(x: 8) dx. -
J 6x2+l J J

 ̂О V O v//v t t Г ^  1 О Г ^10. J sin4 8x  eos 8xúíx . 11. J ---——... 12. J
Vtg2*  \¡l-25x2 arcsin 5x

13. Je 3x x2dx . I4 .f«= £ rfx .
J J X -8

7-вариант

1. j(2x3- 3 V ?  + l) í/x . 2.J</2-5xdx. 3. J л
7-3x 
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n Г dx
г- y - j  ■ 8 ■ \ e '- s‘ dx- 9 ‘ J  ( x t3)ln*(x*3)

I \jcoip2x sin 2xdx. 1 1 - J j f e * -cos 2x
И Г x*1*  14.■ i 1 -г—  ■ J 8-4x

+1
8-вариант

lx*-'í¿+5 dx. 2 . j^/(6-5x)2 í/x. 3. J л2+7 x

, ч , Г r sfîdx 6 f *—  í/х .
I I Hln(7 - 4x) i/x. J ^7-2?  ’ ТзТ+8

dx 8. J e3~&xdx. 9. ¡ Щ ^ -dx-

»• ! § * •  и - ' 0 л ‘

n l f r 4 'с* -3

9-вариант

I f3 x N Z lId x -  2 jV 5 -4 x d x . 3. í ^ .

г г VTÎcfoc £ Г 5* í/x .I I cos(7x + 3>/x . 5. J 2̂ 2_7 • • J ^5x2+3

8. j e2-4jfi/x. 9. { ^ ^ i / x .  

ísin6 3xcos3xî/x. 11. fÉ E - d x -  12
J sin X 1+x

/, f - S — .
\ll-ix



1- í
Зх‘ dx .

4. J sin(7x + 1) dx .

7- J
dx

л/8-Злг2 '

10. J Veos Ix  sin Ixdx.

13. ¡e 4~Sx2xdx.

1. j (V 7 - £ + 4 )* -

4. J cos(5x -6) dx.

10-вариант

2. J л/5 - Ixdx .

5. f .dx .
1 8x2+9

8. Je 2-6xí£c.

11. J- Ü ^ d c
eos 4x

14. f- t*± . 
n/4-9x2

11-вариант

dx.

2- J 

5- í

dx
(2+x)

dx

7- í í/x

VÏ

10. J

13. í

X +8

sin 5xdx 
cos4 5x 

xdx

8. Je 3jí+Idx.

п . í M * .
J s ir rx

14. f^ L r fx -  
J 7x +4

1. (^-2x^+6 dx
J y M

4. J cos(3x -7) dx. 5. f

12-вариант 

r dx
\/3+х

dx

7- J
Ь х 2+2

4x2+3 

J  e3lc~4dx .

3.

6. f - í- d x .
J 3x -6

9 г lns(x-7) dx  .
J x-7

12. f ^ S x ^ x
J l+64x

J l-7x

3. f c,x 
1 6+5x

6- j-4-í/x- 
J 5x +1

9. I v ^ y‘7) dx.
J x+7

12. |V W 3 x  dx, 
J l+9x

4  

6- í

dx
6-3x

5x
5x2-3

dx.

f ln3(x-5 ) d x  
J x-5
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Ill f cos 5* 
\/sin3 5x

dx.
cos2 X\

14. f 1 —2jc 
5x 2-1

dx.

13-вариант

I f v/x-2.x2+4
J 2̂ dx ■

I, jcos(5x - 8)i/x . 
dx 

2x2+7 '

2. j 

5. Í

dx
V(3-x)5" ' 

dx 
\/4x2+3 

i. Je 2-5xi/x.

|(). j sin3 5xcos5xdx . 11. { dx
sin2 xctg5x

13. j-4 -d x . 14. j i^ t L  dx-
e*3+l 5x+1

14-вариант

'  Ç - % L  + 2\dx. 2. |Vr+3xdx.
Vx3

4, jsin(3x + 6) dx . 5. J dx:

Í
dx 

4x2-3 ' 
sin 4 xdx

 ̂x/cos2 4x 

13. f esin* cos xdx .

л/з-4х2 

8. Je'-^dx.

j j rctg*2x
" ci

12. J

sin2 2x 

x+314. f * ¿L rfx . 
\/x +4

Щ Б -dx.

M  

6- Í 

4

dx
5+4x

2x -7
¿X .

dx
(x+5) In (x+5)

12. J arccos2 3x 
\ll-9x2

dx.

dx
3-5x

9x
\/l-9x‘

dx .

dx .

M  

M

9- fJ (x+3) ln“ (x+3)
12 f arcctg3_2x dx 

J l+4x

i/x

15-вариант

X A t  + 2j í/х A  2. j Vi ^3xí/x . 3. J
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4. j sin(5 - 3x) dx . 5. J . 6. f dx ■
V9-8x J 9x +2

7. f dx . 8. fe3~5xdx. 9. f ^ i^ - d x .J 3x2+1 J J 3x+l

10. f \icosF2x sin 2xdx . 11. 12. J arccos * dx ,
J cos 4x VI-

13. fe2*3 'х2й?х. 14. f 3Л 2 dx.
J J 2x +7

16-вариант

h . ] É .-l£ à .d x . 2. J л/3 - 2xc/x . 3. J dx
3-2x

4. f sin(5x -3) dx. 5. f. d?~... 6. f-  5x ... Jx .
J 4x 2-3

7. 8. J eA~3xdx. 9. / л
л/8х 2-9 (x+3)VÍñ(x+3)

1 0 . J л/cos 2 x • sin 2xdx . 1 1 . f ¿ x . 1 2 . f ^arccos2 Зх~
cos2 5х V 1-9х2

14.
е J Зх +1

17-вариант

1 . № _ _ 2 . + i W  2*. . 3. Г _£ _ .
J  ̂ * х3 J  J 2̂-5x 1 5x-3

4. f cos(3x + 5) í/х . 5. f .... 6 . f , 3x dx .
J J 8x 2-9 J V9^45

7. Г - ^ = .  8. [e5' 2jci/x. 9. [ 7h|7(.-Y: 4) dx
1 V5-4X2 J J *+«

10. f sin3 4x cos 4xûfx . 11. J-^ £ _cb c. 12. f arcctg8,3*
J cos 2x J i+9x2

13. J  dx. 14. f ^ r S j x -
+> J 8-4x
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18-вариант

' í
Ix
í 7 “ í +6

dx. 2. J-
V(3-4x)2

4 Jeos(2 + 5x) dx. 5. J .  *

/ с/х
/l-3x2

J5
cos4x
sin3 4x

dx.

dx.

4x2+7

*• ! e6x~ldx.

И  j ® Ä i
sin2 X

14. J x+4
7x 2+3

dx.

3.
J 4-7x

1 5x -3

_____dx_____
(x+l)-3/ln(x+l)M

12 r arccos^7x 
Vl-49x2

' Í + 5 dx. 2. J

19-вариант

dx

4
г/х

io. } 

n. j.

X +5

sin 5x 
V cos5x

dx.

,2xz+I dx .

V(l-4x)2

J cos(3 - 4x) dx . 5. J 2 dx
4+3x2

8. jV * +5dx.

H . { i f e d x .  12. J

14. J

"X 

Sin^ X

3x+2
h x 1-

dx.

3- Í 

6- Í

dx
5-3x

3x2-2
dx -

9. j ö Ü i d x .
x+l

yarcctg2
1+x2

dx,

Í ^ 1 - ^  + 2 vx

20-вариант

dx. 2. j dx

/ cos(4x + 3) dx . 5. f

л/5+Зх
2dx 

3x2-2 '
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7.
J 3x2- 2

10. J sin3x 
cos2 3x

dx.

13. J e4~5x xdx.

1. \?*b y * - l dx.1 2x

7- J -¥ -•J 4x -5

10. f ^ £ d x .  
sin Зл:

13. f—i — dx .
3 g3*2 -3

Je 4ji+3dx. 9. J ^ l n 2(y+l)
JC+1 d\

II. I Ä * .  12. Í

14. J

cos 3x 

x-5

arcctg48,y
l+64x2

i/\

dx .
-9xz 

21-вариант 

2. J sjl + xdx .

4. J cos(3 - 4x) dx . 5. J dx
4x2+3

2 + 4л-

И- J 'I

14. j

dx
Xyft̂ X

l-2x
5x2-l

dx.

■ dx 
2+3*

6- I
л/5-4* 2

dx.

8. / e1+4xdx . 9. I* yin2(i~x) dx
J x-l

12. Í Щ ^ -dx. 
J л/77

i- Í
\fx+4x2-5 dx.

2x2

4. f sin(6 - 7x) dx .

7- I dx

Ф х  -3 '

10. ¡™ ¿*- d x .
cos Зх

22-вариант 

2. J /̂(1 + x)2dx . 3. J

5. dx
9x2 +3

3. J e3 5xdx .

dx11 * 1 ". 2 7̂  
Sin XCtg X

13. J esmx cos xdx . 14. J 3jc+1 
5jc2 + 1

dx.

6- Í 

9- Í

dx 
4-5* 

3x 
4x2 + 1

dx.

dx

12. <fe.
vn
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) J\  x2+3
Ух

dx .

I I i'os(3 - 4x ) dx

1 f dx—  •
1 5x5+2

III f dx■
V cos 2.x

I I I C/0SX sin A'i/x .

2. f .
J Vl+2x

r f 9dx 
\¡9x2-3 '

8. J  e2x+'d x .

23-вариант

14. J

п . j sa^-dx
sin 2x 

x+3 dx
\lx2+4

24-вариант

J 1 -5x 

4x 
\/3-4x2

3.

6-1 

9. Í

d x .

dx

12. j arctg 2x 
l+4x2

d x .

1. Í ^ - 22x 4 s  í/Х •J jr
2. f dx 

n/(1-2x)3 ’

4. { cos(3 + 5x) dx . 5. f i/x 
Ь - 9 х 2 ’

i. f f  . 
J 2x +5

8. J  elx~2dx .

10. J - ^ d x .
J  COS JC

11. f tg3,4* dx 
cos 4x

13. \e 2xK'x 2d x . 14■ Г 3хГ 2 dx • 
J 2x +9

2x d x .
6 ‘  ̂\¡8x 2-9

9.
j  1 — V

12. f ^/arcco¿x f/x
J Jû x 2

, | 4 Л ^ 4 & .
у]Х

4. J  sin(4  - 7 x )  dx .

25-вариант 

dx
2- J 

M

УТ+Х
dx

7x2-4

4  

6- 1

dx 
2-3x ’

4x
\Mx2+3

d x .
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7- !
сЬс

Л.X +1 
7

*■ I г3х~5с{х.

с1х. 14. | 5-х
Зх2+1

<1х.

10. Г бш7 2х сое 2хс1х . 11. [ 5х с1х . 12. | с/х
(1+х2)агс^3х

10-§.Иккинчи мустак,ил уй иши
Бу мустак,ил уй ишининг \ар бир вариантида 10 та 

мисол булиб, уларда берилган интегралларни ^исоблаш 
керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

Аник.мас интегралларни топинг:

1. Г 1р-с1х- 
4х +5

Е ч и ш .

\Ц ^ сЬ с  = 3/
-1 4х +5 1

с!х
(2х)2+(75)2 

| с/(4х2+5) _  3 1

х(1х _  3 г (¡(2х) _  1 
4х2+5 ~ 2 > (2х)2+(л/5)2 "8

2х

Ч -

4х2+5

сЬс

2 ‘ 75 аГС1ё 1Е ~ 8 1п(4х' + 5) + С-

е3х(2-е~3х)
Е ч и ш .

I
с1х

е3*(2-е-*х)Зхч

,-ЗхЛ = 2 - е 

Л  = Ъе~Ъхйх с// _  с!х
Т ~

} | ^  = |1п|?| + С = |1п|2-е-3х| + С.

3. }З х М х ^
х  +1

Е ч и ш . Интеграл остидаги функция нотугри каср 
булгаци учун, унинг суратини махражига булиб, касрнинг
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Путун кисми ва каср кисмини топамиз. Натижада алгебра- 
Ик йигиндининг интегралига эга буламиз:

3x5- 4x X 2 +1

3x5+ 3x3 Зх3 - Зх
-Зх3 -4х 
-Зх3 - Зх

-X .

г Зх -4х dx = [ (зх3 - Зх - —£—) dx =
1 х2+1 J \ х2+1)

= j X 4 - | х 2 - | ln (x 2 +1) + С.

4. J c o s3(7 x  +  2) dx .
Е ч и ш .
co s2(7 x  + 2) = 1 - s in 2(7 x  + 2 ) тригонометрик айниятдан 

фойдаланамиз:
J cos3(7 x  + 2) dx = J co s2(7 x  + 2 )c o s (7 x  + 2) dx =

= I J  (1 - sin2(7x + 2)) i/(sin(7x + 2)) =

= ÿ j  i/(sin(7x + 2) - ÿ j sin2(7x + 2)J(sin(7x + 2)) =

= у sin(7x + 2) - ^-sin3(7x + 2) + C.

5. |ctg45xi/x.
E ч и ш .

2 1ctg 5x = — yj- -1 булгани учун берилган интегрални 
куйидаги куринишда ёзиб оламиз.

f c tg 4 5 xdx = f c tg 2 5x (— i—  -1 \dx =
1 J Vsin 5x /

= f ctg2 5x — I—  dx - f ctg2 5xdx =
1 sirr 5x J
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= - 1 Гс!£25х(-— —̂ ) с/х - Г (— 1—  - 1) с/х ^
5 1 \ & т25х) 1 \siii 5х ) Г

= -{-/с^ 25хс/(с\.̂ 5х) - 1 Г 1  с/х *
5 5 5х 3

= - у • у ctg3 5х +1 ̂ 5 х  + х + С =

= - — с1^5х +  ̂ctg5x + х + С.

7 3 
6. [зш-хбш-хс/х .

1 2 2
Е ч и ш .

7 3 1I -X Бт - хс/х = - 1 (соб 2х - СОБ 5х)с!х =

= 4 Г СОБ 2хс/х - 4 I" сое 5хс/х =1 1 2 •’

= ^ | сое 2хс/(2х) - | соб 5хс/{5х) = ~ э т  2х - ~  бш 5х + С.

М ;6х-Зх+2

Е ч и ш . Интеграл остидаги функциянинг махражи- 
дан тулик, квадрат ажратамиз ва интеграллаймиз:

/
с/х

6х2-Зх+2 6
с/х

2 1 1X — х+- 2 3

с/х
1 1Х-- +---
3 16

с/х

4л/3
. Г 2 

4

2ч/3 . (4х-1)л/3 п■ —г— arctg -— г-—- + С.Зл/13 у/П

_ 1
ятс*е *  4 + Г  -"бТГ 8 7Гз

4л/3
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Н. I
Зх-6

2-5х-х2
с1х

I 'I и ш . Интеграл остидаги функциянинг суратидан 
мн.чражининг хрсиласини ажратиб оламиз:

— -т  с!х = -
2 2 1 2-5х-х2-5х-х 

3 г -2х-5

с1х =

2 2-5х-х

6х
2-5х-х2

3 |- с/(2-5х-х2) 27 
~2 + 2 1

ч Тзз'

- Л 1 п |2 - 5 л - х 1| + 1| т 1п
5 УЗЗ 

С 2 2
5 ТЗЗх— +--
2 2

+ с =

1п 2х-5-ТЗЗ

2х-5+ч/33
+ с.

9- I-
с!х

л/5х2 + 2х -7

Е ч и ш . Интеграл остидаги функциянинг махражи- 
дан тулик, квадрат ажратамиз:

г/х _  I г £/х _  1 г с/х _
~ 7 К Г= 1 Г___

•¡5х2 + 2х-7 ^5 ^ р +__х _ _ I Г 7__1_ 
"5 25

75 1п + С.

10. | 1х-?— (1х.
V1-4х-Зх2

Е ч и ш . Берилган интегрални шундай иккита интеграл 
йигиндиси куринишида ёзиб оламизки, бунда интеграллар-
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дан бирининг суратида илдиз остидаги ифоданинг косила 
турган булсин:

I , 2-Y -7... dx = - U ~ (¡x+2l-4+4c/x =
Vl-4x-3x2 3 V1—4jc—3jc2
1 r -6x-4 i 25 г dx
3 J \Jl-4x-3x2 3̂ J O

Г з " - "2

_ _ 1  r ¿/(l-4x-3x2) 25 г dx
3 J Vl-4*-3* 2 *7 3 J 'V7Y Г 2л2

2

х+з 
2

= - j  J Vi - 4 x  - 3x2 - a rcs in  + С -
T

2 Я й ó Г  25 . 3x+2= -  ^  V I  -  4 x  -  3x -  — ,- a rcs in  — + C.
3 3V3 V7

1-вариант

4 2-Зл; 
x2 + 2

dx ■

4. j s in 2( l - x )  dx.

7- J dx
4x2-5x+4

10. J 2x-l
у/3х2-3х-16

о г sin X »
2- lü S S * '  

5. J tg2xí¿c.

8- J
dx

dx.

i- í
2x-l í/x . 2.J

\¡4+&x-x2

2-вариант

3x2 dx .
S x 2- 4  “  '  ' J l - x 2

4. |sin3(l -x) dx . 5. jtg54xdx .

í
\-2x-xl

l+x2
dx •

6. J sin 3x eos xdx

x+\J 2x¿+3x-4
dx-

3- í
2x +3 
2.x2-1

dx .

6. I sin5 2x eos 2xdx .
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ílx В. --- . 9. Г _ *± б _Л .
» / "2 . /1 V 1 * 1 V* I V 1 1(л̂ +5х+1 л/Зх2-4х-1 j 3x¿+x+1

I , Г 3 dx .
\Í2x 2-4x -\

3 - в а р и а н т

Hr i E í / x . 2. f sin3* ¿ y .  3. f * 2+2,¿,.
íx 2-\ 3-cos3x

2sin j j  í¿ c . 5. J tg43x¿/x . 6. J sin2 3x eos3x í/x  .

?, f .  üx. ......  8. f , ^  9, J  2*- l .. ¿fe.
1 2x -7x+l si2-3x-2x2 V3x2-2x+8

II), í , x~L...-dx.
¡ л/Зх2-х+5

4 - в а р и а н т

\,\bxp_dx. 2 .\- Ç - d x . 3.
J 2x -1 J 2ex+3 2x+l

>1, I eos3 5x sin 5xdx. 5. Jtg27xûfcc. 6. J eos3 5x sin 5xdx

1, f__ dx 8. f-, dx ..... 9. f. -xrfx.....
2x2+x-6 Vx 2+6x +8 2x 2+x +5

5 - в а р и а н т

I . 2. f _s ín2x _  . 3. г £ l z i  d x  ■
V 2-x eos x-4 J je -4

4. J e o s 3( l  -  x )  d x . 5. { tg 5xí/x . 6. J s i n  ^ e o s x ^ d x

7. f * --- ------8. J A  9.
5x + 2x+7 yJ2+8x-2x x +x-2

10. f 2x+S- ¿/x.
V4x 2+8x +9
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6-вариант

I. J - Ä & .
VF 4x

4. J (3 - sin 2x)2dx

7- í
dx

2x2-2x+l

10. J 2дс—10
y ¡\+ X-X2

dx .

1. J - Ä Ä .
yÍ2x +1

7 J dx

10. J

2x - l lx +2 

2x-8
M-x+x2

dx

1. í - Ü L á .
J n/2^?

4- J (cosx + 3)2i/x •

7- J dx
2x¿ +x+2

10. J 2x-13
\¡x2+6x+13

dx .

í /x  .
4-3ex 

5. I xtg2x2dx .
dx

\ л/з+2х-2х2

2.

7-вариант 
. v2

í/x  •
J 7-5x3

5. Jctg3xí/x

dx
í 42- 2x-3x

8-вариант

o r sin2x j

5. Jtg1! * .

O f rfx
Vi+Х-Л:

3. f ^ í / x .
1 X  +1

6. J cosx-sin9xí/x,

9 r 3x-2
t í5x~-3x+2

í/x •

3- f^ ií/ x -
J 2x+l

6. J sin4 2 x c o s2 x í/ x .

9. f - .̂ 4 ¿y .
2x -6x-8

3. J ^ í/x
J 1_v2

6. / sin y  eos ̂  dx .

9. Г *+4 dx ■
J 2x -7x+l

1.
J 2x +1

9-вариант
„2х

5+e'37
dx 3.

x2+3
í/x
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• | |гох '(л ' + 3) ёх . 

1 1  ( (1х
,1?-12х+3

Зх-1
\12х 2- 5 х +\

с1х

I 5х_ 
I 1-25х2

(1х ■

• | «¡п3 с1х ■

/ Г . е1х ...
1 2 х 2 + Зх

I
5х+2

\1х2+Зх-4
с!х.

5 , | tg3 -  ¿/х . 6. } СОЗ*Х 51П хс1х.

и
(¡X

л/5х2-10х+4

10-вариант

\12х+3-х2

11-вариант

Ч
5х-2

2х -5х+3
с!х ■

I
6х3+х2-2х+1

2 х -1

6- |сое2хсоеЗхйх•

Ч
4х-

4х'-4х+5
г/х

I [ - ^ ¿ х -
•' Зх-4 

•I, | (1 - соьхУс/х .

7. с!х

К). I

х -5х+6 

х-4 с1х.

5х+1 с!х.

4. } з т2(2х — 1) сбс.

2. I :
4х-5

2х2-5х +17 

5. |с1§3ХЙ?Х .

йх ■ 3. |

с1х
л/ 4х2-8х+3

12-вариант

Ч
7х

2х4+5
¿/х .

5. |с1£25х£/х. 
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с/х .
х -3

6. 1вт 5х в т  7хс/х

9- I
х+1

2 х 2+х +1
(1х ■

-I рх3+5х
J „2 ¿/х .

Х-Ч1

6. | в т  4х сое 2хс1х



7■ f — —— j  ■ 8- I- / dx...9. f —J£±!—  dx ■
2x-3-4x V \+2x-x 3jc -2x+3

10. Г-, 2x--±— dx.
1 six2- 3x+4

13-вариант

l . j ^ d x .  2 . } » 3* 3.
Qv ^4-7 -v/Sin 4 v —9 J

4. j sin3 6xí/x . 5. J tg3 y  í/x . 6 . J cos3 4x sin 4x í/x ,

7- Í - Т ^ --- ------8- J I f  • 9- ( —i í i ? —  dx ■
3x -8x-3 V4x -x+4 4x +6x-13

10. I , 4x1,1 í/x-,
J Æ w

14-вариант

\ .[-£ 2 *-d x . 2.J ,sin2x dx. 3. f * 3-i ¿ r .
\/4-3x2 Vl+cos2 X ■* x+3

4. Jsin2 0.5xí/x . 5. J (1 - tg2x)2i/x . 6. J cos~3 2x sin 2xdx.

?• J — ——г ' 8- J i dX- 2 - 9. f dx •
8-2x-x V2+4x-3x x -4x+l

10. f 5x~3 ...í/x .
л/ 2x 2+4x -5

15-вариант

L !- r T T dx■ 2- ¡ r ^ dx- 3- ¡4 - d x -Vl-4x 1 1+3 cos x J X2_1

4. j sin2 + 1 ) í/х . 5. Jtg52xi/x. 6. J cosx sin 9x í/x  .
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(Ix
M \J-6
I Зх+2
¿I i 2 л

í/x .

И dx
л/4х2+2х+4 Ч xdx

2x +2x+5
dx ■

16-вариант

í ' vv dx ■

I

2. J-.sin2v- dx .
4-sin x 3- í

X +1
x2+l

dx ■

I eos2 2xdx . 5.J(2x + tg2lx )dx . 6. { sin 4x eos 2xdx

í
dx

Ьх+ 2-2хг 4
x-3

x -5x+4
dx ■

17-вариант

• í
l+3x 

~J l+4x2
í/x .

X)

12x2- 8 x +30

10. I x+5

T Í-бх-х2
dx.

2. f J — _  í/x  •

1 + 2 eos y  j í/x .

dx

\- 

5- J tg 

8- í

4 2x
T
í/x

2 x 2 - 8 x +1

3.
J X +1

í/x. 6. Jsin3xeosIxdx

2 x - l
2x +8x-6

í/x

18-вариант

2 - f^ L í/x -  3- í 4 ^ ^ 'J 7+3x3 J r  4I. f *± Ld x .

4. I  eos2 3xí/x • 5. J(tg2x + ctg2xfdx- 6. Jsin3 7 x co s7 x í/ x  .
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7. dx
Зх2-9х+6

10. / 2x+4
\¡3x 2+x -5

1- Í
5x-l dx.

л/х2-3 

4. j sin4 2xdx

7. f 2dx.....
1 2x -2x+5

10. J 1 x-2 
■Jx 2- 5 x +\

dx.

1- Í
l-3x

4x2-l

2

dx .

4. j  sin2 3xí/x  .

7. f . , & __ _
2x2-3x-2

10. I
x-8

л/ 4x2+x-5
dx.

Í
dx

\]x2-5x+6 9- Í
2-x

4 x 2+16x-12
dx

dx.

19-вариант

2-1 3x+2 
x2 + 2x

dx.

5. J ( l  - ctgx)2i/x.

dxJ л/3х-2х2

20-вариант

2-í
Л2л-

е2л+3
3'

dx.

5. { ctg1 Зхс/х .

*■ J
rfx

V2x2-x+3

21-вариант

3. .J x+5

sinx¿/x. 

2x4 -Л

x+5

6- COS X

9- I 3x 2-6x -9

3. J

6 . J

■ dx

9.

x2+l

eos 2x 
sin4 2x

2x-l
3+x-2x2

dx.

dx ■

1- í
x-5

3-2x2
í/x  . 2 -í

3x -2
■\/2л2x -4x

4. J eos2 ~  í/x . 5. Jtg34xí/x.

dx.- 3. J 2x +5 
x+I í/x .

6. J eos 2x eos 5x í/ x
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I  I dx-----g j  9 . d x _
' 5jc2-10jc+25 л/Зх -x+5 4x2+2x -3

i 2x+3
\¡2x2-x+6

dx.

22-вариант

I Í
x+4

fi-x2
dx.

I Jsm35xi/x.

dx
2x2+6x+3Í

10. J
\¡4

x-9
+2x-x2

dx.

4
cos7x

V5-sin7x
dx

5. Jtg4#</x.

*• Í

2

dx
S lx-3xL

3. J x3+3x+l dx.

6. \ ^ d x .

9- Í x+2
3 x -x+5

23-вариант

2.V-7 i/x .'■ U 5

•I j sin4 xdx ■

7. dx
x2+lx+\I

2x+l dx.
x~+5x-4

4
sin 4x 

■7 cos4x+3
dx ■

5. J tg4(x + 6) dx .

Í
dx

3. J 2-x 

6. J sin 2x sin 3xdx .

9- Í x-5
2x +X-4

dx.

lx-2 dx.
L ^£г~-у 
4. J cos4 xdx.

24-вариант 

2 .j]2*W  j x .
J 4x +x 

5. j tg3(x - 5) dx.
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3. J jc—7

6. J sinx cos3 Xi/X .



7. dx
2 x 2- 3 x + l

10. J 3x-4
\l 2x2-6x+l

I- Í
x-5
x2-7

dx .

4. J cos3 4xdx. 

7. f. *J -

10. }

2x2-3x+2 

2x+5
\¡3x2+9x-4

dx

dx .

V l - 2 x - x 2

25-вариант

2-1
sin 2x dx.

•v/б—cc

5. J tg2(4x +1) ¿/x •
dx

*■ Í \l4-3x-x2 '

dx.

9- Í
2x+3

3x 2+ 2 x - 7
■ i/.V

3. f2£!±3¿x.
J X —1

6. J sinx cos 4xc/x 

9. f w
J x -4x-2

11-§.Учинчи мустак,ил уй иши

Бу мустак,ил уй иши вариантларининг хар бирида 8 та 
мисол булиб, уларни бажаришда куйидагиларга эътибор 
бериш керак.

1-мисолда: берилган интегрални тригонометрик алмаш- 
тиришлар ёрдамида топиш керак;

2-мисолда: берилган интегрални узгарувчини алмаш- 
тириш ёрдамида топиш керак;

3-8-мисолларда: берилган интегралларни булаклаб ин- 
теграллаш формуласи ёрдамида топиш керак.

Куйида вариант мисолларни ечиш намунасини кел- 
тирамиз

Аник.мас интегралларни хисобланг.

1. J х2л1\6 - X2dx. 
Е ч и ш .

J х2л/16 - X 2 dx
X = 4 sin í, dx = 4 cos tdt
sin t = ~ , t = arcsin ~4 4
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I |(>sin2 ? Vl6-16sin2t -4costdt = 256Jsin21cos2 tdt = 

64j sin2 2tdt = 32j (1 - cos 4t) dt = 32t - 8 sin 4t + C =

= 32 arcsin j  - 8 sin 4 |arcsin i j  + C =

= 32 arcsin 1 -1(8  - x2)Vl6 - x2 +C.

I. i
dx

:\[x 2 + 5x +1

'I H UI .

dx
X = -, t

K']x2+5x+l dx = - dt t2
= -J-

dt
1 5i2--.4-+-+1t

dt
s//2 +5/+1

= - i 5 f  21
2 “ T

= — ln t + y  + V?2 + 5r + 1 + c

ln 1 + |  + J j^  + l  + l
x 2 V x 2 x

+ C = C -  ln 5 Vx2+5x+1— + — H------ -—
x • 2 x

3. | (x + 2) sin 4xJx . 

E 4 H Ul .

| (x + 2) sin 4xi/x
« = x + 2, du = dx
dv = sin 4xi/x, v = — i  cos 4x 4

= - i(x  + 2)cos4x + cos4xi/x =

= - !  (x + 2) cos 4x + 4  sin 4x + C.4 16
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4. J arccos 5xdx. 
Е ч  и ш .

I arccos 5 xdx
и = arccos 5x, du 5 clx

25x¿
dv = dx, V = -X  

= - X  arccos 5x + 5j - xdx
\ll~25x2

= - X  arccos 1 r -50xdx
10 Vl-25x2

-X arccos 5x - ÿ V1 - 25x2 + C.

5. J xex+3dx. 
E ч и ш .

fxex+3dx
и = X, du = dx 
dv = ex+3dx, V = ex+3 

= xex+3 - J ex+3dx = хел'+3 - ел+3 + C.

6 г jcarçtgx dx

E ч и ш .

■ xarctgx dx
dx

1+x2u = arctgx, du

dv = ) у = л/l + X2 
Vl+x

= VFTx^a

J -у — -■ = Vl + x2 arctgx - ln X  + Vl + X 2
Vi+x

arctgx •

+ C.

7. J (x2 — 4x + 3)e~2xdx . 
E  ч и ш .

J (x2 — 4x + 3)e 2xdx
и = x2 - 4x + 3, du = (2x - 4)i/x,
í/v = e dx, V = - ~e1 л -2дг
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= - J  (x2 - 4x + 3 )e2x + J  (x - 2)e 2xdx ■
и = x  -  2, du = dx 

dv = e'2xdx, V = - j  e~2x

-~(x2 - 4x + 3)e -2x 1 (x-2 )e 2x + ~ fe  2xdx 

i  (x2 - 4x + 3)e~2x - ~ (x -  2)e -2x -~e-2x +C.4

N Г l'i(ln(j»c+2))ln(x+2) j  
1 x+2

I 'I и lu '.

I l|t|lii(-y+2))ln(x+2) 
x+2

-- ln(ln(x + 2)), du = -—— —  
(x+2)ln(x+2)

dv ~ ~~x~+T̂ dx’ v = \ ^ 2(x + \)

= ln2(x + 2) ln ( ln (x  + 2 )) _  1 j  lng+ 2) dx ;

In • ln(ln(x + 2)) -1  In 2(x + 2) + C.

1-вариант

b~x2Ÿ dx ■ 2- J- dx

x arccos 2xj —

x>]\+x-x2

dx. 5. f x2e~xdx.
VI-4x J

J x arctg xdx, 8. f xcos(x-7)ife.

2-вариант

3. Jln (x  + 4)dx.

6. J (x - 5) cos xdx

dx

' h+x2)5 '

I - Ш.И.Тожиев

2- J dx
xy¡x2+x-2
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4. J arccos 2 xdx. 5. f * dx • 6. J (x + 5) sin xth
sin2 X

7. ¡x 2e3xdx. 8. Jxsin(x - 3)dx .

3-вариант

2- íl . f  JZd Ldx .
J V

dx
(x+l)Vx2-x+l

4. J arctgxdx . 5- I eos2 X
dx .

7. J x cos(x + 4) dx ■ 8. J (x - 4)exdx .

4-вариант

dx 2- J- dx
 ̂y¡(x2- l)3 J (x + l)Vx2-X-l

4. f arĉ * dx. 5

7. J x cos(x + 3)dx. 8. |xe'6x£/x.

5-вариант

1. J x3V9 - x2 dx . 2. J 

4- í

dx

• x arccos x
Jü x 2

(x + l)\lx2 +X + 1

dx . 5. J(x 2 + 2)e~xdx .

7. J x cos(x - 2) dx . 8. J arctg7xdx.

6-вариант

l . í
í/x

x2V(x2- l)3
2- í (x+l ) ^ +X-1

3. f l S M d e l
J sin JC 

6. J (x + 9) sin X(/\

3. J x2 ln(x + 1) dx.

6. J (x + 7) sin 2xdx

3. í
ln X ln(ln x) dx.

6. J (x + 4) sin 3xdx ■

3. J ln(x2 + 1) dx.
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¡ I  I « - ' * '

11 11\

5. J X2 sin2 xdx . 6. J (x + 3) sin 5xdx. 

8. J arcsin 5xdx .

7-вариант

2. j- dx 3. fЩ -dx.X*1У\ I 1 (x+l)\jl+x-x2

I I iIH’Ik2xí/x . 5. j x 2(c o s 2 x  + 3) dx . 6. | ( x - 4 ) c o s 2 xdx, 

1 I w* /vf/x . 8. J ln (x  -7) i/x .

I dx ■x

8-вариант

2- Í dx
x¿ +x+l

I f “ S irfx .
УI 1-ЛГ-Х2

1 I ii resin 2xc/x .

5. J (x2 + 2)e~xdx .

8. J x cos(x + 6)dx .

9-вариант

dx
x3\fx

2- J- dx

3. J 4x In2 xdx .

6. J (x — 8) sin xdx .

3. J In l-JC i/x.
Jx ¿ -\ ' (x-l)ylx2-x+l J ~“ l+x

■I, J arcsin 2xdx . 5. J (x3 + 3) sin xdx . 6. J (x + 4) cos 3xdx ,

/ } x sin(x + l)dx . 8. J arctg ~ dx .

10-вариант

■1%гx dx- 2- Í dx
(x- l)4 .х г +х-1

3. J (x2 — x +1) In xdx
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4- / *^ " 2* dx • 5- J (х2 ~ 3) cos ХйЬс • 6- } (*  + 8)sin 3xdx ■ 

7. J х cos(x - 4) dx. 8. jln (x  + 8)dx.

11-вариант

l j " 2 f*2 2- I ---- r ;  3- jVx lnxdx.x2Vx2+9 (х-Ых2 -х-1 J

4  j  arccos x 5 J  (x 2 + l)e_j:dx . 6 . J  (x + 6) cos 4xd.,\

7. Jxsin(x + 4) dx. 8. jarctg^dx.

12-вариант

l . j x W r a f c .  2. f — *  3. |M Ü E £ )^ .
(x-l)V l+x-x J cos X

4. Jx 2arctgx dx. 5. J  (x2 - l)e*dx. 6. J (x - 6) sin £ d.\

7. J x cos(x + 9) dx .8 . J ln(x + 12) dx .

13-вариант

1. j  x2yjl - x2dx . 2. f ---- d.x 3 . f x ln(x2 + 1) dx .
(x+ l)V l-x-x

4. J x arctg 2xdx. 5. Jx 2 cos2 xdx. 6. J (x +1) cos 7xdx.

7. J (x + 3)e~xdx . 8. J arcsin yd x .

14-вариант

1 2 ./ ---- 3. Ы п 'л Л .
*  (x- l)V l-x-x2 J

4. J arctg(x + 5) dx ■ 5. J (x2 + x) sin xdx .6. J (x + 2) sin ̂  dx

7. /arccosxdx. 8. fln(2x-1)dx.
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•Y

I » •erclgxcfx. 

i l 1' 3 )exdx. 

*

[ t  J * iiielg2xi/x.

I |w\‘*'dx.

I  r w -Jchx2)3 

к I \ 1 cos j  dx .

■ I \ cos(x + 7 ) dx

I I v arcctg2xi/x. 

1 \xe~5xdx.

15-вариант

5. j (x2 + x)cos xdx.

8. J ln(2x + 3) dx ■

16-вариант

2. f -
x\lx2+x-3

5. }(x 2 +1 )exdx .

8. J arccos ̂  dx . ^

17-вариант

2. f_____f*
(x+ l)V ?+ x-2

5. }(x 2 -l)e~xûfx .

. 8. J arctg y  dx.

18-вариант

2. f f
(x+ l)^2-x-x2

5. Jxsin2 xdx .

8. } arcsin y  dx .

19-вариант

2. f A
xVl-3x-2x2
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3. Jx 2 ln  xdx ■

6. J x s i n  y  î/x •

3- Jx ln (x  + 1) dx ■

6. }  (x + 4 ) cos y  î/x .

3. J sin(lnx) dx .

6. J (x + 1) sin y  dx

3. J(x 2 - 4)sin5xi/x

6. J (x + 2) cos y  dx .

3. J ln(x + 5) dx .



4. | x2 sin 2xdx. 5. J arcsin 9xdx . 

7. Jxex+3dx. 8. Jarctgöxdx.

20-вариант 

[ . J ^ Z d x .  2. J- dx
xslx2-3x+2

4. J (x2 + 4) e2xdx ■ 5. J xarctg2xdx.

7. Jxcos(2 - x) dx . 8. J arccos у  dx.

21-вариант

l. f  £ E ± d x . 2. f___
* J (x+i)V?77'

4. f л/l - x arcsin л/xdx . 5. Jx  sin2 xdx.

7. J (x + 1) • e~4xdx. 8. J x cos 6xdx .

22-вариант

1 . ¡ S ± d x .  2. J- Ä
(x+l)Vx2-l

4. Jxarctg 2xdx. 5. | x sin x cos xdx. 6

7. Jx 2e~*dx. 8. J arcsin 3xdx.

23-вариант

2. J  *  . :
* W l-x2

4. 5. Jx 2(sin2x-3) dx. f

7. \x2e~2xdx. 8. J ( x +2)cos3xdx.
198

3. J ln ^ Jd x .

6. J (x - 9) sin j  dx ■

3. Jcos(lnx)dx. 

6. J (x - 2) exdx .

6. J(x  + 3)sin j  dx ,

■ J  (x  -  7 ) cos 2xdx  .

?. |  ln (x  + 2 ) d x .

). J(x  + 2)cos3xdx .



24-вариант

| ¡¿\  ~7с1х. 2. . 3.
х ч / ? Ч  ^ 2Х

|| (1х- 5. /х2(81Пх + 1)^х. 6. | (х - 2) сое 4хг/х .
1 /I л

' |нгс(83х^х. 8. |х з т (х  - 2) й?х  .

25-вариант

| |  '¡ '>'± с1х. 2. \ / *  . 3. |М Е £ )Л .
J х7х2+х+1 1 *

I | 'и̂ ‘п ̂  й'х • 5. | (х2 + х)е~хйх. 6. | (х - 4) в т  2хй?х.

1 | \ cos8xiZx. 8. |агсвт 8хг/х.

12-§.Туртинчи муста^ил уй иши

Ма нсур мустак;ил уй иши вариантларининг ^ар бири-
II ') та мисол булиб, уларни бажаришда куйидагиларга 
м.шбор бериш керак.

I 4-мисолларда: берилган интегрални интеграл ости- 
пи и касрнинг махражини купайтувчиларга ажратиб, 
I уш ра тугри касрни энг содда рационал касрлар йигин- 
1ИГП куринишида ифодалаш ёрдамида топиш керак.

V -6-мисолларда: берилган интегрални интеграл ости-
III и (|)ункциянинг илдиз остидаги ифодасини бирор узга- 
I'. ими билан алмаштириш ёрдамида топиш керак.

7 -8-мисолларда: берилган интегрални ¡ = 1%  ̂ ва 
I 1)ус тригонометрик алмаштиришлар ёрдамида топиш 
и'рак.

0 мисолда: берилган интегрални илдиз остидаги ифо- 
И111,11 инги узгарувчи киритиш ёрдамида топиш керак.

Вариант мисолларини ечиш намунаси келтирамиз.

г 1 х—х2 — 4 ^1 ■ ] — ... 2 г— тг ах интегрални топинг.1 (х+1)(х -5х+6)
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Е  ч и ш . Интеграл остидаги функция рационал касЯшн 
иборат. Унинг махражини купайтувчиларга ажратами* 
(х + 1)(х — 2)(х— 3).

Тугри касрни энг содда рационал касрлар йигиндт I 
куринишида ёзишдан фойдаланамиз, яъни

7х-х2-4
(х+1)(х-2)(х-3) х+1 х-2 х-3

Бу тенгликнинг унг томонини умумий махражга кен 
тириб, суратларини узаро тенглаб куйидаги айниятга >Д 
буламиз:

1х - х1 - 4 = А(х - 2)(х - 3) + В(х + 1)(х — 3) + С(х + 1)(х - 2)

А, В, С коэффициентларни хусусий кийматлар бериш 
усули билан аникдаймиз:

х = -1 
х = 2 
х = 3

-12 = 12Л, 
6 = -3 В,
8 = 4 С.

Бундан: А = - 1, В -  -  2, С= 2. Бу кийматларни урнигн 
куйсак, берилган интеграл энг содда рационал функция 
ларнинг интегралига келади:

I
7х-х -4 

(х+1)(х2-5х+6)
с/х / (- - ^ т- - ^  + Д г ) л  =•'\ х+1 х-2 х-3/

с/х с!х

2- /

+ 21п|х - 3| + С = 1п 

15х -х 2-11

(х-3 У + с.

( х - 1 ) ( х 2 +х - 2 )

Е ч и ш .

|Х+1|(х-2)2

<1х интегрални топинг.

15х-х2-11

(х - 1)(х 2+х - 2)
с1х 15х-х -11

(х - 1)2(х +2)
б/х = |

х-1 (х—1) х+2
с1х,
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IS V — X2 — 11 = A(x - l)(x + 2) + 5(x + 2) + C(x - 1)2 >

\ I I 3 = 35, 5 = 1 
» :-2 I - 45 = 9C C = -5
\ -1 = Л + С, A = 4

\ I * (x-l)2 X+ 2
dx = -4 In \x - 1| - - 5 In |x + 2| + C.

11омаълум коэффициентларни топищцахгах=1,х = -2  
■ ,i iiii ^ийматларни бериб В  ва С топилди, х2 олдидаги
• .ффициентларни тенглаб эса А топилди.

1 Hx) = f f *4-8*3+23*2~43*+27.1 ¿/х интегрални топинг.
w  J  ̂ (х - 2 ) ( х 2- 2 х +5)

I ч и ш . Интеграл остидаги функция нотугри каср булга-
III viyii унинг суратини махражига булиб, купхдд ва тугри
■ ниюнал каср йигиндиси куринишида ёзиб олиш мумкин:

Д х) = f x 4-8x 3+23x 2-43x +27'
( х - 2 ) ( х 2- 2 х + 5 )

dx =

= 1

X
т

; — 4 + -2х2+Зх+П_ )  dx = 
(х-2)(х -2х+5) J

■ 4х + { -Л dx =
•> \х-2 x¿-2x+5j

-2х2 + Зх -13 = А(х2 - 2х + 5) + (5х + С)(х - 2) 
X = 2 I -15 = 5А, А = -3,

X 2 I А + В = -2, 5 = 1, 

х° I 5А-2С = -13, С = -1,

- 4* + < й + ? 5 Ы л=

—  - 4х - 3 ln X 2 - 2х + 5 + С.2 I I
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4. J 2x -5x +8x-32 
x4+9x2+20

dx интеграл пи топинг.

E  ч и ш .

Í
2х3-5х2+8х-32 

х 4 + 9х 2+20 dx = ¡ 2х -5х +8х-32 ,---«----- ,---- £7Х
(х +4)(х +5)

Cx+D 
х 2 + 5

2х3 - 5х2 + 8х - 32 = (у4х  + Я)(х2 + 5) + (Сх + £ )(х2 + 4)'
X3 2 = Л + С
X2 -5 = B + D Л = 0, 5 = -2,
X $ = 5А + 4С С = 2, Z> = -3.
Xo -22 = 55 + 4Z>

31Í  (f T Ï+ - " arclg !  + '"<*г + 5> - i  + с

= V(x -2)3 - 2(х - 2) - 24Vx - 2 - 72 ln |>/х - 2 - з| + C.

булгани учун керакли алмаштиришни бажариб интеграл 
ни топамиз:

интегрални топинг.

Е  ч и ш .

Í
х+1 V x - 2  = t, X - 2 = î1

3-Vx-2 X  = t2 + 2, dx = 2 tdt

■2(|r3 + |/2 + 12/ + 36l n - 3|j + С =

6. J  /̂x 2 + 2slx 2 интегРалнИ ТОПИНГ.

E ч и ш . i  I  1 касрларнинг умумий махражи т  = (>
2 ’ 3 ’ 6

л4х^2-^Г2
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iàJ\ I tyx̂ 2
11 ! i24x-2

dx X - 2 = t6, x = tb + 2 
dx = 6 t5dt

= , t f- t ) f _.dt = 
3 t\2t2

|| dt = J (4i5 - 8/4 +15/3 - 30t2 + Ш  - 120 + dt 

„ j ; Л |  f5 + - j /4 - 10/3 + m2 -120Г + 240lnj/ + 2|) + с  

,) ( x  _ 2) - - 2)5 + f  - 2)2 - 6 0 V ^ 2  + 

1 180̂ /x - 2 - 720Vx - 2 +1440 In |^x - 2 + 2| + C.

I I , — ^ ----г интегрални топинг.1 11 ,lsmx-2cosx+l r
I Ч 1 1 LU .

с/х
N iix - 2cosx+l

X • 21 1-гf - t g f .  cosx = ^

X = 2 arctgt, dx =

2J dt _ 2 г dt _ £ f dt
6t-2+2t2 + l+t2 •* 3/2 + 6r-I

ln
/ + 1-

Í+1 + V3
+ c - 2Т з1п

V3tg|+>/3-2

V3tg|+^+2
+ C.

hJ t—1 Pin2sin2 x-sin2x+3cos x 
,4 И Ш .

интегрални топинг.

'*,т5х-вт2х+Зсо52х
/ = tgx, sin2 x = cos2 X =

t j  dt sin X COS X = -—y , dx =-—J 1+í2 1+r

1
T+?
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■i
dt dt

2v - f  2' ( 4 й

‘ T Í * ia s ^  + c  +
2

9. f cos3 бх dx интегрални топинг.J 5~ '

, 4

ysinojc 
Е  ч и ш .

г cos3 6х 
\lsm6x

dx sin 6х = í 
dt = 6 cos 6xdx

4 /

 ̂ _ i  5 "\ 
Í 5 - t5 dt =

Í  4 ИЛ
- Í5 - — /5 4 14

У
+ C =

= ^  Vsin4 6x - A  Vsin14 6x + C.

4
3x2+20x+9 

(x 2+4x +3)(x +5)

3x+13
(x-l)(x  +2x+5) 

dx

dx.

dx ■

1-вариант

2- J x3-x2
dx.

M

M

7- Í-J 5+2sinx+3cosx

9. J cos4 3x sin2 3xdx .

4- f- ^ A -J i 'j v-2x*+3x̂ -4 dx.

2+Vx+3

cfcc

4
12dx

(x-2)(x -2x+3)

8- J

2-вариант

2- J

dx
8sin2x - l6sinxcosx

x3-2x2-2x+l
x3-x2

dx .

о г x 2-6x +8 j3. dx.
X +8

4. f 3fL 
J l

2x -2x+l ,—̂  dx.



llx '
I ,п V i 2 cos*

I 7 tn 'x COS3 xdx .

■Ш-67 ,]x _
(jf l)(x2-x-12)

I2-6x _ ¿X  •

Í
dx

l6sin2x-8sinxcosx

3-вариант

(v lj(?-4x+Ï3) 

i X dx
I j P T
I I sin x-2cosx 
I 1+cosx

j cos3 X sin8 Xi/X .

2x4 +8x3+9x^X dx .

2 f__^ 4 — dx ■¿ - J (x-l)(x2-l)

J ^+57+4

f É S l g l d x .  
b- J ^ T +̂ TT

1+3 cos2 X

4-вариант

(x 2+ x -2)(x +3)

,  2 x 2 + 2 x + 2 0

J (1Л)(?+2х+5)

2- Í 

4- Í

x+2
x3-x2

dx.

5dx
x 4 +3 x 2-4

£&
 ̂ í Jí3cosx^5síñx ' 

'I. j  co s4X  s in 5 xdx.

- dx.

6- J
r __2tgx+3 — dx . 

sin2 x+2 cos X

5-вариант
г 4x4+8x3̂ 3x̂ 3 

1■ •) r 3+2x2+x
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3- J х2+3х-6
(x+l)(x2+6x+13) dx. 4.

5 г x2dx
J-7r=T-

7.

-Jx+ l
_____chc____
5 cos x + 10 sin X

( х+\[х*+Ух , 
i  х(1+Щ  C/X■

______ dx______
3cos2 x+4sin2 X

r x3+8x-2 ,
1 ж 4 '

J
g f cos3 xdx

J 3/71 vsm X

i / 2x4-7x3+7x2-8x
(x2-5x +6)(x +1)

d x  .

6-вариант

2. x+2 ,—,— dx ■X+X

3. i ^ l d x .

5- J 

7- Í

X 3- ]

x+1
x\lx+2

dx

d x .

f 2x3-2x 2+5 j

J ü- i)V+ 4TrfJC-
r %/2x + l +^/2x+1 , 

"x

3+2cosx-sinx

9. J-^sin3 2x  ■ co s3 2 x d x

tgx
-Ctg2x

dx.

1 J

3- J 

5‘ /

7.

2x4+8x3-45x -64
(x -1)(x 2+5x +6)

______36 dx______
( x + 2 ) (x 2 - 2 x +10)

dx
(x+l)Vx+4

dx 
5-3 cos X

d x

7-вариант 

2. / 4x
( x 2 - 2 x + ! ) ( x +1)

d x

4 | А ^ Л  
X  - X 1

6. J Vx-1 
\/x-l +ч/х-1

d x

dx

4sin2x-5cos2x



8-вариант

Л '1 il7x3+32x2-7x 
(л'2+4х +3)(х +5)

9х-9

dx

Í (л+1)(.х2-4х+13)
dx.

I J "  ̂ d x . 
1 V 3

Í
dx

8-4 sin x+1 cosx

h
Sin X dx

f 6x2+6x-6 dx 
1 (x+l)(x +x-2)

7x-10
I  x3+8

dx .

dx 
\fx+ 3

dx
3+5cosx

3sin3x 
cos4 X

dx

•Í
37X-85

2- Í 

4-1 

6- Í

2x2-2x-l
x2-x3

dx

x -x-5  
x4+3xJ -4

Vx-1 -2\/x-l

dx. 

dx .

M

9-вариант 

2- Í 

4- J 

6. J 

8- Í

гЗ/^+’Ух1!
_______dx______
7cos2x+2sin2x

2x2-5x+l
x 3- 2 x 2 +x

dx.

dx.x3-x-l

slx+3 
/̂x+3+Vx+3

sin2x 
sin4 x+cos4 X

dx. 

dx

10-вариант

(x2+2x-3)(x-4)
dx

f 4x2+3x+17—  dx 
J (x-1)(x2+2x+5)

r i/x 
•Ух(х+3)

2.
J x(x+l)

2x2-7x+10
4- Í (x- l)(x3-x2+4x-4)

dx

yjx-\ +\lx~l
6.
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dx
2 - 3 c o s x + s in x  8 - / — - d x

Q r c - 4 ,  2 Ш  X “ COS2 XJ Sin 3 x  cos 3 x d x  .

22-вариант
I f l x4~7x3+2x2+n . .

(* 2-5x+6)(x+I) 2 . j 2 ^ d X '
x(x+ I)2

3 f 5x2+i7x+36 , 3 2
■J r a x ? Æ Æ y ‘& .

5 f ф  r~
J 3 + ^ l 6 -  6 . i ^ d x

1+vx
7 /--- —

3 s in x - c o s x  • 8 . f — — //v

9  f « i n 4 5 S ln  X + 3 c o s 2 *Jsin X  COS Xfi6t .

23-вариант
1 f-  7*2~17* ,

(*-2>(x2-2x-3)

3- / т г * .
X  -1

5 f зГ5

7. f _  dx
4 - 4 s in x + 3 c o s x  ‘ . 8 .  /

6 - 3  co s2 X

9. /sin5 X • tfcoiFxdx

24-вариант
1 Г бх4-30х2+30 ,

J (*2~1)(х+2) dX ■ 2 . / J i ! z Z i ± ! Ä
(x2-x)(x-J) '

3. f3£f+2*+l , 3
J p ij  “ *■ 4 f -x +2 lx-9 ,

~^+ W ^g~  dx
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5- 1 

7- \

х-\
хч/х-2

(Их

(1х.

совх-ЗбШ л:

6 Г Л  
' ] 1-& '

8- л2 вт2 х-вт 2х+с052 ;

9. 3 сое х (1х .

25-вариант

и
Зх2-17х+2

(х -1)(х 2+5х +6) 2-

з. [ 4* Ч 7" 5 <ы.
-1 (х-1)(х +2х+5) 

5- ^ * -

7. [ ---- ^ ---- .
1 3+5ып х+Зссих

9. | з т 3х соз8хс/х.

4- \ 

6-1 

8. |

х3-х2+4х
х4-1

л

с1х.

зх+ /̂7
йх .

сое2 X 
1+ат2 х

йх ■

V  боб
а н и к ; и н т е г р а л

1-§.Ашщ интеграл ^акдца тушунча.
Аник, интегрални ^исоблаш

Бирор [а;Ь] кесмада узлуксиз у =Дх) функция берил- 
ган булсин. Бу кесмани ихтиёрий равишда нук,талар би- 
лан п та кисмга буламиз (12-чизма):

а = х0 < х, < х2 < ... < х„ = Ь .
Бу к.исмларнинг узунликлари мос равишда

Ах, = X! -х0, Ах2 = х2 - х,,...,Дхя = х„ -х„_,
га тенг. Хар бир к,исмий интервалларнинг ичида битта- 
дан ихтиёрий с,, нук,гга танлаб оламиз:
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Бу танланган нук,таларда функциянинг к,ийматлари- 
ни \исоблаймиз:

Бу микдорлардан

S,, = / (^ )А х , + / (^ 2) Дх2 + ... + /(£,„) Ах п =

= t / ( U  Ах,- (5Л)]/=|

й и р и н д и н и  тузамиз. (5.1) й и р и н д и  у =  fix ) функциянинг 
[а\Ь] кесмадаги интеграл üufuhöucu дейилади. Sn йигинди 
геометрик нукд-аи назардан 12-чизмадаги штрихлангап 
турри туртбурчаклар юзларининг й и р и н д и с и н и  билдира- 
ди. (5.1) интеграл й и р и н д и н и н г  Ах, ларнинг энг каттаси 
узунлиги нолга интилгандаги (д*. -> 0) лимита (к,ийма- 
ти) [а\Ъ] кесманинг булиниш усулига ва ундаги £2, 
ну^таларнинг танланишига боглик, булмаеа, бу лимит 
У =Дх) функциянинг х = а дан х — Ь гача олинган аниц 
интеграли дейилади ва куйидагича белгиланади Cf(x) дан 
х буйича а дан b гача олинган аник, интеграл" деб ук,ила- 
ди):

lim £  /(£,) Axi = J f(x ) dx. (5.2)
maxAx/-»0 • . J1 а

214



f(x) — интефал остидаги функция, f(x)dx — интефал 
пстидаги ифода, [а;Ь] — интефаллаш оралиги, а ва b — 
col шар мос равишда интеграллашнинг куйи ва юк,ори 
'нмаралари дейилади.

Т е о р е м а .  Агар у — f(x) функция [а;Ь] кесмада узлук- 
с т  булса, у х,олда f(x) функция uty кесмада интегралланув- 
чидир, яъни бундай функциянинг аник; интеграли мавжуд- 
()ир.

Агар f(x) > 0, хе[о;/;]булса, у \олда бу функциянинг аник, 
интеграли у = f(x) функциянинг графиги, Ох у к ва х = а, 
\ /; тугри чизик^ар билан чегараланган шаклнинг юзини 
и(|)Одалайди. Бундай шакл эгри чизицли трапеция дейилади.

Масалан, 13-чизмада курсатилган функциянинг гра- 
фиги билан чегараланган юз учун:

J /(х ) с/х = 5, - 52 + S} .
а

Аник, интегралнинг асосий хоссаларини курамиз (куйи- 
Ш1 келтирилган f(x) ва <р(х) функцияларни [с/;/;| кесмада 
интегралланувчи деб оламиз).

1. J (/(х ) ± <р(х)) с/х = I Д х ) с/х ± J ср(х) с/х.
о а а

h h
2. je f (х) dx = cj f  (x) с/х (c = const).

a a
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3. J /(x ) dx = -J f ix ) dx.
a b

4. J /(x ) dx = J / (x) dx + J / (x) dx.
a a c

5. Arap [a\b] кесмада f(x) > 0 ва a < b 6>oica, у холла 
jf(x )d x  > 0.
a

6. Агар <p(x) < f(x), x G \a;b] ва a < b 6ÿ.ica, у холда 
b b
j ф(х) dx < j f  (x) dx.
a a

7. Arap m = min / (x ), M  = шах /(x ) ва a < b б$глса, y
ХОЛДа xe|o;*| xe\a;b)

m(b - a) < j f (x ) dx < M(b - a).
a

8. Arap f(x) функция \a\b\ кесмада узлуксиз булса, у 
Холда шу кесмада х = с < (а < с < Ь) нук,та топиш мум 
кинки,

J /(x ) dx = f{c)(b  - а)
а

тенглик уринли булади; х
9. Агар f(x) функция узлуксиз ва Ф '(х) = J f it )  dt булса, 

у холда куйидаги тенглик уринли бртади: а

Ф '(х) = f ix ) ,

бунда Ф(х) га / (х) функциянинг бошлангич функцияси 
дейилади;

10. Агар F(x) функция f(x) функциянинг к,андайди|> 
бошлангич функция си булса, у холда куйидаги тенглик 
уринли б^ади:

j f ix ) dx = Fib ) - F ia ) s F {x ) \ . (5.3)
а а

Бу тенглик Ньютон — Лейбниц формуласи дейилади. 
Аник, интеграллар асосан (5.3) формула ёрдамида хисоб 
ланади. Энди куйидаги аник, интегралларни хисоблаймиа.
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Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция тугри рацион 
каср. Уни энг содда рационал касрлар йигиндиси кур! 
нишида ифодалаймиз ва кейин интеграл ни х;исоблаймн

2 X 1 Вх С  л 4 i/ 2  t\ п 2 /-(—̂—  = — + —,— , 2х-1 = А(х +1 ) + Вх +Сх.
X +Х X  X +\

I

x2 A + B=  0,
x1 С = 2,
x° >4 = -1

-  1, 5 = 1, С = 2.

I X +JC , \ * x2+l \+X

= (-ln|x| + i| l + x2| + 2arctgx

Демак,
? л ..  , ?  / , о \

I с!х

2

I

= -  In  2 + -  In  5 + 2 arctg  2 -  у  In  2 - 2 aretg  1 =

= |  In  |  + 21arctg 2 -  = 0,38.

Агар у = f(x) функция [a\b] кесмада узлуксиз, x = (p(t) 
функция эса узининг хосиласи билаи бирга [а;Ь] кесмада 
узлуксиз ва монотон булиб, ip(a) = а, <р(Ь) =Ь ва f[<p(t)\ му- 
раккаб функция [аф\ кесмада узлуксиз булса, у хдпда аник, 
интеграл учун куйидаги узгарувчини алмаштириш фор- 
муласи уринли булади:

J / (* ) dx = J /|ф (/)] ф '(t) d t. (5.4)
а а

Бу алмаштиришни куллашга дойр мисолар курамиз.
8

5 - м и с о л . f dx интегрални х,исобланг.
з VI+jc

Е ч и ш .  л/ГТх = / алмаштиришни бажарамиз. У \олда
fi = 1 + х, х = t2 — 1, dx = 2/ dt
x = 3 д,а t = 2 = а, x = <? да эса t = 3 — b.
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,;улар_учУи — саН^ л гаи , ММа ШартлараЖ -

¡ ( ! Ь Ш  = 2 | ( Р - 1 ) ^ =2( т ' г) 2
[ 1 7

2(9-3- 3 + 2
32
3

 ̂ ' интеграл ни ^исобданг.
Ь-МИС0Л‘ 1 с̂овх+З 

Е ч и ш ■
/ = гв£ алмаштиришни бажарамиз. У *олда

с о в х ^ ,  * = 2агс^ ’ *  =

ос = ^0 = 0, Р = 1ё 4 - 1

Демак,

I  , V 777л _ Г = 4-агс̂ -^1 =
— ^ -Т = 1 - 1Й Г _ " 10/2+5 ^  ^  «^совх+З оо-ЬДт+З 

“ 1+Г
- = >̂28.

д, аппп |£гЫ кесмада узлуксиз
Агар и(х> ва у (х) функциялар [а,Ь\ 

ю зга б»лсала„, у *.олда

¡ , м » )  = «1» » « !* - !№ > " “ «  (5,5)

^  формула аник интегрални 
Г ГЛ" " ф о  ^  дейилади. (5.5) ф ог-У»

г ; 6 * : * * » * *

7 - м и со л .  ] * * > * *  интегрални хисоблан..
о
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Е ч и ш .

j х sin X dx и = X, du = dx
dx> = sin xdx, и = — eos x

= -xcosx| +¡cosxdx = -xcosx| -sinx| =
0 0 0 0 

= -я • eos n + 0 • eos 0 = 7t.
e

8-м и со л .  jx  ln2x dx интеграции хисобланг. 
i

Е ч и ш .

} x ln2x dx
и = In x, du = — ln x dxx

dx> = x dx, и =

= ^-ln2 x[ - j x ln xdx =
i i

M = lnx, du = —dx
X

X 2 •dv = xdx, u = —-

^-ln2x| -^-lnx| + jjx d x  =
i 2 ,

2 e 2x i 2 I x i i X- i e~—  ln X  -  —  ln X  + —  = —  „  .
2 \ 2 'j 4 I, 2 2 4 4 4

x2 ie e2 <?2 e2 1 1 -,
+ Í - T  = l ( e 2-D-

Машцлар
Куйидаги аник, интегралларни хисобланг:

237. Д2х2+ - ^ )Л ;

241. } dx
х2+Ах+5

238. J  ̂ 2х + -~j dx ;

239. J |-s/x + 3̂ r + x3jí/x ; 240. J dx
1 Wl+lnx
П
2

242 J л/cosx - cos3x dx
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М’| | у }- ¿ у',

л/З

с1х

М/ | х5л/1 + х2йх\

1+л/2х+1

|49 | сЬс
I х■>/х2+5х+1

248. | л/4 - х2 с/х ;
о

250. ]. ёх

М . [ Л *  ;
4 0  + * )
Л

,»53. } сое х 8т3 хс?х ;
К
6

1
255. /хагс^хйЬс;

2х+\/Зх+1

252. Г—
0 СОБ (X  )

Ас
-14х2-9

256. } хЬ%2хс1х;

2-§. Хосмас интеграллар

Агар у =/(х) функция а < х < + »  да узлуксиз булиб, 
| / (х)аГх = / (5 ) булса, бунда Д В) — бирор узлуксиз функ- 
|| и и (14-чизма), ушбу

Иш \ /(х)й?х
¿—>+оо

(5.6)



лимит юкрри чегараси чексиз булган хосмас интеграл дН1и 
лади ва у

7  f(x)dx (V?i
а

каби белгиланади. Демак, таърифга кура:

J / (x)dx = lim I / (x)dx ■
a

Агар (5.6) лимит мавжуд булса, (5.7) интеграл яцшш 
шувчи, агар (5.6) лимит мавжуд булмаса ёки чексизликм 
интилса, (5.7) интеграл узок,лашувчи дейилади.

Худди шунингдек, куйи чегараси чексиз булган хосм.и 
интеграл тугрисида х,ам гапириш мумкин, у куйидагпч \ 
аникданади:

J f(x)dx = lim J f(x)dx ,
Я—»-«о-со а

Г f(x)dx = lim f / (x)dx + lim f / (x)dx,
J  />-4+00 J 

-o° а с

бунда — 00 < С < 00.
+-оо

Агар J \ f(x)\dx интеграл ядинлашувчи булса, (5.7)
а

интеграл абсолют ящнлашувчи дейилади. (5.7) интеграл 
нинг я^инлашишини аникдаш учун куйидаги таккослаш 
аломатларидан фойдаланилади.

1 - т е о р е м а ,  х нинг барча х > а к;ийматлари<)и
О < f(x) < <р(х) тенгсизлик уринли булса, у х,олда

+°° +оо
1 )агар j |<р(*)| dx як,инлашувчи булса, у х,олда J / (x)d\

а а
%ам ящнлашувчи\

2) агар х > а цийматларда 0 < f(x) < ср(х) тенгсизлик урин
+оо +оо

ли булса, у х,олда | (p(x)dx узоцлашувчи булса, J f{x)dx %а]А
а а

узоцлашувчи булади.
Бу теоремага дойр мисоллар караймиз.

+оо ^

1-мисол .  J — (я > 0) интеграл п нинг кдндай к,ий 
1 х

матларида як,инлашувчи ва кдндай к^ийматларида узок̂ ла 
шувчи булишини аникданг.
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Ц ч и ш . п* 1 булсин деб фараз киламиз. У  холда

1 Х 1

Г — = lim -!)■1 п 1-71 V ’

Демак, агар п > 1 булса,
’ dx

i v" 1-л1 л
l<оулиб, берилган интеграл як,инлашувчи булади; агар п

|фюа,
+°° ,
f ^  = +ооJ V«1 ^

Прлиб, берилган итеграл узокдашувчи булади. п = 1 булса, 

f *  = Hm ln 6 = +°°
•> Vrt Ь—»+°°1 Л

иулиб, интеграл узокдашувчи булади.
Демак, 0 < « <  1 да хосмас интеграл як,инлашувчи,

I •; л < оо да эса узокдашувчи экан.
2-мисол  +f dx хосмас интегрални \исобланг 

х2+4х"Ь 13
Цки унинг узокдашувчи ёки я^инлашувчилигини аник.-
Л1ШГ.

Е ч и ш .

7  dx = И т г — ¿ L _  = Hm ia rc tg ^ - l =
| х2+4х+13 *-»+-] (х+2) +9 3 1

= I  lim ( a r c t g - arctglj = }  (2 _  4) = Т2 ‘3 6—»+°° \ J
Демак, интеграл мавжуд ва як,инлашувчи экан.
1 м и с о л 7 dx интеграл як,инлашувчи эканли-

[ (1+xV
ш и и курсатинг.
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Е  чи ш . х > 1 булганда — L—  < —^  тенгсизлик урин(1 + х )вх \ + х
ли ва хосмас интеграл

Г — ~ —  = lim = lim arctg х| =
i (1+ x )ex \+x *->+«= 'j

= lim (arctg b - arctg 1) = ^ ~ = -|-

якинлашувчи булгани учун (1-теоремага кура) берилти 
интеграл х,ам як,инлашувчи булади.

у =f(x) функция [а;Ь\ кесманингх - с нук,тасидан бош 
к,а хамма нук,таларида узлуксиз булсин, х = с нуктада :км 
узилишга эга булсин (15-чизма). У холда таърифга кура

f/(x)i/x = lim f f(x )d x  + lim f f(x )d x  (5.8) J £1 —>0 J Jа 1 a L c+£2

бунда e, > 0, e2 > 0. (5.8) интеграл узлукли функцияншн 
хосмас интеграли дейилади. Агар (5.8) нинг унг томонн 
даги иккала интеграл мавжуд булса, у холда берилгаи 
интеграл як,инлашувчи булади.

Агар (5.8) нинг унг томонидаги интеграллардан би 
рортаси узокдашувчи булса, у холда берилган интегра а 
Хам узокдашувчи булади.
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I ii - с ёки b = с булган х>олда (5.8) тенгликнинг унг 
|ц tnnii битта лимитдан иборат булиб кщади.

>1 м и с о л . (п — const > 0) хосмас интеграл-
0 х"

нк,инлашувчи ва узокдашувчи булиш шартларини• чип
M I IH I I I I

I ниш. Интеграл остидаги функция х = 0 да узи- 
... н а эга. Агар п* 1 булса, у х;олда

f ,/х = lim f— = lim -— -I = Hm' X e-iO+O J0 x" e-*0+0 -/7+1 e—>0+0

rt < 1 да *- J 1 -n
[n > 1 да 

Arap, n = 1 булса, у холда

f— = lim lnfxll =- lim lne = +°°.J0 x" e->0 + 0 L J|e £—>0 + 0

Демак, берилган интеграл 0<« < 1 да як.инлашувчи 
int ii > 1 да узок^ашувчи экан.

5-ми сол.  1“/г= хосмас интегрални х,исобланг.о У11-Х

Ii, ч и ш . х = 1 да интеграл остидаги функция узилиш- 
м л а. Шунцнг учун таърифга кура:

i&  = Й8Т(1" x)' ‘ldx ‘  ?”(_2)(1 ” х)Л‘ V  =

= -2 lim (Т Г П Т ё  - %/l - 0 j = 2 lim (l - -Je. j = 2 (e > 0).

Демак берилган интеграл як,инлашувчи.
2-теорема.  f(x), <р(х) функциялар [а;Ь] кесмадагих = с 

нуцтада узилишга эга ва [а;Ь\ кесманинг х — с нуцтасидан 
(юшк,а хамма нуцталарда <р(х) >:f(x) > 0 тенгсизлик бажа- 
1>илсин. Ухолда

1) агар J cp (х) dx ящнлашувчи булса, у холда J f (x ) dx
а аХам яцинлашувчи;

15 — Ш .И. Тожиев 225
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2) агар х с дан бошк;а барча нуцтапар учун f(x) > <р (х) л fl
тенгсизлик уринли булса, у х,олда J  ср (х) dx узоКлаш уЛ 
булганда, J  f ( x) dx х,ам узсщлашувчй булади.

“ 1
6- м и со л .  j — fr ^ интегралнинг як.инлашувчилмгнОни текширинг.
Е ч и ш . Интеграл остидаги функция х = 0 да узили ни и 

эга. х > 0 да булгани учун куйидаги хоомт
интегрални хисоблаймиз:

= ' ! й г ( 1 - ^ ) - §  (=>о).

Хосмас интеграл як,инлашувчи булгани учун берилгли 
интеграл ^ам як,инлашувчи булади.

Машцлар
Куйидаги аник, интегралларни ^исобланг:

з п
257. \xe3xdx. 258. [xsmxdx

0 . J0

259. J ln xdx- 260. fx2 cos xdx.
1 J

я2 ^

261. /cos sfcdx. 262. J x arctg x dx .
V3 0

i _ i
263. J xe dx . 264. f x2exdx

0 l
Куйидаги хосмас интегралларни ^исобланг ёки якин- 

лашувчилигини текширинг:



2í>9. f - ^ т .  270- f хъе х dx-
O (1 + x) o

•71. ~\1™2±сЬс. 272. }^ ¿ L
1 Vx i Vх-1

3-§. Аник, интегралнинг геометрияга 
оид масалаларни ечишга татбик,и

1. Ясси шакллар юзларини 
миоблаш. 1-§ дан маълумки, 
ill Mp I a\b] кесмада y =f(x) > О 
nv пса, у холда у =f(x) эгри чи- 
шк,, Ох ук,и ва х = а, х = b 
iVi ри чизикдар билан чегара- 
ишган эгри чизшуш трапеци- 
ниипг юзи

S = J f ix ) dx
а

формула билан аникданади.
I .у формула ёрдамида юзлар- 16-чизма.
nu хисоблашга дойр мисол- 
иирпи курамиз.

1-мисол.  у = х2-2х эгри ЧИЗИК,, Х = - 1 , Х =  1 TÿFpH 
чтикдар ва Ох ук,и билан чегараланган шаклнинг юзини 
\ИСОбланг.

Е ч и ш . Дастлаб берилган чизикдар билан чегаралан- 
I I I H  шаклни чизамиз (16-чизма). Изланаётган юз 
■V I ^  I +1 S2 I = S\ - $2 , шунинг учун:

5 = } [х1 - 2х) dx - } (х2 - 2х) dx =
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17-чизма.

Агар ясси шакл х = а ,х —Ь тугри чизикдар ва у = /х (я) | 
У = Ъ (х ) эгри чизик^лар билан чегараланган х,амДм 
/¡(х) < /2(х ), хе [а;Ь] булса, у \олда шаклнинг юзи (17 
чизма)

$ = ! (Л (х ) ~ А (х )) (1х (5.9)
а

формула ёрдамида аник^анади.
2 -м и сол .  у = Зх - х2 ва у = -х чизикдар билан че 

гараланган шаклнинг юзини хисобланг.
Е ч и ш .  Берилган чизик,ларнинг кесишган нук;таси- 

ни, сунгра изланаётган шаклнинг юзини чизамиз. (18- 
чизма).

У*
9А /0/

о )

/ “ ч
к

18-низма.
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у = Зх-х2

У = - х

у = -х,

- х = Зх - х2

Ьу системанинг ечими х1 = 0, х2 = 4, у1 = О , у2 = -4 .
■ 'м формулага асосан:

5 = 1 (Зх - х2 - (-х)) с1х = \ (4х - х2) с1х =
о о

с  3 Л 4

2х2 - ^  'о
32

3

Лгар у = /(х) эгри чи- 

и| гснгламаси парамет-

...... я ьни х —(р^), у —грО) /\
< \ 111м I и шда берилган бул- 

I, п ри чизикди трапеци- 

<11111111' юзи

V (5.10) а

формула билан топилади,

Пунда а ва Ь лар <р(а) = а
пн фф) = Ь тенгламалардан аникданади.[д;/3] кесмада хр(1)>0 
иг!» олинади (19-чизма).

+ ' = 1 эллипс билан чегараланган шакл-
ь2

и и III’ юзини ^исобланг.

!•] ч и ш . Эллипснинг параметрик тенгламаси х =  асом, 
г 1ыШ куринишда эканлигидан ва уьутарга нисбатан сим- 

м! триклигидан \амда (5.10) формулага асосан \исоблаймиз:

3-м и сол . . у]

а 0  2

5 = 4| у с1х = 41 а вт t(-b вт О Л  = 4аЬ\ вт2 ? Л  =
0 Я о

2
п  я

=  4 аЬ\ *~с° 52/ =  2а Ь ^  -  ^ ¡ п  2?]| =паЬ.
о 2 \ 2 / 0

Агар узлуксиз у =/(х) эгри чизик, кутб координаталари- 

дар =р(<р) тенглама билан берилган булса, ОМ] ва ОМ2 кугб
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радиуслари билан чегаралми 

ган MtOM2эгри чизикди сек 

торнинг юзи куйидаги аник, 

интеграл билан ифодаланади!

О 2

S = j  } (р(ф)) с/ср, (5.

бунда Ф, ва Ф2 мое равишд,|

20-чизма. ОМ]ва ОМ2 кутб радиуслари
нинг кугб бурчаклари (20

чизма).

4 - м и с о л . Бернулли лемнискатаси {х2 + у2 '̂ • 
= а2 (х2 - у2) билан чегараланган шаклнинг юзини \исо(> 
ланг (21-чизма).

Е ч и ш . Берилган эгри чизик, тенгламасини кутб коор 

динаталар системасида ифодалаймиз. Бунингучунх = reos </>, 
v= ps in<p алмаштириш баж арсак , p2= a2cos2q ёкм 
р  = ájeos 2ф га эга буламиз.

Шаклнинг симметриклиги хоссасини эътиборга оли() 

(5.11) формулага асосан изланаётган юзни топамиз:

S = 4 •- J a2cos29  í/ф = 2а2 - sin 2ф| а2.

2. Эгри чизщ ёйининг узунлигини х;исоблаш. Агар ЛВ ёй 

У ~f(x) тенглама билан берилган булса (бундаf(x) — узлуксю, 

дифференциалланувчи функция), у хрлда унинг узунлиги
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h ------
I f 71 + У ’2 dx (5.12)

i ч'Мула ёрдамида х,исоблана- 

нм чизма).

Anip ёй тенгламаси х = 
fill, г -\p(t) параметрик кури- 

iiiiiii/Ui (бунда tp(t), ip(t) узлук- 
(III i, дифференциалланувчи

Ус

О xf Ь х

22-чизма.

.| ni циялар) берилган булса, у \олда ёй узунлиги / куйида-

■ и 1,1 \исобланади:

/ = |yjx'*+ у'] d t , (5.13)

Пуида a, (Í лар / параметрнинг мое равишда А т  В учлар- 

i'iiii к,ийматлари.

Агар ёй тенгламаси кутб координаталар системасида 

н р((р) тенглама билан берилган булса, у х,олда куйидаги 

фнрмулага эга буламиз:

Ф2 .
‘ ‘ ,2 í/ф (5.14)

Ф2 ; 
/=  í  y¡P + Р

Ф1

ti ii/ia ф,ваф2мос равишда ва М2 ёй охирлари кутб ра- 

инчларининг Ор у к билан ташкил этган кугб бурчаклари.

S- м и с о л .  Учларининг абсциесалари х, = 7з ва

\¡8 булган у = - vx3 эгри чизикдинг узунлигини х>исоб-

lillir.

I ч и ш . (2.12) формулага кура, куйидагига эга буламиз:

з У*
(1+̂ )2

Va

Л

Л
/ = f J 1 + (V *) dx = f Vi + x dx

Л

38

3

S

(i- м и сол .  y = a{ 1 — eos t),x = a{t— sin/) циклоида бит- 

iii арки узунлигини \исобланг.
I i ч и ш . Циклоида арклари бир хил булгани учун унинг 

'mi 1 га аркини оламиз. Бунда / параметр 0 дан 2л гача узга- 

|ыци. х’ = а(\— cos /), /  = flsin /булгани учун (5.13) форму- 

шга кура эгри чизик^нинг узунлиги куйидагича аникда-

iian.ii:
<
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Ы  \ <ja2 (1 - cos t f  + a2 sin2/dt =
0

2л i-----------------------------------

= j a^ll- 2cost + cost2 +s'm2t dt =
о

2л i--------  2n . 2n
= a j J2(l - cost) dt = 2a f sin-dt = -4a cos-| = 8a .

0 0 2 2 0

7 - м и с о л .  p = e4’ логарифмикспиралбиринчиурами 

нинг узунлигини ^исобланг.

Е ч и ш . (2.14) формулага асосан:

2л i-----------  2л __ 2л

/ = J Vе2ф + e2v dф = J Т2еф ¿ф = л/2еф | =
О о о

= V2 (е2и -1) = 108,16.

3. Жнсмлар х,ажмини ^исоблаш.Фазода х = а, х =  b
текисликлар орасида жойлашган бирор жисм берилгап 

булсин. Ох ук,ига перпендикуляр ва х£[а;6] ну^талардап 

утувчи \ар к,андай текисликлар бу жисмни кесганда ^осии 

булган кесимнинг юзи 5’(х)га тенг булсин (23-чизма). У 

\олдах = а,х  — Ътекисликлар орасидагижисмнингхджмп 

ушбу формула билан х,исобланади:
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24-чизма.

V = \S(x)dx. (5.15)
а

Хусусий \олда аАВЪ эгри чизикди трапециянинг Ох укц 

Ц|нн|)ида айланишидан х,осил булган жисмнинг кундаланг 

i f  им юзи S(x) = л(/(х)')2 булади (24-чизма). Шунинг учун 

и|hi чизикди трапециянинг Ох ук,и атрофида айланишидан 

.... ни булган жисмнинг \ажми ушбу формула билан хисоб- 

|1Н111ди:

Vx= n j[ f(x )f dx. (5.16)
а

К - м и с о л . *2 + У2 + i i  = r  СИРТ билан чегараланган 
а2 Ь2 с2 

»иемнинг хажмини хисобланг.
I ч и ш .  Берилган тенглама буйича эллипсоид ясай- 

мп I (25-чизма). Бу эллипсоидни Оу укига перпендику- 

1М|1, уЕ[~ b;b] нук,талардан утувчи ихтиёрий текислик 

ini ими кесилганда хосил булган кесимни караймиз.

х2 z2 у2
Кесим тенгламаси -т- + т  = 1_ тг> ( у -const) ёки 

а2 с 6 \
2 X2 У ,

I 4 > о  булса, у холда т , :;=гг = 1. яъни

К ?  \ ’Щ_____ V ) V /

прим укдари а, = a jl ~ jr>  с, = ĉ Jl - р- булган эллипсга
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25-чизма.

эга буламиз. Бу кесимни юзи эса £  (у) = па, с, = лас\ 1 - ч  

га тенг. У  \олда (2.15) формулага кура: V |

V = ¡п  ас
-ь

'  2 \ 
1 - С с1у = 2 л ас$, / 1 - 4 л

ь2
Vо

(1у

2л ас
у Ж

- у л аЬс.

9 - м и с о л . Оху текисликда ётувчи ва у2 = 4 - х , х - о 

чизикдар билан чегараланган шаклнинг Оу ук;и атрофия,! 

айланишидан хрсил булган жисмнинг \ажмини ^исоб 

ланг (26-чизма).

Е ч и ш .  (5.16) формула ва 26-чизмага кура:

Уу = л\х2с1у = л| (4 - у2) с/у = 2я|(4 - У2') ¿у =

26-чизма.
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I Лйланиш жисмининг сиртини луисоблаш. Агар АВ эгри 

■инк v = fix) функциянинг графигидан иборат ва эгри чи- 

н инпг четки нук,таларини координаталари А (aj[a)), B(b, 
1т. булса, (бунда fix) — узлуксиз, дифференциалланувчи

J
in ним) у хрлдаунинг Ох ук^ атрофида айланишидан \осил 

huh сиртнинг юзи куйидаги формула билан аникданади:

а  = 2nf f(x)Jl + {f'(x)f dx. (5.17)
а

И) м и с о л . Абсциссалари х, = 1, х2 = 7 булган нук,- 

1« iii|) билан чегараланган у = 2х + 1 парабола ёйининг 

lit |||нишидан хрсил булган сиртнинг юзини топинг.

I ниш.  27-чизма ва (5.17) формулага кура изланаёт- 

I hi сиртнинг юзи куйидагича топилади: у = V2х + 1 ,



a = 2 * j V 2 x ^ +( ^ J  í/x = 2л/л/2х + 1 + 1 dx

= 2 я / dx =2я • I  ■ i' = I
i 2 3 1 - 1 2n(64 - 8) = 112л

i|

и

>;i

Машцлар

273. у2 =  9x ,y  =  Зх чизиклар билан чегараланган шак 
нинг юзини хисобланг.

274. у2 = х + 5, у2 = -  х + 4 чизиклар билан чегарала 
ган шаклнинг юзини хисобланг

275. у = х2 + 4х, у =  х + 4 чизиклар билан чегарала 
ган шаклнинг юзини хисобланг.

276. у = (х -  4)2, у — 16 -  х2 чизиклар билан чегар 

ланган шаклнинг юзини хисобланг.

277. 4у = 8х -  х2, 4у =  х + 6 чизиклар билан чегар» 
ланган шаклнинг юзини хисобланг.

278' У 1+х2 , у  = —  чизиклар билан чегараланган 

шаклнинг юзини хисобланг.

279. у2 -  х2 -  х4 ёпик чизик билан чегараланган шакл 
нинг юзини хисобланг.

280. ОхуКи вау = а(1~  eos t), x = a(t-  sin t) циклоида 

нинг биринчи арки билан чегараланган шаклнинг юзини 
хисобланг. *2

281. у = хе 2 чизик, ва унинг асимптотаси билан че 

гараланган шаклнинг юзини хисобланг.

282. х2 + V2 = 4 х2 + V2 = Q i; — Vх ъ  х -г у у _  х> у _ чизиклар
билан чегараланган шаклнинг юзини хисобланг.

283. х 3t, у — 3t — t2 чизикдар билан чегараланган 
шаклнинг юзини дисобланг.

284. у -  4/2- 6/, х = 21 чизиклар ва Ох уки билан чега 

раланган шаклнинг юзини хисобланг.

285. р  =  a cos 2<р чизик билан чегараланган шаклни.п 
юзини хисобланг.
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,;«> г = ар (а > 0) Архимед спиралининг биринчи ва 

■и ними урамлари билан чегараланган шаклнинг юзини 

1(|1}ОбЛ21НГ.
JH7 % = a eos3/, у = a sin3/ астроида узунлигини х,исо6-

1т, у = 2л/х параболанинг абсциссалари х, -  0 ва х2 1 

IV'И ¡Ш нуутяпяр орасидаги ёйининг узунлигини хисоблаш.

jR9 у = I  J(2x - 1)3 эгри чизикнинг абсциссалари

■ • на х2 = 38 булган нукталар орасидаги ёйининг узун- 

яипши \исобланг.

и)() у = —х чизикнинг абсциссалари х, — 2 ва х2 — 8 

Г lían’ нукталар орасидаги ёйининг узунлигини *исоб-

к)1 у = эгри чизикнинг абсциссалари x¡ — л/З ва 

I ,  ’ %/8 булган нук,талар орасидаги ёйининг узунлигини

миобланг. ____ _—

292. у = W -  эгри чизикнинг абсциссалари хt 1

= 9 булган нукталар орасидаги ёйининг узунлигини

•in ибланг. „
193 р  = (1 -  cos <р) кардиоиданинг узунлигини \исоб-

lillir.
X2 х 2

294. ^ =  T  +  T .
♦ игмпинг ^ажмини ^исобланг.

295 у = —  + ̂ - , у = 1 сиртлар билан чегараланган

цномнинг х,ажмини ^исобланг.
296. Оху текисликда ётувчи ва у - х , х - у- чизикдар 

ШИШИ чегараланган шаклнинг Ох у т  атрофида аилани- 

шидан хрсил булган жисмнинг хджмини \иеобланг.

ОТ Ох УКи ва х =  0(f -  sin (), )- =  "(1 -  cos ,) циклоида 
гифинчи аркининг абсциссалар уки атрофида аиланиши-

1,щ ^осил булган жисмнинг х,ажмини ^исобланг.

298 у = — >/4х -1 эгри чизик, ёйининг абсциссалари хх — 1 

i у = 9 булган нукталар орасидаги кисмининг Ох ук атро- 

,цда айланишидан хрсил булган сирт юзини *исобланг.^
299 у =  Зх TyFpn чизик, кесмасининг абсциссалари х,  ̂

i у = 2 булган нукталар орасидаги кесмасининг Ох уки 

рофида айланишидан хосил булган сирт юзини хисобланг.

ни \

ml

В  _
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4-§. Аник; интегралнинг физикага 
оид масалаларни ечишга татби^и

1. Моддий нуктанинг босиб 5пгган йулини тезлиги <иим 
ча хисоблаш. Агар и = /0) функция моддий ну^та 'фи . 

ториясини ифодаласа, моддий нук,танинг [/,;/2] вак,'1 и|м 

лигида босиб утган йули Б куйидаги

ч
Б = | / (О  Л  О 1И)

¡2

формула билан \исобланади.

1 - м и с о л . Моддий нук,та бирор тугри чизик, б^НлН 

м(0 = 4/3 + 2? + 1 тезлик билан х;аракатланади. Бу пуцт» 

нинг [0;3] вакт оралигида босиб утган йулини топи и г. 

Е ч и ш .  (5.18) формулага кура:

5 = {(4/3 + 2?+1)Л = (/4 - /2 + /)|3 =75 (м).
о о

2. Узгарувчи кучнинг бажарган ишини хисоблаш. / (м
куч таъсирида моддий нук,та 05 тугри чизик, буйлаб \арп 

катлансин.

Бу кучнинг [а;Ь] кесмадаги бажарган иши

А = | Р ^) ¿У
а

формула билан топилади.

2 - м и с о л .  Агар пружинани 1 см га чузиш учун 1 к11 

куч куйиш керак булса, пружинани 10 см га чузишда ба 

жарилган ишни х,исобланг.

Е ч и ш .  Гук крнунига асосан /"кучнинг пружинани 

чузиши унинг чузилишига пропорционалдир, яъни, р  ~ 
кх, бунда х — пружинанинг чузилиши (метрда), к — про 

порционаллик коэффициента.

Масала шартига кура х = 0,01 м, куч эса Р = \к\ I 

булгани учун 1 = 0,01 А: тенгликни \осил кдламиз. Бундам 

к ни топамиз: к — 100 ва Р =  100х.

Демак, изланаётган иш:

А = °/ ЮОх с!х = 50х21’1 = 0,5 кЖ.
о о
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i м и i' о л . Крзон z = у- + у- эллиптик параболоид

ним Пулиб, унинг баландлиги Н =  4 м. Козон зичли-

I , 0,8 т/м3 булган суюкдик билан тулдирилган. Кр- 

tíi ni i уюкдикни насос билан чикариб ташлашда бажа- 

1|Н- .к шипи \исобланг.

i i п n i. z баландликда Az¡ калинликдаги элементар су- 

Df i. 11 к,лтламини оламиз. Бу катлам горизонтал кесими

. ■ i vi .пари а = 2 Jz¡ ; Ь = 3̂ /z~ булган эллипс булиб, унинг

и«к Д/я,- = 6ng8z¡AZj, хажми эса До,- = п ■ 2̂ ¡z~ 3̂ Jz~Az¡ га

MI

i \ин<дикни чикариб ташлаш учун бажарилган иш:

lim X  6ng8z¡(H - z¡)Az¡
//->со i=1

Н

J 6ng8z(H - z) dz

(mg8
Г  TT z2 z3

Я Т “ Т
= ng8H3 = 6ng8 = 1575,53 кЖ.

i CyioiymKHHur пластинкаларга таъсир этувчи босим
* ниш хисоблаш. Бундай масалаларни ечишни аник, ми- 

. 01,1 курсатамиз.

I м и с о л . Асоси а = Зм ва баландлиги Н = 2м булган 

I Ц|урчакли пластинка суюкдикка учи пастга килиб шун- 

К щ нотирилганки, унинг асоси суюкдик сатхи билан па- 

,ч шел ва ундан 1м узокдикда жойлашган. Суюкдикнинг 

Ш'ишги ó = 0,9 т/м3га тенг. Суюкдикни пластинканинг 

vip бир томонига таъсир этувчи босим кучини хисобланг.

I , ч и ш . Паскаль конунидан фойдаланиб суюкдикнинг

... им кучини аникдаймиз. Унга кура h чукурликдаги AS
ni п н суюкликнинг Ар босими Ар = óghAs га тенг, бунда 

суюкдик зичлиги, g — эркин тушиш тезланиши.

' )нди ДS юзни сую клик сат\идан у + d масофада ётув- 

III на унга битта томони параллел булган dy кал и или к 

Иннин фарк килувчи учбурчакларга ажратамиз (28-чиз- 

мн). \осил булган ABC ва AlBiClучбурчаклар ухшашлиги-



28-чизма.

Кесилган (эни <1у булган) юз

йЗ = ±(Н-у)й у.

Текис учбурчакнинг томонларига таъсир этувчи босим 

¿Р = ^ + у)(Н - у) йу.

Охирги тенгликнинг иккала к^исмини интеграллаб, и I 

ланаётган босимни топамиз:

р  = / Т75£(<* + у) (И - у) Лу = \ Щ (2 + у- у2) с1у =
о о

= 55# ~ 44,1 кН.

4. Чизик, ва доиранинг инерция моментларини ^исоО
лаш.

а) узунлиги / булган бир жинсли таёк^анинг иккинчп 

учига нисбатан инерция момента куйидагича х,исобланадп

„з
/  = у/ х2 йх = у -

Агар таёк,чанинг массаси М  берилган булса, у хдлдп 
М _ (

у = —  булиб,

г _  М е3

~ Т ' Т  1
^  = {Ме2 

3 3

га эга буламиз.
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ii) радиуси г булган 

tliщпапинг марказига 

1ИИ'1штан инерция мо-

d r .

Mt’Mlii i ff г /  '

J  = 2щг3
0 м

)/? х *
Формула оркали аник,-

ИНШДИ.

м) радиуси R булган 

diip жинсли доиранинг 

шрказига нисбатан
инерция моментини 29-чизма.
миоблаш учун дойра­

ми щи dr булган п та х.алк.аларга ажратамиз. Бу х;алк,ача- 

ыр||инг х,ар бирининг юзи dS =  2nrdr га, массаси dm = 

J'inYdr га тенг, бунда 5 = — у — зичлик. Битта х.алк.ача-
пК

ниш' инерция моменти (29-чизма): 

dJ0 = 2n8r3dr.

Ьуидай инерция моментлари йигиндисининг я->оо даги 

и и мити мавжуд ва у куйидаги аник, интегралга тенг:

/ 0 = J 2я5г3 dr = 2л8 -
„4 R М

±-nRA —  
2 nR

= \m r \

5. Текис шаклнинг орирлик марказини хзасоблаш. Куйи-

I.H и доллар ми к;араймиз:

а) бирор текис шакл 19-чизмада курсатилганидек бе­

ри м гаи булсин. Текис шакл <5 = <5(х) зичликка эга булса, у 

у>пда текис шаклнинг огирлик маркази С(хс;ус) нинг ко- 

прдинаталари куйидаги формула билан топилади:

J x8(x)yjl + y'2dx \ y8(x)yjl + y ,2dx

X,. У с =

j S(x)yll+y,2dx f S (x)sjl+y,2dx
(5.19)

б) агар текис шакл [a',b] кесмада иастдан у =  / 1(х), 

км^оридан у = f2(x) чизикдар билан чегараланган (17-чиз- 

ма) на зичлиги ö =  J(x) булса, у х,олда унинг огирлик мар- 

I ,пи С(хс;ус)нинг координаталари куйидаги формула би- 

iinii аникданади:

Mi Ш.И.Тожиев 241



X . =

] х 8(х ) ( / 2(х ) - / 1(х ))(/х

а _____________________________

\Ь(х)[Ых)-/{х))с1х

\ у8(х)(/22(х)-/.2(х))г/х 

Ус = -ь-------------- . (5.20)
1 8 (х ) ( / 2(х )- /|  (х ) ) с!х

5- м и с о л . Марказий бурчаги 2а ва радиуси 7? булган 

бир жинсли айлана ёйи билан чегараланган шаклниш 

огирлик марказини топинг.

Е ч и ш . Координаталар системасини 30-чизмада кур-

сатилганидек оламиз. Бу хдпда 

ёйнинг симметриклигидан ва бир 

жинслилигидан ус =  0 га эга 

буламиз. х, ни (5.19) формула- 

дан топамиз:

+х•' йу

+ х '2 (1у

Айлананинг параметрик тенг- 

ламасидан фойдаланамиз:

\х = Я соъ(,

[^ = Л 51п /.

У\олда

X,. =

\ Я  СОБ/ Ш

/ Л Л
= Л

< \

6 - м и с о л . у  = 6 - х2, у = 2 чизикдар билан чегаралан­

ган бир жинсли текис шакл огирлик марказининг коорди- 

наталарини топинг.

Е ч и ш . 31 -чизмада курсатилгандек шаклни чизиб ола­

миз. Чизмага кура хс = 0 булади. ус ни топиш учун (5.20) 

формуладан фойдаланамиз:



З2х-4х3 + —
5 \

л х?> ̂  24х---
3

192

i b 3’ 6-

о

Машцлар

300. у2 = 9X, у — Зх чизикдар билан чегараланган шак- 

лнинг юзини топинг.

301. у2 =  2рх, X2 = 2ру параболалар орасидаги сох,анинг 

юзини топинг.
X2 V2

302. т  + = 1 эллипснинг Ох у к, атрофида айлани- 
<г ¿г

шидан \осил булган жисмнинг ^ажмини топинг.

303. Координаталар бошини (а\Ь) нук,та билан туташ- 

тирувчи тугри чизик; кесмаси Оу ук, атрофида айланади. 

Х,осил булган конуснинг хджмини топинг.

304. у2 = 4ах параболанинг Ох ÿK, атрофида айланиши- 

дан хосил б^ган  сиртнинг координаталар бошидан абс- 

циссаси х=  За булган нук,тагача ораликдаги юзини топинг.

305. у = Зх TÿFpn чизикнинг х = 0 дан х = 3 гача ора­

ликдаги кесмасининг: а) Ох ук, атрофида; б) Оу ук, атро­

фида айланишидан х,осил булган конус сиртининг юзини 

х,исобланг.
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306. ау2 = х3 ярим кубик парабола ёйининг коордипа 

талар бошидан абсциссаси х — 5 а нуктагача булган узу и 

лигини ^исобланг.

307. у =  1пх эгри чизик, ёйининг х = 7з дан х = 7н 

гача булган узунлигини х;исобланг.

308. ^ .  + 2^ = 1 (х > 0, у > 0) эллипс чорак к,исмп 
аг Ь

юзининг огирлик марказини топинг.

309. х2 + 4у =  16 парабола ва Ох ук, билан чегаралап 

ган шакл юзининг огирлик марказини топинг.

310. Жисм тезлиги и = 757+3 м/сек формула билап 

ифодаланади. Харакат бошлангандан 3 с ичида жисм бо 

сиб утган йулини топинг.

311. 48 км/соат тезлик билан харакат к,илаётган авто­

мобиль тормозлана бошлади ва 3 с утгач тухтади. Авто 

мобиль батамом тухтагунча босиб утган йулни топинг.

312. Радиуси 3 см га тенг ярим дойра шаклдаги текис 

тусик, сувга шундай ботирилганки, унинг диаметри суп 

сатх,ида жойлашган. Сувнинг бу тусикда булган босим ку- 

чини аникданг.

313. Тугон вертикал тугри трапеция шаклида булиб, 

унинг юк,ори ва пастки асослари мос равишда 80 ва 50 м 

га, баландлиги эса 25 м га тенг. Тугонга таъсир к,илаётган 

сувнинг босим кучини аникданг.

314. Устки асоси а ва остки асоси Ь (а > Ь), баландли­

ги А булган тенг ёнли трапеция шаклидаги вертикал тугон­

га таъсир к,илаётган сувнинг босим кучини х,исобланг.

5-§. Биринчи мустакдол уй иши

Мазкур уй иши вариантларининг \ар бирида 8 та ми- 

сол булиб, уларни бажаришда куйидагиларга эътибор бе­

ри ш керак:

1—7-мисолларда: берилган аник, интегралларни вергул- 

дан кейинги иккита ра^амигача аникдик билан \исоб- 
лаш керак.

8-мисолда: берилган хосмас интегрални \исоблаш, узок,- 

лашувчи ёки як,инлашувчи эканлигини аникдаш керак.

Вариант мисолларининг ечиш намунасини келтира- 

миз.
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Куйидаги аник интегралларни вергулдан кейинги ик- 

I и та ракдмигача аник^пик билан х,исобланг:

1 Í
dx

I х(\+х2)

1,ч и ш . Интеграл остидаги касрни рационал касрлар 

нш индиси куринишда ёзиб оламиз ва дисоблашни давом 

и гирамиз:

dx _  г / А ^  Вх+С \ 

i х(\+х2) ]\Х Т+хг )
А +^^\ dx
X l+ x ¿

1 = A( 1 + x2) + (Bx + C)x,
X и о II >■ А = 1,

x2 0 = А + В, ■ В = -1,

x 0 = С, С = 0

I n 2 - i l n 5  + i l n 2  = | l n 2 - i l n 5  

= 1.0,69-^-1,61 = 0,24.

2. I  l n 2x d x .

i

С ч и ш . Булаклаб интеграллаш формуласини икки 

марта татбик, этиб, куйидаги натижага эга буламиз:

I ln2x dx
и = ln X, d u  = 2 ln X • — dx ,

X

d v  =  dx , V =  X,

X ln2x I — 2j ln X dx  

i i

и = ln X , d u  =  — dx ,
X =

d v  =  d x , и  =  X,

= e ln2 e - 2(x ln x - x) | = e -  2e  + 2 e  - 2 = 0,72.
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3. Г 9*7}**+' {¡X.
{ х -2х -х+2

Е ч и ш . Интеграл остидаги функция тугри касрдан 

иборат. Унинг махражини купайтувчиларга ажратамиз, 

сунгра содда рационал касрларнинг йигиндиси курини- 

шида ёзиб оламиз ва интегрални \исоблаймиз:

4 9х2-14х+1 4

з (х+Щх-Щх-2) з{ х3-2х2-х+2 1 '
с1х = \ ( ~  + -А- + йх ■ 

* \х+1 х-\ х-2)

9х2 - 14х +1 = Л(х - 1)(х - 2) + 5(х + 1)(х - 2) + С(х + 1)(х -1),

х = -1 24 = 6Л, II

х = 1 -4 = -25, 5 = 2,

х = 2 9 = ЗС, С = 3

-{(■
—Т + — х+1 X-т + =-1 х-2 /

= (41п|х + 1| + 2 1п|х - 1[ + 3 1п|х - 2|)| =
з

= 41п5 + 21п3 + 31п2 -41п4 -21п2  =

1п(54 - З2 - 2) - 1п 44 = 1 п ^ ^  = 1 п 1 ^  = 3,78.

4- I
- х?с1х

о л/л

- хъс1х
1
О \1х2 +1 

42,.2

л/х2 + 1 = Г, х2 + 1 = /2, х с1х = / (¡Г, 

х = 0 да / = 1, х = 1 да / = л/2.

>/2 / 2 |\. >/2 / * \ 72
= / (£_^31л= / (/2-1 )Л  = (1/3-/)| = 0

\ 1 I ' ' 1
,20.

246



ч
с1х

4-Зсск2 х+бвт2 х

I . ч и ш . Интеграл остидаги функция вшх ва созх га 

миг,Патан жуфт функция булгани учун г - \%х алмашти- 

рншни татбик, этамиз ((4.21) формулага к,аранг):

(¡X
о 4-3 сое2 х+бвт2 х

/ = \юс, с1х = — ) сое2 х = А ,  я т 2 х = , 
1+/2 1+/2 1+/2

х = 0 д а /  = 0, х = -̂ да / = 1

= ! '
0 (1+/2)

3 5г

1+/2 1+/2/

= ~ (агс1§ 3 - arctg 0) = 0,42.

6. | 2х-11 

о \12х-2х-х2
с1х

Е ч и ш . Берилган интегрални шундай иккита интег- 

ралга ажратамизки, биринчи интеграл остидаги функция­

ми иг сурати квадрат илдиз остидаги квадрат учхдднинг 

у > си л а си д а н  иборат булсин. Зарур алмаштиришларни 

(>ажариб, натижада куйидагига эга буламиз:

2х-11

\h-2x-x
с/х = -4}

-2х-2

о л/3-2х-х2
йх -19}

с1х

^4- (х+1)2

= —8л/з - 2х - х2 | -19агс8т^-|
о о

= 8>/3 - — я + — п = -6,05.
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10

г хс!х

[ (Эх-1)7 зх-Г
з

Е ч и ш .  Берилган интеграл л/Зх- 1 = / алмаштириш 

ёрдамида жадвал интеграл ига келтирилади:

ш

3- хсЬс

[ (Зх-1)73х-1

3

у/Зх - 1 = /, Зх-1 = /2, х = у(/2 +1), =

2 , , 10 , о
х = - да / = 1, х = у  да / = 3

з ^ 2+1)|/Л , з з , з

- р - л 1— ! { г7 £ л - ! И )  1 , - 0 . »

8. Хосмас интегралларни ^исобланг:

а) ; б) } 3^+2 л .
д. х +4х+9 ^ 2

Е ч и ш .

¿X 0( с1х . г с1х

х 2+4х+9 х 2+4х +9 Ь х 2+4х +9

=  нт  ? _ *  + ит ? _ л
ГУ—̂ —оо * /” V  ̂ Д_4+оо Г  ̂ Iа->~ а С*+2) +5 Р->+” о (х+2) +5

1 0 Г ? Р
= а1™  75 аГС1ё V  [  + &  75 аТСЩ т Н () =

% '“ ( ^ аю‘8 ^ - ^ агс‘8 ^ )  +

+ е™. (т? агИе - 75 агс'е й ) ■

1 + 2  1 I я\ 1 п 1 . 2  п
Т5аГС1ёТ5 “ 7 5 Г 2 )  + 75 ' 2 “ Т? ё Т5 “ 75-
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Чумак, берилган интеграл як,инлашувчи.

lim JА_J

С 4

ß->0-1

2 Л

Зх3 + 2х
1

rfx + lim í
а —»0 J

Г 7

: lim
ß->0-0

] \

У X3 + 6x3 + lim
. a-»0 + 0

2 Л

3x3 + 2x dx =

(  7 

у X3 + 6x3
а

: lim
ß->0-0

С 7 i  Q N

|ß 3 +6ß3 + f + 6

+ lim
а —>0+0

7

у + 6- у а 3 - 6 a 3 - 1 4 f

Демак, берилган хоемас интеграл як,инлашувчи. 

1-вариант

I. Í
dx

'з х2 + 1

г3х2+2х-3
¿X •

X -X

5. ÎI tg2x rfx •

7 "¡’ W E I * .

о **+3

К.а) J 
i

16x¿x . 

16х4-1

2. J (у -1) ln  ̂  rfy.
I

ч/з
4. J >/з -X1 dx ■

6. Í1 4х2+4х+5'

2

6) Í т г 5---
i у]х -6х+9

-з
dx

л/25+Зх

2-вариант

о 4
J X tg X dx •
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j  xdx 

2 V2+3x

3

a) 7 arctg2x dx  . 6 ) j  2xdx_

о я(1+4*2) 0 Vl-x4

7-вариант

j  dx ■ 2. j  ln(3x + 2) dx .
2 \J5+4x-x2 i

? (jc2 + 2)dx 4 г л:2с6с

j (jc-1)2(*-1) ’ ’ Jo(*2 + D2 '

3 5 9
'  У Y d x  С Ç X dxJ tg4xdx . 6. J

4

In 3

3 V8x - x 2-15

r dx

J px-p~x '
In 2 e e

7 ? ¿/x

a ) I 7t(4x2+4x+5) ; 6 ) ^ ÿl+3x •

2 "I

8-вариант

} x3\¡4 + 5X4 dx ■ 2. J arctg— dx
0 I X

í ^ á .  4. } .
0 (*+1) 2^  x2y¡x2+ 9

1 COS ^  COS ÚÍX • 6. f —— ----
J0 2 2 ¿ je +4х+5

1 2j
г X dx 

0 (1+*)4 '
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xdx

a )  j  4 x2+4x+5

9-вариант

2. J x l n ( l -*)<&■
:“2 * i/X • . !

dx

2

\ Ï dx- 4’ I x2’/x2+i
1 (x-2) J2

" 6 f ^
Ц Î sin 3x cos 5x dx . ' jL&4x^9x

dx

, l+</x+l

• e’8X dx.
| . a ) J  Ä f l  6 ) íeos2»

10-вариант

. 2f ex dx Í —-2

1 • ) „2
exdx̂  ' J0 cos2 3x

x‘

3 j X<*C
4.

_ ^
n x 2+3x +2 2

X2 dx .



11-вариант

1. /
хс!х

.2 ■

ю ,

1 Г * +3
} Тз--2—7-¿X.
3 X -X -бх

5 .

п С<КХ '

*7 ,
7.

о ^ 7 ? "  '

8. а) 7 2 \Zarotg2lffe

о V я  1+4х2

2- /агсмп(1-х)с/х,

1

4 - /
с1х

(9+х2)\/9+и '

6. / - н ^ —
1 у8+6х-9х2

1 /3 (х2 +х 2 е*3)с/х .

12-вариант

0

Л

/ ,
1 * +х3- /  АV--» .

1

4

/
2

4- ¡ ® * .

2

5- 1сЩ3хс/х.

6

5

3

6 - /
2 тДх-З-х2

с!х

7. Г -са'х 

о лЯх+Т

8. а) / 4 Л

1 *0 + 1п2х) б) / 5ШХ&

5 '¡со^х



IC* I
f COS V x  0 £

• 2. \ {x-2)e'dx.

13-вариант

I

- x7f/x ,, Г dx
». [—  • 4 f - ■

J2 l-x4 j_  (l-x2)Vl-x2

.V jcos x cos Зх cos 5x dx . 6. f ___*
о -I x 2+2x +3

dx

0 Vx+I +7(x+l)3

0
K. a) J jcsin xdx', 6) /

dx

V 4x+3

14-вариант

I ■ J -рЦ- • 2. J arctg(2x - 3)dx .

2

3. f dx . 4 dx
' I  (5-x2)3 '

5. Jcos4xsin2x dx ■ 6. j  dx
о '_l_ V8+2x-x2

' 2

7- j f 4 * -
In 3 1 + e

Idx . rr\ г X dx8- a) J —j—̂ --- ; 6) J-
, (x 2-4x ) In 5 l 7(x2-1)3 In 2
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15-вариант

!■ í
sin ln X dx

3- J
xdx

1^-1

2. j  (x + 3)sinxrf\'
o

4 ? x̂ dx

o V(l-x2)3

5. js in6 xdx.

7- /
eos ydy

8. a) /
ndx

i (l+9x)arctg23x2-¡„ i

di
6- í -2-----•¡ r+  5/+4

dx
6) J —Î--------o9x -9x+2

16-вариант

1. J — dx - • 2. Jx2 lnxflíx-
i x-v/l- ' ’ln X I

3- 2x2+4 . л ) dx3. / - é y i ... ¿x, 4. r

7‘ Í
■ x2dx

0 x-x2+x-l • •

г 2 .
5. J-r—  . 6.

* sinx o x2+3x+2
3

8.a) J ----- 1 ; б) г 3sin3 xdx
2 (x2+4)Jn arctg| J0 Vcosx
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17-вариант

О

1и 2
¿¿X

ху1Т---2хО е >11-е

н.а) 7-5-^— ; б)/Р4-1 (х +2х) 1п 3 о 1/9-х2

18-вариант

2 п
I. |5т асо83ай?а. 2. | (х + 2) сое у  йх

я О
6

£
3

3. [ ^  4. | х2Ф  + х2с1х.
о (х+ 1 )(х 2 +4) о

/---1--  _г

5. Г VI + X йх . 6. [ -й?х .
л 1 х +2х+5

7. { Л
ХлД+ТпХ

8. а) Зххс1х; б) | х л
о о лд-х-

— Ш.И. Тожиев 257



Л

1- /12tg3xdx f
и ' О Г 2 •
is J х sm 4x dx% о

19-вариант

( 20-вариант
1. Г dx



21-вариант

'■ I sin X sin 3x dx

\ x2(x+\)

2. I arctg4x dx ■

4. J х4л/9 - X1 dx ■

6.
2x- 

\ V 1-x-x2
dx

6) j
5- X2ífe

л/31(л:3- 1 )  ’

22-вариант

I.
J v

2 (• ï *
J „3jc

i  6 
~3

S
x3+l

x6+x4
dx ■ 4- Í

3- x 3cfc

5. j  sin X sin 2x sin 3x dx 6. J
ife

3 л /2 + З х - 2 х 2

-У26 3 ,
y г X ÖX

(x2+l)J

8. a) J
Лс

2 x (lnx- l)
6) j dx

i л/з х - х 2-2
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23-,вариант

1. [ ¿х
I 4х2-9 '

3 1 т
3. Г £ ^ + 2  ,

2 *(х2-1)2 Х  •

5. ¡С052Х 8Ш4Х(/Х
п
2

13

7. [ х+1

! ш г ах -

Тб ______
4- /

2-
1 *

б- / г А -1 Здг-л+л

8. а) / ----
' (6х2~5х+1)\п 1

4
6)

о Ь  6-х2)3 '

1. /соя а  ¿/а

3. [ х 3-2х2+4 ,

, ^ 2 ) Г Л -

5- / ? т кЛ smJ х
.3

~ 1п ¡2
7. | *

1п з \!ех+4

24-,вариант

б. ,
з х 2-6х+10

3. а) [ ¿X
1 ’ б ) I с/х 

О У1-4х
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25-вариант

\fñ

I j ~~T~2 • 2. f xsinxcosxrfxiV cosz J

л/5—4jc

, j ' A ,  4

3 ■* 1 y¡2 x

5. js in4 -̂<¿x- 6. } * ¿X ■
о 2 3,5 JC2-7JC+13

7 I á

8, а) Г 6 ) J _ ^
J (2x-1)

6-§.Иккинчи мустак,ил уй иши

Иккинчи муста к, и л уй ишининг \ар бир вариантида 7 

i l мисол булиб, уни куйидагича бажариш керак:

Биринчи мисолда: берилган чизик, билан чегараланган 

Жпклнинг юзини (вергулдан кейинги иккита ракдмигача 

ппикдик билан) \исоблаш керак.

Иккинчи мисолда: берилган чизик, ёйи узунлигини (вер- 

I улдан кейинги иккита ракдмигача аникдик билан) \исоб- 

H i l i i i  керак.

Учинчи мисолда: тенгламаси берилган чизиклар билан 

чегараланган Ф  шаклнинг курсатилган координата Ук;и 

■ирофида айланишидан \осил булган жисмнинг \ажми- 

пи (вергулдан кейинги иккита ракдмигача аникдик би- 

IIми) ^исоблаш керак.

Туртинчи мисолда: z эгри чизик, ёйининг курсатилган 

Vis атрофида айланишидан хрсил булган сиртнинг юзини 

(иергулдан кейинги иккита ракдмигача аншушк билан) 

,\исоблаш керак.

Бешинчи мисолда: Ридишдаги сувни чикдриб ташлаш учун 

слрф булган ишни \исоблаш керак. Сувнинг солиштирма
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у=1пгх

32-чизма.

огирлиги: 9,81 кН/м3 ва л I  

3,14 деб олинг. Натижани бу| 

тун к;исмигача яхлитланг.

Олтинчи мисолда: сувгл 

вертикал ботирилган пластин« 

кага сувнинг босим кучини 

^исоблаш керак. Сувнинг со* 

лиштирма огирлиги: 9,81 кН/ 

м3. Натижани бутун к,исми- 

гача яхлитланг. Пластинка- 
нинг шакли, улчамлари ва 
жойлашиш чизмаси 38—62-

чизмаларда берилган.

1—13-вариантлардаги еттити мисолнинг шарти куйидаги 
на. г эгри чизик билан чегараланган бир жинсли текис шакл 
огирлик марказининг координаталарини топиш керак.

■> ‘*~25~вариантлардаги еттинчи мисолнинг шарти куйи 
дагича-. берилган чизикдар билан чегараланган текис бир

топишкеракаКЛНИНГ °™ РЛИК маРкази координаталарини

Вариант мисолларини ечиш намунасини келтирамиз.

• у ва У ~ 1п2х чизикдар билан чегараланган шак- 
лнинг юзини (вергулдан кейинги иккита ра^амигача аниК 
лик билан) х;исобланг.

Е ч и ш .  Берилган чизикдарни ясаймиз (32-чизма) Бе­
рилган чизикдар кесишган нук^таларнинг координаталари­
ни топамиз: М{( 1;0), М2( 1;1). Энди (5.9) формуладан фойда-
ЛаНЗМИЗ.

/ 1п2х <1х

е

£  = 1(1пх- 1п2 х) с/х
1 ,

и = 1п2х, с/и = 2\пх--с/х,
X

= с/х, Ъ = X 

= х1п2х -21п хс/х,

\\nxdx и = 1пх, du = -dx,
X

dь = dx, и = х

= xlnx-fdx = x lnx-x + C. 
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е . е

Б = \\пхс1х-\\пгх (1х =
1 1 
* {

= (х 1пх-х)|-(х1п2х-2х1пх + 2х)| =

1 1

е 1п е - е +1 - (& 1п2 е - 2е 1п е + 2е) + 2 = 3 - е « 0,28.

) х = (tг- 2 )$m tJг 2 tcost, у = (2 - / 2)со5? + 2 т п Г

(I) • /< л) чизик, ёйи узунлигини (вергулдан кейинги ик­

ни а ракамигача аниклик билан) х.исобланг 
I ч и ш .  (5.13) формуладан фойдаланамиз:

V хрлда

Интеграл остидаги функцияларни топамиз:

<!± -  2? Б т ? + и2 -  2) соб ? + 2 сое t-2 tsin t -  сое
(и

‘к = -2/ сое / -  (2 -  /2) вш г + 2 в т  / + 2/ сое / = Г2 яп  t,
,и

M +(*)̂ ='№ т77iî =','
V \олда изланаётган ёй узунлиги:

/ = } ,2 Л  = (| Л = 4  = 10,32.

о о

, х — 2у + 6 =  0, х = 2 в а у = 0  чизикдар билан чегара- 

, пн ап текис шаклни абсциссалар уки атрофида айлани- 

ш и цап хрсил булган жисмнинг хажмини (вергулдан кеи- 

.1И11 иккита ракдмигача аникдик билан) хисобланг.
I ч и ш Текис фигурани ясаймиз (33-чизма). х -  2у +

I, о турри ЧИЗИК Ох укни А( -  6;0) ну^тада кесиб ута- 

н 111 ггеграллаш чегаралари: а - - 6, ва Ь - 2. АВСучбур- 

шкнипг Охук,и атрофида айланишидан хосил булган ко­

им пинг хажмини (5.16) формула буйича хисоблаимиз:



33-чизма.

F = 7iJ (у X + з) dx = л J + Зл: + 9j dx =

= 133,98.
( V3 Ч*-2

T î x + Щ~ + 9x
\

4. r = 1 Osin«/) айлананинг 01 кутб ук, атрофида айлани- 

шидан хосил булган сиртнинг юзини (вергулдан кейинги 

иккита рак;амигача аникдик билан) ^исобланг (34-чизма).

34-чизма.
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I'.ч и ш . (5.17) ва (5.14) формулалардан (кутб координа- 

I .шар системасида ёзилишидан) фойдаланамиз:

S = 2л J у\1г'2+ г2 d(p, бунда у = /-sin <р.
Ф1

Сунгра, /**ф =10eos ф , у — r s inp  =  lOsin у? sin у? =

lOsinfy, <р{ =  0, <р2 — л.
1>у к>ийматларни урнига куямиз:

S = 2n¡ 10sin2 ф^/100со82ф +100 sin 2ф dq> =
о

= 200л|5т2ф£/ф = 200л|-— cos 2п d(p =
о о 2

= 100л -уЗт2ф|| =985,96.

5. Асоснинг радиуси 1 м, узунлиги 5 м булган цилин- 

Iрпк цистерна 35-чизмада курсатилганидек хдлатда булиб, 

i Vii билан тулдирилган. Цистернанинг юкрридаги теши- 

I идан сувни тортиб чидариш учун зарур буладиган ишни 

исобланг. Сувнинг солиштирма орирлиги: g = 9,8кН/м3. 

Патижани бутун к,исмигача яхлитланг.

Е ч и ш . z баландликдан dz катлам сувни ажратиб ола- 

мпч (35-чизма). Унинг хджми:

dV = 2 ¡0,, В\Zdz = 2Zy¡R2 - (R - r)2dz = 2zs¡z(2R-r)dz.

35-чизма.
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Бу катламни Н =  2Я — z баландликка кутариш керн г, >/ 

кдтламдаги сувни чик,ариб ташлаш учун с1А элементар ии{ 

куйидаги формула билан аникданади:

ЛА = = 2у/(2Я - 1)^(2К - 1)с1г.

Хамма сувни чикдриб ташлаш учун бажарилган /( ши 

барча элементар ишларнинг йигиндисига тенглигидаи;

2Л ... ---------

Л = $ с/Л = I 2у1(2Я - 1)^(2Я  - 1)ск =
О О

27? I  3

2у/1 (2Я - г)2 йг.

2Я

(И

Энди (1) интегрални хисоблаймиз. Бу интеграл бино 

миал дифференциални интеграллашдан иборат булгапи 

учун, (4.19) формула ёрдамида топамиз. т = - , п -\,
3 т+I 0 , 2

р = - ва-^— + р = 3 булгани учун а + Ьх" = о "  алмаш

<?атиришни оажарамиз:

2« I  3
А = 2у/1 г2 (2Л-г)з (¡1

2Я-1 = и21, ¿1 =

2 я
, агар г =

и2+ 1

= - 4Ли(и2 +1)2 с!и,

= 0 булса, и = агар 1  = 2Я булса, г/ = О

З2у//?3 /
и г/«

й (м2 + 1)4'

Хосил булган интеграл хоемас интефал булиб, интеграл 

остидаги каср туфи каср ва уни содца рационал касрлар 

йигиндиси куринишида ёзиб оламиз. Сунгра хосил булган 

интефалларга (4.6) формулани, яъни махраж даражасини 

пасайтиришнинг рекуррент формуласини татбик, к,иламиз:



А = 32у/Я3 ■ £  = тгу/Я3.

мр / = 5 м, R = \,у= 9,81, л — 3,14 кийматларни

...... . i к,уйсак,

А =  3,14 ■ 9,81 • 5 - 1 «  154 кЖ

■ИН'.лга эга б;уламиз.
ti U) чизмада тасвирланган пластинка сувга вертикал 

Mili шундай ботирилганки, унинг битта к,ирраси сув 

¡.шип ётади. Сувнинг солиштирма огирлиги 9,81 кН/м3 

. П vi жиг пластинкага берган босим кучини хисобланг.

I ч и lu . Координаталар системасини 36-чизмада Kÿpca- 
н нлиидек оламиз. У хщда эгри чизик, х2 = — 2ру парабо- 

' i ni 11 содда тенгламаси булади. Парабола /4(-;-1) нук,-

Í 2 у
Шмиц утганлиги учун р = g булади ва х = - — парабола

■ ni илмасига эга буламиз. х чукурликда эни dx  бÿлгaн го-

1»1 loi i гал чизикдар билан чегараланган юзчани оламиз.

утиц юзи: ds = (l - |у|)d x . Бу юзчага тасир этувчи сув-

нИНГ босими АР = yx(l-|y|)í/x = ŷ (1 - 4 x 2)d x  га тенг.

V \олда сувнинг бутун пластинкага босими:

Р

Ill , мили к,илиб,
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= у Í х(1 - 4х2 )dx = у
H
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Н  = - м ва£  = 9,81кН/м3 к,ийматларни урнига куйсш

Р = 9• 4 4 )
9,81

16
0,61кН.

7. у = хг ва у = у[х эгри чизикдар билан чегараланпш 

бир жинсли шакл огирлик марказининг координаталл 
рини топинг.

Е ч и ш .  Берилган шакл (37-чизма) огирлик марказп 

нинг координаталари (5.20) формула ёрдамида ^исоблл 
нади, бунда

А(х) = х2, /2(х) = 4х.

Эгри чизикдарнинг кесишиш нук,таси (0;0) ва 5(1; I) 

булгани учун а — 0, Ь = 1 булади. Дастлаб куйидаги им 

тегрални ^исоблаб оламиз:

| (/2 (х) - /  {х))с1х = | (4х - х2) с!х =
( 2 \  1 з

з х - з х

Iх ( / 2(х) - (х))с1х = ¡X[4х - х2\с1х =
о о '

Бу к,ийматларни (5.20) га куйсак:

2_ 
20  '

*  - V - 20 _ 9 
Х С - Ус 20

37-чизма.
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1-вариант

I r- 3  cos 2(p.
2 2 2

x3 + у3 = 43.

i. Ф: x =  3 cos2í, у =  4 sin21

I. ./: y = 4x э г р и  ч и зи к ,н и н г  y = x т урри  чи зи к , б и л ан  

H i илган к^и см ин и , Ox.
5. P —  ю к р р и  а с о с и н и н г  р а д и у с и  1 м , п а ст к и  а с о с и -  

HIIIII р ад и у си  2 м , б ал ан д л и ги  3 м бул ган  к е си к  к о н у с .

6. 38 -чи зм а .

7. J:p = а(1 + cos у>), (0 <<р <р) кардиоида ёйи.

1. г =  2(1- cos (р).
2. у2 = (х+ I 3) эгри ЧИЗИК.НИНГ х = 4тугри чизик, билан 

Ki'1'илган 1<.исми.

3. Ф: х = yjl-у2 , У = f a , У — 0, Ох.

4. /: х = 2(t— sin t), у = 2(1- cos t), (0 < t < 2л), Ox.
5. P — асосининг радиуси 1 м, узунлиги 5 м булган 

цилиндрик цистерна.

6. 39-чизма.

7. У: Р = i f  - Ф - логарифмик спирал ёйи.

4. У: х  = cos /, у = 3 + s in  t, Ox.
5. Р —  а с о с и  2 м  ва  бал ан д л и ги  5 м  бул ган  м у н т а зам  

у чбу рч ак л и  п и р а м и д а .

6. 40 - чи зм а .

7. J .X — 3(t - s in  t), у =  3(1 -  cos t) ц и к л о и д а н и н г  б и р

2-вариант

3-вариант

I. г2 =  2 sin 2<р.

ирки.

4-вариант

1. х = 4(t~  sin t), у = 4(1 - cos t).
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38-чизма.

40-чизма.

41-чизма. 
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1 /• = 6 cos31 |o < ф < .

I, Ф: у = \ll-x2, у = Ж х, y=0, Ox.

I ./: Зх = у3 (0 < у < 2), Oy.
V P — юк,ори асосининг томони 4 м, баландлиги 6 м, 

fin иастга йуналтирилган мунтазам учбурчакли пирами-

(i. 41-чизма.

7, ./: х = 2 cos3 у = 2 sin3 - биринчи квадрантда жой- 

! иш ак астроида ёйи.

5-вариант
1. /• = 2(1 + cos <р).
2. х = 4 cos31, у = 4 sin4 /.

!. Ф: у = sin х, у =  0, (0 < х < 2), Ох.

4. У: У = у  ( -  1 < х < 1), Ох.
5. Р — асосининг радиуси 3 м, баландлиги 5 м, учи 

пипта йуналтирилган конус.

(). 42-чизма.

7. У: х =  ё ■ sin t, у = ё • cos t |о < í < f  j эгри чизик, ёйи.

6-вариант
1. г = 2 sin 3<р.

2. у2 =  (х — 1)3эфи чизик,нингД1;0) нук,тадан 5(6;л/125) 

иу^тагача к,исми.

3. Ф:у2 =  4х; х2 = 4у, Ох.
4. У: х =  eos t, у =  1 + sin t, Ox.
5. P — устки асосининг радиуси 3 м, пасткисиники 1 м, 

Пилаидлиги 3 м булган кесик конус.

6. 43-чизма.

7. J .p  =  2(1 + cos у) кардиоида ёйи.

7-вариант
1. г = 2 + cos tp.
2. у2 = х5, эгри чизик,нинг х = 5 тугри чизик, билан 

косилган к,исми.

3.Ф: х =  2cos t, у — 5sin t, Oy.
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46-чизма.
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А. ./: х2 = 4 + у, эгри чизик^нинг у — 2 тугри чизик, билан

i п'илган кдисмини, Оу.
5. Р— асосининг радиуси 2 м ва баландлиги 5 м булган

I опус.

(>. 44-чизма.

7. J: г =  2sin <р эгри чизи^нинг (0,0) нук,тасидан ̂ ¡2, 
нуктасигача ёйи.

8-вариант

2. г — 3cos (р.
3. Ф: у = х2, 8х = у2, Оу.

A. J: х =  3(t - sin t), у = 3(1 - cos t) (0 < x < 2p).
5. P — юкрри асосининг томони 8 м, пастки асоснинг 

гомони 4 м, баландлиги 2 м булган мунтазам туртбурчак- 

III! кесик пирамида.

6. 45-чизма.

7. J: х = а(cos t + г1 sin t), у - a(sin t — t cos /) (0 < x < p) 
мйлана ёйи.

9-вариант

\. у2 = x + l, у2 = 9 — x.
2. г = 3(1 — cos j) ,
3. Ф: у = е*, х = 0, у — 0, х =  1, Ох.
4. J: х = cos3?, у =  sin3? , Ох.
5. Р — асосининг радиуси 2 м, чукурлиги 4 м булган 

параболоид.

6. 46-чизма.

7. /; р = 2 Vicos ср эгри чизик,нинг <р = 0 ва<р = ^  нур- 

лари орасидаги ёйи.

10-вариант

1 .у 2 = х3, х = 0, у = 4.

2. г = 2 cos3 - .

3. Ф: у2 = Щ. , х = 3, Ох.
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47-чизма.

48-чизма.

49-чизма.

50-чизма.
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4. J: г = ^ cos 2ф кутб ук,и атрофида.

5. Р — асосининг радиуси 1 м, чукурлиги 2 м булган 

Ч|)ИМ эллипсоид.

6. 47-чизма.

7. У: х = 7з/2 ,y  — t — í3(0 < / < 1) эгри чизик, ёйи.

11-вариант

1. /• = 4sinfy.

2. х = 5cos2/, у = 5sin2/ ^0 < t < -|j.

3. Ф: у = 2х — х2, у — 0, Ох.

4. /: у2 = 4 + х параболани х =  2 TÿFpn чизик, билан 

нжратган к,исмини, Ох.

5. Р — юк,ори асосининг томони 2 м, пастки асоснинг 

юмони 4 м, баландлиги 1 м булган мунтазам туртбурчак- 

н и кесик пирамида.

6. 48-чизма.

7. J : х2 + у2 =  i?2 айлананинг Ох увидан юк,оридаги

НрИМ К.ИСМ И.

12-вариант

1. х =  3cost, у =  2siní.

2. 9у2 = 4(3 — х)2эгри чизик,нинг Оу ÿtyiHH кесган нук,-

шлари орасидаги ёйни.

3. Ф: г — 2(1 ■+ cos<р), кутб ÿi<;H.

4. J: у2 = 2х, эгри чизик,нинг 2х =  3 TÿFpn чизик, билан 

нжратган к,исмини, Ох.

5. Р — асосининг томони 1 м ва баландлиги 2 м булган 

мунтазам т$фтбурчакли пирамида.

6. 49-чизма.

7. J. х = a(t — sin/), у = а( 1 — cos/) (0 < х < 2л) цикло- 

пданинг биринчи арк ёйи.

13-вариант

1. у2 =  9х, у = Зх.

2. г — 3sin<p.

3. Ф: х =  7cos3t, у =  7sin3/, Оу.
4. J: Зу - х3 (0 < х < 1), Ох.

275



55-чизма.
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56-чизма.



5. Р — асосининг томони 2 м, баландлиги 6 м ва учи 

п.к тга йуналган мунтазам олти бурчакли пирамида.

6. 50-чизма.
2 2 2

7./: х 3 + уъ = а 3 астроиданингучинчи квадрантда жой-

ч.ипган ёйи.

14-вариант

1. х = 3(cos/ + /Sin/), у = 3(sin/ — /cos/), у - 0, (0<х<2я).

2. у =  Insinx Í— < х < -) •

3 . Ф : ^ 4  = 1 , О х 2

4. J: i2 = 4cos2¡p, кугб ук,и атрофида.

5. Р — асосининг радиуси 1 м ва баландлиги 3 м булган 

цилиндр.
6. 51-чизма.

7. Ф  — томонлари х+ у = а , х = 0  ва у = 0 TÿFpH чи- 

ткдар устида ётувчи учбурчак

15-вариант

1. У  = 4х, х2 = 4у.
2. х = 9(/ — sin/), у = 9(1 — cos/) (0 < / < 2л).
3. Ф: х3 = (у - I)2, х = 0, у = 0, Ох.
4. J: г = 6siniр, кутб ÿK,H атрофида.

5. Р — юкрри асосининг томони 1 м, пастки асоси-

I Iинг томони 2 м, баландлиги 2 м булган мунтазам олти 

Ьурчакли кесик пирамида.

6. 52-чизма.
2 2

7. Ф: —  + = 1 эллипс ва (х < 0, у < 0) координата 

укдари билан чегараланган шакл.

16-вариант

1. у2 = х3, х = 2.

2. г = 2(1 — cos<р).
3. Ф: ху =  4, 2х + у — 6 = 0, Ох.
4. J : х = / -  sin/, у = 1 — cos/ (0 < / < 2л:).
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5. Р — тарновнинг перпендикуляр кесими радиуси 1 м 

бупган ярим айланадан, тарновнинг узунлиги 10 м.

6. 53-чизма.

7. Ф: x — a(t— sin?), у = а(1 — cos?) циклоида биринчи 

аркининг Ох ÿi<^ билан чегараланган к,исми.

/  7-вариант

1. у2 = х2, у = 2 — х2.
2. у2 = (х — I)3 А(2; — 1) нуь;тадан В(5; - 8) нук,тагача.

3. Ф: х = -\/з eos t , у = 2sin?, Оу.
4. J: г = 2sin<р, кутб ук,и атрофида.

5. Р— ющ ри асосининг томони 2 м, пастки асоси- 

нинг томони 1 м, баландлиги 2 м булган мунтазам олти 

бурчакли кесик пирамида.

6. 54-чизма.

7. Ф: у2 = х, у = х2 эгри чизикдар билан чегараланган 

шакл.

18-вариант

1. у2 = 4/Ох3, х = 0.

2. х = 7(? — sin?), у = 7(1 — cos?) (2р <  t<  4л).
3. Ф: у =  2 - х2, у = х2, Ох.

2
4. /: г = у cos ср, кутб ук,и атрофида.

5. Р — радиуси 2 м булган ярим сфера.

6. 55-чизма^_______

7. Ф: у = v i?2 - х 2 айлананинг Ох ук,и билан чегара­

ланган ЮК.ОрИ К.ИСМИ.

19-вариант

1. г = 3sin4<2?.
JC _ X

2. у = е2 + е 2 (0 < х < 2).

3. Ф: у — —х2 + 8, у =  х2, Ох.

4. J: х = 3cos3?, у = 3sin3?, Ох.

5. Р— асосининг томони 2 м ва баландлиги 5 м булгап 

мунтазам туртбурчакли пирамида.

6. 56-чизма.

7. Ф: у = b^  (а > 0, b > 0) парабола ёйи, Оу ук,и ва 

у = b TÿFpn чизикдар билан чегараланган шакл.
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20-вариант

1. у = х3, у =  1, х = 0.

2. х = 4cos3/, у = sin3/1.

3.Ф: у2 = (х + 4)3, х =  0, Ох.
4. J: х = 2cos/, у = 3 + 2sin/, Ох.

5. Р— асосининг томони 2 м, баландлиги 6 м булган 

ni учи билан пастга йуналган мунтазам туртбурчакли пи­

рамида.

6. 57-чизма.

7. Ф: у2 = ах3 —х4 ёпик, чизик, билан чегараланган шакл.

21-вариант

1. ху — 6, х + у — 7 = 0.

2. х = V3/2, у = t -t1 (сиртмок,).

3. Ф: у = х3, х = 0, у = 8, Оу.
4. /: г2 — 9cos2<р, кутб ук,и атрофида.

5. Р — шакли сферик сегментдан иборат булиб, ради- 

vi'ii 1 м ва баландлиги 1,5 м га тенг крзон.

6. 58-чизма.

7. Ф: координата укдари ва биринчи квадрантда жой- 

'пнпган астроида ёйи билан чегараланган шакл.

22-вариант

1. у = 2х, у = 2х — х2, х = 0, х =  2.

2. г =  5sin</>.

3. Ф: х = eos3/, у = sin3/, Ох.
2

4. /: у =  х3, эгри чизик,нинг х = ±- тугри чизикдар 

прлсидаги ^исмини.

5. Р — асосининг радиуси 1 м, узунлиги 5 м булган 

прим цилиндр.

6. 59-чизма.

7. Ф: г =  а(1 + coŝ >) кардиоида билан чегараланган

шакл.

23-вариант

I 1 Л ^

2. г =  4 c o s<р.
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i. Ф: 2у =  х2, 2х + 2у — 3 = 0.

■I. У: х = 2cos3/, у = 2sin3/, Ох.

V Р— тарновнинг перпендикуляр кесими парабола-

I ш иборат. Тарновнинг узунлиги 5 м, эни 4 м, чукурлиги

I м га тенг.

6. 60-чизма.

7. Ф: г2 = a2cos,2(p Бернулли лемнискатасининг бирин- 

п| сиртмоги билан чегараланган шакло.

24-вариант

1. у =  х + 1, у = cosx, у = 0.

2. г = 5(1 + cosiр).
3. Ф: у = х — х2, у = 0, Ох.

4. /: х = cost, у = 2 + sin/, Ox.

5. Р — асоснинг радиуси 8 м, баландлиги 10 м булган 

конус шаклидаги воронка учи пастга килиб куйилган.

6. 61-чизма.

7. Ф: координата укдари ва \[х + ̂ Jy = у[а парабола 

(>илан чегараланган шакл.

25-вариант

1. х = 2cos3/, у = 2sin3/.
2. у2 = х 3эгри чизикнинг у4(0;0) нуктадан В(4;8) нукта- 

гача кисми.

3. Ф: у = 2 - ~ , х + у  = 2, Оу.
4. /: г =  4sin^j кутб уки атрофида.

5. Р  — радиуси 1 м _________________________

болтан ярим шар шаклида- d it b r i  
ги козон.

6. 62-чизма.

7. Ф: х = а (а > 0) т у г р и ---

чизик ва ау2 = х3 ярим ку- -~_

(>ик парабола билан чега- 

рнланган шакл.

62-чизма.
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БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАРНИПГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ХИСОБИ

1-§.Бир неча узгарувчили функциялар хдкдца тушунчп 
Хусусий косила

1 таъ р  и ф . Агар D сохддаги х,ар бир х = (xl ,x2,..., \(| i 
нукдага бирор к,оида ёки к,онунга кура битта хак.ик.ий сон 

z (zGR) м о с  куйилган булса, D сохдда куп узгарувчили (п iii,i 
узгарувчили) функция берилган (аникданган) деб аталади 

ва уни

Z = f(x u x2,...,xn)

каби белгиланади. Бунда D — функциянинг берилпш 

(аникданиш) со^аси, х1,х2,...,хп — эркли узгарувчилир 

функциянинг аргументлари, г эрксиз узгарувчи эси 

хих2,...,х„ узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

Икки узгарувчили функция г =f(x,y), z-<p(x,y), z т 
= z(x,y) ва х,. к. куринишда белгиланади.

Хар кандай z=  ЛХ,У) тенгламaOxyz декарт координа 

талар системасида бирор сиртни ифодалайди. Бу сирт икки 

узгарувчили функциянинг графиги дейилади. Шунинг 

дек, бу сиртдаги барча М{х\ у; z) нукдалар тупламиниш 

координаталари г = Дх;у) тенгламани кдноатлантиради 

(63-чизма).

1 - м и с о л .  z =  1п(у + 2х — х2) функциянинганикданит 

сохаси D ни ва функциянинг киймаглар со^асини топинг.

Е ч и ш . Берилган функция Оху текисликдаги у+2х
— х2 > Оёки у > х2 — 2х тепгеизликни ^аноатлантирадигап 

нукдаларда маънога эга.

Текисликда у — х2 — 2х тенгламани кдноатлантирувчм 

нукдалар туплами D со^анинг чегарасини ташкил этади. 

у = х2 — 2х тенглама параболадан иборат булиб, у D сох,а 

га тегишли эмас (64-чизма). у = х2 — 2х парабола ичига 

жойлашган нукдалар туплами у > х2 — 2х тенгсизликни 

^аноатлантиради. Шунинг учун D сохд очик, ва уни куй 

идаги тенгсизликлар системаси ёрдамида ёзиш мумкин:

D : {— оо < х < + оо; х2 — 2х < у < +оо}.

VI боб

282



63-чизма.

Логарифм ишораси остидаги ифода исталганча кичик 

на исталганча катта мусбат ^ийматларни кабул килганли-

III учун функциянинг к,ийматлар со\аси:

Е : {— оо < i  < +°о}.

2 - т а ъ р и ф .  Агар ис- 

ьалган £ > 0  сон учун шун- 

най ó > 0 сон атрофи топил- 

гаки, ушбу 0 < |х — х0| < à ва

0 \у — j/J < à тенгсизликлар-

II и кдноатлаптирувчи барча 

(\;y)GD нук,таларда

I f[x,у) - А I < е

1 сч 1гсизлик уринли булса, у 

\олда А сон z = fix,у) функ- 

циянинг М0(ха;у{,) нукдадаги 

iiliMumu деб аталади.

Агар А сон z -fix,у) функ- 
ииянинг М0(х0;у0) нукдадаги
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лимити булса, бу куйидагича ёзилади:

А  =  A,l in i  f ( x >y) =  l im  f ( x >y)-М  —> MQ X  —> .YQ

У->УО

х2+ 2
2 - м и с о л .  А = l im-  „ • - лимитини хисобланг. 1

£ 8 1 - 1

Е ч и ш .  Лимит белгиси остидаги ифодани элементар 

алмаштириш ёрдамида соддалаштириб, топамиз:

Л = lim
JC
У

(х2+у2 ̂ Jx2+y2 + l + l̂ j

X_>Q ^yJx2+ y 2 + \ -1 J^ fx2 + у 2 + \ +1

(x2+y2)U x2+y2 + l+ ll , _ --------  ,

= lim -----  ̂= lim (л/х + у + 1 + 1) = 2.
x ->0 x + y  +1-1 x —»0 \ /
y-> 0 ;>-»0

3 - т а ъ р и ф .  Агар

А = lim f(x ,y) = f(xQ,y0)
л-->ло
У-»Л)

тенглик уринли булса, у хдлда г ~ЛХ>У) функция Мп(х();уи) 
нуктада узлуксиз дейилади.

Масалан, z = — J—т функция текисликнинг М(0;0)
2х1+ у 1

нук,тасидан бошда х,амма нук,таларда узлуксиз. Бунда 

А/(0;0) нук,та узилиш нук,таси булади.

Агар D со^анинг хдмма нукталарида функция узлук­

сиз булса, у \олда, берилган функция шу сохдда узлуксиа 

дейилади.

Агар х узгарувчига Ах орттирма бериб, у ни узгармас 

деб олсак, у хрлда z — Ах,у) функциянинг х узгарувчи 

буйича хусусий орттирмасига эга буламиз ва у куйидаги- 

ча ёзилади:

■М = f ix  + Ах,у)-  / (х , у).

Худди шунингдек, агар у узгарувчига Ау орттирма бе­

риб, х ни узгармас деб олсак, у хдлда z =Дх,у) функция 

нинг у узгарувчи буйича хусусий орттирмасини ^осил 

киламиз:
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д,г = / ( * ,  У + Ау) - Д х , у).

Агар куйидаги

д.* —>о Дл:
Иш ——

шмитлар мавжуд булса, улар г — Дх,у) функциянинг х ва 

г V и арувчилар буйича хусусий х;осилалари дейилади.

1>ир неча узгарувчили функциянинг хусусий хрсиласи 

<>у узгарувчилардан бирининг функциясининг хрсиласи 

< мфатйда топилади. Шунинг учун бир узгарувчили функ­

ция! шнг х,осилалари учун келтириб чикдрилган барча диф- 

фсрснциаллаш формулалари ва кридалари бир неча узга- 

р VI 1ч или функциянинг хусусий хрсилалари учун х,ам сакда- 

иади. Бу ерда фак,ат бирор аргумент буйича хусусий х,оси- 

|,|ци топиш учун бу кридалар ва формулаларни кулланила- 

| 11 аида крлган аргументлар узгармас деб х,исобланишини 

(‘лда тутиш лозим.

3-мисол .  г = а г с ^  — функциянинг хусусий хрсила- 

/шрини топинг.

Е ч и ш . Юкррида айтилганларга кура топамиз:

4 - м и с о л . и = \п2 [х1 + у2 +12) функциянинг хусусий 
\осилаларини топинг.

Е ч и ш .

Эг 

Эу

X
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ди _  о 1„ í v 2 , „2 , , 2 \ 1 л , _  4г1п(х2+>'2+г2)
= 2 ln (х2 + у2 + г2 ) • —— 2— г •

'  > х  +у +zЭг ' / X +г X +у +z

Z - f(x,y) функциянинг хусусий дифференциаллари 
куйидагича аникданади:

dxz = f ' x(x,y)dx, d z = f'Áx,y)dy,

бунда dx - Ax, dy = Ay булиб, унга эркли x ва y ÿ3rapyB4ii 

нинг дифференциали дейилади.

5 - м и с о л .  и = (ху2)' функциянинг хусусий диффс 

ренциалларини топинг.

Е ч и ш .

d xu  = z y {xy2 )z ' • у2dx , 

dyu  =  z 3 [xy2 ) z '- 2 xydy, 

d zu  = (x y 2 )' • ln [xy2 ) • 3z 2dz.

6 - м и с о л .  u = tJx2 + y2 + z2 функциянинг X, y, z узга 

рувчиларга нисбатан хусусий х.осилаларининг Р(2; — 2; 1 ) 

нук,тадаги к,ийматини х.исобланг.

Е ч и ш .  Хусусий хосилаларни топамиз:

Э и X

y¡X2+y2+Z2
■yz,

du _  у

ду •Jx2+y2+z2 

du _  z _  

dz 'jx2+y2+z2

Бу ифодаларга берилган нук^танинг координаталари- 

ни куямиз:

' = 1  + 4 = ”
3 3

du 2 т
=  -  + 2 =

8 du
= - 1 - 2 — 1 ,

du

dx Р 3 3 ’ dy 3 3р J J dz
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Машцлар

115. Куйидаги функцияларнинг аникданиш сохдсини 

пншнг:

а) г = \1у2 -2х + 4 ; б) I  = + Vх ~ У ;

и) г = 1п(4 - х2 + у2) ;  г ) г = >/4 - х2 + у ;

д) ’ г = 1п х + 1п сое у ; е) г - у2 - 9 ;

ж) г = л/ху + ^х-  у ; з) г = у4 - у2 + X .

116. Куйидаги функцияларнинг хусусий хосилалари- 

ми топинг:

¡0 г = (х3+у3- х / ) э; б) г = агсяп£;

") 1 = х^у + ^- ; г) г = 1п(х + ^х2 + у2);

д) г = 1п(ху + 1пху); е) г = вт2 (хсоэ2 у + увт2 х);

ж) г = агс^ —  ; з) г = 1п .1Х2+У2 ■
г М х

117. Агар и = 1п(1 + х + у2 + г2) булса, и'х+и'у+и\ 

шип- М0(1;1;1) нуктадаги кийматини \исобланг.

(18. I  = х + у + ^х2 + у2 функция хусусий хосилалари- 

мим! М0(3;4) нуктадаги кийматини хисобланг.
119. Куйидаги функцияларнинг хусусий дифференциал- 

щрини топинг:

О 1  = 1п ̂ /х2 + у2 ; 6) z = а г ^
х+у

1 -ху

•О и = хуг; г) « = £ £ £ ;

д) и = 1п з хугъ у ; е) и = (х - у 2 +г2).
X +у+1
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2-§. Функциянинг тула дифференциали.
Мураккаб ва ошкормас функцияларни дифференциалллш

I  = Ах,,у) функциянинг тула орттирмаси деб

Аг = Ах + Ах, у + Ау) - Ах,У)

айирмага айтилади.
1 =Ах,у) функциянинг Ах ва Ау га нисбатан чизик,ии 

булган бош кисми бу функциянинг тула дифференцшш 
деб аталади ва с1г билан белгиланади.

Агар I  — Ах,у) функция узлуксиз хусусий ^осилаларп» 
эга булса, у \олда тула дифференциал мавжуд булади па \ 
куйидагича ёзилади:

¿¡г = ^-<1х + ^<1у, (6.1)
дх ду

бунда с/х = Ах, с1у = Ау.

п та узгарувчили у = / (х ,, х2,..., х„) функциянинг туцл 
дифференциали куйидагича аникданади:

<6'’1

1-МИСОЛ.  1 =  х2 - ху + у2 функциянинг тула орттир 
маси ва тула дифференциалини тоиинг.

Е ч и ш . Таърифга кура:

= (х + Ах)2 - (х + Ах) (у + Ау) + (у + Ау)2 - х2 + ху - у2

= х2 + 2хАх + (Ах)2 - ху - хАу - уАх - АхАу +

+ у2 + 2уАу + (Ау)2 - х2 + ху - у2 =

= 2хАх - хАу + 2уАу - у Ах + (Ах)2 - АхАу + (Ау)2 =

= (2х - у) Ах + (2у - х) Ау + (Ах)2 - АхАу + (Ау)2.

Бунда (2х - у) Ах + (2у - х) Ау ифода Ах ва Ау ларга 

нисбатан чизикди булган кдсми функциянинг дифферен­

циали с1?. дан иборат, а  = (Ах) -АхАу + (Ау) микдор эса

Ар = >/(Ах)2 + (Ау)2 га нисбатан юкрри тартибли чексиз ки- 

чик микдор. Шундай кдииб, Az = dz + а  ни хрсил кдламиз.



} м и с о л . и = 1п2 (х2 + у2 - 12) функциянинг тула диф- 

(|*. |м мциалини топинг.
I ми ш . Дастлаб функциянинг хусусий \осилаларини 

|м||имиз:

■;» 21п(х‘ + / - ? ) ■  - т Л - г ■ г7 У >,
|)\ ' ' х +у -г х +у -г

1>н , „2 _2\ 1 _  4у1п(х2+>2-г2)= 2 1п (х2 + у2 - т} ) • -2 --5--2- • 2у =. . .  . "5 2 2~х+у-г ¿г+дг-г*

2 Ш(х! + /  - ; П ■ т Л - г ■ (-2;) - - >.
V > х1+у2-г2 4 7 х  +у -г

((>.2) формулага кура куйидагига эга буламиз: 

с!и = 41п(-* +/   ̂■ (хй?х + - гг/г) •

Гула дифференциалдан функциянинг к,ийматларини 
1111\рибий хисоблашда фойдаланилади.

Пизга маълумки, ДI  ~ dz, яъни

/(х о+ Д х , у0 + Ду) = / ( х 0, у0) + * ( х 0, у0).

3 - м и с о л . (1,02)3’01 ни такрибий хисобланг.

Е ч и ш . г = ху функцияни к^араймиз. х0 = 1 ва у0 = 3 

ни го = I3 = 1 ни хосил кдламиз. У хщда I  = (1,02)3’01 = г0 +

| <к = 1 + 0,06 = 1,06 га эга буламиз.

Дх = 1,02-1 = 0,02, Ау = 3,01-3 = 0,01.

I - ху функциянинг ихтиёрий нук,тадаги тула диффе- 
рсициалини топамиз.

Аникданган Дх = 0,02 ва Ду = 0,01 орттирмалари ва 
Д/( I ;3) нук;тадаги тула дифференциалини хисоблаймиз:

ск = 3-12 • 0,02 + I3 1п1-0,02 = 0,06.

У холда г = (1,02)3,01 = - 1 +0,06 = 1,06 га эга

пуламиз:
Агар г = Аи,У) функцияда и = <р(х,у), V = гр(х,у) булса, у 

\олда берилган функция х ва у узгарувчиларга нисбатан
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мураккаб функция булиб, унинг хусусий хрсиласини m 
пиш учун куйидаги формулалардан фойдаланилади:

dz _  dz Эи dz dv dz __ dz du dz dv 

дх ди дх Эу dx 5 ду dи ду Эу dy *

и = <p(x), v = ip(x) булган \ол учун (6.3) формуладащ 
иккинчи ифода йукщади (яъни нолга тенг булади) ва С>у 
формула куйидаги куринишни олади:

^  (6/1)
дх ди дх 9v Эх '

Агар и = х, V — у(х) булса, у хдлда (6.4) формула кум 
идаги куринишни олади:

+ (6.5)
dx дх ду dx

(6.5) формула функциянинг тула хрсиласини ифода 
лайди.

4 - м и с о л . Агар z — cos(uv) функцияда и = 2х+3.)\
V = ху булса, унинг хусусий ^осилаларини топинг.

Е ч и ш .  (6.3) формулага асосан:

|5- = -V cos (uv) ■ 2 - и cos (uv) ■ у =

= -(4ху + 3у2) ■ cos(2x2j> + 3ху2),

0  = -V cos(«v) • 3 -и cos (uv) ■ X =

= -(бху + 2х2) • cos(2x2j; + 3ху2).

5 - м и с о л . Агар и = х + у2 + z3 функцияда у = sinx, 
Z — cosx булса, унинг тула хрсиласини топинг.

Е чи ш .  (6.4) формулага кура топамиз:

du ди ди dy ди dz 1 -1 2 / • Ч
= + + — • — = 1 + 2уcosх + 3z (-sinх) = 

dx дх ду dx dz dx

= 1 + 2 sin x cos x - 3 cos2 x sin x.

Агар y(x) ошкормас функция F(x,y) = 0 тенглама билаи 
берилган ва F 'у (х, у) ф 0 булса, у холда унинг х;осиласи

—  = — F х(х>У) (6 6 )
dx F'y(x,y)

формула билан аникданади.
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Ai ¡ip z(x,y) ошкормас функция F(x,y,z) =  0 тенглама би­

вни (¡срилган ва F 'z(x,y,z) * 0 булса, у \олда куйидаги 

формула уринли:

dz_ _ _ F\(x,y,z) ск  _ _ F'y(x,y,z) / g  у\

dx F 'z(x,y,z) ’ dy F 'z(x,y,z) ’

li ми с ол .  x3 + y3 -exy - 5 = 0 тенглама билан берил- 
I h i  ошкормас функциянинг хрсиласини топинг.

I ч и ш . (6.6) формулага асосан:

dy _  _  3 х2-уеху 

dx 3 у2-хе*у

7 - м и с о л .  xyz + х3 - у3 - z3 + 5 = 0 тенглама билан 
Огрилган ошкормас функциянинг хусусий хрсилаларини 

нишнг.
I ч и ш . (6.7) формулага асосан куйидагиларга эга була- 

Miri:

dz _  _  yz+3x2 d z ___ xz-Ъу1

dx xy-lz2 ’ dy xy-3z2

Машцлар

.120. Куйидаги функцияларнинг тула дифференциал- 

чирини топинг:

a) z = х3 + ху2 + х2у ; б) г = ех2~у2;

в) г = e“* V - '2>; г) Z — 1п2(х2 + у2) ;

д) и = sin3(xj>V); е) и = cig3 {ху2 - у3 + xz1) .

321. Куйидаги ифодаларни такрибий ^исобланг:

а) (1.02)3 • (0.97)3; б) л/(4.05)2 + (2.93)7 .

322. Агар и = xsiny, v = ycosx булса, z = л/м2 + v2 функ- 
пияпинг хусусий \осиласини топинг.

323. Агар и = ху, у = - , t = еху булса, г = In (и3 + v3 - 13)
„ У

функциянинг хусусии ^осиласини топинг.

324. Агар у = sin л/х булса, z = tg2 (х2 - у2) функция- 
..... г хусусий хрсиласини топинг.
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325. Агар у  = е~х2 булса, z = arctg^/x2 + у2 функция 
нинг хусусий хосиласини топинг.

326. sinху-х2 -у2 =5 тенглама билан берилган f  
ошкормас функциянинг хосиласини топинг.

327. Куйидаги тенгламалар билан берилган z ошкор­
мас функцияларнинг хусусий хосиласини топинг.

а) xyz - sin2 xyz + х3 + у3 + г3 = 7 ;

б) x2y2z2 + 7 / -8хг3 +¿4 =10.

328. х3 + у3 + z3 - xyz = 2 тенглама билан берилган i  
ошкормас функция хусусий хосиласининг М0( 1; 1; I) ну к, 
тадаги к,ийматини хисобланг.

3-§. Юк,ори тартибли хусусий хосилалар.
Сиртга утказилган уриима ва нормал 

текисликларнинг тенгламалари

Биринчи тартибли хусусий хосиладан олинган хусу­
сий хосила иккинчи тартибли хусусий косила дейилади ва 
уни куйидагича ёзилади:

d2z = _э_ 

Эх2 дх

d2Z = d_(dz 
Эу2 ду I ду

d2z д

дхду ду

©  = /"„< * , Л

= Г „ ( Х ,У ) ,

( |  ) - / " „ < * ,Л

Э2г Э (Эг

ЭуЭх Эх ^ Эу

Худди шунингдек, уч ва ундан юкрри тартибли хусу­
сий хосилалар хам юкрридаги каби аникданади.

~\П
— ёзув z функция х узгарувчи буйича к марта ва 
дхКдуп~К

у узгарувчи буйича п—k марта дифференциалланганли-

гини билдиради.

f ”xy(x,y) ва f"yx(x,y) хусусий хосилалар г = Лх,у) 
функциянинг аралаш %осилалари дейилади.
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I м и с о л . 1  = ех у функциянингиккинчитартиблиху- 
цн ий х,осилаларини топинг.

I чиш.  Дастлаб биринчи тартибли хусусий хрсила- 

нрини топамиз:

= е*2'2 -2ху2, ^  = ех2у2 • 2х2у. 
дх ду

Буларни яна дифференциалласак, куйидагиларга эга

п\ 1|имиз:

2 2

*  = с »  ■
дх2

4х2у4 + ех'2у2 ■2 у2 = 2 у2ех2у2(2х2у2+ 1),

дЧ = ^ , 2  .

ду
4х4у2 + ех2у2 ■2х2 = 2х2ех2у2(2 х2у2+ 1),

э2г = еЛ 2
дхду

■ 4 х3у3 + ех2у2 ■ 4 ху = 4 хуех2}\х2у2 +1),

д2г _  ех2у2
дудх

■ 4 х3у3 + ех2у2 ■ 4 ху = 4 хуех2}\х2у2 +1).

Охирги икки ифодани солиштириб, уларнинг узаро 
1гиг эканлигига ишонч \осил к,иламиз:

Э2г =  Э2? 

дхду дудх '

Демак, битта функциянинг фак,ат дифференциаллаш 
шртиби билан фарк, к,иладиган аралаш хусусий хрсилала- 
ри узлуксиз булса, улар узаро тенг булар экан.

2 - м и с о л .  1 = агс1Б — функция -̂4- + -̂4- = 0 Лаплас 
х дх Эу

и'шламасини к^аноатлантиришини исбот Килинг.

Е ч и ш . Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи 
шртибли хусусий хрсилаларини топамиз:

дг У д21 2 ух

дх х2+у2 ’ дх2 (х2+у2)2 ’

Эг _  х д2г _  _  2ху

ду х2+у2 ’ ду2 (х2+у2)г

Буларни Лаплас тенгламасига куямиз:



г =Лх,у) функциянинг иккинчи тартибли туда диффо 
ренциали (сР?)

d2z = ^ íd x 2 + 2 ^ d x d y  + ̂ id y 2 
дх2 дхду 7 ду2

формула билан ифодаланади.

3- ми со л .  г = х3 + у3 + х2у2 функциянинг иккинчи 
тартибли тула дифференциалини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий ^осилаларини топамиз:

~  = Зх2 + 2ху2, = Зу2 + 2х2у, 
дх ду

^ 4  = 6х + 2 у2, ^ .  = 6у + 2х2, 1^- = 4ху. 
дх ду дхду

Демак, d2z = (6х + 2y2)dx2 + 8xydxdy + (6у + 2x2)dy2. 

Агар сирт z — АХ>У) тенглама билан берилган булса, у 
хрлда М0(х0;у0;^) ну^тада берилган сиртга утказилган урин- 
ма текислик тенгламаси

= / 'х (хо’Уо)(х - хо) + /'у (х0,Уо)(У-Уо) (6.8)

формула билан, сиртга М0(х0; у0; 7.()  нук,тадан утказилган 
нормалнинг каноник тенгламаси эса

*-*о _ У-Уп _ г-ь.) (6.9)
/*(*<),Уо) Гу(хо,Уа) /'И^Ь.Уо)

формула билан ифодаланади.
Агар сирт тенгламаси Е(х, у, ?,) = 0 ошкормас кури- 

нишда булиб, Е(х0, у0, = 0 булса, у \олда М0(х0;у0;^) 
нук,тада утказилган уринма текислик тенгламаси

Е \ (*0 > У о. *0 X* - Хо) + Е  \ (Ха, у0, %) + (У ~ Уо) + 

+ Е\(х0,у0,го)(г-го) = 0,.

нормал тенгламаси эса

х-х0 _  у-у0 _  г-го

Р\(хо,Уо<ъ) Р'у(х0,у0,ц) '

куринишда булади.

294

(6.10)

(6.11)



4-мисол .  х3 + у3 + z3 + xyz = 0 сиртга М0(1; 2; — 1) 
и visгада угказилган уринма текислик ва нормал тенгла- 
миларини топинг.

Нчиш.  Хусусий хосилаларнинг М0( 1;2; — 1) нук,та- 
нмги к.ийматларини хисоблаймиз.

F  \ (Хд, У о , Z0) = (Зх2 + yz) I = 1 ,l/wg ^

F 'у (*о ,УоЛ0) = (Зх2 + xz) | = 11,

F\(xo,yo,Zo) = (Зх2 +лу)Ц = 5.

Буларни (6.10) ва (6.11) тенгламаларга куйиб, уринма 
п'кислик тенгламасини ва нормал тенгламасини \осил 
i пламиз.

(х - 1} + \(у - 2) + 5(z +1) = 0, = = .

Машцлар

329. Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли ху- 
гусий хрсилаларини топинг ва аралаш хусусий ^осила- 
1арнинг тенглигини аникданг:

а> z = ¡ J (x 2 +y2f ;  б) Z = ln(x + Jx2 +У2);

|!) г = 1п(х2+у2); г) г = ех (sin у + cos у ) ;

д) z = arctg-^-; е) Z = 51L,
1 -ху х-у

д27 Э27
330. z = ех (xcos у - у sin у) функция —т + —т тенг-

4 дх ду

члмани к,аноатлантиришини исбот к,илинг.

331. Z =  e_LOS(;c+3-v) функция | 4  + т 4  тенгламани кдно-
-- дх ду

пглантиришини исбот дилинг.
332. Куйидаги берилган сиртларга берилган нук,тада 

угказилган уринма текислик ва нормал тенгламаларини 
гопинг:

а) xyz2 + 2у2 + 3yz + 4 = 0 , М0 (0;2; -2);
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б )1  = ^Х 2-~У2, М0 (3; 1;4);

в) х2 + 2у2 + Зг2 = 6 , М0 (1; —1; 1);

г) г = 1 + х2 + у2, М0 (1; 1;4).

4-§. Икки узгарувчили функциянинг экстремуми

Агар М0(х0;уи) нукд-анинг шундай кичик атрофи маи 
жуд булсаки, бу атрофнинг М0 дан фарк^ли барча М(х\у) 
нукталари учун

/ ( х0,у0) > / ( х ,у ) ( / (х 0,у0)< / (х ,у ) )

тенгсизликлар бажарилса, М0(х0;у0)ну^та г — Ах,у) функ 
циянинг локал максимуми (минимуми) дейилади. 1 
Функциянинг максимуми ёки минимуми унинг экстре- 1 
муми дейилади. Функциянинг экстремумга эришадигаи 
нуктаси унинг экстремум ну к; та си дейилади.

1- т е о р е м а  (экстремум мавжудлигининг етарли 
шарти). Агар М0(ха,уи) нук;та г —Ах,у) функциянинг экст­
ремум нуктаси булса, у х,олда унинг хусусий %осилалари 

/  'х (х о 5 У о ) = /  'у (х о ! У о ) = 0 булади ёки бу х,осилалардан би- 
рортаси мавжуд булмайди.

Бу шартни кдноатлантирадиган нуцталар стационар 
ёки критик нук,талар дейилади. Экстремум нукталар \ар 
доим стационар нук,та булади, аммо стационар нукталар 
экстремум нуктаси булиши хдм, булмаслиги \ам мумкин. 
Стационар нукда экстремум нуктаси булиши учун экст­
ремум мавжуд булишининг зарурий шарти хам бажари- 
лиши керак.

Икки узгарувчили функция экстремуми мавжуд були­
шининг зарурий шартини таърифлаш учун куйидаги бел- 
гилашларни киритамиз:

А = /"хх (ха1Уа), В = / (х0;у0), 

с  = /"уу{х0;у0), А = АС - В2.

2 - т е о р е м а  (экстремум мавжудлигининг зарурий 
шарти). М0(х0;у0)стационар нук;тага эга булган бирор со$а-
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#1» I " А*,У) функция узлуксиз ва учинчи тартибли хусусий 
и юга эга булсин. У%олда\
I) агар Л > 0 булса, М0(х0;у0) нук^та берилган функция учун 

и, шрсмум нуцтаси булиб, А < О (С < 0) да максимум нук,та,
I 0 ( 0 0 )  да минимум нук,та булади;

.’) агар Д < 0 булса, М0(х0;у0)нук;та экстремум ну^таси 
»и /майди;

I) агар А = 0 булса, М0(х0;у0)ну%та экстремум нук;таси 
> \чиши мумкин, булмаслиги х,ам мумкин.

Учинчи хрлда кушимча текшириш утказиш зарурли- 
ипп! эслатиб утамиз.

1-мисол.  г - х3 + у3 - 3 ху функциянинг экстрему- 

мппи текширинг.
Г, ч и ш . Берилган функция учун ^  ва ^  х,ар доим

дх ду
шижуд ва бу хусусий ^осилаларни топамиз:

Пуп дан х1 = 0, х2 = 1, у, = 0, у2 =  1. Шундай килиб, 
М^О',0) ва М2( 1;1) иккита стационар нукдага эга булдик. 

Энди куйидагиларни топамиз:

У хщда

А/,(0;0) нуктада Д = - 9 < 0  булгани учун бу нукдада 
жсгремум йук,.

М2{ 1; 1) нукдада Д = 27>0 ва Л =  6 > О булгани учун 
бу нукдада берилган функция локал минимумга эриша-

ди: ^ =  ~ 1.Щт
<р(х,у) = 0 функция ёрдамида г = А х,у) функциянинг 

юиилган экстремумини шартли экстремум дейилади. 
<р(х,у) = 0 тенглама богловчи тенглама дейилади.
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Й  = 3*2-3у, £  = 3 /- 3 х .

Энди куйидаги системани тузамиз:

Д = АС - В2 = Збху - 9.



Геометрик масалаларда шартли экстремумларни аник 
лаш z — Ах,у) сиртнинг <р(х,у) = 0 цилиндр билан кеси 
шишидан \осил булган эгри чизикдинг экстремум ну к, 
таларини топишга келтирилади.

Агар <р(х,у) б о 171 о вч и те н гл а м ада н у = у(х) ни Torinti 

(агар уни топиш мумкин булса), уни z = АХ,У) функция:,i 
куйсак, шартли экстремумни топиш масаласи z = (х,у(л')) 
бир узгарувчили функциянинг экстремумини топишга ксл 
тирилади.

2 - м и с о л . г = х2 — у2 функциянинг .у = 2х — 6 шар г 
буйича экстремумини топинг.

Еч и ш .  у = 2х — 6 ни берилган функцияга куйиб, л 
узгарувчига нисбатан бир узгарувчили куйидаги функци- 
яни хрсил к,иламиз:

z = х2 -(2х- 6)2, z = -Зх2 +24х-36.

Унинг \осиласини топамиз ва уни нолга тенглаймиз:

z = — 6х + 24; z = 0, бундан 
х = 4, у — 2х— 6 = 8 — 6 = 2.

Иккинчи тартибли косила z "- ~  6< 0  булгани учум 
М(4;2) нуктада берилган функция шартли максимумга 
эришади: zmax = 12.

Дифференциалланувчи функция чегараланган ёпик, [) 
сохдда узининг энг катта (энг кичик) кийматига ёпик, Т) 
со^а ичида ётувчи стационар нукдасида ёки шу со^анинг 
чегарасида эришади. z = fix,y) функциянинг чегараланган 
ёпик D сохдцаги энг катта ва энг кичик кдйматларини то­
пиш учун функциянинг бу colara тегишли критик нукдалар- 
даги кдйматларини ,\амда унинг Ъ сох,анинг чегарасидаги 
энг катта ва энг кичик кийматлар аникданади. Бу кий мат- 
ларнинг орасидаги энг каггаси ва энг кичиги берилган фун­
кциянинг D сохддаги мос равишда энг катта ва энг кичик 
к,ийматлари булади. Буни куйидаги мисолда курсатамиз.

3-мисол .  z = х2 + у2 - ху + х + у функциянинг х = О, 
у = 0, х + у = — 3 чизикдар билан чегараланган сохдцаги 
энг катта ва энг кичик к,ийматларини топинг.

Е ч и ш .  Оху текислигида D со^ани чизиб оламиз (65- 
чизма). D colara тегишли стационар нукталарни аник,- 
лаймиз;
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2х - у + 1 = О,
,|>

' 2у - х + 1 = О,
ли

1уНдан х =  — 1, у =  — 1.

'/( 1; — 1) нуктани 
ш мл килдик, бу нукта- 

г, =г(-1;-1) = -1.

Перилган функцияни
11)\:I чегарасида текши- 
ЙЙМиз.

ОВ тугри чизикда 
щ’1 чизма) х =  0 булиб, 

т у2 + у тенгламага эга буламиз ва бу тенглама [— 3;0]
I гсмада бир узгарувчили функциянинг энг катта ва энг 
I и мик к,ийматини топиш масаласига келади. г = 2у+ 1 
пп топиб, уни нолга тенглаймиз: 2у + 1 = б, бундан

г \ г"уу = 2 булгани учун Л/210;-^| шартли локал 

минимум нук,тага эга буламиз ва унда г7 = =
(•.ийматни х,осил киламиз. ОВ кесма учларида:

г3 = z(0, -3) = 6, г4 = г(0,0) = 0.

ОА тугри чизикда, у = 0 булиб, г - х2 + х ни хрсил 

киламиз. г — 2х+ 1 = 0, х = - —, = 2, яъни Мъ■(— -4-;0)
г  I 1 1 '

нокал минимум нуктаси булиб, унда г5 = Ч ~ 2 ’ ) = ~4 •
А нуктада: г6 = г( — 3,0) = 6.
А В кесма тенгламаси х + у = — 3 булиб, ундан у = — х — 3; 

Зх2 + 9х + 6, ¿х = 6х + 9, х = -у , М 4 ~ стационар
/ 3 з \ з

I |ук,тага эга булдик: г7 = -Ч~ 2 ’~ 2/ _ 4 ' <̂ НКДИЯНИНГ ЛВ 

кесма учлардаги 1дийматлари юкррида аникданган эди.
Берилган г функциянинг тоцилган барча кдейматлари- 

пи солиштириб, функция А ( — 3;0) ва В (0; — 3) нук,талар- 
да энг катта г = 6 ва МЛ— 1;— 1) стационар нук,тада энг

^ЭНГ КЭТ. I

кичик 1эткт — ~ 1 кийматларга эришишини аникдаймиз.
4 - м и с о л . Тула сиртининг юзи 5, \ажми эса энг катта 

Пул ган тугри бурчакли параллелепипеднинг улчамларини 
аникданг.
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Е ч и ш . Тугри бурчакли параллелепипеднинг хджми I 
= хуг га тенг, бунда х,у,г — параллелепипеднинг улчамларп 
Тула сиртининг юзи: 5 =  2(ху + хг + уг), бундан

V = У(х;у) функциянинг экстремумларини топамиз:

Масала шартига кура х > 0, у > 0 булгани учун охирги

Шундай килиб, хджми энг каста булган параллелепи-

Машцлар

333. Куйидаги функцияларнинг экстремумини текши- 
ринг:

а) z = х3 + Ъху2 - 15х -12у ;

б) I  = х2 + ху + у2 - 2х - у ;

в) I  = Ъху - х2 - у2 - 10х + 15у ;

г) г = х3 + х2 - Зх + 2у;

Д) г = х^[у - х2 - у + 6х + 3;

е) г = Зх2 - х3 + Ъу2 + 4у .

334. г = х + 2у функциянинг х2 + у2 = 5 шарт буйича 
экстремумини топинг.
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г _ й-гху
2 (х+у) ’

ЭК _  у2(5-2х2-4ху) = 0 

Эх 2(х+.у)2 “  :

ЪУ = х2(8-2у2-4ху) _  0 

Эу 2(х+у)2

системадан х = у = ни топамиз. Демак, ягона 

стационар нук,тага эга. У V — У(х;у) функ­

ция учун максимум нуктаси булади.

пед, яъни ьуирраси га тенг кубга эга буламиз.



135. I  = х2 - 2у2 + 4ху - 6х + 5 функциянингх= 0, у = О,
. I у = 3 чизикдар билан чегараланган со\адаги энг катта ва 
ни кичик кийматларини топинг.

(36. I  = х2у(4 - х - у) функциянингх = 0, у = 0, х+ у = 6  
щ шкдар билан чегараланган совдцаги энг катта ва энг ки- 
чик кийматларини топинг.

337. Тула сиртининг юзи энг кичик булган V хажмга 
и л тугри бурчакли параллелепипеднинг улчамларини 
ишкданг.

5-§. Биринчи муставил уй иши

М у ставил уй ишининг хар бир вариантида олтита ми-
■ ни булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1-мисолда: берилган функциянинг аникданиш сохасини 

юпиш керак.
2-мисолда: берилган функциянинг хусусий хосиласи- 

м и ва хусусий дифференциалини топиш керак.

3-мисолда: берилган функциянинг М0 (х0; у0; ) нук- 
мдаги хусусий хосилаларини (/'х(М0) ,Г у(М0),/\(М0)) кий- 
млтларини вергулдан кейин иккита ракамгача аник«лик 
Гшлан хисоблаш керак.

4-мисолда: берилган функциянинг тула дифференциа- 
111Ш и топиш керак.

5-мисолда: и = и(х, у) (бунда х = х(г), у - у(0) мураккаб 
функция хосиласининг ? = ?0 даги кийматини вергулдан 
ксйин иккита ракамгача аникдик билан хисоблаш керак.

6-мисолда: г{х,у) ошкормас куринишда берилган функ­
ция хусусий хосиласининг М0 (х0; у0; ) нуктадаги кий- 
матини вергулдан кейин иккита ракамгача аникдик би­
лли хисоблаш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 

1и рамиз.
1-мисол. .  г = 1п(х2 - Зу + 6) функциянинг аникда- 

ииш сохасини топинг.
Ечиш .  Логарифмик функцияларнинг аргументлари 

флкдт мусбат булгандагина маънога эга булгани учун 

V2 - Зу + 6 > 0 булиши керак. Бундан

Зу < х2 +6 ёки у < | х2 + 2.
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66-чизма.

Демак, аникданиш сох,а чегараси х2-3у + 6 = 0 ёки 
х2 =3у-6  чизик,, яъни параболадан иборат. Берилгап 
функциянинг аникданиш со^аси парабола танщарисида- 
ги нук,талардан иборат (66-чизма).

_ 3/  2 5 2
2-ми сол .  г = е функциянингхусусийхрсила-

ларини ва хусусий дифференциалларини топинг.
Е ч и ш .  Функциянинг х буйича хусусий \осиласини 

топамиз. Унинг учун у ни узгармас деб бир узгарувчили 
мураккаб функцияни дифференциаллаш формуласидап 
фойдаланамиз:

Эг _  -^х2+5у2

дх
¡ ( х 2+5у2р - 2 х

2х +5у̂ 1

3 1](х 2 +5 у 2)2

Шунингдек, х ни узгармас деб у буйича хусусий х,оси 
лани топамиз:

с 2 л



1

Хусусий дифференциалларини топамиз:

| £ ____ dx.
дх 3 ^/(х2+5у2)2

¿ 7  = ^ х  = 4  1--- dy.
дУ 3 %1(х2+5у2)2

1-мисол.  f(x , у, z) = \[ху cos z функция хусусий хрси- 

Лшшрининг (f'x(M0) , f 'y(M0) , f ' z(M0)) нук,тадаги

< ийматларини вергулдан кейин иккита рак,амгача аник,- 
IIIк билан х^исобланг.

I ч и ш . Берилган функциянинг хусусий хрсилалари-

1111 топамиз, сунгра уларнинг Л/011; 1; у J нук,тадаги к^ш- 
мнгларини хисоблаймиз:

f ' x(x ,y ,z ) =

f\(x,y, z) =

2jxy
■ cos z,

■ COS г,

0.25,

2 Jxÿ

J \ (x, y, z) = фсу ■(-sin z),

f , {  U , f ) :  

f ' y ( l,l,| ) = 0.25, 

f\ (l,l>-y) = -0.86.

4-мисол .  Z = arctg /- функциянингтуладифферен- 

ииалини топинг.
li ч и ш . Берилган функциянинг хусусий хосилалари-

im топамиз:

dz

дх
1+- 2.±

x у х+у г7х у 24х\х+у) ’

¡h 
i)у

1+- 2 х 
У )jy

/ \ 
X _  У

r ^ J
х+у 2\[х

ч 7 ) 2sjy-(x+y) '

(6.1) формулага асосан куйидагига эгамиз:

dz = —j —  dx - — -- dy.
2 4х\х+у) 2^у-(х+у)
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5-мисол .  г - arccos ~  (бунда, х = l+lnt, у  = 

мураккаб функция ^осиласининг t = 1 лаги 

в е р «  кейин нккита р а к а м г а ч а ^ Г ^ ^ Т

Е чи ш .  (6.4) формулага асосан куйидагига эгамю:

|£ = Эг _ ах Эг dy

з? Эх Э/ Эу ’ dt

'о -  1 булса, х  =  1, у  =  — 2 ва —
dt

к^иламиз.

6 - м и с о л . 4х3 - 3 V3 + 2xvz - 4xz = ч _ т2 
Функция хусусий хосилалариниш М

= r „ s r aH кей™  а ~ :

Е чи ш .  Берилган мисол учун

^ (х’ = 4x3 “ 3у3 + 2xyz - 4xz + z2 - 3.

Унинг хусусий ^осилаларини топамиз:

F 'x =\2x2+2yz ~4z, F\ =-9y2+2xz,

F\ =2xy~4x + 2Z .

(6.7) формулага асосан:

—  = — F x _  12x2+2yz-4z dz F ' а 2

-  f

^  ва — ларнинг M{) (0;1;-1) нук,тадаги к,ийматлари- 

ни ^исоблаймиз:

= т М о,i,-i)
Эх ’ ^  4.5.
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1. z = ^/x2T y Г^5  •

2. г = tg(x3 + У1) ■ i п\
I, /(x ,y ,z) = lncos(x2y2 + z),

4, г = cos(x2 -y2) + x3.

5. a = ln(ex + ey) , x = t2, y = t\ t0 = 1 •

23 + 3xyz + 3y = 7 , M 0 (1 , 1, 1)-
2-вариант

1. z = arccos(x + y ) .

2. z = c tg jx / ■

3. f(x,y,z) = 213J 7 7 7 T 7 ,M 0(3-,4;2)
4. z = ln(3x2 - 2у2).

5. и = x-1', X = e', у = I n / i 0 ~ 1-
2 3 , ,  / n . 3rt.

6. cos2 X + cos2 У + cos Z = 2 ’ M 0 \4 ’ 4 ’

3-вариант

1. г = Зх + y

1-вариант

2-x+y

-*2 + v2
2. г = e '

3. f(x ,y ,z) = arctg(xy2 +Z),M0 (2;1;0).

4. г = 5xy2 - 3x3y4.

5. и = ey~2x,x  = sint, у = t\ t0 = °-

6. ez~l = cosXcosy + 1, M0 ^0, — , lj-

4-вариант

1. г = л /9 ^ 2->’2 •

2 . z = ln(3x2 - y4) •

40S
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4. 7 = tg(-X + ̂
x-y

5. и - j ,  х = е', у = 2 - е2' , t0 = 0.

6. х2 - 2у2 + z2 -4x + 2 z+ 2 = 0, М0 (1; 1; 1).

11-вариант

2. z = e2xï~1'2.

3. f(x ,y ,z ) = ln(x + y2)- ljx 2y2, М0 (5;2;3).

4. z = ctg^.

5. и = Ще~х +e2y), x = t2,y  = ^t\t0 =1.

6. x2 + y2 + г2 -2xz = 2, M0 (Q»l; —1).

12-вариант

1. z = arccos(x + 2y ) .

2. z = ln y.xy - l ) .

3- f(x ,y ,z ) = y[z-xy, M0( 1;2;4).

4. z - xy4 - 3x2y + 1.

5. u = J x 2+y2+ 3, x = in/ ,  y = ? t to= i '

6. ег -xyz-x + 1 = 0, Af0(2;l;O).

13-вариант

1. Z = arcsin(2x - y ).

2. z = arcsin(2xV).

3. f(x ,y ,z ) = - ^ r , Moy 2;V2;V2).

4. г = ln(x + xy - y2) .
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(). x3+ 2y3+z3-Зхуг-2у-15 = 0, M0 ( 1; —1;2)-

14-вариант

1. z = ln(9-x2-y2).
X2

2. z = arctg -j-.
y r-

3. f(x ,y ,z) = \n(x3 +ljy - z ) , M0 (2; 1; 8).

4. z = 2x2y2 +x3 - j 3.

5. и = — , x = l -2 í ,  У = 1 + arctg t , f = 0 .

6. X2 -2xy-3y2 + 6x-2y + ¿2 -8z + 20 = 0 ,M 0(0;-2;2).

15-вариант

1. z = ^ - x 2-y2 .

2. z = cos(x - 7 ^ )  •

3. f(x ,y ,z ) = ^ r ¡ y ,  M0 (2; 3; 25).

4. г = л/Зх2 - 2y2 + 5 .

5. и = — - — , X = sin t , y — eos í > tn — ~ ‘
X y u 4

6. X2 + y2 + z2 = У - z + 3 , M0 (1; 2; 0).

16-вариант

1
1. Z = , .

<Jx2+y -5

„ . x+y
2. Z = s in— - .

x-y _____________

3. f(x ,y ,z) = 8 ¡Jx3 +x2+ z, M0 (3; 2; 1).

5. и = arcsin у - , X = sin t , у = cos í , f0 = 71 ■
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■ Х+у
4 z = arcsm—

x

5. и = yjx2 + y + 3 , x = ln / ) y = t2, tü

6. x + y + z + 2 = xyz, M0 (2; 1;0).

17-вариант

'■ z ’ 4x +j ^ -

2. z = t g ^ ^ .

3- f(x , y, z) = ln (ïfx + tfÿ - z ) , Мй (1;

4. г = arctg(x - y ) .

5. и = arcsin , x = sin t , У = cos t ,
2У

6. x2 + y2 + г2 + 2xy - уг - 3y - z = 0,

18-вариант

"  _ ^x-2y 

Z x2+y2+ 4

2. Z = ctg —  .
\x-y

3. f(x ,y ,z ) = - - j M 0 (3;0; 1).
•Jr+y

5. и = — - —, x = sin 2t, y = tg2t, t0 =

4. Z = a/3x2 - y 2 + x .

•к _ Z
y  X

6. x2 - y2 - z2 + 6z + 2x - 4y + 12 = 0 ,

19-вариант

i J
^ — "л 2 2" '4-x -y

2. z = e
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2 2 xr+y*"

3. f(x ,y ,z) = z- е 2 , Мо (0;0;1).

4. z = у2 - Зху-х4.

5. и = j x  + y + 3 , X = InV, у = t2, t0 = l .

6. ^х2 + у2 + z2 -3z = 3 , М0 (4; 3; 1 ) •

20-вариант

\. z = Щ2х - у ) .

2. г = 1п(3х2 - у2) ■

3. Ж л а - í í p i ,  ).

4. г = arccos(x + у ) .

5. и = - , х = е', ^ = 1 - е2', *0 =

6. X2 + 2у2 +3z2 = 5 9 ,  A f0 (3;1;4).

21-вариант

1. ;  - 1хЪу .

2. z = arccos(x - у ) .

3. f(x ,y ,z ) = J z -1п(л/х + 77), M„(4;l;4).

4. г = ln(y2 - X 2 + 3).

. 2 .
¿ = arcsin —

„2 , ,,2 , Jl

с ■ 2х . ,
5. м = arcsin — , X = sin /, y = cos?> t0 = я

6. X2 +y2+ r-2xy-2xz-2z  = 17, M 0 (-2; - l ;2) -

22-вариант

1. г = y j l- x - у .

г3
2. z = arcctg— .

y

3. f(x ,y ,z) = M0 (3; 1; 1).
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4. Z = 2-x3-у3+ 5х .

5. и = 1п(е2х + еу) , х = /2, Д j

6. X3 +3xyz-z3 =12, Мп (3; 1;3).

23-вариант

1. г = е ^ +у2-' .

2. ¿ = cos -4~-Vv .
X +y¿

3. /(л, у, г) = j x 2 + у2 - 2ху cos г , м А 3;4--).

4. z = l x - x 3y2 + / .  ° ' ’ 2/'

5. и = arctg(x + j;)9 х = ,2+2; ^ 4 _ /2, / о=1 .

6. 1пг = х + 2 7 - ^  + 1пЗ, Л/0 (1; 1;3)•

24-вариант

2. z = sin р :
Vx+y •

3- f(x ,y ,z ) = z e-xy , Mfí(0; 1; 1) .
4. г =

5. u = J~x2+y2+3, x=\nt, у = t3, t0 =\.

6. 2x2 + 2 /  + г3 - 8 х г - г  + 6 = 0 ,  Af0 (2; 1; 1).

25-вариант

2. г = еч*2+->'2>.

3. f(x ,y ,z ) = &rcs\n(x4y)-yz2, м 0(0;4;1).

4. г = arctg(2x - j ) .

5. и = arctg(xy), x = t + 3 , y = e‘ , tQ = 0-

6. г2 = х у - г + х2 -4 ,  Af0(2;l;l).

312



6-§. Иккинчи мустакдл уй иши

Мазкур муставил уй ишининг хдр бир вариантида беш- 
та мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича:

1-мисолда: берилган 5 сиртга М0 (х0; у0; г0) нук.тада 
утказилган уринма ва нормал текисликлар тенгламасини 

топиш керак.
2-мисолда: берилган функциянинг иккинчи тартибли 

х,осилаларини топиш ва 1"ху — 7,"ух тенглик тугрилигини 
текшириш керак.

3-мисолда: берилган и функция берилган тенгламани 
кдноатлантиришини текшириш керак.

4-мисолда: функциянинг экстремумини текшириш ке­
рак.

5-мисолда: берилган чизикдар билан чегараланган в  
еохдда г = 1(х,у) функциянинг энг катта ва энг кичик 
кийматларини топиш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

1- м и с о л .  б': 1 = х2 - у2 +Зху-4х + 2у-4 сиртга 
М0(— 1 ;0; 1) нуклада утказилган уринма ва нормал текис­
ликлар тенгламасини топинг.

Е чиш .  Хусусий хосилаларни топамиз:

|̂ . = 2х + Зу-4> 1̂- = -2 у + Зх + 2 •
дх °У

Хосил килинган ифодаларга М0(~ 1;0;1) нук,танинг ко- 
ординаталарини куямиз, натижада 5 сиртга перпендику- 

ияр ва берилган нукдадан утувчи п векторнинг коорди- 

иаталарига эга буламиз:

дх
6, в - дг = -1, С = -  1.

м0М0 ду

(6.8) формулага асосан уринма текислик тенгламаси 
куйидаги куринишда булади:

6(х + 1) - у - (г -1) = 0 ёки 6х + у + г + 5 = 0.

(6.9) формулага асосан нормал тенгламаси:

х+1 _ у _ г-1 _ _ _ _ _
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2-мисол .  Z - arccos функциянинг иккинчи i a¡

тибли хусусий хрсилаларини топинг.
Е ч и ш . Дастлаб берилган функциянинг биринчи тир 

тибли хусусий ^осилаларини топамиз:

г . = -
i

~  2#  у Чу

2 Jx-yjy-x ’

2-Ё 
¡ У  V У

f \ 
-X

V2 , 
V '  У 2у4у-х '

Бу х,осилаларнинг >̂ ар бирини х ва у буйича диффр 
ренциаллаб, берилган функциянинг иккинчи тартибли ху 
сусий хрсилаларини топамиз:

2у[х ' 2yjy-x _ у-х-х у-2х

2 х(у-х) 4xyfx y¡y-x(y-x) 4xjx(y-x)yjy-x '

4х

~г

Jy - X  +
2

'У
У (у-х)

k o - )4-

2 У

' 2jx 

у1у-х | 4х
2у[х 2 s j y - x  

У-х

у[х-(2х+3 у)

2У2(у-х) ’

4у[х (y-x)yjy-x '

у-х+х

4 y(y-x)4xyjy-x 4 Jx(y-x)Jy-x

Булардан аралаш хусусий хрсилалар тенглиги (zxy = z yx) 

кУриниб турибди.
3-мисол .  и = In (х2 + у2 ) функция

Э 2и п. д2и д 2и 
—г - 2 ху + —у 
дх дхду Эу

4 у2 д и 

х2+у2 дх

тенгламани кдноатлантиришини текширинг.
Е чи ш .  Берилган и функциянинг х ва у узгарувчилар 

буйича биринчи ва иккинчи тартибли хусусий хрсилала- 
рини топамиз:
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ди _  2х Эн _  2у д2и _  х У ) 

дх х^+у2 ’ ду х2+у2 ’ дх2 [х2+у2^  *

Э2и _  _  4лу д2и _  2(х2~У2)

^ У ~  (х2 V ) *  ’ (х2+у2)2 '

Гопилганларни берилган тенгламанинг чап ва унг то- 

Мопига куямиз. Чап томонда:

2(х2-у2  ̂ ^  8х2у2 + 2(х2-у2) ^  8х2̂ 2 

(х2-+У)2 (х2+у2)2 (х2+у2)2 (х2+у2)2

У иг томонда эса:

4у2 2х _  8ху2 

х2+у2 х2+.у2 (х2+у2' ) '

Х,осил килинган натижалардан берилган функция тенг- 
I шипи каноатлантирмаслиги куриниб турибди.

4 - м и с о л . 1 = ху(х + у - 2) функциянинг локал эк- 

1'1|)смумларини текширинг.
I ч и ш . Берилган функциянинг биринчи тартибли ху- 

| усий хосилаларини топамиз:

г\ =2ху + у2 -2у, г'у = х 2 +2ху-2х.

Уларни нолга тенглаб куйидаги тенгламалар система- 
| иии хосил к̂ иламиз:

у (2х + у - 2) = 0,1

х(х + 2у - 2) = 0.|

Ьундан берилган функциянинг А/,(0;0), М2(2;0), 

Д/, (0;2), М4 стационар нук,таларини аникдаймиз.

' теорема ёрдамида бу нукталарнинг кайси бирлари эк- 
' грсмум нукталари эканлигини аникдаймиз. Унинг учун 

ьгрилган функциянинг иккинчи тартибли хусусий хоси- 
ипмарини топамиз:

г"хх=2 у, I ” ху = 2х + 2у -2, 1"уу= 2х .
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Хосил к,илинган ифодаларга стационар нук,таларнмп1 
координаталарини куямиз ва экстремум мавжудлигинн 
зарурий шартидан фойдаланиб куйидагига эга булами п

М, нук,та учун А = — 4 < 0, яъни экстремум йук;;
М2 нук,та учун А = — 4 < 0, яъни экстремум йук,;
Мъ нук,та учун А = ~ 4 < 0, яъни экстремум йук,;

М4 нук,та учун А = у > 0 ,  А 0 , яъни экстремум 

нук,та йук,, лекин берилган функция локал минимум нук, 
тага эга ва унда

5 - м и с о л ;_ х = 0 ,  у =  0, х + у — 1 — 0 чизикдар билап 
чегараланган сохдда I  - ху - у2 +3х + 4у функциянит 
энг катта ва энг кичик к,ийматини топинг.

Е ч и ш .  Дастлаб берилган Б  сох,ани чизиб оламич 
(67-чизма). Берилган /) сох,а, яъни ОАВ учбурчакнинг 
ичида ётувчи стационар нук,талар бор ёки йукдигини аник, 
лаймиз. Унинг учун берилган функциянинг хусусий хрен 
лаларини топамиз:

Хосил к,илинган системани ечиб АГ (—10; —3) стацио­
нар нук,тани топамиз. Бу нук,та Г) сох,а ташк,арисида 
булгани учун уни масалани ечишда хисобга олмаймиз. 
Функциянинг к,ийматларини О сох,а чегарасида текши- 
рамиз.

ОАВ учбурчакнинг ОА томонида (у = 0, 0 < х < 1) г 
функция z =  Зх куринишда булади. ОА кесмада стационар 
нук.га йук,, чунки г = 3. О ва А нук,таларда, мос равишда 
^(0,0) = 0, г(1,0) = 3. Учбурчакнинг ОВ томонида (х=0,)
0 < у < 1) г функция: г ’ = у1 + 4у , I  = -1 у + 4 . Стацио­

нар нук,тани -Ту + 4 = 0 тенгламадан топамиз, яъни у — 2. 

М,(0;2) нук,та О сох,ага тегишли эмас. В нук,тадаги функци-

г'х =у  + 3, г' у = х - 2у + 4.

Бундан
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и 11 и и г кушмати г(0,1) = 3. 
•иди тенгламаси х + у = 1

I >Ул ган томондаги энг кат- 
1,1 на энг кичик киймати- 
мп топамиз. Бунда
II 1-х

* в -2х2 + 2х + 3 , у хдлда 
1 -4х + 2 ва I ' = 0 дан

\ 1 га эга буламиз ва на- 

мжада В  сохдга тегишли

> у -/

булган М2(-;-Л стацио- 
1 щр пуктагаэгаоулдик. Бу 
мук/гада функциянинг

цпммати: = ' Олинган функциянинг барча к,ий-

67-чизма.

митларига кура

энг. кат. = * ( у 4 )  = 3,5’ =г(0,0) = 0,

1-вариант

1. S : х2 + у2 + z2 - 6у + 4z + 4 = О, М0 (2; 1; -1).

2. 1 = а п ^ х  + у). 

+ у2 ^  = О, и = е^.
дх~ ду

4. г = 2х3 + 2у3 - бху + 5 .

5. I  = х2 + у2 - 2х - 2у + 8, В  : х = 0, у = 0, х + у -1  = 0 •

2-вариант

1. £  : х 2 + г2 - 5уг + Зу = 46, М0 (1; 2; -3).

2. I  = агссов(2х + у).

3.х2^ - / ^  = 0, и = у Л .  
дх1 ду1 \х

4. I  = Зх3 + Ъуг - 9ху + 10.

5. г = 2х3 - ху2 + у, В  : х = 0, х = 1, у = 0, у = 6 .

3-вариант
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1. S : x2 + y1 - XZ - yz = o, MQ (0; 2; 2).

2. z = arcctg(x -3.y).

Q 92u d2u d2u n  1
3.—T +—r +—r = 0, u = —t------ .

dx dy dz IJ x ^ y + z 2

4. z = x2 + xy + y2+x-y + 1.

5. z = 3x + 6y - x2 - xy - y2, D : x = 0, x = 1, y = 0, y I

4-eapuaHtn

1. S : x2 + y2 +2yz - z2 + y-2z = 2, M0(l;l;l) .

2. z-  arcsin (x - y) .

- 2 d2u d2u - 2 / \
3. a —j  = —j-, u = sinz(x-oy).

dx dy

4. ^ = 4 (x-y)-x2 - J 2 -

5. z =  x2 — 2J2 + 4xy — 6x — 1, D : x = 0, y =  0, x + y — 3 - (l

5-eapuanm

1. 5 : /  -z2 + x2 -2x^ + 2x = z, M.0 (1; 1; 1).

2. ^ = ln (3x2 - 2y2y

3 .  f l 2 0 - E  =  u  =  e -°CK(X+ay)

dx dy

4. z = 6(x - j )  - 3x2 - 3y2.

5. z = x2 + 2xy -10, D : y = 0, j/ = x2 - 4.

6-eapuahm

1. S : z = x2 + y2-2xy+ 2x - y, Af0 (—1; —1; —1).

^  Ix2- + y*
2. z = e y .

3 .|  + f  + f  = °. « = (*-*> (?-< )(*- *).
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I I = x2 + xy + у2 - 6x - 9у .

|, i = xy - 2y - y, D : X = 0, у = 0, x = 3, у = 4 .

7-вариант

I 5 : z = y2 - x2 + 2 xy - 3 y, M q (1; -1; 1).

I  z = ctg£.

, X— + у ^  = U, u = x In-.
'  дх '  ду X

>\. Z = (x -2)2 + 2 /  - 10 .

S. z = ÿ x 2-xy, D :y  = 8, y = 2x2.

8-вариант

1. .S’ : x2 - y2 - 2xy - x - 2y, M0 (-1; 1; 1).

2. Z = ig^xy .

\.у^ + х ~  = 0, и = ln(x2 + у2) .
'Эх Эу

4. z = (x - 5)2 + у2 + 1 •

5. г = Зл2 + 3 / — 2х — 2у + 2, Ö : x = 0, у = 0, x + у

9-вариант

1. S : x2 - 2у2 + z2 + хг - 4у = 13, М0 (3; 1; 2).

2 . г = cos(xV  -5)-

3. х2 Ol _ Эй + ^2 = о, м = Z  + arcsin(xy) •
Эх Эу JX

4. г = X 3 + у3 - Зху . ---—

5. г = 2х2 + Зу2 +1, D :y  = y¡ 9 - ^ x 2, у = 0.

10-вариант

1. S : 4у2 - z2 + 4ху -xz + 3z = 9, М0 (1; —2; 1).

2. z = sin л/xV .

319



4. z~  2xy - 2x2 - 4y2.

5. z =x2 — 2xy — y2+ 4x+ 1, D: x=  — 3, y = 0, x + y+ I II

11-вариант

1. S : z = X2 + y2 - 3xy -x + у + 2, M0(2; 1;0).

2. z = arcsin (x - 2y).

3- ^  = 0’ M = arctg£ r

4. z = x jy  - x2 - у + 6x + 3 .

5. z = 3x2 + 3 y2 - x - y  + l, D : x = 5, у ~0, x- у -\ 0

12-вариант

1. S : 2x2 - y2 + 2z2 + xy + xz = 3, M0(l;2;l).

2. z = arccos (4x - y).

3. + ÜJÍ = о, и = ln(x2 + y2 + 2x + 1) ■
Эх Эу

4. z = - 5х2 - Зу2 + 2 .

5. z = 2х2 + 2х.у2 - j  у2 - 4х, D : у = 2х у = 2, x - 0.

13-вариант

1. S : x2 - у2 + z2 - 4х + 2у = 14, М0(3;1;4).

2. z = arctg(5x + 2у).

- Эм Эи , a 2х+3у
3. x — + ут— + и = 0, и = —,—Ç.

Эх Эу х2+ /

4. Z = ху(12 - x - у ) .

5. г = x2 - 2ху + ^ у 2 -2х, D : х = 0, х = 2, у = 0, у = 2.

14-вариант

1. S \ x1 + у1 - z2 + xz + у + 4, М0 (1; 1; 2).

2. z = arctg(2x-y).



X2 + у2 + z2 .

4 с ху-х - у +9.

, |, í  ху - Зх - 2у, D : х = 0, х = 4, у = О, у = 4 .

15-вариант

i .V : X2 - у2 - г2 + хг + 4х = -5, М 0 (-2; 1; 0). 

1п(4х2 -5 у2).

i „ ()и ди ~ / 2  2\х *
I V _  + ^ _  = 2и, и = (х + у ) t g _ .

I ; 2ху - Зх2 - 2_у2 +10 .

V i  X2 + ху - 2, D : у = 4х2 -4 , у = 0.

16-вариант

I S : X2 + у2 - xz + yz- Зх + 11, М 0 (1; 4; -1).

í  -, _ eJx+ÿ

I 9 Ä  + -Й- = О, и = е~(х+зд • sin(x + З у ) .
(br Эу 

I г = X3 + 8>>3 - бху + 1.

3. z = х 2у(4 - X - у ) ,  D \ X = 0, у = О, у = 6 - х .

17-вариант

S : X2 + 2у2 + z2 - 4xz = 8, М0 (0; 2; 0 ).

Z = arcsin (4х + у ).

2 Э2И т Э2И 2 э2и г, Т
xz + 2ху —— + /  —у = 0, и = хех .

ЭдГ дхду дуг

Z = у4х - у2 - X + 6у.

Z = X3 + у3 - 3ху, D : X = 0, х  = 2, у  = -1, у  = 2 .

18-вариант

1. ó ’ : X2 -  у 2 -  2 z 2 -  2 у  =  0 , M o  (- 1 ; - 1 ; 1 ) .

2, z = arccos (х - 5 у ) .
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i  д2и , д2и п . у
тт  + тт = 0, и = arctg^-.
Э х  ду X

4. г = х2 - ху + у2 + 9х - бу + 20.

5. Z = 4(х - jO - x2 - у2, D : х = 0, х + 2у = 4,

19-вариант

1. S : x2 + у2-3z2 + xy = -2z, М0 (1;0; 1).

2. z = sin фсу .

т  ди ди п , x
3- х — + у — = 0, и = arctg-•

дх ду у

4. z = ху(6 - x - у ) .

5. z = X 2 + 2xy -у2 - 4х, D : X = 3, у = 0, у

20-вариант

1. S : 2х2 - у2 + г2 - 6х + 2у + 6 = 0, М0 (1; -

2. z = cos(3x2 - У3) ■

Т. ди д2и ди д2и n  ,  ,
à- ‘ т т - ~ = 0, м = 1п(х + е')-дх дхду ду дх

4. z = x2 + у2 - ху + X + у .

5. z = 6ху — 9х2 - 9у2 + 4х + 4у, D: х = 0, у 
= 2 .

21-вариант

1. S \ x2 + у2 — z2 + бху - z = 8, MQ (1; 1; 0).

2. z = arctg (Зх + 2у).

о  Э й  , ди а  - л :
-э-x — + J - - = 0, и = arcsin---

о х  Э у  х + у

4. г = x2 + ху + у2 - 2х - у .

5. z = x2 + 2ху - у2 - 2х + 2у, D : у = х + 2, у

22-вариант

1. S \ z = 2x2 - Зу2 +4х-2у + \0, М0 (—1; 1;3

2. г  = 1 п (5 х 2 - 3 / ) .
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, I du 1 du _  и y

X дх y ду ~p- ’ (x2-y2)5

t. z = (x- l)2-2y2.

i. z = 4-2x2-y2, D : y = 0, y = J l - x 2 .

23-вариант

1. S : z = X2 + y2 - 4xy + 3x - 15, M0(-l;3;4).

2. z = arctg (x - 4y ) .

3 du du _  x+y u _  x2+y2 _ 

дх dy x-y ’ x-y

4. z = xy - 3x2 - 2y2.

5. z = 5x2 - 3xy + y2 + 4, D : x = -1, x = 1 y = -1, y

24-вариант

1. S : z = x2 + 2y2 + 4xy -5y- 10, M Q (-7; 1;8).

2. z = ln (3xy - 4).

3. + é  = K  и = <]2xy + y2 -
Эx dy и y

4. ^ = X 2 + 30> + 2)2.

5. z = x2+ 2xy + 4x-y2, D\ x + y + 2 = 0, x = 0, y

25-вариант

1. S \ z = 2x2 - 3y2 + xy + 3x + \, Ma (1; -1; 2).

2. 7 - tg(xv:).

3 Л _ Л ж0 u = H x i- y> ) .
dx  dy

4. Z = 2(x + y) - X 2 - y2.

5. z = 2x2y - x 3y - x 2y2, D\x = 0, .y = 0, x + y = 6
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VII б об

ОДЦИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1-§. Асосий тушуичалар.
Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар.

Изоклин усули

Дифференциал тенглама деб эркли х узгарувчи, у но 
маълум функция ва унинг турли тартибли хрсилалари ёки 
дифференциалларини богловчи тенгламага айтилади.

Дифференциал тенгламанинг тартиби деб унга ки 
рувчи юкори ^осиланинг (ёки дифференциалнинг) тар- 
тибига айтилади.

Агар номаълум функция бир аргументли функциядап 
иборат булса, бундай дифференциал тенглама оддий диф­
ференциал тенглама дейилади.

Агар номаълум функция бир нечта аргументга ботик, 
булган функциядан иборат булса, бундай Дифференциал тен­
глама хусусий хосилали дифференциал тенглама дейилади.

Масалан, 2ху - Зу + х = 0 (бунда у = у(х)) тенглама 
биринчи тартибли оддий дифференциал тенглама, 
и'х + и'у — ху + 2 = 0 (бунда и = и(х,у)) тенглама биринчи тар­
тибли хусусий хосилали дифференциал тенгламадир.

Бу бобда факдт оддий дифференциал тенгламаларни 
кдраймиз, шу сабабли к,иск,алик учун "оддий" сузини йш- 
латмаймиз.

Умумий х,олда я-тартибли дифференциал тенгламани 
куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Ф (х ,у ,у ',у " , . . . ,у1я-'\уп) = 0. (7.1)

Агар (7.1) тенгламани энг юкрри тартибли хосилага 
нисбатан ечилган

У  = / (х ,У ,у ' , . . . , / "- 1)) (7.2)

куринишда ёзиш мумкин булса, бундай тенглама нормал 
куринишдаги п-тартибли дифференциал тенглама дейилади.

Дифференциал тенгламанинг ечимини топиш жараё- 
ни тенгламани интеграллаш дейилади.

(7.1) (ёки (7.2)) дифференциал тенгламани каноатлан- 
тирадиган, яъни уни айниятга айлантирадиган хдр кди-
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nil у = y(x) функция дифференциал тенгламанинг ечими 
Il'Mi интегралы) деййлади.

I м и с о л . Сон ук,ининг х,амма нук,таларида аник,- 
мшап у = хе2х функция у ”-4у'+4у = 0 дифференциал 
м игламанинг ечими булишини исбот дилинг.

1 ч и ш . Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи 
фтибли \осилаларини топамиз:

у' = е2х( 1 + 2х), у" = 4е2х(1 + х).

Перилган функция ва унинг ^осилаларини тенгламага 
i , in ак, куйидаги айниятга эга булаМиз:

-|/'(1 + х) - 4е2х(1 + 2х) + 4хе2х = 4е2х(1 + х-1-2х  + х) = 0.

Дсмак, у = xetx функция берилган тенгламанинг ечи- 
м|| жан.

2 - м и с о л . F(x, у) = In — - 5 + ху = 0 ошкормас кури- 
ишида берилган функциянинг (х + ху2)у' = у + ху2 диф­
ференциал тенгламанинг ечими булишини исбот дилинг.

I. ниш.  F{x,y) = 0 ошкормас функцияни дифферен- 
ииаллаш к,оидаси, яъни (6.6) формулага кура

{у - 1;
■ _  Fx- _  _ [ ____х[ _  у 1 -ху _  y-x f

Fy\ х+- х 1+хУ х+х2у 
‘ У

ни х,осил к,иламиз: Топилган ^осилани берилган диффе­
ренциал тенгламага куйсак, айниятга эга буламиз.

(7.1) (ёки (7.2)) дифференциал тенглама ечимининг (ёки 
ип гсгралининг) Оху текислигидаги графиги интеграл эгри 
чи mii дейилади. Демак, х,ар бир ечимга ёки интегралга унга 
мос битта интеграл эгри чизик, тугри келади.

(7.2) дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги 
Iм ягоналиги х;ак;идаги масала куйидаги теорема ёрдами- 
п а \ал ^илинади.

I - т е о р е м а  (Коши теоремаси). Агар (7.2) тенглама- 
HIIII,’ унг щеми

х0,Уо,Уо\--,Уо"'1) (7.3)

h nil мат атрофида узлуксиз функция булса, у х,олда (а;Ь) 
иитервалда ётувчи х0 учун у функция ва унинг уосилалари
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У(хо) = Уо, У'(хо) = >’ 'о>--->Ул-1)(^о) = Уо'"“0 (7.4)

щйматлар цабул к;илса, (7.2) тенглама у = у(х) хусусин 
ечимга эга булади.

Агар олинган атрофда бу функциянинг аргументларгц 
нисбатан хусусий ^осилалари узлуксиз булса, ечим ягопп 
булади (Коши масаласи). (7.4) тенгликлар бошлангич шарт 
лар дейилади.

Ихтиёрий (7.2) дифференциал тенглама Коши теоро 
масини кдноатлантирувчи сохдца чексиз куп ечимга эта 

булади. Бу ечимлар тупламини таърифлаш учун у мумии 
ечим тушунчасини киритамиз. (7.1) ёки (7.2) диффереп 
циал тенгламанинг у мумий ечими (умумий интеграли) дсп 

у = ф(х,С,,С2,...,Ся) ёки к.иск.ача у = ©(*,£_) куриниш 
даги функцияга айтилади, бунда С,(/ = 1,я1 ихтиёрий 
узгармас булиб, улар куйидаги иккита шартни к,аноат 
лантириши керак:

1) С;. ихтиёрий к^ийматларида (7.1) ёки (7.2) диффе­
ренциал тенглама ечимга эга;

2) х0,у0,у0 у0("~1) ихтиёрий бошлангич к̂ ийматлар 
учун С = Сю узгармаснинг к,ийматлари

ф(^о.С’,-о) = Уо> Ф’(*<,,С,о) = Уо',-, Ч>{"~'\х0,Сю) = Уо"~1)

бошлангич шартни кдиоатлаитиради.
С.0 ларга маълум к,ийматлар бериб \осил кдлинадигаи 

^ар бир ечим (7.2) тенгламанинг хусусий ечими дейилади.
Дифференциал тенгламанинг умумий ечимидан бошкд, 

ихтиёрий узгармаснинг х,еч к,андай к,ийматида х,осил 
булмайдиган ечими (интеграл) мавжуд булиши мумкин. 
Бундай ечим (интеграл) махсус ечим дейилади. Махсус 
ечимнинг ихтиёрий нук,тасида Коши теоремасининг би-

рор шарти бузилади. Масалан, у ” - 3̂ ( у 1)2 дифферен­
циал тенгламанинг умумий ечими

у = х + ~(х + СХУ + С2

дан иборат, бунда Ср С2 — ихтиёрий узгармас. у = х + С 
(бунда С — ихтиёрий узгармас) функция хдм берилган тенг- 
ламани ечими. Лекин бу ечим умумий ечимдаги С, ва С2 
узгармасларнинг бирор к,ийматларида ^осил булмайди. Бун-
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|jm пинкари У — 1 да ечимнинг ихтиёрий нук,тасида ечим-
..... ягоналиги хакдцаги Коши теоремасининг шарти бузи-
1м hi «• к и берилган тенгламанинг унгкдомида У хусусий хрсила
■ I да узлукли. Шунингучуну = х  + С махсус ечим булади. 

Лпи1<;мас интеграллар назариясида курилган барча
имимраллар энг содда у' — J[x) дифференциал тенглама- 
....и умумий ечими эканлигини таъкидлаб утамиз:

У = J f(x)dx = Fix) + С ,

Пупда F(x) — f(x ) функциянинг бошланрич функцияси, 
наш F (х) = f ( x ) ; С — ихтиёрий узгармас сон.

Умумий х,олда биринчи тартибли дифференциал тенг-
■ !ма к^йидаги куринишда ёзилади:

F(x,y,y') = 0 (7.5)

( IUI

У' = f(x , У) . (7.6)

(7.5) ёки (7.6) тенгламалар учун куйидаги теоремани 
нсОогсиз келтирамиз.

?. - т е о р е м а (Коши). Агар f(x,y) функция M /x^yJ пук,- 
mil на унинг атрофида узлуксиз булса, у %олда (7.6) тенгла-
и,1 \>(xj =у0 бошлантч шартни к,аноатлантирувчи у = <р(х)

I 'шм,'а эга булади. Агар берилган функциянинг хусусий 
ун чласи бу нуцтада узлуксиз булса, у х,олда у = <р(х) ечим 

■i.'Hiiii ечим булади.
Ьиринчи тартибли дифференциал тенгламани куйи- 

инича кулай куринишда \ам ёзилади:

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = О. (7.7)

(7.7) — дифференциал тенгламанинг дифференциалли 

IЛ'рииишдаги тенгламаси дейилади.
(7.5) ёки (7.6) дифференциал тенглама учун тенглама

■ чимининг мавжудлик ва ягоналиги х1ак1идаги Коши тео- 
ргмасини исботсиз келтирамиз.

Агар (7.6) тенгламанинг унг томони ва унинг f y(x,y) хусу-
■ ин \осиласи х ва у узгарувчиларнинг бирор узгариш со^асида 
Iишцланган ва узлуксиз булса, бу сощнинг (х№ у()  ички нук,та- 
. и цандай булмасин, берилган тенглама у (х()  =у0, бошлантч 
ширтни цаноатлантирувчи ягона у =  <р(х) ечимга эга булади.
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Бу, геометрик нук^аи назаридан, оданинг^ар бир (х0; rni 
ички нук,таси оркдли ягона интеграл эгри чизик, утиши 
ни билдиради.

у' = f(x,y) тенгламанинг у(х0) = у0 бошлангач шарт 
ни кдноатлантирувчи ечимини топиш масаласи Коши ми 
саласи дейилади.

Хосиланинг геометрик маъносига кура:

’ = f(x , у) = tga = к ,

бу ерда а — уринманинг Ох укда о р и ш  бурчаги. Бу эеа 
интеграл эгри чизикда унинг х,ар бир нуктасида утказил 
ган уринманинг бурчак коэффициента (7.6) дифферсп 
циал тенглама унг томонининг бу нук;тадаги к.ийматига 
тенг эканини билдиради.

Текисликнинг ^ар бир нук,тасига Ох укда ofhlu  бурча 
гининг тангенси (7.6) дифференциал тенглама унг томо 
нининг шу нукдадаги к,ийматига тенг буладиган кддиб 
кесма куйилган к;исми бу дифференциал тенгламаниш 
йуналишлар майдони деб аталади.

Текисликнинг майдон кесмалари бир хил йуналишга 
эга буладиган барча нукталар туплами дифференциал тенг­
ламанинг изоклинаси дейилади.

Ушбу

f(x ,y ) - к (7.8)

муносабат (7.6) дифференциал тенгламанинг изоклина- 
лар оиласининг тенгламаси деб олинади. (7.8) изоклина- 
лар оиласи ёрдамида интеграл эгри чизикдар оиласини 
такрибий ясаш мумкин.

3 - м и с о л .  /  = -Щ- дифференциал тенгламаниш1

интеграл эгри чизикдарини изоклиналар усули билан так,- 
рибий ясанг.

Е ч и ш .  - — = к (к = const) деб берилган тенглама­

нинг У = ~ j x изоклиналар оиласи тенгламасини топа- 
миз. Улар координаталар бошидан утувчи тугри чизик- 
лардан иборат булиб, йуналишлар майдони эса 
у ’ = к = tga тенглик билан аникданади. к га \ар хил к,ий- 
матлар бериб, уларга мос изоклиналарини топамиз ва ин­
теграл эгри чизикда утказилган уринманинг Ох укда o f h u i
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рмлги а буйича йуналишлар майдонини аникдаймиз. Улар- 
1 \уйидаги жадвал куринишида ёзиб оламиз:

к 0 ±7з ±1 ±2 ±3 ± 00

<( 0 ±30° ±45° = ±60° = ±64° = ±72° ±90°

4 * у=0
|_ X

У = ±М У = ± уХ у = ± ^ х у=±х у = ±\х у=0

Ну жадвалда берилганларга кура майдон йуналишларини 
щ |цмиз (68-чизма) ва интеграл эгри чизикдарни такрибий 
ш тмиз. а бурчакнинг мусбат ёки манфий к,ийматига к,араб 
11\ Увидан соат стрелкасига к>арама-кдрши ёки соат стрелка- 
I н иупалишида интеграл чизикдар чизилади.
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2-§. Узгарувчилари ажраладиган ва бир жинсли 
дифференциал тенгламалар

Ушбу

Р(х)е/х + ()(у)с1у = 0 (7.9)

тенглама узгарувчилари ажралган дифференциал тенгламл 
дейилади. Унинг умумий интеграли

\Р{х)(1х + \()(у)с1у = С (7.10)

каби аникданади, бунда С — ихтиёрий узгармас.
Ушбу

M](x)N^(y)dx + М2(х)М2(у)ёу = 0 (7.11)

ёки

У' = ~  = М Х) Ш  (7.12)

тенгламалар узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламалар дейилади.

(7.11), (7.12) тенгламаларда узгарувчилари и ажратиш 
в;уйидагича бажарилади. Фараз к,илайлик, N l(y) * О, 
М2(х) ^ 0 булсин. (7.11) тенгламанинг иккала кисмини 
М1(у)М2(х) га буламиз, (7.12) тенгламанинг иккала к,ис- 

мини dx га купайтирамиз ва / 2(у) га буламиз. Натижада 
куйидаги куринишдаги узгарувчилари ажралган тенгла- 
маларга эга буламиз:

Их -| Мг(У) г/г, _ () f(r)dx - -О
Щ Г ) с1х + 1 Ш  у ~ ’ м  } № ~

Булар (7.10) формула ёрдамида интегралланади:

1-мисол .  (ху + у ^х  + (ху + х)а'у = 0 дифференциал 
тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  х * 0, у * 0  деб фараз кдлиб, берилган тенг­
ламанинг иккала кисмини ху га буламиз. Натижада узга­
рувчилари ажралган куйидаги тенгламага эга буламиз:

(1 + 1 )л + (1  + 1 ) ф  = 0.
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(7.10) формулага кура унинг интегралини топамиз: 

j ( 1+ I)dx  + j( l+ I)r fy  = ln \С\,

X + In |х| + у + In |у| = In |С|,

In \ху\ + In ех+у = In |С|, хуех+у = С.

Охирги тенглик берилган дифференциал тенгламанинг 
мумий интегралидир. Уни топишда х ф  0, у ф  0 деб кабул

• ннган эдик. Аммо х = 0 ва у = 0 х,ам берилган тенглама- 
пинг ечими булишини осонгина текшириш мумкин. Ик- 
I пмчи томондан, уларни умумий интегралда С = 0 деб 
ншиш \ам мумкин. Демак, х = 0, у = 0 берилган тенгла- 
мпиинг хусусий ечими.

2-мисол .  (l + е2х)у2у' = ех дифференциал тенгла- 

1.111инг у(0) = 1 бошлагнич шартни к;аноатлантирувчи ху- 
| угий ечимини топинг.

1;, ч и ш . Берилган тенгламани дифференциалли шакл-

i.i сзиб оламиз ((7.7) формулага кдранг):

(l + e2xyy2dy - exdx = 0.

Узгарувчиларни ажратамиз:

y2dy - j ^ dx = 0-

Бу тенгламани интеграллаб берилган тенгламанинг 
умумий ечимини топамиз:

¡y2dy ~ l r ^ dx = jJ l+eix i

Ики

■у- arctge* = j ,  у = i jc  + 3arctg<?x.

Бошлангич шартдан фойдаланиб ихтиёрий узгармас 
Г пинг к,ийматини аникдаймиз:

1 = ijC + J  к = *С  = 1-1к.

Демак, берилган тенгламанинг хусусий ечими куйи- 
млгича куринишда булади:
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I

Агар У(/х,/у) = /"/(^) У) (п ~~ узгармас сон) тенглик их« 

тиёрий /£/? учун уринли (Д/х, /у) функция аник,лангаи) 
булса, /(х, у) функция х ва у аргументларга нисбат'ан п 
улчовли бир жинсли функция дейилади.

Масалан, /(х, у) — 2х2 — ху3 + у1 функция турт улчовли 
(п = 4) бир жинсли функция булади, чунки

Агар п = 0 булса, бундай функция ноль улчовли бир 
жинсли функция дейилади. Масалан,

(бунда / ^0 ) булгани учун берилган функция ноль улчов­
ли бир жинсли функция булади.

Агар Дх, у) функция узининг аргументларига нисба- 
тан ноль улчовли бир жинсли функция, яъни

Д/х, (у) = 2 • (/X)4 - (/х)3(/у) + (/у)4 = 

= /4 (2х4 - х3у + у4) = /4/(х , у).

/(/X, ty) = 4^/(/х)2 - 2^/(/х)(/у) -

2
булгани учун « = -- улчовли бир жинсли функция булади.

функция учун

_  ?(х+у) 
/(х-у)

/(/х, /у) = /°/(х, у) = /(х , у) 

булса, у \олда куйидаги нормал куринишдаги

(7.13)
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ифференциал тенглама х ва у узгарувчиларга Нисбатан бир 
начисли тенглама дейилади.

Лгар бир жинсли Р(х, у), С>(х, у) функциялар бир хил п 

. /|1|0ВЛИ, яъни

Р(1х, (у) = /2Р(х, у ) , 0(рс, ¡у) = /2£>(х, у) 

пупса, у \олда тулик, дифференциалли 

Р(х, у)с!х + £)(х, у)ёу = О 

мчм'лама бир жинсли булади. Хаки^атан, уни куйидаги 
нпрмал куринишда ёзиб оламиз:

■ _ _ Р(Х,У)  _  , ,  V

У 0(х,у) ’ У )’

Пуидан

Г(Рс м  _  Р(1Х,<У) _  12Р(х,у) _  , ,  ч

пулгани сабабли Дх, у) функция ноль улчовли бир жинс- 

||ц (функция булади.
Пормал куринишдаги (7.13) бир жинсли дифферен­

циал тенгламани \ар доим у' = / ( х ,у) = /(¿х ,/» куриниш- 
дм сзиш мумкин ва 1 = — алмаштириш ёрдамида

ни ^осил ^илинади. Демак, (7.13)

изкгламани у = хи\и = ^ ,  у' = и + хм'| алмаштириш ёрда- 

мида х ва янги и(х) функцияларга нисбатан узгарувчила- 
ри ажраладиган тенгламага келтирилади:

, / х с!и , Ч йи ¿X
и + хи = ф(И), X — = ф(и) - и, =

3 - м и с о л . 2х2у ' = х2 + у2 дифференциал тенглама- 
и и иг умумий ва у(1) = 0 бошланрич шартни к^аноатлан- 
шрувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .' 2х2 ва х2 + у2 функциялар икки улчовли бир 
I инсЛи булгани учун берилган тенглама бир жинсли була- 
ич. у = хи, у = хи' + и алмаштиришни бажарамиз:

2х2(и + хи') = х2 + (хи)2, 2х2(и + хи') = х2(1 + и1).

х*0 деб тенгламанинг иккала к,исмини х2 га буламиз. 
( упгра узгарувчиларни ажратамиз:

333



= , Г ^  = 11п|х| + 1пС,
(и-1) 2х J (и-1)2 -1 2х 3 (и-1)2 2 ' 1

~~ц = у 1п |х| + 1п С , 1 = (1 - и )1 п (с ^ ) . 

Охирги ифодадаги и нингурнига - к,ийматини куями

2и + 2х = 1 + и2, 2хёи = (1 - 2и + и2 )с!х .

1 Н У « ( с Ц >  X = (х - у) 1п ( с Д )  •

Уни у га нисбатан ечиб, берилган дифференциал теш 
ламанинг умумий ечимини топамиз:

X
у = х~-

\nCj\x\

у(1) = 0 бошлангич шартдан фойдаланиб, узгармас С 
нинг к,ийматини аникдаймиз:

0 = 1 - ^ ,  1п С = I, С = е.
1пС

Демак, берилган тенгламанинг хусусий ечими куйи 
даги куринишда булади:

X
V = X - ---- 7—  .

1+1п̂ /|х|

Маищлар

338. у(х,С) функция (бунда С — ихтиёрий узгармас 
сон) берилган дифференциал тенгламанинг ечими (ин- 
теграли) буладими:

1 \
а) у = х 1 + Се2 , х у '+(1 - 2 х)у = х ;

б) у = Сех - е~х, ху "+ 2у '- ху = 0 ;

в) х2 + у4 = Су2, хус1у = (х2 - у4)с!у

г) у = Сх + ху'-у + ^  = о;

д )  у  =  1 Ш г 2 ( 1 + х 2у ' )  =  у ~ х у ' ;

У_

е) ех = Су, хуу'- у2 = х2у' ?
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139. Куйида берилган хдр бир дифференциал тенглама 
»'г, и изоклина усули ёрдамида йуналишлар майдонини ясанг 
н,1 интеграл эгри чизикдарни такрибий чизинг:

V2и) у' = х + у; б) 2ху' = ^~ ;  в) ху = 1 - у .

340. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг уму- 

миЙ ечимини топинг:

п) (1 + ех)у' = уех ;

б) ху' = у2 + 1;

'0 3 /  = £  + 9 £  + 9;

г) ху' = у + ^х 2 + у2 ;

д) ус!х + ху - л /х) с/у =  0 ;

и) 4(х2у + у)йу + ^p + у2dx = 0 .

341. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг берил- 
чн бошлангич шартни к,аноатлантирувчи хусусий ечи- 
IIIни топинг:

¡0 (х + ху^у + (у - ху)йх = 0, у(1) = 1;

Г)) ху' = х вт - + у, у(2) = 71;

и) ydx + (^[ху - х) с/у = 0, у(1) = 1;

г) ху' = у(\ + 1п у - 1п х), Я1) = е2 .

3-§. Биринчи тартибли чизшуш 
дифференциал тенгламалар.

Бернулли тенгламаси

11омаълум у функция ва унинг у'^осиласига нисбатан

у'+Р(х)у = 0{х) (7.14)

г Урипишдаги тенглама (шунингдек, алгебраик алмашти- 
ришлар ёрдамида (7.14) куринишга келтириладиган тенг-
1,1 ма) биринчи тартибли чизицли бир жинслимас диффе­

ренциал тенглама дейилади. Р(х) ф 0 ва 2(х) Ф 0 функ-
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циялар бирор со\ада узлуксиз булиши керак. Масалан, |«;М 
кесмада Коши теоремасининг шарти бажарилсин. (7.1 1| 
тенгламанинг умумий ечимини х,ар доим куйидаги куря 
нишда ёзиш мумкин:

бунда С — ихтиёрий узгармас. Шундай ^илиб, (7.14) теш 
ламанинг умумий ечими маълум булган Р(х), Q(x) фуик 
цияларнинг интеграллари орк.али ифодаланади.

Агар (7.14) тенгламада Q(x) = 0 ёки Р(х) = 0 булсл, 
у \олда узгарувчиларга нисбатан ажраладиган диффе 
ренциал тенглама х,осил киламиз ва унинг умумий ечи 
мини мое равишда (7.14) тенгламада Q(x) = 0 ёки 

Р(х) = 0 деб аникдаймиз. Q(x) = 0 булган хдлда (7.14) 
тенглама чизикди бир жинсли дифференциал тенгла! 
мага айланади.

1 - м и с о л . (х2 - х)у '+ у = х2 (2х -1) тенгламанинг уму­
мий ечимини ва у(-2) = 2 бошлангич шартни кдноатланти 
рувчи хусусий ечимини топинг.

Ечиш  . Берилгантенгламанингиккалак,исминих1 — х£() 

га булиб, уни (7.14) куринишдаги тенгламага келтирамиз:

(7.15) формулага асосан берилган тенгламанинг уму­
мий ечими куйидаги куринишда булади:

у = еrinxyix (¡Q(x)eIP(x)dxdx + C), (7, h)

Бунда р(х) =

г (1х (  г clx ^

у = е f --<7д' !V J x{x' l)dx + С .
J Х~\

\ /
Бу ечимдаги интегралларни топамиз:



•' x-l 1 x-l

= ±| (2x - 1) dx = ±(x2 - x),

"\ мда ( + ) ва (—) ишоралар

X - l

X
dx

x-l - ± x 1 тенгликдан хрсил
X

Цулади. Топилган (а) ва (б) интегралларни умумий ечим- 

щ к^ямиз:

| А*—11

у = е 1 л' ' (±(х- х) + С)' =
Х~\

(±(х - х) + С)

= ± ■ ■ (±х(х - 1) + С) = х2 + —'лт .
х-1 х-1

Ундан у(— 2) = 2 шартни каноатлантирувчи хусусий

• чимини ажратиб оламиз:

2 = 4 - ^ Т >  С = ~3’ У = х2- ^ Г’

Лйрим хрлларда дифференциал тенгламалар х га нис- 
илтлп чизикди булиб, уларнинг умумий куриниши куйи- 

щгича булади:

+P(y)x = Q(y). (7-16)

(7.16) нинг умумий ечими куйидаги формула ёрдами- 
Ш1 аиикданади:

х  = е~\ПуУу ( jQ ( y ) e[P(y)dydy + C ) .  (7-17)

2 - м и с о л . (2х - у2)у = 2у дифференциал тенглама- 
нипг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш . Берилган тенглама х(у) функцияга нисбатан 
чшикди булгани учун, уни куйидаги куринишда ёзиб ола­

миз:

1 = 

tri>i i и (7.16) к^финишдаги тенгламага эга булдик. (7.17) фор- 
мулага асосан берилган тенгламанинг умумий ечими куйи- 
-1,11 и куринишда булади:
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¡У 
х = е у

- \ —

- ¡(е  у с/у + С = рН.-'|/_|£е-тМ с1у+С

= М + С =-|1 с1у + С = С-\у2.
 ̂ ■ И ,

(7.14) чизик.ли дифференциал тенгламани Бернулли 
усули билан хам интеграллаш мумкин. Унинг учун икки 
та: и(х) ва у(х) номаълум функциялар булган у = и(х) • у(х) 
алмаштиришни (Бернулли алмаштиришини) куллаймиз, 
У холда У = и'у + иУ (7.14) тенгламадаги у ва у\ ларнп 
урнига куйиб куйидаги

«V + и\> + Р(х)иу = 0(х) 

тенгламани хосил к,иламиз. Бундан

(V + Р(х) ■ у)м + му = 0(х). (7.18)

Номаълум функцияларнинг бирини ихтиёрий танлаб 
олиш мумкин булгани учун, масалан, у ни шундай ола- 
мизки, у (7.18) тенгламадаги и нинг олдидаги коэффици­
ентами нолга айлантирувчи тенгламанинг у = у(х) хусу- 
сий ечими булсин. Бундан кейин (7.18) тенглама «V = (2(х) 
куринишга келади. Бу тенгламанинг умумий ечими 
и =и(х,С) булсин, у х,олда у = м(х,С) ■ у(х) (7.14) тенгла­
манинг умумий ечими булади. Шундай кдлиб, (7.14) тенг­
ламани интеграллаш иккита узгарувчилари ажраладиган 
тенгламани интеграллашга келтирилади.

3-мисол .  у'+ у1%х = тенгламани Бернулли усу­

ли билан интегралланг ва унинг у(л) = 1 бошлангич шартни

каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
Е ч и ш . у = му, У = и'V + му’ Бернулли алмаштириш­

ни бажариб, куйидагига эга буламиз:

м’у + му’ + иуА&с = , (V + *  gx)u + м у = .

V + М^х = 0 тенгламанинг хусусий ечимини топамиз: 

<1у + у1%хс1х = 0, — + \gxdx = 0 ,

+1 \-gxdx = 0, 1п |у| — 1п ¡сое х\ = 1п С, .
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= 1 деб тенгламанинг v = cosx хусусий ечимни ола- 

ми i, Сунгра uv = (бунда v=  cosx) тенгламанинг уму- 

мцй ечимини излаймиз:

и = —~2~ , и - Í + С = tgx + С.
COS X J cos2x

Ьерилган тенгламанинг умумий ечими: 

у = UV =  (tgx + С) COSX.

Ундан >’(л:) = 1 бошлангич шартни к,аноатланти рувчи 
хусусий ечимни ажратиб оламиз: 1 = (0 + С) ■ ( — 1), бун-
■ ми С — 1. Бу к,ийматни умумий ечимга куйиб, берил- 
I ni i тенгламанинг хусусий ечимини топамиз:

у = (tgx — l)cosx = sinx — cosx.

Ушбу

У + Р(х)у = Q(x)y (7.19)

иифференциал тенглама (бунда п = const е  R, п *  0, п ^  1), 
шупингдек, бирор алгебраик алмаштиришлар ёрдамида 
(7.19) куринишга келтириладиган исталган тенглама Бер­
нулли тенгламаси дейилади.

z(x) янги функцияни z — У '1 формула ёрдамида ал- 
мшптирилса, у х1олда Бернулли тенгламаси шу функцияга 
мисбатан чизикди тенгламага келтирилади:

Z + (1- n)P(x)z — (1 - Л)0(х). (7.20)

|()|<,оридаги усуллардан фойдаланиб, (7.20^ тенгламанинг

, : z(x,c) ечимини топамиз. Сунгра у = z'~" топилади.
Бернулли тенгламасининг ечимини у = и(х) ■ v(x) Бер- 

иулли алмаштириши ёрдамида хдм топиш мумкин. Буни 
мисолда курсатамиз.

4 - м и с о л . Ушбу у '+ 2еху = 2ex^Jy Бернулли тенгла­
масининг умумий ечимини топинг.

Ечиш. Берилган тенгламада « = j  булгани учун

у'~" = \[у алмаштиришни бажарамиз. (7.20) тенгламага 
кура z'+exz = ex тенгламани \осил кдламиз, унинг уму- 
мий ечими (7.15) формулага асосан куйидаги куринишда 

Охлади:
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z = e4eXdx (j ex • e^Xdxclx+ c) = e *  (j e'Yx dx+ c) =

. = e *  (j eeXdxex + c) = e ?  + c) = 1 + O r*.. • ‘ 1

Берилган тенгламанинг умумий ечими: 

y = Z2 = (l + Ce-'*)2.

5 - м и с о л . Ушбу ху' + у = хуЧпх дифференциал тем г 
ламанинг умумий ечимини топинг.

Е чи ш .  Тенгламанинг иккала кием и пи х^О га була 
миз. Натижада п = 2 булган Бернулли тенгламасига эгм 
буламиз. Уни Бернулли алмаштириши (у = uv, у = m’v + hv) 
усули билан ечамиз:

x(«'v + uv) + uv = x(«v)2lnx.

xv + v = О тенгламанинг хусусий ечими v = х -1 осон 
гина тоиилади. Энди xvw' = xwVlnx тенгламанинг уму­
мий ечимини топиш керак.

v = х -1 кийматни урнига куйиб, и' = и2 •—  тенглама- 
ни х;осил киламиз.

Охирги тенгламадаги узгарувчиларни ажратамиз ва уни 
интеграллаймиз:

^  = l n x * ,  f f ^=  f l nx— .
iT X J и1 J X ’

_  1 _  I n V  С Щ u _ _  2 

и 2 2 C+ln2 x

Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими:

2
у  =  UV =  —------ ~-- .

х(С+1п х)

Машцлар

342. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг турини 
аникдонг ва уларни ечиш йулларини курсатинг:

а) ху'+ 2фсу = у ; б) у ' cos х = ^ ;
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г) (i[ + e2x)y2dy-exdx = 0 ;

e) xy '+ y - y2 .= O ;

ж) 2x eos2 ydx + (2y - x2 sin 2y)dy - 0 ;

:i) y2 + x2y ' = xyy ' •

343. Ушбу дифференциал тенгламаларнинг умумий 
тмини топинг:

а) у '+ — = 1 + 21пх ;
*

б) у'+4ху = 2Х'х2у;

в) (2у - x2 sin 2у)у '+ 2х cos2 у - 0 ;

г) (х2 - ху)у '+у2 = 0 ;

е) xdy = (е х - y)dx ■

344. Ушбу дифференциал тенгламаларнинг берилган 
ишилангич шартни к,аноатлантирувчи хусусий ечимини 
пишпг.

у_  _  _ У _ . 

:-3 х-3 ’

а) 2xydx + (у - x2)dy = 0, у(-2) = 4 ;

б) у' = 2у-х  + ех, у(0) = -1 ;

I!) у'+Зу =  е2ху2, у ( 0 )  =  1 ;

г) y , + y t g x = ^ L ’ у ( л ) = 5 ;

д) y2dx = х + уе у dy, у(0) = -3 ;

с) У '- Ь  = егху2, j/(0) = 2.
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4-§. Тулщ дифференциалли тенглама

Агар D сохдда Р(х,у), Q(x,y) функциялар аникданган иц

dP(x,y) _  dQ(x,y)

dy ~ dT ~  (Л2|)

тенгсизлик бажарилса,

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 (7.22)

тенглама ечими мавжуд булади. (7.22) куринишдаги тенг 
лама тулик, дифференциалли тенглама дейилади.

(7.22) тенгламанинг умумий интеграли куйидаги фор 
мулаларнинг бири билан аникданади:

* у
J Р(х ,Уа) dx + J Q(x, у) dy = С, (7 23)

хо У0

х у

{ Р(Х, у) dx+ f Q(X0, у) dy = С, (7 24)
х0 У0

бунда M0(x(),y0)eD.

М и с о л . (х2 + у - 4)dx+ (х+ у  + e>')dy = О тенглама­
нинг умумии интегралини топинг.

Е ч и ш .  Р  = х2 + у - 4, Q =  х + у + е? деб белгилаб 
оламиз

^  = 1 - 1 
dy ’ dx

булгани учун (7.21) шарт бажарилади ва берилган тенгла­
ма тулик, дифференциалли тенглама булади. Унинг уму­
мии интегралини (7.23) ёки (7.24) формуладаги х„ = О 
у0 - U деб топиш мумкин.

П( Т£\Н1аб олинган х0’ Уо нинг бУ кийматларида Р(х,у) 
(Ах,у) функциялар ва унинг хусусий ^осилалари аник- 
ланган, яъни Л/О(0,0)е0. (7.23) формулага асосан куйида­
ги га эга буламиз:

А" у

/ (х2 + О - 4) dx + \ (X + у + еу) dy = С,
О л

X 2
у  - 4х + ху + Z . + еу - 1 = с.
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(7.24) формулага асосан:

j  (Х2 + у _ 4) dx + j (0 + у + еу) dy = С,
о о

~  + ху - 4х + ~  + еу - 1 = С,

и,пи аникланган умумий интеграл билан бир хил нати- 

щга эга булдик.

345. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг уму­

мий интегралини топинг:

а) (еу + у + sin y)dx + (еу + х + х cos y)dy - 0 ;

I') (Зх2у + sin x)dx + (х3 - cos y)dy - 0 .

346. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг хусу- 

гий ечимларини топинг:

а) e ydx + (2у - xe~y)dy = 0, у(-3) = 0;

и) X + уех + (у + ех)у ' = 0, у(0) = 4 ;

г) (2х + у + 3x2siny)dx + (х + x3cosy + 2y)dy = 0, у(0) - 2.

347 Д10 )  нуктадан утувчи шундай эгри чизицнинг 
кчпламасини тузингки, унинг исталган уринмасининг 
прдинаталар увидан ажратган кесмаси уриниш нук,таси- 

иnur абсциссасига тенг булсин.
348. А(2;1) нуктадан утувчи шундай эгри чизикринг тен-

I цлмасини тузингки, унинг хдр кандай ну^тасига утказил- 
ып уринманинг бурчак коэффициента уриниш нук,таси- 
нипг радиус-вектори бурчак коэффициентининг квадрати

Машцлар

iaтенгбулсин.
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349. Радийнинг емирилиш тезлиги унинг мавжуд мш 
дорига пропорционалдир. Агар 1600 йилдан сунг бошлам 
гич микдорнинг ярмиси крлиши маълум булса, неча йии 
дан сунг 1 кг радийдан 650 г кдпишини ^исобланг.

350. Тандирдан олинган нон 20 мин. ичида 100° дан 
60° гача совиди. Атрофдаги хдвонинг температураси .’V 
га тенг. Ноннинг совиш тезлигини нон температураси ми 
унинг атрофидаги \авонинг температураси айирмаспги 
пропорционал деб \исоблаб, нон кднча ва^т ичида 30 
гача совишини аник^анг.

5-§.Тартибини пасайтириш мумкин булган говори 
тартибли дифференциал тенгламалар

Тартибини пасайтириш мумкин булган юкрри тартибли 
дифференциал тенгламаларнинг баъзи турларини кур и Г) 
чикдмиз.

I. / п)= Д х )  (7.25)

куринишдаги тенгламанинг умумий ечими п марта ип 
теграллаш усули билан топилади. Унинг иккала к,исмици 
йх га купайтириб интегралласак, («— 1)-тартибли тенгла 
мага эга буламиз:

у(п_1) = |у("}с1х = |/(х) с1х = ср,(х) + С,.

Бу ишни такрорласак (я-2)-тартибли тенгламага эга 
буламиз:

у(п-2) = | у(„-\)ах = | (ф| (х) + С[)с1х =

= | Ф, (х) с1х +1 С{с1х = ф 2 (х) + С,х + С2.

п марта интеграллаб (7.25) тенгламанинг умумий ечи- 
мини х,осил к,иламиз:

у = ф„(х) + С{хп~' + С2х"~2 + ... + С„_,х + С„, (7.26) 

бунда С,0 = 1 ,п) — ихтиёрий узгармас сонлар булиб, улар

С,, С2,..., С„ ихтиёрий узгармас сонлар билан аник,ланади.

1-мисол .  Ушбу у,У = дифференциал тенг-

ламанинг умумий ечимини топинг.
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Е ч и ш . Берштган тенгламанинг иккала к^исмини йх га

I упайтириб, учинчи тартибли тенгламага эга буламиз:

у ш = Г у 'Ч х  =Г + С,.
7 -1 7 •' (х-3) (х-3) 1

Бу тенгликни яна уч марта интегралласак, берилган 

юпгламанинг умумий ечимига эга буламиз:

у " - ¡у '"^х  = Л + \(1х = + С,х + С2

/  = \уЧх = \\ ^ - ^ Г + С1Х + С2 |<& =

3(л.*.3)?.' + у + С2х + С3,

_У = \у'с1х = |( - ^¿зуг + \с1х2 +С2х + С3 ]йЬс = 

+ 4  С ,х 3 + 4  С-.Х2 + С ,х  + С ,
З(х-З) 6 1

+ С]Х3 + + С3х + С4,
З(х-З)

бунда С, = | с ,  С2 = у С 2, С3 = С3, С4 = С.

II. я-тартибли дифференциал тенгламада изланаётган 

И функция ва унинг к( 1 < к < п) тартибгача хрсиласи иш- 

тирок этмасин, яъни

Р ( х , / к\у(к+'),.. . ,у (п)) = 0. (7.27)

z(x) номаълум функцияни г — / к) формула буйича ки- 

ритамиз ва У*+ 0 = г', у{к + 0 =  г" ,.-- ,/" 1 =  & ~к) ларни эъти- 
Порга олиб, 1 (х) функцияга нисбатан (я-/с)-тартибли

= 0 (7.28)

дифференциал тенгламага эга буламиз, яъни (7.27) тенгла­

манинг тартиби к га пасайтирилади. Агар (7.28) тенглама- 

иинг умумий ечимини I  = (р(х,Сх,С2,...,С„_к) куринишда 

лпикдаш мумкин булса, куйидаги дифференциал тенглама­

га эга буламиз:
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Бу (7.25) куринишдаги тенгламадан иборат булиб, 

унинг ечими к марта интеграллаш ёрдамида топил ади. 

Хусусий холда, агар п — 2, к =  1 булса, (7.28) тенглами 

биринчи тартибли тенглама булади.

2 - м и с о л .  Ушбу ху” = у' \п~ дифференциал те! I г

ламанинг у(1) = е, у'( 1) =  е2 бошлангич шартни кдноат 

лантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш . Берилган тенгламада у кдтнашмагани ва п — 2, 

к = 1 булгани учун у II тур куринишдаги тенгламадир, 

г = у' деб бу тенгламанинг тартибини биттага пасайтира 

миз. У  х,олда г' = у" ва берилган тенглама изланаётган 

функцияга нисбатан биринчи тартибли бир жинсли диф­

ференциал тенглама куринишига келади:

Уни ечиш учун I  — х-и(х), £  = и + хи алмаштиришни 

бажарсак, тенглама куриниши куйидагича булади:

и + хи =  и\пи.

Бу тенгламада узгарувчиларни ажратамиз ва интеграл- 

лаймиз:

I  =  У булгани учун, охирги тенглама биринчи тартиб­

ли дифференциал тенглама булади ва у бир марта интег­

раллаш ёрдамида ечилади:

Берилган тенгламанинг умумий ечимини топдик. у( 1) = 

У'(У) ~ е2 бошлангич шартлардан фойдаланиб С, ва С2 
ихтиёрий узгармасларнинг кийматини аникдаймиз:

[пи — 1 = С,х, и = е1+С1Х, ъ = хе'+Сух.

г = у ' = хеис,х, у = \ хе'+С[Хс!х = хс!(е'+с'х)
с.

= ±- (хе1+С|Х - } е'+с>хйх) = е|+с,х + С2.
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Цундан С, =  1, С2 = е.

Демак, берилган тенгламанинг хусусий ечими 

у =  (х~ 1) е' +х + е булади.

3 - м и с о л . Ушбу у1"  ■ ctgx + у " = 2 тенгламанинг уму- 

МИЙ ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама учун п =  Ъ, к — 2, демак, 

ьерилган тенглама II тур куринишдаги тенгламадир. z = УЛ 

ннги функция киритамиз ва берилган тенгламадан 

t'ctgx + z =  2 чизикди тенгламани х^осил киламиз. Уни 

цуйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Унинг умумий ечимини (7.15) формулага асосан то- 

иамиз:

Z = у" булгани учун I тур дифференциал тенглама кури- 

пишга эга буламиз. Уни куйидагича ёзамиз:

у " = 2 + С, cosх, у ' = {(2 + С, cos х ) dx = 2х + С, sin х + С2,

у = | (2х + С, sin х + С2) dx = х2 - С, cosх + С2х + С3 .

Демак, умумий ечим у = х2 - С, cos х + С2х + С3 булади.

I II . Эркли узгарувчи х ошкор кдгнашмайдиган куйида- 

ги я-тартибли дифференциал тенгламани курамиз:

г '+ Ztgx = 2 tgx .

z = e ^ l,x (J 2 tgx • e'lixdxdx + C,) = 

_ gin|cosjc| tgx • e_ln|cosxli/x + С,) =

= COS X
S in X  » , /n

— л— dx + C, cos x =
COS X

= 2 cos x • ——  + C, cos x = 2 + C, cos x .
COS*

F(y,y',y",--.,yin)) = 0 • (7.29)
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Бу \олда Р(у) - :у (бунда у ниш  аргументи деб карали 

„л) янги функция киритиш тенгламанинг тартибини (»пр 
бирликка пасайтиришга имкон беради. Бунинг учуй 

у',у",...,у(п) ларни аргументи у булган янги функцияниш 

Хосилалари оркали ифодалаш керак. Мураккаб функций 

ни дифференциаллаш кридасига кура:

I  '■

у 1"  =  =  —
(1х ёх

= Р  \Ш-

_  <1р _  (1Р

Ь* 
1 

 ̂
1 

а.II

ёх с!у сЬс
у

с/Р ар
+ р ^ р

4у } с1х " ёх с!хс!у

2

+ Р2
й2Р

(7.3(1)
1 + Р1^ -

ва хрказо. Бажарилган \исоблашлардан куриниб турибдн 

ки, У~к) косила тартиби к— 1 дан катта булмаган Р функ 

циянингу га нисбатан хрсилалари ор^али ифодаланади. На 

тижада (7.30) тенгламаларни эътиборга олсак, (7.29) тенгла 

ма куйидаги куринишни олади:

ф { у р < 1 1 1 1  ^ Ц р )  = о ,73П

Агар (7.31) тенглама

р  = сро> ,с,,с2,

умумий ечимга эга булса, Р  = ни эътиборга олиб (7.29) 

тенгламанинг умумий ечимини топиш охирги тенглама- 

да узгарувчиларни ажратиш ва уни ечишга келтирилади:

Агар (7.29) тенгламада п = 2 булса, (7.31) тенглама 

биринчи тартибли тенглама булади.

4 - м и с о л .  Ушбу уш - =  6(у')2у тенгламанинг 

у(2) = 0, у (2) = 1, У (2) =  0 бошлангич шартларни кдно- 

атлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш . Берилган тенглама (7.29) куринишдаги тенглама, 

бунда п = 3. (7.30) тенгликларни эътиборга олиб, янги Р(у) 

функцияни киритамиз ва Р(у) функцияни топамиз:
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2 с12Р
+ Р (

{

Р2
( с12Р

~0уг

\

-6у = О, (Р  * 0 ) ,

Ка* )

бундан = 6у ■ Бу I тур тенглама будиб, унинг ечими
(1у

Икки марта интеграллаш ёрдамида топилади:

^  = |6 уАу = 3 /  + С„ Р  = | (Зу2 + С,) с1у = у3 + С ¡у + С2,

Р = у' - у3 + Сху + С2.
. ... Г

у ’(2) = ДО) = 1, / ’(2) = Д О ) =0 бошланрич шарт- 

лардан фойдаланиб, С, =  О, С2 =  1 ларни топамиз. Энди 
у = у> + 1 тенгламани интеграллаймиз:

£ - > + 1 .  =

Энди у(2) =  0 шартдан фойдаланамиз: С3 = -2 - -Д-. 

Демак, изланаётган хусусий ечим:

Г- 1 2у~1 + 1 1- +т+ 71
х - 7з агс1ё^  + 3 1п7 7 ^ 7  + 2 + бТз •

Машцлар

351. Куйидаги тенгламаларнинг умумий ечимини то- 

пинг:

а) у1"  = х2 - вт х

в) у у " = у '2 ;

г) х2у7// = у "2;
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д) ху "~у' = Х2ех; I

е) ху”+у' = у ’2;

352. Куйидаги тенгламаларнинг берилган бошлаинг 

шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топиш:

а) У" = ^ ,  У( 1) = 3, у\ 1) = 1;
X

б) хуш - у" = х1 + 1, у(-1) = 0, у ’(-1) = 1;

в) = у{0) = 0, у'(0) = 1;

г) 2у ’2 = (у- 1 )у ", у(0) = 0, у'(0) = 1;

Д) уУ '+ 1  = о, у(1) = 1, у '(1) = 0;

е) 2у" = 3у2, у{2) = 1, у'(2) = -1.

353. Турри чизикди ^аракат килаётгал моддий нук.та 

нинг тезланиши вакдта борлик, булиб, у «(/) = 6/ — 2 фор 

мула ёрдамида ифодаланади. Агар вак,тнинг бошлантич 

момента ? = 0 да тезлик V =  1 м/сек, йул эса 51 =  0 булса, 

ну^танинг х,аракат крнунини топинг.

354. Йулнинг горизонтал кисмида V = 90 км\соат тез 

лик билан хдракатланаётган автомобилга вак,тнинг бирор 

моментида тормоз берилди. Агар х,аракатга кар шил и к 

автомобил огирлигининг 0,3 кисмига тенг булса, тормоз 

берилгандан кейин утган вак,тни ва босиб утилган йулни 

топинг.

6-§. Юк,ори тартибли чизикуш 
дифференциал тенгламалар

У мумий \ол.Ушбу

/"> + а1(х )У '"1) + а2{х)у('-2) -к.. + а„(х)у = / ( * )  (7.32)

куринишдаги (бунда а,(х) (/ = 1, п), / (х )  — бирор I) сохдца 

берилган функциялар) тенглама п-тартибли чизщли бир 

жинсли булмаган дифференциал тенглама дейилади. Агар (7.32) 

нинг унг томони О сохдда/(х)=0 булса,
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/ п)+а1(х)у(п~')+а2(х)у(п~2)+ ... + ап(х) у = 0  (7-33)

генгламага эга буламиз. (7.33) тенглама п-тартибли чи­

тали бир жинсли дифференциал тенглама дейилади.

Агар а1(х), / (х) функциялар О сохддаги (а;Ь) интервал- 

дл узлуксиз булса, (7.32), (7.33) куринишдаги исталган тенг- 

л а мал ар учун у(х0) = у0,у '(х0) = у '(1, . . . ,у <'"~1)(х0) = у0(п~'\ 

Ха е (а; Ь) бошлангич шартларни кдноатлантирувчи ягона 

очим мавжудлиги \акддаги теорема уринли булади.

(7.32) ва (7.33) тенгламаларнинг умумий ва хусусий 

ечимларини топишда ух(х),у2(х ),...,уп(х) функциялар- 

пинг чизикди бокпикдиги ва чизикди эрклилиги му^им 

рол уйнайди.

Агар х,еч булмаганда биттаси нолдан фаркди ц,, р 2 > • • • > 

сонлар мавжуд булсаки, бирор (а\Ь) интервалга тегишли 

барча х лар учун

¿ц ,й <*)»0  (7-34)
1=1

тенглик уринли булса, У\,У2,---,У„ функциялар (а\Ь) ин­

тервалда чизщли боглик дейилади.

Агар (7.34) тенглик (а\Ь) интервалга тегишли барча х 

лар учун факдт р, = 0 да бажарилса, у,(х) функциялар 

ту интервалда чизицли эркли дейилади. Ушбу

У\ У2 ■■■ Уп

Щу1,у2>--->уп) =
У\ у'2 ••• У 'п

V - ' )  *< ■ - ') (л-1)
•• Уп

детерминант Вронский детерминанти (ёки вронскиан) дейи­

лади.

Ф у н к ц и я л а р н и н г  ч изик , ли  боглик,  ва чи-

з и к, л и э р к л и  б у л и ш и  а л о м а т и .

Агар у-(х) (‘ = Ь«) функциялар системаси (яъни (а\Ь) 
интервалда (л-1)-тартибли хрсиласигача узлуксиз булган 

функциялар) (а\Ь) интервалда чизикди боглик, булса, у \олда 

(а\Ь)да Н/Ф0 булади.

Агар булса, у хрлда у,(х) функциялари чизикди 

эркли булади.
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Масалан, \,х,х2 1 функциялар учун шушим 

учун улар чизикди эркли булади.

п та чизикди эркли ух(х),у2(х),...,у„(х) ечимлар гуимн 

ми (7.33) тенгламанинг фундаментал ечимлар систем/н н 

дейилади. Бунинг ёрдамида (7.33) бир жинсли тенглама 

нинг у мумий ечими аникданади.

1- т е о р е м а .  Агар У!,У2,---,У„ функциялар (7.33) пн'пФ 

ламеиинг фундаментал ечимлари системасини ташкил эшч/, 

у %олда

у = С,у, + С2у2 + ... + С„уп = £ С,у-Хх) (7. К.I

функция (7.33) тенгламанинг умумий ечими булади (буп/ы 

С.— ихтиёрий узгармас сон).

1 - м и с о л . ех~, е"х, е2х функциялар уш — 2у" — у' + 2у - 

=  0 тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси булп 

шини курсатинг ва унинг умумий ечимини ёзинг.

Е ч и ш .  у ,= е х, у2 =е~х, у3 = е2х функцияларни на 

уларнинг хосилаларини берилган тенгламага куйиш на 

тижасида, улар тенгламанинг ечими эканлиги аникдапа 

ди.

Унинг вронскиани (7.35) куйидаги куринишда булади:

Щ е х,е~х,е2х) = е - е

-X

= е е~х ■ е2х

е е

1 1 1 

1-1 1 
1 1 4

е2*

2е2х 

4е2х

= -6е2х ф О

Демак, ех, е~х, е2х лар чизикди эркли ва берилган тенг­

ламанинг фундаментал ечимлар системасини ташкил эта- 

ди. Унинг умумий ечими (7.36) формулага асосан

у = С,ех + С2е~х + С3е2х

куринишда булади.

2 - т е о р е м а  ((7.32)тенгламаумумийечиминингкури- 

ниши х,ак,ида). (7.32) чизикди бир жинсли булмаган тенглама 

умумий ечимининг куриниши у = у + у каби булиб, бунда у
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у ига мое (7.33) бир жинсли тенгламанинг ((7.36) куриниш- 

умумий ечим, у* — (7.32) тенгламанинг бирорта хусусий 

тши.
Ьундай тенгламаларни ечишни мисолда курсатамиз.

2 - м и с о л . Бирорта хусусий ечими у — х + 1 функ- 

имидан иборат булган у'" — 2у" — у + 2у =  2х + 1 тенгла- 

11111111г умумий ечимини ёзинг.

И ч и ш .  1-мисолда бир жинсли тенгламанинг у уму- 

чий ечими аникданган эди. Шунга кура берилган тенг- 

шманинг умумий ечими

у = у + /  = С,ехС2е-х + С3е2х + х + 1

I Уринишдаги функция булади.

Лгар (7.33) тенгламанинг фундаментал ечимлар сис- 

н'маси маълум булса, у \олда (7.32) тенгламанинг хусу- 

| ий ечими /  ни ихтиёрий узгармасларни вариациялаш 

усули (Лагранж усули) билан топиш мумкин. Бу усулда 

г * куйидаги куринишда изланади:

у ' = С 1(х)у1(х) + С2(х)у2(х) + ... + С,1(х)ул(х). (7.37)

Бунда у,(х) (7.33) тенгламанинг фундаментал ечим- 

нар системасини ташкил этади, С,(х) номаълум функция- 

мар эса к,уйидаги системадан аникданади:

^1' У\ + ' У2 + ■ ■ • + с „ ’ Уп = 0,

С ,У + С 2> 2’+... + С „ > я ’ = 0,

(7.38)

с, У " - 0 + С2> 2(я-|) +... + С„' уп(п-1) = /(X).

Бу система С ,' ларга нисбатан чизикди алгебраик тенг- 

памалар системасидан иборатдир. Системанинг детерми­

нанта Вронский детрминантидан иборат булиб, у нолдан 

фаркди. Шунинг учун (7.38) система С ,' = ф,(х) ягона 

счимга эга булади. Охирги тенглик биринчи тартибли 

дифференциал тенглама булгани учун уни интеграллаб 

С, (х) = | ф , ( х ) ¿х ни топамиз.

Демак, (7.32) тенгламанинг хусусий ечими

у = У||Ф1 (х) <1х + у2\ф2(х) ¿х +... + у„1 ф„(х) с1х (7.39) 

куринишда булади.
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1-изо%. (7.39) формула ёрдамида интегралларни тоними I 

п та узгармаслар косил булади. Уларни нолга тенг деб олии| 

мумкин. 2х

3 - м и с о л .  Ушбу у '"- 2 у "- у '+ 2 у  = —х—  тенглпм.1 
нинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанинг умумий ечимм

1-мисолдан маълум:

Берилган тенгламанинг хусусий ечими у ни Лаграпл 

усули билан топамиз. (7.37) формулага асосан:

(7.38) система бу х;ол учун куйидаги куринишни олади

Унинг детерминанти ц / = -6е2х Ф 0 • Системани Кра 
мер формуласи ёрдамида ечиб, куйидагиларни топамиз:

у = С,ех + С2в~х + С3е2х .

/  = С,(х)ех + С2(х)е~х + С,(х)е2х .

С ,1 ех + С2' е~х + С3' е2х =0,

С, ’ ех - С2' е~х + 2С3' е2х =0,

С , 'е х + С 2’ е-Х + 4С ' е 2х = 4 ^ -
* е +1

1 г еЬс _  1 е ех+1-ех 

3 •’ ех + 1 3 1 ех+\
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I енгламанинг хусусий ечими: 

у =-\ех 1п(ех +1) +1 е~х ( i е2х - ех + 1п(ех + 1)) +

+1 е2х(х - \п(ех + 1)) = ±  1 +1 хе2х +

+ (1<Гх - 1 е х - | е 2х)1п(ех +1).

Верилган тенгламаниг умумий ечими: 

у = у  + /  = С,х + С2е~х + С3е2х + -1 (4хе2х + ех - 2) +

+ 1(е~х -Зех -2е2х)1п(ех + 1).
6

2-изох;. (7.33) тенгламанинг фундаментал ечимлар сис- 

юмасини топиш мумкин булмаса, (7.32) тенгламанинг 

хусусий ечими у ни ва умумий ечимини топиш мумкин 

ЭМас. (7.32) тенгламаларни ечишнинг бош^а усуллари хам 

мавжуд булмаса, фак^ат хусусий холда, яъни (7.32) тенг- 

памадаги ^амма я,(х) коэффициентлар узгармас сонлар 

Ьулгандагина фундаментал ечимлар системасини ва (7.32) 

тенгламанинг умумий ечимини топиш усули мавжудли- 

гини эслатиб утамиз.
Узгармас коэффициентли чизицли дифференциал тенг- 

пама. (7.32) ва (7.34) тенгламаларга ai(x) = Pi = const, 

Р, g R ни куямиз:

Ум + Р У п-1) + Р2У(п-2) +... + Р„-У+ Р„у = f i x ) , (7.40) 

/ " )  + р у "~о + p y - ti + ... + Pll_ly'+ Pny — 0 , (7.41)

(7.41) тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси­

ни факдт алгебраик усулдан фойдаланиб куйидагича то- 

ниш мумкин.

(7.41) тенгламага асосланиб

Г  + Р{Г-' +... + P„_iX + P„ =0  (7.42)

алгебраик тенглама тузамиз. (7.42) тенглама (7.41) тенгла­

манинг характеристик тенгламаси дейилади. У  л та илдиз- 

га эга булиб, улар ичида содца хаки кий, каррали илдизлар 

ва комплекс кушма содца илдизлар булиши мумкин.
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Агар (7.42) характеристик тенгламанинг \амма А,- илди ! 

лари содда ва х1ак,ик>ий булса, у х,олда (7.41) тенгламанинг 

фундаментал ечимлар системаси куйидагича булади:

еЛ|Х, еЛ2Х, ..., ех>'х . (7.4.1)

(7.42) характеристик тенгламанинг к та каррали Я ил 

дизи ха^ик^ий булса, у хдлда унга мое (7.41) тенглама к та 

чизикди эркли ечимга эга булиб, унинг куриниши куйп 

дагича булади:

у, = е^, у2 = хе-, yn = x k~leu . (7.44)

(7.42) характеристик тенгламанинг т  та каррали, и к 

кита а± ф  комплекс кушма илдизлар учун (7.41) тенглама 

2т та чизикди эркли ечимга эга булиб, унинг куриниши 

куйидагича булади:

y¡ = eav cos (Зх, у2 = е™ sin (Зх, 

уъ = хе“  cos (Зх, у4 = хет  sin (Зх, 

у5 = х2еа* cos (Зх, у6 = х2еах sin (Зх,

Угт-\ ~ х'"“' ет  cos (Зх, у2т = хт~1 в“  sin (Зх.

Курилган умумий мулохдзалардан куриниб турибди 

ки, (7.42) характеристик тенглама п та илдизга, мос ра- 

вишда бир жинсли (7.41) тенглама п та чизикди эркли 

ечимга эга ва улар фундаментал ечимлар системасини таш- 

кил этади. Улар ёрдамида ва (7.36) формула асосида (7.41) 

тенгламанинг умумий ечими топилади.

4 - м и с о л . Ушбу

у ,у -16у = 0

узгармас коэффициентли туртинчи тартибли чизикди бир 

жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечимини 

топинг.

Е ч и ш ,  Берилган тенгламаучун характеристиктёнгла- 

ма тузамиз йа унинг илдизларини топамиз:

X4 -16 = О, (X2 - 4)(Х2 + 4) = О, X2 = 4, хи2 = ±2 ,

X2 = -4, А,3 4 = ±2/
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Иккита х а к д а  ва иккита комплекс кушма (й 0 й 2) 

iнигюдан иборат туртта содда илдизлар хрсил килдик. ( • ),
(7,45) хусусий ечимлардан фундаментал ечимлар система-

i пни хрсил киламиз:

у, = е2х, у2 = е-2л', Уз = е°Х cos2x = C0s2x’

У 4
"0х sin2x = sin2x.

(7.36) формулага асосан берилган тенгламанинг уму­

мий ечими

у = q g2x + Qg-2x + Q  cos 2х + С4 sin 2х

1 V| Л гаТ а  4б1)Лтенгламада п =  2 булса, у холда узгармас 
коэффициентам иккинчи тартибли чизикди бир жинсл 

ипфференциал тенглама хрсил киламиз:

у "+ РУ + Р2У = 0- (7'4б)

(7.46) тенгламанинг характеристик тенгламаси

X1 + РхХ + Рг = 0 (7'47)

на унинг илдизлари:
1) х^и^ий ва \ар хил: А,, ф А;,;
?') хакикий ва бир бирига тенг: а , - А2,

3) комплекс ку-шма: V ,  = илдизларги эга були-

Уларга мое куйидаги фундаментал ечимлар с»^ем аси  

на (7.46) тенгламанинг умумии ечими тугри келади.

i) у, = у2 = у = с 'еМх + С2еХгх;

' = у2 = хеХх\ у = С / х + С2хеХх = (С, + С2х ) ;

з) у  = е“хсофх, у2 =e“ sin/3x; у = е “ (С ,cos£x+ C2sin/5x).

5 - м и с о л . Ушбу тенгламаларнинг умумий ечимини

гопинг:

а) у" — 15у + 2бу = 0;

б) у" + 6у + 9у = 0;

и) у” - 2е + Юу = 0.
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Е ч и ш .  Хар бир \ол учун характеристик тенглама тулия 

миз, унинг илдизларини, фундаментал ечимлар системами 

ни ва умумий ечимини топамиз:

а) А,2 -15А + 26 = 0, X, =2, А2 =13;
2х 13 y

У, = е > У2 = е  ;

у = С,е2х + С2е,3х;

б) X2 + 6А. + 9 = 0, X, = Х2 = -3 ;

J/, = е~3*, у2 = хе"3'  ;

У = е“3х(С, + С2х ) ;

в) А,2 - 2А + 10 = 0, Аи  =1 + 3/;

у, = еА cos Зх, _у2 = ех sin Зх ;

у = ех(С, cos Зх + С2 sin Зх ).

Шундай килиб, узгармас коэффицентли чизикди тенг 
ламани ечиш учун:

1) унинг фундаментал ечимлар системасини топиш;

2) (7.41) бир жинсли тенгламанинг у умумий ечимини 
тузиш;

3) Лагранж усули билан (7.40) тенгламанинг у хусу­
сий ечимини топиш;

4) у = у + у формула ёрдамида (7.40) тенгламанинг 

умумий ечимини топиш керак.

(7.40) тенгламанинг унг к,исми fix) куп холларда му- 

хандислик ишларида хулланиладиган алохида куриниш- 

ларга эга булади:

/(х )  = eax(Pr(x) eos bx + Qs(x)únbx) , (7.48)

бунда Pr(x), Qs(x) — мос холда г ва s даражали купхад;

а, b — бирор узгармас сонлар. fix) функциянинг хусу­

сий холлари куйидагича булиши мумкин:

/ (х )  = Рг(х)е" ( 6= 0 ) ;  (7.49)

/(х )  = Pr(x)cosZ>x + Qs(x)smbx (а = 0); (7.50) 

/ (х )  = eax(Acosbx + Bsinbx) (А = cons/, В = com /); (7.51) 

f (x )  = Acosbx + B únbx  (a = 0, Pr(x) = A, Qs(x) = B ) ; (7.52)
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Д х ) = а д  (а = О, Ь = 0) (7.53)

Бу хамма доллар учун, шунингдек, умумий х,ол учун 

1(7.48) формулага к,аранг) (7.40) тенгламанинг /  хусусий 

|11ими унг кисмининг тузилишига к^араб топилиши исбот 

килинган.
,/(х) функциянинг умумий \оли учун хусусий ечим

у = хкеах(Рт(х)со$Ъх + ()т{х)ыпЬх) (7.54)

формула билан аникданади, бунда Рт(х), £?„,(х) — дара- 

жаси т  = тах{г,5} булган купхдц; к эса (7.42) характерис- 

I и к тенгламанинг г — а + Ы илдизлар сонига мос келувчи 

пшга тенг. Шундай к,илиб, агар АД/ = 1 ,п) илдизлар ичи- 

/Iа г сони булмаса, к =  0; агар битта илдиз I  сони булса, у 

ДОлда /с = 1; агар илдизлар ичида икки каррали илдиз г 

сони булса, у \олда к — 2 ва хрказо.

Демак, (7.54) формула ёрдамида факдт Рт(х) ва £?,„(х) 

купхдцнинг коэффициентлари маълум булган у хусусий 

гчимининг тузилишини бирдан ёзиш мумкин экан.

(7.40) тенгламага у хусусий ечимни ва унинг хрсила- 

нарини куйиб чап ва унг кисмидаги ухшаш хдцлари ол- 

дидаги коэффициентларни тенглаб, ноъмалум коэффи- 

циентларни \исоблаш учун керакли булган сондаги чи­

тали алгебраик тенгламаларни хосил к;иламиз.
Демак, у тузилишини ((7.54) формулага кдранг) бил- 

нш хдлда, элементар амаллар ёрдамида (яъни дифферен- 

ниаллаш ва чизикди алгебраик тенгламалар системасини 

счиш) интеграллаш амалини бажармасдан, (7.40) тенгла- 

манинг хусусий у ечимини топиш мумкин экан.

6 - м и с о л . Ушбу у 'у - 3у '"  = 9х2 тенгламанинг уму­

мий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг характеристик тенгламасини 

тузамиз, унинг илдизларини, фундаментал ечимлар сис­

темасини ва бир жинсли тенгламага мос у умумий ечимни 

топамиз:

А.4 - А,3 = 0, А2 (А2 -3) = 0, А, = А2 = 0, Ам  = ±7з ; 

у, = е0х =1, у2 = хе(1х = х, Уз = е^х, у4 = е Гъх ; 

у = С, + С2х + СъеГъх + С,е-Гъх.
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Берилган тенгламанинг унг к,исми (7.53) хусусий хсМ 

куринишда, шунинг учун z — 0. Характеристик тенглакш 

нинг А, = Х2 = 0 каррали илдизи z - 0 билан бир хил, 

бундан к = 2 эканлиги келиб чикдди. (7.54) формула™ 

асосан у хусусий ечим

куринишда булади. Хисоблашни осонлаштириш учун / ,

У 1, У ", У4", / /кифодаларни алохида сатрларга ёзамиз ва 

вертикал чизик,нинг чап томонига тенгламадаги уларнинг 

олдидаги мос коэффициентларни ёзамиз. Бу ифодаларни 

коэффициентларга купайтириб кушамиз ва ухшаш хад- 

ларни ихчамлаймиз:

у ,у - Ъ у" = -36 Ах2 - 18 Вх -6С + 24 А = 9х2.

Охирги тенгликнинг чап ва унг кисмидаги х нинг бир 

хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб, А, В, 

С ларни аникдаш учун куйидаги алгебраик тенгламалар си- 

стемасини хосил к,иламиз:

у = х2 (Ах2 + Вх + С) - Ах4 + Вх3 + Сх

0 у" = Ах4 + Вх3 + Сх2,

0 у '= 4 А х 3+ЗВх2 +2Сх,

-3 у*'1 = 12 Ах2 + 6 Вх + 2Сх,

0 у " 1 = 24 А + 6В,

1 y ,v = 24 А,

х 2 -36А = 9, 

х ' -185 = 0, 

х° -6 С + 24 А = 0

бундан А - - - ,  В = 0, С = —1. 

Демак,

Берилган тенгламанинг умумий ечими

у = у + у = С, + С2х + С3е^х + С4е-Гзх - i  х4 - х:

функциядан иборат булади.



7 - м и с о л . Ушбу у 7 у '+ 6у - (х - 2)ех тенгламанинг 

-.мумий ечимини топинг.

1лиш. А,2-71 + 6 = О характеристик тенглама илдиз- 

|.||)и А, = 1, А2 = 6 булгани учун у"-7у'+ 6у = 0 бир 

| имели тенгламанинг умумий ечими

фупкциядан иборат булади.

Берилган тенгламанинг унг к,исми (7.49) куринишда- 

И1 функциядан иборат, бунда а = 1; Ь = 0;

Р}(х) = х -  2 \ I — I, Z характеристик тенгламанинг ил- 

пни булгани учун к = 1 ва берилган тенгламанинг хусу- 

' пй ечими

у = хех(Ах + В) = ех(Ах2 + Вх)

формула билан аникданади. Сунгра 6-мисолдаги каби 

давом этамиз:

6 у* = ех(Ах2 + Вх),

-7 у ' ' = ех(Лх2 + Вх) + ех(2Ах + В),

1 у " = ех(Ах2 + (2А + В)х + В) + ех(2Лх + 2,4 + 5),

у* Т у  '+ 6у' =

= ех((6 А -7А + А)х2 + (6 В - 7 В - \4А + 2А + В + 2А)х - 

-7В + 2А + 2В = ех(х - 2).

Охирги тенгликнинг иккала кисмини ех * 0 га була- 

миз ва х нинг чап ва унг к.иемдаги бир хил даражалари 

олдидаги коэффициентларни тенглаймиз:

у = С,ех + С2е6х

х1 0 = 0, 

х1 -10А = 1, 

2А -5В  = -2,
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Берилган тенгламанинг умумиий ечими

у = у + у = Qex + С2е6* +ех(-±х2+ 9 г)
\10Х + 25х)

дан и борат булади.

Агар (7.40) тенгламада f(x)= f(x)+f(y\ к-

S “ ™  ” 0С Ра° " ШДа Ш  “  ^  ВДлга„Л< м |

У » + & *■ » + . . . ( 7 .5 5 )

У "’ + /!У '-|’ + . . ^ ^  = / г Ы  ( I

“ Г „ 7 *  ва » '
> + й функция б А „  } тенГлама™ «г  ечими

ва / 2(Х) функциялар (7.49)—Г7 53} 
ги функциялар булиши мумкин У холда Г7 4 ^  Г ‘ 
ердамида (7.55) ва (7.56) Ф?РМ>*ёрдамида (7.55) ва (7.56) тенгламала^шг / 1  а / ' у с т '  
сии ечимлари топилади. Бундан ташкаои /Y r f  ^  

курилган тур фукциялари булиб / ( A-) vmvmIh ^ К‘° рида 
ган функция булсин Бу холла П 40 ?  У курилма- 

суси» ечимини Лагранж у *  £ 2 Г Г ^ к и £ >
(/•55) тенгламани ечиш vwvh  11 мумкин еки
т-mfi (1 гу, У (У-4о) формуладан фойлаля-

~ Ла™ *
м и с О Л . Ушбу

j"+ 7  = XSinx + COS2x (Д)

тенгламанинг умумий ечимини топинг 

дари Г  Ш/ f  - ' 7 °  ХарактеР“ с™ к тенгламанинг иддиз- 
манииг умумий ечими , + Г ‘ ° 6Ир “ “ “  ™ -

У = С, cos х + с2 sin X

БеРИЛГаН тенгламанинг унг

нинг учуй (7.54) Формуладан ф он д ам и “  = 2*  ' Ш у ' 

у"+'у = х sinx (В)
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1 у2 = М  cos 2х + N  sin 2х,

0 у2' ' = -2М  sin 2х + 2N  cos 2х,

1 у2 " = -4М  cos 2х - 4N  sin 2х,

у2 "+ у2 = -3М  cos 2х - 3N  sin 2х = cos 2х, 

бундан — ЗМ  = \, — 3N = 0 булгани учун

* 1 оу2 = - - cos 2х .

Натижада

у = + у2 = jX  (sin х + cos х) - 1 cos 2x 

ва берилган (А) тенгламанинг умумий ечими 

У = У + У = Q  cos х + С2 sin х +

+ ^  x(sin х - х cos х) - j  cos 2х

функциядан иборат булади.

9 - м и с о л .  Ушбу у 2 у '+ = Зех + extg2x тенглама­

нинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш . у"-2у'+ 5у = 0 бир жинсли тенгламанинг 

умумий ечимини топамиз.

Унга мос X2 - 2Х + 5 = 0 характеристик тенгламани ту- 

замиз. У  Л, =1 + 2/, Л.2 = 1 — 2/ илдизларга эга. 

Тенгламанинг умумий ечими

у = ех (С, cos 2х + С2 sin 2х)

дан иборат булади.

Берилган тенгламанинг унг к,исми иккита функция- 

нинг йигиндисидан иборат. Улардан биринчиси /¡(х) = Зех 

(7.48) куринишдаги функциядан иборат булиб, у учун 

Рг(х) = 3, а =  1, b =  0, z = l ^ Х12, к = 0 булади. у 2у + 

+ 5у = Зех тенгламанинг y¡* хусусий ечими у* = Аех кури- 

нишда булади. Ноъмалум А коэффициент куйидаги тенг- 

ликдан топил ад и:

(А-2А  + 5А)ех =3ех , А = \, y , '= ¡ e x.
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Иккинчи / 2(х) = extg2x функция юк,орида курилган 

|||упкцияларнинг бирортасига ухшамайди, шунинг учун 

r"-3y'+5у = extg2x тенгламанинг У2 хусусий ечимини 

ихтиёрий узгармасларни вариациялаш (Лагранж усули) 

уоули ёрдамида кдцириш керак.

(7.37) формулага асосан:

у2 = ех (С, (х) cos х + С2 (х) sin х ) .

Бу х^лда (7.38) система иккита тенгламадан тузилган 

Охлади (у, = ех cos 2х, у2 = ех sin 2 х ):

С, ’ ех cos 2х + С2' ех sin 2х = О,

С ,' ex(cos 2х - 2 sin 2х) + С2' ex(sin 2х + 2 cos 2х) = extg2x.

Бу тенгламалар системасини ег га к,иск,артирамиз:

С ,’cos2x + С2'sin2x = 0, 1

С, '(cos 2х - 2 sin 2х) + С2 '(sin 2х + 2 cos 2х) = tg2x.j

Охирги системанинг детерминанта (вронскиани)ни 

,\исоблаймиз:

С , ', С2' ларни Крамер формуласига кура топамиз:

Энди хосил килинган тенгликларни интеграллаймиз:

cos2x sin2x
= 2 .W  =

cos 2x - 2 sin 2x sin 2x + 2 cos 2x

^  , i 0 sin2x

1 2 tg2x sin2x + 2cos2x
- - sin 2xtg2x,
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Демак,

У2 =  е"
Т 1п

--81П2хС08 2х

( Н  

) -

сое 2х + -х вт 2х сое 2х - 
4

1п 18 (| - * ) сое 2х •

Шундай к,илиб, берилган тенгламанинг хусусий еч! 

ми куйидаги куринишда булади:

*  ̂ Г 1 У 1
У =У\ +У2 = 4 ^ + ^е  1п

3 + 1п

(5-*)

сое 2х

сое 2х =

Умумий ечим эса куйидаги функциядан иборат була­

ди:

У = У + У = е>1(С\ сое 2х + С2 бш 2х) +

3 + 1п
ч н

сое 2х

Машцлар

355. Куйидаги чизикди бир жинсли иккинчи тартибли 

дифференциал тенгламаларнинг фундаментал ечимлар 

системасини ва умумий ечимини топинг:

а) у ”+ 5у '+ бу = 0; б) у"- 2у'~ 4у = 0;

в) у 7у '+ бу = 0 ; г) у "+ бу '+ 9у = 0 ;

д) у б у '+ 18у = 0 ; е) у"- 25у = 0 ;

ж) у "+ 2 у 15у = 0; з) у"+ 2у '+ у = 0 ;

и) у ”+ Збу = 0 ; к) у"-2у'+ 5у = 0 .

356. Куйидаги чизикди бир жинсли говори тартибли 

дифференциал тенгламаларнинг фундаментал ечимлар 

системасини ва умумий ечимини топинг:

а) у "+ 9у ' = 0; б) уш + З у у  = 0 ;

в) 4уш - Зу '+ 5у = 0; г) уш - 5у"+ 1бу12у = 0 ;
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д) y 'v - 8у "+ 16у = О ; е) y ,v - 8 у "+ ly  = О ; 

ж) /  - 6y lv + 9ут  - 0 ; з) уп - 3yv + 3yIV = О .

157. Куйидаги бир жинсли булмаган дифференциал 

игламаларнинг берилган бошлангич шартларни ¡^ано­

ним итирувчи хусусий ечимларини топинг:

а) у"- Зу'+ 2у = е3х(х2 + х), уф ) = 1, у 'ф )  = -2)

Г») у "1 - у ' - 2х, уф) = 0, у ’ф ) = у "ф ) = 2 ;

„ )  у к  - у  =  8 е х; У ( 0 )  =  -  1 , У ( 0 )  =  О , / ( 0 )  =  1 ,  / " ( 0 )  =  0 ;

г) у"-2у'+ 2у = 4ех cosx, у(л) = ле”, у '(л) = 2тс;

д) у"+ 4у = 4(sin2x + cos2x), у(п) = у'(л) = 2л; 

с) у "-2у ' = 2ех, у(1) = -1, у'(1) = 0;

ж) у "+ 4у = х, уф) = 1, у '(0) = j  ;

з) у"~ 6у'+ 9у = 10 sin х, у(0) = -0,6, у ’(0) = 0,8.

358. Куйидаги бир жинсли булмаган дифференциал 

ir игламаларнинг хусусий ечимини топинг:

а) у"-&у'+1бу = е4х(1-х);

б) у "-Зу ' = е3*-28 ;

в) у"+ 16у = xsin 4х ;

г) у ш + у" = 2х + е~х ;

д) У 4у ' = 2 cos2 4х ;

е) yIV - у = Зхех + sin х ;

ж) у "-7у ' = (х-1)2;

з) y IV + у " = х2 + 2 х ;

и) у"- 4 у '+13 у = е2х (х2 cos Зх + sin З х ); 

к) yv - у ,у = 2хех - 4 .

359. Куйидаги бир жинсли булмаган дифференциал 

темгламанинг умумий ечиминй топинг:

а) у "+ 4у = cos2 х ; б) у "+ 5 у '+ 6у = е"х + е~2х ;

в) 4у у = х3 - 24x1 г) у1"  + у " = 6х + е“х ;
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д) у "+4у = 1 ^ ’ е) у "1 +у'

ж) у "+ 4у '+ 4у = е~2х 1п х ; з) у "+ у + ctg2x = 0;

и) у 2у '+ у = ; к) у Зу ' = Зх3 + х2 •
X +1

7-§. Дифференциал тенгламалар системаси 
хакида тушунча

Ушбу

У\ ' =
Уг'  =  М . х , у и у2, . . . , у п), 

У , '  = / „ { х , У и У г , - , У я)

(7.57)

куринишдаги система биринчи тартибли л та дифферен­

циал тенгламаларнинг нормал шаклдаги системаси ёки нор- 

лгал система дейилади.

Бунда / ( /  = 1, я) функция бирор (л + 1) улчовли О сохада 

аникданган, х ,у ,,у2,...,у п — узгарувчилар, у;(х), у2(х),...,уп(х) 

лар изланаётган функциялар.

Нормал система тенгламаларининг унг к,исмида изла­

наётган функцияларнинг хосилалари булмайди.

(7.57) системанинг (а;£) интервалдаги ечими деб (а;Ь) 

интервалда узлуксиз дифференциалланувчи ва бу систе­

манинг хар бир тенгламасини к,аноатлантирадиган 

^1 = У\(х), у2 = у2(х),...,у„ = у„(х)ечимлар тупламига айти- 

лади.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар систе­

маси учун Коши масаласи куйидагича ифодаланади.

Ушбу

И(*о) = Ио» У2 (х0) = У2о>--->Уп(х0) = У„0 (7.58)

бошлангич шартларни кдноатлантирувчи (7.57) система-«, 

нинг у1 = у (х ) ,  у2 = у2(х),...,у„ = у„(х) ечимларини то- 

пиш лозим, бунда Ук ,У2а,---,У„о — берилган сонлар; 
х0 е (а; Ь ).
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Теорема (Кошининг мавжудлик ва ечимининг ягоналиги

мпспласи). Агар f ( i  = 1 ,п) функциялар (х0,у10,у20,...,уп0)& D

тупа атрофидаузлуксизх,амда (/ = 1,л) узлуксизхусусий
аУ\

ун'нлаларга эга булса, у %олда (7.57) системанинг (7.58) бошла-

ш ич шартни к,аноатлантирувчи ягона ечими мавжуд булади.

(7.57) системанинг умумий ечими деб п та ихтиёрий 

v п армас С,,С2,...,С„ сонларга боглик, булган п та 

I1, ф,(х,С,,С2,...,С п) (/ = 1,я) функциялартупламигаай-

I клади ва у куйидаги шартларни кдноатлантириши ке­

рак:
1) х,С1,С2,...,С„ узгарувчиларнинг бирор узгариш со-

\асида Ф,- функциялар аникланган ва узлуксиз хусу­

сий х,осилаларга эга булиши керак;

2) С, нинг ихтиёрий к,ийматларида Ф, функциялар 

туплами (7.57) системанинг ечими булиши керак;

3) D сохдцаги ихтиёрий (7.58) бошлангич шартда Коши 

юоремасининг шартини к^аноатлантирадиган шундай 

ихтиёрий узгармас С10,С20,...,С п0 к,ийматларни топиш 

мумкинки, улар учун yi0 = ф,.(х0,С 10,С20,...,С л0) тенглик 

Уринли булади.

(7.57) системанинг умумий ечимидан ихтиёрий узгар- 

масларнинг мумкин булган баъзи к^ийматларида *осил 

буладиган ечимлар хусусий ечимлар дейилади.

Юкррида айтилганларнинг \аммаси (7.57) системанинг 

хусусий >̂ оли булган

yt ' = аи(х)ух + я2|(х)у2 + ... + ani(х)у„ + /¡(х ),'

У2' = 2̂1 (х)У\ + а22(х)у2 + ... + ап2(х)уп + / 2(х), I

У„' = ап1(х)У1 + ап2(х)у2 + ... + a,Jx)y„ + /„(х)

куринишдаги чизи^ли дифференциал тенгламалар система- 

си учун хам уринли, бунда ац(х), f-(x) ( i , j  = \,п) функ­

циялар бирор (а;Ь) интервалда узлуксиз деб олинади. Агар 

хдмма /-(х) = 0 булса, у \олда (7.59) система«?«/) жинсли, 

акс \олда бир жинсли булмаган система дейилади. Агар 

aj(x) - const булса, у х,олда (7.59) система узгармас коэф- 

фициентли система дейилади. Бундай системаларни ин- 

теграллаш усуллари мавжуд. Улардан иккитасини курамиз.
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« ¿ Ууш бу'59) “ Стемада а' Ы  ’ с о м  6№ »»-  Бу сис

0,1 - А ап

21 W2/7
=  0 (7.60)

характеристик тенгламасини тузамиз. (7.60) тенглик ; J  
нисбатаи л-даражали алгебраик тенгламадан иборат булиб

Г „  “ га эга 6*лади' № д а ™ S i

л и ^ а 7р0и ХГа“ »Тк Г йСТ1аК ^ “ Тi i л ¿г - л а р  х и л .  Уларни
билан белгилаймиз. Маълумки, дар бир 

А, о  = \,п) илдиз учун унга мос Р '
а\ а\

У,(/) = a / V " ,  = a ,< V
Л (° = a /V '*  (7.6,)7 ’ •'я ~ с ( / 61 )

ку^инишдаги хусусий ечимларга эга булади, бундаги 

’ 2 ’ " ■ > -л коэффициентлар

(«n-A iK ' > + fl12a «  + ... + fljX /) = 0,

a2'a i,) + (й22 - + . . .  + й2„а^  = О,

(7.62)

°"<а ^  + й«2«2° + ... + (а,м - А,.)с£> = о

ЧИХ ^ ^ Г7е^Р;1ИК тенгламалар системасидан ани^анади 
дамма (7.61) куринишдаги хусусий ечимлар сЬунламен 

тал ечимлар системасини ташкил ¿лади. Р ФУВДаМен- 

(/.59) системада а,(х) = const f.(x\ = л к? 

учун бир жинсли системанинг умумий ечими (7 6 п ё ч„ Т  

ларнинг , ИЗИКЛИ комбинациясидан иборат куйндага 
функциялар тупламидан иборат булади:

У1 = £  = q a J 'V 1* + С2 a { V 2* + ... +

Jb - X = CjOtJV1* + C2c42V'2x + ... + Qa^e31»

^  = 3 = + Q a f V 2* +... + Сиа („п)екпХ

бунда Ci -  ихтиёрий узгармас сон.
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куйиб куйидаги фундаментал ечимлар системасига эга булл 

миз:

Бу ечимларнинг чизиьуш комбинацияси ва (7.63) функ 

циялар тупламига асосан берилган системанинг умумий 

ечими куйидаги куринишда булади:

2. (7.60) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  ил- 

д и з л а р и  ХиХ2,...,Хп \ар хи л ,  а м м о  у л а р  о р а -  

с и д а  к о м п л е к с  с о н л а р  м а в ж у д .  Маълумки, ха­

рактеристик тенглама комплекс илдизларга эга булган 

холда X,л = а ± гЬ комплекс илдизлар жуфтига иккита ху- 

сусий ечим мос келади:

бунда у = 1, п\ а {'\ а™ коэффициентлар X = а  - 1Ь учун
(7.62) системадан аникданади.

Бу холда еах со&Ьх ва еах $тЬх куринишдаги функция- 

ларга эга булган хак,ик,ий ечимлар жуфтига эга буламиз.

2 - м и с о л .  Ушбу

системанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган системанинг характеристик тенг- 
ламаси

у, = С,е2х + С2е3х + С]е6х,

у2 = С2е3х - С3е6х,

у3 = -С{е2х + С2е3х + С2еЬх.

,(1 )о(а+‘Ь)х (7.64)

(7.65)

7 Я 1 = X2 + \2Х + 37 = 0 
-2 -5-Я

куринишда булиб, у Х[ 2 - -6 ± / илдизларга эга.
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(-7 - Х)а, + а 2 =0,

-20ц + (-5 - Я)а2 = О J 

исгемага эга буламиз. А., = -6 + i учун:

(-7 - А.])а,1) + = 0, | (-1 - i)a\l) + а 2) = 0, 1

га'1» + (-5 - А, )а (21) = О, J -2aS!) + (1 - i)a(" = О, j ^

- К - 1-
к > = i +/.

(7.64) формулага асосан хусусий ечим:

у{п = a<V a+/i)x = е('М)х = e~6x(cosx + is in x ) ,

= о41)е(я+й)х = (1 + /)е(-6+,)х =

= e“6x(cos х - sin х + /(cos х + sin х)).

(Бу ерда Эйлер формуласи é " + ¡b)x = eax(cosbx + i sinéx) 

дан фойдаландик). Бу ечимнинг хакцкрй ва мавхум к,исм- 

нарини алохвда олиб, берилган системанинг фундаментал 

гчимлар системасини ташкил этувчи иккита хакцкцй кури- 

пишдаги ечимига эга буламиз:

у-(.о _  е-бх̂  у-(i) _  e-6x̂ cos х _ sjn х  ̂  ̂

у(0 _  e-6x sjn у ( о _  g-<>*(cos х +  s ¡n  _

У холда берилган системанинг умумий ечими куйида- 

ги куринишда булади:

у, = С,уГ(,) + С2У|(|) = е'6х(С, cos х + С2 sin х),

Уг = С\Угт  + СгУр = e"6x(C,(cos х — sin х) + C2(cos х + sin x)).J

Иккинчи Х2 = -6 - / илдиздан фойдаланмадик, чунки 

бу илдиз учун юкрридаги амалларни бажарсак, натижада 

охирги хосил калган системанинг умумий ечимига эга 

буламиз.

Бу усул ихтиёрий чизикли бир жинсли дифференциал 

юмгламалар системаси учун тугридир.

(7.62) формулага асосан

373



3. (7.60) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и ш  

А.,Д2,...Д „ и л д и з л а р и  и ч и д а  к а р р а л и с и  май 

ж у д . Бу ^олда куйидагича иш тутамиз. (7.60) характера 

тик тенгламанинг Я илдизлари ичида к таси карри и и 

булсин. У х,олда (7.59) ечимлар системасини (а,у(х) = соп;.1 , 

/,(х) = 0 , (/,у' = 1,п) хрл учун) куйидаги куринишда щ 
лаймиз:

= (а10 + а пх + а пх2 + ... + а ь „£-1 \ЛхУ

У  2 =  («2 0  + « 2 1 *  + а 22 * 2 + ••• + а 2к-1х к 1 ) е‘
(7.66)

Уп = (ая0 + ««1 х + а п2х2 + ... + а„ К

= 1, п, 7 = 0, к-1) сонларни куйидагича аникдана- 

ди. (7.66) даги у. функциялариинг ва унинг _у;' хреилалари' 

ни (7.59) системага куйиб, екх ф 0 га к,иск,артирамиз, сунгра 

досил ^илинган тенгликнинг чап ва унг к^исмидаги х нипг 

бир хил даражалари олдидаги коэффицентларини тенглай 

миз. Бу жараёнларни куйидаги мисолда курсатамиз.

3 - м и с о л . Ушбу

У\=Уг '+Уз>

У 2 

Уз

У1 +У2 -УЗ’ 

У2+У]

(I)

системанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш . Берилган системанинг характеристик тенгла- 

масини тузамиз:

-к
1

0

1 1

1 - к -1 

1 1 - Х

= -(1-Х)2Х = 0. (2)

Бундан кх = к2 = 1 каррали ва А3 = 0 илдизга эга була- 

миз. (7.66) формулага асосан к1Л = 1 илдиз учун

у\1’2) = (а10 + а пх)ех,

У2 ,2) = («го + аих)ех, (3)

Уз’2) = («зо + а 3]х)ех
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И'рипишдаги ечимларга эга буламиз. а,у(i = 1,3, j  = 0,1) ко- 

и||фициентлар берилган системага У и У2> Уз> У\ ’> У2 \ Уз' 

'шрпи куйиш ёрдамида хрсил булган куйидаги системадан 

ншкданади. ех ^ () га ки с карт и р ил га н д а н сунг

11
Ь

« 1 0
+а пх II Р ÍO о + а 2,х +

« 3 0 + а 3|х,

'21
+

« 2 0
+а 2|х = «11х + а 10 +

« 2 0
+ OC2 1 X  СС30 OC^j^C.

•31
+

« 3 0
+а 31х II S

о
+ а 21х +

« 3 0 +а 31х

щстемага эга буламиз. Бундан чап ва унг к,исмидаги хнинг 

Пир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб

« и
+

« 1 0 = « 2 0
+ S и> о

« п = « 2 1
+ « 3 1 . 1

« 2 1 + « 2 0
=

« 1 0 + « 2 0

«2 1 = «1 1
+

« 2 1
-

« 3 1

« 3 1 = « 2 1 + « 3 1 : >

« 3 1
+

« 3 0 = « 2 0 + « 3 0

системани хрсил кдчамиз. Бундан а 20 = а 3| = а и , «зо = «ю , 

(í20 = 0 ни топамиз. а ю ва а п сонларни ихтиёрий параметр 

деб олишимиз мумкин. а 10 = С, ва а и = С2 деб белгиласак, 

(3) ечимни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

= (С, + С2х)ех , = C¡ex , ум  = (С| + С2х)ех . (4) 

Х3 = 0 илдиз учун (7.61) формулага асосан

y¡3> = а<3)е°* = а<3) , у<3) = a f e 0x = a (23), y<3) = a<3)e0jc = a<3) (5)

ечимлар мое келади. aj3), a (23), a f ] сонлари (7.62) систе­

мадан аникданади:

a 23) + a<3> = 0, 

a|3) + cc23) - a 33) = 0, - 

a23) + a33) = 0.

Системанинг ечими: а{3) = 2C3, а 23) = -C3, а^3) = C3. 

Демак, Я3= 0 илдиз учун (1) системанинг (5) куриниш- 

даги ечими куйидаги куринишда булади:
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у,<3) = 2C3, y<3)=-C3, y<3)=C 3,

бунда C3 — ихтиёрий узгармас сон.

Берилган системанинг умумий ечими

У\ = У(''2) + У,(3) = (С, + С2х)ех + 2С3/

У2 = > f 2, T > f ^С .е '- С з ,

Уз = у«1'2» + = (Q + С2х)ех + С3

куринишда булади.

Агар система бир жинсли булмаса, унга мос бир жинс- 

ли системанинг (7.63) куринишдаги умумий ечимини бил- 

ган холда бу ечимдаги С,,С2)...,С„ ихтиёрий ■ узгармас- 

ларни вариациялаш усули билан берилган бир жинсли 

булмаган системанинг умумий ечимини топиш мумкин. 

Бир жинсли булмаган системанинг умумий ечимини хар 

доим (7.63) куринишда ёзиш мумкинлиги исбот к,илинган. 

Бунда (7.63) даги С,, С2,..., С„ ихтиёрий узгармасларни унга 

мос С1(х),С2(х),...,С„(х) (хар бирига мос Си С2,...,С„ их­

тиёрий узгармаслар иштирок этувчи) функциялар билан 

алмаштириш керак. Бу функцияларни берилган бир жин­

сли булмаган система ёрдамида аникданади. Унинг учун 

системага у],у2,...,у„ , у, ' , у2 у„ ' ларнинг к,ийматини 

куйиб С{(х),СЦх),...,С '(х) ларга нисбатан п та чизикди 

алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу сис­

теманинг ечими хар доим мавжуд ва у куйидаги куринишда 

булади:

С ,'О )  = (PiО ) ,  С2' (х) = <р2(х), . . . ,С п'(х) = (рп(х )>

бунда Ф ,(х )  ( / = 1,п) — маълум функциялар. Бу тенглик- 

ларни интеграллаб С1(х),С2(х ),...,С /,(х) функцияларни 

топамиз:

С, (х) = /фДх) dx + С;,

бунда С, — ихтиёрий узгармас. (7.63) ечимдаги С, = const 

нинг урнига С,(х) аникданган кийматларни куйиб бир 

жинсли булмаган тенгламалар системасининг умумий ечи­

мини хосил к,иламиз. Буни куй и даги мисолда куреатамиз.
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(1)

у ' = 4у, - 5у2 - 4х +1,

Уг =У1~2У2 +Х

системанинг у/О) = 1, у2(0) = 2 бошлангич шартни к,ано- 

лтлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш . Дастлаб бир жинсли булган системанинг уму- 

мий ечимини топамиз:

4 - ми с о л .  Ушбу

У\ =4у1-5у2,\

УÍ  = У, -2у2.

(2) нинг характеристик тенгламаси 

4 -А, -5

(2)

-2-Х

(3)

= X2 - 2Х - 3 = 0 булиб, у X, = -1, Х2 - 3

илдизларга эга. (2) системанинг умумий ечими

у, = С,е~х + 5 С2е3х,

у2 = С2е х + С2е3х

куринишда булади. (3) ечимдаги С, ва С2 ;узгармасларни 

С,(х) ва С2(х) ноъмалум функциялар деб х.исоблаймиз. 

Шунингдек, (3) даги у, ва у2 лар (1) системанинг ечими 

деб оламиз. (3) нинг хрсиласини топамиз:

у ' = С'(х)е-Х - С,(х)е~х + 5С2(х)е3х + 15С2е3х

у '  = q\x)e-x - Q(x)e-X + С '{х)е3х + ЪС2е3х.
/ /

(1) системага ух, у2, y¡, у2 кийматларни куямиз ва 

ухшаш ^адларни ихчамлангандан сунг

C¡'(x)e~x + 5С2'(х)е3х = 4х + 1,

С,'(х)е~х + С2 (х)е3х = х 

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими:

С,'(х) = \(х- l)ex, С2{х) = 1 (Зх + ])е3х .
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С, (х) = j ( x -  2)вх + С,, С2(х) = - j-  (Зх + 1)е1х + С2.

(3) тенгликдаги С, ва С2 ни урнига С,(х) ва С2(х) 

ларни ь;уйиб, берилган бир жинсли булмаган система 

нинг умумий ечимини хрсил к^иламиз:

у, - С,е~х + 5С2е3х + I  (х - 2) - ±  (Зх + 2),

у2 = С 1е-х + С2е3*+ ± (х-  2 )- ± (Зх  + 2).

Бошланрич шартлардан фойдаланиб С, ва С2 узгар 

масларни аникутаймиз:

1 = С1+5С2 - ± - § ,'

Охирги тенгликларни интеграллаб, топамиз:

бундан г  - 11, г  - _ 1 .
Ч  - 4 Ч  - J2

Шундай к^илиб куйидаги хусусий ечимга эга буламиз:

3'2 = - je " '- - ^e ”  + j ( x - 2 ) - 1L(3x+2).

2 - у с у л . (7.59) системани интеграллашнинг иккинчи усу- 

ли (чикариш усули) куйидагидан иборат. Бирор шартни к.ано- 

атлантирган х;олда у] функциядан бопща хамма номаълум 

функцияларнй хдр доим чикдриш (йу^отиш) мумкин. Нати- 

жада у,(х) учун битта я-тартибли узгармас коэффициента и 

(агар (7.59) системада а.. = const булса) чизикди бир жинсли 

булмаган дифференциал тенглама хрсил кдгамиз. Уни ечиб, 

сунгра ечимини дифференциаллаш ёрдамида кщган х^амма 

номаълум у2(х),у2(х),...,у„(х) функцияларни топамиз. Бу 

ишлар куйидагича бажарилади. (7.59) системадаги биринчи 

тенгламанинг иккала к^исмини х буйича дифференциаллай- 

миз, сунгра унга системадаги у{,у2 ,.. .,у п к^ийматларини 

куямиз:
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У\ " = аиУ\ '+ а\2У2 '+•■• + аи,Уп '+ fl ’(*) 

= 12(У1>У2>--->Уп) + F2ÍX)> (7.67)

Г>унда 12(У\,У2г---,У„) — узгармас  коэффициентли 

,);i,Уг>--->Уп функцияларнинг маълум чизикди комбина­
циям, F2(x ) эса / ,(х ) ,/2(х ),...,/„(х ) ва f x '(х) функция- 

нарнинг чизикди комбинациясини билдиради. (7.67) нинг 

пккала кисмини х буйича дифференциаллаб

у!"  = 1АУ\>Уг>->У») + FÁX) 

чизицди бир жинсли булмаган тенгламага эга бÿлaмиз. 

liy жараённи такрорлаб

Л
м

1й(У1,Уг,-,Уи)+ FÁX)

ни топамиз.

Натижада куйидаги п та тенгламалар системасига эга 

буламиз:

у, ' = а,¡у, + апу2 + ... + ах„уп + /,(х), 

У\ " = 1 2(У\’ У2’ --->Уп) + F 2 ÍX ) ,

У ? '"  = 1„-х{У\,У2>— >УЯ) + Fn-l(x), 
у\п) = 1я{У1,Уг,-,Уя) + Рл(х).

(7.68)

(7.68) тенгламалар системасидаги дастлабки п-1 та тенг 

ламалар У2,Уз>--->У„ функцияларга нисбатан ечиладиган 

тенгламалардир. Бу функциялар х ,ух,у х',ух" 

оркали куйидагича ифодаланилади:

у\п п л ар

у2 =Ф2(х ,у„у ,',у , ", 

Уз =<Рз(х>У1>У1 \Уi ”>

Уп =Ф n(X>y^y¡\yl ":

(7.69)

у ^ ) .

(7.68) системанинг охирги тенгламасидаги у2,Уз,---,У„ 

ларни урнига (7.69) системадаги ифодаларни куйиб, куйи­

даги Узгармас коэффициентли я-тартибли чизик^ли бир 

жинсли булмаган дифференциал тенгламага эга буламиз:
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Унинг умумий ечими (5-§ ни куринг) бизга маълум усул 

ёрдамида аникданади:

У\ = •Ф1(л,С1,С2,...,С д) . (7.70)

Охирги ифодани х буйича л-1 марта дифференциаллаб

У,
(»-0 х;осилаларни топамиз. Бу \осилаларни

(7.69) системага куйиб ва (7.70) функция билан биргалик- 

да берилган системанинг умумий ечимини \осил к,иламиз:

y¡ ~ Ф1 (•*•>С], С2, .. . ,С,,),

У2 = Ф г ( * > > ̂ 2» • •• > Qi);

Уз = ф3(х,С ,,С2,...,С я), (7.71)

(1)

Уп - Ф/7(х>Q >

Куйидаги мисолни курамиз.

5 - м и с о л . Ушбу

У\ =  3У, - У 2 + У3 +

Уг =  У\+ У г +  Уъ+  X,

Уз = 4У1 - У2 + 4 Уз 

системанинг чик.ариш усули билан умумий ечимини ва 

у, (0) = 0,34, у2 (0) = -0,16, уз (0) = 0,27 (2)

бошлангич шартни кдноатлантирувчи хусусий ечимни 

топинг.

Е ч и ш .  (1) системанинг биринчи тенгламасини х 

буйича дифференциаллаймиз ва у, ',У2 ',У3 ' ларнингурни- 

га бу системадаги уларнинг ифодаларини куямиз. 

Натижада

У, " = 3у, у2 '+ Уз '+ <?х = 3(3у, - у2 + Уз + ех) - 

—(У| + Уа + Уз - х) + 4у, - у2 + 4у3 + ех =

= 12у, - 5у2 + 6у3 + 4ех + х
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\осил булади. у ," ни х буйича дифференциаллаймиз ва 

яна у, ,у2 ,Уз ларнинг урнига (1) системадаги ифодаларини 

куямиз:

у[" = 12у , 5у2'+ 6у3 ’+ 4ех + 1 = 12(3у, - у2 + у, + ех) - 

-5(у, + у2 + у3 -х) + 6(4у, - у2 + 4у3) + 4ех +х =

= 55у, - 23у2 + 31 Уз + 16ех + 6х.

Демак, бу \ол учун (7.68) система куйидаги куриниш- 

да булади:

у/ = Зу ,’-у2’+уз’+ е*, 

у, " = 12у, 5у2'+ 6у3'+ 4ех + х, 

у1" = 5 5 у , 2 3 у 2 ’+ 31 Уз'+ 16е* + 6х.

Биринчи ва иккинчи тенгламалардан у2 ва у, ларни то- 

памиз:

У2 = У\ 6у, ’+ 6у, + 2ех - х ,

Уз = у, 5у,'+ Зу, +ех -х.

у2 ва у3 нинг кийматларини (3) системадаги учинчи

тенгламага куямиз:

у/" = 55у, - 2 3 ( у , 6 у , '+ 2ех - х) + 31 ( у , 5у , '+

+3у, + ех - х) + 16ех + 6х - 8у, 17у, '+ 10у, + ех - 2х. 

Бундан

у1" '_ 8 у 1"+17у1,-10у1 = :в *- 2 х  (5)

куринишдаги учинчи тартибли узгармас коэффициентли 

¡чизшуш бир жинсли булмаган тенгламага эга буламиз. 

Бундай тенгламани ечиш усулини (5-§ га к,аранг) била- 

миз. Тенгламанинг характеристик тенгламасини тузамиз:

А3 - 8А2 + 17Л -10 = 0 . (6)

Унинг илдизлари А,! = 1, \г = 2, ~К3 ~Ъ. (5) тенглама­

нинг мос бир жинсли тенгламасининг умумий ечими у, 

куйидаги куринишда булади:
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(5) тенгламанинг унг цисми (7.49) ва (7.53) куриниш- 

даги функциялар йигиндисидан, яъни /(х )  = /J (х ) + /  (х)

1 =е > /г М  = 2х дан иборат /¡(х) = е* учун г =*1 га 
тенг _чу„ки Я, = 1 TÿFPH келади, шунинг учун к = 1.

2 х х учун z — 0 ва у характеристик тенгламанинг 
илдизлари ичида йук,, шунинг учун к =  0.

Демак, (5) тенгламанинг хусусий ечими у* ни куйи- 
даги куринишда излаймиз:

У, = Ахех + Вх + С , 

бунда А} В, С номаълум сонлар. Бу сонларни топиш учун

m ,У> ,*’\У Х‘0силаларни топиб, уларни у* билан бирга- 1 
ликда (5) тенгламага куямиз:

У, ' = Аех + Ахех + В , у '  " = 2Аех + Ахех }

У| = 3Аех + Ахех ,

ЗЛе* + Лхе* - 8(2Аех + Ахех) +17(Аех + Ахех + В) -

-10(Лх<?х + 5х + С) = е* - 2х ,

4Аех + \7В - \0Вх - ЮС = ех - 2 х ,

4 А = 1,

-10 В = -2,

175 - Ю С  = 0,

бундан А = В = - С  = —
4 5 ’ 50 '

Шундай к,илиб,

У' ^ ХеХ + 1 х + Ш-

(5) тенгламанинг умумий ечими

У\ ~У\ + У\ = Ç x  + С2е2х + С3̂  +1 х ^  +1 х + Я

функциядан иборат булади.

Системанинг умумий ечимини топиш учун у' у” хоси- 
лаларни топиб, уларни (4) тенгликка куямиз: ’’ '
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Изланаётган хусусий ечим куйидаги куринишда булади: 

4

1 X 1 17

у , = т х е- + 5 Х + 50

У2 = i * * ' е'Х+1 х + В ’

Уз ■ - хех + - ех - - х  + — 
4 4 5 50

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламалар системасининг 
умумий ечимини топинг:

360.

362.

364.

365.

366.

361.

363.

=  -7У| + У2,

= -2у, -5у2.

= -5у, + 2у2 +

= y¡ + 6у2 + е~2х.

= У1-У2>

= У, + У2 +ех.

- У) +у2 - cosx,

= -2y¡ - у2 + sin X + cos X.

У\'  = У\ - З у 2» 

у2’ = Зу, + у2.

У\ ' = Зу, - 2у2 + X, 

у2 ' = Зуц — 4у2.

= У, -У2 + У3, 

= Л+  У2 -Уз. 

= 2у, - у2.

367.

у, ' = 5у, + 2у2 - Зу3) 

у2 ' = 4у, + 5у2 - 4у3, 

Уз ' = 6у, + 4у2 - 4у3 .

Куйидаги дифференциал тенгламалар системаси учун 
Коши масаласини ечинг:

369.

370.

У] = У2>

У г -Уз» У.(0) = У2(0) = Уз (0) = 1 •

Уз' = Уи

У = У2 +Уз,

У2' = У| + Уз5 У (0 ) = - 1, У2(0) = 1, Уз(0) = 0.

Уз' = У. + У2,
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Мустак,ил уй ишининг хдр бир вариантида бешта ми- 

сол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1-, 2-, 3-, 5-мисолларда: берилган дифференциал тенгла- 

манинг умумий ечимини (умумий интегралини) топиш ке- 

рак.

4-мисолда: дифференциал тенгламанинг берилган бош- 

лангич шартни кдноатлантирувчи хусусий ечимини (ху- 

сусий интегралини) топиш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 

тирамиз.

Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини (уму­

мий интегралини) топинг.

1. (ху2 + x)dx + (у - x2y)dy = 0 .

Е ч и ш .  Берилган тенгламани к,уйидаги куринишда 

ёзиб оламиз:

у( 1 - x2)dy = -х(у2 +1 )dx .

Бу тенглама узгарувчилари ажраладиган тенглама. Узга- 

рувчиларни ажратамиз:

ydy _  -xdx 

1+у2 1-х2

Охирги тенгламанинг иккала к,исмини интеграллай- 

миз:

1т$  = 1 В ’ +

у2 + 1 = С |х2 - l| , у2 = С \х2 - 1| -1.

Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими

у = ±^С\х2 - 1| -1

функциялардан иборат булади.

2. sec2 xtgydx + sec2 ytgxdy = 0.

8-§. Биринчи му ставил уй иши
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Е ч и ш . Берилган тенглама узгарувчилари ажраладипт 

дифференциал тенглама. Узгарувчиларни ажратамиз ва улар| 111 
интеграллаймиз:

2 2 9 9
sec ydy _  _  sec xdx г secz ydy _  _  r secz xdx _

’ ' tgу 'tgУ

l n M  = - l „ M +1n C ,  I

с
tgy = — , tgy • tgx = С 

tgx

яъни дифференциал тенгламанинг умумий интегралини

\ОСИЛ К.ИЛДИК.

tgx tgx

dy_
dx

3. y - x ±  = X+y
dy_

dx

Е ч и ш .  Берилган тенгламадан ¿L ни топамиз:
dx

dy _  y-x 

dx x+y

Бу тенглама биринчи тартибли бир жинсли тенгламадан 

иборат. Уни у = х  • и(х) алмаштириш ёрдамида ечамиз:

I I ,  I UX-X I и- 1
у = и х + и, и х + и ----- , и X + и = --->

X+UX I+U

и X = -— - и
1+и

и2+1-гг-1 х  du _  _  

и+1 ’ dx и+1

Узгарувчилари ажраладиган тенглама \осил к,илдик, 

уни ечамиз:

du =  - f t ,  f ” ± d u  = - f ^ :
и2+1 л: J и +1 J х

, ,  , , , -5---- In Ы + In |C|
2 J и2+l J u2+1 11 1 1 ’

1 r 2 udu du

•In w2 +1 + arctg« = In

arctg -

arctg« = In
cV«2+l

ln- |C |

^ 2+>’2 ,* 7*

яъни берилган тенгламанинг умумий интегралини топдик.
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с!у - е~х&с + ус!х - хс/у = хус!х

дифференциал тенгламанинг у(0) =  1п5 бошлангич шарт- 

пи каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламада куйидаги алмаштиришларни ба- 

жариб х,осилани топамиз:

с/у _  ху+е~у -у с/у 1-х _  е~х 

с1х 1-х ’ с/х 1-хУ 1-х

%  + У = Т^х тенглама биринчи тартибли чизикди тенг- 
лама булгани учун ечимни у = и(х) ■ у(х) алмаштириш ёр- 

дамида топамиз:

е-х

у ' =  и ' V + ЫУ \ и V + «V + «V = Г-- ’
1-х

4. Ушбу

с!х
памиз:

И'У + И( * +У) = £ 1 . (1)
\ с/х / 1-х

Л  + V = 0 шартдан фойдаланиб, у(х) функцияни то-

¿V -V ,  =
с/х V ■* у -1

1п |у | =  - х , V =  • 

у(х) учун топилган ифодани (1) тенгламага куямиз:

с/и -х _  е х с/и _  1 

с/х 1-х ’ с/х 1-х

йи = | с1и = | и = - 1п ¡1 - х\ + 1п С, и = 1п | 

У хрлда

у = и\> = е 1п т-—

функция берилган тенгламанинг умумий ечими булади. 

Бошлангич шартдан фойдаланиб узгармас С ни топамиз:

у(0) =  1пС= 1п5, С  =  5.
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Берилган тенгламанинг хусусий ечими

У

функциядан иборат булади. 

5. Ушбу

1п
|1-л

(1 + х2)^- - ху + х2у2 
ах

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Еч иш . Тенгламанинг турини аникдаш учун алмаш- 

тиришлар бажариб,

йх 1 +х

куринишдаги тенгламага эга буламиз. Бу тенглама Бер­

нулли тенгламаси булгани учун уни у = и(х) ■ у(х) алмаш- 

тириш ёрдамида ечамиз:

у = и у + му , и У + му -
1 +х

-МУ * и2у2>
1+х2

. /  (IV XV \ х2и2
и У + М — - -- У = ---

\с1х 1+х / 1+х
(1)

= 0 шартдан фойдаланиб у(х) функцияни

топамиз:

хсЫ г с!у г хЛхс/у

с1х

XV ¡¡V
Т > ~1+х 1+х

1п |у| = у  1п(1 + х2), У = л/ 1 + х

+х

1

у(х) учун аникданган ифодани (1) тенгламага куямиз:

„2.,2л ,

ах

+ 2 _  х  « (1+х ) с!и

1+хУ л/1+х2

X с1х

Тих2'

Г с/«

^1+х2

ил (х) = х, с!щ = йх

+ X
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ХлА + X2 - 1 V 1 + х2 с!х = Х\11 + х 2 - 1
•'Д+х'

■ с1х

= х^ - \ х Ых

\11+х2 \]\+х2

= х-\/1 + х2 - 1п X + ТГТх2 - I
х2с1х -2 С.

Охирги тенгламадан куйидаги тенгликни \осил к,ила-

миз:

2| * с1х = х>/1 + х2 - 1п х + л/ГТх
у[\+х

\ хлс= =  I х 7 Г 7 7 - 1 1пх + л/ГГ
У1+х2

Демак,

и 2
лЯX + V I + х

2 С , 

- С .

С ,

х + VI + х2 - х^1 + х2 + С ,

и = | -1п л/Гх  + V I  + х

Берилган тенгламанинг умумий ечими

л/1+Х2
.у

-1п )-^1+х2 ~х^1+ х2 +С

(формула билан аникданади.

1-вариант

1. ех+3ус!у = хс1х .

2. у'+у + /  = 0.

о 2 2 - I3. у + Х 7  = хуу .
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4. у '-у  = е*, j/(0) = l .

5. ху'2у + х5у3ех = 0 .

2-вариант

1. sin у cos xdy = cos у sin xdx .

2. y2 ln xdx - (у -1 )xdy = 0 .

3. xy'~y = xtg —.
X

4. xy'+y + e-*2 =0, y( 1) = ¿ .

5. у ' x3 sin у = xy'~2y .

3-вариант

1. у ' = (2у + l)tgx.

2. (x + j>2)i/y + ydx - y2dx = 0 .

3. xy' - у - xex .

4. cosydx = (x + 2 cos y) sin уdy, y(0) =

5. (2x2y ln у - x )y ’ = у .

4-вариант

1. (sin(x + y) + sin(x - y))dx + -^— = 0.
COŜ

2. y '+ 2y-y2 = 0.

3. xy '-у = (x + y ) ln ^ - .

4. x2у '+ xy + 1 = 0, y(l) = 0.

5-eapuahm

1. (1 + ex)yy' = ex .

2. (x2 + x)ydx + (у2 + 1 )dy = 0 .

3. xy' = у cos ln j  .
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4. ух'+ х = 4у3 + 3 / ,  у(2) = 1 .

5. ху'- 2x2J ÿ  = 4 у.

6-вариант

1. sin xlgydx - 4^— = О .
Sin X

2. (ху3 + x)dx + ( х У  - /)¿/y  = О •

3. (у + Jxÿ)dx = xdy .

4. (2х>> + = ydx + 4 ln yí/y, j(O)

5. xy2y' = x2 + y3.

7-вариант

1. 3ex sin ydx + (1 - ex) eos ydy = 0 .

2. (1 + y2)dx ~(y + yx2)dy = 0 .

3. xy' = J x 2 - y 2 + y .

4.

5. (x + 1 )(У'+У2) = -У.

8-вариант

Лх 
1 » в
L  У = i ï ï F
2. у ' =  2ху +  X  .

3. у = х ( у '- № ) .

4 . (1 - 2ху)у ' = у(у -1), у(0) = 1 .

5. у 'х  + у = -ху2.

9-вариант

1. 3*2+ydy + xdx = 0 .

2. у - х /  = 3(1 + х У ) .
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4. х (у ’-у) = ех, у( 1) = 0 .

5. у'-  ху = -у V х2 .

10-вариант

1. (cos(x - 2у) + cos(x + 2у))у ' = sec х .

2. 2хуу ' = 1 -X2.

3. у 'х  + х + у = О.

4. у = x(y'-xcosx), y^| j = 0.

5. ху'- 2\[х* ■ у = у .

11-вариант

1. у ' = е*2х(1 + у2) .

2. (х2 -1)у-ху  = 0.

3. ydx + (2фсу - x)dy = О,

4. ( х у 1) In х = 2у, у(е) = О.

5. у '+ ху = х3у3 •

12-вариант

1. ctgx cos2 уг/х + sin2 xtgydy = 0 .

2. (y2x + y2)üfy + xdx = 0 .

3. xdy - ydx = л/х2 + y1 dx .

4. ( 2 ^ - x )y ’ = l, y(0) = 0 .

5. y ' = £ e2x+y.
y

13-вариант

1. y'sin X = y cosx + 2cosx .

2. (1 + x3)y3dx - (y2 - 1 )x3í/y = 0.

3. (4x2 + 3xy + y2)dx + (4y2 + 3xy + x2)dy = 0.
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4. ху '+ (х + Х)у = Зх2е х, у(1) = 0 .

5. ух'+ X = -ух2 .

14-вариант

1. 1 + (1 + у')еу = О.

2. ху'-у = у2.

3. (х - y)ydx - x2dy = 0.

4. (х + y2)cly = ydx, у(О) = 1 .

5 . х(х-1)у '+ у3 =ху .

15-вариант

1. у ' ctgx + у = 2.

2. \[у̂ + 1 dx = xydy .

3. хул-у2 = (2х2 + ху)у '.

4. (sin2 у + xctgу)у ' = 1, у(0) = j .

5. 2х3уу'+ 3х2у2 + 1 = 0.

16-вариант

2. у'- ху2 =  2ху .

3. ху + у2 = (2х2 + ху)у '.

4. (х + 1)у’+ у = X3 + X2, у(0) = 0 .

7 7-вариант

1. <?А sin ус/х + tgyc/y = 0 .

2. 2х2уу'+ у2 = 2 .

3. (2фсу - y)dx + xdy = О .
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4. х у 2 у  + х2 = 0 , X I )  = 0.

5. y ’ = x^fy=3y .

18-вариант

1. (1 + e3y)xdx = eb dy

3 .  ху'+у(\n Z - i J  =  o . .

4. ху'+у = sinx, у(?) = 1
5. •, '^/ 71 "

х у  + У  = у In Х ■

19-вариант 

1 • (sin(2x + у) - sin(2x - j ; ) ) ^  = .

I----  2 SÍn->'
2- y ' i l  + f = £ .

З'

3 .  (х2 +  y2)dx + Ixydy =  0  .

4. (х2 -1 )у ду; = *з _  = ,

5-

20-вариант

1. cos уйбс =  2>/l +  х2 с/у +  cos у ■ V i  +  х2 dу 

2- (у + 1)у ’ = У + х у .
V1—jc

3. (у2 - 2xy)dx-x2dy = 0.

4. (1 - х 2)у'+ху = 1, У(0) = I .

5. у'+ 2ху = 2х3_у3.

21 -вариант



3. (x + 2y)dx + xdy = О .

4. у ' ctgx - у  = 2 cos2 xctgx, y(0) = 0.

5. у'+у = ^ .

22-вариант

1. exlgydx = (1 - ex) sec2 ydy.
- . l+x22. m  = _ T .

3. (2x - y)dx + (x + y)dy = 0 .

4. x2y ' = 2xy + Ъ, y(l) = - l.

5. y'- ytgx + y2 cos x = 0 .

23-вариант

1. у '+ sin(x + у) = sin(x - у ) .

2. (xy - x)2dy + y(l - x)dx = 0.

3. 2x3y ' = y(2x2 - y2) ■

4. у '+ 2xy = xe~x2, y(0) = 0.

5. y '+l l  = J ^
X  COS X

24-вариант

1. cos3 у ■ у cos(2x + y) = cos(2x - у ) .

2. (x2 - у )Л  ' = х2у - у + x2 -1.

7 » x , У 
у х

4. у Зх2.у - x V 3 = 0, у(0) = 0 .

5. у у + у2 cos x = 0 .

25-вариант

i з^2-*2 = z !z
X

2. \]\ - у2 dx + y j  1 - x2dy = 0.
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' з. х2у ' = у(х + у ) .

4. ху'+ у = 1п х + 1, у(1) = 0 .

5. у ' = х%[у + ^ - .
х -1

9-§. Иккинчи мустакил уй иши

Мустак,ил уй ишининг х,ар бир вариантида бешта ми- 

сол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1-мисолда: берилган дифференциал тенгламанинг бс- 

рилган бошлангич шартни к,аноатлантирувчи хусусий ечи 

мини топиш ва х,осил килинган у = <р(х) функциянинг х : 

х0 даги кийматини 0,001 гача аниклик билан \исоблаш ке­

рак.

2-мисолда: тартибини пасайтириш ёрдамида диффе­

ренциал тенгламанинг умумий ечимини топиш керак.

3-мисолда: тартибини пасайтириш мумкин булган диф­

ференциал тенгламанинг берилган бошлантич шартни 

к,аноатлантирувчи хусусий ечимини топиш керак.

4-мисолда: берилган дифференциал тенгламани интег- 

раллаш керак.

5-мисол: шарти вариантда берилган.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 

тирамиз.

1. Ушбу

у ”(х + 2)5 = 1

дифференциал тенгламанинг у(-1) = , у'{-\) = -4  бош- 

лангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини то- 

пинг ва топилган ечимнинг х = — 3 даги кийматини 0,001 

гача аникдик билан х,исобланг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламанинг умумий ечимини то- 

памиз (5-§ даги I тур тенгламага каранг):

У  ~  (х+2)5 ’ У  ~  ■( (х+ 2)5 ~ "" 4(лг+2)4 + С ‘ ’

У = 4 (^27  + С] ) йХ = 72(^27 + С'Х + •
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Бошлангич шартдан фойдаланиб, С, ва С2 ларнинг к,ий- 

матини аникдаймиз:

Берилган тенгламанинг бошлангич шартни кдноатлан- 

тирувчи хусусий ечими

У 12(х+2Ÿ

куринишда булади. Энди у(х) функциянинг х =  — 3 даги 

к,ийматини х,исоблаймиз:

2. Ушбу тартибини пасайтириш мумкин булган

у "(ех + 1) + у' - О

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама II тур тенгламадан ибо- 

рат (5-§ ва 2-мисолга к,аранг). Шунинг учун ÿ  = z(x) ал- 

маштиришни бажарамиз. У ^олда у " = ва

ŸHr к,исмдаги интегралда ё* + 1 = t алмаштириш ёрда- 

мида куйидагига эга буламиз:

у { - \ )  -  -¡2 ~ Q  + Q  -  Т2 » с 2 -  С\ -  о ’ 

у*(-1) = - 1  + С1= - 1 ,  С,-О,  С2 = о .

| (е- + 1) + г , 0 ,

i'­

lli |г| = ln(ex +1) - ln ех + In С ,.

Охирги ифодани потенцирлаб

пи топамиз. z = у' = ни эътиборга олиб, берилган тенг- 

наманинг умумий ечимини топамиз:
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3. Ушбу тартибини пасайтириш мумкин булган

j V '  = - i

дифференциал тенгламанинг у(1) = 1, У(1) = О бошлангич 

шартларни кдноатлантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама III турга тегишли (5-§ иа

4-мисолга к,аранг). Шунинг учун тенгламанинг тартиби 

ни У = Р{у) алмаштириш ёрдамида пасайтирамиз. У \олда

яъни берилган тенгламанинг умумий ечимига эга булдик. 

Бошлангич шартлардан фойдаланиб, С, ва С2 нинг к,ий- 
матларини топамиз:

л/1+2 С^у
+ С2 = ± ^ r J(l  + 2Cl/)"2 rf(I + 2CI/ ) >

1 = ± Щ '1 1 + 2С' +С2>

О = ±у/\ + 2С, , 

булардан 1 + 2С, = 0 , С, = - у , С2 =1.

Демак, изланаётган ечим
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I Уринишда булади. Бу ечим (х-\)2+у2 =1 айлананинг 

ирмини (чап ёки унгк^исмини) ифодалайди.

4. Ушбу

- у3 + 4| с1х + - Зху21 с1у = О

юнгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш . К^уйидаги белгилашларни киритамиз:

Р(х,у) = ±--у3 +4, 0 (х ,у) = -±--Зху2
л у

((7.22) тенгламага «.аранг). У  ^олда

-Зу2-
м  ~ 2 ¿<2
¿у У ’ йх

йР_ _ ¿6 булгани учун берилган тенглама тулик, диффе-
с1у (1х

ренциалли тенглама булади. Унинг умумий интеграли (7.24) 

(формула ёрдамида топилди:

} ( I  - у 3 + 4) с/х + } (-1  - Зхпу2 \ йу = С0,

*0 ' П)

I «1 - | у ^ х  + 4 1 с1х - I ^  - Зх0 / у2с1у = С„,
Х0 Х  * 0 дг0 0̂ У О

У „з У

1п|х|| - у 3х | + 4х | — 1п |_у| | - Зх0 ~- Сп
*0 УО УО

1п |х| - 1п |х„| - ху3 + х0у3 + 4х - 4х0 -

- 1п |у| + 1п |у()| - хпу3 + х0у03 = С0,

1п - ху3 + 4х = С ,

бунда С = С0 + 1п + 4х0 - х0 - х0у0

5. Агар эгри ЧИЗИК.НИНГ ихтиёрий нуктаси М{х; у) дан 

угказилган уринма, координата укдари ва уриниш нук,та- 

сининг ординатаси билан чегараланган трапецияларнинг
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юзи узгармас микдор 3 га тенглиги маълум булса (69-чи I 

ма), А(2;2) нук,тадан утувчи эгри чизик,нинг тенгламасини 

ёзинг.

Е ч и ш . Трапециянинг юзи:

_\мс\+\оо\ , ,
^ом со----- 2---  I I

\МС\ = у, |£>0) = ± \ОВ\ + \ВО\ = ±\ОВ\- \МС\ = ±\ИВ\ + у -

\ОС\ = х, ±\БВ\ = - \ВМ\tga = -\BM\y' = -ху'>

бунда, агар у ' = tga < 0 булса, \ВВ\ нинг олдидаги ишора « 

+ », агар y , = t ga>0  булса, « — » ишора олинади (69- 

чизма). Шунинг учун иккала холда \ам \DO\ - -ху'+ у . 

Бу 1<;ийматларни урнига куйиб, соддалаштирамиз;

с  _  у-ху'+у о 1 г 2 . , . ________0
^ом со-----2 ’ ~2 ~ ’

-х2у ’+2ху = 6, у '- 1 у  = -4-, ( х * 0 ) .
X

Натижада биринчи тартибли чизикди тенгламани х,осил 

К.ИЛДИК. Уни ечамиз:

I I  I I  I 2им 6
у = иу, у = и  У + М У, и V + «V ---- — — —у )

X X

и'V + и(
'с/у 

1.¿/х

2у' 

*  )

1II

л _  2у
=  0,

(1V _  2с1х

Лс X V X

= 1 п И - 2 1 п И ,  V « . ! 1 .

(1) тенгламага V = х2 ни куйиб и ни топамиз:

„ • х 2 =  - 4 ,  « '  =  - 4 ,  «  =  - б / ^  = -аг + с .
Х̂  х4 1 X х"

У холда (1) тенгламанинг умумий ечими 

у = «V = ^  + с| х2 = + Сх2.
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функциядан иборат булади. Масала шартидаги эгри чизик,- 

нингД2;2) нук,тадан утиш шартидан фойдаланиб, С нинг 

к.ийматини топамиз:

2 = | + С-22, С  = \- 

Изланаётган эгри чизик, тенгламаси

у = 1  + Т ’ (0 < х - хо = ^1б)

куринишда булади. У 69-чизмада тасвирланган булиб, 

x ,=V4  да минумум нуктасига эга булади.

1-вариант

1 У" = Т-Т, У(0) = о, / (0 )  = 0, х0 = 1.
\+х

2. х у " ~ у '  = х 2е* ■

3. 2уу'' = у ’2, у(0) = 1, у'(0) = 1.

4. W - ? ¿ dx + - ^ d y  = 0 .
(1+х2)2 Ï+ F

69-чизма.
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5. Агар ихтиёрий М(х\у) нуктасида утказилган уринма 

нинг бурчак коэффициента шу нукта ординатасининг уч 

лантирилганига тенглиги маълум булса, А(0;2) нуктадан утуи 

чи эгри чизикнингтенгламасини ёзинг.

2-вариант

1. хуш = 2, у(1) = 1 , / (1 )  = у"(1) = 0, х0 = 2 .

2. у " x ln x  = 2 у ' .

3. уу”- у '2 =у\ У(0) = 1, у ' (0)=1.

4 Ц с1х+ у2-]х2 dy = 0
' Г  У

5. Эгри чизик, |2;̂ -| нукта орк,али утади. Бу эгри чи-

зикнинг ихтиёрий М(х\у) нукд-асидан уринма утказилган 

булиб, унинг Ох ук билан кесишиш нуктасининг абсцис- 

саси уриниш нуктасининг абсциссасидан икки марта кат- 

та. Эгри чизи^нинг тенгламасини ёзинг.

3-вариант

1. у '"  = е2\ у(0) = § , у Щ  = \, у " (0) = -1 , х0 = 1 .

2. х 2у "+ ху' - 1.

3- У" = - 23?‘» Я0) = р  y'(0) = V2.

( ХЛ Е ,

1-еу dx + еу (

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида утказилган уринма- 

нинг бурчак коэффициента уриниш нуктаси радиус-век- 

торининг бурчак коэффициенти квадратига тенглиги маъ­

лум булса, А(2; 1) нуктадан утувчи эгри чизик,нинг тенг­

ламасини ёзинг.

4-вариант

1. ут  = cos2x, у(0) = 1, у ’(0) = - р  у"(0) = 0, х — и .

2. у" х\п х = у ' .
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3. / '  = 1 - у ' 2, Я0) = 0, у ‘(0) = 0.

4. х(2х2 + у2)с1х + у(х2 + 2у2)с1у = 0.

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нукдасида утказилган урин- 

масининг ординаталар увидан ажратган кесмаси уриниш 

иукдасининг абсциссасига тенглиги маълум булса, >4(1 ;0) 

пуктадан утувчи эгри чизик^нинг тенгламасини ёзинг.

1. У"
т/ 1-Л

5-вариант 

уф ) = 2, у '(0) = 3, х0 =1.

2. ху " = у ’

3. у ”г = у ', У(о) = § ,  / ( 0 )  = 1.

4.
1 1

+ — + — 
X у

с1х +
\]х2+у2

+ — - т
Г у2

с1у = О .

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нукдасида утказилган уринма- 

нинг бурчак коэффициента шу нукда ординатасидан етти 

марта катта эканлиги маълум булса, Д0;5) нукдадан утувчи 

эгри чизикдшнг тенгламасини ёзинг.

6-вариант

1. У" — Увш 7х У
* I 71

4
1, х0 = -71.

2. у " = у'+ х .

3. 2 ^ " - у '2 =1, уф) = 2, у 'ф ) = 1.

4.
т]х2+у2

+ — + — 
х У

с1х +
\1х2+у2

Оу = 0.

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нуктасида утказилган урин- 

манинг ординаталар увидан ажратган кесмаси уриниш 

нукдасидан координаталар бошигача булган масофага 

тенглиги маълум булса, ДО; 1) нукдадан утувчи эгри чи- 

зик,нинг тенгламасини ёзинг.
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7-вариант

1. у" — х + sin х, у(0) = —3, / ( 0 )  = 0.

2. ху" = у '+ х2.

3. у "  = 2- у , у(0) = 2, / (0 )  = 2.

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нукдасида утказилган уринма- 

нинг ординаталар ук,идан ажратган кесмаси уриниш нукг 

таси абсциссасининг квадратига тенглиги маълум булса, 

>4(1; — 1) нук,тадан утувчи эгри чизик^нинг тенгламасини 

ёзинг.

5. Агар ихтиёрий М(х;у) ну^тасида утказилган урин- 

манинг бурчак коэффициента уриниш нук,таси радиус- 

векторининг бурчак коэффициентидан уч марта катта- 

лиги маълум булса, А( - 8; -  2) нук,тадан утувчи эгри 

чизик^нинг тенгламасини ёзинг.

8-вариант

1. у" = arctgx, j(0) = У '(0) = 0 .

3. У" = 4 .  У(0) = 1, / (0 )  = 0 
у

х‘+у J ху

9-вариант

>■ у" = tgx-—ij- , у(0) = у , / ( 0 )  = 0, хп=~-
cosz X 2 4
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5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида утказилган уринма- 

нинг ординаталар увидан ажратган кесмаси шу нуктадан 

координаталар бошигача булган масофага тенглиги маълум 

булса, А(0; — 8) нуктадан утувчи эгри чизикнинг тенглама- 

сини ёзинг.

10-вариант

1. у"' = e h l ,  у(0) = 8, у'(0) = 5, у "(0) = 2, х0 = 2 .

2. у " tgx = у'+ 1 .

3 .  у "  =  у '+  у '\ у ( 0 )  =  0 , у ' ( 0 )  =  1 .

4. (Зх2 -2х- y)dx + (2у - х + 3y2)dy = 0.

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нук.тасида утказилган урин- 

манинг бурчак коэффициента шу нук,та ординатасининг 

иккиланганига тенглиги маълум булса, А{— 1;3) нуктадан 

утувчи эгри чизи^нинг тенгламасини ёзинг.

11-вариант

1- / '  = -£-> Я0) = 1 , / ( 0) = - I ,  *o = ~ f

2 . у"+2ху'2 = 0 .

3- = 0, у(0) = 0, у\0) = 1.

л xdx+ydy xdy-ydx _  ^
4. —I---- “Ь--- л--— w .

^¿Ty2 х1

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида утказилган урин- 

манинг уриниш нуктасига координаталар бошидан ту- 

ширилган перпендикулярнинг узунлиги уриниш нук,та- 

сининг абсциссасига тенглиги маълум булса, А(2;3) нук- 

тадан утувчи эгри чизик^нинг тенгламасини ёзинг.

12-вариант

1. у" = sin2 Зх, у{0) = -^-, у ’(0) = 0, х0 = j .

2. 2ху'у" = у'2+\.
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3. у"{\ + у) = 5у'2, у(0) = 0, у '(0) = 1.

4. (3х2у + y3)dx + (х3 + 3xy2)dy = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х\у) ну^тасида утказилган урин ■ 

масининг ординаталар увидан ажратган кесмаси уриниш 

нук.тасининг координаталари йигандисининг ярмига тенг 

лиги маълум булса, А(4; 10) нуь;тадан утувчи эгри чизик, 

нинг тенгламасини ёзинг.

13-вариант

1. уш = х sin х, у(0) = 0, у '(0) = 0, у "(0) = 0, х0 = у .

2. у"- = х(х -1).

3. у"(2у + 3)-2у'2 =0, у(0) = 0, у'(0) = 3 .

4. у(х2 + у2 + a2)dx + х(х2 + у2 - a2)dx = 0.

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нук,тасида утказилган уринма- 

нинг ординаталар увидан ажратган кесмаси уриниш нук,- 

таси абсциссасининг квадратига тенглиги маълум булса, 

А(— 2; 5) нук,тадан утувчи эгри чизик^нинг тенгламасини 

ёзинг.

14-вариант

1. /"sin4x =  sin2x,y (|) = I , у ' (|) = 1, у " (|) = -1, x0 = Y  ■

2. y'" + y " tgx = see x .

3 . 4y"2 = l + y '2, y(0) = 1, y\0) = 0.

4. ^sin y + y sin x + i  j dx + |x eos y - eos x + j  j  dy = 0 .

5. Агар ихтиёрий M(x;y) нук,тасида утказилган уринма- 

нинг Ох увидан ажратган кесмаси уриниш нук^тасининг 

абсциссасидан уч марта катта эканлиги маълум булса, А( 1; 1) 
нук;тадан утувчи эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

15-вариант

1. у ” — cos х + е х, у(0) = -е~п, у'(0) = 1, х0 = п .

2. у"- 2y'ctgx = sin3 х .
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3. 2у'2 = (у-1)у", у(0) = 2, у'{0) = 2.

4. (2х - у + l)rfx + (2у - х - l)i/y = 0 .

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нукдасида утказилган урин- 

манинг бурчак коэффициента шу нукда ординатасидан 

олти марта катта эканлиги маълум булса, А(- 2; 4) нукуа- 

дан утувчи эгри чизи^нинг тенгламасини ёзинг.

16-вариант

1. у '  — sin3 х, = >; ' ( f )  = 0’ *о = 2>5я.

2. у''+4у' = 2х2.

3. 1 + у'2=уу\ у(0) = 1, у'(0) = 0.

4. (Зх2 - у cos ху + y)dx + (х - х cos xy)dy = 0.

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нукдасида утказилган урин- 

манинг бурчак коэффициенти уриниш нукуаси радиус- 

векторининг бурчак коэффициентидан тук^из марта кат- 

■галиги маълум булса, А( - 6;4) нук,тадан утувчи эгри чи- 

зик,нинг тенгламасини ёзинг.

17-вариант

1. у1“ - 4х - sin 2х, у(0) = - i , у '(0) = | cos 2, у "(0) = j , 

х0 = 1.

2. ху"- у' = 2 x V  .

3. у"+ уу'3 = 0, у(0) = 1, у ’(0) = 2 .

( х 'I ( -̂ 1
4. 12х3 - еу - dx + 1бу + Д- еу

У У
к \ /

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нукуасида утказилган урин- 

манинг уриниш нукуасига координаталар бошидан ту- 

ширилган перпендикулярнинг узунлиги уриниш нукда- 

сининг абсциссасига тенглиги маълум булса, >4(4; - 3) нук,- 

тадан утувчи эгри чизи^нинг тенгламасини ёзинг.
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18-вариант

1. У' лх
, у(0) = 0, у '(0 ) = 1, Х0 = 4л

2. х(у"+ 1) + у ' = 0 .

3. уу у'1 = 0, у(0) = 1, у ’(0) = 2.

4. + 2 ху sin х2у + 4 dx + + X 2 sin х 2у dy = 0,

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нукдасида утказилган уринма 

нинг ординаталар ук,идан ажратган кесмаси уриниш нукда 

си координаталари йигиндисинингярмигатенглиги маълум 

булса, А(9; -  4) нуктадан утувчи эгри чизик,нинг тенглама 
сини ёзинг.

19-вариант

у" - 2 sinX cos2 X , у(0) = - - , у'(0) = --

2. у"+ 4у' = cos2x.

3. УУ"-У’2 =у21пу, у(0) = 1, у ’(0) = 1.

4. у ■ Зху In 3dx + (х • Зху In 3 - 3)dy - 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида Утказилган урин- 

манинг ординаталар увидан ажратган кесмаси уриниш 

нуктаси абсциссасининг квадратига тенглиги маълум 

булса, А{3\ — 2) нуктадан Утувчи эгри чизик,нинг тенгла- 
масини ёзинг.

20-вариант

1. у" = 2 sin2 X ■ cosX, y(0) = i ,  у ’(0) = 1, х0 — 71.

2. у "+ у ' = sin X .

3. у{\ -1пу)у"+(1 + 1пу)у'2 =0, у(0) = 1, у ’(0) = 1.

4. I—1— + Зх2у1 \dx + (7х3у6 -
х-у

1

х-у
)</у = 0 .
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5. Агар ихтиёрий М{х\у) ну^тасида утказилган уринма- 

иинг бурчак коэффициента шу ну^та ординатасидан беш 

марта катта эканлиги маълум булса, А( — 2; 1) нуктадан утувчи 

при чизш-чнинг тенгламасини ёзинг.

21-вариант

1. у ” - 2 sin х cos2 х - sin3 х, у(0) = 0, у '(0) = 1, х0 = ^ .

2. х2у" = у'2.

3. у"(\ + у) = у ’2+у\ У(0) = 2, у\0) = 2.

4. • + у cos xyj dx + + x cos xy j dy = 0.

5. Агар ихтиёрий M(x;y) нуктасида утказилган урин- 

манинг ординаталар увидан ажратган кесмаси уриниш 

пуктаси координаталари йигиндисининг туртдан бирига 

тенглиги маълум булса, Д16;0) нуктадан утувчи эгри 

чизик,нинг тенгламасини ёзинг.

22-вариант

1. у " = 2 cos х sin2 х - cos3 х, у(0) = \, у '(0) = 2, х0 = ^ .

2. 2ху"у'= у'2-4.

3. / ’ = £ >  У(°) = 1. ^'(0) = 2 .

4.

(
у 2х

\j\~x2y2 ) Jl-x2y2
dx + - ^ L =  = 0.

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида утказилган урин- 

манинг ординаталар уквдан ажратган кесмаси уриниш 

нук,таси координаталари йигиндисининг ярмига тенгли­

ги маълум булса, А{ 1; -  7) нуктадан утувчи эгри чизик,- 

нинг тенгламасини ёзинг.

23-вариант

- х - 1пх, у( 1

2. у/лх1пх - у " .

1 . у" = х-\пх, y(l) ~ ~ j 2 > у ' (  1)  = | ,  х о = 2  .
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3. уу"+у'2 = О, j/(0) = l, у\0) = 1.

4. (5х4у4 + 28х6)с/х + (4х5у3 - 3y2)dy = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нукдасида утказилган урин мл 

нинг уриниш нукдасига координаталар бошидан туши 

рилган перпендикулярнинг узунлиги уриниш нукдасиниш 

абсциссасига тенглиги маълум булса, А(~ 4; 1) нукдадан утуп 

чи эгри чизикдингтенгламасини ёзинг.

24-вариант

1. У" = -р-> у( 1) = 3, у\ 1) = 1, *0 = 2 .

2. y"ctgx + у' = 2.

3. у "  = У(0) = У Щ  = 0 .

4. [2хех2+у2 + 2)dx + ¡2yexl+y2 -3\dy = 0.

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нукдасида утказилган урин- 

манинг ординаталар увидан ажратган кесмаси уриниш 

нукдасининг абсциссаси квадратига тенглиги маълум 

булса, А(2;8) нукдадан утувчи эгри чизи^нинг тенглама- 
сини ёзинг.

25-вариант

1. у1"  = cos4х, у(0) = 2, у '(0) = -Ц, х0=п.

2. (1 + х2)у " = 2ху.

3. уу"-2уу’1пу = у'2, у{0) = 1, у'(0) = 1.

4. (3у3 cos Зх + l)dx + (3у2 sin Зх - 2y)dy = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нукдасида утказилган урин- 

манинг бурчак коэффициенти шу нукда ординатасидан 

турт марта катта эканлиги маълум булса, А(3; — 2) нукда- 

дан утувчи эгри чизикдшнг тенгламасини ёзинг.
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Бу мустакил уй ишининг х;ар бир вариантида бешта 

мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1-мисолда: узгармас коэффициентли чизик/ш бир жинс- 

ли булган дифференциал тенгламаларнинг умумий ечи- 

мини топиш керак.

2- ва 3-мисолларда: узгармас коэффициентли чизикди 

бир жинсли булмаган дифференциал тенгламаларнинг уму­

мий ечимини топиш керак.

4-мисолда: дифференциал тенгламанинг берилган бош- 

лаотич шартни ь;аноатлантирувчи хусусий ечимини то­

пиш керак.

5-мисолда:/[х) функциянинг куринишига караб берил­

ган чизихди бир жинсли булмаган дифференциал тенг­

ламанинг хусусий ечими у нинг куринишини ёзинг.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 

тирамиз.

1. Ушбу

а) 4у" — 11 у + 6у — 0; б) 4у" — 4у + у =  0;

в) у" — 2 У + Ъ1у — 0

дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Хар бир дифференциал тенглама учун харак­

теристик тенглама тузамиз ва уни ечамиз. Хосил к,илин- 

ган характеристик тенгламанинг илдизларининг курини­

шига караб (7.47 формула ва 6-§ даги 5-мисолга каранг) 

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини ёзамиз.

а) 4А2 - 1IX + 6 = 0, илдизлари X, = ^  , Х2 = 2 ^акикий 

ва х,ар хил, шунинг учун тенгламанинг умумий ечими 

куйидаги куринишда булади:

з .
у = Схе*х + С2е1х ;

б) 4Х2 - 4Х + 1 = 0 , илдизлари X, = Х2 = ^  х.ак.икий ва 

бир-бирига тенг, демак тенгламанинг умумий ечими:

х £  £
у = С,е2 + С2хе2 = е2 (С, + С2х );

10-§. Учинчи мустакдл уй иши
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в) А2 - 2А + 37 = О , илдизлари Я, 2 = 1 ± 6/ — кушма ком 

плекс сон, шунинг учун тенгламанинг умумий ечими:

у = ех(С] cos 6х + С2 sin 6х) .

2. Ушбу

у 1'- 3 у-  4у = 6хе~х

тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш . Бир жинсли тенгламанинг характеристик теш 

ламасини тузамиз:

А,2 - ЗА. - 4 = 0,

унинг илдизлари А, = 4 , А2 = -1. Демак, бир жинсли теш 

ламанинг умумий ечими

у = С,е4х + С2е~х

формула билан аникданади.

Берилган тенгламанинг унг томонида турган / (х) = 6хе~х 
функциянинг куринишига кдраб ((7.49) формулага каранг) 

унинг хусусий ечимини ёзамиз:

у* = (Ах + В)е~х ■ х = (Ах2 + Вх)е~х .

Бунда (Ах2 + В)е~х ифодани z = а + ib = -\ характери­

стик тенгламанинг илдизи булгани учун х га купайтирил- 

ди. Энди А ва В номаълум коэффициентларни аник̂ дай- 

миз. Унинг учун:

у ' = (2Ах + В)е~х - (Ах2 + Вх)е~х, 

у*" = 2Ае~х + (Ах2 + Вх)е~х - 2(2Ах + В)е~х .

у", у'\ у*" ларнинг ашнуханган ифодаларини берил­

ган тенгламага куямиз ва иккала к,исмини е_л'га буламиз. 

Сунгра X2, х  ва х° олдидаги коэффициентларни тенглай- 

миз. Натижада А ва В ларни аник,лаш мумкин булган сис- 

темага эга буламиз:

2А + Ах2 + Вх- 4Ах -2В - 6Ах - 

-3В + ЗАх2 + 3 Вх - 4Ах2 - 4Вх = 6х ,
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А + ЗА - 4А = О,

В -4А-6А + ЗВ - 45  = 6, 

2А-2В-ЗВ  = 0,

6_
25 ■

3 2 б . 
х 25 х)е булади ва берилган бир

7 = 

3. Ушбу

аган те

у + / = с , е4* + с 2е- *- (!

У холда У \5 

жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими куйидагича 

булади:

2 6 
*  + 2 5 * I 6"' '

у "+ у ' = 5х + cos 2х

тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанинг характеристик 

генгламасини тузам из:

А,2 + А = 0 ,

унинг илдизлари X, 

ечими

= 0, Х2 = -1. Демак, унинг умумий 

у = С, + С2е“*

куринишда булади.

Тенгламанинг унг к^исмидаги f(x ) = 5х + cos 2х функ­

ция f¡(x) = 5х ва / 2(x) = cos2x функцияларнинг йигин- 

дисидан иборат. Унга мос иккита хусусий ечим мавжуд 

булиб, улар куйидаги куринишда изланади:

у. = Ах2 + Вх

уг - A¡ cos 2х + B¡ sin 2х 

яъни У = у\ + Уг . Унинг \осилаларини топамиз: 

у* ’ = 2Ах + В - 2 A, sin 2х + 2В, cos 2х , 

у* " = 2 А- 4 A¡ sin 2х - 4 B¡ cos 2х .
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у ' ва у " ифодаларни берилган тенгламага куямич ип 

А, В, А{, Bt коэффициентларни аникдаймиз:

2А - 4A¡ cos 2х - 4B¡ sin 2х + 2 Ах + В - 

-2A, sin 2х + 2В{ cos 2х = 5х + cos 2х,

X

irfII

(N

cos 2х -4 А + 2В, = м 105, =1, 1

X o 2 А + В = 0, sin2x -2 А, -4 В, -0 II to

бундан А = ~, В = -5 , Д = - I , Bt = --L.

Шундай к;илиб, берилган тенгламанинг хусусий ечи

ми:

у" = ~ х2 - 5х - i  cos 2х + sin 2х ,

унинг умумий ечими эса

У = У + У = Сх + С2е~х + j  х2 - 5х - 1 cos 2х + sin 2х

кури ниш да булади.

4.Ушбу

у "+16 у = (34х + 13)е'х

дифференциал тенгламанинг у(0) = — 1, У(0) = 5 бошлан- 

FH4 шартларни кдноатлантирувчи хусусий ечимини то- 
пинг.

Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанинг X2 + 16 = 0 харак­

теристик тенгламаси X¡2 = ±4/ мавхум илдизга эга. Унга 

мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий 

ечими

у = С, cos 4х + С2 sin 4х 

формула билан аник^ланади, унинг хусусий ечими 

у' = (Ах + В)е~х 

куринишда булади. у ' ва у " ларни топамиз: 

у ' - Ае-Х - (Ах + В)е~х , 

у* " = -2Ае~х + (Ах + В)е~х .
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Берилган тенгламага у*' ва у " ифодаларни куйиб куй- 

идаги тенгликни \осил кдяамиз:

-2А + Ах + В + 16Ах + 165 = 34х -+-13, 

бундан А = 2, В = 1. У хрлда

у" ■= (2х + 1)е~* 

булади ва берилган тенгламанинг умумий ечими 

у = С, cos 4х + С2 sin 4х + (2х + \)е~х

куринишда булади. С, ва С2 нинг к,ийматларини топиш 

учун у(0) = -1 , >'(0) = 5 бошлангич шартлардан фойда- 

ланиб куйидаги системани. тузамиз:

У(0) = -1 = С, +1, ]

У '(0) = 5 = 4С2 + 2 -1, J

бу ердан С, =  — 2, С2=  1. Умумий ечимга С, ва С2 лар- 

нинг к,ийматини куйиб, берилган тенгламанинг хусусий 

ечимини топамиз:

у = sin 4х - 2 cos 4х + (2х + 1)е‘х ‘

5. Агар а) / (х )  = (5 - х)еЪх; б) / (x )  = xsin2x булса, 

у"-9у = / (х )  чизмуга бир жинсли булмаган дифферен­

циал тенгламанинг хусусий ечими у* ни аникданг ва кури- 

нишини ёзинг.
Е ч и ш .  Характеристик тенгламанинг илдизларини 

топамиз:

А.2 - 9 = 0, X, = -3, Х2 = 3 .

а) / (х )  = (5 - х)е3х булгани учун хусусий ечим

у = (Ах + В)еЪх ■ х = (Ах2 + Вх)е3х

куринишда булади. Бунда z = а + ib = 3 ва к = 1 булгани 

учун х га купайтирилди.

б) / (х) = sin 2х булгани учун

у‘ = (А,х + В,) cos 2х + (А2х + 52)sin2x 

куринишда булади.
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11-вариант

1. а) у" + 6У = 0; б) у" + 10У + 29у = 0; в) у" - 8у + 7у = 0.

2. у” + 36У = 63 + 66х — 36х3.

3. у" + 4У + 20у = 4cos4x — 52sin4x.

4. У  -  10У + 25у = е5*, у(0) = 1, У(0) = 0.

5. У  — у' — бу =Дх); а) Дх) =  2е3*; б) Дх) = 9cosx - sinx.

12-вариант

1. а) У  + 25у = 0; б) у + 6У + 9у = 0; в) у + 2у +2у = 0.
2. у" + У  =  — 4cosx — 2sinx.

3. у" + 4У + 5у = 5х2 — 32х + 5.

4. у  + У -  \2у = (16х + 22)е4х, у(0) = 3, У(0) = 5.

5. У' -  16у =Дх); а)У(х) =  - Зе41; б) Дх) = cosx - 4sinx.

13-вариант

1. а) У' - ЗУ =  0; б) у" - 1у - 8у =  0; в) у" + 4У + 13у = 0.

2. у" + 2У — 24у = 6cos3x — 33sin3x.

3. у" + 2ÿ + у =  (12х -  10) е~х.
4. У' -  2У + 5у = 5х2 + 6х - 12, у(0) = 0, у'(0) = 2.

5. У  -  у  =Дх); а) Дх) = (х - 2)е*х; б)Дх) = 3cos4x.

14-вариант

1. а) у" -  ЗУ -  4у = 0; б) у + 6У + 13у = 0; в) у" + 2у = 0.

2. У' + 6У + 13у = — 75sin2x.

3. у" — 4у = ( — 24х — 10)e2jc.

4. у" + 8У + 16у = 16х3 + 24х2 -  10х + 8, у(0) = 1, У(0) =  3.

5. у" - 2У + 2у = / х ) ;  a) f[x) = (2х - 3)е*х; б) Дх) = 

e'sinx.

15-вариант

1. а) 2У + 25У = 0; б) у" -  10У + 16у =  0; в) у - 8у’ + 

+ 16у =  0.

2. у" + 5у = 39cos3x — 105sin3x.

3. у" + бу + 9у — 12еЪх.
4. у" — 2у' + Ъ1у =  Зб^соэбх, у(0) = 0, у'(0) = 6.

5. 5У  — бу' + у =Дх); а) Дх) = х2ех; б)Дх) = cosx - sinx.

418



16-вариант

1. а) у" - ЗУ - 18у = 0; б) у" - 6у =  0; в) у + 2у' + 5у = 0.

2. у" — 4У + 29у =  104sin5x.

3. У' + 16у =  80е2л.

4. /  -  8У = 16 + 48л:2 - 128х3, у(0) = - 1, У(0) = 14.

5. 5У  + 9У — 2у = fix)] а)/(х) = х3 — 2х; б) /(х) = 2sin2x — 

3cos2x.

17-вариант

1. а) У  -  6У + 13у = 0; б) у" - 2 ÿ - l5 y  = 0; в) у" - 8У = 0.

2. У  — 4У + 5у = (24sinx + 8cosx)-elv.

3. У  + 4У =  15с>г.

4. У  + 12У + 36у =  72х3 - 18, у(0) =  1, У(0) =  0.

5. У  - 2У - 15у = fix); a) fix) = 4xe3jr; б) / х )  = xsin5x.

18-вариант

1. а) У  + 2У + у = 0; б) у  + 6У + 25у =  0; в) у" - 4у = 0.

2. У  + 16У =  8cos4x.

3. у" + 2у' + у = (18х + 8)е'х'.

4. У  + ЗУ = (40х + 58)e2v, у(0) =  0, у'(0) = 2.

5. у" — ЗУ — fix)] a) fix) = 2х3 ~ 4х; б) fix) = 2e3ïcosx.

19-вариант

1. а) у" + 10У =  0; б) у" — 6у + 8у = 0; в) 4у" + 4ÿ + у = 0.

2. у" + 9у =  9Х4 + 12х2 -  17.

3. у" — 14У + 49у = 144sin7x.

4. у" — 9У + 18у = 26cosx — 8sinx, у(0) =  0, у'(О) = 2.

5. у" - 7У + 12у = fix)', а) Дх) =  хе3л' + 2ev; б) /(х) = 

3xsin2x.

20-вариант

1. а) У  + 5у = 0; б) 9у" — 6У + у = 0; в) у" + 6у + 8у = 0.

2. у" -  12У + 40у = 2еЬх.
3. у" + У — 2у — 9cosx — 7sinx.

4. у" + 8У = 18х + 60х2 -  32х3, у(0) = 5, У(0) = 2.

5. у" + 9У = fix)] а) fix) = х 2 + 4х - 3; б) fix) =xe2ïsinx.
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21-вариант

1. а) у" + 6У + 10у = 0; б) у” - 4у + 4у =  0; в) у' - 5у'+ 

+ 4у = 0.

2. у" + 4У = ev(24cos2x + 2sin2x).

3. У  +  9у  =  Ю Л
4. у" — ЗУ + 2у =  — sinx — 7cosx, у(0) = 2, У(0) = 7.

5. У  — 4у + 5у =Дх); а)Дх) = — 2хе*; б)Дх) =xcos2x —

— sin2x.

22-вариант

1. а) У  — у =  0; б) 4у" + 8У — 5у =  0; в) у" — 6у + 1 Оу = 0.

2. У  + 2У + у = 6е~*.
3. 4 у — 4У + у = — 25cosx.

4. У  + 2У = 6х2 + 2х + 1.

5. у" + ЗУ + 2у =Дх); а) Дх) = (Зх - 7)<rv; б) Дх) = cosx -

— 3sinx.

23-вариант

1. а) У' + 8У + 25у = 0; б) у" + 9у =  0; в) 9У  + ЗУ — 2у =  0.

2. У  + 2У + 37у = 37х2 - ЗЗх + 74.

3. ЗУ — 5у' — 2у = 6cos2x + 38sin2x.

4. У  + 16у = 32е4х.

5. у" — 8У + 16у =Дх); а) Дх) =  2хе4лг; б) Дх) =  cos4x + 

+ 2sin4x.

24-вариант

1. а) 6у" + 7У — Зу = 0; б) у" + 16у = 0; в) 4у" — 4у' + у =  0.

2. 6у" — у' — у = Зе^.

3. у" + 4у' + 29у = 26е~х.
4. у" + 5у' + 6у = 52sinx, у(0) = — 2, у'(0) =  — 2.

5. у" + у' - 2у = Дх); а) Дх) = (2х - 1)е~*; б) Дх) = 

= 3xcos2x.

25-вариант

1. а) 9у" — 6у' + у = 0; б) у" + 12у' + 37у = 0; в) у" — 2у'= 

= 0.

2. 2у" + 7у' + Зу = 222sin3x.
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3. Ay" + Зу' — у = 1 lcosx — 7sinx.

4. У  - 4У = 8е2х, ЯО) = 1, У(О) = - 8.

5. у" + ЗУ — 4у = Дх); а) Дх) =  б)Дх) =  x2sin2x.

11-§. Туртинчи мустак,ил уй ииш

Мустак^ил уй ишинимг х,ар бир вариантида туртта мисол 

булиб уларнинг шарти куйидагича:

1-мисолда: берилган чизикди бир жиисли дифферен­

циал тенгламанинг хусусий ечимини топиш керак.

2-мисолда: берилган дифференциал тенгламалар сис- 

темасини икки усул билан ечиш керак:

а) юк,ори тартибли дифференциал тенглама курини- 

шига келтириб;

б) характеристик тенглама тузиш ёрдамида.

3-мисолда: дифференциал тенгламани ихтиёрий узгар- 

масларни вариациялаш усули билан ечиш керак.

4-масала шарти вариантда берилган.

Куйида вариант мисолларининг ечиш намунасини кел- 

тирамиз.

I. Ушбу

у'г -у = О

чизикди бир жинсли булган дифференциал тенгламанинг 

у(0) = 5 , у '(0) = 3 , у "(0) = у/и(0) = 0 бошлангич шартлар- 

ни к,аноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг характеристик тенгламасини 

тузамиз ва уни ечамиз:

X4 - 1 = 0 , (X2 - 1)(Х2 + 1) = 0, X, = -1 , Х2 =1,  Х3,4 = ±/.

Берилган тенгламанинг умумий ечими

у = С,е“х + С2ех + С3 cos х + С4 sin х 

куринишда булади. у’, у", У" х^осилаларни топамиз: 

у ' = -C¡e~x + С2ех - С3 sin х + С4 cos х , 

у ” = С{е~х + С2ех - С3 cos х - С4 sin х , 

у'" = -С,е~х + С2ех + С3 sin х - С4 cos х .
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С,, С2, С3, С4 ларнинг к,ийматларини аникдаш учун 

бошлангич шартдан фойдаланиб, куйидаги системани туза- 

миз ва уни ечамиз:

С, + С2 + С3 =5,

-С, + С2 + С4 = 3, 2С, + 2С2 = 5,1 

С, + С2 - С3 = О, -2С, + 2С2 = 3, |

—С| + С2 — С4 = о

бундан С, = i ,  С2 = 2, С3 = | , С4 = | .

Берилган тенгламанинг хусусий ечими

У = j  е~х + 2ех + у  eos х + у  sin х

куринишда булади.

2. Ушбу

х' = -7х + у, х = x(t), х = -̂ >

у' = -2х-5у, у = y(t), У' = ~-

дифференциал тенгламалар системасини икки усул би- 
лан ечинг:

а) говори тартибли дифференциал тенглама курини- 

шига келтириб;

б) характеристик тенглама тузиш ёрдамида.

Е ч и ш .  а) Берилган системанинг биринчи тенглама-

сини х буйича дифференциаллаймиз:

х "  = -7х'+ у ' .

Энди У урнига иккинчи тенгламадаги ифодасини 
куямиз:

х " = -7х'- 2х - 5у .

Бу тенгламадаги у урнига у = х'+7х ни куямиз. На- 

тижада x(t) номаълум функцияга нисбатан иккинчи тар­

тибли дифференциал тенгламани \осил к,иламиз:

х " — -7х 2х - 5(х'+ 7х), х "+ 12х '+ 37х = 0 .

Охирги тенгламани бизга маълум булган усул (7-§ га 

к,аранг) билан ечамиз:
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х = е~61 (С, eos / + С2 sin i ) .

Бунинг \осипасини топамиз:

х ' = -6е~б,(С| cos / + С2 sin/) + е~6/(-С, sin / + С2 cos/).

у = х ’ + 7х тенгламага х ва х нинг кушматларини 

куямиз:

у' = -6е’ б'(С| cost + С2 sin/) + 6е“6'(-С| sin / + С2 cos/) + 

+7е- 6' (С, cos / + С2 sin /).

Демак, изланаётган ечим

х = е~6' (С, cos 1 + С2 sin /), 

у = e~6'(C,(cos / - sin /) + C2(cos/ + sin/))

функциялардан иборат булади.
б) Системанинг характеристик тенгламасини тузамиз 

ва уни ечамиз:

~2~-5-Я = ° ’ (7 + V (5 + V  + 2 = 0 ’

Я2 + 12Я + 37 = О, Я| 2 = -6 ± /.

X, =-6 + / учун (7-§ даги 2-мисолга к^аранг) куйидаги 

системани хрсил кдламиз:

(-7 + 6 - /)а + (3 = 0,

-2а + (-5 + 6 - /)(3 = 0,

-(1 + /) а  + (3 = 0,

-2а + (-1 - /)(3 = 0.

а  = 1 деб, (3 = 1+/ ни топамиз. У хдлда берилган тенг- 

ламанинг биринчи хусусий ечими

х, = е (-6+/)', у, = (1 + /)е(' 6+/)/

булади.

X2 + 12Я + 37 = О, Я1>2 = -6 ± л/36 - 37 = -6 ± /,
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Х2 = -6 - i учун система

(-7 + 6 + /) а  + (3 = 0,

-2а + (-5 + б - /)(3 = 0, j

(-1 + / ) а  + (3 -  О,

- 2 а  + (1 + 0 3  =  Oj

куринишда булади. а  = 1 деб, (3 = 1-/ ни топамиз, нати- 

жада берилган тенгламанинг иккинчи хусусий ечими

*2 = е ^ ' ,  у2 = (1 - /)е(-6-')'

ни топамиз.

Куйидаги

у _  х1+х2 - _  х,-х2 _ 
х, 2 , Х2 - —у - ’

у _  Л+Л V _  У\~Уг
У\ - “ Г - ’ ^  2Г~

формула ёрдамида х,, х2, У, ва у2 фундаментал ечимлар 

системасини топамиз. Унинг учун Эйлер формуласи

е(«±Р>» = e“'(COs|3/±sin|3/)

дан фойдаланиб

х, = е~6' cos t, х2 = 6/ sin /,

у, = e"6'(cos/-sin /)5 У2 = <?~6'(cos/ + sin/)

ларни топамиз.

Берилган системанинг умумий ечими

х = С,х| + С2х2, у — C¡y¡ + С2у2

куринишда булади, яъни

х = е~6'(С, cos / + С2 sin /),

у = e~6'(C,(cos/ - sin /) + C2(cos/ + s in /)).

3. Ушбу

y ”. y J J í L  
7 7  ex-[

дифференциал тенгламани ихтиёрий узгармасни вариа- 

циялаш усули билан ечинг.



Е ч и ш . Берилган тенгламага мое бир жинсли тенглама­

ни ечамиз:

у"-у = О, А.2 - 1 = О, =-1, Х2 =1 .

Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими: 

у = + С2ех.

С, ва С2 ларни х га бопшк, функция деб ^исоблаймиз, 

яъни

у = С1(х)е~х + С2(х)ех .

С{(х) ва С2(х) ларни ((7.38) системага кдранг)

С, \х)е~х + С2 \х)ех = О, |

С, \х)у1'+ С2 \х)у2' = Д х ) ]

системадан аникдаймиз, берилган тенглама учун:

С, \х)ех + С2 '(*)ех = О,

С, \х)ех + С2 '(х)ех = ^  ^

Бундан С,'(х) ва С2'(х) ни, сунгра С,(х), С2(х) ларни 

гопамиз:

2С2'( х ) е * = £ [, С2’(х) = -1т

2С2(х ) = |
е х -1

/ = ех, х = 1п/1

£& = —

= 1п|/ - 1| - 1п|?| + С2 = 1п
м + С, = 1п

ех-1

С, ’(X) = -С2 '(*)е2* =

С1 (*) - 1 

г tdt _ г /—1+1
= - ^  = -|'11±1а  = -*-1п | /- 1| + С,1 = -ех - 1п|ех - 1| + С,
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Демак, (7.37) формулага асосан берилган тенгламанинг 

умумий ечими куйидагича б;улади:

4. Р( 1;2) нук,тадан утувчи ва куйидаги хоссага эга бÿлгaн 

эгри чизик, тенгламасини ёзинг: эгри чизик; ихтиёрий 

нукдаси М(х;у) нинг радиус-вектори ва бу нук,тада утка- 

зилган уринма хдмда абсциссалар ук,и билан чегаралан- 

ган учбурчакнинг юзи 2 га тенг (70-чизма).
Е ч и ш . 70-чизмадан: \ОА\ = \ОВ\ + \АВ\ = х + \АВ\. Уч- 

бурчак ВМА дан:

= {-ех - In \ех - 1| + С, )е х + Г In ^ ± + с \ х
V /

= С,е~х + С2ех + ех\ п^-- е'х ln jex - il - 1.
ех 1 1

\ВА\~ t è ~  Ík~  у % , \ОА\ = \ОВ\ + \ВА\ = х - у ^ .
rix Уdx

Масала шартига Kÿpa:

S0m = 0,5 • \ОА\ ■ \МВ\ = 2 .

а 1

fíx,yhO

ß А

70-чизма.
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Бунга 10А\ ва \МВ\ ларнинг к^шматларини куйсак, куй- 

идаги

1
2

( х - у ^ . у ,  2, х у - / £ у * 4, / %  = ху-4,

dx _  х _  _  4 

dy у

тенгламага, яъни х = х(у) функцияга нисбатан биринчи 

тартибли чизикди дифференциал тенгламага эга бÿлaмиз. 

Уни X = uv алмаштириш ёрдамида ечамиз:

i . uv 4 , I dv V \ 4
и V + UV — —  =  - - т ,  И V + И -Г- -  — =  - —т ’ 

у У1 \dy у) у¿

^  = О, *  = = ln|v| = ln|y|, v = y,
dy у V у V 1 у 11 11

du 4 , 4dy 2 ,
—-— • У — —у , d li — --т— 5 —■ —=r "b С/ ,
dy '  y1 yí

y  + C = Cy + j .

Изланаётган эгри чизик, P(l;2) нук,тадан Утади, шу- 

нинг учун 1 = 2С + 1, С =  0. Демак, унинг тенгламаси

X =  -  ёки х у  =  2, яъни бу эгри чизик, гиперболадир.

1-вариант

1. / "  -  У =  0, у(0) = О, У(О) =  2, У'(0) = 4. 

X ' = -2х + у, 

у' = -Зх + 2 у.

3. у "+ 2у '+ у = хех + •

2 .

хе

4. Агар эгри чизикдинг ихтиёрий нук,тасида утказилган 

уринманинг уриниш нуктаси билан координаталар боши 

орасидаги масофа уриниш нукдасининг абсциссасига тенг- 

лиги маълум булса, шу эгри чизик,нинг тенгламасини ёзинг.

2-вариант

1 у,у + 2уш - 2у  -  у =  о, у(0) = 0, У (0) = 0, / ( 0 )  = О, 

ут (0) =  8.
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2 IV  = 6 х - у ,

[у' = Зх + 2 у.

4. Агар эгри чизи^нинг ихтиёрий нукд-асида утказил- 

ган уринма, уриниш нукдасидан абсциссалар ук,ига ту- 

ширилган перпендикуляр ва абсциссалар ук,и билан че- 

гераланган учбурчакнинг катетлари йигиндиси узгармас 

микдор а га тенглиги маълум булса, шу эгри чизи^нинг 

тенгламасини ёзинг.

3-вариант

1. у"' + у" - 5у + Зу =  О, у(0) = О, У (0) = 1, У'(О) = -  14.

4. Агар эгри чизикушнг ихтиёрий нук,тасида утказил- 

ган уринманинг Ох укдцан ажратган кесмасининг узун- 

лиги уриниш нук,тасининг абсциссасидан икки марта ки- 

чик булса, шу эгри чизик^нинг тенгламасини ёзинг.

3. у "+ 2у '+ 2у = е хс1|р: .

4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нук.тасида утказилган 

уринма ва нормалнинг Ох увидан ажратган кесмаси 21 га 

тенглиги маълум булса, шу эгри чизикнинг тенгламасини 
ёзинг.

1. у'" - 5У  + 8У -  4у =  0, у(0) = 1, У(0) = 1, у'Щ  =  0.

4-вариант

1. у'" + /  =  0, у(0) = О, У(0) = 1, У'(0) = - 1

5-вариант
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2 Гх' = - х- 2  у,

' = Зх + 4 у.{
3. у"- 2у'+ 2у = -4— .

втх

4. Агар эгри чизикдинг ихтиёрий нук^тасида утказилган 

уринманинг Ох увидан ажратган кесмасининг узунлиги 

уриниш нук.таси абсциссасининг у к,исмига тенглиги маъ- 

лум булса, шу эгри чизикушнг тенгламасини ёзинг.

1. / "  + ЗУ + 2У =  0, у(О) =  О, У(О) =  О, У (0) = 2.

4. Агар эгри чизищинг ихтиёрий нук,тасида утказил­

ган уринманинг Ох укддан ажратган кесмасининг узун­

лиги уриниш нукдаси абсциссасининг кубига тенглиги 

маълум булса, Д2;4) нук,тадан утувчи шу эгри чизи^нинг 

тенгламасини ёзинг.

1. уш + ЗУ + ЗУ + у = О, У 0) = - 1, У (0) =  О, У  (0) =  1.

2 (х' = 4х + 2 у,

[У  = 4х + 6 у.

3. у"+ у = 1%х.

4. Агар эгри чизищинг ихтиёрий нук,тасида утказил­

ган уринманинг Оу увидан ажратган кесмасининг узун­

лиги уриниш нук,тасининг абсциссасидан уч марта кат- 

талиги маълум булса, /4(1 ;5) нук,тадан утувчи шу эгри чи- 

зик,нинг тенгламасини ёзинг.

1 уп _  2у  + 9у  - цу =  о, ХО) = - 2,5, У(0) = О, у"(0)= О.

2 |х' = 8х-3у,

6-вариант

7-вариант

8-вариант

У  = 2х +у.
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3. у"+4у = ctg2x .

4. А( 1;2) нук;тадан утувчи ва куйидаги хоссага эга булган 

эгри чизик,нин г тенгламасини ёзинг: ихтиёрий ну^таси ор- 

динатасининг шу ну^та абсциссасига нисбати изланаётгап 

эгри чизик,нинг шу нук,тасида утказилган уринманинг бур- 

чак коэффициентига пропорционал ва пропорционаллик 

коэффициента 3 га тенг.

9-вариант

1. ут  + 9У = О, ЯО) = О, У(0) =  9, У’(0) = -  18.

2 I V  =  3х + у,

[у' = х + 3у.
3. у"+ у = ctgx .

4. Агар эгри чизикдинг ихтиёрий нук,тасида утказил­

ган уринманинг уриниш нук,тасидан Ох ук,и билан ке- 

сишган ну^таси орасидаги масофа уриниш нук,тасидан 

координаталар бошигача булган масофага тенглиги маъ- 

1ум булса, шу эгри чизик,нинг тенгламасини ёзинг.

10-вариант

1. у1" - 13/ + 12У =  0, у(0) = О, У(0) = 1, / ( 0 )  =  133.

2 ix' = 2x + 3 у,

| /  = 5х + 4 у.

3. у"-2у’+у = ^-.

4. Агар эгри чизик^нинг ихтиёрий нук;тасида утказилган 

уринма, координата уклари ва уриниш ну^тасидан абс- 

циссалар ук.ига туширилган перпендикуляр билан чегара- 

ланган трапециянинг юзи узгармас микдор За2 га тенглиги 

маълум булса, шу эгри чизи^нинг тенгламасини ёзинг.

11-вариант

1. У,у~ 5 /  + 4у =  0, у(0) =  -  2, У(0) = 1, / (О ) =  2, 
уш(0) = 0 .

2 (х' = х + 2у,

\у' =  3х + 6 у.
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4. М(х;у) нук.тасидан утказилган нормал Оу укддан узуп

у2
лиги —  га тенг кесма ажратувчи эгри чизи^нинг тенглама 

сини ёзинг.

15-вариант

1 . уш - у  + 4у  -  4у =  о, ХО) =  -  1 , У(0 ) = 0 , у"(0) = - 6 .

(х’ = 3х-2у,

' }у' = 2х + 8у.

3. у "+ 4у = tg2x .

4. Агар эгри чизик,нинг ихтиёрий нукдасидан коорди­

ната укдарига параллел (бу укдар билан кесишгунга кддар) 

тугри чизикдар утказилса, у х,олда х,осил булган тугри 

туртбурчакларнинг юзи эгри чизик; билан икки к^исмга 

булинади, кайсики бирини юзи иккинчисиникидан икки 

марта катта булиш хоссасига эга булган эгри чизик,иинг 

тенгламасини ёзинг.

16-вариант

1 у к _  2уш + /  = о, №  = О, У(0) =  О, У'(0) = 1, У 'Щ  =  2.

2 (х' = х + 4 у,

\у' = 2х + 3 у.
„-2х

3. у"+4у'+4у = —j~.
X

4. М(х\у) нук,тасида утказилган нормал Оу у^ини \ га 

тенг кесмада кесувчи эгри чизик,нинг тенгламасини ёзинг.

17-вариант

1. y v -  у = 0, у(0) = О, У(0) = О, У'(0) = О, У "(0) = - 4.

2 |х' = 7х + Зу,

\у’ = х + 5у.

3 у "-4у'+4у = ^ .
X

4. Эгри чизи^нинг \ар бир нукдасида утказилган урин- 

ма абсциссаси уриниш нук.тасининг абсциссасини икки
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бараварига тенг булган нук^тада у = 1 тугри чизик, билан 

кесишади. Шу эгри чизик,нинг тенгламасини ёзинг.

18-вариант

1. yw— \6у = 0, у(О) = О, /(0 ) = О, У (0) = О, у"Щ  = - 8.

2 (х' = 4х-у,

\у' = -х + 4у.

3. у''+2у'+у = Зе-х^[х+Т.

4. Хамма уринмалари координаталар бошидан утувчи 

эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

19-вариант

1 ут + у. _  4у  _  4 =  о, у(0) = О, У(0) = О, У'(0) = 12.

2 Гх' = 2х + 8у,

[у' = х + 4у.

3. у"+ у = -ctg2x .

4. Эгри чизикка утказилган уринмаларнинг Оу уки би­

лан уриниш нукдаси орасидаги кесманинг узунлиги узгар- 

мас 2 га тенг булган ва А(2;0) нук^тадан утувчи эгри чи- 

ЗИК.НИНГ тенгламасини ёзинг.

20-вариант

1. у"> + 2у + 9у' + Щ  = 0, у(0) =  1, У (0) = -  3, / (0 )  = -  9. 

íx ' = 5x + 8.y,

[у' = Зх + 3 у.

3. у"~ у' = е2х - cose* .

4. Агар Оу ук;и, эгри чизик,кд утказилган ихтиёрий 

уринма ва уриниш нукдасининг радиус-вектори билан че- 

гараланган учбурчак тенг ёнли булса, шу эгри чизик^нинг 

тенгламасини ёзинг.

21-вариант

1 шуг-у1г+ 9ут  =  о, у(0) =  у(0) =  У'(0) =  / " (0 )  = О, 

у'\0) = 27.
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2 Гх' = -5х + 2у,

[у' = х-6у.

3. у"-у' = е2х 51п ех.

4. Эгри чизикнинг бирор нук.тасида утказилган нор- 

малнинг ординаталар ук,и ва эгри чизик, билан кесишиш 

нук;таси орасидаги кесмаси шу нукта билан кордината- 

лар боши орасидаги кесмага тенглиги маълум булса, шу 

эгри чизи^нинг тенгламасини ёзинг.

1. уш + 2у" + у = 0, уф) = О, У(0) =  2, / (0 )  = - 3.

3. у"+у = tg2x .

4. Агар эгри чизикда утказилган уринманинг коорди­

ната ук«лари орасидаги кесмасини уриниш нук^таси тенг 

иккига булиши маълум булса, шу эгри чизи^нинг тенгла­
масини ёзинг.

23-вариант

I . уШ _  у . _  у  + у  =  0> Я 0 )  =  _  ! у (0) =  0> у .(0) =  {

4. Агар координаталар бошидан уринмага туширилган 

перпендикулярнинг узунлиги уриниш нук,тасининг абсцис- 

сасига тенг булса, шу эгри чизик;нинг тенгламасини ёзинг.

24-вариант

1. у1У + 5 /  + 4у =  0, у (0 )=  1, У(0) = 4, / (0 )  = -  1, 
/ " (0 )  = -  16.

[х' = х - 5^,

' \у' = -х-3у.

22-вариант
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3. у"+2у'+5у =

4. Агар эгри чизикда утказилган уринманинг бурчак 

коэффициента уриниш нук,таси ординатасининг учлан- 

ганлигига тенглиги маълум булса, А(0; — 2) нук,тадан утув- 

чи шу эгри ЧИЗИК.НИНГ тенгламасини ёзинг.

25-вариант

1. y,v + 10 / + 9У =  0, у(0)= 1, У(0) = 3, У(0) = -  9, 

/" (0 ) = -  27.

х ' = 4х - 8 у, 

у ' = -8х + 4 у.

3. у"+9у= 1

sin 2х

cos3x '

4. Агар эгри чизикнииг ихтиёрий нуктасида утказил­

ган уринма, уриниш' нук,тасидан абсциссалар ук,ига ту- 

ширилган перпендикуляр ва Ох ук,и билан чегараланган 

учбурчакнинг юзи узгармас микдор b2 га тенглиги маъ­

лум булса, шу эгри чизик^нинг тенгламасини ёзинг.

V III б об

1-§. Олий математика татбик,ига дори 
масалалар

1. Функция щ^ида тушунча.
Энг содда функцияларни текшириш

1.1. Радиуси R ва маркази координаталар бошида булган 

айлана буйича моддий нук>та v тезлик билан соат стрелка- 

си йуналишга кдрама-к.арши йуналишда-текис х^аракатлан- 

мокда. Бошлангич пайтда бу нук,танинг абсциссаси а (|о|< R) 
га тенг, ординатаси эса мусбат. Бу нук,та абсциссасининг 

тебраниш тенгламасини тузинг. Бошлангич вакд к,андай 

булганида бу абсциссанинг модули энг катта булади?

Е ч и ш . Маълумки, нук.та хдракатининг тезлиги куйи- 

даги формула билан топ ил ад и:

v

ю = 7 г
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у

к /

/ V »

1а;л/л2 -а2)

V  ° а х

бунда со — а ну^танинг бур- 

чак тезлиги, V — унинг илга- 

риланма харакат тезлиги.

Масала шарти ва 71-чиз- 

мага кура:

Ф =  ф0 + со/ = агссоэ ~ + 4  /.
К к

Энди куйидагиларни то- 

памиз:

а) М  нук,танинг абсцис- 

саси / нинг функцияси (х(/)) булиб, унинг тебраниш тенгла- 

маси:

71-чизма.

х(/) = Л сое ф (/) = Я  соэ |^  + агссо8|1 =

Л = acos~t-\[R2~

б^ тах|х(/)| = Л шартдан ф (/) =  п , яъни агссоБ

— + — / = п келиб чикдци; бу ердан изланаётган вак.т I ни 

топамиз:

а
тс-агссоз— 0
------— = — агссоБ

2. у 
я

1 ) .

1.2. Кривошип-шатун механизми схемасини к,араймиз 

(72-чизма). Маховикнинг радиуси Л, шатун узунлиги а га 

тенг. Маховик секундига п марта айланиб, соат стрелкаси 

йуналиши буйича бир текис хдракат кцлади (айланади). 

Шатун ва кривошип / =  0 да бир тугри чизик.ни хрсил 

к;илади (чап “тинч» холатда), А нук̂ та (крейцкопф ёки пол­

зун) Онук,та (координаталар боши)да булади. А нук,та (крей-
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цкопф) х кучишининг t вакдта богликдигини текширинг. 

x(t) функциянинг максимуми тугрисида нима дейиш мум- 

кин? Минимуми тугрисида-чи? Натижаларни чизмадан 

якдол куриниб турадиган хулосалар билан такдосланг.

Е ч и ш .  х = ху + х2] у = t = 27mt;

х] = R- R cos ф = 7?(1 - cos 27tnt);

х2 = а - a cos \|/ = а ■

x(t) = R( 1 - cos 2nnt) + a - yja2 - R2 sin2 2nnt .

x(t) функция ифодасидаги биринчи ва иккинчи куши-

лувчилар бир хил нук,таларда tmix = — максимумга эриша-

дилар; -----

х(/max) = ^ 0  + 1) + fl - vfl2 - О = 2 R да эса а нук,та “тинч” 

хрлатда булади. ХУДДИ шундай хулосани x(t) функциянинг 

минимуми учун х,ам чикдриш мумкин.

1.3. /  ток кдршиликлари г, ва г2 булган иккита тар- 

мок.к.а к̂ андай так,симланганда вак,т бирлигида утказгич- 

нинг к^изишига сарф булган энергия микдори (Q =  РК)энт 
кичик булади? Токнинг аслида так,симланиши билан так,- 

крсланг (73-чизма).

Е ч и ш . г ,  кдршиликдан утувчи ток i булсин, у хщда г2 
дан утадиган ток /—/ га тенг булади. Энергиянинг к^изишга 

сарф булган умумий йукртилиши Q = i2r{ + (/  - i)2r2 га тенг.

Q(0 функциянинг максимумини топиш масаласини 

ечамиз:

Q = /2г, + (/  - i)2r2 —> min, г е ,

Q = ('i + r2)i2 - 2Ir2i + I 2r2 = (г, + r2) ( r  - 2 h . + lg-, =
^ Г{+Г2 +г2 ^

ф- ~ф

73-чизма.
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= (r, + r2)
Iñ i 2  2 т2

1 '2____+  1 '2

>\+ r2 j  (r¡+r2) Г|+/"2

= 0í +r2)\ i h'2
r¡+r2

+ Oül--- > m in .
rx + r?

Булардан

/, = / Ir2
r, +r2

i2 = I  - i = ¡n
r\+r2

тенгликка эга буламиз, яъни-|- = ~ — токлар тармокдар 

кдршиликларига тескари пропорционал такримлангандир. 

Токларнинг аслида такримланиши эса куйидагичадир:

U = [R, 1  = 1  + 1 ,  яъни и = 1-0$-,
R r¡ r2 r¡+r2

бундан эса юкрридаги натижани хосил киламиз:

и Ir?

1 R1 >\+г2 ’ 
■ = и_= 1г\
1 К 2 г\ + г2

1.4. Занжирдаги ток бир хил частотали иккита узга- 

рувчан ток генераторидан \осил к^илинади. Улардаги ток 

микдорлари /, =  A, sin(co/ +  ср,) ва /2 =  Л2 sin(co/ +  ф2) форму- 

лалар билан аникданади. Бу токлар йигиндисини топинг.

Мос холда At ва А2 узунликларга эга булган Д ва А2 век- 

торларни горизонтал уккаф, ваф 2 бурчаклар остида утади- 

ган к^илиб ясасак, А, ва Л2 векторларни кушиб, А узунлик- 

даги ва укда <р бурчак остида огган А векторни хосил к,или- 

шимизни курсатинг (74-чизма); бунда А ва (р лар

A, sin(co/ + ф,) + А2 sin(cúí + ф2) = Д sin(co/ + ф)

йигиндининг мос холда амплитудаси ва бошлангич фазаси.

Е ч и ш .  coí + ф, =  у деб белгилаймиз, у халдам/1 + ф2 = 
= у - ф ,  + ф 2 = ф2 - ф ,  + у = а  + у , бу ерд аа = ф2 -ф ,  (74- 

чизмага карам г).
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A, sin(co/ + ф,) + А2 sin(ü)í + ф2) = A, sin у + А2 sin(a + у) =

= Ay sin у + А2 sin a  eos у + А2 eos а  sin у =

= (А, + А2 eos а) sin у + А2 sin а  eos у.

Куйидаги белгилашларни киритамиз:

Ay + А2 eos а  = В, Аг sin а  = С .

Натижада:

В2 + С2 = А2 + 2АхАг eos а + A 2 eos2 а  + v422 sin а  =

= А2 + А 2 + 2 A¡A2 eos а  = А2 + А2 - 2 А{А2 eos (3 = А2.

74-чизмага кура:

4+/4? cosa г A s i n a  - о
—— —--- = eosó, —  = sino.

А А

У холда

A, sin(co?“ + ф,) + Л2 sin (cút + ф2) = ^(cosSsin у + sin Seos у) =

= A sin(y + 8) = A sin(a)/1 + ф, + ф - ф,) = A sin(co/ + ф ).

Векторларнинг хоссалари ва уларнинг проекциялари- 

дан фойдаланиб, бу натижани осонрок, йул билан хреил 

^илишимиз х,ам мумкин эди.

1.5. Параллел уланган иккита узгарувчан ток генера- 

тори

/, = A s in ^ t  + q^ , i2= A sin +

А

Куйидаги тенгликни хреил кдламиз:
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токлар беради. Шу токларнинг умумий йиишдисини то- 

пинг. Йигинди токнинг 0 га тенг булиши ва энг катта 

к^ийматга (абсолют к,иймати буйича) эга булиш вакдлари- 

ни топинг (1.4-масалага к,аранг).

Е ч и ш .  Масала шартига кураAt = А2 = А булгани 

учун (р = ф| *ф2 . Йигинди ток I ни /  = A sin 1 + ф| *ф2 \ 
деб ёзиш мумкин.

Бу ерда

А = д/2 А2 + 2 А2 соз(ф2 - ф)) = \12А̂\ - соз(ф2 - ф,) .

1) Йигинди ток куй и да ги хдлларда 0 га тенг булади:

Ц ц . и т .  = ки, яъни / =

2) Йигинди ток куйидаги \олда модули буйича энг 

катта булади:

^ (  + ^ 1  = пк + ^  яъни t = ^ kn+K-!h^i\

1.6. у, = 4,0 sin(/ + 0,64) ва>»2 = 3,0 sin(/- 0,71) тулцин- 

ларнинг интерференциясини тавсифланг, яъни йигинди 

тебранишларнинг амплитудаси ва бошланБич фазасини 

топинг (1.4-масалага кдранг).

Е ч и ш .  Амплитуда:

А = J a 2 + А 2 + 2A¡A2 соз(ф2 - ф,) =

= /̂16 + 9 + 2- 4- 3 cos(0,71+0,64) =

д/25 + 24cos(l,35) = 5,5 .

БоШлангич фаза: ф = 5 + ф ,,

sin ф = sin 5 cos ф, + sin ф, cos 5 =

= ~ [А2 вт(ф2 - ф,) cos ф, + sin ф, (Д + А2 со8(ф2 - ф,)] =
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= 1 [ д  БШф, + Л28Шф2]; 

бш ф = [3 з1п(—0,71) + 4 0,64] = 0,062 ! 

бу ердан ф = 0,06.

2. Функциялар графигини чизиш

2.1. Импульслар генератори пайдо ^иладиган куйида- 

ги кучланиш осциллограммаларини формула оркали ёзинг 

(75-чизмага кдранг)

Ж а в о б л а р :

а) и( I) = -г и - х), х < / < х + /г, даври Т = /г;
И

б) т  = \Л' х 'й,^ * к' т = 2*;
’ {О, х + /г < / < г + 2/7,

в) «(7) = 1/ - х| - а, х - / г < / < х  + /г Т = 2/г;

ч / ,ч  а+6 6-я ■ 2я / , ч .
г) и(/) = _  + —  51П-у-(х + с),

<з( 1 - е у(' 'о)), бу ерда V = —̂ , t > t 0, ;
т-г0

О, ?<?о-

2.2. Стержен узунлигига о (бирор бирлик юзга таъсир 

этувчи куч) куч таъсир этса, у чузилади ва бу чузилиш 

узунлиги Гук крнуни буйича аникданади:

I = /0 (1 + -¡п , бу ерда Е — Юнг модули.

/ ни о нинг функцияси деб бу функциянинг графиги­

ни ясанг. Аргументнинг кдндай к,ийматларида I = 1(а) тугри 

чизик, узунликнинг кучланишига бевосита боганкдигини 

акс эттиради?

Ж а в о б .  0 < о < о тах, бу ерда а  = а тах булганда стер- 

женнинг пластик деформацияси (узилиши) бошланади.
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а)

Ь)
и\
А

1
1

1

~ 1  г ~  
1 1 

1 1

— ]1 Г  

1 1 

1 1

X 0 Г+Л Т+2Ь г+зл г+*л с

с)

е)

~7\
<0 *'

75-чизма.

2.3—2.7 масалаларни ечишда куйидагилар талаб к̂ или- 
нади:

а) текширилаётган катталик (микдор) нинг улчамини 
текшириш;

б) аргументнинг кдндай к^ийматларида берилган функ­

ция аник, физик бокпанишни акс эттиришини курсатиш;

в) функциянинг графигини ясаш;
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г) графикдан фойдаланиб берилган бошанишни текши- 

риш; куйилган саволларга жавоб бериш.

2.3. Актив (омик) к,аршиликсиз тебраниш контурида- 

ги электр тебранишлари В.Томсон формуласи билан бе- 

рилади: Т = 2пу/ЛС , бу ерда Ь — индуктивлик, С — си- 

гим. Т ни С нинг функцияси деб графигини ясанг.

2.4. Иккита параллел актив (омик) к,ар шил и кл ард а н

иборат занжир булагининг к^аршилиги Я = “ г га тенг. Я 
ни г2 нинг функцияси деб (яъни гх ни узгармас деб \исоб- 

лаб) графигини ясанг. Бу графикнинг горизонтал асимп- 

тотаси борлигини физик нук,таи назардан талк,ин этинг.

Ж а в о б .  г2 чексиз ортганда Я к,аршилик гх га як,инла- 

шади, буни г2 к,аршиликдан иборат занжир булагининг 

узилиши каби талк,ин этиш мумкин.

2.5. Ер сиртидан И баландликдаги массаси т  га тенг 

жисмнинг Ерга тортилиш кучи (яъни жисмнинг огирли- 

ги) Ныотон крнуни буйича, шунингдек, массалари М ва 

т  булган сферик-симметрик жисмлар, бу жисмлар мар- 

казларига жойлашган М ва т  нук^тавий массалар каби
п г Мт

тортишади, деган теоремага кура г  = /  я̂+/г̂  га тенг.

Бу ерда М ва Я мос щпда Ернинг массаси ва радиуси,
2

/  = 6,67 ■ 1(Г" — гравитацион доимий. Р ни И нинг
кг

функцияси деб графигини ясанг.

2.6. 1 моль (1 грамм молекула) газнинг изотермик жа-

раёнда бажарган ишиА = ЯТ\п^- га тенг, бу ерда V, —

газнинг бошлангич ва у2 — охирги (натижавий) х.ажмлари. 

Т — температура (Кельвин буйича);

Я — универсал газ доимийси (Я = 2 кал/град моль).

А ни & нинг функцияси деб графигини ясанг.

2.7 Хаво босими Р нинг баландлик /г га боглик, хдпда 

узгариши
_М

Р = Р0е кТ

барометрик формула билан ифодаланади, бу ерда Р0 ва у0 
лар И = 0 баландликдаги мос хрлда босим ва солиштирма 

огирлик.

Т — температура (Кельвин буйича); 

к — Больцман доимийси (к =  1,4 • 10~16 эрг/град);
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T- const булгандар ни И нинг функцияси деб графиги- 

ни ясанг.

Бу функция монотонлигининг физикавий Таллини 

кандай?

Т — const шартнинг физикавий тал кин и кдндай?

2.8 .1 = /„ sin(co/ + ф) синусоидал ток:

а) битта ярим даврли /  = тах(0, /0 sin(coi + ф)) тугрила- 

нишда;

б) иккита ярим даврли /  = |/0 sin(co/ + ф)| тугриланиш- 

да узгарадиган токнинг графигини ясанг.

Бу холларда узгарувчан токнинг энг кичик даври кдн- 

дай?

2.9. К,аршиликка етиб келадиган синусоидал токнинг 

куввати (“оний к,увват” деб хам аталади)

W = UQI0 sin2 (со/ + ф)

га тенг. W ни t нинг функцияси деб графигини ясанг. 

Кувватнинг чук.к.илари такрорланиш частотаси /  кдндай?

Ж а в о б :  f  ~~-
2.10. R кдршилик, L индуктивлик ва ЭЮ К манбаи 

кетма-кет уланган занжир туташтирилганда (бошлангич 

ток йук;:/(?„) = 0 ) куйидаги ток вужудга келади:

/н и  t нинг функцияси деб графигини ясанг. Бу холда 

горизонтал асимптотанинг мавжудлигига к,андай физи­

кавий талк,ин бериш мумкин? R каршилик катталиги 

узгарганда график куриниши кдндай узгаради? L узгар- 

ганда-чи? Е узгарганда-чи?

Ж а в о б .  Асимптотанинг мавжудлиги вак,т ортиши би-

лан ток узининг баркдрорлашган /м = кийматига Я1<;ин- 

лаша бориб, деярли доимий (узгармас) булиб крлиши 

билан талк,ин к;илинади. Занжирнинг/„ эса актив (омик) 

к,аршилигидан аникданади

2.11. /  частотали бирор асбобнинг курсатишлари х ва 

х + h орали^утарида ётади. Кичик h ларда бу частота куйи- 

дагиларга тенг булади:
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(х-т)2

а ) /  = —!__е 2°2 -И Гаусснинг нормал крнуни (пара-
а\12п

метрлари т, а булган);

б) /■ = -г— -— (Коши конуни).
я[1+(х-/и)2]

/ н и х  нинг функцияси деб графигини ясанг. Бу лол­

ларда асбобларнинг энг тез-тез учрайдиган курсатишла- 

ри к,андай? т  параметрнинг к,ийматлари узгарганда гра- 

фиютарнинг куриниши кдндай узгаради?

2.12. Сунувчи /(/) = 10е~к1 + ср) (со — частота, <р — 

бошлангич фаза, к — суниш декременти) токнинг гра­

фигини ясанг. Токнинг сунишини|/(0| ^  0,05/о холда 

амалий жихатдан руй берган деб, к — 1, со = 2,ср = -̂ \ол 

учун Т нинг кдйси к,ийматидан бошлаб такрибан суниш 

руй беришини ба\оланг.

Е ч и ш  . е~т < 0,05 дан: Т > 1п 20 = 3. Амалий жи^ат- 

дан Т = 3 деб олиш мумкин.

2.13. Актив кдршилик булмаган занжир манбадан кабул 

килгичга бериладиган кувват максимуми (вак,т буйича)

2го[1+ССК(ф-ф0)]

ифода билан аникланади, бу ерда£, г0,ф,ф0 — занжир- 

нинг турли характеристикалари (Е — ЭЮ К; г0 — бу хрлда 

манба к;аршилиги;Ф ваф0 — мос х,олда манба ва нагрузка 

к.аршиликларининг аргументлари).

ИV ни Ф нинг функцияси деб графигини ясанг.

Нагрузка ва манба каршиликлари аргументлари тенг 

булганда бериладиган Хувват максимуми энг кичик були- 

шини курсатинг. Бу аргументлар орасида к,андай муно- 

сабат булганда бу максимум энг катта булади?

Бу натижалар кдндай талкдн этилади?

К у р с а т м а . Ж(фтах) = Жтах = ~ , бу ерда фтах - ф0 = п. 
Х,ар иккала хулоса ( Жт|п ваЖтах га нисбатан) актив (омик) 

к,аршилик йук, деган фараз оркдли тушунтирилади. Маса- 

лан, бу хрлда (манба ва нагрузка кар шил икл аринин г аргу­

ментлари тенглигини хисобга олиб) булганда (кдршиликлар 

кдрама-кдрши фазада булганда) занжирнингумумий кдрши- 

лиги 0 га тенг булади, берилаётган кувват чексиз булади.
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2.14. Бирор (Ван-дер-Поль системасида) механик сис­

тема тебранишларининг амплитудаси узгариш крнуни куй- 

идагича ифодаланади:

бу ерда С — бошлангич шартларга боишк, булган узгар- 

мас; ц — система параметри. р ни t нинг функцияси деб 

графигини ясанг.

2.15. Стержен уки билан ср бурчак ташкил этувчи ва г 
масофада стержен йуналишдаги магнит майдонининг куч-

ланганлиги-^ = + ^ cos~ га тенг, бу ерда 
т  — магнит массаси;

/ — стерженни' узунлиги (/< г);

2.16. Адиабатик жараёнда газнинг р босими ва Т тем-

ператураси орасидаги боЕланишрГ1'* = С(= const) тенглик 

билам берилади, бу ерда х > 1 — адиабата курсаткичи.

р ни Т нинг функцияси деб графигини ясанг. % > 1 

нинг турли кийматларцга мос келувчи графиклар узаро 

кандай жойлашган?

2.17. Узгарувчан ток занжиридаги ток ва кучланиш 

орасидаги фаза сурилиши куйидаги тенглик билан аник,- 

ланади:

бу ерда R — занжирнинг актив (омик) кдршилиги; L - 
индуктивлик; С — сигам, а> — бурчак частотаси.

<р ни:
a) L нинг функцияси деб;

в) С нинг функцияси деб; 

с) со нинг функцияси деб графигини ясанг.

Учала функциянинг монотонлигини изохдаб беринг.

2.18. Синус-кучланиш узгартиргичининг (киришдаги 
кучланиш и булганда чик,ишда V =  si пн кучланиш х,осил 

килади) киришига 2л даврга эга булган даврий кучланиш

Р Vl +Се_м' ’

ясанг.

tgcp =
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о -►и о t

берилган. Бу кучланиш -я < t < л да и(1) = /2 га тенг. Vни 

t нинг функцияси деб графигини ясанг.

2.19. Косинус-кучланиш узгартиргичининг (К = cos и) 
киришига и =  0,5sin(2? + 1) кучланиш берилган. Чик,иш 

кучланиши V =  V(t) нинг графигини ясанг.

2.20. Узгартиргич-квадратор (V —2и2) киришига 

и =  2(1 — е~') кучланиш берилган. V{t) нинг графигини ясанг.

2.21. Агар F(u) ва fit) функциялар 76-чизмадаги график- 

лар билан берилган булса, у холда кучланиш узгартир- 

гичнинг (V = F(u)) киришига и =Д/) кучланиш берилган- 

да унинг чик.ишдаги кучланиш графигини ясанг.

3. Лимитлар

3.1. 77-чизмадаги учта чизма тасвирланган занжир (/*,, 

г2 ва \.к. к,аршиликлардан тузилган занжир) нинг умумий 

к,аршилиги R ни топинг.

R нинг к,иймати:

а) г2 каршилик чексиз кичиклашганда;

б) г2 к,аршилик чексиз катталашганда нимага интили- 

шини топинг.

Жавобларни физик жихдтдан аник; булган хулосалар 

билан такдосланг.
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г\

Z'i

i)

r L H — G E E

A---0  0 — A >— 0

г з

Т П п

2)

0— <' Ж Ь - 0

3)

77-чизма.

Е ч и ш .

1) — + — = — , бу ердан R = _5ÍL_ ; а) 0; б) г. (2.4-масала 
г, г2 Л г, +г2

билан такдосланг);

2) - i— + 1  = 1 ,  бу ердан R = (Г| Г/~2Ь  ; а) ; б) г ;
r¡+/-2 Г3 Л fl+Z-2+Лз Г)+Г2

3) -3Û- + Г = /? ; а) г3; б) г, + г 
г\+ г2

3.2. Массаси /и га тенг моддий нукта иккита кдрама-кдр-

ши йу'налган узгарувчан F] = /cV4 + /2 ва F2 = kyjï + t2 куч- 

лар таъсирида \аракат кдлади. Вак,т узгариши билан хдракат 

текис хдракатга як,ин була боришини, яъни бу ну^танинг 

тезланиши нолга чексиз якцнлашиб боришини исбот дилинг. 

Е ч и ш .

Пт Ы  = пт  = Пт ____з ___ = 0
1—ь+х Ш  l —i+ x  ¡7] /—>+х + ^ 1 + / ^

3.3. Трубинанинг ишчи гилдираклари \аракати 

In у = -к2х2 + ln j^  тенглама билан ифодаланади, бу ерда 

у — айланиш увидан х масофада гилдирак кдлинлиги; 

X = 0 да у = у0.

ни топинг.
*-»“ Уо
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= е~к2*2 ва Нт — = 0.
у0 х у0

3.4. Ярим чексиз (0 < х < 4- оо ) кувур буйлаб газ кон­

центрациям (зичлиги) нинг вак,т утиши билан (0 < / < + оо) 

так,симланиши (бунда вакднинг бошлангич (/ =  0) пайти- 

да бутун газ массаси М  кувур к,ирк,ими (кесим юзининг 

бирлиги) х =  0 да тупланган булса)

Е ч и ш . 1п у = -к2х2 + 1п дан:

куринишда булади, бу ерда х — к.ирк.имгача масофа; О — 
диффузия коэффициента.

Куйидаги ^олларнинг \ар бирида бу концентрация 

к,андай цийматга як,инлашишини топинг: '

а) / вак,тнинг жуда кичик ва чексиз усган к,ийматлари- 

да кувурнинг исталган нукдасида;

б) х оо да вак^тнинг исталган пайтида. Олинган на- 

тижаларни тушунтириб беринг;

Ж ав  о б :  а) Нт с(х,/) = 0 ; И т с(х ,0  = 1°’ *  *
/->+0 |оО, *  = 0.

Биринчи тенглик газ кувур буйлаб тарк,алгани сабаб- 

ли концентрация пасайишини билдиради; иккинчиси — 

бошлангич пайтда кувурнинг кесилган к,ирким (торец) 

жойида газ йукдигини билдиради; с(0,+ 0)= оо тенглик 

х = 0 к.ирк.имда жойлашганда «нук^тавий» М  массаси бор- 

лиги тугрисидаги фаразга мос келади.

б) Нт с(х, /) = 0 (/ ф 0) вак.тнинг исталган пайтида 

узокдашган сари газ концентрацияси камайиб борищи- 

ни билдиради.

3.5. Бирор кимёвий жараён шундай утаётган булсин- 

ки, бунда ораликдар кетма-кетлиги [гт, (/ + 1)т], / = 0,1,2,.... 

даги хар кдйси г вак? оралиги давомида модца купайиш 

микдори (кичик г ларда) бу орал и к, бошида булган модда 

микдорига ва оралик, катталигига пропорционал булсин. 

Вакднинг бошлангич пайтида модда микдори <20 булсин 

деб фараз кдииб, ? вакд (оралиги) утгандан сунг модда мик,-

29 — Ш.И. Тожиев 449



с

дори {2{п) ни топинг, бунда модца микдори усиши ( вак,т 

оралигининг ^ар бир я-к,исмидаг = - содир булади деб 

олинг. £> = 1нп 0\п) ни топинг.

Е ч и ш . г да: £>, = (20 + Щ х = £>0(1 + кх) = 0О\1 + 

бу ерда к — пропорционаллик коэффициента.

Худди шундай, Т = 2г да: б 2 = й (1 + = <20 (1 + тг) 5 

Т = Зт да: 0, = (32 (1 + ^г) = <20 (1 + ва ^.к.

Т = пх = Г да: О, = О,-, (1 +1 )  = 0, (1 + * ) ' ;

\Я
1 + —) = — моддалар купайишиП )

крнунига эга булдик.

3.6. Мамлакат ахрлисининг сони йилига 2% усади. 100 

йил ичида у тахминан неча баравар усади. Жавобни 0,01 

гача аникдикда х,исобланг.

Е ч и ш . Агар мазкур мамлакатдаги дастлабки жами ахдпи 

сонини А деб белгиласак, у бир йилдан кейин А + {А/ 
100) • 2 =  (1 + 1/50) • А га тенг булади. Икки йилдан кейин

А(1 +1 / 50)2 га тенг булади. 100 йилдан сунг эса

А( 1 +1 /  50)шо дан иборат булади, яъни Г(1 +1 /  50)5о1 мар- 
/ 1 \л

та усади. Агар Иш 1 + - =е эканини х,исобга ол-
и-> ~ \ И /

сак, (1 + 1 /  50)50 = е = 2,72 деб ёзишимиз мумкин. Демак, 

мамлакат а^олиси 100 йил ичида тахминан е2=7,39 мар­
та усади.

3.7. Узгармас ЭЮ К Е, индуктивлик Ь ва Я кдршилик- 

дан иборат занжирда токнинг узгариш крнуни занжир 

уланганда куйидаги куринишга эга булади:

V У

бу ерда 10 — вак,тнинг { = 0 бошлангич пайтдаги ток 

кучи;

а) вак.т ортиши билан бу ток кдндай баркдрор к,ий- 

матга як,инлашишини топинг;

б) /0 =  0 буЛсин. Индуктивлик катта (Ь > КТ) булганда

0 < /< Г  вак,т оралигида ток нимага тенг?
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Олинган натижаларни изохдаб беринг.

К у р с а т м а .  О < / <  Г  да, яъни индуктивлик катта 

булганда (ёки кичик Т ларда) ток такрибан чизикдидир. 

Ж а во б .

£ ,
Я

а) Пш /(/) = 4  ; б) /(/)
/_»+оо /V

• /.

3.8. Топографияда г ра- 

диусли айлана ёйи ЛВС нинг 

/ =  \ВБ\ кдноти (сегмент ба- 

ландлиги) узунлигининг бу 

ёйнинг ярмиси АВХВ нинг 

к,аноти/| = 15,/), га нисбати- 

ни топиш зарурати тугилади 

(78-чизма). Агар марказий 

бурчак АОВ жуда кичик 

булса, бу нисбатнинг такри- 

бий к,ийматини топинг.

Е ч и ш .

В

/ У х 1
В

' Ч \ а/4\ а
С

О
78-чизма.

/  = \ВО\ = \ВО\-\БО\ = /--/-со8| = /- (1 - с о з | )~ г ^ ;

А  =  \В А\ = \В1°\~ \°А \ = Г - Г  С 0 8 ^  =  / - ( 1 - С 0 8 ^ ) ~ Г ^
.2

32

Нш 4<х->0 /
32

а

3.9. Ёругликнинг синдириш коэффициента пх булган 

му^итдан синдириш коэффициенти п2 булган мух,итга 

нормал (яъни иккита мухцт чегарасига тик) тушишда ёруг­

ликнинг синиш коэффициенти (яъни кдйгган ёруглик 

интенсивлиги /  нинг тушувчи ёруглик интенсивлиги 10 
га нисбати) куйидагига тенг:

\2
1Г

Г = Т  ='о

п\~пг

у”'+п2;

Ушбу

а) п{ ~ п2,
б) п2< п] доллар учун синиш коэффициенти гучун так,- 

рибий формулаларни топинг.
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1 2 
Е ч и ш . а) г ~ — т («! - «2) '>

-2

ЗЛО. Индуктивлиги Ь, конденсатор с и р и м и  С ва кдр- 

шилиги К булган тебраниш контурида заряд тебраниш- 

ларининг бошлангич амплитудаси (конденсатор катлам- 

ларидаги заряд узгаришининг <2 = (2(г) функцияси)

га тенг, бу ерда <20 = (2(0) — конденсатор кдтламларидаги 
бошлангич заряд

Индуктивлик жуда катта (Ь > С К2) булганда Ад нинг 

такрибий кийматини топинг.

3.11. Етарлича узунликка эга / узунликдаги коксиал 
кабел индуктивлиги

га тенг (СИ  улчов бирликларида), бу ерда Л, ва К2 — ички 

ва ташк,и цилиндрлар радиуслари,

/и0 — магнит доимийси;

ц — мухитнинг нисбий магнит сингдирувчанлиги. 

Юпк,а кдтлам, яъни Л2~Л, булган \ол учун Ь нинг так,- 

рибий (чизикдаштирилган) к,ийматини топинг.

Е ч и ш .

3.12. Антенналар назариясида куйидаги богланиш (му- 

носабат) учрайди:

4> = - г==
^1-К2 С/41

Ж а в о б :
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Т т 'ё(П/А)
2я/Д ’

бу ерда L — тулк^инни узайтиришда антеннанинг дина­

мик узиндукцияси;

L0 — статик узиндукция;

/ — антеннанинг иш берувчи узунлиги;

Я — антеннанинг тулк,ин узунлиги.

Тулк,ин узунлиги Я ортиши билан L узиндукция нима- 

га як,инлашишини (интилишини) топинг.

Ж а в о б : lim L = •
X— 2.

3.13. Бошкдриш системасининг силжиб турадиган ба- 

жарувчи элемента тезланиши а = к га тенг, бу ерда

I  — бу системадаги иккита галтакдан биринчисидаги, /2 — 

иккинчисидаги ток;

AI), 8(1) — берилган системани характерловчи функ- 

циялар. Куйидаги лолларда t = т,, t = т2 моментлар учун 

а тезланишнинг ^ийматини топинг (к = 1 деб олинг):

а) / ( / )  = 2 / ,  £ (/) = / ,  /, = sinf ,  / 2 =2t-2, г, = 0, ?2 = 1;

б ) / ( / )  = / 2 , g(I) = 1 + /  , I, =sint , I 2 = -cosí , г, =  О,

в ) / ( / )  =  Р , giH = 1 1'=t2~ t, I2 = 4tg(f -1) - 4sin(í -1),

т =  i; ____ ,____
r) / ( / )  = i/ l+ 7- l , £ ( / )  = W + 7 -1, I x = 2smnt,

I 2 = sin n t , x =  1;

д) / ( / )  = 2 / , g(/) = l n / ,  /, = 0,5(e2' -1), I 2 = l  + s in f, 

r = 0;

К у р с а т м а .

а) я (7) = функция t = x, узлуксиз булгани учун:
gihiO)

п ( т  \ =  ( 2  S in  7T /)/= Q  =  n

W  *(/2(*i)) 2(/-l)/=p

oí,; ) - l im /(/|) - l im (2sin7I°  --Л- - iim ^(/2> nm ?(M) л,

б)2,1; в) 0,5; г) 1,2; д) 2.
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3.14. Лампали генераторлар назариясида генераторнинг 

Ф И К  токнинг “кертиш бурчаги» в оркдгти куйидаги ф ор­

мула билан ифодаланиши исбот кдяинган:

20-5т20 г
Л = 4(бш О-Особ 0)

бу ерда £ — кучланишларда фойдаланиладиган коэффи­
циент.

«Кертиш бурчаги» чексиз камайганда генераторнинг 

Ф И К  кучланишлардан фойдаланиш коэффициентига 
якинлашишини курсатинг.

Е ч и ш . Лопиталь коидасидан фойдаланамиз:

20-8ш20 2
Ншг) = П т - .
е->о 9—»о 4(5т0-0сс«0)

Ъ, = П т
0->О 4(С05 0—СОБ 0+05Ш 0)

4вт2 0

8-»0 405Ш0
Пт Н т ^ ^  = Н т ^ . ^  = ^

в-»'0 0 . 9-»0 1 Ъ Ъ

Бу натижани, шунингдек, Тейлор формуласидан фой- 

даланиб топиш х,ам мумкин.

3.15. Куйидаги /(0 токнинг/> 0 хрлларда баркарор- 

лашган кийматини (яъни, вак,т утиши билан ток чексиз 

як^инлашиб келадиган кийматни) топинг:

а) /(Г) = 2 + 0,5 • е~2,(со5 3/- 2 5т З /);

б) ко = /с /2 Н-2/+1

г)

е) /(О

в) /(/) = /„
2?+бш I . 
4г‘-5Ш I ’

Г

//2 + 1 -А
1 + --1  

д) т  = /( » ?

V

( \_ 
е' -1 ж) /(,) = /„ 1п

/+2
М-1

Ж а в о б  . а) 2; б) 0,5/0; в) 0,5/0; г) 1,5; д) 1,5/0;
е) 1; ж) /0.

3.16. Электрон лампа (триод)га иккита: мусбат ишорали 

м,(0 ва манфий ишорали и2({) кучланиш берилади. Куйида­

ги хдгтларнинг \ар бирида вак,т утиши билан лампанинг 

очилиши руй беришида, яъни ишора «минусдан» «плюс»га 

узгарганда триод ток утказа бошлашини курсатинг:
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а) u{(t) = их°е', u2(t) = и°2( 1 + a i2); a  > О ;

б) ux(t) = u{t2, u2(t) = u2 ln(a + /); a > O ;

в) û {t) = ux°eat, a > 0 ;  u2(t) = u2 [l + ß iln(l + í2)J, ß > 0 .

v  „ »2(0 c
К у р с а т м а .  нисбатнинг t —> даги лимитига 

Лопиталь кридасини татбик, дилинг.

3.17. Шакллари доиравий стерженлар ва х;алк,алардан 

иборат жисмларнинг букилма деформацияларини тахдил 

кдиишда татбик, кили над и ган куйидаги лимитларни топинг:
1 . 1

cp-sm(p — ф совф

а б ) l im  2------Д----- ;<р-»0 1 СОвф ф-sm ф

v sina-acosa „ ,• 2a-acosa-sina
B^ l ™  — TTí------- Г "  ■ Г )  ' l m ----Т ,----=--- ч-----'  a->о 4(l-cosa) ’ ; а->о 4(a-sma) ’

a  sin а  2 . -> а  
—+----- — sin —

д) Hm i -- 4 _ а --- 2_
а-»о 2sin ( а / 2)

К у р с а т м а .  Лопиталь кридаси ёки Тейлор форму- 

ласидан фойдаланинг.

Жавоб. а) 0; б) 1; в) 0; г) 1; д) 0.

4. Функция узлуксизлиги

4.1. а) Агар и кучланиш тушишини (пасайишини) би- 

рор (кичик) е микдор аникдигида х,исоблаш керак булса, 

утказгичдаги электр токи /  ни (бу утказгичнинг маълум 

кдршилиги R маълум булганда) улчашда к;андай хатога 

йул куйиш мумкин? I  ни ^исоблашнинг етарлича юкрри 

аникдикда \исоблашга эришиш мумкинлиги тугрими?

Агар R =  2 (ом) к,аршилик ва и0 нинг аник, к,иймати 4(в) 

га тенглиги маълум булса, у х;олда и кучланиш тушишини 

улчашдаги хатолик ±0,2 (в) дан ошмаган х,олда /  токни 

улчашдаги хато кандай булиши мумкинлигини аникданг.

б) Юкрридаги саволларга Р=12Я кувватни ±0,4 (вт) ха- 

толикка йул куйиш билаи улчаш хрли учун жавоб беринг.

К у р с а т м а .
а) \IR - J0R\ < ея (бу ерда 10 = —■ = 2 (а)) шартдан 

V ~ h\ < 4- = 8 ни келтириб чик,арамиз. Шундай ^илиб, /1 1 К
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ни д хатолик билан улчашда и ни улчашдаги хато е дан 

катта булмайди.

Хусусан, s = 0,2 (в) дай =  0,1 (а), яъни / е  (1,9; 2,1) (а) 
булади.

токни улчашдаги аникдик 0,4 (вт) дан ортмайди.

4.2. Юзи S = 100 см2 булган квадрат металл пластинка 
ясаш талаб кдгсинади. Пластинка юзи унинг лойих,адаги 

юзидан йул куйиладиган четланишга эга булса, у холда 

унинг бир хил булган узунликдаги томонларига (пластин­

ка юзи учун четланишни сакдайдиган) четланишлар курса- 

тиш мумкинлиги тугрими? Агар пластинка юзига четла­

нишлар: а) ±1 см2; б) ±0,1 см2; в) ±0,01 см2 булса, у холда 

пластинка томонига куйилган четланишлар кдндай?

Ж а в о б :  а) 0,05 см; б) 0,005 см; в) 0,0005 см.

4.3. Юкррида — 2.2; 2.3; 2.4; 2.6-масалаларда кдралган 

функцияларда аргументларнинг кичик узгаришларига бу 

функциялар кдйматларининг кичик узгаришлари мос ке- 

лишини исбот дилинг. Курсатилган масалалардаги функ- 

цияларнинг бу хоссасининг физикавий тальуини кдндай?

4.4. 2.7; 2.8; 2.11; 2.17; 2.18-масалаларда кдралган функ­

циялар узлуксизми? Элементар функцияларнинг узлук- 

сизлигини маълум деб хисоблаймиз. Бу холларда узлук- 

сизликнинг физикавий тал^ини к,андай?

4.5. 2.13-масаладагиЩср) функция[ф0; ср0 + 2п] оралик- 

да чегараланганми? Узлуксизми? Мазкур холда бу хосса- 

лар уртасидаги богланишнинг физикавий талк,ини к,андай?

4.6. Конденсаторга диэлектрик киритилади. Конденса- 

торнинг диэлектриксиз сдаими С0 га тенглиги маълум, ди­

электрик тулик каратилгандан сунг эса сигими С, (С, > С0)

га тенг булади. Диэлектрикнинг маълум кием и киритил-
*  С +с

ганда конденсаторнинг сигими С = °2 1 га тенг булиши- 

ни курсатинг.

4.7. Товуш сигнали эфирга£20 элтувчи частота билан 

таркатилади, бунда Qn частота coQ дан со , гача булган диа- 

пазонда жойлашиши маълум. Вакт утиши билан приём­

ник частотаси со кдндай узгарганда (яъни созлаш кандай 

булганда) узатувчининг частотасини (яъни сигнал) сезиб 

Колинади?
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Ж а в о б .  со = a>(t) функциянинг узлуксизлиги талаб 

к.илинади, бу ерда te[t0,^],  оо(/0) = ю0, со(Г|) = со, (ёки 

со(?') = ш0 , ait") = со,, бу ерда t',t" e[ta,tt\).
4.8. 2.21-масалада кдралган V(t) кучланишни улашлар 

маълум вак,т оралигидаК(7,) = 2 (в),V(t2) = 10 (в) натижа- 

ларни берган бÿлcин. Кучланишнинг бу вак,т оралигида- 

ги к,ийматлари тугрисида нима дейиш мумкин?

Ж а в о б .  Кучланишнинг оралик, к,ийматлари 2 (в) дан 

10 (в) гача булган барча к.ийматлардан иборат булади.

4.9. Тарк,атувчи антеннанинг йуналтирилганлик диаг­

рамма характеристикаси, яъни антенна таркдтаётган сиг-
' п

COS — Sincp

нал Узгармас бÿлган чизик, r = __ L11__И  , - ̂  < ф < у  тенг-
COS(£ 1 1

лик билан берилади.Ф аргумент!^ га я^инлашганда г 
нинг к,иймати чексиз камайиб кетади, яъни диаграмма 

нук,та орк^али утади. Чизик,нинг чексиз кичик функция 

эканлигини аникданг.

1i n  ^
COS I cos а

i 2 )

SI11 —(1-cosa) 
2

Е ч и ш .  lim /-(ф) = lim ' • ..= lim
, я a —>0 S in  Ot a —>0 Ot

Ф=±2

тс,. \ я a 2
—(J-cosa) —

= lim ̂ ------= lim 2 2 = 0 •
a —>0 Ot a —>0 ОС

Бу натижани Лопиталь кридасидан фойдаланиб то- 

пиш \ам мумкин.
4.10. Э^тимоллар назариясида ушбу «логарифмик нор- 

мал крнун» к;аралади:

/ ( * )  =

, — Ц-(1пл:-т)2
— ,— е 20 , х > 0,
х а  si 2п
О, х < 0.

у = f(x) эгри чизик, узлуксиз эканини кУрсатинг, 

унинг графигини ясанг.
Kÿ p c a TMa .  f(x) функция учун ?=1п(х) алмаштириш

[ -I—
бажариш ёрдамида lim / (х) = lim —,—  е 20 = +0 га

х-»+0 G\J2n
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79-чизма.

эга буламиз ва худди шундай алмаштириш ёрдами-

Да Jln i = ни топиш мумкин.
4.11. Юкррида 2.1-масалада кэралган осциллофаммаларнинг 

u(t) кучланишларининг сакраш нук^талари (f) ва кучланиш сак- 

раши киймати (И = u(f + 0) — u(f—0)) ни топинг.

4.12. Агар К калит г пайтда (бунда 0 < т < 7) уланса, у 

\олда занжирдаги узгармас и0 кучланиш остида булган 

1(f) (бунда 0 < г < Т) ток графигини ясанг (79-чизмага 

каранг).

Узилиш нукталари f  ва сакраш катталиги И ни аник,- 

лаб, /(/) функцияни^узлуксизлигини текширинг.

Ж а в о б .

1(f) =

«о 

П ’ 

«о

t = X.

['1+Г2 

h =

te [0, т];

, * е  [т ,Т ] .

«о'г
гМ+Г2) ■

4.13. Куйидаги лолларда u(t) (/>0) кучланиш узлуксиз 

узгариб турадиган интервалларни курсатинг ва сакраш 

нук.талари (f) хамда сакраш катталиги (h) ни аникданг:

a) u(t) = M0e~a/ sin(a)/ + ср); б) u(t) = H0arctg|;

г) и(0 = — L

s in (a )/ + ф ) ; 

в) u(t) = tyarctg j ; 1
/-1

1+e

Ж а в о б . б) /* = о, h = nuQ; г) /‘ = 1, И = ~ий.

4.14. F(t) — юк ортиш чогида темир йул платформа- 

сига булган босим кучини такрибан ифодаловчи функ­

ция булсин. Куйидаги лолларда катта тош булагининг 
платформа юзи (поли)га урилиш моментлари f  ни то­
пинг
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a) F(t) = F0-(e' -\) +fv-rit-x), 0 < / < x , 

бу ерда т)(/) = Г ’ — Хевисайднинг бирлик функци-

яси. О, 1 < О.

Л)б) = О < t <Т  .
cos —

Т

Ж а в о б . а) t = х ; б) t = у .

5. Хрсш а

5.1. Тормозланиш пайтида маховик t сек давомида 

<р = 3 + 8t — t2 бурчакка бурилади. 1) вак.тнинг t — 3 сек 

моментида маховик айланишининг бурчак тезлигини то- 

пинг; 2) Г моментдаги бурчак тезланишни топинг; 3) ма­

ховик тухтайдиган ва^т моменти t ни топинг.

Е ч и ш .  1) о» бурчак тезлик деб, <р бурчакнинг t вак,т 

давомида узгариш тезлигига айтилади. Бурчак тезлик бу- 

рилиш бурчаги (р дан /вакт буйича олинган хрсилага тенг:

00 = ~г = 8 ~ 2/. 
dt

t =  3 сек да бурчак тезликни топамиз:

о),=3 = 8 - 2 • 3 = 2 рад/сек.

2) е бурчак тезланиш со бурчак тезликдан t вак,т буйича 

олинган хрсилага тенг:

z~ —  = -2 рад/сек2. 
dt

3) со = 0 деб, t ни топамиз:

8 - It = 0, t = 4 сек.

5.2. Жисм температураси Т нинг t вак.тга боглик, \олда 

узгариши Т =  0,2/2 тенглама билан берилган. Ва^тнинг t— 10 

сек моментида бу жисм кдндай тезлик билан кизийди?

Е ч и ш .  Жисм к,издирилганда унинг Т температураси

1 вактга боглик, \олда узгаради, яъни у t вак^тнинг функ- 

циясидир: Т =  f(t). Жисмнинг к,изиш тезлиги Т темпера-

туранинг 1 вак,т буйича ^осиласи дан иборатдир:
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Ва^тнинг / = 10 сек моментида жисм секундига турт 

градус тезлик билан кизийди.

5.3. Ток кучи I  вак,т / га бостик, хдлда /  =  0,4/2 (/  

амперларда, / секундларда) к,онун буйича узгаради. Сак- 

кизинчи секунд охирида ток кучи узгаришининг тезли- 
гини топинг.

Е ч и ш .  Ток кучи узгаришининг тезлиги /  токдан / 

ва^т буйича олинган \осилага тенг:

5.4. /  ток кучининг t вакдта боклик, хрлда узгариши 

1= 2t2- 5t тенглама билан берилган (/ампер ^исобида, t 
секунд хисобида). 10-сек охирида ток кучининг узгариш 

тезлигини топинг.

5.5. Тик юкррига отилган жисмнинг кутарилиш баланд- 

лиги S = •&„/ — 4,912 тенгламадан топилади, бу ерда t — жисм 

s (метр ^исобида) баландликка эришиши учун кетган вакт 

(секунд ^исобида), f)n — бошлангич тезлик (м/сек). Агар 

ö 0 = 100 м/сек булса, жисмнинг t = 5 сек моментдаги тез­

лиги ва тезланишини топинг (хдвонинг кдршилигини хисоб- 

га олманг). Неча секундцан сунг жисм энг юкрри нук^ага 

эришади ва бу ердан кднча масофада руй беради?

Е ч и ш .

v,=5 = 100 - 9,8 • 5 = 51 м/сек; а = —  = -9,8 м/сек2.

Жисм энг говори нук^тага тезлиги нолга тенг булганда 

эришади, шунинг учун v0 =  0 деб, s ни топамиз:

5.6. Жисм ер сиртидан v0 = 50 м/сек бошлангич тез­

лик билан юкорига тик отилган: 1) t = 3 сек моментдаги 

кутарилиш баландлигини; 2) / = 3 сек моментдаги тезлик 

ва тезланишни; 3) жисм кутарилган энг юк,ори нук,тани 

ва бу нук,тага кутарилиш учун кетган вак^тни топинг.

s = 100 ■ 10,2 — 4,9(10,2)2 = 510м.
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5.7. Я радиусли доирага ички чизилган барча тугри 

туртбурчаклар ичидан энг катта юзга эга булганини то- 

пинг.
Е ч и ш . Доирага ички чизилган тугри туртбурчакнинг 

диагонали 2Я га тенг; тугри туртбурчакнинг томонлари-' 

дан бирини х билан белгилаймиз, у *олда иккинчи то- 

мон 2\1я2 - х2 булади. Тугри туртбурчакнинг юзи узгарув- 
чи микдор ва уни у билан белгилаб,

У х ■ ^4Я2 - х2, (0 < х < 7?)

ни хосил киламиз.

Бу функцияни биринчи тартибли косила ёрдамида

74 Я2 - х2

текширамиз:

1) у ’ = х 'Т 4 #

2х-х

2̂ 4К2-х2
_  4Я2-х2-х2

л/4 Д2-х2

2)
4Л2-д:2-л:2 _

Ы 2~х2

^4Л2-х2

4/? -2х 

\/4Л2-л:2

„ч , 2(2/?2-л:2) 2(2Л2-х2)(Лл/2+х) ,

- Н М  = <->•

Хосила ишорасини ( + ) дан (— ) га узгартиряпти, 

демак, функция *  = ^  да максимумга эга.

Тугри туртбурчакнинг томонлари х = Я72. ва

4/?2 - (лТ2)2 = Т е т  = 7 ^  = Л72 га тенг.

Т^гри туртбурчакнинг томонлари тенг, демак, доира­
га ички чизилган тугри туртбурчаклар ичида юзи энг кат­
та булганй квадратдир.

5.8. Я радиусли доирага ички чизилган барча тугри 
туртбурчаклар ичидан энг катта периметрга эга булгани­

ни тоПинг.
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5.9. Л радиусли ярим доирага энг катта юзга эга булган 

тугри туртбурчакни ички чизинг.

Е ч и ш . Турри туртбурчакнинг томонларидан бирини 

х билан белгилаймиз (80-чизма). Иккинчи томонни хто- 

мон ва /? радиус орк.али Пифагор теоремасига кура ифо- 

далаймиз:

^ Я ^ х 2 -

Томонлари х ва2^ Я2 - х2 булган тугри туртбурчакнинг 

юзи узгарувчи микдор; уни у билан белгилаб,

у - х ■ 2̂ 1 Я2 - х2 = 2х\1к2 - х2, (0 < х < Я)

80-чизма.

ни хрсил к,иламиз.

Бу функцияни биринчи тартибли косила ёрдамида" 

текширамиз:

1) У' - 2 '^Я 2 х2 +(л/Я2- х 2)'.

=  2 х2 +
-2хх

2 %1я2-х2

=  2
2(л2-2х2)

7 К Г ’

У = Я2 - 2х = 0; х =
7 2 ’

3) у'-

Я2 2 
~ х

Тл2̂ 2

А К У ^
У2~*Ц>/2

> У л - (+)(+) - (+)
х<Тг

у „ =(-)(+) = (-)•
х>72

Хосила ишорасини (+) дан (—) га узгартиряпти, де­

мак, функциях = -¡= да максимумга эга.
у2
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Тугри туртбурчакнинг том онлари х = ва

2.1/11- (4 .)  = 2 , А11 ■■ -2.1Щ - 2*
/̂5J ' 2 4 2  ^ ГаТЫТ . 2 *  . . .

Тугри туртбурчак томонларининг нисбати: ,д ' ,д

5.10. Маълумки, тусиннинг сикишга булган кдршили- 

ги кесим юзига пропорционал. с/ диаметрли думалок, хода- 

дан кесим юзи тугри туртбурчак булган шундай тусин к,ир- 

к,иб олиш керакки, унинг сик,ишга булган кдршилиги энг 

катта булсин.
Е ч и ш . Агар тугри туртбурчакнинг томонларидан би-

рини х билан белгиласак, унинг иккинчи томони уо'2 - х2

булади. Кесим юзи — узгарувчи микдор: х\1с12 - х2 .

Тусиннинг сикишга булган кдршилигини р билан, 

узгармас булган пропорционаллик коэффициентини к 
билан белгилаб,

р = кхл1(12 - х2 (0 < х <с1)

ни хрсил кдламиз.
Х,осил булган функцияда к = 1 деб оламиз, у хдлда

р = х\[сР - х2 . Бу функцияни биринчи тартибли ^осила 

ёрдамида текширамиз:

1) р ' = х ' л/^2 - х2 + ( ^ - 7 ) '  х = 7с/2 - х2 + =
\ 1 2\1с12-''2

_  с12-х2-х2 _  (I2-2х2 

~х2 ^ х 2 ’

, (¡2- 2х2 п с/

2> р  = Ж Г ° ’ *  = ^

X

3) у ' - _ 1 ж ~ Л к 1
2  х <

Р Ц - (+)(+) - (+) '>
Л

р ,  =(-)(+) = (-).
Х>Т2

Хосила ишорасини (+) дан (-) га узгартиряпти, де­

мак, функция х = да максимумга эга.
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Тусиннинг кесими — томони— = 0,707^ булган квад-

ратдан иборат.

5.11. ОУУтуфи Чизиком катта асосий к,атнов йулидан АВ 
= Ь масофада завод жойлашган. Шу заводга сув кувурининг 

тармогани утказиш керак. Агар сув кувури тармогининг узун- 

лик бирлиги нархи ОД ОМ ва ВВ йуналишлар буйича мос 

равишда к г  кг ва к2 сумга тенг булса, у хдлда (Ж  катта асо­

сий йулнинг 2) нуктасидан ИВ тугри чизикди шундай йулни 

уткази керакки, натижада шу йулдан заводга утказилган сув 

кувури тармогининг нархи энг арзон булсин (81-чизма).

Е ч и ш . ОИ = х бирлик узунлик ва ОА = а, О// = 1 деб 

белгилаймиз. У  холда сув кувури тармогининг ОБ кисми 

нархи кхх, ЭИ  кисми нархи к2(\-х), БВ кисми нархи эса

сумга тенг булади. Натижада бир узгарувчили функцияни 

хрсил килдик. Унинг экстремумини текширамиз. Бунинг учун 

А: дан х буйича биринчи ва иккинчи тартибли косила оламиз:

сумга тенг булади. Умумий нарх

а-х к\ -к2

В

ъ

о о А N
81 -чизма.
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булгани учун (1) ни к;аноатлантирадиган х нинг к,иймати 

минимум нук^таси булади.

Бу масалани BDA = а  бурчакни аниьуташ усули билан 

\ам ечиш мумкин.

81-чизмага кура

а-х
cosa =

eos a  = ~ 2- (3)

ни ^осил к^иламиз. У *олда (1) га кура:

к,-к- 

h

(бунда к — к2< къ булишини талаб к^иламиз). Демак, DB - 
чизик, буйича йулни (3) тенгликни ^аноатлантирадиган а 
бурчак остида утказиш керак экан. Энди х нинг кцйма­

хи ни аникдаймиз, бунинг учун (2) нинг *ар иккала томо- 

нини квадратга кутарамиз:

(а-х)2 2 (а-х)2+Ь2 2
= eos a  => ——2— = sec a  =>

(а-х) +Ь ( ° “ х )

h2 i Ь2 7
=> 1 +--- у = sec a  = >--- т tg a  =>

(а-х)2 (а-х?

^ 0  = ctg2a => = ctg a  => х = а - b ctga, 
b ) b

бу ифодага a, b ва (3) формула ёрдамида аник^ланган а 
нинг к,ийматини куйсак, изланаётган D нук^танинг абс- 

циссасига эга буламиз.

6. Анщмас ва аник, интеграллар

6.1. Жисмнинг тугри чизикли \аракат тезлиги v = 312 - 21 
тенглама билан берилган. s йулнинг тенгламасини топинг.

Е ч и ш .  Маълумки, жисмнинг тугри чизикди хдрака- 

ти тезлиги s йулдан t вак,т буйича олинган хреилага тенг:

v = — = З/2 - 2 t, бундан, ds = (312 - 2t)dt. Интеграллаймиз: 
dt
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6.2. Нуктанинг TÿFpn чизик^ли харакат тезлиги

V = 3t2 - 8/ + 2 тенглама билан берилган. Нуктанинг х;ара- 

кат тенгламасини топинг.

6.3. Жисмнинг тугри чизикди х;аракат тезлиги v = 3t2 + 4 
тенглама билан берилган. Агар t = 2 сек вак>т ичида жисм 

20 м утган булса, s йулнинг тенгламасини топинг.

Е ч и ш .  v = ~  = 3t2 + 4 , бундан, ds = (it1 + 4 )dt ■ Ин- 

теграллаймиз:

J ds = {(312 + 4)dt, s = t3 + 4t + С .

Бошлангич шартлардан С ни топамиз: 20 = 23 + 4 • 2 + С, 
С= 4. Жисмнинг харакат тенгламаси куйидаги кУринишда 

бÿлaди:

s = t3 + 4t + 4 •

6.4. Агар жисм харакатнинг бошлангич моментида 

тинч \олатда булса, эркин тушаётган жисмнинг узгармас 

g тезланишда х,аракатланиш крнунини топинг.

Е ч и ш .  Маълумки, тугри чизикди ^аракат килаётган 

жисмнинг а тезланиши s йулнинг t ва^т буйича олинган 

иккинчи тартибли х,осиласи ёки V тезликнинг t вакд- буйича
d2s dv

олинган хосиласидир: а = -у- = — , аммо а = g, демак,
dv dt ш

= S , бундан dv = gdt. Интеграллаймиз:

\dv = \ gdt, v = gt + C j.

Бошлангич шартлар t =  0, v =  0 ra Kÿpa С, ни топамиз:

0 = g ■ 0 + С,, C j = 0 .

Харакат тезлиги тенгламасига эга булдик: v = gt.

Энди жисмнинг харакат к;онунини топамиз: v = ~ ,
ds

аммо v = gt, демак, -j- = gt ёки ds — gtdt. Интеграллаймиз: 

¡ds = ¡ gtdt, s = ^- + C2.

Бошлангич шартлар t = 0, s = 0 га кура C2 ни топамиз:

o = g.Ç  + c2, с2 = о.

J ds = J (3/2 -21) d t, s = t3 - 12 + С .
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Тушаётган жисмнинг хдракат тенгламасига эга булдик:

6.5. Жисмнингхдракаттезлиги у = (12/ - З/2) м/сек тенг- 

лама билан берилган. Жисмнинг ^аракат бошлангандан 

то тухтагунига к,адар босиб утган йулини топинг.

Е ч и ш .  Жисмнинг \аракат бошланган ва тухтаган 

пайтдаги тезлиги нолга тенг. Жисмнинг тухташ момен- 

тини топамиз, бунинг учун тезликни нолга тенглаб, тенг- 

ламани / га нисбатан ечамиз:

12/ - З/2 = 0, /(4 - /) = 0, /, = 0, /2 = 4 сек.
'2

■у - / / (О  Ж формула буйича 5 ни х,исоблаймиз:

' '  4 ,4

я = I (12/ - З/2) А  = (6/2 - /3)|0 = 32 м.

6.6. Икки жисм бир пайтда бир нуктадан тугри чизик, 

буйлаб бир хил йуналишда хдракатлана бошлади. Биринчи 

жисм V = (12/2 + 2/) м/сек тезлик билан х,аракатланди, 

иккинчиси эсау = (4/ + 5) м/сек тезлик билан х^аракатлан- 

ди. 5 сек.дан кейин улар орасидаги масофа кдндай булади?

Е ч и ш .  Биринчи ва иккинчи жисм утган йулни

5 = } /(/)  А  формула буйича \исоблаймиз:

5, = | (6/2 + 2/) А  = (2/3 + /2)[ = 275 м, 

л2 ={(4/ + 5) А  = (2/2 +5/)[ =75 м,

ЛГ, - ЛГ2 = 275 - 75 = 200 м.

6.7. Икки жисм бир пайтда бир нуктадан тугри чизик, 

буйлаб бир томонга к;араб хдракатлана бошлади. Бирин­

чи жисм у = 3/2 м/сек тезлик билан х,аракатланмокда, ик­

кинчиси эсау = (6/2 -10) м/сек тезлик билан хдракатлан- 

мокда. 10 сек дан кейин улар орасидаги масофа кдндай 

булади?
6.8. Винт пружинанинг х сик,илиши пружинага куйил- 

ган Р  куч га пропорционал. Агар пружинани 0,01 м си- 

к,иш учун 10 Н куч керак булса, пружинани 0,04 м сик,иш 

учун керак буладиган ^  куч бажарган ишни ^исобланг.
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Е ч и ш . F =  10 Н булганда х = 0,01 м. F = кх формула 

буйича к ни топамиз: 10 = Л: 0,01, бундан к =  1000 Н/м. к 
нинг топилган кийматини F — кх формулага к,уйиб, уш- 

буни >^осил к,иламиз: F  =  ЮООх, яъниДх) = ЮООх.

Интеграллаш чегараларини 0 дан 0,04 гача олиб, из- 

ланаётган ишни х.исоблаймиз:

0,04 2

lOOOxi/x = 1000— 
J 2о z

= 0,8 (Ж).

6.9. 80 Н куч пружинани 0,02 м чузади. Пружинанинг 

дастлабки узунлиги 0,15 м. Пружинани 0,2 м гача чузиш 

учун кднча иш бажариш керак?
ЯП

Е ч и ш . к ни топамиз: 80 = к 0,02, бундан к = =

= 4000 (Н/м). к нинг топилган к,ийматини урнига куииб, 

F = 4000х ни \осил к,иламиз, яъни f{x) = 4000х.

Интеграллаш чегараларини 0 дан 0,05 гача олиб изла- 

наётган ишни топамиз:

0,05 2 ° ’05

А= 4000xdx = 4000—
о 2

= 2000 0,0025 = 5 (Ж).

6.10. Агаржисм М(4;0) нук^гадан Охук,буйлабг) = 2t + 3t2 
тезлик билан ^аракатлана бошлаган булса, жиемнинг \apa- 

катланиш тенгламасини тузинг.

Е ч и ш . Тугри чизикди хдракатда тезлик йулдан вак,т 

буйича олинган \осилага тенг. Йулни х билан белгилаб,

ушбуга эга буламиз: v = ¡̂г > У х о л д а ^  = 2/ + 3t2 ёки 

dx = 2tdt + 3t2d t . Интеграллаб топамиз: x = t2+ t3+C. 
Бошлангич шартлардан С ни топамиз. Масаланинг шар- 

тида t = 0 булганда х =  4 булиши берилган. Бу к;иймат- 

ларни умумий ечимга куйиб, С  = 4 ни топамиз.

Жиемнинг Ох ук, буйича тугри чизикди хдракат тенг- 

ламаеи

х = t2 + t3 + 4

куринишда булади.

6.11. Суюкдикда айланаётган дискнинг бурчак тезли- 
ги ишкдланиш \исобига еекинлашади. Ишкдланиш бур­

чак тезликка пропорционал эканлиги аникданган. 1) агар _ 

диск 1 =  0 булганда 12 рад/cek тезлик билан айланган
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булиб, 1 =  10 секда эса унинг тезлиги 8 рад/сек булган

булса, диск { = 12 сек моментда кдндай тезлик билан

айланишини топинг; 2) вак,тнинг к,айси моментида унинг

1 рад/сек тезлик билан айланишини топинг.

Е ч и ш .  1) Дискнинг айланиш крнунини / вак^тнинг

функцияси сифатида тузамиз. со — диск айланишининг бур-

чак тезлиги булсин, у хдпда диск айланишининг ишк,ала-
¿10

ниш кучлари таъсири остида секинлашиши булади. 

Масаланинг шартига кура:

$  =  ̂ ( 1)
бунда к — пропорционаллик коэффициента. Узгарувчи- 

ларни ажратамиз:

—  = кШ. (2)
СО

2) (2) тенгламанинг иккала кисмини интеграллаймиз: 

| —  = к\ <И, 1п со = Ш + С , (3)

бундан

со = ек'*с , ш = ек'ес ,

со = е*'С, ёки со = С{ек' . (4)

3) / =  10 сек ва ш =  12 рад/сек бошлангич шартларда 

узгармас микдор С, ни топамиз. Бу кийматларни (4) тенг- 

ламага куйиб, С, ни топамиз:

12 = С1ек’°, 12 = С,.

С, нинг к;ийматини (4) тенгламага куйиб, ушбуни хрсил 

к,иламиз:

со = \ 2ек‘ • (5)

4) Дастлаб берилганлар / =  10 сек ва со = 8 рад/сек га 

мувофик,, к нинг сон к,ийматини топамиз. Бу к,ийматлар- 

ни (5) тенгламага куямиз:

8 = 12еыо,

бундан

еш  = \, 10& 1ё е = 1ё 2 - 1ё 3,
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, _  \g2-lg3 _  \g3-\g2 _ 0,4771-0,3010 
\0\ge \Q\ge ~ 100,4343

= -0,0405.

(6)

5) Дискнинг / =  120 сек вак,т моментидаги айланиш 

тезлигини топамиз. (6) тенгламага Г = 120 сек кийматни 

куямиз:

6) Диск 1 рад/сек тезлик билан айланадиган ваь;т мо- 

ментини топамиз. (6) тенгламага \у =  1 кийматни куямиз 

ва / ни топамиз:

6.12. Суюкдикда айланаётган дискка таъсир килаётган 

секинлаштирувчи куч бурчактезликка пропорционал. Агар 

диск г“ =  0 булганда 20 рад/сек тезлик билан, / = 8 да эса 16 

рад/сек тезлик билан айланса, дискнинг 2 рад/сек тезлик 

билан айланадиган ваь;т моментини топинг.

6.13. Электр эговловчи + е\ заряд электр майдонида 

эговловчи + е заряд \осил килиб \аракатланади. Кулон 

конунига кура эговловчи иккита зарядлар орасидаги кара- 

ма-карши кучларнинг сонли к,иймати

со = 12е“0’0405 120 = 12е“4'9 = 0,09 рад/сек.

1 = 12е"0>0405' , бундан е
,-0,0405? _  1

12 ’

- 0,0405/^6 = ^1  -1ё 12, / = 61 сек.

Г'

формула билан аникданади 

(82-чизма). + е заряддан 

утувчи А ва В нук^талар тугри

чизикда ётади деб, е, заряд- 

В нинг А нуктадан В нук,тага 

кучишдаги ишни аникданг.

Е ч и ш . йг га кучишдаги 

элементар иш

с!А = Гс1г = %е- с1г
г

82-чизма. га тенг. Тулик, иш эса
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ифода билан аникданади. Бунда к,авс ичидаги ифода по- 

тенциаллар айирмаси ёки А ва В ну^талар орасидаги куч- 

ланишни ифодалайди.

6.14. Бурчак тезлиги со булган айланувчи вал га радиуси 

7? булган диск ма^камланган ва у суюкдикка ботирилган. 

Суюкдикка ишк.аланиш кучи диск сирти суюкдикнинг р
ч из и гига, тезлик квадратига ва и ш калан и ш юзига тугри 

пропорционал деб, вал уцига нисбатан ишкдланиш куч 

моментини ани^анг.
Е ч и ш .  Дискнинг сиртига суюк^икнинг ишкдланиш 

кучи чукурлашган сари узгаради. Шунинг учун дастлаб 

элементар ипщаланиш кучи с/Р ни х;исоблаймиз.

Вал увидан узокдикда ички 

радиуси гва ташк,и радиуси г + 

с/г булган халкдни курамиз (83- 

чизма). Халкднинг юзи

п ( г  +  с/г)2 - пг2 =  2шс1г +  пс!г2

га тенг. Бунда (¡г га нисбатан 

с!/2 нинг гартиби юкрри булган 

чексиз кичик микдор булгани 

учун уни ташлаб, халканинг 

юзини 2лгс/г га тенг деб оли- 

шимиз мумкин. Чизик^ш тез­

лик V = согта тенг. Масала шар- 

тига кура унинг квадрати со2г2 га тенг, суюкдик зичлиги р. 

Шунинг учун пропорционаллик коэффициента к ва вал 

укдцан г масофадаги элементар ¡ишкдланиш кучи с1Ручун

с!Р = кр2пгс]гш2г2 

ни х,осил к;иламиз, вал укига нисбатан момента 

с1т = гс!Р = (кр2пгёгш2г2)г ,

с!т = 2пкрш2г4с1г



Бу ифодани 0 дан Я гача интегралласак, у хрлда тулик, 

ипщаланиш куч моментини топамиз:

т  = 2л:/срсо2 \ г4йг = 2п/срсо2
о

2лА:рсо2
5

Агар дискнинг иккала сиртини назарга олсак, у х,олда 

тулик, ишщаланиш куч моменти

М - у  пкро^Я5

ифодага тенг булади.

6.15. а см узунликка эга булган А В кесмада Р нукта 

олинган. Томонлари АР ва РВ кесмалардан иборат тугри 

туртбурчак юзининг Ят урта к,ийматини топинг.

Е ч и ш . А нуктани бошланиш нуктаси деб к,абул к,ила- 

миз. Р нук,та А нук,тадан х масофада ётган булсин. У  \олда 

АР = х, РВ — а—х булади. Томонлари АР ва РВ булган 

тугри туртбурчакнинг юзи х(а~х) га тенг. Юзларнинг урта- 

ча кийматини топиш формуласидан фойдаланамиз:

5т = - } х(а - х) (1х = -
ах

~Т

з Л а
~6

Демак, Бт °2 2 -^СМ2 
6

7. Дифференциал тенглама

7.1. Температураси 20°С булган хонада турган бирор 

жисмнинг температураси 20 минут ичида 100°С дан 60°С 

гача совийди. Жисмнинг совиш крнунини ва неча ми- 

нутдан сунг у 30°С га совишини топинг.

Е ч и ш .  Ньютон к,онунига кура (совиш тезлиги тем- 

пературалар айирмасига тугри пропорционал) куйидаги- 

ча ёзишимиз мумкин:

^  = к{Т-20) ёки ^  = Ы(, 

яъни 1п(Г - 20) = Ш + 1п С .
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Агар ( = 0 булса, Т =  100°С булишидан фойдаланиб, 

С = 80 эканлигини аник^аймиз. Агар / =  20 булса, у хдпда 

Т= 60°С булишидан фойдаланиб, к ни топамиз:

1п 40 = 20к + 1п 80, бундан к = - .

Шундай к,илиб, жисмнинг совиш крнуни

/ 1п2 .
Т - 20 = БОе'"1«' = 80 ( I I 20 ёки Г = 20 + 80 (|)20

куринишда булади.

Т = 30° даЮ = 80(^|20 ёки ^|20 = | га эга буламиз.

Бундан эса 2  ̂ = 3 —> / = 60 ни \осил кдламиз. Демак, жис­

мнинг температураси 60 минутдан сунг 30°С булади.

7.2. Асосининг диаметри 4 м ва баландлиги 6 м булган 

цилиндр шаклидаги идиш вертикал хщатда куйилган булиб, 

у сув билан тулдирилган. Идиш тагидан радиуси г = — м 

булган дойра шаклидаги тешикдан сув чик,иб кетади. Тула 

идишдаги сув неча минутдан кейин тулик, чик;иб кетади? 

Е ч и ш . /г баландликка эга булган идишнинг пастки

тешигидан чикиб кетувчи суюкдикнинг V ̂  тезлигини 

аникдовчи Бернулли формуласидан фойдаланамиз:

V = ,

бунда g =  9,8 м/с2 - тортиш кучининг тезланиши, д — 

сукяушкнинг хоссасига б от и к  булган узгармас коэффи­

циент (сув учун д~ 0,6).

Фараз кдламиз, t соатда идишдаги сувнинг баландли­

ги Н м га, Л  вактда эса <11г м га камайган булсин. Л  чексиз 

кичик вак,т оралигида чик,иб кетувчи сувнинг х,ажмини 

икки усул билан аникдаймиз:
а) Л  х.ажмининг баландлиги |а%| ва асоси г(г =  2 м) 

радиусли доирадан иборат булган цилиндр к,атлам \аж- 

мидан иборат, яъни

с!м> = тег2 |с?/г| = -71 г2ёк ;

б) иккинчи томондан бу к,атлам \ажмининг баландли­

ги уЛ  (бунда V — суюк^шкнинг окиб чик,иш тезлиги) ва
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идиш асосидаги тешикдан иборат цилиндр ^ажмига тенг. 

Агар тешик радиусини р ,(р = м) деб олсак, у х̂ олда

с1ы - 71р2уЛ = яр2?>̂ 2̂ ксИ

булади.

а) ва б) иккита бир хил х,ажмни билдирувчи ифодалар- 

дан куйидаги

-г2с1Н = 8р2̂ /2

тенгламага эга буламиз. Бу тенгламани узгарувчиларни 

ажратиб, сунгра интегралласак,

Л  = -— t = С - 
Та

ни хрсил кдламиз. Масала шартига кура г = 0 да И =  /г0 =  6 м 

булгани учун узгармас С нинг кцймати

С = —
8рУ2£ Ч *

булади.

Шундай кдлиб, /“ ва И орасидаги борланиш

1 =
2 г2

5р2л/2.?

тенглама билан аникданади. Бу формулада И = 0 деб, сув- 

нинг тулик чик,иб кетиш вакти Т ни топамиз:

гр _ 2 г ^

~  5р2л/2̂  '

Масала шартида берилган кийматлар г = 2 м, Ип - 6 м,
1

д =  0,6 м ,р = -|у м, g =  9,8 м/с2 ларни урнига куйиб,

Т~ 1062, С — 17,7 мин эканлигини аникдаймиз.

7.3. Иккита турри доиравий

х2 + у2 = Я2 ва х2 + I 2 = Я2

цилиндрлар билан чегараланган жисмнинг хджмини то- 

пинг.

Е ч и ш . Цилиндрлар Ох укцга перпендикуляр булгани 

учун ва х;осил булган жисмнинг абсциссаси х (— Я < х < Я)
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иу^тадан утади. 84-чизма- 

да жисмнинг саккиздан* 

бир кием и тасвирланган. 

Кесим томони х2+у2=Яг 
айлананинг ординатасига,

яъни у = л/«2 - х 2 га тенг 

квадратдан* иборат. Квад- 

ратаинг юзи х нинг фун- 

кциясидан иборат булиб, у

¿(х) = у2 = Я2 - х2

га тенг. Жисмнинг сак- 

киздан бир кисмининг 

хажмини х,исоблаш учун 

куйидаги интегрални х^исоблаш керак:

16 Ч
Бундан V = ~  К (куб бир.)ни х,осил к,иламиз.

7.4. Кундаланг кесими узгармас булган ходанинг эги- 

лувчанлиги ва охирги нуктасига тупланган эркли куч Р га 

эга булган ^олати

(I2 со 

; <1.х2
Рх

(1)

дифференциал тенглама билан ифодаланиши материал- 

лар к,аршилигида исботланган, бунда т — кесим абсцис- 

саси х булгац ходанинг эгилиши, Ег — хода кесимининг 

"бурилиш каттикдиги" деб аталувчи узгармас микдор. (1) 

тенгламанинг со(е) = 0; со'(е) = 0 бошлангич шартни к,ано- 

атлантирувчи ечимини топинг.
Е ч и ш . Берилган дифференциал тенглаМани икки 

марта интеграллаш ёрдамида умумий ечимини топамиз:

„2Ло
с/х

р \хйх = --Р
Ег1.....

а)'(е) =  0 бошлангич шартдан фойдаланиб, С, узгар­

мас сонни топамиз:
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О = - — ■ — + с  => с - р ■ е
U Ez Т

Шунинг учун: 

í/co _ _ 

(Ix
JL X1 -I Pel --- p Гг2 
£z 2 2Ez 2Ez K

Pe2
2£г

V ) .

Буни иккинчи марта интеграллаб,

_P 

2Æz
V

+ Сл

ни хосил киламиз.

Биринчи w(e) = 0 бошлангич шартдан фойдаланиб 
топамиз:

0 =  -
2 Ez

( з

т - ’
ч /

+ с,

/V
бунданС2 = ~Jëz ни аникДаимиз ва натижада

оз =
2Ez

^ - е 2х
Ре

3Ez

ни хрсил к,иламиз.

7.5. Ох ук,и буйича тугри чизикди хдракат к;илувчи нук,- 

танинг асосий харакат тенгламаси

d2x г? 
т ~ГГ = Г X 

dt1 х

куринишда ёзилади, бунда т  — нук,танинг массаси, 

Fx — Ох укдцаги нук^тага таъсир этувчи куч проекцияси.

Бошланрич тезлиги v0, бошлангич вак,ти t = t0 ва унинг 

координатаси х = х0 га тенглигини билган \олда нукта- 
нинг ^аракат крнунини топинг.

Е ч и ш . Масала шартидаги таъсир этувчи куч F — mg 
га тенг (g — тортиш кучи тезланиши). У \олда берилган 
тенглама

т-
d2x

= mg еки
d2x

= gd r  dt

куринишга келади. Буни бир марта интеграллаймиз:

dx
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t = í0 да бошлан^ич тезлик v = v0 га тенглигини эътибор- 

га олиб, С, ни топамиз:

v0 = gt0 + С, => С, = v0 - gt0.

Натижада:
dr
-fí = g(t- *о) + у0 =̂> dx = [g(/ - /„) + v0] A .

Иккинчи марта интеграллаб,

X  = v0t +g + c2

ифодага эга б$шамиз. х =  х0, t = t0 бошлангич шартдан 

фойдаланиб С2 ни топамиз:

х0 = v0t + С2 => С2 = х0 - V  •

Натижада

* = Vot + g^jL+.Xo - v0t0

ечимга эга буламиз. t0 = 0 булганда нукда \аракат к,ону- 

нига эга буламиз:

gt1
X  = х0 + v0t + ~  .

8. Куп узгарувчили функция экстремумини топиш

8.1. Периметри 2р га тенг булган учбурчакларнинг 

ичида тенг томонли учбурчакнинг юзи энг катта були- 
шини исбот к,илинг.

Е ч и ш . Изланаётган учбурчакнинг томонларини мос 

равишда х, у ва z билан белгилаймиз.

Герон формуласига кура учбурчакнинг юзи:

s = Jp(p - х)(,Р - у)(р - Z) ■

Агар z = 2р - X - у га тенглигини эътиборга олсак ва z 
урнига бу кийматни куйсак, юз формуласи

S(x,y) = yjp(p - х)(р - у)(х + у - р)

икки узгарувчили функциядан иборат булади.
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Бу функциянинг экстремумини текшириш учун уни 

квадратга кутарамиз:

fix , у) = S2 = р(р -х)(р- у)(х + у- р).

Биринчи тартибли хусусий хрсилаларини топамиз:

|£ = PiP- У)0-Р -2х-у); ~  = р(р - х)(2р -2у - х ),

Бу хосилаларни нолга тенглаб,

PiP ~ y)i2p -2х~ у) = О,] 

р{р - х)(2р - 2у - х) = О

системага эга буламиз ва уни куйидагича ечамиз:

1) Р~У = 0 ), 2) 2р-2х-у = 0),

р - х = 01 2р -2у - х = О

4) 2р -2у - х = 0 

р- у  = О

Бу системаларни кдноатлантирувчи

{р,р)‘, (р ,о); (о,р)

стационар нук,таларни топамиз. Бу ну^талардан фак^ат 

А/” (у /?,-j /?) нук,та масала шартини каноатлантиради, 

к;олганлари эса каноатлантирмайди (бунга учбурчакнинг 

томони ярим периметрига тенг була олмаслиги сабаб була- 

ди).

нук,та экстремумини текширамиз:

3) 2р - 2х - у 

р- х  = О

Э2/
дх2

Э2/
2PiP-У)\ -ф = -2pip-x) ;

Э2/
дхду

в =

= р(2х + 2у-3р); А =\~̂ г
м

( Э2/  
^ дхду м

У ; С =
ду2 м
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д = ж : - я ‘ = ( - § / ) . ( - ! / ) - ( - ! / ) % • -

9 Р 9 Р = 1 Р
4 >0

А > 0, А < 0 булгани учун текширилаётган нукдада функция
2 2

максимумга эришади. Демак, х = - р ,у = ^ р  да функция
2

энг катта кийматга эришади. У щгтдаг = 2 р - х - у  - -р  ва 

х = у = I  булиб, учбурчак тенг томонли булади.

8.2. Каналнинг куН-
л пдаланг кесими тенг л

ёнли трапеция шакли-

да булиб, унинг юзи 5

га тенг. Каналнинг чу-

курлиги ва трапеция ён

томони асоси  билан

ташкил этган бурчак а
кдндай булганда су в те-

гиб турувчи периметр

энг кичик булади (85-

чизма).
Е ч и ш . Сув тегиб турган периметрии г билан белги- 

лаймиз. У  хдгсда

z = АВ + ВС + СО .

Чизмага кура

И

1 Г—

И

/а\

В а С

85-чизма.

/г СО вт а

2 к

СО = ВС = а .

У  хрлда г = а + -—  булади. а, к ва а  учта узгарувчили г 

функцияга эга булдик. Масала шартидан фойдаланиб, уни 

икки узгарувчили функцияга келтирамиз. Трапеция юзи 

ВС+АИ
, ВС = а , АО = ВС+ 2ЕО = а+ 2Ис^а

булгани учун: ,5 = 2а+2̂ с<1? И => 5  = (а + =>

£
/г

/ г ^ а

булгани учун г к,уйидаги куринишни олади:
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г = 4  ~ ,я вша ’

бу эса /г ва а  га нисбатан икки узгарувчили функция. Унинг 

хусусий хосиласини топамиз:

д г 

ЭА
- Д- - с1§а + -Д- ,
/Г бш а

^  = Н со 8 е с2а - 2/!С?8 а . 
осе бш а

ва куиидаги иккита тенгламалар системасини ечамиз:

О,

I ___  2 2Л сс«а п
/г сое ес а  ---- ,—  = О,

51п а

буни содцалаштирамиз:

~ —у +¡Л
2-со5а
вша = О,

Иккинчи тенгламадан, А(1 - 2 сое а) = 0 бундан к = 0 ёки 

1 - 2 сое а  = 0 ■ Аммо к чукурлик нол була олмайди, шунинг 

учун 1 - 2 соб а  = 0 булади ва бундан соб а  = ^ , а  = ~ хреил 

кдиамиз. а нинг бу к,ийматини биринчи тенгламага куямиз:

2 - _  

-  5  +  2 О => /г =

Энди а  ва /г нинг аникданган к^ийматларидан фойда- 

ланиб, иккинчи тартибли ^осиланинг кдйматини аник,- 
лаймиз:

Э2г
М1

25 Э2г
Эа2

д I  1-2 сое а

ЭаЭ к

А, В ва С сонларни топамиз:

А = ^ ^ ; 5  = 0; 3 - 7 ^ ;
75-Уз 

Д = А С -В 2 =
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Демак, /г ва а  нинг аникданган кийматларида г функ­

ция минимумга эришади ва у

1тт= 2 ^- Ц з

га тенг булади.

2-§. Амалий маииулот дарсида олий математикадан 
ёзма иш у т а а з и ш  вариантидан намуиалар

Маъруза ва амалий машгулот дарсларида талабалар- 

нинг олий математиканинг бирор булимларидан олган 

билимларини аникдаш ва уни мустах,камлаш, шунингдек 

назорат килиш мак,садида ёзма иш утказилади. Ёзма иш 

вариантлари кандай тузилиши ва унда нечта мисол ёки 

масала булиши жуда катта ахдмиятга эга. Шунинг учун 

ёш ук,итувчиларга ёрдам тарикдсида куйида ёзма иш ва- 

риантларидан намуналар келтирилди.

1 . Б и р и н ч и  ё з м а  иш “Лимитлар” бобига багиш- 

ланган булиб, унга бир соат ва^т ажратиш лозим. Бу ёзма 

иш вариантларида 6 та дан мисол берилган булиб, улар- 

нинг лимитларини топиш керак.

1-вариант

2. Нт 3 ?х-3лЛ
х—>-3 X +Х-6

х -> 0  Зх

2-вариант

1 г ™  2а:2+5х +1 
1. ИШ ----- .

*->-з х +2х-3
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1. lim
X +X-2 

x~>-2 2 x 2-x+1

\/2x+3-3
3. üm

*->з 2-л/х+Г

5. lim
sin 5 у

v-»n arcsin 2у

3-вариант

2 . l i m ^ z l .
X —> 1 4-3x -x 

л r™  m3-8m+l
4. lim— ,----.

x->°° 3m -m+4

ЫШГ

. ,• x2-16
1. hm -,----

x->-4 x +5x+2

3. lim
•Jn2+ 9-3

я“ о 2 '

, tg23x
5. lim 6 .....

X—>o I-cos4x

4-вариант

2. lim  2x2~l6x+l 
x—t—i 3 x +5x-2

3n2-4n+l
4. lim

»->“ 2n2+n-2

6. lim

5-вариант

1. l i m ^ ^
x->3 X -4

3. lim
5-V¡'/77+9

",->4 \l2m+\ -3

5. l im  arcsin2- .
x-»o 3xsinx

2. lim
3x2+2x -1

X—>—I X  -1

. ,• 2-3n-n2
4. l i m — ,---- .

n->~ 2/7 -77+1

6. lim 1 +
2 \i-6x

3x-4 )

1. lim

3. lim

2x +X-3 

x—>1 x 2 + x - 2

■J5x+l - 4

x—>3 x2-9

6-вариант

2 . lim 2xl +x~\ 
л-> 1 3x~+x+2

. 3/i2-4/75+2
4. lim —,-- ,—

я-»~ 2n +3n -n

5. lim -I1
tg24x

a->o sin 3x
6 .

3x+l

\2-xl
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3. lim
x-»0

5. Hm

V4+3x-V4^3x

Ix

l-cos4x

x->0 xsin3x

7-вариант

2. lim j

4. lim

4x 2+2x -3

л—> i X + X - 2

4п3-Зп2+1 

п—>°° 2п +3/î"5

2х+3

, Зх2—IOjc+3 
1. lim 2 -

х-»з х -2х-3

. .. sj 5jc—1 —3 
3. lim v t ■—

x->2 x -2x 

-cos 4x

5. lin]и »  tg^5x

8-вариант

_ 3x2+10x+5
2. l im —y—— — .

3 x -2x-3

4. lim
x6-3x 2~2

2x6+4x+5

x-1

*>■

lim
3x2- I4x +5

x->5 x -6x+5

3. lim
3x 2-14x -5

>5 2X -ÖX-20

5. lim
arctg3x

x-»o 4x

9-вариант

- .. 3x2-14x-5 
2. l im -у—— -  

л-—>5 2x -6x-15

6х5-Зх2+1
4. lim

3x5+2x+3 ‘

x+3

«• ит. |п( Ш

1. lim
2x 2-13x -7

X—»7 X  -9x+14 

•3_Ö

3. lim1111 , - .
:-»2 V4x+l-3

5. lim

3
cosx-cos X

л-—>0 4xz

10-вариант

2. lim
3x2-5x-2

jc—»-2 x 2+5x +6 ’ 

x3-4x 2+5
4. lim

3x 4+2x2-x

0- £ч(Ш)3jc
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11-вариант

1. lim 2. lim ±f ..+9x+2 ,
w->3 /77 -5 /7 2 + 6  .v->-2 X - 3 x - 1 0

3. 4. lim-x-4; 3x2+4
\l2x-l -3 5x -3x-2

r  t ; ™  c o s x - c o s 5 x  ,  . f 2 i - 3
5- hni ---n ---• 6. lim ln

*->o 3x i 2jc~I

12-вариант

1. \im2t l ' X+5. 2. lim 54-+4x-1
x - > 5  X -7x+10 X —>—) x —6x-7

3. 4. lim
*->oVx+4-2 X—>—™ 3x -2x-3

„ l-cos5x *2

5- 1™  xtg2x • 6 - U m (2x - 3 )*- 2

13-вариант

1, lim 24 : f  f , 2. H m 4- +X"6
x~>6 X -7x+6 ' ' x->-3 2x +3x-9 ’

3. l i m ^ p Ö - 4  4 _ l im  3x2-4x+l 

*->2 X -4 x->~ x -2x-4

ç lim sin 5x • ctg3x ¿  l im  ( f i± lV +3

'-*» ’ ü f “ U*-l/

14-вариант

1 . lim —^1Z*~28 . 2. lim - f-5—- ,
x-»7 X -9x+14 x->2 3x -4x-4

3- Ип]~7ГтЦ- 4. lim ---~ ^2+l ,
w->3 V4/77-3-3 л—>°° 4x-x +4

5 - l'™  sin 3xtg2x ■ 6 - ^ ( 3 x - 2 F
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15-вариант

. r  3x 2-8x -3
1. um —----—

х->3 X - x - 6

3 lim x 49 ■ 
x-»7 v2x+ ll-5

5 . lim tg23x • ctg22x
x->0

2. lim
x2-6x+5

x—>5 2x-7x-15

4. lim 

6

9x3~4x2+2

6x3+3x-5

Зх-2\л_1
i. l im (^—

x—>■» \3x+4/

1. lim
x2—X—6

x-*-2 2x +X-6

3. lim
x->l

5 . lim

•J l+3x2-i

X -X

о arctg3x *

16-вариант

2. lim
x -x-12

x—>4 x 2x—2 ’ 

. 3x5-x2+5

4- J™

6. l i m i e r .
x—>°° \ 2x-\ /

1. lim

3. Hm

x -x-2 

2 ЛГ+Х-6

V2x-2-2

3 л/З̂ ГТ-2

5 lim sin 8xctgx
jc-»0

2. lim
4x2-7x-2

x-»2 x 2-7x +10

. <• 6n3-2n+7
4. hm —,---- .

n-»-~ 3« -4«+5

ЛГ-Н1

6. lim(3x-8)^-3

1. lim
3x 2+x -2

5. lim

3m5 x  -5x

1-c o s 8x

x —>o 1- c o s 2 x

18-вариант

Ш11 —л—---  .
X—> —1 3x +4x+l

3 .  l i m ^ M

- x 2- x -12
2. lim - ,---

x->-3 x +4x+3

4. lim
7л4-2«3+3

п4+2я

6- 1й1пШГ
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1. lim
2x2-5x-7

um  ——,--- — .
x—>—l Зх +x-2

x3-8
3 h m - = — . 

x-*2 Jïx-2

* Iim 3xctg7x
x->0

19-вариант

2. lim
3x2+x-4

X—>1 2?+ x-3 ’

. ,• 3x7+6x+4

4- l im  ¿ 7 ,  Ç- •
X—>°° 6x -3x+5

<-■ нтГ

1. lim
x2+2x-15 

-5 2x2+7x-15

V6x+l-5
3 lim — 7=-- .

X—>4 V3c-2

_ xsin3x
5. lim __........3-

x-»0 COSX-COS X

20-вариант

2. lim
2x 2-3x -1

h u i ------ -

X—>i 4x-3x -1 

8x 5+3x 2-1
4. lim — r- „

x->~ 2x -x+5

‘ •■ ¡й (е т Г -

, 2x2+9x+4
1. lim —2----- — ,

x->-4 x  -x-20

3 lim
six2+9-3 

® six2+25-5

21-вариант

2. lim
3x 2-x -2 

x-»i x 2+2x -3

. ,■ 2л4-5я +3
4. lim 4

w—>°° А? +3/7-6

5. lim
xtg2x

x->o l-cos3x  '
6- lim (3x-2)

x—>1 v '

X — 1

x " Î  x^-4x+3

3. Um
л/х- 3

X—>9 V2x -2-4 ' 

arcsin2 3x
5. lim

x->o 2xsin5x

22-вариант

,  2x +3x-14 
2. l i m— .

x-i2 3x -7x+2

. 6x4-3x2+x
4. l im ——3— 5—-

x-i— 2x -X +4

* й(ШГ-
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\ 23-вариант

1. нт 4 +— . 2 . Н т *ф °*± ® .
х-ч>-2 2х +5х+2 л- >?. 2х -Зх-2

3. 1 т ^ ,  4. 11т 3л'44-4х- 5
*-»з Лх+З-З  *->— 6х +Зх-10

г2
2_ [5 - 2хР5- 6' !.™ (5-2х )-2

24-вариант

1. Пт л"у л': !2 . 2. Пт 3С~2х~5 .
х->4 X -2х~8 ; . *-*-1 х  +5х+4

3. ц щ ^ ,  4. П т .М ^ - - 4--
л->0 5х я-»оо 2п+п -Зп

5. П т в п ^ З х - с^ З х . 6. Н т Г У - б х )^
АГ-̂О Х->| 4 '

25-вариант

х2-х-12 ~ «■ 2х 2-Зх -9
Пт —*--- -. 2. Пт

-з х 2+5х +6 ’ ’ *->з Зх 2-5х -12

3 _ Пт х~4— _ 4 . Пт 2х̂ 7х,+4
■1->4 75х +5-5 ’ ’ х->~'6х -Зх +2 ’

_ з т 23х ,  ,. I х+3\х
5. П т — -Т— . 6. Пт — - .

ъхоХ% 2х л-->оо\д:-4/

2. И к к и н ч и  ё з м а  и ш  “Хосила ва унинг татби- 

к,и”га дойр булиб, унга икки соат вак̂ т ажратиш лозим. 

Бу ёзма иш вариантларида 5 та дан мисол ва 1 та масала 

берилган. Уларни куйидагича бажариш керак.

1-2-мисолларда: берилган функциянинг биринчи тар- 

тибли хрсиласини топиш керак.

3-мисолда: берилган функциянинг аргумент х нинг бе­

рилган кийматидаги биринчи тартибли ^осиласининг 

кийматини ^исоблаш керак.

4-мисолда: берилган функциянинг иккинчи тартибли 

(У) \осиласини топиш керак.
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5-мисолда: параметрик куринишда берилган функция-

нинг иккинчи тартибли х,осиласи^^~г j  ни топиш керак.

6-масала шарти вариантда берилган.

1-вариант 

л/ l+cos3x т ,, é"f*1. у = V I™  * . 2. у =
1+sin Зх 1+е2х '

3- № ) = 2^Г> *

4. * = $ 1 - * ) '  . 5. Iх = arcsin(r -1),

[у = arccos 2t.

г ах+х3 ~ ^
Ь.у = —-—  эгри чизик, а нинг к^андаи к,ииматида Ох

ук,ини 45° бурчак остида кесиб утади.

1. у = 1 + . ¡\+х

их

2-вариант

з __1_
2. у = е cosx .

/

3. f(x ) = V ? ,  x = -8 .

4 j  = 2ctg2jc. 5 i*  = t2 + ? + 1,

b  = f3 +

6. xy =  8 ва x2 — у2 =  12 гиперболалар т$офи бурчак 

остида кесишишини курсатинг.

3-вариант

L У = (*+l)V + l)3 • 2. y = ÿ(l + sin32x)2 -

3. / (x ) = Æ -̂2-, x = 0,01 .

4. y = x • e* . 5.
x = ctg/, 

1

I COS /

6. x2 + y2 = 8 ва j 2 = 2x эгри чизикдар к,андай бурчак 

остида кесишишини аникданг.
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\ у - yjx + х ■ tfx . 2. y = 3xcos3x.

3. f{x) = x2 x = ±2.

4-вариант

4. у - xe x. 5.

2-1
X  =

2 Í7 ’

6. j  = - гипербола ва у = 4x парабола к̂ андай бурчак 
остида кесишишини аникданг.

5-вариант
i----- ;------  _Х_

л ,, J  l + sin3x ~ J4 . 2

L  У = Ч3 T 2 Ä -  2- У = е arctg х .

3. f(x ) = - х2 + х, х — —1.

4. > = ta fln * ). 3 j *  = 2cnsJ 2/,

[у = sin3 lt.

6. у = x x3 эгри чизик, билан у =  5х тугри чизик, кеси- 

шиш нук,тасида ташкил этган бурчакни топинг.

6-вариант 

-¡I 7=  ~ l+sin2x
i .у  = 4х + 4 х . 2- у = ш ш -

3. / (х )  = ех ■ cos Зх, х = 0-

[х = 21 - í2,

U  = 3/.-/3.
4. у = хл/l + х2 . 5.

6. х =  t2, у - t3 ярим кубик параболанинг t = 2 нукта- 

сида утказилган уринма ва нормал тенгламасини тузинг.

7-вариант

1. у = ~,— ----- 2V6x + 5 . 2. .у = cos 2х sin2 х .
VX3+X2 + 1

3. f(x ) = ln(l + x) + arcsin i , x = 1.
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4. У = ~i
X

V 1-х2 [>’ = 4 sin2/.

х = 3 cos /,

6. X2 + у2 = 5 ва у2 = 4х эгри чизикдарнинг кесишиш 

нук,тасидаги бурчакни топинг.

8-вариант

1. у = -¡-х- . 2. у = sin3 5х • sin5 З х .
Vl+x3

3. /(x ) = tg3-^, X = 2 .

4 ln X 5 íx = 2cos3/,

' у X 1 „ _ лI у = 4 sin /.

6. У = эгри чизик, абсциссалар ук,ини кдндай бур- 

чак остида кесиб ;утади?

9-вариант

’ l-x¿

3. 2y - 1 + ху3, X = l,y = 1 .

4. у = X2 ln X 3 • 5.
X = cos / + / sin /, 

у = sin / - / cos /.

6 .x2 + у2 + 4x - 2y - 3 = 0 эгри чизик,нинг Oy ук,и би- 

лан кесишган нук,тасида утказилган уринма ва нормал- 

нинг тенгламасини тузинг.

10-вариант

1. У - \¡x + л/х . 2. у = е<ЁХ COSX.

3. у = (х + у)3 - 27(х - у), X = 2, у =1 .

4. у  = х 3е5х . 5 I х = 2cos/-cos2/,

{у = 2 sin / - sin 2/.

6. у  = 4х — X3 эгри чизик,нинг Ох ук,и билан кесишган 
нук,тасида утказилган уринма ва нормалнинг тенгламаси­

ни тузинг.
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1. у = \jx2 + 1 + л/х3 +1 . 2. у = arcsin(tgx) •

3. = ех+>, х = 0,у = 1 •

íx  = 2Г2 + Л

11-вариант

4. j  = (1 + x2)tgx . 5.
у = ln t.

6. ху = 4 гиперболага абсциссалари х ,=  1, х2=  —4 

булган нук,таларда утказилган уринмаларнинг тенглама- 

сини тузинг ва уринмалар орасидаги бурчакни топинг.

12-вариант

1 • у = • 2~у = е ™х sin2 Х 'X

3. у2 - х  + 1п-р х = 1,у = 1.

íx = 3/ - í3, 

\y = 3t2.
у = ех eos’ х • 5.

6. Моддий ну^та 5" =  /’- З /2’ + 3/ + 5 крнун буйича 

тугри чизикди хдракат к,илмокда. t вак,тнинг кдйси мо- 

ментида нуктанинг тезлиги нолга тенг булади?

13-вариант

1. у = 5 Jx2 + Vx + - . 2. У = ln ln
1-cosx

l+cosx

ln/
~T

4, y = e~x cosx . 5.

3. x = íint, y = -̂ ~, t = 1.

íx = 2/ - /3,

U  = 2/2.

6. Иккита нук,та 5, = ? — 31 ва S2 —f  — 5t2 + 17/ — 4 крнун 

буйича тугри чизикди х,аракат килмокда. Вак,тнинг кайси 

моментида уларнинг тезлиги узаро тенг булади?

14-вариант

1+Х о  sinx1. у=\+ . 2. у =
V х-1 1+tg.y

3. х = a(/-sin/), у = a(l-cost), t = j .
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4. у = л/х • ех.

СОЪ̂1

6. Агар тугри чизикди даракат к;илаётган нук,танинг 

тезлиги V =  г‘3 +?2- ? + / тенглама билан берилган булса, 
нук,танинг t = 3 моментдаги тезланишини топинг.

15-вариант

1-У = УгЧ-  2. ¿' = -£1 .
V Зх-2 соб I

3. х = е' сое /, у = е‘ smt, ^ = ~ .

А -х2 Г х  =  1 п / ,
4. у = хе х . 5

6. Нукта£ = /3 - I / 2 + 4 Конун буйича тугри чизикди 

^аракат к,илмокда. / =  5 да нуктанинг тезлигини топинг.

16-вариант

1. у = -Ух2 + Зх - ̂ /(6х - 1)2 . 2.. У  = 1 ± £ 1 .

3. у = (1 + х 3) ( 5 - ^ | ,  х  = 1 , х = 0 .

4. у = агс18т^ 2-. 5.
х = /

6. Нукта 5  - З/3 + /2 - 4 крнун буйича тугри чизикди 

харакат кдлмокда. 1 = 5 сек моментдаги тезлик ва тезла- 
нишни топинг.

17-вариант

У ~ ~ 4-\Д + х . 2. у = вш2 Зх .

3. ^ ¿  + ^ ,  = 0 ) , = 2.

4. у = х3 1п х . 5 . =

[у = 1 - СОБ/.
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6. Нук,та S = t2— 8í2 + 4 к,онун буйича тугри чизикди 

харакат килмокда. Ва^тнинг кдйси моментида нук.танинг 

тезлиги нолга тенг булади?

18-вариант

1-Х

3. f(x).= xQ. + 4x*), х = 0.

4. ^  = xesinx. 5. |x = s m 2>

[у = cos ?.

6. Тормозланиш пайтида маховик t сек давоми- 

даф = 3 + 81 - t2 бурчакка бурилади. Вактнинг t =  5 сек мо­
ментида маховик айланишининг бурчак тезлигини топинг.

19-вариант

I Г 17 -i 4 In х
1. у = yjx + y/x . 2. у =

1-!пх

. х  = 2
1—х

з. fix ) = -— г> Х = 2.

4- y = ln tg ( j  + f)- 5.
) х = cos а/,

[у = sin at.

6. Тормозланиш пайтида маховик t сек давоми-

да<р = 4 - 81 л-Is бурчакка бурилади. Вактнинг t моментда- 

ги бурчак тезланишини топинг.

20-вариант

1- y- fox2+l+Hx’ -4- 2. у = j t g ’x-ct& i + x .

3. = *  = 1.
„2/

4. у = xarctgx . 5 .

6. Тормозланиш пайтида маховик t сек давоми- 

даф = t2 - 8/ - 3 бурчакка бурилади. Маховик тухтайдиган 

вак,т момента t ни топинг.
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21-вариант

3. = ^  + г = 0, / = 2 .

4 . ^ -¿г- 5 {х = со81 ,
X -I '

1. у = х\/1 + х 2 . 2. у = 1п . - х .
У 1 - 1 8 х

I у = / - вт /.

6. Жисм температураси Т нинг t вактга б о р л и к , \олда 

узгариши Т = 0,4/2 тенглама билан берилган. Вак,тнинг 

/=10  сек моментида бу жисм кдндай тезлик билан кизий-
ди?

22-вариант

1. у = 5^4х + 3 - 2 у = 1п]]--.&'пх
1 ' \1+С05Х

3 у _ х = е .

4. у = х- агс1ёх. 5. { * ^  + * 8/,
[у = 2 1 п ^ / .

6. Массаси 5 кг булган жисм ̂  = З/2 + / + 4 крнун буйи- 

ча тугри чизикди хдракат кдпмокда. Жисмнинг \аракат бош-

лангандан 4 сек утгандан кейинги кинетик энергияси 
ни топинг.

23-вариант

1. у = З^х5 + 5х4 - ^  . 2. У = 1п|ех +л/1 + <?х|.

3. У = ^ § , х = - 
*  2 '

1__3 „   ̂ (X = БШ /2 + 1,4. у = в т х  - усов х . 5.

6. Ток кучи /  вак,т t га ботик, \олда /  =  ОД/2 к,онун 

буйича узгаради. /= 8  секунд охирида ток кучи узгари- 

шининг тезлигини топинг.
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24-вариант

4. у = агс^л/х .

х+лА+х2

3. / (х )  = (х2 + х + 1)(х2 - х + 1),

6. Нукд-а^ = 2/3 - 2/2 -4 крнун буйича тугри чизикди 

хдракат к,илмокда. t =  2 секунд охирида нук;танинг тезла- 

нишини топинг.

6. .у = х2 - 6х + 8 парабол ага абсциссаси х = 4 булган 

нуктада утказилган нормалнинг тенгламасини тузинг.

3. У ч и н ч и  ё з м а  иш “Аникмас интеграл” бобига 

багишланган булиб, унга икки соат вакд' ажратилган. Бу 

ёзма иш вариантларида 6 та дан мисол булиб, берилган 

интегралнинг бошлангич функциясини топиш керак.

25-вариант

х = 0, х = 1.

1-вариант

5. 11п2 х<1х . 6. | вт 2х сое 5хйЬс .

2-вариант

!■ 1
2. \ Зх+4 (¡х ■
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1

3

5.

1.

3.

5.

1.

3.

5.

1.

3.

5.

, * dx. 
Vl+JC4

4. f T 1 dx.
1 x +8

cos 2x cos2 xdx . 6.

3-вариант

L i í L * .
\/3x+l

dx
2sinx-3cosx ’

2. г sin2xrfx 

3sin2 х+4

3 3f 7 dx.
x +x +4x+4

4. J X\dx.
J 9-x

e- ^d x .
ex-l

6.

4-вариант

j x ■ 5Xdx .

x~8 dr 2 fX2+VÏ+X ^

у13+2х -х 2 J Hï+X

2x2~x~1 dx 4. г x-arctg2x

x3-x2-6x  ̂ l+4x2

x2e3xdx. 6.

5-вариант

f 2X+I dx 
X +X+1

x2 ■2Xdx . 2. f dx
J • 2 2

S in  XCOS JC

e'2x sin(e'2x) dx. 4. \ùn\x dx.
COS X

x2 sin xdx. 6. \l+x2 dx.
X

6-вариант

dx

W l- ln 2 X

_Én4* dx 
l+cos4x

dx

sin2 X cos2 x

2. jX 2 ■ e 2dx .

4. J ----Ц----dx.
(x+l)(x +x+2)

6. f ___ dx
sll+X-\ll+X
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7-вариант

3. \

1- I
с!х

х 2у1х 2+1

2. | \/х \nxdx.

х+1

4х -12х+3
dx . 4. 1 5-4 вшх

5. 1
с)х

8-вариант

х^М 'пх

х+2

¿/х.

dx

2

4. |х2 ■ 5х2̂ х .

5. | вт х вт Зхй?х •

1. 151п 5х соз xdx .

\ с!х

х4+2х3+2х2

9-вариант

2. |(1 - х)8тхг/х .

з- Г
с!х

4х -х 

5. | (1 - вт 2х)2й?х

4- 1
с1х

л/Зх+1

6 | 2х2-5х+1_ ¿х
х3-2х2+х

10-вариант

1- 1
х+2

х 3- 2 х 2 + 2х  

уагс%Ьс

dx .

г/х.

л/х-х2+1

11-вариант

этбх

1+СС« 5х

2 — Ш.И.Тожиев

4х •

2.
-1 ех -1

4. 17 ?  1п хйЬс .

6. | вт 5х сое Зхг/х .

|

2. | агctg í̂xdx .

497



5- J

м
х-4

\1х 2- 2 х +3

с/х

i- !

з-

3~2ctg2x dx.
COS2 X

5 Jctg4xí/x

1- í
3x 3+x 2+5x +1

3X +x
dx .

5- í

1. í

xdx

2 x 4 +5

dx

'Jx(x-l) ■

3. ¡ Щ ^ +Z dx

5- í

!■ í

3. /

\l 4~x4
4

dx.
x4-16

í/x

(1+x )(arctgx-3)

lnx
í/x

5. f ^2*~3 dx ■

4- í
x4-16

12-вариант 

2 . 

4. 

6 .

13-вариант 

2 .

x+2

л/ 4x2

dx ■
-4x+3

dx

\[x+4x

(x-l)\x+3)
dx

5x-3

•\/2x2+8x+1

dx

dx.

4.

6.

14-вариант 

2.

4.

6. J sin2 X eos4 xdx.

4sinx+3cosx+5 

j  (x + l)eA'í/x .

J (x2 + 3) eos xdx

xdx
í~2----

2x +2x+5

15-вариант

2 .

4.

6 .

3x+2

x 2 - 4 x +12
dx ■

2-x
dx

( l- x f  

J (1 + sin4 x) dx .
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1- í-
dx

cos2 x(l+tgx)3 

3. f e2x sin 2xdx 

dx
5. }

5-3 cos X

16-вариант

2- J
x+4

V7+6x-x2

í/x -

4. J ^ - 2*±L<fr.
x 3+ 2x 2 +x

6 . }
х(л/х+\/х)

dx.

Ax

dx
L  I e4x-5

3. I 5x+3 — dx .
V4x+5-x2 

5. j ln(x2 + l) dx.

1. J(x2 +3)e'lxdx. 

3. \ dx

5. í

x ! n 5 X

x-1

\¡2x-l
dx .

1. j(x  + 2)ln xdx .

3- I 2x+3

x 2-5x +7
dx.

5- í
dx

7 (l- x2) arcsin X

17-вариант

2- í
rfx

x4-x2

4. J dx 

6- í

Хл/ 2x-9 

dx

3+5sinx+3cosx

18-вариант

2- I 
4- í 

6. J

í/x

л/з-х-х2

dx

x 4-6x 3+9x 2

sin X 

l+cosx
í/x .

19-вариант

x 2+x +5

x(x+3)(x-2) 

dx

2- í

4. f _ _ _  
J Vx + l+1

6. í *
J tg 3x

í/x

L I
81X-3X í/x •

20-вариант

2. I
2x+l

л/ l+6x-3x2

í/x
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3' < Ä r  4. J s m fta * )* .

5 < 7 & 4 * -  6- Î 5 Ï Ï ^ S 7 '

21-вариант

1. ¡2X ■ 3хdx . 2. f arcsin xdx .

3. f 7X+1 dx . 4. f____ — ____ i/x.
5x +2x+l J (x+2)(x +x+l)

5. f- dx 6. f sinx ^
■Jl-2x-\J\-2x %/7+2cosx

22-вариант

L ¡W r t 7 dx- 2- J * ln(*2 + 1№ -

3. J - ^ d ^ d x . 4 . f A r d x
1 x -4x+8 J 9-x

6. Í - +,2x~2 dx .
SÍtl3 X X — 1

23-вариант

1. I yjsînx cos5 xdx. 2. j  1 dx .
2 v5+2x-x2

3. \JL-rdx. 4. f ____
1-Jt r 3 + d v- ,x 3+4x -x 2-4

____  /Vv
l+sinx

24-вариант

1. 2. I dx.
Vl-9x J 3x +2x+l

3- / — dx. 4
c°s X J 3^2

5. J eos 3x eos xí/x  . 6. / V 4 - x 2í/x .
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Ь /
1+1пх

с1х

25-вариант

2- / -
(1х

3. | хъех с!х . 

х+2

4- I
Зх-1

х -6х+10
с!х.

х3-2х3+2х
с!х. 6. Г У* и  с1х

« I

4. Т у р т и н ч и  ё з м а  и ш “Дифференциал тенгла- 

малар” бобига багишланган булиб, унга х,ам икки соат 

вак'г ажратилган. Бу ёзма иш вариантларида 5 та дан ми- 

сол булиб, берилган дифференциал тенгламаларни ечиш 

керак. 1,2,3,5-мисолларда умумий ечимни, 4-мисолда бе­

рилган бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий 

ечимни топиш керак.

1-вариант

1- У'-т-
X

0.

2. е1+х 1ёус1х = ~ с !у  .

3. у ”+ у'1-ёх = вт2х .

4. у"~ У- соз2х, 3̂ (0) =

5. у "+ 4у = с1£2х .
у ’(0) = 1.

2-вариант

1. У

2. У
3. у

4. у

5. у

: 4 +

=  2 Х~У .

' = 4 сое 2х ■

2у ’+ 5у = 5х2 - 4х + 2, у(0) = 0, у '(0) = 2 . 
'-у = в т х .

3-вариант

1. (х2 + у2)с1х - хуйу = 0.

2. (1 + е2х)у2йу = ехс1х.

3. уу"+у'2 = 0 .
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4. y"+ 3y'- lOy = хе 2х, у(0) = 0, у'(0) = 0 ■

5. у"-3у'+2у = 2х.

4-вариант

1. ху у = X2 cos X .

2. 3eTtgydx = (1 + ex)sec2 ydy .

3. x3y"+ x2y' = 1.

4. у 2y ' = ex(x2 + X - 3), y(0) = 2, y\0) = 2 .
7x

5-вариант

i • 31. у -~y = x.

2. Zy '+ e3' = 0.

3. x3y'" = 6.

4. j/"-4y'+ 4 у = sinx, y(0) = 0, / ( 0 )  = 0.

5. у "+ 4y = cos2 X .

6-вариант

1. у '+ 2xy = 2x^3.

2. y'+ у = ex sinx .

3. ^ '"s in4 X = sin2x-

4. y"-3y'+2y = -e~2x, y(0) = 1, j/ ’(0) = 0.

ч s i n 9x2+6x+2 3x
5 у -6y +9y = —j—— —  e .

X (3x-2)

7-вариант

1- x3y'+ x2y + X + 1 = 0-

2. (x + y)dx + Xi/y = 0 .

3. yy"+l = y'2.

502



4. у''+ у = cosЗх, у ^f j  = 4, =

5. 7 "+ 2у ’+ у =  Зе“хл/х+Т .

8-вариант
Л

. 2у е 
1 У + —  = —  .

J  X X

2. 1 + (1 + у')еу = 0 .

3. х2у"' = у "2.

4. У"-У = е2х, у(0) = 1, у ’(О) = 2 .

5. у"+ у ’ = tgx •

9-вариант

1 . у ’+ 2ху = хе'л'2.

2. X cos — (ydx + xdy) = х2 sin — dx.

3. y'2+2yy" = 0.

4. y"-4y = 3xe~x, y(0) = 0, y '(0) = 0 .

5- y"+4y=^ -

10-вариант

1. xy + y2 = (2x2 + xy)y '.

2. y'+ —~~г + X 2 = 0.
x+l

3. y " = 2 ^ ’ •

4. y "+4j> = sinX, y(0) = 0, y ’(0) = 0.

11-вариант

1. xy'+ y = sin X .

2. y2í/x = (xy - x2)dy .

3. 2 x j / / '  = / M .
*
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4. у"-2у'+2у = 2х, у(0) = 0, / ( 0 )  = 0.

5- д; 6у ’+ 9у = З6л/хе3х •

12-вариант

1. xy '-y = xtg->;

о . t .  1-2х !
2. }> + — 1- у  =  1 .

X'

3. 2уу " = 1 + у 12.

4. 2у"+у'-.у = 2<?\ Я0) = 0, у'(0) = 1

5. у"+у=  1
cos2x

13-вариант

1. y '-L- ех ■
X

2. y '+^ L  = _^_ .
jc2+l x2+l

3 .у "2=у '2+1.

4. y"-4y'+3y = eSx> у(0) = 3, у ’(0) = 9.
5. у"+ 4у = 2tgx.

14-вариант

1. у '+ ytgx = 1
COS X

2. ху' = у- ху .

3. ху”- у' = х2ех.

4. у"+4у = 5ех, у(0) = 0, у'(0) = 1 . 

5..у”-у '=  1
\+ех

15-вариант

у_

1. ху ' = у + хех .

2. X + у = ху '.
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3. X(y,,+ l) + y , = 0.

4. у ”+у = хех, у(0) = 0,5, у'(0) = 1.

5. у"+2у'+у = ^ г -

16-вариант

1. у '+ ху = X3 .

~ , 3 2
2. у’ +7 J- = ? -

3. х у "  =  у '+  X 2 .

4. у " - у  = 2(1 - х), у(0) = 0, у*(0) = 1.

17-вариант

1. x ln  — d - ydx = О.
у 

2. / х  + у = -ху2.

3. / ' + ^ /  = 0.

4. у ”- у = 9xelx, у(0)'=0, j '(0 ) = -5 .

5. у"+у 2+cos3 X 

COS1 X

18-вариант

1. y ' cosx- js in x  = sinx.

2. (x2 - 2y2)dx + 2xydy = 0 .

3. x2y"+y'2 =0 .

4. y"+6y'+8y = 3x2 + 2x + l, y(0) = -^

5. y"+ y = _Д— •
'  sin X

19-вариант

1. i/x = x eydy.
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2. xy'ln?- = х + у\п?~
X X '

3. х2у " = 4 .

4. y"-6y'+9y = е3*, у(0) = 1, j/ ’(0) = 0.

5. >’”+>’ = tg2x .

20-вариант

1- х2у' = 2ху + 3.

2. /  + x V  = хку'.

3. у " = \Jl-y'2 .

4. у"+4у = е-2-<! у(0) = 0, у'(0) = 0.

5. у"-3у'+2у = 1 + —L.
1+ех ■

21-вариант

dy = (y + x2)dx-

2- у = y ' ln y .

3. _vV"-3 = 0.

4. у "- 4 у ’+5у = хе2х, у(0) = -1, j/'(0) = 0.

5. у"+4у = - 4 _ .
Sin X

22-вариант

1- ( х 2 - 1 )у '- Ху  =  х з _ х

2- (х2 - х2у)у *+ у2 + ху2 = О •
3- ху"+ 2у ’ = О .

4. У Зу 4_у = 17 sin X, у(0) = 4, у'(0) = 0.

5. y"-2j,'+;y = £ l .

23-вариант

у'~ 2ху = хе~А'2 •

2. 3e*tgj;í/x = (1 - е*) sec2 ydy .
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3. 1 + у'2+ уу" = 0 ■

4. у"-3у'+2у = eix(3-4x), у(О) = О, j/'(0) = 0.

1 • ху' = 3у- х4у2 ■

2. (1 + y2)dx - jxdy = О .

3. УУ" = У'2 ■

4. у "+ 2у '+ у = 9е2х + X, у(О) = h У\ 0) = 2 .

5. >’"+>’ = ctgx .

1. У - У  = ех .

2. X + ху + у'(у + ху) = 0 .

3. у” = г-у.

4. у "+ у = sin 2х, у(0) = 0, у '(0) = 0 .

5. у "+ 4у ’+ 4у = е~2х In х •

3-§. Амалий машгулот дарсларида зарур 
буладиган формулалар

Ажойиб лимитлар

D 1™ (1+Í Í  * е ; 2) Й ( 1 + Х> ' =е ;

3) lim (l + —) = е А; 4) l im (1 + foc)* = ек ;
х-)оо \ X  )  X —»0

(Хосила ва интеграл жадвали китобнинг форзацида берилди.)

24-вариант

25-вариант

8) lim-—- = Ina ;

9) lim у (ау - 1) = In а ■
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Энг одций функцияларнинг юк,ори тартибли 

хосилалар жадвали

№ Функция и- тартибли \осиласи

1. у - X" / п) = т(т — 1 )(т — 2). ..{т — я + 1)хт~"

2. у = 1пх у(»)=( — 1)"-'(и — 1)! -1
X

3. V: II сГ ста 'X ^  ( 1)-

4.

II у(п)= п̂̂кх

5. у = ах у^—̂ХпаУа*

6. у = акх у(п):=(к \па)"акх

7. у = з1пх у (">= вт
( п 
Г " '2

8. у = совх У">=С08
71Х+П-—

9. у = ъткх у" = к2 вт (ъс+л~1

10. у = соькх
/ N

/">=£" сов кх+п —
\ )

11. у = бЬх
п — жуфт булса, у'"1 = бЬх, /? — ток, 
булса, У")=с1гх.

12. у = сЬх п — жуфт булса, у{,!) - сЬх, п — ток, 
булса,

Интегралларнинг куринишига цараб, узгарувчиларни 

алмаштириш усуллар жадвали

№ Интеграл Узгарувчини алмаштириш

1.

2.

3.

¡п1х,п1ах+ь
\ у сх+е

с1х

!ах+ь,.Лйх
сх+е

/

/ = ,,¡̂ ±1 
V сх+е

* у1сх+е -бунда г-я,/и,... 

сонларга булинувчи энг кичик 
сон.

Эйлернинг куйидаги учта ал- 
маштиришлардан бирини ба- 
жарилади.

| Л [х, л/ох2 + Ьх + с| (¡х.
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1) агар а > 0 булса, II1 1ах2 + Ьх + с,

2) агар с > 0 булса, X? + л[с = ах2 + Ьх + с,

3) агар квадрат учхад

ах2 + Ьх + с ~ (д—а)(х—р) /(х — а) = •¡ах2 + Ьх + с.

4.

булса,

| Я ¡х,л1х2 + а2 \с1х х = а\.& ёки х = а с1£/

5. | /{[х,\1х2 - а21 (1х а а 
х = —— еки х = --

БШ / СОБ /

6. | /?|х,л/й2 - х 2 \(Ьс X = asmí ёки х = а со б /.
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