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SO‘Z BOSHI

Qo‘llanma oliy ta’lim muassasalari texnika va texnologiya bakalavr
ta’lim yo‘nalishlari Davlat ta’lim standartlariga mos keladi va fanning o‘quv
dasturlariga to‘la javob beradigan tarzda bayon qilingan.

Ushbu o‘quv qo‘llanma bakalavr ta’lim yo‘nalishlarining 2-bosqich
talabalari uchun mo‘ljallangan bo‘lib, fanning bir necha o°‘zgaruvchi
funksiyalarining differensial hisobi, bir necha o‘zgaruvchi funksiyalarining
integral hisobi, oddiy differensial tenglamalar, qatorlar bo‘limlari bo‘yicha
materiallarni oz ichiga oladi.

Qo‘llanmaning har bir bo‘limi zarur nazariy tushunchalar, ta’riflar,
teoremalar va formulalar bilan boshlangan, ularning mohiyati misol va
masalalarning yechimlarida tushuntirilgan, shu bo‘limga oid amaliy
mashg‘ulot darslarida va mustaqil uy ishlarida bajarishga mo‘ljallangan ko‘p
sondagi mustahkamlash uchun mashqlar javoblari bilan berilgan.

Har bir bo‘limning oxirida nazorat ishi va talabalarning mustaqil ishlari
uchun topshiriiglar variantlari keltirilgan. Har bir mustaqil ish topshirig‘ining
oxirgi varianti namuna sifatida yechib ko‘rsatilgan.

Qo‘llanmani yozishda oily texnika o‘quv yurtlarining bakalavrlari uchun
oily matematika fanining amaldagi dasturida tavsiya qilingan adabiyotlardan
hamda o‘zbek tilida chop etilgan zamonaviy darslik va o‘quv
qo‘llanmalardan keng foydalanilgan.

Qo‘llanma haqida bildirilgan fikr va mulohazalar mamnuniyat bilan
gabul qilinadi.

Muallif

O‘quv qo‘llanmada quyidagi belgilashlardan foydalanilgan:
— muhim ta’riflar;
— «alohida e’tibor beringy;
@ ., ¢ — misolyoki masala yechimining boshlanishi va oxiri;

Shuningdek, muhim teorema va formulalar to‘g‘ri to‘rtburchak ichiga
olingan.



I bob
BIR NECHA O‘ZGARUVCHI
FUNKSIYALARINING DIFFERENSIAL HISOBI

1.1. BIR NECHA O‘ZGARUVCHINING FUNKSIYALARI

Funksiya tushunchasi. Funksiyaning limiti. Funksiyaning uzluksizligi

1.1.1. R* fazoda D va E to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

Agar D to‘plamning har bir (x,y) haqiqiy sonlar juftiga biror qonun
yoki qoida bilan E to‘plamdagi yagona haqiqiy z soni mos qo‘yilgan bo‘lsa,
D to‘plamda ikki o zgaruvchining funksiyasi aniqlangan deyiladi.

Ikki o‘zgaruvchining funksiyasi

z=f(x,y), z=z(x,y)
va boshqa ko‘rinishlarda belgilanadi. Bu yerda x va y argumentlar, z ikki x
va y o‘zgaruvchining funksiyasi deb ataladi. D to‘plamga f(x,y)
funksiyaning aniglanish sohasi, = E to‘plamga uning giymatlar sohasi
deyiladi.

1-misol. Perimetri a ga teng uchburchakning ikki tomoni xva y ga teng.
Uchburchakning yuzasini xva y orqali ifodalang.

@& Uchburchakning uchinchi tomoni z bo‘lsin. U holda a=x+y+z
bo‘ladi. Bundan z=a-x-y.

Uchburchakning yuzasini Geron formulasi bilan topamiz:

S=\p(p—x)(p-y)p-z), buyerda p= %

p va z ni Geron formulasiga qo‘yamiz:
i
2\2 2 4 2 4

S(x,y) =%\/a(a —2x)(a-2y)2x+2y—a). O

yoki

& To‘g‘ri  burchakli dekart koordinatalar sistemasida haqiqiy
sonlarning har bir (x,y) juftiga Oxy tekislikning yagona P(x;y) nugqtasi
mos keladi. Shu sababli ikki o‘zgaruvchining funksiyasini P(x;y) nuqtaning
funksiyasi deb qarash va z= f(x,y) yozuvni f(P) kabi yozish mumkin. Bu



holda ikki o‘zgaruvchi funksiyasining aniqlanish sohasi Oxy tekislik
nugqtalarining biror to‘plamidan yoki butun tekislikdan iborat bo‘ladi.

Argumentlarning tayin x=x, va y=y, qiymatlarida (yoki F,(x,;y,)
nuqtada) z = f(x,y) funksiyaning gabul giladigan z, xususiy qiymati
= yoki z, = f(x,,y,) (yoki z, = f(P)) deb yoziladi.

Y=o

Z,=2Z

2-misol. f(x, y):wfunksiyaning A(2;-1), B(ﬁ;?,j, C(4;Zj,
y Y *

D(f;lj nuqtalardagi xususiy giymatlarini toping.
y X
@ f(x,y) funksiyaning P,(x,;y,) nuqtadagi xususiy giymatini topish

uchun funksiyaning ifodasiga bu nuqtaning koordinatalarini qo‘yish kerak.

Demak,
RNCENE)
fay=2CV Dy gy 0x
-1 3 3 vy
4((@ +1J o x((yjzﬂj o
(e P S EA A . 0 ) ) PR A B
v xy v y
X X

3-misol. f(x* — y*,x* + y*)=2xybo‘lsa, f(x,y) ni toping.

@ u=x"-y’vav=x’+y’ belgilashlar kiritamiz va hosil bo‘lgan
tenglamalarni xva y ga nisbatan yechamiz:

) + —
., x’ = , V= yoki x = v ”, y= v-u
X +y =v 2 2 2 2

2 2
X -y =u v+u vV—u
{ “dan x’ = ’

Berilgan funksiyani yangi o‘zgaruvchilar orqali ifodalaymiz:

f(uav)zz\/v+u \/V;M :\/VZ—MZ.

2

u,v o‘zgaruvchilami x,y o‘zgaruvchilar bilan almashtirib, topamiz:
fap) =y -2, O



z= f(x,y) funksiya jadval, grafik va analitik usullarda berilishi mumkin.

Funksiya analitik usulda berilganda uning aniglanish sohasi funksiyani
aniglovchi  formula ma’noga ega y
bo‘ladigan barcha nugqtalar to‘plamidan

y=x
iborat bo‘ladi.

4-misol. Funksiyalarning aniqlanish
sohasini toping:
1) z= Xty ;  2) z=arcsin(x’ + y* - 8).
y—Xx o x
@ 1) Funksiya y = x shartda /
aniglanmagan. Demak, y = x. Geometrik
nuqtayi nazardan y = x shart funksiyaning
aniqlanish sohasi ikkita yarim tekislikdan 1-shakl.
tashkil topishini bildiradi. Bunda birinchi
yarim tekislik y =x to‘g‘ri chizigdan yuqorida, ikkinchisi bu to‘g‘ri chizigdan
pastda yotadi (1-shakl).
2) Funksiya -1<x*+y’-8<1 shartda aniglangan. Bu shart
7<x*+y*<9 shartga teng kuchli. y
Funksiya aniglanish sohasining
chegaraviy chiziqglari bo‘lgan x* +y* =7
va x’+y’=9 aylanalar ham bu sohaga
tegishli. Demak, funksiyaning aniglanish
sohasi markazi koordinatalar boshida
bo‘lgan, radiuslari mos ravishda /7 va 3 0
ga teng aylanalar orasida va bu \
aylanalarda yotuvchi barcha nuqtalardan
iborat bo‘ladi (2-shakl). @
R’ fazoda D va E to‘plamlar
berilgan bo‘lsin. 2-shakl.
©
Agar D to‘plamning har bir (x,y,z) haqiqiy sonlar uchligiga biror qonun
yoki qoida bilan E to‘plamdagi yagona haqiqiy « soni mos qo‘yilgan bo‘lsa,
D to‘plamda uch o zgaruvchining funksiyasi aniqlangan deyiladi.
Uch o‘zgaruvchining funksiyasi
u=f(xy,z), u=u(x,y,z), F(x,y,z,u)=0, ....

kabi belgilanadi.



Uch of‘zgaruvchining funksiyasi P(x;y;z) nuqtaning funksiyasi deb
qaralsa u= f(x,y,z) yozuvni f(P) kabi yozish mumkin. Bu holda uch
o‘zgaruvchi funksiyasining aniqlanish sohasi Oxyz fazodagi nuqtalarining
biror to‘plamidan yoki butun fazodan iborat bo’ladi.

5-misol. Funksiyalarning aniqlanish sohasini toping:

1) u=3x-2y+z-6; 2) u=In(3z* —2x* —6)* - 6).

@ 1) Funksiya 3x-2y+z-6>0 yoki 3x-2y+z>6 shartda haqiqiy
qiymatlar gabul qiladi. Demak, funksiyaning aniqlanish sohasi Oxyz
koordinatalar fazosining 3x -2y +z -6 =0 tekislikda va bu tekislikdan
yuqorida yotgan nugtalar to‘plamidan iborat bo‘ladi.

2)  Funksiya  (x,y,z)  uchlikning 6z°-2x*-3"-6>0  yoki

42X _Z <1 shartni qanoatlantiruvchi qgiymatlarida aniglangan. Shu
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2 2

sababli bu funksiyaning aniqlanish sohasi % + y? — ZT =—1 1kki pallali
giperboloidning ichki gismidan iborat bo‘ladi. @

To‘rt o‘zgaruvchining, besh o‘zgaruvchining va umuman
n o‘zgaruvchining funksiyasi yuqoridagi kabi ta’riflanadi va belgilanadi.
n o‘zgaruvchining y= f(x,x,,.,x )  funksiyasi ko‘pincha R" fazodagi
P(x;;x,;...;x,) nuqtaning funksiyasi sifatida qaraladi va y = f(P) deb yoziladi.
n o‘zgaruvchi funksiyasining aniqlanish sohasi (x,x,,..,x ) haqiqly sonlar
sistemasining D to‘plamidan iborat bo‘ladi. Bunda to‘rt va undan ortiq
o‘zgaruvchiga bog‘liq funksiyalarning aniqlanish sohasini ko‘rgazmali

(chizmalarda) namoyish qilib bo‘lmaydi.

1.1.2. P(x,,»,) nugtaning 5 —atrofi deb \[(x—x,) +(y—y,) <5 (yoki
p(P,P)< &) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha P(x,y) tekislik nuqtalari
to‘plamiga aytiladi. Bu to‘plam markazi P, nuqtada bo‘lgan va radiusi § ga
teng ochiq (chegarasiz) doirada yotuvchi barcha P nuqtalardan tashkil
topadi.

Agar Ve>0 son uchun Fy(x,,y,) nuqtaning shunday & —atrofi
topilsaki, bu atrofning istalgan P(x,y) nuqtasi ( P, nuqta bundan istisno



bo‘lishi mumkin) uchun
f(P)-A4<e
tengsizlik bajarilsa, 4 songa z= f(x,y) funksiyaning F,(x,,y,) nuqtadagi
yoki P — P, dagi limiti deyiladi va
lim /(x,)=4, lim f(ry)=4 yoki lim f(P)=4

X=X, (
Yy=>Yo

kabi belgilanadi.
Ta’rifga ko‘ra, lim f(P)=4 limit mavjud bo‘lsa, bu limit P(x;y)

nuqtaning F,(x,,y,) nuqtaga intilish yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi, ya’ni agar
lim f(P)=4 bo‘lsa, u holda P(x;y) nuqta PF,(x,,y,) nuqtaga ixtiyoriy

yo‘nalish va istalgan trayektoriya bo‘ylab yaqinlashganda ham bu limit 4 ga
teng bo‘ladi.

Bir necha o‘zgaruvchi funksiyasining limiti uchun quyidagi teoremalar
o‘rinli bo‘ladi.

1-teorema. lim(f(P)+ g(P))=lim f(P)* lim g(P).

2-teorema. lim(/(P)- g(P)=lim /(P)- lim g(P).

1-natija. Funksiya P — P, da yagona limitga ega bo‘ladi.
2-natija. lim f(C)=C, C -ozgarmas funksiya.

3-natija. lim(k - f/(P))=k-lim f(P), keR.
4-natija. lim(f(P)")=(lim £(P))', im4/f(P) =y[lim /(P), k=123,..

lim f(P)
3-teorema. lim Z2) il , lim g(P)#0.
PP, g(P) lim g(P) PPy

P—F

4-teorema. Agar P, nuqtaning biror atrofidagi barcha P nugqtalar uchun
f(P)<¢p(P)< g(P) tengsizlik bajarilsa va lim f(P)=1im g(P)=4 bo‘lsa,

P—F, P—F,

u holda lim ¢(P)= 4 bo‘ladi.

5-teorema. Agar P, nuqtaning biror atrofidagi barcha P nugqtalar uchun
f(P)< g(P) tengsizlik bajarilsa va f(P), g(P)funksiyalar P — P da
limitga ega bo‘lsa, u holda lim f(P)<lim g(P) bo‘ladi.

P—F, P—F,



6-teorema. lim g(P)=0, lim f(P)=C =0 bo‘lsin. U holda:

P—FE, P—FE,

1) agar p(P,P) <6 (6 >0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

P nuqtalar uchun J(P) >0bo‘lsa, lim S _ +oo bo‘ladi;
g(P) ron g(P)
1) agar p(P,P)<d (6 >0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

TP 0 bolsa, tim L) = o boladi.
g(P) ron g(P)

Agar z=f(x,y) funksiyaning xva y o‘zgaruvchilaridan biriga tayin
qiymat berilsa, bir o‘zgaruvchining z= f(x,a) yoki z=f(b,y) funksiyasi
kelib chigadi, bu yerda a,b-o0‘zgarmaslar. Bunda x—»x,da (y— y,da)
z= f(x,a) (z= f(b,y)) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit « qiymatga
(b qiymatga) bog‘liq bo‘ladi, ya’'ni
lim f(x,a) = @(a) (lim £ (b, y) =y (b)).

P nugqtalar uchun

2 2 2 2
Masalan, lim Xty +1, lim Xty +2,....
(oo 2x —y  2x—1" b2 2x -y 2x-2

6-misol. Limitlarni toping:

: +3y° : x’ 4y
1) lim = : 2) 1 :
)(x,y>15<r11,—2>x2 2y’ )<x,ygl<lo,o> x>+ +9-3
+4 -2 i
3) lim NYTRTL ; 4) lim arcsin(xy) );
(1500 x4y (er)03)  x
x(x+y—4) _ 2
5) lim L. 6) lim —
(023 - y)(x+ y - 4) (b(00) 57 43y

@ Berilgan limitlarni limitlar haqidagi teoremalarni qo‘llab, topamiz.
1) lim x=1 va ( ])ir{]l_z)yz—2.

(x.y)-(1,-2)

U holda
x+3y2_(}hm (x+3y)_ }1)1r(r]12)x+3(”1)1ﬁrr]12y 1+3 (=2) E

im X
(er)>(12) x2 — 2y lim (x*-2y) lim x’ —2 hm y 1’=2(=2) 5

(x,y)=(1,-2) (x,y)=(1,-2) (x,y)—(1,-2)

2) x=rcosp, y=rsing (r>0) deymiz. x*+y*=r> 1ifoda r ning tayin
giymatida (x,y) nuqta markazi koordinatalar boshida bo‘lgan r radiusli
aylanada yotishini bildiradi. Bunda ¢ burchak 0 dan 2z gacha qiymatlarni
gabul qilganda (x, y) nuqta butun aylanani qoplaydi. ¢ ning



0 dan 27 gacha o‘zgarishida r ga ixtiyoriy musbat son berib aylananing
istalgan nuqtasiga tushish mumkin. Shu sababli r— 0 shart (x,y)— (0,0)
shartga teng kuchli bo‘ladi.

Demak,

lim YAV im0 93 lim(Jr 19 +3)=6.

(x,y)%(o,o) x2 +y2 +9_3 r—0 ,7" + 3 r—0 7" =0

3) (0;0) nuqtaga y =kx to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yaqinlashamiz.

U holda
i xy +4 —2 x/kx2 -2 i kx2

(x,y)—(0,0) X+ y an (1 + k)x an (1 + k)x( / +4 + 2)

Jox
=i
& A+ k) Nk +4 +2) 4(1 vk

arcsin @

4) x—0, y—>3 da xy—0. Bundan lim
a—> a

=1 tenglikni qo‘llab,

topamiz:

. arcsin(x . arcsin(xy) x .
lim 2SN g aresin(w) v g
(x.y)-(0.3) X (x,3)(0.3) Xy x  (x)-(03)

5) x—>4, y>0dax+y-4-0. hrr(} 1 tenglikni qo‘llab, topamiz:
a—> a

x(x+y—4)

A | . e -1 X . x 2

lim = lim . 11
(x,y)—(4,0) 2(3 _ y)(x +y-— 4) (x,7)—(4,0) X(X +y- 4) 2(3 — y) (x y)—(4,0 2(3 y) 3

6) (0;0) nuqtaga y =kx to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yaqinlashamiz:
x’y : xkx  k

(x,}l'}—%,o)f + ?,y3 = 43k 1+3k
Bu limitning qiymati to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentiga
bogliq: k=1da (ya’ni nuqta y=x to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanganda)

limit % ga teng; k=2 da (ya’ni nuqta y=2x to‘g‘ri chiziq bo‘ylab

harakatlanganda) limit 2% ga teng va hokazo. Shunday qilib, P(x;y) nuqta

koordinatalar boshiga turli yo‘nalishlar bo‘ylab yaqinlashganda funksiya
turli limitlarga ega bo‘ladi.

2

. X
Demak, lim J
(x,0)-(0,0) x3 + 3y

limit mavjud bo‘lmaydi. @
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1.1.3. z=7(P) funksiya P(x,;»,) nuqtaning biror atrofda aniqlangan
bo‘lsin.

Agar f(P) funksiya P, nuqtada chekli limitga ega bo‘lib, bu limit
funksiyaning shu nuqtadagi giymatiga teng, y’ant lim f(P)= f(F,) bo‘lsa,
u holda f(P) funksiya P,(x,;y,) nuqtada uzluksiz deyiladi.

Nugtada uzluksiz funksiyalar uchun quyidagi teoremalar o‘rinli bo‘ladi.

1-teorema. f(P) va g(P) funksiyalar P, nuqtada uzluksiz bo‘lsa,
u holda 7 (P)+g(P), f(P)-g(P) va % (g(P)=0)funksiyalar ham P,
g

nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

2-teorema. f(P) funksiya P(x,,y,) nuqtaning biror atrofda aniqlangan
va P, nuqtada uzluksiz bo‘sin, bunda f(P) qiymat Q, nuqtaning biror
atrofiga tushsin va f(P)=Q, bo‘lsin. Agar g(Q) funksiya Q,(u,;v,)
nuqtaning biror atrofda aniqlangan va bu nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
g(f(P)) murakkab funksiya P,(x,;y,) nuqgtada uzluksiz bo‘ladi.

3-teorema. Agar f(P) funksiya P, nuqtada wuzluksiz va
f(P)>0(f(P)<0)  bo‘lsa, u holda P nuqtaning biror atrofida
f(P)>0 (f(P)<0) bo‘ladi.

4-teorema. Agar f(P) funksiya P, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
lim f(P)= f(lim P) bo‘ladi.

S5-teorema. Agar f(P) funksiya P, (x,;y,)nuqtada uzluksiz bo‘lsa,
u holda f(P) funksiya P, nuqtaning biror atrofida chegaralangan bo‘ladi.

Agar f(P) funksiya P, nuqtada aniglanmagan yoki lim f(P)# f(F)
bo‘lsa P, nuqtaga f(P) funksiyaning uzulish nuqtasi deyiladi.

7-misol. Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping:

1) Z:M' 2) z=In(x* +2y°).
X'+
@ 1)z :M funksiya P,(0,0)nuqtada aniqlanmagan.
X'+

Demak, 0(0,0) nuqgta funksiyaning uzilish nuqtasi.
2) z=In(x* +2y*) funksiya 0(0,0)nuqtada aniglanmagan va bu nuqta
funksiyaning uzulish nuqgtasi bo‘ladi. @
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1. Tekislikdagi D to‘plamning ixtiyoriy ikki nuqgtasini shu to‘plam
nuqtalaridan tashkil topgan uzluksiz chiziq bilan tutashtirish mumkin bo‘lsa,
D to‘plamga bog ‘lamli to ‘plam deyiladi.

2. Tekislikdagi D to‘plamning M nuqtasi uchun shu to‘plam
nuqtalaridan tashkil topgan & —atrof mavjud bo‘lsa, M nuqtaga D to ‘plam-
ning ichki nugtasi deyiladi.

3. Agar P nuqtaning ixtiyoriy & —atrofida berilgan to‘plamga tegishli
bo‘lgan va tegishli bo‘lmagan nuqtalar mavjud bo‘lsa, P nuqta berilgan
to‘plamning chegaraviy nugtasi deb ataladi. To‘plamning barcha chegaraviy
nuqtalari to‘plamiga uning chegarasi deyiladi.

4. Faqat ichki nuqtalardan tashkil topgan D to‘plamga ochiq to ‘plam
deyiladi.

5. Bog‘lamli ochiq D to‘plamga ochiq soha yoki soha deyiladi

6. Soha va uning chegarasidan tashkil topgan to‘plamga yopiqg soha
deyiladi.

7. Agar Dberilgan sohani to‘la qoplaydigan, ya’ni sohaning barcha
nuqtalarini o‘z ichiga oladigan doirani tanlash mumkin bo‘lsa, u holda bu
sohaga chegaralangan soha, aks holda chegaralanmagan soha deyiladi.

f(P) funksiya ochiq yoki yopiq sohaning har bir nuqtasida uzluksiz
bo‘lsa, u shu sohada uzluksiz deb ataladi.

Sohada uzluksiz funksiyalar uchun qoyidagi teoremalar o‘rinli bo‘ladi.

6-teorema (Bolsano-Koshi teoremasi). Agar f(P) funksiya bog‘lamli
D to‘plamda uzluksiz bo‘lib, uning ikkita turli nuqtalarida har xil ishorali
qiymatlar qabul qilsa, u holda D to‘plamda shunday P nuqta topiladiki,

f(P)=0 bo‘ladi.
7-teorema (Beershtrass teoremasi). Agar f(P) funksiya yopiq D sohada
uzluksiz bo‘lsa, u holda f(P) funksiya bu sohada chegaralangan bo‘ladi.

Bunda uzluksiz funksiya yopiq sohada o‘zining eng kichik va eng katta
qiymatlariga erishadi.

8-misol. Funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring:
1) z= S - 2) z= S .
5x-2y+4 xP 4yt -z
@ 1) Funksiya 5x-2y+4=0 tenglamani qanoatlantiradigan

nuqtalardan tashqgari barcha nuqtalarda aniglangan va uzluksiz. Bu tenglama
funksiya aniqlanish sohasining chegarasidan iborat bo‘lgan to‘g‘ri chizigni
ifodalaydi. Bu to‘g‘ri chizigning har bir nuqtasi funksiyaning uzilish nuqtasi
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bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan funksiya uzilish nuqtalari butun bir to‘g‘ri
chizigni tashkil qiladi.

2) Funksiya maxraji nolga teng bo‘lgan , ya’ni x* + y> —z> =0 tenglikni
ganoatlantiruvchi nuqtalarda aniglanmagan. Demak, x*> + y* =z* konus sirti
berilgan funksiyaning uzilish nuqtalari bo‘ladi. @

Mustahkamlash uchun mashqlar

1.1.1. Perimetri x ga teng bo‘lgan teng yonli trapetsiyaga radiusi yga
teng bo‘lgan aylana ichki chizilgan. Trapetsiyaning yuzasini x va yorqali
ifodalang.

1.1.2. R radiusli sharga asosi to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat bo‘lgan
piramida ichki chizilgan. Piramidaning balandligi to‘g‘ri to‘rtburchakning
diagonallari kesishish nuqtasidan o‘tadi va sharning markazi bu balandlikda
yotadi. Piramidaning hajmini to‘g‘ri to‘rtburchakning x va y o‘lchamlari

orqali ifodalang.

1.1.3. Perimetri « ga teng bo‘lgan to‘rtburchakning yuzasini uning
uchta x,y va z tomonlari orqali ifodalang.

1.1.4. Konusga ichki chizilgan sharning radiusini konusning uchta x,y
va z o‘lchami orqali ifodalang, bu yerda x —radius, y —balandlik,
z —yasovchi.

1.1.5. f(x,y)=

nuqtalardagi xususiy qiymatlarini toping.

funks1yan1ng A(23)), B(l lj C(ﬁ;lj
Y y X

==

1.1.6. f(x, y)—% funksiyaning A(-1;2), B(l 1} C(i;

yx

|

nuqtalardagi xususiy qiymatlarini toping.

a

1.1.7. f(“y,x;yjzl bo‘lsa, f(x,y) ni toping.
X

1.1.8. f( %jz 3% ;y bo‘lsa, f(x,y) ni toping.
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1.1.9. Funksiyalarning aniqlanish sohasini toping:

1)z=arcsiny_1;
x
x—06
3) z=——7F7—;
X +y -9

5) z=In(x* — y* - 25);

Jax—y®

In(1-x* —y?)’
9)22\/1+m;
11) u=+x+./y ++/z
Ayt

7) z=

13) u=arcsin—"—;
z
wme—%-%+%;
a- b ¢

1.1.10. Limitlarni toping:

lim %y ;
(x,0)-(0,0) 2— .14 - 3xy

3 . X -y .

Y

i sin(3x + y — 4);
(o) Bx + y)? =16

: 1w
9) lim [1+—]| ;
Eh==X)

: sin(x + y)-e"”’
11) lim (x+y)
bl x4y

3sin’ x —sin y’

13) hm

(e} 00\/9+51ny —3sin’x — 3

2) 2—1{1—L+y—
9 16

4) z= ! ;
\/x2 +2x+y’—4y—4

6) z=/sin(x’ + y?);
8) z:;;

10) z=In(x* +7°-9) + {16 —x* — *;

2 2

11) u= Z_x__y_

16 25°
14)u: 21 2 N
Inl-x"—-y —2z7)
16)u=arcsinx+y+z_a.

a

1—41-x’

2) lim i G e

(x.5)-(0,0) xy2

4) 11m (x+2y)s1n ! cos| —2
(x.7)>(0,0) xX+y 2x+y

arctg(xy®)
6) lim 28 ),
(x,7)(0,0) xzy

In(x* +y-1)

b

8) lim
(b2) x* 4 p—2

1

10) hm (1+x +y) i

sin xy _ 1

12) fim <=L,
(x.5)-(2,0) 2y(x + y)

2

14) 1im Sl
PR (x=2)" - (24 )

);



1.1.11. Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping:

2_.2

X X
I)Z: 2y2; 2)Z: 2y 20

X +y X +y

- zyz 1
3) z=e ", 4) z=

\/x+y—3+\/x—y—5‘

1.1.12. Funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring:

1 2x +y°
1) z=——; 2) z= y2;
X =y 2x—y
1
3)u: > ; 4)u: 5 > > .
xX+2y+z-6 X +y +z -1

1.2. BIR NECHA O‘ZGARUVCHINING
FUNKSIYASINI DIFFERENSIALLASH

Funksiyaning xususiy hosilalari. Funksiyaning differensiali.
Sirtga o‘tkazilgan urinma tekislik va normal. Murakkab funksiyani
differensiallash. Oshkormas funksiyani differensiallash.
Yugqori tartibli hosila va differensiallar

1.2.1. z=f(x,y) funksiya DcR® to‘plamda aniglangan va uzluksiz
bo‘lib, P(x,;y,), P(x, +Ax;y,), P(x,;y, +Ay) va P(x,+Ax;y, +Ay) nuqtalar
D to‘plamga tegishli bo‘lsin, bu yerda Ax, Ay —argumentlarning orttirmalari.

Az=f(R)=f(P)=f(x,+Ax,y,) - f(x,,y,) Va
Az=f(P)-f(P)=f(x,,y, +Av)- f(x,,y,) ayirmalarga z = f(x,y) funksiyaning
P (x,;y,) nuqtadagi xva y o ‘zgaruvchilar bo ‘yicha xususiy orttirmalari
deyiladi.

Az = f(P)~f(P)=f(x, +Ax,y, +Ay) - f(x,,),) aylrmaga z = f(x,)
funksiyaning P(x,y) nuqtadagi to ‘liq orttirmasi deyiladi.

l-misol. z=xy+x*-y* funksiyaning M (l;-1)nuqtadagi xususiy va
to‘liq orttirmalarini Ax=0,1 va Ay =-0,2 lar uchun toping.

@ Az=(x+A)y+(x+Ax) -y’ —xy—x"+y’ =
=(1+0,)-(-D)+1+0,1)> =1-(=1) - 1> =0,01;
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Az=x(y+Ay)+x" —(y+Ay) —xy—x"+y =
1 (=1-0,2) = (=1-0,2)? —1-(=1) + (=1)* = —0,64;
Az=(x+Ax)- (Y +A)+(x+Ax) —(y+AY) —xy—x"+y’ =
— (1401 (=1=0.2) + (1 +0,1) = (=1=0,2) =1-(=1) = I* + (=1)* =—0,55.

Agar sz nisbatining Ax— 0 dagi limiti mavjud bo‘lsa, bu limitga

z= f(x,y) funksiyaning P,(x,;y,) nuqtadagi x o ‘zgaruvchi bo ‘yicha xususiy

hosilasi deyiladi va f'(x,,y,) (yoki (Z—ZJ , yoki (Zij .yoki 2'(x,,»,)) bilan
X )b, X )
belgilanadi:
¢ Av 0 +Ax9 o) 0°.0
i) =iy = TS

z=f(x,y) funksiyaning P (x,y,) nuqtadagi y o ‘zgaruvchi bo ‘yicha
xususiy hosilasi
' Az f(x ) +Ay)_f(x oy)
S, (X 2) = lim—— = lim ™ —
Ay—0 Ay Ay—0 Ay

kabi topiladi.

n(n>2) o‘zgaruvchi funksiyasining xususiy hosilalari ham z= f(x,y)
funksiyaning xususiy hosilalari kabi ta‘riflanadi va belgilanadi.

Bir necha o‘zgaruvchi funksiyasining biror o‘zgaruvchi bo‘yicha
xususity hosilasi bu o‘zgaruvchi funksiyasining, qolgan o‘zgaruvchilar
o‘zgarmas deb hisoblangandagi hosilasi kabi topiladi. Shu sababli bir
o‘zgaruvchi funksiyasining hosilalari uchun mavjud barcha differensiallash
formulalari va qoidalari bir necha o‘zgaruvchi funksiyasining xususiy
hosilalari uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Bunda biror argument bo‘yicha xususiy
hosilaning qoida va formulalarini qo‘llashda qolgan argumentlarning o‘zgar-
mas deb hisoblanishini yodda tutish lozim.

2-misol. Funksiyalarning birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping:

2
1) Z:%er_z_i; 2) z=lntgz;
y X xy %
Nu=xyz+x* -y’ +z 4) u=x"".

@ 1)y ni o‘zgarmas deb, % xususiy hosilani topamiz:
X

4 4

2
8221()6),+y2 1y 2(1 :1_2y+2‘
a 3 2 3 3 2

Xy X y\x y X X
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x nio‘zgarmas hisoblab, S—Z xususiy hosilani topamiz:
y

! !

S EN PERRVEE T\ S
X X

a y yoox wy
2) oe_ 1 1 (uy__ 2 1_ 2 ,
ou u U v . 2u . 2u
1g— Ccos” — “ sin ysin ——
v v v v
LR U SN 0 D T T —
ov . u cu \v) . 2u v L. 2u’
1g— cos — vooosm-— yv'sm-—
v v v v

3) y va z larni o‘zgarmas deb, Z—u xususiy hosilani topamiz:
X

a—u:yz+2x.

ox
Shu kabi topamiz:

a—uzxz—?)y2, a—uzxy+1.
0z

au . inz— au in z . . in z
4) —=ysinz-x""", —=x"""Inx(ysinz) =sinz-x"""Inx,
y
ox oy
au ysin z : ' ysinz
8_:x Inx(ysinz), =ycosz-x""" " Inx. Q@
4

oy
y=y, (x=x,) tekislik kesishish chizig‘iga M (x,;y,;z,) nuqtada o‘tkazilgan

% (%j xususiy hosilaning P,(x,;y,) nuqtadagi qiymati o sirt bilan

urinmaning Ox (Oy)o‘q bilan tashkil qilgan burchagining tangensiga teng.
Bujumla f/(x,,y,) (f/(x,,»,)) Xususiy hosilaning geometrik ma nosini bildi-

radi.

1.2.1. z = f(P) funksiya P(x,y) nuqtaning biror atrofda aniqlangan
bo‘lsin.
Agar z= f(x,y) funksiyaning P(x,y) nuqtadagi to‘liq orttirmasini
Az = AAx + BAy + aAx + BAy
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa z = f(x,y) funksiya P(x,y) nugtada
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda A4,B - Ax,Ay ga bog‘liq bo‘lmagan
sonlar, Ax -0, Ay—>0 da a—0, 8 —0.
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1-teorema. Agar z= f(x,y) funksiya P(x;y) nuqtada diffrensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda u shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

2-teorema (funksiya differensiallanuvchi bo ‘lishining zaruriy sharti).
Agar z= f(x,y) funksiya P(x,y) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
u shu nuqtada 4= f/(x,y) va B= f/(x,y) xususiy hosilalarga ega bo‘ladi.

3-teorema (funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yetarli sharti).
Agar z= f(x,y) funksiya P(x;y) nuqtaning biror atrofida uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda u shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.
z=f(x,y) funksiya P(x;y) nuqtada diferrensiallanuvchi bo‘lsin.

Az to’liq orttirmaning Ax, Ay larga nisbatan chiziqli bo‘lgan bosh
qismi  AAx+BAy ga z=f(x,y) funksiyaning P(x;y) nugtadagi to lig
differensiali deyiladi va u dz bilan belgilanadi:

dz = f(x,y)dx + f,(x, y)dy
yoki
dz=d z+d z,
buyerda d z=f!(x,y)dx,d z= f/(x,y)dy — z = f(x,y) funksiyaning P(x;y)
nuqtadagi xususiy differensiallari.
3-misol. Funksiyalarning xususiy va to‘liq differensiallarini toping:

1) z=3"; 2) u=y-.
@& 1) Funksiyaning xususiy hosilalarni topamiz:

% 33 L %:3}'1113.(—12}

Oox y y
U holda
1= x - 1= X
dz=—3"In3dx, dz=-—73"In3-dy, dz=—3"In3-|dx——dy |
y y y y

2) Funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

ou = 1 ou x ' X 5 ou = 2x
—=y'hhy—, —==y" =—y, —=y lhy|-—|
ox z oy z vz 0z z

2x 5

al y?dy, d.u= ——3y72 In ydz,
z

vz’

du=—y  Inydx, du=
z

du = y- [%lnydx+§dy —glnydzj. o
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Ko‘pchilik  masalalarni  yechishda  z = f(x, y) funksiyaning
P(x,;y,) nuqtadagi to‘liq orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi to‘liq
differensialiga taqriban tenglashtiriladi, ya’ni Ay ~dy deb olinadi:

L) = (X0, 20) + f1(X ¥)AX + f](%,5 ¥ )AY - (2.1)

Bu tenglikka ko‘ra qandaydir A kattalikning taqribty qiymatini
hisoblash quyidagi tartibda amalga oshiriladi:

1’. A ni biror f(x,y) funksiyaning P(x;y) nuqtadagi qiymatiga
tenglashtiriladi, ya’ni 4 = f(x,y) deb olinadi;

2°. P(x,;y,) nuqta P(x;y) nuqtaga yaqin va f(x,,y,) ni hisoblash qulay
qilib tanlanadi;

3°. f(x,,y,)hisoblanadi;

4°. fl(x,y), fl(x,y) lar topilib, f/(x,,»,), f/(x,,»,) lar hisoblanadi;

57.%, ¥, Xoo Yoo f(x0o10)s fl(x0,00), fl(x,,¥,) qiymatlar (2.1) tenglikka
qo‘yiladi.

4-misol. argtgG’zz — lj ni taqribiy hisoblang.

b

1 .
® [°. 4= arctg( 1’32 - lj , f(x,y)= arctg(i - lj deymiz.
y

Uholda f(x,y)=4, x=198, y=1,03;
2°. x,=2, y,=1, ya’ni P,(2;1) deb olamiz;

3. f2,]) = arctg(% - 1) - % = 0,785;

4° . fx'(x,y)z%-l, fy'(xay):;z'(_lz}
1+£x—1) 4 1+(x—1j 4
y y

! 1 !
fl2)) = 5=05, fl2h)=-1;

5. arctg(l’gz—ljz0,785+0,5-(1,98—2)—1-(1,03—1):0,745. o

1.2.3. Sirtga M (x,;,;z,) nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislik deb
sirtning bu nuqtast orqgali o‘tgan barcha egri chiziqlarga o‘tkazilgan
urinmalar joylashgan tekislikka aytiladi.
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M, (x,;v,;z,) nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislikka perpendikulyar
bo‘lgan to‘g‘ri chiziq sirtga shu nuqtada o‘tkazilgan normal deb ataladi.
z = f(x,y) funksiya bilan berilgan sirtning M (x,;y,;z,) nuqtasiga
o‘tkazilgan urinma tekislik va normal mos ravishda

Z—2z :fx,(xoayo)(x_xo) +f‘y,(x09y0)(y_y0) > (22)

X=Xy V=)V, _Z7Z% (23)

fi(xy))  flx,y) -1

tenglamalar bilan aniqlanadi.
Agar sirt F(x,y,z) =0 tenglama bilan oshkormas ko‘rinishda berilsa, bu

sirtning M (x,;,;z,) nuqtasiga o‘tkazilgan urinma tekislik va normal
Fx,(xoaywzo)(x - xo) + Fy!(xo:yo:Zo)(y - yo) + Fz,(xwyo:Zo)(Z - Zo) =0 (24)

X=X, Y=Yy _ Z=Z 2.5)
Fxl(x()7y())zo) Fy'(x()7y())zo) F’z'('x())y())z())

tenglamalar bilan topiladi.

S5-misol. x* +3y* —2z° =4 giperboloidga M (-3;-1;2) nuqtada o‘tkazilgan
urinma tekislik va normal tenglamalarini tuzing.
® F(x,y,z)=x"+3y’ —2z* —4=0 belgilash kiritamiz.
U holda
F!(M,)=2x,=2(-3)=-6, F/(M,)=6y,=-6, F/(M)=-4z,=-8.
Bu qiymatlarni (2.4) va (2.5) tenglamalarga qo‘yib, topamiz:
1) urinma tekislik tenglamasi
—6(x+3)—6(y+1)—8(z—2)=0
yoki
3x+3y+4z+4=0;
2) normal tenglamasi
x+3 y+1 z-2
3 3 4

. O

z = f(x,y) funksiyaning P,(x,;y,) nuqtadagi dz to‘liq differensiali
z= f(x,y) sirtga uning M (x,;y,;z,) nuqtasida o‘tkazilgan urinma tekislik
urinish nuqtasi applikatasining orttirmasiga teng. Bu jumla fo /ig
differensialning geometrik ma nosini ifodalaydi.
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1.2.4. Biror D sohada ikki o‘zgaruvchining z= f(x,y) funksiyasi
berilgan bo‘lib, bunda x=x(), y=y(), ya’ni x va y o‘zgaruvchilar
gandaydir ¢ o‘zgaruvchining funksiyalari bo‘lsin.

4-teorema. Agar z=f(x,y) funksiya  P(x,y)e D  nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lib, x=x(¢), y=y()- bog‘ligmas o‘zgaruvchining
differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsa, u holda z= f(x(¢),y(t)) murakkab
funksiyaning P(x,y)nuqtadagi xususiy hosilasi

d:_ozdv oz dy

— = (2.6)
dt oOxdt Oydt
formula bilan aniglanadi.
Xususan, z = f(x,y),y=y(x) bo‘lsa
e _ %, Ed 2.7)
dx Ox Oydx

bo‘ladi.
(2.7) formula x bo‘yicha fo ‘lig differensial formulasi deb ataladi.

6-misol. z=arctg™, x=sht, y=cht funksiya berilgan. % ni toping.
y

@ Funksiyalarning hosilalarini topamiz:

Ox xY vy xX+y7 oy x) Ly x+ 7
1+ = j [
Y y
@=cht, stht.
dt dt
U holda (2.6) formulaga ko‘ra
%:%@_‘_%d_y: 2y 2.Cht_ 2x 2'Shf:y0h2t_xfht‘.
dt oxdt oydt x +y x4y Xty

x va yni ¢ orqali ifodalab, topamiz:
dz _cht-cht —sht-sht _ 1
dt sh’t + ch’t ch2t

2

7-misol. z=1In(x* +y), y=3e? —x* funksiya berilgan. % ni toping.
X

@ (2.7) formuladan topamiz:

2
X

dz_0z dzdy_ 2x 1(%y_h}qm

dx ox oOvdx xX+y x4y x4y
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y=y(x)ni o‘rniga qo‘yamiz:

Biror D sohada ikki o‘zgaruvchining z = f(x,y) funksivasi berilgan
bo‘lib, bunda x = x(u,v), y=y(u,v), ya’ni x va y o‘zgaruvchilar ikkita » va v
o‘zgaruvchilarning funksiyalari bo‘lsin.

S5-teorema. Agar z=f(x,y), x=x(u,v), y=y(u,v) funksiyalar oz
argumentlarining  differensiallanuvchi  funksiyalari bo‘lsa, u holda
z= f(x(u,v),y(u,v)) murakkab funksiyaning P(x,y)nuqtadagi xususiy
hosilalari

& _ozov Gdy o _ozdv &y
ou oxou Oyou Ov OxOv Oyov
formulalar bilan topiladi.

(z)murakkab funksiyaning har bir bog‘ligmas o‘zgaruvchi (zva v)
bo‘yicha xususiy hosilasi bu (z) funksiyaning oraliq o‘zgaruvchilar (xva y)
bo‘yicha xususiy hosilalari bilan mos bog‘ligmas o‘zgaruvchi (uva v)
bo‘yicha xususiy hosilalar ko*paytmasining yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Murakkab funksiyaning to‘liq differensiali invariantlik xossasiga
ega:z = f(x,y)murakkab funksiyaning to‘liq differensiali argumenti
bog‘ligmas o‘zgaruvchi bo‘lganida ham, bog‘ligmas o‘zgaruvchining
funksiyasi bo‘lganida ham bir xil ko‘rinishda bo‘ladi.

(2.8)

. . X . . .
8-misol. z=arcsin=, x=usinv, y=utgv funksiya berilgan.

y
%, @, dz larni toping.
ou  Ov
@ Funksiyalarning xususiy hosilalarini topamiz:
oz _ 1 oz _ X
Ox lyz_xz ’ 8_)/ y lyz_xz ’
ox . oy ox oy u
—=smv, —=I1gV, —=ucosy, —= >
ou ou ov ov  cos v
U holda
82_%8_x+%8_y: 1 iy — X :tgv(ycosv—x)

= = —F—1gV
ou Ox Ou 8y ou y2 — x2 y1/y2 —x2 y1/y2 —x2
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yoki
0Oz _ tgv(utgvcosy —usinv)
Ou  utgv+/(utgv)® — (usinv)’

Shu kabi

0z _0z0x 828y cosy — u u(ycos’v—x)

8\/ 8X8V 8y8v 2—x2 yﬂly —x COS v COS V- yqu —x

yoki

0z _ u(utgvcos’ v —usinv)

v cos’ v - utgv\/ (utgv)® — (usin v)

Bundan
dz =%du+a—zdv O-du+(-1)-dv=—dv. O

ou ov

. . du .
9-misol. u=1In(x* +y* —z*), x=sint, y=t+cost, z=t bo‘lsa, o ni
t

toping.

@ Funksiyalarning xususiy hosilalarini topamiz:

ou _ 2x ou _ 2y ou 2z

ox x'+y’-z oy x'+y’ -z oz X +y -z

— =cost Qzl—sint, —=1
t dt t
U holda
@_8_udx 8udy Ou dz 2

B ——————(xcost+y-(1-sint)—z).
i oxdt yd T md ey v ( )—z)

x, yva zni ¢t orqali ifodalab, topamiz:
du 5 sinfcost + (¢ + cost)(1—sint) —¢  2(cost —tsint)
dt sin®f + (¢ + cost)’ —¢° 1+2tcost

1.2.5. Agar x ning X to‘plamidagi har bir gqiymatiga F(x,y)=0
tenglamani x bilan birgalikda ganoatlantiruvchi yagona y qiymat mos
qo‘yilsa, X to‘plamda F(x,y)=0 tenglama bilan y=f(x) oshkormas
funksiya aniglangan deyiladi.

Masalan, 3 -2x* -1=0 tenglama butun sonlar o‘qida x ga nisbatan
y funksiyani oshkormas aniqlaydi, chunki x va y ning bu tenglamani
ganoatlantiradigan qiymatlar juftliklari mavjud ((0;0), (2;2) va hokazo).
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6-teorema (oshkormas funksiyaning mavjudlik teoremasi). Agar F(x,y)
funksiya F/(x,y), F/(x,y) xususiy hosilalari bilan birgalikda £ (x,;y,)
nuqtaning biror atrofida aniqlangan va uzluksiz bo‘lib, F(x,,y,)=0,
F!(x,,y,)#0 bo‘lsa, u holda F(x,y)=0 tenglama bu atrofda x, nuqtani o‘z
ichiga olgan qandaydir oraliqda uzluksiz va differensiallanuvchi yagona
y=f(x) (bunda y, = f(x,) bo‘ladi) oshkormas funksiyani aniqlaydi.

F(x,y)=0 tenglama y= f(x) oshkormas funksiyani aniqlasa, y= f(x)
funksiyaning hosilasi

dy _ Fl(xy) 2.9)
dx  Fl(x,y)
formula bilan topiladi.

F(x,y,z)=0 tenglama z=f(x,y) oshkormas funksiyani aniqlasa,

z= f(x,y) funksiyaning x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy hosilalari
&__Flays) o Flors) 2.10)
ox  Flxy,z) o  Fl(xp2)

tengliklar bilan aniqlanadi.

10-misol. xsiny—ye* —-10=0 tenglama bilan oshkormas ko‘rinishda
berilgan y = f(x) funksiyaning hosilasini toping.
@ Tenglamaning chap tomonini F(x,y)orqali belgilaymiz va uning
xususty hosilalarini topamiz:
F!(x,y)=siny-2ye*™,  F!(x,y)=xcosy—e”.
Demak,
ﬂ . Fl(x,y) 2ye* —siny o

dx  Fl(x,y) ~ xcosy—e>

11-misol. sin(x+z) -2 =0 tenglama bilan oshkormas ko‘rinishda
berilgan z = f(x,y) funksiyzning birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.
Misolning shartiga ko‘ra F(x,y,z) =sin(x + z) — =
Bundan ’
z_ yecos(x+z)—z

F!(x,y,z)=cos(x+z)——
Y

_x—ycos(x +z2)

b

Fy'(x,y,z) = %; F!(x,y,z)=cos(x + z) — X

Y Y
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U holda
0z Fl(x,y,z) _ycos(x+z)—z

ox  F'(x,y,z) x—ycos(x+z)
%__Fvyl(xayaz)_ XZ
o  F(xp2) y-(x—ycos(x+2z)

1.2.6. S—Z = fl(x,y)va 2—2: f!(x,y) hosilalarga z= f(x,y) funksiyaning
X Y

P(x;y) nuqtadagi birinchi tartibli xususiy hosilalari deyiladi.
Bu hosilalar x va y o‘zgaruvchilarning xususiy hosilalariga ega bo‘lsa,
ularga ikkinchi tartibli xususiy hosilalar deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

o(oz\ 0’z y o[ oz 0’z y "
= :Zxx :f;cz(xby); P :ZXy :fx)’(x’y);
ox

ox\ox) ox? oy ) oyox

0 ( oz 0’z , y o(oz) oz y
_(_j: B :fyx(xoy); ~ | A 1T 22 "%y :f,z (x,y).
oy\ox) Oxoy ay\oy) Oy ’

Uchinchi, to‘rtinchi va umuman # —tartibli xususiy hosilalar shu kabi
aniglanadi.

fi(x,y) va f'(x,y) hosilalarga ikkinchi tartibli aralash xususiy
hosilalar deyiladi. Agar z= f(x,y) funksiyaning ikkinchi tartibli aralash
xususiy hosilalari P(x;y) nuqtaning biror atrofida mavjud va shu nuqtada
uzluksiz bo‘lsa, shu nuqtada 1 (x, ) = 7 (x,y) bo‘ladi.

Bunday tasdiq istalgan yuqori tartibli xususiy hosilalar uchun ham
o‘rinli bo‘ladi. Masalan, uzluksiz uchinchi tartibli xususiy hosilalar uchun

Sy, 2)=f7 (X, 3,2) = [ (x,1,2).
12-misol. z=arctg”™ funksiyaning barcha birinchi va ikkinchi tartibli
Y

xususty hosilalarini toping.
@& Birinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

az_llyg_l(xj x

o xY y:x2+y2’8y_ x)
I+ — 1+ —
y y
Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:
d’z 0 ( y J_ 2xy

ox’  ox x’+y’ _(x2+y2)2’

2

y
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O’z 0 y ) x4y -2yy x -y
oxdy oyl x’+y? (x> + ) (x> + %)’

8zz:i X _ 2wy o
8y2 ay x2 +y2 (x2 +y2)2

dz = f!(x,y)dx + f!(x,y)dy differensialga z= f(x,y) funksiyaning P(x;y)
nuqtadagi birinchi tartibli to‘liqg differensiali deyiladi. Agar z= f(x,y)
funksiya P(x;y) nuqtada ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo‘lsa, ikkinchi tartibli to’liq differensial d’z=d(dz) kabi aniglanadi:

dzzzfx'z'(x,y)dxz+2fx;',(x,y)dydx+fyzdy2, (2.11)

bu yerda dx* =(dx)*, dy* =(dy)’.
(2.11) formula simvolik ko‘rinishda

d’z= ia’x+ia’y z
ox oy
kabi yoziladi.

Uchinchi tartibli to ‘liq differensial shu kabi ta’riflanadi va aniglanadi:

d’z=f1(x,p)dx’ +3f7 (x,y)dx’dy + 317 (x,y)dxdy” + f"(x, p)dy®  (2.12)
yoki
3
d’z= ia’x+ia’y z.
ox oy
n —tartibli to‘liq differensial uchun

d'z= ia’x+ia’y -z, neN
ox oy
formula o‘rinli bo‘ladi. Bunda z = f(x,y) funksiyaning x va y

o‘zgaruvchilari bo‘g‘ligmas bo‘lishi lozim.

13-misol. z=xsiny—ycosx funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
to‘liq differensiallarini toping.
@ Birinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:
= sin y + ysinx, o = XCOS Y — COSX.
ox 0

Bundan
dz = (sin y + ysin x)dx + (xcos y — cosx)dy.
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Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:
0’z _ i(sin + ysinx) = ycosx 0z _ —(siny + ycosx)=cosy +sinx
o a0 VRN oy oy YR

0 :
=—(xc0sy —cosx)=—Xxsin y.
y

Demak,
d’z=ycosxd’x+2(cos y +sinx)dxdy — xsin yd’y. O

Mustahkamlash uchun mashqlar
1.2.1. z=x’ —xy + y* funksiyaning M (2;l)nuqtadagi xususiy va to‘liq
orttirmalarini Ax=0,1 va Ay=0,2 lar uchun toping.

1.2.2. z=xy* + yx* funksiyaning M (2;1)nuqtadagi xususiy va to‘liq
orttirmalarini Ax=-0,2 va Ay=0,1 lar uchun toping.

1.2.3. Funksiyalarning birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping:

1) z=x"—4x*y’ + y*; 2)z=xy+z;
x
3)z:y\/;+i; 4) z= 2,
5 =
5) z=arcsinL; 6) Z=al’Cfglz;
Jxi+y? x
7) z:xe%; 8) z=(5+x)";
9) z=Insin(x - 2y); 10) z=In(x* +e™);
11)z=e%1ny; 11) z=y";
13) u=x*+yz*> +3xz — xy; 14) u=e” +y* - 5z%;
15) u=(cosx)”; 16) "

1.2.4. Funksiyalarning xususiy va to‘liq differensiallarini toping:
1) z=x"; 2)z=sinx+1In(x’ + 7).
1.2.5. Funksiyalarning to‘liq differensialini toping:

Z Xz
D) u=——; 2) u=y".
x*+y

27



1.2.6. Funksiyalarning berilgan nuqtalardagi taqribiy qiymatini
hisoblang:

1) z=3/2x> + 6y, M,(0,97:0,98); 2) z=e"In(x+2y), M,(0,98,0,03).
1.2.7. Taqribiy hisoblang:
1) v1.03> +1.98°; 2) 1.03

1/0.9841.05°

1.2.8. z=argtg >, x=¢" -1, y=c” +1 funksiya berilgan. % ni toping.
y

1.2.9. z=x* +xy+y°, x=sint, y=¢' funksiya berilgan. % ni toping.
1.2.10. u=In(x* + y* + z), x=tsint, y=tcost, z=¢" funksiya berilgan.

du ni toping
dt '

1.2.11. u=x’y’z, x=¢', y=+1+t, z=t funksiya berilgan. % ni toping.
1.2.12. z =arcsin™, y=+1+x" funksiya berilgan. ? ni toping.
y X
1.2.13. z=In(x* + »*), y=xtgx funksiya berilgan. % ni toping.
X

1.2.14. z=xy’ + yx’, x=usinv, y=ucosv funksiya berilgan.

% va o ni topin
ou ov ping:

1.2.15. =2, x=¢" —2¢", y=2¢" +¢' funksiya berilgan.

Y

% va o ni topin
ou  ov ping-

1.2.16. z=In(u’+v’ +w’), u=x+y, v=x—y, w:2\/5 funksiya berilgan.
0z

— va % i toping
oy

1.2.17. z=arctg™>, u=x, v=cosy, w=xsiny funksiya berilgan.
w

0z oz . :
— va — ni1toping.
ox oy
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1.2.18. Oshkormas ko‘rinishda berilgan y(x) funksiylarning birinchi
tartibli hosilasini toping:

Y
1) xy—Iny—a=0; 2) x+y—e* =0;
3) 2cos(x—2y) -2y +x=0; 4) x’y—e’™ =0.

1.2.19. Oshkormas ko‘rinishda berilgan y(x) funksiylarning ikkinchi
tartibli hosilasini toping:

X

e

ey

=0.

1) xy —sin(xy)=0; 2) x+y-—

1.2.20. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z(x,y) funksiylarning birinchi
tartibli xususiy hosilalarini toping:
1) x> +y* +2z> —6xyz=0; 2) 5x%y’ +2xz° = y’z=0;

3) cos(x+z)+ﬂ=0; 4) yln(x+z)—e™ =0.
z

1.2.21. Berilgan sirtga berilgan M (x,;y,;z,) nuqtada o‘tkazilgan
urinma tekislik va normal tenglamalarini tuzing:

1) z=x"-2y", M, (2;1;2); 2) z=3x—xy+x+y, M,(1;3;4),
3) z=arctg ™2, M,(LL0); 4) z=In(x* +y%), M,(1;0;0);
X+ y
S) xX*+y’+z2-14=0, M (-1;3;-2); 6) x>+’ +z2° +xyz=6, M, (1;2;-1).

1.2.22. Funksiyalarning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni toping:

l)z:x_y; 2)z:arctg£.
x+y
y . 0’z 0’z . c e
1.2.23. z=_|= funksiya y— -—x =0 tenglamani ganotlIntirishini
X oy OxOy
ko‘rsating.
1.2.24. z=¢’ funksiya y 0z & _0%_ 0 tenglamani qanotlntirishini
oxoy Ox Oy
ko‘rsating.
0’z

1.2.25. z=In(x* +y*) funksiyaning hosilasini toping.

2

3

1.2.26. u=¢" funksiyaning hosilasini toping.

Ox0y0z

1.2.27. z=ylnx funksiyaning d°z va d’z differensiallarini toping.
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1.3. BIR NECHA O‘ZGARUVCHINING FUNKSIYASINI
EKSTREMUMGA TEKSHIRISH

IkKki o‘zgaruvchi funksiyasining ekstremumlari. Ikki o‘zgaruvchi
funksiyasining yopiq sohadagi eng katta va eng kichik qiymatlarii.
Shartli ekstremum

1.3.1.z= f(x,y) funksiya biror D sohada aniglangan va P,(x,;y,) €D
bo‘lsin.

Agar P,(x,;y,) nuqtaning shunday & —atrofi topilsaki, bu atrofning
barcha P (x,;y,)nuqtadan farqli  P(x;y)nuqtalarida  f(x,y)< f(x,,,)
(f(x,»)> f(x,,v,)) tengsizlik bajarilsa, P/(x,;y,) nuqtaga f(x,»)
funksiyaning maksimum (minimum) nuqtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga ekstremum nuqtalar
deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi qiymati funksiyaning
ekstremumi deb ataladi.

1-teorema (ekstremum mavjud bo lishining zaruriy sharti). Agar
z= f(x,y) funksiya P,(x,;y,) nuqtada ekstremumga ega bo‘lsa, u holda bu

nuqtada %Va % hosilalar nolga teng bo‘ladi yoki ulardan hech

ox oy
bo‘lmaganda bittasi mavjud bo‘lmaydi.

Xususiy hosilalar nolga teng bo‘ladigan nuqtalarga statsionar nugtalar
deyiladi.

Xususiy nolga teng bo‘ladigan yoki ulardan hech bo‘lmaganda bittasi
mavjud bo‘lmagan nuqtalarga kritik nugtalar deyiladi.

2-teorema (ekstremum mavjud bo ‘lishining yetarli sharti). z= f(x,y)

funksiyaning P (x,;y,) statsionar nuqtaning biror atrofida birinchi va
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalari mavjud va bunda [’ (x,,y,)= 4,
fr(x,,v,) =B, fy’;(xo,yo):C bo‘lsin. U holda

a) agar A=AC-B’>0 bo‘lsa, z=f(x,y) funksiya P,(x,;y,) nuqtada
ekstremumga ega bo‘lib, bunda 4<0 (yoki C<0) bo‘lganda P(x,;y,)
nuqta maksimum nuqta, A4>0(yoki C>0) bo‘lganda P (x,;»,) nuqta
minimum nuqta bo‘ladi;

b) agar A=AC-B’<0 bo‘lsa, P(x,;y,) nuqtada ekstremum mavjud
bo‘lmaydi;
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c) agar A=AC-B’=0 bo‘lsa, P(x,;y,) nuqtada ekstremum mavjud
bo‘lishi ham, mavjud bo‘lmasligi ham mumkin ( bu holda qo‘shimcha
tekshirishlar o‘tkaziladi).

Ekstremum mavjud bo‘lishining zarurity va yetarli shartlariga
asoslangan z= f(x,y) funksiyani ekstremumga tekshirish tartibi:

1°. %, o xususiy hosilalar topiladi;

ox Oy
2°. Statsionar nuqtalar aniqlanadi;
3°. 0 f 0 f 0z xususiy hosilalar topiladi;
ox~ 0Oy~ Ox0Oy
, 0’z 0’z 0’z . . . :
4. A=—, C=—, B= xususly hosilalarning statsionar
ox oy Ox0y

nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi;
5°. Har bir statsionar nuqtada A = 4C — B’ ning qiymati hisoblanadi va 1-
teorema asosida xulosa chiqariladi.

I-misol. Funksiyalarni ekstremumga tekshiring.

x’=2x+y° , ,
1) z=—"—"——; 2) z=x"+2y" -2x+4y-3;
y
3) z=x" -y 4) z=3x’y—x" —y*.

@ Funksiyalarni ekstremumga belgilangan tartibda tekshiramiz.
1) 1°. Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:
0z 2x-2 0z y'—-x"+2x

b

oy oy y
2°. Statsionar nuqtalarni aniglaymiz:

2x—1)=0, x=1,
-
y-x"+2x=0 |y’ =-1.

Sistema yechimga ega emas. Demak, funksiya ekstremum nuqtaga ega emas.
2)r.§5=2x—2, §5=4y+4.
ox oy
5 {2<x -1)=0,
4(y+1)=0
sistemani yechib, statsionar nuqtani topamiz: P(1;-1).
3°. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:
'z ) 0’z 0’z

-0,
ox’ OxOy oy’

2

—4.

— 4
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4°. Barcha nuqtalarda, jumladan P(1;-1)nuqtada 4=2, B=0, C=4.
5. A=AC-B*=2-4=8>0, bunda A>0. Demak, P(I;-1) nuqta
minimum nuqtava z_ =z(L-1)=1"+2-(-1)’ =2-1+4-(-1)-3=-6.

3) 1. %=2x, %:—2)/.
ox oy
2°. Demak, P(0;0) —statsionar nuqta.
30 8222) 8229 822_2‘
ox’ Ox0y oy’

4°. Bundan 4=2, B=0, C=-2.
5°.A=AC — B’ =—4<0. Demak, P(0;0) nuqtada ekstremum mavjud emas.

4) 1°. %=6xy—3x2, %:3)62 —4y°,
ox oy

3x2y—x)=0,
20_{ 2y —x)

3x* =4y’ =0
sistemani yechib, statsionar nuqtalarni topamiz. Ular ikkita: P (6;3), P,(0;0).
3. P26y 6x, L2 o6r, TEo12yn
ox OxOy oy

4°. Har bir statsionar nuqtada ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
hisoblaymiz:

1) P(6;3) nuqtada 4, =-18, B, =36, C,=-108;

2) P,(0,0) nuqtada 4,=0, B,=0, C,=0.

5°. Har bir statsionar nuqtada A = AC — B diskriminantni hisoblaymiz va
1-teorema asosida xulosa chiqaramiz:

1) A =4C —B}=648>0, bunda A4 <0 Demak , P(6;3) nuqta
maksimum nuqta va z_ =3-36-3-6° —3" =27,

2) A, =4,C,-B>=0.

Qo‘shimcha tekshirish bajaramiz: z funksiya P,(0;0) nuqtada nolga
teng; x=0, y#0 damanfiy (z=-y*<0); x<0, y=0 da musbat (z=-x’>0).

Demak, P,(0;,0)nuqtada ekstremum mavjud emas. O

1.3.2 Chegaralangan yopiq D sohada differensiallanuvchi
z = f(x,y) funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari quyidagi tartibda
topiladi:

1°. Sohaning ichida yotgan barcha kritik nuqtalar topiladi va
funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi;
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2°. Funksiyaning soha chegarasidagi eng katta va eng kichik qiymatlari
hisoblanadi (ayrim hollarda D sohaning chegarasi alohida tenglamalar bilan
berilgan qismlarga ajratilshi mumkin);

3°. Funksiyaning barcha hisoblangan qiymatlari solishtiriladi va ularning
eng katta va eng kichigi ajratiladi.

2-misol.  z=sinx+siny-sin(x+y) funksiyaning x=0, y=0 va
x+y-27=0 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan D sohadagi (3-shakl) eng

katta va eng kichik qiymatlarini toping.
@ [°. Funksiyaning D sohada yotgan kritik nuqtalarini topamiz:

%zcosx—cos(x+y)=0, y
ox
0z 0
5—cosy—cos(x+y)— : 2 (B
Bundan x = 2—7[,y =2—7[.
3 3
2n 2x 343
Demak, P| =—;=— |, z(P)="—"-.
o( 33 j (F)== D
2°. Funksiyaning soha chegarasidagi eng y
katta va eng kichik qiymatlarini topamiz: 0 o x
D sohaning  chegarasida, ya’ni
PP 3-shakl.
x=0, y=0 va x+y-2r=0 togmn

chiziqlarda yotuvchi barcha P(x;y) nuqgtalarda berilgan funksiya nolga teng.

3°. Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini solishtiramiz.
Demak,
33

:Z(R)):T va Z :Z(P):O. 0

eng katta eng kichik

3-misol. z=x*-y* funksiyaning x*+ y’ <4 doiradagi eng katta va eng
kichik qiymatlarini toping.
@ 1°. Funksiyaning xususiy hosilalarini nolga tenglaymiz:
0z

=2x=0,
ox
%=—2y=0.
y

Bundan x=0,y=0. Demak, 0(0;0), z(O)=0.
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2°. Funksiyaning x*+y’=4 aylanadagi eng katta va eng kichik
qiymatlarini hisoblaymiz. Buning uchun aylana tenglamasidan topilgan
y*=4-x"n1 funksiyaning berilgan tenglamasiga qo‘yamiz: z=2x’-4.
Natijada bir o‘zgaruvchining funksiyasi hosil bo‘ladi.

z=2x" -4 funksiyaning [-2;2] kesmadagi eng katta va eng kichik
qiymatlarini hisoblaymiz:

1) z/=4x=0 dan x,=0. U holda z,=z(0)=-4,bunda y, =-2va y,=2;

2) z,=2z(-2)=2-4-4=4, bunda y =0 va z,=z(2)=2-4-4=4, bunda
y,=0;

3) Demak, x*+ y’ =4 aylananing P,(0,-2) va P(0;2) nuqtalarida z=-4,
P,(-2;0) va P,(2;0)nuqtalarida z =4.

3°. Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini solishtiramiz.

Demak,

z =2z(-2,0)=2(2,0)=4, Z

eng katta

=2(0,-2)=2(0,2)=—4. O

eng kichik

4-misol. z=x+2xy-3y’+y funksiyaning x=0, y=0 va x+y-1=0
to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan D sohadagi eng katta va eng kichik
qiymatlarini toping.

@ D soha 04B uchburchakdan iborat (4-shakl).

1°. Funksiyaning kritik nuqtalarida xususiy hosilalar nolga teng bo‘ladi:

%:2(x+y)20,
ox y

@:Zx—6y+120
oy 1 |B

Bundan x=—%, yzé. Bu nuqta p sohada

yotmaydi. Demak, p sohada berilgan
funksiyaning ekstremum nugqtalari yo‘q. D
2°.Funksiyani soha chegarasida
ekstremumga tekshiramiz. Soha chegarasi A
turli tenglamalar bilan aniglanuvchi uchta 0 1 x
qismdan tashkil topgani sababli funksiyani har 4-shakl.
bir qismda ekstremumga alohida tekshiramiz.
1) 04 to‘g‘ri chiziqda y=0 va z=x (0<x<1). z=x* funksiya x>0 da
o‘suvchi bo‘lgani uchun, uning [0;1] kesmadagi eng katta qiymati z(1,0) =1
va eng kichik giymati z(0,0) =0bo‘ladi.
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2) AB to‘g‘richizigda y=1-x (0<x<1) va z=-4x"+7x-2.
U holda z/ =-4x+7=0. Bundan x= 7 Demak, y= 1 va z(z,lj _17
8 8 88/ 16
to‘g‘ri chizigning chetki nuqtalarida: z(0,0)=0, z(0,1)=-2.
3) BO to‘g‘ri chizigda x=0 va z=-3y’+y. U holda z/ =—6y+1=0.

Bundan yzé va z(o,%jzé. BO to‘g‘ri chizigning chetki nuqtalarida:

z(0,1)=-2, z(0,0)=0.
3°. Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini tagqoslaymiz.
Demak,

7 1Y 17
Zeng katta = Z(gagj = E va Zeng kichik = Z(Obl) = _2 o

1.3.3. Funksiyaning argumentlari hech bir qo‘shimcha shartlar bilan
bog‘lanmagan holda topilgan ekstremumlariga shartsiz ekstremumlar
deyiladi.

Funksiyaning argumentlari hech bir qo‘shimcha shartlar bilan
bog‘langan holda topilgan ekstremumlariga shartli ekstremumlar deyiladi.

o(x,y)=0 tenglama berilgan bo‘lib, P (x,;y,)nuqta bu tenglamani
qanoatlantirsin hamda z=f(x,y) funksiya P(x,;y,) nuqtaning biror
6 —atrofida aniglangan va bu nuqgtada uzluksiz bo‘Isin.

Agar ¢ —atrofning ¢(x,y)=0 tenglamani ganoatlantiruvchi barcha

P(x;y) nugtalarida f(x,y)< f(x,,v,) (f(x,y)> f(x,,y,)) tengsizlik bajarilsa,
P (x,;y,) nuqtaga f(x,y) funksiyaning shartli maksimum (shartli minimum)
nugqtasi deyiladi.

Bunda ¢(x,y)=0 tenglama bog lanish tenglamasi deb ataladi,

ekstremumga bog‘lanish  tenglamasi bilan bog‘langanlik  shartida
erishiladigan ekstremum deyiladi.

Ikki o‘zgaruvchining funksiyasi uchun shartli ekstremumni topish
masalasi quyidagi usullardan biri bilan yechiladi:

1. Agar ¢(x,y)=0 bog‘lanish tenglamasini y yoki x ga nisbatan yechish
mumkin bo‘lsa, bu tenglamadan y = y(x) yoki x=x(y)topiladi vau z= f(x,y)
funksiyaga qo‘yiladi. Hosil bo‘lgan bir o°‘zgaruvchining funksiyasi
ekstremumga tekshiriladi;

2. Agar ¢(x,y)=0 bog‘lanish tenglamasini y yoki x ga nisbatan
yechish mumkin bo‘lmasa, Lagranj ko ‘paytuvchilari usuli qo‘llaniladi.
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Ikki o‘zgaruvchining funksiyasini Lagranj ko‘paytuvchilari usulu bilan
ekstremumga tekshirish quyidagi tartibda amalga oshiriladi:
1°. Lagranj funksiyasi deb ataluvchi

E(x,y)= f(x,y)+2¢(x, y)
funksiya tuziladi va uning x, y va 1 bo‘yicha xususiy hosilalari topiladi, bu
yerda A —lagranj ko‘paytuvchisi deb ataluvchi son;
2°. Shartli ekstremumning zaruruy sharti
Fl(x,»)=0,
Fl(x,y)=0,
@(x,y)=0
sistema bilan beriladi. Bu sistemadan bitta yoki bir nechta (x,,y,,4) sonlar
uchligi topiladi, bu yerda P,(x,;y,) shartli ekstremum bo‘lishi mumkin
bo‘lgan nuqta;
3°. Shartli ekstremumning yetarli sharti
0 0.(x,5) 9%, 3,)
A=~ @/ (x,,y,) Fi(x,y,,4) Fl(x4,,,4)
@, (x0,¥0)  Fo(x,00,4)  Fl(x0,30,4)
diterminant orqali ifodalanadi.
Bunda har bir (x,,y,,4) sonlar uchligi uchun Aning ishorasi
tekshiriladi:
a) agar A<0 bo‘lsa P(x,;y,) nuqta z= f(x,y) funksiyaning shartli
maksimum nugqtasi bo‘ladi;
b) agar A>0 bo‘lsa P(x,;y,) nuqta z= f(x,y) funksiyaning shartli
minimum nugqtasi bo‘ladi.

S5-misol. z=4-x*+2x-y’+4y funksiyaning x va y o‘zgaruvchilar
y—x=0 tenglama bilan bog‘langanlik shartidagi ekstremumini toping.

@ Masalani har ikkala usul bilan yechamiz.

I-usul. Funksiya tenglamasida to‘la kvadratlar ajratamiz:

z=9-(x-1*-(y-2)".

Bu funksiya uchi M (1;2;9) nuqtada yotgan paraboloidni ifodalaydi.

Bog‘lanish tenglamasi y-x=0 tekislikni ifodalaydi. Bu tenglamadan
y=x kelib chiqgadi. yni berilgan funksiyaga qo‘yib, topamiz:

z=4-2x" +6x.
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Bu funksiya parabolani ifodalaydi. Demak, z=4-x"+2x-y*+4y

paraboloid bilan y — x=0 tekislik kesishishidan parabola hosil bo‘ladi.

z=4-2x" + 6x funksiyani ekstremumga tekshiramiz:

1. 2/ =—4x+6=0 danx=%, y=2

2
2°. z' =-4<0. Demalk, P()G;%j —maksimum nuqta.

Shunday qilib, z =4 —x* +2x - y* + 4y funksiya uchun ’3@;3 shartli

maksimum nuqta bo‘ladi. Bundan

z =4- 3 +2-§— 3 +4-§=1—7.
" 2 2 \2 2 2

2-usul. 1°. Lagranj funksiyasini tuzamiz:
F(x,y,z)=4-x"+2x—-y> +4y+ A(y —x), buyerda ¢(x,y)=y—x.

Bundan
F/==2x+2-A, F/==2y+4+1, F/=y-x

2°. Shartli ekstremumning zaruruy shartiga ko‘ra
—2x+2-1=0,
-2y+4+1=0,
y—x=0.

Sistemani yechamiz: x = % y= % A =1. Demak, P()G;%j —mumkin bo‘lgan

shartli ekstremum nugqta.

3°. A diterminantga qo‘yiladigan xususiy hosilalarni topamiz:
p.=-1, ¢ =1, Fi=-2, FI=0, Fl=-2.

U holda
0 -1 1

A=— -1 =2 0 |=-4.
1 0 -2

Barcha nugqtalarda, jumladan P()G;%j nuqtada A, =-4<0.

Demak, bu nuqtada funksiya shartli maksimumga ega:

3Y 3 (3Y 3 17
z =4—=| +2-——|=| +4-==—.
s (2) 2 (2) S Nt
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1.3.4. Bir necha o‘zgaruvchi funksiyasini ekstremumga
tekshirishning amaliy tatbiglaridan biri eng kichik kvadratlar usuli
hisoblanadi. Bu usulning mohiyati y= f(x) empirik formula bilan topilgan

f(x)) nazariy qiymatlarning tajriba natijasida olingan mos y, qiymatlardan

chetlashishi kvadratlarining yig‘indisini minimallashtirishdan  yoki
boshgacha aytganda

S:§5i2 :i](f(xi)_yi)z

qiymatning minimal bo‘lishini ta’miniashdan iborat.
Agar empirik formula sifatida y=ax+5b chizigli funksiya olinsa, a va b

koeffitsiyentlar
a -Zn:xf +b- Zn:xi =Zn:xiyl.,
i=l1 i=1 i=l1
a'Zn:xi +b'n:Zn:yi
i=1 i=1

tenglamalar sistemasidan topiladi.
Agar empirik formula sifatida y =ax® + bx + ¢ parabolik funksiya olinsa,

a,b va ¢ koeffitsiyentlar
a-Yx +b-Yx) te-Yal =Yy,
i=l i=1 i=1 i=l1
a 'Zn:xi3 +b'Zn:xi +C'Zn:xi :Zn:xiyia
i=l1 i=1 i=l i=l

a-Zn:xl.2+b-Zn:xi+c-n=Zn:yi
i=l i=1 i=l

sistemadan topiladi.

Agar empirik formula sifatida logarifmik funksiya olinsa, bu funksiya
belgilashlar yordamida chizqli yoki parabolik funksiyaga keltiriladi.

Agar empirik formula sifatida darajali yoki ko‘rsatkichli funksiya olinsa,
bu funksiya avval logarifmlanadi va keyin belgilashlar yordamida chizqli
yoki parabolik funksiyaga keltiriladi.

6-misol. x argument va y= f(x) funksiyaning tajriba natijasida olingan
qiymatlari jadvalda berilgan:

x 110 132 154 176 198 | 230 | 242
Y 40 432 | 52,8 | 67,2 64 78,4 96

x va y o‘zgaruvchilar orasidagi chizigli bog‘lanishning empirik
funksiyasini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.
@& Empirik formulani y =ax+ 5 ko‘rinishda izlaymiz. Bu funksiyaning
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a va b parametrlarini
7 7 7
a 'inz +b'2xi :inyﬁ
i=1 i=1 i=l1
7 7
a'zxi +b'n:zyi
i=1 i=1

tenglamalar sistemasidan topamiz.
Qulaylik uchun hisoblarni jadvalda bajaramiz:

i X, ¥, x; XY,
] 11 40 12100 4400
2 132 432 17424 | 57024
3 154 52.8 23716 | 81312
4 176 67.2 30076 | 118272
5 198 64 39204 12672
6 220 78.4 48400 17248
7 242 96 58564 23232
D 1232 4416 | 230384 | 83212.8

U holda yuqoridagi sistema
{2303 84a +1232b=8321258,

1232a+ 70 =4416
ko‘rinishga keladi.
Uni Kramer formulalari bilan yechamiz:
230384 1232

= =94864,
1232 7
83212,8 1232 230384 832128
a =3843 8949 A[, = = _780595,2
441,6 7 1232 441,6
4 38438,4 =0,405, b= _780595,2 ~-8,229.
94864 94864

Demak, izlanayotgan funksiya
y=0,405x-8,229. O

Mustahkamlash uchun mashqlar
1.3.1. Funksiyalarni ekstremumga tekshiring.

1) z=x"+y* -3x+2y; 2) z=x"+y’ - 3xy;
3) z=x"+y" —4dxy; 4) z=x"+y* = 2x" +4xy - 2y?;



: 6)z=xy+5—0+§;
X oy X Y
7)z=y\/;—y2—x+6y; 8)z=x3+y3—6x+2y\/;;
9) z=xy’A-x-y); 10) z=xy(x+ y-2);

11) z=e"" (x> - 2y%); 12) z:eg(x+y2).

1.3.2. Funksiyalarning berilgan chiziglar bilan chegaralangan D soha-
dagi eng katta va eng kichik giymatlarini toping.

1) z=x*+2xy+4x—-y*>, D:x=0, y=0, x+y+2=0;

1) z=x*-xy+y*—4y—x, D:x=0, y=0,3x+2y—-12=0;
3) z=x+y'-3xy, D:x=0, x=2, y=—1, y=2;
D: x=0, y=0, x+ y=6;

1 3

D: y=—, x=1, x=2, y=——;
X 2

4) z=xy+x’y’ —4x’y,
5) z=xp(x+y+1),
6) z=x+2y-3, D:x’+)y’ =4

1.3.3. z = f(x,y) funksiyalarning ¢(x,y)=0 tenglama bilan bog‘langanlik
shartidagi ekstremumlarini toping.

1) z=x+3y, x*+3y°-10=0; 2) z=x+y, 2y +2x’-x"y’=0;

3) z=xy, x*+3y°-2=0; 4)z=xy, x+y-1=0;

5)z=xy’, x+2y-1=0; 6) z=x'y, x'+y' -1=0;

T z=x+y’, x+y-1=0; 8) z=3x>-2y*, x*+y’-1=0;

9)z:l+l, x+y—-2=0; 10)2=L2— 12, x—-y-2=0;
x oy x

11) z=\1-x*-y*, x+y-1=0; 12) z=¢”, x+y-2=0.

1.3.4. Sig‘imi v ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli hovuz eng kichik to‘la
sirtga ega bo‘lsa, uning o‘lchamlarini toping.

1.3.5. R radiusli sharga ichki chizilgan to‘g‘ri burchakli parallelepiped
eng katta hajmga ega bo‘lsa, uning o‘lchamlarini toping.

1.3.6. x argument va y= f(x) funksiyaning tajriba natijasida olingan
qiymatlari jadvalda berilgan:

X

1

0 | 2 3 4

1)

Y

0

3,5

4,5
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0,5

1,0

2,0

2,5 3 3,5

2)

x
Y

0,62

1,64

3,7

5,02 6,04 6,78

x va y o‘zgaruvchilar orasidagi chiziqgli

bog‘lanishning empirik

funksiyasini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

NAZORAT ISHI

tasvirlang.

1. Funksiyaning

aniglanish sohasini toping va chizmada

2. Funksiyaning P,(x,;y,)nuqtadagi qiymatini taqribiy hisoblang

1. z=\4x—x*-)".

I-variant

2. z=3/2x* =3xy, P,(3,94;2,01).

2-variant

1. z=In(16 —x*> —y*) +/Inx.

2x
1. z=arccos

1. z :\/ln(8—x2 — ).

1. z=arcsin(3x - y).

1. z=+y—+/x.

1. z=+1-%° +\/y2—

L.

2. z=2y+arctg(xy), P, (0,01;2,95).

3-variant

2. z=In(x’ +y?), P,(0,09;0,99).

4-variant

2. z=x"+y’ 4+ 2sin(xy), P,(0,04;2,97).

S-variant

2. z=2y+ sin%, P,(0,05;4,98).

6-variant

2. z= amg(ﬁ - 1} P,(2,02:0,97).

y

7-variant

2. z=y", P,(3,030,98).

8-variant

2. z=x"+y*, P(1,02;1,98).
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. z=arcsin

3x -4y
xX* Y +2

x>+’ =2xy
In3x
z= :
X+t =9
x2 _y2
z= :
Xy

. z2=4/25-x" -y’ +\/E.

. z=In(x>+y’ —6)+,/Iny.

. X
. z=arcsim-—.
Y

9-variant

2. z=3/x’—Iny, P,(2,98,1,04).

10-variant

) -2
2. z=2x+sin>

, P,(1,98;3,96).

11-variant
-1
2. z=3y+1g>—, P (0,961,98).
Yy
12-variant

2. 2=2)"+ arcsin%, P,(0,02:3,98).

13-variant

2. z=In(¥/x +3/y -1), P,(0,97;1,04).

14-variant

2. z=2x° +2xy-3y*, P,(2,02;0,96).

15-variant
2. z=x’+y*, P,1,02;1,97).
16-variant

2. z=2x"+5y+cos(xy), P,(1,99;0,02).

17-variant
2. z=y—arcsin(xy), P,(0,02;3,98).

18-variant
2. z=3/x’+1°, P,(3,96;0,02).
19-variant

2. z=¢e" +2cos(xy), P,(1,98;0,03).
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20-variant

- = M 2. z=In(2x* +2y°), P,(0,54;0,48).

Jy—x'+4

21-variant
c z=A (0 + Y =D - X —)?). 2. z=x", P/(1,083,96).
22-variant
. z=In(x’ =2y +4) ++/x. 2. z=x" +arcsin(xy?), P,(3,97;0,03).
23-variant
1
. z:\/_+1/x—y. 2. z=3/2x* + 6y, P,(0,97;0,93).
x+y
24-variant
. z=arccos—>—. 2. z=,/5¢" +y*, P,(0,02;2,04).
x+y
25-variant
Iny 5 )
z= : 2. z=x"+2ysin(xy), P,(0,05;1,96).
3=y =X’
26-variant
1 1
. z= +—. 2. z=¢"In(x+2y), P(0,98;0,03).
X+ -6 Jx
27-variant
NxXT=2y+4 -
2=Vt ; yre 2. 2=/, P (0,98;2,03).
X
28-variant
lnx 2
. z= . 2. z=In(3x> = 2xy), P,(1,03;0,98).
J=y =% +5
29-variant
z= : 2. z=e"arctg(xy), P,(2,05;0,03).
X+ y
30-variant
z= arcszm(x _ y1 ) 2. z=+/x +xv+ 3", P(2,06196).
X —y-
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1-MUSTAQIL ISH

1. Sirtga M,(x,;y,;z,) nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislik va normal
tenglamalarini tuzing.

2. z= f(x,y) funksiya berilgan tenglikni qanoatlantirishini ko‘rsating.

3. Murakkab funksiyaning ko‘rsatilgan hosilalarini toping.

4. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z=(x;y) funksiyaning birinchi
tartibli xususiy hosilalarini toping.

5. Funksiyaning uchinchi tartibli differensialini toping.

6. Funksiyani ekstremumga tekshiring.

7. z= f(x,y) funksiyaning D yopiq sohadagi eng katta va eng kichik
qiymatlarini toping.

8.z = f(x,y) funksiyalarning ¢(x,y)=0tenglama bilan bog‘langanlik
shartidagi ekstremumlarini toping.

9. Eng katta va eng kichik qiymatlarni topishga oid amaliy masalalarni
yeching.

10. x argument va y=f(x) funksiyaning tajriba natijasida olingan
gqiymatlari jadvalda berilgan. x va » o‘zgaruvchilar orasidagi
y=ax’ +bx+c empirik funksiyani eng kichik kvadratlar usuli bilan
toping. Tajriba nuqtalarini va empirik funksiyani to‘g‘ri burchakli dekart
koordinatalar sistemasida tasvirlovchi chizmani chizig.

I-variant
z=2x"-3y" +4x-2y—10xy, M (-LL3).
() () + 2L~ =0,

Yy

z=In(x* + xy + y°),
v 0z Oz
3

3 3

u ou Ov
5. z=x’cosy + y’sinx.

«z=In(x’ +3y), x=utgv, y=
x'+2y° + 20 = 3xyz=2y.
z=x"+y’ —-18xy+7.
cz=5x-3xy+y*+4, D:x=-1,y=-1, x+y—-1=0.
.z=8-5x-4y, x’-y*-9=0.

® NS R W N

9. Perimetri 2p ga teng uchburchak eng katta yuzaga ega bo‘lsa,

uchburchakning tomonlarini toping.

10.

X,
i

0

1

Vi

-0,8

0,4

0,3

-0,5

-2,0

4,9
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9.
yasash uchun eng kam material sarflangan bo‘lsa,

2-variant

1. xX*+y*—z22+2x-2xy—2z=0, M, (L;1;-2).
2. z=x", yz-zh —z-z, —y-(z)) =0.
3.u=£, x=e', y=Int, z=1> -1, @—?
X dt
4. xy’ + yz* + zx’ = 2xyz. 5. z=cos(Bx+e™).
6. z=In(x+y)-2x*-2y".
T.z=(x-y)4-x-y), D:x=0,x+2y—-4=0, x—2y—-4=0.
8.z=xy, x’+y*-1=0.

Devorining qalinligi ¢ ga va hajmi V' ga teng ochiq quti (yashik)
qutining tashqi

o‘lchamlarini toping.

10.

[—

X, 0 1 2 3 4 5
»i 0,3 2.4 2.8 1,8 0,3 2.6
3-variant

« 22X =3y +xy+3x—z—y=0, M, (1;-1;2).

2. z=xsh(x+y)+ ych(x+y), =z =2z +z =0.
3. z:arcz‘gx+1, y=e" %—?
y dx
4. z=x+arctg 5. z=e"sh(x—y).
z—X
1
6. z=xy+—+—.
Xy
Toz=x"+2xy—y*-2x+2y, D:x=0,y=0, x—y+2=0.
1 2
8.z=—F—+-"2, x+2y-3=0.
NEA
9. Tagi silindr ko‘rinishiga va tepasi konus shakliga ega chodirni tikish
uchun eng kam material sarflangan bo‘lsa, chodirning o‘lchamlari nisbatini
toping.
10. 1 0 1 2 3 4 5
; -0,5 -1,5 -1,8 -0,8 1,6 4,5
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4-variant

1. xX’+y*+2° —4x+62+8=0, M (2;1;-1).
2. z=In(x+e”), z -zl -z -z =0.
Joz=x"+y", x=u’+Vv, y=v'—u’, %, %—?
ou Ov
4. len£+yzz. 5. z=Incos(xy).
z y
6.z:x\/;—x2—yx+6x+3.
7. z=xy(5-3x-15y), D:x=0,y=0,4x+y—-8=0.
1 4
8. z=—+—, x+4y-5=0.
N

9. Radiusi R ga teng aylanaga ichki chizilgan uchburchak eng katta
yuzaga ega bo‘lsa, uning tomonlarini toping.

10.
X 0 1 2 3 4 5
Vi -0,3 0,6 1,3 2,0 1,7 1,2
5-variant
1. y+2°—4x +2xp+3x2-6=0, M (1;-2;2).
2. 2= zi +2z) +z, ——-z=0.
X=Y Xy
3. z=£+1, x=usinv, y=vcosu, %, %—?
y X ou Ov
4. x* -y’ —z* =cosz. 5.:="4+2
x
6. z=In(x’y)—x*-9y°.
7.z=x"-3y"-3xy, D:x=0,x=2,y=0, y=1.
8.2=9-5x+3y, x*-y°-16=0.

9. Uchlari  x*+3y*=15 ellipsning A4(3;-2), B(-2/3;1) va C(x;y)
nuqtalarida yotgan uchburchakning yuzasi eng katta bo‘lsa, C(x;y)nuqtani
toping.
10.
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6-variant

1. z=x>-y* -2xy—x-2y, M (-LL).
1 1 1
2. = 2y —  —zZ+—z ——-z=0.
n(x”—y7)  x y ooy
3. z=arcsin£, x=sint, y=cost, %—?
y dt
X+ yi=e® +2yz 5. 2=
X+ y

z=x"+8y’ —6xy+1.
cz=x"+2yx—4x+8y, D:x=2,y=0, 5x-3y+45=0.

. z=2x -3y, 4x-6y+1=0.

9. Radiusi R ga teng sharga tashqi chizilgan konus eng kichik hajmga
ega bo‘lsa, konusning o‘lchamlarini toping.

®w IS B

10.
; 0 1 2 3 4 5
Vi 4,9 5,4 5,0 4,6 3.3 1,5
7-variant

1. x*+y* =32 +xy+2z=0, M, (L0;]).

2 4 4 "
2. z=xtg(x+y)+y* +xy, =z, -2z +z =0.
2
+
=2 xy, Y =XCOSX, %—?
1+y dx

Cyz=x+ et 5. z=¢e" In(xy).
z

cz=pJx =y  —x+6).
cz=xy2-2x-y), D:x=0,x=1,y=0, y=2.

. z—5—l+L, x’—4y-5=0.
x y
9. Yon sirti Sga teng konus eng katta hajmga ega bo‘lsa, uning
o‘lchamlarini toping.
10.

L I N A

X, 0 1 2 3 4 5

Vi -0,5 -1,1 -0,3 0,4 2,0 4,8
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8-variant

1. z=2x"+y* +4xy-5x-10, M (1;-7:8).
2. z= y\/% x -zl =y -zl =0.
s . ) 0z Oz
3.z={x—y+In(x*+y), x=ve', y=ue', —, —-2?
ou ov
4. yx= zin 2t 5. z=e""ch(x + y).
y
6.z:2xy+i+l.
Xy
7. z=4x+9y> —4x—-6y+3, D:x=0,y=0, x+y—-1=0.
8.z —1+2 3 i+£—L

9.

x y x>y 10
x+3y—z=0 tekislikning x’+ y*=10 silindr bilan kesishish nuqtalari

applikatalarining eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

10.

I

X, 0 1 2 3 4 5
Y 1,0 1,5 1,1 0,2 -0,9 -2,9
9-variant
X'+ Y+ —6x+4z—4xz=0, M, (1;2;-1).
=X+, z;-z;+z-z;'y=0.

Z:arcsinx’ x:lu5 +lv7, y = In(uv), %, %—?
y 5 7 ou Ov

x'y—zy’ =xe”. 5. z=In(x"y")

. z=3x"y+y’ —18x-30y.
Lz=4-2x"—y, D:y=0, y=+1-x".
.z=8-5x-3y, x*—y*-16=0.

9.

4x* +36y° =9 ellipsning 4x +9y —25=0 to‘g‘ri chizigdan eng uzoq va

eng yaqin joylashgan nugqtalarini toping.

10.

0

1

2

-0,2

0,4

0,7

0,7

2,6

4,5
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10-variant

1. X’+y*+z2+6x+4y-8=0, M, (1;-12).

X "

2. z= , z +z" =0.
x2 +y2 xx Yy
xy
3.z=-2F , X=ucosv, y=vsinu, %, %—7
X+ ou Ov
4. xIny+ylnz+zlnx=4. 5.z=(x"+y*)-e"
6. z=5x+y" -3In(x’y).
T.z=x+4xy—-2y°*—6x—-1, D:x=0,y=0, x+y-3=0.
8. z=3JVx+4\y, 3x+4y-28=0.
9. Sirti S ga teng silindr shaklidagi usti ochiq idish eng ko‘p sig‘imga ega
bo‘lsa, uning o‘lchamlarini toping.
10.
X, 0 1 2 3 4 5
Y 1,4 1,8 1,7 0,8 -1,0 -3,0
11-variant

1. y-2x* -2 —y+4z+13=0, M (2;1;-1).
2. z=e"(xcosy—ysiny), z! +z =0.

2
3.z=tg2x, x=arcz‘g\/;, y=z, %, %—?
y 1 ou ov
4. zx = ye-. 5. z=Insin(xy).
6. z= xy+£+L
X 2y
7. z=x’y(4-x-y), D:x=0,y=0, x+y-6=0.
8. z= 4—§+ 12, 3x+y-2=0.
x 2

9. Perimetri 2p ga teng uchburchakni biror tomoni atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan jism eng katta hajmga ega bo‘lsa, uchburchakning tomonlarini
toping.
10.
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12-variant
1. z=x>+y" —4xp+3y-15, M, (3;-14).

1 1 1

2.z=%, —zl+—z ——-z=0.
cos(y’ —x?) X y ' ox
x 2 2 1 2 dZ

J.z=e"In(x*+y°), y=—x*+x, —=2?
2 dx
Xz ) 5 .
. cos(xy+z)——=0. S. z=x"cosy+ y’sinx.

cz=2x"+2y +x’y+y’x-9x-9y.
cz=4x"+y* +4x+2y+6, D:x=0,y=0, x+y+2=0.

L I SN A

. z:5+%+%, x*+2y-3=0.
Xy
9. Tekis metaldan (listdan) kesib olingan umumiy yuzasi Sga teng doira
va to‘g‘ri to‘rtburchakdan silindr yasashda (bunda doiradan silindrming asosi
va to‘g‘ri to‘rtburchakdan silindrning yon sirti yasaladi) eng kam payvand
chokidan foydalanilgan bo‘lsa, silindming o‘lchamlarini toping.

10.

X, 0 1 2 3 4 5
Vi 1,0 1,6 1,5 0,4 -1,3 -3,7
13-variant
1. X’ +y* +2xz—2z"+x-2z-2=0, M (L;1;]).
2.z=¢"+e', X -zl-yz 4xez-yez) =0,
3. z:iz+2y, x=ulv, y=vcosu, %, %—?
ou Ov
4. x +y’—z> = ", 5. z=(x— y)sin(x + ).
6. z=4x+3y-2In(x*y").
T.z=x"+8y’ —6xy+1, D:x=0,x=2, y=—1, y=1.
8.z=xy, 2x+y-1=0.
2 2 2
9. %+%+§—5=1 ellipsoidga ichki chizilgan to‘g‘ri burchakli

parallelepiped eng katta hajmga ega bo‘lsa, uning o‘lchamlarini toping.
10.

X, 0 1 2 3 4 5
v, -0,2 12 | 15 14 0,3 2,0
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14-variant

«z=3x+3y"-2x-2y+2, D:x=0,y=0, x+y—-1=0.

1. xX’+y’-z22+6xy—-z-6=0, M (1;1;-2).
2. z=xsin(x+ y)+ ycos(x+y), z. -2z +z =0.
3. z:arcsinﬁ, y=~x>+1, %—?
y dx
4. xe” + yx +zy =6. 5. z=e""cos(x — y).
2 4
6. z=xy+—+—.
Xy
7
8

z=6-4x-3y, x*+y*-25=0.

9. Diametri d ga teng sharga ichki chizilgan silindr eng kichik to‘la sirtga
ega bo‘lsa, silindring o‘lchamlarini toping.
10.

X, 0 1 2 3 4 5
Vi -1,6 -0,2 0,1 -0,7 -2,5 -5.5
15-variant

1. 4x° =22 +4xy—yz+32z-9=0, M (-2:;};1).

[\®]

X "
.z=arctg—, z +z =0.
y

2 [ t Z 9
. Z=Y7Igx, x=e sInt, y=e Ccost, E—.

 5z—In(x* +y*)=2yz. 5. z=sin(e" +2y).
cz=6xy—x'y—y’x.
cz=2x"-xy*+y*, D:x=0,x=1, y=0, y=6.

oo <N QN AW

« Z

3 1
=7 \/;, 3x-y-8=0.

9. Asosi « ga va balandligi # ga teng muntazam to‘ptburchakli
piramida shaklidagi suv bilan to‘ldirilgan idishga kub (piramida va kub
asoslarining markazlari bu asoslarga perpendikular to‘g‘ri chiziqda yotadi)
tashlangan. Kubning idish ichidagi qismi idishdan eng ko‘p hajmdagi suv
siqib chigargan bo‘lsa, kubning qirrasini toping.

10. X 0 1 2 3 4 5
”, 1,5 2.8 2.6 1,6 0,4 3.1
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2 " " 2 4
Xz, —2xy-z +y iz

16-variant

“

dx

1. z=y" = x> +2xy -
2. z=xe",

x y
3, ,-27%¢ , y=xlnx,
4. y’x’ +yz’ + x> = xyz
6. z=2x +3y* - 8In(x’y").
T.z=x+y*, D:x*+(y—1
8. .-442° L 3
) x oy oxt 2y
9.

Radiusi R ga va balandligi A teng konusga ichki chizilgan to‘g‘ri
burchakli parallelopiped eng katta haymga ega bo‘lsa, parallelopipedning

o‘lchamlarini toping.

10.

N

L I N A W

9.
ega silindr yasalgan bo‘lsa, silindrning o‘lchamlarini toping.

10.

=0.

3y+5x—4, M,(1;-1;2).

5. z=e" In(xy).

X
. z=cos(xy) + cos—,

c 2% +yz +x’z=3.

cz=xy +—+—.

Xy

cz=x"—4y* +12,

2
X

cu=xz+x’y’+y’z, x=t"

x+y+3=0.

, y==t,z

=t

du_,

dt

S. z=cos(x + y)sin(x — y).

cz=x"y(5-2x-3y), D:x=0, y=0, x+y+2=0.

rnm 2_n ! r _
Zy—Yyz,t+tx-z,—y-z =0.

X, 0 1 2 3 4 5
i 1,3 1,9 1,8 0,7 -1,0 -3,4
17-variant
e X+ Y Hxz—yz-3xp-2=0, M, (41;-1).

Radiusi R gateng shardan tayyorlangan materialdan eng katta hajmga

X.

1

0

1

2

3

4

Vi

-0,5

1,5

-1,8

1,7

0,1

1,7
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18-variant

1. 2x°+2y* +22 +8xz—z+6=0, M (-2;L;]).

Y
2.z=y"sin§, x*-zl4+xy-z, —y-z=0.

1

3. z=arcz‘gx+ , x=¢", y=In(2t +1), %—?
4. 2’ + xyz —xy’ =—x". 5. z=Insh(xy).
6. z=2x"+2y’ +3x’y+3y°x—-15x—15y.
T.z=x+y’—6xy, D:x=0,x=2, y=-1, y=2.
8. z=11+13x+5y, x* -y’ -144=0.

9. O‘q kesimining perimetri 6a ga teng silindr eng katta hajmga ega bo‘lsa,
uning o‘lchamlarini toping.

10.
X 0 1 2 3 4 5
; -1,2 0,2 -0,3 -0,3 -2,1 -5,1
19-variant
1. x*—xy-8x+z'—yz—-8=0, M (2;-3;2).
2. z=arcsin(xy), l-x"y*(z] +z))—(x"+y*)-z. -z =0.
X+7y
3.z=e¢’, y=cos'x, %—?
dx
4. (x> +y* +yx’ =3z=72 5. z=Inch(xy).
6. z=yJx —2y" —x +14y.
7. z=(x+y) -2x+2y, D:x=2, y=0, y—x—-2=0.
5 1
8.z=—"—-——, 5x-y—-12=0.
oy T

9. Radiust R ga teng yarim sharga ichki chizilgan to‘g‘ri burchakli
parallelopiped eng katta hajmga ega bo‘lsa, parallelopipedning o‘lchamlarini
toping.

10.

1,3

2,6

2.4

b

1,4

5

0,6

3,3
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20-variant

1. z=x>+y"-2xp—x+2y—-4, M, (-1;L3).
2. z=yln(x* -y*), y -z.+xy-z —x-z=0.
.u=xy’+xz°, x=t>+1, y==¢’, z=sint, %—?
4. 2 +2x> +3y=xyz. 5. z=(x+ y)cos(x - y).
1
6. z=3xy+2+—.
Xy
7. z=4x> -y’ +4xy-8x, D:x=0,y=2, 2x—y=0.
8. z:4—3)1c2 +%, x—6y+5=0.
9. M(x;y) nuqtadan x=0, y=0, x—y+1=0 to‘g‘ri chiziglargacha
masofalar kvadratlarining yig‘indisi eng kichik bo‘lsa, bu nuqtani toping.
10. X, 0 1 2 3 4 5
Vi 5,2 5,7 5,3 4,9 3,6 1,8
21-variant
1. x>+’ =222 +xy—4z-3xz—-4=0, M, (3;2;]).
2. z=xsiny+ycosx, z, +z, +z=0.
3. z=¢"\/y, x=Inv, y=vsinu, %, %—?
ou Ov
4. X’ +y* +z=(x+ y)arctgz. 5. z=(xy)-e”.
6. z=9x’ +2y° —In(xy).
T.z=x’Q2-x-y), D:x=-3,y=0, x+ y+1=0.
8. z=8-4x+3y, x*+y>-25=0.

9. Perimetri p ga teng bo‘lgan tagi to‘g‘ri to‘rtburchak ko‘rinishiga va

tepasi yarim aylana shakliga ega deraza romi orqali eng ko‘p yorug‘lik
o‘tayotgan bol‘sa, pomning o‘lchamlarini toping.

10.

0

1

2

3

-0,3

-0,9

-0,1

0,6

2,2

5,0
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N

L I & A )

22-variant

« Z :x2 +y2 _3xy+3x —2_)/ —5, MO(—1’2’_1)
.Z:z‘g(xy)+£) x2‘Z,Zx—yz'Z;;er'z;—y‘zl,:o-
Y
_ -2y LAz

.22 +5=zIn(x+e7),

. z=2x"+2y° —6xy+6.
cz=2x"+3y" +1, D;y:%,/4_x2'

. z=6xy+5x—5y, x'+y’-2=0.

S. z=cos(e" +e7).

9. Sirti S ga teng to‘g‘ri burchakli ochiq hovuz eng katta sig‘imga ega
bo‘lsa, uning o‘lchamlarini toping.
10.
X, 0 1 2 3 4 5
v, 1,2 1,7 1,2 0,4 0,7 2.8
23-variant
1. 6xy—-2x"—xy> =z +3x=0, M, (1;2;3).
2. z=In(x+e”), =z - zi —e'z) =0.
3. z=ln£, x=sinﬁ, yz\/g, %, %—?
y 1 1 ou ov
4. x* +y’ +2° =3xy +3xz +3yz. 5 ;=X"7
X=y
6. z=3x"+y-2In(x’y*).
7.z=x>-2xy—y*+4x+1, D:x=-3,y=0, x+y+1=0.
8. z:3+l+l, Lz+%—§:0.
x y x y 8
9. Hymi 7V ga teng konus eng kichik to‘la sirtga ega bo‘lsa, uning
o‘lchamlarini toping.
10.
X, 0 1 2 3 4 5
Vi -0,5 -0,7 0, 0,4 2,3 4,2
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24-variant

1. X*—y’+2°—yz—4yx—8x=0, M (1;-2;-1).

2. z=In(xy) + Y, ¥ 2=yl +x-zl—y-z =0.
t 2t dZ
3. z=xarctg(xy), x=¢€' +1, y=t’e, E—?
4. xsiny+(y+z)sinx=z’ S. z=£ln(xy).
y

6.z=xy2+ﬂ+i.

Xy
7.z=1-x"-y*, D:(x=-1)>+(y-1*=1.
8.z:5+%+%, 6x+y—14=0.

x 2

9. Uchlari x* +4y’ =4 ellipsning A(ﬁ;%), B(l;gj a C(x;y) nuqtalarida

yotgan uchburchakning yuzasi eng katta bo‘lsa, C(x;y)nuqtani toping.
10.

X, 0 1 2 3 4 5
v, 1,2 1,6 1,5 0.6 | -12 | 32
25-variant
1. 3x° —4xy+12xz-3yz+ 2> +15=0, M (-1;-12).
2.z=y", x-z.+z-y-z, =0.
2
3. z=1g(xp), x=In(u* +*), y=-o, %, % _,
u ou Ov
4. xe’ +ye’ +ze' =x+y+z 5. z=¢&""".
6. z=3x+y'—6lnx—64Iny.
7. z=xy(12-4x-3y), D:x=0, y=0, 4x+3y—-8=0.
8.z=x+y"-4, 4x+3y-12=0.

9. Radiusi R ga va balandligi A teng konusga ichki chizilgan silindr eng
katta hajmga ega bo‘lsa, silindrning o‘lchamlarini toping.
10.

0

1

2

3

4

-0,6

0,6

0,5

-0,3

1,8

4.7
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26-variant

1. z=x>+y" +2xy—-2x-3y -8, M (2;3;4).
2. z=(y—x)siny + cosx, (x =)zl =z, +siny=0.
3' Z:tgia X= 2v 9 y:u2_3v, %9 %_?
y u+v ou Ov
4. 22 +x° —ylnE 5. z=sin(x + y)cos(x — y).
Y
6. z=x"+)y +x’y+y’x—6x—6y.
7.z=3x"+3y’-x—-y-2, D:x=5,y=0, x—y—-1=0.
8. z=x+2y, x*’+3*-5=0.

9.

Radiusi R ga va balandligi A teng konusga ichki chizilgan to‘g‘ri

burchakli parallelopiped eng katta hajmga ega. Parallelopiped asosining
yuzasini toping.

10.
X 0 1 2 3 4 5
Y -0,2 -2,3 -2,7 -1,6 -0,2 2,7
27-variant
1. X*—xy+xz+43yz+22°+2=0, M, (1;1;-1).
2. z=In(x"+y’ +2x+1), z! +z! =0.
2x : dz
3. z=arccos—, x=sint, y=cost, — —?
y t
4. xz2° +z° - x’ = px. 5. z=(x+y)In(xyp).
6. z=4xy+l+ﬁ.
I
T.z=x-2xy+2y° -4y, D:x=1,y=1, x+2y—-8=0.
8. z=1-4x-8y, x*-8y?-8=0.

9.

Radiusi R gateng shardan tayyorlangan materialdan eng katta hajmga

ega silindr yasalgan bo‘lsa, silindrning balandligini toping.
10.

X.

1

Vi

0
-0,3

1
1,3

2
1,6

3
-0,6

4
1.8

4,7
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28-variant

1. z=x> -y +6x+3y—-2xy, M, (2:3:4).

1

2. z=1g>, zgy+£-zgx+—-z;=0.

Y Y Y
3. z=y", y=arctgx, %—?

dx

4. yz’ =x’y + zIn(xy). 5. z=x"siny + y’cosx.
6. z=x’+3y’ —3Inx—48In y.
7.z=2xy-3x>-2y*+5, D:x=-1,y=-1, x+y-5=0.
8. z=4+5x+12y, x*+y*-169=0.

9. Asosi a ga va uchidagi burchagi « ga teng uchburchak eng katta yuzaga
ega bo‘lsa, uning qolgan ikki tomonini toping.

10.
X 0 1 2 3 4 5
Vi -0,4 0,5 1,2 1,9 1,6 1,1
29-variant
1. x*=2y* -2z —xy—yz+3=0, M (2;1;]).
2.z=xy+xsin§, x-z,+y-z,—xy—z=0.
2_.3_4 2 3 du
3.u=x"yz", x=In(t+1), y=t+1, z=¢", E—?
4. e” +xyz=x"+y. 5. z=e™",
6. z=x"+y’ - 9xy+6.
T.z=x"+2xy—y*—4x, D:x=0,y=0, x+y+2=0.
1 1
8. z=3+—+—, x—y-2=0.
x 2

9. Radiusi R ga teng sharga ichki chizilgan konus eng katta haymga ega
bol‘sa, konusning o‘lchamlarini toping.
10.

X, 0 1 2 3 4 5
v, -1,0 0,2 0,1 0,7 | -22 5,1
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30-variant

1. X’ +)' =22 = 2xpz—5xy—4y+2=0, M (2;1;-3).

2. z=xIn(x +y)+ye™, zI =2z +z =0.
0z O

3. z=arctg(xy), x=In(v’ —u?), y=wu’, Z O
ou Ov

4. xz=¢" +x +°. 5. z=e"sin(x + y).

6. z=x"y" +—+—.

Xy
T.z=x*+y*, D:3|x|+4|y|=12.
8. z:iz—%, x+y+1=0.
x 2y

9. Asosining radiusi R ga va balandligi # ga teng konus shaklidagi suv
bilan to‘ldirilgan idishga kub (konus va kub asoslarining markazlari bu
asoslarga perpendikular to‘g‘ri chiziqda yotadi) tashlangan. Kubning idish
ichidagi qismi idishdan eng ko‘p hajmdagi suv siqib chigargan bo‘lsa,
kubning qirrasini toping.

10. X, 0 1 2 3 4 5
v, 0.7 0.5 15 2.0 25 43

B. NAMUNAVIY VARIANT YECHIMI

1. Sirtga M, (x,;y,;z,) nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislik va normal

tenglamalarini tuzing.
1.30. X’ +y’ — 2" = 2xyz—5xp—4y +2=0, M (2:;1;-3).
® F(x,y,2)=x"+y’ -z’ —=2xyz—5xy —4y+2=0 belgilash kiritamiz.
U holda
F'(M,))=3x," -2y,2z,—5y,=3-2"=2-1-(=3)-5-1=13,
F!(M,)=3y, —2x,z,—5x,-4=3-1"=2-2-(-3)-5-2-4 =],
F'(M,))==2z, —-2x,y,=—2-(-3)—-2-2-1=2.
Bu giymatlarni
F(%05 90,200 = X)) + F (X0, 90, 2)(0 = ¥) + F/ (%, 30,2,z = 2,) = 0,
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X~ X _ Y= _ Z— 2z,
Fx’('xO’yO’ZO) Fy,(xO’yO’ZO) E’(x07yO’ZO)
tenglamalarga qo‘yib, topamiz:
1) urinma tekislik tenglamasi
13-(x=2)+1-(y=1)+2-(z+3)=0

yoki
IBx+y+2z-21=0;
2) normal tenglamasi
x—-2 y-1 z+3
3 1 2

. O

2. z= f(x,y) funksiyaning berilgan tenglikni ganoatlantirishini
ko‘rsating.
2.30. z=xIn(x+y)+ye™, z! -2z +z =0.
@® Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:

X

z =In(x+ y)+x- +y-e™ =In(x+ y)+ + ye™,
X+y
' =x- +1-e™ +y-e™ = il +(1+ y)e™.
X+y
Bundan
1 1 1 +2
zl = + —X- c+y-ett = a y2+ye“y,
xX+y x+y (x+y) (x+y)
1 1 y
" — —x- +1.ex+y+ .ex+y: + 1+ eX+y’
CTary Gy T Ty Y
1 x
zl =x-|— +1-e™ +(1+y)-e™ =~ +(2+y)e™.
w ( (X+y)2j ( y) (X+y)2 ( y)

", zo, z hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

xx 2 xy 2

z

Z” —ZZ” +Z” — x+2y
xx xy W

+yex+y—2-( Y +(1+y)e"+yj+

xX+y (x+y)’

+(— al 2 +(2+y)e"+yj=x+2y_2f_x+e“y(y—2—2y+2+y)=0-
(x+y) (x+y)

Demak, z=xIn(x+ y)+ ye™” funksiya z/ -2z +z" =0 tenglikni
ganoatlantiradi.



3. Murakkab funksiyaning ko‘rsatilgan hosilalarini toping.
3.30. z=arctg(xy), x=In(v’ —u?), y=w’, —, —=2?
ou Ov

@ Funksiyalarning xususiy hosilalarini topamiz:

0z 1 , y 0z 1 , X
A 2(xy)x: 2.2° A 2(xy)y: 2.27?
ox 1+ (xp) I+x7y oy 1+(xy) 1+ x
%) 2 0 2
__ & D, Yo
ou Vi —u ov Vv —u ou ov

U holda
%:%a_x_'_%a_y: yz 2‘(_ 22u 2j+ xz 2'(21/”)):
ou Oxou Oyou l+x7y vV —u I+x7y

1 2u
:1+x2y2. ——— y+2uv-x

Vi —u
yoki
Oz 2uv-((vV' —u)In(v’ —u’)—u’)
ou (V' —u’) -(1+u vV In*(vV* —u’))
Shu kabi
%:%@_F%a_y: yz 2'( 22V 2j+ xz 2‘(”2):
ov oxov oyov l+xy v —u I+x7y
1 ( 2v . j
= 2 2. 2 2.y+u X
I+xy" \v' —u
yoki

oz _u'-(2v' =’ —u?)In(v’ —u?))
o (V' —u’)-A+u VI’ (v —u’))

4. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z=(x;y) funksiyaning birinchi
tartibli xususiy hosilalarini toping.

4.30. xz=¢" +x° +°.

@ Misolning shartiga ko‘ra F(x,y,z)=e” +x’ + 1’ — xz.
Bundan
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U holda

0 _Flyz) (x -2y o Fyo) 1 3y -z

F' = ' B B
Ox 2(x,,2) y—e’ o  Flxyz) y e
5. Funksiyaning uchinchi tartibli differensialini toping.
5.30. z =¢"sin(x + y).

@ Funksiyalarning birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:

z' =e"” (sin(x + y) + cos(x + »)), z,=e""’ (cos(x + y) —sin(x + )).
Bundan
z', =e " (sin(x + y) + cos(x + y) + cos(x + y) —sin(x + y)) = 2e" cos(x + y),
z: =e" " (—sin(x + y) —cos(x + y) + cos(x + y) —sin(x + y)) = —2e" " sin(x + y),
z", =e"(—cos(x+ y)+sin(x + y) —sin(x + y) —cos(x + y)) =—2e" cos(x + y).

Funksiyalarning uchinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:

2" =2e"(cos(x + y) —sin(x +y)), 2% =-2¢"(cos(x +y) +sin(x + y))

X 2 y
m

z" =-2e""(cos(x + y) —sin(x + y)), z;'g =2¢" " (cos(x + y) + sin(x + y)).

Uchinchi tartibli xususiy hosilalarning topilgan qiymatlarini

d’z=f"(x,y)dx’ + 3fo; (x,y)dx*dy + 3fy'§'x (x,y)dxdy* + fy';'(x, y)dy’

X

formulaga qo‘yib topamiz:

d’z=2e"7 (cos(x + y) —sin(x + y))dx’ + 3(=2e¢" (cos(x + y) + sin(x + y))dx’dy +
+3(=2e" (cos(x + y) —sin(x + y))dxdy® + (2" (cos(x + y) + sin(x + y))dy’
yoki
d’z=2e""((cos(x + y) —sin(x + y)) - (dx’ — 3dxdy®) +
+((cos(x + y) +sin(x + y)) - (dy’ = 3dx’dy).
6. Funksiyani ekstremumga tekshiring.
6.30. z=x'y + L+,
Xy
& Funksiyani ekstremumga belgilangan tartibda tekshiramiz.
1°. Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:
0z 1 0z 4

—=2xy'——, —=2xy——-.
Ox e Oy 4 y?
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2°. Statsionar nuqtalarni aniglaymiz:

2x°y? —=1=0,
x’y’=2=0.

. . . 1
Sistemani yechamiz: P(E;zj.
3°. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

2 2 2
aZ:2y2+%, aZ—4xy, af:2x2+—3.

ox’ x oxdy oy ¥

4°, P(E;zj statsionar nuqtada ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
hisoblaymiz:

2
A=2.2742.2° =240, B=4.+.2-4, C=2-(lj +§3=§.
2 2) 20 2

1 .
5°, P(EQJ statsionar nuqtada A= AC — B> =24 % —4>=20>0.

1n

1 . ’
Demalk, P(E;zj nuqta minimum nuqta va z_ = Gj 27 +1-2+% =5 O

7. z= f(x,y) funksiyaning D yopiq sohadagi eng katta va eng kichik
qiymatlarini toping.

7.30. z=x>+)*, D:3|x|+4|yl=12.

y
® D soha ABCE rombdan
iborat (5-shakl). 3|5
1°. Funksiyaning D sohada

yotgan kritik nuqtalarini topamiz:
% =2x=0, D
ox A C

—4 (@) 4 X

o =2y=0.
Oy

Bundan x=0,y=0.

Demak, P,(0;0)=0(0;0), z(P,)=0. —3E

2°. Funksiyani soha chegarasida 5-shakl.

ekstremumga  tekshiramiz.  Soha
chegarasi turli tenglamalar bilan aniglanuvchi to‘rtta qismdan tashkil topgani
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sababli funksiyani har bir qismda ekstremumga alohida tekshiramiz.

1) 4B to‘g‘ri chiziqda —3x+4y=12 yoki y=12+3x va

2
Z:x2+(3x:12j (—4 < x <0).

U holda
2 oape o 12 3 g dan w236, _1243x g 48
' 4 25 4 25
Demak, = —ﬁ,ﬁ :E.
25 25 25

AB to‘g‘ri chizigning chetki nuqtalarida: z(4) =z(—4,0) =16, z(B)=2z(0,3)=9.

2) BC to‘g'ri chiziqda 3x+4y =12 yoki y=12;3x.

12 -3x

Bundan z:x2+( J (0<x<4).

U holda ' :2x+2(12;3xj-(—%j:0dan ng. y=12_3xdan yzﬁ.

4 25
Demak, z(ﬁﬁj = E.
25 25 25
BC to‘g‘ri chizigning chetki nuqtalarida: z(B)=9, z(C)=2z(4,0)=16.
PPN f . 12 -3x
3) CE to‘g‘ri chiziqda 3x—4y=12 yoki y=- Y
2
Bundan z=x"+ (12 - 3x} (0<x<4).
U holda
2 =2x+ 2 273 (23 ) 2 odan x=§. y=—12_3xdan yz—ﬁ.
) 4 4 25 4 25
Demak, z(ﬁ,—ﬁj = ﬁ.
25 25 25
BC to‘g‘ri chizigning chetki nuqtalarida: z(C)=16, z(E)=2(0,-3)=9.
4) EA to‘g‘ri chiziqda —3x—4y =12 yoki y=—12 : 3

12+ 3x

Bundan z:x2+( J (—4<x<0).
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U holda

s e o123 (3 Codan x= 36, o 12%3% g 88
) 4 4 25 4 25

Demak, z(— ﬁ,—ﬁj _144 :
25 25 25
BC to‘g‘ri chizigning chetki nuqtalarida: z(E)=9, z(4)=16.
3°. Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini tagqoslaymiz.
Demak,
=2(+4,0)=16 va Z =2(0,0)=0. O

z

eng katta eng kichik

8. z=f(x,y)funksiyalarning ¢(x,y)=0 tenglama bilan bog‘langanlik

shartidagi ekstremumlarini toping.
4 1
8.30. z=— -

X
® Funksiyani Lagranj ko‘paytuvchilari usulu bilan ekstremumga
tekshiramiz.
1°. Lagranj funksiyasini tuzamiz:

x+y+1=0.

27

4 1
F(x,y,2)= f(x,y)+ Ap(x,y)=— — 2y +A(x+y+1).

x2
Bundan
Fx'=—£3+i, Fy’=%+}t, Fl=x+y+1.
X Y
2°. Shartli ekstremumning zaruruy shartiga ko‘ra
-8+ Ax’ =0,
1+ 4y’ =0,
x+y+1=0.

Sistemani yechamiz: x=-2, y=1, A=-1. Demak, P,(-2;1) mumkin bo‘lgan
shartli ekstremum nugqta.
3°. A diterminantga qo‘yiladigan xususiy hosilalarni topamiz:

, , , 24 y y 3
(O :1, (py :1, sz :F, ny :O, Fvy2 :—?.
Bundan
, , " 24 3 y y 3
(px(Po):L (py(Po):L sz (Po): (_2)4 :57 ny(Po):O) Fyz (Po):_l_4:_3 .
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U holda

0 1

A=—1
1

0 |=——x<0.
-3

ON| W —

Demak, P,(-2;1)nuqtada funksiya shartli maksimumga ega:

fm e O
(-2 2-1° 2

9. Eng katta va eng kichik qiymatlarnia topishga oid amaliy masalalarni
yeching.

9.30. Asosining radiusti R ga va balandligt # ga teng konus
shaklidagi idish suyuqlik bilan to‘ldirilgan. Idishga tashlangan sharning
idish ichidagi qismi idishdan eng ko‘p migdorda suyuqlik siqib chiqargan
bo‘lsa, sharning radiusini toping.

@ Sharning idishdan tashqaridagi qismi, ya’ni shar sektorining
balandligi CE=x bo‘lsin (6-shakl). U holda bu sigmentining hajmi

V., = %(3)621” — x’)ga teng bo‘ladi.

Sharning idish ichidagi qismining hajmini topamiz:

V=v,6 -V, = §7Z7”3 — %(3x2r — x3)= %(41”3 —3rx’ + x3)

Sharning idishdan siqib chiqaradigan suyuqlik migdori ¥ hajmga bog‘liq
bo‘ladi. Sharning idish ichidagi qismi idishdan
eng ko‘p miqdorda suyuqlik siqib chiqaririshi
uchun 4’ -3mix* +x° 1foda maksimumga
erishishi kerak. Bunda shar bilan idishning
o‘lchamlari uzviy bog‘lanishga ega bo‘ladi.
Shu bog‘lanishni aniglaymiz.

6-shakldan topamiz:

:lgc.AC:lRH, S =1AB-KD=er,
2 2 2 2

S

AABC AABD

1 1 1
SADBC = EBC . DC = ER(ED — X) = ER(I" — X).

Shu bilan birga §
lRH = llr + lR(r —X).
2 2 2

= SAA + SADBC yOki

AABC BD

A
6-shakl
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Bundan (/+R)r—Rx—RH =0.

Shunday qilib, sharning idish ichidagi qismi idishdan eng ko‘p miqdorda
suyuqlik siqib chiqaririshini topish uchun z(r,x)=4r" —3rx* + x* funksiyaning
o(r,x)=({+R)yr—Rx—RH =0 bog‘lanish tenglamasi bilan bog‘langanlik
shartidagi maksimumini topish kerak bo‘ladi. Bu masalani Lagranj
ko‘paytuvchilar usuli bilan yechamiz.

1°. Lagranj funksiyasini tuzamiz:

F(r,x,z)=4r =3rx> + x> + A(({l + R)r — Rx — RH).
Bundan
F'=12r* =3x*+ A(I+R), F'=3x"-6rx—AR, F/=(+R)r—Rx—RH.
2°. Shartli ekstremumning zaruruy shartiga ko‘ra
3(4r* = x))+ AL+ AR =0, 6r(2r —x)+ Al =0,
3(x* =2rx)—AR=0, = 3x(2r —x)+ AR =0,
(I+R)r—Rx—RH =0 (!+R)r—Rx—RH =0.
Sistemani yechib, rni topamiz:
~ RHNR® + H?
(WR*+H* —R)-(WR*+ H* +2R)

Demak, radiusning bu giymatida idishga tashlangan shar idishdan eng
ko‘p miqdorda suyugqlik siqib chiqaradi. <

r

10. x argument va y= f(x) funksiyaning tajriba natijasida olingan
qiymatlari jadvalda berilgan. x va y o‘zgaruvchilar orasidagi y=ax’ +bx+c

empirik funksiyani eng kichik kvadratlar usuli bilan toping. Tajriba
nuqtalarini va empirik funksiyani to‘g‘ri chiziqli dekart koordinatalar
sistemasida tasvirlovchi chizmani chizig.

10.30. X, 0 1 2 3 4 5

Vi 0,7 0,5 1,5 2,0 2,5 4,3
& Empirik formulani y =ax® + bx + ¢ ko‘rinishda izlaymiz.

Bu funksiyaning a,b va cparametrlarini

a-Yxi+b-Yx e Yxi =Yy,
i=1 i-1 i-1 i=1
n n n n
a‘zxf +b'2xi +C'in :inyia
i=1 i=1 i=1 i=1

a-Zn:xl.2+b-Zn:xi+c-n=Zn:yi
i=l i=1 i=l
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tenglamalar sistemasidan topamiz.

Qulaylik uchun hisoblarni jadvalda bajaramiz:

i X, x! X; x' Vi X,V XY,
1 0 0 0 0 0,7 0 0
2 1 1 1 1 0,5 0,5 0,5
3 2 4 8 16 1,5 3,0 6,0
4 3 9 27 81 2,0 6,0 18,0
5 4 16 64 256 2,5 10,0 40,0
6 5 25 125 625 4.3 21,5 107,5
> 15 55 225 979 11,5 41 172
U holda sistema
979a + 225b + 55¢ =172,
225a+ 55b+15¢ =41,
55a+ 156+ 6¢=11,5
ko‘rinishga keladi. g
Uni Kramer formulalari
bilan yechamiz:
979 225 55
A=|225 55 15 |=3920,
55 15 6
979 172 55
A, =| 225 41 15 |=-56,
55 11,5 6 3 5
979 225 172
A =| 225 55 41 |=2520, 7-shakl.
55 15 115
a:ﬂ:O,M, b:_i:_ ,01, c:&20,64.
3920 3920 3920

Demak, izlanayotgan funksiya
y=0,1405x" - 0,01x + 0,64.

Tajriba nuqtalarini va empirik funksiyani to‘g‘ri burchakli dekart
koordinatalar sistemasida tasvirlovchi chizmani chizamiz (7-shakl).
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I1 bob
BIR NECHA O‘ZGARUVCHI
FUNKSIYALARINING INTEGRAL HISOBI

2.1. IKKI KARRALI INTEGRAL

Ikki karrali integral. Ikki karrali integralni dekart
koordinatalarida hisoblash. Ikki karrali integralda o‘zgaruvchini
almashtirish. Ikki karrali integralning tatbiqlari

2.1.1.0xy tekislikning yopiq D sohasida z = f(x,y)funksiya aniglangan
va uzluksiz bo‘lsin.

D sohani ixtiyoriy ravishda umumiy ichki nuqtalarga ega bo‘lmagan va
yuzalari AS, ga teng bo‘lgan » ta D,(i=1,n) elementar sohalarga bo‘lamiz.
Har bir D, sohada ixtiyoriy P(x;y) nuqtani tanlaymiz, z= f(x,y)
funksiyaning bu nuqtadagi qiymati f(x,y)ni hisoblab, uni AS ga
ko‘paytiramiz va barcha bunday ko‘paytmalarning yig‘indisini tuzamiz:

I :iz::f(xl.,yi)ASi . (1.1)
Bu yig‘indiga f(x,y) funksiyaning D sohadagi integral yig ‘indisi deyiladi.
D. soha chegaraviy nuqtalari orasidagi masofalarning eng kattasiga shu
yuzaning diametri deyiladi va d. bilan belgilanadi, bunda n -« da d, — 0.
Agar (1.1) integral yig‘indining max d, — 0 dagi chekli limiti D sohani
bo‘laklarga bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda P(x;y) nuqtani tanlash usuliga
bog‘lig bo‘lmagan holda mavjud bo‘lsa, bu limitga f(x,y) funksiyadan D
soha bo ‘yicha olingan ikki karrali integral deyiladi va |[f(x,y)dS bilan

belgilanadi:
[/ (ey)dS = lim 3 f(x,7)AS, , (1.2)
yoki D li
[[ £ )ddy = Jim [ (x, )0, A (1.3)

1-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishining etarli sharti). Agar
z = f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq D sohada uzluksiz bo‘lsa, u
holda u D sohada integrallanuvchi bo‘ladi.
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Ikki karrali integral quyidagi xossalarga ega.
1°. ﬂkf(x,y)dS = kﬂf(x,y)dS, k €R.

2°. JDJ (f (x,y) £ g(x,y))dS = JDJ f(x,y)dS + JDJ g(x,y)ds.

3°. Agar D soha umumiy ichki nuqtaga ega bo‘lmagan chekli sondagi
D,,D,,...,.D sohalardan tashkil topgan bo‘lsa, u holda

”f(x,y)dS = ”f(x,y)dS + yf(x,y)dS +...+ yf(x,y)dS.
4°. Agar D sohada f(x,y)>0 (f(x,y)<0) bo‘lsa, u holda

I/ (x,y)dS >0 ( [/ (x,)dS < oj .
5°. Agar D sohada f(x,y)>g(x,y) (f(x,y) < g(x,y)) bo‘lsa, uholda

(1.7eas = [[x2ds [ [](x. a5 =[x 02 ).

6°. Agar D sohada f(x,y)funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday
P,(x,;y,) € D nuqta topiladiki
,Uf(xay)dS :f(xoayo)S .

Bunda f(x,, yo)=%ﬂ f(x,y)dS qiymatga f(x,y) funksiyaning D sohadagi

o ‘rta giymati deyiladi.
7°. Agar D sohada f(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda

mSSJJf(x,y)dSSMS y

bo‘ladi, bu yerda mva M funksiyaning D vl v=e,()
sohadagi eng kichik va eng katta qiymatlari. / /\
21.2.y =9 (x) va y=0,(x) 4 Pl B
funksiyalarning grafiklari hamda x=a va
\N
L

x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli trapetsiyadan iborat D soha

berilgan bo‘lsin. = E

Agar D sohaning ichki nuqtasidan '
o‘tuvchi Oy (Ox)o‘qga parallel har ganday O ¢« b X
to‘g‘ri chiziq L chegarani ikkita nugatada Loshakl

kesib o‘tsa va sohaning kirish (CNE) va
chiqish (4MB)chegaralarining har biri alohida tenglama bilan berilgan bo‘lsa
D sohaga Oy (Ox)o‘q yo‘nalishi bo‘yicha muntazam soha deyiladi (1-shakl).
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Oy (Ox)0‘q yo‘nalishi bo‘yicha muntazam soha quyidagicha belgilanadi:
:{(x;y)eR2 ca<x<b, (ol(x)éyégoz(x)}
(D=1 e R 1w, () <x<w, (), c<y<d]).
= {(x; YeR :a<x<b, p,(x)<y<op, (x)} sohada uzluksiz
f(x,y) funksiyaning [[ /'(x,y)dxdy ikki karrali integrali

?,(x)

I [ f(x, y)dxdy = I dx [ f(x,y)dy (1.4)

a @ (x)

formula bilan topiladi.

(1.4) formulada [ f(x,y)dy ichki integral deb ataladi. Ichki

Pr(x)
integralda x o‘zgarmas hisoblanadi va integrallash y o‘zgaruvchi bo‘yicha

bajariladi. Ichki integralni hisoblash natijasida umuman olganda x ning
funksiyasi hosil bo‘ladi. Bu funksiya tashqi integral uchun integral osti
funksiyasi bo‘ladi. Tashqi integral x o‘zgaruvchi bo‘yicha a« dan » gacha
hisoblanadi.

Agar D nomuntazam soha bo‘lsa, u bir nechta muntazam sohalarga
ajratiladi va bu sohalarning har birida ikki karrali integrallar hisoblanadi va
keyin ular qo‘shiladi.

= {(x; MNeR iy, (y)<x<y,(x), c<y< d} integrallash sohasi uchun

vy (y)

Hf(x y)dxdy = Idy [ f(x,y)dx (1.5)

¢ vy (¥)
bo‘ladi.
Ikki karrali integralda integrallash tartibini o‘zgartirish mumkin:

®,(x) v (»)

Idx [ f(x,y)dy = Idy [ f(x, p)dx.

a ?(x) c v (»)

1- misol Ikki karrali integrallarni hisoblang:

D ]

01 (x+y)
3) U(3x —2xy + y)dxdy; 4) | fxdxdy
0y 0.y
@ 1) Integrallash chegaralari o‘zgarmas bo‘lgani sababli ichki
integralni istalgan o‘zgaruvchi bo‘yicha hisoblash mumkin. Integralni
quyidagicha yozib olamiz:

272+sin x

—dxdy; 2) J J Y dxdy,

Jax]

0 1(x+ )
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xni o‘zgarmas deb, ichki integralni y bo‘yicha hisoblaymiz:

zdx:_;( o

] \x+2 x+1

1

|

oXx+Yy

Endi tashqi integralni x bo‘yicha hisoblaymiz:

1

=lng—lnlzlni
0 3 2 3

x+1
x+2

1 1 1 1
{(m—x+2jdx—(ln|x+l|—ln|x+2|) |, =In

2) Ichki integralning chegarasi x ga bog‘liq bo‘lgani sababli avval ichki
integralni y bo‘yicha va keyin tashqi integralni x bo‘yicha hisoblaymiz:

2+sin x

27 4,2 2 2
jy— dx=lj(2+sinx)zdx=lj(4+4sinx+sin2x)dx=
o4, 45 4%
2 2
1%1—cos2
:l-4x —l-4cosx +—Jﬂdx=
4 .4 . 40 2
. 2
=27r—(cos27r—cosO)+lx _1 sm2x =27r+£—0=9—7[.
81, 8 2 | 4 4

3) Ichki integralni x bo‘yicha, tashqi integralni y bo‘yicha hisoblaymiz:

Ja’yf(?)x2 —2xy + y)dx =J(x3 — yx’ +yx1idy =J((8—4y +2) - =y +y*))dy =
0o 0 0

4

:32—16—%:—E. o

4 3
=[(8=2y -y )dy=|8y—y —2-
; 3 3

4) Ichki integralni x bo‘yicha, tashqi integralni y bo‘yicha hisoblaymiz:
2-misol.  [[(x-y)dxdy integralni hisoblang, bu yerda D:uchlari

A(1;1), B(3;1), C(3;3) nuqtalarda joylashgan uchburchak (2-shakl).

@ Dsoha chapdan o‘ngdan x=1va x=3 to‘g‘ri chiziglar bilan, quyidan
AB (y =1)to‘g‘ri chiziq bilan va yuqoridan AC (y =x)to‘g‘ri chiziq bilan
chegaralangan. Shu sababli integralni quyidagicha hisoblaymiz:

2 X

] Ce=y)dxdy = jdxj(x —y)dy = j(xy - y? dx =

1
30 x? 1 < 2 x\
=[| =——x+-dx=| =—-—+=
](2 2jd (6 2 2)

(2.2, 3 (L1 1 4 o
2 2 2) 6 2 2) 3
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3-misol. [[x’dxdy integralni hisoblang, bu yerda D:y=x’+x-2 va

y =x+ 2 chiziqlar bilan chegaralangan soha.
@ D sohani tuzamiz. Buning uchun berilgan tenglamalarni birgalikda
yechib, chiziglarning kesishish nuqtalarini topamiz:
x’+x-2=x+2 dan x=42.
Demak, berilgan chiziglar 4(-2;0) va B(2;4) nuqtalarda kesishadi. Parabola va
y=x+2 to‘g‘ri chizigni 4 nuqtadan B nuqtagacha chizamiz (3-shakl).

y=x"+x-2

2-shakl. 3-shakl.

D soha Oy o‘qi bo‘yicha muntazam. Shu sababli

42 x+2

ﬂx dxdy = jx dx [ dy= jxy

x24x-2

dx =

x2x-2

, 2 4> Y\ 32 32) 128
= [x* (4= x*)dx = [(4x* — x")dx = S el P )
e e b T o -

4-misol. ﬂx—zdxdy integralni hisoblang, bu yerda D:y=-x, y=x" va y=1
p )y

chiziglar bilan chegaralangan soha (4-shakl).
@ D soha Ox o0‘qqa nisbatan muntazam. Shu sababli
N
x’ o I L1ox°
—dxdy =|—dy |x’dx=|—-— dy
J;)J y { y J} J 3

oy

:_yfy,:
3% y

At o367
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5—misol. [[xdxdy integralni hisoblang, bu yerda D: sikloidaning bir

arkasi.
@ Sikloidaning parametrik tenglamasini g
olamiz:
x=a(t —sin?), y=1__
{yza(l—cosz‘), a>0 :

Sikloidaning bir arkasi uchun ¢ parametr |
0dan 27 gacha o‘zgarganda x o‘zgaruvchi 2|
0dan 2m gacha o‘zgaradi. y funksiyani _ |
y=f(x) ko‘rinishda bo‘lsin deb, berilgan
integralning o‘zgaruvchilarini ajratib yozib 4-shakl.
olamiz:

2ma S(x)
I = H xdxdy = J xdx de.
D 0 0
dx =a(1-cost)dt, dy=asintdt differensiallarni hisobga olib, tashqi
integralda ¢ o‘zgaruvchiga o‘tamiz:

a(l-cost)

I=[a(t-sint)a(l—cost)dt | dy=a’[(t—sinr)(1—cost) dt =
0 0

0
2
=a’ [(t—2tcost+tcos’t —sint +sin 2¢ —sint cos’ t)dt =
0

2

(1 : t 1. 1(, 1
=a’| ——2tsint —2cost +—| t +—sin2f |——| t" ——cos2t +
2 2\ 2 a2 i
3 1 SN
+a’| cost——cos2t+—cos’t| =3nra. O
2 3 .
6-misol. [dy [f(x,y)dx+ [dy [f(x,y)dx integralda integrallash tartibini

0 iy 170

o‘zgartiring.
@ Integrallash sohasi quyidagi tengsizliklar sistemalari bilan
aniqlanuvchi D, va D, sohalardan tashkil topadi:

Oéyél, lS)cél,
L1192

: 2 , D
Y12y <x<,1-y? 0<x<,1-y%.

Integrallash sohasi x o‘zgaruvchi 0 dan 1gacha o‘zgarganda quyidan

D .

1
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va yuqoridan y=+/1-x* chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli

y =
trapetsiyadan iborat bo‘ladi (5-shakl).
0<x<l,
Demak, D:<1_,2 U holda
<x<Al1-x7.
;0 iy i
Idy#(x y)dX+Idy If(x y)dx = de If(x y)dy.

2 2

2.1.3. z=f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq D sohada uzluksiz va
x=x(u,v), y=yu,v) bo‘lsin. Bu bog‘lanishlardan wu=u(x,u) va v=v(x,y)
o‘zgaruvchilarni yagona usul bilan topish mumkin bo‘lsin. Bunda
D sohaning Oxy koordinatalar tekisligidagi
har bir P(x;y) nuqtasiga D sohaning O uv
koordinatalar tekisligida biror P(u;v) nuqta
mos keladi.

& Agar x=x(u,v) va y=yu,v)
funksiyalar D sohada uzluksiz birinchi
tartibli xususiy hosilalarga ega bo‘lib, shu
sohada

y

Ox Ox
_| Ou oOv
I= & o #0 (1.6) -
ou Ov
5-shakl.
bo‘lsa, u holda ikki karrali integral uchun e
[If Ce,yydxdy = [[ f (xu,v), y(u,v)) | 1 | dudy (L.7)

o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi o‘rinli bo‘ladi.
Xususan, qutb koordinatalari o‘zgaruvchini almashtirish formulasi

[[ f (x,y)dxdy = [[ f (rcosg,rsin)rdrde (1.8)
bo‘ladi.
Qutb koordinatalar sistemasida integrallash chegaralari qutbning
joylashishiga bog‘liq holda aniqlanadi:
1) agar O qutb ¢ =a va ¢ = B nurlar orasida joylashgan D sohadan
tashqarida yotsa va ¢ = const tenglamali chiziglar soha chegarasini ikki
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nuqtada kesib o‘tsa

(@)

[[ f(rcose,rsinpyrdrdep = fd(p [ f(rcoso,rsing)rdr; (1.9)

a (o)
2) agar qutb D integrallash sohasida yotsa va ¢=const tenglamali
chiziglar soha chegarasini bitta nuqtada kesib o‘tsa

2z (@)

[[ f(rcose,rsing) rdrdp = [de | f(rcose,rsing) rdr; (1.10)

3) agar qutb D sohaning chegarasiga tegishli bo‘lib, D soha ¢ =a va
¢ = B nurlar orasida yotsa

(@)

[[ f(reoso,rsinp)rdrde = Td(p [ f(rcose,rsing)rdr. (1.11)

7-misol. [[y'dxdy integralni hisoblang, bu yerda D:y*=x, y*=2x, xy=1

va xy =4 chiziqlar bilan chegaralangan soha.

1 1

2
® y> =ux, xy=v deb olamiz. Bundan x=u v}, y=u’v’.
Yakobianni hisoblaymiz:
o o] 1,40 2,000 |
J=| Ou Ov|_| 3 3 =——,vya’ni |[I|=—.
o R yam 1=y,
ou Ov 3 3

U holda
[y dxdy = [[uv- %dudv = %Hvdudv
D D u D

bu yerda D ={(u;v)e R*:1<u<2, 1<v<4f.

Demak,
2 4 22 2 2 Y
%gvdudv:%!du!vdv:%jv— ! Su

8-misol. [[+/x* + y’dxdy integralni D

hisoblang, bu yerda D: x* + y> =x va 19
x? +y* =2x aylanalar bilan chegaralangan soha.

@ Integralni qutb koordinatalarida
hisoblaymiz. x* + y* =x, x* + y* =2x aylanalar

qutb koordinatalarida r =cosg, r=2cosg
6-shakl.
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formulalar bilan ifodalanadi, bu yerda - % <0< % (6-shak]).
U holda

2cos % 3 |2cos @ % %
ﬂqlx +y*dxdy = jd(p j; rdr = j% d(pzz%j cos (pd(p—gj cos’ pcospdp =
- cos @ % cos @ % %
:%T OS(pd(D——jsm (pcoscpa’(p—gsmgo2 —gsm (02 :% o

2.1.4. Ikki karrali integralning geometrik tatbiglari

Yassi figuraning yuzasini hisoblash. Oxy tekislik yopiq D sohasining,
ya’ni yassi figuraning yuzasi
Szﬂdxdy (1.12)

integral bilan hisoblanadi.

Egri chizigli sirt yuzasini hisoblash. Oxy tekislikning D sohasida
berilgan z = f(x,y) funksiya shu sohada xususiy hosilalari bilan uzluksiz
bo‘lsin. Bunday funksiya bilan aniglangan sirt sillig sirt deyiladi. Bunda
D soha bu sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiya bo‘ladi.

U holda z = f(x,y), (x,y) € D funksiya bilan aniglangan sirtning yuzasi

oz (6z)
S=([,1+] = — | dxd 1.1
J-DJ-\/ +(8xj +(8yj e (1.13)
formula bilan topiladi.

9-misol. z=2,/x*+y* konusning
¥’ +y? —4x silindr ichida yotgan sirti e
yuzasini toping.
@ 7-shaklga ko‘ra D soha
(x—2)* +y’ =4 doiradan iborat.
Xususiy hosilalarni topamiz:
oz 2x oz 2y

b

ox x’+y? 5)/ x4y
Demak,

S = H\/1+ 4x -+ 4y ~dxdy =
D Xy ox+y 7-shakl.

>
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X=rcos@, x=rsin@
0<p<m, 0<r<4sing

4cos ¢

= \/gﬂ dxdy

4cos ¢

= \/gidqo [rdr= \ET%

= 8\/§TCOSZ¢d(p = 4\/§T (1+cos2p)dp =
0 0

0

4\/§(¢ + %sin 2(pj

T

=47r\/§. o

0

Jism hajmini hisoblash. Yuqoridan z= f(x,y) sirt bilan, quyidan Oxy
tekislikning yopiq D sohasi bilan, yon tomonlaridan yasovchilari Oz o‘qqa
parallel bo‘lgan silindrik sirt bilan chegaralangan jism silindrik jism deyiladi.
Bu silindrik jismning hajmi

V= jj f(x, y)dxdy (1.14)

integralga teng bo‘ladi (ikki karrali integralning geometrik ma ‘nosi).

10-misol. Ushbu x—2 + Z—z + 2—2 <1 ellipsoidning hajmini toping.
a C

@ ;>0 daellipsoid hajmini ¥, deylik.

U holda

2 2
b a, b
2 2

buyerda D- x—2 + % =1 ellips bilan chegaralangan soha.
a

x=arcosp, y=brsing umumlashgan qutb koordinatalariga o‘tamiz.
Bunda p soha D = {(r;(p) 0<r<1, 0<p< 27r} to‘g‘ri to‘rtburchakka akslanadi.

Bundan
ox Ox
A Ao, acose —arsmne
I = gr 88(0 = _ v _ =abr.
oy oy bsing  brsing
or O
Demak,

2 _
,dr=

V= zcjdrzfx/l —r’abrdp = 2abcljrw/1 —r’p
0 0 0

= 4?ﬁabc. ()

= 4abc7rjrx/1 — rzdr‘z‘ =/1— rz‘ = 47rabcjz‘2dz‘ = 47rabc§
0 0

0
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Ikki karrali integralning mexanik tatbiqlari

Oxy tekislikda sirtty zichligi y(x,y) ga teng bo‘lgan bir jinsli D plastinka
berilgan bo‘lsin. Bu plastinkaning ba’zi mexanik parametrlari ikki karrali
integralning mexanik ma’nosiga ko‘ra quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

1) plastinkaning massasi (ikki karrali integralning mexanik ma’nosi)

m =J'J.7/(x,y)dxdy; (1.15)
2) plastinkaning koordinataDo‘qlariga nisbatan statik momentlari
M, = [[yy(x.y)dxdy, M, = [[xy(x,y)dxdy; (1.16)
3) plastinka og ‘irlik nft)arkazining koordina;alari
[[ xy (x, y)dxdy [[ vy (x,y)dxdy

(1.17)

Ty onddy T ([ pCey)dxdy

4) plastinkaning koordinatalar boshiga va kooordinata o‘qlariga nisbatan
inertsiya momentlari

I, = [ + ¥ )y (o pdxdy, 1, = [[y*y(Cop)dxdy, 1, =[x y(x,y)dxdy. (1.18)

11-misol. Zichligi y=x+y ga teng D plastinka og‘irlik markazining
koordinatalarini toping, bu yerda D:x=0, x=2, y=0, y=2 chiziglar bilan
chegaralangan kvadrat.

@ Avval plastinkaning massasini topamiz:

m= ﬂ;/(x,y)dxdy = jdxi (x+y)dy= j(xy + y?j

2

dx =

0

~(2x+2)dv=(x" + 20 =8.
0

Plastinka og‘irlik markazining koordinatalarini aniqlaymiz:

2

X, =lﬂxy(x,y)dxdy=ljdxj(x2+xy)dy=lj x2y+x-y— dx =
12 1(x Y 7
=—[(x* +x)dx=—| —+—| =—;
43 43 2) 6
1 12 2 12( 2\
v =My yydedy =2 [dy[ (v +x)de= ]|y X+y-7j dy =
D 0 0 0 0

12, 1(y Y\ 7
(P +Wdy=—| -+ | =L,
4!(y »)dy 4(3 5 k=
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Mashgqlar

2.1.1. Integrallarni baholang:
1) [[(x*+3y" +2)ds, bu yerda D: x’+y*=4 aylana bilan chegaralangan
doira;
2) [[(x*+xy+2y*)ds, bu yerda D: x=0,y=0 va x+y=1 chiziqlar bilan

chegaralangan uchburchak;
3) [[(x+xy—x>—y*)ds,buyerda D:x=0,x=1,y=0 va y=2 chiziqlar bilan

chegaralangan to‘g‘ri to‘rtburchak;
4) [[(2+ y)'ds,buyerda D:x=0,x=2, y=0 va y=2 chiziqlar bilan

chegaralangan kvadrat.

2.1.2. Integrallarda integrallash tartibini o‘zgartiring:

4x

V25-x?

D|d J (x, y)dX+Id J (x, y)dx; 2)def I, y)dy+fdx If(x y)dy;
" 9 o
3)Idy If(x y)dx; 4)Idx [/ (x.p)dy.
;‘ Vo-a?
2.1.3. Ikki karrali integrallarni hisoblang:
1) [{xy(x+ y)dxdy; 2) J[xyzdxdy;
3) [[ 2 dxdy; 4) | j lny T
11X -2 1

2.1.4. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan D sohada ikki karrali
integrallarni hisoblang:

1) J'J.(x2+y2)dxdy, D: x=0, x=1, y=0, y=x’;
2) [[(x+2y)dxdy, D: y=x*, y=5x—6;

3) “’eﬂcosysinydxdy,D: x:O, x:ﬂ-,y:O, y:%’
D

4) J'J.xsin(x+y)dxdy, D: x=0, x=m,y=0, y:%;
5) [[(sinx +cos2y)dxdy, D: x=0,y=0, 4x+4y=r;
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6) ﬂx—zdxdy, D: xy=1, y=x, x=2;
p Yy

7 IDsz +

8) [[e*ydxdy, D: x=0, x=2, y=1, y=e;

4 ~dxdy, D: y=0, y=2,x=y, xzyx/g;
y

9) ﬂydxdy, D: x:acos3t) y:asjn3t(()£t£%j;

)

1) [[(x+y)'(x—y)dxdy, D: x+y=1 x+y=3, x—y=-1, x—y=1;

10) [[x*ydxdy, D: x=acost, y=bhsint (OStS

NN

12) [[xydxdy, D: xy =1, xy=3, y=2x, y=4x;
13) J.'[w/x2+y2dxdy, D: x*+y°=9;

14) ﬂ\/9+4x2 +4y*dxdy, D: x> +y’=4;

15) [[——— dxdy Y , D:y=~4-x*, y=0;

DX+

16) [[y/x* +y* —l6dxdy, D: x*+y* =16, x* + y* =25;
17) J.'[q/4—x2—y2dxdy, D: x*+y’=2x;

18) ﬂsf/i“xﬂ) dxdy, D: x2+y2=%, x'+yi=r’;

19 dxdy, D: =42 =1, x=0, y=0;
)IDfxyxy =+ y

20) [[xdxdy, D: x*+y* =2y, x’+y’ =4y, y=x, x=0.
D

2.1.5. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan soha yuzasini hisoblang:

) b b’

1) y=x, y=2-x7; 2) y=—x, yi=—x
a
3) y= 28 , x'=4y; 4) xy=6, x+y=5;
x +4
5) x*+y’=4x, x’+y*=8x, y=x, y=0; 6) (x> +y%) =4(x" - ?).
2 2

7) xy=1, xy=4, x=y, x=9y; 8) x* +y3=4.
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2.1.6. o sirt yuzasini hisoblang:
1) o: z=x"+y’ paraboloidning z=0va z=2 tekisliklar orasidagi qismi;
2) o: 2y=x’+z’ paraboloidning x* + z* =4 silindr orasidagi qismi;
3) o: z=+/x* +y* konusning z=2 tekislik bilan kesilgan qismi;
4) o: x+y+z=3 tekislikning y’ =3xsilindr va x=3tekislik bilan kesilgan
qismi.
2.1.7. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang:

1) x+y+z=a, x=0, y=0, z=0;
4

2 22

X +y

2) z= z=0, x>’ +y* =1, x’+y’ =4

3) z=4-y°, z=y" +2, x=-1, x=2;
4)z=x*+y’, z=0, y=x’, y=1;
5)z=x*+y*, z=2x>+2y%, y=x", y=x.
6) y=1+x*+z°, y=5;
e
2
8) x+z=4, z=0, y=Ax, y=2x;

9) z=xy, xy=1, xy=2, y=x, y=3x;
10) x* + =9, x> +2z>=09.

7)z=4-y% z=0, y=

b

2.1.8. Sirtiy zichligi y ga teng bo‘lgan va berilgan chiziqlar bilan
chegaralangan yassi plastinkaning massasini toping:

D) y=y, y=x-1, x=(y-1)7% 2) y=x", y=0, y=2x, x+y=6.

2.1.9. y* =ax, y=x chiziqglar bilan chegaralangan bir jinsli yassi
plastinka og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

2.1.10. Katetlari O4=a va OB=b ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli
uchburchakdan iborat yassi plastinkaning sirtiy zichligi OB masofaga
proporsional bo‘lsa, plastinka og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

2.1.11. y=4-x’, y=0 chiziglar bilan chegaralangan bir jinsli yassi
plastinkaning Oy o°‘qga nisbatan inersiya momentini toping.

2.1.12. Uchlari 4(0;4), B(2;0), C(2;2) nuqtalarda joylashgan
uchburchakdan iborat bir jinsli yassi plastinkaning Oy 0‘qqa nisbatan
inersiya momentini toping.
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2.2. UCH KARRALI INTEGRAL

Uch karrali integral. Uch karrali integralni hisoblash.
Uch karrali integralning tatbiqlari

2.2.1. Oxyz fazoning yopiq V sohasida ( hajmi V' ga teng jismida)
t = f(x,y,z) funksiya aniglangan va uzluksiz bo‘lsin.

V sohani ixtiyoriy ravishda umumiy ichki nuqtalarga ega bo‘lmagan va
hajmlari AV, ga teng bo‘lgan » ta V, (i=1,n) elementar sohalarga bo‘lamiz.

Har bir 7, sohada ixtiyorty P(x;y,;z) nuqtani tanlaymiz, f(x,y,z)
funksiyaning bu nuqtadagi qiymati f(x,y,z,)ni hisoblab, uni AV, ga
ko’paytiramiz va barcha bunday ko‘paytmalarning yig‘indisini tuzamiz:

1,=Y f(x.,.2)AV,. 2.1)

Bu yig‘indiga f(x,y,z) funksiyaning v sohadagi integral yig ‘indisi deyiladi.

V. soha chegaraviy nuqtalari orasidagi masofalarning eng kattasiga shu
sohaning diametri deyiladi va d. bilan belgilanadi, bunda n -« da d, — 0.

Agar (2.1) integral yig‘indining maxd, — 0 dagi chekli limiti / sohani
bo‘laklarga bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda P(x;y,;z) nuqtani tanlash
usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda mavjud bo‘lsa, bu limitga f(x,y.,z,)
funksiyadan VvV soha bo ‘yicha olingan uch karrali integral deyiladi va
[[[ f(x,,2)dV bilan belgilanadi:

MGy = Jim S f(x.3.2)AV, (22)
yoki
I £ Ge.y.2)dxdydz = Tim 3" £(x,,9,.2,)Ax, Ay Az,. (23)

1-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishining etarli sharti). Agar
t= f(x,y,z) funksiya chegaralangan yopiq ¥ sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda

u shu sohada integrallanuvchi bo‘ladi.
Uch karrali integral ikki karrali integralning barcha xossalariga ega.

2.2.2. Uch karrali integralni dekart koordinatalarida hisoblash

V integrallash sohasi quyidan z =z (x, y) sirt bilan, yuqoridan z =z, (x, y)
sirt bilan chegaralangan jismdan iborat va Oz o‘q yo‘nalishi bo‘yicha

83



muntazam bo‘lsin, bu yerda z=z(x,y), z=z,(x,y)— V jismning Oxy
tekislikdagi proyeksiyasi D da uzluksiz funksiyalar.

Agar D soha x=a, x=b(a<b) , y=¢,(x) va y=90,(x) (9,(x)<p,(x))
chiziqglar bilan ( bunda ¢, (x), ¢,(x)—[a;b] kesmada uzluksiz funksiyalar)
chegaralangan egri chiziqli trapetsiya bo‘lsa

Pr(x)  z(x,y)

fﬂf(x v, z)dxdydz = fdx [dy [f(x,y,z)dz (2.4)

a @1 (x) 7 (x,y)

bo‘ladi.

1-misol. Uch karrali integrallarni hisoblang:
1) jdxi dyi x*y’zdz; 2) jdx} dyT xyzdz.

@ 1) Integrallash chegaralari o‘zgarmas bo‘lgani sababli bu integral
uchta aniq integralning ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi:

1 2 3

_1-0 8-19-4 35
4 3 2 24

4

vi.dxjdijSydeZ :j.xjﬁdx . j.yzdy . j-zdz = xj
o 1 2 0 ] :

3

Y

3

2

2

0 1 2

2) Ichki integralni xva y o‘zgarmas deb z bo‘yicha hisoblaymiz:

2 y

dej dyj xyzdz = jdxjxy; = %jdxi xy'dy.
0 0

Shunday qilib, uch karrali integral ikki karrali integralga keltirildi.
Uni hisoblaymiz:

Ly dx:ljxs _1x
4 8% 8 6],

0

X

1

48°

2-misol. [[[zdxdydz integralni hisoblang, bu yerda V:x=0, y=0, z=0,

x + y + z =1 sirtlar bilan chegaralangan soha.
@ Berilgan sirtlar bo‘yicha integrallash sohasini chizamiz (8-shakl).
V' sohauchun: 0<x<1, 0<y<l-x, 0<z<l-x-}.
Bundan

1-x—y llexy

m zdxdydz = jdx j dy jzdz jdx j 5

11 1-x 5
=Ejdxj(l—x—y) dy =
0 0

1L a-0'

(lxy)
J 4

llfx
i fi-a-

. , 24
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o &-shakl. 9-shakl.

3-misol. [[[(x+2y)dxdydz integralni hisoblang, bu yerda

V.y=x’ y+z=4, z=0 sirtlar bilan

chegaralangan soha.
@® Berilgan sirtlar bo‘yicha integrallash
sohasini chizamiz (9-shakl). /
V' soha uchun: ,
—2<x<2, x’<y<4, 0<z<4-y,. 7"

Bundan

I-x—y

1-x—y 2

m zdxdydz = jdx j dy jzdz jdxlfzz dy =

0 ,
=—jdxj(l x—y)dy= |\

j(l Y=y gL j(l x)dx =
6 1
1 (1 — x) 1 g
= g . T = ﬁ 0 10-shakl.

0

4-misol. [[[(2x + y)dxdydz integralni hisoblang, bunda

Viy=x, y=0, x=1, z=1, z=1+x" + y* sirtlar bilan chegaralangan soha.
@ Berilgan sirtlar bo‘yicha integrallash sohasini chizamiz (10-shakl).
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V' sohauchun: 0<x<1, 0<y<x, 1<z<1+x*+y’. Bundan

l+x2+y2

HJ(ZX + y)dxdydz = j‘dxj‘ dy I( 2x+ y)dz =

1+x2+y2

1

:jdxf(2x+y)z dy :j[dxf(2x+y)(xz + ¥ )dy =
0o 0 o0

X

dx =

0

! 1 2 1
=|[2X°y+=xy* +=xp° + "

!( v xSy 4yj
1

( 1 2 1}4 41 x°| 41
fl24-+Z+-K'dr=—-" =—. O
0 2 3 4 12 5| 60

0

Uch karrali integralda o ‘zgaruvchini almashtirish

V' sohada x=x(u,v,w),y=y(u,v,w),z=z(u,v,w) o‘rniga qo‘yish bajarilgan
bo‘lsin. U holda Oxyz koordinatalar tekisligidagi ¥ soha Ouvw koordinatalar
tekisligida biror yopiq ¥ sohaga akslanadi.

Agar x=x(u,v,w),y=yu,v,w),z=z(u,v,w) funksiyalar /' sohada
uzluksiz birinchi tartibli xususiy hosilalarga ega bo‘lib, shu sohada

ou Ov ow
LA P (2.5)
ou Ov ow
k& oo o
ou Ov ow

bo‘lsa, u holda uch karrali integral uchun
”_[f(x, v, z)dxdydz = ”Jf(x(u,v, w), y(u, v, w), z(u, v, W) | I | dudvdw  (2.6)

o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi o‘rinli bo‘ladi.

Uch karrali integralni silindrik koordinatalarida hisoblash

r,p,z sonlar uchligiga Oxyz fazo M(x;y;z) nuqtasining silindrik
koordinatalari deyiladi, bu yerda r — M nuqtaning Oxytekislikka proeksiyasi
radius vektorining uzunligi, ¢ — bu radius vektorning Ox oq bilan tashkil
qilgan burchagi, z - M nuqtaning applikatasi.

Silindrik koordinatalar dekart koordinatalari bilan

X=rcosQ, y=rsin@, z=z

bog‘lanishga ega, bu yerda 0<¢ <27, 0 <r <+, —00< z <+,
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Uch karrali integral silindrik koordinatalarida

[I[ f (x, y,2)dxdydz= [[[ f (rcos@,rsing, z)rdedrdz (2.7)
o‘zgaruvchilarni evtlmashtirish formuvlasi orqali
hisoblanadi. z
5-misol. |[f Jx* + y*dxdydz integralni
hisoblang, buI;da N

Vix’+y =4, z=1, z=2+x"+y°
sirtlar bilan chegaralangan soha.
@ Berilgan sirtlar bo‘yicha ¥ sohani
chizamiz (11-shakl).
Integralni  silindrik  koordinatalarda
hisoblaymiz:

j.”.'\/xz + y*dxdydz = jﬂr -rdodrdz = zquozdrzT;ZdZ =

2 2472 13627 136 272
= (dolr’zl dr=—"2(do=—" 0" ==—Z1.
{ (pl | 15 ! @ 15 ?lo 15 11-shakl.

R L

Uch karrali integralni sferik koordinatalarida hisoblash

r,p,0 sonlar uchligiga Oxyz fazo M(x;y;z) nuqtasining sferik
koordinatalari deyiladi, bu yerda r - M nuqta radius vektorining uzunligi,
¢ — OM radius vektorning Oxytekislikka proeksiyasining Ox oq bilan tashkil

qilgan burchagi, OM radius vektorning Oz o‘qdan og‘ish burchagi.
Sferik koordinatalar dekart koordinatalari bilan
x=rcos@sinf, y=rsingsinf, z=rcoso,

bog‘lanishga ega, bu yerda 0<¢ <27, 0<r<+w, 0<0<r.

Uch karrali integral sferik koordinatalarida
[I] f x,y,2)dxdydz = [[[ f (rcospsin6,rsin sin 6, cosO)r’ sin 6ddrdo  (2.8)

o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi bilan hisoblanadi.

6-misol. [[[\/x* + y* +z*dxdydz integralni hisoblang, bu yerda

V.x*+y’+z=4, y=0 (y>0) sirtlar bilan chegaralangan soha.

@ J integrallash sohasi Oxz tekislikning o‘ng tomonda joylashgan
yarim shardan iborat. Shu sababli integralni sferik koordinatalarda
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hisoblaymiz, bunda 0<r<2, 0<¢p<z, 0<0<r:
[[[Nx* +y* + 22 dxdydz = [[[r - r* sin Odrdpd 6 = fdgofdefﬁ sin Odr =
v v 0 0 0

= [do[sin0”| d0=]dp|4sinad0 =—4]cosd]' dp=8]dp =8¢[ =87.
00 41, o 0 0 0
2.2.3. V jismning hajmi

V= m.dxdydz (2.9)

integral bilan topiladi (uch karrali integralning geometrik ma’nosi).

7-misol. (x> +y’+2z’)’=a’x sirt bilan chegaralangan jism hajmini
hisoblang.

@ Sirt tenglamasi x* + y* + z* ifodani 0‘z ichiga olgani sababli
tenglamani sferik koordinatalarda yozib olamiz:

= ayf5inOcosp.

y va z o‘zgaruvchilar sirt tenglamasiga kvadratlari bilan gatnashadi.
Shu sababli jism Oxz va Oxy tekisliklarga nisbatan simmetrik bo‘ladi. x>0
bo‘lgani uchun jism hajmining chorak qismini hisoblash yetarli. Birinchi

oktantda 0<6 < % 0<p< % bo‘ladi. Bundan

T T

a3/sin O cos ¢ 4

V=4[dO[dp [ r’sindr=
0

S|

) 2
;l [sin® 6d6 [ cospdp =
0 0

@ oy
N

2a’ 2 .k 2a’ sin20 \? ma’
_Tl(l —0s20)sin |2 d6 = 3 (0 - j =5 o
Zichligi y(x,y,z) gateng bo‘lgan v jismning ba’zi mexanik parametrlari
uch karrali integral yordamida quyidagi formulalar bilan hisoblanadi:
1) jismning massasi (uch karrali integralning mexanik ma’nosi):

m=[[y(x,y,z)dxdydz ;
2) jismning Oyz, Oxz va Oxy tgkisliklarga nisbatan statik momentlari:
M, =|[[xy(x,y,2)dxdydz, M _ = [[[yy(x,p,2)dxdydz, M ={[[zy(x,y,z)dxdydz;
3) jVism og ‘irlik markazining ;coordinatalari ; V
[[[xy(x,y,z)dxdydz [[[ vy (x, y,2)dxdydz [[[ 2y (x, y,2)dxdydz
= m ey )dedydz m ey )dedydz m Y (5, 2)dxdydz

0
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4) jismning koordinatalar boshiga, Ox,0y,0z o‘qlarga va Oyz, Oxz, Oxy
tekisliklarga nisbatan inersiya momentlari
I, =[]+ + 2y (e y,2)dxdydz, 1, =[[[07 +27)y(x,p,2)dxdydz,

I = m.(x2 +z23)y(x,v,z)dxdydz, I = m.()c2 + vy (x,v,z)dxdydz,

I, = m.zzy(x,y,z)dxdydz, I,.= m.xzj/(x,y,z)dxdydz, I = m.yzj/(x,y,z)dxdydz.

8-misol. x* + y* +z* =R?, z>0 yarim sharning har bir nuqtadagi zichligi
nuqtadan shar markazigacha bo‘lgan masofaga proporsional bo‘lsa, shar
og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

@ Masala shartiga ko‘ra y =k x’+y*+z* va simmitriyaga binoan
x, =y =0.

Hisoblashlarni sferik koordinatalarda bajaramiz:

m=k[[[\x* +y* + 2 dxdydz = k[[[ " sin Odrdpd 0 =

4 |R

= szd(pjsinedefﬁdr =— k(p‘z” = lk7rR4;

z, k R4 kmqux +y 4z dxdydz——mr sin @ cosOdrd pd 0 =
7 14
2—R; (0 0; ZRJ o
5 5

2 2 Sll’l2 0
9-misol. x=0, y=0, z=0, x+ y+z=3 sirtlar bilan chegaralangan bir

0 ' 2

Py 5
2 r

5

0

R
‘dr =
0

4

0

jinsli piramidaning Oy o0°‘qqa nisbatan inersiya momentini hisoblang.
@ Inersiya momentini 7, =[[[(x*+z*)y(x,y,z)dxdydz formula bilan
topamiz:

-X 1-x-z

I, —ym(x + z%)dxdydz = ;/dejdz J(x +2z%)dy = ;/dej(x +z)1-x-2z2)dz=

=7/dej(x (I-x)-x’z-(1-x)z"-z’)dz=

‘ z? 2z z Lx® xt (1-x)*
=y[| X*A-x)z—-x—-(1-x)—-"| dez=y[|—-xX"+—+—|dx=
y!( e 4}0 y!(z > 12

672710 60 ) 3 °

30
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Mashgqlar
2.2.1. Uch karrali integrallarni hisoblang:

1) [dx[dy[2x+3y —2")dz; 2) def dy]xyezczz;
30 2 Aw N
3) [dx|dy [zdz; 4) dejdx szz

2.2.2. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan 7 sohada uch karrali
integrallarni hisoblang:
1) m.xdxdydz, Vix=0, y=0, y=3, z=0, x+z=2;

2) [[[xyzdxdydz, V :x=0, y=0, z=0, x+y+z=1;
z

Dl
5) [[[(x* + y*)dxdydz, V :z=2, =2 42-y ;

6) mzq/x2+y2dxdydz, Viy=0, y=~2x—x*, z=0, z=3;

7) UI\/M V:x’+y' =4y, y+z=4, z=0;

8) [[[(x* + y*)dxdydz, V:x*+y*=x, z=0, z* =2x;

dxdydz, Vix=0, x=1, y=0, y=x, z=-1, z=¢";

dxdydz
y—2xy-—

V;x:(), y:(), z:O, 2x+y+Z:4;

9) m.(x2 +y)dxdydz, Vi x*+y° +2z7=4,2>0;
10) [[[xyz*dxdydz, V: x* +y* +z* =1,x20, y20, z20.
2.2.3. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang:
1) x=1, y=x, y=2x, z=x"+y°, z=x"+2y7%;
2) x=0, y=0, x+2y+2z=6;
3)z=x>+y*, z=8-x" -7,
4) (x> +y* +2°) =xyz.
2.24. z’=x"+y’ konus va z =1 tekislik bilan chegaralangan jismning har

bir nuqtasidagi zichligi uning applikatasiga proporsional bo‘lsa, jismning
massasini toping.
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2.2.5. 2z=4-x* -y’ paraboloid va z =0 tekislik bilan chegaralangan bir
jinsli jism og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

2.2.6. R radiusli bir jinsli yarim shar og‘irlik markazining
koordinatalarini toping.

2.2.7. Radiusi Rga va og‘irligi P ga teng bo‘lgan bir jismli sharning
markaziga va diametriga nisbatan inersiya momentlarini toping.

2.2.8. z’=2ax, z=0, x* + y* =ax sirtlar bilan chegaralangan bir jinsli

jismning Oz 0‘qqa nisbatan inersiya momentini toping.

2.3. EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

Birinchi tur egri chiziqli integral. Birinchi tur egri chiziqli
integralni hisoblash. Ikkinchi tur egri chiziqli integral.
Ikkinchi tur egri chiziqli integralni hisoblash.

Egri chiziqli integrallarning tatbiqlari

23.1. R fazoda koordinatalari biror teR parametrning
x=x(t), y=y(t), z=z(t) tenglamalari bilan berilgan M (x;y;z) nuqtalar
to‘plamiga R’ fazodagi L egri chiziq deyiladi. Bunda: agar
x=x(t), y=y(t), z=z(t) funksiyalar ze[a;B] da uzluksiz bo‘lsa L egri
chiziq [a«;B] kesmada wuzluksiz deyiladi; agar x=x(1), y=y(t), z=2z(t)
funksiyalar ¢e[a;B] da uzluksiz, birinchi tartibli x'(¢), y'(¢), z'(r) hosilalarga
ega va x7()+y"@)+z7@) =0 bo‘lsa L egri chiziq [«;p]kesmada sillig
deyiladi; agar [«;pB]kesmaning chekli nuqtalarida x'(z), y'(¢), z'(r) hosilalar
mavjud bo‘lmasa yoki bir vaqtda nolga teng bo‘lsa L egri chiziq
[a; B1kesmada bo ‘lakli-sillig deyiladi; agar x(a)=x(B), y(a)=y(B),
z(a)=z(B) bo‘lsa L ga [a;B] kesmada yopiq kontur deyiladi.

f(x,y,z) funksiya 4B c R’silliq yoki bo‘lakli-silliq egri chizigning har
bir nuqtasida aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin.

AB egri chizigni ixtiyoriy ravishda 4=4,4,,.,4 ,4...,A = Bnuqtalar
bilan AEjL- uzunliklari Al ga teng bo‘lgan n ta (i =1,n) yoylarga bo‘lamiz.
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Har bir At;ji yoyda ixtiyoriy M(x;y,;z) nuqtani tanlaymiz, f(x,y,z)
funksiyaning bu nuqtadagi qiymati f(x,,y,,z )ni hisoblab, uni A/ ga
ko‘paytiramiz va barcha bunday ko‘paytmalarning yig‘indisini tuzamiz:

I:if(xi,yi,zi)Ali . (3.1)

Agar (3.1) integral yig‘indining max A/, — 0dagi chekli limiti 4B egri
chizigni bo‘laklarga bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda M (x,;y,;z,)nuqtani
tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda mavjud bo‘lsa, bu limitga f(x,y,z)
funksiyaning birinchi tur egri chizigli integrali ( yoki yoy uzunligi bo ‘yicha
integrali ) deyiladi va [ f(x,y,z)d!l bilan belgilanadi:

AB

[fGey.2)dl = lim Y f(x,.9,.2)AL . (3.2)

1-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishining etarli sharti). Agar
f(x,y,z) funksiya AB silliq egri chiziq bo‘ylab uzluksiz bo‘lsa, u holda u shu
egri chiziqda integrallanuvchi bo‘ladi.
AEZL yoyning Al uzunligi 4, B nuqtalardan gaysi biri yoyning boshi va
qaysi biri uning oxiri uchun qabul qilinishiga bog‘liq bo‘lmaydi.
Shu sababli
I f(x,y,z)dl = j f(x,y,z)dl.

Birinchi tur egri chiziqli integral aniq integralning boshqa xossalariga
ega.
2.3.2. AB egri chiziq fazoda parametrik tenglamalar bilan berilgan,
ya’'ni
4B ={(x,7,2)e R x=x(0), y=y(0), z=2(t), te[a; ]}
va [a; 8] kesmada silliq (yoki bo‘lakli silliq) bo‘lsa birinchi tur egri chiziqli
integral

B
J £yl =[ f(x(@), y(0, 2N 1)+ y" (0)+ 2" () (33)

formula bilan hisoblanadi.
AB = {(x, Y)eR’ x=x(@), y=y@), tela; ﬂ]} tekislikdagi yassi egri chiziq
uchun

B
J£ eyl =] £ (x(0), yOWF"(0) + y™ () (34)
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Yassi egri chiziq tenglamasi qutb koordinatalarida berilgan, ya’ni
AB = {(r;go) cr=r(p), ¢, << g02} va r'(p)hosila AB egri chizigda uzluksiz
bo‘lsa

[ £ oyl [ f(rcosg,rsingWr (@) + " (@)dp (3.5)

bo‘ladi.

Agar yassi egri chiziq [a;b] kesmada hosilasi bilan birgalikda uzluksiz
y=y(x) funksiya bilan berilgan, ya’ni AUBz{(x; yeR: y=y(), xe[a;b]}
bo‘lsa

J Gyl =[ £ (e p N1+ 5" () (3.6)

bo‘ladi.

1-misol. Birinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblang:

1) [{2ydl, bu yerda AB: x=a(t—sint), y=a(l—cost), 0<t <z sikloida yoyi;

AB

2) [(x*+y*)dl, buyerda AB: r=1- cos¢p kardioida yoyi;

3) [x’dl, buyerda AB: y=Inx, 1<x<2 egri chiziq bo‘lagi;

AB

4) [(x - y)zdl, bu yerda AB: A(1;2;-1) va B(2;0;1) nuqgtalarni tutashtiruvchi
to‘g‘ri chiziq kesmast;
5) $(x+ y)dl ,buyerda /: uchlari O(0;0), 4(2;0), B(0;2) nuqtalardan iborat

uchburchak konturi.

@ 1) Yassi egri chizigning differensiali formulasi bilan topamiz:

dl =[x + y'* = \Ja*(1 - cost)* + a*sin” tdt = a~/2(1 - cost)dt.
U holda
[ 2ydl = [\2a(1 - cost) - ay2(1 - cost)dt = 2a~a [ (1 - cost)dt =
AUB 0 0

=2ava(t - sint)‘: = 2maa.

2) Chiziq tenglamasi qutb koordinatalarida berilgan.
Kardioida uchun 0<¢p <2r.
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U holda

x*+y’=r’=(1-cosp)’ :4sin4§,

dl = \/(1 —cos@)’ +sin’ pdp =/2(1 — cos@)dep = Zsingd(p.

Bundan

- S R N AN
+ dl=8|sin”" —sin—dp=8||1—-cos"~ | sin—dp=
J Oyl =8Jsin® sin®y do l( 2) 247

AB

:8jﬂsin9d(0+32jﬂcoszﬂd cos? —16jﬂcos49d cos? | =
o 2 0 2 2 0 2 2

2r 2r 2
= _16cos? +£cos3£ —Ecossﬂ =

0 2, 5 2|,

32 16 256

= 16-(-2)+ 22 (=) -2 (=) =2,
(-2) 3 (-2) 5 (-2) s

3) y=Inx uchun y'=l va dl = 1+L2dx=l\/1+x2dx. U holda
X X X

2 2 2 1
[x*dl =[x -lx/1+ x*dx=[xy1+ xzdx:%j(l +x)d(1+x%)=
i 1 X 1 1

HE
— 2

2
1+ X
3( )

1 - L5y -242).
2 3
4) I egri chiziq yoyining parametrik tenglamasini ikki nuqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasidan topamiz:
x—1 y-2 z+1
2-1 0-2 1+1
bu yerda 0<¢<1.
U holda

_ﬂx—yym:ja+1+m—2xm-4yh+4+4m:3ky—rmy—nm=

=t dan x=t+1, y=-2t+2, z=2¢-1,

3

:iﬂwﬁ—SLHyhi{%3—%?+q
0

0

5) Integralning additivlik xossasiga ko‘ra
§(x + y)dl = j(x+y)dl + j(x+ yydl + j(x+y)dl.

0OA AB BO

Har bir integralni alohida hisoblaymiz.
04 kesmada: y=0, 0<x<2 va dl =dx.
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U holda

2
=2.

0

2

[(xt y)di = [ xdv=""
) ! 2

04

AB kesmada: y=2-x, 0<x<2 va y=-1.

Bundan

[ (et p)di = [ 21+ 1dx = Z\Ex‘z =442.
AUB 0

OB kesmada: x=0, 0<y<2 va dl=dy. U holda

2
=2.

0

2

J G+ )l = !(x+y)dl:jydy:y7
BO 0

OB

Demak,
fr+)dl=2+42+2=401++2). @

2.3.3. Oxyz fazoda boshi 4 nuqtada va oxiri B nuqtada bo‘lgan 4B
silliq yoki bo‘lakli-silliq yo‘nalgan egri chiziq berilgan va bu chizigning har
bir M (x;y;z) nuqtasida

a(M)=P(M)i +OQ(M)] +R(M)k
vektor funksiya aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin.

AB egri chizigni ixtiyorty ravishda 4 dan B ga qarab yo‘nalishda
A=A4,,4,.,4 ,4.,.., 4 = B nuqtalar bilan uzunliklari A/ ga teng bo‘lgan » ta
AE?L (i=1,n) yoylarga bo‘lamiz. Har birAEjli yoyda ixtiyorly M(x,;y;z,)
nuqtani tanlaymiz, a(M)vektor  funksiyaning bu nuqtadagi qiymati
da(x,,y,,z,)ni hisoblaymiz va

[=2.((P(x;, 7, 2)8%, + O(x,, v, 2)A9, + R(x,,,,2,)A2,) (3.7)
integral yig‘indini tuzamiz, bu yerda Ax, =x, —x.,, Ay. =y, — y.,
—/

Az, =z, —z  — A4, yoyning koordinata o‘qlaridagi proeksiyalari.

Agar (3.7) integral yig‘indining max A/, — 0dagi chekli limiti 4B egri
chizigni bo‘laklarga bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda M (x,;y,;z,)nuqtani
tanlash usuliga bog‘lig bo‘lmagan holda mavjud bo‘lsa, bu limitga a(M)
vektor funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrali deyiladi va

jP(x,y,z)dx +0(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz

bilan belgilanadi.
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Demak,
[P(x,y,z)dx+ O(x,y,2z)dy + R(x, y,z)dz =

= Jim (PG 2)8% + 003208, + REx2)82) |, (38)

max Al; >0 i=1
buyerda [P(x,y,z)dx, [O(x,y,z)dy, [R(x,y,z)dz—mos ravishda P(x,y,z),

0(x,y,2), R(x,y,z) funksiyaning x, y,z o‘zgaruvchi bo‘yicha egri chiziqli
integrali deb ataladi.
d=Pi +0j +Rk vektor funksiyaning egri chiziqli integralini vektor
ko‘rinishda [ad7 kabi yoziladi.
L(AB) yopiq kontur bo‘yicha olingan egri chiziqli integral aylanib
o‘tish yo‘nalishi ko‘rsatilgan holda
§P(x,y,z)dx +0(x,y,2)dy + R(x,y,z)dz

kabi belgilanadi. Bunda L yopiq konturni aylanib o‘tish soat strelkasi
yo‘nalishiga teskari bo‘lsa integrallash yo‘nalishi musbat hisoblanadi, aks
holda manfiy hisoblanadi.

2-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishining etarli sharti). Agar
a(M) vektor funksiya AB silliq egri chiziq bo‘ylab uzluksiz bo‘lsa, u holda

u shu egri chizigda integrallanuvchi bo‘ladi.

AB egri chiziq Oxy tekislikda yotsa ikkinchi tur egri chiziqli integral

J P(x, y)dx + O(x, y)dy

bo‘ladi.

2.3.4. AB egri chiziq fazoda parametrik tenglamalar bilan berilgan,
ya’'ni

AB={x,7.2)e R x=x(0), y=y(0), z=2(1), te[a: B]]
va [a;8] kesmada silliq yoki bo‘lakli sillig bo‘lsin. Bunda ¢ parametr
boshlang‘ich 4 nuqtaga mos « =¢, qiymatdan oxirgi B nuqtaga mos p=t¢,
giymatgacha o‘zgarsin. U holda ikkinchi tur egri chiziqli integral
| P(x,y,2)dx + O(x,y,2)dy + R(x, y,2)dz =

B
= [(P(x(2), p(2), 2() )x'() + Q(x(2), (£, 2(2) )y (£) + R(x(2), (t), 2(1))z'(£)) dt  (3.9)
tenglik bilan topiladi.
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Tekislikdagi 4B ={(x,y) € R* x=x(t), y = y(t), t [a; 8]} egri chiziq uchun
AIBP(x,y)dx +0(x,y)dy = T(P(X(f),y(l‘))X'(f) +0(x(@), y))y'(®)) dt.  (3.10)

Yassi egri chiziq tenglamasi qutb koordinatalarida berilgan, ya’ni
AB={(r;0): r=r(p), ¢, <p<@,; va r'(p) hosila 4B egri chiziqgda uzluksiz

bo‘lsa
[ P(x,y)dx + Q(x,y)dy =

P2

= [(O(rcose,rsing)rcosp — P(rcosp,rsing)rsing) do (3.11)

bo‘ladi.
Agar yassi egri chiziq [a;b] kesmada hosilasi bilan birgalikda uzluksiz
y = y(x) funksiya bilan berilgan, ya’ni AB:{(x; YeR: y=y(), xe[a;b]} bo‘lsa

[ P(x,y)dx + O(x,y)dy = T(P(x,yu)) + 0, y(x))y'(x)) dx (3.12)
bo‘ladi.

2-misol. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblang:
1) [ydx—xdy, buyerda AB: x=2(¢t-sint), y=2(1-cost), 0<t<2rx

sikloidaning bir arkasi;
2) §(x—y)dx+(x+y)dy, buyerda A4B: r=a,cose limniskataning o‘ng

yaprog'i;
3) j x*ydx + xy’dy, bu yerda 4B:y=x’+1 parabolaning A(1;2) dan B(2;5)

nuqtalar orasidagi bo‘lagi.
4) I(z —y)dx + (x—z)dy + (y — x)dz, bu yerda AB: x=2cost, y=2sint, z=23t,

0<¢<2x vint chizig‘ining birinchi o‘rami.
@ 1) dx=2(1-cost), dy=2sint ni hisobga olib, topamiz:

2z 2

[ ydx — xdy = j(4(1 — cost)> — 4(t —sinf)sint)dt =4[(2 - 2cost —tsint)dt =

AB 0 0

=4(2¢ — 2sin t)‘z” — 4(— tcost‘z” + fcos z‘dtj =167 + 87 —4sin z“;” =24r.
0
2) Chiziq tenglamasi qutb koordinatalarida berilgan. Limniskataning

o‘ng yaprog‘i uchun — % <p< %
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x=rcos@, y=rsing, dx=-rsinpdp, dy=rcospdp ni hisobga olib,
topamiz:
fOx = y)dx + (x+ y)dy =

((rCOS(p —rsing) - (—rsing) + (rcose +rsing) - I’COS(p)d(p =

—_—r N

N

r
4

NN

i i 1
= [rdp=a’ | coszqoa’(p:?z2

1,
=—a (T +2).
A ( )

[(1+ cos2¢)de = %az(qo + %sin 2(pj

2
4

&N

T T
4 4

3) [x*ydx+xy’dy = [(x*(x* + 1) + x(x* +1)* - 2x)dx =

2

520

2 2
= [(x* +x7 +2x7 (x* +2x° +1))dx = [ (2x° +5x* +3x7)dx = (%)/ +x +x3j
1 1

1

4) [(z=y)dx+(x—z)dy +(y —x)dz =
= 2f((3t —2sint)-(—2sin?) +(2cost —3t)-2cost +2(sint —cost) - 3)dt =
0
= 2f(4 — 6(t(sint + cost) + (sint — cost)))dt =
0
= 2f4a’t — 6T(t(sint +cost) + (sint — cost) Wt =
0 0

— 4

(2)” —~ 62fd(t(sint —cost)) =87z — 6(t(sint — cost))ﬁ” =20r. O
0

Oxyz fazoda boshi 4 nuqtada va oxiri B nuqtada bo‘lgan A4B
yo‘nalgan silliq yoki bo‘lakli-silliq egri chiziq berilgan bo‘lsin. 4B egri
chizigqa M (x;y;z)nuqtada o‘tkazilgan urinmaning koordinata o‘qlari bilan
tashkil gilgan burchaklari « =a(x,y,z), B=p8(x,y,2), 7y =y(x,y,z) bo‘lsin.

Bunda birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integral

jP(x,y,z)dx +O(x,y,2)dy + R(x,y,z)dz =

= I(P(x,y,z) cosa + Q(x,,z)cos B + R(x, y,z)cosy kil (3.13)

U

bog‘lanishga ega bo‘ladi.
Xususan, 4B tekislikdagi yassi egri chiziq uchun

[P(x, y)dx + O(x,y)dy = [(P(x,y)cosa + O(x,y)cos B )il . (3.14)

AB
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Dc R’ soha berilgan bo‘lib, uning chegarasi L bo‘lakli-silliq

chizigdan iborat bo‘lsin.
3-teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar D sohada o‘zlarining

xususty hosilalari bilan birgalikda uzluksiz bo‘lsa, u holda

_(f[ 42 _4r
fP(x, y)dx + O(x, y)dy —JJ( i jdxdy (3.15)

bo‘ladi.
Bu tenglikka Grin formulasi deyiladi. Bu formula ikkinchi tur egri

chiziq bilan ikki karrali integral orasidagi bog‘lanishni beradi

3-misol. Integralni Grin formulasi bilan hisoblang:
§(2+x—y)dx+(3x+y+1)dy, buyerda 4B: x* +y’ =ax aylana.

@ P(x,y)=2+x-y, OQ(x,y)=3x+ y+1 funksiyalar va ularning

or Q_4 xususiy hosilalari x* + y* = ax aylana bilan chegaralangan

==
oy o
doirada uzluksiz. U holda Grin formulasiga ko‘ra

§(2 +x—y)dx+Bx+y+1)dy = ” (B—-(-1)dxdy = 4” dxdy =4S,

bu yerda S - doiraning yuzasi.
Aylana tenglamasidan topamiz:

2 2
x* +y? —ax=0 yoki (x—%j +y2=(%j . Bundan S=7[f1 .

Demak,

fQ+x-»)dx+GBx+y+D)dy=m’. O

4-teorema. P(x,y)va Q(x,y) funksiyalar bir bog‘lamli Dsohada Grin
teoremasining shartlarini bajarsin. U holda quyidagi to‘rtta tasdiq ekvivalent

bo‘ladi:
1. D sohadagi istalgan L yopiq kontur uchun §Pdx + Qdy =0 bo‘ladi.

2. Ixtiyoriy 4,Be D nuqtalarni tutashtiruvchi 4B yoy uchun [ Pdx + Qdy
integralning qiymati integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi. Bunda eng qulay
integrallash yo‘li sifatida 4 va B nuqtalarni tutashtiruvchi hamda qismlari
Ox va Oy o‘qlariga parallel siniq chiziq olinishi mumkin.

3. D sohada d—p:d—Q bo‘ladi.

dy dx
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4.P(x,y)dx+ Q(x,y)dy 1foda to‘liq defferensial bo‘ladi, ya’ni shunday
u(x,y)e D funksiya topiladiki du = Pdx + Qdy tenglik bajariladi. Bunda u(x,y)
funksiya

u(x,y)= IP(x,y)dx + fQ(xO,y)dy +C yoki u(x,y)= IP(xo,y)dx + jQ(x,y)dy +C

Xo Yo Yo

ifodalarning biridan topiladi, bu yerda M (x,;y,), M(x;y)— D sohada
yotuvchi nuqtalar, C—o‘zgarmas son.

4-misol. I = [(x+3y)dx+ (y+3x)dy integralni 4(0;0)nuqtadan B(1;1)

nuqtagacha hisoblang: 1) y=x to‘g‘rt chizig kesmasi bo‘yicha;
2)y=x’parabola yoyi bo‘yicha; 3) y’ =xparabola yoyi bo‘yicha.

® P(x,y)=x+3y, O(x,y)=y+3x uchun £:3 va d—Q=3, ya’ni
dy dx
dP  dQ . . . . e .
o Demak, berilgan integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi
3% X

va integrallashning boshlang‘ich va oxirgi nuqtalari bilan aniglanadi.
Integralni uchta chiziq bo‘yicha hisoblaymiz:
1) to‘g‘ri chiziq tenglamasi y=x va dy =dx. U holda

I = [(x+3x)dx+ (x+3x)dx= 4x2‘; =4.
0

2) parabola yoyi y=x" va dy = 2xdx. Bundan

1
=4,

0

I =[(x+3x")dx+ (x* +3x)2xdx = [ (x + 9x* + 2x")dx z(% 1357 + %j
0 0

3) parabola yoyi x=y* va dx=2ydy. U holda

1

Y Y

I=[(y*+3y)2ydy+(y+3y")dy = [(y +9)’ +2y3)dx=(7+3y3 +7j =4 O
0 0

0
S5-misol.  du=(4x’y’ -3y* +8)dx+ (3x"'y’ —6xy —1)dy to‘liq differensialga
ko‘ra funksiyani toping.
® P=4x’y’ -3y’ +8, 0=3x"y’ —6xy—1. Bundan
£:12x3y2 —6y= d—Q
dy dx
Boshlang‘ich (x,;y,) nuqta sifatida O(0;0) nuqtani olamiz .
U holda

u=[8dx+[(3x"'y* —6xy—1)dy+C yoki u=8x+x'y'-3x’-y+C. @
0 0
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2.3.7. Egri chizigning uzunligi. Tekis yoki fazoviy AB egri chizigning
uzunligi
I=[dl (3.16)

AB

formula bilan topiladi (birinchi tur egri chiziqli integralning geometrik
ma’nosi).

Silindrik sirtning yuzasi. Yo‘naltiruvchisi Oxy tekislikda yotuvchi 4B
egri chiziqdan, yasovchilari Oz o‘qqga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziglardan
iborat va z= f(x,y) funksiya bilan berilgan silindrik sirtning S yuzasi

S=[/f(xy)ydl (3.17)

integral bilan topiladi.
Yassi egri chizigning yuzasi. Oxy tekislikda yotuvchi va L yopiq kontur
bilan chegaralangan yassi figuraning yuzasi

S:%fxdy—ydx (3.18)

bo‘ladi (ikkinchi tur egri chiziqli integralning geometrik ma’nost).
Egri chizigning massasi. AB material egri chizigning massasi
I= [y(M)dl (3.19)

formula bilan topiladi (birinchi tur egri chiziqli integralning mexanik
ma’nosi), bu yerda y(M)—egri chizigning M nuqtadagi zichligi.

Statik momentlar, og ‘irlik markazi. AB egri chizigning Ox, Oy o‘qlarga
nisbatan statik momentlari va og‘irlik markazining koordinatalari

S
S.=[yy(M)dl, S, = [xy(M)dl, x,=—, y == (3.20)
AUB AUB m m

formulalar bilan topiladi.
lhersiya momentlari. AB material egri chizigning Ox, Oy o‘qlarga va
koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda quyidagilarga
teng:
I = jyzy(M)dl, I = szy(M)dl, I,= j(x2+y2);/(M)dl. (3.21)
O zgaruvchan kuchning bajargan ishi. F=Pi +Qj + Rk kuchning AB
egri chiziq bo‘ylab bajargan ishi
A= [FdF (3.22)

kabi aniqlanadi (ikkinchi tur egri chiziqli integralning mexanik ma’nost).
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6-misol. x=acos’t, y=asin’t astroida bilan chegaralangan figura
yuzasini hisoblang.

@ Yuzani S = % §xdy — ydx formula bilan hisoblaymiz.

Masala shartidan topamiz:

dy =3asin’ tcostdt, dx=-3acos’tsintdt, 0<t<2r.
Bundan

1% : : :
S = %fxdy — ydx = 5 [(acos’t-3asin’tcost—asin’ ¢ - (~3acos® tsint))dt =
L 0

2 27

J.sin2 tcos’ t(cos’ t +sin’ f)dt =

227 2o 2 27
3a [sin® t cos® tdt = 3 fsm 2tdt = 3 f(l cos4t)dt =
0
_3a (z‘—lsin4tj _3ma . O
16 4 o8

7-misol.  x*+y’=R? (x>0,y>0) silindrning yuqoridan xy=2Rz sirt
bilan kesilgan qismining yon sirtini toping.

@ Izlanayotgan sirt yuzasi z:% funksiyadan aylananing birinchi
chorakdagi qismi bo‘yicha olingan birinchi tur egri chizigli integral bilan

hisoblanadi: S = j%dl, bu yerda AB: x=Rcost, y=Rsint, 0<¢ s%.
AUB

U holda
2 ReostR :
fxydl | cost Smt\/(rcost)'z+(rs1nt)'2dt:
AUB 0
R2§ _ 2 G2 % 2
=—jsmtcostdt=—-smt :R__ ()
2 0 2 0 4
8-misol. Agar vint chizig‘ining zichligi y =————— bo‘lsa, uning
x'+yi+z

birinchi o‘rami massasini toping.
@ Vint chizig‘ining birinchi o‘rami x=acost, y =asint, z=>bt,
0 < <2z parametrik tenglamalar bilan aniglanadi.
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U holda

\/( —asint)’ + (acost)’ + b’

mzf f dt =

SxT+y’4+z0 o a’cos’t+a’sin’t+bt

i vb L NaT b d(bn)

Vb y la L (bt)

\/a +b2 1 bt|” Na*+b’ 27
-—arctg— = arctg . QO

a al, ab a

9-misol. F =x*; kuchning material nuqtani y*> =1-x parabola bo‘ylab
A(1;0) nugtadan B(0;1) nuqtaga ko‘chirishda bajargan ishini toping.
@ Parabola tenglamasidan topamiz: x=1-y’.

U holda
A:Jﬁ:d?:fxzdyzj(l—yz)zdy j(l—2y +y )dy—g o

Mashgqlar

2.3.1. Birinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblang:
1) [(x+y)dl, buyerda AB: A(0;0) va B(4;3) nuqtalarni tutashtiruvchi
to‘g‘ri chiziq kesmasi;

2)JW

o‘g‘ri chiziq kesmasi;
3) [ydl, bu yerda AB: y* =23 x parabolaning x* =2,/3 » parabola bilan

bu yerda AB: A(0;0) va B(2;2) nuqtalarni tutashtiruvchi

kesilgan bo‘lagi;
4) [yx*+y*dl, bu yerda AB: ¥’ + y* =4x aylana yoyi;
5) [xydl, bu yerda AB: 3x+4 y =12 to‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlari

orasidagi kesmasi;

6) [xy(x+y)dl, bu yerda AB: X' + »* =R aylananing yuqori yoyi;
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7) [y*dl, buyerda AB: x= a(t —sint), y=a(l-cost) sikloidaning bir arkasi;
8) [{/x* +y’dl, bu yerda AB: r= a(1+ cose) kardioida yoyi;

9) J(x2 +y* +z%)dl, buyerda AB: x= cost, y=sint, z=A/3t (0<t<2r)
vint chizig‘ining birinchi o‘rami.

xdl v t* r
0 5 B =gy

nuqtalar orasidagi yoyi.

z=t chizigning 0(0;0;0) va B[ﬁ;#;ﬁj

2.3.2. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblang:

1) [y*dx—xydy, buyerda AB: A(l;l)vaB(3;4)nuqtalarni tutashtiruvchi
to‘g‘Alii chiziq kesmasi;

2) [y’dx—x’dy, buyerda AB: y=x’ parabolaning A4(0;0) va B(2;4)
nuqtﬁlar orasidagi yoyi;

3) jzdx +xdy, buyerda A4B: y=Inx egri chizigning 4(1;0) va B(e;l)
nuqtzl);r orasidagi yoyi;

4) [(ye* +2x)dx+e'dy, buyerda AB: y=xe" egri chizigning A4(0;0) va
B(l;eA; nuqtalar orasidagi yoyi;

2 2

5) [y*dx+x’dy, buyerda A4B: x—2+y——1 ellipsning 4(0;6) va B(a;0)
AB a

nuqtalar orasidagi yoyi;
6) §xdy—ydx bu yerda a) L: x*+y’=R* aylana yoyi; b) L: y=x’,x=)"

parabolalar orasidagi egri chiziq yoyi; ¢) L: x=4cos’t, y=4sin’t astroida
yoyi; d) L: x=4cost, y=3sint ellips yoyi.
7) [xdx+ ydy +(x— y+1)dz, buyerda A4B: A(LL1) va B(2;3;4) nuqtalarni

tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq;
8) j2xydx +y’dy +z°dz, buyerda AB: x=cost, y=sint, z=2¢ vint
AB

chizig‘ining A(1;0,0) va B(1;0;47) nuqtalar orasidagi yoyi.
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2.3.3. Integrallarni aylanishning musbat yo‘nalishda Grin formulasi
bilan hisoblang:

1) §(x+y)*dx—(x* + y*)dy bu yerda L: uchlari 0(0;0), A(1;0) va B(0;1)
nuqtalardan iborat uchburchak konturi;

2) §(1—x*)ydx+x(1+y*)dy buyerda L: x*+y’ =R’ aylana yoyi.

2.3.4. Differensial tenglamaga ko‘ra boshlang‘ich funksiyani toping:
1)du = (x +sin y)dx + (xcos y +sin y)dy; 2)du=(y +e" sin y)dx + (x + e* cos y)dy.

2 3
235. x=1t, y= % z= % 0 <t <3 egri chizigning uzunligini toping.

4 6
2.3.6. x=2- % y= % egri chizigning koordinata o‘qlari orasidagi

bo‘lagi uzunligini toping.

2.3.7. Zichligi y=3r gatengbo‘lgan r =2(1+cos@) kardioidaning
massasini toping.

2.3.8. Birjinsli sikloida yarim arkasining massasini toping.

2.3.9. z=+2x-4x?, y>=2x sirtlar va Oxy tekislik orasida joylashgan
silindrik sirtning yuzasini toping.

23.10. z=2-.fy, x= %J(y —1)* sirtlar va Oxy tekislik orasida

joylashgan silindrik sirtning yuzasini toping.

2 2

2.3.11. x—2 + Z—z =1 ellips bilan chegaralangan yassi shakl yuzasini toping.
a

2.3.12. x=a(2cost —cos2t), y=a(2sint —sin2¢) kardioida bilan
chegaralangan yassi shakl yuzasini toping.

2.3.13. F =—yi + xj + zk kuchning material nuqtani vint chizig‘ining bir
o‘rami bo‘ylab ko‘chirishda bajargan ishini toping.

23.14. F=xyi +2y’j-x*k kuchning material nuqtani x>+ y’=R’
aylananing birinchi chorakdagi yoyi bo‘ylab ko‘chirishda bajargan ishini
toping.
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2.4. SIRT INTEGRALLARI

Birinchi tur sirt integrali. Birinchi tur sirt integralini hisoblash.
Ikkinhi tur sirt integrali. Ikkinchi tur sirt integralini hisoblash.
Sirt integrallarining tatbiqlari

2.4.1. Bo‘lakli silliq kontur bilan chegaralangan ikki tomonli silliq (yoki
bo‘lakli silliq) o = R*sirtda f(x,y,z) funksiya aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin.

o sirtni ixtiyoriy ravishda o‘tkazilgan
egri chizigqlar to‘ri bilan yuzalari
Ac,,Ac,,.,Ac, bo‘lgan n ta o, bo‘lakka
bo‘lamiz (12-shakl). Har bir o, sirtda
ixtiyorty M (x,;y;;z,) nuqtani tanlaymiz,
f(x,y,z) funksiyaning bu nuqtadagi qiymati
f(x,,y,z)nt hisoblab, uni Ao, ga
ko‘paytiramiz va  barcha  bunday
ko‘paytmalarning yig‘indisini tuzamiz:

> /(33,2 A0, (4.1)

Agar (4.1) integral yig‘indining
maxd, >0 (d - Ao, yuzaning diametri )
dagi chekli limiti o sirtni bo‘laklarga
bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda
M(x;y,;z) nuqtani tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda mavjud bo‘lsa,

V4

12-shakl.

bu limitga f(x,y,z) funksiyaning birinchi tur sirt integrali (yoki sirt yuzasi
bo ‘yicha integrali) deyiladi va [[ f(x,y,z)do bilan belgilanadi:

[[fG2)do = Tim ¥ f(x,7,.2)A0,. (4.2)

Agar o sirtning har bir nuqtasida urinma tekislik mavjud bo‘lsa va u
sirt nuqtalari bo‘ylab uzluksiz o‘zgarsa o sirtga sillig sirt deyiladi.

1-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishining etarli sharti). Agar
f(x,y,z) funksiya o silliq sirtga uzluksiz bo‘lsa, u holda u shu sirtda
integrallanuvchi bo‘ladi.

Ao, yuza sirtning har ikki tomonida bir xil qiymatga ega bo‘lgani uchun
birinchi tur sirt integrali o sirt tomonining tanlanishiga bog‘liq bo‘lmaydi.
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Birinchi tur sirt integrali ikki karrali integral ega bo‘lgan barcha
xossalarga ega.
24.2. osirt z=z(x,y) tenglama bilan

berilgan bo’lib, bu sirtning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasi o bir o‘lchamli bo‘lsin, ya'ni
Ozo0‘qqa parallel har qanday to‘g‘ri chiziq o,
sirtni fagat bitta nuqtada kesib o‘tsin.
z=z(x,y) funksiya o‘zining xususiy hosilalari
bilan birgalikda o sohada uzluksiz bo‘lsin.
o sirtning Ao ,Ac,,..,Ac, bo‘laklariga o
proyeksiyada AS,AS,,..,AS  bo‘laklar mos
kelsin. o sirtning M, (x;y;z) (bu yerda
z, =z(x,y,)) nuqtasida sirtga o‘tkazilgan

normal no= {Z;(xi’yi);z;(xi’yi);_l} X 13-shakl.
vektor bilan aniglansin(16-shakl).
U holda
j [f(x.y,2)do = j j Sy, 2Ce )1+ 20 (x,9) + 27 (x, y)dxdy (4.3)

birinchi tur sirt 1ntegrahn1 hisoblash formulasi o‘rinli bo‘ladi.

1-misol. Birinchi tur sirt integrallarini hisoblang:
1) [[(x—4y+3z)do,buyerda o: 3x+4y+3z-6=0 tekislikning birinchi

oktantdagi qismi;
2) [[(x* +y*)do, buyerda o: z* =x* +y* konus sirtning z=0 va z=1

tekisliklar orasidagi qismi;
3) [[x*y’do, buyerda o: z=49—-x" - yarim sfera.

@& 1) Sirt tenglamasidan topamiz:
4 , 4
z=2-x--y, z,=-1, z, =—§.
o sirtning Oxy tekislikdagi proeksiyasi 3x+4y=6 to‘g‘ri chiziq va
koordinata o‘qlari bilan chegaralangan uchburchakdan iborat (13-shakl).
U holda (4.3) formula bilan topamiz:

6-3x

J'J'(x 4y +3z)do = J'J'(6 2x —8y) 1+1+—dd :—J'd j(6 2x—8y)dy =
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: 6-3x 2 X
:—\/?I((6—2x)y _4)/2)‘04 dx:%.[(6x—3xz)dx:(3xz _x3)‘0 :@‘
0

0

2) Shartga ko‘ra: z=+/x’+’. Bundan z/ =——~ z =¥
Ix2 +y2 /x2 +y2
o _soha x’+y’<1 doiradan iborat.
U holda

2 2

fJ(x? +y2)\/1 + xziyz + xzjjryza’xa’y:\/zﬂ(x2 +y )dxdy =
f

=2 [[(x* + y*)dxdy = 4\/§Td(pjr3dr T =7
Oy 0 0 0

3) Hosilalarni topamiz: z!

-
1/ —x’ =y’ 1/9—x2—y2'
Bundan

, x2 y2 2y2dxdy
1 ~dxdy =3
(!{xy\/+9—x2—y2+9—x2 T ﬂ 9—x* —

Sferaning Oxy tekislikdagi proeksiyasi x* + y* <9 doiradan iborat.
Qutb koordinatalariga o‘tib, topamiz:

x? dedy Sopidr o 9-r' =0,
3 =3
ﬂ ox jsm ¢ cos (pdgoj —9 p rdr——tdt

27z 0
:——j(l—cos 2(0)d(0j(9—t )? dt———j(l—%jdﬂ(gl—lgf +¢")dt =
3

2z 0
3(1 1. r
=—>-| —¢p——sin2 | 8lt—61+— | =
4 (2('0 8 (PJO ( 5}

2.4.3. o silliq sirt berilgan bo‘lsin. Sirtning ixtiyoriy M nugqtasi orqali
(M) vektor o‘tkazamiz. M nuqtadan o‘tuvchi va sirtning chegaralari bilan
umumiy nuqtaga ega bo‘lmagan yopiq kontur olamiz. M nuqtani 7 (M)

vektor bilan birga shu kontur bo‘ylab 7# vektor o sirtga doim normal
bo‘ladigan qilib uzluksiz ko‘chiramiz. Bunda & nuqta boshlang‘ich holatiga
normalning berilgan yo‘nalishi bilan qaytsa bu sirtga ikki fomonli sirt
deyiladi. Agar M nuqta boshlang‘ich holatiga normalning berilgan
yo‘nalishiga qarama-qarshi yo‘nalishi bilan gaytsa, bunday sirt bir tomonli
sirt deb ataladi.

2821
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Agar o sirt yopiq bo‘lsa va ¥ < R® jismni chegaralasa, u holda sirtning
musbat yoki tashqi tomoni deb uning normal vektorlar ¥ jismdan tashqariga
yo‘nalgan tomoniga, manfiy yoki ichki tomoni deb esa normal vektorlar
V jismga garab yo‘nalgan tomoniga aytiladi.

Sirtning ma’lum tomonini tanlashga sirtni oriyentatsiyalash deyiladi.
Agar sirtning tomoni tanlangan bo‘lsa, u holda sirt oriyentirlangan deyiladi.

Ikki  tomonli sillig (yoki bo‘lakli = silliq) ocR®  sirtda
ii = {cosa;cos fB;cosy} yo‘nalish bilan xarakterlanuvchi o* tomon tanlangan
bo‘lib, bu sirtda R(x,y,z) funksiya aniglangan bo‘lsin.

o sirtni ixtiyoriy ravishda o‘tkazilgan egri chiziglar to‘ri bilan yuzalari
Ac,,Ac,,.,Ac, bo‘lgan n ta o, bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘laklarning Oxy
tekislikdagi mos proyeksiyalarining yuzalarini  AS,AS,,...AS  bilan
belgilaymiz. Har bir o, sirtda ixtiyorly M(x;y;z) nuqtani tanlaymiz,
R(x,y,z) funksiyaning bu nuqtadagi qiymati R(x,y,,z,) ni hisoblab, uni AS,
ga ko‘paytiramiz va barcha bunday ko‘paytmalarning yig‘indisini tuzamiz:

i R(x,,y.,2.)AS. 4.4)

Agar (4.4) integral yig‘indining maxd, -0 (d —Ac, yuzaning
diametri) dagi chekli limiti o sirtning bo‘laklarga bo‘linish usuliga va bu
bo‘laklarda M, (x;y,;z) nuqtani tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda
mavjud bo‘lsa, bu limitga R(x,y,z) funksiyaning o sirt bo ‘yicha ikkinchi tur
sirt integrali (yoki o sirtda x va y koordinatalar bo ‘yicha integrali)
deyiladi va [[R(x,y,z)dxdy bilan belgilanadi:

[[R@.y,2)dxdy = Tim 3" R(x,.y,.2)AS, .

P(x,y,z)va Q(x,y,z) funksiyalarning o sirt bo‘yicha ikkinchi tur sirt
integrallari [[P(x,y,z)dydz va [[O(x,y,z)dxdz ham shu kabi ta’riflanadi.

2-teorema (funksiya integrallanuvchi bo ‘lishining etarli sharti). Agar
R(x,y,z) funksiya o silliq sirtga uzluksiz bo‘lsa, u holda u shu sirtda

integrallanuvchi bo‘ladi.
Agar o sirt bo‘yicha har uchchala ikkinchi tur sirt integrallari mavjud
bo‘lsa, u holda
j P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dxdz + R(x, y,z)dxdy 4.5)

yig‘indiga o sirt bo ‘yicha umumiy ikkinchi tur sirt integrali deyiladi.
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Ikkinchi tur sirt integrali ta’rifidan quyidagi tasdiqlar bevosita kelib
chigadi:

1. Agar sirt tomoni almashtirilsa ( sirtning oriyentatsiyasi o‘zgartirilsa)
ikkinchi tur sirt integrali ishorasini o‘zgartiradi.

2. Agar o sirt yasovchilari Oz (Oy, Ox) o‘qqga parallel bo‘lgan silindrik

sirt bo‘lsa, [[R(x,y,z)dxdy=0 ( [[oCx,y,2)dxdz=0, [[ P(x,y,z)dydz = oj bo‘ladi.

3. Ikkinchi tur sirt integrali birinchi tur sirt integrali bo‘ysunadigan
boshga xossalarga bo‘ysunadi.

R’ fazoda Vjism berilgan bo‘lib, bu jismni o‘rab turgan o silliq sirtda
R(x,y,z) funksiya aniglangan bo‘lsin. Oxy tekislikka parallel bo‘lgan tekislik
bilan v ni ikkita qismga ajratamiz: ¥ =V,UV,. Bunda uni o‘rab turgan o sirt
o, va o, sirtlarga ajraladi.

Ushbu
J.'[R(x,y,z)dxdy + J.'[R(x,y,z)dxdy (4.6)

Integralga R(x,y,z) funksiyaning yopiq sirt bo‘yicha ikkinchi tur sirt integrali
deyiladi {fR(x,y,z)dxdy bilan belgilanadi. Bunda birinchi integral o, sirtning

ustki tomoni, ikkinchi integral o, sirtning pastki tomoni bo‘yicha olinadi.
2.4.4. Oriyentirlangan o sirt z=z(x,y) tenglama bilan berilgan, ya’ni
o ={(x,y,2) R 1z =2(x, ) (v, 1) €0}
bo‘lsin, buyerda o  -o sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi.
Agar z(x,y), z.(x,»), z.(x,y) funksiyalar o sohada uzluksiz va
R(x,y,z) funksiya o sirtda uzluksiz bo‘lsa

f J. R(x,y,z)dxdy = f J. R(x,y,z(x, y))dxdy 4.7)

ikkinchi tur sirt integralini hisoblash formulasini hosil gilinadi.

Agar sirtning oriyentatsiyasi o’zgartirilsa, (4.7) tenglikning o°‘ng
tomonidagi integral oldiga manfiy ishora qo‘yiladi. Bunda sirt normalining
yo‘naltiruvchi kosinuslarida ildiz oldida ma’lum bir ishorani tanlash orqali
sirt oriyentatsiyalanadi. Masalan, ildiz oldida musbat ishora olinsa cosy >0
bo’ladi. Bunda sirt normali oz 0’q bilan o‘tkir burchak tashkil giladi va
o sirtning yuqori tomoni tanlanadi.

Quyidagi integrallash formulalari shu kabi hosil qilinadi:

J _[ O(x,y,z)dxdz = J _[ O(x, y(x,z),z)dxdz, (4.8)
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I J P(x,y,z)dydz = I J P(x(y,2),y,z)dydz, 4.9)

bu yerda o sirt mos ravishda y=y(x,z) va x=x(y,z) tenglama bilan
berilgan, o, o, —o sirtning Oxz va Oyz tekisliklardagi proyeksiyalari.

Agar o sirt uchala koordinatalar tekisligida proeksiyalanuvchi bo‘lsa, u
holda o sirt bo‘yicha umumiy ikkinchi tur sirt integral (4.7) - (4.9) tengliklar
yig‘indisidan iborat bo‘ladi. Murakkabroq hollarda o sirt bir nechta tayin
xossalarga ega bo‘lgan sirtlarga bo’linadi va o sirt bo‘yicha umumiy
integral bu sirtlar bo‘yicha integrallar yig’indisiga teng bo‘ladi.

Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari

j J P(x,y,2)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy =

= ”(P(x,y,z) cosa + O(x, y,z)cos B + R(x, y,z)cosy Mo (4.10)

bog‘lanishga ega, bu yerda cosa, cosf3, cosy — o sirt /i normal vektorining

yo‘naltiruvchi kosinuslari.
3-teorema. Agar V sohada P(x,y,z), O(x,y,z), R(x,y,z) funksiyalar

o‘zlarining birinchi tartibli xususiy hosilalari bilan birgalikda uzluksiz
bo‘lsa, u holda

| j | (ap %9, +— jdxdydz ﬁpdydz + QOdxdz + Rdxdy (4.11)
y Z

bo‘ladi, bu yerda o — ¥ sohani chegaralovchi yopigq silliq sirt.
(4.11) tenglikka Ostrogradskiy-Gauss formulasi deyiladi.
4-teorema. Agar P(x,y,z), O(x,y,z), R(x,y,z) funksiyalar o‘zlarining

birinchi tartibli xususiy hosilalari bilan birgalikda oriyentirlangan o sirtda
uzluksiz bo‘lsa, u holda

§P(x,y,z)dx + O(x,y,2)dy + R(x, y,z)dz =

oR 0 oP OR
= % dydz +| S - 2 |dxdz 4.12
J](@x yjd y+(6y 6zjyz (82 8xj ( )
bo‘ladi, bu yerda - o sirtning chegarasi va L egri chiziq bo‘yicha integral

musbat yo‘nalishda olingan.

Bu tenglikka Stoks formulasi deyiladi.

Agar 90 _ a—P, a—R:a—Q, op _ R shart bajarilsa §Pdx+Qdy+ Rdz=0
ox oy 0Oy Oz 0z Ox L

bo‘ladi. Bunda egri chiziqli integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi.
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2-misol. Ikkinchi tur sirt integrallarini hisoblang:
1) [[ xzdxdy + xydydz + yzdxdz, bu yerda o: x+y+z-1=0, x=0, y=0, z=0

tekisliklar bilan chegaralangan tetraedrning
tashqi sirti;
2) |[[x*y’zdxdy integralni hisoblang, bu

yerda o:x’ + y* + z* =4 sferaning yuqort sirti;
3) [[xdydz, bu yerda o:x=y'+z’

paraboloidning x=2 tekislik bilan kesilgan
tashqi sirti.

@ 1) Tetraedrning  sirti  to‘rtta
ABC, AOC, ABO, BOC uchburchakdan
tashkil topadi (14-shakl). Shu sababli har
uchala integralni har bir uchburchakda

hisoblaymiz.
ABC uchburchakda (o, sirtda):

14-shakl.

I, = [[ xzdxdy + || xydydz + || yzdxdz =j xdx]]x A-x-y)dy+ jydy _jy(l —y—2z)dz+
o o o, 0 0 0 0
1 1-z 1 1 5 1 1 5 1 1 5 1
+szzf (l—x—z)dxz—Jx(l—x) +—Jy(1—y) dy—l——fz(l—z) dz =—.
0 0 2 0 20 2 0 8

AOC uchburchakda (o, sirtda): z=0va o, Lo,, o, Lo,. Bundan
I, = H xzdxdy + H xydydz + H vzdxdz =0.

ABO uchburchakda (o, sirtda): y=0va o, Lo,, o, Lo,. Bundan
I, = H xzdxdy + H xydydz + H vzdxdz =0.

BOC uchburchakda (o, sirtda): x=0va o, L o,, o, Lo,. Bundan
I, = H xzdxdy + H xydydz + H vzdxdz =0.
Demak,
H xzdxdy + xydydz + yzdxdz = % +0+0+0= %

o

2) Sferaning Oxy tekislikdagi o  proyeksiyasi x* + y* <4 doiradan

iborat bo‘ladi.  Sfera yuqori tomoni z=,4-x’-y* tenglama bilan
aniglanadi.
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U holda
[[x°y*\J4=x" = y*dxdy = [[r* cos’ @ - 1’ sin p/4 — r rdrdep =

3 >
= 4jcos2 @sin’ (pa’(pjr5 N4 —r*dr=(t* =4 —r’ belgilash kiritamiz)=
0 0

) 2 3 57
cos’ sin® pdo[(4—1*)*t*dt = [sin’® 2@(1 6% —~ 8% +t7 do =
0 0

—4

S =[N

T T

10242 5123 Z A
=———(sin’2¢pdp =—=(1—cos4 =
105 { vee 105£( PMy
B 512( B sin4(pjz _ 256r
105 77 4 . 1057

3) Berilgan sirtning Oyz tekislikdagi
o, proyeksiyasi y* +z* <2 doiradan
iborat bo‘ladi (15-shakl).
U holda
[[xdydz = [[(y* + 2*)dydz = [[r*rdrde =

(e

2z V2 271',,4 2 2z
:Jd@jr3dr:j— dg[)=jd§[)=27l’. o
0 0 0 4 0 0 15-shakl.
3-misol. [[zcosydo integralni
hisoblang, bu yerda o: x* + y* + z* =1 sferaning yuqori sirti.
@ Integralni (4.10) formula bilan hisoblaymiz:
”zcosyda = ”zdxdy = ”1/1 —x’ —y’dxdy =
27 1 5 1 27 5 3 ! 1 27 27[
= [do[~1-r rdr:—gj(l—r )? d(pz;jd(o:?. o

4-misol. {f xdydz + ydzdx + zdxdy integralni hisoblang, bu yerda o : x=0,

y=0, z=0, x=1, y=1, z=1 tekisliklar bilan chegaralangan kubning tashqi

tomoni.
@& [ntegralni Ostrogradskiy-Gauss formulasi bilan hisoblaymiz:

if:fxdydz + ydzdx + zdxdy = m (1+1+1)dxdydz = 3m dxdydz = 3} dxj d yj dz=3. O
o vV vV 0 0 0
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5-misol. §x’y’dx +dy + zdz integralni hisoblang, bu yerda

L: x> +y*=0, z=0 sirtlar bilan chegaralangan aylana.
@ Integralni Stoks formulasi bilan hisoblaymiz:

[ ={x’y’dx+dy + zdz = [[(0—3x"y*)dxdy + (0 — 0)dydz + (0 — 0)dxdz = — 3[[ x* y*dxdy,

buyerda o: z=+/R*—x* —y* yarim sfera sirti.
U holda
I ==3[[x*y*dxdy ==3[[x*y*dxdy == 3|[r* sin’ pcos’ pdrdo =

2 R 27[1 .
=-3[sin’ pcos’ pdo - [r’dr= —%R(’ jzsm 20dg =
0 0 0

R 1% 1 R°
=———[(-cosdp)dp=—--¢ =—". O
: 2{( @)de T .

2.4.5. Sirt yuzasi. z=z(x,y) tenglama bilan berilgan sirt yuzasi
S =|[do yoki (4.13)

formula bilan topiladi(birinchi tur sirt integralining geometrik ma 'nosi).
Sirt massasi. o sirtning massasi

m=[[y(x,y,z)do (4.14)

formula bilan topiladi, bu yerda y — o sirtning sirtiy zichligi( birinchi tur sirt
integralining mexanik ma’nosi).

Sirtning statistik momentlari, og ‘irlik markazi. AB material egri
chizigning Ox, Oyo‘qlarga nisbatan statistik momentlari va og‘irlik

markazining koordinatalari

S, =[[zr(x,y,2)do, S_=|[xy(x,y,2)do, S_=[[yr(x,y,2)do, (4.15)
S S

x2S Py (4.16)
m m m

formulalar bilan topiladi.
Inersiya momentlari. AB material egri chizigning Ox, Oy o‘qlarga va

koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda quyidagilarga
teng:
Ix = .[_[(yz + Zz)j/(x,y,Z)dG) ]y = _[_[(xz + Zz)j/(x,y,z)da,

IZ - ”(yz + xz)j/(x,y,z)da, IO = ”(x2 + y2 + Zz)]/(x,y,Z)dG., (417)
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Jismning hajmi. Quyidan tenglamasi z=z(x,y) bo‘lgan o, silliq sirt
bilan, yuqoridan tenglamasi z=z,(x,y) bo‘lgan o, silliq sirt bilan yon
tomondan yasovchilari oz o0°‘qqa parallel bo‘lgan o, silindrik sirt bilan
chegaralangan jismning hajmi

V= % ffxdydz + ydxdz + zdxdy (4.18)

integral bilan hisoblanadi, bu yerda ¢ =0, + o, + o..
6-misol. z = xtekislikning x+y=1, x=0,
y=0  tekisliklar  bilan  chegaralangan
qismining yuzasini toping (16-shakl).
® ;=xdan z/ =1, z/ =0. Sirt yuzasini

(4.13) formula bilan topamiz:

S=([do=[[J1+2" 1 2" dxdy=~2[dx [dv =
Lja!j +2z* + 27 dxdy {x{y

AN

[0 Yy
1 ny
1 2 o
=V2[ (1= x)dx =v2| x -~ 2
; 2 ), 2
7-misol. Bir jinshi  z=x’+y’> (0<z<1
] v ) 16-shakl.

parabolik qobigning massasini va og‘irlik
markazining koordinatalarini toping.
® Bir jinsli qobiq uchun (4.14) formula m = [[do ko‘rinishni oladi.

U holda

m=[[ 14z + 2 dxdy = ﬂ\/l +4(x* + y*)dxdy,

buyerda o : x* +y” <ldoira.
Bundan

2r 1 i]
m= Jd(pjx/1+4r2rdr=%(l+4r2)2 =%(5\/§—1).
0 0 0

Simmetriyaga ko‘ra x =y =0.

2, = [[zdo = [dg[r*NT+ 4r’dr = (¢* =1+ 4* belgilash kiritamiz)=
m s mo 0

1zt Lo 565+) o
_m8!(t t)dt_z(sﬁ—l)'

115



Mashgqlar

2.4.1. Birinchi tur sirt integrallarini hisoblang:
D) [[(6x+4y+3z)do,bu yerda o: x+2y+3z-6=0 tekislikning birinchi

oktantdagi qismi;
2)[[xy*zdo,bu yerda o :x+ y+z —1=0tekislikning birinchi oktantdagi qismi;

3) [[x* +y’do, buyerda o: z* =x + y* konus sirtning z=0 va z =1

tekisliklar orasidagi qismi;
4) [[J1+4x* +4y*do, bu yerda o: z=1-x’-y* paraboloidning z=0

tekislik bilan kesilgan qismi;
5) ”mdo, buyerda o: z=./4—x>—)* yarim sfera;
0) jja(x +y+z)do,buyerda o:x* +y* + z* = R*sferaning birinchi oktantdagi
qisn;i.
2.4.2. Ikkinchi tur sirt integrallarini hisoblang:
1) [[xdydz + ydzdx + zdxdy, bu yerda o: x=0, y=0, z=0, x=1, y=1, z=1

tekisliklar bilan chegaralangan kubning tashqi tomoni;
2) [[xdydz + ydzdx + zdxdy, bu yerda o : x+ y+z=1 tekislikning koordinata

tekisliklari bilan chegaralangan qismining tashqi tomoni;
3) [[xyzdxdy, bu yerda o :x* + y* +z* =9 (z 20) yarim sferaning tashqi tomoni;

4) dedy , buyerda o: x*+ )’ +z’ =a’ sferaning tashqi tomoni;
5)jjgzdxdy+ xdydz, bu yerdac:x’+y’+z’=1 sfera pastki qismining tashqi
tomgni;
0) ijzdydz, buyerda o: z =%(x2 +y%), x=0, y=0, z=H paraboloid sirti
qismining tashqi tomoni.
2.4.3. Integrallarini Ostrogradskiy-Gauss formulasi bilan hisoblang:

2 2 2

1) )Ef(xcosa +ycos B +zcosy)do, bu yerda o: x—2 + Z_Z + 2—2 =1 ellipsoid sirti;
o a C
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2) ffxdydz + ydzdx + zdxdy, bu yerda o : x* +y* = R*, —~h <z <h silindr sirti;

2 2 2

3)ﬁx2dydz + y’dzdx + z*dxdy,bu yerda o :x—2 + y—2 — Z_Z =0 (0< z<b)konus sirti;
o a

a

4) fix*dydz + y’dzdx + z*dxdy, bu yerda o : x* + y* +z’ =R’ sferaning tashqi

tomgni.
2.4.4. Integrallarini Stoks formulasi bilan hisoblang:
1) §x*ydx+dy+zdz, buyerda L: x*+y’=R’, z=0 aylana;
2) ;x2y3dx+ dy—zdz, buyerda L: x’+y’=4, z=0 aylana.
2.4.5. Berilgan tekisliklarning birinchi oktantda yotgan qismining

yuzasini toping:1) 6x +3y +2z=12; 2)10x+5y + 4z =20.

2.4.6. 4z =x* + y’paraboloidning y* =z silindr va z =3 tekislik bilan
kesilgan qismining yuzasini toping.

2.4.7. Sirtiy zichligi y :% ga teng bo‘lgan z=,/R* —x* — y* yarim
sferaning massasini toping.

2.4.8. Sirtiy zichligi y =+/x* + y* ga teng bo‘lgan x* +y* + z* =R’ shar
qobig‘ining massasini toping.

2.49. 2’ =x"+y* (0<z<h)konus yon sirtining Oz oqga nisbatan inersiya
momentini toping.

2.5. MAYDONLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI

Yo‘nalish bo‘yicha hosila. Skalyar maydon gradiyenti.
Vektor maydon oqimi. Vektor maydon divergensiyasi.
Vektor maydon sirkulatsiyasi. Vektor maydon uyurmasi

2.5.1. Fazoning har bir M nuqtasida u skalyar kattalikning son
qiymati aniqlangan qismiga (yoki butun fazoga) skalyar maydon deyiladi.

Agar u kattalik ¢ vaqtga bog‘liq bo‘lmasa, bu kattalik bilan aniglangan
maydonga statsionar maydon, aks holda nostatsionar maydon deyiladi.
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Stasionar maydonda u» kattalik faqat M nuqtaning fazodagi o‘rniga
bog‘liqg bo‘ladi va u=u(M) kabi belgilanadi. Bunda wu=u(M) funksiyaga
maydon funksiyasi deyiladi. R’ fazoning Oxyz koordinatalar sistemasida
u=u(x,y,z) bo‘ladi.

& Skalyar maydonning geometrik tasviri sath sirtlari hisoblanadi.
Fazoning u =u(x,y,z) maydon funksiyasi o‘zgarmas C qiymatga teng
bo‘ladigan barcha nuqtalari to‘plamiga skalyar maydonning sath sirti
deyiladi. Sath sirti u(x,y,z) = C tenglama bilan aniqlanadi.

Tekislikning har bir » nuqtasida z skalyar kattalik aniglangan
qismiga (yoki butun tekislikka) yassi skalyar maydon deyiladi. Yassi skalyar
maydon funksiyasi z= f(x,y) ko‘rinishida bo‘ladi. Yassi skalyar
maydonning geometrik tasviri sath chizig‘t hisoblanadi. Sath chizig ‘i
f(x,y)=C tenglama bilan aniqlanadi.

Skalyar maydonning u=u(x,y,z) differensiyallanuvchi funksiyasi
berilgan bo‘lsin. M (x;y;z) bu maydonning biror nuqtasi, / shu nuqtadan
[°=cosa -l +cosfB-j+cosy-kbirlik vektor vyo‘nalishida chiquvchi nur
bo‘lsin, bu yerda a,B,y - Inurning Ox, Oy, Oz o‘qlar bilan tashkil gilgan
burchaklari.

Au=u(x+Ax,y+Ay,z+Az) —u(x,y,z)
ayirmaga bu funksiyaning ! yo ‘nalish bo ‘yicha orttirmasi deyiladi.
u=u(x,y,z) funksiyaning M (x;y;z) nuqtadagi / yo ‘nalish bo ‘yicha
hosilasi deb
ou . Au
o lim Al
limitga aytiladi,bu yerda A/ — M, va M nuqtalar orasidagi masofa.
I yo‘nalish bo‘yicha hosila » funksiyaning shu yo‘nalish bo‘yicha

o‘zgarishini xarakterlaydi. Bunda aa—b;ning ishorasi u funksiyaning o°‘sishi

8_7 bu o‘zgarishning tezligini belgilaydi.

yoki kamayishini belgilasa, -

Agar u=u(x,y,z) funksiya M (x;y;z) nuqtada differensiyallanuvchi

bo‘lsa, u holda uning bu nuqtadagi / yo‘nalish bo‘yicha hosilasi

a_u:a_ucosa +a—ucosﬁ+a—u0087 (51)

ol Ox oy 0z
tenglik bilan aniqlanadi, bu yerda cosa, cosf3, cosy —I vektorning
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yo‘naltiruvchi kosinuslari.
Agar [ yo‘nalish koordinatalar o‘qining yo‘nalishlaridan biri bilan bir
xil bo‘lsa u funksiyaning bu yo‘nalish bo‘yicha hosilasi tegishli xususiy
hosilaga teng bo‘ladi. Masalan, / =i da aa—b; = Z—u
X
u funksiyaning [ yo‘nalishga teskari yo‘nalish bo‘yicha hosilasi uning
[ yo‘nalish bo‘yicha hosilasiga teskari ishora bilan teng bo‘ladi.
Yassi z maydonda
g:gcosoc +gsina (5.2)
ol Ox oy
bo‘ladi.
M nuqta M nuqtaga biror egri chiziq bo‘ylab intilayotgan bo‘lsin. Agar
bunda bu egri chizigga M nuqtada o‘tkazilgan urinmaning yo‘nalishi /
yo‘nalish bilan bir xil bo‘lsa, u holda (5.1) formula o°z kuchini saqlaydi.

l-misol. u=2x’yz+x*+y’+z° funksiyaning M (1;-1;2) nuqtada
a ={2;-1;,0} vektor yo‘nalishdagi hosilasini toping.
@® u=2x"yz+x’+y’+2z° funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

a—u=6x2yz+2x, a—u:2x3z+3y2, a—u:2x3y+3zz.
ox oy 0z
Bundan
ey, Mo—g My,
X | s W, oz|,,

a={2;-1,0} vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

cosq = = 2 _ 2 cosﬂ—a—y——L cosy—i—O
@l 2P+ (-1 +0 V5 @l 5 lal

Xususiy hosilalar va yo‘naltiruvchi kosinuslarning qiymatlarini
(5.1) formulaga qo‘yamiz:

du 2 1 2745
Moo=y 7 ] ——|+10.0=—2"" O
o, J5 ( ﬁj 5

2-misol. u =x* —3xy* + yz funksiyaning M (1;2;—1)nuqtada, shu nuqtadan
M,(3;4,-2) nuqtaga tomon yo‘nalishdagi hosilasini toping.
@ M M, vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslarini topamiz:
MM, =@-1)i +(4=2)j+(2—(-1)k =27 +2j -k,
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1’ = = ==i+=
‘M]Mz‘ J2R 428+ (-1 3

cosoc—2 cosﬂ—2 cos _1
3’ 3 Ty

~ MM, 242j -k 2+ 2
3

u=x’-3xy’ +yz funksiya xususiy hosilalarining M (1;2;-1) nuqtadagi
qiymatlarini topamiz:

ou ou ou
= =0x* -3y =-9, = =(-6xy+z)| =-13, = =y =2
ol O =7, oy, 80+ o,
U holda
ou :_9.%_13.%+2. _1 :_ﬁ_ (&
all,, 3 3 3) 3

3-misol. u =In(xy + yz + zx) funksiyaning M (0;l;1)nuqtada x =cost,
y=sint, z=1, 0<¢t<2raylana yo‘nalishdagi hosilasini toping.
@ Aylananing vektor tenglamasini tuzamiz:
F(f)=cost-i +sint- j +1-k.
Aylanaga o‘tkazilgan urunmaning birlik vektorini topamiz:

—

r . e -
r-=—=-SImmf-1 +Ccost-j.
dt

M ,(0;1;))nuqtada ¢, =% bo‘ladi. Bundan 7°

s T o= e
=—sin—-i +cos—-j=—1-1.
Mo 2 2

Aylanaga M (0;1;1)nuqtada o‘tkazilgan urinmaning yo‘naltiruvchi
kosinuslarini topamiz: cosa =-1, cos =0, cosy =0.
Xususiy hosilalarning A, (0;1;1) nuqtadagi qiymatlarini topamiz:

Ouf __yrz | 0w xdz p o yEx
ox|,, Xy +yz+zx|, ’ 8yMO Xy +yz+zx|, ’ 0z |y, Xy +yz+zx|, '
U holda

ou =2-(-D+1-0+1-0=-2. O

oll,,

4-misol. z=arctg(xy) funksiyaning M (;l)nuqtada y=x> parabolada
yotuvchi, shu parabola yo‘nalishdagi hosilasini toping (abssissaning o‘sish
yo‘nalishida).

@ Parabola M (I;)nuqtada Ox o‘q bilan « burchak tashkil gilsin.
U holda 1ga = y'(x)| =2 bo‘ladi.
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Bundan urunmaning yo‘naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

1 1 ga 2
N+ig’a 5 J+iga 5

Funksiya xususiy hosilalarining M (1;1) nuqtadagi giymatlarini topamiz:

sing =

cosa =

g vy Lo x |1
ox|,, 1+x°y*[, 2’ oy, 1+x7y, 2
U holda
ou 11 2 35

—+

1
W 25 245 10°

2.5.2.u(x, y,z) skalyar maydonning M (x;y;z) nuqtadagi gradiyenti deb

al

graduza—uf+a—u]+a—uE (5.3)
ox Oy 0z
vektorga aytiladi.
Bundan
aa—b;zgmdu g (5.4)

u(x,y,z) skalyar maydon gradiyenti bu maydon o‘zgarishning eng
katta tezligini ifodalaydi (skalyar maydon gradiyentining fizik ma ‘nosi).
Bunda u(x,y,z) funksiyaning M (x;y;z) nuqtadagi eng katta o‘zgarish tezligi

ou\ ou : ou\
e J(aj (5)-(2) )
bo‘ladi.

Ikki o‘zgaruvchining z=z(x,y) differensiyallanuvchi funksiyasi

bilan berilgan yassi skalyar maydonda gradiyent

gradz :Z—ZZ+2—JZ/} (5.6)

formula bilan aniqlanadi. Bunda M (x;y) nuqtadagi gradiyent sath chizig‘iga
shu nuqtada o‘tkazilgan urinmaga perpendikular bo‘ladi.

5-misol. u=x*y’z—In(z-1) skalyar maydonning M (1;1;2) nuqtadagi eng
katta hosilasini toping.

@ Skalyar maydonning eng katta hosilasi bu funksiya gradiyentining
moduliga teng bo‘ladi.
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Topamiz:

ou ou ou 1
— =(Q2xy’ =4, —| =(2x° =4, —| =|xy’ -
Oox v, (2xy Z)‘MO oy (2x yz)‘Mo Oz " (x Y z—lj

U holda gradu=4i +4;j. Bundan

| gradu|=~4* +4*> =42. O

6-misol. z* =xy sirting M (4;2) nuqtadagi eng katta qiyaligini toping.

@ Sirtdagi qiyalikning eng katta absolut qgiymati z funksiyaning
M nuqtadagi gradiyentining moduliga teng bo‘ladi.

Sirt tenglamasidan topamiz:

o oMo eads a2t YN a2
z=Jxy, z(M,)=24/2, X(MO)—Z\/:— o },(MO)_zﬁ_ ~
ND)

U holda gradu = g? + 72]'. Bundan

M,

| gradu|= £+%:ﬂ. Q
16 4 4
2.5.3. Har bir M nuqtasida biror a vektor mos qo‘yilgan fazoning
biror gismiga (yoki butun fazoga) vektor maydon deyiladi. Vektor maydon

Oxyz koordinatalar sistemasida a = d(x, y,z) vektor bilan aniqlanadi. a vektor
maydonning berilishi uchta skalyar P=P(x,y,z), 0=0(x,,2), R=R(x,y,z)
maydonning berilishiga teng kuchli bo‘ladi, ya’ni
d=daM)=ad(x,y,z)=P(x,v,2)i +O(x,v,2)] + R(x,v,2)k .
Agar P, O, R o‘zgarmas kattaliklar bo‘lsa vektor maydonga bir jinsli
maydon deyiladi.

Har bir nuqtasida urinmaning yo‘nalishi shu nuqtaga mos a vektor-
ning yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lgan chiziq a(M) vektor maydonning vektor
chizig i deyiladi. Biror yopiq kontur orqali o‘tuvchi barcha vektor chiziqlar
to‘plami vektor naylari deyiladi.

a(M) vektor maydonning vektor chizig‘i

de  dy dz
P(x,y,2)  O(x,3,2) R(x,p,2)
differensial tenglamalar bilan aniglanadi.

Agar maydon tekislikda berilgan bo‘lsa, ya’ni uning
proyeksiyalaridan biri nolga teng bo‘lib, qolgan proyeksiyalari tegishli
koordinataga bog‘liq bo‘lmasa yassi vektor maydon hosil bo‘ladi. Masalan,

(5.7)

122



a(x,y)=P(x,y)i +O(x,y)] vektor yassi vektor maydonni ifodalaydi.
Yassi vektor maydon uchun vektor chizig‘ining differensial tenglamalari

dy _90,y)
dx  P(x,y)’ (5.8)
z =const

ko‘rinishda bo‘ladi.

7-misol. Maydonning vektor chiziglarini toping:

1) G=xi —yj: Da-ti+lii1e
X y z
) ) .. : dx dy
@ 1) Vektor maydon yassi. Uning vektor chiziglari )
g dx dy .
tenglamadan topiladi. Bundan —=-—. Integrallaymiz:
X Y

Inx=—Iny+InC yoki «x =£.
y
Demak, vektor chiziglar xy=C giperbolalar oilasidan iborat.

2) Vektor chiziglarining tenglamalar sistemasini tuzamiz:

T yoki  xdx=ydy, xdx=zd-.

de_dy _d
[
T

z
Integrallaymiz:
x*—y’=C, x*-z'=C

Demak, vektor chiziglar ikkita giperbolik silindrlar oilasining kesishish
chiziglaridan iborat. O

VCR® sohada  a(M)= P(x,y,z)i +O(x,y,2z)j + R(x, y,z)k vektor maydon
berilgan bo‘lsin, bunda P(x,y,z), O(x,y,z), R(x,y,z)—V sohada uzluksiz
funksiyalar. 7 sohada oriyentirlangan o sirtning har bir nuqtasida
normalning musbat yo‘nalishi 7° =cosai +codfyj +cosyk birlik vektor bilan
aniglansin, bunda «, B, y— 7’ normal vektorning koordinata o‘qlari bilan

tashkil gilgan burchaklari.
a(M) vektor maydonning o sirt orgali o tuvchi 11 ogimi deb
I1= ” P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dxdz + R(x, y,z)dxdy (5.9)

ikkinchi tur sirt integraliga aytiladi.
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Ogimni birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasidagi bog‘lanishga
asosan
I1= ”(P(x,y,z) cos B+ Q(x,y,z)cos B + Rcos(x,y,z)cos ;/)da

ko‘rinishda yoki vektor shaklda
M=|[ai’do (5.10)

kabi 1fodalash mumkin.

a(M) vektor maydonning oqimi skalyar kattalik hisoblanadi. Agar
a(M) vektor oqayotgan suyuqlik tezliklari maydonini o sirt orqali aniqlansa,
IToqim shu sirt orqali vaqt birligi ichida sirtning oriyentirlangan yo‘nalishida
oqib o‘tgan suyuqlik migdoriga teng bo‘ladi (vektor maydon ogimining fizik
ma nosi).

Agar o sirt fazoning biror sohasini chegaralovchi yopiq sirt bo‘lsa

M ={fai'do

oqim sirtdan oqib chiqayotgan suyuqlik bilan sirtga oqib kirayotgan suyuqlik
miqdorlari orasidagi fargni beradi.

8-misol. @=2xi —(z-1)k vektor maydonning o: x>+’ =4, z=0, z=1

sirtdan tashqi tomonga o‘tuvchi oqimini toping.
@ a vektor maydon oqimi

[1=T1, + 11, + I1, ga teng (17-shakl). Bunda i

I1, = [[an/do = [[(z—1)do = [[(0-1)do = —[[do =—-4r

1 1 | 1 o,
I1, = [[an,do =—(|[(z -1)do =-[[(1-1)do =0,
. , N A 3}
I1, =gan30d6 =£jx do, chunki 7; = 5 M - \\ni
I, = jjx2d0 = J4cos2 <pd(pjrdr = 01

=8&r.

_4j

Demak,

[M=-A47+0+87r=4n. O 17-shakl.

2.5.4.vCR® sohada a(M)=P(x,y,z)i +0(x,y,2z)] +R(x,y,2)k  vektor
maydon berilgan bo‘lsin, bunda P(x,y,z), O(x,y,z), R(x,y,z)— V sohada
differensiallanuvchi funksiyalar.
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a(M) vektor maydon divergensiyasi deb
diva(my = °F 99 | OR (5.11)
ox 0Oy Oz
tenglik bilan aniglanadigan skalyar maydonga aytiladi.
Divergensiya va oqim ta’riflaridan Ostrogradskiy-Gauss formulasining

M= fjai'do = [[[ diva(M)dV (5.12)
vektor shakli kelib chiqadi.
9-misol. & =xz’i +yx’j+2zy’R vektor maydonning x’+y’+z'=R’
sferadan tashqi tomonga o‘tuvchi oqimini toping.

@ (qimni Ostrogradskiy-Gauss formulasi bilan topamiz:
1 = [[[divadv = [[[(z* + x* + y* Jixdydz = (sferik koordinatalarga o‘tamiz)=

_ ([ sin@drdgdo = [ *dr{sin0d6 [dp = [#* [sind - ¢l 46 =
vV 0 0 0 0 0
= —27[}1*4 cosO|; dr = 47t'1fr4dr = 47ti _AR'm . O
) ! 5| s

0

Agar a(M) vektor o sirt orqali ogayotgan suyuqlik tezliklari
maydonini ifodalasa, diva(M) berilgan nuqtadagi suyuqlik sarfining hajm
birligiga nisbatini beradi (divergensiyaning fizik ma nosi).

Har bir nuqtasida divergensiya nolga teng, ya’ni diva(M)=0 bo‘lgan
maydonga solenoidli (yoki nayli) maydon deyiladi. Solinoidli maydonda
vektor nayining har bir kesimidan bir xil migdorda suyuqlik oqib o‘tadi.

2.5.5. VCR® sohada yo‘nalishi tanlangan biror £ chiziq va
a(M) = P(x,y,2)i +O(x,y,2)] + R(x, y,2)k vektor maydon berilgan bo‘lsin,
bunda P(x,y,z), O(x,y,z), R(x,y,z)—V sohada differensiallanuvchi
funksiyalar.
Yo‘nalgan L chiziq bo‘yicha olingan
JP(x,y,z)dx +0(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = Jﬁdf (5.13)

ikkinchi tur egri chiziqli integralga da(M) vektorning L chiziq bo‘yicha
olingan chizigli integrali deyiladi.

Agar a(M) vektor kuch maydonini hosil qilsa, a(M) vektorning
L chizig bo‘yicha olingan chiziqli integrali tayin yo‘nalishda L chiziq
bo‘yicha bajarilgan ishga teng bo‘ladi (chizigli integralning fizik ma 'nosi).
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a(M) vektor maydonning L yopiq kontur bo‘yicha sirkulatsiyasi deb
[ =§adr =§§ P(x,y,z)dx + O(x,y,2)dy + R(x, y,z)dz (5.14)
chizigli integralga aytiladi.

2.5.6.VCR® sohada a(M)=P(x,y,2)i +O(x,y,2z)] + R(x,y,z)k  vektor
maydon berilgan bo‘lsin, bunda P(x,y,z),0(x,y,2),R(x,y,z)—V sohada
differensiallanuvchi funksiyalar.
a(M) vektor maydonning uyurmasi (yoki rotori) deb

rota(M) = (%R —aa—fjf + @—IZD —g—fjj + (aa—f —%Pj/}' (5.15)

vektorga aytiladi.
Uyurma va sirkulatsiya ta’riflaridan foydalanib Stoks formulasini
vektor shaklda quyidagicha yozish mumkin:
[ ={adr = |[nrotado . (5.16)

10-misol. a=yi — xj + ak(a=const) vektor maydonning x*+y’ =1, z=0
aylananing musbat yo‘nalishi bo‘yicha sirkulatsiyasini ta’rifdan foydalanib
(1) va Stoks formulasi bilan (2) toping.

@ 1) L chizigni parametrik ko‘rinishda yozamiz:
x=cost, y=sint, z=0, 0<¢t <27,

Bundan dx=-sintdt, dy=costdt, dz=0.U holda

I = §ydx —xdy + adz = f(sin t(—sint) — costcost)dt = — quo =-27.
L 0 0

2) Masala shartidan: P=y, Q=-x, R=a. (5.16) formuladan topamiz:
roid - (a_“_@jm(@_a_“jg{ﬂﬂ}; Yy
oy Oz 0z Ox ox Oy

Aylananing musbat yo‘nalishi 7 =4 normal bilan aniglanadi.
Stoks formulasi (5.17) bilan topamiz:

1] = [[mrotido =—2[[fikdo =2 ([ dxdy =2 [ de| rdr =

27zr2 ! |

:—2 e

12,

Tezlik maydonning uyurmasi jism aylanishining oniy burchak
tezligi vektoriga kollinear vektor bo‘ladi (uyurmaning fizik ma 'nosi).

d(p:—J.dqoz—(of)”:—Zﬁ. o
0
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Har bir nuqtasida uyurmasi nolga teng, ya’ni rota(M)=0 bo‘lgan

maydon potensial maydon deyiladi.

Gradiyenti da(x,y,z) vektor maydonni yuzaga keltiruvchi u(x,y,z)
skalyar funksiyaga shu vektor maydonning potensial funksiyasi (yoki
potensiali) deyiladi.

Agar vcr® soha bir bog‘lamli bo‘lsa, potensial maydondagi chiziqli
integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi. Bu holda potensial quyidagi
formula bilan topiladi:

u(x,y,z)= jP(x,y,z)dy +O0(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =

= JP(x, VosZ, )X + JQ(x,y,zo)dy + JR(x,y,z)dz .

Masgqlar

2.5.1. Funksiyalarning M nuqtada berilgan yo‘nalish bo‘yicha
hosilasini toping:

1) z=x"+xy*, M M, vektor yo‘nalishida, bu yerda M (1;2), M, (3;0);

2) z=In(3x* +2y°), a ={3;1} vektor yo‘nalishida, bu yerda M (-1;2);

2 2

3) z=2xy+y?, % + y? =1 ellips yo‘nalishida, bu yerda M, (\/5;1);

4) u=xy+ yz+xz, M,M, vektor yo‘nalishida, bu yerda M (1;2;3), M,(5;5;15);
S)u=x"+y>+2z°, a={cos60°;cos60°;cos45°} vektor yo‘nalishida,
bu yerda M (1;1;1);
6) u=x", a=1{2;2;-1} vektor yo‘nalishida, bu yerda M O(e;z;%j;
7) u=zIn(x’ +y*> —z), x=2cost, y=2sint, z=3, 0<r<2raylana
yo‘nalishida, bu yerda M, (1;—/3;3).

2.5.2. Funksiyalarning berilgan nuqtadagi eng katta o‘zgarish tezligini

toping:
1) u=x’yz—xy’z+xyz*, M, (-2:1;0); D u=In(l1+x+y*+z°), M,(L;L);
3) u=e"", M,(-1:4-2); 4) u=x"argig(3y - z), M,(%1;3).
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2.5.3. Berilgan nuqtada « va v skalyar maydonlar sath sirtlari orasidagi
burchakni toping:

Du=x"+y>-2z, v=xz+yz, M,(-2;1;2);
Du=2x"y+z"—x, v=x'z—y’, M (1,0;2).

2.5.4. Vektor maydonlarning vektor chiziglarini toping:
1) d@a=xi +yj+zk; 2) d=2xyi +2yj +3zk; 3) d=2zi —3xk.

2.5.5. Vektor maydon oqimini uning ta’rifi orqali toping:
1) @=xi +yj +zk ning x*+ y* + 2z’ = R* sferadan tashqi tomonga o‘tuvchi;
2) @=xzi ning x’+y’+z=1 paraboloiddan tashqi tomonga o‘tuvchi.

2.5.6. Vektor maydon oqimini Ostrogradskiy-Gauss formulasi bilan

toping:

1) @a=4x7 +4y*j —6z'k ning x*+y*=9 silindming z=0 va z=2 tekisliklar
orasidagi sirtidan tashqi tomonga o‘tuvchi;

2) d=xzi+yx’j+zy’kning  x’+)’ +z’ =R’ sferadan tashqi tomonga
o‘tuvchi;

3) G=xi +yj+zk ning x’+y’ =R’ (—H <z<H)silindrik sirtdan tashqi
tomonga o‘tuvchi;

4) G=xi +yj+zk ning z=1-x>+y*, z=0 (0<z<1) yopiq sirtdan tashqi
tomonga o‘tuvchi;

5) @=zk ning z=x tekislikning x=0, y=0, x+y=1 piramida ichidagi
gismidan tashqi tomonga o‘tuvchi;

6) d=8xi +(2x—4y)j + (" —z)k ning x*+y* +z* =2y sferadan tashqi
tomonga o‘tuvchi.

2.57. Vektor maydon divergensiyasini berilgan nuqtada toping:

1) grad\x* +y* +z*, M, (2;-1;2);

2) axb, Ei=xf+y]’+zl€, 5=yf+z]’+xl€, M ,(3;1;,-2).

2.5.8. Vektor maydon sirkulatsiyasini ta’rifi orqali toping va natijani
Stoks formulasi bilan tekshiring:

1) da=(x+2)i +(x—y)j+xk, ~—+2 =1 ellips bo‘yicha;
a

2 b2

2)@a=-yi +xj +5k, x*+y’=1, z=0 aylana bo‘yicha;
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3)a=x"yi +2j+z°%k, x*+y*+z' =4 sferaning z =0 tekislik bilan
kesishish chizig‘i bo‘yicha;

4) a=zi +2yz + y*k, x*+9y*=9—z sirtning koordinata tekisliklari bilan
kesishish chizig‘i bo‘yicha.

2.5.9. Vektor maydon uyurmasining berilgan nuqtadagi kattaligini

toping:

Da=27+xj+yk, M,(-1;2;2);

2) d=xyzi +(x+y+z)j+ (x> +y +z0)k, M, (1;2;-3).

NAZORAT ISHI

1.Berilgan chiziglar bilan chegaralangan D soha uchun
[[ f(x,y)dxdy ikki karrali integralning takroriy integrallarini yozing.

2. u=u(x,y,z) funksiyaning M(x,;y,;z,) nuqtadagi eng katta
o‘zgarish kattaligi va yo‘nalishini toping.

I-variant

1. y=—x, y°=2x+3. 2. u=2x"yz, M(-3;0;2).
2-variant

1. y=2x-x*, y=—x. 2. u=3x"+y’ —z*, M(0;0;]).
3-variant

1. y=x, y’=2-x. 2. u=3x’yz’, M(-2;-3;1).
4-variant

1. y’=16-9x, y° —23x=48. 2. u=z(x+y), M{1;-1,0).
S-variant

1. y*-3x=4, y* +4x=11. 2. u=xyz, M(-2;1,0).
6-variant

1. x=-1, x=-2, y>0, y=x". 2. u=(x+2)y°, M(0;4;-1).
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. y=3-x’, y=-2x.

. V==X, y=3,3x+y=3.

. yv=1 y=0, x=2y, x—-8=2y.
2

. yv=x,x—-y+2=0.

. =0, y=3, x=y, x—-6=.

. y=x"—4x, y==x.

. y=+4-x*, x=1, x>0, y=0.

. x’=2y, 5x-2y=6.

. y=x"=-2, y=x.

. ¥ =2x, x’=2y, x<1.

. xy=9, x+y=10,1<y<3.

7-variant
2. u=x’y’z, M(=2;1,0).

8-variant
2. u=y’(x* +z), M(1;4,-3).

9-variant
2. u=x’yz’, M(-13;0).

10-variant
2. u=y’(x+2z%), M(0;3;]).

11-variant
2. u=xy’z’, M(-2;1;).

12-variant
2. u=xy—z, M(2;-1;D).
13-variant
2. u=x+yz’, M(2;2;})).
14-variant
2. u=(y*-x)z*, M(3:10).

15-variant
2. u=(y’ +z)x, M(1;-40).

16-variant
2. u=(x+2)y°, M(2;2;2).

17-variant
2. u=x’y’z’, M(2;1;-1).

18-variant
2. u=x(y+2z), M(2,0;-2).

19-variant
2. u=x’y+y’z, M(0;=2;1).
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20-variant

. y=m,x=y+l. 2. u=xy—yz, M(2;-1]).
21-variant

. y=x, y=x+3, y=2x, y=2x-3. 2. u=x’z—y*, M(L;L;-2).
22-variant

. y=9-x°, y>2x°. 2. u=y(x*+z%), M(-2:1;1).
23-variant

. y=42-x, y=x. 2. u=y’z—x*, M(O;L;1).
24-variant

. x+2y=6, y=x, y>0. 2. u=x"+y’+z°, M(1;-1;2).
25-variant

. y2x+2x, y=x+2. 2. u=xy+xz’ -2, M(1;1;-1).
26-variant

. xzﬂ,y—x—le. 2. u=xy’ +yz’ +zx*, M(1;2;3).
27-variant

. y=3x, y+4=x>, x>0. 2. u=x"yz’ +x+y+z, M(2;0;-1).
28-variant

. y=3—-x, y=1l+x, x=0, x=1. 2. u=xyz+x’y’z*, M(-3;-2;0).
29-variant

. y=x"—4x, 2x—y=5. 2. u=xyz’ +xzy°, M(0;1;-1).
30-variant

. 2y=x, y’=x+3, y>0. 2. u=x"+2y* +3z, M(2;-1;1).
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MUSTAQIL UY ISHI

1. Ikki karrali integralni hisoblang.

2. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan D tekis shakl yuzasini toping.

3. Uch karrali integrallarni hisoblang.

4. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali
integral bilan toping.

5. Birinchi tur egri chiziqli integralni hisoblang.

6. Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblang.

7. Birinchi tur sirt integralini hisoblang, bu yerda o — D tekislikning

koordinata tekisliklari bilan ajratilgan qismi.

8.u=u(x,y,z) funksiyaning M, nuqtadagi M M, vektor yo‘nalishidagi
hosilasini toping.

9. a vektor maydon oqimini D tekislik va koordinata tekisliklaridan
hosil bo‘lgan piramidaning tashqi sirti bo‘yicha ikki usul bilan hisoblang:
1) ogim ta’rifidan foydalanib; 2) Ostrogradskiy-Gauss formulasi orqali.

10. @ vektor maydon sirkulatsiyasini Ax+ By +Cz=D tekislikning
koordinata tekisliklari bilan kesishishidan hosil bo‘lgan uchburchakning
n={4;B;C} vektorga nisbatan musbat yo‘nalishda aylanib konturi
bo‘yicha ikki usul bilan hisoblang: 1) sirkulatsiya ta’rifidan foydalanib;

2) Stoks formulasi orqali.

I-variant
1. jfy(1+x2)dxdy, D:y=x’, y=3x. 2. x=27-y*, x=-6.

3. [[[xy*zdxdydz, V: -2<x<1, 0<y<2, 0<z<3.

4, x>0, =20, z>20, 2x+y=2, z=y".
5. [ydl, L: y*=2x parabolaning x* =2y parabola kesgan yoyi.

6. j (xy—Ddx +x’ydy, L: A(1,0) va B(0;2)nuqtalarni tutashtiruvchi

AB to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. J'J.zda, D: x+y+z=1.

8. u=ln(1+x*+y’+2z*), M 1L, M,(5-48).
9. G=0CGx+y)i +(x+2)j+yk, D: 2x+ y+3z=6.
10. G=0Cx- )i +Q2y+2)j+Q2z-x)k, 2x-3y+z=6.
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2-variant

[—

. ”(xy—4x3y3)dxdy, D:x=1, y=x’, y=—\/;.

3
2. y=x', y==x"+1L
y y A
3. Jjj(x2+y2 +22)dxdde, V. x2+y2+z2:4’ XZO, yZO, z>0.

4. x’+y’ =2y, z=$—x2, z=0.

5. [x’dl, L: x*+y*=R’ aylananing yuqori yoyi.
6. j (xy —y)dx+xdy, L: y=x"parabolaning 0(0;0) nuqtadan

B(;1) nuqtagacha bo‘lgan yoyi.

7. J'J.(x+3y+2z)da, D: 2x+y+2z=2.

8. u=x*+2y*—-4z> -5, M, (1;2;1), M,(-3;-2;6).

9. 5=(x+y)f+(y+z)]’+2(z+x)l€, D: 3x-2y+2z=6.
10. G=(x+22)i +(y—32)] +zk, 3x+2y+2z=6.

3-variant

. ”Jl—xz—yzdxdy, D:x*+y’ =4,
D
. Y =2y+x°=0, y -4y +x*=0, y=x, x=0.

1
2
3. m.21xzdxdydz, V:y=x, y=0, x=2, z=xy, z=0.
4
5

cz=3-T7(x*+y%), z=3-14x.
. §(x*+yNdl, L: x*+y’=4x aylana.

6. §(x’y —x)dx+(y’x—=2y)dy, L: x=3cost, y=2sin¢ ellipsning musbat

yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi yoyi.
7. [[(6x+4y+32)do, D: x+2y+3z=6.

8. u=In(xy+ yz+xz), M,(-2;3;-1), M,(2;1;-3).
9. 5=(x+y)f+3y]+(y—z)l€, D: 2x—y—-2z=-2.
10. G=(x+2)i +(x+3y)] + vk, 2x+2y+z=2.
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4-variant

1. ”ysinxydxdy, D:yzg, y=m, x=1, x=2.
D

2. x=4-y’, x—y+2=0.
3. [[[(xy—z*)dxdydz, V: 0<x<l, -1<y<2, 0<z<3.

4, z=8(x’ +y’)+3, z=16x+3.
5. §(x +y)dl, L: uchlari A(1;0), B(0;1), O(0;0) nuqtalarda bo‘lgan

uchburchak konturi.
6. [xdy, L: y=sinx sinusoidaning O(r;0) nuqtadan B(0;0) nuqtagacha

bo‘lgan yoyi.
7. ”(4y—x+4z)da,D: x—2y+2z=2,

8. u=x’y+y’z+z’x, M,(1;-1;2), M,(3;4;-1).
9. G=3xi +(y+z)j+(x-2)k, D: x+3y+z=3.
10. G=zi +(x+y)j +yk, 2x+y+2z=2.

S-variant
. ”(6Xy+24x3y3)dxdy, D:x=1, y:\/;, y=—x’.
D

1
2. x=y°, y'=4-x

3. [[[5xyz’dxdydz, V: -1<x<0, 2<y<3,1<z<2.
4

5

e x20, z20, x+y=4, z:4\/;.
. Jyxdl, L: y*=6x parabolaning x* =6y parabola kesgan yoyi.

6. $ydx—xdy, L: r=R aylananing musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi

YOVYI.
7. IJ.(Sx—Sy—z)dG,D: 2x—-3y+z=6.
10
8. u= - M\ (=1:2,-2), M, (2:0:0).

Cl4x+y 4z
9. Ei=(y+z)f+(2x—z)]’+(y+3z)l€,D: 2x+ y+3z=6.
10. G=(x+2)i +2yj+(x+y—-2)k, x+2y+z=2.
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6-variant
”x(y Ddxdy, D: y=5x, y=x, x=3.

. x=8-y°, x=-2y.
m(?ax +ydxdydz, V: z=10y, x+y=1, x=0, y=0, z=0.

1.

2

3.

4. x* +y*=4x, z=10-y*, z=0.

5. j yidl, L: x=3(t-sint), y=3(1-cost) sikloidaning bir arkasi.

6. j coszdx —sinxdz, L: A(2;0;-2) va B(-2;0;2)nuqtalarni tutashtiruvchi

AB to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. ”(2x+3y+2z)d0 D: x+3y+z=3.

e

u=x-2y+e, M (-4-50), M,(2;3;4).

§°

=(x+y+z)f+2zj’+(y—7z)l€, D: 2x+3y+z=6.
10. G=xi +(y-22)j +Qx—y+22)k, x+2y+2z=2.

7-variant

p—m

dxdy
”1+x +y?

, D:x*+y>=09.
3 ]
2. y==, y=8e¢", y=3, y=8.
X
3. [[[(x=y-z)dxdydz, V: 0<x<3,0<y<l, -2<z<I.
4, z=-2(x*+y*)-1, z=4y-1.
5. §xydl, L: tomonlari x=1, x=-1, y=1, y=-1 bo‘lgan kvadrat
konturi.

6. | M L: A(1;2) va B(3;6)nuqtalarni tutashtiruvchi 4B to‘g‘ri
T X'+ y
chiziq kesmasi.

7. ”(5x—y+52)d0, D: 3x+2y+z=6.

8. u=\1+x>+y>+z°, M (1), M,(3;2).
9. 5=(x+y—z)f—2y]’+(x+2z)l€, D: x+2y+z=2.
10. G=Qy—-2)i +(x+y)j+xk, x+2y+2z=4.
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8-variant

[—

. ”ycosxydxdy, D:yzg, y=m, x=1, x=2.
D

x'=2x+y*=0, x’—6x+y° =0, y=0, yz%.

NI+ 2)dxdydz, Vi z=x+y, x+y=1, x=0, y=0, z=0.

. sz +y°=9, z=5-x—-y, z>0.

fJx*+y7dl, L: x*+y* =2y aylana.

}(xz T+ y)dx+(x+ y*)dy, L: ABC siniq chizig, 4(2:0), B(5:3), C(5,0).
ij(7x+y+2z)da,D: 3x—2y+2z=6.

u=>5xy’z", M (2;1;-1), M,(4;-3;0).
d=0CBx—Di +(y—x+2)j+4zk, D: 2x—y—2z=2.
d=(x+2) +2 +2x— )k, 3x+2y+z=2.

X N R W

[—
&

9-variant

1. ”ye7dxdy, D:y=In2, y=In3, x=2, x=4.

. x=5-y°, x=-4y.
. myzdxdydz, V:z=20Bx+y), x+y=1, x=0, y=0, z=0.

2
3
4. 220, x’ +y* =4, z=x"+ "
5

. j (x+y)dl, L: r’>=cos2¢ (— % <p< %) Bernulli limniskatasining

bo‘lagi.

6. j 4xsin® ydx + ycos2xdy, L: A(0;0) va B(3;6)nuqtalarni tutashtiruvchi
AB to‘g‘ri chiziq kesmasi.

7. J'J.(?)y—x—z)da, D: x—y+z=2.

8. u="+2-Z M (-1, M,234).
y z X

9. G=(y+2)i +(x+6y)j +yk, D: x+2y+2z=2.
10. G=(y+22) +(x+22)j +(x—2p)k, 2x+y+2z=2.

10-variant
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1. J'J.y2(1+2x)dxdy, D:y=2-x*, x=0.

3
2. x=y°, x="y" +1.
Yo, X 4y
3. m(Zx—y2 —z)dxdydz, V: 1<x<5,0<y<2, -1<z<0.
4. z>20, y°=2-x, z=3x.
5. [(#/x-3\y)Ml, L: A(-1,0) va B(0;))nuqtalarni tutashtiruvchi to‘g‘ri

chiziq kesmasi.
6. j x’dy — y'dx
L3 x + 3\/7
B(0;2) nuqtagacha bo‘lgan yoyi.
7. ”(2+y—7x+9z)da, D: 2x—y—-2z=-2.

L: x=2cos’t, y=2sin’t astroidaning 4(2;0) nuqtadan

8. u=In(l+x+y +z) M (130), M,(—413).
9. Zz=(2x—z)f+(y—x)]’+(x+2z)l€, D: x—y+z=2.
10. G=(y—2)i +Qx+y)j+zk, 2x+y+z=2.

11-variant
1. J'J.xyzdxdy, D:y=x, y=0, x=1.

R LR
CYT T Ty
3. m.xzyzdxdydz, V. -1
4, x>0, z20, x+y=2, z=y".

S. [(x*+y*)dl, L: r=2 aylananing birinchi choragi.
6. j xydx +(y—x)dy, L: y=x" kubik parabolaning O(0;0) nugtadan

B(L;1) nuqtagacha bo‘lgan yoyi.

7. ”(2x+3y+z)da,D: 2x+2y+z=2.
8. u=lnC+y*>+2z°), M, (-1;2;1), M,(3;1;-1).
9. Gd=(y—2)i +2x+y)j+zk, D: 2x+y+z=2.

10. G=Qz—x)i +(x—»)j +Bx+2)k, x+y+2z=2.
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12-variant
1. [[e’dxdy, D: y=Inx, y=0, x=e.
y=A2-x*, y=x_.
A +2x")dxdydz, V: y=4x, y=0, x=1, z=\/x7, z=0.

cx Yy =4dx, z=12-y% z=0.

n A W N

. [ydl, L: y=x" parabolaning 4(2;4) va B(l;l)nuqtalar orasidagi yoyi.

L

. [ydx—xdy, L: x=acos't, y=asin’t (Oétégj astroida yoyi.
. [[@x+3y+2)do, D: 2x+3y+z=6.

u=x"+xy° —6xyz, M,(,3-5), M,(42;-2).

© ® 29

Ei=xf+(x+z)]+(y+z)/€, D: 3x+3y+z=3.
10. G=(y+2)i +x +(x+2)k, 2x+3y+2z=6.

13-variant
1

, x=1.
2

1. ”yez"ydxdy, D:y=In3, y=In4, x=
2. ;2—6y+x2:0, ¥ -8y+x’=0, y=x, x=0.

3. [[[(4+8x")dxdydz, V: y=x, y=0, x=1, z=\/x7, z=0.
4. ;20, 220, x=4, y=2x, z=x".

5. jg(x—y)dl, L: x*+y’=2ax aylana.

L

6. $(x+ y)dx+(x—y)dy, L: x=2cost, y=3sint ellipsning musbat

yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi yoyi.
7. ”(3y—2x—2z)da, D: 2x—y—-2z=-2.

8. u=e"", M (-502), M,(2:4;-3).
9. Ga=Qy—z2)i +(x+2y)j+yk, D: x+3y+2z=6.

10. G=(x+2)i +(z—x)j +(x+2y+2)k, x+y+z=2.
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14-variant

[—

j j xydxdy

p X +y

D:x’+y’=09.

2. y=%, y=Te", y=2, y=17.

3. [[[xyz’dxdydz, V: 0<x<2, -1<y<0, 0<z<4.

4. zV: 32(x* + y*)+3, z=3—64x.

5. §Jz*+y%dl, L: 22+’ =4 aylana.

6. ; yeosxdx +sinxdy, L: uchlari A(1;,0), B(0;2), C(2;0) nuqtalarda bo‘lgan

ABC uchburchakning musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi konturs.
7. [[(6x+y+4z)do, D: 3x+3y+z=3.

8. u=xe’+ye" —z*, M, (3;,0,2), M,(4L3).
9. 5=(2y—z)f+(x+y)j+xl€, D: x+2y+2z=4.
10. G=(x+y—2) =2yj +(x+22)k, x+2y+z=2.

15-variant

1. J'J.(y+x2)dxdy, D:y=x*, x=y".

2. L;/:xz +2, y=-3x.

3. [[[(x*+y* +2)dxdydz, V: 0<x<3, -1<y<2, 0<z<2.

4. ZVZO, y+z=2, x’+y° =4,

5. [(x*+y*+2%)dl, L: x=4cost, y=4sinz, z=3¢ vint chizig‘ining birinchi
o‘ramLi.

6. §(x* —y)dx, L: x=0, y=0, x=1, y=2 to‘g‘ri chiziqlardan tuzilgan to‘g‘ri
to‘rtiburchakning musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi konturi.

7. [[3x+10y-z)do, D: x+3y+2z=6.

8. u
9. a
10. G=0Qx-2)i +(y—x)j+(x+22)k, x—y+z=2.

ze" T ML (0;0,0), M,(3;:—4:2).
xf+(y—2z)]+(2x—y+2z)l€, D: x+2y+2z=2.
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16-variant
1. J'J.xy3dxdy, D:y’=1-x, x>0.
2. x*=3y, y°=3x.
3. m.(x+2y)dxdydz, V:z=x"+3y*, y=x, x=1, y=0, z=0.

4,220, y=2, y=x, z=x".

5. [ydl, L:x=cos’t, y=sin’t astroidaning 4(1;0) va B(0;l)nugqtalar
orasidagi yoyi.

6. [(xy—y*)dx+xdy, L:y=2x" parabolaning O(0;0) nuqtadan
B(1;2) nuqtagacha bo‘lgan yoyi.

7. ”(4x—y+z)da, D: x—y+z=2.

8. u="-2- M (22:2), M,(-3:40).

V4

y oz
9. Zz=(x+z)f+(z—x)]’+(x+2y+z)l€, D: x+y+z=2.

10. G=Qy-2)i +(x+2y)j+ vk, x+2y+2z=2.

17-variant
1. ”~ dXdy
bAl+x°+y°
. x=y"+1, y+x=3.
. f[[2xy*2*dxdydz, V: 0<x<3, -2<y<0,1<z<2.

2
3
4. 2>0, z=x, x=+/4-)".
5

, D:x*+y’=3.

. dl , L: A4(0;4) va B(4;,0)nuqtalarni tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq

LX—)
kesmasi.
6. $xdy,L: x’+y* =R’ aylananing musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi

YOVYI.
7. ”(2x—3y+z)da, D: x+2y+z=2.

8. u=e?, M,(3;1;4), M,(1;—1;-1).
9. d=(y+2)i +x5 +(y—-22)k, D: 2x+2y+z=2.
10. G=xi +(x+2)j+(y+2)k, 3x+3y+z=3.
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18-variant

1. J'J.(y2 +x*)dxdy, D: x=1, x=y".

8 2
= , X =4y.
7 x’+4 Y

jjj(x+2y+3z Ydxdydz, V: -1<x<2, 0< y<I, 1<z<2.

y20, z>0, y+x=2, z=x".

2

3.

4.

5. § x*+y*dl, L: x"+y*=2x aylana.

6. j xye'dx + (x —1)e*dy, L: A(0;2) va B(l;2)nuqtalarni tutashtiruvchi
AB t

o‘g‘ri chiziq qismi.
7. J'J.(x+2y+3z)d6 D: x+y+z=2.

e

u=3xy’ +z° —xyz, M, (L;1;2), M,(3;-1;4).

§°

d=Q2z-x)i +(x—1)j +Bx+2)k, D: x+y+2z=2.
10. G=(x+y)i +3y +(y—2)k, 2x—y—-2z=-2.

19-variant
1. J'J.(x3—2y)dxdy, D:y=x"-1, x>0, y<0.
2. L;cyzl, x’=y, y=2, x=0.
3. ”'[mdxdydz, Ve xX’+y*+z?=9, x>0, y>0, z>0,
4. zV:2—18()c2 +?), z=2-36y.
5 dl

Ny

6. [2xydx—x’dy, L: x=2y* parabolaning O(0;0) nuqtadan

L: r=2(1+cosp) (0 <p< j kardioida.

B(2;1) nugtagacha bo‘lgan yoyi.
7. ”(2x+15y+z)da, D: x+2y+2z=2.

8. u=e"", M (1,0;3), M,(2;—4;5).
*=(x+2z)z?+(y—3z)]ﬁ’+zl_c’, D: 3x+2y+2z=6.
10. G=(x+y+2)i +2z/ +(y—T2)k, 2x+3y+z=6.
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20-variant

[—

. J'J.xyzdxdy, D:y=x" y=2x.

_ _3 =7
. y—3\/;, y—x, X 7
[+ 22)dxdydz, Vi y=4x, y=0, x=1, z=1[xy, z=0.

2
3
4, x>+’ +4x=0, z=8-y°, z=0.
5

2
z°dl : . C e e .. . :
. [+, L: x=2cost, y=2sint, z=2¢ vint chizig‘ining birinchi o‘rami.
L X7+ y

6. [(x* +y")dx+xydy, L: y=e" chiziqning A(0;]) nuqtadan

B(l;e) nugtagacha bo‘lgan yoyi.

7. ”(6x—y+82)da,D: X+y+2z=2.

8. u=(x*+y"+2°)°, M,(1;2;-1), M,(0;—1;3).

9. Gd=(y+22)i +(x+22)j +(x=20)k, D: 2x+y+2z=2.
10. G=(y+2)i +(x+6y)j + vk, x+2y+2z=2.

21-variant

[—

. ”x(2x+y)dxdy, D:y=1-x*, y>0.

2. y=%, y=5e", y=2, y=5.

3. [[[(x* +2y* = 2)dxdydz, V: 0<x<1, 0<y<3, -1<z<2.
4. zVZO, z=y’, x*+y*=0.
5

. [ydl, L: y*=2x parabolaning 4(0;0) va B(1;+/2)nuqtalar orasidagi yoyi.

6. [2ysin2xdx - cos2xdy,L: A(%;Zj va B(%;lj nugqtalarni tutashtiruvchi

AB to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. ”(5x+y—z)d0, D: x+2y+2z=2.

8. u=5x’yz—xy’z+yz’, M,(;L;1), M,(9;-3;-9).
9. Ei=(x+z)f+z]’+(2x—y)l€, D: 3x+2y+z=6.
10. G=0Cx-1)i +(y—-x+2)j+4zk, 2x—y—-2z=-2.
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22-variant
dxdy
1.
e
2. x*’-2x+y’=0, x’-6x+y°=0, y=0, y=x.
3. [[[x’yzdxdydz, V: -1<x<2,1<y<3, 0<z<l.

D:x*+y’ =4,

4, z=4—-x, x* +y’ =4x.

5. | Ldl L: A(0,0) va B(2;2)nuqtalarni tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq

L+/8—x? —
kesmasi.
6. [y'dx+x’dy, L: x=5cost, y=2sins ellipsning musbat yo‘nalishda

aylanib o‘tishdagi yuqori yoyi.

7. ”(3x—2y+6z)da,D: 2x+y+2z=2.

8. u =(x-y), M, (1;5,0), M2(3;7;_2)'

9. 5=4xf+(x—y—z)]+(3y+2z)l€, D: 2x+y+z=4.
10. G=Qy+z2)i +(x—y)j—2zk, x—y+z=2.

23-variant

1. He"z”zw/x2 +yidxdy, D: x* +y® =09.
D
. x=y%, x=42-y%.

. [[3@2y +3x)dxdydz, V: y=x, x=0, x=1, z=x"+*, z=0.

dl : . C e e C e .
| , L: x=cost, y=sint, z=¢ vint chizig‘ining birinchi o‘rami.

L xT+ Yt +z

2
3
4, z=0, x’+y* =4y, z=4-x".
5
6. j 2xydx — x*dy + zdz, L: O(0;0;,0) va B(2;l;-1)nuqtalarni tutashtiruvchi OB

to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. [[@x+5y+10z)do, D: 2x+y+3z=6.
8. u=——" 0 M,(12:2), M,(-3:2-1).
x*+y 4z
9. d=(x+2) +2yj+(x+y—2)k, D: x+2y+z=2.
10. G=(x+y)i +(y+2)]+2(x+2)k, 3x-2y+2z=6.
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24-variant
1. jf(x+1)y2dxdy, D:y=3x*, y=3.
. x=44-3, y=3x.
. m(x+y+z)dxdydz, V:x+y+z=1 x>0, y20, z>0.

2

3

4. z=24(x" +y’), z=48x.

5. [(x’ +y*)dl, L: x=3cost, y=3sins aylana.

6. j(2a —y)dx +xdy, L: x=a(t—sint), y=a(l—cost) (0<t<2r) sikloidaning

birinchi arkasi.
7. [[3x+2y+2z)do, D: 3x+2y+2z=6.

8. u=xy+y’z-3z°, M (0;-2;-1), M,(12;-5;0).
9. G=(x+2)i +(x+3y)j+ vk, D: 2x+2y+z=4.
10. G=(y+2)i +2x—2)] +(y+32)k, 2x+y+3z=6.

25-variant

1. ”y—jdxdy, D:y=x, xy=1, y=2.
b X
2. 2y=+/x, x+y=5.
3. m.xzyzfdxdydz, Vi -1<x<3,0<y<2,1<zL2,
4, x* +y* =3z, x+y=6.
5. [(@x-3y)l, L: x=cos’t, y=sin’¢ astroidaning A(1;0) va B(0;])

nuqtalar orasidagi yoyi.
6. [sin ydx +sinxdy, L: A(0;x) va B(z;0)nuqtalarni tutashtiruvchi

AB to‘g‘ri chiziq kesmasi.
7. [[(x+2y+3z)do, D: 2x—y+z=2.

8. u=3xy’z', M, (-3;-2;1), M,(0;1;-3).
9. G=4zi +(x—y—-2)j+QBy+2)k, D: x=2y+2z=2.
10. G=Qz—x)i +(x+2y)j +3zk, x+4y+2z=8.
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26-variant

1. jjx2(1+3y)dxdy, D:x=0, y"’=2-x.
2. y+2x=0, x’=3-y.
3. [[[(x* +y* + 2%)dxdydz, V: 0<x<1, 2<y<1, 1<2<3.

4. x* +y’ =2x, z=%—y2, z=0.

5. [xdl, L: x=cos’t, y=sin’t astroidaning A(1;,0) va B(0;l)nuqtalar

orasidagi yoyi.
6. [(xy—2)dx+ y’xdy, L: A(2;]) va B(l;2)nuqtalarni tutashtiruvchi 4B to‘g‘ri

chiziq kesmasi.

7. [[Bx—y+2z)do, D: x+2y+z=4.

8. u=xe", M, (0;0,0), M,(2;—4:3).

9. 5=(x+y)f+(x+z)]+2(y+z)l€, D: 2x-3y+2z=6.
10. G=(x+y)i +(x+32)j +zk, 2x+y+2z=2.

27-variant
L. [[(x+y*)dxdy, D: y=x*, x=)".
2. L;cy:2, x=5e", x=2, x=5.
3. [[[8x*yz’dxdydz, V: -2<x<1, 0<y<2, -1<z<3.
4. zV:IO—xz, z=0, x’ +y’ =4y,
S.§(x+y)dl, L: x’+y*=2ay aylana.
6. Lj ydx, L: y=cosx cosinusoidaning O(x;—1) nuqtadan B(0;l) nuqtagacha

bo‘lgan yoyi.
7. [[3x—2y+z)do, D: 2x+y+z=4.

8. u=3yx’+z" —xyz, M, (L;1;2), M,(-1;3;4).
9. Ei=(x+y+z)f+2z]’+(x—7z)l€, D: 3x+2y+z=6.
10. G=yi +(x-22)j+Qy—x+22)k, 2x+y+2z=2.
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28-variant

dxdy
1. [[—————, D: x> +y’=8.
J.DJ-w/1+x2—|-y2 By

2 o
x2+1 :

[ +3y*)dxdydz, V: x=4y, x=0, y=1, z=\/x7, z=0.

2
3
4. 220, y’ +x* =4, z=x".
5

« V=

cfNxX+y7dl, L: x*+y° =4x aylana.
6. } (x—y)dx+(x+y)dy, L: x=3cost, y=2sint ellipsning musbat
yo‘n;hshda aylanib o‘tishdagi yoyi.
7. [[(x+6y+4z)do, D: 2x+2y+z=2.
8. uU: x’y+xzt +zy?, ML), M,(-1;0;2).
9. Ga=x-2)i +(x+y)]+yk, D: 2x+y+2z=4.
10. G=02x-2)i +(z-y)j +(x+32)k, 2x+y+z=2.

29-variant
1 [ 25Y by y=1s.

2 272

DX +Y

2. x*+y’ =4, x* =3y,

3. [[[(x" +2y+ 2 )dxdydz, V: 1<x<2, 0<y<2, —1<z<2.
4

4. z=4-y, x> +y’ =4y.

5, [

Ly —X
kesmasi.

6. fydx, L: x*+y’ =16 aylananing musbat yo‘nalishda aylanib o‘tishdagi

, L: A(1;3) va B(3;l)nuqtalarni tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq

YOVYI.
7. [[(4x+y+2z)do, D: x+y+z=1.

1
8. uzgxzyzzz, M, (1;-1,0), M,(2;-1;2).

9. Ei=(2x+z)f+(y—2z)]’+xl€, D: 2x+2y+3z=6.
10. G=(x+2)i +yj +(y+2x)k, 3x+2y+2z=6.
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30-variant
1. [[(x* +3y)dxdy, D: x+y=1, y=x"-1, x20.

2. Y =4dx, x’=4y.
3. [[[(3x* + 2y + z)dxdydz, V: 0<x<1, 0<y<I, -1<z<3.

4. x=1, y=2x, y>0, z=y*, z>0.

5. j@dl , L: x=2(t-sint), y=2(1-cost) sikloidaning bir arkasi.

6. [y’dx+x’dy, L: x=acost, y=>bsintellipsning soat strelkasi yo‘nalishida

aylanib o‘tishdagi yoyi.

7. [[(4x—y+4z)do, D: 2x+2y+z=4.

8. uU: In(1+x+ y*), M, (LL1), M,(3;-5:4).

9. G=Qz—x)i +(x+2y)j +3zk, D: x+4y+2z=8.
10. G=zi +(x+y)j + vk, 2x+y+2z=2.

NAMUNAVIY VARIANT YECHIMI

1. Ikki karrali integralni hisoblang.
1.30. [[(x* +3y)dxdy, D: x+y=1, y=x"—1, x20.

@ D integrallash sohasi 18 - shaklda
keltirilgan.

yd

. .. . . =x2-1
Agar ichki integrallash y bo‘yicha va tashqi . o
integrallash x bo‘yicha bajarilsa berilgan ikki
karrali integral bitta takroriy integral bilan ) 1 -
ifodalanadi. Integralni hisoblaymiz:
! e ! 1-x X+ y = 1
[[(x* +3y)dxdy = [dx [ (x* +3y)dy = j(xzy + %yzj dx =
D 0 x2-1 0 2
:j(xz—x3—x4+x2+§(l—2x+x2—x4+2x2—1)jdx: \_1
0 2 x=0
1 1
= 5](4x2 —2x° = 2x* +9x* = 3x* —6x)dx = 18-shakl
0
]! 1(13 , 1 L
= [(13x* =2x" = 5x* —6x)dr=—| —x’ ——x' —x* =3x> | =——.
2{( X X X X)dx 2(3x 2x X xjo 0 ()
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2. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan D tekis shakl yuzasini toping.
2.30. y*=4x, x’=4y.

@ Tekis shakl quyidan yzix2 parabola bilan yuqoridan y’=4x

parabola bilan chegaralangan (19-shakl).
Bundan

4 2vx 4 3 N
S =”dxdy=fdx f dy=f(2\/;_%x2jdx =(§x2 _Lxsj
D 0 lxz 0

4

3. Uch karrali integrallarni hisoblang.
3.30. [[[(3x* + 2y + z)dxdydz, V: 0<x<1, 0< y<I, -1<z<3.
@& Berilgan to‘g‘ri burchakli parllelopiped uchun topamiz:
[[]3x* + 2y + z)dxdydz = jdx} a’yi(?:x2 +2y+2z)dz=

dy = 4jdxj(3x2 +2y+1Ddy =
0 0

-1

= jdxi((:’)xz +2y)z + Z—;j

=4[((3x” + Dy +»*)| dv=4[(3x* + 2)dv=4(x" + 2x), =12.
0 0

19-shakl. 20-shakl.
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4. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali
integral bilan toping.
4.30. x=1, y=2x, y=0, z=y?, z>0.
@ Berilgan jism (20- shakl) hajmini hisoblaymiz:
V =[] dxdydz = ]fdxzfxdyyfdz = ]dezfxz‘jz dy = jdxzjxyzdy = jy? dy = %j)ﬁdx = %x“‘é = % o
5. Birinchi tur egri chiziqli integralni hisoblang.
5.30.]@0[1 , L: x=2(t—sint), y=2(1-cost) sikloidaning bir arkasi.
@& Sikloidaning parametrik tenglamasidan topamiz:
x' =2(1—-cost), y =2sint,

dl = \/4(1—cost)2 +4sin’ tdt = 2+/2/1—cosd.

U holda

[2rdi = [\J2-2(1—cost)2N2\1— costdr =
= 4\/§2f (1-cost)dt =42(t—sin?)" =87v2. @

6. Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblang.
6.30. [y’dx+x’dy, L: x=acost, y=>bsintellipsning soat strelkasi

yo‘nalishida aylanib o‘tishdagi yuqori yoyi.

@ FEllipsning parametrik tenglamasiga ko‘ra dx =—asintdt, dy =bcostdt.
Bunda soat strelkasi yo‘nalishida ¢parametr 7 dan 0 gacha o‘zgaradi.

U holda

0
[y*dx+x*dy = [(~b*sin’ tacost + a’ cos® thsint)dt =
L T

0 0
= [b*a(1—cos® t)d(cost) + [a’b(1—sin’ 1)d(sint) =
0

0
=bza(cosz‘—lcos3 z‘j +a2b(sint—lsin3tj =ﬂab2.
3 ) 3 3

T

7. Birinchi tur sirt integralini hisoblang, bu yerda o — D tekislikning

koordinata tekisliklari bilan ajratilgan qismi.
7.30. [[(4x—y+4z)do, D: 2x+2y+z=4.

@ Tekislik tenglamasidan topamiz:
z=4-2x-2y, z. =-2, z; =-2.
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U holda do = |1+ z!* + z'* dxdy = 3dxdy.

Sirt integralini o soha bo‘yicha ikki karrali integralni hisoblashga
keltiramiz, bu yerda o, - o sirtning Oxy tekislikdagi proeksiyasi bo‘lgan

AOB uchburchak (21-shakl).
ﬂ(4x —y+4z)do = ﬂ(4x —y+16—-8x—8y)3dxdy =

2—-x

=3jdx2f(l6—4x—9y)dy=3i((l6—4x)y—%y2j dx =
_ 33(2 _ x)((16 —4x) 9(22_ x)jdx _
=%I(2—x)(x+l4)dx=
:%E(28—12x—x2)dx=%(28x—6x2 —%3}0 _44. O

8.u=u(x,y,z) funksiyaning M, nuqtadagi
M M, vektor yo‘nalishidagi hosilasini toping. x 2 1-shakl.

8.30. u=In(1+x+y* +z°), M,(;1;1), M,(3;-5:4).
@® M M, vektor yo‘nalishidagi / birlik vektorning yo‘naltiruvchi

kosinuslarini topamiz:

MM, 20-6j+3k _2- 6- 3:
7 5

MM, ={2;-63}, [°= i ——
\MIMQ 7 77

cosoc—2 cosff=——, cosy =—
7’ 7 Ty

u=In(1+x+ y* +z°) funksiya xususiy hosilalarining M (1;1;]) nuqtadagi

qiymatlarini topamiz:

a | a3y |
x|, l+x+y2+zz‘M0 4’ W, l+x+y2+zz‘M0 2’
o __ 22 | 1
0z, 1+x+y2+22‘M0 2
U holda
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9. a vektor maydon oqimini
D tekislik va koordinata tekisliklaridan
hosil bo‘lgan piramidaning tashqi sirti
bo‘yicha ikki usul bilan hisoblang:
1) ogim ta’rifidan foydalanib;
2)Ostrogradskiy-Gauss formulasi orqali.

9.30. G=(2z-x)i +(x+2y)] +3zk,
D: x+4y+2z=8.
@ 1) Vektor maydon oqimini
11 =[[aii’do formula bilan piramidaning

(22-shakl) har bir tomoni (to‘rtta

uchburchak) orqgali hisoblaymiz: X 29 -shakl.
AAOC da y=0, i’ =—j, x+2z=8.
4 2(4-2) 14 54y
11, =-[[xdo =—[[xdxdz =—[dz | xdx=——fx2‘ iz =
o S 0 0 20 0
4 3 4
:—2I(16—82+zz)dz:—2(l6z—4zz+Z—j __128
g 3), 3
AAOB da z=0, i’ =—k, x+4y=8.
11, = [[0do =0.
ABOC da x=0, ii"=—i, z+2y=4.
2 2(2-y) 2 22—y
11, =—([2zdo =—|[2zdydz =—[dy | 22dz=—f22‘0( )dy=
c o3 0 0 0
2 3
:-4](4—4y+y2)dy:—4(4y—2y2+y?j :—%.
0 0
AABC da ﬁ():w, Z:w, Z;:_l, z' =-2,
V21 2 2>

V21

1
do=,\1+z"+ 2 dxdy = 1+Z+ 4dxdy =dedy,

an'’ = 121(2z—x+4(x+2y)+

=7
L o= L 321
11, = m{j(3x+8y+8 )do—m 5

8z+3x+8y

J21

”(3x+8y+32—4x—16y)dxdyz

04

2-3z)=
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4(2-y)

:—”(32 X— 8y)dxdy——jdy f(32 x—8y)dx =

2 \|4(2~»)

E((:;z —8y)x— %j

4] (2- ) (16-4y—2+ y)dy =42 - y)(14—3y)dy =

= 8(16-49)2 - 1) - 2~ 1))y =

NI»—*

0

=4](28 - 20y +3y")dy = 4(28y —10y” + »*)|. =96.
0

Demak,

=1 +1,+1I, + 11, ——% O—% 96—%

2) Vektor maydon oqimini Ostrogradskiy-Gauss formulasi orqali
hisoblaymiz.

1= m(ép 192, E dydz = [[(-1+2-+ 3)ddy: =

y
8—x—4y

2 4(2-y 2 2 4(2-y x—4y 2 4(2-y
=4jdy I)dx fdz=4jdy J)z‘g dx 2de J()S 4y — x)dx =
0

0 0 0 0

= 2}((8 - 4y)x—%j

0

4(2-y)

dy = 16](2—y)(4—2y—2+y)dy:

0

128
- O

10. a vektor maydon sirkulatsiyasini tekislikning koordinata tekisliklari
bilan kesishishidan hosil bo‘lgan uchburchakning 7i={4;B;C} vektorga

nisbatan musbat yo‘nalishda aylanish konturi bo‘yicha ikki usul bilan
hisoblang: 1) sirkulatsiya ta’rifidan foydalanib; 2) Stoks formulasi orqali.
10.30. G=zi +(x+y)] + vk, 2x+y+2z=2.

@ 1) Sirkulatsiyani 4BCA kontur (23-shakl) bo‘yicha topamiz:
[ =§adr = [adr + [adr + [adr.

2 3\|?
=16j(4—4y+y2)dy=16(4y ~2y? +y?j
0

0

AB kesmada z=0, dz=0, 2x+y=2, y=2(1-x), dy=—2dx. U holda
a=(x+y)j+ ylg, dr =dxi +dyj, adr =(x+ y)dy.
Bundan

0

o 8 _ Y P D i
ll]—ALadr—AJ;(x+y)dy— 2J].(x+2 2x)dx ZJ].(Z X)dx Z(Zx 2} 3.

1
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2- 1
BC kesmada x=0, dx=0, 2z+y=2, =" dz=——dy.

U holda d =zi + yj + yk, dF =dyj +dzk, adr = ydy + ydz.
Bundan

2

- 1 1
I, = jadrz fydy+ydz J.(y—ayjdy___y
BC BC

=—1

22
CA kesmada y=0, dy=0, x+z=1, z=1-x, dz=—dx.

U holda d=zi +xj, dF =dxi +dzk, adr = zdx.
Bundan

I, = jZidF = jzdx:j(l —x)dx:(x—%zj

Demak,

I 5
=01 +1, + 1, =3—1+E=5.
2) Sirkulyatsiyani Stoks
formulasidan foydalanib topamiz:
d=zi +(x+ )]+ vk dan
P=z, O=x+y, R=y.

Bundan
R_00_ | aP_aR_
oy o6z 0z ox
0 _or_,
ox oy . 23-shakl.
U holda

Uzjjrotc_z’d&=”dydz+dzdx+dxdy=”dydz+”dzdx+”dxdy=

2(1-z 1 2(1-x)

=j jdy+jdxjdz+jdxjdy j(z 2z)dz+j(1 x)dx+j(2 2x)dx =

:(22—22)‘1) +(x—%j o

1 5
+(2x—x"),=1+—-+1=—.
Qe sl
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III bob
ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

3.1. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

Asosiy tushunchalar. Kvadraturada integrallanuvchi
birinchi tartibli differensial tenglamalar.
Hosilada nisbatan yechilmagan differensial tenglamalar.

3.1.1. Erkli o‘zgaruvchi, noma’lum funksiya va uning hosilalarini
(differensiallarini) bog‘lovchi tenglamaga differensial tenglama deyiladi.

Noma’lum funksiyasi bitta o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan differensial
tenglama oddiy differensial tenglama deb ataladi.

Differensial tenglamaga kiruvchi hosilalarning (differensiallarning) eng
yuqori tartibiga differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama umumiy ko‘rinishda

F(x,y,y)=0 (1.1)
kabi yoziladi, bu yerda x —erkli o‘zgaruvchi, y — noma’lum funksiya,
y'— noma’lum funksiyaning hosilasi, F-ikki o‘lchamli R* sohada ikki
o‘zgaruvchili funksiya.

Agar (1.1) tenglamani ' ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, tenglama

y'=r(xy) (1.2)
ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda f —berilgan funksiya. Bu tenglamadan
differensiallar ishtirok etuvchi simmetrik shakl deb ataluvchi

M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0
tenglamaga o‘tish mumkin.

(1.1) differensial tenglamaning yechimi (integrali) deb, tenglamaga
qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan differensiallanuvchi y=¢(x)
funksiyaga aytiladi.

(1.2) differensial tenglamaning umumiy yechimi deb, quyidagi shartlarni
qanoatlantiruvchi y =¢(x,C) (bu yerda C -ixtiyoriy o‘zgarmas)
funksiyaga aytiladi:

a) y ixtiyorily o‘zgarmasning istalgan qiymatida (1.2) differensial
tenglamani qanoatlantiradi;
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b) boshlang‘ich y| _ =y, shart har qanday bo‘lganda ham ixtiyoriy
o‘zgarmasning shunday C qiymatini topish mumkinki, y=¢(x,C) yechim
boshlang‘ich shartni qanoatlantiradi, ya’ni y, = ¢(x,,C) bo‘ladi.

(1.2) differensial tenglamaning umumiy yechimidan ixtiyoriy
o‘zgarmasning tayin qiymatida hosil bo‘ladigan har ganday yechimga
xususiy yechim deyiladi.

Differensial tenglama yechimining grafigi integral egri chizig deb
ataladi. (1.2) differensial tenglama integral egri chizigning har bir M(x,y)
nuqtasida bu egri chiziqqa o‘tkazilgan urinmaning yo‘nalishini aniqlaydi.
Tekislikning har bir nuqtasiga iga = f(x,y) tenglik bajariladigan qilib kesma
qo‘yilgan qismi (1.2) differensial tenglamaning yo ‘nalishlar maydoni
deyiladi. Shunday qilib, (1.2) differensial tenglamaga uning yo‘nalishlar
maydoni mos keladi. Bu jumla (1.2) differensial tenglamaning geometrik
ma ‘nosini bildiradi.

Differensial tenglamada uning umumiy yechimidan ixtiyoriy
o‘zgarmasning hech bir qiymatida hosil qgilinishi mumkin bo‘lmagan yechim
maxsus yechim deb ataladi.

Maxsus yechimning grafigi umumiy yechimga kirgan integral egri
chiziglarning o‘ramasi deb ataluvchi chizigdan iborat bo‘ladi vau

d(x,y,C)=0,
{CD'C(x,y,C) =0
sistemadan C ni yo‘qotish orqali topiladi. Bunda hosil bo‘lgan y = g(x)
funksiya (1.1) differensial tenglamani qanoatlantirishi va ®(x, y,C)=0 oilaga
kirmasligi kerak.

Matematika, fizika, kimyo va boshqa fanlarning turli masalalari
differensial tenglamalar ko‘rinishidagi matematik modellarga keltiriladi.

I-misol. Massasi m ga teng moddiy nuqta v tezlikning kvadratiga
proporsional  bo‘lgan muhit garshilik kuchi ta’sirida  harakatini
sekinlatmoqda. Nuqta harakat qonunining tenglamasini tuzing.

@ Erkli o‘zgaruvchi sifatida moddiy nuqtaning sekinlashish
boshlanishidan hisoblanuvchi ¢ vaqtni olamiz. U holda nuqtaning v tezligi
¢t vaqtning funksiyasi bo‘ladi, ya’ni v=v().

Moddiy nuqtaning harakat qonunini topish uchun Nyutonning ikkinchi
gonunidan foydalanamiz: m-a=F, bu yerda a=v'(r) —harakatlanuvchi jism
tezlanishi, F —jismga harakat jarayonida ta’sir qiluvchi kuchlar yig‘indisi.
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Bu masalada F=-k?, bu yerda k>O0-proporsionallik koeffitsiyenti
(minus ishora harakatning sekinlashishini bildiradi).
Shunday qilib, moddiy nuqtaning harakat qonuni
mv' + kv’ =0.
tenglama bilan aniglanadi. O
2-misol. Tekislikdagi egri chizigning ixtiyoriy M nuqtasiga o‘tkazilgan
urinma, bu nuqtadan Oy o‘qga parallel o‘tgan to‘g‘ri chiziq va koordinata

o‘qlari bilan chegaralangan OAMB trapetsiyaning yuzi S ga teng. M nuqta
harakat qonuni tenglamasini tuzing.

@ M(x;y) noma’lum (izlanayotgan) egri chizigning ixtiyoriy nugqtasi
bo‘lsin.

U holda 04MB trapetsiyaning yuzi S = %(OA +BM)-OB tenglik bilan
ifodalanadi, bu yerda OB=AC=x, BM =y,
OA=CB=BM —CM =BM — AC -tga. = y — x - tga (1-shakl).

Birinchi tartibli hosilaning geometrik ma’nosiga ko‘ra ga = y'.
U holda S=%(y—xy'+y)x. y

Demak, M nuqtaning harakat qonuni
x’y'=2xy+25=0. O

Differensial  tenglamaning  berilgan M
=Y, (yoki y(x,)=y,) boshlang‘ich shart

y
bo‘yicha xususiy yechimini topish masalasi
Koshi masalasi deyiladi.

Teorema (Koshi masalasi yechimining a
mavjudligi va yagonaligi haqidagi teorema). A C
Agar P,(x,,y,) nugtani o‘z ichiga olgan

o B X

D sohada f(x,y) funksiya va g Xususiy
Oy 1-shakl.

hosila uzluksiz bo‘lsa, u holda y'= f(x,y)
differensial tenglamaning y‘ .,= ¥, shartni ganoatlantiruvchi y = ¢(x)
yechimi mavjud va yagona bo‘ladi.

Teoremaning shartlari buziladigan nuqtalar maxsus nugtalar deyiladi.

Maxsus nuqtalar orqali yoki birorta ham integral egri chiziq o‘tmaydi yoki
bir nechta integral egri chiziq o‘tadi.
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3.1.2. Umumiy yechimi chekli sondagi elementar almashtirishlar va
kvadraturalar (elementar funksiyalarni integrallashlar) natijasida topiladigan
birinchi tartibli differensial tenglamaga kvadraturada integrilanuvchi
differensial tenglama deyiladi.

O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar

Ushbu
M (x)dx+ N(y)dy=0 (1.3)
ko‘rinishdagi tenglamaga o zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama
deyiladi.
(1.3) tenglamaning umumiy yechimi uni hadma-had integrallash orqali
topiladi
[M(x)dx+ [ N(»)dy =C.

3-misol. Koshi masalasini yeching:
2XAX 4V o) p(0)=1.
x =1y
@ O°‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama berilgan.
Uni hadma-had integrallaymiz:

2
[ o,
x =1 "y
Bundan tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

1
In|x*-1|-C"
Koshi masalasini yechish uchun tenglamaning umumiy yechimidan
y(0) =1 shartni ganoatlantiruvchi C ni aniglaymiz:
N
In|-1|-C
Demak, Koshi masalasining yechimi
1

In|x' —1|-+=C yoki y=
Y

-1+
Ushbu
M, (x)-N,(y)dx+M,(x)-N,(y)dy =0, (1.4)
y'=£L(0)10) (1.5)

tenglamalarga o zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar deyiladi.
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(1.4) tenglama N,(y)M,(x) ifodaga hadma-had bo‘lish orqali

o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga keltiriladi
M'—(x)dx + Ma’y =0.
M,(x)  N()

(1.4) tenglamani N, (y)M,(x) ifodaga hadma-had bo‘lishda ayrim
yechimlar tushib qolishi mumkin. Shu sababli bunda N, (y)M,(x)=0
tenglamani alohida yechish va bu yechimlar orasidan maxsus yechimlarni
ajratish kerak bo‘ladi.

4-misol. Koshi masalasini yeching:
(1+x*)dy +(1+y*)dx=0, y(0)=1.
@ Tenglamani (1+x*)(1+)°)=#0 ga bo‘lib, o°zgaruvchilarni ajratamiz:
dx d
1+ x? " 1+J;2
Bu tenglamani integrallaymiz:
arctgx + arctgy =C..

=0.

Bundan
xX+y .
tg(arctgx + arctgy) = tgC, " =C, buyerda C =¢gC yoki
— CI - X
4 1+Cx

C, o‘zgarmasning qiymatini boshlang‘ich shartdan topamiz: C =1.
Demak, berilgan Koshi masalasining yechimi

y= I_—X . O
I+x
(1.5) tenglama ' = Z—y o‘rniga qo‘yish orqali o‘zgaruvchilari ajralgan
X
dy
= f(x)dx
L)

tenglamaga keltiriladi.

y'= f(ax + by + ¢) ko‘rinishdagi integrallar (bu yerda a,b,c —sonlar)
ax + by + c =u almashtirish yordamida o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga
keltiriladi.

5-misol. y'+2y=3x+5 tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ Tenglamani y'=3x-2y+5 ko‘rinishda yozib olamiz.
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u=3x-2y+5, u'=3-2y" o‘rniga qo‘yishlar bajarib, y'=3x-2y+5
tenglamani o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiramiz:

3—u'=2u yoki @=3—2u.
dx

Bundan
du

2u—13

=—dx.

Bu tenglamani integrallaymiz:
1 .
Eln |2u—3|=—x+InC yoki 2u-3=Ce™.

Teskari o‘rniga qo‘yish bajarib, berilgan tenglamaning umumiy
yechimini topamiz:
6x—4y+7=Ce™. O

Bir jinsli differensial tenglamalar

Agar f(x,y)funksiyada xva y o‘zgaruvchilar mos ravishda = va 7 ga
almashtirilganda (bu yerda r-ixtiyoriy parametr) f(&x,ty)= f(x,y)shart
bajarilsa, f(x,y) funksiyaga bir jinsli funksiya deyiladi.

Agar y'=f(x,y) differensial tenglamada f(x,y) bir jinsli funksiya
bo‘lsa, bu tenglamaga bir jinsli differensial tenglama deyiladi.

Bir jinsli differensial tenglama almashtirishlar orqali

-]

ko‘rinishda yozib olinadi va keyin Z=u ( u=u(x)-noma’lum funksiya)
X

o‘rniga qo‘yish orqali o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

6 —misol. y' = flni tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ Tenglama bir jinsli. Shu sababli y=ux, y'=u'x + x o‘rniga qo‘yishni
bajaramiz. U holda berilgan tenglama
ux+u=ulnu yoki wu'x=u(lnu-1)
ko‘rinishga keladi.
O‘zgaruvchilarni ajratamiz:
du dx

w(lnu—1) x
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Tenglamani integrallaymiz:
Id—u:j@ yoki In|lnu—1=In|x|+InC.
u(lnu —-1) X

Bundan

Cx+1

Inu-1=xC yoki u=e
u=2 ekanini inobatga olib, topamiz:
X
X_ Cx+1 k _ Cx+1
=e yoki y=xe™".Q
X
7-misol. Tekislikdagi egri chizigning ixtiyoriy M nuqtasiga o‘tkazilgan
urinmaning ordinatalar o°‘qida ajratgan kesmasi urinish nuqtasining
abssissasiga teng. Egri chiziglar oilasini toping.
@ M(x;y) noma’lum (izlanayotgan) egri chizigning ixtiyoriy nuqtasi
bo‘’Isin. Masalaning shartiga ko‘ra: 04=0C =x.
AADM va AMBC uchburchaklarning

. y
o‘xshashligidan (2-shakl):
AD MC
DM CB' N
Bunda
AD=A0-DO=A0-MC=x-y,
pM=0C=x, M€ _10180° - a) = —1ga.
CB H M
bu yerda tga =y".
U holda a
=Yy yoki oy =XE, 0 C BN x
X X
Bir jinsli tenglama hosil bo‘ldi.
Uni yechamiz: 2-shakl
ux+u=u-1, ux=-1, duz—@, u=C-In|x]|.
X

u=2o‘rniga qo‘yish bajarib, egri chiziglar oilasini topamiz:
X

y=Cx—xIn|x|. O
Ushbu

Q: ax+by+c (1.6)
dx ax+by+c '
tenglama c¢=c¢, =0 bo‘lganda bir jinsli tenglama bo‘ladi.
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Agar ¢ va ¢, (yoki ulardan biri) noldan farqli bo‘lsa, u holda (1.6)
tenglama:

1) ab, —ab=0bo‘lganda x=x, +a, y=y, +Balmashtirishlar orqali bir
jinsli tenglamaga keltiriladi;

2)ab, —ab =0 bo‘lganda z=ax+ by o‘rniga qo‘yish orqali o‘zgaruvchilari
ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

(1.6) tenglamani integrallashda qo‘llaniladigan usul

dy _ ax+by+c
dx ax+by+c

(bu yerda f —ixtiyoriy funksiya) tenglamani integrallashda ham qo‘llaniladi.

2x+y-1

8-misol. y'= tenglamaning umumiy yechimini toping.

—x+2y+3
@ Shartga ko‘ra: a=2, b=1, a,=—1, b=2, ab, —ab=2-2—(-1)-1=5%0.
Bu koeffitsiyentlardan
20+ B —-1=0,
{— a+2B+3=0
sistemani tuzamiz.
Uning yechimi: a=1, f=-1.
U holda
dy
dx

1 2xl+yl

D 2y 1
kelib chigadi.
Bu tenglamani yechamiz:
2+u oki (2u —1)du _ dx, ‘
2u—1 20+u—-u’) x

Bu tenglamani integrallaymiz:

u'x, +u=

l4u—-u’ :%.

xl
x, va y, o‘zgaruvchilarga gaytamiz:
2
C .
1+%—%=? yoki x’+x,y, -y =C.

1 1 1

x,=x-1va y =y+1 o‘rniga qo‘yish bajarib, almashtirishlardan keyin
topamiz:
x’+xy—y —x-3y=C, buyerda C=C+1. O
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2x+3y -1

4x+6y-5
® Shartga ko‘ra: a=2, b=3, a,=—4, b =—6.

Bundan ab, —ab=2-(-6)—(-4)-3=0. Shu sababli 2x+3y-1=u belgilash

9-misol. y'= tenglamaning umumiy yechimini toping.

kiritamiz. Bundan 2+3y'=u' yoki y'=*— 2
U holda berilgan tenglama
u-2_  wu
3 2u-3
ko‘rinishga keladi. Bundan
2u =3 du = dx

u—
tenglama kelib chigadi. Uni integrallaymiz:
2u+9In|u—-6|=x+C.
x va y o‘zgaruvchilarga qaytamiz:
C+2

x+2y+3mn|2x+3y-7]=C, buyerda C =

Bir jinsli bo‘lmagan ayrim differensial tenglamalar

y=z",y' =nz""z
o‘rniga qo‘yishlar orqali bir jinsli tenglamaga keltirilishi mumkin.

10-misol. 2x’y'=y’ +xy tenglamani bir jinsli tenglama ko‘rinishiga
keltiring.
@ Berilgan tenglamada y=z", y'=nz"'z’ o‘rniga qo‘yishlarni
bajaramiz:
2x’nz"'z' = 2" + xz".
Bu tenglama barcha hadlarining daraja ko‘rsatkichlari teng bo‘lganda bir
jinslibo‘ladi: 2+n—-1=3n=n+1.

Bu tengliklardan topamiz: n= % U holda berilgan tenglama
2x° -%zz_]z' =y +xz> yoki %Z' =zNz+xz
ko‘rinishga keladi.
Oxirgi tenglikdan
. Zi+xz

x’z'=z"+xz yoki z'="——

bir jinsli tenglama kelib chiqadi. O
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Chiziqli differensial tenglamalar

Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli bo‘lgan
y'+ P(x)y=0(x) (1.7)
tenglamaga chizigli bir jinsli bo ‘Imagan differensial tenglama deyiladi,
bu yerda P(x), O(x) # 0 - x ning uzluksiz funksiyalari (yoki o‘zgarmaslar).
Ushbu
y'+P(x)y=0 (1.8)
(1.7) tenglamaga mos chizigli bir jinsli tenglama deyiladi. Chizigli bir jinsli
tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama bo‘ladi.
Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamaning yechimi xning
ikkita funksiyasi ko‘paytmasi y=u(x)-v(x) ko‘rinishida izlanadi. Bunda
funksiyalardan biri, masalan v(x), tanlab olinadi va ikkinchisi (1.7)

tenglkdan aniglanadi. Chiziqgli tenglamani yechishning bu usuliga Bernulli
usuli deyiladi.

y X

11-misol. y'—== o tenglamaning umumiy yechimini toping.
X + X
@& Berilgan tenglama chiziqgli: P(x)= —l, O(x) = | al —.
X + X

y=uv, y'=u'v+v'u o‘rniga qo‘yishni bajaramiz:

, .V X
uv+ul vV ——|= >
X 1+x

Bu tenglamadan

v
VvV ——=0,
X
, X
u'v= .

1+ x

sistema kelib chiqadi. Sistemaning birinchi tenglamasini integrallaymiz:

dv_dx X el x|+InC, v=Cx
A4 X A4 X

yoki C=1da v=x.
v ni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo‘yamiz:

yoki u'=

u'x = :
1+x 1+ x°
Bundan wu =arctgx+C. Demak, tenglamaning umumiy yechimi

2

y=x(C + arctgx). O
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Agar differensial tenglama xva uning hosilasiga nisbatan chiziqli
bo‘lgan
X'+ P(y»)x=0,0)
ko‘rinishga berilgan bo‘lsa, u holda x =u(y)-v(y) o‘rniga qo‘yish bajariladi.

12-misol. (y*-6x)y'+2y=0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ Berilgan tenglama y erkli o‘zgaruvchi va uning x funksiyasi uchun
chizigli tenglama bo‘ladi:
2y B _gr=—y® yoki ¥ 2x=-L, P(r)=-2, 0(n)=-2.
dy y 2 y 2
x=uv, x'=u'v+vu o‘rniga qo‘yishni bajaramiz:

u'v+u v'—3—v =-Z
y 2

Bu tenglamadan

sistema kelib chigadi.
Sistemaning birinchi tenglamasini integrallaymiz:

v _ Q, fﬂz?)fg, In|vj=3In|y|, v=C)’
4 y 4 y
yoki C=1da v=y".

v ni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo‘yamiz:

Bundan

1
u=—+=~=C.

2y
Demak, tenglamaning umumiy yechimi

x=%y2(1+2Cy). ()
Bir jinsli bo‘lmagan (1.7) tenglamani yechishda ixtiyoriy
o ‘zgarmasni variatsiyalash usuli deb ataluvchi usul qo‘llanilishi mumkin.

(1.7) tenglamani ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bilan yechish
ikki bosqichda amalga oshiriladi.
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Birinchi bosqichda (1.7) tenglamaga mos bir jinsli (1.8) tenglama
yechiladi:

v Pax
y=Ce .
Ikkinchi bosgichda (1.7) tenglamaning umumiy yechimi y=Ce

ko‘rinishda 1zlanadi. Bunda C o‘zgarmas biror differensiallanuvchi
C(x) funk-siyaga tenglashtiriladi, ya‘ni C o‘zgarmas variatsiyalanadi.
Chizigli  differensial  tenglamalarni  yechishning ixtiyoriy
o‘zgarmasni variatsiyalash usulida yechimning ko‘rinishini yodda saqglash
shart emas, balki bu yechimni topish algoritmini bilish muhim: birinchi
bosqichda berilgan tenglamaga mos bir jinsli  tenglama yechiladi va
ikkinchi bosqichda bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning yechimi topilgan bir
jinsli tenglamaning yechimi ko‘rinishida izlanadi, buhda ixtiyoriy o‘zgarmas
o‘zgaruvchi miqdor deb hisoblanadi.
U holda (1.7) tenglamaning umumiy yechimi

JP(x)dx(JQ( ) jP(x)dxd +C)

—_[P(x)dx

ko‘rinishda bo‘ladi.

. 2 ce . .
13-misol. y'— 1 (x + 1)’tenglamani ixtiyoriy o‘zgarmasni
X+

variatsiyalash usuli bilan yeching.
@& Berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamani yechamiz:
2
Yy ———y=0, @ __ 2 , Iny=2In|x+1|+InC, y=C(x+1)".
x+1 y x+1

Berilgan tenglamaning yechimini
y=C(x)(x+1)’

ko‘rinishda 1zlaymiz.

Bundan

Y =C'(x)(x+1)* +2C(x)(x +1).
yva y'ni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:
C'(x)(x+1) +2C(x)(x + 1) = 2C(x)(x + ) = (x + 1)’
U holda
(x+1)°
2

Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

y=(x+1)2(%+aj. o

C'(x)=(x+1), C(x)= +C.
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14-misol. O‘zgarmas elektr toki zanjirida qisqa tutashuv vaqtida tok
kuchining o‘zgarish qonunini toping.
@ Agar R-zanjirning qarshiligi, E -tashqi elektr yurituvchi kuch

(EYK) bo‘lsa, u holda 7 = 1(r) tok kuchi noldan % giymatgacha o‘sib boradi.
L - zanjirning induksiya koeffitsiyenti bo‘lsin. U holda tok kuchining
har ganday o‘zgarishida zanjirda qiymati L% ga teng va tashqi EYKga

garama-qgarshi yo‘nalgan EYK hosil bo‘ladi. Om qonuniga ko‘ra har bir
¢t vaqtda tok kuchining qarshilikka ko‘paytmasi garama-qarshi yo‘nalgan
tashqi va ichki EYKlar yig‘indisiga teng bo‘ladi:
IR=E - Lﬂ yoki ar + 51 _E (E,L,R = const).
dt dt L L
Oxirgi tenglama bir jinsli bo‘lmagan chiziqli differensial tenglama.
Bu tenglamaga mos bir jinsli tenglamani yechamiz:
I Ryico, Mo Ry mr=Riime, 1-ce?
dt L 1 L L
Tenglamaning yechimini / = C(x)e * ko‘rinishda izlaymiz.

Bundan
, R, R &
I'=C(x)e * — C(x)ze L.
Iva I'ni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

_ R, R_Bt R _ &, E
C'(x)e ' =C(x)—e * +—C(x)e * =—.
(x) ()L 7 (x) 7

U holda
C'(x)= %eLt, C(x)= %eLt +C.
Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

R

— - =t

]:£+Ce b
R

t=0 da I(r)=0. Shu sababli C =—%

Demak , izlanayotgan qonun

tenglama bilan ifodalanadi.
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Bernulli  tenglamasi

Ushbu
V' +Px)y=0(x)y", n=2 (1.9)

ko‘rinishdagi tenglamaga Bernulli tenglamasi deyiladi.

Bu tenglama :z=y"", z'=(1-n)y "y o‘rniga qo‘yishlar orqali chiziqli
tenglamaga keltiriladi:

Z’+(1-n)Pz=(1-n)Q.

Izoh.1. Bernulli tenglamasidan » =0 bo‘lganda chiziqli tenglama,
n=1 bo‘lganda o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama kelib chigadi.

2. Bernulli tenglamasini bevosita y=u-v o‘rniga qo‘yish orqali yoki
ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bilan yechish mumkin.

15-misol. y" + xy=xy’ tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ Bernulli tenglamasi berilgan: n=3.

z=y'"" =y~ belgilash kiritamiz va berilgan tenglamani

z'—2xz=-2x
ko‘rinishga keltiramiz.
z=uv, z'=u'v+v'u o‘rniga qo‘yish bajaramiz:

u'v+u(v' —2xv)=-2x.
Bu tenglamadan

Vv =2xv=0,
u'v=-2x.

sistema kelib chigadi.

Birinchi tenglamani integrallab v = ¢* xususiy yechimga ega bo‘lamiz
va uni ikkinchi tenglamaga qo‘yamiz:

u'e” =—2x yoki du=-2xe™.
Bundan
u=e> +C.

U holda
z=e"(C+e™) yoki z=1+Ce".

Demak, berilgan Bernulli tenglamasining umumiy yechimi:

y?=1+Ce” yoki y*(1+Ce’)=1. @
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To‘lig differensialli tenglamalar
Agar
M (x,y)dx + N(x,y)dy=0 (1.10)
tenglamaning chap qismi biror u(x,y) funksiyaning to‘liq differensiali, ya’ni
du =M (x,y)dx+ N(x,y)dy
bo‘lsa, (1.10) tenglamaga to ‘lig differensialli tenglama deyiladi.

Agar aaﬂ _ aa—N shart bajarilsa (1.10) to‘liq differensialli tenglama
3% X
bo‘ladi. Bunda (1.10) tenglamaning umumiy yechimi

IM(x,y)dx+f(N(x,y)—f%‘/ldedy:C (1.11)
formula bilan aniqlanadi.

16-misol. (y+esiny)dx+(x+e‘cosy)dy=0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.
@ Tenglamada M(x,y)=y+e'siny, N(x,y)=x+e" cos}y.

oM ) ON ) , . OM ON
Bunda — =1+e"cosy, —=1+e'cosy, ya’'ni —=—.

oy ox oy Ox

Demak, tenglama to‘liq differensialli.
Z—” = M (x,y) bo‘lgani uchun Z—u = y+e"sin y. Bu tenglikni x bo‘yicha
X X
integrallaymiz :
u=yx+e'siny+o(y).

Bundan

y , ou N
o(y)=u—yx—e'siny va (o(y):a——x—e COS ).
v

Bunda Z—u = N(x,y) ekani inobatga olinsa ¢'(y)=0bo‘ladi. U holda ¢(y)=C.
V

Demak,
u=e'siny+yx+C yoki ypx+e'siny=C. Q@
oM  ON . L .
T A shart bajarilmasa (1.10) tenglama to‘liq differensialli
3% X

bo‘lmaydi. Bunday tenglamani integrallovchi ko ‘paytuvchi deb ataluvchi
u(x,y) funksiyaga ko‘paytirish orqali to‘liq differensialli tenglamaga
keltirish mumkin.
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u(x,y) integrallovchi ko‘paytuvchi

o e~
xususiy hosilali differensial tenglama yechimidan iborat bo‘ladi.
Integrallovchi ko*paytuvchini quyidagi hollarda oson topiladi:

M _oN
ay Ox _ ¢ _ [Fax . . .
1) T_F(x) bo‘lganda u u(x)=e kabi aniglanadi;
N oM
ox

2) Tay =d(y) bo‘lgandau u(y)=e"""" kabi aniglanadi.

17-misol. (x* — y)dx+xdy=0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ Tenglamada M(x,y)=x"-y, N(x,y)=x.

oM ON , . OM ON
Bundan —=-1,—=1, ya’ni —#—.
oy ox oy Ox

Demak, tenglama to‘liq differensialli emas.
Berilgan tenglama uchun integrallovchi ko*paytuvchini topamiz:

M _aN
Fy=-2 S T2l 2
N X X
L

Berilgan tenglamani u(x)ga ko‘paytiramiz:

(1—12jdx+1dy=o.
X X

Bu tenglamada
M _aN __ 1
dy ox  x*

Tenglamaning yechimini (1.11) formula bilan topamiz:
j(l — lzjdx + J(l — f(— szdxjdy =C, x+ Yy j(l — lja’y =C.
X X X X X X
Demak,

x+X=C. (&)
X
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3.1.3. Ushbu
F(x,,y)=0 (1.12)

ko‘rinishdagi tenglamaga hosilaga nisbatan yechilmagan differensial
tenglama deyiladi.

(1.12) tenglamani integrallashning ayrim usullarini keltiramiz.

1. (1.12) tenglama

F(y")=0 (1.13)
ko‘rinishda berilgan bo‘lib, bunda tenglamaning hech bo‘lmaganda bitta
y' =k, yechimi mavjud bo‘lsin.
F(y - Cj =0
X

U holda

18-misol. y"” -2y +3y"'—6=0 tenglamani yeching.

@ ' =k berilgan tenglamaning yechimi bo‘lsin. U holda dy=kdx dan
y=kx+C bo‘ladi. Bundan

bo‘ladi.

y=C
—
Demak, berilgan tenglamaning yechimi

(3 AT A5 e 0

2°.(1.12) tenglama

y':k:

F(y,y)=0 (1.14)
ko‘rinishda bo‘lsin. Bu tenglamani ' ga nisbatan yechish oson bo‘lmaganda

t parametr kiritiladi va (1.14) tenglama ikkita parametrik tenglama bilan
almashtiriladi:

y=0@), ¥ =), t,<t<t, bu yerda F(p(0).y(6) =0, te(t,1,).
Bunda (1.14) tenglamaning yechimi
Q'(1)
x=|—=dt+C, y=0¢()
/ w ()

parametrik tenglamalar bilan aniglanadi.

2 2

19-misol. y* +y"* =1 tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ y=cos’t, y' =sin’t bo‘lsin.
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U holda
dxzﬂz_?acos tsmtdt:_?)cos t

— ——dt.
y s’ ¢ sm” ¢

Bundan
cos’ ¢

x=-3f dt =3t + 3ctgt + C.

sin’ ¢

Demak, berilgan tenglamaning yechimi
x=3t+3ctgt+C, y=cos’t
parametrik tenglamalar bilan aniglanadi.

(1.14) tenglamani y ga nisbatan yechish oson bo‘lganda parametr p =’

parametr kiritiladi.
Bunda (1.14) tenglamaning yechimi

x=f%f9)dp+C, y=9(p)
parametrik tenglamalar bilan aniglanadi. Bu tengliklardan p parametr

yo‘qotilsa, @(x,y,C)=0 yechim kelib chiqadi.

20-misol. y=y" +4y"” tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ )'=p bo‘lsin. U holda tenglama
y=p’ +4p’.
ko‘rinishga keladi. Bundan
y'=Q@p+12p*)p', p=Qp+12p°)p’, p-(1-2(1+6p)p)=0.
U holda
1-2(1+6p)p'=0, 1=2(0+6p)p', dx=2(1+6p)dp, x=2p+6p*+C.
Demak, berilgan tenglamaning yechimi
x=2p+6p°+C, y=p’> +4p’
parametrik tenglamalar bilan aniglanadi.
Bundan tashqari tenglama

— p? 1 4p3
{y PP yoki p=0
p=0
maxsus yechimga ega. O
3°. (1.12) tenglama
F(x,y)=0 (1.15)
ko‘rinishda bo‘lsin. Bu tenglamani ' ga nisbatan yechish oson bo‘lmaganda
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¢ parametr kiritiladi:
x=¢@), y'=w(0), t,<t<t, buyerda F(p@).y()=0, te(t,;t).
Bunda (1.15) tenglamaning yechimi
y=[w®p'O)dt+C, x=0(1)
parametrik tenglamalar bilan aniglanadi.
(1.15) ni y ga nisbatan yechish oson bo‘ganda p=)'parametr kiritiladi
va quyidagi yechimlar topiladi:
y=[pe'(p)dp+C, x=0(p).
Bu tengliklardan p parametrni yo‘qatilsa, ®(x,y,C)=0 yechim kelib chiqadi.

21-misol. x=y'cosy’ tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ Berilgan tenglamani
y'=p, x=pcosp
ko‘rinishda yozamiz.

Bu tengliklardan
dx =Q , dx=(cosp— psin p)dp
P
yoki
dy = p(cos p — psin p)dp
tenglik kelib chigadi.

Uni integrallaymiz:
y=p’cosp— psinp—cosp+C.
Demak, berilgan tenglamaning yechimi
x=pcosp, y=p’cosp—psinp—cosp+C
parametrik tenglamalar bilan aniglanadi. @
4°, (1.12) tenglama
y=x¢(y")+y (") (1.16)
ko‘rinishda bo‘lsin, bu yerda ¢(3"), w(»")— »'ning ma’lum funksiyalari.
(1.16) tenglamaga Lagranj tenglamasi deyiladi. Lagranj tenglamasi
y' ga nisbatan yechilgan bo‘lgani sababli p =)' parametr kiritiladi va u
y=x¢(p)+y(p)
ko‘rinishga keltiriladi. Bu tenglama x bo‘yicha differensiallanadi va x =x(p)
noma’lumga nisbatan chiziqli

(p=0(p) 2 =20/ () +y'(p)
p
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tenglama keltirib chigariladi. Bu tenglamaning x = o(p, C) yechimi va
y=xp(p)+w(p) tenglamadan p parametrni yo‘qotib, (1.16) tenglamaning
umumiy integralini topiladi:
y=7(x,0).
dp

y=xp(p)+w(p) tenglamaga o‘tishda . bo‘lish bajariladi. Bunda
X

Z—pzo, ya’ni p=p, =const yechim tushib qolishi mumkin. Parametrning bu
X

gqiymati p —¢(p)=0 tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shu sababli
y=x¢(p,)+w(p,) yechim Lagranj tenglamasining maxsus yechimi bo‘ladi.

22-misol. y=x(1+y")+y" tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ Berilgan tenglama Lagranj tenglamasi. Bu tenglamani )’ = p deb,
y=x(1+p)+p’
ko‘rinishda yozamiz va differensiallaymiz:
V=(+p)+(x+2p)p'.
Bundan
p=1+p)+(x+2p)p', 1+(x+2p)p'=0, x'+x+2p=0, x'+x=-2p
chizigli tenglama kelib chgigadi.
Bu tenglamaning yechimi
x=2-2p+Ce”
bo‘ladi.
Demak, berilgan tenglamaning yechimi
x=2-2p+Ce”’, y=2-2p+Ce”)-(1+p)+p’. O

5°. (1.19) tenglama
y=x"+y () (L.17)
ko‘rinishda bo‘lsin, bu yerda w(y')— y'ning ma’lum funksiyasi.
(1.16) tenglamaga Klero tenglamasi deyiladi.
Klero tenglamasi yechishda p = ' parametr kiritiladi.
Bunda (1.17) tenglamaning
y=xC+y(C)
ko‘rinishdagi umumiy yechimi kelib chigadi.
x+y'(p)=0 bo‘lganda (1.16) tenglamaning xususiy yechimi
x==y'(p), y=xp+y(p)
parametrik tenglamalar bilan aniglanadi. Bu yechim Klero tenglamasining
maxsus yechimi bo‘ladi.
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23-misol. y=xy'+cosy’ tenglamaning umumiy yechimini toping.
@ Berilgan tenglama Klero tenglamasi. Bu tenglamani y' = p deb,
y=Xxp+Cosp
ko‘rinishda yozamiz va differensiallaymiz:
p=p+(x—sinp)p’.
Bundan
(x—sinp)p'=0
tenglik kelib chigadi. Bu tenglikdan p'=0 yoki p=C kelib chigadi.
U holda berilgan tenglama
y=xC+cosC
yechimga ega bo‘ladi.
x—sin p=0 yoki x=sinp da tenglama maxsus yechimga ega bo‘ladi.
Bundan p=arcsinx yoki y'=arcsinx kelib chiqadi. Bu tenglamani
integrallab berilgan tenglamaning maxsus yechimini topamiz:

y=xarcsinx ++1-x> +C O

Mashgqlar

3.1.1. Massasi m ga teng o‘q qarshilik kuchi o‘q tezligining kvadratiga
proporsional bo‘lgan devorni teshib o‘tmoqda. O‘q harakat qonunining
tenglamasini tuzing.

3.1.2. Dvigateli o‘chirilgandan keyin qayiq harakatini suvning qayiq
tezligiga proporsional qarshilik kuchi ta’sirida sekinlatmogda. Qayiq harakat
qonunining tenglamasini tuzing.

3.1.3. Agar havoning qarshiligi sportchi tezligining kvadratiga
proporsional bo‘lsa, sportchining parashutda tushishi qonini tenglamasini
tuzing (havo zichligining o‘zgarishi hisobga olinmaydi).

3.1.4. Massasi m ga teng material nuqta ¢ vaqtga to‘g‘ri proporsional
va v harakat tezligiga teskari proporsional kuch ta’sirida to‘g‘ri chiziqli
harakat qilmoqgda. Material nuqta harakat qonunining tenglamasini tuzing.

3.1.5. Tekislikdagi egri chizigning ixtiyority M nuqtasiga o‘tkazilgan
urinmaning urinish nuqtasi va abssissalar 0‘qi orasidagi kesmasi ordinatalar

o‘qi bilan kesishish nuqtasida teng ikkiga bo‘linadi. M nuqta harakat qonuni
tenglamasini tuzing.
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3.1.6. Tekislikdagi egri chizigning ixtiyoriy M nuqtasiga o‘tkazilgan
urinma, urinish nuqtasining radius vektori va abssissalar o‘qi hosil qilgan
uchburchakning yuzi s ga teng. M nuqta harakat qonuni tenglamasini

tuzing.

3.1.7. Berilgan funksiya
ekanini ko‘rsating:

l)y:—%, xy’dx —dy =0;
x

mos differensial tenglamaning yechimi

2)y=arctg(x+y)+C, (x+y)’dy—dx=0;

3)y—x=4e’, (x—y+1dy—dx=0,

4) x=te', y=e", 1+xy)dy+y’dx=0.

3.1.8. O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalarni yeching:

1) xdx + ydy =0;

3) xedx +d—y=0;
x+1 vy
dy V4
5) ctgxdx+-—=0, y| = |=1;
y 2
7) y!:ex+y;
9) ¥ =tgx-1gy;

11) J1-y’dx+ yNJ1-x*dy=0;
13) y'sinx—ylny =0, y(%j:e;

15) (1+x)ydx+(1-y)xdy=0, y(1)=1,
17) y'+y=x+1;

19)y'=4x-2y -1,

2) 2xdx—(3y* +1)dy =0,
4) &, oAy

x Incosy

sinxdx cos yd T\ w
6) 3 +— {y:()) y(—j:—,

cos’x siny 4 4
8) x’x'+y* =1,
10) y'+sinx+y T—

=sin—=;
2

12) (1+ y*)xdx — (1+ x*)ydy = 0;
1
14) v/ =2y +1)et L
) V' =2y +1eigx, y(4j 5
16) yedx —(1+e™)dy =0, p(0)=+/2;
18)(x +2y)y'=1;

20) y" =sin(y — x).

3.1.9. Bir jinsli differensial tenglamalarni yeching:

1) (x+2y)dx—xdy=0;
3) y(x+ y)dx — x(2x + y)dy =0;

5) xydx +(y* = x*)dy =0;

2) (x+ y)dx +(x—y)dy =0;

4) (y —+/x* + y*)dx — xdy =0,

6) (x* +xy+ y*)dx—x’dy=0;
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¥
7) X(y'+e"j=y; 8) xp' = y+xig;
X

9) ydx+(\Jxy —x)dy =0, y()=1; 10) 2xpdx +(y* =3x")dy =0, p(0)=1;
11) 2x+y+Ddx+(x+2y—1)dy =0; 12) (y +2)dx —(2x+ y —4)dy = 0;
13) (x+y+2)dx+(2x+2y-1dy=0;, 14) 2x+ y+1)dx—(4x+2y—3)dy =0.
3.1.10. Tenglamalarni bir jinsli tenglama ko‘rinishiga keltiring:
1) (x*»* =)y +2xy° =0; 2) 2y'+x=4./y.

3.1.11. Parallel tarqatilgan nurlarni jamlovchi oyna tenglamasini tuzing
(oyna Oxy tekislikda qaralsin, nurlar Oxo0‘qqa parallel targatilsin, nurlar

Onuqtaga jamlansin).
3.1.12.Tekislikdagi 4(0;1) nugtadan o‘tuvchi egri chizigning ixtiyoriy
M nuqtasiga o‘tkazilgan urinmaning Oxo‘qdagi proeksiyasi urinish nuqtasi
koordinatalarining o‘rta arifmetigiga teng. Egri chiziq tenglamasini tuzing.
3.1.13. Chiziqli differensial tenglamalarni yeching:

1) Qx+1)y' =4x+2y; 2) y' — ytgx = ctgx;
3) ydx —(x+y*)dy =0, 4) y*dx—(2xy +3)dy =0.

3.1.14. Chiziqli differensial tenglamalarni ixtiyoriy o°‘zgarmasni
variatsiyalash usuli bilan yeching:

1) xp' =2y =2x% 2) y'+1=2lnx+l;
x
1
) x'+y—e =0, y(2)=3; 4) y'+ ytgx = , ¥(0)=0.
COS X

3.1.15. Tekislikdagi O(0;0)nuqtadan o‘tuvchi egri chiziq ixtiyoriy
nuqtasining burchak koeffitsiyenti bu nuqta koordinatalarining yig‘indisiga
teng. Egri chiziq tenglamasini tuzing.

3.1.16. m massali material nuqta nolga teng boshlang‘ich tezlik bilan
suvga tushirilmoqda. Nuqtaga o‘g‘irlik kuchi va tushish tezligiga
proporsional suvning garshilik kuchi ta’sir qilmogda (& —proporsionallik
koeffitsiyenti). Nuqta harakat tezligi tenglamasini tuzing.
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3.1.17. Bernulli tenglamalarini yeching:

1) y'—l——y +y?=0; 2) y'+1=x2y4;
x+1 X
;Y 1 : 2
3) y——=——; 4) xy'+y=y’Inx;
2x 2y
5) ] _ 2 . 6 ! 3x2y _ 21 3 : O _1
V' — ytgx =—y° CosX; ) ¥+ ;=y (I+x7)sinx, y(0)=1.

1+x

3.1.18. To‘liq differensialli tenglamalarni yeching:

1) (x + p)dx + (x = 2y)dy = 0; 2) Ldx + (3 + Inx)dy =0;
x
3) (3x* +2y)dx + (2x —3)dy =0, 4) edx— 2y +xe”)dy=0;
5) 2x+1Iny)dx + (ﬁ +sin yjdy =0; 6) 2x° —xy*)dx+ 2y’ — x*y)dy =0.
Y

3.1.19. Tenglamalarni integrallovchi ko‘paytuvchi yordamida to‘liq
differensialli tenglamaga keltiring va yeching:

1) (x* + y)dx — xdy =0; 2) (xy* + y)dx — xdy =0;
3) (e* +sin x)dx + cos xdy = 0; 4) (x* —sin® y)dx + xsin 2ydy = 0.

3.1.20. Differensial tenglamalarni yeching:

1) y=y"e"; 2) py' —1=2-y4
3) y=y1+y"; 4) y=(y'-1e”;
5) x=y" -y +2; 6) x=2y —Iny";
7) x=2Iny' -y, 8) x=y" -y -1,

1 1
9) x=5y'2 +y'—5x2; 10) y=(x+1)y".

3.1.21. Lagranj va Klero tenglamalarini yeching:

1) y=x('=1)+»"; 2) y=xy" +y";
3) y=xp" + "% 4) y=xp" +
5) y=xy'-y"; 6) y=xy'+y +/y;
ﬂy=w4{p @y=w4%-
y y
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3.2. YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

Tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan differensial tenglamalar

3.2.1. Tartibi birdan yuqori bo‘lgan differensial tenglamaga yuqori
tartibli differensial tenglama deyiladi. » —tartibli oddiy differensial tenglama
umumiy holda

F(x,9,9,9"..,9")=0, n>2,

ko‘rinishda yoziladi, bu yerda x —erkli o‘zgaruvchi, y —noma’lum funksiya,
y,y"....,y"” —noma’lum funksiyaning hosilalari, F-(n+1) o‘lchamli
R"'sohada (n +1)o‘zgaruvchining funksiyasi.

" ga nisbatan yechilgan » —tartibli differensial tenglama

=60, ")

ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda f —berilgan funksiya.

n—tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi deb, nta ixtiyoriy
o‘zgarmasga bog‘lig bo‘lgan quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
y=¢(x,C,,C,,..,C ) funksiyaga aytiladi:

a) y C,,C,,.,C ixtiyorly o‘zgarmaslarning istalgan qiymatida (2.2)

differensial tenglamani gqanoatlantiradi;
W=V Vs = Vo sV |y = Voo s Y
har qanday bo‘lganda ham, ixtiyoriy o‘zgarmaslarning shunday C.C,,...,.C,
giymatlarini topish mumkinki, y = ¢(x,C C.) yechim boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiradi, ya’ni

(n=1)

=y " shartlar

I ) 29 (2%}

—qo(x 5 5)

091929

= qoé""”(x,a,(z,...,Cn)
bo‘ladi.

X=X :yO’ y' x:xozy(; ’y” x:xozy(;" ctt
y" P, =y"" boshlang‘ich shart bo‘yicha xususiy yechimini topish

masalasi Koshi masalasi deyiladi.
Teorema. Agar (x,;y,;v.;v0;..;y."") nuqtani o‘z ichiga olgan D sohada
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9 o o o

ay 2 ay! 2 ay!! ""’ay(n—l)
uzluksiz bo‘lsa, u holda y™ = f(x,y,y',)",....y" " )differensial tenglamaning
y x:x():y07y' x:xozy(; ? y” x:x():y(')'9 ""y
yechimi mavjud va yagona bo‘ladi.

N

I-misol. "= differensial tenglama yechimining mavjudlik va
X

yagonalik sohasini toping.

foap,y,",...,y" ") funksiya xususiy hosilalari bilan

(n=1)

=y, shartlarni qanoatlantiruvchi

o Y

@ f(x,y, y')=& funksiya va uning 5:— xususiy hosilasi
X X
o y

x#0, y'>20 da uzluksiz. == xususiy hosila x=0, y'>0 da uzluksiz.
oy 2x\/?
Demak, berilgan tenglama x=0, »'>0 da yagona yechimga ega
bo‘ladi. @

Ayrim hollarda »-tartibli differensial tenglamaning shunday
yechimini topish zaruriyati tug‘iladiki, bunda yechim qaralayotgan
kesmaning chetki nuqtalarida berilgan qiymatlarni gabul qiladi. Bunday
shartlar chegaraviy shartlar deyiladi. Tenglamaning chegaraviy shartlarini
ganoatlantiruvchi yechimni topish masalasi chegaraviy masala deyiladi.

Yugqori tartibli differensial tenglamalarni yechish usullaridan biri
tartibini pasaytirish usuli hisoblanadi.

y" = f(x) ko‘rinishdagi tenglama

O‘ng tomoni kvadraturada integrallanuvchi, uzluksiz f(x) funksiyadan
iborat bo‘lgan y” = f(x) tenglama bevosita integrallash orqali tartibi bittaga

past bo‘lgan va bitta ixtiyoriy o‘zgarmasni o‘z ichiga olgan differensial
tenglamaga keltiriladi. Integrallash yana » -1 marta bajariladi va berilgan
tenglamaning nta ixtiyoriy o‘zgarmasni o‘z ichiga olgan umumiy yechimi
topiladi:

n—1 n-2

X

y(x) :j(j(...jf(x)dx))dx+ C (n_ D) +C, (n_2) +...+C..

2-misol. y'":n—zx differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
X

@ Tenglamaning o‘ng tomoni faqat x ga bog‘liq. Shu sababli
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differensial tenglamaning chap va o‘ng tomonlarini ketma-ket uch marta
integrallaymiz:
1 1 1

dx
Y le——Inx+[==-——Inx——+C

x’ dx 1 xnx sz xnx x+ v
X

1
y'=[-—Inxdx - j@ +Cx=—[InxdInx—Inx+ Cx= —lln2 x—Inx+Cx+C,,
X X 2

1 dx
:—1 2 :1 —
y:—jélnzxa’x—jlnxa’x+%€1x2 +C,x= TR du=Inx x |=

dv=dx, v=x

:—flnzx+jlnxa’x—jlnxa’x+lC]x2 +C,x+C, =—£ln2x+lClx2 +Cx+C,. O
2 2 2 2

3-misol. y"=60x" tenglamaning [1;2] kesmada | =9, J|_=34,
»'|..,=0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
@ " =60x" tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uni ketma-

ket uch marta integrallaymiz:

Y'=20x"+C, y'=5x'+Cx+C,, y=x’ +%C]x2 +C,x+C,.
C,,C,,C, o‘zgarmaslarni chegaraviy shartlardan aniglaymiz:
9:1+%C, +C,+C,, 34=32+42C +2C,+C,, 0=5+C, +C,.

Bundan C, =-2, C,=-3,C, =12.

Demak, izlanayotgan xususiy yechim
y=x"—-x"-3x+12. O

F(x,y®,y",..,y")=0ko ‘rinishdagi tenglama

Noma’lum funksiya va uning (k-1) tartibgacha hosilalari oshkor
gqatnashmagan F(x,y",y“",...,y")=0tenglamaning tartibi y = p(x) o‘rniga
qo‘yish orqali k birlikka pasaytiriladi:

F(x,p,p'.p",..p"")=0.
Bu tenglamani integrallash mumkin bo‘lsa, ya’ni
r=9¢(x,C,,C,,.,C ) yoki y“ =¢xC,C,,..,C )
yechim mavjud bo‘lsa, izlanayotgan y(x)funksiya ¢(x,C,C,,....C, )
funksiyani £ marta integrallash orqali topiladi.
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4-misol. Koshi masalasini yeching: y" + y'tgx =sin 2x, y(0)=3, »'(0)=1.
@ Tenglamada y oshkor qatnashmaydi. Shu sababli y'= p(x),y"=p'
almashtirishlar bajaramiz.
U holda
p'+ ptgx =sin2x
birinchi  tartibli  chizigli ~ tenglama  kelib  chiqadi. Bunda
P(x)=tgx, Q(x)=sin2x.
Bu tenglamani yechamiz:
p= el (sin2x - L C)=e"""([sin2x-e " ™dx+C,) =
= cosx(jsin2xdx+ C,)=cosx(-2cosx+C,)=C, cosx—2cos’ x.
yoki
y'=C, cosx—2cos’ x.
¥'(0)=1 boshlang‘ich shartdan topamiz: 1=C, -2, C, =3.
U holda
y'=3cosx—2cos’ x
bo‘ladi. Tenglamani integrallaymiz:
sin2x

+C,.

y=3sinx—x— )

y(0) =3 boshlang‘ich shartdan topamiz: 3=C,.

Demak, berilgan Koshi masalasining yechimi
y=3sinx—x—sinxcosx+ 3. o

S5-misol. xy"—-»"=0 differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.
@& Tenglamada y va )’'qatnashmaydi. Shu sababli "= p(x),y"=p’

almashtirishlar bajaramiz.
U holda
xp'—p=0
birinchi tartibli o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama kelib chigadi.
Bu tenglamani yechamiz:

d_p:@, ]n|p|:ln|x|+ll’lcl, pZClX.
p X

Bundan y"=Cx.
Oxirgi tenglamani ketma-ket ikki marta integrallab, berilgan
tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

y:éClx3 +Cx+C,. O
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F(y,y,y",..0")=0ko ‘rinishdagi tenglama

x erkli o‘zgaruvchi oshkor qatnashmagan F(y,y',y",..»")=0
tenglamaning tartibini pasaytirish uchun j'= p(y) o‘rniga qo‘yish orqali

yangi noma’lum funksiya p(y) va yangi erkli o‘zgaruvchi y kiritiladi.

Bunda barcha » :Z f , k=12,....,n hosilalar p funksiyaning ybo‘yicha
X

hosilalari bilan almashtiriladi: y'= d_ 2 _9p _dp dy _ dp

dx Y % dy dx Ty

o _d( dp) d( dp) d dp d d’ . d” dp)
y'=— p_p - p_p _y:p _p_p+p 2p =p €+p—p va
dx\" dy) dy\" dy) dx dy dy d’y dy dy

hokazo.

k

Bunda har ganday k —tartibli y* :Z Y hosila tartibi (k—1)dan katta

k
X

bo‘lmagan p funksiyaning y bo‘yicha hosilalari bilan ifodalanadi. Shu
sababli y',y",...,»y"" hosilalar berilgan tenglamaga qo‘yilganda, uning tartibi
bittaga pasayadi.

"

6-misol. y'y"-3(y")* =0 differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.
@ Tenglamada x oshkor qatnashmaydi.

Shu sababli y' = p(y)almashtirish bajaramiz. Bundan

" dp m 2 dzp dp ’
= " = + - .
yer dy o dy’ p( dy j

U holda berilgan tenglamadan

| pe P o P g
dy dy

tenglik kelib chigadi. Bu tenglikni p’ga bo‘lamiz ( bunda p=0 yoki y=C
yechim tushib qoladi):
p ap_ Z(d—pj =0.

dy’ dy

Bu tenglamada dp =1, d f :tﬂ o‘rniga qo‘yishlarni bajaramiz:
dy  dy" dp
ptﬂ -2t =0.
dp

182



Bu tenglikni # ga bo‘lamiz ( bunda ¢ = Z—p =0 yoki y=C,x+ C, yechim
y

tushib qolishi mumkin; bu yechim avval tushib qolgan C=0yechimni o‘z
ichiga oladi):

a_,dp

t p
Bundan :=c p* yoki Z_pzc] p>. Bu tenglikni integrallaymiz:
Y

1 .
—-—=Cy+C, yoki —@:C]y+C2.
p dy

Bundan
x =—%C1y2 -C,y+C,.

Demak, berilgan tenglamaning yechimlari
1

xz—EC]yz—C2y+C3, y=Cx+C,. O

7-misol. y"=,/1-(y")* =0 differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.

@ Tenglamada xvay oshkor gatnashmaydi. Shu sababli y'=p(y) va
y'= p(x)o‘rniga qo‘yishlardan birini bajarish mumkin. Bunday hollarda
soddaroq yechimga olib keluvchi almashtirish bajariladi. Shu sababli
y'=p(x), y"=p' deymiz. U holda

p! — 1 _ p2
tenglama kelib chigadi.
Bu tenglamani yechamiz:
dp =dx, arcsinp=x+C,, p=sin(x+C,).

J1-p°

y'=sin(x+C,) yoki y=-cos(x+C)+C,. O

Bundan

d L L L
d—F(y, Y,y ey =0 ko‘rinishdagi tenglama
X

Chap tomoni xning biror funksiyasi to‘liq differensialidan iborat bo‘lgan
diF( v,y ") =0tenglamani ng tartibi xbo‘yicha integrallash orqali
X
bittaga kamaytiriladi.
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8-misol. Koshi masalasini yeching: y»" —(3")* =0, y(0)=1, »'(0)=2.
@ yy” _ y!2

y

Tenglamani y* =0 ga bo‘lamiz: =0. Bu tenglamaning chap

!

tomoni 2- ifodaning to‘liq differensialidan iborat. Shu sababli berilgan

y

!

Y
y
b C, v _ Cdx, my=Cx+InC,, y=C,e"".
y y
C,,C, o‘zgarmaslarni boshlang‘ich shartlardan aniqlaymiz: C, =2, C, =1.

122

tenglamadan d( J: 0 tenglama kelib chigadi. Bu tenglamani yechamiz:

Bundan y =¢** kelib chigadi.

Nolga teng emas deb faraz qilingan y =0 berilgan tenglamaning yechimi
bo‘ladimi? Buni tekshiramiz: y=C tenglamaning yechimi bo‘ladi, chunki
y=0 berilgan tenglamaga qo‘yilsa, 0=0ayniyat hosil bo‘ladi. Bu yechim
berilgan Koshi masalasining yechimi bo‘lmaydi, chunki misolning shartiga
ko‘ra y(0)=1.

Demak, berilgan Koshi masalasining yechimi: y=¢*. O

9-misol. »y"=y'(y'+1) differensial tenglamaning umumiy yechimini

toping.
@ Tenglamani y(y'+1)=0 ga bo‘lamiz:
y” _ y!
y+loy

Oxirgi tenglamani
dln(y'+1)=dlny
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan
In(y'+1)=Iny+InC, yoki ' +1=Cy.
Bu tenglamani yechamiz:

1
Y_cyr, Yo Y v, Lmlcy-1=x+mC,
dx Cy-1 Cy-1 C,
1
y=—+C,e™.

Nolga teng emas deb faraz qilingan y=0 va y'+1=0 (yoki y=—x+C))
berilgan tenglamaning yechimlari bo‘ladi, chunki har ikkala holda
yechimlar tenglamaga qo‘yilsa, 0=0ayniyat hosil bo‘ladi. @
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Noma’lum funksiya va uning hosilalariga nisbatan bir jinsli bo ‘Igan
F(x,,y',..9")=0 ko ‘rinishdagi tenglama

Chap tomoni noma’lum funksiya va uning hosilalariga nisbatan bir jinsli
funksiyadan iborat, ya’'ni F(x,x,t/,...00")=t"F(x,,)',...,y"") bo‘lgan
F(x, Vo' s, y(”))=0 tenglamaning tartibini pasaytirish uchun j'=yz o‘rniga
qo‘yish bajariladi hamda y”,»" va boshqa hosilalar topiladi:

V'=0z) =yz+yz' =y +yz'=y(z2" +z2'); y"=y(z’ +3zz' +z") va hokazo.
Bunda hosilalarning har bir1 y ko‘paytuvchini o‘z ichiga oladi. Berilgan
tenglamaning chap tomoni bir jinsli funksiya bo‘lgani uchun y,y',y",... lar
wv,ty",ty",... lar bilan almashtirilganda bu funksiya o‘zgarmaydi. Shu sababli

r= ! o‘rniga qo‘yish orqali tenglamadan yni yo‘qotish mumkin bo‘ladi va
y
tenglamaning tartibi bittaga pasayadi.

10-misol. x*y»'—(y—x")’=0 differensial tenglamaning umumiy
yechimini toping.

@ Tenglamani chap tomoni y, ', y" larga nisbatan bir jinsli, chunki

Fltyty ") =x"ty" = (ty —txy)’ =" ("' = (y —0)) = F(x, 3,5, )").
Shu sababli y'=yz va y"=y(z* + z') o‘rniga qo‘yishlar bajaramiz.

U holda berilgan tenglamadan

x*y (22 +Z)-(y—xyz)’ =0 yoki yz(xz(z2 +z)-(1- xz)z): 0

kelib chigadi.

y =0 berilgan tenglamaning yechimi bo‘ladi. y #0 da topamiz:

x’z22+x’2 =1+ 2xz—x%2> =0.

Bundan

Tenglamani yechamiz:

NELTON I e
z=e i (I—Zej : dx+Clj:—+—;.
X X X

U holda y'=yz dan y=C,e"™ kelib chigadi. Bundan

y=Ce"" = Czej("+"z]dx yoki
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Mashgqlar

3.2.1. —-ctgy=Cx+C, ifoda y"tgy=2(y')’ differensial tenglamaning
yechimi ekanini ko‘rsating.

3.2.2. 3y —(C, -2x)* =C,x + C, ifoda y" =(y")’ differensial tenglamaning
yechimi ekanini ko‘rsating.

3.2.3. y"=)'Iny" differensial tenglama yechimining mavjudlik va
yagonalik sohasini toping.

3.24. y"=x+,/x> —y" differensial tenglama yechimining mavjudlik va
yagonalik sohasini toping.

3.2.5. Differensial tenglamalarni yeching:

1

1) y'= =5 2) y"=xInx;
1+
3) y" =cos2x; 4) y" =e™;
5) 2xpy" =) +1; 6) xInxy" - y'=0;
7) x(y"+ 1)+ y'=0; 8) W'+ () =e'x’;
9 W= =y, 10) y"+2y(y)" =0;
1) "+ =1 12) w"=(")" - ()’
13) A+x*)y"+2x)" =x; 14) x*y"=xy" - y;
15) w"+(") =x; 16) xp" +y"=2x -1,
17) xpy" = y'(xy" + y) = 0; 18) 2" =3(y")* =4y’
3.2.6. Koshi masalasini yeching:
1)y"= 12 : y(zj = 1n_2; y'(zj =1; 2)y" =xsinx, y(0)=-2; y'(0)=1;
CoSs” X 4 2 4
3)y"(x-1)-3"=0,y(2)=2;y'2)=1y"(2) =1 4) )" = y; + x; y(2)=0; y'(2)=4
5) y'tgy=2(y")", y(%j = %; y(%j =1 6) y"=e", y(0)=0; »'(0)=1;
Txy"+x(y") =p', y)=y'(1)=3; )" () =y",y(0)=1)"(0)=0.
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3.3. CHIZIQLI BIR JINSLI
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar.
Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsiyentli
differensial tenglamalar. Yuqori tartibli chiziqli
bir jinsli differensial tenglamalar

3.3.1. Ushbu
V' + p(x)y'+4q(x)y=0 3.1
ko‘rinishdagi tenglamaga ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial
tenglama deyiladi, bu yerda p(x), g(x)—erkli o‘zgaruvchi xning uzluksiz
funksiyalari.
Agar (3.1) tenglamaning y,(x) va y,(x) yechimlari uchun kamida
bittasi nolga teng bo‘lmagan shunday «,, a, o‘zgarmaslar topilsa va istalgan

xe(ab)da
o, y,(x) + @,,(x)=0 (3.2)

tenglik bajarilsa, y,(x) va y,(x) yechimlarga (a;b)intervalda chizigli bog ‘liq
yechimlar deyiladi.

Agar istalgan x e (a;0) uchun (3.2) tenglik fagat «, =a, =0 bo‘lganda
bajarilsa, y,(x) va  y,(x) yechimlarga (a;b)intervalda chizigli erkin
yechimlar deyiladi.

(3.1) tenglamaning y,(x) va y,(x) chizigli erkin yechimlari to‘plamiga
bu tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi deyiladi.

y,(x) va y,(x) yechimlar va ularning hosilalaridan tuzilgan

»x) y,(x)

33
yi(x)  yi(x) (3-3)

W(xX)=W(y,y,)=

diterminantga Vronskiy determinanti (yoki vronskian) deb ataladi.
1-teorema. Agar (3.1) tenglamaning y (x) va y,(x) yechimlari [a;b]

kesmada chiziqgli bog‘liq bo‘lsa, u holda istalgan x e[a;b] da W (x)=0bo‘ladi.
2-teorema. Agar y (x) va y,(x) [a;b] kesmada (3.1) tenglamaning

chizigli erkin yechimlari bo‘lsa, u holda Vronskiy determinanti bu
kesmaning hech bir nuqgtasida nolga teng bo‘lmaydi.
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1-misol. Berilgan funksiyalarni chizigli bog‘liglikka tekshiring:

1) y, =arctgx va y, =arccigx; 2) y,=1+cos2x va y, =cos’ x.
& 1) y, =arctgx va y, =arcctgx funksiyalar x e (—oo;+00) aniglangan.
Vronskianni hisoblaymiz:

arcigx arcctgx

Wy.y)= 1 1 |=
1+ x° 1+ x?
1 T
= arctgx + arcctgx) =———#0, VxeR.
[ arete T

Demak, arctgx va arcctgx funksiyalar x e Rda chiziqli erkin bo‘ladi.

2) y,=1+cos2x va y, =cos’ x funksiyalar x e (—o;+o0)anigqlangan. Bunda

1+ cos2x cos’ x

W N = =
B1-72) —2sin2x —2cosxsinx

=(1+ cos2x)(—sin2x) + 2cos’ xsin 2x = —2cos” xsin 2x + 2cos’ xsin 2x = 0.
Demak, 1+ cos2x va cos’ x funksiyalar x e Rda chiziqli bog‘liq bo‘ladi. @

Agar y (x) va y,(x) xususiy yechimlar [q,5] kesmada fundamental

sistema tashkil qilsa, istalgan x e[a;b]da % # const bo‘ladi.
X
3-teorema. Agar (3.1) tenglamaning ikkita y (x) va y,(x) xususiy
yechimi [a;b] kesmada fundamental sistema tashkil gilsa, u holda

(3.1) tenglamaning umumiy yechimi
y(x)=C oy (x) +Coy,(x), (3.4)
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda C,, C, —ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

. . 2 2 .
2-misol. y,=x va y,=x" funksiyalar y"-=)'+—y=0 tenglamaning
X X

fundamental yechimlari sistemasini tashkil etishini ko‘rsating va
tenglamaning umumiy yechimini toping.

2 b 4 2 ! 2 ¢ .
@® y,=xvay =x"larni y"-=)"+—=y=0 tenglamaga qo‘yamiz:
X X

2 2 2 2
y=xda x"-=x'"+=x=0-=-1+==0;
X X X X
" 2 2 2 2
y,=x’da  (x*)' ==+ Sx'=2-=-2x+2=0.
X X X

. 2 2 .
Demak, y, =x va y, =x" funksiyalar y"-=)"+—=y=0 tenglamaning
X X
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xususiy yechimlari bo‘ladi.
Berilgan tenglamada p(x) = —2, q(x) =%. Shu sababli y, =x va y, =x
X X
yechimlarning yagonalik sohasi D ={(x,y):x#0}. D sohada

Y2 2% _ x%const. Demak, y,=x va y,=x" yechimlar fundamental sistema
oo X

tashkil giladi va berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y=Cx+Cx’. O

(3.1) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uning
fundamental sistema tashkil giluvchi ikkita xususiy yechimini bilish yetarli
bo‘ladi.

Agar xususiy yechimlardan bittasi y, berilgan bo‘lsa, y, yechim

j px)dx

y]j—e dx (3.5)
formula bilan aniqlanadi.
3-misol. y"- | 2x2 Y R =0 tenglamaning y, =x xususiy yechimi
— X — X

ma’lum bo‘lsa, uning umumiy yechimini toping.

@ Berilgan tenglamada p(x)=- va yechimlarning

q(x)=

1-x*’ 1—x°
yagonalik sohasi D ={(x,y):x#-1Lx=1}.
Ikkinchi xususiy yechimni (3.5) formula bilan topamiz:

jz—xzdx
yzzfo2 e’ dx=x| 12 e ldx = xf— XI(LZ+ 1 2jcz’xz
X X x’(1-x%)

X 1—x
j:_l
2

Bunda xususiy yechim izlanayotgani uchun integrallash o‘zgarmasi nolga
teng deb olindi.

1+ x

1—x

—1.

1+x

1—x

1+ x

1—x

1
— — # Cconst.

—1 yechimlar uchun 22 Eln
X

y]
Demak, yechimlar fundamental sistema tashkil qiladi va tenglamaning
umumiy yechimi

y,=xva y, = Eln

1+ x

— X

Cx+C In
)= (2

‘lj' o
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4-misol. Bir jinsli chiziqli ikkinchi tartibli differensial tenglamaning
fundamental yechimlari y, =xva y, =¢** dan iborat. Bu tenglamani tuzing.
@ Berilgan yechimlar uchun vronskianni tuzamiz:

X er

W(x)= | e =2xe™ —e” = (2x-1).

Demak, yechimlarning yagonalik sohasi D = {(x, y)ix# %}

D sohada tenglamaning umumiy yechimi y =C x + C,e** bo‘ladi.
Bundan y'=C, +2C,e™, y"=4C,e**. Bu tengliklardan topamiz:

1 1
C — 2 r_ " , C2 :_e—2x !!‘
=52y =) 26 Y
C. va C, ning topilgan qiymatlarini y=Cx+ C,e” ifodaga qo‘yib,

almashtirishlar bajaramiz:

-2x _ M _2x

1
y=(2y'—y")x+ze y'e™, 4dy=4xy'-2xy"+y",

4x 4
"1-2x)+4xy' —4y =0, "+ ' — =0.
Y'i(1=2x) +4xy"~ 4y VATV T

Demak, izlanayotgan tenglama
4x 4
i - 0. @
1-2x° 1-2x"

y

3.3.2. (3.1) tenglamaning xususiy holi bo‘lgan
V' +py'+qy=0 (3.6)
tenglamaga ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli o ‘zgarmas koeffitsiyentli
differensial tenglama deyiladi, bu yerda p, ¢ —o‘zgarmas haqiqiy sonlar.
Ushbu
k> + pk+qg=0. (3.7)
algebraik tenglamaga (3.7) differensial tenglamaning xarakteristik
tenglamasi deyiladi.
k, va k, (3.7) xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lsin.
U holda (3.6) differensial tenglamaning yechimi  quyidagi uch
formuladan biri bilan topiladi:
1) agar k, va k, — haqigiy va k #k, bo‘lsa, u holda

y=Ce"™ +C,e"; (3.8)
2) agar k, =k, =k bo‘lsa, u holda
y=e*(C, +C,x); (3.9)
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3) agar k, =a +iff vak, =a —iff — kompleks-qo ‘shma bo‘lsa, u holda
y=e"(C, cos fx +C,sin fx). (3.10)

5-misol. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping:
1) y"+3y" +2y=0; 2) y"-6y'+9y=0; 3) y"+2y'+5y=0.

@® 1) Ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsiyentli

differensial tenglama berilgan.

Uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

k*+3k+2=0.

Bu tenglama hagqiqiy va har xil ildizlarga ega: k, =-1, k, =-2.

U holda uning umumiy yechimi

y=Ce" +Ce™

ko‘rinishda bo‘ladi.

2) Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
k*—6k+9=0.
Bu tenglama ikkita bir xil haqiqiy ildizga ega: k, =k, =k =3.
Demak, tenglamaning umumiy yechimi
y=e"(C, + C,x).

3) k*+2k+5=0 xarakteristik tenglama & =-1+2i va k,=-1-2i
ildizlarga ega. Bundan a=-1va g=2.
U holda tenglamaning umumiy yechimi
y=e"(C, cos2x + C,sin2x)
ko‘rinishda bo‘ladi. ©@

3.3.3. Ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglama uchun
gabul qilingan ta’riflar va olingan natijalarni

Y +a,(x)y" "+ +a, (x)y'+a,(x)y=0 (3.11)
ko‘rinishdagi n — (n > 2) tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglama uchun
tatbiq etish mumkin.

Xususan:
1. Agar (3.11) tenglamaning y,y,,....y, yechimlari uchun kamida

bittasi nolga teng bo‘lmagan shunday «,,a,,....,a, o°‘zgarmaslar topilsa va
istalgan x e (a;b)da

ay, +a,y, +..+a,y =0 (3.12)
tenglik bajarilsa, y,,y,,...,y, yechimlarga chizigli bog ‘liq yechimlar deyiladi.

191



Agar istalgan xe(a;b) uchun (3.12) tenglik faqat o, =, =...=a, =0 uchun
bajarilsa, y,y,,...,y, yechimlarga (a;b) intervalda chizigli erkin yechimlar
deyiladi.

2. (3.11) tenglamaning chiziqli erkin y,,y,,...,y, yechimlari to‘plamiga
bu tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi deyiladi.

3. ¥,,¥,,..,y, yechimlar va ularning hosilalaridan tuzilgan

R S 3
ooy, o

wxy=| y oy ..y (3.13)
R

determinantga Vronskiy determinanti (yoki vronskian) deyiladi.
4. Agar y,y,,.,y, [a;b] kesmada (3.11) tenglamaning fundamental

yechimlarini tashkil gilsa, barcha x e (a;6) da W(x) =0 bo‘ladi.
5. Agar (3.11) tenglamaning y,.y,,....y, Xususly yechimlari [a;b]

kesmada fundamental sistema tashkil qilsa, bu tenglamaning umumiy
yechimi
y=Cy,+C,y,+..+C,y (3.14)

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda C,,C,....,C, —ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

B PEIELT R

6. Agar (3.11) tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli, ya’ni
yW+ay"+.+a, y+ay=0 (3.15)

ko‘rinishda bo‘lsa u holda uning y,,y,,...,», Xususiy yechimlari

k"+ak™ +..+a_k+a =0 (3.16)
xarakteristik tenglama yordamida topiladi, bu yerda a,,aq,,...,a, — 0‘zgarmas
haqiqiy sonlar.

Bunda (3.16) xarakteristik tenglamaning har bir m karrali haqiqiy &
ildiziga (3.15) tenglamaning m ta chizigli erkin €, xe",.., x""e"

yechimlari mos keladi, xarakteristik tenglamaning har bir » karrali
kompleks-qo‘shma  k =a+iB, k,=a-if ildizlari juftiga (3.15)
tenglamaning 2r ta chiziqli erkin e* cos fx, e* sin Bx, xe™ cos fx, xe™ sin Bx,...,

x'"'e™ cos Bx, x""e™sin fx yechimlari mos keladi.
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S5-misol. y" —y" - y"+ y=0 differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.
@ Beshinchi tartibli chizigli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsiyentli
tenglama berilgan. Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
k>—k>—k>+1=0 yoki (k+1)(k-1)*(k*+k+1)=0.

Bundan & =-Lk,,=1, k, = L, ﬁi, k, = L éi.
’ 2 2 2 2
Tenglamaning k =-1 ildiziga y =e™ yechim, ikkikarrali £, , =1
ildiziga y, =¢*, y, =xe* yechimlar va k, = —% + gi, k= —% —%' ildizlar

1
—x

juftga y, =e * cos%x, y, =e’ sin73x yechimlar mos keladi.

Demak, tenglamaning umumiy yechimi:

y=Ce" " +e"(C,+Cx)+ ezx(@ cos%x +C, sin%x} o

Mashgqlar
3.3.1. Berilgan funksiyalarni chizigli bog‘liglikka tekshiring:
1) y, =arcsinx va y, =arccosx; 2) y,=+/1—cos2x va y, =sinx;
3) y=e', va y,=e""’; 4) y, =chx va y, = shx.

3.3.2. y, va y, funksiyalar berilgan tenglamaning fundamental
yechimlari sistemasini tashkil etishini ko‘rsating va tenglamaning umumiy
yechimini toping:

2 2
l)y]:x Va y2:x2_19 y”_ 2x y'+ 2 y:O;
x +1 x +1
\ 6 , 12

Dy, =x*va y,=x', y'——y'+—=y=0;
X X

2x

)y, =e*va y,=xe”, y' -4y +4y=0;

4)y =sinx va y,=cosx, y"+y=0.

3.3.3. Berilgan tenglamaning y, xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning
umumiy yechimini toping:
2, COSX ) 2 .
Dy +=y'+y=0, y=—"; 2) y'—-—=—y=0, y, =cigx;
X X Simn- x

3) y'=2y'=3y=0, y, =e; 4) y"+4y=0, y, =sin2x.
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3.3.4. Berilgan fundamental yechimlar sistemasiga ko‘ra bir jinsli
chiziqli ikkinchi tartibli differensial tenglamani tuzing:

1)y, =x va y,=x’ 2)y,=1va y,=sinx;

3)y, =™ va y,=xe”; 4)y, :cos%x va y, :sin%x.
3.3.5. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping:

1) y"'=y'-6y=0; 2) y"-2y'-2y=0;

3) y"—4y +4y=0; 4)9y"+6y"+y=0

5) Yy +4y"+29y=0; 6) 4y" -8y +5y=0;

7) y"+y"=2y'=0; 8) y"=5y"+17y'—13y=0

9)y" +8y"+16y=0; 10) y" =6y +9y" =0.

3.3.6. Differensial tenglamaning xususiy yechimini toping:
1) y"+5y"+6y=0, y(0)=1, y'(0)=-6;
2) y"-8y'+16y=0, y(0)=0, »'(0)=1;
3) y"=y"=0, (0)=3, y'(0)=-1, y"(0)=1;
4) y"=5y"+8y" =4y =0, y(0)=1, y'(0)=1, y"(0)=2.

3.4. CHIZIQLI BIR JINSLI BO‘LMAGAN
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar.
Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli. Ikkinchi tartibli chiziqli
bir jinsli bo‘lmagan o‘zgarmas koeffisiyentli differensial tenglamalar.
Yuqori tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar

3.4.1. Ushbu
V' p()y +q(x)y = f(x) (4.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli bo ‘Imagan
differensial tenglama deyiladi, bu yerda p(x), q(x), f(x)=0—erkli

o‘zgaruvchi xning uzluksiz funksiyalari.
Chap tomoni (4.1) tenglamaning chap tomoni bilan bir xil bo‘lgan

Y+ p(0)y' +q(x)y=0 (4.2)
tenglamaga (4.1) ga mos bir jinsli tenglama deyiladi.
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Agar (4.2) tenglamaning y (x) va y,(x) xususiy yechimlari [a;b]

kesmada fundamental sistema tashkil qilsa, tenglamaning umumiy yechimi
y(x)=Cy,(x)+ C,y,(x)

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda C,, C, —ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

1-teorema. (4.1) tenglamaning Y(x)umumiy yechimi bu tenglamaning
birorta y(x) xususiy yechimi bilan mos bir jinsli (4.2) tenglama y(x)
umumiy yechimining yig‘indisiga teng bo‘ladi, ya’ni

Y(x)=y(x)+ y(x).

3.4.2. Ixtiyoriy o ‘zgarmasni variatsiyalash usulida (4.1) tenglamaning
xususiy yechimi (4.2) tenglamaning fundamental sistema tashkil qiluvchi
y, va y, xususly yechimlarining chiziqli kombinatsiyasi shaklida, ya’ni
7=C (), +C,(x),
ko‘rinishda izlanadi. C,(x) va C,(x) noma’lum funksiyalarni topish uchun
avval
{cxx)yl +Ci(0)y, =0,
C(x)y, + G (x)y, = [ (x)
sistema tuziladi va bu sistemadan C/(x) va C.(x) hosilalar aniglanadi.
Keyin C/(x)va C.(x) hosilalar integrallanadi,bunda integrallash o‘zgarmaslari
nolga teng deb olinadi.

: X " X ' 1 :
I-misol. y, =e* va y,=x lar y" - [y + | y=0 tenglamaning
X — X —

fundamental yechimlari sistemasini tashkil gilishini ko‘rsating va
(x-Dy"-x'+y=(x-1)° differensial tenglamaning umumiy yechimini

toping.

@ y =¢" va y,=xfunksiyalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

y]:exda (ex)!!_ X (ex)!+ 1 ex:ex 1_L+L :0;
x—1 x—1 x—1 x-1
1
y2=xda (X)"—L(x)'+—x:—i+iz()_
x—1 x—1 x—1 x-1

1 :
Demak, y =e*va y,=x lar y"- al | V' + | y =0 tenglamaning
X — X

xususiy yechimlari bo‘ladi.

195



Berilgan tenglamada p(x) = —Ll, q(x) =%. Demak,y, =¢* va y,=x
¥

yechimlarning yagonalik sohasi D ={(x,y):x#1}. Dsohada Y2 o i # const .
o€
Shunday qilib, y, =¢* va y,=x yechimlar fundamental sistema tashkil

qiladi va y" - xx | Y+ xl (= 0 tenglamaning umumiy yechimi y=Ce* +C,x
bo‘ladi.
(x-1)y"—x'+y=(x-1)° tenglamaning chap va o‘ng tomonini (x-1)ga
bo‘lamiz:
” x 1
I x—ly " x—ly:x_I'

Bu tenglamada f(x)=x-1. Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y=Ce" +C,x. Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuliga ko‘ra berilgan
tenglamaning xususiy yechimini

y=C (x)e" +C,(x)x
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda C,(x) va C,(x) funksiyalar

C/(x)e" +C(x)x =0,

C/(x)e"+ Ci(x)=x-1

sistemadan topiladi.
Sistemaning yechimi: Cj(x)=xe™, C,(x)=-1.
Bu hosilalarni integrallaymiz:
C(x)=—(x+1)e"+C, C,(x)=—x+C,.
C =C,=0 deymiz va C(x) va C,(x)ni y=C (x)e' +C,(x)x tenglamaga
qo‘yamiz:
y=-x'—-x-1.
Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
Y=Ce"+C,x—x" -1, (C,=C,-1). O
2-teorema. Agar (4.1) tenglamaning o‘ng tomoni ikki funksiyaning
yig‘indisidan iborat, ya’ni
V'+ p(0)y' +q(x)y = f,(0) + f,(x) (4.3)
va y,(x),7,(x) o‘ng tomoni mos ravishda f,(x), f,(x) bo‘lgan
(4.1) tenglamaning yechimlari bo‘lsa, u holda
y(x)=y,(x) + y,(x)
yig‘indi (4.3) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
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2-misol.  y"+5y'+6y=e"+e* differensial tenglamaning umumiy
yechimini toping.

@ Berilgan tenglamaga mos xarakteristik tenglama k£, =-2 va k, =-3
ildizlarga ega. Demak, berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi:

y=Ce™ +C,e™.

Tenglamaning o‘ng tomoni ikkita f,(x)=¢™ va f,(x)=e™

funksiyalarning yig‘indisidan iborat. Shu sababli ikkita
Y'+5)' +6y=e" va y"+5y +6y=e”
tenglamani yechamiz.

Birinchi tenglamaning xususiy yechimini y, = C,(x)e™ + C,(x)e™
ko‘rinishda 1zlaymiz.

Bu yerda C,(x) va C,(x) funksiyalar

C/(x)e™ + Ci(x)e™ =0,
{— 2C)(x)e™ =3Ci(x)e™ =¢™*

X

sistemadan topiladi.
Sistemani yechamiz: C/(x)=¢*, C,(x)=—e"".
Hosilalarni integrallaymiz:
G =, Cx) ==,

C (x) va C,(x)n1 y, ga qo‘yib, birinchi tenglamaning xususiy yechimini
topamiz:

1 1
s :exe—Zx __ere—3x :_e—x‘
Vi 3 >

Ikkinchi tenglamaning xususiy yechimini y, = C,(x)e™ + C,(x)e™

ko‘rinishda 1zlaymiz.
Ci(x)e*x+ C,(x)e™ =0,
{— 2CH(x)e™ =3Ci(x)e™ =™

sistemadan C!(x)=1, C;(x)=—¢" yoki C,(x)=x, C,(x)=-¢" kelib chigadi.

Bundan

¥, =(x—1e™.

Berilgan tenglamaning umumiy yechimini Y =y+y +y, tenglik bilan

topamiz:

% 1 %
Y=Cle? +Ce™ +Ee"‘ +xe, C/=C -1. O
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3.4.3. (4.1) tenglamaning xususiy holi bo‘lgan
Y+ py' +qy=f(x) (4.4)

tenglamaga ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli bo ‘lmagan o ‘zgarmas
koeffitsiyentli differensial tenglama deyiladi bu yerda p, ¢—o°‘zgarmas
haqiqiy sonlar, f(x)=0-erkli o‘zgaruvchi xning uzluksiz funksiyasi.

(4.4) tenglamani ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bilan yechish
mumkin.

Agar (4.4) tenglamaning o‘ng tomoni «maxsus ko‘rinish» deb ataluvchi

I f(x)=e"-P(x) yoki II. f(x)=e" (P (x)cosBx+Q (x)sinfx)
ko‘rinishda bo‘lsa, bu tenglamani yechishda uning y(x) xususiy yechimini

topishning ancha oson bo‘lgan nom’alum koeffitsiyentlar usulidan
foydalanish mumkin.

Noma’lum koeffitsiyentlar usulida avval (4.5) tenglama o‘ng tomoni
f(x)ning ko‘rinishiga mos xususiy yechimning noma’lum koeffitsiyentli
izlanayotgan shakli yozib olinadi, keyin u (4.4) tenglamaga qo‘yiladi va hosil
bo‘lgan ayniyatdan noma’lum koeffitsiyentlarning qiymati aniqlanadi.

I hol. (4.4) tenglamaning o‘ng tomoni f(x)=e“-P (x) ko‘rinishda
bo‘lsin, bu yerda P(x)-n>0 darajali ko‘phad; «a-k*+ pk+¢=0
xarakteristik tenglamaning » karrali ildizi.

Bu holda (4.4) tenglamaning xususiy yechimi

y=e x"-0,(x) (4.5)
ko‘rinishda izlanadi, bu yerda Q (x)- koeffitsiyentlari noma’lum bo‘lgan
n —darajali ko‘phad.

Il hol. (4.4) tenglamaning o‘ng tomoni f'(x) = e™ - (P, (x)cos Bx + Q, (x)sin Bx)
ko‘rinishda bo‘lsin, bu yerda P (x), O, (x)— n, m —darajali ko‘phadlar;
atiff -k’ + pk + g =0 xarakteristik tenglamaning » karrali ildizi.

Bu holda (4.4) tenglamaning xususiy yechimi

y=e™-x"-(M,(x)cos fx + N,(x)sin fx) (4.6)
ko‘rinishda izlanadi, bu yerda M, (x), N,(x)- koeffitsiyentlari noma’lum
bo‘lgan / —darajali ko*phadlar, / — max(m,n).

(4.4) tenglamaning xarakteristik tenglamasi kvadrat tenglama bo‘lgani
uchun 7 holda r soni 0, 1, 2 qiymatlarni, II holda 0,1 qiymatlarni gqabul
qilishi mumkin. Bunda rsoni 0 qiymatni « yoki «a+if xarakteristik
tenglamaning yechimi bo‘lmaganda gabul giladi.
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Izohlar: 1. (4.6) ifodani (4.4) tenglamaga qo‘ygandan keyin
tenglamaning chap va o‘ng tomonidagi bir nomdagi trigonometrik
funksiyalar oldidagi ko‘phadlar tenglashtiriladi.

2. (4.6) shakl P (x)=0 yoki O, (x)=0 bo‘lganda ham saqlanadi.

3. Agar (4.4) tenglamaning o‘ng tomoni [ yoki /7shakllarning
yig‘indisidan iborat bo‘lsa, xususiy yechim ham mos shakllarning yig‘indisi
ko‘rinishida izlanadi.

3-misol. y" —y"+y"—y'= f.(x) differensial tenglamaning umumiy
yechimini toping, bu yerda 1) f,(x)=5-2x;  2)f,(x)=4e¢";

3) f,(x)=(4x—6)e; 4) f,(x)=2cosx + 6sin x;
5) f.(x) =cos2x — 3sin 2x; 6) /. (x) =5e"(cosx + sin x).

@ Berilgan tenglamaga mos xarakteristik tenglama & =0, £, =1,
k,=i,k, =—i 1ldizlarga ega. Demak, berilgan tenglamaga mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi:

y=C, +Ce" +C,cosx+C,sinx.

U holda berilgan tenglamaning umumiy yechimi
Y=C +Ce" +C,cosx+C,sinx+y,
bo‘ladi, y —berilgan tenglamaning f(x) funksiyaga mos xususiy yechimi.

Har bir f,(x) uchun tenglamaning y, xususiy yechimini noma’lum
koeffitsiyentlar usuli bilan topamiz.

1) fi(x)=5-2x funksiya uchun «=0, n=1. «a=0 xarakteristik
tenglamaning bir karrali ildizi bo‘lgani uchun r=1. Birinchi darajali
noma’lum koeffitsiyentli ko‘phadning umumiy ko‘rinishi Q,(x) = Ax + B.

Bu holda xususiy yechimni

vy, =e"x'(Ax+ B)= Ax” + Bx
ko‘rinishda 1zlaymiz.

y/=24x+B, y'=24, y'"=y" =0 hosilalarni berilgan tenglamaga
qo‘yamiz:

2A-2Ax—-B=5-2x.

xning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglaymiz:
24=-2,
2A-B= 5.

Bundan 4=1, B=-3.
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Demak, tenglamaning xususiy yechimi
¥y, =x>—3x
va umumiy yechimi

Y, =C, +C,e" +C,cosx+C,sinx+x’ —3x.

2) f,(x)=4e" funksiya uchun a =1, n=0. U holda =1, Q,(x) = 4.
Bundan

1x 1

yv,=e'x A= Axe".

yi=A(x+De", yi=A(x+2)e", yi=A(x+3)e*, y, = A(x +4)e’
hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yib, topamiz: 24=4 yoki 4=2.
Demak, tenglamaning xususiy yechimi
v, =2xe"
va umumiy yechimi
Y,=C +C,e" +C,cosx+C,sinx+ 2xe".

3) f.(x)=(4x—-6)e™* funksiya uchun o =-1, n=1.

Buholda =0, Q,(x)=4x+ B va y,=e¢ "x’(4x+ B)=(Ax + B)e*bo‘ladi.
Vi=(-Ax—B+ Ae, y/=(Ax+B-2A)e ",
y'=(-Ax—B+34)e", y,=(Ax+B-4A)e"
hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz va xning bir xil darajalari oldidagi

koeffitsiyentlarni tenglab, topamiz: 4=1, B=1.
Bundan
y,=(x+De,
Y, =C +Ce"+C,cosx+C,sinx+(x+1)e".
4) f.(x)=2cosx+6sinx funksiya uchun a =0, g=1, n=0, o + i =+i.
Bunda r=1, M (x)=4, N, =B.
U holda y, =¢"x'(4cosx + Bsinx)=x(Acosx+ Bsinx).

V. =(A+ Bx)cosx+ (B — Ax)sinx, y;,=—(2A+ Bx)sinx + (2B — Ax)cosx,
yi'=—BA+ Bx)cosx — (3B — Ax)sinx, y, =(4A4+ Bx)sinx — (4B — Ax)cosx
hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz va cosx, sinx funksiyalar oldidagi

koeffitsiyentlarni tenglab, topamiz: 4=2, B=1.
Bundan
v, =x(2cosx +sinx),
Y,=C +C,e" +C,cosx+C,sinx + x(2cosx +sin x).
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5) f.(x)=cos2x—3sin2x funksiya uchun « =0, =2, n=0, o + Bi =+2i.
Bunda r=0, M (x)=4, N,=B.
U holda y, =e""x"(A4cos2x + Bsin2x) = Acos2x + Bsin2x.
y.=—2Asin2x+2Bcos2x,  y.=-4Acos2x —4Bsin2x,
y'=8A4sin2x —8Bcos2x, .,  =16Acos2x —16Bsin2x
hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz va cos2x, sin2x funksiyalar

oldidagi koeffitsiyentlarni tenglab, topamiz: 4= % B=—1

6
Demak,

1 :
Vs = g(cos 2x —sin2x),
: 1 :
Y.=C +C,e" +C,cosx+C,sinx+ g(cos2x —sin 2x).

6) f.(x)=5e"(cosx +sinx) funksiyauchun a =1, =1, n=0, a £ fi=1+i.
Bunda »=0, M, (x)=4, N,=B.
U holda y, =e"x’(A4cosx+ Bsinx)=e"(Acosx + Bsinx).

y.=e((A+ B)cosx +(B—-A)sinx), y,=e"(2Bcosx—2A4sinx),
y"'=e"(2(B— A)cosx —2(B + A)sinx), ¥ =e*(~4A4cosx—4Bsinx)
hosilalarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz va cosx, sinx funksiyalar oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglab, topamiz: 4=-1, B=-2.
Demak,
Yy, =—e"(cosx +2sinx),
Y =C +C,e"+C,cosx+C,sinx—e(cosx +2sinx). O

Agar (4.4) tenglama o‘ng tomonining ko‘rinishi 7 yoki 17 shaklga
to‘lig mos kelmasa, u holda y(x) xususiy yechimni
y=e" ([ ([ f(x)e™"dx)dx) 4.7)
formula bilan topish mumkin, bu yerda k,,k, — xarakteristik tenglamaning
ildizlari.
Bunda &, va k, kompleks-qo‘shma yechim bo‘lgan holda trigonometrik
funksiyalarni Eyler formulasidan kelib chigadigan

| , . | .
cosa = E(e”‘ +e), sina = ?(e”‘ —e™) (4.8)
i

formulalar orqali ko‘rsatkichli funksiyalarga o‘tkazish qulay bo‘ladi.
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4-misol. y'+4y'+4y=eInx differensial tenglamaning umumiy
yechimini toping.

@ Berilgan tenglamaga mos xarakteristik tenglama k, =k, =-2 ildizga
ega. Demak, berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi:

y=(C, +C,x)e™.

f(x)=eInx funksiyaning ko‘rinishi 7 yoki 17 shaklga to‘liq mos
kelmaydi. Shu sababli bu tenglamaning xususiy yechimni

y=e" ([ ([ f(x)e™"dx)dx)
formula bilan topamiz:
y=e(Je? (e Inxe ™ dx)dx) = e ([ (| Inxdx)dx) =

=e " [(xInx—x)dx=¢" lx2 Inx— lx2 — lx2 =e ™ lx2 Inx— Ex2 :
2 4 2 2 2
Demak, tenglamaning umumiy yechimi

Y:(C] +C2x+%x2 lnx—%xzj-e'z". ()

3.4.4. Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglama

uchun olingan natijalarni

Y +a,(x)y" " +.ta ()Y +a,(x)y=f(x) (4.9)
ko‘rinishdagi n—(n>?2)tartibli chizigli bir jinsli differensial bo ‘Imagan
differensial tenglama uchun tatbiq etish mumkin.

Xususan:

1. Bu tenglamaga mos bir jinsli tenglama

Y +a,(x)y" "+ +a, (x)y +a,(x)y=0 (4.10)
ko‘rinishda bo‘ladi.

2. Bir jinsli bo‘lmagan (4.9) tenglamaning umumiy yechimi Y=y +y
formula bilan aniglanadi, bu yerda y- (4.10) tenglamaning umumiy
yechimi, y —berilgan (4.9) tenglamaning yechimlaridan biri.

3. (4.9) tenglamani yechishning umumiy usuli ixtiyoriy o‘zgarmaslarni
variatsiyalash usulidan iborat. Bu usulda (4.10) tenglamaning y,,y,,...,y,
fundamental yechimlar sistemasi ma’lum bo‘lsa (4.9) tenglamaning xususiy
yechimi quyidagi ko‘rinishda izlanadi:

y=C,(x)y, +C,(x)y, +...+ C(x)y,, (47.11)
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bu yerda C,(x), C,(x),...,C, (x) funksiyalar quyidagi sistemadan topiladi:
Cl(x)y, +Cy(x)y, +...+C.(x)y, =0,
Gy +C(x)y, +...+ C(x)y, =0,
(47.12)
Cl(x)y"™ + Ci(x)y""™? +...+ Cl(x)y"™ =0,
Cl)y"" + Cl(x)y,"" +..+ Clx)y," " = f(x)

4. n—tartibli chizigli bir jinsli bo‘lmagan o‘zgarmas koeffisiyentli
differensial  tenglamaning xususiy yechimi ixtiyoriy o‘zgarmasni
variatsiyalash usuli bilan topiladi. Bunda tenglamaning o‘ng tomoni maxsus
ko‘rinishda bo‘lsa, uning xususiy yechimi noma’lum koeffitsiyentlar usuli
bilan topilishi mumkin.

5. Agar f(x)funksiyaning ko‘rinishi 7 yoki /I shaklga to‘liq mos
kelmasa, u holda y(x) xususiy yechimni

y=e ([ ([e" ™ (Je" ([ f(x)e ™ dx)dx...)dx)dx) (4.13)

formula bilan topish mumkin, bu yerda k,k,,....k, — xarakteristik
tenglamaning ildizlari.

Mashgqlar

. 2 .
34.1.y =x> va y,=x funksiyalar "-=y'+ % y=0 tenglamaning
X X

fundamental yechimlari sistemasini tashkil qilishini ko‘rsating va
x*y"=2xy'+2y=x’e" differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

34.2.y =x’va y,=x* funksiyalar "- 6 '+ % y =0tenglamaning
X X

fundamental yechimlari sistemasini tashkil gilishini ko‘rsating va

2.nm

x’y"—6xy"+12y =3x differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
3.4.3. y"-2y'+ y=¢" + ¢ tenglamaning umumiy yechimini toping.
3.44 y"+y' =e¢"+x* tenglamaning umumiy yechimini toping.
3.4.5. Differensial tenglamalarni ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash
usuli bilan yeching:

X

1) y”—2y'+y:e;; 2) y"—y'=e"sine’;
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1 , 1
—; 4) y'+y=—m—.
SIn x COS X

3) V' +y=

3.4.6. y"-3)'+2y= f(x) tenglamaning umumiy yechimini toping:

1) fi(x)=6e"; 2) f,(x)=3e";
3) f,(x)=(3-4x)e"; 4) f.(x)=2e"sinx.
3.4.7. Differensial tenglama xususiy yechimini yozing:
1) y"+y=3+xe™ +x’cosx; 2) y"—y=5+xe" +e cosx;
3) y"+y'=4x+x’e" + xsinx; 4) y"—y" =2+ xe" +2xcosx.

3.4.8. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping:

1) y"+y'=2x+3; 2) y' -2y +y=x+4;
3) V' =2y"+2y=x7; 4) y"=3y'=9x%

5) y'+y'=2e; 6) y'—y=e";

7) y" =2y +y=xe; 8) y"—4y' =xe*,;

9) y"+2y"+ y=cosx; 10) y"—5y"+ 6y =26sin3x;
11) y"+y=xsinx; 12) y"—2y"=xcosx;
13) y"-7y'+6y=¢"sinx; 14) y" -9y =€’ cosx;
15) y"-5y" +6y=¢" +x%; 16) y"+ y=xe" +2e™;
17) y"+y"=e™; 18) y" —2y" +y' =xe";
19) y" —y=e"; 20) y" —y"=3x.

3.4.9. Differensial tenglamani yeching:
>
1) y”—3y'+2y=( - j; 2) =2y by
e +1 4-x°

3.5. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
SISTEMALARI

Normal sistemalarni integrallash usullari. O‘zgarmas koeffitsiyentli
chiziqli differensial tenglamalar sistemalari

3.5.1. Tenglamalari noma’lum funksiyalarining yuqori tartibli hosilasiga

nisbatan yechilgan differensial tenglamalar sistemalariga kanonik sistemalar
deyiladi.
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m noma’lumli mta differensial tenglamalarning kanonik sistemasi
umumiy ko‘rinishda

P = XY Ve D s Vs Vi Vo), i =1im (5.1)
kabi yoziladi, bu yerda x —erkli o‘zgaruvchi, y,(x),y,(x),...,y, (x)— noma’lum
funksiyalar.

Noma’lum funksiyalarning hosilalariga nisbatan yechilgan
V=[PV 0enp,), i=1ln (5.2)

birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasiga normal sistema deyiladi.

Agar (5.1) sistemada y/,y"...,y“" hosilalarni yangi yordamchi
noma’lum funksiyalar deb olinsa, (5.1) kanonik sistemani bu sistemaga
ekvivalent bo‘lgan va n=#k +k, +...+ k, ta tenglamalardan tashkil topgan
(5.2) normal sistema bilan almashtirish mumkin bo‘ladi.

1 -misol. Differensial tenglamalar yoki sistemalarni differensial
tenglamalarning normal sistemasiga keltiring (x —erkli o‘zgaruvchi):

1) y"+ky=0; 2) y"=2xpy'+y" =0;
3) {3?,; —y! +'2y] :cosx,; 4) {y]"'+ y;”+ y, =Inx,
y]+y2=smx y]+y2:3

@ 1) y'=y, deymiz. Bundan y" =y’ bo‘ladi.
U holda berilgan tenglamani

{y':yﬂ
v, =—ky

2) Qo‘shimcha funksiyalar kiritamiz:
V=yo Y=Ey=,
U holda berilgan tenglama y’ =2xyy, — y kabi yoziladi.

ko‘rinishda yozish mumkin.

Natijada
Y=y,
Y=Y
Yy =2x, = y/

normal sistema kelib chiqadi.
3) Ikkinchi tenglamadan topamiz:
y =—y, +sinux.
Bu ifodani birinchi tenglamaga qo‘yamiz va uni y. nisbatan yechamiz:
vy, =3sinx—cosx+2y —3y,.
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Demak,
y =sinx—y,,
vy, =3sinx—cosx+2y, —3y,.

4) Qo‘shimcha y, =y/, y, =y, funksiyalar kiritamiz va berilgan sistemani

{yé +y,+y =lnx,
Vit y, =3
ko‘rinishga keltiramiz.

Bundan
Yi=Ys,
Vi =V
yi=lnx-y, -y,
Vi=3-y.
normal sistema hosil bo‘ladi. @

(5.2) normal sistemaning yechimi deb bu sistemaning har bir
tenglamasini qanoatlantiradigan y,(x),y,(x),...,y,(x) funksiyalar to‘plamiga
aytiladi.

(5.2) sistemaning  y,(x,)|=y', ¥,(x,)|=Ys..7,(x,)| =y, boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topish masalasiga Koshi
masalasi deyiladi.

Yo ‘qotish usuli

Normal sistemani yechishning asosiy usullaridan biri sistemani bitta
yugqori tartibli differensial tenglamaga keltirish va keyin yechish hisoblanadi.
Bu wusulda normal sistemaning noma’lum funksiyalaridan birini
differensiallash orgali uning bitta noma’lumidan boshga barcha
noma’lumlari ketma-ket yo‘qotiladi. Bu usul noma’lumlarni yo‘qotish usuli
deb ataladi

Normal sistemani yo ‘gotish usuli bilan yechish quyidagi tartibda amalga
oshiriladi:

1°. (5.2) sistemaning istalgan, masalan, birinchi tenglamasi x bo‘yicha
differensiallanadi

Y,

”:% af; ,+%y y

4 ox 0y, oy
va o‘ng tomondagi y’ hosilalar o‘rniga f, ifodalarni qo‘yib, ! topiladi:
W=F (Y5000,

st
oy

2 n

206



2°.Bu jarayon davom ettiriladi va quyidagi sistema hosil qilinadi:
AU C U US

W=F(6Y0Y,0Y,)s (5.3)

W =F, (0 Ys0end,) s

3°. (5.3) sistemaning birinchi (z—-1)ta tenglamasidan (»-1) ta
V,,Vs»--»y, funksiyalar x,y,yl, ...,y " o‘zgaruvchilar orqali ifodalanadi va
A AR R}

Y, =W (0, Ve ),

(5.4)

Y, =, (YY)
sistema hosil qilinadi;

4°.y,,y,,..,y, larning bu ifodalari (5.3) sistemaning oxirgi tenglamasiga
qo‘yiladi va y funksiyaning » -tartibli differensial tenglamasini hosil
qilinadi:

Y1 = DX, Yy, Y e

5°. Bu tenglama yechiladi va y, =¢,(x,C,,C,....,C ) yechim topiladi;
6°. y, yechim (n —I)marta differensiallanadi, y!,y/,...,y""lar(5.4) sistema
tenglamalariga qo‘yiladi va (5.2) sistemaning qolgan yechimlari topiladi:
v, =¢,(x,C.,C,,....C),...,y, =0 (x,C,,C,,..,C).

('l—]))

2 —misol. Normal sistemalarni yo‘qotish usuli bilan yeching:
y]'+3y,+y2=0,. Y =y, +y, —cosx,
1):7, ; 2) < _ :
y,— ¥ +y,=0 v, ==2y —y, +sinx+cosx
@ 1) Sistemaning birinchi tenglamasini differensiallaymiz:
i3y +y,=0.

Berilgan sistemaning tenglamalari yordamida oxirgi tenglikdan y. va y,
larni yo‘qotamiz:
yi+4y +4y, =0.

Hosil bo‘lgan o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli differensial
tenglamani yechamiz:
v, =(C, +C,x)e™,
Bundan
y=(C,-2C, —2C x)e™.
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y, va y! larni sistemaning birinchi tenglamasiga qo‘yib, topamiz:
¥, ==(C,+C,(x+1)e™".

Demak, berilgan sistemaning umumiy yechimi:

v, =(C, +C,x)e™,
YV, = _(CI + Cz (X + 1))6_2x-

2) Sistemaning birinchi tenglamasini differensiallaymiz:
Y/ =y +y,+sinx.

Bu tenglikka y!ning sistema ikkinchi tenglamasidagi ifodasini qo‘yamiz:
y'=y =2y —y,+2sinx+ cosx.

Sistemaning birinchi tenglamasidan y ni topamiz va oxirgi tenglamaga
qo‘yamiz:
v +y, =2sinx.

Hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli
bo‘lmagan tenglama bir jinsli qismining yechimi:
y,=C, cosx+C,sinx.

Uning xususiy yechimini y, = x(A4cosx + Bsinx) ko‘rinishda izlaymiz.
Bundan
¥y, =(A+ Bx)cosx + (B — Ax)sinx, y/=(2B — Ax)cosx — (24 + Bx)sin x.
vy va y' ni y'+y =2sinx tenglamaga qo‘yib topamiz:
A=-1, B=0,Y =-xcosx.
Bundan
v, =C, cosx+ C,sinx — xcosx,

y; =—C,sinx + C,cosx — cosx + xsin x.
Sistemaning birinchi tenglamasidan topamiz:
Y, =Yy —y, +cosx.

Bu ifodaga y, va y! larning ifodalarini qo‘yamiz:
v, =(C, =C,)cosx —(C, + C,)sinx + x(cosx + sin x).

Shunday qilib, berilgan sistemaning umumiy yechimi:
y, =C,cosx+ C,sinx — xXcosx,
vy, =(C, —C,)cosx —(C, + C,)sin x + x(cosx +sinx).
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3-misol. Koshi masalasini yeching:
Yi= Vo
Yy =0
Vi=yi+y 4y, 1(0)=3, y,(0)=1, y,(0)=-1.
@ Sistemaning birinchi tenglamasidan topamiz:
V=
yoki ikkinchi tenglamadan
=y=0
kelib chiqdi.
Bundan
y=Ce +Ce", y,=Ce —-Cle".
y, va y, larning bu qiymatlarini uchinchi tenglamaga qo‘yamiz:
yi—y,=2Ce".
Bu tenglamani yechamiz:
y,=2Cxe" +Cepe".
Ixtiyoriy o‘zgarmaslarni boshlang‘ich shartlardan topamiz:
C+C,=3, (C-C,=1 C(C =-1I.
Bundan C, =2, C, =1, C,=-1.
Demak, berilgan sistemaning xususiy yechimi
y,=2e" +e,
y,=2e" —e",
y,=(@x-1e". O

Integrallanuvchi kombinatsiyalar usuli

Normal sistemani yechishning integrallanuvchi kombinatsiyalar usulida
arifmetik amallar yordamida berilgan sistemaning tenglamalaridan yangi
noma’lum funksiyaga nisbatan oson integrallanuvchi differensial tenglamalar
hosil qgilinadi.

(5.2) normal sistema berilgan bo‘lsin. Bitta integrallanuvchi
kombinatsiya erkli o‘zgaruvchi x va y,y,,....y, noma’lum funksiyalarni
bog‘lovchi bitta @ (x,y,,y,,..,»,)=C, tenglamani beradi. Chekli sondagi
bunday tenglamalarga (5.2) sistemaning birinchi integrallari deyiladi.

(5.2) normal sistemaning nta ®,,®,,...,® birinchi integrallari topilgan
bo‘lsa va bu funksiyalar bog‘liq bo‘lmasa, ya’'ni @, ,®,,..,® funksiyalar
sistemasining yakobiani nolga teng bo‘lmasa, (5.2) sistemaning barcha
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¥,(x),»,(x),...,y, (x) noma’lum funksiyalari

D (x,5,,Y55-7,)=C,,
D,(x,5,Y,5,)=C,,

D, (%, 115 ¥5553,) =C,
sistemadan topiladi.

4-misol. Normal sistemalarni integrallanuvchi kombinatsiyalar usuli
bilan yeching:

=1, 1, L= 12 TV
1) y: y2 ; 2) y, y y y2 )
y,=n+l V=0, t s

@ 1) Sistemaning birinchi tenglamasiga ikkinchi tenglamasini hadma-

had qo‘shamiz:
VAV =y, +2
Bundan
d(y, +7,+2) _
Yty +2

Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tenglamasini hadma-had

ayiramiz va hosil bo‘lgan tenglikni integrallaymiz:
VW=V, = Cze_x'

Topilgan birinchi integrallardan
y]=%(C@x+(2e*)—L
YV, = %(C]ex - Cze_x) -1

yoki y +y,=Ce" 2.

kelib chigadi.

2) Sistemaning birinchi va ikkinchi tenglamalarini qo‘shamiz:

VY=Y A2y, + s,
Bundan

d(y, +,) = dx yoki —

v +,) Y+,

=x+C,.

Sistemaning birinchi tenglamasini ikkinchi tenglamasiga bo‘lamiz va
hosil bo‘lgan tenglikni integrallaymiz:
BV yoki g, =Coy.
dy, ¥,
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Birinchi integrallardan avval y,va keyin y, ni yo‘qotib, topamiz:
(C,+1)(x+C)’

1
(G, +D)(x+C)

V=

Y2 = o
(5.2) normal sistemada integrallanuvchi ko‘paytuvchilar ajratish
uchun sistemani simmetrik forma deb ataluvchi
dx _ dy dy, dy,

1 - f;(x7y]7""yn) - f‘Z(ny]V"’yn) T ﬁl(ny]’""yn)
ko‘rinishda yozib olish va keyin teng kasrlarning quyidagi xossasidan

foydalanish mumkin: agar oo =%y bolsa, u holda istalgan

v v v

1 2 n

au +ou, ... +au .
Ay, da —H—22 =y bo‘ladi.
av, oy, +.+ayv

(04

Bunda «,,«,,...,a, lar shunday tanlanadiki, oxirgi tenglikning yoki surati
maxrajining to‘liq differensiali bo‘ladi yoki maxraji nolga teng bo‘ladi.

_ 2, +X)
1 9
5-misol. 7 ; J: ; 71 differensial tenglamalar sistemasini yeching.
y =l
Yo~ 2y 1
@ Sistemani simmetrik ko‘rinishda yozib olamiz:
dx dy, dy,

= = :7/_
y2_2y1 2y2+2x —X—Zy]

Integrallanuvchi kombinatsiyalardan birinchisini topamiz:
2dx —dy, —2dy,
0

=y yoki d(2x-y, —2y,)=0.

Bundan
2)(?—_)/] _2y2 :C]'
Integrallanuvchi kombinatsiyalardan ikkinchisini topamiz:
2xdx +2ydy, +2y,dy,
0

=y yoki d(x"+y+y])=0.
Bundan
X4yl +y;=C
2x—y,—-2y,=C, va x’+y’ +y;=C, birinchi integrallar berilgan
sistemaning umumiy yechimini oshkormas aniglaydi. @
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3.5.2. Normal sistemalarning xususiy hollaridan biri ushbu
yi=ay +ta,y,+..+a,y + f(x), i=ln (5.8)
o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli differensial tenglamalar sistemasi
hisoblanadi, bu yerda a, —berilgan o‘zgarmas koeffitsiyentlar.

f.(x)=0 bo‘lsa (5.8) sistemaga bir jinsli sistema deyiladi. Bir jinsli
sistema y (x)=0trivial yechimlarga ega bo‘ladi.

(5.8) sistemaga mos bir jisli
yi=a,y,+a,y,+..+a,y,,
yi=a,y, +a,y, +..+a,y,,

(5.9)

Yy =an ) +a,sy, to.ta,y,
sistema berilgan bo‘lsin. Bu sistema yechimlarini topishning Eyler usulida
sistemaning xususily yechimi y =ae”,y, =a,e”,..., vy, =a e funksiyalar
ko‘rinishda izlanadi, bu yerda «, (i=1,n), A —o‘zgarmaslar.

a, (i=1,n) va Aning qiymatlarini topish uchun avval y =ae™, y' = la.e™
(5.9) tenglamalar sistemasiga qo‘yiladi va «,,a,,...,a, larga nisbatan
(a, - MVa, +a,0, +...4+a,a, =0,

a,e, +(a, —Aa, +...+a, o, =0,

(5.10)
a.a +a,o,+..+(a, —A)a, =0
algebraik tenglamalar sistemasi hosil gilinadi.
Keyin (5.10) sistemaning xarakteristik tenglamasi deb ataluvchi
a, — A a, a,
-4 ..

a2] a22 a2n :O, (5'11)

a, a,, e a,,

tenglamadan A matritsaning xos sonlari 4,,4,,...,4 topiladi.

197V 500

(5.11) xarakteristik tenglamaning barcha yechimlari haqiqiy va har xil bo‘lsa
(5.9) differensial tenglamalar sistemasi quyidagi yechimlarga ega bo‘ladi:

_ Mx 29X Mx
yv=Ca,e" +Ca,e” +..+Ca,e",

Aox Ayx

— Ayx
yv,=Ca,e” +C,a,e” +..+C a,e™,

—_— }"Yx }"Yx ﬂ'ﬂx
yv,=Ca, e +Ca,e” +.+Ca e™.
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Agar (5.12) xarakteristik tenglamaning ildizlari orasida kompleks yoki
karrali ildizlar bo‘lsa, u holda bu ildizlarga mos xususiy yechimlar » -
tartibli chiziqli o‘zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli differensial tenglamalarda
topilgandagi kabi topiladi.

6-misol. Differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping:

1) {y;:2y]+y2>. 2) y]'=5y1_y2>. 3){_)}]’: y2—7y],
vy =3y, +4y,’ yi=y+3y, yi=-2y -5y,
@ 1) Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
2-4 1
=0
3 4-1

yoki I’ -64+5=0.Bundan 4 =1, 4, =5.
Sistema matritsasining xos vektorlarini topish uchun
2-Ma, + a, =0,
{305] +(4-A)a, =0
sistemani tuzamiz. Bu sistemadan A, =1 da topamiz:
a,+a, =0, 3a,+3a, =0.
Bu tenglamalardan biri ikkinchisidan kelib chiqadi. Shu sababli
tenglamalardan birini olib qolamiz. Bundan «, =-«, yoki «, =1 desak,
a,, =-1 kelib chigadi.
Yugqoridagi sistemadan A, =5 da shu kabi topamiz: «,, =1, a, =3.

11

Demak, berilgan sistemaning yechimi
y,= Ce"+ Ce™,
{yz =—Ce" +3C,e™.
2) Sistemaning xarakteristik tenglamasi

5-2 -1 i
=0, A -81+16=0.

Bundan

Bu ildizlarga
y=e"(Cx+C,)), y,=e"(Cx+C,)
yechimlar mos keladi.
y, va y, larni differensiallaymiz:
yi=e"(C,+4Cx+4C)), y.=e"(C,+4Cx+4C)).
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v, v,» ¥ va y. larni berilgan sistemaga qo‘yamiz:
C,+4Cx+4C,=5Cx+5C, -Cx-C,,
C,+4Cx+4C,=Cx+C, +3C,x+3C,.

Ayniyatlarning chap va o‘ng tomonlarida xning bir xil darajalari

oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtiramiz:
4C,=5C,-C,, - [C+4C,=5C,-C,,
4C,=C, +3C,, C,+4C,=C, +3C,.

Birinchi sistemadan C,=C, va ikkinchi sistemadan C,=C, -C, kelib

chigadi.
= e4"(C]x + Cz)a

Demak, sistemaning umumiy yechimi \
yv,=e (Cx+C,-C)).

3) Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va yechamiz:
-T7-2 1

=0, A =—6—i, 1, =—6+1i.
2 —5-2

A =-6-ida

-2(i-Da, —2a,, =0
sistemadan a,, =(1-i)«, yoki «, =1 desak, «, =1-i kelib chigadi.
A, =-6+i da shu kabi topamiz: «, =1, a, =1+1i.

, ==

{ (i-Da, + a, =0,

U holda berilgan sistemaning yechimi
y] — C]e(—é—i)x + Cze(—6+i)x’
v, =1=DCe™" +(1+i)C,e™"""

bo‘ladi. Bu sistemaga Eyler formulasini qollab, berilgan sistemaning

umumiy yechimini topamiz:
vy, = ((C, + C,)cosx +i(C, — C,)sinx),
{ vy, = (((C, +C, +i(-C, + C,))cosx + (—(C, + C,) +i(-C, + C,))
yoki
y, =e*(C, cosx + C,)sinx),
{yz — ¢ ((C, +C,)cosx +(C, - C,)sinx)
bo‘ladi,buyerda C,=C, +C,, C,=i(C,-C)).

(5.8) sistemaning xususiy yechimlari ixtiyoriy o‘zgarmasni
variatsiyalash usuli yoki anigmas koeffitsiyentlar usuli bilan topiladi.
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7-misol. Differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping:

y1+2y1+4y2:13+4x9. 2) y =y —2y,=0,
y;+ Y~ yzzzxz ’ y;—y1=—55inx .

@ 1) Sistemaning mos bir jinsli tenglamani tuzamiz:
y;+2y1+4y2209 . y;:_2y1_4y29
, yoki ,
y2+y1_y2:O W=t ).
Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va yechamiz:

-2-1 -4
=0, A, =-3, 1, =2.
-1 1-4
A =-3da
a, —4a, =0,
-a, +4a, =0

sistemadan o, =4, yoki a, =1 desak, «, =4 kelib chigadi.
A, =2 da shu kabi topamiz: «,=-1, a,, =1.
U holda berilgan sistemaning yechimi
y, =4C e —C,e™,
{yz = Ce™+Ce™.
bo‘ladi.
Berilgan sistemaning yechimini ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash
usuli bilan topamiz:

= 4C1 (x)e_3x B Cz (x)ezx,
y,= C(x)e™ +C,(x)e”.

V> V,» Vi» v, larni berilgan sistemaga qo‘yamiz va almashtirishlar

bajaramiz:
4C/(x)e™ = Ci(x)e™ =1+ 4x,

C/(x)e™ +Ci(x)e* = %xz.
Bundan

1
Cl(x)= E(?))c2 +8x+2)e, Ci(x)= %(6x2 —4x—1)e™.

Bu ifodalarni integrallaymiz:

1 Val J—
C] (X) - E(XZ + 2X)e3x + C] ’ Cz (X) = _%(3)(?2 + X)e_zx + C2 .
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Demak, berilgan sistemaning umumiy yechimi
y,=4Ce™ —C,e™ + x* + x,

2

1
y,= Ce™ +C,e” —Ex :

2) Sistemaning mos bir jinsli sistemani yechamiz:

Vi=»+2y,,
Yy, =y —5sinx

A =-1da
2o, +2a,, =0,
{ o, + o, =0
sistemadan «, =-a,, yoki «, =1 desak, «a, =-1 kelib chigadi.
A, =2 da shu kabi topamiz: «, =2, a,, =1.
U holda berilgan sistemaning yechimi
y,= Ce ™" +2C,e™,
{yz =—Ce" +C,e”
bo‘ladi.
Berilgan sistemaning xususiy yechimini
y,=A,cosx + B, sinx,
{)72 = A4,cosx+ B,sinx
ko‘rinishda 1zlaymiz.
¥, v,, y, va y. larni berilgan sistemaga qo‘yamiz:
— A sinx+ B, cosx=4,cosx + B;sinx+24,cosx +2B,sinx,
{— A, sinx+ B,cosx =4 cosx+ B sinx —5sinx.
Ayniyatlarning chap va o‘ng tomnlarida cosx va sinx lar oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglashtiramiz:
—A =B +2B,, - A, =B, -5,
{ B =4 +24,, { B, =4.
Sistemalarni yechamiz: 4 =-1, B, =3, 4,=2, B, =-1.
Demak, sistemaning umumiy yechimi

y,= Ce " +2C,e* —cosx + 3sinx,
o

y,=—Ce™ +C,e* +2cosx —sinx.
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Mashgqlar

3.5.1. Differensial tenglamalar yoki sistemalarni differensial
tenglamalarning normal sistemasiga keltiring (x —erkli o‘zgaruvchi):

1) y!!_zy!+3y:(); 2) y!!!_yll+xyI:y112;
3) {4.)/1 y2+3y1 smx 4) {ygm_‘_yz_zy 209 .
y]+y2_COSX+Sll’1X y]+y2— y]—x
3.5.2. Normal sistemalarni yo*‘qotish usuli bilan yeching:
ﬂ=%, V=YX
1) X y2 ’ 2) !_L :
y=—t - ST
Y, XY, ?
y':y_‘z y;:_&a
31" s 4) 3
y;:yl y2:__]
X
5) y]':cosx—yZ., : 6) y;+y1_y2:ex9
y, =4cosx—sinx+3y, —4y, yv,—y, +y,=e
3.5.3. Koshi masalasini yeching:
y;:ys_yza
1)<y, =y,
y;:y3_y]7 yl(O):O7 yz(O)zoa y3(0)=2
V=Y, = Vs
2) yyi=y +y, +x,
y; =y ty,+x, yl(O):O7 yz(O)zla ys(O):O

3.5.4. Normal sistemalarni integrallanuvchi kombinatsiyalar usuli bilan
yeching:

, =XV,
Dy )4
= V) =Xy,
, y : y
y1:2—]9 y1:—229
3) A 4) b, =») .
V=i V=t
2y2_y1 (yz_yl)
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dx dy

dy

5) -

Yo =W X =), y]_x’

3.5.5.
toping:
=3y, + ,,
1){% Wt I
y2:2y1+2y2

dx B dy, B dy,
x(x*+3y0) 2y 290y,

Differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimini

y; == +5y2 ’
=04y,
=y =3y,

"= y +3y,,
2){y1 Y +30,,

4)

12) {y],:_yz_’_x;’
V= Yy te
NAZORAT ISHI

1.- 2. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
3. Differensial tenglamalar sistemasini Eyler usuli bilan yeching.

I-variant

1. a) y"—y=0,b) 4y"+8y'—=5y=0,¢) " -6y +10y=0.

2. y"—y"=6x+5.

3 {y; =W +2y29
Y, =3y, +6y,.
2-variant

1. a) y"+5y=0,b) 9y"-6)y'+y=0,¢) y"+6)" +8y=0.

2. y"-5y"+6y =6x"+2x-5.

3. {y:':yn
Vo=V,
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3-variant
. a)y"-16y=0,b) y"+4y' +20y=0, ¢) y"-3y'—10y=0.
3 {y; :4y1 +2y29

. 3y +y"=6x-1. ,
Y, =4y, +6y,.

4-variant
. a)y"+4y=0,b) y"-10y'+25y=0, ¢) y"+3y'+2y=0.

3 {y; :2y1 + Y,

. y!!!+y!!:6x2_1‘ '
Y, =3y, +4y,.

S-variant
. a)y"-2y=0,b) y"-6y'+9y=0, ¢) y"+12y' +37y=0.

!:4 _ ,
. Y3y +2y =x" +2x +3. 3. {y: N b
Y, ==V +4y2‘
6-variant
. a)y"+9y=0,b) y"—y'=2y=0,¢) y"+4)y' +4y=0.

3 {y; == _2_)72,
Y, =3y, +4y,.

. ylV _3ym+3y!!_y!:x_3‘

7-variant
. a)y"—4y'=0,b) y"-4y'+13y=0,¢) y" -3y +2y=0.

1':8 1_3 29
3.{y y, =3y

V' =13y"+12y" =1-x. ,
Y, =2y + .
8-variant

. a)y"+3y'=0,b) y"-5y"+6y=0,¢) y"+2y' +5y=0.

3 {y;: 4y1 —8_)/2,
v, ==8y, +4y,.

"

Y2y + " =4x

9-variant
. a)y"-2y'=0,b) y"-2y"+10y=0,¢) y"+y -2y =0.

y; :2y1 +8y29

v " 4
. ¥y =6y"+9y"=2x-3. 3.497,
Y= »+ 4y,
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10-variant

1. a) y"—4y=0,b) y"+2y'+17y=0, ¢) y"—y' —12y =0.
2. ym_y":6x2+3X- 3.{_)/']: y]_yza
Y, :_4y1 +y2'
11-variant
1. a) y"+9y=0,b) y"+)y —=6y=0, ¢) y"—4y" +20y=0.
=5y, +4y,,
2. 7y"—y"=12x. 3. {yi R
Y, =4y, +5y,.
12-variant
1. a) y"-49y=0,b) y"-4y'+5y=0,c¢) y"+2y'-3y=0.
=y +4y,,
2. y" +y"=12x+6. 3. {yi R
Y, =2y, +3y,.
13-variant
1. a) y"-6y'=0, b) y"+8y'+25y=0, ¢) 99" +3y =2y =0.
!:_2 ,
2. Yy =2y"+y"=12x" —6x. 3. yl, 4
Y= )V,
14-variant
1. a) y"+16y=0, b) 6)"+7y'-3=0, ¢) 4y"—4y"+y=0.
==y, +8y,,
2. ym_zy":3x2+x_4‘ 3. y]' y] y2
W=t Y,
15-variant
1. a) y"-3y'=0,b) y"+6y'+10y=0, ¢) y" -5y +4y=0.
'= 6y +3y,,
2. y"+3y"+2y" =3x" +2x. 3. {y: i)
Y, :_gy] —5_)/2-
16-variant
1. a) y"+7y'=0,b) y"+4y' +5y=0, ¢) y" -6y +8y=0.

Yy +4y" +4y" =2 —-3x",

3. y;,:_zyl _3y29
Yo ==
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17-variant
. a)y"+5y'=0,b)9y"+6y'+y=0,c¢) y"-12y'+37y=0.

3 {y; =W +2y29
y, =4y, +3y,.

n

. Y +3y"=3y"+y" =2x.

18-variant

. a)y"-8y'=0,b)4y"-8y"+3y=0,c) " +2y' +10y=0.

. y”!_sy”:x_'_xZ- 3.{-)/]: y]_ y27

y,=—4y +4y,.

19-variant
. a)y"+10y'=0,b) 2" -3y +y=0,c) 4y"+4y +y=0.

'—3y —2y.,
3.{y1 v =2y,

' " 2
.y —y"=3(x+2)". ,
Y, =2y, +8y,.

20-variant

.a)y"+y=0,b) y"+6y'+9y=0,¢) 2y"+2y" +5y=0.

3 y1':3y1 + ¥,
y,= » 43y,

n

. Y +6y"+9y"=x—x".

21-variant
. a) y"+25y=0,b)2y"+3y"+y=0, ¢) y"+4y +8y=0.
3 {y;:_zyl + Y,

V '
.y -y =2x+3. ,
V) :_3y1 +2y2'

22-variant
. a)y"-9y=0,b) y"-10y'+21y=0, c) »"+2y' +2y=0.

'==5y, +2y,,
Y =4y "+ 4y " =x" +x—1. 3. yl' SRt
Y. = N —6_)/2.
23-variant
. a)y"+49y'=0,b) y"-6y'+13y=0, c) y"+8y +7y=0.
!:6 _ ,
Y —4y" =2 3x+4x". 3.{5 ARG
Y, =3y, 42y,
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1. a) y"-25y=0,b) y"-6y'+9y=0, c) y" -8y +25y=0.
=5y, +8y,,
2. y!"+5y”+4y!:1_x2‘ 3. y]' y] y2
Y=y +3y,.
26-variant
1. a) y"-3y'=0,b) y"-7y'-8y=0, ¢) y"+4y +13y=0.
=y +4y,,
2. ylV _8ym+16y”:2X(1_X). 3. y]' yl y2
W=+ Y,
27-variant
1. a) y"-81y=0, b) »"—-10y'+16y=0, ¢) 2y"+5y"+2y =0.
!: _4 ,
2. ym+3y!!:4_24x2- 3. {y: y] y2
Yo ==V _3y2‘
28-variant
1. a) y"-11y'=0, b) y"-3y'-18y=0, ¢) 3y"-2)' -5y =0.
2. y" 44y =2x 3 {y;: h e
Y, ==6y, =3y,
29-variant
1. a) y"+81y=0, b) 16y" -8y +y=0, ¢) 2y"+5y"+2y=0.
=3y, +,,
2. y!!!_sy!!+4y!:(x_1)2- 3. {y]' y] y2
v, =8y, + ),
30-variant
1. a) y"+64y=0,b) 4y"+3y'—y=0,¢c) y"+6)'+5y=0.
=7y, +3y,,
2. ym_6y”:1_2x+3x2. 3. {y]' y] y2
Y, =35y, +5),.

< Y"+13y" +12y" =18x? —39.

24-variant

. a)y"+6y'=0,b) y"-10y"+29y=0, ¢) y"-2y'+2y=0.

3 {y; :2y1 +3y29
Y, =5y, +4y,.

25-variant

222



MUSTAQIL UY ISHI

1.-3. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

4. Koshi masalasini yeching.

5.-6. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

7. Differensial tenglamani ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli
bilan yeching.

8. fi(x), f,(x) berilgan. y"+2y'= f.(x)+ f,(x) differensial
tenglamaning umumiy yechimini toping.

9. Differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimini toping.

I-variant
1. A+e )y =1. 2. vy +x’y'=xp.
2
3. y'—zzxsinx. 4. y'x+y:%, y(1)=3.
x

5.(xcos2y +1)dx — x*sin2ydy = 0.

6. ym:cOszx, 7. y"'i‘y:Cigx .
!:3 _ +ex,
8. fi(x)=e"(Bx+6), f,(x)=cos2x+2sin2x. 9. y,! L
y2 = y] +y2 +X
2-variant
1. yylny:eh. 2. xyzy'=x3 +y3'
3 x
3. y!__y:exxfﬁ‘ 4. y'_'_y:eZ\/;’ y(O):%_
X
5. ¢ dx+(1—xe™ )dy =0.
6. xym:2, 7. yrr+4y:tg2x_
=2y, - + coS X,
8. fi(x)=e—""(5x+4), f,(x)=cosx+4sinx. 9. {y'] = N .
v, =3y, =2y, +sinx.
3-variant
. cos’ yy' —cos(2x — ) =(cos2x + y). 2. (4y+5x)dx + (5 + Tx)dy =0.
. y'+2y:e—x2_ 4. yr_y:xy2, y(O):l,

. (y+e'cosy)dx+(x—e siny)dy=0.
"=y"cosx. 7. y"+y=xcos’x.
9 {y;:yl_'_ Yy T X,

y; =V _2y2 +2x.

. (I1+sinx)y

X O\ U W

. [i(x)=3x>+2, f,(x)=e"(cosx+sinx).
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4-variant

1. (" +8)2y — ye'dx=0. 2. xy':y(lnl— j
x
, 2y 2 ' 2 1
3.y ———=(x+1". 4. xy'+y=2y"Inx, y(l)=—.
x+1 2
5. ye'dx+(y+e")dy=0.
6. v»'+y' =Inx 7. y"+y=tgx.
==y +y, +
8. f(x)=6x+1, f,(x)=¢>(2cosx +sinx). 9. {y TTh TR
V=3 +y, X
S-variant
1. 37 dy + xdx = 0. 2. (2xy —x)y'+y=0.
3. y'+lzlnx+1_ 4. y'+2y=y’e’, y(0)=l-
x x 2
5. 2x —xy*)dx+ 2y’ —x’y)dy=0.
6. y'tgx=y"+1. 7. y"+4y=ctg2x.
!: _3 +62x,
8./ (x)=e"(2x-7T), f,(x)=2cos2x+3sin2x. 9. {y: At
Vo= — W +2x.
6-variant
—x? 2 _ '_y : y
1. e dy—x(1+ y*)dx =0. 2. y'==+sin=—.
x x
3. V' — yetgx =sin x. 4.3xy" +5y=>4x-5)y", y1)=1.
5. lzdx—xy+1dy=0.
x x
6. y"=xsinx. 7. Y +2y +y=xe"
=2y, + y,+1
8. f(x)=e™(x* +1), f,(x)=3cosdx. 9 )T HhT LT
y; =-5y, =2y, +x.
7-variant
1. &"dx= ydy. 2. X’y =y’ +x%).
2 1
3. y'+—y=—2. 4. y' +2xy=2x"y%, »(0)=+/2.
X X
5. (6xy* +4x*)dx +(6x’y + y*)dy =0.
6. y"tgdx=4y". 7. y'—4y =" —e™.
: . V= YAy,
8./ (x)=3x"-2x+1, f,(x)=2cos4x +3sindx. 9.

’ 3x
Yy==—y+ty,+e .
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8-variant

[—

cx+xv+y'(y+xy)=0.

sin x
3.9+ Y -

cos’x cos’x

5.( 2y 2+e”jdx— fdyzzo.
xP+y x’+y

2
6. xym _ 2y" ==.
X

8. fi(x)=3e™, f,(x)=e?*(3cosx+sinx)

9-variant

[—

C2yx’dy =1+ x*)dx.

3.y ~ Y~ xcosx.
x

5. (2—2) + ycos xyjdx + (LZ + XCOS xyjdy =0.
x x

!

6. v'= y'lnl :
x

8./(x)=3x"+2x+1, f,(x)=e"(cosx+3sinx). 9. {

10-variant

1. 0’ +x)+y'(y—x"y)=0.
y _arcigx
l+x> 1+x*

3.9+

5. (xe" + lzjdx - la’y =0.
x x

1
6. xym _ y" -
X

8. fi(x)=x"+3x, f,(x)=3c0s2x+sin2x.

2. y' -

Y

X

4. y'+y=xy’, p(0)=1.

7. y'+4y=

1
sin2x

y,= y, +3y,—e".

9 {y;_3yl + ), +e,

2. xy'—y:(x+y)+ln(

X+

Y

4. 2(y"+y)=xy*, »(0)=2.

7. y"+5)' +6y=

1
l+e

2x

'
Y, =Yy, —COSX,

Y, =2y,+y,.

Y
2. xy'=y—xe".

)

4. 2(xy"+y)=y’Inx, y()=2.
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11-variant

. xydy=(1-x")dx.

.y —=2xy=2x";
) PR S | S S dy=0.
2 2 2 2
NESESY x'—y

e X" +y"+x=0.

. i(xX)=x"+2, f,(x)=xcos2x.

12-variant

2

-y
1—x°

XY +xy+1=0.

=0.

V' +

. lzdx—ldy =0.
X X

. x%ym4_x2y”:DJ;.

. filx)=e*(x+1), f,(x)=e"xsinx.

13-variant

. sin ycos xdy = cos ysin xdx.

. y'+L=x2.

x+1
.| x4+ 2y S ldx+| y— 2x - |dy=0.
X +y X +y

. Y'etg2x+2y"=0.

. [i(x)=e?(Bx+1), f,(x)=x"sinx.

7. y"+2y' +2y= €

2. xy'= ycos(ln Xj.
x

—X

COS X

9 {y]' =-2y — y, +sinx,

y. =4y +2y, +cosx.

2. (x°=2xy)y' =xy—y’.

4. xyy' =y’ +x, y(l)=\/§.

-x3

7. y”+4y'+4y:e

3 -

9 {y;_ Y=V, _e_xa
y.=—4y +y, +xe".

2. y':l+£.

Xy
4. xy' - 2x"Jy =4y, y()=1.

7. y"+y=—-—.
sin x

9 {y;_syl +4y2 +e’,

v, =4y +5y, +1.

4. y'— ytgx=y*cosx, y(0)=1.
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[—

n

[—

[—

.y =10""

2
r_ xy2:1+x2
1+x

. e’dx+(cosy+xe)dy=0.

. y”:l_(y!)2.

. fi(x)=e(x-1), f,(x)=esinx.

« V1=x*dy — x\/1-y*dx=0.

sin x
.y'+X= :
X X

. (Zx—l—lzjdx—(Zy—ljdyzo.
X X

. W” _ (y!)2 — y4 .

. fix)=e(x+1), f,(x)=e"xsinx.

. (1+y)dx=(x—-1)dy.

. '+ ytgx =cos’ x.

ydx—xdy_o
x’+y? '

. (V) +2"=0.

. fi(x)=e(Bx+4), f,(x)=excosx.

14-variant

15-variant

2. (y+x)=x"
4. y' +x3/y =3y, »(0)=1.

X

7. y”—2y'+y:e—.
x

9 y;:_zyl_ Yo
| yi=5y, +2y, +x° +1.

2. ylnzdx —xdy=0.
x

2 )
4.y — ytgx = —§y4 sinx, y(0)=

7. y”—2y'+y:e

5"

9 y]!:5y]_3y2+xezx,
Cpi=3y - oy, e

16-variant

2. xpy' =y +2x°.
4. y' — ety v, y(0)=2.
y

1
Toy' +2y'+y=—1ou.

xXe

9 =4y, = »,,
yi= y, +2y, +xe".

1.
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17-variant

1. V4—-x*y + x> +x=0. 2. xy+y°=2x" +x)y".
3. (x> +1)y +4xy=3. 4. xy'+y=y’Inx, yQ1)=1.
5. (y* +cosx)dx+ (3xy’ +e”)dy =0.
6. y"xInx=y". 7. y"+9y=— :
sin3x
r—y —3 )

8. f(x)=e"(x*+4), f,(x)=¢"sinx. 9. {y,] SReE )

W=+t y, te.

18-variant

1. x’dy — (2xy +3y)dx=0. 2. (y+2x)dy — ydx=0.
3. y=x(y"— xcosx). 4. 2(xy"+y)=xy*, y(1)=1.
5. xp’dx+ y(x* + y*)dy =0.
6. y'x—y' =x’e". 7. y"—4y' +5y= €

COS X

8. fi(x)=e"(x*-2), f,(x)=e"xcosx.

9 =y -3y, +1
V,==y + y,+2x

19-variant
1. (1+ y*)dx —/xdy =0. 2. (20* +3x%)xdy =3y’ + 6yx*)dw.
3. y'+ ytgx =sin x. 4. 3(xy'+y)=y’Inx, y(1)=3.
5. 3y’ cos3x +7)dx +(3y*sin3x —2y)dy =0.
6. y"=e"+x. 7.y +4y= ! .
cos2x
; : =4y + y,-e”,
8./1(x)=x"+2x~1, f,(x)=x(sin3x+cos3x). 9. 1"
Y, =N +2y2'
20-variant
1. 1+(1+y"e’ =0. 2.y =x(x+y)y.
3.0 -2y+x*=0. 4. yx'+x=—yx*, x(1)=2.
5. B3x* +2y)dx+(2x-3)dy=0.
6. y'3+2y)=(2y")". 7.y +3y' +2y= ! .
e +1
= 2y, 4+ y, +
8. f(x)=x"—4, f,(x)=¢ (sinx+cosx). 9. {y,‘ TR
Y, =-5y, _2y2 X
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21-variant

y; :2y1 +3y2 +e’,

1. (4x +2xy*)dx — 3y —3x*y)dy=0. 2. (x*=3y")dx+2xydy=0.
3. y'V1-x* + y =arcsinx. 4. y'—y+y*cosx=0, y(0)=2.
5. Bx*y+ y)dx+ (x* +3xy*)dy = 0.
6. y"+y"tgx=0. 7.y +4y" +4y=eInx.
=2y, + y,—cos3
8. f(x)=e™(x+2), f,(x)=e"sinx. 9. {yl S C(.)S -
y,=—y, +4y, +sin3x.
22-variant
1. sin yy' — ycosx =2cos x. 2. (v’ =2xy)dx—x’dy=0.
3. y'sinx — ycosx=1. 4. v’y =x>+y°, y()=13.
5. 3x’e’dx + (x’e’ —1)dy =0.
6. y'U+y)=0")+y". 7.y —2y=xe™
'=2y =5y,
8. /(x)=¢"(2x+6), f,(x)=e (sinx+4cosx). 9. {y,‘ e
Y= N _2y2 te .
23-variant
1. y'=Q2y + Digx. 2. ydx —xdy=+/x" +y’dy.
3. 1-x)(y'+y)=e. 4. xy'—2\/?y=y, y(2)=8.
5. 3x*y +sinx)dx + (x* —cos y)dy =0.
6. y'(1+y)=(5y")". 7. y"—y=e*sin(e").
"=2y +4y, +
8. £(x)=e>(Bx-2), f.(x)=3cos3x. g, M T TRy TEOSE
vy, =3y, =2y, +sinx.
24-variant
1. 3+ y*dx — ydy = xydy. 2. xy'=42x* +y* + y.
3. x(y'—=y)=e". 4. xy'+y=xy*, y)=l.
5. (" +3x%)dx + (e” +4y)dy =0.
6. 1+x*)y"+1+(y")’ =0. 7. y"—y=e*cos(e").
8

. filx)=e"(4x-3), f,(x)=2sin2x+3cos2x. 9.:"
v, = Yy, —2y,+2xe".
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25-variant

. x(4+e’)dx—e’dy=0. 2. [xyey+y2]=x2eyy'.
' X 1 ' X
Y — = —. 4. y—y==¢"; y(0)=4.
l-x 1-x y

2x y? =3x’
.—3dx+—4dy:0.

Y Y

2x
/4 !/ !/ 14 ! e

. ' =2y Iny=(")". 7. y"—4y +4y:x3

=2y, — y,+e’,
. [i(x)=x"+6x+4, f,(x)=e"xsin3x. 9. {yl o %

v, = 3y, +2y,—e".

26-variant
< 2x+2xy +1+x7y" =0. 2. xlnﬁdy—ydxzo.
y
2
C Y X:m” 4xﬁ:ﬂi—yj@,xm=Ji
X y
sin2x sin’ x
. ( de+ (y — jdy 0.
Y’
. Y'(x=-1)-y"=0. 7. y"+2y' =

cos3x
9.{y{= y, + y,—cosx,

. [i(x)=x"=5x+1, f,(x)=e"xcos3x. , .
v, =3y, — y,+sinx+cosx.

27-variant
, . 3x . 3x
. y(+Iny)+xy'=0. 2. 3ysin—+| y—3xsin— |y =0.
Y Y
- ——=xInx 4.y —xy=—y'e™; yW)=ﬁz.
xInx 2
(x - ww+u+w@ o
) xt+y
m.n 4 2
. 2"y ="~ 1, 1.y +y=—71.
sin” x

=4 36
. fi(x)=e"(3x-2), f,(x)=x"sin2x. 9. {yl SRR

yi==2y,+y, +2e".
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28-variant

1. y'V1-x* —cos’ y=0. 2. y=x(y' —¥e").

Y
x+2

3.y - =x +2x. 4. yx+y=—xy*; y(1)=2.

1
5. —2 P lae+| —L 4 — dy =0.
(4/x2+y2 XZJ (4/x2+y2 X

1 2
6. 0" +)y"'= . 7.y +n’y= ,ﬂ .
Jx? sin 7o
=9y — )
8. f(x)=e?"(5x+4), f,(x)=xcos2x. 9. )j] S )
v, = y, +4y, +xe".
29-variant
1. 0+e")ydy—e’dx=0. 2. (v’ —x*)dy=2xydbx.
3. y'+ycosx:%sin2x. 4. x)v' —x=y>, y(1)=+2.
1 2.7 3.6 1
5. +3x7y" ldx+| 7x°y" — dy =0.
xX=y xX=y
6. xy"—y=2x%". 7. 9" +y=

sin x

!:_ +
8. fi(x)=x"-5x+1, f,(x)=e"xcos3x. 9, {y, Y, t COSX,

v, =3y, —4y, +4cosx —sinx.

30-variant
1. x\/4+ y’dx+ yJ3+x7dy=0. 2. Bxy+x*)y' =3y*=0.
3. ' +y+xe” =0. 4.
1 Y y
y' = ytgx+ y*cosx=0, y(0)=—. 5. 2x(l Zez)dx+ ¢ ~dy=0.
2 (1+x%) 1+ x
1
6. 2xy"y'=(y') —4. 7. y"+9y=

sin 3x
, )
y] = y] +y2 + Sin x,

8. /,(x)=6e"(cosx +sinx), f,(x)=e*(5x—2). 9.{ ,
y2=3y1—y2—COSX.
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NAMUNAVIY VARIANT YECHIMI

1. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

1.30. x\/4+ y*dx + y3+x’dy=0.

@ O(‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama berilgan. Uning
harikkala tomonini /4 + y* -3 +x* #0 ga bo‘lib, o‘zgaruvchilarni ajratamiz:

xdx ydy
+
V3+x? Ja+y
Bu tenglikni integrallaymiz:
N3+ X7 +4/4+ 2 =C.

=0.

Bundan
JA+y' =C—~3+x°
yoki

y=A(C-B3+x ) -4. O

2. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
2.30. 3xy+x*)y' —=3y*=0.
® Berilgan tenglamani

3y
3xy +x°
ko‘rinishga keltiramiz. Bu ifodada
3 2
SOy =
3xy+x

bir jinsli funksiya. Demak, berilgan tenglama bir jinsli tenglama.
Tenglamada y=ux, y'=u'x+x o‘rniga qo‘yish bajaramiz:

, x‘u’ ., 3u’
ux+u:ﬁ y0k1 ux—+u= .
3x'u+x 3u+1
Bundan

. 3u’=3u’—u ., u
u'x = yoki u'x=- :
Bu+1 3u+1

O‘zgaruvchilarni ajratamiz:
3u+1
Ly —@.
u X

Tenglamani integrallaymiz:

1 .
j3”—+du=1nC—j@ yoki In|u|+3u=InC—In]|x]|.
u X
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Bundan 3u= ln£. u=2 o‘rniga qo‘yish bajaramiz:
XU X
]
37 yoki y=Ce*. o
X Y

3. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
3.30. x)' + y+xe ™ =0.
® Tenglamani

y! + Z — _e—x2
X
ko‘rinishiga keltiramiz. Bu tenglama chiziqli tenglama.

Bunda
1
P(x) =2 O(x)=—e".
y=uv, y'=u'v+v'u o‘rniga qo‘yish bajaramiz:

’ YV —x?
uv+tulv +—|=—e
X

Bu tenglamada v funksiyani tanlaymiz va

v

vi+—=0,
X

u'v=—e

2
—X

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.
Birinchi tenglamani integrallaymiz:

dv  dx . dv dx
—=—— yoki [—=-|—F.
v X v X
Bundan
In|vj=—In|x|+InC  yoki C=1 da v=".
X
vni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo‘yamiz:
u'l =™
X
U holda
u'=—xe™  yoki u= %e"‘z +C.
Demak, tenglamaning umumiy yechimi
y=uy=—= ¢ +£. («
2x  x
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4. Koshi masalasini yeching.

4.30. y' — ytgx + y’ cosx =0, y(0)=

N | —

@ Tenglamani y'— ytgx=—
Bernulli tenglamasi. Bunda n=2.
z=y'? =y~ belgilash kiritamiz va chiziqli
z' + ztgx = cos x

*cosx ko‘rinishda yozamiz. Bu tenglama

<

tenglamani hosil qilamiz.
z=uv, z'=u'v+v'u o‘rniga qo‘yish bajaramiz:
u'v+u(v' +vtgx) = cosx.
u, v funksiyalarni topish uchun

v +vigx =0,
{ u'v=cosx
sistemani tuzamiz.
Sistemaning birinchi tenglamasidan v=cosx Xususiy yechimni topamiz
va uni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo‘yamiz:
u'cosx=cosx yoki u'=I.
Bundan
u=x+C.
Berilgan tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
z=uv, z=(x+C)cosux.
Bundan
|
(x+ C)cosx’
Tenglamaning xususiy yechimni topish uchun ixtiyoriy o‘zgarmasning
qiymatini boshlang‘ich shartdan topamiz:
I 1 .
5=C yoki C=2.
Demak, tenglamaning izlanayotgan xususiy yechimi
|
’ (x+2)cosx’
5. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

y'=(x+C)cosx yoki y=

2x(l—ey)d N e’

5.30. —=dx -
(1+x%) I+x

dy=0.

2x(1-¢€") e’

@ Tenglamada M(x,y)= —, N(x,y)= —.
d+x7) 1+ x
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Bundan
oM 2xe” ON 2xe” , . OM ON
= 2422 - oo yanl ——=-——.
oy (1+x7) ox (1+x7) oy  Ox
Demak, tenglama to‘liq differensialli.

M _ (x,) :L_fz) tenglikni x bo‘yicha integrallaymiz :
ox (1+x7)
u=(1—ey)(—1 zjﬂo(y) yoki () =u+—s>.
+Xx 1+x
Bundan
oy ou e
¢ ()= dy 1+x*
U holda
ou e’
N =
oy (x5) 1+ x°
ckanidan
¢'(»)=0 yoki o(y)=C.
Demak,
u=C+> _21 yoki ey_21:C. o
1+x 1+x

6. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
6.30. 2xy"y' =(y")* —4.
® y'=p), y"=p'(x) o‘rniga qo‘yish bajaramiz:

2xpp' =p’ —4.
Bu tenglamada o‘zgaruvchilarni ajratamiz:
2xpd—p=p2 —4 yoki 22pdp 2@.
x p -4 x
Integrallaymiz:
In| p* —4=InC, +1Inx.

Bundan

p=+Cx+4.
y o‘zgaruvchiga qaytamiz:

y'={JCx+4.

Bundan

3
y=[{Cx+4dx+C, yoki y=%(C1x+4)2+C2. o
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7. Tenglamani ixtiyoriy o‘zgarmalarni variatsiyalash usuli bilan
yeching.
7.30. y"+9y =— ! :
sin 3x
@ k*+9=0 xarakteristik tenglama £ , =+3i ildizlarga ega. U holda

mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y =C cos3x+ C,sin3x

ko‘rinishda bo‘ladi.
Berilgan tenglamaning xususiy yechimini
y=C,(x)cos3x + C,(x)sin3x
ko‘rinishda 1zlaymiz.
C (x) va C,(x) funksiyalarni topish uchun
C/(x)cos3x + C.(x)sin3x =0,

—3C/(x)sin3x +3C;(x)cos3x =

sin3x
sistemani tuzamiz va yechamiz:

C/(x)= —%, Cl(x)= %ctg?)x.
Bundan
C/(x)= —%x, C,(x)= éln |sin3x]|.
Demak, berilgan tenglamaning xususiy yechimini
y= —%xcos3x + éln | sin3x |sin3x
va umumiy yechimi
y=C cos3x+ C,sin3x — %xcos3x + éln |sin3x |sin3x
yoki
y= (C] — %xjcos?ax + (CZ + éln | sin3x |jsin3x . O

8. fi(x), f,(x) berilgan. y"+2y'= f(x)+ f,(x) differensial tenglamaning
umumiy yechimini toping.
8.30. f,(x)=6e"(cosx +sinx), f,(x)=e*(5x-2).
@ [k’ +2k=0 xarakteristik tenglama k&, =0, k, =-2 ildizlarga ega. Mos
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=C, + C,e™ ga teng.
Tenglamaning o‘ng tomoni ikkita f,(x)=6e"(cosx +sinx) va
f,(x)=e?"(5x — 2) funksiyalarning yig‘indisidan iborat. Shu sababli ikkita
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bir jinsli bo‘lmagan
y'+2y' =6e"(cosx+sinx) va y"+2y =e*(5x-2)
tenglamalarni yechamiz.

Birinchi tenglamaning o‘ng tomoni f(x) =e™ (P, (x)cos fx + Q, (x)sin fx)
ko‘rinishda berilgan. Bunda a=1, =1, P(x)=6, Q,(x)=6, azif=1+i
xarakteristik tenglamaning ildizi emas.

U holda tenglamaning xususiy yechimini
¥, =e"(Acosx + Bsinx)
ko‘rinishda 1zlaymiz.
¥y =e"((A+ B)cosx+ (B — A)sinx), y'=e*(2Bcosx—2Asinx) larni berilgan
tenglamaga qo‘yamiz:
e (2Bcosx —2Asinx) +2e*((A+ B)cosx + (B — A)sinx) =6¢e" (cosx +sinx).
Chap va o‘ng tomondagi cosx va sinx lar oldidagi koeffitsiyentlarni

tenglab, topamiz: 4= —%, B= %

Demak, birinchi tenglamaning xususiy yechimi
y, = %e"(3sinx —COSX).

Ikkinchi tenglamaning o‘ng tomoni f(x)=¢“P.(x) ko‘rinishda berilgan.
Bunda «=-2, P(x)=5x-2. a=-2 xarakteristik tenglamaning bir karrali
ildizi.

Tenglamaning xususiy yechimini

y, =xe*(Cx + D)

ko‘rinishda 1zlaymiz.

P =e > (2Cx* +(2C—2D)x + D), 3" = (4Cx*> + (4D —8C)x +2C —4D)
larni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

e (4Cx* + (4D - 8C)x +2C —4D) + 2¢ ™ (-2Cx* + (2C - 2D)x + D) =e ™ (Cx + D)
Bundan C= —é, D= —l.
4 4
Demak, ikkinchi tenglamaning xususiy yechimi
y, = —%e‘z"x(Sx +1).

Shunday qilib, berilgan tenglamaning umumiy yechimi

: 1
y=C +Ce™ + %e" (3sinx — cosx) — Ze"z"x(Sx +1). O
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9. Differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimini toping.

9.30. {

y = y +y,+sinx,

Y, =3y, —y, —Cosx.
@ 1) Sistemaga mos bir jinsli tenglamani tuzamiz:

{y; = NtV
Yy =3y, =y,
Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va yechamiz:
1-A 1
—0, A =-2 A, =2
3 —-1-2
A =-2 da 3a, +a, =0 tenglikdan «, =-3«,, yoki «, =1 desak, «a, =-3

kelib chigadi.
A, =2 da shu kabi topamiz: «, =1, «,, =1.
U holda bir jinsli sistemaning yechimi
y,= Ce™ +Ce™,
{yz =-3Ce ™ +C,e”
bo‘ladi.
Berilgan sistemaning xususiy yechimini
y, = A, cosx + B, sinx,
{)72 = A4,cosx+ B,sinx
ko‘rinishda izlaymiz. Bundan
Y, =—A4sinx + B, cosx,
{)7; =—A,sinx + B, cosx.
Vs V. V> ¥i larni berilgan sistemaga qo‘yamiz  cosx va sinxlar

oldidagi koeffitsiyentlarni tenglab, topamiz:

1 1 4
A] :O, B] :—g, A2 :—g, 82 :—g.

Demak, berilgan sistemaning xususiy yechimi va umumiy yechimi:
_ l .
Y, = —5811'1 X,
y 1 COSX 4 sin
=—= ——sinx
Ya 5 5

oy I .
y,= Ce™ +Ce™ —sinx,

1 4 .
y,=-3Ce™ +C,e” —goosx—_sinx. ()
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IY bob
SONLI VA FUNKSIONAL QATORLAR

4.1. SONLI QATORLAR

Sonli gatorlarning xossalari. Qator yaqinlashishining zaruriy alomati.
Musbat hadli qatorning yaqinlashish alomatlari.
Ishora almashinuvchi qatorlar. Leybnis alomati.
O‘zgaruvchan ishorali qatorlar. Absolut va shartli yaqinlashish

41.1. a,,a,,...,a,,. haqiqly yoki kompleks sonlar ketma-ketligidan
hosil qililngan

a+a,+a,+..+a, +...:Z}an

ifodaga sonli gator (gator) deyiladi. Bunda q,,aq,,...,a_,...— qatorning hadlari,
a —qatorning umumiy hadi deb ataladi

Qatorning birinchi nta hadlarining yig‘indisiS, ga qatorning n-
qismiy yig ‘indisi deyiladi.

Agar qismiy yig‘indilar ketma-ketligi {S } ketma-ketlik chekli

limitga ega, ya’ni limS =S bo‘lsa, ian qatorga yaqinlashuvchi gator

deyiladi. Bunda S qatorning yig ‘indisi deb ataladi va S = ian kabi yoziladi.

Agar {S ) ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lmasa, Ya  qatorga

uzoglashuvchi qator deyiladi.

l-misol.  Qatorlarni  yaqinlashishga tekshiring.  Yagqinlashuvchi
qatorlarning yig‘indisini toping:
1 2 1 2
_— 2) Yn| 1+~ |; .
= On” +3n -2 ) ;n( +nj’ 3) ;aq

@ 1) Qatorning umumiy hadini sodda kasrlar yig‘indisiga keltiramiz:

4= 1 B 1 _1( 11 j
"’ +3n-2 Bn-DGBn+2) 33n-1 3n+2)
Bundan

1(1 1) 1(1 1) 1(1 1) 1(1 1)
a=—|——=| a,==|=——=|, ay=—|———1|, a,==| ———|,---
3\2 5 315 8 3.8 11 3011 14
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U holda

1(1 1) 1(1 1) 1/1 1) 1(1 1 1/ 1 1
S =—=——=|+-| |+ - |+ ——— |+...+ = =
" 3(2 sj 3(5 8) 3(8 11) 3(11 14) 3( n—1 3n+2j

yr vt ot 1t 1 1

32 5 5 8 8 11 11 14 3n—1 3n+2 2 3n+2)

Bundan
limS, —lnnl(1 ! jz

1
== 3\2 3m+2) 6

n—>0

Demak, gator yaqinlashadi va uning yig‘indisi % ga teng.

2) Qatorning umumiy hadida almashtirishlar bajaramiz:

a, :1n(1+lj :ln(n +1j:1n(n 1)~ Inn.

n n

Bundan
S =In2-Inl1+In3-mn2+mn4-In3+...+In(n+1)—-Inn=In(n+1),

limS§, =limIn(n +1) =+co.

0
n— n—0

Demak, qator uzoqlashadi.

3) iaq”*‘ qator (geometrik progressiya) uchun elementar matematika

n

—9q

kursidan ma’lumki, Sn:al1 , ¢ #1,ya’ni
a
DU <19
lims, ~tim—-(1—¢")={1=¢" 7
I-q o, |q>1.
g=1da S =a+a+..+a=na, limS =limna=+w, g=-1da

n—> n—>

S =a—-a+a-a+..,yani n juftbo‘lganda S =0 va n toq bo‘lganda S =a.
Shunday qilib, geometrik progressiya |¢|<1 da yaqinlashadi va uning

yig‘indisi S :IL ga teng bo‘ladi, |¢[>1 da uzoqlashadi. O
—-q

Sonli qatorlar quyidagi xossalarga ega.
1°. Agar ian qator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi S ga teng bo‘lsa,

u holda Z/la qator ham yaqinlashadi va uning yig‘indisi 1-S ga teng

bo‘ladi, bu yerda A —ixtiyoriy son.
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2°. Agar ian va 35 qatorlar yaginlashuvchi va ulaming yig‘indilari

mos ravishda S, va S, ga teng bo‘lsa, i(an + b )qator ham yaqinlashadi va
uning yig‘indisi S, £ 5, ga teng bo‘ladi.
3°. Agar ian qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu qatordan chekli sondagi

birinchi 4ta hadlarni tashlab yuborish natijasida hosil gilingan ian qator

n=k+1

ham yaqinlashadi va aksincha, agar ian yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu qatorga

n=k+1

chekli sondagi hadlarni qo‘shish natijasida hosil qilingan ian gator ham
yaqinlashadi.
ian qatordan hosil qilingan 7 = iai qatorga uning n-gqoldig’i

deyiladi.

I-natija. Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning istalgan qoldig‘i
yaqinlashadi va aksincha, qoldig‘i yaqinlashuvchi bo‘lgan har qanday gator
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

2-natija. Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, limr =0 bo‘ladi.

n—0

4.1.2. 1-teorema (Koshi kriteriyasi) ian qator yaqinlashishi uchun

istalgan ¢ >0 sonda shunday N = N(¢) nomer topilishi va barcha n> N,
p=012.laruchun |S  -S  |<e bo‘lishi zarur va yetarli.

2-misol. il qatorni yaqinlashishga tekshiring.
n=1 N

) Zl qatorga garmonik gator deyiladi. Bu gatorning 2» va n —qismiy

n=l N

yig‘indilari ayirmasini qaraymiz:

S, =8, = 1 + 1 +...+L.

n+l n+2 2n
Bunda har bir qo‘shiluvchini ulardan kichik bo‘lgan 2L kattalik bilan
n
almashtiramiz: S, - S, >L+L+...+L=n-L=l.
2n  2n 2n 2n 2

Bu tengsizlik garmonik qator uchun p=n da Koshi kriteriyasining
bajarilmasligini bildiradi. Demak, qator uzoqlashadi. @
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2-teorema (qator yaqinlashishining zaruriy alomati). Agar ian qator

yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda lima, =0 bo‘ladi.

n—0

3-natija (qator uzoglashishining yetarli alomati). Agar n—oda
gatorning umumiy hadi nolga intilmasa, u holda qator uzoqglashadi.

2

3-misol. izn— qatorni yaqinlashishga tekshiring.
= n +3n—2

@& Berilgan qator uchun

2

. . n
lima, = lim————— =120,
n—»o n—>o g +3n_2

Qator uzoqlashishining zaruriy alomatiga ko‘ra bu qator uzoglashadi. @

4.1.3. 3-teorema (tagqoslash alomati). ian va ibn musbat hadli
qatorlar berilgan bo‘lib, » ning biror n (n, >1) qiymatidan boshlab barcha

n>n, lar uchun a <b tengsizlik bajarilsin. U holda ibn qatorning

yaqinlashuvchi bo‘lishidan ian qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib

chigadi va ian qatorning uzoqlashuvchi bo‘lishidan ibn qatorning
uzoqlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
4-teorema (tagqoslashning limit alomati). Agar musbat hadli ian va

a
n

ibn qatorlar uchun lim

n—0

= A (0< 4<x) bo‘lsa, u holda har ikkala gator bir

vaqtda yaqinlashadi yoki bir vaqtda uzoqlashadi.

5-teorema (Dalamber alomati). Agar ian qator uchun qandaydir n=n,

nomerdan boshlab lim % =7 limit mavjud bo‘lsa, u holda /<1 da gator

n—0 a
n

yaqinlashadi va />1da gator uzoqlashadi.

6-teorema (Koshining ildiz alomati). Agar ian qator uchun gandaydir

n=n, nomerdan boshlab limzfa, =/ limit mavjud bo‘lsa, u holda /<1 da

n—0

qator yaqinlashadi va / >1da qator uzoqglashadi.
Izoh. Dalamber va Koshining ildiz alomatlarida /=1 bo‘lganda qator
yaqinlashishi ham uzoqlashishi ham mumkin. Bunda qatorning yaqinlashishi
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boshqga yetarli alomatlar bilan tekshiriladi.
7-teorema (Koshining integral alomati). ian qatorning hadlari [I;+o0)

oraligda aniglangan musbat, monoton kamayuvchi f(x) funksiyaning
x=12,...,n,...dagi qiymatlaridan iborat, ya’ni q, = f(1), a, = f(2),...,a, = f(n),...

bo‘lsin. U holda jw f(x)dx xosmos integral yaqinlashsa, qator ham

yaqinlashadi va jw f(x)dx xosmos integral uzoglashsa, gator ham uzoqlashadi.

4- misol Musbat hadli qatorlarni yaqinlashishga tekshiring:

2 2n—1
1 2) Yy
)23 +\/_ );n2+5n’
3
) ;2" n=1 n'
5) 3 (”“j ; 6) 5. (a>0).
n=1 n n=1 1l
® 1) i% yaqinlashuvchi gatorni olamiz. Berilgan qatorning hadlari
uchun
1 1
—, n=12,...
3n N \/; < 3n 9 n LEal)
tengsizlik bajariladi.

U holda taqqoslash alomatiga ko‘ra berilgan qator yaqinlashadi.

2) Berilgan va garmonik qatorlar hadlari nisbatlarining limitini topamiz:
. 2n-1 . 2n-1
lim -n=lim
>0 p? + 5n >0 45
Garmonik qator uzoqlashuvchi bo‘lgani uchun tagqoslashning limit

alomatiga ko‘ra berilgan qator uzoqglashadi.

=2.

3 3
3) Berilgan gatorda a, =%, a,, =(nz#]1)

U holda

3 n 3
lim %o fjm 1D 2" _ liml(” i 1) =%< 1.

n—o an n—o 2’”'] ‘n n—0 2 n

Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra qator yaqinlashadi.
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n+l

a

4) Berilgan qator uchun aq, =£, a,,=
(n+1)!

n!

n+l

. a i a” -n i a
lim —L = lim =lim =0<1.
e g e gt - (n+ D) e+l

Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra qator yaqinlashadi.

5) Qatorni yaqinlashishga Koshining ildiz alomati bilan tekshiramiz:

1imn\/a’n=11mn\/2ln.(””j :lim%-(lﬁ_lj :%-lim(l+lj =§>1.
n—»0 n—»0 n n—»0 n n—»o0 n

Demak, qator uzoqlashadi.

6) iia (a >0) qatorga umumlashgan garmonik qator deyiladi.

Bun:] leatorga mos [l;+o0) oraligda aniglangan, uzluksiz, monoton
kamayuvchi f (x)=La funksiyani olamiz.

U holda agar a);l da

[ £(x)dx = %igﬁ

I-a b 1
= (limb'"* - 1).
(04

b—w

de . Xx
=lim =
x* ’le—a‘] 1-

Bu integral a >1da yaqinlashadi va a <1 da uzoqlashadi.
Demak, Koshining integral alomatiga ko‘ra umumlashgan garmonik
qator « >1da yaqinlashadi va 0 <« <1da uzoqlashadi.
a =1bo‘lganda bu gatordan uzoqlashuvchi il garmonik gator kelib
n=l N
chigadi. Shunday qilib, umumlashgan garmonik qator « >1da yaqinlashadi
va 0<a <ldauzoqlashadi. @

4.1.4. Agar qatorning har bir musbat hadidan keyin manfiy had
kelsa va har bir manfiy hadidan keyin musbat had kelsa, bu gatorga ishora
almashinuvchi qator deyiladi.

Ishora almashinuvchi gatorni i(—l)”” a, (a, >0) kabi yozish mumkin.

7-teorema (Leybnits alomati). Agar i(—l)”” a, qatorda {a } ketma-ketlik
kamayuvchi, ya'ni a,,, >a,(n=12,...) va lima, =0 bo‘lsa, u holda bu gator

yaqinlashadi va uning yig‘indisi 0< S < a, tengsizlikni qanoatlantiradi.
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5-misol. Ishora almashinuvchi gatorlarni yaginlashishga tekshiring:

1) i(—l)m 1 " 2) Zcos(n+l)7r :
n=1 ( +1) n

yn+2

+1

n

3) X0 H T

@ Ishora almashinuvchi qator yaqinlashishga Leybnits alomati bilan
tekshiriladi. Berilgan gqatorlar uchun Leybnits alomatining shartlarini
tekshiramiz.

1

n(n+1)°*"

1) Berilgan gator uchun a, =

Bunda
1 1 1 1 2 I 1

) —>—>—>..> ~> .., lim — =
.22 7237 3.4 n(n+1) = n(n +1)
Demak, gator yaqinlashadi.

2) ZCOS(n thz qatorni Z( 1)”*‘ kabi yozib olamiz.
U holda
1)1>l>l>....>l>..., 2) limlzo.
I 2 3 n =R

Leybnits alomatiga ko‘ra qator yaqinlashadi.

3) Z( 1)”*‘ qator uchun

1)§>4>§ ...>n+2>..., 2) 11anr2
2 3 4 n+1 e 41
Demak, Leybnits alomatining ikkinchi sharti bajarilmaydi. Shuning

uchun qator uzoqlashadi.

1#£0.

n

4) a, = 33 had uchun
n

3.9 _27_8l
174727 64

bo‘ladi, ya’ni n>4 larda Leybnits alomatining birinchi sharti bajarilmaydi.
Demak, qator uzoglashadi. @

4.1.5. Ham musbat va ham manfiy hadlardan tashkil topgan ian qatorga
o ‘zgaruvchi ishorali (ixtiyoriy hadli) gator deyiladi.
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Agar ian gator hadlarining absolut qiymatlaridan tashkil topgan

i|an| qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, ian qatorga absolut yaginlashuvchi

qator deyiladi

Agar Za qator yaqinlashuvchi bo‘lib, Z|a | qator uzoqlashuvchi

bo‘lsa, Zan qatorga shartli yaginlashuvchi qator deyiladi.

8-teorema (o zgaruvchi ishorali qator yaqinlashishining yetarlilik

alomati). Agar i|an| qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda ian gator ham

yaqinlashadi, ya’ni absolut yaqinlashuvchi qator oddiy ma’noda ham
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

5-misol. Qatorlarni shartli yoki absolut yaginlashishga tekshiring:

n+n

cosSna
3 2 L,
D nz:‘(lnlO) ) Z( )
1
3) 3 (1) s 4) Y (1) ———.
);( ) 4n+5 )nz:;( ) ninn/nlnn
@ 1) Qator o‘zgaruvchi ishorali. « ning har qanday qiymatida

cosna

im (In10) =0 bo‘lgani uchun qator yaqinlashishi mumkin. Bu qator
n—®0 n

hadlarining absolut qiymatlaridan tashkil topgan Z qatorni gqaraymiz.

10)
Bu qatorning hadlari Z — qator mos hadlaridan katta bo‘lmaydi.
n= ] n
nlO)”
lim , ! =lim ! <1.
—=\(In10)" = In10
Demak, Z| a| qator yaqinlashadi. U holda 8-teoremaga ko‘ra

)

berilgan gator absolut yaqinlashadi.
2) Qatorning yoyilmasini yozamiz:

1 2 3 4

0 n2+nn
-1)? —=—— S+ —+—+
nz:;( ) 3" 3 9 27 81
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Demak, qator o‘zgaruvchi ishorali.

Bu qator hadlarining absolut qiymatlaridan tashkil topgan if qatorni
Dalamber alomati bilan yaqinlashishga tekshiramiz:

hmh:hmw:l<1_
n—>0 a, n—w 3”+ .n3 3

if qator yaqilashdi. Demak, berilgan qator absolut yaqinlashadi.

3) Qator ishora almashinuvchi.

Bu gator hadlari uchun Leybnits alomatining shartlarini tekshiramiz:

1)1>L>L> ! 2) lim !

> =0.
9 13 17 4n+5 e 4p + 5

ceey

Demak, berilgan qator yaqinlashadi. Bu qator hadlarining absolut
qiymatlaridan tashkil topgan Z

—14n+5

Shunday qilib, berilgan gator shartli yaqinlashadi.

qator uzoqlashadi.

4) Berilgan qator uchun Leybnits alomatining har ikkala sharti bajariladi:

1) > > 1 > 2) lim 1 =0.

3In3+/Inln3 4In4vInln4 " nlnndInlnn == plnninlnn
Demak, gator yaqinlashadi.

i; qatorni yaqilashishga Koshining integral alomati bilan
=nlnnynlnn
tekshiramiz:
T’ dx tim T dx B
sxInxv/Inlnx 223 xlnxxflnlnx
Inlnb
:(lnlnx:t, ﬂ:dtj_lm [
xInx boo 3 \/_
= lim2+7 \ji: _ 2. /InIn(+0) — 2/InIn3 = +co.
Bundan atorning uzoqlashishi kelib chiqgadi.
gnlnn\/nlnn 1 5 q a

Demak, berilgan qator shartli yaginlashadi.

247



Mashgqlar

4.1.1. Qatorlarni yaqinlashishga tekshiring. Yaqinlashuvchi qatorning
yig‘indisini toping:

1 e 1
;n(n+3)’ ) ;(2n+5)(2n+7)’
1
);914 +21n+10 );414 +4n — 3
= 2n+1 4n
5 - .
);nz(nﬂ)” );(Zn 1)*(2n + )
7) Sy G- IDEREE
= 3" +5"
10
) 2 15" ) Z2" a
11) Y (414 1), 12) Zarcctg( 3)
n=1 n +2 n +1
4.1.2. Qatorlarni yaqinlashishga tagqoslash alomati bilan tekshiring:
1
1 .
) nz;n +1 = In(n +1)
3) 3| 1-cos 2 | 4
) Z( Oy j ) 23 +2

4.1.3. Qatorlarni yaqinlashishga tagqoslashning limit alomati bilan
tekshiring:

1) gtg(%} 2) gx/; sin(lzj;
DI o $nl 7

4.1.4. Qatorlarni yaqinlashishga Dalamber alomati bilan tekshiring:
4.5-6-..-(n+3)

1

);z" );5 7 9....-2n+3)
> 7l

) Pates -
n=1 € n=1 N!
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4.1.5. Qatorlarni yaqinlashishga Koshining ildiz alomati bilan
tekshiring:

2n+1\"", - 1"
1) Z(?)n 2) : 2) ;(arctg?)nj :
3) Z}( j ; 4) le(n;rlj .

4.1.6. Qatorlarni yaqinlashishga Koshining integral alomati bilan
tekshiring

);(3;1—1)2’ 2) ;7;2

3) Z;n nn 4);(3n+z)1112(3n+2)'
4.1.7. Qatorlarni yaqinlashishga tekshiring:

D £ 20 PR

3) e 45D
=N = 2"l
. 3l !

2 ;(n?) nr );gn))v

nEY D)

%) nzznln n n-snlnn(llnlnn)f

4.1.8. Qator yaqinlashishining yetarli alomati asosida isbotlang:

n n

1) lim%- =o; 2) lim—— =0.
S = (2n)

a

4.1.9. Ishora almashinuvchi gatorlarni yaqinlashishga tekshiring:

D S0 2) S
< n+l n! . — ”_-
32D 1-3-5-...-2n 1)’ K 2( Vo

n

6) g(—l)"-' i_ 9
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4.1.10. Qatorlarni shartli yoki absolut yaqinlashishga tekshiring:

1) Zsmnoc 2) Zcos(n Dr . :

nl(ln3) n=1 n +5

n . < 1\ 1 .

3) Z(_D 4\/_5’ A 2D (n+1)n(n+1)’

NC At 6) §<—1)"+'(1+3i,,j;
7) (-1 42”’ 3) i(—l)"sin(%j;

n=1 n=1 n

o 2n—1 & 507920 +3)
?) 2, l)( j 10) 2D 1-4-7-...-(3n—-2)

4.2. FUNKSIONAL QATORLAR

Funksional qatorlarning yaqinlashishi. Tekis yaqinlashuvchi
qatorlar. Darajali qatorlar. Funksiyalarni darajali qatorga yoyish.
Qatorlarning taqribiy hisoblashlarga tatbiqi

42.1. XeR to‘plamda u,(x),u,(x),.,u (x),... funksiyalar aniqglangan
bo‘lsin. Bu funksiyalardan tuzilgan ketma-ketlik X to‘plamda berilgan
funksional ketma-ketlik deyiladi va {u (x)} bilan belgilanadi.

X e R to‘plamda berilgan {u (x)} funksional ketma-ketlik hadlaridan
tashkil topgan iun(x) ifodaga  fumksional qator deyiladi. Bunda

u, (x),u,(x),...ut (x),...—  funksional qatorning hadlari, u (x)-funksional
qatorning umumiy hadi deb ataladi.

Agar iun(x) qatorda xning o‘rniga ixtiyorlty x,e€ X qiymat qo‘yish
natijasida hosil qilingan iun(xo) sonli qator yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo‘lsa iun(x) funksional qatorga x, nuqtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)

deyiladi. Bunda x, nugqta iun(x) funksional qatorning yaginlashish
(uzoglashish) nugtasi deb ataladi.
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iun(x) funksional qatorning barcha yaqinlashish nuqtalaridan iborat

bo‘lgan X, (X, c X) to‘plamga funksional qatorning yaginlashish sohasi
deyiladi.
Agar iun(x) qator hadlarining absolut qiymatlaridan tashkil topgan

o0

> lu, (x)| qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, iun(x) qatorga absolut yaginlashuvchi

n=l

qator deyiladi.
Ayrim funksional gatorlarning yaqinlashish sohasi musbat hadli
qatorlar yaqinlashishining yetarli alomatlari bilan topiladi.

1-misol. Funksional qatorlarning yaqinlashish sohasini toping:

= ]
1) ;F»

n

ks n
n=1 (1 +X2)n .

@ 1) i% umumlashgan garmonik qator « >1da yaqinlashadi « <1 da
n=1 N

uzoqlashadi. « =Igxdesak umumlashgan garmonik qatordan berilgan qator
kelib chiqgadi. Bu gator Igx>1 da, ya’ni x>10da yaqinlashadi va Igx<1 da,
ya’ni 0<x<10 da uzoqlashadi. Demak, berilgan qatorning yaqinlashish
sohasi (10;+x) dan iborat.

2) Berilgan gatorning hadlari — o< x <+ da aniglangan va uzluksiz.
Koshining ildiz alomati bilan topamiz:

[=lim, R " o :lim1 " - =+00, Vx e (—0;+00).
e\ (1+ x = 1+ x

Demak, gator — o < x < +oda uzoqlashadi. @

4.2.2. Ixtiyoriy & >0 son uchun shunday r (¢) nomer topilsaki, n>n,
bo‘lganda barcha xe[a;b] da yaginlashuvehi Y u (x)qator uchun | R (x)|< e

tengsizlik bajarilsa, bu qatorga [a;b] kesmada tekis yaginlashuvchi qator
deyiladi.

1-teorema (Veyershtrass alomati). Agar iu (x) funksional gator uchun

shunday musbat hadli yaqinlashuvchi ian sonli gator topilsaki, barcha

xela;b] da|u (x)|<a,, n=12,.. tengsizlik bajarilsa, u holda iun(x) qator
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[a;b] kesmada absolut va tekis yaqinlashadi.

ian qatorga iu (x) qator uchun majorant qator deyiladi.

2-misol. Qatorlarning tekis yaqinlashish sohasini toping:

© 1 cosSnx
1 -1 : 2 )
)nZ::‘( ) x* +n ) ;anr (1-x*)"

@ 1) Berilgan qator x e (-oo;+0) nuqtalarda Leybnits alomatiga ko‘ra
yaqinlashadi:
1y

1 1 1 1 : 1
> > > ...>— > ..., 2) lim—
x+1 x"+2 x +3 x"+n e x™ +n
U holda gatorning qoldig‘i | R (x)|<u,,,(x)| tengsizlik bilan baholanadi.
Bundan

=0.

1|1

|
R .
| "(x)|< +n+1‘<n+1

x

2n+2

<¢ tengsizlikdan n> 1 kelib chiqgadi. U holda n> N dan boshlab

n+1 g

R (x)|<& bo‘ladi, bu yerda N =1 1.
E

Demak, berilgan qator x e (—o0;+00)da tekis yaqinlashadi.

2) Qatorning hadlari [-1;1] kesmada aniglangan va uzluksiz.
Ixtiyoriy »natural son uchun

y (x)‘:‘ cosnx ‘< 1 <L=a
" P +(1=x>)"| nP+41-x>)" n*
tengsizlik bajariladi.

0

ZLZ sonli qator yaqinlashuvchi. U holda Veershtrass alomatiga ko‘ra
n=l N

berilgan qator [-1;1] kesmada tekis yaqginlashadi.
4.2.3. Ushbuian(x—xo)” ko‘rinishdagi funksional qatorga darajali

gator deyiladi. Bunda a,,a,,..,a ,..— o‘zgarmas sonlar darajali qatorning

02U o )

koeffitsiyentlari, x, —darajali qatorning markazi deb ataladi.
Xususan, x, =0bo‘lganda ianx” darajali qator hosil bo‘ladi. Bu qatorda

a x" had (n+1) o‘rinda turgan bo‘lsa ham qulaylik uchun uni » —had deb
qaraladi.
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2-teorema (Abel teoremasi). Agar ianx” darajali gqator x = x, # 0 nuqtada
n=0

yaqinlashsa, u holda u xning |x|< | x, | tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
nuqtalarida absolut yaqinlashadi.
[-natija. Agar ianx” darajali qator x = x, nuqtada uzoqlashsa, u holda

u xning |x]>|x,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi  barcha nugqtalarida
uzoqlashadi.
Agar ianx” Sa x" darajali qator {x|<R} da absolut yaqinlashsa va

{x|>R} da uzoqlashsa R>0 soniga darajali qatorning yaginlashish radiusi,
(- R;R) oraliqqa darajali qatorning yaginlashish intervali (sohasi) deyiladi.

Darajali gator yaqinlashish intervalining chegaraviy x=+R nuqtalarida
yaqinlashishi ham uzoqlashishi ham mumkin. Shu sababli darajali gqator bu
nuqtalarda alohida tekshiriladi.

Agar ianx” darajali qatorning barcha a,,a,,q,,...,a ,... koeffitsiyentlari
nolga teng bo‘lmasa, uning yaqinlashish radiusi quyidagi formulalardan

biri bilan topiladi:

R:IimL.

5
n—o n a
n

ianx”” darajali qatorning yaqinlashish radiusi

. |la ) 1
R = »|lim|—-, R=,/lm—
" an+] R an

formulalardan biri bilan topiladi.

R = lim}- %

n—00 a

n+l

ianx” qatorning yaqinlashish oralig‘i markazi x, # 0 nuqtada bo‘lgan
(x, — R;x, + R) intervaldan iborat bo‘ladi.

3-misol. Darajali qatorlarning yaqinlashish sohasini toping:

1) ix_n’ 2) i(l"‘lj Xn;
=y "~ "
3)i(x—22)n; 4) i(x_lzn.
o = n-9
. 1 1 1
@ 1) Berilgan qatorda «a, = . Ay = 1) nl(n+1)
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U holda

. nl(n+1
=lim ( ):oo.
n—>o00 n'

n

a

R =1lim

n—x0

n+l

Demak, qator x e (—w,+0) da yaqinlashadi.

2) Berilgan gator uchun «, = (1 - lj :

n

Bundan

Retime— b b 1

0 (1 + lj" lim(l + lj
n n—»0 n

v==L da qator i(—l)”in(ulj ko‘rinishni oladi. Bu qator uchun
e n=1 e n

Leybnits alomatining ikkinchi sharti bajarilmaydi:

limL(Hlj =1%0.

n—o e” n

Shu sababli 3 (1)’ L(l + lj qator uzoqlashadi va shu kabi x = 1 da qator
n=1 e n

e

uzoqlashadi. Demak, berilgan gator (— l;lj oraligda yaqinlashadi.
e e

. 1 1
3) Berilgan qator uchun a, =—, q,, = —.
n (n+1)
Bundan
2
R =tlim| % | = fim D .
n—>0 an+] n—>0 n

Demak, gator (2-1,2+1) ya’ni (1;3) oraligda yaqinlashadi.
Intervalning chegaraviy nuqtalarida tekshiramiz.

x =1 da gator i@ ko‘rinishni oladi. Leybnits alomatiga ko‘ra
n=1 N
1)1>l>l>...; 2) 1imi2=0.
4 9

n—0 n

Demak, qator x =1da yaqinlashadi. x=3 da gator i%ko‘rinishini oladi.
n=l N
Bu qator yaqinlashuvchi.

Shunday qilib, qatorning yaqinlashish sohasi [1;3] dan iborat.
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4) Z (x — ) qatorning yaqinlashish radiusini topamiz:

—hm / /(n+1) 9”
n-9"

Demak, gator (1-3;1+3) ya’ni ( 2,4) oraligda yaqinlashadi.

Chetki x=-2va x=4 nuqtalarda berilgan gqatordan uzoqlashuvchi
garmonik gator kelib chigadi. Shunday qilib, gatorning yaqinlashish sohasi
(-2;4) dan iborat. @

1°. Darajali qator yaqinlashish oralig‘i ichida yotuvchi har ganday
|- R;R] kesmada tekis yaqinlashadi.

2°. Darajali qatorning yig‘indisi bu gatorning yaqinlashish oralig‘iga
tegishli bo‘lgan har bir nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

3°. Darajali qatorni o‘zining yaqinlashish oralig‘ida hadma-had
differensiyallash (integrallash) mumkin. Darajali qatorni hadma-had
differensiyallash  (integrallash) natiyjasida hosil qilingan gatorning
yaqinlashish oralig‘i ham berilgan qatorning yaqinlashish oraligi bilan bir
xil bo‘ladi.

4-misol. Qatorlarning yig‘indisini toping:

1) ix—n, 2) inx".
n=1 N n=1
@ 1) Berilgan gator uchun a, =l, a., = . Bundan
n n+l1
a,| n+l1

R =lim—|= =1.

n—x0

a n

Qatorni | x|<1 da hadma-had differensiyallaymiz:

1
l+x+x>+.+x""+..=——.

Bu gatorni va uning yig‘indisini | x|<1 da hildrfla—had integrallaymiz:
S(x)=[dx+ [xdx + [x*dx +...+ [x"'dx +...= jlci—xx =—In|l-x|.
Demak, gatorning yig‘indisi S(x)=-In|1-x| (|x|<1 ) ga teng.
2) Buqatoruchun a, =n, a, =n+lva

a n
| — =1.
a n+1

R =1lim

n—>0

n+l

255



Qatorni
xinx"" =x(1+2x+3x> +...+nx"" +..)
ko‘rinishda yozib olamiz.

inx"" =1+2x+3x> +...+nx"" +...) qatorni |x|<1 da hadma-had

integrallaymiz:
XX X X
I-x
Bu gatorni va uning yig‘indisini | x|<1 da hadma-had differensiallaymiz:
" 1

T (-x)

S(x)=0+2x+3x> +...+ nx"
Demak, > nx" qatorning yig‘indisi

S(x)=xS,(x) = (|x|<1 ) O

(1—

4.2.4. x, nuqtada cheksiz differensiyallanuvchi f(x) funksiya uchun
tuzilgan
(k) n+l)
=30+ fz %?( )7 ce
qatorga Teylor gatori (Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli) deyiladi.
5-misol. f(x)=x"-3x"+2x* -1 funksiyani x,=2 nuqta atrofida Teylor
qatoriga yoying.
@ Funksiya va funksiya hosilalarining x, =2 nuqtadagi qiymatlarini
topamiz:
f()=x'-3x"+2x" -1, f(2)=-1
fl(x)=4x" -9x* +4x, f'(2)=4;
f"(x)=12x> —=18x+4,  f"(2)=16;
f"(x)=24x-18,  f"(2)=30;
ffx=24, f7(2)=24
Topilgan giymatlarni Teylor formulasiga qo‘yamiz:
16 . 30 .24 \
f(x)=—1+4(x—2)+?!(x—2) +§(x—2) +T!(x—2)

yoki
f(xX)==1+4(x-2)+8(x-2)" +5(x-2)' +(x-2)'. O
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x, =0 da Teylor qatoridan kelib chigadigan
f* (0) ‘ f*“”(C) o
J0)= kz 0o e
qatorga Makloren gatori (Makloren formulasi) deyiladi.
Asosly elementar funksiyalarning Makloren qatoriga quyidagicha
yoyiladi:

o n 2 3 n

N X X x
e =Y —=l+x+—+—+..+

ce(x,;x)

+, —0OL<X<H00;
o 1! 20 3! n!
n _2n+l 3 5 n _ . 2n+l
. sinx= Z( D)'x . x—+...+L+ ", —0<X<400;
S 2n+1)! 3 s (2n +1)!
n _2n 2 4 n_2n
. COSX = Z( D'x S (=D~ e, —0O<X<40]
< (2n)! 24 (2n)!
( 1)n n+l x2 x3 ( 1)n1 n
. In(1+x =x——+—+. o, —l<x<l;
( )= ; n+1 2 3 n
Dee(o—n+1
5. (1+x)a=1+z“(“ ) f“ ”+)x"
n=l n.
1 1) (o —
=1+ax+a(a—')x2+...+a(a ) fa n+1)x”+.., —1<x<1;
n.
o (_ n _.2n+l 3 5 _ n _.2n+l
6. arctgx:z%:x—x—+x—+...+%+.... —l<x<lI.
o 2n+1 3 5 2n+1

6-misol. Funksiyalarni x ning darajalari bo‘yicha gatorga yoying:

1) f(x)Z(x_23)2; 2) f(x)=sin’x.
2 2N .
@ 1) - :—( j bo‘lishini hisobga olib, avval
(x—-3) x-3
2 _ 2 1
x=3 3 ,_x
3

funksiyani x ning darajalari bo‘yicha gatorga yoyish masalasini qaraymiz.
(1+x)* funksiyaning Makloren qatoriga yoyilmasidan a =-1da topamiz:
L=1—x+x2 +o+ =D+, |xk].
I+x
Bu formula bilan topamiz:

2 2 1 2( x X x" j
= = l+ =+ =+ .+ —+... |,
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Bu qatorni yaqinlashish sohasida hadma-had differensiallaymiz.

2 2 (1 2x nx" X
=== o+t +o.],
(x—?)j 3 (3 3° 3" j 3

—I<1.
Bundan
2 2:% l+2—f+...+nx +... =gi(n+ll)x ,£<1.
(x-3) 313 3 3" 3.0 3" 3

2) Berilgan funksiyaning x ning darajalari bo‘yicha yoyilmasini
sin’ x = %(l —cos2x)
almashtirishga cos2x funksiyaning Makloren gatoriga yoyilmasini qo‘yish
orqali topamiz. cos2x funksiyaning x ning darajalari bo‘yicha yoyilmasini
cosx funksiyaning Makloren gatoriga yoyilmasida xni 2x bilan almashtirib,
topamiz:

2.2 4 _4 2n _2n
(:052x:1—2 al +2 al —...+(—1)”2 o , —00 <X <40,
2! 4! (2n)!
Bundan
2.2 4 4 2n _2n
sinzle—l(l—zx +2x —...+(—1)"2 al +J
2 2 2! 4! (2n)!
yoki
., 2x2 23x4 " 22n—lx2n
sin” x = R —...+(-0 (2 +..,—0<x<+0. O

4.2.5. Funksiyalar qiymatini taqribiy hisoblash

f(x) funksiyaning x=x, qiymatini berilgan aniqlikda hisoblash talab
gilingan bo‘lsin. Bu funksiya (- R;R) oraliqda darajali gatorga yoyilsin va
x, € (= R;R) bo‘lsin.

U holda f(x) funksiyaning x, nuqtadagi aniq qiymati Teylor gatori bilan
taqribiy gqiymati esa shu qatorning » —qismiy yig‘indisi bilan hisoblanishi
mumkin, ya’ni f(x,)~S (x,). Bu tenglikning aniqligi » ning ortishi bilan
ortib boradi. Bu tenglikning absolut xatosi |R,(x,)=|/(x,)-S,(x,)| ga teng
bo‘ladi.

Agar f(x,) qiymatni ¢ >0 aniqlikda hisoblash talab qilinsa, shunday
dastlabki hadlar yig‘indisni olish kerak bo‘ladiki, bunda |R,(x,)
bo‘lishi lozim.

<¢&
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Musbat hadli gatorning qoldig‘i R, <T f(x)dx tengsizlik bilan, ishora
almashinuvchi qatorning qoldigi |R,|</a,,| tengsizlik bilan baholanadi.

(n+1)
R, (xo)‘ = J({l’l N i;) (x, = C)H]

Bundan tashqari qator qoldig*‘i < ¢ tengsizlik bilan

ham baholanishi mumkin.

7-misol. esonini ¢ =0,001 aniglikda hisoblang.

@ ¢ funksiyaning Makloren gatoriga yoyilmasidan foydalanamiz:

x=1da e=1+1+l+l+...+l+... X
21 3! n!

c

Bunda R ()= €

c e (0;1) yoki ¢ <e' <3bo‘lishi hisobga olinsa,

(n+1V
R (1)< —>— kelib chiqadi.
(n+1)!
n=6 da R (1)= % =0,00069 < 0,001.
Demak,
ez1+1+l+l+l+l+lz2,718. o
20 30 41 5 6l

8-misol. cos18 ni 0,0001 aniqlikda hisoblang.
@ Argumentni radian o‘lchamiga o‘tkazamiz va topilgan sonni cosx
funksiyaning Makloren gatoriga qo‘yamiz:

2 4
cosl8” =cos = =1-~[Z | + L[ 4 . . bunda Z =031416,
10 2110/  4l10 10

2 4
(ﬁj —0,09870, (1 —0,00974.
10 10

Qator ishora almashinuvchi.
Shu sababli

|-

6
a =a =[] <00001vaR <a
! 10 "

Demak,

0,09870 N 0,00974

cosl8 =1- ~09511. O
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Anigq integrallarni taqribiy hisoblash

f f(x)dx 1ntegralni &£>0 aniqlikda hisoblash talab qilingan bo‘lsin.

Integral ostidagi funksiyani [a;b] kesmani o‘z ichiga olgan (- R;R) oraliqda
darajali qatorga yoyish mumkin bo‘lsin. U holda berilgan integral qatorni
hadma- had integrallash bilan integrallanadi. Integrallashning aniqligi
funksiya qiymatini taqribiy hisoblashdagi kabi baholanadi.

9-misol. fﬂtgxdx integralni toping.
0 X

@ arcrgx funksiyaning gatorga yoyilmasidan integral ostiga qo‘yamiz
va 0 dan xgacha integrallaymiz:

N N 4 2n-2
jaretgs X 2 Ly 2T Y
3 5 2

0 X 0

Dalamber alomatiga ko‘ra R =lim =
e 1(2n+1)

Intervalning chegaraviy nuqtalarida tekshiramiz.

x=1 da qator ¥’ D™ ~ va x=-1 da qator 3’ Y ~ bo‘ladi.
n=1 (2n -1 el (271 —

Bu qatorlar Leybnits alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi.
Demak, gatorning yaqinlashish sohasi [-1;1]dan iborat.

10-misol. jlln(lﬂ)dx integralni 0,0001 aniqlikda hisoblang.

0 X

o [ sy

0 X 0o X | n=0

0.1 n+l 0.1

=§0<—)J =3 -1y

n+l par (n+1)*|,

0 B D
10 22-100 3*-1000

~0,0076

Differensiyal tenglamalarni taqribiy yechish

Aytaylik, y'= f(x,y) differensial tenglamaning y(x,)=y, boshlang‘ich
shartini qanoatlantiruvchi yechimini topish talab gilingan bo‘lsin.

(n)
Bu tenglamaning yechimini y = zy =, )(x—xo)" ko‘rinishida izlanadi.
n!
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Bu yerda y(x,)=y,, V'(x,)=f(x,,y,)bo‘ladl. y"(x,)va boshga hosilalar
berilgan tenglamani ketma-ket differensiallash hamda «x,)’,y",... qiymatlar
o‘rniga x,,y.,",... qiymatlarni qo‘yish orqali topiladi.

Yugqori tartibli differensial tenglamalarni Teylor gqatori yordamida

yechish shu kabi bajariladi. Differensial tenglamalarni taqribiy yechishning
bu usuliga ketma-ket differensiallash usuli deyiladi.

11-misol. y"=x+y*, »(0)=0, y'(0)=1 tenglama yechimi yoyilmasining
dastlabki to‘rtta noldan farqli hadini toping.

@ "0)=0+0=0, y"(0)=(1+2p")| _,=1+2-0-1=1,

y(0)=2y" +2p")

"

,=2-142-0-0=2,

¥ (0)=(6y"y"+2yy =6:1-0+2-0-1=0,

y"(0)=@yy" +6y" +2yp")

Demalk, izlanayotgan yechim
_£+x_3+2x4+8x6 oki —x+lx3+Lx4+Lx6
o3 4 6! y 4 6 12 90 o

x=0

=8-1-1+6-0°+2-0-2=8.

x=0

Y

Differensial tenglamalarni taqribiy yechishning yana bir usuli noma ‘lum
koeffitsiyentlar usuli deb ataladi.

Aytaylik,

V' p(x)y' +q(x)y=f(x)

differensial tenglamaning y(x,)=y,, »'(x,)=y, boshlang‘ich shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimini topish talab gilingan bo‘lsin.

p(x),q(x) va f(x)funksiyalar biror (x, - R;x, + R) oraligda x-=x, ning
darajalari bo‘yicha qatorga yoyiladi deb faraz qilib, tenglamaning yechimi

y=Yc (x—x,)" ko‘rinishida izlanadi. Bu yerda «c,,c,c,,..— noma’lum
n=0

02C19C 9000

koeffitsiyentlar.
¢, va ¢, koeffitsiyentlar boshlang‘ich shartlardan topiladi: ¢, =y,,c, = y,.

Keyingi koeffitsiyentlarni topish uchun y=3¢ (x—x,)" tenglama ikki marta

differensiallanadi, yva wuning differensiallari y"+ p(x)y' +q(x)y = f(x)
tenglamaga qo‘yiladi, p(x),q(x) va f(x)funksiyalar yoyilmalari bilan
almashtiriladi. Natijada ayniyat kelib chigadi. Bu ayniyatdan qolgan
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koeffitsiyentlar topiladi. Hosil gilingan y=3Yc (x-x,)" qator (x, - R;x, + R)

oraligda yaqinlashadi va "+ p(x)y’'+ q(x)y = f(x) tenglamaning yechimi
bo‘ladi.

12-misol. »"+xy'+y=xcosx, y(0)=0, y'(0)=1 tenglamani noma’lum
koeffitsiyentlar usuli bilan yeching.
@ Tenglama koeffitsiyentlarini darajali qatorga yoyamiz:
p(x)=x, g(x)=1, f(x)=xcosx= x(l A j
24
Tenglamaning yechimini
y=c,+ex+e,x’ +ext +..
ko‘rinishda 1zlaymiz.
U holda
y'=c +2¢c,x+3¢,x’ +4c,x’ + ...,
y'=2¢c, +2-3¢,x+3-4de,x’ +....
Boshlang‘ich shartlardan topamiz: ¢, =0, ¢, =1.
Topilgan qatorlarni differensial tenglamaga qo‘yamiz:
(2c, +2-3¢,x+3-de,x” +..)+ x (1+2¢,x+3¢c,x” +4e,x° +..) +
2 4 6
+(x+e,x’ +e,x’ +..)= x(l—x—+x——x—+...j.
21 4 6
xning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtiramiz:
x': 2¢, =0,
x':2-3¢,+2=1,

x*: 3-4c, +3c, =0,
1

x: 4-5¢,+4c, =——,
2

x':5-6c,+5¢c, =0,

TR
ya’'ni
y=sinx. O
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Mashgqlar
4.2.1. Funksional gatorlarning yaqinlashish sohasini toping:

< 1 = 1 nx
DY 2) S0 e
= (8x” +1)" -
DPYLELS 4) Sl (r-);
5) 32 sin(ij; 6) Z — .
el 3" e
4.2.2. Qatorlarning tekis yaqinlashish sohasini toping:
® i3 1
1 -1)" 2 -1)" ;
IS RS e
3) 3 Cosnx 4 sinnx
27, : zm -
5 2 smnx .
)Zznl ; 6);arctg n\/;
4.2. 3 Darajali gatorning yaqinlashish sohasini toping:
2 2" x"
2) vy 422
D ;3 (n+1) ) Z\/Z ’
> 2" x"
3 ; 4 :
);n 2" ) "Z—;\/?)—" )
= nlx" o (=D (n)",
s 6 - 5
)nz—:'(n+1)” ); n! (ejx
D" (x+2)" (D' (x+ 4
7 : Q :
)nzo n3+3 ’ );(3n+2)-2"’
: 10) S x>
?) Zn 10"° ) ;8”(142 +1)
(x+2)" = (3x)™
11 12 ;
); n 3"’ );211—1’
13)3-* 14) 32— x)"sin .
) nzz:‘sin"n ) ) ;( X) s1n2n
4.2.4. Qatorlarning yig‘indisini toping:
( 1)n+] 2n—1
1
) nZ' 2n—1 ’ i 2n
3) inZ"x"; 4) Zn2 ",
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4.2.5. f(x)=x"—4x’ —2x+1 funksiyani x, =1 nuqta atrofida Teylor
qatoriga yoying.

4.2.6. f(x)=x"—x"+x—1 funksiyani x, =1 nuqta atrofida Teylor
qatoriga yoying.

4.2.7. Funksiyalarni x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying:

1)f(X)— — 2)/’()6)—3 o
3) f(x)=%; 4) f(x)=In(12x> + 7x +1);
5) f(x)=xe*"; 6) f(x)=sin’xcos’ x.
4.2.8. Darajali qatorlar yordamida 0,0001 aniqlikda hisoblang:
1)Inl1; 2)sin12°;
3).Je; 4) /520.
4.2.9. Darajali qatorlar yordamida integrallarni toping:
1) Jsinxdx; 2)J "dx
3)] ln(l * x) 4) {cosxzdx.

4.2.10. Integrallarni 0,0001 aniqlikda hisoblang:

1) Jl—cosxdx; 2) Te""zdx;
0 X 0
0,2 1

3) | arctfxdx; 4) [ cos/xdx.
0 0

4.2.11. Differensial tenglamalar yechimi yoyilmasining dastlabki to‘rtta
noldan farqli hadini toping:
1) y'=x*+y", y(0)=1; 2) y'=2cosx—xy", y(0)=1;
)y'=xy"=y+e’, p(0)=1, y'(0)=0; 4)y"=yeosx +x, p(0)=1, y'(0)=0.
4.2.12. Differensial tenglamalarni noma’lum koeffitsiyentlar usuli bilan
yeching:
D y"+x'+y=1 y(0)=0, y'(0)=0; 2) y'-xy'+y=x, y(0)=0, »'(0)=0.
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4.3. FURE QATORLARI

Fure qatorining yaqinlashishi. Juft va toq funksiyalarning Fure
qatorlari. Davri 2/ bo‘lgan funksiyalarning Fure qatorlari. Nodavriy
funksiyalarni Fure qatoriga yoyish

4.3.1. Koeffitsiyentlari

a, =~ [ f(x)cosnxdx, (1=01.2,..), b, = [ f(x)sinnxdy, (1=12,...)
T”, T*,
formulalar bilan aniqglanadigan

fx) = % +3 a (cosnx + b, sinnx)

qatorga davri 2z bo‘lgan f(x) funksiyaning [-=;7z] intervaldagi Fure qatori
deyiladi.

Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada monoton bo‘lsa yoki [a;b]
kesmani chekli sondagi qismiy kesmalarga bo‘lish mumkin bo‘lsa va bu
kesmalarning har birida f(x) funksiya monoton (faqat o‘ssa yoki faqat
kamaysa) yoki o‘zgarmas bo‘lsa, f(x) funksiyaga [a;b] kesmada bo ‘lakli-
monoton funksiya deyiladi.

Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish
nuqtalariga ega bo‘lsa, f(x) funksiyaga [a;b] kesmada bo ‘lakli-uzluksiz
funksiya deyiladi.

Agar f(x) funksiya [a;p] kesmada uzluksiz yoki bo‘lakli-uzluksiz
bo‘lib, bo‘lakli-monoton bo‘lsa f(x) funksiya [a;b] kesmada Dirixle
shartlarini qanoatlantiradi deyiladi.

2-teorema (Dirixle teoremasi). Davri 2z bo‘lgan f(x) funksiya [-7z;7]

kesmada Dirixle shartlarini qanoatlantirsa, u holda bu funksiyaning Fure
qatori [-r; 7] kesmada yaqinlashadi. Bunda:

1) f(x) funksiya uzluksiz bo‘lgan har bir nuqtada qatorning S(x)
yig‘indisi f(x) funksiyaning shu nuqtadagi qiymati bilan ustma-ust tushadi:
S(x) = f(x);

2) Har bir uzilish nuqtasi x, da S(x,) =

f(xo B 0) + f(xo + 0) bo‘ladi:
2 b

f(_ﬂ- +0)+f(7[ _0) bo‘ladi.

3) x=-rva x=r nuqtalarda S(-z)=S(r)= :
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1-misol. (-z;7] intervalda f(x)=x formula bilan berilgan davri 2z
bo‘lgan funksiyani Fure qatoriga yoying (1-shakl).

—TIT
1-shakl.
@ Bu funksiya Dirixle shartlarini ganoatlantiradi. Demak, uni Fure
qatoriga yoyish mumkin.
Fure koeffitsiyentlarini topamiz:
=—dex-lx— =0;
T T2,

1

xsinnx|"
a, =— Ixcosnxdx =—

T2 T n n-, nrw

1
- J'smnxdxj = 2—cosnx =
1
=——(cosnm —cosn(-)) =0;
n'r

b, = l Ixsm nxdx —l(—

T2 T

XCOS nx

n

— f cos nxdxj

nz

/i

1 I . 7 2 2
=—= (— rcosnm — weosn(—m) + —smnx‘_ﬂj =—=cosnz =——(-1)" =(-1)""'=
nrw n n n

Shunday qilib, f(x) funksiyaning Fure qatori quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

x= Z( 1)"” Zsinnx = Z(Snllx—

sin2x N sin3x et (=D smax j o
2 3 "

4.3.2. Juft funksiyaning Fure qatori faqat kosinuslarni oz ichiga oladi:
f(x)= % + ian cosnx,
bu yerda :
a, = %! f(Odx, a = %j £(x)cos nxdx .
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Toq funksiyaning Fure qatori faqat sinuslarni o‘z ichiga oladi:
f(x)= ibn sin nx,
bu yerda

b = 2 [ f(x)sin nxdx .
/2

2-misol. [-z; 7] intervalda f(x)= x| formula bilan berilgan 27z davrli
f(x) funksiyani Fure qatoriga yoying (2-shakl) va yoyilmadan foydalanib

0

> —qatorning yig‘indisini toping.
n=l (2]’1 - 1)
y
T/ ! / 5
—3r -2 —7 0 ?r 2r 3’;'1' x
2-shakl

@ Funksiya juft. Fure koeffitsiyentlarini topamiz:

T

2 2 x?
aoz—fxdx=—x— =7,
T T2,
27 2( xsinnx|” 1% . 2 2
a, :—J.xcosnxdx __(XSII’II’ZX ——J.slnnxdxj = 3 COSI’ZX‘O = 3 ((—1)n —1)
T m\ n |, ny nm nm
Shunday qilib,
xlZ 4 32 ((-1)" —l)cosny = - F[ COSX  cosdx  cos(@n=Dx
2 wmnrw 2 w1 3 2n-1)

yoki

T 4 =cos(2n—-1)x
BT R C fa L)
2 o= (2n-1)

x=0 deb, topamiz:

_T_ 45y 1
2 mmEQn-1)7
Bundan
o0 1 2
> -2 o
= (2n—-1)° 8
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4.3.3. Davri 2/ bo‘lgan f(x) funksiyaning Fure qatori
f(x)= %+ i(an cos%x +b, sin%xj ,

bo‘ladi, bu yerda
1 T T
o= [F0ds o =1 [fe0s s, b =4 [ F)sin" s

Davri 2/ bo‘lgan juft va toq funksiyalarning Fure qatorlari quyidagicha

topiladi:

Juft funksiya uchun

f(x)= %+ ian cos%x,
bu yerda
2 2 ¥
ay =7 j f(x)dx, a, = i j f(x) cosTxdx.
Toq funksiya uchun
f(x)=30, sin%x,

bu yerda

2 ¥
b == in 2% vy
) l!f(x)sm ;- xdx

3-misol. (-1;1] intervalda f(x)=x+1 formula bilan berilgan 2/ =2 davrli
funksiyani Fure qatoriga yoying.
@& /=1 uchun Fure koeffitsiyentlarini topamiz:

1 1 2!
aozf(x+1)dx:(x+) =2;
-1 )
! u=x+1, du =dx
a, =|(x+1)cosnmxdx = sinnmx |=
J.] dv=cosnmx, v= -

1
= L((x + 1)sin nmc‘]_] — Isin nmcdxj =
nmw 5

1 cosnmc|] _ 1

- 2
nmw nw ‘_] nrw

cosnm —cos(—nr)|=0;
2

b, = I(x+ 1)sin nmxdx :L(— (x+1)cosn7zx‘]_] - Icosnmcdxj =
nrw

-1

| j__2<—1)" ey L

nriw nw

-1

sinnx

1
= —(— 2cosnw +
nr

nriw
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Demak,

o (1" o3 . . .
x+1:1+£z( 1) sin n7x :1+g(sml7zx _sin2x oD smnmc} o
T n=l n T

43.4. f(x)funksiya [-1;0] kesmada juft tarzda, ya’ni xe[-/;0]da
f(x)=f(-x) boladigan qilib davom ettirilsa, uning Fure qatori faqat
kosinuslar va ozod haddan iborat bo‘ladi.

f(x) funksiya [-7;0] kesmada toq tarzda, ya’ni xe[-/;0]da f(x)=—f(-x)
bo‘ladigan qilib davom ettirilsa, uning Fure gatori fagat sinuslardan iborat
bo‘ladi.

4-misol. (0;z] intervalda berilgan f(x)=x funksiyaning sinuslar va

kosinuslar bo‘yicha qatorga yoying.
@& 1) Funksiyani sinuslar bo‘yicha gatorga yoyamiz.

2% 2 2 o2
b,==[x smnxdx——(— X Cosmy +—jxcosnxdxj—
To T n 0 no
2( n*cosmx 2xsinmx|T 2% .
Sl B ——stmnxdx =
T n n o n |, no
2( nm’cosmx 2 ) 1(2 ) r’ )
=—(——+—3003nx‘0j=—(—3((—1) n-" j
T n n 7\ n n

0

X :Z—(%((—l)” ~1) —%2(—1)”jsinnx:

n=1 JU
sinx sin2x sin3x 8(sinx sin3x sinSx
=2r — + —... + + +...

T it 3° 5°

1 2 3 T
2) Funksiyani kosinuslar bo‘yicha qatorga yoyamiz.
2" 2x’" 2x’
aoz—Ixzdx= il L ;
T 3 ‘0
2" 2( ¥’sinnx[” 27
a,==[x’ cosnxdx——(x Shnx ——jxsmnxdxj—
To T n 0 no
4 (xcosnx| 17 dcosnm  4sinnx|”  4(=1)"
= ——[cosnxdx |=————-— =——
niw n ‘0 no n e, n
Demak,
2
, T cosx cos2x cos3x
xXP="— - + S«
3 ( 1? 2? 3’
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Mashgqlar
4.3.1. T davrli f(x) funksiyani berilgan kesmada Fure qatoriga yoying:

D) f(x)=x*, T=2n, (-m;7]; 2)f(x)=x’, T=2n, (-m;7];
) f(x)=x+|x|, T=2n, (-m;7]; 4)f(x)=r—x, T=2r, (-m;x];
5 B -4, -1 <x<0, e 6 B 0, —r<x<0, .
)/ (x)= 4, 0<x<m, 7 ) ()= x, 0<x<m, 7
T) f(x)=1=|x|, T =6, [-3;3]; 8) f(x)=2x, T =1, (O;]);

3, 0<x<2, 0, 3<x<0,
9)f(x):{o,2<x<4, =4 10)f(x):{x, 0<x<3 10

11) f(x)=rn-2x, T=2x, [-m;x], f(x) funksiyani [0;7] kesmada juft davom
ettirib;
x, 0<x<1, . . .

12) f(x) —{2’ l<x<2, [0;4]; f(x) funksiyani [0;2] kesmada juft davom
ettirib;
13) f(x)=x, T=2, [-1;1], f(x) funksiyani [0;]] kesmada toq davom ettirib;
14) f(x)=x?, T =2z, [-m;x], f(x) funksiyani [0;7] kesmada toq davom ettirib.

4.3.2. Qatorning yig‘indisini f(x) funksiyaning berilgan kesmadagi

Fure qatoriga yoyilmasidan foydalanib, toping:
=1, 1 <x<0, = (-

1) f(x)=x*, (-m;7], g(—l)"”%; 2) f(x)—{ 1, 0<x<n, ,,Z:;‘zn—l'

NAZORAT ISHI

1. Ishora almashinuvchi gatorni yaqinlashishga tekshiring.
2. Integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.

I-variant
o _ n—1 021 _ p,°%
1. 3D 2. (1
1 A2n° +1 o X
2-variant
® 1 0 dx
1. -1)""'In ﬂj 2. .
;( ) ( n £3\/1+x3
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. i(—l)" cos .
n=1 6n

S n+ 1
. z (_ 1) : tg T .
n=1 n

n=l NA/N
-, (<1)"
n=1 M- 2n

= A n+1
& (=D
T Snn+1)

. i(_1)n+]n2 .

n=1 I’l+8

n—1

- (~1
.;(z)

n +

g

3-variant

4-variant

S-variant

6-variant

7-variant

8-variant

9-variant

10-variant

11-variant

12-variant

2. jcos(4x2)dx.

2. jsin x’dx.

0

dx

2. ]—.
£4x/16+x4

2. [sin(4x*)dx.

T dx
04/256 + x*

2. Oj]—dl —e” X.
0

X

0,2
2. [cos(25x*)dx.
0

25 dx

2. [ ——.
! V125 + x°

0,1
2. [sin(100x*)dkx.
0
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1
=

n=1 2}’l+1

n+5

-Z( 1)’

L $CD D

( 1)n ]34
) ;(2n+1)

. Z( 1y (n+1j"

2n+1

. Z( n™

13-variant

14-variant

15-variant

16-variant

17-variant

18-variant

19-variant

20-variant

21-variant

041_
dx.
0 X
0,1 62
J % dx.

B dx

) l‘{/gux“

0,2
. Jsin(25x2)dx.
0
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22-variant

o (—_1\" n! 1,5
. Z( 1),, n 2. f dx
n=1 3 03 27 +X3
23-variant
w (_ n—1 0,1
e ,, i+ 22),
= Inn 0 X
24-variant
o 1\ 0,1
' 2. [cos(100x”)dx.
=1 6n+7 0
25-variant
) 0,2 5
. D (=D sin%. 2. [e™dr.
n=I 0

26-variant

= (—1)"2" 3 dx
) ; n 2.£

27-variant

"(2n+1)
— .

= (=)

2. jcosxzdx.
0

28-variant

N n n ' a2 dx
Y | 2%
Sen(5) [ as v

29-variant

© 1 05 _ 3%
. Z(—l)"ln(l+—j. 2. [e *dx
n=l n 0
30-variant
= (=1)"(n* =3) 5 | dx
; 3n2+2 ' .v([38+x3'
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MUSTAQIL UY ISHI

I-variant

oy EDT o0

. Z(n +1)x".

2-variant

) ;n2+19n+90
SR |
';(znﬂ)!'

o 1
Y

=(n+2)In’n

=D’
) Z (3n)!’

. i(n +4)x",
n=3

=0,001.

-]

2.
2 (2n—1)2>"!
.1

4.
;m"(nﬂ)

6. > (-1) .
=Y

8. 3~
nzz;n-3"

0. >
2—-x—Xx

= V4
2. Ysin—.
Zsino,

4.3
;(2n+1j

6. (-1’ (’7_1).

8.‘”3

2n

10. In(1 - x - 6x7).
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> (n+3)x"7.

3-variant

4-variant

S-variant

2. i n+1

nzll’l2 +1‘

4. i(aresin lj :

n
1

n-4"

6. 2(—1)"-'
8. iﬂ
n=1 }’l'

10. x*+/4 —3x.

2.3 .
nz-;x/n2 +2n

ax[n )
;(4n+lj

6. g(—l)"( 2n j

2n+1
(x+6)"
n®

8.3

10. (x —1)sin5x.
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[—

53

P

(D"
.;3"11!’

3

6-variant
= 3" + 4"

= 12"
2"
nl’
1
=(n+2)In’n

z(-%j . a=0,01.

n=1

iMs

. i(n +5)x".
n=0

7-variant

0

oy

= n*+6n+5"
3

12"(2n+1)

1

A (n+DIn*(n+1)

=

8

n

il

a =0,001.

. i(an +5n+3)x"",
n=0

8-variant
-
=n'+n—-12°
= (2n+1)!

= 2" (n)
2 1

' ;3«/(3;4—2)4 '

& (=

£ m, o= 0,0001 .

. i(an —n-1x".
n=0

4.

8.

10.

10.

10.

20— x—x2’

& (x—2)
= (3n+1)2"

sin 2x
—COS2x.

X

276



s EDT L 0.00001.

S (Bn+1)In*n’

& (=" _
3 m a =0,0001.

e 1
) ;n2+9n+20
© p
. ;2”'
© 1
2

"S@n+D)In’2n

s ED L — 00001,

n

= n'n!

. i(n2 +5n+3)x".
n=0

9-variant

8. i(x + 5)"tg3in.

10. G+e™).

10-variant
2.5 !

—n° —cos’n

- (2n+1)
4. .
z(3n+l)

6. > (-

n=1 2(+1)

8. i(z—x)"sinz—n_

10. 416 — 5x.

11-variant
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12-variant

o 12 = ] 1
. ) 2. sin —.
;36n2+12n—35 ;%/n-ﬂ Jn
o pl Y n*
)y 4.23"( L j .
n=1 11 n=1 n+1
| c 1
° . 6. _1 " .
n:1n1n5n ;( ) }13\/;
. i(_l)3 , a=0,001. g (=D
= (2n) = (2n—1)
C S (= 2n —Dx" 10. (x —D)shx.
n=0
13-variant
. 29 1;12 ) 2. nin(e” —lj .
= (n!)? 4 w( 1 j
. -_— . arct, .
;(211)! nzz:' g3n+1
° . 6. _1 4 .
—16+n° ;( ) Tn-2
3OV ot g, v
n:12+l’l n=l n!
S (4 D)X 10. =~
é( ) 4 —5x
14-variant
0 1 0 1
Q5 —- 2. > nsin—;
nzz;‘nz +n-2 ,,Z:,: Jn?
o0 n2+3 0 n+1 "2 1
i . 4. .
R 5 5
z 1 = n+4
° . 6. _1 4 .
nzz(2n—1)ln(2n—1) ;( ) 3"
w (_T)" - I
oy & oo 8.y T
2 = (n+1)"
. i(n2 +n+1)x", 10, 2reisx.
n=0 X
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15-variant

- 6
) Z9n —+12n 5°
© 1-4 3n—-2
Y Sl ).
57-9:-11-...-(2n+5)
1

iMs

TS+ 5 (n+4)
= (=1)"(2n +1)
TS R(n+)

. i(n +2)x"7,
n=3

, a=0,01.

16-variant

» & —3"

=T VL
= 3"(n* -1)

I

n=1 n!

o 1

';w@n+mf

D) , a=0,001.
—(2n—1)Y°'Q2n+1)°

ANGE

. i(n +2n+2)x"",
n=0

17-variant

Y

=n’+4n+3

. i(n +5)x"7.

10. ——*

2. Zarcsm
n=1

l’l

(n+g i_
2’
1

6 Z( 1)n+]

8. i (x+2) ‘
=n? +14n+1
10. (x —)chx.
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TS+ 2)n’n

. i(an +7n+5)x"".
n=0

Y

53

2

: z(—gj , a=0,0l.

n=l

4n® +8n+3"
3:5-7-...-(2n+1)
=2-5-8-..-3n-1)
1
(n+3)In’2n

. i(n +4)x",

=0,0001.

. i(n2 —2n—-2)x"".

n=0

a =0,001.

18-variant

19-variant

20-variant

© 1

n=1 N —lnn

= (2n° +1
nz—;( n’ +1j
e . n—3
Z(_l) 2

n=l1 n _1
5 (x-3)"
S (2n—-1)3"

10. In(1 - x—12x%).

10.

i ! arct &
S0 an

o (n 42\
;(2n2+1j '

Z( D (5 +1j

= (x+1)"
S

n=1
2x sinz(fj - X.
2

10. In(1-x—20x?).
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21-variant

o 1 1
| ;4n2+4n—3' Tsm—
(9 " ] . . n?
— | n°. 4, Y2
;(mj Z (n+1j
ke 2+I’l ? = n 1
( 2) : 6' Z(_ )
“\4+n (3n+1)
© _ n © 2 _2 n
s G0 0001 g, s (x=2)
=1 (2n)2n o n+1
. i(n2 +7n+4)x". 10. ;2
= 6+x—x
22-variant
o0 1 o0
. 5 .
;n2+13n+42 Z ‘”cg«/—
n 5
.z(ij (lj 4. 24(”‘1] |
n=1 5 n n=1 n
® 1 w 1
D) 6. > (D" )
=1 \/(5n — 4)° ; 2n-1)!
s D 0001 Ly 2D
1 2" n! = n(n+2)
C S+ 2)x" 10. In(1+ x —12x?).
n=0
23-variant
o 1 © 1
. ) 2. ——
;9n2+21n—8 ;2”“+n—1
. il-S 9-...-(4n-3) 4. iZ”"e‘”.
n:11‘4 7 (31’1—2) n=1
© 1 2n+1
R 6. 1
nz;nln(n—l) Z( )( j
s ED 0001 8. i(““j X"
04" (2n+1) =i\ 1+ 5
> (4 6m+ 5 10. 2—e")™.
n=0
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[—

3

>

. (2n+ 1)sin31n.

1
mnln’(2n+1)
= (-1)"2"
n:O(I’l+1)n’

=0,001.

. i(n2 —n+1)x".
n=0

. i(n +6)x".

- 1

o> -12n-5

-Z( 2)1/ln(n 3)
.z( D' —001.

. i(an —2n+1)x".
n=0

24-variant

25-variant

26-variant

8.

10.

[ ] S
;«/n+1
= (2n* +n+1)
Z a2, 4"

n=1 3” +l’l+1

. z (_ 1)n+]

=( 3’ -1
' 21(4”2 +2n+lj '

6. Z( D™

,n+1

2x—33”
Z]( 8”) '

In(1+ x — 6x7).

© 2n+1

-1 n(n+1) '

. i(l +lj x".
n=1 n

10.

T
12—x—x*

N+l
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1
“4n® +16n+15°

n=
© n!

'215"(n+1)!'

. i(11+n2 jz-
n=1 +n
= (-1)"(2n+1)

-2 (2n)!n!

. i(n2 +2n—1)x"".
n=0

n

S+ (n+1)

8

. b , a=0,01.
=0 (n+1)"

0

-Z
';23

+7n+12
3-...-(6n-5)
4-..-(n+1)

e 1

) ;2n1/1n(3n—1)'
& (=12
TRt (n+3)

. i(n +2)x".

, a=0,01.

, a=0,001.

27-variant

28-variant

29-variant

10. In(1+ 2x —8x?).

arcsin

i_ n
i n Vi +1
4.y —"—
"~ 2n? +1)2
6. ;( '3 .

+1
(x—l)
T2 (n+ 4y

10. =

V8 —x

n

2. in +2

n:1n3+2-

4. i(aresin Lj :

3n
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30-variant

® 1 = 1 2r
1. 2. ) —sin
;4n2+8n—5 ;n Nan +3
© | w n’
3 z(”+3) 4. zi(5n+lj
- n" = 3"\ 5n
> 1 2 n+35
5~ 6.3 (-1 2
S 4/Gn+13) 2 3’
7 i&’ o =0,001, 8. iu
=3 (n+1) = An
9. i(an +n+1)x", 10, XSMX =X
n=0

X

NAMUNAVIY VARIANT YECHIMI
1. Qatorning yig‘indisini toping:

o 1
1.30. > ——.
nZ::‘ 4n* +8n—>5

& (Qatorning umumiy hadini sodda kasrlar yig‘indisiga keltiramiz:

1 1 1 1 1
a = = [ —
" 4n’+8n-5 (2n-1)2n+5) 6(211—1 2n+5j
Bundan

1( 1) 1(1 1) 1(1 1) 1(1 1)
a=—|1-=1, a,=—| ==, a=—|—-——1|, a,=—| =——|,...
6 7 63 9 6\5 11 6\7 13
U holda
1( 1) 1(1 1) (1 1) 1(1 1) 1( 1 1 j
S ==l-=|+-| =+ - |t |+..+— — =
6 7) 6\3 9 5 11) 6\7 13 6\2n—1 2n+5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=—|l-—4+-——F—-——+———+..+ + =
6( 7 3 9 5 11 7 13 2n—1 2n+5j
1 1 1 1 1 1
=—|1l+=-+—-- — — .
6( 3 5 2n+1 2n+3 2n+5j

Bundan

) | 1 1 1 1 1 23
ImS =lm—| 1+ —+—— - — =—.
n—o0 n—w 6 3 5 2n+1 2n+3 2n+5 90

Demak, gator yaqinlashadi va uning yig‘indisi % ga teng. O
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2. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:

2
2.30. X
Zl}’l sin NJ4n +3

@ (Qatorni yaqinlashishga taqqoslashning Ilimit alomati bilan

tekshiramiz. Etalon qator sifatida umumiy hadi 5 = &

bo‘lgan
T
yaqinlashuvchi gatorni olamiz.

Berilgan va etalon qatorlar hadlari nisbatlarining limitini topamiz:

1
Y1 R —
lim 2 = fim #4143 3 i 2%

n—>0 bn n—>0 n—)oo T /4n+3
n\/ﬁ
2

2 a3 A
S r Jam+3 2 anes
N4n+3
Demak, taqqoslashning limit alomatiga ko‘ra berilgan gator
yaqinlashadi. @

=1.

3. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:

» ]
3.30. 31
n=l1 n
| |
@ Berilgan qatorda a«, _n+3) , a.,= 1+ DL holda
n' ! (n+1)"
l.yp” "
lim %t = Jjp (D :lim(n+4j-( h j Clim— =Ly,
eg o e (n+ )" - (n4+3) e \n+ 1 n+1 " "oe

1
n
Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra qator yaqinlashadi.

4. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:
4.30. Z

(5n+1j”2
n=l 3 5”

@& (Qatorni yaqinlashishga Koshining ildiz alomati bilan tekshiramiz:

n? n Sné 5
timyfa, = timg|—| 22 g 1220 Lyl 14 L Ve
A AT =30 sn ) "3 U sn 3

Demak, qator yaqinlashadi.
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5. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:
5.30. 3

;4,/(3n+13)5 '

@ Qatorni  yaqinlashishga Koshining integral alomati bilan

tekshiramiz:
b

hmj 4

e dx
—lim— =
! Y(Bx+13)° 4\/(3x+13 3eABx 113 |

4 1 1) 2
=——| lim - =—.
3(»1% 1/4b +13 %j 3

Xosmas integral yaqinlashadi.

Demak, Koshining integral alomatiga ko‘ra berilgan qator yaqinlashadi. @

6. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:

6.30. z( 1)""”5.
Qatormng yoyilmasini yozamiz:
n+5_06 7 8 9 n+ 5
1) O )"
Z( ) 33 9 27 81 Ty

Demak, qator ishora almashinuvchi. Bu qator hadlarining absolut

qiymatlaridan tashkil topgan in3—+5 qatorni Dalamber alomati bilan

yaqinlashishga tekshiramiz:
mn+6. 3" 11. n+6 1

~ m —<1.
g o e 3 p4+5 3 p 4S5 3

in3—+5 qator yaqinlashadi.
Demak, berilgan qator absolut yaqinlashadi.
7. Qator yig‘indisini « aniqlikda hisoblang:
1)n+l
7.30. C =0,001.
nz; 3(n+1) “=

@® Qatorning vyig‘indisi S=S +R ga teng bo‘ladi, bu yerda
R —qatorning n —qoldig‘i. Misolning shartiga ko‘ra | R |<0,001. Ishora
almashinuvchi gatorlar uchun qatorning qoldig‘i moduli bo‘yicha birnchi
tashlab yuboriladigan haddan kichik bo‘lishi kerak, ya’'ni |R |<a,,,.
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Berilgan qator uchun |R |<ﬁ30,001tengsizlik bajarilishi kerak.
n+

Bu tengsizlik n=4 da bajariladi. Demak, gatorning yig‘indisini topish uchun
birinchi to‘rtta hadni olish yetarli bo‘ladi:

= (=1)"" 1 1 1 1 _0137. O

3" (n+1) ¥3.2 9.3 27.4 815

8. Qatorning yaqinlashish sohasini toping:

3.30. iw
n=l 3\/;
@ Qatorning yaqinlashish radiusini topamiz.Berilgan qator uchun
. i ; B 3n+l
n ;\/; > n+l 3 ln N 1 *
Bundan
Aln+1 1
—lim|- 2| = lim =—.
n—w an+] n—w §\/_ 3 n+l 3

Demak, qator (1 —%;l + %), ya’ni @gj oraligda yaqinlashadi.

Intervalning chegaraviy nuqtalarida tekshiramiz.

x :% da gator i (:/1_)n ko‘rinishni oladi. Leybnits alomatiga ko‘ra
n
1
1)1>— ; 2) lim—==0.
g Dl

Demak, qator x = %da yaqinlashadi.

=— da qator Z \/_ ko‘rinishini oladi. Bu qator uzoqlashuvchi.

Shunday qilib, gatorning yaqinlashish sohasi ng dan iborat. (]

9. Qatorning yig‘indisini toping:
9.30. i(n2 +6n+5)x"".
® n (O)atorni uchta qator yig‘indisiga keltiramiz:
Z(Zn +n+1)x" = Zxanx" + xan + xe

n=0 n=0 n=0

Har bir qatorning yig‘indisini alohida hisoblaymiz:

e 1
Yx'=—mo |x];
- 1—-x
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. e d d d( 1\ x
) x(x) xdx(ng dx(l xj (I-x)7’

anx" —xan " xZ—(nx )= xix(xd—(Zx D

n=0 x
:xi xi(#j :xi X _x(x+1)
dx\ dx\1-x de\(1-x)") (A-x)
Bundan
P el x(x+1D) x 1
2 1 = — .
nz:lo(n +n+1)x 2x - 12y (1—x)2+x T
yoki
SQnt =2 Y ) ©
n=0 (1 - x)
10. Funksiyani xning darajalari bo‘yicha Teylor qatoriga yoying:
10.30 arcsinx — x

X
Avval f(x)=arcsinx funksiyaning gatorga yoyilmasini topamiz. Buning

uchun
1

=== 2

funksiyani qatorga yoyamiz. Bunda
R T
n=l n.

:1+ax+%x2 +m+a(0¢—1)---$a—n+l)xn +., —l<x<l;
! n!

yoyilmadan foydalanamiz. U holda

f'(x)z(l—xz)_]E :1+lx2+

31, 151,
x4 +
2 4 21 8 3!
bo‘ladi. Bundan

f(x)=arcsinx=[(1-x*) *dx=
Ll 13 13s 1-:3-5-..-2n—-1) o
2.3 245  2.4.6.7 2:4-6-..-(2n)-(2n+1)

kelib chigadi. Demak, berilgan qatorning Teylor qatoriga yoyilmasi

arcsinx — x i 1-3:-5-...-(2n-1)
X m2-4-6-. (2n)-(2n+1)

2n+] | |< 1 O
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JAVOBLAR

1.1. Bir necha o°‘zgsaruvchining funksiyasi
LLLs =2 1127 - %xy(2R F AR —x =),

1.1.3.S:l\/(a—2x)(a—2y)(a—2z)(2x+2y+2z—a). 1.14. r = )2; . 1L.1.5.1) f(A) =
X+z

Z

4’

 1.1.6. l)f(A)——— J I Pl e G
Xy xy

fB) =2

1.1.7. f(x, )_“" by.
ax+by

0, 0,
1.1.8. f(x,y)=3x—4y. 1.1.9. 1){ s { *

l+x<y<l-x, [l-x<y<l+x’

x——y—ég, D x4+ #9 D+ +(1=2)2>9 5)x’-p>>25 6)0<x>+y> <7,

9

y <x 2 2

¥ +y’<l,; 8){ >\/—' 9) y=-2x; 10) 9<x*+y*><16; 11)l-oktant; 12) —+J2}—5< ;
x#0, y#0

2 2 2

x° y oz
;0 15) —+=-"-<1, 16) 0<x+y+z<2a.
x#0,y#0,z#0 )a2 b* ) d

1.1.10. 1) 12; 2) mavjud emas; 3) mavjud emas; 4)0; 5)0; 6)mavjudemas;, 7)L. 8)I
8

2 2 2
1
13) 0<x? 4+ > <22, z#0; 14){" RS

2
9)e; 10)1; 11)%; 12)%; 13)-6; 14)+o. 1.1.11. 1) mavjud emas; 2)(0,0); 3)(0,0);
e

4)(4,-1). 1.1.12.) x=+y to‘g‘ri chiziglarda uzilishga ega; 2) y* =2x parabolada uzilishga
ega; 3) x+2y+z-6=0 tekislikda uzilishga ega; 4) x* + y* +z* =1 sharda uzilishga ega.

1.2. Bir necha o°‘zgsaruvchining funksiyasini differensiallash
1.2.1. A z=031; A z=0,04; Az=0,33. 1.2.2. A z=-0,96; A z=0,82; Az=-0,258.

1.2.3. 1) z;:4x3—8xy3,z;:4y3—12x3y2, 2) z! —y—l z' —x+l; 3)z =
x

2’y

2 2
N S ( - }( : ];5> =z =

T

ﬁ\

3y3\/;’ xX—y xX—y X +y2 x2+y2’
2 2 s -y
6) z/ =- 4xy2,z’y= 4x =5 7) z;:(1+1]e",z;:—e’c; 8) z' =(+x)""(n(5+xv)+ xp),
X +y X' +y X
' 2 x—1 ' ' i 2x ' e_y
z,=x"(5+xp)"; 9) z, =ctg(x-2y), z, = 2ctg(x - 2y); 10) z, = — 2y =
g x> +e” x> +e”’

Yy - = Iny 1 1 3
1) zi =—=e*Iny, z, =e*| —+—[ 12) z, =y Iny, 2, =" (1+Iny); 13)u, =4x" +3z-y,
X X oy

u, =z —x,ul =2yz+3x; 14)u, = yze™, u) = xze™ +3y%, u! = xpe™ -20z°;

y 2

15)u’ =—yzsinx(cos)”*", u' =z(cosx)” Incosx, u' = y(cosx)” Incosx; 16)u’ =——z"Inz,
x ) v ;=) x 2
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, 1 % , y %—1 b 2 2 2y
u, :;z Inz,u! :;z . 1.24.1)d z=y"x" "dx, d,z=2yx" Inxdy, dz=yx" ;dx+2h1xdy.

2 2

3y 3x? 3y’
]dx, d,z= dy, dz= (cosx + 3 ]dx + dy.

x+y°

1 (_ 2xz d— 2y22dy+d2];z)du:yﬂ(zlnydx+ﬁdy+xlnyd2]-
y

3 3 3 2 3

2)d z= (cosx+
X +y x'+y x4y

1.2.5.1) du=—;

x*+y? 2

x*+y° x 4y

2t
1.2.6.1) 1,98; 2)0,04. 1.2.7.1)2,87; 2) 1,054. 1.2.8. Z = 24
dt  1+e"

1.2.9. “ _sin2rre'(sinr+cost +2¢). 1.2.10. 22 1201 M 2o 32 £ 541),
dt dt t dt

1 qpa3. B 2000 544 E 0wt sinan, Z =it cosw.

dx 1+x dx X ou ov

1215, 2 __ %" oz e 4516 - 2 Z_ 2

E_(2e“+e”)z’ 5:_(2e“+e”)2 x x+y g_x+y'

1.2.12.

2 2 P
1217. Z 0 %y qaas ) Yo Xy _Yirwra gody 1 dy y(xer2)
Ox oy dx 1-xy dx Xy dx 2 dc  x(y-1)
2 2 - )
X X

1.2.19. 1 s = ;
) A’ (x+y+1)° ox 3xy—z 0y 3xy-z

3 2.2
2)@:10)0/+2z oz _15x7y 2yz;3)

0z _z(y—zsin(x+z)) 0z _ Xz )
ox  y*—6xz" oy y? —6xz° ox  xy+zisin(x+z) 8y xy+zisin(x+z)

0z _l-z(x+z)e”™ dz _ (x+2)(In(x+z)—xze
ox  x(x+z)e¥ -1 oy y(x(x+2z)e™ —1)

x-1_ y-3 z-4 x-1 y-1 =z

-2 -1 -2
X _y-1_Zz ; ) x—y-2z=0,—=—-=—";
4 0 -1 1 -1 -2

4 4
4)2X—Z—2:0, x__lzzzi, 5)x_3y+2Z+14:0, X+1:y—3:Z+2;
2 0 -1 1 -3 2

R 4 .
12222t a2 e e 20

x+p)" 77T et
" 4x . " 2xy " "o xz_yz " 2xy

=—0; )zl =—————, 2! =2 = =
Yy (x+y)3 ) xx (x2 +y2)2 2 V- (x2 +y2)2 Yy (x2 +y2)2
1.2.25. ",

22
S POV X)) 1226, 27 = (222 + 3z + De .

(T +yY)

12.27. d*z =L a* + Zavdy, d*z=2ax’ - > axay.

X X X X

xyz
) 1221, 1) 4x—dy—z-2=0,

; 2) 4x—z=0,

6) x+11y+5z-18=0, >

1.3.Bir necha o°‘zgaruvchi funksiyasini ekstremumga tekshirish
13.1. )z =z(1,-1)=-3; 2)z_ =z(L)=-1 3)z_ =z(L)=z(1,-1)=-2;

4)z, =z(\N2,~2)=2(—2,\2)==8; 5)z,. =z(1,-3)=17; 6)z,. =z(5.2)=230;

Nz, =z(4,4)=12; 8) ekstremum nuqtasi yo’q; 9)z,,. = z(%,%] = é;

min min
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10)z :z(—,—]:—i;m . =z(-4-2)=8¢2; 12) z =z(-2,0)=—2.

1'3'2' I)Zeng.kat. = 2(070) = 07 Zeng.kich. = Z(—2,0) = Z(Oa_z) = _4a 2) Zeng.kat. = Z(0a6) = Z(4a0) =12
Zeng.kich. = 2(273) = _7; 3) Zeng.kat. = 2(2’_1) = 13’ Zeng.kich. = Z(l’l) = Z(O’_l) =-1
4) Zeng.kat. = Z(4’2) = 64’ Zeng.kich. = Z(O’O) = Z(0’6) = 2(6’0) = Z(0,2) = 0’ 5) Zeng,kat, = 2(2’%] = %a

Zeng.kich.ZZ(l—%]:—%; 0) Zpgtur. =2 ( Nk \/—] 25 -3, Zopen = ( i \/—]— —24/5-3.

1.33. 1)z, =2z(13)=10, z, =z(-1,-3)=-10; 2)z . =z(2,2)=4, z,  =z(-2,-2)=-4

11 1
3z, =z-L-)=zQ) =1, z, =z(-1L))=zQ,-D)=-1 4) z_,. :Z(E,Ejzz,
5z, =2 (1 1] L . =2z(1,00=0; 6) z_ =2(0,-1)=0, z_, =z(0,1)=0,

BB AR e )2
{0 =—%7> B (A TP

1 L1 V2
. =2z(0,1)=2z(0,-1)=-2; 9 - =z(L1)=2;10 =z(42)=—; 1)z =z —,—|=—:;
12)z =zl =e134a=b=327, h _—”iV 135.x=y=z :#.
1.3.6. 1) y=0,74x+1,55; 2) y=211x+0,43.
2.1.1kki karrali integmllar
1 V25-)7
2.1.1. 1) (87;567); 2)(01); 3)(— ] 4)(4:64). 2.1.2. 1) j dx j F(x,)dy; 2) j dy [ f(x,y)dx;
sy
2
0 24x+1 3 J25-y7
3) [ax [ f(x.y)dy+ J dx J f@x,)dy; 4) J dy [ f(x,y)dx+ J dyj f(x,)dx + J dy J f(x, )dx.
-1 —2yx+4l 0 —2Jx+l W
e’ +1

1 1 26 51
2.1.3.1)2; 2)—;3 ;4)=In’2. 2.1.4.1) =—; 2)—;3)e—1)e"-1); H)n-2;
225Dy ) 205 L) e-1)e 1) 4

4

T—2J2 +1 9 T 1 8a° a’h? 20
5—;6—;7—;8—6—322;9 - 10 :11)22; 12)2In2; 13)187;
) 1 )4 ) )(e e+))105 )15 )3 ) )

14)49_” 15)21n3; 16)187; 17)— 18)37; 19)18; 20) 1. 2.1.5. 1) 3; 2) a—b; 3) 271—%;

4)5—6h1%; 5)3(z +2); 6)4; 7)3In3; 8)24x. 2.1.6. 1)13—” 2)—(5[ 1); 3) 42r; 4)

3
643 217 )L 2)871n2; 3)8; 4)%; 5) 3 6)8m: 7)@ 8)% 9) In3: 10)72.
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218.025:2)104. 2.1.9.x =2,y 221100 =3, 5 2% 21 =128 202,71 -4
4 3 3 2 5 T ,

2.2.Uch karrali integrallar

81 1 1 1 l6rx 64
22.1.1) -26; 2) e-1; 3 R 4) —. 2.22.1)4 2) —; 3)—; 4)8 5 —; 6)8; 7)—;
) =26:2) =1 3) s 4) ¢ )42 o Bs 8 UL 68 D

2
8322, 91287 100 U o3y Loy is: 3y 16 4) Fo 224, m= KT
135 5 105 12 128 4

PR? 2PR* 5
SPR™ . 2.2.8. 1 _ 324"

2.2.5. 0(00 )226 0(00 3R} 227, 1, =
3 8 S5g S5g
2.3.Egri chizigli integrallar

4
2.3.1. 1)375; 2)%; 3)5V5-1 4)16; 5)10; 6)2R; )

V2 5 8 2e—1
10)X2.2.32.1) -2:2) -2 3
) -2 -5 3

256 a3, 8) 27a2a; Ndr(1+4r?);

; 4) e’ +1; 5) gab(b—a); 6) a) 27R*; b) %; ¢) 12r;

3
& 24r 77 8

23.3. 1)-1; 2)zR*. 2.3.4. l)u:%x2+xsiny—cosy+C;

2)u = xy+esiny+C.2.3.5. % 2.3.6. % 23.7. 247. 238, 4ay. 239. T 23.10. n

2.3.11. zab. 2.3.12. 67a°.2.3.13. 21(a” +7b7). 2.3.14. %3
2.4.Sirt integrallari
2.4.1. 1)54414; 2)3*/650; 3)”35” 4)37; 5)8; 6)3?3. 2.4.2. 1)3; 2)1; 3)§ 4)4ra;
5)— 6)4HR3. 2.4.3. 1) dmabe, 2.4.4. 1)—R4
2) —47.2.4.5.1) 14; 2) 14l 2.4.6. 971 2.47. TR, 2.48. ”2;3. 2.4.9. */—;Th4.

2.5.Maydonlar nazariyasi elementlari

Vo, 2\/_
3

2

4)4410. 2.5.3.1) %; 2)%. 254.1) x=C,y, y=C,z2) x=C,e’, y=C,z%;

2.5.1. 1)V2; 2) % 5)2442 6) %; 70. 25.2. 1) 6 2)%; 3) 33;

3)3x*+2z*=C,, y=C,. 2.55.1) x=4nR’; 2) %. 2.5.6. 1) 1087; 2)4?”1?5; 3) 67R°H;;

4) z; 5) %; Tar. 2.5.7. 1) %; 2)2. 2.5.8.1) abr; 2)2r; 3) —8m; 4)18. 2.5.9.1) 6; 2) 5.
3.1.Birinchi tartibli differensial tenglamalar

3.1.1. mv' + kv’ =0. 3.1.2.mv' +kv=0. 31.3. mv' =mg —kv*.3.1.4. mv’—ki =0.
%
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305 '+ 2 20,3016 » - =22,
2

=, 318 1) xX*+y’=C*2)x* -y —-y=C;
X y y

3) y=C(x+1)e™™; 4) y=arccose™; 5) yz;; 6) tgx-tgy==+1; T)e*+e” =C;
sin x
%‘:C_Sing; 11) 41— y* =arcsinx + C;
1+ x?

3 : 1 -
. =C; 13)y=e¢ ?%; 14)y:2s1n2x—§; 15)y—x=Inxy; 16)y =+1+e*;

17)y=x+Ce™; 18)y=C+In|x+2y+2]; 19)4/4x-2y—-1+2In|2—,/4x-2y—-1=—x+C;

20) tg(y;x]:xfc+l'3'1'9' Dy=Cx*-x;2)y’ -2xy—x" =C; 3)y=x1n|5—f|;

8) x’+y°=3y=C; 9)sinycosx=C; 10) tg

12)

2 ¥

Dy+x>+y° =C; 5) 2);2 +In|yCl=0; 6)arctg

Y —n|Cx|; Te * =In|Cx|;

X

8) y = arcsin(Cx); 9)2\/E+ln|y|:2; 10) >’ =y> —x%* 1) x*+y  +xy+x-y=C;
y

12)(y+2)° =C(x+y-1), y=-2; 13)x+2y+5In|x+y-3]=C; 14) 2y—x—In|2x+y-1|=C.

310 1)z =2 2y =% 31 yzzzc(“g]. 3112, y=(x+ ).
X°—z 4z 2
lnCtgx‘
31.13. )y =x+DIn [ 2x + 1| +C2x + 1) +1; 2) y=1+—; 3) x=y> +Cy;
coSX
x _ 2
4)x:Cy2—l. 3.1.14. 1)y =x* + Cx?; 2)y:x1n|x|+£; 3)y:u; 4)y =sin x.
y X X
k
3.1.15. y=e¢ —x—1. 3.1.16. v="5|1-¢ » | 3.1.17. 1)y = ! :
k (x+D)(C+In|x+1))
1 C 1
2) y= 3y =xln|) 4y S y=— Gy
) ) y=x ‘x )y l+In|x|+Cx 4 (x+C)cosx )y (1+x”)cosx

X3 3111‘C
\/ X

3.1.18. 1) x* +2xy-2y° +C; 2)dylnx+y* =C; 3)x’ +2xy -3y =C; d)xe”’ —y* =C; 5)

txln|y|—cosy=C; 6) x* —x2y? +y* =C. 3.1.19. ) x -2 =C; 2)x2y +2x = Cy;
X

3)x—eVcosx=C; 4)x*>+sin’ y=Cx. 31.20. ) x=(1+p)e” +C, y=p’e”’;

2) x= et C, y==L3) y=p i p’, x=214 p7 —ln |1+ p? ~1+In | p|+C, y=0;
Vp-1 Vr-l
4) x=e"+C, y=(p-De”; 5) x=p’ - p+2, yZ%P4—%P2+C?

1
6)x=2p-In|p|, y=p’-p+C; 7) x=2In|p|-p, y=2p—§p2+C;
2

8) x=p*-p-1, y=§p3—%p2+C; 9)y:%x2+C,y:—2x—%+C;10) y=Rx+1+0)°.
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2
3.1.21. 1)x=Ce” -2(p+1), y=Ce’(p-1)-p° +2; 2)x——p—l ¢ —, Y= 1pz+ Cp

2 (I-p) 2 (1-p)*’
2 _ _
3)x = C .y, yziz; 4)x:C+1n|p|2 p’y:(C+1n|p|2p)p £ p.5) y=Cx—C*,
(p-1 (p-1 (p-1) (p-1
2
y wa y ; Mot D) y Cz, y= JZ y= ,y

3.2.Yuqori tartibli differensial tenglamalar
3.23.y'>0. 3.24.y' <x*. 3.2.5.1)y=xarctgx—In |1+ x” | +C,x + C,;

1 5 I . 1
2) y:gx3ln|x|—%x3+C]x+C2; 3) y:—gsm2x+5C]x2+C2x+C3;

4)y:$e3" +%C1x3 +%C2x2 +Cx+C,; S)yzi%q/(C]x—l)3 +C,; 6)y=Cx(In|x|-1)+C,;
1
2

7) y=-" +Cilnx[4C,: 8) =20 (6 ~4x+6)+ Gx+C,: 9) In

=Cx+C,, y=C;
y+C,‘ 1 25 Y

10)x=§y3+C]y+C2, y=C; 11) (x+C,)*-y*=C;; 12)x+C,=y+C,/In|y]|;
13)y=§+Clarctgx+C2; 14)y =(C, ln|x|+C2)x; 15) y? =§x3+C1x+C2;
G,

——, y=0.
cosz[x+C]]
2

3.2.6.1)y=—In|cosx|; 2) y=—xsinx—2cosx+x; 3) yzé(x3 —3x* +6x+4);

16) yzéf—%xz+C]xh1|x|+C2x+C3; 17)y:C2eC‘xz; 18)y =

4)y=§x2 2x—%; 5) ctgy=n—2x; 6) y=—In|x—1]; 7) y=3x; 8) y=e?.

3.3.Chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar
3.3.1. 1) chiziqli erkin; 2) chiziqli bog‘liq; 3) chiziqli bog‘liq; 4) chiziqli erkin.
332. 1) y=Cx+C,(x* =1); 2) y=Cx> +C,x"*; 3) y=Ce™ +C,xe’*; 4) y=C,sinx+C, cosx.
333. 1) y=

COSX | 0 SIX. oy = (C, = Cox)etgr +Cy: 3) y=Cie™ +Coe™s
X

4) y=C,sin2x+C,cos2x. 3.34. 1) y"—éy’+%y:0;2) y'+tgxy'=0; 3) y"—6y"'+9y=0;
x x
4) 49" +9y=0. 3.3.5. 1) y=Ce™ +C,e*;2) yzC]e“"ﬁ)x +Cze(]+ﬁ)x; 3) y =(C, + Cx)e™;
1
4) y=(C,+C,x)e 7 ; 5) y=e(C,cos5x+C,sin5x); 6) y:ex(C] cos§+C2 sin%];

7) y=C, +C,e* +C,e™; 8) y=C,e* +e”*(C,cos3x + C, sin 3x);
9) y=(C, +C,x)cos2x+(C, + C,x)sin 2x; 10) y=C, +C,x+C,x* +&>*(C, + C,x).
3.3.6. 1) y=de™ -3¢™; 2) y=xe'; 3) y=2+e; 4) y=2e" +(x-1)e".
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3.4. Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar
34.1.Y =C,x> +C,x +xe*. 3.4.2.Y =C,x* +C,x* +%x. 3.43.Y =(C, +C,x)e" +%xze" +ie"".

344.Y=C, +Cye™ +%e" +%x3 —x*+2x. 3.4.5.1)Y =(C, +C,x)e" + x(Inx —1)e”;

2)Y=C,+C,e" —sine”; 3)Y =C, cosx+C,sinx+sinxIn |sin x| —xcosx;

4)Y = C, cosx +C, sin x + . 34.6. Y=Ce*+C,e*™ +y,, Ny, =e"; 2)y, =3xe™;

2cosx
3)y, =e'(2x* +x); 4)y, =e*(cosx —sin x).
3.4.7.1) y=A+(A4,x+B,))e +x-((4,x* + B,x + D,)cosx + (A4;x* + B,x + D,)sin x);
2) y=A+x(Ax+B,)e" +e* (4, cosx + B, sin x);

3) y=x(Ax+B) +(4,x> + Bx+D,)e* +x-((4,x + B,)cosx + (4,x + B,)sin x);
y 1 1 1 2 2 3 3

4) y=Ax* + x(4x+ B))e* +(A,x+ B,)cosx + (A, x + B;)sin x. 348. 1)Y=C +C,e +x" +x;

2)Y =(C, +C,x)e* +x+6; 3)Y =e*(C, cosx +C, sinx)+%(x+1)2; 4)Y =C, +C,e™ —x* - x’ —%x;

5)Y=C,+Ce™+e"; 6)Y=Ce" +C,e" —%xe""; 7Y =(C, + C,x)e” +%x3e";
8)Y =C, +C,e" +%(2x2 -x)e*;  9)Y =(C, +C,x)e" +%sin X;
10)Y =C,e* + C,e™ +%(5cos3x—sin 3x); 11)Y=C, cosx+C, sinx—%x2 cosx+%xsin X;
2x 1 14 2 5). x 6x 1 x :
12)Y=C, +C,e™ —=| x+— |[cosx—=| x+ = [sinx; 13)Y =C,e" +C,e™ + —e"(5cosx —sin x);
5 3 5 3 26
3x -3x 1 3x : 2x 3x 1 X 1 2 5 19
14)Y =Ce™ +Ce™ +—e*(6sinx—cosx); 15)Y=Ce™ +C,e”" +—e" +—| x" +=x+— |
37 2 6 3 18
16)Y =C,cosx+C, sinx+%(x—1)ex +e " 1Y =C +Cyx+Cie " +xe";
18)Y =C, +(C, + C;x)e* +éx2(x—3)ex; 19)Y =C,e* +C,e™ +C,cosx+C, sinx+%xe";
20)Y=C,+Cyx+Cse" +Cie™” —%x3. 3.4.9.1)Y =C,e* +C,e" +ezx(x—ln(ex +1)>
2)Y =(C, + C,x)e" +%e"(\/4—x2 +xarcsin%].
3.5. Differensial tenglamalar sistemalari

351.1)y' =y, ¥y =2y, -3y; )y =y, ¥y =y Vs=ys+y,—xy; 3) y| =cosx+sinx—y,,
Vy =4cosx+3sinx+3y, —4y,; D)y =yi, Vi =V4 Vi =Vss Vi =2V =Yy, Y=Y -V, HX
35.2. 1)y, =Cyx, y, :i\/C2 —(1+CHx*; Dy, =Ce* +Cre™ —1, y, :i\/Cle’C -C,e™ —x;

C C
3) y, =C,Ce™, vy, =C,e™; 4)y, =Cx——2, y,=—Cx——2; 5) y,=Ce " +C,e™,
1 12 2 2 X X
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y, =Ce ™ +3C,e” +cosx; 6)y, =C,+C,e +e*,y, =C,—C,e ™ +e*. 3.5.3. 1)y, =2sinx,
2 1 2 1 1 2 2 1 2 1

y, =€ +sinx—cosx, y; =e’ +sinx+cosx; 2) y,=e -1, y,=(1+x)e" —x, y, =x(e" -1).
X -X X —x C] ﬁ —ﬁ C] ﬁ _L
354. 1)y, =Ce"+C,e™, y,=Ce" —C,e™; 2)y, :C—e2 +C,e 2, y, :C—e2 -C,e 2,
2
C,+C,—x C,-C,+x
3y, =Cy, =0, x+y,=-2y,=Cy; 4) y =—F——,y, ===, 5)x+y+y,
\/2(C2 _x) v 2(C2 _x)
X +yl+ys=C,;6) y,-Cy,=0,x>=C,y,(x* +y]). 3.5.5. 1)y, =Ce* + C,e",
=Ce™ =2C,e"; 2)y, =3Ce™ +Ce™, y,=Cie* +Ce*™; 3)y, =e*(C, +C,x),
v, = et —2Cx-C,-2C,); 4) y,=e"(2C,+C,+2C,x),y, =e *(C, +C,x);
5) y, =e"(C,cosx+C,sinx), y, =e*(C,sin x—C, cosx); 6) y, =e”*(C, cosx+C, sin x),

:Cl,

y, =e*(C,sinx—C, cosx); 7) y, =C, +3C,e**, y, =-2C,e** +Cie™, y, =C, + C,e’* —=2C,e™";
8) y,=Ce " +Ce®™ +Cie™, y,=Ce ™ +C,e** —Cie™, y, =-Cie”* +2C,e™";
Ny =Ce" +Ce"+x-1, y,=Ce"—Ce” —x+1; 10)y, =C,+C,e" +§e" —x+1,

1 2 5 1 1
=—C,e"+—e"+x-1; 1)y, =2Ce*™ +C,e™ —Zx——, =Ce” +3C, e ——x——;
Y 2 > ) 3 13 Y ! ) > T

. 1 . 1
12) y, =C,cosx+C, smx+1—5e", v, =C,sinx-C, cosx+x+5e".
4.1. Sonli qatorlar

11 1 1 1 1 . . 3
41.1.1)—; 2)—; 3)—; 4)—; 5)1; 6)—:; 7)uzoglashadi; 8)uzoqglashadi; 9)—; 10) §;
)it D) 92 L 6)2: 7) uzoglashadi; 8) uzoq )25 10)

11) uzoglashadi; 12) uzoqlashadi. 4.1.2. 1) yaqinlashadi; 2) uzoqlashadi; 3) yaqinlashadi;
4) yaqinlashadi; 4.1.3.1) uzoqlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) yaqinlashadi; 4) yaqginlashadi.
4.1.4.1) yaqinlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) uzoqglashadi; 4) uzoqlashadi. 4.1.5.1) yaqinlashadi;
2) yaqginlashadi; 3) yaqinlashadi; 4) uzoqlashadi. 4.1.6.1) yaqinlashadi; 2) uzoqlashadi;

3) uzoqlashadi ; 4) yaqinlashadi. 4.1.7.1) yaqinlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) uzoqglashadi ;

4) yaqginlashadi; 5) yaqinlashadi; 6) yaqinlashadi; 7) yaqinlashadi; 8) yaqinlashadi;

9) yaqinlashadi; 10) yaqinlashadi. 4.1.9.1) yaqinlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) yaqinlashadi;
4) a > 0da yaqginlashadi, o <0 da uzoqlashadi; 5) uzoqlashadi; 6) uzoqlashadi.

4.1.10. 1) absolut yaginlashadi; 2) absolut yaqinlashadi; 3) absolut yaqinlashadi;

4) shartli yaqinlashadi; 5) shartli yaqinlashadi; 6) uzoqlashadi; 7) uzoqlshadi;

8) absolut yaqinlashadi; 9) absolut yaginlashadi; 10) absolut yaqinlashadi.

4.2. Funksional qatorlar

4.2.1. 1) (—o0;—1) U (I;+0); 2)(—0;0); 3) (—% %) 4) (2;12]; 5) (—o0;+0); 6) (e;+0).

4.2.2. 1) (-o0;40); 2)[-2;2]; 3) (—oos+0); 4) [-3;3]; 5) (—oo3+0); 6) (—o;+0). 4.2.3. 1)[-3;3);

2)[—1 %] 3) [-2:2); 4)(—£ i], 5)(=eze): 6)(=L1]; 7) [=3=1]; 8) (=6:-2];
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9) (—10:410); 10) [-2:2]; 11)[=2-+3:-2++3] ; 12) [—l %} 13){0}; 14)(0:4).

4.2.4. 1) arctgx, |x|<1; 2) —%ln‘l—x Jx|kly 3) ——— (1 - ) |x|<%; 4) (11_"';)3 | x|<1.
4.2.5. f(x)=8—-18(x+1)+18(x +1)* =8(x +1)° + (x +1)*.
4.2.6. f(x)=3(x=1)+7(x=1)> +9(x 1) +5(x =1)* + (x—=1)°. 4.2.7. 1)i3f], (=4:4):;
o (=1)"2" x"™ [ 3 3) o (<1)" (4" +3")x" [ | 1]
2 — |-z 3 -11); 4 s | T b
0 2n 2n+l 0 24n—3 2n
n=1 n):
0 x2n+] ®© xn
4)8,0411.4.2.9.1)C+ > (-1)" , (—00;40);2) C+1n , (=00 0;+00);
) ) nZ:O( ) 2t D2n+ 1] (—o05+0);2) C + |x|+n§,n " (—00;0) U (0;+20)
® 4n+1
3) Z( 1)”"“ L1 4) Y (1) ——— (—oo00). 4.2.10. 1)0,2398; 2)0,2449; 3) 0,1991;

=0 Qn)!(4n+1)
x> 5 3.

4)0,7635. 4.2.11. 1) y(x) = 1+ x + x7 +§x3; 2) y() = 1425 =22

3 4 5 2 3 5

X X X x
3 S P A S+t 4020201 1"“
) y(x) PIEYRITE ) ¥(x) > % 10 )nZO( )
22" (2n -1)!Ix>""
s T ;+ .
)Z 2n+1)! (Fo0s420)

4.3. Fure qatorlari

43.1. 1) f(x)_7+4z( )" COS”’“, 2) f(x)= z( )" (12 27; ]sinnx;

sin nx.

3) f(x):£+2( 2((—1)”—1)cosnx+—(—1)”” sinnx) 4) f(x)= 7r+22
- n

16 & sin(2n —1)x T | 2 B el SINAX
5) f(x) = ﬁ§—2 5 6) f(x)—4+;( P LCIEDE ]
__1 12 & (211—1)71’ ) _ _2&sin2nmx,
Nf@=-5+ 533 _1> w8 f=1- TR
3 62 1 (2n D
NS0 =3 71,,2‘(211 po
_3 33 2n-Dmx  (-1)" . nm ) :ﬁ‘” cos(2n+1)x_
1) /&= nz,( 7r(2n R T ] 0= 2= oy
12) f(x)—§+ i(( 1! S(zn—l)mc_ 22 Cosnﬂx]; 13) f(x) =2 Z( pyre SR sin nmx_
4 73\ 2n-1 2 n°rw 2 o n
S (= 1)”“ sin nx 4s1n(2n+l)x N
14) f(x)—22(7r 7; n 1) ] 4.3.2.1) o 2) 1
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