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Respublikada «Ta’lim tog'risida»gi, «Kadrlar tayyorlash milliy
dasturi» haqgidagi qonunlarni isloh qilish yetuk kadrlar tayyorlashda
oliy o‘quv yurtlari oldiga ham bir gator vazifalar go‘ymogqgda.
Jumladan, talabalar foydalanayotgan o'quv adabiyotlarini qaytadan
ko‘rib chigishni tagozo etmoqda. Shu nuqtayi nazardan garab kasb
ta’limi vo'nalishidagi talabalar uchun oliy matematika fanidan o*quv
go‘llanma yozishga chtiyoj tug'ildi.

Kasb ta’limi yo‘nalishidagi talabalarning kasb egallashida
o'rganadigan dastlabki fanlaridan biri oliy matematika fani hisoblanadi.

Oliy matematika fani talabalarni fagat matematikadan ma’lumotlar
majmuasi bilan tanishtirib golmasdan, balki talabalarni mantigiy
fikrlash, matematik uvsullarni amaliy masalalarni yechishga tatbiq
qilish, shuningdek, kasbga xos masalalarning matematik modellarini
qurish va shunga asosan xulosalar chigarishni ko‘zda tutadi.

O*quv go‘llanmaning texnika oliy o‘quv vurtlari uchun yozilgan
o‘quv go‘llanma, darsliklardan fargi uning vozilishida, fanning
o‘qitilishi uchun o*quv rejasida o*quv soatlarning kamligini hisobga
olinishida, bayon gilinishida, sodda berilishida hamda mavzularning
misol va masalalar bilan, o°z-o‘zini tekshirish savollari bilan ta’min-
langanligidadir. Shuningdek. ayrim mavzular gisqa, ba’zi bir
teoremalar isbotsiz keltirilgan.

O‘quv go‘llanma universitet va pedagogika institutlarining kasbiy
ta’lim mutaxassisligi yo‘nalishi uchun «Oliy matematika» fani
dasturiga asosan yozilgan bo‘lib, unda analitik geometriya va chizigli
algebra, matematik tahlil, bir o*zgaruvchili funksiyalarning differensial
va integral hisobi, ikki o‘zgaruvchili funksivalar, differensial tengla-
malar, qatorlar, karrali integrallar, ehtimollar nazariyasi elementlari
bayon etilgan.

Qo‘llanmaga mualliflarning Al- Xorazmiy nomli Urganch Davlat
universitetining kasbiy ta’lim guruhlarida ko'p villar davomida o*qigan
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ma’ruza va amaliy mashgulotlar materiallari asos qilib olindi.
Shuningdek, shu sohaga tegishii mavjud o‘zbek va rus tilidagi
adabiyotlardan keng foydalanildi. Foydalanilgan adabiyotlar ro*yxati
kitob oxirida keltirilgan.

Mualliflar go‘lyozmani o°qib, o'z fikr-mulohazalarini bildirgan fizika-
matematika fakulteti dekani, fizika-matematika fanlari doktori, professor
0. Hasanov, fizika-matematika fanlari doktori, professor Sh. Norimov,
dotsentlardan Sh. Qosimov, R. Karimov, Nizomiy nomli Toshkent
Davlat pedagogika universiteti dotsenti M. Madrimovlarga o*zlarining
chuqur minnatdorchliklarini bildiradilar. Mualliflar go‘llanma hagida
bildirilgan fikr va mulohazalarni minnatdorchilik bilan gabul giladilar.

Mualliflar



I-bob. CHIZIQLI VA VEKTORLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

1.1. CHIZIQLI TENGLAMA, CHIZIQLI
TENGLAMALAR SISTEMASI

X,, X,, ..., X, o'zgaruvchili chizigli tenglama deb ushby
ﬂ,.tlﬂl* ar\':+ e @ X = C (1)
ko*rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda a,, a,, ..., a, sonlar tengla-

maning koefTitsiyentlari — o‘zgarmas haqiqiy sonlardir. Ushpy
@ X +apX; +...+a,x, =C,

ay X, ¥ X +...+ @y, %, =C,,
(2)

AuX+apX+...+a,,x,=C,

ko'rinishdagi sistemaga esa # o‘zgaruvchili » ta chiziqli tenglamalar
sistemasi deyiladi.

n =1,3 bo‘lgan hollar uchun biz bu sistemaning yechimlarini
topishni o‘rta maktab kursidan bilamiz. Sistemani yeChishning ikki
usuli bor: o‘rniga go‘yish va noma’lumlarni yo*qgotish usullarj

1.1.1. IKKI NOMA'LUMLI CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASI. IKKINCHI TARTIBLI DETERMINANT

Ikki va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini yechish
orgali ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar “‘Shllnchasiga
kelamiz.

Ikkinchi tartibli determinant tushunchasiga ikki noma’lumli ikkita
chizigli tenglama sistemasini yechish orqali kelinadi. Aytaylik, yshbu

{mx+hy=q-

ax + by =¢, (h

chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin, bunda noma’fymfar
oldidagi koeffitsiyentlardan kamida bittasi noldan fargli bo‘lsjp (N
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sistema tenglamalaridan birinchisining har ikkala qismini b, ga,
ikkinchisini esa —b, ga ko'paytirib, ularni hadma-had qo’shib,
quyidagini topamiz:

(ab,— ab)-x=cb,— chb,

Shundan keyin birinchi tenglamaning har ikkala gismini —a, ga,
ikkinchi tenglamaning har ikkala gismini esa g, ga ko'paytirib va
hadma-had go‘shib,

(ab,—ab) y=cua - ca,

ni topamiz.
Agar ab,— a,b#0 bo'lsa, (1) sistemaning yechimlari mavjud
bo‘lib, bu yechlm quyxdagwha topiladi:

- ab-oh . G-y

= ab-ah Y= har-ba, (2)

ab,— a,b, = 0 bo'lgan hol keyinroq alohida garaladi. (1) sistema-
ning x va y o‘zgaruvchilari oldidagi koeffitsiyentlaridan ushbu

a b
[az b}] (3)

jadvalni tuzamiz. Odatda bunday jadval marritsa deb ataladi.
Bunday ko‘rinishdagi ifodalar matematikaning turli sohalarida
ko‘p uchrab turadi. Shuning uchun ular uchun maxsus belgilash va
nomlar Kiritish magsadga muvofigdir.
A=ab,- ab, son (3) matritsaning determinanti deyiladi va u
quyidagicha belgilanadi:

: 1' yoki Azdel[: l] (4)

a, b, a, b, sonlar (4) determinantning elementlari deyiladi. Bu
determinantning ikkita satri va ikkita ustuni bor: a,, 4, sonlar birinchi
ustunni, b, b, lar ikkinchi ustunni tashkil giladi.

Xuddi shunday birinchi satr elementlari: a,, b,, ikkinchi satr
elementlari a,, b, dan iboratdir.

a,vab, elementlar bosh diagonal elementlari, a, va b elementlar
yordamchf diagonal elementlari deyiladi.
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Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinantni hisoblash uchun
pbosh diagonalda turgan elementlar ko'paytmasidan yordamchi
diagonalda turgan elementlar ko'paytmasini ayirish kerak, ya'ni

a b
a, b,

=ab, - a,b.

M isol. Quyidagi determinantlarni hisoblang:

3 -5 cosa —Sina
1) : 2 : (.
1 =2 Sing —cosa

Yechish. Ikkinchi tartibli determinantni hisoblashning
yuqoridagi goidasiga ko‘ra topamiz:

I =5
1) ]3 S[=3 (D15 =645 =1;
cosa —Sina . . ) . 3
2) | = COSa-Ccos a—sin a(-sina) = cos a+sin“a=1.
sina + cosa
1.1.2. UCHINCHI TARTIBLI DETERMINANT
Ushbu

ax+hy+cqz=d,

ax + by + ¢,z = d,,

ax + by +c,z=d,
tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Xuddi ikkita chizigli
tenglamalar sistemasidagi ikkinchi tartibli determinant tushunchasiga

o‘xshash, bu yerda uchinchi tartibli determinant tushunchasini kiri-
tamiz. Bu sistema koefTitsiyentlaridan tuzilgan uchinchi tartibli kvadrat

matritsa berilgan bo‘lsin:
a b ¢
a; b, c; - (1)
ay by ¢
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(1) matritsaning uchinchi tartibli determinanti deb
A=ab,c,+abe +abe,—abe —abe,—abc, (2)

songa aytiladi. Ikkinchi tartibli determinant bo'lgan holdagi sim-
volikadan foydalansak, bu determinant tubandagicha belgilanadi:

a b ¢l a b ¢
A= a; b, c‘i =det a; b, c; I
a; by ¢ ay by o

(2) dagi har gaysi ko‘paytma determinantning hadlari deyiladi.
Hadlar oldidagi ishoralarni esda saglash qiyin emas. Agar biz (2) ga
kiruvchi musbat hadlardagi uchta element ko‘paytmasini tashkil
qiluvchi elementlarni punktir chiziglar bilan tutashtirsak, u holda
esda saqglanib goluvchi sxema hosil bo‘ladi (1-a chizma).

Xuddi shunday manfiy ishoralar bilan (2) ga kiruvchi ko’paytmalar
uchun ham sxemaga ega bo‘lamiz (1-5 chizma).

Qulaylik uchun determinantning elementlarini ikkita indeksli bitta
harf bilan belgilash gabul gilingan bo'lib, bu indekslar element turgan
satr va ustunlarning nomerlarini: birinchi indeks har doim satr nomeri-
ni, ikkinchi indeks esa ustun nomerini ko‘rsatadi.

Masalan, a,, hadning indeksi uchinchi satrning ikkinchi ustuni
elementi ekanini bildiradi. Bu belgilashlardan foydalanib, uchinchi
tartibli determinantni quyidagicha yozish mumkin:

a, b, ¢;
A=ay by ¢
ay by oy




Misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

1 2 3 a | a
B0 1 =1|; ) (-1 a 1
2 4 5 a -1 a

Yechish. Yugoridagi sxema va (2) formulaga ko‘ra topamiz:

[ 2 3
D0 -1 =1-1-542-(-1)-2+3-0-4-2-1-.3-1-4-(~]) -
24 5
~5.2.0=-1
a |1 a
) =1 a Vl=a-a-a+l-1-a+a-(=1)-(-)-a-a-a+
a -1 a

+1-1ca+l-1.a=4a.

1.1.3. DETERMINANTNI BERILGAN USTUNI YOKI
SATRI ELEMENTLARI BO*YICHA YOYISH

n ta satr va n ta ustundan iborat ushbu kvadrat jadval berilgan
bo‘lsin:

ay Gy ... Gy,
a4y an - G,
Ay Gpy oo Ay,

Bu jadvalga n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi. i-satr va j-ustup
kesishgan joyda turgan elementni a, bilan belgilaymiz, Bjz
determinantni berilgan ustuni yoki satri elementlari bo‘yicha yoyishda
soddalik uchun i, j=1. 2, 3 giymatlar bilan chegaralanamiz.
Boshqacha qilib aytganda, uchinchi tartibli kvadrat matritsa bijan
shug‘ullanamiz.

Determinant elementining algebraik to‘ldiruvchisi tushunchas;-
ni Kiritamiz. Ushbu

a, b, ¢,
ay by ¢y (1
ay, by oy

determinantning a, elementini olaylik.
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Ushbu -, - TR
A= (-Di*%-A, ' (2)

son a, elementning algebraik to ‘idiruvchisi deyiladi. Bu yerda A, —
ikkinchi tartibli determinant.

U berilgan determinantdan /-satr va k-ustun elementlarini
o'chirish orqgali (o‘chirilmay golgan ¢lementlardan) hosil bo‘ladi.
A, determinant a, elementning minori deyiladi. Aytilganga ko‘ra a,,
elementning algebraik to‘ldiruvchisi quyidagidan iborat bo‘ladi:

an ) _
a3 Gyl

M ‘113;
a3 i

da, agp

Ay = (=)’ minori A, =

) dy

Xuddi shunday a, ning algebraik to‘ldiruvchisi:

a, 4 ‘a a
12 13 12 13
A21 _ ( l)2+]l !
|

@3y s

432 33

Determinantni berilgan satri yoki vstuni elementlari bo'yicha
voyishdan foydalanib, ularni hisoblash ishini osonlashtirish mumkin.
Quyidagi tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Determinant istalgan satri yoki ustuni elementlari bilan
shu elementlar algebraik 1o ‘ldiruvchilari ko ‘paytmalarining yig ‘indisiga
teng:

a a, 4
_ 1+2 |92 93 242 [0 43
A =a,(-1) + @y, (-1)
:;3« 031 033 a:” 033 TR ‘
i f\ '
) a, o
phae 302 (% Q3| _ ,
T a5 (1) = G Ay + O Ay + G334y,
SR Gy Gy :

Teorema yuqori tartibli determinantlar uchun ham o‘rinli ekanini
gayd qgilib o‘tamiz.

Misol. Quyidagi 3-tartibli determinanini 1-satri clementlan
bo‘yicha yoyib hisoblang:




Yechish A“i 21 _]] =(~)*! ~3 1 +2(=1)"? 2 1 %
"3 o5 2l -5 32
|§ 2 "I
+(=1) 3 5=(—2+5)—2(4-3)+(_10+3)=
=3-2-7=-6.

1.1.4. DETERMINANTNING XOSSALARI

1. Determinantning hamma ustunlarini uning mos satriari bilan
(voki aksincha) o'‘rnini almashtirishdan determinanining qiymati
o ‘zgarmaydi, ya 'ni

Gy Gy G Gy Gy Gy
@y Gy Gy = |G, Gy 4y
Gy Gy Gy Gy Gy Gy

Isbot. A— berilgan determinant, A* esa A dan uning satrlarini
mos ustunlar bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan determinant bo‘lsin.
A ni birinchi satr elementlari bo'yicha yoyib chigamiz:

£ £ | | | | ]

_.a” 12131 |Gy 4y @y Gy |Gy Gy
A=y Gy ayl=ay, | =~y T+ ay .
ay, Gy, ay, |3 Ay 4y Ay [ @y 3

Endi A* ni birinchi ustun elementlari bo‘vicha voyib chigamiz:

Gy @y 4y (@yy Gyl | (@y, Gyl
[n Gy 3| . 2

As=a, a, a; =a),| N=img| " "Plagy| T * .
Gy Gy; Gy |93 | @ Gy (@3 @y

Demak, A = A* .

2. Determinantning istalgan ikkita satrining (yoki ikki ustunining)
o'‘rinlari almashtirilsa, determinantning faqat ishorasi o‘zgaradi.

Masalan, agar birinchi va uchinchi satrlarning o*rinlarini almashtirsak:

ay Gy a4y @y, Gy, ay
|Gy Gy 4yl == 4y 4y an!,
Gy Gy Oy ay G G

3. lkkita satri yoki ikkita ustuni bir xil bo'lgan determinantning
givmati nolga teng.
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4. Biror satr (yoki ustun) elementiarining umumiy ko'paytuv-
chisini determinant belgisidan tashqariga chiqarish mumkin.
Isbot. Aytaylik, determinantning ikkinchi satr elementlarl
umumiy ko‘paytuvchiga ega bo'lsin:
4, 43 Gy
kay,, kay kay|.
ty dyp a4y

- Bu deteminantni ikkinchi satr elementlari bo‘yicha yoyamiz:

a4, 4y al
ka,, ka,, kay
a4y iy Oy

5. Agar determinant biror i-satr (ustuni)ning har bir elementi ikkita
qgo shiluvchining yig'indisidan iborat, ya'ni a, = b, + ¢, (k = 1, n) bo ¥sa,
u holda berilgan determinant shunday ikkita determinanming yig ‘indisiga
teng bo‘ladiki, bu determinantlarming i-satridan boshga sairlari dastlabki
determinantnikidek bo‘ladi, ularning biridagi i-satr elementlari b,
elementlaridan, ikkinchisi esa ¢, elementlardan iborat bo ladi.

Masalan,
|
}al+ml a, +m, a;+my a G, O my my|
b b, b |=| 4 bz bz bl b b
} G L) G € 6 0 O G G

6. Determinanmning biror ustun (satr) elementiariga boshga ustun-
ning (satrning) bir xil songa ko ‘paytirilgan mos elementiarini go ‘shish-
dan determinantning qgiymati o‘zgarmaydi:

i a, @, @ la,+ka, a, ‘713} a4, a5y 4y
ay Gy ay|=|@y t+kay @ ap=lay @y ap|+
ay Gy ay| @y tkay ayp app |4y Gy dy

3 Gy 0y a 4q; a3
Qyy Qy U3 = dy thy M)
Gy Gy Gy | @y a4y ag|

+k

7. Determinantning biror ustuni (satri) elementlarining boshga ustuni
satri elementiari algebraik to ldiruvchilari bilan ko ‘paytmasining

yig‘indisi nolga teng.
Bayon qilingan xossalar yuqgori tartibli determinantlar uchun ham
o'rinli.
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1.1.5. DETERMINANTLARNI IKKI VA UCH
NOMA'LUMLI CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINI
TEKSHIRISHGA TATBIQI. KRAMER FORMULASI

Ushbu
ax+by =, n
ax + by = ¢
tenglamalar sistemasini analitik usulda tekshirishga o'tamiz, bunda
(1) sistema yechimga ega deb faraz gilamiz. Yuqorida aniglangan-
lardan foydalanib, quyidagilarni yozish mumkin:

a bl' ¢ b a ¢
ab, —ah = e, -0 = S T N, X, .
| b = & by — )b & b 162 — 4G, a ¢

Ushbu

16 b ; J:I“l G ()
¢ b a ¢
belgilashlarini kiritamiz,

bu yerda: A — (1) sistemaning asosiy determinanti deyiladi, A
determinant esa A ning birinchi ustun elementlarini ozod hadlar ustuni
bilan almashtirish orqali, A esa A ning ikkinchi ustun elementlarini
ozod hadlar ustuni bilan almashtirish orqgali hosil gilingan.

1. Awal A=0 bo‘lgan holni gqaraymiz. Bu holda (1) sistema har
doim yagona yechimga ega.

2. A =0 bo'lsin, u holda yordamchi determinantlardan hech
bo‘lmaganda bittasi noldan fargli bo'lsa, (1) sistema bitta ham
yvechimga ega emas.

Shunday qilib, A = 0 bo‘lganda va A_yoki A yordamchi deter-
minantlardan kamida bittasi noldan fargli bo'lsa, {f) sistema yechimga
ega emas.

Odatda, bunday holda berilgan sistemaning tenglamalari birga-
likda emas deyiladi.

3. Nihoyat, A =0 va A = A = 0 bo‘lsin. Bu holda birinchi teng-
lamaning koeffitsiventlari ikkinchi tenglamaning koeffitsiyentlariga
proporsional bo‘ladi va (1) sistema cheksiz ko ‘p yechimga ega bo'ladi.
Yuqorida aytilganlarni yakunlab, quyidagi xulosalarni chigarish
mumkin: (1) sistema yagona yechimga ega bo‘lishi uchun uning
determinanti noldan fargli bo‘lishi zarur va yetarli:
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s

: A= a b =0 o
a, bl '
A = 0 bo'lganda (1) yagona vechimi quyidagicha topiladi;
ah a0
x:ﬁ:____czbz; y:-&l-zazcz.
T i 8 a6 4 a bl Eag Y
- @ b an b .

Bu Kramer formulalari deyiladi.
Misol. Ushbu tenglamalar sistemasining barcha yechimlarint
toping:

x+3y=4, p
oy =1
' Yechish. Sistemaning determinantlarini topamiz:
1 3‘ ) 4 3 . 1 4
A= =-1-6=-7; A = =-7. A,= =7 -
|2 -1 S ‘1 -1 Y2

A = 0 bo‘lgani uchun, sistema yagona yechimga ega. Kramer for-
- mulalariga ko‘ra:

& 7 & - e

" 1.1.6. UCH NOMA'LUMLI UCHTA CHIZIQLI
e TENGLAMALAR SISTEMASI

RTINS
Uch noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasini tekshi-

rish bilan shug‘ullanamiz. Chiziqli tenglamalaming ushbu

ayX +a,y + a2 =4, )

MyX+apy+apz=d, )

Gy X+apy+apz =d, |

sistemasi berilgan bo‘lsin. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan
tuzilgan determinantni A bilan belgilaymiz;
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.

ay G 4ay
Gy ayn Gy,
ay Gy Oy

A=

- yordamchi determinantlarni tuzamiz:

d, a, a; a, d, a; a, a, d,
Ac=dy ay a5 A= ay dy ays A= a4y ay 4.
d; ayy Ay dy, ‘{1 sy ay Ay ‘!;

Berilgan sistema x, y, z vechimga ega bo‘lsa, bu yechimni topish
uchun quyidagi formulalarga ega bo‘lamiz:
_Ax. By, 4
XERr I=3 z"z- (3)

Quyidagi hollar sodir bo'lishi mumkin:

1. A # 0, bu holda (3) formulalardan (1) sistema bitta yechimga
ega ekani kelib chigadi.

2.A=0 vaA,A, A determinantlardan aqalli bittasi noldan
fargli. Bu holda (1) sistema yechimga ega bo‘lmaydi.

3. A=A =A = A =0,buholda (1) sistema cheksiz ko‘p yechimga
ega bo'ladi.

I-misel. Ushbu uch noma'lumli uchta chizigli tenglama siste-
masini yeching:

2x+3y+2=2,
3x-y+2z=-3,
x+y-3z=4.

Y ¢ ¢ hish. Berilgan sistemaning asosiv determinanti va yordamchi
determinantlarini tuzamiz:

2 3 ]
A={3 -1 2|=6+3+6+1+27-4=39320,
1 1 -3
12 3 1]
A,=1-3 -1 21=6-3+24+4-4-27=0,
4 1 -3
2 2
A, =13 -3 23 =18+12+4+3-16+18=239,
N
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fad
o]

2
A.=3 -1 -3 =-8+6-9+2+6-36=-39.
S r 4

Demak. A # () bo'lgani uchun sistema yagona vechimga ega. Bu yechim

A A. -39
quyidagidir: \‘-%:%zﬂ:}ﬁ A‘ :12:1: Z= = 3-:; =-].
Javob: (0. 1. —=1).
2-misol. Ushbu sistemani yeching:

x=5y+2z=1,
Ix-25y+6z=17,
9x -45y + 18z = -3.

Yechish. Bevosita hisoblash orqali A =A =0; A #0; A #0
ekaniga ishonch hosil gilish oson. Bundan ko* nnadikl sistema
yechimga ega emas.

O*z-o0'zini tekshirish uchun savollar

1. Ikki va uch noma'lumli chizigli tenglamalar sistemasini yechish usullari
to'g'risida aytib bering.

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlarni hisoblash formulalarini yozing.
Determinantning xossalarini avtib bering.

Determinant biror elementining algebraik to'ldiruvchisi va minori nima?
Determinantning biror satr yoki ustun elementlariga ko'ra yoyish ganday
bajariladi va ganday magsadda ishlatiladi?

bt ol

1.2, VEKTOR. VEKTORLAR USTIDA AMALLAR.
NUQTANING VA VEKTORNING KOORDINATALARI

1.2.1. YEKTOR. NOL YEKTOR. VEKTOR

UZUNLIGI, QIYMATI VA YO*NALISHI
Agar kesma oxirlarining tartibi e’tiborga olinsa, u yo‘nalgan
hisoblanadi. Agarﬁuldin A nuqta, keyin B nuqta berilgan bo'lsa, u
holda A micsta AB yo'nalgan kesmaning boshi, B nuqgta esa oxiri
deviladi. AB yo'nalgan kesma ustiga chiziq go'yish bilan belgilanadi.
Oddiy kesmaning uchlari teng huquqli bo'lib, ular tartibining
ahamivati yo'q. Yo'nalgan kesmada esa boshi oxirining o rmldn

almashtirilishi bilan ularning yo'nalishi o‘zgaradi. Yo‘nalgan AB
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k 3

2-chizma. J-chizma.

.
kesmaning uzunligi deb [A4B] kesmaning uzunligini aytiladi va | AB |
bilan belgilanadi. Yo'naltirilgan kesma vektor deyiladi. Vektorlarni
belgilashda biz uslxga strelka go‘yilgan kichik lotin harflaridan
foydalanamiz: a, b. . (2-chizma). Ba'zan vektorlarni kesma
oxirlarini ko‘rsatuvchi o sha harflar bilgl ham belgilanadi. Masalan,

vektorni 3-chizmada ko'rsatilgandek, AB ko'rinishda belgilash mum-

kin. A nuqta vektorning boshi, B nugta vektorning oxiri deyiladi.
— —

Agar AB va C_[? yo‘rglgan kesmalar bir xil (qarama-qarshi) yo‘na-

lishli bo‘lsa, AB va CD vektorlar bir xil (garama-garshi) yo'nalishli
vektorlar deyviladi (4-chizma).
a vektorning absolut giymati (uzunligi) yoki moduli deb shu

vektorni tasvirlovchi kesma uzunligiga avtiladi. @ vcktormn_§ absolut

giymati | a| bilan, AB vektorning absolut giymati esa | AB | bilan
belgilanadi. Moduli birga teng bo‘lgan vektor birlik vektor deyiladi.
Vektorning boshi uning oxiri bilan ustma-ust tushishi mumkin.

D B D B B

O

d-chizma.

2 — Oliy matematika 17



Bunday vektorlar nol vekror deb ataladi. Nol vektor ustiga strelka
qo‘vilgan nol () bilan belgilanadi. Nol vektorning vo*nalishi hagida
so'z yuritilmaydi — u aniglanmagan. Nol vektorning moduli nolga
teng deb hisoblanadi. Noldan fargli ikkita vektor bir to*g'ri chizigda
yoki parallel to'g'ri chl?lqlarda votsa, bunday vektorlar kollinear
vektorlar deviladi. @. b vektorlarning kollinearligi d | 5 ko‘rinishida
bclglianddl Uzunliklari teng, kollinear va bir xil )0 ‘nalishli ikkita @

va b vektorlar teng vektorlar deyiladi va g = b ko'rinishida
belgilanadi. Bir tekislikka parallel bo'lgan yoki shu tekislikda yotuv-
chi vektorlar komplanar vektorlar deyiladi.

1.2.2. VEKTORLAR USTIDA AMALLAR

Vektorlarni qo*shish

Ta’rif. Ikkita @ va b vektorning vig ‘indisi deb istalgan A nuqtadan
a vektorni qo‘yib, uning oxiri B ga b vektorni go‘yganda boshi a
vektorning boshi A da, oxiri b vektorning oxiri C da bo'lgan AC
vektorga aytiladi (5-chizma).

d, b vektorlarning yig'indisi @ + b bilan belgilanadi. Vektorni
qgo‘shish ta'rifidan istalgan A, B va C uch nugta uchun

- — -
AB+ BC = AC (1)

tenglik o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. (1) tenglik vektorlarni
qo‘shishning uchburchak qoidasi deyiladi. 1kki kollinear vektorni
go‘shish ham shu goida bo‘yicha bajariladi.

Vektorlarni qo‘shish amali quyidagi xossalarga ega:

1)qo* shlshnlng gruppalash (assonlatlvllk) X0S-
sasi. Har ganday 4., b ¢ vektorlar uchun (a+ b)+ ¢ = a+(b+ )
munosabat o‘rinli.

Isbot. Vektorlarni qo‘shishning uchburchak qoidasidan (6-
chizma):

I e
a+ b =0A+ AB = 0B,
R —
(a+b)+c=0B+ BC =0C,

18



o} G+(b+O) <
A

S-chizma. 6-chizma.

- ., = = -
b+ c = AB+ BC = AC,
bundan (a+ b)+ ¢ = a+(b+¢) ekani kelib chigadi.
Qo‘shiluvchi vektorlarning soni ikkitadan ortiq bo‘lganda ularni
go‘shish quyidagicha bajariladi. Berilgan d. b, ¢ vcktorlammg
yig‘indisini hosil gilish uchun & vektorning oxlnga b vektorning

boshini go'yish, keyin b vektorning oxiriga ¢ vektorning boshini
qgo‘yish va h. k., bu ishni oxirgi vektor ustida bajarilguncha davom

ettirish kerak. U vektor g+ b+ ¢+...+/ yig'indisi vektor boshi @
vektorning boshidan, oxiri esa (vcktommg oxiridan iborat vektor
bo‘ladi. Masalan, 7-chizmadagi AF vektor berilgan 4, b, 2, d
€ vektorlarni go‘shishdan hosil bo‘lgan vektordir.

2)qo'shishning o'rin almashunsh (kommu-
tatwllk) xossasi. Har ganday ikkita g va b vektor uchun

a4 p= b+a t(.nghk 0 rmlldlr
Isbot. 4 =OA va b= AB bo‘lsin. Ikki hol bo‘lishi mumkin:

;.s..-/
/

T -

o}

7-chizma.
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A j 'S a) a. b vektorlar kollinear emas.
o Bu holda O, A, B nuqtalar bitta to'g'ri
. L5 chizigda yotmavdi (8-chizma). OAB
" p & uchburchakni OABC parallelogrammga
to’ldirsak, vektorlarni go’shishning uch-
0 Tt ~/c  burchak goidasiga ko'ra:
8-chizma.

a+b= OA+AB OB
b+d= 0C+(B 03

bu ikki tenglikdan esa @ + b = b + & kelib chigadi.
b) a||p bo'lsin. Bu holda O, A, B nuqtalar bitta d to'g'ri chizigda
votadi, d 10'g'ri chizigda yotmaydigan C nugta olaylik, u holda

- = =
O0C+CB = 0B; (2)
=3 = = - = =

_*a) Il(’)lga_ako‘ra OC+CB=CB+0B. Lekin CB=CA+ AB,
OC = 0OA+ AC bo‘lgani uchun:

-3 = = =5 =5 = =

OB=CA+ AC+0A+ AC= AB+OA. (3)
_)Qai’ama—qarshi vektorlar yig'indisi 0 ga teng bo‘lgani uchun
CA+ AC = 0, ikkinchi tomondan,

e
OB =0A+ AB. (4)
(3) va (4) tengliklardan 4@+ b=b + a tenglikka ega bo‘lamiz.

3)har qanday a4 vektorga nol vektor qo‘shilsa,
a vektor hosil bo‘ladi,ya'ni a + 0= a

Uchburchak goidasiga ko‘ra istalgan 4 = (JA vektor uchun

OA + AA OA tcngllk yoki @ + 0 = a tenglik o‘rinli.
4)har gqanday a vektor uchun shunday & mav-
judki, uning uchun:

a+a=0. (3)

Isbot. a = OA bo'lsin. Veklorlarm qo'shishning uchburchak
goidasiga ko‘ra OO 0, bundan OA a. (5) tenglikni ganoatlanti-
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""7‘

B

Q-chizma.

ruvchi @' vektor & vektorga qarama-qarshi vektor deyiladi va — a
bilan belgilanadi.

Vektorlarni ayirish

Ta'rif. @, b vektorlarning ayirmasi deb & vektor bilan b vektorga
garama-qgarshi — b vektorning vig‘indisiga aytiladi.
Bu ta’rifdan ko'rinadiki, ¢ = 4 — b ayirma vektorni yasash
uchun ¢ = 4 + (- b) vektorni yasash kerak ekan. Agar @, b vek-
-l
torlar bitta O nugtaga go‘yilgan (9-chizma) hamda 4 = 04 va
. -3
b = OB deb belgilangan bo‘lsa, u holda
& o 5 = —» s —> -y o —3
c=a - b=0A—-0B=0A+0B=B0 +0A=BA.
Bu holda 4 va b vektorlarning ayirmasini topish uchun boshi B
. —
nuqtada oxiri A nuqtada bo‘lgan BA vektorni yasash yetarli bo‘ladi.

Yektorni songa ko‘paytirish

a = 0 vektor va « son berilgan bo‘lsin, bu yverda ¢€R.

Ta’rif. 4 vektorning « songa ko ‘paytmasi deb shunday b vektorga
aytiladiki, ¢ > 0 bo‘lganda b ning yo'nalishi @ ning yo'nalishi bilan
birxil, @ < 0 da b ning yo'nalishiga teskari bo'lib, b vektoming uzunligi
€sa g vektorning uzunligi bilan « son modulining ko'paytmasiga teng.

g ning « songa ko'paytmasi b=« d shaklida belgilanadi. Bu
ta’rifdan bevosita quyidagi xulosalar kelib chigadi:

21
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Nt
1

l10-chizma.

a) ixtivoriv @ vektor uchun: 0- g = 0;

b) ixtivoriy «€R con uchun: ¢+ 0= 0;

d) ixtiyoriy & vektor uchun: 1+ 4 =4d: (~1)* 4 =—a;

e) a va aa vektorlar o‘zaro kollineardir.

10-a chizmada @ vektor 3 soniga ko‘paytirilgan: b=3a: 10-b

chizmada ¢ vektor —il,-

vektorni o‘zining uzunligiga teskari |7 songa ko‘paytirilsa, shu vektor

soniga ko'paytirilgan; ?; = —; . Biror a=0
1

yo*nalishidagi birlik vektor (ort) hosil bo'ladi, ya'ni | :;3 ca=dayla)=1).
Teorema. Agar a ||b (d # 0) bo'lsa, u holda shunday « son

mavjudki, )
b=aa. (6)

Isbot. 4 || 5 bo‘lgani uchun quyidagi uch hol bo‘lishi mumkin:
I | >

- e ke T > 8]
1) @ ttbbo'lsa, - a=y - b bo'lib, bundan b= L" a,bu
" P—
holda a = :'af: bo‘ladi;
— - —] —+ ._I_ g b g .
2) a t| bbo'lsa, g+ a=—; - b bo'lib, bundan b=~ :&.E a,
b
bu holda a =- :J: bo'ladi;

3) b =0bo'lganda b =0~ &, bundan « = 0. Demak. vektorni
songa ko‘paytirish ta'rifidan va bu teoremadan guyidagi xulosani
chigarish mumkin:
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" d|be b=ad, (¢ER).

Shunday qilib, (6) munosabat a, b vektorlar kollinearligining
zaruriy va yetarli shartidir.

- Vektorni songa ko'paytirish quyidagi xossalarga ega:
“a)l-gd=d.(-1)'d=-a;

b) «(B- a@) = («p)d (gruppalash gonuni);

d) a(a+b)=a- a+a- b (vektorlarni qo‘shishga nisbatan
tagsimot gonuni);

e) («+pf): a =«- a+p- a (skalyarni go‘shishga nisbatan tag-
simot gonuni).

Ikkinchi xossani, yva'ni a(8* @) = («-f)a tenglikning o‘rinli
ekanini ko'rsatish bilan cheklanamiz.

Isbot. Ma'lumki, (8- d) va (a-p)d vektorlar bir xil
|e|-|B|-|d] uzunlikka ega. Vektorni songa ko*paytirish amali ta’rifiga
ko‘ra agar ¢+ >0 bo'lsa, a(B- a) va («+f)a vektorlar bir xil
yo‘nalgan, agar «-f <0 bo‘lsa, vektorlar 4 ga garama-qarshi
yo‘nalgan bo‘ladi. Shunday qilib, agar @ =0, 8 # 0, @ # 0 bo‘lsa,
a(B- d)va(«-p)d gacgabo'lamiz. Agarz = 0,8 = 0, @ = 0 bo'lsa,
u holda «(8 - 0) = 0 va (« - ) @=0 bo‘ladi.

Agar 4 vektorni &, 4, ..., a, vektorlar orqali
d=A,d +A,d,+..+ A d, ko'rinishda ifodalash mumkin bolsa,
a vektor @ \» @, ..., d, vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan
iborat deyiladi, bunda 4,. 4,. ..., 4, — haqiqgiy sonlar. Masalan,
d=d +3d,+ ; a, vektor @, d, a,vektorlarning chiziqli
kombinatsiyasidan iborat.

Biror vektor boshga bir gancha vektorlaring chizigli kombinatsivasidan
iborat bo‘lsa, u vektor golgan vektorlar bo‘vicha yoyilgan deyiladi.

1.2.3. VEKTORLAR ORASIDAGI BURCHAK.
VEKTORNING O*QDAGI PROYEKSIYASI

Ikki vektor hamda vektor va 0°q orasidagi burchak tushunchalarini
Kiritamiz. Bizga 4 va b vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu vektorlarning
23



~ boshlarini biror umumiy O nugtaga
joylashtiramiz, boshqacha aytgan-

- -
da, O4 =g va OB =1t vekiorlar-

< ni yasaymiz (11-chizma). UJ holda
il AOB uchburchakning ichki 408
T burchagi (& vektorni b vektor bilan
ustma-ust tushguncha avlantirish
lozim bo Igan ikki burchakning
kichigi) @ va b vektorlar ordmda_gl
—i—1 burchak deyiladi hamda (g 5)
£ 314 ko‘rinishida yoki &, §, ... harflardan
I2-chigna. birt orgali belgilanadi. Ta'rifga
ko‘ra, vektorlar orasidagi burchak
0° dan 180" gacha (mos ravishda 0 dan = gacha) oraligda bo‘ladi.
Bundan ko‘rinadiki, bir il yo'nalishdagi kollinear vektorlar orasidagi
burchak " ga, garama-qgarshi yo‘nalishdagi vektorlar orasidagi
burchak 180" ga teng bo‘lar ekan. Agar vektorlar orasidagi burchak
90° ga teng bo‘lsa, ular perpendikular yoki orfogonal vektorlar deyiladi
va 71 b kabi belgilanadi.

Agar to‘g’ni chizigda sanoq boshi hisoblangan 0 nuqta, masshtab
birligi va yo‘nalish olingan bo‘lsa, bu to‘g‘ri chizig og deb ataladi.
Odatda o‘ng tomonga musbat, chap tomonga yo‘nahsh manfiy deb
olinadi {12-chizma).

Avtaylik / 0°q va birlik vektori € berilgan bo‘lsin. Ixtivoriy & =0
vektorning birlik vektori lffol tubandagicha aniglanadi:

3%

1

3 -
h—

T ude

—
d —

a -
— | *ﬂi -

= -
dy ==, aD]:
la)

1
12|

a # 0 tesiklikdagi ixtivoriy vektor bo‘lsin, z vektor bilan { o‘qg
orasidagi burchak deganda o‘gning birlik vektori ¢ bilan @ vektor
orasidagi burchak tushuniladi. & vektor [o0°q bilan ¢ burchak tashkil
qilsin (13-« chizma).

Ta’rif, Vektorning [ o ‘gidagi ortogonal proyeksiyasi deb vekior
uzunligini shu vektor bilan o‘q orasidagi burchak Kosinusiga
ko* paytmasiga teng bo‘lgan songa aytiladi.

a vektorning / o‘qdagi proyeksiyasi np, 2 ko‘rinishida bclglla—
nadi. Ta’rifga ko‘ra; .
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np,a =|al cose. (1

a vektorning bu o‘gdagi ortogonal proyeksiyasi quyidagicha
aniglanadi:

OA, = np, a=|d| cosj,

bu yerda: ¢ = (¢, @), A, nugta 4 nuqtaning / to‘g’ri chiziqdagi
proveksivasi.

Biz a@ va € vektorlar orasidagi ¢ burchak o°tkir bo’lgan holni
ko'rdik, burchak o‘tmas bo‘lgan holda ham « vektorning / o'qdagi
proyeksivasi OA, kesmaning uzunligiga teng bo‘ladi (13-5 chizma),
ammo ishora minus bilan olinadi. Hagigatan ham,

np,d = |d|cosp =|d|coss BOA=|d|costA 04 = —0A,.

Agar a vektor / 0°qga perpendikular bo‘lsa, u holda ¢ = 90” bo'lib,
np,a =|da|cos 90° = 0 bo'ladi. Ixtiyoriy b va ¢ vektorlar uchun:
npf(b’ +¢)= npfb' +np,c... ™)

tenglik o'rinli eKanligini kKo‘rsatish mumkin.
Hagiqatan ham, agar 5 va ¢ vektorlarning / o*qdagi proyeksiyalari
bir xil ishorali bo'lsa (14-a chizma) quyidagi munosabat o'rinli bo‘ladi:

» _-> -
np, (b +¢)=np, AC = -A C,=AB+BC =npb +np,c.

ak
-

e
ot

o

1e
Ly

F—
24
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13-chizma.
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14-chizma.

Agar proyeksiyalarning ishoralari har xil bo'lsa (14-H chizma),
quyidagiga ega bo’lamiz:

-+ el .
np,(b +c)=np, AC=—-AC =AB ~ BC =np,b +np,.

Ikkala holda ham (*) tenglik o*rinli.

Bu xossani n ta vektoriar vig'indisining proyeksiyasi uchun ham
umumlashtirish mumkin, ya'ni bir nechta vektorlar yig'indisining
biror [ 0'qdagi proyeksiyasi shu vektorning / o'gdagi proyeksiyalarining
yig'indisiga teng.

Misol. Uzunligi|a| = 5 ga, [ o°q bilan hosil gilgan burchagi 60°
ga teng bo'lgan a vektorning / o‘qdagi proyeksiyasini hisoblang.

Yechish. (1) formulaga asosan:

np,d=|a|cose=35-cosbl) =S-i=2,5.

1.2.4. TO'G*RI BURCHAKLI DEKART KOORDINATALAR SISTEMASI.
NUQTANING VA VEKTORNING KOORDINATALARI

Tekislikda koordinatalar sistemasini kiritish

g Tekislikda nugta, chizig, kesma, shu-
ningdek, boshga geometrik obyektlarning
o'rinlarini tasvirlash uchun to'g"ri burchakli
koordinatalar sistemasi kiritiladi. Buning
uchun tekislikda biror 0 nugtada
kesishuvchi o‘zaro perpendikular ikkita
L o'gni olamiz. Bu o‘glarning har birida 0
nugtadan boshlab kollinear bo‘lmagan 7,
j vektorlami ajratamiz (15-chizma).

e i

- ——

15-chizma.
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1-ta’rif. Musbat yo*nalishlari mos ravishda i, j vektorlar bilan
iglanuvchi o'zaro perpendikular ikkita o'gdan tashkil topgan sistema
tekislikda ro'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi deyiladi va R={0,

7. Jj) ko‘rinishda belgilanadi. 0 (0) nuqta koordinatalar boshi, i, |
blrhk vektorlar esa koordinata vekrorlari deyiladi.

l Ta’ nfga asosan, : . J vektorlar ortogonal va birlik vektorlardir:

|?] |j| =1, il j Musbat yo‘nalishlari 7, _; vektorlar bilan
' aniglangan o‘glar mos ravishda abssissalar va ordinatalar o ‘glari deb
- ataladi.
| Tekislikda R = {0; i : }"} koordina_t’alar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Shu tekislikning 4 _r)mqlasi uchun OA vektor A nuqtaning radius-

vektori deyiladi. OA vektor uchun quyidagi munosabatni vozish
mumkin:

OA=xi+y]j.

2-ta’rif. OA radius-vektorning x, y koordinatalari A nuqtaning
R = {0; i j"} koordinatalar sistemasida koordinatalari deyiladi va u
A(x; y) ko'rinishda belgilanadi. Bunda x A nuqtaning abssissasi, y
esa A nuqtaning ordinatasi deyiladi.

Endi vektorning koordinatalarini qaraymiz.

3-ta’rif. Vektorning koordinata o‘qlaridagi proyeksivalari
vektorning koordinatalari deb aytiladi.

Vektorni Ox o°gidagi proyeksiyasi uning birinchi koordinatasi
yoki x koordinatasi, Oy o‘qidagi proyeksiyasi uning ikkinchi
koordinatasi yoki y koordinatasi deyiladi.

Shunga ko‘ra, @ vektorning koordinatalarini x,, y, bilan belgilasak,
u holda ta’rifga asosan:

X, = NPy, @ =| @ |-cos(a’),

¥, = NPy, @ =| @|-cos(ar)).

L
Aytaylik, tekislikda @ = AB vektor berilgan bo‘lsin. A4 nuqtadan
Ox o‘qgiga parallel, B nugtadan Oy o'qiga parallel to‘g‘ri chiziglar
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o‘tkazamiz (16-chizma). Ularming kesishish nugtasi € bo'lsin. U
holda

— 2 «_> >
AC=x+ i, CB=y-j
va
T R 4
a=AB= AC+ CB=x_+i+y j
bo*ladi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chiqgadi: agar x_, y, lar @ vektorining
koordinatalari bo'lsa, a vektorni uning koordinatalan orgali tubandagi
ko‘rinishda vozish mumkin:

d=x-i+y,j (1)

(1) vektor tenglik kop hollarda ¢ = {x; y} simvolik ko‘rinishda
voziladi.

(1) tenglik tekislikdagi har ganday vektorni ikkita o‘zaro
perpendikular vektorlarga yoyib yozish mumkinligini bildiradi.
Umuoman olganda. tekislikdagi har ganday vektorni kollinear
bo‘lmagan ikkita vektorga yoyib yozish mumkin. Vektorning boshi
va oxiri koordinatalari R = {0; i; j} ga nisbatan ma’lum bo‘lsa, bu
vektorning koordinatalarini topishni garaylik. Avtaylik, R = {0; i

j} ga nisbatan A(x: y,); B(x; y,) bo'lsin (17-chizma). Bu holda
) . " - =4 3
OA=xi+y j: OB=x,i+y,j:
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— > —
AB = OB - 0A;
=y » -
AB=(x,—x)i+ (,—y)J.
Bundan
AB = {x, = x; ¥, — »}. (2)
ya'ni vektorning koordinatalari shu vektor
oxirining koordinatlaridan mos ravishda

boshining koordinatlarini ayirish bilan
hosil gilinadi.

n...l+ [T~
g
‘|I”"‘|‘
1
z
x

N
1

I\ |

, i

[ 1

: |

r [

L

!

18-chizma.

l-misol. R=1{0; i; j}da M(1; =5), M3: 0) nugtalarni yasang.
—r

Yechish. M(1; —5) nuqtani yasash uchun OM =1 7 — SJ"
vektorni yasaymiz. Buning uchun O nuqtadan boshlab ; ga kolli-

near 1/ va j ga kollinear —5 j vektorni yasaymiz. So'ngra bu vek-

—

torlarning vig'indisini topsak, OM vektor hosil bo‘ladi va undan
izlanayotgan M nuqtani topamiz. Xuddi shunday, N(3; 0) nugtani

) L
yasash uchun ON = 3 vektorni yasaymiz (18-chizma).

>
2-misol. Agar A(1: 2), B(—=2: 3) bo‘lsa, AB vektorning koor-

dinatalarini toping.

Yechish. Buyerda x, =1, x,= 2, y,

-~
(2) formulaga ko‘ra;: AB=1{-2-1;3 =2

Fazoda koordinatalar
sistemasini kiritish

Bitta @ nuqta, kesishuvchi o'zaro
perpendikular uchta Ox, Oy, Oz to'g'ri
chiziglarni olamiz (19-chizma). Bu
to*g'ri chiziglarning har bir jufti orgali
tekislik o‘tkazamiz. Ox va Oy to'g'ri
chiziglar orqali o'tuvchi tekislikni xOy

tekislik deb ataymiz. Shunga o‘xshash =/

golgan ikkita tekislikni mos ravishda xOz
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va yOz tekisliklari deymiz. Ox, Qy, Oz to'g'ri chiziglar koodinata
o ‘glari {(mos ravishda abssissa, ordinata, applikate), ularning kesishish
nugqtasi @ keordinata boshi, xOy, yOz va xOz tekisliklar koordinata
tekisliklari deyiladi. O nuqta har bir o‘gni ikkita yarim to‘g'ri chiziqga
ajratadi. Ulardan birini musbat, boshqgasini manfiy deb kelishib olamiz.
Bu usul bilan hosil gilingan Oxyz sistemaga fazoda tog ‘v burchakli
kaardinatalar sistemasi deyiladi. Odatda Ox, Oy, 0Oz koordinata

o‘glarining birlik vektorlari mos ravishda i ; va & lar orqgali
belgilanadi. Fazodagi to‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasi
R = {0; i }?; f?} ko‘rinishda ham belgilanadi. Fazodagi vektorning
koordinatalari deb uning koordinata o‘glaridagi proyeksivalariga
aytiladi. Vektorni Ox o‘qdagi proyeksiyasi uning birinchi yoki x
koordinatasi, Oy o‘qdagi proyeksiyasi uning ikkinchi yoki y
koordinatasi, Oz o‘qdagi proyeksiyasi uchinchi yoki z koordinatasi
deb aytiladi.

Avtaylik, fazoda o‘zining x , y, z koordinatalari bilan @ vektori
berilgan bo‘lsin. Tekislikda vefito?niakoordinatalariga o‘xshash

G=xi+y j+z,k (3)

tenglikning bajarilishint isbotlash mumkin. (3) tenglik fazodagi har
qanday vektorni o‘zaro perpendikular bo‘lgan uchta vektorga yoyib
yozish mumkinligini bildiradi.

Umuman olganda, fazodagi har qanday vektorni uchta o‘zaro
kollinear bo‘lmagan vektorlarga yoyish mumkin. Vektorlarning
koordinatalari berilganda vektorlaming yig‘indisi, ayirmasini va vektorni
songa ko‘paytirishni ko‘rib chigamiz. Vektorlarni qo‘shish (ayirish) va
vektorni songa ko*paytirish xossasidan, agar @ vektoming koordinatalari
X, V. T b vektormning koordinatalari x,, y,, z, bo‘lsa, u holda

— e -+
{

i V,ixz,k=(x,£Xx)

a xb
0, xy) i+ (3,2,

i+
]

s - . - -
drb=xi*y jtgk= +
+

&y

ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib, g+ b vektor (x,z2x);, v, x¥);
(z, = z,) koordinatalarga ega bo‘ladi, ya’ni
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dxb=|x+tx;y*y

a “a L

L% &) (4)
Aa vektorning koordinatalari esa Ax_, iy, , A7, bo'ladi, ya'ni
Aa = {Ax; Ay, Az). (5)

Demak, ikki vektorni qo'shganda (ayirganda) ularning mos
koordinatalari go‘shiladi (ayriladi). Vektorni songa ko'paytirganda,
uning koordinatalari shu songa ko‘payadi.

Misol. @ = {2; =3: 1} vektor berilgan. Unga kollinear bo‘lgan
b ={x v. 4} vektorining noma’lum koordinatalarini aniglang.

Yechish. Ikki vektorning kollinearlik shartiga asosan
b=ig=i2i; -3 + Kk}, u holda (2) formulaga asosan b = {2i;
—34 + A}. Ikkinchi tomondan, 2 = 4, demak, b = {8; —12: 4} bo‘ladi.
Endi A4 nuqgtaning koordinatalarini ko'rib o'tamiz. Aytaylik, fazoda
Oxyz dekart koordinala_lfr sistemasi berilgan bo'lsin. Bu sistema
istalgan A nuqgta uchun OA vektorning koordinatalari — uning radius-
vektorining koordinatalaridir. Odatda, 4 nugtaning koordinatalari
shu harfning yonida kichik qgavs ichida yoziladi: A(x: y; z). Ava B

)

nugtalarning koordinatalari ma'lum bo‘lganda AB vektorning ko-

ordinatalarini topishni ko‘raylik. Aytaylik, A4 nugtaning koordinata-
lari (x; v z,). B nuqtaning koordinatalari (x, y,; z,) bo‘lsin. U
holda (20-chizma):

- —
AB = OB-0A=
=X, +y,j+ 2,k ~x,i~ “!
-V -k =

=5 =x) T+ 0y=0)j +

+ (z,-zd)l?.

_)
Bu yerdan 48 vektorx, — x;y, -
Yo 7y,—2, koordinatalarga ega

20-chizma.
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bo‘lishini ko‘ramiz. Demak, vektorning koordinatalari uning mos
koordinatalari ayirmasiga teng:
q

AB = {x, =X, Vv, — ¥ 2, — ,}- (6)
.—_)
Misol. Agar A(3; 4: 1) va 8(5: 4; 1) bo'lsa, AB vektorning
koordinatalarini toping.
—3
Yechish. Aytaylik, AB = {x; y,; 2, bo'lsin, u holda (6)
formulaga asosan: x,,=x —x,=5-3=2;

[

YT Y. m N=4-4=0;
2p=2,~g=11-1=10.

-1.2.5. KESMANI BERILGAN NISBATDA BO‘LISH

MN kesmani berilgan A, : 4, nisbatda bo'lish talab qilinsin. Agar MN
kesmada M1 masofa abso[ut qiymatining Z masofa absolut giymatiga
nisbati A, : 4, ga teng bo'lsa, L nugta MV kesmani 4, : 4, nisbatda bo‘ladi,
dcyiladi. Bcrilgan masalani hal gilish uchun MN kesmaning

ML
ILN] 32

tenglikni qanoatlantiruvchi £(x,; y,; z,} nuqtasining koordinatalari-
ni topish kerak (21-chizma). Ta’riflanishiga ko‘ra L nuqta MN
kesmani 4, : 4, nisbatda bo‘lishi uchun

| A
L LN (1)
AN tenglik bajarilishi zarur,
." ia — —_ —3 3
. W ML va LN vektorlarni OM , OL
f ol =
:f?; y va ON  radius-vektorlar orqgali ifggla-
{ laymiz. U holda (1) tenglama OL —
- 1 — —
-OM = E;T_ - (ON - OL) ko'rinishni
oladi
2i-chizma.



Bundan esa

kelib chigadi.

(2) formula go'yilgan masalaning yechimini beradi,
MN kesmani berilgan 4, : 4, nisbatda bo‘luvchi L nuqldrung U
vektorini M(x; ¥, z,) va N(x,; ¥\ Zy) nuqtalarning radxus“\,ei- qk' "

(2)

orqgali ifodalaydi. () iy
(2) vektor tenglikka asosan quyidagi tengliklarga ega b“‘l r. ar
9
A A .
’tL -— "LI—‘;I-; 't;" + 2—1——1 x\ - t}]lz:
A A

VL= ey I F 3z N

A
z)'. 1! 411 ZH A.ltl.rtz z,-'\'" (3)

(3) formula berilgan kesmani 4, : 4, nisbatda bo‘luvchi L ny,
koordinatalarini topish formulalandlr L nugta MN kesmanlng é\ n;

bo’lgan xususiy holda (3) formula n hg

. 5 i Qg

X, = I_.w;_x.g: v, = y:w;}.v Doz = wzg,\r_ 1

ko‘rinishni oladi. (4) formula kesmani teng ikkiga bo‘luvchi Nug, (q )
koordinatalarini hisoblash formulalaridir. ani'\

&

O*z-0'zini tekshirish uchun savollar

Vektor deb nimaga aytiladi?

Kollinear va komplanar vektorlar deb ganday vektorlarga aytiladj»
Vektorlarni go‘shish va ayirish usullarini tushuntirib bering.
Vektorlarning chizigli kombinatsivasi deganda nimani tushunasiz?
Vektorning o'qdagi proyeksiyvasi nima?

Koordinatalari bilan berilgan vektorlarni go‘shish, ayirish va ¢
ko'paytirishni tushuntirib bering. ay
7. Kesmani berilgan nisbatda bo‘luvchi nuqtaning koordinatalarinj hisg, ¥a
uchun formula keltirib chigaring. IQ"h

O o

kill

3 — Oliy matematika i3



1.3. VEKTORLARNING SKALYAR,
VEKTOR VA ARALASH KO*PAYTMALARI

1.3.1. VEKTORLARNING SKALYAR KO‘PAYTMASI
VA UNING XOSSALARI

Vektorlar ustida hozirgacha bajarilgan amallar (go'shish, ayirish,
songa ko‘paytirish) chizigli amallar bo‘lib. natijada yana vektorlar
kelib chigadi. Endi vektorlar ustida natija skalyar (son) hosil bo‘ladigan
amalni ko‘rib thqam17

Ta’rif. Ikkita & va b vektor uzunliklari bilan ular orasidagi
burchak kosinusining ko‘paytmasidan hosil bo‘lgan son bu
vektorlarning skalyvar ko'paytmasi deyiladi. Agar ikkita vektordan
blrort.m nol vektor bo‘lsa, skalyar ko*paytma nolga teng bo‘ladi.

avab vektorlarning skalyar ko‘paytmasi q - b ko'rinishida
belgilanadi, demak,

@a-b=|al|b| cose. (1)
Bu yerda ¢ berilgan 4 va b vektorlar orasidagi burchak. (1)

formula fizikada o‘zgarmas F kuchning boshlang‘ich B nuqtadan C
nuqtagacha to*g'ri chizigli harakati davomida bajargan ishi

- —
A=|F|-|BC|cosg

- —)
ni ifodalaydi. U skalvar kattaiik bo‘lib,  va BC_\_;cklorIarning skalyar

ko‘paytmasidan iboratdir. Bu yerda ¢ — F va BC vektorlar orasidagi
burchak. .

Misol. |a|=2; |b|=3 hamda a va b vektorlar orasidagi
burchak 135" ga ILI]L, bo'lsa, @ va b vektorlarning skalyar ko*payt-
masini toping.

Yechish. (1) formulaga asosan topamiz:

g+b=2-3-cos135 =2-3+cos (90° + 45°) =
=6 sinds = =6 "23 =37

Skalvar ko‘paytmaning xossalari:
1) ixtiyoriy @ va b vektorlar uchun quyidagi munosabat
o'rinlidir:
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ib="h-a.

Bu xossa skalyar ko'paytmaning kommutativlik xossasi deyiladi.
Isbot. Bu xossa skalyar ko'paytmaning ta'rifidan bevosita kelib
chigadi, ya'ni

2) ixtivoriy @ va b vektorlar va ixtiyoriy k<€R son uchun quyidagi
tenglik o'rinlidir:
(k@) b =k(d- b). (2)
Bu xossadan vektorlarni skalyar ko'paytirishda sonli ko‘paytuv-
chini skalyar ko*paytma belgisi tashqarisiga chigarish mumkin degan,
xulosa kelib chiqadi.

Isbot. Bu xossani isbot gilish uchun ikki vektor orasidagi burcha}:
tushunchasidan foydalanamiz. Ma'lumki, agar k > 0 bo'lsa, 4 va b

vektorlar orasidagi burchak ka va b vektorlar orasidagi burchakka
teng bo‘ladi. Ta'rifga ko‘ra:

(k@): b =|k||d@|*|b|cosp = k-|d|-|b|cosp = k~(a - b); agar
k<0 bo'lsa, @ va b vektorlar orasidagi burchak a = 180" — ¢ ga
teng:

(kd)+ b =|kd]|*|-|b|cos (180" - p) =
=k+|d|"|blcosp=k-(d" b)cosp =k(a- b);

3) harganday @, b. ¢ vektorlar uchun quyidagi tenglik o*rinlidir:

-

d(b+¢)=d-b+a-c. (3)

Bu xossa skalyar ko‘paytmaning distributivlik xossasi deyiladi.
Isbot. Agar ¢ =0 bo'lsa, a(b+c¢)=d"b+d- ¢ tenglik-
ning o‘rinliligi 0‘z-o‘zidan ravshan. Agar @ #0 bo‘lsa, u holda
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a(b+7¢)=|al np,( b+ ¢). Bu yerda / o'qi ¢ = ¢ birlik vektori
bilan aniglangan. _|"| _

Har gqanday b va ¢ vektorlar uchunnp,(b+ ¢) =np, b + np,c
munosabat o'rinlidir. _ _

Demak, d(b+c)=|dal(np,b+np,c)anp,b+anp, =
=db+dc,bundanesa a(b+c)=a- b+a- ¢ tenglikning o'rinli
ekani ko‘rinadi.

4) har ganday vektorning o'z-0'ziga skalyar ko*paytmasi bu vektor
uzunligining kvadratiga teng:

a-a=|al (4)
Isbot. Skalyar ko'paytma ta'rifidan:

d+a=|al|alcos(a”a)=|alfcos0 =|af.

a - a ifoda g? bilan belgilanadi va @ vektorning skalvar kvadrati
deb ataladi. Bunga ko‘'ra (4) tenglikdan a vektorning uzunligi uchun
quyidagiga ega bo‘lamiz:

CERE (5)

Skalyar ko‘paytma yordamida bizga mmsh ba’zi ayniyatlarni
isbotlash mumkin. Masalan, (d+5) = g2+2a b + b? ayniyatni
isbot gilaylik, buning uchun ayniyatning chap tomonidan uning o*ng
tomonini keltirib chiqaramiz:

(@xb) (dxb
. i

=g{ag%

2l
2y
I+

=l
&

Teorema. Nol bo'lmagan ikkita vekiorning skalyvar ko'paytmasi
nolga teng bo‘lsa, bu vekiorlar o zam_perpend.'kular bo‘ladi va aksincha.
Isbot. Faraz gilaylik, @ va b vektorlar o‘zaro perpendikular

bo'lsin, u holda ular orasidagi burchak 90° ga teng, demak,
cos(a” b) =0, u holda

a-b=|dl-|blcos(a”b)
cos(@"b)=0=a-h =0,
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demak. al b=g+bh=0 — ikkita 4 va b vektorlarning skalyar
ko*paytmasi nolga teng bo'lsa, u vektorlar perpendikulardirlar. Nol
bo‘lmagan ikkita & va b vektorlar skalyar ko*paytmasi nolga teng bo'lishi
uchun cos( @” b) = 0 bo'lishi kerak, bu esa (@ b ) burchak 90° giymatni
gabul gilganda o‘rinlidir. Demak, @+ b =0=>d 1 b.

Endi koordinatalari bilan berilgan \_*cklorlarning skalyar
ko‘pavtmasini garaymiz. a = {x:y:z}va b ={x:y:z]} vektorlar
koordinatalari bilan berilgan bo‘lsin. U holda 4 va b vektorlar

a=x, i+ 2 j + zﬂk' va b = xbf' + _vb_;" + zbk' vovilmalarga ega
bo‘ladi. Skalyar ko‘paytmaning xossalaridan foydalanib 4 va b
vektorlarni skalyar ko‘paytiramiz:

ab=(7+y,j+2k) (7 +yj+zk)=
=XX, TT+X00,] +X3k+y jx,i4+yy,j]+V,j,k+

.

+z,kx, i +z,ky,j +75,kk.

~ -

Ta'rifga ko'ra: i’=1; j?=1; k’=1; i-j=jk=i"k=

=ji=k-i=0.
U holda

a- b = x‘xb+ VY. 1T T

Demak, koordinatalari bilan berilgan ikki vektorning skalyar
ko‘paytmasi bu vektorlar mos koordinatlari ko*paytmalarining yig'indisiga
teng. Koordinatalari bilan berilgan @ = {x; v: z } vektor uchun 4 - @

skalyar ko‘paytmani topaylik. @ ni @ =x,7 +y,/ + z,k ko‘rinishda
yozib olamiz: g+ a = (x,i +y,j +7,k) (x,i +y,j + zj)- (6)
tenglikka asosan: @ - @ = xx,+ vy, + 2.2,

Bundan

@l =Va-a=Va* =y +¥,+ % . (7
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Bu esa koordinatalari bilan berilgan vektorning uzunligi uning
koordinatlari kvadratlarining yig'indisidan olingan arifmetik kvadrat
ildizga teng ckanligini ko'rsatadi. (7) formuladan foydalanib, ikki
nugta orasidagi masofani topish mumkin. A(x: y,: z,) va B(x,; ,: 2,)
nugtalar berilgan bo‘lsin. U holda

— - - !
p(A,B) =| AB |= J(x; -5+ =) +(5-3) (8)

bo‘ladi, bunda p(A4, B) — A va B nuqtalar orasidagi masofa.

Skalyar ko*paytmadan fovdalanib, ikki vektor orasidagi burchakni,
vektorlarning o'qdagi proyeksiyalarini hisoblash mumkin. Ikki vektor
-3 >’ = % a h & " .
a va b orasidagi burchak cos ¢ = 121 _b'l formula bo'vicha hisoblanadi.

ajl-|

Agar vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo’lsa, ular orasidagi
burchak

Xt n¥a+3i5

Cos p =
¥ P e v B v
Gty JIJ 2+

formula bo‘yicha hisoblanadi.

1.3.2. IKKI VEKTORNING VEKTOR KO‘PAYTMASI
VA UNING XOSSALARI. KOORDINATALARI BILAN BERILGAN IKKI
VEKTORNING YEKTOR KO*PAYTMASI. UCHBURCHAKNING YUZI

Vektor ko*paytmaga ta’rif berishdan oldin uchta nokomplanar
vektor uchligining fazoda joylashishiga alogador bo‘lgan quyidagi
tushunchani kiritamiz.

1-ta’rif. Agar uchta nokomplanar a, b va ¢ vektorni umumiy
boshlang‘ich nuqtaga keltirilgandan so‘ng vektorlardan birini
ikkinchisi bilan ustma-ust tushgunga qadar ular orasidagi kichik
burchak bo‘yicha aylantirish uchinchi vektorning oxiridan garalganda
soat strelkasiga qgarshi yo‘nalishda ko‘rinsa 4. b va ¢ vektorlar
uchligi o ‘ng uchlik (agar aylantirish soat strelkasi vo*nalishi bo‘yicha
olinsa, chap uchlik) deyiladi.

2-ta’rif. Ikkita @ va b vektorning vekror ko ‘paytmasi deb quyidagi
uchta shartni qanoatlantiradigan ¢ vektorga aytiladi va u |4, b'l
voki ¢=[d. b] ko‘rinishda belgilanadi:
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' 1) ¢=ld. b]=|dl|b|sin(a" .{;):E } e aw
(0<(a"b)<a);

2) |d. blLd.|d, b]Lb (¢ vekior

a, b vektorlarga ortogonal); -

e o ok e o B
) {i, j, k} va {a, b, |a, bl}
vektorlar uchligi o'ng uchlikni hosil gilsin.
Bu ta’rifda keltirilgan uchta shartning S
har birining geometrik ma’'nosini 22-chizma.

aniqlaylik.

l-shart ¢ vektorning uzunligi (| ¢| — son) 4 va b vektorlarga
qurilgan parallelogramm )uzini ifodalovchi songa teng ekanini bildiradi
(22-chizma), chunki |a|-|b|sin(a” b); (0 <(a"b) < x) ifoda
tomonlari @ va b vektorlardan iborat parallelogramm yuzini ifodalaydi.

2-shart vektor ko'paytma (va'ni ¢ vektor) @ va & vektorlar
bilan aniglanadigan tekislikka perpendikular ekanini bildiradi.

3-shart vektor ko*paytmaning yo'nalishini aniglaydi.

Vektor ko‘_paytma quyidagi xossalarga ega:

1. Agar @ va b vektorlar kollinear bo‘lsa yoki ulardan kamida
biri nol vektor bo'lsa, ularning vektor ko‘paytmasi nolga teng bo'ladi.

Isbot. Hagigatan ham, 4 || » bo'lsa, (" b) =0 yoki 180
bo‘lib, birinchi shartga asosan | ¢| = 0 bo‘ladi. Moduli nolga teng
vektor esa albatta nol vektordir.

2. [d, b]=—|b, al], ya'ni ko‘paytuvchilarning o‘rinlarini
almashtirishda vektor ko'paytmaning ishorasi o'zgaradi.

I[sbot. Hagigatan ham, vektor ko‘paytma ta'rifining 1) va 2)
shartlariga asosan | @, b] va [ b, 4] vektorlarning uzunliklari teng va
ikkalasi ham bitta tekislikka perpendikular, yo‘nalishiari esa uchinchi
shartga asosan ¢ vektor tomonga garab eng gisga vo'l bilan soat strelkasi
harakatiga teskari bo‘lsa. @ va 4 vektor tomonga garab gisqa yo'l bilan
burilish esa soat strelkasi harakati bo"vicha bo'lib goladi, demak, yo'nalish
awvalgiga o‘xshash bo‘lishi uchun [ 5, @] vektor [ @, b] vektorga nisbatan
qarama-qarshi yo‘nalgan bo'lishi kerak (23-a, b, d chizma).
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23-chizma.

3. |ed. bl=|d,ab]l=«ld, b], bu verda « istalgan hagigiy
son (skalvar ko‘pay_t,uvchiga nisbaﬂlan assotsiativlik gonuni).

Isbot. fea. b} va afa. b) vektorlarning modullari teng,
vo'nalishlari esa @ > 0 bo‘lganda [ @, 4] vektor bilan bir xil, @ < 0
da esa [ @, b ning yo‘nalishiga qarama-qarshi (23-a. b, d chizma).

4. [d+d’, bl=[d, bl+1a@ . bl ld, b+ b'1=|d,
bl+1ld, b}

Bu xossalardan quyidagiga ega bo’lamiz:

[ads Bb,yc+od | = ayld, ¢ 1+ Byib. ¢ ) +aold,d ) +Bo[b.d |.
Birlik vektorlarning vektor ko'paytmalari quyidagicha bo‘ladi:
(7. /1= T1=k; (7.71=0; [K,7]=~[7.k]= j:
[7.71=0; 1. k1= =1k.j1=1; [k,kKl=0.
Agar 4 va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsa, ya'ni

d=ai+taj+ak,b=bi+bj+bKk bolsa. uholda
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ld, b]= (a.b,— ab) i+ (ab, + alb..)j' + (a b, + a!b])k' =

(/5 a; = (!‘ (f, - fv’[ a: '
=|.° i+ J+ k.
b, b b, b b b
a, a, a a a

5 4 G,
Dcmuk.[a.b]—lb: 55 sl s Bl

Vektor ko' paytmadan foydalanib, uchburchakning yuzini hisob-
lash uchun formula chigaramiz. Aytaylik, ABC uchburchak fazodagi

R=1{0, i, _f, k'} to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan
uchlarining koordinatalari bilan berilgan bo'lsin: A(x,; y.; z,), B(x,:
¥y 3). Clx,, ¥, z,). Vektor ko‘paytma ta'rifidagi l-shartga ko'ra
uning moduli parallelogrammning yuzini beradi. Uning yarmi esa
uchburchakning yuziga teng.

. 1., 52 =2 .
Shuning uchun §,,. = J[AB, AC] ga ega bo‘lamiz.

1.3.3. UCHTA VEKTORNING ARALASH KO'PAYTMASI
TA'RIFI VA UNING XOSSALARIL. KOORDINATALARI BILAN
BERILGAN YEKTORLAR ARALASH KO*PAYTMASIL.
TETRAEDRNING HAJMI

Ta'rif. 4, b va ¢ vektorlarning aralash ko '‘paytmasi deb
(vektorlarning ko‘rsatilgan tartibiga ko‘ra) 4, » vektorlarning vektor
ko‘paytmasidan iborat vektorni ¢ vektorga skalyar ko‘paytirishdan
hosil gilingan songa aytiladi. Aralash ko‘paytma [@, b]+ ¢ yoki
(d, b. ¢) ko'rinishda belgilanadi. Aralash ko‘paytmaning geometrik
ma’nosi bilan tanishaylik. @, b, ¢ vektorlar biror O nugtaga go‘yilgan
bo‘lib, komplanar bo‘lmasin hamda o‘ng uchlikni hosil gilsin.
Qirralari shu berilgan vektorlardan iborat parallelepiped vasasak, [ a,
b ] migdor shu parallelepiped asosining yuzini bildiradi. Aralash
ko‘paytma ta’rifiga asosan | d, b]* ¢ =|[d, b]|ccosp; bu yerda:
¢=|da, HI“ ¢ bo'lib, | €| = cos ¢ migdor ¢ vektorning | @, 5] vektor
yo‘nalishidagi to‘g‘'ri chiziqdagi proyeksiyvasiga teng bo'lib,
parallelepipedning balandligidir (24-a, b chizma):
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24-chizma.

| €] = cos e = h.
Demak,

(d.b)-¢=S8S_-h=V (N

Bu son esa parallelepipedning hajmini aniqglaydi.

Demak, agar (&, b+ ¢ vektorlar o'ng uchlik hosil gilsa, bu
vektorlarning aralash ko'pavtmasi bu vektorlarga yasalgan parallelepi-
ped hajmiga teng bo‘ladi. Agar (a4, b ¢ Mar chap uchlik tashkil gilsa,

[, b] vektor bilan ¢ vektor orasidagi burchak « > ‘j = cosp <0

(24-b chizma) bo'ladi. U holda | a, b]¢ = — V. Demak,

ol

R=1{0; }'*;}": k) koordinatalar sistemasiga nisbatan &, b,
vektorlar quyidagi koordinatalarga ega bo'lsin:

d=la;a;a) b=(b;b;b)Y 7=I(c;c;c)
d. b. ¢ vektorlarning aralash ko‘paytmasini hisoblaymiz. Dastlab

davab vektorlarning vektor ko'paytmasini topamiz:

4 alz

b b

a; a
by b

)

a, @7

[d, b]= +b‘ bzk. (3)




Endi [d. b] vektorni ¢ =c¢ r + c, J+ ¢,k vektorga skalyar
ko‘paytiramiz. U holda

€ G &
R . a, a a a a a,
Ihs bl‘['zcl-_:b: b]‘+czb: b:1-('.‘b: b:zb] b: b‘ =

Hosil bo‘lgan bu uchinchi tartibli determinantda vo‘llarni ikki
marta almashtiramiz:

a a, a

ld, bl-c=b b b . (4)
G G G

(4) formuladan ko‘rinadiki, uchta vektorning aralash ko*paytmasi

uchinchi tartibli determinantga teng bo‘lib bu determinantning

birinchi yo‘l elementlari birinchi vektor koordinatalaridan, ikkinchi

yo'l elementlari ikkinchi vektor koordinatalaridan, uchinchi yo'l

elementlari esa uchinchi vektor koordinatalaridan tuziladi.

Vektorlarning aralash ko‘paytmasi quyidagi
Xxossalarga ega:

1) |a, bl ¢ =|b, ¢]a. Hagigatan ham, uchta vektorga quril-
gan paralleleplpcd hajmlarmmg absolut giymatlari teng, undan
tashqari 4, b. ¢ va b, ¢. & uchliklarning oriventatsiyalari bir xil.

2) Ko'paytuvchilarning o‘rinlari almashinishidan aralash
ko'paytmaning ishorasi o‘zgaradi:

|d, b]- ¢ =~|b, d]*¢; la, b ¢ =-]d, ¢]*b;
ld, b]- ¢ =~[¢, bl+a
Birinchi tenglikning o‘rinliligini ko‘rsatamiz.
[d, b)* ¢ =~|b, d]| ¢, chunki @, b] = -|b, 4.
Qolgan te'r}glik]ar o‘rinliligi shunga o’xshash ko‘rsatiladi. )
3) (@)l b, cl=ala, b]- ¢: ixtivoriy «€R uchun (e a)| b,
¢l=ald, b)-¢. chunki I-xossaga ko'ra (¢a)| b, ¢]=lad,
B]- ¢. Bundan esa [«a@ b]- € =ald, b)-
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4) (@ +a)ld, 2= 3B, T+ a'1b, 21 Glb+b’, Cl=
=318, 21+ 2[5, ]

(2 +8)1b, Cl={ad+d.b1¢=Ua bl+ld.bs)C =3
Bl +[a, bld=4dlb, 21+ @ [h, ¢

lkkinchi teng l k ham shunga o‘xshash ko‘rsatiladi.

5) agar a, b, ¢ vektorlar komplanar bo‘lsa, ufarning aralash
ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi, chunki ularga qurilgan parallelepi-
ped tekislikda joylashib qoladi, bunday parallelepipedning balandligi
nolga teng, aksincha bo Isa, a, f; c vektorlar komplanar bo‘ladi.
Hagigatan ham, [4&, b]J_a 0 bof lsa [a, b]J. ¢. Lekin vcktor
ko‘paytmaning ta’rifiga asosan [a, ]J. b bundan esa {d, b]

vektorning &, b c vektorlammg har biriga perpendikularligi kelib
ch1qad1 demak a, b, ¢ vektorlar komplanar.

6) 4, b ¢ vektorlardan istalgan ikkitasi kollinear bo‘lsa, ularning
aralash ko paytmasi nolga teng, xususiy holda

(7, @] 6=[d, bla=[d, 13 =0.

Aralash ko‘paytmadan foydalanib, uchiarining koordinatalari bilan
berilgan tetraedrning hajmini hisoblash mumkin. Aytaylik, tetraedr
uchlarining koordinatalari A(x; y; z,), B(x,; »,; 3), (x5 v, 2,),
D(x; y,; 7,) bo’lsin. Ma’lumki, tetraedrning hajmi uning bir uchidan

chiguvchi girralaridan yasalgan parallelepiped hajmining 1

¢ qismiga
teng. Shuning uchun

e T e T B
Vzg | AB[AC,AD]|=E | (AB, AC, AD}|. (5)

Agar (5) formulani nuqtaning koordinatalari orqali ifodalasak,

| X=X V2=V L4 _
Vit = g mod|x; -x; »m -~y H—Z : (6)
Xy =X Yooy L%
yoki (6) formulani yanada ixchamrog shakida yozsak, quyidagiga
ega bo‘lamiz:
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Misol. Uchlari A(6; 0; 0), B(0;
5; 0), C(0; 0; 5) va O(0; 0; 0)
nuqgtalarda bolgan piramida yasang
hamda uning hajmini toping (25-

chizma). 25-chizma.
Yechish. (6) formulaga asosan:
6 0 0
Ve = g mod[0 5 0= -150 =25 kub birlik.
005

O¢z-o*zini tekshirish uchun savollar

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi deb nimaga avtiladi?

Skalyar ko'payvimaning ganday xossalari bor?

O*zlarining koordinatalari bilan berilgan ikki vektorni skalyar ko'paytirish
formulasini keltirib chigaring.

Vektor uzunligi uchun formula keltirib chigaring.

Ikki vektor orasidagi burchak uchun formula keltirib chigaring.

Ikki vektorning o‘zaro perpendikularlik sharti nimadan iborat?

Ixkki vektorning vektor ko'paytmasi deb nimaga aytiladi?

Vektor ko‘paytmaning ganday xossalari bor?

Vektor ko‘pavtmaning geometrik ma’nosi nima?

Vektor ko'paytma ta'rifidan foydalanib, uchburchak yuzini hisoblash uchun
formula keltirib chigaring.

Uchta vektorning aralash ko'paytmasi deb nimaga aytiladi?

Aralash ko'pavima ganday xossalarga ega?

. Aralash ko'pavima ganday geometrik ma’'noga ega?

Uchta vektorning komplanarlik sharti nimadan iborat?
Uchta vektor aralash ko'paytmasi ta'rifidan fovdalanib, tetracdr hajmini
hisoblash uchun formula keltirib chugaring.

45



2-bob. TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETRIYA

2.1. TEKISLIKDA CHIZIQ TENGLAMALARI

2.1.1.IKKI O*ZGARUVCHILI TENGLAMA YA UNING GRAFIGI.
CHIZIQ TENGLAMASI

Avtaylik, : B

tenglama x, y o‘zgaruvchilarni bir-biri bilan bog‘lovchi biror tenglama
bo‘lsin. Bu tenglama ozgaruvchilaridan birini, masalan, y ni ikkinchisining
funksiyasi kabi aniglaydi. U holda (1) ni ¥ ga nisbatan yechsak

yv=flx), asx=<bh (2)

tenglama hosil bo‘ladi. (2) da x[g; 5] kesmada o‘zgarganda, fix)
funksivani uzluksiz ravishda o‘zgaradi, deb qaraymiz.

Dasﬂab J{x) bir qivmatli funksiya deb qgarab, x va y larni
R={0; I, F} koordinatalar tekisligidagi biror M nuqtaning Koordi-
natalari deb faraz gilamiz. U vaqtda x ning har bir giymati uchun
(2) tenglama y ning yakka bitta giymatini aniqlaydi. Demak, x ning
har bir giymatiga tekislikning koordinatalari (x, fx)) bo‘lgan birgina
nuqtasi to'g'r keladih.é Agar x uzluksiz ravishda o‘zgarib turli giymatlar
olsa, M nuqta{0; i; j} koordinatalar tekisligida x va y ning
qivmatlariga garab o‘rnini o‘zgartira boradi va biror geometrik o'rinni
tasvirtaydi. Bu geometrik o‘rin chizig deb ataladi. Agar fix) funksiva
ko'p qiymatli bo‘lsa, ya'ni x ning har bir giymatiga y ning bir necha
Yir Yy oo Y, givmatlart mos kelsa, u holda x ning har bir giymatiga
{0, i j) tekislikda M; M, ... M nuqtalar to’g‘ri keladi. Masalan,
y = fix) funksiva ikki giymatli bo‘isin.

Bu holda x Lling har bir giymatiga y ning y, = f(x,) va y, = f (x,} qiymatlari
mos kelib, {0; i }?} koordinatalar tekisligida x ning x, giymati bilan ikkita
M (x; y) va M(x; y,) nuqtalar aniglanadi (26-chizma). [a; 4] kesmada x
uzluksiz o'zgarganda, M, va M, nuqtalar ham o‘rinlarini uziuksiz ravishda
o‘zgartiradi va chiziq deb atalgan geometrik o‘rinni tasvirlaydi.

Ta’rif. Agar chizig ixtiyoriy nuqtasining x va y koordinatalarn (1)
tenglamani ganoatlantirsa va aksincha, bu tenglamani ganoat-
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y 4
|
|
N&f.‘,‘i‘
|
|
My X, 5Ye
» f
31 ]
o[ X, %
26-chizma, 27-chizma.

lantiradigan har bir juft (x; y) giymat chizig nuqtasini tasvirlasa, u
holda (1) tenglamaga chizigning oshkormas tenglamasi deb ataladi.

Analitik geometriyada ikki xil masala qaraladi: 1) berilgan
geometrik xossalariga ko'ra chiziq tenglamasini tuzish: 2) tenglama-
siga ko‘ra chizigning geometrik xossalarini aniglash.

I-misol, Koordinata burchaklari bissektrisalarining tenglama-
larini tuzing.

Yechish. Dastlab bissektrisaga xos geometrik xossani ifodalay-
miz. Burchak bissektrisasi bu burchak ichida yotuvchi va uning to-
monlaridan barobar uzoqlikdagi nuqtalarning geometrik o*rnini ifo-
dalaydi. Bu xossaga asoslanib 1 va Il koordinata burchaklarining
bissektrisasi tenglamasini tuzamiz (27-chizma). Agar OM birinchi
koordinata burchagining bisscktrisasi bo‘lib. M(x; y) uning ixtiyoriv
nuqtasi bo‘lsa, xossaga ko‘ra

| MM| =] MM| yoki y=x (3)

Agar M(x; y) uchinchi koordinata burchagining bissektrisasidagi
ixtiyoriy nugta bo‘lsa, x ham, y ham manfly son bo'lib, ularning
absolut giymatlari bir-biriga teng bo‘ladi va biz yana (3) tenglamaga
kelamiz. Shunga o‘xshash Il va IV koordinata burchaklarining
bissektrisasi tenglamasi

y==x (4)

ekanligini ko‘rish mumkin.
2-misol. y= x tenglama bilan ifodalangan chizigning geomet-
rik xossalarini aniglang.
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Yechish. {0 i j.} koordinata tekisligida y = x tenglama har
bir nuqtasining abssissasi uning ordinatasiga teng bo‘lgan nuqtalar
to'plamini aniglaydi. Bunday xossaga ega bo’lgan nuqtalarning
geometrik o'rni | va II1 koordinata burchaklarining bissektrisasini
ifodalaydi. Endi chizigning (1) tenglamasiga ko'ra yasash masalasini
garaymiz. x, y koordinatalarni bog‘lovchi biror tenglamaning tekis-
likda ganday chizigni tasvir etishini bilish uchun chizigni shu
tenglamaga asoslanib yasash kerak. Tekislikdagi nugta esa o‘zining
(x: ¥) koordinatalari bilan aniglanadi. Shuning uchun (1) tenglama-
dagi x ga x.: x,0 ... X qQiymatlarni bersak,

Fx: =0, Fix, =0, .. F(x:»=0 (4)

tenglamalar hosil bo'ladi. Bu tenglamalardan x ning x,; x,; ..., X,

giymatlariga mos bo‘lgan y ning y,: y,: ... y, giymatlarini topamiz,
natijada koordinatalari (1) tenglamani qanoatlantiruvchi
e ) (s )t @R (3)

nuqtalarga ega bo'lamiz. Bu nuqtalarnt Koordinatalar sistemasida
vasab, ularni tutash chiziq bilan birlashtirsak, (1) tenglamani tasvir
etuvchi chiziqg hosil bo‘ladi. Bu chizigga ikki o*zgaruvchili (1)
tenglamaning grafigi deyiladi.

J-misol. y = x’ tenglama tasvirlaydigan chizigni yasang.

Y asash. Tenglamadagi xga —3; —2; —1: 0; 1; 2: 3: ... giymatlarni
beramiz va shunga mos y ning givmatlarini topamiz. Buni jadval
shaklida yozamiz.

=] =2 =] 0 1 2 3
9 o I 0

Natijada ... (=3; 9); (=2; 4); (- 1:
1): (0; 0); (1: 1); (25 4); (3; 9%
nuqtalar hosil bo’ladi. Bu nuqlalaml
{0; i; j} sistemada joylashtirib, ularni
birlashtirsak, y = x°* funksiyaning grafigi.
va’'ni parabola chizig'i hosil bo*ladi (28-
« chizma).

28-chizma.
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ART
' 2.1.2. QUTB KOORDINATALAR SISTEMASI. NUQTANING Dﬂ-‘n
" VA QUTB KOORDINATALARI ORASIDAGI BOG'LANISH

Matematikada bir necha xil koordinatalar sistemasi bilan bir qajlofg
qutb koordinatalari sistemasi ham go*llaniladi. Oriyentatsiyali tekis!

biror O nugta, {OP) nur va [ OP) nurda yoluvchl OA =i blﬁlk“:“
olamiz. (Tekislikda olmgan R-l(}: j}koordmdlaldr s:slem"s 0

vektorni O nugta atrofida _; vektor ustiga tushirish uchun qisd? al ar
bo‘vicha burish soat strelkasi harakatiga teskari bo‘lsa, koordin® ng-l“
sistemasi musbat oriyentatsiyali, tekislikni esa orlyenmtsn'
deyiladi). Hosil gilingan geometrik obra? quib koordinatalar sistem®

deyiladi (29-chizma). Uni R=|0; i: ;} ko'rinishda belgilay™ 12
nuqta qutb boshi, | OP) nur esa quitb o'qi deviladi. M nuqtamng [ 0

likdagi holati ikki son: biri [QA] masofa, ikkinchisi [OP) nllr M
70

nurning ustiga tushishi uchun burilishi kerak bo‘lgane=/
burchak bilan to‘la aniglanadi. Qutb o*qini [ OM) nur ustiga msl'}g:_'.‘lsa‘
gadar burish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari yo'nalishda b2

musbat deb aks holda, ¢ manfiy deb hisoblanadi. .
ur
p= IOM |, pni M nugtaning quth radiusi, ¢ ni M nuqmnlﬁg M

burchagi deyiladi. Ulami M nuqtaning gurb koordinatalari deyiladi ¥

) ko'rinishida belgilanadi. O nugta uchun p = 0 bo'lib, p aniglhn ™.

hisoblanadi. Agar p son va ¢ burchak 0<p=<=; 0<p<27 oraligda 0’

tekislikning har bir nugqtasi qutb koordinatalari bilan mos keladi. gt
Har bir qutb koordinatalar sistemasiga musbat oriyentirlangad ® gta

burchakli koordinatalar sistemasini mos go‘yish mumkin. Bunda

(qutb) koordinatalar boshi bo*lib xizmat qiladi. Faraz ilaylik p.¢ "

nuqtaning qutb koordinatalari, x, y esa M nugtaning to‘g'ri bur® rchd

koordinatalar sistemasidagi koordinatalari bo‘lsin (30-chizma).

4
L'

M

4 E

|

1Y

.g T ! : P

] + - o) LI = A P
29-chizma. J0-chizma.
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U holda chizmadan: ">~~~ . e
X=pcose, L (1)
¥y = psing.

M nuqgtaning qutb koordinatalari p va ¢ ma’lum bo‘lsa, () dan
x; y ni topish mumkin. (1)=

x4yt =p? = p=x?+ ¥, AR (2)
- Agar p#0 bo‘lsa, (1), (2)=> o
cosp=__X__: sinp=—L—_. - 3)
v x24y? ? x4yt K

M0 nugtaning to‘g'ri burchakli dekart koordinatalari x, y ma’lum
bo'lsa, (2), (3) dan p va ¢ larni topish mumkin. Demak, (1), (3)
formulalar dekart va qutb koordinatalari sistemasini bog‘lovchi
formulalardir, Tekislikda quib koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Bu sistemada biz p yoki o lardan birini o‘zida saglovchi f{g, ¢)
ifodani olaylik. Bu ifoda tekislikda bir gancha figurani ifodalashi
mumKkin.

Masalan, figura f(p; ¢)=p—6 munosabat bilan aniglangan bo‘lsin.
U holda

a) F={M(p; p) |po= 0} (markazi O qutbda va radiusi p=>6 ga teng
bo‘lgan ayliana).

by F={M(p; ¢) |p—6>0} (F, aylanadan tashqaridagi nuqtalar
to' plami).

d) F,={M(p; ¢) | p—6<0} (O markazli p= 6 radiusli ochiq doira).

e) F={Mp; ¢) |[p-620 }(AUF).

f) F,={M(p; ¢) | p—6=0} (p=6 radiusli doira).
g) F={M; p) [p-6=0} =(F,UF).

fey @) tenglamani F, figuraning berilgan qutb koordinatalar
sistemasidagi tenglamasi deyiladi.

p=a, (a — const) (4)

tenglamani olsak, u markazi qutbda, radiusi 2 ga teng bo‘lgan
aylananing tenglamasi bo'ladi.
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2.1.3. TO*G*RI CHIZIQNING TURLI TENGLAMALARI

Ta’rif. To'g'ri chizigqa parallel yoki shu to'g'ri chizigda yotuvchi
har ganday vektor uning yo ‘naltiruvchi vektori deyiladi.

Quyida to‘g'ri chizigning berilish usullariga garab uning
tenglamasini keltirib chigamiz.

1) to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalari
To'g'ri chiziq a biror (0 i; J} reperga nisbatan o‘zining biror M,(x,;
¥,) nugtasining va yo*naltiruvchi a= la,; a,) vektorining berilishi bilan
a_r_llcll_a;nadi. To'g i chizigda ixtivoriy M(x; y) nugta olamiz. U holda
M,M vektor @ vektor bilan kollinear bo‘ladi. U holda shunday son
1 topiladiki,

s

MM =ta; t€R (n
bo‘ladi (31-chizma). Ak_g.iggha, biror M nugta uchun (1) munosabat
o‘rinli bo‘lsa, u holda M M | &, demak, (1) munosabat fagat to*g'ri
chizigqga tegishli M nuqtalar uchungina bajariladi. M, M, nugtalarning
radius-vektorlarini mos ravishda r:r bilan belgilasak, ya'ni
- - e —*
r=0M, ry=0M; bo'lsa, u holda MM = r-r, bo'ladi. (1)
tenglikdan:

F=r+td. (2)

Bu tenglamaga a 10°g'ri chizigning vektorli tenglamasi deyiladi. ¢
ga turli giymatlar berib, a ga tegishli nugtalarning radius-vektorlarini
hosil gilamiz; (2) tenglamaga kirgan 7 o‘zgaruvchi paramerr deyiladi.
(2) ni koordinatalarda yozsak, quyidagi tenglamalar hosil bo‘ladi:

x=x,+alt, (3)

Y=y, + ayf .

Bu tenglamalar to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamalari deb ataladi. Agar
a to'g'ri chiziq koordinata o‘glaridan
birortasiga ham parallel bo‘lmasa, ya'ni
a,a,# () shart bajarilsa, (3) dan quyidagi
tenglamani hosil gilamiz:
% ¥ (4)
@ @
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Bundan
ax—ay+(-ax,+ay)=0. (5)

Bu yerda shartga ko'ra a,, @, ning bittasi noldan fargli, shu sababli
(5) birinchi darajali tenglamadir. Bundan esa har ganday to*g'ri chiziq
birinchi darajali tenglama bilan ifodalanadi, degan muhim xulosaga
kelamiz.

I-misol. M(5: 2) nugta orqali o‘tuvchi va yo'naltiruvchi vektori
a = {2;—1} bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartiga ko'ra: x,=35: y,= 2: a,=2; a,= -1
(3) formulaga asosan x = 5 + 2, y = 2 — rtenglamalarga ega bo‘lamiz.
Bu tenglamalar biz izlagan to‘g'ri chizigning parametrik
tenglamalaridir.

2)ikki nugta orgali o‘tuvchi to'g‘'ri chiziq teng-
lamasi. Bizga ma’lumki, ikki nugta orqgali yagona to‘'g'ri chiziq o‘tadi.
Agar M, va M, nugtalarning {0: /: j} sistemaga nisbatan koordinatalari
ma’lum bo’lsa, shu nugqtalar orgali o‘tuvchi to'g'ri chizig tenglamasini
topamiz.

Avtaylik, M (x.: »,): M(x,: y,) bo'lsin. Izlanayotgan a to'g'ri
chizigda ixtiyoriy M(x: y) nugta olamiz. Agar M\M =(x,—x.. y,—»)

e}
vektor M\M = (x—x,: y—y,) vektoriga kollinear bo‘lsa, M nuqta to'g'ri
chizigda yotadi, bu deganimiz quyidagi munosabat o'‘rinli bo‘ladi:
—_—
MM =1MM,. (6)
(6) munosabatdan vektorlarni tengligiga asosan
X=X, =Hx,—x) va y-y, = y,—-y) (7)

ga ega bo'lamiz.
Bundan esa
XN L
X=X, ¥-» (8)

(8) tenglama berilgan ikki nugta orqali o'tuvchi to'g‘ri chizig
tenglamasi deyiladi. Bu tenglama x,—x #0 va y,—y #0 bo‘lganda
o'rinli. Agar x,—x,= 0 bo‘lsa, u holda to‘g‘ri chizig Oy 0‘qqga paral-
lel bo'lib, tenglamd quyvidagi ko‘rinishni oladi.

x=x,=0 yoki x=x,.
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2-misol. ABC uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan:
A(=1:4), B(11; =5), C(15; 17). AB va BC tomonlarining tenglamasini
tuzing.

Yechish. 1) AB tomonning tenglamasini tuzamiz.

(8) formulaga murojaat gilamiz:

x+l _y-4.
12 - 9 =3x+1)=4(y-4):

=3x—3=4y - 16; 4y + 3x =13 = 0. (48)

Endi BC tomonning tenglamasini tuzamiz.

x=11 _ y+5, x-11 _ y+§,

15-11 " 17+5° 4 2’
IIx=121 =2y +10; 2y —11x+131= 0. (BO)

3)to*g'ri chizigning koordinata o‘gqlaridan
kesgan kesmalari bo‘vicha tenglamasi. a to'gri
chizigni aniglovchi M, va M, nuqtalar koordinata o'glari Oxva Oy da
yotsin. Aniglik uchun M (a; 0) Ox o‘qda, M,(0; b) Oy o'qgida yotsin
(32-chizma). Bu holda (8) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

xa_)ﬂ

6-a =0 ()

Y _
yoki -+ 5

(9) tenglamaga to'g'ri chizigning koordinata o'qlaridan kesgan
kesmalari bo'vicha tenglamasi deyiladi, by verda a va b lar to‘g'ri
chizigni mos ravishda Ox va Oy o‘qlaridan kesgan kesmalarini
ifodalaydi.

3-misol. To'g'ri chiziq tenglamasi berilgan: 4x—3y-12=0, uning
koordinata o‘qglari bilan kesishgan nuqtalarini toping.

Yechish. Kesishgan nuqtalarning 4
koordinatalarini topish uchun, berilgan
to‘g'ri chizig tenglamasini to‘g'ri
chizigning koordinatalar o‘glaridan
ajratgan kesmalarga nisbatan tenglamasi
(9) ko‘rinishiga keltiramiz:

x_¥Y.
341‘

32-chizma.
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Demak, koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalari: A(3; 0) va
B(0, —-4),

4 to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli
tenglamasi. Dastlab, to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti
tushunchasini kiritarrl)iz.

Ta’rif. @ vekior{ (; /] bazisda a,, a, koordinatalarga ega va a,#0
bo‘lsa, y holda a,/a, = k& son a vektorning burchak koeffitsiventi
deyiladi.

To‘g'ri chizigning burchak koeffitsiventli tenglamasini keltirib
chigaramiz. 1zlanayotgan to‘g‘ri chizigning bitta nuqtast va burchak
koefhitsiventi tekislikda shu to'g‘ri chizigning vaziyatini to‘la aniqlaydi.
Oy o‘qqa parallel to‘g i chiziglar uchun burchak koeffitsiyent mavjud
emas. Shuning uchun Oy o‘qga paralle! bo‘lmagan a to‘g'ri chizig
M(x,, y,) nuqtadan o‘tsin va k burchak koeffitsiyentga ega bo‘Isin. a
to’g'ri chiziq tenglamasini tuzamiz. (4) ga asosan a,=0 shartda:

C yen= -, buyerda 2=k,

1

demak, o e

LD L YTaesken )
ok y=ioth, (11)
bu yerda: b=y, — kx,

(11) tenglama to‘gri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
deyiladi. M,(x; y) va MJ(x,; y,) nuqtalar orqali o‘tgan to'g'ri

chizigning burchak koeffitsiventi & = y 22771 y L formula bilan aniglanadi.

To'g'ri chizigning bunday berilishi, t0 g ri chiziq Oy o‘qiga parallel
bo‘lmagan holda to*g‘ridir. k ni, ya'ni burchak koeffitsiyentni geo-
Y metrik izohlaymiz (33-chizma).
M M N uchburchakdan, burchak
koeffitsivent k=tg ¢ ekanligi ko‘rinadi,
bu yerda a — Ox o‘gini soat strelkasi
yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda burib,
a to‘g‘ri chiziq bilan ustma-ust
tushgunga qadar burish burchagi,
shuning uchun ham & burchak
33-chizma. koeffitsiyenti deyiladi,
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4-misol. M(3: 2) va M,(4; 3) nuqtalar orqali o"tuvchi to'g'ri
chizigning burchak koeffitsiventini mpmg,

Yechish. (8) formulaga ko'ra k= =1, bundan k=tga=1.
Demak, « = 45°.
2-misol. Oxo'qibilan 30" burchak tashkil etib. M (2: —3) nuqta
arqali o‘tuvchi to'g'n chizig tenglamasini tuzing.
Y e ¢ hish. Izlanayotgan to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti

'.a.r b

.5,

" 1
k=tga =1g30°= 7 ga teng. (10) tenglamaga x;=2; y,=-3
giymatlarni qo'yib. quyidagi tenglamaga ega bo'lamiz:
| . =
y+i= \;3'“5 2r yoki x -3y -2+ }}ﬁ: = (.

5)berilgan nuqta orgali o'tib berilgan vektor-
ga perpendikular bo‘lgan to‘g'ri chiziq tengla-
masi.

Aytaylik, M (x: ) nugta van'={A4; B} vektor berilgan bo'lsin.
M, nugta orqali o'tib i’ vektorga perpendikular bo'lgan to'g’ri chizig
tenglamasini tuzish talab gilinsin.

a to'g'ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x; y) nuqtani olaylik. M
nugta quyidagi shart bajarilgandagina a to‘g'ri chizigda yotadi:

-
w-MM =0, (12)

———
bu yerda: M\M ={x—x y—y}; ikki vektorni skalyar ko‘paytirishga
asosan
Ax—x)+ By-y)=0 (13)

ga ega bo‘lamiz.

(13) tenglama berilgan nugtadan o‘tib, berilgan vektorga
perpendikular bo*lgan to'g'ri chiziq tenglamasini ifodalaydi. n vektor
to'g'ri chizigning normal vekiori deyiladi.

6- misol. M,(3: 1) nugta orqali o*tuvchi va N = {~1; 1} vektor-
ga perpendikular bo'lgan tog'ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. (13) formuladan foydalanamiz:

—lx=3}+ Wy—1)=0yoki x—y—-2=40.

6) To‘g*ri chizigning umumiy tenglamasi.
Yugoridagi tenglamalarning barchasi uchun xarakterli bo‘lgan
narsa, ularning birinchi darajali bo‘lishligidir.
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Shuning uchun, tubandagi birinchi darajali -
Ax+ By+ C=0 (14

tenglama 10 g ‘v chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. (1) umumiy
tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziqning ko-
ordinata o‘qlariga nisbatan joylashuvida
tubandagi hollar bo*lishi mumkin:

a) agar C= 0 bo‘lsa, (14) to‘g*ri chiziq koordinatajar boshidan
o‘tadi;

b) agar A= 0, C=0 bo'lsa, (14) to'g‘ri chiziq x 0°qiga, agar B=0,
C=0 bo‘lsa, (14) to‘g‘ri chiziq y o'qiga paralle! bo‘ladi.

To‘g'ri chizig nmumiy tenglamasidan burchak koeffitsiyenti & ni
topaylik. k=—A/B = a,/a,, demak, to‘g'ri chiziq a yo'naltiruvchi
vektorining koordinatalari sifatida — 8, A4 sonlarini qabul qilish
mumkin, ya’ni umumiy tenglamasi bilan berilgan to‘g‘ri chizigning
yo‘naltiruvchi vektori sifatida

~-gA4 (5

vektorni olish mumkin. e

Tekislikning (x; ) koordinatali barcha nuqtalarmmg (14) to‘g'ri
chiziqdan bir tomonda joylashishi uchun Ax+ By+C > 0 yoki
Ax+ By+ € < 0 tengsizlik bajarilisht kerak. M (x,; ¥} va Mi(x,; y,)
nuqgtalarning to‘g‘ri chizigning turli tomonida joylashishlari uchun
Ax,+ By, + C>0 va Ax,+ By, + C<0 lar turli xil ishoraga ega bo‘lishlari
zarur va yetarlidir.

7-misol. 2x—3y+7=0 to‘g‘ri chizigning normal vektorini
ko‘rsating.

Y e c hish. Normal vektor N {A; B} ko‘rinishda bo‘lgani uchun
berilgan to‘g’ri chiziq tenglamasida A=2; B=-3. Shuning uchun

={2;-3}.

2{- mislo l.2x+ y—4=0vax— y+1=0to'gri chiziglarni ke-
sishish nuqtasi orqali o'tib, x+ y — 5 =10 to‘g’ri chizigga
perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Dastlab ikki to’g'ri chizigning kesishish nuqtasini
topamiz, buning uchun kesishish nuqtasi koordinatalarini x; y, deb
olamiz. U holda

2x,+y,-4=0,
-y +1=0
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sistemadan x =1 y =2 ga ega bo'lamiz.

Izlanayotgan to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori @ sifatida
x + y— 5 = 0to'g'ri chizigning normal vektorini olsa bo*ladi: @ ={1: 1},
v holda izlanayvotgan to'g'ri chiziq tenglamasi tubandagicha bo'ladi:

I(x = D+1(p=2)=0 yoki x+ y—3=0.

2.1.4. TEKISLIKDA IKKI TO*G*RI CHIZIQNING O*ZARO JOYLASHUVI
Tenglamalari bilan berilgan d, va d, to'g'ri chiziglarni olaylik:

d:Ax+ By+ C,=0, (1)

d:Ax+ By+ C,=10. (2)

Bu to'g'ri chiziglaring tekislikda o'zaro joylashuvini tekshirish uchun
(1) va (2) ni sistema qilib tekshirish kerak. Sistemani tekshirish esa
chizigli tenglamalar sistemasini tekshirishda ko‘rib otilgan edi. d, va 4,
to'g'ri chiziglarning o*zaro jovlashuvida ushbu hollar bo'lishi mumkm

a) d, va d, to'g'ri chiziglar kesishadi (sistema yagona yechimga
ega);

b) d, va d_to'g'ri chiziglar parallel. Bu holda 4 /4, = B /B, bo'ladi:

d)agarA /A,=B,/B,=C /C,bo’lsa, d, vad, 10‘1._,‘1'1 th?lq|dl' ustma-
ust tushadi.

I-misol. x=4y+3 =0 va 2x—y+35 = 0 to'g'ri chiziglarning te-
kislikda joylashuvini tekshiring.

Yechish. Tekislikda jovlashuvini tekshirish uchun tubandagi
sistemani tekshiramiz:

x—-4y+3=0,
2x-y+35=0.

" i a3 . 17
Bu sistemadan kesishish nuqtasini topamiz: (— 7t ;)

Demak, to‘g'ri chiziglar kesishadi.

2.1.5. IKKI TO*G*RI CHIZIQ ORASIDAGI BURCHAK

d, va d, 1o'g'ri chiziglar orasidagi burchak deganda, bu to‘g‘ri
chmqlarmng vo'naltiruvchi vektorlari orasidagi burchak tushuniladi
(¢ burchak 0° dan 90° gacha oraligda o' zgaradi).
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d:Ax+ By+ C=10, (1)
d Ax+By+C 0. (2)

E]) ={-B; A}vektor 4 to‘g’ri chizigning, d2 ={-B,; A;} vektor d,

to‘g'ri chizigning yo‘naltiruvchi vektoridir. U holda ta’rifga asosan,
d, va d, to’g‘ri chiziglar orasidagt burchak quyidagi formuladan anig-
lanadi:

d-d> __ AhHtBB 3)

<A
cosp =cosld, dy)=—1— .
a1 VA B A3+

Xususiy holda o
d, 1d, <=> A A+ BB, =0. (@

(4) tenglik 1kk1 to‘g‘ri chizigning perpendikularlik sharti

hisoblanadi. {(; r ;} sistemada Oy o‘qqa parallel bo‘lmagan d, va 4,
to‘g‘ri chiziglar burchak koeffitsiventli tenglamalari bilan benlgan
bo'lsin (34-chizma):

d:.y=kx+hb,.

d:y=kx+b, .

Bu holda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak tubandagl fom'mla
bilan ifodalanadi:

_ kyhy R
B &
- S
‘ cigp=" 42 ®

bu yerda: ¢ — ikki to‘g'ri chiziq orasi-
dagi burchak. (5) formula to‘g*n chizig-
lar perpendikular bo‘lmagan holda ish-
latiladi. (5) va (6) formuladan k, = k, —
to‘g‘n chiziglarning parallellik, £k, = —
I —1to‘g'ri chiziglarning perpendiku-
% larlik shartlari kelib chigadi.
Agar to‘g‘ri chiziglar umumiy teng-
34-chiymna. lamalar bilan berilsa, u holda
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|4 .'f_'!-

B, B (7)

lgtp - "'l -'I: + H| B} I

To'g'ri chiziglar umumiy tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, u
holda
A B
4B (8)
(8) — ikki to'g'ri chizigning parallelik sharti,
AA+ BB, =0 (9)

tenglik csa ikki to'g'ri chizigning perpendikularlik sharti hisoblanadi.

2.1.6. NUQTADAN TO*G*RI CHIZIQQACHA MASOFA

{0; i _;I koordinatalar sistemasida d to'g'ri chiziq Ax+ By+ C=0
tenglamasi bilan va M (x,; ,) nugta berilgan bo‘lsin. M, nuqtadan d
to'g'ri chizigqa perpendikular o‘tkazamiz va u%ng kesishgan
nuqgtasini H bilan belgilaymiz (35-chizma). HM, vektorning
uzunligini M, nugtadan d to'g'ri chiziggacha bo ‘lgan masofa deyiladi
va p(M,, d) ko‘rinishda belgilanadi. n={A. B} vektor berilgan to'g'ri
chizigning normal vektori bo‘lsin. Agar M, nugta d to*g‘ri chizigning
nuqtasi bo‘lsa, p(M,. d)=0 bo‘ladi. Agar M, nuqta d to‘g‘ri chizigga
tegishli bo‘lmasa, u holda p(M,, d)= |m |:!HMl:| va n vektorlar
kollinear, chunki n vektor d to‘g'ri chizigning normali. U holda
nuqtadan to'g'ri chiziggacha masofa tubandagicha bo‘ladi:

Mo 7
p(M,. d)= IT?I i (1 Y

Agar H nuqlunirﬂwdinutalari x;
Y bO'lSZl, u holda ‘, h’"”n} ={I“—XT: Yo— Y
=¥} bo‘ladi. // nugta d to'g'ri chizigga
tegishli bo*lgani uchun 4. x+ B y+ C,=0
boladi, u holda (1) formula quyidagi ¢ | g
ko'rinishni oladi:

| —t

A5-chizma.
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B .
HM | 1= A(x,—x,)+ B(y,—y,)=Ax,+ By,—{Ax + By,)=
Ax,+ By, + C=0 (2)

Shu bilan birga ];? ]:J,? + B* ekanini nazarda tutsak, (1) for-
mula quyidagi ko'rinishni oladi:

_ Axg+: +3J’0+C [ 3
(3) — berilgan M, nugtadan b’erilgan d to‘g'ri chiziggacha bo‘Igan
masofani hisoblash formulasidir.

2.1.7. TO'G*RI CHIZIQLAR DASTASI

To‘g'ri chiziglar dastasi ikki xil bo‘ladi: kesishuvehi to‘g‘ri chiziglar
dastasi va parallel to‘gri chiziglar dastasi. Agar 5-mavzudagi (1) va
(2) tenglamalar bilan ifodalanuvchi to‘g‘ri chiziglar biror nugtada
kesishsa, u nuqgta orqali o‘tuvchi to‘g'ri chiziqlar kesishuvchi to ‘g 'ri
chiziglar dastasini tashkil giladi. Shu nuqgta dastg markazi deyiladi.

Agar (1) va (2) to‘g'ri chiziglarning yo‘naltiruvchi vektorlari
parallel yoki ustma-ust tushsa, u holda shu yo‘nalishdagi tog‘ri
chiziglar parailel to g'rii chiziglar dastasini ifodalaydi. Kesishuvchi
to‘g‘ri chiziglar dastasining markazi orqali o‘tuvchi to gri chmq
quyidagi tenglama bilan aniglanadi:

a{dx+By+C) + B(Ax+ By+C)=0,
bu yerda: & va 8 lar bir vagtda nolga teng bo‘Imagan har xil giymatlarni
qabul qiladi. Agar kesishuvchi to'g'ri chiziglar dastasi markazining
koordinatalari {x,, y,) berilgan bo‘lsa, u holda dasta tenglamasi
tubandagi ko‘rinishga ega boladi:
a(Ax,+ By, + C)+ B(AX,+By,+C)=0." (1)

Misol To'grichiziglarx + yp+10 = O va 2x - 3y — 5 = O teng-
lamalar bitan beriigan. Shu to‘g'ri chiziglar va M(1; 2) nuqta orgali
o‘tuvchi to‘gri chizig tenglamasini tuzing.

Yechish. Dastlab berilgan to‘g’ri chiziglardan o‘tuvchi to*g'ri
chiziglar dastasi tenglamasini tuzamiz: -

x+y+10 + A(2x-3y—-5)=0. SRR B £
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Bu to'g'ri chiziglar dastasidan M{1: 2) nuqtadan o‘tuvchi to'g'ri
chizigni ajratib olishimiz kerak. Biz izlavotgan to'g'ri chizig
tenglamasini M nugta koordinatalari ganoatlantirishi kerak. Shuning
uchun M nuqta koordinatalarini {*) tenglamaga qo‘vamiz:

13

L +2+ 10442+ 1=3-2-5)=0; A=

Bu givmaini (*) tenglamaga qo'yib izlanayotgan to'g'ri chizig
tenglamasini olamiz: 7x — 6y + 5 = (.

2.2. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

Bizga ma’fumki, tekislikda to'g'ri burchakli Dekart koordinatalar
sistemasida har ganday birinchi tartibli ikki o*zgaruvchili tenglamalar
va'ni Ax + By + C = 0 ko'rinishdagi tenglama (A4 va B koefTitsiventlar
bir vagtda nolga teng emas) to'g'n chizig tenglamasi edi. Endi ikkinchi
tartibli ikki o‘zgaruvchili tenglamani garaymiz. Bunday tenglama
bilan ifodalanuvchi chiziglar ikkinchi tartibli egri chiziglar deyiladi.
Ikkinchi tartibli egri chiziglarning turlari bilan tanishamiz.

1.2.1. AYLANA

R={0; i’: j’} koordinatalar siste- {

masi berilgan bolsin. Bu sistemaga |

nisbatan C(a; b) markazli va Rradiusli =~ * 1~~~

aylana tenglamasini tuzamiz. Ayla-

naning har bir nuqtasi berilgan C (a; b) ,

nugtadan barobar teng uzoglikda _._5_1
$

yotgan tekislik nugtalarining geometrik
o'mi bo'lishi ta'rifidan foydalanamiz
(36-chizma). M(x; y) — aylananing N
e e e o S . 36-chizma.
IXtiyoriy nugtasi bo'lsin. Xossaga ko'ra:

MC=R= f,_x—mi -"-{i_!.":‘};)‘:— voki (x—a)’+(y—b)\'=R. (1

(1) tenglama markazi Cla; b) nugtada va radiusi R ga teng
aylananing kanonik tenglamasidir. Agar aylana markazi koordinata-
lar sistemasi boshi bilan ustma-ust tushsa, tenglama quyidagi
ko'rinishga ega bo'ladi:
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X+ py =R (2)
//_\\i - - - . - . .
r\ Egri chizig parametrik ko‘rinish-
}9%(—‘-‘3“5- 4 dagi tengla maga lvlel_m ega. Aytaylik,
o LA g, M nuqta cgrl.chmq bo'ylab hara-
et g katlansin va biron 7 vagtda x = ¢(1).
fos y=(1) koordinatalarga ega bo'lsin.
| U holda
- :
x=0(1).
37-chizma. y =yl (3)

tenglamalar sistemasi egri chizigning parametrik tenglamalari deyiladi,
bunda r parametr hisoblanadi. Masalan,

{x = Rcos(t).

y = Rsin(r) (4)

tenglamalar aylananing parametrik tenglamalaridir. Agar egri
chizigning parametrik tenglamalari ma’lum bo‘lsa, undan foydalanib,
cgri chizigning oshkormas ko'rinishdagi tenglamasini keltirib chiqgarish
mumkin. Oshkormas tenglama ba’zi hollarda chizig tenglamasini
ifodalamasligi ham mumkin. Boshqacha aytganda, chizigqa tegishli
bo‘lmagan nuqtaning koordinatalari oshkormas tenglamani ganoat-
lantirishi mumkin. Agar (4) sistemadan 7 parametrni chigarsak,
x*+3)?= R* tenglamaga ega bo'lamiz.

Misol. Markazi C(—1; 1) nuqtada, radiusi 2 birlik bo‘lgan ay-
lana vasang.

Y e c hish. Shartga ko‘ra aylana markazining koordinatalari a = —
1, b = | va radiusi uzunligi R = 2 bo'lganligidan (x—a)’ + (y=b)* = R*
formulaga ko‘ra aylana tenglamasi (x+1)* + (y—1)*=4 bo‘ladi (37-
chizma).

2.2.2. ELLIPS

1-ta’rif. Ixtiyoriy nuqtasidan fokuslari deb ataluvchi berilgan ikki 7|
va F, nugtagacha bo'lgan masofalar yig'indisi o'zgarmas miqdor 2a ga
teng bo'lgan tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plamiga e/fips deb ataladi.
Ofzgarmas miqgdor 2a fokuslar orasidagi masofadan katta deb
olinadi. Ellips tenglamasini tuzish uchun koordinatalar sistemasini
tubandagicha kiritamiz. Berilgan ikki nugtani birlashtiruvchi to‘g‘ri
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chizigni abssissalar o*gi deb gabul gila- M

miz. koordinatalar boshini esa berilgan

nuqtalar o'rtasida olamiz. MO
Berilgan F, va F, fokuslar orasidagi | 8 |/
masofani 2¢ hlld!l belgilaymiz. U holda - [
— B Y =

F,, F, nuqgtalarning koordinatalari mos 05 01T scee
ramhda{c ) va (—¢; 0) ga teng bo'ladi.

Ta'rifga ko‘ra 2a>2c¢ voki a>c.
Ellips ixtivoriv nugtasini M(x: y) bilan
belgilaymiz (38-chizma). Ellipsdagi ixtivoriy M nuqtaning F, va F,
fokuslaridan masofalarini uning fokal radiustari deyiladi va r, r,
bilan belgilanadi, ya'ni r, = p(F,. M) va r,=p(F,, M). Ellipsning
ta’rifiga ko‘ra

38-chizma.

p(F, M) +p(F,, M)=2a. (*)

Ikki nugta orasidagi masofani topish formulasiga ko'ra:

| K. M (x—c) +3%; | B, M J(x+c) +y°. £

(**)u (*) = J{.x_‘ C): +}'2 +J[x+ C"l +}'2 = zal

Bu tenglamaning 1-hadini o‘ng tomonga o‘tkazib, hosil bo‘lgan
tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko‘tarsak:

X 42ex+ +y =daj(x+ef +y +x2 -2ex+ + Y7,

bundan
2ex=-4a\(x-¢) +y* +4a* -2cx.

Bu ifodani ixchamlashtirgandan keyin quyidagi tenglamaga ega
bo‘lamiz:
(- X+a’y = a(a*—3).

Tenglamaning ikkala gismini a’(&’—¢®)ga bo‘lib, quyidagini hosil
gilamiz;



a>c bo‘lgani uchun @*—¢? musbat mlqdordlr uni & bilan belgilasak,
tenglama A

s P )

13

b

+

ALY
%

ko‘rinishni oladi. (5) tenglamaga ellipsning kanonik tengiamasi deyiladi.
Ellipsning kanonik tenglamasiga ko‘ra shaklini o‘rganamiz.

1) (5) tenglama bilan aniglangan ellips koordinata o‘glariga nisbatan
simmetrikdir. Hagiqatan, (x; y) shu ellipsning biror nuqtasi bo‘lsa, ya'ni
x, y sonlar (3) tenglamani qanoatlantirsa, u vagtda (3) tenglamada
o‘zgaruvchi x; y ning fagat kvadratlari gatnashgani uchun, bu tenglamani
(—x; ) {x; —y) va (—x; —y} nuqtalarning koordinatalari ham ganoat-
lantiradi (39-¢ chizma). Shuning uchun koordinata o‘qlari ellipsning
simmetriya o‘glaridir. Simmetriva o‘glarining kesishgan nuqtasi 0{0;0)
ellipsning markazi deyiladi, fokuslar yotgan o*qi uning fokal o ‘qi deyiladi.

2) ellipsning koordinata o‘qlari bilan kesishgan nuqgtalarini
topamiz. Masalan Ox o‘q bilan kesishgan nuqtalarni topish uchun
ushbu tenglamalarni birgalikda yechamiz:

i I :.—.'“:,. .!I_ '.llk 7 = i,
) SR R b )

(6)

{6) sistemaning ikkinchi tenglamasidan y =0 ni birinchi
tenglamasiga qo‘ysak, x = %4 hosil bo‘ladi. Shunday qilib, ellips Ox
o‘qini A (a; 0) va A,(—a; 0) nuqtalarda kesadi. Shu singari ellipsning
Oy o'q bilan kesishgan B (0; b) va B,(0; —b) nuqtalari topiladi.
Demak, ellipsning barcha nuqtalari tomonlari 2a, 26 bo‘igan to‘g‘ri
to‘rtburchak ichiga joylashgan (39-4 chizma).

2-ta’rif. Ellipsning fokuslari orasidagi masofaning katta o‘qining
uzunligiga nisbati uning ekssenrrisiteti deyiladi va e harfi bilan
belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra:

Rin
o

hamda c<a=>0<e< 1,
Ellipsning ekssentrisiteti uning shaklini aniglashda muhlm rol
o‘ynaydi. Hagiqatan ham, ¢’=a*—§?, shuning uchun

2 2 42 2
92:9.2.:0_.2__:1— % . bundan E:\“-_ez-
a a a
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39-chizma.

Ekssentrisitet e=1 da b/a=0 bo'lib, b kichiklashadi va ellips Ox
o0'gqa qisila boradi, aksincha, e=0 bo‘lsa, bu holda ellips aylanaga
vaginlasha boradi. Xususiy holda a = b bo‘lsa, u aylanadan iborat
bo‘ladi (39-d chizma).

Ellipsning koordinata o‘qlari (simmetriya o‘qlari) bilan kesishgan
nuqtalari uning wchlari deyiladi. Ellipsning 4 ta uchi bor (chizmada
ular A, A,, B,, B, bilan belgilangan), [4,4,] kesma va uning uzunligi
2a ellipsning katta o'gi, | OA,] kesma va uning uzunligi a esa ellipsning
katta yarim o'gi deyiladi. | B, B,] kesma va uning uzunligi 2b ellips-
ning kichik o‘qi, |OB,] kesma va uning uzunligi b esa ellipsning
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kichik yarim ogi deyiladi. Ellips chegaralangan chiziq (5) tenglamadan
ko‘rinadiki, uning chap tomonidagi ifoda doimo musbat bo'lib, har
bir hadi quyidagi shartni ganoatlantirishi kerak:

.3
2=

3
X <}

Fa——

o <],

bundan |x|sa;|yl=b

I-misol. Katta yarim o'qi 5 ga, Kichik yarim o'gi 3 ga teng
bo‘lgan ellipsning kanonik tenglamasini yozing.
Yechish. Shartga ko'ra: a =5, b= 3. (5) formulaga asosan:

2 b
X 4Y =
=5 1.
2-misol. M(0; 9) nugta orgali o'tuvchi, fokuslari orasidagi masofa
4 ga teng bo'lgan ellipsning kanonik tenglamasi yozilsin.
Yechish. Ellipsning kanonik tenglamasini yozamiz:

= *3 =1, shartga ko‘ra M(0; 3) nuqta ellipsga tegishli, shuning

? =1 . bundan #* = 9. Endi &' parametrni topish qgoldi:

uchun B

F=b+¢,

¢ — fokuslar orasidagi masofaning varmi bo'lgani uchun, shartga
ko‘ra ¢=2. U holda @’= 9+4=13.
-
Demalk, e 1.
3-misol. 9x° + 16)° = 144 ellipsning ekssentrisitetini toping.
Y echish. Berilgan ellipsning tenglamasini kanonik korinishga
keltiramiz:

3

2 3
9x’ +lf:;y2=144==-';'53-+J9 =1, buverdaa=4; b=3;

bulardan foydalanib, ¢ ni topamiz: c=va’ -4 =J7; e= ; = f- .

2.2.3. GIPERBOLA

Ta’rif. Ixtiyoriy nuqtasidan fokus deb ataluvchi berilgan ikki F
va F, nugtagacha bo‘lgan masofalar ayirmasining absolut giymati
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o‘zgarmas migdor 2a teng bo‘lgan tekislikdagi barcha nugtalar
to‘plamiga giperbola deyiladi.

O‘zgarmas migdor 2a fokuslar orasidagi masofadan Kichik deb
olinadi.

Giperbola tenglamasini keltirib chigarish uchun belgilashlarni,

chizmani oldingi ellips tenglamasiga o' ilib olami ' la
ta’rifiga ko'ra | |F,, M|—|F,, M| yoki \;(x )+ Y = J(x+cY +y =
= 2a. lldizlarni yo*gotgandan keyin quyidagi tenglamaga ega bo‘la-
miz. (Ildizlarni yo*qotish ixchamlash va soddalashtirish ham oldingi

mavzudagidek bajariladi):
===l (*)

Ta'rifga ko'ra ¢ > a, shuning uchun ¢—&* migdor musbat bo‘ladi.
&-a’ ifodani & bilan belgilaymiz, ya’ni ¢—a*=#. U holda (*) tenglama
;2 - iz =1 (8)
ko‘rinishni oladi. Bu tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi
deyiladi. Giperbolaning (8) tenglamasiga ko‘ra shaklini aniglaymiz.
Buning uchun giperbola tenglamasidan ham ellips tenglamasi ustida
olib borilgan muhokamalarni takrorlab, giperbolaning tarmoglari
koordinatalar boshi va koordinata o°glariga nisbatan simmetrikligi
aniglanadi. Giperbola Ox o'qni 4 (a: 0) va A,(—a; 0) nuqlalarda
kesadi (40-chizma). (8) tenglama b]lan aniglangan giperbola Oy o'q
bilan kesishmaydi. Hagigatan, (8) tenglamaga x = 0 ni go‘ysak, * = »*
bo‘ladi, holbuki bu tenglik hagigiy sonlar sohasida o‘rinli bo‘Imaydi.
A,, A, nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi. Giperbolaning uchlari
orasidagi 2a masofa uning hagigiy o ‘gi deyiladi.

40-chizma.
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Ordinatalar o'qida 0 dan b masofada turuvchi B (0; b) va B,(0;
b) nuqtalarni belgilaymiz. |B B = 2b ni giperbolaning mavhum o'gi
deyiladi. Agar M(x; y) nugta giperbolada yotsa, uning uchun (8)
tenglamadan [x|za, demak, x = +a to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan —a<x<ga oraligda giperbolaning nuqtalari yo‘q. (8)
tenglamani y ga nisbatan vechamiz:

y=i%v‘x2—a2 . . . v a . (9)

Bu tenglamadan ko‘rinadiki, x miqdor a dan + = gacha ortganda
va —a dan « gacha kamayganda, y migdor —ee<y<+= oraligdagi
giymatlarni qabul qiladi. Demak, giperbola ikki gismdan iborat bo'lib,
ular giperbolaning tarmoglari deyiladi. Giperbolaning bir (0'ng)
tarmog'i x >a yarim tekislikda, ikkinchi (chap) tarmog'i x<—g yarim
tekislikda joylashgan.

Agar giperbolaning fokuslari ordinatalar o‘qida joylashgan bo‘lsa,
uning kanonik tenglamasi

e 3]
4

u PR koo

b e —
e vl

R ¢ 1))

3%,
l‘::-q"::m

ko‘rinishda bo‘ladi. Giperbola asimptotalarga ega. Agar tekis
chizigning nugtasi shu chiziq bo‘ylab harakatlanib borganida, uning
d to‘g‘ni chizigqacha bo'lgan masofasi nolga intilsa, 4 to'g'ri chiziq
egri chizigning asimptotasi deyiladi.
2 2
y= gx: y= *g X to‘g'ri chiziqlar ii- - %2‘ =1 giperbolaning
asimptotalaridir {40-chizma).
Yarim o'qglari teng bo‘lgan giperbola reng romonf{i deb

72
ataladi. iz‘ - "E’f =1 tenglamada g = b bo‘lganda:

Xy = b. (11

Teng tomonli giperbola asimptotalarining tenglamalari y = x,
y = —x ko'‘rinishda bo'lib, ular o‘zaro perpendikular bo‘ladi. Bu
asimptotalarni yangi koordinata o‘glari sifatida qabul qilsak, teng
tomonli giperbola tenglamasi o‘rta maktab kursida ko‘nladigan
ixcham xy = a ko‘rinishni oladi.
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Giperbolaning fokuslari orasidagi masofani hagigiy o'qining
uzunligiga nisbati giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi va ellipsdagidek
e harfi bilan belgilanadi:

Giperbolada ¢>a=e>1 ckssentrisitet uning shaklini aniglashda
muhim rol o‘ynaydi. Haqgigatan ham, e = ¢/a dan ¢ = ea, buni
B = ¢—a’ ga qo'ysak, b = a(e~1) yoki ”=+e’ -1 bo'lib, bundan
ko‘rinadiki, ekssentrisitet e ganchalik kichik, ya'ni e=1 bo'lsa, b/a
shunchalik kichik, b/a—0, ya'ni giperbola o*zining haqiqiy o'qgiga
sigilgan bo'ladi, aksincha, e kattalashib borsa, /4 ham kattalashib,
giperbola tarmoglari kengayib boradi.

1- misol. Giperbolaning haqiqiy o*qi 18 ga, fokuslari orasidagi
masofa 24 ga teng bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartga ko‘'ra: 2a= 18=2a=9 va 2c - 24=rc = 12.
Endi # ni topish qoldi, b = ¢—a* = 63. Demak, xl 23 =1,

2-misol. ;5 =I giperbola tenglamasi berilgan. Giperbolaning

haqiqiy va mavhum yarim o°glarini, fokuslarini, ekssentrisitetini toping.
Yechish. Berilgan tenglamada @* =25, a= 35, ¥ = 16, b = 4,
demak, c’=a'+ b =25+ 16 =41, bundan ¢ = + J41] ;

F(JaT; 0); F(—4T; 0).

Endi e ni aniqlaymiz: gas R,
2
3-misol. x 2 =1 giperbolaning asimptota tenglamalarini
tuzing.
Yechish. Berilgan tenglamada @* = 5, # = 20, bundan a = /5.,

b =25 . Asimptota tenglamalari ¥ = gx: y= -2.1' ko‘rinishda edi.
Demak,

J‘l

y—’ Xx yoki y=2x va y=-=

25

7 x yoki y=-2x.

2 2
4-misol. Giperbolaning if;- - 3.;,- =1 tenglamasi berilgan. Bu gi-

perbolaning haqiqiy va mavhum yarim o'qglarini, fokuslarini, uchlarini,
asimptota tenglamalarini aniglang.
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Yechish. Tenglamaga ko'ra: a=3, b= J7: ¢ =a + b,
C:\!9+7:4,

Giperbola fokuslari: F(4:0); F(-4.0).
Giperbola uchlari: A4,(3; 0); A,(=3; 0), BO; V7). BO; -J7).

Asimptota tenglamalari:

G. o fF

J:Jx_ _V:

2.2.4. PARABOLA

Ta'rif. Ixtiyoriy nuqtasidan berilgan nuqtagacha va berilgan to'g'ri
chiziggacha bo'lgan masofalari o*zaro teng bo‘lgan tekislikning barcha
nuqtalari to‘plami parabola deyiladi. Berilgan nugta parabolaning
Jfokusi, berilgan to’g'ri chiziq esa parabolaning direktrisasi deyiladi.

Parabolaning fokusini F, direktrisasini 4 bilan, fokusdan
direktrisagacha bo‘lgan masofani p bilan belgilaymiz.

Parabola ta’rifidan foydalanib, uning kanonik tenglamasini keltirib
chigaramiz. Buning uchun koordinatalar sistemasini tubandagicha
kiritamiz. F nugtadan o‘tuvchi va 4 to'g‘ri chizigqa perpendikular
bo‘lgan to'g'ri chizigni abssissalar 0'qi deb gabul gilamiz.

Abssissalar o'gining d to'g'ri chiziq bilan kesishgan nuqtasi L
bo‘lsin. Ordinatalar o‘qini [FL] kesmaning o‘rtasidan o‘tkazamiz
(41-chizma).

Tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan dircktrisax:—g

tenglamaga, F fokus esa (f : 0) koordinatalarga ega bo‘ladi.
- Parabolaning ixtiyoriy nugtasi M(x;

4 y) bo'lsin. M nuqtadan direktrisaga
RL—#———-\H ;4) tushirilgan perpendikularning asosini K
| bilan belgilaylik. U holda parabolaning
LL ‘TJ .?\ B ta’rifiga ko'ra:
+ 'ﬂ—;—';(%}q) X | KM| = | MF|. (*)

: Ikki nugta orasidagi masofani topish
1 formulasidan foydalansak,
|

41-chizma. - | KM [=\(x+ p/2), **)
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¥

| MF = J(x=-pl12) +y°. d d
*), (“)*(.\'—;)-+}':=(.\‘+g)—. o
gavslarni ochib ixchamlaymiz:

oNT  F
xz—px+f;‘+}°‘)=x3+px-+-ﬂ.

yoki y* = 2px. (12)

(12) tenglama parabolaning kanonik _
fenglamasi deyiladi. Parabola shaklini a-chigm.
uning (12) tenglamasiga ko‘ra tekshi-
ramiz. }°=0 va p>0 bo’lgani uchun, (12) tenglamada x=0 bo‘lishi
kerak. Bundan esa (12) tenglama bilan ifodalanuvchi parabolaning
barcha nuqtalari o'ng varim tekislikda joylashganligi kelib chigadi.
x=0da (12)=y = 0 bo'lib, parabola koordinatalar boshidan o*tadi.
Koordinatalar boshi parabolaning uchi deyiladi. x ning har bir x>0
qiymatiga y ning ishoralari garama-qgarshi, ammo absolut migdorlari
teng bo'lgan ikki givmati mos keladi. Bundan esa parabolaning Ox
0°gga nisbatan simmetrik joylashganligi ko‘rinadi. Ox o'qi simmetriya
0'qi. (12) tenglamadan ko‘rinadiki, x ortib borishi bilan | y| ham
ortib boradi. Demak, yuqoridagi xossalarga ko‘ra parabolaning shak-
lini tasavvur gilish mumkin (42-chizma). Agar parabola koordinata-
lar sistemasiga nisbatan 43-a, b, d chizmadagidek joylashgan bo‘lsa,
ularning tenglamalari mos ravishda ¥* = 2py, ¥ = —2px, x* = —2py
ko‘rinishda bo'ladi.

Misol. x+4 =0 to'g'ri chizig va H-2; 0) nugtadan bir xil
uzoqlikda joylashgan nuqgtalar geometrik o'rnining tenglamasini tuzing.

L
!
d |4
F N SN
T T ;'J B i
T 2 T
o S —— F
a b i { d
43-chizma.
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Yechish. K(x; y) nugta biz izlayotgan geometrik o‘rinning
ixtivoriy nugtasi bo°lsin. Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga

asosan | FK |= (x+2)* + y*. masala shartiga ko'ra x + 4 =0 to'g'ri

chizig K(x; y) nugtadan |FK|= x+ 4 masofada bo‘ladi. Shuning
uchun (\f(x +2P +y )Y = (x+4) voki (x+2)2+)°= x?+ 8x+

+ 162y —4x + 12=0 yoki ¥ =4x+ 12; x= l}': -3, Bu esa Ox

o'giga nisbatan simmetrik bo‘lgan parabola tenglamasidir.

2.2.5. ELLIPS VA GIPERBOLANING DIREKTRISALARI

Ta’rif. Ellips (giperbola)ning berilgan F fokusiga mos direktrisasi
deb uning fokal o‘giga perpendikular va markazidan shu F fokusi

yotgan tomonda 3 masofada turuvchi to‘g'ri chizigni avtiladi.

Bu yerda: a — ellips (giperbola)ning haqigiy varim o°qi, e —
ekssentrisiteti.

F, va F, ga mos direktrisalarni d, va d, bilan belgilaymiz. Ta'rifga
ko‘ra direktrisalar d, : x— :r— 0:d,: x+ : = () tenglamalarga ega bo‘ladi.

Ellips uchun: e <1 =>‘—: >a, giperbola uchun: e>l=‘-:—f<a. bun-
dan esa ellipsning ham, giperbolaning ham direktrisalari ularni
kesmasligi ko‘rinadi (44-a, b chizmalar). Ellips (giperbola)ning
direktrisalari uchun quyidagi mulohaza ham o‘rinlidir. Ellips
(giperbola)ning ixtivoriy nuqtasidan fokusgacha bo‘lgan masofani
o‘sha nuqtadan shu fokusgacha mos direktrisasigacha bo‘lgan

44-chizma.
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masofasiga nisbati o'zgarmas miqgdor bo’lib, ellips (giperbola)ning
ekssentrisitetiga teng.
Misol. Katta o'qi 10 ga teng bo‘lgan ellipsning x = =6 to'g'ri

Yechish. Masala shartiga ko'ra:

]
% chiziglar direktrisalari bo'lsa, shu ellipsning tenglamasini tuzing.
3

J
|
3

2a = 10=a =35, ya'ni t':=t6. bundan f,':i'ﬁ. ammo €'=§.u

holda “c =6 yoki

2 9
R :41
ellips uchun:
b =a’ - :25“%2(75 3—3%5
2 2
Demak, S+ ;_?é =L
26

2.2.6. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQNING UMUMIY
TENGLAMASINI KANONIK KO'RINISHGA KELTIRISH

To'g’ri burchakli koordinatalar sistemasida koordinatalari
a,x* + 2a,.xy + a,)’ + 2a,,x + 2a,y + ay,=0 (n

tenglamani ganoatlantiruvchi tekislikdagi nuqtalarining geometrik
o'rni ikkinchi tartibli egri chizig deyiladi.

Bunda a, koeffitsiyentlar hagigiy sonlardan iborat bo'lib, a,,, a,,
a,, koeffi [slycm!ardan hech bo‘lmaganda bittasi noldan fargli bo lddl

Ta’rifga ko‘ra ikkinchi tartibli egri chiziq koordinatalar sistemasiga
bog‘liq bo‘lmasa-da. uning a, koeffitsiyentlari koordinatalar
sistemasiga bog'liq.

Ikkinchi tartibli egri chiziq nazariyasining asosiy masalalaridan
biri, uning umumiy tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltirish
hisoblanadi.

Ikkinchi tartibli egri chizigni soddalashtirish ikki bosqichdan
iborat.
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I) koordinatalar sistemasini burish yordamida
soddalashtirish.

Agar ikkinchi tartibli egri chiziq biror R to‘g'ri burchakli
koordinatalar sistemasida (1) tenglama bilan berilgan bolsa. u holda
bu koordinatalar sistemasini burish vordamida shunday bir R’ to'g'ri
burchakli koordinatalar sistemasiga o‘tish mumkinki, u sistemada
egri chiziq o'z tenglamasida o°zgaruvchilar ko' paytmasini, yva'ni xy
ni saglamaydi (bu bosgich a,,#0 holda go‘llaniladi).

Buning uchun o'tish formulalari

x=x"cosa - y'sinat.
y=Xx"sina+ y cosu 2)
dan x, y larni (1) ga go‘ysak va o‘xshash hadlarni ixchamlasak, (1)
tenglama R’ koordinatalar sistemasida quyidagi ko‘rinishni oladi:
al,x? +2a, Xy’ + @ y? +2alyx’ + 2d5y + @}y =0, (3)

bu yerda:

a;, = a,, cos’ a+2a,, cosa sin a+a,, sin’ a,

- p . 2 o
Gy, = —@;, Sin € COS & + @), COS™ @—ay, Sin” ¢+ a,, Sin & cos i,

’ o : 2 (4)
ay, = ay, Sin° a-2a, sin @ cosa + a,, cos” «,

aj, = @y, COS a+ay, Sin «,

Gy = —0y, SN a+a,, cos a,

1900 = dgo-

(4) belgilashlardan ko‘rinadiki, (3) tenglamadagi 4,. a},. @),

koeffitsiventlar (1) tenglamadagi a,,. a,,, a,, koefTitsiyentlarga va «
burchakka bog‘liq, shuning bilan birga 4/,. a/,. @}, larning kamida

biri noldan fargli, aks holda birinchi tartibli tenglamaga ega bo‘lamiz.
« burchak ixtiyoriyligidan foydalanib, uni shunday tanlab olamizki,
natijada (3) tenglamadagi «, koeffitsiyent nolga teng bo‘lsin:

@}, =~y SINCLCOSA + Gy COS” & — Gy Sin’ & + Gy Sin @ COSA =
=—(a;, cos + a,, sin@)sin @ + (@, cosa + @y, sina)cosat =0
voki
@ COSa+a; Sina _ ay; COsa+ay, sina
cosa Sina
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' (5) munosabatni biror 4 ga tenglab, uni quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:

: (a,, — A)cosax + @, sinax =0,

(6)

@yy COSA + (dyy — A)siner =1,

Bu sistema bir jinsli. shuning uchun uning determinanti nolga
teng, ya'ni

a,—-A  ap
@y, ay —

A|=0 yoki A’-(a, +a,)i+(a,a,~a,) (7)

bo‘lganidagina sistema noldan fargli yechimga ega bo‘ladi.
(7) tenglama (1) chiziqning xarakteristik tenglamasi deyiladi. (7)
tenglamaning diskriminanti:

D=(a,+ a,) -4a,a,—-a,)’ = (a,—a,)+ 4a’, > 0.

Demak. (7) tenglamaning 4, va 4, ildizlari turli xil va haqigiydir.
(5) dan

@y COSOA + @), SINO = ACOS(L, _

@y, COSQ + @y, SinX = Asing (&)
tengliklarni yoza olamiz. Ularning har birini cos =0 ga bo‘lib (agar
cos a=( =aa=l;- bo‘lsa, @,,=0 bo'ladi), ushbuni hosil gilamiz:

_A-oy _ oy
ga=2"%=
P S )

(9) munosabatga navbat bilan (7) xarakteristik tenglamaning 4, A,
ildizlarini qo‘yamiz:

igoy = ——— . ta‘)-'-—z'_—l.
2 P 20t : (10)
(10) formulalardan foydalanib a=a, burchakni aniqlab, R
koordinatalar sistemasini shu a, burchakka burish bilan vangi R’
koordinatalar sistemasiga o mh mumkinki, bu sistemaga nisbatan
(1) tenglama soddalashib quyidagi ko‘rinishga keladi:

Mx? + Ay7 + 2a),x + 2a5y + aly, =0. (11)

75



Agar berilgan (1} tenglamada a,,=a,,=0 bo‘lsa, u holda
ajp = a5 =0 bo'lib, (3) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

Ax?+ A,y7 +ap, =0. {12)

Shunday gilib, koordinatalar sistemasini burish vordamida (1)
tenglamani (11) ko'rinishdagi tenglamaga keltirdik. (1t) ko‘rinishdagi
tenglamani yanada soddalashtirish uchun koordinatalar boshini
ko'chirishdan foydalanamiz;

2y koordinatalar boshini ko‘chirish yo°li bilan
ikkinchi tartibli egri chizigq tenglamasini
soddalashtirish (bu holda koordinatalar sistemasini o‘glari
yo nalishini o‘zgartmasdan, koordinatalar boshini boshqa nugtaga
ko'chiramiz, ya’ni R’ koordinatalar sistemasiga o‘tamiz),

Ikkinchi tartibli egri chizigning tenglamasi (11) ko‘rinishda bo‘lsin.
(7) xarakteristik tenglamaning ildizlari 4, va 4, bll’ qutda nolga tcng
bo‘Imasin. _ . ,

Quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

.
a) A, =0, 1,20 < a a,,—al= 0.

- Bu holda (11) tenglamada quyidagicha shaki almashiirish
bajaramiz:

ll(x’+.?i!g)3+ilq(y’+%g)z+a&}=q’ ! o

""-- 2 042 . .
bu yerda 4, = %Q - ..f‘l deb belgilaymiz.
. 2
4
Tubandagi shak! almashtirishni bajaramiz:
S S . A _ %y,
x=X +[ ) =Y +( l )

a

.- U holda R’ koordinatalar sistemasida egri chizigq quyidagi
tenglamaga ega bo'ladi:

| WX Y =0, (1Y)
bu yerda o ( L” %] agar ag, #0 bo’ lsa, (13) i kano:ﬁk ko‘ri-
2 2
nishda vozish mumkin: —%G—Jr—y,——l
Y X
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Agar a;, # 0 bo'lsa, uning kanonik ko'rinishi tubandagicha bo‘ladi:

L L
¥ ={.
A A

Shunday qilib, R koordinatalar sistemasida (1) tenglama bilan
berilgan ikkinchi tartibli egri chizigning xarakteristik tenglama ildizlari
A, va A, lar nolga teng bo’imasalar, u holda egri chizig quyidagi
chiziglardan bittasini ifodalaydi:

N 4 A gy Kanonik tenglamasi Chizigning nomi
T+ ¥ = T Ell
- - + X+ 2=l #
a ¥
2 + + + o Mavhum ellips
. . . 5 +=y=-1
a ¥
3 + + 0 T Nugta (kesishuvchi |
— = Sy 4 Y -0 mavhum to‘g‘ri
a b chiziglar jufti)
4. + o #0 "-‘ ¥ . \ GiPCrbOIa
- —y =T =
¥ a@ b
5. + - 0 ¢ Kesishuvchi to'g'ri

+ = 2y=0 chiziglar jufti

b)4, =0, (4,20), &', =0.

il
Bu holda (11) tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

» 2 52 - z
i (y=+ aw) +2al,| x* - @0/ 220 | _ 0,
: A Zajy

Quyidagi koordinata almashtirish formulasini qo‘llasak:

ro x4 Gl A -aly 1=y (-
i 24, 7 Y+( 3-:)

(11) tenglamadan egri chizigning R* dagi kanonik tenglamasi kelib
chigadi:

A2 424, X =0; y*=-2.‘.‘_jf X. (14)

Agar A, =0; 4;, #0 bo'lsa, u holda (11) ning ko‘rinishi tubanda-
gicha bo'ladi:

Xi=2%0y
Ay
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Shunday qilib, agari, = 0 bo'lib, aj, # 0 bo‘lsa yoki A, = 0 bo’lib,
a5+ 0 bo‘lsa, u holda (1) tenglama parabelani ifedalar ekan.

* 2 7
U hOIda(ll):alq(y +%—) +a§0—%{l=0-,

il . ¥ 3
oy = % niay, bilan belgilasak va quyidagichax'=X: y'=Y + (—%)

koordinata almashtirish formulasini go‘tlasak, {11) tenglama R’
koordinatalar sistemasida quyidagi ko‘rinishni oladi:

Yy 12 =0. (15)

Bunda agarﬁ’f<0 bo'lsa va umff,?" -a* deb belgilasak, (15) ni

quyidagicha ypzamiz:
Peag=0sY-a=0Y+a=0 = (16

Demak egri chiziq har xil parallel to‘g‘ri chiziglar juftiga ajraladi,

af; =a bo'lsa u holda

aga
V+a@=02Y+ai=0Y-ai=0 (17)

bo'ladi.

Bu holda egri chizig mavhum paralle! to‘g'ri chiziglar juftiga
ajraladi.

Agaray, =0 bo'lsa,

(1= P=0s¥=0Y=0 ~ - = (@18

bo‘ladi. Bu hotda egri chiziq ustma-ust tushuvchi to‘g'ri chiziglar
juftini ifodalaydi. Shunday qilib, (1) tenglama quyidagi 9 ta chizigning
bittasini ifodalaydi:

1) ellipsni;

2) giperbolani;

3) parabolani;

4) kesishuvehi to'g'r Chmqlar juftini;
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5) har xil parallel to*g*ri chiziglar juftini;

6) ustma-ust tushuvchi to'g'n chiziglar juftini;
7) mavhum ellipsni;

8) mavhum kesishuvchi to‘g'ri chiziglar juftini:
9) mavhum parallel to'g'ri chiziglar juftini.

2.2.7. IKKINCHI TARTIBL] CHIZIQNI UMUMIY
TENGLAMASIGA KO*RA YASASH

Faraz qilaylik, R to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi

Fx, y) = a,x* + 2a,xy + a,,)> + 2a,x + 2a,y +a,=0 (1)

bilan berilgan bo‘lsin. Oldingi mavzudagi umumiy tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltirishga asosan chizigning nugtalarini tuzish mumkin.
Buning uchun tubandagilarni bajaramiz:

1) 4,~(q,, + a,,)) + a,a,, — a}, = 0 xarakteristik tenglamani
yozib, tenglamaning ildizlarini topamiz;

2) tekislikni 0 nugta atrofida @ burchakka burganda R koordina-
talar sistemasidan R’ koordinatalar sistemasi hosil bo‘ladi. Burish
burchagining kattaligini topamiz:

B i cos@=
1}1+lgnr2
da, =acosat apsing,
a, = -aq.sna + a,cosa

tga = 41 #(sina =
a)

20

formulalar bo‘yicha a',,, a',, koeffitsiyentlarni hisoblaymiz va R’
koordinatalar sistemasidagi chizigning

Ax? 4 2y7 +2al, X" +2ayy + aly =0 (2)

tenglamasini tuzamiz;

4) (2) tenglamadan, boshini @' nuqtaga ko‘chirish yordamida
egri chizigning R” koordinatalar sistemasidagi tenglamasini hosil
gilamiz,

i 5) R’ koordinatalar sistemasi chiziladi, keyin R’ koordinatalar
Sistemasi chiziladi, kevin egri chiziq kanonik tenglamasiga ko‘ra
vasaladi.
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l-misol. x* — 8xy + 7y + 5x — 6y + 7 = 0 egri chizig
tenglamasini soddalashtiring.

Yechish. 1) xarakteristik tenglamasini tuzib, uning ildizlarini
aniglaymiz: :

P-81-9=0, 4 =91=-1

2) koordinatalar sistemasini burish kerak bo‘lgan burchakning
giymatini topamiz:
tger = -2; sin -2 cosa=-L. .
g a Jg 1 a Jg --":
Bunda o jadvaldan topiladi. Koordinata o qlandagl vektorlar
quyldaglcha bo‘ladi: ’

1 -.’ g - 27 | —." : TR
=gk T S

3) koeffitsiventlarni aniglaymiz: T
am—% a£u=j4§-. o J B .

Yangi koordinatalar sistemasiga nisbatan tenglaina tuzan‘[iz
LA S T VU
9x" fo+35y +7=0;

4) koordinatalar boshini ' nuqtaga ko‘chirish yo'li bilan te
shaklini o‘zgartiramiz: nglama

LA AL L S L T
(v +5f5) ) 50
U holda tubandagi tenglamaga ega bo‘lamiz:

Y2 174y
Sefe ol g
: _ .

Demak, egri chiziq giperboladan iborat ekan (45-chizma).

2-misol. x> = 2xy + ¥ — 3x - 4y + 2 = 0 egri chiziq
tenglamasini soddalashtiring.

Yechish. |) xarakteristik tenglama tuzib, uning ildizlarini
aniglaymiz: 22-24=0; 1,=0; 4,=2;

2} koordinata o*glarini burish kerak bo‘lgan burchakning giymatini
topamiz:
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LAl

1

/ — l_. %

45-chizma.

[t
%
>

-

3) koeffitsiyentlarni aniglaymiz:
’ E o 28— .
4y = B’ ay = A
2 2 2 ’ 2 ’ e
§ i Ji!'x T y+2=0
voki
y+ J-Z-x'-’}fy%l:(];

4) koordinatalar boshini @' nuqtaga ko'chirish yo'li bilan
tenglamani soddalashtiramiz:

2
(=) o) =
bundan

2 L (7. 1Y
r=-5% O03m )
tenglamaga ega bo'lamiz.
Demak, egri chizig paraboladan iborat ekan (46-chizma).
I-misol. x*=6xy + 992 — 2x + 6y + 1 = 0 egri chizig
tenglamasini soddalashtiring.
Yechish. Berilgan tenglamani tubandagicha yozish mumkin:

(x=3y)? = 2(x=3») + 1 =0,
6 — Oliy matematika 81



4 ;
] x =3y =1yoki }':ix-';.

bundan ko‘rinadiki, berilgan egri

g et chizig ustma-ust tushuvchi to‘g'ri
__,/ _ chiziglar juftiga ajraladi (47-
“{V * chizma).
//
47-chizma.

2.2.8. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLARNING QO*LLANILISHI

Osmon jismlarining trayektoriyalarini o‘rganishda ikkinchi tartibli
egri chiziglar bilan ish ko‘riladi, chunki planetalar Quyosh atrofida
elliptik orbitalar bo*ylab, Quyosh sistemasidagi kometalar esa. yoki
ellips, yoki giperbola. yoki parabola bo‘ylab harakatlanadilar.
Shuningdek, texnikada krivoship-shatun mexanizmida, shatunning
o'rtasida votuvchi nugta trayektorivasini tekshirsak, u ellips bo'yicha
harakatlanadi, avtomobil farasining kesimi parabola shaklida ishlanadi.
Umuman aytganda, ikkinchi tartibli egri chiziglar nazariyasi amali-
yot va texnikada keng go‘llaniladi.

I-misol. Yer Quyosh atrofida ellips bo‘yicha aylanadi. Quyosh
esa bu ellipsning bitta fokusiga joylashgan bo‘ladi. Yer orbitasining

katta o'qi 2a = 300 000 000 km. Orbitaning ekssentrisiteti e = ﬁlb-:
Yer orbitasining markazi Quyoshdan gancha masofada yotadi?
Quyoshdan Yergacha eng kichik masofa (dekabrda) eng Kkatta
masofadan (ivunda) gancha gisga?

Y echish. Masala shartiga ko‘ra 2a = 300 000 000 km. bundan

= 150 000 000 km.

1) Yer orbitasining markazi Quyoshdan gancha masofada yoti-
shini bilish uchun fokus masofasini topsak vetarli, chunki, Quyosh
uning bir fokusida joylashgan, aniglik
uchun F, da joylashgan bo‘lsin (48-
chizma).

Ekssentrisitet ta’'rifiga asosan:

e==c=a-e,
a

¢ =150 000 000'5!0 = 2500 000 km
masofada ekan.
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Yer orbitasining markazi Quyoshdan 2 500 00
2) eng kichik masofani, ya'ni FA ni topamj, ™ masofada ekan.

FA=a- c= 150000 000 - 2 500 000 =
Eng katta masofani, va'ni A,F ni topamiz.
AF=a+c= 130000000+ 2 500 000 <
Quyoshdan Yergacha eng kichik masofa ey, 32 500 000 km.
gancha kichik ekanligini topamiz. Agar bu mag, katta masofadan
p=A,F = FA = 152000 000 — 147 500 000 :‘ni p desak,

000 000 km.

47 500 000 km.

O*z-0'zini tekshirish uchun sav;;.ua
r

Ikki to’g‘ri chiziq orasidagi burchak uchun fon'nuza

Ikki to'g‘ri chizigning perpendikularlik va parallellik “‘a Illnb chigaring

Tekislikda nuqtadan to'g'ri chiziggacha bo'lgan m%r o nlinadan Boia?

chigaring. 0

Qenday chiziq cllips deyiladi? Uning kanonik tenglyy, | iesini keltirib

Qanday nugtaga ellips markazi, ganday nuqtalarg, inj kelt

Qanday chiziq giperbola deb ataladi? Uning kanon:':l Ps d&gzﬁ‘c‘ngg

chigaring. 11 §i7g g

7. Giperbolaning markazi va uchlari deb ganday n Blamasini keltirib

8. Ellips va giperbolaning ekssentrisiteti deb nimaga atg), d’!a aytiladi?
formulalarni yozing. Ula

9. Giperbolaning direktrisasi nima? Giperbolaning fuk il

10. Giperbolaning asimptotalari nima?

11. Parabolaga ta'rif bering. Uning kanonik tcnglamag,

12. Parabolaning fokusi va direktrisasi nima? Ular ganday

o e

el o

i Qayverda yotadi?

h;,l
ng.
N bilan bog'‘langan?
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J-bob. FAZODA TEKISLIK VA TO*G*RI CHIZIQ

3.1. TEKISLIK

3.1.1. TEKISLIKNING BERILISH USULLARI

1) tekislik o*zining biror M, (x.: v,: z,) nugtasining va normalining
berilishi bilan fazoda bir givmatli an'.qlandth Tekislikka perpendikular
bo‘lgan a#0 vektorni tekislikning normali deyiladi. Tekislik
tenglamasini aniglash uchun Dekart koordinatalar sistemasini
tanlaymiz. {4, B, C} — normal # ning shu sistemadagi koordinatalari.
(x,; ¥,: 3) esall tekislik M, nugtasining shu sistemadagi koordinata-
lari bo'lsin. M(x; y; 7) — fazoning ixtiyoriy nugtasi bo‘lsin. M nugta

—
IT tekislikka tegishli bo‘lishi uchun M M vektor n vektorga
- =
perpendikular bo‘lishi, va'ni M M - n = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.
—r——if

MM vektor {x—x,;. v— ¥, z— g} koordinatalarga ega bo‘lgani
uchun
—_ .
MM -n =Ax~x)+ Bly—y)+ Cz—z)=0.
Demak. IT tekislik M nugtasining koordinatalari
Ax—-x)+ Bly—y)+ Clz—z)=0 (1)

tenglamani ganoatlantiradi.

n#0 bn“lgzmi uchun A2+ B*+ C = 0. Endi (1) tenglamani har
ganday x,: ¥,: , yechimi IT tekislikning biror nugtasini aniglashini
isbotlay m]/ qulqalig ham, M, nuqta x,; y,: g, koordinatalarga ega

bo‘lsin. u holda M, M, vektor {x, — x,; ¥, — y,: 3, — z,} koordinata-

. -. - . - ___ﬁ

larga ega bo'ladi va (1) munosabat o'rinli bo‘lgani uchun M M,
vektor n vektorga perpendikular bo‘ladi.

2) tekislik o'zining biror M (x; y,: ) nuql.mnmu va lekislikka

parallel bo‘lgan ikkita nokollinear p = {a: i 7,). ¢ = {a,; pi vl
vektorlarning berilishi bilan aniglanadi,
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Tekislikda ixtivoriy M(x: y: 2) ;%
—_——) ,," -
nugtani olamiz. U holda M, M vektor ‘7/
7. ¢ vektorlar bilan komplanar bo'ladi, A ihiloiia.

demak. bu vektorlar chizigli bog‘lig
bo'lib, bundan ularning koordinatalaridan wzilgan uchinchi tartibli
determinant nolga teng bo‘lib chigadi (49-chizma). Vektorlarni
koordinatalarda yozaylik:

N

MM = BT EN NI Eob A3

{x
p= {..if 7,h
g= te,; By vhs

u holda quyidagi tenglama hosil bo*ladi:

Aksincha, (2) shart bajarilsa, M nuqta i tekislikka tegishli bo‘ladi.
Demak, (2) IT ning tenglamasi. Bu tenglama berilgan nugtadan o‘tib,
berilgan nokollinear ikki vektorga parallel bo‘lgan tekislikning
tenglamasi deb ataladi.

_--> » » » P -

M M, p. q vektorlar bir tekislikda yotgani uchun, ular chizigli
bog‘ligdir, ya'ni

—_—

MM =1tq +nq.t. nER, (3)

bu yerda 1, n sonlar parametrlardir, (3) dan:

X=X +af+(r
l.—yn+ﬁt+ﬁn (4)
Fd +}r+}1n

(4) tekislikning parametrik tenglamalari deyiladi.

3) bir tekislikda yotgan uchta nugta tekislikning vaziyatini to‘la
aniglaydi. Aytaylik. uchta M (x; v ), My(x; ¥y ) Myx;; vy Z,)
nuqtalar berilgan bo'lsin. Tekislik tenglamasini tuzaylik.
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— —
Agarbiz M, = M. R = MM,; P, = M M, desak hamda
s - =
MM, = X%,=X; h~¥s L4 M\M; = (X, ~X3 3=
z, — z,}larni e’tiborga olsak, (2) tenglama quyidagi ko*rinishni oladi:

X=X Y=-% IT-% )
=% =W -3 =0 ()
X=X WHh-N L—-{

(5) — uch nugtadan o‘tgan tekislik tenglamasini ifodalaydi.

4) tekislik o'zining koordinata o*glaridan kesgan kesmalari a, b,
¢ larning berilishi bilan aniglanadi. Aytaylik, tekislik koordinatalar
boshidan o'tmasin va u Ox, Oy, Oz o*qlarini mos ravishda M (a; 0:
0), M,(0; b; 0), M(0: 0: ¢) nugtalarda kessin.

U holda (5) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

xX-a y z
|-a b 0|=0,
|-a 0 ¢
bundan
P00 MOV S N (6)
a b ¢

(6) — tekislikning koordinata o ‘qlaridan ajratgan kesmalari bo ‘vicha
tenglamasi deb ataladi.

Yugorida ko'rib o‘tilgan tekislik tenglamalari birinchi darajali
bo'lib,

Ax+ By+ Cz+ D=0 (7
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shuning uchun (7) ko'rinishdagi tenglama-

ga tekislikning wmumiy tenglamasi deyiladi. Bunda A, B, C lar bir
vagtda nolga teng emas.

Tekislikni umumiy tenglamasiga ko‘ra tekshirish

Tekislikning umumiy tenglamast (7) ga ko‘ra tekislikning
koordinata o‘glariga nisbatan jovlashuvi to‘g‘risida fikr vuritamiz:
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'l

-

l a) agar D= 0 bo'lsa, (7) tekislik koordinatalar boshidan o'tadi;

 b) agar A = 0 bo'lsa, (7) tekislik Ox o'qgiga parallel, B= 0 bo'lsa,
0y o‘qgiga parallel, C = 0 bo‘lsa. tekislik Oz o'qgiga parallel bo'ladi.
Shuningdek,

A=0s11]|0x, A=D=0x> Ox,

B=0e1|0y, B=D=0s150y.
B=0en|0z C=D=0e150z

d)agar A=B=0,C# 0 bo‘lsa, 11| ]| (xOy).

Xususiy holda D = 0 bo'lsa, z= 0, va’ni xOy tekislik tenglamasi-

ega bo‘lamiz. Shunga o'xshash x = a yOz tekisligiga parallel T1
tekislikni ifodalaydi. x = 0 yOz tekislikning o‘zini ifodalaydi. y = b
esa I || xOz tekislikni, y = 0 bo'lsa x0z tekislikning o‘zini ifodalaydi

* (50-a, b, d chizmalar).

l-misol. M(2; —3; 4) nuqta orqali o‘tuvchi va n=1{l; —1; 4}
vektorga perpendikular bo‘lgan tekislikning tenglamasini tuzing.

Yechish. Bizga ma'lumki, berilgan M (x,: y;: 2)) nugtadan o‘tib,
i = {A: B, C} vektorga perpendikular bo‘lgan tekislikning tenglamasi

Ax—x)+ Bly—y)+ Az-2)=0
ko'rinishda edi. Masala shartidan x, = 2, y, = =3. 4, = 4;A=1;B=~-};
C=4.
Bularni tenglamaga qo‘ysak:
1+ (x=-2)-1-(y+3) +4:(z-D = 0=>x—2-y—3+4z7 -
—16=0=>x—y+4z-21=0.

Bu izlangan tekislik tenglamasi.

50-chizma.
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2-misol. Tekislik A(2: 2: 3) nuqtadan o‘tib, p = {1:2; 1}. § = {2;
4; 3} vektorlarga parallel bo'lsin. Shu tekislikning parametrik va
umumiy tenglamalarini tuzing.

Yechish. Berilganlarni (2) tenglama bilan solishtiramiz;

X, =2, y,=2, z,=3,
a=1 =2 »,=1,
a,=2; B,=4; y,=3,

bularni (2) ga qo‘ysak,

x-2 'y-2-7z-3
| 2 ]

=0, '
2 4 3 :

Uchinchi tartibli determinantni ochib lxchamlasak tekishkmng

umumiy tenglamasiga ega bo‘lamiz:
x=-y+z-3=0 ‘ _

Bu tenglama — izlangan tekislikning umumiy tenglamasi.

3-misol. 2x+ 3y — 5z — 30 = 0 tekislik berilgan. Bu tekislik-
ning koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalari koordinatalarini
toping.

Yechish. Berilgan tenglamani tekislikning kcordinata o‘qla-
ridan kesgan kesmalari bo'yicha tenglamasi ko'rinishiga keltiramiz:

2x 3y z

Xy
N 510

AR

Demak, tekislik Ox o'qini (15; 0; 0), Oy oqini (0; 10; 0); Oz
o‘qini {0; 0; —6) nugtalarda kesadi.

3.1.2. FAZODA IKKITA VA UCHTA TEKISLIKNING
O‘ZARQO JOYLASHUV]

1. Aytaylik, Dekart koordinatalar sistemasida ikkita I1, va I,
tekisliklar ozlarining tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:

I :Ax+ By+ Cz+ D =0, > (1)
IL,:Ax+ By+ Cz+ D, = 0. (2)
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a d
S51-chizma.

Bu ikki tekislik to'g'ri chiziq orqali kesishadi yoki ular 0’737
parallel bo‘lib, umumiy nugtaga ega emas yoki ustma-ust tusha®!
(51-a. b, d chizma). Bu hollarning qaysi biri yuz berishini pilish
uchun I, I1, ga tegishli tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (DU
tritsalar yordamida tekshirifadi). .
2. Aytaylik, Dekart koordinatalar sistemasida uchta tekislik
p‘zining tenglamalari bilan berilgan bo'lsin:

' M:Ax+By+ Cz+ D =0, (i)
N,:Ax+ By+ Cz+ D, =0, 4
M,:Ax+ By+ Cz+ D, =0, (5

Bu uchta tekislikning fazoda o‘zaro joviashuvida 8 ta hot Y
~ berishi mumkin (52-chizma).

' z.‘_".L.._.-—/ g

‘;#7!1:‘:—'_’/ é:/-:..a. ;*

J

52-chizma.
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1) uchta tekislik bitta umumiy nuqtaga ega.

2) tekisliklar juft-juft kesishadi, ammo umumiy nugtaga ega emas;

3) uchta tekislik bitta to'g'ri chiziq bo‘yicha kesishadi;

4) ikkita tekislik o‘zaro parallel bo‘lib, uchinchi tekislik ularni
kesadi;

5) uchta tekislik o*zaro parallel joylashgan bo‘ladi;

6) ikkita tekislik ustma-ust tushadi va uchinchi tekislik ularni kesadi;

7) ikkita tekislik ustma-ust tushadi va uchinchi tekislik ularga
parallel bo‘ladi;

8) uchta tekislik ham ustma-ust tushadi.

Bu hollardan qaysi biri yuz berishini bilish uchun I1, 1, 11, ga
tegishli tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (bu ham matritsalar
yordamida tekshiriladi).

Misol: 2x+y=35, x+ 3z= 16 va 5y - z= 10 tekisliklarning
kesishmasini aniglang.

Yechish. Bu tekisliklarning kesishmasini aniglash uchun
quyidagi sistemaning yechimini aniglaymiz:

2x+y =35,
x+3z=16,
Sy-z=10.

Bu sistemalar uchun quyidagi determinantlarni tuzamiz va ularni
hisoblaymiz:

21 0
A=l1 0 3 .—.2]2 31H('] 3l]=-30+1=-29;
05 -1 = =
51 0
a=|16 0 3|=5]2 3[-|18 3|=
0 5 -1 - -
. = A_"zg.._
=-75+446=-2%; x=2: =B,
25 0
16 3 1 5
A=[1 16 -1 =2| |_5‘ ‘:
=lo 18 -1=2li0 1|30 -1
o _A.__—ﬂ'l'_ .
-92+5=-8%y="2-3_3
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2 1 5 ;

0 16 1 3
A=l1 0 16 =2| _' I=
o OF o 10 _ &
==160+15=-145; z = = =3 5.

Demak, tekisliklar (1: 3; 5) nuqtada kesishadi.

3.L.3. IKKI TEKISLIK ORASIDAGI BURCHAK

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasida kesishuvchi ikki tekislik
o‘zining tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:
M:Ax+By+Cz+ D=0, (N
M:Ax + By + Cz + D,= 0. (2)
Ikki tekislik kesishganda to‘rtta ikki yoqli burchak hosil bo‘lib,
ulardan o‘zaro vertikal bo‘lganlari teng (53-chizma). Demak, ikkita
har xil burchak hosil bo'lib, bularning birt ikkinchisini to'ldiradt.
Shuning uchun shu ikki burchakdan birini topsak yetarli. Ikki yoqli
bu ikki burchakdan birining chiziqli burchagi berilgan tekislikning
m={A; B; C} va m, ={4; B; C,} normal vektorlari orasidagi
burchakka teng bo‘ladi. n, va n, orasidagi burchakni ¢ desak,

-

cosp=cos(ii, N i) = 1" (3)

ﬂll'

W3

[

formuladan xususiy holda ikkita
tekislikning perpendikularlik sharti
kelib chigadi, ya'ni m * ny = 0, ya'ni
AA+ BB+ CC,=0.
Ushbu

A_B _G

O R
yokid :B:C =A,:8,:C, 4

tengliklar esa ikki tekislikning paral-
lellik shartlarini ifodalaydi. 53-chizma.
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Misol Berilgan ikki 2x+ 3y —=z+ 2=0vax+ y+ 5z-1=10
tekisliklar orasidagi burchakni toping.
Yechish. Tkki tekislik orasidagi burchak
o A A+ BB + GG
= 55
\r'l/'II' + B +C} A5 + By + (5

formula yordamida aniglanadi. Berilgan tekisliklarda
A=2.8B=3,C==lvad =1 B=1 C=35.
Demak,

2ite %115 2435 0 _p

COsp = e T =

cosp=0; ¢=7.

Demak, berilgan ikki tekislik o*zaro perpendikular.

3.1.4. NUQTADAN TEKISLIKKACHA BO’LGAN MASOFA

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasida M (x,: y,: 7,) nugta va
Ax + By + Cz + D =0 tekislik berilgan bo'lsin. M, nugtadan
tekislikkacha bo'lgan masofani hisoblash talab gilinsin. Buning uchun
berilgan M, nuqtadan tekislikka tushirilgan perpendikularning asosini

! bilan belgilaymiz (54-chizma).

i |HM,|=d biz izlayotgan masofa
l bo'ladi. n = {A4; B; C} tekislik normal
/’\\ ‘o= - PSRy —
| <& FX M vektorini o'tkazamiz. HML;wcl-:mr n
b 4 . a = -3
|\ )> vektorga kollinear. HM, va n
A "
-;\ \\/,/’ vektorlarning skalyar ko'paytmasini
Pt topamiz:
St
/ —— - —— . ——
/ HM, - n =| HM,|* n cos(tHM," 1) =
b i =d-|n]-(x1).
Sd-chizma,



Bundan esa
> -
_ |HMy-n

d .
|n] ()

(1) formulani koordinatalarda hisoblaymiz. Aytaylik, // nuqtaning
koordinatalari x,;; y,: z, bo'lsin. U holda

i . ) )

HM, - n = Ax,— x))+ B(y,— y) + Uz, + g)) =

= Ax, + By, + Cz, = (Ax, + By, + Cg)

bo'ladi.
H nugta berilgan tekislikda yotgani uchun Ax, + By, + (7, +
_—
+ D =0 bo‘ladi, bundan esa HM,n = Ax, + By, + Cz, + D;

n=vA> + B> +C° ekanini ¢’tiborga olsak,

o = 0 BrevCisn ) (2)
\."rA" + B4 C2

formulaga ega bo'lamiz. Bu formula nugtadan tekislikkacha bo‘lgan
masofani hisoblash formulasidir.
Misol. M(3; =2: 1) nuqtadan 3x + 6y — 5z + 2 = 0 tekislikka-
cha bo'lgan masofani toping.
Yechish. (2) formulaga ko'ra: x,=3: y,= —2; g,
B=06; C=-5; D= 2;uholda
_]3-346-(-2)+(-5)-1+2 6

| 6 i
d PR = == d=— (birlik).
V32467 4 -5) J70 V70

3.2. FAZODA TO*'G*RI CHIZIQ
3.2.1. TO'G*RI CHIZIQNING BERILISH USULLARI

1) to'g'ri chiziq 0*zining biror M (x,: v.: z,) nuqtasi va shu to'g'ri
chizigni yo'naltiruvchi vektori  [={[; [ [} ning berilishi bilan
aniglanadi (55-chizma). To'g'ri chizigning ixtiyoriy M{x: y; 2)
nuqtasini olaylik; M M va [ vektorlari kollinear bo‘lgani uchun:
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e .

MM =1- | (1€ R). (n
wm—r 5 P e
OM,= r,, OM = r desak hamda

—r — —
MM = OM — OM ni hisobga olsak.

(1) ni quyidagicha yozish mumkin:

= F:?'FIF. (2}

(2) tenglama ro'g‘ri chizigning
vektorli tenglamasi deb ataladi.

55-chizma. TR - T A R B
MM = {X=%; y— Yy 2~ %} Va
(1) dan:
x=x,+1t,
Y=Yy + b, (3)
1=, + g

ko'rinishdagi tenglamalar sistemasi to'g‘ri chizigning parametrik
tenglamalari deyiladi.
2) (3) tenglamadan parametr 7 ni chiqarib,
%t 3
T h h @
cga bo'lamiz. Bunga to ‘g ri chizigning kanonik tenglamalari deyiladi.
3) Ikkita M (x,: y: z,) va M(x,; »,; 2,) nuqtalar orgali o‘tuvchi
to'g'ri chizig
28 = TNh o 4

= " (3)

-5 »Y-n -3

tenglamalar bilan ifodalanadi (bu tenglama birinchi punktdagi M,
a —

nuqta o‘rniga M va | = MM, deb olinsa, (1) munosabatdan kelib

chiqgadi) yoki

x=x +(x, = xN,
y=y+=-n, (6)
2=, +(5,— )t
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(6) tenglamalar sistemasi ro'g‘ri »
hizigning parametrik ko '‘rinishdagi
tenglamasidir.

4) to'g'ri chiziq ikkita IT, va II,
kisliklarning kesishish chizig'i sifatida
ham berilishi mumkin, ya'ni -
d=11NI1,.

MN:4x+ By + Cz+ D, =0, T
Il,:Ax + By + Cz+ D,=0. (7) T

1 Bu tenglamalar sistemasi 7%
CIL=I1,=> A B:C #A,: B,: C,shart S6-chizma.
L bajarllganda to'g'ri chlziqm amqlaydl
(56-chizma).
I-misol. (I; 4; 3) nugtadan o‘tgan va yo‘naltiruvchi vektori
7= {2: 3; 1} bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasini yozing.

Yechish. (4) tenglamadan foydalanamiz. Masala shartiga ko'ra:
x=1 y=4 z=3,

=2, =3 L=1
U holda

2-misol. A(=3; 1;2) va B(8; —2; 5) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g'ri
chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. Berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to*g'ri chiziq teng-

. X=X _ y-n _ Ty : . i
la ——Ll=--“l_.=3 i. Bu
MasE =~ oo formula yordamida aniqlanad

formulaga berilgan nuqtalarning koordinatalarini qo‘ysak,

x+3 _y-l _ 22
8+3  -2-1  5-2

to'g‘ri chiziq tenglamasiga ega bo‘lamiz.
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3.2.2. TO'G*RI CHIZIQ VA TEKISLIK ORASIDAGI BURCHAK

Avtaylik, R = {0: {: ,f k‘} Dekart koordinatalar sistemasiga nis-

batan / to'g'ri chiziq v zining

X =Xy + 4,
Y=y;+ l_ﬂ'- (1)
2=+t

parametrik tenglamasi, 11 tekislik esa
Ax+ By + Cz+ D= (2)
tenglamasi bilan berilgan bo‘lsin. To'g'ri chiziq bilan tekislikning

0°zaro joylashuvini tekshirish uchun tubandagi tenglamani
tekshiramiz:

(Al + B+ CL) + (Ax,+ By, + Cz) = 0.

Bunda quyidagi hollar bo*ladi:
1) agar Al + Bl + Cl.# 0 bo'lsa, / tog'ri chiziq tekislik bilan
kesishadi:

2) agar
Al + Bl + CL, = 0, 3)
Axy + By, + Cz,#0
bajarilsa, NI = @& bo*ladi.
3) agar
Al + Bl +CY, = 0,
Axy + By, + Cgy = 0
j bo'lsa, /CI1 bo*ladi.
S B To'g'ri chiziq bilan tekislik orasidagi
I-!"’ ! = ¢ e o i ag. .
P4 vlia o /, burchak deb to‘g'ri chizig bilan uning
b et y tekislikdagi ortogonal proyeksivasi ora-
/ P / sidagi burchakka aytiladi. (1) to'g'n
v / chizig bilan (2) tekislik orasidagi
37-chizma. burchak (57-chizma)
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i .. ¥ 9+ .;|
Ging_ |+ BhiCH

VA L+ B +C R+ +8 (4)

formula yordamida topiladi. Ushbu

Al + Bl + Cl, =0 (5)

tenglik berilgan tekislikning berilgan to'g'ri chizigga parallellik.

A B _C

TR B (6)
tenglik esa perpendikularlik shartlaridir. Endi tekislik va to'g‘ri chiziqga
doir mashglar bajarishda zarur bo*lgan tenglamalarni keltirib o‘tamiz.

1) berilgan M,(x;: y,: 2,) nugtadan o‘tib, berilgan =% = %% =
1 2
- ,f‘ " to'g'ri chizigga parallel bo'lgan to‘g'ri chizig
X-x _y-n_z-q
5 : (7)

tenglamalar bilan aniglanadi.

2) berilgan M (x. y: z) nuqtadan o'tib, berilgan Ax+ By +
+ Cz + D=0 tekislikka perpendikular bo‘lgan to‘g'ri chizigning
tenglamasi

- _ -

X=X _¥y-»n _ -4
A B~ C (8)
ko'rinishda aniglanadi.
3) berilgan M (x: ¥,: z,) nuqtadan o‘tib, berilgan Ax + By + Cz +
+ D= 0 tekislikka parallel bo'lgan tekislikning tenglamasi:
Ax—x)+ Bly-y)+ C(z-2)=0 (9)

ko‘rinishda bo‘ladi.
- , ll_ ‘_1' -

4) berilgan M (x,; y,: z,) nuqta orgali o‘tuvchi va x& =T T "'h
to‘g'ri chizigga perpendikular bo'lgan tekislik tenglamasi tubandagi
ko*rinishda bo*ladi:

-
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[x=x)+ Iy —y)+L{z—2). (1)

1-misol. Berilgan x1_ yT_l = z_—;l to'gri chizig va 2x + y -
2z — 6 = 0 tekislik orasidagi burchak va ularning kesishish nuqtasini
toping.

Yechish. To'g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak

JA2+ 82402 [+ B + 2

gakora:A=2,B=1,C=-%1=114=2[L=~2
..,. Demak,

sin@=

formutla yordamida aniqlanadi. Berilishi-

Ve 2141 24(=2)-(~2) 2+2+4 . 8 8
- ¢ 8ing = = =" =2,
2t JRalyay el 3309
8 = arcsin (g—].

- i
Endi ularning kesishish nuqtasini topamiz, uning uchun to‘g‘ri
chiziq tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltiramiz:

T =6 7 eh =k
x=r+1,
y=20+1, Ha) e

7= —2f + 1. rr\;‘!'. .‘:;‘j.'}'};‘: P

Buni tekislik tenglamasiga go‘yamiz:
20+ D+ Q21+ 1) —-2(-2t+ 1) -6=0,
21+ 2+ 2t+1+4r-2-6=0,
8t+3-8=90,
8t—5=0,

iR e e t=

og) LA

—



‘!.

Buni («) ga qo‘ysak:

x=2+1=L
- ==,
10 8 9
—— = — =
y=g¥l=g=g
__0 2 1
T8 T8 4

Demak, (%3: 3 - l] nuqta to'g'ri chiziq va tekislikning kesishish
nugqtasi.
2-misol. M(~1;3;0) nugtadan o‘tuvchiva2x -y - 2z—-4 =10
tekislikka perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. M(x; y; z,) nugtadan o‘tib, Ax + By + Cz+ D=0
tekislikka perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi
-‘%ﬂ =2 7;* = ‘}5' formula yordamida aniglanadi. Bundan
x#l _ y=3 _
a =

bl

3.2.3. IKKI TO*G*'RI CHIZIQ ORASIDAGI BURCHAK

Ikkita to‘g'ri chizig R=1{0; i; j; k—1} Dekart koordinatalar
sistemasida o‘zining tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:

l: X=X _Y-Yo _ T%

h h [

poXX _¥-¥ _ %
i A A

Ikkita to‘g'ri chiziq orasidagi burchak deb bu to‘g‘ri chiziglarning
yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.

I'to‘g‘ri chizigning vo‘naltiruvchi vektori / = {{; L; L}; I' to'g'ni
chizigning yo*naltiruvchi vektori //= {/; /; I'} bo‘lib, I va I’ vek-
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torlar orasidagi burchakni ¢ desak, 7 va I’ vektorlar orasidagi burchak

to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni beradi. Shuning uchun ikki to‘g‘ri
chiziq orasidagi burchak

COS‘P= I- 1[ =' fl-fi+f2-fi+f3-f; (l)

S
VW R+ BB R+

formula yordamida aniglanadi.
(1) formuladan esa quyidagi kelib chigadi:
1Ll el 7 =0t L+l L+ F =0.
Misol. Yonaltiruvchi vektorlari mos ravishda n = {10; 2; 11},
fz_; = {3, 12; 4} bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni toping.

Yechish. Bu vekiorlar orasidagi burchak to'g‘ri chiziglar ora-
sidagi burchakka teng. Demak, (1) formulaga ko‘ra berilgan to‘g‘ni
chiziqlar orasidagi burchak:

omem 10-342-124+11-4 9 .
- - T T
RN TEFCERTERVRPEIVERNR

08

- A 595y
L L = Areeos 597507,

O¢z-o°zini tekshirish uchun savdllnf; SOFTINEA

Fioee oo W o

—

. Tekislikning normal vektori nima?
Tekislik tenglamasida hadlariga garab, koordinata o‘qlariga nisbatan ganday
joylashadi?

Ikkita tekislik orasidagi burchak:ni hisoblash uchun formula keltirib chigaring.
Tkkita tekislikning parallellik va perpendikutarlik shartlari nimadan iborat?
Fazoda to'g'rt chizigning yo'naltiruvchi vektori nima?

To'g'ri chizigning kanonik tenglamasini keltirib chiqaring.

To'g'ri chiziq umumiy tenglamasi bilan berilgan bo'lsa, uning vo‘naltiruvchi
vektorini qanday aniqglash mumkin?

To'g'ri chizig va tckislik orasidagi burchakni ganday tushunasiz?

9. Fazoda nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa formulasini keltirib chigaring.

B =V R [

o0
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3.3, IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR
Ikkinchi tartibli sirtlarning umumiy tenglamasi

Biror Dekart koordinatalar sistemasida koordinatalari quyidagi
tenglamani ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami ikkinchi rartibli sirt
deyiladi:

G, X+ 6, + a7+ 2a,xy + 26,2 +
+ 2a,yz+ 2a,x+ 2a,y+ 2a,2+ a,=0, (1)

bu tenglamadagi a,,, a,,. a,,, a,,. a,,. a,, koeflitsiyentlarning Kamida
bittasi noldan fargli bo’lishi kerak. Agar biror sirt dekart sistemasida
2-darajali tenglama bilan berilgan bo‘lsa, boshqga sistemada ham 2-
daraja bilan beriladi. Biz oddiy ko‘rinishdagi ikkinchi darajali teng-
lamalarning ba’zilarini garaymiz.

3.3.1. SFERA TENGLAMASI. SFERIK SIRT

Sferaning Oxyz 1o'g'ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi
tenglamasini tuzamiz. Aytaylik. C(a; b; ¢) nugta sferaning markazi,
R esa uning radiusi bo'lsin. Sferaning ixtiyoriy nugtasi M(x; y; 2)
uning markazi bo‘lgan nugtadan R masofada joylashish xossasidan
foydalansak, sfera tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

(x=—ay+(v=0+(z-¢V=R. (2)

(2) tenglamaga markazi C(a; b; ¢) nuqtada va radiusi R ga teng
bo‘lgan sfera tenglamasi deyiladi. Agar a = h = ¢ =10 bo‘lsa, (2)
tenglamadan markazi koordinatalar boshida, radiusi R ga teng bo*lgan
sfera tenglamasiga ega bo‘lamiz:

X+y+7=R.
Endi (2) ni quyidagicha vozamiz:
X4+ 2= 2ax—2by - Uz + @+ B+ - R=0. (3)
(3) dan: 1) sferaning ikkinchi tartibli sirt ekanini;

2) (3) da xy; zx: yz ko‘paytmalar gatnashgan hadlar vo*gligini;
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3) X%, y?, Z oldidagi koeffitsiyentlarning tengligini ko‘ramiz.
Endi(l)daa, = a,=a,=0vaa, = a,= a,debolinsa, u holda

ax+ay+a,+2ax+2ay+2a.;z+a,=0 (4)

tenglama sferani ifoda qiladimi, degan savolga javob beraylik.
(4) ni a,, # 0 ga bo'fib,

2a,/a,= A, 2a,/a, = B 2a,/a,= C, a,Ja,= D

belgilashlarni kiritsak,
4+ yV4+ 72+ Ax+ By+ Cz+ D=0 (5)

ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo'lamiz.
(5) tenglamani biroz shakl o‘zgartirishlardan keyin ushbu
ko'rinishda yozamiz:
2

ot ol 2] (oo -Jewemcam 0

yoki

oot ol 2] o) - QT @

(7) dan ko‘rinadiki, A*+ B*+ C*— 4D = 0 bo'lganda (7) teng-
lik o‘rinli bo‘ladi. Bu deganimiz A°+ B’+ C?~4D > (0 bo'lsa,
A. B, €

) nuqtada va radiusi

(7) tenglama markazi (-—5, 373

R= A"+ B +C’~4D gateng bo'lgan sferani ifodalaydi. Agar
2 2
A+ B+ C—-4D =0 bo‘lsa, (7) tenglama (x + ‘;) +(y+ f] +
-
(c+ ‘2:) = 0 ko'rinishda bo'lib, u fagat bitta (~ 5 ; - 3; - $ ) nugtani

ifodalaydi. Demak, (5) tenglama fagatgina A4° + 8° +C* =4D >0
shartda sferani aniglaydi.
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Misol X +p + 2 = 2x +4y + 8z + 6 = 0 sferaning markazi va
¥ radiusini toping. Berilgan tenglamani (x —a)’ + (v — b)Y’ + (2 =
- = ¢) = R ko'rinishga keltiramiz. Buning uchun tenglamada x, v, 2
li hadlarni olib, ularni 10°]a kvadratga keltiramiz:

=24y 44y + 2 482+ 6=
2(x=1Y +(y+2)V +(z+4) +6-1-4-16=0=>
>(x=1) +(y+2) +(z+4)’ =15 yoki

(=17 +(p+2)7 +(z+4) =(V15)~

Demak, sferaning markazi (I; —2; —4) nuqtada, radiusi esa
R=15 gateng.

3.3.2. IKKINCHI TARTIBLI SILINDRIK SIRT

Aytaylik, IT tekislikda y ikkinchi tartibli chiziq, I1 tekislikka parallel
bo‘lmagan d to*g'ri chiziq berilgan bo‘lsin. Bizga ma’lumki, dto'g'ri
chiziq o‘ziga parallel bo'lgan ¢ to'g'ri chiziglar dastasini aniglaydi.
Shu ¢ dastaning y chizig bilan kesishadigan to‘g‘ri chiziglariga tegishli
bo‘lgan fazoning @ nugtalar to‘plami ikkinchi tartibli silindrik sirt
deyiladi.

y chiziq uning yo ‘naltiruvchisi, y chizigni kesuvchi ¢ dastaning to'g'ni
chiziglari @ silindrik sirtning yasovchilari deyiladi. @ silindrik sirtning
R = {0; ? j’; k'} koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib

chigaramiz. Avtaylik, d vektor
chizigning vo‘naltiruvchi vektori
d=ai+a,/j+ak bo'lsin (58-chiz-

ma). y chizigesa, R = {0; i: j: k) ko-
ordinatalar sistemasida
Hx, ») =0 (1)
tenglama bilan aniglangan bo'lsin.
Ixtiyoriy M(x; y; 7)€ @ nuqtani ;
olamiz. Shu M nugtadan o‘tgan 58-chizma.
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vasovchining xOy tekislik bilan kesishgan nugtasi N(x; y; 0) bo'lsin.

U holda MN = {x, — x; y, — ». g, — 7} va a vektor bilan MN vektor
m——

kollinear bo‘lgani uchun MN = ra,bundan: x, = x+ a 1.y, =y + a;

O=z+ay:
x,=x-aj/a-z y =y-aja,z, {2)
Rx—-aj/a;° & y— a/a,°7: (3)
Agar ikkinchi tartibli silindrik sirtning vo'naltiruvchisi ellipsdan
iborat bo'lsa, u elliptik silindr, giperboladan (paraboladan) iborat
bo‘lsa, giperbolik (mos ravishda parabolik) silindr deyiladi. Agar si-
lindrik sirtning yo‘naltiruvchisi juft kesishuvchi (parallel) to'g'ri
chiziglardan iborat bo‘lsa, sirt juft kesishuvchi (mos parallel)
tekisliklardan iborat bo‘ladi.
Misol. Yo'naltiruvchi xOy tekislikda x* + 3xy — 2y* -
- x+ y+ | =0 tenglama bilan aniglanuvchi, yasovchilari {1: 2; 1}
vektorga parallel silindrik sirt tenglamasini yozing.
Yechish. Berilganlarga asosan:

Fx,y)=x"+3xy=20'=x+y+1=0,
E={l: 2: 1}. at=], 5'2:2, 0’3:1.
U holda sirt tenglamasi:
F(x-z, y-20) = (x—2)* +3(x—2)(y —22) -2y —22)* -
-(x=2)+(y-29)+1=0
yoki
X' =2y + 2 4 3xy—-8xz+5yz—x+y—z+1=0.

3.3.3. IKKINCHI TARTIBLI KONUS SIRT

Avtaylik, I1 tekislikda y ikkinchi tartibli chiziq va S € Il nuqta
berilgan bo'lsin. Bizga ma’lumki, § nuqta orgali o‘tuvchi to'g'ri
chiziglar £(5) to’g'ri chiziglar dastasini aniglaydi.
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£(S5) dastaning y chiziq bilan
kesishuvchi to'g'ri chiziglariga yoki
¥ ga nisbatan asimptotik yo'nalishga
ega to‘g’ri chiziglarga tegishli bo‘l-
gan fazoning nuqtalar to’plami @ga /
ikkinchi tartibli konus sirt (yoki
konus) deviladi. Bunda y yo'nal-
tiruvchisi, £(S) esa yasovchilar, S —
konus sirtning wchi deyiladi. Konus
sirt tenglamasini keltirib chigaramiz. 59-chizma.
Buning uchun xOy koordinatalar

tekisligi IT tekislikka parallel bo'lgan R = {0: i _,r E'} koordinatalar

sistemasini olamiz. Aytaylik, tekislik Oz o'qini O(0; 0; A) nugtada
kessin hamda @ konus sirtining uchi S(x;; y,: z) koordinatalarga ega
bo‘lsin (59-chizma).

Agar ikkinchi tartibli chizig y ning tenglamasi

F(x,¥) = a;,X* +20),Xy + @, )° + 2a,0X + 20,y + Gy
ko‘rinishda bo‘lsa, konus sirtning tenglamasi tubandagi ko'rinishda
bo‘ladi:

G(x,y,2) = [(z=2) /th=2) « Fixy +1(x=x0) [z = 2)}(h=2,).
Yo +1(r=yo) (2= 2)1(h— %)} (H

Agar ¢ konus sirtning uchi R koordinatalar sistemasining boshi
bilan ustma-ust tushsa, u holda x, = y, = z, = 0, & # 0 bo'lib, tenglama

a,x + 2a,y+ a,y + 2a(a, /h)xX + 2a,/h)yz + (a, /h)Z =0

ko‘rinishga ega bo'ladi.
Misol: To'g'ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasida konus
sirtning uchi S(0; 0. 3) nuqtada, vo'naltiruvchisi esa

x4yt =],
z=1
tenglamalar bilan aniglangan bo'lib, xOy tekislikka parallel va

tenglamasi z = 0 bo‘lgan T1 tekishikda yotadi. 11 1ekislik esa Oz o'qini
(0; 0; 1) nugtada kesadi. Konus sirt tenglamasini tuzing.
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Yechish. Yo'naltiruvchi IT tekislikda x* + 3> = 1 = 0 tengla-
ma bilan aniglanadi. U holda berilganlarga ko‘ra:

Rx, =x+y'~-1; h=1,z =3

(1) formuladan:
G(x,y,2) = (z-3) /4{[:3(-2)]3 + [Z{J(ﬂz)]: - 1}=0

yoki

.t3+;-3—;(z—3)2 =0.

3.3.4. AYLANMA SIRTLAR

Awvtaylik, I1 tekislikda § to'g'ri chiziq va y egri chiziq berilgan
bo'lsin. Fazoda shunday R = {0; i j' E} ortonormal reper olamiz-

ki, uning Oz o*qi S to‘g’ri chizig bilan ustma-ust tushsin.

I1 tekislikda esa ortonormal Ouz koordinatalar sistemasini
kiritamiz, bunda Ou = I1Nx0Oy. Bu koordinatalar sistemasiga nisbatan
y chiziq u = fz) tenglama bilan aniglanadi. Ox va Ou o‘glar orasidagi
musbat burchakni ¢ bilan belgilay-
miz va M€y olamiz. ¢ burchak [0:
27) oralig'ida o‘zgarganda, M nuqta
markazi O'€ Oz nuqtada va M
tekislikda yotuvchi 0Oz o‘qqa
. perpendikular bo‘lgan y, aylana

» vasaydi (60-chizma). U holda
F= uLé'r vy figuraga aylanma sirt

deyiladi. Sto'g'ri chiziq aylanish o‘gi
deyiladi.

F sirtni aylanish o‘qi orqali
o‘tuvchi tekisliklar bilan kesishishdan
hosil bo'lgan chiziglar meridianlar
deyiladi. Aylanish o‘giga parallel
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tekisliklar bilan F ning kesishishidan hosil bo*lgan chiziglar paralleliar
deyiladi. Agar ixtiyoriy M& F nuqgtaning koordinatalari (x; y: 2) bo'lsa,
u holda

X=ucose,
y=using, (1)
u=f(z)
bo‘ladi;
(1) = x> + 3 = [(2). @

Shunday qilib, (2) tenglama R reperda {x i g (@), tenglamalar
y =

bilan berilgan y chizigning Oz o*gi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
aylanma sirtning tenglamasidir. )

= X), :
Shunga o‘xshash, x* + 7 = J*(x) tenglama esa {y 4 tengla-

malar bilan berilgan chizigning Oz o'qi atrofida aylanishdan hosil
= h v s
bo‘lgan aylanma sirt tenglamasidir. x* + y* = A(y) esa {; - 0(' ) leng-
lamalar bilan berilgan chizigning Oy o‘qi atrofida aylanishdan hosil
bo‘lgan aylanma sirt tenglamasidir. ‘
l-misol. y=x to'g'ri chizigning Ox o°q atrofida aylanishdan
hosil bo‘lgan aylanma sirt tenglamasini tuzing.

Yechish. To'g'ri chiziq tenglamasidagi y ni =y’ +2° bilan

almashtiramiz:
x=Jy’+2% yoki Y+ -x1=0;

bu izlanayotgan aylanma sirt tenglamasidir. Aylanma sirt doiraviy
konus ekani ravshan.

22 o
;-_,— =1 ellipsning Oy o‘q atrofida aylanishidan

hosil bo‘lgan aylanma sirt tenglamasini tuzing.

Yechish. Ellips tenglamasidagi z ni +x’ +z° bilan almash-
tiramiz:

2-misol. 5+
g
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Bu esa izlangan sirt tenglamasi, » = ¢ bo’lsa. bu sirt sferaga aylanadi.
: ' : ‘ o . .
3-misol. = + = I giperbolaning Oy o'qgi atrofida aylanishi-
@ -

dan hosil bo'lgan aylanma sirtning tenglamasini tuzing.
, . . ; ¥, 2 : e o5 ;
Yechish. Bu misolda x ni £vx~ +2° bilan almashtiramiz.

Natijada b S ;’ = | sirt hosil bo*ladi.
a- i
Quyida avlanma sirtlarning turiarini ko‘rib o‘tamiz,

Ellipsoid

v cllipsning simmetriva o°qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan

@ sirt aylanma efflipsoid deyiladi.
Avtaylik, y ellips R = {0; i } k} ortonormal reperning xQ0y te-

Kisligida votgan bo'lsin, u holda R, = {0; i; j; k} reperga nisbatan

4

5, ol 2 2 . X » ; ;

2L =lwy =g [‘l 3 ] tenglamaga ega bo'lamiz. y ellipsning
Ox o'qg atrofida avlanishidan hosil bo'lgan ¢ ayvlanma ellipsoidning
tenglamasi esa tubandagicha bo‘ladi:

5 o 2 2 i S
.1‘1+zﬁ:':‘h[1_x1]=> x)'+} +“-1_']' (3)
=
xOz tekisligiga nisbatan f siqishni bajaramiz, va'ni: x’ = x,
y=ky, =z _ _

U holda R reperga nisbatan @ = f{@) ellipsoid tenglamasiga ega
ho'lamiz:

k* ¢ = b belgilash kiritib, koordinatalarni oldingiday gilib olsak,
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S R

a.‘ he o2

tenglamaga ega bo'lamiz. (4)
tenglama ellipsoidning kanonik —
tenglamasi bolib, a. b, ¢ lar
ellipsoidning varim o’glaridir.

Elfipsoid uchun berilgan R >
reperning koordinata tekisliklari ¢
simmelriva tekisliklari, koordinata
o'glari esa simmetriya o'glari bo'lib 61-chizma.
xizmat giladi. Simmetriya o*qlari el-
lipsoidning o‘glari deyiladi. Ellipsoidning o'glari bilan kesishish
nuqtalari uning wuchlari deviladi. Simmetriva markazi ellipsoidning
markazi deyiladi (61-chizma).

Agar ellipsoidning xOy tekisligiga parallel bo'lgan z = h tekishk

bilan kessak, kesim tubandagi tenglama bilan ifodalanadi:
x? i )-'2 . i
2 B e

bunda, agar | h| < ebo’lsa, kesim ellipsni, agar| | > ¢ bo'lsa, kesim
bo‘sh to‘plamni, agar| k| = ¢ bo'lsa, kesim ellipsoidning uchini ifo-
dalaydi. Shunga o‘xshash, ellipsoidni xOz va yOz koordinata
tekisliklariga parallel tekisliklar bilan kesish natijasida (kesimda) ellips.
bosh to'plam voki ellipsoid uchi hosil bo'lishini ko'rish mumkin.

Misol. Yarim o‘glari mos ravishda 2, 3, 7 ga teng bo‘lgan el-
lipsoid tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartida berilganlarga ko‘ra: a = 2; b= 3;
¢ = 7. U holda ellipsoid tenglamasi - + *‘q

7 + ;tj =1 bo'lads.

Giperboloidlar

y giperbofaning o'zining mavhum o’gi atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan ¢ sirtga bir pallali avlanma giperboloid deviladi. Fazoning
aylanish o'qi orgali o‘tuvehi J1 tekislikka f sigishda ¢ bir pallali
aylanma giperboloidning olgan vazivati @ ga bir pallali giperboloid
deyiladi:
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? ,

x? ¥ . l _
3 ] 5

a* B .

(5) ko'rinishdagi tenglamaga bir pallali gi-
perboloidning kanonik tenglamasi deyiladi.
(5) tenglamadan ko‘rinadiki, R reperning
koordinata tekisliklari bir pallali giperbolo-
idning simmetriva tekisliklari hisoblanadi. Ox
va Oy o‘glar bir pallali giperboloidni kesadi
va uning haqiqiy o'glari deyiladi. Oz 0*qi esa
bir pallali giperboloid bilan kesishmaydi.
shuning uchun unga mavhum o'q deviladi.
Bir pallali giperboloidning simmetriya o*qglari
bilan kesishish nugqtalari uning wuchlari
deyiladi. Koordinatalar boshi 0 nugta bir
pallali giperboloidning simmetriva markazi
bo‘lib, uning markazi deviladi. a, b sonlar
bir pallali giperboloidning hagigiy varim
62-chignia. o'qlari, ¢ esa mavhum yarim o ‘gi deyiladi (62-
chizma).

X “'2

gty=]

Giperboloidni xOy tekislik bilan kessak, kesimda 1¢° %
Z

.
-
3

ellips hosil bo*ladi. Shunga o*xshash, giperboloidni x0z, yOz tekis-
2 2 2 2

.z 2
. . . 5 =1, 7, TRk o l) .
liklar bilan kessak, kesimda { &° ¥ r ! va{ds giperbola-

lar hosil bo‘ladi. Agar giperboloidni xOv tekislikka parallel bo‘lgan
2 i

2
B ﬁ, ] ellips

P

¥
1

- -
z = h tekislik bilan kessak, kesimda az[l . h-';,-] bz[
2
z=h

hosil bo‘ladi. Bu ellips yarim o‘qlari: @ = :falc: +h b= f\}cz + h;
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h =0 bo'lsa, ellipsning yarim o‘glari o‘zining minimal giymatiga
ega bo'ladi, yania=a, b=».

Bir pallali giperboloidni Oy va Ox o'giga perpendikular bo‘lgan
tekisliklar bilan kessak (x = &; y = h) kesimda y’ vay” lar hosil bo’ladi:

& g i » 2 B 2 e »
- L LS ) - 3
v ild & BEova Y iap & @ .
y’ = h X = h

Agar, | h|# a, | h| # b bo'lsa, u holday’ va y" lar giperbolalarni
ifodalaydi. Agar |h|= b bo'lsa, u holda y' — kesishuvchi to'g'ri
chiziglar juftini, | | = a bo'lsa. y* — kesishuvchi to'g'ri chiziglar
juftini ifodalaydi. y — giperbolani o*zining haqigiy o*gi atrofida ay-
lanishidan hosil bo'lgan @' sirtga ikki pallali avlanma giperboloid
deyiladi.

y fazoni aylanish o'qi orqgali o‘tuvchi I1 tekislikka fsigishda &
ning olgan vazivati @ ikki pallali giperboloid deyiladi:

(6)

tenglama ikki pallali giperboloidning kanonik tenglamasi deyiladi (63-
chizma). (6) tenglamadan ko‘rinadiki, koordinata tekisliklari ikki
pallali giperboloid uchun simmetriya tekisliklari hisoblanadi. Oxo°qi
@ sirtni ikki hagigly nuqtada kesadi, shuning uchun unga haqiqiy
0'q deyviladi.

Oy, Oz o'qlari ikki pallali giperboloid bilan haqigiy nuqtalarga
ega emas, shuning uchun ularga mavhum o ‘qlar deyiladi. 1kki pallali

63-chizma.
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giperboloidni o*glar bilan kesishish nuqtalari uning wchlari deyiladi.
U ikkita haqgigiy uchga ega.

a — 1kki pallali giperboloidda hagigiy yarim o'gi, b va ¢ lar mavhum
yarim o ‘glar deyiladi. Ikki pallali giperboloidni Ox o°gqa perpendikular
bo’lgan tekislik bilan kessak,

kesim hosil bo*ladi.

Agar | h| > a bo'lsa, y” ellipsdan iborat bo‘ladi.

Agar | h| < a bo'lsa, u holda y" = @.

Agar | h| = a bo‘lsa, ¥™ nuqtadan iborat bo‘ladi.

Shunga o‘xshash, ikki pallali giperboloidni mavhum o‘glarga
perpendikular bo‘lgan tekisliklar bilan kessak, kesimda giperbola
bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.

I-misol. x* - 7y? = 77* + 49 = Otenglama bilan berilgan sirtning
shaklini aniglang.

Yechish. Tenglamaning ikkala tomonini —49 ga bo‘lamiz, u
holda

demak, berilgan tenglama aylanish o‘gi Ox bo‘lgan bir pallali
giperboloidning tenglamasidir.

2-misol. 3x* +4y? -8z + 24 = 0 tenglama bilan ganday sirt
tasvirlanadi?

Yechish. Tenglamaning lkkdla lomonlnl 24 ga bo‘lib, uni

tubandagi ko'rinishga keltiramiz: = + - v _z = |; bu tenglama yarim

6 3
o'glari a = 2,[—. b= Jg ¢ =3 bo'lgan uch o ‘qli ikki pallali giper-
boloidni tasvirlaydi.

Paraboloidlar

Parabolaning oz o'glari atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirtga
ayvlanma paraboloid deyiladi. Elliptik va giperbolik paraboloidlar
aylanish o‘qi orqgali o‘tuvchi tekislikka sigishni bajarish natijasida
hosil bo*ladi.
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1. To'g'ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida

2 2

X i _

- Al A (7)
tenglama bilan tasvirlangan sirt elliptik paraboloid deb ataladi (64-
chizma). (7) tenglamadan ko‘rinadiki, yOz va xOz tekisliklari ellip-
tik paraboloid uchun simmetriya tekisliklari hisoblanadi. Oz o'qi
elliptik paraboloidning simmetriya 0'qi hisoblanib, uning o‘qi deyiladi.
Koordinatalar sistemasining boshi elliptik paraboloidning koordinata
o‘glari bilan kesishgan nugtasi bo‘lib, uning uchi deyiladi. Elliptik
paraboloidni uning o*giga perpendikular bo*lgan tekislik bilan kessak,
kesim tubandagi tenglama bilan aniglanadi:

;) 3
“—,—'f‘}.. =2ﬁ.

Y:4a- b
z=h,

agar h > 0 bo‘lsa, y — ellips, agar h < 0 bo'lsa, u holda y = @, agar
i = 0 bo'lsa, y kesim O uchdan iborat bo‘ladi.

Elliptik paraboloidni Ox, Oy o‘glariga perpendikular bo‘lgan x = A
va y = h tekisliklar bilan kessak, kesimda parabola hosil bo*ladi.

2. Ushbu

2 - de =g (8)

tenglama bilan tasvirlangan sirt giperbolik paraboloid deyiladi. (8)
tenglama esa uning kanonik tenglamasidir (65-chizma).

64-chizma. 65-chizma.
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Giperbolik paraboloidni xQOy tekislikka parallel bo‘lgan =4
tekislik bilan kessak, kesim quyidagi tenglama bilan aniglanadi;

2 2

X ¥y -
?_57_2}”
z=h,

A > 0 bo‘lganda, bu chiziq haqigiy o‘qi z = A tekislikda va Ox o‘qqa
parallel giperbolani, A < 0 bo‘lganda esa, haqiqgiy o‘qi Oy 0°qqa parallel
giperbolani tasvirlaydi. » = 0 bo‘lganda, kesim ikkita kesishuvchi
to‘g‘ri chiziglar juftini aniqlaydi. Shunga o‘xshash, giperbolik
paraboloidni Oy va Ox o‘qglarga perpendikular tekislik bilan kessak,
kesimda parabola hosil bo‘lishini ko‘rish mumkin.

I-misol. 3x*+ 2y = 247 tenglama bilan berilgan sirt shaklini
aniglang.

Yechish. Sirt shaklini aniglash 1iIChI.112‘1 tenglamaning har ikka-
la tomonint 24 ga bo‘lamiz. U holda fg— + {—2 = z ko‘rinishidagi teng-

2 2

lamaga ega bo’lamiz. Bu tenglamani ham 2 = %‘4 + '213 ko‘rinishida

yozish mumkin. Bundan ko‘rinadiki, berilgan tenglama elliptik pa-
raboloidni tasvirlar ekan.
2-misol. x? = )? = 6z tenglama bilan berilgan sirtning shaklini

aniglang. , ,

Yechish. Berilgan sirt tenglamasini £ = % - % ko‘rinishida
yozish mumkin. Demak, berilgan tenglama giperbolik paraboloidni

tasvirlar ekan.

3.3.5. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLARNING
TEXNIKADA QO‘LLANILISHI

-

Ikkinchi tartibli sirtlar to‘g‘ri chizigli yasovchilarga ega bo‘lishidan
ulardan texnikada foydalaniladi.

{Agar to‘g’ri chizigning harakati natijasida sirt hosil gilish mumkin
bo‘lsa, sirtni to‘g‘ri chizigli sirt deyiladi.)

Ikkinchi tartibli sirtlardan konus bilan silindrik, shuningdek, bir
pallali giperboloid bilan giperbolik paraboloidlar ham to‘g‘ri chizigli
sirtlardir.
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Bir pallali giperboloidning to‘g‘ri chizigli yasovchilarining
mavjudligidan qurilish ishlarida foydalaniladi. Masalan, sobiq litifog
Fanlar Akademiyasining faxriy a’zosi Vladimir Grigoryevich Shuxov
loyihasiga ko'ra Moskvadagi dastlabki televizion machta qurilishida
bir pallali aylanma giperboloid shaklidan foydalanilgan.

Bu shaklda ishlangan machta mustahkam bo‘lib, ishlash uchun
yengil bo‘lgan. Shuningdek, texnikada metall yorug'lik (nur)
gaytargichlar aylanma paraboloid shaklida ishlanadi.

O*z-o0*zini tekshirish uchun savollar

1. Markazi koordinatalar boshida, radiusi R ga teng bo*lgan sfera tenglamasini

keltirib chigaring.

Konus sirtning ta'rifini keltiring,

Silindrik sirt ta'rifini avtib bering.

Uch o'qli ellipsoidning kanonik tenglamasini vozing va uning shaklini

kesimlar usuli bilan tekshiring.

5. Bir pallali va ikki pallali giperboloidning kanonik tenglamalarini yozing va
ularning shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.

6. Giperbolik, elliptik paraboloidlarning kanonik tenglamalarini yozing va
ularning shakllarini kesimlar usuli bilan tekshiring.
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4-bob. HAQIQIY VA KOMPLEKS SONLAR

4.1. TO'PLAM. TO*PLAMLAR USTIDA AMALLAR
4.1.1. TO'PLAM. TO'PLAMNING ELEMENTLARI

To’plam deganda narsalar, buyumlar, obyektlarni biror xossasiga
ko‘ra birgalikda (bitta butun deb) qarashga tushuniladi.

Masalan, hamma natural sonlarni birgalikda garasak, natural
sonlar to‘plami hosil bo‘ladi. Bir turarjovda vashovchi talabalarni
birgalikda garash bilan shu talabalar uyidagi talabalar to*plamini hosil
gilamiz. To'g'ri chizigda yotuvchi hamma nuqtalarni bitta butun
deb qarash shu to'g'ri chizigdagi nuqtalar to‘plamini, maktabdagi
o‘quvchilarni birgalikda garash o*quvchilar to*plamini beradi va h. k.

1-ta’rif. To‘plamni tashkil etuvchi narsalar, buyumlar, obyektlar
to*plamning elementlari deb ataladi. Masalan, yuqoridagi misollardagi
o‘quvchilar, talabalar, natural sonlar mos to*plamlarning elementlari
hisoblanadi. To'plamlar. odatda, lotin yoki grek alfavitining bosh
harflari bilan, ularning elementlari esa alfavitning kichik harflari bi-
lan belgilanadi.

Ato'plama, b, ¢, d, ..., a, 3, y elementlaridan tuzilganligi 4 = {a,
b. ¢, d, .... a, B. y} ko'rinishda voziladi.

2-ta’rif. Bitta ham elementga ega bo'lmagan to*plam bo ‘sh 1o ‘plam
deb ataladi va @ bilan belgilanadi.

a element A to‘plamning elementi ekanligi a€A voki A3a
ko‘rinishda belgilanadi va «a element A to‘plamning elementi», «a
element A4 to‘plamga tegishli», «a element A to’plamda mavjud»
yoki «a element A to*plamga kiradi» deb ataladi.

a element A to’plamning elementi emasligi a& A yoki A P a belgi

bilan ko‘rsatiladi. Masalan, A = {a, b, ¢} to’'plam uchun a€A4, c€A,
lekin e&A.

To*plamni tashkil etuvchi elementlar soni chekli yoki cheksiz
bo‘lishi mumkin. Birinchi holda chekli to'plamga, ikkinchi holda
esa cheksiz to'plamga ega bo‘lamiz. Masalan, A = {a}, B= {a, b).
C = {a, b, d} 1o'plamlar chekli bo‘lib, ular mos ravishda bitta, ikkita
va uchta elementlardan tuzilgan. Quyidagi A= {1, 2, 3, .... n, ...},
B=1{(2,4,6, .., 2n, ...) to’'plamlar cheksiz.
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.~ Jzoh. A to'plamda fagat a element o'z-o'ziga teng, lekin har
‘ganday ikkita boshga-boshga @ va b elementni tengmas deb
‘hisoblaymiz, bundan A to’plamning har bir elementi bu to’plamda
bir martagina olinganligi (bir martagina uchraganligi) ma’lum bo‘ladi.
A elementning o‘z-o‘ziga tengligi @ = @ ko'rinishda, a va b
elementlarining har xilligi a= b ko'rinishida belgilanadi.

- Agar A to'plamning a elementi B to‘plamning b elementiga teng,
ya'ni a = b desak, bundan bitta element ikkala to‘plamda har xil
harflar bilan belgilanganligini tushunamiz.

3-ta'rif. A to'plamning har bir elementi B to‘plamda ham mavjud
bo‘lsa va aksincha, Bto‘plamning har bir elementi A to'plamda ham
mavjud bo'lsa, A va Bto'plamlarni reng (bir xil) deb atabbuni A = B
va B = A ko'rinishda belgilaymiz.

Ta'rifdan ma'lumki, ikki to‘plamning tengligi ularning aslida bitta
to‘plam ekanligini bildiradi. Shunga o‘xshash, bir gancha
to‘plamlarning tengligi hagida gapirish mumkin.

4-ta’rif. Bto‘plamning har bir elementi A to*plamda ham mavjud
bo‘lsa, B ni A to‘plamning fo ‘plam osti (gismi, qism to ‘plami) deymiz,
buni quyidagicha belgilaymiz:

BCA yoki ADB.

. Izoh. Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, B to‘plamning hamma element-
lari A da mavjud bo‘lgan holda, A da B ga kirmagan boshqga elementlar
bo‘lmasa, A = B voki B = A tenglikka kelamiz.

Shuning bilan birga 4-ta’rifdan bo'sh to*plam va har bir to*plam
0‘zining to'plam osti (gism to‘plami) ekanligi ko‘rinadi. Masalan,
A={a, b, c,d, e,f g to'plamuchun B={a}, C=1{b, d, f}, D= {d,
&} to‘plamiarning har gaysisi to‘plam osti (gism to‘plam)dir.

Agar A to'plamning har bir elementiga B to*plamning yagona bir
elementi mos kelsa, A va B to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnatiladi deyviladi. Agar A va B to‘plamlar orasida o‘zaro
bir giymatli moslik o‘rnatilgan bo‘lsa, ular ekvivalent deviladi va
A~ B ko'rinishda belgilanadi. Masalan, natural sonlar to‘plami N
barcha juft sonlar to'plami M bilan ekvivalent.

Hagigatan ham, natural sonlar to‘plami N bilan barcha juft sonlar
to'plami M orasida o‘zaro bir giyvmatli moslikni o‘rnatish oson, har
bir natural son n€N ga m = 2nEM juft soni mos keladi va aksincha.

Ikkita chekli to‘plam orasida ekvivalentlikni o*rnatishning ikkita
Yo'li bor:
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[} to'plamiar elementlari orasida bevosita o*zaro bir giymatli
moshik o' rnatish orgali;

2) to*plamlar elementlarini sanash va ularni har binidagi elementlar
sonint taqqoslash yo'li bilan.

Masalan, agar A = {1, 2, 3} va B = {stol, stul, parta} bo'lsa, u
holda bu to‘plamlar chekli ekvivalent bo’lib, har bir to'plam uchta
elementga ega. Agar n elementdan tashkil topgan chekli to’plamning
elementlarini biror tarzda 1, 2. 3, 4, ..., n natural sonlar bilan
nomeriash mumkin bo’lsa, u tartiblangan deyiladi.

Masalan, guruhdagi talabalar to'plami tartiblangan, chunki
ularning ism-shariflarini guruh jurnalida natural sonlar yordamida
tartiblash mumkin.

S5-ta’rif. B to'plamning barcha elementlari 4 to'plamda maviud
bo‘lib, shu bilan birga A da B ga tegishli bo‘lmagan elementlar ham
mavijud bo'lsa, B to*plam A to'plamning xos gism to'plami deyiladi.

6-ta’rif. A to'plamning o'zi va & to'plam shu A to'plamning
xosmas gism to'plami deyiladi.

7-ta’rif. Har ganday to‘plamning xos qism to‘plami deb
garalmagan to‘plam universal to‘plam deyiladi va U bilan belgilanadi.

U universal to'plamning barcha gism to'plamlari orasida ikkita
xosmas gism to‘plam mavjud bo‘lib, ulardan biri U ning o'zi,
ikkinchisi esa bo‘sh to'plam, golganlari esa xos gism to‘plamliar
bo*ladi.

4.1.2. TO'PLAMLAR USTIDA AMALLAR

Ta'rif. a, b, ¢, d. elementlar A va B to'plamlarning har birida
mavjud bo‘lsa, ular bu to'plamlarning umumiy elementlari deyiladi.

Masalan, A= {a, b, ¢, d, e, /}; B = {a, b, d} to'plamlar uchun a,
b, d — umumiy elementlar.

1) to‘plamlar kesishmasi (ko ‘paytmasi). A va B to‘plamlarning
umumiy elementlaridangina tuzilgan Cto’plam A4 va Bto'plamlarning
kesishmasi (ko ‘paytmasi) deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

C=AB voki C=A4AN B,
bu yerda: N belgi to*plamlarning kesishmasini bildiradi.

Bitta ham umumiy elemeniga ega bo'lmagan to'plamlarning
kesishmasi @ bo‘sh to‘plamga teng.
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Masalan, 1) A= {a, b, ¢, d, ¢} va B={a, ¢, d, e, b} to'plamlar
uchun: AN B ={a. b. ¢. d. e}.

2) A=1{1,2.3,4,.5,.6}, 8=1{5,6,7,8) vaC=1{5,6,9, 10, 11}
to'plamlarning kesishmasi ushbuga teng: AN BN C = {5, 6}.

) A=1{2, 3,4} va B={7. &, 9} to'plamlarning kesishmasi ush-
buga teng: AN B= .

To'plamlarning kesishmasi geometrik nuqtayi nazardan figuraning
kesishmasiga mos keladi. 66-a chizmada shtrixlangan gism 4 va £
to'plamlar kesishmasini, 66-b chizmada CB kesma ABva CD kesmalar
kesishmasini ifodalaydi.

66-d chizmada EF va K1 kesmalar kesishmavdi, demak kesish-
ma bo’sh to*plam.

Xususiy holda: ANANA.=4 AN@=@.

Yugoridagi xulosalar to*plamlar soni ikkitadan ortig bo‘lgan hol
uchun ham to'g'ri.

2) to'‘plamlar birlashmasi (vig'indisi). Berilgan A4 va B
to'plamlarning birlashmasi (vig ‘indisi) deb shu A va B to'plamlarning
har biridagi hamma elementlardangina tuzilgan C to'plamga aytamiz.
Yig'indi C= A+ Byoki C= AU B ko‘rinishda belgilanadi.

Toplamlarda har bir element bir martagina olinishi lozim bo‘lgani
uchun, to‘plamlardan har ikkalasining umumiy elementiari C
yig‘indida bir martagina olinadi.

Misollar

1) A={a. b, ec.d}, B=la, b, ¢. d. e, [} to'plamlarning birlash-
masi ushbuga teng: AU B=1a, b, c, d. e. f}:

2) A=1{3, 4,5, 6} va B=1{6, 7, 8, 9, 10} to‘plamlar uchun
AU B=1{3,4,5,6,7, 8.9, 10} ga teng.

To'plamiarning birlashmasi gecometrik nuqtayi nazardan figura-
larning barcha nugtalaridan tashkil topgan to'plamni bildiradi.

b 4 St B D
| “, i
‘\\ F F
() IS
K 1
It d T a *
bH-chizma.
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67-a, b chizmalar shtrixlangan yuza 4 va
B to*plamiarning birlashmasini biidiradi.
Xususiy  holda: AUAUAU... =4
AUD = A.
Agar BC Abo'lsa, AU B= A dir.
To'plamlar soni ikkitadan ortig bo'lganda
ham birlashma uchun chigarilgan xulosalar
to'g'ri bo'ladi.
3) ro'‘plamlar ayirmasi. Berilgan A va B
to‘plamlarning ayirmasi deb shunday
67-chizma. to'plamga aytiladiki, u A4 ning B da mavjud
bo‘lmagan hamma elementlaridangina tuziladi
va quyidagicha belgilanadi:

C=A- B yoki C=A4\B.

Misollar

1) A={1,2,3,4vaB=1{3.4,5,6,7,8uchun R= A\ B={l,
2};

2) A={1,2, 3,4, 5 vaB=1{6,7, 8) uchun R= A\ B={l, 2, 3,
4, 5};

3)A={1,23tvaB={(1,2.3,4, 5 uchun R=4A\B=@.

To'plamlarning (4 va B ning) ayirmasi geometrik nugqtayi nazar-
dan 68-chizmada ko'rsatilgan shtrixlangan yuzni bildiradi.

Xususiy holda:

A\A=0Q,
A\D = A
4) to‘plamga to‘ldiruvchi. A to’plam va uning B qismi berilgan
bo‘lsin, ya'ni B C A; A dagi B ga Kirmay golgan hamma elementlar-
dangina tuzilgan qism £ ning to‘ldiruvchisi deb ataladi va B
ko‘rinishda belgilanadi. _

Bunda B gism to‘plam B ni A gacha
to'ldiradi, ya'ni B va Bning birlashmasi
xuddi A ga teng bo'ladi.

Masalan, A= {1, 2, 3, 4, 3, 6,

va B=1{2.5, 6, 9) bo'lsa, B=1{l,
8} bo'ladi.

7! 81 9}
3.4, 7.
6&-chizma.
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Agar A to*plam biror boshga to’plamning gismi
deb garalmasa. u holda A to*plamning to'ldiruvchisi
@ bosh to*plam bo’lib. @ ning to’ldiruvchisi esa (
Abo'ladi, yvaniA=Q@va@=A

Agar AD B bo'lsa, u holda A\ B avirma B
to'plamni A to'plamga to‘ldiruvchisi deyiladi, bu
69-chizmada ifodalangan.

Ushbu tengliklarga egamiz:

BNB=@,AUB =A:B\B=8B.B-B=B.

69-chizma.

l-eslatma: A va B to‘plamlarning aqalli bittasida ikkinchisiga
kirmaydigan elementlar mavjud bo‘lsa, A va B lar tengmas to‘plamlar
deymiz. Buni quyidagicha belgilaymiz: A = B.

4.1.3. TO'PLAMLARNING TO*G*RI KO*PAYTMASI

A va B to'plamlaming tog'ri ko paytmasi deb shunday to‘plamga
aytiladiki, u to’plam elementlari tartiblangan (x; y) juftlardan iborat bo'lib,
bu juftning birinchisi A to‘plamdan, ikkinchisi esa B to'plamdan olinadi.

To'g'ri ko'paytma A%B ko'rinishda belgilanadi.

Misol. A=1{4,5 7} va B={-1, 2, 4 3} to‘plamlar berilgan
bo’lsin. U holda A va Bto‘plamlarning to*g’ri ko’ paytmasi quyidagicha
bo‘ladi:

AxXB={(4; —-1); (4;: 2): (4, 4); (4; 3); (5; —1); (5: 2); (5; 4); (55
3); (7; =1); (7; 2); (7; 4); (T7; 3)}.

Agar biz to'g'ri ko*paytma elementi (x, y) dagi x ni biror nugtani
abssissasi, y ni esa ordinatasi desak, # holda bu to'g‘ri ko‘paytma
tekislikdagi nuqtalar to‘plamini ifodalaydi. Boshgacha aytganda,
haqiqiy sonlar to'plami R ning R ga to'g'ri ko'paytmasi RxR ni
tasvirlaydi.

4.2. HAQIQIY SONLAR TO'PLAMI
4.2.1. RATSIONAL SONLAR
Kishilik jamivatida turmushning talabi asosida son to‘g'risida

tushuncha paydo bo‘lgan. Masalan, narsalarni sanashga ehtivoj
natijasida natural sonlar kelib chiggan. Boshqacha aytganda, bu
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to‘plamda gancha element bor, degan savolga javob berish natural
sonlar 1o'plami tushunchasiga olib kelgan.

Natural sonlar to‘plami N bilan belgilanadi. Natural sonlar
to‘plamiga 0 soni go‘shilsa, manfiy bo‘lmagan butun sontar to‘plami
£,=10, 1, 2, 3, ...} = NU{0} ni hosil gilamiz. Ammo amahiyotda
musbat sonlar bilan birga tabiatda bo‘ladigan hodisalarni o‘rganishda
manfiy sonlarni kiritishga to‘g‘rt keldi. Masalan, havoning 0 gradusdan
yugori va pastki temperaturasini belgilash uchun musbat yo‘nalishga
garama-qarshi manfiy yo‘nalish kiritishga to‘g‘ri keladi.

Shuning uchun 4 soniga - 4 soni garama-qarshi sanaladi va
hokazo. Umuman aytganda, » soniga qarama-garshi — » soni
hisoblanadi va aksincha. Natural sonlar, nol va natural sonlarga
garama-qarshi sonlar, birgalikda butun sonlar Z to‘plamini tashkil
giladi:

Z=NU{OJUN,

bu yverda N — natural sonlarga qarama-garshi sonlar. Kattaliklarni
yanada aniqroq o‘lchash butun sonlar to‘plamini kengaytirib, kasr
sonlarni kiritishga olib keldi. Masalan, daraxtning balandligini
o‘Ichashda ko‘pincha u butun sonlar bilan ifodalanmasligi mumkin
yoki vagini hisoblashda minutlar soat oflchovining ma’lum gismini
tashkil gilishi mumkin {Daraxtning balandligi 5,7 m ni, 15 min 1/4
soatni tashkil giladi). Butun va kasr sonlar birgalikda ratsional sonlar
to‘plamini tashkil giladi. Har qanday ratsional son % ko‘rinishida
belgilanadi, bu yerda meZ, n€N (ya’ni surat butun, maxraj natural

3 3
s T3 VA hokaza.

Butun sonni ham iﬂr ko‘rinishda vozish mumkin. Bizga %

ko‘rinishdagi ratsional son berilgan bo‘lsa, unda m ni # ga bo‘lish
natijasida chekli yoki cheksiz o'nli kasrlar hosil bo‘ladi. Masalan,

[ L2 -
7=0.25 5—0,666---, 7=-075

Maxrajning tuzilishiga qarab, kasrlar ichida cheksiz davriy o‘nli
kasrlar bo‘lishi mumkin;

Masalan, % =0,333...=0,(3),

sonlar), Masalan

L _0,16666... = 0,1(6).

|
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Bundan ko'rinadiki, har ganday ratsional son cheksiz davriy o'nli
kasr ko'rinishida tasvirlanishi ham mumkin.

Chekli o'nli kasrni cheksiz davriy kasr ko'rinishida yozish mumkin.
Masalan,

L= 0,2 =0,2000...0,(2),

‘ = 0,75 = 0,75000... = 0,75(0).

4.2.2. RATSIONAL SONLAR TO*PLAMINI KENGAYTIRISH ZARURLIGI

Amaliy ehtivojlar, matematikaning chtiyojlari, uning mantiqiy
rivojlanishi ratsional sonlar to'plami turli masalalarni hal etishda yetarli
emasligini ko'rsatadi. Masalan, tomoni 1 o‘lchov birligiga teng bo‘lgan
kvadrat berilgan. bu kvadrat diagonalining uzunligini ifodalovehi x
sonni topish lozim. Pifagor teoremasiga ko'ra: x*= 2 yoki x = 2,

Shunday qilib, masala kvadrat tenglamani vechishga keltirildi.
Lekin, butun sonlar orasidagi kvadrati 2 ga teng sonni topa olmaymiz,
chunki 1°’< 2, 272> 2.

Demak, izlanayotgan sonni kasrlar orasida topishga urinib ko‘rish,

ya'ni x = ’: deb olish Iozim (m va n sonlar o‘zaro tub, albatta, aks

holda ularni gisqartirgan bo‘lar edik).
Bu masalani tekshirish quyidagi teoremaga olib keladi.
1-teorema. Kvadrati 2 ga teng bo ‘lgan ratsional son mavjud emas.
I[sbot. Kvadrati 2 ga teng bo'lgan ratsional son mavjud, deb

7
j : e : SatinTa Tei
faraz gilamiz, va'ni { . ) =21 tenglik o‘rinli bo'lsin, bu yerda m va n

o‘zaro tub sonlar, u holda »” = (2n)?, bundan m* natural son juft
ekanligi kelib chigadi, bu holda esa m sonning o'zi ham juft, chunki
hagigatan ham, agar toq bo’lsa, u holda m* = (4&* + 4k) + | ham toq.
chunki, (4k° + 4k) juft, bundan esa m = 2k bo'lib n* = 2k* ekanligi,
yva'ni »° son jufiligi kelib chigadi. Shunday qilib, m va n sonlarning
ikkalasi ham juft, ya'ni ular o‘zaro tub emas, degan xulosaga keldik,
bu esa ular o'zaro tub degan dastlabki farazimizga ziddir. Teorema
isbot gilindi: ¥2 — irratsional son. v2 = 1 411421356..., shuningdek,
ko'p uchraydigan va 7 orqali belgilanadigan aylana uzunligining
diametriga nisbati hisoblangan son ham irratsional son: 7 = 3,1415926...
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M, M,
: 3 L } X

X, 0 -1 0 4 2 Y

70-chizma.

I-ta’rif. Ratsional va irratsional sonlar to*plami birgalikda haqigiy
sonlfar deyiladi. (Hagigiy sonlar to‘plami deb cheksiz o'nli kasrlarga
avtiladi).

Hagigiy sonlar to'plami R bilan belgilanadi. Haqiqiy sonlarni
sonlar o'gining nugtalari bilan tasvirlash mumkin.

Agar cheksiz to'g'ni chizigda:

1) sanoq boshi hisoblangan 0 nugqta;

2) strelka bilan ko‘rsatilgan musbat vo‘nalish;

3) vzunlikni o‘lchash uchun masshtab berilsa, u to‘g'ri chizig
sonlar o 'qi deyiladi. Agar x, son musbat bo‘lsa. u 0 nugtadan o'ngda
OM = x, masofada yotuvchi M, nuqta bilan tasvirlanadi. Agar x,
manfiy bo'lsa, u 0 nugtadan chapda OM, = x, masofada yotuvchi
M, nuqta bilan tasvirlanadi (70-chizma). '

Sonlar o’gining har bir nuqtasi bitta hagiqiy sonni ifodalaydi.
Ixtivoriy ikkita hagigiv son orasida bitta ratsional yoki irratsional
son topiladi. Ayrim hollarda R haqiqiy sonlar to*plamini sonlar to'g'ri
chizig'i, hagigiy sonlarning o'zini esa bu to°g'ri chizigning nuqtalari
deb ataladi.

4.2.3. HAQIQIY SONNING ABSOLUT QIYMATI (MODULI)

1-ta’rif. x haqiqiv sonning absolut givmati (yoki moduli) deb
quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi manfiy bo‘lmagan hagiqiy songa
avtiladi, x sonning absolut giymati| x| bilan belgilanadi:

x>0 bo'lsa, | x| =x;
x =0bo'lsa, | x| =0;
x <0 bo'lsa, |x| = - x.

Misollar: |3,12|=3.12, |0|=0, | =2,7|= =(-2,7) = 2.7.
lcosx—2|=—(cosx—2)=2~—cosx.

Istalgan x hagiqiy son uchun x* < | x| tengsizlik o'rinli ekanligi
ta'rifdan ko‘rinadi.
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Haqigiy sonlarning absolut givmati ta'rifidan kelib chigadigan
teoremalarni ko‘rib o'tamiz.

I-teorema. [kki voki bir necha qo ‘shiluvchilar yig indisining absolut
givmati, go ‘shiluvchilarning absolut givmatlari vig ‘indisidan katta emas:
Ix+yl=|x|+ |yl

Isbot. Avtavlik. |x+ v | =0 bo'lsin, u holda ta’rifga ko'ra:

lx+y]=x+y= |x|+l'.[(_hunk|1<|\|1f~11iEnd|t+1<U
bo'lsin, u holda ta'rifea ko'ra: [x+ y|=—(x+ ) ={—-x) + (-
vy < |x|+]y| Demak, |x+y|<|x|+ |yl

Keltirilgan isbot go‘shiluvchilar soni bir necha bo’lgan hol uchun
ham oson umumlashtiriladi.

2-teorema. 1kki son avirmasining absolut givmati bu sonlar ab.m!ur
givmatlarining avirmasidan kichik emas: |x—y|=|x|—|y].

Isbot. x— y=z deb olamiz, u holda I-teoremaga Ko'ra:
Ix|=|ly+zl=|y|+lzl=]y|+|x—=y| bundan esa |x|—
—|yl=s|x—y| Demak, |[x—y|=|x]=|y]

3-teorema. Ko '‘pavimaning absolut givmati ko ‘paytuvchilar absolut
givmatlarining ko ‘paytmasiga teng: |x-y | =|x|*|y|

Isbot. Aytaylik, x > 0 va y > 0 bo'lsin, Ta'rifga ko‘ra: | x| =x,
|y | =y u holda x+y >0 bo‘lgani uchun ta'rifga asosan:
|x+y|=x+y.Bundan esa |[x-y| =]x|-|y| ga ega bo'lamiz.

Endi x< 0 va y <0 deb faraz gilamiz. U holda (=x) > 0,
(=y) >0 va ta'rifea ko'ra [x | = —x. | =y | ==y bo'ladi.

Oldingi holdan foydalansak, |x 'y | =]-x) (-0 | =(-0X%
x(=y)=|x|*|y| ga ega bo'lamiz. Endi x va y lar qarama-qarshi
ishorali bo‘lgan holni tekshiramiz. Aniglik uchun x <0 va y> 10
bo‘lsin. x+ y < 0 va | x| = —x bo‘lganidan va absolut giymat ta'rifidan
foydalansak, |x v | == (x*») =(—=x) 'y =|x|* | ¥ | ga ega bo‘'lamiz.

4-teorema. Bo'linmaning absolut givmati bo linuvchi va bo ‘luvchi
absolut givmatlarining bo‘linmasiga teng:

X

= ":: (v #0).

Bu teorema isbofi ham absolut givmat ta'rifidan bevosita kelib
chigadi.



4.2.4. SONLI TO*PLAMLAR. ORALIQLAR. NUQTANING ATROFI.
HAQIQIY SONLAR TO*PLAMINING BA'ZI BIR TO‘PLAM OSTILARI

1-ta’rif. a < x < b qo’sh tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha
haqigiy sonlar (to'g'ri chizigdagi nuqgtalar) to*plami yopiq oralig yoki
boshi a, oxiri b nuqtadagi kesma deb ataladi va | a; b] orqali belgilanadi.
b — a songa |a; b} kesmaning uzunligi deyiladi.

2-ta'rif. a < x < btengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x haqiqgiy
sonlar to*plami ochig oralig yoki interval deb ataladi va (a; b) orqali
belgilanadi. b — a songa (a; b) interval uzunligi deyiladi.

3-ta’rif. a < x < b yoki a < x < b tengsizlikni gqanoatlantiradigan
x haqiqiy sonlar to‘*plami yarim oralig deb ataladi va mos ravishda
|a: b) yoki (a: b] orgali belgilanadi.

4-ta’rif. x > a tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x haqiqgiy
sonlar to'plami cheksiz oralig deyiladi va (a; +e=) ko‘rinishda
belgilanadi.

Shunga o‘xshash, x < b, x = 0, x < b tengsizliklar mos ravishda
(=; b), [a; +=), (—=; b] oraliglar bilan aniglanadi. Ayrim hollarda
haqgigiy sonlar to‘plami ham cheksiz oraliq deyiladi va (—; +=)
ko‘rinishida belgilanadi.

5-ta’rif. Berilgan x, nugtani o'z ichiga oladigan har gqanday oralig
(interval) x, nugtaning atrofi deyiladi. Odatda x, nuqtaning e(¢ > 0)
atrofi tushunchasi kiritiladi, bu (x, — &; x, + £) interval orqali ham
belgilanadi.

4.2.5. CHEGARALANGAN VA CHEGARALANMAGAN SONLAR
TOPLAMI. SONLAR TEKISLIGT

1-ta’rif. Agar E sonli to‘plamning barcha x elementlari uchun
x < M(x = M) tengsizlikni ganoatlantiradigan M son mavjud bolsa,
u holda E to‘plam yugoridan (quyidan) chegaralangan deyiladi. M
soni (m soni) £ sonli to*plamning yuqori (quyi) chegarasi deviladi.

Masalan, 1) barcha natural sonlar to‘plami quyidan 1 soni bilan
chegaralangan; 2) manfiy sonlar to‘plami yuqoridan 0 soni bilan
chegaralangan.

Ta'rifdan ko‘rinadiki, sonli to‘plam cheksiz quyi va yuqori che-
garalarga ega bo‘lishi mumkin. Masalan, M, soni to‘plamning yuqori
chegarasi desak, u holda shunday M, > M soni mavjudki, M, soni
ham sonli to*plam uchun yugori chegara bo* ladt chunkix= M <= M,
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S eiaon W s g . ; . uchun
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Masalan. manfiy sonlar to‘plam’ ham
.'l' .

vuqori chegara fagat 0 soni bo’lmasdan, undan katta sonlé
yugori chegara bo'ladi. i chigi
2-ta’rif. £ to‘plamning barcha yuqori chegaralarining enég .l"' qu:'i
E to'plamning aniq quyi chegarasi, E 10'plamning barc! ;;ra‘-*‘f
chegaralarining eng kattasi E to‘plamning aniq yugori € uqori
deyiladi. Aniq quyi chegara infE (infimum — eng kichik), anid Y
chegara supE (supremum — eng Katta) bilan belgilanadi.

Eslatma. To'plamning yugori va quyi chegaralari to‘plamg?
bo‘Imasligi ham mumkin. ‘n]

3-ta’rif. Quyidan va yugoridan chegaralangan £ 1° P
chegaralangan to‘plam deyiladi.

Masalan, 1) ixtivoriy kesma chegaralangan to‘plam, chunk
quyi chegarasi kesmaning chap oxiri, yugori chegarasi kcs? jami
o'ng oxiri hisoblanadi; 2) barcha to'g'ri kasrlar t€ P
chegaralanmagan to‘plam.

Biz yuqorida haqgiqiy sonlarni to'g'ri chizigning nuqtam,n atalar
ifodalash mumkinligini aytgan edik. Shunga o*xshash koord™™_ ich
tekisligini nuqtalar bilan tartiblangan hagigiy sonlar tekislig!
mumkin, istalgan sonlar juftini esa shu tekislikning nugtalari de
Sonlar tekisligi R? bilan belgilanadi.

am

. pilan

},-iladi.

4.3. KOMPLEKS SONLAR

4.3.1. KOMPLEKS SONLAR TO*PLAMI. KOMPLEKS Soﬂ

iqiy
Ixtiyoriy ko'rinishdagi algebraik tenglamalarni ycchishdi_’ r;igfda
sonlar to‘plami yetarli emas. Haqgigatan ham, sonlar tO s - 0

diskriminanti manfiy bo‘lgan kvadrat tenglama, masalan, X~
tenglama yechimga ega emas. cplami
Bu qiyinchilikdan qutilish magsadida kompleks sonlar t qiﬁ,[ida
kiritiladi. Bu to'plamga hagigiy sonlar to'plami to‘plam 05“0: p<0
kiradi. Kompleks sonlar to*plami C bilan belgilanadi. ¥ + 1 = °°_ /-1

tenglama vechimi kompleks sonlar to*plamida bor, deb, va’ i} e

bilan belgilanuvchi mavhum birlik kiritamiz. Bu mavhl’ﬂ‘.‘:?_ —1.
yugoridagi tenglamaning yechimi bo‘ladi, ya'ni 2+ 1 = O+ jar
Shunday qilib, biz haqiqiy sonlar to*plamini i mavhum som™”*
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Y @ to‘ldiramiz. Hagiqgiy @ sonini mavhum
: bi soniga qo'shishdan @ + bi kompleks

MGG sonini hosil gilamiz.

1-ta’rif. ¢ + bi ifodaga kompleks

+ | | ~ son deyiladi (bunda a, b haqiqiy sonlar,

L]
B F__LL ! — { esa mavhum birlik, 4 — kompleks
L sonining hagqiqiy, #i — mavhum

. gismlari}. Agara, + divaa, + b,i kom-
e, - pleks sonlarda a, = a,; b, = 5, bo‘lsa,
7i-chizma. nlar teng deylladl Oddtda kompleks
' son bitta g harf bilan belgilanadi.
z=a+ bi kompleks sonnmg hagigiy va mavhum qismi nolga
teng bo'lsa, ya’ni 2 =0 va 6 = 0 bo'lsa, u nolga teng bo‘ladi.
Mavhum gismlari bilan farq qiluvchi z=a+ bi va z=a - bi
kompleks sonlar go shma deyiladi. Haqigiy va mavhum gismlarning
ishoralari bilan farq giluvchi ikkita g =a+ bi va g,= —a — bi
kompleks sonlar garama-garshi kompleks sonlar deyiladi. o
Kompleks sonni geometrik tasvirlash uchun R=1{0; /; j}
koordinatalar sistemasida abssissalar o‘qiga z = a + &/ kompleks
sonning haqigiy qismi a ni, ordinatalar o'qiga esa mavhum qgismining
koeffitsiyenti b ni joylashtirsak, tekislikda (a; ) nugtaga ega bo'lamiz.
Shu nuqgta @ + bi kompleks sonni geometrik tasviri deb gabul gilinadi.
Qdatda bu z nuqta deyiladi. Shunday qilib, tekislikning har bir nuqtasi
bitta kompleks sonni ifodalaydi. Boshqacha aytganda, tekislik
nugtalari bilan kompleks sonlar to‘plami o'rtasida o'zaro bir giymatli
moslik o‘rnatiladi. Ox o‘qida kompleks sonni hagigiy qismi joylash-
gani uchun hagigiy o ‘g, ordinatalari o‘qida mavhum gismga tegishli
son joylashgani uchun mavhum o‘q, xQOy tekisligining o‘zini esa
kompleks tekislik deyiladi.
Kompleks tekislik Z bilan belgilanadi. .

" 4.3.2. KOMPLEKS SONNING TRIGONOMETRIK SHAKLI

z = x -+ yi ko‘rinishdagi son algebraik ko‘rinishdagi kompleks son
deyiladi. Kompleks sonning trigonometrik shaklini hosil qilish uchun
71-chizmadan foydalanamiz. Chizmadan:

X = rcose; y=rsinrp,,_‘-. - (D)
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bunda: r — kompleks soni z ni tasvirlagan vektorning uzunligini.
ifodalaydi va unga z sonning moduli, ¢ burchakni esa z ning arguimenit
deyiladi. '

() =lz)=|x+yil=r=yed+y7 (2)

Argument bir giymatli aniglanmay, balki 27k qo‘ShilUf’Chi qadar
aniglikda aniqlanadi, bunda & — butun son. Argumentning barcha
giymatlari orasidan 0 < ¢ < 27k tengsizliklarni qanGn’:iﬂam'm_""3hl
bittasini tanlaymiz. Bu qiymat bosh gipmat deyiladi va tubandagicha
belgilanadi: ¢ = arg z. ]

(1) tengliklarni hisobga olib, kompleks sonni quyidagicha ifodalash
mumkin:

(1})=2z=x+yi=r(cosp + ising), . (3

bu verda:
J B r= rxz +y2 :
arctg {-, agarx >0; y >0 bolsa; ;

argz =< a + arctg i—, agar x < bo'lsa;

i

27 +arctg %, agar x>0, y <0 bo'lsa.

(3) ga kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi.
. T
I-misol. Komplcks sonning moduli 3 ga, argumentl ¢ = 4 g2
teng bo‘lsa, uning hagiqiy va mavhum gismlarini toping-
Yechish. (1) formuladan:

= _ A _a¥2 _ 32
x-rcos:p_3coszh3_2____2_,
y=rsing=3sin® =32,

2-misol. z =i kompleks sonning argumentini toping.
8

Yechish. x=0,y=1Lr=1,¢p= 5

9 — Oliv matematika 129
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a b
72-chizma.

3-misol. Qo‘shma va garama-garshi sonlarni chizmada tasvir-
lang va izohlang.

Yechish. 72-chizmadan ko‘rinadiki. go‘shma kompleks son-
lar bir xil modulga ega va absolut giymatlari bo'yicha teng argument-
larga cga bo'lib, haqigiy o‘qqa simmetrik bo‘lgan nugqtalar bilan
tasvirlanadi, ya'ni qarama-qarshi kompleks sonlar koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrik nugqtalar bilan tasvirlanadi (72-chizma).

4-misol. z=1~/ kompleks sonni trigonometrik shakida

ifodalang.
Yechish,
x=L y=-I; r=y2;
tgp=-1; p=2a-arctg(l) = 2:r—g = ?.
Shunday qilib,

y PR )
z= \/f(cos ;; +isin —;].

Endi kompleks sonlar to‘plamining ba’zi bir to'plam ostilarini
ifodalovchi munosabatlarni geometrik nuqtayi nazardan ko‘rib otaylik.

a) | z] = 2, bu munosabat kompleks tekisligida markazi koordinata-
lar boshida, radiusi 2 ga teng bo*lgan avlananing nuqtalarini ifodalaydi:

b) 2 =<|z| =3 munosabat esa markazi koordinatalar boshida
joylashib, ichki radiusi 2ga teng bo‘lgan konsentrik jovlashgan
aylanalar bilan chegaralangan halga ichidagi nugtalar to'plamini
ifodalaydi (73-chizma).
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73-chizma. 74-chizma.

d) arctgz =z munosabatga kompleks tekislikda koordinatalar

boshidan 30° burchak ostida chiquvchi nurdagi nuqtalar to‘plami
mos keladi.

e) :Eargzﬁ'; munosabatga esa kompleks tekislikdagi
koordinatalar boshidan 45° va 60° burchak ostida chiquvchi nurlar
bilan chegaralangan nugtalar to‘plami hamda nurlar ustida yotuvchi
nuqtalar to‘plami kKiradi (74-chizma).

4.3.3. KOMPLEKS SONLAR USTIDA AMALLAR

Kompleks sonlarni go‘shish. z = a + bi va z, = a, + b,i kom-
pleks sonlarning yig‘indisi deb z, + z, = (a, + a,) + (b, + b )r tenglik
bilan aniglanuvchi songa ayvtiladi. Kompleks sonlarm qo shlsh vek-
torlarni qo‘shish formulasidan vektorlar bilan ifodalangan kompleks
sonlarni qo‘shish qoidasi bo‘yicha bajarilishi ko‘rinadi (75-chizma).

Misol. z,= 2+ 5ivaz,= —1 — 3ikompleks sonlarni yig‘indisini
toping. y

Yechish.

+5,=2+5)+(-1-3)=

=Q2-D+i5-3)=1+2i

Kompleks somlarni ayirish. - |
g =a+bivag=a,+ 6, kompleks
sonlarning ayirmasi deb shunday
kompleks songa aytiladiki, unga ayri- A
luvchi kompleks sonni qo‘shganda
kamayuvchi kompleks son hosil bo‘ladi: 75-chizma.
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- g,=(a,+ b)) — (a,+ b)i) =
= (a a,) +i(b, - b,).

Ikkita kompleks son ayirma-
sining moduli shu sonlarni kompleks
sonlar tekisligida tasvirlovchi nugta-

x lar orasidagi masofaga teng (76-
chizma).

Misol. =6+ 5iva z,=4 -

5, 2i komplcks sonlarmng ayirmasini
12,-22) ={ (X %Y+ LU Y) toping.

76-chioma. Yechish. z;=6+35i va g,=
=4 — 2ilar berilgan. 7 — z,= (6 +
+5)-@-2D=6-4)+i5+2)=2+7i.

Kompleks sonlarni ko'paytirish. 7 = a + bjivaz,=a,+ b,
kompleks sonlarning ko'pavtmasi deb i’ = —1 ckanlxgml hisobga
olgan holda kompleks sonlarni ikkita ko‘phad ko’paytmasi shaklida
ko*paytirishdan hosil bo‘lgan kompleks songa aytiladi:

z,'=a,-a,— b b+ (ab,— ab)i.

z, va z, kompleks sonlar trigonometrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsa,
ya'niz, = r(cosp, + ising )vaz, = r(cose, + isinp,) bo'lsa, u holda
ularning ko‘paytmasi g, -z, =r - r,(cos(p, +¢,) + isin(p, +¢,))
bo‘ladi.

Misol. z,:Z(cos-':H'sinf;) va zj—f(cos +Isin° )kom-

pleks sonlarning ko‘paytmasini toping.
] T T s > a a .
Yechish. -5 =2J§[cm(3 + 6]+:5m(3 + 6)]"

=2J§(cos": +isin"§)= 2J2i.

Kompleks sonlarni bo‘lish. Kompleks sonlarni bo‘lish amali
ko'paytirish amaliga teskari amal sifatida aniglanadi. Boshgacha
aytganda, z-z, =z, bo'lsa, z soni z, = x, + iy, ning z,=x, + iy,
kompleks songa bo' lmmasn deyllad:

= ,‘ bo‘linmani topish uchun surat va maxrajni z, ning

qo ‘shmasi Z. Z, ga ko'paytiramiz:
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Il

&

XiXa+ ViV L XAV =Xy
bundan: gz = 282NN  jRNTN2
X3+y3 X3+

22

Agar kompleks sonlar trigonometrik ko'rinishda berilgan bo‘lsa,
va'niz, = p(cosy, +ising,) vaz, = n(cosp,+ising,) bo'lsa, u
holda

O _ Alcospp+ising)

_ = Aeospr+isinip) (cosgy-ising))
7 nlcospr+ising;)

7 TR |
r{cos gy +58in-g;)

= 1 [cos (p,—p2) +isin (p, - p)].

Shunday qilib, "" = "-[(cos(gal @) +isin(p,—,)l, ya'ni kom-

pleks sonlarni bo‘lishda bo'linuvchining moduli bo‘luvchining
moduliga bo‘linadi. argumentlari esa ayriladi.

Misol. g =3 +ini z, = -3 - 3i ga:

a) algebraik; b) trigonometrik ko‘rinishda bo‘ling.
Yechish.

2) a _ B+ _ (F)(-3430) _ -3J3-3+(3-3)i _

2 —3-3i (=330 (-3+3) 949
A0 -1 J}
=r % __'

b) 7 =V3+i=2(cos ] +isin g]

L =-3- 3.'—3\/_((:05 --—+:sm%")

4

z_z=3,/i[ ~g s:]=§§'§[cm(g_%{)+“m(%'%”=

b § R
2cosg+:sm—

5
+

_ 2 ( 13} ( 13.«:)]_ 2 ( 137 137
= —| COS 4 7sin - COS ---~'—l51n
Jﬁ[ 2 W2 12

3f[cos( nz)“iSi"(”J*;)]: \2/'(_ ””"12)
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:_zj"[ “05(3 )H“’l"(3 :)]“

i (—::05""005 —sm sm ) itsin"-cm”—cos”-sinj)‘*
EY; 3 4 4 T3 T4 3 741

= 2 [(—]Aﬁ—ﬁ-ﬁJ+i(ﬁ-J5—]-\ﬁﬂ;—-qg+1+iﬁﬁl
6 6

2 2 2 2 2 2 2 2

Kompleks sonni darajaga ko*tarish. Kompleks sonlarni ko*paytirish
goidasidan darajaga ko‘tarish qoidasi kelib chigadi. z = r(cos ¢ + 7 sin ¢)
kompleks son uchun » natural bo‘lganda: z” = r"(cos ne + i sin ne).
Bu formulani Muavr formulasi deyiladi. Muavr formulasini tatbiq qilishda
=1, 1= 2= —1, 3 = —jbo'lishini e’tiborga olishimiz
kerak.

Misol. (=1 + i)’ ni hisoblang.

Yechish.

z=-1+i ""-ﬁ(cos 34 +isin 3:)

=(-1+i)° = (V2) ( 'Z +:sm3;) =

N 4‘/5((:055 ' 3;.? +isinS 347) = 4/2(cos 675" + isin 675%) =

= 42 [cos(720° - 45°) + isin(720° - 457)] =
= 4J2(cos 45° - i sin 45°) = 4\/_(f JEJ 4-4i=4(1-).

Kompleks sondan ildiz chigarish. 11diz chigarish amali darajaga
ko‘tarish amaliga teskari amal. Kompleks sonning n-darajali ildizi
deb shunday Z* kompleks songa aytiladiki, z* ning n-darajasi z soniga
tengdir, ya’'ni

(=2

Avtaylik, z = rcos¢ + isin ¢) va z* = p(cos 8 + isin 6) bo'lsin.
Muavr formulasiga asosan r{cos ¢ + /i sin ) = p"(cos n B + isin n ),
bundan r = p", nf = ¢ + 2xk; p va 6 ni topamiz.
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Bu yerda k — istalgan butun son, ¢ — arifmetik ildiz. Demak,

gricosp +ising) = 'U'F(cos“’ 'j”‘{‘ +isin? *j'ﬂ ): bu yerda k = 0,1

we =1

Misol Y1 ning ildizlarini toping.

Yechish. 1 sonni trigonometrik ko‘rinishda yozamiz. z = |
bo'lib, z =1 = cos 0 + /sin 0 bo‘ladi.

5ﬁ=d"cos(}+:sm0=c052;’-‘+:sm-2-; .

ky =0; 7, =cosQ+isinQ=1;
2

k =1, 7, =cos ’-; +isin '._2; =c0s72° +isin 72° = 0,309 + i0,951;

k; =2; z3 =COS -4; +isin ‘-‘; =cos 144’ + isin 144" =

=—{,809 + {0,587,

k =3; 7, =cos ‘is" +isin ."Si = c0s216° + isin 216°~

=~ (),809 - 0,587,

ks =4; z; = cos 8;' +isin 85? =cos 288" + isin 288° =

=-0,309 +i0,951.

O*z-0‘zini tekshirish uchun savollar

To'plam deganda nimani tushunasiz?

Haqigiv sonlar to'plamining gism to’‘plamiarini ko'rsating.
To'plamlar birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi ta'riflarini aytib bering.
To'plamga to'ldiruvchi deganda nimani tushunasiz?

To'plamlar ustida amallar qanday xossalarga ega?

Sonli to'plam nima?

Kompleks sonlar bilan hagiqiy sonlar to‘plamining farqi nimada?
Kompleks sonlarni go‘shish, ayirishda ganday sonlar hosil bo‘ladi. misollar
vordamida tushuntiring.

9. Kompleks sonning moduli va argumenti deganda nimani tushunasiz?
10. Kompleks sonni darajaga ko'tarish formulasini keltirib chigaring.
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5-bob. FUNKSIYA. KETMA-KETLIKLAR.
LIMITLAR NAZARIYASI

5.1. FUNKSIYA. TESKARI FUNKSIYA.
ENG SODDA ELEMENTAR FUNKSIYALAR

5.1.1. FUNKSIYA TUSHUNCHASI. SONLI FUNKSIYA.
FUNKSIYANING BERILISH USULLARI

Funksiya tushunchasi matematik tushunchalarning asosiylaridan
biri sanaladi. Bu tushuncha matematika bilan turli real hodisalar
orasidagi bog‘lanishni ochib beradi. Funksiya tushunchasi ikki to‘plam
clementlari orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi. Masalan, sinfdagi
partalar (ikki o‘rinli) to*plami A bilan o‘quvchilar to*plami B orasi-
dagi bog'lanishni olib garaylik: 1 partaga 2 ta o'quvchi, 2 partaga 4
ta o*quvchi, 3 partaga 6 ta o'quvchi va hokazo mos keladi. Boshgacha
aytganda, A to‘plam elementlari bilan B to‘plam elementlari orasi-
dagi biror gonunga mos funksional bog'lanish o‘rnatiladi.

Ta’rif. Agar biror f gonunga ko‘ra A to‘plamning har bir x ¢le-
mentiga B to‘plamning yagona y elementi mos kelsa, u holda A
to*plamda fix) funksiva berilgan deyiladi va y = fix), x&A4 ko'rinishda
belgilanadi, bunda x funksiya argumenti, y esa funksiva givmati
deyiladi. A to'plam funksiyani aniglanish sohasi, B to‘plam esa
funksiyaning givmatlar sohasi deyiladi. Funksiyalarni belgilashda fagat
f harfidan emas, balki boshga harflardan ham foydalanish mumkin.
Masalan, y = y(x), y =g(x), y =A(x), y = Fx) va boshgalar.

Agar yuqoridagi funksiya ta’rifida Ava Bto'plamlar AC R, BC R
bo‘lsa, funksiva sonli funksiva deyiladi. Biz bu kursimizda sonli
funksivalar bilan ish ko‘ramiz va uni bundan keyvin gisqacha funksiva
deb ishlatamiz. Agar A4 va B to‘plamlar hamda ularning funksional
bog'liglik gonuni berilgan bo‘lsa, funksiya berilgan hisoblanadi.
Funksiya asosan 3 xil usulda beriladi:

a) Analitik usul. Bu usulda o‘zgaruvchilar orasidagi bog'liglik
formulalar yordamida beriladi.

I-misol. y = x’ ifoda aniglanish sohasi (—; +) sonlar o‘gida,
giymatlar to*plami ham sonlar 0°qi (—; + =) da berilgan funksiya-
ni aniglaydi.

2-misol. y = (1—-x%)"? ifoda aniqlanish sohasi [—1; 1] kesma-
da, giymatlar to‘plami [0; 1] kesmada bo‘lgan funksiyani aniglaydi.
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Ayrim hollarda funksiyaning
aniglanish sohasidagi oraliglarga qarab
turli formulalarda berilishi mumkin.

Masalan,

Ve Xy x <0 9
' x+2, x>0 (77-chizma).

I
e x
1

Jadval usuli. Funksiva jadval usulida
berilganda funksiya argumentlari va
unga mos keluvchi funksiya giymatlari 77-chizma.
jadvalda keltiriladi. Masalan,

X 0 0,1 0,2 3 0.5 R 2 1.5
¥ -3 5 2 =] -4 0.5 5 3

Jadvaldan ko‘rinadiki, funksiyaning aniglanish sohasi argument-
ning 8 ta giymatida bo'lib, unga funksivaning ham 8 ta giymati
to‘g'ri kelgan. Jadvaldagi giymatlar tajribalardan yoki tajriba
natijalarini matematik hisoblashlar natijasida olingan bo‘lishi mumkin.

Masalan, kvadratlar, kublar jadvali, logarifmlar jadvali, trigono-
metrik funksiyalar jadvali va h.k.

Grafik usul. Bu usul asosan funksiyalarni analitik usulda berish
giyin bo‘lgan hollarida uchraydi. Ko*pincha, tabiatda ro‘y beradigan
hodisalarni o‘rganish jaravonida apparaturalar yordamida egrilar
olinib, ularni o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Masalan, ossillografni, elek-
trokardiogrammalarni ko‘rsatishlari funksiyani grafik usulida berili-
shiga misol bo‘la oladi.

5.1.2. FUNKSIYALARNING MONOTONLIGI,
JUFT-TOQLIGI VA DAVRIYLIGI

1-ta’rif. Agar y = fix) funksiyada har bir x uchun shunday M son
mavjud bo'lib, fix) < M(1) tengsizlik bajarilsa, y = fix) funksiva
chegaralangan deyiladi. (1) tengsizlik geometrik nuqtayi nazaridan
chegaralangan funksiyaning grafigi koordinatalar tekisligida —
M < y = M gorizontal polasada joylashishini bildiradi.

Masalan, y = x—[x], x € R funksiyaning grafigi butunicha
0 = y <1 polasada joylashgan. Shuning uchun bu funksiya
chegaralangan, y = x° funksiya chegaralanmagan (78, 79-chizmalar).
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78-chizma. 79-chizma.

2-ta’rif. Agar flx) funksiva argumentining ixtiyoriy ikkita x, € A,
X, € A giymatlari uchun x, < x, shartda fix,)<f{x,) tengsizlik bdjan]m
j(x) funksiya o ‘suvchi dcuiadl Agar fix, )<ﬂx) tengsizlik bajarilsa,
Ax) funksiva gat iy o ‘suvchi deyiladi.

3-ta’rif. Agar flx) funksiya argumentining ixtiyoriy ikkita x, E A
va x, € A giymatlari uchun fix,) = fix,) tengsizlik bajarilsa, fix)
funksiya kamayuvchi deviladi. Agar fix )>flx,) tengsizlik bajarilsa,
Ax) funksiva gat’iv kamayuvchi deyiladi.

Qat’iy o'suvchi, o'suvchi, gat’iy kamayuvchi va kamayuvchi funk-
sivalar monoton funksivalar deviladi.

4-ta’rif. Agar A to’plamdagi ixtiyoriy x element uchun fi—x) = fix)
tenglik bajarilsa y = filx) funksiva juft funksiva deyiladi. Agar A
to'plamdagi ixtiyoriy x elementi uchun i —x)=—fx) tenglik bajarilsa,
y = filx) funksiya toq funksiva deyiladi. y = x>, x € R funksiva juft
funksiya. chunki y=(-x)* = x°.

5-ta’rif. Agar f{x) funksiya uchun shunday 7>0 son mavjud bo‘lib,
funksivaning aniqlanish sohasida olingan ixtivoriy x uchun fAx-—
) = Aix +T) tenglik bajarilsa, u holda y=£{x) davriy funksiya deyi-
ladi. y=sinx, y=cosx, y=tgx funksiyalar davriy funksiyalar.

5.1.3. TESKARI FUNKSIYA. SODDA ELEMENTAR FUNKSIYALAR

Bizga y = flx) funksiya berilgan bo'lsin. Bu funksiyaning aniglanish
sohasi 4 to’plamdan, funksivaning givmatlar to*plami B to*plamdan
iborat bo'lsin. Agar fix) funksiva o‘suvchi bo'lsa, A4 to'plamidan
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olingan x, va x, giymatlarni qarasak. 0'suvchj funksiya ta'rifiga ko'ra
x,< x, va y,= fix,), y = Ax;) bo’lsa, u vaquda ¥, <y, bo'ladi.

Demak., ikkita har xil x, va x, giymatlariga funksiv
va y, giymatlari mos keladi. Buning teskarisi ham 1o*
y,<yvay=fix)y= fix,) bo'lsa, o'suvchi funksjya t
kelib chigadi. Shunday qilib, X NiNg giymatlarj bila
mos giymatlari orasida o‘zaro bn‘_ qiymatli moglik o'rnatiladi. y ning
bu giymatlarini argumentning giymatlar deb, x ning giymatlarini
esa funksiyaning giyvmatlari deb garab x nj y, ning funksiyasi sifatida
olamiz. x = ¢(y) funksiya y = fx) funksiya uchun reskari Sfunksiva
deyiladi. Shunga o*xshash, kamayuvchi funksiya yehun ham teskari
funksiya mavjudligini ko'rsatish mumyin. Agar x = p(y) va y=fx)
funksiyalarning grafiklarini yasasak, bitta chizigdan iborat bo‘ladi.
x = @(y) teskari funksiya y=f(x) !cnglamani X ga nisbatan vechish
yo'li bilan topiladi. Odatda, teskari funksiyaning argumentini x bilan,
funksiyani esa y bilan belgilab graf"_‘ ¢hizilsa, u holda ikkita har xil
grafik hosil bo‘ladi. Grafiklar blrm_chi koordinata burchagining
bissektrisasiga nisbatan simmetn'k. bo'lishinj ko*ramiz. Shuning uchun
y = f(x) funksiyaga teskari funksiya X = p(y) ko*rinishda belgilanadi.

Sodda elementar funksiyalar deb quyidag; funksiyalarga aytiladi:
darajali funksiya: y=x*, bunda ¢€R | ko ‘rsakichii funksiya: y=a,
bunda a# 1 musbat son; logarifmik Junksiyg: ¥ =log.x, bunda a1
musbat son; trigonometrik funksiyalar. y < sinx, y = cosx, y = tgx,
y = secx, y = COsecx, ¥ = Clgx va teskari trigonometrik Junksivalar:
y = arcsinX, y = arccosXx, y = arclg X, y = arcsecy. y = arccosecx.
y = arcctg x. Bu asosiy elementar funksivajar o‘rta maktab kursida
o‘tilgan bo'lsa-da, ularning ustida to'xtalib o'tamiz.

Darajali funksiya: y = X (a — hadiqiy son), ¢ — darajali funksiya-
ning ko‘rsatkichi. Umuman darajali funksiyaning aniglanish sohasi
a ning giymatlariga garab turli bo'ladi. @ irraisional son bo‘lganda
funksiya logarifmlash va potensirlash yo'lj bilan hisoblanadi. Bunda
x > 0 deb olamiz. x>0 da a=0 bo'lsa, y= | bo‘ladi. @=0 bo'lsa,
darajali funksiyaning qiymatlar to'plami hagigiy son (0: + )
intervaldan iborat bo‘ladi. 80, 81-chizmalard, darajali funksivaning
a > 1, a = 1 vaa < 0 giymatlaridagi tasvirlari berilgan. 80-chizmadan
ko‘rinadiki, darajali funksiya musbat ko'matkichjayd, o'suvchi, manfiy
ko'rsatkichlarda kamayuvchidir. Shuning bijan birga darajali funksiya
a ning giymatlariga qarab aniglanish sohalari har x| bo'lishini eslatish
kerak:

aning ikkita y,
g'ri, ya'ni agar
a'rifidan x, < X,
n y ning ularga
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aai

SO-chizma.

a) e — butun musbat son bo‘lsa, funksiya (—=: + =) intervalda
aniglangan;

b) ¢ — butun manfiv son bo'lsa, funksiva x ning x=0 dan boshga
hamma givmatlarida aniglangan.

80-a, b chizmalarda « ning butun musbat son givmatlarida gra-
fiklar tasvirlangan.

80-d chizmada « ning butun manfiy son givmatlari uchun gra-
fiklar tasvirlangan.

s x
[#} h
gy
ﬁ-x: l Xs
|
e~
d e

&l-chizma.
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81-a, b, d, e chizmalarda « ning
ratsional kasr givmatlari uchun gra-
fiklar tasvirlangan.

Ko ‘rsatkichli funksiva: y = @', a > 0
va a=1. Bu funksiyaning aniglanish
sohasi barcha hagigiyv sonlar to*plami
R dan iborat. Bu funksiva ¢ >1 da
o'suvehi, 0 <@ <1 da kamayuvchi.
Ikkala holda funksiva chegaralan-
magan (82-chizma). ,.

Logarifmik funksiva: y = log X, BD-chistiin.
a>0 va a#1. Bu funksiva musbat
sonlar to'plami, va'ni R da
aniglangan. Bu funksiyaning giymatlar to‘plami esa hagiqiy sonlar
to'plamidan iborat. Ko‘rsatkichli va logarifmik funksivalar o‘zaro
teskari funksiyalar bo‘lgani uchun ularning grafiklari y = x to‘g'ri
chizig'iga nisbatan simmetrik jovlashgan (83-chizma).

Trigonometrik funksiyvalar. Trigonometrik funksiyalar barchasi
davriydir. y =sinx , y = cosx, x € R funksiyalari davri 27 ga teng.
sinx funksiyasi toq, cos x funksiyasi juft. Bu funksivalar x ning barcha
giymatlarida aniglangan. Bu funksiyalarning grafiklari chegaralangan
bo'lgani uchun —1 = y < 1 polasada joylashadi (84-chizma). y = tex;
XER, xz2xa/2+nk, KEZ, y=clgx; xER, x£ak, kE Z

83-chizma. §4-chizma.
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86-chizma.

Tangens va kotangens funksiyalari toq, chegaralanmagan, davriy
bo‘lib, davri x ga teng (85-chizma); y = secx funksiva x € R, x= +x/
247k, k€ Z, y = cosecx, x € R, x#xk, k € Z (86-chizma).



5.1.4. MURAKKAB FUNKSIYALAR. KO'PHADLAR. RATSIONAL
FUNKSIYALAR. ALGEBRAIK VA TRANSSENDENT FUNKSIYALAR

Murakkab funksivalar. Bizga ikkita: y = F(u) va u = p(x) funksi-
valar berilgan bo'lsin. Boshgacha aytganda. y « ning funksiyasi bo‘lib,
u esa 0‘z navbatida x o‘zgaruvchiga bog'liq bo‘lsa, y ham x ga bog'liq
bo‘ladi, va'ni y = F|p(x)] funksivani hosil gilamiz. Bu funksiya mu-
rakkab funksiva deyviladi.

v = Flp(x)] funksivaning aniglanish sohasi « = ¢(x) funksiya-
ning aniglanish sohasi yoki # ning Fl«) funksiva aniglanish sohasidan
tashgari chigmavdigan giymatlarida aniglanadigan gismi bo‘ladi:

Misol u=1-x, y=+Ju bo'lsin, u holda murakkab funksiya,

=yl -x’ bo'ladi. Bu funksiyani aniglanish sohasi [—1; 1] kesma-
dan iborat.

Ko'‘phadiar. P(x)=ax"+ ax"'+ ax"*+..+a,_x+ a, XER,
a,# 0 ko'rinishidagi funksiya n-darajali ko'phad yoki butun ratsional
funksiya deyiladi. Bu verda a,, a,, a,, ... a, koeflitsiyentlar deb
ataladigan o'zgarmas sonlar, n € N; # — ko‘phadning darajasi dey-
iladi. Ko'phadlar lotin alfavitining bosh harflari P, R, Q... bilan
belgilanib, uning pastida indeks bilan ko'phadning darajasi ko‘rsatiladi.

Masalan, uchinchi darajali ko‘phad: P,(x) = ax’+ 5x; birinchi da-
rajali ko'phad: P,(x)= a,x + a. Ikkinchi darajali ko'phad esa kvadrat
uchhad deb ataladl P(x) = ax’+ ax + a, Ko'phadlar chegaralan-
magan, davrivmas funksiyalar bo ]ddl Ayrim ko‘phadlargina toq va
monoton funksiyvalar bo'lishi mumkin.

Ratsional kasrlar. Bu funksiva ikkita ko‘phadning nisbati kabi
aniqlanadi:

_ B _ apx"+ax" ' va, xra,

Omix)  fyx™ +£l|x”'l¢ Al 1 X0y

Bu funksivaning aniglanish sohasi sonlar o'qgining kasr maxrajini
nolga aylantiradigan nugtalaridan boshga barcha nuqtalar to‘plamidan
iborat. Agar ratsional kasrning suratidagi ko'phadning ko'rsatkichi
maxrajidagi ko'phadning ko'rsatkichidan kichik bo'lsa, to'g'ri ratsional
kasr, aks holda noto'g’ri ratsional kasr deviladi. Noto*g'ri ratsional kasmi
to‘g'ri ratsional kasr bilan ko‘phadning vig'indisi shaklida ifodalash
mumkin.

Masalan, y=

X 42x? +3
x+l

.t']+2,'g_z_+3 X
X+l
=xl+x-1+ 4+l ga ega bo'lamiz.

asrning suratini maxrajiga bo‘lib,
y =
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Algebraik funksiyalar. Transsendent funksiyalar

1-ta’rif. Funksivani aniglovchi formuladagi argument x ustida
faqat algebraik amallar (qo‘shish, ayirish, ko'paytirish, bo'lish,
darajaga ko'tarish) bajarilgan bo'lsa, u funksiyaga algebraik funksiya
deyiladi. Algebraik funksivaga ko'phadlar va ratsional kasrlar misol
bo'ladi.

2-ta’rif. Algebraik funksiyada ildiz chigarish amali ham gatnashsa
u frratsional funksiya deviladi.

3_ts+\{;§'

Masalan, y=""

2?];3 +3x '

3-ta’rif. Algebraik bo‘lmagan boshqa barcha funksiyalar frans-
sendent funksiyalar deyiladi. Masalan, 10, log x, sinx, cosx va h.k.

Elementar funksiyalar

Ta’rif. Elementar funksiya deb y = filx) ko'rinishidagi birgina
formula bilan berilishi mumkin bo‘lgan funksivaga aytiladiki, bunda
o‘ng tomonda turuvchi ifoda chekli sonda go‘shish, ayirish
ko*paytirish, bo‘lish va murakkab funksiva elementlari yordamida
asosiy elementar funksiyalardan va o*zgarmaslardan tuzilgan, masalan,

y=x*+5sindx; y=5" xeR;
y=log.(cosx); y=cos(3); x€R.

O°z-o0'zini tekshirish uchun savollar

Sonli funksiva deganda ganday funksivani tushunasiz?

Funksiya nima?

Funksiyaning juft-togligi, davriyligi qanday aniglanadi?

Funksivaning o‘suvchi, kamavuvchiligi, chegaralanganligi, monotonligi
ganday aniqlanadi?

Sodda elementar funksiyalarga gaysi funksiyalar kiradi?

Ko'phad deb nimaga aytiladi?

To'g'ri va noto'g'ri ratsional kasrlarni ta’riflang,

Algebraik va transsendent funksiyalar deganda ganday funksiyalarni
tushunasiz?

Bl B -

90 24:60 A



5.2. KETMA-KETLIKLAR. KETMA-KETLIKNING LIMITIL
CHEKSIZ KICHIK VA CHEKSIZ KATTA SONLI
KETMA-KETLIKLAR

5.2.1. SONLI KETMA-KETLIKLAR. CHEGARALANGAN
KETMA-KETLIKLAR

1-ta'rif. Natural sonlar to’plami N da aniglangan « = fin) funk-
siva sonli ketma-ketlik deviladi.

Sonli ketma-ketlik {x} yoki {fin)}, n € N ko'rinishda belgilanadi.
Agar n ga ), 2, 3... va h.k giymatlar bersak, funksivaning xususiy
qiymatlarini olamiz:

x, = A1), x,=A2), ..., x, = fin).

Bu giymatlarga sonli ketma-ketlikning hadlari yoki elementiari
deyiladi. Ketma-ketlikning n-hadi uning umumiy hadi deb ataladi.
Umumiy had ma’lum bo'lsa, ketma-ketlik berilgan hisoblanadi.

I-misol x = 6", n € N funksiya quyidagi sonlar ketma-ketligi-
ni beradi:

{x} = {67} = {6, 36, 216, ..., 6", ...} .

2-misol. x= I”;-“n

likni beradi: :

(X, ={‘*‘L_;_.‘_".'}= (0.1,0,1, ...

. n € N funksiva quyidagi sonli ketma-ket-

Misollardan ko'rinadiki, barcha ketma-ketliklar cheksiz ketma-
ketliklar bo'lib, ularning har birida so*nggi had mavjud emas.

Barcha hadlari bir xil giymat gabul giladigan |x} ketma-ketlik
o'zgarmas ketma-ketlik deb ataladi.

Agar ketma-ketlikning n-hadi, va’ni umumiy hadi ma’lum bo‘lsa,
uning hadlarini hisoblash mumkin.

3-misol. x, = L‘!;— berilgan. Bu ketma-ketlikning birinchi 6 ta
"

hadini hisoblang.

cehich v <D _ g B G ) S R o | L
Ytthlsh. -“-l - 12 —_]. X:— 22 —4. .lj-' 32-—-—“-9'
I ) i (PR | A O -0
X3 = 42 _'}6' X5 = 53 = 25" xb_ 6) 36"
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Ketma-ketlik berilishining rekurrent usuli ham mavijud. Bu usulda
ketma-ketlikning umumiy hadini, oldingi hadlardan fovdalanib hisoblash
qoidasi beriladi. Ketma-ketlikning umumiy hadini oldingi hadlari orqali
hisoblash formulasi rekurrent munosabat deyiladi. Rekurrent munosa-
batga misol gilib quyidagi formulani ko*rsatish mumkin:

X = kAR

n

Bu formula n=l va n=2 givmatlarda ma'noga ega emas, chunki
bu giymatlarda x,, x_, hadlar hosil bo'ladi. ketma-ketlikda esa 0, —1
nomerli hadlar }0 g. Shunmg uchun berilgan ketma-ketlikda x, va x,
hadlarni boshlang‘ich hadlar devmiz. Shular,z_,d asosan, keyingi |‘ldd|.lml
x, dan boshlab topamiz. Aytaylik, x,= 0, x,=1 bo'lsin, u holda

= x, + 2x=1, X, =x+ 2x,=1+2=3;
x = X, + 2x,=3+2=3, X =x+2x,=5+6=11.;

Shunday qﬂ!b. 1, 3, 5, 11, ... ko'rinishdagi ketma-ketlikka ega
bo'ldik.

2-ta’rif. Shunday musbat M soni mavjud bo'lib, barcha n € N
uchun [x| < M tengsizlik bajarilsa, {x } ketma-ket chegaralangan deyi-
ladi. Aks holda chegaralanmagan deyiladi.

4-misol. X, = -?:; ketma-ketlik chegaralangan, chunki 0 < -lj- <l.

n

3-ta’rif. Agar istalgan » € N uchun x_ < x__ tengsizlik bajarilsa.
{x,} ketma-ketlik ¢ suvchi deyiladi. Agar x, < x, | tengsizlik bajarilsa
{x,} ketma-ketlik gat iy o'suvchi ketma-ketlik deyiladi.

5-misol. x,= 2’:1 . n € N kamaymayvdigan, chunki

_dadl 2m-1 1

_x -
n+l n nin-1)

4-ta’rif. Agar istalgan n € N uchun x, = x__ | tengsizlik bajarilsa,
{x} ketma-ketlik kamayuvchi deyiladi. Agar x >x  tengsizlik
bajarilsa, {x } ketma-ketlik gat iy kamayuvchi ketma-Ketlik deyiladi.

. 1 z 4 .
6-misol. X, = . ketma-ketlik o‘'smaydigan, chunki

1 1

3L
(n-&-[]s n -
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5.2.2. KETMA-KETLIKNING LIMITI

Sonli ketma-ketliklar limiti, yaginlashuvchi va uzoglashuvchi sonli
ketma-ketliklar. Ushbu

{x,,}={l—L}, neN, (1)

{.\'"}:{l+:’}, neN (2)

ketma-ketliklarni garaylik. Bunda (1) ketma-ketlik n ning o*sib borishi
bilan o’suvchi bo‘lib, (2) ketma-ketlik esa # ning o‘sib borishi bilan
kamayuvchi ketma-ketlik bo'lib, 1 ga yaginlashadi. Buni matematik
nuqtayi nazaridan ta’riflash uchun quyidagi savolga javob izlaymiz.
n ning giymati gqanday bo‘lganda x —1 ayirmaning absolut qiymati
0,001 dan kichik bo‘ladi?

|X.,-1|=-L- bo‘lganidan |x, -1]<0.001 tengsizlik ixtiyoriy

n> N = 1000 da bajariladi.
U holda ixtiyoriy musbat & soni uchun (3) tengsizlik ixtiyvoriy

n>N :[iJ uchun bajariladi.

Mana shunday bo‘lganda (1) va (2) ko‘rinishidagi ketma-
ketliklarning limiti 1 ga teng deyiladi va bu quyidagicha yoziladi:

hm(l—‘-)—l hrn(1+1]—]

Endi ketma-ketlik limitiga ta’rif beramiz. a o‘zgarmas son va
{x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar istalgan ¢ > 0 son uchun shunday N=N(¢) son mavjud
bo'lsaki, barcha n=N lar uchun |x,—al < ¢ tengsizlik bajarilsa, a
o‘zgarmas son {x } ketma-ketlikning /imiti deyiladi va bu quyidagicha
voziladi:

limx, =a.

F

Yugoridagi misollardan ko‘rinadiki, N natural sonini tanlanishi
oldindan berilgan musbat ¢ soniga bog‘liq. Bu bog‘lanish N = N(¢)
yoki N = Ne ko'rinishida voziladi. Agar ketma-ketlik limitga ega
bo‘lsa, u yaginfashuvchi, limitga ega bo‘imasa, uzoglashuvchi deyiladi.
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5.2.3. CHEKSIZ KICHIK VA CHEKSIZ KATTA
SONLI KETMA-KETLIKLAR

Ta’rif. Agar ixtivoriy musbat A4 soni uchun (A4 ni gancha katta
qilib tanlamaylik), shunday N nomer mavjud bo'lib, n > N
giymatlarida |x | > A tengsizlik o'rinli bo'lsa, {x } ketma-ketlik cheksiz
katta deyiladi.

Masalan, {#’} ketma-ketlik cheksiz katta. Shuning bilan birga
chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik bo*Imasligi
ham mumkin. Masalan, 1,2, 1,3, 1,4, ..., L. n, ..., |, n+1... ketma-
ketlik cheksiz katta emas, chunki A > | giymatida |x |> A tengsizlik n
ning tog givmatlarida ma’'noga ega emas.

Ta’rif. Agar ixtivoriy musbat ¢ soni uchun (¢ vetarlicha gilib
tanlanganda ham) shunday N nomer mavjud bo'lib, n> N
giymatlarida |x |<e tengsizlik bajarilsa, {x } ketma-ketlik cheksiz kichik
ketma-ketlik deyiladi.

Masalan, { } cheksiz kichik ketma-ketlik berilgan, | X, |= J J<F
tengsizlikdan n>- ga ega bo'lamiz. Agar N = [ ] bo'lsa, u holda

ixtivoriy # > N uchun |x )< ¢ bajariladi (t‘— ux.hun N=]10}=10
ni olamiz).

Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar orasidagi
bog‘lanishni quyidagi teorema aniglab beradi.

Teorema. Agar (x| kerma-ketlikning barcha hadlari noldan farqli
bo'lib, ya'ni x, cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsa, () =[xl) ketma-

ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi va aksincha.

Cheksiz kichik ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:

1) ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar vig'indisi va ayirmasi
cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi:

e, £ 8] <&
2) ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar ko'paytmasi cheksiz ki-
chik ketma-Kketlik bo‘ladi:
Bl<e;

3) cheklangan ketma-ketlikning cheksiz kichikka ko*paytmasi yana
cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi:
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[x B |<e.

Agar {x } ketma-kethk yaqinlashuvchi bo’lib, uning hmiti @ ga
teng bo'lsa, u holda |x —a| = {x } ayirma cheksiz kichik ketma-ketlik
bo'ladi, chunki ixtivoriy ¢ > () son uchun shunday N nomer topiladiki,
|x,|=|x—a| <e tengsizlik bajariladi. Bundan esa yaqinlashuvchi
ketma-ketlik biror @ limitga ega bo‘lsa, uning ixtiveriv elementini
x, = a + «, ko'rinishida yozish mumkin, degan natijaga kelamiz.

5.2.4. YAQINLASHUVCHI SONLI KETMA-KETLIKLAR
LIMITLARINING ARIFMETIK XOSSALARI

Yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklarning limitlarini hisoblashda
vig'indi, ayvirma, ko‘pavtma va bo‘linmaning limitlari to'g'risidagi
teoremalardan foydalanishga to‘g'ri keladi (bu teoremalar arifmetik
xossalar deb ham vyuritiladi).

I-teorema. Agar {a | va {b } ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo ‘Isa,
ularning yig ‘indisi bo‘lgan {a_+ b } ketma-ketlik ham yaqinlashadi va
yig‘indining limiti go ‘shiluvchilarning limitlari yig ‘indisiga teng bo ‘ladi:

lim{a, +b,)=Yima, + imb,.

L N—dos N o=

Isbot. Aytaylik, lima,,:a. limb,=b bo‘lsin. U holda

a=a+a,b=>b+p debyozamiz Bu yerda @, va 8, lar n »w da
nolga intiladi. a,+ b,= (a + b) + (a,+ B);

n—>x da a -0, g - 0 ga intiladi.

Bundan lim(a, +6,)=(a+b)=lima, + lim4,.

2-teorema. Agar {a } va {b } ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo ‘lsa,
ularning ko'‘paytmasi ham yaginiashadi va ko'paytmaning limiti
ko ‘payuvchilar limitlari ko ‘paytmasiga teng bo ‘ladi:

lim(a,b,)=(lima,)limb,).

I-natija. O‘zgarmas ko'paytuvchini limit belgisidan tashqariga
chigarish mumkin.

2-natija. Agar {a ) va {b} ketma-ketliklar yaginlashuvchi boIsa,
ularning ayirmasi {a —b } ham yagqinlashadi va ayirmaning limiti li-
mitlar ayirmasiga teng bo‘ladi:
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lim(a, —b,)=lima, - lim b,.
3-teorema. Agari{a } va{b ) kerma-ketliklar yaginlashuvchi bo lsa

va b # 0 bo'lsa, ularning bo‘linmasi {a /b)) ketma-ketlik ham

vaginlashadi va uning limiti limitlar bo‘linmasiga teng bo ‘ladi:

i lim a,
Emif-al=t20=__
s bn lim b,,
v
Misol. lim/>="=3.
nse 3-dn 4

5.2.5. MONOTON KETMA-KETLIK TA'RIFI

Ketma-ketlik {x }: agar x, < x,< x, < ..x < x , <... bo'lsa o suvchi.
agar x, =x,sx;<.x <x <. bo‘lsa, kamaymaydigan, agar
X >x,>x >..x,>x,,  >... bo'lsa, kamayuvchi, agar x = x,= x,>

X ZX *12 o bo‘lsa, o ‘smaydigan deyiladi.

Bu ketma-ketliklarni barchasi birlashtirilib, monoton deyiladi.
O*suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar gat’iy monoton deyiladi.

Misollar

1) 1, 2, 3, ..., n, ... o'suvchi va chegaralanmagan;

2) 1,1, 2,2, 3.3, ..., n,n,.. kamaymaydigan va chegaralanmagan.

Berilgan ketma-ketlikni monotonlikka tekshirishda x, ., >x ning
ishorasi yoki x,+1/x, nisbat 1 ga tagqoslanadi.

I-misol. x, = ?—’5— umumiy hadga ega bo‘lgan ketma-ketlik
monoton o‘suvchi ckanrlgml isbotlang.
Yechish. Ixtiyoriy # uchun x,_ >x_ekanligini ko‘rsatamiz. Bu-

ning uchun » ni n+1 ga almashtiramiz:

- 2"“3 taggoslash uchun bitta umumiy maxrajga keltiramiz:
= 2 +3nl __2msdn
ml T (2ne3)2n+1) "= 2ne3)2n+])

2n* 4+3n + 1 > 21 + 3n bo'lgani uchun: x,,, > x, .

2-misol. Umumiy hadi x,= n/5" ga teng bo'lgan ketma-ketlik
monoton kamayuvchi ekanligini ko'rsating.

Yechish. nuchun x_ > x_ , ni kuzatish kerak, quyidagi nisbat-
ni olamiz:
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[

Monoton ketma-ketliklar hech bo‘lmaganda bir tomondan chega-
ralangan bo'lishini eslatish kifova.
Teorema. Monoton chegaralangan ketma-ketlik limiiga ega.

O*z-0'zini tekshirish uchun savollar

Sonli ketma-ketliklar deb nimaga avtiladi?

2. Ketma-ketliklarning berilish usullarini ayting va misollar keltiring.

3. Qanday ketma-ketliklar yugoridan (quyidan) chegaralangan deb ataladi?
Misollar keltiring.

4. Qanday ketma-ketliklar monoton o‘suvchi (kamayuvchi, o‘smaydigan,
kamaymaydigan) deb ataladi?

5. Ketma-ketliklarning limiti ta’rifini aytib bering. Yaginlashuvchi ketma-
ketlikka misol keltiring.

6. Yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklarning limitlari hagidagi teoremalarni

aytib, isbotlab bering.

5.3. FUNKSIYANING LIMITI. LIMITLAR HAQIDAGI
TEOREMALAR. AJOYIB LIMITLAR

5.3.1. O*ZGARUVCHI MIQDORNING LIMITI. CHEKSIZ KATTA
O*ZGARUYCHI MIQDOR

Biz «o‘zgaruvchi migdor limitga intiladi» atamasi bilan
aniglanadigan, tartiblangan o‘zgaruvchi miqdorlarni tekshiramiz.
Bundan keyin o‘zgaruvchan migdorni o‘zgaruvchi x deb tushunamiz.

1-ta’rif. Agar har bir oldindan berilgan kichik £ > 0 son uchun x
ning shunday giymatini topish mumkin bo‘lsaki, x ning keyingi
giymatlarida | x—a| < ¢ tengsizlik o'rinli bo‘lsa, o‘zgarmas «a» son
o‘zgaruvchi x ning limiti (oxirgi marrasi) deyiladi. («lim» —
qisqartirilgani, lotincha Limes so‘zidan olingan bo‘lib, marra (chek)
degan so‘zdir).

Agar a son o'zgaruvchi x ning limiti bo‘lsa, u holda x o*zgaruvchi
a ga intiladi deyiladi va limx = @ ko'rinishda yoziladi.

Geometrik nuqtayi nazardan limit ta'rifini quyidagicha ifodalash
mumkin: markazi ¢ nuqtada va radiusi £ bo‘lgan oldindan berilgan
ixtiyoriy har gancha kichik atrof uchun x ning shunday qiymati
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1 — . " % . i
topilsaki, o‘zgaruvchining kevingi

¥ &S qiymatlariga tegishli barcha nuqtalar

P shu atrofda bo‘lsa, o'zgarmas a son

§7-chizma. o‘zgaruvchi x ning limiti bo'ladi (87-
chizma).

Misol. O'zgaruvchi migdor x ketma-ket quyidagi giymatlarni
qabul giladi:
x1=3+!’-x2=3+;}'x3=3+§} ..... .\'”:3-5'!

o L

- -

Bu o‘zgaruvchi migdorning limiti 3 ga tengligini isbotlaymiz.
Quyidagi tenglikni yozamiz:

%, =31=|(3+ 5 3| = 5

Har ganday ¢ uchun o'zgaruvchining » nomeridan boshlanadi-

gan barcha keyingi qiymatlari (bu yerda | <e yoki n> Jl;) Ix —

"R
- 3|< ¢ tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu esa talab qilingan isbotdir.
yorw I
ya'ni JI_E{J+-2;)—3.

O‘zgarmas migdorning limiti shu o‘zgarmas miqdorning o‘ziga
teng, chunki har ganday bo‘lganda ham |x—c¢| = | c—c¢| = 0<¢ teng-
sizlik bajariladi. Limitning ta’rifidan o*zgaruvchi x ikkita limitga ega
bo‘la olmasligi kelib chigadi. Haqgiqatan ham, agar limx = a,
limx = b(a < b) bo'lsa, u holda ¢ ixtiyoriy kichik bo‘lgan holda x
birdaniga ushbu ikkita tengsizlikni ganoatlantirishi lozim: [x—al < eva
x—b <¢, buesa € < 1’—;-‘? bo'lgan holda bo‘lishi mumkin, bu esa mum-

kin emas (88-chizma).
2-ta’rif. Agar oldindan berilgan har bir M > 0 son uchun x ning
shunday qiymatini topish mumkin bo‘lsaki, o‘zgaruvchining shu
giymatidan boshlab, barcha keyingi givmatlari uchun [x{ > M teng-
sizlik o'rinli bo'lsa, o‘zgaruvchi x
x -al cheksizlikka intiladi deyiladi.
@ ‘ @ Agar o‘zgaruvchi x cheksizlikga
5 intilsa, u cheksiz katta o'zgaruvchi
2 R migdor deyiladi va x - = ko‘rinishida
R voziladi.
88-chizma. Misaol. O'zgaruvchi migdor x
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x==-lLx=4x==-9%x=16,..x =(=1)n, ..

giymatlarni gabul gilsin. Bu cheksiz katta o' zgaruvehi migdor, chunki
ixtiyoriy M > 0 da o'zgaruvchining biror givmatidan boshlab, hamma
keyingi giymatlari absolut migdor bo‘*vicha M dan katta bo‘ladi.
Agar ixtiyoriy M > 0 da o'zgaruvchining biror giymatidan bosh-
lab, barcha keyingi giymatlari M< 0 tengsizlikni ganoatlantirsa,
o’zgaruvchi migdor x «plus cheksizlikka intiladi» deyiladi va x—»+
ko'rinishda yoziladi (x> — ta’rifi ham xuddi shunga o‘xshash).

5.3.2. FUNKSIYANING NUQTADAGI LIMITI

Endi x argument biror & limitga yoki cheksizlikka intilganda
funksiya o‘zgarishini qaraymiz.

1-ta’rif. Agar, y = flx) funksiva « nuqtaning biror atrofida aniglangan
bo’lib (x=a nugtaning o°zida aniglanmagan bo‘lishi mumkin) ixtiyoriy
musbat ¢ son uchun shunday musbat b sonni ko*rsatish mumkin bo‘lsaki.
X nting a dan fargli va x—al < & tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha
x # a nuqtalar uchun | fx)—H < ¢ tengsizlik o‘rinli bo'lsa, x argument
a ga intilganda (x=a), y = fix) funksiva b limitga intiladi (3>5) va b
son funksivaning x = @ nuqtadagi %imiti deyiladi.

Agar b son funksivaning @ nugtadagi limiti bo‘lsa. bu guyidagicha
yoziladi: lim f(x)=b yoki x»>a da fix)»h. Agar x—»a da Ax)=bh

bo'lsa, u holda y=£x) funksiyaning grafigida bu quyidagicha tasvir-
lanadi (89-chizma). x—al< & tengsizlikdan | fix)—bl < & tengsizlik
chigar ekan, u holda bu, @ nuqtadan & yirog bo‘lgan masofada
turuvehi barcha x nuqtalar uchun y=fx) funksiva grafigining M
nuqtalari y = b—¢ va y = b+ to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan,
eni 2¢ bo'lgan vo'l (polosa) ichida votadi.
1-eslatma. Agar x biror 4 sondan

kichik giymatlarnigina gabul qilib, shu -
a songa intilganda fix) funksiya b, li- bre by
mitga intilsa, u holda Jim f(x)=h “‘ 7/

kabi yoziladi va b, ga fix) funksiyaning
a nuqtadagi chap limiti deyiladi. I
Agar x funksiva @ dan katta ‘
giymatlarnigina gabul gilib shu @ songa =
intilganda A x) funksiya 4, songa intilsa.

2-5 a 2

8Y%-chizma.
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1

J 1 '(/ I=4{x) u holda ‘I_i’tp”f(.t) = b, deb yoziladi va

b, funksivaning a nuqtadagi o ‘ng limiti

; deyiladi.
/ff- "J‘, A.gur o'ng va chap limitlar mavjud
| iy bo'lib b =b,=b bo'lsa, u holda
’ 3, ‘j / limitning ta'rifiga ko'ra a nugtada
" \l/ limitning o°zi bo'ladi (90-chizma).
—— ———J—*—-—-——-—c—n b
3| X Misol. Iim;{3x+ll=10 ckanini
Q0-chizma. isbotlaymiz. Hagigatan, ixtiyoriy ¢ > 0

berilgan bo‘lsin; ushbu | (3x+1)-
—10 |< ¢ tengsizlik bajarilishi uchun quyidagi tengsizliklar bajarilishi
zarur:

. o~ e | & _J' e £
[3x-9<e, [(x _l|<3, y<X 3<3.

Shunday qilib, istalgan ¢ da x ning |1'~3|¢§=5 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha giyvmatlari uchun 3x+ 1 funksiya giymatining
10 dan fargi ¢ dan kichik bo‘ladi. Bu ¢sa x—»3 da funksiyaning limiti
10 ga teng demakdir.

2-eslatma. Funksivaning limiti x»«¢ da mavjud bo‘lishi uchun
funksiya x=a nugtada aniglangan bo‘lishi talab gilinmaydi. Limitni
topishda a nuqtaning « dan fargli atrofida funksiyaning giymatlari
garaladi.

Misol. lim-

2
X
] ~:
XL X

4 _2 ekanini ishotlaymiz.
-2x

Bu verda funksiya x = 2 da aniglanmagan. Ixtiyoriy ¢ da & shunday
topiladiki. agar x—2/< é bo'lsa,

<
x=—d
e

X =2x

2<¢ (1)

tengsizlik bajarilishini isbotlash kerak. Ammo x#2 da (1) tengsizlik

(x-2)x42) 4| _|(x+2) 2|_.\‘~2
x(x-2) “ | X X

yoki | x—2|<e (2) tengsizlikka ekvivalentdir.

154



Shunday qilib, ixtivoriy ¢ da (2) tengsizlik bajarilsa, (1) tengsiz-
lik bajariladi (bunda £¢=4). Buning o'zi berilgan funksiva x - 2 da 2
soniga teng limitga ega demakdir.

5.3.3. CHEKSIZLIKKA INTILUVCHI FUNKSIYALAR

Endi argument o'zgarganda y=/{x) funksiva cheksizlikka intilgan
holni qaraymiz.

1-ta’rif, Agar fix) funksiva @ nuqtaning biror atrofida aniglangan
va istalgan M>0 son uchun shunday (M) son topish mumkin
bo‘lsaki, x ning [x—a| < ¢ shartni ganoatlantiradigan barcha x#a lar
uchun [fix)| > M tengsizlik o'rinli bo‘lsa, x>a da f{x) funksiya chek-
sizlikka intiladi, ya'ni x - a da funksiva cheksiz katta migdor bo'ladi.

Agar x—»a da flx) funksiva cheksizlikka intilsa va bunda fagat
musbat yoki manfiy givmatiar gabul gilsa, mos ravishda tubandagicha
yoziladi:

lim f(x) = 400, lin?l f(x)=—o.
1

Misol. Iim1 P ekanligini isbotlang.
X—¥

Yechish Jix)= !:x funksivani qaraymiz. Ixtivoriy M>0 sonini
oflamiz. [fAx)|>M ni almashtiramiz. H t?b M bo‘lsin. Bundan
x+l< 11{ bo'lishi kelib chigadi. Agar 6 = ..11 deb olinsa, [x+ 1|<d
tengsizlikni ganoatlantiradigan x lar uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

1

I+x

1o voki | L]s M.
o | l

l+x

Bundan esa x—=—1da f(x)= .l ’Y. —» = bo'lishi kelib chiqadi, ya'ni

agar x—»>« da flx) funksiya cheksizlikka intilsa, u holda bunday vozi-
ladi: lim f(x)== va jumladan, lim f(x)=ce, lim f(X)=eo,
X—pom

X~po0 X -

lim f(x)=—e bo‘lishi mumkin. Masalan, Jim x° =4e: lim x’ =—%

X b X X—3—=

va shunga o'xshash.

Estatma. x-a da yoki x»« da y=flx) funksiva chekli limitga
voki cheksizlikka intilmasligi ham mumkin.
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5.3.4. CHEKSIZ KICHIK FUNKSIYALAR

Endi argumentning biror o'zgarishida nolga intiluvchi funksiva-
larni tekshiramiz.
Ta'ril. Agar lim f(x)=0 yoki lim f(x)=0 bo'lsa. x»a da yoki

x-»= da filx) funksiva cheksiz kichik funksiva deviladi.
Ta'rifdan ko'rinadiki, li_mf(x}=0 bo‘lsa, bu oldindan berilgan

har ganday ixtiyoriy kichik £>0 son uchun shunday 4>0 son topila-
diki. x ning [x—a|<d shartni ganoatlantiruvchi barcha giymatlari uchun
[fix)<e sharti o*rinli bo*ladi.

I-misol. Ax)=(x—1)? funksiya x->1 da cheksiz kichikdir, chunki
Iirr}f(x) =lim(x - 1’ =0 (91-chizma).

2-misol. a="' funksiya x= da cheksiz kichikdir (92-chiz-
ma).

I-teorema. Agar y=£(x) funksiva o'‘zgarmas son b bilan cheksiz
kichik funksiya a(x) ning yig ‘indisi y=b+a(x)...(1) ko'rinishda beril-
sa, u holda x+a yoki x»= da lim y = b boladi.

Aksincha, agar lim y=b bo ‘Isa, y=b+a(x) deb yozish mumkin, bu
verda a(x) cheksiz kichik funksiya.

Isbot. (1) tenglikdan: | y=b|=|a(x)| kelib chigadi. Ammo ixti-
yoriy ¢ da, biror giymatdan boshlab, x ning barcha giymatlari | a(x)|< ¢
munosabatni ganoatlantiradi, demak, biror giymatdan boshlab, y
ning barcha givmatlari uchun | y—b |<e tengsizlik ganoatlantiriladi.
Buning o'zi lim y=5 demakdir.

Ql-chizma. 92-chizma.
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Misol y=1+ ] funksiva berilgan bo’lsin, u holda hmy =1 va
aksincha, Iuml =3 bo lgani uchun o‘zgaruvchi y ning llmmm 1
bilan cheksl? kichik funksiyaning yig'indisi, ya'ni y = | +a(x)

ko‘rinishda yozish mumkin.
2-teorema. Agar x »a da (yoki x»>= da) a=a(x) nolga intilsa-yu,

lekin nolga aylanmasa, u holda y = mln cheksizlikka intiladi.

3-teorema. lkki, uch va umuman, ma lum sondagi cheksiz kichik
Junksivalarning algebraik yig'indisi cheksiz kichik funksivadir.

4-teorema. Cheksiz kichik c=a(x) funksiyaning cheklangan z=z(x)
Junksiva bilan ko ‘paytmasi x-»a (yoki x->=) da cheksiz kichik migdordir.

5.3.5. LIMITLAR HAQIDA ASOSIY TEOREMALAR

1-teorema. Chekli sondagi funksivalar algebraik yig ‘indisining limiti
bu funksivalar limitlarining algebraik vig‘indisiga teng:

im(U, + U, + ... + U) = limU,+ limU, + ... + limU,

Isbot. Isbotni ikki go‘shiluvchi uchun keltiramiz, go‘shiluvchilar
soni har gancha bo‘lganda ham teorema o'z kuchida goladi.
Aytaylik, limU, = b; limU, = b, bo'lsin. U holda 4-mavzudagi
l-teoremaga asosan U, = b, + a (.r), L, = b, + a,(x); a(x), a(x)lar
cheksiz kichik mlqdurldr Demak U + U, (b + b )+(u +a)
(b, + b,) — o'zgarmas miqdor, («, + “,) esa klchlk mlqdor
Shunday qilib,

im(U, +U,)=b + b, =limU, + limU,.

Misol. lim* f"}‘_ =lim (142 )= lim 1+ lim 2 =1+0=1.
e X e X=s X
2-teorema. Chekli sondagi funksiyalar ko ‘paytmasining limiti bu
funksiyalar limitlarining ko ‘paytmasiga teng:

limUVU,.U =limU,  limU,-limU,
IlmU b,, U =b,.

Isbot. U =b +a, U =b,+a,bo’'lsin. U holda U U, = (b, +
+ a,)(b, +rx)—ba +ba +b,u +ua
b,b, ko'paytma o‘zgarmas migdor. Demak limU,U,= limU,limU..
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Natija. O‘zgarmas ko'paytuvchini limit ishorasidan tashgariga
chigarish mumkin: limecU, = climU,. Agar limU,=b,, ¢ — o'zgarmas
bo'lsa, lime = ¢, lim(ch,)=lime - limb, = climb,.

3-teorema. lkkita funksiva bo‘linmasining limiti, maxraj limiti
noldan fargli bo‘lsa, bu funksiyalar limitlarining bo‘linmasiga teng.

- ‘Isa, lim ¥ = mU

Agar limV=0 bo‘lsa, lim e

Isbot. limU=a, limV =520, Demak, U=a+a, V=50+§,
bu yerda « va g cheksiz kichik migdorlar.

U _a+ax _a +[a+rx a]_ a+awaa

V b+ b |b+Bp b b bb+f)’
iU _a_lmU
==

4-teorema (teorema isbotsiz keltiriladi). Agar uchra f (x), f(x) va
¢(x) funksiyalarning giyvmatlari orasida f,(x)<p(x)<f,(x) tengsizlikiar
bajarilsa, bunda x~a da (yoki x—== da) f,(x) va f,(x) birgina b limiiga
intilsa, u holda x>« da (yoki x»= da) ¢(x) ham shu limiiga intiladi,
va ni lime(x)=>5b bo ladi.

Bu teorema oraliq funksiyaning limiti hagidagi teorema deyiladi.

sinXx

5.3.6. x>0 DA " FUNKSIYANING LIMITI

Teorema. Si:x funksiva x>0 da 1
ga teng limitga ega.

Isbot. ”'? funksiva x = 0 da
aniglanmagan, chunki kasrning surat
va maxraji nolga aylanadi. Bu funk-
sivaning x-0 da limitini topamiz. Bu-
ning uchun radiusi 1 bo‘lgan aylanani

x qgaraymiz (93-chizma). Markaziy
burchakni x bilan belgilaymiz, bunda
93-chizma. Dcx<X |

Chizmadan quyidagilarga egamiz:
AMOA yuzi < MOA sektor yuzi <ACOA yuzi;
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g
i ;f-.:’f;ﬂ
- —~—r5 7 5~—"25 s
Od-chizma.

AMOA yuzi §='04-MB="1sinx=sinx:
MOA sektor yuzi S:iOA-MA:%I-x:Lx;
ACOA yuzi .S':%OA-AC:%-I-Ig,x:-‘Zlgx.

Dcmak sinx < x < tgx. Hamma hadlarni sin x ga bo‘lamiz:
1

1
l<-*-< -~ yoki 1>-"- > Bu tengsizliklarni x>0 deb
5II‘I.1' Ccos X sinx LUS‘{

chigardik.
’i'!“i.}‘.! MY cos(-x)=cosx ekanini e’tiborga olsak, x < 0 bo‘lsa

ham tengsizlik to'g'ri bo'lib chigadi.
hmcosx-l hml_l ekanligini va oldingi mavzudagi 4-teore-
mani hzsobga oh:zml? u holda *":r funksiva shunday ikki funksiva

oralig'idaki, ularning ikkalasi ham birgina limitga intiladi va u limit
I ga teng (94-chizma). Demak,

Iimsmx:}
x—0 X
Misol I|m‘g35_lm}“"3t 1 = 3jim 383X g 3'-3
X x—0 33X cosx x-0 3X x-0C08X
5.3.7. ¢ SONI

n
1-teorema. (l+l] ifoda o'zgaruvchi n-= da 2 bilan 3 orasida
yotuvchi limiiga ega.
Isbot. Nyuton binomi formulasidan foydalanamiz:
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4 _ o, nel a(n-1) a2 b wn=-1)(n=2) n-3ps
(a+b)' =a +1a b+"'17' b+ I—Q-f ae ¢

4 M=D02) .1 (kD) oot

+...+ 4"
123 ..k +

- n i
Bu formulaga ko‘ra (l+-:;] ni yoyamiz:

(“':}T:”%‘

n-(n-1)-(n-2)..[n-(n- l)l( )
}-2-3.n ”

1 onmn-Dil 2 n(n—l)(ﬂ—z)(l)g'
PRENN (E) T ) T (1)

(1) tenglikni quyidagicha almashtiramiz:

_ (1f‘—ﬁ]ﬂ=1+1+ﬁ(l—i)+-i—é—_3(l—i](l—%)+.._.-.__ .
e [ B N

1.2-3-n " R

. M

Oxirgi tenglikdan l+ln] ifoda o‘zgaruvchi » o°sishi bilan o‘sishi
kelib chiqadi. Haqgigatan, »# giymatdan n+ | qiymatga o‘tganda, oxirgt
yig'indining har bir qo‘shiluvchisi o‘sadi:

1.2 [lﬂ"J 1l 2(1“.&1—1] va h.k.

Yana bir had go‘shiladi (Yovilmaning hamma hadlari musbat).
i3
Endi (l+—’l;] o‘zgaruvchi cheklanganligini ko‘rsatamiz.

1 (1 1y 2
(1-;)4.[1";)[1 ;)<1...
va h.k ekanligini qayd qilib, ushbuni hosil gilamiz:

1 l i .
[l+ }<l+[+—I oy sttt e

. 1 1,1 Lo { L
SO'Ngra 133 3T 1233 7 123~ ckanligini
ko'rsatib, tengsizlikni tubandagicha yozamiz:
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1 l I |
(I+E) <!+]+§+§?+ """ 2n~ . Bu tengsizlikning o*ng tomo-

nida tagiga chizilgan hadlar maxraji iga va birinchi hadi ¢ =1 ga
teng bo‘lgan geometrik progressivani hosil qiladi, shuning uchun:

1V 1,1 1 1
(1+;) <1+[1+§+2-2-+ ..... +2—H_T]—

=1+ £1_1+{ ( ]<3.

1__

Demak, barcha » uchun ushbu tengsizlikni hosil qilamiz,

(1+1) <3, )
(2) dan (: n %) >2 kelib chigadi. Shunday qilib,

2s(l+%)"<3 (3)

ekanligi kelib chigadi. Demak, (1+_l_ ) o‘suvchi va cheklangan.
4]

Ta’rif. (1 +ln)n ning n—>w dagi limiti e soni deyiladi:

= tim (1+1 ]”. @)
e soni irratsional son: e = 2, 7182818284
2-teorema. (1 + %)x Junksiya x—»w da e songa teng limitga ega:
. 1V
fim(1+1) =e

I'sbot. Agar x butun musbat giymatlar gabul qilsa, (4) ga asosan

n—» da (1+%)X e ga teng.

Endi x o‘zgaruvchi kasr qiymatlar ham, manfiy giymatlar ham
gabul gilgan holda cheksizlikka intilsin.

1) x—=+w bo'lsin, y ning har bir giymat: ikkita musbat butun
son orasida # < x < n+ 1 votadi, Bu holda quyidagi tengsizliklar
bajarilishi 0‘z-0*zidan ravshan:
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>1+
” X n+l

1\ 1" B s
(I+n) >(l+.t) >(l+n*]) :
Agar x-»+= bo'lsa, u holda n—=. Endi {1+ y funksivani o'z
ichiga olgan ifodalaming limitlarini topamiz:

J_i__rga_=(i+.‘,)" nm(1+ (14! )=e1=e

T B R b . '[H_ I
( ,,n) Rt l+n+1 ,}!“..‘.( n+l]

Demak, oraliq funksiyalarning limiti hagidagi teoremaga asosan:
Ilm (1+ ) =é€.

n=pre=

2) x»—o0 deylik. Yangi x=—(¢+1) o'zgaruvchini Kiritamiz. x-»—
= da r = bo'ladi. U holda tubandagicha yozish mumkin:

tim (1 )= i (1) = i (1) -

. fr+1)" ] - Naw: i
,l.'.'f.( . ) —l:m(l+ ] hm(l+,)-(l+']—e-l-e.
Shunday gilib, lim (1+!) = ekanligini isbotladik.
z ) 1 n+s _ 1 " 1 5 N B

Misol fim(1+ ) =(1+]) (1+ }) =e-1=e.

Izoh. Asosi e bo'lgan ko'rsatkichli y=e* funksiya matematika kur-
sida juda ko'p go'llaniladi. Bu funksivani ko‘pincha eksponensial
funksiya deb yuritishadi.

5.3.8. NATURAL LOGARIFMLAR

Asosi e=2,718285... sondan iborat logarifmlar natural logarifm-
lar deyiladi. U InN bilan belgilanadi. Demak, e = x bo'lsa, y ga x
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4=ln
. \ T gk
s .l’ !9;03’
3”11;4357661'0 X

95-chizma.

ning natural logarifmi deyiladi va y=log_x o‘rniga y = Inx yoziladi
(95-chizma). -

Endi biror x sonning o'nli va natural logarifmlari orasidagi
munosabatni aniglaymiz. y = lgx voki x = 10* bo‘lsin. Bu tenglik-
ning o'ng va chap tomonlarini e asosga ko‘ra logarifmlaymiZ:

Inx = yInl0.

Inx
Inl0

y == _]'. = . :H_I 1lay 1 = 4
lgx=—sinx; M — deb belgilaymiz, M=0,43429

Bundan y = yoki y ning giymatini o‘rniga qo‘ysak:

M soni natural logarifmdan o'nli logarifmga o ‘tish moduli deyiladi.
lgx = Minx; x=e deb faraz gilsak, lge=M(lne=1); Inx= ;‘!f lg x;
5 = 2.3025.
Shunday qilib, Inx = 2,3025 lgx.

5.4. FUNKSIYANING
UZLUKSIZLIGI

5.4.1. FUNKSIYALARNING UZLUKSIZLIGI ¢ |

y=f(x) funksiya (a; b) intervalda M
aniglangan bo'lsin. x, €(a: b) nuqgtada unga s :,"
funksivaning y, = Alx,) giymati 10°g"ri kel- /
sin. Boshqa biror x&(a; b) nuqtani olaylik.

Agar x biror musbat yoki manfiy (farqi % -

yo'q) Ax orttirma olsa, ya'ni x = x, + Ax X
givmatga ega bo'lib golsa, u holda y ¢ X XeriX
funksiya ham biror Ay orttirma oladi. 96-chizma.
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Funksivaning yangi orttirilgan giymati ¥, + Ay = fix, + Ax) (96-
chizma) bo’ladi. Argument orttirmasi Ax = x—x,, funksivaning ort-
tirmasi esa Ay = f(x, + Ax) = f(x,) formula bilan ifodalanadi.

I-ta'rif. Agar vy = f(x0) funksiva x, nugtada va uning biror atrofida
aniglangan bo'lib, Al‘in_1'1nA_v =0 yoki Ji;j}.'i fix,+Ax)— f(x,)]= 0 bo’lsa.

x=x, giymatda (yoki x, nuqtada) funksiva uzluksiz deyiladi. Uzluk-
sizlik shartini bunday vozish mumkin:

Ji_rn“f[x,,ﬂ\.t;:f{xﬂj (h

voki lim f(x)= f(x;), ammo X, = lim x yoki (1) tenglikni tuban-

X3 X=X

dagicha yozish mumkin: lim f(x)= f{( hm X), ya'ni x-»x, da uzluk-
I—Xp

siz funksivaning limitini topish uchun funksivaning ifodasida argument

x o'rniga uning x, givmatini qo‘yish kifoya.

Berilgan nugtada funksiya uzluksizligining geometrik tasviri shuni
bildiradiki, agar fagat |Ax| yetarli kichik bo‘lsa, x + Ax va x,
nuqtalarda funksiya grafigi ordinatalarining ayirmasi absolut giymat
bo'yicha kichik bo‘ladi.

Misol y = ¥ funksivaning ixtiyoriy x, va Xususan x,=2 nuqtada
uzluksizligini isbotlaymiz.

Yechish. a) y,=x. y, + Ay = (x, + Ax)*] Ay = (x+Ax)’—
- x} = 2x,Ax + Ax%;

x istalgan usul bilan nolga intilganda (97 a, b-chizmalar):

hr'n" Ay = Ilm (Z.rUAx-t-Ar )= ?\ﬂi:n? AX+ hm Ax- hm ax=10;

b) y,=22=4; Ay=(2+Ax)*-4; Ay=4+4Ax+(Ax)*~
- 4—4Ax+f&.\‘)"'

lim Ay = Iim{4Ax+Lu‘) )= 4 11m Ax+ lim Ax- lim Ax=(},

Ax—+) () Ax-+0 Ax =l

1-teorema. Chekli sondagi funksiyalar x, nugiada uzluksiz bo‘isa,
unda ularning yig‘indisi ham x, nugtada uzluksiz bo'ladi.

Isbot. Teoremani ikkita f(x) va f,(x) funksiyalar uchun isbot
gilamiz. / (x)+/,(x)=¢(x) bo'lsin. Funksiyalar uzluksiz bo*lgani uchun
im fi(x)= fi(xp) va lim £,(x)= f,(x,).
" Limitlar haqidagi |-tcoremaga asosan:
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lim @(x)= lim| £ (x)+ £ (x)]= lim f(x)+ lim P
1 —Xp K—+Xq) X X 2

X—=hXpH

(x)=
= fi(x0)+ r(xp) = @(Xp).

Demak. yig'indi uzluksiz funksiva.

Limitlar nazariyasiga tayanib quyidagilarni ham ixbf)ll

a) chekli sondagi uzluksiz funksivalarning kcrp;,yln
luksiz funksiyadir,

b) ikki uzluksiz funksiyvaning bo‘linmasi, agar gara|,
maxraj nolga avianmasa, uzluksiz funksiyadir;

d) agar x=x, da u=p(x) uzluksiz va u,=p(x,) Niqtag,, _
uzluksiz bo'lsa, flp(x)] murakkab funksiya ham x, Iluma;"ﬂ”} flllj.lf:mj'm
Bu teoremalardan foydalanib, quyidagi teoremani isbuuu‘?}:“mk”"‘}l”-

2-teorema. lHar qanday elementar funksiva oz m!,’ mumKkin.
bir nugtada uzluksizdir. tiglangan har

2-ta’rif. Agar y=f{x) funksiva biror (a; b) ime“’al _ )
nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, funksiva shu intervalda 4, hing hiif bfr
bu verda a<b. “ksiz deyiladi,

3-ta’rif. Agar y=Ax) funksiva [a: x,] oraligda ANig e, .
bunda lim ﬂf(x)-— f(xy) bo'lsa, u holda Ax) funksiy, angan bo'lib,

X=x, nuqtada

o'‘ngdan uzluksiz deyiladi.

4-ta’rif. Agar flx) funksiva [x,; b] oraligda aniglane, -
lim f(x)=/f(xy) bo'lsa, u holda fix) funksiyy 18an bo'lib,
0 X=x, nugtada

chapdan uzluksiz deyiladi.
5-ta’rif. Agar fix) funksiya (a: b) intervalning hy, bi )
hamda intervalning uchlarida tegishli ravishda Oingdiln IT nuqtasida
uzluksiz bo‘lsa, u holda fix) funksiva |a; b] Yopiq ing va Chﬂpdar}
kesmada) uzluksiz deyiladi. €rvalda (yoki

ash mumkin:
1asi ham uz-

Yotgan nugtada

vy Ax>0; AY>G
” J A*\’o;‘y

4y

97-chizma.

165



Agar biror x=x, nuqtada y=f{x) funksiya uchun uzluksizlik shart-
laridan hech bo'lmaganda bittasi bajarilmasa, ya'ni:

1) funksiya x, nuqtada aniglanmagan;

2) funksiva x, nuqtada aniglangan, ammo chap va o'ng limitlar-
dan kamida biri, ya'ni fix,—0) va flx,+0) lardan biri mavjud emas;

3) funksiya x, nugtada aniglangan, chap va o'ng limitlar mavjud,
ammo ular o‘zaro teng emas;

4) funksiya x, nugtada aniglangan, chap va o'ng limitlar mavjud
va o‘zaro teng, ammo ular funksivaning bu nugtadagi givmatiga
teng emas, ya'ni: fix,—0)=Ax +0)#Ax,) bo’lsa, y=£x) funksiya x=x;
nuqtada uzilgan bo’ladi. x=x, nuqta esa funksiyaning wzilish nuqtasi
deviladi. Uzilish nuqtalari turlicha bo‘lib, ular bir-biridan farq qgiladi.

6-ta’rif. Agar y=f(x) funksiya x=x, nugtada aniglangan yoki
aniglanmagan bo‘lib, chap va o'ng limitlar mavijud va o'zaro teng
bo‘lmasa, ya'ni fix,—0) # fix,+0) bo’lsa, bu nuqta funksivaning bi-
rinchi tur uzilish nugrasi deyiladi. fix,—0)—fix,+0) soni funksiyaning
x=x, nuqtadagi sakrashi deyiladi (98-chizma). Qolgan barcha hollarda
uzilishlar ikkinchi tur uzilish deyiladi.

Misollar. y= i funksiyva x=0 nuqtada uziluvchidir (uzilishga

ega). Hagiqatan ham, x=0 da funksiva aniglanmagan: Ili{,nni = +oo,
1

lim = =—eo.
x-+0-0 X
Bu funksiya x#0 qiymatda uzluksiz ekanligini ko'rsatish oson;
: I
2) y =2 funksiya x=0 da uvziluvchi. Hagiqgatan ham, li13102‘ =00,

I
lim 2* =0,

x -0
v w2

" 7-4 y

) !

5
¥ +2)
b/ (% + : - =
f'{t.-—ﬂ) R .__._\_ ________
2 7 = x q -
Q8-chizma, 99-chizma.
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' x=0 da funksiya aniglanmagan )
(99-chizma);
3) f(’“~[' funksiyani sl
tekshiramiz.

x< 0da ]':lz—l bo‘ladi;

——

: Ya i)
x> 0da [‘:!:l bo'ladi.
Demak, * i
~-CRiZ A
llm f{\]— hm}L':i“—l‘. G
i X)= li = =]
im f{ )= im o

x=0 da funksiya aniglanmagan. x=0 da funksiya uziluvchi (100-
chizma).

5.4.2. UZLUKSIZ FUNKSIYALARNING BA'ZI XOSSALARI

Xossalar quyidagi teoremalar bilan ifodalanadi:

1-teorema. Agar y=/x) funksiya |a; b] kesmada uzluksiz bo lsa, u
holda |a; b kesmada funksiva o ‘zining eng kichik va eng katta givmariga
erishadi, ya'ni shunday x,, x, € (a; b) nugtalar mavjudki, barcha x&(a;
b)lar uchun f(x)=f(x) va f (x,)s/(x) tengsizliklar o'rinli bo ladi.

Funksiyaning f(x,) giymatini y=/(x) funksiyaning |a; b) kesma-
dagi eng katta giymati deb [(x) ni esa eng kichik giymari deb ataymiz.
Bu teorema gisqacha bunday ifodalanadi:

y
¥
M, [bf(b)]
"} '] J
m i 8 ¢/ |
g W B a
7 2 % A R M |a:f(a))
101-chizma. 102-chizma.
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4l |
i v}
{
B /\
e i
0 " e .
=} l——y &z .P { B » ’
/7 — X
ac b
/T2 !
/
103 chizma. IOM4-chizma.

Kesmada uzluksiz funksiva hech bo‘Imaganda bir marta eng kana
M givmartga va eng kichik m givmarga erishadi (101-chizma).

2-teorema. Agar y=/(x) funksiva |a; b| kesmada uzluksiz bo ‘fib,
bu kesmaning uchlarida turli ishorali givmatlarni gabul gilsa, u holda
la; b) kesmada hech bo'lmaganda shunday bir x=c nuqta topiladiki,
bu nugrada funksiva nolga avlanadi: f(c)=0; a<c<b (102-chizma).

Misol. y=x'-3 funksiva berilgan. Bu funksiya |1; 2] kesmada
uzluksiz. Demak, bu kesmada y=x"-3 nolga aylanadigan nugta mav-
jud. Hagigatan ham, x =33 da y=0 (103-chizma).

3-teorema. y=f(x) funksiya |a. b| kesmada aniglangan va uzluk-
siz bo'lsin. Agar kesmaning uchlarida funksiya teng bo‘Imagan fla)=A,
A b)= B givmatlarni gabul gilsa, u holda funksiya A va B sonlar orasidagi
barcha giymatlarni gabul giladi. u son uchun A<u<B shartni
qanoatlantiradigan istalgan kamida bitta c€|a; b] nuqta mavjudki,
unda fic)=u tenglik to'gri bo'ladi (104-chizma).

2-teorema bu teoremaning xususiy holi, chunki A va B lar turli
ishoralarga ega bo’lsa, u holda u ning o‘rniga 0 ni olish mumkin.

O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ozgaruvchi migdoming limiti ta'rifini tengsizlik yordamida ifodalang va
uni geometrik nuqtayi nazardan tushuntiring.

2. Funksivaning x--a dagi limiti ta'nifini tengsizlik yordamida ifodalang va uni
geometrik nuqtayi nazardan tushuntiring.
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a8 S8 S

(3.
14.

15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.

Qanday holatda o'zgaruveh x migdor cheksiziikka intifady deviladi?
Funksivaning o'ng va chap limitlari nima?

Qachon y=flx) funksiva x—=a da, x=2= da cheksiz kichik deb ataladi?
Cheksiz katta va cheksiz kichik funksivalar orasida qanday bog'lanish bor?
Limitga ega bo’lgan funksiva bilan cheksiz Kichik funksiva orasida qanday
bog'lamsh bor?

Funksivalar vig'indisining, ko'paytmasining limiti hagidagi teoremalarni is-
botlang.

Bo'linmaning limiti hagidagi 1coremani ishotlang.

. Oraliq funksivaning limiti hagidagi teoremani aytib bering.

lim 37X | ckanligini isbotlang.
x-s X

"

Him {‘ - L j, =¢ ckanligini isbotlang.

P_mm[i + 1 T = ¢ c¢kanligini isbotlang.
Natural fogarifim ta’rifini ayting. Natural logarifimdan o’nli logarifmga va
aksincha ganday o‘tiladi?

¥ = f{x) funksivaning x, nugtadagi uzluksizligi 1a'rifini keltiring va geometrik
talgin eting.

y = f(x) funksivaning x, nugtada chapdan va o'ngdan uzluksizligi ta'rifini
avtib bering.

Uzluksiz funksivalar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremalarni ta’rif-
lang va isbotlang.

Asosiy elementar funksivalarning uzluksizligi to'g risidagi teoremani aytib,
misollar vordamida ishot qiling.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalarini ta’riflab bering.
Funksiyaning uzilish nuqtasi deb nimaga avtiladi? Misollar keltiring.
Birinchi va ikkinchi wr uzilish nuqlalan deb nimaga aytiladi? Misollar
keltiring.
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6-bob. BIR O*ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
DIFFERENSIAL HISOBI

6.1. HOSILA
6.1.1. HOSILA TUSHUNCHASIGA OLIB KELADIGAN MASALA

Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar jumlasiga gattiqg
jismning to'g'ri chizigli harakati, va'ni yugoriga vertikal holda otilgan
jismning harakatini yoki dvigatel silindridagi porshen harakatini
kiritish mumkin. Bunday harakatlarni tekshirganda jismning konkret
o‘lchamlarini va shaklini ¢’tiborga olmay, uni harakat giluvchi moddiy
nuqta shaklida tasavvur gilamiz.

Aytavlik, M moddiy nuqtaning to'g'ri chizigli harakat qonuniga
ko‘ra uning 1 = 1, paytdagi tezligini (oniy tezligini) topish talab gilinsin.
Nuqtaning 1, va 1, + Af(Ar = 0) vaqtlar orasidagi bosib o‘tgan yo'li
AS = f(1, + Ar) - f(1,) bo'ladi. Uning shu vaqtdagi o'rtacha tezligi
AS _ [lp+An-f()

Ar At

Ma’lumki, Ar ganchalik kichik bo‘lsa, ;f o‘rtacha tezlik nuqgta-

ning /, paytdagi tezligiga shunchalik yagin bo‘ladi. Shuning uchun
nuqtaning #, paytdagi tezligi quyidagi limitdan iborat: V(1)) = lll_n.u %‘f 1

ga teng.

6.1.2. FUNKSIYANING HOSILASI

y = f(x) funksiya (a; b) intervalda aniglangan bo'lsin. (a: b) intervalga
tegishli x; va x, + Ax nuqtalarni olamiz. Argument biror (musbat yoki
manfiy — baribir) Ax orttirmasini olsin. u vaqtda y funksiva biror Ay
orttirmani oladi. Shunday qilib, argumentning x, giymatida y, = f(x,)
ga, argumentning x; + Axqiymatda y, + Ay = f(x, + Ax) ga ega bo'lamiz.
Funksiva orttirmasi Ay ni topamiz:

Ay = f(x, + Ax) — f(x,). (N

Funksiya orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz:

Ay f(xg+Ax)-f(xp)

AXx Ax (2}
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Bu nisbatning Ax - 0 dagi limitini topamiz.

Agar bu limit mavjud bo'lsa, u berilgan f{x) funksiyaning x,
nuqtadagi hosilasi deyiladi va f"(x ) bilan beigilanadi. Shunday qilib,
ta'rifga ko'ra:

Ay . . ’ R - f‘.\u 'f.:\.t)‘.f(.\'”l
Ty =lim 2% yoki [ = fim Feotfesfisl.

Demak, berilgan y = f(x) funksivaning argument x bo‘yicha
hosilasi deb, argument orttirmasi Ax ixtivoriy ravishda nolga
intilganda, funksiva orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Ax ga
nisbatining limitiga aytiladi.

Umumiy holda, x ning har bir giymati uchun f"(x) hosila ma’-
lum givmatga ega, ya'ni hosila ham x ning funksiyasi bo‘lishini gayd
gilamiz. Hosilani belgilashda f"(x) dan tashgari boshqacha belgilar
ham ishlatiladi:

dy
yx Y dx”

Hosilaning x = a dagi tayin givmati /'(a) voki y kabi
belgilanadi. ol

Berilgan f(x) funksivaning hosilasini topish amali shu funksiyani
differensiallash deyiladi.

6.1.3. FUNKSIYA HOSILASINI BEVOSITA HOSILA TA'RIFIGA
KO*RA HISOBLASH

I-misol. y = x* funksiya berilgan, uning:

1) ixtivoriy x nuqtadagi va 2) x = 35 nuqtadagi hosilasi y' ni toping.
] Yechish. 1) argumentning x ga teng givmatida funksiya y = x*
. ga teng. Argumentning x + Ax giymatida y + Ay = (x + Ax)’ ga ega

bo'lamiz, Ay = (x + Ax)’ = X’ = 2x(Ax) + (x)%; —'—: nisbatni tuzamiz:
Ay _ 2x+Ax(AxY '
1_1\:‘ - Q,r ) Ay
sini topamiz: y' = ‘itn}o A= l:tr_[}o(lr + Ax) = 2x.

Demak, y = x? funksiyaning ixtiyoriy nuqtadagi hosilasi: y* = 2x.

= 2x +Ax . Limitga o'tib, berilgan funksiva hosila-
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2) x=5da: y’

¥

xX=3

5=10.

2-misol. f(x) = ! funksivaning hosilasini toping.
=

Yechish. Hosila ta'rifidan foydalanib, ketma-ket topamiz:

)
y=-3
X
|
Ay = -
. X+AX X
Ay
Ax

P+ Ay = n
) ) X+Ax
_X-Xx-Ax _  Ax
(x+Ax) x(x+Ax)’
B 1
xx+ax)’

V= lim 2% = lim

Acs0 Ax

=1 .
Ax-0) x(x+Ax)| ¥

6.1.4. HOSILANING GEOMETRIK MA'NOSI

Harakat giluvchi jismning tezligini tekshirish natijasida, ya'ni
mexanik tasavvurlardan chigib borib, hosila tushunchasiga keldik.
Endi hosilaning geometrik ma’nosini aniglaymiz. Buning uchun avval
egri chizigqa uning berilgan nuqtasida o‘tkazilgan urinmani ta’riflab
berishimiz kerak. Biror egri chiziq va unda tayin M, nuqta berilgan
bo'lsin. Egri chizigda bir M, nugtani olamiz va M, M, kesuvchini
o‘tkazamiz. Agar M, nugta egri chizig bo‘yicha M, nuqtaga cheksiz
vaginlasha borsa, u holda M, M, kesuvchi MM, M,M", va h. k. turli

vaziyatlarn oladi.

Agar M, nuqta egri chiziq bo‘yicha istalgan tomondan nuqtaga

105-chizma.

cheksiz yaqginlasha borganda kesuvchi
ma’lum M, T to‘g'ri chiziq vaziyatini
egallashga intilsa, u holda bu to‘g'ri
chiziq M, nuqtada egri chizigga urinma
deyiladi (105-chizma).

To'g'ri burchakli koordinatalar
sistemasida y = f(x) ga mos egri
chizigni garavlik, x ning biror
giymatida funksiya y = f(x) giymatga
cga. Egri chizigda x va y ning bu
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y
My
<Y x)
A
. ¥
Ax
A0 A%
=1/ X X+AX i
A

106-chizma.

qiymatlariga M, (x: y) nuqta to'g‘ri keladi. Argument x ga orttirma
beramiz. Argumentning vangi x + Ax orttirilgan giymatiga funksi-
yaning orttirilgan y + Ay = f(x + Ax) giymati to‘g'ri keladi. Egri
chizigning bunga mos nugtasi M (x + Ax, y + Ay) nuqta bo‘ladi.
M M, kesuvchini o‘tkazamiz va uni Ox o°qining musbat yo*nalishi
bilan hosil gilingan burchagini ¢ bilan belgilaymiz. 2: nisbatni tuzamiz.
A} )

Chizmadan: :1;' = 1gp ekanligi korinadi. Endi agar Ax nolga intilsa,

u holda kesuvchi M nuqta atrofida aylanadi (106-chizma).

Agar Ax >0 da ¢ burchak biror « limitga intilsa, u holda M,
nugtadan o*tuvchi va abssissalar o'gining musbat yo*nalishi bilan «
burchak tashkil giluvchi to*g'ri chiziq izlangan urinma bo'ladi. Uning
burchak koeffitsiventini topish giyin emas.

Demak, tga = Ali‘r_1-1u tgp :';Il.fn}u ii = f'(x), ya'ni argument x ning
berilgan givmatida /" (x) hosilaning giymati f(x) funksivaning grafigiga
uning M (x: y) nugtasidagi urinmaning Ox o’gining musbat yo'nalishi
bilan hosil gilgan burchak koeffitsiyentiga teng.

6.1.5. FUNKSIYANING DIFFERENSIALLANUVCHANLIGI

Ta’rif. Agar y = f(x) funksiva x = x, nugtada chekli hosilaga ega

f(xg+AX)-flxg)
Ax

bo‘lsa, ya'ni lim AY _ lim mavijud bo'lsa, u holda

Ax—0 AX  Ax—=0
berilgan x = x, qivmatda funksiva differensiallanuvchi voki hosilaga

ega deviladi. Agar funksiva biror |a; b] kesmaning yoki (a: b)
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intervalining har bir nugtasida differensiallanuvchi bo'lsa, u holda
funksiya kesmada yoki intervalda differensiallanuvchi deviladi.

Teorema. Agar y = f(x) funksiva biror x = x, nugtada differensi
allanuvchi bo'lsa, u holda funksiva shu nuqgtada uzluksizdir.

Isbot.y= f(x) funksiva x, nugtada differensiallanuvchi bo*lgani
uchun lim & = f(x,) — chekli son.

Ax—s0 Ax

Limitga ega bo’lgan funksiva o'zgarmas va cheksiz kichik funksiya
yig'imjisign teng bo’lgani uchun quyidagicha yoza olamiz:

\‘\ = f'(x;) + 7, bu verda: Ax - 0 da ¥ nolga intiluvchi funksiya,
u holda Ay = f'(x,)Ax + yAx bo'ladi.

Bundan Ax - 0 da Ay - 0, bu esa x, nugtada f(x) funksiya uz-
luksiz. demakdir.

Shunday qilib, uzilish nuqtasida funksiva hosilaga ega bo‘la
olmaydi. Teskari xulosa to'g'ri emas, ya'ni biror x = x, nuqtada
v = f(x) funksiya vzluksiz bo'lishidan bu nugtada u differensialla-
nuvchi ham boladi, degan xulosaga chigmaydi, x, nuqtada funksiva
hosilaga ega bo‘lmasligi ham mumkin.

6.1.6. O*ZGARMAS MIQDORNING HOSILASI, O*ZGARMAS MIQDOR
BILAN FUNKSIYA KO‘PAYTMASINING HOSILASI, YIG'INDINING,
KO'PAYTMANING, BO'LINMANING HOSILASI

1. O'zgarmas miqdorning hosilasi nolga teng, va'ni agar y = C
bo'lsa, C = const. y' = () bo‘ladi.

2. O'zgarmas ko*paytuvchini hosila ishorasidan tashgari chigarish
mumkin: y = Cu(x) bo'lsa, y ' = Cu'(x) bo'ladi.

3. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksivalar vig'indisining
hosilasi shu funksiyalar hosilalarining yig'indisiga teng:

y=Ux)+Vx)+ W(x); ¥y =U'x)+V'(x)+W'x).

4. Ikkita differensiallanuvchi funksiva ko’paytmasining hosilasi
birinchi funksiva hosilasining ikkinchi funksiya bilan ko'paytmasi
plus birinchi funksivaning ikkinchi funksiya hosilasi bilan
ko'paytmasiga teng, yani v = wv bo'lsa, yv' = w'v + w'.

5. Kasrning hosilasi kasrga teng bo‘lib, uning maxraji berilgan
kasr maxrajining kvadratidan, surati esa maxrajining surat hosilasi
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’ va suratning maxraj hosilasi bilan ko*paytmalari orasidagi ayirmadan

L e u if. wv—-w'
iborat, ya'ni agar y = © bo'lsa y" = e
y=c . =

6.1.7. OSHKORMAS FUNKSIYA YA UNI DIFFERENSIALLASH

Ikkita x va y o'zgaruvchilarning givmatlari o'zaro biror tenglama
bilan bog'langan bolsa, uni tubandagicha belgilaymiz:

Ax. y) = 0. (1)

Agar y = f{x) funksiva biror (a: &) intervalda aniglangan bo'lib,
(1) tenglamada y o'rniga f(x) ifoda go‘yilganda tenglama x ga nisbatan
aynivatga aviansa, u holda y = f(x) funksiva (1) tenglama bilan
aniglangan oshkormas funksiva boladi.

Masalan, x’+ y* = ¢’ = 0 tenglama quvidagi y=+va’ - x* ,

y=- Jf?tx2 elementar funksivalarni oshkormas tarzda aniglaydi.
Oshkormas funksiyalarni oshkor tarzda, ya'ni y = f(x) ko'rinishida
ifodalab bo‘lavermaydi. Masalan: y’ — 3’ — ¥ = 0.

Endi oshkormas funksivalardan hosila olishni ko*rsatamiz.

I-misol. x*+ y'— &= ( funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Berilgan funksivaning ikki tomonini x bo‘yvicha dif-
ferensiallab (murakkab funksivani differensiallash goidasidan foyda-
lanib). quyidagini topamiz:

X

2x+2yw' =0, y' =~ =

y=va - %, v’z—‘:.

2-misol. y'—y’=x'=10.
Buni x bo‘yicha differensiallaymiz:

7¥°y' -25" -2x =0,

y(Ty* -2y) = 2x,



6.2. MURAKKAB, TESKARI VA BA’Z1 BIR ELEMENTAR
FUNKSIYALARNING HOSILALARI

6.2.1. MURAKKAB FUNKSIYANING HOSILASI

Aytaylik., y = Ax) murakkab funksiya bo'lsin, ya'ni y = Fu).
u = p(x) yoki y = Flp(x)] bo'lsin; u o‘zgaruvchi oralig argument
deviladi, y = Ru) va u = ¢(x) — differensiallanuvchi funksiyalar
bo‘lsin.

Murakkab funksiyani differensiallash goidasini keltirib chigaramiz.

Teorema. Murakkab F(u) funksivaning erkli o ‘zgaruvchi x bo ‘vicha
hosilasi bu funksivaning oraliq argumenti bo ‘vicha hosilasining oraliq
argumentining erkli o'zgaruvchi x bo'vicha hosilasiga ko ‘paytmasiga
teng, ya ni

Ve = F/(W)-u (x). (n

Misol y= (x* + 4x* + 3x° + 2)’ funksivaning hosilasini toping.
Y e ¢ hish. Berilgan funksiyani murakkab funksiya deb garaymiz,
ya'ni y = &' deymiz. bu yerda:

u=x+4x+ 3x + 2.
(1) formulaga asosan:
Yo=Yt =((F° +4x* +3x° + ) =

=5(x° +4x* +3x° +2) - (5x* +16x +6x).

6.2.2. TESKARI FUNKSIYA VA UNI DIFFERENSIALLASH

Aytaylik, biror |a; b] kesmada
aniqlangan o‘suvchi yoki kamayuvchi
¥ = f(x) (1) funksiya berilgan bo‘lsin.
Shu bilan birga f(a) =c¢, f(b)=4d
bo'lsin {107-chizma).

Aniglik uchun o*suvchi funksiyani

, tekshiraylik. [a; b] kesmaga tegishli
ikkita har xil x, va x, giymatlarni

107-chizma. qaraymiz.
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O'suvchi funksiya ta’rifidan, agar x, < x, vay, = f(x)), y, = f(x,)

Qbo‘lsa u vaqtda y, < y, bo'lishi kelib thq..ldl Shunda} qilib. x ning

atlari bilan y ning ularga mos giymatlari orasidagi o'zaro bir

- giymatli moslik aniglanadi.

y ning qiymatlarini argumentning qiymatlari deb, x ning

~ giymatlarini esa funksiyaning giymatlari deb garab, x ni y ning
- funksivasi sifatida olamiz:

x = p(y). (2)

Bu funksiva y = f(x) funksiya uchun reskari funksiva deyiladi.

P o= f(x) funksiya ham x = ¢(y) funksiya uchun teskari funksiya
ekanligi ravshan. Xuddi shuningdek, kamayuvchi funksiva ham teskari

~ funksiyaga ega ekanligini ko'rsatish mumkin.

t Teskari funksiya y = f(x) tenglamani x ga nisbatan yechish yo'li
bilan topiladi. Bu funksiyalarning grafiklari ustma-ust tushadi. Agar
teskari funksiya argumentini yana x bilan, funksiyani esa y bilan
belgilasak va ularni bir koordinatalar sistemasida chizsak, u holda
ikkita har xil grafik yechim bo‘ladi. Grafiklar birinchi koordinata
burchagining bissektrisasiga nisbatan simmetrik bo’ladi.

Endi teskari funksiyaning hosilasini bilgan holda y = f(x) funksiya
hosilasini topishga imkon beruvchi teoremani ko‘rib o‘tamiz.

Teorema. Agary = f(x) funksiya uchun tekshiriladigan y nugtada
noldan farglip’(y) hosilaga ega bo‘lgan x = p(y) teskari funksiva mavjud
bo‘Isa, u holda tegishli x nugtada y = f (x) funksiva y = w;(l}_‘) ga teng
bo‘lgan f(x) hosilaga ega bo'ladi, ya'ni f'(x)= _.,1 .

Isbot. Ayorttirmani olganimizda Ax =p(y +Ay) - e(y); (2) ga
asosan ¢(y) monoton funksiya bo‘lgani uchun Ax = 0.

Ushbu avniyatni vozamiz: i:_- = —&'x . Buyerda Ay—>0daAx->0.

Ay

Ay - () da limitga o‘tamiz:

Ys=% yoki f()-.“J
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6.2.3. BA'ZI ELEMENTAR FUKSIYALARNING HOSILALARI

I)logarifmik funksivaning hosilasi
I-teorema. y = log x funksivaning hosilasi L log, ! ga teng, ya ni

agar y = log x bo'lsa, y' = EIOB.J boladi.

Isbot. x ga Ax ga orttirma beramiz, u holda y ham Ay orttirma
oladi, ya'ni y + Ay = log,(x + Ax).

= log,(x + Ax) - log, x Iog,(‘f“) }og‘,(l ‘ix)-

Tenglikning har ikkala tomonini Ax ga bo‘lamiz:

oy o 1. Ax).Ay _1 x ( é\i)_
= log‘,(l+x).m_x log‘,l+x =
] Ax) x
__‘k)g"{l __)Ax

I
Ushbu ‘9‘-‘ = a belgilashni kiritamiz, u holda ii' - Jog, (1 + a)e.

I
A% = a bo'lgani uchun, ' = hm log,(1+ a) = ‘ ! log, e bo'ladi.

I P |
loge=p—;  y=_o

na " xlne’
Agar y = Inx bo'lsa, y" = L] bo‘ladi.
X

2) nbutun va musbat bo‘lganda y=x"funksiya-
ning hosilasi

2-teorema. y = X" funksivaning hosilasi (bunda n butun musbat)
nx"-' ga teng, ya'ni y = x" bo'lsa, y' = n+x""'ga teng.

Isbot. Hosila ta'rifidan foydalanib, ketma-ket topamiz:

) y+Ay =(x+Ax)";

2) Ay =(x+Ax)" -x"=x"+2x"'Ax + n(n-1) X" Ax) +...+

i 1-2
+(Ax)" = x"
yoki Ay = mx™ Ax+ M XA £+ (AN
3) 2‘: = nx" """an" 2AX + ...+ (Ax)"":
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8) y = lim 2 = fim | ™ + D o A x (A | =
: Ax—0 AX  Axb i-2

= e,

Demak, y' = nx"-'. Bu formulaning n — kasr va manfiy bo‘lgan
holda ham to*g'riligini ko*rsatish mumkin.

3) y=sinx.y=cosxfunksivalarning hosilalari

3-teorema. sin x ning hosilasi cos x ga teng, va ni agar y = sin x
bo'lsa, y' = cosx.

Isbot. 1) y+ Ay = sin{x + Ax):

2) Ay =sin(x +Ax) -sin x = 2sin 1"",‘5;;‘_"{ - COS "‘lb;—”f =
= 2sin &% cos(x + -A‘f);
2 2
25in 2% cos| x+ 4% sin 3%
3 Ay = 2 2 )2 -COS(I + E\_".)
Ax Ax Ax 23
2
i g Ay . Sin'_z_ : Ax
= lim 22 = lim = - lim cos|x+ =-),
4) ) Ax—0 AX Ax—+l) i‘_": Ax—0 * 2
2
. Ax
~sin 3 , ) A
ammo lim —~ =1, demak, ¥ = lim cos|(x + =~ | =cosx.
Ax—0 AX Ax-40 2
2

4-teorema. cos x ning hosilasi —sin x ga teng, ya'ni
(cosx)' = —sinx.

Isbot. (Yuqoridagiga o*xshash isbot gilinadi.)

. = s 1 s
5-teorema. tg x ning hosilasi a9 teng, ya ‘ni

’ I
(tgx) = —5-
cos*x
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: o I i ;
6-teorema. clg x ning hosilasi — inly 8ateng, ya'ni

1

(clgx)y =—-— .
sSmi=x

Bu teoremalarni mustagil isbot qilish talabalarning o‘zlariga
topshiriladi.

6.2.4. TESKARI TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR
VA ULARNING HOSILALARI

) 1) y = arcsin x funksivani qaravlik.
Buning uchun ushbu x = sin y funksiyani
el olamiz. Bu funksiya —» <y < 4+« in-
5 tervalda aniglangan (108-chizma).
| - . ; ; ;

Yeoresin x —7 = y<7 kesmada funksiya o'suvchi,

|

|

| =

1 w—, uning givmatlari =1 = x = | kesmani
=} o 4 " T

to*ldiradi. x = sin y funksivaga teskari

i funksiya mavjud. Bu funksiva -1 < x<1
£ kesmada aniglangan, uning givmatlari
b7 T » . .
X=8nYy 5 =ys=s > kcsmanl.m‘ld:mdl.
I-teorema. arcsinx funksivaning

108-chizma, L, I
hosilasi y'= " ga teng.
Vi-x?
[sbot. x=siny, x' = cosy. Teskari funksiyani differensiallash
» L3 - r 1 ] - 2 - _)-
oidasiga binoan: y. = 5 =-—{ cosy=4l-sin“y =yl -x°
q ga bing Vs ™ s cos y = /1 -sin” } \fl X
+ J JT
bo‘lganidan y! = ___]__ gateng, -5 =)< 5
Vi-x* -
[Idiz oldida plus ishora olinadi. chunki y = arcsin x funksiya

- : <=y < : kesmada giymatlar gabul giladi. Demak, cos y = 0.

' ) 5 ] : e
Misol. y=arcsine® berilgan. y'= ——_ - (") =+ ;
] 3
yI=(e*)? y =€

2-teorema. v = arccos x ning hosilasi y' = - ga teng.

vi-x*
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. L I
3-teorema. y = arclg x ning hosilasi y’ = . ga teng.

I-x*

; T I
4-teorema. y = arcclg x ning hosilasi y" - — [-x? ga teng.

Yugoridagi teoremalarni mustaqil isbot gilish talabalarga

topshiriladi.

6.2.5. DIFFERENSIALLASHNING ASOSIY FORMULALARI

Yugorida keltirib chigarilzan barcha formulalar va goidalarni tu-
bandagicha jadval ko'rinishida vozamiz:

1) y= C(C=const),

2) y=x%
3) y=+x,
4) y=1

¥ ==y
5) y=a%
6) y=e,
7) y=log,x,
8) y=Inx,
9) y=sinx,

10) y =cosx,

1) y=1x,
12) y=clgx,
13) y=arctgx,

14) y = arcctg x,

y' =0;
y=ax*-1;
),' — I .
i
et 3
.\IE ’
y' = a"Ina;
2=
|
y'=-log,e;
* I 9
yE=]
X
¥ =cosx;
¥ =-sinx;
- ] .
3 L
COS™ X
’ 1
= --- '; ~ .
sin- x
,}” = : 5 4
l+x~
y=-
b x?



s 1

15) y=arcsinx, y =- <y
Vl-x?
[6) y=arccosx, 3y =— -
J1-x*
Differensiallashning umumiy qoidalari
1) y=Cu(x), y = Ci'(x) (C -const).

D) y=urv+w, y=u+v+w

DN y=u-v, Y=u-v+u-v;

Wv-uv
Hy=5, V=

}, y' = fi(v)- v, (v);

&) y=u', y=w'v+wlnu

7) y=(x) ga x=@(y) teskari
- [y , . l
funksiya bo‘lsa, f{x) = prETe

6.2.6. PARAMETRIK KO‘RINISHDA BERILGAN
FUNKSIYANING HOSILASI

Ushbu ikkita tenglamani qaraylik: _ :
X =‘P(t),} ‘ E

y = pi0) -

bu yerda: ¢ €[7;; T;] kesmadagi giymatlarni qabul qiladi.  ning har
bir giymatiga x va y ning qiymatiart to‘g‘ri keladi. Agar x va y
givmatlarga Oxy koordinata tekisligidagi nuqtaning koordinatalari
deb qaralsa, u holda ¢ ning har bir giymatiga tekislikning ma’lum bir
nugtasi to‘g‘ri keladi. ¢ ning giymatlari T, dan T, gacha o'zgarsa, bu
nuqta tekislikda biror egri chizigni chizadi. Shuning uchun (1)
tenglamalarga egri chiziqning parametrik tenglamalari deyiladi, ¢
parametr deyiladi. Egri chizigni (1) tenglamalar bilan berish usuli
esa parametrik usul deyiladi. Egri chiziglarning parametrik tarzda
berilishi mexanikada keng qo‘llaniladi.

182



(1) tenglamadan ¢ parametrni chiqarsak, Fx, y) = 0 ko*rinishdagi
tenglamaga ega bo'lamiz.

6.2.7. BA'ZI EGRI CHIZIQLARNING PARAMETRIK TENGLAMALARI

x=rcost, 0<t <27 — avlananing parametrik tenglamasi.
y=rsintf.

x=acost, 0=t =<2y — ellipsning parametrik tenglamasi.
y = bsint,

x=a(r-sint), 0=t=<2x — sikloidaning parametrik tengla-
y=alr—-cosi).

masi.
x=acosdt, 0=t = 2x — astroidaning parametrik tenglamasi.
¥y =asin3s.

6.3. YUQORI TARTIBLI HOSILALAR. LOPITAL QOIDASI

6.3.1. YUQORI TARTIBLI HOSILALAR

y=/f(x) funksiva biror («; b) intervalda differensivallanuvchi
bo'lsin. f7(x) hosilaning giymatfari, umuman aytganda, x ga bog'liq,
ya'ni /'(x) hosila ham x ning funksivasidan iborat.

Bu funksivani differensiallab, /(x) funksivaning ikkinchi tartibli
hosilasi deb ataladigan hosilani topamiz.

Birinchi hosiladan olingan hosila ikkinchi tartibli hosila deyiladi
va y” yoki f“(x) bilan belgilanadi.

Ikkinchi hosilaning hosilasi uchinchi tartibli hosila deb ataladi va
»" yoki f (x) bilan belgilanadi.

Umuman, f(x) funksivaning n-tartibli hosilasi deb uning (n — 1)-
tartibli hosilasining hosilasiga aytiladi va y ™ yoki f*(x) bilan
belgilanadi.

Ta'rifdan ko‘rinadiki, tubandagi formulalar ham o‘rinlidir:

(u+ )" =uy? 4" (Cu)” = Cu".
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fkki funksiya ko' pavimasi u(x) - v(x) ning n-tartibli hosilasi uchun
quyidagi formula o'rinlidir:

) y wla-1) . o
y'=(u-v)y=u"+ """y + 1.3 WPt Lk o,
Bu formula Leybnits formulasidir.

6.3.2. ITKKINCHI TARTIBLI HOSILANING FIZIK MA'NOSI

M moddiy nugtaning Ox o°qi bo‘vlab notekis harakatini qaraylik.
Bu harakat gonuni

x=f{n (nH
formula bilan berilgan bo’lsin, bunda x — moddiy nuqta koordinata-
si, r — vaqt.
Oniy tezlik v(#) quyidagi formula bilan aniglanadi:
v(n) = f'(1). (2)

Bu tezlik moddiy nuqta koordinatasini vaqtga bog'liq o‘zgarishini
xarakterlaydi. Tezlikning o*zini vagtga bog'liq o*zgarishini xarakterlash
uchun tezlanish formulasini keltiramiz:

a(r) = v'(n. (3)
Ikkinchi tartibli hosila ta’rifiga ko'ra:
a(n) = f7(1) = x". (4)

Shunday qilib, ikkinchi tartibli hosila fizik nuqtayi nazardan
tezlanishni ifodalar ekan.

6.3.3. LOPITAL QOIDASI

1) ikkita funksiya orttirmalarining nisbati
haqgida.

Teorema (Koshi teoremasi). Agar ikkita f(x) va p(x) funksiva [a;
b] kesmada uzluksiz va uning ichida differensiallanuvchi bo'lsa, shu
bilan birga shu kesma ichining hech gayverida nolea avlanmasa, u holda
[a; b] kesma ichida shunday x = ¢ (a < ¢ < b) nugta topiladiki, unda
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fth)-fla) - fie)
elb)-pla) )

bo‘ladi.
2)ikkita cheksiz kichik migdor nisbatining li-
() oo
miti (Ui:) ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish.

Aytavlik, biror [a: b] kesmada f(x) va ¢(x) funksivalar Koshi
teoremasining shartlarini ganoatlantirsin va bu kesmaning x = a
nugtasida nolga avlansin, va'nif(a) = Ovap(a) = 0bo'lsin. Bux = a
qgivmatda f(x) / ¢(x) nisbat aniglanmagan, ammo x # & qiymatlarda
to‘la ma’noga ega. x - a da bu nisbatning limitini topish talab qgilinsin.

Bu wirdagi limitlarni hisoblash anigmasiikiarni ochish deyiladi.

Teorema (Lopital qoidasi). Aytaylik, biror [a; b] kesmada f (x) va
¢(x) funksivalar Koshi teoremasining shartlarini qanoatlantirsin va uning
biror x = a nugtasida nolga aylansin, ya'ni f (a) = p(a) = 0 bo'Isin, u
holda agar x> a da ' (x) /¢'(x) nisbatning limiti mavjud bo'lsa,
lim 7 ham mavjud bo‘ladi va shu bilan birga:

x—a ¢(x)}

llmﬂ) lim S(x)
x—a plx) t-uf’[)

Agar f'(x) = ¢'(x) = 0bo'lsa va f(x), ¢(x) funksiyalarga qo'yilgan
shartlarni f'(x), ¢'(x) hosilalar ganoatlantirsa, u holda f'(x) / ¢'(x)
f (x) [Im f_.(-\f)

Flx) M rix) formulaga

nisbatga Lopital qoidasini go‘llanib, ‘
kelamiz.
Agar ¢'(a) = 0, lekinf'(x) # 0 bo‘lsa, u holda teoremani x - a da

nolga intiladigan ¢(x) / f(x) teskari nisbatga nisbatan go’llaymiz.

. . sinTx . {sin7xY .. TeosTx 17
-misol lim™™* = lim = |lim —=_,
I L e 4x s (dx) ) 4 4
|
2:misol Hm M) l X o dai
x—l) X X I 1

Lopital goidasi Iinl = f(x)=0 va Ii__m p(x) =0 bo’lgan holda
ham go’llaniladi.
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)

Misol. lim ¥ ni hisoblang. Bu limit ~ ko'rinishdagi limit,

X=tom g
bo*linmaning limiti haqidagi teoremani go‘llasak, yana : ko'rinishga

ega bo‘lamiz. Bunga Lopital qoidasini qo’llaymiz:

Biz vana : ko‘rinishdagi anigmaslikka ega bo'ldik. Lopital

goidasini yana bir marta go‘llaymiz:

lim

K —pive @’ x—siem (X)) X—rion g%

3) 0ro; 00— ]*0" ko rinishidagi anigmasliklar.

Bu ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish ayniy shakl almashti-
rishlar yordamida oldingi ikki holga keltiriladi.

I-misol. limx’ ¢/* ni hisoblang. Bunda !ringx"‘ =0 va

x—l

lim """ = 4= bo‘lganidan 0+ = ko‘rinishdagi anigmaslikka egamiz.
. 1/ <

Ayniy shak! almashtirish yordamida x* - ¢'/* = ¢ Kko‘rinishga

(=)

kelamiz. Bu esa : ko‘rinishdagi anigmaslik. Lopital goidasini
go‘llaymiz:

3 o ell" " elf!
limx'-e/* =1lim¢ — =lim ¥}
x—l) x—l) _]_ x—l) ]

F) (%)
3 1/x3
S A
= im & —— =ltrr‘§e' =+w
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2-misol Iim( ! ot } ni hisoblang. Bu yerda lim =m;

x+0 \1g X S x x—0 Ig X

= o demak, =—= ko'rinishdagi anigmaslik. Ayniy shakl

x-0 SIN X

I _ cosx-1

" A 1 o 2
almashtirish yordamida : = — ko'rinishga o'tamiz. Bu

ga(]
€S 0

Pod -

D

10.
1L

13.
14.

15.
16.

17.

18.

19.

1gx Csinx sin x
ko'rinishdagi anigmaslik. Bunga Lopital goidasini go*llaymiz:

IiT’(-—I— o 3 ): limy SS2=1 = i €931 _ jiy SiRX _
li

¥

1gx  sinx x—+0  Sinx -0 (sin x) x+0 COS X

O*z-0'zini tekshirish uchun savollar

Funksivaning berilgan nuqtadagi hosilasi ta'rifini bering.

Funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasining geometrik ma’nosi nimadan
iborat?

Hosilaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?

Funksiya differensiallanuvchanligining zaruny sharti nimadan iborat?
O*zgarmas sonning hosilasi formulasini keltirib chigaring.

Yig'indi, ko*paytma va bo‘linmaning hosilasini hisoblash formulalarini keltirib
chigaring.

Oshkormas funksivani differensiallash formulasini keltinib chigaring.
Murakkab funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.
Qanday funksiya teskari funksiva deyiladi?

Teskari funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.
Logarifmik funksiva hosilasi formulasini keltirib chigaring.

Ko'msatkichli, trigonometrik funksiyalar hosilalari uchun formulalar chigaring.
Teskari trigonometrik funksiyalar hosilalari uchun formulalar chigaring.
Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyalarni differensiallash formulasini
keltirib chigaring.

Ikkinchi tartibli hosilaning fizik ma’nosi nimadan iborat?

Berilgan funksiyaning n-tartibli hosilasi deb nimaga aytiladi?

0
x=+gva x-= da ko'rinishidagi anigmaslikni ochish uchun Lopital

goidasini chigaring.
x+gva x»= da = ko'rinishidagi anigmaslikni ochish uchun Lopital

qoidasini chigaring. -
1*; w—=; =% ; 0° ko'rinishidagi anigmasliklarni ochishda Lopital qoidasini
qo‘llanilishini misollar yordamida izohlab bering.
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6.4. HOSILANING FUNKSIYANI TEKSHIRISHGA TATBIQI

Funksiyani tekshirishda funksivaning monotonlik intervallari,
ekstremumlari, botigligi, gavarigligi, asimptotalarini aniglashga to'g'n
keladi.

6.4.1. FUNKSIYANING MONOTONLIK INTERVALLARI

Funksiyaning o'sishi yoki kamayishi mumkin bo’lgan intervallar
monotonlik intervallari deyiladi. Berilgan intervallarda funksiva
monotonligini hosila yordamida ganday aniglash masalasini garaymiz.
Dastlab funksiva monotonlik intervalini aniglashning zaruriy shartini
aniglaymiz.

1-teorema (zaruriy sharti). Agar f(x) funksiva (a; b) intervalda
differensiallanuvchi va o ‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
xEfa; b) uchun

S(x)z20(f'(x)'=<0) (1)
o'rinli bo ‘ladi.

Isbot. Aytaylik, x, nuqta (a; b) intervaldagi biror nuqta bo‘lsin.
(a; b) intervalda f(x) funksiva o‘suvchi bo‘lgan holni qaraylik. U
holda x > x, uchun f(x) = f(x,): x < x, uchun f(x) = f(x,) tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa ixtiyoriy xE(a: ») uchun ¢ # x, da

f00-1) 5 g
x-x3

(2)

tengsizlik o‘rinli.
f(x) funksiva (a: b) intervalda differensiallanuvchi bo‘lgani uchun
(2) tengsizlikda x - x, ga intilganda limitga o'tsak,

£'(x) = lim £9=/ta) 5 g
x-xg X—Xp
ga ega bo'lamiz.

Xuddi shunga o*xshash kamayuvchi funksiya uchun hamf'(x) < 0
ga ega bo'linadi.

Funksiva monotonlik intervalini vetarli shartini aniglash uchun
quyidagi ikki teoremadan foydalaniladi. Bu teoremalarni isbotsiz
keltiramiz (isbot qilish talabalarga mustaqil ish shaklida topshiriladi).

2-teorema (Roll teoremasi). Agary = f(x) funksiva [a; b] kes-
mada aniglangan va uzluksiz, (a; b) intervalda differensiallanuvchi,
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! kesmaning oxirlarida teng f (a) = [ (b) givmatlarni qabul gilsa, u holda
kesmaning ichida kamida bitta x = c€(a; b) nuqta topiladiki, unda
hosila nolga teng, ya ni f'(c) = 0 bo'ladi.

Teorema bajarilsa, va'ni/f'(¢) = 0 bo'lsa. bu tg & = 0 ekanini bildiradi
(e — Oxo’gning musbat yo'nalishi bilan f(x) funksiya grafigiga abssissasi
x = ¢ ga teng bo’lgan nuqgtada o‘tkazilgan urinma orasidagt burchak).
Shu sababli, teorema sharti bajarilsa, u holda (a: b) kesma ichida kam
deganda bitta shunday x = ¢ nuqta topiladiki, grafikka abssissasi x = ¢ ga
teng nuqtada o'tkazilgan urinma Ox 0°gqa parallel bo'ladi.
3-teorema (Lagranjning chekli orttirmalar haqidagi teoremasi).
Agar y = f(x) funksiva [a; b] kesmada aniglangan va uzluksiz, (a; b)
intervalda differensiallanuvchi bo'lsa, u holda [a; b] kesma ichida
kamida binta x = c€(a; b) nuqta topiladiki, bu nugtada
fb) - fla) = f(e)b—a) (3)

tenglik bajariladi.

4-teorema (vetarli sharti). Agar fix) funksiva (a; b) intervalning
har bir nugtasida musbat (manfiy) hosilaga ega bo ‘lsa, bu funksiya (a;
b) intervalda ga 'tiy o'sadi (ga tiy kamayadi).

Isbot. Aytaylik, x, va x, lar (a; b) intervaldagi ixtiyoriy nugtalar
bo’lsin, bunda x, < x,. U holda Lagranj teoremasiga ko‘ra EAE S
intervalda shunday cE(x x,) nugta topiladiki, bunda

f(-‘: )= S(x)) = file)x; - X)) (4)

bo‘ladi.

Agar f'(x) > 0 bo'lsa, u holda x,> x, uchun (4) formuladan
f(x,) > f(x,) bo'ladi. Bu esa (a; b) intervalda f(x) funksiyani qa’tiy
o‘suvchanligini ko'rsatadi.

i Agar f'(x) <0 bo'lsa, u holda x,> x, uchun (4) formuladan
| f(x ) < f(x,) bo'ladi. Bu (a: b) intervalda f(\) funksivani qa’tiy ka-
[ may udwnltgml ko'rsatadi.

Bu teoremadan ko‘rinadiki, f(x) funksiyaning monotonlik
intervallari bir-biridan funksiya hosilasi nolga teng bo'lgan yoki
uzilishga duchor bo‘lgan nuqtalari bilan ajraladi.

Bu nuqtalar kritik nugtalar deyiladi. Bulardan funksiyaning
monotonlik intervallarini topishning quyidagi qoidasi kelib chigadi:

1) f(x) funksivaning kritik nuqtalari topiladi. Shu kritik nugtalar
bilan funksiva aniglanish sohasi hosila ishorasini o*zgartirmaydigan
intervallarga bo‘linadi;
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2) shu intervallarni qaysi birida f7{x) > § bo'lsa. shu intervalda
funksiva ga'tiy o‘sadi. qaysi birida f'(x) < 0 bo'lsa, funksiva shu
intervalda qa’tiy kamayadi.

6.4.2. FUNKSIYANING O*SISHI VA KAMAYISHI

Hosila tushunchasini funksivaning o‘sishi va kamayishini
tekshirishga tatbiq etamiz.

I-teorema. 1) agar fa; b] kesmada hosilaga ega bo'lgan f(x) funk-
siva shu kesmada o ‘suvchi bo ‘lsa, uning hosilasi [a; b] kesmada manfty
bo ‘Imaydi, yva'ni f'(x) = 0.

2) agar f(x) funksiva Ja; b] kesmada uzluksiz, (a; b) oraligda
differensiallanuvchi bo'lsa va a <x <b uchun f'(x) >0 bo'lsa, bu
Junksiya [a; b] kesmada o’sadi.

Isbot. Teoremaning birinchi gismini isbotlaymiz.

f(x) funksiya [a: b] Kesmada o'sadi. deb faraz gilamiz va x ga Ax

orttirma beramiz. So'ngra -““3—‘:: Jx)

: nishatni tuzamiz. f(x)
o‘suvchi funksiya, shunga ko‘ra, Ax > 0 bo'lganda: f(x + Ax) > f(x):
Ax < 0 bo'lganda: f(a + Ax) < f(x).

Ikkala holda ham: ﬂ”'*‘—?:“}“—) > 0.

Demak, lim /A0 5 g
Ax—sD Ax
Endi teoremaning ikkinchi gismini isbotlavmiz. |a; b] oraligda
£'(x) > 0 deb faraz gilamiz. [a; b] kesmaga tegishli ikkita ixtiyoriy x,
va X, (x, < x,) givmatini ifodalaymiz. Lagranjning chekli orttirmalar
hagidagi teoremasiga ko'ra:

vl f(x) = f(x) = FE)x, - x,),
Uert X <E<x.

Shartga ko'ra, f'(5) > 0, demak, f(x,) —
S(x,) >0, bu esa f(x) o'suvchi funksiya
demakdir. Agar f(x) funksiva [a: b]

) w o kesmada kamaysa, shu kesmada f'(x) <0
i \ 0 / X bo'ladi. Agar (a; b) oraligda f'(x) <0

bo'lsa, |a; b] kesmada f(x) kamayadi.

109-chizma,
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Misol: y = x* funksivaning o'sish va kamayish sohalarini toping.
Y e ¢ hish. Hosilani topamiz. x > 0 bo'lsa, v/ > 0 — funksiya osadi.
x < 0 bo'lsa, v <0 — funksiya kamayadi (109-chizma).

6.4.3. FUNKSIYANING MAKSIMUMI YA MINIMUMI

1-ta’rif. Agar /(x) funksivaning x, nuqtasidagi giymati x, ni 0z ichiga
olgan bironta intervalning hamma nuqtalardagi givmatlaridan katta bo'lsa,
S(x) funksiva x, nuqtada maksimum (max) ga ega bo'ladi. Boshgacha
aviganda, agar absolut migdori bo‘yicha yetarli darajada kichik bo'lgan
har ganday musbat (yoki manfiy) Ax uchun f(x, + Ax) < f(x,) bo’lsa,
S () funksiya x = x, nuqtada maksimumga ¢ga bo‘ladi.

110-chizmada y = f(x) funksiya x = x, nugtada maksimumga ega.

2-ta’rif. Agar absolut migdori bo‘vicha yetarli darajada kichik
bo‘lgan har qanday Ax uchunf(x, + Ax) <[ (x,) bo'lsa, [ (x) funksiya
X =x, nuqtada minimum (min)ga ega bo‘ladi.

Masalan, y = x* funksiva x = 0 da minimumga ega. Maksimum va
minimum ta’riflari munosabati bilan quyidagi hollarga ¢’tibor berish kerak:

1) kesmada aniglangan funksiva x ning fagat qaralayotgan
kesmaning ichidagi giymatlarida maksimal va minimal giymatlariga
yetishi mumkin;

2) funksivaning maksimumi va minimumini garalayotgan Kes-
mada uning eng katta va eng kichik giymatlari deb garash xato bo'ladi:
funksivaning maksimum va minimumlari funksivaning ekstremumiari
(voki ekstremal givmatlari) deyiladi.

I1-teorema. (Ekstremum mavjudligining zaruriv sharti). Agar
differensiallanuvchi y = f (x) funksiya x = x, nugtada maksimumga yoki
minimumga ega bo ‘lsa, uning hosilasi shu nugtada nolga aylanadi, ya 'ni
f'(x,) =0 bo'ladi. Agar f(x) funksiva
maksimum va minimum nugtalarda y |
hosilaga ega bo'lsa, y = f(x) egri
chizigning shu nugtalarda o‘tkazilgan
urinmalar Ox o‘qiga parallel bo ‘ladi.

Haqigatan ham, f'(x)=tgp =0
tenglikdan (bu verda ¢ urinma bilan
Ox o°qi orasidagi burchak) ¢ =10 | |
ckanligi kelib chigadi. - -

I -teoremadan bevosita ushbu natija & R
kelib chigadi: agar argument x ning
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qaralayotgan hamma giymatlarida f(x) funksiya hosilaga ega bo‘lsa,
u holda funksiva x ning fagat hosilani nolga aylantiradigan
giymatlarida ekstremumga ega bo‘ladi.

Bunga teskari fikr to'g'ri emas. Hosilani nolga aylantiradigan har
ganday givmatda ham maksimum voki minimum bo'lavermaydi.

Masalan, y = x* funksiva y = 3x* hosilasi x = 0 nugtada nolga
teng, ammo bu nugtada funksiva maksimumga ham, minimumga
ham ega emas (111-chizma).

Funksiva hosilasi mavjud bo‘lmagan nugtalarda ham funksiya
ekstremumga ega bo‘lishi mumkin.

Agar biror nugtada hosila mavjud bo*‘hmasa. shu nugtada hosila
uzilishini ko‘ramiz. Argumentning hosila nolga aylanadigan yoki
uziladigan givmatlari kritik yoki kritik qiymatiar deyiladi.

Har ganday kritik givmatda funksiya maksimum yoki minimumga
ega bo'lavermasligi mumkin. Funksivaning ekstremumini topish
uchun hamma kritik nuqtalar topiladi, so'ngra har bir kritik nuqgtani
ayrim tekshirib, u nugtada funksiya maksimum yoki minimumega
ega bo‘lishi yoki bo‘lmasligi aniglanadi.

2-teorema. (Ekstremum mavjudligining yetarli sharti). f(x)
Junksiya kritik nugta x ni 0°7 ichiga olgan bironta intervalda uzluksiz
va shu intervalning hamma nugtalarida differensiatianuvehi bo ‘fsin,
agar shu nuqtaning chap tomonidan ¢'ng tomoniga o'‘tishda hosilaning
ishorasi musbatdan manfiyga o'‘zgarsa, funksiya x =x, nugtada
maksimumga ega bo ladi, ya ni

{x < x, bo'lganda, [(x)<0
aga

. " bo'lsa, ksiva x, nuqtada
x> x, boganda, f(x)>0 a, funksiya x, nugq

maksimimumga ega,
x<x bolganda, f(x)>0, .
agar {x > x, bolganda, /(x) <0 bo'lsa, x, nugtada minimumga
ega ho ‘ladi.
Agar funksiya hosilasi ishorasini o ‘zgartirmasa u maksimumga ham,
minimumga ham ega bo Imaydi, u o ‘sadi yoki kamayadi.
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6.4.4. DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYANI BIRINCHI HOSILA
YORDAMIDA EKSTREMUMGA TEKSHIRISH

Differensiallanuvchi f(x) funksivani ekstremumga tekshirish
quyidagi ketma-ketlikda bajariladi:

1. Funksivaning birinchi tartibli hosilasini, va’ni f'(x) ni topamiz.

2. Argument x ning kritik givmatlarini topamiz. Buning uchun:

a) birinchi tartibli hosilani nolga tenglaymiz va haqiqiy ildizlarini
topamiz;

b) x ning f'(x) hosila uzilishiga duchor bo‘ladigan giymatlarini
1opamiz.

3. Hosilaning kritik nuqgtadan chapdagi va o‘ngdagi ishorasini
tekshiramiz. Ikkita kritik nugta orasidagi intervalda hosilaning ishorasi
o‘zgarmaydi. Shunga ko‘ra, masalan, x, kritik nugtaning chap va
o*ng tomonidan hosila ishorasini tekshirish uchun, hosilaning « va 8
LT ]

nugtalardagi ishorasini aniglash kerak
’ : . [x:, <f<x;

4. Argumentning kritik giymati x = x, da funksiyaning giymatini
hisoblaymiz.

Kritik nugta x; dan o"tishda
ftx) hosilaning ishoras) Kritik nugtaning xarakteri
x<x, x=x; A,
+ f'(x;) =0 yoki uziluvchi = Maksimum nugtasi
- f'(xy) =0 yoki uziluvchi + Minimum nugqtasi
+ S'x) =0 yoki uziluvchi + Funksiya o'sadi
e f(x;) = 0 yoki uziluvchi = Funksiyva knmayadi

Funksiyaning ekstremumini ikkinchi hosila yordamida tekshirish

y = f(x) funksiyaning hosilasi x = x, nugtada nolga aylansin, bundan
tashgari /”(x) mavjud va x nuqtaning biror atrofida uzluksiz bo'lsin.

Teorema. /'(x, ) = 0 bo'lsin, u vagtda /"(x) < 0 bo'lsa, funksiva x,
nugtada maksimumga ega bo'ladi, f"(x,) > 0 bo'lsa, funksiya x, nuqtada
minimumga ega bo ladi. Agar kritik nugtada f"(x,) = 0bo'lsa, x = x, nugtada
yo maksimum yoki minimum bolishi yoki bo ‘Imasfigi ham mumkin.

Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatiari
I. Funksiyaning kesmada hamma maksimum va minimumlari topiladi.
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2. Kesmaning boshi va oxirgi nuqtalarida funksivaning givmatlari
aniglanadi: f(a), f(b).

3. Funksiyaning yugorida topilgan hamma giymatlari orasidagi
eng kattasi tanlab olinadi, ana shu givmat funksiyaning berilgan
kesmadagi eng katta givmati bo‘ladi.

6.4.5. EGRI CHIZIQNING QAVARIQLIGI VA BOTIQLIGI

Differensiallanuvchi f(x) funksiya grafigini garaymiz.

1-ta’rif. Agar (a: b) intervalda egri chizigning hamma nugqtalari
uning har ganday urinmasidan yuqorida bo'lsa, egri chiziq gavarigligi
bilan pastga yo ‘nalgan, shu intervalda egri chizigning hamma nugqtalari
uning har ganday urinmasidan pastda bo‘lsa, egri chiziq gavarigligi
bilan yugoriga yo ‘nalgan deyiladi (111-chizma).

1-teorema. Agar (a; b) intervalning hamma nugqtalarida f(x)
Junksiyaning ikkinchi hosilasi manfiy, ya ni f"(x) <0 bo‘lsa, shu inter-
valda y = f(x) egri chizigning qavarigligi yugoriga garagan bo ‘ladi
(egri chiziq qavarig bo‘ladi).

2-teorema. Agar (b; ¢) intervalning hamma nuqtalarida f(x)
Junksiyaning ikkinchi hosilasi musbat, ya ni ["(x) > 0 bo ‘Isa, shu infer-
valda y = [ (x) egri chizigning qavarigligi pasiga yo ‘nalgan (botig) bo ‘ladi.

Misol sifatida y = 2 — x’; y = ¢* funksiyalarning grafiklarini ko‘rish
mumkin (112, 113-chizmalar).

2-ta’rif. Uzluksiz egri chiziq qavariq gismini botiq gismidan ajratgan
nuqta egri chizigning burilish nugtasi deb ataladi (111-chizma).

3-teorema. Egri chizig y = f(x) tenglama bilan berilzan bo Isin.
Agar f"(a) = 0 bo'lsa yoki f"(x) mavjud bo‘Imasa va x = a nugtadan
o'tishda f"(x) ning ishorasi o‘zgarsa, egri chizigning abssissasi x = a

bo'lgan nugtasi burilish nugtasi bo 'ladi. y
3
y
| :
Burilish ]
~ nugtasi
A1 | ] : 2 [+ o 4\ 2
! r ! | !
| : I | |
! 41 —
‘a 6 [ X y: ‘g_x!
111-chizma. 112-chizma.
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. i =
¥-3
Y= o* 0
i R U
] X ;

I13-chizma. 1 14-chizma,

6.4.6. ASIMPTOTY 4 p

Ko‘pincha y = f(x) egri chizigning sp.v1:..: o o e
keladi. Buning uchun esa o*zgaruvchi ““q}l??l;:sli :;ghgisihg::i_m en
bir vaqtda cheksiz o‘sganda tegishli f”“kSi\'anjn‘ s y"h ordanaas)
tekshirishga to‘g'ri keladi. "CTNg 0'Zgansh xarakterini

Ta’rif. Agar egri chizigning nuqtasi chekg -
Ito'g'ri chizigdan masofasi & nolga inxng,%ﬁfﬁgfﬂndﬁi“‘g‘% biron
asimptotasi deyiladi. Asimptota grekeha «ggyp o go?g'dc Ricging
bo'lib, bizningcha «ustma-ust tushmovch;, S0zidan olingan

Vertikal (ordinatalar o‘giga paralle]) ,:lzf.; :‘; i"n‘]’r':’t :;'Iadi-_ e
biridan farq gilamiz. arni bir-

Agar xl_'.rﬂnf (x) = m .yokx ,l.'..T.uf (x’l:““-yoki lim S(xX)= bo'lsa. u
l(;le))]ﬂdl?i(i— @ g chizi y =) ot thizigning vertikal asimptotasi
Demak, vertikal asimptotani topish
uchun abssissaning shunday x=a AY
givmatlarini topish kerakki, x shu sonlarga
yaginlashganda y = f(x) funksiva
cheksizlikka intilsin. Bu holda x=a
to'g'ni chiziq berilgan egri chizigning

vertikal asimptotasi bo'ladi.

Misol. y= I’_‘ egri chizigx = 3 2|
vertikal asimptotaga ega, chunki x - 3
bo‘lganda y = = bo'ladi (114-chizma).

1135-chizma.
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Og‘ma asimptotalar

Og‘ma asimptota tenglamasi y = kx + b bo‘lsin, k va b sonlarni
aniqlaymiz. MP — M nuqtadan asimptotagacha bo‘lgan masofa,
IiI‘P MP =0, Ox o‘qqa og'ish burchagi ¢ bo‘lsa, NMP uchburchak-

dan: MN = OSso . Burchak ¢ 0o° zgarmas( ga teng bo‘lmagan), shu-
ning uchun lim MM = 0 {(115-chizma).

NM =(OM ~ON)=|y -y |=| f{x - (kx + b)) |;
lim [f(x)—kx-b]=

nmx[f“‘) k -E] = 0.
X-3+toa X X

Birinchi ko‘paytuvchi x cheksizlikka intiladi, shuning uchun ushbu
tenglik bajarilishi kerak: lim [fix) k- g] =0; b o'zgarmas bo‘lgan

holda lim 2 = 0. T

I—)m

Demak, lim [fixJ :I 0, k= lim FALN

X—steo X X

O¢z-0‘zini tekshirish uchun savollar

1. Kesmada o'suvchi va kamayuvchi funksiya ta'rifini izohlab bering.

2. Funksiyaning o‘suvchi va kamayuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarlilik
shartlarini ishotlab bering.

3. Funksivaning ckstremum nuqtalarini, funksiyaning ekstremal giymatlarini
ta’riflang.

4. Ekstremumning zaruriy va yetarlilik shartlarini ishotlang.

5. y=/f(x) funksiya grafigining gavariglik va botiglik ta'rifini hamda burilish
nuqtalarini ta’riflab bering,

6. y=f(x) funksiva grafigining qavariglik va botiqlik intervallari va burilish
nuqtalari ganday topiladi?

7. Vertikal va og'ma asimptotalarning mavjudlik sharti qanday va ular qanday
topiladi?

8. Funksiyani umumiy tekshirish va grafigini yasash sxemasint bayon qiling.

4 B

TR :
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6.5. FUNKSIYANING DIFFERENSIALL
TEYLOR FORMULASI. TENGLAMA ILDIZLARINI
TAQRIBIY HISOBLASH

6.5.1. FUNKSIYANING DIFFERENSIALI

Avtaylik. y = f(x) funksiva |a: b] kesmada differensiallanuvchi
bo'lsin. Shu funksivaning |a: b] kesmaga tegishli biror x nugtasidagi
hosilasi ‘l‘im_l :\‘ = f(x) bo'lsin, Ax—> 0 da nisbat ma’lum songa

Ax—# e
intiladi. Bundan ko‘rinadiki. Ay - 0 da nisbat /" (x) hosiladan cheksiz
kichik migdorga farg giladi. va'ni :)‘ = f'(x)+«; ikkala tomonini
Ax ga ko'paytirsak, "
Ay = f(x)Ax + aAx, (1)

Bunda, /' (x)Ax ko*paytma Ax ga nisbatan birinchi tartibli cheksiz
kichik migdor, & - Ax ko*pavtma Ax ga nisbatan vuqori tartibli chek-
siz kichik migdor, chunki
= lime=0.

Ax—0 AX Ax—0

Demak. Ay orttirma ikki gismdan iborat. Birinchisi — bosh gismi:
[ /7(x) # 0] f'(x) - Ax ko'paytma funksiyaning differensiali deyiladi
va u dy bilan belgilanadi:

dy = ' (xX)Ax. {2)

Bundan fovdalanib, vuqgoridagi (1) ifodani quyidagicha vozish
mumKkin:

Ay = dy + aAx. (3)

Funksivaning orttirmasi funksiya differensialidan Ax ga nisbatan
yugqori tartibli cheksiz kichik migdorga farq giladi.

Agar f'(x) # 0 bo'lsa, u holda & - Ax ko*pavtma Ay ga nisbatan
ham yuqori tartibli cheksiz kichik migdordir.

(44 - I

. Ay : aAx :
lim =1+ lim —; =l+lim ==
Ax—0 v Ax—0 f(x)Ax ax—0 f(x)

(4)

Shuning uchun taqgribiy hisoblarda Ay = dy deb olinadi.
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« |
T, —p—
M =

X+8X

H6-chizma.

I-misol. y = x’ funksiyaning dy differensiali va Ay orttirmasini:

1) x va Ax giymatlarda; 2) x = 10, Ax = 0,1 giymatlarda toping:

Yechish. 1) Ay = (x+ Ax)’ - X' = 3x’Ax + 3x(Ax)* + (Ax)’,

dy = (x*)'Ax = 3x’Ax;

2) agarx = 10, Ax = 0,1 bo'lsa,

Ay=3+100-0,1 +3-10-(0,1)*+ (0,1)’ = 30,301,

dy=3-10°-0,1 = 30.

Ay ni dy ga almashtirganda natija 0,301 ga teng. Hosilaga tegishli
teoremalar va formulalar differensiallar uchun ham o°z kuchini
saglaydi.

Misol y=cig’x, dy=-2cigx —_-'2. dx,
sm- x

Differensialning geometrik ma’nosi

y = f(x) funksiya va unga mos egri chizigni qaraylik. Egri
chizigning ixtivoriy M(x; y) nuqtasini olib, unga shu nuqtada urin-
ma o°tkazaylik, urinmaning Ox o°qining musbat yo*nalishi bilan hosil
gilgan burchagini « bilan belgilaymiz. x ga Ax orttirma beramiz, u
holdaAy = f(x + Ax) — f(x) bo‘ladi. 116-chizmada Ay = BA; Anuqta
esa: A(x+ Ax; f{x + Ax)) voki A(x+ Ax; v+ Ay); AMBA dan:
AB= MBtga, tga = f'(x); MB= Ax, BA = f'(x)Ax bo‘lganidan,
differensial ta’rifiga asosan dy = f'(x)Ax. Shunday qilib, BA = dy.
Bundan ko‘rinadiki, f(x) funksiyaning x va Ax ning berilgan
givmatlariga mos keluvchi differensiali y = f(x) egri chizigga x
nugtada o‘tkazilgan urinmaning ordinatasi orttirmasiga teng ekan.
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6.5.2. FUNKSIYANING DIFFERENSIALINI TAQRIBIY
HISOBLASHLARGA TATBIQI

Oldingi mavzudagi (3). (4) formulalarga asosan taqribiy
hisoblashlarda

flx+ Ax) = f(x) = f"(x)Ax (3)
tenglikdan foydalaniladi. (5) formulani quyidagicha yozamiz:
Six+ Ax) = f(x) + [ (x)Ax. (6)

I-misol. 4,325 ni hisoblang.
Yechish. (6) formuladan foydalanamiz:

J4.325~4 + j:ﬁ 1(4,325-4) =2+ %72 =2 40,081 =2,081.

2-misol. cos 48" ni hisoblang.
Yechish. f(x) = cosxbo'lsin, u holda /'(x) = —sin x. (6) for-

mufaga asosan: cos(x+ Ax} =cosx —sinxAx; x = : deb olamiz.

o __ = _ 3.1_
Ax—3—|80 3, ,\+AX-—4+180,
o 3 In E | 3 .. X 2 2 3z
s48° = 24 )z 355~ e Sl = - =0 =
o 605(4 180/ =% Ts0 M T2 T2 im0

=0,7071+0,7071-0,052 =0,7071 + 0,037 =0, 7441.

6.5.3. TEYLOR FORMULASI

Aytaylik, y = f(x) funksiya x = @ nugtani o°z ichiga olgan biror
oraligda (n + 1)-tartibgacha hosilalarga ega bo'lsin. Darajasi n dan
oshmaydigan shu nuqtadagi giymatiga teng bo‘lgan, n-tartibgacha
bo'lgan hosilalarning x = a nuqtadagi qiymatlari f(x) funksiyadan
shu nugtadan olingan mos hosilalar giymatlariga teng bo‘lgan
y= P (x) ko'phadni olaylik, uning x = a nuqtadagi giymati f(x)
funksivaning giymatlariga teng, ya'ni

P(a) = f(a), P (a) = [f'(a), ..., P "(a) = ["(a).

Bu ko‘phadni (x — a)ning darajalari bo‘yicha noma’lum
koeffitsiventli
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PX)=c+clx—a)+cfx=—a)+ .. +tcx—a)y (7)

ko‘phad shaklida iztaymiz. Noma'lum koeffitsiyentlarni yugoridagi
shartlarni ganoatlantiruvchi qilib aniglaymiz:

P(x)=c¢ +2c,(x—a)+3¢,(x - a)?+. +ne{x—a™,
P(x)=21.0,+320(x-a)+...+n(n-Dec(x-a)"?,

(8)
PNxy=..(n=-D..21.c,
= g giymatni go'yamiz:
Pl@=c¢; F@=q; P@=21c¢..| B
................................................................ (9)

P"™a) = n(n-1)(n-2)..2-1-c,
(9) dan ¢, c,, ..., ¢, koeffitsiventlarni topamiz:

0=f@), a=/@, &=7;/@, =m5f7@, O

_ 1 g,y _ |
G =Tl @=1
U holda

P = [@)+ 52 (@) + S0 r(g) +

(10)

(xa} (x-a)"  ~n)
tiag L@ T )

Benlgan J (x) funksiya bilan tuzilgan P (x) ko‘phad giymatlarining
aylrmasml R (x) orqali belgilaymiz:

~ R(x) f (x} — P(x), bu yerdan f(x) = P (x) + R(x) yoki

£ = flay+ 3 fay+ & "’ fra)y+..+
(1)
+% f(a)+ Ry(x).
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I

(11) formula f(x) funksiva uchun 7eylor formulasi nomi bilan
yuritiladi. R (x) Teylor formulasining goldiq hadi deyiladi, u f(x) ni
Tevlor ko'phadi bilan almashtirganimizda ganday xatoga yo'l
go‘vganimizni bildiradi. Qoldig hadning turli xil shakllari bor. Biz
Lagranj shaklini qaraymiz.

Teorema (isbotsiz keltiramiz). Agar fix) funksiva x = a nugtaning
atrofida (n+ I)-tartibgacha hosilalarga ega bo ‘lsa, u holda bu atrofning
har qanday x nugtasi uchun qoldiq had ushbu ko ‘rinishga ega bo ‘ladi:

R(xy= L8 (x— gy,

bu yerda & ning giymati @ va x orasida yotadi.
Buni (11) ga qo'ysak,

f(x)= flay+ 7~ (‘”(x a)+““)(x ay +..+
(12)

”t'

{(n+1) ;e
n + f_ (h) (

(n+1)! ﬂ)

ga ega bo‘lamiz, bunda a <& < x. (12) formula Lagranj shaklidagi
R, goldig hadli Teylor formulasi deb ataladi.
a = 0 bo‘lsa, Makloren formulasiga ega bo‘lamiz:

)= £O)+ 5 7O + 5, FO) 4.+ 5 FO0) + R (),
bunda

n+l)
f‘ ® (x - gy

R(x) = 1

, A€E <K (13)

6.5.4. ASOSIY ELEMENTAR FUNKSIYALAR
UCHUN TEYLOR FORMULALARI

Lagranj shaklidagi goldig hadli Tevlor formulasini asosiy
elementar funksivalar: x*, ¢, In x, sin x va cos x larga tatbiq etamiz.

1) f(x)=e¢* funksiyani Makloren formulasi
bo*vicha voyish

e funksiva barcha x€(—; =) lar uchun barcha tartibli hosilalarga
ega.
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Shu hosilalarning x = 0 nuqtadagi givmatiarini hisoblaymiz:

fx)y=¢, f(0)=1,
f'x)y=e, f(0)=1,
f'x)=¢e. f(0)=1,
_ flm[x} = ¢f, f""(()) - l
flnfl)(x) = ¢ ftmll([)) = 1.

Topilgan givmatlarni (13) formulaga go'yamiz:

2 n +1

x X X In

e =l+x+5+.+—+ -+
2! n!  (n+])!

(14)

2) fix) =sinx funksivani Makloren formulasi
bo‘'yicha voyish.sinx funksiya barcha x&(—=; =) lar uchun
turli tartibli hosilalarga ega. Shu hosilalarning x = 0 nuqtadagi
giymatlarini  hisoblaymiz:

f(x) = sin x,

f(x)=cosx = sin(x+ ;)
S[(x)= COS(X+ ;) = sin (x +212'5),

f‘"'(x)=sin(x+ng);

f(0) =0,
S'(0) =1,
S7(0) =0,
[0y =~1,

SO =sing; f"0(E) =sin [.g(n +1) %) 0 <k< x.

Bundan ko‘rinadiki, tartibi juft bo‘lgan hosilalarning barchasi
x = 0da nolga teng. Topilgan giymatlarni (13) formulaga qo‘vamiz:

3 5 2n-1

iny =y ¥ 4% et X
sinx=x 3 ks 5 +...+(=1) “n_”!-{r- )
2l N : (15)
- s .
+(2n+n! ln(£+ 3 (2n + ))
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Boshqga funksiyalarni ham yugoridagiga o°xshash Makloren
rmulasi bo'vicha yovish mumKin.

6.5.5. TENGLAMALARNING HAQIQIY ILDIZLARINI
TAQRIBIY HISOBLASH

Funksivani tekshirish usullari y = f(x) tenglama ildizlarining
tagribiy giymatlarini topishga imkon beradi.

Agar berilgan tenglama birinchi, ikkinchi, uchinchi, to‘rtinchi
darajali algebraik tenglama bo‘lsa. u tenglama ildizlarini uning
koeffitsiventlari orqali chekli sondagi qo‘shish, avirish, ko'paytirish,
bo'lish va ildiz chigarish amallari yordami bilan ifodalashga imkon
beruvchi formulalar bor. To'rtinchidan yuqgori darajali tenglamalar
uchun bunday formulalar yo'q. Ammo, agar har ganday algebraik
(voki algebraik bo‘Imagan) transsendent tenglamaning koeffitsiventlari
harflar bilan emas, sonlar bilan berilgan bo‘lsa, u holda tenglamaning
ildizlarini istalgan darajada aniglik bilan tagribiy hisoblash mumkin.

Biz bu mavzuda tenglamaning ildizlarini tagribiy hisoblashning
ba’zi usullarini gqaraymiz.

Vatarlar usuli

fix) = 0 tenglama berilgan bo'lib, bu verda y = f(x) funksiva [a;
b] kesmada uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi bo*lsin. Funksiyani
kesma ichida tekshirib, shunday [x,; x,] kesma ajratamizki, bu kesma
ichida funksiyva monoton (o‘suvchi yoki kamayuvchi) va kesma
chetlarida funksiyaning f(x,) va f(x,) giymatlari har xil ishorali bo‘Isin.
Aniglik uchun f(x,) < Ovaf(x) > 0deb 4
olaylik. y = f(x) funksiya [x: x,]
kesmada uzluksiz bo'lgani uchun, uning
grafigi x; x, nuqtalar orasidagi bironta
nuqtada Ox o*qini kesadi.

y=f(x) egri chizigning x, va x,
abssissalariga tegishli chegara

B

nuqtalarini tutashtiruvchi ABvatarning | % L—
Ox o'q bilan kesishgan nugtasining h;:;“‘“l’ ™
abssissasi  ildizning tagribiy giymati 1\ '

bo'ladi (117-chizma). 117-chizma.
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Bu tagribiy giymatni topish uchun berilgan ikkita A(x: f(x))) va
B(x,. f(x,)) nuqgtadan o‘tuvchi AB to'g'ri chizig tenglamasini
yv=-flgq) _ x-x

yozamiz: Tt es : x = abo’lganda, y = 0 bo’lgani uchun
f(x) I
fl\ﬁi f“’[] \?—,"1‘
bundan
_ v _(0-x)/(x)
% =% Slx)=f(x) (16)
yoki

_ X f'[xj)"-fgf(x )
&= ) (17)

lldizning anigroq giymatini topish uchun f(a,)ni aniglaymiz. Agar
f(a)) < 0bolsa, (17) formulani {a; x,| kesmaga qo*llanib, shu usulni
takroriaymlz agar f(a,) > 0 bo’ lsa shu formulani [x: a,] kesmaga
go‘llaymiz. Bu usulni b1r necha marta takrorlab, lldIZmng anigroq
a,; a, va h. k. giymatlarini topamiz.

Misol f(x) = x’ — 6x + 2 = 0 tenglamaning ildizlarini toping.

Y echish. Dastlab menotonlik oraliglarini topamiz.

fix)=3x"-6; x<-J2 bo‘lganida hosila musbat,
~yJ2 < x < +y/2 oraligda manfiy va x > ¥2 bo‘lganida yana musbat.

Shunday qilib, funksiya uchta monotonlik oralig’iga ega. Hisoblash
qulay bo‘lishi uchun monotonlik oralig‘ini kichraytiramiz.

Buning uchun f(x) ifodaga x ning istalgan givmatlarini go'yib
har bir monotonlik oralig'ida chegara nuqtalarida funksiya har xil
ishorali bo‘ladigan kichikroq kesmalar ajratamiz:

=0 fO)=2
x; =1 f)=-

x] - —3 f(_3) = —?
X,==2  f(-2)=6

x=2 fQ)=-2
x =3 fQ=1



Shunday qilib, ildizlar tubandagi intervallarda bo‘ladi: (-3; —2),
(0; 1), (2: 3).
(0; 1) intervaldagi tagribiy giymatni topamiz:
6 =0-032. % 04

= =

Endi £(0.4) = 0,4’ = 6+0.4 + 2 = —0,336; £(0) =2 bo‘lgani
uchun ildiz 0 hﬂanll4 oraligda: @, =0- "2 =§ =0,4: &=

3.9
(0.4-0)-2 - =2
. U"-0336-2 - 7136 =0.342 va h. k.

Boshga intervallardagi tagribiy giymatlar ham shunday topiladi.
Urinmalar usuli ( Nyuton usuli)

Bu usulda f(x) <0, f(x,) >0 va [x: x,] kesmada birinchi
hosilaning ishorasi o‘zgarmaydi, deb faraz qilamur Bu holda (x,: x,)
intervalda tenglama bitta ildizga ega bo'ladi.

Endi yana |x; x,] kesmada ikkinchi hosilaning ishorasi
o‘zgarmaydi, deb faraz gilamiz. Bunga ildizni o'z ichiga olgan interval
uzunligini kamaytirish yo‘li bilan erishish mumkin. [x; x,] kesmada
ikkinchi hosila ishorasining o*zgarmasligi [x,: x,] oraliq fagat qavariq
yo fagat botiq ekanini ko‘rsatadi. Egri chizigga B nugtada urinma
o‘tkazamiz. Urinmaning Ox 0'qi bilan kesishgan nuqtasi @, ildizning
taqribiy giymati bo‘ladi. Shu abssissaning giymatini topish uchun
B nuqtada urinma tenglamasini vozamiz:

y=J(x) =f'(x)(x - x)
y = 0 bo‘lganda x = 4, bo'lishini e’tiborga olib,

G =X - f(-'l':_}

2 f’{xz} ( 18)

118-chizma.
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deb yozamiz. So‘ngra bu nugtadan urinma o‘tkazamiz. Shu yo'sinda
ildizning anigrog qiymatini topamiz. Bu usulni bir necha marta takrorlab,
ildizning istalgan aniglikdagi tagribiy givmatini topamiz (118-chizma).

Yoyning gaysi chegara nugtasida f(x) funksiya ishorasi bilan uning
ikkinchi hosilasining ishorasi bir xil bo'lsa, o'sha nuqtada urinma
o‘tkazamiz.

Misol. x*— 6x + 2 = 0 tenglamaning (0: 1) intervaldagi ildizi-
ni hisoblash uchun (18) formulani go'llaymiz:

f0)=0; fO)=03x"-6),,=-6 [f(x)=6x=0;

g =0-2 =3=0,333.

Birlashtirilgan usul

Vatarlar usuli bilan urinmalar usulini [x;: x,] kesmada bir vaqtc}a
qo‘llanib, izlangan « ildizning ikki tomonida yotgan a, va a

nuqtalarni topamiz.
So‘ngra [a; a] kesmada yana vatarlar va urinmalar usulini

qo‘llaymiz. Natijada ildizning giymatiga yanada yaqinroq ikkita: a,
va a; sonlarni topamiz.

Topilgan tagribiy giymatlar orasidagi ayirma talab etilgan aniglik
darajasidan kichik bo‘lguncha shu ishni davom ettiramiz.

Yugoridagi misolda o*rniga qo‘yish bilan £(0,333)>0, £(0,342) < 0
ekaniga ishonch hosil gilishimiz mumkin. Demak, ildizning giyvmati
topilgan tagribiy giymatlar orasida bo‘ladi: 0,333 < x < 0.342.

O*z-o'zini tekshirish uchun savollar

Funksiva differensiali deb nimaga avtiladi?

Funksiyaning differensiali uning hosilasi orqali ganday ifodalanadi?
Funksiya differensialining geometrik ma’nosi nimadan iborat?

Qanday funksiyalar uchun differensial avnan orttirmaga teng bo‘ladi?

e, sinx, cosx, In(l + x) funksiyalarning Makloren ko'phadi (qatori)
ko‘rinishidagi taqribiy yoyilmalarini yozing.

Funksiyalarning berilgan aniglikdagi taqribiy giymatlarini hisoblash uchun
Makloren formulasidan ganday foydalaniladi?

7. Tenglama ildizlarini tagribiy hisoblashning vatarlar usulini tushuntirib bering.
8. Tenglama ildizlarini tagribiy hisoblashning urinmalar usulini tushuntirib
bering.

S

=
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7-bob. ANIQMAS INTEGRAL

7.1. ANIQMAS INTEGRAL VA UNING XOSSALARI
7.1.1. BOSHLANG*ICH FUNKSIYA TUSHUNCHASI

Biz F(x) funksiya berilganda uning hosilasini voki differensiali
Six)=F’(x) ni topishni ko'rdik.

Endi esa teskari masalani qaraymiz. flx) funksiva berilgan: shunday
Fx) funksiyani topish kerakki, uning hosilasi fix) ga teng bo'lsin,
va'ni F'(x) = f(x) bo'lsin.

1-ta’rif. Agar |a: 5] kesmada aniglangan f{x) funksiya uchun bu
kesmaning barcha nuqtalarida F'(x)=f{x) tenglik bajarilsa, F{x) funk-
siya shu kesmada filx) funksiyaga nisbatan boshlang ‘ich funksiya deb
ataladi.

Misol fix)=x' funksiyaga nisbatan boshlang'ich funksivani to-
ping. Boshlang®ich funksiya ta’rifiga asosan, le}=-‘-'i: boshlang‘ich
funksiya ekani kelib chigadi, chunki (%) -x'.

Agar flx) funksiva uchun boshlang‘ich funksiva mavjud bo'lsa, u
boshlang‘ich yagona bo‘lmasligini ko'rish oson:

4

4 4
F(x):'{‘r +6: F{x):ﬂ--+7. umuman F{x}:ffi +C.

Agar F (x) va F(x) funksiyalar fix) funksivaning [a: b] kesmada
boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsa, ular orasidagi ayirma o*zgarmas songa
teng bo'ladi. Agar berilgan flx) funksiva uchun ganday bo‘lmasin
birgina Fx) boshlang'ich funksiya topilgan bo‘lsa, Hx) funksiya uchun
har ganday boshlang'ich funksiva F{x)+ C ko‘rinishga ega bo‘ladi.

7.1.2. ANIQMAS INTEGRAL VA UNING XOSSALARI
2-ta’rif. Agar Flx) funksiya biror kesmada Ax) funksiya uchun
boshlang'ich bo'lsa, Fix)+ Cifoda Hx) funksiyadan olingan anigmas
integral deb ataladi va ushbu _[f (x)dx ko‘rinishda belgilanadi, Ta’-
rifga ko‘ra F'(x)=/(x) bo'lsa, J'fl-\'ﬁfi\": Fix)+C.
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Bunda Ax) funksiya inregral ostidagi funksiva, fix)dx — integral
ostidagi ifoda, | belgi — integral belgisi deb ataladi.

Shunday qilib, anigmas integral y= Hx}+ C funksiyalar to‘plamidan
iborat. Geometrik nugtayi nazaridan qaraganda, anigmas integral egri
chiziglar to‘plamidan (oilasidan) iborat bo'lib, uiarning har biri egri
chiziglardan bittasinti o‘z-0°ziga parallel holda yuqoriga yoki pastga,
ya’nt Oy o°q bo'ylab siljitish yo'li bilan hosil bo*ladi. Har ganday f{x)
funksiva uchun ham boshlang'ich funksiya mavjud bo‘laveradimi?
Tekshirishlar har qanday funksiya uchun ham boshlang'ich funksiya
maviud bo‘lavermasligini ko' rsatadi. Agar fix) funksiva [a; &] kesmada
uzluksiz bo'lsa, bu funksiya uchun boshlang'ich funksiya mavjud
bo‘ladi. Berilgan Ax) funksiya bo‘yicha uning boshlang'ich funksiya-
sini topish fx} funksivani inregrallash deyiladi.

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega:

1. Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funkswaga teng,
va’'ni F'{x)=Ax) bo'lsa, u holda

([ FCodx) = (Fx)+ €Y = £,

2. Anigmas integralning differensiali integral ostldag:ifodagatem
d([ f(x)dx)= f(x)dbx. i
3. Biror funk51ya differensialining anigmas integrali s.hu funlmya
bilan ixtiyoriy o‘zgarmas sonning yig'indisiga teng:
de(x) = Fx)+C.
4. Biror funksiyaning hosilasidan olingan aniqmas integral shn
funksiya bilan ixtiyoriy o‘zgarmasning yig'indisiga teng, ya’'ni
IF'(x)dx = F(x)+C.

5. Chekli sondagi funksiyalar algebraik vig'indisining anigmas integrali,
shu funksiyalar anigmas integrallarining algebraik yig'indisiga teng.

J[f] () + () dx = jf, (x)dx +J.f2(x)dx.

Hagigatan ham, bu tenglikning chap va o'ng tomonlarlm
hosilalarini topsak:

([0 + Aa]dx) = £x)+ [0,
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Uf,(x:dr+]f{ndx Uf,(.\ld.x Uf(\)dx) L)+ £1(x)

ga ega bo'lamiz. Demak, tenglikning chap va o‘ng tomonlarining
hosilalari o"zaro teng, va'ni chap tomondan turgan har ganday
boshlang‘ich funksivaning hosilasi o'ng tomonda turgan har ganday
funksiyaning hosilasiga teng.

6. O'zgarmas ko'paytuvchini integral belgisi ostidan chigarish
mumkin, ya'ni a=const bo‘lsa, jaf(.tidr:ajf{.r)dx.

Buni isbotlash uchun ham ikki tomondan hosila olamiz:
(J.af(x}dx)‘ = af (x). (ajf(.\:)dx)' - a(jf(x)dx)! = af (x).

Anigmas integrallarni hisoblaganda quyidagi qoidalarni nazar-
da tutish foydali:

1. Agar If{x}dx:F(xHC bo‘lsa, ‘ff(ﬂndx:éﬂm‘HC:
(]‘f{ax)dx)’ = f(ax),

( F(ax)) (F(axn_.‘F(ax;a F'tax) = f(ax).

2. Agar jf(x)dxzf‘(x)+c bo‘lsa. If{x+b)dt=F(x+b)+C.
3. Agar [ f(x)dx = F(x)+C bo'lsa, | f(ax+b)dx=iF(ax+b)+C.
Misollar:

1) j{Sx‘ —3cosx +4Jx)dx =IS.\"dX - I3cosxd:c +I4J;dx =

La
3smx+4[——+C X3 =3sinx+2 x&i-C
2

4

2 | f:-s:%:n(z“snc; 3) [sin8xdx =~ cos8x +C;

4) [cos(3x -5)dx = ;sin{3x—5)+C.
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7.1.3. ASOSIY ELEMENTAR FUNKSIYALARNING
ANIQMAS INTEGRALLARI JADVALI

Anigmas integralning ta'rifi, xossalari, shuningdek differensial-
lashning asosiy formulalaridan foydalanib, eng sodda elementar
funksivalarning integrallan jadvalini tuzamiz:

1) [dx=x+C; 1) I‘:’;Iz—ctg,x-t-C:
1
2) jx"dr:il- +Cla=-1)12) jlg,tfir=—lntcosxl+C:
dx _ 1, o e i
3) jr _—x+(,. 13) ICIngx-lnIsmxHC.
4) j“fi‘;=2~/§+(‘: 14) I]ﬁ! =arctgx+C;
5) [ =in(x)+C: 15) | &ggmiarcng; +C;
- a~ ‘ de | |a+x .
6) Ja (ix: ina+C' 16) Iaz—x! = Zalﬂ s +(v-
7) Je*dx:e‘+C' l?)_[ & _ _ arcsinx +C;
’ yl-x’

8j jsinxdxz—cosx+€; 183 jﬁzamsinf+&

9) Jcosxdxzsinx+C; 19) J-J—f—:f =In |x+\hr2 iazi +C.
X" xa

10) [-& =1gx+C.

cos® x

Yuqoridagi formulalarning to‘g‘riligi differensiallash yo‘li bilan
isbotlanadi.

7.2. INTEGRALLASH USULLARI

7.2.1. O*ZGARUVCHILARNI ALMASHTIRISH USULI BILAN YOKI
O*RNIGA QO*YISH USULI BILAN INTEGRALLASH

_[f{x)dr ni hisoblash talab qilinsin. Ayrim hollarda x
o‘zgaruvchini vangi o'zgaruvchiga almashtirish yordamida, ya'ni
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x=(1) deb olib, integral ostidagi ifodani soddalashtirish mumkin,

dx=¢'(x)d1, _[ftx}dx = Jflgol!}go'(r)d.'.
Integrallashdan so‘ng 7 o'rniga uning x orqali ifodasi qo‘viladi.

(Jfx)dx), = f(x).
O'ng tomonini x bo‘yicha murakkab funksiya kabi differensiallay-
miz. f oralig argumerit, ‘j: =@'(1), teskari funksiya differensialiga asosan:
dr _ 1
dx @'y’
’ . ’ " dr
(] flone’ @) = ([ fleme'ndr): 5 =

=fl<p{rnfp’mw'—,-, = flo(h)] = f(x).

Integrallashda o‘zgaruvchini almashtirish ba’zan x=¢(1) ko‘ri-
nishda emas, balki r=y(x) ko‘rinishda qulayroq bo‘ladi.
‘(x)dx
wix)
almashtirish bajaramiz:

Agar integral J’\!' ko‘rinishda bo‘lsa, quyidagi ko‘rinishda

p(x) =& p'(x)dx = dt,
windx _rdt _ o0 = -
| L Injr|+C =In|y(x)| +C.

I
Misol. _[ I erdx integralni hisoblang.
2
Yechish. x=! deb olamiz. U holda dx=—ydr.
!

[t -e'(- }!1 ]m=—je'dr '+ C =t +C.

7.2.2. BO'LAKLAB INTEGRALLASH

Ko‘paytmaning differensiali formulasiga ko'ra:
d(uv) = udv+vdu, tenglikning ikkala tomonini integrallaymiz:
uv=[udv+ [vdu, bu yerdan:
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_[ud p= uv—j vdu.

Bu formula bo flaklab integrallash formulasi deb ataladi,
Misol I.x‘cosxdx integralni hisoblang.

Yechish. u=x; du=dx; dv=cosx dx; v=sinx;
j.\'cc-s xdx=Xxsinx - jsin xdx=xsinx+cosx+C.

jx“ sin axdx, Jx* cosaxdx, Ix"e"“dx. Ix" Inxdx kabi va teskari

trigonometrik funksiyalar ishtirok gilgan ba'zi integrallar bo‘laklab
integrallash yordami bilan hisoblanadi.
Misol jarctg.xdx integralni hisoblang:

u=arctgx; du= l-fi:t-r: dv=dx; v=x;
+X~

jarclgxdx = xarctgx —J'I-." s dx = xaretgx — %1,1 |1+ x2 |+C.
+X~

7.3. INTEGRALLARNING BA’ZI BIR TIPLARI

7.3.1. SODDA RATSIONAL KASRLARNI INTEGRALLASH

Ta'’rif. Quyidagi ko‘rinishdagi ratsional kasrlarni eng sodda

ratsional kasrlar deyiladi.
i &,
X-a

i =% .+ bu yerda n>1.
(x-a)

| i A
XTH+px+q
Bx+C
IV. T PSP bu yerda s > 0.

Bunda A, B, C, a, p, ¢ lar o‘zgarmas haqiqiy sonlar, n —
natural son, x> + px + ¢ — kvadrat uchhad (diskriminanti D>0).
I, 11 ko'rinishdagi sodda kasrlarni integrallash juda oson.
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fg I-"—dx Aln|x-a|+C.

1 j 4--.dx=AI(x—a)’”dx Ao o A___+C

(x-a)" -n+| (l-nmyx-a)""

Bx+C : : ; S m
- M1 ;2:;—“; sodda ratsional kasrning anigmas integralini hisoblash

‘uchun kasrning maxrajida turgan x>+ px+¢g kvadrat uchhadni ikkita
“had kvadratlarining yig‘indisi ko'rinishida yozamiz:

x? +p1|r+¢;r=(-.vc:l +%)2+q—%3=(x+-§)z+k’.

(#-0-7)

Bx+C 4y ko‘rinishda bo‘ladi. Endi

Im holda [P—_dx j[ s
: X +*

o‘zgaruvchini almashtiramiz: x + g =¢, bundan dx=dt, x=1- g

Natijada |y Bx+C _I Be+C e
i

_JB{B tlcdr = r,j dr= BJ‘:—I*'(C gﬂ)f;zf'—af

-1 vle- gt -1

_gl:n(: +k2)+(c *’P) arctg ! +C =2 Bin(x® + px+q)+

e-) e e
o



V. Bx o — sodda ratsional kasrning integralini hisoblashda
U: +px+q)

kasrning maxrajidagi x*+ px+ ¢ kvadrat uchhadni I11 holdagidek yozib,
keyinchalik o‘zgaruvchini x+ 2 =¢ ko‘rinishda almashtiramiz:

S

(x*+px+q)° (P +k%y
[.ﬂ ok

¥ -T2y "

(C_ 2 )-[u 2+k2)

Ikkinchi integralni /, bilan belgilaymiz: /, =I -

+kYy
Maxrajning ildizlari farazga ko‘ra kompleks sonlar: q~ - > 0.

So'nggi integralni tubandagicha almashtiramiz:

J' dr r-r-dr_;_!J' d(?+ &%) 1 J' .

1
(P+k%y (k) Pekiy T

’u2+k2)’ T2k

Bo‘laklab integrallaymiz va tubandagini hosil gilamiz:

[o=[ 4 I(r 24k ] _[ 1 2
A (r (kY Y (!'+k2 (i +k )’1 il U!+k2)’

Bu ifodani yuqoridagi tenglikka qo‘yamiz:

J‘ I LI P _j____fff___.. -
t?+k ¥ K (r2+k Y 23| ey k)
S pgr— _]. — -+ _25__3 _df —
s+ 2 -0 (kT
o'ng tomonda / turidagi integral bor, lekin integral ostidagi funksiya
maxrajining daraja ko'rsatkichi uning daraja ko‘rsatkichidan bitta birlik
past (s—1); I ni /_, orqali ifodaladik. Shu yo'l bilan davom qilib, ma’lum

I = J - oy arclgk +C ga yetib boramiz.
So‘ngra 7 va k larni o‘rniga ularning giymatlarini qo‘yib, natijani
olamiz.
214



Misol J(xmzdx mtcgralm hisoblang.
{2x+2}+( 1-1)
j"—z—r“dx =
X +2x+3)

(x +2x+3) {
1 2x+2 dx 1 1 dx
= | adx -2 =—Z -2 .
2 (Tt -[(,\:2+2x+3)2 2 x242x43 J-(;!+2x+3?

Oxirgi integralga x+ | =¢ almashtirishni qo‘llaymiZ'

J‘ dx _ J‘ _ .[ (r +2) 12
(x2+2x+3)% [[x+1]2+2] 't +2] 2 e

| r 1 £
- dt.
"2 -[(r +2} G2 I(rz+2)z

Qxirgi integralni qaraymiZ'

W?2) _ 1 |
(r +2) -[ (t +2) 2J’ 242

-1 i +1 o ___ ! +—I—arctgr
2702 2)P3a T gy B2 T3

x+1 1 x+1 x+1
Demak, sz+2x+3)z Tamtg J2 5[ 2(x2+2x+3} ﬁm\f—]

v

Oxirgi natija:
x~1 x-1 1 x+l1
dx =— ———arct +C'
I(x2+2x+3)2 4(x2 1 2x+3) QJ_ e N

" 7.3.2. RATSIONAL FUNKSTYALARNI INTEGRALLASH

Har ganday ratsional funksiyani ratsional kasr sifatida, ya’ni
ikki ko‘phadning nisbati ko‘rinishida ifodalash mumkin:

Byx"+Bx™ '+ +B
R(xy=n®) - By m
()= 0n(x)  Apx"+Ax" V4 44,

Agar m>n bo‘lsa, kasr to*g‘ri kasr, aks holda noto‘g‘ri kasr deyiladi.

Agar kasr noto‘g‘ri bo'lsa, suratni maxrajga bo‘lib (ko‘phadni
ko‘phadga bo‘lish qoidasiga ko'ra) beriigan kasrni ko‘phad bilan
biror to‘gri kasrning yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin.
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P ‘U—M{t} Fltl

Q,(x) Qy(x
x-3 . . . ; .
I-misol T noto'g‘ri kasr berilgan bo‘lsin. Suratni maxraj-
ga bo'lib, quyldaglga ega bo‘lamiz:
\:‘4._"_.3 3 " ‘-l{)t
F =X +3-
X +3x+] C+3x+2

Ko*phadlarni integrallash hech ganday giyinchilik tug‘dirmagani
uchun, ratsional kasrlarni integrallashdagi asosiy qiyinchilik to*g'ri
ratsional kasrlarni integrallashdan iborat.

Endi ratsional kasrlarni eng sodda ratsional kasrlarga ajratishni
P x)
Q,(x)
(x—a)', (x*+ px + ¢)™ ko'rinishdagi chizigli va kvadrat ko‘pay-
tuvchilarga ajralsin. (x—a)* ko‘rinishdagi ko‘paytuvchi & karrali
ildizga, (¥* + px + @)" ko'rinishdagi ko*paytuvchi s-kompleks-go‘shma
ildizga mos Kelsin, ya'ni

garaymiz. to*g'ri ratsional kasrni garaylik. Bu kasrning maxraji

Q. (X)=a(x—a )’ (x—a,)’...(x=x,)" - (X + px + q)"X
X(xF + px+ @)™ + px+ g)m... (*)

Teorema. Har ganday Ouix "“ ratsional kasrni Q (x) maxraji (*)

Jormula ko'rinishdagi ko pay.'uvch:!arga ajratilgan bo'lsa, uni I, 11,
I, 1V ko 'rinishida ifodalash mumkin.
Bunda: 1) (“) formulaning (x—«) ko‘rinishdagi ko*paytuvchisiga

I turdagi bitta x—- kasr mos keladi;

2) (*) formulaning (x—a)* ko'rinishdagi ko'paytuvchisiga I va 11

A:" bt A -
(x—at)

turdagi k& ta kasr mos keladi: _A £+
X~ax) (x—a)

3) (*) formulaning Ajpt ko‘rinishdagi ko'paytuvchisiga 111

. . Ax+ B
turdagi kasr mos keladi: = e q'
4) (*) formulaning (r‘ + px + @)™ ko'rinishdagi ko'paytuvchisiga
I11 va IV turdagi m ta kasr mos keladi:
~ Ax+B, " A;I*‘Bv & A,,,HB
(x2+px+q:"' (x +px+ql" J X’ +px+q
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To'g'ri ratsional kasrlarni oddiy kasrlar vig'indisi ifodasidagi A,
B. ... koeffitsiyentlarni aniglashning turli xil usullari bor.
Buni misollarda tushuntiramiz.

alni hisoblang.
I-misol. J'L“““T integraini hisoblang

Buning uchun 7 to‘g*ri kasrni A va B noma’lum koefit-

(x+hix+7

5 ; ; SR : 1 A B
sientli oddiy kasrlar ko'rinishida yozamiz: 707" o1 T e’
' 3 :
bundan 1=(A4 + B)x + (74 + B) ga ega bo‘lamiz. A va B koeffit-
siyentlarni topamiz:

A+B=0, . . ] 1 .

74 + B -1 Sistemani yechamiz va A= 5 B=- ; £acga bo'lamiz,

demak.
dx de _ 1 1 + = Vol x4 4
(x+1)x+T) t+l J 61n|x+l[ Binlx 7|+C 6“ y J C.
. 300 -5x+l g
3-misol PP T PR integralni hisoblang.

Yechish. To'g'ri kasmni sodda kasrlar yig‘indisi ko‘rinishida
yozamiz:
3x’-5x+l A B (% D
e = —+ i
(x-22(x427  x-2 (x-2)  x+2  (x42)

Maxrajlardan qutulsak:
IX—5x+ 1=A(x + 2)(x=2) + B(x+ 2)’+ C(x -
=2 (x+ 2) + D(x=2)°.
Noma’lum koeffitsiyentlarni topish uchun tenglamalar sistema-
sini tuzamiz:
x=2da 15=168,
x==2da —-13=16D,
x*dal3=A4C,
x’da0=24+B-2C+D.
Bu sistemani yechib koeﬂitsiyentlami topamiz:
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15 223 13
3x%-5x+1 8 16 —
S dX = + dx =
(x-22(x+2) J -2 x—2) (x~2) (x=2)

4T i 23 15 _ 7
=g nlx=2|=Finlx+2{+qrms -

7.3.3. IRRATSIONAL FUNKSIYALARNING INTEGRALLARI

[rratsional funksiyadan olingan integral hamma vaqt ham ele-
mentar funksivalar orqali ifodalanavermaydi. Irratsional funksiya-
larmi integraliashda o'zgaruvchilarni almashtirish yordamida uiarni
ratsional funksiyalarni integrallashga keltiramiz.

Quyidagi ko‘rinishda integrallarni qaraylik:

1) jR(x,J;,...{‘/;’—)dx;
2) JR(x,\}ax2+bx+c)dx.

Dastlab birinchi integralni qaraylik:

jR( ,Jx.,..4x* }dx, bunda, R — oz argumenttariga nisbatan

ratsional funksiya bo‘lib, x./x... J_’ miqdorlar orasida ratsional
amallar bajarilishini ko‘rsatadi. Bunda x=r7 ko‘rinishdagi almashti-

rish bajaramiz. pé—, -i» kasrlarning umumiy maxraji x=¢7 bo'lsa,
dz =pt*~\dt bo'ladi.

Misollar keltiramiz.

I-misol. JJ_ J_ integralni hisoblang.

Yechish. x ning ko‘rsatkichlari ; bo‘lgam uchun, bu

kasrlarning umumiy maxraji 6 ga teng. Shumng uchun x=¢*¢almash-
tirish bajaramiz.

U holda x =¢*; ¥x =¢*; dx = 61%t bo‘ladi. U holda:

5
61' d! df

-[v'x+,<‘r1x £t 1+1‘

Integral ostidagi kasr noto‘g‘ri kasr bo‘lgani uchun uni

3 _
KENPT P i ko‘rinishga keltiramiz. Demak,
1+¢ 1+¢
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i
6jlf¢fdfth.(12—f+l—].vl-.r)dl=’f"-312+61_6ln“+r|+cz

=2Jx -3x +6Yx -6 |1+ ¥x |+C.

/2% gy integralni hisoblang.

2-misol J'
(2-x)* ¥ 2+x

Y echish. Integral ostidagi ifoda xva 3 Ef?‘. ga nisbhatan ratsional

+X

funksiva. Shuning uchun 27 =;* almashtirish bajaramiz. Bundan:

‘!+r
=28 3 2
PO 0 TRV 1 i)
1+1 1+¢ tl+r |
Demak,
2 =x 2(I+t }rl"»'r
.. - *-_dx=
-[Q—:n2 2+x 166°(141%)
_3(di__ 3, o2 3sf(2ex)
TP T 4;3+C 4 [2—:) +C.

2. J.'v?(x.\f.:tx2 +bx+¢)dx ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda

Eyler o‘rniga qo‘yishlaridan foydalaniladi. Eyler almashtirishlari
tubandagicha:

a) agar @>0 bo'lsa, Jax? + bx + ¢ =1 —Jax:

b) agar ¢>0 bo‘lsa, Jax? + bx+c = x1 +c;

d) agar b*— 4ac > 0 bo'lsa, mz{x—mr. bu yerda
a :ax’ + bx + ¢ tenglamaning bitta ildizi.

Misol ‘[lﬁ: integralni hisoblang.

Ye¢chish. Maxrajdagi ildiz ostidagi x*+ 3x — 4 uchhadni

ko‘paytuvchilarga ajratamiz: x*+ 3x — 4=(x+ 4)(x — 1). Eylerning
d) o'rniga go‘yishidan fovdalanamiz:

\fx3+3x_4:(x+4)f; X4+ 3x —4=(x+ 4%
(x—= D(x+4) =(x+4)F, x—1=(x+4).
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x= 0 gy ) m: Jdi Y o= greorur 1B [r_l+4r 4],: S

1-+ (1 - 1-1
ll)ul : ) di l+1 VX+ J4+4/ X~

dr = =i +C=In +C.
J,;t +3x-4 (-5t (e -7 Jx+4 *Jx

7.3.4. BA'ZI BIR TRANSSENDENT FUNKSIYALARNING INTEGRALLARI

Anigmas integralning tatbiglarida trigonometrik funksiyalardan
olingan integrallarni hisoblashga to'g'ri keladi. Shunday integrallarni
ko‘rib o‘tamiz:

1) JR(sinx, cosx)dx ko‘rinishdagi integral bo‘lsa, uni 7 =Ig5;
almashtirish vordamida R(sinx, cosx) funksiya r ning ratsional funk-
siyasiga keltiriladi;

2) J R(sin’x, cos’x)dx ko‘rinishda bo‘lsa, ya'ni sin x va cos x funk-
siyalari o'zining juft ko'rsatkichlari bilan qatnashsa, 1 = tgx almash-
tirish yordamida 7 ning ratsional funksivyasiga keltiriladi;

3) fR(sin™x,cos"x)dx ko‘rinishda bo‘lsa, m va n ko‘rsatkichlardan
bittasi toq bo‘lsa, 7= cosx voki 7= sinx almashtirish yordamida ¢
ning ratsional funksiyasiga keltiriladi. Bir necha misollar keltiramiz:

I-misol: IL?:]“ integralni hisoblang.

Yechish. r-lg o‘rniga qo‘yishdan foydalanamiz: sinx ni
almashtiramiz:

2X « 32X
cos sin” -
. B 2 - - I—r _ 2dr
sinx= —S%—-%t= dx =25,
cos,;*-smzx T o 2arctgt; 1+
Demak.
1 di dr |
o | I I, | Zy=2| —dt =
jS«-]sll‘H 3= 1+ St_l+f _:ii_hl r'i 1 J a2
l r 1412

J““, -arclg LsC.

2-misol. J'Jl+x"dx integralni hisoblang.
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Yechish. x=tgsr o'rniga go'yishdan fovdalanamiz, u holda

2 = A

v+ x32 HJl+lgr == d"—cmﬁr'

J’ h +x2dx = dr :I COSI gy .«!sm.f

cos’ f cos' 1 {1-sin’ l')'

-y 7 (1-y))1+p)
Integrai ostidagi ---,-I 5 funksivani sodda kasrlarga ajrata-
=y ul+y)y
: 1 A B C D

R ———— R S
miz: g a2 i agr iy A, B, C, D koeffit

l.e=1. p= ba'ladi
E'C_4' 0_4 bo'ladi. Demak,

J’JH—de d«" J!l d) - l Il+y

(1-y)? -y 4 tl@l“ 4

siventlarni hisoblasak, A4 =:11-; 8=

) =i 4ln(l ¥)+ In(1+y)+C'-

I+y

P S {7
=¥

Ta-y) A+y) 4 s

y o‘zgaruvchidan x o‘zgaruvchiga qaytamiz:

___Jl+tgr—Jr +1, sint=Jl-cos’t =X,

cos? x*+1
(1+sin 1)’
i +Sin i
n I+5?"'|= B =2 nflasing =2]n|x+\fx2+l|
1-sint I-sin” 1 i

“

Oxirgi natija: _[J1+xdx ix? +l+llnlx+Jr + |+C

T dx ; s
3-misol. Im integralni hisoblang.

Yechish. Buintegralni hisoblashda x=a sin r almashtirish ba-
jaramiz, u holda dx=gcostdr. Demak,
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j _J' a cos 1dt J‘ucusufr b
Jl )y J(a ~a’sin’ 1)} dcos’t @ J cos’t

=lgrvc=LE0 yeo ) Sl _40=t K +C.
¢ @ cosi a 1-sin’ 1 a Jat-x*

7.3.5. ANIQMAS INTEGRALLARI ELEMENTAR FUNKSIYALAR

BILAN IFODALANMAYDIGAN FUNKSIYALAR

Biz oldingi mavzularning birida intervalda uzluksiz bo‘lgan har
ganday flx) funksiya bu intervalda boshlang‘ich funksivaga ega bolishini,
va'ni F'(x)=/(x) tenglikni ganoatlantiruvchi funksiya mavjud ekanligini
aytgandik. Ammo, har ganday boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo‘lgan
integrallar ham, elementar funksiyalar bilan chekli ko‘rinishda
ifodalanavermaydi. Bunga tubandagi integrallar misol bo‘ladi:

R e ol i

il =

il

[e dx, [SN% gy, [ <052 gy, [J1—x7sin® xdx, |2 ;
X x Inx
_[sin (xz)dx:J'\Jl + X dx.

O¢z-o‘zini tekshirish uchun savollar

Boshlang'ich funksiva deb nimaga aytiladi?

Berilgan funksivaning anigmas integrali deb nimaga aytiladi?

Anigmas integralning xossalarini aytib bering.

Anigmas integralni bo'laklab integrallash formulasini keltirib chiqaring.
Anigmas integralda o'zgaruvchini almashtirish usuli nimadan iborat?

1 va 11 turdagi sodda ratsional kasrlar ganday integrallanadi? Misollar keltiring.
111 turdagi ratsional kasrlar ganday integrallanadi?

IV turdagi ratsional kasrlar ganday integrallanadi? Misollar keltiring.
Ratsional kasrni eng sodda kasrlarga ajratib integrallash usulini izohlang.

JR(J:. - yx—’)r.it ko'rinishdagi integrallarni topish usulini izohlang.
Misollar keltiring.

IR(-‘I. vax? + bx + ¢)dx ko‘rinishdagi integrallarni topish usullarini
izohlang. Misollar keltining.

JR{sin x, cos x)dx ko'rinishdagi integrallarni topish usulini ko'rsating.
Misollar keltiring.
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8-bob. ANIQ INTEGRAL

8.1. ANIQ INTEGRAL VA UNING XOSSALARI

Aniq integral matematik tahlil (analiz)ning asosiy tushunchala-
ridan biri bo‘lib, matematika, fizika, mexanika va boshqa fanlarda
tekshirishning eng kuchli quroli hisoblanadi.

Egri chiziglar bilan chegaralangan yuzlarni, egri chiziq yoylari
uzunliklarini, hajmlarni, ishlarni, tezliklarni, yo'llarni, inersiva
momentlarini va hokazolarni hisoblash ishlarining hammasi aniq
integralni hisoblashga keltiriladi.

8.1.1. ANIQ INTEGRAL TUSHUNCHASIGA
OLIB KELUVCHI MASALA

[a; b] kesmada y = f(x) uzluksiz funksiya berilgan bo‘lsin (119-
chizma). Berilgan y = f(x) funksiya grafigi, abssissalar o*qi, x = a va
x = b vertikal to’g‘ri chiziglar bilan chegaralangan aABb tekis figura
egri chizigli trapessiva deviladi. Shu egri chizigli trapetsiva yuzini
topamiz. Buning uchun y = f(x) funksivaning kesmadagi eng katta
va eng kichik givmatlarini mos ravishda M va m bilan belgilaymiz.
[a: b] kesmani x, =a+ _b_:’ i.i=0,1, .., n nuqtalar bilan n ta

y| "
r
] ! |
| | ! |
A E SEAREEE
| | I
N IR ) i
! |
IREE 1B
: Ll i 1 i J_ - x
2 xza X X % X, “ X X x‘.t

119-chizma.
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kesmachalarga ajratamiz bunda x, < x, < x,< ... < x,deb hisoblaymiz
vax, —x,=Ax, ..., x,—x = Ax(,, X ~ X = Ax deb faraz gilamiz,
so‘ngra f(x) funkSIyamng eng le]‘llk va cng katta giymatlarini

[x,; x,1 kesmada m, va M, bilan,

[x,: x,] kesmada m, va M2 bilan,

[x, ;x| kesmada m, va M, bilan belgilaymiz. .

Endi quyidagi yig‘indilarni tuzamiz:

'S, = mAX, + mAx,+... + mAx_= Zm&x

=l LT T B

’ En MIMI+M3M1+'"+MHM,,= EM,-:Q\X‘-.
i=1

Bu yig‘indilar integral yig‘indilar deyilib, mos ravishda ichki va
tashqi chizilgan zinasimon shaklni siniq chiziq bilan chegaralangan
vuziga teng bo‘ladi. Bundan esa 5,<5,.5 <3, tengsizlik o‘rinli
bo*ladi. Agar {a; 4] kesmalarni yana ham kichiklashtirib bo‘laklarga
ajratsak, # yetarli darajada katta bo‘lgandas, vas, lar bir-biridan
kam farqg qiladi va egri chizigli trapetsivaning yuzini aniglaydi.

Ta’rif. Aytaylik, y = f(x} x€[a; b] manfiy bo‘lmagan, uzluksiz
funksiya bo'lsin. Bu holda, agar{s,! vals,} ketma-ketliklar limitlari
mavjud bo‘lib, bir-biriga teng bo'lsa, limitning giymati egri chizigli
trapetsivaning yuzi deyiladi.

8.1.2. INTEGRAL YIG'INDI. ANIQ INTEGRALNING TA’RIFI

Endi [x,; x 1. [x; xL, ..., [x,_; x,] kesmalarning har birida bittadan
nugta olamiz. Bu nugqtalarni &, 51, ..., &, bilan belgilaymiz. Bu
nuqtalaming har birida f(§)), f &), ., /() qiymatlami hisoblaymiz

va S, = J(&)JAx, + J(§)Ax%, +. +f(§ JAX, = Zf(é' JAX; yigtindini
tuzamiz.

Bu yig‘indi [a; 5] kesmada f(x) funksiyaning integral yig ‘indisi deb
ataladi. [x,_; x| kesmaga tegishli bo‘lgan har qanday &, nuqta uchun
m < f(§,)= M, va barcha Ax, > 0 bo‘lganda, mAx, < f(£,)Ax; <
< M,Ax, demak, Y mAx, <3 f(£)Ax, <Y MAx,  yoki

i=1 i=1 i=1

Sp S Sy S8,
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Bundan ko‘rinadiki, yuzi s, ga teng bo’lgan shakl ichki va tashqi
chizilgan sinig chizig orasida yotuvchi sinig chizig bilan
chegaralangan, degan ma’noni beradi. s, yig'indining giymati |a; b]
kesmani |x_: x| kesmalarga ajratish usuliga hamda hosil gilingan
kesmani ichida & nuqtalarni tanlab olishga bog'lig. Endi max[x_;
x| bilan kesmalarni eng uzunini belgilaymiz va max|x_,: x] nolga

1
=

intiladigan holni qaraymiz. Har bir ajratish uchun £, ning mos
giymatini tanlab, s, = if{.;‘, JAx, integral yig'indini tuzamiz.

n->w intilganda maxAx~0 bo‘ladigan ketma-ketlikni garaymiz
va u biror limitga ega bo'lsin: m}_i.ﬁ?_‘o—"n m!lg_ﬂfz]f(s;mﬂf = 5.

I-ta’rif. Agar [a; b] kesma maxAx—0 shartni ganoatlantiradigan
har ganday bo‘laklarga ajratilganda va [x_,; x] kesmada &, ni istalgancha

tanlab olganda s, = i S(&,)Ax, integral yig'indi birgina limitga intilsa,
bu limit [a: b] ke%m:l;(.lid Jf(x) funksivaning aniq integrali deb ataladi va
If(\’)fi’f bilan belgilanadi. Shunday qrhb ta'rifga ko'ra:

Jim fog, JAX; = j f(x)dx,

a son integralning quyi chegarasi, b son esa integralning yuqori
chegarasi deyiladi. [a; b] — integrallash kesmasi, x esa integrallash
o ‘zgaruvchisi deyiladi.
2-ta’rif. Agar f(x) funksiya uchun yuqoridagi limit mavjud bo‘lsa,
u holda funksiya |a; b] kesmada integrallanuvchi funksiya deyiladi.
Agar integral ostidagi y = f(x) funksivaning grafigini chizsak,

]
f(x) = O bo’lgan holda If{x)dx integralning son giymati y = f(x)
a
egri chiziq, x = a, x = b to'g'ri chiziglar hamda Ox o'qi bilan che-
garalangan egri chizigli trapetsiva yuziga teng.
8.1.3. INTEGRALNING MAVJUDLIGI HAQIDAGI TEOREMA

Teorema. (Teoremani isbotsiz keltiramiz.) Agar fix) funksiva
[a; b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda bu funksiva shu kesmada
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integrallanuvchidir. Uziluvchan funksivalar orasida integrallanuvchi
funksivalar va integrallanmovchi funksivalar ham bo‘lishi mumkin.
Eslatma. 1) aniq integral fagat f(x) funksivaning turiga va
integralning chegarasiga bog'liq, ammo har ganday harf bilan
belgilanishi mumkin bo'lgan integrallash o*zgaruvchisiga bog‘liq emas:

& b b
Jfdx=[f(nydi =...= [ f(2)dz.

b
2) j f(x)dx aniq integral tushunchasini berishda a < b deb faraz

qildik. Agar b < a bo'lsa, ta'rifga ko'ra:

b a 0 6
[fxydx =-[ f(x)dx, yani [x'dx=-[x'dx.
a b ]

0

3) agar a = bbo'lsa, ta'riflarga ko‘ra, har ganday funksiya uchun
tubandagi tenglik o‘rinli bo'ladi:

]"f(x)dx =0.

8.1.4. ANIQ INTEGRALNING ASOSIY XOSSALARI
y=f(x) fEnksiya |a; b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lsin.
U holda j f(x)dx mavjud va quyidagi xossalar o'rinli.

1-x 0 ssa. O'zgarmas ko'paytuvchini aniq integral belgisi tashqa-
risiga chigarish mumkin, agar C = const bo‘lsa, u holda

b b
JCrxydx =C| f(x)dx.
Isbot.

]
ij(x)ctr lim ZCf(E )Ax; =

max Ax; 0 1

=C _lim Zf(& JAX, —cj S (x)dx.

max Ax; )
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2-xo0ssa. Bir necha funksivalar algebraik yig'indisining aniq
integrali qo‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig“indisiga teng:

o b b
I[fdx) + fr(x))dx = Jﬁ(x)dx +J'f1(x)dx.
Isbot. Xossani ikkita go‘shiluvchi bo‘lgan hol uchun isbotlay-
miz.

(1A + £(0ldx = 1im Z[fl(E )+ fo(E))Ax, =

max Ax; —0

max Ax—0

= lim [Zf.tc,m+zf(§ )Ax]

= lim Zf(E)M+ lim Zf(E)bx‘-‘

max Ax 071 max Ax; —0

& b
= [fix)dx + [ fy(x)dx.

Qo'shiluvchilar soni har gancha bo‘lganda ham shunday isbot
gilinadi.

3-xossa (bu xossa a = b bo'lgandagina bajariladi). Agar {a; b}
(a < b) kesmada f(x) :a p(x) ﬁ;nksiyalar f(x) = p(x) shartni

ganoatlantirsa, u holda [ f(x)dx < [p(x)dx o'rinli.

Isbot. Tubandagi avirmani qaraymiz:
b & &
Jo(x)dx - [ fCodx = [lp(x) - F(0dx =
= gim SlelE) - FE)IAx,
max Ax; 075

bunda: o(£,) - f(§,)=20, Ax, =0, demak, butun vig‘indi manfiy
emas va uning limiti ham manfiy emas, ya'ni

L) b b
Jle(x)= f(x)]dx =0 yoki  [p(x)dx - [ f(x)dx=0.
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Xossa isbot qilindi.
4-xossa. Agar M va m sonlar f(x) funksiyaning |a: b] kesma-
dagi eng katta va eng Kichik giymatlari bo'lib, @ = b bo’lsa, u holda

b
mth—a) < jf(x)dx < M(b—-a) ho'ladi.

Isbot. Teoremaning shartiga ko‘ra: m < f(x) < M:

b b b h
3-xossaga ko‘ra: _[md.r-sjf{x)dxﬂj Mdx, bundujma‘x.

b
jde ning giymatlari mos ravishda dex m(b—a) va J.de =

a

=M(b-a) ga leng.

Agar f(x) = 0 bo'lsa. u holda bu xossani geometrik usulda tasvir-
lasak, egri chizigli a4 Bb trapetsiyaning yuzi. aA B b va aA,B,b1o'g'ri
to‘rtburchaklar orasida yotadi (120-chizma).

5-x0ssa (o'rta giymat hagida teorema). Agar f(x) funksiya [a:
b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu kesmada shunday bir ¢ nugta

b
topiladiki, bu nugta uchun J'f{x)rir =(h-a)f(c) tenglik o'rinlidir.

Isbot. Aniglik uchun @ < b bo’lgan holni qaraymiz. Agar m va
M ldl'f(‘() ning |a: b] kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlari

bo* im u holda oldingi xossaga ko'ra m=< jf(x}dx <M. bundan
J'f(r}da =u, bundamesu = M f(x} uzlukam funksiva bo‘lgani

u(.hun m va M orasidagi hamma oralig givmatlarni gabul qiladi.

71

120-chizma.
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Demak. biror ¢ (@ < ¢ < b) givmatda u = f(c) bo'ladi, ya'ni
)
J’f(.r)d.r = fle)b—a).

6-x 0 ssa. Agar quyidagi uchta integralning har biri mavjud bo‘lsa,
u holda har ganday uchta a, b, ¢ son uchun

j:f(x)dx =j'f( X )dx +j f(x)dx

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

5. YUQORI CHEGARASI O*ZGARUVCHI
BO*LGAN ANIQ INTEGRAL

b
j f(x)dx aniq integralning quyi chegarasi a o’zgarmas. yuqori
a

chegarasi b o lbdrll\l.hl bo‘lsin. U holda integral yuqori chegarasi-

ning funksivasi bo‘ladi: jf(r)dr ko‘rinishdagi integralni hosil gilamiz.
a

a o'zgarmas son bo'lganda bu integral yugori x chegarasining funk-

sivasi bo‘ladi. Bu funksivani ¢ (x) bilan belgilaymiz:

¢(x)=]f(1)dr. (1)

a

Agar f(1) = 0 bo'lsa, u holda ¢(x) funksivaning son giymati egri
chizigli aAXx trapetsivaning yuziga teng (121-chizma).

Bu yuz x o‘zgarishi bilan o‘zgarib boradi. (1) aniq integraldan
yugori chegaraga nisbatan hosila olamiz.

vl v ®R X
h e —hch
N

2] 2 X § Aabx X

21-chizma.

229



1-teorema. Agar f(x) funksiva [a; b] kesmada uzluksiz va ¢(x) =
= _[ f(ydt bo'lsa, u holda ¢'(x) = fix) tenglik o'rinli bo ladi.

Boshqacha ayiganda, aniq integraldan yuqori chegarasi bo‘vicha
olingan hosila integral ostidagi funksivaga teng bo'lib, unda integrallash
o'‘zgaruvchisi o‘rniga yuqori chegaraning givmati go ‘yiladi.

Isbot. x argumentga musbat yoki manfiy orttirma beramiz, u
holda

x+Ax x+Ax

P(x + Ax) = jf(r)dt —jf(r)dt + _[f(r)dr

¢(x) funksivaning orttirmasi:
X+Ax

Ap=p(x +Ax) - p(x) = jfmdu J [t - jf(r)d:

X+Ax
ya'ni Ap= j S ().

Oxirgi integralga o'rta giymat hagidagi teoremani tatbiq etamiz:
Ap = f(E)(x + Ax — x) = f(§)Ax,

bunda & ning giymati x bilan x + Ax orasida yotadi.

Ap _ ﬂE)Ax
& . L0, rpy.

Demak, fﬂ(x] = jln} e

& - x bo‘lgani uchun bu holda li%ﬂg) = ljzr:f(&)» lekin f(x) funk-
siva uzluksiz bo‘lgani uchun:

lim/ (&) = /().

= lim f(§), ammo Ax - 0 bo‘lganda
Ax—0

Shunday qilib, ¢'(x) = f(x), teorema isbotlandi.
Teorema geometrik jihatdan quyidagini ifodalaydi:

Ap = f(§)Ax

orttirma bir asosi Ax bo‘lgan egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng
bo'lib, ¢'(x) = f(x) hosila x kesmaning uzunligiga teng (121-chizma).
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Izoh. Isbot etilgan teoremadan xususiy holda har ganday uzluksiz
funksiya boshlang'ich funksivaga ega, degan natija kelib chigadi.

Nyuton— Leybnits formulasi

2-teorema. Agar f(x) funksiva |a; b] kesmada uzluksiz va F(x)
uzluksiz f (x) funksivaning biror boshiang ‘ich funksiyasi bo ‘lsa, u holda

b
. [ f(x)dx = F(b) - F(a)

Jormula o ‘rinlidir. Bu formula Nyuton— Leybnits formulasi deyiladi.
Isbot. Flx) funksiva f(x) funksiyaning biror boshlang‘ich

funksivasi bo'lsin, 1-teoremaga muvofi qj f(r)dr funksiya ham f(x)

f
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo ladi. Ammo, berilgan
funksiyaning har qanday 2ta boshlang‘ich funksiyasi bir-biridan
o‘zgarmas C* qo'shiluvchi bilan farq giladi:

b

jf(r)dr = F(x)+C*.
| a
i O‘zgarmas C* ni aniglash uchun x = a deb olamiz.

f f()dt=F(a)+C;, 0=F(a)+C, C'=-F(a), demak, [ f(r)dr =

= F(x) - F(a); x = b deb olsak, Nyuton—Leybnits formulasi hosil
bo‘ladi:

&
b b
If(l)d! = F(b) - F(a); t ni x bilan almashtirsak, If(x)dx -
= F(b)- F(a):
. b
[ fx)dx = F(x) = Fb) - Fla).

Integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ma'lum
bo‘lsa, u holda Nyuton—Leybnits formulasi aniq integralni hisoblash
uchun juda qulaydir.
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8.2. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

8.2.1. ANIQ INTEGRALDA O*ZGARUYCHINI ALMASHTIRISH

Aniq integralni hisoblashda ham, anigmas integralni
hisoblashdagidek, o‘rniga go‘yish usuli yoki o*zgaruvchini almashti-
rish usulidan keng foydalaniladi.

Teorema. f(x) funksiva [a; b] kesmada berilgan va uzluksiz

b
bo'lsin. _[f{x)dx integralni hisoblash talab gilinsin. x = p(t)
o ‘zgaruvchini kiritamiz. ¢ (1) funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) ¢(1) funksiya [a; B] kesmada aniglangan va uzluksiz;
2) pla) =a; p(B)=b;

3) (1) funksiva |a; B] kesmada uzluksiz ¢'(1) hosilaga ega. U
holda

b a
[ fdx = [ fpO)p'(1)dt (1

bo ‘ladi.
Isbot. Agar F(x) funksiva f(x) funksivaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘lsa. quyidagi tenglikni yozish mumkin:

[ flx)dx = F(x)+C. )
[ Flelp')dt = Fp()]+C. (3)

Keyingi tenglikning tog'riligi uning ikki tomonini ¢ bo‘yicha
differensiallash bilan tekshiriladi. Nyuton— Leybnits formulasiga ko'ra:

3 b
[ f(x)dx = F(x) = F(b) - F(a).

Bunga asosan:
g
3) = | et = F[p(0)] g B

= Flp(B)] - Flp(a)] = F(b) - F(a)
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' ekani kelib chigadi. Keyvingi ifodalarning o' ng tomonlari teng bo'lgani
uchun chap tomonlari ham teng. Aniq integralni birinchi formula
bilan hisoblagandan kevin eski o'zgaruvchiga o'tish zarurivati yo'q.

Misol jdrl - x*dx integralni hisoblang.

~ Yechish. O'zgaruvchini almashtiramiz: x = rsin 1, dx = rcostdr,
integrallashning yangi chegaralarini topamiz: x = 0 bo’lganda, 1 = 0;
x = rbo‘lganda, r = 7. Demak,

2
.
] Y 7 3 & .l
J'\!r‘ ~x’dx = | NrP =r’sin® tr costdt =
1]

L S——

3 _ x .
3t ;1 2|, sin2t|l5 _ ar
—r£(2+2c052r)dr—r [2+ - ]é- “ue

8.2.2. BO‘'LAKLAB INTEGRALLASH

Avtavlik, # = u(x) va v = v(x) funksivalar [a¢; b] kesmada
aniglangan, uzluksiz #'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U

holda [u(x)v(x)] = u'(x)v(x) + u(x)'(x) bo‘ladi.
Bu yerda: w(x)v(x) funksiyau'(x)v(x)+u(x)v’(x) funksiyaning

boshlang‘ich funksivasi. Nyuton—Leybnits formulasiga asosan, bu
aynivatning ikkala tomonini ¢ dan b gacha chegaralarda

b b ]
integrallaymiz: _[(uv)‘dx =I u'vdx + Jun‘dx, hundaj'(uv)’dx = uv+C

b b
bo'lgani sababli, [ (uv)dx = uvl o'rinti.

p b b b 5 b
Demak, wv :Jvda+judr.- voki Iudv= u, —J'vdu.
a ]
@ a a

a

Oxirgi tenglik aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasi
deyiladi.

1
Misol. _[xe"‘dx integralni hisoblang.
0
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Yechish. Belgilashlar kiritamiz: « = x; dv = e *dx, u holda
du = dx; v = —¢*. Bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra:
e-2

ixe‘xdx = —xe™* Ll] + :!e"dx =gl — e :] =-2¢+1= —.

8.3. ANIQ INTEGRALLARNI TAQRIBIY HISOBLASH

Barcha funksivalar uchun ham ularning boshlang‘ich funksiyasi
chekli elementar funksiyalardan iborat bo‘lavermaydi. Bunday
funksiyalarning anigq integrallarini Nyuton— Leybnits formulasini tatbiq
gilib hisoblab bo‘lmaydi. Shuning uchun tagribiy hisoblash usullaridan
foydalaniladi. Bu usullar aniq integralning integral yig'indi limiti ekanligi
ta’rifiga va aniq integralning geometrik ma’nosiga asoslanadi.

8.3.1. TOG*‘RI TO‘RTBURCHAKLAR FORMULASI

b
y = f(x) funksiva [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Jf(x)dx aniq

=3 e
x,= b nuqtalar bilan uzunligi Ax bo‘lgan n ta bo‘laklarga ajratamiz.
So‘ngra f(x} funksiyaning x,, x,, ..., x, nuqtalardagi giymatlarini y,,
Yis s Yoy ¥, Orgali belgilaymiz, ya’ni y, = f(¢); ¥, = f(x)); -3 ¥, = f(x,).
Ushbu yig‘indilarni tuzamiz:

integralni hisoblash talab qilinadi. [4; b] kesmani a = Xps Xpy s X

n-1

ST Y AX A MAX a4 Y, Ax =Y Y AX;
=0

VAX+ 9 Ax+ . +y,Ax =3 yAx.
i=1

Bu vig‘indilarning har biri f{x) uchun [a; 5] kesmada integral
yig‘indi. Shuning uchun taqriban integraini ifoda etadi.

b n-1 S
If(X)dx~.é;£(yo+y,+...+yn_])=b%azy‘_. (1)
a i=0 .

"

b
[roax=200 4+ vp) =22y (@)

H i
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Bular ro‘g'ri to‘rtburchaklar { Iofen)

yrmulasidir.

(1) formula <ichki» to'g'ri
y'riburchaklardan tuzilgan zinapoya-
n shakl yuzini: j
(2) formula <«tashqi» to'g'ri |
‘rtburchaklardan tuzilgan zinapoya-
on shakl vuzini ifodalaydi. Bunda
gancha katta bo'lsa, gilingan xato 122-chizma.
ncha kichik bo‘ladi (122-chizma).

8.3.2. TRAPETSIYALAR FORMULASI

Agar berilgan y = f(x) egri chizigni to’g'ri to rtburchaklar formulasida
bo‘lganidek, zinapoyasimon chiziq bilan almashtirmasdan, balki ichki
chizilgan siniq chizig bilan almashtirsak, u holda aniq integralning ancha
anigroqg givmati chigadi. Bu holda egri chizigli a4Bb trapetsiyaning
yuzi yuqoridan AA;: AA,; ...; A Bvatarlar bilan chegaralangan to‘g'ri
chizigli trapetsiyalar yuzlarining vig'indisiga teng bo‘ladi.

Ammo, bu trapetsivalardan birinchisining yuzi: —’l;ﬂ Ax,

ikkinchisining yuzi: %}3 Ax va hokazo, shuning uchun
b 1, »
: j‘f(x)dxw(z‘l;y‘-mc+i‘a}y—3Ax+...+’L'!:‘-2f—Ji'-Ax) yoki

b
h_ i ] + »
J0de= 220004 gy sy, by,

- bu esa wrapersiyalar formulasidir. n soni y

ixtiyoriy taniab olinadi. Bu son gancha
. katta bo‘lsa, va'ni szb_;_‘l gadam
gancha kichik bo‘lsa, taqribiy

~ tenglikning o'ng tomonida yozilgan

vig‘indi shuncha Kkatta aniglik bilan
integral qiymatini beradi (123-chizma). 123-chizma.
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8.3.3. PARABOLALAR FORMULASI (SIMPSON FORMULASI)

|a: b] kesmani juft sonda n = 2m

Y= Aripyec bo'laklarga ajratamiz. |x; x|, [x;: x|

kesmalarga mos va berilgan y = f(x) egn

chizig bilan chegaralangan egri chizigli

trapetsiyaning yuzini M(x; y,). M (x .

¥). M.(x,. y,) uchta nugtadan o‘tuvchi

va 0'qi Oy o‘qga parallel bo'lgan

ikkinchi darajali parabola bilan chega-

x ralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzi

bilan almashtiramiz. Bunday egri

124-chizma. chizigli trapetsiyani parabolik trapetsiya

deb ataymiz. O'qi Oy o'qqa parallel

bo'lgan parabolaning tenglamasi y = A¥ + Bx + CKko'rinishda bo‘ladi.

A, B, C koefTitsiyentlar parabolaning uchta nuqta orqali o‘tishi shar-

tidan aniglanadi. Shunga o‘xshash parabolalarni kesmalarning boshqa

juftlari uchun ham yasaymiz. Shunday yasalgan parabolik trapetsiyalar

yuzlarining vig'indisi integralning tagribiy giymatini beradi. Dastlab
bitta parabolik trapetsiya yuzini hisoblaymiz (124-chizma).

Lemma. Agar egri chizigli rrapetsiva y = A’ + Bx + C parabola, Ox

0'q va oralig'i 2h ga teng bo‘lgan ikkita ordinata bilan chegaralangan

bo‘lsa, u holda uning yuzi S = g (v, + 4y, + ¥,) ga teng bo'ladi. Bunda y,

va y, chetdagi ordinatalar, y , esa egri chizigning kesma o ‘rtasidagi ordinatasi.
Isbot. Yordamchi koordinatalar sistemasini shaklda

ko'rsatilganidek joylashtiramiz. Parabolaning y= Ax* + Bx + C

tenglamasidagi koeffitsiventlar quyidagi tenglamalardan topiladi:

Agar x, =—h bo'lsa, u holda y, = Ah’=Bh+C,
Agar x;, =0  bo'lsa, u holda y, =C, (*)
Agar x, =h bo'lsa, u holda y, = Ak’ + Bh+C.

A, B, C koeffitsiyentlar ma’lum deb hisoblab, parabolik
trapetsiyaning yuzini aniq integral yordami bilan hisoblaymiz:
h

-h

" 2AR +60).

ey

h 3 2
3= j(Ax’ + Bx + C)dx =["L; + B; +Cx]
“h



:fodadan y,+4y, +y,=24h+ 6C kelib chiqadi,

U‘ +4y, + y,). Lemmadan foydalanib, quyidagi teng-
i yoza olamiz:

X1

| =t + 4y + ),

a=xy
¢ Ax
[ fOdx =5y + 4y + y0),

............................

,n,“-_—b

[ fO0dx =55 (ar + Aoy + Y2u)-

X2

Chap va o'ng tomonlarni go‘shib, chapda izlanayotgan integral-
ni, o‘'ngda esa uning taqgribiy givmatini hosil gilamiz:

b
j‘.)"(-‘ll’)ﬂ'«‘fﬁ"’;r o +49, +2)) +e. 2V 3 +4Y 20y +V2) YOKI
a

b
J£OOdx =11y + Yo + 20 + 94+t Yap2) +

+4(y, + 3+ V)

Bu Simpson formulasidir. Bu yerda bo‘linish nuqtalarining soni
m ixtiyoriy, lekin bu son gancha katta bo‘lsa, integral yig‘indining
‘giymati shuncha aniq bo‘ladi.

8.3.4. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH
FORMULALARIDA QILINGAN XATOLAR

(b-a)

To'g'ri to'rtburchaklar formulasining absolut xatosi M, -
dan katta emas, M, — f'(x) ning {a; b} kesmadagi eng kana q;yman.

Trapetsiyalar formulasining absolut xatosi M, - wl'z "’ dan katta
J!
emas, M, ~ [ f"(x)] ning [a; b] kesmadagi eng kaua giymati.
Simpson formulasining absolut xatosi M, - %‘;—’4 dan katta emas,

= [ /™(x)] ning [a: b] kesmadagi eng katta giymati.
Misol. [ integralni taqribiy hisoblang.
H
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Y e ¢ hish. Avval berilgan integralning aniq givmatini Nyuton-
Leybnits formulasi bo'vicha hisoblaymiz.

3

2 )
jdx =Inx (= In2-Inl=1In2=0,69315. [1; 2] kesmani 10 ta
X
]
teng bo*lakka bolib, bu nugtalarda funksiva givmatlarini hisoblaymiz.
Tubandagi jadvalni tuzamiz:

i { 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10
- HL R Ll 1,2 1.3 14 1.5 1.0 id 1.8 1.9 20
v 11.000010,9091 |0,83333[0.76920.7 143000,6667 |0.6250| 0.5882 | 0.5556 |(0.5263]0.5000

a) to'g'ri to'rtburchaklar formulasi bo'yicha:

n=10, Ax= 5 =1, 1.

(1) formulaga ko‘ra:

]“: =~ 0,1(yy + ¥, + .4 ¥, 1) = 0,1-7,18723 = 0,71877;
|

(2) formulaga ko‘ra:

2
j‘f ~ 0,10y, + ¥y +.b 3,) = 0,1-6,68773 = 0,668773.
|

Hosil gilingan natijaning xatosini hisoblaymiz. f(x)z-’];
funksiyadan hosila olamiz: f/(x) = — -

[1: 2] kesmada | f'(x) = 1|. Shuning uchun M, = 1. Demak, hosil

e _— . My(h-a)?
gilingan natijaning xatosi ](4;}- = -4'-110 = 0,025;
b) trapetsiyalar formulasi bo‘vicha:
[4 =~ 0,1("] +6.18773) = 0,69377,
i - -
Hosil gilingan natija xatosini hisoblaymiz. Buning uchun /"(x) ni
topamiz. [1; 2] kesmada | /"(x)| < 2. Demak, M, = 2.
Shuning uchun olingan natijaning xatosi:

Myb-ay _ 2 | _
2R 12100 goo < 002
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d) Simpson formulasi bo‘yicha:

de__ 0.1
! |

X 3

[Vo+ Yo+ 200, + Yyt Vet V5) + 40+ Y3+ Y5+ )+ ¥o)l=
=01 (1,542-2,72818 + 4-3,45955) = 0,693146.

Hosil gilingan natija xatosini hisoblaymiz. Buning uchun f™(x)
ni hisoblaymiz.

2

=k foeds Mw=%
X x pr.

[1; 2] kesmada | f™(x) | = 24. Demak, M,= 24 .
Shuning uchun hosil gilingan natijaning xatosi
Mi(b-ay = 24

= oo = 0,000008

kattalikdan ortmaydi.

Aniq va taqribiy, ya'ni 0,69315 va 0,693146 natijalar orasidagi
absolut xato 0,000004 ga teng. Bu olingan xatolik bahosidan kichikdir.
Yugoridagi hisoblashlar Simpson formulasi boshqa formulalarga
garaganda ancha aniq ekanligini ko*rsatadi.

O*z-0‘zini tekshirish uchun savollar

1. Anig integralni tagribiy hisoblash uchun to*g'ri to‘rtburchaklar formulasini
yozing. Misol keltiring.

Aniq integralni tagribiy hisoblash uchun trapetsiyalar formulasini yozing.
Misol keltiring,

Aniq integralni tagribiv hisoblash uchun Simpson formulasini yozing. Misol
keltiring.

3% ]

8.4. ANIQ INTEGRALNING GEOMETRIYAGA TATBIQI
8.4.1. TEKIS FIGURA YUZINI HISOBLASH

I. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
vuzlarni hisoblash

Bizga ma’lumki, mushat uzluksiz y = f(x) funksivadan olingan
aniq integral y = f(x) egri chiziq, Ox 0'q, x=avax=hb (a<h)
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to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya yuzini
ifodalaydi:

b : .
§ = [ i (n

b
Agar ja;, b kesmada f(x) < 0 bo‘lsa, u holda _[ S(x)dx aniq

integral ham manfiy bo‘ladi. Absolut giymatga ko‘ra bu integral
tegishhi to'g'ri chizigli trapetsiyaning S yuziga teng:

b
8§ =f flx)dx. 2)

Agar f(x) funksiya [a; B) kesmada ishorasini chekli son marta
o‘zgartirsa, u holda integralni butun [a; b] kesmada qismiy
kesmachalar bo‘yicha integrallar vig‘indisiga ajratamiz. Qayerda
F{0) = 0 bo'lsa, shu kesmada integral musbat, gayerda f{x) < 0 bo'lsa,
shu kesmada integral manfiy bo‘ladi va yuz (1) va (2) formulalarga
ko'ra: . : :

b

CS=flfeiee (3)

Misol 0 = x < 2z bo'lganda y = sin x sinusoida va Ox o‘q bi-
lan chegaralangan  yuzni hisoblang {125-chizma.)

Yechish. 0 < x < 7 bo‘lganda sinx < 0, 7 < x < 27 bo‘lganda
esa sin x < ( bo‘lgani sababli,

S = :T[sinxdx+ = T] sin x | dx, .
0 0 .

2
j sin xdx
Jax

kg
jsinxdx = -CO5X
1]

g =—(cosw-cos) =—I(-1-1) =2,

2z

' 3
j' sin xdx = - cos x
i)

0=~ | cos2n-cos nl= -2.

Demak, S =2+ | -2 | = 4. Agar murakkabroq, va’ni egri chizigli
trapetsivadan murakkabroq tekis figuraning vuzini hisoblash talab
qilinsa, uni bir gancha egri chiziqii trapetsiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
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125-chizma. 126-chizma.

bo‘laklarga ajratamiz. Keyinchalik yuzni ana shu egri chizigli
trapetsiyalar yuzlari yig'indisi ko‘rinishida hisoblaymiz:

¢ d b
S= jf,(x)dx +_[f3(.r)dx + J’j‘,(x)dx. (4)
@ ¢ d

Misol.y=+vx va ¥y = x* egri chiziglar bilan chegaralangan yuzni

hisoblang (126-chizma).
Yechish. Kesishgan nuqgtalarni topamiz. Ular Jx=x x=x

tenglamalardan topiladi;

1 !
x =0; x, =1. Demak, S:jJ;_cdx—Jxldxz;;,
0 0

Endi egri chiziq tenglamalari parametrik
ko‘rinishda berilgan bo‘lsinx=¢(), y=yp(),a<t1<p
- va pla) = a; p(B) = b egri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiya yuzini hisoblaymiz. Yuqoridagi parametrik tenglamalar biror
[a; b] kesmada biror y = f(x) funksivani aniqlaydbi. deb farazbqilamiz.
U holda egri chizigli trapetsivaning vuzi: § = J' f(x)dx = j ydx ga

teng. Bu integralda o‘zgaruvchini almashtiramiz. x = (1) dx < p'(Ndr.

y=/1(x)=flp(n] = yp(1).
Demak,

&
S = [ty (yar. (5)

(5) — tenglamasi parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzini hisoblash formulasidir.
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Misol x = acosr; y = bsin rellips bilan chegaralangan sohaning
vuzini hisoblang.

Yechish. x ning giymati —a dan + a gacha, r ning giymati x
dan 0 gacha o'zgaradi. Demak,

(1] i x
S = zjwsin )(—asin tdr) = -2abjsin3 tde = 2abjsin’rd: =
: 4 a 0

_ T 1-cos 21 B 1 sin2t | _
-Zab{[ . df=20b[2—---4- ]hxab.

2.Qutb koordinatalar sistemasida
egri chiziqli sektorning yuzi

Qutb koordinatalar sistemasida egri
chizig r = f () tenglama bilan berilgan
bo‘lsin. Bu yerda f(¢) funksiya
« < ¢ = f kesmada uzluksiz.

r=f(p) cgri chiziqp=avap=p
radius-vektorlar bilan chegaralangan egri
chizigli OAB sektor yuzini topamiz. |e;
;3] kesmani ¢, —a+ﬂ =i (=0, ), 2

.. n) nugtalar yordamlda la, @1, lp;:

9931. s [p,_: Bl bolaklarga bo‘lamiz.
O‘tkazilgan radius-vektorlar oralaridagi
burchaklarni Ap : Ap.; ..., Ap, deb belgilaymiz. ¢,_, bilan p, orasidagi g,

127-chizma.

burchakka mos radius-vektor uzunligini 7 orqali belgilaymiz. Radiusi r,

va markaziy burchagl Ay, bo'lgan doiraviy sektorni garaymiz, uning
vuzi AS“ T, Ag, ga teng (127-chizma). Ushbu

S = ; 2.0, =5 Z[f (p,)] Ap, vig'indi «zinapoyasimon» sektorning
i=l i=l

yuzini beradi.
Bu vig'indi a < ¢ < kesmada r? = [f(x)]? funkslyanmg integral

vig'indisi bo‘lgani sababli, giymati max Ap > 0 da 3 jrzd'{’ aniq in-
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tegralga teng. Bu burchak ichida r, radius-vektorni ganday olishi-
mizga bog'liq emas. Bu limit shaklning izlangan yuzi uchun gabul
gilinishi tabiiydir. Shu OAB sektorning yuzi:

8 8 .
= %Jrfd(p voki §= %J'f[{r,a]]' de.

Misol. r=a/cos2p lemniskata bilan chegaralangan yuzni
hisoblang.

Yechish. Agar ¢ burchak 0 dan gacha o‘zgarsa, radius-vektor
izlanayotgan yuzning choragini chlmdl. Bu vuz quyidagiga teng:

b | x

- 'l

4
1 1 2 a* SII'IZ(p
rde=~a’ cos2godgo= =
4 2-[ 2 ?[ 2 0

"‘| r-a

Demak, lemniskata bilan chegaralangan shakl yuzi § = & ga
teng.

8.4.2. TEKIS EGRI CHIZIQ YOYINING UZUNLIGINI HISOBLASH

Tekislikda to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida egri chiziq
¥y = f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bu funksiya [a; 5] kesmada
uzluksiz va differensiallanuvchi.

Bu egri chizigning x = @ va x = b vertikal to‘g"ri chiziglar orasidagi
yoyining uzunligini topamiz. Yoy uzunligi ta’rifini eslatib o‘tamiz.
Buning uchun [a: b] kesmani x, =a+ ”—-“:' (i=0,1,2, ..., n

nuqtalar vordamida n ta bo‘lakka bo* lamlz.
Bo‘linish nuqtalaridan ordinatalar
o‘qiga parallel to‘g'ri chiziglar ¥
o‘tkazamiz va ularning egri chiziq bilan
kesishish nugqtalarini M, bilan
belgilaymiz. M nuqtalarni vatarlar
bilan tutashtiramiz. U holda AB yoyv

ichida AM, MM,. .. M, _ B siniq
chizig hosll bo* Iadl (128- Chllmd)
Ikki nugta orasidagi masofani 5% J 2
topish formulasidan foyvdalanib, siniq
chiziq perimetrini hisoblaymiz: 128-chizma.
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L= \/(-" = -"n): +(f(x)) - f(-"e”z + J{x: - X )+ (f{x;) - f(.t,))z +
oot Xy = P + (X)) = S +.+
+J(xn = -'(.,.1)1 ¥ (f{xn) - f(xn—l))z'

Bundan AB yoyiga chizilgan siniq chiziq perimetri

n-1 3 ’
L= z\/l.n,, -x) +Uf(x ) - f(x))” ga teng. Bunda x, = a;
k0

x,= b, Ax, bo'laklarning eng katta uzunligini maxAx, deb belgilay-
miz.
Ta’rif. AB yoyga ichki chizilgan sinig chiziqg perimetri

n-1 =1 S
L= ZJ(X;‘.1 =x;) +(f(x4,0) - f(x))” max Ax, -0 da chekli li-
k=0

mitga ega bo‘lsa, AB uzunlikka ega deyiladi va bu limit

n-1 -
im L= fim 3 G- %) +(fa) - f(5))?

mix Ax, o max Ax; -0 ;"

AB yoyning uzunligi deyiladi.

Biz f(x) funksiva |a; b] kesmada uzluksiz va f'(x) hosilaga ega
degan edik. Shu sababli, f(x) funksiya har bir [x; x| oraligda
Lagranj teoremasining shartlarini gqanoatlantiradi.

Lagranj teoremasiga ko‘ra: f(x,, ) — f(x) = f'(§ )(x,,,— x), bu
yerda x, < §,<x,, .

Bularga asosan, AB voyga chizilgan siniq chiziq perimetri
quyidagicha aniglanadi:

n-1 ~
L=y =) +(F () - F)P =
k=0

n-1 >
- Z J(-"H -X) + f'z(g)(’-'m -x) =

bl
=

n-1 2 Y
= 3V - x) I+ f2E)] =
k=0
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n-l n-1
=Y b+ 2 (% = %) = Y L+ fR(EL) - Axy;
k=0

k=1

f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz f*(x) hosilaga ega bolganligi
sababli, quyidagi /I + /7 (x) funksiya ham uzluksiz bo‘ladi. Shuning

n-1 -
uchun 1+ f“(x) funksiyaning z,fl + f?(E,) -Ax, integral

k=0

b
yig‘indisi max Ax, - 0 da j,fnf'f(x)dx ga intiladi, ya’ni

n-| b
lim Y 1+ f2(E) - Axx, = [+ f2(x)dx.
max Ax—0 ;g 2
Natijada AB =1 uzunligi uchun tubandagi formulaga ega

b
bo‘lamiz: / = j 1+ f72(x)dx.

Misol. X*+ »* = F aylana uzunligini hisoblang.
Yechish. Dastlab aylananmg, bir chorakda yotgan chizig®i mmg

uzunligini hisoblaymiz. U holda AB ning tenglamasi y = Jr’ - x?
bo‘ladi. Demak,

::_ J'ﬁ1+ 5= J--——d‘c—rarcsm

Butun aylana vzunligi: / = 2xr.

ar

5

=r

e

0

8.4.3. AYLANISH JISMINING HAJMINI HISOBLASH

Uzluksiz manfiy bo‘lmagan y = f(x), x€|a; b] funksiya, Ox
abssissalar o°qi, x = a va x = b to'g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
aABb egri chizigli trapetsiyaning Ox o'qi atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan jism hajmini aniglaymiz. Buning uchun |a; b] kesmani

X;=a+ b: i =012, .., n nugtalar vordamida bir xil uzunlik-
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129-chizma.

dagi kesmachalarga bo‘lamiz. Har bir [x_,: x| kesmachada £ €[x_ :
x| nugta tanlaymiz (129-chizma).
Integral yig'indi tuzamiz:

AL EDAX + 7L HEDAK, +.. + T L2EIAX, = 73 LHENAX, (1)
i=1

bu yerda: Ax = x — x,_; (1) ning har bir qo*shiluvchisi doiraviy silindr
hajmiga teng. Butun yig‘indi esa zinapoyasimon jismga mos hajmni
beradi. Uzluksiz f(x), xEla; b] funksiya uchun n-»2 da (1) integral
yig'indi aylanish jismining hajmini beradi:

n b
V=alimy f(E)ax, = x| £} (x)dx.
e S

Misol. y=x* egri chizigning x = 0 dan x = 1 gacha kesmada
abssissalar o'qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmini
hisoblang.

Yechish. (*) formulaga ko'ra topamiz:

1 j]
V=:zj‘x"dx=:z‘7 n:;_
0

8.4.4. AYLANISH JISMINING SIRTIN]I HISOBLASH

Oldingi mavzudagi chizmada aylanish jismi berilgan. AB egri
chizigni abssissalar 0°'qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini
hisoblash talab gilinsin. y = f(x). xE[a; b] funksiya [a; b] kesmada
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b b-
siz va differensiallanuvchi bo'lsin. [a; b] kesmani x, = a + -—5’1

=0, 1, ... n nuqtalar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu

ptalardan ordinatalar o‘tkazib, uni egri chizig bilan kesishgan
pqtalarini M, bilan belgilaymiz. M nuqtalarni vatarlar bilan
tashtirib, AM M, ... M_ B siniq chlth hosil gilamiz. Bu siniq
qning, abssmsa!ar 0 q1 atrofida aylanishidan kesik konus yon
i hosil bo‘ladi. Bu sirtlarning yuzini S, bilan belgilaymiz. U
a {5} ketma-ketlikning limiti aylanish jismi sirtining yuzini
beradi: S = !iﬂ S, AMM, ... M__ B siniq chiziq aylanishidan hosil
bo'‘ladi, sirt yuzi

22::“" DSCD | <2 [f(x) + SN+ (@) Ax, (2)

=1

yig'indining n - da limiti esa aylanish jismi sirtining yuzini beradi:

S =lim S, =alim ¥ 1/(x.)+ FO)N1+ () Ax, =
i=1

n b
- =2xlim Y [FEDN+ () Ax, = 2] f(x)1 + (f(x)) d.
4 A== =1 a

Demak,

b
22 fO1+(f(x)) dx. 3

Misol. X+ = R aylananing abssissalar o‘qi atrofida aylani-
shidan hosil bo‘lgan jism sirtining yuzini hisoblang.

]
Yechish. 2af SO+ (f7(x)) dx formula bo‘yicha hisoblaymiz.

F(x)= VR - x? ga teng. To'la sirtni hisoblashda f(x) = VR? - x
egri chizigning koordinatalar sistemasining birinchi choragidagi
gismining aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini hisoblab, ikkiga
ko‘payliramiz. Ketma-ket quyidagilarni hosil gilamiz:
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uchun uni »# ta kichik bo‘lakchalarga bo'lamiz: AII. M!. -, AL har bir
kichik A/(i =1,n) bo'lakchada ixtiyoriy P(x; y) nuqta tanlaymiz.

Har bir kichik Al bo‘lakchada zichlikni o'zgarmas va uning P
nuqgtadagi giymatiga teng deb, massasi Am, bo‘lgan A/ bo‘lakcha
uchun quyidagi tagribiy ifodani yozamiz: Am = y(x)Al. U holda AB
egri chizigning massasi m uchun quyidagini hosil gilamiz:

= ; g g - -é"i i .
m EY(XJ)A!; Ey{xf) "‘l +(A.¥j ] Ax*'

Bu tenglikning o'ng tomonida y(x)- J] + ¥y (x) funksiya uchun
integral yig“indi turibdi. Shuning uchun max Ax, — 0da limitga o‘tib.
moddiy AB egri chizig massasining anig giymatini hosil gilamiz:

" b
m=lim 20 v(x,)Al = j y(x)dl

b ]
yoki m= jy(x)d! = jy(x)- 1+ y? (x)dx.

Endi egri chizigning statik momentini topamiz. Har bir A/
bo‘lakchani massasi Am, bo'lgan moddiy P nuqta bilan almashtira-
miz. Bu P, nuqtaning Ox o'qiga nisbatan statik momenti A/
bo‘lakchalarning statik momentining taqribiy giymatini bera-
di: (M) =y Am = yy(x) Al

AB egri chizigning A _statik momenti A/ bo‘lakchalarning statik
momentlarining yig‘indisiga teng bo‘lgani sababli, M_uchun quyidagi
taqribiy tenglikni yozamiz:

M, =3 v AL =3 7, i +[2{{ )'MJ,
i=1 i=l |

Hosil gilingan tenglikning o‘ng tomonida y(x)y -1+ y?(x)
funksiya uchun integral yig'indi turibdi. max Ax — 0 da limitga o°tsak,
egri chizigning Ox o‘qiga nisbatan statik momentini hosil gilamiz:

= i g ‘ Ay, j 3
M" h malll-.'.\r!:.—eﬂ § }’(X, )y’ 1+ [ Ax; ) A'rr

b
yoki M, = [y(x)-y-y1+y?dx.
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Bu formulani gisqacha quyidagicha yozish mumkKin:
b

M, = [y(x)ydl, (2)

a

bu verda: dl AB egri chizigning tenglamasi: df = (dx)’ + (dy)’ =
= J1+y7dx, a < x < b, yugoridagi kabi mulohazalar asosida AB egri
chizigning Oy o°giga nisbatan statik momenti

b

M, = [y(x)xdl (3)

a

bo‘lishini ko'rish givin emas. Agar moddiy egri chiziq bir jinsli bo‘lsa,
uning zichligi o'zgarmas son bo‘ladi, ya'ni y(x) = y. Shu sababli, statik
momentiar uchun (2) va (3) formulalar quyidagi ko rinishni oladi:

M= yjiydi; M, = y}xd!.

b) Tekis shaklning statik momenti

To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida y = f(x) egri chiziq,
I Ox o'gi va x=a, x= b to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiya berilgan bo‘lsin. Bu tekis shaklning zichligi har
| bir nugtada y(x) bo‘lsin (y(x) uzluksiz funksiya). Berilgan shaklning
Ox o'qiga nisbatan M statik momentini topish uchun uni Oy o'giga
parallel chiziglar bilan n ta kichik As,, As,, ..., As, yuzchalarga
bo‘lamiz (yuzchalarning kengligi mos ravishda Ax, Ax,, ..., Ax).
Har bir As, yuzchaning zichligi o‘zgarmas va u berilgan zichlikning
P, (x‘; %) nuqtadagi giymatiga teng deb hisoblasak, As, yuzchaning
massasi uchun quyidagini hosil gilamiz: Am = y(x)As, bunda As, =yAx.
U holda egri chizigli trapetsivaning massasi m quyidagicha bo‘ladi:

m=3 y(x,)As, = i v(x; )y, Ax;.
i=1 i=l

Bu verda tenglikning o’ng tomonida y(x) »* funksiya uchun integral
yig‘indi mavjud. Shuning uchun max Ax, - 0 da limitga o‘tib, egri
chizigli trapetsiyaning aniqg qiymatini hosil gilamiz:

-~ b
Z}V(X, )J‘,-Ax, yoki m= J}-('r)}:dx_

i=0 d

m=tim $r0ens = lim
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Endi egri chizigh trapetsivaning statik momentini hisoblashga
o‘tamiz. Har bir As yuzchani massasi Am bo'lgan moddiy P, (,\‘,: 2 |
nugta bilan almashtiramiz. -

Bu nugtaning Ox o°giga nisbatan simmetrik statik momenti As
vuzchaning statik momentining tagribiv givmatini beradi:
(M), = y‘Am ~ y(x, }"'" As, =y (x )"—"" Ax,. Egri chizigli trapetsiyaning
M _statik momenti As, )uthdlammg smlk momentl: mmnl_ vig' mdmua
teng bo‘lgani uchun, quyidagini hosil QIIde M, z"( X;): =5- Ax,

Bu verda tenglikning o'ng mmonida ()’ ﬁmk_st}a uchun mu,g:m!

-| n"
yig'indi mavjud. Shuning uchun max Ax - (0 da limitga o'tib, egri chizigli
trapetsivaning Ox o°qiga nisbatan statik momentni hosil gilamiz:

b

) ” B },3 e R ; 2
M, _my_ﬂ}_ﬁ%;,(x,)- DAY, yoki M, = j wx)- v (4)

Yuqoridagi kabi fikr yuritib egri chizigli trapetsivaning Oy o'qiga
h
nisbatan statik momentini hisoblash uchun quyidagi M, = _[y(x)x - yddx

a
(5) formulani hosil gilish mumkin. Agar egri chizigli trapetsiva bir
jinshi bo'lsa. zichlik y(x) = y 0’zgarmas son bo'lsa, (4) va (3) formulalar
tubandagi ko'rinishga ega bo‘ladi:
b b
M, = Ly_[_vzdx va M, =yJ xvdx.
@

F

a

8.5.3. OG*IRLIK MARKAZINING KOORDINATALARI

To'g'ri burchakli xOy koordinatalar tekisligida massalari m,, m,,
.m bo'lgan P(x; ¥): Pu(x,: p,): ..o Plx: y,) moddiy nuqt;zlar
sistemasi berilgan bo’lsin. x_va y. orqd]i bt?l'l]gdl‘l slstem.mmg og'irlik
markazi koordinatalarini belgilaymiz. x m: y m ko'paytmalar m
massaning Ox va Oy o'glarga nisbatan olingan statik momentlari
deyiladi. Bu holda moddiy sistema markazining koordinatalari

A il
3 x;m; 2 Yl
. o dml , 1
x. == (1) Ye=5— (2)
S S m
|

(]
n
(2]



ormulalar bilan aniglanishi mexanikadan ma'lum. Bu formuladan
turli shakl va jismlarning og'irlik markazlarini topishda foydalanamiz.
~ a)tekislikdagi chizigning og irlik markazi
- AB egri chizig y = f(x) tenglama bilan berilgan (¢ < x < b) va bu
egri chizig moddiy chizig bo'lsin. Bu moddiy egri chizigning chizigli
3 '_ hligi y deb faraz gilamiz. Chizigni uzunliklari As,. As,, ..., As, bo’lgan
n ta bo'lakka bo'lamiz. Bu bo‘laklarning massdhm ulammb uzunliklari
bilan zichlik ko‘paytmasiga teng: Am, = yAs: As yoyning har bir bo‘lagida
abssissasi £ bo'lgan ixtiyoriy nugta olamiz. Endi As, yoyning har bir
bo'lagini massasi yAs bo‘lgan P[£: f(&)] moddiy nugta deb garab. (1)
wva (2) formulada x o‘rniga & giymatni, y, o'riga f(£) givmatni, m
o‘rniga (As bo'laklar massasi) yAs, giymatni go‘ysak, yoyning og'irlik
‘markazini aniglash uchun taqribiy formulalar hosil gilamiz:
o 2517 B ~LSCy B

. ) Y Ty Ay

 Agar y = f(x) uzluksiz funksiva bo‘lsa va uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, u
‘holda har bir kasrning suratidagi va maxrajidagi yig'indilar max As,— 0 da
‘mos integral yig'indilarining limitiga teng bo‘lgan limitlarga ega bo'ladi.
Yoy og'irlik markazining koordinatalari aniq integrallar bilan ifodalanadi:

» b
Jxds [ x{1+f72(x)dx

= |
Xe =73 7 :
[ds [l (x)dx
a o

]
jf(x)ds If(x)JHf (x)dx

yt_ - E‘._b_
[ ds f 1+ 2 (x)dx
I-misol. Ox o'qning yuqorisiga joylashgan x*+ y’= R’
(—R = x = R) yarim aylana og'irlik markazining koordinatalarini toping.




Yarim aylana Ox o*giga nisbatan simmetrik bo‘lgani uchun x_= 0.

b)tekis shaklning og irlik markazi

Berilgan shakl y = f(x), ¥y = f,(x), x = a. x= b chiziglar bilan
chegaralangan bo’'lib, moddiy tekis shakldan iborat bo‘lsin, sirt
zichligi, va’ni sirt birlik yuzining massasi shaklning hamma bo‘laklari
uchun o‘zgarmas va é ga teng deb hisoblaymiz.

Berilgan shakini x = x, = a+*%7 (=0, 1, ..., n) to'g'ri chiziglar
bilan kengligi Ax,, Ax,, ..., Ax, bo'lgan polosalarga ajratamiz.

Har bir polosa massasi polosa yuzi bilan zichlik ko'paytmasiga
teng bo‘ladi. Agar har bir polosani asosi Ax, va balandligi f(§) -
£(§) bo'lgan (bunda §, = "le.”?". ) to'g’ri to*rtburchak bilan almash-
tirsak, u holda polosaning massasi tagriban Am, = 8] £(§) — £,(§)]1Ax,
(i=1, 2, ..., n) ga teng bo‘ladi.

Bu polosaning og‘irlik markazi taxminan tegishli to‘g'ri to'rt-
burchakning markazida bo'lsa, (x,), =&, .(y,), = fl'_‘ﬁ_);_-ﬁ_(_@! bo‘ladi.

Endi har bir polosani massasi tegishli polosaning massasiga teng
bo‘lgan va polosaning og'irlik markaziga to’plangan nugta bilan
almashtirib, butun shakl og®irlik markazi koordinatalarini hisoblash
uchun ushbu taqgribiy formulani olamiz:

N Y &0 /(&) -HED]Ax, |
Y AAE)-AEN A

c

LSUAG) + AEN SAE) - fiE I
) A E AL '

Ax,—~ 0 da limitga o‘tib, berilgan shakl og‘irlik markazining
koordinatalarini topamiz:

Ye

b b
JAAC-fiM 3 (LA A AAD-fi)lds
oY | . = a
e o — e b
JLAx)- £ (x))dx JLAG)-fi(x))dx
a a

Bu formulalar har ganday bir jinsli tekis shakllar uchun o'rinli bo*ladi.

Misol. y = ax parabolaning x = a to'g'ri chiziq bilan kesishishi-
dan hosil bo‘lgan segment og‘irlik markazining koordinatalarini
aniglang (131-chizma).
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Y echish. Berilgan holda: 4 #ai
Hi(x) = Jax,
f;(.\') = —Jax; x=0
a '\H\s\‘: 7 .
a 5 - \“-
A xvaxde  Walxd| 4, @
— D - 5 o_3° _3 .
il pea—— ?""3_5"5"‘
Adaxds  pplea) 3@
0 3 13i-chizma.

¥, = 0 (chunki segment Ox o'qqa nisbatan simmetrik).

8.5.4. CHIZIQ, DOIRA YA SILINDRNING INERSIYA MOMENTLARINI
ANIQ INTEGRAL YORDAMI BILAN HISOBLASH

To'g'ri burchakli xOy koordinatalar tekisligida massalari m, m,,
-y m_bo'lgan P (x;; ¥)), Py(x,: ,), .... P(x; y) moddiy nuqtalar
sistemasi berilgan bo‘lsin. Mexanikadan ma’lumki, moddiy nuqtalar
sistemasining 0 nuqtaga nisbatan inersiya momenti quyidagicha:

Iy =Y (x] +y})m,  yoki
i=l

o= 3 nim (1

i=1 »

_f: 2
f}— xr +yi‘

Egri chiziq y = f(x) tenglama bilan berilgan bolsin, bunda a < x < b.
Shuning bilan birga, f(x) funksiya va uning hosilasi f'(x) ham uzluksiz
funksiya bo‘lsin. Bu egri chizig moddiy chizigdan iborat va chizigning
zichligi y ga teng bo'lsin. Chizigning uzunligini As,, As,, ..., As, bo‘lgan
ntabo'lakka bo'lamiz, bundaAs, = JAx] + Ay} bo‘laklarning massalari

Am =p-As;Am,=p-As,; ... Am = p - As, bo'lsin. Egri chizig yoyining
har bir bo‘lagida abssissasi £ bo‘lgan ixtivoriy nuqta olamiz. Bu
nuqtalarning ordinatasi = f(£) bo‘ladi. U holda yoyning O nuqtaga
nisbatan inersiya momenti tagriban tubandagicha bo‘ladi:

&=;wﬂwhnA& (2)
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(2) vig'indi limitga ega. Shunga ko'ra bu limit moddiy chizigning
inersiva momentint tlodalaydi:

1, = f—‘]l-"' S [le\,l 4 .x}:i\’ (3)

(3) formulaga asosan uzunligi / bo’lgan ingichka bir jinsh
tayogchaning oxirgi uchiga nisbatan inersiva momentini keltirib chiqarish
mumkin. Buning uchun tayogchani Ox o'q kesmasi bilan ustma-ust
_]oyldslmr.um/ O0=x=1(l i’-chi‘zmu} bunda' As,= Ax; Am =y - Ax:

;;f " (3) formuladan 7, = }’Jl dx = :V3 ga ega bo'lamiz.
Agar tayogchaning massasi M berilgan bo‘lsa, u holda y = "J ga
teng bo'lib. yugoridagi formula quyidagi ko‘rinishni oladi: /,, = ‘3 MP.

Endi radiusi R bo'lgan bir jinsli doiraning markaziga nisbatan inersiva
momentini topavlik. d — doira yuzi birligining zichligi bo‘lsin. Doirani
n ta halgalarga ajratamiz. Bitta halgani olib garaylik. Uning ichki
radiusi r,, tashqi radiusi 7, + Ar, bo'lsin (133-chizma).

Bu halganing massasi Am, = 8-2xr’ ‘Ar ga teng bo‘ladi. Bu
massaning markazga nisbatan inersiva momenti (radiusi r bo'lgan
aylananing markaziga nisbatan inersiva momenti /, = y2ar’
bo‘lganligidan) (Af,), = 02xr, -Ar, - 1 =02ar’ Ar, ga teng.

Butun doiraning inersiva momenti halgalar sistemasi bo‘lgani
uchun tagriban tubandagi formula bilan ifoda etiladi:

I = 262:55&- (4)

Ar,—~ 8 da limitga o'tib, doira yuzining markazga nisbatan iner-
siva momentini hosil gilamiz:
!

.3 R Yl
1, =(}2.‘IJ rdx=m4- 5 (3)
0
L
| N
r t
0 X ! /
T e T Ty
X /
132-chizma. [33-chizma.



Agar doiraning massasi M berilgan bo‘lsa, u holda sirt zichligi

tubandagiga teng; o = ._";, . Bu givmatni (5) ga qo'ysak.
ak’
MR’
1, =M (6)

L

ga ega bo'lamiz.

Agar asosining radiusi R va massasi M bo'lgan doiraviy silindrning
o‘giga nisbatan inersiva momentini hisoblasak, u ham (6) formula
bilan topiladi.

O*z-0*zini tekshirish uchun savollar

. y=fix) egri chizig, Ox o'gi, x=a va x=b (a < b) 10'g'ri chiziglar bilan

chegaralangan tekis shakl yuzi ganday hisoblanadi?

Egri chizig tenglamalari parametrik ko‘rinishda berilgan tekis shakllarning

yuzi Dekant koordinatalarida ganday hisoblanadi?

3. Qutb koordinatalar sistemasida egri chiziq bilan chegaralangan egri chizigli
scktorning yuzini hisoblash formulasini vozing.

4. Tekis egri chizig voyi uzunligini Dekart koordinatalar sistemasida hisoblash
formulasini yozing.

5. Aylanish jismining hajmini hisoblash formulasini keltirib chigaring,

6. Aylanish jismining sirtini hisoblash formulasini keltirib chigaring.

7. Egri chizigning koordinata o'qlariga nisbatan statik momentini hisoblash
formulasini yozing.

8. Egr chizigli trapetsivaning abssissalar o'giga nisbatan statik momentini
hisoblash formulasini yozing,

9. Tekislikda moddiy nugtalar sistemasining og‘irlik markazi koordinatalarini
hisoblash formulasini yozing.

10, Chiziq, doira va silindrning mos ravishda nugtaga, doira markaziga, silindr
o'giga nisbatan inersiva momentlarini hisoblash formulalarini yozing.

ha
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9-bob. QATORILAR

9.1 SONLI QATORLAR
9.1.1. SONLI QATOR VA UNING YIG*INDISI

Cheksiz sonlar ketma-ketligi {a,}., nEN berilgan bo‘lsin, ya'ni

a,d, .., 4, .. (1)

1-ta’rif. Ushbu ifoda sonli gator deviladi:
4+ a4 ¥ 4 b (2)
Bunda a, a,, ..., a,,... lar sonli qatorning hadlari deb ataladi.
2-ta’rif. Qatorning oldingi n ta chekli hadlarining yig‘indisi
S,=a, + a,+...+a_ qatorning n-gismiy yig indisi deyiladi.
Quyidagi gismiy vig‘indilarni garaymiz:

S,=a,+a,,

S=a+a+..+a,

Agar § =1lim S, chekli limit mavjud bo‘lsa, uni (2) gatorning
yigindisi deb Etﬂa-ladi va qator yaginlashuvchi deyiladi. Agar lim S,
mavjud bo‘lmasa, qator wzogqlashadi va uning vig‘indisi ho‘]mﬂé;(-di.

Misol. Ushbu

2.ad’ (3)
n=|
qatorni tekshiramiz.
Bu gator 1-hadi a(a#0) va maxraji ¢ bo‘lgan geometrik
progressiyadir. Geometrik progressiva dastlabki » ta hadining yig'indisi

(g#1 bo'lganda) S, = a;f: yoki S, = I‘_’q - ;-’E—’; ga teng.
Agar |¢i<1 bo'lsa, n-> da g0, demak, lim §, = Ei{p_( e ‘;‘f’q ]=
a

p— l_q‘
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Demak, |¢l<1 bo‘lganda. (3) gator yaginlashadi va uning vig‘indisi
S - ]%? ga teng bo‘ladi.

Agar |gl>1 bo'lsa, n»= da |¢7==, shuning uchun n—>= da,

a-aq" _, +oo

i . ya'ni lim §, mavjud emas.

Shunday qilib, |¢|>1 bo‘lganda, (3) gator uzoglashadi. Agar g=1
bo‘lsa, (3) gator a+a+a+... ko'rinishda bo'ladi. Bu holda S, = na.
lim S, =<, va'ni gator uzoglashadi. Agar ¢g=-1 bo‘lsa, (3) gator
A=

a— a+ a—... ko'rinishda bo‘ladi. Bu holda » juft bo‘lganda § = 0.
n toq bo'lganda. §,=a bo'ladi. Demak, S, ning limiti bo‘lmaydi,
qator uzoglashadi. Shunday qilib, geometrik progressiva maxraji-
ning absolut giymati birdan kichik bo‘lgandagina vaginlashadi.

Sonli qatorning yaqinlashishi to*g'risidagi asosiy teoremalarni
garaymiz.

1-teorema. Agar berilgan (2) qatorning bir qancha hadlarini tashlash
bilan hosil gilingan qator yaginlashsa, u holda berilgan gator ham
yaginlashadi. Boshqacha ayiganda qatorning chekli sondagi hadlarini
tashlab yuborish uning yaginlashishiga ta sir etmaydi.

Isbot. Faraz etaylik, (1) qator dastlabki n ta hadining yig‘indisi
§,, tashlangan k ta hadining yig‘indisi S, bo‘lsin.

o,_, — qatorning §, yig'indiga kiruvchi va §, ga kirmaydigan
hadlarining yig'indisi bo‘lsin, u holda § =S§,+0,_, bo'ladi, bunda
S, — o‘zgarmas son (n ga bog'lig emas).

Oxirgi munosabatdan, agar lime, , mavjud bo‘lsa, lim §, ham
mavjud bo'lishi, agar lim §, mavjud bo‘lsa, limeg, , ham mavjud

bo‘lishi kelib chigadi, bu esa teoremaning to‘g'riligini ko‘rsatadi.
2-teorema. Agar

2.4, (4)

qator yaginiashsa va yig‘indisi S ga teng bo'lsa,
Ca,+ Ca,+... (3)

qator ham yaginlashadi va yig'‘indisi Sa ga teng bo'ladi, bunda C —
o°zgarmas son.
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Isbot. (4) qatorning #-qgismiy yig'indisini § bilan, (5) gatorining
n-gismiy yig'indisini o, bilan belgilaymiz. u holda o,=Ca, + Ca,+
-+Ca =Ca,+a,+. +a )= C§, bo‘lgani uchun (5) gator mt.pnlashddl

3-teorema. Agar z a, va z b, gqatorlar yaginlashsa va ularning

vig ‘indilari mos ravishda S va .S ga teng bo'lsa, u holda Z(a +b,)

va Z(a ~ b,) gatorlar ham yaginlashadi va yig'indilari mos ravishda
a=1

S+S va §S-8S ga teng bo'ladi. (1sbot gilish talabalarni o*zlariga
topshiriladi.)

9.1.2. QATOR YAQINLASHISHINING ZARURIY
ALOMATINI IFODALOVCHI TEOREMA

Teorema. Agar Za,, qator yaginlashsa, n cheksiz o'sib borganda
n=|

uning n-hadi nolga intiladi, ya'ni lima, = 0.
Isbot. Faraz gilaylik, a,+a,+.Fa_+... qator yaginlashsin, ya'ni
lim S, = .5 tenglik o'rinli bo'lsin, bunda § qatorning yig‘indisi, lekin

Ny

uholda lim S, , = § tenglik ham o'rinli. Birinchi tenglikdan ikkinchi

A—bsa

tenglikni hadlab ayirib, quyidagini hosil gilamiz.

limS, -1limS,, =0 yoki lm(S,-S,,)=0,

birog S -8, =4, Eml a, =0.

Natija. Agar n»= da qatorning n-hadi nolga intilmasa, gator

uzoqlashadi.
Misol. §+: :

3 ? .
+3+-.t 5, T qator uzoglashadi, chunki

M| b

#0.

Pod |

lima, —hm( ):
7n+|

N —poo
Bu alomat faqat zaruriy, lekin yetarli emas, va'ni qatorning »n-

hadi nolga intilishidan qatorning yaginlashishi kelib chigmasligi

mumkin, va'ni gator uzoglashuvchi bo‘lishi ham mumkin.
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9.1.3. MUSBAT HADLI QATORLARNING YAQINLASHUVCHANLIGI.
TAQQOSLASH ALOMATLARI

Oldingi mavzulardan ma’lumki, gatorning yig'indisi deb uning
xususiy vig'indilari ketma-ketligining limiti tushuniladi. Ammo, ayrim
hollarda bu limitni topish katta giyinchiliklar tug'diradi.

Bunday hollarda gatorning vig'indisi tagribiy topiladi, u yetarlicha
katta n nomerli S xususiy yig'indi bilan almashtiriladi. Buning uchun
esa gatorning vaqginlashuvchi ekanligiga ishonch hosil qilish kerak.
Biz gator yaginlashuvchi bo'lishini vetarlilik alomatlarini ko‘rib
o‘tamiz. Dastlab hadlari musbat bo’lgan gatorlar uchun yaqinlashish
va uzoglashishning vetarli alomatlarini garaymiz. Bunday qatorlar
musbat hadli gatorlar deyiladi. Ushbu

]

=0 ¥y vkl b (1)
=]

=

gator berilgan bo'lsin, bunda a, > 0(¥ne N). Musbat hadli

n -

gatorlarning barcha hadlari musbat bo‘lgani uchun, §. §,. §,.....
S .... yig'indilar » ortishi bilan o'sadi:

SeSaSc..x8 <.

Bunda 2 hol bo‘lishi mumkin,

1) xususiy vig'indilar ketma-ketligi chegaralangan, va'ni Ve N
da S-;{ M.

Ketma-ketlik chegaralanganligi uchun qgator yvaginlashuvchidir.

2) xususiy yig'indilar ketma-ketligi chegaralanmagan. Bu holda
}'ir?'n S, =%, demak, qator uzoglashuvchidir.

Teorema. Agar ( [) qatorning gismiy yigindilaridan iborat S, ketma-
ketlik yugoridan chegaralangan bolsa, u holda ( 1) qator yaginlashuvchi
bo ‘ladi.

Isbot. (1) gatorning gismiy yig'indilaridan iborat S, ketma-
ketlikni olaylik. Bu ketma-ketlik yugoridan chegaralangan bo‘lsin,
ya'ni S <M (Vne N).

[kkinchi tomondan, gatorning hadlarini musbat ekanligini
¢’tiborga olib, tubandagilarni topamiz:

S, =a+a+ wta+a =S5 +a, =S,
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Demak, ixtiyoriy n€ Nuchun § < § . Bu esa ketma-ketlikning
o'suvchi ekanligini ko'rsatadi. Shunday qilib, ketma-ketlik o*suvchi
va u yugoridan chegaralangan. Bundan esa ketma-ketlik chekli limitga
ega bo'lishi kelib chigadi:

}'1:11 8, =38,

Demak, berilgan (1) gator yaginlashuvchi.

N atija. Agar (1) qatorning qismiy yig'indilaridan iborat S, ketma-
ketlik yuqoridan chegaralanmagan bo'lsa, u holda (1) qator
uzoglashuvchi bo ‘ladi.

Endi gator yaginlashuvchi bolishining yetarli alomatini garaymiz.

Birinchi taqqoslash alomati. Tubandagi musbat hadli qatorlar
berilgan bo’lsin:

Ya,=a +a+..+a,+.(*
n=|

b,

1

b +b+...+ 5, +..(*)

ol gk

E ]

(*) qatorning hadlari (**) qatorning mos hadlaridan katta

bo*lmasin:
gSho.sh; ;5 0,%58,.(*")

(**) gator yaginlashuvchi bo‘lsin.

Bunday holda (*) gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi va uning
yig'indisi (**) gatorning yig‘indisidan ortiq bo‘lmaydi.

Isbot. (*) va (**) gatorlarning xususiy yig‘indilarini mos ravishda
S, va S, bilan belgilaymiz:

S,=a+a,+..+a,+..=y.a,:

I

S,=b+b+..+b, +...

S,
n=1

(***) tenglikdan S =S, ekani kelib chigadi. (**) qator

yaginlashuvchi bo’lgani uchun, li___m S, =8’ gateng. Qatorning hadlari
musbat bo‘lgani uchun §, < §” bo‘ladi.
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Demak. (*) gatorning xususiy yig'indilari chegaralangan bo'lgani
uchun yaqginlashuvchi va uning yig'indisi (**) gatorning yig‘indisidan
katta emas,chunki § <§”.

Ikkinchi taqqoslash alomati (qator uzoglashuvchiligining yetarli

“alomati). Ikkita musbat hadli Zﬂ va z qatorlar berilgan bo‘lsin.

=)

; zan gatorning hadlari Z gatorning mos hadlaridan Kichik
n=1 n=
bo‘lmasin, ya'ni a,=b; a,zb.: ..; a2b,... bo'lib, Zb uzoglashuvchi

bo‘lsin. Bu holda Za,, gator ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

Alomatni 1sbotlash talabalarning o‘zlariga topshiriladi.

| I 1 1
& i A g 48 L .. R & o -
Misol. PP 2 + (el (a) qatorning yaqinlashuv

chanligini tekshiring.
Yechish. Bu gatorni 2; + ;3 + 511 +. -j,,—],,— (b) gatorga
taqqoslaymiz.
(a) gator maxraji g=3 I <1 bo‘lgan geometrik progressiva

hadlaridan tashkil topgan va u vaqinlashuvchi, (1) qatorning hadlari
(2) gatorning mos hadlaridan katta emas.Shuning uchun birinchi
taqqoslash alomatiga asosan (b) gator ham yaqinlashuvchi.

9.1.4. DALAMBER VA KOSHI ALOMATLARI

I-lemma. Musbat hadli Y,a, qator berilgan bo‘Isin. Agar shun-

n=| , +
day q soni mavjud bo 'lib,ixtiyoriy nEN uchun Ea—t <g<l (1) teng-
sizlik o'rinli bo'lsa, qator yaginlashadi. Agar ix?iyoriy nEN uchun

il > 1 (2) bo'lsa, gator uzoglashadi.
“Isbot. Faraz gilaylik, (1) shart bajarilsin, u holda
0. SHO.ET0,,; S <a|q" bo‘ladi, bundan esa ixtiyoriy n€EN

uchun g, <aq" o‘rinli. Z“l‘? = ;; ZQ‘ gator 0<g<1 holda
n-=1 n=l

ygqinlashadi. U holda gatorlarni tagqoslash alomatiga ko‘ra berilgan

Za,, qator yaqinlashadi. (2) shart bajarilsa, gatorning umumiy hadi

n=|
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nolga intilmaydi, ya'ni qator yaqginlashishining zaruriy shart
bajarilmaydi.
Demak, gator uzoglashadi.

1-teorema (Dalamber alomati). Agar mushar hadli z a, (1) gator

(n+ 1)-hadining n-hadga nisbati n»w= da [ (chekli) hm:rgu ega bo'lsa,

ya'ni Ilm nel = 1(2) bo'lsa, I<| bo‘lganda gator yaginlashadi, 1>

bo !ganda qamr uzoglashadi.
Isbot. /<] bo'lsin. Ketma-ketlikning ta'rifiga ko‘ra ve >0

uchun shunday »n nomer topiladiki, n€N uchun /-¢ < -~ Dust ¢ |46
tengsizlik bajariladi. %

Agar I>1 bo'lsa, ¢ + e<| tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan Ve >0 ni
tanlab, n€N uchun “*! </+e <1 tengsizlik o'rinli boladi. 1-
lemmaga asosan esa (1) gatorning vaginlashishi kelib chigadi.

2-lemma. Mushat hadli ¥,4, qator berilgan bo'lsin. U holda
n=|

Vn > N uchun shunday I soni topiladiki, Jzz < | < | tengsizlik bajarilsa,

qator yaginlashadi, agar .'zf_ 1 bo‘lsa,qator uzoglashadi. Lemma
isboti tagqoslash alomatlariga asoslanadi.

2-teorema (Koshi alomati). Mushar hadli Zﬂ qator uchun
lim J_ | shart bajarilsin. U holda I<| bo'‘lsa qaror yaqinlashadi.

I>1 bo'lsa qator uzoqlashadi.
Teorema isboti 2-lemmaga asoslanadi.
} ] }

i RS pe— +... qatorni yaqinla-

I-misol. 1+5+ g+t 53,

shishga tekshiring.
Yechish. Bunda

e

S T3 nnel)  (nr D)’
U'_'_'.L n 1
U, (n+1)!  n+l’
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Dalamber alomatiga amsan'

|
hm ""—l:m =0<}.
"o L u--ﬂfl

Demak, qator yaqinlashadi.

: b2\ L (3
2-misol. i¥+(s) +[7)+
lashishga tekshiring.
Y echish. Koshi alomatidan foydalanamiz:

1 . tadi
’ - n _ ; 7 g_hd-dl.
hm !.T \I[ f !.‘?l i -2 1, qator yaginlas

Dalamber va Koshi alomatlarida /=1 ga teng bo'lsa, qo‘shimcha
tekshirish talab gilinadi.

n \" 2 in-
+ +... Qi yaqin
(zml) gatorni )

9.1.5. ISHORALARI NAVBATLASHUVCHI QATORLAR.
LEYBNITS TEOREMASI

Biz musbat hadli gatorlarni o‘rgandik. Endi hadlarining ishoralari
navbatlashuvchi gatorlarni, ya'ni a,~a L+ a,~a,¥.A") ko' rinishdagi
gatorlarni garaymiz.bunda a,, a,, ..., a,, ... — musbat hadlar.

Leybnits teoremasi. Agar ishoralari navbatlashuvchi a,—a,*a;~
+...(a >0) gatorning hadlari a,>a,>a,>a,>... va li_l}}ﬂn ¥
bo Isa,( *) qator yaginlashadi, uning yie ‘indisi mushat bo ‘ladi va birinchi

haddan karta bo ‘Imavdi.
I

Misol. Ushbu I - ; - ; — 4+ qator vaginlashadi, chunki

Dislsls 3 2)liml=o0
2 3 n—pe f l {
Bu gator n ta hadining yig‘indisi S, —1—.’_ g Wi

-+ (="' | berilgan qatorning Syig'indisi '+ dan kichik migdorga
farg giladi.

9.1.6. O*ZGARUVCHAN ISHORALI QATORLAR.
ABSOLUT YA SHARTLI] YAQINLASHISH

Agar gatorning hadlari orasida musbatlari ham, manfiylari ham
bo'lsa, qator o‘zgaruvchan ishorali qator deb ataladi. Ishoralari

265



navbatlashuvchi gatorlar o'zgaruvchan ishorali gatorning Xxususiv
holidir.

O‘zgaruvchan ishorali gatorga ushbu gatorni misol qilib keltirish
mumKkin:

i I | i 1 1 1 1 )
¥ — =y — =+ 5+ E—l,~ ,+5,+q3—...+{~lj 4 n_,+..,

n{n-1)

O'zgaruvchan ishorali gatorning ba’zi xossalarini garaymiz. a .
d,, ..., 4,,... sonlarning musbati ham, manfiysi ham bo‘lishi mumkin
deb faraz gilamiz.

1-teorema (qator vaginlashishining yetarli sharti). O‘zgaruvchan
ishorali a +a,+...+a, (1) qator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan |a |+|a [+.. +|aJ (2) gator yaginlashsa, berilgan o ‘zgaruvchan
ishorali qator ham yaqinlashadi.

Misol. Ushbu SRe Soje, o S0jey  (3) qatorni

> = n
vaginlashishga tekshiring.

Y e c his h. Bernilgan gator bilan birga

{4) va 2 + ‘2‘11 +. nl +.. (5) qatorlarni garavmiz.

(5) gator yaginlashadi. (4) gatorning hadlari (5) gatorning mos
hadlaridan katta emas, demak, (4) gator yaqinlashadi, teoremaga
ko‘ra (3) gator ham yaginlashadi.

Ta’rif. O'zgaruvchan ishorali a +a,+...+a_+... qator hadlarining
absolut giymatlaridan tuzilgan gator yaqinlashsa, o'zgaruvchan ishorali
qator absolut yaginlashuvehi qator deb ataladi.

Agar o‘zgaruvchan ishorali gatorning o'zi vaginlashuvchi, ammo
uning hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan gator uzoglashuvchi
bo‘lsa, bu o‘zgaruvchan ishorali qator shartli yoki noabsolut
yaquashuvchr qator deyiladi.

Misol 2 - ; - l +... qator shartli yaqginlashuvchi qatordir,

chunki uning hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan garmonik
gator uzoglashuvchidir.
Absolut va shartli vaginlashuvchi qatorlar tubandagi xossalarga ega:
1. Agar qgator absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, uning hadlarining
o‘rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirilganda ham, u absolut
yaginlashuvchanligicha goladi. Bu holda gatorning yig‘indisi gator
hadlarining tartibiga bog'liq bo‘lmaydi.
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2. Agar gator shartli yaginlashsa. ixtivoriy ravishda olingan A soni
-ganday bo'lishidan gat'iy nazar, bu gatorning hadlarini gatorning yig'indisi
shu A sonining o'ziga teng bo'ladigan qilib almashtirish mumkin.

Shu bilan birga shartli yaginlashuvchi gator hadlarining o‘rinlarini
shunday almashtirish mumkinki, bu o°rin almashtirishdan keyin hosil

bo‘lgan gator uzoglashuvchi bo‘lib goladi.

O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar

Qanday gator sonli gator deyiladi?

Sonli gator yig'indisi deganda nimani tushunasiz?

Sonli gqator vaginlashishining zaruriy sharti nimadan iborat?

Sonli gator vaginlashishi hagidagi teoremalarni ifodalang.

Musbat hadli gator yaqginlashishining yetarli alomatlarini aytib bering.
Sonli gator yaginlashishini tagqoslash alomatlarini ifodalang.

Dalamber va Koshi alomatlarini ifodalovchi formulalarni yozib, izohlab
bering .Misollar keltiring.

Ishoralari almashinuvchi qatorlar uchun Leybnits formulasini yozing.
Qator absolut va shartli vaqginlashishini izohlang va misollar keltiring.

NNV N

© 0

9.2. DARAJALI QATORLAR
9.2.1. FUNKSIONAL QATORLAR

Biror to*plamda aniglangan a,(x). a,(x), ..., a,(x),... funksiyalar
berilgan bo‘lsin.
Quyidagi ko‘rinishdagi
a(x)+a,(x)+...+ a(x)+... (1)

qator funksional qator deyiladi. x ga aniq son berib, turli sonli
gatorlarni hosil gilamiz, bular yaginlashuvchi va uzoglashuvchi bo‘lishi
mumkin. x ning funksional gator vaginlashadigan qiymatlari to*plami
shu gatorning yaginlashish sohasi deyiladi. Qatorning yaginlashish
sohasidagi vig'indisi Sx ning biror funksivasidir. Shuning uchun
funksional gatorning yig‘indisi S(x) bilan belgilanadi.

Misol. ¥ x" =1+x+x’+x°

n=0

yaqinlashish sohasini toping.

Bu gator x ning (—1; 1) intervaldagi barcha qiymatlarida, ya'ni
X <1 shartni ganoatlantiradigan hamma giymatlarida yaginlashadi.
x ning (=1; 1) intervaldagi hamma giymatlarida gatorning yig*indisi

+...+ x" + ... funksional gatorning
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-, Ba teng. Shunda berilgan qgator (=1; 1) intervalda ]_"_ =
l+x+x’ +x' +... qatorning vig'indisi bo‘lgan $(x) - i
=1+ x+x° +.. funksivani aniglaydi.

(1) gatorning birinchi # ta hadi yig'indisini S (x) bilan belgilay-
miz. Agar (1) gator vaqginlashsa va uning vig'indisi S{x) ga teng
bo'lsa, Stx)=Sr(x)+r(x) bo'ladi, bunda r(x) ushbu a_ (x)+a_,
(x)+.. qatorning yig'indisidir, ya'ni 7 (x)=a_  (x)+a,,,(x)+.. migdor
(1) qatorning goldig®i deyiladi. Qatorning vaginlashish sohasidagi x
ning barcha givmatlari uchun hm S,(x) = S(x) orinli, shuning

uchun hm FAxy= hm[S(r)- S (r}] (0. va'ni yaginlashuvchi gator

uchun lim7,(x) = lim [S(x) - S,(x)] =0 bo‘ladi.

9.2.2. KUCHAYTIRILGAN (MUNTAZAM YAQINLASHUVCHD
FUNKSIONAL QATORLAR VA ULARNING XOSSALARI

Ta'ril. [a; b] kesmada yaqinlashuvchi

a0 . gt (1)
funksional gator uchun shunday vaginlashuvchi musbat hadli
a,+a,+...+a,+ (2)

qator mavjud bo’lib, berilgan (1) qator hadlarining absolut givmatlari
x ning |a: b] kesmaga tegishli istalgan giymatida (2) musbat hadli
gatorning mos hadlaridan ortiq bo'lmasa, ya'ni ja (x)| = ¢, (n=1,
2....) bo'lsa, u holda (1) gator Ja; b] kesmada kuchaytirilgan
{mumazam vaginlashuvchi) gator deb ataladi.

Kuchaytirilgan gatorlarning xossalari hagidagi ayrim teoremalarni
isbotsiz keltiramiz.

1-teorema. |a; b) kesmada kuchaytirilgan har ganday qator bu
kesmaning istalgan nugtasida absolut yaginlashadi.

2-teorema. [a; b| kesmada kuchaytiriigan a (x)+a,(x)+...+
a (x)+... funksional gatorning barcha hadiari u‘r!ukm, bo‘Isa,u holda
uning vig'indisi ham |a; b] kesmada uzluksiz bo lady.

3-teorema. Agar |a: b] kesmada kuchaytirilgan a (x)+a,(x)+...+
a(x)+... funksional gatorning barcha ima’!an shu kesmada
_}'ar,rf'n{a‘shuwh! bo‘lsa, u holda bu gatorni hadma-had integrallash
mumkin.
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Bu teoremadan ko'rinadiki, agar x, va x, lar [a; &] kesmaning istalgan
ikkita nugtasi bo'lsa, u holda tubandagi munosabat o'rinli bo‘ladi:

f @ () + a(x) + ...+ a,(x)+..]dx = f a(x)dx + J‘ a,(x)dx...

ol > o X

+ J a, (x)dx +...

4-teorema. |a: b| kesmada a (x)+a(x)+...+a (x)+... funksional
gator yaginlashuvchi va uning a (x)(n=1, 2...) hadlari uzluksiz
hosilalarga ega bo'lsin. Agar bu qatorni hadma-had differensiallash
bilan hasil gilingan qator {a; b] kesmada kuchaytirifean bo ¥sa, u holda
uning vig‘indisi berilgan qamrnmg hm:kmga teng bo'ladi, ya ni.

s

[a,(.x)+a:_(x)+ A x) + . ]_a,(r}+a,(1)+ A (X) ..

5-teorema. [a: b} kesmada kuchaytiriligan a(x)+a,(x)+...+
a (x)+... gatorni p(x) chegaralangan funksivaga ko ‘paytirish bitan hosil
gilingan p(a (x)+p(x)a,+...+p(x)a (X)+... qator |a; b] kesmada
kuchaytirilgan gator bo ‘ladi.

9.2.3. DARAJALI QATORLAR, YAQINLASHISH RADIUSL
ABEL TEOREMASI

Ta’vil. Darajali gatorlar deb
a,ta(x—a)+a,(x—a)+a(x—a)'+..+a(x—a)+... (1)

ko‘rinishdagi funksional qatorga aytiladi. Bunda a,, a,, a..... a,..
o‘zgarmas sonlar bo‘lib, ular gatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
Xususan, @=0 bo’lganda darajali gator a,+a x+ax’+...+a x"+... (2)
ko'rinishda bo‘ladi. Darajali gatorning vaginlashish sohasi biror
intervaldan iborat. Bu interval ba’zan nuqtaga aylanishi mumkin.

1-teorema. Abel teoremasi. 1) Agar darajali gator noldan fargli
biror x, gqivmatda yaginlashsa, x ning |x|<|x| tengsizlikni
ganoatlantiruvehi har ganday givmatlarida u absolut vaginlashadi.

2) Agar qator biror x, giymatda uzoglashsa, x ning |x|> |xu|
tengsizlikni ganoatiantiruvehi har bir givmatida gator uzoglashadi.

2-teorema. Darajali gatorning vaginlashish sohasi markazi
koordinatalar boshida bo‘lgan intervaldan iboratdir.
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Ta’rif. Darajali gatorning yaginlashish intervali deb, — R dan,
+ R gacha bo‘lgan shunday intervalga aytiladiki,bu interval ichida
yotgan har qanday x nuqtada qator yaqinlashadi, uning tashqgarisidagi
X nugtalarda esa gator uzoglashadi.

R soni darajali qatorning yaginiashish radiusi deyiladi. Intervalning
ikki uchida berilgan qatorning yaqinlashish yoki uzoqlashish haqgidagi
masala har bir konkret gator uchun yakka-yakka hal etiladi. Ba’zi
qatorlarning yaqinlashish intervali nuqtaga aylanishi ( R=0), ba'zila-
rida esa Ox o°'qini butunlay o°z ichiga olishini (K=<} ko'rish mumkin.
Darajali gatorning yaqinlashish radiusini aniqlaymiz. Ushbu

ataxtax’+ . +ax"+.. - (3)
qator berilgan bo‘lsin.

Bu qator hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan gatorni
qaraymiz:

@

|ao] + [y ||X] + 1a2[‘x2|+ |a3Hx3‘ +ot

Qatorning yaginlashishini aniglash uchun Dalamber alomatini

qo‘ilaymiz:
Unat _ an+lx |— | +]|. = foa :
lim 2L = {im l|m |x|=L|x| 1limit mavjud
H—pe U H—pe aﬂx
bo‘Isin deb faraz qilamiz. Bu yerda L =lim "—;'fl - u holda Dalamber

alomatiga asosan,agar L|x<l, ya’'ni x| <7 bo‘lsa, qator yaqin-
lashuvchi va []x|>1, ya ni | x|>J 7 bo* lsa, uzoglashuvchi bo‘ladi.
Demak, (1) qator {x| <7 bo‘lganda absolut yaginlashadi. Demak,
( i l] interval {1) darajall qatoming yagqinlashish intervali, yaginla-

shish radiusi esa R = f = lim[-%} formuladan topiladi.
H—veo | 81

Yaqinlashish intervalini aniglash uchun shunga o‘xshash Koshi
alomatidan ham foydalanish mumkin, u holda -

R= i e

I-misol. ]+ + T"' +_ + ... qatorning yaginlashish sohasini
aniglang. 2
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Yechish. To'g'ridan to'g'ri Dalamber alomatini tatbiq etamiz:
U,=x" U, =x"" limPX—{=|x]|.
N=pm | Y

Demak, [xi<1 bo‘lganda qgator yaginlashadi, |x{>1 bo‘lganda
uzoglashadi. (—1;1) intervalning chegaralarida gatorni Dalamber
alomati yordami bilan aniglash mumkin emas. Lekin x=—1 va x=1
bo‘lganda gator uzoglashishi o'z-o‘zidan ma’lum.

2-misol. 2x_ LZ%E. " t_@_‘ _ gatorning yaginlashish sohasini
toping. '
n 2 n+l
Yechish U, =%L; ¢, =G0,
k [2;:)_""
lim| 2+l | = lim ]2x| 12x].
P, (2_!:_)" N—bee n+
27
| Agar | 2x|<1, ya'ni x < % bo'lsa, gator yaqginlashadi; x = -—1—
. bo'lsa, gator uzoglashadi. 2
n
3-misol. I+ + + .t X +... qatorning vaginiashish

i3] n!
sohasini toping.
Yechish. Berilgan gator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan tubandagi gatorni tekshiramiz:

i-t-]]""1 ]le+ +¥x'|+___
Dalamber alomatini qo‘llaymi7'
ml - - -
!.’ﬂ U !-I-III (n+l)' ‘ I lnlv-n-(ﬂ+l)' .

=Ix|lim~]—-—_lx|-0=0.

Demak, x ning istalgan givmati uchun lim U"’J =0<1

Dalamber alomatiga asosan, gator butun son o°'qida yaqinlashadi.
Yagqinlashish radiusi R=%
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9.2.4. DARAJALT QATORNING XOSSALARL DARAJALLI QATORNI
DIFFERENSIALLASH VA INTEGRALLASH

Yaginlashish intervali (= R. R) bo’lgan ushbu
a,+ax+ax’+ax+... (1
darajali gator benigan bo'lsin. Bu gatordan hadma-had differensiallash
bilan hosil gilingan
a+2ax* + anx'+¥... (2)
va integrallash bilan hosil gilingan.
a,x*

cl,x-r——-ra"’x”wl
I
2 n+l

{2) va (3) gatorlar hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan
gatorlarni Dalamber alomatiga ko‘ra tekshiramiz.

+... (3) qatorlarni garaylik.

lim a:;n‘ mavijud deb faraz gilsak, (2) va (3) gatorlar ham beril-

gan (1) qator ega bo'lgan yaqinlashish intervaliga ega bo‘lishini ko'rish
mumkin.

I-teorema. Tubandagi a +a x+ax+...+a x"+... darajali gator
(= R; R) yaginlashish intervaliga ega bo'lsa,u holda bu qatordan uni
hadma-had differensiallash va integrallash bilan hosil gilingan gatorlar
berilgan qator ega bo‘lgan yaginlashish intervaliga ega bo‘ladi.

2-teorema. Tubandagi a+ax+ax’+..+ax"+... darajali qator
(= R; R) yaginlashish intervaliga ega bo‘lsa va r son, R dan kichik
ixtiyoriy musbat son bo‘lsa u holda berilgan darajali qator |—r; r|
kesmada kuchayftirilgan gartor bo ‘ladi.

I sbot. Darajali qator yaqinlashish intervalining istalgan nugtasida
absolut yaginlashishi oldingi mavzulardan ma’lum. Shuning uchun
x=r nuqtada musbat ishorali

@+ a r+ar+..+lar+ .. (4)
qator yaqginlashadi. x| —r; r] kesmaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. )<r

bo'lgani uchun: |a x| <l|a |". Bundan esa berilgan (4) gator hadlarining
absolut gtyvmatlaridan tuzilgan

la) + lax + |ax+...4+|a xT+... (3)

qatorning hadlari x ning |—r; ] kesmaga tegishli ixtiyoriy giymatida
musbat ishorali (4) sonli gatorning mos hadlaridan katta bo‘lmaydi.
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Bu esa ta'rifga asosan berilgan darajali qator |—r; r] kesmada ku-
chaytirilganligini bildiradi.

Teorema isbot gilindi.

3-teorema. a +ax+ax'+..+ax"+.. darajali gatorning yig ‘indisi
(=R R) laqmimimh intervalining har bir nugtasida uzluksiz funksiyadir.

Isbot. x, vaginlashish intervalining ixtivoriy nugtasi bo‘lsin. U
holda shunday rlx|<r<R) musbat son mavjudki, |-, r] kesma x,
nugtani o'z ichiga oladi. Berilgan darajali gator 2-teoremaga ko‘ra
[—r; r] kesmada kuchaytirilgan gator. Shu sababli uning vig'indisi
2-teoremaga asosan kesmaning ixtiyoriy nuqtasida, xususan x,
nugtasida uzluksiz funksiva bo‘ladi.

4-teorema. a +ax+ax'+..+ax"+... darajali qatorni o'zining
yaginlashish intervalining ixtiyoriy nugtasida hadma-had differensial-
lash mumkin.

Isbot. Berilgan darajali gator (= R; R) vaginlashish intervaliga
ega bo'lsin. Bu gator hadlarining hosilalaridan tuzilgan ushbu
a+2ax+..+nax"'+..(*) qatorni garaymiz. Uning yaqinlashish
Irllt.f\-’a]l 1- lcuremdga asosan berilgan gatorning yaqinlashish intervah
bilan bir xil bo‘ladi. x vaginlashish intervalining ixtivoriy nugqtasi
bo'lsin. Yagqinlashish intervalining ichida yotuvchi va x, nuqtani 0*z
ichiga oluvchi |—r; r| kesmani qaraylik {lx|<r<R}. 2-teoremaga
asosan (*) gator kuchaytirilgandir. Shuning uchun uning yig‘indisi
berilgan gator vig'indisining hosilasiga teng, va'ni

(@, + ax+..+ax"+..)=a+2ax+..+nax'+...

5-teorema. a, + ax+axX’+...+a x"+... darajali qatorni (- R;
R) vaginlashish mrervahda hadma- had mregraﬁash mumkin, ya'ni
X, va x, yaqinlashish intervaliga tegishli nuqtalar bo‘lsa, u holda
f(_au +ax+..+a,x"+.)dx = faudx - I axdx + ...+

X X A

Xy
+ I a,x"dx + ...

o

Isbot. Yaqinlashish intervalida yotuvchi hamda x,, x, nugtalarni
0'z ichiga olgan [-r; r] kesmani qaraymiz. [-r, r] kesmadd darajali
qator Kuchaytirilgan bo’lganligi uchun uni hadma-had integrallash
mumKkin.
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9.2.5. (X—@a) NING DARAJALARI BO*'YICHA QATORLAR
Endi x—a ayirmaning darajalari bo’yicha tubandagi

a +a(x-a)+a(x-ay +a(x-a) +..+a(x-a)... (1)

ko‘rinishdagi funksional gatorni garaymiz, bu ham darajali gator
deyiladi, bundagi a,, a,. a,. ..., a,. ..., 0'zgarmas sonlar gatorning
koeffitsiyentlari deyiladi. Bu x—a ikkihadning darajalari bo‘yicha
joylashgan darajali qatordir.

a=0 bo'lsa, x ning darajalari bo'yicha joylashgan gatorni hosil
gilamiz. (1) gatorning yaqginlashish sohasini aniglash uchun x—a ni
7 bilan almashtiramiz:

ay+af+at* +...+at" + ... (2)

bu qator yaqinlashish intervaliga ega bo‘lsin. Bu holda r ning
— R<x—a< Rtengsizlikni ganoatlantiruvchi givmatlarida (1) gatorning
vaginlashuvchanligi kelib chigadi. | 7|>R bo‘lganda, (2) qator
uzoqlashuvchi bo*lganligi uchun | x—a|> R bo‘lganda (1) qator ham
uzoqlashadi. Bundan ko‘rinadiki, (1) gatorning yaginlashish intervali
markazi a nugtada va uzunligi 2R bo’lgan intervaldan iborat bo‘ladi.
Bu intervalning tashgarisida esa uzoglashuvchidir, Yaginlashish in-
tervalining oxirlarida yaginlashish yoki uzoglashish ro‘y berishi
mumKkin. ?
x-2 x-2 2
Misol. (I 2) (2 2}-+(3—_23) + .. (—;r;-)—-t- gatorning
vaginlashish sohasini toping.
Yechi 8 h. .r-;2=.f deb olsak, gator tubandagi ko‘rinishni oladi:
! 1 1 "

12 30 30 * 5a - bu qatorni absolut giymatlari-

al |r \

B 8 Sn
’ 2‘ n-2"
Dalamber alomatini qo'llaymiz:

n

H

dan tuz;lgan . gatorni garaymiz.

_ . ___ )
Uu o~ ”_2', ’ U«-l = {"1_”_2,}_.1 >
il L e U] PP S ]
ne |1 (1410277 2 prenl | 2
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i 1

Dalamber alomatiga ko'ra = < | bo‘lsa, gator yaginlashadi, |— > |

bo‘lsa, uzoglashadi. Demak berilgan gator ‘x—z—d bo* lganda
[x-2

yaginlashuvchi va —-j—" >1 bo‘lganda uvzoglashuvchidir. Bundan
ko'rinadiki, berilgan gator markazi a=2 nuqtada bo‘lgan O<x<4
intervalda yaqinlashadi.
Endi intervalning oxirida qatorning yaqinlashishiga tekshiramiz: x=0
¢ 1,1 -1
bolganda+1+-2-+-3+...+ =
Bu ishoralari navbatlashuvchi gator bo‘lib, shartli yaginlashuvchidir.

+ ... ko'rinishdagi gatorga ega bo‘lamiz.

x=4 bo'lsa, 1+ ; + ; ...+ ; +... ko'rinishdagi garmonik gatorga ega

bo‘lamiz, bu esa uzoglashuvchi gator. Shunday qilib, berilgan qgator
0=x=4 shartni ganoatlantiruvchi barcha x larda yaqinlashadi.

9.2.6. ELEMENTAR FUNKSIYALAR UCHUN
TEYLOR VA MAKLOREN QATORLARI

Aytavlik, fix)funksiya vaqinlashish intervali a— R<x<a+ Rbo'lgan
fx)=a,+a(x—a)+a,(x—a)’+a(x—a)'+...+a (x—a)"+...(1) darajali
qatorning vig‘indisidan iborat bo‘lsin. Bunday holda fix) funksiya a
nuqta atrofida yoki x—a ning darajalari bo‘yicha yoyiladi deyiladi.

Darajali qatorning a,, a, ..., a,,... koeffitsiyentlarini topamiz.
Buning uchun esa darajali gatorni yaqinlashish intervalida ketma-
ket differensiallashdan foydalanamiz. Yaginlashish intervalidagi
ixtivoriy x uchun quyidagi ayniyatlarni hosil gilamiz:

Ax)=a, + a(x-a)+a(x—a)+..+a(x—a)'+a,_ (x—a)"'+..

f'(x)=a+2a(x-a)+3a(x—a)’+...+na (x—a)" '(n+1)a  x"+...
f(x)=2a,+2 3a,(x—a)+3 - da(x—a)'+...+n(n-1)a (x—a)"*+
+n(n+l)a , (x—a)"'+...
S(x)=n(n=1)(n-2)... 3-2a,+(n+1)n(n-1)...3*2a,_, (x—a)...
Bu ayniyatlarda x=a desak, quyidagilarni hosil gilamiz:
fla)=a, f'(a)=a,, f(a)=2a, f"(a)=2"3a,
S™a)=n(n-1)(n-2)..3°2-a,...
bulardan foydalanib, a,, a,. ...a, koeffitsiyentlarni topamiz:

a,=fla), a, = f'(a), a, = “‘” , @y = f:(;” a,= 2ﬂs :“) yoki
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- ‘{ﬂ)
a,=fla), g, = ./ “” sy = "j(:”. ay = "f,“) ..... a, =" ﬂ[“}
Koeffitsiventlarning topilgan qgivmatlarini (1) ga go'ysak.
tubandagi ifodaga ega bo'lamiz:

f(x)= f(a)+ fl{f” x-a)+ LD (g —ap? + LDy gy 4.+

21

Bundan ko‘rinadiki. f(x) funksiva x—« ning darajalari bo‘yicha
darajali gatorga voyilsa. u holda bu gator quyidagi ko' rinishga ega bo‘ladi:

f(a)+“‘”{,\ n]+f(‘”(r u)*1+f“” e

(n)
s f {ﬂ) (x - u)ﬂ' ... (2)

nl

(2) gator fix) funksiva uchun Teylor qatori deb ataladi.
Xususiy holda, =0 bo'lsa, (2) gator
S(0) + J (_m.r P i w}x + f;,m.x ¥ .. f:.!(.mx” b (3)
korinishni oladi. (3) korinishdagi gator fix) funksiva uchun Makloren
gatori deyiladi.

Teorema. (Isbotsiz keltiramiz.) f(x) funksiva a nugtada cheksiz
differensiallanuvchi bo‘Isin. Bu nugta uchun tuzilgan Teylor gatorining
vig indisi bolishi uchun R (x) qoldiq had n—~w= da nolga intilishi zarur
va yetarlidir.

Teorema bajarilsa, Teylor gatori vaginlashuvchi bo'lib, uning
vig'indisi Ax) ga teng bo'ladi.

9.2.7. ELEMENTAR FUNKSIYALARNI
QATORLARGA YOYISH MISOLLARI

Ayrim elementar funksiyalarni gatorlarga yoyishni garaymiz.
I-misol. fix)=sinx funksivani Makloren gatoriga yoying.
Yechish. (3) formulani go'llab,
3 5 2n-1
X X nel X
sinx=x-"—+—+.+(-1)""—+ R,
3t S (2n-1)!

ga ega bo'lamiz.



lim R,,(x) = 0 ekanligi isbotlanadi.

Demak. sin x ning Makloren gatoriga vovilmasi
L] 5 2=
% X 1 1 el X
SINX =X =55 + b+ (1) Gaiyi T (1)
ko'rinishda ekan.

x har ganday bo‘lganda ham, goldiq had nolga intilgani uchun
berilgan gator vaginlashadi va x istagancha bo'lganda ham
funksivaning vig'indisi sinx bo‘ladi.

2-misol. f(x)=e" funksivani Makloren gatoriga yoying.

Yechish. (3) formulani tatbig etamiz:

2 3 n
= X X ] 3
e =lidtJraroatygrs (2)
agar X ning o‘rniga —x olinsa, u holda
2 3

“ x
_E ) 3_!' +...

e =1-x+

1 =

bo‘ladi.
3-misol. f(x)=cosx funksivani Makloren gatoriga voying.
Yechish. (3) formuladan foydalanib tubandagiga ega bo‘lamiz:
s i * . x* X
L(}h.’t‘—|—2!-+4!—6f+... (3)
4-misol. in(1+x) funksivani Makloren gatoriga voying.

Yechish. Buning uchun T funksivani Makloren gatoriga

1-1; =1-t+1 1" +... dan foydalanamiz.

Bu yoyilmani (| x|<1) bo‘lganda 0 dan x gacha chegarada integ-
rallaymiz:

yoyilmasi

x X

j_l_dr =[A-r+72 -7 +.)dt
o1+2 - -
bundan
i B P L nst x"
in(.1+l}—x——2- $ ety +..+(=1) e (Y]

Bu tenglik (—1:1) intervalda o'rinlidir. Agar bu formuladagi x ni
—x ga almashtirsak, (—1.1) intervalda vaqinlashuvchi gator hosil
bo'ladi:



(l=x)=x=5 X< (3)

(4) va (5) formulalar yordamida 0 bilan 2 orasidagi sonlarning
logarifmlarini hisoblash mumkin. Funksiyalarni Teylor gatoriga
vovishdan foydalanib, x turli giymatlar olganda elementar
funksivalarning givmatlarini hisoblash mumkin.

Masalan, cos10” ni 10°° gacha aniglik bilan hisoblaylik.

10° yoki radianda ¢ = 0,174533 bo'lgani uchun

K L {xV 1 {x} = 4
cos1l = -5 if;) ¥ 32(1’3] 6!(1@) 4
Birinchi uchta had bilan chcgamlanamiz
i L_x 1
COSIB 18 2‘( ) (lﬂ) ’
Bunda biz absolyut giymat jihatidan tashlab yuborilgan hadlarining
birinchisidan kichik bo’lgan 8 xatoga yo'l go‘yamiz:

4
o< “E'[%] < .,;{0,4)" < 0,0000016 <107 -

T :
os ¢ = 0,015289.

9.2.8. ANIQ INTEGRALLARNI QATORLAR YORDAMIDA HISOBLASH

Boshlang‘ich funl;siyalarini clementar funksivalar bilan ifodalab

bo‘lmaydigan ¢ =, SiRX cosx 11_ ,... funksiyalarning aniq integ-
X X nx
rallarini qatorlar yordamida hisoblash mumkin.

l-misol. _[e"“ dx integralni hisoblang.
fi
Yechish. Bu integralni hisoblash uchun e* ning yoyilmasidagi
x ni —x* ga almashtirib, integral ostidagi funksiyani gatorga yoyamiz:

e-x :l_.\?_+x.‘__ _b ( zjnf

Bu tenglikning ikkala tomonini 0 dan a gacha chegaralarda
integrallab, quyidagini topamiz:
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i 3 5 7
3 i
o L A

K. 3
1 13 -5 317

g A

|

Bu tenglik yordamida ¢ ning istalgan giymatida berilgan integralni
ixtivoriy darajada aniglik bilan hisoblay olamiz.
2-misol j“—:‘f dx integralni hisoblang.
]
Yechish. Integral ostidagi funksiyani gqatorga yoyvamiz:

- ,t] ,‘(‘ I?
SiNX =X -5+ 5= 57 +ew
Bu tenglikning ikkala tomonini x ga bo’lsak,
. 2 4 ]
siny _q_x  x0_x
i 3! 5! 7!

qatorni hosil gilamiz. Bu gator esa x ning barcha qiymatlarida
yaqginlashadi.

_T??E'*de:a- @ @ _d |
- V% R T T

a har qanday bo'lganda ham gatorning yig'indisini istalgan
darajada aniglik bilan hisoblash mumkin. Qolgan funksivalarning
aniq integrallarini yuqoridagilarga o*xshatib hisoblash mumkin.

O*z-o0'zini tekshirish uchun savollar

1. Qanday gator funksional gator deyiladi?

2. Funksional gatorning vaqinlashishi. yaginlashish sohasi deganda nimani

tushunasiz?

Darajali gator deb ganday qatorga aytiladi?.

Darajali qatorning yvaginlashishi to'g‘risida Abel teoremasini ifodalang.

Darajali gatorni hadlab differensiallash va integrallash to*g*risidagi teoremani

ifodalang.

6. Berilgan funksiya uchun qanday darajali gator Teylor qatori deyviladi? Uning

koeffitsiyentlari ganday hisoblanadi?

Tevlor gatorining goldiq hadi formulasini yozing,

8. Qanday darajali qator Makloren qatori deyiladi va uning koeffitsiventlari
ganday hisoblanadi?

9. Darajali gatorlarni tagribiy hisoblashlarga tatbigiga misollar keltiring.

il g

e
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9.3. FURE QATORLARI
9.3.1, T=2z DAVRIY FUNKSIYA UCHUN FURE QATORI

Biz oldingi mavzularda funksiyalarni darajali funksiyalarga,
shuningdek, murakkabroq funksiyatarni esa sodda ko*rinishdagi darajali
funksiyalarga yoyish mumkinligini ko‘rdik. Ammo ayrim davriy
jarayonlarni talgin etishda shu jarayonlarni ifodalovchi oddiy davriy
sinus va kosinus funksiyalari bo‘yicha qatorlarga yoyish qulaydir.

Davri 2z bo'lgan Ax) funksivani quyida ko° rlladlgan trigonometrik
gatorga yoyish masalasini gqaraymiz.

Ta’rif. Ushbu

9y

5 ta cosx + B sinx+a,co82x + by sin2x +... +

ko‘rinishdagi funksional qator yoki ixchamroq yozilgan

+2(a coS nx + b, sin ax) .(1)
n=1

qator frigonometrik qator deyiladi. ¢, a,, a,, ..., 4, ..., b, b,, .., b

(n=1,2,3...) o'zgarmas sonlar trigonometrik gatoming koeﬁitsryenﬂzirf,
% esa ozod had deyiladi.

Agar (1) qator yaginlashsa, uning yig‘indisi davri 2z bo‘lgan,
davriy flx) funksiya bo‘ladi, chunki sinx va cosx davri 2z bo‘lgan
davriy funksivalardir. Shunga ko‘ra: f{x)=fx+2x).

Endi tubandagicha masala qo‘yaylik: Bizga davri 27z bo‘lgan fix)
davriy funksiya berilgan bo‘lsin. Shu fAx} uchun berilgan funksiyaga
vaqinlashuvchi trigenometrik qator topish mumkinmi yoki yo‘qmi?
Avytaylik, davri 2z bo‘lgan f{x) davriy funksiya [—x; x] kesmada shu
funksiyaga yaginlashuvchi trigonometrik gatorni ifodalasin, ya’ni shu
gatorning yig‘indisi bo‘lsin: _

f(x):%+§(a,1 cos nx + b, sin nx) . ' (2)

Bu tenglikning chap tomonidagi funksiyadan olingan integral qator
hadlaridan olingan integrallaming yig‘indisiga teng, deb faraz qilamiz.
Bundan esa berilgan trigonometrik qatorning koeffitsiventlarint

hisoblash uchun foydalaniladi. (2) tenglikning ikkala tomonini —x
dan z gacha chegaralarda integrallaymiz:

280



]

Tf(x)dx: ]%dx-f-

u=l g

(Jancosnxder Ib,,sinxdx). (3)
l In

O‘ng tomondagi integrallarni hisoblaymiz:

T
J%—dx=:rao;
=i

| @, cos nxdx = a, | cos nxdx = Gsinxi® _q,
—~T . - 7 —r .’
N . ) r s T
. _[b,,sinnxdx:b,,jsinnxdxz—w =0
s g R - )
Demak, | f(x)dx=ray; —% J fodx. @

Qatorning qolgan Koeffitsiyentlarini

hisoblash uchun quyidagi

aniq integrallarni garab chiqamiz. Agar » va k& butun son bo‘lsa,

quyidagi tengliklar o‘rinlidir:

J cos nx cos kxdx = 0

Agar nzk bo‘lsa, _[ cosmxsinkxdx =0, - | B (5)

_[ sin nx sin kxdx = 0

| | cos® kxdx = n
agar n=k bo‘lsa, [ sin kx cos kxdx = 0

-

n
Jsinz kxdx =n
—-x

281

-

6




(5) va (6) ifodalarning to'g'riligini bizga ma’lum bo’lgan
2c0s nx cos kx = cos(n + k)x + cos(n—k)x,
2sin nx cos kx = sin(n + k)x + sin(n=Kk)x
trigonometrik formulalardan fovdalanib ko‘rsatish mumkin.
1-guruhdagi birinchi integralni hisoblaymiz:

jcos nx cos kxdx = ; Icos(n + K)xdx + ; jcos(n —Kk)xdx =)
Endi (2) gqatorning a, va b, koeflitsiyentlarini hisoblaymiz. a,

koeffitsiventni hisoblash uchun (2) gatorning ikkala tomonini cosky
ga ko'paytiramiz:

f(x)coskx = -‘;lcoskx - i(a,, COS nx cos kx + b, sin nx cos kx). (7)
n=l
Tenglikning o'ng tomonida hosil gilingan gator kuchaytirilgan-
dir, chunki, uning hadlari absolut giymati bo'yicha (3) yaginlashuvchi
musbat gatorning hadlaridan katta bo’la olmaydi.

Shuning uchun uni istalgan kesmada hadlab integrallash mumkin.
(7) ni — dan x gacha chegaralarda integrallaymiz:

I f(x) cos kxdx = “2“ j cos kxdx +

-

+Z(a,, | cos nx cos kxdx + b, J sin nx cos kxdx ] (8)
n=1 = -X

Yugoridagi (5) va (6) larni hisobga olsak, (8) tenglikni o'ng
tomonidagi a, koeffitsiventli integraldan boshqa hamma integral-
larning nolga teng ekanligini ko‘ramiz. Demak,

| f(x)cos kxdx = a [ cos® kxdx = ay;

a, =}lr If(x)COSkxdx; ke N. (9)

Xuddi shunga o‘xshash, (2) qatorning ikkala tomonini sinkx £2
ko'paytirib integrallasak, b, ni topamiz:
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- ; [ f(x)sinkxdx; ke N. (10)

Aniglangan koeffitsiventlar Fure koeffitsiventlari deb ataladi.
hunday koeffitsiventli (1) trigonometrik gator esa fix) funksiyaning
ure qatori deyiladi.

- Fure gatoriga qanday funksivalarni yoyish mumkin, degan savolga
uyidagi ta’rif javob beradi.

"l‘a rif. Agar |a; b] kesmani chekli sondagi X,. X,. ..., X,_, nugtalar
an shunday (a;: x). (x;: x,). ..., (x, b) mlewallarga bo‘lish
aumkin bo‘lsaki, bunda fix) funksiya monmon ya'ni o‘'smaydigan
a kamaymaydigan bo'lsa, fix) funksiva [a: b] kesmada bo‘lakli
monoton deb ataladi.

Agar fix) funksiya |a; b] kesmada bo‘lakli monoton va
hegaralangan bo‘lsa, ta'rifea asosan bu funksiva fagat birinchi tur
ilish nuqtasiga ega bo‘lishi kelib chigadi. Bunday funksiyalarni
¢ qatoriga yovish mumkKin.

Funksivalarni Fure qatoriga yoyishga misollar ko‘ramiz.
I-misol. Davri 2x bo‘lgan fix) davriy funksiya quyidagicha
niglangan: flx)= x—a < x<a (134-chizma).

Yechish. Bu funksiya bo‘lakli monoton va chegaralangan.
Jemak, uni Fure gatoriga yoyish mumkin.

=0;

- %j sin xdx = 0]:

cosx | 1] {1yl 2
[x Lx+;£cmm =(-1) v

.,-'}/ﬂ{-ﬁ:}sun ’
i I

134-chizma.
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~ Shunday qilib, quyidagi gatorni hosil gilamiz:

) = [Smx sin2z 5_103§£ (D™ 2!1;?5],
2-misol. Davri 27 bo‘lgan fix) davriy funksiya qu;ndaglcha
aniglangan:
- —x=<x<0 bolsa, Ax)==x, :
OD<x=x Dbolsa, Ax)=x. ya'ni Ax)=phi
Yechish., Bu funksiya ham -7 < x <0 kesmada bo'lakli.
monoton (133-chizma). Uning Fure koeffitsiventlarini aniglaymiz:

a, = Jl j f(x)dx = %[? (—x)dx +jxdx:| =7
-y - 0

a, = |: I (-x) cos nxdx + f X COo8 nxdx]

-

Xsinx

sin nxdx} =

ot

1
n

T
0

g] = ;i—g(cos nT-o)= -

i

0, agar n juft bo'lsa;
—, agar ntoq bo‘lsa;

0 T
b, = _I-!:J (~x)sin nxdx+jxsin nxdx]= 0.
- ! )

-%

Shunday qilib, quyidagi gatorni hosil gilamiz:

cosx cosld cos5 cos(Ip+)x
fix) ——— [_rl -T—2_x+ 32x+...+ ("‘g ) +}

h & - s ] ¥ 5 W 4%

—t

|
{35-chizma.
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Bu gator hamma nuqtalarda vaginlashadi va uning vig'indisi
berilgan funksivaga 1eng.

9.3.2. JUFT VA TOQ FUNKSIYALAR UCHUN FURE QATORI

Oldingi mavzudagi misollardan ko'rinadiki. tog funksiyalar uchun
Fure qatori o'zida sinx qatnashgan hadlarga ega bo’ladi, juft
funksivalar uchun Fure gatori esa ozod had va cosx gatnashgan
hadlarga ega bo‘lar ekan. Bu tasdigni umumiy holda quyidagi lemma
ko*rsatib beradi.

Lemma. Agar integrallanuvchi fix) (x € | =1, 1)) funksiya 1oq bo'lsa,

)
u holda If(x)dx:[) (1), agar funksiva juft bo‘lsa,
'

] I
[ f(x)dx =2[ f(x)dx (2) munosabatiar o'rinli bo ladi.
{ 0

Isbot. Aniq integral xossalariga ko'ra:

! 0
jﬂnﬂ:]ﬂnﬂwaMML
- 0 ol

Ikkinchi mtcg.mlda Q zgaruvuhuu almashtiramiz: x= —¢, u holda
ff(x)dx jf(—ndr = j f(0)dt bo‘ladi.

Bundan esa Jf(x)dx If(r)dx+_[f( -x)dx (3) (keyingi

integralda oldingi o zgaruvchlgd o‘tdik). (3) formuladan ko‘rinadiki,
agar flx) toq bo'lsa, (1) tenglik, agar fix) juft bo'lsa, (2) tenglik
o‘rinli. Lemmadan ko‘rinadiki: agar f{x) — toq funksiya Fure qatoriga
vovilsa, fix)coskx ko'paytma tog funksiva, flx)sinkx esa juft funksiya
bo‘ladi. Demak,

= If(x)dx:(); a, :;Ir jf{x}coskxdx:ﬂ,

2 - (4)
b = | f(x)sin kxdr:i | £(x)sin kxdx,
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ya'ni toq funksivaning Fure gatori fagat sinuslarni o'z ichiga oladi.
Agar juft funksiya Fure gatoriga voyilsa, fix)sinkx ko'paytma toq,
Jix)coskx esa juft funksiya bo‘ladi:

ai] :i jf{x)d.\.‘ — 0, a‘ :;:i[f(x)coskxdx:

b, = H £(x)sin kxdx = 0,
0

va'ni juft funksivalarning Fure gatori fagat kosinuslarni 0°z ichiga
oladi. Bu formulalar berilgan funksiva juft voki tog bo‘lgan hollarda
Fure koeffitsiventlarini topishdagi hisoblashlarni soddalashtirishga
imkon beradi.

Misol. Davri 27 bo‘lgan va [0: ] kesmada y=x tenglik bilan
berilgan fix) davriy juft funksiyani Fure gatoriga yoying.

Yechish. (5) formulaga asosan, k£ har ganday bo‘lganda ham
b=0,

a, =ijdx=n.
0

o = %Ixcoskxdx - 2 (s cosbillE L 2 (011t 1)

- agar k tog bo'lsa.

[ 0, agar k juft bo‘lsa;
-4,

9.3.3. FURE QATORINING YAQINLASHISHI

Biz birinchi mavzudagi (4), (5), (6) formulalarni keltirib
chiqgarishda flx) funksiya yaqinlashuvchi trigonometrik gatorga
yoyiladi, deb faraz gilgan edik.

Agar shunday faraz gilmasdan a,, a,, b, koefTitsiyentlarni hisoblab,
berilgan funksiyaning Fure gatoridan iborat bo‘lgan trigonometrik
qatorni tuzsak, bu tuzilgan Fure qatori yaqginlashuvchi bo‘ladimi
voki yo‘gmi, degan savol tug‘iladi. Agar bu qator yaginlashuvchi
bo'lsa, ana shu qatorning koeffitsiyentlarini hisoblash uchun foyda-
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lanilgan formulalar shu fix) funksivaga vaqinlashadi desa bo‘ladimi?
Bu savolga tubandagi ta'rif va teorema javob bo‘ladi.

Ta’rif. Agar fix) funksiva aniglangan |a: b] kesmani chekli sondagi
kesmachalarga bo'lish mumkin bo'lib, bu kesmachalarning har birining
ichida bu funksiva fagat o‘sadigan voki fagat kamavadigan voki
o'‘zgarmas bo'lsa, fix) funksiya bu kesmada bo ‘lakli-monoton deyiladi.

Teorema (isbotsiz keltiriladi). Davri 2 bo ‘lgan davriy fix) funksiyva
|a: a+2x] kesmada cheklangan va bo ‘lakli-monoton bo‘lsa, u holda
Fure gatori butun x€ R nugtalarda yaginlashuvchi bo'ladi, bu yerda
a € R. Shuning bilan birga u fix) funksivaning uzluksiz nugtalarida
fix) ning o ‘ziga, uzilish nugralarida esa chap va o ‘ng fimit giymarlarining
o'rta arifmetik giymatiga, ya ni

1 tim 7Go+ tim 700 ga rene.

X—*Xg.0

9.3.4. DAVRI 2L BO'LGAN FUNKSIYALAR UCHUN FURE QATORLARI

fix) funksiva davri 2/, umuman aytganda, 2z dan fargli bo‘lgan
davriy funksiya bo'lsin. Uni Fure gatoriga yoyamiz. Buning uchun
o‘zgaruvchini x = ;r formula bilan aniglaymiz.

U holda f (f: ) funksiya r ning davri 2z bo‘lgan davriy funk-

sivasi bo‘ladi. Uni =7 < x < 7 kesmada Fure gatoriga yoyish mumkin:

f(;;r):"—gj"+2(Q”C(}Skf+b|g5inkl')' bunda a(,:;:jf(;)dl;

g =) ]fu-:)coskrdr; bk=i]'f(£r)sin krdr.

T
Endi x o‘zgaruvchiga qaytamiz:
= I{' f:":"{‘ drzxdx
. 4 ! )
U holda quyidagilarni hosil gilamiz:
)

— XX 7.

a, = !:fjf(x)cosk! ; dx;

!
%::[f(.rwx: (1

i
b =1 [ fx)sinks ’.’f!dx.
~{
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Yugoridagi formula esa quvidagi ko'rinishni oladi:
fx)= ‘“'+Z(akcos x+b Smkr )- (2)

Bu qgator davri 2/ bo‘lgan funksiyalar uchun Fure gatori deyiladi.

Misol. —=l<x < | intervalda fix)=x-1 formula bilan berilgan
2/=2 davrh funksivani Fure qatoriga yoying (136-chizma).

Y echish. Fure koeffitsiventlarini (2) formulalar bo‘yicha (/=

deb) topamiz:
|

a, = J'( ~1)dx ="~ --—_

1 1 i .
a,= J'(x— ) cosk:rxdx::[x cos krrxdx— chos erdx:fﬂgﬁ _} ;

_1 sin kxx ;. sin kxx |1 — 0
4 k= kx |-1 7
| 1 1 iexhl
N _ - _ . . . — XSINKR X
b= [(x-1)sin krx xdx :[xsmkrrxdx :[sm e xex == X305 4
1 1 %

-1

1 sin kxx
= — - - o
T [cos krx + cos(-kr)| .

!
J‘ Coskrx dx— coskmx
km

* ﬁ [cos kx — cos(~kn)] = - _Zf;!}*_ .

-2; a,=0; b, =2 ;’ b, koefTitsiyentni

Shunday qilib, a
_2. - Buop 2
T x’ '“ 2!!'63-.3.1

voysak, tubandagi ko‘rinishda bo‘ladi: 5

1]
-4 =4 =4 - ’l’ ] 1 3 4 3
136-chizma.
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U holda berilgan filx)=x—1 funksiya uchun Fure gatori
2[sinx _sin2x  sin3x _ _qyr-l sinonx
-I+I-r{ i 5t e+ (=1) +]
ko*rinishda bo‘ladi.
Juft va toq funksiyalarning Fure koeffitsiventlari uchun chigarilgan
2-mavzudagi (4) va {5) formulalar 2/ davriy funksiyva uchun guyidagi
ko'rinishga keladi:

Toq funksiya uchun: g;=a,=0; 3‘:,‘=!l|'f(‘;)‘;|n"“'ir xdx.(3)

Juft funksnya uchun:

= ;jf(x}dx; 8 = ,jf(x)cos 4 xdx; b=0. (4)

Bu holda Fure gatorlari mos ravishda f(x)= Zb sin ™ x (5) (toq

funksiva uchun) va f(x)=2 +Za cos " x (6) (juft funksiva
uchun) ko‘rinishda bo‘ladi.

9.3.5. DAVRIY BO'LMAGAN FUNKSIYALARNI FURE
QATORIGA YOYISH HAQIDA

Nodavriy funksiyani Fure qatoriga yoyish masalasini garab
chigamiz. fix) butun son o‘qida berilgan nodavriy funksiya bo'lsin.
Trigonometrik qatorning yig‘indisi davriy funksiva bo'lgani uchun,
berilgan nedavriy funksivani Fure gatoriga yoyib bo'lmaydi.

Bu funksiyani =/ < x < /intervalda tekshiramiz va yig'indisi shu
funksivaga teng bo‘lgan Fure qgatorini qurishga harakat gilib ko*ramiz.
Buning uchun davri 2/ bo'lgan va —/ < x < [ intervalda giymati f{x)
funksiyaning giymatiga teng bo‘lgan yordamchi ¢(x) funksiyani
garaymiz (137-chizma).

Agar ¢(x) funksiya uchun 3-mavzudagi teoremaning shartlari
bajarilsa, uni tegishli Fure gatori yordamida tasvirlash mumkin.

-1 < x < [ intervaldagi bu gator funksiyaning barcha uzluksizlik
nuqtalarida ¢(x)=fx) yig'indiga ega bo'ladi.

Ayrim hollarda fagat 0 < x < [ intervalda berilgan funksiya bilan
ish ko‘rishga to‘g'ri keladi.
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;{xl

dixy

3L 2L -4 4] L L w & x
137-chizma.

Bunday holda biz funksiyani biror gonun bo‘vicha intervalda
davom ettirishimiz. so*ngra uni butun son o‘giga 2/ davr bilan davriy
davom ettirishimiz mumkin.

Ko'pincha funksiva juft yoki toq tarzda davom ettiriladi.

Agar funksiva juft, va’ni f(—x) = f(x) tarzda davom ettirilayotgan
bo’lsa, u holda Fure gatori fagat kosinuslar va ozod haddan iborat bo‘ladi.

Agar funksiya tog, va'ni i—x)=-fx) tarzda davom ettirilayot-
gan bo’lsa, u holda gator fagat sinuslardan iborat bo‘ladi.

Shunday qilib, agar funksiya 0 < x =< /intervalda berilgan bo’lsa,
u holda uni —/ < x < 0 intervalga, so‘ngra hosil gilingan funksiyani
butun son o'giga davriy davom cttirib cheksiz ko*p Fure gatorlarini
hosil gilishimiz mumkin. Biroq, bu barcha gatorlar [0; /] intervalda
birgina berilgan fix) funksiyani ifodalaydi. [/, 0] intervalda esa har
gaysi gatorning yig'indisi ix) funksiyvaning tegishli davom ettirilishidan
iborat bo‘ladi (138-chizma).

y
[ 4=f )
y;
.}?’.
.},
%, \\‘/‘;‘?
D\ %
BN ‘:ﬂ
e
} - -
4 70 ! %
S
.
/&
;S
{
{38-chizma.
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I-misol. fix)=x funksivaning [0; 7] kesmada sinuslar bo‘yicha
gatorga yoyish talab qilinsin.

Yechish. Bu funksiyani toq holda davom ettirib,
x =[x _sinEr s3] qatorni hosil gilamiz.

2-misol. Ax)=x funksiyani [0; x| kesmada kosinuslar bo‘yicha
gatorga yoying.

Bu funksiyani juft holda davom ettirib, —r < x < 7 bo‘lganda
Ax)=| x| tenglikni hosil gilamiz:

fx=%-4 [m;é »H0Jx , sin3x +]

Shunday qilib, [0; 7] kesmada quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

x 4[cis,_x-+sin3x+sin5x ]

X=Z == e = i
2 x0T TS ;

O¢z-0*zini tekshirish uchun savollar

1. T= 2x davriy funksiya uchun Fure gatorini vozing va tushuntiring.

2. Davri 27 bo'lgan ixtivoriv funksivani Fure qatoriga yoying.

3. Juft va toq funsiyalar uchun Fure qatorlarini yozing.

4. Davri 2/ bo'lgan funksiyalar uchun Fure gatorlariga misollar keltiring.

5. Davriy bo‘lmagan funksiyalarni Fure qatoriga yoyishni tushuntirib bering.
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10-bob. BIR NECHA O*ZGARUVCHILI
FUNKSIYANING DIFFERENSIAL HISOBI

10.1. BIR NECHA O*ZGARUVCHILI FUNKSIYA

10.1.1. BIR NECHA O*ZGARUVCHILI FUNKSIYA TUSHUNCHASIGA
OLIB KELUYCHI MASALALAR

To'g'n burchakli to*rtburchak tomonlarini x va y bilan belgilasak,
u holda uning yuzi §= x-y formula bilan ifodalanadi. Bu holda §
yuz x va y ning funksivafari bo‘ladi, boshgacha aytganda ikki
o‘zgaruvchiga bog'liq bo‘ladi.

Shunga o*xshash, to‘g'ri burchakli parallelepiped girralarini x, y.
z bilan belgilasak, uning hajmi V= x- v+ z formula bilan ifodalanadi.
Bu holda ¥V hajm x, y. z o*zgaruvchilarning funksiyasi hbo‘ladi.

Demak, V uch o'zgaruvchili funksiva. Tabiatda uchraydigan
jarayonlarda ikki, uch emas, undan ortig o‘zgaruvchilarga bog'lig
funksiyalar ham uchraydi. Biz faqat ikki o*zgaruvchili funksiva ustida
to*xtalamiz.

10.1.2. IKKI O*ZGARUYCHILI FUNKSIYA

I-ta’rif. Agar bir-biriga bog'liq bo‘lmagan ikki o*zgaruvchi x va
y ning biror D o'zgarish sohasidagi har bir go‘sh (x, y) giymatiga z
migdorning aniq bir giymati mos kelsa, z ikki erkli o ‘zgaruvchi x va
y ning D sohada anigiangan funksivasi deyiladi va z = f(x. ¥); = Hx,
¥) ko‘rinishda yoziladi.

1kki o'zgaruvchili funksiva jadval yordamida yoki analitik formula
vordamida ham berilishi mumkin.

2-ta’rif. z=f(x, y) funksiva aniglangan x va y qo‘sh (x, y)
givmatlarining to‘plami funksivaning aniglanish sohasi deyiladi.

Ikki o‘zgaruvchili funksivaning aniglanish sohasini geometrik
larzda tasvirlash oson. x va y ning har bir go'sh giymatini xOy
tekislikda M(x; y) nuqta bilan tasvirlasak, funksiyaning aniglanish
sohasi tekislikdagi nuqtalar to*plami bilan tasvirlanadi.

Funksivaning aniglanish sohasi xOy tekisligidan yoki uning bitta
yoki bir nechta uzluksiz chiziglar bilan chegaralangan gismlaridan
ham iborat bo‘lishi mumkin. Bu chiziglarni sohaning chegarasi
deyiladi. Sohaning chegarada yotmagan nuqtalari sohaning ichki
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139-chizma. 140-¢hizma.

nugtalari deyiladi. Fagat ichki nuqtalardan iborat bo*lgan soha echiq
deyiladi. Agar sohaga chegara nuqtalari ham kirsa yopig soha deyiladi.
Agar shunday o*zgarmas ¢ son mavjud bo‘lsaki, koordinatalar boshi
(0 dan sohaning istalgan M nuqtasigacha bo‘lgan masofa ¢ dan kichik.
va'ni | OM| < ¢ bo'lsa, soha chegaralangan deyiladi.

I-misol. z=>5x+ 2y ifoda x va y ning har qanday giymatida
ma’noga ega, demak, aniglanish sohasi butun xQy tekisligi bo‘ladi.

2-misol. xX’+ y < 1 funksivaning aniglanish sohasi markazi
koordinatalar boshida, radiusi | ga teng doira nuqtalaridan iborat
(139-chizma).

3-misol. z=In(x+¥):x+y > 0: y > —=x (140-chizma).

Ikki o*zgaruvchili funksiyaning geometrik tasvirini garaylik. Oxyz
to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasini olaylik. z = f(x, y) funksiva
xOy tekisligidagi biror G sohada aniglangan. G sohaning har bir (x;
y) nuqtasidan xOy tekisligiga perpendikular o‘tkazamiz va undan
z = f(x, y)ga teng kesma ajratamiz. U
holda fazoda koordinatalari x; y; 5
z=/f(x. ¥) bo’lgan P nuqtani hosil !
gilamiz. Koordinatalari z = f(x, y) teng- o
lamani ganoatlantiruvchi P nuqtalar-
ning geometrik o*rni ikki o*zgaruvchili
funksivaning grafigi deb ataladi. Bu

nugtalar to*plami esa fazoda biror sirtni 4 3
aniglaydi (141-chizma). —
Misol. 2=vyl-x"=»" funksiva - _JG
rd
fazoda markazi koordinatalar boshida. ,{ S

radiusi | ga teng sharni ifodalaydi 2T chigii:
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10.1.3. IKKI O°ZGARUVCHILI FUNKSIYANING LIMITI

1 Bir ofzgaruvchili y=f(x)
funksivaning limitini tekshirishda
nuqtaning atrofi tushunchasi
kiritilganidek, bu yerda ham nuqta at-
rofi tushunchasini kiritamiz. Aytaylik,
= f(x, v) funksiva xOy tekisligining
biror G sohasida aniglangan bo‘lsin. G
sohada yoki uning chegarasida yotgan
7 P.(x,; y,) nuqtani garaymiz. P(x,: y,)
nuqtaning o-arrofi deb markan shu
nuqtada bo‘lgan doiraning ichki
nuqtalari to‘plamiga aytiladi. Agar bu doiraning radiusi ¢ ga teng
bo‘lsa, u holda u nugtaning - atrofi hagida gapirish mumkin (142-
chizma).
P (x,. y,) nuqtaning &- atrofiga tegishli bo‘lgan istalgan P(x; y)
nugta P,(x;: y,) nuqtadan ¢ dan Kichik masofada yotadi, ya'ni

142-chizma.

S =%+ (v - 3) <3,

Ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham. shunday 6 > 0 son
topilsaki, d((x; »). (x;; ¥,)) < 6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
(x: ¥)€ G nugtalar uchun | f(x, y — A)| < ¢ bo'lsa, u holda A son f(x,
y) funksiyaning (x,: y,) nuqtadagi limiti deb ataladi va
lim f(x,y) = A kabi belgilanadi.

B
Misol. lim _ﬁ— ni toping.

:' ':‘: q’x +y©+1-1

Yechish. Funksiyaning limiti P(x; y)-»/P,(0: 0), ya’ni d - 0 da
topiladi, buyerdad = PP = vx? +p? (ikki nugta orasidagi masofa,

bunda P, nuqta koordinatalar boshi):

oy 2 fim g T T a2

Py \I'Ix:+j'l+| 1 4 Wf 411 d 0 d"+1 l d-.i
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Bu yerda funksiva £(0:0} nugtada aniglanmagan bo'lsa-da,
limitga ega.

Bir o*zgaruvchili funksiva uchun limitlar haqgidagi barcha asosiy
teoremalar bir necha o*zgaruvchili funksiva uchun ham o'rinli bo'ladi.

10.1.4. IKKI O*ZGARUVCHILI FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

Ta'rif. z=f(x, y) = f(P) funksiva P(x;: »,) nuqtada va uning
atrofida aniglangan bo'lsin. Agar P(x: ¥) nugta funksivaning aniglanish
sohasida golgan holda P,(x,; y,) nuqtaga ixtiyoriy usulda intilganda
ushbu ‘Iin‘l f(x, ¥) = f(x,. ») tenglik mavjud bo‘lsa, z=f(x, y)

y—+¥pn

funksiva P,(x,: y,) nuqtada wgluksiz deyiladi. Agar x = x; + Ax:
y =y, +Ay deb belgilasak:
I\irrjulf(,vcu +Ax, y, +AV] = f(x. ») yoki

Ay 0

lim|f(x, +Ax, ¥y, +AW)] - f(x, ) =0 yoki
Ax i)

Ay—0
\]j,mu Az=0; Ap=+J(Ax*)+(Ay) deb belgilaymiz.

Ax =10, Ay -0 da Ap — 0 va aksincha
Ap— 0 bo'lsa, Ax -0, Ay —0.

Agar biror N(x,: y,) nugtada (1) tenglik bajarilmasa, funksiya shu
nugtada vzilishga ega deyiladi. Uzilish bo‘lishi uchun:

1) funksiva nuqtada aniglanmagan bo‘lishi;

2) limit mavjud bo‘lmasligi:

3) limit ham mavjud, ammo Enl’f(x,y)#f(x(,._v“) bo‘lishi
kerak. Ay 0

10.1.5. FUNKSIYANING XUSUSIY VA TO‘LA ORTTIRMASI
Funksivaning xususiy va to‘la orttirmasini ko‘z oldimizga keltirish
uchun chizmaga murojaat gilamiz.
z = f(x, y) sirtning xOy tekisligiga parallel y = const tekislik bilan
kesishganidan hosil bo‘lgan PS chizigni garaymiz. Bu tekislikda y
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o‘zgarmas givmalini saglagani uchun
(143-chizma), z faqat PS chizig bo'ylab
x ning o‘zgarishiga bog‘lig ravishda
o*zgaradi.

X ga orttirma beramiz, bu orttirma
zning x bo ‘vicha xususiy orttirmasi deb
ataladi va A z bilan belgilanadi:

Az=f(x+ Ax, y) = f(x, ¥). (1)

Shunga o*xshab. x o‘zgarmas
giymatni saglab, y ga Ay orttirma bersak, z ham orttirma oladi. Bu
orttirma z ning y bo ‘vicha xususiy orttirmasi deyiladi:

Az=f(x, y+ Ay) - f(x, y). (2)

Biz argument x ga Ax orttirma va argument y ga Ay orttirma berib,
zuchun vangi orttirma olamiz. Bu orttirma z ning to ‘la orttirmasi deyiladi:

Az=f(x+ Ax, y + Ay) = f(x, »). (3

143-chizma.

Bu orttirma chizmada QQ, bilan belgilangan. To'la orttirma,
umuman aytganda, xususiy orttirmalar yig‘indisiga teng emas:

Az#AzZ+AZ
Misol. z=xy.

Az=(x+ Ax)y — xy = yAx;
Az =(y+ Ay)x — xy = xAy,
Az= (x + AX)(y + Ay) — xy = yAx + xAy — AxAy.
x=1 y=2,Ax=10,2, Ay = 0,3 bo'lsin,
2=04.Az=03,Az=0.76; 0,7 0,76,

10.1.6. 1KKI O*ZGARUVCHILI FUNKSIYANING XUSUSIY HOSILALARI

Ta’rif. z = f(x, y) funksivaning x bo‘yicha xususiy hosilasi deb
xususiy orttirma A z ning Ax orttirmaga nisbatining Ax nolga
intilgandagi limitiga aytiladi. Ta'rifga ko‘ra:

az . 1% . : Ax,y)-f(x, ¥
=== lim hmﬂx: IS5

dx Ax 0 Ax Ax—l Ax

296



= f{x. y) funksivaning x bo‘vicha xususiyv hosilasi ushbu belgi-
dz  dzix,y),
ar ox

hosila ham shunga o*xshash topiladi va belgilanadi:

lashlar bilan belgilanadi. z.. f/(x.y). : ybo'yvicha xususiy

oz i A,z lim flx, y+Ay)-flx, ¥)
— - —~d 1 -
dy A ! I'I:IU Ay Ay —0 Ay

o fre Yy 92 092X, p)
i 25X R
Demak, z = f(x, y) funksiyaning x bo‘yicha xususiy hosilasi deb v
ni o'zgarmas faraz qilib, x bo*vicha topilgan, y bo*vicha xususiy hosilasi
deb x ni o'zgarmas faraz qilib, y bo* yu,hd mpll;:.m hosilaga aytiladi.
Misol. z= x’siny funksiyaning xususiy hosilalarini

F)x Ty
toping.
Yechish.
a7 o
= 2xsin y;
oz r S
— = X" COsSY.
dy .
16.1.7. IKKI O*ZGARUVCHILI FUNKSIYA XUSUSIY
HOSILALARINING GEOMETRIK MA'NOSI
Aytaylik, z= f(x. y) — sirtning tenglamasi bo‘lsin, x = const

tekislikni o'tkazamiz. Bu tekislikning sirt bilan kesimida P7 egri
chizig hosil bo‘ladi. Berilgan x bo‘yicha xOy tekislikda biror M(x; y)
nugtani garavmiz. Shu nuqtaga sirtda
(x: ¥: 2) nugta mos keladi.

x ni o'zgarmas holda saglab, y ga
Ay = MN = PT' orttirma beramiz.
(144-chizma). Unda gz funksiya
A z= TT’ orttirma oladi.

N(x; v+ Ay) nugtaga z=f(x, y)
sirtning 7(x; y + Ay; z+ Az) nuqtasi
mos keladi, i“ nisbat PT kesuvchi
bilan Oy ning musbat yo‘nalishi

orasidagi burchakning tangensiga teng. 144-chizma.
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Demak, limit P7 egri chizigning P nuqtasidan o'tgan PB urinma
bilan Oy o‘gning musbat vo'nalishi orasida hosil bo’lgan g
burchakning tangensiga teng:
A2

lim
Ay —l) Ay

L0
" 12 B.

%2 =1gea.

Xuddi shuningdek, ©

10.1.8. TO'LIQ ORTTIRMA VA TOLIQ DIFFERENSIAL

z = f(x. y) funksiya to‘lig orttirmasining ta’rifiga ko'ra:
Az=f(x+ Ax, y + Ay) — f(x, y), (1)

z=f(x, y) funksiya qaralayotgan (x; y) nugtada uzluksiz xususiy
hosilalarga ega deb garavmiz. z ni xususiy hosilalar orgali ifodalavmiz.
Buning uchun (1) ga f(x, y + Ay) ni qo‘shib ayiramiz:

=[fx+ Ax, v+ Ay)=f(x,y + A+ f(x. vy + Av)=f(x. »]. (2)

Birinchi va ikkinchi kvadrat gavs ichida turgan ifodalarni mos
ravishda birgina x va birgina y o'zgaruvchi funksiyasining ikki giymati
orasidagi ayirma deb, ularga Lagranj teoremasini tatbiq etsak,
quyidagilarga ega bo‘lamiz:

Birinchi go‘shiluvchiga tatbiq qilsak,

f(x+Ax, y+Ay)- f(x, y+Ay) =&xw;

QZ_Axaf(xay"Ay)'Fﬁyaf{x J’). (3)

Ikkinchi go‘shiluvchiga tatbiq gilsak,

flx,y+Ay) - f(x, y) = Ay 'af—(;y—”

Farazimizga asosan xususiy hosilalar uzluksiz bo‘lgani uchun:

O (x, y+Ay) _ df(x, y)
i:Tu dx T x
Ay =0 (4)
lim Ff(x, ¥) = f(x, y)
Ax—0 O ay

Ay i)
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bu yerda X va y lar mos ravishda x bilan x + Ax, y bilan y + Ay
orasidagi son. Ax »0va Ay -0da x va y lar mos mvlshdd xvay
ga intiladi. (3) va (4) dan:

az=LED py +°‘f“ L Ay +7,-Ax +7,-Ay.

Oldingi ikki go'shiluvchining vig'indisi Ax va Ay ga nisbatan
chizigli ifoda va bu ifoda orttirmaning bosh bo’lagini tashkil giladi.

Ta’rif, To'lig orttirmaning bosh qismi o ‘lig differensial deyiladi
u dz yoki df bilan belgilanadi:

dz= f(x, Ax + f(x. Y)Ay.

Erkli o*zgaruvchilarning differensiallari orttirmalari bilan ustma-
ust tushadi: dx = Ax, dy = Ay
Shuning uchun:

dz dz = . _ 92 _ oz &
aﬂ,— — "Hé'y’d)‘ 0, i=5, 0,2== (5)
xususiy differensiallar.

Misol. z=x'y + xtgy berilgan, dz ni toping.
Yechish. (5) formuladan foydalanamiz:

97 _ 4.2 . 9T _ b -
o Ixy+tgy; 55 =X +st-ry,

dz=(3x3y+tgy)dx+( 4 x- f: }dy.
cos” y

To'liq differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqi

z = f(x, y) funksiya (x; y) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin.
Bu funksiyaning to'lig orttirmasini topamiz:

Az=f(x+ Ax, y + Ay) = f(x, y), bundan

S(x+ Ax, y+ Ay) = f(x, y) + Az, Az=dz;

flx+Ax, y+Ay) = f(x, .})+aﬂx })Ax+3ﬂ;y”A}’

Bu formulani tagribiy hisoblashga go‘llaymiz.
Misol arctg(I o8 _ 1) ni to'liq differensial yordamida taqribiy

hisoblang.
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Yechish. f(x+ Ax, y + Ay) = f(x, ¥) + [(x, )Ax + fl(x, y)Ay
formulaga asosan tubandagini hosil gilamiz. Buning uchun

Six, y)= arctg(':_ - l) funksiyani garaymiz:

arctg(;:;; - i)z:m:tg(; - ])+[amlg{; = l)]ijq-[arctg(: - I)J Ay

voki

arc{g(:_t:; - I)::arctg[:: - ])+ )_J_(':_y 5 AR - ,--’_;_,-,3 Ay.
Berilgan misoida x= 2, y = I, Ax = =0,02; Ay = 0,03 deb ola-
miz, u holda
arczg(f;g:gi-l)zarclg(f~|)+lz_{‘2_l)3 (-0.02)- 52 0,03
yvoki
arctg(: gg ) arctgl - ; 0,02 -0,03 =

= :4 -0,01-0,03=0,785-0,04 =0,781.

10.1.9. HAR XIL TARTIBDAGI XUSUSIY HOSILALAR

Ikki o*zgaruvchili z = f(x, y) funksiva berilgan bo’lsin, Xususiy
hosilalar %i = fl(x, y) va gi = f,(x, y), umuman aytganda, x va y

o‘zgaruvchilarning funksiyasidir. Shuning uchun ulardan yana xususiy
hosilalar olish mumkin. Demak, ikki o‘zgaruvchili funksnyaning

ikkinchi tartibli xususiy hosilalari to'rtta bo'ladi, chunki % va g‘:
dx r

funksiyalardan har birini x bo‘yicha va y bo‘yicha d:ﬂcrcns:allash
mumkin. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar tubandagicha belgilana-
. P ; . 2,

di: ‘mt = fo(x, ¥); - )z =[x, ¥); g}ﬁ = f(x, y), bu yerda f
ketma-ket ikki mana x bo yicha d}ffcrenmallandn. Yana x va ybo'yicha
differensiallansa, uchinchi tartibli xususiy hosilalarga ega bo'lamiz.
Ular sakkizta. Umuman n-tartibli xususiy hosila n — 1-tartibli xusu-
siy hosilaning birinchi tartibli xususiy hosilasidir.
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I-misol. f(x.y) = x’y + y' funksiyaning ikkinchi tartibli xusu-
siy hosilalarini toping.
Yechish. Ketma-ket quyidagilarni topamiz:

o _ .22 o 4 ;2
ax 0 aw 2EY+3Y

’f 2. Ay _a3xtyt)

= 6)
2 Vs Xy y

—6xV
2 X"y,

52 32 3, 2 y C ;
S Ay _exty: T oo by,
dyax ox ‘]y -

o
2-misol. Agar z=y’¢* +x'y’ +5 bo'lsa, 3 a—m toping.

Yechish. Ketma-ket quyidagilarni topamiz:

b ]

92 _ 5.2 2x 3.3, 97T _ 4.,2,2x 3.2
M—Zye +4x’y’; ar2_4}e +12y°x
T _ 8ye™ +36y°x’
ijay ’

Bir necha o*zgaruvchili funksivani differensiallash natijasi har xil
o‘zgaruvchilar bo'yicha ganday tartibda dxiTerenmalIashga bog’ llq

boladimi yoki yo'qmi? Boshgacha aytganda, ushbu 5)(—3— va af

3 iy dydx

P/ y. 2) va 9 fix, y. ) va h. k. lar tengmi, teng
axdydz dzoxdy Z ,

emasmi? Bu savolga quyidagi teorema javob beradi (isbotsiz kelti-
ramiz).
Teorema. Agar z =f(x, y) funksiva va uning f.. f,\ [+ foe
xususiy hosilalari M(x; y) naqmdf va cmirrg biror atrofida aniglangan
e °f ” i i
va uzluksiz bo‘lsa, bu nugtada Wy a} = (f = fiv) bo‘ladi.

’u u ; :
Misol. Agar u = e”sin z bo’lsa, aayz V@ azayax M toping.

hosilalar yoki

Yechish. Ketma-ket xususiy hosilalarni topamiz:

du
ox

p.

Y = " sin z + xype” sin z = ¥ sin 21 + xy);

= ve™ sin z:
ye? sin z; 3y
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P du

-- = e cos z(1 + xy), =ev cos g,

dxdyoy az
_3_3”_ =eYcosz+ xpe” cos 7= €7 cos 7(1 + xy)
dzdyox '
- Demak,

A _ D
oxdydz  dzoyox”

18.1.16. IKKI O‘'ZGARUVYCHILI FUNKSTYA
DIFFERENSIALLANISHINING YETARLI SHARTI

Teorema (differensiallanuvchanlikning yetarli sharti}. Agar 7 = fix,
v} funksiya P¢x; y) nugraning biror 8 atrofida xususiy hosilalarga ega
bo‘Isa va bu hosilalar nugtaning o ‘zida uzluksiz bo 'lsa, u holda funksiva
shu nugtada differensiallanuvchi boladi.

Isbot. Funksiva to‘liq orttirmasini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

Ar=1f10 + Ax,y + Ay — fix,y + A} + 1 flx, y + a0 — Fix, »). (D)

Birinchi va ikkinchi kvadrat gavslar ichida turgan ifodalarni mos
ravishda x va y o‘zgaruvchili funksivaning orttirmasi sifatida garab
hamda teorema shartiga ko'ra funksiva f/(x,y+Ay) va f;(x, V)
xususiy hosilalarga ega bo‘igani uchun Lagranj teoremasini go‘llab,
tubandagilarni hosil gilamiz:

flx+Ax, y+Ay)- fix, y +Ay) = [{(& y + Ap)Ax;
S,y + 89 - f(x, ¥y = [y mby, |
bu verda: x<ELSK+AX, y<n <y +Ay. ca

Teorema shartiga ko‘ra f;, f; lar P(x; ¥) nuqtads, uzluksiz
bo‘lgani uchun: -

lim fIE, y+ay) = 5 3 ()
Ay —0
£—0

lim £i(x, m = fi(x, ¥) (**)

Ay =l
=0
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Limitning xossasidan foydalanib, (*) (**) ni quvidagicha yozamiz:
SUE, y+Ay) = fl(x.y) + a;(Ax, Ay),
fi(x, p) = fl(x,p) +a,(Ax, Ay).

Bu yerda «,(Ax, Ay), «,(Ax, Ay) lar Ax = 0 va Ay - 0 da chek-
siz kichik funksiyalar, bularni (1) ga go‘ysak, tubandagi ifoda hosil
bo‘ladi:

z = fl(x, Y)Ax + f](x, y)Ay +a(Ax, Ay), (2)

bu yerda a(Ax, Ay) =a,(Ax, Ay)Ax +a,(Ax, Ay), bundan Ax -0
va Ay =0 da «(Ax, Ay) - 0, a,(Ax, Ay) - 0, bundan esa
(Ax - 0, Ay - 0) da a(Ax, Ay) = 0 bo'lishi kelib chigadi.

Shuning uchun (2) tenglikning o'ng qismidagi dastlabki ikki
go‘shiluvchining vig‘indisi Ax va Ay ga nisbatan chizigli ifoda bo‘ladi
va ta’rifga ko‘ra Plx; y) nugtadagi funksiva differensialini ifodalaydi.
Teorema isbotlandi.

Misol. Tubandagi z = 2x’ + 3)* funksivaning differensiallanuv-
chiligini tekshiring.

Y e ¢ hish. Misolni yechishda funksiva differensiallanuvchiligining
yetarli sharti bajarilishini tekshirish kifoya, xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

[ =6x°,  fi(x y)=6y.

Bu hosilalar xOy tekisligida uzluksiz fuksiyalar. Shuning uchun
z=2x"+ 3ys funksiva bu tekislikning har bir nuqtasida
differensiallanuvchi va dz 10'lig differensial mavjud:

dz = 6x°Ax + 6yAy; dz = 6x7dx + 6ydy.

16.1.11. MURAKKAB FUNKSIYANING HOSILASY

Ikki o‘zgaruvchining z= f(x, y) differensiallanuvchi funksiyasi
berilgan bo‘lsin. x, y argumentlar ham r erkli o‘zgaruvchining
differensiallanuvchi funksivalari bo'lsin, ya’ni x = x(7) va y = W(1); u
holda z = f(x(r), (1)) = KA deb yozish mumkin.

F(r) funksiya r erkli o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi yoki
funksiyadan funksiya deyiladi. Bu yerda x va y argumentlar — oraliq
o‘zgaruvchilar bo‘ladi. 1 o'zgaruvchiga ixtivoriy A7 orttirma beramiz.
U holda x va y o*zgaruvchilar mos ravishda Ax va Ay orttirma oladi,
z funksiya ham
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=fix+ Ax. y+ AY) = f(x, ¥) (hH

to’lig orttirma oladi.
7 = f(x, y) funksiva differensiallanuvchi bo’lgani uchun Az to'lig
orttirmani tubandagi ko*rinishda vozish mumkKkin:

Az = ':; Ax + ::’\v +a{Ax, Ay). {2)
Bu yerda a(Ax, Ay), p= J(_AU' i (Ay)’ ga nisbatan yuqori

g ae Y ; ’ o s op. @lAXx, Ay) .
tartibli cheksiz kichik migdordir, va'ni 11n;1| - X =0;
p -

(2) tenglikning ikkala gismini Az ga bo‘lamiz:

Az _dr Ax 9z Ay  «lAX, AY) ya Ar-» 0 da limitga o'tamiz:
At dx Ar  dy A: Ar
Az 9z Ax | 82 Ay alAx, Ay)
= - B 3
_Emu Af dx r_llnju LY day »lklr?u Ar E[{}J AT 3)

dz Jz 5 F = 5
Bu verda ox VA 5, Xususiy hosilalar Ar ga bog‘lig bo‘Imaganligi
sababli, limit belgisidan tashgariga chiqarilgan. x = x(f) va y = w(7)
funksiyalar diiTr,rensidlldnuvchi bo‘lganligi sababli, tubandagiga ega
boiamize 1 Ax _ * lim Ay _dy
0 dml?.. a}r[}] -&f d _J_..u A df b
. wtAx, Ay}
Endi v
uni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
:_I_{x_\x:__!_hyl _ alAx, Ay) P

Ar p Ar | (4)

munosabatning limitini topamiz. Buning uchun

_ a(Ax, Ay)

(8% +(Ay)’ _ a(Ax. Ay)
p

At N P

x = x(f) va y = W7 funksivalar differensiallanuvchi bo‘lgani uchun
ular uzluksizdir, shuning uchun. Ar—= 0 da Ax-> 0 va Ay—= 0, bun-
dan esa Ar—=0 da p-=0. Bunda Ar- 0 da (4) dagi birinchi

ko‘paytuvchi “% 8 0, A7 0 da ikkinchi ko*paytuvchi

axy (A} s dx ]’ (d_vT IR
M[ Ar] A fum \Hd: g ) sonea intiladi.
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Shunday qilib. (4) munosabatda A7 - 0 da limitga o'tib, quyidagint
hosil gilamiz:

qA%. AY) .. clAx, Ay) .. AxY  (ayY
11 . = lim ~=lim [ ]+[']'—'

-0 A Ai >0 P A0 Y\ A7 Al

. a{Ax, Ay) ;,fr ,h
= L ={},
!.!n-llj P V{ dt ] +( dr }

(5) esa (3) ning o'ng gismining A7 - () dagi limiti mavjudligini
ko'rsatadi. Demak, chap gismining limiti mavjud:

-
h
—

Ay  dz
]J“.. Y (6)

(5) va (6) formulalarni hisobga olib. (3) ni quyidagi ko‘rinishda
vozish mumkin:
dz _9dz dx , 9z dy
&> @ ey A (7

Bu formulani argumentlar soni ikkitadan ko'p bo’lgan murakkab
funksiyalar uchun ham umumlashtirish mumkin.
Misol. Agarx = cost, y = In tbo'lsa, z = x*+ y* murakkab funk-

P * r:
sivaning - haosilasini toping.

& dﬂL -
¥Y¥eehish: e ni topish uchun (7) formuladan foydalanamiz:
iz

2In t_
dr !

2Int
=

= 2x(-sinr) + 2y : =—2CosIsin{t + —sin 27 +

Ushbu z = f(x, y) (bu yerda y = y(x)) ko‘rinishga ega bo‘ladigan
xususiy holni, ya'ni z = f(x, y(x)) = Fx) bitta x erkli o‘zgaruvchining
murakkab funksivasi bo‘lgan holni garayvmiz.

(7) formulaga asosan ushbuga egamiz:

dz _dz dx  dz dy .
dy  dx  dx ¥ dy dx’ (8)
dx 5 : ;
ammo -- =1 bo'lgani uchun:
dx

dz dz oz dy
= -+ T
dx  ox ay dx (9)
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Bu funksiva ikki o‘zgaruvchili funksivaning %Z xususiy hosilasin
va bir o‘zgaruvchili murakkab funksiyaning j—; hosilasini o'z ichiga
oladi. Bu oxirgi j—i hosila folig hosila deb ataladi,

Misol. Agar y = x* bo'lsa, z = In(e*+ ¢*) funksiyaning g:i—
&

Xususiy va o

to‘liq hosilalarini toping.

Yechish. Dastlab gi xususiy hosilani topamiz:

X +ex
(9) formuladan foydalanib, to‘lig hosilani ham topamiz:

5
dz _ & 1 e 5xt = F+5x%eY X +5x%e
dx  Fae¥ oMot e e et

Endi z ikkita erkli x va y o‘zgaruvchining murakkab fiinksiyast
bo‘lgan umumiy holni qaraymiz, ya'ni z = f(u, #), bu verda u = u(x,
y) va & = J(x, y) bo'lsin, u holda z = flulx, y), #x, y)) = Hx, p)
bo‘ladt.

Hamma funksiyalar differensiallanuvchi deb faraz gilamiz. Xususiy

o d . . .
hosilani, masalan, a—i ni topish uchun y argumentni o‘zgarmas deb

hisoblash kerak, u holda & va 4 fagat birgina x o‘zgaruvchining
funksiyalari bo‘lib goladi.
Bu holni biz yuqorida qaragan edik. Bunda farq faqat shundaki,

. i . dz o o . .
formuladagi dz du va ‘:i—r hosilalar =, &= va 2> xususiy hosilalar

dx’ dx ox ' ax dx
bilan almashadi.
Shunday qilib, tubandagi umumiy formulaga ega bo‘lamiz:

o %z %z ¥

"5 e (10)

dz . . . . ey ips
3y Xususiy hosila uchun ham shunga o‘xshash formulani hosil gilish

mumkin:
9z _ 9z ou 9z 99
dy  du 3y ¢ oy’
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-~ Shunday qifib, murakkab funksivaning xususiy hosilasi berilgan
ksiyaning oraliq argumentlar bo‘vicha xususiv hosilalar bilan bu
mentlarning mos holdagi erkli o‘zgaruvchilar bo‘vicha xususiy
ilalari ko*paytmasi yig'indisiga teng.

Misol. Agar u="; 9=3x-2y bo'lsa, z=u" Ind murakkab
y

' ;o dz daz ; . 5 s ;

funksivaning :k va ;} xususiy hosilalarini toping.

4 Yechish. (8) va (10) formulalardan fovdalanib topamiz:
dz I 21: 3x°

— = i 5 — '2;

% 2ulnd y 3=55-In(3x-2y) + i 2”

S4b

b uz 2‘
=2uln 19,(_}_2 ]+ = (-2) = - -}3 ‘In(3x-2y) - 208239)"

10.1.12. MURAKKAB FUNKSIYANING TO'LIQ DIFFERENSIALI

Bizga ma’lumki, z = f(x, ) funksiyaning to‘liq differensiali
_ 9z dz
dz—axdt+aydy (n

formula bilan ifodalanar edi. Endi murakkab funksiya differensiali
uchun formula keltirib chigaramiz.

Avtaylik, z ikkita x va y o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi.
ya'ni z = f(u, ¥) bo'lsin, bu verda u = u(x, y) va ¢ = v¥(x,y) oraliq
funksiyalar. z, #, © funksiyalarni barchasi differensiallanuvchi funk-
sivalar bo'lsin. ” 3

(1) formuladagi 3—; va 5, larni tubandagi ifodalar bilan
almashtiramiz:

9z _ 9z du oz 9V, 9z _9dz du  dz a0

ax ou ox 90 ox’ ay ou dy a

U holda dz = (2.2, 2. 20) 4, , (3 2 22 a"]dy bo'ladi.
du dx dd ox du dy dod dy

Qavslarni ochib, go‘shiluvchilarni gaytadan guruhlaymiz:

dz—.—--(a"oir aud) m-(——dt audy)
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Qavslar ichidagi ifodalar mos ravishda du va d? 10°lig
differensiallarga teng.
Demak,

dz = f:*‘ du+ ‘j’j dv. 2)

ol

bu yerda

_ du u g _do av ,
du = - dx + Iy dy, do = dx+ - dy.

(2) formula murakkab funksivaning to‘liq differensialini ifodalaydi.
Bu formulani ixtivoriy sondagi o‘zgaruvchilar uchun umumlashtirish
mumkin.

O*z-0'zini tekshirish uchun savollar

I. Ikki o'zgaruvchili funksiva va uning aniglanish sohasi deb nimaga avtiladi?
Uni geometrik nugtayi nazardan tushuntirib bering.

2. Ikki o'zgaruvchili funksivaning nuqtadagi limiti deb nimaga avtiladi?

3. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligini tushuntirib benng.

4. Ikki o'zgaruvchili funksivaning uzilish nuqtasi deb nimaga aytiladi? Misollar
keltiring.

5. Xususiy hosila deganda nimani tushunasiz? Xususiy hosilaning geometrik ma’nosi
nimadan iborat?

6. Ikki o'zgaruvchili funksivaning differensiallanuvchanligi zaruriy sharti nimadan
iborat?

7. Ikki o'zgaruvchili funksivaning differensiallanuvchanligi yetarli sharti nimadan

iborat?

Ikki o'zgaruvchili funksiyaning nuqtadagi to'liq differensialiga ta'nif bering.

Funksiyvaning to‘lig differensiali uning xususiy hosilalari orqali ganday

ifodalanadi?

10. Funksiyaning to'liq differensiali xususiy differensiallar orqali ganday ifodalanadi?

10.2. IKKI O*ZGARUVCHILI FUNKSIYA EKSTREMUML
TEYLOR FORMULASI

10.2.1. IKKI O*ZGARUVCHILI FUNKSIYA EKSTREMUMI

Bir necha o‘zgaruvchili funksiva uchun maksimum va minimum
tushunchalari bir o‘zgaruvchili funksiya maksimum va minimum
tushunchalariga o’xshash Kiritiladi. Biz bu tushunchalarni fagat ikki
o‘zgaruvchili funksiyaga nisbatan kiritamiz. Ikki o‘zgaruvchili z = f(x,
y) funksiya biror G sohada berilgan bo‘lsin.
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1-ta’rif. G soha M (x,: y,) nuqtaga vetarli darajada yaqin bo‘lib,
undan fargli barcha (x: y) nugtalar uchun f(x,. y,) > f(x, y) bo'lsa,
uw holda z=f(x, ¥) funksiva sohaning M (x;: y,) nugtasida
maksimumga erishadi deyiladi.

2-ta’rif. Xuddi shunga o'xshash G soha (x,: y,) nugtadan boshqa
va unga vetarli vaqin turgan barcha (x; y) nuqtalar uchun f(x,,

L y) </(x.y) bo'lsa, z = f(x, y) funksiya sohaning M (x,; y,) nuqtasida
| minimumga ega deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi funksivaning eksrremum-
lari deyiladi.

Bir o‘zgaruvchili funksiyadagidek. ikki o‘zgaruvchili funksiva-
ning maksimumi va minimumi nuqtasini funksivaning G sohadagi
eng katta yoki eng kichik givmati bilan aralashtirib yubormaslik kerak.

Misol. z=(x—-2)"+ (y — 3)>—1 funksiyax = 2, y = 3 da, ya'ni
(2; 3) nugtada minimumga erishadi. Hagigatan, f(2; 3) = -1,
shuningdek, (x — 2)* va (y — 3)? esa x # 2 va y # 3 da doim musbat
(145-chizma), ya'ni f(x, y) > f(2, 3).

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning maksimumi va minimumiga
yugorida berilgan ta'rifni boshgacha ta'riflash ham mumkin.
X=X+ Ax, y=y,+ Ay, f(x, ) = f(x,, ) =[x, + Ax, y, + Ay) —
=S (%, y,) = AL

3-ta’rif. Agar erkli o‘zgaruvchining yetarlicha kichik bo‘lgan
barcha orttirmalarida Af < 0 bo ‘Isa, f(x, y) funksiya M,(x,; y,) nugtada
maksimumga, Af >0 bo'lsa, f(x, y) funksiva M(x,: y,) nugtada
minimumga erishadi.

Endi ekstremum mavjudligining zaruriy va yetarli shartlarini
garaymiz.

I-teorema (ckstremumning vyetarli
shartlari). Agar z =f(x, y) funksiya 8 5=t (g-3 -1
M(x,; y,) nuqtada ekstremumga ega
bo‘lsa, u holda z ning har bir birinchi

g !

tartibli xususiy hosilasi argumentilarining

shu givmatlarida yo nolga teng bo'ladi, \

yo mavjud bo‘lmaydi. " s ¢
Hagigatan ham, o‘zgaruvchi y ga /" &£

biror aniq giymat beramiz. Masalan, ,/ é—-g

y =y, bo'lsin. U vaqtda f(x, y,) L oy

funksiva bir o‘zgaruvchi x ning B

funksiyasi bo‘ladi. Bu funksiya x = x 145-chizma.
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bo‘lganda ekstremumga (maksimum yoki minimumga) ega bo‘ladi,
demak, ' (x: y,) yo nolga teng yoki mavjud emas. Xuddi shuningdek,

(x,;; ¥,) ning yo nolga teng bo'lishi yoki mavjud emasligini isbotlash
mumkin. Ammo bu teorema ekstremum mavjudligi uchun yetarli emas.

Misol. z=x*— y* funksiyaning hosilalari z,=2x; z,= =2y
bo'lib, ular x =0, y = 0 bo'lganda nolga aylanadi. Lekin bu funk-
siya shu giymatlarida maksimumga ham, minimumga ham ega emas.
z=f(x, y) funksiyaning z,=0; z =0 (yoki mavjud bo‘lmagan)
nugtalari uning kritik nuqraian deb ataladl

2-teorema (ckstremum mavjudligining yetarlilik shartlan). z =f(x,
y) Junksiva M (x,; v} nuqtani o7 ichiga olgan biror sohada uchinchi
tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo ‘Isin. Shu bilan birga M (x;
y,) nugta z = f(x, y} funksiyaning kritik nugtasi, ya'ni 7,(x, y,) = 0,
7,(x, y,) =0 bo'lsin. U holda AMy)= 2o (M) -2, (My)

[z (Mﬂ)]2 > Oshartda, M (x,; y,) nugta funksiyaning A(M,} < 0 bo‘lgan
ho;’da maksimum nugiasi, A(M,) > 0 da minimum nugtasi bo ladi.

Tubandagi MM,) = 2. (My)- 2, (M) - [25,(Mp)F <0 shartda
M(x, y,) nugtada funksiva ekstremumga ega bo ‘Imaydi.

AMy) = 25 (My) - 2, (Mo) =25, (M) =0 shartda esa M (x,; y,)
nugtada funksiya ekstremumga ega bo lishi ham mumkin, bo ‘imasligi
ham mumkin.

Miscl. z=x—2xy + 3y + x — 2y + 5 funksiya maksimum yoki
minimumga ega yoki ega emasligini tekshiring.

Yechish. Kritik nuqtalarni topamiz. Buning uchun bisinchi
tartibli xususiy hosilalarni topib, nolga tenglab, tenglamalar sistemasini
hosil qilamiz va bu sistemani yechamiz:

L=2x-2y+1; 7 =-2x+6y-2
__ 2x*2y+l=0,=x__1_ 1
o laxseyo2=0 0 @V E

demak, kritik nugta: (—%; %)
Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilani topamiz:
2. =225, =2, 7, =6. A(M) ifodani tuzamiz: REN
AM) = o (M) Ty (M) ~ {25 (MYP =
=26-(-2)=124+2=14>0,
1

demak, (—%; -4] nugtada funksiya minimumga erishadi, &, = 3

-

Q0| W
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10.2.2. IKKI O*ZGARUVCHILI FUNKSIYA
EKSTREMUMINING TATBIOQ}

Ikki o'zgaruvchili funksiya ekstremumining tatbigini ko‘rishdan
oldin bir necha o'zgaruvchili funksiya ekstremumi nazariyasining
tajribaviy ma’lumotlar asosida funksional bog'lanishlarni ifodalash
uchun formulalar hosil qgilish asosiy vositalardan biri ekanini aytmoq
zarur. Buning uchun formulalarni eng kichik kvadratlar usuli bilan
tajribadan olingan ma’lumotlar asosida hosil gilinishini ko*rib o‘tamiz.

Bu usulning mohiyati tubandagicha:

y miqdorning x migdorga funksional bog'ligligi ¥ = ¢(x) ni
tajribaga asosan aniglash talab qilinsin. Tajriba natijasida
argumentning » ta giymatlari uchun funksivaning n ta mos giymatlari
olingan bo'lsin. Natijalar quyidagi jadvalda yozilgan:

X X X

y » ¥

Xy

(el W)

Yn

y = ¢(x) funksivaning ko‘rinishi nazariy mulohazalarga asosan
yoki tajribadan olingan giymatlarga mos keladigan nuqtalarning
koordinatalar tekisligida ganday joylashganiga garab aniglanadi (146,
147-chizmalar).

Olingan tajriba natijalari 146-chizmadagidek bo‘lsa, tajriba
bajarilganda ozgina xato bo‘lishiga ko‘ra y = ax + b chizigli funksiva
ko‘rinishida aniglash mumkin. 147-chizmadagidek bo‘lsa, y = ax®
ko'rinishida izlash tabiiy. Funksiyani y = (p. @, &, ¢) ko'rinishida
tanlab olingach, shu funksiyaga kiruvchi a, b, c... parametrlarni
shunday tanlaymizki, u o‘rganilayvotgan hodisani qaysidir ma'noda

i) 'y
M of*
= Py
Ly o1 .
L ’
Ly ;
plra i
/) X, Xg Xy 0 x
146-chizma. 147-chizma.
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juda vaxshi aks ettirsin. Qo'vilgan masalani yechishda juda keng
tarqalgan usul eng kichik kvadratiar usulidir. Bu usulda tajribadan
olingan y giymatlar bilan mos nuqtalardagi ¢(x, a. b, c) funksiyaning
giymatlari orasidagi ayirmalar kvadratlarining vig‘indisini garaymiz:

R

Sta, b, ¢}y = Y1y, —p(x, a. b, Of,

i=1
a, b, ¢, ... parametrlarni shunday tanlab olamizki, bu yig‘indi eng
kichik giyvmatlar gabul qilsin' -

S{a, b.c..)= Z}v— (x, a, b, )f = min. H

Demak, masala (1) funkswdm nunimuemga dyfantrradrgan a, b,
. parametrlar giymatlarini topishga keltiriladi. Bu qgiymatiami
esa oldingi mavzudagi 1, 2-teoremalarga asosan aniglaymiz. a, b, c,
.. parametriarning bu givmatlar quyidagi tenglamalar sistemasini
ganoatlantirishi kerak:
as
a0 gm0, 5 =0

yokl bularm yoyilgan ko‘rinishda yozsak,

zm M%abc}}wm”“) Q

R
> .

S -elx, a b, c“_)f%z%@iﬁ = 0.
i=1

Bu verda gancha noma’lum bo‘lsa, shuncha tenglama bo'ladi.
Har qaysi tayin holda tenglamalar sistemasi vechimi mavjudligi va
Sa, b, ¢, ...) furksiyaning minimumga ega ekanligi masalasi tekshiriladi.

Misol. Aytaylik, tajribadan olingan ma’lumotlar 146-
chizmadagidek bo‘isin. Funksiyani y = ax + b ko‘rinishida izlaymiz.
Bu holda S{a, b) funksiya quyidagi ko‘rinishida bo‘ladi:

S(a. b)Y =3 1y, —(ax; + HY, bu funksiva ikkita a, b o‘zgaruvchili

i=i
funksiyadir x, va y, lar berilgan sonlar,

a&_ = -221y, —{ax; + bx, = %= —2Zly, ~{ax; +5)) = 0.
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Tenglamalar sistemasi quyidagi ko'rinishni oladi:

i}r‘x‘ - ai & bi x, =0,
=1 i=l il

n n

z_l', - az x;—bn=0.

i=1 i=l

1kki @ va b noma’lumli ikki chizigli tenglamalar sistemasini hosil
qildik. Topilgan @ va b qivmatlarda Sta, #) funksiva minimumga ega
bo‘lishi ravshan. Hagigatan ham,

-2 o n e n 3
S 2 d-5 = J-5
a’ 2§x " dadb 22—}"" y = 2n;

ab”
a.‘g‘s dl‘s. 335 2 4 o 5 n 2 5
. — =4ny x; -1 2% (x; — =43 (x;,-x,) >0,
aa’  ab’ [(im'lb] Z‘ ) r:EI‘(J %! E‘(I })
'_)—”f>(]-
da”

Demak, S(a. b) funksiva minimumga ega. Tajribaviy natijani
v = ax + b funksiva shaklida ifodalash mumkin.

10.2.3. IKKI O*ZGARUVCHILI FUNKSIYA UCHUN
TEYLOR FORMULASI

Teylor formulasi f(x+ A, y + k) funksiya giymatlarini f(x, )
funksiva va ularning % va k orttirmalari darajasi bo'yicha yoyilmala-
rini beradi. Ikki o‘zgaruvchili funksiva uchun Teylor formulasini
topishda yordamchi 7 o*zgaruvchili funksiva Fr) = f(x + hr, y + ki)
(1) ni garaymiz. Bu funksiya 7 = 1 qiymatda berilgan f(x + h, y + k)
funksiyani beradi. 7 o'zgaruvchiga nisbatan ) funksivaga Makloren
formulasini tatbiq etamiz va kevinchalik 7= 1 deb olamiz. Teylor
formulasini keltirib chigarishda ikkinchi tartibli hadlar bilan chega-
ralanamiz. Bizga ma’lumki, A7) funksiva uchun Makloren formula-
si quvidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

F(ry= F(O)+ FI{?JI+:‘§¢‘3!I[:| 0<B<l. (2)

Murakkab funksivani differensiallash formulasidan foydalanib,
(1) dan F'(r) va F"(r) larni topamiz:
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F(r)=h {i’i (x+ht, y+kt)+k 'L:’: (x +ht, y+ ko). (3)

Fo=L som 2L s p22S (4)

ox* uxdy dy*©

(2). (3). (4) dan (= | deb olamiz)

Fesh y+ky=foon+h ey k 2o, p)+ 5,
2o -2
x | L (x+0h, y+oion® +2° / (x +0h, y+0k)- hk +
ax= Xy
o PR AN 5
+ 0 (x +0h, y +0Kk)k (3)

dy
formulaga ega bo*lamiz. (3) formula ikki o*zgaruvchili funksiva uchun
Teylor formulasidir.

10.3. FAZODA EGRI CHIZIQQA URINMA TENGLAMASI.
SIRTGA URINMA TEKISLIK VA NORMAL

10.3.1. FAZODA EGRI CHIZIQQA URINMA TENGLAMASI

Fazodagi egri chizigga urinma, normal ta’riflari ham tekis egri
chizigdagi urinma. normal ta'riflarga o'xshash bo‘ladi. Fazoda egri
chiziq quyidagi parametrik tenglamalar bilan berilgan bo'lsin:

x=x(1), y= XN, z=z(1). (1)

Bu yerda r — parametr. Egri chizigning vektor ko‘rinishidagi
tenglamasi:

r=xi+yj+zk. (2)
(2) egri chizigga uning M(x; y: z) nuqgtasida urinma tenglamasini

yozamiz. M(x; y; 2) nugtadan o‘tgan to'g’ri chiziq tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda bo*ladi:

x_Yy_2Z-z s

m n P

bu erda X. Y, Z — to'g'ri chiziq o‘zgaruvchi nugtasining koordina-
talari, m, n, p — shu to'g'ri chizigning vo naltiruvchi kosinuslariga

314



(va’ni to'g'ri chizigning vo'naltiruvchi vektori proyeksiyalariga)
proporsional migdorlar.
Ikkinchi tomondan,
dr _dx? dv 2 dz 3
=— I+ I+ K
ai ~a'Talta
vektor urinma bo‘yicha yo'nalgan. Shuning uchun bu vektorning
proveksiyalari urinmaning yonaltiruvchi Kosinuslariga proporsional.
U holda urinmaning tenglamasi tubandagi ko'rinishda bo‘ladi:

X-x Y-y  Z-2
de —dy o oac (4)
dt dt dt

Misol. ¢ = 7 giymatda x = acosg, y=asing, 7= hp vint

4
chizigga urinmaning tenglamasini yozing. d
. . . x dy
Y echish. (4) formuladan fovdalanamiz, buning uchun P e

dz : ;
dy larni topamiz:

Y - acosep, % =h

=-asing, 7o =

dy

(4) formula bo‘vicha:

A-gookg Y-asing _ Z-Fy,
-asing ~acos g R

t =", bo‘lganda:

3

5 3 _
F-2E g ENe iR
7 — 2 .__ 4
av2 av2 h

S 2 2

voki

&) .
x-02 y alt , m
2 2 4
-1 1 hg
2
af



10.3.2. SIRTGA URINMA TEKISLIK VA NORMAL

Sirtga urinma tekislik va normal tenglamasini keltirib chigarishdan
oldin sirtning maxsus va oddiv nugtalari hagida tushuncha kiritamiz.
Sirt Ax, y: =0 (1

ko'rinishidagi tenglama bilan berilgan bo'lsin.
oF oF dF
ax ' ay’ Az
uchalasi nolga teng bo‘lsa yoki ulardan birortasi mavjud bo‘lmasa,
M nuqta sirtning maxsus nugtasi deb aytiladi.

Agar sirtdagi M(x; y; 7) nuqgtada :’;: . ?{ , 'z xususiy hosilalarning
uchalasi mavjud va uzluksiz bo‘lib, ulardan bittasi noldan fargli bo’lsa,
M nugqla sirtning oddiy nugtasi deb aytiladi.

Endi sirtga urinma ta’rifini kiritamiz.

I-ta’rif. Agar to'g'ri chiziq sirt ustida yotgan biror egri chiziqqa
uning M(x; y: z) nuqgtasida urinma bo‘lsa, bu to‘g‘ri chiziq sirtga M
nuqtada urinma deyiladi.

M nuqgtadan sirt ustida votgan cheksiz ko'p egri chiziglar o“tadi,
shuning uchun bu nuqgtadan sirtga cheksiz ko'p urinmalar o'tishi
mumkin.

Urinmalar esa urinma tekisligi hosil giladi. Bu hagda quyidagi
teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Berilgan (1) sirtning M oddiy nugtasidagi hamma
urinmalar bir tekislikda yotadi ( 148-chizma).

2-ta’'rif. Egri sirtning berilgan M nuqtasidan o'tuvchi sirt ustida
yotgan egri chiziglarga urinma joylashgan tekislik sirtga M nuqtada
urinma tekislik deyiladi (149-chizma). Sirtning maxsus nugtalarida
urinma tekislik mavjud bo*Imasligi mumkin.

Bunday nuqtalarda sirtga urinma to'g‘ri chiziglar bir tekislikda
votmasligi mumkin.

Masalan, konus sirtining uchi maxsus nuqtadir. Bu nugtada konus
sirtga urinma to‘g'ri chiziglar bir tekislikda yotmayvdi (ularning o‘zlari
konus sirtni hosil giladi).

Oddiy nuqtada (1) sirtga urinma tekislik tenglamasini yozamiz.
Bu tekislik sirtning M nuqtasidagi N = ':: i+ '?}: _;7+ an k normal
vektorga perpendikular bo‘lgani uchun, uning tenglamasi ushbu
ko'rinishda bo‘ladi:

Agar sirtdagi M(x; y: ) nuqtada xususiy hosilalarning

g
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Urinma
tekislik
148-chizma. {149-chizma.
aF oF oF
-a‘-(X—xHa}(V—yHaz(Z—z)~0. (2)

Agar sirt tenglamasi z = f(x, y) yoki z = f(x, y) = 0 shaklida be-
rilgan bo'lsa, 2 =% 9 ¥ 9 _y poladi va bu holda

urinma tekishik ténglamasi quyidag} ko'rinishni oladi:
Y v F vy _
Z“'Z—a;(x xHaj’(Y }') (3)

3-ta’rif. (1) sirtning M(x; y; ) nuqtasi orqali urinma tekislikka
perpendikular gilib o*tkazilgan to'g'ri chiziq sirtga normal deb ataladi.

Normalning tenglamasini vozamiz. Uning yo‘nalishi N vektor-
ning yo'nalishi bilan bir xil bo‘lgani uchun, uning tenglamasi quyidagi
ko'rinishda bo‘ladi:

dF = dF - 4
dx dy dz )

M-

Agar sirtning tenglamasi z = f(x, y) yoki z — f{x, v) = 0 shaklda

berilgan bo'lsa, normal tenglamasi tubandagi ko‘rinishga ega bo'ladi:

I 5

= S (3)

Misol x4+ »+ "= 38 shar sirtining M(2; 3: 5) nuqtasida
urinma tekislik va normal tenglamasini yozing.
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Yechish. Aix; y: =X+ y+7-38=0;

F o F _a W _o.,
a'( = X, f)}' - l‘-'_}t (-}: — '-'zs
aF _ aF _
x=2;y=3; z=>5bo'lganda ; =4 = 6 5
U holda urinma tekislik tenglamasi:
4x—-2)+6(y—3)+10(z=5) =0
yoki 4x+ 6y + 10z—=76=0.
Normal tenglamasi:
x-2 _x-3 _ x-5 i x-2 _%-3 _x-3
§ T m PR "5

O¢z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1kki o‘zgaruvchili funksiva ckstremumi deganda nimani tushunasiz?

2. Ekstremum mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari uchun formulalar

keltirih chigaring.

Fazoda egn chizigga normal nima?

Fazoda sirtga urinma tenglamasini yozing.

Sirtga normal tenglamasining formulasini keltirib chigaring.

bk W
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11-bob. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

11.1. DIFFERENSIAL TENGLAMA TUSHUNCHASI
VA UNING XOSSALARIL. BA’Z1 BIR BIRINCHI TARTIBLI
DIFFERENSIAL TENGLAMALARNI YECHISH USULLARI

11.1.1. DIFFERENSIAL TENGLAMAGA OLIB KELUVCHI MASALALAR

Atrofimizda sodir bo'layotgan ko‘*pgina hodisalar va jarayonlar
ularni tavsiflaydigan noma’lum funksiya va uning hosilasi gatnashgan
tenglamalar orgali ifodalanadi.

Bu tenglamadan noma’lum funksivani topish masalasi qo'viladi.
Misollar keltiramiz.

I-masala. Massasi m bo‘lgan jism biror balandlikdan yerga
tashlab yuborilgan. Bu jismning tushish tezligi v ganday gonun bilan

o‘zgaradi? v = v(7) munosabatni topish talab gilinadi.
Y echish. Nvutonning ikkinchi gonuniga ko'ra:
ma = F, )

bu yerda: m — jism massasi; @ — jism tezlanishi; F — ta’sir etuvchi
kuch; bunda ikki hol bo‘lishi mumkin:
a)jismga havoning qgarshiligi hisobga olinma-
gan hol
Jismga havoning garshiligi hisobga olinmasa, jism fagat og'irlik
kuchi ta'sirida harakatlanadi, ya'ni F= mg ga teng bo‘ladi.
U holda (*) dan quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:
dv _ . dv .
m—- = mg yoki == s {**)
(**) — tezlikka nisbatan birinchi tartibli differensial tenglama.
b) jismga havoning tezligiga proporsional
bo‘lgan qarshilik kuchi ta’sir etgan hol
Bunda F_, = pv bo‘ladi, bu yerda — p proporsionallik koeffit-
siyenti, v — jismning tezligi.
Bu holda jismga F= mg — f.,..m kuch ta'sir etadi. U holda (*) dan:
dv _ _ L dv_ .
My =~k yoki ar & m? (***)
ga ega bo‘lamiz.
Biz yana birinchi tartibli differensial tenglamaga ega bo‘ldik.
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2-masala. Massasi m ga teng

8 g bo*lgan vukni k& bikrlikka ega
mmﬁ ~ prujinadagi to'g'ri chizigli tebranma
. harakatidagi holati x (uning
koordinatasi x ga bog'liq. boshqacha
aviganda x = x(#)), va'ni x = x(1)

150-chizma.

funksiyani aniglang.

Yechish. Prujina erkin (cho‘zilmasdan turgan) holatdagi
yukning turgan nuqtasini koordinatalar boshi 0 deb belgilab olamiz
(150-chizma).

U holda prujina cho‘zilganda uzunligi / bo‘lsa, prujinaning
mahkamlangan ikkinchi uchining koordinatasi —/ bo‘ladi. Shunday
qilib, yukning koordinatasi son jihatidan prujina uzunligining
o'zgarishiga teng bo‘ladi.

Prujinaning uncha katta bo‘lmagan cho'zilishida prujinaning yukka
ta’sir kuchi Guk gonuniga ko‘ra tubandagicha ifodalanadi:

F= —kx,
bu yerda «—» ishorasining olinishiga sabab. kuch yo*nalishi prujinaning
cho'zilishi (qisilishi) yo‘nalishiga qarama-qarshi; tezlik ta’rifiga ko‘ra:
dx
dr’

Bu holat uchun Nyutonning ikkinchi qonuniga ko‘ra tubandagi
tenglamani yoza olamiz:

2 2 . dx  k
F=ma; a= i -x: md Y = —kx voki yt=%= {0,
di m

dr dr?

bu esa ikkinchi tartibli differensial tenglama.

11.1.2. DIFFERENSIAL TENGLAMANING TA’RIFI
VA UNING UMUMIY YECHIMI

I-ta’rif. Erkli o*zgaruvchi x, noma’lum funksiya y = £(x) va uning
V', ¥, ... ¥ hosilalari gatnashgan tenglama differensial tenglama deviladi.
Differensial tenglama simvolik ravishda tubandagicha yoziladi:
R, 9,0 3% e 30 =0
voki
s dy d’y dmy ) 0
f(x. ¥, z' gl g =0
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Agar izlangan funksiya y = f(x) bitta erkli o‘zgaruvchining funksiyasi
bo‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy deyiladi. Agar izlangan funksiva
y = f{x) ikki yoki undan ortiq o‘zgaruvchilarga bog'lig bo‘lsa, bunday
differensial tenglama xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

2-ta’rif. Differensial tenglamaning fartibi deb tenglamaga kirgan
hesilaning eng yugori tartibiga aytiladi.

Masalan, y'— 2xy* + y + 5 = 0 — birinchi darajali, y" + ky"* —
— by — sin x = 0 esa ikkinchi darajali differensial tenglamadir.

3-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb
differensial tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har
qanday y = p(x) funksiyaga aytiladi.

Misol i—;’ -y = 0 differensial tenglamaning yechimlari y = ¢*
va y = ¢~ funksivalari bo‘ladi.

Bularni tenglamaga qo‘yamiz: y ' = €5, y" = ¢, e* — * = 0, xud-
di shuningdek, y'= —e*, y"=¢ > e*—e*=0.

11.1.3. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Ushbu F(x, y, ¥') =0 tenglama birinchi tartibli differensial
tenglama deyiladi.

Agar uni y' ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, uni y ' = f(x, )
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu holda differensial tenglama hosiiaga
nishatan yechilgan deyiladi.

Differensial tenglama yechimiga oldingi mavzuda ta’rif berdik.
Ammo misollardan ko‘rinadiki, differensial tenglamaning yechimi
bitta funksiya bo‘Imasdan, funksiyalarning bir butun to‘plami bo‘lishi
mumkin.Shuning uchun umumiy vechim to‘g‘risida so'z yuritamiz.

Teorema. Agary’ = f (x, y) tenglamada y =f(x) funksiya va un-
dan y boyicha ofingan % xususiy hosila xOy tekislikdagi nugtani 07
ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksivalar bo ‘Isa, u holda berilgan
tenglamaning x = x, bo'lganda y = y shartni qanoatlantiruvchi birgina
vechimi maviuddir.

x = x, bo*lganda y funksiya berilgan y, songa teng bo'lishi kerak,
degan shart boshlang'ich shart deyiladi. Bu shart ko‘pincha Yemry= Vs
ko‘rinishda yoziladi.

1-ta’rif. y'= f(x, y) tenglamaning boshlang‘ich shartni
qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.
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2-ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy vechimi
deb go‘vilgan ushbu shartlarni ganoatlantiruvchi y = p(x; )
funksivaga aytiladi (bunda C ixtivoriy o'zgarmas son):

a) bu funksiya C o‘zgarmas migdorning har ganday tayin
givmatida ham differensial tenglamani ganoatlantiradi;

b) x = x, bo'lganda y = y, boshlang’ich shart har ganday bo’lganda
ham, ixtivoriy o‘zgarmas C ning shunday C, giymatini topish
mumkinki, y = ¢(x; C) funksiya boshlang'ich shartni ganoatlantiradi,
ya'ni y,= ¢(x;: C).

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda
ko'pincha y ga nisbatan vechilmagan @(x, y. ©) = 0 ko'rinishidagi
munosabatga duch kelamiz.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi @&(x, v, O) =0
ko‘rinishidagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

3-ta’rif. Ixtiyoriy C o‘zgarmas migdorga ma’lum C = C, giymat
berish natijasida y = p(x; C,) umumiy yechimdan hosil bo‘ladigan
har ganday funksiva xususiy yechim deb ataladi. Bu holda ®(x, y,
C,) = 0 munosabat tenglamaning xususiy integrali deyiladi.

Umumiy integral geometrik nuqtayi nazardan koordinatalar
tekisligida bir ixtivoriy o‘zgarmas C migdorga bog‘liq bo‘lgan egri
chiziglar oilasini ifodalaydi. Bu egri chiziglar berilgan differensial
tenglamaning inregral egri chiziglari deyiladi. Xususiy integralga bu
oilaning tekislikda berilgan biror nuqta orqali o‘tuvchi bitta egri
chizig'i mos keladi.

Tenglamaning yechimi deb, fagat tenglamani ganoatlantiruvchi
vy = p(x: C) funksiyanigina tushunmasdan, balki unga mos integral
egri chizigni ham tushunish kerak.

Differensial tenglamalarni vechishning yagona usuli mavjud
bo‘lmaganligidan differensial tenglamalarning ayrim turlarini va
ularming yechimlarini topish usullarini qaraymiz.

11.1.4. O°ZGARUYCHILARI AJRALGAN
VA AJRALADIGAN TENGLAMALAR

I. Eng sodda birinchi tartibli differensial tenglama quyidagi
ko‘rinishda bo'lib, unga o ‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama
deyiladi:

Mdx + Ndy = 0. (1)
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Bu tenglamaning umumiy integralini hadlab integrallash orgali
topamiz: erh' + j Ndy =C.

Misol. xdx + ydy = 0 tenglamani umumiy yechimini toping.

Yechish. xdx + ydy =0 tenglama o‘zgaruvchilari ajralgan bi-
rinchi tartibli differensial tenglama. Uni integrallab. umumiy integralni

topamiz; ": +-‘: e j,\d\ +I vdy = 0; 2C =C* deb belgilab,
X+ pl= C?e ga ega bho'lamiz. Bu markazi koordinatalar boshida,
radiusi C ga teng bo'lgan konsentrik aylanalar oilasidan iborat.

2. Ushbu
M (x)* N,(»)dx + M(x) - N,(y)dy =0, (2)

A AR ALY (3)

ko'rinishidagi tenglamalar ham o*zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar
deyiladi.

(2) tenglamani N (y)- M,(x) =0 ga bo'lib, uni o‘zgaruvchilari
ajralgan tenglamaga keltiramiz:

.r.b‘.ﬁ(\’j d‘ 2{'!:'
X+ idy =
‘f'!( ) |( ) -

Buni integrallab, umumiy integralni topamiz. (3) ko‘rinishdagi
tenglamaning o°ziga xos tomoni: tenglamaning o'ng tomoni har biri
bitta x yoki y o*zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan ko*paytuvchilarga ajralgan.

(3) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

dy = f(x) - f,(y)dx,
bundan £(») # 0 deb quyidagi ko*rinishdagi tenglamaga ega bo‘lamiz:
dy
£

J‘ﬂ(ﬂ o= Jfa(x)dx £,

Misol. y' = x% tenglamaning umumiy integralini toping.

= fi(x)dx. Bu ifodani integrallab umumiy integralini topamiz:

dy .2 —_
=X Y, bundan:

dy = X’ydx; y # 0 deb quyidagini hosil gilamiz: ; = x’dx.

. , . dy . .
Yechish. y" ni o & almashtiramiz:

Integrallasak: I‘i’ =[x +C; Inly|=%-+C,

3 i 1
X - X x
s

bundan [y l=e® ' =¢“.e? yoki y=(xte)e?
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+¢% = C deb belgilasak, umumiy integral quyidagi ko' rinishni

<

oladi: y = Ce’

br-f 11.1.5. BIRINCHI TARTIBLI BIR JINSLI TENGLAMALAR

1-ta’rif. Agar g ning har qanday qiymatida f( ux, uy) = u"f(x,
y) aynivat to‘g'ri bo'lsa, f(x, y} funksiya x va y o‘zgaruvchilarga
nisbatan # o'Ichovli bir jinsli funksiya deb ataladi.

I-misol. f(x. y) = x*—¥* funksiya bir o‘lchovli bir jinsli

funksiya; flux, up) = J(ux)* - (up)* =udx* —y* = pf(x,y).

2-misol. f(x, y) = x}* —y* funksiya to‘rt o‘lchovh bir jinsli
funksiya; f(ux, uy) = (ux)(uy)? - (ux)* =u* (x°y* - y*).

2,.2
3-misol. f(x, y)=222 funksiya nol o‘lchovli bir jinsii
funksiya. B
2-ta’rif. Agar birinchi tartibli - _
& _ ) _ _
&=y e (D)

differensial tenglamada f (x, y) funksiya x va y ga nisbatan nol o‘lchovli
bir jinsli funksiya bo‘lsa, (1) o‘zgaruvchilarga nisbatan bir jinsli
tenglama deyiladi.

Bir jinsli tenglamani yechish -

Agar tenglamaning o‘ng tomomdagl Fix, ﬁJﬂkSlya nol o‘lchovli

bir jinsli funksiya bo‘lsa, unda # = ; desak, f(x, y)= f[l —] ga
ega bo‘lamiz. Bu holda (1) tenglama

20 o

ko‘rinishda bo‘ladi.

O‘zgaruvchilarni'_almashliramiz: = % yoki y = zx, u holda
dy _ &z ‘ '
dx ¢t dx x
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Hosildning ifodasini (17) ga qo'ysak, o'zgaruvchilari ajraladigan
z+.\ = f(1, z) tenglama hosil bo'ladi. O'zgaruvchilarni ajratib
yozam17

X j; =f(l, 2)-z yoki fil.df:}—: = d:

Buni integrallaymiz: jfud:z)—: - j"{:' +C vyoki In|x|=
=I/(I.‘L:)—: s

Integrallagandan keyin z o‘rniga f nisbatni qo‘ysak, (1')
tcnglamanmg umum:y integrali hosil bo'ladi.

Misol _5;3~ tenglamaning umumiy integralini toping. Bu
tenglama o ?gamvchllan ajraladigan tenglama. y = zx almashtirish ba-
jaramiz. U holda tenglama lz_’—”ﬁ = E: ko‘rinishga keladi.

Tenglamani integrallaymiz: In C, = In| | = 2| = In| x|, bu yerdan

=|x|*|1-2) yoki x(1 — 2 = =C.

Endi y funksiyaga qaytsak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
C= x[l~—) yoki ¥ = y? = Cx=0.

11.1.6. BIR JINSLI TENGLAMAGA KELTIRILADIGAN TENGLAMALAR

Quyidagi
dy _ ax+by+c
dx  ax+hyiq

(N

ko'rinishdagi tenglama bir jinsli tenglamaga keltiriladi. Agarc = ¢, = 0
bo'lsa, (1) tenglama bir jinsli tenglama. Endi ¢ va ¢, (yoki bulardan
bittasi) noldan fargli bo‘lsin.

O*zgaruvchilarni almashtiramiz: x = x, + h, y =y, + &, u holda

_ .
dx d:: (2)
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X, yva j,—i larning ifodalarini (1) tenglamaga qo‘ysak:

dy _ axq+by+ch+bkte 3
. dx, a,x]+blyl+a|h+blk+c] )
hvakni

ah+ bk +¢c=90,
(4)

ah+bk+e, =0

tenglamalar o‘rinli bo‘ladigan qilib tanlaymiz. Bu shartda (3) teng]ama

dn _ axq+by
dx " anihy) bir jinsli tenglamaga aylapadi.

Bu tenglamani yechib, so‘ngra (2) formulaga ko‘ra x va y larga
o'‘tsak, {1) tenglamaning yechimini hosil gilamiz.
Agar ab, — a b = 0 bo'lsa, (4} sistemaning yechimi yo‘q. Ammo

bu holda & ? = é‘— ya ni a,= ua, b = ub desak, (1) tenglama

dy _ (ax+by)+e

Y, —

& paxebpyrg Ot mn(d)

ifa.- -

[EF TR
(e )

ko‘rinishga keladi.
Bundan z= ax+ by (6) almashunsh yordamxda tenglama
o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi, ya’ni

dz dx | dy_i_a’z_E
xS GtV T
d
(5) tenglamaga (6) va (7) ifodalarni qo‘ysak, _b - ?f% - % = 2L
tenglamani hosil gilamiz.
Bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama. (1) ni integrallashga

o‘xshash holda tubandagi tenglamani integrallaymiz:

dy _ ) axvby+e
dx ax+hy+e |
dy _ txsy-3
 Misol y ;—-2';—1 tenglamaning umumiy integralini toping.

Yechxsh. Buni bir jinsli tenglamaga keltirish uchun o‘zgaruv-
chilarni almashtiramiz: x = x, + A; y = y, + &, u holda

dy _2xpy+2h+k-7, A+ k-T7=0, o . _ _j
ax x-2p+h=2k-1" \p—-2k-1=0, ’
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dﬁr, 2y U=

N 1-2u dx; .
d,l‘] X —2}'1 ) X '

yo= X, s du =
¢ ' 21+14°) Xy

' %arctgu—;_ln [1+& = In(x,)+1In|C|; arctgu =21In|CxV1+ |;

n ni qo'yib,

Xy

1
arctgu )
CxVl+4’ =¥ . buyerda u o'rniga

CyJx; +y =€+ ni hosil gilamiz
i q g

Nihoyat x va y o'zgaruvchilarga o'tib, natijada
yed
x-S umumiy integralni hosil gilamiz.

-

I -
C\’I(x — 5)2 + (}, o 3)1 = e;_'-anll

11.1.7. BIRINCHI TARTIBLI CHIZIQLI TENGLAMALAR
Ta’rif. Noma’'lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli
bo'lgan quyidagi tenglama birinchi tartibli chizigli tenglama deyiladi:
j‘i + P(x)y = 0(x), (n
bunda P(x) va Q(x) lar x ning berilgan uzluksiz funksiyalari (yoki
o‘zgarmas sonlar). (1) chizigli tenglama yechimim ikkita funksiya

ko‘paytmasi shaklida izlaymiz: y = u(x)v(x):y' = (u-v) = u'v + w’

. f_dﬂ dv "
yoki )’ =v+ - u; (2)

buni (1) ga go‘vamiz: u‘g + j: v+ puv=Q voki

di duv
u[ u—+pv)+v—‘—=Q. (3)
Endi v ni shunday tanlaymizki,

du _
v+ pU= 0 (4)

tenglama o‘rinli bo‘lsin.

d

u" =~-pdx vyoki v= CIe_f‘m.

-In|C, |+In|v|= —jpdx.
(4) tenglamaning noldan fargli biror vechimini topish yetarli
bo‘lgani uchun
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v(x) = e C5)
deb olamiz.
v ning topilgan bu qiymatini (3) ga qo‘yib. hosil bo‘lgan tengla-
mani yechamiz; du + pu=10; V(x) - = x), = = tenglama-
) . L dx dx ~ V{x)
ni hosil gilamiz.

© va v ning giymatini (2) ga go‘ysak, y =¥ (x) [_[ gi" ; dx +C ] yoki

y:V(x)_[gg—;dx+CV(x) @

hosil bo'ladi. Bu berilgan tenglamaning umumiy yechimi.

Misol ¥y +ylgx = EBIESE tenglamani yeching.

Y echish. Berilgan tenglama chizigli. Bu tenglamani yechish uchun
yechimni y = ¢ * v ko‘rinishda izlaymiz. Agar y = &+ v bo‘lsa, u holda
y' = t'v+ w' bolib, berilgan tenglama quyidagi ko rinishini oladi:

r ra 1 - * £ l
v+ iy +uvig x = — vl +Hvigx)+uu=
& cosx yoki v gx) d cosx’ (a)

bu verda funksiyani . .

_ # +utgx=0 . _ (b)
tenglik o‘rinli bo‘ladigan qilib tanlaymiz, U haolda (a) tenglama
quyidagi ko‘rinishga ega bo'ladi:

Vs, (d)

cos x

(b) tenglamani yechamiz: %-—utgx‘ -({Ez—tgxdx'

—=-Itgxdx, Inu =Incosx; #=cosx (buyechim C = 0 bo'lgan

holga mos xususiy yechim hisoblanadi);
de _ 1

1 = cosx ni (d) tenglamaga olib borib qo‘ysak, cosx =~
dx  cosx

gaegabo lamiz. Bundan esa zx E_I_ dv= -—2—~ Idv _[——1—
=tgx+C.
Demak, y = u-v =cos xitg x+ ) yoki u berilgan tenglamani
umumiy yechimi.
Berilgan tenglamaning umumiy yechimini (6) formuladan foy-
dalanib ham topish mumkin.
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Misol. Shartga ko‘ra p(x) =1gx;, Q(x) = m'\,r. u holda
y=eled [J- L _ e Mmooy i-C:]. bu yerda Ilgx=~lncosx

COs X
bo‘lganidan:
3wy O J ! ememsrgy 4 €| =cos x j & e
COs X C()Sz X
yoki
y=cosx(igx+ ()= Ccosx +sinx.
O*z-o0*zini tekshirish uchun savollar
I. Qanday tenglama differensial tenglama deyiladi?
2. Differensial tenglama tartibi deganda nimani tushunasiz?

3. Differensial tenglamaning umumiy va xususiy yechimlari deb ganday
vechimlarga aytiladi?
4. Birinchi tartibli differensial tenglama yechimi mavjudligi va vagonaligi
to‘g'risidagi teoremani ifodalang.
Umumiy va xususiy yechimlami geometrik nuqtayi nazardan talqgin qilib bering.
6. Birinchi tartibli differensial tenglamalarni vechish usullarini ko'rsating:
a) o'zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar uchun;
b) chizigli tenglamalar uchun;
d) bir jinsli tenglamalar uchun.

N

11.2. JKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALARNI YECHISH USULLARI

11.2.1. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLI DIFFERENSIAL TENGLAMA
UCHUN KOSIHIT MASALASI

Tubandagi ko‘rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli chizighi
differensial tenglama deviladi:

Y+ px)y+ g(x)y = f(x). (1)

Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning umumiy
yechimini birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy
yvechimini ko'rsatgandek, ko‘rsatib bo‘Imaydi. Shuning uchun ik-
kinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning tatbiq uchun zarur
hisoblangan xususiy hollarini ko‘rib o‘tamiz. Jumladan, o‘zgarmas
koeffitsiyentli ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamani
garaymiz. Uning umumiy ko'rinishi tubandagicha:
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y'+py'+qy=[fix), (2)
bu verda: p, ¢ lar o*zgarmas kattaliklar.
Agar f(x) # 0 bo'lsa, (2) tenglama ikkinchi tartibli bir jinslimas
chiziglt differensial tenglama deyiladi.
Agar f(x) = 0 bo'lsa, (2) bir jinsli chizigli tenglama deyiladi:
y'i+py'+qr=0; (3)

(2) va (3) differensial tenglamalarni yechishni o‘rganishdan oldin
chizigli bog'lig hamda chizigli bog'lig bo‘Imagan (erkli) funksiyalar
tushunchasi bilan tanishamiz.

y,(x) va y,(x) funksiyalar [a: b] kesmada berilgan bo‘lsin. Agar
shunday o‘zgarmas «, va «, sonlar uchun (ulardan hech bo‘lmaganda
bittasi noldan fargli)

a,y,(x) + ay,(x) =0 (4)

ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u holda y (x) va y,(x) funksiyalar chizigli bog ‘liq
funksivyalar deyiladi.

Agar (4) ayniyat faqat ¢, = «,= 0 bo‘iganda o'rinli bo’lsa, u holda
¥,(x) va y,(x) funksiyalar chizigli bog'liq bo‘lmagan erkli funksiyalar
deyviladi.

Boshqacha aytganda, ikkita y,(x) va y,(x) funksiyalar ;:{(3
ya'ni ularning nisbati o‘zgarmas songa teng bo‘lmaganda chizigli
erkli bo‘ladi.

Misol. y(x) =sinx, y,(x)=cosx funksiyalar chizigli erkli
funksiyalar, chunki ¢, * sin x + &, * cos x = 0 ayniyat faqat ¢, = @, = 0
bo‘lgandagina o'rinli bo‘ladi.

Agar y (x) va y,(x) funksiyalar chizigli erkli funksiyalar bo‘lsa,
ulardan hech biri aynan nolga teng bo‘lmaydi.

Endi (2) va (3) differensial tenglamalarni yechish bilan
shug'ullanamiz. Dastlab

y'+ px)y'+ gx)y =0 (5)

# «a,

ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamani garaymiz.
1-teorema. Agary,(x) va y,(x) funksiyalar (5) tenglamaning chizigli
erkli xususiy yechimlari bo‘Isa, u holda (3) tenglamaning umumiy yechimi

nx) = Cy,(x) + Cy,(x) (6)
bo‘ladi, bunda C,, C, — ixtiyoriy o'garmas sonlar.
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Isbot. y(x)vay,(x)(5) tenglamaning xususiy yechimlari bo’lsa,

u holda bu funksivalar (3) tenglamani ganoatlantiradi:
WX+ plx) - yi(x) + g(x) - yy(x) = 0, (7)
Yi(x) + p(x) - y3(x) + g(x) - y5(x) = 0.

Tubandagi C,y(x) + C,y,(x) funksiya ham (5) tenglamaning
vechimi bo‘ladi. Hagiqatan ham, bu funksiya hamda uning hosilalari
[Ciyy(x)+ Coyy ()] = Cryi(x) + Coyi(x)

[Cy (x)+ Coyy (X)) = Cy/(x)+ C,p3(x) uchun
Coy(0)+Cpi(x)+p(x)C p, (x)+Coy, (D] +9()] Gy (x)+ Gy, (0=
= Cyi(x) + p(x)C i (x) + g(x)C p (x) + Coy3(x) + p(x)Cy¥5(x) +
+g(x)C,y,(x) = Cy(x) + p(x)y((x) + g(x)y, ()] + G y3(x) +
+p(x)y;3(x) + g(x)y; (x)]

bo‘lib, (7) munosabatga asosan
[Cy(x) + Coys (O + p(x) - [Cyy (x) + Copy ()] +
+q(x)[Cy (x) + Copy(x)] = 0
bo‘ladi.
Bu esa Cy (x) + C,y,(x) ning (5) tenglamaning yechimi ekanini
bildiradi. Demak, y(x) = Cy,(x) + C,y,(x) yechim berilgan

y'+pxy '+ gx)y =0
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi. Ikkinchi tartibli
¥+ px)y '+ gx)y = f(x) (8)

tenglamaning umumiy vechimi hagida ushbu teorema o‘rinli.

2-teorema. (&) renglamaning umumiy yechimi shu renglama xusu-
siy yechimi bilan (5) tenglamaning umumiy yechimi yig‘indisiga teng
bo ‘ladi:

yumnm = yum bir jins + )_’-
bu yerda y — (8) tenglamaning xususiy yechimi.

y" + py'+ gy =f(x) tenglamaning y = y,, »'(x,) = v, shartni

X=X
ganoatlantiruvchi yechimini izlash masalasi Koshi masalasi deyiladi.
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11.2.2. O'ZGARMAS KOEFFITSIYENTLI IKKINCHI TARTIBLI BIR
JINSLI CHIZIQLI TENGLAMALAR

Ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli tenglama
vy +py'+qy =10 (1)
berilgan bo'lsin, bunda p va ¢ o’zgarmas haqiqiy sonlar.

Yugorida isbot gilingan teoremaga asosan bu tenglamaning umu-
miy integralini topish uchun uning ikkita chizighi erkli xususiy
yechimini topamiz.

Xususiy vechimlarini

y=e- (2)
(bunda k = const) ko'rinishida izlaymiz, bu holda y ‘= ke*, y" = kPe".

Bularni (1) tenglamaga qo‘ysak, tenglama e*(k’+pk+¢q)=0
ko'rinishni oladi, Ammo & # () bo‘lgani uchun:

(k' + pk + q) = 0. (3)

Demak, k (3) tenglamani ganoatlantirsa, u holda ¢* (1) tengla-
maning vechimi bo'ladi. (3) tenglama (1) tenglamaning xarakreris-
tik tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglama ikkita ildizi bo‘lgan kvadrat tenglamadir,
bu ildizlarni &, va k, bilan belgilaymiz:

Bunda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:

a) k, va k, — haqiqiy, bir-biriga teng bo‘lmagan sonlar (k, = k,);

b) k, va k, — kompleks sonlar;

d) k, va k, — haqiqiy va bir-biriga teng sonlar (k, = k).

Bu hollarni ayrim-ayrim garaymiz.

a) xarakteristik renglamaning ildizlari haqiqiy va har xil (k, # k,)
bo‘lgan hol

Bu holda y, =¢"*; y, =¢€"*; funksiyalar xususiy yechimlar

kyx

bo‘ladi. Bu yechimlar 2 = Z‘f‘ _ plha-k)x
chizigli erkli bo‘ladi.

Demak, umumiy integral

y=Ce" + Cze*z‘ (2)

# const bo'lgani uchun

ko‘rinishda bo‘ladi.
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Misol. y" + 5y’ — 6y = 0 tenglamaning umumiy integralini toping.
Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzib ildizlarini topamiz:

k’+ 5k — 6 =0; k, = —6, k, = I. lldizlar haqiqiy har xil, demak,
umumiy integral: y = Ce ™ +C,e".

b) xarakreristik tenglamaning ildiziari kompleks, qo ‘shma

k,=a+ ip; k,=a—iB;

) _/__P’
bu verda «= 5 B=1lq o

Xususiy yechimlarni quyidagi shaklda yozish mumkin:

y = eiﬂ — e(u.r‘;}] = %" _el',d,(: y, = ei:x - etu-tﬂi =e™r .e rﬂn_

Bu ifodaga ushbu e¥ = cos¢ + i sing
Eyler formulasini tatbiq gifib, uni quvidagicha yozamiz:

v, = €“* cos Bx + ie“” sin fx;  y, = e“* cos fx — ie™ sin fx.

Ma’lumki, bir jinsli tenglama yechimlarining chizigli kombinatsiyasi
ham tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shuning uchun quyidagi
W= )_l_;_-‘z =e"cospx, ¥ = b4 ;J.'_g = ¢™ sin Bx
funksiyalar ham tenglamaning vechimlari bo‘ladi. Ular chizigli erkli,
chunki

-

[ O

= ctg fix # const.

e

Demak, ¥, ¥, funksiyalar (1) tenglama yechimlarining funda-
mental sistemasini tashkil etadi. Shunday qilib, bu funksiyalarning
chizigli kombinatsiyasi

y = e*(C, - cos px + C, - sin fx) (3)

berilgan tenglamaning umumiy yechimini beradi.

Misol. Ushbuy” + 2y’ + 3y = 0 tenglamaning umumiy yechi-
mini toping.

Yechish. y" + 2y’ + 5y = 0 differensial tenglama uchun xa-
rakteristik tenglama k> + 2k + 5 = 0 bo‘ladi.

Uning ildizlari: k, = -1 - 2i: k,= =1 + 2, a= -1, p=2.
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Yechimlarning fundamental sistemasi: y, =e " -cos2x;

y; =e " -sin2x.
Berilgan differensial tenglamaning umumiy vechimi:

V; =e "(C -cos2x + C, -sin 2x);
(3) vechimning muhim xususiy holi xarakteristik tenglama

ildizlarining sof mavhum sonlardan iborat bo'lgan holidir, bu (1)
tenglama p = 0 bo'lgan holda o'rinli:

y'+qy=0. (4)
Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
K+qg=0, g>0

k ,= if\/t} = %4, « = 0 bo’lsa, (3) tenglama quyidagi ko*rinishni
oladi;

y=C, +cos fx+ C, -sin fx. (3)
d) xarakteristik tenglamaning ildizlari hagiqiy va teng (karrali)
ki =k,= —’;’ — bitta xususiy vechim. y, = eh* vugoridagi

mulohazalar asosida hosil gilinadi.

¢** funksiya ikkinchi xususiy vechim sifatida qaralishi mumkin
emas, chunki e* = %"

Shunday xususiy vechim topish kerakki, u birinchi yechim
y, = ¢ bilan chizighi erkli bo‘lsin. Ikkinchi yechim y, = xe™*
funksiya bo‘lishi mumkinligini ko'rsataylik. U y, bilan chiziqli erkli.

" "T L
. » o xe —

chunki )‘ = e =X # const.

Bu y; = xe™* funksiva (1) tenglamani qanoatlantirishini tekshi-
rish goldi. Uni ikki marta differensiallaymiz:

Vi =" (1 +kx), ¥y =e"(kix+2k);

¥,, ¥», ¥ larni berilgan (1) tenglamaga go‘yamiz:
M (kix + 2k,) + p(l + k,x) + gx] = 0.

Qo‘shiluvchilarni gayta guruhlaymiz va ™

x(kl + pky + @) + 2k, + p) = 0; (6)

# () ga gisqartiramiz;
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k, xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lgani uchun, birinchi qavs
aynan nolga teng, ya'ni k! + pk, +g = 0;

k, — karralt ildiz, ya'm k, =k, = —g yoki 2k = —p bolgani
uchun, (6) dagi ikkinchi gavs ham aynan nolga teng, ya'ni 24, + p = 0.

Demak, y, = x¢** funksiya (1) tenglamaning yechimi bo‘ladi va
y, = e"* bilan chiziqli erkli. Shunday qilib, y, = M va y, = xe*?*
yechimlar {1) tenglama yechimlarining fundamental sistemasini
tashkil etadi.

Demak, bu funksiyalarning chizigli kombinatsiyasini tashkil etadi,
bu funksivalarning chizigli kombinatsiyasi

y=Cp+ Cy,=e"(C,+ Cxy - D

(1) tenglamaning umumiy yechimini beradi.

Misol. Ushbu y" + 2y '+ y = 0 tenglamaning umumiy integ-
ralini toping. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini
tuzamiz. Xarakteristik tenglama k2 + 2k + 1 = 0 ko‘rinishda bo‘ladi.
Uning ildizlari: &k =k, = —1.

Fundamental yechimlar sistemasi: y, = e* va y, = xe™*.

Differensial tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi: y = e (C, + C,x).

11.2.3. BIR JINSLIMAS TENGLAMANI KVAZIKO‘PHAD
HOL UCHUN XUSUSIY YECHIMI

Bizga oldingi 1-mavzudagi 2-teoremadan ma’lumki,

y"+ py’ + gy = f(x) oD
bir jinslimas tenglamaning yechimi (1) tenglamaga mos
| y Py + gy =0 @)

bir jinsii tenglama umumiy yechimi bilan bir jinsli mos tenglamaning
bitta xususiy yechimi yigfindisidan iborat. Bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimini topishni ko‘rib oftdik. (1) tenglama xususiy
yechimini topishni garaymiz.

Biz differensial tenglamaning texnikada ko'p go‘llaniladigan, ya'ni
o‘ng tomoni kvaziko‘phad bo‘lgan bir jinslimas tenglamaning xususiy
yechimini topishni ko‘ramiz.

Aytaylik, f(x) = P (x)e™* bo‘lsin. Bu holda (1) tenglamaning
xususiy yechimini quyidagi uchta ko‘rinishdan biri shaklida izlaymiz:
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a) agar y xarakteristik tenglama ildizlari &, va &, larni bittasiga
ham teng bo‘lmasa, xususiy yechim y (x) = Q, (x)¢* ko‘rinishda
izlanadi: bu yerda Q_(x) — noma’lum koeffitsiyentli m-tantibli ko*phad.

b) agar y xarakteristik tenglama ildizlari k, va k, lardan biriga
teng bo'lsa, u holda yechimni y (x) = xQ, (x)e ko'rinishda izlaymiz:

d) agar y xarakteristik tenglamaning karrali ildizi £ ga teng bo'lsa,
u holda yechimni y (x) = x’Q,_(x)e¢™ ko'rinishda izlaymiz.

Bularga misollar keltirib Q_(x) ko‘phadning noma’lum
kocfﬁlsi_\-'cmlarini topishni ko‘rsatamiz.

I-misol. ¥" + 3y '+ 2y = 12 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. £+ 3k + 2 = 0 xarakteristik tenglamaning ildizlari:
k,= —1: k,= —2. Bu holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y=Ce™ + C,e” bo'ladi. Berilgan bir jinslimas tenglamaning o° ng
lomomm nol ko‘rsatkichli kvaziko'phad deb garash mumkin, ya'ni
P(x)e* = 12¢ = 12.

Shu sababli, xususiy yechimni y(x) = Q,(x) = A, ko'rinishda
izlaymiz. A, — noma’lum koefTitsiyent. Bu yechimni berilgan teng-
lamaga go‘yamiz: 24 = 12, bundan A4, = 6. Shunday qilib, berilgan
tenglamaning umumiy yechimi y=y+y, yani y=Ce "+ Ce
4+ 6 bo‘ladi.

2-misol. ¥"— y'— 6y = 12x— 2x + | tenglamaning umumiy
vechimini toping.

Y e chish. Dastlab berilgan tenglamaga mos bir jinsli y" — y "=
- 6y = 0 tenglamaning umumiy yechimini topamiz. &’ = k-6 =10
xarakteristik tenglamaning ildizlari &, = =2 va k,= 3 bo'lgani uchun
umumiy yechim y = Cle *+ Ce" bo ladi.

Berilgan lengldmamng o‘ng tomoni ikkinchi darajali ko‘phad
bo’lgani uchun, uning xususiy yechimini ikkinchi darajali ko*phad
shaklida izlavmiz, va'ni

¥V =A¢ + Bx+ C.

Bu ifodani differensiallab, quyidagilarni topamiz va berilgan
tenglamaga qo‘vamiz:
V' =2Ax+ B, y" =24,
2A—2Ax— B—6Ax* — 6Bx — 6C= 12x* - 2x + |
voki —6AX + (=24 —6B)x+ (24— B-6C) = 12x — 2x + 1.
Bundan A, B, C koefTitsiventlarni topish uchun tubandagi
sistemani tuzamiz:
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—6A4 =12,
—2A-68B =-2,
2A~8-6C =1.

Bu sistemani yechsak: A= -2; B=1; C= —1.
Demak, v= -2x+x—|.
Berilgan tenglamaning umumiy vechimi quyidagicha bo'ladi:

Puile™ + Cper—20 X~ 1,

3-misol. y" +y ' =6x — 7 tenglamaning umumiy yechimini to-
ping.

Y e c hish. Dastlab berilgan tenglamaga mos bir jinsli y” + y "= 0
tenglamaning umumiy yechimini topamiz. k* + k = 0 xarakteristik
tenglamaning ildizlari £, =0 va k,= —1 bo‘lgani uchun umumiy
yechim y = C, + C,e™ ko'rinishda bo‘ladi.

Berilgan tenglamaning o°ng tomoni ikkinchi darajali ko'phad.
Xarakteristik tenglamaning bitta ildizi nol bo'lganligi sababli, bir
jinslimas tenglamaning xususiy yvechimini y = x(Ax*+ Bx + O)
ko‘rinishda izlaymiz.

Bu ifodani differensiallab, berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

V' =34+ 2Bx+ C, y"=6Ax+ 2B,
6Ax + 2B+ 3AX° + 2Bx + C=6x"— 7
yoki
34A¢ + (6A+ 2Bx+ 2B+ O) =6 - 7.

x o*zgaruvchining bir xil ko‘rsatkichlari oldidagi koeffitsiyentlarni

tenglashtirib, quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:
34 =6,
6A4+2B =0,
2B+ C =17,

Sistemani vechib A, B, C larni topamiz: A=2, B= -6, C=5.

Shunday qilib xususiv yechim ¥ = x(2x> — 6x + 5) ko‘rinishda
bo'ladi.

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi y = C, + C, e+
+ x(2x* —-6x + 5).

4-misol y" =7y"'+ 10y = 4’ tenglamaning umumiy yechimini
toping.
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Yechish. Dastlab y"= 7y'+ 10y = 0 bir jinsli tenglamaning
umumiy vechimini topamiz. K°=7k + 10 = 0 xarakteristik tengla-
maning ildizlari £, = 2 va k, = 5 bo’lganligi sababli, uning umumiy
yechimi y = C e + C,e* bo'ladi.

Berilgan bir jinslimas tenglamaning o'ng tomoni ko‘rsatkichli
funksiya. y = 3 ga teng bo'lib, xarakteristik tenglama ildizlarini bittasi
ham unga teng emas. Shuning uchun uni ¥ = Ae™ ko‘rinishda
izlaymiz. Bu ifodani differensiallab, y, y’, y" larni berilgan tenglamaga
go'yib, A koefTitsiventni hisoblaymiz:

9Ae™ — 2146™ + 1046 = dAe™; —24=4, A= 2.

Bundan xususiy yechim y = —2e* ga teng. Berilgan tenglama-
ning umumiy yechimi esa tubandagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=Ce*+ Ce' — 2™

S-misol y"—y’'= 2y = 9¢™ tenglamaning umumiy yechimini to-
ping.

Y echish. Dastlab y"—y — 2y = 0 bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini topamiz. k&’ — & — 2 = 0 xarakteristik tenglama k£, = —1[ va
k, = 2 ildizlarga ega. U holda umumiy yechimy = Ce™* + Czel"bo‘ladi.

Berilgan tenglamaning o‘ng tomoni ko‘rsatkichli funksiva. Bu
holda y = 2 ko'rsatkich xarakteristik tenglamaning bitta ildiziga teng.
Shu sababli, xususiy yechimni ¥ =x Aé*™ ko'rinishda izlaymiz. Bu
ifodani ikki marta differensiallaymiz:

¥ = Ae** + x24e*; 7 =24 +2A4e%F + 4 Axe™;

v, ¥, " larni berilgan tenglamaga qo‘yib, A koeffitsiyentni
aniglaymiz. 4A4e** + 4 Axe™™ — Ae** - 2Axe** - 2 Axe’* = 9e** ;
3JA=9, A=3.

Xususiy vechim y =3xe’™. Berilgan tenglamaning umumiy
yechimi y = Ce* + C,e* + 3xe’* ga teng.

6-misol y"=7y'+ 10y = 4e* tenglamaning 3(0) = 2; W(0) = 13
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish. y"=7y'+ 10y = 4¢* tenglamaning umumiy yechimi
4-misoldan ma’lum:

y= Co= 4 Ca™ = 2ev, (*)

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib C, va C, ixtiyoriy
o‘zgarmaslarning giymatlarini topamiz. Umumiy yechimni differen-
siallaymiz:
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= 2Ce*+ 5C,e* ~ 6e*. (**)

(*) tenglamaga x = 0 va y = 2 larni go‘yamiz:

1=Ce? + Ce*'-2""=C,+ C,-2, C.+ C,=4 ga ega
bo‘lamiz.

(**) ga x=0va y'= 13 ni go'yamiz. 13=2Ce*"+5C,&’ "~
=6¢'"=2C + 5C,- 6;

2C, + :)C = 19; C, va C, larni topish uchun tubandagi sistemani
tuzamiz:

iCl +C, =4

sistemani yechib C, va C, larni topamiz:
2C, +5C, =19 '

1

L. 1
Ci= 3 C, = =

Demak. boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechim

quyidagi ko'rinishda bo‘lar ekan:
y= e“ + ']] * - 2e™,

7-misol. y"+ 2y’ + 5y = 3sin x tenglamaning umumiy
yechimini toping.

Yechish. Dastlab y" + 2y'+ Sy = 0 bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimini topamiz. K>+ 2k + 5 = 0 xarakteristik tenglamaning
ildizlari k, = —1 + 2iva k, = —1~- 2i. Shuning uchun umumiy yechim:
y=Ce ‘cos 2x + Ce*sin 2x ko'rinishda bo'ladi. Berilgan tenglamani
quyldagn ko’ nnlshdd yozamiz: ' + 2y + 5y = 3¢~ (*) tenglamaning
xususiy yechimini ¥(x) = u(x) + iv(x) ko'rinishida izlaymiz, chunki
buni mavhum gismi berilgan tenglamani ganoatlantiradi. Hagiqatan
ham, agar (4 + )" + Au+ ) + S(u+ i) = 3cosx + 3sin xbo'lsa,
u holda v" + 2v" + 5v = 3sin x bo'ladi. (*) tenglamaning vechimini
y(x) = Aje” ko'rinishda izlaymiz. k= i# k, k,, yuqoridagi ifodani

(*) tenglamaga qo‘yamiz: (4 + 2)A =3 yoki A, = 43,“ 61(33*.
shunday q1|lb xususiy yechim

N 3 3 3o o 3

¥ix) = - --—(cosr +isint) + 5 COSI + osint H(ssmr Iucos:)

Bu ifodaning mavhum qismi berilgan tenglamaning Xxususiy
yechimi bo‘ladi. Berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

- I 3.
y(x)=Ce™*cos2x+C,e™ sin2x + 5 Sinx - I“:)cos X
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O*z-0°zini tekshirish uchun savollar

1. Ikkinchi tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi nimadan iborat?

2. Ikkinchi tantibli differensial tenglama uchun boshlang’ich shartning geometrik
ma’nosi nimadan iborat?

3. Ikkinchi tartibli differensial tenglamaga ta'rif bering.

4. O'zgarmas koefTitsiventli ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamaning
umumiy vechimini topish usulini tushuntinb bering.

5. O'zgarmas koeffitsiventli ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama
umumiy vechimining uning xaraktenistik tenglamasi ildizlariga bog'liq bo'lgan
hollari formulalarini yozing.

11.3. TEBRANISHNING DIFFERENSIAL TENGLAMALARI

11.3.1. TEBRANISHLARNING DIFFERENSIAL TENGLAMASIGA
OLIB KELUVCHI MASALALAR

I-masala. & bikrlikka ega prujinada m massali yukning to‘g'ri
chizigli tebranma harakatini qaraymiz.

Yukning to‘g‘ri chizigdagi holati r vaqtga bog‘liq bo‘lgan x
koordinatasi bilan xarakterlanadi, va'ni x = x(7). Prujina cho‘zil-
masdan oldin yukning turgan holatini koordinatalar boshi O nuqta
deb olamiz. Agar prujinani cho‘zmasdan oldin uning uzunligini /
desak, u holda prujinaning ikkinchi uchi mahkamlangan nuqta
koordinatasi —/ bo‘ladi. Yukning holatini aniglovchi x koordinata
prujina uzunligi o*zgarishiga bog'liqg bo’ladi. Uncha katta bo‘Imagan
cho‘zilishda, prujina tomonidan yukka ta’sir giluvchi kuch Guk
gonuniga ko‘'ra F= —kx ga teng (150-chizma).

Bu holda manfiy ishoraning qo'yilishiga sabab prujina cho'zilishiga
F kuch qarshi yo'nalgan.

Tezlik ta'rifiga ko‘ra Vv = ij: ga teng. Bu holda Nyuton tengla-
masi quyidagi ko'rinishni oladi: m d;; = —kx vyoki
x  k_
= g 0. (1

Bu yerda: m — yukning massasi, k — prujinaning bikrligi,
x = x(r) — izlanayotgan funksiya.

Agar yukka tashqaridan muhitning garshilik kuchi ham ta’sirc gilsa,
(1) quyidagi ko‘rinishni oladi:
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P.y+Xx=0 (2)
m m

Ld
X +

bu verda: p — yukka muhit tomonidan garshilikni xarakterlovchi
kattalik. Agar yukka bulardan tashgari tebranma F¢z) kuchlar ta’sir
gilsa, u holda (2) quyidagi ko'rinishni oladi:
sl Exef) (3)
m m m

(3) — vukning tebranma harakat tenglamasi. (1) va (2) tengla-
malar (3) umumiy tenglamaning xususiy hollari bo'lib, (1) tenglamada
tashgi ta’sir va garshilik hisobga olinmagan.

Bu ikki tenglama erkin tebranish tenglamalari deyiladi.

(3) tenglama — o‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli
differensial tenglama majburiy tebranishlar tenglamasi deyiladi.

2-masala. Prujina uchiga osilgan m massali moddiy nugta (yuk)
vertikal to'g‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanadi. Yukning harakat gonunini
aniglash talab gilinadi. Muvozanat holatda yuk og‘irligi prujinaning
elastiklik kuchi bilan muvozanatlashadi, deb faraz qilamiz.
Koordinatalar boshini vukning muvozanat holati bilan ustma-ust
tushiramiz. Oy o'qni yuk harakat gilayotgan to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
vertikal pastga yo'naltiramiz (151-chizma). Yukning vaqtning istalgan
t momentidagi vaziyati yukning koordinatalar boshidagi chetlanishi y
bilan aniglanadi. Yukning harakat qonunini topish uchun y chetlanish
(og'ish) ning 7 vaqgtga bog'lanishini aniglash kerak.

Yukka quyidagi kuchlar ta’sir giladi:

1) yukni boshlang‘ich vaziyatga
gaytarishga harakat giluvchi tiklash kuchi
F.. Bu kuch Oy o'q bo'ylab yo‘nalgan va
uning bu o‘qga proyeksivasi yukning
muvozanat holatidan chetlanishiga
proporsional: F, = —ky. Bu yerdagi
k(k > 0) son niklash koeffitsiventi deyiladi.

Kuch proyeksiyasi F, ning ifodasidagi
«minus» ishorasi tiklash kuchi prujina
deformatsiyasiga garama-qgarshi tomonga
yo'nalganini ko'rsatadi;

2) yukli prujina joylashgan
muhitning qarshilik kuchi £, yuk
harakati tezligi vektoriga garama-qarshi 15 Lehivma.
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yo'nalgan. Tajribaning ko‘msatishicha, £, kuchning miqdori yuk tez-
ligining kattaligi ¥ ga proporsionaldir. Shuning uchun £, kuchning
Oy o‘qqa proyeksiyasi £, = —AV (bu yerda 1 > 0) yoki F, = -2 j}r

ko‘rinishida yoziladi. ”

Yukning og‘irlik kuchini hisobga olmaymiz, chunki u prujina-
ning elastiklik kuchi bilan muvozanatlashadi, prujinaning og'irligini
esa yo‘q deb hisoblaymiz.

Yuk harakatining differensial tenglamasini tuzish uchun
Nyutenning ikkinchi qonunidan foydalanamiz:

mid=3 F, B

bu yerda: @ — tezlanish vektori, z .E') — moddiy nuqtaga ta’sir etuvchi
kuchlar yig‘indisi.

Bizning holda moddiy nugtaga (yukka) Oy o°q bo‘ylab yo*nalgan
Fl va F ikkita kuch ta’sir etadi. (4) tenglikning ikkala tomonidagi
Vektoml Oy o‘qqa proyeksiyalab va tezlanish vektori @ ning Oy

2
0‘qqga proyeksiyasi %ga teng ekanini e’tiborga olib, izlanavotgan
differensial tenglamani hosil qgilamiz:

2

. dix L dx '-
g yoki m?+la+ky—0. _ 5

(5) — o‘zgarmas koefTitsiyentli ikkinchi tartibli tenglamadir va v
erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi.

Agar yukka bundan tashgari Oy o°q bo‘yicha yo'nalgan tashqgi f(7)
«qo‘zgatuvchi» kuch ta’sir etsa va uning H#) kattaligi £ vaqtning berilgan
funksiyasi bo‘lsa, u holda tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:

‘;_;_+}L--+ky F(1). L (6)

(6) ga majburiy tebranishiar tenglamasi deyiladi..
(6) tenglamaning ikkala gismini # ga bo‘lib va

— = 53 £ = m{2]9 F(!) f(r)

belgilashlar kiritib, majburiy tebranishlar tenglamasmmg ql.’mdagl
uzil-kesil shaklini hosil gilamiz:

o waly=g L "'(7)
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V' + Oy +awpy = fU). (8)

(8) tenglama y(0) = y; »'(0) = ¥, boshlang’ich sharti bilan Koshi
masalasi hisoblanadi.
Ikkala holda ham (3) va (7) tenglamalar
y'+ay' + by=f(1) (9)
ko‘rinishga ega bo'ladi. Bu esa o‘zgarmas koeffitsiventli ikkinchi
tartibli chizigli differensial tenglama. Fizika kursida tebranishlar
nazariyasida a va b koefTitsiyentlarni @ = & va b= w; ko‘rinishda
belgilash gabul gilingan. Shu sababli, biz ham (9) tenglamani
YOy iy = f(1) (10)

ko‘rinishida yozamiz.

Bu verda: (1) — izlangan funksiva bo‘lib, tebranma harakatni
ifodalaydi va uning fizik ma’nosi turlicha bo‘lishi mumkin (tebranma
harakat gayerdaligiga garab), 0 — tebranishning so'nish koeffitsiventi;
o, — erkin yoki xususiy tebranish chastotasi; f(r) — majburlovchi kuch;

(10) tenglamaning o'ng tomoni kvaziko*phad ko‘rinishida bo‘lsin.

Qo‘zg‘atuvchi tashqgi kuch davriy bo‘lib f(1) = F;sin w! gonun
bo'yicha o‘zgaradigan, amaliy jihatdan muhim bo*lgan holni garaymiz:

Yy +0y +wly = Fysinwt. (11)

Umumiy yechimni topamiz. Buning uchun dastlab bir jinsli

tenglamaning umumiy yechimini topamiz. Xarakteristik tenglamasi:
K +0k +wi=0; k= ?"’W_‘;' N

Umumiy yechimi: y, = C,e"" + C,e*".

Endi bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimini topamiz.
Buning uchun o‘ng tomonni f(1) = F sinwr = (f‘f)e”‘" - (ﬁf)e e

- . . 2i 2i
ko‘rinishda ifodalaymiz.

¥'(1) xususiy yechimni quyidagicha izlaymiz:

Y =9, +eln)=Ae"+ Be ™,

y'(r) va y"(r) larni topib, (10) tenglamaga qo‘yamiz.

V(1) = iwAe’™ —iwBye™; y'(1) =i’ 0’ Ae™ +i*w’ Be ™™,
(-0’ +ibwsw)) 4™+ (-0’ -idw +w]) Be ™ = (1 o -3 ]e'“‘".

I I
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Tenglamaning chap va o'ng tomonidagi bir xil funksiyalar oldidagi
koefTitsiyentlarni tenglashtirib 4, va B, larni topamiz:

4 = Fi][ ﬂw!—(q“i) wd ] & = [ —!{w wu) w;)]
2 b b . b ] L]

(0" =y )" + (wd)” (w —(q, ] +{wd)
¥'(1) xususiy yechim quyvidagi ko'rinishda bo*ladi:

}!(’) l_] ‘(w "w{]} ‘-Ud etwf - F -t(w I'-UUJ (ud e
(0’ - wp)* +(wd)? (02~ o)’ +(wd)

Eyler formulasidan kelib chiquvchi ™ +e ™ = 2coswt;
e —e™™ = 2isin wr munosabatlardan foydalansak, umumiy yechim
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

2
(1) = Cie" + Cye —| - | F,sinat -
(@ wu)“+[wé

—[ ; . 3 ] F, coswt.
(0 - })? +(wd)

Agar yuqoridagi ifodalarda C, va C, lar giymatlarini boshlang*ich
shartlardan foydalanib topsak, Koshl masalasi yechilgan hisoblanadi.

11.3.2. GARMONIK DAVRIY BO*'LMAGAN SO*NUVCHI
ERKIN TEBRANISHLAR

Bizga oldingi mavzudan ma’lumki, bir jinsli tenglamaning yechimi
erkin tebranishni ifodalaydi:

R o R

C,. C, o'zgarmaslar boshlang‘ich shartlardan topiladi. Ammo bu
o‘zgarmaslar erkin tebranishlar xarakteriga ta’sir gilmaydi. Erkin
tebranishlarni garaymiz.

d > 0 bo‘lganda, erkin tebranish so‘nuvchi bo‘ladi, chunki (1)
formuladan:

limy, =0.
4 = 0 bo‘lganda erkin tebranish chastotali davriymas garmonik

tebranishlarni ifodalaydi, shuning uchun w, ga erkin tebranish
chastotasi deyiladi.
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y“ - ("eﬂwvf + Czeu.“‘ - {Cl & C,] )COS “’{l’ +
+(iC, = iCy)sinwyt = C; coswy 1 + Cy sinwyf .

Agar 6 > 0 bo‘lib, kattaligi jihatidan kichik migdor bo‘lsa. ya’ni
(;] - w;, < bo'lsa, u holda erkin tebranish davrivmas bo‘ladi. U

&
tebranishni davriy garmonik funksiya bilan so' nuvchi eksponent e 2
ko'paytmasi shaklida ifodalaydi:
&
¥y =(C; coswy 1+ Cysinwyt)e 2,
bu yerda w,= .|} —[g]l chastota bo'lib, so'nish koeffitsiyenti 6 ga
bog‘lig.
[‘2 ) ~w; >0  bo‘lganda, va'ni 6 so‘nish koeffitsiventining

r

yetarlicha katta giymatlarida erkin tebranish aperiodik harakatni ifoda-
laydi. Bu harakatning umumiy xarakteri shundaki, r vaqt otishi bilan
u asimptotik ravishda nolga yaqinlashadi. Bu holda eksponent

(2]«
e [I monoton funksiya hisoblanadi. Yuqoridagi 3 ta tebranma
harakatga mos funksiya grafiklarini keltiramiz. (152-a, b, d chizmalar.)

ol ‘.;) |.J, “ Garmonik o' nuvchi tebranish

Ao

we ,‘ Garmonik davriy tebranish

152-chizma.
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11.3.3. MAJBURIY TEBRANISHLAR. AMPLITUDA-CHASTOTA
XARAKTERISTIKA. REZONANS

Bir jinslimas tenglama yechimining o‘ng tomonida turgan
yig'indining birinchi hadi (bir jinsli tenglamaning yechimi) so‘nuvchi
tebranishlarni bildiradi. £ o'sib borganda x kamayib borad:t va demak,
ma’lum vagt o‘tgandan keyin majburiy tebranishlarni aniglovchi
ikkinchi had hai giluvchi ahamiyatga ega bo‘ladi:

y{ = [ wj o’ ] F, sin ot —[ w

bu yerda: F, — majburiy kuch amplitudasi. w — uning chastotasi. o, —

erkin tebranish chastotasi. 4 uncha katta bo‘lmagan giymatda (1) formulada

ikkinchi go‘shiluvchi birinchi go‘shiluvchidan juda ham kichik bo‘ladi:
. wd .

¥ () = Bsinwt = [m] Fy sin . )

~ (2) dan ko'‘rinadiki, majburiy tebranish ko‘rinishi jihatdan maj-
burlovchi kuch tebranishga o‘xshash bo‘lib, faqat undan B amplitu-
daga farg qiladi:

0 o
B= [(32?;%-)—2:(;6}2] £ : o2 3)

Majburiy tebranish amplitudasi B majburlovchi kuch chastotasi
ga bog'liq bo‘ladi, shuning uchun (3) bog'‘lanishga tebranish
jarayonining amplituda-chastota xarakteristikast deyiladi.

(3) dan ko‘rinadiki, & kichik bo‘lsa, majburiy tebranish chastotasi
keskin oshadi:;

w - &)n.

Bu esa rezonans hodisast deyiladi.

O*z-o¢zini tekshirish uchun savollar

1. Tebranishlarning differensial tenglamasiga olib keluvchi masalalarni
tushuntirib bering.

2. Erkin va majburiy tebranishlar tenglamasini keltirib chigaring,

Erkin tebranish chastotasi nima?

4. Rezonans hodisasini tushunticing.

Lt
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12-bob. BIR NECHA O*ZGARUVCHILI FUNKSIYA
UCHUN INTEGRAL HISOBI ELEMENTLARI

12.1. TKKI KARRALI INTEGRAL
12.1.1. IKKI KARRALI INTEGRALGA OLIB KELADIGAN MASALALAR

lI-masala. Biror D to'g'ri tortburchak shaklidagi yupga plas-
tinka berilgan bo‘lsin. Bu plastinkaning ixtiyoriy AS vuzini garaylik.
Am
AS
AS yuzning o ‘rtacha zichligi deyiladi. Agar AS yuzcha Kichraya borib,

Shu vuzga to‘g'ri keladigan massa Am bo‘lsin. U holda nisbat

P(x; y) nuqtaga aylanib goladi, deb faraz qilib va \li_n.?“ ;”; limitni
garasak, bu limit mavjud bo'lsa, u P nuqtaning vaziyatiga, ya'ni bu
nuqtaning x va y koordinatalariga bog'lig bo‘ladi. Boshgacha
aytganda, P nuqtaning gandaydir /(P) funksiyasidan iborat bo’ladi.
Bu limit plastinkaning P nuqtadagi sirt zichligi deviladi:

lim i’: = f(P) = plx, y)

AN -0 de

Endi D plastinkaning m massasini hisoblaylik. Agar plastinka-
ning ixtivoriy ikkita teng yuzga ega bo‘lgan kichik bo‘laklari teng
massaga cga bo'lsa, plastinka bir jinsli deyiladi. Agar plastinka bir
jinsli bo‘lsa, u holda uning massasi m = pab ga teng. Bu verda p —
sirt zichligi. @ va b lar plastinkaning bo'yi va eni. Aytavlik, plastinka
bir jinsli bo‘lmasin. U holda plastinka massasini hisoblash uchun
quyidagicha yondashamiz:
vy

D plastinkani x=x; = . va Uy

y=3;= L (i, j =0, 1, ..., n) koordinata _
., " R d - ]
o‘qlariga parallel to‘g'ri chiziglar yordamida p ;

n* 1o0°'g'ri to‘rtburchaklarga bo‘lamiz (133- | |
chizma). Bu to‘g'ri to'rtburchaklarni %- _ﬁf—
D,(i, j=1.2,.., n) bilan belgilaymiz. ¢ —
ularning har birining yuzi Ax; - Ay, ea teng. _____L_ [

Bir o‘zgaruvchili funksiya aniqg 9| @ X X ¢
integralida integral vig‘indi tuzishga

153-chizma.
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o'xshash, p(x, y) funksiya uchun mtegral
yig‘indi tuzamiz:

33 o(r,, 1,)8%,8,, (1)

=1 j=t

bu verda (z;; #;} - D; to‘g'ri to*rtburchak-
ning biror nugtasi bo‘lib, 7,€ [x,_,; x;] va
1,€ [yf._‘; vy, s (D-D to'g'ri to‘rtbur-
chakning berilgan bo‘linishiga mos p(x, y)

AR © ' - funksiva uchun integral yig indi deyiladi.
154-chizma. = ¢} (I)ning n — o dagi limiti plastinka-
ning m massasiga teng: :
‘hmzzp(fn ‘,)Ax ij PR (2)
=l =)

2-masala. xOy tekisligida { yopiq kontur bilan chegaralangan G
soha berilgan bo‘lsin. Pastdan & soha, yuqoridan z = f(x, y} sirtning
bo‘lagi va yo'naltiruvchi / va yasovchilari Oz o'qqa parallel bo‘lgan sirt
bilan chegaralangan jismni garaylik. Bunda z = f(x, ) funksiya Gsohada
aniglangan, uzluksiz va f(x, ¥) 2 0 deb faraz gilaylik. Bunday jism
silindrik jism deb ataladi. Shu silindrik jismning hajmini topish talab
gilinsin (154-chizma). Buning uchun G sohani » ta kichik AG,, AG,,
..., AG_ yuzchalarga bo'lamiz va ularni yuzlarini ham AG, AG,, ...,
AG, bilan belgilaymiz.

Har bir AG, kichik yuzlarning ustida z = f(x, y) sirtning AG,
yuzga proyeksivalanuvchi bo‘lagi bilan chegaralangan kichik sifin-
drik sirt yasaymiz. Bu bilan silindrik jismni asosiari AG, bo‘igan # ta
ustunchalarga ajratamiz. Asosi AG, bo'lgan ustun hajmini A¥, bilan
beigilaymiz. U holda silindrik jismning ¥ hajmi bu ustunchalar
hajmiarining vig‘indisiga tcng:

P

V=S AV,

¥

Endi AG, asosli sitindrni garaylik. Silindrning balandiigi uchun
7= f(x, y) sintning AG, yuzining ixtiyoriy P(x; y) nuqtasining z,
koordinatasini olamiz (155-chizma).

Bu silindrning hajmi tagriban AG, asosning yuzi bifan z, = f(x,
¥} balandiikning ko’paytmasiga teng. Demak,
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AV, = flx,,y)AG,.

Barcha bunday hajmiarning vig'indisini
ofsak, sifindrik jism ¥ hajmining taqribiy
giymatini beradi:

'V - ZAV;:ZJ{("-{"ys}AGI' (3!
i=] i=]

(3) — silindrik jismning berilgan bo*linishlar-
ga mos f(x, ¥) funksiva uchun integral vig ‘indisi
deyiladi. (3) integral vig‘indining n —» = dagi
limitt silindrik jism hajmini beradi:

155-chizma.

V: hm Zf(xj'l yi ]AGI'
n—re= i}

Shunday qilib, yugoridagi ikki masalada ham, va'ni plastinka
massasini, silindr hajmini hisoblash masalalarida masala biror
yig'indining limitini topishga keltirildi. Bu masalalar aniq integralning
juda muhim umumlashmasiga, boshqacha aytganda, ikki karrali
integralga olib keladi.

12.1.2. 1KK]1 KARRALI INTEGRAL TA'RIFI VA UNI HISOBLASH

xOy tekisligida / chiziq bilan chegaralangan yopiq D sohani olaylik.
D sohada aniglangan uzluksiz f(x, ») funksiyani qaraylik. D sohani
ixtiyoriy chiziglar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lamiz, bo'lakchalarmning
o‘zlarini va yuzlarini Ao, Ao,. ..., Ao, bilan belgilaymiz. Bu
bo‘lakchalar yuzlarining yig'indisi butun sohaning yuziga teng bo'lsin:

D=3 As,. "
=1

Bo'laklarning har birida ixtiyoriy P,
nugta olamiz (156-chizma). z=f(P) =
= f(x, y) funksiyaning bu nuqgtalardagi
giymatlarini, ya'ni f(P), f(P). ....f(P)
larini hisoblaymiz. f(P)Ao, = f(x, y)Ag,
ko'rinishdagi ko'paytmalarning yig'in- — X
disini tuzamiz:

156-chizma.
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Y f(P)Ao, =Y f(x,, y)Ao,. ()
i=]

i=}

(1) yig'indi 1kki o' zgaruvchili z = f(P) = f(x. y) funksiya uchun
tuzilgan integral yig'indi deyiladi.

Endi n >« da Ao, 0 deb (1) integral yig'indining limitini
topamiz.

Ta’rif. Agar (1) integral yig'indining n - = da limiti mavjud bo‘lib,
u P(x; y) nuqtaning tanlanishiga, D sohaning Ag, kichik yuzchalarga
bo'linish usuliga bog'lig bo*lmasa, u helda bu limit f(x, y) funksiyadan
D soha bo‘yicha olingan ikki karrali integral deyiladi va quyidagicha
belgilanadi:

[[£(Pydo yoki [[ f(x, y)do.
b [
Shunday qilib,
[ /(x,3)do = lim if(x.- ¥.)Ag,
b N-don o]

voki
ij(P)do = lim 3. /(P)Ad,,
= =)

bu yerda: D soha integrallash sohasi, f(x, y) funksiya integral ostidagi
Sfunksiva, f(x, y)do — integral ostidagi ifoda, do — yuz elementi deyiladi.
Endi vugoridagi massa va hajm haqidagi masalalarga kelsak,
quyidagilarni aytish mumkin:
Zichligi p = p(x, y) bo'lgan D yassi plastinkaning massasi
zichlikdan olingan ikki karrali integralga teng:

m=

qt—

im Y, > Ar,, 1)Ax, Ay, = || plx, y)dxdy.
] D

=l =l

Silindrik jismning hajmi son jihatidan f(x, y) 2 0 dan G soha
bo‘vicha olingan ikki karrali integralga teng:

—llme(I”V)AG Hf(x V)G,

A—dea i1
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Buning o'zi esa ikki karrali
integralning geometrik ma’'nosini
beradi. M'Qsﬂ‘*’

Endi ikki Kkarrali integralni
hisoblash uchun xOy tekislikda yotuv-
chi D sohani koordinata o'glaridan
biriga, masalan, Oy o‘qqa parallel
bo‘lgan va sohaning ichki nuqtasidan
o‘tadigan har ganday to'g'ri chiziq 7
soha chegarasini ikki M, va M, nugtada
kesib o‘tadigan qilib olamiz.
Qaralayotgan holda Dsoha y = p (x), y = ¢,(x). x = a, x = b chiziglar
bilan chegaralangan, bunda ¢ (x) < ¢,(x), @ < bbo'lib, ¢ (x) va ¢,(x)
funksivyalar |a; b] kesmada uzluksiz deb faraz gilamiz (157-chizma).

Bunda sohani Oy o'q yo'nalishida ro ‘g 7i bo ‘lgan soha deb ataymiz.
Ox o'q yo'nalishida to'g'ri bo'lgan soha ham shunday aniqlanadi.
Ikkala, ya'ni Ox va Oy o’qlar vo'nalishida to'g’ri bo'lgan sohani
qisqacha to'g'ri soha deymiz. f(x, y) funksiya D sohada uzluksiz
bo‘lsin. U holda

b v2ix)
[J fx. }‘)dxdy:j[ | fix, y)dy]dx )
fi]

al ywilx)

157-chizma.

bo'ladi.

(2) formula ikki karrali integralni hisoblash formulasidir. (2) ni
hisoblash uchun x ni o‘zgarmas deb qaraymiz, qavs ichidagi ifodani
avval y bo'yicha integrallaymiz. Integrallash natijasida x ning uzluksiz
funksiyasi hosil bo‘ladi:

ix)
d(x) = J f(x, y)dy.

P ix)

Bu funksiyani x bo‘yicha a va b gacha integrallaymiz: 7 = I¢( x)dx,
natijada biror o‘zgarmas son chiqadi.
Misol. Ushbu ikki karrali integralni hisoblang:

I = j[ J}' (x? + y)ay ]dx.

0
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Y echish. Avval ichki integralni hisoblaymiz:
J:‘ f

1 3 e X
O(x) = [ (7 + 7 )dy =(,\")1'+" )| =X+
2 2 3 /10 3

endi tashqi integralni hisoblaymiz:
|
6 5 "\ 1 1 26
Iy = ( 4K )dx—(" Ay ) B
’ ;J[ sl ¥ 5 T 2tlle 5721105

D sohani aniglaymiz. Bu holda D orgali y=0, y=x", x=10,
x = | chiziglar bilan chegaralangan soha ifodalangan.
12.1.3. IKKI KARRALI INTEGRALNING XOSSALARI

z = f(x, y) funksiya D sohada berilgan va uzluksiz bo‘lsin.
I-xossa. Agar D= D UD, bo'lsa, u holda

H f(x, y)dxdy = _U f(x, y)dxdy +_U f(x, y)dxdy
D 7 by

bo'ladi.
2-xo0ssa, H kf(x, y)ydxdy = AH S(x, vydxdy tenglik o'rinli. Bu
1] i
verda (kA = const).

3-xossa. Dsohada f(x, y) funksiya bilan birga ¢(x. y) funksiya
uzluksiz bo‘lsa, tubandagi tenglik o'rinli bo‘ladi:

_U [f(x, y)+plx, y)|dxdy = _U Sf(x, y)dxdy -|_-_|]cp(x, y)dxdy.
D i B

4-xossa. Agar [)sohada f(x, y) =0 bo'lsa, u holda
Hf (x, y)dxdy = 0

b

bo‘ladi.
5-xossa. Agar f(x, y)<ep(x, y) bo'lsa, Hf(x, y)dxdy <
= [[¢(x, y)dxdy bo‘ladi. !
D(x-.\'ossa. D sohada shunday (£: ) nuqta topiladiki, unda
[ /(x, yydxdy = £, m)- S bo'ladi.
bu yerda: S — !;)sohﬁning yuzi.
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12.1.4. 1KKI KARRALI INTEGRALDA O*ZGARUVCHINI ALMASHTIRISH

Ba’zi bir hollarda ikki karrali integralni hisoblashni tezlashtirishda
o'zgaruvchilarni almashtirish qulaylik tug'diradi. Aytaylik, xOy
tekisligida chegaralangan D sohada uzluksiz f(x, ») funksivadan
olingan ikki karrali integralni hisoblash talab gilinsin.

Faraz gilaylik.

x=wpl(u. v) va y=y(u, v) (D
funksiyalar xOv tekisligidagi M(x: vy&€ D nuqta bilan uOv tekislikning
biror 1 sohasidagi M'(u: v) nuqtasi o'rtasida o‘zaro bir qiymatli
moslikni o*rnatsin (158-chizma).

Demak, (1) formulalar tekislikning uOw sohasini xOy tekislik-
ning D sohasiga almashtiradi:

u=gpx, y) va v=y(x, p). (2)

(2) formulalar esa aksincha. Bu yerda w. v larni M nuqtaning egri
chizigh koordinatalari deb yuritiladi. Umuman olganda, (1) formulalar
va undan kelib chiquvehi (2) formulalarga koordinata almashtirish
Jormulalari deyiladi. U M nugtaning to‘g‘ri burchakli x, y
koordinatalaridan, uning u, v cgri chizigli koordinatalariga va aksincha
o'tishga imkon beradi. Tkki karrali integralda o‘zgaruvchini
almashtirish formulasini isbotsiz keltiramiz:

Hf{x, y)dxdy = Hw{{u. v); yYlu. ) | J | dudv, (3)
Ji i
bu verda
ith .
A &
N
|
l
|
_é_._“ a - .—-Q & ) _b T x

158-chizma.
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¢.(u, v) v (u, v)

Ju, v) =\, ,
' p.(u, v) y (U, v)

bo’lib, bunga (1) sistema uchun Ostrogradskiy determinanti deyiladi.
Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilarni almashtirishda ko‘p
ishlatiladigan hol, bu to'g'ri burchakli x, y koordinatalarni bizga
ma’lum bo'lgan x = rcos¢, y = rsing formulalarga ko‘ra r va ¢
qutb koordinatalariga o‘tishdir. Bu holda

ax ay ;
2 cosgp  sin
o= | || |-
dx Oy | |-rsing rcosge
do dp

J(r, p) = rekanligini hisobga olsak, (3) formula quyidagi ko'rinishni oladi:

H f(x.y)dxdy = H f(rcose; rsing)rdrdy . (4)
] (]

Ikki karrali integralni hisoblash uchun D sohani bilishimiz kerak.
D soha quyidagicha bo‘lsin:
asp<p, rlp) =r=nlp),
bu yerda r,(p), r(p) lar [a; b] kesmada uzluksiz funksiyalar (159-
chizma).

(3), (4) formulalar hamda ikki karrali integralni hisoblash
formulasiga ko‘ra quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:

H f(rcose, rsing)rdrdy =

b
B niy)
" =jd¢p J Sf(rcose, rsing)rdr. (3)
a i)
R _ _
: Misol. xOy tekislikda D soha
il bo‘yichaolinganvay=x+3, y = x —
2.1 2 o
5 y= X+ Y= 3.!c+3 to'g'ri
o Lo chiziglar bilan chegaralangan
4 4 ﬁf(y - x) dxdy ikki karrali integralni
< B
159-chizma. hisoblang.
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'R -1

li==-%

R AT TS

-5 ] 3 -
160-chizma.

Yechish. Buintegralni to‘g‘ridan to’g'ri hisoblash bir muncha
givinchilik tug*diradi. Ammo o‘zgaruvchilarni oddiygina almashti-
rish sohani oddiy (to’g'ri to'rtburchakli) ko'rinishga keltiradi.

u=y~-xv=y+:x (6)ko'rinishda yangi o'zgaruvchilami Kiritamiz.
U holda y = x + 3 va y = x — 5 to'g‘ri chiziglar mos ravishda Owv tekis-
likda u = 3; u = ~510'g'i chiziqlarga; ¥ = - X+ |
chiziglar esa v= ., v=3 to'g'ri chiziglarga o‘tadi (160-chizma).

Ostrogradskiy determinantini hisoblash uchun x va y larni u va v
orgali ifodalaymiz, buning uchun (6) sistemani yechamiz:

2 4.
,y=—§x+3togn

x=—§u+§v' y=?‘-u+§v'
5 g2 5 [ i
ax ax| |3 3
J|w w|_|5 5|__9_6__15_3
dy dy 2 3 25 25 25 5°
du v 5 5

Buning absolut giymati: | J |= ;
Endi ikki karrali integralni hisoblaymiz:

HU"I)dfd)‘ = _[[(;:m 21!)—(——§-u+%v)]gdudv=
D D ; 2 .

13 3 _
= g;ududvz _”5 ;udua‘v: _[[ I ;-udquuz _313‘

T\ =5

!
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12.1.5. IKKI KARRALI INTEGRALNING GEOMETRIYAGA TATBIQI

Ikki karrali integral yordamida hajmlarni va yuzlarni hisoblashni
garaymiz.

. Hajmlami hisoblash. Bizga ikki karrali integral ta’rifidan va ikki
karrali integralga olib keluvchi masalalardan tubandagi ma’lum. Agar
Jism z = f(x, y)sirt, z = 0 tekislik va yo*naltiruvchi D sohaning chegarasidan
iborat bo‘lgan to'g'n chiziq, vasovchisi Oz o'qga parallel silindrik sirt
bilan chegaralangan bo‘lsa, uning ¥ hajmi D coha bo‘yicha f(x, y) funk-
siyadan olingan ikki Karrali integralga teng ekanini ko'rgan edik:

V= jj f(x,y)dxdy.

Misol. x=0,y=0,x +Dy + z= 2, z = 0 sirtlar bilan chegara-
langan jismning hajmini hisoblang (161-chizma).

Y echish. Yuqgoridagi formulaga ko‘ra: V' = _U f2-x~y)dxdy.

D

Bunda D soha chizmada shtrixlab go‘yilgan. U xOy tekisligida x = 0,
y=0,x + y = 2to'g'n chiziglar bilan chegaralangan uchburchak shaklidagi
sohadir. Chegaralami ikki karrali integralga go'yib, hajmni hisoblaymiz:

-X

22 5 o k
V:J J (2-—x-y)dxdy:j[(z_,x)yﬂ)’z’]u dx=_[;(2*x)3dx=‘;;
Do 0 2

demak, ¥ = % kub birlik.

Agar hajrﬁi izlanayotgan jism yuqoridan z= ®,(x, y) = 0 sirt,
pastdan z = @ (x. y) = 0 sirt bilan chegaralangan va ikkala sirtning
xOy tekisligidagi proyeksiyasi D sohadan iborat bo‘lsa, u holda bu

z Fl
2
TeysZ el
2
) ; .
L eyt
z s
161-chizma. 162-chizma.
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jismning V hajmi ikkita silindrik jism hajmlarining ayvirmasiga teng
bo‘ladi. Bu silindrik jismlardan birinchisining pastki asosi D sohadan,
ustki asosi z = @ (x, y) sirtdan iboratdir, shuningdek ikkinchi jism-
ning pastki asosi D sohadan, ustki asosi z = @ (x, y) sirtdan iborat
(162-chizma).

Shuning uchun V¥ hajm ikkita ikki karrali integrallar ayirmasiga
teng:

V= [[@,(x.y)dxdy - [[ @, (x,y) dxdy = [[|®,(x.y) - @, (x, )] dxdy.
D ] b

2. Yuzlarni hisoblash. D soha bo'vicha f(x, y) = | funksiya uchun
integrallar vig'indisini tuzsak, u holda bu vig‘indi bo‘lish usuli har
ganday bo‘lganda ham shu sohaning § yuziga teng bo‘ladi.
S= Z[ - Ax, -Ay, tenglikning o'ng tomonida limitga o‘tib, quyidagi

i=
integralni hosil gilamiz:
S = [[ dxdy.
4]

b[ w200
Agar D soha to'g'ri bo‘lsa, u holda S:I I dy]dxyoki
alyix)

b
8 = [[p2(x) = p,(x)]dx bo'ladi.
a
Misol. y=6 — x’va y = —x chiziglar bilan chegaralangan soha
yuzini hisoblang.
Yechish. Sohaning chegaralarini aniglaymiz, buning uchun
berilgan chiziq tenglamalarini sistema qilib yechamiz:

{y:ﬁwx- 26-x'=-x>x"-x-6=0,

bundan: x, = 3; x,= -2.
Demak, chiziglar M (3; —-3), M,(-2; 2) nuqtalarda kesishadi.
Endi yuzni hisoblaymiz:

5:}(0? dy ]m- = j’[(y)‘ﬁ_t:dez j(ﬁ—_t3+x)dx=2[]g kv. birlik.
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y 12.1.6. 1KKI KARRALI INTEGRALNING
FIZIKAGA TATBIQI

N{
hoy? Ikki karrali integral yordamida plastinka
ya oo~ massasi. plastinka statik momentlari,
:A\ og'irlik markazining koordinatalari va
- Sl inersiva momentlarini aniglaymiz.

|. Plastinka massasini hisoblash. Biz ikki
g & kel integralga olib keluvchi birinchi ma-
salada plastinka massasini hisoblashni
garab, tubandagi ko‘rinishdagi integral
vig'indiga ega bo‘lgan edik:

2 plrs 1)AXAY,, (n
j )

163-chizma.

2

=}

bu verda: (r; r) — D, to'g'ni to‘rtburchakning biror nuqtasi bo'lib,
t€lx, ; x) €, s ¥
(1) da n—> = da limitga o‘tsak. plastinka massasini hisoblash
formulasiga ega bo'lamiz:
m=limY, ¥ plr: 1)AXAY,

n
e =

voki
m= _[‘!‘ plx. y)dxdy. (2)

Misol. Sirt zichligi p(x, y) = xy* bo‘lgan, Ox o'qi. y=x
parabola va x + y = 6 to'g’ri chiziq bilan chegaralangan egri chizigli
uchburchakdan iborat D vupga plastinkaning massasini hisoblang
(163-chizma).

Y echish. Plastinkaning m massasini hisoblash uchun, dastlab
D sohani aniglaymiz: D:\y <x<6-y: 4= y=<9.

Endi (2) formuladan massasini hisoblaymiz:

vl G-y [+ 2.2 li’ 'k "
m= [[xydxdy = [dy [ wide= 2" Tay=
D 4 JT 3 2 L . "'-h_




e

2. Plastinka statik momentlari va og ‘irlik A 1)""'
markazining koordinatalarini hisoblash. D P N N
to‘g'ri burchakli plastinkaning koordinata 7 Z ?
o'glariga nisbatan statik momentlarini & iy 4’4/\\;_:_‘\
hisoblaymiz. Buning uchun D plastinkani, ” |~ ISSSEEEEANIS
chizmada (164-chizma) ko*rsatilganidek, »’ ZJ;;’:
ta D, to'g'ri to*riburchaklarga ajratamiz. Bu # [ {,/f;
to°rtburchaklami tomonlarining uzunliklari 55 —5-—% 5 T
(x,—x_)) va (y—y,_,) ga teng. Har bir D,
(i, j =1. 2. ..., n) to°'riburchakning massas I64-chizma.
(r; 1) moddiy nugtaga yig'ilgan deb
hisoblaymiz.

U holda fizika kursidan ma’lum bo‘lgan # ta moddiy nugqtalar
sistemasining koordinata o*glariga nisbatan statik momentlari tubandagi
formulalar orgali ifodalanadi:

M® =3 S p(r,, 1)AxAy,. (3)
=l j=1
M =¥ ¥ 1, 1,)AX,Ay;. (4)

k=l =l

(3) va (4) larda n - « da limitga o'tsak, ikki karrali integral
ta'rifiga ko‘'ra D plastinkaning koordinata o‘glariga nisbatan statik
momentlari uchun tubandagi formulalarga ega bo'lamiz:

M, = Hyp(x. yydxdy: M, = _pr(x. y) dxdy. (5)
b n

Agar xOy koordinatalar sistemasida D plastinka og‘irlik

markazining koordinatalarini (x; y,) desak, mexanikadan quyidagi

formulalar ma'lum:
M, =my,;: M, =mx,. (*)

(*), (5) dan esa quyidagi formulalarga ega bo‘lamiz:

I xp(x, y)dxdy
e ap
om [l p(x. y)dxdy

D

>

i yodx, y)dxdy (6)
b= M b
N m [ plx, y)dedy

D
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Agar plastinka bir jinsli, va'ni
plx, y) =const bo‘lsa, (6) formula
quyidagi ko'rinishni oladi:

k-&—x‘ U xdxdy ﬁ ydxdy
bu verda: § — plastinka yuzi.
"2 ) ] % Misol. Sirt zichligi p(x, y) = x + y

ga teng bo'lgan y =4 - x* parabola va
165-chizma. Ox o°q bilan chegaralangan yuz og'irlik
markazining koordinatalarini toping.
Yechish. Dsoha: -2<x<2; 0<sy <4 -x’ ekani 0‘z-0'zidan
ravshan (165-chizma).
Shakl Oy o‘qga nisbatan simmetrik bo‘igani uchun x, = 0. Og'irlik
markazining ordinatasini (6) formula bo*vicha hisoblaymiz. Buning uchun
dastlab M_ statik momentni hisoblaymiz:

4-x2

M, = _pr(x, y)dxdy = j'dx Iy(x + y)dy =
b -2 0

-

-

I (yx +y2)d}’ = J[x_(_“_{{‘z + (4_.rIde ==
° % 2 3

2 4
- [ dx
-2
2
- :,-I (=2x° + 3x° + 24x* - 24x7 - 96x7 +48x +128)dx =
_1 x’ x° o x* x’ S " =402
=4[ 2% 3% 122 0% _96% 1 8% +128x]]q;4°rds'

Og‘irlik markazining ordinatasi:

34 34
T Ead <
yo= Moo s _Pios_, 35
m ptx, yydxdy 4 L

15

12.2. UCH KARRALI INTEGRAL
12.2.1. UCH KARRALI INTEGRAL TA'RIFI

Dastlab D to'g‘ri burchakli parallelepipedda aniglangan f(x, y, 2)
funksiyva uchun uch karrali integral ta’rifini beramiz.
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Aytaylik, D a, s x<b, a,<y<b,. a;<z<b; bo'lsin.
[a: b, la,: b)), |a;: b,] kesmalarni

X

(]

—q+ N (=012, . m),
| y=m+ 22 (j=0,1,2, .., n),

G =a; + b‘:" ki (k=0,1,2,...,n

nuqtalar yvordamida kesma uzunliklari bo'yicha n ta bo*lakka bo'lamiz.
Ikki karrali integralga o'xshash tubandagi integral vig'indini tuzamiz:

Zf.(rgi I‘gs yi)A'r{! A."’J AZ}\ (l)
=1 -1 k=l

bu yerda: r€[x_,, x|, 1€ly_,, vl u,€lz,_,. ]

Agar (1) integral yvig'indining n - e da limiti mavjud bo‘lib, u
qtalarning tanlanishiga bog'liq bo’lmasa. u holda bu limit D
parallelepiped bo‘yicha f(x, v, ) funksivadan olingan wch karrali
integral deyiladi va tubandagicha belgilanadi:

[[] f(x. y. 2)dxdydz. (2)
D

Uch karrali integral uchun ham ikki karrali integraldagidek,
quyidagi formufafarning to’g rifigini Ko’rsatish mumkin:

A &k
[[[ £(x, v, Dydxdydz = [dx [ dy [ f(x, y, 2)dz;
D a

@ o

hoa b
[l fCx. v, 2ddxdydz = [ dy [dx [ f(x, y, 2)dz;
o o @

ay

] by
[I] £x. v, 2)dxdydz = | dz | dy T Fie: v, e
d o o a

Misol. D:0=x=<1,0=sy=1,0 = z< | panallelepiped bo'yicha
Z= X'+ xy + xyz funksivaning uch Kkarrali integralini hisoblang.
Yechish.

[ f(x, v, 2)dxdydz = _][dlt 'jdy j(f +xp + xy2)dz =
D 0 0 0
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Jd\'J.(\' Z+XYZ+ XY ’)l dy —Jd‘cj(r + Xy + )dy;

0 0

I |
. - i 3 _‘,".J v=l B
!X;[(\‘ + 3 Xi)d —_l[(x}«tz 2)}_00’.\_
|
Ctfe2.3 (2 3;3)'='_I 3
‘l(‘r +4‘T)dx”(“3‘+37 s 3tE%w
0 Endi yopiq. chegaralangan, to‘g'ri
e sohada (sillig) uzluksiz bo‘lgan f(x. y. z)
- funksiya uchun uch karrali integral mav-
i

i &L ¢ (v, Judligini ko‘rsatamiz.

Avtaylik, yopiq, chegaralangan ixtiyoriy
shakldagi D sohada f(x, y, 7) funksiya
integrallanuvchi bo‘lsin (lﬁﬁ»chizma). D
sohaning xOy tekislikdagi proyeksiyasini
G bilan belgilaymiz. Faraz qilaylik, Oz
o°giga parallel to‘g'ri chiziglar D soha che-

1SS e garasini ikkitadan ko’p bo‘lmagan nuqtada

kessin. U holda D sohani chegaralovehi

sirtni ikki, ya'ni yuqori va pastki gismlarga ajratish mumkin (chizmada
ACB va AFB gismlar).

Pastki gism sirti tenglamasi z = ¢ (x, ). ustki gism sirti tenglamasi
Z=p,(x, y) bo'lsin. #2(%.5)

Agar ixtivoriy (x; ¥)€ G nugta uchun J f(x, y, 2)dz integral

vi{x.y)
mavjud bo‘lsa, u holda tubandagi munosabat o‘rinli ekanligini
isbotlash mumkin:

mlx, y)

JII £x, v, 2)dxdydz jjdrdy | f(x, y, Dz
D

wix, y)

Bunga o*xshash yana 2 ta formula yozish mumkin.

12.2.2. UCH KARRALI INTEGRALNING FIZIKA
VA GEOMETRIYAGA TATBIQI

Ikki karrali integraldagidek, o*zgaruvchi hajm zichligi p(x. y, 2).
(x, y. 22€D bo'lgan D jismning massasini hisoblash uchun quyidagi
formulani yozish mumkin:
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i = jJ‘ j p(x, y, 2)dxdydz. (3)
D

Misol. Agar D:0=x=<1,0=y=1,0 < z< | kubning zichli-
gi p(x, y. 2 = | + xyz ga teng bo'lsa, kubning massasini hisoblang.
Yechish. (3) formulaga asosan:

= m px, y, 2dxdydz = m(l + xyz)dxdydz =
P B

= Jl'dx‘l[ dyj{l + xyz)dz = :.
1} 0 0

Ikki karrali integral yordamida jismning o°qga nisbatan inersiya
momentini hisoblash formulalariga o’xshash, uch karrali integral
yordamida ham jismning o‘gga nisbatan inersiya momentlarini
hisoblash formulalarini yozish mumkin. p(x, y, 2), (x, ¥, 2€D
o‘zgaruvchi zichlikka ega bo‘lgan massasi uch o‘lchovli yopiq
chegaralangan D sohada yoyilgan jismning biror / o‘qga nisbatan
inersiva momenti tubandagi formula bilan aniglanadi:

J; = J‘ljr'(x, ¥, 2Dp(x, y, 2)dxdydz, -
bu verda: r(x, y, 2) — Djism M(x, vy, z) nugtasidan / o'qgacha masofa.

Agar [ 0'q Ox, Oy, Oz o'qlari bilan ustma-ust tushsa, o‘qglarga nisbatan
inersiva momentlari mos ravishda tubandagi formulalar bilan aniglanadi:

)
bu yerda: ¥ + Z=1r;
gy = m (x* + 2)p(x, y, 7) dxdydz; (6)
D

bu yerda: X’ + ' = r.
J. = [[J O + yptx, p, o) dxdydz., )
D

bu yerda: x> + y* = ~.

Misol. D: 0=sx<2 0=<ys2, 0<z<2 bir jinsli kubning
uning girrasiga nisbatan inresiva momentini hisoblang.

Yechish. Misol shartiga ko'ra kub bir jinsli, ya'ni p(x, .
2) = const. Aniglik uchun p(x. y. z) = 1 deb olaylik.

Kubning girrasiga nisbatan inersiva momentini topish uchun Oxyz
koordinatalar sistemasining boshini kubning bir uchiga joylashtirsak,
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girralar o‘zaro ortogonal bo*lgani uchun, koordinata o‘qlari girralar
bo‘ylab joylashadi.

Bu holda (5), (6) va (7) formulalarning ixtiyoriy bittasidan
foydalanish mumkin:

J, = Hj(:rc2 + 2 ) dxdydz = j-dxjdyf[(xz +2H)dz =
¢ 0 U

=id{{xz+ 1[:dy=jwjpx?+3dv=iPxW+§y}

y=2
»=0

Ofzgaruvchi zichlikka, ya'ni p(x, y, 2), (x, y, 2)&D ega bo'lgan D
jismning koordinata tekisliklariga nisbatan statik momentlarini
topishda quvidagi formulalardan foydalanamiz:

]
Mo, = '{Q zp(x, y, ) dxdydz

®)

-

Mo, = [[[yp(x, v, 2) dxdydz
D

= mxp(x, y, 2)dxdydz

D jismning og‘irlik markazi koordinatalarini Oxyz koordinatalar
sistemasiga nisbatan (x,; y,. z,) bilan belgilasak, og‘irlik markazi
koordinatalarini hisoblash uchun tubandagi formulalarga ega bo‘lamiz:

Mo, Mo Moy .
Xo= 2K, yy= A, g =2,

(3) va (8) formulalardan foydalansak:

JIDI xp(x, y, 2)dxdydz |
= !IDI p(x, y, 2)dxdydz
ffiye(x, », Qdxdydz o
y{) =2 b T (9)
HI plx, y, Qdxdydz e .
III 2p(x, y, Ddxdydz

IJJ plx, v, Ddxdydy

L=
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Misol. D: 0sx<2 l<y=<2, 7
0=z=< '(3-x) bir jinsli jismning

og'irlik markazi koordinatalarini toping 32
s =
(167-chizma). i
Y echish. Jism bir jinsli bo*lgani oif AL 3
uchun p(x, y, 2) = const. Hisoblash g /4
oson bo‘lishi uchun p(x, y, 7) = 1 deb b~
olamiz. (3) formuladan jismning
massasini topamiz: X 167-chizna,
30-0) 2 :3 x)
m = [[[ dxdydz jdxjdy j dz j d\'j dy =
D
1ot ! ; 2\
. ildxlja-x)dy - .2.{(3 -—x)yl,__ldx §£ G- x)dx:[Bx«—z-]ozé!.

(8) formuladan foydalanib, statik momentlarni hisoblaymiz:

) l! -%)

Mo, Jﬂz.p(x ¥, 2)dxdydz = jdxjdy j 2dz =

" —I3 x) )

Mo, = [|[ vdxdydz = ]dxj'ydy Idz I dx _[ pasE dy =
D 0 1

233;

0

(3;)}2 de_4j(3 x)dx = - {3x_ ")

D‘-——.l.n

3 ll x) 2

7. _jjjmdydz=jxdx[dv sz Idxj__dy._
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2

4 l
= 3=

0 3

B 3
2 2 3
. =£.\'-(3—x)d.\'=[3‘; —"; ]

Endi og‘irlik markazining koordina-
talarini (9) formulaga asosan topamiz:

10
% M_r_O:_ ~ 3 _ 10 B 5
¢ m 4 12 6’
Mo, 3.

}'o:'—;' =3’

168-chizma. 13
Moy _ ¢ _13
W Ta T

Biz jism massasini m = m plx, y, 2)dxdydz formula bo‘yicha
hisobladik. Agar jism zichligi p(x, v, 2) = | bo‘lsa, u holda D jism
massasi son jihatidan jism hajmiga teng bo‘ladi. Shuning uchun jism
hajmi quyidagi uch karrali integral yordamida hisoblanadi:

V= Iydrdydz . (10)

Misol. D 0<x=5, Jx<y<2J/x, 0<z<6-x jismning haj-
mini hisoblang.

Yechish. Jism hajmini hisoblash uchun (10) formulani tatbiq
etamiz (168-chizma):

V= m'd.xdydz l v j" dz -
5 2x . 2Jx
:}dx e Ady =jdx): (6 x)dy = _[(6 x)y 2ﬁdx=
0 x ": 0 )‘J—;

= (yechishni davom ettiring).

O¢z-o*zini tekshirish uchun savollar

1. Berilgan soha bo'yicha ikki o'zgaruvchili funksivaning ikki karrali integrali
deb nimaga aytiladi?
2. Ikki karrali integralning geometrik ma'nosi nimadan iborat?
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3. Ikki karrali integral xossalarini sanab bening.

4. Ikki karrali integralni to'g'ni burchakli va qutb koordinatalar sistemasida
hisoblash usullarini ko'rsating.

5. Berilgan soha bo'yvicha uch o'zgaruvchili funksivaning uch karrali integrali
deb nimaga ayvtiladi?

f.  Tkki karrali integral vordamida tekis figura og'irlik markazining koordinatalarini,
statik va inersiva momentlarini hisoblash formulalarini yozing.

7. Uch karrali integral vordamida og'irlik markazining koordinatalari, statik
va inersiva momentlarini, hajmni hisoblash formulalarini yozing.

12.3. VEKTORLAR ANALIZINING ASOSIY
TUSHUNCHALARI. EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

12.3.1. SKALYAR VA VEKTOR MAYDON

Bizga ma’lumki. fizika kursida ikki xil kattalik o‘rganiladi: bulardan
biri fazodagi yo'nalishga bog'liq ravishda, ikkinchisi esa fagat son
giymatiga ko‘ra. Faqat tanlangan o‘lchov birligiga mos bitta son
qgiymatiga ega Kattalik skalyar kattalik deyiladi. Son giymati va
fazodagi yo'nalishi bilan xarakterlanadigan kattalik vekfor kattalik
deyiladi. Bu kattalikka misollar gilib, tezlik, tezlanish, kuch, fazoda
yo'nalishga ega bo‘lgan kesma va boshgalarni ko‘rsatsa bo‘ladi.

Bu ikkala kattalik fazodagi nuqtaning koordinatalari va vagtning
funksiyalari bo‘lishi mumkin. U vaqtda ular mos ravishda skalyar va
vektor maydonlari deyiladi.

Skalyar argument vektor funksiyasi tushunchasiga kelishdan oldin
fazoda egri chiziq tenglamasi bilan tanishib o‘tamiz.

12.3.2. FAZODA EGRI CHIZIQ TENGLAMASI. SKALYAR
ARGUMENT VEKTOR FUNKSIYASI

_)

OA = r vektorni garaymiz: bu vektorning boshi koordinatalar
boshida, oxiri esa biror A(x; y; z) nuqtada bo‘lsin. Bunday vektor
radius-vektor deb ataladi. Bu vektorni uning koordinata o*qlaridagi
proyeksiyalari orqali ifodalaymiz:

F=xi+yj+zk. (h

r vektorning proyeksivalari biror ¢ parametrning funksiyalari
bo'lsin:
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x=.x(1)
A>L_, y =y (2)
ey z2=2(1)
P

L’/ 7 F=x(n)i+y(n)j+ 20k (3)

voki gisgacha

' r=r(r); (4)
169-chizma. _ : 5
to*zgarganda x, y, z ham o'zgaradi va vektorning

oxiri A nuqta fazoda biror egri chiziq chizadi, bu egri chiziq 7 = r(1)
vektorning godografi deyiladi. (3) yoki (4) tenglamalar fazodagi chizigning
vektorial tenglamalari deyiladi. (2) tenglamalar fazodagi egri chizigning
parametrik tenglamalari deyiladi (169-chizma).

(3) va (4) tenglamalarda r o‘zgarsa, r vektorning migdori va
vo‘nalishi o‘zgaradi. Shuning uchun 7 vektor skalyar argument ¢
ning vektor funksiyasi deb ataladi.

12.3.3. SKALYAR ARGUMENT VEKTOR FUNKSIYASINING
LIMITI VA HOSILASI

Skalyar argument vektor funksiyasi 7 berilgan bo'lsin, va'ni

F=x(t)i+ y(t) j+ 2k yoki 7 = r(). (*)
Quyidagicha faraz qilamiz:
limx(7) = x,, lmy(r) = ¥, limz(7) = 2.
I1—lp =i 1=y

-

u holda 7, = x, i+ Yo J'.+ z.k vektor 7 = r(t) vektorning limiti deyi-

ladi va bunday yoziladi: lim (1) = r,.
f-ly

Endi skalyar argument vektor funksivasining, va’ni

F(1) = x(0) i+ y(t) j+ 20 k (1

ning hosilasi haqidagi masalaga o‘tamiz; r(r) vektorning boshi
koordinatalar boshida deb faraz gilamiz. (1) tenglama biror fazoviy
egri chizigning tenglamasi ekanini bilamiz. 7 ning egn chizigdagi M
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nuqtaga mos keladigan giymatni olib, unga
Ar orttirma beramiz: u vagtda mana bu
vektornt hosil gilamiz:

r(t+A1) = x(1 +A1) i+

+¥(r +At1) j.k z(r H\r).{",
bu vektor egri chizigda biror M, nugtani

aniglaydi (170-chizma). Vektor orttirmasini
topamiz: 170-chizma.

AF = F(t +A1) - F(1) = [x(r +A1) - x(1)] i +

HAytr +A1) = (D) ] + 12t +A1) - 2Dk .
. —p —-_) —» .
170-chizmada OM = r(r), OM,= r(t+ At) va bu orttirma
-_-) -
MM = Ar(r) vektor bilan tasvirlanadi.
Vektor funksiva orttirmasining skalyar argument orttirmasiga

nisbatini, ya'ni A7) nisbatni qaraymiz: bu Ar(f) vektorga kollinear

vektor bo‘ladi, chtﬁfki uning 0°zi Ar(f) ni ;‘ skalyarga ko"paytirishdan
hosil bo‘ladi. Bu vektorni ushbu ko‘rinishda yozish mumkin:
Ar(n) _ x(t+An-x(1) 7, y(+AN-y() J+ irAn-z(r) g
A1 At At At
Oxirgi tenglik bilan belgilangan vektor r(r) vektorning skalyar
argument 7 bo‘yicha hosilasi deb ataladi. Hosila ‘g yoki 7~ bilan
belgilanadi.

Shunday gilib, 47 = = x'(1) i+ y'(1) j+ Z(ka yoki
dr _dx P ody T odz T
& “a 't "'+d:!\'

12.3.4. BERILGAN YO*NALISH BO*YICHA HOSILA. GRADIYENT

Skalyar maydonlarni o'rganish magsadida berilgan yo*nalish bo‘yicha
hosila va gradivent tushunchalari kiritiladi. Bizga skalyar maydon /(M)
berilgan bo'lsin. Yo'nalishi ko'rsatilgan / to'g'ri chiziqda o'zgarmas M,
va o‘zgaruvchi M nugtani olaylik. Yo‘nalgan kesmaning M, dan M
gacha kattaligini M, M bilan belgilavlik (bunda M M ning yo'nalishi /
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musbat. aks holda manfiy deb gabul
gilamiz (171-chizma)). M nuqta M, ga
cheksiz vyaginlasha borgandagi
{ lim TS (M) .
w.fTu MM limitni garaymiz.
Bu limit f(M) funksiyaning M,

nuqtadagi / yo'nalish bo‘yicha hosilasi

% " ning vo'nalishi bilan bir xil bo’lsa,
|
|
\
|

/ deyiladi va tubandagicha belgilanadi:
/ af (M,
’ )((aj ﬂj ) (l )
* Biror Oxyz koordinatalar sistemasi
I71-chizma. berilgan bo‘lsin va koordinatalar

funksiyasi /(M) = f(x, y, 2) qaralayotgan
sohada uzluksiz hosilalarga ega bo’lsin. U holda (1) limit mavjud va

tubandagi tenglik o‘rinli:
af f f
3 d;cosa+$cosﬂ+a—zc05y, (2)

bu yerda xususiy hosilalarning barchasi M(x; y. z) nuqgtada
hisoblangan, cosa, cosf, cosy lar esa / o‘gning yo'naltiruvchi
kosinuslari. (2) formulaning to‘g‘riligini ko‘rsatamiz.
Agar MM =t deb olsak, u holda o‘zgaruvchi M nugtaning
koordinatalari quyidagi ko'rinishda bo'ladi: x = x, + 7cos a; y = y, + fcos 3,
= 7, + fcosy. Yo'nalish bo'yicha hosila 2 esaf(x, + rcosa; y, + fcos;
z, + cos y) funksiyadan /bo‘yicha olingan hosilaning 7 = 0 dagi giymatiga
teng bo‘ladi. Murakkab funksiyani differensiallash goidasiga ko‘ra uning
giymati (2) ning o'ng tomoni bo‘ladi.
Skalyar maydon f(M) ning M nuqtadagi gradiyenti deb uning
to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi o‘qlaridagi proyeksivalari

3{ . g{ . ‘;f larga aytiladi va grad f deb belgilanadi:
grad f = r+ ;if ;+ L k- (3)

grad fvektor bo‘lib, uning moduli tubandaglga leng:

=% ({3 J+(®)




-, E—

Misol: f(x, y. 2) = J(.x -xy) + (¥ —y,) +(z—-7z)° funksiya
gradiyentini toping.

Y echish. grad fni hisoblash uchun f(x, v, 2) funksivaning x, y.
z koordinatalar bo'yicha xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

of = X- "n

x [ = )
fx %) +(} ) +(¢ 2)

s _ Y=Y )

W Jx-xg) + -y +(z-2)

f o ___ %

92 J(.vxn!’ﬂy—}'u)‘ﬂz q))

Demak, grad f= ‘t_;jt“ i -!'_'_j"u_ J",,_ _Z__}i'u k.

12.3.5. EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

. Birinchi tur egri chizigli integral

Fizikaning ko‘pgina masalalarini yechish aniq integralning
umumlashmasi, ya'ni egri chizigli integralga olib keladi. Masalan,
Biror F kuch maydoniga joylashgan AB(/) egri chiziq bo‘ylab biror
m massa harakatlansin (AB egri chizigning uzunligini ham / bilan
belgilaymiz). Shu m massaning / egri chizigning A4 nuqtasidan B
nuqtasiga ko‘chganda bajargan ishini hisoblash talab gilinsin. Agar
moddiy nuqta o‘zgarmas F kuch ta'sirida A nuqtadan B nuqtaga
biror vektor bilan ifodalangan to*g'ri chizig bilan ko‘chgan bo‘lsa,
bunda bajarilgan ish fizikadan ma’lum bo‘lgan

A=FS8

formula bilan topiladi. B

Ammo hagigatan olib garaganda, F kuch kattaligi bo'yicha ham
o‘zgaradi, / egri chiziq bo‘yicha A nugtadan B nugtaga ko‘chish ham egri
chiziq bo‘'ylab bo‘ladi. Shu sababli, yuqoridagi formulani tatbiq qilib
bgllmaydi. Bu holda ishni hisoblash uchun tubandagi ishlarni bajaramiz.
AB(]) egri chizigda z = f(x, y) funksiya berilgan bo‘lsin (bunda (x, y)E€/).
{ egri chizigning A nuqtadan B nuqtagacha bo'lgan AByoyini A= A, A,
A, ... A_,. A = Bnuqtalar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lamiz. Har bll‘
bo* Iak(.had.l ixtiyoriy (§: n 53 nEAA,, ) nugta olamiz. Bu nugtada funk-
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siva giymati /(& ) ni hisoblab, uni mos AA_, bo'lakchaning uzunligi
Al ga ko'paytiramiz. Aniq integralga olib keluvchi masala mavzusidagiga
o‘xshash, tubandagi integral vig'indini tuzamiz:

n-1

A" =73 [, m)AL ™)
=0

(*) — integral yig‘indi deyiladi. Bu yig*indining limiti aniq integral
mavzusida keltirilgan yig'indilarning limiti kabi ta'riflanadi. A/
bo'laklarning eng kattasi uzunligini o bilan belgilaylik, ya'ni o = max Al
I-ta’rif. Agar o0 = max Al -0 da A* yig'indi chekli limitga ega
bo'lsa, u holda z = f(x, y) funksiya / egri chiziq bo‘yicha integralla-
nuvchi deyilib, bu limit esa z = f(x, y) funksiyaning | egri chizig bo ‘vicha

birinchi tur egri chizigli integral deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

[ fx, yyd.
I
Demak,
n-1
[ f(x, )l = limA" = 1im Y, f(&,, n,)AL. (n
1 a—+0 o= _p

Birinchi tur egri chizigli integralni hisoblash anig integralni
hisoblashga keltiriladi.

Endi / egri chiziq tenglamlarining berilishiga ko‘ra egri chizigli
integralni hisoblash formulalarini keltiramiz.

a) [ yassi egri chiziq x = x(1), y= W1, « <t < parametrik
ko'rinishdagi tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, boshgacha aytganda.
egri chizig koordinatalari ¢ parametr funksivasi shaklida berilsa, u

holda yoy differensiali uchun A/l = V(Ax) +(Ay) ga ega bo‘lamiz.
Bu ifodani Arga bo’lib, A7 - 0 da limitini topsak, yoy differensiali
uchun quyidagi ifodaga ega bo‘lamiz: dl = x” + y” dt.
Bundan esa (1) formula quyidagicha ifodalanib, egri chizigli
integralni hisoblash formulasi kelib chiqadi:

.|
[ £, pydl = [ f(x(0), y)Wx* + y2dr; (2)
! a

agar [ egri chiziq fazoda parametrik ko'rinishdagi tenglama bilan
berilgan bo'lsa, ya'ni x = x(1), y = ¥(1), z= z(/) bo’lsa, u holda (2)
formula quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
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I
jf(x._v.z)dl = jf(x(r).y(r).z{!]) x?+y? 2% (3)
! a
b) [ vassi egri chiziq y = yv(x) (¢ < x < f3) tenglama bilan berilgan
bo‘lsa, (2) formula quyidagi ko'rinishga ega bo‘ladi:
b
If(x.y)d:‘ = Jf(.‘c. YW1 + ™ dx. (4)
! a

{ yassi egri chizig x = x(y) (¢ £ y = d) tenglama bilan berilgan
bo'lsa, egri chizigli integral tubandagi formula bilan hisoblanadi:

b
[ Fxpddl = [ F(x.(v), N7 + 1dy. (5)
i a

I-misol. x=acost, y= asinf parametrik tenglamalari bilan

berilgan aylana bo‘yicha I(x3+y2)d1 egri chizigli integralni
hisoblang (0 = 1 = 2a). !
Yechish. (2) formulaga asosan hisoblavmiz:

2
Jf(x..v)df = J' (a® cos’ t + a sin’ tWa’ sin’ 1 + a* cos’ tdt = 2na’.
] 0

2-misol. I(ny +y? + 20)dl egri chizigli integralni hisoblang,
]
buyerda /: x =cost;y =sint;z = 21; 0<r=2x vint chizig'ining bir
o‘rami.
Yechish. (3) formulaga asosan hisoblaymiz:

2n
I(2xy+y3 +:,3)df:_[(2costsin t+sin’t+482)Jsin? t + cos? 1 + 4dt =
1 0

= _[ (sin 27 4 sin® 7 + 4r* )\5dr = Jgj (sin2r +sin® 1 + 47 )dt =
0 ]

G e I I 43)|2-r_ I3 4;)’-‘_
_J§( 2c0521+2 4(.052:4»3: D—Jg{z- Zc0321+.3_r =

0
(-3 jae)- A1) - 25
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Z.VIkkim'hf tur egri chizigli integral

AB egri chiziq tekislikda berilgan bo‘lib, egri chizigda z = f(x,
y) funksiya aniglangan bo‘lsin. Bu cgri chizigni oldingi mavzudagidek
n ta bo‘lakka bo* Iamlz Har bir A (A i = 1.n) bo‘lakchada ixtiyoriy
(&, .n N6, n,)E(A A,.)) nuqta tanlaymiz. Funkswamng bu
nuqtadagi giymati f(&,, ,) ni aniglaymiz. Shu funksiya A,A,’,
voyining Ox o‘qdagi proyeksiyasini Ax, Oy o°qidagi proyeksiyasini
Ay, bilan belgilaymiz. Quyidagi yig'indini tuzamiz:

n-1 n-1
= ZI(EI‘ 7 )M:' 6= Zf(gn i )Ay,-. (6)
i=l =1

(6) ga integral yig'indilar deyiladi. Bo'laklar uzunliklarining eng kat-
tasini mos ravishda o,= max |Ax, |, o, = max |Ay, | bilan belgilaymiz.
2-ta’rif. Agar o,= max |Ax, |- 0 da ¢ va 0,= max |Ay, |- 0 da
¢, yig'indilarning chekli limiti mavjud bo‘lsa, u holda f(x, y) uzluksiz
egri chiziq bo'vicha integrallanuvchi limitlar /(x, y) funksivaning ikkinchi
ur AB egri chizigli integrallari deyiladi. Ular quyidagicha belgilanadi:

[ feepdx, [ f(x,y)dy.

Demak, At AB
J f(x,y)dx = hm ¢ = lim Zf(é' n;)AX,,
o0 ﬂ

_[ S(x, y)dy = hm & = lim zf("},, n:)AY;.
a0 =g
dﬂ'

Ikkinchi tur egri chizigli integralning umumiy ko‘rinishi deb
quyidagi vig'indiga aytiladi:
I S(x, y)dx + g(x, y)dy, (7)

[ S y)dx + g(x, Y)dy = I S, y)dx+ [ glx, y)dy.
AB AB AB
Ikkinchi tur egri chizigli integral integrallash yo‘lining yo‘nalishiga
bog'lig. Shuning uchun:
| fx, y)dx+g(x, y)dy =~ [ f(x, y)dx +g(x, y)dy.
AUB EA
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Agar integrallash yo'li yopiq chizigdan iborat bo‘lsa, u holda
yopiq kontur bo‘yicha olingan egri chizigli integral, aylanib o‘tish
yo‘nalishi ko‘rsatilib, quyidagicha belgilanadi:

§ f(x, yydx +g(x, y)dy. (8)

Agar yo'nalish soat mili harakatiga garama-garshi bo'lsa musbat,
aks hol manfiy deb olinadi.

Ikkinchi tur egri chizigli integral ham hisoblashda anig integraini
hisoblashga olib kelinadi.

Endi egri chizigli integralni egri chiziq tenglamalarining berilishiga
ko'ra hisoblash formulalarini ko'rib o'tamiz.

a) agar AB egri chiziq x = x(r), y = y(1) parametrik tenglamalar
bilan berilgan bo‘lsa, u holda (7) formula quyidagi ko‘rinishni oladi:

[ f(x,)dx + glx, y)dy =
AB

t (9
= [ 1A, y(O)x'(1) + g(x(0), p(1)y (1) dt,

4
bu yerda: ¢, 1, — parametr ¢ ning yo‘Ining boshlanishi 4 ga mos
qiymg}idan yo'l oxiri B ga mos qiymatgacha o‘zgarishi.
AB egri chiziq fazoda x = x(1), y = W(1), z = z(1) parametrik teng-
lamalar bilan berilgan bo‘lsa, (7) formula tubandagi ko'rinishda bo‘ladi:
[ Fx,y,2)dx + g(x,y,2)dy + k(x, y,2)dz =
AB

'p
= [ L G0, (1), 20X () + g(x(1), y (1), 2())y () +

a4
+k(x(1), y(1), z(1)Z'(1) Jdt. (10)
b) Agar tekis A%' egri chizig y = y(x) tenglama bilan berilgan
bo'lib, x o*zgaruvchi @ dan b gacha o‘zgarsa, shuningdek, tekis egri
chiziqg x = x(¥) tenglama bilan berilgan bo‘lib, y o‘zgaruvchi ¢ dan d
ga o°zgarsa, egri chizigli integral tubandagi formulalar bilan hisoblanadi:

b
j f(x,y)dx + g(x, y)dy = Ilf(X.}'(x)) + g(x, y(x)y'(x)ldx; (11)
AB L
J S£xyydx + g(x, )y = [1F(x(p), ) + g0x(r), )X (¥)dx. (12)
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I-misol. J‘(x1 = 2x0)dx + 2xy + y})dy integralni hisoblang. bu

yerda [ kontui’ y = x* parabolaning A(l; 1) nugtadan B£(2; 4)
nugtagacha yoyi.

Yechish. (11) formuladan foydatanamiz, bu yerda x o'zgaruvchi
1 dan 2 gacha o‘zgaradi.

J-(xz ~2xp)dx + Qxy + ydy =
! o

b o

, |
= [1( - 2x - xY) + 2x - 22 + (F)) - 2x]dk =
1 .

2 3 4 6
= —2x3+4x4+2x5)dx:[%—f--+4x3+x—}
RS 1

2 '35 3

1219 19
=3 = 40 0
2-misol. ¢ ydx + 2xdy integralni
hisobiang, bu yerda ! kontur tomonla-
1l 2x+ 3y =6, 2x - 3y = x6 to'gri
chizigqlarda yotuvchi soat mili
\ harakatiga teskari yo‘nalishda aylanib

AN o‘tiladigan romb konturi.
] *59" Y echish. | kontur — uchlari A(3;
4 ¥ T0), B(O; 2), C(=3; 0), D(O; -2)

ANy - nuqtalarda bo‘lgan romb (172-chizma).
Kontur tubandagi tenglamalar bilan
berilgan kesmalardan tuzilgan:

172-chizma,
y=-%x+2 — 4B ning tenglamasi,

y= %x +2 — BC ning tenglamasi,

y= ~%x— 2 — CD ning tenglamasi,

= %x -2 — DA ning tenglamasi.
Bularni hisobga olsak, (8) formuladan quyidagiga ega bo‘lamiz:
55ydx+xdy = I ydx+2xdy+j ydx + 2xdy +

A8 BC
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+ j vdx + 2xdy + J' velx + 2xdy.
cp DA
Har qaysi integralni ayrim hisoblaymiz:

I:[( 3+2)+ 2x(- )]dxfi!:.?(—,\wl)dx:l

f[(i +2)+2x(§)]dx = I{Ex+ 2)dx = 3,

]i[(_ 2 _2)+ 2“'(_ i)]dx = ]';(—Zx -2)dx =3,

i B

H(i“ﬂ*”(i)]d“iﬂx—zm:s.

Shunday qilib, § ydx + 2xdy = 12.

12.3.6. RIMAN — GRIN FORMULASI

xOy tekislikda / egri chizig bilan chegaralangan D sohani qaraylik.
D tekis soha bo‘yicha olingan ikki o*lchovli integral bilan / egri chiziq
bo‘vicha olingan egri chizigli integral orasidagi bog‘lanishni aniglaymiz.
D soha bo‘yicha olingan ikki o‘lchovli integralni qar‘aylik'
)';ta]

b
[[5y sty =[x | Zay= If(x)’(t))dx J'f(x}’;(x))dx
a yilx) {l)

(1) formuladagi integrallar mos ravishda /, va /, yoylar bo‘yicha
olingan egri chizigli integrallarga teng:
b

[ £y G0 = [ f(x, p)dx,
a f|

b
[ £y endx = = [ £(x, y)dx. (2)
a h

(2) ni (1) ga qo'ysak,
H;’: dxdy = - f(x,y)dx ~[ f(x,y)dx (3)
D A b
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ga ega ba'lamiz. (3) dan esa

J[ 35 dxdy =~ £x.y)d. )
Endi H g—i dxdy ni qaraymiz. Bu integralda ham oldingi integralga
n .

o‘xshash shakl almashtiramiz, u holda
H -‘;ﬁ dxdy = gﬁg(x,y)dx. | (3}

4) va (5) tenghklarnmg chap va o'ng tomonlarmn o‘zaro
go‘shamiz, u holda

I (28 -7 )axay = G+ iy ._: (6)

(6) formula eran—Grm formulam deyiladi.
M isol. Riman—Grin formulasidan foydatanib, cﬁ—-x2 ydx + xy*dy

t
integralni hisoblang. Bunda /kontur x* + )* = R aylanadan iborat bo‘lib,
yo‘nalish musbat.
Yechish. Riman—Grin formulasi bo‘yicha ikki o‘Ichovli in-
tegralga o‘tamiz:
9 . ¢ . ;
gy =% flay)=—xy =y Lt
@ *ydx + xXPydy = H(y' + x)dxdy.

Bu yerda IkkI o‘lchavli mtegralm hisoblash uchun qutb koordi-
natalar sistemasiga o‘tamiz: X’ + y? = #; dxdy = rdrdp bo‘lgani uchun
D soha ushbu tengsizliklar bilan aniglanadi: 0 < tp s, 0=sr= Rk

U holda

) H(x + yV)dxdy = quajr rdr = Id-p{ }

0

R4, ARt

4"’2’

Demak, __ . _
; gfs«-xzydx +xyldy = %. -
) _

O‘z-o‘zini tekshirish nchun savollar

Koordinatalar bo'vicha cgri chizigli integral deb nimaga aytiladi?
Egri chiziqli imcgralning asosiy xossalarini sanab bering.

Egri chizigli integralni hisoblash usullarini ko'rsating.
Riman—Grin formulasini yozing.

B b
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I3-bob. EHTIMOLLAR NAZARIYASI
ELEMENTLARI

13.1. TASODIFIY HODISA (VOQEA). TASODIFIY
HODISANING NISBIY CHASTOTASI (TAKRORLANISHI).
HODISANING EHTIMOLI

Ehtimollar nazarivasi tasodifiy hodisalarning gonunivatlarini
o‘rganuvchi fandir.

Ma'lum shartlar to‘plami (majmuasi) bajarilganda ro‘y berishi
(kelib chigishi) yoki ro‘y bermasligi mumkin bo‘lgan har ganday
hodisa (vogea) tasodifiv hodisa deb ataladi. Shartlar to‘plamini har
gal amalga oshirilishi sinov (yoki rajriba) deyiladi.

Masalan, agar tajriba detal tayyorlashdan iborat bo‘lsa, detalning
standartga mos kelishi hodisadir; agar tajriba tangani tashlashdan
iborat bo‘lsa. uning gerbli tomoni tushishi hodisadir; agar tajriba
o'yin soqqasini (yoglariga | dan 6 gacha raqamlar yozilgan bir jinsli
kubik) tashlashdan iborat bo‘lsa, u holda to‘rtlik tushishi hodisadir,

Hodisalar lotin alifbosining bosh harflari bilan belgilanadi: A, B,
C, ...
A hodisaning nishiy chastotasi yoki chastotasi deb berilgan
hodisaning ro‘y berish soni m ning berilgan hodisa har birida ro‘y
berish yoki ro'y bermasligi mumkin bo'lgan bir xil sharoitda
o‘tkazilgan tajribalarning umumiy n soniga nisbatiga aytiladi va P*(A)
bilan belgilanadi:

P(A)==. (1)

Kuzatishlar, tajribalar ko'p marta takrorlanganda tasodifiy
hodisaning P*(A) chastotasi barqaror ekanini ko‘rsatadi. Misolda
tushuntiramiz. Tanga tashlash bir xil sharoitda 3 serivada amalga
oshirilgan. Birinchi seriya 6(olti)ta tashlashdan iborat bo‘lib, unda
tanganing gerbli tomoni tushishi 4 marta sodir bo‘lgan. Ikkinchi
seriya 250 tashlashdan iborat bo‘lib, unda gerbli tomoni tushishi 139
marta sodir bo'lgan. Uchinchi seriva 302 tashlashdan iborat bo'lib,
unda gerbli tomoni tushish 155 marta sodir bo‘lgan. A4 hodisa
tanganing gerbli tomoni tushishi. Seriyalarda tanganing, gerbli tomoni
tushishi nisbiy chastotasi quyidagicha bo‘ladi:
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I serivada P*(A) = 0.66;

11 serivada P*(A) = 0,55;

I seriyada P*(A) = 0,51.

Bundan ko'rinadiki, serivalarda tashlash soni gancha katta bo'lsa,
tushish chastotasi bargaror bo‘lib, 0.5 sonidan kam farqg giladi.
Tajribalarning ko‘rsatishicha, chastotaning 0,5 sonidan bu chetlanishi
sinovlar sonining ortishi bilan kamavadi. Ko'pgina hollarda shunday
P son mavjudki, A hodisa ro'y berishining nisbiy chastotasi, juda
kam uchraydigan hollardan tashqari, sinovlar soni katta bo‘lganda
shu P sonidan kam farq giladi. Bu son hodisaning ehrimoli deyiladi.

U hodisa ro‘y berishining obyektiv imkonini ifodalaydi. Hodisaning
ehtimoli ganchali katta bo‘lsa, uning ro’y berishi shunchali mumkin
bo‘ladi. A hodisaning ehtimolini AA) bilan belgilaymiz (bu inglizcha
probability so'zidan olingan bo'lib, bizningcha «chtimol» degan ma’noni
beradi). Tajribalar soni n cheksiz o'sib borganda, A hodisaning nisbiy
chastotasi shu hodisaning ro’y berish ehtimoli P ga vaqinlashadi. Yuqoridagi
misolda gerbning tushish ehtimoli 0,3 ga teng ekanligi 0°z-o°zidan ravshan.

13.1.1. HODISALAR YIG*INDISI, KO*PAYTMASI

A va B hodisalar yig'indisi deb A yoki B hodisalardan bittasi ro’y
beradigan A + B hodisaga aytiladi.

A va B hodisalar ko‘paytmasi deb A va B hodisalar bir tajribada
bir vaqgtda vuz beradigan AB hodisaga aytiladi.

M iso l. Ikkita o‘yin sogqgasi tashlanadi. Birinchi sogga tashlanganda
6 sonining chigishi 4 hodisa, ikkinchi sogga tashlanganda 6 sonining
chigishi B hodisa bo'lsin. U holda A + B hodisa ikkita sogga tashlanganda
uning kamida bittasida 6 sonining chigishini ifodalaydi. AB hodisa esa
ikkala soggada ham 6 sonining chigish hodisasidir.

13.1.2. MUQARRAR, MUMKIN BO'LMAGAN, TENG EHTIMOLLI,
BIRGALIKDA BO*LMAGAN HODISALAR

Tajriba natijasida biror shartlar to*plami bajarilganda albatta ro'y
beradigan hodisa mugarrar hodisa deyiladi. Mugarrar hodisaning
ehtimoli | ga teng va u £ bilan belgilanadi. Tajriba natijasida shartlar
to‘'plami bajarilganda mutlaqo ro'y bermavdigan hodisa mumkin
bo ‘Imagan hodisa deyiladi. Bu hodisaning ehtimoli nolga teng va uni
0 bilan belgilaymiz.
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Masalan, tanga tashlanganda u voki bu tomonining tushishini
oldindan to‘la ishonch bilan aytish mumkin emas.

Tajribaning har bir natijasini ifodalovchi hodisa elementar hodisa
deb ataladi. Elementar hodisalarga ajratish mumkin bo‘lgan hodisa
murakkab hodisa deyiladi. Agar bir necha hodisalardan istalgan birini
tajriba natijasida ro'y berishi boshqalariga qaraganda kattaroq
imkonivatga ega deyishga asos bo‘lmasa, bunday hodisalar reng
imkoniyatli hodisalar deyiladi.

Soqqa tashlanganda uning yuqori yog'ida A1 < / < 6) sonning paydo
bo'lishi tasodifiy hodisasini qaraylik. Soggamiz simmetrik (bir jinsli)
bo‘lgani uchun 1 dan 6 gacha bo'lgan sonlarning istalgan birining
tushishi hodisalarining ro’y berishi bir xil imkoniyatli hodisalar deyiladi.

Tashlash soni n katta bo‘lganda /sonini — |1 dan 6 gacha bo‘lgan
sonlarning har birining ham soqqaning yugori yog'ida paydo bo'lishini
taqriban : holda ko‘rish mumkin. Bu tajriba bilan tasdiglangan.
Nisbiy chastota soni P° = ¢ 2a yaqin bo'ladi. Shuning uchun /
sonining, shuningdek, | dan 6 gacha har ganday boshqa sonning
ham yugori yogda paydo bo‘lish ehtimoli é ga teng deb hisoblanadi.

Agar A va B hodisalar bir paytda ro‘y berishi mumkin bo‘imagan
hodisalar bo'lsa, ular birgalikda bo ‘Imagan hodisalar deyiladi. Masalan,
tangani tashlaganda bir vaqtda gerbli va ragamli tomonlarini tushish
hodisalari birgalikda bo‘lmagan hodisalardir.

A hodisaga garama-garshi hodisa deb, A hodisaning ro‘y
bermasligidan iborat A hodisaga aytiladi. A va A hodisalar birga-
likda bo‘lmasligi o°z-o’zidan ravshan.

Agar tajribada tasodifiy hodisalarning istalgan birining ro‘y berishi
mumkin bo’lib, bu hodisa bilan birgalikda emas biror boshga hodisaning
ro'y berishi mumkin bo‘lmasa, bu holda tasodifiy hodisalar to ‘lig gruppasini
tashkil qiladi deb aytamiz. Teng imkoniyatli birgalikda bo‘lmagan
hodisalarning to‘lig gruppasini garaylik. Bunday hodisalarni hollar (voki
imkonlar) deb ataymiz. Bunday gruppaning hodisasi, agar uning ro‘y
berishi natijasida A hodisaning ro'y berishi kelib chigadigan bo'lsa, A
hodisaning roy berishiga qulaylik g ‘dinevehi hodisalar deb ataladi.

Misol. Qutida 8 ta shar bo'lib, ularning har biriga bittadan |
dan 8 gacha bo'lgan ragam yozilgan. 1, 2, 3, 4 ragamli sharlar qizil,
golgan sharlar esa qora rangda. 1 ragamli sharning paydo bo‘lishi
(shuningdek, 2, 3 va 4 ragamli sharning paydo bo‘lishi ham) qizil
sharning paydo bo’lishiga qulaylik tug‘diruvchi hodisadir.
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Qaralayotgan hol uchun ehtimolga boshqgacha ta'rif berish mumkin.

Ta’rif. A hodisaning ehtimoli deb A hodisaga qulaylik tug'diruvchi
hollar soni m ning teng imkonivatli, birgalikda bo‘lmagan hodisalar
to’liqg gruppasini tashkil giluvchi barcha mumkin bo‘lgan hollar soni
n ga nisbatiga aytiladi va simvolik ravishda quyidagicha yoziladi:

P(A)=P=". (h

Bu ta'rif ehtimolning klassik ta’rifi deb ham yuritiladi. Ehtimolning
ta'rifidan uning ushbu 0 < P < 1 munosabatni qanoatlantirishi kelib
chigadi.

I-misol. Qutida 36 ta olma bo’lib, undan bitta olma olindi. 36 ta
olmadan 9 tasi gizil olma. Qizil olmaning olinganligi ehtimolini toping.

Yechish. Agar qulaylik tug‘diruvchi hollar soni m = 9 bo'lsa,
u holda gizil olma chigish ehtimoli

_9 _1
P=35=4 gateng. "
2-misol. Birinchi to'pdan nishonga tegish ehtimoli 10 &4
ikkinchi to*pdan nishonga tegish ehtimoli esa I?('] ga teng. Ikkala

to‘pdan bir vaqtda o'q uzilganda nishonga tegishi ehtimolini toping.
Hech bo‘lmaganda bitta o‘gning nishonga tegishi nishonning
shikastlanganligi hisoblanadi.

Yechish. Ehtimollar nazariyasining ko‘pgina masalalarini
yechish «Qutilar sxemasi» masalasiga keltiriladi. Shuning uchun
qutidan shar olish masalasiga umumlashgan masala deb qaraladi.
Berilgan masala ham quyidagicha modellashtiriladi.

Ikki qutida 10 tadan shar bo'lib, ular 1 dan 10 gacha nomerlan-
gan. Birinchi quti ichida 8 ta qizil va ikkita qora shar bo'lib,
ikkinchisida esa 7 ta qizil va uchta qora shar bor. Har bir qutidan
bittadan shar olinadi. Olingan ikkita shar ichida kamida bittasi qgizil
shar bo'lishi ehtimoli ganday?

Birinchi qutida har bir shar ikkinchi qutidagi ixtiyoriy shar bilan
birga olinishi mumkin bo‘lgani uchun barcha hollar soni 100 ta,
ya'ni n = 100. Qulaylik tug'diruvchi hollarni hisoblaymiz. Ikkinchi
qutidagi ixtiyoriy shar bilan birgalikda birinchi qutidagi 8 ta gizil
shar ixtiyoriy olinganda, olingan sharlar ichida eng kamida bitta
qizil shar bo‘ladi. Bunday hollar 10%8 = 80 ta.

Birinchi qutidan ikkita gora sharning har birini ikkinchi qutidagi 7
ta gizil shaming har biri bilan birgalikda olinganda olingan sharlar orasida
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bitta gizil shar bo‘ladi. Bunday imKkonlar 2x7 = 14 ga teng. Shunday
qilib, hammasi bo’lib qulaylik tug*diruvchi hollar m = 80 + 14 = 94 1a.
Olingan sharlar orasida kamida bitta gizil shar bo'lish ehtimoli

m_ 9% .
P = =10 8 teng.

Nishonga tegish ehtimoli ham shunga teng.

13.1.3. HODISA EHTIMOLINING GEOMETRIK TA'RIFI

Faraz qilaylik, tekislikda biror D soha berilgan bo'lsin. D soha
boshga biror G sohani o'z ichiga olgan bo'lsin, ya'ni GCD.

D sohaga tavakkaliga biror nugta tashlansin. Bu nugtaning G sohaga
tushish ehtimolini garaymiz. Bunda barcha elementar hodisalar D
sohadan iborat. D — cheksiz to‘plam. Bunda
biz klassik ta’rifdan foydalanamiz. D sohaga
tashlangan nuqta sohaning istalgan gismiga
tushishi mumkin. Bu nuqtaning G sohaga
tushish ehtimoli G sohaning o‘chamiga
(uzunligi, hajmi) proporsional bo’lib, G ning
shakliga, uning D sohaning gayerida
joylashishiga bog'lig bo‘lmasin. Soha
o‘lchamini mes orqali belgilasak, tavakkaliga

tashlangan nuqtaning G sohaga tushish 173-chioma.
chtimoli
_mesG P
P= mesp 24 teng bo‘ladi.

I-misol. R radiusli doiraga nuqta tavakkaliga tashlangan.
Tashlangan A nuqtaning doiraga ichki chizilgan kvadrat ichiga tushish
ehtimolini toping.

Yechish. S(G) — kvadratning yuzi, S'(D) — doiraning vuzi
bo'lsin (173-chizma). A — nuqtaning kvadratga tushishi hodisasi. U
holda

S(G) 2R 2 : -
P(A) = 7, R ekt 0,636; P(A)=0,636.
2-misol. [0; 3] kesmada tavakkaliga ikkita x va y sonlar
tanlangan. Bu sonlar x’ < 6y < 6x tengsizlikni ganoatlantirishi
ehtimolini toping.
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¥l . Yechish, (x; y) nuqgtaning
- koordinatalari :

0=<x=<3,
O=ypy=<3

- tengsizliklar sistemasini ganoatlantiradi.
i - Bu — (x; y) nugta tomoni 3 ga teng
' kvadrat nugqtalari to‘plamidan

&l 1 2 3 *= tavakkaliga tanlanishini bildiradi.
Bizni qizigtirayotgan A hodisa
tanlanadigan (x; ¥) nuqta shtrixlangan

shaklga tegishli bo‘lgan holda ro'y beradi (174-chizma).

Bu shakl koordinatalari x* < 6y< 6x tengsizlikni ganoatlantiradigan
nuqtalarning to‘plamidan iborat. 1zlanayotgan ehtimol shtrixlangan
shakl yuzining kvadrat yuziga nisbatiga teng, ya’'ni :

}[x_lxz}u (ﬁ_1£]3 9.7
P(A) =2 69 12 3 _2 18_18_3_1

174-chizma.

6
9 9 9 9 ¥
+ 13.1.4. KOMBINATORIKA ELEMENTLARI

Ehtimollarni bevosita hisoblashda ko‘pincha kombinatorika
formulalaridan foydalaniladi.

O'rin almashtirish deb n ta turli elementlarning bir-biridan fagat
joylashishi bilan farq giluvchi kombinatsiyalariga aytiladi. # ta turli
elementlarning o‘rin almashtirishlar soni P =nlgateng (sl =1-2:3-

.mn).

O'rinlashtirishiar 7 ta turli elementdan m tadan tuzilgan
kombinatsiyalar bo'lib, ular bir-biridan elementlarning tarkibi vo
ularning tartibi bilan farq qiladi. Ularning soni

ar n!

A7 = myi YOKi A7 =n(n—1)(n-2)..(n-m+1)

formulalar bilan topiladi.

Gruppalashlar bir-biridan hech bo‘lmaganda, bitta elementt bilan

farqg giluvchi # ta elementdan m tadan tuzilgan kombinatsiyalardir.

Ularning soni
SR m_ n!

" i)
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l-misol. Guruhda 14 talaba bo‘lib, ularning 8 nafari a’lochi-
lar. Ro‘yxat bo'vicha tavakkaliga 10 talaba tanlab olindi. Tanlab
olinganlar ichida 6 talaba a’lochi bo'lisht ehtimolini toping.

Y echish. Sinovning barcha mumkin bo‘igan teng imkoniyath
elementar hodisalari soni C\Y ga teng. Bularning ichidan C§ - Cf
tasi tanlab olingan talabalar ichidan 6 tasi a’lochi talabalar hodisasi
(A4} uchun quiaylik tug‘diradi. Shuning vchun: .

., 8765 o
P(A) = C’l—é@— 12:1.2 _ 4735 _ 60
Cia

T 14-13-12-11 71301 1437
1.2.3.4

2-misol. Kirill alifbosining 9 ta harfidan «dwnonorus» so‘zi
tuzilgan. Bu harflar tasodifan sochilib ketgan va gayta ixtivoriy tartibda
yighilgan. Yana «punonorua» so‘zi hosil bo‘lishi ehtimolini toping.

Yechish. A — «buronorus» so‘zi hosil bo'lishi hedisasi. Teng
imkoniyath mumkin be'lgan elementar hodisalar soni # = 9 ta bo'lib,
A hodisaga qulaylik yaratuvchilan = = 2! - 2! - 2! ta bo‘ladi. Bu yerda
«punonorusi» so‘zida «M» 2 marta, «o» 2 marta, «I» 2 marta
takrorlanishi hisobga olinadi. Demak,

Cm 202020 |
P(A)‘i'_ 9 T 45360 °

3-misol. Telefonda nomer terayotgan abonent oxirgi uchta
raqamni esdan chiqarib qo‘ydi va fagat bu ragamlar har xil ekanligi-
ni eslab qolgan holda, ularni tavakkaliga terdi. Kerakli ragamiar
terilganligi ehtimolini toping.

Yechish. A — uchta kerakli raqam terilganlik hodisasi bo‘lsin.
Hammasi bo‘lib, 10 ta ragamdan 3 tadan nechta o‘rinlashtirishlar
tuzish mumkin bo‘lsa, shuncha, ya'ni Af’o =10.9.8 =720 ta turli
ragamni terish mumkin., Shuning uchun klassik ehtimol ta’rifiga
ko‘ra:

1
P(A) =5 = 75

13.1.5. EHTIMOLLARNI QO‘SHISH TEQREMASI

Ta’rif. 4 va B hodisalar yigindisi deb bu hodisalardan kamida
birtasining ro'y berishidan iborat bo‘lgan C hodisaga aytiladi. Biz
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birgalikda bo'lmagan A va B hodisalar yig'indisining ehtimolini
garaymiz. P(A) va P(B) mos ravishda ularning ehtimollari bo’lsin.
1-teorema. lkkita birgalikda bo'lmagan A va B hodisalar
yig'indisining ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining vig ‘indisiga teng:
P(A+ B) = P(A) + P(B).
I sbot. Hodisa ehtimolining klassik ta’rifiga ko'ra, aytaylik, tajribalar
natijasi n ta elementar hodisalar bo‘lib, bulardan m, tasi A hodisaga, m,
tasi esa B hodisa ro’y berishiga qulaylik tug*dirsin. U holda

P(A)=':‘; P(ﬁ'):-’:z (hH

bo‘ladi.

Teorema shartiga ko‘ra A va B hodisalar birgalikda emas. Shunga
ko‘ra yo A hodisa, yoki B hodisa ro‘y berishiga qulaylik tug*diruvchi
hodisalar soni m, + m, ga teng.

Demak, 4 + B hodisaning ehtimoli P(A + B) = ™72 bo'ladi.

Agar P(A+ B) = m';f"’ - ':‘ + 'f: bo‘lsa, u holda (1) ga asosan

tubandagiga ega bo‘lamiz:
A+ B) = KA) + PA(B).
Natija. A hodisaga garama-qarshi A hodisaning ehtimoli P(A) =
I — P(A) ga teng.
Isbot. Ava A hodisalar qarama-garshi bo‘lganligidan:
PA+A)=1. (2)

Yugqoridagi birgalikda bo‘lmagan hodisalar uchun ehtimollarni
qo‘shish teoremasiga asosan

PA+A)= P(A) + P(A). (3)
(2), )= P(A)=1- KA.

Misol. Qutida 25 ta shar bor. Ulardan 8 tasi qizil, 6 tasi oq, 11
tasi sariq. Tavakkaliga olingan sharning rangli shar bo‘lish ehtimolini
toping.

Y e c hish. Rangli shar chigishi deganda yo qizil shar, yoki sariq
shar chigishini tushunamiz. Qizil shar chigish hodisasini A, sariq
shar chigish hodisasini B bilan belgilaylik. U holda ehtimolning klassik

g P(B) = ;% bo‘ladi. A + B hodisa rangli

ta’rifiga asosan: P(A) = 56
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shar chigishi hodisasi. 4 va B hodisalar birgalikda emas, shuning
uchun [-teoremaga ko‘ra: P(A + B) = KA) + P(B).

Demak, izlangan ehtimol: P(A + B) = i. - ils = ;;

2-teorema. Ehtimollami go'shish teoremasi juft-jufti bilan birga-
likda bo‘lmagan A, A, ..., A, hodisalar uchun ham o‘rinli, ya'ni

KA+ A+ . . +A)=PA)+ KA) + ...+ KA).

Agar A, A, ..., A hodisalar hodisalarning to‘la gruppasini tashkil
qgilsa, u holda P(A) + P(A,) + ... + P(A ) = 1 boladi.

Endi birgalikda bo'lgan hodisalar (ikkita hodisadan birining ro‘y
berishi ikkinchisining ro’y berishini inkor etmaydigan hodisalar)
uchun go‘shish teoremasini qaraymiz.

3-teorema. lkkita birgalikda bo‘lgan A va B hodisadan hech
bo‘Imaganda birining ro'y berish ehtimoli hodisalar ehtimollari
yig ‘indisidan ularning birgalikda ro'y berish hodisasi ehtimolining
ayirmasiga teng bo'ladi: P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB).

Bu teorema ikkitadan ortiq hodisalar uchun ham o‘rinli.
Teoremani 175-chizmadagi sxemaga asosan isbotini keltiramiz.

Isbot. Avtaylik, sxemadagi hodisalar sodir bo‘lsin, bunda: n» —
tajriba natijasida hodisalar umumiy hollar soni; m — A hodisaning
kelib chigishiga qulaylik tug‘diruvchi hollar soni; » — B hodisani kelib
chigishiga qulaylik tugdiruvchi hollar soni; s — A vaB hodisalarning
bir vaqtda ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi hollar soni yoki A8
hodisaning ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi hollar soni.

A + Bhodisa A hodisaga qulaylik tug‘diruvchi m hollarning birida
voki B hodisaga qulaylik tug‘diruvchi » hollarning birida sodir bo‘ladi.
Shuningdek, m va r hollarning ichida umumiy bo‘lgan s hollar borki,
um+ r— sbo‘lib, A + B hodisa sodir bo‘lishiga qulaylik tug‘diradi.

Bu holda ehtimolning klassik ta’rifiga
asosan tubandagiga ega bo'lamiz:

P(A+B)=”1*£"=”.‘+’-‘.

n n n

m T -
"= P(A), =P(B) va ~=P(AB)

bo‘lganligidan
P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB)
bo‘ladi.

175-chizma.
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Misol. Ikki mergan bittadan o'q uzdi. Birinchi merganning
nishonga tekkizish (A hodisa) ehtimoli 0,8 ga. ikkinchisiniki ( 8 hodisa)
0.9 ga teng bo'lsa, merganlardan agallt bittasining nishonga
tekkizganligi ehtimolini toping.

Y e c hish. Masala shartiga asosan: AA) = 0.8, AB) = 0.9. Birga-
likda bo’lgan hodisalar uchun ehtimollarni go*shish teoremasiga asosan:

PA+ By=PA) + P(B)— P(A-PAB)=08+09-08-09=
=1,7-0,72 = 0,98.

13.1.6. ERKLI HODISALAR EHTIMOLLARINI
KO'PAYTIRISH TEOREMASI

Agar ikkita A va B hodisalardan birining ro'y berishi ikkinchisining
ehtimolini o‘zgartirmasa, boshqacha aytganda, ikkinchisining ro'y
berish yoki bermasligiga bog'lig bo‘lmasa, u holda bu hodisalar erk/i
hodisalar deyiladi. Bu mavzuda fagatgina birgalikda bo’lgan hodisalar
hagida fikr yuritiladi, chunki birgalikda bo'lmagan hodisalarning bir-
galikda ro'y berish (ko*paytmasining) ehtimoli nolga teng.

A va B hodisalar erkli hodisalar bo’lib, ularning mos ehtimollari
P(A) va P(B) bo'lsin.

Teorema. Jkkita erkli A va B hodisaning birgalikda ro'y berish
ehtimoli shu hodisalarning ehtimollari ko ‘paytmasiga teng:

P(AB) = P(A) - P(B). (*)

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra A va B — erkli hodisalar. Shu
sababli, har bir hodisaning sodir bo‘lishida alohida tajribalar
o‘tkazilgan bo‘lsin. Tajriba natijasida » ta elementar hodisaga ega
bo‘laylik. Bulardan n, tasi A hodisaga qulaylik tug‘dirsin.

Tajriba natijasida m ta elementar hodisaga ega bo'laylik. Bulardan
m, tasi B hodisaga qulaylik tug‘dirsin. U holda

=M -m
P(’”"}’ P(B)Hm- (1)
Tajriba natijasida ro'y beradigan barcha elementar hodisalar soni
nm ta bo'ladi. Bulardan n m, tasi A va B hodisalarning birgalikda

ro‘y berishiga qulaylik tug‘diradi.
Demak,

P(AB) = ’::‘ (2)
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(1), Q)= P(A-B) =" " = P(A)- P(B) (3)

bo'ladi. Teorema isbot qilindi.

Bu teorema erkli hodisalar soni n ta bo‘lganda ham to‘g'ri.
Avtaylik, 4, A,, .... A birgalikda bog‘lig bo‘Imagan hodisalar bo‘lsin.
U holda (3) ga asosan;

A A A)= BA) KAY« ..  K4). (4)

I-misol. Ikki qutining har birida 20 tadan detal bor. Birinchi
qutida 16 ta, ikkinchi qutida 15 ta standant detat bor. Har bir qutidan
tavakkaliga bittadan detal olinadi. Olingan detalning standart bo‘lish
ehtimolini toping.

Yechish. Birinchi qutidan olingan detal standart bo‘lish
hodisasini A, ikkinchi qutidan olingani detal standart bo*lish hodisasini

B deylik. U holda P(A) = ;{’) =0.8: AB) = ;3 = 0,75 bo‘ladi.

Olingan ikkala detalning standart bo‘lish hodisasi esa AB hodisa
bo'ladi,

A, B birgalikda bo’lmagan hodisalardir. Shuning uchun (*)ga
asosan: P(AB) =P(A)- AB)=0.8-0,75= 0.

2-misol. Tangani o'n marta tashlaganda gerbli tomon 10 marta
tushish ehtimoli gancha?

Yechish. 4 hodisa i-tashlashda gerbli tomon tushishi bo'lsin.
Izlanayotgan ehtimol barcha A (i=1, 2, 3, ..., 10) hodisalar
ko'paytmasining ehtimolidir. A hodisalar esa birgalikda erkli bo'lgani
uchun, (4) formulani go‘llab, quyidagiga egamiz:

A, 5 ... = ALY BA) . * AL
Biroq istalgan 7 uchun AA) = 1/2, shu sababli
P(A A .. A = (1/2)"° = 1/1024 = 0,001.

3-misol. Ishchi bir-biriga bog‘lig bo‘Imagan holda ishlaydigan
uchta stanokni boshqaradi. Bir soat mobaynida ishchining stanokka
garashi kerak bo’Imaslik ehtimoli birinchi stanok uchun 0,7 ga, ikkinchi
stanok uchun 0,9 ga, uchinchi stanok uchun esa 0,8 ga teng:

1) bir soat mobaynida uchta stanokdan hech qaysisiga ishchi-
ning e'tibori kerak bo‘Imasligi ehtimoli P ni toping;

2) bir soat mobaynida kamida bitta stanokka ishchining e’tibori
zarur bo‘Imaslik ehtimolini toping.
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Yechish. 1} izlanayotgan ehtimolni (4) formula bo‘yicha to-
pamiz:

P=09-0,8-0,7 =0,504,

2) bir spat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor berishi
zarur bo‘lish ehtimoli birinchi stanok uchun 1 — 0,7 = 0.3 ga, ikkinchi
va uchinchi stanoklar uchun u, mos ravishda, 1 — 0,9 =0,1 va I —
- 0,8 = 0,2 ga teng. U holda bir soat mobaynida uchala stanokka
ishchining e’tibor berishi zarur bo‘lish ehtimoli (4) formulaga asosan:
0,3-0,1-0,2=10,006.

Bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor berishi
zarur bo‘lishidan iborat A hodisa kamida bitta stanokka ishchining
¢’tibor berishi zarur bo'lmasligidan iborat hodisa 4 ga garama-
qarshidir. Shuning uchun P(A4) =1- P{A4) formulaga ko‘ra topamiz:

P(A)=1-PA)=1-0,006=0,9%. :

RTINS
.- 13.1.7. SHARTLI EHTIMOL .

Ayrim masalalarni yechishda 4 va B hodisalarning ehtimollari
ma’lum bo‘lsa, bu hodisalar ko‘paytmasining ehtimelini topishga
to‘g‘ri keladi. Quyidagi misolni qaraymiz. Ikkita tanga tashlangan
bo'lsin, Ikkita gerb tushish ehtimolini topish talab gilinadi.

Biz to‘liq gruppa tashkil etuvchi 4 ta teng ehtimolli juft-jufti
bilan birgalikda bo‘lmagan ushbu natijalarga egamiz:

1-tanga 2-tanga
1-natija gerb gerb
2-natija gerb ragam
3-natija ragam gerb
4-natija ragam ragam

Shunday qilib, P(gerb, gerb) = 1/4, Endi birinchi tangada gerb
tushgani ma’tum deb faraz gilaylik. Shundan so‘ng gerb ikkala tangada
tushish ehtimoli ganday o‘zgaradi?

Birinchi tangada gerb tushgani uchun, endi to‘liq gruppa ikkita
teng ehtimolli birgalikda bo‘lmagan natijalardan iborat bo‘ladi:

1-tanga 2-tanga
, [-natija gerb gerh
2-natija gerb ragam
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Bunda natijalardan fagat bittasi (gerb, gerb) hodisaga imkon
yaratadi. Shuning uchun gilingan farazlarda P(gerb, gerb) = 1/2.

Endi A orqali ikkita gerbning tushishini, B orqgali esa gerbning
birinchi tangada tushishini belgilaymiz.

B hodisa ro'y berganligi ma’lum bo‘lganda, 4 hodisa ehtimoli
o*zgarishini ko‘ryapmiz.

A hodisaning B hodisa ro'y berdi, degan shart ostidagi vangi
ehtimolini P,(A) orqali belgilaymiz. Shunday qilib,

PA) =5,  Py(A)=]

A hodisaning B hodisa ro’y beradi, degan shart ostidagi ehtimoli
A hodisaning shartli ehtimoli deyiladi.

Endi bog‘lig hodisalar ehtimollarining ko‘paytmasini ko‘rib
o‘tamiz.

13.1.8. EHTIMOLLARNI KO‘PAYTIRISH TEOREMASI

Teorema. A va B hodisalar ko ‘paytmasining ehtimoli ulardan biri
ehtimolining ikkinchisining birinchi hodisa ro'y berdi, deb hisoblangan
shartli ehtimoliga ko ‘paytmasiga teng, ya ni

P(AB) = P(A) - P(B). (5)

Isbot. Bumunosabatning to‘g‘riligini ehtimolning klassik ta’rifiga
asoslanib isbotlaymiz. Tajribalarning mumkin bo'lgan £, E,, ..., E,
natijalari teng ehtimolli, juft-jufti bilan birgalikda bo* lmagan
hodisalarning to‘lig gruppasini tashkil gilsin va ulardan A hodisaga K
ta natija qulaylik yaratsin hamda ana shu K ta natijadan L tasi B
hodisaga qulaylik yaratsin. U holda, 4 va B hodisalarming ko‘paytmasiga
tajribalarning mumkin bo‘lgan K'ta natijasidan L tasi qulaylik tug‘diradi.

Bundan esa quyidagiga egamiz:

P(A)=2: PaB)=%; P(B)=%.

Shunday qilib,
K L

P(AB) =+ = .- = P(A): P,(B).

Shunga o‘xshash, 4 va B ning o‘rinlarini almashtirib, quyidagi
munosabatga ega bo‘lamiz:

P(AB) = P(A)- P (B). (6)
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(5) va (6) munosabatlardan

PA)- P(B) = P(B)* P(A) (7)
kelib chigadi.
Ehtimollarni ko‘paytirish teoremasi istalgan chekli sondagi
hodisalar uchun umumlashtiriladi. Masalan, uchta A, A4,, A, hodisa
uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

PAAA) = P“AtAz)AJ] = ‘P(AIA:) ’ P.ﬁ.a:(As) = HAI)R#(A:)PH u:{A:)-
Umumiy holda:
P(AIAE-..A")=P(Al)‘PA(A:)' A(A) ’ﬁf'). #I(A ) {8)

Misol. 4 ta oq va 9 ta qora shar bo‘lgan qutidan ikkita shar
olinadi. Olingan ikkala shar oq bo‘lish ehtimoli gancha?

Yechish. Bu masalani (6) formulani go‘llab yechamiz. Ikkita
sharni olish ularni ketma-ket olishga teng kuchlidir. Ikkita oq shar
chigishidan iborat hodisa A va B hodisalarning ko‘paytmasidan iborat
bo‘ladi. (6) formulaga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:

P(AB) = P(A)P (B). Biroq, birinchi oq shar chiggandan so* ng

qutida uchms: oq bo'lgan 12 ta shar golgani uchun: P(A4)= 1

&w% .Demak, P(AB) = (]QD_%_

D

13.1.9. TO'LIQ EHTIMOL FORMULASI

Aytaylik, A hodisa to‘liq gruppa tashkil etuvchi n ta juft-jufti
bilan birgalikda bo‘lmagan H,, H,, ..., H_ hodisalarning bittasi va
fagat bittasi bilan birgalikda ro‘y bensh: mumkin bo‘lsin. U holda,
agar A hodisa ro'y bergan bo‘lsa, bu juft-jufti bilan birgalikda
bo‘lmagan AH,, AH,, ..., AH, hodisalarning birortasi ro'y berganini
bildiradi. Demak,

A=AH + AH, + ... + AH_ .

U holda, ehtimollarni qo‘shish teoremasiga asosan, tubandagiga
ega bo‘lamiz:

PA) = AAH + AH, + ... + AH) = WAH) + P(AH)) + ... + P(AH).
Birog, P(AH,)= P(H,)- Py (A)(i = 1,2,...,n),shuning uchun
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P(AY = PCH Py (A + POH )Py, (A) + ok PAH )P, (A). (1)

Bu formula to’lig ehtimol formulasi deyiladi. H#,, H,, ..., H,
hodisalar ko*pincha «gipotezalar» deyiladi. Bu formuladan murakkab
hodisalarning ehtimollarini hisoblashda foydalaniladi.

Misol, Omborga 360 ta mahsulot keltirildi. Bulardan 300 tasi
bir korxonada tayyorlangan bo‘lib, 250 tasi yarogli mahsulot; 40 tasi
ikkinchi korxonada tayyorlangan bo'lib, 30 tasi varogli mahsulot; 20
tasi uchinchi korxonada tayyorlangan bo‘lib, 10 tasi yarogli mahsulot.

Ombordan tavakkaliga olingan mahsulotning varogli bo'lish
chtimolini toping.

Y e chish. Tavakkaliga olingan mahsulot uchun quyidagi gipo-
tezalar o‘rinli bo‘ladi:

H, — mahsulotning 1-korxonada tayyorlangan bo’lishi;

H, — mahsulotning 2-korxonada tayyorlangan bo‘lishi:

H, — mahsulotning 3-korxonada tayyorlangan bo‘lishi.

Ularning ehtimollari mos ravishda quyidagicha bo‘ladi:

.,
6!

20

P(H|)=-%= P(H’”:%:!_; P(H,) =

9

Agar olingan mahsulotning yarogli bo‘lishini A hodisa deb
belgilasak, u holda bu hodisaning turli gipotezalar shartlari ostidagi
ehtimollari quyidagicha bo'ladi:

5. _ 3, 1
PHJ(A)=6‘ Puz‘.A)—“s PH’(A]—:_'."

360 18

Yugorida topilganlarni to‘liq ehtimol formulasiga go‘yamiz:

P(A) = P(H\) Py (A) + P(H,) Py, (A) +...+ P(H,) Py (A) =

J5.5,0.3.1 .1 2
9 4 I8 2 36

=2z
13.1.10. BAYES FORMULASI

Biror tajriba o‘tkazilmogda va uning o‘tish shartlari to‘g'risida
to'liq gruppa tashkil etuvchi juft-juft bo'lib birgalikda bo‘lmagan n
ta H. H,, ..., H, gipotezalarni aytish mumkin bo‘lsin.

Gipotezalarning ehtimoli AH) ga teng. Tajriba natijasida A hodisa
ro'y berishi ham, ro’y bermasligi ham mumkin bo'lsin. shuning bilan
birga, agar tajriba gipoteza bajarilganda o‘tayotgan bo‘lsa,
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Py(A=F (i=)2,..,n)

ekani ma’lum bo'lsin.

L holda, agar A hodisa ro'y berganligi ma’lum bo’lib qolsa,
gipotezalarning ehtimollari ganday o'zgaradi, degan savol paydo
bo‘lishi mumkin. Boshqacha aytganda, bizni P (H) ehtimollarning
givmatlari qizigtiradi.

(13.1.8) dagi (5) va (6) munosabatlar asosida quyidagiga egamiz:

P(H,A) = P,(H)- P(A) = Py (A)- P(H)  (i=1,2, .., n),

bu yverdan
Py, (A)- P(H))

Py(H,)= P(A)

Birog, to‘lig ehtimol formulasiga ko‘ra:

P(A) = P(H\)Py, (A) + P(H,) Py, (A) + ...+

+P(f!n)‘PH,(A) = ZP(H*} Pka
shuning uchun e

"BA(HJ) - __P_(!{‘)ﬂ_ (i = ]r 2'---1 ”}- (])

Y P(H )P
k=1

(1) formula Bayes formulasi deyiladi.

Misol. Omborxonaga 1600 dona tranzistor keltirildi. Ularning
300 tasi birinchi zavodda, 560 tasi ikkinchi zavodda, 740 tasi uchinchi
zavodda tayyorlangan. Tranzistorlarning varogsiz bo‘lib chiqishi 1-
zavod uchun 0,03 ga, 2-zavod uchun 0,02 ga va 3-zavod uchun 0,01
ga teng. Tavakkaliga olingan tranzistor yarogsiz bo'lib chigdi. Uning
1-zavodda tayyorlanganlik ehtimoli gancha?

Y e c hish. Tavakkaliga olingan tranzistor yarogsiz bo‘lib chigish
hodisasi A bo'lsin. H,, H,, H, esa tranzistor mos ravishda 1, 2, 3-
zavodda tayyorlangan, degan gipotezalar bo'lsin. Bu gipotezalarning
ehtimollari tubandagicha:

P(H) =R =019 P(Hy) =0 =0,35;

_ 740 _
P(H,) = o = 0, 46.
Masala shartidan quyidagilar kelib chigadi:
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P =Py (A)=0,03; P =Py (A)=002 P =P, (A)=0,0l.

P (H)) ni, ya'ni yarogsiz tranzistorning 1-zavodda tayyorlangan-
lik ehtimolini topamiz. Baves formulasiga ko‘ra quyidagiga egamiz:

B P(H))- A =
Pl = iy By Babiiy A~
0,19-0,03 =~(),329.

= 0.19-0,03+0,35-0,02+0,46-0,01

Shunday qilib, tranzistor 1-zavodda tayyorlangan, degan
gipotezaning ehtimoli u yarogsiz ekanligi ma’lum bo‘lib qolganidan
keyin o‘zgartiriladi.

O*z-o0*zini tekshirish uchun savollar

Ehtimol nima?
Hodisa ehtimolining klassik ta'rifini keltiring,
Mugarrar, mumkin bo‘lmagan, teng chtimolli hodisalar deganda nimani
tushunasiz?
4. Hodisalar yig'indisi va ko‘paytmasi ta'rifini keltiring.
5. Birgalikda va birgalikda bo‘lmagan hodisalarni misollar yordamida
tushuntiring,
6. A hodisaga qarama-qgarshi hodisa deganda nimani tushunasiz?
7. Hodisa ehtimolining geometrik ta'rifini misollar yordamida tushuntirib
bering.
8. O'rin almashtinish, o'rinlashtirish. gruppalashlarni misollar yordamida
tushuntiring.
9. Tasodifiy hodisa nima? Tasodifiy hodisaning nisbiy chastotasini ta’riflang
va formulasini keltiring.
10. 1kkita birgalikda bo‘lgan hodisalar ehtimollarini go'shish teoremasini aytib,
isbotlab bering.
11. Ikkita birgalikda bo‘lmagan hodisalar ehtimollarini go‘shish teoremasini
aytib, isbotlab bering.
12. Erkli hodisalar chtimollarini ko'paytirish teoremasini ta'riftang va isbotlab
bering.
13, Hodisaning shartli ehtimolini misollar yordamida tushuntiring.
14. Bog'lig hodisalar ehtimollarini ko'paytirish teoremasini ta’riflang va isbotlab
bering.
15, To'lig ehtimol formulasini keltirib, misollar bilan tushuntiring.
16. Bayes formulasini yozib, misollar bilan tushuntiring.

ool sl
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