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KIRISH

Ma’lumki, mamlakatimizda ta’limni jumladan oliy ta’limni Yyanada
rivojlantirish, ta’lim sifatini oshirish, yuqori malakali kadrlar tayyorlash bo‘yicha
tegishli garorlar gabul gilinmoqda, topshirig va ko‘rsatmalar berilmoqda.

Hozirgi kunda ta’lim sifati va samaradorligini oshirishda xorijiy adabiyotlar va
o‘qitish texnologiyalar taxlili asosida tayyorlangan zamonaviy adabiyotlarni yaratish
o‘z navbatida samarali o‘qitishning muhim omillaridan biri bo‘lib kelmoqgda.

Ushbu havola etilayotgan darslik oliy texnika o‘quv yurtlari talabalari uchun
mo‘ljallangan. Unda keltirilgan mavzular oliy texnika o‘quv yurtlarining barcha
texnik yo‘nalishlari uchun oliy texnika o‘quv yurtlari uchun tasdiglangan namunaviy
o‘quv dasturiga to‘la mos keladi.

Darslikning ikkinchi jildi beshta bobdan iborat bo’lib, boblarning ragamlanish
tartibi birinchi jildni davom etadi, yani 10 bobdan boshlanadi. Darslik oily
matematika fanining oddiy differensial tenglamalar, sonli va funksional gatorlar,
darajali qatorlar, karrali integrallar va ularning tadbiglari, egri chiziqli, sirt integrallar
va ularning tadbiqlariga bag’ishlangan. Bu boblarda zamonaviy xorijiy adabiyotlar
tahlili asosida yaratilgan bo’lib, har bir mavzuni yozishda bir qancha xorijiy
adabiyotlardan foydalanilgan, mavzular to’liq yoritilgan, tegishli boblar talabalar
tomonidan mustaqil o’zlashtirishiga, wularda ko’nikma va malakalarning
shakllantirilishiga hamda ijodiy gobiliyatlarini rivojlantirishga yo naltirilgan.

Darslik oliy texnika o‘quv yurtlari talabalari uchun yozilayotganligi e’tiborga
olinib ayrim teoremalar isbotsiz keltirildi. Bunday teoremalar isboti bilan giziggan
kitobxon uni adabiyotlar ro‘yxatidagi asosiy adabiyotlardan topishi mumkin,

Darslikning qo‘l yozma matnini sinchkovlik bilan o‘qib chiqib o‘zlarining
gimmat baho maslahatlarini ayamagan O’zbekiston Milliy universitetining professori
Sh.G. Qosimovga, Toshkent irrigatsiya va qishloq xo’jaligi mexanizatsiyalash
muhandislari instituti professori B. Xudoyorovga, Toshkent davlat texnika
universiteti dotsentlari G°. Shodmonov va A. Abdikarimovlarga mualliflar
o‘zlarining alohida minnatdorchiliklarini bildiradi.

Darslik haqgidagi fikr va mulohazalarini bildirgan barcha kitobxonlarga
mualliflar oldindan o’z tashakkurlarini bildiradilar.

Darslikda quyidagi belgilashlardan foydalanilgan:
<, P - teorema isbotining boshlanishi va oxiri;
» , «€- misol yoki masala yechimining boshlanishi va oxiri.



10-BOB. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

10.1. Differensial tenglamalarga keltiriladigan masalalar. Asosiy

tushunchalar

Turli geometrik, fizik va muhandislik masalalarini yechish ko‘pincha
muayyan jarayonni tavsiflovchi erkli o‘zgaruvchilarni bu o‘zgaruvchilarning
gandaydir funksiyasi va uning hosilalari bilan bog‘lovchi tenglamalarga olib
keladi, ya’ni tenglamada noma’lum funksiya o‘zining hosilalari bilan birgalikda
gatnashadi. Bir nechta misollar garaylik.

10.1-Misol. M (1, 3) nugtadan o‘tuvchi shunday egri chizigni topingki, uning
ixtiyoriy nuqgtasidagi urinmasining burchak koeffitsienti mos nugtaning abssissasi
ikkilanganiga teng bo‘Isin.

» Topilishi lozim bo‘lgan egri chiziq y = f(x) bo‘lsin. Ma’lumki, egri
chizig urinmasining burchak koeffitsienti mos nuqtadagi funksiya hosilasiga teng.
Demak, masala shartiga ko‘ra qidirilayotgan egri chiziq y’'= 2x tenglamani
ganoatlantirishi kerak. Bu tenglikni integrallasak y = x? + C ni hosil gilamiz.
Noma’lum koeffitsient C ni topish uchun tenglikka masala shartidagi nugta
kooridinatalarini olib kelib qo‘yamiz va C = 2 ni hosil gilamiz. SHunday qilib
gidirilayotgan egri chiziq y = x% + 2 ekan. <

10.2-Misol. Harorati 6, bo‘lgan jism t = 0 vagtda a (a > 6,) haroratli
mubhitga joylashtirildi. Vaqt davomida bu jism harorati o‘zgarishi gqonunini toping.

» Haroratning o‘zgarishi gonuni vaqtning funksiyasi bo‘lib uni 8(t) deb
olaylik. Fizikadan ma’lumki, jism sovushining tezligi jism va uni o‘rab turgan
muhit haroratlari ayirmasiga proporsional. 6(t) funksiya kamayuvchiligini

¢’tiborga olgan holda hosilaning mexanik ma’nosidan

o)
7 = —k(g(t) - a)

ni hosil gilamiz. Bu yerda k- proporsionallik koeffitsienti. <
10.1-Ta’rif. Erkli o°zgaruvchilar, ularning biror funksiyasi va bu
funksiyaning hosilalarini (yoki differensiallarini) bog‘lovchi tenglikka differensial
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tenglama deb ataladi.

10.2-Ta’rif. Agar differensial tenglamaning erkli o‘zgaruvchisi bitta bo‘lsa,
unga oddiy differensial tenglama deb ataladi.

Demak, oddiy differensial tenglamani yuqoridagilarni e’tiborga olgan
holda

F(x,y,y,y" ...y®™) =0 (10.1)
kabi yozish mumkin. Bu yerda y = f(x) noma’lum funksiya.

10.3-Ta’rif. Tenglamada gatnashayotgan hosilaning eng yuqori tartibiga
differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

Masalan, y"+e*y'=sinx va xy —(y)?=1 oddiy differensial
tenglamalarga misol bo‘lib, ulardan birinchisining tartibi ikkiga, ikkinchisiniki esa
uchga teng.

10.4-Ta’rif. Tenglamaga qo‘yilaganida uni ayniyatga aylantiruvchi
ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyaga differensial tenglamaning yechimi yoki
integrali deyiladi.

y"=x tenglama uchun y = %x3 + C,x% + C,x + C; funksiya yechim

bo‘lib, bu yerda C;, C,, C5 lar ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. YUgqoridagi funksiyaning

yechim ekanligini tekshirish uchun uni berilgan tenglamaga qo‘yish kifoya. SHu

bilan birga, masalan y = %x3 — 6 funksiya ham berilgan tenglamaning yechimi

bo‘ladi.
10.2. Birinchi tartibli differensial tenglamalar
F(x,y,y)=0 (10.2)
ga birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy ko‘rinishi deyiladi.
y =fxy) (10.3)

hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglama deb ataladi.
Differensial tenglamaning yechimi integrallash natijasida topilganligi

uchun umumiy vyechimda C o‘zgarmas qatnashadi. Demak, differensial
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tenglamaning yechimlari soni cheksiz ko‘p ekan. SHuning uchun yechim y =
¢@(x,C) ko‘rinishdagi funksiyadan iborat bo‘lib, unga umumiy yechim deb
ataladi.

Erkli o‘zgaruvchining x = x, qiymatida y =y, bo‘lsin. Bu shartga
boshlang‘ich shart deyilib odatda

x=x, - yo (104)

kabi yoziladi.

10.5-Ta’rif. (10.2) differensial  tenglamaning  (10.4)  shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimiga xususiy yechim deyiladi.

Umumiy yechimning (10.4) shartni ganoatlantirishi yechimi o‘zgarmas C ni
topishga olib keladi. SHunday qilib differensial tenglamaning xususiy yechimi
y = @(x, Cy) ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar umumiy yechimda o‘zgarmas C ga turli giymatlar bersak, turli xususiy
yechimlar hosil bo‘ladi. Geometrik jihatdan garasak bu yechimlar tekislikda
chiziglar oilasini tashkil etadi. Ana shu chiziglar oilasini integral chiziglar ham
deb ataymiz. Boshlang‘ich (10.4) shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimni
topish geometrik jihatdan yuqoridagi integral chiziglar orasidan berilgan (x,, yo)
nugtadan o‘tuvchisini ajratib olishni anglatadi. Masalan, y’= 2x tenglamaning
umumiy integrali y = x2 + C dan iborat. Integral chiziglar esay = x? parabolani
vertikal ravishda parallel ko‘chirishdan hosil gilingan parabolalar oilasidan iborat.
Agar yugoridagi tenglamaga y(1) = 2 boshlang‘ich shart qo‘ysak, xususiy yechim
(integral chiziq) y = x? + 1 paraboladan iborat bo‘ladi.

Umuman olganda differensial tenglamalarni yechish jarayonida ko‘ramizki,
har doim ham noma’lum funksiyani erkli o‘zgaruvchi orqgali ifodalab
bo‘lavermaydi. Ba’zi hollarda noma’lum funksiya, erkli o‘zgaruvchi va ixtiyoriy
o‘zgarmas orasidagi funksional bog‘lanishni topish imkoni bo‘ladi. Bu fikrlardan

kelib chiggan holda yugorida aytilgan funksional bog‘lanishga, ya’ni

®d(x,y,C)=0
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tenglikka (10.2) tenglamaning umumiy yechimi deb gabul gilamiz.
Bizga hosilaga nisbatan yechilgan (10.3) tenglama berilgan bo‘lsin. Bu
tenglama uchun mavjudlik va yagonalik teoremasini keltiramiz.

10.1-Teorema (Koshi). Agar (10.3) tenglamada f(x, y) funksiya va uning

Z—f] xususiy hosilasi Oxy tekislikning (x,,y,) nugtani o‘z ichiga oluvchi D
sohasida y o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz bo‘lsa, (10.3) tenglama y xmxy = Y0

shartni ganoatlantiruvchi yagona yechimga ega.
Differensial tenglamalarning amaliyot masalalari uchun qulay bo‘lgan

quyidagi ko‘rinishini garaymiz

flx,y)dx + g(x,y)dy =0 (10.5)

Unga hosilaga nisbatan yechilgan (10.3) tenglamaning differensial ko ‘rinishi
deb ataladi. Agar hosilani differensial ko‘rinishda y' = % kabi yozish mumkin

ekanligini e’tiborga olsak (10.3) tenglamani

dy
—=f(xy)
yoki

dy = f(x,y)dx

kabi shakl almashtirib (10.5) ko‘rinishga olib kelish mumkin va aksincha
differensial ko‘rinishdagi tenglamani hosilaga nisbatan yechilgan tenglamaga olib

kelish mumkin. Demak (10.3) va (10.5) tenglamalar ozaro teng kuchli ekan.

10.3. Birinchi tartibli differensial tenglamalarning maxsus yechimlari

Bizga (10.2) differensial tenglama berilgan bo‘lib uning umumiy yechimi
y = @(x,C) bo‘lsin. Faraz gilaylik, (10.2) tenglamaning yana boshga y = ¥ (x)
yechimi ham mavjud bo‘lib, bu funksiya y = ¢ (x, C) yechimlar oilasiga kirmasin.
Bunday funksiyaga (10.2) tenglamaning maxsus yechimi deb ataladi. Maxsus
yechimga mos integral chizigning har bir nugtasidan hech bo‘lmaganda ikkita
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integral chiziq o‘tadi. Analitik jihatdan maxsus yechim deb hech bir nuqgtasida
Koshi masalasi yechimining yagonaligi bajarilmaydigan yechimga aytiladi.
Maxsus yechimlar ixtiyoriy o‘zgarmas C ga bog‘liq bo‘lmaydi. Ularni
umumiy yechimdan C ning hech bir giymatida ajratib olib bo‘lmaydi. Agar
integral chiziglar oilasini qursak, maxsus yechim har bir nugtada birorta integral
chizigga urinuvchi egri chiziqdan iborat bo‘ladi. SHuni ta’kidlash lozimki, har
ganday differensial tenglama ham maxsus yechimga ega bo‘lavermaydi.
10.3-Misol. y'+y = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping. Agar mavjud

bo‘lsa maxsus yechimini toping.

dy__
> E— y

d
—y——dx
y

d
—yz—fdx
y
Iny=—-x+C
y=e—x eC
y=Cle_x

Bu tenglama y = 0 maxsus yechimga ham egadir. Bu yechimni umumiy
yechimdan hosil gilib bo‘lmaydi. y = 0 ni umumiy yechimdan C; = 0 deb hosil

gilish mumkin degan fikr noto‘g‘ridir, chunki C; = e¢ # 0.«

10.4. O‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan differensial tenglamalar
Hosilaga nisbatan tenglamaning o‘ng tomonidagi funksiya x va y larning
alohida funksiyalari ko‘paytmasidan iborat bo‘lsin, ya’ni (10.3) tenglamaning
ko‘rinishi
Yy =f(x) g0 (10.6)
bo‘lsin. Bu tenglamani differensial ko‘rinishga o‘tkazsak
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) dy = f(x)dx (10.7)

ni hosil gilamiz. Demak (10.6) va (10.7) ko‘rinishdagi tenglamalar o‘zaro
ekvivalent.

M(x)dx + N(y)dy =0 (108)

tenglamaga o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama deb ataladi. Bu

tenglamani yechish uchun uni o‘zgaruvchilari bo‘yicha integrallash kifoya bo‘lib,
[M)dx+ [N(y)dy =S (10.9)

Ravshanki, (10.7) tenglamani ham bevosita integrallash yordamida yechish
mumkin. Demak, (10.6) ko‘rinishdagi o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamani
(10.7) ko‘rinishga olib kelib integrallanadi.

10.4-Misol. O‘zgaruvchilari ajralgan

(2x —1)dx+ydy =0
tenglamani yeching.

» Tenglikni bevosita integrallaymiz, u holda

[@2x—1dx+ [ydy =0

yoki tenglamaning umumiy yechimi

1
xz—x+zy2=C1

dan iborat. Bu tenglikni shakl almashtirib

| 1

(1+ 2=C +
xz) 2V Ty

kabi yozishimiz mumkin. Agar bu yerda C? = C; + i deb olsak




ni hosil gilamiz. Bu chiziglar esa ellipslar oilasidir. SHunday qilib yugorida
berilgan tenglamaning yechimlari markazi GO) nugtada bo‘lgan ellipslar

oilasidan iborat ekan. «
Quyidagi
M;(x)N;(y)dx + My (x)N,(y)dy = 0 (10.10)

tenglamaga o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama deb ataladi. Bu tenglamaning

ikkala tomonini N, (y)M,(x) ga bo‘lib yuborsak

MG . NO)
TACRAC)

dy=20

ko‘rinishdagi o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamani hosil gilamiz.
10.5-Misol. (x +1)(y — 1)dx + x(2y — 3)dy = 0 tenglamani yeching.

» Uni o‘zgaruvchilari ajralgan (10.8) ko‘rinishga olib kelamiz.

x+1 2y—3

de-l'ﬁ y=0

Bu tenglamani integrallaymiz

[(1+ax+ [ (=25 av =0

x+Inx)+2y—-In(y—-1) =C
yoki

x+2y+lnL=C.<
y—1

10.6-Misol. (1 + e?**)y%y = e* tenglamaning y(0) = 1 boshlang‘ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimini toping.

» Berilgan tenglamani differensial ko‘rinishda yozib olamiz
(14 e*)y?dy —e*dx =0

10



Endi o‘zgaruvchilari ajratamiz.

y?dy —

Oxirgi tenglamani integrallaymiz va dastlabki tenglamaning umumiy

yechimini hosil gilamiz.

y C
z _ t x__’
3 arctge =3

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib ixtiyoriy o‘zgarmasning giymatini

aniglaymiz.

1= 3 C + > C=1 >
- g T AT
SHunday qilib dastlabki tenglamaning xususiy yechimi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi.

y = 3\/1 —%n+ 3arctge* . 4

10.5. Bir jinsli differensial tenglamalar

Differensial tenglamalarning shunday bir sinfi borki, ularni o‘zgaruvchilari
ajraladigan tenglamalarga keltirish mumkin. Bunday tenglamalarmi aniglash uchun

avvalo ba’zi tushunchalarni Kiritamiz.
10.6-Ta’rif. Agar ixtiyoriy A # 0 son uchun z = f(x, y) funksiyaga nisbatan

f(Ax, Ay) = A" f(x,y) (10.112)

kabi tenglik bajariladigan bo‘lsa u holda z = f(x,y) funksiya o‘zining
argumentlariga nisbatan n -o‘Ichovli bir jinsli funksiya deb yuritiladi.
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Agar
fQx,Ay) = f(x,y) (10.12)

kabi tenglik bajarilsa, garalayotgan z = f(x, y) funksiya o‘zining argumentlariga
nisbatan 0 o‘lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi.

Bir jinsli funksiyalarga doir misollar garaylik.

10.7-Misol. » f(x,) =x2x+yy2 argumentlariga nisbatan 0 o‘Ichovli bir jinsli

funksiya. Hagigatdan ham,

AxAy A%xy

— — _ X
f0) = Gy = Boaryn — e~/ (07)- 4

10.8-Misol. » f(x,y) = xy? + x2y funksiya o‘zining argumentlariga nisbatan 3

o‘lchovli bir (argumentli) jinsli funksiyadir. CHunki,

fQx,2y) = ax(y)? + () 2y = 2°(xy? + x%y ) = 2°f(x,y). <
Aytaylik, xosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli tenglama garalayotgan

bo‘lsin:
vy =f(xy) (10.13)

10.7-Ta’rif. (10.13) tenglamadagi f(x,y) funksiya o‘zining argumentlariga
nisbatan 0 o‘Ichovli bir jinsli funksiya bo‘lsa u holda bu tenglamani bir jinsli
differensial tenglama deb ataladi.

Masalan,

_ Xy
X2 4 y2

yl

Xy
x2+y2

tenglama bir jinsli tenglamadir. CHunki f(x,y) = funksiya yuqoridagi

misolga asosan o°zining argumentlariga nisbatan 0 o‘Ichovli bir jinsli funksiyadir.
Faraz gilaylik, (10.13) tenglama bir jinsli tenglama bo‘lIsin.

(10.13) tenglamaning o‘ng tomonidagi funksiya (10.12) tenglikni

ganoatlantirgani va A ixtiyoriy bo‘lganligi uchun A = i (x # 0) deb olsak:
12



y'=f1, 2 (10.14)

ni hosil gilamiz.
Agar (10.14) tenglamada

y = ux (10.15)
almashtirish bajarsak y' = u'x + u bo‘lib, ularni (10.14) tenglamaga qo*yib,
ux +u=f(1,u)

ni hosil gilamiz.
Ushbu tenglamani hosilaga nisbatan echsak

. f(1, uw)—u
=" -

- (10.16)

ga ega bo‘lamiz.
Bu esa noma’lum funksiyaga nisbatan o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama

bo‘lib, uning yechimi

du dx
| el R
formula orgali topiladi.

Ushbu tenglikdan yangi noma’lum wu = u(x) funksiyani topib va uni
(10.15) tenglikka olib borib qo‘yamiz. Natijada garalayotgan bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi aniglangan bo‘ladi.
10.9-Misol. 2x%y = x? + y? differensial tenglamani integrallab, uning y(1) = 0
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

» Ko‘rinib turibdiki, tenglama bir jinsli. SHuning uchun y = ux,y =
u'x + u almashtirish bajaramiz.

U holda, 2x?(u'x +u) = x% + (ux)?. Bu tenglikni x? ga bo‘lamiz va
quyidagiga ega bo‘lamiz.

2u+2x3—z= 1+ u?,

13



2xdu = (1 + u? — 2u)dx

du _dx
14+u2—-2u 2x

Oxirgi tenglikni integrallaymiz:

j du B dx
1+u2—-2u J) 2x’

d(u—l)_lll|
w—12 2 b
Ll + e
u—1_ 2 nlxl+inC,

1=(1-wln (C]x]).

Oxirgi ifodada wu ning o‘rniga%qiymatni qo‘yamiz va quyidagi umumiy

integralni hosil gilamiz.
1= (1 - %) In (C/Tx]) ,
x = (x = y)In/|x|

Buni y ga nisbatan yechib dastlabki differensial tenglamaning umumiy
yechimini topamiz

X
Y T cI=D

y(1) = 0 boshlang‘ich shartdan foydalanib C ning giymatini topamiz.

0=1--~ InC=1, C=e.
InC

SHunday qilib dastlabki tenglamaning xususiy yechimi quyidagicha bo‘ladi

X
y—x——l_mm.4
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10.6. Bir jinsli tenglamaga keltiriladigan tenglamalar

YUQqorida keltirilgan tenglamalardan tashgari shunday sinf tenglamalar

borki, ularni bir jinsli tenglamaga keltirish mumkin. Bular

, ax + by +c
y = ( ) (10.17)

a,x + by + ¢

ko‘rinishdagi tenglamalardir.

Ravshanki, agar c =c; =0 bo‘lsa tenglama bir jinsli bo‘ladi. Ozod

hadlarning birortasi noldan fargli bo‘Isin. Agar determinant ; If # 0 bo‘lsa
1 1
x=u+a,y=v+p (10.18)
almashtirish bajaramiz. Bu yerda a va 8 sonlari
ax+by+c=0
{alx +by+c¢; =0 (10.19)
tenglamalar sistemasining yechimi.
dy _ dv 10.20
dx du (10.20)
ekanligidan foydalansak (10.17) tenglama (10.18) almashtirishdan so‘ng
- (au+bv> 1021
v=1 a,u + byv (10.21)

ko‘rinishga keladi. Oxirgi tenglama esa bir jinslidir. Uni yechib dastlabki
o‘zgaruvchi x va y larga gaytsak (10.17) tenglamaning umumiy yechimini hosil
gilamiz.

a

a, by

mumkin. U holda (10.17) tenglama

=0 bo‘lganida 2 =2 bajariladi va a, = Aa, b, = Ab deb olishimiz
a b

- ( ax +by+c )
Y= Alax + by) + ¢;
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ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada z = ax + by almashtirish Dbajarsak
o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo‘ladi.

10.10-Misol. (x — 2y + 3)dy + (2x + y — 1)dx = 0 tenglamani yeching.

. d —2x-y+1 . e e . . .
» Bu tenglamani = x—nyy+3 kabi yozishimiz mumkin. Tenglamaning

determinantini hisoblaymiz

-2 =1_, 4_

|1 |=4-1=5=0
Endi

{—2x—y+1=0
x—2y+3=0

tenglamalar sistemasining yechimini topamiz

[

y="/s
Berilgan tenglamada x = u — 1/5; y=v+ 7/5 almashtirishni bajarsak
(u=1s—2v-14/c+3)dv+ (2u—2/g+v+7/s —1)du =0
(u—2v)dv+ Cu+v)du=0

dv_ 2u+v _ 2+V/y
du 2v—u 2Y/,—1

Bu tenglamada

v r ’
—=tiv=ut;v =tu+t

almashtirishni bajarsak tenglama

2+t

tu+t=
2t —1

ko‘rinishga keladi. Bu tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama bo‘lib, uni

yechamiz
16



dt 2+t _2(1+t—t?)

w1 T o
du 1 1-2t ”
u 21+ t—t2
du 1f 1—2t "
u  2)1+4t—t2

1
—Elnll +t —t?| = Inju| + InC;

In|1+t—t?| = —2In|Cu]
C
|1+t —t?| = In|-—=
u
C
1+t—t2=—
u

Endi dastlabki o‘zgaruvchilar x va y larga gaytamiz.

_7
y /5 5y — 7

(%
t=—= =
u x+1/5 5x +1

1+

S5y —7 (5y—7)2_ 25C,
5x+1 \5x+1/  (5x +1)2

(5x+1)?2+ 5y —7)(5x + 1) — (5y — 7)? = 25C,
25x% — 25x + 25xy + 75y — 25y2 = 25C, + 55

55
xz—x+xy+3y—y2=62+£=6
SHunday qilib

x*—x+xy+3y—y*=C

berilgan differensial tenglamaning umumiy integrali bo‘ladi. <«
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10.7. Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar

10.8-Ta’rif. Agar differensial tenglamaning tarkibidagi noma’lum funksiya
hamda uning hosilasi fagat birinchi darajadagina gatnashsalar uni birinchi tartibli

chizigli differensial tenglama deb yuritiladi.

Quyidagi
y' + P(x)y = Q(x) (10.22)

kabi tenglamani birinchi tartibli chizigli tenglamaning normal shakli deb yuritiladi.
Bu yerda P(x) va Q(x) lar o‘zlarining argumentlariga nisbatan  uzluksiz
funksiyalar. Agar Q(x) = 0 bo‘lsa tenglama bir jinsli, Q(x) # 0 bo‘lsa bir jinsli
bo‘lmagan birinchi tartibli chizigli tenglama deb ataladi.

Masalan, xy — 2y = x? tenglama birinchi tartibli chizigli tenglamadir,
chunki bu tenglamani y' — %y = x shaklda yozish mumkin.
Birinchi tartibli bir jinsli tenglamani garaylik.
y +P(x)y =0

Bu tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan bo‘lganligi uchun uni integrallash

giyinchilik tug‘dirmaydi.

dy

I —P(x)y
d

2 —P(x)dx
y

Iny = — J P(x)dx + InC

Umumiy yechim y = Ce~JP()ax

Bir jinsli bo‘lmagan tenglamalarni integrallash uchun Bernulli (o‘rniga qo‘yish) va
Lagranj (o‘zgarmasni Vvariatsiyalash) usullarini qo‘llash mumkin. Quyida shu

usullarni bayon gilamiz.
18



Bernulli usuli

Bu usulning ma’nosi shundan iboratki, gidiralayotgan funksiya ikkita

funksiyaning ko‘paytmasi shaklida ifodalanadi, ya’ne

y = uv.

Bu tenglikni differensiallaymiz
,_dv N du
y=u dx v dx

Hosil bo‘lgan ifodani berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

dv+ du+P B
ua va (x)uv = Q(x)
yoki
dv+ <du+P( ) )_
udx % T x)u ) =Q(x)

Noma’lum  funksiya ko‘paytma  ko‘rinishida  qidirilayotganligi  uchun
ko‘paytuvchilarini ixtiyoriy ravishda tanlashimiz mumkin.

SHuning uchun, u(x) funksiyani shunday tanlaymizki

W pou=0
dx xX)u =

bo‘lsin. YUqorida keltirilganiga ko‘ra bu tenglamaning yechimi
u= Ce—fP(x)dx

Ikkinchi noma’lum funksiyani topish uchun bu funksiyani dastlabki tenglama
(10.22) ga qo‘yamiz
dv (du

u—=+v
dx

— +P@M>=Q@)

U holda

d
CemIPWeE=2 = (),

19



Cdv = Q(x)el Pax gy,

Bu tenglikni integrallab v ni topamiz:
1

v = EQ(x)efP(x)dxdx + C;.

Topilgan u va v funksiyalarni qo‘yib noma’lum funksiya y ni hisoblaymiz.
1
y =uv = Ce JPMdx (E Q(x)el P@axgy 4 Cl)
yoki
y = e—fP(x)dx(Q(x)efP(x)dxdx + CZ)-

Bu esa berilgan tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.

Lagranj usuli.

Bir jinsli bo‘lmagan chizigli differensial tenglamalarni yechishning bu
usulini yana o‘zgarmasni variatsiyalash usuli ham deb atashadi.

Mazkur usulga ko‘ra, avvalo bir jinsli tenglamani yechib olamiz, uning
yechimi, ma’lumki

y = Ce/P(dx (10.23)

Endi bevosita o‘zgarmasni variatsiyalash usulini bayon etamiz. Bu usulga
binoan (10.23) tenglikdagi uzgarmas C ni vaqtinchalik o‘zgaruvchi, ya’ni C =
C(x) deb garaymiz:

y = C(x)e™ JP()dx (10.24)

Bundan hosila olamiz:
y'=C'(x)e” JP@dx | C(x)e‘fp(x)dx(—P(x))
Topilgan y" hamda y nikeltirib (10.22) tenglamaga qo‘ysak,

C'(x)e~ TP 4 C(x)e™ I P@*(—P(x)) + P(x)C(x)e~ P = Q(x)
20



ni hosil qilamiz. Bu tenglama C = C(x) ga nisbatan birinchi tartibli

o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamalardir. Uni yechib
C(x) = Q(x)el PMax 4 ¢, (10.25)

ni hosil gilamiz.
(10.25) ni keltirib (10.24) ga qo‘ysak, quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

y = e—fP(x)dx(Q(x)efP(x)dx + Cl)-

Ushbu tenglik (10.22) tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.

Demak, (10.22) tenglamani ikkala usulda yechishda ham bir xil naatija
oldik. CHiziqgli differensial tenglamalarni yechish usulini tanlashni kitobxonnning
ixtiyoriga goldiramiz.
10.11-Misol. Quyidagi tenglamani

1

SOV
y +ytgx CoSX

integrallang va y(mr) = 1 boshlang‘ich shartda Koshi masalasini yeching.

» Bernulli usulidan foydalanamiz.
y=uv,y =uv+uv.

Quyidagiga ega bo‘lamiz

uv+uv +uvtgx = ,
CcoSX

: : 1
uv+u(v +vtgx) = ——.
( 9%) cosx

v + vtgx = 0 tenglamaning xususiy yechimini topamiz.
dv + vtgxdx = 0

dv

— = — | tgxd
- fgxx

In|v| = In|C,cosx]|.
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C; = 1 deb olib v = cosx xususiy yechimni tanlaymiz.

Demak,
, 1
uv =
COSX
yoki
- 1
YT costx
Bu yerdan

dx
u=J 5 +C
COS*X

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi esa

y =uv = cosx(tgx + C)
Boshlang‘ich shartdan foydalanib C ni topamiz
1=(0+C)(—1),
Cc=-1
Buni umumiy yechimga olib borib qo‘ysak

y = cosx(tgx — 1) = sinx — cosx. 4

10.8. Bernulli tenglamasi
Quyidagi tenglamani garaymiz.
y + Py =Q(x)y* (10.26)

Ushbu tenglama a # 0 va a # 1 bo‘lgan hollarda Bernulli tenglamasi deb
yuritiladi.
Agar bu tenglamada a = 0 bo‘lsa, u chizigli tenglamaga aylanib qoladi.
Agar @ = 1 bo‘lsa u holda
y' =1[Q(x) - Py
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bo‘lib, bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Demak (10.26) tenglama
Bernulli tenglamasi bo‘lishi uchun o soni 0 va 1 dan tashqari ixtiyoriy hagigiy son
bo‘lishi lozim ekan. Endi (10.26) tenglikning har ikkala tomonini y~% ga

ko‘paytiramiz,

Yy + Py =Qx) (10.27)

va (10.27) tenglamada
z =yl ¢ (10.28)

kabi almashtirish bajaramiz. Bu tenglikning har ikkala tomonini differensiallaymiz.

Natijada ushbu

==y ay’ (10.29)

munosabatni hosil gilamiz. (10.28) bilan (10.29) ni keltirib (10.27) tenglamaga
qo‘yib

!

Z

+P(x)z = Q(x)

l1—«a
yoki

Z+(1-a)P(x)z=(1—-a)Q(x) (10.30)

ni hosil gilamiz.

Ushbu hosil gilingan (10.30) tenglama esa yangi noma’lum z = z(x) ga
nisbatan chizigli bir jinsli bo‘lmagan tenglamadir. Uni yugorida garalagan
usullardan biri yordamida yechib, yechimning giymatini keltirib (10.28) ga qo‘yib

Bernulli tenglamasining umumiy yechimini hosil gilamiz.
10.12-Misol. xy' — 4y = xzﬁ tenglamani yeching.

» Tenglamaning ikkala tomonini x\/} ga bo‘lamiz, natijada

H H H H I 1 ! I ! H
ni hosil gilamiz. Bu yerdaz = [y, z' = 5y = 2,/yz' deb olamiz.
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U holda

1 4
—2,Jyz' ——z=x
IR

yoki

dz 2 X
dx xZ -2
Bu esa bir jinsli bo‘lmagan chizigli tenglamadir. Unga mos bir jinsli tenglamaning

olib yechimini topamiz.

dz 2 dz 2 dz 2dx

———z=0, ——z —_ =

dx x X Z X
fdz 2dx

Inz = 2lnx + InC
7z = Cx?

C=C(x) deb olib z=C(x)x? funksiyaning har ikkala tomonini
differensiallaymiz:

dz xC N C(x)
dx_ *C(x) + x> Cdx

bu ifodani bir jinsli bo‘lmagan tenglamaga qo‘yamiz:

2xC(x) + x? de@) _ ZC(x)x2 _Z
dx X 2’
dc(x) 1
dx  2x

1
C(x) = Elnx + C;.
Demak,
, (1
Z=X (Elnx + Cl).
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Teskari almashtirishni qo‘llab oxirgi natijani hosil gilamiz
_ 4 (1 2
y=x Elnx+Cl).<

10.9. To‘la differensial tenglama

Agar quyidagi
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (10.31)

ko‘rinishdagi differensial shaklda berilgan birinchi tartibli  differensial
tenglamaning chap tarafidagi ifoda biror U = U(x,y) funksiyaning to‘la

differensialini ifodalasa, ya’ni
U U
dU = de + 5dy = M(x,y)dx + N(x,y)dy (10.32)

bo‘lsa, u holda garalayotgan (10.31) tenglamani to‘la differensial tenglama deb
ataladi.

Agar (10.31) tenglama to‘la differensial tenglama bo‘lsa, u holda (10.32)
tenglikka binoan dU = 0 bo‘lib, undan esa

Ul,y)=C (10.33)

ni hosil gilamiz. Aynan shu (10.33) ifoda to‘la differensial tenglamaning umumiy
integrali bo‘ladi. Demak (10.31) ko‘rinishdani tenglamani yechish U(x,y)
funksiyani topishga keltiriladi.

SHunday qilib (10.31) tenglamani yechish uchun quyidagilarni aniglash
lozim:
1) ganday holda tenglamaning chap tomoni biror U(x,y) funksiyaning to‘la
differensiali bo‘ladi;
2)  bu funksiyani ganday topish kerak.

Agar M(x,y)dx + N(x,y)dy differensial forma U(x,y) funksiyaning to‘la
differensiali bo‘lsa

ou ou
dU = M(x,y)dx + N(x,y)dy = adx +Edy
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deb yozish mumkin. YA’ ni
(au

1o
k@= N(x,y)

Birinchi tenglamani y bo‘yicha, ikkinchisini x bo‘yicha differensiallab ikkinchi

tartibli aralash hosilalarni topamiz:

(aZU _OM(x,y)

dxdy  dy
0°U _ ON(x,y)
kayax - ox

Bu tengliklarning chap tomonlari bir xil bo‘lganligi uchun (10.31) tenglama
to‘la differensialli bo‘lishi shartini ifodalovchi teoremaga kelamiz.
10.2-Teorema. Agar differensial tenglama (10.31) ko‘rinishda bo‘lib,
undagi M(x,y) va N(x,y) funksiyalar o‘zlarining birinchi tartibli xususiy
hosilalari bilan birgalikda biror D-cohaning barcha nugtalarida uzluksiz
funksiyalar bo‘lsa, u holda uning to‘la differensial tenglama bo‘lishi uchun
quyidagi
oM _ oN
Jdy Ox

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

(10.34)

To‘la differensialli (10.31) tenglamani yechish uchun (10.32) shartlarni

tekshiramiz  va Z—ZzM(x,y), Z—Z=N(x,y) shartlarning  birini, masalan

birinchisini x bo‘yicha integrallaymiz, u holda

U= [M(x,y)dx+ o) (10.35)

ni hosil gilamiz. Integrallash natijasida o‘zgarmas son emas, balki y ning
funksiyasi ¢@(y) hosil bo‘lishiga sabab, integrallash jarayonida y o‘zgarmas

parametr deb garalmoqda. Endi ¢ (y) ni topish uchun (10.35) tenglikni y bo‘yicha
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differensiallab, Z—Z = N(x,y) ga qo‘yamiz. Natijada

ou

0
% = NG = 3= [ MGy dx+9')

ni hosil gilamiz. Bu yerdan

d
00 =Ny 5 j M(x,y) dx.

Hosil bo‘lgan tenglikni y bo‘yicha integrallab, noma’lum funksiya ¢@(y) ni
topamiz. Integrallashdan oldin, ¢@(y) funksiyaning x ga bog‘liq emasligini
isbotlashimiz lozim. Buning uchun ¢(y) fuknsiyadan x bo‘yicha hosila olib
tekshiramiz:

. '_ON(x,y) d 0 _aN(x,y) d /0 B
0O, =5 gy | MO = = ([ MG ) -

IN(x,y) OM(x,y)
= — = O
0x dy

Endi ¢ (y) funksiyani aniglaymiz

() =] [N(X,y) —%fM(x,y) dx] dy+C
Bu natijani (10.35) ga qo‘ysak

U=jM(x,y)dx+f[N(x,y)—%jM(x,y)dx]dy+C

U holda berilgan tenglamaning umumiy integrali

jM(x,y)dx+f[N(x,y)—%JM(x,y)dx] dy =C

ko‘rinishda bo‘ladi.
SHuni ta’kidlash lozimki, to‘la differensial tenglamani yechish uchun hosil
gilingan bu formulani qo‘llash shart emas. Agar bu formulani hosil gilish uchun

qo‘llanilgan usuldan foydalansak, yechim nisbatan sodda ko‘rinishda bo‘ladi.
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10.13-Misol. (3x% + 10xy)dx + (5x% — 1)dy = 0 tenglamani yeching.

oM AN . ) )
» — = — shartni tekshiramiz.
ady dx

oM 0(3x*+10xy) _

10
dy dy x

ON _9(5x*—1)

0x 0x 10x

Demak, tenglama to‘la differensialli. U funksiyani aniglaymiz.

U= [M(x,y)dx+ o) = [(3x? + 10xy)dx + p(y) = x° + 5x%y + @(y)

U
3y = X)) =NCoy) =527 -1

¢'(y) = -1

o) = f (-Ddy = -y +C;

Natijada
U=x*+5x*y —y+(;

Berilgan differensial tenglamaning umumiy integrali esa

x3+5x%?y—y=C
dan iborat. €

10.10. YUqori tartibli differensial tenglamalar

Ma’lumki, differensial tenglamaning tartibi uning tarkibidagi noma’lum
funksiyaning hosilasi tartibi bilan aniglanadi. Agar biror tenglamaning tarkibida
noma’lum funksiyaning n-chi tartibli hosilasi ishtirok etsa uni biz n-chi tartibli
tenglama deb ataymiz. Umuman n-chi tartibli tenglamaning umumiy ko‘rinishi
quyidagicha yoziladi.

F(x, y,y,y", .,y® D,y =0 (10.36)
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bu yerda F o‘zining argumentlariga nisbatan uzluksiz funksiyadir.
Ushbu tenglamani n-tartibli hosilaga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, uni
yechib quyidagini hosil gilamiz.
y® = f(x,yy,y" ... y®D) (10.37)

Birinchi tartibli tenglamalarda bo‘lgani kabi n-chi tartibli tenglamalarning
ham umumiy va xususiy yechimlari tushunchalari mavjud. n-chi tartibli
differensial tenglama umumiy yechimini topish uchun, uni n- marta
integrallanganligi sababli uning tarkibida n ta S;,S,,...,S, kabi o‘zgarmaslar
ishtirok etadi. Ana shu o‘zgarmaslarga muayyan giymatlar berilganida differensial
tenglamaning mos xususiy yechimlari hosil bo‘ladi. Odatda n-chi tartibli
differensial tenglamaning umumiy yechimi topilgandan keyin berilgan biron bir
qo‘shimcha shartlar orgali o‘zgarmaslarning muayyan giymatlari aniglanadi.
Demak n ta o‘zgarmasni topish uchun n ta shart qo‘yilishi lozim. O‘sha berilgan
qo‘shimcha shartlar n-chi tartibli tenglamaning boshlang‘ich shartlari deb

yuritiladi. SHunday qilib

©(x0) = Yo, @' (%) = Yo s @V (ag) = 5" (10.38)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi y = ¢(x) funksiyaga xususiy yechim,
(10.36) tenglamaning (10.38) shartlardagi yechimini topishga esa Koshi
masalasini yechish deyiladi.

Biz quyida n-tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasini

yechimining mavjudligi va yagonaligi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

10.3-Teorema  (Koshi). f(x,,y",y", ..., y™ D) funksiya va uning
v,y y", ., y@ D o‘zgaruvchilar bo‘yicha Xususiy hosilalari
(xo,yo,y(’,,y(';,...,yén_l)) nugtani o‘z ichiga oluvchi biror D sohada uzluksiz

bo‘lsalar

y(n) — f(x, y, y”y"’ . y(n—l))

tenglamaning
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() =yo, 9" (x0) = Vo r @™V (xg) =y

shartlarni ganoatlantiruvchi y = ¢@(x) yechimi mavjud va yagonadir.
Yechimini analitik topish mumkin bo‘lgan yuqori tartibli differensial
tenglamalarni bir necha turga bo‘lish mumkin. Bunday tenglamalarning

yechimlarini topish usullarini batafsil o‘rganamiz.
Tartiblari pasaytiriladigan tenglamalar.

YUqori tartibli differensial tenglamalarning tartibini pasaytirish- bunday
tenglamalarni yechishning asosiy usulidir. Bu usul tenglamaning umumiy
yechimini oson topishning imkonini beradi, lekin uni juda tor sinfdagi
tenglamalargagina qo‘llash mumkin. Tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan hollarni
garab chigamiz:

a) Quyidagi ko‘rinishdagi n- tartibli tenglamani garaymiz.
y™ = f(x) (10.39)

Ushbu tenglamaning umumiy yechimi uni ketma-ket n marta integrallash

orgali topiladi:
d
m = — (y(n-1)
y® =—(y"D)
ekanligidan
d
N (n_l) =
- 0) =f(x)
d(y™ ) = f(x)dx
yo = [ fadx+ G,
YUqoridagiga o‘xshash jarayonni bajarib,

y(=2) = f U f(x)dx] + Cix + C,
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.........

n-1

y=[[..[f(x)dxdx..dx+ C; (2—1)! + 6'2( Tt Cph1x + C,

larni hosil gilamiz.

Oxirgi tenglik esa (10.39) tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.
10.14-Misol. y'" = sin2x tenglamaning x =§ d y=1y" =0, y"'=—-1
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi aniglansin.

» Berilgan tenglamani ketma-ket 3 marta integrallaymiz:

1
y' = —§c052x+ C;

!

1
y = —Zsian + Cix + C,

1 x?
y =§c052x+ C17+ Cox + C5

Endi boshlang‘ich shartlarni hisobga olsak,

1 2 T
1=__+C1§+C2§+C3

8
T
0=C1§+C2
1
-1 _§+Cl
bo‘lib, undan
3 3 32 9
G==3 =7 G=-T0+;

larni  hosil qilamiz. Topilgan bu qiymatlarni umumiy yechimga qo‘yib,
tenglamaning Dberilgan boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi  yechimini
topamiz.

y=%0052x—%x2+%ﬂx——+—.4
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b) Tarkibida noma’lum funksiya va uning (k — 1) tartibgacha bo‘lgan
hosilalari ishtirok etmagan quyidagi n-tartibli tenglamani garaylik:

Fo,y®, ytet) 9= () = ¢ (10.40)
Bu tenglamada y®) = z almashtirish bajarsak va

y(k+1) — Z’,y(k+2) =z" ___’y(n) — Z(n—k)
larni hisobga olsak, z(x) funksiyaga nisbatan quyidagi
F(x,z2, e, z®) = 0

(n — k) tartibli tenglamani hosil gilamiz.
Aytaylik, bu tenglamada z = z(x) no’malum funksiyani topish mumkin
bo‘lsin. Ma’lumki, u holda yechim z = ¢(x, Cy, C,, ..., C,,_i) Ko‘rinishda bo‘lib,

natijada noma’lum funksiyaga nisbatan (10.39) ko‘rinishdagi

Y% =@ (x,C1, Cay ) Cui)

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimi uni k marta

integrallash orgali topiladi.

10.15-Misol. xy" — y' = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
» Yechish. Tenglamaning tartibini pasaytirish uchun y' =z deb belgilash

Kiritsak, garalayotgan tenglama
xz'—z=0

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadan iborat

va uning yechimi z = C; x bo‘ladi. U holda

y'=Cx
ni hosil gilamiz. Bu tenglikni integrallab berilgan tenglamaning umumiy yechimi
ega bo‘lamiz
X2
y - Cl 7 + Cz‘
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v) Tarkibida x erkli o‘zgaruvchi oshkor ravishda ishtirok etmagan quyidagi
n- tartibli tenglamani garaylik:

F(y,y",y" .., y™) =0 (10.41)

Bunday holda y" = p(y) almashtirishdan foydalanib tenglamaning tartibini
bittaga pasaytirish mumkin.
Hagigatdan ham, murakkab funksiyani differensiallash formulasiga asosan,
Y = TP y_dx_dy dx_pdy""
larni hosil gilamiz.

Natijada, yangi noma’lum funksiya p = p(y) ga nishatan quyidagi

dp d2p dn—lp _
F (y, Prgyray g ) =0 (10.42)

(n — 1) tartibli tenglamani hosil gilamiz. Aytaylik, (10.42) tenglama

p=¢C,Cy ..., Chq)

ko‘rinishdagi yechimga ega bo‘lsin. U holda (10.41) tenglamaning yechimi

y' = p(y) ga asosan o‘zgaruvchilari ajralgan

dy B
@y, Cy1,Cyy e, Crzyq)

dx

tenglamani yechish orgali topiladi.
10.16-Misol. yy" — (y')? — 4yy' = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

»p=y, y'= pZ—fI almashtirish bajaramiz. U holda

dp 5
— —p“—4yp =0
yp dy yp
yoki

(dp 4)—0
g —P =)=
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ni hosil gilamiz. Bu yerdan

d
1) yﬁ —p—4y=0
yoki shakl almashtirishdan so‘ng

dp_

— =4
dy +

P
y
Hosil bo‘lgan tenglamani yechish uchun u = s almashtirish bajaramiz. Natijada

PN
u dyy_ u,

d
du=4—y,

y
d
fdu=4j—y,
y

u = 4inly| + 4in|C,|,

u = 4In|C,y|,
p = 4yln|C1y|1
p = Z—i’ ekanligini hisobga olsak
dy
2 = Gyl

dy
f =)
4yin|Cyy|

= d(nlCy) _1

- = —In|ln|C Cs.

4
Demak umumiy integral quyidagiga teng

dx + C = ln|ln|Cly||.
2) p=0, y' =0, y=S§

SHunday qilib tenglamaning ikkita umumiy yechimini topdik. <
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10.11. YUqori tartibli chiziqgli differensial tenglamalar

10.9-Ta’rif. Noma’lum funksiya y va uning y’,y",...,y™ hosilalariga
nisbatan chizigli bo‘lgan
ao()y™ + a; )y + -+ ap ()Y + a,(D)y = f(x)
tenglamaga n tartibli chizigli differensial tenglama deb ataladi. Bu
yerda ay(x), a,(x), ...,a,,(x) o‘z argumentiga nisbatan uzluksiz funksiyalar yoki
o‘zgarmas sonlardan iborat. SHuningdek a,(x) # 0, aks holda tenglamaning
tartibi pasayib qoladi. Demak yugoridagi tenglamani a,(x) ga bo‘lib yuborib n

tartibli chizigli differensial tenglamaning ko‘rinishi
Y™+ a0y 4t a1 ()Y + an(X)y = f(x) (10.43)

kabi deb gabul gilishimiz mumkin.
Agar f(x) = 0 bo‘lsa
y® +a,(0)y® D+t a, (x)y +a,(x)y=0 (10.44)

tenglama n tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglama, (10.43) ga esa bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglama deyiladi.

YUqori tartibli chizigli differensial tenglamalarning chizigli bo‘lmagan
differensial tenglamalardan fargli muhim xususiyatini ta’kidlab o‘tmoqchimiz.
CHizigsiz bo‘lgan differensial tenglamalar uchun xususiy yechim umumiy
yechimdan olinadi, chizigli differensial tenglamalarda esa, aksincha umumiy
yechim xususiy Yyechimlardan tuziladi. Chizigli differensial tenglamalarning
yechimi nisbatan osonroq topilgani uchun, ular differensial tenglamlarning
ko‘proq o‘rganilgan sinfini tashkil etadi. Agar biror amaliy masalani hal etish
jarayonida chizigsiz differensial tenglamani yechishga to‘g‘ri kelsa, ko‘pincha
tagribiy usul go‘llanilib unga yaqginroq bo‘lgan chizigli differensial tenglama bilan
almashtiriladi.

Biz soddalik uchun ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalarni
integrallash usullarini garaymiz. Bu tenglamalar uchun qo‘llanilgan barcha

usullarni ixtiyoriy tartibli tenglamalar uchun ham bevosita qo‘llash mumkin.
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10.12. 1kkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamalar
Ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli
y'+a (x)y" +a,(x)y =0 (10.45)

differensial tenglamani garaylik.

10.4-Teorema. Agar y; va y, (10.45) tenglamaning yechimlari, C ixtiyoriy
o‘zgarmas sSon bo‘lsa, u holda Cy; hamda y; + y, lar ham shu tenglamaning
yechimlari bo‘ladi.

< (Cy, ifodani (10.45) tenglamaga qo‘yamiz:

(Cy)" +a;(x)(Cy,) + az(x)(Cy) = C(y1" + a1 (0)y; + a,(x)y,) = 0.

Demak, Cy, tenglamaning yechimi.

y1 va y, funksiyalar (10.45) tenglamaning yechimlari bo‘lganligi uchun
1+ a()yi +a; () =0,
Y2 + a1 (0)y; + ay(x)y, = 0
Bu tengliklarni gqo‘shib yuborsak
(71 +2) + (D G1 +y2) + a; () (1 +y2) = 0

SHunday qilib teorema isbot bo‘ldi. »
Bu teoremadan y; va y, funksiyalar bilan birgalikda C,y; + C,y, ham
tenglamaning yechimi bo‘lishi kelib chigadi.

10.10-Ta’rif. y; va y, funksiyalar chizigli bog‘ligmas yoki chizigli erkli deyiladi,

agar
& * const
Y2
bo‘lsa. Agar biror A soni mavjud bo‘lib, barcha x lar uchun % = A shart bajarilsa,
2

bu funksiyalar chizigli bog‘liq deyiladi.

Masalan, sinx va cosx funksiyalar chizigli erkli, chunki % = tgx # const; e**
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2x

va 3¢ funksiyalar esa ~ :§ bo‘lganligi uchun chizigli bog‘liq.

er

10.11-Ta’rif. 1kkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamaning (a, b)
intervalda chizigli erkli bo‘lgan ixtiyoriy ikkita yechimi shu tenglamaning

fundamental yechimlari sistemasi deb ataladi.

10.12-Ta’rif. y, va y, funksiyalardan tuzilgan

yi Yy

W=|y{ y

2 ! !
é| =V1Y2 = Y201
determinantga VVronskiy determinanti deyiladi.

10.5-Teorema. Agar y, va y, funksiyalar (a, b) intervalda o‘zaro chizigli bog‘liq
bo‘lsa, ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti bu intervalda nolga teng.
< y, va y, funksiyalar chizigli bog‘liq bo‘lganligi uchun y; = Ay, . Bu

funksiyalarning Vronskiy determinantini tuzsak

Yi Y2
Vi Y2

_ Ay, ¥,

_ |J’2
Ny oyl

W=| Vs

-0

10.6-Teorema. Agar y, va y, funksiyalar (a, b) intervalda ozaro erkli va (10.45)
tenglamaning yechimi bo‘lsa, ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti bu
intervalning barcha nugtalarida noldan fargli.

<« y = 0 funksiya (10.45) tenglamaning yechimi va bu funksiya

Y(x0) =0, ¥'(x0) =0 (10.46)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiradi.

Teskarisini faraz gilamiz. x, nugtada Vronskiy determinanti nolga teng bo‘lsin.

y1(xo)  y2(x0) _
y1(x0)  ¥2(x0)

Asosiy determinanti W (x,) bo‘lgan bir jinsli sistema tuzaylik.

W(x,) = 0.

a1y1 (%) + a2y2(xp) =0
/ / 10.47
{a1y1 (x0) + azy2(x) =0 ( )
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Bu sistemaning asosiy determinanti nolga teng bo‘lganligi uchun, uning noldan

fargli yechimi bor. Quyidagi funksiyani tuzamiz

J(x) = a1y1(x) + azy,(x)

Bu yerda a; va a, sonlari (10.47) sistemaning noldan fargli yechimi. 1- teoremaga
asosan hosil gilingan funksiya ham (10.45) tenglamaning yechimi bo‘ladi. Bundan
tashqgari funksiya (10.47) sistemani ganoatlantirgani uchun (10.46) boshlang‘ich

shartlarni ganoatlantirishi kerak

J(xo) =0, )7(950) = 0.

Koshi masalasining yechimi yagonaligi hagidagi teoremaga asosan,
y(x) =0,
ya’'ni
a;y; (%) + azy,(x) = 0.

Bu esa y; (x) va y,(x) funksiyalarning chizigli erkli ekanligiga zid. Teorema isbot
bo‘ldi. »

Fundamental yechimlar sistemasi tushunchasidan foydalanib quyidagi
teoremani isbotsiz keltiramiz.

10.7-Teorema. Ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning
yechimlari sistemasi fundamental bo‘lishi uchun ularning Vronskiy determinanti

nolga teng bo‘lmasligi zarur va yetarli.

10.8-Teorema. Agar y, va y, funksiyalar ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli
differensial tenglamaning (a,b) intervaldagi fundamental yechimlari sistemasi

bo‘lsa, bu tenglamaning umumiy yechimi

y =Cy; + Gy, (10.48)
ko‘rinishda bo‘ladi.
A y(xy) = vy, ¥ (x9) = y/ boshlang‘ich shartlar berilgan bo‘lsin. C; va C,
o‘zgarmaslarni shunday tanlaylikki, (10.48) funksiya bu boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantirsin. Boshlang‘ich shartlarni (10.48) funksiyaga qo‘ycak
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{3’0 = C1Y10 + C2Y20

¥o = Ciyi0 + C2Y30

sistemani hosil gilamiz.

Bu sistemaning determinanti y, va y, funksiyalar Vronskiy determinantining x,
nuqtadagi giymatidan iborat bo‘lganligi uchun 3- teoremaga asosan noldan fargli.
Demak sistemaning noldan fargli yechimi bor, ya’ni hech bo‘lmaganda bittasi
noldan fargli shunday S; va S, o‘zgarmaslar mavjudki (10.48) funksiya yuqoridagi
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiradi. Teorema isbot bo‘ldi. »

YUqoridagi fikr mulohazalarga asosan, bir jinsli chizigli differensial
tenglamaning umumiy yechimi topish, uning fundamental yechilari sistemasini
topishga Kkeltirilar ekan. Birog, tenglama koeffitsientlari funksiyalardan iborat
bo‘lganida, bu masalani umumiy holda hal gilib bo‘lmaydi. SHunday bo‘lishiga
garamasdan, agar bitta noldan fargli yechim ma’lum bo‘lsa masalani yechish
mumkin.

10.9-Teorema. Agar y" + a,;(x)y' + a,(x)y =0  tenglamaning birorta

noldan fargli yechimi  y = y; berilgan bo‘lsa, uning umumiy yechimini

1
y == Czyl J ?e_fal(x)dxdx + Clyl'
1

SHunday qilib umumiy yechimni topish uchun birorta xususiy yechimni
topish etarli ekan. Lekin ana shu xususiy yechimni topish ham ko‘pincha qiyin
bo‘ladi.
10.17-Misol. (1 — x%)y" — 2xy' + 2y = 0 tenglamani yeching.

» Bu ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli o‘zgaruvchi koeffitsentli differensial
tenglama. Umumiy yechimni topish uchun biror xususiy yechimni topish zarur.
y; = x funksiya bunday xususiy yechim bo‘la oladi, bu funksiyani berilgan

tenglamaga qo‘ysak:
yi=1 y, =0, 0—2x+2x=0

Berilgan tenglamaga shakl almashtiramiz:
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2x 2y

Y _1—x2y-|_1—x2=

0

10.9- teoremaga asosan umumiy yechim
1 2x
y = Cyx J;efl—xzdxdx + Cix
Bu tenglikdagi integralni hisoblasak

—In(1—x2)
y = Cyx jx—zdx + (i x,

dx
y = (Cyx j—+C1x,

x%(1—x2)
= Cx+C ”1+ LI ]d
y=xXw X )T oa - T 2a+ 0l
= Cx+C [ ey 1+x”
Rl R i g |

SHunday qilib tenglamaning umumiy yechimi

1+x
1-x

y=0Cx+C, + C3xln| . 4

10.13. Ikkinchi tartibli bir jinsli bo‘Imagan chiziqli differensial tenglamalar

Ikkinchi tartibli bir jinsli bo‘lmagan chizigli
y'+ai(x)y’ + ax(x)y = f(x) (10.49)
differensial tenglamani garaylik.
y'+a;(x)y" +a(x)y =0

ni (10.49) ga mos keluvchi bir jinsli tenglama deb ataymiz va uning umumiy
yechimi 10.8- teoremaga asosan

y=06y1+ Gy,
kabi yozilishi ma’lum.
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10.10-Teorema. Agar y (10.49) tenglamaning biror xususiy yechimi, y
unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsa, bir jinsli bo‘lmagan

(10.49) tenglamaning umumiy yechimi
y=y+y (10.50)

kabi ifodalanadi.
<« Dastlab (10.50) funksiya bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning yechimi bo‘lishini
ko‘rsataylik. y bir jinsli tenglamaning, ¥ bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning

yechimlari bo‘lganligi uchun
y'+a(0)y" + a(x)y =0,

'+ a (0 + a,(x)y = f(x).

Bu ikkala tenglikdan
G'+7)+a ()@ +7) +a, ()G +5) = f(x).

Demak, y + y funksiya (10.49) tenglamaning yechimi. Uning umumiy yechim
bo‘lishini isbotlash uchun, bu yechim tarkibidagi ixtiyoriy o‘zgarmaslarni shunday

tanlaymizki,

y(x0) = yo, ¥ (x0) =¥

boshlang‘ich shartlar har ganday bo‘lganida ham 7y + ¥ funksiya ana shu shartlarni

ganoatlantiradi. Avvalo yechimni
y=Cy1+ Gy, +y (10.51)

ko‘rinishda yozib olamiz.

y = ¢@(x) funksiya (10.49) tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi biror yechimi bo‘lsin. Uni (10.51) yechimdan C; va C, larni mos
ravishda tanlab olish hisobiga hosil gilish mumkinligini ko‘rsatamiz. Hagigatan
ham (10.51) funksiyani boshlang‘ich shartlarga qo‘ysak

C1y1 (x9) + Coy5(x0) + }7(350) = Yo
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yoki

{Cl)ﬁ(xo) + Coy,(x0) = yo — ¥(x0)
C1y1(x0) + Coy3(x0) = yo — ¥'(x0).

Bu sistemaning determinanti o‘zaro chizigli erkli bo‘lgan y,va y, xususiy
yechimlar x, nugtadagi giymatining Vronskiy determinantidan iborat. 10.6-
teoremaga asosan u noldan fargli, demak sistema noldan fargli yechimga ega.
SHunday qilib C; va C, larning shunday giymatlari mavjudki, (10.51) funksiya
(10.49) tenglamaning yechimi bo‘ladi. Yechim yagonaligi hagidagi teoremaga

asosan y = ¢@(x) funksiya bilan bir xil bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi. »
10.14. Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli

Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 7y ma’lum bo‘lsa bir jinsli
bo‘lmagan tenglamaning xususiy yechimini topish masalasini hal gilamiz. Buning
uchun (10.49) ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini olamiz va bu

yechimdagi ixtiyoriy o‘zgarmaslarni x ning funksiyalari bilan almashtiramiz

y = C(x0)y;(x) + G (x)y2 (x) (10.52)
C;(x) va C,(x) larni shunday tanlaymizki, (10.52) funksiya bir jinsli bo‘lmagan
(10.49) tenglamaning xususiy yechimi bo‘lsin. Demak ikkita noma’lumni topish
uchun ikkita tenglama hosil gilishimiz kerak. Buning uchun (10.52) tenglikni
differensiallaymiz (bundan keyin yozish qulayligi uchun x larni tushirib
goldiramiz):

y' = Ciyy + Ciy, + Ciyr + Goys.
Oxirgi tenglikda

Ciyy +Cly, =0

deb olamiz. Qo‘yilgan bu shartda birinchi tartibli hosila

y' = Cy; + Gy,
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ko‘rinishga keladi. Uni yana bir marta differensiallaymiz
Y" = S1y1 + S35 + Ciyr + Coyy.
Endi y,y’ va y" larni (10.49) tenglamaga qo‘yamiz, natijada
Ciy1 + C3y3 + Ciyy + Coyp + a1 () (Cry1 + Coyp) + a, () (Coys + Goy2) = f(x)
yoki
Ci(y1 + a1 (0)y; + ax(D)y1) + C(yvz + a1 (Dy; + a2 ()y,) + Ciyi + Cyy = f(x)

y, va y, bir jinsli tenglamaning ildizlari bo‘lganligi uchun birinchi ikkita gavs

ichidagi ifodalar nolga teng. U holda

Ciy; + Gy, = f(x)

SHunday qilib C{(x) va C;(x) noma’lum funksiyalar

{ Ciy; + Cy, =0
Ciy; + Gy, = f(x)

sistemaning yechimi bo‘lsa, (10.52) funksiya bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning
yechimi bo‘ladi. Bu sistemaning determinanti chizigli erkli y, va y,
funksiyalarning Vronskiy determinanti bo‘lganligi uchun noldan fargli. Demak, C{

va C, funksiyalarni aniglash mumkin. Ularni ma’lum

C1(x) = a(x) val,(x) = B(x)

funksiyalar deb olib integralaymiz

Ci(x) = Ja(x)dx + Cy0,

C,(x) = fﬁ(x)dx + Cyp.

Hosil gilingan funksiyalarni (10.52) ga qo‘yib bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning

umumiy yechimini hosil gilamiz.
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10.15. Ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli differensial

tenglamalar

Koeffitsientlari o‘zgarmas sonlardan iborat bo‘lgan ikkinchi tartibli bir jinsli
chizigli differensial tenglamani garaylik
y'+py' +qy=0. (10.53)

YUqorida, agar bu tenglamaning ikkita o‘zaro chizigli erkli yechimini
topsak berilgan tenglamaning umumiy yechimi shu yechimlarning chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo‘lishini isbotlagan edik. SHuning uchun tenglamaning
ikkita o‘zaro chizigli erkli xususiy yechimini gidiramiz. Ana shu maqgsadda

xususiy yechimlarni
y = e** (k o‘zgarmas son) (10.54)
ko‘rinishda gidiramiz. Bu funksiya uchun
y' = ke®*, y"=k2ekx,

Funksiya va uning hosilalarini (10.53) tenglamaga qo‘ysak
k?e** + pke** + ge** =0
yoki
e (k2 +pk+q)=0

ek* = 0 bo‘lganligi uchun oxirgi tenglikni e** ga bo‘lamiz, natijada
k? + pk +q = 0. (10.55)

Tenglamani hosil gilamiz.
Demak, shunday xulosaga keldikki k soni (10.55) kvadrat tenglamaning
ildizi bo‘lsa, e®* funksiya (10.53) tenglamaning yechimi bo‘lar ekan. (10.55)
tenglama bir jinsli (10.53) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deb ataladi.
Ma’lumki kvadrat tenglama har doim ikkita k; va k, ildizlarga ega bo‘lib,

ularni

—— 2_4_
k1=p ;9 q

k. = -p+yp2-4q
, =

2
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formulalar bilan hisoblanadi. Bu ildizlar diskriminantning giymatiga bog‘liq
bo‘lib, quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:

a) k, va k, haqiqiy sonlar va ular o‘zaro teng emas (D > 0), ya’ni k; # k;
b) k, va k, haqgiqiy va o‘zaro teng sonlar (D = 0);
V) k, va k, kompleks va o‘zaro qo‘shma (D < 0).
Bu hollarning har birini alohida tahlil gilamiz.
a) Xarakteristik tenglamaning ildizlari hagiqiy va turli sonlar (k; # k).
Bu holda (10.53) tenglamaning xususiy yechimlari (10.54) formulaga asosan
y, = eklx ’ y, = ekzx

funksiyalardan iborat. Endi hosil gilingan bu ikki yechimni chizigli erklilikka
tekshirish goladi. Hagigatan ham, chizigli erklilik ta’rifiga ko‘ra

% = Z::—:z = e(k1=k2)X 2 const
chunki shartga ko‘ra k; va k, turli sonlar. Demak, y; va y, fundamental yechimlar
sistemasini tashkil etadi. 10.8- teoremaga asosan (10.53) tenglamaning umumiy
yechimi
y = Cyy + Gy, = Cief™ 4 Cyeke®
kabi bo‘ladi.
10.18-Misol. Ushbu y" — 4y’ — 5y = 0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

» Berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

k? — 4k —5=0.
Uning ildizlari k; = —1 va k, = 5. Bu ildizlarga mos xususiy yechimlar y; = e™*

va y, = e>*, umumiy yechim esa
y = Cie ™" + C,e>*

bo‘ladi. «
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b) Xarakteristik tenglamaning diskriminanti nolga teng bo‘lib, ildizlar o‘zaro

teng, ya'ni ky =k, =k =-"L.

Bu holda y, = e** vay, = e** xususiy yechimlar chizigli bog‘liq, chunki

y_e
y, ekx

Demak, yana bitta xususiy yechim topishimiz kerak bo‘ladi. Bunday
funksiya sifatida y = xe** ni olish mumkinligini ko‘rsatamiz. Bu funksiya (10.53)

tenglamani ganoatlantiradi, chunki
y' = ef* + kxe®*,
y" = ke** + ke®* + k?xe** = 2ke** + k2xe**
va (10.53) tenglamaga quyib
2ke®* + k2xe®* + pek* + pkxe** + qxe** =0,
tenglama ikkala tomonini e** bo‘lib
2k +k*x+p+pkx+qx=0

tenglamani hosil gilamiz.

Oxirgi tenglikdan
2k+p=0, k*+pk+q=0.
YOki ikkala tenglikdan ham k = —g. Demak, y, = xe®* funksiya (10.53)

tenglamaning yechimi.

V B ekx 1

= — # const.
y, xek* x

Bu tenglikdan y; va y, chizigli erkli ekanligi kelib chigadi. SHunday qilib

xarakteristik tenglamaning ildizlari teng bo‘lgan holda umumiy yechim
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y = Ciys + Gy, = Ce™™ + Cyxe*”
dan iborat.

10.19-Misol. Ushbu y" — 6y’ + 9y = 0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
» Xarakteristik tenglama

k?—6k+9=0
bo‘lib uning ildizi k = 3. Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y = C,e3* + Cxe3*. 4

v) Faraz gilaylik xarakteristik tenglamaning diskriminanti D < 0 bo‘Isin.
Bu holda xarakteristik tenglamaning ildizlari o‘zaro bir-biriga nisbatan qo‘shma
bo‘lgan kompleks sonlardan iborat, ya'ni ky =a+if k,=a—if  bo‘lib,
xususiy yechimlar
y, = e@HiBx 3 — pla-ip)x

yoki
y, = edX ptBx LY, = e¥X o —iBx

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Eyler formulalari deb ataluvchi
etiBx = cosBx + isinfx
formulalardan foydalansak, u holda xususiy yechimlarni

y1 = e“cosPx + ie*sinfx

y, = e cosfx — ie™sinfx (10.56)

ko‘rinishda yozish mumkin. Ushbu yechimlardan foydalangan holda (10.53)
tenglamaning umumiy yechimini yozishda quyidagi lemmadan foydalanamiz.

Lemma. Agar biror y = u(x) + iv(x) haqigiy o‘zgaruvchili kompleks

funksiya (10.53) tenglamaning yechimi bo‘lsa u holda uning hagigiy va mavhum
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gismlari bo‘lgan u(x) va v(x) funksiyalarning har biri ham shu tenglamaning
yechimi bo‘la oladi.
< y = u(x) + iv(x) ifodani (10.53) tenglamaga qo‘yib quyidagiga ega

bo‘lamiz
[u(x) + iv(x)]" + plu(x) + iv(x)] + qlux) + iv(x)] =0

yoki
(u"+pu' +qu) +i(v" +pv' + qv) = 0.

Ma’lumki kompleks o‘zgaruvchili funksiya, haqigiy gismi va mavhum gismi

nolga teng bo‘lganda va fagat shundagina, nolga teng bo‘ladi, ya’ni
u"+pu' +qu=0,v"+pv +quv=N0.

Biz u(x) va v(x) funksiyalarning har biri (10.53) tenglamaning ildizi

ekanligini isbot gildik. »

Ushbu lemmaga binoan, (10.56) tengliklardagi e“*cosfx bilan e“*sinfx
larning har biri alohida-alohida (10.53) tenglamaning yechimi bo‘ladi. Bu
yechimlarni

V, = e cosPx
y, = e*sinfx
ko‘rinishda belgilab olaylik. Ularning o‘zaro chizigli bog‘lanmagan funksiyalar

ekanligini ko‘rish giyin emas, chunki

V1 e*™cosfx

= = ctgx const
V> e%*sinfx gx +

SHu boisdan (10.53) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha yoziladi.
y = e*(CicosBx + C,sinfix)
10.20-Misol. y" — 6y’ + 25y = 0 tenglamaning umumiy yechimini topaylik:

> k*—6k+25=0
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D=-64<0

Demak k; =3+ 4i, k, =3—4i. U holda a =3 va f =4 ekanligiga asosan
umumiy yechim

y = e3*(C,cosdx + C,sindx)
ko‘rinishda bo‘ladi. <«

10.16. Ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar

Quyidagi

y'+py +qy=f(x) (10.57)
tenglamani garaylik. Bu yerda p va g hagiqiy sonlar, f(x) biror uzluksiz funksiya.
YUqorida bunday ko‘rinishdagi tenglamalarning umumiy yechimi bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi bilan bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning biror
xususiy yechimlari yig‘indisidan iborat ekanligi ko‘rsatilgan edi. Bir jinsli
bo‘lmagan tenglamaning xususiy Yyechimini umumiy holda o‘zgarmasni
variatsiyalash usuli bilan topish mumkin.

Bizga oldingi mavzudan o‘zgarmas koeffitsientli tenglama uchun bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimini topish usuli ma’lum. Bir jinsli bo‘lmagan (10.57)
tenglama o‘ng tomonning ba’zi maxsus ko‘rinishlarida xususiy yechimni
integrallashni qo‘llamasdan topish mumkin bo‘ladi. Biz uni xususiy yechim
shaklini tanlash usuli deb ataymiz. O‘ng tomondagi funksiyaning quyidagi xususiy

ko‘rinishlarini garab chigamiz.

l. Tenglamaning o‘ng tomoni n darajali ko‘phaddan iborat
f(x) =P, (x) =agx™ +a;x" 1+ +a,_1x + a, (10.58)

O‘ng tomonning ushbu ko‘rinishi uchun xususiy yechim
k*+pk+q=0

xarakteristik tenglama ildizlariga bog‘liq bo‘lib, quyidagi hollarni ajratamiz:
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a) nol soni xarakteristik tenglamaning ildizi emas. Bu holda xususiy yechimni

Y = Qn(x)

ko‘rinishda gidiramiz. Bu yerda Q,,(x) koeffitsientlari aniglanishi lozim bo‘lgan n
darajali ko‘phad. ¥ funksiyani (10.57) tenglamaga qo‘ysak ikkala tomonida ham n
darajali ko‘phadlar bo‘lgan

(Qn@)" +p(Qn(®) +qQu(x) = B(x) (10.59)

tenglikni hosil gilamiz. Mos koeffitsientlarni tenglashtirib n + 1 noma’lumli n + 1
ta tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Uni yechib noma’lum ko‘phad Q,,(x),

ya’ni Xususiy yechimni aniglaymiz.

b) nol soni xarakteristik tenglamaning ildizi, ya’ni g =0 . Bu holda

¥ = Q,,(x) deb olsak (10.59) tenglikning chap tomonida n — 1 darajali ko‘phad

hosil bo‘ladi, chunki (Q,,(x))" va (Q,(x)) laming darajalari n dan past. Demak
(10.59) tenglik o°rinli bo‘lmay qoladi. SHuning uchun o‘ng tomonni
y= XQn(X)

kabi, ya’ni 0zod hadi nolga teng bo‘lgan n+ 1 darajali ko‘phad ko‘rinishda
gidiramiz. Topilishi lozim bo‘lgan funksiyani (10.57) ga qo‘ysak

(xQn ()" + p(xQp(x)) = Py(x)

ni hosil qgilamiz. Mos koeffitsientlarni tenglashtirib yugoridagi kabi n + 1

noma’lumli n + 1 ta tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.

v) nol soni xarakteristik tenglamaning karrali ildizi, ya’'ni p =0 va g =0.

YUgqoridagi holdagi kabi (10.59) tenglik o‘rinli bo‘lishi uchun xususiy yechimni
y= szn(x)
ko‘rinishda izlaymiz.

10.21-Misol. y" + 5y’ + 4y = 4x — 3 tenglamaning umumiy yechimini toping.
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P Xarakteristik tenglama ildizlari k; = —4, k, = —1 bo‘lganligi uchun bir
jinsli tenglama umumiy yechimi y = C;e™** + C,e™™ bo‘ladi. Bir jinsli
bo‘lmagan tenglamaning xususiy yechimini

j=Ax+B

ko‘rinishda gidiramiz. Bu funksiyani berilgan tenglamaga qo‘ysak
5A+4Ax + 4B = 4x —3

hosil bo‘ladi. Bu yerdan 54A+4B =-3 va 4A=4 yoki A=1, B=-2.
SHunday qilib

y=y+y=Ce ™ +Ce*+x—2.4

Il.  (10.57) tenglamaning o‘ng tomoni
fx) = B(x)e™ (10.60)
maxsus ko‘rinishda bo‘lgan hol. Ko‘rinib turibdiki, « = 0 da xususiy hol sifatida
() ni hosil gilamiz. Bu holda a sonining xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lish-

bo‘lmasligiga garab oldingi (1) ko‘rinishdagi kabi xususiy yechimni
a) ¥ = Qu(x)e®;

b) ¥ = xQn(x)e®™;

V) ¥ = x*Qu(x)e™

kabi funksiyalar ko‘rinishida gidiramiz. YUqoridagi kabi Q,,(x) noma’lum

ko‘phad bo‘lib, uning koeffitsientlarini tenglamalar sistemasidan topamiz.
10.22-Misol. Koshi masalasini yeching
y'—=7y' +6y=(x—-2)*, y(0)=1, y'(0)=3.

» Xarakteristik tenglama uchun k; =1, k, = 6 ekanligidan bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi

}_/ = Clex + Cze6x.
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Tenglamaning o‘ng tomoni (10.60) kabi maxsus ko‘rinishga ega bo‘lib
a=1, P,(x) =x—2.a=1soni xarakteristik tenglamaning bir karrali ildizi
bo‘lganligi uchun xususiy yechim b) ko‘rinishda qidiriladi

y = xe*(Ax + B).

Bu funksiyani berilgan tenglamaga qo‘yib tenglamalar sistemasini hosil

gilamiz:
6 | e*(Ax? + Bx)
-7 | e*(Ax? + Bx) + e*(2Ax + B)

1 e*(Ax? + Bx) + 2e*(24x + B) + 24e*

' =79+ 65 = e*((6A —7A+ A)x* — (6B — 7B — 14A+ B + 44)x —
—7B+2B+2A=x—2ex.

Oxirgi ayniyatning ikkala tomonini e* # 0 ga bo‘lib, tenglikning ikki
tomonidagi x ning mos darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib
quyidagiga ega bo‘lamiz:

—10A=1, 2A—-5B = —2.

Bu vyerdan A=——,B=— va yzex(—ix2+ix) . Demak
10 25 10 25

tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi

y = Cie* + C,e®* +e* (—ixz + ix)
10 25

Koshi masalasini yechish uchun y' ni topamiz

y' = Cie* + 6C,e% + e (—ixz + ix) + e* (—lx + i)
10 25 5 25

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib C; va C, ga nisbatan quyidagi sistemani hosil

gilamiz

9
YO =C+C=1 y(0)=C+6C+-=3
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Bu yerdan C; = %, C, = % larni topamiz. SHunday qilib Koshi masalasining

yechimi quyidagiga teng

84 41 1 9
y=—e*+—e% +¢e* (——x2 +—x). <
125 125 10 25

1. (10.57) tenglamaning o‘ng tomoni
f(x) = acosBx + bsinfx (10.61)
maxsus ko‘rinishda bo‘lgan hol. Bu holda ham xususiy yechimning ko‘rinishi

xarakteristik tenglamaning ildizlariga bog‘liqdir:

a) agar ifs soni xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasa xususiy yechimni
y = AcosPx + Bsinfx;

b) agar i3 soni xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lsa

¥ = x(AcosBx + Bsinfix)

ko‘rinishda gidiramiz.

10.22-Misol. y" + 4y = 4(sin2x + cos2x)

» Xarakteristik tenglamaning ildizlari k = +2i, bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi esa y = Cycos2x + C,sin2x . [ = 2i soni xarakteristik
tenglamaning ildizi bo‘lganligi uchun Xususiy yechimni

¥ = x(Acos2x + Bsin2x)

ko‘rinishda qidiramiz. Bu funksiyani berilgan tenglamaga qo‘yib mos
koeffitsientlarni tenglashtirsak
4(—Asin2x + Bcos2x) + 4x(—Acos2x — Bsin2x) + 4x(Acos2x + Bsin2x)
= 4(sin2x + cos2x)
—4A =4, 4B=4 yoki A=-1, B=1. Demak, y = x(—cos2x +

Sin2x.
Umumiy yechim esa

y = Cycos2x + C,sin2x + x(—cos2x + sin2x). 4
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Noma’lum koeffitsientlar usulini qo‘llash mumkin bo‘lgan eng umumiy holni
garashga o‘tamiz. O‘ng tomonning bu maxsus ko‘rinishi oldingi garalgan barcha

hollarni o°z ichiga oladi.

IV. O‘ng tomondagi funksiya
f(x) =e**(P,(x)cosfx + Q,,(x)sinfx) (10.62)
ko‘rinishga ega bo‘lsin. Bu yerda P,(x) va Q,,(x) mos ravishda n va m darajali
ko‘phadlar. Xususiy yechimning ko‘rinishi @ + if8 sonining xarakteristik tenglama
ildizlari bilan ustma- ust tushishiga bog‘liq bo‘lib

a) a + i xarakteristik tenglama ildizlari bilan ustma- ust tushmasa
y = e*™(C,(x)cosfx + T;(x)sinfx);

b) @ + if xarakteristik tenglama ildizlari bilan ustma- ust tushsa

y = xe*(C;(x)cosBx + T;(x)sinfx).

Bu yerda [ = max(n,m) bo‘lib, C;(x)wvaT;(x) aniglanishi lozim bo‘lgan
ko‘phadlar.

Eslatma. So‘nggi ikki hol uchun shuni izohlashimiz lozimki, agara =0
yoki b = 0, P,(x) = 0 yoki Q,,(x) = 0 bo‘lsa ham xususiy yechimning ko‘rinishi
o‘zgarmaydi. Boshgacha aytganda, o‘ng tomonda cos yoki sin gatnashmasa ham

gidirilayotgan xususiy yechimning ko‘rinishi saglanadi.

(10.62) formuladaa =0vap =0da I- hol; 8 =0da Il — hol; a =0 va
n = 0, m = 0 da IlI- hol kelib chigadi.

10.17. Differensial tenglamalar sistemalari

Umumiy tushunchalar. Ba’zan jarayonni tavsiflashni bitta funksiya orgali
ifodalab bo‘lmaydi. Bu funksiyalarni aniglash uchun mos ravishda bir necha
differensial tenglamalar, ya’ni differensial tenglamalar sistemalari bilan ish
ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Masalan, maydonning vektor chiziglarini aniglash

differensial tenglamalar sistemasini yechishga olib keladi. SHuningdek, moddiy
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nuqgtaning biror kuch ta’siridagi egri chizigli harakati, radius vektor va kuch orgali
yoziladi. Ularning koordinata o°qlariga proeksiyalari esa uchta differensial

tenglamalar sistemasiga olib keladi.

Asosiy tushunchalarni kiritishdan boshlaymiz. Erkli o‘zgaruvchi sifatida har

doimgidek, x ni olamiz. Aniglanishi lozim bo‘lgan funksiyalarni
y1(x), ¥, (x), ..., ¥, (x) yoki y(x), z(x), w(x) kabi belgilaymiz.

10.13-Ta’rif. Differensial tenglamalar sistemasi deb har bir tenglamasida
erkli o‘zgaruvchi, qgidirilayotgan funksiyalar va ularning hosilalari gatnashayotgan

tenglamalar majmuasiga aytiladi.

Differensial tenglamalar sistemasiga

yi =2y, +3y, —x
Y2 =5y =7y, + y3
y3 = —2y; + 5y, + 3x

misol bo‘ladi.
Differensial tenglamalar sistemasining yechimi deb, bu tengliklarning har
birini ayniyatga aylantiruvchi
Y1 =y1(X), Y2 = y2(X), ., ¥n = yn(x)

funksiyalar majmuasiga aytiladi.
10.18. Differensial tenglamalarning normal sistemasi

Biz differensial tenglamalar sistemalarining ba’zi maxsus ko‘rinishlarini,

ya’ni hosilalarga nisbatan yechilgan sistemalarni o‘rganamiz.

10.14-Ta’rif. Differensial tenglamalarning normal sistemasi deb

yi = [1(6 Y1, Y25 s Vi)
V2 = 206,91, Y2, s V) (10.62)
yT,l = fn(x' y11y2' "-'yn)

ko‘rinishdagi sistemaga aytiladi.
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Bu ko‘rinishdagi sistemalar uchun quyidagi teorema o‘rinli.
10.11-Teorema. Agar (10.62) normal sistemaning o‘ng tomonidagi
funksiyalar o‘zlarining xususiy hosilalari bilan birgalikda biror sohada uzluksiz

bo‘lsalar, bu sistemaning

Y1 (%0) = Y10, ¥2(X0) = Y20, - » Yn(X0) = Yo (10.63)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yagona y, (x), y,(x), ..., y,(x) yechimi
mavjud.

YUgqorida Kkeltirilgan misol normal sistema bo‘ladi. Normal sistemalar
qulayligining sababi, agar differensial tenglamalar sistemasi noma’lum
funksiyalarga nisbatan chizigli bo‘lsa uni normal ko‘rinishga keltirish mumkin.

Y Uqgori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan n tartibli differensial tenglamani,
yangi yordamchi funksiyalarni kiritish yordamida differensial tenglamalarning
normal sistemasiga olib kelish mumkin. Soddalik uchun, uchinchi tartibli

tenglamani olaylik:

y'=fxyy,y")

Ikkita yangi o‘zgaruvchi kiritamiz

=y, y2=y1=y".

U holda berilgan tenglama uchta

Y =y, Yi=Y» V2= f(V.91,¥2)

tenglamalar bilan almashinadi va bu sistema normal ko‘rinishdadir. Ravshanki,
umumiy n tartibli holda ham yangi n — 1 o‘zgaruvchi Kiritib normal sistema hosil
qgilish mumkin. Bundan tashqari teskari tasdiq ham o‘rinli, ya’ni:

Normal tenglamalar sistemasini, tartibi sistemadagi tenglamalar soniga
teng bo‘lgan Dbitta differensial tenglama bilan almashtirish mumkin. Bu
almashtirish normal sistemalarni yechishning usuli hisoblanadi. Aytilganlarni

uchta tenglamadan iborat sistema uchun garaymiz:
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yi = (91,52, ¥3)
V2 = f2(%,Y1,¥2,V3) (10.64)
ys = f3(%,¥1,¥2,¥3)

Birinchi tenglamani x bo‘yicha differensiallaymiz, u holda

:df1 %'}/4‘%'}7,4‘%'}7’
! dy, 2 dys; ;

Bu tenglikda y;, y5, y53 hosilalarni (10.64) tenglikdan foydalanib almashtirsak

y{ =F(x%,¥1,Y2,¥3)

kabi tenglamani hosil gilamiz. Hosil gilingan bu tenglamani yana bir marta

differensiallab, yuqoridagidek

24

yi' = F0xy1,Y2,¥3)

ni hosil gilamiz. SHunday qilib

yi = [1(%, Y1, Y2, ¥3)
v = F0091,92,¥3) (10.65)

244

yi = F3(%,¥1,52,¥3)
sistemani tuzdik. Bu sistemaning birinchi va ikkinchi tengliklaridan y, va y5 larni

x,y1, V1, ¥, orqali ifodalab olamiz:

{)’2 = @0,(%, Y1, Y1, Y1) (10.66)
v3 = @3(%, Y1, Y1, Y1)

Topilgan y, va y; funksiyalarni (10.65) sistemaning uchinchi tenglamasiga qo‘yib

uchinchi tartibli

i

v =F(x, 1,91, 1)

differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechib

y1 = P1(x, Cq, Gy, C3)
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y, hi aniglaymiz. y; ni (10.66) sistemaga qo‘yib y, va y5 larni aniglaymiz

{3’2 =Y, (x, Cy, C3, C3)
Vs = P3(x,Cy, Cp, C3)

Aniglangan y;,y, va y; funksiyalar (10.64) sistemaning umumiy yechimi deb
ataladi. Agar boshlang‘ich shartlar qo‘yilgan bo‘lsa, ular yordamida o‘zgarmas

C;, C,, C5 lar aniglanadi.

y=y+z

=y tz+x tenglamalar sistemasining yechimini toping.

10.22-Misol. {

» Bu differensial tenglamalarning normal sistemasidir. Uni yechish uchun birinchi

tenglamani differensiallaymiz:
y'=y+z
z' ni ikkinchi tenglamadagi giymati bilan almashtirsak
yV' =y +y+z+x
Birinchi tenglamadan z ni topib qo‘yamiz va
y' =2y =x

ni hosil gilamiz. Uning bir jinsli

tenglamasining yechimi
y =C; + Ce**

bo‘ladi. Uning bir jinsli bo‘lmagan tenglamasining yechimi
y = Ax?* + Bx

ko‘rinishda. Bu funksiyani tenglamaga qo‘yib koeffitsientlarni topamiz
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Demak bir jinsli bo‘Imagan tenglamaning yechimi

Aniglangan bu funksiyani sistemaning birinchi tenglamasiga qo‘yib z ni topamiz
z=—C; + Ce** +%(x2 —x—1). «
10.19. CHiziqgli differensial tenglamalar sistemalari

Amaliy masalalarni yechish jarayonida tenglamalarning chizigli sistemalari
bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Soddalik uchun uchta tenglama bo‘lgan holni

garaymiz. Ushbu sistema

yi = a;(x)y; + by (x)y,+c1(x)ys
V2 = a(xX)y; + by (x)y,+c(x)ys3 (10.67)
vz = az(x)y; + b3 (x)y,+c3(x)ys3

chizigli differensial tenglamalar sistemasi deb ataladi. Bu yerda a;(x), b;(x), ¢;(x)

(j = 1,3) uzluksiz funksiyalar. (10.67) ko‘rinishdagi sistemaning yechimlari

hagidagi quyidagi teoremani keltiramiz.

10.12-Teorema. Agar y;1(x),y21(x),¥31(x) va y12(x), y22(x), ¥32(x)
funksiyalar (10.67) sistemaning gandaydir ikkita yechimi bo‘lsa, u holda

C1Y11 (%) + Coy12(%), C1Y21 (%) + C2¥22(x), C1y31(X) + Coy3,(x)  ham  shu
sistemaning yechimi bo‘ladi.

Biz bu teoremaning isbotiga to‘xtalib o‘tirmaymiz. CHunki mazkur
teoremaning isboti xuddi differensial tenglamalardagi kabi funksiyalarni (10.67)
sistemaga bevosita qo‘yish bilan amalga oshiriladi.

Demak, y11,¥21, Y315 Y12, Y22, Y32 V& Y13, Y23, Y33 lar (10.67) sistemaning
xususiy yechimlari bo‘lsalar

u = C1y11 + Cy21+C3y34
v = (Y12 + Y22+ C3y3; (10.68)

w = C1y13 + Y231 C5Y33
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funksiyalar ham C;, C,, C5 larning ixtiyoriy giymatlarida yechim bo‘ladi. Qaysi

holda bu yechimdan
u(xg) = ug, v(xo) = vo, W(Xo) = wy

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi  xususiy yechimni  hosil qilish
mumkinligini  aniglashtiramiz.  Berilgan  boshlang‘ich  shartlarda (10.68)
yechimning ko ‘rinishi

Uy = C1yi1 + Coyzn + C3y3,

Vo = C1y1s + G35 + C3y3,

wo = C1y15 + Coy395 + C3y35

kabi bo‘ladi. Bu sistema ixtiyoriy boshlang‘ich shartlarda yagona yechimga ega
bo‘lishi uchun

Y1 Y21 Y31
Yi2 Y22 Y32
Vi3 Y23 Y33

A= (10.69)

determinant hech bir x = x, nugtada nolga teng bo‘lmasligi zarur va etarli. Ana
shu shartni ganoatlantiruvchi uchta xususiy yechimlarga fundamental yechimlar
sistemasi deb ataymiz. Differensial tenglamalardagi kabi (10.68) funksiyalar
(10.67) tenglamalar sistemasining umumiy yechimi bo‘ladi. SHunday qilib
quyidagi teoremani isbotladik:

10.13-Teorema. Agar yi1,¥21,¥31; Y12, Y22, Y32 V@ Y13, Y23, Y33 lar (10.67)
ning fundamental yechimlar sistemasi bo‘lsa, bu sistemaning umumiy yechimi
(10.68) ko‘rinishda bo‘ladi.

Bir jinsli bo‘Imagan

y1 = a1 ()y; + by (0)y,+¢ (0)ys + q1(%)
Y2 = az(x)y1 + by (x)y,+c2(X)ys + g2 (x) (10.70)
y3 = az(x)y; + b3 (x)y,+c3(x)ys + q3(x)
sistemaning umumiy yechimi unga mos bir jinsli (10.67) sistemaning umumiy
yechimiga (10.70) sistemaning gandaydir xususiy yechimini qo‘shishdan hosil
gilinadi.
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10.20. O‘zgarmas koeffitsientli chizigli differensial tenglamalar sistemasi

y1 = a1y; + by, +ciys
Y2 = ay; + by, tcys (10.71)
Y3 = azy; + b3y, +c3ys

ko‘rinishdagi bir jinsli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lib, a;, b;,¢; (j = 1,3)
o‘zgarmas sonlar bo‘lsin. Bu tenglamalar sistemasining xususiy yechimlarini

differensial tenglamalardagi qonuniyatni saglagan holda
y1 = ke, y, = kpe™,y; = kse™ (10.72)

ko‘rinishda qidiramiz, bu vyerda kq, k,, k3, v aniglanishi lozim bo‘lgan
koeffitsientlar.

(10.72) funksiyalarni (10.71) sistemaga qo‘yamiz.

kire* = a ke™ + bik,e™ + c;kze™
kore™ = a,k,e™ + byk,e™ + c kze™
ksre* = azk;e™ + bsk,e™ + c3kse™

Barcha tengliklarni e™ ga qgisqartib va sistemaga sodda shakl almashtirib bir
jinsli bo‘lgan
(a1 - T')k1 + b1k2+C1k3 - 0

a2k1 + (bz - T')k2+C2k3 = 0 (10.73)
a3k1 + b3k2 + (C3 - T')k3 == 0

algebraik sistemani hosil gilamiz. Bu sistema noldan fargli yechimga ega bo‘lishi
uchun
a, —r b, C1

a, b, —r c; |=0

as b4 C3 —7T
bo‘lishi zarur va etarli. Ushbu determinantni hisoblab » ga nisbatan uchinchi
darajali bo‘lgan tenglama hosil gilamiz. Unga xarakteristik tenglama deb ataladi.
Demak, (10.72) funksiyalar (10.71) sistemaning yechimi bo‘lishi uchun r soni
xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lishi kerak. lldizlarning ko‘rinishiga ko‘ra

quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
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1) Barcha ildizlar haqiqgiy va turli.
Xarakteristik tenglamaning ildizlaridan biri r; bo‘lsin. Bu ildizni (10.73)
sistemaga qo‘yamiz. Hosil bo‘lgan sistema bir jinsli va noldan fargli yechim bitta

Ixtiyoriy o‘zgarmas orqali yoziladi.

(al - Tl)kl + b1k2+C1k3 = 0
a2k1 + (bz - T‘l)k2+C2k3 - 0 (1074)
a3k1 + b3k2 + (C3 - T‘l)k3 = 0
SHuning uchun tenglamalardan biri qolgan ikkitasining chizigli
kombinatsiyasi bo‘ladi. Agar birinchi ikki tenglamani olsak yechim sifatida

b, 1
b,—71 ¢

a,—n b,

1 _
kl B a, b, —n

1 _ |G aa—n 1 _
V2 _|c2 a, |’k3 -

ni olishimiz mumkin.
Xarakteristik tenglamaning golgan ikki ildizi uchun ham (10.73) sistemaning
yechimlarini topamiz. Natijada uchta funksiyalar sistemasini hosil qilamizki,

ularning har biri (10.71) sistemaning yechimi bo‘ladi:

kil)erlx kgl)erlx kgl) eT1X
kgz)erzx kgz)erzx kgz)erzx

k§3)er3x kg?’)ergx k§3)er3x

Bu funksiyalar sistemalari fundamental yechimlar sistemasi bo‘ladi. Umumiy

yechim esa

Vi = Clk§1)6T1X + Czk§2)erzx + 63k§3)er3x
Yo = CikPe™* + Ck$P e + Cok (Ve (10.75)
V3 = Clkgl)erlx + C2k§2)erzx + C3k§3)er3x

ko‘rinishda yoziladi.

10.23-Misol. Bir jinsli sistemaning umumiy yechimini toping.

!

Yi=3y1—Y2+Y3
Y2 ==Y1+5y, —¥3
Y3 =Y1— Y2+ 3y;
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» Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi

3—r -1 1
-1 5—-r -—-11|=0
1 -1 3-r
r =2, r, =3, r;=~6Dbo‘lgan turli haqiqiy ildizlarga ega.

Ularning har biri uchun (10.74) ko‘rinishdagi sistemani tuzamiz

D — kP + kP =0 kP +kP =0 (=3P kP + kP =0
kP + 3k — kP =0 kP +2kP kP =04 kP -k kP =0
Y — kP + k8P =0 P~k =0 P — kP —3kY =0

Bu sistemalarning har biri cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘lganligi uchun,
masalan kf) = kiz) = kf’) = 1 deb olsak bo‘ladi. U holda 7 = 2 ildizga mos
ravishda kil) =1, kgl) =0, kél) =1, ga mos bo‘lgan kfz) =1, kgz) =1,

k§2> =1, r; = 6 gamos kig) =1, kf’) = -2, k§3) = 1 larni hosil gilamiz.
Ularga mos fundamental yechimlar sistemasi esa quyidagicha bo‘ladi:

er 0 _er
e3x eBx eSx

e6Xx _Dpbx 6%
(10.75) formulaga ko‘ra sistemaning umumiy yechimi

yl = Clezx + CzeSx + C3e6x
yz - Czesx - 2C366x
y3 = _Clezx + C263x + 63€6x

kabi bo‘ladi. <«

I1) Xarakteristik tenglamaning ildizlari orasida komplekslari bor.
Bunday holda ikkinchi tartibli differensial tenglamalar uchun isbot gilingan
lemmadan foydalanamiz. Bu lemmaga ko‘ra xarakteristik tenglamaning a + i3

kompleks ildiziga mos bo‘lgan kompleks giymatli funksiyaning haqgigiy va
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mavhum qismlari ham xususiy yechim bo‘ladi. Aytilganlarni quyidagi misolda
garab chigamiz.

10.24-Misol. Sistemaning umumiy yechimini toping.

{y’=2y—z
z'=y+2z

» Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz

2—r —=1_ L2 —

T, =0 yoki r2—4r+s5=0,
Uning ildizlari kompleks sonlar bo‘lib r; = 2 + i, r,=2—1.1 ga mos
keluvchi yechimni topamiz. Bu yechim y = k,e@?*9% z = k,e?*D* ko‘rinishga
ega. k; vak, sonlarini

{_lkl _k2 = 0
kl _lkz = 0

sistemadan topamiz. k; =1 deb olsak k, = —i bo‘ladi, demak qidirilayotgan

yechim

y = e(2+i)x’ 7 = _ie(2+i)x
kompleks funksiyalardan iborat. Ularning hagigiy va mavhum gismlarini ajratib

ikkita hagiqiy yechimlarni hosil gilamiz
y, = e**cosx  z; = e**sinx
y, = e**sinx z, = —e**cosx

Bu yechimlar sistemasi fundamental yechimlar sistemasini tashkil etadi. SHuning

uchun umumiy yechim

{y = e?*(C,cosx + C,sinx)
z = e**(C;sinx — C,cosx)

kabi bo‘ladi. «
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10.21. Differensial tenglamalarning tadbiqlari

Differensial tenglamalar matematikaning juda katta amaliy ahamiyatga ega
bo‘lgan bo‘limlaridan biridir. Umummatematik va nazariy ahamiyatdan tashqari
differensial tenglamalar keng amaliy tadbiglarga ega. Masalan, mexanik
tebranishlar, elektrodinamika, issiqlik targalishi, radioaktiv emirilish, optimal
boshqgaruv, igtisodiyot va boshgalar bilan bog‘liq ko‘pgina masalalar differensial
tenglamalarga olib keladi. Quyida differensial tenglamaga olib keladigan bir necha
masalalarni gqaraymiz.
10.25-Misol. Bakteriyalar populyasiyasi o‘sishi hagidagi masala.

N (t) bakteriyalar populyasiyasi ko‘payishining t vaqtdagi soni bo‘lsin. Ideal
sharoitda  bakteriyalar sonining At vaqtdagi AN(t) = N(t+ At) -N(t)
orttirmasini t vaqtdagi bakteriyalar soniga proporsional deb olishimiz mumkin.
Bundan tashqari kichik At larda AN (t) orttirma unga deyarli proporsional bo‘ladi.
SHunday qilib gabul gilingan cheklanishlarda

AN(t) = kN(t) At
deb yozishimiz mumkin bo‘lib, bu yerda k- bakteriyalar turiga bog‘liq bo‘lgan
koeffitsient. Bu tenglikda shakl almashtirsak

AN(t) _
=2~ kN(D)

Agar bakteriyalar soni butun ekanligidan chetlanib N(t) ni uzluksiz funksiya deb
olsak va oxirgi tenglikda At — 0 da limitga o‘tsak

N'(t) = kN(t)
differensial tenglamani hosil gilamiz. Ushbu tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan
bo‘lib uning umumiy yechimi

N(t) = Ce*t
kabi bo‘ladi. Demak ideal sharoitda bakteriyalar populyasiyasi eksponensial gonun
bilan ko‘payar ekan.

Quyidagi aniq masalani garaylik: Agar 3 soat davomida bakteriyalar soni

100 dan 200 ga o‘zgargan bo‘lsa 9 soat davomida ularning soni necha marta
oshadi?
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» YUqorida keltirilganiga asosan bakteriyalar soni o‘zgarish qonuni

N(t) = Ce*t
kabi bo‘ladi. N(0) = 100 ekanligidan 100 = C . Demak N(t) = 100e*t,
N(3) = 200 bo‘lganligidan

200 = 100e3*
e3k = 2 yoki e* = /2. Natijada gidirilayotgan funksiya

N(t) = 100 - 2¢/3

bo‘ladi. t = 9 da N(9) = 80. Javob bakteriyalar soni 9 soatda 8 marta oshadi. <«

10.26-Misol. Idishdan suvning chigib ketishi hagidagi masala.

Ichida suyuglik bo‘lgan quyidagi idishni garaylik. Bu idishning gorizontal
kesimi yuzi idish tubigacha bo‘lgan masofaning ixtiyoriy funksiyasi bo‘lsin.
Boshlang‘ich t = 0 vaqtda idishdagi suyuglik sathi balandligi A metr, x
balandilikdagi yuza S(x), idish tubidagi tirgish yuzi esa s bo‘lsin. Suyuglikning
sathi balandligi x bo‘lganda uning idishdan chiqgib ketish tezligi v quyidagicha
aniglanishi ma’lum

v = k\/ﬁ
bu yerda g = 9,8m/s?, k suyuglikning idishdan chigib ketish tezligi koeffitsienti.
CHeksiz kichik dt vaqt oraligida suyuqlikning chigib ketish tezligi tekis deb
hisoblash mumkin. SHuning uchun dt vagtda vdt balandlikdagi suyuqlik chigib
ketadi. Suyuqglik sathi - dx ga kamayadi.

YUqoridagi mulohazalar natijasida

dt =-S(x) dx

differensial tenglamaga kelamiz. Uni shakl almashtirsak
_ S(x) dx

dt =
ks\/2gx

ni hosil gilamiz.
Quyidagi masalani yechamiz. Balandligi 6 m, diametri 4 m bo‘lgan silindrik

rezervuarning tubida radiusi 1/12 m bo‘lgan tirgish bor. Rezervuardagi suv
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sathining t vaqt bilan bog‘ligligi o‘rnating va rezervuardagi barcha suvning chiqib
ketish vagtini aniglang.

» Masala shartiga ko‘ra S(x) =4m, s=1/144. Suv uchun k=10,6
bo‘lganligi uchun yuqoridagi tenglama

217,152 dx
_T
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamani integrallasak
t = 434,304+/x

Oxirgi tenglikda x = 6 deb olsak, t = 18 minutda barcha suv rezervuardan

chiqib ketishi kelib chigadi. <

10.27-Misol. Ikkinchi kosmik tezlik hagidagi masala.

Jismni vertikal ravishda yugoriga ulogtirganda Erga gaytib tushmaydigan
minimal tezlikni aniglang. Havoning garshiligi hisobga olinmasin.

» Erning massasi va ulogtirilgan jismning massalarini mos ravishda M va
m bilan belgilaymiz. N’yutonning butun olam tortishish gonuniga asosan jismga

ta’sir etuvchi kuch

bo‘ladi, bu yerda r- Erning markazi va ulogtirilgan jismning massa markazi
orasidagi masofa, k- gravitatsion doimiy.

Ushbu jismning harakat differensial tenglamasi

d?r Mm
Mae T e
yoki
d?r M

kabi bo‘ladi. Tezlanish manfiy bo‘lganligi uchun bu tenglikda minus ishorasi

olingan. Masalani quyidagi boshlang‘ich shartlarda yechamiz:



(10.76) tenglamada erkli o‘zgaruvchi t gatnashmaydi. SHuning uchun

d d? d dv d d . .. .
tenglamada —=v, — =— ==-= =y=— belgilash kiritamiz, bu yerda v-
dt dt? dt dr dt dr

tezlik. Bularni (10.76) tenglamaga qo‘ysak

w_ M
v dr T2
O‘zgaruvchilarni ajratsak
vdv = —kMd—Z
T
va uni integrallasak
v? 1
Er sathida (r = R) v = v, ekanligidan
0 = kM ! +C
2 R 1
yoki
€, = —m 4 20
te R 2
C; ni (10.77) ga olib borib qo‘ysak
LA RVESE
2 r R 2

yoki

Y% et (Y0
2 r 2 R

Masala shartiga ko‘ra jismning tezligi har doim musbat bo‘lishi kerak,

demak "2—2 > 0. r ning etarlicha katta giymatlarida kM% ifodaning giymati
istalgancha kichik bo‘la olganligi uchun "2—2 > (0 shartdan
ve 1

——kM—-==>0
2 R

ekanligi kelib chigadi. Bu yerdan
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Demak eng kichik tezlik

2kM
Vo= TR

tenglik bilan aniglanar ekan. Er sathida (r = R) og‘irlik kuchi tezlanishi g ga
teng. (10.76) tenglamaga asosan g = k% yoki M = gTRZ ni hosil gilamiz. Endi

m3

k=6,66-10"8 ;?, R = 63 - 107 sm ekanligini hisobga olib topsak

Vo=+/2gR=+2-981-63-107 ~ 11,2-10° sm/s = 11,2 km/s. <

10.28-Misol. Mexanik tebranishlar hagidagi masala.

Tebranishlar hagidagi masalalar zamonaviy texnika va fizikaning muhim
masalalari gatoriga kiradi. Aksariyat hollarda tebranish hodisalari ikkinchi tartibli
chizigli differensial tenglamalar bilan ifodalanib, eng sodda hollarda koeffitsientlar
o‘zgarmas bo‘ladi. Mexanik tebranishlarning quyidagi masalasini gqaraymiz.

» Prujina uchiga osilgan birlik massali jismning muvozanat holati atrofidagi
vertikal tebranishlarini garaymiz. Muvozanat holatda jismning og*irligi prujinaning
elastiklik kuchi bilan muvozanatlashadi deb faraz gilamiz.

Vertikal harakatlanayotgan bu jismga uni muvozanat holatga gaytarishga
harakat qiluvchi kuch ta’sir etib, bu kuch jismning muzozanat holatidan
chetlanishiga proporsional bo‘lsin. Agar y bilan jismdan uning muvozanat
holatigacha bo‘lgan masofani, w? bilan proporsionallik koeffitsientini belgilasak,
kuchning kattaligi w?y ga teng bo‘ladi. Bu kuchga tiklash kuchi, w ga tiklash
koeffitsienti deb ataladi.

Bundan tashqgari harakat muhitning garshiligi ostida bo‘lsin. Muhitning bu
garshilik kuchi jism harakati tezligiga proporsional bo‘lib, harakat yo‘nalishiga

garama- qarshi bo‘ladi. Proporsionallik koeffitsientini 24 deb olsak, bu kuch
kattaligi 21% bo‘ladi. Bu kuchga garshilik kuchi, A ga esa garshilik

koeffitsienti deb ataladi.
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Endi harakat tenglamasini yozamiz. Barcha kuchlarning teng ta’sir
etuvchisini hosil gilish uchun tiklash kuchi va qarshilik kuchlarni manfiy ishora
bilan olamiz, chunki tiklash kuchi harakatga garshi, garshilik kuchi esa tezlikka

garshi yo‘nalgan. N’yutonning ikkinchi qonuniga asosan

d’y dy
— = 21— — w?
dt? Adt @y
yoki
d? d
d—t)zl + ZAd—)t] + w?y =0 (10.78)

SHunday qilib mexanik tebranishlar ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsientli
chizigli differensial tenglamalar bilan ifodalanar ekan va ular erkin tebranishlar
deb ataladi. Agar jismga qo‘shimcha ravishda go zg ‘atuvchi kuch deb ataluvchi
tashqi f(t) kuch ta’sir etsa, (10.78) harakat tenglamasi

a’y &, o2
I+ 22+ wly = £(0) (10.79)

ko‘rinishga keladi. Bunday tebranishlar majburiy tebranishlar deb ataladi. Erkin
va majburiy tebranishlarni alohida o‘rganamiz.
l. Erkin tebranishlar.
(10.78) tenglamani o‘rganish uchun uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
k? +2Ak + w? =0
Uning ildizlari —A + v 22 — w2 bo‘ladi. Quyidagi hollar bo*lishi mumkin:
a) qarshilik koeffitsienti tiklash koeffitsientidan katta A > w. Bu holda yechim

y = Cleklt + Czekzt

kabi bo‘lib, bu yerda k; = -1 - V22 —w?2<0, ky=-2+V12—w?2<0.
Ko‘rib turibmizki, bu holdat — o da y kamayib borib nolga yaginlashadi, jism
esa muvozanatiga gaytadi, ya’ni hech ganday tebranish ruy bermaydi.
b) garshilik koeffitsienti tiklash koeffitsientiga teng 1 = w.
Bu holda umumiy yechim

y = ekt (C; + C,t)
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bo‘lib, yugoridagi kabi tebranish ruy bermaydi.
v) garshilik koeffitsienti tiklash koeffitsientidan kichik A1 < w. Bu holda umumiy
yechim

y = e M(C,sinkyt + C,coskyt)

bo‘lib, bu yerda k, = Vw? — 12,

Agar A = /Clz + G2, tgp, = % deb belgilash kiritsak yechimni
2

y = Ae ™M sin(kot + @)

kabi yozishimiz mumkin bo‘lib, bu yerda A va ¢, ixtiyoriy o‘zgarmaslar. Ularni
aniglash uchun boshlang‘ich shartlarni berish zarur.

Oxirgi holda jism garmonik tebranma harakat qilib vaqt o‘tishi bilan
tebranish so‘nib boradi. Agar A = 0, ya’ni qarshilik koeffitsienti nolga teng bo‘lsa
oddiy garmonik tebranish hosil bo‘ladi:

y = Asin(kyt + @)
A # 0 da tebranishlar amplitudasi vaqtga bog‘liq bo‘lib, t — co da kamayib borib

nolga yaginlashadi. O‘z navbatida jism muvozanat holatiga tebranib yaginlashib
boradi. Unga so‘nuvchi tebranishlar deyiladi. k, = Vw? — A% tebranishlar

chastotasi, T =i—” davri, @, - boshlang‘ich faza, Ae™** ga esa tebranishlar

0

amplitudasi deb ataladi.
Il.  Majburiy tebranishlar.

Ma’lumki, majburiy tebranishlar bir jinsli bo‘lmagan

ay &2
dt2+2/1dt+w y = f(t)

tenglama bilan ifodalanadi. Amaliy jihatdan muhim bo‘lgan holni garaymiz:
garshilik koeffitsienti tiklash koeffitsientidan kichik 1 < w, tashqi kuch davriy-
f(t) = asin (w4t).

Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning umumiy yechimi bir jinsli

tenglama umumiy yechimi va bir jinsli bo‘Imagan tenglamaning biror xususiy
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yechimlari yig‘indisidan iborat edi. Demak, majburiy tebranishlar erkin
tebranishlar va oldin ma’lum bo‘lgan biror majburiy tebranish birlashmasidan
iborat bo‘ladi.

d%y dy 2 .
— 4+ 21—+ w*y = asinwt
dt? T dt t w7y 1

tenglamaning xususiy yechimini topamiz.
A # 0 bo‘lsin, u holda w,i xarakteristik tenglamaning ildizi emas. SHuning uchun
xususiy yechimni Pcosw,t + Qsinw,t ko‘rinishda gidirish mumkin. Barcha

hisoblashlarni bajarsak quyidagi yechimni hosil gilamiz
y = Rsin(w,t + ¢,),

_ 2 2 a _E — —2/1(1)1
buyerdaR = /P2 + Q? = Tirte va tgp, = 2

2+ (02— 2)2 w?-—w,?’

SHunday qilib majburiy tebranishlardan biri amplitudasi R, chastotasi w,; va
boshlang‘ich fazasi ¢, bo‘lgan oddiy garmonik tebranishdan iborat ekan. Qolgan

barcha tebranishlar uning erkin tebranishlar bilan birlashmasidan iborat:
y = Ae M sin(kot + @,) + Rsin(w,t + ¢4).

Bu yechimdagi birinchi had ¢t ning o‘sishi bilan birga ancha tez nolga intiladi va
harakat asosan ikkinchi had bilan xarakterlanadi.
Ava w ni o‘zgarmas deb olamiz va majburiy tebranishlarning amplitudasi R

ni garaymiz. R ning shaklini quyidagicha o‘zgartiramiz:

a _ a
) wz\/azqz + (1 _ q2)2

bu yerda a = % q = =*. Demak, R amplituda

1

°=00) = e

ga proporsional bo‘ldi.
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q ning oshishi bilan, ya’ni majburiy tebranishlar chastotasi w;ning oshishi

bilan §(q) o‘z navbatida amplituda ham ma’lum bir maksimum giymatgacha oshib
boradi, keyin esa g — oo da nolga intiladi. Bu maksimumgaq = |1 — “72 da, ya’'ni

W1imax = Vw? — 242 da erishilib, amplitudaning maksimumi R,,,,, = ﬁ ga

teng bo‘ladi.

Tashqgi kuch chastotasining w4, 92 Yaqin va A ning kichik giymatlarida
(bu holda Wiy = @) jism juda katta amplitudali garmonik tebranadi. Bu
tebranishlar tizimning sinusoidal tebranishlari amplitudalari bilan solishtirib
bo‘lmaydigan darajada bo‘ladi. Tebranishlar amplitudasining hattoki juda kam
tashqi kuch ta’sirda ham tezlik bilan oshib ketishi holatiga rezonans deb ataladi.

Rezonans fizika va texnikada muhim rol o‘ynaydi. Har bir elastik qurilma
o‘zining tebranishlari chastotasiga ega bo‘lib, u jismning xossalariga bog‘liq.
Tasavvur qilaylik jismga tashgi kuch ta’sir etib uni muvozanat holatidan
qo‘zg‘atsin. Agar tashqi kuch chastotasi jismning ichki chastotasiga yaqgin bo‘lsa,
tashgi kuch kichik bo‘lishiga garamasdan uning jismga ta’siri fojeali bo‘lishi
mumkin.

A = 0 da majburiy tebranish amplitudasi > 98 teng bo‘lib majburiy

a
lw2-w,

va erkin tebranishlar chastotalari teng bo‘lganida cheksizlikka aylanadi. <

Nazorat savollari

Differensial tenglamalarga ta’rif bering.

Differensial tenglamaning xususiy va umumiy yechimlariga ta’rif bering.
Differensial tenglama uchun Koshi masalasini yozib bering.

Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamani yozing.

Bernulli va to‘la differensial tenglamalar kurinishini yozing.

Yugori tartibli differensial tenglamaga misol keltiring.

N o g bk~ D

Ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli ifferensial

tenglamalar yechimini yozing.
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8. Differensial tenglamalar sistemalariga ta’rif bering.
9. Normal va chiziqli differensial tenglamalar sistemalariga ta’rif bering.

10. Differensial tenglamalar sistemasining yechimiga ta’rif bering.

Mashqlar.

1. y=Cx+1/C funksiya xy'—y+1/y =0 differensial tenglamaning
yechimi bo‘la oladimi?
2. Quyidagi differensial tenglamaning yechimini toping.
a) y'=(2y+ Dtgx;
b) y'sinx = ylny;
c) (xy +x°y)y' =1+y?
3. Quyidagi differensial tenglama uchun Koshi masalasini yeching.
xy'=xsin¥+y, y(2) =m.
4, Koshi masalasini yeching.
a) ¥y +3y=e*y? y(0) =1,
—, y(n) =5.

cosx’
5. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

b) y' +ytgx =

a) y’+%=1+21nx;
b) (x+ 1y +y=x3—x2
c) y' +4xy= er‘xzﬁ
d) y'+2y=y’e”
6. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
(3x2%y + sinx)dx + (x3 — cosy)dy = 0.
7. Koshi masalasini yeching.
(2x +y + 3x?siny)dx + (x + x3cosy + 2y)dy =0, y(0) = 2.
8. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
a) y'=——; b) y"=x+sinx
9. Differensial tenglamaning xususiy yechimini toping.
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1

n 1 ! .
a) ¥'="5 y0) =—-, ¥ (0)=-

b) y" = 2sin?xcosx, y(m) = %, y'(m) = 1.
10.  Tartibi pasaytiriladigan differensial tenglamani yeching.
a) (1—x®)y"—xy' =2;
b) y"xlnx = 2y';
¢) y'* +2yy" = 0;
" 1

d) y'=-5=

2y3’
11. Tartibi pasaytiriladigan differensial tenglamaning xususiy yechimini toping.
a) yy'-2yy'Iny=y? y0)=1 y(0)=%

b) Y'L+y)=Yy”+Y.y(0)=2y'(0)=2.
12.  Agar chizigning ixtiyoriy nugtasidagi burchak koeffitsienti, shu nugtaning 3
marta kattalashtirilgan ordinatasiga teng ekanligi ma’lum bo‘lib, bu chizig A(0,2)
nugtadan o‘tsa uning tenglamasini tuzing.

13.  Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

a)y' —4y =0; b)y'—4y' + 13y = 0;
s)y" —3y"+ 3y =0; d)y"' —5y + 6y =0;
e) y'+3y' =0; Hy"+2y"+5y=0; ;

9 y'—2y'+10y=0; h)y'+y —2y=0.

14.  Bir jinsli bo‘Imagan tenglamaning umumiy yechimini toping.

a)y"+y = 2x—1;

b)y" —y"+ 2y = (34— 12x)e™%;

s)y" —2y'+ 5y = 10e *cosx;

d) y" + 5y' = 72e?%;

e)y” —5u’ — 6y = 3cos x + 19sin x;

) y"+9y =9x* + 12x? — 27.

15.  Differensial tenglamaning xususiy yechimini toping.
a)y” — 4y’ + 20y = 16xe?*, y(0)=1,y'(0) = 2;

b) y" — 12y’ + 36y = 32cos2x + 24sin2x, y(0) =2,y'(0) = 4;
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s)y" —6y' + 25y = (32x — 12)sin x — 36x cos3x, y(0) =4,y'(0) = 0;
d)y" —2y'+5y = 5x2+6x—12, y(0)=0,y'(0)=2.
16.  Differensial tenglamalar sistemasini ikki usulda yeching:
1) yugori tartibli differensial tenglamaga keltirish yo‘li bilan;

I1) xarakteristik tenglama yordamida.

y' =2y+z
a) {Z’=3y+4z’

y'=6y—z
b) {Z’ =3y + 27

17.  Differensial tenglamani ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bilan

yeching.

X

a) y' =y =5y

eX+1

b)y" +4y =

cos2x’

18.  Egri chizigga ixtiyoriy urinmaning abssissa o‘qi bilan kesishish nuqtasi va
urinish nugtasi koordinata boshidan bir xil uzoglikda ekanligi ma’lum bo‘lsa, egri
chizig tenglamasini yozing.

19.  Urinmasining Oy o‘gidan ajratgan kesmasining uzunligi urinish nugtasi
abssissasining kvadratiga teng bo‘lgan egri chiziq tenglamasini yozing.

20. Raketaning massasi to‘liq yonilg‘i zaxirasi bilan M ga, yonilg‘isiz esa m ga
teng, yonilg‘i mahsulotining tugash tezligi — c, raketaning boshlang‘ich tezligi 0 ga
teng. Raketaning og‘irlik kuchini va havoning qarshiligini e’tiborga olmagan
holda, uning yonilg‘i yonib bo‘lgandan keyingi tezligini toping.

21.  Jism er sathidan 18 m balandlikdan 30m/s tezlik bilan yuqoriga vertikal
tezlik bilan otilgan. Balandlikni vaqgtning funksiyasi deb garab, jismning t

vaqtdagi balandligini toping. Jism ko‘tarilishining eng katta balandligini aniglang.
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11-BOB. QATORLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI

11.1. Sonli gatorlar. Asosiy tushunchalar

Matematik analizning muhim bo‘limlaridan biri qatorlar nazariyasidir. Sonli
qatorlar matematik analizning nazariy tadqiqotlarida keng qo‘llanilib, turli amaliy
tadbiglarga ega. Matematik analiz va unga tayanuvchi amaliy fanlarda cheksiz
gatorlar keng tadbiq etiladi.

Sonli gator tushunchasi. Aytaylik, a,,a,, -, a, kabi sonli ketma-ketlik

garalayotgan bo‘lsin. Hadlari ana shu ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan

a1+a2+---+an+---=zan (11.1)

n=1
ifoda sonli gator deb ataladi. Bu yerda a,, gatorning umumiy hadi yoki n-hadi deb
yuritiladi. Qatorning barcha hadlari hagiqiy sonlardir.
Qator berilgan deb hisoblanadi, agar uning umumiy hadi a, ni n orgali
ifodalovchi gonuniyat ma’lum bo‘lsa.

Qatorning hadlaridan quyidagicha yig‘indilarni tuzamiz:
Sl = aq, Sz =a1+a2, S3 :a1+a2 +a3, STL = a1+a2+"'+an. (112)

Ana shu tuzilgan yig‘indilar odatda xususiy yig‘indilar deb atalib, S,, esa
n — xususiy yig‘indi deyiladi.

11.1-Ta’rif. Agar n—oo da, (11.2) xususiy yig‘indilar ketma-ketligi
biror S chekli limitga ega bo‘lsa, u holda (11.1) sonli gator yaginlashuvchi deb
ataladi va S chekli limitni uning yig‘indisi deyiladi. Aksincha, xususiy yig‘indilar
ketma-ketligining hech ganday limiti mavjud bo‘lmasa, u holda sonli qator
uzoglashuvchi deb atalib, bunday gator yig‘indiga ega emas

YUqoridagi ta’rifni quyidagicha ifodalaymiz:

lim S,, = S (chekli) (11.3)
n—-oo

bo‘lsa, (11.1) —qgator yaginlashuvchi.
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11.1-Misol. Quyidagi gatorni yaginlashishga tekshiring.

1 1 =
12 23 " T i mrD (n+1) Z (n+1)

n:

» Ushbu gator yigindisini hisoblash uchun xususiy yig‘indini quyidagi usulda shakl

almashtiramiz

S = Lliylpoy
1-2 23

Bu yerdan

lim . S, = lim (1-—) =1.

n—0o
Demak, garalayotgan gator yaqginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi 1 ga teng ekan.
<
11.2-Misol. Quyidagi gatorni yaginlashishga tekshiring.
1-1+1-—-1+--
» Bu gator uzoglashuvchi, chunki uning xususiy yig‘indilaridan tuzilgan
S;=1  S,=0, S;=1,-
ketma- ketlikning limiti mavjud emas. <
Quyida yaginlashuvchi gatorlarning eng sodda xossalarini keltiramiz,
11.1-Teorema. YAgqinlashuvchi
a,+a, +--+a,+ -
gatorning har bir hadini noldan fargli bo‘lgan A songa ko‘paytirish bilan gatorning
yaginlashuvchiligi buzilmaydi, hamda hosil bo‘lgan
Aay +day + -+ Aa, +
gatorning yig‘indisi avvalgi gator yig‘indisini A o‘zgarmas songa ko‘paytirilganiga
teng bo‘ladi.
<« Berilgan gator uchun n — xususiy yig‘indini S, ikkinchi gator uchun
Q,, bilan belgilaymiz. U holda
Q,=Aa;+Aa, + -+ a, =A(a; +a, +--+a,) =185,

Demak
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lim, ., Q, = limAS,, = Alim §,, = AS. »

n-co n-co

11.2-Teorema. YAgqinlashuvchi qatorning tarkibidagi chekli sondagi
hadlarini olib tashlash yoki tarkibiga chekli sondagi hadlarni qo‘shish bilan
gatorning yaginlashuvchiligi o‘zgarmaydi.

<« Berilgan gatorning n — xususiy yig‘indisi S,, bo‘lsin. Bu gatordan olib
tashlangan k ta hadlar yig‘indisini S, , n — xususiy yig‘indidan k ta had olib
tashlanishidan keyin golgan yig‘indini £2,, deb olsak

S, =Q, + 5,

Bu tenglikdan limit mavjud bo‘lsa, lim€,, limit ham mavjud bo‘lishi kelib

n—oo

chigadi. »

11.3-Teorema. Ikkita alohida-alohida yaginlashuvchi

A+ ay + -+ ay + - (11.4)
by+ by + -+ by + - (11.5)

bo‘lgan gatorlarni hadlab qo‘shish yoki hadlab ayirishdan hosil bo‘lgan gator
yaginlashuvchi bo‘ladi va ularning yig‘indisi berilgan qatorlar yig‘indilarini
qo‘shish yoki ayirish natijasiga teng bo‘ladi.

« (11.4) va (11.5) qatorlar yig‘indisi mos ravishda S va , Xususiy
yig‘indilari esa S, hamda Q, bo‘lsin. Hadlab qo‘shishdan hosil bo‘lgan gator

Xususiy yig‘indisi uchun
Qn = (al + bl) + (az + bz) + ot (an + bn) =
=(ay+ay+-+a,)+ by +by+--+by) = S, + Q.

Bu tenglikda n — oo da limitga o‘tsak

limQ, = lim§, +limQ, =S + Q.
n—oo

n—oo n—oo

SHunday qilib berilgan qatorlarni hadlab qo‘shishdan hosil bo‘lgan qator
yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S + Q ga teng.
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Qatorlarni hadlab ayirishdan hosil bo‘lgan gator yaqginlashishi ham shu kabi
isbotlanadi. »

11.2. Qator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti. Garmonik gator

Qatorlarni tadqiq etishda eng asosiy masalalardan biri uning yaginlashuvchi
yoki uzoglashuvchiligini tekshirishdir. Uni ta’rif bo‘yicha tekshirish, ya’ni qgator
xususiy yig‘indisi va uning limitini topish har doim ham mumkin bo‘lavermaydi.
SHuning uchun gatorlarni tadqiq etish uchun maxsus yaginlashish belgilarni
aniglaymiz. Biz avvalo gator yaginlashishining zaruriy shartini gqarab chigamiz.

11.4-Teorema. Agar (11.1) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning n - hadi
n — oo da albatta nolga intiladi, ya’ni

lima, =0 (11.6)

n—oo

<Hagigatdan hama,, = S,, — S,,_; hamda

lim§,, = limS,,_; =S
n—oo

n—-oo
bo‘lganligi uchun (11.6) tenglik kelib chigadi

lima, = Ylli_r>£10(5n - S,_1) = rlli_)rgoSn — rlli_poloSn_l =0.»

n—-oo

Natija. Agar (11.1) gatorda
lima, =s#0 (11.7)

n—oo

bo‘Isa, U uzoglashuvchi gator bo‘ladi.

YUqorida ishot gilingan teorema qator yaqinlashishining zaruriy sharti bo‘lsada,
lekin u etarli shart bo‘la olmaydi. YA’ni (11.6) tenglik bajarilsa ham (11.1) gatorning o‘zi
har doim ham yaginlashuvchi bo‘Imasligi mumkin.

Masalan, quyidagi garmonik gator deb ataluvchi

1+1+1+1+ +1+ —il
2 3 4 n B n
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ko‘rinishdagi gatorni garaylik. Garchand n — co da uning n- chi hadi 0 ga
intilsada, ya’ni lim == 0 bo‘lsada, bu gator uzoglashuvchidir. Biz bu tasdigni

n—oon

isbotlaymiz.
n
Ma’lumki lim (1 + %) = e edi. Bu tenglikdan barcha n lar uchun
n—-oo
n
(1 + l) <e
n

ni hosil gilamiz. Agar bu tengsizlikni logarifmlasak,

nlnn—ﬂ< 1
n

yoki
In(n + 1) — Inn < — (11.8)

(11.8) tengsizlikdann = 1,2,---,n — 1, n larda quyidagilarni hosil gilamiz:

n2 <1
In3 — [n2 <%
[n4 — In3 <§

Inn+1) —Inn <%

Bu tengsizliklarni hadlab qo‘shib
e+ <1+ ietaly L
2 3 4 n
ga ega bo‘lamiz.
Oxirgi tengsizlikning o‘ng tomonidagi ifoda garmonik gatorning dastlabki n ta

hadining yig‘indisidir. Biz uni S,, bilan belgilasak

S, >In(n+1).
lim In(n + 1) = oo bo‘lganligi uchun, yuqoridagi tengsizlikdan

n—->oo
limS§,, = oo

n—->oo

kelib chigadi. Demak garmonik gator uzoglashuvchi bo‘lar ekan..
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11.3. Musbat hadli gatorlar hamda ular yaginlashuvchiligining yetarli alomatlari

YUqorida ko‘rdikki gator umumiy hadining nolga intilishi gator yaginlishishi uchun
zaruriy shart bo‘la olar ekan. Qatorlar yaginlashishini etarli shartlar deb ataluvchi alomatlar
yordamida tekshirish mumkin bo‘lib, biz ularning ba’zilarini ishorasi saglanuvchi gatorlar
uchun garaymiz. Barcha hadlari musbat sonlardan iborat bo‘lgan gator mushat hadli gator
deb yuritiladi.

Taqqoslash alomatlari. Quyidagi ikki xil musbat hadli gatorlarni garaymiz

a +a, ++a, + (11.9)
by+ by + -+ by + - (11.10)

11.5-Teorema. Agar (11.9) gatorning har bir hadi biror hadidan boshlab,
ikkinchisining mos har bir hadidan kichik yoki teng bo‘lib, (11.10) musbat hadli gator
yaginlashuvchi bo‘lsa, (11.9) gator ham albatta yaginlashuvchi bo‘ladi.
<« Teoremaning shartiga ko‘ra, a, < b, bo‘lganligi uchun (11.9) gatorning
dastlabki n ta hadining yig‘indisi S,,, (11.10) gatorning dastlabki n ta hadining yig‘indisi
Q,, dan kichik yoki teng bo‘ladi
Sn < Qn (11.11)

Teoremaning ikkinchi shartiga binoan lim Q,, = q (chekli) bo‘lib, ikkala gator
n—oo

ham musbat hadli bo‘lganligi uchun Q,, < gq va s, <q bo‘ladi. U holda S,, ketma-
ketlik chegaralangan va o‘suvchi ekanligidan, limiti mavjud ekanligi kelib chigadi, ya’ni

lim S, = S deb yoza olamiz. »

n—-oo

11.6-Teorema. Agar (11.9) gatorning har bir hadi biror hadidan boshlab,
ikkinchisining mos har bir hadidan katta yoki teng bo‘lib, (11.10) musbat hadli qator
uzoglashuvchi bo‘lsa, (11.9) musbat hadli gqator ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
<Hagigatan ham agar a; = by,a, = by, -+, a, = by, -+ bolsa, u holda bu
gatorlarning chekli yig‘indilari uchun har doim
Sp = Qy (11.12)

tengsizlik bajariladi.
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Teoremaning shartiga ko‘ra (11.10) gator uzoglashuvchi bo‘lganligi uchun lim Q,, = o
n—>0o

deb yozish mumkin. U holda (11.12) tengsizlik va limitning xossalariga asosan (11.9)
gatorning uzoglashuvchiligi kelib chigadi. »

Eslatma. 11.5 va 11.6 teoremalardagi umumiy hadlar uchun go‘yilgan shartlar biror
chekli haddan boshlab bajarilsa ham o‘rinli bo‘laveradi.

11.3- Misol.

8

n:

gatorni yaginlashishga tekshiring.
» Ma’lumki, Z;‘f=13in cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning

yig‘indisi bo‘lib, u yaginlashuvchidir.

1 1
S R
n+ 3" 3"
ekanligi uchun 11.5 teoremaga ko‘ra berilgan gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi. <
11.4- Misol.
-1
2.7
n=1

gatorni yaginlashishga tekshiring.

» Bu gatorning barcha hadlari uchun — tengS|zI|k o‘rinli bo‘ladi.

z/—
Yo 1> garmonlk gator uzoglashuvchiligi sababli 11.6 teoremaga ko‘ra berilgan
gator ham uzoglashuvchi bo‘ladi. <

11.7-Teorema. (Taqgoslashning limit alomati) Musbat hadli (11.9) va
(11.10) gatorlar berilgan hamda

11m——q(0<q<00)

n—)OO

shart o‘rinli bo‘lsin, u holda (11.9) va (11.10) qgatorlar bir vagtda yaginlashuvchi
yoki uzoglashuvchidir.
<« Ketma- ketlik limitining ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son n ning biror

giymatidan boshlab qolgan barcha hadlar uchun
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‘;—: — q| <e
yoki
(q—¢e)b, <a,<(q+¢e)b, (11.13)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.

Agar (11.9) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, (11.13) tengsizlikning chap gismi va 11.1,
11.5 teoremalarga ko‘ra (11.10) gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

Agar (11.9) gator uzoglashuvchi bo‘lsa, (11.13) tengsizlikning o‘ng gismi va 11.1,
11.6 teoremalarga ko‘ra (11.10) gator ham uzoglashuvchi bo‘ladi. »

11.5- Misol.

gatorni yaginlashishga tekshiring.
» Birinchi ajoyib limitga asosan

. 1
Slle—n
lim —=—=1+0
n—-oo

zn

CHeksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yig‘indisi )., -4 zin yaginlashuvchi

gator bo‘lganligi uchun taggoslashning limit belgisiga ko‘ra o4 sinzin gator ham

yaqginlashuvchi. <«

Dalamber alomati. Tagqoslash alomatlariga ko‘ra gator yaginlashishini tekshirish
boshga gatorlarga bog‘liq edi. Biz quyida fagat gatorning o‘zi bilangina ish ko‘rib uning
yaqinlashishi yoki uzoglashishini aniglaymiz.

Aytaylik quyidagi musbat hadli gator garalayotgan bo‘lsin.

a +a; +--+a, + - (11.14)

11.8-Teorema. Agar ushbu gator (n 4+ 1)-hadining n hadiga bo‘lgan nishati n
cheksizlikka intilganda chekli limitga ega bo‘lsa, ya’ni

lim 22 = | (chekli) (11.15)

n—oo an
u holda:
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a) L < 1 dagator yaginlashuvchi;
b) L > 1 daqator uzoglashuvchi;
V)l =1 daqgatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligi ochiq goladi.
4 [ <1 bolsin. I <g<1 shartni ganoatlantiruvchi g sonini garaylik.
Limitning xossalariga ko‘ra n ning biror N giymatidan boshlab gatorning barcha hadlari

uchun

il < g (11.16)

an

tengsizlik bajariladi. (11.16) tengsizlikda barcha n > N lar uchun shakl almashtirish

bajaramiz:
Ay+1 < qay
aniz2 < qaniq < q%ay
ansz < qayiz < @Pay
SHunday qilib ay;q + ayyo +ayss + -+ Qatorning barcha hadlari

yaginlashuvchi bo‘lgan qay + q?ay + q3ay + --- cheksiz kamayuvchi geometrik
progressiya yig‘indisi hadlaridan kichik. SHuning uchun 11.5- teoremaga ko‘ra
tengsizlikning chap tomonidagi gator ham yaginlashuvchi. Bu gator (11.14) gatordan
chekli sondagi hadlarga farg gilgani uchun 11.2- teoremaga ko‘ra (11.14) gator ham

yaqginlashuvchi.

[ > 1 bo‘lsin. U holda biror N nomyerdan boshlab, barcha n lar uchun =22 > 1

an
yoki a, ., > a,.Bundan esa, gatorning hadlari biror N hadidan boshlab o*suvchi bo‘ladi
va umumiy had nolga intilmaydi. O‘z navbatida 11.4- teoremaning natijasiga ko‘ra gator
uzoglashuvchi bo‘ladi. »
Eslatma. [ =1 bo‘lganida qator yaginlashuvchi ham uzoglashuvchi ham
bo‘lishi mumkin. Bu tasdigning to‘g‘ri ekanligini misollarda ko rishimiz mumkin.
11.6- Misol. % + 22—2 + ;—3 + -+ — + -+ qatomi yagjinlashishga tekshiring.

n+1

n n+1 a
»Buyerdaa, =, ans1 = va =+ =

n+1
2 an

N
EEE
[y
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n+1
..a . on¥t . 2"(n+1 .
lim 2 = lim 2= = lim i+ _

n-ooo Qan n-oo —x nooo 20+in n-ooo N

demak gator yaginlashuvchi. <

Koshining radikal belgisi.

11.9-Teorema. Agar (11.14) gatorning n hadining n - darajali ildizi hisoblanib,
uning limiti n — oo da chekli biror [ songa teng bo‘ladigan bo‘lsa, ya’ni,

limY/a, = 1 (11.17)

n—oo

bo‘lsa, u holda:

a) l < 1 dagator yaginlashuvchi;

b)l > 1 da qator uzoglashuvchi;

v)l =1 daqatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligi ochig goladi.

4 [ <1 Dbolsin. Il <q <1 shartni ganoatlantiruvchi g sonini garaylik.
Limitning xossalariga ko‘ra yaginlashuvchi gatorda n ning biror N giymatidan boshlab
gatorning barcha hadlari uchun

Van<4q
yoki

a, <q" (11.18)
tengsizlik bajariladi. U holda ay.; + ay4. + ay43 + -+ qatorning barcha hadlari
yaginlashuvchi bo‘lgan g+ q® +¢q3+ -+  cheksiz kamayuvchi geometrik
progressiya yig‘indisi hadlaridan kichik. Demak tagqgoslash alomatiga ko‘ra
tengsizlikning chap tomonidagi gator ham yaginlashuvchi. Bu gator (11.14) gatordan
chekli sondagi hadlarga farq gilgani uchun 11.2-teoremaga ko‘ra (11.14) gator ham
yaqginlashuvchi.

[ > 1 bo‘lsin. U holda biror N nomyerdan boshlab barcha n lar uchun %/a,, > 1

yoki a, > 1. Bundan esa gatorning umumiy hadi nolga intilmaydi va o‘z navbatida gator
uzoglashuvchi bo‘ladi. »
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11.7- Misol.

(ee)

2.7 1)

n=1

2

yaginlashishga tekshiring.
» Koshining radikal belgisiga ko‘ra

.n n \" . n \" . 1 ) 1 2
= Jim 2 (355) =2l () = 2lim e = 2lim =S < 1

n

Demak gator yaqinlashuvchi. <

Koshining integral belgisi.

11.10-Teorema. Agar (11.14) gatorning barcha hadlari uchun

Ay =0y = = Ay (11.19)
shart o‘rinli bo‘lib, uzluksiz kamayuvchi f(x) funksiya uchun,
f) =ay,f(2)=ay,f(n) =ay,

tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda

1) agar | 1°° f(x)dx integral vyaginlashuvchi bo‘lsa, (11.14) qator ham
yaginlashuvchi bo‘ladi;

2) agar [ 1°° f (x)dx integral uzoglashuvchi bo‘lsa, (11.14) gator ham uzoglashuvchi
bo‘ladi.

<« YUqoridan kamayuvchi y = f(x) funksiya bilan, quyidan esa Ox
o‘qining [1, n ] kesmasi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyani garaymiz
(11.1- rasm).

\y=f(X)

as

11.1-rasm
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Rasmda ko‘rsatilgan to‘g‘ri to‘rtburchaklarming yuzalarini va egri chizigli
trapetsiyaning yuzasini (aniq integralning qiymati) solishtirsak

a2-1+a3-1+~-+an-1<flnf(x)dx<a1-1+a2-1+---+an_1-1
tengsizliklami hosil gilamiz. Bu yerda chap tomondagi tengsizlikdan

Sp—ay < [ f(x)dx
yoki
S, < flnf(x)dx + a,

ni hosil gilamiz. Agar floof(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa
S, < flnf(x)dx +a;, < floof(x)dx +a,;

S, musbat o‘suvchi ketma- ketlik bo‘lganligi uchun oxirgi tengsizlikka ko‘ra uning
limiti chekli bo‘ladi, ya’ni berilgan gator yaginlashuvchi.

Endi faraz qilaylik floof(x)dx integral uzoglashuvchi. O‘ng tomondagi
tengsizlikka ko‘ra

flnf(x)dx +a,<S,

Agar bu tengsizlikdan — oo limitga o‘tsak S,, = oo ni hosil gilamiz. »

Eslatma. Bu teoremaning tasdig‘i (11.19) shartlar biror haddan boshlab o‘rinli
bo‘lsa ham o0z kuchida goladi.

11.8- Misol.

z

gatorni yaginlashishga tekshiring.

> f(x) =

ganoatlantirganligi uchun Koshinining integral belgisidan foydalanamiz.

1

xin2x

funksiya  yuqoridagi  11.10 teorema  shartlarini

(00} 1 <
= — (0.0]
2 In2

0 1 o 1 1
J, dx = [, d(lnx) = — —

xin2x In%x

88



Xosmas integral yaginlashuvchi, demak berilgan gator ham yaginlashuvchi
bo‘ladi. «
Quyidagi gatorni garaymiz
1+i+i+...+i+... — Zi (p > 0)
2p 3P npb npb

n=1
Unga umumlashgan garmonik gator deb atalib, uni Koshining integral
alomati yordamida yaqginlashishga tekshiramiz.
f(x)=xip funksiyani garaymiz. Bu funksiya uzluksiz va monoton

kamayuvchi hamda f (n) = —

nb’
p # 1 bo‘lganida
(1 P o1
—dy = - i -p+1 _
fxpdx -p+111 1—plg%x D
1

Agar bu yerda p > 1 bo‘lsa, lim,_,x 7 =0 va ffi—;=ﬁ gaega

bo‘lamiz. Demak gator yaginlashuvchi bo‘ladi.
Agar p <1 bo‘lsa, lim,_ . x P+ = oo va integral uzoglashuvchi, demak
garalayotgan gator ham uzoglashuvchi. p = 1 bo‘lganda,
oodx_l 00
X | 1

= 00
1
ya’ni gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
SHunday qilib umumlashgan garmonik

[00]

1

nP
n=1

gator p > 1 da yaginlashuvchi va p <1 da uzoglashuvchidir.

11.4. Ishoralari o‘zgaruvchi qatorlar. Absolut va shartli yaqinlashuvchi

gatorlar. Ishoralari almashinuvchi gatorlar

Biz shu paytgacha garagan barcha gatorlarning ishoralari o‘zgarmas edi.

Umumiy holda gator hadlari ixtiyoriy sonlar bo‘lishi mumkin. Hadlari turli ishorali
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sonlardan iborat bo‘lgan qatorga ishoralari o‘zgaruvchi qator deb ataladi. Ishoralari
o‘zgaruvchi bo‘lgan gatorlarning muhim xususiy holi ishorasi almashinuvchi
gatordir.

Quyidagi ishoralari almashinuvchi bo‘lgan gatorni garaymiz

[00)

a,—a;+az—a,+-+ (D" a0 = Z(—l)n‘lan (11.20)

n=1
bu yerda barcha n € N larda a, > 0. (11.20) gatorlarning yaginlashuvchiligini
ta’minlovchi yetarli shartlar Leybnits tomonidan keltirilgan bo‘lib, u quyidagi

teoremadan iborat.

11.11-Teorema. (Leybnits alomati) Agar
D a >a,>a3>a,>>a, >,
2) lima, =0

n-oo
shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda (11.20) gator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi har
doim quyidagi shartni ganoatlantiradi: 0 < S < a;.

<« Aytaylik, n = 2m juft son bo‘lsin. Qatorning dastlabki 2m ta hadining
yig‘indisini garaymiz.

Som = (a1 —az) + (a3 —ay) + -+ + (Azm-1 — d2m)-

Bu yerda har bir gavs ichidagi ifoda teoremaning birinchi shartiga ko‘ra musbat son

bo‘Iganligi uchun
Som >0 (11.21)

Endi yuqoridagi ifodani quyidagicha o‘zgartiramiz

Som = a1 — [(az —az) + (ag — as) + -+ (Agm-2 — Azm-1) + Aom]-
S,m» a4 Va kvadrat gavs ichidagi ifoda musbat bo‘lganligi uchun
Som < a4 (11.22)
deb yoza olamiz.

(11.21) va (11.22) tengsizliklardan kelib chigadiki, S,,, o‘suvchi ketma — ketlik

bo‘lib, yugoridan chekli son bilan chegaralangan ekan. SHuning uchun bu ketma- ketlik
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chekli limitga ega
limS,,, =S (11.23)

n—-oo

hamda, 0 < S,,, < a; bo‘ladi.
Endi faraz gilaylik, n = 2m 4+ 1 —toq son bo‘lsin va gatorning dastlabki 2m + 1

ta hadining yig‘indisini garaymiz. Ravshanki,

Sam+1 = S2m T Aam+1-
Ushbu tenglikda limitga o‘tsak,

llm 52m+1 == llm SZm + llm a2m+1 = llm SZm =S.
n—oo n—-oo n—-oo n—-oo
Demak, isbot gilinganiga ko‘ra, ham toq indeksli, ham juft indeksli xususiy
yig‘indilar ketma-Kketligi fagatgina (11.23) chekli limitga intilishi kelib chiqdi. Bundan esa

(11.20) gatorning yaqginlashuvchiligi hamda, 0 < S < a4 natija hosil bo‘ldi. »
11.9- Misol.

[0.0)

1

1 +1 1+ +(1)"‘11+ —Z( 1)"1
2 3 4 n B n

n=1
gatorni yaginlashishga tekshiring.
» Qator hadlari uchun

1>1>1>1> > >
2 3 4 n
va

1
lim—-—=20
n—-oon

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. SHuning uchun Leybnits alomatiga ko‘ra berilgan

gator yaginlashuvchi. <

Ishoralari o‘zgaruvchi gator yaqginlashishining yetarli alomati

Agar sonli gator hadlarining tarkibida ham musbat hadlar, ham manfiy hadlar
ishtirok etsa uni biz ishoralari o‘zgaruvchi gator deb atagan edik. Quyidagicha ishoralari
o‘zgaruvchi gator
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a1+a2+"‘+an+“‘ (1124)
va unga mos bo‘lgan musbat hadli
la,| + |ay| + -+ |ap| + -+ (11.25)

gatorlarni garaymiz. Bu yerda shu paytgacha garalgan qatorlardan fargli ravishda
a,,a,, ,ay,, - - ixtiyoriy ishorali sonlar.

11.12-Teorema. Agar ishoralari o‘zgaruvchi bo‘lgan (11.24) gatorga mos (11.25)
musbat hadli gator yaginlashuvchi bo‘lsa, ishoralari o‘zgaruvchi gator ham yaginlashuvchi
bo‘ladi.

« (11.24) va (11.25) gatorlarning xususiy yig‘indilarini mos ravishda S,, va o,
bilan belgilaymiz. SHuningdek (11.24) - gatorning dastlabki n ta hadlari ichida barcha
musbat hadlari yig‘indisini S;, bilan, barcha manfiy hadlari absolyut giymatlari yig‘indisini

esa S,, bilan belgilaymiz. U holda
Sy =S,—S, vao,=S,+S,

Teoremaning shartiga ko‘ra (11.25) gator yaginlashuvchi bo‘lganligi uchun  lima,, = o

n—>oo

chekli limit mavjud va g,, < o yoki
S, +S, <o (11.26)
boladi. (11.26) tengsizlikdan S, < o va S, < o deb yoza olamiz. Bundan esa limitlar
hagidagi teoremaga ko‘ra
fim $i=S",  lms, =S

chekli limitlar mavjudligi kelib chigadi. U holda
limS, = lim (S, —S,)=S" —S =S5,
n—>00

n—->0oo

Demak, (11.24) gator yaginlashuvchi bo‘lar ekan. »

YUqorida isbot gilingan teorema ishoralari o‘zgaruvchi bo‘lgan ba’zi
gatorlar yaginlashuvchiligi hagida fikr yuritish imkonini beradi. Bu shartlar
ishorali 0‘zgaruvchi bo‘lgan gatorlar uchun yetarli shart hisoblanadi, ammo zaruriy

shart emas. Masalan, yuqoridagi 11.9- misolga ko‘ra ishorasi o‘zgaruvchi bo‘lgan
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1-— % + § — —% + -4 (—1)”‘1%+ --+ gator yaginlashuvchi bo‘lsada, lekin unga
mos bo‘lgan 1 +%+§+%+ ---+%+ -« musbat hadli garmonik qator
uzoglashuvchidir.

11.2-Ta’rif. Agar ham ishoralari o‘zgaruvchi bo‘lgan gator ham unga mos
bo‘lgan mushat hadli gator ham bir paytda yaginlashuvchi bo‘lsalar, u holda
ishoralari o‘zgaruvchi qatorni absolut yaginlashuvchi gator deyiladi. Aksincha,
ishoralari o‘zgaruvchi gator yaginlashuvchi bo‘lib, unga mos bo‘lgan musbat hadli
gator uzoglashuvchi bo‘lsa, bunday ishoralari o‘zgaruvchi qatorni shartli
yaqginlashuvchi qator deyiladi. Demak, yuqoridagi 11.9-misolda Kkeltirilgan
ishoralari o‘zgaruvchi gator shartli yaginlashuvchi bo‘lar ekan.

11.10-Misol.

1 1 1 .1
1_2_2+§_E+.“+(_1) ﬁ-l_
gatorni yaginlashishga tekshiring.
» Berilgan gator bilan birgalikda uning absolyut giymatlaridan tuzilgan

1 1 1 1
Ittt tt o+
gatorni garaymiz. U umumlashgan garmonik gator bo‘lib Koshining integral
belgisiga ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi. SHuning uchun berilgan gator absolyut
yaginlashuvchi bo‘ladi. <«

Absolut va shartli yaqginlashuvchi gatorlar o‘zlarining ba’zi bir muhim
xossalari bilan ajralib turadi. Bu xossalar bizning fikrimizcha kitobxon uchun
gizigarli bo‘ladi. SHuning uchun ularni isbotsiz bo‘lsada kelitirib o‘tamiz.

11.13-Teorema. Absolut yaginlashuvchi gatorning hadlari joylarini ixtiyoriy
tartibda almashtirilganda ham, uning absolyut yaginlashuvchiligi saglanib goladi.
Bundan tashqgari gator yig‘indisi hadlar joylashuvi tartibiga bog‘liq emas.

11.14-Teorema. SHartli yaginlashuvchi qatorda hadlar tartibining
almashtirilishi gator yig‘inidisini o‘zgartirishi mumkin. Bundan tashgari qator
hadlarini shunday almashtirish mumkinki, natijada gator uzoglashuvchi bo‘lib
goladi.
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YUqoridagi 11.14 teoremaning to‘g‘ri ekanligini quyidagi misolda
garaymiz. 11.9-misolga ko‘ra
11 1 1 1 1 1 1 1

I=ot3 3ts st7 gtg 07 =°

1 1 1 1 1 S
2 275780 72
yoki
1 1 1 1 1 S
0+5+0—7+0+-+0—g+0+m— =7
Agar berilgan gator bilan bu gatorni hadlab qo‘shsak, natijada
1 1 1 1
1=04g—ote=0dg— g+t =—
yoki
1 1 1 1 1 35
ltg—gtgts—gtgt =5

Agar e’tibor gilsak bu gator berilgan gatordan hadlarining joylashuvi bilan farg

giladi. Ularning yig‘indilari esa turli sonlar.

11.5. Funksional gatorlar. Funksional gatorlarning yaginlashish sohasi

Har bir hadi funksiyadan iborat bo‘lgan quyidagi ko‘rinishdagi gator

[00]

u () + uy (x) + +u,(x) + = Z U, (x) (11.27)

n=1
funksional gator deb ataladi. Barcha u,, (x) funksiyalar biror chekli yoki cheksiz
oraliqda aniglangan va uzluksiz deb faraz gilinadi. Agar (11.27) gatorda x ning

o‘rniga x, sonni qo‘ysak
Uy (o) + uz (xg) ++ +up(xp) + -
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sonli gatorni hosil gilamiz. Agar bu sonli gator yaginlashuvchi bo‘lsa, x, nuqgta
funksional gatorning yaginlashish nuqtasi deyiladi. Agar gator uzoglashuvchi
bo‘lsa, u holda x, nugta funksional gatorning uzoglashish nuqtasi deyiladi.

11.3-Ta’rif. Funksional qator yaginlashuvchi bo‘ladigan barcha x lar
to‘plami shu gatorning yaqginlashish sohasi deyiladi.

(11.27) qatorning dastlabki n hadining yig‘indisi gatorning n —xususiy
yig‘indisi deyiladi

Sa(x) = u (x) + u,(x) + +u, (). (11.28)

YAqinlashish sohasida gator yig‘indisi biror S(x) funksiyadan iborat bo‘lib, bu
funksiya lim,,_,., S,,(x) = S(x) kabi aniglanadi. Demak yaginlashish sohasida

uq () + uy (x) + +uy(x) + = S(x).

Qator yig‘indisi bilan xususiy yig‘indi orasidagi farq

S(x) = Sn(x) = Rp(x)

gatorning n-qoldig hadi deb ataladi

Rn(x) = Upp1 (%) + Upyp (x) +-
Funksional qatorning yaginlashish sohasida lim,_. R,(x) = 0 o‘rinli
bo‘ladi, chunki
lim Ry () = lim (S(x) = $,(0) = limS(x) = limS,(x) =
=S5S(x)— S(x)=0.
11.11-Misol.

x+x2+x3+ 2y
2 2223 2n

funksional gatorning yaqginlashish sohasini toping.

» Qator absolut giymatlaridan tuzilgan gatorni garaymiz.
x2
22

n

_|_... +

Zn _|_...

3+

Dalamber alomatiga asosan
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n+1 n n+1

X X
on+1 : Zn

X
2n -2 xn

u
lim n+1(x)

n—oo

= lim

n—-oco

= lim

n—oo

| = 1m 5] =[5

n—-oco

un(x)

|’2—C| < 1 bo‘lganda gator yaginlashuvchi, bundan |x| <2 yoki —2 < x < 2. Oraliq

chetlarida, ya’'ni x = 2 da berilgan gator 1 + 1 + 1 + --- ko‘rinishga ega bo‘lib, u
uzoqglashuvchi bo‘ladi. x = —2da —1+1—1+ 1+ --- ko‘rinishga ega bo‘lib, bu
ham uzoglashuvchi gatordir. Demak, gatorning yaginlashish sohasi x € (—2;2).
<

11.12-Misol.
1 1 1 1
1+xz+22+x2 +32 +x2+m+n2 +x2+
gatorning yaginlashish sohasini toping.

1 1 . .
< — o‘rinlidir. Y,p—4 — dator yaginlashuvchi

» Barcha x lar uchun —— < —
ne+x n

bo‘lganligi uchun qatorlarni taqgoslashning birinchi alomatiga asosan,
Y1 iz funksmnal gator barcha x lar uchun yaginlashuvchidir. Qatorning

yaqinlashish sohasi x € (—o0: ). <

Kuchaytirilgan gatorlar.

11.4-Ta’rif. Agar biror [a, b] oraliqda
()l <y, [ <ay, . lup() < ay - (11.29)
shartlarni ganotlantiruvchi musbat hadli, yaginlashuvchi bo‘lgan
a, +a, + -+ a, + -+ sonli gator mavjud bo‘lsa, u holda
u () +uy () + -+ u(x) + -
funksional qator [a, b] oraliqda kuchaytirilgan gator deyiladi.

Masalan :
Sin2x Sin3x Sinnx
22 + 32 + n2

gator kuchaytirilgan gatordir, chunki,

sinx +

1

nZ

1 sin nx

= 52 9 soey
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shartlar o‘rinli bo‘lib,

sonli gator yaginlashuvchidir .
11.5-Ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday N(&) nomer mavjud
bo‘lib, barcha n > N (&) nomerlar uchun
1S, (x) —S(x)| <&

(x € [a, b]) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
U () +up(x) + -+ u,(x) + oo

funksional gator [a, b] kesmada tekis yaginlashuvchi deyiladi.
Kuchaytirilgan funksional qatorlar bilan tekis yaqginlashuvchi qatorlar
orasida quyidagicha bog‘lanish mavjud.
11.15-Teorema. Agar
U () +up(x) + -+ u,(x) + oo

funksional gator [a, b] kesmada kuchaytirilgan gator bo‘lsa, u shu kesmada tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi.

« (11.29) shartlarni ganoatlantiruvchi, yaginlashuvchi bo‘lgan a; + a, +
-+ a, + -+~ sonli gator mavjud bo‘lib, uning yig‘indisi o ga teng bo‘lsin.

U holda ¢ = g, + ¢,, bo‘lib g, qatorning xususiy yig‘indisi, &, esa qgator
qoldig‘i. Ta’rifga ko‘ra

limo, = o, lime, = 0.

n—-oo n—-oo

Endi berilgan funksional gatorning qoldig‘ini garaymiz
S(x) = Sp(x) = Ry (x).
Qator kuchaytirilgan bo‘lganligi uchun
U1 ()| < tnyry NUp2()] S gz s -
SHu sababli [a, b] kesmadagi barcha x lar uchun
Ry (X)| < &,

SHunday qilib [a, b] kesmaga tegishli bo‘lgan barcha x lar uchun
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1S(x) = Sp ()] < &,

ya’ni, berilgan qator [a, b] kesmada tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »
Eslatma. Bu teorema funksional gator tekis yaginlashishi uchun zaruriy
shartni ifodalamaydi, ya’ni shunday funksional gatorlar borki u kuchaytirilgan

bo‘lmasada tekis yaginlashadi.

11.6. Tekis yaginlashuvchi gatorlarning xossalari

Tekis yaginlashuvchi qatorlar chekli yig‘indilar uchun o‘rinli bo‘lgan
xossalarga ega, ya’ni gator yig‘indisining uzluksizligi, hadlab integrallash va
differensiallash formulalari bajariladi. Biz bu xossalarni isbotsiz keltiramiz.

11.16-Teorema. Agar (11.27) funksional gatorning barcha hadlari uzluksiz
funksiyalardan iborat bo‘lib, bu qgator [a, b] kesmada tekis yaqginlashuvchi bo‘lsa,
uning yig‘indisi ham uzuksiz funksiya bo‘ladi.

11.17-Teorema. Agar (11.27) funksional gatorning hadlari uzluksiz va
funksional qator [a,b] kesmada tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, [a,b] kesmaga

tegishli ixtiyoriy x, , x, giymatlar uchun quyidagi tenglik o‘rinlidir.

f,:z [u (x) + uy(x) + +u,(x) + ] dx =
= f;lz Uq (x)dx + f;clz U, (x)dx 4 -+ f;flz w, (x)dx .

11.18-Teorema. Agar (11.27) funksional gator [a,b] kesmada tekis
yaqginlashuvchi, gatorning hadlari [a,b] kesmada  birinchi tartibli

uy (x), uy(x), -+, up (x) uzluksiz hosilalarga ega va
wh () + uh (%) + - +ul (x) +

gator tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda, gatorni hadlab differensiallash mumkin,

ya’ni:
(3 (1) + () + o+ Uy (1) ) = wh (0) + wh(x) + -+ (1) +-
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11.7. Darajali gatorlar. Darajali gqatorning yaginlashish oralig‘i va
yaginlashish radiusi

Funksional gatorlarning muhim xususiy hollaridan biri darajali gatorlardir.
Bu qatorlar amaliyotda muhim ahamiyatga egaligi tufayli biz ularni to‘laroq
o‘rganamiz.

Darajali gator tushunchasi.  Hadlari x ning darajalariga nisbatan o‘sib

borish tartibida joylashadigan quyidagi funksional gator
Ao + a;x + ax® + -+ ax™ + - = zanx” (11.30)
n=0

darajali qator deyiladi. Bu yerdagi ay, aq,a,, -, a,, - lar hagigiy sonlar bo‘lib,
ularga gatorning koeffitsentlari deyiladi.

Darajali gatorlarning yaqinlashish sohasi biror intervaldan iborat bo‘lib,
ba’zan u nugtadan yoki bo‘sh to‘plam ham bo‘lishi mumkin. Bu intervalni aniglash
uchun quyidagi teoremani isbotlaymiz.

11.19-Teorema. (Abel teoremasi) a) agar (11.30) darajali gator x ning
biror x = x,, giymatida yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda,

x| < xo] (11.31)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi argument x ning barcha giymatlari uchun (11.30)
gator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi;

b) agar (11.30) darajali gator x ning biror x = x, qiymatida uzoqlashuvchi
bo‘lsa, u holda (11.30)

x| > ]xo] (11.32)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi argument x ning barcha giymatlari uchun (30) gator
uzoglashuvchi bo‘ladi.

<« a) Teoremaning shartiga ko‘ra

ag + ayxg + azx? + o axg™ e = Z anxy"
n=0
sonli qator yaginlashuvchi bo‘lganligi uchunn — c da a,x,™ nolga ga intiladi,
demak {a,x,™} sonlar ketma-ketligi chegaralangan. U holda shunday M > 0 son
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mavjudki, barcha n lar uchun
a,x," <M (11.33)
deb yozish mumkin bo‘ladi. (11.30) gatorni quyidagicha

a, + a,x, (xio) + a,x,* (xi)z + 4 apx" (xio)n + - (11.34)

0

o‘zgartirib yozamiz va (11.34) gatorga mos bo‘lgan musbat hadli gatorni garaymiz:
x 2 x |2 n x |
laol + layxol - | =] + lazxo?| - | =] + -+ lawxo™] - ||+ (11.35)
0 0 0

SHuningdek, quyidagicha musbat hadli gatorni garaymiz:

n

2
M+M[E+M[IE| ++ME| +-- (11.36)

X
Xo

X
Xo

x
X0
(11.36) qgator cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya (ya’ni yaginlashuvchi

gator) bo‘lishi uchun mahraji

Zl<1 (11.37)

X0

shartga bo‘ysunishi kerak. (11.33) tengsizlikka ko‘ra (11.35) gatorning har bir hadi
(11.36) gatorning har bir hadidan kichik bo‘lganligi uchun u ham (11.37) shart
bajarilganda yaginlashuvchi bo‘ladi. SHuningdek, (11.35) gator (11.34) gatorga
mos bo‘lgan musbat hadli gator bo‘lganligi uchun u ham (11.37) shart bajarilganda
nafagat yaginlashuvchi, balki absolut yaginlashuvchi bo‘ladi. Undan esa (11.30)
gatorning |x| < |x,| shart bajarilganda absolut yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

Abel teoremasidan kelib chigdiki (11.30) darajali gator |x| < |x,| yoki
—|xo] < x < |x,| oraligda absolut yaginlashuvchi gator bo‘lar ekan.

b) Faraz qilaylik (11.30) gator biror x, da uzoglashuvchi. U holda gator
barcha |x| > |x,| lar uchun uzoglashuvchi. Aks holda, ya’ni biror |x'| > |x,| da
gator yaginlashuvchi bo‘lsa, teoremaning isbot gilingan birinchi gismiga ko‘ra
barcha |x| < |x'| lar uchun, jumladan x, nugtada ham gator yaginlashuvchi bo‘lib
qolar edi.»
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Hagigiy sonlar to‘plamini, ya’ni sonlar o‘qini ikkiga shunday ajratish
mumkinki, uning bir gismida (11.30) gator yaginlashuvchi, ikkinchi gismida esa
uzoqlashuvchi bo‘ladi. Abel teoremasidan darajali gatorning yaginlashishi sohasi
biror (—|x,1, |x|) intervaldan iborat ekanligi kelib chigadi.

11.4-Ta’rif. Darajali gatorning yaginlashish oralig‘i deb shunday (—R,R)
ochiq oraliqga aytiladiki, bu oraligning ichidagi barcha giymatlarda darajali gator

yaqginlashuvchi bo‘lib, undan tashqaridagi giymatlarda esa uzoglashuvchi bo‘ladi.

Qator uzoglashuvchi Qator yaginlashuvchi Qator uzoglashuvchi

-R 0 R

11.2-rasm

Bu yerda R darajali gatorning yaginlashish radiusi deb ataladi.

SHuningdek, yaginlashish oraligining x = +R  chegaraviy nugtalarida
darajali gatorning yaginlashishi yoki uzoglashishi qo‘shimcha tekshiriladi.

Agar R =0 bo‘lsa, ravshanki yaginlashish sohasi O nuqgta yoki bo‘sh
to‘plamdan iborat, R =oco bo‘lsa gator sonlar o‘qining barcha nugtalarida
yaqginlashadi. Darajali gatorlarning yaginlashish oralig‘ini hisoblashda ko‘pincha
Dalamber yoki Koshining radikal alomatlaridan foydalaniladi.  Dalamber
alomatiga ko‘ra garalayotgan darajali gatorga mos bo‘lgan mushat hadli darajali

gator tuzib olganimizdan keyin quyidagini yozishimiz mumkin bo‘ladi

+1
" An+1

an

Ap+1X
A xX™

= |x| - lim

n—-oo

n—-oo

Faraz gilaylik, lim,,_,

%| mavjud bo‘lib, u birorta L chekli songa teng

bo‘lsin. U holda Dalamber alomatining

1| — (11.38)

Qan

lim,,_,

shartiga ko‘ra
|x|L < 1
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da garalayotgan darajali gator yaginlashuvchi bo‘lar edi. Bundan esa |x| < % yoki
—% < |x| <% deb yoza olamiz. Demak, qaralayotgan darajali qatorning

yaginlashish oralig‘i (—%%) ochiq oraliqdan iborat ekan. Darajali gatorning

yaqginlashish radiusini (38) tenglikka ko‘ra quyidagicha yozish mumkin bo‘ladi
1

(11.39)

Aynan shu yo‘sinda darajali gatorning yaginlashish radiusini Koshining radikal

alomatiga binoan quyidagicha hisoblash mumkin:

R = lim — (11.40)
e Y lan|
11.13-Misol.
sz_(Z;c)Z+(2;c)3_m+(_1)n_1@+,,.
darajali gatorning yaqinlashish oralig‘i topilsin.
» (11.39) formulaga ko‘ra
e e Il P RS S
n+1 (_1)71 o
Demak, |x| <% da gator yaginlashadi. x = —% da garmonik gator hosil

bo‘lib u uzoglashuvchi, x =% da esa 11.9-misolda isbotlanganiga ko‘ra gator

yaginlashuvchi bo‘ladi. SHuning uchun yaginlashish oralig‘i (—%%] oraligdan

iborat. «
11.14-Misol.
X x? x3 x"
EE I PR T VI I VT
darajali gatorning yaqinlashish oralig‘i topilsin.
» Y Agqinlashish radiusini topamiz
a, s (n+ 1)%-3°
R=tim || = i |5 = i =0

(n+1)2_32n+2
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R =9 da umumlashgan garmonik gatorning p = 2 dagi xususiy holi hosil
bo‘lib, u yaginlashuvchi bo‘ladi. SHuning uchun R = -9 da absolut
yaginlashuvchi bo‘lgan ishorasi almashinuvchi gatorga ega bo‘lamiz. Demak
gatorning yaginlashish sohasi [—9,9] kesmadan iborat. <

Eslatma. Darajali gator yaginlashish oralig‘ining ta’rifidan ko‘rinadiki, u

chekli oralig, cheksiz oraliq yoki bittagina nugtadan iborat bo‘lishi mumkin ekan.

11.8. Darajali gatorlarning xossalari

Ushbu
Ao + a;x + ax?® + -+ ax™ + -+ (11.41)

darajali gator berilgan bo‘lib uning yaqginlashish radiusi R bo‘lsin.
11.20-Teorema. Ixtiyoriy r < R uchun (11.41) darajali qator [—7,7 ]
kesmada kuchaytirilgan gator bo‘ladi.

<« SHartga ko‘ra r < R, shuning uchun Abel teoremasiga ko‘ra
lag| + lag|r + |ay|r? + -+ + |a,|[r™ + - (11.42)

gator yaginlashuvchi. Barcha |x| < r larda (41) gatorning hadlari yaginlashuvchi
bo‘lgan (11.42) sonli gator hadlaridan oshmaydi, ya’ni (11.41) gator kuchaytirilgan
bo‘ladi.»

YUqorida isbot gqilingan teoremaga ko‘ra darajali qatorlarni hadlab
integrallash va differensiallash mumkin, ya’ni darajali gatorlar quyidagi xossalarga
ega.

1)  Avytaylik, biror darajali gatorning yaginlashish oralig‘i (—R,R) dan
iborat bo‘lib, uning yig‘indisi o‘sha oraligda S(x) funksiyadan iborat bo‘lsin,
ya’ni:

S(x) = ag + a;x + ax% + -+ apx™ + - (11.43)

u holda ushbu gatorni hadlab differensiallash mumkin. Hadlab differensiallashdan
hosil bo‘lgan darajali gatorning yig‘indisini ¢ (x) deb belgilasak:
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o(x) =a; +2a,x + -+ na,x" 4 - (11.44)

u holda (—R, R) oraliqda har doim
S'(x) = ¢(x) (11.45)
bo‘lib, (11.44) gatorning yaginlashish oralig‘i (—R, R) dan iborat bo‘ladi.

2)  Agar darajali gatorning yaqginlashish oralig‘i (—R, R) bo‘lib, a. va j lar
shu oraligda yotuvchi giymatlar bo‘lsa, u holda garalayotgan darajali gatorni o dan
B gacha bo‘lgan chegaralarda integrallash mumkin bo‘ladi va integrallashdan hosil
bo‘lgan gatorning yaqinlashish oralig‘i o‘zgarishsiz qoladi.

3)  YUgorida garalayotgan darajali gator bilan birgalikda (x — a) ning
darajalari bo‘yicha darajali gatorni ham garash mumkin. Uni biz umumlashgan
darajali gator deb ataymiz:

ap+a,(x—a)+a,(x—a) +-+a,(x—a)* + - (11.46)

Ravshanki a = 0 da yugorida o‘rganilgan darajali gator hosil bo‘ladi, demak
u (11.46) gatorning xususiy holi bo‘lar ekan.

(11.46) gatorning yaginlashish oralig‘ini aniglash magsadida

X—a=z (11.47)
almashtirishdan foydalanamiz. Natijada (11.46) gator z ning darajalariga nisbatan
darajali gqatorga aylanadi

Ao+ a1z + a,z% + -+ a,z™ + -

Aytaylik, uning yaginlashish oralig't —R < z < R dan iborat bo‘lsin. U
holda (11.47) ga ko‘ra (11.46) darajali gatorning yig‘indisi —R —a <z <R +a
oraligdan iborat bo‘ladi.

11.15-Misol.

(x+1) (x+1D? (x+1)3 (x+ 1"
darajali gatorning yaginlashish oralig‘i topilsin.
» x + 1 = z kabi belgilash kiritsak

Z+ZZ+ZS+ + 2y
1 22 32 n2
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gator hosil bo‘lib, bu gatorning yaginlashish radiusi R = 1 ga teng. Oraliq chetlari

z=—1da

1 1 1
_1+§_¥+...+(_1) ﬁ-l_

va z=1da

1 1 1
l+ogtogtot g+
kabi sonli gatorlar hosil bo‘lib, ularning ikkalasi ham yaginlashuvchi. SHuning
uchun berilgan darajali gatorning yaginlashish sohasi
-1<x+1<1
yoki
—-2<x<0

dan iborat bo‘ladi. <«

11.9. Funksiyalarni darajali gatorlarga yoyish. Teylor va Makloren gatorlari

Amaliy masalalar uchun funksiyani soddaroq ko‘rinishda ifodalash
muhimdir. Bunday ifodalashlardan biri funksiyani darajali gatorga yoyish
hisoblanadi.

Darslikning birinchi jildi 6 bobida x = a nugtaning atrofida n + 1

tartibgacha hosilaga ega bo‘lgan funksiya uchun Teylor formulasi o‘rinli

1@

T (x—a)*+-+

f)=f@+f(@kx-a)+

(n)
+ 7@ e — @) + R (x) (11.48)

n!

FO+D(g10(x-a))

o @ —@™1,0<6 <1 Lagranj ko'rinishidagi

bu yerda R, (x) =

qoldiq had ekanligi ko‘rsatilgan edi.
Agar f(x) funksiya barcha tartibli hosilalarga ega bo‘lsa (11.48) formulada

n ni ixtiyoriy darajada katta qilib olish mumkin. Aytaylik, garalayotgan oraliqda

lim R,(x) =0
n—oo

bo‘lIsin.
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U holda (11.48) tenglikda n — oo da limitga o‘tsak, f(x) funksiyaning x — a ning
darajalari bo‘yicha darajali gatorga yoyilmasini hosil gilamiz

fO)=fla)+f'(@)(x—a)+ %(x —a)+ -+ %(x —a)®+ -+ (11.49)

Bu cheksiz qgatorga f(x) funksiyaning Teylor qatori deb ataladi. SHuni
ta’kidlashimiz lozimki, Teylor gatori lim,_. R,,(x) = 0 shart bajarilgandagina
f(x) funksiyani tasvirlaydi. Bu shart bajarilmasa, gator yaginlashuvchi bo‘lganida
ham boshga funksiyaga yaqginlashishi mumkin.

Berilgan funksiyani Teylor gatoriga yoyish ikki bosgichdan iborat:
1) Funksiya va uning barcha hosilalarining a nugtadagi giymatlarini hisoblab
formal ravishda Teylor gatorini quramiz. Bu holda funksiyaning cheksiz marta
differensiallanuvchi ekanligi talab etiladi;
2) Tuzilgan gator gaysi oraligda f(x) funksiyaga yaginlashishini aniglaymiz,
ya’ni ganday x lar uchun lim,,_,., R, (x) = 0 shart o‘rinli bo‘ladi.

Oxirgi shartning bajarilishini tekshirish uchun quyidagi teoremadan
foydalanish qulay.

11.21-Teorema. x = a nuqtaning biror atrofida funksiya va uning barcha
tartibli hosilalari absolyut giymati bo‘yicha aniq biror son bilan chegaralangan
bo‘lsa, shu oraliqda funksiyani Teylor gatoriga yoyish mumkin.

<« Biz oraligning barcha giymatlari uchun R, (x) goldig had n — o da
nolga intilishini ko‘rsatishimiz etarli. Teorema shartiga ko‘ra, n ga bog‘liq

bo‘lmagan shunday M o‘zgarmas son mavjudki, oraligning barcha nugtalarida

F® )| <M
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
U holda
. F@+D(q+0(x—-a)) _\n+1 (x—a)t1
Ru(@)| = [P - <
X —a n+1
lim $-D
n-o (n+ 1)!

bo‘lganligi uchun lim,,_,,, R,(x) = 0.
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a = 0 bo‘lganida Teylor gatorining xususiy holi
14} (n)
F) =FO)+ £ Ox +52u2 4+ 0yn g (11.50)

ni hosil gilamiz. Unga Makloren gatori deb ataladi. Makloren gatori elementar

funksiyalarning darajali gqatorlarga yoyilmalarini hosil gilish uchun juda qulay.

11.10. Ayrim elementar funksiyalarning darajali gatorlar ko‘rinishidagi

yoyilmalari

YUqorida isbotlangan 11.21 teoremadan foydalanib ba’zi elementar
funksiyalarni darajali gatorlarga yoyish masalasi bilan shug‘ullanamiz.

1. Ko‘rsatgichli funksiya e*.

Bu funksiya uchun Makloren gqatorini tuzib olamiz. f™(x) = e*

bo‘lganligi sababli

2 3 n
P RV . SO O (11.51)
2! 3! n!

Agar N ixtiyoriy o‘zgarmas son bo‘lsa, [N, N] oraligda e* <e¥ =M
shart o‘rinli bo‘ladi. O‘z navbatida funksiyaning barcha tartibli hosilalari eV = M
soni bilan chegaralangan bo‘ladi. N ixtiyoriy son bo‘lganligi uchun (11.51)
gatorning yaginlashish sohasi barcha sonlar o‘qgidan iborat.

2. Trigonometrik funksiyalar: sinx va cosx.

sinx funksiyani Makloren gatoriga yoyamiz. Buning uchun ketma- ket
ravishda hosilalarning giymatlarini hisoblaymiz
f(0) =sin0 =0, f'(0)=cos0=1, f"(0) =—sin0 =0,
'@ = —cos0 = —1, f1V(0) = sin0 = 0 va hokazo.
SHunday qilib funksiya hosilalarini x = 0 nuqtadagi giymatlari uchun
davriy bo‘lgan
0,10,-1,0,1,0,-1, ..

ketma- ketlikni hosil gildik. Ularning barchasi 1 soni bilan chegaralangan. Oz

107



navbatida 11.21 teoremaga ko‘ra sinx funksiyaning Makloren gatori

5 2n—1

X

ORI ST S P Y
sinx = x ——+ - + (—1) Zm— (11.52)
ko‘rinishda bo‘lib yaginlashish sohasi (—oo, ) dan iborat.
Xuddi shu kabi cosx funksiya ham
. T S GRE AL S i
cosx =1 T + (—1) o + (11.53)

kabi ko‘rinishda Makloren qatoriga yoyilib, uning ham yaginlashish sohasi
(—o0, ) dan iborat.

SHuni ta’kidlashimiz lozimki, sinx toq funksiya bo‘lganligi uchun, uning
yoyilmasi x ning fagat toq darajalari bo‘yicha, cosx juft funksiya bo‘lganligi
uchun uning yoyilmasi x ning fagat juft darajalari bo‘yicha bo‘ladi.

Agar (11.51) yoyilmada x ni —x ga almashtirsak,

x3
3!

e =1—x4+5— +(—1)n£+“' (11.54)
- 2! n! '

ni hosil gilamiz. (11.51) va (11.54) tengliklarni qo‘shib va ayirib

X —-X 3

_ x 2n—-1
=x+=+
3!

x
(2n-1)!

shx =2 4o (11.55)

ex+e—x x2n

(2n)!

chx = =1+l Iy (11.56)

tengliklarga ega bo‘lamiz.
Binomial qator. Faraz qilaylik, f(x) = (14 x)™ funksiyaning (m-
ixtiyoriy haqiqgiy son) darajali gatorga bo‘lgan yoyilmasini aniglash lozim bo‘Isin.

Ko‘rinib turibdiki, bu funksiya quyidagi

(1+x)f'(x) = mf(x) (11.57)
birinchi tartibli differensial tenglamaning
f(0)=1 (11.58)

boshlang‘ich shartini ganoatlantiruvchi echimidir. Qaralayotgan funksiyani darajali

gatorga yoyish magsadida uni ifodalovchi darajali gatorni quyidagicha tanlaymiz:
S(x) =1+ a;x+ ax?+ -+ a,x™ + - (11.59)

(11.59) ifodaning har ikkala tomonidan hosila olib, uni va hosilaning giymatini
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(11.57) tenglikka qo‘yamiz:
(1+x)(ay, + 2a,x + -+ na,x™ 1+ --) =
=m(1+ ayx + azx? + -+ +ax" + )
Ushbu tenglikning chap va o‘ng tomonlarida gavslarni ochgandan keyin x

ning darajalariga ko‘ra ular oldidagi koeffitsientlarni tenglashtiramiz. U holda

m(m-1) m(m-1)(m-2)
G=m =T 3=
m(m-1)(m-2)---(m—n+1)

n!

a, =

Ushbu topilgan koeffitsientlarni keltirib (11.59)— gatorga qo‘yamiz:

m(m-1)(m-2)---(m-n+1)
n!

SO =1+mx+ 0 x2 4t x™ 4+ (11.60)

Agar bu yerda m soni chekli natural son bo‘ladigan bo‘lsa, u gator — gator
bo‘lmasdan ko‘phadga aylanib goladi. SHuning uchun (11.60) ifoda gator bo‘lishi
uchun m soni chekli natural sondan tashqari ihtiyoriy haqiqiy son bo‘lishi lozim
ekan. Berilgan boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi birinchi tartibli differensial
tenglama echimining yagonaligi hagidagi teoremaga ko‘ra (11.60) gatorning
yig‘indisi S(x) bilan (1+x)™ funksiya aynan bir — biriga teng bo‘lar ekan. SHu

boisdan

m(m 1) X2 + - +m(m 1)(m—-2)--(m—-n+1)

AI+x)"=14+mx+— x™+ -+ (11.61)

n!

Ushbu (11.61) gator odatda binomial gator deb yuritiladi. Binomial

gatorning yaqinlashish oralig‘ini tekshiramiz. Dalamber belgisiga ko‘ra:

lim m(m-1)(m-2)---(m-n) 41 n!
n—oo (n+1)! mim-1)(m-2)---(m—-n+1)xn"

= |x|lim |—| =
n-oo In+1

= |x.

Demak, (11.61) gator yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun |x| < 1 bo‘lishi kerak
ekan. Bundan esa uning yaginlashish oralig‘i (—1;1) ekanligi kelib chigadi.

Y A’ni binomial gator (—1; 1) oraligda absolut yaginlashuvchi gator bo‘lib, uning
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yig‘indisi o°‘sha oraliqda f(x) = (1 + x)™ dan iborat ekan.

Binomial qatorning xususiy hollari. Quyida biz binomial gatorning
yoyilmasidan foydalanib, ayrim elementar funksiyalarning darajali gatorlarga
bo‘lgan yoyilmalarini o‘rganamiz.

1)  Aytaylik, binomial gatordam = —1 bo‘lsin. U holda

L= 1—x+x?—x3 4t (1) A (11.62)

1+x

Ushbu (11.62) gator binomial gatorning xususiy holi bo‘lgani uchun uning
ham yaginlashish oralig‘i (—1;1) dan iborat bo‘ladi. Har ganday darajali gatorni
o‘zining Yyadinlashish oralig‘i ichida hadlab integrallash mumkin bo‘lganligi uchun

(11.62) gatorni 0 dan x gacha bo‘lgan chegaralarda hadlab integrallaymiz
X
In(1+x) = j(l —x4+x*—x3+ -+ (—1)"x™ + - )dx
0

Bundan

2 3 n+1

X
e —_—— —_ e —_ n
n(l+x)=x 2+3 + (—1) m——

Hosil bo‘lgan gatorda x ni —x bilan almashtirsak, u holda

+ o (11.63)

x% x3

mhl-x)=—x———-——————"- (11.64)

Agar (11.63) va (11.64) gatorlarni hadlab ayirsak, quyidagi gatorni hosil gilamiz

14x x3  x° x2n+1
l =2(x+=+ 4 11.65
no— <x+3+5+ tHo—— ) (11.65)

Takidlash lozimki, yugoridagi gatorlarning yaginlashish oralig‘i (—1; 1) dan iborat
bo‘ladi.

2)  (11.62) gatorda x ni x? bilan almashtiramiz, u holda

1
s lox At xSk (DT (1166)

(11.66) gatorning ham yagqinlashish oralig‘i (—1;1) dan iborat ekanligini nazarda
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tutib, uni ham o‘sha oraligdan chigmaydigan shartlarda 0 dan x gacha bo‘lgan
chegaralar bo‘yicha hadlab integrallaymiz.

3 5 2n—-1

X
tgx =1 — 4 — e g (=1)2
arctgx 35 T

3) Aytaylik m = —% bo‘lsin. U holda binomial gatordan foydalanib, quyidagini

+. (11.67)

yoza olamiz

Lol e L35, 11.68
Vitx = 2 2z2r0 T 233 (11.68)

(11.68) gatorda x ni —x? bilan almashtiramiz

1, 1, 13 , 135,
i 2t Tyt (1169
(11.68) qatorda bo‘lgani kabi (11.69) gatorning ham yaqinlashish oralig‘i

(—1;1) dan iborat bo‘ladi. SHuning uchun (11.69) gatorni ham (—1;1) oraligda

hadlab integrallaymiz, natijada

1 x3 1-3 x5 1-3-5 x’
aresinx =x =5 =+ ' 5 3.3 7t

11.11. Darajali gatorlarning tadbiqlari

1) Elementar funksiyalarning darajali gatorlarga bo‘lgan yoyilmalari orqgali
ularni (—1; 1) oraligga mos keluvchi giymatlari jadvalini tuzishda foydalaniladi.

Masalan sin9° ni hisoblamoqgchi bo‘lsak, sinx funksiyaning yoyilmasidan
foydalaniladi. Hagigatdan ham 9° = 2”—0 ekanligini e’tiborga olib, uni sinx ning

yoyilmasidagi x ning o‘rniga qo‘yib chigamiz, yani

T 7 3 >

SIn9® = sin o = 50" 20531 T 205 51

Agar hisoblashni 0,001 aniglikda bajarish lozim bo‘lsa, ko‘rinib turibdiki,

yugoridagi yoyilmada 3-haddan boshlab golgan barcha hadlarini tashlab yuborish

mumkin bo‘ladi

in9° ~ - =
St 20  203-31 20 \"  202-3!
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2) Endi Ing ni tagribiy hisoblashni ko‘ramiz. Bu hisoblashni bajarish uchun

In(1 + x) ning yoyilmasidagi x ning o‘rniga % ni olamiz

1\2 1\3 1%
ln%zln<1+%>=%—(52) _|.(53) _(i)

Bu yerda ham hisoblashni 0,001 aniglik bilan bajarish lozim bo‘lsa,

+ -

ko‘rinib turibdiki, yuqoridagi yoyilmadagi 7-haddan boshlab golgan barcha
hadlarni tashlab yuborish kifoyadir.

ln% =0,5-0,125+ 0,041 - 0,015 + 0,006 — 0,003 = 0,404

Bundan tashgari darajali qatorlar yordamida ko‘pgina aniq integrallarni
oldindan berilgan istalgancha aniqglikka nisbatan tagriban hisoblash mumkin.
Uning uchun integral ishorasi ostidagi funksiyaning darajali gatorlarga bo‘lgan
yoyilmasidan foydalanib, u yoyilmani hadlab integrallanadi va Nyuton-Leybnits
formulasini qo‘llagandan so‘ng, sonli gator hosil bo‘ladiki, uning ko‘rsatilgan

aniglikka nisbatan bir gancha hadlarini olib hisoblanadi.

1 %2

3) [ze 3dx ni tagriban hisoblash talab etilgan bo‘lsin. Uning uchun
integral ishorasi ostidagi funksiyaning yoyilmasini e* ning yoyilmasiga asosan

yozib olamiz

1 1
2 2
a2 x?  x* x®
je 3dx:f(l_?+9-2!_27-3!+'">dx=
0 0

1 1 1 1 1 1 1

2T e et 925 7 767

YUgqorida bayon etilgan usulda ayrim integrallanmaydigan funksiyalarning

+- 205

aniq integrallarini berilgan aniglikda tagriban integrallash mumkin bo‘ladi.

Agar differensial tenglama integrallanmaydigan bo‘lsa, uning echimini
tagribiy topishga darajali gatorlar qo‘llaniladi. Bunday usullardan biri echimni
Teylor qatori sifatida qarashdir. Qatorning chekli hadi yig‘indisi tenglama

echimiga tagriban teng bo‘ladi.
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y'=Fxyy)
tenglamaning

Yx=x, "7 Vx=x,"" 0
shartlarni ganoatlantiruvchi echimini topish talab etilsin. Faraz qilaylik,

tenglamaning echimi y = f(x) funksiya bo‘lib, uning Teylor gatori

’ " (n)
FO) = o) + L0 (- gy + L0 [0

bo‘lsin. Biz f(xg), f'(x0), f"(x,) -+ larni topishimiz kerak.

(x = x0)? + -+ (x = xo)" + -+
Boshlang‘ich shartlardan f(x,) = yo, f'(x0) =y’0 ni hosil qgilamiz.

Berilgan tenglamadan
=" |

Agar tenglamani bir marta differensiallasak,

X =X - F(XOIyOJy 0)
,”:F,x,,,-l_F x”I ,+F,x,,, n
y MEAAD y( Y, y)y y( Y, y)y
YUqoridan ma’lum giymatlarni qo‘yib topamiz
flll(xo) — yIII

SHu usulda golgan hosilalarni ham topishimiz mumkin. Ularni funksiyaning

X=Xy

Teylor qatoriga qo‘yib differensial tenglamaning echimini kerakli aniglikda
topishimiz mumekin.
11.16-Misol. y" = xy? differensial tenglamaning y(1) = -1, y'(1) =2

boshlang‘ich shartlardagi echimi darajali gatorga yoyilmasining dastlabki to‘rtta

hadini toping.
» Yechimni
! " (n)
flo) =f(Q) +f1(!1) (x—1) +f2—(!1)(x - 1)* + ---fn—!(l)(x — 1" 4 -

ko‘rinishda gidiramiz. Bu yerda f(1), f'(1), f"(1), --- aniglanishi lozim bo‘lgan
koeffitsientlar. Berilganlarga ko‘ra

f)=-1,f1)=2
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Berilgan tenglamaga boshlang‘ich shartlarni qo‘ysak

frfA=y"M=1-(f(1)*=1.

f"""(1) ni topish uchun berilgan tenglamani differensiallaymiz
y" =y + 2xyy'
Oxirgi tenglikdan
fr@ =y @) = (y() +2-1-y(1)-y'(1) = -3.
Xuddi yuqoridagi kabi
v =4yy' +2x(y')? + 2xyy"
) =y () =2
Demak,

fO) =-1+2@—D+s@-12—s(x -1 ——(x—1)*+ -«

11.12. Fure gatorlari. 2z davrli davriy funksiyalarni Fure gatoriga yoyish

Turli davriy jarayonlarni o‘rganishda davriy bo‘lgan funksiyalarning
gatorlaridan foydalanishga to‘g‘ri keladi. Biz quyida trigonometrik qatorlar deb

ataluvchi maxsus gatorlarni o‘rganamiz.
Ao N .
> + z(ancosnx + b, sinnx) (11.70)
n=1

ko‘rinishdagi funksional qatorga trigonometrik gator, ag,a,, b, n=1,00
sonlariga esa trigonometrik gatorning koeffitsientlari deyiladi. cosnx, sinnx
funksiyalar 2zt davrli bo‘lganligi uchun (11.70) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning

yig‘indisi f (x) ham 2z davrli funksiyadan iborat bo‘ladi. SHunday qilib,

f(x) = f(x + 2m).

Aytaylik, 2z davrli y = f(x) funksiya (-z,z) oraliqda
flx) = % + E(ancosnx + b, sinnx) (11.71)
n=1
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ko‘rinishda gatorga yoyilgan bo‘lib, bu gator shu oraliqda absolut yaginlashuvchi

bo‘lsin. U holda (11.71) tenglikni (-, 7) oraligda hadlab integrallash mumkin

Vi A a ® VA A
j f(x)dx = f 70 dx + Z < J a,cosnxdx + j bnsinnxdx>
-1 (4 n=1 -1 —TT

T a()
—dx = ma,,

T
f cosnxdx = 0,
—TT

s
f sinnxdx = 0
-1
ekanligidan

jnf(x)dx = 1a,

yoki

1 s
ao =E,f_ f(x)dx

(11.71) qatorning qolgan koeffitsientlarini topish uchun bizga

integrallarni hisoblash zarur bo‘ladi.

Agar n va k butun sonlar bo‘lsa, u holda n # k bo‘lganida

VA
f cosnxcoskxdx = 0,
—TT
Vs
J cosnxsinkxdx = 0,
—TT

Vs
J sinnxsinkxdx = 0

—TT

n = k bo‘lganida
T
j cos’nxdx = m,
—TT
T
j cosnxsinnxdx = 0,
—TT
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(11.73)

(11.74)



T
f sin‘nxdx = m
—TT

formulalar o‘rinli bo‘ladi. Bu integrallarni hisoblaylik. Uning uchun quyidagi

formulalardan foydalanamiz:

cosnxcoskx = %(cos(n + k) x 4+ cos(n — k) x),
cosnxsinkx = %(sin(k +n) x + sin(k —n)x),

sinnxsinkx = %(cos(n — k) x — cos(n + k) x).

Bu formulalarga ko‘ra

Y 1 Y 1 A
j cosnxcoskxdx = —f cos(n+ k) xdx + —f cos(n — k) xdx = 0,
—TT 2 —TT 2 —TT

A

T 1
j cosnxsinkxdx = — j
- 2

-7

1 A
sin(k + n) xdx + Ef sin(k —n) xdx =0,
-1

Y 1 Y 1 A
j sinnxsinkxdx = —f cos(n — k) xdx — —f cos(n + k) xdx = 0.
—TT 2 —TT 2 —TT

Trigonometrik funksiyalar darajalarini tushirish formulalariga ko‘ra

T T 1+ sos2nx 1 1 T
j cos’nxdx = j ——dx = (—x + —sosan) | =T,
-1 —TT 2 2 4 —TT

T T 1 —sos2nx 1 1 i
j sin*nxdx = j —dx = (—x - —sosan) | = 1.
-1 —TT 2 2 4 —TT

Endi bevosita a,, b, koeffitsientlarni topishga o‘tishimiz mumkin. a,, ni

topish uchun (11.71) gatorni coskx ga ko‘paytiramiz

a
f(x)coskx = 70 coskx + Z (a,,cosnxcoskx + b,sinnxcoskx)
n=1
Bu gator ham (11.71) kabi absolut yaginlashuvchi bo‘ladi, shuning uchun

uni hadlab integrallash mumkin
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J©_f(x)coskx dx = f_”n% coskxdx + Yy(f"_ancosnxcoskx dx +

+—TTTTONSINNICOSKYAY

(11.73) va (11.74) tengliklarni e’tiborga olgan holda

f f(x)coskx dx = J aicos?kx dx = am
ni hosil gilamiz. Bu yerdan:
1 T
a, = EJ f(x)coskx dx (11.75)
-

Xuddi shu usulda by, koeffitsientni topamiz

1 s
b, = E,f f(x)sinkx dx (11.76)
-1

(11.72), (11.75) va (11.76) formulalar bilan aniglangan sonlarga Fure
koeffitsientlari, koeffisientlari yugoridagi formulalar bilan aniglanuvchi (11.70)
trigonometrik gatorga esa Fure gatori deb ataladi.

Biz hosil gilgan gatorimizda funksiyani formal ravishda gatorga yoygan
edik. Endi ganday funksiyani ushbu gatorga yoyish mumkinligi masalasini
qaraylik.

11.5-Ta’rif. f(x) funksiya [a, b] kesmada bo‘lakli monoton deyiladi, agar
bu kesmani x;,x,,:-, x,—; nuqgtalar yordamida (a,x; ), (xy,x5),+, (xp_1,b)
intervallarga ajratish mumkin bo‘lib, bu intervallarning har birida funksiya
monoton bo‘lsa.

Bo‘lakli monoton funksiyalar fagat 1— tur uzilishlarga ega bo‘lishi mumkin,
ya’ni uzilish nugtalarida chap va o‘ng limitlar mavjud.

Endi funksiyalarni Fure gatoriga yoyish mumkinligi hagidagi Dirixle
teoremasini isbotsiz keltiramiz.

11.22-Teorema. Agar 2n davrli f(x) funksiya [-m,x] kesmada bo‘lakli
monoton va chegaralangan bo‘lsa, bu funksiya uchun yozilgan Fure gatori barcha
nuqgtalarda yaqginlashuvchi. Qator yig‘indisi s(x) uzluksizlik nugtalarida funksiya

giymati f(x) ga teng, uzilish nugtalarida esa
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f=0)+f(x+0)
2

s(x) =
ga teng.

Dirixle teoremasi shartlaridan ko‘rinadiki, Fure qatoriga  yoyiluvchi
funksiyalar sinfi ancha keng bo‘lib, bu gatorlar matematikaning ko‘p jabhalarida
qo‘llaniladi.

11.17-Misol. (-m,m) intervalda f(x) = 2x + 3 kabi aniglangan 2z davrli
funksiyani Fure gatoriga yoying (11.3- rasm).

» (11.72) formulaga ko‘ra

1 (™ 1 T 1
a0=;j (2x+3)dx=;(x2+3x) _n=E-6n=6
-1

(11.75) formulaga ko‘ra va bo‘laklab integrallash formulasini asosan,

11.3- rasm

1 (™ u=2x+3, du=2dx
=— 2 3 kxdx = 1 =
W nj_n( x + 3)coskx dx dv = coskxdx, V= Esinkx
= i (2x + 3)sinkx | T_Z 7Tsinkxdx = ——coskx | T
7k —T mk)_, k2 -

2
=3 (cosnk — cos(—nk)) = 0.
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Xuddi shu kabi (11.76) formulaga ko‘ra,

1 (™ u=2x+3, du=2dx
=— 2 3)sinkx dx = 1 =
D nf_n( x + 3)sinkx dx dv = sinkxdx, vV=— Ecoskx

1 T 2 ("
= ——(2x + 3)coskx | + —j coskxdx =
k T mwk)_,

= Lier+3 21 +3 _ My =
__ﬁ[( T+ 3)cosmx — (—2m + )cos(—nx)]——ﬁ(—) =

4
— L (_1\k+1
k( 1) .

SHunday qilib, quyidagi gatorni hosil gilamiz:

sinkx

f)=2x+3=3+ 4;(—1)“17.

|
11.18-Misol. (-m,m) intervalda f(x) = |x| kabi aniglangan 27 davrli funksiyani
Fure gatoriga yoying (11.4- rasm).

11.4-rasm

» Fure koeffitsientlarini topamiz
1 (" 1r° 1 ("
aoz—f |x|dx=—f (—x)dx+—f xdx=m
T)_, ) _5 T Jy

T u=x du = dx

1 (° 1
a, = gf (—x)coskx dx + E_[ x coskxdx = =
-1 0

dv = coskxdx v = Esinkx -
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_1(_x k| j kxdx + = sink 1fn'kd+—
_7'[ kSln X . k Sln xax kSln X 0 k SInKxax =

= l(—icoskx | 0 4 lcoskx |n> = —((—1)n -1
- 0 k2 '

k? k?
Bu yerdan
4
Az =0, A1 = TRk T 12
1 © 1 (™ u=x du = dx
N EJ_ﬂ(—x)sinkx dx + E_[O x sinkxdx = dv = sinkxdx v = —Ecoskx -

1(x o 1/° x T 1(™
= —|—coskx | — —j coskxdx ——coskx | + —j coskxdx + | =
k -T kJ_, k 0 k 0

1
nk
Demak

(ncoskn — l sinkx | — mcoskm + — 1 —sinkx |7T> =0
k — k 0) ™

cos(2k+1)x

T
ol =~ 2R S

Eslatma. 2z davrli funksiyalar

J:Tf(x) dx = L/Hznf(x) dx

xossaga ega bo‘lganliklari uchun, Fure koeffitsientlarini aniglashda integrallash
oralig‘i sifatida uzunligi 2z ga teng bo‘lgan ixtiyoriy intervalni olishimiz mumkin.
Xususan, ko‘pchilik hollarda (0, 2x) oraligda integrallarni hisoblash qulay bo‘ladi.

Juft va toq funksiyalarni Fure gatoriga yoyish. Faraz gilaylik, ¢(x) juft
funksiya bo‘lsin. U holda

f;(p(x) dx =2 j:go(x) dx.

Bu tenglikni isbotlash uchun avvalo integralni ikkiga ajrataylik

f:TQD(x) dx = f_i(p(x) dx + jonq)(x) dx
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Birinchi integralda o‘zgaruvchi x ni —x ga almashtirsak va ¢(—x) = ¢(x)

ekanligini e’tiborga olsak

A Vi
f @(x)dx =J @(—x)dx +J
-7 0 0
Xuddi shu usulda toq funksiyalar uchun  @(—x) = —@(x) tenglik o‘rinli

T Vs

@(x)dx = 2] @(x)dx

0

bo‘lganligi sababli

_[_pr(x) dx = _]:Ql’(—x) dx + _]:<P(x) dx = — j:go(x) dx + jon<p(x) dx = 0

ekanligini isbot gilishimiz mumkin.
Agar Fure qatoriga toq f(x) funksiya yoyilayotgan bo‘lsa, u holda
f(x)coskx toq, f(x)sinkx esa juft funksiya bo‘ladi. SHuning uchun yuqorida

isbot gilinganiga ko‘ra
1 A
ag = ;j_nf(x) dx =0
1 Vi
a, = EJ f(x)coskxdx =0 (11.77)
-

1" 2 (™
b, = —j f(x)sinkx dx = —j f(x)sinkx dx
T - T 0
Demak, toq funksiya faqgat “sinus”lar bo‘yicha gatorga yoyilar ekan:

f(x) = b, sinkx.
kz .

Agar Fure gatoriga juft f(x) funksiya yoyilayotgan bo‘lsa, u holda
f(x)coskx juft, f(x)sinkx esa toq funksiya bo‘ladi. O°‘z navbatida

yugoridagilarga o‘xshash
2 s
ap, = ;j;) f(x)dx
2 Y
a, = EJ f(x)coskx dx (11.78)
0

1 s
b, = Ef f(x)sinkxdx =0
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formulalarni hosil gilamiz. Demak, juft funksiya fagat “kosinus”lar bo‘yicha

gatorga yoyilar ekan:

a, =
flx) = > + Z a,coskx
k=1

Hosil gilingan bu formulalar funksiya toq yoki juft bo‘lgan hollarda qulay
bo‘lib, hisoblashlarni ancha kamaytiradi. Ravshanki, har ganday funksiya ham juft
yoki tog bo‘lavermaydi.

11.19-Misol. (-m,m) intervalda f(x) = x? kabi aniglagan davriy funksiyani
Fure gatoriga yoying (11.5-rasm).

» Bu funksiya juft bo‘lganligi uchun b, = 0.

2 (™ 2 x3 2 2
— 2 —_ . — -3 _ 2
ap = fo x“dx = — 30 3n7t 37'[
T u=x? du=2xdx
ay = —J x? coskxdx = , =
T J, dv = coskxdx, v = Esmkx
y
2T - 0 T 2T 3w X
11.5- rasm
1 T 2 u=x du=dx
= — 24 k —_—— d = =
PR x|0 kJ, XEX= = sinkxdx, v = —Ecoskx
2 I a 2 (" T 2T I 2 e |7'[ ( 1)TLZTL'
= —xcoskx |, —— | coskxdx = —cosknm — —sinkx|, = (—-1)"—
k2 0 k2 0 k? k3 0 k2
Demak
f) =x? =2 + 2w T, (1) <
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Ixtiyoriy davrli funksiyalarning Fure gatorlari. f(x) davri 21 (umuman olganda
| # 1) bo‘lgan davriy funksiya bo‘lsin. Bu funksiyani Fure gatoriga yoyish

masalasini qo‘yaylik.

lt
X = ;
formula yordamida almashtirish bajaraylik. Bunday holda ¢(t) = f (l;t) funksiya

t ning 2z davrli funksiyasi bo‘ladi. Hagigatan ham

o(t + 2m) =f<w> =f<l;t+21> =f<%t> = @(t).

T
Uni (-z; =) oraliqda Fure gatoriga yoyish mumkin
a
p(t) = 70 + Z(akcoskt + by sinkt) (11.79)
k=1
bu yerda

1 s
a, =E,f e(t)dt
A

1 A
a, = Ef @(t)coskt dt
i

1 i
b, = —j @(t)sinkt dt
T[ A

Endi eski o‘zgaruvchi x ga gaytamiz

U holda

l
a, =%J_lf(x) dx

1 (! kmx
a =7 f(x)cosde (11.80)
-1
1t kmx

b, = 7 f(x)sianx
-1
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larni hosil gilamiz. (11.79) tenglik esa

k
flx) = + (akcos—x + bksanx> (11.81)

ko‘rinishga keladi. Bu esa davri 2l bo‘lgan f(x) funksiyaning Fure gatori bo‘lib,

uning koeffitsientlari (11.80) formulalar bilan hisoblanadi.

SHuni e’tiborga olish lozimki, 2z davrli funksiyalar Fure gatorlari uchun
ganday xossalar o‘rinli bo‘lsa, bu gatorlar ham shu xossalarga ega.
11.20-Misol. Davri 4 ga teng bo‘lgan va (-2;2) oraligda f(x) = x tenglik

bilan aniglanadigan funksiyani Fure gatoriga yoying (11.6-rasm).

11.6-rasm
Bu funksiya tog bo‘lganligi uchun uning yoyilmasida fagat “sinus”largina

gatnashadi, ya’ni a, = 0 va a;, = 0. Bizda I=2 ekanligidan (11.80) formulalarning

uchinchisiga ko‘ra

1%  knx 2 knx
bk=—J xsm—dx=j xsin—dx =
-2 0 2

2 2
u=x, du = dx
kmx kmx
- dv—sm—dx v———cosk% ———xco S i f 0s —-dx =
4 kmx 2 4
_ - _ _ k+1
_—Ecoskn+k2nzsm 5 |0——Ecoskn—(—1) + =
Demak,

4w 1 km
_ __2 _1Vk+1 D o
f(x)—x—nk_l( 1) z Sin—-x.
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11.13. Davriy bo‘Imagan funksiyalarni Fure qatoriga yoyish

Biror [a, b] kesmada davriy bo‘lmagan bo‘lakli uzluksiz y = f(x) funksiya
berilgan bo‘lsin. Fure gatori yig‘indisi davriy funksiyadan iborat bo‘lgani uchun bu
funksiyani Fure qatoriga yoyib bo‘lmaydi.

Bu funksiyani Fure gqatori ko‘rinishida ifodalash uchun quyidagicha ish
bajaramiz. Davri 21 = |b — a| bo‘lgan shunday f; (x) davriy funksiyani olamizki,

[a, b] kesmada u berilgan f(x) bilan ustma- ust tushsin (11.7- rasm).

/\z/y&)/y\fl(ﬂ:

a-2I o a b=a+2l b+2| X

11.7- rasm

fi(x) funksiya davriy va bo‘lakli uzluksiz bo‘lganligi uchun Dirixle
teoremasiga ko‘ra uni Fure gatoriga yoyish mumkin. Bu qatorning yig‘indisi [a, b]
kesmaning barcha nugtalarida y = f(x) funksiya giymatlari bilan ustma- ust
tushadi. Bu kesmadan tashgarida esa gator yig‘indisi va berilgan funksiya mutlaqo
boshqga funksiyalardan iborat.

[0,1] kesmada berilgan f(x) funksiyani garaylik. Bu funksiyani [—[, 0]
kesmada ixtiyoriy ravishda aniqlab olib, so‘ngra uni [—[,[] kesmada davriy
funksiya sifatida aniglab Fure gatoriga yoyamiz. Hosil bo‘lgan gator x € [0,[] da
f (x) funksiyaning Fure gatori bo‘ladi. Quyidagi xususiy hollarni garaymiz.

1)  f(x) ni [—1,0] kesmada juft funksiya kabi aniglaylik, ya’ni x € [—[,0] da
f(x) = f(—x) deb olaylik. U holda [—, (] kesmada juft funksiyani hosil gilamiz.
Bunday funksiya fagat “kosinuslar” bo‘yicha Fure gatoriga yoyiladi (11.8- rasm).

2) f(x) ni [—1,0] kesmada tog funksiya kabi davom ettiraylik, ya’ni x €
[—1,0] da f(x) = —f(—x) deb olaylik. U holda [—I,[] kesmada juft funksiyani
hosil bo‘lib, bu funksiya fagat “sinuslar” bo‘yicha Fure gatoriga yoyiladi (11.9-

rasm).
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11.8-rasm 11.9-rasm
SHunday qilib kesmada berilgan bo‘lakli uzluksiz funksiyani kosinuslar
bo‘yicha ham sinuslar bo‘yicha ham qatorga yoyish mumkin ekan.
11.21-Misol. (0; m) oraligda f(x) = x? funksiyani sinuslar bo‘yicha Fure
gatoriga yoying (11.10-rasm)

~

=\
~\
y

Y
[
|

)
il EI

" 11.10-rasin

)

» Funksiyani [—m, 0] oraligga toqg funksiya sifatida davom ettiramiz:

fio0 =

x? 0<x<m
—x? —nT<x<0

Funksiya toq bo‘lganligi uchun a, = 0 va a, = 0.

5 [T u=x?% du=2xdx
bk:—f x2sinkx dx = , =
), dv = sinkxdx, v=—Ecoskx

T - ”+2jn kxdx | =
= L coskx | g koxcosxx—
Zﬂ( 1)k+ < .kn fn'kd>
=——(- —— | xsinkx |, — | sinkxdx|=
k k2w 0 J,
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21
=-0 (=1)*coskx |

-2 (1)’<+1+ (D - 1)

Demak,

= %z [—( D+ — 3 (( 1)* — 1) | sinkx

k=1
ni hosil gilamiz. <«
11.14. Fure integrali
Ma’lumki, [—[,1] kesmada Dirixle teoremasi shartlarini ganoatlantiruvchi

ixtiyoriy f(x) funksiyani Fure gatoriga yoyish mumkin

f(x) = + z (akcos x + bkskanx) (11.82)

bu erda

1 krmt
a, = 7 f(t)cosTdt k=012,
-1
(11.83)

1t  kmt
= TJ f(t)SlTlet k = 1, 2,
-1

f(x) funksiyani ixtiyoriy [—[,I] kesmada Dirixle teoremasi shartlarini

ganoatlantiradi va absolyut integrallanuvchi, ya’ni

j°°|f(x)|dx=M<oo

integral yaginlashuvchi deb faraz gilamiz.
(11.83) koeffitsientlarni (11.82) gatorga qo‘ysak

1 l
F@ =5 F@ades

> (1 [ ket ko1 Cknt  km
+z 1 f(t)COSTdtCOSTx-l-T f(t)sdetsme =
— -1 -1

jf(t)dt+lZJ f(®) [cos@cosk—nx+sm$sm—x]dt



yoki

flx) = 21[ ft)dt + IZJ f(t)cos kn(tl— x) (11.84)

(11.84) tenglikda kT”= wy kabi belgilash kiritamiz. U holda ixtiyoriy k uchun

Awy, = Wyyp1 — W) = % Bu belgilashlarni (11.84) ga qo‘yib shakl almashtiramiz

1 (! 1 (!
flx) = ﬂj f(t)dt + Ez f f(t)cosw (t — x) dtAwy (11.85)
-1 e J_

Oxirgi tenglikda ixtiyoriy [ uchun uni cheksiz oshirib boramiz. [ — oo da (11.85)

ning birinchi hadi nolga intiladi, chunki

Jlf(t)ldt———>0

1 l
z_lJ_lf(t) dt| = 21

(11.85) tenglikning ikkinchi hadi

1 (! g
;j_lf(t)cosw(t—x) t

funksiyaning w argumenti bo‘yicha (0, ) oraligdagi integral yig‘indisini beradi.
SHuning uchun (11.85) tenglikda [ — oo da limitga o‘tsak ikki karrali integralni

hosil gilamiz

flx) = %Jood ) foof(t)cosw(t —x)dt (11.86)

(11.86) tenglikka Fure formulasi, tenglikning o‘ng tomonidagi ifodaga esa Fure
integrali deb ataladi.
Bu tenglik f(x) funksiya uzluksiz bo‘lgan barcha nuqtalarda o‘rinli, uzilish

nuqtalarida esa chap va o‘ng limitlar o‘rta arifmetigiga teng:

fx+0)+f(x—0)
2

f(x) =%.Loodwj_oof(t)cosw(t—x) dt =

Ayirmaning kosinusi formulasidan foydalanib (11.86) formulani shakl

almashtiramiz
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flx) = %Lmdwj_oof(t)cosw(t —x)dt

1 oo oo
= EJ d wj f(t)(coswtcoswx + sinwtsinwx) dt =
0 —00

= f dw (Ef f(t)coswtdt - + ;f f(t)sinwtdtsinwx>
0 — o0 —
Oxirgi ifodada

1 oo
a(w) = Ej f(t)coswtdt

1 [0 0]
b(w) = Ef f(t)sinwtdt
belgilashlar kiritsak, (11.86) formula bir karrali integralga keladi
flx) = J (a(w)coswx + b(w)sinwx)d w (11.87)
0

Bu tenglikdan Fure qatori va integrali orasida o‘xshashliklar borligi ko‘rinib
turibdi. Farq shundaki, Fure gatori diskret indekslar bilan yig‘iladi, Fure integrali
esa uzluksiz o‘zgaruvchi bilan integralanadi.

f(x) funksiyaning juft va toq bo‘lgan hollarida Fure formulasining xususiy
hollarini garaymiz:
a) f(x) juft funksiya bo‘lsa, b(w) = 0 va

(0]

flx) = f a(w)coswxd w, alw) = ;joof(t)coswtdt (11.88)
0 0

b) f (x) toq funksiya bo‘lsa, a(w) = 0 va

foo = |

0

[0 0] 2 (0]
b(w)sinwxd w, b(w) = EJ f(t)sinwtdt (11.89)
0
Fure gatoridagi kabi funksiya (0, c0) da berilgan bo‘lsa uni (—oo, 0) oraligga juft
yoki toq gilib davom ettirishimiz mumkin. Bu hollarda f(x) mos ravishda (11.89)
va (11.89) kabi tasvirlanadi.
Agar (11.88) va (11.89) formulalarda mos ravishda

a(a))=\Ed(w), b(w)z\/%l?(w)
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kabi beligilashlar kiritsak, bu formulalar quyidagicha ko‘rinish oladi:

flx) = \/%jow&(w)coswxd w, dlw)= \/%jooof(t)coswtdt
flx) = \/gjooog(w)sinwxd w, b(w)= \/%jooof(t)sinwtdt

d(w) ga f(x) funksiyaning kosinus almashtirishi, b(w) ga esa sinus almashtirishi
deb ataladi.

11.15. Fure integralining kompleks shakli. Fure almashtirishi

Fure integralida ((11.87) formula) integral ostidagi funksiya w ga nisbatan

juft funksiya, shuning uchun

%j:odwj_o:of(t)cosa)(t —x)dt = %j_o:odwj::f(t)cosw(t —x)dt

Demak, Fure formulasini

1

fx) = %j_oo dw j_oof(t)cosw(t —x)dt (11.90)

kabi yozishimiz mumkin.

If (®)sinw(t —x)| < [f (O]

bo‘lganligi uchun f(t)sinw(t —x) funksiya ham f(t) kabi absolyut

integrallanuvchi va funksiya w ga nisbatan toq funksiya bo‘ladi. U holda

l (%)
llim j de f®)sinw(t —x)dt =
—o J_, —o

= j;idw f_o;f(t)sinw(t —x)dt = 0.

Oxirgi tenglikni —— ga ko“pytirib (11.90) ga qo*shsak
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flx) = %f_oodwf_oof(t)[cosw(t —x) — isinw(t — x)] dt

Bu tenglikni Eyler formulasi (e = cosg + ising) dan foydalanib shakl

almashtiramiz

1 (@ 0 .
f(x)=§ j_ dw f_ f(H)e w2 gt =

w1 (= | |
_ f_ [E f_ f(t)e““’tdt]e“"xda) (11.91)

(11.91) ga Fure integralining kompleks shakli deb ataladi. Oxirgi tenglikni
quyidagicha ikkiga ajratamiz

F(w) =\/;foof(t)e‘i“’t dt (11.92)
f(x) = \/;.[_ooF(w)ei“’xdw (11.93)

(11.92) formula bilan aniglanuvchi F(w) funksiyaga f(x) ning Fure almashtirishi
deb ataladi. (11.93) formula bilan aniglanuvchi f(x) funksiyaga F(w) ning
Furening teskari almashtirishi deb ataladi.

—iat

e agart >0

(a>0)

funksiyaning Fure almashtirishni toping

» Ta’rifga ko‘ra

F(w) = ijoof(t)e_i“’t dt = ijooe‘iate‘iwt dt =
2r J_,, 2w )_,
—(a+iw)t
f o-(atio)t gy — _ | L. ﬂr’o: ot
21 2 a+iw 10 2T a+ iw
_ a—iw
2T a? + w?

ni hosil gilamiz. <
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Nazorat savollari

Sonli gatorga ta’rif bering.

Qator xususiy yig indisi nima.

Yaginlashuvchi gatorlarning xossalarini bayon qiling.
Qator yaginlashishining zaruriy shartini yozib bering.
Musbat hadli gator nima.

Dalamber alomatini yozib bering.

Koshi alomatini yozib bering.

Koshi integral alomatini yozib bering.

© 0o N o O R~ WD PRE

Absolut va shartli yaginlashish ta’riflarini bayon giling.
10. Leybnits teoremasini bayon qiling.

11.Funksional gatorga ta’rif bering.

12.Veyershtras teoremasini bayon giling.

13. Darajali qatorga ta’rif bering.

14.Darajali gatorning yaginlashish sohasi va radiusini bayon giling.
15.Abel teoremasini bayon giling.

16. Fure gatoriga ta’rif bering.

17. Dirixle shartini bayon qgiling.

18.Toq va juft funksyalarning Fure gatorini yozib bering.
19. Fure integraliga ta’rif bering.

20. Fure integralining kompleks shaklini yozib bering.

21. Fure almashtirishi kurinishini yozib bering.

Mashglar

1. Qatorlarning umumiy hadlarining formulalari berilgan. Qatorlarning
yoyilmasi yozilsin.

1 _ 24(-D",

Q) ay = b) ay =

n2+3n’
v+l |
(n+1)!

n!

) a, = ()"t d) a, = cosnm sinzln

132



2. Quyidagi gatorlar uchun umumiy hadlarning formulasini yozing.

a) 1+l+l+i+...; b) l+l+l+i+...;
4 9 16 3 6 9 12
1-3 24 3:5 1 2 3 4
Ol+ et tnet Dytotgtag

3. Quyidagi gatorlarning yig‘indisini toping.

101 1 _ 1 1 1
a) Tty T b) 123 1234 T 3as T

4. Quyidagi gatorlarning yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi

aniglansin.
) Sagmm B Shgm ) Eierim
D Im(Es) o Ima P S S
5. Quyidagi gatorlaning yaginlashish sohasi topilsin.

Q) T b) Troi2"tg 5

&) T d) Yo

e) Yn—on!x™ ) Z?f=095€_:

6. Quyidagi funksiyalar x ning darajalari bo‘yicha Teylor gatoriga

yoyilsin, hosil bo‘lgan gatorlarning yaginlashish sohasi ko‘rsatilsin.

@) f(x) = Injcos? | b) £() = =
c) f(x) =2% d) f(x) = sin5x
€) f(x) =™ &) f(0) = 5

7. f(x) = arctg x* funksiya gatorga yoyilsin.
8. f(x) = arcsin3x funksiya gatorga yoyilsin.
9. In2 ni 0,0001 aniglikda hisoblang.

10. cos 5° ni 0,001 aniglikda hisoblang.

2 sinx

11. f;=—dx integral 0,001 aniglikda hisoblansin.

12. Quyidagi 2z davrli funksiyalarni (-n; ) oraligda Fure gatoriga yoying.
a) f(x) = x;
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agar — Tt <x <0
agar 0<x<m

D) Fe={7

(0 agar —m<x<0
C)f(x)_{x agar 0<x<m
13. Quyidagi 2z davrli funksiyalarni (—z,; x) oraliqda Fure gatoriga yoying:
a) f(x) =x%+2 b) f(x) = 3x3 + x

14. Davri 6 ga teng bo‘lgan f(x) = 4x — 3 funksiyani (—3; 3) oraliqda Fure
gatoriga yoying.
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12-BOB. IKKI VA UCH O‘LCHOVLI INTEGRALLAR
12.1. Ikki o¢lchovli integral tushunchasiga keltiriladigan masalalar

Egri chizigli trapetsiyaning yuzini hisoblash masalasi aniq integral
tushunchasiga olib kelgan edi. Ikki o‘lchovli integral tushunchasiga silindrik jismning

hajmini hisoblash masalasini yechish orgali kelamiz.

Oxyz to‘g‘ri burchakli koordinatalar z1 z=f(x7y)

sistemasida quyidan Oxy tekislikning D

yopig sohasi bilan, yon tomonlardan Oz

o‘giga parallel silindrik sirt bilan va

yugoridan z = f(x,y) tenglama bilan 0

aniglanuvchi sirt bilan chegaralangan Q y
jismni garaymiz (12.1-rasm). Bu yerda \\\\\\\\\\\\\\
(x;y) €D nugtalarda f(x,y) funksiya * o

nomanfiy qiymatlarni gabul giladi deb 12.1-rasm

faraz gilamiz. Bunday tasvirlangan V jismni silindrik jism, x va f(P),

y o‘zgaruvchilarning D o‘zgarish sohasi esa silindrik jismning !
asosi deb ataladi.
Qaralayotgan Q jismning V hajmini topish uchun uning D [

Pad
-

asosini ixtiyoriy chiziglar bilan o‘zaro kesishmaydigan n ta D; %PL‘/

qismiy sohalarga ajratamiz. U holda @ jismni asoslari D; 12.2-rasm
sohalardan iborat bo‘lgan n ta Q;,i = 1,n silindrik ustunning yig‘indisi deb garash
mumkin. Har bir gismiy sohada birorta P;(§;,n;) € D; nugtani tanlaymiz (12.2-rasm).
Agar har bir silindrik ustunni balandligi f(&;,n;) bo‘lgan to‘g‘ri silindr bilan
almashtirsak, Q; ustunning AV; hajmi taqriban f(§;,n;)AS; ko‘paytmaga teng bo‘ladi,
bu yerda AS; gismiy D; sohaning yuzi. U holda Q jismning yuzi tagriban

B TVESWIGENS (12.)
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yig‘indiga teng bo‘ladi.

Bu munosabatning anigligini oshirish uchun D; gismiy sohalarning sonini
oshirish hisobiga ularning o‘lchamlarini kamaytirish kerakligi ravshan. Hajmning V
aniq qiymati sifatida (12.1) vyig‘indining D;,i = 1,n to‘plamlar eng katta d

diametrining nolga intilgandagi limitini olish kerak:

n n
d-0 i=1 d-0 i=1

12.2. Ikki o¢Ichovli integral

Asosiy tushuncha va ta’riflar. Agar chizigning boshlang‘ich va oxirgi nugtasi
ustma-ust tushsa, biz uni  yopiq chizig deb ataymiz. Yopiq chizig bilan
chegaralanagan to‘plamga chegaralovchi chiziq ham to‘plamga tegishli bo‘lsa,
bunday to‘plamlar yopiq to‘plam deb ataladi.

/ Oxy tekislikning D sohasida uzluksiz z = f(x,y)
funksiya aniglangan bo‘lsin. D sohani biror usul bilan n ta

D;,i = 1,n qismiy sohalarga ajratamiz va ularning yuzlarini

mos ravishda AS;, diametrlarini esa d; va bu diametrlarning

12.3-rasm eng kattasini d orgali belgilaymiz (12.3-rasm).

Har bir D; sohada yxtiyoriy ravishda M;(¢;; n;) nuqgtani tanlaymiz va

FENDAS, + [ mOS: + -+ fEm)AS, = X fEndds,  (123)

yig‘indini tuzamiz. Bu yig‘indi f(x,y) funksiyaning D soha bo‘yicha integral
yig ‘indisi deb ataladi.
12.1-Ta’rif. Agar (12.3) integral yig‘indi d = 0 nugtada chekli I limitga ega bo‘lib, u
D sohani bo‘lish usuliga va undagi nugtalarning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmasa, bu
limitni biz f(x, y) funksiyaning D soha bo‘yicha olingan ikki o‘lchovli integrali deb
ataymiz va uni
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1=gf@JMS=gf@JMMW

orgali belgilaymiz.

Shunday qilib, ikki o‘Ichovli integral

I fx,y)dxdy = Jin, 3 (& nOAS; (12.4)

tenglik bilan aniglanar ekan. Bunday holda f(x,y) funksiya D sohada
integrallanuvchi va D —integrallash sohasi deb ataladi.

(12.2) va (12.4) tengliklarni tagqoslab, 12.1. da garalgan hajm

V=gfuJMMy (12.5)

formula bilan hisoblanadi deb xulosa chigarish mumkin.
f(x,y) funksiya D sohada chegaralangan bo‘lsin. U holda u har bir D; (i =

1,2,..,n) sohada ham chegaralangan bo‘ladi. m; = inf f(x,y) , M; =
(x,y)EAD;

sup f(x,y) deb belgilash kiritamiz va f (x, y) funksiyaning D sohadagi yugori va
(x,y)EAD;

quyi Darbu yig‘indilari deb ataluvchi
— n n
S= Y MAS;, S= Y mAS;
i=1 i=1

yig‘indilarni tuzamiz. Bu yig‘indilar ham bir o‘zgaruvchili funksiyaning Darbu
yig‘indilari ega bo‘lgan barcha xossalarga ega.

Har ganday f(x;y) funksiya uchun ham ikki o‘lchovli integral mavjudmi
degan savolning tug‘ilishi tabiiy. Ikki o‘lchovli integral mavjudligining yetarli
shartini topish uchun, bir o‘zgaruvchili funksiyalardagi singari yuqorida Kiritilgan
Darbu yig‘indilaridan foydalanish juda qulay va ular ikki o‘lchovli integrallar uchun
to‘lig o‘tadi. Quyidagi teorema ham aniq integraldagi mos teorema singari

isbotlanadi.
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12.1-Teorema. Yopiq chegaralanagan D sohada uzluksiz f (x, y) funksiya, bu sohada
integrallanuvchi hamdir.

Biz quyida fagat integrallash sohasida uzluksiz bo‘lgan funksiyalarnigina
garaymiz.

12.3. Ikki olchovli integralning asosiy xossalari

Ikki o‘lchovli integralning xossalari aniq integralning mos xossalari bilan bir xil
va isbotalari ham shu tartibda takrorlanadi. Shuning uchun ayrim xossalarninggina
isbotida to“xtalamiz.

1) Agar D soha S yuzaga ega bo‘lsa, u holda
[ dxdy = S.
D
<4Bu holda integral osti funksiya D sohada o‘zgarmas: f(x,y) = 1. Shuning uchun D
sohani yuzalari AS; bo‘lgan D;,i = 1,n sohalarga ixtiyoriy bo‘lishlarda va (¢;,1;) €
D; nugtalarni ixtiyoriy tanlashda ikki o‘Ichovli in tegralning ta’rifiga ko‘ra

n
[[ dxdy = lim ¥ 1-AS; =S.»
D Nn—0o. 1

d-o0'=

2)  Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D sohada integrallanuvchi bo‘lsa,

ularning af (x, y) + Bg(x, y) kombinatsiyasi ham D sohada integrallanuvchi va

If (af ,y) + Bg(x, y))dxdy = aff fx.y)dxdy + BJJ g(x,y)dxdy, (12.6)
tenglik o‘rinli bo‘ladi bu yerda «, € R. D
3) Agar D sohani D; U D, = D bo‘ladigan qilib fagat
bo‘linish chizig‘idagina kesishadigan ikkita D; va D,
sohalarga ajratilsa (12.4-rasm), 12 4-rasm
fg f(x, y)dxdy = gf fCx, y)dxdy + £f f(x,y)dxdy (12.7)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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4) Agar f(x,y) funksiya D sohada nomanfiy va integrallanuvchi bo‘lsa,

If fGx,y)dxdy = 0 (12.8)
D

bo‘ladi.
5  Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D sohada integrallanuvchi va barcha
(x,y) € D nuqtalarda f(x,y) = g(x,y) bo‘lsa

g f(x, y)dxdy = fg g(x,y)dxdy (12.9)

bo‘ladi.
6) Agar f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘lsa, |f(x,y)]

funksiya ham D sohada integrallanuvchi bo‘ladi va

fgf(x,y)dxdy > fg |f (x, y)|dxdy (12.10)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
7)  Agar yuzasi S ga teng bo‘lgan f(x,y) funksiya D sohada uzluksiz va

uning bu sohadagi eng katta va eng kichik giymatlari mos ravishda M va m bo‘lsa,

mS < [[ f(x,y)dxdy < MS (12.11)
D

tengsizlilar o‘rinli bo‘ladi.
8)  (O‘rta giymat haqgidagi teorema) Agar yuzasi S ga teng bo‘lgan f(x,y)

funksiya D sohada uzluksiz bo‘lsa, bu sohada

gf(x,y)dxdy = f(x0,¥0) " S

tenglikni ganoatlantiruvchi Py (x,, yo) nugta mavjud.

| f(x,y)dxdy (12.12)

D

f(x0,¥0) =

LR

miqgdor f(x, y) funksiyaning D sohadagi o ‘rta qiymati deb ataladi.
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12.4. 1kki o¢Ichovli integralni hisoblash

Ikki o¢lchovli integralni to‘g‘ri tortburchakli soha bo‘yicha hisoblash. Dastlab D
integrallash sohasi tomonlari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lgan to‘g‘ri
to‘rtburchakdan iborat, sodda holni garab chigamiz.

12.2-Teorema. f(x,y) funksiya x =a, x =b,y =c, y = d to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan D to‘g‘ri to‘rtburchakda aniglangan va

1) I =[] f(x,y)dxdy ikki o‘lchovli integral mavjud;
D

d
2) x € [a,b] bo‘lib, x ning ixtiyoriy alohida olingan giymatida ¢(x) = [ f(x, y)dy
c

aniq integral mavjud bo‘Isin. U holda

dx

b brd
{wuﬁu=£ {ﬂmywy

integral ham mavjud va uning giymati I ga teng bo‘ladi.

< [a, b] kesmani x;,x,,...,x,_1 nugtalar yordamida n gismga, [c,d] kesmani esa
Y1:Y2,---Ym—1 NuUQtalar yordamida m qismga ajratamizva x, = a, x, = b, y, = c,
Ym = d deb olamiz (12.5-rasm). Bundan tashqari Ax; = x; — x;_1, AV = Yk — V-1
deb olamiz. x=x; (i=12,..,n—1) va y=y, (k=12,..,m—1) to‘g'ri

chiziglarni o‘tkazib D sohani mn ta kichik to‘g‘ri

Ay
to‘rtburchaklarga ajratamiz. AD;, — ulardan biri @[~
bo‘Isin. Vick--- 5
my, = inf  f(x,y) Vie=1p--- =
' (y)edDy ~ 77 cl---
My = sup f(x,y) | | | X
(x,y)EAD a Xi-q X b i
deb belgilash kiritamiz. U holda ixtiyoriy 12.5-rasm

(x,y) € AD;, nugtalarda m;, < f(x,y) < My, tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Xususiy

holda ixtiyoriy x = &; € [xy_q, x| va ixtiyoriy y € [y, _1, Vi] uchun
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my < f(§,y) < My
bo‘ladi. Bu tengsizlikni y bo‘yicha [y;_;, y;] kesmada integrallab
Yk
My Ay < [ f(&,y)dy < My, - Ay, (12.13)

Yk-1

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu tengsizlikdagi integral teoremaning 2) shartiga ko‘ra

mavjud. (12.13) tengsizlikni k bo‘yicha 1 dan m gacha hadma-had go‘shib chigsak

m d m
kzlmik Ay < [ f(E,y)dy < kZIMik - Ayy
= Cc =

tengsizlik hosil bo‘ladi va unga teorema shartidagi belgilashni qo‘llab
m m
X my Ay < @(§) < X My Ayy
k=1 k=1

tengsizlikni yozamiz. Bu tengsizlikni Ax; kesma uzunligiga ko‘paytiramiz va so‘ngra

i bo‘yicha 1 dan n gacha hadma-had go‘shamiz:

n n

2 (2 muc-ov) 05 < 30 dx < ¥ ( £ M- d) i

Ax; - Ay, ko‘paytma D;;, sohaning yuziga teng bo‘lganligi uchun, bu tengsizlikning
chetki hadlari f(x,y) funksiyaning D sohadagi quyi va yuqori Darbu yig‘indisini
beradi, ya’ni bu tengsizlikni

S = é}lgo(fi) Ax; < S

ko‘rinishda yozish mumkin.

Ax; va Ay, bir vagtda nolga intilsin. U holda teoremaning 1) shartidan S — I va

—_ n
S — I ekanligi va demak Y ¢@(&;)-Ax; — I ekanligi kelib chigadi. Birog so‘ngi
i=1

b
yigindining limiti [ @ (x)dx integralni aniglaydi.
a
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b
Shunday qilib [ @(x)dx = I ekanligini, ya’ni
a

brd
J |7 £y as = If s ppazay

tenglikni isbotladik.
Chap tomondagi integralda dastlab y bo‘yicha integrallanadi, so‘ngra esa x

bo‘yicha integrallanadi. Shu sababli ular takroriy integral deb ataladi. Bu tenglikni

d
{ f(x,y) dy] dx

b
I Fxyixdy = §

ko‘rinishda yozsak, ikki o‘lchovli integralni hisoblash takroriy integralni hisoblashga

keltirilganligini ko‘ramiz. So‘ngi munosabat ko‘pincha

b d
fg fGe,y)dxdy = [ dx[ f(x,y)dy (12.14)

kabi ko‘rinishda yoziladi. »

Izoh. Agar 1) va 2) shartlarga go‘shimcha ravishda quyidagi shart bajarilsa:
d

3) Ixtiyoriy fiksirlangan y € [c,d] giymatda ¥ (y) = [ f(x,y)dx aniq integral
C

mavjud bo‘lsin, u holda

d drT b
{w(y)d;v={ af(x,y)dx] dy

takroriy integral ham mavjud bo‘ladi va uning ham giymati I ga teng bo‘ladi. Demak

(12.14) formulaga teng kuchli bo‘lgan

d b
g f,y)dxdy = [ dy[ f(x,y)dx (12.15)
C a
formula o‘rinli bo‘lar ekan.
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12.1-Misol. z = (x?2 +y?)/2 sirt va x=0,x =2,y =0,y =1,z =0 tekisliklar

bilan chegaralangan jismning hajmini toping (12.6-rasm).

» (12.5) va (12.14) formulalarga ko‘ra L x? +y?
x2 + 2 2 12 442 Z4 N 2
v= ([ vy = [ EEEYD gy - :
D 2 ) 2 !
1 2 y3 1 1 2 1 :
= — 2. —_ —_ — 2 — — e i \
2{<x y+3>0dx 2{(3( +3>dx 1 <
=1(x_3+£)2:1(§+2)=§< 0 7%
2\3 "3/lp 2\3 3 3 12.6-rasm

Ikki o‘lchovli integralni ixtiyoriy soha bo‘yicha hisoblash. Endi integrallash
sohasining chegarasi to‘liq yoki gisman egri chiziq bo‘lgan murakkab holni garaymiz.

12.2-Ta’rif. D integrallash sohasini

D ={(x,y) € R:x € [a,b], y1(x) £y < y,(x)} (12.16)

ko‘rinishda ifodalsh mumkin bo‘lsa, uni Oy o ‘q yo ‘nalishi bo ‘yicha to ‘g ‘ri soha deb
ataladi, bu yerda y; (x) va y,(x) funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz va y,(x) <
v, (x) tengsizlikni ganoatlantiradi (12.7-rasm).

Bunday sohalarning ichki nuqtasi (ya’ni chegara nuqtasi bo‘lmagan) orqgali Oy

o‘qqa parallel qilib o‘tkazilgan har ganday to‘g‘ri chiziq sohaning chegarasini

fagat ikki nugtada kesib o‘tadi. 12.7-rasmda M, 1

va M, nugtalar. Ox o‘q Yyo‘nalishi bo ‘yicha

to ‘g ‘ri soha ham xuddi shu singari aniglanadi.

Bir vagtning o‘zida ham Ox va ham Oy o‘glar

yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri sohani oddiy qilib

=y

to‘gri soha deb ataymiz. 12.3-rasmda to‘g‘ri 12.7-rasm

soha tasvirlangan.
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12.3-Teorema. Agar f(x,y) funksiyaning (12.16) ko‘rinishdagi D soha bo‘yicha ikki

o‘Ichovli integrali mavjud va har bir fiksirlangan x € [a, b] giymatda ¢@(x) =

Y2(x)
[ f(x,y)dy aniq integral mavjud bo‘Isin. U holda
y1(x)
b [y2(%)
fw(X)dx =J f fx,y)dy|d
a |yi(x)

integral ham mavjud va uning qiymati I ga teng bo‘ladi:

b y2(x)
ff fQx,y)dxdy = £ dxyf fCx,y)dy. (12.17)

<« D integrallash sohasini
T ={(x,y) € R*:x € [a,b],y € [c,d]}

To“g‘ri to‘rtburchak ichiga joylashtiramiz, bu yerda [c, d] kesmaning c chetki nugtasi
y1(x) funksiyaning [a, b] kesmadagi eng kichik giymati, d chetki nugta esa y,(x)

funksiyaning bu kesmadagi eng katta giymatidan iborat (12.8-rasm).

T to‘g‘ri to‘rtburchakda Y4
d
_(f(x,y), x€D;
F(x'y)_{o, x € T\D

funksiyani aniglaymiz. f(x,y) funksiya D

sohada integrallanuvchi  bo‘lganligi  sababli

(wyl
Xy

:
F(x,y) funksiya ham D sohada integrallanuvchi Ol @ 12.8-rasm

va bundan tashqgari
I Fx,y)dxdy = J] f(x, y)dxdy.

T\D to‘plamda F (x, y) = 0 bo‘lganligi uchun [[ F(x,y)dxdy = 0 bo‘ladi. U holda

T\D
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ikki o‘lchovli integralning 3) xossasiga ko‘ra F(x,y) funksiya T to‘g‘ri

to‘rtburchakda integrallanuvchi va
g F(x,y)dxdy = g F(x,y)dxdy + Tf\fDF(x, y)dxdy =

= fg F(x,y)dxdy = fg f(x,y)dxdy (12.18)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Har bir fiksirlangan x € [a, b] giymatda F(x,y) funksiyaning [c,d] kesma

bo‘yicha aniq integrali mavjud va

y1(x) Va2 (x)
fF(x y)dy = f F(x,y)dy+ [ F(x,y)dy+ f F(x,y)dy.
y1(x) V2 (x)

Hagigatdan ham, [c, y;(x)] va [y, (x), d] kesmalarda F(x, y) funksiya aynan nol va

demak integrallanuvchi.

Va2(x) V2(x)
| Fx,y)dy= [ f(x,y)dy
y1(x) y1(x)

integral esa teorema shartiga ko‘ra mavjud. Aniq integralning 5) xossasiga (additivlik)
binoan F(x, y) funksiya [c, d] kesmada integrallanuvchi va

V2(x)
fF(x ydy = [ f(x,y)dy (12.19)

y1(x)

degan xulosaga kelamiz. Bu xulosadan F (x, y) funksiyaning T to‘g‘ri to‘rtburchakda
12.2-Teoremaning shartlarini ganoatlantirishi kelib chigadi. Shuning uchun bu
funksiyaning T to‘g‘ri to‘rtburchak bo‘yicha ikki o‘lchovli integrali mavjud va u

quyidagi takroriy integralga teng:
b d
foF(x, y)dxdy = [ dx[ F(x,y)dy.

Bu yerda (12.18) va (12.19) tengliklarni go‘llab, (12.17) tenglikni hosil gilamiz. »
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Izoh. D integrallash sohasi chap va o‘ngdan x = x,(y) va x = x,(y) chiziglar bilan,
quyi va yugoridan esay = cvay = d to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsin

(12.9-rasm) va f(x, y) funksiyaning D soha bo‘yicha ikki \Yy X

o‘lchovli integrali mavjud, hamda har bir fiksirlangan X2!

x2(¥)
y € [c,d] giymatda(y) = [ f(x,y)dx aniq integral

x1(¥) [~

Xy

mavjud bo‘lsin. U holda 0)
12.9-rasm

fl/J(y)dy f ff(xy)dx

x1(y)

d[x2(y) ]

integral ham mavjud va uning qiymati I ga teng bo‘ladi:

da x20)
ff f(x,y)dxdy = fd}’xfy f(x,y)dx. (12.20)

Bu tasdig ham 12.3-Teorema singari isbotlanadi.
12.2-Misol. f(x,y) = x%2y? funksiyaning D = {(x,y) € R%:x € [0,1],x? <y < 1}

soha bo‘yicha ikki olchovli integralini hisoblaymiz. ,
1

Y
» Integrallash sohasi Oy o‘q yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri
soha va y; (x) = x? va y,(x) = 1 (12.10-rasm). (12.17) D

formulaga ko‘ra ikki o‘Ichovli integralni hisoblaymiz:

N

S
H —— - - - - -
=vy

<
I
=

1 1 1

1
1
Jf x?y3dxdy = [ dx [ x*y3dy = | 2 X
D 0 x?2 0

dx =
x2 12.10-rasm

1 1
_lroa a0y, = L(E _xt _1(1_i)—£
_4£(x * )dx‘4(3 )| =237 11) =33 ¢

Mulohaza. 12.2-Misolda integrallash sohasi ikkala koordinatalar o‘giga nisbatan ham

to‘g‘ri, shuning uchun ikki o‘lchovli integralni hisoblashda (12.20) formuladan ham

foydalanish mumkin. Bunda integrallash sohasini

D ={(x,y) € R:y €[0,1],0 <x <.[y}
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ko‘rinishda yozib olamiz va (12.20) formuladan foydalanamiz:

2.,3 - Wz 3 11 \/7 1c 9/2
ffxydxdy fdyfxydx— dy——fy dy =
1 2 )t 2
= ——V2 = —
3 1177, T 33

Mulohaza. Agar ikki ikki o‘lchovli integralni hisoblash (12.17) formula bilan ham,
(12.20) formula bilan ham takroriy integralga keltirilishi mumkin bo‘lsa, misolga
garab formulani tanlash kerak bo‘ladi.

12.3-Misol. f(x,y) = 2x + 3y funksiyaning

Ox o‘q, x? + y? = 1 aylananing bir gismi va
x —y =1 chiziglar bilan chegaralangan D
soha (12.11-rasm) bo‘icha ikki o‘lchovli
integralni hisoblashga (12.17) va (12.20) 12.11-rasm

formulalarning ikkalasini ham qo‘llash mumkin, chunki D soha ikkala koordinata
o‘glariga nisbatan ham to‘g‘ri. Shuning uchun (12.17) formula qo‘llanilsa, ikkita

takroriy integralni hisoblashga to“g‘ri keladi:

0 1 1 0
[ 2x+3y)dxdy = [dx [ (@x+3y)dy+ f dx | (2x + 3y)dy.
D -1 —J1—x2 x—1

Agar (12.20) formulani qo‘llasak bitta takroriy integralni hisoblash bilan
chegaralanish mumekin:
0 1+y

II (2x + 3y)dxdy = [ dy f (2x+3y)dx = f(x T

0
= [ (1+2y+y2+3y+3y2—1+y2+3y,/1—y2)dy=
~1

0

_53 EZ_ _ 2)3/2 — E_E__E
= (30 +302 -1 - )|_1_ l+z-3=-% <
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Mulohaza. Agar D integrallash sohasi Ox o‘qi yo‘nalishi boyicha ham, Oy o‘qi
yo‘nalishi boyicha ham to‘g‘ri bo‘Imasa (12.8-rasm), ikki o‘Ichovli integralni takroriy
integralga keltirish uchun D integrallash sohasini har biri hech bo‘Imaganda bitta o‘q
yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri bo‘ladigan qilib gismlarga ajratish kerak. U holda ikki
o‘Ichovli integralning 3) xossasiga ko‘ra ikki o‘lchovli 1Y
integral bu gismlar bo‘yicha olingan ikki o‘chovli D,
integrallar  yig‘indisiga teng. 12.12-rasmda D D,
integrallash sohasi Oy o‘q yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri E

bo‘lgan uchta sohaga ajratilgan. Ikki o‘lchovli X
12.12-rasm

integralni hisoblash, takroriy integralni
hisoblashga

keltirilganda, o‘zgaruvchilarning tartibini tanlash usuli hisoblash murakkabligiga
katta ta’sir gilishini ta’kidlab o‘tish kerak. A
12.4-Misol. D soha 12.13 va 12.14-rasmlarda tasvirlangan bo‘lib, ta

ux =./2ay — y? vax = ./4ay — y? tenglamalar bilan berilgan
aylanalar bilan chegaralangan. D sohada integrallanuvchi f(x,y) Z2a
funksiyaning ikki o‘lchovli integralini takroriy integrallar orqali

ifodalang.

» Ikki o‘lchovli integralni (12.17) formula bilan hisoblash uchun

D sohani x = a to‘g‘ri chizigq yordamida uchta gismga ajratamiz:

D, ={(x,y) ER*,x€[0,al,2a—V4a? —x2 <y <a-— 4ay
—al—x2,

D, ={(x,y) ER*,x€[0,al,a+Va? —x2 <y <2a+ 2a
+4a2—x2, E
D3={(x,y)ER2,xE[a,2a],2a—\/mSyS2a+ g 2i1
+4al—x2. 12.14-rasm
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U holda f(x, y) funksiyaning D soha bo‘yicha ikki o‘lchovli integrali uchta takroriy

integrallar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi:

a a—-vVa2—x2
If feoy)dxdy = [dx |  f(x,y)dy+
D 0 2a-vaar=x?
a 2a+V4a?-x2 2a 2a+V4aZ-—x2
+[dx | feydy+[dx [ f(xy)dy.
0 a+vaz-x2 a 2a—V4aZ-x2

(12.20) formulani go‘llash uchun D sohani y = 2a to‘g‘ri chiziq bilan ikkita
sohaga ajratish yetarli (12.14-rasm).

D; = {(x,y) € R%,y €[0,2a],/2ay —y? < x < W};
Dj ={(x,y) € R% € [2a,4a],0 < x < \/4ay — y?}.

Bu holda
2a V4ay-y? 4a V4ay-y?
I[fy)dxdy =[dy | floydx+[dy [ f(x,y)dx <
D 0 m 2a 0

12.5. Ikki o¢lchovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish

Nugtaning egri chizigli koordinatalari. Ouv tekislikning D* sohasida uzluksiz va

uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lgan

x = x(u,v),

12.21
{y=y(u, v) (12.21)
funksiyalar juftligi aniglangan bo‘Isin. (12.21) tenglamalar orgali D* sohaning har bir
\ a) . .. b) M*(u,v) nuqtasiga Oxy

v . (D%) y D) __y= N N
SaEEn tekislikning  aniq bir M(x,y)

A M* : :
Vo -- - M nugtasi mos keladi va demak D*
g > sohaga Oxy tekislikning biror D
X = X, sohasi mos kelar ekan (12.15-
0 U u 0 X rasm). Bu holda (12.21) funksiyalar
12.15-rasm
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D* sohani D sohaga akslantiradi va D soha D* sohaning (12.21) akslantirishdagi
obrazi deyiladi.
Har xil (u, v) nuqgtalarga har xil (x,y) nuqtalar mos keladi deb faraz gilamiz.

Bu esa (12.21) tenglamalar u va v o‘zgaruvchilarga nisbatan:

u =u(x,y),
{v e (12.22)

bir qiymqtli yechilishiga teng kuchli. Bu holda akslantirish D* sohani D sohaga
o‘zaro bir giymatli akslantiradi deb ataladi. Bunday akslantirishda D* sohada
yotuvchi ixtiyoriy L* uzluksiz egri chiziqg D sohada yotuvchi L uzluksiz egri chiziqga
o‘tadi. Agar u(x,y), v(x,y) funksiyalar ham uzluksiz bo‘lsa, u holda ixtiyoriy L € D
uzluksiz egri chiziq (12.22) akslantirish yordamida uzluksiz L* € D* egri chizigga
o‘tadi.

u, v o‘zgaruvchilarning D* sohadan olingan u,, v, juftligi nafagat M*(u,, v,) €
D* nugtaning o‘rnini, balki unga mos M(x,, vy) € D, xy = x(ug, V), Yo = ¥(Ug, Vg)
nugtaning ham o‘rnini aniglaydi. Bu esa u,v sonlarni Oxy tekislik D sohasi M
nugtasining yangi koordinatalari deb garashga asos bo‘ladi. Ular M nugtaning egri
chizigli koordinatalari deb ataladi.

D sohaning bitta koordinatasi o‘garmas, ikkinchisi esa o‘zgaruvchan bo‘ladigan
nuqgtalari to‘plamiga koordinata chizig ‘i deb ataladi. (12.21) tengliklarda u = u, deb
olib, koordinata chizig‘ining

x =x(w,vy),y =y, vy) (12.23)
parametrik tenglamasini hosil gilamiz. Bu yerda parametr rolini u o‘zgaruvchi
bajaradi. v koordinataga mumkin bo‘lgan turli giymatlarni berib, koordinata
ciziglarning Oxy tekislikdagi (v = const) oilasini hosil gilamiz. Xuddi shu singari
boshga (u = const) koordinata chiziglari oilasini hosil gilish mumkin.

Egri chizigli koordinatalarga misol sifatida qutb koordinatalarini olish mumkin.

Bu holda (12.21) formulalar
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{x =7rcosq, (12.24)

y =rsing
ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar koordinatalar boshi D sohada yotmasa va —m/2 < ¢ < m/2 bo‘lsa,

(12.24) formulalar r va ¢ o‘zgaruvchilarga nisbatan quyidagicha bir giymatli

yechiladi: yi
r=+x%+y?
= arct X
go gx. v, 72
Shunday qilib, ko‘rsatilgan shartlarda (x,y) va 0 -

(r, o) juftliklar orasida o‘zaro bir giymatli moslik 12.16-rasm
mavjud bo‘ladi. r va ¢ koordinatalarning koordinata

chiziglari x? + y? = const aylanalar va koordinatalar boshidan chiquvchi nurlardan
iborat bo‘ladi (12.16-rasm).

Egri chizigli koordinatalarda yuza. Ouv tekislikda uchlari Q, (u, v), Q,(u + Au, v),

VA v4 P3
vHAYTT, 0
P,
P.
_____ Q4 Q> 2

o - Py

ol u u+Auu O . x

12.17-rasm 12.18-rasm

Qs;(u + Au,v + Av), Q;(u, v + Av) nugtalarda bo‘lgan to‘g‘ri to‘rburchakni olamiz
(12.17-rasm). Uning Oxy tekislikdagi tasviri ikki juft koordinata chiziglaridan hosil
bo‘lgan egri chizigli to‘rtburchak bo‘ladi (12.18-rasm). Uning uchlari

P, (x(u,v),y(u,v)), P,(x(u + Au, v), y(u + Au, v)),
P;(x(u+ Au,v + Av),y(u + Au, v + Av)) va P, (x(u, v + Av), y(u, v + Av))

nuqgtalarda bo‘ladi.
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§ =/ (Au)? + (Av)? deb qisga belgilash kiritamiz. U holda x(u, v) va y(u, v)

fk'ID*hda—x%a—y a—ylk' Iy hosilal deb f
unkstyalar D sohada =, ——, =~ va -~ uzluksiz xususly hosilalarga ega deb faraz

qgilsak, P,, P,, P; va P, nugtalarni o(8) aniglikda P; (x(u, v), y(u, v)),

p'(( )+ 2% pu )+ayA>
2 (¥ V) + o B, y(u,v) + 57 Au),

d0x dy dy
%Av, y(u,v) + %Au + —Av),

P'(( )+ 2%
AN O Vi ov

i (x( )+ 2 A, y( )+ayA)
W x(u, v Em v,y(u,v Em v

. .. . —n d0x dy e
nugtalar bilan almashtirish mumkin. U holda PP, = {EAL"EA”} va PP, =

{g—ﬁAu;g—ZAu} bo‘lganligi uchun, P/P, = P,P; bo‘ladi, bundan esa P{P,P;P,

figuraning parallelogramm ekanligi kelib chigadi. Uning yuzi esa, P/P, va P, P}

vektorlar vektor ko‘paytmasining absolyut giymatiga teng: Sp:p:prpr = PP, X P, P .

Bundan tashqgari P, Py = {% Av,%Av}, demak:
‘ Jo Kk ax  dy ax dy
6xA 6yA 0 . aAu aAu u R
PP x PP = %% g% O = k|5 oy |=lox 9 Aulvk.
—Av —=A — =
a_xAv a_yAv 0 v v’ ov dv
ov v

Tenglikning o‘ng tomonidagi

ox oy
—|lou ou
J(u,v) = o dy (12.25)
v Jdv

determinant x(u, v) va y(u, v) funksiyalarning Yakobi determinant yoki yakobiani
deb ataladi.
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Shunday qilib,

P/P] x PP} = J(u,v)Aulvk
tenglikka ega bo‘ldik, bundan esa parallelogrammning yuzi uchun

Sprpspipr = I/ (w, v)|Audv
tenglikni hosil gilamiz.
Bundan esa P, P,P;P, egri chizigli to‘rtburchakning yuzi ham o(§?) aniqlikda
|J(u, v)|AuAv ifodaga teng ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun egri chizigli
koordinatalarda yuz elementi sifatida |/ (u, v)|dudv migdor olinadi.

Xususiy holda, qutb koordinatalarida

x(r,p) =rcosq,y(r,p) =rsing
bo‘ladi va demak

dx 0dy
_|or odr| | cose sing |
J(p. @) = |5 dy| |-rsing rcose -
do OJd¢

har doimr > 0, u holda qutb koordinatalarida yuza elementi ds = rdrde tenglikni

ganoatlantiradi. 4 Py

Shuning uchun P, P,P;P, figurani yuqori Ar
tartibli cheksiz kichik miqgdorlar anigligida Pf%
tomonlari P,P, = Ar va P,P, = rA¢ bo‘lgan Aqo P,
to‘g‘ri to‘rtburchak deb garash mumkin (12.19- P1 .
rasm). 0 12.19-rasm

Egri chizigli koordinatalarda yuzalarni hisoblash. Ouv tekislikning D* sohasi Oxy
tekislik D sohasining (12.22) akslantirishdagi obrazi bo‘lsin. D* sohani u = const va
v = const to‘g‘ri chiziglar bilan elementar to‘g‘ri to‘rtburchaklarga ajratamiz. U

holda D soha koordinata chiziglari bilan elementar to‘rtburchaklarga bo‘linadi.
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ik — to‘rtburchakning yuzi |J(u;,v)|Au;Avy, +0(8%) ga teng bo‘ladi. Bu

to‘rtburchaklarni yig‘ib, D sohaning yuzi tagriban

Sp = Z}(U(ui» Vi) | Au; Ay
L

giymatga teng ekanligini hosil qilamiz. D* soha to‘g‘ri to‘rtburchakalri
diametrlarining eng kattasini d orqgali belgilab, uni nolga intiltiramiz. U holda x(u, v)
va y(u,v) funksiyalarning uzluksizligi tufayli Oxy tekislikdagi elementar
to‘rtburchaklarning diametrlari ham nolga intiladi. J(u,v) yakobianning ham D*
sohadagi uzluksizligini inobatga olsak, yuqorida aytilgan limitga o‘tsak D sohaning

yuzi uchun

Sp = [ IJ(u,v)|dudv (12.26)
B

aniq tenglikni hosil gilamiz.

Bu formula xususan, yakobianning geometrik ma’nosini ochishga imkon
beradi. Buning uchun (12.26) formulaga o‘rta giymat hagidagi teoremaning (12.12)
formulasini go‘llaymiz:

Sp = /(& mISp-, (12.27)
bundan esa,

22~ (e ml, (12.28)
D*

bu yerda (¢,n) —nuqgta D* sohaning biror ichki nugtasi.
Faraz qilaylik, D* soha kichik va (u,v) —uning ixtiyoriy nuqgtasi bo‘lsin. U
holda (12.28) formulaga ko‘ra

Sp
S_D* ~ U(u' 17) |;
yoki
Sp = |J(w, v)|Sp.
Bu so‘ngi tenglikdan quyidagi xulosani chigarish mumkin: Ouv tekislikni Oxy
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tekislikka (12.21) akslantirishda |J(u,v)| migdor Ouv tekislikni (u,v) nugtadagi
cho‘zilish koeffisiyentini berar ekan.
Ikki o¢Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish. f(x, y) funksiya D sohada

integrallanuvchi va [f f(x,y)dxdy = I bo‘lsin, hamda D soha (12.22) akslantirish
D

yordamida Ouv tekislikning D* sohasiga akslantirilsin. Bu akslantirishni o‘zaro bir
giymatli deb faraz gilamiz. D* sohani yuzlari Ag,, Ao,, ..., A, bo‘lgan AD;, AD3,
..., AD;, sohalarga bo‘lamiz. U holda D soha ham yuzlari AS;, AS,, ..., AS,, bo‘lgan
AD;, AD,, ..., AD, sohalarga bo‘linadi. Har bir AD; sohada ixtiyoriy ravishda bittadan

nuqgta tanlaymiz va
- n
S = ,Zlf(inYi)ASi
l=
yig‘indini tuzamiz. (12.27) formulaga asosan,
AS; = |J (&, n)|Agy,

bu yerda (&;,n;) nugta AD; sohaning biror nugtasi. (x;,y;) nuqgta sifatida aynan
(¢;,m;) nugtaga akslanadigan AD; sohaning nugtasini olamiz (I integral mavjud, shu
tufayli integral yig‘indida (x;,y;) nugtani ixtiyoriy ravishda tanlash mumkin).
Boshgacha qilib aytganda

xi =xun), i = y(E&omi)

deb olamiz. U holda integral yig‘indi

S = él:lf(x(fi;771')»Y(fi»ni))U(fi»ni)MUi

ko‘rinishni oladi. f(x,y) funksiyani uzluksiz deb faraz qilib va AD, sohalar

diametrlarining eng kattasini nolga intiltirsak,

1= JJ fee(u,v),y(u )l (w v)ldo,

ya’ni
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fgf(x,y)dxdy = g f(x(u,v), y(u,v)|J(u,v)|dudv (12.29)

tenglikka ega bo‘lamiz.

Bu formula ikki o ‘Ichovli integralda o ‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi
deb ataladi. (12.26) formula (12.29) formulaning f (x,y) = 1 bo‘lganda xususiy holi
ekanligi ravshan.

Xususiy holda, qutb koordinatalarida (12.29) formula
I f(x,y)dxdy = [[ f(r cos¢,rsin@)rdrde (12.30)
D D*

ko‘rinishda yoziladi.

Qutb koordinatalarida ikki o‘lchovli integralni hisoblash ham uni takroriy
integralga keltirish orqgali amalga oshiriladi. Masalan, agar D* soha 12.16-rasmda
tasvirlangan ko‘rinishda bo‘lsa (¢ = a va ¢ = £ nurlar r = (@) va r = (@)
chiziglar bilan chegaralangan, ya’ni D* soha to‘g‘ri soha: qutbdan chiigan [ nur uning
chegaralarini fagat ikki nugtada kesib o‘tmoqda), u holda (12.30) formulaning o‘ng

tomonini quyidagicha yozish mumekin:

B r2(¢)
[[ f(rcose,rsing)rdrdp = [de [ - f(rcose,rsing)dr. (12.31)
D* a  11(p)

Eslatma. Faraz gilaylik ayrim nuqtalarda yoki hattoki ayrim chiziglar bo‘ylab (12.29)
formula o‘rinli bo‘ladigan shartlar, ya’ni yoki D va D* sohalar o‘rtasidagi
akslantirishning bir qiymatliligi, yoki x(u,v) va y(u,v) funksiyalarning, yoki

. dx 0x dy 0dy : o :
ularning 3’ 90’ 3u va% xusussiy hosilalarining uzluksizligi bajarilmasin. Oxy

tekislikning bu nugtalarini va chiziglarini o‘zida saglovchi biror kichik D, sohani
olamiz va D; soha D, sohaning Ouv tekislikdagi obrazi bo‘lsin. S, va o, orgali mos

ravishda D, va D; sohalarning yuzlarini belgilaymiz. U holda (12.29) formulaga ko‘ra
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I fCx,y)dxdy = D*f\fD*f (x(u, v), y(u, )|J (w, v)|dudv (12.32)

D\D;

tenglikni yozish mumkin.

(12.32) tenglikning o°‘ng tomonidagi integral umuman olganda

I f(x(u, v), y(u, v)|J(w, v)|dudv integraldan [f f(x(u, v), y(u, v)|J (w, v)|dudv
D* D}

migdorga farq qiladi.

r=n(p) 7Y

x 0 2T @
12.20-rasm 12.21-rasm

S
Xy
@)

Xususiy holda, Oxy tekislikning 0(0,0) nuqgtasiga qutb koordinatalar
tekisligining [0,27] kesmada yotuvchi barcha (r, ¢) nugtalari mos keladi (12.21-
rasm), ya’ni Oxy tekislikning 0(0,0) nuqgtasiga akslantirishning o‘zaro bir giymatlilik
sharti bajarilmaydi. Shuning uchun agar koordinatalar boshi D sohada yotsa, (12.30)
formula o‘rinli bo‘lmasligi ham mumkin. Biroq u 12.22 va 12.23-rasmlarda
tasvirlangan bo‘yalmagan D\D, va D*\D; sohalarda o‘rinli.

Agar f(r cos ¢, rsin@)r migdor D* sohada chegaralangan bo‘lsa, u holda D,
va D; sohalarning yuzini nolga intiltirib, bu hol uchun ham (12.30) formulani hosil

gilamiz. y4 A

e Wy X 7 S
0 2T

Sv

12.22 -rasm 12.23-rasm

Mulohaza. Ikki o‘lchovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish (aniq integraldagi

singari), uni hisoblash uchun qulay bo‘ladigan ko‘rinishga keltirish magsadida
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go‘llaniladi. Biroq ikki o‘lchovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish nafagat
integral osti funksiyani, balki integrallash sohasini ham soddarog ko‘rinishga
keltiradi. Integrallash sohasini soddaroq ko‘rinishga keltirish integral osti funksiyani
soddalashtirishga nisbatan muhimrog ham. Buning natijasida ikki o‘lchovli integralda

integrallash chegaralarini go‘yish va takroriy integralda hisoblash yengillashadi.

12.5-misol. [f (2x — y)dxdy integralni hisoblang, bu yerda D —tomonlari L,: 3x —
D

y—1=0, Ly:3x—y+1=0, L3:3x—2y=0, Ly:3x—2y—1=0 to‘g‘ri
chiziglarda yotuvchi parallelogrammning ichki gismi (12.24-rasm).

» Dekart koordinatalar sistemasida bu integralni (12.17) fo‘rmula bo‘yicha ham,
(12.20) formula bo‘yicha ham takroriy integralga Kkeltirib hisoblash uchun,
integrallash sohasini uchga bo‘lish kerak bo‘ladi (12.25-rasm). Agar u = 3x — y,
v = 3x — 2y formulalar orgali yangi o‘zgaruvchi kiritsak, mazkur integralni osongina
hisoblash mumkin. Bunda x(u,v) = Qu—v)/3, y(u,v) = u —v bo‘ladi va (x,y)
nugta paralleleogramm bo‘ylab harakatlanganda, yangi u va v o‘zgaruvchilar
—1<u<10<v<1kesmalarda o‘zgaradi, ya’ni D* —integrallash sohasi to‘g‘ri
to‘rtburchakdan iborat bo‘ladi (12.26-rasm). Integral ostidagi funksiya 2x —y =
(4u — 2v)/3 — (u — v) = (u + v)/3 Ko‘rinishni oladi.

ny L
2 _____ 1
/L Ls
1f--F/ Ly
' VA
—1 1 \\1
| X
%1 \\ D*
AD R
_____ _o -1 0 1 u
12.24-rasm 12.25-rasm 12.26-rasm

Endi x(u,v) va y(u,v) funksiyalarning yakobianini topamiz. Buning uchun
xy =2/3, x,=—1/3, y, =1, y, =—1 xususiy hosilalri (12.25) formulaga
go‘yamiz:
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dx 0dy 2
u ou|_| 3 |__1
Jwv) =15, ayl ~ | 1 -3
v ol 17371
U holda (12.29) formulaga ko‘ra gidirilayotgan integralni hisoblaymiz:
ff(Zx— y)dxdy = ffu+v|——|dudv—%f11 fu-?lj-v dv =

1 1 1 1 1 1/1 1\ 1
= — —p? = — = —\|—- 2 - = —
5 [(”v+2”) Jdu 3 f1< )du 9(2“ +2”) L9

Yangi o‘zgaruvchilarga o‘tgandan so‘ng integrallash sohasi oddiy to‘g‘ri yugorida

ta’kidlaganimizga ko‘ra to‘g‘ri to‘rtburchakka aylandi. <

Mulohaza. Ikki o‘Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni shunday almashtirish kerakki,
natijada ham integral osti funksiya, ham integrallash sohasi soddaroq ko‘rinishni
olsin. Quyida qutb koordianataliga o‘tishning o‘ziga xos xususiyatlarini keltiramiz:

1) Integral osti funksiya f(x? + y?) ko‘rinishda; D integrallash sohasi doira, xalga
yoki ularning gismi bo‘lganda qutb koordinatalariga o‘tish qulay.

2) Amalda qutb koordinatalariga x =rcos¢@,y =rsing,dxdy = rdrde
ko‘rinishdagi almashtirish orgali o‘tiladi; D sohani chegaralovchi chizig ham qutb
koordinatalari orqali ifodalanadi. (x,y) nugtaning D sohada o‘zgarish gonuniyatiga

garab yangi r, ¢ o‘zgaruvchilar uchun o‘zgarish chegaralari aniglanadi.

12.6-Misol. [ /16 — x2 — y2dxdy integralni hisoblang, bu yerda D —integrallash
D

sohasi x% + y? < 16 doiradan iborat (12.27-rasm).

4ny

—4

12.27-rasm 12.28-rasm
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» (12.30) formulani go‘llab, qutb koordinatalariga o‘tamiz:

[ 16 — x2 — y2dxdy = [[ \/16 — (r cos ¢)2 — (rsin )2 - rdrdep =
D D*

= g rv 16 — r2drde.

Qutb koordinatalar sistemasidagi D* integrallash sohasi 0 < ¢ < 2m,0<r <4
tengsizliklar bilan aniglanadi (12.28-rasm). Demak, D doira qutb koordinatalariga

o‘tganda D* to‘g‘ri to‘rtburchakka o‘tar ekan. (12.31) formulaga ko‘ra,

2T 3
[frv16 —r2drde = [ do[ r\/16 —r2dr =
D* 0o 0

127 3 2 [(16 — 12)3/2 . 2 3

=—>[doJ 16 —r)V2d(16 —1?) = [
2% 0 0 3

do =

0

B 1}” (0 128)d _256m
- 73y 3 )T T
gidirilgan ikki o‘Ichovli integralning qiymatini hosil qildik. <
12.7-Misol. I = [[

1
D |1+x2+y?

integrallash sohasi D = {(x,y):x? + y? < 1,x = 0,y = 0} —birlik doiraning birinchi

dxdy integralni hisoblang, bu yerda D

chorakda yotgan gismi.

»x = rcos ¢,y = rsin @ qutb koordinatalariga o‘tamiz. U holda integrallash sohasi
D*={(r,0):0<r<10< ¢ <m/2}

to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat bo‘ladi. O‘zgaruvchilari almashtirilgandan so‘ng

integral osongina hisoblanadi:

rdrdp ™% 3 rar s 1 g(vV2-1)
I = =) d =—yJ1+7r?| =——= <
gf* 14712 {> go{ |




Mulohaza. Agar D sohada yakobian noldan fargli bo‘lsa, bu sohaning har bir
nuqtasining biror atrofidagi akslanish o‘zaro bir giymatli bo‘ladi. Biroq shuning bilan

birga, butun sohaning akslanishi bir giymatli bo‘Imasligi ham mumkin.
x=e%cosv,y =e’sinv, —oo < u,v <+

funksiyalar bilan aniglanadigan akslanishni garaymiz. Ularning yakobiani,

dx 0dy
_lou oul _| e*cosv etsinv|_ .
J(wv) = ox ady ~l—evsiny e*cosvl ¢
ov Jv

butun tekislikda noldan fargli. Shunga garamasdan u =0, v =0vax =0,v =2m
uchunx = 1, y = 0 bo‘ladi, ya’ni bu akslantirish o‘zaro bir gqiymatli emas.

Boshga tomondan, agar akslantirishning yakobiani biror nugtada nolga
aylangani bilan, bu nugtaning atrofida akslanish o‘zaro bir giymatli bo‘lishi mumkin.
Masalan,

x=ud,y=v3 -0 <uv<+owo

funksiyalar bilan aniglanadigan akslanishning yakobiani J = 9u?v? bo‘ladi va u

u = 0 vav = 0 bo‘lsa nolga aylanadi, ammao bu akslanish ozaro bir giymatli.
12.6. Ikki o¢Ichovli integralning tadbiqlari

Silindrik jismning hajmi. Ikki o‘Ichovli integral tushunchasiga keltiriladigan masala
sifatida yuqgoridan z = f(x,y) = 0 sirt bilan, quyidan Oxy tekislikning D sohasi
bilan, yon tomonlardan esa yo‘naltiruvchisi D sohaning chegarasi bo‘lgan silindrik
sirt bilan chegaralangan jism hajmini hisoblash garalgan edi va bu hajm

V =[f f(x,y)dxdy (12.33)

ikki o‘lchovli integral bilan hisoblanishini ko‘rgan edik.
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Shunday qilib, nomanfiy funksiya ikki o ‘Ichovli integralining giymati silindrik
jJismning hajmiga teng bo‘lar ekan.
12.8-Misol. z =1 — 4x2 — y? sirt va Oxy tekislik bilan chegaralangan jismning

hajmini hisoblang (12.29-rasm).

1Ay
D

X

0 1
2

12.29-rasm 12.30-rasm
XZ 2
» z =1—4x? — y? elliptik paraboloid Oxy tekislik bilan L: — + y_z =1,z=0

@
chizig bo‘ylab kesishadi. Bu chiziq yarim o‘glaria = 1/2 va b = 1 bo‘lgan ellipsdan
iborat (12.30-rasm) va demak integrallash sohasi ana shu ellipsning ichki gismi
bo‘ladi.

Qaralayotgan jismning Oxz va Oyz tekisliklarga nisbatan simmetrikligi tufayli,
integrallsh sohasini ellipsning 1/4 gismini olib, natijani to‘rtga ko‘pqytirish kerak:

1/2 \1—-4x2

V=4f[(1-4x?>-y?)dxdy =4[ dx [ (1—4x?—y?)dy=
D a 0

1/2 Vi-ax? g1/2
=4 |(1-4x¥)y—=y3 dx == [ (1 —4x?)3?dx =
a 37 Ip 3a

2x =sint, 2dx = costdt

B 2 1 inZp — 2 4ﬂ/2 4”/2
=|1-4x"=1-sin tl cos ; = §f (cos?t)3/? cost dt = §f cos*tdt =
x1=01t1=0;x2=§;t2=§ 0 °
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4™21 + 2 cos 2t + cos? 2t 1 /2 77/21+Cos4t

3! 7 dt3U+mt% +f
w1 1. LZENEE A N
—€+€(t+zsm4t)|o —€+E—Z.<
x2 yZ Z2
12.9-Misol. _+ﬁ+__ 1 ellipsoid bilan chegaralangan jismning hajmini

hisoblang (12.31-rasm).
» Qaralayotgan jismning Oxy tekislikka

nisbatan simmetriyaligi tufayli uning hajmi

" x2 y2
Tl e,

2 y2

funksiyaning Oxy tekislikdagi % + bz = 1 12.31-rasm

ellips bilan chegaralangan D soha bo‘yicha olingan ikki o‘lchovli integralning

ikkilanganligiga teng:

2
= g \/1 —;—ﬁdxdy.

Bu integralni hisoblash uchun x = ar cos ¢, y = ar sin ¢ deb o‘zgaruvchilarni
almashtiramiz. U holda integral ostidagi funksiya z = cvV'1 — r2 ko‘rinishga o‘tadi, D
integrallash sohasiga D* = {(r, ¢):0 <r <1, 0 < ¢ < 2m} to‘g’ri to‘rtburchak mos
keladi. x, =acosg , x, =—arsing , y. =bsing , y, =brcosg Xususiy

hosilalarni (12.25) formulaga qo‘yib, bu almashtirishning yakobianini hisoblaymiz:

dx Ody
B or or | acos¢ bsing |
Jw,v) = a_x a_y "~ |—arsing brcosg = abr.
dp 0do
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Shuning uchun (12.29) formulaga ko‘ra

= ff jl—;—ﬁdxdy—foc\/l—r abrdrde =
D

2T 1

—Zabcfdgofr 1—r? dr—Zabcfd<p f 1—r2dr =

= ——abc(l—r )2

1
=2rabc. <

0 3

Yassi figuraning yuzi. Ikki o‘lchovli integralning xossasiga ko‘ra Oxy tekislik D

sohasining S yuzi f(x,y) = 1 funksiyaning bu soha bo ‘yicha olingan ikki o ‘Ichovli

integralga teng:

s = [[ dxdy. (12.34)

12.10-Misol. (x? + y?)? = 8xy chiziqg bilan chegaralangan figuraning yuzini
hisoblang (12.32-rasm).

» Bu yerda x = r cos ¢, y = rsin ¢ tengliklar bilan qutb koordinatalarini kiritamiz.
Egri chizig tenglamasi r* = 8r% cos @ sin@ ko‘rinishni oladi, bundan esa r =
2./sin2¢ tenglikka ega bo‘lamiz. Egri chiziq va demak u chegaralagan soha

koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik. Shuning uchun

yﬂ
/2 2,/sin2¢ D
s=[[dxdy=2f do [ rdr= R
D 0 0 0 i.
/2 , 3
sin
= (’)f (T'Zlo (p>dg0 =

m/2 g 12.32-rasm
= sin2¢ de = —2 cos 2¢|2 = 4.
4sin2¢d 2.cos 202 = 4. <
0
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Sirt yuzi. G sirt z=f(x,y) sirtning Oxy tekislikdagi D yopig sohaga
proyeksiyalanuvchi gismi bo‘lsin. Sirtning mazkur gismini silliq deb faraz gilamiz,
ya’ni f(x,y) funksiya D sohada uzluksiz va uzluksiz f/(x,y), fy (x,y) xususiy
hosilalarga ega. D sohani yuzalari AS;, AS,,..., AS, bo‘lgan n ta AD;, AD,,..., AD,
gismlarga ajratamiz. Har bir AD, sohada ixtiyoriy ravishda bittadan M, (x;, y) hugta
tanlaymiz (12.33-rasm). Bu nuqgtaga sirtning Py (x, vk, f (xx, Vi )) nugtasi mos keladi.

P, nuqgtada G sirtga urinma  tekislik o‘tkazamiz. AG;, bu tekislikning AD,, sohaga

proyeksiyalanuvchi gismi va Aoy, bu 74
maydonchaning yuzi bo‘lsin. Bu

yuzalardan

n
o= Z AO'k
k_

yig‘indini tuzamiz.

Har doimgidek A orgali AD ol L

\<"

sohalar diametrlarining  eng 5

kattasini belgilaymiz.  Agar

1
I -
I

bo‘linishlar soni cheksiz oshganda . N

va A nolga intilganda chekli k
n

o = lim ¥ Aoy (1235) % 12.33-rasm

d—0o "=

limit mavjud bo‘lsa va bu limit D sohani bo‘lish usuliga, hamda M, nugtalarning
tanlanishiga bog‘lig bo‘Imasa, u G sirtning yuzi deb ataladi.

G sirtga yugorida go‘yilgan shartlar bajarilganda, bu limitning mavjudligini
isbotlaymiz.

G sirtning P, nuqtasida o‘tkazilgan urinma tenglamasi (7.14) formulaga ko‘ra

0 , d )
z—z, = f(xk Yk)( ~x) + f(’(;i;yk) O = i)
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ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda z, = f(x, yi). U holda bu tekislikning Oxy tekislikka

nisbatan y,, og‘ma burchagi
1

Jl + (ﬂc’(%)’k))z + (fy'(xk»)’k))z

tenglik bilan aniglanadi. AS; va Ag;, yuzalar o‘zaro AS,, = (cosy;)Aogy tenglik bilan

0S¥k = (12.36)

bog‘langan. (12.36) tenglikni inobatga olgan holda so‘ngi tenglikni (12.35) tenglikka
go‘ysak

o= Jim 3 1+ (FGun0) + (FGr0) S, (12.37)
d—ok=1

-

2
tenglik hosil bo‘ladi. Limit ostidagi yig‘indi \/1+(f,;(x,y))2+(f3;(x,y))

funksiyaning D soha bo‘yicha integral yig‘indisini aniglaydi. Qo‘yilgan shartlarda bu
funksiya D sohada uzluksiz bo‘ladi va demak 12.1-Teoremaga ko‘ra (12.37) limit

mavjud bo‘ladi. U holda ikki o‘Ichovli integralning ta’tifiga ko‘ra

o= g\/1 +(feo) + (i y))2 dxdy (12.38)

tenglikni hosil gilamiz. Bu formula sirt yuzini hisoblash formulasi deb ataladi.

12.11-Misol. z = x? + y? paraboloidning x2 + y2 = 2 silindr ichida joylashgan
gismining yuzini toping (12.34-rasm). : Az
» z = x* + y?* funksiyaning z, = 2x va z;, = 2y xususiy
hosilalari D: x? + y? < 2 doirada uzluksiz, shuning uchun

(12.38) formulaga ko‘ra garalayotgan sirtning o yuzi

o= [[ 1+ 4x2 + 4y2dxdy
D

ikki o‘lchovli integral bilan hisoblanadi. Integrallash

sohasining shaklidan va integral osti funksiyaning

ko‘rinishidan kelib chigib x = 2rcosp vay = 2rsin g

12.34-rasm
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deb qutb koordinatalariga o‘tamiz:

2T V2 2w V2
o= [[V1+4r2rdrdp = [ do[ r1+4r2dr= [ do- [ ry1+4r2dr =
D* 0 0 0 0

V2 3m

1 2 3 T 1
=2m = =(14+4r?)z| =-R27-1)=—. <

Puasson integralini hisoblash. Anigmas integrallarni o‘rganishda shunday elementar

funksiyalar mavjud bo‘lib, ularning anigmas integralini elementar funksiyalarning

chekli sondagi arifmetik amallari va superpozitsiyalari orqali ifodalab bo‘lmasligini

ko‘rgan edik. Bulardan biri-Puasson integrali deb ataluvchi fe‘xzdx integral bo‘lib,

uning (—oo, +00) cheksiz oraligdagi aniq integrali ehtimollar nazariyasida juda ko‘p

+ 00
go‘llaniladi. Shunday qilib, [ e dx integralni hisoblaymiz. Bu aniqg integralni

— 00

ham Puasson integrali deb ataymiz va uni geometrik jihatdan y = e’ egri chizig va
Ox o‘q orasida joylashgan cheksiz (—oo < x < 400) figuranig yuzi sifatida talgin
qilish mumkin (12.35-rasm). y4

Yugorida ta’kidlab o‘tganimizga
ko‘ra [ e **dx anigmas integralni

elementar funksiyalar orgali ifodalab

bo‘Imaydi, shuning uchun 0
12.35-rasm

+00
| e~ dx
—0o0

aniq integralni hisoblashga Nyuton-Leybnis formulasini go‘llab bo‘Imaydi, demak uni
hisoblashda maxsus usuldan foydalanishga to‘g‘ri keladi.
Dastlab, Puasson integrali yaginlashuvchi birinchi tur xosmas integral

ekanligini ta’kidlab o‘tish kerak. Hagigatdan ham, barcha x > 0 uchun e* > x

tengsizlik (12.36-rasm) o‘rinli bo‘ladi, bundan esa barcha x uchun e*’ > x2
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tengsizlikni yozish mumkin bo‘ladi. U holda barcha x uchun e~ < 1/x2 bo‘ladi.

1/x? funksiyaning [1, +c0) oraliq bo‘yicha xosmas integrali yaginlashuvchi bo‘ladi,

+o0 -1
. .. . R — 2 2
bundan esa I-tur xosmas integrallarining xossasiga ko’ra [ e™* dxva [ e ™ dx
1

— 00

xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Bundan tashgari [—1,1]

kesmada e™*’ funksiya uzluksiz va shu sababli u bu kesmada integrallanuvchi.
+00

Shuning uchun [ e~ dx xosmas integral ham vyagqginlashdi va u bu xosmas

1
integrallar va | e~ dx aniq yig’indisiga teng. e’ funksiyaning juftligidan
-1

+ oo + 00

| e~ dx = 2f e~ dx
—o0 0

tenglik kelib chigadi.

Ay
y=e”
yA
a

1 y=Xx
/ —a a,

0 , 0 X

X
—a
12.36-rasm 12.37-rasm

Puasson integralini hisoblash uchun
Do ={(x,y):—a<x<a-a<y<a}
kvadratni garaymiz (12.37-rasm). Bu kvadarat bo‘yicha ikki o‘lchovli integralni

hisoblaymiz:
a a a a
[le= & dxdy = [ dx [ e*edy= [ [e* [ e dy|dx=
Dg —-a -a —a —a
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a a
= [ eVdy- [ e*dx, ya'ni
—a —a
a 2
[[ e=** ) dxdy = ( ) e‘xzdx> (12.39)
D, -a

Endi a — o bo‘lsin. U holda D, integrallash sohasi bu limitda butun Oxy

tekislikka aylanadi va uni biz D, orqgali belgilaymiz. Shuning uchun

2

[ e~ dxdy = ( [ e‘xzdx) ) (12.40)
Deo —o0

bundan esa Puasson integrali uchun

foo e dx = l{f e~ 2+ dxdy (12.41)
tenglikni hosil gilamiz.
yua Shunday qilib, Puasson integralini hisoblash
uchun, (12.41) tenglikning o‘ng tomonidagi
“xosmas” ikki o‘lchovli integralni hisoblash
—a a . yetarli ekan. Integral ostidagi funksiyaning
0 * ko‘rinishidan qutb  koordinatalariga o‘tish
magsadga muvofig deb xulosaga kelish mumkin.
—a Buning uchun 12.38-rasmda tasvirlangan
12.38-rasm B, = {(x,y):x* + y* < a*} doirani kiritamiz. U
holda
[ e=*+y ) dxdy = fdcpfae‘rzrdr =
Bg 3 0
a a
= ZnOf re " dr = nof e " d(r?) = ne‘r2|2,
ya’ni,
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[ e~ +¥ ) dxdy = n(1 - e‘az). (12.42)
Bq

Bu yerda a — oo deb limitga o‘tsak,
[[ e~ dxdy = 7 (12.43)
B

tenglikni hosil gilamiz. Birog, (12.42) tenglikdan (12.43) tenglikka o‘tishda B,
integrallash sohasi cheksiz radiusli B,, doiraga, ya’ni butun Oxy tekislikka o‘tiladi.

Shuning uchun B, belgilashdan D, belgilashga o‘tsak, (12.43) tenglikni

[[ e~ @+ dxdy =1 (12.45)
Deo

ko‘rinishda yozish mumkin. U holda (12.41) tenglikka ko‘ra,

(0]

[ e™dx =+n

— 00

Puasson integralini hisoblash formulasini hosil gildik.
Yassi figura massasi. Chegaralangan yassi D figurada u(P) = u(x,y) =0 sirt
zichligiga ega bo‘lgan massa uzluksiz tagsimlangan bo‘lsin, bu yerda u(x,y)
funksiya D sohada uzluksiz. D sohani umumiy ichki nuqgtalarga ega bo‘Imagan n ta
Dy, D,,...,D,
gismlarga ajratamiz. Ularning yuzalarini mos ravishda
AS, AS,,..., AS,
orgali belgilaymiz. Har bir D; (i = 1,2, ...,n) qismda ixtiyoriy ravishda P;(x;,y;)
nugtani tanlaymiz, bu nuqgtadagi zichlik u(x;,y;) ga teng bo‘ladi. u(x,y)
funksiyaning uzluksizligi tufayli D figura D; gismining m; massasi tagriban

u(x;, v;)AS; ko‘paytmaga teng bo‘ladi, D figuraning m massasi mos ravishda
n
m= _Zlﬂ(xiryi)ASi
=
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yig‘indiga tagriban teng bo‘ladi. So‘ngi yig‘indi D sohada uzluksiz bo‘lgan u(x,y)
funksiyaning integral yig‘indisi bo‘ladi. Har doimgidek d orgali D; gismiy sohalar
diametrlarining eng kattasini belgilaymiz. So‘ngi taqribiy tenglikda d diametrni nolga

intiltirsak,

n
m = lim ¥, u(x;, y)AS; = Jf uCx, y)dxdy (12.46)
—Ui=1 D

anig tenglikni hosil gilamiz. Xususiy holda agar massa butun figura bo‘ylab tekis

tagsimlangan, ya’ni u = const bo‘lsa, (12.46) formula

m=uff dxdy = pu-S
D

kabi ko‘rinisni oladi, bu yerda S berilgan D sohaning yuzi.

12.12-Misol. Diametri a va markazi C(a/2,0) nugtada bo‘lgan yarim doiraviy
figuraning m massasini hisoblang, massaning har bir nuqgtadagi sirt zichligi bu
nuqtadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofaga proporsional (12.39-rasm).

» Demak, m massali D figura quyidan Ox bilan, V1
a/2

0 a/2 L
12.39-rasm

yugoridan esa x?+ y? =ax aylana bilan

chegaralangan bo‘lib, uning sirt  zichligi

u(x,y) = kyJx? + y? funksiya bilan aniglanar
ekan, bu yerda k —proporsionallik koffisiyenti.

Figuraning m massasini (12.46) formulaga

ko‘ra hisoblaymiz:

m = [[ u(x,y)dxdy = kJJ /x? + y?dxdy.
D D

Integrallash sohasining shakli va integral ostidagi funksiyaning ko‘rinishidan
kelib chigib x = ar cos ¢, y = ar sin ¢ deb, qutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz.

Aylana tenglamasining ko‘rinishini o‘zgartiramiz:
aZ 2

X2 =2 mx bty = —
2 s 7Y T
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yoki

a2 a?
(x=3) +r* =7
qutb koordinatalariga o‘tsak
a2 o, al
(ar cos @ — E) + (arsin)* = T
So‘ngi tenglamani ixchamlasak
T =CoSsQ (12.47)

tenglamani hosil gilamiz. D soha yarim aylana bilan chegaralanganligi uchun ¢ qutb
burchagi [0, /2] kesmada o‘zgaradi va o‘zgarmas ¢ € [0, /2] burchakda (12.47)
tenglikka ko‘ra r qutb radiusi [0, cos ¢] kesmada o‘zgaradi. Shuning uchun figura

massasi uchun

/2 Ccos @ /2 Ccos @

m=kf[Jx2+y2dxdy =k[ do [ ara’rdr=ka®*[ do [ r?dr=
D 0 0 0 0

/2 cos @ ka3 /2 kas /2
=ka®[ (—r3 >d<p =— 1 cos®pdp=—/[ (1—sin?¢)dsing =
0 3 0 3 0 3 0
_ka® 1, ’T/Z_zk3
== (sm<p 3sin <p> . =gka

tenglikni hosil qilamiz. <

Yassi figuraning koordinata o‘glariga nisbatan statik va inersiya momentlari.
Massasi m bo‘lgan moddiy nugtaning Ox o‘qga nisbatan S, statik momenti deb my

ko‘paytmaga aytiladi, bu yerda y —moddiy nuqtaning ordinatasi, ya’ni

Sy = my. (12.48)
y ordinataning giymati musbat bo‘lishi ham, manfiy bo‘lishi ham mumkin.
Bu nugtaning Ox o‘qga nishatan I, inersiya momenti deb my? ko‘paytmaga

aytiladi:
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I, = my? (12.49)

Massalari m,, m,,...,m; bo‘lgan M;, M,,...,M, nugtalar sistemasining Ox
o‘gga nisbatan S, statik va L, inersiya momentlari deb, bu nugtalarning mos ravishda

statik va inersiya momentlari yig‘indisiga aytiladi:
k k 5
Sy = ZlmiYi’ I, = .Zlmiyi (12.50)
1= 1=

Oxy tekislikda sirt zichligi uzluksiz u(x, y) funksiya bilan aniglangan yassi D
figuraning Ox o‘qQa nisbatan statik va inersiya momentlarini hisoblaymiz.

D sohani n ta D,, D,,..., D,, qismlarga ajratib, har bir D; gqismda ixtiyoriy
P;(x;,y;) nugtani tanlaymiz va i —qgismning massasi tagriban u(x;, y;)AS; ga teng va
bu massa P;(x;,y;) nugtada jamlangan deb hisoblaymiz, bu yerda AS; qismiy D;
sohaning yuzi. U holda D yassi figuraning Ox o‘qga nishatan S, statik va I, inersiya

momentlari taqriban

M =

Kk
yi(xy, y)AS;, I = _Zlyizﬂ(xi»Yi)ASi
=

sz'

=1

yig‘indilarga teng bo‘ladi. Bu tagribiy tengliklarda D; qismiy sohalar diametrlaring d
eng kattasini nolga intiltirib va bu yig¢indilar mos ravishda yu(x,y) va y?u(x,y)

funksiyalarning integral yig‘indilari ekanligini inobatga olib

Sy = {)f yu(x,y)dxdy (12.51)
I, = Df y2u(x, y)dxdy (12.52)

formulalarni hosil gilamiz.
Xuddi shu singari sirt zichligi u(x,y) funksiya bilan aniglanadigan yassi

figuraning Oy o‘qQa nisbatan statik va inersiya momentlari mos ravishda

Sy = [ xu(x, y)dxdy (12.53)
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L, = [ x*u(x,y)dxdy (12.54)

formulalar bilan aniglanadi.
12.13-Misol. Yugoridan y = x? parabola bilan, quyidan Ox o‘q bilan va yon
tomondan x = 2 to‘g‘ri chizig bilan chegaralangan yassi figuraning koordinata
o‘glariga nisbatan statik va inersiya momentlarini toping (12.40-rasm). Sirt zichligi
har bir nugtada nuqgta koordinatalarining ko‘paytmasiga proporsional.

» Shartga ko‘ra u(x,y) = k- xy, bu yerda k —proporsionallik y4
koffisiyenti. Koordinata o‘glariga nisbatan statik va inersiya 4

momentlarini (12.51)-(12.54) formulalar bo‘yicha topamiz:

S, = fgy,u(x, y)dxdy = gy k- xydxdy = kfg xy?dxdy =

2 2 2 2
X X
—kfdxf xy2dy =k (2] Jax=k[ Zax=
0 0 o \ 31, o 3 or
. %812 . 37 12.40-rasm
~ 24 - 3"

2

2 x
Sy = [f xuCx,y)dxdy = [[ x -k - xydxdy = k[ x*ydxdy = k [ dx [ x*ydy =
D D D o 0
2
2 xzyzx 2 46 x7|? 64
=k0f > dx=k6f7dx=kﬁ =k7,
0 0

L, = fgyzu(x, y)dxdy = gyzk - xydxdy = kg xy3dxdy =

’ xy* xZ) 2 x9 x10|? 128

2 X

2
=k[dx]| xy3dy=kf<
o 0 0

5 )

dx =k [ —dx =k
4 XERS LT

0 0

L, = Jf x*u(x,y)dxdy = [[ x*k - xydxdy = k[ x3ydxdy =
D D

D
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7 812

2
dx =k [ —dx=k—| =16k <
i ] 2 16|,

2 x2 2 x3y2
=k[dx[ x3ydy =k
0 0 0 2

Yassi figura og‘irlik markazining koordinatalari. Agar yassi figuraning koordinata
o‘glariga nishatan S, va S,, statik momentlari va m massasi ma’lum bo‘lsa, bu figura

og ‘irlik markazining koordinatalari

S
ye == (12.55)

formulalarga ko‘ra topiladi. Bu formulalarga (12.46), (12.51) va (12.53) formulalarni
go‘llab

fgx#(x, y)dxdy fgw(x,ywxdy
- fg uCoyydxdy = 7T g u(x, y)dxdy

o‘g‘irlik markazining koordinatalarini topish formulasini hosil gildik.

X, (12.56)

12.14-Misol. Yugqoridan y = +/x egri chizigq bilan, quyidan Ox koordinata o‘qi bilan

va yon tomondan x =4 to‘g‘ri chizig bilan
yn
chegaralangan D yassi figuraning og‘irlik markazi -

koordinatalarini toping. Sirt zichligi har bir nugtada

nugta koordinatalarining yig‘indisiga proporsional D C\\\
(12.41-rasm). 0 4 x
» Shartga ko‘ra, ulx,y) =k-(x+y), bu 12.41-rasm
yerda

k —proporsionallik koffisiyenti. D yassi figuraning massasini va koordinata o‘glariga
nisbatan statik momentlarini (12.46),(12.51),(12.53) formulalar bo‘yicha topamiz:

m= fg u(x,y)dxdy = fgk - (x + y)dxdy = kfg (x + y)dxdy =

Vx

4 NE 4 4 1
_kfdx [ x+ydy=kJ dx:kf<x3/2+§x>dx:
0 0 0 0

1 2
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2 1 4 2 84
— L (Z.5/2 4,2 =L(Z. - —
k(sx +4x)0 k(S 32+4) —

S,y = fgy,u(x, y)dxdy = fgy k- (x+y)dxdy = kg (xy + y?)dxdy =

4

4 (x? 1 x3 2
= C L 32 A
k0f<2+3y )dx k<6+15x )0

S, = fgxu(x, y)dxdy = fgx k- (x+y)dxdy = kaf (x? + xy)dxdy =

(82 ) 22,
- <? 15 )‘1_5'

Vx

4 4 1 Vx
=kfdx[ (x*+xy)dy=k/ (xzy + —xyz) dx =
0 0 0 2 0

4 1 2 1 4 2 64\ 992
= 5/2 —_ 2 = _ 7/2 —_ 3 = —12 —):— .
k()f(x +2x>dx k(7x +6x>0 k(7 8+6 21k

(12.55) formulalarga ko‘ra D yassi figura C(x.y.) og‘irlik markazining

koordinatalarini topamiz:

_Sy _ 992 84k 1240 . _Sx _ 224k 84k 56 .o
T mT 21 s T aar S0 YT T 5 s T30
Shunday qilib garalayotgan D figuraning og‘irlik markazi C(%,Z—g)

nuqtada bo‘lar ekan. <

12.7. Uch o¢Ichovli integral

Ikki o‘lchovli integralni umumlashtirish orqgali hosil qilinadigan uch
o‘zgaruvchili funksiyaning uch o-‘lchovli integralini garab chigamiz. Bunday
integrallar ikki o‘Ichovli integrallar singari turli geometrik, fizik va texnik masalalrni
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yechishda tadbiq gilinadi. Ikki va uch o‘Ichovli integrallar orasida to‘liq o‘xshashlik
mavjudligi tufayli biz fagat tasdiglarni bayon qgilish bilan chegaralanamiz. Ularning
isbotini ikki o‘lchovli integrallardagi isbotlarni uch o°zgaruvchili funksiyalarga
osongina moslashtirish orgali hosil gilish mumkin.

Jismning massasini hisoblash hagida masala. Fazoviy Q sohani massa bilam

to‘ldirilgan jism berilgan bo‘Isin. Agar har bir P € Q nugtada

p=puP)=uxyz), P(x,y,2) €

massa tagsimlanishining zichligi berilgan bo‘lsa, bu jismning m massasini topish
talab gilingan bo‘lsin.

Q sohani qandaydir sirtlar bilan hajmlari AV;, AV,,..., AV, bo‘lgan n ta AQ,,
AQ,, ..., AQ, gismlarga ajratamiz. Har bir AQ; sohada ixtiyoriy ravishda bittadan
P;(x;,yi, z;) nugtani tanlaymiz. AQ); sohada zichlik tagriban o‘zgarmas va u u(P;) ga

teng deb faraz gilamiz. U holda bu bo‘lakning massasini

Am; = pu(P;)AV;

tagribiy tenglik bilan aniglash mumekin, butun jismning massasi esa tagriban

k
m =~ 3, u(P)AV; (12.57)
i=1

yig‘indiga teng bo‘ladi.

AQ; bo‘laklarning o‘lchamlari ganchalik kichik bo‘lsa, (12.57) tagribiy tenglik
shunchalik anigroq bo‘ladi. Qaralayotgan jismning massasi sifatida (12.57) tenglik
o‘ng tomonidagi yig‘indining AQ; (i = 1,2,...,n) bo‘laklar diametrlarining eng

kattasi d nolga intilgandagi limitini olish mumkin:

n
m = lim Y u(P;)AV;. (12.58)

d—0p=1

Uch o¢lchovli integral. Fazoda S sirt bilan chegaralangan Q soha berilgan va bu soha
va uning S chegarasida uzluksiz f (x, y, z) funksiya aniglangan bo‘lIsin.
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Q sohani gandaydir sirtlar bilan hajmlari AV, AV,,..., AV, bo‘lgan n ta AQ,,
AQ,, ..., AQ, gismlarga ajratamiz. Bu bo‘laklar diametrlarini d; orgali va ularning
eng kattasini d orgali belgilaymiz. Har bir AQ; sohada ixtiyoriy ravishda bittadan
P;(x;,y;,z;) nugtani tanlaymiz va f (x, y, z) funksiyaning bu nuqtalardagi f (x;, y;, z;)

giymatlarini hisoblab:

n
-Z:lf(xi’ Vi, 2))AV; (12.59)

yig‘indini tuzamiz. Bu yig‘indi f(x,y,z) funksiyaning Q soha bo‘yicha integral
yig ‘indisi deb ataladi.

12.3-Ta’rif. Agar (12.59) integral yig‘indi d — 0 da chekli I limitga ega bo‘lib, u Q
sohani AQ,, AQ,, ..., AQ, qgismlarga bo‘lish usuliga va ulardagi P; nugtalarning
tanlanishiga bog‘lig bo‘lmasa, bu limitni biz f(x, y, z) funksiyaning Q soha bo‘yicha

olingan uch o‘lchovli integrali deb ataymiz va uni

1=l fCoy.2)av =[] f(x,y, 2)dxdydz

orgali belgilaymiz.

Shunday qilib, uch o‘lchovli integral

n
S £ [ f(x,y,2)dxdydz = lim _21 f(xi, yi, ) AV; (12.60)
=

tenglik bilan aniglanar ekan. Bunday holda f(x,y,z) funksiya Q sohada
integrallanuvchi va Q —integrallash sohasi deb ataladi.
(12.58) va (12.60) tengliklarni tagqoslab, nugtalaridagi zichligi u(x,y,z) funksiya

bilan aniglanuvchi Q jismning m massasi uchun

m = [[[ f(x,y,2z)dxdydz (12.61)
o)

formulani hosil gilamiz.

Har ganday f (x, y, z) funksiya uchun ham uch o‘Ichovli integral mavjudmi
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degan savolga quyidagi teorema javob beradi.
12.4-Teorema. Yopiq chegaralanagan Q sohada uzluksiz f(x,y,z) funksiya, bu
sohada integrallanuvchi hamdir.

Biz quyida integrallash sohasida fagat uzluksiz bo‘lgan funksiyalarnigina
garaymiz.
Uch o¢lchovli integralning xossalari. Uch o‘lchovli integralning xossalri ikki
o‘lchovli integralning xossalariga o‘xshashligi tufayli, biz ularni bayon qilish
bilangina chegaralanamiz.

1) Agar ( soha IV hajmga ega bo‘lsa, u holda
JIf dxdydz = V. (12.62)
Q

2) Agar f(x,y,z) va g(x,y,z) funksiyalar Q sohada integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda ularning ixtiyoriy « va 8 o‘zgarmaslar bilan chizigh af(x,y,z) + fg(x,y, 2)

kombinatsiyasi ham  sohada integrallanuvchi bo‘ladi va

f(flf (af(x,vy,2) + Bg(x,y,2))dxdydz =

=afff f(x,y,2)dxdydz + B[[[ g(x,y,z)dxdydz (12.63)
0 Q

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu xossa uch o‘lchovli integralninmg chiziglilik xossasi deb
ataladi.
3) Agar Q soha Q; UQ, =Q bo‘ladigan qilib fagat bo‘linish sirtlaridagina

kesishadigan ikkita 2, va Q, sohalarga ajratilsa,

fs{f f(x,y,z)dxdydz = gf f(x,y,z)dxdydz + {sz f(x,y,2)dxdydz (12.64)

tenglik o°rinli bo‘ladi.

4) Agar f(x,y, z) funksiya Q) sohada nomanfiy va integrallanuvchi bo‘lsa,

If f(x,v,2)dxdydz = 0 (12.65)
0
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bo‘ladi.
5) Agar f(x,y,z) va g(x,y,z) funksiyalar  sohada integrallanuvchi va barcha
(x,y,z) € Qnugtalarda f (x,y,z) = g(x,y,z) bo‘lsa,

Il f(x,v,2)dxdydz = [[[ g(x,y,z)dxdydz (12.66)
D D

bo‘ladi.
6) Agar f(x,y,z) funksiya Q sohada integrallanuvchi bo‘lsa, |f(x,y)| funksiya

ham Q sohada integrallanuvchi bo‘ladi va

I fx,y,2)dxdydz| = [[ |f(x,y,z)|dxdydz (12.67)
Q Q

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
7) Agar hajmi V ga teng bo‘lgan Q sohada f (x, y, z) funksiya uzluksiz va uning bu

sohadagi eng katta va eng kichik giymatlari mos ravishda M va m bo‘lsa,

mV < [[[ f(x,y,z)dxdydz < MV (12.68)
o

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
8) (O‘rta giymat haqgidagi teorema) Agar hajmi V ga teng bo‘lgan Q sohada
f(x,y, z) funksiya uzluksiz bo‘lsa, bu sohada

fs{f f(x,y, z2)dxdydz = f(xo,¥0,20) * V

tenglikni ganoatlantiruvchi Py (x,, yo, Zo) Nugta mavjud.

1
f(x0,¥V0,20) = Vf({ f(x,y,z)dxdydz (12.69)

miqgdor f(x, y, z) funksiyaning Q sohadagi o ‘rta giymati deb ataladi.

Uch o‘lchovli integralni hisoblash. Ikki o‘lchovli integrallardagi singari uch
o‘lchovli integralni hisoblash takroriy integralni hisoblashga keltiriladi.
Fazodagi Q soha quyidan S;:z = ¢(x,y) sirt bilan, yuqoridan S,:z = Y (x,y)
sirt bilan, 0z o‘qqa parallel yon silindrik S5 sirt bilan chegaralangan bo‘lsin, bu yerda
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(x,y) € D nuqtalarda ¢@(x,y) < ¥(x,y) tengsizlik o°‘rinli va D — soha berilgan
fazoviy Q sohaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi (12.42-rasm). Agar Q sohaning
ixtiyoriy ichki nugtasidan 0z o‘qga parallel bo‘lib o‘tuvchi to‘g‘ri chizig, bu
sohaning chegarasini fagat ikki nugtada kesib o‘tsa, bunday soha z —silindrik soha
yoki Oz o ‘qi yo ‘nalishi bo ‘yicha to ‘g ‘ri soha deb ataladi.

Ikki  o‘lchovli integrallar uchun Kkeltirilgan

12.3-Teoremaga o‘xshash quyidagi teorema o‘rinli. ’
12.4-Teorema. Agar f(x,y, z) funksiyaning
Q={(xy,2) €R*(x,y) €D, p(x,y) <z <P(x,)
soha bo‘yicha uch o‘lchovli integrali mavjud va har RS
bir (x,y) € D nugta uchun 5(51) . '.'(x y)l X
Y(x,y) y
_ q)({m Fx,y,2)dz x \\\ \
aniq integral mavjud bo‘lsa, u holda 12.42-rasm
Y(x,y)
f [axdy [ f(xy, 2)dz (12.70)
oxy)
takroriy integral ham mavjud va
Yx.y)
JIf £x.y, 2)dxdydz = [[ dxdy J feyads (12.72)
X,y

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Mulohaza. Agar 12.4-Teoremadagi I integral uchun 12.3-Teoremaning shartlari
o‘rinli bo‘lsa, uni dastlab y bo‘yicha, so‘ngra x bo‘yicha olinadigan takroriy integral
ko‘rinishida tasvirlash mumkin bo‘ladi. Bu holda (12.71) tenglik

b y2(x)  Pxy)

ffff(x y,z)dxdydz = [dx [ dy [ f(x,y,2)dz (12.72)
a yi(x)  exy)

ko‘rinishni oladi.
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Agar Q fazoviy soha Oy o‘qi yoki Ox o‘gi yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri soha
bo‘lsa, (12.71) formulada x, y, z o‘zgaruvchilarning o‘rni almashtirilib, uch o‘lchovli
integralni boshqa tartibdagi takroriy integralga keltirish mumkin.

Mulohaza. Agar Q fazoviy soha hech bir koordinata o‘qi yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri
bo‘lmasa, bu sohani har biri hech bo‘lmaganda bitta o°q yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri
bo‘ladigan gismlarga ajratish kerak. So‘ngra har bir bo‘lakka 12.4-Teoremani go‘llab
integral hisoblanadi va uch o‘lchovli integrallarning 3-xossasi go‘llanilsa, hisoblangan
integrallarning yig‘indisi berilgan uch o‘Ichovli integralning giymatini beradi.
12.15-Misol. Q = {(x,y,z) € R®:x € [a,b],y € [c,d],z € [0,h]} soha bo‘yicha
integrallash chegaralarini aniglaymiz.

» Mazkur holda Q —qirralari koordinata o‘glariga parallel bo‘lgan to‘g‘ri burchakli
parallelepipeddan iborat (12.43-rasm). Bu parallelepiped barcha koordinata o‘qlari
yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri yopiq soha. Vertikal to‘g‘ri chiziglar uning quyi va yuqori
yoglarini z; =0 va z, = h qiymatlarda kesib o‘tadi. Shuning uchun (12.71)

formulaga ko‘ra

h
féf f(x,y,z)dxdydz = g dxdy { f(x,y,2)dz

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda D = {(x,y) € R*:x € [a, b],y € [c, d]} integrallash

sohasi Oxy tekislikdagi to‘g‘ri to‘rtburchak. 12.2-Teoremani go‘llab

b d h
fyf(x,y,z)dxdydz= [ dx/ dy{ f(x,y,z)dz

tenglikni hosil qilamiz. <

Zl

h‘ ZA
V| 1
)
0, E C d., ;) 5
AN I E
X
12.43-rasm 12.44-rasm
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12.16-Misol.  Q={(x,y,z) ER*:x >0,y >0,z>0,x+y+z<1} tetraedr
bo‘yicha integrallash chegaralarini aniglaymiz (12.44-rasm).

» () integrallash sohasi barcha koordinata o‘qlari yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri soha.
Oxy tekislikning (x,y) nugtasidan o‘tuvchi to‘g‘i chizig Q yopiq sohani quyidan
(x,y,0) nugtada va yuqorida x + y + z = 1 tekislikning (x,y, 1 — x — y) nuqtasida
kesib o‘tadi. Q sohaning Oxy tekislikka proyeksiyasi

D={(xy) ER*:x€[01],x +y <1}

uchburchak bo‘ladi. Bu D sohada Oy o‘qqa parallel to‘g‘ri chiziglar uning chegarasini
y=0vay =1—xto‘g‘ri chiziglarda kesib o‘tadi. Shuning uchun (12.72) formulani
va 12.3-Teoremani go‘llasak, uch o‘lchovli integralni

1 1-x 1-x-y

f(fsz(x,y,z)dxdydz= {dx{) dy {) f(x,y,2)dz

ko‘rinishda tasvirlash mumkin. <«

12.17-Misol. Uchlari Ox va Oy o‘qglarning ham manfiy ham musbat tomonlarida, Oz
o‘qda esa fagat musbat tomonida koordinata boshidan bir birlik uzoglikda yotuvchi
nuqgtalarda bo‘lgan Q —piramidaning hajmini toping (12.45-rasm).

» Mazkur piramidaning Oxz va Oyz tekisliklarga nisbatan simmetrikligi tufayli,
piramidaning birinchi oktantdagi gqismining hajmini hisoblaymiz va natijani to‘rtga
ko“paytirib gidirilayotgan hajmni topamiz. Birinchi

oktantdagi qism uchun uch o‘lchovli integral 12.16-

Misolda garaldi. Shunday qilib,
1 1-x 1-x-y
V={[[dxdydz=4[dx[ dy | dz= 1,
Q 0 0 0 y

1 1-x

=4fdx [ [Zlé_x_y]dy =
o 0

12.45-rasm
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dx =

1 1-x 1 1
=4fdx[ Q1—-x—y)dy=4] ((1—x)y—§y2>
0 0 0

0
1

11 2 2
4{ > (1—x)“dx 3 (1-x) 3

0

12.8. Uch o‘Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish

Fazoda egri chizigli koordinatalar. Oxyz fazoning 2 sohasi Ouvw sohaning G

sohasiga

u= p(xr Y, Z)r
v=q(x,v,2), (12.73)
w=r(x1Y,2)

formulalar yordamida akslantirilsin. Bunda 2 sohaning df2 chegara sirti G sohaning
dG chegara sirtiga akslantiriladi.

(12.73) akslantirish o‘zaro bir giymatli bo‘lganligi tufayli ixtiyoriy (u, v,w) €
G nugta uchun

x = g(u,v,w),
y = h(u,v,w), (12.74)
z =Il(u,v,w)

tengliklarni ganoatlantiruvchi g, h, L funksiyalarni topish mumkin.

Demak, (u,v,w) sonlar uchligining berilishi (x,y,z) sonlar uchligining
berilishi bilan teng kuchli ekan, shu sababli u, v va w giymatlarni (x, y, z) nugtaning
fazodagi egri chiziqli koordinatalari deb ataladi.

Egri chizigli koordinatalardan bittasi o‘zgarmas bo‘ladigan nuqgtalarning
geometrik o‘rniga bu koordinataning koordinata sirti deb ataladi. u,v va w
koordinatalarning har biri uchun koordinata sirtlarining butun bir oilalari mavjud
bo‘lishi ravshan. Bunda £ sohaning har bir nuqgtasi orgali har bir oilaning bitta

koordinata sirti o‘tadi.
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Fazodagi egri chizigli koordinatalarga Z4 /,,»:M

N

misol sifatida 2.5 b o‘limda garalgan silindrik

koordinatalarni ko‘rsatish mumkin. Ular qutb

S =

radiyus (r = 0), qutb burchak (-m < ¢ <

m) va applikata (—o0 <z < +400) deb

nomlanadi va fazodagi M nugtaning holatini 12.46-rasm
to‘liq tavsiflaydi (12-46-rasm).

(12.74) formulalar silindrik koordinatalar uchun

X =1 COoS @,
{y =rsing, (12.75)
zZ=12z

ko‘rinishda bo‘ladi.

Silindrik koordinatalar uchun koordinata sirtlari:

1) r qutb radiusi uchun applikata o‘qiga parallel bo‘lgan to‘g‘ri doiraviy
silindrlardan iborat bo‘ladi;

i) @ qutb burchagi uchun applikata o°‘qi bilan chegaralangan yarim
tekisliklardan iborat bo‘ladi;

Iii) z applikata uchun applikata o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan tekisliklardan
iborat bo‘ladi.

Fazodagi egri chizigli koordinatalarga yana bir misol sifatida sferik

koordinatar deb atalauvchi p, 8, ¢ uchlikni ko‘rsatish mumkin, bunda ular radius

(p =0), kenglik (0 <6 <m) va uzoglik (—m < ¢ < m) deb nomlanadi (12-47-

rasm). M Az
(12.74) formulalar sferik |,
. A
koordinatalar uchun o\ - y
x =psinfcose, \4k J
y=psinfsing, (12.76 %] X
Z = pcoso. X 0 1
ko‘rinishda bo‘ladi. 12.47-rasm
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Sferik koordinatalar uchun koordinata sirtlari:

1) p radius uchun markazi koordinatalar boshida bo‘lgan sferalardan iborat
bo‘ladi;

i) 6 kenglik uchun uchi koordinatalar boshida va o‘qi applikatalar o‘qi bilan
ustma-ust tushadigan konuslardan iborat bo‘ladi;

1il) ¢ uzoqlik uchun applikatalar o°qi bilan chegaralangan yarim tekisliklardan

iborat bo‘ladi.
Egri chizigli koordinatalarda hajm elementi. ¢ sohada Ouv , Ouw , Ovw
koordinata tekisliklariga parallel bo‘lgan uch juft tekisliklardan hosil gilingan va
girralari Au, Av, Aw bo‘lgan elementar to‘g‘ri to‘rt burchakli parallelepipedni olamiz
(12.48-rasm). Bu parallelepipedning hajmi Aw = Au-Av-Aw  tenglik bilan
hisoblanadi.

(12.74) akslantirishda bu parallelepiped umumiy holda egri chizigli olti yogga
o‘tadi (12.49-rasm). Bunda parallelepipedning u = const tekislikda yotuvchi
A A,A5A, yogiga 2 sohadagi B,B,B3;B, sirt mos keladi, u + Au — tekislikda
yotuvchi AgAgA,Ag to‘geri to‘rt burchakka Bs BB, Bg sirt mos keladi va hokazo. G

sohadagi parallelepipedning o‘lchovlari yetarlicha kichik bo‘lganda unga mos

keluvchi oltiyogni ham tagriban B,Bs , B;B, va BB, vektorlardan yasalgan
parallelepiped deb garash mumkin. Endi bu vektorlarni (12.74) akslantirishlar orgali

ifodalaymiz. Wi

w+Awl. A,

u 12.48-rasm 12.49-rasm
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B, B< vektor Au orttirmaga mos keladi va shu sababli uning koordinatalari uchun

B,B. {agA oh alA}
e e e

tagribiy tenglikni hosil gilamiz. Xuddi shu singari B; B, va B, B, vektorlar uchun

W~{69A oh aZA}
172 7 ow ”’av ”’av vy

W~{69A oh alA}
174 low W'aw W'aw W

tagribiy tengliklarni yozish mumkin. B,Bs, B;B, va B;B, vektorlardan tuzilgan
parallelepipedning AV hajmi vektorlar aralash ko’paytmasining xossasiga Ko‘ra bu

vektorlar aralash ko‘paytmasining absolyut giymatiga teng:

dg  oh oL,

ou ou u Jdu u
9 dh ol

AV = |B,B; B:B, B1B,| ~ %Av —hv v =
dg  oh  al

Aw Aw Aw

ow ow ow
dg oh 0l
Ju dJdu Jdu
= 6_g 6_h ﬂ AuAvAw.
Jov 0Ov O0v
dg oh 0l
ow oOw oJw

So‘ngi tenglikdagi

dg 0dh 0l

Ju Jdu Jdu

dg Jh 0l

Jvl = | -~ -~
J@w,v,w) Jov Jdv O0v
dg Jh 0l

ow oJow oJw




determinant g(u,v,w) , h(u,v,w) va l(u,v,w) funksiyalarning yakobiyani deb

ataladi. Shunday qilib yugorida aytib o‘tilgan og‘ma parallelepiped hajmi
AV = |J(u,v,w)|AuAvAw (12.77)

formula bilan hisoblanadi. Shuning uchun egri chizigli koordinatalarda hajm elementi
deb
dV = |J(u,v,w)|dudvdw
migdorga aytiladi.
Bu natijani silindrik va sferik koordinatalarga tadbiq gilamiz.

1) (12.75) tengliklar bialn aniglanuvchi silindrik koordinatalar uchun

dg dg dg

ar dep 0z

oh 0h Oh cosp —rsing 0
J(r,@,z) = ar % 37 =|sing 7rcosep Of|=r,

og oh a| '° 0 1

or dp 0z

har doim r = 0 bo‘lganligi uchun silindrik koordinatalarda hajm elementi
dV = rdrdedz
tenglik bilan hisoblanadi.
2) (12.76) tengliklar bilan aniglanuvchi sferik koordinatalar uchun

dg dg adg

dp 036 dgp _ o
oh oh on| |sinfcose pcosfcosg —psinbsing

J(p,0,p) =|— — ——|=|sinfsing pcosOsing psinbcosp|=
gp gz aaz) cos 6 — psin@ 0
g
dp 00 Od¢g
= p?siné.

Bu miqgdor har doim nomanfiy bo‘lganligi uchun sferik koordinatalarning hajm

element
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dV = p?sin@ dfdedp
bo‘ladi.
Olingan natijalarning geometrik tasviri 12.50 va 12.51-rasmlarda tasvirlangan.

‘ -

\

\
A7 ‘\
\

12.50-rasm 12.51 -rasm

Uch o¢‘Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish. (12.77) formuladan 0

sohaning hajmi uchun

Vo = [If |J(u, v, w)|dudvdw. (12.78)
G

Endi ikki o‘chovli integraldagi singari mulohaza yuritib, uch o‘lchovli

integralda o‘zgaruvchilarni almashtirishning
I £ [ f(x,y,z)dxdydz =

= [l f(g(u,v,w), h(u, v, w), L (u, v, w))|](w, v, w)|dudvdw (12.79)
G

kabi umumiy formulasini hosil gilamiz.

Silindrik va sferik formulalar uchun (12.79) formula

[f] f(x,v,2)dxdydz = [[[ f(rcos @,rsin ¢, z)rdrdedz
0 G

fgf f(x,y,2)dxdydz =
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= [[f f(psinBcos¢,psinb cos g, p cosB)p?sin Bdpdepdh
0

Ko‘rinishda bo‘ladi.
Uch oflchovli integrallarni hisoblashda ba’zan umumlashgan sferik

koordinatalardan foydalanish qulay. Ular dekart koordinatalari bilan
x =apsinfcose,y = bpsinfcose,z=cpcost (12.80)

formulalar orqali bog‘langan. Yarim o‘qglari a, b,c bo‘lgan ellipsoidning x2/a? +
y2/b? + z%/c?* = 1 tenglamasi bu koordinatalarda p = 1 ko‘rinishda bo‘lishini

osongina tekshirish mumkin. Hajm elementi esa

dV = abcp?sin 8dpdpdo
tenglik bilan hisoblanadi.

12.18-Misol. [f[ y?>dxdydz integralni hisoblang, bu yerda 2 = {(x,y, z2):z<3,z>
n

xX2+y2.

» D integrallash sohasi z2? = x% + y? doiraviy konusning z > 0 yarim fazoda
yotuvchi va z = 3 tekislik bilan chegaralangan ichki gismi (12.52-rasm). Bu holda
silindrik koordinatalarga o‘tish qulay. z = \/x2 + y2 tenglamada z = 3 bo‘lganda
x% + y% = 9 tenglamani hosil gilamiz. Shuning uchun integrallash sohasining Oxy
tekislikdagi proyeksiyasi markazi koordinatalar boshida va radiusi 3 bo‘lgan doiradan
iborat. Demak, qutb radiusi va burchagi 0 <r < 3,0 < ¢ < 2w kesmalarda o‘garar
ekan. Konusning qaralayotgan qismining z = \/m tenglamasi  silindrik
koordinatalarda z = r ko‘rinishda bo‘ladi. Shning uchun z applikata r <z < 3
kesmada o‘zgaradi. Integral ostidagi funksiya silindrik koordinatalarda y? =

r2 sin? ¢ ko‘rinishda bo‘ladi. Shunday qilib, topilganlarni (12.79) formulaga go‘yib,

3 3

2T
[[[ y?dxdydz = [ de[ drf r?sin® o rdz =
0 o o0 7
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2T 3 3 2T 3

={) d(p{drfr3sinzgodz=£ d(p{ (r3sin? @ - z|3)dr =
T

2T 3 2T 37.4 T'S
= [dof (3sinfeB—r)dr= ] sin2<p-<T—§> do =
0 0 0 0
24327 243271 — cos 2¢ 243 sin 2¢\|*"
zo{sm‘”” 20{, 2 =20\ "2 I,
243
=—2r=12151 <
20 Z“

X

12.52-rasm 12.53 -rasm

12.19Misol. [[f yzdxdydz integralni hisoblang, bu yerda 2 = {(x, y,2):y =0, z>
0}

X2+4y2, x2+4+y2+z2<4.

» Integrallash sohasi x? + y2 + z? < 4 sharning z? = x2 + y? konus bilan kesib
olingan gismining y =0 va z > 0 yarim fazolarning umumiy gismida yotuvchi
bo‘lagi (12.53-rasm). Soha sharning gismi bo‘lganligi uchun sferik koordinatalarga
o‘tgan qulay. Bunda 6 —kenglik nuqta z = \/x2 + y2 konusda yotganda eng katta
0, = arctg 1 = /4 qgiymatiga erishadi. Shuning uchun 6 —kenglik 0 < 6 <m/4
kesmada o‘zgaradi. Integrallash sohasining Oxy tekislikdagi proyeksiyasi markazi
koordinatalar boshida va y > 0 yarim tekislikda yotuvchi yarim doira, shuning uchun
¢ —uzoglik 0 < ¢ < m kesmada o‘zgaradi. Sferaning radiusi 2 bo‘lganligi uchun

p— radius 0<p <2 kesmada o°zgaradi. Integral ostidagi funksiya sferik
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koordinatalarda yz = p?sinfcos@sing ko‘rinishda bo‘ladi. Shunday qilib,
topilganlarni (12.79) formulaga qo‘yib, gidirilayotgan integralning giymatini hosil
gilamiz

T /4 2

[[] y?*dxdydz = [ de [ d6f p?sin@sin6 cos @ p?sinf dp =
0 o o 0

/4 2

T
= [do[ d8J p*singsin®?@cosfdp =
o 0o 0

2 /4

/4 5 T
=?fd<pf sin ¢ sin? 6 cos 6 dO =
o 0

Y
= <pf (sin ¢ sin? 9C059)—
0 0

8V2 T 82

32T sin3 g|™*
do = —= fsmgo ¢ = =z cosg
0

=—f sin ¢ —

0

12.20-Misol. [[[ zdxdydz integralni hisoblang, bu yerda integrallash sohasi
0]

4y<—xy>2xz>0

z 3v/3 3
16 — 2

= (xyz):1<x—2+£+
Y 4 9

to‘plamdan iborat (12.54-rasm).
» Integrallash sohasi ellipsoidaning gismi, shuning uchun umumlashgan sferik
koordinatalarga o‘tamiz: x = 2p sinf cos ¢,y = 3psin@sin @, z = 4p cos 6.

Integrallash sohasini chegaralovchi ellipsoidlarning

tenglamalaridan p —radius uchun 1 < p? <4 yoki 1 < p < 2 o‘zgarish kesmasini
hosil gilamiz. Sohaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi x?/4 + y2/9 < 4 ellipsning
y = 3x/2vay = 3v/3x/2 to‘g‘ri chiziglar orasidagi gismidan iborat. Birinchi to‘g‘ri

chizigning tenglamasini yangi koordinatalarda yozamiz:
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4 3psinfsing =3-2psinfcose /2, uni
soddalashtirib tg¢ = 1 tenglikka ega bo‘lamiz.
Ikkinchi  to‘g‘ri  chiziq uchun

3psin@sing = 3v3-2psinfcose /2 va bu

yerda ham soddalashtirib tg¢ =+/3 tenglikni

hosil qilamiz. Demak arctgl =n/4<¢ <

arctgV3 = /3, y’ni ¢ —uzoqlik /4 < ¢ < 1/3

=YV

12.54-rasm
kesmada o‘zgaradi. z = 0 bo‘lganligi uchun

8 —kenglik 0 < 6 < m/2 kesmada o‘zgaradi. Integral ostidagi funksiya umumlashgan
sferik koordinatalarda z = 4p cos 6 ko‘rinishda bo‘ladi. Almashtirish yakobiyani
moduli esa |J(p,0,¢9)| =2-3-4p?sin® = 24p?sin® ga teng. Topilganlarni

berilgan integralga go‘yib integralning giymatini topamiz

/3 /2 2

[f] zdxdydz = [ de [ d6f 4pcos@ -24p?sinfdp =
0 /4 0 1

/3 m/2 2 /3 T/2 ,04 2
=96 | d<pf dpr sinfcos@dp =96 do[ sinfcosf—| do =
/4 /4 0 4|
/3 /2 /3 .. 2 o1/
sin“ 6
=24-15f d¢ [ sinfcos@do =24-15 | do =
/4 0 /4 2 0

_24-15 /3 n
. nf/4d(p =12- 15(——1) = 157

12.9. Uch o‘chovli integralning tadbiqglari

Jismning massasini hisoblash. Uch o‘Ichovli integralga keltiriladigan masala sifatida
biror 2 soha nugtalarida massa tagsimlanishining u(x,y,z) zichlik funksiyasi

berilgan bo‘lsa, bu jismning massasi
193



m = [[[ u(x,y,z)dxdydz (12.81)
Q

formula bilan hisoblanishini ko‘rgan edik. Biz bu yerda u(x,y,z) funksiyani 02

sohada uzluksiz deb faraz gilamiz.

2

X 2
12.21-Misol. .Q={(x,y,z):4S?+yTS9,x20,y20,0£z§2} soha

nugtalarida massa u(x,y,z) = (x + y)z zichlik funksiyaga ko‘ra tagsimlangan

bo‘lsa, uning m massasini toping (12.55-rasm). di

ey

» Soha elliptik silindrning gismi, shuning uchun

x=3rcosep, y=2rsing, z=z deb

o‘zgaruvchilarni  almashtirish  qulay. Jism
x2/9+y%/4=4va x2/9+y?/4 =29 elliptik

silindrlar oralig‘ida joylashganligi tufayli, bu

tenglamalarni yangi koordinatalarga o‘tkazsak

4 <r? <9bo‘ladi, yanir —radius 2 < r < 3

Xy

kesmada o‘zgaradi. £ sohaning Oxy tekislikdagi 12.55-rasm

proyeksiyasi x2/9 + y?/4 = 4 va x2/9 + y?/4 = 9 ellipslar oralig‘idagi sohaning
birinchi chorakda yotgan bo‘lagidan iborat. Shu sababli ¢ —qutb burchagi uchun
o‘zgarish kesmasi 0 < ¢ < /2 bo‘ladi. Zichlik funksiyasi yangi koordinatalarda
ulx,y,z) = (x+y)z = (3cose + 2sinp)rz, yakobiyan moduli esa |J(r,¢,2)| =
2 - 3r = 6r ko‘rinishda bo‘ladi. Topilganlarni (12.81) formulaga go‘yib,

/2 3 2

m = [[[ (x + y)zdxdydz = 6 [ de[ dr[ (3cos@ + 2sin@)r?zdz =
o) 0 2 0

2
dr =

0

T/2 3 72
=6/ d(pf(3cos<p+25in<p)r2?
0 2

/2 3 /2 313

r
=12 def (3cos@ + 2sin@)r?dr =12 (3cos<p+ZSin<p)? do =
0o 2 0

2
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197'c/2 19 /2
=12-?f (3cos<p+25in<p)d<p:12-?(351n<p—2cos<p) = 380,
0 0

ya’ni jismning massasini topdik.

Jismning koordinata tekisliklariga nisbatan statik va inersiya momentlari. Yassi
figuraning statik va inersiya momentlarini hisoblash va og‘irlik markazining
koordinatalarini topish ikki o‘lchovli integral yordamida amalga oshirilgan edi. 2
jismning koordinata tekisliklariga nisbatan statik va inersiya momentlarini hisoblash
uch o‘lchovli integral yordamida bajariladi.

£ jism nuqtalaridagi zichlik u(x,y,z) funksiya bilan berilgan bo‘lsa, bu

jismning Oxy tekislikka nisbatan statik va inersiya momentlari mos ravishda

Sy = [ zu(x,y, z)dxdydz (12.82)
o)

Ly = [ff z%u(x, y, z)dxdydz (12.83)
Q

formulalar bilan hisoblanadi.

Xuddi shu singari Oyz va Oxz tekisliklarga nisbatan bu momentlar

Syz = f{)f xu(x,y,z)dxdydz, Sy, = f.(f)f yu(x,y, z)dxdydz,

Iy, = f(flf x2u(x,y, z)dxdydz, I, = fgflf y*u(x,y, z)dxdydz

formulalar bilan hisoblanadi.

Jism og‘irlik markazining koordinatalarini topish. Jism og‘irlik markazining

koordinatalri

S S S
=, y=2E g = (12.84)

formulalarga ko‘ra topiladi. (12.81) va (12.82) formulalarni inobatga olsak bu
formulalar
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JIJ xuCx, y, 2)dxdydz ] yu(x,y,2)dxdydz
- fgf H(x»y'z)dXdde , Ye = fgf ,U(x,y,z)dxdydz ’

Xc

If zu(x, y, z)dxdydz
_ 0
- fgf u(x,y, z)dxdydz

Zc

kabi ko‘rinishni oladi.

12.22-Misol. z=x?+vy%, z=1—x?—y? paraboloidlar bilan chegaralangan,
birinchi oktantda yotuvchi £ jism nugtalaridagi zichlik nugta koordinatalri
ko‘paytmasiga propordional bo‘lsa, bu jismning koordinata tekisliklariga nisbatan
statik momentlarini hisoblang va og‘irlik markazining koordinatalrini toping (12.56-
rasm).

» Sohani chegaralovchi sirtlar tenglamasida x va y ozgaruvchilar kvadratlarining
yig‘indisi qatnashgan, shu sababli oz’garuvchilarni silindrik koordinatalar bilan
almashtirish qulay: x = rcos¢@, y =rsing, z = z.
Soha yuqoridan z = 1 — x? — y? sirt bilan, quyidan 12
esa z = x% + y? sirt bilan chegaralangan, ya’ni
x2+y2<z<1-x%2—y? . Bu yerga Yyangi

o‘zgaruvchilarni kiritsak r2 <z <1 —1r? bo‘ladi.

Sohaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi markzi . 25

koordinatalar boshida va radiusi 1/v2 bo‘lgan N

S
<y

doiraning birinchi chorakda yotgan gismidan iborat, 1/4/2
shuning uchun 0< @ <m/2 va 0<r<1/V2

bo‘ladi. Shartga ko‘ra zichlik funksiyasi u(x,y, z) = X 12 56-rasm
kxyz va uning yangi koordinatalrda kxyz = krcos@rsing z = kr?cos @ sin¢ z
ko‘rinishda bo‘ladi. Topilganlarni (12.81) formulaga qo‘yib, jismning massasini

topamiz:
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T2 1NZ 12
m = [[[ u(x,y,z)dxdydz =k [ de [ dr [ r?cos@singzrdz =
Q 0 0 r2

/2 N2 112
=k[ cosgsingpdp- [ dr [ r3zdz=
0 0 r2

1 TL'/Z l/ﬁ 1 1—7"2 1 1/\/E
=k=sin?¢| - [ r3=2z? dr=k- [ r3((1 —r®?—rHdr =
2 0 o 2 I 4 %

1/V2 1
= k——

192’

11/\/E 1 7,.4- 7"6
— L 3 _ 9,5 Lo
k4{) (r° —2r°)dr k4<4 3)

Xuddi shu singari statik va inersiya momentlarini hisoblaymiz.

/2 1N2 12
Sey = [l zu(x,y,z)dxdydz =k [ do [ dr | r?cos¢singz®rdz =
Q 0 0 T2

/2 1N2  1-42
=k cosgsingpdp- [ dr [ r3z%dz=
0 0 T2

1 /2 1/VJ2 1 1-r2 11/\/5
=k=sin?¢| - [ r3=z° dr=k—= [ r3((1—=1r%3—7r®dr =
2 0 0 3 r? 6 0
=k 1}\5 3305 4307 — 299)dr = ko r 766+3r8 e 1/\/5_
=kg g GrmsmAST mardr =kel o5t T .
_ 11
3840’

/2 1N2 142
Syz = fsf)f xu(x,y,z)dxdydz = [ do [ dr fz r?cos@sin@rcos @ zrdz =
0 0 r

/2 1/V2  1-r2
=k cos?@singpde- [ dr [ r*zdz=
0 0 r2
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1 7'[/2 1/\/7 1 1—7"2 1 1/\/5

=—k=cos®p| - [ r*=z? dr=k- [ r*((1-r»?—=rHdr =
3 0 o 2 |2 6 o

1/V2 1 1

1
Z. =k :
6 70v2 42012

=k

AL 1(r5 277
= 4 _ 9.6 S Ml
—k6{) (r* = 2r®)dr k6<5 7>

0

m/2  1N2  1-y2

Ses = [ yu(x,y,2)dxdydz = [ do [ dr [ r?cos@singrsinezrdz =
Q 0 0 T2

/2 1/V2 12
=k sin@cospde- [ dr [ r*zdz=
0 0 r2

w/2 1/V2 1-7r?2
=klsin3g0 - f 7‘4122 dr=kl- ! =k . :
3 o o 2 6 70vV2  420V2

Topilganlarni  (12.84) formulalarga qo‘yib, jism og‘irlik markazining

koordinatalarini topamiz:

1 1
X Syz_ 420\/52 16 Ly :sz: 420\/52 16
“ m 1 35277 m 1 352’
192 192
11
S M 33
Z, = = =

m L 60
192

Jismning shakli va zichlik funksiyasi x va y o‘zgaruvchilarga nisbatan

simmetrikligi tufayli og‘irlik markazining abssissasi va ordinatasi teng. <

Nazorat savollari

1. Ikki o‘lchovli integral tushunchasiga keltriladigan masala: silindrik jism hajmini
hisoblash hagida masala.
2. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning biror soha bo‘yicha integral yig‘indisi ganday

tuziladi.
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3. Ikki o°Ichovli integralning ta’rifini bayon qiling.

4. Ikki o‘lchovli funksiyaning quyi va yugori Darbu yig‘indilari ganday tuziladi.

5. Ikki o‘Ichovli integralning xossalarini bayon giling.

6. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning biror sohadagi o‘rta qimatiga ta’rif bering.

7. Ikki o‘lchovli integralning to‘g‘ri tortburchak soha bo‘yicha hisoblash formulasini
yozing.

8. Ox yoki Oy o‘q yonalishi bo‘yicha to‘g‘ri soha ta’rifini keltiring.

9. Ikki o°lchovli integralning ixtiyoriy soha bo‘yicha hisoblash formulasini yozing.
10. Tekislikdagi nugtaning egri chizigli koordinatalariga ta’rif bering.

11. x(u, v) va y(u, v) funksiyalarning yakobianiga ta’rif bering.

12. Ikki o‘Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasini yozing.

13. Qutb koordinatalarida ikki o‘lchovli integralni hisoblash formulasini yozing.

14. Yassi figuraning yuzini ikki o‘lchovli integral yordamida hisoblash formulasini
yozing.

15. Fazoviy sirt yuzini ikki o‘lchovli integral yordamida hisoblash formulasini
yozing.

16. Puasson integrali ganday hisoblanadi?

17. Yassi figuraning hajmini hisoblash formulasini yozing.

18. Yassi figuraning koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlari ganday topiladi?
19. Yassi figuraning koordinata o‘glariga nisbatan inersiya momentlari ganday
topiladi?

20. Yassi figura og‘irlik markazining koordinatalari ganday topiladi?
Mashqlar

Quyida berilgan D soha bo‘yicha olingan [[ f(x,y)dxdy ikki o‘lchovli integralni
D

takroriy integral ko‘rinishida yozing:

1.D={(,y):x < —|yl,x? +y?><-2x}.2.D = {(x,y):y < —|x|,x? + y* < -2y}.
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3.D={(x,v):y<0,y>x2-9}4.D ={(x,y):y = x%,y <16 — x?}.

5. D soha, uchlari A(2,0), B(5,0), C(5,—6) nuqgtalarda bo‘lgan uchburchakning ichki
qismi.

6. D soha, uchlari A(0,0),B(3,2),C(4,1),D(3,—2) nugtalarda bo‘lgan to‘rt

burchakning ichki gismi.

Takroriy integrallarda integrallash tartibini o‘zgartiring:

4 2Vx 6 (x—6)?
7-£dx{) f(x;)’)dJ’+{dx {) f(x,y)dy

2 2x? 4 —(x-4)3

8.£dx£ f(x,y)dy+£dx {) f(x,y)dy

Takroriy integrallarni hisoblang:

3 Iny Vo vrm 11
9. [dy[ e*dx 10. [ dxJ siny?dy 11. [ dx[ ye*¥dy.
2 0 0 x 0o 0

Ikki o‘lchovli integrallarni hisoblang:
12. [[ /xy — y2dxdy, bu yerda D integrallash sohasi, uchlari A(1,1), B(5,1),
D

€(10,2), D(2,2) nuqgtalarda bo‘lgan trapetsiyadan iborat.
13. [[ ydxdy, bu yerda D integrallash sohasi, uchlari 0(0,0), A(1,1), B(0,1)
D

nuqgtalarda bo‘lgan uchburchakdan iborat.

14. [ e***Ydxdy, buyerda D = {(x,y):1 < x < 2,y <In2x,y = Inx}.
D
15. fg (x + y*)dxdy, buyerda D = {(x, y): |x| + |y| < 1}.

16. [ xy?dxdy, buyerdaD = {(x,y):x < 3,y < x,xy > 1}.
D

17. [ /4 — x2 — y2dxdy, bu yerda D, markazi koordinatalar boshida va radiusi 2
D

bo‘lgan doiraning birinchi chorakdagi bo‘lagi.
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18. [ (x? + y?)dxdy, bu yerda D, ushbu x? + y? = 4x, x>+ y?> =8x, y = 0,
D

(y > 0) chiziglar bilanchegaralangan soha.

19. y?2 = 4x + 4 vax +y = 2 egri chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini
toping.

20. x2+y? =4 silindr sirtidan y? = 2(2 —x) silindr bilan kesib olingan
gismimning yuzini toping.

21. x? + z%2 = y? konus sirtidan y? = 2x silindr bilan kesib olingan gismimning
yuzini toping.

22. Katetlari OB = 3 va OA = 4 bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchak shakldagi yassi
plastinkaning nuqtadagi zichligi bu nugtadan OA katetgacha bo‘lgan masofaga teng

bo‘lsa, bu plastinkaning massasini toping.

Quyida berilgan D soha bo‘yicha olingan [ff f(x, v, z)dxdy uch olchovli integralni
D

takroriy integral ko‘rinishida yozing:
23.D ={(x,y,2):x=0,y=>0,z=202x+y <2,z<x*+y*+ 3}
24.D = {(x,y,2):x=20,y=>20,z=>202x+3y<6,x+y+z—-5<0}

Takroriy integrallarni hisoblang:

1 2x x+y 1 y%  x%+y?

25. [dx[ dy [ (x+y+2)dz.26. [dy[ dx | (1+ z)dz.
0 X 0 -1 0 0

Uch o‘Ichovli integrallarni hisoblang:

27. [Jf Vxdxdydz, buyerdaD = {(x,y,2):x?> + y?> < 2x,0 < z < 2}.
D

28. [[f zVx2 + z2dxdydz, bu yerda D = {(x,y,2): x> + z?> < y?,0 < y < 2}.
D

Quyidagi uch o‘lchovli integrallarni silindrik yoki sferik almashtirishlar yordamida
hisoblang:

29. [[f x?dxdydz, buyerdaD = {(x,y,2):1 < x> +y?>+ 2> <4,—-z<y < z}.
D
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30. [ff ydxdydz , bu yerda D ={(x,y,2z):x >0,y > 0,x%> + y?> + z% < 4,x% +
D

V2+z2<3z.
31. x2+y?+2z2<4, z>0 yarim sharning nuqtadagi zichligi bu nugtadan
koordinata boshigacha bo‘lgan masofaga proporsional bo‘lsa, yarim shar og‘irlik

markazi koordinatalarini toping.
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13-BOB. EGRI CHIZIQLI INTEGARAL VA SIRT INTEGRALLARI

Integrallash sohasi biror egri chizig bo‘lgan aniq integralning umumlashtirilishi

egri chizigli integral deb ataladi.
13.1. Birinchi tur egri chiziqgli integral

Egri chizig yoyi uzunligi tushunchasi va tenglamalari turli xil ko‘rinishda
berilgan egri chiziglar uchun bu uzunliklarni hisoblash formulalaridan foydalanib,
to‘g‘ri chiziqg kesmasi bo‘ylab kiritilgan aniq integral singari egri chizig bo‘ylab
integral tushunchasini kiritish mumkin.

AB (yoki L) egri chiziq

(2o asese

kabi paramaetrik tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Agar x(t) va y(t) funksiyalar
[a, B] kesmada uzluksiz x'(t),y'(t) hosilalarga ega va bu hosilalar ana shu kesma
nuqgtalarida

[x' (O + [y'®)]* >0
tengsizlikni ganoatlantirsa, AB egri chiziq sillig egri chiziq deb ataladi. Agar [«, £]
kesmaning chekli sondagi nuqtalarida bu hosilalar mavjud bo‘lmasa yoki ikkala
hosila bir vagtda nolga aylansa, egri chiziq bo ‘lakli silliq deb ataladi.

f(x,y) funksiya AB egri chizig yotgan "
biror D sohada aniglangan va uzluksiz
bo‘lsin.  AB  egri  chizigni Ay = A4,
A4, ...,A, =B nuqgtalar yordamida n ta
elementar yoylarga ajratamiz. Bu bo‘linishni
T ={Ay A, ..., A} orqali, A;_;4; Yyoy

uzunligini As; orgali va bu uzunliklarning

eng kattasini A = A(T) orqali belgilaymiz.

13.1-rasm
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Har bir yoyda ixtiyoriy ravishda M;(x;, y;) nugtani tanlaymiz (13.1-rasm).
Quyidagi yig‘indini tuzamiz:

¥ G y0bs (13.0)

va uni f(x, y) funksiyaning AB egri chiziq bo‘ylab integral yig‘indisi deb ataymiz.
13.1-Ta’rif. Agar eng katta A yoy uzunligi nolga intilganda: A = 0 ( u holdan — oo
bo‘ladi), (13.1) integral yig‘indilar chekli limitga intilsa va bu limit AB egri chizigni
T bo‘lishlariga va M;(x;,y;) nugtalarning tanlanishiga bog‘lig bo‘lmasa, uni biz
f (x,y) funksiyaning AB egri chizig uzunligi bo ‘ylab integrali yoki I-tur egri chizigli
integral deb ataymiz va uni [ f(x,y)ds (yoki [ f(x,y)ds) orgali belgilaymiz.

AB L

Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,

[ f,y)ds = lim 3 £Cx, y)Ase (132)
AB A-0i=1

Bu holda f(x,y) funksiya AB egri chiziq bo‘ylab integrallanuvchi, AB egri
chiziqg integrallash konturi, A —integrallashning boshlang‘ich, B —esa oxirgi nugtasi
deb ataladi.

(13.1) integral yig‘indi AB egri chizigdagi yo‘nalishga bog‘lig bo‘lmaganligi
tufayli | tur egri chiziqgli integral ham egri chizigdagi yo‘nalishga bog‘lig bo‘Imaydi.
AB egri chizig yopiq bo‘lmasin, BA egri chizig ham xuddi shu egri chiziq deb
tushuniladi, fagat yo‘nalish B nugtadan A nugtaga garab yo‘nalgan deb hisoblanadi. U
holda

Afo(x,y)ds = BfAf(x,y)dS (13.3)

tenglik o°rinli bo‘ladi.

Fazoviy egri chizig bo‘ylab integral ham xuddi shu singari kiritiladi. AB
fazoviy egri chiziq yotgan 2 sohada f (x, y, z) funksiya aniglangan bo‘lsin. AB egri
chizigni A, = A4, A4, ..,A, = B nuqgtalar yordamida A;_,A; elementar yoylarga
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ajratuvchi T = {4, A4, ..., A, } bo‘linishni bajaramiz. Har bir A;_14;, (i = 1,2,...n)
yoyda M;(x;, y;, z;) nugtani tanlab,

n
_Zlf(xi:Yi»Zi)ASi
l:

integral yig‘indini tuzamiz va A(T) — 0 bo‘lganda limitga o‘tamiz, natijada fazoviy

AB egri chiziq bo‘ylab integral giymatini hosil gilamiz:

n
ff(x; Y, Z)dS = }LH%Z f(xi'yifzi)ASir (134)
AB —Ui=1

bu yerda ham A;_;A; yoy uzunligini As; orgali va bu uzunliklarning eng Kattasini
A = A(T) orqali belgilangan.

13.1-Misol. Biror L sillig chiziq bo‘ylab f(M) o‘zgaruvchan chizigli zichlikka ega
bo‘lgan massa tagsimlangan bo‘Isin. L chizigning m massasini topilsin.

» L chizigni n ta M;_{M;(i = 1,2,...,n) qismlarga ajratamiz va har bir gismda
zichlik o‘zgarmas va biror nugtadagi, masalan M; nuqgtadagi f (M;) zichlikka teng deb

faraz qilib, har bir gismning massasini hisoblaymiz. U holda
n
_Zlf(Mi)ASi
1=

yig‘indi m massaning giymatiga tagriban teng bo‘ladi, bu yerda As; ko‘paytuvchi
i —qismning uzunligi. L egri chizigni bo‘lishlar ganchalik mayda bo‘lsa, xatolik ham

shunchalik kichik bo‘lishi ravshan. A — 0 (A = maxAs;) bo‘lganda limitga o‘tsak, L
l

chizigning anig m massasini hosil gilamiz, ya’ni:
n
m = lim Y f(M;)As;.
A—>0i=1
Tenglikning o‘ng tomondagi limit esa I-tur egri chizigli integraldan iborat. Demak,

m = [ f(x,y)ds. <
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13.2. Birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va xossalari

AB egri chizigda parametr sifatida A nugtadan hisoblanadigan s yoy uzunligini
olamiz (13.2-rasm), ya’ni egri chizigdagi M nugtaning holati A nugtadan M
nugtagacha bo‘lgan s = AM yoy uzunligi bilan aniglanadi. U holda AB egri chiziq

x=x(5),y=y(s) (0=<s<s54p)

parametrik tenglama bilan ifodalanadi, egri chizig nuqgtalarida aniglangan f(x,y)
funksiya esa s argumentning murakkab f (x(s), y(s)) funksiyasiga o‘tadi.

s;i (i=12,..,n) orgali s parametrning egri A

B
chizigdagi A; bo‘linish nugtasiga mos keluvchi >
giymatini  belgilaymiz. U holda As; =s; —s;_4 M
ekanligi ravshan. §; orgali esa, s parametrning 13.2-rasm

M; nugtani aniglovchi giymatini belgilaymiz.
Bu belgilash uchun s;_; < 5; < s; tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Kiritilgan belgilashlardan

foydalanib, (13.1) integral yigindi
,Elf (x(5:), y(5:))As; (13.5)

ko‘rinishda yozib olamiz.
Bu vyig‘indi bir vagtning o°zida f(x(s),y(s)) funksiya aniq integralining
integral yig‘indisidan iborat va

SAB

[ (), y()ds = lim % (x50, ¥ (136)

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda har doimgidek A = maxAs;. (13.2) va (13.6)
l

tengliklar o‘ng tomonlaridagi limitlar ostidagi yig‘indilar teng, shuning uchun bu

limitlar ham va demak chap tomonlari ham teng bo‘ladi. Shunday qilib,

SAB

AfB fx,y)ds = {) f(x(s),y(s))ds (13.7)
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hamda ulardan birining mavjudligi ikkinchisining ham mavjudligini keltirib chigaradi.
Shuning uchun o‘ng tomondagi aniq integralning mavjudlik sharti chap tomondagi
I-tur egri chizigli integral uchun ham mavjudlik shartini beradi.

13.1-Teorema. Agar AB egri chiziq bo‘lakli sillig va f(x,y) funksiya AB egri

chizigda uzluksiz bo‘lsa,
[ f(x,y)ds
AB

| tur egri chizigli integral mavjud.

<4 ABegri chizigni aniglovchi x(s) va y(s) parametrik funksiyalar [0, s,z ] kesmada
uzluksiz bo‘lganligi uchun, f(x,y) funksiya AB egri chiziqda uzluksiz bo‘lsa,
murakkab funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremaga ko‘ra f (x(s), y(s)) funksiya
ham [0,s,5] kesmada uzluksiz bo‘ladi. U holda uzluksiz funksiyaning
integrallanuvchiligi hagidagi teoremaga ko‘ra (13.7) tenglikning o‘ng tomonidagi

aniq integral mavjud, bu esa [ f(x,y)ds egri chizigli integralni mavjudligini
AB
ta’minlaydi. »

Birinchi tur egri chizigli integralning xossalari. Quyida I-tur egri chizigli
integralning asosiy xossalarini keltiramiz. Ularning isbotini aniq integrallardagi
singari (13.1) integral yig‘indining Xxususiyatlaridan osongina Kkeltirib chigarish
mumkin. Ularni tekshirib ko‘rishni kitobxonga havola gilamiz.

1. I-tur egri chizigli integral integrallash yo‘lining yo‘nalishiga bog‘liq emas, ya’ni:
[ fGx,y)ds = [ f(x,y)ds.
AB BA

2. Agar f(x,y) funksiya AB egri chiziq bo‘ylab integrallanuvchi bo‘lsa, ¢ - f(x,y)

funksiya ham integrallanuvchi bo‘ladi va
[c-f(x,yv)ds =c- [ f(x,y)ds, (c = const)
AB AB

tenglik o°rinli bo‘ladi.
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3. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar AB egri chiziq bo‘ylab integrallanuvchi bo‘lsa,
f(x,y) £ g(x,y) funksiyalar ham integrallanuvchi bo‘ladi va

JFy) £ gGy)ds = [ fx,y)ds + [ g(x,y)ds
AB AB AB

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

4, Agar AB egri chizigni C € AB nugta yordamida AB = AC U CB, AC va CB faqat
bitta umumiy nuqtaga ega bo‘ladigan qilib ikki gismga ajratilsa, AB egri chiziq
bo‘ylab integrallanuvchi f(x, y) funksiya uchun

[ fCoy)ds = | f(x,y)ds + [ f(x,)ds
AB AC CB

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
5. Agar AB egri chiziq bo‘ylab integrallanuvchi f(x,y) va g(x,y) funksiyalar AB
chizigning ixtiyoriy nugtasida f (x,y) < g(x, y) tengsizlikni ganotlantirsa,

| fe,y)ds < [ g(x,y)ds
AB AB
kabi bo‘ladi.
6. de - SAB'
AB
7. (O°rta giymat haqgidagi teorema) Agar f(x,y) funksiya AB egri chiziqda uzluksiz
bo‘lsa, u holda bu chizigda shunday C(x.,y.) nuqgta topiladiki, bu nugta uchun
[ fx,y)ds = f(xc, yc)sap tenglik o°rinli boladi.
AB

13.3. Birinchi tur egri chizigli integralni hisoblash

YUqorida I-tur egri chizigli integralni hisoblashni (13.7) formula yordamida
aniq integralni hisoblashga keltirilgan edi. Biroq bu formula amaliy jihatdan unchalik
qulay emas, chunki kamdan-kam hollardagina egri chizigning paramateri sifatida yoy
uzunligi olinadi.

Bo‘lakli sillig AB egri chiziq
208



{x = x(t),
y = y(t),

paramaetrik tenglama bilan berilgan bo‘Isin. U holda s yoy uzunligini egri chizigning

a<tsp (13.8)

ixtiyoriy uchidan boshlab aniglash mumkin, biz bu holda parametrning ¢t = «
giymatiga mos keluvchi uchini boshlang‘ich nuqgta sifatida gabul gilamiz. U holda t
parametrning o‘sib borishiga s parametrning o‘sishi mos keladi va egri chiziq

uzunligining differensiali uchun

ds = /(x' ()% + (' (t))?dt

formula o‘rinli bo‘ladi ((9.52) formulaga garang). Bunda t = a giymat A nuqtaga va
s = 0 giymatga, t = f qiymat esa B nuqtaga va s = s,5 gqiymatga mos keladi. (13.7)
tenglikdagi aniq integralda s yoy uzunligi parametridan t parametrga o‘tib,

o‘zgaruvchilarni almashtirish mumkin. U holda bu tenglik

B
AfB fx,y)ds = i Fx@®), y(O) ' ()% + (y'(D)2dt (13.9)

ko‘rinishni oladi.
Agar yassi chiziq y = y(x),x € [a, b] funksiyaning grafigidan iborat bo‘lsa,
(13.9) formula

b
Afo(x, y)ds = {f(x;y(X))\/l + (' (x))*dx (13.10)

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar egri chiziq x = x(y), y € [c,d] funksiya bilan berilgan

bo‘lsa,

d
AfB flx,y)ds = { fx), Y1+ (x'())2dy (13.11)

formulaga ega bo‘lamiz.
AB eqgri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r = (@), ¢ € [, ¢,] tenglama

bilan berilgan bo‘lsin. U holda Dekart va qutb koordinatalarini bog‘lovchi x =
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rcose va y =rsing formulalarni hamda qutb koordinatalaridagi yoy uzunligi

differensiali

ds = r2(p) + (r' (¢))?de
ifodasini inobatga olsak

P2
Afo(x,y)dS = ({ f(rcos @, sin@)yr2(p) + (r'(9))?dg (13.12)

formulani hosil gilamiz.

Fazoviy silliq AB egri chiziq
x = x(t),
y=y(), a<t<p
z =2z(t)

parametrik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, bu egri chizigda aniglangan va uzluksiz

f(x,y, z) funksiyaning (13.4) I tur egri chizigli integrali

B
Afo(x, y,z)ds = £f(x(t),y(t),Z(t))\/(X’(t))z + ')+ (Z'(0)*dt (13.13)

formulaga ko‘ra hisoblanadi. y4 B
13.2-Misol. [ (x +y)ds egri chizigli integralni
L

hisoblang, bu yerda L —uchlari A(1,0), B(2,2) vaC(0,1)
nuqgtalarda bo‘lgan uchburchak konturi (13.3-rasm).
» I-tur egri chizigli integralning 4-xossasiga ko‘ra

{(x+y)ds=AfB(x+y)ds+ 0 A
13.3-rasm

Ry

+ [ (x+y)ds+ [ (x+y)ds
BC ca

bo‘ladi. Har bir integralni alohida hisoblaymiz. 1kki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasiga ko‘ra, kesmalar AB:y=2x—-—2 (1<x<2), BC:y=x/2+1
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0<x<2)vaCA:y=1—x (0<x<1)

tenglamalarga ega bo‘ladi. Ularning

hosilalari esa mos ravishda AB:y' =2, BC:y'=1/2 va CA:y' = —1 ga teng.

Topilganlarni (13.10) formulaga qo‘yib integrallarni hisoblaymiz:

[+ y)ds = [ (x+ 2x —2)\J1 + 22dx = V5[ (3x — 2)dx =

AB

3x?
= \/§<T — 2x>

2

1

2 3v5

2

1

.
)

2

1

2 \/g 2
Jx+y)ds=[(x+x/2+1) 1+1/22dx=7f(3x/2+1)dx=
BC 0 0

f(x+y)ds=fl(x+1—x)\/1+(—1)2dx=\/§f1dx=\/§.
CA 0 0

V5 [3x2
2

4

Demak,

J(x+y

L

—+x>
0

)ds =

13.3-Misol.

* 5V5
==

3v/5 55

2 2

2

/

L X2+y2

ds

egri chizigli integralni

— +—+V2=4V5+V2. 4

hisoblang, bu yerda L — vint chizig‘i deb ataluvchi

burama chizigning birinchi buramasi (13.4-rasm):

» Hosilalarni

X =acost,

y =asint, 0 <t < 2m.

z = ht,

topamiz: x'(t) = —asint

y'(t) =

acost, z'(t) = h. U holda (13.13) formulaga ko‘ra

/

L

Z2

x?% + y?

2T

ds =

h?t?

o a?(cos?t + sin?t)
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- 2 == 4

a? {, thdt a 3 o 3a?

13.4-Misol. [ (x + y)ds egri chizigli integralni hisoblang, bu
L
yerda L — integrallash chizig‘i r =./sin2¢ lemniskata
bargining birinchi chorakdagi bo‘lagi (13.5-rasm).
» Hosilani topamiz: r'(¢) = cos2¢ /{/sin2¢ , hamda
0 < ¢ <m/2 ekanligini inobatga olib, (13.12) formulagaO .
r
ko‘ra, 13.5-rasm
[ (x +y)d —nf/z +7si n2p + 520 G -
L(x y)ds = ) (rcos@ + rsing) [sin2¢ Sin 2o Q=
/2 1 /2 1

= [ r(cos¢ + sin @) do = [ r(cos<p+sin<p);d<p=
0 0

sin 2¢

/2

= [ (cos@ +sing)dp = 2.4
0

13.4. Birinchi tur egri chizigli integralning tadbiglari

Moddiy chizigning massasi. AB egri chizigda aniglangan u(M) funksiya egri chiziq
bo‘ylab tagsimlangan massaning zichligini bersin. AB egri chizigni katta n € N
sondagi 4;_,4;,i = 1,2, ...,n elementar yoylarga bo‘lganda, har bir A;_;A; yoyning
barcha nuqgtalarida zichlik o‘zgarmas va bu yoyning ixtiyoriy M;(x;, y;) nugtasidagi
u(M;) zichlikka tagriban teng deb olish mumkin. As; orqali A;_;A; elementar

yoyning uzunligini belgilab, bu yoy massasi uchun
m; ~ u(M;)As;, i=1.2,..,n

kabi tagribiy tenglikni yozish mumkin. U holda AB egri chizigning m massasi uchun
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n
m = _leu(Mi)ASi
=

tagribiy tenglik o‘rinli bo‘ladi. Elementar yoylarning As; uzunligi ganchalik kichik
bo‘lsa bu tagribiy tenglikdagi xatolik shunchalik kichik bo‘ladi. Shuning uchun AB
egri chizigning m massasi sifatida
m = ygrgélu(Mi)Asi
limitning giymatini olish mumkin.
Egri chiziqg massasining mazkur ta’rifini I-tur egri chiziqli integral ta’rifi bilan
taqgoslab,
m= [ u(M)ds = [ u(x,y)ds (13.14)
AB AB

formulani hosil gilamiz. Fazoviy AB egri chiziq bo‘lganda uning massasi uchun

shunga o‘shash

m= [u(M)ds = [ u(x,y,z)ds (13.15)
AB AB

formula o‘rinli bo‘ladi.

13.5-Misol. Vint chizig‘ining P nugtadagi u(P) zichligi bu nugtaning radius-
vektoriga proporsional bo‘lsa, chiziq bitta buramasining m massasini toping.

» Biz yuqorida bu chizigni garadik (13.4-rasm). Uning bitta buramasi x = a cos t,

y = asint, z = ht tengliklar va 0 < t < 2m shart bilan P(x, y, z) nugtadagi zichlik

esa, shartga ko‘ra u(P) = kr = k/x% + y2 + z2 tenglik bilan aniglanadi, bu yerda
k —proporsionallik koeffisiyenti. U holda (13.13) va (13.15) formulalarga ko‘ra,

21
m=f,u(x,y,z)ds=kf\/x2+y2+zzd5=f k\/a2+h2\/a2+h2t2dt=
L L 0

2
= ky/a? + 12 (%\/a2 + 122 +——1n (ht +/a? + h2t2)>

2h

2T
0
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<

2 Jmh+ m>
2h a '

= ka2 + h? (n\/az + 4m2h2 + a—ln
Moddiy chizigning statik va inersiya momentlari va og‘irlik markazining
koordinatalari. Fazoviy AB egri cizigning zichligi u(x, y, z) funksiya bilan berilgan
bo‘lsin. AB chizigni A, = A, A,,..., A, = B nuqgtalar yordamida uzunliklari As;
bo‘lgan n ta A;_,A; elementar yoylarga bo‘lamiz. Bo‘linishlar shunchalik kichkki,
bunda bitta elementar yoydagi zichlik o‘zgarmas va u bu elementar yoyning
M;(x;,v;,z;) nuqtasidagi u(x;,y;,z;) zichlikka teng deb faraz gilamiz. Bu holda
A;_1A; elementar yoyni uning M;(x;, y;, z;) nugtasi bilan almashtirish mumkin va bu
nugtada butun u(x;, y;, z;)As; massa jamlangan bo‘ladi. Shuning uchun AB egri

chizigning Oxy, Oyz, Oxz tekislikliklarga nisbatan statik momentlarini quyidagi
n n n

Soxy = _lei.u(inYiJZi)ASi’ Soyz & _leiﬂ(xi»Yi»Zi)ASi, Soxz & _Zlyui(xi»yi»zi)ASi
i= i= i=

tagribiy tengliklar bilan aniglash mumkin. Bu yerda ham, A = {Qigl{Asi} eng katta
yoy uzunligini nolga intiltirib statik va inersiya momentlarini I-tur egri chizigli
integral yordamida hisoblanuvchi

Souy = | 2106,y,2)dS, Soy, = [ xt1(x,y,2)ds, Soxz = [ yu(x,y,2)ds  (13.16)

formulalarni hosil gilamiz. Xuddi shu singari mulohaza yuritib, AB egri chizigning bu

tekisliklarga nisbatan inersiya momentlari uchun mos ravishda
IOxy = AfBzzﬂ(x' Y, Z)dS, IOyZ = Afozu(x,y, Z)dS, IOXZ = A.gyzl-l(x' Y, Z)dS (1317)

formulalarni hosil gilish mumkin.
AB egri chizigning Ox o‘qga nishatan I, inersiya momenti I,, = I,y + oy,

tenglik bilan hisoblanadi, boshgacha qilib aytganda
I, = [ (Z%+y?)ulx,y,z)ds (13.18)
AB
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formula bilan hisoblanadi. Xuddi shu singari Oy va Oz o‘qlarga nisbatan inersiya

momentlari uchun

L= [ (x?+2z9)ulx,y,2)ds, I, = [ (x* + y*)u(x,y,z)ds (13.19)
AB AB

kabi formulalar o‘rinli.

AB eqri chizigq C(x,, y., z.) og‘irlik markazining koordinatalari esa,

__SOyz __SOXZ __SOxy
c m ' Ye = m r4c T

tengliklarga ko‘ra topiladi. (13.15) va (13.16) formulalarni inobatga olsak,

AfB xu(x,y,z)ds AfB yu(x,y,z)ds AfB zu(x,y,z)ds

= Y. =  Z. = 13.20
*T TuGynds T [uGynds T [u(xyzds (1520
AB AB AB

X

formulalarga ega bo‘lamiz.
u(x, y) zichlik funksiyaga ega bo‘lgan Oxy tekislikda yotuvchi AB egri chiziq

uchun Ox va Oy o‘glarga nisbatan statik va inersiya momentlari mos ravishda

Sy = Jyu(x,y)ds, Iy = | y*u(x,y)ds, S, = [ xu(x,y)ds, I, = [ x*u(x,y)ds
AB AB AB AB

formulalarga ko‘ra hisoblanadi. Uning og‘irlik markazi koordinatalari esa,

I xu(x, y)ds S yu(x,y)ds
AB AB

e J G yyds Yo J G yyds

formulalar bilan topiladi.

13.6-Misol. x = cost, y = sint, z = t tengliklar bilan aniglanuvchi vint chizig‘ining
P(x,y,z) nugtadagi zichligi u(x,y, z) = kz funksiya bilan aniglansa, chiziq birinchi
buramasining og‘irlik markazi koordinatalarini toping.

» Hosilalarni topamiz: x" = —sint, y’ = cost, z' = 1. U holda (13.15) formulaga

ko‘ra cgizig massasini hisoblaymiz
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227'[

= 2+/2kmn?.
0

2 2n
t
m = [ kzds = [ kty/sin?t + cos?t + 1dt = V2k[ tdt=\/2k?
AB 0 0

(13.16) formulalarga ko‘ra chizigning Oxy, Oyz va Oxz tekisliklarga nisbatan statik

momentlarni hisoblaymiz

21
Soxy = [ z2u(x,y,2)ds = [ kz?ds = [ kt?\sin?t + cos?t + 1dt =
AB AB 0

t3

2 B 8v2km3 .
| =

3 )

2T
=2k[ t2dt =2k
0

0
2T 2T

Soyz = | xu(x,y,2)ds = [ xkzds = [ ktcostV2dt = kv2[ tcostdt =
AB AB 0 0

_lu=t, du = dt

2n
— 2w : _ 2 _ .
"~ |dv = costdt,v = sin t| = kv2tsint[g kﬁfo sint dt = kv2cos t[§" = 0;

2m 2m
Soxz = J yu(x,y,2)ds = [ ykzds = [ ktsint2dt = kv/2[ tsintdt =
AB AB 0 0

— u= t; du == dt _ o 21 _
B ‘dv = sintdt,v = — cos t| = —kv2t cost|§ +k‘/i{) cost dt = —2v2kr.
Og‘irlik markazining koordinatalarini (13.20) formulaga ko‘ra topamiz:

Soyz 0 Soxy —2N2km 1
X, = = = O'yc = = = ——,
m 2V 2km?

m 2\ 2km? T

8v2km3

S
Ox
ZC= y— 3 = —TT

m _Z\Ekﬂz 3

Shunday qilib, vint chizig‘i birinchi buramasining og‘irlik markazi C(0,—1/m, 41 /3)
nuqtada ekan. <
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13.5. Ikkinchi tur egri chizigli integral

Kuchning bajargan ishi. Moddiy nuqta biror egri chiziq bo‘ylab harakatlanganda
unga ta’sir qiluvchi o‘zgaruvchan kuchning bajargan ishini hisoblash I1-tur egri
chizigli integral tushunchasiga olib keladi.

M(x,y) nuqta AB egri chiziq boylab A nuqgtadan B nuqtaga garab F kuch
ta’sirida harakatlanayotgan bo‘lsin. F kuch M nugta harakatlanganda qiymati
bo‘yicha ham, yo‘nalishi bo‘yicha ham o‘zgaradi, ya’ni M nugtaning funksiyasidan
iborat: F = F(M). M nugta A holatdan B holatga o‘tganda F kuch bajargan A4 ishni
hisoblaymiz (13.6-rasm). Buning uchun AB egri chizigni A, = A, A;,...,A, =B
vt nugtalar yordamida A nugtadan B nugtaga

Yi+1
Vi

garab n ta qismga ajratamiz va ﬂiﬂ vektorni

As; orqali belgilaymiz. F kuchning A;

nuqtadagi giymatini F; orqgali belgilaymiz. U

A holda F;As; skalyar ko‘paytmani F kuchning
0 X, Xirq X AA;., yoy boylab bajargan ishining tagribiy
13.6-rasm giymati sifatida olish mumkin:
Ai =~ FiASi'

P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar F kuchning mos ravishda Ox va Oy o‘qlardagi
proyeksiyalari bo‘lsin, ya’ni
F=P(x,y)i+Qx ).

Ax; va Ay; orgali x; va y; koordinatalarning A; nugtadan A;,; nugtaga o‘tganda olgan

orttirmalarini belgilaymiz, ya’ni Ax; = x;,1; — x;, Ay; = ;41 — ¥; Va natijada
ASi = Axli + Aylj
tenglikka ega bo‘lamiz. U holda

FiAs; = P(x;, y;)Ax; + Q(x;, y;)Ay;
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bo‘ladi. Shuning uchun F kuchning butun AB egri chiziq bo‘ylab bajargan 4 ishi

tagriban

n—1

_on-1
A= .ZOFiASi = Y [PCx, y)Ax; + Q(x;, yi)Ayi] (13.21)
=

=0

yig‘indiga teng bo‘ladi.

Ikkinchi tur egri chizigli integral. Oxy tekislikda AB egri chiziq berilgan va
P(x,y), Q(x,y) funksiyalar bu egri chizigda aniglangan bo‘lsin. AB egri chizigni
Ay =A, A4, ..., A, = B nugtalar yordamida A nugtadan B nuqtaga garab yo‘nalishda
uzunliklari As; (i = 0,2, ...,n — 1) bo‘lgan n ta A,A;,, yoylarga ajratamiz. Har bir

A/A; elementar yoyda ixtiyoriy ravishda M; (x;, y;) nugta tanlaymiz va

1 1

n—
i=

n
[ 0

2,
yig‘indilarni tuzamiz, bu yerda Ax; = x;,.1 — x;, Ay; = ;41 — y; boclib, ular 4,4,
yoyning mos ravishda Ox va Oy o‘qlardagi proyeksiyalari (13.6-rasm).

(13.22) yig‘indilar mos ravishda P (x, y) funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha
va Q(x, y) funksiyaning y o‘zgaruvchi bo‘yicha integral yig‘indilari deb ataladi.

13.2-Ta’rif. Agar As; yoy uzunliklarining A = [ nax As; eng kattasi nolga intilganda

<isn-1
(13.22) yig‘indilar chekli limitga intilsa va bu limit AB yoyning bo‘linish usuliga va
M;(x/,y;) nugtalarning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmasa, ularni mos ravishda P(x,y)
funksiyadan x o‘zgaruvchi bo‘yicha va Q(x, y) funksiyadan y o‘zgaruvchi bo‘yicha

olingan Il-tur egri chizigli integrallar deb ataymiz va ullarni mos ravishda

J P(x,y)dxva [ Q(x,y)dy
AB AB

orgali belgilaymiz.
Shunday qilib,

n—1 n—1
J P(x,y)dx =1lim ¥ P(x{,y))Ax; va [ Q(x,y)dy =1lim ¥ Q(x;,y})Ay;.
AB A-0;=p AB A-0i=p
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Umumiy ko‘rinishdagi [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy Il tur egri chizigli integral
AB

J PG, y)dx + Q(x,y)dy = [ P(x,y)dx + [ Q(x,y)dy
AB AB AB

tenglik bilan aniglanadi.

Endi kuchning bajargan ishi masalasiga gaytadigan bo‘lsak, (13.21) tagribiy
tenglikning o‘ng tomonida P(x, y) va Q(x, y) funksiyalarning AB egri chiziq bo‘ylab
umumiy ko‘rinishdagi Il tur egri chizigli integral yig‘indilari turibdi. Shuning uchun

yoy uzunliklarining A = ,nax As; eng kattasi nolga intilganda bu taqribiy tenglik

<isn-—-1

aniq tenglikka aylanadi va F = P(x,y)i + Q(x, y)j kuch bajargan ishning giymati
A= AfBP(x, y)dx + Q(x,y)dy

tenglik bilan topiladi.
Fazoviy AB egri chiziq boylab [ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
AB

egri chizigli integral xuddi shu singari aniglanadi.
13.6. Ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisoblash

AB yassi chiziq

{x = x(t),

y = y(1), telap]

parametrik tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bu yerda x(t),y(t) funksiyalar [«, 5]
kesmada uzluksiz. Parametrning t = a giymatiga A nuqta, t = 8 qiymatiga esa B
nuqta mos keladi deb faraz gilamiz.

13.2-Teorema. Agar AB egri chizigni tasvirlovchi x(t) va y(t) funksiyalar uzluksiz
differensiallanuvchi, P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar esa AB egri chizqda uzluksiz
bo‘lsa, P(x,y) va Q(x,y) funksiyalardan AB egri chizq boylab olingan umumiy
ko‘rinishdagi 11-tur egri chizigli integral mavjud va uning uchun
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| P(x,y)dx + Q(x,y)dy =
AB

B
= £ [P(x(®),y(©)x' () + Q(x(£), y([®)y'(t)]dt  (13.23)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
<4Umumiy ko‘rinishdagi 1l-tur egri chizigli integral P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar
aniglaydigan ikki gismdan iborat. Teoremaning isbotini bitta gism bilan chegaralanish
mumkin, ikkinchi gismi uchun isbot xuddi shu singari bo‘ladi.

Shunday qilib, sillig AB egri chiziqda uzluksiz bo‘lgan P(x, y) funksiya uchun

Il tur egri chizigli integral mavjudligini va uning uchun

B
J P(x,y)dx = [ P(x(t), y(©))x' (t)dt (13.24)
AB a

tenglik o°rinli bo‘lishini isbotlaymiz.
AB egri chizigni ixtiyoriy A, = A, 44, ..., A,, = B nugtalar yordamida A,4;,,
elementar yoylarga ajratuvchi bo‘linishni tanlaymiz. A; bo‘linish nuqtalariga t

parametrning t;,i = 0,1, ..., n giymatlari mos kelsin. Bu giymatlar uchun
t0=a<t1<t2<“'<tn_1<tn=ﬁ

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Har bir 4,4;,, elementar yoyda ixtiyoriy ravishda
M;(x;,y;) nugta tanlaymiz va t; —parametrning bu nugtaga mos keluvchi giymati
bo‘lsin. t; < t; < t;,,; ekanligi ravshan. Tanlangan bo‘linishga mos keluvchi S

integral yig‘indini

n-—1 n—1

§= 3 PG, ybx = 3 PGe(r), y(r))(x(tian) = x(t) =

-y e, y(ﬂ))f x (t)dt—’:z:{ P(x(r), y(r))x (D)t

ko‘rinshda yozib olish mumkin.
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(13.24) tenglikning o‘ng tomonidagi I integral teorema shartiga ko‘ra mvjud,
chunki integral ostidagi funkisya [«, ] kesmada uzluksiz. Anig integralning

additivlik xossasidan foydalanib, bu integralni

n—1ti+1

B
I=[P(x®),y®)x' (t)dt = _ZO{ P(x(®), y(t))x'(t)dt
a i=0 t;
ko‘rinishda yozamiz. S integral yig‘indi va I integral uchun hosil gilingan tasvirlardan

n_lti+1

s—1=3% [ (P(x(),y(@) - P(x(®),y(®)) ¥ (t)dt

=0 t;

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonini baholaymiz.

F(t) = P(x(t),y(t)) funksiya [a, ] kesmada uzluksiz, shuning uchun u bu
kesmada tekis uzluksiz hamdir. Demak, ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6§ =
&(e) > 0 topiladiki, [t — t'| < 6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha t’,t” € [a, B]
giymatlar uchun |F(t") — F(t'")| < € tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. A boshlang‘ich
nugtadan AB egri chizig yoyi o‘zgaruvchan uzunlikni hisoblovchi s(t) funksiya
uzluksiz differensiallanuvchi va o‘suvchi bo‘ladi. Demak uning [0, s45] kesmada
aniglangan t(s) teskari funksiyasi mavjud, bu yerda s,z —qoymat AB egri chiziq
uzunligi. Bu funksiya uzluksiz differensiallanuvchi, uning |t'(s)| hosilasining moduli
[0, s45] kesmada K; maksimumga erishadi, ya’ni |[t'(s)| < K;,0 < s < s,5. U holda

(5.65) chekli ayirmalar formulasiga ko‘ra
|tir1 — ] = ['(€DIAs; < KiAs; < Ky 4,

bu yerda s; = s(¢t;),i =0,1,2,...,n, As; = s;,1 — s; —elementar yoy uzunliklari va

A= max As;.
O<isn-1

Tanlangan bo‘linish 1 < §(¢e)/K; shartni ganoatlantirsin. U holda ixtiyoriy

t',t" € [t;, t;+1] qiymatlar uchun

|tl - t”| < tiv1 — ¢ < KlASi < 5(8)
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Demak, t € [t;, t;+1] bo‘lsa |F(t;) — F(t)| < € bo‘ldi va

n—1ti+1

Is=11< X [ [P(x(z,y(x)) = P(x(®), yO)]Ix' (D)1t <

n—1

<eK; ¥ Aty = €K, (B — a),
i=0

bu yerda K, —uzluksiz |x'(t)| funksiyaning [a, 8] kesmadagi maksimal giymati.

Shunday qilib %irrés = [ ekan, bu esa teoremaning to‘g‘riligini tasdiglaydi. »

Agar AB egri chiziq y = ¢(x),x € [a, b] tenglama bilan berilgan va ¢(x)
funksiya va uning ¢'(x) hosilasi [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, x o‘zgaruvchini
parametr sifatida olamiz, natijada AB egri chizigning parametrik tenglamasi: x =
x,y = @(x),x € [a, b] ko‘rinishda bo‘ladi. U holda (13.23) formuladan

b
AfBP(X; y)dx +Q(x,y)dy = { [P(x, 0(0)) + Q(x, 0(x)) @' (x)]dx  (13.25)

formulani hosil gilamiz. Xususiy holda esa,

b
J P(x,y)dx = [ P(x,0(x))dx (13.26)
AB a

kabi bo‘ladi.
Agar fazoviy silliq AB egri chizig x = x(t),y = y(t),z = z(¢t),t € [a, B]
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa [ P(x,y,z)dx + Q(x,v,z)dy + R(x,y, z)dz egri
AB

chizigli integral

f P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
AB

B
= £ [P(x(8), y(£),z(£))x"(t) + Q(x(t), ¥(t), z(t))y'(t) +R(x(t), y(t), z(t))z'(t)]dt
(13.27)

formula bilan hisoblanadi.
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13.7-Misol. [ yzdx + xzdy + xydz egri chizigli integralni hisoblang, bu yerda
AB

integrallash x = ¢, y = t?, z =t3 egri chizigning A(1,1,1,) va B(2,4,8) nugtalar
orasidagi gismi boyicha olingan.
» Hosilalarni hisoblaymiz: x'(t) =1, y'(t) = 2t, z'(t) = 3t?. U holda (13.27)

formulaga ko‘ra

2
[ yzdx + xzdy + xydz = [(t? 31 +t-t3- 2t + - t*- 3t?)dt =
AB 1

2 2
= {(t5 + 2t° + 3t°)dt = {6t5dt =152 = 63.4

13.8-Misol. [ (x — y)dx + dy + zdz egri chizigli integralni hisoblang, bu yerda AB
AB

chizig z = x? + y? parabolid bilan z =4 tekislik kesishuvidan hosil bo‘lgan
chizigning A(2,0,4) va B(—2,0,4) (y = 0) nuqtalar orasidagi gismi.
» Aytib o‘tilgan kesimda

aylana hosil bo‘ladi. Shuning uchun aylananing parametrik tenglamasi

x =2cost,
y =2sint,
z=4

ko‘rinishda bo‘ladi. Endi parametrning a va f integrallash chegaralarini

0 =2sina, 0=2sinp,

{2=2cosa, {—2=2cosﬂ,

shartlardan topamiz. y > 0 ekanligini inobatga olsak @« = 0 va f = m giymqtlarga
ega bo‘lamiz.
Parametrik funksiyalarning hosilalri esa x'(t) = —2sint,y’(t) = 2cost,

z'(t) = 0 bo‘ladi. U holda (13.27) formulaga ko‘ra,
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J (x—y)dx +dy +zdz = [((2cost — 2sint)(—2sint) + 2 cos t)dt =
AB 0

Y

= 21. 4
0

T
= 2f(—2costsint+Zsin2t+cost)dt= 2(coszt+t—%sin2t+sint)
0

13.9-Misol. [ xydx + x?dy egri chizigli integralni A(1,1) va B(3,9) nugtalarni
AB

tutashtiruvchi y = x? parabola bo‘yicha hisoblang.
» Parabolani ifodalovchi funksiyaning hosilasi y’'(x) = 2x bo‘ladi. U holda (13.25)

formulaga ko‘ra

3

3 3 3 3
[ xydx + x?dy = [(x-x* + x* - 2x)dx = [3x%dx = —x*| ==(81—-1) =60. <«
AB 1 1 4 1, 4

Ikkinchi tur egri chizigli integralning xossalari.

1. AB egri chizigda yo‘nalish o‘zgarganda Il-tur egri chizigli integral o‘z ishorasini

o‘zgartiradi:
J P,y)dx +QCy)dy = = | P(r,y)dx +Q(x, y)dy.
2. O°zgarmas ko‘paytuvchini egri chizigli integral ostidan chigarish mumkin:

[k-P(x,y)dx +k-Q(x,y)dy = k [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy, (k # 0).
AB AB

3. Ikkita funksiya yig‘indisining egri chizigli integrali bu funksiyalar egri chizigli

integrallarining yig‘indisiga teng:

A&(Pl(xiy) +P2(x'y))dx = A{S’Pl(x’y)dx +A£P2(x'y)dx;

AfB (Q: (%, y) + Q2(x, y))dy = AfB Q1 (x,y)dy + AfB Q2 (x,y)dy.
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2 va 3xossalar [Il-tur egri chizigli integralning chizigliligini anglatadi:

funksiyalar chizigli kombinatsiyasining integrali har bir funksiya integrallarining
xuddi shunday chizigli kombinatsiyasiga teng.
4. Agar AB egri chiziq ketma-ket keladigan chekli sondagi yoylarga ajratilgan bo‘lsa
va ana shu yoylarning har birida I1-tur egri chizigli integral mavjud bo‘lsa, butun AB
egri chizigda ham integral mavjud va u alohida gismiy yoylar bo‘yicha olingan
integrallar yig‘indisiga teng.

1-4 xossalarni integral yig‘indilarning limiti sifatida Il-tur egri chizigli
integralning ta’rifidan va limitlarning ma’lum xossalaridan foydalanib isbotlash
unchalik giyin emas. Bu isbotlar aniq integralning mos xossalarining isbotini
takrorlaydi. Shuning uchun biz ularga to‘xtalib o‘tirmaymiz.

Yopiq L kontur bo‘yicha Il tur egri chizigli VY “+ yo‘nalish
integral maxsus $ simvol bilan belgilanadi.
Bunday integrallarda boshlang‘ich va oxirgi

nuqgtalarni  ko‘rsatib integrallash  yo‘nalishini

aniglab bo‘lmaydi. Konturni aylanib chiqgish

0 X
13.7-rasm
mumkin. Masalan, kontur parametrik tenglamalar bilan berilganda parametrning

yo‘nalishini aniglashni turli usullar bilan berish

o‘sishiga mos keluvchi yo‘nalishni tanlash mumkin.

Sodda yassi konturlarda (aylana, ellips) aylanish yo‘nalishini soat strelkasi
yo‘nalishi bilan taggoslash mumkin. Bunda soat strelkasi harakatiga garama-qarshi
yo‘nalishni musbat, soat strelkasi harakati yo‘nalishini esa manfiy yo‘nalish deb
ataladi (13.7-rasm).

Musbat yo‘nalishli konturdagi integrallar uchun ba’zan maxsus ¢ simvoldan,
manfiy yo‘nalishli konturlar uchun esa ¢ simvoldan foydalaniladi.

5. Yopiq kontur bo‘yicha olingan egri chizigli integral boshlang‘ich nugtaning

tanlanishiga bog‘lig emas (fagat konturni aylanib chigish yo‘nalishigagina bog‘lig).
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<4 Hagiqgattan ham, D

ny
$ =4+ ¢
ABCDA ABC CDA
(13.8-rasm). Boshga tomondan 4 ¢
= ¢+ ¢.
CDABC CDA ABC B
Shunday qilib, 0 X
$ = ¢ .» 13.8-rasm

ABCDA CDABC

13.7. Ostrogradskiy-Grin formulasi

D soha bo‘yicha ikki o‘lchovli integral bilan bu sohaning L chegarasi bo‘yicha
I1-tur egri chizigli integral orasidagi bog‘liglikni ifodalovchi Ostrogradskiy-Grin
formulasi matematk tahlilda juda ko‘p tadbiqga ega.

Oxy tekislikda to‘g‘ri D soha L egri chiziq bilan chegaralangan bo‘lsin.

opP 9]
13.3-Teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar o‘zlarining @ va —Q

0x
xususiy hosilalari bilan birga D sohada uzluksiz bo‘lsa,
0Q 0P
< _ = 13.28
fg (ax 6y> dxdy 9L5de + Qdy ( )

tenglik o°rinli bo‘ladi, bu yerda L —integrallash chizig‘i D sohaning chegarasi va
integrallash musbat yo‘nalishda (ya’ni chizig bo‘ylab harakatlanganda D soha chap

tomonda goladi) bajariladi.
(13.28) formula Ostrogradskiy-Grin formulasi deb ataladi.

<4 ABC yoyning tenglamasi y = ¢,(x) va AEC yoyning tenglamasi y = ¢,(x)
doP
bo‘lsin (13.9-rasm). Dastlab ff@dxdy integralni hisoblaymiz. Ikki o‘Ichovli
D

integralni hisoblash goidasiga ko‘ra,
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b <Pz(x)a
ff dxdy fdx [ —dy—

@ i)Y

4 ¥, (%)
— 2 —
= [ (Paylyy) dx =

b

{P(x ¢2(x))dx—fp(x @, (x))dx. 0

=V

13.9-rasm

O°‘ng tomondagi ikkala integralga ham (13.26) formulani go‘llasak,
doP

[ —dxdy = [ P(x,y)dx— [ P(x,y)dx =

p 0y AEC ABC

=— [ P(x,y)dx — f P(x,y)dx = —45 P(x,y)dx. (13.29)

CEA

Xuddi shu singari,

0
I S dxdy = § Qxy)dy (13.30)
D 0X L

ekanligi isbotlanadi.
Agar (13.30) tenglikdan (13.29) tenglikni hadma-had ayirsak (13.28) tenglik
hosil bo‘ladi. »
Yassi figuraning yuzi. Ostrogradskiy-Grin formulasining bir tadbigini garaymiz.
P(x,y) = —yvaQ(x,y) = x deb olamiz. U holda
_, 9o
ox ’ oy
bo‘ladi va (13.28) Ostrogradskiy-Grin formulasiga ko‘ra

=1

¢ — ydx + xdy = [[ 2dxdy = 2[[ dxdy = 2S),
D D

L

bu yerda S, —berilgan D sohaning yuzi.
Bundan esa D yassi sohaning S, yuzi uchun Il-tur egri chizigli integral bilan
hisoblanadigan
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1
Sp = Egﬁ xdy — ydx (13.31)
L
formulani hosil gilamiz.

2
13.10-Misol. .~ 47
a2

b?

2
— 1 ellips bilan chegaralangan soha yuzini hisoblang.

» Ellipsning tenglamasini parametrik ko‘rinishda yozib olamiz:
x =acost,b=>bsint,0 <t <2m.

Qidirilayotgan yuzani (13.31) formulaga ko‘ra hisoblaymiz, bunda egri chizigli
integral konturni musbat yo‘nalishda aylanish bo‘yicha olinadi va bu yo‘nalish t
parametrning 0 dan 2w gacha o‘zgarishiga mos keladi. Parametrik funksiyalarning
hosilalri

x'(t) = —asint, y'(t) = bcost
bo‘lganligi uchun, (13.31) formulaga (13.23) formulani go‘llaymiz

1 2
S = 5 / (abcos? t + absin® t)dt = nab. <
0

13.8. Ikkinchi tur egri chizigli integralning integrallash yo‘liga bog‘liq

bo‘lmaslik sharti

Oxy tekislikdagi D sohaga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy yopiq konturning ichki
gismi ham shu D sohaga tegishli bo‘lsa, D soha bir bog lamli soha deb ataladi.
A(xq,y1) va B(x,,y,) bir bog‘lamli D sohaning ixtiyoriy nugqtalari bo‘lsin. A va B
nuqtalarni turli chiziglar bilan bog‘lash mumkin (13.10-rasmda L, L, va L3). Bu

chiziglarning har biri bo‘yicha
I = AfBP(x, y)dx + Q(x,y)dy

integralning giymati umuman olganda turlicha bo‘ladi.
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Agar bu qiymat barcha mumkin bo‘lgan AB I

chiziglar bo‘yicha bir xil bo‘lsa, [ integral

integrallash yo ‘liga bog‘lig emas deb aytiladi. Bu
holda I integral uchun uning A(x,, y;) boshlang‘ich

va B(x,, y,) oxirgi nuqtasini ko‘rsatish yetarli va u

aniq integralga o‘xshash ko‘rinishda yoziladi 0 13.10-rasm
(x2,Y2)
I= [ PO,y)dx+Q(xy)dy. (13.32)
(x1,¥1)

Qanday shart bajarilganda Il-tur egri chizigli integral integrallash yo‘iga
bog‘lig bo‘Imaydi?

oP d
13.4-Teorema. P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar o‘zlarining @ va % Xususiy

hosilalri bilan birga bir bog‘lamli D sohada uzluksiz bo‘lsin. U holda quyidagi to‘rtta
shart o‘zaro ekvivalent, ya’ni ulardan birining bajarilishi qolganlarining ham
bajarilishini keltirib chigaradi:
(i) D sohada yotgan ixtiyoriy yopiq silliq L kontur uchun
ngdx + Qdy = 0;

(if) ) D sohada yotuvchi ixtiyoriy A va B nugtalarni birlashtiruvchi AB chiziq

uchun
AfB P(x,y)dx + Q(x,y)dy

integralning giymati integrallsh yo‘liga bog‘liq emas;

(iif) P(x,y)dx + Q(x, y)dy ifoda D sohada aniglangan biror funksiyaning
to‘liq differensialidan iborat, ya’ni D sohada aniglangan shunday F(x,y) funksiya
mavjudki, uning uchun

dF = P(x,y)dx + Q(x,y)dy
tenglik o‘rinli bo‘ladi;
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(iv) D sohaning barcha nugtalarida
oP 0
By = % (13.33)
tenglik o‘rinli.
«Isbotni (i) — (i1) — (i11) — (iv) sxema bo‘yicha olib boramiz, ya’ni (i) shatdan (i1)
shart, (ii) shartdan (iii) shart, (iii) shartdan (iv) shart va nihoyat (iv) shrtdan (i) shart
kelib chigishini ko‘rsatamiz.

1) (i) — (ii). D sohada A va B nuqtalarni tutashtiruvchi ikkita ixtiyoriy silliqg
ACB va ADB egri chiziglarni olamiz (13.11-rasm). Bu ikki chizigning yig‘indisi D
sohada yotuvchi yopiq L = ACB + BDA sillig konturni hosil giladi. (i) shartga ko‘ra
¢ Pdx + Qdy = 0.
L
Boshga tomondan

fdex + Qdy = f P(x,y)dx + Q(x,y)dy + BgAP(x, y)dx + Q(x,y)dy =

ACB

= [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy — Alf)BP(x, y)dx + Q(x,y)dy.

ACB

Nihoyat bundan
| P(x,y)dx +Q(x,y)dy = [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy
ACB ADB

tenglikka ega bo‘lamiz, ya’ni (ii) shartning bajarilishi kelib chiqadi.

y4
B(x,y)
D B C(x+ Ax,y)
4 A (X0, Yo0)
C 0 X
13.11-rasm 13.12-rasm
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2) (ii) — (ii). [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy integral integrallash yo‘liga bog"liq
AB

bo‘lmasdan, fagat A va B nuqgtalarga bog‘liq bo‘lsin. U holda agar A = A(xy, y,)
nugtani o‘zgarmas qilib olsak, bu integral B(x,y) nugta koordinatalarining

funksiyasidan iborat bo‘ladi:
[ Pdx + Qdy = F(x,v).
AB

Bunday aniglangan F (x, y) funksiya differensiallanuvchi va uning uchun

dF = P(x,y)dx + Q(x,y)dy (13.34)
tenglikning bajarilishini ko‘rsatamiz.
. L _ oF oF _
Buning uchun D sohaning ixtiyoriy B nugtasida Ix va @ Xususiy
hosilalar mavjudligini va
oF JoF

0x

tengliklarning bajarilishini ko‘rsatish yetarli.

ay_

F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalri mavjudligini va (13.35) tengliklarning
birinchisi bajarilishini ko‘rsatish uchun F(x,y) funksiyaning x bo‘yicha B(x,y)

nugtadagi xususiy orttirmasini tuzamiz:
AF =F(x+Ax,y) —F(x,y) =
= [ Pdx + Qdy — [ Pdx + Qdy = [ Pdx + Qdy,
AC AB BC
bu yerda C nugta x + Ax va y koordinatalarga ega (13.12-rasm). Shartga ko‘ra

integral egri chiziq ko‘rinishiga bog‘lig emas, shu sababli integrallash chizig*i sifatida
B va C nuqtalarni tutashtiruvchi kesmani olamiz. U holda

x+Ax

AF = [Pdx+Qdy= [Pdx= [ P(x,y)dx.
BC BC X
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So‘ngi integralga aniq integraldagi o‘rta giymat haqidagi teoremani qo‘llaymiz:

A F =P(x +0Ax,y)Ax, 0 <0 <1,
bundan esa,

X

F
" = P(x + 0Ax,y), 0<6<1.

Demak, bu yerda limitga o‘tsak

oF _
Ix = Alglcr_r}OP(x + 0Ax,y) = P(x,y).

oF
Shartga ko‘ra P(x, y) uzluksiz. @ = Q(x,y) tenglik ham xuddi shu singari
isbotalanadi. Shunday qilib, (iii) shartning bajarilishi ko‘rsatildi.
3) (iii) — (iv). D sohada dF = Pdx + Qdy tenglik o‘rinli bo‘ladigan F(x,y)

funksiya mavjud bo‘lsin. U holda

doF

ax_ X,y), ay_Q(x'y)'

va aralsh hosilalar hagidagi 7.6-Teoremaga ko‘ra

9Q 0*F  9%F 0P
dx 0xdy 0dydox 0y

ya’ni talab qilingan (13.33) tenglikni hosil qildik.

4) (iv) — (i). Teoremadagi (iv) bajarilgan bo‘lsin va L —berilgan D sohada
yotuvchi va D* sohani chegaralovchi bo‘lakli sillig chiziq bo‘lsin. U holda D
sohaning bir bog‘lamli ekanligini inobatga olgan holda Grin formulasini go‘llasak,

gfpdx+Qdy = gf (E_E
tenglikni hosil gilamiz. (iv) shartga ko‘ra o‘ng tomondagi ikki o‘chovli integral nolga

teng. Demak D sohada yotuvchi ixtiyoriy L yopig kontur uchun
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¢ Pdx + Qdy = 0
L

tenglik o°rinli bo‘ladi degan xulosaga kelamiz. »

Shunday qilib, [ Pdx + Qdy integralning integrallsh yo‘liga bog‘lig
AB

bo‘Imaslik sharti sifatida (i), (iii) va (iv) shartlardan ixtiyoriy birini olish mumkin
ekan. Lekin ular orasida (13.33) tenglik bilan aniglanadigan (iv) shart foydalanishga
qulay va bajarilishini tekshirish oson. Shuning uchun biz ana shu shartni integrallash
yo‘liga bog‘lig bo‘Imaslik sharti deb gabul gilamiz.

Endi (13.32) tenglik bilan aniglanuvchi integralni hisoblaymiz. (13.33) shart

bajarilgan bo‘lsin. U holda 13.4-Teoremaga ko‘ra

P(x,y)dx + Q(x,y) = dF(x,y)

tenglikni ganotlantiruvchi F(x, y) funksiya mavjud bo‘ladi. Shuning uchun

(x2,¥2) (x2,¥2)
I= [ P,y)dx+Q(y)dy= [ dF(x,y)=
(*1,¥1) (*1.¥1)
= F(x,y)|522% = F (x5 y5) — F(y, y),
ya’'ni
(XZ'YZ)
J P+ QG ydy = Fx,y,) = F(x, 7)) (13.36)
X1,Y1

tenglikni hosil gilamiz. (13.36) formula to‘la differensialning egri chizigli integrali
uchun umumlashgan Nyuton-Lebnis formulasi deb ataladi.

(13.34) shartni ganoatlantiruvchi F(x, y) funksiyani

X y
F(x,y) = [P(t, y,dt + [0(x,s)ds (13.37)
Xo Yo

formula yordamida topiladi. Bu yerda (x,, y,) boshlang‘ich nugta sifatida D sohaning

ixtiyoriy nugtasini olish mumkin.
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L fazoviy egri chiziq bo‘yicha
[ Pdx + Qdy + Rdz
L
egri chizigli integral uchun xuddi shu singari natijalar o‘rinli. Bunda egri chiziqli
integralning integrallash yo‘liga bog‘lig bo‘Imaslik sharti

oP _ dQ 0Q OR OR 0P
dy ox' 0z dy  0x 0z

(x2,y5,22)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu shart bajarilganda |  Pdx + Qdy + Rdz integral
(x1,y1,21)
(xZ'yZ'ZZ)
| Pdx+Qdy+Rdz = F(x3,y, 2,) — F(x1,¥,,21)
(xl'yl'zl)

formula bilan hisoblanadi. O‘ng tomondagi F (x, y, z) funksiya

x y z
F(x,y,z) = [P(t, Yo Zo)dt + [Q(x,s,2¢)ds + [R(x,y,Ddl
X0

Yo Zo
formulaga ko‘ra aniglanadi.

(34)

13.11-Misol. I = [ 2xydx + x2dy integralni hisoblang.
(2,2)

, 0P 00
"oy Ox

integrallash yo‘liga bog‘lig emas. Integrallash yo‘li sifatida y = 2x — 2 to‘g‘ri

» Buyerda P =2xy,Q=x 2x. 13.4-Teoremaga ko‘ra integral

chizigni olish ham mumkin, yoki (13.36) formuladan foydalanish mumkin. Dastlab

boshlang‘ich nuqgta sifatida (1,1) nugtani olib, (13.37) formulaga ko‘ra

x y
F(x,y) = [2t-1dt + [x*ds = x*y — 1
1 1

funksiyani topamiz va nihoyat (13.36) formuladan integralning
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(34)

I= [ 2xydx + x%*dy = (x*y — 1)|8'g = 28
(2,2) '

qiymatini topdik. <«
13.9. Birinchi tur sirt integrali

Asosiy tushunchalar. Ikkin o‘lchovli integralning umulashtirilishi natijasida
sirt integrali yuzaga keladi. Bu umumlashtirilish sirt yuzining ta’rifiga asoslanib
quriladi.

Agar o sirtni aniglovchi z = z(x, y) funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo‘lsa, bu sirtni biz silliq sirt deb ataymiz. o sirt chekli sondagi o‘zaro
kesishmaydigan sillig sirtlardan tashkil topgan bo‘lsa, u bo ‘lakli sillig sirt deb ataladi.
Sillig sirtning ixtiyoriy ichki nugtasida sirtning urinma va normal tekisliklari mavjud.

Oxyz fazoning yuzasi S ga teng bo‘lgan o M;(x;, V3, 7))

sirtning nuqtalarida uzluksiz f(x, y, z)funksiya
aniglangan bo‘lsin. ¢ sirtni yuzalari AS; ga teng
bo‘lgan n ta S;,S,, ..., S, gismga ajratamiz va

ularning diametrlarini d; (i = 1,2, ...,n) orqali

belgilaymiz. Har bir S; gismda ixtiyoriy 0 y

ravishda  bittadan  M;(x;,y;,z;)  nugtani

tanlaymiz (13.13-rasm) va 13.13-rasm

2 f(x,y, 2)AS; (13.38)
i=1

yig‘indini tuzamiz.
Bu yigindi f(x, y, z) funksiya uchun S sirt boyicha integral yig ‘indi deb ataladi.
13.3-Ta’rif. Agar 1 = 1maxdi eng katta diametr nolga intilganda (13.38) integral
<is<n
yig‘indi chekli limitga intilsa va bu limit o sirtni S; gismlarga bo‘lish usuliga va bu

gismlarda M;(x;,y;,z;) nugtalarning tanlanishiga bogliq bo‘lmasa, u f(x,y,2)
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funksiyaning o sirt bo‘yicha I-tur sirt integrali deb ataladi va [[ f(x,v,z)ds orgali

belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra

Jf £y, 2)ds = lim 3. £, yi, 2)AS; (13.39)
o ~Vi=1

I-tur sirt integralining mavjudligi va uni hisoblash.
13.5-Teorema. Agar z = z(x,y) tenglama bilan berilgan o sirt sillig, f(x,y,z)
funksiya esa bu sirtda uzluksiz bo‘lsa, f(x,y, z) funksiyaning bu sirt bo‘yicha I-tur

sirt integrali mavjud va

g f(x,y,2z)ds = g v, z(x,y)) - \/ 1+42z,” + z,°dxdy  (13.40)

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda D integrallash sohasi ¢ sirtning Oxy tekislikdagi

proyeksiyasi.

« o sirtni S;,i = 1,2,...,n gismlarga ajratamiz. D;

orgali S; qismiy sirtning Oxy tekislikdagi

proyeksiyasini belgilaymiz. Natijada o sirtning Oxy

tekislikdagi D proyeksiyasi n ta D;,D,,..,D,

gismlarga ajraladi. D; elementar sohada ixtiyoriy

P;(x;,y;) nugtani tanlaymiz va bu nuqtadan Oxy

tekislikka perpendikulyar to‘g‘ri chiziq chiqaramiz.

13.14-rasm
Bu to‘g‘ri chiziq o sirtni S; gismiy sirtning M;(x;, y;, z;) nuqtasida  kesib  o‘tadi.

Ana  shu M; nuqgta orgali o sirtga urinma tekislik o‘tkazamiz (o sirt sillig
bo‘lganligi uchun bunday urinma tekislik mavjud). Bu tekislikning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasi D; elementar soha bo‘ladigan T; gismini gqaraymiz. S;, T; va D; elementar
gismlarning yuzalarini mos ravishda AS;, AT; va AD; orqgali belgilaymiz. o sirtni S;
gismlarga yetarlicha kichik gilib bo‘lganda
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AT; ~ AS; (13.41)
deb hisoblash mumkin.
y; orgali Oz o‘q bilan sirtning M; nugtadagi 7; normali orasidagi o‘tkir
burchakni belgilasak
AT; - cosy; = AD; (13.42)

tenglik o‘rinli bo‘ladi (D; soha T; sohaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi).
M; nugtadagi urinma tekislik tenglamasi ((7.14) formulaga ko‘ra)
Zy (X, y0) (x —x) + z, (%, y) - (v —y) —(2—2) =0
ko‘rinishda  bo‘ladi, shuning uchun #; normal {z;(x;,y:), 2, (x;, ¥;), —1}

koordinatalarga ega bo‘ladi. U holda y; o‘tkir burchak k=1{0,1,1} va n, =

{zy(x;,v:), 2 (x;,y;), —1} vektorlar orasidagi burchak bo‘ladi va demak
kn; 1

E n; - l I

digd \/1 + 25 (oo v + 257 (0, 31)

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikni (13.42) tenglikka go‘llasak

cosy; =

AT; = \/1 + z,’cz(xi,yl-) + ZJ’,Z(xl-,yi)ADl- (13.43)

tenglik hosil bo‘ladi.

(13.41) tenglikni inobatga olgan holda (13.43) formulani (13.39) formulaning
0‘ng tomoniga qo‘yamiz, z; ni esa z(x;, y;) bilan almashtiramiz. S; gismiy sirtlarning
eng katta d diametri nolga intilganda D; sohalarning ham diametrlari nolga intilishi
ravshan. Shuning uchun bu almashtirishlardan song eng katta d diametrni nolga
intiltirsak o sirt bo‘yicha sirt integralini bu sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi
bo‘yicha ikki o‘Ichavli integral orgali ifodalovchi (13.40) tenglik hosil bo‘ladi.

Bu integrallardan birining mavjudligi ikkinchisining ham mavjudligini keltirib
chigaradi. »
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Agar o sirt y =y(x,z) yoki x = x(y,z) tenglama bilan berilgan bo‘lsa,

(13.40) formula mos ravishda

I ey, 2ds = [f e yCe2)2) (143 + i dudz
o Dy

va

gf(x,y, z)ds = g f(x(y,2),y,2) -\/1 + x§,2 + x,2dydz

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda D; va D, sohalar ¢ sirtning mos ravishda Oxz va Oyz
tekisliklardagi proyeksiyalari.
I-tur sirt integralining xossalari. I-tur sirt integrali quyidagi xossalarga ega:

1. Ozgarmas ko‘paytuvchini integral belgisidan tashgariga chigarish mumkin:

[Jc-f(x,y,2)ds =c- [[ f(x,y,2z)ds (c=const).
o o
2. Ikkita funksiya yig‘indisining sirt integrali bu funksiyalar sirt integrallarining
yig‘indisiga teng:
Ny, 2) +g(xy,2)ds = [[ f(x,y,2)ds + [| g(x,y,2)ds.
o o o

3. Agar o sirt fagat chegaralarida umumiy nuqtalarga ega bo‘ladigan va

o = g, U o0, bo‘ladigan qilib ikkita o, va o, qismlarga ajratilsa,
Il fx,y,2)ds = [[ f(x,y,2)ds + [| f(x,,2)ds
o 01 02

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
4. Agar o sirtda f(x,y,z) < g(x,y, z) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
I fo,y,2)ds < [f g(x,,2)ds
o o
bo‘ladi.
5. [[ ds = S, bu yerda S berilgan o sirtning yuzi.
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6. |If fCx,y,2)ds| < J] If(x,y,2)|ds.
o (22
7. Agar f(x,y, z) funksiya o sirtda uzluksiz bo‘lsa, bu sirtda

.gf(ny'Z)ds =f(xe,Yer2e)* S

tenglikni ganoatlantiruvchi C(x.,y.,z.) nugta mavjud (o‘rta qiymat hagidagi
teorema).

Bu xossalarning isboti bevosita (13.40) tenglikdan va ikki o‘lchovli
integralning xossalaridan kelib chigadi. Shuning uchun biz ularni Kkeltirib

o‘tirmaymiz.

13.12-Misol. [f /1 + 4x2 + 4y2ds integralni hisoblang, bu yerda o —sirt z =1 —
o

x? — y? aylanma paraboloidning z = 0 tekislik bilan kesib olingan gismi (13.15-

rasm).
VA [

» z=1-—x%2-—y% tenglama bilan
berilgan o sirt Oxy tekislikka x? + y2 = 1
aylana bilan chegaralangan D sohaga

proyeksiyalanadi (paraboloid tenglamasida

z = 0 deb olinsa aylana tenglamasi hosil

bo‘ladi). Demak D soha x?+7y?<1

doiradan iborat ekan.

13.15-rasm
Bu doiradaz = 1 —x* —y? funksiya va uning z, = —2x, z;, = —2y hosilalari

uzluksiz. Shuning uchun (13.40) formulani qo‘llash mumkin:

JIJ1+4x2 + 4y2ds = [[ \J1 + 4x2 + 4y2/1 + 4x2 + 4y2dxdy =
o D
= [ (1 + 4x? + 4y?)dxdy.
D

So‘ngi integralda x = r cos ¢, y = r sin ¢ deb qutb koordinatalariga o‘tamiz:
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2T 1

IJ (1 + 4x? + 4y?)dxdy = [de[1 + 4r¥)rdr =
D 0 0

T‘Z
(?*”)

Agar o sirt nuqgtalarida biror massa u = u(P) = 0 sirt zichligi bilan tagsimlangan

2T 1

=J

3271'
dp== [dp =31 <
0 20

0

bolsa, [[ u(P)ds integralni bu sirtning m massasi deb talgin gilish mumkin.

13.13-Misol. Radiusi R ga teng bo‘lgan yarim sferaning M(x,y, z) nuqtadagi sirt
zichligi u(M) = /x? + y2 tenglik bilan aniglansa, sirtning m massasini toping.
»13.16-rasmda radiusi R ga teng bo‘lgan

z = /R? — x% — y2 yarim sfera tasvirlangan. Bu
yarim sferaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi

D:x? + y? <R? doiradan iborat bo‘ladi.

Sirtning massasini  (13.40) formulaga ko‘ra

hisoblaymiz. Dastlab z;, va z;, hosilalarni topsak: 13.16-rasm
1 X 1 X
Zx__\/Rz_xz_yz’ Zx__\/Rz_xz_yz

bo‘ladi. Bu hosilalarni (13.40) formulaga qo‘yib m massani topamiz:

X2 y2
m=£f,u(P)ds=dex2+y2\/1+R2_ > dxdy =

+
x2_y2 RZ_xZ_y

So‘ngi integralda qutb koordinatalariga o‘tamiz:

/x2 + y2 21T R r 2T R rzdr
]

dxdy = [ dof " rar = Tdp- | 2~
D JRZ — (x2 + y?2) 0 0

R* —r2 0 0y R? —r2
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/2 R?sin®tRcost
=2 [ dt =
0 \/R2 — R%sin’t

_|r=Rsint,dr = Rcostdt
Cr=0t=0,r=Rt=m/2

m/2 ™/21 — cos 2t t sin2e\|™? w?R?
= 2mR? in’tdt =2nR?* [ ————dt =2 2(—— ) =
T {sm T { > mR? (S 7). 5
Demak,
m2R?%? m2R3
=R- = <4
m 2 2

13.10. Ikkinchi tur sirt integrali

Bir tomonli va ikki tomonli sirtlar. Sirtning tomoni degan muhim tushunchani
kiritamiz. Ba’zi hollarda bu tushunchani oson tasavvur qilish mumkin. Agar sirt
z = f(x,y) ko‘rinishdagi tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning yugori va quyi gismi
hagida gapirish mumkin. Yopiq sirt fazoda biror sohani chegaralab turadi va bu holda
sirtning sohaga garagan ichki gismi va tashqgariga garagan tashqi gismi bo‘ladi.

Ana shu intuitiv tasavvurlar asosida bir tomonli va ikki tomonli sirtlarga ta’rif
beramiz.

A

L bo‘lakli  sillig  kontur  bilan

chegaralangan silliq o sirtni garaymiz.
Demak sirning ixtiyoriy nugtasida urinma

tekislik mavjud va u urinish nuqgtasi bilan

birga uzluksiz o‘zgaradi (13.17-rasm). 13.17-rasm

Sirtda birorta M, nugta olamiz va bu nugta orgali @ normal o‘tkazamiz, bunda
normal uchun ikkita yo‘nalishdan biri tanlanadi (ular bir-biridan yo‘naltiruvchi
kosinuslarining ishorasi bilan farglanadi). Sirt bo‘ylab M, nugtadan o‘tuvchi va L sirt
chegarasi bilan kesishmaydigan uzluksiz L, yopiq kontur o‘tkazamiz. Boshlang‘ich
holati M, nuqgta bo‘ladigan M nuqtani L, yopiq kontur bo‘ylab uzluksiz
harakatlantiramiz. Bunda M nuqgtada o‘tkazilgan normal ham o‘z holatini uzluksiz
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o‘zgartiradi. M nugta o‘zining M, boshlang‘ich holatga gqaytganda ikki hol yuz berishi
mumkin: yoki normal o‘zining boshlang‘ich holatdagi yo‘nalishiga gaytadi, yoki
normal boshlang‘ich holatga garama-qarshi yo‘nalishga gaytadi.
13.4-Ta’rif. Agar sillig o sirtda yotuvchi M, nugta orgali o‘tuvchi, sirt chegarasi bilan
kesishmaydigan ixtiyoriy yopiq kontur bo‘ylab M nuqta M, boshlang‘ich holatdan
chigib yana shu M, boshlang‘ich holatga gaytganda birlik normal vektor o°z
yo‘nalishini o‘zgartirmasa, sirt ikki tomonli yoki oriyentirlangan sirt deb ataladi.
13.5-Ta’rif. Agar sillig o sirtda yotuvchi M, nugta orqgali o‘tuvchi sirt chegarasi bilan
kesishmaydigan birorta yopiq kontur bo‘ylab M nuqta M, boshlang‘ich holatdan
chigib yana shu M, boshlang‘ich holatga gaytganda birlik normal vektor yo‘nalishi
garama-garshi tomonga o‘zgarsa, sirt bir tomonli yoki oriyentirlanmagan sirt deb
ataladi.

Ikki tomonli sirtga misol sifatida tekislikni, ellipsoidni, umuman olganda
z = f(x,y) tenglama bilan berilgan ixtiyoriy sirtni keltirish mumkin, bu yerda

f(x,¥), fx, fy, funksiyalar tekislikning biror D sohasida uzluksiz funksiyalardir.

Bir tomonli sirtga Myobius lentasi deb ataluvchi sirtni misol keltirish mumkin.
Bu sirt ABCD to‘gri to‘rtburchak shakldagi lentani A nugta C nugta bilan, B nugta esa

D nugta bilan ustma-ust tushadigan qilib yelimlash orgali hosil gilinadi (13.18-rasm).
B D

13.18-rasm

Shunday qilib, ikki tomonli sirtda uzluksiz birlik normal vektorni ikki usul
bilan tanlash mumkin ekan. Har bir nuqtada birlik normal vektorni uzluksiz
o‘zgaradigan qilib tanlash orqali, sirtning tomonini aniglagan bo‘lamiz.
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Ikkinchi tur sirt integrali. z = z(x, y) tenglama bilan berilgan o ikki tomonli sillig
sirtda R(x, y, z) funksiya aniglangan bo‘lsin. Sirtning ikki tomonidan birini, ya’ni sirt
nuqtalaridagi normal yo‘nalishlarining birini tanlaymiz. Agar normal Oz o‘qi bilan
o‘tkir burchak tashkil gilsa, sirtning yuqori gismi, o‘tmas burchak tashkil gilsa,
sirtning quyi tomoni tanlangan deyiladi. o sirtning tanlangan tomonini n ta
01, 0,, ...,0, €lementar sohalarga ajratamiz. o; qismiy sirtning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasini D; orgali belgilaymiz. Har bir g; qismiy sirtda ixtiyoriy ravishda

M;(x;, yi, z;) nugtani tanlaymiz va
n
'ZlR(xi,yl., Zi)ASi (1344)
1=

yig‘indini tuzamiz, bu yerda As; yuqorida zikr etilgan D; sohaning yuzi bo‘lib, agar
sirtning yuqori tomoni tanlangan bo‘lsa u “plyus” ishora bilan, quyi qismi tanlangan
bo‘lsa “minus” ishora bilan olinadi. (13.44) yig‘indi R(x,y,z) funksiyaning o sirt
bo‘yicha integral yig ‘indisi deb ataladi.

o; elementar sohalar d; diametrlarining eng kattasini A orgali belgilaymiz:

A = maxd;.
1<isn

13.6-Ta’rif. Agar A eng katta diametr nolga intilganda (13.44) integral yig‘indi chekli
limitga intilsa va bu limit o sirtning o; gismlarga bo‘lish usuliga va bu gismlardagi
nugtalarning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmasa, u R(x, y, z) funksiyaning o sirt tanlangan

tomoni bo‘yicha Il-tur sirt integrali deb ataladi va
I = [ R(M)dxdy = [[ R(x,y,z)dxdy
o o

orgali belgilanadi. Bu holda R(x, y, z) funksiya x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha o sirt
bo‘yicha integrallanuvchi deyiladi.

Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra:

n
If R(x,y,z)dxdy = /llirré ¥ R(x;, v, z;)As; (13.45)
o ~Vi=1
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o sirt tanlangan tomoni bo‘yicha P(x, y, z) funksiyaning y va z o‘zgaruvchilar
bo‘yicha
If P(x,y,2)dydz
o

va Q(x,y, z) funksiyaning z va x o‘zgaruvchilar bo‘yicha

f f Q(x,y,z)dzdx

[1-tur sirt integrallari xuddi shu singari aniglanadi.
[f P(x,y,2)dydz + [[ Q(x,y,2z)dzdx + [[ R(x,y,z)dxdy  (13.46)
o o o

yig‘indi umumlashgan Il tur sirt integrali deb ataladi va

If P(x,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(x,y, z)dxdy (13.47)

o
orgali belgilanadi.
Ikkinchi tur sirt integralining xossalari. Il-tur sirt integralining xossalarini
funksiyaga mos keluvchi hadi misolida garab chigamiz.

1) Sirt tomoni o‘zgarganda integral o‘z ishorasini o‘gartiradi.

2) O‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisidan tashgariga chigarish mumkin:

[f c-R(x,y,2)dxdy = c- [[ R(x,y,z)dxdy (c=const).

g g

3) Ikkita integrallanuvchi funksiya yig‘indisining Il-tur sirt integrali bu

funksiyalar mos integrallarining yig‘indisiga teng:
ff [Rl(x,y,z) + RZ(X,y,Z)]dXdy = ff Rl(xry'z)dXdy + ff RZ(nyJZ)dxdy
g (22 o

4) Agar o sirt umumiy ichki nugtalarga ega bo‘lmagan va o =0, U o,
bo‘ladigan qilib ikkita o; va g, gismlarga ajratilgan bo‘lsa,
[J R(x,y,z2)dxdy = [[ R(x,y,2)dxdy + [[ R(x,y,z)dxdy
02

o g1
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kabi bo‘ladi.
5) 0z o‘giga parallel bo‘lgan ixtiyoriy o silindrik sirt bo‘yicha Il-tur sirt
integrali nolga teng:
If R(x,y,z)dxdy = 0.

Ikkinchi tur sirt integralini hisoblash. Il-tur sirt integralini hisoblash ikki o‘Ichovli
integralni hisoblashga keltiriladi.

R(x,y,z) funksiya z = z(x, y) tenglama bilan berilgan ¢ silliq sirtning barcha
nuqtalarida uzluksiz, bu yerda z(x,y) berilgan o sirtning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasi bo‘lgan D,,, sohada uzluksiz funksiya.

o sirtning nuqgtalaridagi normallar Oz o‘q bilan o‘tkir burchak tashkil giladigan
tomonini olamiz. U holda As; > 0 (i = 1,2, ...,n) bo‘ladi.

z; = z(x;,y;) bo‘lganligi uchun (13.44) yig‘indi
X R(x,y,z)As; = ¥ R(x,y,2(x;,y,))As; (13.48)
i=1 i=1

ko‘rinishni oladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi uzluksiz R(x,y, z(x,y))
funksiya uchun D soha bo‘yicha integral yig‘indi bo‘ladi. (13.48) tenglikda o;

elementar sohalar d; diametrlarining A eng kattasi nolga intilganda limitga o‘tsak,

I R(x,y,2)dxdy = [[ R(x,y,z(x,y))dxdy (13.49)
o D

Xy

x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha Il-tur sirt integralini ikki o‘lchovli integral orgali
ifodalovchi formulani hosil qilamiz. Agar sirtning ikkinchi tomonini, ya’ni quyi

tomoni tanlansa ikki o‘Ichovli integral “minus” ishora bilan olinadi. Shuning uchun

ff R(x,y,z)dxdy = + ff R(x,y,z(x,y))dxdy (13.50)

xy
Xuddi shu singari,
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I[ P(x,y,2)dydz = + [[ P(x(y,2),y, z)dydz, (13.51)

yz

f Q(x,y,2)dzdx = + [[ Q(x, y(x, 2), z)dzdx, (13.52)
o Dz

tengliklarni yozish mumkin, bu yerda D,,, va D,, sohalar o sirtning mos ravishda Oyz
va Oxz tekisliklardagi proyeksiyalari.

(13.51) formulada o sirt x = x(y,z), (13.52) formulada esa y = y(x,z)
tenglama bilan berilgan. Integrallar oldidagi ishoralar bu yerda ham o sirt tomonining
tanlanishiga garab qo‘yiladi ((13.50) formuladagi singari sirt normali Ox (Oy) o°qQ
bilan o‘tkir burchak tashkil qgilsa “plyus”, o‘tmas burchak tashkil gilsa “minus” ishora
qo‘yiladi).

(13.47) umulashgan Il-tur sirt integralini hisoblash uchun o sirtni uchala
koordinata tekisliklariga proyeksiyalab, (13.50)-(13.52) formulalar yordamida
hisoblanadi:

ff P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy =
o

=+ [[ P(x(y,2),y,2z)dydz +
D

yz

+ J] Q(x,y(x,2), z)dzdx £ [[ R(x,y, z(x,y))dxdy
D D

zx xy

Agar o yopiq sirt bo‘lsa, sirtning tashgi tomoni bo‘yicha lI-tur sirt integrali ¢

ag

orgali, ichki tomoni boyicha esa § orqali belgilanadi.

il

13.14-Misol. [[ 2xdydz — 2zdzdx + xydxdy integralni hisoblang, bu yerda o sirt
o

2x + 2y — z = 4 tekislikning V oktantdagi bo‘lagining yuqori gismi.

» 13.19-rasmda tekislikning berilgan gismi tasvirlangan. Bu tekislikning normali

vektordan iborat bo‘ladi va uning yo‘naltiruvchi kosinuslari
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cosa = 2 =E>O,cos,8=z>0,
J22+224+ (=12 3 3
1
cosy = —§<0

kabi bo‘ladi. Demak tekislik ko‘rsatilgan tomonining

normali Ox va Oy o‘qlar bilan o‘tkir, Oz o‘q bilan esa
o‘tmas burchak tashkil giladi. Shuning uchun (13.51) va
(13.52) formulalardagi ikki o‘Ichovli integral oldiga “plyus”, (13.50) formulada esa

13.19-rasm

“minus” ishora qo‘yamiz. Tekislik garalayotgan gismining tekisliklardagi

proyeksiyalari 13.20-rasmlarda tasvirlangan:

ZA x
. % yn
0 5 Y
_4 5 B : ;
i) ~4
13.20-rasm

Endi har bir integralni alohida-alohida hisoblaymiz:

2 2y—4

L :ff 2xdydz = ff (4 -2y +z)dydz = fdyf (4—-2y+2z)dz =
o D 0 0

yz

2y—4 2
= 16;

0

3 ’ 2 1 3
dy =§f(4—2y) dy = =7 (4-2y)
0 0

= fz [((4 —-2y)z + %zz>

2 2x—4 2
L = [[ —2zdzdx = [[(—22)dzdx = —[ dx [ 2zdz = —[ [2%|3* *]dx =
o Dy o 0 0

32

2
1
= [ (@x—)dx = —-(2x -] = -
0 6 0 3

2 2—X 2 2—x

1
Is = [ xydxdy = [[ xydxdy = [ dx | xydy =] [— xy?
pe D 0 0 o |2

Xy

= -

0
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2

21 12 1 4 1 4
= { Ex(Z—x)de=E£(4x—4x2 + x3)dx =E<2x2 —§x3 +Zx4> . =3
Shunday qilib,
I=L+IL+1; =16 32+4-—62 <

13.15-Misol. [[ (y? + z?)dxdy integralni hisoblang, bu yerda o sirt z = V1 — x2
g

sirtning y = 0 va y = 1 tekisliklar bilan ajratilgan gismining yuqori tomoni (13.21-
rasm).
» Mazkur sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi

0<y<1, -1<x<1 tengsizliklar bilan
aniglangan to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat. U holda

berilgan integralni (13.50) formulaga ko‘ra

hisoblaymiz:

II % + z%)dxdy =

1
'x/ 13.21-rasm
1 1
= [ * + W1 - x®)*dxdy = [dx[(y* +1—x*)dy =
Dyy -1 0

1 3
= (y—+y—x2y>
\3

13.16-Misol. ¢p xdydz + ydzdx + zdxdy integralni hisoblang, bu yerda ¢ sirt
(2

1

1 1
4 4 X3
= —_—— 2 = —_——
dx _f1(3 g )dx <3 3)

0 -1

=2. 4

x% + y? + z% = 1 sferaning tashgi tomoni.
» Integrallash sirtining uchala koordinata o°glariga va tekisliklariga nisbatan

simmetrikligi tufayli va integral ostidagi ifodaning ko‘rinishidan kelib chiqib

¢ xdydz + ydzdx + zdxdy = 3¢p zdxdy
(o2 g

deb olishimiz mumkin. Shuning uchun bitta integralni hisoblash bilan

chegaralanamiz. Songi integralni ikkita yarim sharlarning tashqi tomonlari
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¢ zdxdy = [[ zdxdy + [[ zdxdy

o o1 )

(01:z = /1 —x2 —yZyuqori vag,:z = —/1 — x2 — y2 quyi yarim shar) bo‘yicha
integrallar yig‘indisi shaklida ifodalash mumkin. Yugori yarim sharning tashqi
tomoni uchun cosy > 0 va demak, (13.50) formulada “plyus” ishora olinadi. Quyi
yarim shar uchun cosy < 0 va demak, (13.50) formulada “minus” ishora olinadi,
quyi yarim shar tenglamasidagi “minus” ishoraning hisobiga quyi yarim shar boyicha
integral yugori yarim shar bo‘yicha integral bilan ham giymati ham ishorasi boyicha

tenglashadi. Shuning uchun [f zdxdy = 2[[ zdxdy bo‘ladi, bu yerda integrallash
o 0,

yugori yarim sharning tashqgi tomoni bo‘yicha olinmaoqda. Yarim sharning Oxy
tekislikdagi proyeksiyasi D,, = {(x,y):x? 4+ y* < 1} doiradan iborat bo‘ladi. U
holda

J[ zdxdy = [[ 1 —x2 — y2dxdy
o D

xy
Ikki o‘Ichovli integralda qutb koordinatalariga o‘tsak,
1

21 1 21 (1_7,2)3/2
fo\/l—xz—yzdxdyz{)d¢£\/1—r2-rdr={) ——— | |de =
xy 0

127 2
—§J(; d(p—gﬂ.

Demak,

4
371.

2
g;ﬁzdxdy=2-§n=

o

Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasidagi bog‘liglik. 11-tur sirt integralini
boshga usul bilan ham keltirib chigarish mumkin, anigrog‘i, integral ostida maxsus
ifodalar turgan I-tur sirt integralidan hosil gilinadi. Orieyentirlangan o sirtning
ixtiyoriy nugtasidagi normalning yo‘naltiruvchi kosinuslarini cos «, cos 8 va cosy

orgali belgilaymiz. U holda As; = cosy; AS; taqribiy tenglikni yozish mumkin, bu
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yerda As; yuza o;gismiy sirtining yuzi, AS; esa ag;qismiy sirtining Oxy tekislikdagi D;
proyeksiyasining yuzi, y; burchak o sirtga biror M; € g; nugtada o‘tkazilgan normal

bilan 0z o°q tashkil gilgan burchak. Shuning uchun bu tagribiy tenglik o‘rniga
dxdy = cosy - ds (13.53)
tenglikni yozish mumkin. Xuddi shu singari

dxdz = cosf3 -+ ds, dydz = cosa - ds (13.54)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
(13.53), (13.54) formulalarni I1-tur sirt integraliga qo‘llaymiz, natijada:
1) R(x,y, z) funksiyaning Oxy tekislik bo‘yicha Il-tur sirt integrali I-tur sirt

integrali orgali quyidagi formula yordamida ifodalanadi:
[f R(x,y,z)dxdy = [[ R(x,y,z) cosy ds (13.55)
o o

2) Q(x,y,z) funksiyaning Oxz tekislik bo‘yicha Il-tur sirt integrali I-tur sirt

integrali orgali quyidagi formula yordamida ifodalanadi:
If Q(x,y,2)dzdx = [[ Q(x,y,2z) cosB ds (13.56)
(2 (22

3) P(x,y,z) funksiyaning Oyz tekislik bo‘yicha Il-tur sirt integrali I-tur sirt

integrali orgali quyidagi formula yordamida ifodalanadi:

If P(x,y,2)dydz = [[ P(x,y,2) cosads (13.57)

g g

(13.55)-(13.57) formulalarni hadma-had qo‘shib sirtning tanlangan tomoni

bo‘yicha Il-tur sirt integralini I-tur sirt integrali bo‘yicha ifodalovchi

[J Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = [[ (Pcosa + Q cosf + R cosy)ds (13.58)

g g

formulani hosil gilamiz.
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13.17-Misol. [[ zcosy ds integralni hisoblang, bu yerda o sirt x? + y? +z2 =1
o

sferaning Oxy tekislikdan yugorida joylashgan gismining tashqi tomoni, y esa o sirt
normalining Oz o‘qi bilan tashkil gilgan o‘tkir burchagi (13.22-rasm).
» Sirt integrallarini bog‘lovchi (13.53) formulaga

ko‘ra,

[[ zcosyds = [[ zdxdy

o o

bo‘ladi. o sirtning Oxy tekislikdagi D,

L T T R
R R i I R T I
A I R R

proyeksiyasi Dy, = {(x,y):x? 4+ y* < 1} doiradan Dy, “=oiiiiis
iborat. Shuning uchun (13.50) formulaga ko‘ra, 13.22-rasm

J[ zdxdy = [[ 1 —x2 — y2dxdy
o D

Xy

tenglikka ega bo‘lamiz. O‘ng tomondagi ikki o‘lchovli integralda qutb

koordinatalariga o‘tamiz:

m 1 21 1 — r2)3/2
ﬂ\/l_xz—yzdxdy=fd(pfw/l—rz-rdrzf _( %)
0 0 0

Dyy 3

1

do =

0

127‘[

2
3f0d‘p 3"

Ikkinchi tur sirt integralining fizik ma’nosi. Bir birlik vagt mobaynida berilgan o
sirt orgali sizib o‘tadigan suyuqlik miqdorini (ba’zan bu holda o sirt orgali suyuglik
sarfi ham deb wyuritiladi) topish masalasini garaymiz. Suyuqlikning zichligi
o‘zgarmas, suyuglik sirt orqgali sizib o‘ta oladi va suyuqlikning oqishi barqaror, ya’ni
M nuqtadagi tezlik vektori v(M) vaqt bo‘yicha o‘zgarmas deb faraz gilamiz.

Agar o sirt yuzi S ga teng bo‘lgan tekislik gismi, 7(M) vektor esa bu tekislikka
perpendikulyar bo‘lsa, u holda bir birlik vagt mobaynida o sirt orgali sizib o‘tgan
suyuglik hajmi V = |¥|S ga teng bo‘ladi. Agar v(M) vektor tekislik normali bilan ¢

burchak tashkil qilsa, V = |v|Scos¢ bo‘ladi. Tekislik normali vektorining
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yo‘nalishiga garab suyuqglik sarfi musbat, manfiy, xususiy holda nol ham bo‘lishi
ravshan.

o sillig sirt va uning ixtiyoriy M(x,y,z) € ¢ nugtasida v(M) = v(x,y, 2)
vektor funksiya yordamida tezlik vektori aniglangan bo‘lsin. o sirtni yuzlari As; va
diametrlari d; (i = 1,2, ...,n) bo‘lgan n ta a4, 05, ..., g,, qismlarga bo‘lamiz va har bir
gismiy sirtda ixtiyoriy M;(x;,y;,z;) nugtani tanlaymiz. d; diametrlarning kichik
giymatlarida o; qismiy sirtni uning o sirtga M; nugtada o‘tkazilgan urinma
tekislikdagi proyeksiyasi bilan almashtirish mumkinligi ravshan. Bundan tashqari
qismiy sirtda suyuglik tezligi vektorini o‘zgarmas va v(M;) ga teng deb faraz gilamiz.
Bu gilingan farazlarda sirtga M; nugtada o‘tkazilgan normalning 7(M;) birlik vektori

yo‘nalishida o; qismiy sirt orgali suyuqlik sarfining umumiy hajmi tagriban
Vi = [¥(M;)| cos ¢, As;
giymatga teng bo‘ladi, bu yerda ¢; suyuqglik tezligi v(M;) vektori bilan, 7(M;) birlik
vektori orasidagi burchak. Butun sirt orgali suyuglik sarfining umumiy hajmi
n
V= Y |v(M;)|cos @; As; (13.59)
i=1

yig‘indi qiymatiga tagriban teng bo‘ladi.
o sirtni g; qismiy sirtlarga bo‘lishlarda ularning o‘lchamlari ganchalik kichik

bo‘lsa, so‘ngi tenglikdagi xatolik shunchalik kichik bo‘lishi ravshan. Shuning uchun,

n
V= %irr& Y |[B(M;)| cos @, As; (13.60)
~0i=1

deb olish mumkin, bu yerda 4 = maxd,;.
1<i<n

cosa(M;), cosB(M;), cosy(M;) birlik 7(M;) vektorning yo‘naltiruvchi

kosinuslari bo‘lsin, ya’ni
#(M;) = cos a(M;) T+ cos B(M;)] + cosy(M;) k
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va P(M),Q(M),R(M) lar esa v(M) suyuqlik tezligi vektorining koordinatalari bo‘lsin:

B(M) = P(M)T + Q(M)] + R(M)k (13.61)
U holda:

|U(M;)| cos ; = v(M;)n(M;) = P(M;) cos a(M;) +
+Q(M;) cos B(M;) + R(M;) cosy(M;), M; € o;.

Bu tenglikni (13.60) tenglikka qo‘ysak, I-tur sirt integralining ta’rifiga ko‘ra

V = lim %, (P(M) cos a(My) + Q(My) cos B(M;) + R(My) cos y (M)A, =

= [[ (P(M) cos a(M) + Q(M) cos B(M) + R(M) cosy(M))ds

tenglikni hosil gilamiz. Shuning uchun (13.58) formulani inobatga olsak, o sirt orgali
(13.61) ko‘rinishdagi tezlik vektoriga ega bo‘lgan suyuglik ogimining vaqgt birligidagi

umumiy hajmi

V = [[ P(x,y,2)dydz + Q(x,v,z)dzdx + R(x,y, z)dxdy (13.62)
o

I1-tur sirt integrali bilan hisoblanadi.

13.18-Misol. x + 2y + z = 2 tekislikning birinchi oktantdagi qismi bo‘ylab ¥ = —xT +
2yj’+ zk tezlik vektoriga ega bo‘lgan suyuqlik oqimining vaqt birligida oqib o‘tgan
suyuqlik hajmini toping (tekislik normali Oz o‘q bialn o‘tkir burchak tashkil giladi).

» Sirtning Oxy, Oyz va Ozx tekisliklardagi proyeksiyalari mos ravishda D,, =
{(6y):0<x £20<y<(2-x)/2},D), ={(,2):0<y<1,0=<z<2-2y},
D,, ={(x,z): 0<x<20<2z<2-—x} uchburchaklardan iborat bo‘ladi (13.23-
rasm). Oqib o‘tgan suyqglik hajmini (13.62) formulaga ko‘ra hisoblaymiz. Bu yerda
P(x,y,z)=—x, Q(x,y,z) =2y , R(x,y,z) =z bo‘ladi. (13.62) integral uchta

integralning yig‘indisidan iborat va ularni alohida-alohida hisoblaymiz:
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I = [[ —xdydz = [[ 2y +z—2)dydz
g D

vz
1 2-2y

=fdyf QRy+z—-2)dz =
0 0

2-2y
1 ZZ
=£ ((2y—2)z+?> dy =
0
13.23-rasm
1
o @y-22, @y-2° 2
- (-2 ey = 22 L
0 2 12 0 3

2 2—x
L =[f2ydzdx = [[ 2—x—2)dzdx = [dx [ (2—x—2)dz=
o D 0 0

zZX

2—x 2
2 z*? 2 (2—x)? (2—x)3 4
{ ((2 X)Z > ) dx { > X ¢ 3
0 0
2 (2-x)/2

13=£fzdxdy=fo(2—x—2y)dxdy=£dx [ @-x-2y)dy=

y 0
2

2 2 /9 N2 3
~ [ [(@ =0y -y?)| ] ax = B g - 220

2
0 0 4 12 3

0

Bu integrallarni qo‘shib, vaqt birligida sirt orgali ogib o‘tgan suyuqlik hajmini

topamiz:

V=11+12+I3=_ + =+

wl N
Wl
wl N
I
Wl
A

13.11. Ostrogradskiy-Gauss formulasi

Yopiq sirt bo‘yicha Il-tur sirt integrali bilan bu sirt chegaralagan hajm boyicha

olingan uch o‘lchovli integral orasidagi bog‘liglikni quyidagi teorema o‘rnatadi:
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13.6-Teorema. Agar P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y, z) funksiyalar va ularning xususiy

hosilalari biror fazoviy V sohada uzluksiz bo‘lsa, quyidagi formula o‘rinli

aP 0 OR
fff ( —S + 6_> dxdydz = gﬁﬁ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy  (13.63)

bu yerda o fazoviy V sohaning chegarasi va integrallash o sirtning tashgi tomoni
bo‘yicha olinadi.
(13.63) formula Ostrogradskiy-Gauss formulasi deb ataladi.

« V soha quyidan z = z, (x, y) tenglama bilan aniglanadigan o; sirt bilan, yugoridan
esa tenglamasi z = z,(x,y) bo‘lgan o, sirt bilan, yon tomondan yasovchilari Oz
o‘qga parallel bo‘lgan o5 sirt bilan chegaralangan bo‘lsin, bu yerda z;(x,y) va
z,(x,y) funksiyalar V sohaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi bo‘lgan D,, sohada
uzluksiz va uning nuqtalarida z; (x, y) < z,(x,y) deb faraz gilamiz (13.24-rasm).

R(x, vy, z) funksiyaga mos keluvchi uch Z]

o‘lchovli integralni garaymiz:

Z2(%y) OR
fff —dxdydz = ff dxdy [ —dz=
Dxy z1(x,y) 0z
= ff R(x,y,2,(x,y))dxdy — 0 ;

xy

— ff R(x,y,2(x,y))dxdy.

xy

o o _ 13.24-rasm
O°‘ng tomondagi ikki o‘lchovli integrallarni (13.50) formulalarga ko‘ra o; va o,

sirtlar bo‘yicha Il-tur sirt integrallari bilan almashtiramiz (o; sirt normali Ox o‘q

bilan o‘tmas burchak tashkil gilganlini sababli “minus” ishora olamiz). Natijada

fff —dxdydz = [[ Rdxdy + [[ Rdxdy

02 01

tenglikka ega bo‘lamiz.

I1-sirt integrallarining 5) xossasiga ko‘ra o3 sirtning tashqgi tomoni bo‘yicha
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olingan [f Rdxdy integral nolga teng. Shuning uchun uni so‘ngi tenglikning o‘ng

03

tomoniga go‘shib

OR
1 dedydz = [[ Rdxdy + [[ Rdxdy + [[ Rdxdy
4

02 o1 03

tenglikni yozish mumkin. o = o7 U 0, U g5 ekanligidan

R
] = dxdydz = € Rdxdy (13.64)
174 62 o
kelib chigadi.
aQ
Jlf == dxdydz = ¢ Qdxdz (13.65)
v 0y -
oP
[ff =~ dxdydz = §§ Pdydz (13.66)
14 ox o

tengliklar ham xuddi shu singari isbotlanadi.
(13.64), (13.65) va (13.66) formulalarni hadma-had qo‘shib (13.63)
Ostrogradskiy-Gauss formulasini hosil gilamiz. »

13.19-Misol. ¢ xdydz + 2ydzdx + 3zdxdy integralni hisoblang, bu yerda o sirt
o

x+y+z=2,x=0,y=0, z=0 tekisliklar bilan chegaralangan piramidaning
tashqi tomoni.

» Ostrogradskiy-Gauss formulasiga ko‘ra:
¢ xdydz + 2ydzdx + 3zdxdy = [[[ (1 + 2 + 3)dxdydz = 6[[ dxdydz =
o %4 %4

2 2-x 2=x-y 2 2—x 2 2—x

=6fdx[ dy [ dz=6[dx[ [z187 7 |dy=6[dx[ 2—-x—y)dy=
0 0 0 0 0 0 0

—6f ((Z—x)y—y?> >=8.
0 0

qiymatni hosil qildik. <

o 21 (2 — x)3
dx =6 = (2 —x)%dx =3 -
0 2 3

0
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13.20-Misol. §f x3dydz + y3dzdx + z3dxdy integralni hisoblang, bu yerda o sirt
g

x% + y% + z% = R? sferaning tashqi tomoni.

» Ostrogradskiy-Gauss formulasiga ko‘ra,

¢ x3dydz + y3dzdx + z3dxdy = 3[[[ (x? + y? + z?)dxdydz,
o %4

uch o‘lchovli integralda sferik koordinatalrni Kiritib

2T s

_ R 12mp®
3/[[ (x% + y? + z®)dxdydz = 3 do sin8do[ p*dp =
v 0o 0 0

5

giymatga ega bo‘lamiz. <«
13.12. Stoks formulasi

Stoks formulasi sirt va egri chizigli integrallar o‘rtasida aloga o‘rnatadi.
Ostrogradskiy-Grin, Ostrogradskiy-Gauss formulalari singari Stoks formulasi ham
ko‘p tadbiglarga ega.
13.7-Teorema. Agar P(x,y,z), Q(x,y,z) va R(x,y,z) funksiyalar va ularning
birinchi tartibli xususiy hosilalari oriyentirlangan o sirt nuqgtalarida uzluksiz bo‘lsa,
ff @_S‘Z_I;) dxdy + (3—5—2—3) dydz + (Z—IZJ —g—f) dzdx =

= gfpdx +Qdy + Rdz  (13.67)

tenglik orinli bo‘ladi, bu yerda chap tomondagi Il-tur sirt integralida integrallash o
sirtning yuqori gismi bo‘yicha, L —egri chiziq o sirtning chegarasi va integrallash
musbat yo‘nalishda olib boriladi (ya’ni L egri chizigni aylanib chigish soat strelkasi
harakatiga qarama-garshi yo‘nalishda bo‘ladi).

(13.67) formula Stoks formulasi deb ataladi.
<« o sirt z = z(x,y) tenglama bilan berilgan bo‘lsin, z(x,y), zy(x,y), z;(x,y)

funksiyalar o sirtning
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Oxy tekislikdagi proyeksiyasi bo‘lgan D, sohada

uzluksiz va D,, sohaning chegarasi [ egri chiziq “1

bo‘lsin. Oz o‘giga parallel bo‘lgan har ganday

to‘g‘ri chiziqg o sirtni ko‘pi bilan bitta nugtada . ,

kesib o‘tadi deb faraz gilamiz (13.25- rasm). E E
0

o sirtning yuqori tomonini tanlaymiz. Dastlab , 3’,
¢ P(x,y,z)dx integralni garaymiz. P(x,y,z) ' : ///”"
L ~= l

funksiyaning L egri chizig nuqgtalaridagi giymati 13.25-rasm
P(x,y,z(x,y)) funksiyaning [ egri chiziq nuqgtalaridagi giymatiga teng. Shuning
uchun

¢ P(x,y,z)dx = § P(x,y,2z(x,y))dx.
L z

O°‘ng tomondagi integralga Ostrogradskiy-Grin formulasini qo‘llab

9
§ P(x,y, 206, ))dx = foy (o gy Py y)) dxdy =

(GP 0P 0z

oy "oz 9y

= Jf

Dyy

) dxdy (13.68)

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda integral ostidagi funksiya P(x, y, z) funksiyadan z
o‘rniga z(x,y) qo‘yilgandan song y bo‘yicha xususiy hosila olish orgali hosil
gilingan.

o sirtning yugori tomoni bo‘lganligi uchun (ya’ni cosy > 0), normal
{—z,’c, —Zy, 1} koordinatalarga ega bo‘ladi. Ma’lumki yo‘naltiruvchi kosinuslar mos
koordinatalarga proporsional, shuning uchun

cosfi  —zy ,
= = —Zy.
cosy 1

Bu tenglikni (13.68) tenglikning o‘ng tomoniga qo‘llab
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oP 0P
?P(x,y,z(x,y))dx = — ff (— - COSﬁ) dxdy =

Dy \0y 0z cosy
_ (6P apP ) 1 dxd
= 3 aycosy e cosf cosy xdy

tenglikka ega bo‘lamiz. Agar (13.50), (13.53) va (13.55) formulalarni inobatga olsak

apP op

glffP(x, v, z(x,y))dx = —g <E COSy — =—COs B) ds

tenglik hosil bo‘ladi. O‘ng tomondagi integral I-tur sirt integralidan iborat, unga yana
(13.55) va (13.56) formulalarni qo‘llab,

opP apP
¢ P(x,y,2)dx = —[[ —dxdy + [[ —dzdx (13.69)
L o 0y o 0z
I1-tur egri chizigli integralni 11-tur sirt integrali orgali ifodaladik.

Xuddi shuningdek (13.67) tenglikning o‘ng tomonidagi ¢ Qdy , ¢ Rdz
L L

integrallar uchun

B 2Q 9Q

fQ(x, y,z)dy = — g Zdydz + g aalxaly (13.70)
oR oR

{fR(x, y,z)dz = — g 55 dzdx + g Edydz (13.71)

tengliklarni yozish mumkin. (13.69), (13.70) va (13.71) tengliklarni hadma-had
go‘shib (13.67) Stoks formulasini hosil gilamiz. »

13.21-Misol. ¢ x%y3dx + dy + zdz integralni Stoks formulasi yordamida hisoblang,
L

bu yerda L egri chiziq x? + y? = 1, z = 0 tenglamalar bilan aniglangan aylana, o sirt
x? +y% + y? =1 (z > 0) yarim sferaning yugori gismidan iborat.

» P(x,y,z) = x%y3,Q(x,vy,2z) = 1vaR(x,y,z) = z bo‘lganligi uchun
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9 9P _ .. OR 0Q 0P OR _

—_—— — _x —_—— — —— —

ox 0Jy ’ dy 9z 0z O0x
bo‘ladi. o sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi D,, = {(x,y):x* +y* <1}
doiradan iborat. U holda Stoks formulasiga ko‘ra

¢ x2y3dx + dy + zdz = =3 [[ x?>y?dxdy = -3 [[ x*y?dxdy
L o D

xy
bu yerda Dy, = {(x,y):x*> +y* <1,x 2 0,y = 0} deb doiraning chorak gismini
belgilaymiz va so‘ngi integral ostidagi funksiyaning ko‘rinishidan, hamda integrallash
sohasining koordinata boshi va o‘glariga nisbatan simmetrikligini inobatga olsak

=3 [f x?y?dxdy = —12 [[ x*y?dxdy
b b3

Xy xy
bo‘ladi. Bu yerda qutb koordinatalariga o‘tamiz:

/2 1
—12 [[ x?*y?dxdy = =12 [ de[ r?cos? ¢ r?sin? @ rdr =
D 0 0

Xy

/2 1 /2 611

T
=—12 cos?@sin?pde[ r®dr == =3[ sin?2¢pdep-—| = —=. <«
0 0 0 6 0 8

Nazorat savollari

1. x =x(t),y =y(t),a <t <[ parametrik tenglama bilan berilgan L egri chiziq
ganday shart bajarilganda silliq egri chiziq deb ataladi?

2. |-tur egri chiziqli integralga ta’rif bering.

3. Qanday shart bajarilganda f(x, y) funksiyaning L egri chiziq bo‘yicha I-tur egri
chizigli integrali mavjud bo‘ladi?

4. |-tur egri chizigli integralning xossalarini sanab o‘ting.

5. L egri chizig x = x(t),y = y(t),a < t < [ parametrik tenglama bilan berilgan
bo‘lsa, f(x,y) funksiyaning L egri chizig boyicha I-tur egri chizigli integralini
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hisoblash formulasini keltiring.

6. L egri chizig y =y(x),a <x <b tenglama bilan berilgan bo‘lsa, f(x,y)
funksiyaning L egri chizig bo‘yicha I-tur egri chizigli integralini hisoblash formulasini
keltiring.

7. ll-tur egri chiziqli integralga ta’rif bering.

8. l1-tur egri chizigli integral mavjudligi hagidagi teoremani bayon qgiling.

9. I-tur egri chizigli integralning xossalarini bayon giling.

10. Ostrogradskiy-Grin formulasini yozing.

11. H-tur egri chizigli integralning integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmaslik shartini
keltiring.

12. Qanday sirtlarga sillig sirt deb ataladi?

13. I-tur sirt integraliga ta’rif bering.

14. Qanday shart bajarilganda I-tur sirt integrali mavjud bo‘ladi?

15. I-tur sirt integralini xossalarini bayon qgiling.

16. Qanday sirtlarga oriyentirlangan sirtlar deb ataladi?

17. Bir tomonli sirtga misol keltiring.

18. ll-tur sirt integralining ta’rifini bayon qiling.

19. I1-tur sirt integralining xossalarini sanab o‘ting.

20. 11-tur sirt integralini hisoblash usulini keltiring.

21. Ostrogradskiy-Gauss formulasini yozing.

22. Stoks formulasini yozing.

Mashqlar
Quyidagi I-tur egri chizigli integrallarni hisoblang:
1. [ (2x + y)ds, bu yerda L — chiziq y = 5x to‘g‘ri chizigning 0(0,0) ba A(2,10)
L

nuqtalar orasidagi kesmasi.

/

e ds, buyerdaL — chizig x? + y? = 1 aylananing yugori yarmi.
L
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3. [ /x3yds, bu yerda L —chiziq y = x® giperbolaning 0(0,0) va A(1,1) nugtalarni
L

tutashtiruvchi yoyi.

4.y = x?/2 + 1 egri chizigning P(x, y) nuqtadagi zichligi u(P) = x + 1, x € [0,v/3]
tenglik bilan aniglansa, uning m massasini toping.

5.x =10cos3t,y = 10sin3t,0 < t < /2 astroidaning zichligi u = 1 o‘zgarmas

bo‘lsa, uning massasini va og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

Quyidagi Il-tur egri chizigli integrallarni hisoblang:
6. [ x3dx+3y%zdy —x*ydz , bu yerda AB uchlari A(3,2,1) va 0(0,0,0)
AO
nugtalarda bo‘lgan kesma.
7. [ 6x?ydx + 10xy?dy , bu yerda integrallsh y = x® giperbolaning A(1,1)
AB
nugtadan B(2,8) nugtagacha bo‘lgan yoyi.
8. [ yzdx + xzdy + xydz, bu yerda L egri chiziq x = acost, y = asint, z = ct
L
vint chizig‘ining t parametr 0 dan 2 gacha o‘zgargandagi gismi.
9. ¢ — x2ydx + xy?dy, bu yerda L — markazi koordinatalar boshida va radiusi R
L

bo‘lgan aylana.
1,1)

10. [ (x? +y)dx + (y? + x)dy egri chizigli integral integrallash yo‘liga bog‘liq
(0,0)

emasligiga ishonch hosil gilingandan so‘ng, uni hisoblang.
Quyidagi I-tur sirt integrallarini hisoblang:

ds
11. )
g (1+x+2)?

bu yerda o — sirt x+y+z =1 tekislikning birinchi

oktantda joylashgan gismi.

12. [[ xyzds , bu yerda o — sirt x +y+z =1 tekislikning birinchi oktantda
o

joylashgan gismi.
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13. [ (x + 18y + 24z)ds, bu yerda o —sirt x + 2y + 3z = 1 tekislikning birinchi
g

oktantda joylashgan gismi.

14. [ xds, bu yerda o —sirt x> + y? = 1 silindrning z = 0 va z = 2 tekisliklar bilan
g

ajratilgan gismi.

15. [ z*ds, bu yerda o —sirt x2 + y? + z? = 1 sferaning yuqori yarim gismi.
o

Quyidagi I1-tur sirt integrallarini hisoblang:

16. [[ x?dydz + y*dxdz + z*dxdy, bu yerda o —sirt x? + y? +z2 =1 (y = 0)
o

yarim sferaning tashqi tomoni.

17. [[ xdydz + y?dxdz + z*dxdy, bu yerda o —sirt x? + y?> < R? z € [-H, H]
o

jism sirtining tashqi tomoni.

18. [[ xdydz + ydxdz + xdxdy , bu yerda o — sirt x2/a® + y?/b? + z?/c?* = 1
o

ellipsodning ichki tomoni.

19. [f (xy? + z®)dydz + (yz? + x?)dxdz + (zx? + y?)dxdy , bu yerda o — sirt
(2

x% + y% + z2 = R? (z = 0) yarim sferaning tashqi tomoni.

20. x? 4+ y? = R?,|z| < H silindrning yon sirtining tashgi tomoniga v = xi + yj + zk
tezlik vektoriga ega bo‘lgan suyuglik ogimining vaqt birligida oqib o‘tgan suyuqglik
hajmini toping (tekislik normali Oz o‘q bialn o‘tkir burchak tashkil giladi).
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14-BOB. MAYDONLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI

Fizika, mexanika va matematikaning katta bo’limi bo’lgan maydonlar
nazariyasida skalyar, vektor va tenzor maydonlar o’rganiladi.
Fizika, elektrotexnika, mexanika, matematika va boshga texnik fanlarning

ko’pgina masalalari skalyar va vektor maydonlarni o’rganishga olib keladi.
14.1. Skalyar maydon tushunchasi

Agar fazoning yoki fazo qismining har bir nuqtasida biror migdorning
qiymatlari aniqlangan bo’lsa, mazkur miqdorning maydoni berilgan deyiladi.
Qaralayotgan miqdor skalyar bo’lsa, ya’ni soniy qiymat bilan aniglansa, maydon
skalyar maydon deb ataladi. Misol sifatida gizdirilgan jismning ichki gismidagi
temperaturalar maydonini, biror idishdagi suyuglik bosimi maydonini, biror hajmdagi
gaz zichligi maydonini va shunga o’xshashlarni keltirish mumkin.

Skalyar maydon nugtaning u = u(M) funksiyasi bilan beriladi. Agar fazoda
dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan bo’lsa, bu funksiya M nugtaning x,y, z
koordinatalarining funksiyasiga aylanadi:

u=1u(xy,z). (14.1)

14.1-Misol. u = /1 — x2 — y2 — z2 funksiya radiusi 1 va markazi koordinatalar

boshida bo’lgan sfera bilan chegaralangan nuqtalarda skalyar maydonni aniglaydi.

14.1-Ta’rif. u(M) funksiya o’zgarmas C qiymatni qabul giladigan nuqtalar
to’plamiga maydonning sath sirti deb ataladi. Sath sirtining tenglamasi
u(x,y,z) =C (14.2)
ko’rinishda bo’ladi.
C o’zgarmasga mumkin bo’lgan barcha qiymatlarni berib, sath sirtlari oilasini
hosil gilamiz.
14.2-Misol. Yer atmosferasi zichligi maydonining sath sirtlari markazi yer markazida

bo’lgan konsentrik sferalardan iborat bo’ladi. Sfera radiusi gancha katta bo’lsa, C
264



o’zgarmasning qiymati shuncha kichik bo’lishi ravshan (14.1-rasm).

14.3-Misol. Idishdagi suvning gidrostatik bosimi maydonining sath sirtlari gorizontal
tekisliklardan iborat bo’ladi. Tekislikning chuqurligi qancha katta bo’lsa, C
o’zgarmasning qiymati shuncha katta bo’ladi (14.2-rasm).

14.4-Misol. u = z/(x? + y?) maydonni garaymiz. Uning sath sirtlari
Z —
x2+y?2

ya’ni
z=C(x*+y?)
tenglamaga ega bo’ladi. Ular umumiy Oz aylanish o’qiga ega bo’lgan paraboloidlar

oilasidan iborat. C o’zgarmasning qiymati gancha katta bo’lsa, paraboloid shuncha
“tik” bo’adi (14.3-rasm).

14.1-rasm 14.2-rasm 14.3-rasm

Skalyar maydonni aniglovchi u = u(M) funksiya Oxy tekislikda yoki uning bir
qismida aniqlangan bo’lsa, yassi skalyar maydonni hosil gilamiz. Uni M nuqtaning
koordinatalari orqgali ifodalasak, u = u(x,y) funksiyaga ega bo’lamiz. u(x,y) = C

bu holda maydon sath chizig 'ining tenglamasi deb ataladi.
14.2. Yo’nalish bo’yicha hosila

u = u(x,y,z) skalyar funksiya bilan aniglangan skalyar maydon berilgan
bo’lsin. Qo’zg’almas My(x,, Yo, Z9) Va o’zgaruvchan M(x,y,z) nuqtalarni o’lamiz

(14.4-rasm). u funksiyaning bu nuqgtalardagi gqiymatlaridan
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AU(MO) =u(M) — U(Mo),
ya’'ni
Au(xg, Yo, Zo) = u(x,y,z) — u(xop, yo, Zo)

ayirmani tuzamiz.

_—

[ = M,M vektorning uzunligini Al orqali belgilaymiz: Al = [M,M|.

A_U _ u(x,y,z) — u(xo, Yo, Zo)
Al Al

nisbat maydonning M,M kesmada o’zgarishining o’rtacha tezligini aniglaydi.
14.2-Ta’rif. Agar chekli
Au I u(x,y,z) — u(xo, Yo, Zo)

Al%g}) Al - A%£n>0 Al

limit mavjud bo’lsa, bu limitni biz uw(M) maydonning M, nugtadagi fyo’nalish

ou(My) ) . .
——— orqali belgilaymiz.

bo’yicha hosilasi deb ataymiz va uni Py

Fizik nugtay nazardan bu migdor M nuqta yo’nalishida maydon o’zgarishining

M, nuqtadagi tezligini aniglaydi.

Ax=x—xy, Ay =y —yy, Az =2 — 2z, Az M
deb belgilash kiritamiz. U holda j_l/ Al
Ax = Alcosa, Ay =Alcosfl, Az = Alcosy z:: ;‘4;?36----
bo’ladi, bu yerda cosa, cosf8, cosy yuqorida e
kiritilgan My,M vektorning  yo’naltiruvchi 0 v
kosinuslari. X 14.4-rasm
: . . . O0u OJu Ju
u(x,y, z) funksiya maydonning barcha nuqtalarida uzluksiz P E va Py

xususiy hosilalarga ega deb faraz qilamiz. U holda bu funksiya maydonda

differensiallanuvchi bo’ladi, bu esa
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du(M,) du(M,) du(M,)
o Ax + 3y Ay + 57

Au(M,) = Az + o(Al)

degan ma’noni anglatadi. Bu tenglikning ikkala tomonini Al ga bo’lib,

Au(M,)  du(M,) Ax N ou(M,) Ay N ou(My) Az o(Al)
Al 9x Al dy Al 9z Al Al

tenglikni hosil qgilamiz. Yuqoridagi Ax = Alcosa, Ay = Alcosf3, Az = Alcosy

tengliklarni inobatga olsak, so’ngi tenglik

Au(M,) du(M,) ou(M,) ou(M,) o(Al)
= 14.3
A7 Framil + 3y cosf3 + 5, CosY + N (14.3)
.. . .. o(Al) e e ) .
ko’rinishni oladi. Al%rr})A—l = 0 ekanligini hisobga olib, (14.3) tenglikda Al = 0
bo’lganda limitga o’tamiz va natijada yo’nalish bo’yicha hosila uchun
ou(M,) _ ou(M,) du(M,) du(M,)
L - 3 0sa + 3y cosf + 5, oSV (14.4)

formulani hosil gilamiz.

du(My)
ol

uni hisoblash formulasini ham keltirib chigardik.

Shunday qilib, biz hosilaning nafagat mavjudligini isbotladik, balki

fyo’nalish bo’yicha hosila M, nuqtada maydonning bu yonalish bo’yicha

Ju 5
o’zgarish tezligini tavsiflaydi. Agar 31 > 0 bo’lsa, u funksiya [ yo’nalishda o’sadi,

Ju S
agar 3L < 0 bo’sa, u funksiya [ yo’nalishda kamayadi.

14.5-Misol. u = x%y + y2z + z?x maydonning M,(2,3,1) nuqgtada M,M; vektor
yo’nalishidagi hosilasini toping, bu yerda M, (4,5,2).

» u funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:
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au_z 42 au_z 2 6u_2 2
Fvie xy + z7, ay_ vz + x°, Frvi zx + y*,
demak
Ju(M ou(M ou(M
(My) =13 u(M,) = 10, u(M,) ~ 13,
dx dy 0z

M, va M, nuqgtalarning koordinatalaridan M,M, = {2,2,1} vektorni hosil gilamiz.

Shuning uchun Al = |MM;| =v22+22+12=3 bo’ladi. U holda M,M,
vektorning yo’naltiruvchi kosinuslari

2
cosa = —, cosf =

1
3 , cosy =z

w| N

qiymatlarni qabul qiladi. Topilganlarni (14.4) formulaga qo’yib

uMo) _13.2110.2413.222
al 7 3 3 3 3

yo’nalish bo’yicha hosilaning qiymatini topdik. <
Mulohaza. Agar @ = 0, = y = 90° bo’lsa, (14.4) formula

du(My)  du(M,)
ol ox

ko’rinishni oladi, ya’ni x bo’yicha xususiy hosilani u(M)maydondan Ox o’qning
musbat yo’nalishi bo’yicha olingan hosila sifatida qarash mumkin ekan. Xuddi shu

singari mulohaza y va z bo’yicha xususiy hosilalarga nisbatan ham o’rinli bo’ladi.
14.3. Skalyar maydonning gradiyenti va uning xossalari

Maydonning bitta nuqtadagi biroq turli yo’nalishlardagi hosilalari, umuman

ou(My)
al

ganday «, § va y burchaklarda) eng katta gqiymatni gabul gilishini aniglaymiz.

olganda turlicha bo’ladi. M, nuqtadagi hosila qaysi yo’nalishda (ya’ni
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(14.4) tenglikning o’ng tomoni birlik € = {cosa,cosfB,cosy} vektor va

du(My) ou(My) du(My)
dx ' Jdy '’ 0z

ckanligini ko’rish mumkin:

boshga g = vektorning skalyar ko’paytmasidan iborat
q

ou(M,) _ ao
FT ge.

|€] = 1 bo’lganligi uchun

ou(M,)
ol

= |g| cos(g, &) (14.5)

tenglikni yozish mumkin.

du(Mo)
ol

bo’lganda eng katta giymatni gabul giladi degan xulosaga kelish mumkin. Bu esa

(14.5) tenglikdan hosila g va e vektorlar orasidagi burchak nolga teng

qgidirilayotgan yo’nalish § vektorning yo’nalishidan iborat ekanligidan dalolat beradi.

du(Mg) du(Mg) du(Mo)
ox ' Jdy ' 0z

Shunday qilib, u(x, y, z) maydon M, nugtada g = { }vektor

yo’nalishida eng tez o’sar ekan. Bu vektor u(M) skalyar maydonning M, nugtadagi
gradiyenti deb ataladi va grad u(M,) orgali belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko’ra

_0u(My),  ou(M,), OJu(M)-
grad u(M,) = I L+ 3y Jj+ F k. (14.6)
Endi (14.4) tenglikni
ou(M
#(Mo) = ¢ - grad u(M,)
ol
yoki
ou(M
ugl ) = |grad u(M,)| - cos ¢ (14.7)

ko’rinishda yozish mumkin, bu yerda ¢ Kiritilgan grad u(M,) vektor va Tyo’nalish

orasidagi burchak.
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u(x,y,z) maydonning u(x,y,z) = C sath sirtiga M, nuqtada o’tkazilgan

urinma tekislik

du(xo, Yo, Zo) du(x9, Yo, Zo) du(xo, Yo, Zo)
I (x — xo) + dy Y —yo) + 57

(z—29) =0

du(Mo) du(Mo) Jdu(Mo)
ox ' 090y ' oz

tenglamaga ega. Demak miqdoralar normal vektorining

koordinatalari ekan. Shuning uchun (14.6) tenglik maydonning gradiyenti maydon
sath sirtining berilgan nuqtadagi normali bo’ylab yonalgan degan ma’noni anglatadi.
Skalyar maydon gradiyentining muhim xossalarini keltiramiz.
1. Gradiyent sath sirtining berilgan nuqtasidan o’tuvchi normal bo’ylab
y0’nalgan;
2. grad (u + v) = grad u + grad v;
3.grad (¢ u) = c-grad u, c = const;
4.grad (u-v) =u-grad v+ v-grad u;

u v-gradu —u-grad u
S. grad (—) = 2 ;

d
6. gradf(u)— / gradu

» Bu xossalarning isboti gradiyentning ta’rifidan bevosita kelib chigadi. Masalan,

oxirgi xossani isbotlaylik. Ta’rifga ko’ra

0 0 0 -
grad f(u) = 5 (F@)T+ 5o (F )] + 5 (Fa)E =

of du, Of ou. Of du. of
% a +£ @]‘Fa Ek EW -gradu <

Mulohaza. Maydon gradiyentining keltirilgan xossalari yassi maydon uchun ham

o’rinli.
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14.6-Misol. u = xy + yz + zx maydonning A(1,—3,2) nuqtada o’sishining eng
yugori tezligini toping.

» Dastlab maydonning gradiyentini topamiz:
gradu = (y +2)i + (x + 2)] + (v + x)k;

grad u(1,—3,2) = -7+ 37 — 2k.

Shuning uchun maydon o’sishining eng katta tezligi

grad u(4) = /(—=1)2 + 32 + (-2)2 = V14
bo’ladi. «

14.4. Vektor maydon va vektor chiziglar

Vektor maydonlarga ko’rsatmali misol sifatida suyuqlik oqqanda tezlik
maydonini ko’rsatish mumkin. Fazoning biror D sohasida suyuglik zarralarining
harakati yuz bersin, bunda har bir M € D nugta orgali vaqtning turli momentlarida
o’tgan suyuqlik zarralari bir xil ¥(M) tezlikka ega deb faraz gilamiz. Bu holda
suyuglik ogimi statsionar holatda deyiladi. Shunday qilib, statsionar holatdagi ogimda
ixtiyoriy M € D nuqtada vaqt o’tishi bilan (M) vektor o’zgarmaydi, ammo u turli
M, va M, nugtalarda v(M;) va v(M,) vektorlar turlicha bo’lishi mumkin. Ana shu
yo’sinda D sohada vektor maydon—suyuqlik tezligi maydoni aniglandi.

Agar fazoda Oxyz dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsa, vektor
maydon uch o’zgaruvchili vektor funksiya sifatida aniqlanishi mumkin. Bu holda D

sohaning har bir M (x, y, z) nugtasida a(M) vektor maydonni
a(M) =P(x,y,z)t+ Q(x,v,2)] + R(x,y, 2)k (14.8)

tenglik bilan aniglaymiz, bu yerda P(x,y, z), Q(x,y, z), R(x,y, z) berilgan D sohada
aniglangan skalyar funksiyalar. By funksiyalarning M (x, y, z) nuqtadagi giymatlari
a(M) vektorning koordinatalari bo’ladi.
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Agar vektor maydon biror to’g’ri burchakli Oxyz koordinatalar sistemasida z
o’zgaruvchiga bog’liq bo’lmasa, uni biz ikki o ’Ichovli vektor maydon deb ataymiz. Bir
o’Ichovli vektor maydon esa ikki o’Ichovli vektor maydonning xususiy holi sifatida
aniglanadi. Ikki o’lchovli bo’lmagan maydonlarni uch o’lchovii vektor maydon deb
ataymiz. Har bir a(M) vektor Oxy tekislikka parallel bo’lsa, u yassi vektor maydon
deb ataladi, bu holda R(x, y, z) = 0 bo’ladi.
14.7-Misol. Aylanayotgan qattiq jism nugtalarining tezliklari maydonini garaymiz.
Oz o’qni aylanish 0’qi bo’ylab yo’naltitamiz (14.5-rasm). w = {0,0,w} vektor

burchak tezlik bo’lsin. U holda mexanikadagi ma’lum v = @ X 7 Eyler formulasidan

= —wyl + wx] = w(—yi + x))

<

Il
xR O ~
< O
N & =U

tenglikni hosil qilamiz. <

(14.8) tenglik bilan aniglanuvchi da(x,y, z) vektor maydon berilgan va uning
P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x,y,z) koordinatalari biror D sohada uzluksiz bo’lsin.

Har bir nuqtasida o’tkazilgan urinma d vektorga kollinear bo’ladigan
nuqtalarning geometrik o’rniga bu maydonning vektor chiziglari deb ataymiz (14.6-

rasm). Elektr yoki magnit maydonlarida ular kuch chiziglari deb yuritildadi.

a(M)

\J

14.5-rasm 14.6-rasm
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7(t) = x(O7T + y(©)f + z(t)k
vektor chiziglardan birining radius vektori bo’lsin. Vektor chizigning ta’rifiga ko’ra

d = P(x,y,2)l + Q(x,v,2)] + R(x,y, 2)k vektor va vektor chizigqa o’tazilgan

dr  dx_, dy., dz-
at ~act T T
urinma vektor ana shu chizigning barcha nugtalarida kollinear. U holda vektorlarning
kollinearlik shartiga ko’ra
dx dy dz
P(xy,7) Q(xy,2) R®xy72)
tengliklar o’rinli bo’ladi. Shunday qilib, vektor chiziglar uchun birinchi tartibli

(14.9)

differensial tenglamalar sistemasini hosil gildik. Uni integrallab @ maydonning ikki

parametrli vektor chiziglar oilasini hosil gilamiz.

14.8-Misol. & = x7 + yJ + 2zk vektor maydonning vektor chiziglarini toping.

» VVektor chiziglarning differensial tenglamalar sistemasini tuzamiz:

dx dy dz

X y 2z
yoki
dx dy dx dz

x oy’ x 2z
Bu sistemani integrallab, ikkita y = ¢;x, y = c,x? tenglamani hosil gilamiz, bu
yerda c;, ¢, ixtiyoriy o’zgarmas sonlar.
y = ¢, x tekislik bilan y = c¢,x? parabolik silindrning kesishuvi ikki parametrli

vektor chiziglar oilasini beradi. <
14.5. Vektor maydon ogimi va divergensiyasi

Dastlab xususiy hol bo’lgan suyuqlik oqimidagi ¥ tezliklar maydonini
garaymiz. Maydonda biror o sirtni ajratamiz. Vaqt birligi davomida o sirt orgali ogib
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o’tuvchi suyuqlik migdoriga suyuglikning o sirt orgali ogimi deyiladi.

Agar oqimning tezligi o’zgarmas (¥ = const), o sirt esa yassi bo’lsa, bu
ogimni hisoblash oson. Bu holda suyuglik ogimi parallel asosli va yasovchisining
uzunligi |v] bo’lgan silindrik jismning hajmiga teng, chunki vaqt birligi davomida har
bir zarra v miqdorga suriladi (14.7-rasm):

O = Sh,
bu yerda S —asos yuzi, h = Przv = #nd — silindrning balandligi va 7 — silindr
asosining normali, |ﬁ| = 1.
Shunday qilib, 0’zgarmas v tezlikda yassi ¢ sirt orqali o’tuvchi suyuglik ogimi

—

0O=vn%-S (14.10)
miqdorga teng bo’ladi.

14.7-rasm 14.8-rasm

Agar v tezlik uzluksiz 0’zgarsa, o sirt esa silliq bo’lsa, sirtni shunday kichik o;
(i =1,2,...,n) gismlarga ajratish mumkinki, bunda har bir o; gismni yassi va undagi
v vektorni o’zgarmas deb garash mumkin. U holda vaqt birligi davomida o; gism
orgali tagriban O; = H; - As; miqgdorda suyuglik oqib o’tadi, As; — bu yerda o;
gismning yuzi, H; yasovchisi ¥(M;) bo’lgan i —silindrning balandligi, M; esa o;
gismning biror nugtasi. H; balandlikni ©¥(M;) vektorning 7(M;) normaldagi
proyeksiyasi deb garash mumkin: H; = Pry,V(M;) = ¥(M;) - ni;, bu yerda 1; sirtga
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M; nugtada o’tkazilgan normalning birlik vektori. ¢ sirt orgali ogib o’tuvchi suyuqlik
miqgdori uning o; qismlari orqali o’tuvchi suyuqlik miqgdorlari yig’indisiga teng

bo’lganligi uchun

M=

Oz.

=1

tagribiy tenglikni yozish mumkin.
Suyuqglikning qidirilayotgan aniq miqdorini topilgan yig’indining o; gismlar
sonini cheksiz orttirilgandagi va ularning o’lchamlarini (o; gismning d; diametrini)

nolga intiltirilgandagi limiti sifatida hosil gilish mumkin:

n
0= lim YoM, ;- As; = [[ 5(M) - 7ds (14.12)
[ o

(max di—>0)l=1

14.3-Ta’rif. a vektorning o sirt orgali O, ogimi deb, vektor maydon va sirt normali

birlik vektorlari sklayar ko’paytmasining sirt bo’yicha integraliga aytiladi, ya’'ni
0, = [[ dnds. (14.13)
g
Agar 1 = {cosa;cosB;cosy} va d = {P;Q; R} bo’lsa, a vektor maydonning
o sirt orgali ogimini

0, = [[ (Pcosa + Q cos 8 + R cosy)ds (14.14)
(2

ko’rinishda ifodalash mumkin.
I va II tur sirt integrallari orasidagi bog’liglikni ifodalovchi (13.58) formuladan

foydalanib vektor ogimini

0, = J[ Pdydz + Qdxdz + Rdxdy (14.15)
o

Il tur sirt integrali orqgali ifodalaymiz.

Vektor ogim skalyar migdor ekanligini ta’kidlab o’tamiz.
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o sirt yopiqg va biror T sohani chegaralagan holni alohida garab chigamiz. Bu

holda @ = {P; Q; R} vektor maydonning o sirt orgali ogimini

0, = $§ Pdydz + Qdxdz + Rdxdy (14.16)
o

orqali belgilaymiz. Sirt yopiq bo’lganda odatda 7 vektorning yo’nalishi sifatida tashqi

normalning yo’nalishi olinadi (14.9-rasm).

14.9-rasm 14.10-rasm 14.11-rasm

14.9-Misol. a = xi + yj vektor maydonning x + y + z = 1 tekislikning birinchi
oktantdagi gismi (normal Oz o’q bilan o’tkir burchak tashkil giladi) orqali oqimini
toping (14.10-rasm).

» F(x,y,z) = 0 tenglama bilan berilgan sirtning birlik normallari

e grad F
n__lgradFl

formula bilan topiladi. Shuning uchun berilgan tekislikning birlik normali
1 -
n=+—(0+j+k
F T+
vektordan iborat bo’ladi. Normal Oz o’q bilan o’tkir burchak tashkil qilishi

lozimligini inobatga olsak, ya’ni cosy = +1/+/3 > 0 ekanligidan, musbat ishorani

olamiz. Demak

1 -
T_i =\/—§(?+]_)+ k)
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U holda dn skalyar ko’paytma uchun

1
&ﬁ=—3(x+y)

\/_
tenglikni hosil qilamiz. Qidirilayotgan vektor oqimni (14.13) formulaga ko’ra

hisoblaymiz:

1
0, = Lf —3(x + y)ds.

o sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi D = {(x,y):0<x <1, 0<y<1-—x}
uchburchakdan iborat bo’ladi. Shuning uchun sirt integralidan ikki o’lchovli
integralga o’tib, oqimni hisoblaymiz:

dXd 1 1—-x
Y = f(x+y)dxdy=£dx{) (x+y)dy =

1
Oa:gﬁ(x'l'y)

1-x

1 1 1 1
]dxz{ (x(l—x)+§(1—x)2)dx=E£(1—x2)dx=

_1( 13)1_1(1 1)_1
—2\*73% )|, 72\ 73) 73
Demak, O, = 1/3 oqim birligi. «

Vektor maydonni suyuglik ogimi tezliklari maydoni sifatida talgin gilamiz. Bu

{[i3)

0

holda vektor maydonning o yopiq sirt bo’yicha ogimining musbat qgiymati o
chegaralagan sohaga oqib kirgan suyuqlik migdoriga nisbatan ogib chiggan suyuqlik
miqdorining ko’pligini  anglatadi. Demak, sohada suyuqlik hosil bo’ladigan
(masalan,qor yoki muz eriganda suv hosil bo’ladi) nugta yoki gism sohalar mavjud.
Bunday nugtalarni vektor maydon manbalari deb ataymiz. Xuddi shu singari
ogimning manfiy qiymati sohadan oqib chigish sohaga oqib kirishga nisbatan
kamligini anglatadi. Demak, sohada suyuqlik yo’qoladigan (masalan, bug’lanadi yoKki
muzlaydi) nugtalar mavjud. Bunday nugtalar vektor maydonning singish nuqtalari
deb ataladi.
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Manba va singishlar nuqtaviy yoki tagsimlangan bo’lishi mumkin. Sohada
nugtaviy manbalarning mavjudligi sohada boshlanadigan vektor chiziglarning
mavjudligidan, nugtaviy singishlarning mavjudligi esa sohada tugaydigan vektor
chiziglrning mavjudligidan dalolat beradi. 14.11-rasmda vektor chiziglar
boshlanadigan M, —manba, vektor chiziglar tugaydigan M; —singish nuqtasi bo’ladi.

Vaqt birligida paydo bo’ladigan yoki yo’qoladigan suyuqlik hajmiga
manbaning yoki singishning intensivligi deb ataymiz. Singish manfiy intensivli
manba deb garab, singishlarning intensivligini manfiy qiymatli deb hisoblash qulay.
U holda tezliklar vektor maydonining o sirt orgali O ogimini bu sirt chegaralagan
sohadagi barcha manba va singishlar intensivliklarining yig’indisi deb talqin qilish
mumkin.

Turli fizik masalalrda manba (singish) va uning intensivligi turlicha ma’noni
anglatadi. Masalan, elektr maydon kuchlanishi vektor maydonida manba (singish)
musbat (manfiy) zaryadlardan, ularning intensivligi esa bu zaryadlar miqdoridan
iborat bo’ladi. Agar vektor maydon issiqlik oqimini ifodalasa, manba va singishlar
issiglik ajralishini va yutilishini, manbaning (singishning) intensivligi esa vaqt
birligida ajraladigan (yutiladigan) issiglik migdorini anglatadi.

Bektor maydon manbalari tagsimlangan holni garab chigamiz. Bunday
manbalar fazoning biror sohasi, biror sirti yoki biror chiziq bo’ylab tagsimlangan
bo’lishi mumkin. Agar manbalar biror yopiq o sirt bilan chegaralangan D soha
bo’ylab tagsimlangan bo’lsa, vektor maydonning o sirt orgali O, ogimining D soha V
hajmiga nisbati vektor maydonning D sohadagi manbalarining o’rtacha zichligini
beradi. D sohada qo’zg’almas M nuqtani olamiz va d, - 0 (dp —bu yerda D
sohaning diametri) bo’lganda limitga o’tamiz:

O, 1

im — = lim = J| ands. 14.17

dimy = dim, 7 I dids (1417

Agar bu limit mavjud bo’lsa, uning qiymati vektor maydon tagsimlangan
manbasining M nuqtadagi intensivligini beradi.
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(14.17) limit mavjud bo’lsa, uni biz d vektor maydonning M € D nugtadagi
divergensiyasi (lotincha divergentia-farglanish) deb ataymiz va diva(M) orqali
belgilaymiz.

a vektor maydonning M € D nuqtadagi divergensiyasi skalyar migdor. d vektor
maydonning aniglanish sohasidagi barcha nuqtalardagi divergensiyasi div a skalyar
maydonni aniglaydi.

Vektor maydonning berilgan nuqtadagi divergensiyasi vektor maydon
ogimining hajmga nisbatining limiti sifatida aniglanadi va u koordinatalar
sistemasining tanlanishiga bog’liq emas. Biroq divergensiyani hisoblashda birorta
koordinatalar sistemasidan foydalanishga to’g’ri keladi. Biz to’g’ri burchakli
koordinatalar sistemasida vektor maydonning divergensiyasini hisoblash masalasini
garab chigamiz,

a(M) vektor maydon fazoviy D sohada differensiallanuvchi, ya’ni biror Oxyz
to’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida differensiallanuvchi

d(x,v,2) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)] + P(x,y,2)k
vektor funksiya bilan aniglangan bo’lsin. D sohada yopiq o sirtni olamiz va sirtning
M nugtasida tashgi normalning birlik vektorini 7 = {cosa;cosf;cosy}
yo’naltiruvchi kosinuslar yordamida aniglaymiz.

U holda (14.17) tenglikdagi integralda dn skalyar ko’paytmani koordinatalar
orgali ifodalab va unga (13.63) Ostrogradskiy-Gauss formulasini qo’llasak

¢p drids = ¢ (P cosa + Q cos § + Rcosy)ds =
g o

oP 0Q OR
= —t—+ = 14.18
fgf (ax * dy * 62) av ( )
formulani hosil gilamiz.
P 8Q OR : . : e
ox’ 3y o2 xususiy hosilalarning D sohada uzluksizligini inobatga olgan holda

uch o’Ichovli integral uchun o’rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib, vektor

maydonning ixtiyoriy M nuqtadagi divergensiyasi uchun
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oP aQ 0R> qV = dP(M) n QM) n OR(M) (14.19)

diva(M) = 11m fff ( dy T 07 dx oy 0z

tenglikka ega bo’lamiz. Shunday qilib, to’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida

divergensiyani

0P(x,y,z) 0Q(x,y,z) OR(x,y,z)
+ +
0x dy 0z

formula bilan hisoblash mumkin ekan.

diva(x,y,z) = (14.20)

Divergensiyaning ba’zi xossalarini keltiramiz.

1. Agar a —o’zgarmas vektor bo’lsa, div a = 0 bo’ladi.

2.div (c-a) = ¢ div a, bu yerda ¢ = const.

3. div (d + 1_5) =divd +divb, yani ikkita vektor maydon yig indisining
divergensiyasi, bu vektor maydonlar divergensiyalarining yig’indisiga teng.

4. Agar U —skalyar mydon, a —vektor maydon bo’lsa,
div(U-d)=U-diva+agrad U
bo’ladi.
» Bu xossalarni (14.20) formula yordamida oson isbotlash mumkin. Masalan, 4-

xossani isbotlaymiz.

U-G=U-Pi+U-Qj+ U -Rk tenglikka (14.20) formulani qo’llaymiz:
. - a a a
div(U-d)=—=WU-P)+—U-Q+=U"R) =
d0x ay 0z

_U6P+P6U U6Q+ 6U+U6R RGU_
d0x 0x dy Qé‘y 0z dz

U(ap 90 aR) ou oU oU

0x 6y+az Q_ Z

=U-divd + d grad U. <«
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14.10-Misol. w = {0,0, w} burchak tezlik bilan 0z 0’q atrofida aylanayotgan qattiq
jism nugtalari v tezlik maydonining divergensiyasini hisoblang.
» 14.8-Misolda bu vektor maydon

U= —wyl + wx] = o(—yl + x))

vektor funksiya bilan aniqlanishini ko’rgan edik. U holda (14.20) formulaga ko’ra

vy =20 000
Shunday qilib, aylanayotgan jismning ixtiyoriy nugtasidagi tezliklar maydonining
divergensiyasi nolga teng ekan. «

Vektor maydonning ogimi va divergensiyasi tushunchalari Ostrogradskiy-
Gauss formulasini gisqa vektor shaklda ifodalash imkonini beradi. Buning uchun
formulada sirt integralini qandaydir vektor maydonning oqimi sifatida, uch o’lchovli

integralni esa xuddi shu vektor maydon divergensiyasining integrali deb garash kerak.

14.1-Teorema (Ostrogradskiy-Gauss). Agar a(M) vektor maydon D fazoviy
sohada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda o yopiq bo’lakli silliq sirt bilan

chegaralangan ixtiyoriy V c D soha uchun

¢ dnds = [[[ divadv (14.21)
o 74

formula o’rinli bo’ladi, 7 bu yerda ¢ —sirtning tashqi birlik normali.
Fizik nuqgtay nazardan Ostrogradskiy-Gauss teoremasi vektor maydonning
yopiq sirt bo’ylab oqimi sirt chegaralagan sohadagi barcha manba va singishlar

intensivliklari yig’indisiga tengligini anglatadi.
14.6. Vektor maydon sirkulyatsiyasi va rotori

Fazoviy D sohada

alx,y,z) = P(x,y,z)I+ Q(x,v,2)]+ R(x,y, Z)E (14.22)
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vektor maydon aniglangan va bu sohada yopiq L silliq chiziq berilgan bo’lsin. Bu
chizigda soat strelkasi harakatiga garama-garshi yo’nalishni musbat yo’nalish deb
tanlaymiz.

L konturdagi M nugtaning radius vektori # = x7 + yJ + zk bo’lsin. Ma’lumki

di =dx-T+dy-J+dz-k vektor L chiziqqa o’tkazilgan urinmada chiziqda
tanlangan yo’nalish bo’ylab yo’nalgan bo’ladi (14.12-rasm). U holda |d7| = dl

bo’ladi, bu yerda dl —chiziq yoyining differensiali: dl = /(dx)? + (dy)? + (dz)2.

14.4-Ta’rif. a vektor maydon va d7 urinma vektorlar skalyar ko’paytmasining L
kontur bo’yicha olingan egri chizigli integrali a vektor maydonning L kontur bo’ylab
sirkulyatsiyasi (lotincha sirkulyatsiya-aylanish) deb ataladi va Cz orgali belgilanadi.

Demak

Cz = ddr. (14.23)
L

Integral ostidagi d d7 skalyar ko’paytmani ularning koordinatalari orqali

ifodalasak, sirkulyatsiya uchun

Cz = ngdx + Qdy + Rdz (14.24)
formulani hosil gilamiz. (14.24) formula oddiy 1 =
fizik ma’noga ega: agar L kontur Kkuch M:l(M)
maydonida yotsa, sirkulyatsiya material nugta L o L .
chiziq bo’ylab kochganda a(M) kuch maydoni X y

14.12-rasm

bajargan ishidan iborat.

14.11-Misol. d(x, y, z) = —2z7 — x%] + zk vektor maydonning

x =2cost,
y = 2sint, t € [0,2m]
Z =sint,

parametrik tenglama bilan berilgan L kontur bo’ylab sirkulyatsiyasini hisoblang.
» Sirkulyatsiyani (14.24) formuladagi integralni aniq integralga o’tkazib hisoblaymiz:
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Cz =9 (—2z)dx — x?dy + zdz =
L

2w
= [ [-2sint- (—2sint) —4cos®t-2cost + sint - cost]dt =
0

2T 2T 2T

=4[ sin?tdt — 8/ cos®tdt + [ sintdt = 4.4
0 0 0

Kuch maydoni sirkulyatsiyasining nol giymatni gabul gilishi maydon material
nuqta ko’chganda boshlang’ich holatiga qaytariladigan ish bajarganligini anglatadi.
Bu holda kuch maydoni uyurmali xususiyatga ega deb aytiladi. Kuch maydoni gaerda
va ganday darajada uyurmali xusiyatga ega ekanligini aniglaymiz. Birorta 7 birlik
vektor, a vektor maydonning aniglanish sohasida M, nuqtani tanlaymiz. 7 vektorga

14 KF(M) a(M) perpendikulyar va M, nugtadan o’tuvchi T

tekislikda M, nuqtani o’rab turuvchi bo’lakli

sillig L chizigni olamiz. Bu L chiziq

T chegaralab turgan sohaning yuzini F orgali
14.13-rasm belgilaymiz (14.13-rasm).
Kontur bo’yicha sirkulyatsiyaning bu kontur chegaralagan soha yuziga
nisbatining
. 1 - -
wz(My) = nglxwlo Fgf adr (14.25)

limiti mavjud bo’lsa, uni biz vektor mydonning M, nugtada 77 vektor yo’nalishidagi
uyurmalanganlik darajasi deb ataymiz.

a(M) vektor  maydonning M, nugtada 7 birlik vektor yo’nalishidagi
uyrmalanganlik darajasini birorta vektorning 7 birlik vektor yo’nalishidagi
proyeksiyasi sifatida aniglash mumkin. Bu vektor a(M) vektor maydonning M,
nuqtadagi rotori (ba’zan uyurmasi) deb ataladi (lotincha roto-aylantiraman) va

rot d(M) orqali belgilanadi. Proyeksiyaning ta’rifidan uyurmalanganlik darajasi 7
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birlik vektor o’rniga rot @(M) vektor olinsa eng katta giymatni gabul giladi. Shunday
qgilib, vektor maydonning M, nuqtadagi rotori vektor maydon uyurmalanganlik
darajasi bu nugtada eng katta bo’ladigan yo’nalishni aniglaydigan vektor ekan.

Vektor maydon sirkulyatsiyasi va rotori koordinatalar sistemasining
tanlanishiga bog’liq emas. Biroq ularni hisoblash vektor maydon birorta koordinatalar

sistemasida berilgandagina mumkin bo’ladi. Oxyz koordinatalar sistemasida

a(x,y,z) = P(x,y,2)T+ Q(x,v,2)] + R(x,y, Z)E

vektor funksiya bilan aniglanuvchi a(M) vektor maydon rotori

LA = <6R 6Q)é+ <6P aR) . (aQ ap)z (14.26)
rora ~\dy 0z "T\az T ax)! T \ax oy '

formula bilan hisoblanadi. Bu formulani eslab qolish uchun qulay bo’lgan

rota(M) =

o g)|QJ ~y
Q@"|QJ\'¢
N

simvolik ko’rinishda ham yozish mumkin.
14.12-Misol. d@(x, y, z) = zy?i + xz%j + yx2k vektor maydonning rotorini toping.
» Bu yerda P = zy?,Q = xz% R = yx?, u holda (14.26) formulaga ko’ra
rotda(M) = (x2 — 2x2)T+ (y% — 2xy)j + (2% — 2y2)k. <

(14.26) formula yordamida rotorning quyidagi xossalarini isbotlash mumkin.

1. Agar @ —o’zarmas vektor bo’lsa, rot d = 0 bo’ladi.

2. O’zgarmas ko’paytuvchini rotor belgisidan tashqariga chigarish mumkin:

rot (c-d) = c-rota.

3. Ikkita vektor maydon yig’indisining rotori bu vektor maydonlar rotorlarining

yig’indisiga teng:

rot (& + I;) — rot @ + rot b.
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4. Agar U —skalyar funksiya, d(M) esa vektor maydon bo’lsa,

rot (U-d) =U - rota+ gradU X d
tenglik o’rinli bo’ladi.
Egri chizigli integral bilan sirt integralini bog’lovchi (13.67)

¢ Pdx + Qdy + Rdz = [[ (aQ ap)d d +<aR aQ)d d +(ap aR)dd
L x + Qdy Z_g dx dy xay dy 0z Y&z oz ~ ax) M

Stoks formulasini vektor maydonning sirkulyatsiyasi va rotori tushunchalari
yordamida vektor shaklda yozamiz. Bu formulaning chap tomoni a(M) vektor

maydonning L kontur bo’ylab Cj sirkulyatsiyasidan iborat, ya’'ni

¢ Pdx + Qdy + Rdz = § d dr.
L L

O’ng tomondagi integral esa rot d vektor maydonning o sirt orgali O ogimidan iborat,
ya’'ni

0f <_ _ _) dxdy + (— - —Q) dydz + (a—P - a—R) dzdx = [[ (rotd)fids
ox ay) Y Ty T az) Y 9z ox p '

¢ d dr = [[ (rotd)iids (14.27)
L

vektor ko’rinishda ifodalash mumkin. Bu yerda Stoks teoremasidagi singari L
konturdagi musbat yo’nalish bilan ¢ sirtdagi tomonning tanlanishi o’zaro
muvofiglashtirilgan.

Shunday qilib, quyidagi teorema o’rinli.
14.2-Teorema (Stoks). a(M) vektor maydonning L kontur bo’ylab sirkulyatsiyasi bu

vektor maydon rotorining L kontur chegaralagan o sirt orgali ogimiga teng.
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14.7. Gamilton operatori

Birinchi tartibli vektor differensial operatorlar. u(x,y, z) skalyar funksiyaning

gradiyenti ko’pincha V (“nabla”) harfi bilan belgilanadi va

ou _odu -0du

=1— — 14.28
Vu = la + 77— ay + k e ( )
ko’rinishda yoziladi. (14.28) tenglikni simvoli ravishda
v —(a+ a+Ea) (14.29)
“Ellax ey T oz '
shaklda yozish mumekin.
14.5-Ta’rif. Ushbu
\Y% + P
u=ig i tks,

simvol Gamilton operatori (yoki nabla-operator yoki simvolik vektor) deb ataladi.
(14.28) va (14.29) formulalardan skalyar funksiyaning gradiyenti V simvolik
vektor bilan u sklayar funksiyaning ‘“ko’paytmasidan” iborat ekanligi kelib chigadi,
ya’'ni Vu = grad u.
V simvolik vektor bilan @ = PT+ Q] + Rk vektorlarning skalyar va vektor

ko’paytmalarini topamiz. Birinchi holda

v*—(*a 172 ka>(Pﬁ+ J + Rk) =
a=\lgxtigy Tha) P10 )=

0 0 0 dP 0Q OR .
=—P+—Q+—R=—+—+——=diva.

d0x ady 0z ox dy 0z
Demak
Va =diva (14.30)

tenglikka ega bo’lamiz, ya’ni d vektorning divergensiyasi V simvolik vektorning a
vektorga sklayar ko’paytmasiga teng bo’lar ekan.
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Ikkinchi holda esa

%3y az) x (PT+ Qj+Rk) =

i k

d d 0 . I (6R BQ)Q <6P 6R>9 <6Q ap)ﬁ
=|1=- = Z|x(P Rk) = |——— _——— — —— k.
% 9y o X (P @+ Rk) = (50— 50145, ~52) T (5x ~ 3y )
P Q R
Demak

VX a=rotd, (14.31)

ya’ni d vektorning rotori V simvolik vektor bilan a vektorning vektor ko’paytmasiga
teng bo’lar ekan.

Ikkinchi tartibli vektor differensial operatorlar. T c R® sohada u(M) skalyar
maydon va d(M) vektor maydonlar berilgan bo’lsin. gradu , divd , rota
operatsiyalarni birinchi tartibli operatsiyalar deb ataymiz. Birinchi va uchinchi
operatsiyalar vektor maydonni, ikkinchisi esa skalyar maydonni yuzaga keltiradi.

Bu hosil bo’lgan maydonlar ustida yana rot grad u, div grad u, grad div a,
divrotd , rotrotd operatsiyalarni bajarish mumkin va ular ikkinchi tartibli
operatsiyalar deb ataladi. Bu ikkinchi tartibli operatsiyalar uchun quyidagi
munosbatlar o’rinli:

rot grad u = 0, divrotd = 0. (14.32)

Hagigatan ham, (14.6), (14.26) formulalarga va ikkinchi tartibli aralash

hosilalarning tenglik xossasiga ko’ra

0*u  0%u\, [(0*u 0*u\, [(0*u 9*u)\-
rot grad u = l+ J+ k=0,

dydz 0zdy 0z0x 0x0z dxdy 0dydx

(14.20), (14.26) formulalarga va ikkinchi tartibli aralash hosilalarning tenglik
xossasiga ko’ra
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di t%_a OR 0Q
Vo a_ax(ay 62)

dx dy

d (0P OR d (0Q OP
- 523
dy\dz 0Jx/ o0z

B d°R  0%Q N d’P  0°R N 02Q 9P B
~ 0xdy 0x0z O0ydz 0ydx O0z0x 0zdy

14.6-Ta’rif. IKkinchi tartibli div grad u operatsiyasi Laplas operatori deb ataladi va A
orqali belgilanadi (orttirma belgisi bilan adashtirmang), ya’ni Au = div grad u.

Endi Laplas operatori uchun ifodani keltirib chigaramiz:

0 (6u> 0 (6u> 0 (au)_azu 0°u  0%u

diveradu =72\5x) Ty \&y) T 32\52) " o T

Shunday qilib,

0%u 9%*u 0%u

022 ay? T 9a7
Qolgan ikkita grad div d, rot rot a ikkinchi tartibli operatsiyalar uchun (14.6),

(14.20) va (14.26) formulalardan

Au = (14.32)

grad diva =

a(ap 0Q E)R)% a(ap 0Q aR)% a(aP 0Q OR)E:

=a 54‘@4‘5 l+@ a‘I‘E'FE] &a‘l‘@‘l‘z

_ (9P, 0% 9°R\. (0P 0%Q 9°R\. (0°P 0%Q O°R).
~\0x2 T oxay " oxdz)' T \ayax T ay? T 9yaz)' " \ozax T 9zay T 922 )"

crotd = [ 2 (aQ 6P> 0 <6P 6R> -
ROt =\ oy \ax " ay) " 9z\az  ax/)’
N 9] (aR 6Q) 0 <6Q 6P> . d (ap 6R> 0 (aR 6Q> 7
d0z\dy 0z) 0x\dx OJy / dx\dz 0x) 0y\dy 0z B

B 02Q  0°%P 62P+62R .
~ \dyox 0dy? 0z2 9zox )"

+

d?R 9%Q 0%Q 0°P).,
— - + J+
dzdy 0z* 0x? 0xdy
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B 0*P  0°R 62R+62Q 7
- \oxdz 0x2 0y? 0ydz
tengliklarni hosil gilamiz.

Nazorat savollari

. Skalyar maydonga ta’rif bering.

. Skalyar maydonning sath sirti nima?

. Yo’nalish bo’yicha hosilaga ta’rif bering.

. Yo’nalish bo’yicha hosila bilan xususiy hosilaning farqi nimada?
. Skalyar maydonning gradiyenti qanday xossalarga ega?

. Vektor maydonga ta’rif bering?

. Skalyar maydon va vektor maydonlarning fargi nimada?

. Vektor maydonning ogimi ganday aniglanadi?

O 00 N &N 01 B~ W ODN

. Vektor maydon divergensiyasiga ta’rif bering.

10. Ostrogradskiy-Gauss formulasi nimalarning tengligini ifodalaydi?
11. Vektor maydon sirkulyatsiyasiga ta’rif bering.

12. Vektor maydon rotoriga ta’rif bering.

13.Stoks teoremasini bayon qiling.

14. Gamilton operatorining ko’rinishini yozing.

15. Qanday ikkinchi tartibli vektor differensial operatorlar mavjud?

Mashqlar

u(x,y,z) skalyar maydon va M,(x,, vo, 2o), M1 (x4, V1, 2,) nuqgtalar berilgan.
Maydonning M,, nugtada W vektor yo’nalishidagi hosilasini toping.
lL.u=x+y+2z)x% My(—2,1,1), M;(5,—3,4).
2.u=x%y3z*% My(1,-1,2),M,(2,—2,4).
3.u=x%+vy%+z2% My(0,—1,1),M,(1,1,-2).
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4. u=xy?y3 My(2,—-1,1),M,(3,-1,2).
u(x,y, z) skalyar maydonning M, (x,, Yo, Zo) nugtadagi gradiyentini hisoblang.
5.u = 2xy + 3yz + 4x?y?z?, My(5,1,-2).
6. u = x%yz + xy?z + xyz?, My(3,4,1).
7.u=e*yz, My(0,1,2).
8. u = xysinz, My(1,2,1/3).
G =P(x,y,2)7i+0(xy2)J]+R(xy 2k vektor maydonning  vektor
chiziglarini toping.
9.d = 2y1l + 6x].
10. 4 = 77 — xk.
11. d = 2yi + 3zk.
12. @ = 3xt + 6y7.
a vektor maydonning berilgan tekislikning birinchi oktantdagi gismi (normal

0z o’q bilan o’tkir burchak tashkil qiladi) orqali oqimini toping.

13.d=xt+y/,x+y+z=1.
14. =2xl+zk, x+y+z=1.
15.4 =y +zk,2x +y +z = 1.
16.d=xt+y],x+y+2z=1.
a vektor maydonning M, (x,, yo, Zo) Nuqtadagi divergensiyasini hisoblang.
17. d = xyT + yz2] + zx2k, My(2,—1,2).

18. d = 5y27 + 4z%] + 2x2k, My(1,2,—1).

{

19.4 = (x +y2 + 32)0+ (y — 2] + (z — x2)k, My (1, —1,1).
20.4=(x+y+2)T+ 2+y2+20)]+ (3 +y3 + 23k, My(3,—1,1).
a vektor maydonning berilgan L kontur bo’ylab sirkulyatsiyasini hisoblang.

yi— 2z + x?yk, L = {x = 2cost,y = sint,z = 1,t € [0,27]}.

Q
Il

21.
22.d4 = —x%yl+ 4] + x2zk, L = {x = 2cost,y =2sint,z =4,t € [0,2r]}.
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23.a=x31—z% + yE, L={x=cost,y=2sint,z= 2cost,t € [0,2m]}.

24.4 = —2z1— x%] + zk, L = {x =2cost,y = 2sint,z =sint,t € [0,27]}.
a vektor maydonning rotorini toping.

25. G = 3xy2T + 2yz%] — 5zx%k. 26. 4 = (x — 2y)T + (x + 22)] — 5zx2k.

27.6 = xyzi + (x — yz2)j + z(x + y)k. 28. d@ = xz%T + yx%] — zx?k.

291



8.
9.

Foydalanilgan adabiyotlar
Annmos 1I1.O. Aumrypos P.P. Matemaruk taxman 1,2-kueM. YKyB KymianMa. —
Tomxkent: Typon-HUkbom. 2017.
AxmenoB A.b., llloamonos I'., Dconos 3.3., AdnykapumoB A.A., [llamcues /[.H.
Onnii MaTeMaTHKaJaH HHIMBHAYal TONMIIMPHKIAp. l-KucM. YKYB KyIUIaHMa.
—TormkenT: Y30eKucTou sHIMKIJIoneauscu, 2014, 2017.
AxmenoB A.b., llloamonoB I'., Dconos 3.3., AdnykapumoB A.A., lllamcues /[.H.
Onuii MaTeMaTHKAIaH WHIMBHIYyal TONIIMPHKIAp. 2 KUCM. YKyB KYJUIaHMA.
—TomikeHT: Y36eKHCTOH SHImMKIONexuscr, 2017.
byrpos, 4.C. Beicmias waremaTvka. 3aJadyHUK.. Y4yeOHoe mocobue s
akamemuyeckoro Oaxanaspuara / S.C. byrpos, C.M. Huxonbckuii. - Jlrobepiibr:
FOpaiit, 2016. - 192 c.
byrpos, S.C. Breiciias maremaruka B 3 T. T.2. DneMeHThl JUHEHHON alreOpbl U
aHAIMTUYECKOW reoMeTpuur: YUeOHUK Uil akagemudeckoro Oakamaspuara / S1.C.
Bbyrpos, C.M. Hukonbckwuii. - JIrobepis: -FOpaiit, 2016. - 281 c.
byrpos, f.C. Beiciiast matematuka B 3 T. T.1 B 2 kuurax. JuddepenmansHoe u
MHTErpajibHOE MCUHCIIEHUE: YUYeOHUK Uil akageMmuyeckoro Oakanaspuara / S.C.
byrpos, C.M. Hukonsckuii. - JIro6epuint: -FOpaiit, 2016. - 501 c.
byrpos, S.C. Breiciias marematuka B 3 T. T.3 B 2 knurax. [uddepennuansueie
ypaBHeHMs. KpaTHbie unTerpanbl. Psaapl. @yHKIIMM KOMIUIEKCHOTO NIEPEMEHHOTO:
VYuebnuk / S1.C. byrpos, C.M. Hukonbckuii. - JIro6epist: -FOpaiit, 2016. - 507 C.
['ycak A.A. Bricias marematuka 1 Tom. -MHa.: TetraSistems, 2000.-504 c.
3enpaoBuy, S.b. Beicmias maremaTuka Uil HAUMHAIONIUX U €€ MPUIOXKEHUS K

¢busuke / S.b. 3enpaoBuy. - M.: ®dusmatiut, 2016. - 520 c.

10.JIynary, K.H. Beicmias marematuka. PykoBoacTBo k pemenuto 3agau. Y. 2. / K.H.

Jlynry, E.B. Makapos. - M.: ®u3zmarnut, 2013. - 384 C.

11. JIynry, K.H. Briciias matemaTtuka. PykoBoacTBo k pemenuro 3aaad. Y. 1 / K.H.

Jlynry, E.B. Makapos. - M.: ®uzmaraut, 2010. - 216 c.

12. Munopckuii I1. CoopruK 3amad 1o Beicmiel matemaruke. —M.: ®USMATIIAUT,

2010r.
292



13.ITuckynoB H.C. Iuddepennmansnoe u uHTErpanpHoe ucuncienue aias BTY30s.
2 gactax -M.: Hayka, 2001.

14. ITucemennsiii JI. «KOHCIEKT JEKIIUK IO BBICIICH MaTeMaTuke», 1,2,3 JacTe. -M.:
Atipuc IIpecc, 2008.

15. llunayes B.C. Beicmas maTremaTiKka. MOJHBIN Kypc B 2 T. ToM 1: YueOHUK Jist
akagemuyeckoro OakanaBpuarta / B.C. llunaues. - Jlrobepupl: FOpaiit, 2016. -
288 c.

16. llunayes B.C. Bpicmias matemaTiKa. IOJHBIN Kypc B 2 T. TOM 2: YUeOHUK IS
akamemudeckoro OakamaBpuarta / B.C. Illumaues. - Jlrobepupr: FOpaiit, 2016. -
341c.

17. John Bird. Basic Engineering Mathematics (5a Ed.), 2010, X+563 pp. ISBN-13:
978-1-85-617697-2.

18. S. Ahmad, A. Ambrosetti A Textbook on Ordinary Differential Equations, 2014,
XIV+324pp, ISBN 978-3-319-02128-7.

19. Peter V. O'Neil, Advanced Engineering Mathematics (7th edition), 2011, X+912
pp, ISBN-10: 1111427410.

20.Glyn James, Modern Engineering Mathematics (5th Edition) 2015, XI1+1152 pp.
ISBN: 1292080736.

21. Jr. Tomas. Calculus. Copyright, 2005.

293



KIRISH
10-BOB.
10.1.

10.2.
10.3.
10.4.
10.5.
10.6.
10.7.
10.8.
10.9.
10.10.
10.11.
10.12.
10.13.
10.14.
10.15.

10.16.

10.17.
10.18.
10.19.
10.20.
10.21.

11-BOB.

MUNDARIJA

........................................................................................

ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR.........ccoviiiiiin,
Differensial  tenglamalarga  keltiriladigan  masalalar.  Asosiy
tushunchalar. ...
Birinchi tartibli differensial tenglamalar.........................ooll.
Birinchi tartibli differensial tenglamalarning maxsus yechimlari........
O‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan differensial tenglamalar .......
Bir jinsli differensial tenglamalar..................ooooiiiii L,
Bir jinsli tenglamaga keltiriladigan tenglamalar............................
Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar...........................
Bernulli tenglamasi ..........oooviiiiiiii
To‘la differensial tenglama.................ccoooiiiiiiiiii i,
YUqori tartibli differensial tenglamalar...........................oll,
YUQqori tartibli chiziqgli differensial tenglamalar.............................
Ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamalar ................
Ikkinchi tartibli bir jinsli bo‘lmagan chiziqli differensial tenglamalar..
Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli.....................ooooie,
Ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar..... ...
Ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar.................cooi
Differensial tenglamalar sistemalari..........................occo
Differensial tenglamalarning normal sistemasi.............ccccccevinvnnnne.
CHizigli differensial tenglamalar sistemalari................................
O‘zgarmas koeffitsientli chiziqli differensial tenglamalar sistemasi....
Differensial tenglamalarning tadbiglari................................. ..
Nazariy savollar. Mashqlar.................ooooiiiii i,

QATORLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI ....ccvvenaennnnn...

294

11
15
18
22
25
28
35
36
40
42

44



11.1.
11.2.
11.3.
11.4.

11.5.
11.6.
11.7.

11.8.
11.9.
11.10.

11.11.
11.12.
11.13.
11.14.
11.15.

12-BOB.
12.1.
12.2.
12.3.
12.4.
12.5.
12.6.
12.7.
12.8.
12.9.

Sonli gatorlar. Asosiy tushunchalar. ..., 77
Qator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti. Garmonik gator............. 80
Musbat hadli gatorlar hamda ular yaginlashuvchiligining yetarli alomatlari.... 82

Ishoralari o‘zgaruvchi qatorlar. Absolut va shartli yaginlashuvchi

gatorlar. Ishoralari almashinuvchi gatorlar................................... 89
Funksional gatorlar. Funksional gatorlarning yaginlashish sohasi..... 94
Tekis yaqginlashuvchi gatorlarning xossalari................................ 98

Darajali qgatorlar. Darajali gatorning yaqinlashish oralig‘i va

yaginlashish radiusi..............ooooiiiii e 99
Darajali gatorlarning xossalari...............cooiii i, 103
Funksiyalarni darajali gatorlarga yoyish. Teylor va Makloren gatorlari 105

Ayrim elementar funksiyalarning darajali qatorlar ko‘rinishidagi

Yoyilmalari... ... ..o 107
Darajali gatorlarning tadbiglari...................cooiii 111
Fure qatorlari. 2w davrli davriy funksiyalarni Fure gatoriga yoyish..... 114
Davriy bo‘lmagan funksiyalarni Fure qatoriga yoyish..................... 125
Fure integrali...........cooiiiii i 127
Fure integralining kompleks shakli. Fure almashtirishi.................... 130
Nazariy savollar. Mashqlar.................ooooiii 132
IKKI VA UCH O‘LCHOVLI INTEGRALLAR.....ccccecevveiurnn, 135
Ikki o‘Ichovli integral tushunchasiga keltiriladigan masalalar............. 135
Ikki o‘Ichovliintegral ..ot 136
Ikki olchovli integralning asosiy xossalari.......................coooeeiaii. 138
Ikki o‘lchovli integralni hisoblash.....................oooon 140
Ikki o‘Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish.................... 149
Ikki o‘lchovli integralning tadbiqglari................cooooiciiiiiiiii, 161
Uch o‘Ichovliintegral.............ocoiiiiiii e 176
Uch o‘lchovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish................... 184
Uch o‘chovli integralning tadbiglari......................coooiiinn, 193

295



13-BOB.
13.1.
13.2.
13.3.
13.4.
13.5.
13.6.
13.7.
13.8.

13.9.
13.10.
13.11.
13.12.

14-BOB.
14.1.
14.2.
14.3.
14.4.
14.5.
14.6.
14.7.

Nazariy savollar. Mashqlar.................oooiiiii i, 198

EGRI CHIZIQLI INTEGARAL VA SIRT INTEGRALLARI...... 203
Birinchi tur egri chizigliintegral ... 203
Birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va xossalari........... 206
Birinchi tur egri chizigli integralni hisoblash ......................... ... 208
Birinchi tur egri chizigli integralning tadbiqlari ............................ 212
Ikkinchi tur egri chizigliintegral ..................oooiiii i, 217
Ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisoblash....... 219
Ostrogradskiy-Grin formulasi...............coooiiiiiii i 226
Ikkinchi tur egri chizigli integralning integrallash yo‘liga bog‘liq
bo‘lmaslik sharti...........cooiiiiii e 228
Birinchi tursirtintegrali..............coooiiii 235
IKkinchi tur sirtintegrali...............oooi i, 241
Ostrogradskiy-Gauss formulasi..............c.oooiiiiiiiii i, 254
Stoks formulasi...... ..o 257
Nazariy savollar. Mashqlar.................coooiii i, 260
MAYDONLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI..ee.cciia, 264
Skalyar maydon tushunchasi................oooooii i 264
Yo’nalish bo’yicha hosila................ooooiiiiii i, 265
Skalyar maydonning gradiyenti va uning xossalari ........................ 268
Vektor maydon va vektor chiziglar..................cooii 271
Vektor maydon ogimi va divergensiyasi ............cooeeveeiiiniiiniiiinnn 273
Vektor maydon sirkulyatsiyasi va 1otori ..........coceevviiiiiiiiniiineannn, 281
Gamilton OPETATOTT. .. .euttt ettt e e eieaans 286
Nazariy savollar. Mashqlar.................oooiiiiiiii, 289
FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR...........cciiiiiiiee, 292

296



BBEAEHUE
10-TJIABA.

10.1.

10.2.
10.3.

10.4.

10.5.
10.6.
10.7.
10.8.
10.9.
10.10.
10.11.
10.12.

10.13.

10.14.
10.15.

10.16.

10.17.
10.18.

COILEPKAHHUE

OBBIKHOBEHHBIE JANOOEPEHIIUAJIBHBIE
YPABHEHMHSL...........ocoiiiiiiie e
3amaun, mnpuBojsauMe K auddepeHlIruanbHbIM - YPaBHEHUSIM.

(@012 (0):1: 1.5 (S 1(0): £ 016 O
HuddepennnanbHble ypaBHEHUS MEPBOTO MOPSIAKA. . ..vvenveenerennnn.

Ocoboe pemenue auddepeHuaIbHbIX YPAaBHCHUA IEPBOTO
1 00] 03 912 FO U PP R TP
Hudbdepenupanbuple  ypaBHEHHS]  C  pPa3[CiiCHHBIMU U
Pa3IACTIAIOMIAMUCS TIEPEMEHHBIMHE . . ...t eeeneeneeeieeaneeneenneananenenans
Onnoponanbie TUGHEPEHITUATBHBIC YPABHEHUS . ... ueveevnieaeenannnn.
VYpaBHeHME PUBOIALINE K OJHOPOJIHOMY YPABHEHHUIO. . ...............
Jluneiinsie mudpepeHnraIbHbIe ypaBHEHHS TIEPBOTO TIOPSAIKA........
VYPpaBHEHUE BEPHYIUIH ...t e
VYpaBHEHUS B MOTHBIX TUPEHEPEHIMATAX cvvvnvveeenreeennneeennnannnn.
JuddepeHunanbHple ypaBHEHUS BBICIIUX MOPSIKOB........cuvveene.. ..
Jluneitnpie nudpepeHnranbabie ypaBHEHHS BBICIIUX TOPSIKOB......
Jlunelinpie omHOpOaHBIC AU depeHITnaIbHbIC YPABHEHHUSI BTOPOTO
1 00] 03 0112 HN P
Jlunelinpie  HeomHOpOnHBIE U (EpeHIMATBHBIE  YpaBHEHUS
BTOPOTO TTOPSIIIK. +..vvevveeureeeeeenreensneenseenseesnseenseessseenseesssessseessesssneensns
MeTon Bapualiuy TPOU3BOTHBIX MOCTOSHHBIX. ...eevveereneenneirinennenn.

Jluneliapie omHOPOAHBIC AU(GEpeHITHATBHBIC YPaBHEHUS BTOPOTO
MOPSAKA C IIOCTOSHHBIMH KOA(DPUITUCHTAM.........oeeeeeeevrreeniineeennnnns
Jluneitnpie  HeomHOpOnHBIE  aUd(EpeHINATbHbIE  ypaBHEHUS
BTOPOIO MOPSAKA C TOCTOSHHBIMU KOADPUITUECHTAMMU. .......evveneeennee
Cucrembl UG GHEPEHITUATBHBIX YPABHEHM M. ..cov v eneeeeiiieeneennne.

Hopwmaibhbie cuctembl 1udPepeHInaTbHbIX YPABHEHUM. ........veveee.

297

11
15
18
22
25
28
35

36

40
42

44

49
54



10.19.
10.20.

10.21.

11-TJTABA.
11.1.
11.2.
11.3.
11.4.

11.5.

11.6.
11.7.

11.8.
11.9.

11.10.

11.11.
11.12.
11.13.
11.14.
11.15.

12-TJTIABA.
12.1.

Cucrema nuHeHHBIX U EepeHITNaTbHBIX YPABHEHUM. . ... ............. 59

Cucrempl  nuHeMHbIX  IuddepeHINaTbHBIX  ypaBHEHUH  C

MTOCTOSTHHBIMU KOY(POUITMECHTAMH .......vvveeeerrennreeeannrearnnseennsaniiness 01
[Tpumenenue nudpepeHInaTbHBIX YPABHEHUM. ...cevvvereenvvvreeneenne. 0O
TeopeTrueckne BOMPOCHL. [IPUMEPBI. ......ovvvviviiiiiiiieiiiiine 73
DJIEMEHTDBI TEOPUU PALOB.....cccuvveriiiiiiiiiiiiiieciee 77
YucnoBsie pasibl. OCHOBHBIC OMPEHACTCHMS. ....eeeeerrreeanerreeennerreesanenss 77
HeoOxomumoe ycimoBue cxonuMocTH psiaa. ['apmormueckuii psia.... 80
3HAKONOXKUTEITBHBIE PS/IBI U X IOCTATOYHBIE TIPU3HAKU CXOAUMOCTH. ... 82

3HaKoNEepeMEeHHbIE PSAAbl. AOCOIIOTHO M YCJIOBHO CXOJSIIUECS
PAIBL. 3HAKOYEPEAYEOIITME PSIIBL....nnveeeeerrrreearreeesssreneesrneeeane s aeennennes 89
OyHKIMOHAIBHBIE PsAAbl. O0JIaCTh CXOAUMOCTH (HYHKIIMOHATBHBIX
J03; 9100) - S0 94
CBoiCTBa PABHOMEPHO CXOMSITUXCS PAIOB..veueteeenrreeaniaeeannnennns 98
Crenennble psapl. Pannyc cXoauMocTd U 00JacTh CXOJUMOCTHU
(L1031 (0) Ko I o3 01 ¢ H N 99
CBOMCTBA CTETICHHBIX PSIIIOB.... .\ tentteneeenreenneeenneenneenneeanearenens 103

Paznoxenue ¢GyHKIMA B CTeNeHHBbIE psabl. Psapl Tednopa u

|\ B9 (0] 015) - v IO 105
Paznoxenne B CTEMEHHOW PSIJA  HEKOTOPHIX  3JIEMEHTPaHBIX
[IpUMEHEHUE CTETICHHBIX PAIIOB. .. .eeeevreeeeurreeernreeeassreeeeasnereessssneeeens 111

Psaner ®ypse. Paznoxenne pyukuii B psig @ypobe ¢ nepuogom 2n.. 14

Paznoxenue B psiig Oypbe HEEPUOANUECKUX PYHKITHM. ............... 125
HTHTETPATT DYPBC. .. uviiniee ettt et e aeeaeeens 127
Hurerpan @ypre B komruiekcHoi popme. [IpeodbpazoBanue @ypre. 130
Teopernueckue BOMPOCHL. [IPUMEPBI........ovviiiiiiiiiiiiiien e 132
JBOMHBIE U TPOVUHBIE UHTETPAJIBL........ccccuuuunennnnnnn. 135
3agauu, MPUBOSIIMNE K MOHATHIO JTBOMHOTO HHTETPANA. ............... 135

298



12.2.
12.3.
12.4.
12.5.
12.6.
12.7.
12.8.
12.9.

13-TJIABA.

13.1.
13.2.

13.3.
13.4.
13.5.
13.6.

13.7.
13.8.

13.9.
13.10.
13.11.
13.12.

14-TJIABA.
14.1.

DA 0:T0370500) 78070 1<) i 12N O 136
OCHOBHBIE CBOMCTBA IBOWHOTO MHTETPATIA. .. \veereerenneennanennannnans 138
BrrurciieHne TBOMHOTO MHTETPAITA. ... uuveereereeennneeenriieannneanens 140
3amMeHa NEPEMEHHBIX B ABOMHBIX MHTETPATAX ... nuvenneerrenneannennnnn. 149
[IprMEeHEHUE TBOMHOTO MHTETPATA .. uveeennreeeanneeannneeaeenneannnans 161
BaT0) 7050070870561 i o 1) P 176
3amMeHa NEPEMEHHBIX B TPOMHBIX MHTETPATIAX .. veneeeneeennennnnannns. 184
[IprMEHEHUE TPOMHOTO MHTETPAITA. ... cveerreeennreeennneeannneennaanennns 193
Teopernueckue BOPOCHL. [IPAMEPHI. ...c..oovviiiiiiiiiiiinaa, 198
KPUBOJIMHEHNHBIE n IMOBEPXHOCTHBIE

1705 1N D] I 2 W] 1 33 R 203
KpuBosnHeHHBIE HHTETPAIBI TIEPBOTO POMA. ... neeneeneeirennanennnes 203

YcnoBus CYIICCTBOBAHUA KpHBOJ'IPIHGfIHBIX HHTCI'PAJIOB IICPBOI'O

POIA ML X CBOMCTBA. ...t tutttentteeanteeenteeeanneeeatinearreeseeannneeannns 206
Brruncnenne KpuBOJIMHEWHBIX HHTETPAIIOB TEPBOTO POAA............ 208
[IpumMeHeHne KpUBOJIMHEHHBIX MHTETPAJIOB MEPBOTO POJIA............ 212
KpuBOJIMHEITHBIE HHTETPAIIBI BTOPOTO POJIA «.vvvereeannneeennaiiannnss 217

VYcioBusL CylIeCTBOBAHUSL KPHUBOJIMHEWHBIX HMHTErPAJIOB MEPBOIO

POJIA U UX BBIUMCIICHIIC . ... evuvventeenteenteenneeneeaneeenneenneenennnnenne 219
dopmyrna OcTporpagCKOTO-I PHHA. .....veueieieiiiiie e, 226
He3aBucMMOCTh  KpUBOJIMHEWHBIX  MHTETPAIOB  OT  IYTH

HHTETPHPOBAHI ... . e eeeeneeetteneeteeneenteteeneeteene et eeeaeenann e 228
[ToBepXHOCTHBIE MHTETPAIBI TIEPBOTO POMA. . .neeneeneareneenneenaneenns 235
[ToBEpXHOCTHBIE HHTETPAIIBI BTOPOTO POJIA. . .vvneverireenneenniannnss 241
®opmyia ['aycca-OCTPOTPATCKOTO. . ...veneeinieeiee it eiteieeeeneeen 254
DOPMYITA CTOKCA. vt euttenttenteeeteenteaee et et ere e aneenneeaneanns 257
Teopernueckue BOMPOCHL. [IPUMEPBI. ......oovviiiiiiiiii i 260
SQJEMEHTDBI TEOPUM THOJIS.....cccocovviiiiiinnniiiiinnnnneniienns 264
[TOHSATHE CKATISIPHOTO TIOJMS. .+ eevveesvteneeenaeenaeeeneeeneeenneenneenaneenns 264

299



14.2. TIpou3BOIHAS MO HATIPABICHHUEIO ... .t 'ue e eeeneeeneenteaneeneennannneneens 265

14.3. T'pagueHT CKaJSPHOTO MOJIS U €70 CBOMCTBA. . .vvetnrneeeeenanenanneen 268
14.4, BektopHOE 10JIe. BEKTOPHBIC JTMHUH. ... ..\vvvinereeennneeaanneeanninnnnns 271
14.5. JluBepreHIus U MOTOK BEKTOPHOTO TTOMS. . . vveueeireneenaneneenannnen 273
14.6. LupKyJISIUsS U POTOP BEKTOPHOTO TIOMS. . .vveeteeeentaieannneennnasn. 281
14.7. OnepaTop aMUIBTOHA. ... .ouvtieteitttee it eeere e e 286
TeopeTtrueckne BONPOCHL. [IPUMEPBI.......ccevvviviiiiiiiiiiiien, 289
HUCITIOJIb3OBAHHAS JIMTEPATYPBI...............cooiiiiiiii, 292

300



CONTENTS

INTRODUCT ION . ..o e

CHAPTER 10.
10.1.

10.2.
10.3.

10.4.

10.5.
10.6.
10.7.
10.8.
10.9.
10.10.
10.11.
10.12.
10.13.
10.14.
10.15.

10.16.

10.17.
10.18.
10.19.
10.20.

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS..........cccevvennne,
The tasks leading to the differential equations. Basic
o0 1[¢1=T o) T PPN
Differential equations of the firstorder ...............cccoeiieiienn.

Special solutions of the differential equations of the first

Differential equations with the divided and divided
VAITADIES. ...
Uniform differential equations .................oooiiiiiiii e,
The equation leading to the uniform equation .........................
Linear ordinary differential equations.............ccccccovvevieiiieiiennnnn,
Bernoulli's equations ............coiiiiiiiiii e
The equations in full differentials........................oooill.
Differential equations of the highest orders............................
Linear differential equations of the highest orders............c...........
Linear uniform differential equations of the second order .........
Linear non-uniform differential equations of the second order.....
Method of a variation of any constants......................ooeeveienn.
The linear uniform differential equations of the second order
with constant COEffICIENTS..........cccvvviveiie e
The linear non-uniform differential equations of the second
order with constant COEFfICIENTS.........ccccvvieiiiiii e
Systems of the differential equations.........................ooeai.
Normal systems of the differential equations.............ccccceevvvvennen.
System of the linear differential equations ............................
The systems of the linear differential equations with constant

COBTTICIENTS .o e e e e

301

11
15
18
22
25
28
35
36
40
42

44

49

54

55

59

61



10.21.

CHAPTER 11.

11.1.
11.2.

11.3.
11.4.

11.5.
11.6.
11.7.

11.8.
11.9.

11.10.

11.11.
11.12.

11.13.
11.14.
11.15.

CHAPTER 12.

12.1.
12.2.
12.3.

Application of the differential equations.............ccceeeeeeeeeeeo... 65

Theoretical questions. Examples.............cooooiiiiiiiiiiin... 73
ELEMENTS OF THE THEORY OF SERIES.....cueevvvvveeen... 77
Numerical series. Main definitioNS..........ceeeee e, 77

Necessary condition of convergence of a series. Harmonious
1S o (S TSP 80
Positive series and their sufficient signs of convergence .................. 82

Sign-variable series. Absolutely and conditionally meeting

=] =SSP 89
Functional series. Area of convergence of functional series....... 94
Properties of evenly meeting Series.............c.oeveiviiiniieninn... 98

Power series. Radius of convergence and area of convergence of
POWEL SEIIES ...veeuveeeieeitee ittt eteeetee s teesteesteesaeeeaeesseeeneaentaesnreanrae e e s 99
Properties Of POWET SEIES.........ouiriiiie e 103
Decomposition of functions in power series. Taylor and
MaKIOreN's SEIMES. ...t 105
Decomposition in power series of some the elementranykh of
FUNCLIONS......oeiiiiie e 107
Application of POWEN SEIES.......ccccoveiiiieiie e 111

Fourier's series. Decomposition of functions in a series Fourier

with the period 27. ..o 114
Decomposition in a series Fourier of acyclic functions............. 125
Fourier'sintegral ..., 127

Fourier's integral in a complex form. Fourier's transformation.... 130

Theoretical questions. Examples ...............ooooiiiiiiiiiinn.. 132
DOUBLE AND TRIPLE INTEGRALS....ccccitetieiinicinconnen. 135
The tasks leading to a concept of double integral ................... 135
Double integral.................ooooiii ool 136
Main properties of double integral ....................ccoooiiin Ll 138

302



12.4.
12.5.
12.6.
12.7.
12.8.
12.9.

CHAPTER 13.

13.1.
13.2.

13.3.
13.4.
13.5.
13.6.

13.7.
13.8.
13.9.
13.10.
13.11.
13.12.

CHAPTER 14.

14.1.
14.2.
14.3.
14.4.
14 5.

Calculation of doubleintegral ............ccooi i 140

Replacement of variables in double integrals ......................... 149
Application of double integral..................cooiiiiii 161
Tripleintegral ..... ..o 176
Replacement of variables in threefold integrals ..................... 184
Application of threefold integral ...l 193
Theoretical questions. Examples ..., 198
CURVILINEAR AND SUPERFICIAL INTEGRALS ......... 203
Curvilinear integrals of the firstsort ..., 203

Living conditions of curvilinear integrals of the first sort and

their PrOPeItY .ot 206
Calculation of curvilinear integrals of the first sort .................. 208
Application of curvilinear integrals of the first sort................. 212
Curvilinear integrals of the second sort ..............cceovvviienenn... 217

Living conditions of curvilinear integrals of the first sort and

their calculation ............coiiiiiii e 219
Ostrogradsky-Green'sformula ..., 226
Independence of curvilinear integrals of a way of integration...... 228
Superficial integrals of the first sort ..................c.oooonlt. 235
Superficial integrals of the second sort .............c.ccoeviiin.n. 241
Gauss-Ostrogradsky's formula ..o 254
Stokes formula ... 257
Theoretical questions. Examples ................ooiiiiiiiii .. 260
ELEMENTS OF THE THEORY OF THE FIELD ............. 264
Conceptofthescalarfield ..., 264
Derivative in the direction...............ocooeviiiiiiiiiiiii, 265
Gradient of the scalar field and its property ..........ccceeevvininnn. 268
Vector field. Vector lines..........ccooviiiiiiii i 271
Divergence and stream of the vector field ............................ 273

303



14.6. Circulation and rotor of the vector field ...........covvivveivnnn....

14.7. HamilONIaN. . ...ooo ot e et

Theoretical questions. Examples ...........ccccooiiiiiiiiiiiiiiin,

LITERATURES

304



