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N-Xomzmiy ‘nomidagi Urganch davlat universitetining ilmiy ken-
gashi va Respublika muvofiglashtirish komissiyasi majlisining qaroriga
binoan o‘guv qo‘_l}anma chop qilishga tavsiya etiladi.
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So*zboshi

Ta’lim sohasidagi islohotlar, DTS lari gabul qilinishi har bir yo‘nalish
bo‘yicha darslik va o‘quv go‘{lanmalarni yaratishni tagozo etadi. Shu sab-
abli biz ushbu go‘llanmani yozishni ma'qui topdik.

Qo‘llanma universitet va pedagogika institutlarining «Tasviriy san’at va
muhandislik grafikasi», «Musiqa ta’limi», <Jismoniy tarbiya va jismoniy
madaniyat» yo‘nalishlari bo‘yicha ta’lim olayotgan talabalariga mo‘ljallangan -
ho'lib, shu yo‘nalishiar uchun tasdiglangan dasturga asosan yozilgan.

Qo‘llanmaning asosiy vazifasi matematikaning dasturida ko‘rsatilgan
to‘plamiar va mantiqiy mulohazalar, vektorlar va chizigli algebra element-
lari, analitik geometriya elementlari, differensial va integral hisobi, ehti-
mollar nazariyasi va matematik statistika elementlari bo‘limlarini gisqacha
bayon etish, mavzularga doir misol va masalalarni yechish usullarini
ko‘rsatishdan iborat.

Muallif dastur materialini, iloji boricha, gisga, zarur joylarda misollar
yechish orgali tushuntirish bitan bayon etishga harakat qildi. Har bir bob
so‘ngida talabalarning mustagil o‘z-o‘zini nazorat qitish maqgsadida savollar
hamda mustaqil o‘rganishlari uchun mavzular keltirilgan.

Qo‘llanmaga muallifning al-Xorazmiy nomii Urganch Davlat univer-
sitetining pedagogika fakultetida ko'p yillar davomida o'qigan ma’ruzalari
va o‘tkazgan amaliy mashg‘ulot materiallari asos gilib olindi. Bundan tashqari,
shu sohaga tegishli mavjud o‘zbek va rus tillaridagi adabiyotlardan ham
foydalanildi. Foydatanilgan adabiyotlar ro‘yxati go‘llanma oxirida keltirilgan.

Qo‘llanmani o'qib chigib o‘zlarining fikr-mulohazalarini bildirgan Ur-
ganch Davlat universiteti fizika-matematika faquiteti dekani fizika-mate-
matika fanlari doktori, professor A. Hasanov, shu fagultet dotsentlari
R. Karimov, R. Madrahimov, S.Masharipova, Nizomiy nomli Toshkent
Daviat Pedagogika universiteti «Matematik tahlil» kafedrasi dotsenti
M. Madrimov, Toshkent Arxitektura-Qurilish instituti «QOliy va amaliy
matematika» kafedrasi mudiri dotsent A Abdurahimov, Toshkent Arxitek-
tura-Qurilish instituti . «Informatika va axborot texnologiyalari» kafedrasi
mudiri, t.f.d., professor A.Siddiqovlarga o‘zimning chugur minnatdorchil-
igimni bildiraman. : :

Qo‘llanma hagida bildirilgan fikr va mulehazalarni minnatdorchilik
bilan gabul gilaman. : o .

. Muallif.
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TO‘PLAMLAR VA MANTIQIY MULOHAZALAR
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lj§. To‘plamlar, sonli to‘plamlar, S
universal va tartiblangan to‘plamlar

To‘plam deganda narsalar, buyumlar, obyektlarni biror xossasiga :

ko‘ra birgalikda (bitta butun deb) garash tushuniladi.

Mas_alan,_ hamma. natural soniarni birgalikda qarasak, natural sonlar
to‘plaml. hosil bo‘ladi. Talabalar uyida yashovchi talabalarni birgalikda
qarash bllé!l'l shu yotogxonadagi talabalar to‘plamini hosil gilamiz. To'gri
ch‘lz‘iqda qu[asl1_gan hamma nuqtalarni bitta butun deb qarash shu
to'g'rt chiziqdagi nuqtalar to‘plamini, maktabdagi o‘quvchilarni birga-
likda garash o‘quvchilar to‘plamini beradi va h.k.

l-ta’!'if. To‘plamni tashkil etuvchi narsalar, buyumlar, obyekitlar
to‘plamr}mg elementlari deb ataladi. Masalan, yuqoridagi misoilardagi
o_‘quvchllal_', talabalar, natural sonlar mos to‘plamlarining elementlari
hasoblanad{. To‘plamiar, odatda, alfavitining katta harflari bilan ularning
elementlari esa alfavitning Kichik harfiar; bilan belgilanadi. A to‘plam
a,f':,_s,;f, vres £, ,ef’:'2 ¥y qlemcnt[aridan tuzilganligi 4={a, b,s,4d, .., a, B. ¥}
ko 1j1msl::da yoziladi. Agar to‘plamning barcha elementlari ko‘rsatifgan
yoki uning elementlarini shu to‘plamga tegishli yoki tegishli emasligini
anglatuvchi xossasi berilgan bo‘lsa, to‘plam berilgan hisoblanadi. Bun-
da‘y X0ssaga to"p‘Iamning tavsifiy xossasi deyiladi, Masalan, juft sonlar
to ‘p]amx- to‘g'risida so‘z yurutganda bu to‘plamning -tavsifiy xossasi
unu;g.tbar(;h:i3 elengentlarini ikkiga butun son marta bo‘linishidir.

-ta’rif, Bitta ham elementga ega bo‘lmaga ‘ ‘s ¢
deb ataladi va @ bilan belgilaﬁadi.g Ban toplam bo'sh to'plam

a ‘element A to‘plamning elementi ekanligi aeAd yoki 454
ko‘rinishda belgilanadi va «a element A to‘plamning elementi»
«a element A4 to‘plamga tegishli», «a element 4 to‘plamda mavjud» yoki
«q element A to‘plamga kiradi» deb araladi.

a element A to‘plamning elementi emasiigi ag 4 yoki ASq belgi b
ko‘rsatiladi, Masalan, A={ab, s} to'plam uchun aei, se4 lekingg E]I;n-

Toplamni tashkil etuvchi elementlar soni chekli yoki cheksiz bo‘lishi

4

mumkin. Birinchi holda chekli to‘plamga, ikkinchi holda esa cheksiz to‘plamga
cga bo‘lamiz. Masalan, 4={a}, B={a b}, C={ab,s), to‘plamlar chekii
bolib, ular mos ravishda bitta, ikkita va uchta elementlardan tuzilgan.
Quyidagi 4={1,2,3,..,n.}, B={2, 4, 6, .., 2n .} to‘plamlar cheksiz.

Agar A to‘plamning @ elementi B to‘plamning b elementiga teng,
ya'ni a=5b desak, bundan bitta element ikkala to‘plamda har xil
harflar bilan belgilanganligini tushunamiz,

3-ta’rif. A to‘plamning har bir elementi B to‘plamda ham mavjud
bo‘lsa, va aksincha, B to‘plamning har bir elementi 4 to‘plamda ham
mavjud bo‘lsa, A4 va B to‘plamlarni teng (bir xil) deb atab buni A=B8
yoki B=4 ko‘rinishda belgilaymiz.

Ta’'rifdan ma’tumki ikki to‘plamning tengligi ularning aslida bitta
to‘plam ekanligini bildiradi. Shunga o‘xshash, bir gancha to‘plamlarning
tengligi haqgida gapirish mumkin.

4-ta’rif. B to‘plamning har bir elementi 4 to‘plamda ham mavjud
bo'lsa B ni A to‘plamning to‘plam osti yoki gismi yoki gism to‘plami
deymiz, buni quyidagicha belgilaymiz:

BcAdyoki AoB

Izoh. Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, B to‘plamning hamma elementlari A4
da mavjud bo‘igan holda, 4 da B ga Kkirmagan boshqa elementlar
bo‘lmasa, A=8 yoki B=A tenglikka kelamiz.

Shuning bilan birga 4-ta’rifdan bo‘sh to‘plam va har bir to‘plam
o‘zining to‘plam osti {qism — to‘plami) ekanligi ko‘rinadi.

Masalan, A={a b s d ¢ f g} to‘plam uchun B={a} C={b d g},
D={f g}to‘plamlarning har qaysisi to‘plam osti (gism to‘plam)dir.

Agar A to‘plamning har bir elementiga B to‘plamning yagona bir
elementi mos kelsa, 4 va B to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnatiladi deyiladi. Agar 4 va B to‘plamlar orasida o‘zaro bir
qiymatli moslik o‘rnatiigan bo‘lsa ular ekvivalent deyiladi va 4~ B
ko‘rinishda belgilanadi. ' ‘

Masalan, natural sonlar to‘plami N, barcha juft sonlar to‘plami M
bitan ekvivalent.

Haqiqatan ham natural sonlar to‘plami N bilan barcha juft sonlar
to‘plami M orasida o‘zaro bir giymatli mostikni o‘rnatish oson, har bir
natural son ne N ga m=2ne M juft soni mos keladi va aksincha.

Ikkita chekli to‘plam orasida ekvivalentlikni o‘matishni ikkita yo‘li bor:

1) To*plamlar elementlari orasida bevosita o'zaro bir giymatli moslik
o‘rnatish orqali;

2) To‘plamiar elementlarini sanash va ularni har biridagi elementlar
sonini taqqoslash yo‘li bilan.

Masalan, agar A={], 2, 3} va B ={stol, stul, parta} bo‘lsa, u holda
bu to’plamlar chekli ekvivalent bo‘lib, har bir to‘plam uchta elementga
ega. Agar n elementdan tashkil topgan chekli to‘plamni elementlarini
biror tarzda 1, 2, 3, 4, ..., » natural sonlar bilan nomerlash mumkin

bo‘lsa, u tartiblangan deyiladi.



£ Masalan, guruhdagi talabalar to‘plami tartiblangan, chunki ularni
otasining ismlarini guruh jurnalida natural sonlar yordamida tartiblash
mumkin.

5-ta’rif. B to‘plamning barcha elementlari A to‘plamda mavjud
bo‘lib, shu bilan birga 4 da B ga tegishli bo‘imagan elementlar ham
mavjud bo‘lsa B to‘plam A to‘plamning xos gism to‘ptami deyiladi.

6-ta’rif. 4 to‘plamning o‘zi va & to‘plamga shu A to‘plamning xos
bo‘imagan gism to‘plami deyiladi.

7-ta’rif. Har ganday to‘plamning xos gism to‘plami deb garalma-
gan to‘plamga universal to‘plam deyiladi va U bilan belgilanadi.

U/ universal to‘plamning barcha gism to‘plamlari orasida ikkita xosmas -

gism to‘plam mavjud bo‘lib, ulardan biri U ning o‘zi, ikkinchisi esa
bo‘sh to‘plam, qolganlari esa xos qism to‘plamlar bo‘ladi.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar. =~ =

1. To'plam deganda nimani tushunasiz?
2. To'plam osti nima? Haqiqiy sonlar to'plami gism to‘plamlarini ko‘rsating,

2-§. To‘plamlar ustida amallar va ularning xossalari

Tarif. a,b, s, d, f elementlar 4 va B to‘plamlarning har birida
mavjud bo‘lsa, ular bu to‘plamlarning umumiy elementlari deyitadi.

Masalan, A={a b, s, d, f}, B={a b d} to‘plamlar uchun ¢,b,d
— umumiy elementlar.

1) To‘plamlar kesishmasi (ko paytmasi). 4 va B to‘plamlarning
umumiy elementlaridangina tuzilgan C to‘plam 4 va B to‘plamlarning
kesishmasi (ko‘paytmasi) deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

C=A4A*B yoki C=A(1B bu yerda {) — belgi to‘plamiarning
kesishmasini bildiradi.

Bitta ham umumiy elementga ega bo‘lmagan to‘plamlarning kesish-
masi J bo‘sh to‘plamga teng.

Masalan, 1). Ad={a b s d e} va B={a s,de b} to'plamlar
uchun: A(1B={a. b, s,d e} ga teng.

DA=1,2,3,456 B={4,6,58} va C={4,68,10,11} to'p-
lamlarning kesishmasi ushbuga teng: AN BNC={4, 6}

3) A={2,5,6} va B={7 8,9} to‘plamlarning kesishmasi ushbuga

teng: Af1B=0
- 4) A={x|xe N, 1sx<I5}, B={x|xeN, 6<x<19}

ANB={x|xeN, 6<x<I5

e A e C© B D
- py | b}
' E . F
pee——t::
K Loy
| 1
1-chizma.

To‘plamlaming kesishmasi geometrik nuqtayi nazardan figuraning
kesishmasiga mos keladi.

1-a chizmada shtrixlangan gism 4 va B to‘plamlar kesishmasini
1-b chizmada CB kesma AB va CD kesmalar kesishmasini ifodalaydi.

I-d chizmada [EF] va [KL] kesmalar kesishmaydi, demak kesish-
ma bo‘sh to‘plam.

Xususiy holda: 4NANA..=4 ANS=D

Yuqoridagi xulosalar to‘plamlar soni ikkitadan ortiq bo‘lgan hol
uchun ham to'gri. _

2) To*plamlar birlashmasi (yigindisi). Berilgan 4 va B to‘plamlarning
birlashmasi (yig‘indisi) deb, shu 4 va B to‘plamlarning har biridagi
hamma eclementlardangina tuzilgan C to‘plamga aytamiz. Yig'indi
C=A+B yoki C=AlJB ko‘rinishda belgilanadi.

To‘plamlarda har bir element bir martagina olinishi iozim bo‘]ganl
uchun, to‘plamlardan har ikkalasining umumiy elementlari ¢ yigind-
ida bir martagina olinadi.

Misollar:

1) A={a b s d} B={a, b s d e f} 1o'plamlarning birlashmas_i'
ushbuga teng: o
AUB={a,b,s.d,e [}

2) A=1{3,4,56} va B={56,8910} to‘plamlar uchun

AUB={3,4,5 6,89 10} ga teng. o

To‘plamlaing birlashmasi geometrik nugtayi nazardan fi guralar-
ning barcha nuqtalaridan tashkit topgan to‘plamni bildiradi.

2-chizma.
7



2-a, b chizmalarda shtrixiangan yuza A va B to‘plamlarning bir- /

lashmasini bildiradi.

Xususiy holda: AYUAUAYU..=4 AU XK=4

Agar Bc A4 bo‘lsa, AUB=4 dir.

To‘plamlar soni ikkitadan ortiq bo‘lganda ham birlashma uchun
chiqgarilgan xulosalar to‘g‘ri bo‘ladi.

3) To‘plamlar ayirmasi. Berilgan A va B to‘plamlarning ayirmasi:

deb shunday C to‘plamga aytiladiki, u 4 ning B da bo‘lmagan barcha

elementiaridan tuziladi va quyidagicha belgilanadi: _ /
C=4A-B yoki C=4\B
Misollar: -

D). 4={,2,56} va B={3,4,56,7,8 uchun R= A‘.B—ll 2}

2). A=1123,45}vaB={7,89 uchun
R=A4\B={1234,5};

3). 4= {12,3}vaB {l. 2,3} uchun R=A\B=0.

To'plamlarning ayirmasi geometrik nuqtayi
nazardan chizmada ko‘rsatilgan, shtrixlangan yu-
zam bildiradi (3-chizma)

Xususiy holda: 4\ 4=
: A\T=A

4) To‘plamga to‘idiruvchi: A to‘plam va uning B qismi berilgan
bo'lsin, ya’ni B< 4, A dagi B ga kirmay qolgan hamma element-
lardangma tuzilgan q1sm B ning to‘ldiruvchisi deb ataladi va B

deb garalmasa, u holda A to‘plamning to‘ldiruvchisi @

ko‘rinishda belgilanadl
%/// bo‘sh to'plam bo‘lib, & ning to‘ldiruvchisi esa A4 bo‘ladi,

Bunda 3B gqism to‘plam B ni A gacha to‘ldiradi,
ya’ni B va B ning birlashmasi xuddi 4 ga teng bo‘ladi.
Masalan, A={1.2,3456,78 9 va
{ B={2,5,68 bo'lsa, B={l3 4,7 9} boladi
S-chizma  goopic 4= va D=4
Agar 4> Bbo‘lsa, u holda 418 ayirma, B to‘plamni A to‘plamga
to‘ldiruvchisi deyiladi. Bu 4-chizmada ifodalangan.
Ushbu tengliklarga egamiz: BB =0

Agar A to‘plam biror boshqa to‘plamning gismi

Cyrety
EERNY

AUAd=4 -
B\B=8 '
B-B=B

- Eslatma. 4 va B to‘plamlarning aqalii bittasida ikkinchisiga kirmay-

digan elementlar mavjud bo‘lsa, 4 va B ni tengsiz to plamlar deymiz.
Uni quyidagicha belgilaymiz: 4% B _

'::. ]
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5) To‘plamlar to*g‘ri ko* paytmaSI Foanhen Cabed '

A va B wo'plamlaming to‘g'd ko‘paytmasi deb shunday to plamga ayti~
ladi-ki, u to‘plam elementlari tartiblangan (x, ») juftlardan iborat bo‘lib, bu
juftning birinchisi 4 to‘plamdan, ikkinchisi esa 8 to‘plamdan olinadi.

- To'‘g‘ri ko‘paytma Ax B ko‘rinishda belgilanadi. . i
- Misel: ) o . :
A=1{4,5Tiva B={-1,2,4,5}
to‘plamlar berilgan bo‘lsin. U holda 4 va B to‘plamlaming tog'ri
ko‘paytmasi quyidagicha bo‘ladi:
Ax B ={(4,-1),(4, 2),(4, 4.(4, 305, 1),(5,2),(5.4),(5.5).(7,- ).(7.2),(7,4),(7,5)}

Agar biz to‘g'ri ko‘paytma elementi (x, y) dagi x ni biror nugtani
abssissasi, Y ni esa ordinatasi desak, u holda bu to‘g‘ri ko‘paytma
tekislikdagi nugtalar to‘plamini ifodalaydi,

Boshqacha aytganda haqigiy sonlar to‘plami R ni R ga togrl
ko‘paytmasi Rx R ni tasvirlaydi.

6) To‘plamlar ustida amallar xossalari. - r
To‘plamlar ustidagi amallar quyidagi xossalarga ega: - . .50
To‘plamlar kesishmasi uchun g
1) ANB=8BMA4A {kommutativlik xossasi} £l

2) (Aﬂ B)ﬂC = Aﬂ(BﬂC) (assotsiativlik xossasi} - ‘ B
To‘plamiar birlashmasi uchun: '
) AUB=BUJA4 (kommutativlik xossasi)
- 2) (AUB)UC = AU(BUC) (assotsiativlik xossasi)
Ixtiyoriy A4, B, C to‘plamiar uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:
1) AN(BUC)=(4ANB)U(ANC) (kesishmaning birlashmaga nis-
batan distributivligi}
2) AU(BNC)=(4UB)N(4UC) (birlashmaning kesishmaga nis-
batant distributivligi)
K3 A\(BﬂC}z{A\.B)U%A\C;
4) AN(BUC)=(A\B)N(4\C
Bu xossalarni (munosabatiarni) to‘g'riligi Venn diagrammasini chi-
zish orqali ko‘zga tashlanadi.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. To'plamlar birlashmasi, kesishmasi, ay1rmas1 ta’riflarini aytib bering. _'

2. To‘plamga to‘ldiruvchi deganda nimani tushunasiz?

3. To'plamlar vstida amallar qanday xossalarga ega? . = 5.

4. Sonli to‘plam nima?



3-§. Mulohazalar va ular ustida mantiqiy amallar
| 3.1. Mulohaza. '.

Maktabda o‘rganiladigan matematikada o‘quvchilarda tagqoslash,
obyektlarni klassifikatsiyalash, faktlarni analiz gilish, ayrim sodda fikr-
larni isbotlash, tenglama, tengsizhklarni vechish kabilar hagidagi jum-
lalar bilan ish ko‘riladi.

1-ta’rif. Chin yoki yolg‘onligi hagida fikr yuritish mumkin bo‘lgan
darak gaplarga mulohaza (jumla) deyiladi. Mulohazalar matematik mantiq
fanining boshlang‘ich tushunchasi hisoblanib, quyidagicha quriladi:

1) Obyektlar to‘plami beriladi;

2) Obyektlarning ba’zi bir xossalari va ular orasidagi munosabatlar
bayon gilinadi;

Mulohazalar nazariyasining boshlang‘ich obyektlari sodda mulohaza-
lardan tashkil topadi va ular alifboning kichik harflari a,b,s,...lar bilan
belgilanadi. Har bir sodda mulohaza chin yoki yolg‘on bo‘lishi mum-
kin. Chin mulohaza giymati 1, yolg‘on mulohaza qiymati 0 bilan
belgilanadi. Chin mulohaza (ch), yolg‘on mulohaza (vo) harfi bilan
belgilanadi.

a—«4>3» — chin mulohaza;

b—«7+5=12»~ chin mulohaza;

§ —«5—~ jufi son» — yolg‘on mulohaza;

d = «7—1t0g son» — chin mulohaza.

Matematikada har bir teorema mulohaza hisoblanadi. Teoremani
isbotlash uchun oldin rostligi isbotlangan teoremalar, aksiomalar va
boshlang‘ich tushunchalardan foydalaniladi. Bizga ma’lumki sodda
mulohazalardan bog‘lovchi so‘zlar yordamida murakkab muiohazalar
hosil qilinadi. Bular “emas”, “va”, “yoki”, “..kelib chigadi”, “agar
bo‘lsa, .... u holda”, “zarur va vetarli” kabi bog‘lovchi so‘zlar bolib,
bularni har bittasi bitta mantigiy amalga mos keladi.

Endi mulohazalar ustida bajariladigan amallarni garaymiz:

1) Mulohaza inkori ¢ — biror mulohaza bo‘lsa, u mulohazani yolg‘on
deb boshga mulohazaga ega bo‘lamiz. Bu mulohazaga & — mulohazani
inkori deyiladi va u 7 bilan belgitanadi. Chin mulohazani inkori
yolg‘on, volg‘on mulohazani inkori chin bo‘ladi.

Masalan. "3°=6"-} yolg‘on mulohaza, "3 %6"-p esa chin
mulohaza. Bulardan tubandagi jadvalni tuzamiz:

a a ;
ch yo ch

yo Ch yo [f“, .
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2) Mulohazalar kon’yunksiyasi. - o :

Aytaylik a va p elementar mulohazalar bolsin. a va p mulo‘-
hazalarni “va” bog'lovchi yordamida biriktirib, yangi mulohaza I_losﬂ
gilamiz va unga g va p mulohazalarning kon’yuqksiyasi deyiladi. U
a ~ b ko'rinishda belgilanib, “a va p” deb o‘giladi. a va b ko_nyun-_
ksivasi o va b larning ikkalasi chin bo‘!gam;la - .chm, bittasi yoki
ikkalasi yolg‘on bo‘lganda — yolg‘on deb belgilanadi. . .- ..

a b anb
ch ch ch
ch YO Yo
yo ch yo
yo yo YO

«7—4=3y» va «4— juff sons kon’yunksiyasi chin, «3<8», «8 <‘l‘1»
mulohazalar «3 <8», «8 < 1i» kon’yunksivalar chin, ularni birlashtirib,
«3 <8< 11y deb yozish mumkin. Demak, go‘sh tengsizlik ham mu]pha-.
zalar kon’yunksivasini ifodalar ekan. Mulohazalar kon’yunksiyasi
anb=bnra komutativiik (aAab)rc=an(brc) assotsiativiik xossala-

riga ega.

a mulohazani inkori @ bilan kon’yunksiyasini qaraylik.
a a and
: _ ch yo Yo
L e o YO ch Yo

Bunda and — aynan yolg'on deyiladi. @aAa=yo deb yoziladi.

3) Mulohazalar diz’yunksiyasi. o _
Ikkita mulohazani yoki bog‘lovchisi bilan birlashtirib yangi mulo-

haza hosil gilamiz. Bu mulohazaga mulohazalar diz'yunksivasi deviladi
va avb ko'rinishda belgilanib «a yoki p» deb o‘giladi. Mulohazalar
diz’yunksiyasi uni hosil giluvchi ikkala muiohaza yolg‘on bp‘lgap pa_ytcla
yolg‘on, qolgan hollaming barchasida chin. Uning jadvali quyldaglcha.:

a b avh

ch ch i ch

ch [ yo ch LT
Yo ch ¢ch T A T
¥O yO o i

[kkita elementar mulohazadan diz’yunksiya tuzamiz.

L-misol. «l2>8». «i2=8» mulohazalari berilgan. «l2 >8» yuki
«12=8» — bu mulohaza chin, chunki unga kiruvphl «1;28» !(apl
yoziladi. Bundan ko‘rinadiki, qat’iymas sonli tengsizlik, qat’ty tengsizlik

- va tenglikning diz'yunktsivasini tashkil qilar ekan.
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2-misol. 2<22=3 mulohazalarni ikkalasi ham yolg‘on. Bu mulo-

hazalarni diz’yunksiyasi ham yolgon. Ixtiyoriy a,b,s mulohazalar uchun
quyidagilar o‘rinli: :

avb=hpwvg {(kommutativiik X0s$sasi)
lavbyvs=avibv 5) (assotsiativlik xossasi) R
_ Odatda assotsiativiik xossasini yozishda qavslar tashlab yoziladi.
Chinlik jadvali yordamida quyidagilarga ishonch hosil qilish mumkin.
(avb}x\s:-(a/\.s‘)v(b/\s)
anbdyvs=(avsyn(hvs)
Birinchisi diz"yunksiyaga nisbatan kon’yunksiyaning distiributivligi
deb ataladi. ¢ mulohazani uni inkori diz’yunksiyani tuzamijz.
’: a g ava
ch YO ch
yo ch ch |

Bu holda a4v&@ aynan chin deyiladi va av@ = ch deb yoziladi.
Shunday misolni qaraylik: «x?+3=0 tenglama haqiqiy ildizga egami
yoki ega emas, “bunda” haqiqiy ildizga ega” — mulohazani a bilan
belgilasak, “haqiqiy tldizga ega emas” ~ mulohazasi @ bo‘ladi. Tkka-
lasini diz’yunksiyasi ixtiyoriy @ da gvg=ch boladi. Chinlik jadvali
yordamida kon’yunksiya, diz’yunksiya va mulohaza inkori orasidagi
quyidagi munosabatiarni o‘rganish mumkin.

a) anb=avb, blavb=and
Bularga De Morgan formulalari deyiladi.

3.2. Mulohazalar implikatsiyasi, e

Agar ¢ mulohaza o‘rinli bo‘lsa u holda » mulohaza o‘rinli bo‘lib,
mulohazalar implikatsiyasi deyiladi, = b ko‘rinishda belgilanadi. U
a=>b implikatsiyasiga kiruvchi g mulohazaga implikatsiya sharti, 5
mulohazaga esa implikatsiya natijasi deyiladi.. a = bimplikatsiya faqat
a mulohaza chin, » mulohaza yolg‘on holatidagina yolg‘on bo‘lib,
qolgan barcha hollarda chin qiymatga ega. Chinlik Jadvali quyidagicha:

a b a=f
. ch ch ch
* S ch Vo Vo (R TTTE A
Yo ch ch
Yo Yo ch S STIS AP

" Implikatsiva amalini mulohaza inkori va diz’yunktsiya amali orgali
ifodalash mumkin (a=b=avb. Buni chinlik jadvali yordamida is-
botlash mumkin. - ST B ’
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p B - a=b avb
ch ch yo ch ch
ch yo yo ¥o ¥o
vo ch ch ch ch
YO YO ch ch ch

a=>b implikatsiva berilgan bo‘lsa mulohaza]ar‘ o‘rni_ni al.mas!}t.1r1b
b= a yangi implikatsiyaga ega bo‘lamiz. Bu yo:zllgan 1mpl1kgt:s_1yaga}
teskari implikatsiya deyiladi. Masalan, “agar 138 sonini rgtqanqlar yig mchs!
3 ga karrali bo‘lsa, u holda 138 soni 3 ga karrali” 1mp11kat51)faga teskari
implikatsiya: “agar 138 soni 3 ga kgrrgli bq‘lsa,_ u holda uning raqam-
larini yig‘indisi 3 ga Kkarrali”. Bu chin lmpl_lkatswa, ammo hamma v‘aqt
ham teskari implikatsiya chin bo‘lavermaydi. Masalan, agar 5> 2 bo‘lsa
u holda 3 juft son yolg'on teskarisi: agar 5 juft son bo‘lsa u holda 5> 2
bo‘ladi, bu chin, chunki implikatsiya sharti yolg‘oq. avabd m‘ulohg-
Zalarinti ularni inkoriga almashtirsak 7 = 5 implikatmyaga ega bo‘lamiz.
Bu implikatsiya - implikatsiyaga garama-qarshi dey1[ad1: o

Chinlik jadvali yordamida a =>4 va b= gF l‘ar teng kuchli ekan!n!
ko‘rish mumkin. Masalan, “agar o‘nli sanog _s1stema91slz_:1 139’ sonini
oxirgi raqami nol bilan tugasa, u holda 130 soni ‘5 ga bo‘linadi”. U:}ga
teng kuchli implikatsiya “agar 130 soni 5 ga bo‘.lmmasg, u holda un12’g
o‘nli sanoq sistemasida yozilishida oxirgi ragami nol l?tlan.tugam.aydl .
Bu holda ikkalasi ham chin. b=>a va =5 implikatsiyalarni ham
teng kuchli ekanini kuzatish mumkin.

3.3. Mulohazalar ekvivalensiyasi. i

bl . -’

Ikkita a va b mulohazalarning ikkalasi ham chin yol;i 1kkalas!
ham yolg‘on bo‘lganda chin, golgan hollarda yolg‘pn l?o‘ladlgan yangi
mulohazaga mulohazalarining ekvivalensiyasi deyiladi. Ekvivalensiya

a< b ko‘rinishida belgilanadi. Chinlik jadvali tubandagicha: -
a b s b o

e ch ch ch L ‘f

i S yo ch Yo . : j
YO yo ch

Masalan, “129 soni 3 ga bo‘linadi fagat uning raqamlari yigindisi
3 ga bo‘linsa”™, ¢ mulohaza — “129 soni 3 ga bp‘linadi”, b mulohaza
— *129 sonini ragamlar vigindisi 3 ga bo‘linadi”. ‘ '
IKki mulohaza ham chin bo‘lgantigi uchun ekvivalensiya ham chlq.
Ikkala mulohaza yolg‘on bo‘lsa, u holda ham ckvivalepsiya chin b()‘lﬁfdl.
Masalan, “127 soni 3 ga bo‘linadi, fagat 127 sonimng raqamlar vig-
indisi 3 ga bo'linsa” ~ bu holda « va & lar ikkalasi ham yoig'on.
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O‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

-~ I Mulohaza nima? Murakkab mulohazalar ganday hosil bo‘ladi?
- 2. Mulobhaza inkori deganda nimani tushunasiz?
3. Mulohazalar kon’yunksiyasi va diz’yunksiyasi chinlik jadvallarini tuzing.
. _4. Mulohazalar implikatsiyasi va ekvivalensiyasini chinlik jadvallarini
uzing.

4-§. Kvantorlar va predikatlar, ular ustida amallar

Matematikada bir yoki bir necha o‘zgaruvchini o‘z ichiga oluvchi
jumlalar ko‘p uchraydi. Masalan, x>7, x+y=11. Bu jumialar o‘zga-
ruvchining giymatlariga qarab chin yoki yolg‘on bo‘lishi mumkin,
boshqacha aytganda mulohazaga aylanishi mumkin.

1-ta’rif. Tarkibida erkli o‘zgaruvchilar qatnashib, bu o‘zgaruv-
chilarning gabul qilishi mumkin bo‘lgan giymatilarida mulohazaga ay-
lanadigan darak gapga predikat deyiladi va u A(x), B(x), R(x), Q) ...
ko‘rinishda belgilanadi. '

Predikat tarkibiga kirgan o‘zgaruvchi gabul gilishi mumkin bo‘lgan
barcha qiymatiar to‘plami predikatning aniglanish sohasi deyiladi.

O‘zgaruvchi o‘rniga qo‘yganda, predikatni chin{rost) mulohazaga
aylantiruvchi giymatlari predikatning chinlik(rostlik) to‘plami deyiladi.

Predikatlar tarkibidagi o‘zgaruvchilar soniga garab bir, ikki va ha-
kozo o‘rinli predikatlar deyiladi.

R{x)— bir o‘rini predikat bo‘lib, xobyektning biror xossaga ega
bo‘lishini bildiradj.

Misol. R(x):«x- toq son” ko‘rinishidagi predikat berilgan bo‘lsin.
R(x) predikat bir o‘rinii bo‘lib, uning aniglanish sohasi natural sonlar
to‘plami N dan, giymatlar sohasi mulohazalar to‘plamidan iborat bo‘lib,
har bir mulohazaning giymati esa ikki elementli {0;1} to‘plamdan ib-
orat. Bu predikat qgiymatlarining jadval ko‘rinishi quyidagicha:

x l 213141516 1 71819 1101l
R(x) | 1 0 1} 0 | 0 1 0 1 0 1

_ Jadvaldan ko‘rinadiki: 1) predikatlar mulohaza emas, lekin x ning
biror to‘plamga tegishli aniq qiymatlarida, v mulohaza bo‘ladi.

2) A~ biror obyektlar to‘plami bo‘lsa, bu to‘plamdagi predikai-
xossa deganda biz shu A to‘plamda chin yoki yolg‘on givmatni gabul
qiluvchi bir o‘zgaruvchili funksiyani tushunamiz.

‘Z-ta’rif. A to‘plamning R{x) predikatni chin mulohazaga aylantiru-
vchi B gism to‘plamiga R(x) predikatning chinlik sohasi deyiladi.

__3-ta’rif. Agar R(x) predikat A to‘plamning barcha elementlarida
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chin(yolg‘on) giymatni gabul gilsa, R(x) predikat 4 to‘plamda aynan
chin (yolg‘on) deyiladi.

Misollar. 1) R(x): «x— musbat son» — predikat N to‘plamda
aynan chin; :

2} R(x): «x manfly son» — predikat N to‘plamda aynan yolg'on;

3) E(x):«x toq sorw» — predikat N to‘plamda bajariluvehi predikat.

Bir, ikki, uch o‘rinli predikatlar mos ravishda unar, binar, ternar
predikatlar deyiladi.

Istalgan tenglama yoki tengsizlik predikat bo‘ladi.

Predikatni mulohazaga aylantirishning yana bir usuli kvantorlardan
foydalanishdir.

Quyidagi misolni qaraylik.

10, L1, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 sonlari haqida quyida-
gilarni aytish mumkin:

a) berilgan barcha sonlar ikKi xonali sonlardir.

b) berilgan sonlardan ba’zilari toq sonlardir.

Bu jumialarga nisbatan ularning chin yoki yolg‘onligi to‘g‘risida fiks
yuritish mumkinligidan ular mulohaza bo‘ladi.

Agar biz ulardan “barcha”, “ba’zilari” so‘zlarini olib tashlasak,
jumlalarni chinmi yoki yolg‘onmi savoliga javob berib bo‘lmaydi. De-
mak, “barcha”, “ba’zi” so‘zlarni go‘shish bilan mulohaza hosil qilina-
di. Endi kvantorlarni ko‘rib o‘tamiz.

4.1. Kvaniforlar.

Ta'rif. “Barcha” va “ba’zi” so‘zlari kvantorlar deb aytiladi. “Kvan-
tor” so‘zi lotincha bo‘lib, “qancha” ma’nosini anglatadi, ya’ni kvantor
u yoki bu mulohazada qancha {barcha yoki ba’zi) obyekt hagida gap
borayotganini bildiradi. Umumiylik va mavjudlik kvantorlari bir-biridan
farq qilinadi.

“Ixtiyoriy”, “har ganday”, “har bir”, “barcha(hamma)” so‘zlari
umumiylik kvantoridir, Umumiylik kvantori “ v~ belgisi bilan belgila-
nadi. U belgi inglizcha “All” so‘zining bosh harfidan olingan bo'lib,
bizningcha “hamma” ma’nosini beradi.

“Mavjud”, “ba’zi (ayrim)”, “topiladi”, “kamida bitta” so‘zlari
mavjudiik kvantoridir. Mavjudtik kvantori “3” belgisi bilan belgilanadi.
U belgi inglizcha “Exist” so‘zining bosh harfidan olingan bo‘lib, biz-
ningcha “mavijud”, “bor”, “topiladi” ma’nosini beradi.

Biror 4 to‘plamning “barcha x elementlari uchun” deganda mu-
lohaza qisqacha ¥xe A4, “ba’zi bir x elementlar uchun” degan mu-
lohaza esa 3xe A4 orqali belgilanib, ular mos ravishda umumiylik va
mavjudlik kvantorlari deb yurititadi. Kvantorlar gatnashgan predikatla
quyidagicha yoziladi;
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: 8-chizma. 9-chizma.

Bu hol 7', =7, bo‘lganda o‘rinli (9-chizma).

Bu holda A(x):>5(x) predikatga mantiqiy kelib chiqishlik deyiladi.
~ Bunda B(x_) predikatga A(x) predikat uchun zaruriy shart, A(x)
¢sa B(x) predikati uchun vetarlik shart deyiladi.

Agar A(x) va B(x) prt?dikatlarni chinlik to‘plamlari T, =T, bo'lsa,
Ee:%lac? A(x)= B(x) predikati tengkuchlilik (ekvivalentlik} munosabati

iladi. :

Masalan, A(x): “ x— natural son”, B(x): “x — butun son” |

A(x)= B(x): “x_— natural son bo‘lsa, u butun son”.

A(x) = B(x) predikati ekvivalentlik munosabati bo‘lsa, u holda A(x)
va B};(x()]'llz{lan}mg hal: lI)Jlri ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart deyiladi.
 tredikatlar tarkibiga kirgan o‘zgaruvchilar soni arab bir o‘rinli
ikki o‘rinli va hokazo bo‘ladi. * ria qarsb bir o rmll,

Tkki, uch, ... , n o‘rinli predikatiar orqali ham kvantorli muloh
 Tkkj, s e azalar
Eosﬂ qilish mumkin. Masalan, (Vx, Vy)P(x;y) mulohaza biror to‘plamning
_.,baICha x va barcha ¥ elementlari uchun P(x;y) chin” deb o‘giladi.

O‘z-o*zini tekshirish uchun savollar.

. Predikat nima?

. Predlka_t aniqianish sohasini ta’riflang.

. Uml{mny va n]avjudlik kvantorlari deb nimaga aytiladi?

. Ered:kat inkori deganda nimani tushunasiz? '

. Predikatlar kon’yunksiyasi va diz’yunksiyasi chinlik jadvallarini
1 _ - ) i tuzing,

6. Predikatlar orasida kelib chigishlik va tengkuchlili ynosabattari 4

&5 3 [T T lllk mu

zarur” va “etarli” so‘zlarini ochib bering. ¢ S nosabatiart uchun

Lh b B =

i . AL e I ' . . L
BEENCLRLE 5-§. Munosabatlar va moslik
(RN D P -
”.~ ~ 5.1. Binar munosabatiar va ularning xossalari.
Baeily Munosabat tushunchasi. :
Biz to‘plamlarni o‘rganganda ularni ta kesishadi i
‘plamlarni o‘rgar qqoslab, ular kesishadi yoki
teng: yoki plrl ikkinchisining qismi deb to‘plamlar orasidagi mungsa-
batni garadik. Natural sonlar to‘plamini garaganda sonlar orasidagi turli
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- tuman bog‘lanishiarni ko‘ramiz. Masalan, 7 soni 6 sonidan katta, 12
soni 9 sonidan 3ta ko‘p, 3 soni 2 sonidan keyin keladi va hokazo.

Xuddi shunga o‘xshash, geometrivada figuralarning tengligi va
o‘xshashligi, to‘g'ri chiziglarning parallelligi va perpendikularligi kabi
munosabatlar garaladi.

Bulardan ko'rinadi-ki, matematikada asosan, ikki ob*“ekt orasidagi
munosabat garaladi, bunga binar munosabattar deyiladi. Yugorida ko‘rib
o‘tilgan munosabatlar orasida umumiylik bormi, yo‘qmi degan masalani
garasak, u yoki bu munosabatlarni qarashda biz berilgan to‘plamlar son-
laridan tashkil topgan tartiblangan juftlikiar bifan amaliar bajarishni ko‘ramiz.

Masalan, X ={4,5 6} to‘plamda 1 ta ko‘p munosabatini garasak,
“5 soni 4 sonidan 1 ta ko‘p”, “6 soni 5 sonidan 1 ta ko‘p”. Shu
to‘plamda katta munosabatni garasak “5>47, “6>4”, “6>5". Shunga
o‘xshash kichik munosabatini garasak “4 soni 5 sonidan 1 ta kam”, “5
soni 6 sonidan 1 ta kam™.

Keltirilgan misoldagi “1 ta ko‘p” munosabat uchun {(5:4), (6;5)}
to'plam, “katta” munosabati uchun {(5:4), (6;4), (6;5)} to‘plam, “kichik”
munosabati uchun {(4;5), (5;6)} to‘plamlarga ega bo‘lamiz. Bu to‘plamlar
esa elementlart X ={4,5,6} to‘plam elementlaridan hosil gilingan sonlar
juftliklari to‘plami bitan aniglanadi. Boshqacha aytganda, bu to‘plamlar
X =44,56} to'plam Dekart ko‘paytmasining elementlaridan tashkil
topgan qism to‘plamlardir, va'ni

X x X = {(4:4), (4:5), (4:6), (5:4), (5:5), (5:6), (6;4), (6:5), (6:6);.

Bundan ko‘rinadiki, ko‘rib o‘tilgan munosabtlar x «x Dekart
ko‘paytmaning gism to‘plami bilan aniglanar ekan.

1-ta’rif. X x X to‘plamning istalgan G gism to‘plami binar munosa-
bat deyiladi. Binar munosabatlar alfavitning bosh harflari
PO RS,..., bilan belgilanadi.

Matematikada binar munosabatlar
a=ba<ba>ba=b albalb kabi®< @
belgilar orgali berilgan. ; g

Munosabatlarni grafiklar yordamida
ko‘rgazmali tasvirlash mumkin. Masalan,
X:{3,6,9,18} to‘plam elementlari uchun
“karrali” munosabatini ko‘ramiz va uning
grafigini chizamiz (10-chizma). 18 soni 3 ki
ga karrali, 18 soni 6 ga Karrali, 18 soni 9 _ 10-chizma.
ga karrali va hokazo. xto‘plamdagi ixtivoriy son o‘z-o‘ziga karrali
bo‘lgani uchun oxiri ustma-ust tushadigan strelkalar mavjud. Bunday
strelkalar sirtmoglar deyiladi. '

To‘plamlarni berilish uvsullari kabi munosabatlar ham berilish us-

uliariga ega.
1) X to'plamda berilgan R munosabat X to‘plamdan olingan va shu
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munosabat bilan bog* langan barcha elementlar juftliklarini sanab
ko‘rsatish bilan beriladi.

2) X to‘plamda bo‘lgan barcha elementlar juftliklarining tavsifiy
xossasini ko‘rsatish bilan beriladi,

3.2. Munosabatlarning xossalari,

Munosabatlarning xossalarini ajratib ko‘rsatish uchun matematikada
yuqorida aytib o‘tilgan munosabatiarni kesmalar to ‘plamida grafiklar
yordamida tasvirlaymiz. a, 4, ¢, d, e kesmalar berilgan bo‘lsin (11-a, b,
d, e chizmalar).

Grafiklardan ko‘rinadiki parallellik va tenglik munosabatlari reflek-
siv xossaga ega ckan.

1-ta’rif. Agar X to'plamning ixtiyoriy elementi haqlda u 0‘z-0zi
bilan R munosabatda deyish mumkin bo‘isa {va’ni xRx bajarilsa)
to‘plamdagi R munosabat refleksiv deyiladi.

X ‘lAc%‘ar munosabat refieksiv bo‘lsa, grafikning har bir uchida sirtmog
o‘ladi.

o
—_— L.

;.__.“ | a — P
| E

el |- c o L\ 1
e e o L ‘.v
i _ _ €
a) parallelik S By perpendikularlik
muno:'cabat_mmg S munosabatining
grafigi e e e grafgl
6
h @ @ \\/
YD tenglik St ) eUzunrogs
. munogabatmmg L - munosabatining
grafigi . . grafigi
1 t-chizma.
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2-ta’rif. Agar X to‘plamning birorta ham elementi uchun xRx
bajaritmasa, B munosabat X to‘plamda antirefleksiv deyiladi. “>”, “<”
(uzun, qisqa), “ | ” munosabatiari antirefleksivdir.

Kesmatarning paralleltik, perpendikularlik va tenglik munosabatiari
grafiklariga e’tibor bersak, ularning o‘ziga xos xususiyati, agar element-
lar juftini tutashtiruvehi bitta strelka bor bo‘lsa u holda albatta shu
elementlarni tutashtiruvchi garama-garshi yo‘nalgan boshqga strelka ham
bo‘ladi.

Bundan esa parallellik, perpendikularlik va tenglik munosabatlari
simmetriklik xossasiga ega ekanligi ko‘rinadi.

3-ta’rif. Agar X to‘plamda R munosabat uchun xRy va yRy shartlar
bir vaqtda bajarilsa, R munosabatga simmetrik -munosabat deyiladi.

Simmetriklik xususivatiga ega bo‘lmagan munosabatlar ham mavijud.
Masalan, grafiklardagi uzunroq munosabatini qaraylik. Bu grafikni o‘ziga
x0s xususivati strelkani ikkita uchi tutashtirilsa u yagona bo‘ladi. Bun-
dan “Uzunroq” munosabati antisimmetrik xossaga ega ekanligi ko‘rinadi.

4-ta’rif. Agar X to‘plamning turli x va ¥ elementlari uchun xRy
shartdan yRx kelib chigmasa, X to‘plamdagi R munosabatga anti-
simmetrik munosabat deyiladi.

Parallellik, tenglik va uzunroq munosabatlari grafiklariga e“tibor
bersak, strelka birinchi elementdan ikkinchi elementga, ikkinchi element-
dan uchinchi elementga borsa, albatta birinchi elementdan uchinchi
elementga ham boradi. Bu tranzitivlik xossasini ifodalaydi.

S-ta’rif. Agar X to‘plamda R munosabat uchun xRy va yRzdan
xRz kelib chigsa, u holda X to‘plamda R munosabatga tranzitiv muno-
sabat deviladi. _

Kesmalarning parallelligi va tengligi munosabatlari refleksivlik, sim-
metriklik va tranzitivlik xossalarga ega. Perpendikularlik munosabati
simmetriklik xossasiga, “uzunroq” munosabati antisimmetrik va tranzi-
tivlik xossasiga ega.

6-ta’rif. Agar X va Y to‘plam elementlari orasidagi R munosabatda
X to‘plamning har bir elementiga ¥ to‘plamning bittadan ortiq bo‘lmagan
elementi mos kelsa u holda R funksional munosabat yoki funksiya
deyiladi.

7-ta’rif. Agar R munosabat funksional bo‘lsa, u holda uning ani-
qlanish sohasi funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi, qiymatlar sohasi
funksiyaning giymatlar sohasi deyiladi.

8-ta’rif. Agar X va Y to‘plamlar elementlari orasidagi R munosa-
batda X ning har bir elementiga - ¥ ning fagat bitta elementi mos kelsa, -
u holda R munosabat X ni ¥ ga svuryektiv akslantirish deyiladi.

9-ta’rif. Agar akslantirishning qiymatlar soha31 Yto plam b:Ian teng
bo'lsa, akslantirish inyektiv deyiladi.
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" Ekvivalentlik munosabati

Ta’ri‘f.‘ Agar: X to‘plamda berilgan R munosabat refleksiv, simmetrik
va tranzitiv bo‘lsa, u holda v ekvivalentlik munosabati deyiladi.
Misol, 1L L1223
-+ Misel. 35y 0 RS kasrlar to‘plamida tenglik munosabati

berilgan (12-chizma).

" 12-chizma.

Bu munosabat: :

I}y refleksiv, chunki ixtiyoriy kasr 0‘z-o‘ziga teng;

2) simmetrik, chunki x kasrning » kasrga tengligidan y kasrni x
kasrga tengligi ham kelib chigadi;

3) tranzitiv, chunki x kasming y kasrga va y kasming z kasrga
tengligidan x kasrning z kasrga tengligi kelib chiqadi.

4) Agar X to‘plamda ekvivalentlik munosabati beriigan bo‘lsa, n
holda bu munosabat X to‘plamni juft-jufti bilan kesishmaydigan qi’sm
to‘plamlariga ajratadi. Yuqoridagi misolimizda gism to‘plamlar

{1. 23] [1.2] [1
57107 15) (6712 7]
Bu qism to‘plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va. qism

to‘plamlarining birlashmasi birlamchi misolda berilgan to‘plam bilan
ustma-ust tushadi. : :

.. -Tartib munosabati.

“Tartib” so‘zi kundalik hayotimizda deino uchraydi. Masalan, jis-

moniy tarbiva darslarida talabalarning bo‘y-bo‘yiga qarab joylashish .

EaI‘tlb],’ ?‘zbek alfavitida harflarning kelish tartibi va hokazo.

‘ Ta’rif. Agar X to‘plamdagi R munosabat tranzitiv va antisimmetrik
bo‘lsa, u holda bu munosabatga tartib munosabati deyiladi. X to‘plam
esa tartib munosabati bilan tartiblangan deb ataladi.
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Masalan, X ={3,6,9,18} to‘plamni “kichik” munosabati yordamida
tartiblashtirish mumkin. Boshlang‘ich ta’limning birinchi sinfida o‘quvchilar
“katta” va “kichik™ munosabatlari bilan keyinchalik esa kesmalar uchun
“uzun” va “qisqa” munosabatlari bilan tanishadilar. Bu munosabatlar
yordamida sonlar va kesmalar to‘plamida tartib o‘rnatiladi. ;- B

’r‘* e f
5.3. Ikki to‘plam elementlari orasidagi moslik. te}

Ikki to‘plam elementlari orasidagi moslikni ko‘rishdan oldin, ikki
to‘plam Dekart ko‘paytmasi va uning qism to‘plamiarining misollar
yordamida eslaylik. Aytaylik bizga X ={a,b,c} va Y ={m.n} to‘plamlari
berilgan bo‘lsin. U holda -

X xY = {(a,m), (a,n), & n), b cm)cn)} gaega bolamiz. -

Bu Dekart ko‘paytma 64 ta gism to‘plamga ega.

1-ta’rif. X x¥ Dekart ko‘paytmaning istalgan G, gism to‘plami
X va y to‘plamlar orasidagi binar moslik deyiladi. Binar so‘zi lotin-
cha bis so‘zidan olingan bo‘lib, ikki to‘plam elementiari orasida so‘z
borishini bildiradi. :

Moslik lotin alifbosining f,d .t s.... kabi harflari bilan belgilanadi.

Bizga ma’lum bo‘lgan funksiyalarning hammasi moslik tushunchasiga
misol bo‘la oladi.

X to‘plam moslikning birinchi to‘plami deyiladi. x to‘plamning
moslikda ishtirok etuvchi elementlari to‘plami moslikning aniglanish
sohasi deviladi.

Y to‘plam moslikning ikkinchi to‘plami deyiladi. y to‘plamning
moslikda gatnashgan elementlari to‘plami moslikning givmatlar to‘plami
deyiladi.

G, c X xY to‘plam moslikning grafigi deyiladi. G, grafik biror R
moslikdagi x;y juftliklar to‘plami, ya'ni xRy, bu yerda xe X, yeV.

Ikki to‘plam orasidagi moslikni nuqtalar va yo‘nalishli
kesmalar(strelkalar) yordamida tasvirlovchi rasmlar moslikning grafigi
deyiladi.

Chekli to‘plamlar orasidagi moslik grafiklar yordamida ko‘rgazmali
tasvirlanadi.

Misollar: 1. X ={3,579}va
Y=/4,6} to‘planilar orasidagi “kat-

ta” mosligining grafigini yasaymiz.
Buning uchun berilgan to‘plamlar '
elementlarini nuqtalar bilan belgi- |

laymiz va X to‘plam elementlarini I

tasvirlovchi nuqtalardan ¥ to‘plam

elementlarini tasvirlovchi nuqtalarga

strelkalar o‘tkazamiz (13-chizma). , o
13-chizma. . "t
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Natijada biz X va ¥ to'plamlar
e!ementlari orasidagi “Katta” mosli-
giga ega bo‘lamiz .

2, X__é {a, b,c, d, e}

© y={mnpg)

G ={(an).(b.p)(c.n), (c.q)(d.p)}
grafigini chizaylik (14-chizma).

Bunda aniglanish sohasi = {a,b,c.d).

14-chizma.

Qiymatlar to‘plami = {n, p.aq}.

L . o X va Y sonli to‘plamlar

. o e!ementlari orasidagi moslik koor-
dinata tekisligidagi grafik yordam-
ida tasvirlanadi.

6 "?*—"'r N Buning uchun R moslikda
Py Tt~ ~ - bo'lgan barcha sonlar Jjufti koordi-
Lo SRR nata tekisligida nuqtalar bilan tas-
rn 5 ¢ - \;r‘lif.madit; Bunglg natijasida hosil
_ ) o'lgan figura R moslikni i
15-chizma. bo‘ladi. Yuqoridagi misoln?ﬁgg;ar;‘;‘g g
T ) gini chizamiz (15-chizma).
| : lMoslikni bunday tasvirlash ul-
| le D - arni berilgan moslikda cheksiz ke'p
61— — T sonl’ar jufti bo‘lganda ko‘rgazmali
l 4 5 tasvirlash imkonini beradi.
Y = ——p Masalan, X =R va ¥ ={4.6)
! ! to'plamiar orasidagi “katta” mos- -
R 3 > ligini qaraylik va grafigini yasaylik.
16-chizma. Moslikni [4B) va [CD) nurlar

) o ifodalaydi (16-chizma).
2-ta’rif. Agar f moshkmng aniqlanish sohasi birinchi to'plam bilan
ustma-u,st. tushsa, f moslik hamma yerda aniqlangan deyiladi.
‘ 3-ta’rif. Agar 1 moslikning giymatlar to‘plami ikkinchi to‘plam
bilan usfmamst tushsa, f moslik syuryektiv deyiladi,
ikki:;:ﬁ r:(l;.‘ f&gar 'f mgshké:la birinchi to‘plamning har bir elementiga
_ plamning bittadan ortig bo‘l i
moslik funksional deyiladi 7 voTmagan clementl mos kelsa,
S-ta’rif. Agar f moslikda ikkinchi to’ i i i
3t ) plamning har bir elementiga
birinchi to‘plamning 1 tadan orti ‘ i ilga
‘ : q bo‘lmagan element )
bo‘lsa, f moslik inyektiv deyiladi. . _ ' .n 1. mos qoyilgan
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6-ta’rif. Syuryektiv va inyektiv moslik bir so‘z bilan biektiv deyiladi.

7-ta’rif, Hamma yerda aniglangan funksional moslikka akslantirish
deyiladi.

8-ta’rif. X va Y to‘plamlar orasidagi f/ moslik biektiv akslantirish
bo‘lsa, X va Y to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatilgan
deyiladi.

Moslik turlariga misollar keltiramiz.

Misol. Aytaylik X — kiyim iladigan (veshalka) garderobdagi paltolar
to‘plami, Y esa shu garderobdagi ilgaklar to‘plami bo‘lsin.

Agar har bir palto ilgakga ilinib turgan bo‘lsa(polda yotmasdan) u
holda X to‘plam ¥ to‘plamga akslantirish bo‘ladi.

Agar bu akslantirishda har bir ilgakga bittadan ortiq palto ilinmagan
bolsa (bo‘sh ilgaklar ham bo‘lishi mumkin) bu akslantirish inyektiv
bo‘ladi. .
Agar hamma ilgaklar band bo‘lsa(bunda ayrim ilgaklarda bittadan
ortig paltolar ilingan ham bo‘lishi mumkin} bu akslantirish syuryektiv
bo‘ladi.

Agar har bir ilgakda bittadan palto ilingan bo‘lsa(o‘zaro bir giymat-
li) bu akslantirish biektiv bo‘ladi. ‘

9-ta’rif. X va Y to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli moslik
o‘rnatilgan bo‘lsa, bu to‘plamlar teng quvvatli deyiladi va gisqacha
X ~Y ko'rinishda yoziladi. Masalan, agar X{a,b,c,d,e } Y{x,y,z,t,p }
bo‘tsa, u holda

X ~Y bo‘ladi, chunki, X va Y to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli

moslik o‘rnatish mumkin.

10-ta’rif. Barcha natural sonlar to‘plami N ga teng quvvatli to‘plamlar
sanoqli to‘plam deyiladi.

Agar ikkita X va Y to‘plamlar orasidagi mosliklarning G, grafigi
X x¥ dekart ko‘paytmasi bilan ustma-ust tushsa, bu moslik to‘la moslik
deyiladi. Agar moslik grafigi G,, bo‘sh bo‘lsa G, =0) moslik bo‘sh
moslik deyiladi.

Ixtiyoriy ikkita X va ¥ to‘plamlar orasida bo‘sh va to‘la mosliklar
mavjud bo‘lishi mumkin.

X va ¥ dekart ko‘paytma to‘plam ostilari ustida turdi xil amallarni

bajarish mumkin.
Shuningdek, moslikka teskari moslik ham mavjud. xRy mosiikka

teskari yR~'x ko‘rinishda yoziladi.

O¢z-0zini tekshirish nchun savollar.

1. Munosabat xossalarini grafiklarda tasvirlang. .
2. Refleksiv, simmetrik, antisimmetriklik, tranzitiv munosabatlarni grafik-

lar yordamida tushuntiring. _
3. Ekvivalenilik va tartib munosabatlarini misollar yordamida tushuntiring.
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* 4, G; < X xY nimani bildjradi? T e e

5. Mosl@kning berilish usullarini aytib bering. ' '

‘6. Mps_hk turlariga misollar keltiring va ular grafiklarining o‘ziga xos xu-
susiyatlazini ko‘rsating.

'{'. Uchburchakning o‘rta chizig‘i bilan asosi orasida o‘'zara bir giymatli
moslik o‘rnatish mumkinmi?
‘ 8 B_a.rch_a log sonlar to‘plami bilan barcha Jjuft sonlar to‘plami orasida
o‘zaro bir giymatli mostik o‘rnatish mumkinmi?

9. Chekli to‘plamlarning teng quvvatli bo’lish shartini ayting, S

10. Cheksiz to‘plamlar uchun bu shart ganday? ey

4o 11. Bo'sh va to‘la mosliktar qanday bo'ladi?

-

6-§. Kombinatorika
e -6.1. Yigindi va ko‘paytma tf](r)':idaiaﬁ. ..

Elementlarning turli kombinatsiyalari, ularning soni haqidagi masa-
lalarga kombinatorika masalalari deyiladi. Ko‘pgina kombinatorika
masalalarini yechish ikkita qoidaga, ya’ni yig‘indi va ko‘paytma qoi-
dasiga asoslangan .

1. Kombinatorikada to‘plamlar birlashmasi elementiari sonini hiso-
blash masaiasi yig‘indi qoidasiga asoslanib topiladi;

Agar XYY =& bo'lsa, :

n(XUY)=n(X)+n(Y); 1)

(1) formula bilan yechiladigan kombinatorika masalasi umumiy holda =

_ quyidagicha ifodalanadi: Agar X to‘plam n ta elementga y to‘plam
~m elementga ega bo‘lsa va X . ¥ to‘plamlar kesishmasa, u holda
XUY to'plam n+m ta elementga ega bo‘ladi.

: Masalan, savatda 7 ta olma va 12 ta o'rik bor bo‘lsa, 1 ta mevani
- 7+12=19 usul bilan tanlash mumkin.

~ Agar x va y to‘plamlar kesishmasi bo‘sh to‘plam bo‘lmasa, ya’'ni
XY=, u holda to‘plamiar birlashmasini elementlarn; sonini hiso-
_ l;laThdqiyin bo‘ladi, chunki ikkala to‘plam umumiy clementlarga ega
:boladi.

Masalan, {a;b;¢;d;¢; S} va e 1 k; I} to‘plamlar birtashmasi
6+4‘=10 ta elementdan emas, balki 8 ta elementdan tashkil topgan,
va'ni XUY={a;b,c;d;¢; f; &; /}. Buning sababi e, / elementlari
ikkala to‘plamda ham bor. Demak, birlashmadagi elementlar soninj
topish uchun elementlar sonidan X Y kesishma elementlar sonini
ayirish kerak. Boshgacha aytganda agar Y[V =@ bo'lsa

n(XUN)=n(X)en(V)-n(XOF); . . )
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(2) formula bitan yechiladigan masala: 60 talabadan 45 tasi matema-
tika nazoratini, 47 tasi chet tili nazoratini topshirdi. 3 talaba ikkala
fandan o‘ta olmadi. Nechta qarzdor talaba bor?

Yechish. 4 — matematika fanidan o‘ta olmagan.

B — chet iili fanidan o‘ta olmagan talabalar to‘plami bo‘lsin.

nd)=60-45=15 _ n(dNB)=3

#(B)=60-47=13 n{d UBF15+13-3=25,
Javob: 25 ta garzdor talaba bor.
Uchta X.¥,Z to‘plamlar uchun X N\ ¥ N Z #0 bo'lsa,

YUY UZ)=mX)+m)) +-n(Z)—n(Xﬂ}'}—n(‘\’ﬂZ)-n(}’ﬂZ)d-.i?(XﬂJ"ﬂZ); {3)
formulaga ega bo‘lamiz.

2. Kombinatorikaning ikkinchi qoidasi, chekli to‘plamlar berilganda
ularning elementlaridan tuzilgan Dekart ko‘paytmasi elementlari sonini
topish imkenini beradi va bu qoida ko‘paytma qoidasi deyiladi.

n(d* B)y=n(4)*n(B). (4}

Ko‘paytma goidasiga oid kombinatorika masalasining unumiy
kofrinishi:

Agar X to‘plamni x elementini nusul, Y to‘plamni ¥ elementini
m usul bilan tanlash mumkin bolsa, (x,y} tartiblangan juftlikni mn
usul bilan tanlash mumkin” (#»ta to‘plam uchun »>2).

n(Ad, .. Ay=n(4,) n(4,} ..n{4). (5

Masalan, 4 shahardan B shaharga 3 yo‘l bilan, 8 shahardan C
shaharga 2 yo‘l bilan borish mumkin bo‘lsa, 4 shahardan C shaharga
necha xil usul bilan borish mumkin?

Yo‘lning [-gismini 3 xil, 2-gismini 2 xil yo‘l bilan o‘tish mumkin
bo‘lsa, umumiy yo‘lni 3*2=6 usul bilan o‘tish mumbkin.

Umumlashgan ko‘paytma qoidasi:

Agar x elementni m usul bilan, ¥ elementni x ni tanlab bo‘lgandan
so‘ng, » usul bilan tanlash mumkin boflsa, (x, ¥ juftlikni mn usul
bilan. tanlash mumkin.

Masalan, nechta turli ragamlar bitan yozilgan 2 xonali sonlar bor?

Yechish. I-ragamni 9 vsul bilan (1, 2, ..., 9), 2-ragamni ham 9 usul
bilan (noldan boshlab o‘nliklar ragamidan boshga ragamlar) tanlash
mumkin. Demak, hammasi bo‘lib 9*9=8] ta shunday son bor ekan.

O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

L. Yigindi qoidasini to'plamlar orasidagi munosabat bilan bog'liq hoida
tushuntiring.

2. Ko'paytma qoidasi bilan yechiladigan kombinatorik masalalardan na-
muna keltiring.
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3. 1 dan 9 gacha bo‘lgan ragamlardan nechta 5 xonali son tuzish mumkin?
Masala vechimi kombinatorikaning gaysi formulasi bilan ifodalanadi?

4 n(A* BY=n(B* 4) ekanini isbotlang. . L i

6.2. Kombinatorika elementiari.

- 1. Agar chekli X to‘plam elementlari biror usul bilan ﬁ'o'}ﬁerlab
_ chigilgan bo‘lsa, X to‘plam tartiblangan deyiladi. TSR SO
M: X={x,x,..x,} ST et
Bitta to plamm turli usul bilan tartiblash mumkin.
Masalan, sinf o'quvchilarini yoshiga, bo‘yiga, og‘irligiga qarab yoki
alfavit bo‘yicha tartiblash mumkin.
m-elementli X to‘plamni necha xil usul bilan tartiblash mumkin?
Tartiblash — bu elementlarni nomeriash demakdir. 1-elementni m
usul bilan, 2-elementni m — 1 usul bilan tanlash mumkin va hokazo,
oxirgi elementni tanlash uchun fagat bitta usul goladi xolos.
Tartiblashlarning umumiy soni m.(m—1).(m-2)...2.1=m! ga teng.
Birinchi m ta natural son ko‘paytmasi matematikada “ m —faktori-

al” deyiladi va gisqacha m! ko‘rinishda yoziladi. Masalan, 51 =

1.2.3.4.5=120.

Shunday qilib, m-elementli Y to‘plamni turli tartiblashtirishlar |

soni ! ga teng ekan. Bu tartiblashtirishlar bir xil elementlardan tashkil
topib, ular bir-biridan tartiblashish o‘rni bilan farq qiladi, elementlar
esa qayta takrorlanmaydi. Shuning uchun ulami takrorlashsiz o‘rin
almashtirishlar deyiladi va P, =m! deb belgilanadi, (P, — fransuzcha
Permutation — so‘zidan olmgan bo'lib, o'rin almashtirish dcgan ma’noni
beradi).

Masalan, g,b,c¢ uchta harfdan 3/=¢ ta o‘rin almashtirish tuzish
murmkin

abe, ach, cab, cha, bac, bea. _ s

*  Endi umumiyroq masalani qaraymiz. : i

m elementli X to‘plamdan nechta tartiblangan k to‘plamlar tuzish
mumkin?
Bu masalaning oldingi masaladan farq1 shundaki, tartiblash & element-
da tugatiladi. Ularning umumiy soni. _ .
mim—0)(m—-2)..(m-k+l) = ¢ "_"“F‘-i?;_
ko‘paytmaga teng. : - f:"
U 4! bilan belgilanadi va m elementdan f tadan takrorlanmay-
dlgan 0 nnlash- tirishlar soni deb ataladi. s ot
o m! R

__m*(m__[) Am-k+)= (m - k)! .I

T
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Ar=P =m! 0=l deb olinadi.

"

Masala, Sinfdagi 26 o‘quvchidan guruh sardori va proforglm necha
xil usul bilan tanlash mumkin?

A§6—%2-*25 26=650 (usul bilan)
( A* - fransuzcha arrangrment o‘rinlashtirish so‘zini bosh harﬁ)

Kombmatonka masalalaridan vana birini ko‘raylik. o

m elementli X to‘plamning nechta k elementli to‘plam ostilari bor?

Bunday to‘plam ostilariga m elementdan Kk tadan takmrlanmayd;gan
guruhlashlar soni deyiladi va u C? — ko‘rinishda belgilanadi (Cm -
fransuzcha combinasion so‘zidan olmgan bo‘lib, guruhlash ma’nosini
beradi). ‘ ‘

Buning formulasini Kkeltirib chigarishda C} ni m va k lar orgah
ifodalaymiz. Aytaylik m elementti X to‘plamning k ta elementli B
to‘plam ostilari bo‘lsin.

B to‘plam ostilari & ta elementlarni saglagani uchun uni £/ usuida
tartiblashtirish mumkin. . .

Bunda X to‘plam elementlaridan tuzilgan & elementli tartiblangan
to‘plamlarning soni X to‘plamdagi tartiblanmagan k-elementli to‘plam
ostilar sonidan k! marta ko'p.

Masalan, 4 elementli 4-{a b,c d} to‘plamning nechta 3 elementli
gism to‘plami bor?

{ab.c} {abdl facd){bcd.

- 4 ta shunday qism to‘plam bor ekan.

Bu gism to‘plamlarni tartiblaganda 6 barobar ko‘proq qnsm
to‘plamlariga ega bo‘lamiz. .

Masalan, {a,b,c} ni tartiblasak: B

(a,b,c).(acb).(b,a.c)bc a)lcab)lcha ega bolamiz.
Tartibli & elementli to‘plamlarining soni A‘ k elementli

to plamostllar sonini C} bilan belgiladik. Bundan: )
m! AR

AL =krCH A, = (_“‘76*)“, bo' llshldan _.:.‘.:}__r X

e

= m! _
ar T (m “'k) Ik' 1}"3&“{}
formulaga ega bo‘miz. S A
Misol, 20 kishilik guruhdan, 4 kishilik nomzodm nccha usul bllan
saytash mumkin? e :

oo o 200 _17-18:19-20
SR %7 1gL4t 1.2.3-4
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. €7 ko‘rinishdagi sonlarning quyidagi xossalari bor (bular O<k<m
bo' lgan xol uchun o'rinli): : : :

1] LL I FURY S L Ly s o .... .
1 (;: Cm * : . . Pl n

1l Ll — £ ~ &

2", C " C [ + m=1?

30 (10_(:-”__1

m .fH

tmsh mumkm

CO

. i)
C]0 (:II
S e a
:: o CE C: Cf 033
| | ¢t ¢ ¢t o¢r ot

i Har bir son o‘zining tepasidagi 2 ta son vig‘indisidan iborat.

Har bir gatordagi sonlar (g+5)™ ko‘phadning yoyilmasidagi binomi-
al koeffitsientlarga teng. Ularning yig‘indisi m elementli X to‘plamning
barcha qism to‘plamlari sonini beradi.

Masalan, |+2+1=4. Demak, 2 elementli to‘plamning hammasi
bo‘lib 4 ta gism to‘plami bor ekan. Ular | ta bo‘sh 2 ta 1 elementh
va ! ta 2 elementli, ya’ni X to‘plamning o‘zidan iborat bo‘lgan qism
i to‘plamlardir.

i Yana bir masalani, ya’ni chekli m elementli X to‘plamning barcha
! qism to‘plamlari sonini topish masalasini ko‘raylik.

Qism to‘plamlar soni 47 -9~ formula bilan topiladi. Masalan, 2
elementli to plamnmg to‘plamostilari soni 2?=4 ga,3 elementli
to‘plamning to‘plamostilari soni 2°=8 ga teng. Shu bilan birga bu son
Paskal uchburchagining 4 gatoridagi sontar yig‘indisiga ham teng, ya’ni:

Co+C+C7+C; =1+3+3+1=8.
Umuman olganda; )
C'D +C1 +Cm i C1n: 2m i

" n "

O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

—

. m elementli X to‘plamni necha vsul bilan tartiblash mumkin? - .

.. 2. melementli X to‘plamning nechta k elementli tartiblangan gism to‘plami

bor?
3. m elementli X to‘plamning barc_ha qism to‘plamlari nechta?
4. Paskal uchburchagining xususivatini ayting.
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1 7-§. Kompleks sonlar to‘plami. Kompleks son  .::»

Ixtivorty ko‘rinishdagi algebraik tenglamalarni yechishda haqigiy
sonlar to‘plami vetarli emas, Haqiqatan ham, haqiqiy sonlar to‘plamida
diskriminanti manfiy bo‘lgan kvadrat tenglama yechimga ega emas.

Masalan, x* +1=0.

Bu giyinchiligdan qutilish maqgsadida kompleks sonlar to‘plami ki-
ritiladi. Bu to‘plamga haqgiqiy sonlar to‘plami to‘plam osti sifatida
kiradi. Kompleks sonlar to‘plami C bilan belgilanadi. D <0; x> +1=0
tenglama yechimi kompleks sonlar to‘plamida bor deb ya'ni 7=+/—1
bitan belgilanuvchi mavhum birlik kiritamiz. Bu mavhum birltk yu-
goridagi tenglamani yechimi bo‘ladi, ya’ni i*+1=0; i’ =-1. Shunday
gilib biz haqigiy sonlar to‘plamint p; mavhurn sonlar bilan to‘idiramiz.
Hadqigiy « sonini mavhum br soniga qo‘shishdan a-+5&i kompleks
sonini hosil gilamiz. :

‘Ta’rif. a+bi ifodaga kompleks son (bunda g, b hagiqiy soniar, i
— esa mavhum birlik, a— kompleks sonining hagiqry, bi — esa mavhum
qismlari) deyiladi. Agar @, +b/ va a,+b,i kompleks sonlarida
a, =a,, b, =b, bolsa, ular teng dey:ladl Odatda kompleks son bitta z
harf bllan belgilanadi.

z =g+ bi kompleks sonni hagigiy va mavhum qismi nolga teng bo'lsa,
ya'ni a=0 va h=0 bo‘lsa u kompleks son nolga teng bo‘ladi.

Mavhum qismiari bilan farq qiluvchi z, =a+bi va z, =a-bi kom-
pleks sonlarga qo‘shma deyiladi. Hagigiy va mavhum gismlarning isho-
ralari bilan farq qiluvchi ikkita z, =a+bi va z, =a-hi kompleks son-
larga qarama-qarshi kompleks sonlar deyiladi.

7.1. Kompleks sonning geometrik tasviri. AR -

g
sida abssissalar o'giga z =g +bi kom- .
pleks sonning haqigiy gismi a ni, ordi- L Z=atd
natalar o‘qiga esa mavhum qismining o ‘.'.;-.Ji
koeffitsienti b ni joylashiirsak, tekislik- & {~ — == 1)
da {a;b) nuqtaga ega bo‘lamiz. Shu
nmuqia g+ p; kompleks sonni geometrik i
tasviri deb gabul gilinadi. Odatda bu z ;A o
nuqta deyiladi. Shunday qilib tekislik- ik 1
ning har bir nuqtasi bitta kompleks sonnt ¢ T g O
ifodalaydi. Boshgacha aytganda tekislik S ,
nugtalari bilan kompieks sonlar to'plami % 7 €97 _cpipma b 00

Rz{O;}:}} koordinatalar sisterma- o sliag s

A RN
YA

L P

A
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o‘rtagida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatiladi. Ox o‘qida kompleks

sonni haqgiqiy qgismi joylashgani uchun hagqigiy o‘q, ordinatalar o‘gida

mavhum qlsmga tegishli son joylashgani uchun mavhum o‘q, xOy

tekisligini 0‘zi esa kompleks tekislik deyiladi. . _
Kompleks tekislik z bilan belgilanadi (17-chizma).

7.2. Kompieks sonning trigonometrik shakli.

z=x+ yi ko‘rinishdagi son algebraik ko‘rinishdagi kompleks son
. deyiladi. Kompleks sonni trigonometrik shaklini hosil gilish uchun 18-
| - chizmadan foydalanamiz.
' Shakldan:

X=rcosg; y=rsing (1)
bunda r — kompleks z — sonni tasvitla-
gan vektorning uzunligini ifodalaydi va
unga z sonning moduli. ¢ — burchakni
esa ¢ ning argumenti deyiladi.

"5' ' j 5
L M- M=z =|x+yl=r=x*+y* @

i Argument bir givmatli aniglanmay,
balki 27k qo'shiluvchi gadar aniqlikda
aniglanadi, bunda & — butun son.
) 3 Argumentning barcha giymatlari orasi-
18-chizma. ~ dan 0<@<2mx tengsizliklarni qanoat-
lantiruvchi bittasini tanlaymiz. Bu qiy-

mat bosh giymat deylladl va tubandagicha belgilanadi. @ =argz
(1) tengliklarni hisobga olib, kompleks sonni quyidagicha ifodalash

mumkin:
(1) = z=x+ yi = r{cos @ + isin ) )
bu verda .
arctgz, agar x>0;y>0bo‘lsa. . -~ .
> go argz = :r+arctg , agar x <0 bo‘lsa

r= 1c+y,'_

27 +arctg -, agar x>0,y <0 bd‘Ea
x .

(3) ga Kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi. .
1-misol, Kompleks sonning moduli 3 ga, argumenti (0—_ 82 tcng
bo‘lsa, uning haqigiy va mavhum qismlarini toping. :

SPareler e
mitE

32

NN

(1) formuladan x =rcosgo:3cos%:—=3? =—5—. B

NN

Fid
=prsing=3sin—-=3-—="—, .
y ¢ et el .

2-misol. z=/ Kompleks sonning argumentini toping. -

T
x=0, y=1 r=1,; (0:*2".
3-misol. Qo‘shma va garama-qarshi sonlarni chizmada tasvirlang va

izohlang.

Shakldan ko‘rinadiki, qo‘shma kompleks sonlar bir xil modulga va
absolut giymatlari bo‘yicha teng argumentlarga ega bo‘lib, hagiqiy o‘qqa
simmetrik bo‘lgan nugqtalar bilan tasvirlanadi, ya’ni qarama-qarshi
kompleks sonlar koordinatalar boshiga nisbatan snnmetrlk nuqtalar bilan

tasvirlanadi (19-chizma}.

= raiy @ : Zmxnaly y @
Fax~iy Fm-—a® o Zeexely
| P «;” -
- Y s LAl
3 i J
g | - —
T T ox T ey X
R E R [ sl wdadn Mmoo
L ' N
3 o 19-chizma.

- 4-misol. z=2-2; kompleks sonini trigonometrik shaklda ifodalang. -
x=2;y=—2;r=2\/§-

tgr,p=—l;qo=27:—arctg(1)=2;r—%=?—j-,

Lo | = .. In X
Shunday gilib Z=2\/5(cos-:1—+fsm—4—)‘ Endi kompleks sonlar
to‘plamining ba’zi bir to‘plam ostilarini ifodalovchi munosabatlarni

geometrik nuqtayi nazardan ko‘rib o‘taylik.
a) |z|-3 bu munosabat kompleks tekisligida markazi koordinata

boshida radiusi 3 ga teng bo‘lgan aylananing nuqtalarini ifodalaydi.
b) 3<|z|<5 munosabat esa markazi koordinatalar boshida joylashib
ichki radivusi 3 va S ga teng bo‘igan kontsentrik aylanalar bilan chega-

ralangan nugtalar to‘plamini ifodalaydi (20-chizma).
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x

21-chizma.  fiiiniF

20-chizma. -

. Kl
- d) arcigz =Z munosabatga kpmpleks tekisligida koordinata boshidan
45° burchak ostida chiquvchi nurdagi nuqtalar to‘plami mos keladi.

7 Fid
e) 4 sargzs 3 munosabatga esa kompleks tekisligidagi koordinata

boshidan 45° va 60° burchak ostida chiguvchi nurlar bilan chegaralan-
gan nuqtalar to‘plami hamda nurlar ustida yetuvchi nuqtalar to‘plami
kiradi (21-chizma).

O‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Kompleks sonlar bilan hagqiqiy sonlar to‘plamining farqi nimada?
2. Kompleks sonni moduli va argumenti deganda nimani tushunasiz.

8-§. Kompleks sonlar ustida amaliar

8.1. Qo‘shish.
zy=a,+bi va z,=gq,+b,i kompleks sonlarning yigindisi deb,
ot 2z, =(a;+ a2)+§5, +b,)i tenglik bilan aniqlanuvchi songa aytiladi.
Geomctnk nuqtayi’ nazardan kompleks sonlarni qo‘shish vektorlarni
qo‘shish qoidasiga asoslanadi (22-chizma).
Misol. z, =3+4i va z,=4-3i kompleks sonlarni yigindisini toping.
2 +z2,=03+40)+(4-3D)=(3+4)+i(4-3) =T +i.

L
wing . o N
B de
il L
e 3
et A
’ u e ;oo
£ S o
ek - SR oo
: S [5~-5l= (X,—A‘3)= +(Jﬁ‘yi)" L
22-chizma. T 23-chizma. o g
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8.2, Ayirish. - wen sl AR TR
z,=a,+bi va z,=a, + b,/ kompleks sonlarni ayirmasi deb, shun-

day kompleks songa aytiladiki, unga ayrifuvchi kempleks sonni go‘shganda

kamayuvchi kompleks son hosil bo‘ladi.” 7 - o

FE— T . . LI .
SRR LI SO Y LS

z, -z, =(a, +b i)+ (a, +b,i)=(a, —a,) +ib, - b,).
Ikkita kompleks son ayirmasini moduli shu sontarni kompleks sonlar
tekisligida tasvirfovehi nuqtalar orasidagi masofaga teng (23-chizma).
Misol. z, =6+5/ va z,=4-2i kompleks sonlarni ayirmasini toping. -
2, =2z, =(6+5)-(4-20)=(6~-4)+i5+2)=2+T7i

8.3. Kompleks sonlarni ko‘paytirish.

z,=a,+bi va z,=a, +b,ikompleks sonlarning ko‘paytmasi deb,
i* =—1 ekanligini hisobga olgan holda kompleks sonlarni ko‘paytmasi
ikkita ko‘phad ko‘paytmasi shaklida ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan kom-
pleks songa aytiladi.

zirzz=(ar a2 = b b))+ (b2 — b )

z, vaz, kompleks sonlar trigonometrik ko'rinishda berilgan bo‘lsa
ya'ni z,=p{cosg, +ising} va z.=py(cosg,+ising,) u holda ularning
ko‘paytmasi z,-z,= ;- ro{COS(g, + @) +isin(p, + ¢,)} bo‘ladi.

Misol, z:= 3(005§ +isin %) va z:= \/E(Ct:vsz‘i +7sin %) kompleks

sonlarni ko‘paytmasini toping.
Yechish,

-J‘zq:B«E cos[£+£J+isin[1+£J :3Ji(cosf—+isin£}:3ﬁi.
} 4 4 4 4 2 2

8.4. Kompleks sonlarni bo‘lish.
Kompleks sonlarni bolish amali ko‘paytirish amaliga teskari amal
sifatida aniqlanadi. Boshqacha aytganda z-z,=z, bo‘lsa, z soni
zi=x+ip, ning za=x.+iy, kompleks songa bo‘linmasi deyiladi.
z . .
z2="" po‘linmani topish uchun kasrni sural! va maxrgjini z: ni

Z:2 R W R
go‘shmasi 7

21"

B T

ga ko‘paytiramiz.
A dyiwd iz

xxat ¥y, +fJC3.V|'“X|,V2_

¥

19

5]
o

£ =

bundan 27

(B
w|
[

2 By By !
Agar kompieks sonlar trigonometrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsa,.

ya'ni z;=p/(cosg,+ising,) va Zx=ra(cosp,+ising,) u holda

. .. T
2 nleosg +ising,) L fcos(p, — @) + isin(g, - @,)].

z2  rACOS@,+ising,)  p,
Shunday qilib, kompleks sonlarni bo‘lishda bo‘linuvchining moduli
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bo‘luvchining moduliga bo‘linadi, argumentlari esa ayriladi. .o

Misol. zi1=+/3+; n z2=-3+3/ ga :

a) algebraik, b) trigonometrik ko‘rinishd ling. -

Ve rinishda bo‘ling. e,
2_V3+i _ (SB+i=3-3) -3 -(Ben)

a 7 33 (3 i)(=3-3) I3 =
- : =(I“\/§)—(\/§+1);__I_ﬁ B+ } FU
6 - -6—‘——*-6 i

by 21=y3 +i=2(cos§+fsin§); z2=-3+3i=32(c0s 7.+ isin >,
4 4

N §
. stgﬂsm—g ) P 5
= . _ F T N 4 V4 S
= Lcos(————-)+:sm(—-—)]= )
z: 3J§(cos5—;-+fsin5_4’5; N2 6 4 6 4

2 137 . 132 3 i3 I :
= —=[cos(——) + isin(- )] = —=. 2T isin B3y o
32 > ) ( 2 )] 3\5(605 T o)

2 T . T 2
= ——=[cos(x + =)~ isin(z + 2] = = (wcos 4 jein Ly —
32 = ( 5 3\5( o HisinT) =
FEEY

: -.=—._2 = F_r T - 2 ' 3‘%{
A [ c«:nz-*.(3 4)+:sm(?—I)]_

~

=

T . T . T .
‘[(‘-COS—'COSE—SIH;—SIH =) +i(sin = - cos = — cos X . sin Zy=
3 4 4 3 4 _

W2 3
';"‘—L[(_l.ﬁ__‘@‘_@)ﬂ(ﬁ‘}/_g_l_'ﬁ _1=\3 B,
W2 22 2 2 TR e 6

8.5. Darajaga ko‘tarish.
. Kompieks sonlarni ko'paytirish qoidasidan daraj ‘tari ida-
si kelib chiqadi. 4 vega kotarish qoida
) z=r(cos¢)+i§in ¢) Kompleks son uchun » — natural son bo‘lganda
2" = p'(cosng +isinngp). Bu formulani Muavr formulasi deyiladi. Muavr
formulasini tadbiq qilishda ;* =I i =y = L 9 bolishin
e’tiborga olishimiz kerak. | T

Misol. (-1+i)" ni hisoblang,
. 3 0. 3x.
z=-1+z=\12(cos:-+:s_m—)
_ R

36

3:1'4

z* =(—l-!.-1F)'1 =(\/E)4 -(cosii+fsinTJ =

=4(cos4-§f—+ isin4-£} =4(c0537r+isin3fz) =4{-1+0i)=—4+oi.

8.6. Kompleks sondan ildiz chigarish.
[idiz chiqarish amali darajaga ko‘tarish amaliga teskari amal. Kom-

pleks sonning » — darajali ildiz z/; deb, shunday z*— kompleks
songa aytiladiki, z* ning »— darajasi z soniga tengdir, ya'ni (2*) =2
Aytaylik z=r(cosp+ising) va "= p(cos@+isind) bo‘lsin.
Muavr formulasiga asosan r(cose +ising)= p"(cosné +isinn8),
bundan r=p"nf=¢+27x; £ va 6 ni topamiz.
Bu yerda x — istalgan butun son, gf, — arifmetik ildiz.

; 2 . . 2
Demak, 4fr(cosp+ising) =4r(cosL2TE 4 jsin 2+ ). bu
' n n

yerda x=0,1..n-1
Misel. 3] ning ildizlarini toping.
Yechisk. sonni trigonometrik ko‘rinishda yozamiz.

z=1 bo'lib,
z=1=cos0+isin0 bo‘ladi. .

e 2ak . 27K
%/f:%/cosOHsmO=cos-—3—+?'8.m~*3—-" L

k=0;z, =cos0+isin0=I;

2t 1 A3

2r
k=1 z, =cos~—+igin = —— - j—".:
) 3 3 2 2
1 B3

4z . .
K=2; z, =c0s—+isin— = ——
: 3 3 2 2

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Kompleks sonlar ustida amallar bajarganda ganday sonlar hosil bo‘ladi,

misollar yordamida tushuntiring?
2. Kompleks sonlarni ko‘paytirish va bo‘lishni misollar orgali tushuntiring.

3. Kompleks sonni darajaga ko‘tarish formulasini keltirib chiqaring.
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MATRITSALAR ALGEBRASI
I-§. Matritsalarni ko‘paytirish o
Matritsalarning ko‘paytmasi haqgida birinchi ko‘paytuvchining satrlari
sonni ikkinchi ko‘paytuvchining ustunlari soniga teng bo‘lgan holdagina
$0°z yuritish mumkin, ya’ni fagat (mxn?( o’lchamli matritsani (nxk)
oflchamli matritsaga ko‘paytirish mumkin. o‘paytmada (mxk) o‘ichamli
matritsa hosil bo‘ladi. Buni quyidagi sxema bilan ifodalash mumkin:

(mx n)(n X k) = (mxk).

Xususiy holda, kvadrat matritsalarni ko‘paytirish uchun utarning
tartiblari bir xil bo‘lishi talab gilinadi. Ko‘paytma ham xuddi shu
tartibdagi kvadrat matritsani ifodalaydi.

Aytaylik, bizga 4 va B matritsalar berilgan bo'lsin. 4 va B matrit-
salarni ko‘paytirish goidasi quyidagicha: 4+ B=C ko‘paytmaning har
bir ¢, elementini hosil gilish uchun 4 matritsaning i-satridagi elementlarini
B ning j-ustunidagi mos elementlariga ko‘paytirib, natijalar go‘shiladi.
Masalan, (mxn) o‘lchamli
Ay @3 dy.. .4

D Ay Qe lyy oun (1,

- F
Crer o B
A=
I Bpp--.ay, a,, Coa
........... iy
II’Q‘m'l aur2 "an." "auu .

matritsalarni ko‘paytirish natijasida (mxk) o‘lchamli
Clp Cpavn € e €

. ...‘ .
T PR T
[ S L 5 T

P I
i R

cmi Cr.-r2 . "Cm_; ‘“Cm.('

matritsa hosil bo‘ladi, bunda

c,=ayby +anby, +otab, +.ovab, =Y ab,; Y R

' ' | =l =], ol _

Matritsalarni ko*paytirish kommutativlik xossasiga ega emas, 'ya'ni
A-B= B-4 Uchta matritsani kKo‘paytirish -

(mxn)(nxk) |[(kx p)=(mxk)(kx p)=(mx p) sxema, btl)"__yicha
amalga oshiriladi. Matritsalarni ko'paytirish assosiativlik xossalariga ega,

ya’ni
(4-B)-C=4-(B-C) e
tenghk o‘rinlidir.
Misol. 33 -] 2 1 3 s
A=|1 ©® 3| va B=|1 1-2 '
3 1 1 3 -1 5 L
matritsalarning ko‘paytmasini toping. ' o o e
Yechish. (*) formulaga ko'ra:
oA 3 31— 2 J : . fh [}
: F !\‘
A-B=|1 0 3|l 1-2|= ¢
31 1 3 -1 3
324314 (=1)-3 3043 14+(=1) (-1} 3443 (=2)+(-1)3) (¢ 7 3
= 1-24(0)1+3-3 1140} 1+3-(-1) 1. 4+{0)-(=2)+3-3" |=[11-2 {8
3241 041-3 3+t 1+1{-1) 3441(-2)+1-3 3 143

O'‘z-o'zini tekshirish uchun savollar.

1. Matritsa nima? S _ N
2. Matritsalarni ko‘paytirish qoidasini misollar yordamida tushuntiring.

2~§. Teskari matritsa

. Bosh d,iagt;-nal elementlari birlardan va qolgan hamma elementlari
nollardan iborat,
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Natjjada A4 ga teskari 4-' mairitsaga ¢ga bo’lamiz:

6 -1 -1} ..
P4 = -1 11
i 310

rJJ :

cerninny B ;
: O‘z-o‘zini tekshirish uchun sa,wllar; YL

N

i fne

L Teska.rl matritsaga ta’rif bering. S Fyd’

i absfe
2. Xos va xosmas matritsalarni tushuntiring. ek e
3. Birlik matritsa deb qanday matritsaga ayuladt" ’“"Z:_ ’, -
- 4. Misol yordamida berilgan matritsaga teskari matritsa tuzing. V&% -

- 3-§. Chizigli tenglamalar sistemasini |

matritsalar ko‘rinishida ifodalash f“-"f- { i
'{:5(3«"“

Blzga n noma’lumli » chizigli tenglamalar sistemasi bcnlgan bo‘lsm’

anX, +ApXa ..+ aLx, =b,

Ap¥, +apX,+. 4@y, X, =by,

auX, +a.x, +.. . +a,x, =b

W R "o

Bu sistema koeffitsientlaridan tuzilgan matritsa quyidagicha. bo‘ladi:
all al:' M 'ain

gy pelanend phrisiest so Gy Aoy oo oy | 4 et arlanidd?
A detng soauen iebaridau

a 7l {I M arm

Biz fagat A xos bo‘lmagan mamtsa bo‘lgan holnlgma qaraymiz
(3) SIStemamng chap tomonida A matritsani

Sl
tip ot

} |-)| 4 F Y P u\'c:‘” RV
e X,

- )

vob et e el

X

matritsaga ko‘paytirishdan kelib ch[qadlgan n satrli va bir ustunli
matritsaning elementlari, sistemani o‘ng tomonida esa

42

_ ' IERER
) [ b| .
R b;_} 1 }
¥
= 'T A
B= ’
Catind e gt gk ' st Deacniatels sslarneineat
ﬁ 4
AN B '..z'-e'_' FIHCE ) b | anuidy npmliett ividas
| ~ ' ] .

matritsaning ¢lementlari turibdi. Shu sababli ikki matmsamng tenglik
la'rifiga asosan, (3) ni tubandagicha

X, [b,
L G S 7 P N’ *2 b,
A A8y, _
aul an" SRR .
. : ___""M _bn_
yoki gisqacha : o
A-X=B (4)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglama matritsaviy tenglama {chizigli
tenglamalar sistemasini matritsali ko‘rinishi) deyiladi. A xos bo‘imagan
matritsa bo‘lgani sababli, unga teskari bo‘lgan A/ matritsa mavijud, shu
sababli (4) ni chap tomondan A' ko‘paytiramiz;

A" (4-X)=4"-B, lekin A7 (4 X)=(4" 4) X =EX =X,
demak, . : - .

X=A4"B ..,f".
yoki £
o i
o S L Lty
X, ' b, Lt
X5 a4y, fyye v Gy, b, a, b, +anb, +. . ta,b,
‘ ey ay a,, ayb +apb, +.. +ayb,, "
= B
: Gy Goye s A, )1 b, +a by, . rab,
L X, L5,

bundan esa, ikki matritsaning tenglik shartiga asosan (4) yoki (3)

nmg yechimiga ega bo‘lamiz:

X, =a b +a,b, +...+a b (i=i;), “ . o (5)

nnt

43



Misol.. E :
2x +x,+3x,=3

Tx, +2x, +3x, =1
9x, +3x, +7x, =3

tenglamalar sistemasini matritsaviy ko‘rinishda yozing va uning yechimini

toping.
Yechish. Berilgan sistemaning matritsasini yozamiz:
. 213 X, 3
A=]72 5| va X=|x,[; B=[1 .
937 X, -3
deb belgilasak, v holda sistemaning «matritsaviy> ko‘rinishi
A-X=B *)
ko‘rinishda bo‘ladi. 4 ga teskari 4! matritsa '
Aoz 1
3 3 3
a4 B 1
1y 3 3 DTN TAR AN )
I 1 -1

. ‘ RS : '18'\(.»‘! A T

bo* lgam sababh ("‘) m chap tomondan A ga ko paytlramlz,( l_._1 vaqua
_ e AV A X=A4A"B ¢ oo Ik e
yoki . c " YoR
X =A"".B ga egamiz, bundan 4-'.p ni topamiz: Rt
Lz T, 2 e
3303 3 s
PN NI TR O |
. 3 3 3 3
1 1 =1 [f-3 7 i ,

Dc?xﬁak, tenglamalar sistetnasini yechimi: g B

_2, L% R
X = 5, Xy=y Ay = 7 P IR
OIS O‘z-o‘zini tekshirish ucnun savollar.

1 ChlZlqll tenglamalar sistemasini matritsalar ko‘rinishida 1fodalang
2. Matritsalar ko‘rinishida berilgan chiziqli tenglamalar sistemasini misol-
lar yordamida yechimlarini topishni ko‘rsating.
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I BOB : .
- CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

1-§. Chizigli tenglamalar sistemasining umumiy ko‘rinishi.
Ikki va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi.

Quyidagi ko‘rinishdagi sistemaga # o‘zgaruvchili # ta chmqh teng-
lama sistemasi deyiladi.

ap X, +dpx, +o..ta,,x, =c
A X + 83Xy + bty X, =6,

\ ,5.= ’,‘ (1)
A%, ¥ ApXy+.ta,x, =c, R
n=2,3 bo‘lgan hollar uchun biz bu sistemani yechimlarini topishni
qaraymiz. #=2 bo‘lganda (1) sistemadan quyldagl ko nmshdagl sis-
temaga ega bo‘lamiz
Ay Hapk, =6 -
Ay X+ TayXy =€y (2)

(2) ga birinchi darajali (yoki chizigli) ikki noma’lumli ikki tenglama
sistemasi deyiladi, bunda X,,X,-noma’lumlar. 4,,4,;,@,,,34.C,C» -
berilgan sonlar.

Agar (2) sistemadagi ¢,,c¢,0zod hadlarning ikkalasi nolga teng bo‘lsa,
sistema bir jinsli sistema deyiladi, ¢, va c, ozod hadlarning hech
bo‘lmaganda bittasi noldan farglt bo‘lsa, sistema bir jinslimas deylladl
(2) tenglamalar sistemasining yechimi deb sonlarning shunday (x,,y,)
juftiga aytiladiki, bu juft sistemaning har bir tenglamasini sonli teng-
likka aylantiradi.

{a”xo AV, = ¢,
Ay Xy T anYy =0y
tenglamalarning kamida bitta yechimga ega bo‘lgan sistemast birgalikd-

agi sistema, bironta ham ycchlmga ega bo' lmagam blrgahkda bo‘lmagan
sisterna deyiladi. Ca . e
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{2) tenglamalar sistemasini yechish bu:

1) sistemaning birgalikdagi sistema ekanini aniglash;

2} agar u birgalikda bo‘lsa, u holda uning barcha vechimlarini topish
demakdir.

(2) ko‘rinishdagi sistemani yechishni o‘rta maktab kursidan bilamiz.
Buni vechishni ikki usuli bor: o‘rniga goyish va noma’lumiarni yo‘qotish.

1. Noma’lumlarni yo‘qotish usuli.

(2) ko‘rinishdagi sistemani vyechishni garaymiz. Soddalik uchun
noma’fumlar oldidagi koeffitsientlarni bitta indeksli gilib olib, tuban-
dagi sistema yechimini garaymiz:

ax+by=c

ax+b,y=c, . g, ¥y )
bunda noma’lumiar oldldag1 koeffitsientlarlardan kamlda bittasi noldan
fargli bo‘lsin. (3) sistemani yechishda noma’lumlarni yo‘qotish usulint
qo‘llaymiz. Buning uchun (3) sistema tenglamalaridan birinchisining
har ikkala gismini b, ga, ikkinchisini esa —b ga ko‘paytirib, ularni
hadma had goshib quyidagini topamiz:

(a,b,—a.b)x=cb,—c,b 4

shundan keyin birinchi tenglamaning har ikkala gismini -a, ga, ikkinchi
tenglamaning har ikkala gismini a, ga ko‘paytirib hadma - had go‘shib }

(a,b, —a,b))y=c,0 ~ca, (5
ni topamiz.
Agar ab, —a,b, # 0 bo Isa, (4} sistemaning yechlmlan mavjud bo‘lib,
bu yechlm ), (5) lardan topiladi,

s -¢,b, ty= c,a,—c,4a, ’
l -‘ "_.. - . . x - — ’ . K . ._ . ( )
};:',f-‘if‘BUiﬁ ;'_-,s':{; a|b: - a;b, i ab, - azb: _ ;; ‘\p £

2. O‘rniga qo‘yish usuli.
(3) sistemaning istalgan bir tenglamasidan bitta noma’lumni topib,
ikkinchi tenglamaga qo‘vamiz, natjjada bir noma’lumli tqng!amaga ega

bo‘lamiz. aind av St
(3) sistema birinchi tenglamasidan y ni ropamiz Lownlatniianat (4
¢ —-ax bl b

y= b At ZH,

i

(7) ni (3) sistemani ikkinchi tenglamasiga qo‘yamiz, ya’ni
a+b, I o ®
. R . .: | : BT e

PEI L c b, - c,b, bffuu

- =502 7% -

(8) = Gb ~a, b By J‘L [0 (9)
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e i) y-ab b (10)

Uch noma’lumh ChlZlqll tenglamalar sistemasini umumly ko rinishi

esa tubandagicha:
Lresiigled -.*d:);_.-..
Ce L ax+by+ez=d, N :

ax+by+c,z=d, (11)
ax+by+cz=d,

Bu sistemani yechimlari ham ikki noma’lumli chizigli tenglamalar
sistemasini yechimlari topilganday topiladi, ya’ni yechimni topishda
o‘rniga qo‘yish, noma’lumlarni vo‘qotish usullaridan foydalaniladi.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Tkki noma’lumli tenglamalar sistemasini yechimga ega bo‘lish,
bo'lmasligini misollar yordamida tushuntiring.
2. Uch noma’lumli tenglamalar sistemasini yechlsh usullazrini aytib, mis-

ollar orgali tushuntiring. . . o P T s,

2-§. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantiar

Tkki va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini yechish
orgali ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchasiga kela-
miz.

Bhonire giind : - dzidue¥

: 2.1. Ikkinchi tartibli determimantlar. ., RGN

Ikkinchi tartibli determinant tushunchasiga ikki noma’lumii ikkita

chiziqli tenglama sistemasini vechish orqali kelinadi. Aytaylik ushbu

ax+by=c,
a,x+b,y=c,

(H

chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. (1) sistemaning x va y
o‘zgaruvchilari oldidagi koeffitsientlaridan ushbu

(a, b'] LV . @
. 02 b2 . 4: b .4 .“_; L ”dr{l.
jadvaliii- tuzamyiz. Odafﬁc‘la btihday jadvat matr; 1" dcb atakach
Lt f' ) :'. B hj o a J\i ;
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Bunday ko‘rinishdagi ifodalar matematikaning turli sohalarida ko‘p
nchrab turadi. Shuning uchun ular uchun mahsus belgilash va nomlar

kiritish magsadga muvofigdir.

A=ab, ~a,b son (2) matritsaning determinanti deyiladi va u
quyidagicha belgilanadi:
a b
a, b,

.&1,,&‘;»,,.92,4!:'2 sonlar (3) determinantning elementlari deyiladi. Bu
determinantning ikkita satri va ikkita ustuni bor: a,, a, sonlar birinchi
ustunni, b,,h, ikkinchi ustunni tashkil qgitadi. :

Xuddi shunday birinchi satr elementlari: @, 5, ikkinchi satr ele-

mentlari @,,b, dan iboratdir.
a, va b, elementlar bosh diagonal clementlari, a, va b, element-

lar yordamchi diagonal elementlari deyiladi.

Shunday gilib, ikkinchi tartibli determinantni hisoblash uchun bosh
diagonalda turgan elementlar ko‘paytmasidan yordamchi diagonalda
turgan elementlar ko‘paytmasini ayirish kerak ya’ni:

o A o p=det] D O o
= ‘yoki —de a, b, 3)

2

@ b =ab,-ab. -
a, b, Minaiddh 2%
Misol. Quyidagi determinantni hisoblang \
1 5 -4 cosa -siney .
R VR PRI D lsine  cosa|”

Yechish. Ikkinchi tartibli dctermmantm hlsoblashnmg yuqoridagi
goidasiga ko‘ra topamiz.

=5-(—1)-2-(-4)_=-5+3;_3.

5
Db

cosa —sing YIS 2 .
2) =cosa -cosa —sine(—sina) = cos’ @ +sin“a =1.

sihax  cosu

BN SR VST

2.2. Uchinchi tartibli determimantlar, it
ax+by+cz=d; : '
Ushbu ja@.x+by+c,z=dy,
Clagxvbytez=d,

ris
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tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Xuddi ikkinchi tartibli determi-
nantga o‘xshash, bu yerda uchinchi tartibli determinant tushunchasini
kiritamiz. Bu sistema koeffitsientlaridan tuzilgan uchinchi tartibli kvadrat
matritsa berilgan bo‘lsin:

¥ SIEERIR S B Y i
Sfe b DR

e el
ey by e

(4) matritsaning uchinchi tartibli determinanti deb
A=abyc,+ab.c +abc,—ab,e, ~abc, ~abe, b (5)
songa aytiladi. Ikkinchi tartibli determinant bo‘lgan holdagi simvolika-
dan foydalanib bu determinant tubandagicha belgilanadi:

a b ¢ a b ¢ S
A= a, bz ¢, = det a, bg R RO SO,
a, b, c, a, b, ¢, '

(5) dagi har qaysi ko‘paytma determinantning hadlari deyiladi. Hadlar
oldidagi ishoralarnt esda saqlash qiyin emas. Agar biz (5) ga kiruvchi
musbat hadlardagi uchta element ko‘paytmasini tashkil giluvchi ele-
mentlarni punktir chiziglar bilan tutashtirsak, 1 holda esda saglanib
goluvchi ushbu sxema hosjl bo‘ladi.

Xuddi shunday manfiy ishoralar bilan (5) ga kiruvehi ko‘paytmalar

- uchun quyidagi sxemaga ega bo‘lamiz (24-chizma).

.\\ ’T><)7 _
'{\x!)x(;/‘)g\
IL’&Q \\ \ B 1Y . /
\ Rt
/@ é\

' 24 chizma.
e

Qulaylik uchuhﬁétcfminantning elementlarini ikkifa indeksli bitta
harf bilan belgilash gabul, gilingan bo‘lib, bu indekslar element turgan
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satr va ustunlarning nomerlarini: birinchi indeks har doim satr nomer-
ini, ikkinchi indeks esa ustun nomerini ko‘rsatadi.

Masalan, ¢,, hadning indeksi uchinchi satrning ikkinchi ustuni
elementi ekanini bildiradi. Bu belgilashlardan foydalanib, uchinchi tartibli
determinantni quyidagicha yozish mumkin:

ay b, oy
A=lay by
. a, by, oy _
.+ Misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantlarni hisoblang.

52 1 b 1 b
ploo -1 pnlt s
42 sl b -1 b
Yugoridagi sxema va (5) formulaga ko‘ra topamiz.
52 1
D0 0 ~1]=50-5+4-2-(=1)+0-2:1-4-0-1-5-2-(-1)=0-2:5=2
4 2 5
b 1 b
2) |- b A=bbballbab(=1)(~)~b-b-b+1-1-b+1-1-b=4b.
b -1 b S

E
O‘z-o'zini tekshirish uchun savollar. . .- 3
1. Determinant nima? - PR

2. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlarni hisoblash fonnulalaum
yozib, hlsob!ash usullanm ko‘rsating (misollar yordamida).

.“.:.g 3-
3

R 3-§. Determinantning xossalari

1. Determinantning hamma ustunlarini uning mos satrlari bilan
(yoki aksincha) o‘mini almashtirishdan determinant o‘zgarmaydi, ya’'ni

a, 4 a;| W), dy

Gy dpn Ap =4, 4y dyl
Qy 4y Ayl (4 4y 4y ' - a

Ishot. A —berilgan determinant, A" esa A dan uning satrlarini
mos ustunlar bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan determinant bo‘lsin.
A ni birinchi satr elementlari bo‘vicha yoyib chigamiz:

Ay 4y dy
a4, Qaxn y Az
A=la, a,, daxl=a + 4,

3

dy Ay Ay djp

a;, dyp dy
Endi A* ni birinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyib chigamiz:

a4y ay

A =la, ay axl=a

Gy dyp dy

Demak, A=A".

(Determinantni satr va ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblashni
mustagil o‘rganish talabalarga topshiriladi.)

2. Determinantning istaigan ikkita satrining (yoki ikki ustunining)
o‘rinlari almashtirilsa, determinantning faqat ishorasi o‘zgaradi. Masa-
lan, agar birinchi va uchinchi satrlarning o‘rinlarini almashtirsak:

ay G dy a3 4y 4y
a; 4y Ap|=—(dy dp Oy
4y Gy a4y da; 4 d,

3. Ikkita satri voki ikkita ustuni bir xil bo‘lgan determinantning
(iymati nolga teng.

4. Biror satr (yoki ustun) elementlarining umumiy ko‘paytuvchisini
determinant belgisidan tashgariga chigarish mumkin.

Isbot. Aytaylik, determinantning ikkinchi satr elementlari umumly
ko‘paytuvchiga ega bo'lsin:

al] al? al3
kay, kay, ka).
. 4y Gy
Bu determinantni ikkinchi satr elementlari bo‘yicha yoyamiz:
.all aIZ alS
ka, ka,, kay|=kayd, vka,Ay ka4, =kA.

Gy - Gy Ay
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5. Agar determinant biror ;-satr (ustuni)ning har bir elementi
ikkita goshiluvchining yig‘indisidan iborat, ya’ni a,=a,+m, (k =f,_n)
b'o‘l'sa, u holda berilgan determinant shunday ikkita determinantning
yig‘indisiga teng bo‘ladiki, bu determinantiarning j -satridan boshga
satrlari dastlabki determinantnikiday bo‘ladi, uvlarning biridagi ;-satr
elementlarning, ikkinchisi esa m, ¢lementiardan iborat bo‘ladi.

Masaian,

tLoagtmy ayrmy ay+m) lag oay, a] |myom, o om

b by b =l oby b+l b, b

< Ty c, o N I (< N

3

6. Determinantning biror ustun (satr) elementlariga boshga ustun- |

ning (sgtming) bir xil songa ko'payttirilgan mos elementlarini qo‘shishdan
det_t_:rmmantning qiymati o‘zgarmaydi. '

a, 4, ay| |a,tka; a, a ay a, ag| G

) 13 I (3
(e . ¢
i 40 9n ay|=|a, tka, a, a,l= ay Ay Ayt
. - = it ]
N4 ayn ay| lay tkay a, ag, Ay Ay Ayi| o

Q5 4y ay| a4, a, a

= _+k Ay Oy dp|=|dy 4, dy . .;_-, -
s SO, S A : )
- #0% Gul M Gn Gal ok e
t‘ Bayon qilingan xossalar yuqori tartibli determinantiar axohiin ham
0 grl. RTREOBRRIO Tl
Cibrare g BT g B EIrall 15 0

TRy
1. Det . larni al Joochaf
- Determinantlarni xossalarini aytib bering, -, ind by
i : I TRt IY e
2. Determinant xossalaridan barchasini misollar f{ordamié;_ to's s 3k
tekshiring, - A i

O¢z-o‘zini tekshirish uchun. vb!lap :

ER AL

4-§. Det?rminanﬂami ikki va uch noma’lumli chiziqli
tenglamalar sistemasini tekshirishga tatbigi. Kramer formulasi

4.1. Ikki noma’iumii chizigli tenglamalar sistemasi.

Ak ax+by=c, i
S ax+by=c, . (D)
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tenglamalar sistemasini analitik vsulda tekshirishga o‘tamiz (1) sistema
yechimga ega deb faraz gilamiz. Oldingi 2-paragrafida topilganlardan
foydalanib, quyidagilarni vozish mumkin:

a b c b a c
ab, —ab, = i l ; oby—cyh = Clz b_:_ 3 A, —a) = a; C; .
Ushbu belgilashlarini kiritamiz: o
| ' a ‘bl c, b| a, < CaL LRI
A= : Ax = s A e = . ( $)
a, b ¢, by 7 e, ¢ _
*" Yuqoridagi belgilardan foydalanib (1)-sistemani yechimini topamiz:
| | e SR N
A A, - SRR S |
x=—= s =— . 2
PRAEARN ,. @

bu yerda A-{1) sistemaning determinanti deyiladi, A_ determinant
esa A ning birinchi ustun elementlarini ozod hadlar ustuni bilan
almashtirish orgali A, esa A ning ikkinchi ustun elementlarini ozod
hadlar ustuni bilan almashtirish orqalt hosil gilingan.

1. Avwal A #0 bo‘lgan holni qaraymiz. Bu holda (1) sistema har
doim yechimga ega va bu yagona yechim bo‘lib, u (2) formulalar bilan
beriladi.

2. A=0 bo‘lsin, u holda yordamchi determinantiardan hech
bo‘lmaganda bittasi noldan fargli bo‘lsa, (1) sistema bitta ham yechimga
ega emas. Bunda (1} ning tenglamalaridan kamida biri orinli bo‘lmaydi.

Shunday qilib, A=0 bo‘lganda va A_ yoki A, yordamchi deter-
minantlardan kamida bittasi noldan fargli bo‘lsa, (1) sistema yechimga
ega emas.

Odatda bunday holda berilgan sistemaning tenglamalari birgalikda
emas deyiladi.

3. Nihoyat, A=0 va A, =A =0 bo‘lsin. Bu holda birinchi teng-
lamaning koeffitsientlari ikkinchi tenglamaning koeffitsientlariga pro-
portsional bo‘ladi va (1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.
Yugqorida aytilganlarni yakunlab, quyidagi xulosalarni chiqarish mum-
kin: (1) sistema yechimga ega bo‘lishi uchun uning determinanti noldan
fargli bo‘lishi zarur:

EYEn EENFTIRY Y 78 P POE P TR

A= a

) a2 b: TiTe o

bo‘lganda (1) ni yagona yechimi quyi@l_gg:,icha topiladi.
| s -
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e b a, ¢
¥=Ax — C, bz . .,:-)_,:A_y: a, ¢, .

A a, b[ A a, bl

a, bg a, bg

Bu formulalar Kramer formulalari deyiladi.

Misol. Ushbu tenglamalar sistemnasining barcha yechlmlanm topmg.

i T 2x+3y 5 :;g
Yecllisll Slstemamng determinantlarini toparmz .
' 2 3 e
A= =2-9=_11; :
. -1 VU
A%0 e
bo* lgani uchun, sistema yagona yechimga ega. J )
: 5 3 2 5 :
Ax: =-1; A = =-11. L,
2 &‘_1 ¥ 3 2 . . G
. Kramer formulalariga ko‘ra: L ’%\f“
| A, _-11 A, —ll . awn oera
= ¥ l; =_y=_= . . il Cein @Ry
A —ll Y A 11
4.2. Uch noma’lumii uchta chizigli tenglamalar sistemasi. o

- Uch noma’lumli uchta chiziqli tenglama sistemasini tekshirish bilan
shug‘ullanamiz. Chizigli tenglamalaming ushbu

a X+ayy+ayz=d,
ayx+ayy+ayz=d,

(1

a,x+a,y+a,,z=d,

sistemasi bcnlgan bo‘lsin. Noma’lumlar oldidagi koefﬁtswntlardan tuz-
- ilgan determinantni A bilan belgilaymiz: :
ay ap Gy
A=la, a, a
o LMY L 0V ;{'(2),
a, ag| NEY b L i
54

.
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yordamchi determinantiarni tuzamiz. ..

N o

d a, a; a, dy a; TR )

A, =id, a.,, ax| A, =lay d, ay|s A, =lay a., d,
a

d, a, ay a, dy ay| N Ay, d,

berilgan sistema X, ¥, Z yechimga ega bo‘lsa,bu yechimnj topish uchm’l\_;
quyidagi formulalarga ega bo‘lamiz. _

A Al A,

— . =_L; =2
Quyidagi hollar sodir bo‘lishi mumkin. S b

1. A=0 bu holda (3) formulalardan (1) sistema bltta Yechimga ega

ekani kelib chiqadi.
2. A=0 va ALALA, determinantiardan kamidg

farqli. Bu holda (1) sistema yechimga ega bo‘imaydi.

3. A=A ,=A,=A_=0 bu holda (1) sistema yo Cheksiz ko'p
yechimga ega bo’ lad1,yok1 umuman yechimga €ga bo‘lmg, aydi.

Misol. Ushbu uch noma’lumli uchta chizigli tenglam, , sistemasini
yeching:

bittasi noldan

2x+3y+z=12
3x—-y+2z=-3
4x+y-3z=4.

_ Yechish. Berilgan sistemaning asosiy determinantj - va yo rdamcl-n
determinantlarni tuzamiz.

2 3 1 _
A=3 -1 2[=6+3+24+4+27-4=604¢g
41 -3
' 2 3 1
A=l-3 -1 2{=6-3+24+4-4-27=0
4 1 -3
2 2 1 o
AL =13 -3 2 -—18+12+16+12 16+18 = =604 {1
4 4 -3
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R A=B o] 38463648 +;=.6-.;_36:=‘:1-'-_—69j:"? |
. i. \\ . EX) 4 1 4 ., ot . ,\' o . , I':."_: Tae o

Demak, A=0 bo‘lgani uchun smtema yagona yechlmga ega. Bu
yechim quyidagidir. ; 4

A, 0 A, 60 .'ﬁ';A_'

X

X=—==—=1k =t —= S —c =

T A 60 Y E_ 60 . A
Javob: (0,1, -1). -

%" 4.3, Uch noma’lumii uchta tenglamaning bir jinsli sistemasi.
b

Earcha ozod hadlari nolga teng bo‘lgan chizighi tenglamalar siste-
. masiga bir jinsli sistema deyiladi.U quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

| sk

ax+a,y+a z=0 T Ay
Ay X+Auy+a,2=0 SR NI TV o
dyX+a,uy+a,z=0.

(1) ko‘rinishdagi istalgan bir jinsli sistema hech bo‘lmaganda bitta
yechimga ega, chunonchi x=y=z=0 yechimga, ya'ni nol yechimga
ega. Bu sistema qachon nolga teng bo‘lmagan yechimga ega bo‘lishini

i aniglash uchun ikkita holni garab chigamiz:

1) Sistema determinanti noldan fargli, ya'ni A 0. Bu holda (1)
sistema faqat nol yechimga ega bo‘ladi: x=y=z=0.

2) A=0 bu (1) sistemaning nolga teng bo‘Imagan yechimi mavjud
bo‘lishi uchun zaruriy shart hisoblanadi. Bu holda sistema chegsiz ko*p
yvechimga ega bo‘ladi.

a) Buni isbot qilish uchun dastlab determinantning algebraik
to‘ldiruvchilaridan (algebraik to‘ldiruvchi to‘g‘risida tushuncha beriladi)
kamida bittasi noldan fargli deb faraz qilamiz.

Masalan,

a, 4,

#0  pollsin.

a, 4y

(1) sistemaning dastlabki ikkita tenglamasini ushbu Kko‘rinishda
yozamiz; : }

5

{a, X +a,py=-a,2

Sl + . 2)
O QyX +ay,Y = —dy,2.
4 = a, dp . . . .
Endi B, 4 bo‘igani uchun istalgan z da (1) sistema
21 n . . : - :
ushbu ' "
—apz 4p ‘ a, —d;i2
.2 @ A, a, —a,z| A :
o= e ] P =L zZ, y= e I W a5 e (3)
A33 A33 o . A33 A33

formulalar bilan aniglanuvchi vechimlarga ega bo‘ladi. Agar =
3

deb olsak, (2) ning yvechishni ushbu ko‘rinishda yozish mumkin:
x=k4;; y=kd,; z=k‘433'
k -—son istalgan giymatlarni qabul qilishi mumkin. Biz berlgan
(1) sistemaning dastlabki ikkita yechimini topdik. Bu yechimlar & ning

har gqanday giymatida (1) sistemaning uchinchi tenglamasini ham ganoat-
lantirishini ko‘rsatish mumkin. Yuqorida aytganimizdek, % istalgan

‘givmatlarni gabul qilgani uchun (1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega

bo‘ladi. :

b} Endi determinantning barcha algebralk to‘ldiruvchilari nolga teng
deb faraz qilamiz. U holda (1)} sistemaning har ganday ikkita tenglama-
si proportsional koeffitsientlarga ega bo‘ladi va demak, sistemaning har
ganday ikkita tenglamasini ulardan birining hamma hadlarini biror
ko‘paytuvchiga ko‘paytirish orgali ikkinchisiga keltirish mumkin, bino-
barin sistema bitia tenglamaga kelfiriladi, qolgan ikkita tenglama bu
tenglamaning natijasi bo‘ladi. Ravshanki, bunday sistema cheksiz ko‘p
nol bo‘lmagan yechimga ega {chunki ikkita noma’jumga ixtiyoriy sonli
giymatlar berib, uchinchi yechimni esa sistemaning birdan bir erkii

tenglamsidan topish mumkin.)
Misol. Ushbu tenglamalar sistemasini yeching.

4

2x+y+3z=0;

x+2y—z=1{ : ;

3x+3p+2z=0. = S
wten HEREEC D 0

57



Yechish. Sistemada A =0 ekamm ko‘rish mumkin. Sistemaning
.dastlabki, ikkita tenglamasini

2x +y=-3z '.
x+2y=z;

" ko‘rinishda yozamiz. :
Bu sistemani Kramer qoidasi bo‘yicha yechamm e

2 1..-4 1=3 ‘
P2 RO

Demak, berilgan sistema cheksiz ko'p vechimga ega ekan, chunki
z ixtiyoriy olinib, x va ¥ larning mos qiymatlarini topamiz. Masalan,
A =-7z deb olib, A =5z ni; z=] deb olib, x=-7, y=5 ni
topamiz va hokazo. N

*

A=

O¢z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Tkki noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini determinantiarni tadbiq
gilib yechishni ko‘msating.

2. Uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini determmantlar orqall
yechish formulasini yozing. .

3. Kramer formulalarini yozib ko‘rsating.

4. Uch noma’lumli uchta tenglamalarning bir jinsli 51stemasm1 determi-
nantlar yordamida vechishni ko‘rsating.

- 5-8§. Chizigli tengiamalar. sistentasini Gauss usulida yechish

Biz shu paytgacha tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo‘igan
chizigli tenglamalar sistemasini garadik. Agar bunday sistemaning de-
terminanti noldan fargli bo‘lsa, u holda sistema yagona yechimga ega
bo‘lishi ma’lum.

Endi ixtiyoriy, va'ni tenglamalar soni noma’lumiar soniga teng
bo‘imagan chizigli tenglamalar sistemasini tekshiramiz. Bunday sistema
uchun yechim yagona bo‘imasligi yoki umuman yechim mavjud
bo‘lmasligi ham mumkin. Chizigli tenglamalar sistemasi birorta ham
yechimga ega bo‘lmasa, sistema birgalikda bo‘Imagan sistema deyiladi.
Agar chiziali tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lsa, bunday siste-

ma birgalikda deyiladi. (Agar birgalikda bo‘lgan sistema yagona yechimga

~ ega bo‘lsa, sistema aniq sisterna deb, agar yechim bittadan ko‘p bo‘lsa,
aniq bo‘lmagan sistema deb ataladi.)
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Endi koeffitsientlari sonlardan iborat bo‘lgan sistema yechimlarini .

topish uchun qulay bo‘lgan noma’lumlarni ketma-ket yogotish usulini,

ya'ni Gauss metodini bayon gilamiz. Quyidagi ixtivoriy chizigli teng-

lamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

agx +aLx, +..tax, =c;

I

Ao X) T Qg Xy + .4 Ay, X, =C,)

)

auX +d,X, +.+ad, X, =C,

(1) da o, #0 bo'lsin deb faraz qilaylik, o, nolga teng bo‘lishi

ham mumkin. Bunday holda ishni sistemaning birinchi tenglamasidagi
birorta noldan farqli koeffitsientdan boshlash kerak. Dastlab birinchi
tenglamadan tashqari barcha tenglamalaridan x, ni yo‘qotib (1) siste-
mani o‘zgartiramiz. Buning uchun birinchi tenglamaning har ikkala
tomonini a, =0 ga bo'lib chigamiz. Natijada berilgan sistemaga ek-
vivalent ushbu yangi sistemani hosil gilamiz.

<

) e +—xk+ ot Sy, X, =——;
a, ay, &

X,
an

Ay Xy + A X+t @y Xy +oF 0y, X, =5

A%, + A Xy Tt @ Xy +ot a, X, =C,; @

o

Ay Xy + Ao X + oot Ay X+t @, X, =C

Endi bu sistemaning birinchi tenglamsini 4, ga ko‘paytiramiz va
ikkinchi tenglamadan ayiramiz. Bu ishni davom ettirib, birinchi teng-
lamani endi a,, ga ko‘paytirib, uchinchi tenglamadan ayiramiz va h.k.
Bu jarayonni shunday davom ettirib, ma’lum qadamdan keyin berilgan

sistemaga teng Kuchli bo‘lgan quyidagi yangi sistemani hosil gilamiz:
X, FAXy Fot Ay X, ot al,x, =C)5

’
Xy + o HayX, + . AL, =0

L [ =
AnXy 4 i H WX, + o +aLX, =C

3

Aon Xy + o H Ay Xy + o+, X, =C,
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yoki (bunda p<n) |

Bu ycrda quyidagicha belgllashlardan foydalanilgan: A’

' a, a, S
¢ .
o a,.k=-—,a,.i:a ~——azl,zﬁlm k= 2n, TS
ay oy A
r
, ¢ , e, —
- = O = ——a,; =2, m
ai] all

a,, koeffitsientni noldan farqli deb faraz qilib, (3) sistemaning

- ikkinchi tenglamasini ), ga bo‘lamiz va hosil bo‘lgan sistemaning

ikkinchi tenglamasini ketma-ket ai,,..., @,.....d,, ga ko‘paytiramiz
hamda navbatma-navbat sistemaning tegishli (birinchi va ikkinchi teng-
lamalaridan tashqari) tenglamalaridan ayiramiz.

Bu jarayonni davom ettirib, chap tomonidagi barcha koeffitsientiari

¢ nol bo‘lgan, ozod hadi esa noldan fargli bo‘lgan tenglamalar sistemasi-
ga kelsak, bu sistema yugorida ko‘rsatilganidek, birgalikda bo‘lmaydi.

Agar sistema birgalikda bo‘lsa,quyidagi sistemadan birini hosil gilamiz:
Xy b Xy H X+ +bmx,, B;
Xyt by X +.tb, x, = B.; i o @

X,+..+b,x, =B,

X, +bX, 4+ bxy v+ b x, =B,

1" n

Xyt et by xy +.+b,x, =B

2 n

X, +..+b x, =8

x,=8,.

n

{4)-pogonasimon (trapetsiya), (5) esa uchburchak ko rll'llShldagl

- sistema deyiladi. (5) bo‘lgan holda oxirgi tenglamadan x =B, ga
-egamiz. x, ning giymatini oldingi tenglamaga qo‘yib, x
- uni o'z navbatida oldingi tenglamaga qo‘yib, x, , ni topamiz va hk.

.y i topamiz,

" Yugorida ayiilganlarni yakunlab quyidagilarni hosil gilamiz. Gauss
metodini chizigli tenglamalarni har qanday sistemasi uvchun tadbiq
etish mumkin. Bunda, agar almashtirishlar jarayonida barcha

noma’lumlarning oldidagi koeffitsientlari nolga teng, ozod hadi esa

noldan fargli bo‘lgan tenglama hosil gilsa, sistema birgalikda bo‘lmaydi;

agar bunday tenglamaga ega bo‘lmasak, sistema birgalikda bo‘ladi. Agar
birgalikdagi sistema (5) uchburchak ko‘rinishiga kelsa, u aniq bo‘ladi,
(4} ko'rinishiga kelsa, anigmas bo‘ladi. Aytilganlarni chizigli bir jinsh
tenglamatar sistemasi bo‘lgan holga, va'ni ozod hadlar noiga teng bo‘igan
tenglamalarga ham go‘llash mumkin. Bunday sistema har doim birga-
likda bo‘ladi, chunki vy (0,0,...,0) nol yechimga ega. Qaralayotgan
sistemada tengfamalar soni noma’lumlar sonidan kichik bo‘lsin. U holda,
sistemamiz uchburchak shakliga kekirilishi mumkin emas, chunki Gauss
metodi bo‘yicha o‘zgartirish jarayonida tenglamalar soni kamayishi
mumkin, lekin ortishi mumkin emas, binobarin u (4) ko‘rinishga kel-
tiriladi, ya’ni anigmasdir.

i-misol. Quyidagi chizigli tenglamalar sistemasini Gauss metodi
bilan yeching: . ... Do

X, 4+ 2%, +3x, =1;
R 2x, - x, +2x, =6;
A X, +x,-3x,=7T.

Yechish. Birinchi tenglamadagi x, oldida turgan koeffitsient yor-
damida qolgan tenglamalardagi x, noma’lumdan qutilamiz. Buning
uchun birinchi tenglamaning barcha hadlarini 2 ga ko‘paytirib, ikkinchi
tenglamadan ayiramiz. Birinchi tenglamaning o‘zini uchinchi tengla-
madan ayiramiz. Natijada quyidagi ko‘rinishdagi sistemaga ega bo‘lamiz:

st
Co Xy 2%, 4+ 3%, =1

Lo . —Sx, ~dx, =4,
EA T —x, —6x, =6.
Ikkinchi va uchinchi tenglamalar fagat x, va x, noma’lumlarga

ega. Uchinchi tenglamaning hadlarini 5 ga ko‘paytirib, 2-tenglamdan
ayiramiz. Natijada tubandagi sistemna hosil bo‘ladi:

. | :
R R it

X, +2x,43x; =1,
—5x, —4x, =4;
e S —-26x, =26. '
Uchinchi tenglamadan x, =1, buni ikkinchi tepglamaga gotyib,
x, noma’lumili topamiz: s :
~5x, ~4-(-1)x, =4
VEie xz = 0'
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ar X2 V& X, noma’lumlarning giymatiarini birinchi tenglamaga qo'yib,
X, noma ‘lumni topamiz: x, +0-~3=L x, =4, Cl :

Javob: (4;0;-1).

2-misol. Ushbu: s
: . . xl + 2I2 ‘+‘3x3 = ?; '.,';- ;';f:.’_:l: A

2%, +3x, +x;=5;
. 2x, +4x, +6x, =14,
 chizigli tenglamalar s:stemasum yeching. '

Yechish. Birinchi tenglamadagi x, oldida turgan koeffitsient yor-
damida qolgan tenglamalardagi »x, noma’lumdan qutulamiz. Buning
uchun birinchi tenglama hadlarini uchga, ikkinchi tenglama hadlarini
"2 ga ko'‘paytirib, birinchi tenglamani ikkinchi tenglamadan ayiramiz.

Natijada quyidagi ko‘rinishdagi sistemaga ega bo‘iamiz:

X +2x,+3x, =7,
X, +0-T7x,=-11
0+0+0=0.

Uchinchi tenglama hadlari va ozod hadi nollardan iborat bo‘lgani
uchun, bu tenglamani tashlab yuborsak, tubandagi sistema hosil bo‘ladi:

X +2x,+3x,=7;
x, =7x,=-11 R
Birinchi tenglamadagi x, noma’lumdan qutulish vchun 1-tenglam-

ani 2-tenglamadan ayirsak, x, va x, noma’lumlarga nisbatan yechil-
adigan ushbu sistemaga ega bo‘lamiz:

{—2;;3 ~10x, =-18;

x,—Tx,=-11,

“.3\! -

Ikkmchl tenglamadan x, ni, birinchi tenglamadan x2 ni topam
L x, =Tx, -1l L '
X, ==3%, +9,
bu verda x3 ixtivoriy son..
O‘z-0°zini tekshirish uchun"saifﬁ]iaju_:

1. Gauss metoﬂining mohiyatini'tushimiring.
2. Gauss metodi yordamida misollar yechib ko‘rsating.
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IV BOB
VEKTORLAR VA CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARE

1-§. Vektor. Nol vektor. Vektor uzunligi, qiymati va
yo‘nalishi

Agar kesma oxirlarining tartibi €’tiborga olinsa, v yo‘nalgan hisobla-
nadi. Agar oldin 4 nuqta keyin B nuqta berilgan bo‘lsa, u holda 4 nugta
4B Yo‘nalgan kesmaning boshi B nugta esa oxiri deyiladi. AB yo‘nalgan
kesma ustiga chiziq go‘vish bilan belgilanadi. Oddiy

kesmaning uchlari teng hugugli bo‘lib, vlaming tar- . >

tibini ahamiyati yo‘q. Yo‘nalgan kesmada esa boshi . /

oxirining o‘rinlari almashtirilishi bilan ularning A

vo‘nalishi o‘zgaradi. Yo‘nalgan 4B kesmaning uzun- o c

ligi deb, [4B] kesmaning uzunligiga aytiladi va =
25-chizma.

|E§| bilan belgilanadi. Yo‘naltirilgan kesma vektor

deyiladi. Vektorlarni belgilashda biz ustiga strelka -
go‘yilgan kichik harflardan foydalanamiz: a, b s ot ' y
Ba'zan vektorlar kesma oxirlarini ko‘rsatuvchi o‘'sha - A
harflar bilan ham belgilanadi. ' B & oon

Masalar, vektorni 25, 26-chizmada -
Ko‘rsatilgandek, 4B ko‘rinishda belgilash mumkin.
A nuqta vektorning boshi, B

nugta vektorning oxiri deyi-

3 b e ®
ladi. Agar 4B va (D f /
yo‘nalgan kesmalar Dbir xil / C/ /
(qarama-qarshi)_ yo‘nalishli . ki_.¢ b .1 A I\

bo‘lsa 4B va CD vektorlar o / © /c
® o

bir xi! (garama-qarshi)

yo‘nalishli vektorlar deyiladi. * o

{27-chizma.) 27-chizma.
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. & vektoming absolut givmati (uzunligi) yoki moduli deb shu vek-
“tornj tasvirlovchi kesma uzunligiga aytiladi. a velctommg absolut giymati

lla! bilan, AB vektorning absolut ¢ivmati esa AB bilan belgilanadi.
Moduli birga teng bo‘lgan vektor birlik vektor deyiladi. Vektorning
boshi uning oxiri bilan ustma-ust tushishi mumkin. Bunday vektorlar
nol vektor deb ataladi. Nol vektor ustiga strelka qo‘yilgan nol (ﬁ) bilan
belgilanadi. Nol vektorning yo‘nalishi hagida so‘z yuritiimaydi — u
aniglanmagan. Nol vektorning moduli nolga teng deb hisoblanadi. Noldan
fargli ikkita vektor bir to‘g‘ri chizigda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
yotsa, bunday vektorlar kollinear vektorlar deyiladi. ,6 vektorlarning

" kollinearligi #j|# ko‘rinishida belgilanadi. Uzunliklari teng, kollinear

va bir xil yo‘nalishli ikkita  va p veKtorlar teng vektorlar deyiladi va
G=b ko‘rinishida belgifanadi. Bir tekislikka parailel bo‘lgan yoki shu
tekislikda yotuvchi vektorlar komplanar vektorlar deyiladi.

O¢z-o‘zini tekshirish uchnn savollar.

1. Vektor nima?
2. Kollinear, komplanar va nol vektorlarni tushuntiring. -

e 2 | . e
77 2-§. Vektorlar ustida amallars g} aoh i

IR 1 5% L

2.1. Vektorlarni qo‘shish.

Ta’rif. Ikkita & va 5 vektorlarning vig'indisi deb istalgan A nug-
tadan & vektorni qo‘yib, uning oxiri Bga 5 vektorni qo‘yganda bOShl
a vektorning boshi A da, oxiri 5 vektorning oxiri C da bo‘lgan AC
vektorga aytiladi. (28-chizma.)

a,g} vektorlarning yig‘indisi &+ 5
bilan belgilanadi. Vektorni go‘shish
ta’rifidan istalgan 4, B va C uch nugta
uchun

AB+ BC = AC (1)
tenglik orinli bo‘lishi kelib chigadi.
(1) tenglik vektorlarni qo‘shishning
uchburchak qoidasi deyiladi. Ikki kol-
linear vekiorni go‘shish ham shu qo-
ida bo‘yicha bajariladi.
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Vektorlarni go‘shish amali quyi- - -
dagi xossalarga ega: ' iy

1. Qo‘shishning gruppalash (assot-
siativlik) xossasi. Har qanday 4,5, ¢
vektorlar uchun  (G+b)+¢=a+(}+c)
munosabat o‘rinli.

Ishot. Vektorlarni qo‘shishning ~
uchburchak goidasidan (29-chizma.): .. 29-chizma. .

o G (he®) c

-

Y G+b=O4+AB=0B, .

LA @+ B)+E=0B+ BC=0C, .
. £

b +Z= AB+ BC = AC:
' a+(b+;)=52+%=o_c; '
bundan (@+5)+¢=a+(b+z) ckani kelib chigadi.

Qo‘shiluvchi vektoriarning soni ikkitadan ortiq bo‘lganda ularni
go‘shish quyidagicha bajariladi. Berilgan 3, 5, 7, Wi vektorlaming
yig'indisini hosil qilish uchun 7 vektorning oxmga b vektorning
boshini qo'vish keyin, & vektorning oxiriga ¢ vektorning boshini
qo‘yish va hk. Bu ishni oxirgi vektor ustida bajarilguincha davom
ettirish kerak. Yigindi vektor yani d+b+¢+..+/ yig‘indisi bo‘lgan
vektor boshi & vektorning boshidan, oxiri esa / vektorning oxiridan
iborat vektor bo‘ladi.

e

- 30-chizma.
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Masalan, 30-chizmadagi 47 vektor berilgan G, 4,7, d, & vektor-
larni qo‘shishdan hosil bo‘lgan vektordir.
2} Qo‘shishning o‘rin  almashtirish (kommutatwllk) xossasi. Har
ganday ikkita 7 va p vektor uchun G+bh=h +a tenghk o‘rinlidir.
- Ishot. 3=04 va p= AB bo‘isin.
% b b Ikki hol bo‘lishi mumkin:
a) @ b vekiorlar kollinear emas.

o~/ Buholda 0,4, B nugtalar bitta to'g'i
%o/ /3.‘ chizigda yotmaydi (31-chizma). 048

uchburchakni Q4BC parallelogramm-
ga to‘ldirsak, vektorlarni qo‘shishning
uchburchak qcndamga ko‘ra:

i+b= OA+ AB OB

b+a= OC‘+ CB OB
bu ikki tcnghkdan esa G+h=b+a kelib chigadi.

b) d(ld bo'lsin. Bu holda O, 4, B nuqtalar bitta 4 to‘g’ri chizigda
yotadi. d to‘g‘ri chizigda yotmaydigan C nuqta olaylik, u holda
o OC+CB=0B. 2

a) holga ko'ra JC+€B=€B+5C. - | : 1

31-chizma.

Lekin, CB= CA+ AB oC = OA+ AC bo* lgam uchun _
OB =CA+ AB +Od+ AC = AB+0A, (3)

qarama-qarshi vektorlar yig‘indisi 0 ga teng bo‘lgani uchun C_‘;H A_’C =0
ikkincht tomondan,

OB =04+ AB “4)

(3) va (4) tengliklardan z+5 =4 +4 tenglikka ega bo‘lamiz.

3) har qanday_a vektorga nol vektor qo‘shilsa, & vektor hosﬂ
bo'ladi, ya’ni a+0 a. 4Uchburchak q01d331ga ko'ra istalgan z=0u4
vektor uchun 0A+ AA 04 tenglik yoki G+0=g tenglik orinli.

4) har qanday & vektor uchun shunday 5 mavjud-ki, uning uchun:

d+d =0 _ (3)

2.2. Vektorlarni ayirish. -

Ta’rif. @,b vektorlammg ayirmasi deb, d vcktor bilan p vektorga
qarama qarsh1 -b vcktommg yig‘indisiga -aytiladi. Bu ta’rifdan
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ko‘rinadiki, 7= -5 ayirma vektorni yasash -
uchun ¢=a+(-b) vektorni yasash kerak N
ekan. Agar b vektorlar bitta O nuqtaga

qo yllgan {32-chizma) hamda = OA va ;T
b :OB deb belgilangan bo‘lsa, u holda 32-chizma.

F=d-b=0d-OB=04+ OB=BO+OA=BA
Bu holda a va p vektorlaming aylrmasml topish uchun boshi B
nugtada oxiri A nugtada bo‘lgan BA vektorni yasash yetarli bo* Iadl

2.3. Vektorlarni songa ko‘paytirish.
a#0 vektor va @ son berilgan bo‘lsin, bu yerda aeR. -
Ta’rif. Vektorning ¢« songa ko‘paytmasi deb shunday » vektorga

. aytiladiki « >0 bo‘lganda p ning yo‘nalishi & ning yo‘nalishi bilan

bir xil, <0 da b ning yo‘nalishiga teskari bo‘lib, 5 vektorning
uzunligi esa 4 vektorning uvzunligi bilan « son modulining
ko‘paytmasiga teng, 4 ning « songa ko‘paytmasi p =qa shaklida
belgilanadi. Bu ta’rifdan bevosita quyidagi xulosalar keiib chigadi:

a) ixtivoriy & vektor uchun: ¢.5=0

b) ixtivoriy @€ R son uchun: 5.0=0

d} ixtivoriy & vektor uchun: 1-ég=a;(~1)-d=-a

e} 4@ va aa vektorlar o‘zaro kollineardir:

5
33-a chizmada & vektor4so- - .. 3 -_ &

niga ko‘paytirilgan; b =4a; 33-b __ o -

chizmada & wvektor -2 soniga ———— . -

ko‘paytirilgan; 5=-2¢. Biror c 2 L "

P

a =0 vektorni o‘zining uzunligi-

o1 e 20
ga teskari ial songa ko‘paytirilsa, - =

33-chizma.
shu vektor yo'nalishidagi birlik

1 o '_. IO
vektor (ort) hosil boladi, ya'ni ﬁawo(laof-‘-l)..'s

Teorema. Agar allb (a;ﬁ(}) bo‘lsa u holda __shg_ .
mavijudki, ' . . . BT NN
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: b=ad bo'ladl Ho Uit (g
ISbot‘ @llb bolgani uchun quyidagi uch hol bo‘lishi mumkin:

Co 1y @Th bolsa, é—a:ﬁﬁ bo‘lib, bundan b= I :" bu holda
e E . a ;
2) at™Nb bolsa ﬁ'ﬁ?— ﬂf; bo‘lil_:;,_,_l;;'indan 5=_B5;Iﬂ§\u

1] o a

holda Cf:—l_{ bo‘ladi.

3) 5=0 bo‘lganda 5 =0.5 bundan @=0. Demak, vektorni songa
ko‘paytirish ta’rifidan va bu teoremadan quyidagi xulosani chiqarish
mumkin: ;

a u b@b aa (geR)

Shunday qilib (6) munosabat g p vektorlar kollmearhgmmg zarurly

va yetarli shartidir.

Vektorni songa ko‘paytirish quyidagi xossalarga ega:

ay l-a=a;,(-1)-a=-a;

by a(fB- a) {&x- B)d (gruppalash gonuni); -

d) a(@+h)=a-d+a-b (vektorlarni go‘shishga nisbatan tagsimot
gonuni);

e) (@+p)ya=a-a+p-a {skalvarni go‘shishga nisbatan tagsi~
mot gonuni).

Ikkinchi xossani, ya’ni tenglikning o‘rinli ekanini ko‘rsatish bilan
cheklanamiz.

Isbot. Ma'lumki, o(f-a) va (@-f)d vektorlar bir xil la|-|A-|d]
uzunlikka ega. Vektorni songa ko‘paytirish amali ta’rifiga ko‘ra agar

a-fB>0 bolsa, a(f-a) va (x-fF)a vektorlar bir xil yo‘nalgan,

agar a- fF< 0 bo'lsa, bu vektorlar g ga garama-garshi yo‘nalgan bo‘ladi.
Shunday qilib, agar o =0, B0, @=0 bo'lsa, a(B-4) =(a-P)a ga
ega bo‘lamiz. Agar @ =0, =0 yoki @=0 bo‘lsa, u holda a(B3-0)=0
va (a-fa=0 bo‘ladi.

O¢‘z-o*zini tekshirish uchun savollar.

l. Vektorlar ustidagi amallarni geometrik nuqgtayi nazardan kelib chiggan
holda tushuntirib bering.
2. Vektorning skalyarga ko‘paytmasi deganda nimani tushunasiz?

St s
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..3-8. To‘g’ri burchakli koordinatalar sistemasi.
Nugtaning va vektorning koordinatalari

3.1.Tekistikda koordinatalar sistemasini kiritish.

Tekislikda nuqta, chizig, kesma, shuningdek, boshga geometrik
ob’ektlarni o‘rinlarini tasvirlash uchun to‘g‘ri burchakli koordinatatar
sistemasi kirititadi. Buning uchun tekislikda biror 0 nuqtada kesishuvchi
o‘zaro perpendikular ikkita o‘gni olamiz. -
Bu o‘glarning har birida ¢ nuqgtadan bosh- Y] o
lab kollinear bo‘lmagan 7,j vektorlarni e
ajratamiz.(34-chizina.)

1-ta’rif. Musbat yo‘nalishlari mos rav-
ishda 7, vektorlar bilan aniglanuvchi o‘zaro
parpendikular ikkita o‘gdan taghkil topgan
sistema tekislikda to‘g‘ri burchakli koordi- f
natalar sistemasi deyiladi va R={0,7, j}
ko‘rittishda Eelg,ilanadi. ¢ nuqta koordina- 34-chizma.
talar boshi, ¢, birlik vektorlar esa koordi-
nata vektorlari deyﬂad: Ta’rifga asosan, i,] vektorlar ortogonal va
birlik vektorlardir: I—] ;’—1, 7 L7. Musbat yo‘nalishlari 7, j vek-
torlar bilan aniqlangan o‘qlar mos ravishda abssissalar va ordinatalar
o‘glari deb ataladi.

Tekislikda R=1{0,7,} koordmata sistemasi berilgan bo‘lsin. Shu
tekislikning 4 nugtasi uchun OA vektor 4 nuataning radius—vektori
deyiladi. OA vektor uchun quldagl munosabatni yozish mumkin:

OA=xi +)]. .

-2-ta’rif. OA4 radius—vektorning x,¥ koordinatalari 4 nuqtaning

R=1{0,7.7} koordinata sistemasida koordinatalari deyiladi va u
A(x;y) ko‘rinishda belgilanadi. Bunda x 4 nuqtaning abssissasi, y esa
A nugtaning ordinatasi deyiladi.

Endi vektorning koordinatalarini garaymiz.

3-ta’rif. Vektorning koordinata o*qlaridagi proyeksiyalari vektorning
koordinatlari deb aytiladi.

Vektorni Ox o°‘gidagi proyeksiyasi uning birinchi koordinatasi yoki
x koordinatasi, Oy o‘qgidagi proyeks;yam unmg ikkinchi koordmatasx
yoki ¥ koordinatasi deyiladi. L

3 - ...._.._‘S.I

.D\.-f‘l
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e ‘" Shunga ko‘ra & vektorning koordina-
L 7 talarini x,,y, bilan belgilasak, u holda

N b ta’rifga asosan,
Y A/E o X, = pr,a=|d)-cos(@"i)
| b e h ...._.,_____rt. yazproy§=fﬁl'005(5’\})-

: Aytaylik, tekislikda &= AB vektori
[ berilgan bo'lsin. 4 nuqgtadan Ox ofqiga

Ny

A

ot

TTRT R
._0 L ﬁ"“";‘""‘*‘b X paraliel, B nugtadan Oy o‘giga parallel
" LAY ‘ to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz (35-chizma).
35-chizma. Ularning kesishish nuqtasi C bo'lsin.

_ U holda
AC=x,-I, CB=y, -} va d=AB=AC+CB=x,-T+y,-] bo'ladi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agar x,,y, lar g vektori-

ning koordinatalari bo‘lsa, g vektorni uning koordinatalari orgali tu-
bandagi ko‘rinishda yozish mumkin,
d=x,1+y, ] : (1)

(1) vektor tenglik ko‘p hollarda d={x,,y,} simvolik ko‘rinishda
yoziladi,

(1) tenglik tekislikdagi har ganday vektorni ikkita o‘zaro perpendikutar
vektorlarga yoyib yozish mumkinligini bildiradi. Umurmnan olganda tekislik-
dagi har qanday vektomi kollinear bo‘lmagan ikkita vektorga yoyib yozish
mumkin. Vektorning boshi va oxirini koordinatalari R ={0,7,} ga nis-
batan ma’lum bo‘lsa bu vektomning koordinatalarini topishni qaraylik.

Aytaylik, R={0,i,j} ga nisbatan

u A(x; ) B(x,,y,) bo'lsin (36-chiz-
ot Bep34,) m_a}). Bﬁu hglda_} 04 = xli+ i
i (% // : OB = xzf -{—y:j; AB=0B- OA;
N P : AB =(x, -x,)f+(y-_, _yl)}- BEE:E
St Vi Bund -
S undan,
o) -.i.r” . X A—Bz{xz—xl;yz—yl}; {2)
36-chizma. va'ni vektorning koordinatalari shu

. ~ vektor oxirining koordinatlaridan mos
rawshda boshining koordinatlarini avirish bllan hosil gilinadi.
Misol. R={0,7,7} da M(2-3),N(0;3) nugtalarni yasang. MN
vektorning koordinatalarini toping.
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Yechish. A(2;-3) nuqtani yasash | - . i 9y
uchun O_ﬁ/f:z?—ﬁ vektorni yasaymiz. o
Buning uchun O nugtadan boshlab 7
ga kollinear 27 va j ga kollinear —37
vektorni yasaymiz. So‘ngra bu vektor- ... .. —
larning yig‘indisini topsak, Opf vektor . .3 -2 2 .f_ IENEAN

o I .
I

hogit bo‘ladi va undan izlanayotgan M

nuqtani topamiz. Xuddi shunday N(0;3) .. .-": C . e
nuqtani yasash uchun ON =37 vektor- .- [ g 4
ni yasaymiz. N(0;3), MWV ={-2;6}. - Vochizma, Rhk

3.2. Fazoda koordinata sistemasimi Kkiritish.

Bitta O nuqta, kesishuvchi o‘zaro perpendikular uchta Ox,Oy, 0z
to‘g‘ri chiziglarni olamiz (38-chizma).

Shunga o‘xshash golgan ikki- LU yE swpedey
ta tekislikni mos ravishda xOz o
va yOz texisliklari deymiz.
Ox,0y,0z to'g'ri chiziglar koor-
dinata o‘qglari (mos ravishda abs- _' _ -

Lk

oy

sissa, ordinata applikata), ularning 1. 13 - __q_
kesishish nugtasi o koordinata L w
boshi, x0z y0Oz va xOy tekislik- B
lar koordinata tekisliklari deyiladi.  «
O nuqta har bir o'gni ikkita 38-chizma.

yarim to‘g‘ri chizigga ajratadi. Ul- :
ardan birini musbat, boshqasini manfiy dcb kelishib olamiz. Bu usul
bilan hosil gilingan Oxyz sistemaga fazoda to‘g’ri burchakli koordina-
talar sistemasi deyiladi. Odatda Ox, Oy, 0z koordinata o‘glarining birlik
vektorlari mos ravishda 7,7 va g lar orgali belgilanadi. Fazodagi
to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi R=1{0,7, 7, k} ko‘rinishda ham
belgilanadi. Fazodagi vektorning koordinatalari deb uni Koordinata
o‘qlaridagi procksivalariga aytiladi. Vektorni Ox o‘qdagi procksivasi
uni birincht yoki x - koordinatasi, Oy o°‘qdagi proeksivasi uni ikkinchi
yoki ¥—Kkoordinatasi, Oz o‘qdagi proeksivasi uchinchi yoki z koordi-
natasi deb aytiladi.

- Aytaylik, fazoda o‘zining x,,y ,z, koordinatalari bilan g vektori
berilgan bo‘lsin. Tekislikda vektorni koordinatalariga o‘xshash

71



d=xi+y j+zk ' (3
tenglikni bajarilishini isbotlash mumkin. (3) tenglik fazodagi har ganday
vektorni o‘zaro perpendikular bo‘lgan uchta vektorga yoyib yozish
mumkinligini bildiradi. .

Umuman olganda fazodagi har qanday vektorni uchta o‘zaro kollinear
bo‘lmagan vektorlarga yoyvish mumkin. Vektorlarni koordinatalari ber-
ilganda vektorlarning yig‘indisi, ayirmasini va vektorni songa ko‘paytirishni
ko‘rib chigamiz. Vektorlarni qo‘shish (ayirish) va vektorni songa
ko’paytirish xossasidan agar, vektorning koordinatalari x,, VarZa b
vektorning koordinatlari x,,y,,z, bo‘lsa, u holda

dth=(x]ty,j £z Dt (4i 3,7 t20)=(x, 5, +(y, £,)£(, +2,)F

ekanligi  kelib  chiqadi. Shunday qilib  74+7  vektori

fx, £x,)+ (v, ty,) 2z, + z,)} koordinatalarga ega bo‘ladi, ya’ni

aig:{xaixh;yaiyb;zaizb} (4}
" AG vektorining koordinatalari esa Ax,, Ay, Az, bo‘ladi, ya’ni
M = lx(ﬁlya’&za (5)

Demak, ikki vektorni qo‘shganda (ayirganda) ularning mos
- koordinatalari qo‘shiladi (ayriladi). Vektorni songa ko‘paytirganda, uning
koordinatlari shu songa ko‘payadi.

' Misol. @ ={2;-3;1} vektori berilgan. Unga kollinear bo‘lgan & ={x; 14}
- vektorining noma’lum koordinatalarini aniglang.

_ Yechish. Ikki vektorning Kollinearlik shartiga asosan
b=15=i{2?;—3},k} v holda (2) formulaga asosan b ={24;-34+4}.
Ikkinchi tomondan” A=4 demak & ={8;~12;4} bo‘ladi.

Endi 4 nuqtaning koordinatalarini ko‘rib o‘tamiz. Aytaylik, fazoda
Oxyz dekart koorcﬁnatalar sistemasi berilgan bo‘isin. Bu sistema istalgan
A nugta uchun (4 vektorning koordinatalari uning radius vektorining
S ' ' koordinatalaridir. Odatda A nuqtaning
koordinatalari shii harfning yonida
kichik qavs ichida yoziladi: A(x; y; z)
A va B nuqtalarning koordi..atalari

nkoordtnatalarini topishni ko‘raylik.
-"Aytaylik, 4 nuqtaning koordinata-
lari (x,¥,z) B nugtaning koordi-
natalari (x,,y,,z,) bo‘lsin. U holda
(39-chizma). '

72

39-chizma

ma’lum bo‘lganda 4B vektorning -

AB=0B-0d=(x, +y,j+,0)(x f oy jrad)="""

=(xy—x W+ (¥ —y ) +(25 -2 k.
Bu yerdan 4B vektor Xy =X ¥, ~¥,:Z5 —Z, koordinatalarga ega

bo‘lishini ko‘ramiz. Demak, vektoming koordinatalari uning mos koor-.

dinatalari ayirmasiga teng: S o
AB={xpy—X ¥y =12, =241, : (O

Misol. Agar A(2;5;1) va B(5,3;6) bo‘lsa 4B vektorning koordi- -

natalarini toping. . ‘
Yechish. Aytaylik, AB={x,;:¥ 432} bo‘lsin, u holda (6) formu-
laga asosan: :
X, g=X,—X,=5=-2=3; |
Vg =Ve=Yy=3-5==2;
Zp=2,—2,=6-1=5,

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

" 1. Tekislikda, fazoda to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini izohlang.
2. Nuqtaning va vektorning koordinatalarini tushuntiring.

4-§. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

MN kesmani berilgan 2, : 1, nisbatda bo‘lish talab qilinsin. Agar MN
kesmada ML masofa absolut giymatining LN masofa absolut giymatiga
misbati A,:4, ga teng bolsa, L nuqta MN kesmani 4 :4, nisbatda
bo‘ladi deyiladi.Berilgan masalani hal gilish uchun MN kesmaning

fMLI — ’li )
I
tenglikni ganoatlantiruvehi  L(x;; y,; z,)
nuqtasining koordinatalarini topish kerak
{40-chizma). Ta'riflanishiga ko‘ra L nugta
MN kesmani A, : A, nisbatda bo‘lishi uchun

A -
MLZ/I'-LN (1)

Z M

40-chizma.

tenglikni bajarilishi zarur. _
A}L va L_}V vektordami o}'u,o'l va oy radius-vektorlar orqali ifoda-
> o= A T .
laymiz. U holda (1) tenglama OL-OM =:1L-(ON—OL) ko‘rinishni oladi.

2
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Bundan esa

L s R i

6};: 122. .O};J_,_ /II
/ll+/12 A +4

1 2

kelib chigadi.

(2) formula go‘yilgan masalaning yechimini beradi, chinki u nn

L ‘luvchi L nugtani i
o qtaning radius-vek-
ant M(x,,,y,,.z, ) va NGy, yy.Z,) nuqtalarning radius-vektorlari

kesmani berilgan A 14, nisbatda bo

orqali ifodalaydi.
(2) vektor tenglikka asosan quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:

:-..&.._ /11 R e IR
A Xpr Xy . i
I + /12 )"] + /13 L '"!-'?r'_'-'r'g;'a‘.;:; .

, A L
A+ 4, Yu +-,i|_+zy”; (3
A, o4
A+d, M A +4, er oL

. (3) formula berilgan kesmani A : A, nisbatda bo‘IuvcHi L nuqta-
ning .koordinatalarini topish formulalar}dir. L nugta MN kesmar?in
o‘rtasi bo‘lgan xususty holda (3) formula *

Xy

Y=

Yu =

X, + i)
_ X = A > o Y =2L;—&-, z, :fij'_zﬁ’_ . _:_ : (4)
C e 2 :
ko‘rinishni oladi. (4) formula kesmani ikki e
. N mani teng ikkiga bo‘luvéhi ‘g :
koordinatalarini hisoblash formulalaridir. =2 be luvcb{ “99‘3'?‘“3

O‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Kesmanij berilgan hisbatda bo
lash uchun formula Keltirib chiqarin

2. Kesmani ten ikkiga bo* i i ; Ly
formula keltirih Ch?qaring‘ o lqychl nugianing koordinatalarini lusoblash uchun

‘luvchi nugtaning koordinatalarini hisob-

CUE

5-§. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

Vektorlar ustida hozj jari .. |
. rgacha bajarilgan amallar (qo‘shish, ayiri

| ‘ u 1ozir , ish,
songa ko‘paytirish) chizigli amaflar bo‘lib, natijada yana vektorlarykelib

chigadi, Bu mavzuda vektorlar ustida natij
nat il bo‘ladi
amalni ko‘rib chigamiz. o a..u.a.skalyarﬂ.(son) hOSII b(') lgdlgan
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Ta’rif. lkkita @ va b vektor uzunliklari bilan ular orasidagi bur-
chak kosinusining ko‘paytmasidan hosil bo‘lgan son bu vektorlarning
skalyar ko‘paytmasi deyiladi. Agar ikkita vektordan birortasi nol vektor
bo‘lsa, skalyar ko‘paytma nolga teng bo‘ladi. :

G va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi &.5 ko‘rinishida belgi-
lanadi, demak,

1]

‘b= al-|bjcose. {1

Bu yerda ¢ berilgan 5 va p vektorlar orasidagi burchak. (i)
formula yordamida kuchning bir nugtadan ikkinchi nuqtagacha to‘g‘ri
chizigli harakatida bajargan ishini hisoblash mumkin. Aytaylik biror
jism o‘zgarmas F kuchning tasirida boshlangich B nugtadan C nugta-
gacha to‘g‘ri chizigli harakatlansin, u holda bajarilgan ish - -

A=|F|-|§C_‘|cos¢v
bilan ifodalanadi. U skalyar kattalik bo‘lib, F va 3_’(* vektorlarning

skalyar ko‘paytmasidan iboratdir. Bu yverda ¢ - F va BC vektor

orasidagi burchak.

Misol. |G|=3; [b|=4 hamda a va b vektorlar orasidagi burchak
45° ga teng bo‘lsa, @ va p vektorlarning skalyar ko‘paytmasini
toping.

Yechish. (1) formulaga asosan topamiz:

e

V2

5-5:3-4-cos45°=12-—2—=6ﬁ.

Skalyar ko‘paytmaning xossalari:
1} Ixtiyoriy 5 va p vektorlar uchun quyidagi munosabat o*rindidir:
ab=>b-a
Bu xossa skalyar ko‘paytmaning kommutativlik xossasi deyiladi.
. Ishot. Bu xossa skalvar ko‘paytmaning ta’rifidan bevosita kelib
ghigadi, ya’'ni
L .

ballb .
=Iefll cose - i F
-d=|b|-ldjcosg

LI~ JR <Y

2) Ixtiyoriy @ va b vektorlar va ixtiyoriy % < R son uchun quyidagi
tenglik ofrinlidir:

(ki)-b =I(a-b) 2

Bu xossadan vektorlarni skalyar ko‘paytirishda sonli ko‘paytuvchini

skalyar ko‘paytma belgisi tashgarisiga chigarish mumkin degan xulosa
kelib chigadi. .
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Ishot. !3u Xossani isbot qilish uchun ikki vekior orasidagi burchak
tushunchasidan foydalanamiz. Ma’lumki, agar k> 0 bo'lsa @ va p

vektorlar orasidagi burchak ka va p vekiorlar orasidagi burchakka .

teng bo‘ladi. Ta'rifga ko‘ra:
(ka)- b =|k[-iEr'l‘IEI-cosgf)zk‘l5[-[5[—005@=k(5-5); agar k<o
bo'lsa, @ va § vektorlar orasidagi burchak o =180°— @ ga teng;
(kai)h =\ ki || b |-cos(180° -¢)=k-fa|'IE}‘{'COSop:k(&-E)cosga =k(d-b).
3) Har ganday 3, & va & vektorlar uchun quyidagi tenglik o*rinlidir:
ab+e)=a-b+d-a. (3)
Bu xossa skalyar ko‘paytma_ping_ distriyutivlik xossasi deyiladi.
‘ ls‘bt?t. Agar @=0 bo'lsa, d(b + C)=d-b+g-é _tenglikning o‘rinliligi
0°z-0zidan ravshan. Agar j ¢ bo’lsa,u holda a(h + €)= a|np, b+ c).

o

Bu yerda ; o'gi “a”|=e birlik vektori bilan aniglangan.

Har qanday jva Z vektorar uchun b+ =nn i .
nosabat o‘rinlidir. np, (b +E)=npb +np mu~.
Demak, .

b +EYHa|(np,b +np,Ty=anp b + anpE=ah+ai o
bundan esa G(6+&)=g.5+5.2 tenglikning o‘rinli ekani ko‘rinadi.

4)’ I_-I:fr ganday vektorning 0°z-0°ziga skalyar ko‘paytmasi bu vektor
uzunligining Kkvadratiga teng:
- a-a=lal’.

Isbot. Skalyar ko‘paytma ta’rifidan: ae
d@-a=|a|-|a|cos(@a)=|a|’ cos0® 4 aJ*

d-a ilfoda a’ bilan belgilanadi va g vektorning skalyar kvadrati
deb. atal‘adl. Bunga ko‘ra (4) tenglikdan & vektorning uzunligi uchun
quyidagiga ega bo‘lamiz: - :

saeaT 5

Skalyar ko‘paytma yordamida bizga tanish ba’zi ayniyatlarni isbot-
lash mumkin, Masalan, '

@by =a*+2ab+5* T

ayl?iyatni isbot  qilaylik, buning uchun ayniyatning chap tomonidan
uning o‘ng tomonini keltirib chigaramiz: '

(6ig)‘(&ig)=5(ai5)+5(ai5)= '-5iﬁ'5i5‘5i5-5=52 +285 +.57.

76

H @

Teorema. Nol bo‘lmagan ikkita vektorning skalyar ko‘paytmasi nolga -
teng bo‘lsa, bu vektorlar o‘zaro perpendikular bo‘ladi va aksincha.

Ishot. Faraz qilaylik, @ va } vektorlar o‘zaro perpendikular bo‘lsin,
u holda ular orasidagi burchak 90° ga teng, demak cos(@”b)=0
u hoida o ot ek R

| a-b=al-|blcos@ by . - -
cos(@ b)=0=>a-5=0
demak, 71p=z.5=0 ikkita 7 va j vektorlarning skalyar
ko'paytmasi nolga teng bo‘lsa, u vektorlar perpendikulardirlar. Nol
bo‘lmagan ikkita 7 va j vektorlar skalyar ko‘paytmasi nolga teng
bo'lishi uchun cos(@*5)=0 bo‘lishi kerak, bu esa (g~5) burchak
90° qiymatni gabul qgilganda o‘rinlidir. Demak, 7.5 =0=-3 15

Endi koordinatatari bilan berilgan vektorlarning skalyar ko‘paytmasini
qaraymiz. a={x,,y,z,} va b={x,,y,z,} vektorlar koordinatalari
bilan berilgan bo‘lsin. ) _

U _ holda g wva j vektorlar, G=xi+ypj+z,k va
b=x,+y,]j+z,k yoyilmalarga ega bo‘ladi. Skalyar ko‘paytmaning
xossalaridan foydalanib, § va } vektorlarni skalyar ko‘paytiramiz: "

Gh=(xi+y,j+z,k)(x]+ Vol + 2,k =x, x0T +x Iy, j+ ’
+yﬂfxbf+yaybjjf +Xx, iz k+y, jzj+zﬂi;x,,?+ za_k.yb}+zazbfc'§:
Ta’rifga ko'‘ra: “, '

PP=177=l BP=ii-j=j k=k-j=jT=7-k=k -j=0.

U holda

- -

d-b=xx +y.y,+2,z, (6)

Demak, koordinatalari bilan berilgan ikki vektorni skalyar ko‘paytmasi

bu vektorlar mos koordinatlari ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng.
‘Koordinatalari bilan berilgan d={x,,y,,z,} vektgr uchun 4.5 skalyar
ko‘paytmani topaylik. 3 ni = xa;'..;.; J’a} +z k ko‘rinishda vozib
olamiz, o B
_ Zi-a=(xa?+ya}+zﬂfc')(xa?+ya}+zaE) o
(6) tenglikka asosan o o

aa=x,x,+y.y,+z,z,.

Ma’lumki, o

aF

v fleNaa=NE =Eegez @
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Bu esa koordinatalari bilan berilgan vektorning uzunligi uning
koordinatlari kvadratlarining vig‘indisidan olingan arifmetik kvadrat ildizga
teng ekanligini ko‘rsatadi. (7) formuladan foydalanib ikki nuqta orasi-
dagi masofani topish mumkin. Ax;y52) va B(x,, V.:Z,) nuqgtalar
berilgan bo‘lsin. U holda

p(A,B):[EB:J(xzhxl)3+(y3 ‘y|)2+(22 '_zl)z (8)

bo‘ladi, bunda o(4:B) — 4 va B nuqtalar orasidagi masofa. - .
Skalyar ko‘paytmadan foydalanib ikki vektor orasidagi burchakni,
vektorlarning o‘qdagi proyeksiyalarini hisoblash mumkin. Ikki vektor 7

. . g-b
va p orasidagi burchak CQS@:W formuia bo‘yicha hisoblanadi.

Agar vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo‘lsa, ular orasidagi
. burchak

X, + ¥\, 2,2, " : | i
. fo+yf+zf-\ij+y§+z:
formula bo‘yicha hisoblanadi. Agar vektorlar tekislikda berilgan bo‘lsa
z koordinatalari nolga teng deb olinadi.

COS @ =

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

l. Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?

2. Skalyar ko‘paytmaning qanday xossalari bor? :

3. Koordinatalari bilan berilgan ikki vektorni skalyar ko‘paytirish formu-
lasini keltirib chigaring, '

4. Vektor uzunligi uchun formula keltirib chigaring.

5. IKki vektor orasidagi burchak uchun formula keltirib chigaring.

6. Ikki vektorning o‘zaro perpendikularlik sharti nimadan iborat?

. 6-§. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi va uning xossalari.

_ Ikkita & va p vektorni bir-biriga ko'paytirish natijasida son (son-
lar) xosil bo‘lishini ko‘rdik. & va & vektorni bir-biriga ko‘paytirish
“natijasida vektor hosil bo‘lishi ham mumkin.

Ta’rif. 4 va Evektorning vektor ko‘paytmasi deb, shunday ¢
vektorga aytiladiki, bu vektor & va A vektorlarga perpendikular bo‘lib,
uning moduli & va / vektorlardan yasalgan parallefogramm yuziga
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teng, yo‘nalishi esa 7 vektorning ¢ uchidan qaraganda ¢ vektor atro-
fida @ vektordan p vektorga eng kichik burchak bilan aylanishi soat -
strelkasiga teskari bo'lishi kerak. )
Vektor ko‘paytma [d b] yoki ax5 ko‘rinishda belgilanadi. -
Boshgacha ta'rif ham berish mumkin. E
Ikkita G va j vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb quyidagi uchta
shartni qanoatlantiradigan g vektorga aytiladi:

) &=[a-b]<a|-|blsin@ by (0< @ B)<x)

2) [a,h]La.[a,b]Lb (& vektor G5 vektorlarga ortogonal);

3) a, p, ¢ vektorlar ko‘rsatilggn tartibda o‘ng uchlikni tashkil
qilsin. _ _ . o o
Bu ta’rifda keltirilgan uchta shartning har birining geometrik
ma'nosini aniclaylik. N

1-shart 7 vektorning uzunligi (|¢}-son) 7 va j vektorlarga quril- .
gan parallelogramm yuzini ifodalovchi songa - |C
teng ekanini bildiradi (4!-chizma) chunkla | .5:[6’5]

@ [8|sin(@ ~).(0< @By <7) ifoda to-

monfari G va b vektorlardan iborat paral-
lelogramm yuzini ifodalaydi.

2-shart vektor ko‘paytma (va’'ni ¢ vek-
tor) @ va j vektorlar bilan aniglanadigan
tekislikka perpendikular ekanini bildiradi.

3-shart vektor ko‘paytmaning yo‘nalishini
aniglaydi. 41-chizma.

Vektor ko‘paytma quyidagi xossalarga ega: _ -

1) Agar & va } vektorlar kollinear bo‘lsa yoki ulardan kamida biri
nol vektor bo‘lsa, ulaming vektor ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi.

Ishot. Hagiqatan ham, &{|b bo‘lsa, (G~5)=0 yoki 180° bolib,
birinchi shartga asosan |¢|=0 bo‘ladi. Moduli nolga teng vektor esa
albatta nol vektordir. :

2) [@.b]=—{b.a} ya’ni ko‘paytuvchilarning o‘rinlarini almashtirish-
da vektor ko‘paytmaning ishorasi o‘zgaradi.

Isbot. Haqgiqatan ham, vektor ko‘paytma ta’rifining 1) va 2) shart-

lariga asosan, [d, 5] va [b, 4] vektorlarning uzunliklari teng va ikkalasi
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fua:’t;u - 1[6,{‘53- A R
= . Y - o

} [a,‘g] . o Lo S .

..... -] 4b . o

L ! "\.’.’ Ll T o, "“"‘“""—-l-‘; "'“"—“““""-r’—/ . o R

T ] o a
o . S _ i
42-chizma, _ Tei bl

d)

ham bitta tekislikka perpendikular, yo‘nalishlari esa uchinchi shartga
asosan, ¢ vektor tomonga garab eng gisga yo‘l bilan soat strelkasi
harakatiga teskari bo‘lsa, 7 va # vektor tomonga garab gisga yo‘l
bilan burilish esa soat strelkasi harakati bo‘yicila bo‘lib goladi, demak
yonalish avvaigiga o‘xshash bo‘lishi uchun [4, b] vektor {4, 4] vektor-
£a nisbatan qarama-qarshi yo‘n_qlgan bo‘lishi kerak (42-a, b, d chizma).

3. [aa, b)={a, ab]=0fd, 5] bu yerda o istalgan haqiqgiy son
(skalyar ko‘paytuvchiga nisbatan assotsiativlik gonuni).

Isbot. [adi, b]va ofa, 5] vektorlarning modullari teng, yo‘nalishlari
€sa >0 bo'lganda [g, 5] vektor bilan bir xil, o < gda esa [@,b] ning
yo'nalishiga qarama-qarshi (42-a, b, d chizma).

4) w+ata=nzﬂ+ﬁﬂgk[@5+P]4ﬁqu@51:f“
Bu xossalardan quyidagiga ega bo‘lamiz: '

[0:5 + b,y + 53] =ay[a,c]+ ﬁy[5,§] + a5[5,3]+ 55[5,3].
Vektor ko‘paytmadan foydalanib, uchburchakning yuzini hisoblash

uchun formula chigaramiz. Aytaylik, ABC uchburchak R:{O,r,}}}

to‘g’ti burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan uchlarining koordi-

natalari bilan berilgan bo‘lsin: Ax;332), B(x,:y.32,), Clxy3p552,)
Vektor ko‘paytma ta’rifidagi I-shartga ko‘ra uning moduli parallelo-~

grammning yuzini beradi. Uning yarmi esa uchburchakning yuziga teng.
Shuning uchun o

i — - o
Syse ==|l 4B, AC| o
e 2[ _M SR (2)
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Agar A*B va A-*C vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo‘lsa, ya'ni
AHB: {xz T ITD ST SR R }; AC :{xs XY Vi 3 _zl} Y hOI.'
da ZB va A_’C vektorlarni vektor ko‘paytmasi tubandagicha ifodalanadi.

I:EBZC] =|i(x2 -x,)?+(yz - J/'l);;"+[z2 —z,)z][(.vg —Jcl)}>+(yEt - yl):;+(z3 —z,)z]:

= Oy =X X, =) - 1 (=X s = 1) T S+ (3 = 9 N2 = 2,) ] Rt
+(z, — 2, )(x, —x.] )Z- ?-l; (z, =2, Xy, -y j+(z,—2 Nz —2)) k- k+
+(x2 "xl)(za ”ZI)?-Z+(}!2 _yl)(xS _xl)j' i+(y3 _y|)(y3 _y|).)"'f;

Vektor ko'paytma ta’rifiga asosan
[3?]=a [}}]=m [bk]:o
R

bo‘lgani uchun

il
|
| I—
.l
=l
| |

[ZB-EC] = (3 = 500y = YK (5 = X0, =) = (0 = 9 )t =) o

=3z —2) i — (2~ 27X — %, (2, = 2 X0, = 3) £
. Demak,

5 -

. Jo ok :
S=E X=X V=¥ Z—j,

X=X YV;—W F3E

O‘z-b‘zini tekshirish uchun savollar.

I. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi déb nimaga aytiladi?
2. Vektor ko‘paytmaning qanday 'Jlt(ossal':lrl l;or‘.f’ , . oL
3. Vektor ko‘paytmaning geometrik ma nosi nima? S

4. Vektor ko‘paytma ta’rifidan foydalanib, uchburchak yuzini hisoblash

uchun formula keltirib chigaring. o e .
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Ve v BOB- N __f: o \ «‘; i:_ . s
't +. ANALITIK GEOMETRIYA ELEMENTLARI

I1-§. Tekislikda chiziq tenglamasi

L1, Ikki o‘zgaruvchili tenglama va uning grafigi. -
T Chiziq tenglamasi.
Aytaylik, :

F(x;y)=0 (I
tenglama X,» o‘zgaruvchilarni bir—biri bilan bog‘lovchi biror tenglama
bo'lsin. Bu tenglama o‘zgaruvchilaridan birini, masalan ¥ ni ikkinchisi~
ning funksiyasi kabi aniglaydi. U holda (1) ni y ga nisbatan yechsak
y=f(x) (2)

(bu yerda a<x<b) tenglama hosil bo‘ladi. (2) da x<{a,b] kesmada
o‘zgarganda f(x) funksiyani uzluksiz ravishda o‘zgaradi deb garaymiz.
Dastlab f(x) bir giymatli funksiya deb qarab, x va y lami R = {0;:T ,}}
kgord.inatalar tekisligidagi biror M nuqtaning koordinatalari deb faraz
gilamiz. U vaqtda x ning har bir giymati uchun (2) tenglama y ning
'ya'kka‘ bitta qiymatini aniglaydi. Demak, x ning har bir qiymatiga tek-
islikning koordinatalari (x; f(x)) bo‘lgan birgina nugtasi to'g‘ri keladi.
Agar x uzluksiz ravishda o‘zgarib turli giymatlar olsa, x nugta {0;?;}:}
o .- koordinatalar tekisligida x va y ning giymat-

,: C . lariga qarab o‘rnini o‘zgartira boradi va biror
' o - geometrik o‘rinni tasvirlaydi. Bu geometrik
| M, i .., ofn cl}iZ1q d'eb ataladi. Agar f(x) funksiya
: { ko’p giymatli bo‘lsa, yani x ning har bir
givmatiga » ning bir necha ViiVaii ¥,

~ !u Y9 - giymatlan mos_kglsa, u holda x ning har bir

7 | _qiymatiga {0;7; 7} tekislikda MM, M,

15§ ) X nugtalar to‘g‘ri keladi. Masalan, y= f(x)
" 43-chizma, funksiva ikki giymatli bo‘lsin. '
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Bu holda x ning har bir giymatiga ¥ ning ¥, = f(x,) va p, = f(x,)
givmatiari mos kelib, 10;7:/) koordinatalar tekisligida x ning x, qi-
ymati bilan ikkita M (x;¥) va M,(x;y,) nugia aniglanadi (43-
chizma). {#;4] kesmada x uzluksiz o‘zgarganda M, va A, nuqtalar
ham ofrinlarini uzluksiz ravishda o‘zgartiradi va chizig deb ataigan
geometrik o‘rinni tasvirlaydi.

Ta’rif. Agar chiziq ixtiyoriy nuqtasining x va ¥ koordinatalari (1)
tenglamani ganoatlantirsa, va aksincha, by tenglamani ganoatlantiradi-
gan har bir juft (x;y) giymat chiziq nuqtasini tasvirlasa, u holda (1)
tenglamaga chizigning oshkormas tenglamasi deb ataladi. Analitik ge-
ometrivada ikki xil masala garaladi:

1) berilgan geometrik xossalariga ko‘ra chiziq tenglamasini tuzish;

2) tenglamasiga Kora koordinatalari tenglamani ganoatlantiruvehi
nugtalarning geometrik obrazini yaratish.

Misol. Koordinata burchaklari bissektrisalarining tenglamalari tu-
zilsin.

Yechish. Dastlab, bissektrisaga Xos-geometrik xossani ifodalaymiz.
Burchak bissektrisasi bu burchak ichida yotuvchi va uning tomonlari-
dan barobar uzoglikdagi nuqtalarning geometrik o‘rnini ifodalaydi. By
xossaga asoslanib I va II1 koordinat bur- y
chaklarining bissektrisasi tenglamasini tu-
zamiz (44-chizma).

Agar OM birinchi koordinat burchag-
ining bissektrisasi bo‘lib, M (x;y)uning
ixtivoriy nuqtasi bo‘lsa, xossaga ko‘ra:

|IM M= M.M| yoki y=x (3)

|

{

}

l .
Agar M(x.y) uchinchi koordinat bur- - 11 :

L

chagining bissektrisasidagi ixtivoriy nuqta T"— : x B
bo‘lsa, x ham y ham manfly son bo‘lib, TR

ularning absolyut giymatlari bir-bisiga teng M-chizma. .

bo‘ladi va biz yana (3) tenglamaga kela- S
miz. Shynga o‘xshash II va IV koordinat bu'i-éhaklarining bissektrisasi
tenglamasi o
y=-x . o @
ekanligini ko‘rish mumkin. ' oo L
Endi chizigning (1) tenglamasiga ko‘ra yasash masalasini garaymiz.
x,y koordinatlarni bog‘lovchi biror tenglamaning tekislikda ganday
chizigni tasvir etishini bilish uchun chizigni shu tenglamaga asoslanib
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yasash kerak. Tekislikdagi nuqta esa o‘zining (x, y) Kkoordinatalari
bilan aniqlanadi. Shyning uchun (1) tenglamadagi x ga x; x,;..; X,
~giymatlami bersak, i

Fi(x;¥)=0; F(x,;;))=0;..;F (x,5»)=0 . (4)
0

tenglamalar hosil bo‘ladi. Bu teng-
lamalardan x ning x;; x,;..; x, gi-
ymatlariga mos bo‘lgan ¥ ning
Y5 Va3 3 ¥, Qiymatlarini topamiz,
natijada koordinatalari (1) tenglamani
ganoatlantiruvchi
s 3l (B3 0ads s (3,50) (5)
w nugtalarga ega bo‘lamiz. Bu nug-
talarni koordinatalar sistemasiga joy-
lashtirib, ularni tutash chizig bilan
birlashtirsak (1) tenglamani tasvir etu-
vchi chizig hosil bo‘ladi. Bu chizigga
ikki o‘zgaruvchili (1) tenglamaning grafigi deyiladi.
Misol. y=x° tenglama tasvirlaydigan chiziq yasalsin. Yasash.
Tenglamadagi x ga ...—3;-2;-1,0;1;2;3;... giymatlarni beramiz va shunga
mos ¥ ni giymatlarini topamiz. Buni jadval shakida vozamiz.

X | | 3] 2]-1]06 11273
y | - | 9 | 4 |10 1429

45-chizma. -

Natijada ...(=3;9);(—2;4);(-1;1);(0;0);(1;1);(2;4);(3;9);... nuqtalar

hosil bo‘ladi. Bu nugtalarni {0;7;} sistemada joylashtirib, ularni bir-
lashtirsak, y=x* funksiyaning grafigi ya’ni parabola chizig‘i hosil bo‘ladi
{45-chizma).

1.2. Qutb koordinata sistemasi. Nuqtaning dekart va qutb koordi-
natalari orasidagi bog‘lanish.

Matematikada bir necha xil koordinatalar sistemasi bilan bir gator-
da qutb koordinatalar sistemasi ham qollaniladi. Oriyentatsiyali tekis-
likda biror ¢ nuqta, [OR) nur va [OR) nurda yotuvchi (4=7 birlik
vektomni olamiz. (Tekislikda olingan R ={0;7;;} koordinata sistemasi
7 vektorini ¢ nuqta atrofida j vektor ustiga tushirish uchun qisga
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yo'l bo‘yicha burish soat strelkasi harakatiga teskari bo‘lsa, koordinata
sisiemasi musbat oriyentatsiyali, tekislikni esa oriyentatsiyalangan dey-
iladi.} Hosil gilingan geometrik obraz qutb koordinatalar sistemasi
deyiladi. (46-a chizma.)

g
Y]

.

b4 l‘ . e

. y ST

o L-i | -
p [ ¢ T i P X

46-chizma. SRR

Uni R={0;7} ko‘rinishda belgilaymiz. O nugta qutb boshi, [OR)
nur esa qutb o‘gi deviladi. j¢ nuqtaning tekislikdagi holati ikki son:
biri OA] masofa, ikkinchisi [OR) nur [OM) nurning ustiga tushishi
uchun burilishi kerak bo‘lgan ¢ =7 ~OM burchak bilan to‘la aniqla-
nadi. Quib o‘gini [OM) nur ustiga tushgunga gadar burish soat strel-
kasi yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda bajarilsa, ¢ - musbat deb, aks
holda - manfiy deb hisoblanadi.

p=0M|, £ ni p nugtaning qutb radiusi, ¢ —ni Af nugtaning qutb
burchagi 2.¢ lami jf nugtaning qutb koordinatalari deyiladi va
M{(p;p) ko‘rinishida belgilanadi. O nuqta uchun p=0 bo'lib, ¢
aniglanmagan hisoblanadi. Agarp va ¢ burchak 0 p<ow; 0<@ <27
oraligda o‘zgarsa, tekislikning har bir nugtasi qutb koordinatalari bilan
mos keladi. _

Har bir qutb koordinata sistemasiga musbat oriyentirlangan to‘g‘ri
burchakli koordinata sistemasini mos go‘yish mumkin. Bunda O nugta
(quitb) koordinatalar boshi bo‘lib xizmat giladi. Faraz qilaylik p. @ lar
A nugianing qutb koordinatalari, X,y esa Af nuqtaning to'g'ri
burchakli koordinatalar sistemasidagi koordinatalari bo‘lsin {46-b chiz-
ma.); '

X=pCosQ;

y=psme. ®)

U holda chizmadan {
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M nuqtaning qutb koordinatalari o va gpma’lum bo‘lsa (6) dan
x; y ni topish mumkin. (6) = o _

X 4yi=pt o op=xPeyt g R
Agar p=0 bo‘lsa (6)(7) = '

_ X . ¥ ¢
COSP =", SiNQP=—r—me——
NE'~ +y2 ’ ,/xz +y2 ) i (8)

M = 0 nuqtaning to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalari x »¥ ma’lum
bo‘lsa, (7), (8) dan p va ¢ lami topish mumkin. Demak, (6), (8)
formuialar dekart va qutb koordinatalari sistemasini bogl’ovchi formu-
lalardir. Tekistikda qutb koordinata sistemas berilgan bo‘Isin. Bu sjs-
temada biz pyoki ¢ lardan birini o‘zida saqlovchi f(p;¢) ifodani
olaylik. Bu ifoda tekislikda bir qancha figurani ifodalashi mumkin.

Masalan, figura 7(p;9)= -4 munosabat bilan aniglangan bo‘lsin.

U holda;
a) F= {M(p @)o=4} (markazi 0 qutbda va radiusi p=4 ga
teng bo‘lgan aylana)
by F,= {M (p,qo)]p-—4>0} (F, aylanadan tashqaridagi nuqtalar
to‘plami);
v) F, ={M(p;¢>)]p-4 <0} (O markazli p=4 radiusli ochiq
doira.);
o 8 Fa=iM(p:9)|p-420} (FUF,);
w O F={M(p:0)| p-4<0! (p=4 radiusli doira);
e) Fy={M(0:p)| p-4%0}=(F, UF,);
. f(p;9)=0 tenglamani figuraning berilgan qutb koordinata smte-
masidagi tenglamasi deyiladi.
Qutb koordinata sistemasining tanlanishiga qarab bitta fi guram
ifodalovchi tenglama turli xil bo‘lishi mumkin. :
Masalan, qutb koordinata sistemasining
A qutbi aylana markazida joylashsa
P =ala—const) (9
p tenglama markazi qutbda radiusi 2 ga teng
bo‘lgan aylanani ifodalaydi.

Agar qutb aylanada yotib, qutb o‘qi esa
aylana markazidan o‘tsa, tenglama boshqa
ko‘rinishda bo‘ladi {47-chizma).
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o
=
[}

[ B

. 47-chizma.

Ladet iy p=2ac089. O ER S ST 71 - (10)
(9) va (10) teuglmnalarnl quyldagwhavo agartimbaynzamlz
p-a=0; Coan
el crrgns p=2acose =00 1 woaghocelune o (12)
(11), (12) tenglamalar bitta aylanani ifodalaydi, lekin tenglamatar
har xil. Bittasi o‘zida g2 ni saglasa, ikkinchisi £ va @ ni o‘zida
saglaydi (chunki koordinatalar sistemasi har xil).

Q‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Chizig tenglamasini keltirib chigaring.
2. Nugtaning qutb koordinatalarini tushuntiring.
3. Nuqtanmg qutb va dekart koordlnatalan orasidagi boglamshm Jfodalovchl

formulanl yozing. )

f 2-§. Tekislikda to‘geri chizigning turli tenglamalari

Ta’rif. To‘g’ri chizigga parallel yoki shu to‘g‘ri chiziqda yotuvchi
har ganday vektor uning vo‘naltirnvchi vektori deyiladi. Quyida biz
to‘g‘ri chizigning berilish usullariga garab uning tenglamasini keltirib
chiqamiz.

' 2.1. To‘gri chizigning parametrik teaglamalari.

To‘g'ri chiziq ¢ biror {0;7 j} koordinata sistemasiga nisbatan
o‘zining biror M (x,;y,) nuqtasining va yo‘naltiruvchi
d={a,;a,} vektorining berilishi bilan amqlanadl To‘g'ri chlzlqda

'mtlyony M(x;y) nuqgta olamiz. U holda M M vektori g -vektori
" bilan kollinear bo‘ladi. U holda shunday t s_oni topiladiki

MM=td, teR (D y
munosabat bajariladi (48-chizma).

Aksincha, biror ps nuqta
uchun (1) munosabat o‘rinli
bo‘lsa, u holda W”a‘ demak
{1} munosabat faqat to‘g‘ri chiz- .
iqqa tegishli- }# nuqtalar uchun-
gina bajariladi. A/, M nuqtalar- i
ning radius vektorlarini mos ra-
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vishda 7,7, bilan belgilasak ya'ni, 7 = 0jf, 7, =0M, bo‘lsa, u holda
MM =7 -7 bo'ladi: (1) tenglikdan
F=F +1a {2)
Bu tenglamaga « to‘g‘ri chizigning vektorli tenglamasi deyiladi. fga
turli giymatlar berib, o ga tegishli nuqtalarning radius vektorlarini hosil
gilamiz; (2) tenglamaga kirgan ¢ o‘zgaruvchi parametr deyiladi. Endi
(2) ni koordinatalarda yozaylik, u holda quyidagi tenglamalar hosil
bo‘ladi: '

xX=x,+aqt o
Vy=y,+a.t |[ ©)

Bu tenglamalar to‘gri chizigning parametrik tenglamalari deb aftaladi.
Agar a to‘g'ri chizig koordinata o‘glaridan birortasiga ham parallel
bo‘lmasa, ya'ni a,a, #0 shart bajarilsa, (3) dan quyidagi ']

XX _ YoV 0

a a, . I\ 4)

tenglamani hosil gilamiz. e
Bundan S . 1‘-:'
ax—ay+(-a,x,+a,y,)=0, )
Bu yerda shartga ko‘ra a,,a, ning bittasi noldan farqli, shy sababli
(5) birinchi darajali tenglamadir. Bundan esa har qanday to‘g‘ri chiziq
birinchi darajali tenglama bilan ifodalanadi degan muhim xulosaga
kelamiz.
© Misol. M, (5;-3) nuqta orqali o‘tuvchi va yo'naltituvchi vektori
"' &={2;~1) bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra
X, =5, Yo=-3; a,=2; a,=-1 (3)
x=5+2f, y=-3-1 tenglamalarga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalar biz
izlagan to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalaridir,

2.2. Ikki nugta orqali o‘tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi.

Bizga ma’lumki ikki nugta orqali yagona to‘g'ri chiziq o‘tadi. Agar

M, va M, nuqtalarning {0;7;7} sistemaga nisbatan koordinatalari ma’lum
bo‘lsa shu nugtalar orqali o‘tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini topamiz.
Aytaylik M (x5 »); M,(x,; y,) bo'lsin. Izlanayotgan o to‘g‘ri
chiziqda ixtiyoriy M(x; y) nuqta olamiz.
838

formulaga asosan

Agar M1M2=(3-53"x|; yz_yl) vekt_ori M,M=(I..—x|; .V“.V|)Vek' o
toriga kollinear bo‘lsa, A nugta to‘g'ri chizigda yotadi, bu deganimiz
quyidagi munosabat o‘rinli bo‘ladi:

T MM=tMM, I L)
' (6) munosabatda vektorlami tengligiga asosan
x—x =Hx,-x) va y-y =ty,-y) W (7)
ga ega bo‘lamiz. : I
Bundan esa
x—xl - y—y, (8)
SFERETEE SR

(8)—tenglama berilgan ikki nugta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq teng-
lamasi deyiladi. Bu tenglama x, —x, #0 va y, —y, = 0bo'lganda o‘rinli.
Agar x,-x, =0 bo‘lsa, u holda to'g'ri chiziq (Oy) o‘qqa parallel
bo‘lib, tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi.

' x—x,=0 yoki x=x,

Misol. ABC uchburchakning uchtarining koordinatalari berilgan:
AQ13; 4y, B(10;-6), C(13;12) AB va BC tomonlarining tenglamas-
ini tuzing.

Yechish. 1) A8 tomonini tenglamasini tuzamiz. (8) formulaga
murojaat gilamiz. = o R

x-13 y-4 _
BN L
=10{x-13)=-3(y—4); —l0x+l30=~3y+l.2; lef-3yff118=0.

Endi BC tomonini tenglamasini tuzamiz.

X710 _»#8, 210 y¥6. e 180=3y+18; 18x—3y—198=0. (BC)
13-10 12+6 3 13 - _

2.3. To‘g‘ri chizigning koordinata o‘glaridan kesgan kesmalari
bo‘yicha tenglamasi. _
a to‘g'ri chizigni aniglovchi M, va M 5 nugtalar koordinata o‘glari
(Ox) va (Oy) da yotsin. .
Aniglik uchun M (a;0) (Ox) o'qda, M,(0;8) (Oy] 'o Qld?.
yotsin {49-chizma). Bu holda (8) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi.

et
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gt X—ag y=0 x R W
L T vk gL )
(9) tenglamaga to‘g'ri chizigning koordinata o‘glaridan kéégan kes-
ma}l?ﬁ ‘bo‘yicha tenglamasi deyiladi, bu yerda a va p lar to'ghi
; :::hmqm mos ravishda (Ox) va (Oy) o'qlaridan kesgan kesmalarini
. ifodalaydi.
:. Misol, To‘g‘ri chizig tenglamasi 2x—§ y—16=0, uning koordinata
_ o'qlari bilan kesishgan nuqtalarini toping.
' Yechish. Kesishgan nugtalarning
koordinatalarini topish uchun, berilgan
to’g'ri chiziq tenglamasini to‘g‘ri chiz-
1qning  koordinata o‘qlaridan ajratgan
kesmalarga nisbatan tenglamasi (9)
M cesey. Ko'rinishiga keltiramiz. '

O m— oy

b4
B Xy

8 2
T _ . Demak, koordinata o‘qlari bilan
_kesnshlsh nuqtalari:  A4(8; Q) va B(0; -2).

04

49-chizma.

2.4. To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi.

Dastiab to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientj tushunchasini kiﬁ-
tamiz. '

Ta’rif. @ vektor (7.7} bazisda @4, koordinatalarga ega va a, # 0
})o‘lsa, u holda a,/a, =k son & vektorning burchak koeffitsienti dey-
1lacFi. To‘gri chizigni burchak koeflitsientli tenglamasini keltirib chiqar-
amiz. Izlanayotgan to‘g‘ri chizigni bitta nuqtasi va burchak koeffitsienti
tekislikda shu to‘g'ri chiziq vaziyatini to‘la aniglaydi. (Oy) o‘qqa par-
allel to‘g‘ri chiziglar uchun burchak koeffitsient mavjud emas. Shyning
uchun (Oy) o‘qga parallel bo‘lmagan a to‘g'ri chizig M (x,;y,)
nuqtadan o‘tsin va % burchak koeffitsientga ega bo‘lsin. ; to(;‘geri
chiziq tenglamasini tuzamiz. (4) ga asosan a, #0 shartda

a
Y=o ==*(x=%) bu yerda ey
a, a Ty

demak, . _
YVo=kG=x) o g (10)
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o

yoki p=hctb @ wn e s (1)

bu yerda b=y, —kx,
(11) tenglama to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi

deviladi. M (x;y,) va M,(x,;y,) nugtalar orqali o‘tgan to‘gri chiz-
iqning burchak koeffitsienti, =H formula bilan aniglanadi.

To‘gri chizigning bunday beriliszhi, t:D‘g‘ri chizig Oy o'giga parallel
bo‘lmagan holda to‘g‘ridir. k¢ ni yani burchak koeffitsientni geometrik
izohlaymiz (50-chizma). M M,N uchburchakdan, burchak koeffitsient
k=tga ekanligi ko‘rinadibu yerda a -(Ox)} o‘qini soat strelkasi
yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda burib, ¢ to‘g‘ri chizig bilan ustma-ust
tushgunga qadar burish burchagi, shuning uchun ham f - burchak
koeffitsienti deyiladi.

1-misol. A7,(4;2) va M,(5;3) nuqtalar orgali o‘tuvchi to‘g‘ri -
chizigning burchak koeffitsientini toping.

3-2 s
Yechish. (10) formulaga ko‘ra & =ﬁ:l bundan k=fga=1

Demak, o =45°.

2-misol. (Ox) o‘qi bilan 45°
burchak tashkil etib A4(2; —3)nugta
orgali oftuvchi to‘g‘ri chizig tengla-
masini tuzing (50-chizma).

Yechish. Izlanayotgan to‘g‘ri chiz- -
igning burchak koeffitsienti

k=tga =£g45° =1ga teng. (10)
tenglamaga x, =2; y, =--3 giymatlar-
ni qo‘yib quyidagi tenglamaga ega
bo‘lamiz. '

i BRI
50-chizma.

ER IS y+3=x-2 yoki x"—y—5=0.

2.5. To‘g‘ri chizigning wmumiy tenglamasi.
Yuqoridagi tenglamalaming barchasi uchun xarakterli bo‘lgan nassa,
ularning birinchi darajali bo‘lishligidir. SR
Shuning uchun, tubandagi birinchi darajali .. ... .,
Ax+By+C=0 o (12)
9



tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. (12) umumiy
tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning koordinata o‘glariga nisbatan
joylashuvida, tubandagi hollar bo‘lishi mumkin:

a) agar C =0 bo‘lsa, (12)—to‘g'ri chizig koordinata boshidan o‘tadi;

b) agar 4=0, C#0 bo'lsa (12) to'g'ri chiziq Qx o‘qiga, agar
_ B=0,C=0 bo'lsa (12) to‘g‘ri chiziq Oy o‘qiga parallel bo‘ladi.

Tog'ri chiziq umumiy tenglamasidan burchak koeffitsienti % ni
topaylik. % =—A/B=a,[a, demak, to‘g'r chizig 7 vo‘naltiruvchi vek-
torining koordinatalari sifatida —B, 4 sonlarini qabul qilish mumkin,
ya’ni umumiy tenglamasi bilan berilgan fto‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi
vektori sifatida: '

| a={-B; 4y )
vektorni olish mumkin.

Tekislikning (x; y} koordinatali barcha nugtalarining (12) to‘g‘ri
chiziqdan bir tomonda joylashishi uchun Ax+By+C>0 vyoki
Ax+ By +C <0 tengsizlikni bajarilishi kerak. M (x;; y) va M,(x,; y,)
nuqtalarning to‘g‘ri chizigning turli tomonida joylashishla;i uchun
Ax + By, +C>0 va Ax,+By,+C<0 lar turlj xil ishoraga ega
bo‘lishlari zarur va yetarli.

1-misol. 5x-2y+4=0 to‘gr chiziqning normal vektorini ko‘rsating.

Yechish. Normal vektor N ={A; B} ko‘rinishda bo‘lgani uchun
berilgan to‘g‘ri chizig tenglamasida A=5 B=-2,

Shuning uchun Fz{S;—Z}.
~ 2-misol. 2x+y-4=0 va x—y+1=0 to'g'ri chiziglarni kesishish
nuqtasi orgali o‘tib x+y~5=0 to‘g‘ri chizigga perpendikular bo‘lgan
to'g’ri chiziq tenglamasini tuzing,

Yechish. Dastlab ikki to‘g‘ri chiziqni kesishish nugqtasini topamiz, buning
uchun kesishish nuqtasini koordinatalarini x, ; ¥, deb olamiz. U holda,

{2x]+y,—4=0; EUREEIEE S 4
x=-y+l=0 R
sistemadan x, =1; y, =2 ga ega bo‘lamiz.

Izlanayotgan to‘g‘ri chizigni vo‘naltiruvchi vektori 7 sifatida
x+y-5=0 to'g'ri chizigning normat vektorini olsa bo‘ladi. ?={1;1}
y holda izlanayotgan to‘g‘si chiziq tenglamasi tubandagicha bo‘tadi. ~

CMx-D+Ny-2)=0 yoki x+y-3=0. -
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O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. To'g‘ri chizigning turli ko‘rinishdagi tenglamalarini yozing.
2. To'g'ri ¢hiziqning umumiy tenglamasiga ko‘ra tekshiring.

3-§. Tekislikda ikki to‘g‘ri chizigning o‘zaro joylashuvi
Tenglamalari bilan berilgan d, va d, to‘g‘ri chiziglarni olaylik. =~
d:Ax+By+C =0 (1)
d,: A,x+By+C,=0 (2)

Bu to‘gri chiziglarning tekislikda o‘zaro joylashuvini tekshirish uchun -
(1) va (2) ni sistema qilib tekshirish kerak. Sistemani tekshirish esa
chizigli tenglamalar sistemasini tekshirishda ko‘rib o‘tilgan edi. d, va
d, to'g'ri chiziglarning o‘zaro joylashuvida ushbu hollar bo‘lishi mum-
kin: a} 4, va d, to'g'ni chiziglar kesishadi (sistema yagona yechimga
ega); b) d, va 4, to'g'i chiziglar parallel, bu holda

A, /A4, =B [B, boladi; v) agar 4,/4,=B/B=C,/C, bo'lsa, d, va
d, to‘g'ri chiziglar ustma-ust tushadi.

Misol. 3x—4y—-2=0 va x+ y-3=0 to‘g‘ti chiziglarning tekislik-
da joylashuvini tekshiring .

Yechish. Tekislikda joylashuvini tekshirish uchun tubandagi sistem-
ani tekshiramiz

3x-4y-2=0;
{x +y=-3=0,
By sistemadan kesishish nuqtasini topamiz: (2;1)
Demak, to‘g'ri chiziglar kesishadi. .

O‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

A

1. Tekislikda ikki tog‘ri chizig joylashuvini tushinlirib bering:. . - ..
4-§. Ikki to‘g‘ri chizig orasidagi barchak =

d, va d, to'gri chiziglar orasidagi burchak deganda, bu to‘g‘r
chiziglarning yo‘naltiruvehi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi (@
burchak 0° dan 90° gacha oraligda o‘zgaradi).

d, va d, to‘g'ri chiziqlar quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo‘Isin.
(51-chizma.): N o :
diAx+By+C =0 ' (H
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"\#’ﬁid‘""ﬂ' d: :A2x+Bzy+ Cg :0'. (2)
7 d ={-B;4} vektor d

1

~ chizigning 33={—BZ;A3} vektor d,

toridir. U hoelda ta’rifga asosan d, va

% d, to'g'i chiziglar orasidagi burchak
quyidagi formuladan aniglanadi:
A4, +BB,

e lldl JA5+B.2-\/As+B;

51-chizma,

o cosqp cos(a' d)-
3) REREE

Xususiy holda, =~ %' >=
d id o AL+BB=0. . @
(4) tenglik ikki to‘g'ri chizigning perpend1kularhk sharti hlsoblanadl
{0;7;j} sistemada Oy o‘qqa parallel bo‘lmagan d, va d, to'g'ni chiziglar
burchak koeffitsientli tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin (5] chlzma)
doy=kx+b; v "
dy:y=kx+b,

Bu holda 1kk1 *ro g ti chiziq orasidagi burchak tubandagl formula
bilan ifodalanadi: - :

b

k‘)_kl . Iﬁ. T .

e e, Igp= S 11 1 E @{j, 5
g .:.' R k k E&iih: \J LA y. q.\‘l Y. h i }’(x ( )
E B 5 i f”flzh o Crg‘;ﬂ - ;{3 _ kl N .'--?‘"El‘p-e- o Ce, (6)

@ — bu yerda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak (5) formula to‘g‘ri
chiziglar perpendikular bo‘lmagan holda ishlatiladi, (5) va (6) formula-
dan k, =k, to‘g'ri chiziglarning parallellik, % k, = -1 to'g‘ri chiziglarning
perpendikularlik shartlari kelib chigadi.

Agar to‘g'ri chiziglar umumiy tenglamalar bilan berilsa, u holda

'..:!:".;-“-: ‘A! 4,
i o A4, + B8, \. L

tofg'ri

to‘gri chizigning yo‘naltiruvchi vek- .

1

To'g‘ri chiziglar umumly tenglamalari bilan beriigan bo lsa u holda
. St i :

SR e T TR e ®

2 1

ikki to‘g‘ri chizigning parallellik sharti,' S L
AA4,+BB,=0 ' 9
esa ikki to‘g‘ri chizigning perpendikulartik sharti hisoblanadi.

O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Ikki to‘g'ri chiziq orasidagi burchak uchun formula keltirib chigaring.
2. Ikki to‘g'ri chizigning perpendikulaslik va paraliellik shartlari nimadan
iborat?

N .--:u;'-_-.ﬂ' o 58, Nuqfadan to‘g‘ri chiziggacha masofa

{0:7;7} koordinata sistemasida Ax+By+C=0 d to‘g‘ri chiziq va
M (x,;y,)nuqgta berilgan bo‘lsin. A4, nuqtadan d to‘g‘ri chizigga
perpendikular o‘tkazamiz va ularni kesishgan nugtasini # bilan belgi-
laymiz (52-chizma). y

Has vektorning uzunligini M nug- . : e
tadan ¢ to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan -
masofa deyiladi va p(M,d) ko‘rinishda

belgilanadi. # ={4,B} vektor berilgan o
to‘g‘ri chizigning normal vektori. Agar -
M, nuqta d to‘g'ri chizigni nuqtasi : :
bo‘lsa, p(M,,d)=0 bo'ladi. Agar M, “yTF T
nuqta 4 to‘g‘ri chizigga tegishli §7-chizma. - O&
bo‘lmasa, u holda p(Mo,d)=|HMU|, A |
[HM,| va 7 vektorlar kollinear, chunki 7 vekior d to'gi chiziqning
normali. U holda nugtadan to‘g‘ri chiziqqacha masofa tubandagicha bo‘ladi:
|H, |
JO(MOsd)= 17| (1)

Agar H nuqgtaning koordinatalari x;y, bo‘lsa, u holda ~

HM,={x,—x;y,—y} boladi. H nuqta 4 to‘g’ri chiziqqa tegishli
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bo‘lgani uchun Ax+B,y+C =0, u holda (1) formula quyidagi
ko‘rinishni oladi.

W{J -1 = A(x, =X, )+ By, _yl):Axo"'@)o —(x, + B, j=4Ax, + By, + C=0 (2)

Shu bilan birga |a|:~/ 4%+ B* ekanini nazarda tutsak (1) formula
quyidagi ko‘rinishni oladi. B
|Ax.}+an+C[' el

N4+ B e

(3) berilgan M, nuqtadan berilgan 4 to‘gri chizigqacha bo‘lgan
tiiasofani hisoblash formulasidir.

JTr

(M d)=

O¢z-o0°zini tekshirish wchun savollar.

1. Tekislikda nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa formulasini keltirib
chigaring.

6-§. To‘g‘ri chiziglar dastasi
~To‘g'ri chiziglar dastasi ikki xil bo‘ladi: kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar
dastasi va parallel to‘g’ri chiziglar dastasi. Agar 4-§ dagi (1) va (2)
tenglamalar bilan ifodalanuvchi to‘g‘ri chiziglar biror nugtada kesishsa,
u nugta orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar kesishuvchi to‘g'ri chiziglar

. dastasini tashkil qiladi. Shu nugta dasta markazi deyiladi.

Agar (1) va (2) to'g'ri chiziglarni yo‘naltiruvchi vektorlari parallel
yoki ustma-ust tushsa, u holda shu yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziglar pa-
rallel to‘g‘ri chiziglar dastasini ifodalaydi. Kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar
dastasining markazi orgahi o‘tuvchi to‘g'ri chiziq quyidagi t,englama
bilan aniglanadi: S

a(Ax+By+C))+ f(4.x+B,y+C,)=0;

. bu yerda, ¢ va B lar bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan har x1l qiy-
.. matlarni gabul qifadi. Agar kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasi marka-
.+ zining koordinatlari (x,;y,) berilgan bo‘lsa, u holda dasta tenglamasi

tubandagi ko‘rinishga ega bo‘ladi.

a(A|xa_+BlJ’o+Ct)+ﬁ(A3xo+B:yo+Cz)?0- () _

Misol. To‘g'ni chiziglar 2x+3y+10=0 va 4x-5y-5=0 teng-
lamalar bilan berilgan. Shu tog‘ri chiziglar va M(2 3) nuqta orqah
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi tuzilsin. ™ *©
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Yechish. Dastlab berilgan to‘g‘ri chiziglardan o‘tuvchi to‘g‘ri chi-

ziglar dastasi tenglamasini tuzamiz. o
2x+3y+10+ A(dx-5y-5)=0. *

Bu to‘gri chiziglar dastasidan AM(2;3)nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigni ajratib olishimiz kerak. Biz izlayotgan to‘g‘ri chiziq tenglama-
sini M nuqta koordinatalari ganoatlantirishi kerak. Shuning uchun M
nugta koordinatalarini (*) tenglamaga qo‘yamiz. -

' X 23

4+9+10+ 4(4-2-5-3-5)=0 /1=E' i ns

+ Bu giymatni (*) tenglamaga qo‘yib izlanayotgan to‘g‘ri chizig'tengla-

masini olamiz. 116x-79y+5=0. S Ay
bt U
0O‘z-o'zini tekshirish uchun savollar
1. Kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasini tushuntiring. e
2. Parallel to‘g’ri chiziglar dastasini ta’riflang. C e deb
,__;..J‘.;;&”\J‘
7-8§. Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziglar ool

Bizga ma’lumki, tekislikda to‘g’ri burchakli Dekart koordinata sis-
temasida har qanday birinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili tenglama ya’ni
Ax+ By + C =0 ko‘rinishdagi tenglama (A4 va B koeffitsientlar bir vaqt-
da nolga teng emas) to‘g‘ri chizig tenglamasi edi. Endi ikkinchi tartibli
ikki o ‘zgarovchili tenglamani garaymiz. Bunday tenglama bilan ifo-

dalanuvchi chiziglar ikkinchi tartibli egri chiziglar deyiladi. Ikkl]'lChl

tartibli egri chiziglarni turlari bilan tanishamiz.
7.1. Aylana.

_ _'713

Vool oudele (00
R(0;i;j)koordinata sistemasi l RS AR
berilgan bo‘lsin. Bu sistemaga nis-

batan C(a;b) markazli va R radi- /. ¥ }-————— HM S,y
usli aylana tenglamasini tuzamiz. .~ b~ ——— -

Aylananing har bir nuqtasi
berilgan C(a;b) nuqtadan baro- - ! :
bar teng uzogda yotgan tekislik -+[ t |
nugtalarining geometrik o‘rni —g = L L -
bo‘lishi fa’rifidan foydalanamiz _
(53-chizma). 53-chizma.
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- M(x;y)—aylananing ixtiyoriy nugtasi bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra =
MC=R=\(x-a)* +(y-5)° voki (x-a)’+(y-b)*=R*. ()

(1) tenglama markazi C{a;b) nuqtada va radiusi R ga teng ayla- |

‘naning kanonik tenglamasi. Agar aylana markazi koordinatalar siste-
masi boshi bilan ustma-ust tushsa, tenglama quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi.
x*+y =R (2)
Egri chiziq parametrik ko‘rinishdagi tenglamaga ham ega. Aytaylik
M nuqgta egri chizig bo‘ylab harakatlansin va blror ! vaqtda
x=¢(t), y=w() koordinatalarga ega bo‘lsin. [EERIRTR
' U holda :

y=w() .
tenglamalar sistemasi egri chizigning parametrik tenglamalan deyiladi,
bunda t parametr hisoblanadi. Masalan, B

x = Rcost
y=Rsin¢

{x = (t)

@

tcnglamalar aylananmg parametrik tcnglamalandlr Agar egn chmqnmg.

parametrik tenglamalari ma’lum bo‘lsa, undan foydalanib, egri chizig-
ning oshkormas ko‘rinishdagi tenglamasini keltirib chiqarish mumkin.
Oshkormas tenglama ba’zi hollarda chizig tenglamasini ifodalamasligi
ham mumkin. Boshqacha aytganda chizigqa tegishli bo‘lmagan nuqtan-
ing koordinatalari oshkormas tenglamani ganoatlantirishi mumkin. Agar
(4) sistemadan t parametrni chigarsak, x’+y’=R" tenglamaga ega
bo‘lamiz.

v " Misol. C(-1;1) nugtada, radiusi
ol 9 birlik bo‘lgan aylana yasang.

markazining koordinatalari a=-1;

775 L "% b=1 va radiusi uzunligi R=2
- bo‘lganligidan (x—a)’ +(y-b)’=K" for-
mulaga ko‘ra aylana tenglamasi

,.
A %
S

N T (x+1D)2 +(y-1)? —42 bo‘ladi (54-

54-chizma. Chizma).
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Yechish. Shartga ko‘ra aylana

1-ta’rif. Ixtivoriy nugtasidan - Y
fokustari deb atatuvchi berilgan -
ikki F, va F, nuqtagacha

bo‘lgan masofalar yigfindisi ..~ . = ' o mtwt)’if
o‘zgarmas miqdor 2q ga teng 1t
bo‘lgan tekislikdagi barcha nug- 2

talar to‘plamiga ellips deb ata- : /15 .

ladi. Flc;o) 0 T (00 x

O‘zgarmas migdor 2a
fokuslar orasidagi masofadan
katta deb olinadi. Ellips tengla-
masini tuzish uchun koordinatalar sistemasini tubandagicha kmtarmz
Berilgan ikki nuqtani birlashtiruvchi to‘g‘ri chizigni abssissalar o‘qi deb
qabul gilamiz, koordinatlar boshini esa berilgan nuqtalar o‘rtasida olamiz.

Berilgan F, va F,. fokuslar orasidagi masofani 2c bilan belgi-
laymiz. U holda F,, F, nuqtalarning koordinatlari mos ravishda (c 0)
va (—¢:0) ga teng bo‘ladi.

Ta’rifga ko‘ra 2a > 2¢ yoki a >c. Ellips ixtivoriy nugtasini M {x; y)
bilan belgilaymiz. (55-chizma).

Ellipsdagi ixtivoriy 3f nuqtaning F, va F, fokuslaridan maso-
falarini uni fokal radiuslari deyiladi va r,,r, bilan belgifanadi, ya'ni

p( LMY va, Py = p(F,,M) ellipsning ta’rifiga ko‘ra

(F,,M)+p(F”M) 2a. (%) ; e
1kki nuqgta orasidagi- masofani topish formulamga ko‘ra ek

lFl,M|—1} (x—c) +y%; _
!Fz,Mf=\/(x+c)3+y2; 9

), () :\/(!:--c)3 +y° +\/(Jc+c)2 +y° =2a.
Bu tenglamani 1-chi hadini o‘ng tomonga o‘tkazib, hosil bo‘lgan
tenglamaning lkkala tomoeninti kvadratga ko tarsak

¥ 2exto’+y =4a —~da(x—c) +yT +x7 =2+ T+ yY
bundan 2cx=—4a\[(x—c)—2+y2+4d3—20x..
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Bu ifodani 1xchamlashtmgaﬁdan keyin gumidsgi tenglamaga ega
bo‘lantiz.

(a? --—cz)x2 +a2y2 = a{a” —c”).
Tenglamaning ikkala gismini a*(a® —c*} ga berlib, quyidagini hosil

2 2

. . X
qilamiz. — +
a

JES. =1 g>c bo‘lgani uchum @& -c? musbat miq-

dordir, uni p? bilan belgilasak tenglama - -~
&y Centuned Gy
-a—z-{--g;-:l Cobieepiide Lo ms (S)
ko‘rinishni oladi. (5) tcnglamaga ellipsning kamemik tenglamasi deyila-

X

di. Ellipsning _+y_2_ 1 (5) kanonik temglamasiga ko‘ra shaklini
o‘rganamiz. @ b

1) (5) tenglama bilan aniglangan ellips kaordinatiar sistemasi o‘glariga
nisbatan simmetrikdir. Haqgigatan (x; y) shu ellipsning biror nugrasi
bo‘lsa, ya'ni X,y sonlar (5) tenglamani gamoaiftsmtirsa, u vaqtda (5)

tenglamada o‘zgaruvchi X,y ning faqat kvadmatlani gatnashgani uchun .'

bu tenglamani (-x;y).(x;—y) va (-x;-y) mugtatarning koordinatalari
ham qanoatlantiradi (56-a chizma).

b)

E)EIR
o

E :’;f";'.j . .'::'

ST g

o AR\ (\eRtw RO o
‘S6-chizma. > -\ S I 4 .. sl i

Shuning uchun keosdimata o‘qlari ellipsning simmetriya o*qlaridir.
Simmetriya o‘qlariniimg Resishgan nugtasi (X0;0) ellipsning markazi
deyiladi, fokusiar yotgam o’qi uning fokal o‘qi deyiladi.

2) Ellipsning koordimats o qlari bilan kesishgan nuqgtalarini topamiz.
Masalan (Ox) o‘q Willas kesishgan nugtalami topish uchun ushbu
tenglamalarni birgaFikdn wechamiz. PR .

2 2

pe ERR

y=0

(6) sisternaning ikdimchi tenglamasidan y=0 ni birinchi tengla-
masiga qo‘ysak, x =g lhosil bo‘ladi. Shunday qilib ellips (Ox) o‘qini
A(a;0) va A,(-a;®) mugpalarda kesadi. Shu singari ellipsning (Oy)
o‘q bilan kesishgan B (@8) va B,(0;—»b) nuqtalari topiladi. Demak,
ellipsning barcha nuqgaliani tomonlari 24,25 bo‘lgan to‘g'ni to‘rtburchak

ichiga joylashgan (56-di chizma).
Shu bilan birga ellips chizigidan tashgarida joylashgan nugtaiarni

ellips tenglamasini qameailzatirmasligini ham ko‘rsatish mumkin. Faraz
a b

qilaylik ellips chiziqiga tegishli bo‘lmagan N (5,'2') nugta ellips chiz-

igiga tegishli bo'lsin. U hetda bu nugta ellips tenglamasini qanoatlant-

irishi kerak, ya’ni _.
k4 . 2
. a b E s I e
sl (EJ (5) B C IR NET
R + o l A

5 =

a’ b°
o v
tenglik bajarilishi kerak. Ammo biz Z+Z¢l'ga ega bo‘lamiz. Demak
a ¥

farazimiz noto‘gri. ¥ (5'2'] nugta ellipsga tegishli emas.

2-ta’rif. Ellipsning fodwslari orasidagi masofani katta of qmmg uzun~:
ligiga nisbati ekssentrisiteti deviladi va e harfi bilan belgilanadi. '

Ta’rifga ko‘ra :
ORI 11 L

LE R

- . 2(:
e TR B ¢= 24
Hamda c<a= O<e<l.
Ellipsning ekssentrisiteti uning shaklini aniglashda muhim rol o‘y-
naydi. Hagigatan ham ¢* =qa° - 5", shuning uchun
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£

#

a a o
ckssentrisitet ¢ =1 da b/a=0 bo'lib,  kichiklashadi va ellips (Ox)
0'qqa qisita boradi, aksincha, ¢ = ( bo‘lsa bu holda ellips aylanaga

-Ii . . 1 . 2 T 2 - )
. 2 _ € __a -5 b i b - T
€ =-y=— =1*(;{] bundan —=+vl-e” -

yaqinlasha boradi. Xususiy holda a=5b bo'lsa, u aylanadan iborat -

bo’ladi (56-b chizma). '
Ellipsning koordinata o‘qlari (simmetriya o‘glari) bilan kesishgan

. nuqtalart uning uchlari deyiladi. Ellipsning 4 ta uchi bor, (chizmada

ular 4,,4,,B,,B, bilan belgilangan) [4,4,] kesma va uning uzunligi
2q ellipsning katta o‘gi [OA4,] kesma va uning uzunligi o esa ellip-
_sning katt_a yarim o‘qi deyiladi, [B,B,] kesma va uning vzunligi 25
ellipsning kichik o‘qi, fOB,] kesma va uning uzunligi b csa cllipsnihg
kichik yarim o‘qi deyiladi. Ellips chegaralangan chizig. (5) tengla-
madan Ko‘rinadi-ki, uning chap tomonidagi ifoda doimo musbat bo‘lib,

~har bir hadi quyidagi shartni qanoatlantirishi kerak.

oty 2t pung ' |
ot o pr=! bundan lx|<a; |yl<b. -

Misol. A7(0;3) nuqta orqali o‘tuvchi, fokustari orasidagi masofa 4

ga teng bo‘lgan ellipsning kanonik tenglamasini tuzing va ekssentrisitetini

toping. .
Yechish. Ellipsning kanonik tenglamasini yozamiz.
x_’ y2 N .
?+};-;-—1 shartga ko‘ra M(0;3) nuqta ellipsga tegishli, shuning

uchun b_3=1 bundan 32 _-9. Endi 4° parametmi topish qoldi. v

at=b 4

¢ —fokuslar orasidagi masofaning yarmi bo‘lgani uchun, shartga
ko‘ra ¢=2 U holda 2 =9+4=]3.

Demak, —+2.=] = o e

13 9 . : :

Tuzilgan tenglamaga ko‘ra ¢ =413, »=3 bulardan foydalanib, ¢
ni topamiz. e
Lol Lo B c:wfa‘?- 2:2; e=£=-£., S

swi

P
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Coeabnc e o 7.3, Giperbola > Bl o o O

3-ta’rif. Ixtiyorly nuqtasidan fokuslari deb ataluvchi berilgan ikki
F va F, nuqgtagacha bo‘lgan masofalar ayirmasining absolyut giymati
o‘zgarmas miqdor 2g ga teng bo‘lgan tekislikdagi barcha nuqtalar
to‘plamiga giperbola deyiladi.

O‘zgarmas migdor 24 fokuslar orasidagi masofadan kichik deb

olinadi.
Giperbola tenglamasini keltirib chigarish uchun belgilashlarni, chiz-

mani oldingi ellips tenglamasiga o‘xshash gqilib olamiz. Berilgan fokusiar
orasidagi masofani 2¢ bilan belgilaymiz. U holda F,F, nuqtalarning
koordinatlari mos ravishda (—c;0) va {c;0) ga teng bo‘ladi. Ta’rifga

ko‘ra 2g<2¢ yoki ga<c. :
Giperbola ixtiyoriy nuqtasini M(x;y) bilan belgilaymiz (55-chiz

may). _ :
Giperboladagi ixtiyoriy M nuqtaning F, va F, fokuslaridan maso-
falarini uni fokal radivslari deyiladi va 7,7, bilan belgilanadi, ya'ni

n=p(F,M) va r,=p(F,,M}.
Giperbolaning ta’rifiga ko‘ra: o
IIESMI_;F39M||=20" o R
Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra

. |F,,M|=J(x—_c)2+y2; - _
FouM|={(x+c) + % o _.( )

), ) = \((x—r:)2 +y° ~-\/(Jc+c)2 +y’ =2a.
Bu tenglamani ikkinchi hadini o‘ng tomonga o‘tkazib, hosil bo‘lgan

tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko‘tarsak:

- x:"2CX+CQ+J’2=4a:+4a\}(x+")2+}’2+x2+2c*x+c3+}’:i
bundan -2cx = 40«,/(x+c)2 +y* vdat +2ex.

Bu ifodani ixchamlashtirgandan keyin quyidagi tenglamaga ega
bo‘lamiz. : S
(cz -—az)x2 -a*y’=a’ (02 —az).
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Tenglamaning ikkala gismini a*(c® - a?) 95 Aaoing kel
qilamiz. ( ) ga bo'lib, quyidagini hosil

x b% | o ;.,

- al oy

¢<a bo'lgani uchun '¢? — g musbat mj . C g,
qdordir, uni p? ie
lasak tenglama: 6 bilan belgi

R ot RN

- a’ _E;_l T (8)
kO'l:‘Il'llS‘:hrli oladi. Bu tenglamaga giperbolaning kanonik teﬁglamasi
deyl!adl. Giperbolaning (8) tenglamasiga ko‘ra shaklini aniglayimiz
Bgnmg uchun giperbola tenglamasidan ham ellips tenglamasi ustidz;
oyb borilgan muhokamalarni takroriab, giperbolaning tarmoqlari koor-
dfnataflar boshi va koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrikligi aniglana-
d:: Giperbola (Ox) o‘qni A (a;0) va A4,(—a;0) nugtalarda kesadij (57-
chizma). (8) tenglama bilan aniglangan giperbola (Oy)o‘q bilan k
ishmaydi. Haqgigatan (8) tenglamaga x =g ni qo‘ysak y?=—p? bo‘la?:ls‘u
holbuki bu tenglik haqiqiy sonlar sohasida o‘rinij ’bo‘lmaydi A AI’
nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi. Giperbolaning uchlari c;rasilci ;
2a masofa uning haqigiy o‘qi deyiladi. *

Ordinatalar o‘qida ¢ dan p masofada turuvchi 2 (0 :
.nuq.talami belgilaymiz. ]B!Bl|=2b i giperbolaningrx(n;il)wv; f}‘zcgio ’de‘b2
iladi. Agar M(x;y) nuqta giperbolada yotsa uning uchun (8) tenglz—
madan )x|>g demak x=+q 10'gr chiziglar bilan chegaralangan
—a<x<q sohada giperbolaning nuqtalari yo‘q. (8) tenglamani ¥y or-
dinata o‘qiga nisbatan yechamiz.

a _. @

. . . :‘._r_.,;.___'i!.;. .;"‘5"'" S

Bu tenglamadan ko‘rinadiki, x migdor a dan’ 4+ o gacha brtganda

va ~’~a df'm ."'oo gacha kamayganda y miqdor —0 < y < +¢5 —

tomhqdagn 'qumatlami qabul giladi. Demak, giperbola ikki gismdan

1b?rat bolib, ‘l.flal‘ giperbolaning tarmoglari deyiladi. Giperbolaning bir

{0 ?g) tarmog‘t x> g yarim tekislikda, ikkinchi (chap) tarmog‘i x<—g
yarim tekislikda joylashgan.

.Agar giperbolaning fokuslari ordinatalar o‘gida Joylashgan bo‘lsa

uning kanonik tenglamasi e ’
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ko‘rinishda bo‘ladi. Giperbola asimptotalarga ega. Agar tekis chizigning
nugtasi shu chiziq bo‘ylab harakatlanib borganida uning 4 to‘g‘ri chizig-
gacha bo‘lgan masofasi nolga intilsa, 4 to‘g‘ri chiziq egri chizigning

asimptotasi deyiladi.

Pl bl

b b
y=—x; y=-—x to‘g‘ri chiziglar z‘i_;,:l giperbolaning
a a .

ES ST I

asimptotalaridir (57-chizma).. ;.

G mialeny

57-chizma. =

Yarim o‘glari teng bo‘lgan giperbola teng tomonli deb ataladi. |
2 2
x—z—%:?=l tenglamada a=»5 bo‘lganda:
x*~y*=bh. ' (11)

Teng tomonli giperbola asimptotalarining tenglamalari y=x, y=-x
ko‘rinishda bo‘lib, ular o‘zaro perpendikular bo‘ladi. Bu asimptotalarni
vangi koordinata o‘glari sifatida gabul qilsak, teng tomonli giperbola
tenglamasi o‘rta maktab kursida ko‘riladigan ixcham ko‘rinishni oladi.

Giperbolaning fokuslari orasidagi masefani hagiqiy o‘gining uzun-
ligiga nisbati giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi va ellipsdagidek ¢ .
harfi bilan belgilanadi: : g

_Z_e _

e=—S_5. .
2a a’ : :
Giperbolada ¢>a=>e>1 ekssenirisitet giperbolaning shaklini anig-

lashda muhim rol o‘vynaydi. Haqigatan ham e=c¢/a dan ¢=eg buni

5 -
hi=cl—qg? ga qo‘ysak, H*=a*(e’~1) yoki . e? ~1bo‘lib, bundan

<o‘rinadiki, ekssentrisitet ¢ ganchalik kichik, ya'ni e=>1 intilsa, b/a
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sI'lu'nchali!( kichik, &/a — 0, ga intiladi, ya’ni giperbola ¢'zining ha-

qigly o‘giga sigilgan bo‘ladi, aksincha, e kattalashib borsa bd/a ham
. kattalashib, giperbola tarmoglari kengayib boradi.

1-misol, Giperbolaning haqiqiy o‘qi 18 ga fokuslari orasidagi masofa 24

g teng bo'lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing va ekssentrisitetinj toping

Yechish, Shartga ko‘ra 2a=18=>4=9 vu 20=24=>¢=12 Endi § ni

topish qoldi b=c*~¢? = 63. Demak

]

2
) .Z-misol. ES—~2%-=1 giperbolaning asimptota tenglamaiari tuzilsin,
.. Yechish. Berilgan tenglamada a*=5, 6=20, bundan g=.5, p=2 .3,
Agimptota tenglamalari y'—-gx; y= —gx ko‘rinishda edi. Demak,
1 _ _
*—-7—3— yoki y=2x,

y NG yoki y——2x--_-..__;_

7.4. Parabola

_ {I-ta’rif. Ixt‘iyoriy nuqtasidan berilgan nuqtagacha va berilgan to‘gri
chiziggacha bo‘lgan masofalari o'zaro teng bo‘lgan tekislikning barcha

nuqtalari to‘plami parabola deyiladi. Berilgan nugqta parabolaning foku- '.

si, berilgan tf)‘g_‘ri chilzjq ¢sa parabelaning direkirisasi deyiladi.
_Parab‘olamng fokusini F, direktrisasini o bilan, fokusdan direktrisa-
gacha bolgan masofani p bilan belgilaymiz,

. _ lf’arabo‘la tenglamasini ta’rifidan foy-

L y - dalanib, uning kanonik tenglamasini kel-

B .( A - tirdb chlqamm}z: Buning uchun koordina-

| _ talar sistemasini tubandagicha kiritamiz.
LT . Fnuqgtadan o‘tuvchi va d to'g’ri chiziqqa |

perpendikular bo‘lgan to‘g'ri chizigni
abssissalar o°qi deb qabul gilamiz,
Abssissalar o‘qini d to‘g'ri chiziq bi-
- lan kesishgan nuqtasi 7 bo‘Lsin. Ordina-
talar o‘qini [FI) ‘kesmaning o‘rtasidan
p‘tkazamiz (58-chizma).
Tanlangan koordinata sistemasiga nis-
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.. 38-chizma &

batan direktrisa x=—§ tenglamaga, F fokus esa [-g;OJ koordinatalarga

ega bofladi.

Parabolaning ixtiyoriy nuqtasi M (x;y) bo‘lsin. M nuqtadan direktri-
saga tushirilgan perpendikularning asosini X bilan belgilaylik. U holda
parabolaning ta’rifiga ko‘ra, '

| K| = |MF]| (*)
Ikki nuqgta orasidagi masofani topish formulasidan foydalansak,

|Ka]=~i(x + p/2)%: o 9

2

i) = (- o5 (2

qavslari ochib 'i'xc'halﬁlaymiz.

xz—px+p7'+y3=x3+Px+%; yoki y?=2px -

(12) tenglama parabolaning kanonik tenglamasi deyiladi. Parabola
shaklini uning (12) tenglamasiga ko‘ra tekshiramiz. y? >0 va p>0 bo‘lgani
uchun (12) tenglamada x =0 bo‘lishi kerak. Bundan esa (12) tenglama
bilan ifodalanuvchi parabolaning barcha nuqtalari o*ng varim tekislikda
joylashganligi kelib chigadi. x=0 da (12) =>y=0 bo‘lib, parabola koor-

.dinatlar boshidan o‘tadi. Koordinatalar boshi parabolaning uchi deyi-

ladi. x ning har bir x>0 giymatiga y ning ishoralari garama-garshi,
ammo absolyut migdorlari teng bo‘lgan ikki givmati mos keladi. Bun-
dan esa parabolaning (Ox) 0°qqa nisbatan simmetrik joylashganligi
ko'rinadi. {Ox) o'‘gi simmetriva o‘qi. {12) tenglamadan ko‘rinadiki, x
ortib borishi bilan | y| ham ortib boradi. Demak, yuqoridagi xossalarga
ko‘ra parabolaning shaklini tasavvur

qilish mumkin (59-chizma). Agar pa- - ol Y
rabola koordinatalar sistemasiga nis-
batan (60-a, b, d) chizmadagidek
joylashgan bo‘lsa, ularning tenglama- ik
lari mos ravishda x*=2py, y*=—2px, £ ‘,0 epe
x?=—2py ko‘rinishda bo‘ladi. Misol:
x+4=0 tog’ri chiziq va F-2; 0)
nuqtadan bir xil uzoglikda joylash-
gan nuqtalar geometrik o‘rnining
tenglamasini tuzing . o . 59-chizma.
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60-chizma.

Yechish. K(x;y) nugta biz izlayotgan geometrik o‘rinning ixtiyoriy
nugtasi bo‘lsin. Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga asosan

!FK1=J(x+2)2 +y* masala shartiga ko‘ra x+4=0 to‘g‘ri chiziq K(x; »)
nugtadan |FK|=x+4 masofada bo‘ladi.

Shuning uchun (J(x+ 2)? +y2f =(x+4)" yoki
- PPy = et 167> pi~dxt 12 = 0 yoki p2=drt+12; x=zy2_—3

Bu esa Ox o'giga nisbatan simmetrik bo’lgan parabola tenglamasidir.
I

7.5. Ellips va giperbolaning direktrisalari.

3-ta’rif. Ellips (giperbola) ning berilgan F fokusiga mos direktrisasi
deb uning fokal o‘qiga perpendikular va markazidan shu F fokusi
yotgan tomonda a masofada turuvchi to‘g‘ri chizigni aytiladi.

Bu yerda a = ellips (giperbola)ning (haqiqiy) yvarim o‘qi,
¢ — ekssentrisiteti.

F, va F, ga mos direktrisalarini 4, va d, bilan belgilaymiz. Ta'rifga

a a
ko‘ra direktrisalar d: x 7 =0,4d; x t3% = 0 tenglamalarga ega

bo‘ladi. Ellips uchun e<1=>§>a, giperbola uchun e>]=>g<a bun-
dan esa ellipsning ham,giperbolaning ham direktrisalari ularmi kes-
masligi ko‘rinadi (61-a, & chizmalar). Ellips {giperbola)ning direktrisa-
lari uchun quyidagi mulohaza ham o‘rinlidir. Ellips (giperbola)ning
ixtiyoriy nuqtasidan fokusgacha bo‘lgan masofani o‘sha nugtadan shu
fokusgacha mos direkirisasigacha bo‘lgan masofasiga nisbati o‘zgarmas
miqgdor bo‘lib, ellips (giperbolayning ekssentrisitetiga teng.

Misol. Katta o‘qi 12 ga teng bo‘lgan ellipsning x=+4 16 to‘g'ri
chiziglar direktrisalari bo‘lsa, shu ellipsning tenglamasini tuzing. '
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Yechish. masala shartiga ko‘ra L
C_+16 ¢ 2 i?ﬁ’.lﬁ e=S
=12=>g= ni k—=% o = ammo €=-—
2q=12=>g=6 ya'ni ie bundan P -
3
02 : a® _36 a1, ; .- . e
u holda ~— = 16 yoki c=To=10=2700 i icn bl
. : S gt paad pedaiiy e
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s

- O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

I. Qanday chiziq ellips deyiladi? Uning kanonik tenglamasini keltirib
chiqaring. ) ) o
q2. annday nuqtaga ellips markazi ganday nuqtalarga ell'lps uchlari dg:){dadl?
3. Qanday chiziq giperbola deb ataladi? Uning kanonik tenglamasini kel-
tirib chigaring. o
4, Giperbolaning markazi va uchlari deb ganday nuqtalgrgg aynlad:_?'
3. Ellips va giperbolaning ekssentrisiteti deb nimaga aytiladi? Ularni ifo-
dalovchi formulalami yozing. ) ]
6. Giperbolaning direktrisasi nima? Giperbolaning fokuslari gayerda yota-
di?
7. Giperbolaning asimptotalari nima? ) o )
8. Parabolaga ta’rif bering. Uning kanonik tenglamasini yozing? )
9. Parabolaning fokusi va direktrisasi nima? Ular qanday xossa bilan

bog‘langan?
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VI BOB
FAZODA TEKISLIK TO‘G‘RI CHIZIQ VA IKKINCHI
TARTIBLI SIRTLAR

1-§. Tekislik. Tekislikning berilish usallari
1.1.Tekislikning normali va bitta nuqtaga ko‘ra tenglamasi.

Tekislik o‘zining biror M (x,;y,;z,) nuqtasining va normalining
berilishi bilan fazoda bir giymatli aniglanadi. Tekislikka perpendikular
bo‘lgan 7 =0 vektorni tekislikning normali deyiladi. Tekislik teng-
lamasini aniqlash uchun Dekart koordinatalar sistemasini tantaymiz.
{A,B,C}—#A normalning shu sistemadagi koordinatalari, (x3¥,:2,)
esa 7 tekislik A/, nuqtasining shu sistemadagi koordinatalari bo'lsin.
M(x;y;z) fazoning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. M nuqtani x tekislikka
tegishli bo‘lishi uchun A7 A7 vektor 7 vektorga perpendikular bo‘lishi,
va'ni M M-i=Q bo‘lishi zarur va yetarli. MM vektor
{X =XV - y,:2—z,} koordinatalarga ega bo‘igani uchun,

MM -H=Ax-x)+B(y-y, )+ C(z—z,)=0.
Demak, =z tekislik M nugtasining koordinatalari s
Ax %)+ B(y—y,)+Clz~2,)=0; (1)

tenglamani ganoatlantiradi. e
n=0bolgani uchun. 4?2 4 g2 L c?x0. -Endi (1) tenglamani har
ganday x.;y.:z, yechimi z tekislikning biror nuqtasini anialashini
isbotlaymiz. Hagigatan ham M, nuqta 'x,;y,:z, koordinatalarga ega
bo'lsin, u holda A M, vektor {x,~x,;¥, ~¥,;z, ~z,} koordinatalarga
ega bo‘ladi va (1) munosabat o rmln bo‘lgam uchun M, M, vektor 7
vektorga perpendikular bo‘ladi. ' '
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1.2. Tekislikning bitta nuqtasi va unga parallel ikkita nokolinear
vektorlarga ko‘ra tenglamasi.

Tekislik o‘zining biror Mo(ﬁco; ¥,;Z,) nhuqtasining va tekislikka
parallel bo‘lgan ikkita nokollinear p={cr;8;7,} §={a,;:/P.:y,} vek-
torlarni berilishi bilan aniqlanadi.

Tekislikda ixtiyoriy M(x;y;z)
nugtani olamiz. U holda Af M P -
vektor p,§ vektorlar bilan kom- o
planar bo‘ladi, demak, bu vektor- ” .
lar chizigli bog'lig bo‘lib, bundan
ulaming koordinatalaridan tuzilgan : :
uchinchi tartibli determinant nolga teng bo‘lib ch1qad1 (62-ch12ma)
Vektorlarni koordinatalarda yozaylik. _
MM XX, ¥ -yuz— zo},- SRR

{a|9ﬁpy|} q {a”ﬁ“’y2}> . - ’
u holda quyidagi tcngla.ma hosil bo‘ladi: .

X=X, Y=Y, Z—Z,

a B 7 |=0 : 2)

ca __ . : i
Aksincha, {2) shart bajarilsa, Mﬁhqta ; “tekislikka tegishli bo‘ladi. Demak,

(2) # ning tenglamasi. Bu tenglama berilgan nuqtadan o‘tib, berilgan nokol-

linear ikki vektorga parallel bo‘lgan tekislikning tenglamasi deb ataladi.
MM, p.g — vektorlar bir tekislikda yotgani uchun ular chizighi

MM =tp+ngt,neR, i - S )
bu yerda ¢, n sonlar parametriardir, (3) dan,
' X=x,+al+a,n ' :
Y=JX +ﬁ|t+ﬁzn; . L 4)
' ' z=zo byl Ay o
(4) tekislikning parametrik tenglamalari deyﬂadl o

1.3. Uchta nuqta orgali o‘tgan tekislik tenglamasi.

Bir tekislikda yotgan uchta nuqta tekislikning vaziyatini to‘la .aniq-
laydi. Aytaylik, uchta A (x; y;z,), M,(x5; ¥,52,), M (x5 5 2,)
nugtalar berilgan bolsin. .
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Agar biz M,=M,; p=MM,; g=MM, desak hamda

MM, ={x,-x;y, —ViZ,—Zpe MM, ={x —x;:y, ~¥iZ; -2} ni

" e’tiborga olsak, (2) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi. . .-V

xX—Xx Y=y, -

X=X Yoy L 5=00

_,fé S B TX Y i3 j

{(5) uch nu_gtgdan o‘tgan tekislik tenglamasini ifodalaydi. .u ey

14 Tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasi.

Tekislik o‘zining koordinata o‘qlaridan kesgan kesmalari 4, b, ¢
larning berilishi bilan aniglanadi. Aytaylik tekislik koordinatalar bo-
shidan o‘tmasin va u (Ox),(0Oy),(0z) o‘glarini mos ravishda
M (a,0,0), M,(0,5,0), M,(0,0,c) nuqgtalarda kessin.

U holda (5) tenglama quyidagi ko*rinishni oladl

e . X-a y z

| b ool=0;
o d-a 0 e
bundan' - i
. _ . _=]‘ - .
_ St L (6)

(6) — tenglama tekislikning koordmata 0 qlandan ajratgan kesmalari
. bo* ylcha tenglamasi deb ataladi. :

1.5. Tekislilming umumiy tenglamasi.

Yuqorida ko‘rib otilgan tekislik tenglamalari birinchi darajali bo‘lib,
Ax+By+Cz+ D=0 N

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shuning uchun (7) ko‘rinishdagi tenglamaga
tekislikning umumiy tenglamast deyiladi. Bunda 4, 8,C lar bir vaqtda
nolga teng emas,
- Tekislikning umumiy tenglamasi (7) ga ko‘ra tekislikning koordina-
ta o‘glariga nisbatan joylashuvi to‘g‘risida fikr yuritamiz:

a) agar D=0 bo'lsa, (7) tekislik koordinata boshidan o‘tadi;

b) agar 4 =0 bo‘lsa, (7) tekislik (Ox) o‘qiga parallel, B =0 bolsa,
(Oy) o‘giga parallel, C =0 bo‘lsa tekislik (Oz) o‘giga parallel bo‘ladi.
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Shuningdek, e e
- =0 z||(00),A=D=0 72> (0x);
B=02||(O0),B=D=0<725(0p)
B=0&7||(02),C=D=0 72(0z);

d) agar A=B=0, C#0 bo'lsa, 7[{(x0y). Jumladan, D=0 bo'lsa,
z=0 ya'ni xOy tekislik tenglamasiga ega bo‘lamiz. Shunga o *xshash
x=a yOz tekislikligiga parallel z tekislikni ifodalaydi. x=0, yOz
tekislikning o‘zini ifodalay- , 2
di. y=0> esa x||(x0z) tek-
islikni, y=0 bo'lsa xOz
tekislikning o‘zini ifodalay-
di (63-a, b, d chizmalar).

1-misol. M(2,4,-6)
nuqta orqgali o‘tuvchi va
ii={3;—1;6} vektorga per-
pendikuiar bo‘lgan tekislikn-
ing tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Bizga ma’lum-
ki, berilgan M (x:y,;z2,)
nugtadan o‘tib i ={A4,B,C} vektorga perpendikular bo‘lgan tekislikn-
ing tenglamasi 4(x - x, )+B(y ¥,)+C(z~z,) =0 ko'rinishda edi. Ma-
sala shartidan x =2y, =4;z,=-6; A=3; B=-1:C=6 Bulami teng-

lamaga qo‘ysak,

63-chizma. i 4

M

' 3-(x—2)-l-(y—4)+6-(z+6)=0;
3x-6—y+4+62+36=0;

3x-y+6z+34=0. - )

Bu izlangan tekislik tenglamasi.
2-misol. Tekislik A4(3;4;3) nugtadan o'tib, p={21 2},
4 =1{3;4; 2} vektorlarga parallel bo‘ls\in‘ Shu tekislikning parametrik va
umumiy tenglamalari tuzilsin.
Yechish. Berilganlarni (2) tenglama bilan solishtirsak,. . , , v *
X, =3 yo=dh z,=3 - o
o, =2 B=h oy =2 e e
a.=3 Po=4 y,=2 e e
;. larga ega bo'lamiz.
' (4) ga asosan parametrik tcnglam331 quyldagl ko‘rinishda bo’ lach
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Sewo wr o w0 x=3+2r+3p;
SR SO y=4+t+4p;
cz=3+2U4+2p;,
(2) ga asosan:
" o (x=3 y—4 z-31 oy g i
. 2 I 2 =0. s;‘1 _,:::'-_:}'s' ":'1.1-.--'?" . ‘“,:
. 3 4 2
Uchinchi tartibli determinantni ochib ixchamlasak, tekislikning
umumiy tenglamasiga ega bo‘lamiz.
6x—-2y-5z+5=0.
Bu tenglama ~ izlangan tekislikning umumiy tenglamasi.
3-misol. 3x+y-6z-18=0 tekistik berilgan. Bu tekislikning koor-
dinata o‘qlari bilan kesishish nugtalarini koordinatalarini toping.
Yechish, Berilgan tenglamani tekislikning koordinata o‘qglaridan kesgan
kcsmalan bo‘yicha tenglamasi ko‘rinishga keltiramiz.

CEIPI T2 L RS Y ERTY)

3x y 6z y =z
—_— e — = k —_ ____= . ""t""""""‘-'-f ~r
18 18 18 b yoki 6 +18 3 : “f‘,”' o
Demak, tekislik (Ox) o‘qini (6;0;0) (Oy) o‘gini (6 18 ]
o‘gini (0;0;3) nuqtalarda kesadi. Lo

,“l i
. . . . BEF
O‘z-0'zini tekshirish wchun savollar. =

|. Tekislikning normal vektori nima? et
) 2. Tekislikning normali va bitta naqtasiga ko‘ra tenglamasini keltmb chiqar-
mg.

3. Tekislikning bitta nuqta va unga parallel ikkita nokolieniar vektorlarga
ko'ra tenglamasini chiqaring,

4. Tekislik tenglamasidagi hadlarga qarab, u koordinata o‘qlariga nisbatan
qanday Jjoylashadi?

2-§. Fazoda ikkita va uchta tekislikning o‘zaro joylashuvi
2.1. Fazoda ikkita tekislikning o‘zaro joylashuvi.

Aytaylik, Dekart koordinata sistemasida ikkita 7, va- 7, tcklshklar
o‘zlarining tenglamalari bilan berilgan bolsin. '
7 Ax+By+Cpz+D =0; (D)
7yt Ax+By+Coz+D, =0, (D)

114

Bu ikki tekislik to‘g‘ri chiziq orgali kesishadi, yoki ular o‘zaro
parailel bo‘lib, umumiy nuqtaga ega emas, voki ustma-ust tushadi (64-
a, b, d chizma). Bu hollarning qaysi biri yuz berishini bilish uchun #,
7, ga tegishli tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (bu matrltsa]ar
yordamida tekshiriladi).

//'
Y
A

\

o rae

YL

/"'2

a
,ﬁ\

64 chlzma ~:”

b)

2.2. Fazoda uchta tekislikning o‘zaro joylashuvi.
Aytaylik, Dekart koordinata sistemasida uchta tekislik o‘zining teng-

lamalari bilan berilgan bo‘lsin. S
A Ax+By+Cz+ D=0 " T (3
w7yt Ax+ By+C.z+ D, =0 o -".‘“'"\.'7.':-. 4
m,: Ax+By+Cz+D,=0 &)

Bu uchta teklsllknmg fazoda o‘zaro joylashuvida 8 ta hol ro‘y
berishi mumkin (65-chizma). -
1) Uchta tekislik bitta umumiy nuqtaga ega; .- . .
2) Tekisliklar juft-juft kesishadi, ammo umumiy nuqtaga ega emas;
3) Uchta tekislik bitta to‘g'si chiziq bo‘yicha kesishadi;
4) lkkita tekislik o‘zaro parallel bo‘lib, uchinchi tekislik ularni
kesadi;

5) Uchta tekislik o‘zaro parallel joylashgan bo‘ladi;

6) lkkita tekistik ustma-ust tushadi va uchinchi tekislik ularni kesadi;
7) Ikkita tekislik ustma-ust tushadi va uchinchi tekislik ularga paralle!
bo'ladi; : :
8) Uchta tekislik ham ustma-ust tushadi.

Bu hollardan gaysi biri yuz berishini bilish uchun ;r,,;r LT, ga
tegishli tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (bu ham mqtrltsahr
yordamida tekshiriladi).

T
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65-chizma. ~ - "

Misol. x+2y+2z=6, 2x+3z=10 va 3y-2z=-] teklsllklammg
kesishmasi aniqglansin.
Yechish. Bu tekisliklarning kesishmasini aniglash uchun quyldagr
sistemani yechimini aniglaymiz;
X+2y+z=6:
2x+32=10;
3 3y-2r=~1. -
Bu sistemalar uchun quyidagi determmantlaml tuzamlz va uni
hisoblaymlz : o

1

L 1 2 i . I
Conrn oot o A=[200 3)1=6- 9 +8= 5 A ’F Tt
: 0 3- T R IO T

1i6

enen 6 21 o
A =|10 0 3=70w6

'.%’3"5..’5,-':' : -1 3 =2| RERRET S S PP P P
Ve |
toA =P 100 3(=27- 2= 5 )
-1 3 =2 L v il e
Lot T S oIl
1 2 6 it
A,=[2 0101=40-30=10; .y, z
L 0 3 -1
Demak, tekisliklar (2; 1; 2) nugtada kesishadi.
O¢z-o°zini tekshirish uchun savollar. [y o

1. Ikkita tekislikni fazoda o‘zaro joylashuvini tushintiring.
2. Uchta tekislikni fazoda o‘zaro joylashuvini tushintiring.

3-§. Ikki tekislik orasidagi burchak = . - -c

Fazoda Dekart koordinata sistemasida kesishuvchi ikki tekislik
o‘zining tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin.

7 Ax+By+Cz+D, =0, (1)
Ty Ax+By+Coz+ D, =0, U ()

Ikki tekislik kesishganda to‘rtta e
ikki voqgii burchak hosil bo‘lib,
ulardan o‘zaro vertikal bo‘lganlari teng . .
(66-chizma).

Demak, ikkita har xil burchak hosil
bo‘lib, ularning biri ikkinchisini /2
to‘ldiradi. Shuning uchun shu ikki
burchakdan birini topsak yetarii. 1kki
yoqli bu ikki burchakdan birining = -nthir
chizigli burchagi berilgan tekislikning - ¢ 66-chizma.
n,={4,;B,;C,} va n,={A;8,:C,}
normai vektorlari orasidagi burchakka teng bo‘ladi. "1 va n,, i’.)ramdagf
burchakni ¢ desak, iRy

o
shanm

A

— — v .J':.?‘
COsQP =cos(fi A H2) = %. _ {3y
it T !”!| ’ ”_’32|. . R
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(3)-formuladan xususiy hoida ikkita tekislikning perpendikularlik

sharti kelib chigadi, ya’ni A, -it, =0 bundan esa

4,4, + BB, +C,C, =0 ikki tek;sliknmg perpendikularlik sharti:
4 B _C, _
IB‘C‘._yokiABCABC : 4)

2z
esa ikKi tekislikning paraflellik shartlarin ifodalaydi.

Misol. Berilgan ikki 3x+2y-2z+4=0 va 2x+2y+Sz 3=0
tekisliklar orasidagi burchak topilsin.

Yeclnsh Ikki tekislik orasidagi burchak &
; : AA,+BB, +C C,
SR JA+B+C\/A+B+C“'
formula yordamlda aniglanadi. Berilgan tekisliklarda

A4,=3, B =2, Ci=-2va 4,=2, B,=2, C, —5 TSR P B
Demak

COsSQ =

3-2+2-2-2.5 _ 6+4-10

COS¢7= = = = =
\/3’+23+(—2)‘\/2’+23+5- \/9+4+4'~/4+4-.+2§__ -

cosp =10, @_g

Demak benlgan 1kk1 teklshk o‘zaro perpendikular.

. O°z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

. 1. Ikkita tekistik orasidagi burchakni hisoblash uchun formuia keltirib
chigaring.

2. Ikkita tekistikning parallellik va perpendikularlik shartlard nimadan iborat?

4-§. Nugqtadan tekislikkacha
bo‘lgan masofa

Fazoda Dekart koordinatalar siste-
masida M (x,,y,,2z,) nugta va
Ax+By+Cz+ D=0 tekislik berilgan
bo’lsin. M, nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan
'masofani hisoblash talab gilinsin. Buning
uchun berilgan Af, nuqtadan tekislikka
tushirilgan perpendikularning asosini H o
bilan belgilaymiz (67-chizma). e 67-chizma.
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'HM l—d biz jzlayotgan masofa bo‘ladi. 7 ={4;B8:C} tekislik
normal vektorini o‘tkazamiz. HM vektor 7 vektorga Kollinear. HM

va # vektorlarni skalyar ko‘paytmasini topamiz.
H M. °?"5=IH MOI-Iﬁ\-cos(H Moni)y=d-|a]-(£1)
Bundan esa e |HM | e €
A o 1 . L t:
g ““_|n o

(1) formulani koordinatalarda hisoblaymiz. Aytayhk H nuqtanmg
koordmatalarl (x;3%,:2,) bo‘lsin. U holda '

S HM, -7i = A(x0 )+B, -y )+ C(z,—2)= \,
=Ax, + By, +Cz, —(Ax, + By, +Cz,)

bo‘ladi. H nuqta berilgan tekislikda yotgani uchun dx; + By, +Cz, + D=0
bo‘ladi, bundan esa HM, -#i = Ax, + By, +Cz, +D n ﬂ/A + B, +C

ekanini e’tiborga olsak, : |
|dx, + By, +Cz, +D| % o
\/ A+ BT+ C?

formulagﬁ .c.ga bo‘lamiz. Bu formula nugtadan teklshkkacha bo'lgan
masofani hisoblash formulasidir.

1-misol. M(1,-2:3) nuqgtadan 2x+3y—-4z+4=0 tekislikkacha

bo‘lgan masofani toping.
Yechish. (2) formulaga ko‘ra

¥o=1 y,=-2 z,=3 A=2; B=3; C=-4 D=4.

cosQ =

PRI

" t-2+3. (2)+(- 5+4
u holda d =

d= (birlik).

\[2 +37 +(—4)? ‘/_ ‘/_

BT ol : g fidp
: : R : T ',‘._.i‘r o o . . :'_ R :.. L
SR T T RS B H .
0‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar. ... -

'Il Fazoda nuqiadan tekislikkacha bo‘lgan masofa formulasini keltirib
chlqarmg

\t . S e L s
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5-§ Fazoda to‘gri chiziq. To‘g*ri chizigning berilish usullari

5.L.To‘g’ri chiziqning hiror nuqtasi va yo‘naltiruvchisiga
ko‘ra tenglamasi.
z S To’g‘ri  chiziq o‘zining  biror
_ M (x553,,2,) nuqtasi va shu to'g'ri chiz-
iqni yo'naltiruvchi vektori 7=y 3053053
. hing berilishi bilan aniglanadi (68-c|:h1;ma)
- To'g*ri chizigning 1xt1yony M(x,y,z) nug-
tasini olaylik; M M va 7 vektorlari kol-
linear bo‘lgani uchun
MM=¢-7 (teR) (1)
OM -ro, OM =F desak, hamda
MM =0M - OM, ni hisobga olsak, (1)
ni quyidagicha yoznsh mumkin:
: F=F +10,
(21‘; J:jrngl{ama to‘g'ri chmqnmg \«'ckatorh tenglamasi deb ataladi. - (2)
X=X V=Ye:2—2,} va (1) dan

e 68-chizma, *

x=x,+4¢ 1, _ o
B AN y= y0+’€ .f (3)
ko‘rinishdagi tenglamalar snstcz;najt0 I-::)fgtn chi T Smeiui;
lamalari deyiladi. lZlqmng Parafrietnk rtengu

5.2. To‘g'ri chiziqning kanonik teliglamﬁ&l

(3) — tenglamadan parametr t ni chiqarib
X=Xy Y=Ye_z-z, e ie
¢ 'ev £, ST (4)

I I L] 3
ega bo‘lamiz. Bunga to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamalari deyiladi.

3.3. Ikki nugta orqali o‘tgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi.

> 15 *a5 Vs
to'g'ri chizig 2 (%25 3 23) l‘ll.lqtalar orgali o‘tuvchi
*- xl y » o &=~z \
X=X, p,-y, z,-z (5)
tenglamalar bilan lfbdala“adl (i;u tlerlglamal birinchi punktdagl M,
nuqta o‘rniga s va 7= M M, deb olmsa
chiqadi). Yoki . (1) munosabatdan kelib
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x=x -6
V= -yt (6)

z, =2, +{(z,—2))t '
(6) tenglamalar smtcmasr to‘g‘n chiziqning parametrik ko‘rinishdagi

tenglamasidir.
To‘g'ri chiziq ikkita n, va =, tekisliklarning kesishish chizig‘i sifati-
da ham berilishi mumkin, ya'ni d=7z (7, :
z . Ax+By+Cz+D =0
- 7y Ayx+B,y+Cyz+ D, =0,
~ Bu tenglamalar sistemasi 7, %71, = A, :B,:C, #4,:8,:C,
bajarilgan to‘g'ri chizigni aniglaydi (69- chlzma)
1-misol. (3; 2; 1) nugtadan o‘tgan va ?
yo*naltiruvchi vektori 7 = {l; 2; 3} bo‘lgan
to‘g‘ri chiziq tenglamasi yozilsin. o _
Yechish. (4) tenglamadan foydalan— o
amiz. Masala shartiga ko‘ra, )

(7
shart

e
krolS

-3, yo - 2 ZO - l; : R e iy
. . . ' L —— ’ y
-+ U holda, x13 y22 3 - T
2-misol. A(-2;1;4) va B(6;~2; 6) ’
69-chizma.

nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq teng- -

lamasini tuzing. -
Yechish. Berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘gri chizig tenglarna51

(5) formula yordamida aniglanadi. Bu formulaga berilgan nugtalarning

koordinatalarini go‘ysak
x+2 y-1 z-4 ki
= = oki
6+2 —2-1 6-4 00 8
to g ri chizig tenglama51ga ega bo‘lamiz.

x+2 y-1_ z-4
=3 2

6-§. To‘gri chiziq va tekislik orasidagi burchak
B Aytaylik, R=1{0; i; j;k} Dekart koordinata sistemasiga nisbatan

o f to‘g‘ri chiziq o‘zining
X=X, +0 4

y=y, +€2't; o : e (1)
z=z,+ L8 SR T U [ CH
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parametrik tenglamasi, 7z tekislik ' - et
Ax+By+Cz+ D=0; _ . (2
tenglamasi bilan berilgan bolsin. To‘gri chizig bllan tekxshknmg o‘zaro
joylashuvini tekshirish uchun tubandagi tenglamani tekshiramiz.y;
(A.? + B, +C£3)z+(Ax +By0+Czo)=0 e
Bunda quyidagi hollar bo‘ladi;

a) agar A¢, +B(,+Cl, =0 bolsa, ¢ to‘gri chnz:q teklshk bllan .

kesishadi.
v b) agar . B .
vy nAl B +CE =0 i
"¢ dx, + By, +Cz0¢0} : 3
(3) bajarilsa ¢(r=@ bo'ladi. '
Al, +Bl,+Cl, =0

Axy+ By, +Cz, :0} bo‘lsa, ¢z boladi.

c) agar

To'gri chiziq bitan tekislik ora-
sidagi burchak deb, to'g‘ri chiziq
bilan uning tekislikdagi ortogonal
proyeksiyasi orasidagi burchakka ayti-
ladi. (1) to‘g‘n chiziq bilan (2) tekis-
lik orasidagi burchak (70-chizma).

inge |4l + Bi,+ ClL| @
70-chizma. . \/A2+ B+ -\/ff+_f§ +
formula yordamida topiladi. _ .
Aé, + B, +Cr, =0 S &)
berilgan tekislikning berllgan to'g n ch:zqua parallelllk '
A
Rt L®

| fl , .
esa perpendikularlik shartlaridir. Endi teskislik va to'g’ri chizigga doir
mashqtar bajarishda zarur bo‘lgan tenglamalarni keltirib o‘tamiz;
1)  Berilgan M (x;:y,;z,) nuqtadan o‘tib, berilgan

7% YT % 275 to'ghri chiziqga parallel bo‘lgan to'g'ri chizig
‘ ‘. £,

X X TH 275 (7
g £ o .

tenglaméizar biléh aniglanadi. .-

2) Berilgan M (x,;y;z) ~‘nugtadan o°tib, berilgan
Ax+ By+Cz+ D=0 tekislikka perpendlkular bo‘lgan to‘g'ni chtzlqnmg
tenglamasi . . .

X% =y'_y1 =z"z|
A B C

(8)

ko‘rinishda aniglanadi.
3) Berilgan M, (x,;y,;2,) nuqtadan o‘tib, bcnlgan Ax+12p+&+D 0
tekislikka parallel bo‘lgan tekislikning tenglamasi:
Alx~x)+B(y-y)+C(z—2,)=0 {9)
ko‘rinishda bo‘ladi.
4) Berilgan M,(x;y:z,) nuqta orqali o‘tuvchi va
x'—Il=y"'y| 2=z

= to‘g‘ri chizigqa perpendikular bo‘lgan tekislik

¢ 4 £
"1 ) 3
tenglamasi tubandagi ko‘rinishda bo‘ladi: _
fl(x—x])+f:(y—yl)+€3(_—~z,)=0_"'. : 310
) x+2 y-3 z-4 ¢ e .
Misol, Berilgan 5 = I = ) to‘g‘ri  chiziq va

3x+y—4z—8=0 tekislik orasidagi burchak va ularning kesishish nu-
gtasini toping.
Yechish. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak
l4¢, +BL, +C1 ] :

J;’ B +C -\/fl APEIVE formula yordamida aniglanadi.
Shuning uchun 4=3, B=1, C=-4
¢,.=2, f,=1, é,=-2 _

3-240-E+(-2)-(—h) G+1+8 15

5
$in@ = = -
J'”+| ) 2t (2 OrleloAsied 263 26

sin@ =

e

CLarstl BeY

0= arcsin(s;lz_éJ ~ arcsin 0,976 = 77°27"

Endi ularning kesishish nugtasini topamiz, uning uchun to‘g‘ri
chiziq tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltiramiz.

x+2,—_‘y‘_~3=z_4:t; x=2t-2 R
2 1 -2 L
x+2 y-3 z-4 yi+3 @) o
3 = /= =t z=2r4+4
2 1 -2




o Bunk tekm]gk tenglamasiga go‘vamiz.
- e tyiatey 22+ +3)-4(-2+4)-8= 0,\
61 -6+t +3+8t—16-8=0;
o 156 =27 =10

o3 | =£_2='2i;:‘
3y ’ i 15 15 ;
. : 27 72
. Lo :-'.'. N ; y=_ z__; \
¢ e cia g 15 15 0k
S 54 -
T '-fi;_;"-""r' Zz__“+4:“_=.—-_p-t LU
15 15 5 L
o 24) (72 (2 L o
Demak, T ; T : 3 nugta to‘g‘ri “chiziq va tekislikning
kesishish nugtasi. SRS

O*z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

I. Fazoda to'g‘ri chizigning yo‘naitiruvchi vektori nima?
2. To‘g'ri chizigning kononik tenglamasini keltirib chiqaring.
., 3. To'g'ri chiziq umumiy tenglamasi bilan berilgan bo‘lsa, uni yonaltimivchi
vektorini ganday aniglash mumkin?

ey 7-8, Fazoda ikki to‘géri chiziq orasidagi burchak

Ikkita to‘g'ri chiziq R={0;7;/;k} Dekart koordmata srstemasm@a
o° zmmg tenglamalart bilan berilgan bo‘lsin. ToE At -

p XX _FTYy ZmZy i

ratnt e : Ty
- an—x"]:y—y'n_z—z'u I
o o, £,

25 i;iiiiri'::a

Ikki to‘g'ri chizig orasidagi burchak deb, bu to‘gri ch121qlarn1

yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.
¢ to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori ¢ = f.f’l,f,,f } ¢ to'gni
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chizigning yo‘naitiruvchi vekrori ?':{f'l,(':___('3} bo’lib, 7 va ¥
vektorlar orasidagi burchak ¢ desak 7 va 3 vektorlar orasidagi bur-
chak chiziglar orasidagi burchakni beradi. Shuning vchun ikki to‘g'ri
chiziglar orasidagi burchak

=k
=}

T e
mz\/{i+f+r\/f'i+f+f ""-(1.)
formula yvordamida aniglanadi. - '

(1) formuladan esa quyidagi kelib chiqadi;
fLO e 1 0=0 (O b, 0 (-0, =0

Misol. Yo‘naltiruvehi vektorlari mos rawshda i, ={T;25},

Cos@ =

i, ={3:10:4} bo'lgan to'g'ri chizigiar orasidagi burchak topilsin.

Yechish. Bu vektorlar orasidagi burchak to'g'ri chiziglar orasidagi
burchakka teng. Demak, berilgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchak,
(1) formulaga ko‘ra:

cosg= Ay B 7342 10+5-4 _ 6l 61 ~0.618
il 72245 N3 210 +4° V812 343 J_
@ =arccos( 0.618) = 5154 T

O¢z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

£ 1. To'g'ri chiziq va tekislik osasida burchakni qanday n'.t'sl‘n.x'ri:i.‘s;iz:.L.i'_f o

w0 8-, IKkinchi tartibli sirtlar
‘' Ikkinchi tartibli sirtltarning umumiy tenglamasi.

Biror Dekart koordinata sistemasida koordinatalari quvidagi tengla-
mani qanoatlantiruvchi nuqtalar to’plami ikkinchi tartibii sirt deyiladi.
@ 0T s 20+ 2 s 2a T+ da ek e v+ 2 s kba, =00 (1)
bu tenglamadagi (2 A PO« TN SO < IO ¢ I koefﬁtsnyentlarnmg kamida bit-
tast noldan farglt bo'lishi kerak. Agar biror sitt dekart sistemasida 2-
darajali tenglama bilan berilgan bo'lsa, boshqa sistemada ham 2-daraja
bilan beriladi. Biz oddiv ko‘rinishdagi ikkinchi darajali tenglamalarning
ba'zilarini qaraymiz.

Ceoadiledd cuw Lo L FEHET




Yasovchi Q7 o‘qga parallel, yo naltlruvcm L chiziq esa O,xy tek-
islikda yotadigan va

. F(x;y)=0 (8)
. tenglama bilan aniqlanadigan holni garaymiz (72-chizma).
z Sirtning yasovchisida ixtiyoriy M(x;y;z)

nugta olamiz, uning birinchi ikkita koordi-
éﬂg’l‘!‘ natasi N(x,y,0) koordinatalari bilan bir xil
¥

bo‘ladi. Shu sababli silindr sirtining

M(x;y;z) nugtasining Kkoordinatalari

yo‘naltiruvchi chizigning (8) tenglamasini
“2-chizma. gqanoatjantiradi.

Demak, (8} tenglama yasovchilari Og
o‘qga parallel silindrik sirtning tenglamasidir. Shunday qilib, 7 koordi-
natani o'z ichiga olmagan va fazoda qaralayotgan (8) tenglama, yasovchi-
lari Oz o'qqa parallel va L yo‘naltiruvehisi Oxy tekislikda (8) tenglama
bilan aniqlanadigan silindr sirtini aniqlaydi.

Shunga o‘xshash agar tenglamada x koordinata gqatnashmasa
F(y,z)=0 tenglama, agar tenglamada y koordinata gatnashmasa

X * (raa

F(x,z)=0 tenglama mos ravishda yasovchilari Ox va Oy o‘qlariga .

parallel bo‘lgan silindrik sirtlarni aniglaydi.

L-misol. x* +y” = R? tenglama bilan aniqlanadigan sirt silindrik sirt
bo'lib, u doiraviy silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o‘qga par-
allel, yo'naltiruvchi esa Oxz tekislikdagi radiusi R va markazi koordina-
talar boshida bo‘lgan x* + y*> = R* aylana tenglamasidir (73-chizma).

x 2

[ x- - - . Ay
2-misol. :;+“Z—2=l tenglama bilan aniglanadigan silindrik sirt
elliptik silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o‘qqa parallel,

yo‘naltiruvchi esa Oxy tekislikdagi yarim o'qlari @ va b bo‘lgan el-
lipsdir (74-chizma).

H 3

. x . . . . '
~ 3-misol. ;_;_3=] tenglama bilan aniglanadigan silindirik sirt
giperbolik silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o‘qqa parallel,

73-chizma.  74-chizma. 75-chizma. * 76-chizma.
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yo‘naltiruvehi esa Ogy tekislikdagi hagigiy o‘gi 4 va mahxum o‘gi &
bo‘lgan giperboladir (75-chizma).

4-misol. x’ =2pz tenglama bilan aniglanadigan silindrik sirt para-
bollik silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o‘qga paraliel,
yo‘naltiruvchisi esa Oxz tekislikdagi paraboladir (76-chizma).

8.3. Aylanma sirilar.

Faraz _qilaylik yOz tekisligida Oy o'qini kesmaydigan biror L chiziq
F(Y,2)=0 (9)

tenglama bilan berilgan bo'lsin (77-chiz- _ : '
ma). Bu chizigning Oy o'qi atrofida ay- ;" ..
lanishidan hosil bo‘igan sirtni tenglama- ="
sini topamiz. '

Bu sirtning ixtivorty M{x;y;z) nug-
tasini olamiz. Bu nugta orgali (Oy) o'qga .
perpendikular tekislik o‘tkazamiz. Tekislik .
sirt bilan kesishib, aylana hosil qiladi. _
Uning markazi aylanish o‘gida yoigan
N(o;y;0) pugta bo‘ladi. M va N nugta- 77-chizma.
larning ordinatalari bir xil, ya’'ni Y=y

Aylananing MN radiusi M va N nuqtalar orasidagi masofadan iborat
bo‘ladi, ya'm Z=+x*+2" gateng. MN va M N — aylana radmslan
bo‘lgani uchun

MN=MN ~Z
Demak, berilgan {9) tenglamada

Y=y, Z=~x+2% : '
Y va Z larning ifodalarini (9) tcnglamaga qo* ysak aylanma su-t
tenglamasiga ega bo‘lamiz.

F(yyNx*+27)=0. . (10)
Agar L chizigning hamma nuqtalari uchun 23>0 bo‘lma§a, z<0
bo'lishi mumkin u holda MN=-Z yoki Z=-yx*+z° ;
Bu holda aylanma sirt tenglamasi '

F(y;=vx* +27) =0, (i)

Ikkala holni birlashtirib, yoz tekisligidagi [ chizigning Oy o'q

atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan aylanma sirt tenglamasi quy1dag1 '
ko‘rinishda bo‘ladi .
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Fly;tx? +2%) =, T (1Y)

Boshqa koordinatalar tekisligidagi tekis chiziglarning biror koordi-

nata o‘gi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan aylanma sirt tenglamasi
ham shu qoidaga asosan tuziladi.
. z* y ’ .
Misol. ;_T+B-;=1 cllipsning (Oy) o'q atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan aylanma sirt tenglamasi tuzilsin:
Echish: Ellips tenglamasidagi 7 ni +vx" +2z* bilan almashtiramiz.
yz x? 42 ' s
-+
. b- c? : )
Bu esa izlangan sirt tenglamasi b=c bo‘lsa bu sirt sferaga aylanadi-.
8.4 Ikkinchi tartibli konus sirt.

’ Fazoda L— ikkinchi tartibli chiziq berilgan bo‘lsin. Qo‘zg‘almas
bgror n}iqtadan' o°tib, L chiziq bilan kesishgan holda uzluksiz harakat
qllp\fchl to’g‘n chiziqning chizgan sirti konus sirt deb ataladi. To‘g‘ri
chizig konusning yasovchisi, £ chizig konusning yo‘naltiruvchisi
go‘zg‘almas nuqta konusning uchi deyiladi. ,

=i, .

o oy 7

S S
Fenglama to'g’ri burchakli Dekart sistemasida uchi kobrdinatalar bosh-
ida bo‘lgan ikkinchi tartibli konusni ifodalaydi.

S ' Agar biror M(x; y,; z,} nugta (koordina-
talar boshida yotmasligi kerak) {13) sirtda yot-
sa, koordinatalar boshi va M(x,; y; z,) nug-
tadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning har bir nuqtasi
ham (13) sirtda yotadi,

Hagiqgatan ham N(x; yv;z) nugta OM
to’g‘ri chizigda yotgan ixtivoriy nuqta bo‘lsin.
{78-chizma). Bu holda » nugtaning koordi-
natalari x=x¢ Y=yt z=z¢ (to'g'ri chi-
78-chizma. zigning parametrik tenglamalari) tengilamaiarni
_ ganoatiantiradi.

o M(xipiz) nugta (13) sirtda yotgani uchun (13) tenglamani
ganoatiantiradi. -

2 2 2
X z
A By

a.? bz
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2

Endi (13) tenglamaga N nuqtaning koordinatalarini qo‘ysak
2 4 H

(x)’ + ) _(":lt)2 XX 2y

kel

a’ b* ¢ & b ¢
hosil bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, N nuqtaning koordinatajari ham (13)
tenglamani ganoatlantiradi, ya'ni sirtda yotadi.

8.5. Ellipsoid.

Biror to‘g‘rt burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari

4 3 b3
x y oz
4=l 14
aZ b_ cZ . ( )
tenglamani qanoatlantiruvchi nugtalarning geometrik o‘rni ellipsoid

deviladi.

(14) tenglama ellipscidning kanonik tenglamasi bo‘lib, a, b, c lar
ellipsoidning yarim o‘qlaridir.

Ellipsoid uchun koordinata tekislik-
lari simmetriva tekisliklari bo‘lib xizmat
giladi. Simmetriva o‘qlari eHipsoidning
o‘glari deyiladi.

Ellipsoidning o‘qlari bilan kesishish
nugtalari uning uchlari deyiladi. Sim- .
metriva markazi ellipsoidning markazi
deyiladi (79-chizma).

Agar, ellipsoidning x(y tekisligiga 4
parallel bo‘lgan z =4 tekislik bilan kes-

sak, kesim tubandagi tenglama bilan ifo- - 79-chizma. .
dalanadi:
2 z 2
SIS
a b ¢

bunda, agar |[h<c bo‘lsa, kesim ellipsni, agar |i|>cbo‘lsa, kesim
bo‘sh to‘plamdan, agar |A|=c bo‘lsa, kesim ellipsoidning uchini ifoda- -
laydi. Shunga o‘xshash, eHipsoidni x(z va y(Oz koordinata tekisliklar-
iga parallel tekisliklar bilan kesish (kesimda) natijasida ellips, bo‘sh
to‘plam yoki ellipsoid uchi hosil bo‘lishini ko‘rish mumkin,

Misol: Yarim o'qlari mos ravishda 3,5,9 ga teng bo‘lgan ellipsoid
tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Masala shartida berilganlarga ko‘ra a=3; b=5; ¢=9. U

2 2 z

holda ellipsoid tenglamasi —+2-+*-=1 botadi. .
o 25 38l adL.
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T e 8.6. Giperboloidlar. - '+ (Lli ;e
leJr to’g'ri burchakli Dekart koordinata sistemagida iéo'ordihztalaﬁ

o _ _in yz_fi_l .
al bt et e “(15)

tn?nglamani Ganoatlantiruvehi nugtalarning geometrik o‘rni bir pallali
giperboloid deyiladi. (15) ko‘rinishdagi tenglamaga bir pallali giperbo-
lqidning kanonik tenglamasi deyiladi. (15) tenglamadan ko*rinadiki, koor-
dmgta tekisliklari bir pallali giperboloidning simmetriya tekislikiari hisobla-
nadf. ’(Ox) va (Ov) o‘qlari bir pallali giperboloidni kesadi va uning
haqlq'ly o‘glari deyiladi. Oz o'qi esa bir pallali giperboloid bilan kesish-
m_ayd.l, shuning uchun unga mavhum 0'q deyiladi. Bir pallali giperbo-
loidning o‘qlari bilan kesishish nuqtalari uning uchlari deyiladi. Koordi-
nat_a boshi 0 nugta bir pallali giperboloidning simmetriya markazi bo'lib,
u_mpg markazi deyiladi. a, b-sonlari bir pallali giperboloidning haqiqiy
yarim o‘glari, ¢ esa mavhum yarim 0‘qi deyiladi (80-chizma).
Giperboloidning xOy tekislik bilan kessak, kesimda

3-2 + 2’7 =1
a b
- z=0 ¥
ellips hosil bo‘ladi. Shunga o‘xshash, giperboloidni

x0z, yOz tekisliklar bilan kessak, kesimda

2 b 2 g - .
X z_ ¥ 22 o i‘ . Y
2___“1 _-‘_'__'-—-1 ST '
2 2 2 B ST R

a c va b ¢ R A ,}
y=0 x<0 ' K

giperbolalar hosil bo‘ladi. Agar :giperboloidni xO;.-'..
tekislikka parallel bo‘lgan z=# tekislik bilan
? EE
d +—2 =]

R B
kessak, kesimda _a(“;) b'( 450 ellips

. z=Fh
hosil  bo‘ladi. u ellips yarim o‘qlari:

~_q o = 7 b
a—c\fc +h; b—-;\/c th7; h=0 bo'lsa, ellipsning yarim o‘qlari

o‘zining minimal qiymatiga ega bo‘ladi, ya’ni c‘i=a,5=b

80-chizma.
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Bir pallali giperboloidni (Oy) va (Ox) o‘giga perpendikular bo‘lgan
tekisliklar bilan kessak, (x=#; y=h} kesimda y' va " lar hosil bo‘ladi:
x’ z2_1 K y_‘z_z_2=1hfi
R S T S Asar, |H=a,|h=b bolsa,
y= h x=kh

u holda y' va " lar giperbolalami'ifodalaydi. Agar, |4 =>5bo‘lsa, u holda
' - kesishuvehi to‘g‘ri chiziglar juftini, |h]=a bo‘lsa,
" - kesishuvehi to‘g'ri chiziglar juftini ifodalaydi.
2. Biror to‘g‘ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari

2 2 2

_____ =1‘ ' ) . (16)

tenglamani ganoatlantiruvchi nu-
gtalarning geometrik o‘rni ikki
pallali giperboloid deyiladi.

(16) — tenglamaga ikki pallali
giperboloidning kanonik tenglama-
si deyiladi (81-chizma).

(16) tenglamadan ko*rinadiki, .
koordinata tekislikiari ikki pallali 81-chizma.
giperboloid uchun simmetriva te-
kisliklari hiscblanadi. (Qx) o‘qi sirtni ikki haqigiy nugtada kesadi,
shuning uchun unga hagiqiy o‘q deyiladi. '

(Oy),(0z) o'qlari ikki pallali giperboloid bilan haqgigiy nugtalarga
ega emas, shuning uchun ularga mavhum o‘glar deyiladi. Tkki pallali
giperboloidni o‘qlar bilan kesishish nugtalari, uning uchlari deyiladi. U
ikkita haqigiy uchga ega.

a — son ikki paliali giperboloidda hagiqiv yarim o‘q, b va ¢ lar
mavhum yarim o‘qglar deyiladi. IkKi pallali giperboloidni (Ox) o‘gga
perpendikular bo‘lgan tekislik bilan kessak, kesimda s .

2 R
y zz hz I [ A
L3 r i i ' A o -
yF e ¢ e B I
h=x Y1 R P R

hosil bo‘ladi. - :
agar, |h|>a bolsa, y™ ellipsdan iborat bo‘ladi.
agar, |#|<a bolsa, u holda y"=¢ Cemn e L
agar, |h|=a bo‘lsa, y"nuqtadan iborat bo‘ladi. - - :.c;._r-_.;;.
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_ S}wnga o‘xshash, ikki pallali giperboloidni mavhum o‘qglariga per-
pendikular bo‘lgan tekisliklar bilan kessak, kesimda giperbola hosil
bo‘lishiga ishonch hosil qilamiz.
Misol: 4% +3y° —62z° +24 =0 tenglama bilan ganday sirt tasvirflanadi.
Yechish. Tenglamaning ikkala tomonini 24 ga bo‘lib, uni tubandagi

e - I3 - xz 2 2
ko‘rinishga keltiramiz. *—+Xg~—~z—=~l bu tenglama yarim o‘qglari

a=6,b=2J2,c=2 bolgan uch o‘qli ikki pallali giperboloidni tasvir-
laydi. .

. 8.7. Paraboloidiar, _ o
1. Biror to'g‘ri burchakli Dekart koordinata sistémasida koordinatalari

Jr=

f
!

ning geometrik o‘rni elliptik paraboloid
deyiladi (82-chizma).

i J}_ _ (17) tenglamadan ko‘rinadiki, yOz va

- y - x0z tekisliklari elliptik paraboloid uchun
simmetriya tekisiiklari hisoblanadi. (Og)

}/ Yo‘qi elliptik paraboloidning simmetriya

= o‘qi hisoblanib, uning o‘qi deyiladi. Koor-
82-chizma. ~ dinata sistemasining boshi elliptik parab-

‘ oloidning koordinata o‘glari bilan kes-
Ishgan nugtasi bo‘lib, uning uchi deyiladi. Elliptik paraboloidni uning
o‘giga perpendikular bo‘lgan tekislik bilan Kessak, kesim tubandagi
tenglama bilan aniglanadi:

X
?/: a2 b2

L . . . . - z h . . -
agar h>@ bo‘lsa, y —clllps agar h<0 bo‘lsa ¥ =@ agar h=0 bo* lsa
¥ kesim O uchdan iborat bo‘ladi.

Elliptik paraboloidni {Ox), (Oy)} o‘qlariga perpendikular bo‘lgan
x=h va y=h tekisliklar bilan kessak, kesimda parabola hosil bo‘ladi.

2. Biror to‘g’ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari

Xy
2z, (18)

tenglamani ganoatlantinivehi nuqtalaring geometrik o‘ri giperbolik parab-
* oloid deyiladi. (18) tenglama esa uning kanonik tenglamasidir (83-chizma}.
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2 2 '
x ¥
=tee=2z0 : :
JERS 17
tenglamani ganoatlantiruvchi nugtalar-

o 3 '
T eop _ S .-i:,.?; :

Giperbolik paraboloidni xOy
tekislikka parallel bo‘lgan z=h
tekislik bilan kessak, kesimm quyi-
dagi tenglama bilan anigianadi:

2 2

x Xoop
a b B ey
z=h

h>0 bo‘lganda, bu chizig
haqigiy o‘qi z=#h tekislikda va
{(Ox) o‘qqa parallel giperboiani,
h <0 bo‘lganda esa, haqgigiy o‘gi (Oy) o‘qga parallel giperbolani tas-
virlaydi. =0 bo‘lganda, kesim ikkita kesishuvchi to‘g’ri chiziglar jufti-
ni aniglaydi. Shunga o‘xshash giperbolik paraboloidni (Oy) va (Ox)
o‘glarga perpendikular tekislik bilan kessak, kesimda parabola hosil
bo‘lishini ko‘rish mumkin.

1-misok: 4x? +3y” =12z tenglama bilan berilgan sirt shaklini aniglang.

Yechish. Sirt shaklini aniglash uchun tenglamani har ikkala to-

x 2

X
monini 6 ga bo* larmz u holda —”+22— =2z ko‘rinishidagi tenglamaga

2 2 2
-4
+ ¥

ega bo‘lamiz. Bu t.englamani ham ( \/E ) (‘E) ko‘rinishida yoz-
> .

ish mumkin. Bundan ko‘rinadiki, berilgan tenglama elliptik paraboloid-
ni tasvirlar ekan.

2-misol: x° -y’ =4z tenglama bilan berilgan sirtning shaklini
aniqgiang.

2
X

y!
Yechish. Berilgan sirt tenglamasini 22:"_‘—( \6)1 "—“( ﬁ)a ko‘rinishida

yozish mumkin. Demak, berilgan tenglama giperbolik paraboloidni
tasvirlar ckan.

O'z-o‘zini tekshirish uchun savellar.

1. Silindrik sirt ta’rifini aytib bering.
2. Uch ofqli ellipsioidning kanonik tenglamasini yozing va uni kes:mlar .

usuli bilan shaklini tekshiring.
3. Bir kavakli va ikki kavakli giperboloidni kanonik tenglamalarini yozing

va ulamni shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.
4. Giperbolik, elliptik paraboloidlarni kanonik tenglamalarini yozing va
ularning shakllarini kesimlar usuli bilan tekshiring.
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; 1-§. Funksiya tushunchasi. Sonli funksiya.
s Funksiyaning berilish usullari

1.1. Funksiya.
 Atrofimizda uchraydigan hodisalarni (fizik, biologik va h.k.)

~ o‘rganganda bu hodisani tavsiflovchi va unga tegishli o‘zgaruvchi kat-
” taliklarni bittasini boshqasiga (ixtivoriy ravishda o‘zgaradigan) bog‘lig
- ravishda o‘rganish magsadga muvofiq.

W

Masalan, zarracha harakatida bosib o‘tilgan yo’l, o‘rmondagi
«yirtgich»lar sonining o‘sishi va hokazolar vaqgtga bog'lig holda o‘rganiiadi.

Shular orgali biz funksiya tushunchasiga kelamiz.

Funksiva bu tirik va oflik tabiatdagi mavjud qonuniyatiarni ifo-
dalovchi usullardan biri hisoblanadi.

Funksiva tushunchasi matematik tushunchalarning asosivlaridan biri

- sanaladi. Bu tushuncha matematika bilan turli real hodisalar orasidagi

bog‘lanishni ochib beradi. Funksiya tushunchasi ikki to‘plam element-

. larl orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi.

Masalan, sinfdagi partaiar (ikki o‘rinli) to‘plami A bilan o‘quvchilar
to‘plami B orasidagi bog‘lanishni olib garaylik: | partaga 2 ta o‘quvchi,
2 partaga 4 ta o‘guvchi, 3 partaga 6 ta o‘quvchi va hokazo mos keladi.

.- Boshgacha aytganda A to‘plam elementlari bilan B to‘plam elementlari
.. orasidagi biror gonunga mos funksional bog‘lanish o‘rnatiladi.

Ta’rif. Agar biror fqonunga ko‘ra X to‘plamning har bir x elemen-
tiga Y to‘plamning yagona y clementi mos kelsa, u holda X to‘plamda

. fix) funksiya berilgan deyiladi va y= f(x), x€ X ko‘rinishda belgila-

nadi, bunda x funksivani argumenti, V¥ esa funksiya qivmati deyiladi.

. X to‘plam funksivani aniqlanish sohasi, y to‘plam esa funksivaning

R

giymatlar sohasi deyiladi. Ko‘pgina adabivotlarda funksivaning aniglan-
ish sohasi D(f) ko‘rinishida belgilanadi. Funksiyaiarni belgilashda fagat

». y=f(x) harfidan emas, balki boshqa harflardan ham foydalanish

mumkin.
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© Masalan, y=p(x), y=g(x), y=A(x), y=F(x) va boshqalar.
Agar yugoridagi funksiva ta’rifida X va ¥ to'plamlar XeR, YeR .
bo‘lsa, funksiya sonli funksiya deyiladi. Biz bu Kursimizda sonli fimnk-
siyalar bilan ish ko‘ramiz va uni bundan keyin gisgacha funksiya deb
ishlatamiz. '

1.2. Funksiyaning berilish usullari.

Agar X va Y to*plamlar hamda ularning funksional bog‘liq qonuni
berilgan bo‘lsa, funksiva berilgan hisoblanadi. Funksiya asosan quyidagi
usullarda beriladi;

a) Analitik usul. Bu usulda o‘zgaruvchilar orasidagi bog'liglik for-
mulalar yordamida beriladi. '
]
Y

Misol. y={(1-x" )E funksiva; aniglanish

sohasi D(f)=[-L1] kesmada, giymatlar
to‘plami [0;1] kesmada bo‘lgan funksiyani =
aniglaydi. T

Ayrim hollarda “funksiva funksiyaning —
aniqlanish sohasidagi oraliglarga qarab turli =~ &
formulalarda berilishi mumkin. RN

Masalan, oo X

x+3 x>0

b) Jadval usulida: - ’
- Funksiva jadval usulida berilganda funksiya argumentlari va unga
mos keluvchi finksiya giymatlari jadvalda keltiriladi.

Masalan,
1) To'it xonali matematik jadvallar.
P 0 02 | 04 3 0,5 4 2 [ 15
Y -2 3 5 8 2 1,5 6 4

Jadvaldan ko‘rinadiki, funksiya- ¥,
ning aniglanish sohasi argumentning ' ’
8 ta qivmatida bo'lib, unga funksiy- :
aning ham 8 ta giymati to‘g'ri kel- ., !

i

¥ x<0 Lo ‘
y= {84-chizma.) A 84-chizma. .

yoki tajriba natijalarini matematik -
hisoblashiar natijasida olingan bo‘lishi
mumkin. : i v
d) Grafik usulda: e 7 %
Bu usul asosan, funksivalarni anat- -
itik usulda berish qivin bo‘lgan hol-
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gan. Jadvaldagi giyvmatlar tajribalardan . : [
|
4

o

. 85-chizma.



landa uchraydi. Ko‘pincha tabiatda ro‘y beradigan hodisalarni o‘rganish
jarayonida apparaturalar yordamida egrilar olinib, ularni o‘rganishga to‘gri
keladi. Masalan, ostsifografni, elektrokardiogrammalarni ko‘rsatishlari
- funksiyani grafik usulida berilishiga misol bo‘la oladi.

€) funksiya nuqtalar yordamida berilishi mumkin (bunday berilish
eksperiment natjjasida olinadi, §5-chizmay).

Bu yerda xe X element o‘zaro kesishgan chiziglar bilan belgilanadi.

1.3. Funksiyalarni ‘monotouligi, juft-teqligi va davriyligi.

= f(x) funksiya biror D(f)=[a,b] sohada aniglangan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar y = f(x) funksiyada har bir x uchun shunday A soni
"~ mavjud bo‘lib,

J(x)<M (1)
tengsizlik bajarilsa, y = f(x) funksiya chegaralangan deyiladi. (1) teng-
sizlik geometrik nuqtai nazaridan chegaralangan funksivani grafigi koor-
- dinata tekisligida — —M < y < M gorizontal polasada joylashishini bildiradi.

Masalan, y =x—|x|, x< R funksiyaning grafigi butunicha 0<y<]|
polosada joylashgan. Shuning uchun bu funksiya chegaralangan. y = x°
funksiya chegaralanmagan. (86,87-chizmalar)

2-ta’rif. Agar f(x) funksiya argumentining ixtiyoriy ikkita
x €D, x, €D giymatlari uchun x, <x, shartda f(x,)< f(x,) (yoki
J(x,}> f(x,)) tengsizlik bajarilsa f(x) funksiya D sohada o‘suvchi
(voki kamayuvchi) deyiladi.

3-ta’rif. Agar funksiya argumentining ixtiyoriy ikkita x, € D, x,eD
qiymatlari uchun x, <x, shartda f(x,)< f(x,) (yoki f(x )z f(x,)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya D sohada kamaymaydigan
(o‘smaydigan) deyiladi.

- 4-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning p sohadagi ixtiyorty x qiymati
uchun  f(—x)= f(x) tenglik bajariisa, y= f(x) funksiva juft funksiya

B 4 )
o : : L

23 - ’

/‘ //./ Yl
4= -z -4 1 2 § & 0 X

. ---J :

1-2

86-chizma. | v 87-chizma,
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deyiladi. Agar D sohadagi ixtiyoriy x giymati uchun f{(-x)=-7(x)
tenglik bajarilsa, y= f(x) funksiya toq funksiya deyiladi. y=x*, xc R
funksiya juft funksiva, chunki y=(-x)" =x"; y=x’, xeR funksiya
toq funksiya, chunki y={(-x)’=-x".

5-ta’rif. Agar f(x)} funksiya uchun shunday 7 >0 son mavjud
bo‘lib funksivaning aniqlanish sohasidan olingan ixtiyoriy x< D(f) va
2T e D(f) uchun f(xxT)= f(x) tenglik bajarilsa, u holda y= f(x)
davriy funksiya deyiladi. 77 ning eng kichik musbat qiymati 7, mavjud
bo‘lsa unga f(x) funksiyaning davri deyiladi. y=sinx, y=cosx,
y=tgx, y=ctgx funksiyalar davriy funksiyalar.

1.4. Sodda elementar funksiyalar.

Sodda elementar funksivalar deb quyidagi funksivalarga aytiladi:
Darajali funksiya, y=x% bunda g e R, Kko'rsatkichli funksiya: y=g*
bunda g1, musbat son; logarifmik funksiva: y=1log, x bunda 5=1
musbat son; trigonometrik funksiyalar, y=sinx, y=cosx, y=igx,
y=cigx, y=secx, y=cosecx va teskari trigonometrik funksiyalar
y=arcsinx, y=arccosx , y=arclgx, y=arccigx, ~Y=arcsecx,
y=arccosecy . Bu asosiy elementar funksivalar o‘rta maktab kursida
o‘tilgan bo‘lsa-da, ularmi ustida gisqacha to‘xtalib o‘tamiz.

1) Darajali funksiya.

y=x* (& -haqiqiy son) « -darajali funksiyaning ko‘rsatkichi. Umu-
man darajali funksiya R, da to’la aniglangan. « -irratsional son bo‘iganda
funksiva logarifmlash va potensirlash yo‘li bilan hisoblanadi, bu yerda
x>0 . Shuning uchun funksivani aniglanish sohasi (0;+e) deb olamiz.
x>0 da a=0 bo'lsa, y* —| bo‘ladi. a#0 bo‘lsa, darajali funksiy-
aning giymatiar to‘plami hagigiy sonlar (0;+c0) intervaidan iborat bo‘ladi.
88, 89-chizmalarda darajali funksiyaning o >1 va o <0 qiymatlaridagi
tasvirlari berilgan.

88-chizmadan ko‘rinadiki, darajali funksiya musbat ko‘rsatkichiarda
o‘suvchi, manfiy ko‘rsatkichlarda kamayuvchidir. Shuning bilan birga
darajali funksiva @ ning q1ymatlanga garab amqlamsh sohalari har xil
bo‘lishini eslatish kerak: . :

| - Y




,/ R .
ot

d)

89-chizma.

a) @ -butun musbat son bo‘lsa, funksiya (—0;+w.} intervaida ani-
glangan;

b) « ~butun manfiv son bo‘lsa, funksiva x ning y=0 dan boshga
hamma gqiymatlarida aniglangan;

88 a,b-chizmalarda ¢ -ning butun musbat son giymatlarida grafik-
lar tasvirlangan;

88 v,g- chizmalarda ¢ ning butun manfly son giymatlari nchun
grafiklar tasvirlangan;

89 a,b,v chizmalarda & ning ratsional kasr qiymatlari uchun grafik-
lar tasvirlangan.

2) Ko'rsatkichli funksiya y=a", a>0 va a=1. Bu funksiyaning
- aniqglanish sohasi barcha hagigiy sonlar to‘plami g dan iborat. Bu
fitnksiya g>1 da o'suvchi, 0<a<1 da kamayuvchi. Ikkala holda
funksiya chegaralanmagan {90-chizma).

3) Logarifimik funksiva. y=log_x, a>0 va g=1. Bu funksiya
- musbat sonlar to‘plami ya’ni, R, da aniglangan. Bu funksiyaning gqi-
ymatiar to‘plami esa hagigiy sonlar to‘plamidan iborat (91-chizma).
'Ko rsathchll va logarifmik funkswaiar o‘zaro teskan funksiyalar.

(2{) () (} f‘l s Uj[

& ' = !091:\. ,l
: WA N
..2'_ __‘f" 7 i‘ 3 W - i ; - . |
90-chizma »d ) 91-chizni#

4) Trigonometrik funksiya-
lar. Trigonometrik funksiyalar
barchasi davriydir. y=sinx,
v=cos x, xeR funksiyalar-
ining davii 27 ga teng; sinx
funksiyasi toq, cosx funksiyasi

u -
Y=s5inx

e

T I N

','

s

juft funksivadir. Bu funksiyalar [y gesmy
x ning barcha giymatlarida an- .
N A

iglangan, Bu funksiyalarning e A‘ \V e )
__L/_ Lm g _._.::_____,_

grafiklari chegaralangan bo‘l-
gani uchun —I<y<1 polosa-
da joylashadi (92-chizma}.

. . o 92-chizma.
y=igx; xeR, x¢;+7ﬂc, keZ

’ y=clgx; xeR, x#ak, keZ

BN

7] 5"=2;57k | o i' 1 =lr?‘ [
| ;J <y g |
TS A S
AR : o Vo
; | . ] ! ! ]
I ] ! ; L
| o ; . f i b oo
A | b
o U \m KT ! 7 ! Fx
: i | ad t 2 i I
| | i i !
T ’ Rt
N | | |
. t Lo
i ( [ I :
, g SR e

 93-chizma.
Tangens va kotangens funksiyalari tog, chegaralanmagan, davriy
bo‘lib davri 7 ga teng (93-chizma) y=secx funksiya xeR,

x¢£+;'rk, keZ y=cosecx, xcR, x#nk, keZ, (94-chizma). .
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94- chlzma

1.5, Teskari fanksiya. - o
Bizga y= f (x) funksiya berilgan bo‘lsin. Bu funksiyaning aniqlan-

~ ish sohasi A to‘plamdan, funksiyaning giymatlar fo‘plami B to‘plamdan

iborat bo'lsin. Agar f(x) funksiya o‘suvchi bo‘lsa, A to‘plamidan ol-
ingan x, va x, qiymatlarni qarasak, o‘suvchi funksiva ta’rifiga ko‘ra
Cx <x, {(y=f(x),p, = f(x,)) bo'lsa, u vagtda y, <y, bo‘ladi.

Demak, ikkita har xil x, va x, qiymatlariga funksiyaning ikkita y,

va y, qiymatlari mos keladi. Buni teskarisi ham to‘g‘ri, ya’ni agar :

<y, (y,=F(x),y,=f(x,)) bo'lsa, o‘suvchi funksiyva ta’rifidan

x, <x, kelib chigadi. Shunday -

agilib x ning qiymatlari bilan y
ning ularga mos giymatlari orasi-

~ ¢da o‘zaro bir giymatli moslik
o‘matiladi. ¥ ning bu giymatiarini
argumentning qiyvmatlari deb x
*X ning giymatlarini esa funksiyaning
giymatlari deb garab, x ni ¥ ni
-za . funksiyasi sifatida olamiz. x = ¢(y)
- o3 o~ bu funksiya y= f(x) funksiya
" s uchun teskari funksiya deyiladi.

~ Shunga o‘xshash kamayuvchi funk-
siva uchun ham teskari funksiya
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maviudligini ko‘rsatish mumkin. Agar x=¢(y) va y= f(x) funksiva- -
farni grafiklarini yasasak, bitta chizigdan iborat bo‘ladi. x=g(y) teska-
ri funksiya y= f(x) tenglamani x ga nisbatan yechish yo‘li bilan"
topiladi. Odatda, teskari funksiyaning argurmentini, ya'ni x bilan, funksiya-
ni esa » hilan belgilab, grafik chizilsa, u holda ikkita har xil grafik
hosil bo‘ladi. Grafiklar birinchi koordinata burchaginning bissektrisasi-
ga nisbatan simmetrik bo‘lishini ko‘ramiz. :

Masalan, y=sinx funksiyasiga teskari y=arcsinx funksiyasini
grafigini garaylik (95-chizma).

1.6. Grafikni o‘zgartirish (almashtirish).

Aytaylik, ' '_ C C :
| | = M.
funksiva graf'gl ma lum bo‘lsin AU
© 1-da’voe: _ g -
v y=f(x+a) (bu yerda a>0) " (2

funksiyaning grafigi (1) funksiya grafigini Ox o‘qi bo‘yicha a birlik
chapga surish natijasida hosil bo‘ladi. '
Isbot.

Sx+a)y=f(x) . . (3)
deb belgilaymiz. Aytaylik, (x,,y,) nuqta (1) funksiya grafigiga tegishli
bo‘lsin. U holda funksiya grafigiga asosan y, = f(x,) bo'lib, (x,-a,y,)
nugta y = f(x+a) funksiya grafigiga tegishli bo‘ladi. Hagiqgatan ham (2)
dan f(x,—a)= f(x,—a+a)= f(x,)=y, bo'ladi, demak da’vo o‘rinli.

2-da’ve:

y=f(x)+b, b>0 ' 4
funksiya grafi é] (1) funksiya grafigini Oy o‘qi bo‘vicha b birlik yug-
origa surish natijasida hosil bo‘ladi.

3-da’ve: : _
y = f(kx) (5)
funksiva grafigi (1) funksiya grafigini (Ox o‘giga k -marta siqish, nat-
ljasida hosil bo‘ladi. '

4-da’vo:

y=K(x) _ (6)

funksiya grafigi (1) funksiya grafigining Oy o'qi bo‘vicha k marta
cho‘zish, natijasida hosil bo‘ladi. '
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2,3,4 da’volarni to‘g'riligi 1-da’vo isbotiga
o‘xshash tarzda isbot qilinadi. '

Tzoh. (1) funksiva grafigini (2) formula

yordamida o‘zgartirishda, uning shakii

- saqlanib grafigini joylashish holati o‘zgaradi.

Misol. y=(x-2)"+3 parabolani grafi-

- gi y=x” parabola grafigini 2 birlik o‘ngga

" va 3 birlik yugoriga siljitish natijasida hosil

96-chizma. - bo‘ladi (96-chizma).

1.7. Murakkab funksiya, algebraik va trantsendent funksiyalar,

Murakkab funksiyalar. Bizga ikkita y=F(u) va u=p(x) funksiy-'.

alar berilgan bo‘lsin. Boshqacha aytganda Y x ning funksiyasi bo‘lib
u esa 0°z navbatida x o‘zgaruvchiga bogilig bo‘lsa, ¥ ham x ga
bog‘liq bo‘ladi, ya’'ni y=F [¢(x)] funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiya
murakkab funksiya deyiladi.

_ y=Flo(x)] funksiyaning aniglanish sohasi u=@(x) funksiyaning
aniglanish sohasi yoki » ning F (1) funksiva aniglanish sohasidan
tashqari chigmaydigan qiymatlarida anigianadigan qismi bo‘ladi:

Misol. 5 -1-x?, y=+lu boisin u holda murakkab funksiya
y=+1-x?, bo‘ladi. Bu funksiyani aniqlanish sohasi [-1;1] kesmadan
iborat.

Ko‘phadlar: P (x)= ax" +ax"" +a,x" +..+a, ,x+a,  xeR,
a#0 ko‘rinishidagi funksiya n-darajali ko‘phad yoki butun ratsional
funksiva deyiladi.

Bu yerda Ay, a4,4,,...,a, koeffitsientlar deb ataladigan o‘zgarmas
sonlar, ne N ; n- ko‘phadning darajasi deyiladi. Ko'phadlar alfavitning
bosh harflari P, R, Q... bilan beigilanib, uning pastida indeks bilan
ko‘phadning darajasi ko‘rsatiladi.

Masalan, uchinchi darajali ko‘phad P(x)=a,x" + 5x; Birinchi
darajali ko‘phad. P (x)=a,x+a. Ikkinchi darajali ko‘phad esa kvadrat
uchhad deb ataladi. P, (x)=ax> +a,x+a,; ko‘phadlar chegaralanma-

gan davriymas funksiyalar bo‘ladi. Ayrim ko‘phadlargina tog va mo-

~noton funksiyalar bo‘lishi mumkin.

- Ratsional funksiyalar. -
Bu funksiya ikkita ko‘phadning nisbati kabi aniglanadi. - ko
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S P ax"+axT'+..+a, x+a,

O (x) bx"+bx"" 4. +b _x+b T - o~ o
Bu funksiya aniglanish sohasi sonlar o‘gining kasrni maxrajini
nolga aylantiradigan nugtalaridan boshga barcha nuqtalar to‘plamidan
iborat. Agar ratsional kasrning suratidagi ko‘phadning ko‘rsatkichi
maxrajidagi ko‘phadning korsatkichidan Kichik bo‘lsa , to‘g‘ri ratsional
kasr, aks holda noto‘g‘ri ratsional kasr deyiladi. Noto‘g‘ri ratsional
kasmi to‘g‘ri ratsional kasr bilan ko‘phadning vig‘indisi shaklida ifo-

dalash mumkin. :

4 2
Masalan, J"—'M suratni maxrajga bo‘lamiz. Natijada
. x"+1

4 3 ’
T 4+3x  +3x+1 a
= =(x"+3x- 1)+ —
x“+1 x +1

ga ega bo‘lamiz.
Algebraik famksiyalar. Transendenmt funksiyalar.

1-ta’rif. Funksiyani aniglovehi formuladagi argument x ustida fagat
algebraik amallar (qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish, darajaga
ko‘tarish) bajarilgan bo‘lsa, u funksiyaga algebraik funksiya deyiladi.
Algebraik funksivaga ko‘phadlar va ratsional kasrlar misol bo‘ladi.

2-ta’rif. Algebraik funksiyada ildiz chigarish amali ham qatnashsa

_u irratsional funksiva deyiladi.

Masalan,
L . _ 2x4 +x3

ymX X
afx 32

© . ~.3-ta’rif. Algebraik bo‘lmagan boshqa barcha funksiyalar transséh-
dent funksiyalar deyiladi. -

10, log_x, sinx, cosx va hokazo.
Elementar funksiyalar.

Ta’rif. Elementar funksiyva deb y= f(x) ko‘rinishidagi birgina for-
mula bilan berilishi mumkin bo‘lgan funksivaga aytiladiki, bunda o‘ng .
tomonda turuvchi ifoda chekli sonda qo‘shish, ayirish ko‘paytirish,
bo‘lish va murakkab funksiya elementlari yordamida asosiy elementar
funksiyalardan va o‘zgarmaslardan tuzilgan.

Masalan,
' y=x+5sindx; y=5cosx; xeR.

y=log,(cosx); y=cos(5"); xeR.
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O‘z-0°zini tekshirish uchun savollar.

1. Sonli funksiya deganda qanday funksiyani tushunasiz?

. 2. Funksiya nima?
. 2 Eunll:ssgyan%ng Juft-togligi, davriyligi qanday aniglanadi?

- 4 Funksiyaning o‘suvehi, kamayuvchili i, chegaralanganligi, m: ronligi
.qanday aniglanadi? ¢ * neantiel, monotonligl
.5 Sodda elementar funksiyalarga qaysi funksiyalar kiradi?

6. Ko‘ph_ad deb nimaga ayiiladi?

7. To‘gri va noto’g’ri ratsional kasrlarni ta’riflang?

3 A!gebralk va transsendent funksiyalar deganda qanday funksivalarni
tushunasiz?

2_'§' Funksiyaning limiti, wzluksizligi, elementar funksiyalarning .

uzhuksizligi, ajoyib limitiar

2.1. Sonli ketma-ketliklar. Chegaralangan monoton ketma-

ketliklar.

1-ta’rif. Natural sonlar to‘;jlami N da aniglan =
; _ gan o= f(n
funksiya sonli ketma-ketlik deyiladi. 7
Sonli ketma-ketlik {x} yoki {f(n)} neN ko‘rinishida belgilanadi.

Agar n ga 1,2,3,.. va hokazo qiymatlar bersak, funksiyaning Xususiy

qiymatlarini olamiz.

. x| :f(l)sxz =f(2),..., X, =f(ﬂ) .
. Bu qgiymatlarga sonii ketma-ketlikning hadlari yoki elementlari dey-
iladi. Ketma-ketlikning 7 -hadi uning umumiy hadi deb ataladi. Umu-
miy had ma’lum bo‘lsa, ketma-ketlik berilgan hisoblanadi.
I-misol. x =3" zcpn funksiya quyidagi soniar ketma-ketligini
beradi:
{x,}={3"={3,9,27,...,3",..}.

2-misol, x, =+ (2D

t__)eradi: '

{x,,}={3f-(2'—‘)i}={o,1,0,1,...}

Misollardan ko‘rinadiki, barcha ketma-ketliklar cheksiz ketma-ket-

liklar bo‘lib, ularning har birida ohirgi had mavijud emas.
‘ Barcha hadlari bir xil giymat qabul gjladigan {x,} ketma-ketlik
O'zgarmas ketma-ketlik deb ataladi. . . o . -
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s e N funksiya quyidagi sonli ketma-ketligini_

Agar ketma-ketlikning »-hadi ya’ni umumiy hadi ma’lum bo‘lsa
uning hadlarini hisoblash mumkin.

3-misol. x, = ,) berilgan. Bu ketma-ketlikning birinchi 7 ta
n . .

hadini hisoblang.

1 .z Iy
NS NS R U= S
T 2 8 3 27 _
o LA SO G VS MY e S BV G0 M

*4 30T Ly AT 3 T PR Cl ; X = 3 -
4 64 3 125 6 196 7 343

Ketma-ketlik berilishini rekurrent usuli ham mavjud. Bu usuida
ketma-ketlikning umumiy hadini, oldingi hadlardan foydalanib hisob- -
lash qoidasi beriladi.Ketma-ketlikning umumiy hadini oldingi hadlari
orqali hisoblash formulasi rekurrent muncsabat deyiladi. Rekurrent
munosabatga misol qilib quyidagi formulani ko‘rsatish mumkin.

X, =X, +3x, ,.

Bu formula n=] va =2 qiymatlarda ma’noga ega emas,chunki
bu giymatlarda x,,x, hadlar hosil bo‘ladi, ketma-ketlikda esa 0,-]
nomerli hadlar yo‘q. Shuning uchun berilgan ketma-ketlikda x, va x,
hadlarni boshlang‘ich hadlar deymiz. Shularga asosan keyingi hadlarni
x; dan boshlab topamiz. Aytaylik, x, =1, x,=2:

X, =X, +3x =5 X, =x,+3x,=5+6=11;

X=X, +3x,=11+15=26;  x =x,+3x,=26+33=59. - -

Shunday qilib 5, 11, 26, 59, ... ko‘rinishdagi ketma-ketlikga ega bo‘ldik.

2-ta’rif. Shunday musbat M soni mavjud bo‘lib, barcha ne N
uchun |x,j<M tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ket chegaralangan
deyiladi. Aks holda chegaralanmagan deyiladi.

1 !
4-misol. x, =—5 ketma-ketlik chegaralangan, chunki 0< 3 <1,
3-ta’rif. Agar istalgan pe N uchun x <yx , tengsizlik bajarilsa,

{x,} ketma-ketlik o‘suvchi deyiladi. Agar x, <x,,, tengsizlik bajarilsa,
{x,} ketma-ketlik monoton o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi.

2n—-1
= : nelN kamaymaydigan, chunki

) "

2n+1 2n-1 1

. E n+l n: - = >
i L n+l n aln—1)

- 4-ta’rif. Agar istalgan neN uchun x, >x tengsizlik bajaﬁlé‘is_é}?

X . —-X 0,
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_ -'{x”} ketma-ketlik kamayuvchi deyiladi. Agar x, >x,,, tengsizlik bajar-
- dlsa, {x} ketma-ketlik monoton kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.
1 1 l
N x" = kctma'ketﬁk ¢ i i e
) o o'smaydigan, chunki (n4_-1)‘ <n5 .
2.2 Ketma-ketlikning Limiti. o
1

n " nelN o (D
_f"=1+l neN - - ooa 2)
n ‘ )

ketma-ketliklarni qaraylik. Bunda (1) ketma-Kketlik n ning o‘sib borishi- -

bilan o‘suvphi bo‘lib, (2) ketma-ketlik esa n ning o'sib borishi bilan
kamayuvchl ‘ketma-kctlik bolib 1 ga yaginlashadi. Buni matematik
n}zqtal nazandan_ ta'riflash uchun quyidagi savolga javob izlaymiz, »
ning giymati qanday bo‘lganda x, —1 ayirmaning absolut giymati 0.00
dan kichik bo‘ladi? ® ahymat 501
S

bo‘lganidan |x, ~1|<0,001 tengsizlik ixtiyoriy »n>N=1000 da baja-
riladi.

U holda ixtiyoriy musbat ¢ soni uchun (3) tengsizlik ixtiyoriy

N= 1
B> = - | vehun bajariladi.

Mana shunday bo‘iganda ( 1) va (2) korinishidagi ketma-ketliklar- o

n.ing limiti 1 ga teng deyiladi va tubandagicha yoziladi.

Ilm[l—lJ =1 li_rn(l +_1.J =],
H—n n e n

Endi ketma-Kketlik limitiga ta’rif beramiz. o .0‘zgarmas son va {x }.
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. | ’
‘ Ta’ﬁf. Agar istalgan g ( son uchun shunday N = N(¢) son mavjud
) b? Isaki, barcha x> N lar uchun |x,—al<e tengsizlik bajarilsa, «
OZgarmas son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va quyidagicha
yoziladi:
limx, =q.

- .Yuqorida,.gi misollardan ko‘rinadiki, N natural sonini tanlanishi
oldindan berilgan musbat £ scniga bog‘lig. Bu bog‘lanish N =N(&)
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yoki N = Ne ko‘rinishida yoziladi. Agar ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, -
u yaginlashuvchi, limitga ega bo‘lmasa, uzoglashuvchi deyiladi.

2.3. Cheksiz kichik va cheksiz katta sonli ketma-ketliklar. -

1-ta’rif. Agar ixtivoriy musbat 4 soni uchun (4 ni qancha katta '
qilib tanlamaylik) shunday N nomer mavijud bo‘lib, ;> N qiyvmatfarida .-
|xn]>A tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, {x,} ketma-ketlik chcksiz katta de-
yiladi. . . :
Masalan, {#°} ketma-ketlik cheksiz katta. Shuning bilan birga = .
chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik bo‘imasligi

ham mumkin.
Masalan, 1,2,1,3,L 4,...,1, 7 1, 7+],... ketma-ketlik cheksiz katta

emas, chunki 4>1 giymatida |x,|> 4 tengsizlik » ning tog qiymat- -

larida ma’noga ega emas.
2-ta’rif. Agar ixtivoriy musbat g soni uchun (g -etarlicha gilib’

tanlanganda ham) shunday » nomer mavjud bo‘lib, »~ ¥ giyvmatlar-
ida |x,|<s tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik cheksiz kichik ket-
ma-ketlik deyiladi.

<€ tengsizlik-

H

1 | I
Masalan {;] cheksiz kichik ketma-ketlik Ixn|=|

b l
dan n>— ga ega bo‘lamiz. Agar N=[l:| bo‘lsa, v holda ixtiyoriy -
. £ £ _

1
n> N uchun |x,|<& bajariladi (8=B uchun N =[10]=10 ni olamiz).
Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar orasidagi bog‘lanishni
quyidagi teorema aniqglab beradi:
Teorema. Agar {x } ketma-ketlikning barcha hadlari noldan fargli -

1
bo'lib, ya’ni x, cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa (an)=(t_] ketma- .

ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi va aksincha. ’
Cheksiz kichik ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:
1) Ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar yig‘indisi va ayirmasi chek-
siz kichik ketma-ketlik. :
e, £ B,| <.
2) Ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar ko‘pavtmasi cheksiz kichik
ketma-ketlik :

- |an * ﬁn
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3) Cheklangan ketma-ketlikni cheksiz kichikk: ¢ i
| cheksiz kichik ketma-ketlik e ko pawwl. ym

%, B,|<=. .

Agar {x } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib,uning limiti & ga
teng bo'lsa, u holda |x, ~al={x,} ayirma cheksiz kichik ketma-ketlik
b?‘l«'ftdl, chunki ixtiyoriy {a,} son uchun shunday {b,} nomer topila-
di-ki, |x,|=x, ~d|<¢& tengsizlik bajariladi. Bundan esa yaginlashuvchi
ketma-ketlik biror ¢« limitga ega bo‘lsa, uning ixtiyoriy elementini
¥, =a+a, ko‘rinishida yozish mumkin degan natijaga kelamiz.

Yaginlashuvchi sonlj ketma-ketliklarning limitlarini hisoblashda

yig'indini, ayirmani, ko‘paytmani va bo‘linmani limitlari to‘g‘risidagi -

qqyidagi teoremalardan foydalanishga to‘g‘ri keladi (bu teoremalar
arifmetik xossalar deb ham yuritiladi).

‘l-teoreyla. Agar {a,} va {b} ketma-ketliklar yaginlashuvchi
?olisil,_ulamlqg vig'indisi bo‘igan {a,+b,} ketma-ketlik ham yagin-
ashadl va yig‘indining limiti qo‘shiluvchilarning limitlari vie“indisi
teng bo‘ladi. e v vieindisiea

Em_(a" +b y=lima, +1limb,

=

Isboti. Aytaylik lima, =a limb, =b po'lsin. U holda ¢ =a+a

L 2

b,=b+p, deb yozamiz. Bu verda @, va 3 lar n— o da nolga .

.intiladi. a,+b,=(@+b)+{a,+B,); no>w da &, >0, £, -0 ga
intiladi, bundan '

’l’iﬂr)g(an +b,)=(a+b)=lima, +1limb,

W=y H~=a

i 2-'teorema. Agar {a,} va {b,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bolsa,
ularning ko‘paytmasi ham yaginlashadi va ko‘paytmaning limiti, - "

ko‘payuvchilar limitlari ko‘paytmasiga teng.
'!i_?:(anbn) = (lim an)(ﬁm bn ) .

I-natija. O‘zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashqariga chiqar:g:s

ish muomkin,

Zrnatija’. Aga'r {a,} va {b} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa,
ylamlng ayirmasi {a, —b,} ham yaqinlashadi va ayirmani limiti lim-
itlar ayirmasiga teng bo‘jadi.

lim(a, ~5,) = lima, - limb,.

- 3-teorema. Agar {q } va {6,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa,
va b, =0 bo‘lsa, ularning bo‘linmasi {a,/b,} ketma-ketlik ham yaqin-
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- monoton kamayuvchi,

lashadi va uning limiti, limitlar bo‘linmasiga teng bo‘ladi. -~ .-

o TR L [ lim a,
N ERd ]]m h P H.-Drn
. a =l h ) limb, -
L 8-3n 3
Misol. lim ==
- wrnT—dn 4

Monoton ketma-ketlik ta’riﬁ; .

Agar x, <x,<Xx,<.<x,<X,, <. bo'lsa, {x} ketma-ketlik
o‘suvchi, agar x, <x, <x;£..5x,<x,, <. bo'lsa, {x,} ketma-ketlik
kamaymovchi, agar x, >x, >x, >..>x, > x,,, >... bo'lsa, {x } ketma-
ketlik kamayuvchi, agar x zx,z2x,2..2x,2x,,, 2. bolsa, {x}

ketma-ketlik o‘smovchi deyiladi.
Bu ketma-ketliklarning barchasi birlashtirilib, monoton deviladi.

O‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar gat’ily monoton deyiladi.
Berilgan ketma-Ketlikni monotonlikka tekshirishda x,,, >X, ni

xm
bajarilishi yoki x_' ga nisbati 1 ga taqqgoslanadi.

]

1-misol. X, = umumiy hadga ega bo‘lgan ketma-ketlik mo-

H
noton o‘suvchi ekanligini isbotlang.
Yechish. Ixtiyoriy » uchun x,,, >x, ekanligini ko‘rsatamiz. Bun-

ing uchun »n ni p+] ga almashtiramiz.

rn+l
Xy = Ined tagqgoslash uchun bitta umumiy maxrajga keltiramiz.

. n _ : .

: : 3n° +4n+l 3n° +4n

X e L X e s
™ @ned)3n+l) 0 " GredGr+l)
3n2 +4n+1>3n% +4n bo'lgani uchun x,  >x, .
2-misol. Umumiy hadi X, = n/ 5% ga teng bo‘lgan ketma-ketlik

X _
Yechish. » uchun nisbatini tekshiramiz. Quyidagi nisbatni
~ olamiz. " _ |
C xw_ntlon_ e a1 M 2

x, 66 6™n n 6 6
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Monoton ketma-ketliklar hech bo‘lmaganda bir tomondan cheklan-

" gan bo'lishini eslatish kifoya.

Teorema (isbotsiz keltiramiz)., Monoton chegaralangan ketma-ketlik
limitga ega.

S 2.5, Ofzgaruvchi migdorning limiti.
' Cheksiz katta o‘zgaruvchi migdor.

Biz tartiblangan o‘zgaruvchi miqdorlarni tekshiramiz. Bundan keyin
o‘zgaruvchan migdorni ofzgaruvchi x ning deb ishlatamiz.

1-ta’rif. Agar har bir oldindan berilgan kichik £ >0 son uchun x
ning shunday givmatini topish mumkin bo‘lsa-ki, x ning keyingi qi-

_ ymatlarida x-ag<g tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, o‘zgarmas «ag» son

M -

o‘zgaruvchi x ning limiti (oxirgi marrasi) deyiladi. («|jm» - qisqartirilga-
ni, fotincha limes so‘zidan olingan bo‘lib, marra (chek} degan so‘zdir).

Agar a son o‘zgaruvchi X ning limiti bo‘lsa, u holda x o‘zgaruvchi
a ga intiladi deyiladi va limx=a ko‘rinishda yoziladi.

Geometrik nugtayi nazardan limit ta’rifint quyidagicha ifodalash
mumkin: Markazi a nuqtada va radiusi g bo‘lgan oldindan berilgan
ixtivoriy har gancha kichik atrof uchun x ning shunday giymati topil-
saki, o zgaruvchmmg keyingi giymatlariga tegishli barcha nugtalar shu

. atrofda bo‘lsa, o‘zgarmas o son o‘zgaruvchi x ning limiti bo ladi

~ (97-chizma). S
2s S _' .
A C‘\\\ e o ian
1 o .
s e e o X g @ 5//-=..».‘s.'§1f;i iy
‘ Ix-a\ ‘ an
97-chizma.

A B

Misol. 0‘zgaruvch1 rquor x ketma- kct quy1dag1 qumatlarm qabul .

giladi:

I

1 | | S
X, 23+5, X, =3+2—2, X, =3+53—,..., x, =3+;.

+:.Bu o‘zgaruvchi miqgdorning limiti 3 ga tengligini isbotlaymiz.-Qu-

v iyidagi tenglikni yozamiz: I

1

(3+L}~3 -
2" 27

- Har ganday ¢ uchun o‘zgaruvchining n nomeridan boshlanadigan

" I I
- barcha keyingi giymatlari (bu yerda —<¢& yoki ”>$) |xu *3|<5
’ A

T 152

tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu esa talab qilingan isbotdir, ya’ni - . .

_ llm[3+~l-]=3_ y
=0 2
O‘zgarmas migdorning limiti shu o‘zgarmas migdorning 0°ziga teng,
chunki & har qanday bo‘lganda ham |x-s|=|s—s|=0<¢& tengsizlik

bajariladi. Limitning ta’rifidan o‘zgaruvchi x ikkita limitga ega bo‘la -
olmasligi kelib chigadi. Hagigatan ham, agar limx=gqg, limx=5 {(a<b)

bo‘lsa, u holda g ixtiyoriy kichik bo‘lgan holda x birdaniga ushbu
ikkita tengsizlikni qanoatlantirishi lozim: |x—a|<e va |x—b|<s bu

b
esa & <___a bo’ lgan holda bo‘lishi mumkin, bu esa mumkin emas :

(98 cmzma) et

98-chizma.

2-ta’rif. Agar oldindan berilgan har bir £ >0 son uchun x ning -

shunday qiymatini topish mumkin bo‘lsaki, o‘zgaruvchining shu qiyma-

tidan boshlab, barcha keyingi giymatlari uchun [x|> M tengsizlik o‘rinli

bo‘lsa ofzgaruvcht x cheksizlikga intiladi deyiladi.

Agar o‘zgaruvchi x cheksizlikga intilsa, v cheksiz katta o‘zgaruvchi
migdor deyiladi va x— o ko‘rinishida voziladi. Misol, o‘zgarnvchi
migdor x

==L x,=4;x,=-9;x,=16,.,x, =(-1)"n*

giymatlarni gabul qilsin. Bu cheksiz katta o‘zgaruvchi migdor, chunki. - -

ixtiyoriv A >0 da o‘zgaruvchining biror giymatidan boshlab, hamma
keyingi givmatlari absolut miqdor bo‘yvicha M dan katta bo‘ladi.

2.6. Funksiyaning nuqtadagi limiti.

Endi x argument biror « limitga yokl chekmzhkga intilzanda

funksiya o‘zgarishini garaymiz.

1-ta’rif. Agar, y= f(x) funksiya a nugtaning biror atrofida anig-
langan bo‘lib, (x =g nuqtaning o‘zida aniglanmagan bo‘lishi mumkin)
musbat g son uchun shunday musbat p sonni ko‘rsatish mumkin
bo‘lsa-ki, x ning a dan fargli va |x—a|<& tengsizlikni ganoatlanti-
radigan barcha x#¢ nuqtalar uchun ] F(x)- b|<g tengsizlik o‘rinli
bolsa, x argument o ga intilganda (x—a), y=f(x) funksiya b
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nmitga intiladi ( y—)b) va b son funksivaning x =g nugqtadagi limiti -

deviladi,

Agar p son funksiyaning ¢ nuqgtadagi limiti bo‘lsa, quyidagicha:
llmf(x)-b yoki x—>a da f(x)—> b deb yoziladi. Agar x—>a da
: f (x)—)b bo‘lsa, u holda y= f(x) funksivaning grafigida bu quyida-
gicha tasvirlanadi (99-chizma). |x—af<J tengsizlikdan { F(x)- bI<5
tengsizlik chigar ekan, u holda bu, a nuqtadan § viroq bo‘lgan maso-
fada turuvchi barcha x nuqtalar uchun y = f(x) funksiya grafigining M
nuqtalati y=b—£ va y=5h+¢ to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan,
eni 2¢ bo‘lgan yo'l (polosa) ichida votadi (99-chizma).

71 | =400 jush e
d+s ’ﬁ'hl AR 5%
7 A ' i .-{_5&,
J 1 --0g ‘ d=g EJ' f deo
e “Z ik 777w v
@ AT -
515 o
. P 148,51
¢ - z-5 o a+& _ o
99-chizma. 100-chizma.

l-eslatmﬁ. Agar x biror g sondan kichik giymatlarnigina qabul
qilib, shu & songa intilganda f(x) funksiya b, ga limitga intilsa, u

holda lim f {x)=5d, deb yoziladi va b ga f(x) funksiyaning a
nuqtadagi chap limiti deyiladi. Agar x funksiya a dan katta giymat-
larnigina gabul gilsa, u holda _‘,El;llof (x)=bz deb yoziladi va b,

funksiyaning a nugtadagi o‘ng limiti deyiladi.
Agar o'ng va chap limitlar mavjud bo‘lib b, =5, =5 bo'lsa, u holda

. limitning ta’rifiga ko‘ra ¢ nuqtada limitning o°zi bo‘ladi {100-chizma). -

Misol. lim (2x +1}=5 ekanini isbotlaymiz. Hagigatan ixtiyoriy ¢ >0

berilgan bo' lsm, ushbu |(2x+l) 5|<s tengsrzllk bajarilishi uchun
quyldagl tengsizliklarning bajarilishi zarur:

&
[2x-4|<e, ‘(x—2)‘<~2-, —5<x—2<—2- ,
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' Shunday qilib, 1stalgan g£da x ning 'x 2‘<-——5 tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha qiymatlari uchun 2% +1 ﬁ.mk31ya _giymatining
3 dan fargi £ dan kichik bo‘ladi. Bu esa x.— 2 da mt11ganda funksiya-
ning Iimiti 5 demakdir.

2-eslatma. Funksiyaning limiti x-»¢ da mavjud bo‘lishi uchun

funksiva x=g nuqtada aniglangan bo‘lishi talab qilinmaydi. Limitni - -

topishda g nuqtaning ¢ dan fargli atrofida funksiyaning qumatlan
qaraladi.

1

Misol. Ilm T ' =2 ekanini ishotlaymiz. <
“ix"-2x

Bu yerda funksiva x =2 da aniglanmagan. Ixtlyony e da § shun- .

day topiladiki, agar ‘x 2'<c5' bo‘lsa,

x4

-2

<E; S LD

xT=2x
tengsizlik bajarilishini isbotlash kerak. Ammo x=2da (1) tengsizlik
|(x~2)(x+2)_2 _|(x+2)__2_x—2 : :
x(x— 2) x >
yoki |x-2/<e (2) tengsizlikga ekvivalentdir.
Shunday qilib, ixtivorly & da (2) tengsizlik bajanlsa (1) tengsizlik

bajariladi (bunda &£=47). Buning o‘zi berilgan funksnya x—2 da 2
sonidan iborat limitga ega demakdir.

Fiidaniie

X

2.7. Cheksizlikka intiluvchi funksiyalar,
Endi argument o‘zgarganda y = f(x) funksiya cheksizlikka intilgan
holni garaymiz.

1-ta’rif. Agar f(x) funkswa a nuqtaning biror atrofida aniglangan
va istalgan Af > 0 son uchun shunday son topish mumkin bo‘lsa-ki, x
ning |x-al<& shartni qanoatlantiradigan barcha x=¢ lar uchun
[ f (x)[ >M tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, x > o da f(x) funksiya chek-
sizlikka intiladi deyiladi (va'ni x —» a da funksiva cheksiz katta migdor
bo‘ladi).

‘Agar x->g da f(x) funksiva cheksizlikka intilsa va bunda fagat
musbat yoki manfiy giymatlar gabul qilsa, mos ravishda bunday yoziladi:
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lim f(x) =+, limf(x)=-o0.

S

. I
o Misol. lim—-=c0 ekanligini isbotlang.

S B

Yechish. f (X_)=_1—:; funksivani qaraymiz. Ixtiyoriy A >0 sonini

: 1
.olamiz. |f(x)|>M ni almashtiramiz. ':; >M bo‘lsin. Bundan
| - 1
: lx+1[<§ bo‘lishi kelib chiqadi. Agar §=; deb olinsa, {x+1|<&
tengsizlikni ganoatlantiradigan x lar uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:
;l__ o _1“ =AM vyoki _,l._
I+x] & 1+x _
Bundan esa x— -1 da f(x)=m—+oo bo‘lishi kelib chiqadi.

> M -

Agar x-—>o da f(x) funksiya cheksizlikka intilsa, u holda bunday

yoziladi: lim f(x)=c va jumladan, lmf(x}=c0, lim f(x)=co,

Jim f(x)=-% bo‘lishi mumkin.

Masalan, lim x* =+o0; lim x* =— va shunga o‘xshash.

A=t I

Eslatma. x->q da yoki x > da y= f(x) funksiya chekli lim-
itea yoki cheksizlikka intilmasligi ham mumkin. S

2.8. Cheksiz kichik funksiyalar. -

Endi argumentning biror o‘zgarishida nolga intiluvchi funksiyalami :

tekshiramiz.

Ta’rif. Agar lim f(x}=0 yoki lim f(x)=0 bo'lsa, x-—+a da yoki

: Xt
x—om da f(x) funksiva cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Ta'rifdan ko‘rinadiki, ya’ni xhﬂ f (x)=0 bo‘lsa, bu oldindan ber-
ilgan har ganday ixtiyoriy kichik & >0 son uchun shunday §>0 son
topiladi-ki, x ning |x—a|<5 shartni ganoatlantiruvchi x ning barcha
qiymatlari uchun |f(x){<& shatti o‘rinli bo‘ladi.

Misol. 1. f(x)=(x~-1)* funksiya x —»1 da cheksiz kichikdir, chunki

lim £ (x)= lxim(x—l)2 =0 (101-chizma).

x>l
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- vu, lekin nolga aylanmasa, u holda y=

lO]-chjz.ma.' D l'OZ-thizma‘

' 1
2. a=— funksiva x-»owda cheksiz kichikdir (102-chizma).
X
1-teorema. Agar y = f(x) funksiya o‘zgarmas son 5 bilan cheksiz
kichik funksiya «{x) ning yig‘indisi L
y=b+a(x). - (1)
ko‘rinishda berilsa u holda, x->a yoki x—>ow da limy=4 bo‘ladi.
Aksincha, agar limy=» bo‘lsa, y=b+a(x) deb yozish mumkin,
bu yerda «(x) cheksiz kichik funksiya. RS
Isboti. (1) tenglikdan; | y—b] =|o:(x)[ kelib chiqadi. Ammeo ixtiyoriy
£ da, biror givmatdan boshlab, x ning barcha giymatlari |a(x)|<s
munosabatni qanoatlantiradi, demak, biror giymatdan boshiab, ¥ ning
barcha giymatlari uchun [ y—b[ <& tengsizlik ganoatiantiriladi. Buning

o‘zi limy=b demakdir.

Misol. ;=1+1 funksiya berilgan bo‘lsin, u holda limy=1 va
aksincha, limy ¥1 Jli)t::t‘lgani uchun o‘zgaruvchi ¥ n_i.l bilan cheksiz kichik
ﬁmksiyani:;g ”yig‘mdisi ya'ni y=l+o:(x) ko‘rinishda yozish mumkin.

2-teorema. Agar x —» ¢ da {yoki x = da) a=a(x) nolga intilsa-

cheksizlikka intiladi.

alx
3-teorema. Ikki, uch va umuman ma’lum sondagi cheksiz kichik
funksiyalarning algebraik yig‘indisi cheksiz kichik funksiyadir.
4-teorema. Cheksiz kichik a=a(x) funksivaning cheklangan
z=z{x) funksiya bilan ko‘paytmasi x-»>a da (yoki x - da) chek-
siz kichik migdordir.
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2.9 Limitlar hagida asosiy teoremalar.

1-teorema, Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig 1ndlsm1ng lumtl

ou funksiyalar limitlarining algebraik yig‘indisiga teng.
(U, +U, +..+ U, )=limU, +limU, +.....+ imU, .

Isboti, Isbotni ikki qo‘shiluvchi uchun keltiramiz, qo‘shiluvchilar
soni har gancha bo‘lganda ham isbot o‘z kuchida goladi.

Aytaylik, IimU, =b;; limU, =5, bo‘lsin. U holda 2.8 mavzudagi
1-teoremaga asosan, U, =b +¢,(x), U, =b, +&,(x}; a,(x), a,(*) lar
cheksiz kichik miqdorlar. Demak, U,+U,=(b +b,}+(a, +a,);
. (b, +&,) ~ o‘zgarmas miqdor, (a, +a,) esa cheksiz kichik migdor.

im(U, +U,}=b, +b, =limU, +imU,. R
Misol. P

R I

4 3 : o
lim % +43x =lim(l+§-]:Iiml+lim2=l+0=1'_.5.‘y__,(-_-._--.
X

X=rat x Xy o x3m g

2-teorema. Chekli sondagi funksivalar ko paytmasmmg llmltl bu

funksiyalar limitlarining ko‘paytmasiga teng. S
imUU,..U, =limU, imU,...imU . i
Isboti. - o :'-'UV\ .
IimU, =bl Iil’l‘lU‘2 =bg _ ] - gy

e U =b +a, U,=b,+a, e
‘ v, =(5 +a,)(b +a,)=bb, +a‘;az-i-b4:1f,+c.\:4sr2
bo‘lsin. bb, ko'paytma o‘zgarmas mlqdor '

Demak EmU U, =limU limU,. :

Natija. O‘zgarmas ko‘ paytuvchmi limit ishorasidan tashqariga chlqa-
rish mumkin. limcU, =climU,. Agar ImU, =b,, ¢ —o‘Zgarmas.
lime=¢,

lim(ch, ) =limc-limb, =clim,

3-teorema. Ikkita funksiya bo‘linmasining limiti, maxraj limiti noldan
farqh bo‘lsa, bu funksivalar limitlarining bo° lmmaslga teng

Agar lim¥ %0 bolsa, lirﬁ-;-:_—-—_ L S C i

~ Isboti. limU =g, imV =0.
Demak, U =a+a , ¥=b+p3, bu yerda o va B cheksiz kichik
mlqdorlar '
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U a+a a [a+a’ aj a ab aﬁ o - ‘i

YV beB b \bsB b)) b bR
U _a llmU' ' a
lim—=—

V b leV

4-teorema (teorema isbotsiz keltiriladi). Agar uchta f(x), f,(x)
va ¢(x) funksiyalaring qiymatlari orasida f, (x)<e@(x)< f,(x)) teng-
sizliklar bajarilsa, bunda x —» « da (yoki x >0 da) f(x), va f,(x)
birgina p limitga intilsa, u holda x -« da (yoki x-—»oda) o(x)

ham shu limitga intiladi, ya’'ni lime(x)=5 bp ladi. o
Bu teorema oraliq funksiyaning_'limiti hagida teorema deylladl.

2.10. x>0 da % funksiyaning limiti.

¥

. sinx ) ]
Teorema. - funksiva

x—0 da 1 ga teng limitga ega. . - R

sinx

Ishoti. — funksiva x=0 da
aniglanmagan, chunki kasming surat
va maxraji nolga aylanadi. Bu fun-
ksivaning x — 0 limitini topamiz. o
Radiusi 1 bo‘lgan avlanani qaraymiz 5 1 R
(103-chizma). ;

Markaziy burchakni x bilan 103-chizma. |
belgilaymiz. }

.. Bunda'\O<x <§ chizmadan quyidagilar chigadi:

AMOA yuzi <MOA sektor yuzi <ACOA YUZi; - .w

L
. AMO4 yuzi S—EOA—MBME I 51nx--2-smx
g B 1 "
MOA SthOI‘ yuZi S'—"EOA‘M:*—Z—-l-x=Ex;

1 ! ! |
ACO4 yuzi S=504-AC=Zcligr=2ige. .,

- Demak, sinx<x<rgx.
.. Hamma hadlarni sinx ga bo‘lamiz.
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. - o _
l<—<—--—- yolu l>~——> . ‘Bu tengsizliklarni x>0 deb
sinx cosx -0 isinx cosx ' R
chigardik. :

©sin(—x) sinx
— - . cos{-x)=cosx ekanini ¢ tlborga olsak x<0 bo‘lsa

—X
_ham tcngsmhk to‘g’ri bo‘lib chigadi.
limcosx=1 = liml=1_

X3 x>}

sinx
Demak, —— funksjya shunday ikki funksiya oraligidaki, ular-

w00, ning  ikkalasi ham birgina limitga mtllach va u limit -1 ga teng
(104-chlzma) : :

. T
104-chizma.
hm?—ul—{:]_
: x=0 X
g3 . 3sin3x 1 . si .
g7 =lim SR 7¥ =3hmsm3th ! =31=3,-

Mlsolllm

x 0 3y cos3x =0 3y x=0c0083x 1

2.11. e—soni.

yotuvchl limitga ega, yani llm(1+*") =e,

H—re}

| Y .
.- Ta’sif. (1 J .o‘zgaruvchini > oo dagi 11m1t1 e soni deylladl
.<3=11m(1+l - H.M
R n ¥ . -

e soni irratsional son. e=2.71828184..

.. L. s “ 5 ;L : . ‘ Lo
lilll(1+—1') =[l+lJ (1+«1*J =e:l=e: i
=y F i n n ) " .
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kursida juda ko‘p go‘llaniladi.
funksiva deb yuritishadi.

Teorema. (H—) = o‘zgaruvchi n— w0 da 2 bilan 3 orasida

- lzoh. Asosi e bo‘lgan ko‘rsatkichli funksiya y=e¢* matematika
Bu funksiyani ko‘pincha eksponental

2.12. Natural logarifiniar. :
Asosi e=2,7182818284... sondan iborat logarifmlar natural log-

arifmlar deyiladi. U In N bilan belgilanadi. Demak, ¥ =y bo‘lsa, ¥
ga x ning natural logarifini deyiladi va y = loge X o‘rniga y=Inx
. bilan yoziladi (105-chizma}.

g
N . . !zsr!'ﬂ .
J A , i?""'j g,T' 0
B ) gg X dj ZQJB“’
7 ’,rfl R S S S S T S

i 05-chizma.

Endi biror x sonning o‘nli va natural logarifmlari orasi'dagi. mun-
osabatni aniglaymiz. y=lgx yoki y=10” bo‘lsin. Bu tenglikning o‘ng
va chap tomonlarini e asosga ko‘ra logarifimlaymiz.

' Inx = yinl0.

Inx
Bundan y=-1~n—-a yokl y nmg qumatml o'rniga qo ‘yib

ng" l —Inx; = 0,434294,
Inlo¢

R . M — soni natural logarifindan o’nli logarifinga o‘tish moduli deyﬂadl o

lgx“M Inx; x=¢ deb faraz qilsak Ige M (lne—l)
. lnxwwlgx — x2.3025;
e M M
Shunday qilib, Inx=2,30251gx.
2.13. Funksiyalarning uzluksizligi.

1. Funksivalarning uzluksizligi.
y= f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin. x, e(a,b)

nuqtada, unga funksiyaning y, = f(x,) giymati to‘g‘ri kelsin. Boshqa
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XA Ctuelooo 007 Biror xe(a,b) nugtani olaylik.
Cowee sl e o Agar x biror musbat yoki manfiy
. v (fargi yo‘q) Ax orttirma olsa
: - x=x,+Ax qiymatga ega bo‘lib
Mo EE _ qolsa,0 ‘u holda y funksiya ham
/ - biror Ay orttirma oladi.
: P R Funksiyaning yangi orttirilgan
® qiymati y, +Ay=f(x, +Ax} bo‘-

. aX __ladi (106-chizma) Ax=x-x, ar-

o Xo  Xo*sX - ¥gument orttirmasi, funksiyaning
' ' orttirmasi esa Ay=f{x, +4x)~ f(x,)
106-chizma. formula bilan ifodalanadi.

Ta’rif. Agar y= J{x) funksiya x, nugtada va uning atrofida an-
iqlangan bo'lib, lim Ay=0 yoki lim| f(x,+Ax)~7F(x,)[=0 bo'lsa,

=0

- x=x, giymatda (yoki x, nuqtada) funksiya uzluksiz deyiladi. Uzluk-

. sizlik shartini bunday yozish mumkin.

lim 7 (x, + Ax) = £ (x,) (b
yoki lim f(x)=f(x,) ammo x,=limx yoki (1) tenglikni tubanda-
gicha yozish mumkin, }H‘g f(x)= x}ﬁi'x) ya'ni x—=x, da vzluksiz
funksiyaning limitini topish uchun funksiyaning ifodasida argument »x
o‘rhiga uning x, giymatini qo‘yish kifoya.

Berilgan nugtada funksiva uziuksizligining geometrik tasviri shuni
bildiradiki, agar fagat |Ax] yetarli kichik bo‘lsa X,+Ax va x, nugta-

larda funksiya grafigi ordinatalarining ayirmasi absolut giymat bo‘yicha

ixtiyoriy kichik bo‘ladi.
Misol. y=x® funksiyaning ixtiyoriy X, va x, =2, nugtada uzluk-
sizligini ko‘rsating.
Yechish.
a) y, =x02;yo +Ay :(xn +AT):-’; Ay =(x+Ax)2 —JCG2 =ZIOAX+AX2;
x istalgan usul bilan nolga intilganda (107-4, b chizmalar).

lim Ay = lim (2onx+A¥:)=2xolijx+ lim Ax- lim Ax=0. "

ar=o ) Av—ti Av—rir
Yo =22 =4 Ay=(2+Ax)2 _4
" b) Ay=4+4Ax+(Ax)2—4:4Ax+(Ar)2; _ -
Jim Ay = Jim (44 + (4)%) = 4 fim Ax+ fim Ax- im Ax=0. %
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Y1 axro;eyre g A%<0; 8y

107-chizma.

1-teorema. Chekli sondagi funksiyalar x, nuqtada uzluksiz bo‘lsa

unda ularning yig'indisi ham x, nuqtada uzluksiz bo_‘Iadi. , _
2-teorema. Har qanday elementar funksiya o‘zi aniglangan har bir

nugtada uzluksizdir,

i i — p—

fsgf{x)?-ﬁ-l

108-chizma. 109-chizma.

1-misol. y=l funksiya x=¢ nugtada uziluvchidir. Haqiqg'_t_an
X S

ham x=0 da funksiva aniglanmagan.
1 L1 .
lim —=40 lim —=-o
x=0+0 y A—30-0 x

Bu fﬁnksiya xz{ giymatda uzluksiz ekanligini ko‘rsatish oson.
2) y=2% funksiva x=0 nuqtada uziluvchi. Hagigatan ham

. 1 |
Jim 2£ = lim 2 =0; x=0 da funksiya aniglanmagan (108-chizma).
; \ A fun

x.-90+0 x—=0-
Y3y flx)= [ funksiyani wzluksidlikga tekshiramiz. Ly
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: x
x<0 da |}_|="1 bo‘ladi.
X
x>0 da m=l bo‘ladi.
" lim = lim Z=-1 § = lim = =
Demak, lim_ f(x) ;i'ﬁolx| L tim f(x) XI_E‘JLM =1
- x=0 da funksiya aniglanmagan. x=0 da funksiva uzituvchi (109-
chizma).

2.14. Uziuksiz funksiyalarning ba’zi xossalari, -

" - Xossalar quyidagi teoremalar bilan ifodalanadi. .

1-teorema. Agar y = f(x) funksiya [a,b] kesmada uziuksiz bo‘lsa, u -

holda [a,5] kesmada funksiya o‘zining eng kichik va eng katta qgiymatiga
crishadi, ya’'ni shunday X, X, € (a,b) nugtalar mavjudki, barcha x e {a,b)lar
uchun f (x,)z f }x) va f(x,)<f(x) tengsizliklar orinli boladi.
Funksiyani f(x,) qiymatini y= f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi
eng katta giymatj deb, f {x,) ni esa eng kichik qiymati deb ataymiz.
Bu teorema gisqacha bunday ifodalanadi. Kesimada uzluksiz funksiya
hfach bo‘lmaganda bir marta eng katta s qiymatga va eng kichik m
qiymatga erishadi (110-chizma), - .

y Yy
_ URR LT
% S
| o a e :“-.f-rE_
7 ™y 0 4 '
o RO I
110-chizma. - 111-chizma,

Z-teore!na. Agar y= Sf(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib,
bu kesmaning uchlarida turli ishorali qiymatiarni gabul qilsa, u holda
[a,b] kesmada hech bo‘imaganda shunday bir x=c¢ nuqta topiladiki,

bu nuqtada funksiya nolga aylanadi Jf(©)=0; g<c<b (111-chizma). -

Mi'sol._ y=x-2 funksiya berilgan. Bu funksiya [1,2] kesmada
uzlu}:s:z. Demk, bu kesmada y=x*-2 nolga aylanadigan nugta
mavjud. Hagigatan ham .33 da y=0 (112-chizma).
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4l i £ bf
} =10
{
b . .
4 2 - T
ol e L
‘”\ i * [P M —x
a/ Cogpaenehe o o at k
f/_ﬁ ’ .
/ Lol Lo L
112-chizma. " 113-chizma.

3-teorema.. y = f(x) funksiva [a,b] kesmada aniglangan va uzluk-
siz bo‘lsin. Agar kesmaning uchlarida funksiya teng bo‘lmagan f{(a)=4,
f(by=RB giymatlarni gabul gilsa, v holda funksiya 4 va B sonlar
orasidagi barcha giymatlarni qabul giladi. U holda 4 < g < B shartni
gancatlantiradigan ixtiyoriy # son uchun kamida bitta ¢ ea,b] nuqta
mavjudki, unda f(c)=x tenglik to‘g'n bo‘ladi (113-chizma). 2-teo-
rema bu teoremani xususiy holi, chunki 4 va p lar turli ishoralarga
ega bo‘lsa, u holda # ni o‘rnida O ni olish mumkin.

O‘z-o*zini tekshirish achun savollar,

1. Sonli ketma-ketliklar deb nimaga aytiladi?
- 2. Ketma-ketliklarning berilish usullarini ayting va- misollar keltiring.
3. Qanday ketma-ketliklar yugoridan (quyidan) chegaralangan deb ataladi?
Misollar keltiring. :

4. Qanday ketma-ketliklar monoton o‘suvchi (kamayuvehi, o‘smaydigan, -

kamaymaydigan) deb ataladi?

5. Ketma-ketliklarning limiti ta’cifini aytib bering.Yagqinlashuvchi ketma-
ketlikka misol keltiring.

6. Yaqinlashuvchi sonli ketma-ketliklarning limitlari hagidagi teoremalarni
aytib, isbotlab bering.

7. Ofzgaruvchi migdorning limiti ta’rifini tengsizlik yordamida ifodalang va
uni geometrik nugtayi nazardan tushuntiring.

8. Funksivaning x > ¢ dagi limiti ta’rifini tengsizlik yordamida ifodalang
va uni geometrik nuqgtayi nazardan tushuntiring.

9. Qanday holatda o‘zgaruvchi x miqgdor cheksizlikka intiladi deyiladi?

10. Funksiyaning o'ng va chap limitlari nima?

11. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar orasida qanday bog‘lanish bor?

12. Limitga ega bo‘lgan -funksiva bilan cheksiz kichik funksiva orasida
qanday bog‘lanish bor?

13. Funksivalar yig‘indisining, ko‘paytmasining limiti hagidagi teoremalar-
ni isbotlang. . .
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14, Bo‘linmaning limiti hagidagi teoremani isbotlang. :
15. Oraliq funksiyaning limiti hagidagi teoremani aytib berin_g.
sin :

" 16. iﬁ"}—-"*l formulani isbotlang.

17. lun[HEJ =€ formulani isbotlang. ;. . ¢

) l x e SN PR R .
18. 5[{2 [ b+ %) "€ formulani isbotlang. T

19. Natural logarifm ta’rifini ayting, Natural sistemadan o'nli sistein'aga va
aksincha, qanday o‘tiladi?

200 y=f (x) funksiyaning x, nuqtadagi uzluksizligi ta’rifini keltiring va

- geometrik talgin eting.

21, Kesmada uzluksiz funksiyalaming xossalarini ta’riflab bering,

3-§. Hosila

3.1 Hosila tushunchasiga olib keladigan masala.

Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar Jjumlasiga qgattiq jism-
ni to‘g‘ri chizigli harakatini, yuqoriga vertikal holda otilgan jismning
harakatini yoki dvigatel silindridagi porshen harakatini tekshirish kabi
masalalarni Kkiritish mumkin, Bunday harakatlarni tekshirganda jism-
ning konkret o‘lchamlarini va shaklini e’tiborga olmay, uni harakat
giluvchi moddiy nuqta shaklida tasavvur qilamiz.

Harakat tezligi masalasi. Aytaylik, M moddiy nuqtaning to‘g‘ri
chizigli harakat qonuniga ko‘ra uning f=¢, paytdagi tezligini {oniy
tezligini) topish talab qilinsin. Nugtaning f, va f,+Ar (At ;tO) vaqtlar

orasidagi bosib o'tgan yo'li AS = f (¢, +At) - £(¢,) bo'ladi. Uning shu

AS L rAL)- Flt
vaqtdagi o‘rtacha tezligi o f{t An)‘ /() ga teng.

AS .
Ma’lumki, As qanchalik kichik bo‘lsa, " o‘rtacha tezlik nugta-
ning t, paytdagi tezligiga shunchalik yagin bo‘ladi. Shuning uchun nug-

- taning t, paytdagi tezligi quyidagi limitdan iborat. V{t,)=lim =, R

Ar—0 N
3.2. Funksiyaning hosilasi.

y=f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin. (a,b) inter-
valga tegishli X, va x,+Ax nuqtalarni olamiz. :

166

Argument biror (musbat yoki manfiy — bari bir) Ax orttirmas_ipi :
olsin, u vaqtda y funksiva biror Ay orttirmani o]ad?. Shunday q1}1b :
argumentning x, qiymatida y, = f(x,) ga, argumentplng x0.+Ax‘ qiy-.
matda y,+Ay = f(x,+Ar) ga ega bo‘lamiz. Funksiya orttirmasi Ay
ni topamiz.

Ay = f(x,+Ax)- f(x,). o
Funksiya orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz. S
"f},_V_=f(xo+Ax)_f(xll). - (2)
Ax Ax

Bu - nisbatning Ax — 0 dagi limitini topamiz. -

Agar bu limit mavjud bo‘lsa, u berilgan f(x) funksiyaning x, -

nuqtadagi hosilasi deyiladi va f’(x,) bilan belgilanadi. Shunday qilib,
ta’rifga ko‘ra .

. X, +Ax)~ 1 {x,
f'(xo)=£2]0% yoki f'(x,)= ggg},f (2, Az G .
Demak, berlgan y= f(x) funksiyaning argument x l_:o‘yicha hosil’asi_ S
deb, argument orttirmasi Ay ixtivorly ravishda nolg.a'mtll'gaan fl.ll'l.!(SIYf.l
orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Ax ga nisbatining limitiga aytiladi.

Umumiy holda x ning har bir qiymati uchun f’(x) hosila ma’lum o

i ni i i iyasi bo‘lishini gayd qil-
gqiymatga ega, ya’ni hosila ham x ning funkslyam : :
amiz. Hosilada f’(x) belgi bilan birga boshgacha belgilar ham ishla-

tiladi. )% Vs ﬁ’i; Bular birinchi tartibli hosilalar. Agar birinchi tartibli-
hosiladan yana bir marta hosila olihsa ikkinchi tartibli hosila topiladi.

N 2

e " d s . .
Ikkinchi tartibli hosila )", y, , ctr_y ko‘rinishda belgilanadi.

Hosilaning x=a dagi konkret giymati f (a) yoki ¥ = g Vilan

belgilanadi. o
~ Berilgan J(x) funksiyadan hosila topish amali shu funksiyani dif-
ferensiallash deyiladi. Funksiya hosilasini hosila ta’rifiga ko‘ra hisob-
lashni ko‘rsatamiz.
Misol. y=x’ funksiya berilgan, uning:
1) ixtiyoriy x nuqtadagi va 2) x =3 nugtadagi hosilasi )’ topilsin.
Yechish. o \
1} argumentning x ga teng giymatida y=x ga teng. Argument
“y+Ax giymatida y+Ap=(x-+Ax)’ ga ega bo‘lamiz. :
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0

| Ay.'=(x+Ax)’—x’=3x"(Ax)+3x(Ax)3+(Ar)", 2 isbatni tu-

zamiz. . ax '
&y _ 3x7(A¥)+ 3x(Ax)? + (Ax)°
Ax Ax

. Limitga o‘tib, berilgan fanksivadan hosila topamiz.
ay 2 2
o~ ggﬁx_ +3x(Ax) + (Ax)*) .
Demak, y=x’ funksiyaning ixtiyoriy nuqgtadagi hosilasi y’=3x2

=3x" +3x(Ax) + (Ax)*

Y =lim
Ax—()

: . 2) x=3 da y" =3_32=27.
. x__-_.3

3.3. Hosilaning geometrik ma’nesi.

Harakat qgiluvchi Jismning tezligini iri ijasi
. ‘ I igini tekshirish natyasida, va’ni -
xanik tasavvurlardan chigib borib, hosila tushunchasiga kcl)éik. En::ii

- holcfzg MM, kesuvchi MM, MM\ va hokazo tuili vaziyatlami oladi.
ar nuqta egri chiziq bo‘yicha istalgan tomondan M, nuqtaga

‘cheksiz yaqiniasha borganda kesuvchi ma’lum M,T tog'ri chiziq

- vaziyatini egallashga intilsa, u holda bu to‘e*ri chip: :
- chizigqa urinma deyiladi (114-chizma), 20 o Mugtada cgri

o — & x FPTE; . e

.ﬁmkslya y=/f{x) qiymatga ega. Egri
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Egri chizigning bunga mos nuqtasi M,(x + Ax, y_+ Ay} nugta bo‘ladi.
M, M, kesuvchini o‘tkazamiz va uni Ox o‘gining musbat yo‘nalishi

A .
bilan hosil qgilgan burchagini ¢ bilan belgilaymiz. Ey nisbatni tuzamiz,

A C

Shakldan: ﬁ=tgqﬂ ekanligi ko‘rinadi. Agar Ax nolga intilsa, u holda

kesuvchi M, nuqta atrofida aylanadi (115-chizma). _

Agar Ax—0da ¢ burchak biror « limitga intilsa, u holda M,

nugtadan o‘tuvchi va abssissalar o‘qining musbat vo‘nalishi bilan o

burchak tashkil. giluvchi to‘gri chizig izlangan urinma bo‘ladi. Uni.
burchak koeffitsientini topish qiyin emas. .

. . . Ay . . . .
Demak, ga=lm gp=lim-==f () ya’ni argument x ning
berilgan giymatida £{x) hosilaning qiymati f(x) funksiyaning grafigiga

uning M(x,y) nuqtasidagi urinmaning OX o‘qining musbat yo‘nalishi
bilan hosil qilgan burchak koeffitsientiga teng ekan.

3.4. Funksiyaning differensiallanuvchanligi.
Ta’rif. Agar p=f(x) funksiva x=x, nuqtada chekli hosilaga ega

bo‘lsa, ya’ni lim 2 = fim L& 40—/ (x0)
A Ay Av—0 Ax
berilgan x=x, qiymatda funksiya differensiallanuvchi yoki hosilaga ega
deyiladi. Agar funksiya biror [a,b] kesmaning yoki (a,b) intervalining
har bir nuqtasida differensiallanuvchi bolsa, u holda funksiya kesmada
yoki intervalda differensiallanuvehi deyiladi.
Teorema. Agar y=f(x) funksiya biror x= x, nugtada differensial- -
lanuvehi bo‘lsa, u holda funksiva shu nuqtada uzluksizdir. L
Isboti. y=f(x) funksiva %, nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lgani

mavjud bo‘isa, u holda

s | AJ/ r :
uchun E-_ri:%;: S'(x,}— chekli son.
Limitga ega bo‘lgan funksiya o‘zgarmas va cheksiz kichik funksiya
vig'indisiga teng bo‘lgani uchun quyidagicha .yoza olamiz: :
A ' o . L
f"=f (%)4‘7 bu yerda Ax — 0 da y nolga intiluvchi funksiya, u
X : .
holda Ay=f'(x,)Ax+yAx bo'ladi. Bundan Ax—>0 da Ay—0, bu

esa x, nugqtada f(x) funksiva uzluksiz demakdir.
Shunday qilib, vzilish nugqtasida funksiya hosilaga ega bo‘la olmay-

di. Teskari xulosa to‘g‘ri emas, ya'ni biror x=x, nugtada y=f(x)
funksiya uzluksiz bo‘lishidan bu nuqgtada u differensiallanuvehi ham
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bd‘ladi degan xulosa chigmaydi, ¥, nuqtada funksiya hosilaga ega

bo‘Imasligi ham mumkin.

3.5. O“garmas miqdorning hesilasi. O‘zgarmas miqdor bilan
fanksiya ko‘paytmasining hosilasi, yig‘indining, ko*paytmaning,

4k - bo‘linmaning hosilasi.

. 1., O'zgarmas miqdorning hosilasi nolga teng, ya’ni agar y=¢ bo‘lsa
(c=const) y’=0 bo‘ladi.
2. Ozgarmas ko‘paytuvchini hosila ishorasidan tashqariga chiqgarish

| mumkin y=cu(x) bo‘isa y’=cu’(x) bo‘ladi. _
o 3. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar yig‘indisining
hosilasi shu funksiyalar hosilalarining yig‘indisiga teng.

Y=U)+P ()4 (x); ¥ =U"(x)+ 7" (x) + W)
4. Ikkita differensiailanuvchi funksiyalar ko‘paytmasining hosilasi
birinchi funksiya hosilasining ikkinchi fanksiya bilan ko‘paytmasi plyus

~ birinchi funksivaning ikkinchi funksiya hosilasi bilan ko‘paytmasiga teng.

_ y=ud bo'lsa y' =u'94ug"
3. Kasrning hosilasi kasrga teng bo‘lib, uning maxraji berilgan kasr

. maxrajining kvadratidan, surati esa maxrajining surat hosilasi bilan va

suratning maxraj hosilasi bilan ko*paytmalari orasidagi ayirmadan ibo-

_u _u'9-ud
rat. Agar y——"; bo'lsa y= PE

3.6. Oshkormas funksiya va wni differensiallash.

Ikkita X va y o‘zgaruvchilarning qiymatlari o‘zaro biror tenglama

bilan bog‘langan bo‘lsa, uni tubandagicha belgilaymiz,

_ Fx, y)=0. (1)

Agar y= f(x) funksiya biror {a, b) intervalda aniglangan bo‘lib, (1)

tenglamada y o‘rniga f(x) ifoda qo‘yilganda tenglama x ga nisbatan

ayniyatga aylansa, u holda y=Ax) funksiya (1) tenglama bilan aniglan-

gan oshkormas funksiva bo‘ladi. :
Masalan, x+y*—a’=0 tenglama quyidagi

y= fja2_x3 iy =— /az__xz

elementar funksiyalarni oshkormas tarzda aniglaydi. Oshkormas funk-
styalarni oshkor tarzda, ya’ni Y=ftx) ko‘rinishida ifodalab bo‘lavermaydi.

Masalan, 3° -2 _ % —y,

Endi shu oshkormas funksiyalardan hosila olishni ko'‘rsatamiz.
I-misol. x2+y2—g2=() funksiyani xosilasini toping.
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Buni ikki tomonini x bo‘yicha differensia_llab, (m.urakkab fu_nksiyani
differensiatlash qoidasidan foydalanib} shuni topamlz.. L

; , X
Lo U 2x4+2p =0 y =1
i ﬁlﬁfii: R .
z-miSOI, -y9 —y2 _x3 = 0. b < e s . N
Buni x bo‘vicha differentsiallaymiz. - T Rt T N

9y8yr_2yyr"3x2=0; .

cowhaogun % R 3y
et T VEGT

T ey Lo
A

. 3.7. Murakkab funksiyaning hosilasi.

o

Aytaylik, y=F(u) murakkab funksiya bo‘lsin, ya'ni y=Fu), u=p{x) R
yoki y=F [go(x]], u—o‘zgaruvchi, oraliq argumenti deyiladi. y=F(u)

va u=g(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin.

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini keltirib ’chxqan:al_'mz. :
Teorema. Murakkab F(u} funksivaning erin'o‘zgaru\fchl_ x bo ylcl'_la
hosilasi bu funksiyaning oraliq argumenti bo‘ylcf}a hosﬂa&‘nmg ora.llq
argumentining erkli o‘zgaruvchi x bo‘yicha hosilasiga Kopaytmasiga

teng, ya'ni _ . _
V=R (), (v). W
Misel. y= (x? +3x° +5x% ¢ 4)6 funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. berilgan funksiyani murakkab funksiya deb qaraymiz ya’ni
y=u® w=x"+3x'+5x*+4 (1) formulaga asosan

L}

Vo= vt =(( +3x" 4557 +4)°) =6(x" +3x7 +5x° +4)S (7x° +92" +10x)

3.8. Teskari funksiya va uni differensiallash.

Aytaylik biror [a,b] kesmiada aniglangan o‘suvchi yoki kamayuvchi

y=f) W
finksiya berilgan bo'lsin. St bilan birga f(a)=c; f(b)=d bo‘lsin (116-chizma).
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Aniqglik uchun ya’ni o‘suvchi
funksiyani tekshiraylik. [q, b) kesmaga
tegishli ikkita har xil X, va x, giymat-
larni garaymiz.

o O‘suvchi funksiya ta’rifidan, agar

t

!

|

' .

5 <X va yi=f(x) p=f(x)
f

4

bo‘lsa u vaqtda ¥,<y, bo'lishi Kkelib
chiqadi. Shunday qilib, x ning qiy-
matlari bilan y ning ularga mos qiy-
matlari orasidagi o‘zaro bir giymatli
moslik aniqlanadi.

. ¥ ning givmatlarini argumentning qiymatlari deb, x ning qiymat-
larini esa funksiyaning qiymatlari deb qarab, x ni 'y ning funksiyasi
sifatida olamiz. - '

!
i
{
i
A
|
L
X

2

1 l6~cﬁizma.

. x=¢(y). ' (2)
Bu funksiya y=f{x) funksiya uchun teskari funksiya deyiladi. y=f(x)

funksiya ham x = .;p.( y) funksiya uchun teskari funksiya ekaniigi ravshan.

Xuddi shuningdek, kamayuvchi funksiya ham teskari funksiyaga ega
ekanligini ko‘rsatish mumkin. '

Teskari funksiya y=fx) tenglamani x ga nisbatan yechish yo'li bilan
topiladi. Bu funksiyaning grafiklari ustma-ust tushadi. Agar teskari
funksiya argumentini yana x bilan, funksiyani esa v bilan belgilasak va
ularni bir koordinata sistemasida chizsak, u holda ikkita har xil grafik
yechim bo‘ladi. Grafiklar birinchi koordinata burchagining bissektrisa-
siga nisbatan simmetrik bo‘ladi. :

Endi teskari funksiyaning hosilasini bilgan holda Y=ftx) funksiya
hosilasini topishga imkon beruvchi teoremani ko‘rib o‘tamiz.

Teorema. Agar y=f(x) funksiya uchun tekshiriladigan y nuqtada
noldan fargli ¢’(y) hosilaga ega bo‘lgan x=¢(y) teskani funksiya

1

mavjud bo‘lsa, u holda tegishli x nuqtada y=f(x) funksiya = Qf(y)
|

ga teng bo‘lgan f(x) hosilaga ega bo‘ladi. ya’ni' S ’(x)=¢,(y)

Isboti. Ay orttirmani olganimizda M=g(y+M)-p(y) (2) ga
asosan gp( y)- monoton funksiya bo‘lgani uchun Axz0

4y 1 :
Ushbu ayniyatni yozamiz. A Ax uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun
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Ay—>0 da Ax—>0Ay—>0 da limitga o‘tamiz. y,=-— yoki
o'(») -‘

3.9. Ba’zi bir elementar funksnyalarning hosil_al__al_"il;

()=

1) Logarifmik funksiyaning hosilasi.

] . -
I-teorema. y=log_x funksiyaning hosi_ljasx ;logae ga teng va'ni

1 o
agar y=log, x bo'lsa, ¥ =;10gﬂe‘ bo‘ladi. -
Ishoti. X ga Ax ga oritirma beramiz, u holda y ham Ay orttirma
oladi; ya'ni y+Ay=log, {x+Ax); '

X+

Ax Ax
Ay=log,(x+Ax)~log, x=log, — =log,|1+—|.

X
Tenglikning har ikkala tomonini Ay ga bo‘lamiz.
: £=l—log l+£]: ﬂ=l--i‘—-logﬂ[1+é}:J=—-[0gﬂ[l+—-—-~}
Arv  Ax ¢ x Ar  x Ax x x x
R LAy 1
£=abﬂan belgilaymiz. —=-—-log, (1+a)d
x Ax x

' Loy "
& @ bovgani uchun, y’=“ﬂgl-loga(1+a)“ =, 08¢ bo'ladi. -

1
_-,lqgae--h; Y T xina’

3 ! ‘ 'r__l"
.Agar y=Inx bo‘lsa ¥y = bo‘ladi. ¥ =
2) n butun va musbat bo‘lganda y=x" funksiyaning hosilasi.
2-teorema. y:-x” funksiyaning hosilasi (bunda n butun musbat)

nx"ga teng, ya'ni y=x" bollsa y'=pn.x"" ga teng. K

Doyrty=(eaxy’.
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) Ay (x+Ar)” —x"=x" 2 l A+ n(in 21) 2 (Ax) +...3..,+(Ax)" -
yoki.Ay=nx"’" Ax+———-n(:1;1)x”‘2 (Ax)’+..... +(ax)" _'_-':j‘__j;'-f

.3) 'ﬂin'x"" N n(n—l)
12

) x"‘zAx+.....+(Ax)"h'

_ Ay il n(n 1} e o .},;| "
4 Y i:ﬁmhgm}[ . Ax o+ (AX)T (=
- Demak, p'=nx"". Bu formulani n kasr va manfiy bo‘lgan holda

ham to‘g‘riligini ko‘rsatish mumkin.
3) y=sinx, y=cosx funksiyaning hosilalari.

3-teorema cosx hing hosﬂas: ~8inx, ya'ni agar y=cosx bo‘lsa
‘y'=-sinx ga teng
- Isboti.

Y+ 4y =cos(x + Ax) R

- .A_}’=coS(x+Ax)“cosx=25inx+Ax+xr'§inx_Ax_x X

ar . { Ax (A .
sm[——]:—Zsm(x+9ﬁ s;in-@i
L AxY . Ax
2sin| x4+ — [sin— oA
ay - ° ( > ) 2 sin > [ Ax]
— == = -5in x+3—

=2sin 2x+

Av Ax Ax
5

oAy . S AxY .
lim —=— 2 =20
A Ay ixll_l’% Ax g?osm r+ g)

2 T

: sin— T £
lim =1, . (oA L
a0 Ax bo‘lgani: uchun »'= lim sin x"""-"z— =S

2 .1
4-teorema. sinx ning hosilasi (sinx)'=cosx ga teng, -
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Ishoti. {(Yuqoridagiga o xshash isbot gilinadi, isbot C_[lllSh talabalarm
o‘zlariga topshiriladi). i B

' 1
. 5-teorema. tg x ning hosilasi (tgx)' =—;— ga teng. _
oS ¥ T

6-teorema. ctgx ning hosilasi (ctgx) = o

Bu teoremalarni mustaqil isbot ¢ilish ham talabalarmng o zlanga
t0psh1rﬂad1 :

3.10. Teskari trigonometrik fanksiyalar va ularpning hosilalari,
1) y=arcsinx funksiyasini gqaraylik. Sy '
Buning uchun ushbu x=siny funksiya- :
ni olamiz. Bu funksiya —-wo<y<+m
intervalda aniglangan (117-chizma).

roly

Yuovestn x

x T
Y =y= By kesmada funksiya o‘suv-

! _
chi, uning giymatlari ~1=<x <1 kesmani !
to‘ldiradi. x=siny funksiyaga teskari fun- : _E
ksiva mavjud. Bu funksiya —1<x <1 kes- g
mada aniglangan, uning qiymatlari X= 5ty
T ¥ o ' ' ) Lo ey
—ESJ’SE kesmani to‘ldiradi. =~ -~ - 117-chizma.

1-teorema, arcsinx funksiyanihg hosilasi y'ﬁﬁ ga teng. |

" Ishet.. x=siny, x;, =C0Sy Téskari funksiyani differensiallash qoi-

. 1
dasiga binoan Y ,=—=
X, cosy

¥

: cosy=Jl~sm2y =\/l—.1|:2 bo‘lga-

_ ;1
nidan Vs —“ﬁ; ga teng. o :
Ildiz oldida plyus ishora olinadi, chunki y=arcsinx funksiya

i 4 rx
- <y< Y kesmada qiymatlar qabul qiladi. Demak, cosy 0.

r X

- Misol, y=arcsine”; ) =-——rm——==-{&”) = =
- Misol. y .arcsme y m (e_) l.—ez’_‘._
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2-teorema. arc cosx : Y =—
com s YITTE ens
. 3-teorema. arc tgx ; J'= ' i
: gx , ¥ T ga teng. | |

 4-teorema. arc ctgx ; y'=—1 ga teng.
- Yugoridagi teoremalarni mustaqll 1sbot gilish talabalaiga topshiriladi.

3.11. D]fferentsmllashnmg asosny formulalari jadvali.

* Oldingi mavzularda chlqanlgan ba:cha formulalar va qoidalarni
tubandaglcha jadval gilamiz. '

. ].) y'=const . y =.0'
Y y=x" y=ax™

3) y=vx; y'=

1
2Jx
1
4 y==; y=-—
- X
5) y=ad*; y¥=a'ha.
6) y=e’; y'=e"_“.
. .7) y log, x; y _—loga e.
) O
- 8) y=Inx; y'=-,
X

9) y=sinx; 3 =cosx.

10) y=cosx; Y=-sing oo
11y y=tgx; y= ., __ - o

1) y=egxy yiE———
: SINCx ot

13) y=arctgx; y'= -
1+x
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X
i

ineitas oo e ity | et wpm ol
- 14) y=arccigx; y =-

2" o .
I+x% coongsaderte, F b e

15) y=aresinx; y'=

16) Y =arccosx; y’=—Jl_.
X

Differentsiallashning umumiy qoidalari. -
) y= cu(x) 3V =cu'x, (c = con.s‘t). N
2) y=usrv+w; )y =u'+vV+w.

3y y=u-v; y=u-viu-v.

u , uv-u-v

4‘) y=—¥Y= 2
v v

6) y=u"; y=vi""u' +w'lnun.

O‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Funk:;lyanmg berilgan nuqtadagi hosilasi ta’rifini bermg
2. Funksiyaning berilgan nuqtadagl hosilasining geometrik ma’nosi mmadan

iborat?

. 3. Hosilaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?
4. Funksiya dlfferensnallanuvchanlm;m zaruriy sharti mmadan iborat?
5. O‘zgarmas sonning hosilasini keltirib chigaring.
6. Yig'indi, ko‘paytma va bo‘linmaning hosilasini hisoblash formulalarini

~ keltirib chiqaring,

7. Oshkormas funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.

8. Murakkab funksivani differensiallash formulasini keltirib chigaring.
9, Qanday funksiya teskari funksiyva deviladi?

10. Teskari funksivani differensiallash formulasini keltirib chigaring.

11. Logarifmik funksiya hosilasining formulasini keltirib chiqaring. :

12. Ko‘msatkichli, trigonometrik funksiyalar hosilalari uchun formulalar

' . ¢higaring.

13. Teskari trigonometrik funksiyalar hosilalari uchun formulalar chigaring.
i : _
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4-§. Hosilani funksiyalarni tekshirishga tatbigi
4.1. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi.

Hosila tushunchasini funksiyani o‘sishi ishini irj

tadbi v I va kamayishini tekshirishga
’ 1-teorema. 1) agar [a; 5] kesmada hosilaga ega bo‘igan f(x) fun-

km‘ya shu‘kcsmada o‘suvchi bo‘lsa, uning hosilasi [a; b] kesmada manfiy
bolmaydi ya'ni /'(x)>0. '

2) agar f(x) funksiya [e; 4] kesmada uzluksiz (a,b) oraligda di

2 : ; , diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa va a<x<4 uchun £(x)>0 bo' o funksi
[a; 6] kesmada o‘sadi. e olsa, bu funksnyg

Ishoti. Teoremaning birinchi qismini isbotlaymiz.

f(x) funksiya [a; b] kesmada o‘sadi deb faraz gilamiz x ga Ax

orttirma beramiz J{(*+ax)-f (x) nisbatini tuzamiz.
y __ f(x) o‘suvchi funksiya shunga ko‘ra

o Ax>0 bo'lganda f(x+ Ax}> f (x).
Ax<0 bolganda f(x+Ax)< f(x).

\ A Tkkita holda ham .5+ 4%)-f ().
NG A o

Loy

Ay Demak, lim f(erAx)‘“f(x)
Ax

Av—=0

- 20 . Endi
118-chizma. .. . ikkinchi gismini isbotlaymiz. {a; 5] oralig-
da P(x)>0 deb faraz qilamiz. [a; 5] kes-

maga tegishli ikkita ixtiyoriy x va x, (x<x) qi ini i i
e _ : qrymatini ifodalaymiz.
Lagranjning chekli orttirmalar lllaqidagi tclor)ézmasiga ko‘ra Y

SO)=f(x)=f' () -x)  x<f<x,

Shartga ko‘ra, f'(£)>0 demak, f(x)-f(x)>0 bu esa fix) -

o‘suvchi ﬁmksiy::t demakdir. Agar f(x) funksiva [a;b}kesmada kamaysa
shu kesmada f'(x)<0 bo‘ladi. Agar (a,b) oraligda f'(x)}<0 bo‘lsa
[a;b] kesmada f(x) kamayadi. :

Funksiya fagat kamayuvchi yoki fagat o‘suvchi bo‘ladigan interval-
far monotonik intervallar deyiladi.

Mlspl. y=_x‘ funksiyaning osish va kamayish sohalari topilsin.
Hosﬂfml topamiz. x>0 bolsa y' >0 funksiya o‘sadi. x<0 bo‘lsa y' <0
funksiya kamayadi (118-chizma). S

i78

4.2, Funksiyaning maksimumi va minimumi.

1-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning x, nuqtasidagi qiymati x, ni o'z
ichiga olgan bironta intervalning hamma nuqtalardagi giymatlaridan
katta bo‘lsa f{x) funksiya x, nugtada maksimum (max) ga ega bo'ladi.
Boshgacha aytganda, agar absolut migdori bo‘yicha yetarli darajada kichik
bo‘lgan har ganday musbat (yoki manfiy) Axuchun f(x, + Ax)< f(x,)
bo‘lsa, f{x) funksiya x=x, nuqtada maksimumga ega bo‘ladi. 119-chiz-

‘mada y=f(x) funksiya x=x, nuqtada maksimumga ega.

2-ta’rif. Agar absolut miqdori bo‘yicha yetarli darajada kichik bo‘lgan
har ganday Ax uchun f(x, +Ax)> f(x,)bo‘lsa f(x} funksiva x=x,
nugtada minimumga ega bo‘ladi.

Masalan, y=x* funksiva x=0 da minimumga ega.

Maksimum va minimum ta’riflari munosabati bilan quyidagi hol-
larga e’tibor berish kerak. '

1) kesmada aniglangan funksiya X Y= 4
ning fagat garalayotgan Kesmaning
ichidagi giymatlarida maksimal va min-
imal giymatlariga yetishi mumkin;

2} funksivaning maksimumi va min-
imumini qaralayotgan kesmada uning
eng katta va eng kichik giymatlari deb
garash xato bo‘ladi. Funksiyvaning mak-
stimum va minimumlari funksiyaning
ekstremumlari yoki ekstremal qiymat- " 119-chizma
lari deviladi. Ekstremal giymatlar topish ’
usuli quyidagicha:

1-teorema. (Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti). Agar diffe- .
rensiallanuvchi y=f{x) funksiya x=x, nuqtada maksimumga yoki min- -
imumga ega bo‘lsa uning hosilasi shu nugtada nolga aylanadi, ya’ni
f'(x,)=0 bo‘ladi. Agar f(x) funksiya maksimum va minimum nugta-
larda hosilaga ega bo‘lsa, y=ffx} egri chizigning shu nuqtalariga
o‘tkazilgan urinma Ox o‘giga parallel bo‘ladi.

Hagqigatan ham, f'(x,)}=t¢gp =0 tenglikdan, (bu yerda ¢ urinma
bilan Ox o‘qi orasidagi burchak) ¢=0 ekanligi kelib chigadi. 1-teore-
madan bevosita ushbu natija kelib chigadi.

Natija: agar argument x ning garalayotgan hamma giyvmatlarida f(x)
funksiva hosilaga ega bo‘lsa, u holda funksiva x ning fagat hosilani
nolga aylantiradigan qiymatlarida ekstremumga ega bo‘ladi.

Bunga teskari fikr to‘g‘ri emas. Hosilani nolga aylantiradigan har
ganday qiymatda ham maksimum yoki minimum bo‘lavermaydi.
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Masalan, y=x’.



¥y Fo 2% Funksiya hosilasi x=0 nuqtada nolga

teng .bo‘ladi, ammo bu nuqtada funksiya

maksimumga yoki minimumga ega emas

(120-chizma).

- : Funksiya hosilasi mavjud bo‘lmagan
: : nuqtalarda ham funksiya ekstremumga ega

bo‘lishi mumkin.

Agar biror nugtada hosila mavjud
bo‘lma.?a, shu nugtada hosila uzilishini
ko‘ramlz. Argumentning hosila noiga ay-
lanadigan yoki uziladigan giymatlari kritik

[20-chizma.

qgiymatlar deyiladi.

Hfar qanday' lgritik qiymatda funksiva maksimum yoki minimumga
ega bo Iavqrgnasllgl mumkm: Funksiyaning ekstremumini topish uchun,
hamn_lg kritik nuqtalar toplladi, so‘ngra har bir kritik nuqtani ayrim
tcks'hmb, u nyqtadg funksiya maksimum yoki minimumga ega bo‘lishi
yoki bo‘lmtasligi aniglanadi. ’

Z-teorema'. (Ekgt}‘emum mavjudiigini yetarli sharti.)

f(x) funksiya I.(I‘ltlk nugta x ni o‘z ichiga olgan bironta intervalda
uzI‘ng';lz va shu mtervaIpmg hamma nugtalarida differensiallanuvchi
lt;o l:?ln,. agz'ui‘l shu‘nuqtabnmg chap tomonidan o‘ng tomoniga o‘tishda

oOsilaning 1snorast musbatdan manfiyga o‘zgarsa funksiva x=x

maksimumga ega bo‘ladi, ya’ni ¢ Y | Tudtada
xX<x f{x)>0 :

agar x>x, fl(x)<0 bo‘lsa funksiya X, nuqtada maksimumga ega

x<x, f'(x)<0 B
B |x>x, fixy>o Polsa x nugtada minimumga ega bo‘ladi.

.+ Agar funksiya hosilasi ishorasini o‘zgartirmasa u maksimumga ham
minimumga harm ega bo‘lmaydi, u o‘sadi yoki kamayadi.

- 43. Differentsiallanuvchi funksiyani birincki va ildinchi hosita

yorda!nida ekstrentumga tekshirish.

1. Funksiyaning birinchi hosilasini, ya’ni F(x) ni topamiz.

2. A;g_umqnt X ni.ng k'ritik giymatlarini topamiz. Buning uchun:

a) _bmnchl tartibli hosilani nolga tenglaymiz va haqiqiy ildizilarini
topamiz.

b) x ning f'(x) hosila uzilishiga duchor bo‘ladigan qiymatlarini
topamiz.

' 3. Hosﬂaqmg kI"iFik nuqtadan chapdagi va o‘ngdagi ishorasini tek-

shiramiz. Ikkita kritik nugta. orasidagi intervalda hosilaning ishorasi
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o‘zgarmaydi. Shunga ko‘ra, masalan: x, Kritik nuqtaning chap va o‘ng
tomonidagi hosila ishorasini tekshirish uchun, hosilaning o va § nuqta-

.. L. . X waax,
lardagi ishorasini aniglash kerak. X, <f<n,)
4) Argumentning kritik qiymati x=x  da funksiyaning giymatini
hisoblaymiz.

kritik muqta x; dan o‘tishda kritik nuqgtaning

f '(x) hosilaning ishorasi xarakteri
paxy X=Xy x>X;
+ S(x)=0 _ _
yoki uziluvehi - maksimum nuqtasi
- S(x)=0 + ' minimum nugqtasi
+ Sf'(x)=0 + funksiya o‘sadi
- f(x)=0 - funksiya kamayadi

Funksiyani ekstremumini ikkinchi hosila yordamida tekshirish.

y=f(x) funksiyaning hosilasi x=x, nuqtada nolga aylanadi, bundan
tashgari £’(x) mavjud va x nuqgtaning biror atrofida uzluksiz bo‘lsin.

Teorema. f ’(xl)=0 bo‘lsin, v vagtda f "(x,)<0 bo‘lsa, funksiya
x, nuqtada maksimumga ega bo‘ladi, f"(x,)>0 bolsa, funksiya x, -
nuqtada minimumga ega bo‘ladi. Agar kritik nuqtada f”(x,)=0 bolsa,
x=x, nuqtada yo maksimum yoki minimum bo‘lishi yoki bo‘lmasligi
ham mumkin.

Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari.
1) funksiyaning kesmada hamma maksimum va minimumlari topi-

ladi,
2) kesmaning boshi va oxirgi nuqtalarida funksiyaning qiymatlari

aniglanadi:
fla); f(b);

3) funksiyaning yuqorida topilgan hamma qiymatlari orasidagi eng
kattasi tanlab olinadi, ana shu giymat funksiyaning berilagan kesmadagi
eng katta qivmati bo‘ladi. :

- 4.4, Egri chizigning gavarigligi va botigligi.

Differentsiallanuvchi f{x) funksiya grafigini garaymiz.

1-ta’rif. Agar (a,b) intervalda egri chizigning hamma nuqgtalari
uning har ganday urinmasidan yngorida bo‘lsa, egri chizig gavarigligi
bilan pastga yo‘nalgan, shu intervalda egr chizigning hamma nuqtalari

181



e . uning har ganday urinmasidan

t.noeer o pastda bo‘lsa, egri chiziq qavar-

_ buiish * iqgligi bilan yuqoriga yo‘nalgan
B P - - deyiladi (121-chizma).

"(W l-tgorema. Agar (a; b) in-

! i tervalning hamma nugtalarida

_ I f{x) funksiyani ikkinchi hosilasi

o, manfiy ya’'ni £’(x)<0 bo‘lsa shu

z, . e .
a B 4 ot _ !ntcrvalda_ y= f(x) egri chizign-
121-chizma. . . mg‘ qa\_rarlqhg! yqur_iga qaragan
bo‘ladi (egri chizig qavariq
bo‘ladi),

) ‘Z-tt_aorem_a. fﬁgar b, 0 int;rvalning hamma nuqtalarida Ax) fanksiyani
;klflpch! hosﬂal_mu§bat ya’ni £’(x)>0 bo‘lsa shu intervalda y=f{x) egri
| chiziqning qavarigligi pastga yo‘nalgan (botiq) bo‘ladi. (121-chizma). ,

¥l
4
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122-chizma, _ o _ - 123-chizma.

2-Ta’rif. L_Izluksiz egri chiziq qavariq gismini botiq gismidan ajrat-
gan nuqta egn chizigning burilish nugtasi deb ataladi (121-chizma).

-teorema. Egri chizig y=f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsin.
Agar f"(a}=0 bo‘lsa yoki f "(x} mavjud bo‘lmasa va x=a nugtadan
o‘tishda f "(x) ning ishorasi o‘zgarsa, egri chizigning abssissasi x=q
bo’lgan nuqtasi burilishi nuqgtasi bo‘ladi.

4.6 Asimptotalar.

- -I_(o‘pincha y=f(x) egri chizigning shaklini tekshirishga to‘g‘ri keladi.
Buning uchun esa o‘zgaruvchi nuqta abssissasi yoki ordinatasi bir vaqt-
da_ ’cheksm o‘sganda tegishli funksiyaning o‘zgarish xarakterini tek-
shirishga to‘gri keladi.

_ Ta’nf.‘ /‘Agar gg_ri chizigning nuqtasi cheksiz uzoqglashganda uning
bu:m: ! to'g'ri chizigdan masofasi s nolga intilsa / to‘g‘ri chizig egri
chlzlqmpg asimptotasi deyiladi.

Vertikal (ordinata o‘qgiga paraflel) va og‘ma asimptotalarni bir-biri-
dan farq qilamiz. :
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tenglik bajarilishi kerak. Hm

Vertikal asimptota ta’rifidan, agar lim f(x)=oo yoki lim flx)=co
yoki lim f(x}=« bo‘lsa, u holda x=a to‘g'ri chiziq y=f(x) egri chi-
zigning vertikal asimpitotasi deyiladi.

Demak, vertikal asimptotani topish uchun abssissaning shunday
x=g giymatlarini topish kerakki, x shu sonlarga yaqinlashganda y =f{x)
funksiya cheksizlikka intilsin. Bu holda x=a to‘g‘ri chiziq berilgan egri
chizigning vertikal asi_mptotasi bo‘ladi.

7 .
Misol. }’=—4 egri chiziq x=4 vertikal asimptotaga ega, chunki

x—>4 bo'lganda y=« bo‘ladi (123-chizma).

4.7, Og‘ma asimptotalar.

s

Og‘ma asimptota tenglamasi y=kx+5é y
bo‘lsin, £ va b sonlami aniglaymiz. MP A
— M nugtadan asimptotagacha bo‘lgan

masofa lim MP=0 Ox o‘gqa og‘ish

X=p—ats

burchagi ¢ bo‘lsa NMP uchburchakdan

MP

cos g
bo‘lmagan) burchak shuning uchun

lim NM =0 (124-chizma).
NM =(OM - ON)=|y - ¥|=f{(x) - (ke + b))
lim [/ (x)- kx=b] =0 | - © - 124-chizma.
 limx @-k-ﬁ]zo,
' X x

Aoy

T
MN = @ o‘zgarmas ( S ea teng

" Birinchi ko‘paytuvchi x cheksizlikka intiladi.Shuning uchun ushbu

- R
& k- ;] =0 b o‘zrarmas bo‘lgan

| X
. b : :
holda lim—=0 o
: Koty -
Demak lim[f(x) kJ 0 k= iimZ)
Rt b o s X Xl x
2
Misol. y= al 5 funksiya grafigini yasang.
y—

"~ Yechish. 1) Funksivaning aniglanish sohasini"iopamjz."'
' ' 183



N D'(J”)=("°°,2)U(2,+oo). e
2) Berilgan funksiya juft ham, toq ham davriy hain efnas

3 = = ‘ni
} x=0 da y=0, ya’'ni grafik koordinatalar boshidan o‘tadi.

U g dim = Qoamn:
o B S0 =20 botgan; uchun x=2 to'gri chizig grafigini

i,
_ ?cnlkgg asimptotasi bo‘ladi. Endj quyidagilarni topamiz.

k= lim [ £(x)~ kx] = lim =

Preapin E o . TEHE-2)
| 2
b=lim[f()~ke]= lim | Z—_x |_ pin 2 _,
. Fota| y iy ) e

. :..'.':bﬁ‘ladi.
-~ 5) Hosilani topamiz.

y:zx(x—Z)z—x?:x(x—:u S

" hosi (oD -0 e
uziIiJ;hgaos:;a x;l? r:a txl=4 nuqtalarda nolga aylanadi, x=2 da
: ugralar son o‘gini . . A
(0, 02,Q4) va ey, CTHe artads
Har qaysi oraligda 3’ ning

S ishorasini tekshiramiz. Hosjla

musbat (funksiya o'sadi), (0,2) va
(2,4) oraliglarda manfly (funksi-

o‘tishda hosila ishorasinj musbat-
dan manfiyga 0°zgartiradi, yani by
muqgta maksimum nuqtasidir.

a .x=.4 nugtadan o‘tishda esa
hosila ishorasini manfiydan mus-
ba.tg'a o‘zgartiradi, ya’ni b nuqta

| minimum - nugasidir,
o L SO0 oy
S 10S-chizma, 5 Ikkinchi tartibli hosilani
S a " o artl_bh hosilani
B ) ) e () Coet T N DT
- R e N T
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De _ .
mak, p=x+2 togri chiziq funksiyaning og‘ma asimptotasi -

V' (=050) va (4;10) oraliqdagi

ya kamayadi), x=0 nugtadan -

Ikkinchi tartibli hosila hech gayerda nolga aylanmaydi va x=2 da
uzilishga ega bo‘ladi. (—«;2.) oraligda »" <0, ya’ni bu oraliqda egri
chiziq pastga gavariq. Burilish nugtalari yo‘q. :

7) Topilganlarga asosan funksiya grafigini yasaymiz (125-chizma).

4.8. Funksiyaning . differensiali
Aytaylik, ¥=7f(x) funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi
bo‘lsin. Shu funksiyaning [a,b] kesmaga tegishli biror x nugqtasidagi
. A
hosilasi g%ﬁ=f '(x) bo'lsin, Ax—>0 da nisbat ma’lum songa inti-
ladi. Bundan ko‘rinadiki, Ay — 0 nisbat f'(x) hosiladan cheksiz kichik
miqdorga farq qiladi, ya’ni §y=f x)+a buni ikkala tomonini Ax ga
ko'paytirsak
Ay=f(x)Ax+aAx; )]

Bunda, F'{x)Ax,Axga nisbatan birinchi tartibli cheksiz kichik
migdor, «-Ax,Axga nisbatan vuqori tartibli cheksiz kichik migdor,

chunki :

. ahAx .
lim—=lima=0.
Av—l Ay Ax=—s

- Demak, Ay orttirma ikki gismdan iborat. Birinchisi bosh qismi,
I '(x)-Ax( Fi(x)y= 0) ko‘paytma funksivaning differensiali deyiladi va u
dy bilan belgilanadi.

dy = f'(x)Ax. )
Bundan foydalanib yugoridagi ifodani quyidagicha yozish mumkin.
Ay=dy+ahx. )

Funksivaning orttirmasi funksiya differensialidan Ax ga nisbatan
yuqori tartibli cheksiz kichik miqdorga farq giladi.

Agar f'(x)=0bo'lsa, u holda «-Ax ko‘paytma dy ga nisbatan
ham yuqori tartibli cheksiz kichik miqdordir. ) _

o Ax

lim 2 =1+ lim Sl+lim 2=
Ax-a1} dy Ar—0 f‘(x)Ax Ar—0 f'{x) L

Shuning uchun taqribiy hisoblarda Ay =dy deb olinadi.

Misol. y=x" funksiyaning dy differentsiali va Ay orttirmasi topilsin.

1) x va Ax qiymatlarda; 2) x=10, Ax=0,I giymatlarida;

Yechish. 1) Ay=(x+Ax)’ —x’ =3x"Ax +3x(Ax)” + (Ax)*.
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_ . dy=(x’yAar=3x%Ax. -
%) agar x=10,Av=0,] bo‘lsa, S
-Ay=3-1o2-0,1+3-10-(0,1)2+(0,1)"=30,‘30'1‘
dy=310%.0,1=30.

| Ay ni dy ga almashtirganda natija 0,301 ga farq giladi. Hosilaga
tegishli teoremalar va formulalar differensiallar uchun ham o'z ‘kuchini

saqglaydi.
_ _]

sin’ x

 Misol. y=cig’x; dy=—dctgr_ ) g4 B

. .. Differensialning geometrik ma’nosi.

le C e y=f(x) funksiya va unga xos egri
' ‘chizigni qarayiik. Egri chizigni ixtiyoriy
M(x,y) nugtasini olib, unga shu nugqtada
urinma o‘tkazaylik, urinmaning Ox o‘gining
musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan bur-
chagini o bilan belgilaymiz. x ga Ax
orttirma beramiz, u holda A= f(x+Ag)— f(%)

ta esa A(x+Ar;f(x+Ax)  yoki

A/ 1ga= f'(x);, MB=Ax; B4=f(x)Ax bo‘lga-

126-chizma. nidan differensial ta’rifiga asosan ady=f(x)M.
Shunday qilib Bd=dy (126-chizma).

Bundan ko‘rinadiki, JF(x funksiyaning x va Ax ning berilgan

giymatlariga mos keluvchi differensiali ¥=7f(x) egri chizigga x nogta-

‘da o‘tkazilgan urinmaning ordinatasi orttirmasiga teng ekan.

4.9. Funksiyaning differensialinj tagribiy hisoblashlarga tatbiqi.

" Oldingi mavzudagi (3), (4) formulalarga asosan tagribiy hisoblash- -

- larda -
; S+ Ax) ~ f(x)» £1(x)Ax (D
tenglikdan foydalaniladi. {1) formulani quyidagicha yozamiz. _

SO+ 8= )+ fiax. e
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bo‘ladi. 126-chizmada Ay=MB; 4 nuq--

X xupx L AXTICY4AY) AMBA dan: AB=MBrga:

1-misol. .{4,325 ni hisoblang.
Yechish. (2)-formuladan foydalanamiz.

0,325 L
J L =2+ 28 5 0,081=2,081.
4,325%\/’24--2—‘(4,325—4)“24* =240, |

N7

2-misol. cos48°ni hisoblang. - _ )
Yechish. f(x)=cosx bo‘lsin, u holda f'(x)=-sinx (2) formulggg .

i x=— deb olamiz. . -~
asosan cos(x + Ax) = cosx —sSinxAx . 4 BEEER

e SN P WS S LA
r 3z s :'r. . T ﬁ_ﬂ_?»_;rz
cos48°=cos[:‘~+ﬁ R O0S - SN =

=0,7071+0,7071-0,052 =0,7071 + 0,037 = 0,7441.

0 O‘z-o'zini tekshirish uchun savollar.
1. Kesmada o‘suvchi va kamayuvchi funksiya ta’.rifmi izohlf;lb benni;‘ "
2: Funksiyaning o‘suvchi va kamayuvchi bo‘lishining zaruriy va ye

shartlarini isbotlab bering. . o . ]
© 3. Funksiyaning ekstremum nuqtalarini, funksivaning ekstremal gqiymat

arini ta’riflang. o
: 4, Ekstremumning zaruriy va yetarlik shartlanm_ 131.3otla,n.g. ‘ .
3' y=f¢x) funksiya grafigining gavariglik va botiglik ta’rifini hamda bur-

ili talarini ta'riflab bering. o _ y
thhém;lf(x) funksiva grafigining qavarigli va botigli intervallari va burilish

uqtalari ganday topiladi? o .
’ q? -Ver?ikal va og‘ma asimptotalarming mavjudlik sharti qanday va ular

day topiladi? - . 3
- SayFunisiyanj umumiy tekshirish va grafigini yasash sxemasini bayon giling.

i i iali i iladi?
. Funksiva differensiali deb nimaga aytf : . . _
?D ;unk:iyaning differensiali uning hosilasi orqali ganday ‘1foda1:nad1?
11: Funksiva differensialining geometrik ma’nosi mr[_ladan 1l:>t:.1'at.b0‘1 i
12. Qanday funksiyalar uchun differensial aynan orttirmaga teng a i
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5-§. Anigmas integral va uning xossalari e

5.1. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi.

Biz F(x) funksiya berilganda uning hosilasini yoki differensiali
S(x)=F'(x) ni topishni ko‘rdik, Endi esa teskari masalani garaymiz.
f(x) funksiya berilgan: shunday F(x) funksiyani topish Kerakki, uning
hosilasi f(x) ga teng bo’lsin, ya'ni F'(x) = fx) (1) bo'lsin.

Ta’rif. Agar [a,b] kesmada aniglangan f(x) funksiya uchun bu kes-
maning barcha nugqtalarida F(x)=f(x) tenglik bajarilsa, F(x) funksiya
shu kesmada f(x) funksiyaga nisbatan boshlang‘ich funksiya deb ataladi.

Misol. f(x)=x* funksiyaga nisbatan boshlang‘ich funksiya topilsin.

]

Boshlang*ich funksiya ta’rifiga asosan F(x)'—*x? funksiya boshlang‘ich

5
ekani kelib chigadi, chunki [%J =x

Agar f(x) funksiya uchun boshlang‘ich fuhl&s’i'yié' ma\audb;)‘lsa,u
boshlang'ich yagona bo‘Imasligini ko‘rish oson. o Lo
Masalan, -

4

F(-*)=-§-+8;F(x):%+9. -

4

F(x)zx?hc lar ham f(x)=x* funksiya uchun _boshléhg_‘igh'

funksiyalardir. S .
Agar F (x) va F.,(x) funksiya f(x) funksiyadan [a,6] kesmada
boshlang‘ich funksiyalar bo‘lsa, ular orasida ayirma o‘zgarmas songa
teng bo‘ladi. Agar berilgan f(x) funksiva uchun qanday bo‘lmasin bir-
gina F(x) boshlang‘ich funksiya topilgan bo‘lsa, f(x) funksiya uchun har
ganday boshlang‘ich funksiya F(x)+C ko‘rinishga ega bo‘ladi.

5.2. Anigmas integral va uning xossalari.

- Ta’rif. Agar F(x) funksiya biror kesmada f(x) funksiya uchun
boshlang‘ich bo‘lsa, F(x)+C ifoda F(x) funksiyadan anigmas integral

deb ataladi va ushbu If (x)dx ko'rinishda belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra
F(x)=f(x) bo'lsa, [#(x)dx = F(x)+¢ bo'ladi.
Bunda f(x} funksiya integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral osti-
dagi ifoda, | — belgi integral belgisi deb ataladi.
188

Shunday qilib, anigmas integral y=Ffx)+C funk§iyalar 'to‘plamldaq
iborat. Geometrik nuqgtayi nazaridan qaragar}da anigmas mtegr'a} egri
chiziglar to‘plamidan {oilasidan) iborat bo‘lib, ulamlpg har ‘b1r1 egni
chiziglardan bittasini o‘z-o‘ziga .pal_‘allel hqlda ?zqunga yokldpas;ga),
ya'ni Oy o‘q bo‘ylab siljitish yo'li bllan_ hosil bo ladl.‘ Har qan ‘EyT (;(c
funksiya uchun ham boshlang‘ich funksiya mavjud Po la\rcratfhml. e é
shirishlar har qanday funksiya uchun ham boshlang‘ich funksiya mavjul
bo‘lavermasligini ko‘rsatadi. Agar fix) funksiya’[a, b k.esmadzca uz}uksrz
bo‘lsa, bu funksiya uchun boshlang‘ich fun!(swa mayjud‘ l?o la§h. Be-
rilgan f{x) funksiya bo‘yicha uning boshlang‘ich funksiyasini topish f{x)
funksivani integrallash dcyéiladi. 1 .

igmas integral quyidagi xossalarga ega: _
?HA?]I:;;;S ilftegr;n'{ng hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng,

yva’ni F'(o)=f{x} bo‘lsa, u holda:

(Jfendr) =(F+e) = x).
2. Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga teng.

duf(x)dx)= F(x)d. i
3. Biror funksiva differensialining anigmas integrali _s_hu ﬁmksiya
bilan ixtivoriy o‘zgarmas sonining yig‘indisiga teng. S
[dP(xy=F(x)+c. _
4. Biror funksiyaning hosilasidan olingap‘aniqmas int:ag.ral shu fun-
ksiya bilan ixtivoriy o‘zgarmasning yig‘indisiga teng, va’ni
IF'(x)dx =F(x)+c.
i i i ik yig‘indisining aniqmas inte-
graliff' sgzegékss?;];?;laﬂégﬁgailgtreggg?;in; %ﬂgebraik yig'indisiga teng.
[[5,0+ £, = £, (e + [ £, (). |
Hagigatan ham bu tenglikning chap va o‘ng tomo_nlaﬁping hosﬂa-
larini topsak. o

L (LA@+ AW = £(x)+ f(2)

([t + [fo00de) =([Fia) +{ [a)dx) = 1,0+ 7.

ga ega bo‘lamiz. Demak, tenglikning chap, o*ng tomonlarining hosila-

- lari o‘zaro teng, va'ni chap tomonda turgan har ganday boshlang‘ich

funksiyaning hosilasi o‘ng tomonda turgan har ganday funksiyaning
hosilasiga teng.
189




- 6. O‘zgarmas ko'paytuvchini integral ishorasi ostidan chigarish mum-
kin, ya’ni a=const bo‘lsa, Iaf (x)dx=a If (x)dx

'_ Buni isbotlash uchun ham hosila olamiz. ( faf (x)dx) =gaf(x)

afrooas) =a{ [700ds) =af ).

i dz:lmqmas integrallarni hisoblaganda quyidagi goidalari nazarda tutish
ovdali:

L Agar [f(x)dx=F(x)+c bo'lsa ff(ax)dx——F(ax)+c boladi.
Hagiqatan ham, .

TRl

(o) =y

| , B _
(;F(ax)} =2 (F@) =1F(@)a Flay=fla).
2. Agar jf(x)dx=F(x)+c bo‘lsa If(x+b)dx=F(x+b)+c..
3. Agar [f(¥)dx=F(x)+c bolsa [f(ax+b)dx= -F(ax+b)+c,
Mlsol
) j(sx-*—3cosx+4\/;?)dx

i
441 o+

=J'5x"dx- J‘3.cosxdr+ I4\/;dx=

N ,..—Sh—-3smx+4-x—+c ** ~3sinx+ox X+
2
) I———=—In(2x+5)+c 3) jsnnSxdx-—§0038x+c

4) J'COS(3x S)dx = —sm(ax N+c.

Asosiy formulalar jadvali,

Anigmas integralning ta’rifi, xossalari, shuningdek differensiallash-
ning asosiy formulalaridan foydalanib, eng sodda elementar funksiya-
larning integrallarini jadvalini tuzamiz: ,

NS
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k.,

__ 11)] et G . .;_ L

S]l‘l X

I)de - -

el

2) [x“ae ==
)Jx * a+l

N C((I;* - 12) Itgxdx = _[ﬁ[coéxl + C, o

3) J‘%: _%ﬂ;; | 13) j’ctgxdx - m|sin;| re;

S)I-‘E=In(x)+c; S lS) : =warctg-—+c s
X . ] a +x 44 .
ep_a atx]
6) fa d*_ma”_’_ o 16) al—xl ke
1) Ie"dx:e" +e: 17)I =arcsinx+c¢; | ;
e N

8) Isinxdx =-cosx#c, = 18) I\/__ -a:031n-—+c,
=lnix+\}xzia3\+(%; |

. 9) lcosxdr=sinx+¢;

19) Iﬁ_

10')]' df =tgx+c;
[oln 0 o : . _
- Yugoridagi formulalarning to‘g‘riligi differensiallash yo‘li bilan is-
botlanadi. . :

5.3. Integrallash metodlari.

1) O‘zgaruvchilarni almashtirish usuli bilan yoki ofrniga go‘yish
usuli bilan integrallash.
jf (x)dx ni hisoblash talab gilinsin. Ayrim hollarda x o‘zgaruvchini

yangi o‘zgaruvchiga almashtirish yordamida, ya’ni x= @(r)deb ohb
integral ostidagi ifodani soddalashtirish mumkin. : i

dx =¢'(1)ds;
{£ydx = [flo@w' @),
Intcgrallashdan so‘ng t o‘rniga uning X orgali Lt‘odas1 qo‘viladi,
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¢

O‘ng tomonini x bo* yicha murakkab ﬁmkmya kabi dlffercns]a_[

dx
laymiz., ¢ oraliq argument —-=¢ ‘()teskari funksiya d1ffercnsmhga asosar

([rtewnar) =(friounpoa) <- ma(rmp'(f)—"(z—) = fle =)
' gp'

integrallashda o‘zgaruvchini almashtirish ba’zan x=g(f) ko‘rinishda
emas, balki t=;z/(x) ko‘n‘nishda qulayroq bo‘ladi.

Agar mtegral I ko rmlshda bo‘lsa, quyidagi ko‘rinishda al-
mashtirish ba_]aramlz e w
T e g iij i
w(x)=t; y'(x)dx=dr.
v'()d  odt s
= |==lalf+ec=In|p(x)|+e
oy 47 =k e 4
Misol, _[;;e‘dx integral hisoblansin. v 7 - s i

1
Yechish. x=s deb olamiz. U holda dx=—%dt-
It [--—Jdt——fe’dr —e' +c=—e* +c -
~ 2) bo‘laklab integrallash. S
Ko‘paytmaning differentsiali formulasiga ko‘ra: -
du8)=ud 9+ Idu; ud= fud9+ [9du;

A [ud9=ug- [Setu;
bu formula bo‘laklab integrallash formulasi deb atalach

Hasy

Misol. stmxdx integral hisoblansin,
Yechish. e arne

o u=x;du=dx; d@=sinxdx; $=-cosx.
I Ixsinxdx =—XxCosX + Icosxdx = —xcosx +sinx +c.; -
J‘x* sinaxdx , _[x* €0s axd, Ix”e‘“dx , Ix" In xdx,
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~ kabi va teskari trigonometrik funksiyalar ishtirok qilgan ba’zi 1ntegrallar

bo‘laklab integrallash yordami bilan hisoblanadi.
Misol, Iarcctgxdx integral hisoblansin

LA

' dx _
C o w=arcetgx, du=———; d8=dx; §=1x,
S IT+x°

w1

_[arcctg xdx = xarcotg x + ln |1 + x‘zl ’c s W

O¢z-o‘zini tekshirish uchun savollar,

1. Boshlang‘ich funksiya deb nimaga aytiladi?
2. Berilgan funksiyaning anigmas integrali deb nimaga aytiladi?
3. Anigmas integralning xossalarini aytib bering.
4. Anigmas integralda o‘zgamuvchilami almashtirish usuli nimadan iborat?
5. Anigmas integralda bo‘laklab integrallash formulasini keltirib chigaring.

6-§. Aniq integral

HEEEAS

" 6.1. Aniq integral va uning xossalari.

Aniq integral matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri
bo‘lib, matematika, fizika, mexanika va boshqa fanlarda tekshirishning
eng kuchli quroli hisoblanadi.

Egri chiziglar bilan chegaralangan yuzalarni, egri chiziq voylari
uzunliklarini, hajmlarni, ishlarni, tezliklarni, yo‘llarni, inersiya mo-
mentlarini va hokazolarni hisoblash 1shlannmg hammasi aniq integralni

_ hisoblashga keltiriladi.

7} o ' ' I_f: £exy
' T
N I I | i
P Slhadel 11
M p ? ; } : 1—1‘ ] ’[ Log
|
IRERENA NI -
P gl g K X Xy X el Xa=b >
I. .127-chizrna.
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Aniq integral tushunchasiga olib keluvchi masala. {4, b] kesmada
y=fix) uzluksiz funksiya berilgan bo‘lsin (127-chizma). Berilgan y=f(x)
funksiya grafigi, abssissa o'gi, x=¢ va x=b vertikal to‘g‘ri chiziqlar
bilan chegaralangan aABb tekis figura egri chizigli trapetsiva deyiladi.
Shu egri chizighi trapetsiya yuzini topamiz. Buning uchun y=fx) fun-
ksivaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini mos ravishda

-a, |
ii=0,1..,n

1
nugtalar bilan » ta kesmachalarga ajratamiz, bunda x<x,<x,<. . <x
deb hisoblaymiz va x —x~4x, x,mx=Ax,, x—x,  =d4x deb faraz qi-
lamiz, so‘ngra f{x) funksivaning eng kichik va eng katta giymatlarini:
[x; x,] kesmada m, va M, bilan;

[x,; x,] kesmada m, va M, bilan;

M va m bilan belgilaymiz. [¢; 5] kesmani X, =

oX,] kesmada m_ va M_bilan belgilaymiz.

Endl quyidagi vig 1nd11arm tuzamiz:

$, = mAX+ mZAx1+. .+ mAx = Zm A, 5

'fw?_ 2
CUTES, = Maxt Maxt .+ Max = 2 MAY,

\ pn S

Bu yigindilar integral yig‘indi deyilib, mos ravishda ichki va tashql
chlzllgan zinasimon shaklni sinig chiziq bilan chegaralangan yuziga
teng bo‘ladi. Bundan esa §,<S,;, <5, tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar
[2;b] kesmalarni yana ham Kichiklashtirib bo‘laklarga ajratsak, n yetar-
lik darajada bo‘lganda 3, va }:Iar bir-biridan kam farq giladi va egri
chizigli trapetsiyaning yuzini aniglavdi.

Ta’rif. Aytaylik, y=f{x) xela; b] manfiy bo‘lmagan, uzluksiz fun-
ksiya bo‘lsin. Bu holda, agar {i,,_} va {E} ketma-ketliklar limitlari
mavjud bo‘lib, bir-biriga teng bo‘lsa, limitning giymati egri chizigli
trapetsiyaning yuzi deyiladi.

6.2. Integral yig‘indi, aniq integralning ta’rifi.

Endi [x; x], [x; x,], ..., [x_,, x,] kesmalarning har birida bittadan
nugta olamiz. Bu nuqtalarm &,&5,...¢, bilan belgilaymiz.

laymiz.
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Bu nuqtalamni har birida f(&,),f(&,),... f(£,) giymatlarni hisob-

s, = FE) AR + F(E:) 8%, +..+ F(£,) A%, =2 F(&)Ax,
im|
yigindini tuzamiz.
Bu vig'indi [a; b) kesmada fix) funksivaning integral yig mdlsl deb

ataladi. .
Ix_; x) kesmaga teglshh bo‘lgan har ganday £, nugta uchun

m, < f(£)<M,vabarcha Ax, >0 bolganda mAx, < f(&,)Ax, < M Ax,

demak, me <Zf(§ )Ax, <ZMM,yok1 5,558,553,

sl i=|

Bundan ko‘rinadiki, yuzi s, ga teng bo‘lgan shakl ichki va tashqgi
chizilgan siniq chizig bilan chegaralangan yuzalar orasida yotadi. s,
yig‘indining giymati [o; 8] kesmani [x,_; x] kesmalarga ajratish usuliga
hamda hosil gilingan kesmani ichida &, nuqtalarni tanlab olishga boglig.
Endi max[x, ; x] bilan kesmalarni eng uzunini belgilaymiz va max[x, ; x)
nolga intiladigan holni qaraymiz. Har bir ajratish uchun &, ning mos

giymatini tanlab < :Zf ($)AY; integral yigéindisini tuzamiz.

i=l
n — wintilganda max Ax, — 0 bo‘ladigan s ketma-ketlikni garaymiz
va u biror limitga ega bo‘lsin.

lim s,= lim Zf(f JAX, =5

max &, 0 i Ay, =07

1-ta rif. Agar [a; 5] kesma max Ax, — Oshartni ganoatlantiradigan

__har qanday bo‘laklarga ajratilganda va [x,_,; x] kesmada &, ni istalgan-

cha tanlab olganda . =Zf ($)A%; integral yigindi birgina limitga
i=l .
intilsa, u holda,bu limit {a; b] kesmada f{x) funksiyaning aniq integrali

b
deb ataladi va J F(x)dx bilan belgilanadi. Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra:

Jim Zf(é )Ax, = jf(x)dx

ma doe, >

@ — son integralning quyi chegarasi, & — son esa integralning yuqon
chegarasi deyiladi. [a; 8] integrallash kesmasi, x esa integrallash
o‘zgarvchisi deviladi.
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2-ta’rif. Agar f{x) funksiya uchun yugoridagi limit mavjud bo‘lsa,
u holda funksiya [a; 5] kesmada integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Agar integral ostidagi y=fx) funksiyaning grafigini chizsak f(x)=0

b
“ bo‘lgan holda If (x)dx integralning son giymati Y=f(x) egri chiziq,
x=a, x=p to‘g‘;‘i chiziglar hamda Ox o‘qi bilan chegaralangan egri
- chizigli trapetsiya yuziga teng. o

EET

6.3. Integralning mavjudligi hagidagi teorema.

Teorema. (isbotsiz keltiramiz). Agar fix) funksiya [a; 4] kesmada
uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya shu kesmada integrallanuvchidir.,
Uziluvehan funksiyalar orasida integrallanuvchi funksiyalar va integral-
lanmovchi funksiyalar ham bo‘lishi mumkin.

Eslatma. 1. aniq integral faqat f(x) funksiyaning turiga va integral-
ning chegarasiga bog‘liq, ammo har qanday harf bilan belgilanishi
mumkin bo‘igan integrallash o‘zgaruvchisiga bog‘liq emas.

st e 5 ’ 5 honghe
A If(x)dr=_[f(t)dt=---=If(z)dz'
@ a @ Gooingy epanh

b L
2. If (x)dx aniq integral tushunchasini berishda a<p deb f

T

qildik. Agar b_<a bo‘lsa, ta’rifga ko'ra :

. b & a 6
_[f(x)dx=- If(x)dx; Misol J‘xsdx=—jx3dx_
a ] . G Q

v 3. Agar a=b bo‘lsa, ta’riflarga ko‘ra, har ganday funksiya uchun
tubandagi tenglik o‘rinli bo‘ladi. S TR

[f()ds=0
6.4. Aniq -integralning asf;siy xossalari.

Lhlg

! y=f(x) funksiya {a; b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lsin. J

s

&
U helda _[f (x)dx mavjud va quyidagi xossalar o‘rinli.

1-xo0ssa. 6‘zgarmas ko‘paytuvchini aniq integral belgisining tashga-
q_siga chiqarish mumkin, agar C=const bo‘lsa, u holda :

] | | bICf(x)dr%C?f(x)dx. o
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Isboti: gasieg@liny - 7 - .
' i broid gne gy eni

-1 0 T 3 at.

.

i B "
fefrede= tim Y CfE)ar, =
KIJ a L =0 .
] ’ o7 Heded
e =Cotm 3 AN =C [f T
max d F=| a

2-xossa. Bir necha funksiyalar -algebraik _yig‘in@isipipg aniq integrali
go‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik y_xg‘lpdmga teng. Masa-
lan, ikkita qo‘shiluvchi bo‘lgan hol uchun yozib isbotlaymiz.

* bj[f. @)+ = [fi(x)dx+ [ £, (x).

gy R 0L

’ ‘*I .

Isboti. I[f. (x)+ £, (x)}dx = &E’wi [AED+ f(E)Ax, =

v im]

mex &x—=0| 5 =l maxox; =l -

= lim [i‘fl(‘fx)m; +if2(§f)Axl]= h;xn olzilfl(‘fj)‘ﬁx:"'

S
[

" b B
+ lim 3 fo(E)A%, = [fi(x)dx+ [7, (o).

Qo‘shiluvchilar soni har gancha bo‘lganda ham shunday isbot

- gilinadi.

. 3-x0ssa. (Bu xossa g>p bo‘lgandagina bajariladi). Agar [a, b]
(a<b) kesmada f(x)va p(x) funksiyalar f{x)<g(x) shartni qanoat-
] 4
lantirsa, u holda If (¥)dx < If??(x)fﬁ o‘rinki.
Isboti. Tubandagi ayirmani qaraymiz: |
T b ' S n : :
[etdx— [ f(x)dx = ftpx) - £ (x)1dx = im D Ip)-FENAx;
bunda: o)~ f(£)=20 Ax, 20, N )
demak, butun yig‘indi manfiy emas va uning limiti ham manfiy emas, _‘

ya'ni - "

T e k=0 yoki oo - frezo
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4-xossa. Agar M va m sonlar f(x) funksiyaning [a:b] kesmadagi eng
katta va eng kichik giymatlari bo‘lib, 5 <p bo* Isa, u holda

m(b-a) < J' J(x)dx < M(b-a) boladi.
Isboti. Teoremaning shaitiga ko‘ra; A S A
méf(x)<M Vi

3-xossaga ko'ra Imdx < jf (¥)dx < Jde bunda Imdx Ide ning

qiymatlari mos ravishda Imafx mb-a) va _P‘m M(b-4) ga teng.

Agar f(x)20 bo'lsa, u holda bu xossani gcomctnk usulda tasvir-

lasak, egri chiziqli a4Bb trapetsiyaning yuzi, gA Bb va aA Bb to‘g'ri
to’ rtburchaklar orasida yotadi (128- chlzma)

K

128-chizma.

5-xossa. (O‘rta giymat haqgida teorema). Agar 1) funkswa [a; b]‘-
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu kesmada shunday bir ¢ nugta

topiladiki, bu nuqta uchun If (¥)dx=(b-a)f(c) tenglik o'rinlidir.

Ishot. Aniglik uchun a<b "bo¢ Igan hoini qaraymiz. Agar m va M lar
f{x) ning [a; b] kesmadag1 eng kichik va eng katta qumatlan bo‘lsa,

u holda oldingi xossaga ko‘ra mé—j'(f(x)dx<M bundan
—“If ()dx=14¢ bo'ladi. m<pu<M bunda f(x) uzivksiz funksiya

bo‘lgam uchun m va M orasidagi hamma oraliq giymatlarni qabut
qiladi. Demak, biror ¢ (a<c<b) giymatda u=f (¢} bo‘ladi, ya’ni

= fexp~ay.
198

6-xossa, Agar quyidagi uchta integralning har biri mavjud bo‘lsa,
u helda har ganday uchta ¢,b,c¢ son uchun

If(x)dx=_|.f(x)d5¥+ff(x)dx; .
tenglik o‘rinli bo‘ladi. L e

6.5. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integral. . & .

b
_[f (x)dx aniq integralning quyi chegarasi & yuqori chegarasi b
o‘zgaruvchan bo‘lsin. U holda integral yuqori chegarasining funksiyasi

bo‘ladi. If (4! ko‘rinishdagi integralni hosil gilamiz. ¢ o‘zgarmas son

bo‘lgands bu integral yugori x chegarasining funksiyasi bo‘ladi. Bu
funksivani ®¢x) bilan belgilaymiz.

D)= [F(ndt. (1)

Agar f(1) >0 bo‘lsa, u holda P(x) funksiyaning son giymati egri
chizigli aAXx trapetsiyaning yuziga teng (129-chizma).

Bu yuz x o‘zgarishi bilan o‘zgarib boradi. (1) aniq integraldan
yugori chegaraga nisbatan hosila olamiz.

Teorema. Agar f(x) funksiva [e, 4] kesmada uzluksiz funksiya va

D(x)= jf(:)dz bo'lsa, u holda @'(x)= f(x) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Boshqacha aytganda, aniq integraldan yuqori chegarasi bo‘yicha
olingan hosila integral ostidagi funksiyaga teng bo‘lib, unda integrallash
o‘zgaruvchisini o‘rniga yugori chegaraning giymati qo‘yilgan.

Isbot. x argumentga musbat yoki manfiy orttirma beramiz, u holda

XeAx x+4x

D(x+ax)= If(f)dt— If(r)dr+ j f(t)dt

'(D(x) funk51yan1ng ortt1rmasn ﬂ
x+AT .

AD = D(x+ Ax) —D(x) = jf(:)dr+ j F(0)dt - jf(r)dr
x+Ax S

ya'ni AQ= I J(@)de. j
Oxirgi mtegrafga o‘rta qivmat haqidagi teoremani tatbig etamlz
AD = f(EXx+ Ax—-x)= f(E)Ax; s}gs*

199

it



| ~“ifinda ¢ ning giymati x bilan x+Ax orasida yotadi.
A ——A*x———f(s"')-
. AP -
Dcmak, (p X)= M1 —_——= IR L P B -y
) gg}) Ax gmnf(f) 2 ety ..‘isf:a;:-:
Ammo, Ax-0 bo‘lganda ¢ —>x bo‘lgani uchun bu holda
li = .
Ai_%f (é) g‘_‘f:f (¢} lekin f(x) funksiva uzluksiz bo‘lgani uchun.
R % gl_l’l}f (&)=r (x)’

BRI
r. Shunday gilib, D'(x)= f(x) teorema isbotlandi.

o Teorema geometrik jthatdan quyidagini ifoclalaydi:.
- A® = f(§)Ax

g} oo X oritirma bir asosi Ax bo‘lgan
. v egri chizigli trapetsiyaning
o D N — b yuziga teng bo‘lib,
\oo @' (x)= f(x) hosila x kes-
ST 7 maning uzunligiga te -
7 y; F{wET—x chizma), giga teng (129
s 129-chizma,

: Izoh. Isbot etilgan teore-

madan, xususiy holda har qanda . : n teore
: v uzluksiz funk P

ksivaga ega degan natija kelib chigadi. siya boshlang‘ich fun-

6.6. Nyuton-Leybnits formulasi.

Teorema. Agar fix) funksiya (a; 5] kesmada uzluks;
" - - - x ? ZI -
siz f{x) funksiyaning biror boshlang‘ich funksiyasi uboifs:a I:IF (lﬁlgilu
» ¥ ]

[fas = Fy- F(ay,

formula o‘rinlidir. Bu forfnula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.

Isbot. F¢x) funksiya f(>) funksiyaning biror boshlang‘ich funksiyasi

bo’lsin, 6.5-mavzudagi teoremaga muvofig Jf ()dr funksiya ham 1x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Ammo, berilgan funksiy-
aning har ganday 2 ta boshlang‘ich funksiyasi bir-biridan o‘zgarmas

qo‘shiluvchi bilan farq giladi. .[f (dt=F(xy+C".
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O‘zgarmas C’ ni aniglash uchun x=a deb olamiz.
: i[f(t)dt =F(a)+C";  0=F{a)+C"; | C"=-F(a); den.‘na.'llc,
] f(f)ydt=F(x)-F(a) x=b deb olsak, Nyuton-Leybnits formulasi_ '
l:osil bo‘ladi. l].f(r)dr =F(b)-F(a) ¢ ni x bilan almashtirsak

[/ (9ae=F4)F (@) [ (e F . =F0)-Flo)

Integral ostidagi funksiy‘:aning boshlang‘ich funksiyasi ma’lum bo‘lsa,
u holda Nyuton-Leybnits formulasi aniq integraini hisoblash uchun .

juda qulay. :
.6.7. Aniq integralni hisoblash metodlari.

I} Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish. :

Aniq integralni hisoblashda ham anigmas integralni hisoblashdagi-
dek o‘rniga qo‘yish metodi yoki o‘zgaruvchini almashtirish metodidan
keng foydalaniladi.

Teorema. f(x) funksiya [a;b]kesmada berilgan va uzluksiz

&
bo‘lsin. jf(x)dr integralni hisoblash talab qilinsin. x=g(¢)
o‘zgaruvcahini kiritamiz. U holda, agar ¢(¢) funksiya quyidagi shart-
larni ganoatlantirsa: |
1) o(t) funksiya [o; ] kesmada aniglangan va uzluksiz;

o2 p(a)=a; o(B)=b;

i 3) ¢(r) funksiya [a; 8] kesmada uzluksiz ¢'(f) hosilaga ega bo‘lsa,
;.' u holda ..f.;.._.-i'.'u:w-'- . P b
. -.i?n‘;f"_‘.,.: If(x)dxz If[tp(t)]qv'(t)dr... IR

bo‘ladi. .
Isbot. Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich,fun-
ksiyasi bo‘lsa, quyidagi tenglikni yozish mumkin: S

o f(x)d=F(x)+C; o 2
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[fle@loa=rlo)sc. =~
Keyingi tenglikni to‘g’riligi uni 2 tomonini s bo‘yicha differentsi-
yallash bilan tekshirifadi. Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra:

I7 ()a=r)f

- Bunga asosan: T
. !, C 3= ?f[go(t)]:p’(r)dr:F[;p(;)]!fif; |

=Flo(B)]-Flo(@)]=F@)-F(ay™

ekani kelib chigadi. Keyingi ifodalarning 0‘ng temoni teng 'bo‘lgéih"i
uchun chap tomoni ham teng. Aniq integralni birinchi formula bilan
hisoblagandan keyin eski o‘zgaruvchiga o‘tish zaruriyati yo‘q.

Misol. IW‘ "=x’d integral hisoblansin.
0

=F(b)-F(a). -

vy
G

Yechish. o‘zgaruvchini almashtiramiz. x = rsin tLdx=rcostdt inte-

grallashning yangi chegaralarini topamiz. x=0 bo‘lganda t=0, x=r
T

bo‘lganda t=2. Dernak,

- 3 ' )

I\fr‘ -x’dy= Idrz —risin’trcostdt =

] ]
3 ' T

: 241 — i - 2 i
=r2J(~+-1~0032rJd1=r2[1+szt:‘ =5 g
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2) Bo‘laklab integrallash. R
Aytaylik, u=u(x) va 9= 8(x) funksiyalar [4;5] kesmada aniglan-
gan, uzluksiz W'(x) va #'(x)} hosilalarga ega bo‘lsin.
¢+ U holda [u x;é! x)| =u'(x}8(x)+u(x)9(x) boladi
Bu yerda, ugx SEx; funksiva u'(x)B(x)+u(x).9‘(x) funksiyaning
boshlang‘ich fimksiyasi. Nyuton-Leybnits formulasiga asosan bu ayni-
yatning ikkala tomonini o dan b gacha chegarajarda integrallaymiz.
b ' b & ) i
J(u.?) dx= Iu'é‘dfr+ Iu&'dx'

202

R ' SR L T, | ’ . -
Lekin, [(«9) dx=u8+C “bo‘Igani sababli J(8) i_@rfusa 0 rmh

: p b b - ok p b

Demak, w9 . j&du+ J.udB yoki ‘;l‘ud.9=u‘9 a—!&da. ..

Bu tenglik aniq integralni bo‘laklab integraliash formulasi deyil

1
Misol. Ixe “dx integralni hisoblang.
0

Yechish. Belgilashlar kiritamiz w=x, J8=e"dy, du=dx; $=e";
u holda bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra ©

1 .
0 =2e+1 ga ega bo‘lamiz.

1 l 1 ) .
Ixe"d.'xr—xe’ + Je“dx=e+e
.

1] .
O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Integral yig‘indi deganda’nimani tushunasiz?

2. Anig integralga ta’rif _be:nng._ )

3. Aniq integral xossalarini aytib benpg. .

4. Aniq integralni hisoblash mt?todla_n_m ay:[fb bermg
5. Nyuton-Leybnits formulasini keltirib chigaring.

7-§. Aniq integralni geometriyaga va mexanikaga tatbiqi
7.1. Tekis figura yuzasini hisoblash.
i i i i i arni hisoblash.
1) To'g’ri burchakli koordinatalar sistemasida yuz : :
B)izga rgna’lumki, musbat uzluksiz y=f(x) funksiyadan olm‘gz}q a?‘lqu
integral y=f(x) egri chizig, Ox o‘q,. x=a va xfb (a<£.:)’tt’)fegd;l1 cd’-
ziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzini i avdi.
b .

S"_‘j.f(x)dx‘ : | ()

- Agar [a, b] kesmada f(x)<0 bo‘lsa, v holda jf (x)ex amiq integral
ham manfiy bo‘ladi. Absolut giymatga ko‘ra bu integral tegishli egri
chizigli trapetsivaning 5 yuziga teng. .

.s=~]'f(x)dx- W )
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Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada ishorasini chekli son marta
o‘zgartirsa, u holda integralni butun [a,b] kesmada qismiy kesmachalar
bo‘yicha integrallar yig'indisiga ajratamiz. Qayerda JS(x)z 0 bo‘lsa, shu
kesmada integral musbat, qayerda Sf(x)<0 bo‘lsa, shu kesmada inte-
gral manfiy bo‘ladi va yuza (1) va (2) formulalarga ko‘ra;

LR £

b
! et idafe. = ﬂf ®ldx. 3

y=sinx sinusoida va Ox o‘q bilan

7éE—x chegaralangan § yuza hisoblansin
(130-chizma).

Yechish. 0<x < bo‘lganda

- sinx>0,7<x<2z bo‘lganda

€sa sinx <0 bo‘lgani sababli

3|

 130-chizma.

. : x T .
. s= [sinadr+ = flsinxjdy;
o 0

2z

_[sin xdx
_X
o -

. Isinxdfr = —cosxl o=—(cos 7 —cos0) =—](-1-1) = 2;
G . -,

0

2z i
- fsinxdx=-cos x’j” =—lcos 27 —~cos x| =-2.
. 1]

P ey

Demak, s=2+|-2|=4. Agar murakkabrog, ya’ni egri chizigli tra-

© petsiyadan murakkabroq tekis figuraning yuzini hisoblash talab qilinsa,
.uni bir gancha egri chizigli trapetsiyalar yig‘indisi ko‘rinishida bo‘laklarga
ajratamiz. Keyinchalik yuzani ana shu egri chizigli trapetsiyalar yuza-
larini yig‘indisi ko‘rinishida hisoblaymiz:
gty Bl

13 ¢ b
5= [fixd+ | Jowyd + [fiae "0 @)

Misol. y=+/x va y=x? egri chiziglar bilan chegaralangan yuza
hisoblansin (131-chizma). : :
Yechish, Fgrilarni kesishgan nuqtalarni topamiz:

' Ular Vx=x? = x=x* tenglamadan topildi. x, =0; ».x,=1;
T 1 i
. - 3 1
4 - 17 szf\/;dx—-‘l.x'dx=—-_
o ' e a 0 3
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Misol. 0<x<27 bo‘lganda.

. 0 gacha o‘zgaradi.
."I -.

Misol y=2v"-4x43, x==1,x=2  ~ f T
chiziglar hamda abssissa o‘qining [~1; 2]
kesmasi bilan chegaralan tekis shakl yu s
zasi hisoblansin (132-chizma). : i

Yechish. (3)—formulaga ko‘ra bu yuza: & N

2 ' ] 1 X
S= j(2x2-4x+3)dx=
-I h
CU et 2 2 1:".1”? S
== |, -2x* [ +3x [ =122, :

= A4 131-chizma.
Endi egri chiziq tenglamalari para- " %!
metrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsin: e
y=o(t), y=yp(t) a<t<f va BN
"go(ﬁ) =bh egri chiziglar bilan chegaralan-
gan egri chizigli trapetsiya yuzasini hisob- A
laymiz. Yuqoridagi parametrik tenglarpalag !
biror [a, 5] kesmada, y=f(x) funksnyan! -
aniqlaydi deb faraz qilamiz. 'U holda egri '
chiziqli trapetsiyaning yuzasi:

) I 7 B W S
y LV #,

§= _[f (x)dx = Jydx ga teng. Bu integralda ¥ :

oo . N 132-chizma. .

o‘zgaruvchini almashtiramiz. e

x=p(2); dx = ' ()dr ;

‘ Tl g i [

Cy= 0= fle@]=w@).
s Demak, sy

‘ C o s= [y

' Bu tenglamz;lari paramfatrik ko‘rinishda berilgan egri chizig bilan

chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzasini hisoblash formula-
sidir. - -
Misol. x=acost; y=bsint ellips bilan chegaralangan sohaning yu-
zasi hisoblansin. ' . _
Yechish, x ning giymati — @ dan + g gacha ¢ ning givmati x dan

LIS
0 .0 g B
§=2 j(b sing)(—asintdr) =—2ab [sin’tdt = 2ab jsin- tdt =

o T qQ .

C o =2ab [ pap

+ 2 -
s t] =zab. C e
2 o oA
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2) Qutb koqrdinatalar sisterasida egri chizigli sektorning yuzi.
Qutb koordinata sistemasida egri chiziq r = f(g) tenglama bilan
berilgan bo‘lsin. Bu yerda f(¢) funksiva « <@ < kesmada uzluksiz.

ro= f((p) eg'ri_ cl_n'ziq 9=a va ¢=b radius vektorlar bilan chega-
ralangan egri chizigli OAB sektor yuzini topamiz. [2; 5] Kesmani

@ =a+ ﬁhai; (#=90,1,2,...,n)

L3

nugtalar yordamida [&Q],[ﬂ,@;],.-.,[%.{;ﬂ
bo‘laklarga bo‘lamiz. O‘tkazilgan radius
=% vektorlar oralaridagi burchaklarni
.. Ap. A@,..Ap, deb belgilaymiz (133-chiz-

ma). .
@, bilan @, orasidagi ¢ burchak-
ka mos radius vektor uzunligini 7, orqali
o belgilaymiz. Radiusi ,, va markaziy bur-
133-chizma. chagi Ag, bo‘lgan doiraviy sektorni

. . . 1 .
qaraymiz, uning yuzi AS=5?‘,- Ap, ga teng. Ushbu yig'indi

IR ST s 2
s —gzr ;Ap, = “Z‘Z[f (0,)) A, «Zinapoyasimon» sektorning yuzini

=] i=]
beradi. Bu yigiindi a<@<f kesmada r2=[ f (x)]ﬁ funksiyaning
B
- - . L) + l 2
integral yig‘indisi bo‘lgani sababli giymati maxAg, >0 da EJ}' do
aniq ’integralga teng. Bu burchak ichida r, qanday vektorni olish?mizga
bog‘liq emas. Bu limit shaklning izlangan yuzi uchun gabui gilinishi

tabiiydir. Shu sababli OAB sektorning vuzi:

_ I ) . 1 A 2. .'
Sm—ifzfr do  yoki ~5!f[(go)] de- |
: Mlsol r=a,Jcos2p lemniskata bilan chegaralangan yuza hisob-
ansin.

_ Yechish. Agar ¢ burchak 0 dan % gacha o‘zgarsa, chegaralangan
yuza izlanayotgan yuzaning choragini chizadi.

BNE: - a’ sin2g|~ @

- =S==|r’dop==a* {cos2pdp ="~ =—

_42J¢2!2¢$2234'
Demak, leminskata bilan chegaralangan yuza S = a’ga teng.
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7.2. Tekis egri chiziq yoyining uzumligini hisoblash.

Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida egri chiziq
y=f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bu funksiva [a, ] kesmada
uzluksiz va differensiailanuvchi.

Bu egri chizigning x=4 va x=b vertikal to‘g‘ri chiziglar orasidagi
yoyining uzunligini topamiz. Buning uchun [a,5] kesmani
x,.:a+§-:£f (i:O,l,Z....,n) nugta- 43 ) 5
lar yordamida # ta bo‘lakka bo‘lamiz.

Bo‘linish nugtalaridan ordinata a 8y
o‘giga parallel to‘g‘ri chiziglar {
o‘tkazamiz va ularni egri chizig bilan A
kesishish nuqtalarini M, bilan belgi-
laymiz. M, nuqtalarni vatarlar bilan
tutashtiramiz. U holda AB yoy ichida |
A M, M M, ., M B sinig chizig % Y, H iy
hosil bo‘ladi (134-chizma). 134-chizma. o

=

Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasidan foydalanib siniq
chizig perimetrini hisoblaymiz:

L= J(xl ~x,)° +(f(x,)—f(x0)): + \/(Jr3 hx,)g +(f(3§2)—f(x,)]3 +.....
ot J(xw -x,) +(f(Jnf;,+1)"f(x,())2 e

+‘j(xn “xn—l)z "i'(f(xu)_f(xu-l))3
" Bundan AB yoyiga chizilgan sinig@ chiziq perimetri

- : :
L= Z\/(xm —x) +(f(x&+|)"f(xk )) ga teng. Bunda x, = a; x =5,
k=0

Ax, bo‘laklarning eng katta uzunligini maxAx, deb belgilaymiz. i
Ta’rif. AB yoyga ichki chizilgan siniq chiziq perimetri

n—|

L= (e — %) +(f () - f(x,))° maxAx, ->0da chekli limit-
ga ega bollsa, 47 uzunlikka ega deyiladi va bu limit -

=1

lim L= lim ;J(xm-xk)3+(f(x,,+,)-f_(xf))’:_  

max Ay, max Ax, =0

AR yoyning uzunligi deyiladi. .
Biz f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va f'(x) hosilaga:ega
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t.

degan edik. Shu sababli f(x) funksiya har bir [%:.%,.,] oraligda
Lagranj teoremasini shartlarini qanoatlantiradi.

Lagranj teoremasiga ko‘ra: f(x,,)-/f(x,)=f (&, X*x,,,-x,) bu

yverda x, <&, <x,,, o‘zgaradi.
Bularga asosan, AB yoyga chizilgan siniq chiziq perimetri

0

) a1 e

! L Z\/(xm -x,)’ +(f (X)) fx,))° = o "{

: . . ol

_;\/(xh-l X))+ 1 ENxy —x) = - ._.‘:{:};E(;;

. L] . B :i*r;

: | -;J(xm W (e

f& ol - e
: 'ZO\II"‘f (E)xp,, —x,) Z\‘l"“flz(‘fk)‘mk; ' ;E
k=0 B

%
f(x) funksiya [a,6] kesmada uzluksiz J (x)hosilaga ega bo‘lganligi

sababli quyidagi ./1+ S (x) funksiya ham uzluksiz bo‘ladi.’ Shuning

n=1

uchun /] + £ (x funksiyaning integral yig‘indisi z 1+f (5& Ax
maxAx, -0 da I\[1+f'2(xdr ga mnladl ya'ni

= 12 r2 I I
Jp ST - [T,
Natijada 4B =7 uzunligi uchun tubandagl formulaga ega bo‘lam1z
= |1+ 1% (x)dx. or

Misol. x°+y®=r’ aylana uzunligi hlsoblahmn o
Yechish. Dastlab, aylananing bir chorakda yotgan chizig'ining uzun-

- "ligini hisoblaymiz. U holda 4B ning tenglamasi y=+/r? — x> bo Iadl

Demak, o
1!“’ X [ r x| Fol frr."
0 rex avri-x? "lo 2 2 .,
Butun aylana uzunligi /=27r. - L *Iﬂ :
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 bo‘lamiz. Har bir [x,_;x,] kes- %

 tanlaymiz (135-chizma).

L 5l S

7.3. Aylanish jismining hajmini hisoblash.

Uzluksiz manfiy bo‘lmagan y=f(x), xe[a,b] funksiva, (Ox) abs-
sissa o‘qi. x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan aABb egri
chiziqli trapetsivaning ( Ox) o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism
hajmini aniglaymiz. Buning uchun [&,8] kesmani o

b

X, =a+—2i ;i=0,1L2,..,n 9
nuqtalar yo’f'damida bir xil
uzunlikdagi  kesmachalarga

machada ¢, €[x,_;x] nugta

) 135-chizma.
Integral yig‘indi tuzamiz .

RE) A 7 ) A k7 f(E,) A, =Eifz(§,-)mi o

im]

bu yerda Ax,=x,-x,, (1} ni har bir go‘shiluvchisi doiraviy silindr

* hajmiga teng.

Butun vig‘indi esa zinapoyasimon jismga mos hajmni beradi. Uzluksiz

- f(x), xe[a b] funksiya uchun > da (1) integral yig‘indi aylanma
]1smn1ng hajmini beradi.

R

V=rx llme (¢)Ax, :r_[f (x)dx_ s et

Mlsol y=x! egrini x= O dan x=2 gacha kesmada abssissa o°qi

atroﬁda aylamshldan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang.
: ‘lf-'-.'. T TR 12

V= irjx“dx | =32

' 7.4. Aylanish jismning sirtini hisoblash.

| Oldingi mavzudagi chizmada aylanish jismi berilgan. AB egrini
abssissa o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini hisoblash

- talab qilinsin. y=£(x), xe[a'b] funksiya [a;b] kesmada uzluksiz va

b-
differensiallanuvchi bo‘lsin. [a;b] kesmani X, —0+—I i=0,l,.
nugtalar yordamida n ta bo‘lakga bo‘lamiz. Bu nuqtalardan ordmatalar
o‘tkazib, uni egri chiziq bilan kesishgan nugqtalarini A, bilan belgi-

209 -




laymiz. A, nugtalarni vatarlar bilan tutashtirib AM M M, B siniq

chiziq hosil qilamiz. Bu sinig chizigni abssissa 0°qi atrofida ayla-
nishidan kesik konus yon sirtlari hosil bo‘ladi. Bu sirtlarning yuzasini

S bilan belgilaymiz. U holda { S,,} ketma-ketlikni limiti aylanish jismi
sirtini yuzasini beradi. S =lmS, 4M M, M B siniq chiziq ayla-
nishidan hosil bo‘ladigan sirt yuzasi

S, 22 ,_,)+f(x ﬂ'Z[f(x[ D+ £(x, )],H1+ f (4’)

imt

vig'indini # - o0 da limiti esa aylamsh jismi sirtining yuzasini beradi,
§=lims, =Jr£i_mi[f(x,. )+ 5 () 1+ (£(€)) ax, =
~2ff,{g{£Z[f(s" )NH (s (5) Ax, = 2frff(x)\/1+(f (x)) dx.

Demak,
S=2x ff(x) (S

Misol. x°+y?=R® aylanani abssissa oqi atrofida aylanishidan
hosnl bo‘lgan jism sirtining yuzml hisoblang.

Yechish, Sirt yuzini =27 If x)\ll"“(f (x) dx formula bo‘yicha
hisoblaymiz. f(x):«p'Rz—x ga teng. To‘la sirtni hisoblashda

f(x)—wf R*—x? egrini koordinatalar sistemasining birinchi choragi-
dagi qismini aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini htsoblab ikkiga

ko‘paytiramiz.
——272"[\/ ~x° L+ = ZJTI\fR‘—x ,} oS
=27R"; S=4xR°. J

2
e

*2;:[Rdx 2R R
0
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7.5. Ishni aniq integral yordamida hisoblash. -

F kuch ta’siri ostida M moddiy nuqgta to‘g‘ri chiziqg bo‘vicha har-
akat qilsin, bunda kuchning yo‘nalishi harakat yo‘nalishi bilan bir xil
bo‘lsin. M nuqta S=g holatidan S=§& holatga ko‘chganda F kuchning
bajargan ishini topish talab qilinsin.

Bunda ikki hol bo‘lishi mumkin:

1) agar F Kkuch o‘zgarmas bo‘lsa, u holda 4 ish F kuch bilan
0 tllgan yol uzunligi ko‘paytmasiga teng bo‘ladi, ya'ni:

A=F(b-a).

2) F kuch moddiy nuqtaning olgan o‘rniga qarab uzluksiz o‘zgaradi,
ya'ni 0<S <p kesmada F(S) uzluksiz funksiyani ifodalaydi deb faraz
gilamiz. [a,b] kesmaning uzunliklari AS,,AS,,..,AS, bo‘lgan n ta ix-
tiyoriy bo‘lakga bo‘lamiz. Keyin har bir qismiy kesmada ixtiyoriy &, nugta
tanlab olamiz va F(s) kuchning As, =(i=1,2,...n) yo‘lda bajargan ishi-
ni F(£)As, ko‘paytma bilan almashtiramiz.

Bu esa bir qism kesmada F kuchni o‘zgarmas miqdor deb gabul
gilishimizni bildiradi. _

Bunday holda F(£))As,ifoda Ag, etarli kichik bo‘lganda F kuchning
As, yo‘lda bajargan ishining taqribiy qiymatini beradi, yig‘indi

4,=>"F(&)As; esa F kuchning butun [a, b] kesmada bajargan ishi-
im]

ning tagribiy giymati bo‘ladi.

A, yigtindi [a, b] kesmada F=F(s) kuch uchun tuzilgan 1ntegral
yig'indi. Bu yig‘indining maxAs, > 0dagi limiti mavjud va u F(s)
kuchning S=¢ nuqtadan S=$) nuqtagacha bo‘lgan yo‘lda bajargan

.4 -

ishini ifodalaydi. 4= [F(s)ds.

Misol. Vint prujir;asining § qisilishi unga ta’sir etuvchi kuchga
proporsional. Agar prujinani 1 sm qisish uchun 3 kg kuch kerak bo‘lsa,
F kuch prujinani 20 sm qisish uchun gancha ish bajarish kerak bo‘lishi
hisoblansin.

Yechish. Shartga ko‘ra F kuch va S siljish F=k.$§ munosabat orqali
bog‘langan, bunda k ofzgarmas son. 5 ni metr bilan F ni kg bilan
1fodalaymlz S—O 01, F=3 bo‘lganda 3=K 0,01 bo‘ladi. K=300; F=300 S.

L

02 ,, 0.
A= j 003d3_300— . =6 kegm.
L3 o
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7.6. Egri chiziq va tekis shaklning statik momentlari.

Biror / o‘qdan  masofada bo‘lgan m massali moddiy nugtaning /
o‘qiga nisbatan statik momenti deb, M, =mr miqgdorga aytiladi, Tek-
istikdagi / o‘qdan r,,r,,...,», masofada bo‘lgan mos ravishda iy, 0,
massali # ta moddiy nuqtalarning / o‘qqa nisbatan statik monmnenti deb,

IS UaTE L TSI _% . '
: - T =Y my (1)
- i=l

miqdorga aytiladi. (1) formuladan ko‘rinadiki, statik moment additiv
miqdor, ya’'ni uni qismlarga ajratib yig'indisini hisoblasak ham migdor
o‘zgarmaydi. Shu sababli statik momentni hisoblashda aniq integraldan
foydalansa bo‘ladi. o ‘I
a) Egri chizigning statil momenti, %t iv rric
T Aytaylik, AB moddiy’ egri
¢ ) 5 _ chiziq, x0y tekisligida
wiloi, y= f(x) (a<x<b) tenglama bi-
lan berilgan bo‘lsin. Egri chiz-
iqning har bir nuqtasidagi chizig-
It zichlik y=y(x)ning uzluksiz
« funksiyasi bo‘lsin. Berilgan egri
chiziqning Ox o‘qiga nisbatan
136-chizma. _ statik momenti M_ni hisoblash
.. uchun  uni » ta Kkichik

bo‘lakchalarga bo‘lamiz: Al,Al,.,Al har bir kichik Al(i=1nr)
bo‘lakchada ixtiyoriy P(x, y) nuqta tanlaymiz (136-chizma). Har bir
kichik A/, bo‘lakchada zichlikni o‘zgarmas va uning P, nuqtadagi qi-
ymatiga teng deb, massasi Am; bolgan Al bo‘lakcha uchun quyidagi

Coiry

4] ¢ b¥%;

taqribly ifodani yozamiz: Am ~y(x,)Al,. U holda AB egri chizigning
massasi m uchun quyidagini hosil gilamiz: ' -

5 g ey
i 2 Ay, [T R
L I ot A PSS
inf inl ' o

| Bu tenglikning o‘ng tomonida y(x)-JH y'2(x) funksiya uchun
integral yig‘indi turibdi. Shuning uchun maxAx, - da limitga o‘tib
moddiy AB egri chiziq massasining-aniq qiymatini hosil gilamiz;
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o ) , = 1 = I; e
D ‘,M!-é;].m w!g'?_m;y(xs)éfs (J}/(x)d P

Rt m= [y(odl = [y I+ P,

Endi egri chizigning statik momentini topamiz._ Har bir A_.’i
bo‘lakchaning massasi 4m, bo‘lgan moddiy P, nugta bilan a]ma_shtl-
ramiz. Bu P nugtaning Ox o‘giga nisbatan staP11§ momenti Al
bo‘lakchalamihg statik moementining taqgribly giymatini beradi: -

(M_Y)‘_ﬁy,. Am, = y,y(x,) Al _
AB egri chizigning M, statik momenti Al, bo‘lakchalarning statik

momentlarining yig‘indisiga teng bo‘lgani sababli M, uchun gquyidagi
taqribiy tenglikni yozamiz:

2 s
" N ’ Ay‘ . ’ )
MX ‘#Z}’(I,)y,ﬂ*’. =Z}/(xi)yi l+[z‘;_} Ax;s -=":‘3‘_-t.
=1 fml i

Hosil gilingan tengiikning o‘ng tomonida y(x)y-\/t+y'*(x) fun-
ksiva uchun integral yig‘indi turibdi. maxAx, >0 da Iimitga o“tsak,_'
egri chizigning Ox o‘qiga nisbatan statik momentini hosil gilamiz:

2

. = Ay, AR

- M,(:m!ldr‘{lw;;’(x,-)y,- l+[E] Ak

yoki = . L an
M, = [r(xyy-y1+y dx.

Bu formulani gisqacha cfuyidagicha vozish mumkKin: - __-'5‘:_

M, = Iy(x)ydf; o x (2)

bu yerda di AB egri chizigning uzunligi, /= (@) +(dy)’ =

=Jl1+ y?dyr -a<x<b. Yuqoridagi kabi mulohazalar asosida AB egri
chizigning Oy o‘qgiga nisbatan statik momenti

bo‘lishini ko‘rish- giyin emas. Ag“ar moddiy cgri chiziq bir jinsli bo‘lsa,

213




uning zichligi o‘zgarmas son bo‘ladi, ya’ni y(x}=y shu sababli statik
momentlar uchun (2) va (3) formulalar quyidagi ko‘rinishni oladi:

M, =y}ydl; M, =}f].xdl. o

b) Tekis shaklning statik momenti,

To'g'ti burchakli koordinata sistemasida y=f(x} egri chizig, Ox
o'qi va x=a, x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiya beritgan bo‘lsin. Bu tekis shaklning zichligi har bir nugtada
7{x) bo‘lsin (uzluksiz funksiya). Berilgan shaklning Ox o‘giga nisbatan
M, statik momentini topish uchun uni Oy o‘qiga parallel chiziglar bilan
n ta kichik As,,As,,..,As, yuzchalarga bo‘lamiz (vuzchalarning keng-
ligh mos ravishda Ax,Ax,,..,Ax, ).

Har bir 4s, yuzchaning zichligi o‘zgarmas va u berilgan zichlikning

y £ . - - . .
P ['xn'i_) nuqtadagi giymatiga teng deb hisoblasak, 4s, yuzchaning

massasi uchun quyidagini hosil qilamiz: Am, ~;V(x )As bunda

As, =~ y,Ax,. U holda egri chizigli trapetsiyaning massasi m quyldaglcha

boladi: m“Z}’(x JAS, Z;V(x )yAx

fm) f=l .
Bu yerda tenglikning o‘ng tomonida 7(x) y? funksiya uchun inte-
gral yig‘indi mavjud. Shuning uchun max Ax, = 0 da limitga o‘tib, egri
chlzlqll trapetsiva massasi uchun aniq giymatini hosil gilamiz:

om= i 30088, = lim 3 reys, yok me freavas.

o
Endi egri chizigli trapetsivaning statik momentini hisoblashga o‘tamiz.

y
Har bir AS, yuzchani massasi Am, bo‘lgan moddiy 2, [x,;—'z"’-] nugta

bilan almashtiramiz.

Bu nuqianing Ox o‘giga nisbatan simmetrik statik momenti AS,
yuzchaning statik momentining taqribiy givmatini beradi;

.,

(M), ~—’Am = y(x, ) —=AS, = y(x, ) ~Ax,. Egri chizigli trapetsiy-
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aning M statik momenti AS, yuzchalarning statik momentlarining
yig‘indisiga teng bo‘lgani . uchun quyidagini hosil gqifamiz:

M, *‘Z?’(x ) —"Ax . Bu verda tenglikning o‘ng tomonida -y(x)y

i=1

funksiya uchun integral yig‘indi mavjud. Shuning uchun maxAx, — 0
da limitga o‘tib egri chizigli trapetsiyaning Ox o‘qiga nisbatan statik

momentini hosil gilamiz:

M_= llm Z;V(x) Ax; yoki M, —“f}’(x) » 4

Yugoridagi kabi f kr yuntlb egri chizigli trapetsnyanmg Qy o qlga
nisbatan statik momentini hisoblash uchun quyidagi:
b I
M, = [y(x)x- ydx; )

formulani hosil gilish mumkin. Agar egri chizigli trapetsiya bir jinsh

bo‘lsa, zichlik y(x)=y o‘zgarmas son bo‘lsa (4) va (5) formulalar

tubandagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: :

] ]
M, =%y‘[-y3dx M, =;/j-xydx.
: 2 z '

) X
Masala. p~ +

_Z_ibssissa o‘giga nisbatan statik momenti topilsin. N

' : Yechsh.

formuladan foydalanamiz, bu holda y=1;

ydl ='y\/1+y'-2dx= ¥ ().

Ellips tenglamasidan quyidagilarni topamiz:
2

\ : .
y:bz(l_x—z), W':—b—zx u holda

“ S \/b (1-—)+-~ xdi= \{—(0 ~w T
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2 b,{ 2 _pt '
x de=—+a’—e xzafr;" AU

at-p*

bu yerda e — ellips ekstsentrisiteti: A o e
(*) formulaga asosan: T

; P M, = ]ya‘:’-—-g ]‘\/az —e’x’dx.

. Integralni hisoblash uchun quyidagi almashtirishlanﬁ_‘_-,;baja-réﬁﬁi;
ex=asint, edv=acost dr: A

x=0 da ;=¢;
x=a da ¢=arcsine;

L T

2 2 . a .
B
0 & e 2 o

= a-b h 2 ab
' "_._e"(amsm‘g+'3‘“"3")=:al‘(:sine+¢‘;2 =b(b+£arcsin€).
e

7.7. Og'irlik markazining koordinatalari.

To'g'ri burchakli xOp koordinatalar tekisligida massalari m, m, .., m

) ' 3 mey n
Po Igan ‘Pl.(x!, Y by (x,,y, Yo Po(x,, ¥,) moddiy nuqtalar sistemasi ber-
1l'gan bo‘lsin, X, va y, orgali berilgan sistemaning og'irtik markazi koor-
dinatalarni belgilaymiz. xm; y.m, ko‘paytmalar m; massaning Ox va Oy

o‘glarga nisbatan olingan statik momentlari deviladi :

i o adi. Bu

sistema markazining koordinatalari y . h?lda moddiy
: R ETe £ i 2 e T Tt

H

formulalar bilan aniglanishi mexanikadan ma’lum. Bu formuladan turli
shakl va jismlarning og‘irlik markazlarini topishda foydalanamiz.

a) tekislikdagi chizigning og‘irlik markazi.

AB egri chiziq y=f(x) tenglama bilan berilgan (a<x<b) va bu
egri chizig moddiy chiziq bo‘lsin. Bu moddiy egri chizigning chizigli
zichligi 7 deb faraz gilamiz. Chizigni uzunliklari AS|,AS,,...,AS,
bo'lgan n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘laklarning massalari ularning
vzunliklari bilan zichlik ko‘paytmasiga teng. Am, =jAS,; AS, yoyning
har bir bo‘lagida abssissasi £, bo‘lgan ixtiyoriy nugta olamiz.

Endi AS,yoyning har bir bo‘lagini massasi jAS,; bo‘lgan
P[&;f(£)] moddiy nugta deb qarab (1) va (2) formulada x, o‘rniga
£, qiymatni y, o‘miga f(&,) giymatni m; o‘rniga ( AS bo‘laklar massasi)
¥AS, gilymatni go‘ysak, yoyning og‘irlik markazini aniglash uchun tagribiy
formulalar hosil gilamiz:

I XA, XSS e
..:.__. [ Z}, ASI * 4 Z}( AS‘; . I .

- Agar y=f{x) uzluksiz funksiya bo‘lsa va uzluksiz. hosilaga ega bo‘lsa,
u holda har bir kasming suratidagi va maxrajidagi yig'indilar maxAS, -0

mos integral yig‘indilarining limitiga teng bo‘lgan limitlarga ega bo‘ladi.
Yoy og‘irlik markazining koordinatalari tubandagi aniq integrallar bilan
ifodalanadi.

i’[xds ]x«.fl + £ (x)ax
R

c” b iy . yc= b - IS ’
Jas j,/1+ £ (x)dx Jas jq/1+ A (x)dx

1-misol. Ox o‘qning yugorisiga joylashgan yarim aylana x?+ y*= R?

froas  [feoi+ i@

{(-R<sx<R) ogidik markazining koordinatalari topilsin. ., ...
‘\ . ' . - dj’ x [dy]z o
. ; DU = _xz; —— ;ds: 1+ = (bc, Dol AR R

Derres Toora ‘ dx R =x? dx

ra R 7

R r__: T R R
v, = -3[ Koo JRI -x' R-";dx 2R’ 2_R
Ta _
Yarim aylana Ox o‘giga nisbatan simmetrik bo‘lgani uchun x, =§,;
b) Tekis shaklning og‘irlik markazi.
Berilgan shakl y=f (x), y=f,(x), x=a, x=b chiziglar bilan che-
garalangan bo‘lib, moddiy tekis shakldan iborat bo‘lsin, sirt zichligini,
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ya’ni sit birlik yuzining massasi shaklning hamma bo‘laklari uchun
o‘zgarmas va & ga teng deb hisoblaymiz.
. . b~
Berilgan shaklni X=x, =g +——; (f=0,L,....m) to‘g'ri chiziglar bi-
s
lan kengligi Ax,,Ax,,..,Ax bo‘lgan polosalarga ajratamiz,
Har bir polosa massasi polosa yuzi bilan zichlik ko‘paytmasiga teng
bo'ladi. Agar har bir polosaning asosi Ax, va balandligi f, (&)~ (&)
. X, +x .
bo‘lgan (bunda &, =—"-—") to'g'ri to‘rtburchak bilan almashtirsak, u

holda polosaning massasi tagriban Am, =4[ £,(£)-f; ()], (=129
teng bo‘ladi.
Bu polosaning og‘irlik markazi taxminan tegishli to‘g‘ri

to‘rtburchakning markazida bo‘lsa, {x,). =¢, (»,) A LI
3 ) 2
bo‘ladi.

‘ Endi har bir polosaning massasi tegishli polosaning massasiga teng
bo lgan. va polosaning og‘irlik markaziga to‘plangan nugta bilan
ahnfls!ltln”b,butun shakl og‘irlik markazi koordinatalarini hisoblash uchun
taqribiy formulani olamiz: o

e X = Zf,-é'[fz (é.!)uj](é.r)]mi .
T PRI FACARI A

(N E y = LA+ A@) 617 () - eI |
Ve Y8[h(E) - £&)]ax,

Ax, — 0 da limitga o'tib, berilgan shakl og‘irlik markazining koor-

;. dinatalarini topamiz:

Je[7() - £y

x =

ag [nG)-r@)ee

w

A £ 135 PO E.[[fz (x)+fl(x)].,5[_}r2 (x)-f,(x)]dx S
_ yc = - ) ) S
M N CREN T -
gt e ana g o ,:[[ £ (x) =116 ]dx .-
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Bu formulalar har ganday bir jinsli %) _
tekis shakllar uchun o‘rinli bo‘ladi. veax
Misol, ¥* =2px parabolaning x=a R
to‘gri chiziq bilan kesishishidan hosil -0
bo‘lgan segment og‘irlik markazining koor- CINIEE —
dinatalari aniglansin (137-chizma).
Yechish. Berilgan holda: o R

: foln)= Vsz;ﬁ(x)z“ﬂ; o

e 5
2frfzpra 2 2p§x1
x, == =

o 2(\2pxadx 2\/5%_:5%
i

. 137-chiznia.

Zada o
0.3 =§a; L

i 2 5

L}

».=0 (chunki segment (Ox) o‘qga nisbatan simmetrik).
O¢z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

. y=f(x) egr chizig Ox o'qi, x=a va x=b (a<b) to'g'ri chiziglar
bilan chegaralangan tekis shakl yuzi ganday hisoblanadi?

2. Egri chiziq tenglamalari parametrik ko‘rinishda berilgan tekis shaklning
yuzi Dekart koordinatalarda ganday hisoblanadi?

3. Qutb koordinatalar sistemasida egri chizig bilan chegaralangan egri chizigli
sektorning yuzini hisoblash formulasini yozing.

4. Tekis egri chiziq yoy uzunligini Dekart koordinatalar sistemasida hisob-

lash formulasini yozing.

5. Aylanish jismining hajmini hisoblash formulasini keltirib chiqaring.

6. Aylanish jismining sirtini hisoblash formulasini keltirib chigaring.

7. Egri chizigning koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentini hisob-
lash formulasini yozing.

8. Egri chizigli trapetsivaning abssissa o‘giga nisbatan statik momentini
hisoblash formulasini yozing.

9. Tekislikda moddiy nuqtalar sistemasining og‘irlik markazi koordinata-
larini hisoblash formulasini yozing. E O

f
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L -:‘.1-*_"‘: '. .-.fi"ﬁi-,:J:.:. DIFFERENSIAL TENGLAMAIAR B R

1-§. Differensial tenglama tushunchasi va uning xessalari.
Ba’zi bir birinchi tartibli differensial tenglamaiarni yechish =
metodlari -
Vg

1.1. Differensial tenglamaga olib keluvchi masalalar.
Atrofimizda sodir bo‘layotgan ko‘pgina hodisalar va jarayonlar hodisa
yoki jarayonni tavsiflaydigan noma’lum funksiya va uning hosilasi gat-
nashgan tenglamalar orqali ifodalanadi.
‘Bu tenglamadan noma’lum funksiyani topish masalasi go‘yiladi.
Misollar keltiramiz.
1-masala. Massasi m bo‘lgan jism biror balandlikdan yerga tashlab
yuborilgan. Bu jismning tushish tezligi ¢ ganday qonun bilan o‘zgaradi?
19=.9(t}2 munosabatni topish talab qilinadi.
Yechish. Nyutonning- ikkinchi qonuniga ko‘ra.
ma=F, (*)
bu yerda m — jism massasi; a -~ jism teglanishi; F — ta’sir etuvchi
- kuch. Bunda ikki hol bo'lishi mumkin: B
a} jismga havoning qarshiligi hisobga olmmagan hol;

Jismga havoning qarshiligi hisobga olinmasa, jism faqat og lrhk
kuchi ta’sirida harakatlanadi, ya'ni F =imgga teng bo‘ladi. =~

U holda (*} dan quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz.

mﬁ=m ki 2':?—— ; "“*;
w8 yoKi a’r“g’ (**)

(**) — tezlikga nisbatan birinchi tartibli differensial tenglama.

b) Jismga havoning tezligiga proportsional bo‘lgan qarshilik kuchi
ta'sir etgan hol.

' Bunda Fqﬂ,,,,,,,,, ©$ bo'ladi. Bu yerda — p proportsionallik koeffit-
sienti, ¢ — Jlsmnmg tezligi.
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Bu hofda }:smga F= mg ¥ arshilik kuch fa’sir etadi. U holda (*) dan:

C e e d8
Shoe AR R me— = e - 19,
o dt E-p

[

ds

- ——g——-:‘? (***) ga ega bo‘lamiz. o
dr m '

' Biz yana birinchi tartibli differensial tengiamaga ega bo‘ldik. .

2-masala. Massasi m ga teng
bo‘lgan yukni & bikirlikka ega pru-
jinadagi to‘g‘ri chizigli tebranma ha-
rakatidagi holati x (uning koordi-
natasi x ga bog'liq, boshqacha ayt-

ganda x=x{(f}}, ya'ni x=x() fun- 138-chizma
ksiva aniqlansin.
Yechish. Prujina erkin (cho‘zilmasdan turgan) holatdagi yukning
turgan nuqtasini koordinata boshi 0 deb belgilab olamiz (138-chizma).
U holda prujina cho‘zilganda uzunligi / bo‘lsa, prujinaning mahkam-
langan ikkinchi uchining koordinatasi { bo‘ladi. Shunday gilib yukning
koordinatasi son jihatidan prujina uzunligining o‘zgarishiga teng bo‘ladi.
Prujinaning uncha katta bo‘lmagan cho‘zilishida prujinaning yukga
ta’sir kuchi Guk gonuniga ko‘ra tubandagicha ifodalanadi:
F =-kx;
bu yerda “—” ishorasini olinishiga sabab, kuch yo‘nalishi prujinaning
cho‘zilishi {qisilishi) yo‘nalishiga qarama-qarshi, tezlik ta’rifiga ko‘ra:
9=%
dt
Bu holat uchun Nyutonning ikkinchi gonuniga ko‘ra tubandagi
tenglamani yoza olamiz: .

. ) 2 2 e &

Y F=ma; azd—i; md——{:—kx yoki —2x+—x=0;
dr? at? e m

bu esa ikkinchi tartibli differensial tenglama.

1.2. Differensial tenglamaning ta’rifi va uning vmumiy yechimi.

1-ta’rif. Erkli o‘zgaruvchi x, noma’lum funksiya y = f(x) va uning
.y, " hosilalari qatnashgan tenglamaga differensial tenglama de-
yiladi. o S
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Differensial tenglama simvolik ravishda tubanclaglcha yoz1lad1
FOp, 9,y y")=0;

a’ a™
F x,yfj/—,—f, veos L | =0. idery
e dx dx" _ i

yoki

Agar izlangan funksiya y= f(x) bitta erkli o‘zgaruvchining fun-
ksiyasi bo‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy deyiladi. Agar izlan-
gan funksiya y= f(x) ikki yoki undan ortiq o‘zgaruvchilarga bog‘liq
bo‘lsa, bunday differensial tenglama xususiy hosilali differensial teng-
lama deyiladi.

2-ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamaga kirgan
hosilaning eng yuqgori tartibiga aytiladi.

y'-5xy? + y+3=0— birinchi darajali,
y+hy'-sy—cosx=0 — ikkinchi dargjali differensial tenglama. .
3-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb dif-
ferensial tenglamaga y, y', .. larning o‘miga qo‘yganda uni ay-
njyatga aylantiradigan har qanday y=¢(x) funksiyaga aytiladi.

2

. dy cpen .
Misol. o + ¥ =0 differensial tenglamaning yechimlari y=sinxva

y=cosx funksiyalari bo‘ladi.
Bularni tenglamaga go‘yamiz. y'=cosx; y"=—sinx; —sinx-+sinx=0

xuddi shuningdek, y'=-sinx; y"=-cosx; —cosx+cosx=0.
1.3. Birinchi tartibli differensial tenglamalar.

Ushbu #(x.%,5)=0 tengtama birinchi tartibli differensial tengla-
ma deyiladi.

Agar uni y' ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa uni y'= f(x,y)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu holda differensial tenglama hosilaga
nisbatan yechilgan deyiladi.

Differqnsial tenglamaning yechimiga oldingi mavzuda ta’rif berdik.
Ammp, misollardan ko‘rinadiki, differensial tenglamaning vechimi bitta
fanswa b_o‘lmasdan funksiyalarning bir butun to‘plami bo‘lishi mum-
kin. Shuning uchun umumiy yechim to‘g‘risida so‘z yuritamiz.

Teorema. Agar y'= f(x,y) tenglamada y= f(x) funksiya va un-
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' 4"
dan y bo‘vicha olingan & xususiy hosila xOy tekjshkdagl nugtani o'z

ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksiyalar bo‘lsa,u holda berilgan
tenglamaning x=yx, bo‘lganda y=y, shartni qanoatlantiruvchi birgina

yechimi mavjuddir. x =x, bo‘lganda y funksiya berilgan x, songa teng
bo‘lishi kerak degan shart boshlang‘ich shart deyiladi. Bu shart ko‘pincha

Ye=x, =Yo ko‘rinishda yoziladi.

1-ta’rif. ¥'=f(x.)) tenglamaning boshlang‘ich shartni ganoat-
lantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

2-ta’rif, Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi
deb qo‘yilgan shartlarni ganoatlantiruvchi y=@(x,¢) funksiyaga ayti-
ladi: bunda —c ixtiyoriy o‘zgarmas son.

a) bu funksiva ¢ o‘zgarmas miqdorning har qanday konkret qiy-
matida ham differensial tenglamani ganoatlantiradi;

b) x=x,bo‘lganda y =y, boshlang‘ich shart har ganday bo‘lganda
ham, ixtiyorly o‘zgarmas ¢ ning shunday ¢, qiymatini topish mum-
kinki y=¢(x,c) funksiya boshlang‘ich shartni ganoatlanlantiradi, ya’ni
yo =@(x0,(.’0).

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko‘pincha
y ga nisbatan yechilmagan F(x,y,c)=0 Kko'‘rinishidagi munosabatga
duch kelamiz.

Umumiy vechimni oshkormas holda ifodalovchi F(x,y,c}=0
ko‘rinishidagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

3.ta’rif. Ixtivoriy ¢ ofzgarmas miqdorga ma’lum c¢=c¢, giymat
berish natijasida y =g@(x,c,) umumiy yechimdan hosil bo‘ladigan har
ganday funksiya xususiy yechim deb ataladi. Bu holda F(x,y,c )=0 -
munosabat tenglamaning xususiy integrali deyiladi.

Umumiy integral geometrik nugtayi nazardan koordinatalar tekis-
ligida bir ixtiyoriy o‘zgarmas ¢ miqdorga bog‘liq bo‘lgan egri chiziglar
oilasini ifodataydi. Bu egri chiziglar berilgan differensial tenglamaning
integral egri chizigiari deyiladi. Xususiy integraiga bu oilaning tekislikda
berilgan biror nuqta orgali o‘tuvchi bitta egri chizig‘i mos keladi.

Tenglamaning yechimi deb, fagat tenglamani ganoatlantiruvchi
y=@(x, ¢,) funksiyanigina tushunmasdan, balki unga mos integral egri
chizigni ham tashunish kerak.

Differensial tenglamalarni vechishning yagona usuli mavjud
bo‘lmaganligidan differensiai tenglamalarning ayrim turlarini va ular-
ning yechimlarini topish usullarini garaymiz. :
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1.4. O‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar.

1. Eng sodda birinchi tartibli differensial tenglama quyldégl
ko‘rinishda bo‘lib, bunga o‘zgaruvchalari ajralgan differensial tenglama
deyiladi.

Mdx + Ndy = 0. (1)
Bu tenglamaning umumiy integralini hadlab integrallash orqali
topamiz: JMdr+ INdy =c.
Misol. xdx+ ydy =0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish, xdx+ vdy =0 tenglama o‘zgaruvchilari ajralgan birinchi
tartibli differensial tenglama. Uni integrallab, umumiy integralni topamiz:

fxcte+ [ydy=0; i2~+912-=5; 27 =¢* deb belgilab, x*+y?=¢?

ga ega bo‘lamiz.
Bu markazi koordinatalar boshida, radiusi ¢ ga teng bo‘lgan kon-
sentrik aylanalar oilasidan iborat.
2.

Ml(x)xN () + M, () x N, (3)dy =03 L
i L@ 00 - (3)

' ko rinishidagi tenglamalar ham o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar
deyiladi.
_ (2) tenglamani A (x)- N,(y)= 0 ga bolib, uni o*zgaruvchilari ajral-
'gan tenglamaga keltiramiz. .
M N
(I) ,(¥) dy =0,
M ,(x) N (")

Buni integrallab, umumiy integralni topamiz. (3)—ko‘rinishidagi
tenglamani o‘ziga xos tomoni, tenglamaning o‘ng tomoni har biri bitta

i

x yoki y of‘zgaruvchiga bog'liq bo‘lgan ko‘paytuvchilarga ajralgan.. o

{3) — tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozamiz: _ 1o

dy = £,(x)% £,(n)dk, "

bundan £, {x)=0 deb quyidagi ko‘rinishdagi tenglamaga ega bd‘lamizé
dy .

H)
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=/f,(x)dx | Bu ifodani integrallab, umumty integralini tOpamiz;{:‘

Misol. y'=xy’ tenglamaning umumiy integrali topisin. ... -~ ...

Yechish. " ni % ga almashtiramiz;

%:xyz; bundan dy=xy’dx y=0 deb quyidagini hosil gilamiz;

dy

—_xdx buni integrallaymiz;

VL

1 X
_[ xdx; ——=—+¢ bundan
vy 2 :

2 y o
y=-—+2¢ 2c,. ni ¢ deb belgilasak, umumiy integral quyidagi

X
ko‘rinishni oladi. PR

y=——7+c S T
x

1.5. Birinchi tartibli bir jinsli tenglamalar.
1-ta’rif. Agar # ning har qanday qiymatida f(ux, uy)= " f(x,3)

_ayniyat to‘g'ri bo‘lsa, f(x,y) funksiya x va y o‘zgaruvchilarga nis-

batan #— o‘lchovli bir jinsli ﬁ.mk31ya deb ataladi.
1 misol. f(x, y)=+x"—»* funksiya bir o‘lchovli bir jinsli funksiya

Fflux, pyy= J(ﬂx) ~(y) = px* -y = f ).
2-misol. f{x, y)=x"-y*-y* funksiya to‘rt olchovli bir jinsli
funksiya

Fx, py) = (xy (uyy —(ux)* = 1 (x*y* -y

2 2

~ 3-misol. f(x, J?)=x 4

funksiya nol o‘lchovli bir jinsli funksiya.

: 2-ta’rif. Agar birinchi tartibli differensial tenglamada ya’'ni
—-f (x, ¥); _ (4)

da f(x, y) funksiya x va » ga nisbatan nol o‘lchovli bir jinsli
funksiva bo‘lsa, (4) o‘zgaruvchilarga nisbatan bir jinsli tenglama
deyiladi.
Bir jinsli tenglamani yechish.
. Agar tenglamaning o‘ng tomonida f{x, y) funksiya nol o‘lchovli
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.....

bir jinsli funksiya bo‘lsa, unda ﬂ=— desak f{x, )= f(l, —) g2 ega
X
bo‘lamiz, Bu holda (4) tenglama

o ;=f(l’ ;)» T sty A (4 )
ko*rinishda bo‘ladi. . L
O‘zgaruvchilarni almashtiramiz. Zz =% y61'{i:::;j! =2 , u Hb‘lda,
X ; . .

" Q=z+£x;
o dr

k- Hosilaning ifodasini (4') ga qo‘ysak o‘zgaruvchilarga ajraladigan

dz
z "“x;;:f (1, 2) tenglama hesil bo‘ladi. O‘zgaruvchilarni ajratib yo-

zamiz:
& dz e voioER wew.o
x—=f(,z)~ L o aer o o
& TR TE vk T
;. Buni integraliaymiz. U : S LT Y
S pwirtyn

e J- & =_..£+c."":-'ln|x|=f dz .;'.+c |
fl,z)-z x yoki fLzy~z UEEd

. S TP ok
Integrallagandan keyin z o‘rniga < nisbatni go‘ysak (4') tengla-
maning umumiy integrali hosil bo‘ladi.

& . T
Misol: — =" T ) tenglamani umumiy integralini toping. ...
Yechish. y=2zx almashtirishni bajaramiz. -

4 dz , o

i z+ Ex , buni yugoridagi tenglamaga qo‘yamiz. U holda tenglama

| (=) '

By FTII v T T SRR P
. e L z x .

yoki o ' :

ko rinishga keladi..

el el ( z z

Tenglamani integrallaymiz . | .. " : ok
_ .2%+In'z|=1nlx|+ln'¢[.' I
- 2z

thdiacopend B §Lelo g7l farg P T I
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Zni o‘rniga 2 =2 ni qo‘yib, berilgan tenglamani umumiy echimini
. x
topaimiz.

cx
= In|—.
y

1.6, Bir jinsli {énglamaga keltiril;_lgl_iggfl_lE___;__¢t__auglal|_1}§§:ljlf1\:i.;,.J.iT m

Quyidagi .
S dy act+byte o _
dx_ax+b1y+c o P RIS )
ko‘rinishdagi tenglama bir jinsli tenglamaga keltmladl Agar eu—é’? 0
bo‘lsa, {5) tenglama bir jinsli tenglama. Endi ¢ va ¢, (yoki Bu}ﬁrdan

bittasi) noldan fargli bo'lsin.

Of‘zgaruvchilarni almashtiramiz. x=

x, +.h, y=y +k
u holda :

. o afy @: : i _.
Limaguinl e T mo o igudh
gl vientin TS @, NAST SR, puild (6)

X, ¥ va — léi‘mng 1f0da]ar1m (5) tenglamaga qﬁiygélgq Aestlos’

sy g e
dy, ax, +by, +ah+ bk +¢ :

ax +by +ah+bk+c,

;;: ;. ;‘. —. ;.:;}.- o (?)

hvakm'

ah+bk+c=0; -‘ AT,
tenglamalay 0° llﬂﬂl lsso‘ladlgan q111b lanlaymlz Bli'fshéﬁda-(i-;)l-;t'%nglama
&, _ e tby | |
&, ax +by, ’
bir jinsli tenglamaga aylanadi.
Bu tenglamani yechib, so‘ngra (6) formulaga ko‘ra--x va ). larga,
o‘tsak (5) tenglamaning yechimini hosil gilamiz. _
Agar ab —ab=0 bolsa (8) sistemani yechimi yo'q. Ammo bu

b
holda =-=-%.ya'ni 4, = ua; b= b desak (5)~tenglama:
_c_!y_ _ (m+by)+c

awm & plax+by)te ’ NN

ko‘rinishga keladi.
227



Bundan: . _ r :
g z=ax+by; - (10)
almgshtmsh yordamida tenglama o‘zgaruvchilarga ajraladigan tenglamaga
keitiriladi, ya’ni:

dz dv dy I dz a
—=dtb=; —=—— ; 1
e de’ de b & b

tenglamani hosil gilamiz,

Bu esa o‘zgaruvchilarga ajraladigan tenglama (5) ni integrallashgs’

o‘xshash holda tubandagi tenglamani integrallaymiz.

.:Q*b a+by+c |

A ¥ LIRS dx alx+é|y+CI .
RIS ra B
& 2wey-3 T

Yechish. Buni bir jinsli tenglamaga Kkeltirish uchun o‘zgaruvchilarni
almashtiramiz. x= x+hy=y +k

it & 2x, +y, +2h+ k-3 [2h+k-3=0
drﬁx1_2y|+k—2k—4 {h“Zk—II:() h=2, k=-1,

ﬁr'le"'}’;. u:ﬁ =24 p x|

fny . dx, x,-2y° x, > = _“-_2(l+u2) u-?,

re _:I_{-_—arctgu——z-lnll+u“'=In(xl)+ln[cj; arctg;;:z[n[cxl,/l.,.,ﬁl 33

3 L
DA e L s oy = —arcign
g7 g T exwlrut =t

e LTS T y C .
vWferda % 6‘riitga’ x_[ ni qo‘yib:
5y

s

L S P -l-arc.fgy—' AR L VUTRS - F £}
- ' cfxi+yl =t o )
ni h0§ﬂ qilamiz. G sisfiad
Nihoyat x va y o‘zgaruvchilarga o‘tib, natijada o
i 1 v+l
_ 2 2 _ 3" Gmumiy | e .
c\/(x 2" +(y+1)° =e x iy integralni hosil qnlgr}mz
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1.7. Birinchi tartibli chizigli tenglamalar.

Ta’rif. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli
bo‘lgan quyidagi tenglamaga birinchi tartibli chizigli tenglama deyiladi.

% + P(x)y = O(x); (12)

bunda P(x) va Q(x) lar x ning berilgan uzluksiz funksiyalari (yoki
o‘zgarmas sonlar). (12) chizigli tenglamaning yechimini ikki funksiva
ko‘paytmasi shaklida izlaymiz. y=u(x) 9(x); -
y'=(u><;9)'=u'.9+u.9'; S ¢ )
yoki o L .
y‘:ﬁ3+£u;
dx x

buni (12) ga qo‘yamiz.

du d8
S—+—u+ pud=0,
B & P o
yoki oopiapi Fave S T
- #(—+p)+§—=0, ) 14
L ._ P d—=0 ! )
Endi" ¢ ni shunday tanlaymizki, '
-t p@=0; . 15
| —tp S ®
tenglama o'‘rinli bo‘lsin. ¥ '
o _ . i3
. — =—pdx;
N lg p
| 7 =Ine}+In|9 = -] pdx; SO
: o Tt n b »d,»;;}q i
yoki o '
e 9= C]B-I'M'r. Bl I .

(15) tenglamaning noldan farqli biror yechimini topish yetarlik
bo‘lgani uchun : . SR R
Yxy=eh L (16)
deb olamiz. ) . _

Bu topilgan @ ni giymatini (14) ga qo‘yib hosil bo‘lgan tenglamani
yechamiz: S ST
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49 A I B du o du Q(I)
2 p8=0: 9 = o). ) -
. + p O’S(x)dx Ofx); & S(x)7 . e

Hioeie meen
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamani yechamiz: u = I@dx-w; i
o TR Ig(x)
va § ni giymatini (13) ga go‘ysak = % .
=9 [ L9 vc| yogi v=8x) [29 :
y=% )[J o) yoki Y= (x)jg(x)mw(x)_,' an
hosil bo'ladi. Bu berilgan tenglamaning umumiy yechimi. -
Misol. y'+yx=sinx tenglamani eching
Yechish, Berilgan tenglama chizigli. Bu tenglamani yechish uchun,
yechimni y=u-v ko‘rinishda izlaymiz. Agar y=u-v bo‘lsa, u holda
y'=uv+uy' bo'lib berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi.
u'v+uv' +uvx =sinx  yoki (o' + wx)v 4+ v =sinx, {a)
Bu erda u funksiyani
u+=0; (b)

tenglik o°rinli bo‘ladigan qilib tanlaymiz. U holda (a) tenglama quy-
idagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: (a) tenglama quy

w =sinx; (d)
(b) tenglamani echamiz. T T30 OO TV P
du du o R
i e e pTTHn —=-xdy
R u

3 J‘@:wxdfx' ny=_>_. Pod vinie Lreslynes
. ] - : o
AR i ) : : :

u=e .
(bu yechim c¢=0 bo‘lgan holga mos xususiy yechim hisoblanadi)

xz

u=e 2 ni (d) tenglamaga olib borib go‘ysak e_?-‘fv—=sinx ga ega
bo‘ladi. o

2 Y TR

2 =
[~ Bundan esa dv=e¢ 2 sinxdx, 1f'=c~!-_|.e2 sin xdx,

Cnr
x 2

P _.,,.2_ :2 . xl ".2 X
Demak y=uv=e ? (Iel sinxdx+cJ=ce 2 ve 2 {2 sinxdy.
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O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Qanday tenglama differensial tenglama deyiladi?

2. Differensial tenglama tartibi deganda nimani fushunasiz?

3. Differensial tenglamani wmumiy va xususiy yechimlari deb ganday
vechimlarga aytiladi?

4. Birinchi tartibli differensial tenglama yechimi mavjudligi va yagonaligi
to‘grisidagi teoremani ifodalang.

5. Umumiy va xususiy yechimlami geometrik nuqtayi nazardan talgin qilib
bering. ’

6. Birinchi tartibli differensial tenglamalarni yechish usuilarini ko'rsating:

a} o‘zgaruvchilarga ajralgan va ajraladigan tenglamalar uchun;

b) chizigli tenglamalar uchun;

d) bir jinsli tenglamalar uchun.

Chedian owd

e

* 2§ Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar

_ 2.1, Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalami yechish
metodlari. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama uchun Koshi
masalasi.

Tubandagi ko‘rinishdagi tenglamaga ikkinchi tartibli chizigli diffe-
rensial tenglama deyiladi.

Y+ P(x)y' +q(x)y=f(x). (1

Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamani birinchi tartibli
differensial tenglamani umumiy yechimini ko‘rsatgandek, umumiy
yechimini ko‘rsatib bo‘lmaydi. Shuning uchun ikkinchi tartibli chi-
zigli differensial tenglamani tatbiq uchun zarur hisoblangan xususiy
hollarini ko‘rib o‘tamiz. Jumladan, o‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi
tartibli chizigli differensial tenglamani garaymiz. Uning umumiy
ko‘rinishi tubandagicha:

Y+ Py +qy=f(x); 2)
bu yerda p, ¢—lar o‘zgarmas kattaliklar.

Agar f(x)#0 bo'lsa (2) tenglama ikkinchi tartibli bir jinslimas
chizigli differensial tenglama deyiladi.

Agar f(x)=0 bo‘lsa, bir jinsli chizigli tenglama deyiladi. o

'+ Py +qy=0 )

(2) va (3) differensial tenglamalarni yechishni o‘rganishdan oldin
chiziqli bog‘lig hamda. chizigli bog‘liq bo‘lmagan (erkli) funksiyalar
tushunchasi bilan tanishamiz.

y,(x) va y,(x) funksiyalar [a,b] kesmada berilgan bo‘lsin. Agar
shunday o‘zgarmas ¢, va «, sonlar uchun (ulardan hech bo‘lmaganda
bittasi noldan fargh). '
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e a'tyl(x)+a2y2(x)=0; e (4)
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u holda yi(x) va y,(x) funksiyalar chizigli
bog‘liq funksiyalar deyiladi.

Agar (4) ayniyat faqat o, =a, =0 bo‘lganda o‘rinli bo‘lsa, u holda

»i(x) va y,(x) funksiyalar chiziqli bog‘liq bo‘lmagan_erkli funksiyalar
deyiladi. '

U »i{x)
ya(x)

ya’'ni ularning nisbati o‘zgarmas songa teng bo‘lmaganda chizigli erkli
bo‘ladi.

Misol. y,(x)=sinx, y,(x)=cosx funksiyalar chiziqli erkli funksiyalar

Boshgacha aytganda, ikkita y,(x) va y,(x) funksiyalar *a,

bo‘ladi, chunki ¢, -sinx+a,-cosx=0 ayniyat fagat o, =a,=0
bo‘lgandagina o‘rinli bo‘ladi.
Agar y,(x) va y,(x) funksiyalar chizigli erkli funksiyalar bo‘lsa,

ulardan hech biri aynan nolga teng bo‘lmaydi.
Endi (2) va (3) differensial tenglamalarni yechish bilan shugulia-
namiz. Dastlab:

Y+ P + g(x)y=0; (3)
ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamani garaymiz.
1-teorema. Agar »{x) va y,(x) funksiyalar (3) tenglamaning chiz-

iqli erkli xususiy yechimiari bo‘lsa,u holda (3) tenglamaning umumiy
yechimi . . .

W¥)=ep+ey,(x (0]
bo‘ladi, bunda ¢, ,¢, —ixXtiyorly o‘zgarmas sonlar, o
Isboti. ¥,(x) va y,(x) (3) tenglamaning xususiy yechimlari bo‘lsa,
u hoida bu funksiyalar (3) tenglamani ganoatlantiradi.
om0 pi(x) + P(X) yi(x) + g(x)- Yy(x)=0. _ .‘.-;s‘.,*i_'g‘.
Yo+ P) Yy () +4(x)- ppx)=0, B
| Tubandagi ey (x)+¢,y,(x) funksiya ham (3) tcnglamaning. yechi-
mi bo‘ladi. Hagigatan ham, bu funksiya hamda uning hosilalari:
yi(«\')=[clyl(x)+czy2(x)] =e () +e,p) (x; '

&)

yi’(x)=[c1yl(x)+c2y2(n:| =€y (x)+ep5(x);  Bular va (3) dan:
' 'c.l Yix)e, yzn(x)+P(x )[c W {xHeyy's (x}] I-i-q( x}[cl n (x}+02y2(x)]=_' . .
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=, V(x)+ P(x)e,y(x)+ g(x)e,p, (x)+ 0,15 (x) + P(x)e, Vi () + g(x)e, y, (x) =
=, [ V(%) + PGV () + g()p )]+ 0, [ ¥5 () + POV () + g()p, () ];
ga ega bo‘lamiz, (5) munosabatga asosan,

[e ey (0] ™+ PO [e (046, (0] +g@) ey, () +e,y, ()] = 0;
bo'ladi.
Bu esa ¢y, (x)+c,y,(x) ning (3) tenglamaning yechimi ekanini

bildiradi. Demak, y(x)=¢ y(x)+c,y,(x) yechim berilgan: - ;-

V' P(x)y' +g(x)y =0, S
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi. Tkkinchi tartibli _
V' P(x)y' +q(x)y = f(x), 7 {6)
tenglamaning umumiy vechimi hagida ushbu teorema o‘rinii.
2-teorema. (6) tenglamaning umumiy yechimi, shu tg:ng!a'ma Xu-
susiy yechimi bilan (3) tenglamaning umumiy vechimi yig‘indisiga teng
bo‘ladi. o __

i Yumm = Vembinios *F3
bu yerda y — (6) tenglamaning xususiy yechimi y"+ P(x)y' +q(x)y= f(x)
tenglamani Y., =¥y, y'(x,)=43, shartni qanoatlantiruvchi yechimini
izlash masalasi Koshi rmasalasi deyiladi.

2.2. O‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi o
tartibli bir jinsli chiziqli tenglamalar. = .

Ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli tenglama |
Y+ Py +qv=0, ' (D
berilgan bo‘lsin, bunda P va g o‘zgarmas haqiqiy sonlar. _
Oldingi temadagi isbot gilingan tcoremaga.asosar_l,.bl_l teng_iamamqg
umumiy integralini topish uchun uning ikkita chizigh erkli xususiy
yechimini topamiz. ' e .
Xususiy yechimlarini o : v

y=e® (8)
(bunda & =const } ko‘rinishida izlaymiz, bu holda ' = ke™, )" = k%e”.

Bularni (7) tenglamaga qo‘ysak, tenglama e™(k* + pk+¢g)=0
ko‘rinishni oladi. Ammo ¢ %0 bo‘lgani uchun

) k*+ pk+g=0. (9
Demak, % (9) tenglamani qanoatlantirsa, u holda & (7) tengla-
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maning yechimi bo‘ladi. (9) tenglama (7) tenglamaning xarakteristik
tenglamasi deyiladi.
Xarakteristik tenglama ikkita ildizi bo‘lgan kvadrat tenglamadir, bu

ildizlarni £, va k, bilan belgilaymiz.

_p |y p |p
R LR Sy A
1 2 4 Q:\ 3 2 4 Q)

Bunda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
: a) k, va k, — haqiqiy bir-biriga teng bo‘Imagan sonlar (k %k, ),
i by kK va k, — kompleks sonlar;

w dy k va k, — haqigiy va bir-biriga teng sonlar (k,=k,).
* Bu hoIlarm ayrim-ayrim qaraymiz. ,
. @) Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va har xil (.(' zk,)
bo‘lgan hol:

Bu holda y, =e; y, =e*; funk51yalar xususiy yechimlar bo‘ladi.
kX

] vy o 25 (hy-kpx )
Bu yechimlar ;’T= [ #comst bo'lgani uchun chizigli erkli
e
bo‘ladi. :
Demak, umumiy integral _
A
y=ce™ +c,eh" o (10)

ko‘rinishda bo‘ladi. _ .
Misol. 3" +3)'+2y=0 tenglamaning umumiy integrali topilsin.
Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzib ildizlarini topamiz.
y k*+3k+2=0 k =-2, k,=-1. lIdizlar haqiqiy har xil demak,
umumiy integral '
b) xarakteristik tenglamanmg 1ldlzlar1 kompleks qo shmaa L

k =a+iff; k,=a-ip. f Co R
: AP wleniels o pevni

Bu verda

a=—= qg-— ;

A 2 4 D LR T

Xisusiy- yechlmlarm quyndag: shaklda yozish mumklﬂ RESCL
: e ) IR We P L TUREee
*/{\"_. A . }’. = e mwﬂ)r = em’ _ef;]'x;

EFREN T .‘5\-- R k 5 . . i .
Lo f‘ }" y: =e 3x = e(a i#rx = e_m’ ._’_e-!ﬂ:x‘ AR ,f(_iﬂfﬂﬁ{\j
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Bu ifodaga ushbu ¢ =cose +ising.
Eyler formulasini tadbiq qilib, uni quyldaglcha yozamiz: il
y, =e*"cos Bx +ie sin Bx; y, =e" cos fx—ie“ sin fBx; 4

Ma’lumki, bir jinsli tenglama yechimlarining chizigli kombmatsnyas1
ham tenglamanmg yechimi bo‘ladi. Shuning uchun quyidagi

5172 e sin Bx

=8t ;yi =e™cosfx; p, =
funksiyalar ham tenglamaning yechimlari bo‘ladi. Ular chizigli erkli,

chunki
TR I T v R SR Y

,{J_ =ctgfx #const
: 3 2
Demak, ¥,,7, funksiyalar (7} tenglamaning yechimlarining funda-
mental sistemasini tashkil etadi. Shunday qilib, bu funksiyalaming chizigli
kombinatsiyasi

i

y=e™ (¢, -cos Bx +c, -sin Bx); ,,_ e (11)
berilgan tenglamaning umumiy yechimini beradi.
Misol. Ushbu y* +4y'+5y=0 tenglamani umumiy yechimini toping.
Yechish. v"+4)y'+5y=0 differensial tenglama uchun xarakteristik
tenglama k* +4k+5=0 boladi.
Uning ildizlari &, =-2-i;k,=-2+1 a=-2, =1
Yechimlarning fundamental sistemasi: ¥, =¢™ .cosx; A = sinx
Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi:
y, =€ (¢, cosx+c, -sinx);
(11} yechimning muhim xususiy holi xarakteristik tenglama ildizlar-
ining sof mavhum sonlardan iborat bo‘lgan holidir.
Bu (7) tenglama p=0 bo‘igan holda o‘rinli. =
Y+gqy=0; o (12)
xarakteristik tenglamasini tuzamiz. .
k*+q=0; g>0;
k., =tiJg=1p, a=0 bo'lsa (1) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

y=c¢, -cos Bx+c, sinfx. 13
d) xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va teng (karrali)
k., =k, =-§; bitta xususiy yechim y, =e"* yugoridagi m_ulohazalqr

asosida hosil qilinadi,
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| ' funksiya ikkinchi Xususiy yechim sifatida qaralishi mumkin
emas, chunki e =",

) Shunday xususiy yechim topish kerakki, u birinchi yechim y = et~
bilan chizigli erkli bo‘lsin. Ikkinchi yechim y, = ye' funkéiya bo‘lishi
mumkinligini ko‘rsataylik. ) ..

, A - . xe'®
4y, bilan chizigli erkli, chunki <="~—=x % const
5 :
2

l?ndi y=xe" funksiya (7) tenglamani ganoatiantiishini tekshiriéh
qoldi. Uni ikki marta differensiallaymiz;
won b

- Vs =e"'*(1+k,x); yEze""‘(kfx+2k,);
et Yo Vi, Yy ~lami berilgan (7) tenglamaga goyamiz:

sogge

et [(kfx +2k 3+ p(1+ kx)+ qx] =0. S

- Qo‘shiluvchilarni qayta guruhlaymiz va o 4x qisqartiramiz:

- Xk + pk, + @)+ (2k, + p) =0; (14
-k, — xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lgani uchun birinchi qavs
aynan nolga teng, ya’ni :

kix+ pk, +q=0;

k, - karrali ildiz, ya'ni k,=k2=~§ yoki 2k, =—-p bo‘lgani uchun

:(14) dagi ikkinchi gavs ham aynan noiga teng, ya’ni 2k +p=0.

Dekmak,. ¥, =xe" funksiya (1) tenglamaning vechimi bo‘ladi va
yy=e” bilan chizigli erkli. Shunday gilib, y =eM va y = yphr
yfc;.lmlar_ (7) tenglama yechimlarining fundamental sistemasinzi tashkil
etadi.

Demak, bu funksiyalarning chizigti kombinatsiyasini tashkil etadi.

y=ey +e,p, =e"""(«:i +C.X); (15)
(1) tenglamaning umumiy vechimini beradj. '

_Misol. Ushbu Y +4y +4y =90 tenglamaning umumiy integrali
topllsm.‘ Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz.
Xarakterisiik tenglama k*+4k+4=0 ko‘rinishda bo‘ladi. Uning il-
dizlari: k, =k, =2, ' |

tyer
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Fundamental yechimlar sistemasi y, =e™ va y,=xe™;
Differensial tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi: E . S e e oy
. yxe'z"(e:'j +C.X). :
e
- 2.3. Bir jinslimas tenglamani kvazi g

- “ko‘phad hol uchun xususiy yechimi. P
- Bizga oldingi 2.1-mavzudagi 2-teoremadan ma’lumki, A

Y+ P(x)y +g(x)y = f(x); C T (16)

bir jinslimas tenglamaning yechimi (16) tenglamaga mos
Y+ P(x)y' +q(x)y=0; (17)

bir jinsli tenglama umumiy yechimi bilan bir jinslimas tenglamaning
bitta xususiy yechimi yig‘indisidan iborat. Bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini topishni ko‘rib o‘tdik. (16) tenglamaning xususiy yechimini
topishni qaraymiz. ' '

Biz differensial tenglamani texnikada ko‘p qo‘llaniladigan ya’ni o‘ng
tomoni kvazi ko‘phad bo‘lgan bir jinslimas tenglamani xususiy yechimini
topishni ko‘ramiz.

Aytaylik, f(x)=PF,(x)e’” bo'lsin. Bu holda (16) tenglamaning
Xususiy yechimini quyidagi uchta ko‘rinishdan biri shaklida izlaymiz:

a) agar 7 xarakteristik tenglama ildizlari &, va k, lami bittasiga
ham teng bo‘lmasa,xususiy yechim y, (x)=Q, (x)ye’* Ko‘rinishda izla-
nadi; bu yerda Q, (x)- noma'lum koeffitsientli m — tartibli ko‘phad.

b} agar y xarakteristik tenglama ildizlari k, va k, lardan biriga
teng bo’lsa, u holda yechimni y,(x)=xQ,_ (x)ye’™ ko‘rinishda izlaymiz.

d) agar y xarakieristik tenglamaning karrali ildizi t ga teng bo‘lsa,
u holda yechimni y (x)=x’Q (x)ye’* ko‘rinishda izlaymiz;

Bularga misollar keltirib, (2, (x) ko‘phadni noma’lum koeffitsient-
larini topishni ko‘rsatamiz. .

L-misol. )" +5y —6y=13 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. 2, 54_g=0 xarakteristik tenglamaning ildizlari
k,=—6;k,=1. Bu holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y=ce’ +c,e™® bo'ladi. Berilgan bir jinslimas tenglamani o‘ng to-
monini nol ko‘rsatkichli kvazi ko‘phad deb garash mumkin, ya'ni
R, (x) ;0% =13e ox =13.

Shu sababii xususiy yechimni 7(x)=Q,(x)= 4, ko‘rinishda izlaymiz.

4, -noma’lum koeffitsient. Bu yechimni berilgan tenglamaga qo‘vamiz:
- —64,= 13.
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Bundan A,= ~'6—3. Shunday qilib, berilgan tenglama‘hi_ u;i'l_ﬁmiy '

A — . 13 . : .
yechimi y=y+ ¥ ya’ni yzclex+.;:2e—6x—E bo‘ladi. L

2-misol. y"— ¥ —2y=14x2—3x+] tenglamaning umumiy yechimini
toping. _
Yechish. Dastlab berilgan tenglamaga mos bir jinsli Y=y 2y=10

tenglamaning umumiy yechimini topamiz. k*-4—2=0 xarakteristik teng-
lamaning ildizlari k=—1 va k=2 bo‘lgani uchun umumiy vechim

Y=C o™X +e, 2% boadi.

* Berilgan tenglamaning o‘ng tomont ikkinchi darajali ko‘phad bo‘lgani
uchun, uning xususiy yechimini ikkinchi darajali ko‘phad shaklida
1zlaymiz, ya’ni

y=Ax* + Bx + (.

Bu ifodani differensiallab quyidagilarni topamiz va berilgan  teng-
lamaga qo‘yamiz. §' = 24x B, ¥ o= 24;

24 = 24x — B— 24 - 2B — 2C = 14x2 — 3x + 1.
yoki =24x* ~(24 + 2B)x + (24~ B—20) = 14 — 3x + 1. ;

Bundan A, B,C koeffitsientlarni topish uchun tubandagi sistemani
tuzamiz: S T g

S e qe T24=14; L .

TR T T
A "{2A+2B)=-3; LT
ol e 0 2( A—B—2 )C= 1. i g g

_ 7 | abresv ol
Bu sistemani yechsak: A=-7; B=_T; C=— 31. DL '

. 17 1
Demak, _]_)=‘—7I-“‘5-x—3—,

. Berilgan tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha botadi. .
\’; 1? l !fl:
¥ =C|e—x +c262x._7x2_ _x_3____ L
' 2 2
3-misol. "+ ' =3x?-5 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Dastlab berilgan tenglamaga mos bir jinsli V' + 3 =0 teng-
lamaning umumiy yechimini topamiz. k*+k=0 xarakteristik tenglama-

ning ildizlar k=0 va k,=~—1 bo‘lgani uchun umumiy yechim y=cte, ,—x
ko‘rinishda bo‘ladi.

Berilgan tenglamaning o‘ng tomoni ikkinchi darajali ko‘phad. Xa-
rakteristik tenglamani bitta ildizi nol bo‘lganligi sababli bir jinslimas
tenglamaning xususiy vechimini V =x(Ax+ Bx+ C) ko‘rinishda izlaymiz.
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Bu ifodani differensiaiiab berilgan tenglamaga qo‘yamiz:
f.‘.;.:;E__:{m‘_.\}'=3Ax3+28x+ C, J_}-“_"GAX+28,'
T G Ax+2B+3Ax?42 Bx+ C=3x25;

yoki e
3Ax2+(6A+2B)x+(ZB+C)—3x_ 5. ‘ ‘
x o‘zgaruvchining bir xil ko‘rsatkich]ar_i oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirib quyidagi sistemaga3ega ;JD‘IB.ITIIZ:
A=3;
64+2B=0;
2B+C=-5.
Sistemani yechib 4, B, € lami topamiz. A=1, B=—3, C=1; shun-

-day qilib xususiy yechim ¥ =x(x*—3x+1) ko‘rinishda bo‘ladi.

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi y=c|+c? e % +.x(gc’j~3xfl).
4-misol. y"—5 y' ~6y=7 ,3% tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Dastlab " —5 " ~6y=0 bir jinsli tenglamaning l.Jmumiy
yechimini topamiz. k*—5k—6=0 xarakteristik tenglamaning ildizlari k=-1
va k,=6 bo‘lganligi sababli uning umumiy yechimi y=¢, ,—¥ 4;( ¢, i ?Xf bol‘(la.dl.
i ir jinsli i o i ko‘rsatkichli funksiya
Berilgan bir jinslimas tenglamani o‘ng to‘m(_)m 0’ rsatkic!
¥=3 ga %eng bo‘lib, xarakteristik tenglama ildizlarini b1u§31 hanjl unga
teng emas. Shuning uchun uni 7=Ae3x ko‘rinishda izlaymiz. Bu
ifodani differensiallab, y, y’, y* larni berilgan tenglamaga qo‘yib A
koeffitsientni hisoblaymiz: _

7
9 go3%-15 Ae3x -6 Ae3x =7 4o3%; —124=T, A——E.

-7 3x . i
Bundan xususiy yechim Y =-———¢ " ga teng. Berilgan tepglama.

12 .

__:ning umumiy yechimi esa tubandagi ko‘rinishida bo‘ladi: e

: =c. _—X +c_,6x —le3x '

Y_cze c:!e 12 * . ‘

: 5-misol. y" -y’ -2y=932x tenglamaning umumiy yechfmlm topm.g‘ -

Yechish. Dastlab y'—y' —2y=0 bir jinsli tenglamaning umumiy

yechimini topamiz. k?—k—2=0 xarakieristik tenglama k,=—1‘ va‘k,_,=2
ildizlarga ega. U holda umumiy yechim y=cle—‘x +c,e?x bo‘ladi.

Berilgan tenglamani o‘ng tomoni ko‘rsatkichli funksiya, Bu holda

y=2 ko‘rsatkich xarakteristik tenglamani bitta ildiziga teng. Shu sababli

Xususiy yechimni v = Aezx ko‘rinishda izlaymiz. Bu ifodani ikki marta
differensiallaymiz; '
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-y = deBX H 04,27 F=0 402340 4 234 4, 2
- ¥,y ¥ lami berilgan tenglamaga qo‘yib 4 koeffitsientni aniglaymiz.
U A4eXF g gxe2X Ae2*— 2 dxe ¥~ 2AxeZ¥ =9 2% 34=9; A=3.
’I_.Xususiy yechim ?=3xezx. Berilgan tenglamani umumiy yechimi
y=c|e-x +c192x+3xe2x ga teng.
6-misol. -7y +10y=4,3x tenglamani y(0)=2; y (0)=13;
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususity yechimi topilsin.

Yechish. »"- 7'+ 10y = 4,3x tenglamani umumiy yechimi

quyidagi ko‘rinishda:

Y=C, o 2% +c, ,5x 2¢3%. *
. Boshlang’ich shartlardan foydalanib ¢, va ¢, ixtiyoriy o‘zgarmaslarni
diymatlarini topamiz. Umumiy yechimni differensiallaymiz:
Y =20 02X +5¢, ,5% _g 3% S ('
(*) tenglamaga x=0 va y=2 larni qo‘vamiz: o
2=¢ ,2:0+¢, ,5-0 _2¢3 0=cte,-2c+c,~4 ga ega bo‘lamiz.
(**) ga x=0 va y¥=13 ni qo‘yamiz. 13=2¢ ,2-0+5¢, ,5-0 6e3 0=
=2¢,+5¢,-6;

2¢,+5¢,=19; ¢, va ¢, lamni topish uchun tubandagi sistemani tuzamiz:

¢, +c, =4 . . . |
2, +5¢, =19 sistemani yechllb S, va] s, larni topamiz: -
== €, = —£
Demak, boshlangtich shartlami qanoatl ' ve
Demak, bo ich shartlarni qanoatlantiravehi xususiy vechim
quyidagi ko‘rinishda bo‘lar ekan: Y y

1 It
y=-§e2x+?35x _ng3X.

TR

O*z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

b liolkkinchi tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi nimadan
rat? :

2. Tkkinchi tartibli differensial tenglama uchun boshlang'i i
ometrik ma’nosi nimadan iborat? . necich shartni ge

3. Ik‘klnchi tartibli differensial tenglamaga ta’rif bering.

) 4. 0 zgarmas k_oef_‘fi!.sientli ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama-

ning um(urmy yvechimini .topish usulini tushuntirib bering.

5. ‘O zga}rlrpa§ koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama
umumiy vechimining uning xarakteristik tenglamasi ildizlari ‘i ¢
hollari fermulatarini yozing. ¢ e bog.hq borlean
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s . ,& IX BOB o gt
"EHTIMOLLAR NAZARIYAST VA MATEMATIK '
. STATISTIKA ELEMENTLARI -

 1-§. Tasodifiy hodisalar. Hodisaning ehtimoli -
1.1. Tasodifiy hodisalar va ular ustida amallar,

Ehtimoliar nazarivasi tasodifiy hodisalarning gqonuniyatlarini
o‘rganuvchi fandir.

Ma’lum shartlar to‘plami (majmuasi) bajarilganda ro‘y berishi (kelib
chiqishi) yoki ro‘y bermasligi mumkin bo‘lgan har ganday hodisa (vogea)
tasodifiy hodisa deb ataladi. Shartlar to‘plamini har gal amalga oshi-
rilishi sinov (voki tajriba) deyiladi.

Masalan, agar tajriba detal tayyorlashdan iborat bo'lsa, detalning
standartga mos kelishi — hodisadir; agar tajriba tangani tashlashdan
iborat bolsa, uning gerbli tomonining tushishi — hodisadir; agar tajriba
o‘yin soqqgasini (voqlariga 1 dan 6 gacha ragamlar yozilgan kubik)
tashlashdan iborat bo‘lsa, u holda to‘rtlik tushishi — hodisadir.

Hodisalar alfavitning bosh harflari bilan belgilanadi: ya’ni 4,8,C,...

A hodisaning nisbiv chastotasi yoki chastotasi deb, berilgan hodi-
saning ro‘y berish soni m ning berilgan hodisa har birida ro‘y berish
yoki ro‘'y bermasligi mumkin bo‘lgan bir xil sharoitda o‘tkazilgan

tajribalarning umumiy n soniga nisbatiga aytiladi va P*(4) bilan
belgilanadi.
Pra=". T
. Lo . . :
‘Kuzatishlar, tajribalar ko‘p marta takrorlanganda tasodifiy hodisa-
ning P*(A) chastotasi barqaror ekanini ko‘rsatadi. Masalan, tanga

tashlash bir xil sharoitda 3 serivada amalga oshirilgan. Birinchi seriva
6(oltita) tashlashdan iborat bo‘lib, unda tanganing gerbli tomoni tush-
ishi 4 marta sodir bo‘lgan. Tkkinchi seriya 250 tashiashdan iborat bo‘lib,
unda gerbli tomoni tushishi 139 ta marta sodir bo‘lgan. Uchinchi seriva
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302 tashlashdan iborat bo‘lib, unda gerbli tomoni tushishi 155 marta
sodir bo‘lgan. A hodisa tanganing gerbli tomoni tushishi, Serivalarda
tanganing gerbli tomoni tushishi nisbiy chastotasi quyidagicha bo‘ladi.
I — seriyada P*(A4)=0,66; SR
I — serivada P*(4)=0,55; o
HI — seriyada P*(4)=0,5]. R
Bundan ko‘rinadiki, seriyalarda tashlash soni qancha katta bo‘lsa,
tushish chastotasi barqaror bo‘lib, 0,5 sonidan kam farq qiladi.
Tajribalarning  ko‘rsatishicha chastotaning 0,5 sonidan bu chetlanishi
sinovlar sonining ortishi bilan kamayadi. Ko'pgina holiarda shunday
P son mavjudki, A hodisaning ro‘y berishining nisbiy chastotasi, juda
kam uchraydigan hollardan tashqari, sinoviar ‘son; katta bo‘lganda shu
P sonidan kam farq giladi. Bu son hodisaning ehtimoli deyiladi.
Hodisaning ehtimoli qanchalik katta bo'lsa, uning ro‘y berishi
shunchalik mumkin bo‘ladi. P hodisaning ehtimolini P(A)} bilan
belgilaymiz (bu inglizcha probability so‘zidan olingan bo‘lib, «ehtimol»
degan ma'noni beradi). Tajribalar soni n cheksiz oshib borganda 4
hodisaning nisbiy chastotasi, shu hodisaning ro‘y berish ehtimoli P ga
yagintashadi. :

1.2. Hodisalar yig‘indisi, ko‘paytmasi.

A va B hodisalar yig'indisi deb, 4 yoki B hodisalardan kamida
bittast ro'y beradigan A+B hodisaga aytiladi.

A va B hodisalar ko'paytmasi deb, 4 va 8 hodisalar bir tajribada
bir vagtda yuz beradigan 4B hodisaga aytiladi. Masalan, ikkita o'vin
soqqast tashlanadi. Birinchi soqqa tashlanganda 6 sonining chigishi A4
hodisa. ikkinchi soqqa tashlanganda 6 sonining chiqishi & hodisa bo‘lsin.
U holda A+8 hodisa ikkita sogqa tashlanganda uning kamida bittasida
6 sonining chigishini ifodalaydi. 48 — hodisa esa ikkala soqgada ham
6 sonini chiqish hodisasidir.

1.3. Muqarrar, mumkin bo‘lmagan, teng ehtimolli, birgalikda >
bo‘lmagan hodisalar. g

Tajriba natijasida biror shartlar to'plami bajarilganda, albatta, o'y
beradigan hodisa muqarrar hodisa deviladi. Mugqarrar hodisaning ehtimoli
P ga teng va u F bilan belgtlanadi. Tajriba natijasida shartiar to*plami
bajarilzganda mutlago ro'y bermavdigan hedisa mumkin bo*Imagan hodisa
deviladi. Bu hodisani ehtimoli nolga teng va 0 bilan beigilaymiz.

Tajribaning har bir natijasini fodalovehi hodisa elementar hedisa
deb ataladi. Elementar hodisalarga ajratish mumkin bo‘lgan hodisa
murakkab hodisa deyiladi. Agar bir necha hodisalardan istalgan birini
tajriba natijasida ro'v berishi boshqalariga qaraganda kattaroq imKoni-
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atga ega deyishga asos bo‘lmasa, bunday hodisalar teng lmkpmyatll
floc%isalagr' dey?ladi. Masalan, sogqqga (yoglari 1 dan_ 6 gz}pha turli sonlar
yozilgan bir jinsli qub) tashlanganda uning yuqgori yog‘ida E(lgf £'6)
sonning paydo bo‘lishi tasodifiv hodisasini qaraylik. Soqqamiz sim-
metrik bo‘lgani uchun 1 dan 6 gacha boflggn gonl@u:mng |§talgm1 b!—
rining kelib chiqishi hodisalarining ro‘y berishi—bir xil imkonivatli hodi-
salar deyiladi.

Tashlash soni # katta bo‘lganda g —sonini—1 dan 6 gacha har
ganday sonlarning har birini ham soqganing yuqori yog'ida paydo

bo‘lishi tagriban z holda ko‘rish mumkin. Bu tajriba bilan tasdiglangan.

-1 . . .
Nisbiy chastota soni P :E ga vaqgin bo‘ladi. Shuning uchun
¢ — sonining, shuningdek, 1 dan 6 gacha har ganday boshga sonning

1 3 I3
ham yuqori voqgda paydo bo‘lish ehtimoli ¢ 8ateng deb hisoblanadi.

Agar A va B hodisalar bir paytda ro‘y benshi mum.kin‘bo‘lmagan
hodisalar bo‘lsa, ular birgalikda bo‘lmagan hodisa!ar deyllad;_. Masala}n,
tangant tashlaganda bir vaqtda gerbli va raqam!l tomonlarini tushish
hodisalari birgalikda bo‘imagan hodisalar bo‘ladi.’ _ ‘

A hodisaga garama-garshi hodisa deb, 4 hodlsa_nmg o'y Perm:{s-_
ligidan iborat 4 hodisaga aytiladi. 4 va 4 hodisalar birgalikda bo‘Imasligi
o‘z-o‘zidan ravshan. _ o ‘ o

Agar tairibada tasodifiy hodisalarning 1stalgar! birthing ro‘y 'ben_shl
mumkin bo‘lib, bu hodisa bilan birgalikda emas, biror tfoshqa h‘o'dlsamng
ro‘y berishi mumkin bo‘lmasa, bu holda tasot‘:hﬁy.hqdma‘lar to 11::1 grup-
pasini tashkil giladi deb ataymiz. Teng imkoniyatli b31g311KQa bo lmagaq
hodisalarming to‘liq gruppasini garayiik. Bynday hpd1§alam1 holl_ar (yoEu
imkonlar) deb ataymiz. Bunday gruppaning hqchsas;‘, agar uning o’y
berishi natijasida 4 hodisaning ro‘y berishi kphb thqadlgan bo isa_, A
hodisaning ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi hodl_sq]ar c}cb ataladi.

Masalan, qutida 8 ta shar bo‘lib ularning har_ biriga bltt:_ac!an I dan
8 gacha bolgan ragam yozilgan. 1,2,3,4 ragamli Sh:'.il"i&l: qizii, ‘qolgan
sharlar esa qora rangda. 1 ragamli sharning_ paydo bp _llshl (sh_unmgdek,
2, 3 va 4 ragamli sharning paydo bo‘lis}_u ham) gizil sharning paydo
bo‘lishiga qulaylik tug‘diruvchi hodisad_ir. Qaralayotgan hol uchun
ehtimolga boshgacha ta’rif berish mumkKin. _ _ » _

Ta’rif. A hodisaning ehtimolli deb, 4 hodisaga qulaylik tug d1rgvch1
hollar m sonining teng imkoniyatli, birgalikda ‘bo‘]n'!agan hodisalar
to‘lig gruppasini tashkil qiluvchi barchfi mumkn:l b(_) lgan h(_}]]al_'. n
soniga nisbhatiga aytiladi va simvolik ravishda quyidagicha yoziladi:

m

Hm=P=—. _ S ¢ ¥
. RN
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Bu ta’rif ehtimolning Klassik ta’rifi deb ham vuritiladi. Ehtimoining
ta’rifidan uning ushby 0<P <] munosabatni qanoatiantirishi kelib
chigadi. .

I-misol. Qutida 36 ta olma bo‘lib, undan bitta olma olindi. 36 ta
olmadan 9 tasi qizil olma. Qizi! olmaning kelib chigish ehtimolini
toping.

Yechish. Agar qulaylik tug‘diruvchi hollar soni m=9 bo‘isa, u holda
qgizil olma olib chigish ehtimolj

9 |
P==—=— 03 tena.
36 4 52 lems

2-misol. Otishmada birinchi to‘pdan nishonga tegish ehtimoli %

: 7
ga, ikkinchi to‘pdan nishonga tegish ehtimoli esa To & teng. Jkkala

to'pdan bir vaqtda o'q uzganda nishonga tegishi ehtimolini toping.
(To'pdan o‘q uzganda hech bo‘lmaganda bitta o‘gning nishonga tegi-
shi, nishonning shikastlanganligi hisoblanadi.)

Yechish. Ehtimollar nazartyasining ko‘pgina masalalarini yechish
«Qutilar sxemasi» masatasiga keitiriladi. Shuning uchun qutidan shar
olish masalasiga umumlashgan masala deb qaraladi. Berilgan masala
ham quyidagicha modellashtiriladi.

Ikki qutida 10 tadan shar bo‘lib, ular 1 dan 10 gacha nomerlangan.
Birinchi quti ichida 8 ta qizil va ikkita qora shar bo‘lib, ikkinchida esa
7 ta qizil va uchta qora shar bor.

Har bir qutidan bittadan shar olinadi. Olingan ikkita shar ichida
kamida bittasi qizil shar bo‘lishi ehtimoli qanday?

Birinchi qutida har bir shar ikkinchi qutidagi ixtiyoriy shar bilan
birga olinishi mumkin bo‘lgani uchun barcha hollar soni 100 ta, ya'ni
n=100. Qulaylik tug‘diruvchi hollarni hisoblaymiz. Ikkinchi qutidagi
ixtiyoriy shar bilan birgalikda birinchi qutidagi 8 ta qizil sharni ixtivoriy
olganda, olingan sharlar ichida eng kamida bitta qizil shar bo‘ladi.
Bunday hollar 10x8=80 ta.

Birinchi qutidan ikkita qora sharning har birini ikkinchi qutidagi 7

ta qizil sharning har biri bilan birgalikda olinganda olingan sharlar -

orasida bitta qizil shar bo‘ladi. Bunday imkonlar 2x7-14 ga teng.
Shunday qilib, hammasi bo‘lib qulaylik tug‘diruvchi hollar

m=380+14=94 ta. Olingan sharlar orasida kamida bitta qizil shar

| o4
bo'lish ehtimoli P="="2 g3 teng.

n 100
Nishonga shikast yetkazish ehtimoli ham shunga teng.
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1.4. Hodisa chtimolining geometrik ta’rifi.

Faraz qilaylik, tekislikda biror £ soha berilgan bo‘lsin. D soha

iror & sohani o‘z ichiga olgan bo‘lsin, ya’ni G.c:D.
bos}}gaso?laga tavakkaliga biror nugta tashlansin. Bu nuqtaning & sohaga
tushish ehtimolini garaymiz. Bunda barcha eIerr!entaf hodlsa]ar D sohadgn
iborat. D} — cheksiz to‘plam. Bunda biz klassﬂ(' ta.nfdan foy;lalanam_lz.
D sohaga tashiangan nuqta sohaning istglgan gismiga tlztshlsh{ mumkin.
Bu nuqtaning G sohaga tushish ehtimqh G soh::.mmg o‘lchowga (uzlfn—
ligi, hajmi) proporsional bo‘lib, ¢ ning shakhg‘a, uning D sohamnlg_
qaerda joylashishiga boglig bo‘}masin.‘ Soha o Ichamm! mes orgali
belgilasak, tavakkaliga tashlangan nuqtaning G sohaga tushish ehtimolligi

mesGG

P=—=— 0a teng bo‘ladi.
mesD

© 1-mi iusli doiraga nuqta tavakkaliga tashlangan. Ta.sh—’
langinmlfi‘ﬂ;mgtar:iilgus{;loiraga gichk'j qchizilgan‘ kvadrat ichiga tushishi
ehtimolligini toping. : :
Yechish. S(G) — kvadratning yuzi, S(D) o :
— doiraning yuzi bo‘lsin (139-chizma).'A - :
nugtaning kvatdratga tushish hodisasi. U
holda

JSG) 2R 2 4 36
P(A)_S(D) J'E'Rg e ’ T
P(A)=0,636.

- 2-misol. [0;3] kesmada tavakkaliga ik-
kita x va y sonlari tanlangan. Bu sonlar
x* <6y<6x tengsizlikni ganoatiantirishi
ehtimolligini toping.

Yechish. (x, y)} nugtaning koordinatalari: __ |
0<xg3 _ o P

- {0 <y<3
téngsiziklar sistemasini qanoatlantiradi. Bu
— {x,y) nugta tomoni 3 ga teng kva'drrflt
nuqtalari to‘plamidan tavakkaliga taniamsl:u-
ni bildiradi. Bizni qgizigtirayotgan ‘4 hodisa
tanlanadigan (x,y) nugta shtrixlangz_m fig- __ y
uraga tegishli bo‘lgan holda ro‘y ber:adl (140-_ P
chizma). Bu  figura koordinatalari- o
x* £6y < 6x tengsizlikni qanoatlantiradigan 140-chizma.
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pqqtalaming to‘p{ami izlanayotgan ehtimollik shtrixlangan figura yuz-
ining kvadrat yuziga nisbatiga teng, ya'ni

3 2 24
I(xhiszdr [E__l-‘_J 9 27 54
P(A)zﬂ 6 = 2 63 n=2 18=&=i=l‘
9 9 9 9 9 3

O‘z-0'zini tekshirish uchun savollar.,

1. Ehtimol nima?

2. Hodisa ehtimolining klassik ta’rifini keltiring. '

3 M_uqarrar, mumkin bo‘lmagan, teng ehtimolli hodisalar deganda him
tushunasiz? :

4, H‘odis:alar yig‘ipdis_i va ko‘paytmasining ta’rifini keltiring. o
i 5. Birgalikda va birgalikda bo‘lmagan hodisalami misoflar yordamida tushun-
iring.

6. A hodisaga qarama-garshi hodisa deganda nimani tushunasiz?

b ‘7. Hodisa ehtimolining geometrik ta’rifini misollar yordamida tushuntirib
ering.

h
ant

2-§. Ehtimollar nazariyasining asosiy teoremasi
2.1. Ehtimollarni qo‘shish teoremasi.

) Ta_l’rif. A va B hodisalar yig‘indisi deb bu hodisalardan kamida
b_lttasming 10"y berishidan iborat bo‘lgan C hodisaga aytiladi. Biz birga-
likda bo‘lmagan 4 va B hodisalar yig‘indisining ehtimolini garaymiz.
P(A) va P(B) mos ravishda ularning ehtimollari bolsin.

_I-teprema. Tkkita birgalikda bo‘lmagan 4 va B hodisalar yig‘indisining
ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining yig‘indisiga teng:
P(4+ B)y=P(A)+ P(B).
“Isboti: Hodisa ehtimolining klassik ta’rifiga ko‘ra, aytaylik, tajribalar
natijasi nta clementar hodisalar bo‘lib, bulardan m, tasi A hodisaga,
nm, tasi esa B hodisani ro‘y berishiga qulaylik tug‘dirsin. U holda

PA4)="4 P(B)="2; 0

bo‘ladi.
) Teorema shzfrtiga kc_)‘ra A va B hodisalar birgalikda emas. Shunga
ko‘ra yo A hodisa, yoki B hodisa ro‘y berishiga quiaylik tug‘diruvchi

hodisalar soni m, +m, ga teng.
HY
m, +nt, ¥

Demak A+B hodisaning ehtimoli P{4+B)= bo‘ladi.

i
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m, +n, =.ﬁ

Agar P(4+B)=
tubandagiga ega be‘lamz.
P(A+ BYy=P(A)+ P(B).
Natija. 4 hodisaga qarama-qarshi 4 hedisaning chtimoli
P(4)=1-P(A). C (D)

+ 2 bo‘lsa, u holda (1) ga asosan
1 it

ga teng.

T-misol. Qutida 25 ta shar bor. Ulardan 8 tasi gizil, 6 tasi oq, 11
tasi sariq. Tavakkaliga olingan sharni rangli shar bo‘lish ehtimolini
toping. (Rangli shar chiqishi deganda yo qizil shar yoki sariq shar
chiqishi tushuniladi).

Yechish. Qizil shar chigish hodisasini 4, sariq shar chigish hodi-
sasini B bilan belgilaylik. U holda ehtimolning klassik ta’rifiga asosan

8 11
P(A) =5 P(B)= 755 bo‘ladi. A+B hodisa rangli shar chigishi hodisasi

A va B hodisalar birgalikda emas. Shuning uchun 1-teoremaga ko‘ra
P(4+ B)=P(A)+ P(B).
. . 8 L 19

Demak, izlangan ehtimol: P(A+B)=_+_'=E'

2-teorema. Juft-jufti bilan birgalikda bo‘imagan 4,, 4,,...,'4,
hodisalar uchun :

P(A, + A, +...+A,,)=P(A,)+P(A2)+...+P(A") -
munosabat o‘rinli.

Agar A, 4,, ..., 4, hodisalar, hodisalarning to‘la gruppasini tashkil
qilsa, u holda P(A,)+P(A2]+...+P(A,,):lbo‘ladi.

Endi birgalikda bo‘lgan hodisalar uchun qo‘shish teoremasini
garaymiz (ikkita hodisaning birini ro‘y berishi ikkinchisini ro‘y berishi-
ni inkor etmaydigan hodisalar),

3-teorema. Ikkita birgalikda bo‘lgan A va B hodisadan hech
bo‘lmaganda birining ro‘y berish ehtimoli hodisalar ehtimollari
yig‘indisidan ularning birgalikda ro‘y berish hodisasi ehtimolining
ayirmasiga teng bo‘ladi.

P(A+ By=P(A)+ P(B)- P(4B).

Bu teorema ikkitadan ortig hodisalar uchun ham o‘rinti. (Teorema-
ni isbot gilish talabalarga mustaqil ish sifatida topshiriladi.)

2-misol. Ikki mergan bittadan o‘q uzdi. Birinchi merganni nishonga
tekkizish {4 hodisa) ehtimoli 0,8 ga, ikkinchisiniki (B hodisa) 0,9 ga teng
bo‘lsa, merganiardan aqalli bittasining nishonga tekkizganligi ehtimoli topilsin.

Yechish. Masala shartiga asosan P(A4)=0,8, P(B)=0,9. Birgalikda
bo‘lgan hodisatar uchun ehtimollarni go‘shish teoremasiga asosan,
P(A+By=P(A)+ P(B)- P(4)- P(B)=0,8+0,9-0,8-0,9=1,7-0,72=0,98.

247



2.2. Erkii hodisalar. EhtimoHarni ko‘paytirish teoremasi.

Agar ikkita 4 va B hodisalardan birining ro* ishi ikkinchisini
) r ikki \ g ro‘y berishi ikkinch
?l;tlmoh’nl o’zgartirmasa, boghqacha aytganda, ikkinchisining rc:)‘l;“b1$E
llfld'yolkl benpas!sglga bogliq bo‘lmasa, u holda bu hodisalar erkli
ho ;(sla ar deyllgcli:. ]__%u rnavz_uda fagatgina birgalikda bo‘lgan hodisalar
l_aql a t:ikr yu_r:tiladl, chunki birgalikda bo‘lmagan hodisalarning birga-
Ikdi o be?]r:t:jh (Fo‘paytmasini) ehtimoli nolga teng.
va odisalar erkli hodisalar bo‘lib, ularni i i
P(/? Yo PUB) T » ularning mos ehtimollari
_Yeorema. [kkita erkli 4 va B hodisaning birgalikd ’ i
ehtimoli shu hodisalarning ehtimollari ko‘paytgmasliga ]tcx?g:m Y berish
Isboti. Teorema shartiga fovte 4 ve o s b
P08, lcorema shartiga ko‘ra 4 va B erkli hodisalar. Shu sabablj
}%2;‘1.;;{; rI:c»tcll'lsa_r(]jl sodir bi:)‘lishida alohida tajribalar o‘tkazilgan bo‘liibnll
j atyasida 7 ta elementar hodisaga ega bo‘lavli ‘
tasi 124 hodisaga qulaylik tug‘dirsin. B2 g2 bolavlik Bulardan "
ajg‘iba natijasida m ta elementar hodisaga ega b ‘layli
m, tasi B hodisaga qulaylik tug‘dirsin. U h%lda% levtlk. Bulardan

_n. _m
P(A)_ " » P(B)—'— (2)

. faj;ib‘a qatijasida ro‘y beradigan l::archaj;?I elementar hodisalar soni
|:’m’ a bo ladi. Bulardan mm, tasi A va B hodisalarning birgalikda ro*
erishiga qulaylik tug‘diradi. Y

Demak, | o
P(AB):%:_L; . 3 5
:i . .
- _HI ", ) . :

1 =1 H q

P(A]'Ag-...’A )=P A)-P(A4,)-...-P(A):
o , (4)-P(d)...-P(4,); (5)
L-misol. Ikki qutining har birida 20 t iri
. <i_qutin _ adan detal bor. B i
qﬂ?ga 16 ta, I!(kln(;:hl qutida 15 ta standart detal bor. Hg;n?)l:;
q tidan tav.akka.llga bittadan detal olinadi. Olingan detalning standart
bo‘lish t?htlmoh topilsin. )
Yechish. Birinchi qutidan olingan detal standart detal bolish hodis-

asini A, ikkinchi qutidan olingani standart detal bo‘lish hodisasini b

deylik. U holda
| 16 Is
- P(A)= 0" 0.8; P(B)= 0" 0,75 bo‘ladi.

Ll

e

0
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3

Olingan ikkala detalning standart detal bo‘lishi hodisasi esa AB
hodisa bo‘ladi. 4, B birgalikda bo‘lmagan hodisalardir. Shuning uchun
teoremaga ko‘ra

P(ABY=P(4)-P(B)=0,8-0,75=0,6;

teng bo‘ladi.
2-misol. Tangani o‘n marta tashlaganda gerbli tomon 10 marta

tushish ehtimoli qancha? :
Yechish. 4, hodisa ;-tashlashda gerb tushishi bo‘lsin. Izlanayotgan

chtimol barcha 4, {i=1,2,3,...10) hodisalar ko‘paytmasining ehtimo-

lidir. A4, hodisalar esa birgalikda erkli bo‘lgani uchun, (4) formulani
go‘llab, quyidagiga egamiz: _

P44y A )= P(4) P(4y) - P(4g).

Birog istalgan i uchun P(4,)=1/2 shu sababli S

P(A, -4, 4,)=(1/2)" =1/1024 = 0,001.

3-misol. Ishchi bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan holda ishlaydigan uchta
stanokni boshqaradi. Bir soat mobaynida ishchining stanokka qarashi
kerak bo‘lmaslik ehtimoli birinchi stanok uchun 0,7 ga, ikkinchi stanok
uchun 0,9 ga, uchinchi stanok uchun esa 0,8 ga teng.

1. Bir soat mobaynida uchta stanokdan hech qaysisiga ishchining
e'tibori kerak bo‘lmasligi ehtimoli P ni toping.

2. Bir soat mobaynida kamida bitta stanokka ishchining e’tibori
zarur bo‘imastik ehtimolini toping.

Yechish. 1. Izlanavotgan ehtimoini (4) formula bo‘yicha topamiz:

P=09.08.0,7=0,504.

2. Bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor berishi
zarur bolish ehtimoli birinchi stanok uchun 1-0,7=90,3 ga, ikkinchi
va uchinchi stanoklar uchun u mos ravishda 1-0,9=0,1 va 1-0,8=0,2
ga teng. U holda bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor
berishi zarur bo‘lish ehtimoli (4) formulaga asosan 0,3-0,1-0,2 =0, 006.

Bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor berishi zarur
bo‘lishidan iborat 4 hodisa, kamida bitta stanokka ishchining e’tibor
berishi zarur bo‘Imasligidan iborat hodisa 4 ga garama - gqarshidir.
Shuning uchun 2.1 dagi (2) formulaga ko‘ra topamiz:

P(A)y=1- P(4)=1-0,006 =0,994.

P e 2.3. Shartli ehtimol.

A va B hodisalar bog‘lig hodisalar bo‘lsin. U holda hedisalardan
birining ro‘y berish ehtimoli ikkinchisining ro‘y berish yoki bermasli-
giga bog‘liq bo‘ladi. Shuning uchun bizni bir hodisaning ehtimoli qiz-
igtirayotgan bo‘lsa, u holda ikkinchi hodisaning ro‘y bergan yoki bermas-
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ligini bilishimiz muhimdir. Quyidagi misolni qaraymiz. [kkita tanga
tashlangan bo‘lsin, Ikkita gerb tushish ehtimolini toparmiz.

Biz to‘liq gruppa tashkil etuvchi 4 ta teng ehtimolli juft-jufti bilan
birgalikda bo‘imagan ushbu natijalarga egamiz:

r

1-tanga 2-tanga
L-natija gerb gerb
2-natifa gerb ragam
: 3-natija ragam , gerb
_ L4-natija ragam ragam

Shunday qilib, P(gerb,gerb)=1/4. Endi birinchi tangada gerb tush-
gani ma’lum deb faraz qilaylik. Shundan so‘ng gerb ikkala tangada
tushish ehtimoli qanday o‘zgaradi? _

Birinchi tangada gerb tushgani uchun endi toliq gruppa ikkita teng

chtimolli birgalikda bo‘lmagan natijalardan iborat bo‘ladi:
 —

1-tanga 2-tanga
. [ -natija gerb gerb
| 2-natija gerb ragam

Bunda natijalardan fagat bittasi (gerb,gerb) hodisaga imkon yarata-
di. Shuning uchun qilingan farazlarda P(gerb,gerb)=1/2.

Endi 4 orqali ikkita gerbning tushishini, B orqali esa gerbning
birinchi tangada tushishini belgilaymiz.

B hodisa ro‘y berganligi ma’lum bo‘lganda A hodisa ehtimol;
o‘zgarishini garaymiz.

A hodisaning B hodisa ro‘y berdi degan shart ostidagi vangi ehtimolini

Py (4) orgali belgilaymiz. Shunday qilib,
P(4)=1/4, P, (4)=1/2.

A hodisaning B hodisa r0‘y beradi degan shart ostidagi ehtimoli A
hodisaning shartli ehtimolj deyiladi, Ce

2.4, Bogiq hodisalar. Ehtimollarni ko‘paytirish teoremasi, i

Ayrim masalalarni yechishda 4 va B hodisalarning ehtimollari ma’lum
bo‘lsa, bu hodisalar Ko*paytmasining ehtimolini topishga to‘g‘ri keladi,

Teorema: 4 va B hodisalar ko‘paytmasining ehtimoli ulardan bir-
ining ehtimoli ikkinchisining birinchi hodisa o'y berdi deb hisoblangan
shartli ehtimoli ko‘paytmasiga teng, ya’ni

P(AB)=P(4)-P,(B). (1)
Isboti. Bu munosabatning to‘g‘riligini ehtimolning klassik ta’rifiga
asoslanib isbotlaymiz. Tajribalarning mumkin bo‘lgan ELE,,. . ,E, nat-

250

ijalari ehtimolli, juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodgtsalarmng
?{?‘]ﬁg gggpasini tashkjil qilsin va ulardgn A hodisaga K ta natija qlulalj_il;
lik tug‘dirsin hamda ana shu X ta natugdan I: tasi B hodlsag_abt;lu ayli
tug‘dirsin. U holda, 4 va B hodisalamn}g ko pgytmasggg tajribalarning
mumkin bo‘lgan K ta natijasidarl_ L tasi qulaylik tug‘diradi. »
Bundan esa quyidagiga egamiz: C

K L. _Lowe
P(A):;; P(AB):;, PA(B)_K. it 01
Shunday qilib, . ‘ by qi
BRI R IR A
. L K L P
=—==."=P{A)-P.(R). _ S
P(dB)=—=—-—=P(4)-P,{B) R

Shunga o‘xshash, 4 va B ning o‘rinlarini almashtirib, quyidagi
munosabatga ega bo‘lamiz:

P(4B)=P(B)- P, (4). o
(1) va (2} muncsabatiardan -
P(4)-P,(B)=P(B)-P,(4); R )

kelib chiqadi. ‘ . ‘ .
Ehtin‘cllollami ko‘paytirish teoremasi istalgan chekli sond?gl hodi-
salar uchun umumtlashtiriladi. Masalan, uchta A4,,4,,4, hodisa uchun

quyidagiga ega bo‘lamiz: s
P(44,4;)= P[(AlAz)Asj = P(AtAz) Py, (As) = _{jéf.f_t_(}
:P(AI)PAl(AE)PAlAZ (4). f“-}-

Umumiy holda
P(A,Az,,,An)=P(A,)-PAl (A:)'PA,Az(Aa)‘---‘PA,Az,,.A,,_I(An)- (4’)
Misol. 4 ta oq va 9 ta qora shar bo‘lgan qutidan ikkita shar olinadi.
3 H H : ]

Olingan ikkala shar oq bo‘lish ehtimoli qancha? ' ' .
?echish. Bu masalani (1) formulani qo‘llab yechamiz. Ikkl‘ta' sh:arm
olish ularni ketma-ket olishga teng kuchlidir. [kkit:a og spar' ch1q1sk‘ndap
iborat hodisa 4 va B hodisalarni ko‘pa_ytmamdan iborat bo‘ladi.

(1) formulaga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz: ‘ ‘
P(AB)=P{A4)P,(B). Biroq, birinchi oq shar chiggandan so‘ng
| . 4
qutida uchtasi oq bo‘lgan 12 ta shar qolgani uchun P(A)=.;,

1
P.(B)==. Demak, P(AB)=(4/13)-(3/12)=3/§0;

<
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2.5. To‘liq ehtinol formmlasi. = - - - .

Aytaylik, 4 hodisa to‘liq gruppa tashkil etuvchi n ta juft-jufti bil,.
birgalikda bo‘lmagan #,H,,...H  hodisalarning bittasi va fagat bittasi
bilan birgalikda ro‘y berishi mumkin bo‘lsin. U holda, agar 4 hodisa
ro‘y bergan bo‘lsa, bu juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan H.H,, . H,
hodisalarning birortasi ro‘y berganini bildiradi. Demak,

A=AH +AH, +...+ AH .
U holda, ehtimollarni qo‘shish teoremasiga asosan tubandagiga ega
bo‘lamiz:
P(A)=P(4H, + 4H, *o.+AH )= P(AH )+ P(AH,)+...+ P(4H,).
Birog P(4H,}=P(H,)-P, (4) (i=1,2,...n); shuning uchun:

P(4)= P(H)P, (4)+ P(Hz)Pﬁl (A)+‘..+P(H,,)PH" (4).

Bu formula to‘lig ehtimol formulasi deyiladi. H,H,, .. H, hodi-

salar ko‘pincha «gipotezalars deyiladi. Bu formuladan murakkab hodi-
salarning ehtimollarini hisoblashda foydalaniladi.

Misol. Omborga 360 ta mahsulot keltirildi. Bulardan: 300 tasi bir
korxonada tayyorlangan bo‘lib, 250 tasi — varogli mahsulot, 40 tasi
ikkinchi korxonada tayyorlangan bo’lib, 30 tasi ~ yarogli mahsulot, 20
tasi uchinchi korxonada tayyorlangan bo‘lib, 10 tasi — yarogli mahsulot.

Ombordan tavakkaliga olingan mahsulotning yarogli bo‘lish ehtimoli
topilsin.

" Yechish. Tavakkaliga olingan mahsulot uchun quyidagi gipotezalar
o‘rinli bo‘ladi:

H —mahsulotning 1-korxonada tayyorlangan bo‘lishi;

H, — mahsulotning 2-korxonada tayyorlangan bo‘lishi;

H, —mahsulotning 3-korxonada tayyorlangan bo‘lishi.

Ularning ehtimollari mos ravishda quyidagicha bo‘ladi:

300 s 40 ] 20 1
P H =—— = - P L )= = - —_—=—,
(A, 360 6 (#.) 360 9 PH;) 360 18 g
Agar olingan mahsulotning yaroqgli bo‘lishini A4 hodisa deb belgilasak,
u holda bu hodisaning turli gipotezalar shartlari ostidagi ehtimollari
quyidagicha bo‘ladi; .

5 3 1
Pa (== Py, (=2 Py, (4)=2.
Yuqorida topilganlarni to‘lig ehtimol formulasiga qo‘yamiz:

P(A)=P(H,)P, (4)+ P(H,) P, (4)+...+ P(H,)P, (4)=
3 13 11 29 B A

m—— = — g — == R .
66 94 182 36
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2.6. Bayes formulasi. =

Biror tajriba o‘tkazilmogda va uning o‘tish shartlari to‘g‘risida to‘lig
gruppa tashkil etuvchi juft-juft bo‘lib, birgalik‘da bo‘lmagan » ta
H,.H,,...H, gipotezalarni aytish mumkin bo‘!s_m. o .

Gipotezalarning ehtimohi P(H,) ga teng. Tajriba natijasida A ho€ilsa
ro‘y berishi ham, ro‘y bermasligi ham mumkin bo‘lsin, shuning bilan
birga agar tajriba gipoteza bajarilganda o‘tayotgan bo‘lsa,

Py (A)=H (f:l, 2, ..., n);
ekani ma’tum bo‘lsin.

U holda, agar A hodisa ro‘y berganligi ma’lum bo‘lib qolsa,' -
gipotezalarning ehtimollari ganday o‘zgaradi? degan savol paydq bo‘hshg
mumkin. Boshqacha aytganda, bizni P,(H,) ehtimollarning giymatlari
gizigtiradi. ‘ _ :

2.4 dagi (1) va (2) munosabatlar asosida quyidagiga egamiz:

P(H 4)=P,(H,)- P(4)= Py (4) P(H) (=1, 2 o)y

bu yerdan: R
P, (4)-P(H,)

P(4)

Birog to‘liq ehtimol formulsiga ko'ra: .

P(A4)=P(H )Py (d)+P(H,) Py (A)+...+ P(H,) P, (A)=ZI:P(H&)-P_&.-

k=

' PA(H!):

Shuning uchun

P, ( Hj)zn(—)

> P(H,)P,

kel

ormula Bayes formulasi deviladi. '
o l:‘di:c:l. Ombyorxonaga 1600 dona tranzistor keltirildi.‘ Ulqrdan bir-
inchi zavodda 300 tasi, ikkinchi zavodda 560 tasi, -UC!llrlChl‘ 2_:av‘odda
740 tasi tayvorlangan, Tranzistorlarning yaroqsiz bo‘lib chigishi, 1-
zavod uchun 0,03 ga, 2-zavod uchun 0,02 ga va 3rzav051 qchun 0,01
ga teng. Tavakkaliga olingan tranzistor yarogsiz bo‘lib chigdi. 1-zavod-
da tayyorlanganlik ehtimeli gancha? _ ‘ o o
Yechish. Tavakkaliga olingan tranzistor yarogsiz bo‘lib chigish hodisasi
A bo'lsin. H,H,,H, esa tranzistor mos ravishda 1,2,3-zavodda tay-
yorlangan, degan gipotezalar bo‘lsin. Bu gipotezalarning ehtimollari

tubandagicha:
P(H])=300/1600=0,19; P(Hz):560/1600=0,35; ' '
B P(H,)="740/1600 = 0,46. |
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Masala shartidan quyidagilar kelib chigadi: .
P=Py {4)=0,03; Py=Py (4)=0,02; Py=P, (4)=0,0l.

P, (H ) ni, ya'ni yaroqgsiz tranzistorning l-zavodda tayyorlanganﬁ&
ehtimolini topamiz. Bayes formulasiga ko‘ra quyidagiga egamiz:

EE]

TakiEe RO P(H ) 'PI R E
P(H =

o Tl P(H\)-P, + P(H,)-P, + P(H,) 7,
o 0,19-0,03 o e ieE

0,19-0,03+0,35-0,02 + 0,46- 0,01

Shunday qilib, tranzistor 1-zavodda tayyorlangan degan gipoteza-
ning ehtimoli u yarogsiz ekanligi ma’'lum bo‘lib golganidan keym
o‘zgartirfladi.

y
O‘z-o‘zint tekshirish wchun savellar, =5

1. Ikkita birgalikda bo‘lgan hodisalar ehtimollarini qo‘shish teoremasini
aytib, isbotlab bering.

2. Ikkita birgalikda bo‘lmagan hodisalar ehtimollarini qo‘shish teoremasini
aytib, isbotlab bering.

3. Erkli hodisalar ehtimollarini ko‘paytirish teoremasini ta'riflang va is-
botlab bering.

4. Hodisaning shartli ehtimolini misollar yordamida tushuntiring.

5. Bog'liq hodisalar ehtimollarini ko‘paytirish teoremasini ta’riflang va
isbotlab bering.

6. To'liq ehtimol formulasini keltirib, misollar bilan tushuntiring.
, 7. Bayes formulasini yozib, misollar bilan tushuniiring.

TR ey

3-§. Erkli tajribalar seriyasi ., . .
Ya.Bernulli formulasi, o M

Biz ayrim yakka tartibda o‘tkaziladigan tajribalar bilan bog‘liq bo‘lgan
tasodifty hodisalarni o‘rganib keldik. Ammo, amaliyotda, ehtimollar
nazariyasida bir-biridan erkli ravishda o‘tkaziladigan bir xil tajribalar
seriyasini o‘rganish katta ahamiyatga ega. Masalan, tangani tashlash,
nishonga qarata o'q uzish, mahsulotni nazorat uchun tanlash tajribalarini
ko'p marta va bir xil sharoitlarda o‘tkazish hollari erkli tajribalar seri-
yalariga misol bo‘la oladi. Bunday hollarda masala quyidagicha qo‘yiladi.

A tasodifiy hodisa biror tajribada P ehtimol bilan ro‘y bersin. Tajriba
n marta takrorlanganda A hodisaning 4 marta ro‘y berish ehtimoli
P, (k) qanday bo‘ladi? Bu savolga javob berish uchun, dastlab xususiy
noldan boshlaymiz,
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Aytaylik, n=6 va k=3 bo'lsin, ya'ni har birida 4 hodisa P ehtimol
bilan ro‘y beradigan 6 ta tajribadan iborat serivani garaymiz. Bu olti
tajribada A hodisaning uch marta ro‘y berish ehtimoli P,(3) ni
aniglaymiz.

A4, 4,,4,,4; va A, lar bilan 4 hodisaning mos ravishda roy
berishidan iborat hodlsalarm belgilaymiz. U holda A hodisaning uch
marta ro‘y berishidan iborat hodisa quyidagi bisgalikda bo‘lmagan
hodisalarning vyig‘indisi kabi yozilishi mumkin:

AN A,04,N As 4,4, (4 hodisa dastlabki 3 tajribada ro‘y berdi),

A ﬂ,_‘{-,ﬂﬁ (]A4ﬂ/js N4, (4 hodisa oxirgi 3ta tajribada ro‘y berdi).

Bu erda C ta hodisa yozilgan, chunki 4 hodisaning olti tajribada
uch marta roy berishining ana shuncha ovsuli mavjuddir. Bu hodi-
salardan har birining ehtimoli ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra p’(} - p)’
ga teng, va'ni bir xildir. - ‘

Birgalikda bo‘lmagan hodisalar uchun qo‘shish teoremasiga ko‘ra

B(3)=Cip*(1-p); (1
ni hosil gilamiz,

Endi umumiy holni garaymiz. A (i=1, 2, ..., n) lar bilan 4 hodisa-
ning mos ravishda ;j-tajribada ro‘y berishidan iborat hodisalarni
belgilaymiz. U holda A hodisaning k& marta ro‘y berishidan ibo_rat
hodisa quyidagi birgalikda bo‘lmagan hodisalarning yig‘indisi ko‘rinishida
ifoda qilinadi:

ANAN..N4, N Aest..NAx — {4 hodisa dastlabki £ ta tajribada roy berdi),

ANA: VA N A, NN, (4 hodisa oxirgi & ta tajribada ro’y berdi)

Bu erda C,f ta hodisa vozilishi kerak, chunki A4 hodisaning » ta
f,ajribada k marta ro‘y berish usullari soni shunchadir. ‘
~ Ko'pavtirish teoremasiga ko‘ra bu har bir hodisaning ehtimoli

pii-p)

a=k,

ga teng.
Birgalikda bo‘lmagan hodisalar uchun qo‘shish teoremasini go'llab,

ushbu formulani hosil gilamiz:
Pky=Crp'l-p)"™"; o (2)
(2) formulaga Ya. Bernulli formulasi deviladi.

255




1-misol. Nishonga qarata to‘rtta o‘q otishdi, bunda har bir o‘q
otishda nishonga tegish ehtimoli 0,85 ga teng. Nishonning ikkita o‘q
bilan shikastlanish ehtimoli gancha?

(2)-formulaga ko‘ra n=4,k=2,p=0,85 deb quyidagini topamiz:

P,(2)=C]0,85%-0,15° =0,0975~0,1.
2-misol. Radiopriyomnikda 6 ta lampa bor, O°n yil davomida lam-
palarning ishga yaroqgsiz bo‘lib qolish ehtimoli har gaysi lJampa uchun

1
— ga teng. O'n yil davomida barcha lampalarning kamida varmisini

almashtirilish ehtimoli gancha?
(2) formulani tadbiq etib, o‘n yil davomida mos ravishda uchta,
to‘rtta, beshta va oltita lampaning ishdan chiqish ehtimolini topamiz:

3 3 4 2 5 1 5 0
<[3)(5) «G)G) )G = <))
7] \7 7 7 7 \7 7/ \17
Birgalikda bo‘lmagan hodisalar uchun qo‘shish teoremasiga ko‘ra
izlanayotgan ehtimol quvidagiga teng bo‘ladi:

E) 3 4 s 3 1 o 0 =
LT[0 2 (£ w2 (6] w6 s g
7/\7 7 7 T/AT 7 7 117649
- {2) formulada 1~ p=g deb olinsa, u quyidagi ko‘rinishni oladi.

P ( k) Ci‘ "— k * (3)
(3) formuladagi C'g™™* (g+ px)" ko‘phadning koeffitsientlarini
ifodalaydi.
{g+ px)" ko‘phadni Nyuton formulasini qo‘llab, x ning darajalari
o‘sib borish tartibida joylashtirsak: C*g"* — kocfﬁtsnentlarga ega bo‘lamiz.
Boshqacha aytganda

s st o g+ px)’ —Z (Cog™ p " e @
&mf}
ko‘rinishdagi ayniyatga ega bo‘lamiz. Bu aynivatga asosan (g+ px)”
ko‘phadni 4 hodisaning # ta erkli tajribadan iborat serivada & marta
ro‘y berishining ehtimollari uchun hosil qituvchi ko‘phad deyiladi.
Barcha P (k)(k=0,1,..,n) ehtimollarni topish zarur bo‘lgan hol-
farda hosil qiluvchi ko‘phadni vozib olish va unt Nyuton formulasi
bo‘yicha yoyib chigish qulaydir. Ko‘phadning koeffitsientlari 1zlanay0-
tgan ehtimollarni beradi.

: 3
3-mijsol. A hodisa tajriba bir marta o‘tkazilganda " ehtimol bilan

ro‘y beradi. Tajriba 10 marta o'tkaziladi. Bu tajribaning qanday natuam
eng Katta ehtimolga ega bo‘ladi? U nimaga teng?
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o ) 1 3
Yechish. Bu holda hosil qiluvchi ko‘phad (1+IX)]° ko‘rinishga ega.

Shunday qilib, eng katta ehtimolga tajribaning quyidagi natijasi ega
bo‘ladi: 4 hodisa 8 marta ro‘y beradi. Bunday natijaning ehtimoli:

Po®=Caly 2 (—) ~0,28.
Tajribaning qolgan 10 natijasmmg har biri bundan kichik chtimolga ega.
O‘z-0*zini tekshirish uchun savollar, G

1. Ya.Bermulli formulasini keltirib chigaring.

4-§. Tasodifiy miqdorlar

4.1. Diskret va uzluksiz tasodifiy migdorlar.

Biz tasodifiy hodisalar bo‘limida o‘yin soqqgasini tashlaganda 1,2,3,4,5
va 6 sondarini chiqishi, nishonga qarata beshta o‘gq uzganda 0,1,2,3,4,5
giymatlarni gabul gila oladigan tasodifiy hodisalarni garadik. Bu tasodi-
fiv hodisalarda chiggan qiymatlarni oldindan aytib bo‘lmaydi, chunki
u incbatga olib bo‘lmaydigan ko‘p tasodifiy sabablarga bog'ligdic. Shu
sababli yuqorida ko‘rsatilgan giymatiar tasodifiy migdorlardir.

1-ta’rif. Tasodifly migdor deb, avvaldan noma’lum bo‘lgan va
oldindan inobatga olib bo‘lmaydigan tasodifiy sababilarga bog‘lig bo‘lgan
hamda tajriba natijasida bitta mumkin bo‘lgan giymat gabul qiluvchi
migdorga aytiladi. :

Misollar;

a) ma’lum partivadagi brak qilingan mahsulot[ar migqdori;

b) to‘pdan otilgan snaryadning uchib o‘tgan masofasi;

d) tugiilgan 100 ta chagaloq ichida qiz bolalar soni;

e) yil davomida bitta sigirdan sog’ib olingan sut migdori va beshgalar.

To‘pdan otilgan snaryadning uchib o‘tgan masofasini tasodifiy miqdor
sifatida garasak, bu masofa fagat nishonga oluvchi asbobning o‘rnatilishiga
bogliq bo‘lmasdan, avvaldan hisobga olib bo‘lmaydigan bir qancha
boshqa sababla;ga (shamoining kuchi va vyo‘nalishi, harorat va
boshqatarga) ham bog‘lig.

Tasodifiy migdor ikki xil bo‘ladi: diskret va uzluksiz tasodifiy migdorlar.

2-ta’rif. Diskret(uzlukli) tasodifiy miqdor deb, ayrim ajratilgan qi-
ymatlarni ma’lum ehtimollar bilan gabul giluvchi miqdorga aytiladi.

Masalan, yugoridagi a), b) misollarni diskret tasodifiy miqdorlar
desa bo‘ladi. Diskret tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan giymatlari
soni chekli yoki cheksiz bo‘lishi mumkin.

3-ta’rif. Uzluksiz tasodifiy migdor deb, chekli voki cheksiz
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oraliqlardagi barcha giymatlarni gabul qilishi mumkin bo‘lgan migdorga
aytiladi. _

Ta’rifdan ko‘rinadiki, uzluksiz tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan
qiymatiar soni cheksizdir. S

-

4.2, Diskret tasodifiy miqdorning taqsimot gonuni.

Tasodifty miqdorni to‘la tavsiflash uchun, eng avvalo, u gabul
qilishi mumkin bo‘lgan giymatlarni bilish kerak. Ammo bu vetarli
emas. Bundan tashqar, tasodifiy miqdor u, yoki bu giymatni ganday
chtimol bilan gabul gqilishini ham bilish kerak.

Tasodifiy migdorni X harfi bilan, uning qiymatlarini

Xps Xyy ooy X,

harflari bitan, bu giymatlar qallaul “qiladigan ehtimollarni mos ravishda
p|9p2?“‘1pn

harflari bilan belgilaymiz.

Agar X tasodifiy migdor uchun u gabul qilishi mumkin bo‘lgan
barcha, x, x,, ... x, giymatlar va bu giymatlar qabul gilinadigan barcha
P Pov o p, ehtimollar ma’lum bo‘lsa, X tasodifiy migdorning tagsimot
gonuni yoki. oddiy qilib, X miqdorning tagsimoti berilgan deyiladi.

- Odatda, tagsimot qonuni quyidagi jadval ko‘rinishida yoziladi: -t

Ry AN X, X, T X, o X,
: ul 1 £ i Py P :
r+ . Jadvalning birinchi satrida tasodifiy miqdorning barcha giymatlari:
uning ostiga, ikkinchi satrga esa mos ehtimollar yoziladi. :
Quyidagi » ta tasodifiy hodisani qaraymiz:
4, — tasodifiy migdor X x, giymatni gabul qildi,
A4, — tasodifiy migdor X' x, giymatni qabul gildi,

4, — tasodifly migdor X x, qiymatni qabul qildi,
A4, 4., ... A, hodisalar birgalikda emas, chunki tasodifiy migdor
tajriba bir marta o'tkazilganda X, X..... X, Qiymatlardan faqat birini
qabul gilishi mumkin. Shuningdek, A4,. 4,, ..., A hodisalarning
vig'indisi muqarrar hodisadir, ya’ni _
4U4.U..U4, =E;
chunki tasodifiy migdor ¥ .Y..o..X, qiymatlardan birini albatta qabul giladi.
Shu sababli birgalikda bo‘lmagan hodisalar uchun go‘shish
teoremasiga Ko'ra quyidagini hosil gilamiz:
P(4 U4 U UA)=PE=1: -
P(A)+ P(A) + ...+ P(4,) =1

ptp.ttp, =l T T

"
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yoki qisqacha yozsak, g e Teoiien :- £ 1
2p: =k ()

k=l
ya'ni X tasodifiy migdoming tagsimot qonunjni‘ b§mdigan (1)‘ jadya]nmg
ikkinchi satrida turgan barcha sonlarning yig'indisi birga teng bo‘lishi kerak.
1-misol. X tasodifiy migdor o‘yin soqqas_ini tashlaganda tushgan
ochkolar soni bo‘lsin. Tagsimot qonunini toping.

il eI

Yechish. " X tasodifiy migdor
ox, =1 x,=2, ., %, =6;
qiymatlarni |
L g by wiw o
Dy=Epy = F P =0 T

6 ELs B
ehtimoliar bilan gabul giladi. Shuning uchun tagsimot gonuni th})q
jadval bilan beriladi:

X 1 ? 3 4 5 6
: ! ! 1] 1 101
P 6 6 6 5 6 6

2-misol. Nishonga garata ikkita o‘q uzilyapti, bunda h_ar bil_‘ 0'q
uzishda o‘qning nishonga tegish ehtimoli 0,8 ga teng. X taspdlﬁy _mlqdor _
sifatida — nishonga tekkan o‘glar soni qaraladi. Bu tasodifiy migdorn-

ing tagsimot gonunini toping. . _ o
Yechish. X tasodifiy migdor quyidagi giymatlarni gabul gilishi

mumkin:
x=0,x,=Lx;=2.

Tegishli ehtimollarni topish uchun h0§il qiluvchi ko‘phad
(0,2+0,8x)* ni tuzamiz va yoyilmasini topamiz:

' 0,22+2-0,2-0,8 x+0,8°x7-

Ma’lumki, x‘(k=0,1,2)ning oldidagi koeflitsient nishonga k ta
o‘q tegish ehtimolini, ya’ni X tasodifiy migdorming k ga teng giymatni
qabul gilish ehtimolini beradi.

L p=0.27=0,04 1
S . ) FE-
by S p,=2.0,2 -0,8=0,32;

P, = 0,8° =0,64.

Shunday gilib, X tasodifiy migdorning tagsimot gonuni quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi: : T
0 | 2
B 0,04 0,32 0,64
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Umumiy holda quyidagi misolni garaylik. - - -
X tasodifiy migdorni — har birida 4 hodisa P ehtimol bilan ro‘y
beradigan » ta erkli tajribadan iborat serivada 4 hodisaning ro‘y berish
sonini qaraylik. X tasodifiy migdorning tagsimot gonunini toping.
Yechish. X tasodifiy migdor quyidagi giymatlardan birini gabul
gilishi mumkinligi ravshandir:
0,12,k ...,n

X tasodifty migdor % ga teng qiymatni qabul gilishidan iborat

hodisaning ehtimoli Ya. Bernulli formulasiga ko‘ra aniglanishini bilamiz:
P(X =k)=C,p'q"™";

bu yerda g=1-p.

Binobarin, X tasodifiy migdorning tagsimoti quyidagicha yozilishi
rumkin:

0 | & i
Cip'q" | Cop'g™ Cypte™™ C.r'q" G)

(3} _ja@val yordamida tavsiflanadigan tagsimot Ya. Bernulli tagsimoti
yok! bm_omlal tagsimot deyiladi. Ya. Bernulli tagsimoti uchun (2) shart
quyidagi ko“rinishni oladi: : '

Y Cl g =1 |
2 @

Bu tenglikning to‘g‘riligini isbotlash uchun

(g+px)" =) Clg* p'x*,

o A k=0

ayniyatda x=1 deb olish etarli. o
Ya.Bernulli tagsimoti ikkita parametr: barcha tajribalar soni n va

hodisaning har bir ayrim tajribada ro‘y berish e¢htimoli p bilan to‘la

beriladi, .

4.3. Tasedifiy migdorning matematik kutilishi.

Ta’rif. Tasodifiy migdorning matematik kutilishi deb tasodifly
“miqdorning barcha qiymatiarini bu qiymatlarning ehtimollariga
ko‘paytmalari vig‘indisiga aytiladi,

X tasodifty migdoming matematik kutilishi MX orgali belgilanadi.
Agar X tasodifiy migdor x,,x.,...x, qiymatiari mos ravishda p . p....,p,
chtimollarga ega bo‘isa, u holda ta’rifga ko‘ra: o

szgxﬁpk. _ (1
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Matematik kutilish tasodifiy migdoming eng muhim son tavsifidir.
Ko‘pincha matematik kutilishni tasodifiy migdorning o‘rtacha qiyvmati
deb ham vuritiladi, chunki u biror «o‘rtacha son» ni ifodalab, bu son

atrofida tasodifiy migdorning barcha qiymatlari giymatlanadi.
1-misol. O‘vin soqgasini tashiaganda tushadigan ochkolar sonining

matematik kutilishini toping.
Bu tasodifiy migdorning tagsimot gonuni 4.2 ning 1-misolida topilgan
edi (1) formulaga ko‘ra matematik kutilishni topamiz: ——

g 1 1 6-7
MY =Y xp, ==Y k=0 "L =3s,
k=l 6 =1 6 2

. Umumiy holda quyidagi misolni qaraylik.

2-misol. Har birida 4 hodisa p ehtimol bilan ro‘y beradigan » ta
erkli tajriba seriyasida 4 hodisa ro‘y berish sonining matematik ¥uatil-
ishini toping.

X tasodifiy migdorning k giymatni qabul gilish ehtimoli Crg™ p*
ga teng. Demak, (1) formulaga ko‘ra; .

MY =3 Coq"" p". L
k=0 A : : o
Hosil gilingan ifodani soddalashtirish uchun ushbu ‘munosabatdan
foydalanamiz: .-
(g+px)" =D.Cig"" p'".
k=0
Bu aynivatning ikkala tomonini x o‘zgaruvchi bo‘yicha differen-
siallaymiz, v holda:
& onw~k &k _ k=

n(g+px) p=Y kCiqg"' p'x
k=

Bu verdan p+g=1 ekanligini nazarda tutib, x=] da

np= kCiq"" p*;
' k-0
ni topamiz. Demak, :
MX =np. (D)

Shunday qilib, har birida A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p ga
teng bo‘lgan # ta erkli tajribadan iborat seriyada A hodisa ro‘y berish
sonining matematik kutilishi barcha tajribalar soni # ning hodisaning

alohida tajribada ro‘y berish ehtimoli p ga kopaytmasiga teng ekan.
Boshgacha aytganda, » va p paramettli binomial qonun bo‘yicha

tagsimlangan tasodifily migdorning matematik kutilishi #p ko‘paytmasiga
tengdir. ' : oo '
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3-misol. Agar 1000 ta buyumdan iborat to‘plamdagi har bir buyum
0,05 ehtimol bilan varogsiz chigishi mumkin bo‘lsa, shu to‘plamdagi
varogsiz buyumlar sonining matematik kutilishini toping.

Yarogsiz buyumlar soni — bu binomial qonun bo‘yicha tagsim-
langan X tasodifiy migdordir. Shuning uchun ¢2) formulaga ko‘ra ush-
buni topamiz:

MX =1000-8,05=50.

Aytavlik, X tasodifiy migdor, MX uning matematik kutilishi bo‘Isin.
X—MX ayirmani qaraylik.

Tasodifiy migdor bilan uning matematik kutilishi orasidagi fargga
kutilisdan chetlanich deyiladi.

4-misol. X — ofyin soqqasini tashlaganda tushgan ochkolar soni
bo‘lsin. X tasodifiy miqdorning uning matematik kutilishidan chetlani-
shi kvadratidan iborat ¥ tasodifiy migdomi garaylik. ¥ ning matematik
kutilishini toping.

X tasodifty migdorning matematik kutilishi 1-misolda hisoblangan
bo‘lib, u MY =35 ga teng edi

X tasodifiy migdorning uning matematik kutilishidan chetlanish

kvadrati s R )
y, =01-3,57% y,=(2-3,5)"; y,=(3-3,5)".
y,=(4-3,5)%; p, =(5-3.5)% y, =(6-3,5)".
1
givmatlarni gabul giluvchi tasodifiy migdordir, bunda har bir giymat :

ehtimol bilan qabul gilinishi ravshandir. Shuning uchun

‘vl 23 +13°+0,5 +0.5° +1.57+2,5 33
MY = kam ;(k 3,5) - =

¢ 4.4. Tasodifiy miqdorning dispersiyasi.

by

X tasodifiy migdorning boshga bir muhim tavsifi uning dispersiya-
sidir. X ning dispersivasi DX orgali belgilanadi va u quyidagicha aniglanadi.

Ta’rif. X tasodifiy migdorning dispersivasi deb X tasodifiy miqdor-
ning uning matematik kutilishidan chetlanishi kvadratining matematik
kutilishiga aytiladi, ya’'ni DX = M(X - MX)".

4.3-moddadagi 4-misolda o‘yin soqqasini tashlaganda tushgan
ochkolar sonidan iborat X tasodifiv migdorning uning matematik ku-
tilishidan chetlanish kvadratining matematik kutilishi topilgan, ya’ni
aslida X migdorning dispersiyasi hisoblangan edi. Shunday qilib, 4-
misoidan agar X soqqani tashlaganda tushgan ochkolar soni bo‘lsa, u

Khi
holda DX:E bo'lishi kelib chigadi. _ G
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. Aytaylik, X tasodifiy migdor - o . . wdw o
Xps Xgyoees Xy e
qiymatlarni mos ravishda .
Dis Pas oo Pps :

ehtimollar bilan gabul qilsin. U holda X tasodifiy migdorning uning
matematik kutilishidan chetlanishi kvadrati tasodifiy migdor bo‘lib, u

(x, = MXY, (6, —MX) . (x, ~MX) .
(x, - MX)°.
giymatlarni mos ravishda
_Pp Pp "'ﬁpk) "‘,pn;
ehtimollar bilan qabul giladi. Shuning uchun bunday tagsimlangan
tasodifiy migdorning matematik kutilishini, va’ni Y ning dispersiyasini
quyldagncha yozish mumkin:

RN

DX = Z(xk MXY p,. S ’r_"‘if )
Tasodifiy mlqdornmg dlspemlyam bu tasodifiy mlqdornmg o‘zining
matematik kutilishiga (o‘rtacha qiymatiga) nisbatan tarqoqlik, sochilish

‘darajasini xarakterlaydi. «Dispersiya» so‘zining 0'zi «sochilish»ni anglatadi.

1-misol. X va Y tasodifiy miqdorlar quyidagi tagsimot qonunlariga ega:
2

va

RIS
B

-1
1
2

1 .
2 S

" DX va DY ni toping.
., Dastlab matematik Kutilishlarni hisoblaymiz:

MX =(-1)- ~+1 uo MY =(-2)- -+2 *"—9_,_.

Endl {1) formulani qo llab dlsperslyalarm topamlz R

DX—I—+1——I DY =4. +4 5_4

X va Ytasodifiy mlqdorlar bu erda bir x1l giymatlarni gabul gilvapti,
bir xil matematik kutilishga ega, birog Y tasodifiy migdor qiymatiari-
ning tarqogligi X tasodifiy migdornikiga qaraganda ko‘proq. Matematik
kutilishdan ancha uzogdagi +2 giymatlami ¥ tasodifiy migdor X tasodifiy
migdorga nisbatan kattarog ehtimol bilan qabul giladi, matematik

kutilishdan kamroq vzoglikdagi +1 qiymatlarni esa ¥ tasodifiy migdor
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X tasodifiy migdorga nisbatan kichikrog ehtimol bilan gabul giladi.

DX « DY tengsizlik xuddi ana shuni ko‘rsatadi.

Yuqoridagi misollarda tasodifiy migdorlaming dispersivalari (1)
formula bo'vicha hisoblanadi. Biroq, odatda, dispersivani boshqa for-
mula yordamida hisoblash ancha qulay bo‘ladi. Bu formulani hosil
gilish uchun dastlab (1) formulanmg o‘ng qismini quyldaglcha
o‘zgartiramiz:

DX = Z(xjt MX) p, == Z(x;—Z(M)Xﬁ(MX) Py =

R A=l L)

_Zlkpk 2(M)zxkpk +(MX) Zpk

fex|

toEndi 2P =h D, %P =MX ckaninini etiborga olsak, =

&ni &=l T

< DX =Y xip,—(MX)* formulani hosil gilamiz.
k=1
Bu yerda vig‘indi ushbu

2 M ] 2
N Xz - Xg . X

”

2 Ps P .

gonun bo‘yvicha tagsimlangan tasodifiy miqdorning matematik kuti-
lishidir.

Bunday tasodifiy miqdorni X tasodifty miqdorning kvadrati deb
ataladi va X? orqali beigilanadi.

Shunday qilib, dispersiva uchun T A BT

DX =M(X*)-(Mx); =~ (@)
formula o‘rinlidir.

Bu formula bunday o‘qiladi: tasodifiv migdoming dispersiyasi bu
miqdor kvadratining matematik kutilishidan uning matematik kutilishi
kvadratini ayirilganiga teng.

2-misol. # va p parametrli binomial gonun bo‘yicha tagsimlangan
X tasodifiy migdorning dispersivasini toping.

Yechish. Bizga oldingt mavzulardan ALY =np ekanligi ma’lum.
© Dispersiyani (2} formuladan foydalanib, hisoblash magsadida y 2 tasodi-
fiy migdoming tagsimot qonunini vozamiz:

0 | k- "
CO 0 " Cr:piq"-l e C:‘pkqn--{' . C:pnqﬂ
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X2 tasodifiy migdorning matematik kutilishi uchun quyidagiga egamiz:
M(X ) zk Ckpkqn-.f(

Hosil gilingan yig‘indini soddalashtmsh uchun yana blzga ma’]um
bo‘lgan quyidagi ayniyatdan foydalanamiz:

(q+px)n _Zchqn—‘ﬁplxk
k=0

Aynivatning har ikkala gismini x o‘zgaruvchi bo‘yicha ikki marta
differensiallaymiz. U holda quyidagini hosil qilamiz: : .

n(n—1Xg+ px)"* p* =Zq"**p*k)k ~Dx*? |
k-0
Bu ay"‘niyatda y=1 deb, ushbu tenglikni hosil gilamiz:

i "
A nm-Dpt =Dk -1)Cq" P
SRR : . k=1

DR afERT T

yoki
n(n-1)p* =Y K°Clq™ p* ZkC,’:q"‘*p*,

(L]l kwl
f

bu yerdan chk “*p' =MX =np ekanligini nazarga olib, . :i!

MdX:)=Zk C,f'&‘”_&fs'Jt =n(n-1)p* +np:n3p3 —np3 + np;
. | kel .

msz(Xz)—(mf=u’p3—np3+np—n:p3=np(1-p);
’ DX =npq. _ | &)

J-3 . 45. Chebishev tengsizligi.

X tsodifiy migdorning uning matematik Kkutilishidan chetlanishi-
mng solut qiymatini, ya'ni |X —MX| tasodifiy miqdorni qaraylik.
|tasod1f“y migdorning birorta & musbat sondan kichik

bol an giymatni qabul qilish ehtimolini P(X - MX|z¢) orgali

belglla lik.
Teprrema. Ixtivoriy X tasodifiy migdor va istalgan g son uchun

P([X—M|2s)£—52—-

tengsirlik o‘rinlidir, ya'ni X tasodifiy miqdorning uning matematik
kutilihidan chetlanishi absolyut migdorning istalgan £ musbat sondan
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. kichik bo‘lmaslik ehtimoli X ning dispersiyasini 27 ga bo‘linganidan
" katta bo‘la olmaydi.

Bu mashhur Chebishev tengsizligidir, bu tengsizlik yordamida
_-ehtimollar nazariyasida ko'pgina muhim teoremalar ishot gilinadi.
Ishoti. X ushbu qonun bo‘yvicha tagsimlangan ixtiyoriy tasodifiy
" migdor bo‘lsin:

X, X, X X,

£ P, P P,

Ixtiyoriy ¢ musbat sonni olamiz. U holda X tasodifiy n;{iqdoming
barcha giymatlari x, (k =1,2,...,n) larni ikkita to‘plamga bund"fly ajratish
mumkin: birinchi to‘plamga -';i.? _

v, —-MX|z& L (1)
{4 . .
tengsizlikni qanoatlantiradigan x, qiymatlarai Kiritamiz, qglgan qiy-
matlarni, ya'ni garama-garshi _
b, - MX| < &; (2)
tengsizlikni ganoatlantiradigan qiymatlarni ikkinchi to‘plamga kiritamiz.

Bu to° plarnlardan biri bo‘sh to‘plam bo‘lib qolishi istisno'qgilinmas-

ligini qayd qilib o‘tamiz.

Umumiylikka zivon keltirmasdan, biz tasodifty mlqdor ing qiy-
matlarini shunday nomerladikki, (1) tengsizlikni ganoatlartiradigan

qiymatfar 1 dan ¢ gacha, golgan givmatlar, ya’ni (2} tengsizlikni

ganoatiantiradigan giymatlar esa ¢+ dan » gacha nometlahi oldilar

deb hisoblashimiz mumkin.
Endl A tasodifiy migdorning

LA

DX Z(n MYY pi;
A9
dlsperSIyasml garab chigaylik.

Bu yig‘indining barcha qo‘shiluvchilari manfly bo‘lmagani|uchun

oXitgi 5 —¢ ta hadni tashlab yuborib, yig‘indini faqat kamaytl shimiz
mumkin, ya’ni

Z(xk - MX)? p,rZZ(x‘ m*) =
dispersiyasini qarab chlqayllk

Biroq endi vigindi belgisi ostida nomerlari t<¢ bo’ Igan . lar
qolm bunday barcha giymatlar uchun esa

e —MX| 2 ¢;
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tengsizlik, binobarin, unga teng kuchli
(x, ~MX) 2%
tengsizlik o ‘rinlidir. Shmng uchun
| 3, - MXY p, >Ze pi=¢ Zpk
¢ k=l

So‘hggt ZP;— yigtindi X tasodifiy miqdor X,, Xy,..,X, Qiymatiardan

birini q:ibul gilish ehtimolidir, ya’ni ZP;; yigtindi x miqdor

L.£)]
[xi - MX| 2 &
tengsmhk)}n ganoatlantiradigan qiymatni gabul qilish ehtimolidir.
Bu elitimolni
! P(X~MX|2e);
bilan belgilashga kehshgan edik, shuning uchun

Z = P(X - MX|z ).

Shungay qilib, dlspers1ya uchun
DY 2 £*P(X-MX|28) .
bahoni h sil gildik. Bu yerdan Chebishev tengsizligi kelib ch:qadl

4.6. Katta sonlar gonuni.

Har pirida A4 hodisa p ehtimol bilan ro‘y beradigan » ta erkli
tajribadap iborat seriyada A hodisaning ro‘y berish sonini ifodalovehi X
tasodifiy |[migdorga qaytaylik. X tasodifiy miqdor k(k=0,1,....,n) diy-
matlarnijgabul qiladi. Ilgariroq (oldingi punktlarga gqarang) X miqdor-
ning majematik kutilishi va dispersiyasi hisoblangan edi:

MX =np;, DX =npq. _

Ixtiyeriy &, musbat sonni olamiz va X tasodifiy migdor uchun
Chebls v tengs.1211g1m yozamiz:

P(|k np|>5 )<—-—
151 :

Ushbu :
o |k — hp| 2 &5
tengsizlik .

| %-P IZ%‘;
tengsiklikka teng kuchli ekanligi ravshan, shuning uchun quyidagiga ega
bo'lamiz:

k
Pl =-p [2"hsE]
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. £
&, ixtiyoriy musbat son bo‘lgani uchun —-=¢ deb A hodisaning
F

n ta tajribadan iborat seriyada ro‘y berish chastotasi d ning 4 hodi-
" ., .

saning alohida tajribada ro‘y berish ehtimoli p dan chetlaniéhining
bquna ixtiyoriy g sondan kichik bo‘lmasligining ehtimoli uchu,'n quyi-
dagi bahoni hosil gilamiz: o Ce

k K .‘_..
Pd;—pbamﬁ%’W”“

Hosil qilingan bu bahodan 7> da 5 —0 bo‘lga
nes riic _

. p |
limP(| =-p [26)=0; (
kelib chigadi. " |

Bu natijgn birinchi marta Ya.Bernulli tomonidan hosil qiliné n bo‘lib,
Za._[Bzynulh teoremasi yoki Ya.Bernulli formasidagi katta sonlar gonuni

eyitadi.

Katta sonlar qonuni q_'uyidagi da’voni ifodalaydi: har inday g
mug.bat son uchun 4 hodisaning » ta tajribadan iborat seriyada ro‘y
bcrlsh_eh_trmoh P dan chetlanishining ¢ dan Kichik bo‘Imaslif ehtimoli
n o'sishi bilan nolga intiladi. "

Boshgacha ayiganda, ¢ qanchalik kichik bo‘lmasin yetarlicha katth 7 larda
k
| ~—p |24

tengsizlikning ehtimoli noiga iéitalgancha vagin bo‘ladi, bihobarin,
qarama-qarshi
k
| ;"P [<6‘;
tengsizlikning ehtimoli birga istalgancha yagin bo‘ladi. |

_Shunday qilib, erkli tajribaiar soni yetarlicha katta bo‘[gam‘iq hodi-
saning ro‘y berish chastotasi hodisaning ayrim tajribada ro‘y |berish
chtimolidan istalgancha yagin ehtimollik bilan ro’y berishini |aytish
mumkin. :

Shunday qilib, Ya.Bernulli formasidagi katta sonlar gonuniddn har
birida hodisa bir xil ehtimol bilan ro‘y beradigan n ta erkli ;1ajriba
seriyasida hodisa ro‘y berishi chastotasining statistik turg‘unligi! kelib
chiqadi. Hodisaning ehtimoli noma’lum bo‘igan hollarda katta Lonlar
qonuni hodisa ehtimoli uchun uning tajribalar soni vetarlicha Katta
bo‘lgandagi chastotasini qabul qilish imkonini beradi. Masalan, jugil-
ishlarni kuzatishlar soni yetarlicha katta bo‘iganda o‘g'il bojal ning
tug'ilish chastotasi 0,511 soniga yagin bo‘lganfigidan xuddi ana shy son
o'g'il bola tugilishining ehtimoli uchun qabul gilinadi. Bu ehtinmoini
bilish jiddiy demografik prognozlar qilish imkonini beradi.
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- . O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

i. Diskret va uzluksiz tasodifiy migdorlar deganda ganday miqdorlarni

tushunasiz?
2. Diskret tasodifiy migdorni tagsimot gonumini misoliar yerdamida

tushuntiring.
3. Matematikx kutilishni ta’riflang.
4. Tasodifiy miadorning dispersiyasini tushuntiring.
5. Chebishev tengsizligi nima haqda?
6. Katta sonlar qonunining ma’nosini aytib bering.

5-§. Tanlanma metod
5.1. Matematik statistikaning vazifasi.

Ommaviy (yalpi) tasodifiy hodisalar bo‘ysunadigan qonuniyatlarni
aniglash statistik ma'lumotlarni kuzatish natijalarini o‘rganishga asos-
lanadi. Matematik statistikaning birinchi vazifasi {masalasi} — statistik
ma’lumotlarni to‘plash va (agar ma’lumotlar juda ko‘p bo‘lsa) grup-
patash usullarini ko‘rsatishdan, ikkinchi vazifasi (masalasi) — statistik
ma’'lumotlarni tahlil qilish metodlarini tadgiqot masalalariga muvofig
ishlab chiqishdan iboratdir.

U yoki bu hodisalarni matematik statistika metodlari bilan o‘rganish
fan va amaliyotda uchraydigan ko‘p masalalarni (texnologik jarayonlarni
to‘'g‘ri tashkil etish, magsadga muvofiq qilib rejalashtirish va h.k.) hal
etishda vosita bo'lib xizmat qgiladi.

Shunday qilib, matematik statistikaning vazifasi (masalasi) Umiy va
nazariy xulosalar hosil qilish magsadida statistik ma’lumotlarni to‘plash va
ishlab chigish metodlarini yaratishdan iborat.

5.2. Bosh va tanianma fo‘plamiar.

Bir jinsli obyektlar to‘plamini bu obyektlarni tavsiflovchi biror sifat
yoki son belgiga nisbatan o‘rganish talab qilinsin. Masalan, agar biror xil
detallar to‘plami bo‘lsa, u holda detalning sifat belgisi bo‘lib, uning standartga
mosligi son belgisi, detalning o‘lchami xizmat qilishi mumkin.

Ayrim hollarda yalpi tekshirish o‘tkazishga to‘g'ri keladi, va’ni
to‘plamdagi obyektlaming har birini o‘rganilayotgan belgiga nisbatan tek-
shiriladi. Lekin, yalpi tekshirish amalda nisbatan kam go‘llaniladi, chunki
yalpi tekshirish to‘plami juda ko‘p (katta sondagi) obyektlami o'z ichiga
olgan bo‘lsa, u holda yalpi tekshirish o‘tkazish jismonan mumkin bo‘imay
goladi. Bunday hollarda to‘plamdan chekli sondagi obyektlar tasodifiy
ravishda olinadi va ular o‘rganiiadi.

Tanlanma to‘plam, yoki oddiv qilib, tanlanma deb tasodifiy ravishda
tanlab olingan obyektlar to‘plamiga aytiladi.

Bosh to‘plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to‘plamiga aytiladi.

269



To‘plam (bosh yoki tanlanma to‘plami jmni ‘ i
{ yoki plami) hajmi deb, bu to‘p]
obyektlar soniga ay‘tlladt. Masalan, 5000 ta detaldan tekshirish ué;lﬁll?c;%g(;
ta detal olingan bo‘lsa, u holda bosh to’plam hajmi 5000, tanlanma hajmi
esa #=500. | !
Eslatma: Bosh to‘plam ko‘pincha chekli sondagi i
o _ gl elementlarni o
ichiga olagh: Ammo, bu son ancha katta bo‘lsa, u holda hisoblashla?n?
sogdalashtmsh ‘yokl nazariy xulosalarni ixchamlash magsadini ko‘zda tutib
zﬁiiaagib%sﬁu 12?(1' pl]jﬁ?ﬁ r.;,h:eklsm kg‘p sondagi obyekilardan iborat deb faraz’
: » ch osh to'plam hajmini orttirish tanlanma ’ iini
ishlab chigish natijalariga amalda ta’sir etmaydi. malumotiarin

5.3. Takror va notakror tanlanmalar. Reprezentativ tanlanma.

Tanlanmani tuzishda ikki xi! yol tuti in: i
;1 (1)111( Iilgq :;:;i%mkglszl%isl; S;Lg;i;g%gﬁ lstt:fl‘lrtl:,h umlilon.slllil 1:6‘12}:1)1’;1;; t::il)l;:::l!;is‘lﬁ
va notakror tanlanmalarga a:jratilag?. ruvolia ravishda tantanmatar takror
obyg;(?krb(:)g }:ag?;}?rsggega jt};?:;ggr tanlanmaga aytiladiki, bunda olingan
anvanlnaydgan tanomags g 7oK 400 bosh t0plamga
cishda amalgn R oo kS, g3 tanlsh ety
deyiladi. Agar bosh to‘plam barcha obyektlarining tanlanmaga tushish

ehtimollari bir xil bo* : . . :
bo‘Iad(i). ari bir xil bo‘lsa, tanlanmaning har bir obyekti tasodifiy tanlangan

Agar bosh to‘plamning hajmi vetarli katta bol '
‘ ' ib, tanlanma bu
to‘plammning uncha katta bo‘lmagan gismini tashkil qilsa, u holda takror

~ va notakror tanlanmalar orasidagi farq yo‘qolib boradi: limit holda, cheksi
¢ i : ksiz

bosh to‘plam garalib, tanlanmaning hajmi - LM holad, che

farg yo‘qoladi. g haymi esa chekli bo‘lsa, u holda bu

5.4. Tanlash usullari,

Amaliyotda tanlashning turli usullari qollaniladi. Bu usullarni prinsip '

jihatldag ﬂ[(1ki turga bo‘lish mumkin;
. Bosh to‘plamni gismlarga ajratishni talab qi i
quyidagilar. o 2a aj ab gilmaydigan tanlash, bunga
a) oddiy qaytariimaydigan tasodiffy tanlash;
?I) é)d(}i:y qa;;tanladigan tasodifiy tanlash.
Bosh to‘plamni gismla jratj i
daglor o 2 q rga ajratilgandan keyin tanlash, bunga quy-
a) tipik tanlash; ' '
b} mexanik tanlash;
g) slen'yali tanlash. '
- Bosh to’plamdan elementlar bittalab olinadigan tanlash, oddiy tasodi-
tjy tanlash deyiladi. Oddiy taxﬂashni turli wsullar bilan a}nalgayoshirislh
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mumkin. Masalan, ¥ hajmli bosh to‘plamdan n ta obyekt tanlishui oy
idagicha amalga oshirish mumkin. Kartochkalar olib, vlarni | dimnn N g ha
nomerlaymiz, keyinchalik yaxshilab aralashtirib, tavakkaliga bifta katles likn
olamiz, shu olingan kartochka bilan bir xil nomerli obyekl (cksluiilimli.
Keyin kartochkalar to‘plamiga gaytariladi va jarayon takrorlanacdi, vie'ni
kartochkalar aralashtirilib, ulardan biri tavakkaliga olinadi va h.k. # minta
shunday gilinadi, natijada n hajmii oddiy takror tasodifiy tanlanmi bl
qilinadi.

Agar olingan kartochkalar gaytarilmasa, v holda tanlanma oddiy nolakron
tasodifiy tanlanma bo‘ladi.

Bosh tanlanmaning hajmi katta bo‘lganda tasvirlangan bu jarayon ko'p
vagt va mehnat talab giladi. Bunday holda «tasodifiy sonlarning» tayyor
jadvalidan foydalaniladi, ularda sonlar tasodifiy tartibda joylashgan bo‘ladi.

Tipik taniash deb, shunday tantashga aytiladiki, bunda obyektiar butun
bosh to‘plamdan emas, balki uning «tipik» gismlaridan olinadi. Masalan,
detallar bir nechta stanokda tayyorlanayotgan bo‘lsa, u holda tanlash
barcha detallar to‘plamdan emas, balki har bir stanok mahsulotidan ayrim
olinadi. Tipik tanlashdan tekshirilayotgan belgs bosh to‘plamning turli tipik
gisrdanda sezilarli o‘zgarib turganda fovdalaniladi. Masalan, detallar bir
nechta stanoklarda tayyorlanayotgan bo‘lib, stanoklar orasida eskirganlari
bo‘lsa, u holda tipik tanlashdan foydalanish magsadga muvofigdir.

Mexanik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladiki, bunda bosh to‘plam
tanlanmaga nechta obyekt kirishi lozim bo‘lsa, shuncha gruppaga mexanik
ravishda ajratiladi va har bir gmippadan bittadan obyekt tanlanadi.

Masalan, stanokda tayvorlangan detallarning 10% ini ajratib olish zarur
bo‘lsa, u holda har bir o‘ninchi detal olinadi; agar 5% detallarni olish talab
gilinsa, u holda har bir vigirmanchi detal olinadi va hk. '

Senyali tanlash deb shunday tanlashga aytiladiki, bunda obyektlar bosh
to‘plamdan bittalab emas, balki, «serivalab» olinadi va ular yalpisiga tek-
shiriladi. Masalan, buyumlar katta gruppa stanok-avtomatlar tomonidan
tayyorlanayotgan bo‘lsa, u holda fagat bir nechta stanokning buyumlari
yalpisiga tekshiriladi. Seriyali tanlashdan tekshirilayotgan belgi turli seriya-
larda uncha o‘zgarmagan holda foydalaniladi.

Amalivotda ko‘pincha aralash tanlashdan foydalanilishini ta’kidlab
o‘tamiz, bunda yugorida ko‘rsatilgan usullardan birgalikda foydalaniladi.

Masalan, bosh to‘plamni ba’zan bir xil hajmli serivalarga ajratiladi,
keyin oddiy tasodifiy tanlash bilan bir necha seriya tanlanadi va nihoyat,
oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

O¢z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Matematik statistikaning vazifasini aytib bering. _
2. Bosh va tanlanma to‘plamlar deganda ganday to‘piamni tushunasiz?
3. Takror va notakror, reprezentativ tanlanmalarni misoltar. yordamida

tushuntiring. et
4. Tanlash usullarini misollar yordamida aytib bering.
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6-§. Tanlanmaning statistik tagsimoti

Bosh to‘plamdan tanlanma olingan. Bunda X, qiymat p, marta,

Xy giymat », marta kuzatilgan va Zn,:n bo'lsin. Kuzatilgan x,
giymatlar _vgdantalar_, v_ariantalarning ortib borishi tartibida yozilgan
kefma-ketligi esa variatsion gqator deyiladi. Kuzatishiar soni chastotalar,

+ » + n

ulgrning tanlanma hajmiga nisbati — =, esa nisbiy chastotalar deyiladi.

Tanlanmaning statistik taqsim%ti deb variantalar va ularga mos
ch,astota_]ar yoki nisbity chastotalar ro‘yxatiga aytiladi. Statistik tagsimot-
nj Yana intervalllar va ularga tegishli chastotalar ketma-ketligi ko‘rinishida
ham berish mumkin (intervalga mos chastota sifatida bu intervalga
ms_h_gan ch?stotalar yighindisi gabul qgilinadi). Ehtimollar nazarivasidagi
tagsimot bilan matematik statistikadagi tagsimotni farq qilish kerak.

Tagsunot deyilganda ehtimollar nazariyasida tasodifiy migdoming
mumkm_bo‘lgan qiymatlari va ularning ehtimollari orasidagi moslik
matematik statistikada esa kuzatilgan variantalar va ularning chastotalari
yoki qlsbiy chastotalari orasidagi moslik tushuniladi.

Misol. Hajmi 30 bo‘lgan tanlanmaning chastotalari tagsimoti berilgan.

x, |71 ] 12

L

nl| 6{ 15 9

i

Nisbi-y chagtot_alar tagsimotini yozing. :
Yechish. ‘Nl’sbly chastotalarni topamiz. Buning uchun chastotalarti
tan/anma hajmiga bo‘lamiz: RS

6 5 B
| Wo===02 w,=L_0s5 w-2-03 =
_ 30 30 T30 A
. Nisbiy chastotalar tagsimotini yozamiz: : :
R
oF .
d

o O‘z-0zini tekshirish uchun savollar.
1. Nisbiy chastotani ta’riflang,. .
2. Nisbiy chastotalar tagsimotini yozib ko‘rsating.

7-§. Tagqsimotning empirik funksiyasi

_ﬁytayhk,'X son belgi chastotalarining statistik tagsimoti berilgan
bopin. Beigilashiar kiritamiz: n, — belgining x dan kichik giymati
kuzstilgan kuzatishlar soni; n — kuzatishlarning umumiy soni (tanlan-
ma hajml)
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Ma’lumki, X < x hodisaning nisbiy chastotasi — ga teng. Agar x
o‘zgaradigan bo‘lsa, u holda umuman aytganda, nisﬁ)iy chastotasi ham

H
o‘zgaradi, ya’'ni — nisbiy chastota x ning funksiyasidir. Bu funksiya

empirik (tajriba yoqli) bilan topiladigan bo‘lgani uchun u empirik funk-
siva deyiladi.

Tagsimotning empirik funksiyasi (tanlanmaning tagsimot funksiya-
si) deb har bir X giymat uchun X < x hodisaning ehtimolini aniglay-
digan F'(x) funksiyasiga aytiladi. Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,

F*(x)= iy

Bunda » — x dan kichik variantalar soni, » — tanlanma hajmi.

Masalan, F°(X,) ni topish uchun X, dan kichik variantalar
sonini tanlanma hajmiga bo‘lish kerak:

F*(x:)zf"&"‘

Bosh to‘plam tagsimotining F(x) integral funksiyasini, tanlanma
tagsimotining empirik funksivasidan farq qilib tagsimotning nazariv
funksivasi deyiladi.

Empirik va nazariy funksivalar orasidagi farq shundaki, F(x) nazariy
funksiva X <x hodisa chtimolini, F’(x) empirik funksiya esa shu
hodisaning o‘zining nisbiy chastotasini aniglaydi. Bernulli teoremasiga
ko‘ra, X <x hodisaning nisbiy chastotasi, ya’ni F'(x) shu hodisaning
F(x) ehtimoliga ehtimol bo‘vicha yaginlashadi. Boshqacha aytganda,
F'(x) va F(x) sonlar bir-biridan kam farq giladi. Bundan esa bo‘sh
to‘plam tagsimotining taqribiy tasvirlashda tanianma tagsimotining em-
pirik funksivasidan foydalanish magsadga muvofiq bo‘lishi kelib chigadi.

Bu xulosa esa F“(x) funksiya F(x) ning barcha xossalariga ega
bo‘lishidan kelib chigadi. Hagigatan ham F’(x) funksiyaning ta’rifidan
uning quyidagi xossalari kelib chigadi:

1) empirik funksivaning giymatlari [ (;1] kesmaga tegishli;

2) F'(x) — kamaymaydigan funksiya;

3)agar x, — eng kichik varianta bo‘lsa, u holda x<x da F'(x)=0;
x, — eng katta varianta bo‘lsa, u holda x>x, da F’'(x)=1.

Shunday qilib, tanlanma tagsimotining empirik funksiyasi bosh to‘plam
tagsimotining nazariy funksiyasini baholash uchun xizmat giladi.

Misol. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo‘yicha uning
empirik funksiyasini tozing. .
variantalar [ x | 3 [7 | 10
chastotalar{ » | 15} 21} 24
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.Yechilishi. Tanlanma hajmini topamiz: 15+21+24=60. Eng kichik
varianta 3 ga teng. Demak,

x<3 da F'(x)=0.
. x<7 qiymat, xususan, x, =3 giymat 15 marta kuzatilgan, demak,
3<x<Tda Fr(x)=s0=0,25.
60
x<10 giymatlar; jumladan, x, =3 va x,=7 qiymatlar 15+21=36
marta kuzatilgan; ' )
Demak,

T<x<10da F'(x)=2=0,6.
60

x=10 eng katta variant bo‘lgani
“uchun x>10 da F'(x)=1.
' Izlanayotgan empirik funksiya: -

128466739 1W11213

141-chizma.
3'&:. g . 7<x<10da 0.6 e
. x>10 da L e
~ Bu funksivaning grafigi 141-chizmada tasvirlangan. \

O‘z-o*zini tekshirish uchun savollar, o

' - 1. Tagsimotning empirik funksiyasini ta’riflang. S
2. Empirik funksiyaga misol keltirib, grafigini chizib ko‘mating. "

8-§. Poligon va gistogramma

Ko‘rgazmalilik magsadida statistik tagsimotning turli grafiklari, jum-
ladan, poligoni va gistogrammasi yasaladi. -

Chastotalar poligoni deb, kesmalari (x,,n ),(¥,,n,),....(x,,n,) nug-
talarni tutashtiradigan aniq chizigga aytiladi. Poligonni yasrashr uchun
~ abssissalar o‘qiga x, variantalarni, ordinatalar o‘giga esa ularga mos #,
chastotalari qo‘yib chiqiladi. So‘ngra (x,,»,) nuqtalarni to'g'ri chiziql
kesmalari bilan tutashtirib, chastotalar poligoni hosil gilinadi.
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Nisbiy chastotalar poligoni deb kesmatari  (x,,W),(x,. ¥y ). (X,. )
nuqtalarni tutashtiradigan sinig chizigqa aytiladi. Nisbiy chastotalar
poligonini yasash uchun abssissalar o‘qiga x, variantalarni, ordinatalar
o‘giga esa ularga mos W, chastotalarni go‘yib chigiladi. So‘ngra hosil
bo‘lgan nuqtalarni to‘g’ri chiziq kesmalari bilan tutashtirib, nisbiy
chastotalar poligoni hosil gilinadi. 142-chizmada ushbu

T x, 25456585

W, 0,1 0,2 0,4 0,3;
tagsimotning nisbiy chastotalari poligoni tasvirlangan.

T . ' Uzluksiz belgi bo‘lgan holda
LK : e _ gistogramma yasash magsadga mu-
T ~» .. .77 vofigdir. Buning uchun belgining
T kuzatiladigan giymatlarini oz ichiga
1 T o ~ olgan intervalni uzunligi h bo‘lgan
+ " bir nechta qismiy intervallarga
bo‘linadi va har bir i- gismiy in-
terval uchun n, — i — intervalga
tushgan variantalar chastotalari

;I;c!. yig'indisi topiladi. Chasiotalar gisto-
grammasi deb asoslari h uzunlikdagi

ol 1224586788

- .
142-chizma. intervaliar, balandliklari esa — nis-

n
batlarga (chastota zichligi) teng bo‘lgan to‘g'ri to‘rtburchaklardan iborat
pog‘onaviy figuraga aytitadi.

Chastotalar gistogrammasini yasash uchun abssissalar o‘gida gismiy

"
intervallar, ularning ustiga esa ~ masofada abssissalar o‘qiga parallel
n

kesmalar oftkaziladi.
i — qismiy to‘g'ri to‘rtburchakning yuzi h"%—=n,ga, ya'ni in-
tervaldagi variantalarning chastotalari
© yigindisiga teng, binobarin, chastotalar
gistogrammasining yuzi barcha
chastotalar yig‘indisiga, ya'ni lanlanma
hajmiga teng.
143-chizma jadvalda keltirilgan
n=100 hajmli tagsimot chastotalari
» Zistogrammasi tasvirlangan.

Nisbiy chastotalar gistogrammasi deb,

asostari & uzunlikdagi intervallar, baland-
[ .

"E g ';
ho i '

5 10 152025308540 v
143-chizma. o
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. . W, '
liklari esa —- nisbatga (nisbiy chastota zichligiga) teng bo‘lgan to'g‘ri
144

to'rtburchaklardan iborat pogfonaviy figuraga aytiladi.

Misol. Bug‘doy donining 100 marta o‘lchash natijalari beriigan
bo‘lib, don uzunligining eng kichik uzunligi 5,18 mm, eng katta uzun-
Ligi 5,69 mm. [5,175; 5,725} oraligda barcha tanloviar variatsiyalarini
olib, bug‘doy doni uzunliklari tagsimoti gistogrammasini chizing.

Yechish. Misolni yechish uchun [5,175; 5,725] oraligni 11 ta gismiy
oraligga bo‘lamiz. Bunda har bir gismiy oraligga kamida 9 ta o‘lchash
natijasi to‘g‘ri keladi. Har bir gismiy oralig uzunligi Ax, =0,05 ga teng.
Shunday qilib kuzatish natijalariga ko‘ra nisbiy chastota hisoblangan
tubandagi jadvalga ega bo‘lamiz.

ismiy orali Nisbi :
Qcheggralariq Chastota chasto!:a H
5,175—5.225 1 (L4 §
5,225—5,275 4 0,04 ol
5,275—5,325 7 0,07 oo
5,325—5,375 I 0,11
5,375—5,425 16 0,16
5,425—5,575 30 0,30
5,575~5,525 14 0,14
5,525—5,575 8 0,08 '
5,575—5.625 6 0,06
5,625—5.675 2 0,02
5.675—5,725 1 0,01

Jadvalga asosan, bug‘doy doni uzunl;gl tagsimoti gistogrammasini
chizamiz (144-chizma).

A

Tl a3 __ . _ . C o o G Chetrend
&% 005

5 515 5425 572 |
144-chizma. !

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Poligon deganda nimani tushunasiz?
2. Chastotalar gistogrammasinj ta’riflab bering.
3. Poligon va gistogrammani misollar yordamida chizib ke‘rsating.
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