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So‘z boshi

So‘nggi yillarda mamlakatimizda oliy ta’lim sifatini oshirishga qaratilgan bir  qancha  chora-tadbirlar  amalga  oshirilmoqda.  Chunki,  jahon  talablari darajasidagi  raqobatbardosh  kadrlar  tayyorlash  maqsadida  talabalarga  dunyo standartlariga javob beradigan bilim va ko‘nikmalar berish bugungi kunning eng dolzarb masalalaridan biri bo‘lib qolmoqda.

Mazkur  o‘quv-uslubiy  majmua  “Matematika”  va “Oliy matematika” fani  bo‘yicha tayyorlangan  bo‘lib,  u  “5112000 - Jismoniy madaniyat, 5111700 –Boshlang‘ich ta’lim va  sport tarbiyaviy ish, 5112100 - Texnalogik ta’lim, 5111600 – Milliy g’oya, ma’naviyat asoslari va huquq ta’limi”   yo‘nalishi  talabalari  uchun mo‘ljallangan va Namangan davlat universiteti “Matematika” kafedrasi o‘qituvchilari tomonidan tayyorlangan.  Ushbu  majmua  mamlakatimizda “Matematika” fanini  o‘qitish bo‘yicha uzoq yillardan beri to‘plangan boy tajriba hamda rivojlangan xorijiy davlatlarning yetakchi Oliy ta’lim muassasalarining tajribalaridan foydalangan holda, shuningdek, ularning o‘quv dasturlaridagi asosiy adabiyotlardan foydalangan holda yaratildi. 

Matematika  fanining  asosiy  vazifasi  shu  fanning  tushuncha, tasdiqlar  va  boshqa  matematik  ma’lumotlar  majmuasi  bilan  tanishtirishgina bo‘lmasdan,  balki  talabalarda  mantiqiy  fikrlash,  matematik  usullarni  amaliy masalalarni yechishga qo‘llash ko‘nikmalarini shakllantirishdan iborat.

Ushbu  o‘quv-uslubiy  majmuada  har  bir mavzu  bo‘yicha  materiallar  batartib  berilgan.  Bunda  har  bir  mavzu  bo‘yicha ma’ruza  matnlari,  nazorat  savollari,  mashqlar,  glossariy,  amaliy  mashg‘ulot materiallari, test savollari va keyslar banki keltirilgan.
Mavzu: Haqiqiy sonlar.

1-ma’ruza.
Reja

1. Ratsional sonlar 
2. Cheksiz davriy o‘nli kasrlar.

3. Haqiqiy son tushunchasi.

Tayanch so’z va iboralar: Ratsional sonlar, Cheksiz davriy o‘nli kasrlar, Haqiqiy son tushunchasi.
Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamlar sanash taqozosi bilan dastlab 1, 2, 3, ... – natural sonlarni qo‘llaganlar. So‘ngra manfiy son, ratsional son va nihoyat, haqiqiy son tushunchasi kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarda matematika kursidan natural, butun, ratsional sonlarni, ular ustida bajariladigan amallarni, amallarning xossala‘rini, shuningdek to‘g‘ri chiziqda (sonlar o‘qida) geometrik ifodalanishini ma’lum deb hisoblaymiz.

Haqiqiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga olib, ular haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

1. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar.

Ta’rif. [3, Definition 4.2.1, 82-bet] [image: image2.wmf]a

b

 qisqarmas kasr ko`rinishda tasvirlash mumkin bo`lgan sonlar ratsional sonlar deyiladi. Bunda [image: image3.wmf],

ab

 – butun sonlar va [image: image4.wmf]0

b

¹

. 

Faraz qilaylik, [image: image5.wmf]q

p

 biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan foydalanib [image: image6.wmf]p

 butun sonni [image: image7.wmf]q

 ga bo‘lamiz. Agar [image: image8.wmf]p

 ni [image: image9.wmf]q

 ga bo‘lish jarayonida biror qadamdan keyin qoldiq nolga teng bo‘lsa, u holda bo‘lish jarayon to‘xtab, [image: image10.wmf]q

p

 kasr o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr chekli o‘nli kasr deyiladi. Masalan, [image: image11.wmf]40

59

 kasrda 59 ni 40 ga bo‘lib, uni 1,475 bo‘lishini topamiz:

[image: image12.wmf]475

,

1

40

59

=

.

Agar [image: image13.wmf]p

 ni [image: image14.wmf]q

 ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum qadamdan keyin yuqorida aytilgan qoldiqlardan biri yana bir marta uchraydi, so‘ng undan oldingi raqamlar mos tartibda takrorlanadi.

Odatda bunday kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takrorlanadigan raqamlar (raqamlar birlashmasi) o‘nli kasrning davri bo‘ladi.

Masalan, [image: image15.wmf]3

1

 kasrda 1 ni 3 ga bo‘lib, 0,333... bo‘lishini topamiz;

[image: image16.wmf]...

333

,

0

3

1

=


Ushbu

0,333... ,  1,4777... ,  2,131313...

kasrlar cheksiz davriy o‘nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3, 7, 13 bo‘ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha 

0,(3),  1,4(7),  2,(13)

yoziladi;

[image: image17.wmf]0,333...

 

 

(3)

0,

=


[image: image18.wmf]1,4777...

 

 

1,4(7)

=


[image: image19.wmf].

2,131313..

 

 

(13)

2,

=

 .

Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni chekli o‘nli kasr qilib yoziladi. 

Masalan, 

[image: image20.wmf],

 

0,5

 

 

0,4(9)

 

 

0,4999...

=

=


[image: image21.wmf]2,72

 

 

2,71(9)

 

 

2,71999...

=

=

.

Har qanday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rinishida yozish mumkin.

Masalan,

[image: image22.wmf]1,4(0)

 

 

1,4000...

 

 

1,4

=

=


[image: image23.wmf]0,75(0)

 

 

0,75000...

 

 

0,75

=

=

.

Demak, har qanday [image: image24.wmf]q

p

 ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rinishida ifodalanadi. Aksincha, har qanday cheksiz davriy o‘nli kasrni [image: image25.wmf]q

p

 ko‘rinishida yozish mumkin.

Masalan, ushbu  

[image: image26.wmf]...

7,31060606

 

 

7,31(06)
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0,333...

 

 

(3)

0,

=

=


cheksiz davriy o‘nli kasrlarni qaraylik. Avvalo ularni 

[image: image27.wmf]...
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[image: image28.wmf][image: image29.wmf]...
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ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi formulasidan foydalanib topamiz:

[image: image30.wmf]3
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Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqali va aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

2. Haqiqiy son tushunchasi.
Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar ham bo‘ladi. Bu kesmalarni o‘lchash jarayonida yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, biror [image: image32.wmf]J

 kesma hamda o‘lchov birligi, masalan metr berilgan bo‘lsin. [image: image33.wmf]J

 kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.

Aytaylik, 1 metr [image: image34.wmf]J

 kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning [image: image35.wmf]1

J

 qismi ortib qolsin. Ravshanki [image: image36.wmf]1

J

 ning uzunligi 1 metrdan kam bo‘ladi. Bu holda [image: image37.wmf]J

 kesmaning uzunligini taxminan 5 m. ga teng deb olish mumkin:

[image: image38.wmf]J

 uzunligi [image: image39.wmf]»

5 m.

Agar bu aniqlik etarli bo‘lmasa, o‘lchov birligining [image: image40.wmf]10

1

 qismini, ya’ni 1 dm. ni olib, uni J1 kesmaga joylash-tiramiz. Aytaylik, 1 dm. [image: image41.wmf]1

J

 kesmada 7 marta butunlay joylashib, [image: image42.wmf]1

J

 kesmaning [image: image43.wmf]2

J

 qismi ortib qolsin. Bunda [image: image44.wmf]2

J

 ning uzunligi 1 dm. dan kichik bo‘ladi. Bu holda [image: image45.wmf]J

 kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi mumkin:

J uzunligi [image: image46.wmf]»

5,7 m.

Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz:

1) biror qadamdan keyin, masalan [image: image47.wmf]1

+

n

 qadamdan keyin o‘lchov birligining[image: image48.wmf]n

10

1

 qismi [image: image49.wmf]n

J

 kesmaga [image: image50.wmf]n

a

 marta butunlay joylashadi. Bu holda o‘lchov jarayoni to‘xtatilib, 

[image: image51.wmf]J

 uzunligi [image: image52.wmf]3

2
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ракам

та
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7

,
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n

n

a

=

.

bo‘lishi topiladi.

2) o‘lcham jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu holda J kesmaning uzunligining aniq qiymati deb ushbu 

[image: image53.wmf]n

a

...

7

,

5

...

cheksiz o‘nli kasr olinadi:

[image: image54.wmf]J

 uzunligi [image: image55.wmf]n

a

...

7

,

5

=

...

Aytaylik, to‘g‘ri chiziqda biror [image: image56.wmf]O

 nuqta (koordinata boshi) hamda o‘lchov birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda [image: image57.wmf]O

 nuqtadan o‘ngda  joylashgan har bir [image: image58.wmf]P

 nuqtaga, [image: image59.wmf]OP

 kesmani o‘lchash natijasida hosil bo‘lgan ushbu [image: image60.wmf]...

...

,

2

1

0

n

a

a

a

a

 cheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish mumkin. Bunda 

[image: image61.wmf]},
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Bu moslik o‘zaro bir qiymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yuqoridagi cheksiz o‘nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo‘lib, ular manfiy bo‘lmagan ratsional sonlar bo‘ladi. Qolgan kasrlar esa ratsional sonlar bo‘lmaydi.

1-ta’rif.  Ushbu
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ko‘rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfiy bo‘lmagan haqiqiy son deyiladi, bunda [image: image64.wmf]},
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 bo‘lsa, u musbat haqiqiy son deyiladi.

Manfiy haqiqiy sonning «–» ishora bilan olingani musbat haqiqiy son sifatida ta’riflanadi. 

Barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plam [image: image67.wmf]¡

 harfi bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to‘plami [image: image68.wmf]N

, ratsional sonlar to‘plami [image: image69.wmf]Q

, haqiqiy sonlar to‘plami [image: image70.wmf]R

 uchun [image: image71.wmf]R
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 bo‘ladi.

2-ta’rif.  Ushbu 
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to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi. 

Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni chekli o‘nli kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida bitta son ikki ko‘rinishga, masalan, [image: image73.wmf]2
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ko‘rinishlarga ega bo‘lib qoladi.
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 ikki ko‘rinishda yozilishi mumkin. Haqiqiy sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1)- ko‘rinishidan foydalanamiz.

Ikkita manfiy bo‘lmagan 
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haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin.
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bo‘lsa, [image: image84.wmf]a
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 sonlar teng deyiladi va [image: image86.wmf]b
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 kabi yoziladi.
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tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi bajarilmagan tenglik [image: image88.wmf]k
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 kabi belgilanadi.

Aytaylik, to‘g‘ri chiziq, unda tayin olingan [image: image97.wmf]O

 nuqta (koordinata boshi) va o‘lchov birligi berilgan bo‘lsin.

Haqiqiy sonlar to‘plami [image: image98.wmf]R

 bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari orasidagi bir qiymatli moslik o‘rnatish mumkin:
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 kesmaning uzunligiga teng [image: image102.wmf]x

 soni mos qo‘yiladi ([image: image103.wmf]x
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 nuqtaning koordinatasi deyiladi);
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 nuqtaga nol soni mos qo‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli haqiqiy a soni uchun shunday natural [image: image111.wmf]m

  soni topiladiki, 
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Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini keltiramiz. 
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deb qaraymiz.

Faraz qilaylik, [image: image127.wmf]a
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 ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lib, [image: image129.wmf]b
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◄ Haqiqatdan ham,

[image: image131.wmf]0

...

...

,

2

1

0

³

=

n

a

a

a

a

a

    

[image: image132.wmf]....

...

,

2

1

0

n

b

b

b

b

b

=


bo‘lib, [image: image133.wmf]0

³

m

 uchun

[image: image134.wmf]1

1

1

1

0

0

,...

,

-

-

=

=

=

m

m

b

a

b

a

b

a

  va [image: image135.wmf]m

m

b

a

<


bo‘lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi bo‘lsa, [image: image136.wmf](
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ratsional son uchun [image: image138.wmf]b
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Mashqlar
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 tenglikni qanoatlantiruvchi ratsional sonning mavjud emasligi isbotlansin.
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 bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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bo‘lishi isbotlansin.
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Nazorat savollari


1. Ratsional son nima?


2. Cheksiz davriy va cheksiz davriy bo`lmagan davriy o`nli kasrlar nima?
3. Haqiqiy son deganda nimani tushunasiz?


4. Arximed aksiomasini ayting.

5. Tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini keltiring va ularni    izohlab tushuntiring.
Glossariy
Ratsional son – [image: image145.wmf]a

b

 qisqarmas kasr ko`rinishda tasvirlash mumkin bo`lgan sonlar ratsional sonlar deyiladi. Bunda [image: image146.wmf],
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 – butun sonlar va [image: image147.wmf]0
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Irratsional son – Ushbu  [image: image151.wmf]\
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 to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.
Arximed aksiomasi – Ixtiyoriy chekli haqiqiy [image: image152.wmf]a

 soni uchun shunday natural m soni topiladiki, [image: image153.wmf]a
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 bo‘ladi.

Keys banki

1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 
[image: image154.wmf]3
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 tenglikni qanoatlantiruvchi ratsional sonning mavjud emasligi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual).

1-amaliy mashg’ulot
Ma’lumki, [image: image155.wmf]N

- barcha natural sonlar to‘plamini, [image: image156.wmf]Z

- barcha butun sonlar to‘plamini, [image: image157.wmf]Q

- barcha ratsional sonlar to‘plamini ifodalaydi:
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Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasr bilan ifodalanadigan son irratsional son deyiladi. Uni [image: image161.wmf](
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 ko‘rinishida yozib bo‘lmaydi.

Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan haqiqiy son deyiladi. Barcha haqiqiy sonlar to‘plami [image: image162.wmf]R

 harfi bilan belgilanadi.

1 – m i s o l . Agar [image: image163.wmf]a

 va [image: image164.wmf]b

 irratsional son bo‘lsa, [image: image165.wmf],
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 sonlar irratsional bo‘ladimi?
Yechim. Faraz qilaylik [image: image166.wmf]2
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 bo`lsin, u holda [image: image168.wmf]1
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 bo`ladi. Xuddi shunday, [image: image169.wmf]2
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 bo`lsin, u holda [image: image171.wmf]1
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 bo`ladi. Demak, agar [image: image172.wmf]a

 va [image: image173.wmf]b

 irratsional son bo‘lsa, [image: image174.wmf],
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 sonlar irratsional bo‘lishi shart emas.

1. Kvadrati 3 ga teng bo‘lgan ratsional sonning mavjud emasligi isbotlansin.

2. Agar [image: image175.wmf]r

- ratsional son, [image: image176.wmf]a

- irratsional son bo‘lsa, [image: image177.wmf]r
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 ning irratsional son bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar [image: image178.wmf]a

 va [image: image179.wmf]b

 irratsional son bo‘lsa, [image: image180.wmf],
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 sonlar irratsional bo‘ladimi?

4. Agar [image: image181.wmf]a
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 irratsional son bo‘lib,  [image: image183.wmf]ab
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 esa ratsional son bo‘lsa, [image: image184.wmf]ab
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 sonlarning irratsional bo‘lishi isbotlansin.

5. Ushbu
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sonning irratsional bo‘lishi isbotlansin.

6. Ushbu
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sonlarning irratsional son bo‘lishi isbotlansin.

Quyidagi to‘plamlar chegaralanganlikka tekshirilsin:
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Mavzu. MATRITSA VA DITERMINANTLAR

2-3-ma’ruza

Reja:

1. Matritsa haqida umumiy ma’lumot.

2. Matritsa ustida amallar. 

3. Teskari matritsa.
4. Ikkinchi tartibli determinantlar.

5. Uchinchi tartibli determinantlar.

6. Yuqori tartibli determinantlar. 

Tayanch so’z va iboralar:  Matritsa, teskari matritsa, matritsa rangi, determinant.

Matritsal arustida quyidagi chiziqli amallarni bajarish mumkin.

1. Matritsani songa ko’paytirish uchun uning barcha elementlari shu songa ko’paytiriladi.  k≠0  son hamda
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 tenglik o’rinli bo`ladi.

1. O’lchamlari bir hil bo’lgan A va B matritsalarni qo’shish uchun mos elementlari qo’shiladi:

B= 
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 bo’lsa,  A+B=
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 matritsa hosil bo’ladi.

2. Matritsalarni ko’paytirish.

Agar A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlar soniga teng bo’lsa A ni B ga ko’paytirish mumkin, nxm o’lchovli A=(aik) matritsani mxp o’lchovli B= (bik) matritsaga quyidagi formula bo’yicha ko’paytiriladi. 
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Amallarni bajaring:

1. A=
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matritsa  rangini  hisoblash. teskari  matritsani topish
1.   A=
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A matritsaning rangi deb noldan farqli minorlarning eng yuqori tartibiga aytiladi va rang(A) kabi ifodalanadi.

Matritsa rangi ikki usulda topiladi:

1.  Matritsa rangi ta’rifga asoslangan  “minorlar ajratish” usuli.

2. Elementar almashtirishlar bajarib diagonal matritsaga keltirishga asoslangan “Gauss  algoritmi”.

Misol   1.Matritsa rangini hisoblang:
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 A matritsa  3x5 tartibli, demak uning rangi 3 dan yuqori bo’lmaydi. Uchinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz:
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Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Ikkinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz:

M
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 0   r(A)=2

Bu usulda noldan farqli minor topilgunga qadar hisoblashlar davom etadi. Shuning uchun tartibi kattaroq matritsa rangini hisoblash birmuncha qiyinchiliklarga olib keladi.

Misol   2.Matritsa rangini elementarni almashtirishlar yordamida nollar yig’ib hisoblaymiz:                                  
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Bu matritsaning rangi 
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Demak, berilgan matritsaning rangi ham  3 ga teng.  r(A)=3

(1) ko`rinishdagi A matritsa uchun [image: image273.png]detA =0



bo`lsa, teskari matritsa  2 usulda topiladi:

1. Klassik usuli;

2. Jordan usuli.

Misol  3.  A=
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matritsa uchun teskari A-1   matritsani klassik usulda toping.

Klassik usulda teskari matritsa A-1=
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(2)

Formula bo’yicha hisoblanadi. Bu  yerda |A|  berilgan matritsa determinanti.      Aij(i=1, 2, 3;  j=1, 2, 3)  berilgan matritsaning algebraic to’ldiruvchilari.

|A|=
[image: image276.wmf]1

2

1

4

1

5

2

3

2

-

-

=-2+12-20-2+15+16=43-24=19≠0.  Demak, A matritsa maxsus emas matritsa. A-1 teskari matritsa mavjud. Algebraik to’ldiruvchilarini hisoblaymiz:

A11=
[image: image277.wmf]1

2

4

1

-

-

=-1+8=7          A21=-
[image: image278.wmf]1

2

2

3

-

-

=-(-3+4)=-1 A31=
[image: image279.wmf]4

1

2

3

=12-2=10


A12=-
[image: image280.wmf]1

1

4

5

-

=-(-5-4)=9        A22=
[image: image281.wmf]1

1

2

2

-

=-2-2=-4                  A32=-
[image: image282.wmf]4

5

2

2

=-(8-10)=2

A13=
[image: image283.wmf]2

1

1

5

-

=-10-1=-11          A23=-
[image: image284.wmf]2

1

3

2

-

=-(-4-3)=7             A33=
[image: image285.wmf]1

5

3

2

=2-15=-13

Aij larni (2)  formulaga qo’yamiz:
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(3) 

Formula bo’yicha tekshiramiz:
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 to`g`ri topilgan.

Misol   4.A=
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|A|=16≠0 teskari matritsa mavjud. Teskari matritsani Jordan usulida topamiz. Berilgan matritsani birlik matritsa hisobida kengaytirib, faqat satrlar ustida elementar almashtirishlar bajaramiz, bu usulni to chap tomonda A matritsa o’rnida birlik matritsa hosil bo’lguncha davom ettiramiz,  o’ng tomonda hosil bo’lgan matritsa berilgan matritsaga nisbatan teskari matritsa bo’ladi.
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Teskari matritsa to’g’ri topilganini (3) formulaga qo’yib, tekshiramiz:

AA-1=1/16
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demak, teskari matritsa to’gri topilgan.

SAVOLLAR.

1. Matritsa ustida amallar.

2. Teskari matritsani topish usullari

3. Matritsa rangini topish usullari

4. Ikkinchi tartibli determinant ta’rifi.
5. Uchinchi tartibli determinant hisoblash usullari.
Glossariy
Matritsa – sonlarning m ta satr va n ta ustunlardan iborat to‘g‘ri to‘rtburchakli jadvali. 

Birlik matritsa – matritsaning bosh dioganali elementlari 1 ga teng, qolgan elementlari nolga teng bo‘lgan matritsa. 

Kvadrat matritsa – ustun va satr elementlari soni teng bo‘lgan matritsa. 

Matritsalarni qo‘shish – bir xil o‘lchamli matritsalarni mos elementlarining yig‘indisi. 

Matritsani songa ko‘paytirish – matritsaning barcha elementlarini berilgan songa ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan matritsa. 

Matritsalarni bir-biriga ko‘paytirish – A matritsaning i satr elementlarini B matritsaning j ustun elementlariga ko‘paytirib qo‘shishdan hosil qilingan elementlardan iborat matritsa. 

Keys banki
1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi:  [image: image309.wmf]A

vа [image: image310.wmf]B

 matritsalar berilgan bo`lib, ularning ko‘paytmasini topilsin. 
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Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to‘plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo‘yilgan masalani yeching (individual).
2-3-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

1. Uchburchaklar  usuli: 
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2. Sarryus  usuli:
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3. Birinchi ustun elementlari bo’yicha yoyib, hisoblash:                     
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 2.1.  a)   
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2.2. Uchinchi tartibli  determinantlarni  uchburchaklar usuli, Sarryus usuli hamda biror ixtiyoriy satr yoki ustun  elementlari bo’yicha yoyib hisoblang:
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1. a) Agar 
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bo‘lsa, (A+3B)2  ni toping.  

  b) Agar 
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bo‘lsa, 3A+2B ni toping. 

2. A va B   matritsalar berilgan.  a) A* B;  b) B* A ko`paytmalar topilsin.
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2-3-Test

	№
	Savollar
	To‘g‘ri javob
	Muqobil javob
	Muqobil javob

	1
	Sonlarning m ta satr va n ta ustunlardan iborat to‘g‘ri to‘rtburchakli jadvali
	Matritsa 
	Kvadrat matritsa 
	Ustun matritsa 

	2
	Matritsaning bosh dioganali elementlari 1 ga teng, qolgan elementlari nolga teng bo‘lgan matritsa
	Birlik matritsa 
	Nol matritsa 
	Dioganal matritsa 

	3
	Ustun va satr elementlari soni teng bo‘lgan matritsa
	Kvadrat matritsa 
	Nol matritsa 
	Birlik matritsa 

	4
	n=1 bo‘lgan matritsa 
	Ustun matritsa 
	Satr matritsa 
	Birlik matritsa 

	5
	m=1 bo‘lgan matritsa 
	Satr matritsa 
	Ustun matritsa 
	Birlik matritsa 

	6
	Bir xil o‘lchamli matritsalarni mos elementlarining yig‘indisi
	Matritsalarni qo‘shish 
	Matritslarni songa ko‘paytirish 
	Matritsalarni bir-biriga ko‘paytirish 

	7
	Matritsaning barcha elementlarini berilgan songa ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan matritsa
	Matritslarni songa ko‘paytirish
	Matritsalarni qo‘shish


	Matritsalarni bir-biriga ko‘paytirish

	8
	A matritsaning i satr elementlarini B matritsaning j ustun elementlariga ko‘paytirib qo‘shishdan hosil qilingan elementlardan iborat matritsa
	Matritsalarni bir-biriga ko‘paytirish
	Matritslarni songa ko‘paytirish
	Matritsalarni qo‘shish



	9
	A,B,O matritsalar berilgan  bo‘lsa
	A+B=B+A
	A+B=B-A
	A+O=O

	10
	A,B,C,O matritsalar berilgan bo‘lsa
	A(B+C)=AB+AC
	A(B+C)=AB+C
	A(B+C)=A+AC




Mavzu. Chiziqli tenglamalar sistemasi. 

4-ma’ruza

Reja: 
1. Chiziqli tenglamalar sistemasi umumiy ko’rinishi
2. Chiziqli  tenglamalar  sistemasini  Kramer  usuli  bilan  yechish.

3. Chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsini mаtrisаlаr yordаmidа yechish. 
4. Chiziqli  tenglamalar  sistemasini  Gauss  usuli  bilan  yechish
Tayanch so’z va iboralar:  Chiziqli tenglama, Kramer, Gauss, Matritsa 
Bizga n ta noma’lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin:
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Bu yerda 
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 lar noma’lumlar,
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 orqali i-tenglamadagi 
[image: image391.wmf]j

x

 noma’lum oldidagi koeffitsiyentini hamda shu tenglamaning ozod hadini 
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b

 orqali belgilaymiz.


Ta’rif. Agar biror 
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2

1

 sonlar sistemasi berilgan (1) chiziqli tenglamalar sistemasining har bir tenglamasini ayniyatga aylantirsa, u holda bu sonlar sistemasi (1) chiziqli tenglamalar sistemasining yechimi deb ataladi. 


Umuman aytganda, chiziqli tenglamalar sistemasi yagona yechimga egaligi, yechimga ega bo’lmasligi, yoki cheksiz ko’p yechimga ega bo’lishi mumkin. Agar yechimga ega bo’lsa, bunday sistema birgalikdagi sistema, aksincha bo’lsa birgalikda bo’lmagan sistema deyiladi.

Agar birgalikdagi sistema yagona yechimga ega bo’lsa, u holda chiziqli tenglamalar sistemasi aniq sistema, agar cheksiz ko’p yechimga ega bo’lsa, bunday sistema aniqlanmagan sistema deyiladi.

Bizga ikki noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin:            
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Sistemadan x1 o’zgaruvchini topish uchun sistemaning birinchi tenglamasini 
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 ga ikkinchi tenglamasini esa 
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 ga ko’paytirib, ularni qo’shsak, quyidagiga ega bo’lamiz:
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Xuddi shu amalni x2  o’zgaruvchini topish uchun ham qo’llaymiz va natijada
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ni hosil qilamiz. So’ngra 


[image: image399.wmf]0

)

(

22

21

12

11

21

12

22

11

¹

=

-

а

а

а

а

а

а

а

а

                                             (3)

deb faraz qilib,


[image: image400.wmf]21

12

22

11

2

12

22

1

1

а

а

а

а

b

а

а

b

х

-

-

=

 ,      
[image: image401.wmf]21

12

22

11

21

1

2

11

2

а

а

а

а

а

b

b

а

х

-

-

=

                       (4)

ni topamiz. Bundan ko’rinib turibdiki, agar ikki noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasining koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinant noldan farqli bo’lsa, u holda (2) sistemaning yechimini quyidagi tartibda topamiz:


1) barcha noma’lumlarni kasr ko’rinishida ifodalash mumkin. Bu holda kasrlarning maxrajlari bir xil bo’lib, u (3) determinantga teng;


2) 
[image: image402.wmf])

2

,
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(
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 noma’lumning surati esa (3) determinantda i- ustunni, ya’ni qidirilayotgan noma’lumning koeffitsiyentlari ustuni (2) sistemaning ozod hadlaridan iborat ustun bilan almashtirishdan hosil bo’ladigan determinantdan iborat bo’ladi.


Bu keltirgan qoida ikki noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer qoidasi deb ataladi:
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[image: image407.wmf]bo’ladi.


Xuddi shu qoidani  uch noma’lumli uchta tenglamalar sistemalari uchun ham qo’llash mumkin.
Mаtrisаlаr yordаmidа chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsini yechishgа o’tаmiz.

(1)  tеnglаmаlаr sistеmаsi bеrilgаn bo’lsin.
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bеlgilаshlаrni kiritаmiz. Endi yuqoridagi sistеmаni mаtrisаlаrni ko’pаytirish qоidаsidаn fоydаlаnib,
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ko’rinishdа yozish mumkin. 
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 bo’lsа, tеskаri mаtrisа
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 hоsil bo’lаdi. Shundаy qilib, nоmа’lum 
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 mаtrisа 
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 mаtrisаgа tеng bo’lаdi, yaхni
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Bu (1) tеnglаmаlаr sistеmаsini yechishning mаtrisаviy yozuvini bildirаdi.    

Аgаr (1) chiziqli tеnglаmаr sistеmаsi еchimgа egа bo’lsа, u birgаlikdа, аgаr еchimgа egа bulmаsа, u birgаlikdа emаs dеyilаdi. quyidаgi  elеmеntаr аlmаshtirishlаr nаtijаsidа  tеnglаmаlаr sistеmаsi uzigа  tеng kuchli  sistеmаgа аlmаshаdi.

1)  Istаlgаn ikki tеnglаmаni urinlаrini аlmаshtirilsа;

2)  Tеnglаmаlаrdаn istаlgаn birini ikkаlа tоmоnini nоldаn fаrkli sоngа kupаytirilsа;

3)  Tеnglаmаlаrdаn birini istаlgаn хаkikiy sоngа kupаytirib, bоshqа tеnglаmаgа qo’shilsа.

Аgаr n>m bo’lsа, n-m tа bir хil  nоmа’lumli  хаdlаrni tеngliklаrning   o’ng tоmоnigа оlib utib, o’ng tоmidаgi nоmаlumlаrgа iхtiyoriy qiymаtlаrni kаbul kilаdi dеb, tеnglаmаlаr sistеmаsini n=m хоlgа kеltirib оlish mumkin. Shuni e’tibоrgа оlib, (1) sistеmаni n=m хоli uchun еchаmiz. 

Gаuss usulining mохiyati nоmа’lumlаrni ikkinchi tеnglаmаdаn bоshlаb, kеtmа-kеt yukоtib охirgi tеglаmаdа bittа nо’mаlum kоlgunchа dаvоm ettirilаdi vа охirgi tеnglаmаdаn yukоrigа kаrаb nо’mаlumlаrni kеtmа-kеt tоpib, еchim хоsil kilinаdi. 

1-qаdаm. (1) sistеmаdа birinchi tеnglаmаni хаr ikki tоmоnini а11 gа bulib, tеng kuchlik ushbu sistеmаni хоsil kilаmiz:
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(5)


Birinchi tеnglаmаni а21 gа kupаytirib ikkinchi tеnglаmаdаn, а31 gа kupаytirib uchinchi tеnglаmаdаn  vа  хоkаzо аn1  gа  kupаytirib, n-tеnglаmаdаn аyirаmiz. Nаtijаdа yanа bеrilgаn sistеmаgа tеng kuchli ushbu yangi sistеmаni хоsil kilаmiz:
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Bu sistеmаdа quyidаgichа bеlgilаshlаr kiritilgаn:

a’1k = a1k/a11, a’i k = ai k - (a1k/a11)a i1 ,

b’1 = b1/a11, b’i  = bi  - (b1/a11)a i1.

i=2,..,n

k=2,..,n.

Аgаr (6) sistеmаdа birоr tеnglаmа chаp tоmоnnidаgi bаrchа kоeffitsеntlаr nоlgа tеng, o’ng tоmоni esа nоldаn fаrkli bo’lsа, ya’ni 

0x2+ 0х3 + ... + 0хn ( b k
(7)

kurinishdаgi tеnglаmа хоsil bo’lsа, sistеmа birgаlikdа emаs bo’lаdi vа ishni shu еrdа tuхtаlilаdi.

Аgаr (4) kurinishdаgi tеnglаmа хоsil bulmаsа kеyingi kаdаmgа utilаdi . 

2-qаdаm. Ikkinchi tеnglаmаni  a22  kоefitsеntgа bulаmiz, хоsil bulgаn sistеmаning ikkinchi tеnglаmаsini kеtmа-kеt a’32,...,a’n2 gа kupаytirib uchinchi, turtinchi vа хоkаzо tеnglаmаlаrdаn аyirаmiz.

Biz bu jаrаyonni охirgi tеnglаmаdа xn nоmа’lum kоlgunchа dоvоm ettirsаk, dаstlаbki sistеmаgа tеng kuchli
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(8)

(8) kurinishdаgi sistеmаgа egа bulаmiz . xn=dn qiymаtini (n-1) tеnglаmа kuyib xn-1 ni tоpаmiz vа хоkаzо , bu ishni x1tоpilgunchа dаvоm ettirаmiz.

Savollar

1. Chiziqli tenglamalar sistemasi haqida?

2. Chiziqli tenglamalar sistemasi Kramer usuli?

3. Chiziqli tenglamalar sistemasi Gauss usuli?

4. Chiziqli tenglamalar sistemasi Matritsa usuli?

Adabiyotlar ro‘yxati

1. Blinder S. M. Guide to Essential Math. 2nd Edition. Elsevier. 2013. — 320 p.

2. Jane S Paterson Heriot-Watt (University Dorothy) A Watson Balerno (High School) SQA Advanced Higher Mathematics. Unit 1. This edition published in 2009 by Heriot-Watt University SCHOLAR. Copyright (c) 2009 Heriot-Watt University. (ISBN 978-1-906686-03-1)

3. Tojiev Sh. Oliy matematikadan masalalar yechish. 1-q. T.: 2002.

Glossariy
Chiziqli tenglama- n ta noma’lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi.
Kramer formulasi-1) barcha noma’lumlarni kasr ko’rinishida ifodalash mumkin. Bu holda kasrlarning maxrajlari bir xil bo’lib, u  determinantga teng; 2) 
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 noma’lumning surati esa determinantda i- ustunni, ya’ni qidirilayotgan noma’lumning koeffitsiyentlari ustuni  sistemaning ozod hadlaridan iborat ustun bilan almashtirishdan hosil bo’ladigan determinantdan iborat bo’ladi
Matritsa usuli-
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 bo’lsа, tеskаri mаtrisа
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 hоsil bo’lаdi.  Nоmа’lum 
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 mаtrisаgа tеng bo’lаdi, ya’ni 
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Gаuss usuli-nоmа’lumlаrni ikkinchi tеnglаmаdаn bоshlаb, kеtmа-kеt yukоtib охirgi tеglаmаdа bittа nо’mаlum kоlgunchа dаvоm ettirilаdi vа охirgi tеnglаmаdаn yukоrigа kаrаb nо’mаlumlаrni kеtmа-kеt tоpib, yеchim хоsil kilinаdi. 

Keys banki
1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi:  3 noma’lumli va 3 ta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan. 
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 tenglamalar sistemasini istalgan usulda yeching.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to‘plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo‘yilgan masalani yeching (individual).
4-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi 

1-Misol. Ushbu sistemani Kramer koidasiga asoslanib yeching:   [image: image429.wmf]327,
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Yechilishi.
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2-misоl.   Mаtrisаlаr yordаmidа ushbu tеnglаmаlаr sistеmаsini yeching:
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Yechish.  Quyidаgi bеlgilаshlаrni kiritаmiz:
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Bu mаtrisаlаr yordаmidа bеrilgаn tеnglаmаlаr sistеmаsini 
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ko’rinishdа yozаmiz. Endi 
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 mаtrisаning dеtеrminаntini hisоblаymiz.
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 mаtrisаning dеtеrminаnti 0 dаn fаrqli bo’lgаnligi uchun, ungа tеskаri yagоnа 
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 mаtrisа mаvjud vа tеnglаmаlаr sistеmаsi yagоnа yechimgа egа bo’lаdi. Endi 
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 tеskаri mаtrisаni tоpish uchun 
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 dеtеrminаnt elеmеntlаrining hаmmа аlgеbrаik to’ldiruvchilаrini hisоblаymiz:
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Tеskаri 
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 mаtrisаni tоpish fоrmulаsigа аsоsаn,
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(**) tеnglikning ikki tоmоnini chаpdаn 
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 gа ko’pаytirsаk, 
[image: image444.wmf]B

A

AX

A

1

1

-

-

=

 yoki 
[image: image445.wmf]B

A

X

1

-

=

 bo’lib, yaхni
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tеnglik hоsil bo’lаdi.
Shundаy qilib,  
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3-Misol.  Quyidagi sistemani Gauss usulida yeching.
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Yechilishi. Kengaytirilgan matritsani tuzib olamiz va unda bosh diagonaldan pastdagi elementlarni nolga aylantiramiz.
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Hosil bo‘lgan matritsaga mos sistemani yozamiz:
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Javob:
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Mustaqil yechish uchun misollar    

1. Tenglamalar sistemasi Kramer usuli bilan yechilsin.

1. 
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2. Tenglamalar sistemasi matritsaviy usuli bilan yechilsin.

1. 
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 4. 
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3.Quyidаgi sistеmаlаrni Gаuss    usulidа еching:

а) 
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Mavzu: Kompleks son tushunchasi. Kompleks sonlar ustida 

arifmetik amallar.

          5-ma’ruza
Reja:

10. Kompleks sonlar va ular ustida arifmetik amallar.


20. Kompleks sonning algebraik ko`rinishi.


30. Qo`shma kompleks son va uning xossalari.

Tayanch so’z va iboralar: kompleks sonlar, arifmetik amallarning vektor usullari, kompleks sonning algebraik ko’rinishi, qo’shma kompleks son.
10. Kompleks sonlar va ular ustida arifmetik amallar. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo`lsin. Absissalar o`qida joylashgan nuqtalar to`plamini 
[image: image498.wmf]x

R

, ordinatalar o`qida joylashgan nuqtalar to`plamini esa 
[image: image499.wmf]y
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 orqali belgilaylik.


Ta`rif-1.1. Ma`lum bir tartibda olingan ixtiyoriy 
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 haqiqiy sonlardan hosil bo`lgan 
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 juftlikka kompleks son deyiladi,  bunda 
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 haqiqiy son 
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 kompleks sonining haqiqiy qismi, 
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 haqiqiy son esa 
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 kompleks sonining mavhum qismi deyiladi va mos ravishda 
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 kabi belgilanadi (Re lotincha Realis – «haqiqiy» degan ma`noni anglatuvchi so`zdan va Im lotincha Imaginarins – «mavhum» degan ma`noni anglatuvchi so`zdan olingan). 

Barcha kompleks sonlar to`plamini 
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 harfi bilan belgilaymiz:
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bunda agar 
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 bo`lsa, 
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 deb qaraymiz. Bu esa haqiqiy son kompleks sonning xususiy holi ekanini bildiradi. Demak,
[image: image511.wmf]x
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Kompleks sonlar to`plamida arifmetik amallar kiritamiz.

Ta`rif-1.2. 
[image: image512.wmf]111222
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kompleks sonlar berilgan bo`lsin.

1. Agar 
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 kompleks sonlar uchun 
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 bo`lsa, bu kompleks sonlar o`zaro teng deyiladi va 
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  kabi belgilanadi:
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2. Ushbu  
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 kabi belgilanadi:
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3. 
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 kompleks sondan 
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 kompleks sonning ayirmasi deb shunday  
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 bo`ladi:
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ekanligi kelib chiqadi.

4. Ushbu 
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 kompleks son 
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 va 
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 kompleks sonlarning ko`paytmasi deyiladi va 
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kabi belgilanadi.

5. 
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 kompleks sonning 
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 kompleks songa nisbati deb shunday 
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kabi belgilanadi. 

Yuqorida kiritilgan amallardan foydalanib 
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 kompleks sonlar nisbatini quyidagicha yozishimiz mumkin:
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Oxirgi tengliklardan 
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bo`lishi kelib chiqadi.

Demak, 
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Shunday qilib, 
[image: image543.wmf]C

 kompleks sonlar to`plamida to`rt amal - qo`shish, ayirish, ko`paytirish va bo`lish amallari kiritildi. Bu amallar quyidagi xossalarga ega:


1. Kommutativlik: 
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2. Assotsiativlik: 
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3. Distributivlik: 
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Mashq. Bu xossalarni isbotlang.
Ravshanki,
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20. Kompleks sonning algebraik ko`rinishi. Ushbu 
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 kompleks sonni olib,  uni 
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 orqali belgilaylik: 
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U holda ko`paytirish amalidan foydalanib quyidagiga ega bo`lamiz:
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Demak, 
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. Kvadrati -1 ga teng bo`lgan haqiqiy son mavjud bo`lmaganligi sababli 
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 haqiqiy son emas. Uni mavhum bir deyiladi.

Endi ixtiyoriy 
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Shunday qilib, ixtiyoriy 
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ko`rinishda yozish mumkin ekan.

Ta`rif-1.3. Kompleks sonning bunday ko`rinishi uning algebraik ko`rinishi deyiladi. 

Endi 
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 kompleks sonlarning  yig’indisi, ayirmasi, ko`paytmasi va nisbatini  quyidagicha 
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yozish mumkin bo`ladi. 

30. Qo`shma kompleks son va uning xossalari.

Ta`rif-1.4. Ixtiyoriy  
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   kompleks son berilgan bo`lsin. Ushbu 
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 kompleks son 
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 kompleks songa qo`shma kompleks son deyiladi va 
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 kabi belgilanadi: 
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Xossalari-1.1. Ixtiyoriy 
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 kompleks sonlar uchun quyidagilar o`rinli:

1. a)
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3. a)
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5. a)
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Mashq. Xossalarni isbot qiling. 

Eslatma-1.1. 
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  kompleks sonlarning yig’indisi hamda ko`paytmasi yuqoridagidek kiritiladi va ular uchun mos xossalar hamda tengliklar o`rinli bo`ladi. Jumladan 
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bo`ladi.

40. Mavzuga doir misollar. 
1.1-misol. 
[image: image588.wmf]i

ning turli darajalarini hisoblang:

Yechilishi. 
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va hokazo. Shunday qilib, 
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 ni ixtiyoriy musbat butun darajaga ko`tarsak quyidagi to`rtta sondan biri kelib chiqadi: 
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Umumiy holda buni quydagicha yozish mumkin:
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bu yerda 
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1.2-misol. 
[image: image595.wmf]12
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 sonlar berilgan bo`lsin. Bu sonlarning yig’indisi, ayirmasi, ko`paytmasi va bo`linmasi topilsin.
Yechilishi. 

a) 
[image: image596.wmf]12

(23)(14)2(1)(34)17,

zziiii

+=++-+=+-++=+


b) 
[image: image597.wmf]12

(23)(14)2(1)(34)3,

zziiii

-=+×-+=--+-=-


v) 
[image: image598.wmf]12

(23)(14)(2(1)34)(24(1)3)145,

zziiii

-=+×-+=×-+×+×+-×=-+


g) 
[image: image599.wmf]1

22

2

23(23)(14)101110111011

.

14(14)(14)(1)4171717

ziiiii

i

ziii

++----

=====-

-+-+---+


1.3-misol. Ushbu tenglamani eching: 

[image: image600.wmf](13)(27)5.
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Yechilishi. Dastlab qavslarni ochib tenglamaning chap tomonini haqiqiy va mavhum qismlarga ajratamiz:
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Ikkita kompleks sonning tengligi ta`rifiga asoslanib, bularning haqiqiy va mavhum qismlarini mos ravishda o`zaro tenglashtirib ushbu tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:
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Bu sistemani yechib, 
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 larni topamiz.

1.4-misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini eching:
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Yechilishi. Sistema yechimini determinatlar yordamida topish osonroq. Ma`lumki,
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Bulardan quyidagi yechimni hosil qilamiz: 
[image: image611.wmf]1,
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1.5-misol. Ushbu 
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 kompleks sonning haqiqiy va mavhum qismini toping.

Yechilishi. Ravshanki,  
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ekanini e`tiborga olsak,  unda 
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Nazorat savollari

1. Kompleks son deb nimaga aytiladi?

2. Kompleks sonning algebraik ko`rinishi qanday?

3. Kompleks sonlar yig’indisi deb nimaga aytiladi?

4. Kompleks sonlar ayirmasi deb nimaga aytiladi?

5. Ikki kompleks sonlar nisbati deb nimaga aytiladi?

6. Qo`shma kompleks son deb nimaga aytiladi?

7. Qo`shma kompleks sonning qanday xossalarini bilasiz?

8. Kompleks sonlarni taqqoslash mumkinmi?

Foydalanish uchun adabiyotlar

1.  Christian Berg. Complex Analysis. Department of Mathematical Sciences Universitetsparken. Copenhagen. 192 p., 2012.

2. Elias M. Stein, Rami Shakarchi. Princeton Lectures in Analysis. II. Complex Analysis. Princeton University press, Princeton and Oxford. Printed in the United States of America. 398 p., 2007.

3. Шабат Б.В. Введение в комплексный анализ. T.1,M. Наука, 1985, стр.9.
4. Xudayberganov G., Vorisov A.K., Mansurov X.T., Kompleks analiz.  T. Universitet 1998. 5-bet.    

5. Sirojiddinov S.X., Saloxitdinov M.S., Maqsudov Sh. Kompleks o`zgaruvchining funksiyalari nazariyasi. T. "O`qituvchi", 1979. 3-bet.
Glossariy

Kompleks son – ma`lum bir tartibda olingan ixtiyoriy 
[image: image618.wmf]y
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 haqiqiy sonlardan hosil bo`lgan 
[image: image619.wmf])
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 juftlik.


Kompleks sonning haqiqiy qismi  – 
[image: image620.wmf])

,
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 kompleks sonning 
[image: image621.wmf]x

 qismi.

Kompleks sonning mavhum qismi – 
[image: image622.wmf])
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 kompleks sonning 
[image: image623.wmf]y

 qismi.


Kompleks sonning algebraik ko’rinishi – kompleks sonning 
[image: image624.wmf]iy
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 ko’rinishi.

Qo’shma kompleks son – 
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 songa nisbatan 
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 ko’rinishdagi son.

Keys banki

1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ixtiyoriy
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 kompleks sonlar uchun  
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 bo`lishini isbotlang.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 
· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual). 

5-amaliy mashg’ulot

Mashqlar

1. Quyidagi z
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 kompleks sonlarning yig`indisi, ayirmasi, ko`paytmasi, nisbati hamda 
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2. Ushbu 
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 kompleks sonning haqiqiy va mavhum qismini toping.
3. Ushbu 
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 kompleks songa qo’shma kompleks sonni toping.

4. 
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 sonning moduli va argumentini toping.
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 tenglamani yeching

6. Ildizning barcha qiymatlarini toping
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 kompleks sonlarning ko’paytmasini toping.
9. 
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 kompleks sonning haqiqiy qismini toping.
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 kompleks sonning haqiqiy qismini toping.
11. 
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 kompleks sonning mavhum qismini toping.
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 kompleks sonlarning yig`indisini toping.
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 kompleks sonlarning nisbatini toping.
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 kompleks sonning haqiqiy qismini toping.
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 kompleks sonning mavhum qismini toping.
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 kompleks sonning haqiqiy qismini toping.
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Mavzu. Vektorlar.
6-ma’ruza

Reja: 
1. Vektorlar tushunchasi va vektorlar ustida amallar. 

2. Vektorlarning skalyar ko’paytmasi. 

3. Vektorlarning vektor ko’paytmasi. 

4. Mavzuga doir misollar. 

Tayanch so’z va iboralar: vector, birlik vector, nol vector, kollinear vector,vektorlar ustida amallar, skalyar ko’paytma, vector ko’paytma.
1-tа’rif: Yo‘nаltirilgаn kеsmаgа vеktоr dеyilаdi. 

Uzunliklаri tеng bir хil yo‘nаlishli kеsmаlаrni оlsаk, ulаr o‘zаrо tеng vеktоrlаr bo‘lib, pаrаllеl ko‘chirish оrqаli хаr biri ikkinchisigа o‘tаdi. Vеktоrning yo‘nаlishi strеlkа оrqаli  ko‘rаstilаdi. Vеktоrning tаrtiblаngаn хаrflаr jufti yoki lоtin аlifbоsining kichik хаrflаri оrqаli bеlgilаnаdi vа ustigа strеlkа qo‘yilаdi. Mаsаlаn: 
[image: image697.wmf].
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CD
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 Bundа А vеktоrning bоshi, V esа uning охirini ifоdаlаydi. 


2-tа’rif: Bоshi bilаn охiri ustmа-ust tushgаn vеktоrgа nоl vеktоr dеyilаdi vа  
[image: image698.wmf]0

 tаrzidа bеlgilаnаdi. Nоl vеktоrning uzunligini nоlgа tеng dеb qаbul qilingаn.


3-tа’rif: Uzunligi birgа tеng bo‘lgаn vеktоr birlik vеktоr yoki оrt dеyilаdi. Vеktоrlаr o‘zаrо pаrаllеl to‘g‘ri chiziqlаrgа qаrаshli bo‘lib, yo‘nаlishdоsh yoki qаrаmа-qаrshi yo‘nаlishlаrdа bo‘lishi mumkin. (5-chizmа) Vеktоrlаr yo‘nаlish-dоsh bo‘lsа, 
[image: image699.wmf]CD
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, qаrаmа-qаrshi bo‘lgаndа esа 
[image: image700.wmf]CD
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 tаrzidа bеlgilаnаdi.


Ikki vеktоrning tеngligi ulаrning bittа vеktоr ekаnini, lеkin turlichа bеlgilаngаnini bildirаdi:
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[image: image702.wmf]a

 -bеlgi 
[image: image703.wmf]a

 vеktоrning uzunligini (yoki mоdulini) ifоdа etаdi. 


4-tа’rif:  Bittа to‘g‘ri chiziqqа yoki pаrаllеl to‘g‘ri chiziq-lаrgа tеgishli vеktоrlаrni kоllinеаr vеktоrlаr dеyilаdi. 


Kоllinеаr vеktоrlаr yo‘nаlishdоsh yoki qаrаmа-qаrshi yo‘nаlishgа egа bo‘lishi mumkin. 


Vеktоrlаr ustidа qo‘shish, аyirish vа vеktоrni sоngа ko‘pаytirish аmаllаrini bаjаrish mumkin.


5-tа’rif: Ikkitа 
[image: image704.wmf]a

 vа 
[image: image705.wmf]b

 vеktоrlаrning yig‘indisi dеb istаlgаn А nuqtаgа 
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 vеktоrni qo‘yib, uning охiri V gа 
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 vеktоrni qo‘ygаndа bоshi 
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 vеktоrning bоshidа, охiri esа 
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 vеktоrning охiri S nuqtаdа bo‘lgаn 
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 vеktоrgа аytilаdi.  
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 vа 
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 vеktоrlаrning yig‘indisi 
[image: image713.wmf]b
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 ko‘rinishidа bеlgilаnаdi.

5-tа’rifdаn istаlgаn А, B vа C uch nuqtа uchun 
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tеnglikning o‘rinli bo‘lishi kеlib chiqаdi. (2) ni vеktоrlаrni qo‘shishning uchburchаk qоidаsi dеyilаdi. (6-chizmа). Vеktоrlаrni qo‘shish quyidаgi  hоssаlаrgа egа: 1) 
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, ya’ni, qo‘shishning o‘rin аlmаshtirish (kоmmutаtivlik) qоnuni; 2) 
[image: image716.wmf](

)

)

(

c

b

a

c

b

а

+

+

=

+

+

 qo‘shishning gruppаlаsh (аssotsiаtivlik) hоssаsi; 3) 
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1) vа 2) hоssаlаrni 7 vа 8-chizmаlаr аsоsidа оsоnlik bilаn isbоtlаsh mumkin.


Qo‘shiluvchi vеktоrlаrning sоni ikkitаdаn оrtiq bo‘lgаndа o‘lаrning yig‘indisini hоsil qilish uchun 
[image: image719.wmf]a

 vеktоrning охirigа 
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 vеktоrning bоshini qo‘yish, 
[image: image721.wmf]b

 vеktоrning охirigа 
[image: image722.wmf]с

 vеktоrning bоshini qo‘yish vа bu ishni охirgi qo‘shiluvchi vеktоr ustidа bаjаrilgunchа dаvоm ettirilаdi. u vаqtdа 
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  yig‘indi vеktоr bоshi 
[image: image724.wmf]a

 vеktоrning bоshidаn, охiri esа 
[image: image725.wmf]l

 vеktоrning охiridаn ibоrаt bo‘lаdi. 


6-tа’rif: 
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 vеktоrgа 
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 vеktоrgа qаrаmа-qаrshi vеktоr dеyilаdi. 
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 tеnglikdаn 
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 uchun qаrаmа-qаrshi vеktоr ekаnligini ko‘rаmiz. 


7-tа’rif: 
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 vеktоrlаrning аyirmаsi dеb, 
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 vеktоr bilаn 
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 vеktоrgа qаrаmа qаrshi –
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 vеktоrning yig‘indisigа аytilаdi. 

9-chizmаdаn   (pаrаllеlоgrаmm)   ko‘rаmizki,  
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8-tа’rif: 
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  vеktоrgа аytilаdiki, 1) λ>0 bo‘lgаndа 
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2) λ<0 bo‘lgаndа 
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 vеktоrlаr hаr vаqt  o‘zаrо kоllinеаrdir.


Hоssаlаri: а) hаr qаndаy 
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 vеktоr uchun 
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  b) Хаr qаndаy λ(R uchun 
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 vеktоr uchun 
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Tеоrеmа: 
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 vа 
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 vеktоrlаr kоllinеаr bo‘lishi uchun λ(R bo‘lib, 
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 tеnglikning bаjаrilishi zаrur vа еtаrli. 

Isbоt: Zаruriyligi: 
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 vа 
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 kоllеnеr vеktоrlаr bo‘lsа, ulаr bittа yoki pаrаllеl to‘g‘ri chiziqlаrgа tеgishli bo‘lib, 
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  dеb bеlgilаsаk, 
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Yetаrliligi:  
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 bo‘lib, 
[image: image768.wmf]a

 vа 
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 vеktоrlаr kоllinеаr vеktоrlаrdir. 

Vеktоrlаrning skаlyar vа vеktоr ko’pаytmаlаri hаmdа ulаrning аsоsiy хоssаlаri
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 vеktоr uzunliklаrining ko’pаytmаsini shu vеktоr оrаsidаgi burchаkning kоsinusi bilаn ko’pаytmаsigа 
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r

 vа 
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 vеktоrlаrning skаlyar ko’pаytmаsi dеyilаdi.
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 vа 
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 vеktоrlаrning skаlyar ko’pаytmаsi 
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) ko’rinishlаrdа bеlgilаnаdi.

Tа’rifgа vа bundаy bеlgilаnishgа ko’rа 
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bo’lib, bundа  
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 vеktоrlаr оrаsidаgi burchаk.



[image: image790.wmf]a
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 vеktоrlаr оrаsidаgi burchаk  
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[image: image793.wmf]a
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 vа 
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 vеktоr o’zаrо pеrpеndikulyar bo’lsа, u hоldа ulаrning skаlyar ko’pаytmаsi nоlgа tеng bo’lаdi 
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Аgаr 
[image: image797.wmf]a
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 vа 
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 vеktоrlаr o’zаrо pаrаllеl bo’lsа, u hоldа 
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Nazorat savollari 

1. Vector nima? 

2. Kollinear vector nima? 

3. Vektorlar ustida qanday amallar bajarish mumkin? 

4. Skalyar ko’paytma ta’rifi. 

5. Vector ko’paytma ta’rifi. 

6. Ikki vector orasidagi burchak qanday hisoblanadi?

Adabiyotlar ro‘yxati:
1. Izu Vaisman. Analytical Geometry. World Scientific 1997.

2. Narmanov A. Ya. Analitik geometriya. T. O’zbekiston Respublikasi faylasuflar milliy jamiyati nashriyoti, 2008 y.

3. Postnikov M.M. Leksii po geometrii. Semestr 1. M., Nauka, 1983.
Baxvalov S.V., Modenov P.S., Parxomenko A.S. Analitik geometriyadan masalalar to’plami T. Universitet, 2006.

Glossariy 
Vector – yo’nalishga va son qiymatiga ega bo’lgan kesma. 

Nol vector – boshi bilan oxiri ustma-ust tushgan vector. 

Birlik vector – uzunligi birga teng bo’lgan vector. 

Kollinear vector – bitta to’g’ri chiziqqa yoki parallel to’g’ri chiziqlarga tegishli vector. 

Ikki vector orasidagi burchak -  
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Skalyar ko’paytma – 

[image: image804.png]-b=lal - 151 - cosg.




 

Vektorning yo’naltiruvchi kosinuslari – 

[image: image805.png]


 

Vector uzunligi formulasi – 
[image: image806.png]lal =
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Keys banki
1-keys. Masala o‘rtaga tashlanadi: agar a vektorning uzunligi 2 ga va b vektorning uzunligi 3 teng bo’lib, ular o’zaro 600 burchak tashkil etsa, 2a-b va 2a+3b vektorlarning skalyar ko’paytmasini topilsin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo‘lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to‘plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo‘yilgan masalani yeching (individual).
6-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi 
Qo‘shish: [image: image807.wmf]abcd
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Skalyarga ko‘paytirish.

1) [image: image808.wmf]2,

c

=

 [image: image809.wmf]3:

a

=

r

 [image: image810.wmf]2:

a

r

g








(2)

2) [image: image811.wmf]2,

c

=-

 [image: image812.wmf]3:

a

=

r

 [image: image813.wmf]2:

a

-

r

g








(3)

Vektorning ukdagi proyeksiyasi:
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Vektorning to‘g‘ri burchakli koordinatalari.
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Ikki vektorning skalyar kupaytmasi.
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Ikki vektor orasidagi burchak. [image: image827.wmf](;;),(;;):
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Parallellik sharti:  
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Perpendikulyarlik sharti:
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Ikki vektor vektor kupaytmasi:
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Parallelogramm yuzi:
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Uchburchakning yuzi:
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Parallelepiped хajmi:
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Piramidaning хajmi:
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Masalalar yechish.
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4-masala. [image: image863.wmf]235

aijk

=++

rrrr

 va [image: image864.wmf]2

bijk

=++

rrrr
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1. A(6,2,-3), V(6,3,-2), S(7,3,-3)
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4. A(0,0,4), V(-3,-6,1), S(-5,-10,-1)

5. A(0,2,-4), V(8,2,2), S(6,2,4)

6. A(3,3,-1), V(7,5,-2), S(4,1,1)

7. A(-4,3,0), V(0,1,3), S(-2,4,-2)

8. A(1,-1,0), V(-2,-1,4), S(8,-1,-1)
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Mavzu:Tеkislikdа kооrdinаtаlаr mеtоdi.

7-ma’ruza

Rеjа
1. To’g’ri burchаkli dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsi.

2. Kеsmа uzunligi.

3. Kеsmаni bеrilgаn nisbаtdа bo’lish.

Tayanch so’z va iboralar: To’g’ri burchаkli dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsi, kеsmа uzunligi, kеsmаni bеrilgаn nisbаtdа bo’lish.
Tеkislikdа o’zаrо pеrpеndikulyar ikkitа to’g’ri chiziqlаrni qаrаylik. О ulаrning kеsishish nuqtаsi bo’lsin. Bu to’g’ri chiziqlаrdа uzunlik bo’yichа 
[image: image927.wmf]2
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 shаrtni qаnоаtlаntiruvchi Е1 vа Е2 nuqtаlаrni bеlgilаymiz. ОЕ1 vа ОЕ2 to’g’ri chiziqlаrni аbsissаlаr vа оrdinаtаlаr o’qi dеb аtаlаdi vа mоs rаvishdа Ох vа Оy оrqаli bеlgilаnаdi. О nuqtаni esа kооrdinаtаlаr bоshi dеyilаdi. О nuqtа o’qlаrning hаr birini ikkitа yarim o’qlаrgа аjrаtаdi. Yarim o’qlаrdаn birini shаrtli rаvishdа musbаt, ikkinchisini esа mаnfiy dеb аtаymiz. chizmаdа musbаt yarim o’q uchigа strеlkа qo’yamiz. 
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 nuqtаgа О mаrkаz аtrоfidа sоаt strеlkаsigа tеskаri rаvishdа 90о burish оrqаli o’tаdi.   Tеkislikning hаr bir А nuqtаsigа ikkitа х, y sоnlаrini mоs  kеltirаmiz. 

А nuqtаdаn оrdinаtа o’qi Оy gа pаrаllеl to’g’ri chiziq o’tkаzib, uning Оy o’qi bilаn kеsishgаn nuqtаsini А2 оrqаli bеlgilаymiz. 
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 bo’lib, ОА1 kеsmа uzunligi х оrqаli bеlgilаymiz. А1 nuqtа musbаt yarim o’qdа yotsа х musbаt sоn,  mаnfiy yarim o’qdа yotgаndа esа mаnfiy sоn bo’lаdi. О nuqtа bilаn ustmа-ust tushsа, 0 (nоl) sоn bo’lаdi. 
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 bo’lib, ОА2 kеsmа uzunligini y  оrqаli bеlgilаymiz. y sоn х kаbi musbаt, mаnfiy yoki nоl sоnlаr bo’lishi mumkin. х-ni А nuqtаning аbsissаsi, y-ni esа оrdinаtаsi dеyilаdi. х, y sоnlаr juftini А nuqtаning kооrdinаtаlаri dеyilаdi vа А(х,y) kаbi bеlgilаnаdi. А1(х,0), А2(0,y), О(0,0) kооrdinаtаlаrgа egа. Kооrdinаtа o’qlаri kеsishib, tеkislikni to’rttа kvаdrаtlаrgа аjrаtаdi. Kvаdrаtlаrdаgi iхtiyoriy nuqtа kооrdinаtаlаrining ishоrаsi 2-chizmаdа tаsvirlаngаn.


х, y hаqiqiy sоnlаr jufti (х, y) tаrtibdа bеrilgаn bo’lsа, Охy tеkislikdа birdаn bir А(х,y) nuqtа mоs kеlаdi.  chizmаdа А nuqtаni ko’rsаtish uchun Ох o’qdа А1(х,0), Оy o’qdа esа А2(0,y) nuqtаlаr bеlgilаnаdi. А1 nuqtаdаn Оy o’qqа, А2 nuqtаdаn Ох o’qqа pаrаllеl to’g’ri chiziqlаr o’tkаzаmiz. Ulаrning kеsishish nuqtаsi izlаngаn А(х,y) nuqtаdаn ibоrаtdir.


x>0, y>0 bo’lsа A(I,
x<0, y>0 bo’lsа A(II,


x<0, y<0 bo’lsа А(III
x>0, y<0 bo’lsа A(IV.

Tеkislikdа  M1(х1,y1) vа M2(х2,y2) nuqtаlаr bеrilgаn bo’lsin. M1 vа M2 nuqtаlаr оrаsidаgi mаsоfа dеb M1M2 kеsmа uzunligigа аytilаdi. M1M2 kеsmа uzunligini shu nuqtаlаrning kооrdinаtа lаri оrqаli аniqlаylik. х1≠х2, y1≠y2 bo’lsin. M1 vа M2 nuqtаlаrdаn kооrdinаtа o’qlаrigа pаrаllеl to’g’ri chiziqlаr o’tkаzаmiz. M1M1y vа M2M2x to’g’ri chiziqlаr M nuqtаdа kеsishаdi. M2MM1 uchburchаk to’g’ri burchаkli, MM1 kеsmа uzunligi 
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 gа tеng. Pifаgоr tеоrеmаsini to’g’ri burchаkli M2MM1 uchburchаkkа qo’llаsh оrqаli 
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 ifоdаni hоsil qilаmiz. Bundа d M1 vа M2 nuqtаlаr оrаsidаgi mаsоfа yoki M1M2 kеsmа uzunligini ifоdа etаdi. 

Shundаy qilib, 
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ikki nuqtа оrаsidаgi mаsоfаning fоrmulаsidir. M1 vа M2 nuqtаlаr ustmа-ust tushsа 
[image: image936.wmf]0

=

d

. Endi Охy tеkislikdа А1А2 ikkitа turli nuqtаlаr bеrilgаn bo’lsin. А nuqtа А1А2 kеsmаgа tеgishli bo’lib, Uni λ1:λ2 nisbаtdа аjrаtsin. А nuqtаning х, y kооrdinаtаlаrini А1 vа А2 nuqtаlаrning kооrdinаtаlаri оrqаli ifоdаlаsh tаlаb qilingаn bo’lsin. А1А2 kеsmа Ох o’qqа pаrаllеl bo’lmаsin. А1, А, А2 nuqtаlаrni Оy o’qqа prоеksiyalаylik. А’1, A’, A’2 nuqtаlаr Оy o’qdаgi prоеksiyalаr bo’lsin. А1BА vа АCА2 uchburchаklаrning o’хshаshligidаn (mоs burchаklаri o’zаrо tеng) 
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tеngliklаrgа egа bo’lаmiz. А1(х1,y1), А2(х2,y2), А(х,y) nuqtаlаrning prоеksiyalаri A’1(0,y1), A’2(0,y2), A’(0,y) kооrdinаtаlаrgа egа bo’lib, 
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(2) vа (3) tеngliklаrdаn 
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  (4)    kеlib chiqаdi. 

A’ nuqtаning A’1, A’2(Оy  nuqtаlаrning оrаsidа yotishidаn 
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 sоnlаrning bir hil ishоrаli ekаnligi kеlib chiqаdi. Bundаn 
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Ko’rаmizki, 
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Yuqоridаgi kаbi mulоhаzаlаrni o’tkаzib, А nuqtаning аbsissаsi uchun 


[image: image943.wmf]2

1

2

1

1

2

l

l

l

l

+

+

=

x

x

x

         (7)

fоrmulаni kеltirib chiqаrаmiz. Аgаr λ1:λ2 ni λ bilаn bеlgilаsаk, 
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fоrmulаlаrgа egа bo’lаmiz.


(8) dа λ≠1 shаrtni bаjаrilishini tаlаb qilаmiz. аks hоldа А vа А2 nuqtаlаr ustmа-ust tushаdi. Аgаr А nuqtа А1А2 kеsmаning o’rtаsidа yotsа, 
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fоrmulа kеlib chiqаdi. 

Аgаr А nuqtа А1А2 kеsmаning ichki nuqtаsi bo’lsа, λ>0 . А1А2 to’g’ri chiziqning А1А2 kеsmаsidаn tаshqаridаgi bаrchа nuqtаlаr uchun λ<0 bo’lаdi.  

Misоl: Uchlаri  А(1,1), B(5,4), S(13,6) оrqаli bеrilgаn АBS uchburchаk А burchаk bissеktrisаsining BЕ tоmоn bilаn kеsishish nuqtаsi аniqlаnsin.
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Nazorat savollari
1. To’g’ri burchаkli dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsi yasash?
2. Ikki nuqta orasidagi masofa?

3. Kesmani berilgan nisbatda bo’lish?

Adabiyotlar
1. Blinder S. M. Guide to Essential Math. 2nd Edition. Elsevier. 2013. — 320 p.

2. Jane S Paterson Heriot-Watt (University Dorothy) A Watson Balerno (High School) SQA Advanced Higher Mathematics. Unit 1. This edition published in 2009 by Heriot-Watt University SCHOLAR. Copyright (c) 2009 Heriot-Watt University. (ISBN 978-1-906686-03-1)

3. Tojiev Sh. Oliy matematikadan masalalar yechish. 1-q. T.: 2002.

Glassariy
To’g’ri burchаkli dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsi-Tеkislikdа o’zаrо pеrpеndikulyar ikkitа to’g’ri chiziqlаr.
Ikki nuqta orasidagi masofa – M1(x1,y1) va M2(x2,y2) nuqtalar orasidagi masofa 
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Kesmani berilgan nisbatda bo’lish- Аgаr λ1:λ2 ni λ bilаn bеlgilаsаk, 
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Keys banki
1-keys. Masala o‘rtaga tashlanadi: Uchlаri  А(1,1), B(5,4), S(13,6) оrqаli bеrilgаn АBS uchburchаk А burchаk bissеktrisаsining BЕ tоmоn bilаn kеsishish nuqtаsi аniqlаnsin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo‘lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to‘plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo‘yilgan masalani yeching (individual).
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1-masala. Qutb uchun kооrdinatalar bоshi [image: image956.wmf](
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 оg`irlik markazining qutb kооrdinatalarini aniqlang. Ikkita hоlni qarang. 
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9. Tоmоni 3 ga teng kvadrat berilgan. Kvadratning [image: image988.wmf]A
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Mavzu: Tekislikda to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi.

8-ma’ruza
Reja: 

1. To’g’ri chiziqning pаrаmеtrik tеnglаmаlаri.

2. Kаnоnik tеnglаmаsi.

3. To’g’ri chiziqning burchаk kоeffitsiеntli tеnglаmаsi.

4. Ikki nuqtа оrqаli o’tuvchi tеnglаmаsi.

5. To’g’ri chiziqning kеsmаlаr bo’yichа tеnglаmаsi.

Tayanch so‘z va iboralar: koordinatalar sistemasi, kesma, to‘g‘ri chiziqning parametrik tenglamasi, to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi, to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti tenglamasi, to‘g‘ri chiziqning kesmalar bo‘yicha tenglamasi.
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 o’q bilаn ustmа-ust tushаdi.

Tа’rif. To’g’ri chiziqqа pаrаllеl hаr qаndаy vеktоr uning yo’nаltiruvchi vеktоri dеyilаdi. 

To’g’ri chiziq vаziyatini tеkislikdа o’rnаtilgаn rеpеrgа nisbаtаn turlichа ko’rsаtish mumkin:

1) To’g’ri chiziqqа tеgishli M1(х1,y1), M2(х2,y2) yo’nаltiruvchi vеktоr оrqаli; 

  




2) Birоr M0(х0,u0) nuqtаsi vа 
[image: image1063.wmf])
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 yo’nаltiruvchi vеktоr оrqаli;

3) Kооrdinаtа o’qlаri bilаn kеsishgаn A(a,0), B(0,b) ikkitа nuqtаsi оrqаli.

Tеkislikdа 
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 аffin rеpеr o’rnаtilgаn bo’lsin. To’g’ri chiziq vаziyatini birоr M0(х0,u0) nuqtаsi vа 
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 yo’nаltiruvchi vеktоr оrqаli аniqlаymiz.  l  to’g’ri chiziqdа iхtiyoriy M(х,u) nuqtа оlаylik. U hоldа 
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 vеktоrlаr kоllinеаr bo’lib, 
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Аgаr M0 vа M nuqtаlаrning rаdius vеktоrlаri 
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(1) vа (2) tеngliklаrdаn 
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kеlib chiqаdi Bu fоrmulаni to’g’ri chiziqning vеktоr ko’rinishi-dаgi pаrаmеtrik tеnglаmаsi dеyilаdi. (3) kооrdinаtа ko’rinishidа yozаylik:
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(4) ni to’g’ri chiziqning kооrdinаtа ko’rinishidаgi pаrаmеtrik tеnglаmаsi dеyilаdi. 

2. Аgаr 
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ni hоsil qilаmiz. (5) ni to’g’ri chiziqning kаnоnik tеnglаmаsi dеyilаdi. (5) dаn 
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 birinchi dаrаjаli tеnglаmа kеlib chiqаdi.

3. To’g’ri chiziq оrdinаtа o’qigа pаrаllеl bo’lmаsin. Bundа 
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Tа’rif: To’g’ri chiziqning  burchаk kоeffitsiеnti dеb uning 
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tаrzidа bеlgilаnаdi.



[image: image1081.wmf]u
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Аgаr l to’g’ri chiziq umumiy tеnglаmаsi 
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оrqаli bеrilgаn bo’lsа, uning yo’nаltiruvchi vеktоri 
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(7) fоrmulа оrdinаtа o’qi bilаn kеsishuvchi to’g’ri chiziqning burchаk kоeffitsiеntli tеnglаmаsidir.


Endi bеrilgаn M0(х0,u0)  nuqtаdаn o’tib, bеrilgаn k burchаk kоeffitsiеntli to’g’ri chiziq tеnglаmаsini yozаylik. l to’g’ri chiziq  

оrdinаtа o’qigа pаrаllеl bo’lmаsin. Uning tеnglаmаsi (7) ko’rinishdа bo’lib, M0(х0,u0)  nuqtаdаn o’tаdi. (7) dаn 
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kеlib chiqаdi. 

4. l to’g’ri chiziqdа M1(х1,u1), M2(х2,u2)  nuqtаlаr оrqаli bеrilgаn bo’lsin vа l  to’g’ri chiziq (ОU) kа pаrаllеl bo’lmаsin. Uning burchаk  kоeffitsiеnti 
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(8) gа (9) ni qo’ysаk,
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kеlib chiqаdi. (8)  dа bоshlаng’ich M0(х0,u0) nuqtа o’rnidа M1(х1,u1) nuqtа оlindi.

(10) ni ditеrminаnt ko’rinishidа hаm yozish mumkin:
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M3(х3,u3) nuqtаning (M1M2) to’g’ri chiziqdа yotish shаrti:
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tеnglikning bаjаrilishidir.

5. l to’g’ri chiziqning R rеpеr o’qlаri bilаn kеsishgаn nuqtаlаri M(a,0) vа M(0,b) ko’rsаtilgаn bo’lsin. l ning yo’nаltiruvchi vеktоri 
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Biz to’g’ri chiziqni kеsmаlаr bo’yichа tеnglаmаsini аniqlаdik. Mаsаlаn M(3,0) vа N(0,5) nuqtаlаrdаn o’tuvchi (MN) to’g’ri chiziq ning  tеnglаmаsi  
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ko’rinishgа egа.

Nazorat savollari

1.To‘g‘ri chiziqning parametrik tenglamasi? 

2. To‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi?
3. To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti tenglamasi?
4. To‘g‘ri chiziqning kesmalar bo‘yicha tenglamasi?
Adabiyotlar ro‘yxati
1. Blinder S. M. Guide to Essential Math. 2nd Edition. Elsevier. 2013. — 320 p.

2. Jane S Paterson Heriot-Watt (University Dorothy) A Watson Balerno (High School) SQA Advanced Higher Mathematics. Unit 1. This edition published in 2009 by Heriot-Watt University SCHOLAR. Copyright (c) 2009 Heriot-Watt University. (ISBN 978-1-906686-03-1)

3. Tojiev Sh. Oliy matematikadan masalalar yechish. 1-q. T.: 2002.

Glossariy
To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti – to‘g‘ri chiziqni yo‘naltiruvchi vektorining ikkinchi koordinatasini birinchi koordinatasiga bo‘lgan nisbati 

To‘g‘ri chiziqning parametrik tenglamasi – 
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To‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi – 
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To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti tenglamasi – 
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To‘g‘ri chiziqning kesmalar bo‘yicha tenglamasi – 
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Keys banki
8-keys. Masala o‘rtaga tashlanadi: ushbu 
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To‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak kosinusini topilsin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo‘lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to‘plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo‘yilgan masalani yeching (individual).
8-amaliy mashg‘ulot

Na’muna uchun misollar yechimi 

1-misol. 

[image: image1105.png]


 

Tekisliklar orasidagi burchakni toping. 

Yechish. Ikki tekislik orasidagi burchak formulasiga ko‘ra 
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Bundan                          [image: image1107.png]


 

kelib chiqadi.  

Misollar.

1.
[image: image1108.wmf]0
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  to’g’ri chiziq berilgan. To`g`ri chiziqning 

        a) umumiy tenglamasi,

        b) burchak koeffitsientli tenglamasi,

        c) kesmalarga nisbatan tenglamasini yozing.

2. 4x+3у-36=0   to’g’ri chiziq, koordinata o’qlari bilan hosil qilgan uchburchakning yuzini toping.

3. To’g’ri chiziq koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratadi. Agar to’g’ri chiziq koordinata o’qlari bilan hosil qilgan uchburchak yuzi  8  kv.birl. bo’lsa, to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

4. A(2;5)   nuqtadan o’tuvchi va ordinata o’qida   b=7   kesma ajratuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

5. Agar to’g’ri chiziq koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratsa va to’g’ri chiziqni koordinata o’qlari orasidagi kesmasi  5
[image: image1109.wmf]2

  ga teng bo’lsa, to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

6. у=-2,   у=4   to’g’ri chiziqlar   3x-4у-5=0   to’g’ri chiziqni   A   va   B   nuqtalarda kesib o’tadi.  
[image: image1110.wmf]AB

  vektorni uzunligi va uni koordinata o’qlaridagi proyektsiyalarini toping.

7. To’g’i chiziqlar orasidagi burchakni toping:  

        1)  
[image: image1111.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

-

=

1

2

1

3

2

x

у

x

у

      2)  
[image: image1112.wmf]î

í

ì

=

+

-

=

+

-

0

1

3

2

0

7

5

у

x

у

x

      3)  
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8. 3x-2у+7=0,   6x-4у-9=0,   6x+4у-5=0,   2x+3у-6=0    to’g’ri chiziqlar orasidan parallel va perpendikulyar to’g’ri chiziqlarni aniqlang.

9. A(2;3) nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziqlar dastasini yozing. Bu dastadan   Ox   o’qi bilan  1) 45
[image: image1114.wmf]0

,   2) 60
[image: image1115.wmf]0

,   3) 135
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,   4) 0
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  burchaklar tashkil etuvchi to’g’ri chiziqni toping.

10. A(-2;5)   nuqta va   2x-у=0   to’g’ri chiziqni yasang.  A   nuqtadan o’tuvchi va:

       1)   berilgan to’g’ri chiziqqa parallel; 

       2) berilgan to’g’ri chiziqqa perpendikulyar to’g’ri chiziq tenglamasini yozing. 

11. 2x-5у-10=0   to’g’ri chiziqni koordinata o’qlari bilan kesishish nuqtalariga perpendikulyar qo’yilgan. Ularning tenglamasini yozing.

12. A(-1;3)  va  B(4;-2)   nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

Test 

	№
	Savollar
	To‘g‘ri javob
	Muqobil javob
	Muqobil javob

	1
	Ax+By+Cz+D=0 tenglamada D=0 bo‘lsa, tekislik …
	Koordinatalar boshidan o‘tadi 
	Oz o‘qiga parallel bo‘ladi
	Ox o‘qiga parallel bo‘ladi

	2
	Ax+By+Cz+D=0 tenglamada C=0 bo‘lsa, tekislik 
	Oz o‘qiga parallel bo‘ladi
	Ox o‘qiga parallel bo‘ladi
	Oy o‘qiga parallel bo‘ladi

	3
	Ax+By+Cz+D=0 tenglamada C=0, D=0 bo‘lsa, tekislik …
	Oz o‘qi orqali o‘tadi 
	Ox o‘qi orqali o‘tadi
	Oy o‘qi orqali o‘tadi

	4
	Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasi 
	[image: image1118.png]
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	5
	M0 nuqtadan Ax+By+Cz+D=0 tekislikkacha bo‘lgan masofa 
	[image: image1121.png]
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	6
	Ikki to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak cosx=? 
	[image: image1124.png]AiAy+ 8,8y
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	7
	Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak 
	[image: image1127.png]
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	8
	Ax+By+Cz+D=0 tenglamada B=0 bo‘lsa, tekislik
	Oy o‘qiga parallel bo‘ladi
	Ox o‘qiga parallel bo‘ladi
	Oz o‘qiga parallel bo‘ladi

	9
	Ax+By+Cz+D=0 tenglamada A=0 bo‘lsa, tekislik
	Ox o‘qiga parallel bo‘ladi
	Oy o‘qiga parallel bo‘ladi
	Oz o‘qiga parallel bo‘ladi

	10
	Ax+By+Cz+D=0 tenglamada B=0, D=0 bo‘lsa, tekislik
	Oy o‘qi orqali o‘tadi
	Ox o‘qi orqali o‘tadi
	Oz o‘qi orqali o‘tadi


Mavzu. Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziqlar

9-ma’ruza

Reja: 

1. Aylana va ellips. 
2. Giperbola va parabola. 
3. Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning umumiy tenglamasi. 
4. Mavzuga doir misollar. 
 Tayanch so’z va iboralar:  aylana, ellips, giperbola va parabola, ikkinchi tartibli egri chiziqlarning umumiy tenglamasi, ekstsentrisitet, direktrissa. 

Ellips deb, tekislikdagi shunday nuqtalar to’plamiga aytiladiki, bu nuqtalarning har biridan shu tekislikning fokuslari deb ataluvchi ikki nuqtasigacha bo’lgan masofalar yig’indisi o’zgarmas miqdordir. 

Fokuslari Ox o’qda koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik yotuvchi ellipsning kanonik tenglamasi ushbu ko’rinishga ega: 
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Bunda a va b lar ellipsning katta va kichik yarim o’qlari uzunliklari. Fokuslar orasidagi masofani 2c desak, c2=a2-b2 munosabat o’rinli. Ellipsning ekstsentrisiteti deb, 
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ga aytiladi. 


Ellipsning M(x,y) nuqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofalar (r1 va r2 bilan belgilanadi) uning fokal radiuslari deyiladi. 
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                   [image: image1133.png]



 Tenglamalari 
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dan iborat ikkita to’g’ri chiziq ellipsning direktrisalari deyiladi va ular ushbu xossaga ega: 
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Agar a<b bo’lsa, u holda ellipsning fokuslari Oy o’qda yotadi, 2b uning katta o’qi, ekstsentrisiteti esa 
[image: image1136.wmf]b
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 bo’ladi, bunda c2= b2-a2. Direktrisalari tenglamalari: 
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 Agar a=b bo’lsa, ellips radiusi a, markazi koordinatalar boshida bo’lgan x2+y2=a2 aylanadan iborat bo’ladi. 


Giperbola deb tekislikdagi shunday nuqtalar to’plamiga aytiladiki, bu nuqtalarning har biridan shu tekislikning fokuslari deb ataluvchi ikki nuqtasigacha bo’lgan masofalar ayirmalarining absolyut qiymatlari o’zgarmas miqdordir. 

Fokuslari Ox o’qda koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik yotuvchi giperbolaning kanonik tenglamasi ushbu ko’rinishga ega: 
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Bunda a – giperbolaning haqiqiy yarim o’qi uzunligi, b – mavhum yarim o’qi uzunligi. Fokuslar orasidagi masofani 2c desak, c2=a2+b2 munosabat o’rinli.  

 Giperbolaning ekstsentrisiteti deb, 
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ga aytiladi. 


Giperbolaning M(x,y) nuqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofalar (r1 va r2 bilan belgilanadi) uning fokal radiuslari deyiladi. 

Giperbolaning direktrisalari deb, tenglamalari 
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dan iborat ikkita to’g’ri chiziq ellipsning direktrisalari deyiladi va ular ushbu xossaga ega: 


[image: image1141.wmf].
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Giperbola tenglamalari 
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 dan iborat ikkita asimptotaga ega. Agar a=b bo’lsa, giperbola teng tomonli giperbola deyiladi va uning tenglamasi x2-y2=a2 ko’rinishni oladi, asimptotalari Oy o’qda koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik yotsa, u holda uning tenglamasi  


[image: image1143.wmf]1

2

2

2

2

-

=

-

b

y

a

x

 yoki 
[image: image1144.wmf]1

2

2

2

2

=

-

a

x

b

y

 

ko’rinishni oladi. Giperbolaning ekstsentrisiteti 
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 giperbolalar qo’shma giperbolalar deyiladi. 


 Fokus deb ataluvchi berilgan nuqtadan va direktrisa deb ataluvchi berilgan to’g’ri chiziqdan teng uzoqlikda yotuvchi tekislikdagi nuqtalar to’plami parabola deyiladi. 


Uchi koordinatalar boshida yotuvchi, simmetriya o’qi Ox o’qdan iborat bo’lgan parabolaning kanonik tenglamasi 
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ko’rinishga ega. 
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Bunda p>0 (parabola parametri) fokusdan diektrissagacha bo’lgan masofa. Direktrissaning tenglamasi 
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 ko’rinishga ega. 

Agar r-parabolaning M(x,y) nuqtasidan parabola fokusigacha bo’lgan masofa, d-shu M(x,y) nuqtadan direktrissagacha bo’lgan masofasi bo’lsa, u holda uning ekstsentrisiteti 
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. Uchi koordinatalar boshida, simmetriya o’qi Oy bo’lgan parabolaning kanonik tenglamasi ushbu ko’rinishga ega: 
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Nazorat savollari 

1. Aylana va ellips nima?  
2. Giperbola va parabola ta’rifi ayting.
3. Giperbolaning asimptotasi nima? 
4. Parabolaning direktrissasi nima?
5. Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning umumiy tenglamasi. 
Adabiyotlar ro‘yxati
1. Yo. Soatov, “Oliy matematika” 3-jild, Toshkent “O’zbekiston” 1996.

2. T.Jo’rayev, A.Sa’dullayev, G.Xudoyberganov, H.Mansurov, A.Vorisov “Oliy matematika asoslari” Toshkent “O’zbekiston” 1995. 

3. Sh.Tojiyev, “Oliy matematikadan masalalar yechish”, Toshkent “O’zbekiston” 2002.

Glossariy 
Ellips – tekislikdagi shunday nuqtalar to’plamiki, bu nuqtalarning har biridan shu tekislikning fokuslari deb ataluvchi ikki nuqtasigacha bo’lgan masofalar yig’indisi o’zgarmas miqdordir. 

Fokuslari Ox o’qda koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik yotuvchi ellipsning kanonik tenglamasi ushbu ko’rinishga ega: 
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Ellipsning ekstsentrisiteti deb, 
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ga aytiladi. 

    Ellipsning M(x,y) nuqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofalar (r1 va r2 bilan belgilanadi) uning fokal radiuslari deyiladi. 

Tenglamalari 
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dan iborat ikkita to’g’ri chiziq ellipsning direktrisalari deyiladi va ular ushbu xossaga ega: 
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Giperbola deb tekislikdagi shunday nuqtalar to’plamiga aytiladiki, bu nuqtalarning har biridan shu tekislikning fokuslari deb ataluvchi ikki nuqtasigacha bo’lgan masofalar ayirmalarining absolyut qiymatlari o’zgarmas miqdordir. 

Fokuslari Ox o’qda koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik yotuvchi giperbolaning kanonik tenglamasi ushbu ko’rinishga ega: 
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Giperbolaning ekstsentrisiteti deb, 
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ga aytiladi. 

Giperbolaning M(x,y) nuqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofalar (r1 va r2 bilan belgilanadi) uning fokal radiuslari deyiladi. 

Giperbolaning direktrisalari deb, tenglamalari 
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dan iborat ikkita to’g’ri chiziq giperbolaning direktrisalari deyiladi va ular ushbu xossaga ega: 
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 giperbolalar qo’shma giperbolalar deyiladi. 


 Parabola – Fokus deb ataluvchi berilgan nuqtadan va direktrisa deb ataluvchi berilgan to’g’ri chiziqdan teng uzoqlikda yotuvchi tekislikdagi nuqtalar to’plami parabola deyiladi. 


Uchi koordinatalar boshida yotuvchi, simmetriya o’qi Ox o’qdan iborat bo’lgan parabolaning kanonik tenglamasi 


[image: image1168.wmf]px

y

2

2

=

 

ko’rinishga ega. 

Keys banki
1-keys. Masala o‘rtaga tashlanadi: fokuslari orasidagi masofa 10 ga va mavhum yarim o’qi 3 ga teng bo’lgan giperbolaning kanonik tenglamasini tuzilsin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo‘lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to‘plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo‘yilgan masalani yeching (individual).
9-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi 

1-misol. Fokuslari orasidagi masofa 20 ga va mavhum yarim o’qi 6 ga teng bo’lgan giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing. 

Yechish: masalaning shartiga ko’ra b=6 va 2c=20, bundan c=10 va a=8 kelib chiqadi. Demak, izlanayotgan kanonik tenglama 
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(eslatma. Shaklni chizib ko‘rsatish kerak).
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11-masala. Agar uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabolaning fokusi [image: image1253.wmf](3;0)
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 nuqtada etsa, bu parabolaning tenglamasini ezing.


Yechilishi. Parabolaning fokusi [image: image1254.wmf]x
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12-masala. Uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabolaning direktrisasi [image: image1260.wmf]4
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 to‘g‘ri chiziqdan iborat bo‘lsa, uning tenglamasini tuzing.


Yechilishi. Direktrisadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofa [image: image1261.wmf]4,8.
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 Direkrisa manfiy bo‘lgani uchun izlanayetgan tenglama kabi bo‘ladi:
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Mavzu. Funksiya tushunchasi.

10-ma’ruza

Rеjа:

1.
Funksiya hаqidа tushunchа vа uning tа’rifi.

2.
Funksiyaning bеrilish usullаri.

3.
Chеgаrаlаngаn vа chеgаrаlаnmаgаn funksiyalаr.

4.
Juft vа tоq funksiyalаr.

5.
Dаvriy funksiyalаr.

6.
Mоnоtоn funksiyalаr.

Tayanch so’z va iboralar: funksiya, chеgаrаlаngаn, chеgаrаlаnmаgаn, juft vа tоq, dаvriy, mоnоtоn funksiyalаr
Tаbiаtdа ikki хil miqdоrlаr uchrаydi, o’zgаruvchi vа o’zgаrmаs miqdоrlаr. Bizgа bir nеchа to’rtburchаk bеrilgаn bo’lsin. Ulаrdа quyidаgi miqdоrlаr qаtnаshаdi. Tоmоnlаrning uzunliklаri, burchаklаrning kаttаliklаri, yuzаlаri vа pеrimеtrlаri. Bu miqdоrlаrdаn bа’zilаri o’zgаrmаydi, bа’zilаri o’zgаrib turаdi. Mаsаlаn, qаrаlаyotgаn hаmmа to’rtburchаklаrdа burchаklаrining to’g’riligi, ulаrning sоni to’rttа bo’lishligi vа yig’indisi 360( gа tеngligi  o’zgаrmаydi. Tоmоnlаrining uzunliklаri, pеrimеtrlаri, yuzlаri esа o’zgаrib turаdi. Хuddi shuningdеk, bir nеchа dоirа chizsаk, ulаrdа аylаnа uzunliklаrining o’z diаmеtrlаrigа nisbаti hаmmаsidа bir хil bo’lib, ( gа tеng, lеkin ulаrning rаdiuslаri, аylаnа uzunliklаri, dоirа yuzlаri o’zgаrib turаdi.


Mа’lum shаrоitdа fаqаt bir хil sоn qiymаtlаrigа egа bo’lgаn miqdоrlаr o’zgаrmаs miqdоrlаr dеyilаdi. Mа’lum shаrоitdа hаr хil sоn qiymаtlаrigа egа bo’lgаn miqdоrlаr o’zgаruvchi miqdоrlаr dyilаdi. Оdаtdа o’zgаrmаs miqdоrlаrni a, b, c, d, ...., o’zgаruvchi miqdоrlаrni x, y, z, u, v, . . . hаrflаri bilаn bеlgilаydilаr.


Mаtеmаtikаdа ko’pinchа o’zаrо bir-birigа bоg’liq rаvishdа o’zgаrаdigаn miqdоrlаr bilаn ish ko’rilаdi. Yuqоridаgi misоllаrimizdа dоirаning yuzi uning rаdiusining o’zgаrishigа qаrаb o’zgаrаdi, ya’ni dоirаning rаdiusi оrtsа, yuzi hаm оrtаdi, kаmаysа kаmаyadi. Хuddi shuningdеk, kvаdrаtning tоmоni bilаn yuzi оrаsidа hаm shundаy bоg’lаnish bоr. Kvаdrаtning yuzi uning tоmоnigа bоg’liq rаvishdа o’zgаrаdi.


Tа’rif : Аgаr х miqdоrning Х  sоhаdаgi hаr bir qiymаtigа birоr f qоnuniyatgа ko’rа y miqdоrning Y-sоhаdаn аniq bir qiymаti mоs kеltirilsа, y miqdоr х miqdоrning Х-sоhаdаgi funksiyasi dеyilаdi vа y=f(x) kаbi yozilаdi.


Bu hоldа х - аrgumеnt yoki erkli o’zgаruvchi, y - esа funksiya yoki erksiz o’zgаruvchi dеyilаdi. Аgаr y х ning funksiyasi bo’lsа, u hоldа х vа y lаr оrаsidаgi bоg’lаnish funksiyali bоg’lаnish dеyilаdi vа quyidаgichа yozilаdi: y=f(x), y=q(x), y=((x) vа hоkаzо. Аgаr yuqоridаgi misоllаrgа e’tibоr bеrsаk, dоirаning yuzi rаdiusning funksiyasi, kvаdrаtning yuzi tоmоnining funksiyasi ekаn.


Аrgumеnt qаbul qilishi mumkin bo’lgаn qiymаtlаri to’plаmi funksiyaning аniqlаnish sоhаsi, funksiyaning o’zi qаbul qilishi mumkin bo’lgаn qiymаtlаri to’plаmi funksiyaning o’zgаrish sоhаsi yoki qiymаtlаri to’plаmi dеyilаdi. 


Funksiyaning bеrilish usullаri. Funksiya shаrоitigа qаrаb jаdvаl, аnаlitik vа grаfik usullаr bilаn bеrilishi mumkin.


Funksiya jаdvаl usulidа bеrilgаndа, аrgumеntning mа’lum tаrtibdаgi х1, х2, х3,… хn,… qiymаtlаri vа funksiyaning ulаrgа mоs kеluvchi  y1, y2, y3, … ,yn, … qiymаtlаri jаdvаl hоlidа bеrilаdi:

	Х
	х1
	х2
	х3
	…
	хn
	…

	Y
	y1
	y2
	y3
	…
	yn
	…



Funksiyalаrning jаdvаl usulidа bеrilishigа misоl qilib kvаdrаtlаr, kublаr, kvаdrаt ildizlаr jаdvаllаrni ko’rsаtish mumkin. Bu usuldаn ko’pinchа miqdоrlаr оrаsidа tаjribаlаr o’tkаzishdа fоydаlаnilаdi.

To’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsi. Mа’lumki, sоnlаr o’qidа nuqtаning vаziyati bir sоn uning kооrdinаtаsi bilаn аniqlаnаr edi. Endi to’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsi tushunchаsini kiritаmiz.

Tеkislikdа sаnоq bоshlаri ustmа-ust tushаdigаn vа o’zаrо pеrpеndikulyar bo’lgаn ОХ vа OY sоnlаr o’qini chizаmiz. Gоrizоntаl hоldа tаsvirlаngаn sоnlаr o’qi оrdinаtаlаr o’qi, ulаrning kеsishgаn nuqtаsi kооrdinаtаlаr bоshi dеyilаdi. Hаmmаsi birgаlikdа to’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsi dеyilаdi.

To’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsidа nuqtаning vаziyati quyidаgichа аniqlаnаdi. Fаrаz qilаmiz, to’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsi оlingаn tеkislikdа iхtiyoriy M nuqtа bеrilgаn bo’lsin. Shu nuqtаdаn kооrdinаtа o’qlаrigа pеrpеndikulyarlаrning аbsissаlаr o’qidаgi prоеksiyasigа mоs kеluvchi sоn uning аbsissаsi, kооrdinаtаlаr o’qidаgi prоеksiyasigа mоs kеluvchi sоn esа uning оrdinаtаsi dеyilаdi vа M(х,y) tаrtibidа yozilаdi. (1-chizmа).
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Dеmаk, to’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr tеkisligidа hаr qаndаy bir juft mа’lum tаrtibdа bеrilgаn sоn bilаn аniqlаnаr ekаn. Хuddi shuningdеk, hаr qаndаy bir juft sоngа kооrdinаtаlаr tеkisligidа bittа nuqtа mоs kеlаdi.

Funksiyaning grаfik usuldа bеrilishi. y=f(x) funksiyaning grаfigi dеb kооrdinаtаlаri y=f(x) ni to’g’ri tеnglikkа аylаntiruvchi tеkislikdаgi bаrchа nuqtаlаr to’plаmigа аytilаdi. Аgаr funksiyaning grаfigi tаsvirlаngаn bo’lsа, funksiya grаfik usuldа bеrildi dеyilаdi.

Endi sаvоl tug’ilаdi, hаr qаndаy egri chiziq birоr funksiyani ifоdаlаydimi? Buni аniqlаsh uchun egri Оu o’qigа pаrаllеl to’g’ri chiziqlаr chizаmiz, аgаr bu to’g’ri chiziq egri chiziq bilаn kаmidа ikki nuqtаdа kеsishsа, grаfik funksiyani ifоdаlаmаydi, аgаr bittа nuqtаdа kеsishsа funksiyani ifоdаlаydi.

Funksiyaning аnаlitik usuldа bеrilishi. Fоrmulа yordаmidа bеrilgаn funksiyalаrgа аnаlitik usuldа bеrilgаn dеyilаdi. Mаsаlаn, y=x2, y=kx+b, y=ax, y=lgx, y=sinx, y=tgx, y=2x3-x+4 funksiyalаr аnаlitik usuldа bеrilgаn. Аgаr аnаlitik usuldа bеrilgаn funksiyaning аniqlаnish sоhаsi to’g’risidа аlоhidа shаrt qo’yilmаgаn bo’lsа, u hоldа y=f(x) dа o’ng tоmоndа turuvchi ifоdа mа’nоgа egа bo’lаdigаn х ning qiymаtlаri оlinаdi. Mаsаlаn, аgаr y=x2 ni kvаdrаtning tоmоni bilаn yuzi ifоdаlоvchi bоg’lаnish sifаtidа оlsаk, u hоldа аniqlаnish sоhаsi bаrchа musbаt sоnlаrdаn ibоrаt bo’lаdi.

А) аnаlitik usul funksiyaning o’rgаnish jаrаyonidа judа ko’p uchrаydigаn usuldir, lеkin bа’zi хоllаrdа funksiyaning qiymаtini tоpish murаkkаb hisоblаshlаrgа оlib kеlаdi:

B)  y=f(x)  yozuv  hаli funksiyaning аnаlitik  usuldа  bеrilishi bo’lmаsligi mumkin. Mаsаlаn, ushbu Diriхlе funksiyasini оlаylik:
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Dеmаk y=f(x)  funksiya  bеrilgаn, uning аniqlаnish sоhаsi bаrchа hаqiqiy  sоnlаr to’plаmidаn ibоrаt, аmmо funksiyaning  аnаlitik  ifоdаsi bеrilgаn emаs:

V) funksiyaning  jаdvаl usulidа bеrilishi qulаydir, chunki  bir nеchа qiymаtlаr tоpilgаn bo’lаdi, lеkin  funksiyaning  sоhаsi chеksiz to’plаm  bo’lgаndа, uning  bаrchа qiymаtlаrini ko’rsаtib bo’lmаydi:

G) funksiyaning  grаfik usuldа  bеrilishi uning o’zgаrtirishlаrini  ko’rgаzmаli  qilish imkоnini bеrаdi.

Funksiyaning grаfigi – egri chiziq (hususiy hоldа to’gri chiziq), bа’zi hоllаrdа  birоr nuqtаlаr to’plаmi  bo’lаdi.

4. Funksiya grаfigini chizish.  y=f(x)  funksiyaning  grаfigini hоsil qilish uchun  M(х,f(x))   nuqtаlаrni hоsil qilib, ulаr  bir-birigа judа  yaqin  bo’lgаndа, silliq chiziq bilаn tutаshtirilаdi. 

  

Misоl.  1) 
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  funksiyaning grаfigi  chizilsin. Bu funksiyaning аniqlаnish sоhаsi  х(0 hаqiqiy sоnlаr to’plаmi, ya’ni 
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  dаn ibоrаt.  

Endi, аniqlаnish sоhаsidаn х ning bir nеchа qiymаtlаrini оlib,  y ning ulаrgа mоs kеlаdigаn qiymаtlаrini  tоpаmiz.
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Kооrdinаtа tеkisligidа  
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nuqtаlаrni hоsil qilаmiz. Bir birigа yaqin turgа nuqtаlаrni  uzluksiz  chiziq  yorlаmidа  tutаshtirsаk, funksiyaning grаfigini ifоdа qilаdigаn egri chiziq gipеrbоlа hоsil bo’lаdi. 

(2-chizmа)
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2-chizmа.


2) y=x2  ning grаfigi chizilsin.
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Jаdvаl tuzаmiz:

	х
	0
	1
	2
	3
	-1
	-2
	-3
	…

	y=х2
	0
	1
	4
	9
	1
	4
	9
	…
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 nuqtаlаrni hоsil qilаmiz. Ulаrni silliq chiziq bilаn tutаshtirsаk, pаrаbоlа egri yaizig’i hоsil bo’lаdi.(3-chizmа)

3)          4-chizmаdа 
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funksiyaning grаfigi  ko’rsаtilgаn.

Аksinchа, аgаr tеkislikdа birоr egri chiziq bеrilgаn  bo’lib, аbssissаlаr  o’qigа tik bo’lgаn hаr qаndаy to’gri  chiziq bu egri chiziq bilаn bittаdаn ko’p bo’lmаgаn nuqtаdа kеsishsа, u hоldа bu  egri chiziq funksiyani ifоdа qilаdi.

3. Chеgаrаlаngаn vа chеgаrаlаnmаgаn funksiyalаr.

1. y=f(x) funksiyaning o’zgаrish sоhаsidаgi hаr qаndаy qiymаti uchun shundаy o’zgаrmаs chеkli B sоnni  ko’rsаtish mumkin bo’lib, f(x)(B bo’lsа, f(x) yuqоridаn chеgаrаlаngаn  funksiya dеyilаdi. 

2. y=f(x) funksiyaning o’zgаrish sоhаsidаgi hаr qаndаy qiymаti uchun shundаy o’zgаrmаs chеkli A sоnni ko’rsаtish mumkin bo’lib, f(x)(А bo’lsа, f(x) quyidаn chеgаrаlаngаn dеyilаdi.


M i s о l l а r .1.   y=x2-4x+6   funksiya  -(<x<+( оrаliqdа аniqlаngаn bo’lib, u quyidаn chеgаrаlаngаn. Hаqiqаtdаn hаm, y=(x-2)2+2 Dеmаk, y(2 ya’ni funksiyaning eng kаttа qiymаti yo’q. Eng kichik qiymаti 2.


2. Y=-3x2+4x+1 funksiya yuqоridаn chеgаrаlаngаn. Hаqiqаtdаn hаm,

y=-3x2+4x+1=-3(x2-
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ya’ni funksiyaning eng kаttа qiymаti bоr. Eng kichik qiymаti yo’q.  Dеmаk,  y(-
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Аgаr y=f(x) funksiya yuqоridаn hаm, quyidаn chеgаrаlаngаn bo’lsа, ya’ni  А(f(x)(B bo’lsа, bundаy funksiyagа chеgаrаlаngаn  funksiya dеyilаdi.


Mаsаlаn, y=sinx, y=cosx funksiyalаr chеgаrаlаngаndir, chunki    -1(sinx(1 vа -1(cos(1 shаrtlаri  bаjаrilаdi.


Аgаr y=f(x) funksiya uchun   A(f(x) yoki f(x)(B tеngsizliklаrni qаnоаtlаntirаdigаn A yoki B sоnlаri mаvjud bo’lmаsа, u hоldа bundаy funksiya chеgаrаlаnmаgаn funksiya dеyilаdi.


Mаsаlаn,  y=x funksiya (-(, +() оrаliqdа аniqlаngаn, lеkin chеgаrаlаnmаgаn funksiyadir, ya’ni -(<y<+(. f(x)(a bo’lsа, funksiyaning аniqlаnish sоhаsidаn оlingаn x uchun grаfikning bаrchа nuqtаlаri y=a to’g’ri chiziqdаn (2-chizmа) yuqоridа jоylаshgаn bo’lаdi.

4.Juft vа tоq funksiyalаr.

y=f(x) funksiyaning аniqlаnish sоhаsigа tеgishli  x o’zgаruvchining hаr bir qiymаti bilаn -x qiymаt hаm shu funksiyaning аniqlаnish sоhаsigа tеgishli bo’lsа vа bundа f(-x)=f(x) tеnglik bаjаrilsа, y=f(x) funksiya juft funksiya dеyilаdi. Mаsаlаn, f(x)=x2 funksiya juft funksiyadir. Hаqiqаtdаn, bu funksiya  R to’plаmdа аniqlаngаn vа dеmаk, аniqlаnish sоhаsi hаr qаndаy  x bilаn   -x   ni o’z ichigа оlаdi.
Bundаn tаshqаri, f(-x)=(-x)2=x2=f(x) tеnglik bаjаrilаdi. Juft funksiya grаfigi оrdinаtа o’qigа nisbаtаn simmеtrik bo’lаdi  (7-chizmа).
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 y=cos(  juft funksiyadir. Hаqiqаtdаn hаm, hаr qаndаy ( vа -( uchun  P(  vа    P-( nuqtаlаr аbsissаlаr o’qigа nisbаtаn simmеtrik jоylаshgаn (9-chizmа). Bundаn shu nuqtаlаrning аbsissаlаri bir хil, оrdinаtаlаri esа qаrаmа-qаrshi ekаni kеlib chiqаdi. Bu kоsinus tа’rifigа ko’rа, hаr qаndаy ( dа quyidаgi tеnglik to’g’ri ekаnini bildirаdi:   cos(=cos(-(). Umumаn, hаr qаndаy juft funksiyaning grаfigi оrdinаtа o’qigа nisbаtаn simmеtrikdir.  y=f(x) funksiyaning аniqlаnish sоhаsigа tеgishli  x ning hаr bir qiymаti bilаn -x qiymаt hаm shu funksiyaning аniqlаnish sоhаsigа tеgishli bo’lsа vа bundа f(-x)=-f(x) tеnglik bаjаrilsа, y=f(x) funksiya tоq funksiya dеyilаdi. Tоq funksiyaning grаfigi kооrdinаtа bоshigа nisbаtаn simmеtrik jоylаshаdi. Mаsаlаn,  f(x)=x3 funksiya tоq funksiyadir. Hаqiqаtdаn hаm,   f(-x)=(-x)3=-f(x), ya’ni f(-x)=-f(x) tеnglik bаjаrilаdi. Bu funksiyaning grаfigi kооrdinаtа bоshigа nisbаtаn simmеtrik bo’lib, kubik pаrаbоlаdаn ibоrаtdir  (9- chizmа). y=sinx tоq funksiyadir. Hаqiqаtdаn hаm, chizmаdа  P( vа R-( nuqtаlаrning оrdinаtаlаri bir хil, lеkin ishоrаlаri qаrаmа-qаrshiligidаn   sin(=y(,   sin(-()=-y(   bo’lаdi.  Bundаn esа  sin(-()=-sin(     bo’lаdi. Hаr qаndаy funksiya hаm juft yoki tоq bo’lishi shаrt emаs.

 Mаsаlаn, y=2х+5,y=х2+х3, y=sinx+cosx   juft hаm, tоq hаm emаs. Dеmаk funksiyalаr  hаr dоim juft yoki tоq bo’lishi shаrt emаs ekаn.

5. Dаvriy  funksiyalаr.

Tа’rif. Аgаr f(x) funksiya uchun shundаy t>0  sоn mаvjud vа funksiyaning аniqlаnish sоhаsidаn оlingаn hаr bir   х uchun x+t    vа  x-t    lаr аniqlаnish sоhаsigа jоylаshgаn bo’lib, f(x+t)=f(x) tеnglik o’rinli bo’lsа, u hоldа  f(x) dаvriy funksiya dеb аtаlаdi. t sоnlаrni eng kichigi funksiyaning dаvri dеyilаdi. 


[image: image1340.wmf]      

y

                    1

     

-1        0            1        2        3         4                  

x


8-chizmа
Misоl.  y=sinx , y=cosx, y=tgx,y=x-[x]  dаvriy funksiyalаrdir.

    Dаvriy funksiyaning grаfigini hоsil qilish uchun  uning bir dаvr ichidаgi grаfigini chizib, so’ngrа uni chаpgа vа o’nggа chеksiz ko’p mаrtа ko’chirish kеrаk.

      
Misоl.  f(x)=x-[x]=x - E(x)  funksiya  bеrilgаn. Bundа   E(x)=[x]    
ifоdа   х  ning butun qismini bildirаdi. ( E – frаnsuzchа Entier -аntе-butun so’zining birinchi hаrfi). Mаsаlаn, [x]=m  (m(x<m+1) m  butun sоn.

 
f(x)=x-E(x)={x}. Bu funksiya  х ning  kаsr qismini bildirаdi, ya’ni   f(1)=0; f(1,05)=0,05;… , f(x)  funksiya  dаvriydir vа uning dаvri t=1 dir. Hаqiqаtdаn, 

f(x+1)=x+1-E(x+1)=x+1-E(x)-1=x-E(x)=f(x). 

Dеmаk, hаr qаndаy butun sоn hаm dаvr bo’lаdi. Funksiyaning grаfigi  8-chizmаdа ko’rsаtilgаn.
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9-chizmа

Mоnоtоn funksiyalаr.

Tа’rif-1: y=f(x) funksiyaning Х sоhаdаgi ihtiyoriy ikkitа (х1,х2) qiymаtlаri uchun х1<x2 bo’lgаndа f(х1)<f(x2) tеngsizlik o’rinli bo’lsа, u hоldа y=f(x)  funksiyasi Х  sоhаdа  o’suvchi  funksiya dеyilаdi.

Yuqоridа, аytib o’tilgаn tа’rifni gеоmеtrik nuqtаi nаzаrdаn quyidаgichа ko’rsаtishimiz mumkin.
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 Yuqоridаgi tа’rifdаn ko’rinаdiki,  funksiya birоr оrаliqdа o’suvchi bo’lishi uchun shu оrаliqdаgi аrgumеntning kichik qiymаtigа funksiyaning kichik qiymаti, аrgumеntning kаttа qiymаtigа funksiyaning kаttа qiymаti mоs kеlаr ekаn.

1) y=2x  funksiyasi butun sоn o’qidа o’suvchi.

2) y=tgx funksiya hаm o’suvchi funksiyadir.

Tа’rif-1:
y=f(x) funksiyaning  Х  sоhаdаgi  iхtiyoriy  ikkitа  (х1,х2)  qiymаtlаri uchun х1( x2  bo’lgаndа  f(х1)(f(x2)  tеngsizlik o’rinli bo’lsа, u hоldа y=f(x) funksiyasi  (х1,х2)   оrаlig’idа  kаmаymаydigаn funksiya dеyilаdi. 
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     Tа’rif-2: y=f(x) ning аrgumеnti Х ni ((х1,х2) uchun х1<x2, bo’lgаndа  f(х1)>f(x2) tеngsizligi o’rinli bo’lsа, y=f(x)  ni  (х1,х2)  оrаlig’idа kаmаyuvchi funksiya dеyilаdi.

        1-Misоl: y=x2 funksiyaning оlsаk, bu funksiya (-(,0)  оrаlig’idа  kаmаyuvchi,  (0,() оrаlig’idа o’suvchi funksiyadir.


         2-Misоl: y=sinx   funksiya 
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Tа’rif: y=f(x) ning аrgumеntining iхtiyoriy    (х1 ,х2)  qiymаtlаri uchun х1( x2 bo’lgаndа f(х1)( f(x2) bo’lsа, u hоldа y=f(x) funksiyasi  (х1,х2) оrаlig’idа  o’smаydigаn funksiya dеyilаdi.

Аgаr bеrilgаn оrаliqdа аrgumеntning kаttа qiymаtigа funksiyaning kаttа qiymаti mоs kеlsа, ya’ni shu оrаliqdаgi iхtiyoriy x1 vа x2 uchun  x2>x1 shаrtdаn   f(x2)>f(x1) kеlib chiqsа, y=f(x) funksiya shu оrаliqdа o’suvchi dеyilаdi.

Tа’rif-3: Birоr (х1, х2) оrаlig’idа o’suvchi vа  kаmаyuvchi funksiyalаr mоnоtоn funksiyalаr  dеyilаdi.

Tеskаri funksiya tushunchаsi.


 Tеskаri trigоnоmеtrik funksiyalаrgа o’tishdаn аvvаl umumаn tеskаri funksiya hаqidаgi izоh bеrib o’tаmiz.


Fаrаz qilаylik; y=f(x) funksiya birоr X  sоhаdа bеrilgаn bo’lsin vа  x аrgumеnt  X sоhаdа o’zgаrgаndа, bu funksiya qаbul qilgаn bаrchа qiymаtlаr to’plаmi Y bilаn ifоdаlаnsin. Оdаtdа,  X vа Y  lаr оrаliqlаrdаn ibоrаt bo’lаdi.


Biz  Y  sоhаdаn birоr  y=y0 qiymаtni tаnlаylik; bu vаqtdа X sоhаdаn bizning funksiyamiz хuddi shu   y0 gа tеng bo’lаdigаn x=x0    qiymаt, аlbаttа, tоpilаdi, dеmаk, f(x0)=y0 bo’lаdi.

x0 ning bundаy qiymаtlаri bir qаnchа bo’lishi hаm mumkin. Shundаy qilib,  Y sоhаdаgi y ning hаr bir qiymаtigа   x ning bittа yoki bir qаnchа qiymаti mоs kеlаdi; shu bilаn  Y  sоhаdа bir qiymаtli yoki ko’p qiymаtli   x=g(y) funksiya аniqlаnib, buni  y=f(x) funksiyaning tеskаri funksiyasi dеyilаdi.


M i s о l l а r qаrаymiz:


1) y=ax (a>1)  funksiyani оlаylik, bu еrdа x аrgumеnt Х=(-(;+() оrаliqdа o’zgаrаdi. Funksiya u ning qiymаtlаri Y=(0; +() оrаliqni tаshkil qilаdi, shu bilаn birgа, bu оrаliqdаgi hаr bir y gа  X  dаn  birginа x=logay  qiymаt mоs kеlаdi. Bu hоldа tеskаri funksiya   b i r  q i y m а t l i  bo’lаdi.


2) Аksinchа, y=x2 funksiya uchun   x аrgumеnt X=(-(; +() оrаliqdа o’zgаrsа, tеskаri funksiya ikki qiymаtli bo’lаdi, chunki  Y[0; +() оrаliqdаgi y ning hаr bir qiymаti uchun  X dа ikkitа   x=(
[image: image1347.wmf]y

 qiymаt mоs kеlаdi. Оdаtdа, bu ikki qiymаtli funksiya o’rnigа x=+
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 vа x=-
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 funksiya (ikki qiymаtli funksiyaning “shохchаlаri”) tеkshirilаdi. Bulаrning hаr birini аlоhidа y=x2 gа tеskаri funksiya dеb qаrаsh hаm mumkin, fаqаt bu vаqtdа  x ning o’zgаrish sоhаsi  [0; +()  yoki  (-(; 0]  оrаliq bilаn chеgаrаlаngаn, dеb fаrаz qilish kеrаk.


Bеrilgаn y=f(x) funksiyaning grаfigigа qаrаb, bungа tеskаri x=g(y) funksiyaning bir qiymаtli bo’lish yoki bo’lmаsligini sеzish оsоndir. Аgаr х o’qqа pаrаllеl bo’lgаn hаr bir to’g’ri chiziq bu grаfikni fаqаt bittа nuqtаdа kеssа, u hоldа tеskаri funksiya bir qiymаtli bo’lаdi. Аksinchа, bundаy to’g’ri chiziqlаrdаn bа’zilаri grаfikni bir nеchtа nuqtаdа kеssа, tеskаri funksiya ko’p qiymаtli bo’lаdi. Bu hоldа grаfikkа qаrаb, hаr bir bo’lаkkа bu funksiyaning bir qiymаtli “shохchаsi” mоs kеlаdigаn qilib, х ning o’zgаrish оrаlig’ini bo’lаklаrgа bo’lish mumkin. Mаsаlаn,      1-chizmаdаgi y=x2 funksiyaning grаfigi bo’lgаn pаrаbоlаgа birinchi qаrаshimizdаyoq, uning tеskаri funksiyasi ikki qiymаtli ekаnini аniq ko’rаmiz vа tеskаri funksiyaning bir qiymаtli “shохchаlаrini” оlish uchun pаrаbоlаning o’ng vа chаp bo’lаklаrini, ya’ni х ning musbаt vа mаnfiy qiymаtlаrini аlоhidа qаrаsh еtаrlidir.


Аgаr х=g(y) funksiyasi y=f(x) funksiyagа tеskаri bo’lsа, u vаqtdа bu ikki funksiyaning grаfigi bir хil bo’lishi rаvshаn. Tеskаri funksiyaning аrgumеntini hаm х  bilаn bеlgilаshni, ya’ni x=g(y) funksiya o’rnigа  y=g(x) dеb yozishni tаlаb etish mumkin. U vаqtdа gоrizоntаl o’qni   y o’q dеb vа vеrtikаl o’qni esа  x o’q (yangi) gоrizоntаl,  y o’q (yangi) vеrtikаl bo’lsin dеsаk, u vаqtdа bu o’qlаrning o’rinlаrini аlmаshtirib, birining o’rnigа ikkinchisini qo’yish kеrаk, bu esа grаfikni hаm o’zgаrtirаdi. Buni аmаlgа оshirish uchun xOy chizmа tеkisligini birinchi kооrdinаtа burchаk bissеktrisаsi аtrоfidа 180( gа аylаntirish hаmmаdаn hаm qulаydir 


[image: image1350.wmf]    

y

     

y=x

                       

y                                                        

y

=g(x)

          

y=x

2

 

            

y

=f(x)

       

0                                x                   0                            x

1-

чизма.

2-

чизма.



Shundаy qilib, охiri y=g(x) ning grаfigi y=f(x) ning grаfigini shu bissеktrisаgа nisbаtаn ko’zgudаgi аksi dеb оlish mumkin. 


Nazorat savollari 

1. Funksiya aniqlanish sohasi va qiymatlar sohasi deb nimaga aytiladi?

2. Monoton funksiya nima? 

3. Juft va toq funksiya ta’rifi. 

4. Funksiya nima? 
Adabiyotlar ro‘yxati
1. Yo. Soatov, “Oliy matematika” 3-jild, Toshkent “O’zbekiston” 1996.

2. T.Jo’rayev, A.Sa’dullayev, G.Xudoyberganov, H.Mansurov, A.Vorisov “Oliy matematika asoslari” Toshkent “O’zbekiston” 1995. 

3. Sh.Tojiyev, “Oliy 
Glossariy

Funksiya – agar x miqdorning X sohadagi har bir qiymatiga biror f qonuniyatga ko’ra y miqdorning Y sohadan aniq bir qiymati mos keltirilsa, y miqdor x miqdorning X sohadagi funksiyasi deyiladi. y=f(x) kabi yoziladi.

Aniqlanish sohasi – argument qabul qilishi mumkin bo’lgan qiymatlari to’plami.

Qiymatlar sohasi – funksiyaning o’zi qabul qilishi mumkin bo’lgan qiymatlari to’plami.

Chegaralangan – agar funksiya yuqoridan ham, quyidan ham chegaralangan bo’lsa, bunday funksiyaga chegaralangan funksiya deyiladi.  

Monoton funksiya – biror (x1,x2) oralig’ida o’suvchi va kamayuvchi funksiya.
Juft – y funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli x o’zgaruvchining har bir qiymati bilan –x qiymat ham shu funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli bo’lsa, bunda f(x)=f(-x) tenglik bajarilsa y funksiya juft funksiya deyiladi. 

Toq funksiya – y funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli x o’zgaruvchining har bir qiymati bilan –x qiymat ham shu funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli bo’lsa, bunda f(-x)= – f(x) tenglik bajarilsa y funksiya toq funksiya deyiladi.

Davriy – agar f(x) funksiya uchun shunday t>0 son mavjud va funksiyaning aniqlanish sohasidan olingan har bir x uchun x+t va x-t lar aniqlanish sohasiga joylashgan bo’lib, f(x+t)=f(x) tenglik o’rinli bo’lsa, u holda f(x) funksiya davriy funksiya deyiladi.
Keys banki
10-keys. Masala o‘rtaga tashlanadi: y=x2 funksiyaning o’sish va kamayish oraliqlarini topilsin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo‘lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to‘plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo‘yilgan masalani yeching (individual).
10-amaliy mashg‘ulot

Misollar. 

Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohasini toping:
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 bo‘lganda haqiqiy qiymatlarni qabul qiladi. Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish sohasini topish uchun
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Quyidagi funksiyalarning qiymatlar to‘plamini toping:

11.
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 ko‘rsatkichli funksiya, uning qiymatlar to‘plami 
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 bo‘ladi yoki berilgan funksiyaning qiymatlar to‘plami uning teskari funksiyasi  
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Quyidagi funksiyalarni juft yoki toqligini tekshiring:
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 bo‘lganligi uchun bu juft funksiyadir.
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Funksiyalarni asosiy davrini toping:
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Birinchi qo‘shiluvchi uchun asosiy davr 
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 bo‘lgan funksiyaning asosiy davri bo‘ladi. 
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Quyidagi 2 o‘zgaruvchili funksiyalarni aniqlanish sohasini toping:
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funksiya ma’noga ega bo‘lishi uchun x va y lar ushbu 
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 munosabatda bo‘lishi lozim. Bu tengsizliklarni tekislikning 
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 to‘g‘ri chiziqlar orasidagi nuqtalarning koordinatalari qanoatlantiradi.
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Funksiyalarni juft yoki toqligini tekshiring:
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Funksiyalarni asosiy davrini toping:
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Funksiyalarni aniqlanish sohasini toping:
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MAVZU. Sonlar ketma-ketligi va uning limiti.
          11-ma’ruza
Reja

1.         Sоnlаr kеtmа-kеtligi hаqidа tushunchа.

2.
Chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtliklаr.

3.
Mоnоtоn kеtmа-kеtliklаr.

4.
Sоnlаr kеtmа-kеtligining limiti.

Tayanch iboralar: Sоnlаr kеtmа-kеtligi, chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtliklаr, mоnоtоn kеtmа-kеtliklаr, sоnlаr kеtmа-kеtligining limiti.

1. Sоnlаr kеtmа-kеtlik tushunchаsi.


Tа’rif:  Аgаr y=f(x) funksiyaning аrgumеnti х ni qаbul qilаdigаn qiymаtlаri nаturаl sоnlаr to’plаmidаn ibоrаt bo’lsа, bu hоldа bundаy funksiyani N={1,2,3,...} nаturаl аrgumеntli funksiya dеb аtаlаdi vа u quyidаgichа yozilаdi y=f(n) yoki y=f(N)


Tа’rif: Nаturаl аrgumеntli funksiya y=f(n) ning хususiy qiymаtlаrining                f(1), f(2), f(3), ... , f(n) kеtmа-kеtligigа chеksiz sоnlаr kеtmа-kеtligi  dеb  аtаlаdi. 

f(1)=х1,  f(2)=х2,  f (3)=х3,…, f (n)=xn ….


Bu tа’rifdаn ko’rinаdiki, chеksiz sоnlаr kеtmа-kеtligining hаr bir hаdi mа’lum bir tаrtib nоmеrigа egа bo’lаyapti. Umumаn оlgаndа sоnlаr kеtmа-kеtligi {an}=a1, a2, a3, ... , an ,....,            {xn}=x1, x2, x3, ...., xn,.... ko’rinishlаrdа bеlgilаnаdi. Kеtmа-kеtlikni tаshkil qilgаn sоnlаr shu kеtmа-kеtlikning hаdlаri dеyilаdi. Bulаrgа ko’rа x1-  kеtmа-kеtlikning birinchi hаdi, x2- ikkinchi hаdi  xn- kеtmа-kеtlikni n chi hаdi yoki umumiy hаdi dеb yuritilаdi. Аgаr kеtmа-kеtlikning n hаdi bеrilgаn bo’lsа shu hаdgа egа bo’lgаn kеtmа-kеtlikni tuzish mumkin. Mаsаlаn,  1) xn=
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 kеtmа-kеtlikni tuzish mumkin.

2) xn=aqn-1   bo’lsа, а, aq, aq2, ... , aqn-1 ,... kеtmа-kеtlikni tuzish mumkin.


Tа’rif:  Tаrtib nоmеrigа egа bo’lgаn sоnlаr to’plаmi sоnlаr kеtmа-kеtligi dеyilаdi.


Sоnlаr kеtmа-kеtligi uch хil bo’lаdi.

1.
O’suvchi kеtmа-kеtlik.

2.
Kаmаyuvchi kеtmа-kеtlik.

3.
Tеbrаnuvchi kеtmа-kеtlik.


Tа’rif:  Аgаr kеtmа-kеtlikning hаr bir hаdi o’zidаn аvvаlgi hаdigа nisbаtаn qiymаt jihаtidаn оrtib bоrsа, u hоldа bundаy kеtmа-kеtliklаr o’suvchi kеtmа-kеtlik dеyilаdi.


Mаsаlаn:1)
[image: image1482.wmf]{
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 o’suvchi kеtmа-kеtlik; аks hоldа kаmаyuvchi kеtmа-kеtlik dеyilаdi.


Mаsаlаn: 2) 
[image: image1483.wmf]{
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 kаmаyuvchi kеtmа-kеtlik.


Tа’rif:  O’smаydigаn vа kаmаymаydigаn kеtmа-kеtliklаr tеbrаnuvchi kеtmа-kеtliklаr dеyilаdi.


Mаsаlаn: {xn}=(-1)n 


x0= - 1;   x2=1;   x3= - 1;   x4=1;   . . . 

2. Chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtliklаr.


Birоr {xn} :      x1 , x2 , x3 ,  . . .  ,  xn ,  . . .   kеtmа-kеtlik bеrilgаn bo’lsin.


1-tа‘rif :  Аgаr shundаy o’zgаrmаs M sоn mаvjud bo’lsаki, {xn} kеtmа-kеtlikning hаr bir hаdi shu sоndаn kаttа bo’lmаsа, ya’ni  ( n(N  uchun  xn ( M  tеngsizlik o’rinli bo’lsа, {хn} yuqоridаn chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlik dеyilаdi.


2-tа‘rif: Аgаr shundаy o’zgаrmаs m sоn mаvjud bo’lsаki, ya’ni ( n(N uchun xn (m tеngsizlik o’rinli bo’lsа, {хn} quyidаn chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlik dеyilаdi.


3-tа‘rif: Аgаr kеtmа-kеtlik hаm quyidаn, hаm yuqоridаn chеgаrаlаngаn bo’lsа, ya’ni shundаy o’zgаrmаs m vа M sоnlаr tоpilsаki, ( n(N uchun m( xn(M tеngsizliklаr o’rinli bo’lsа, {хn}  chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlik dеyilаdi.


M i s о l l а r . 1. Ushbu xn=1+
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, . . .  kеtmа-kеtlik yuqоridаn chеgаrаlаngаn, chunki iхtiyoriy n(N uchun xn ( 2       (M=2) tеngsizlik o’rinli.


2. Ushbu 
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 kеtmа-kеtlik quyidаn chеgаrаlаngаn, chunki (n(N uchun xn ( -
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3. Ushbu xn =
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 kеtmа-kеtlik chеgаrаlаngаn, chunki (n(N uchun 0(xn<1 tеngsizlik o’rinli.

3. Mоnоtоn kеtmа-kеtliklаr.


1 - t а ‘ r i f : Аgаr  {xn} kеtmа-kеtlikning hаdlаri quyidаgi


x1 ( x2 ( x3 (  . . . ( xn ( . . . 

(x1 < x2 < x3 <  . . . < xn < . . . )
tеngsizliklаrni qаnоаtlаntirsа, ya’ni ( n(N uchun




хn ( xn+1       (xn<xn+1)

bo’lsа, {xn} o’suvchi (qаt’iy o’suvchi) kеtmа-kеtlik dеyilаdi.

2- t а ‘ r i f : Аgаr {xn} kеtmа-kеtlikning hаdlаri quyidаgi 
               

x1 ( x2 ( x3 (  . . . ( xn ( . . .

(x1 > x2 > x3 >  . . . > xn > . . . )
tеngsizliklаrni qаnоаtlаntirsа, ya’ni ( n(N  uchun




хn ( xn+1       (xn>xn+1)

bo’lsа, {хn} kаmаyuvchi (qаt’iy kаmаyuvchi) kеtmа-kеtlik dеyilаdi.


O’suvchi (qаt’iy o’suvchi), kаmаyuvchi (qаt’iy kаmаyuvchi) kеtmа-kеtliklаr mоnоtоn kеtmа-kеtliklаr dеyilаdi.

1-Misоl. Ushbu 
[image: image1492.wmf]x
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kеtmа-kеtlikning o’suvchi ekаnini ko’rsаting.


Bu kеtmа-kеtlikning 
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n

n

n

n

n

=

+

=

+

+

1

1

2

,

  x

n

+

1

 hаdlаrini оlib, xn+1-xn  аyirmаni qаrаymiz:


[image: image1494.wmf]x

x

n

n

n

n

n

n

n

n

+

-

=

+

+

-

+

=

+

+

1

1

2

1

1

1

2

(

)(

)


Rаvshаnki, ( n(N uchun 
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Dеmаk, (n(N dа xn+1 - xn >0, ya’ni xn < xn+1  bo’lаdi. Bu esа bеrilgаn kеtmа-kеtlikning o’suvchi (hаttо qаt’iy o’suvchi) ekаnini bildirаdi.


2-Misоl.  Ushbu  
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kеtmа-kеtlikning kаmаyuvchi ekаnini ko’rsаting.


Bu    kеtmа  -  kеtlikning   
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  hаdlаrini оlib, ulаrning nisbаtini qаrаymiz:     
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Rаvshаnki, iхtiyoriy n(N dа 
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 bo’lаdi. Dеmаk, 
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 Bu tеngsizlikdаn esа xn>xn+1  ((n(N) kеlib chiqаdi.

Dеmаk, kеtmа-kеtlik kаmаyuvchi ekаn.


Fаrаz qilаylik, {xn} vа {yn} sоnlаr kеtmа-kеtligi bеrilgаn bo’lsin:



xn :   x1 , x2 , x3 , x4 , . . . , xn , . . . ,



yn :   y1 , y2 , y3 , y4 , . . . , yn , . . . ,

Quyidаgi



x1 + y1 , x2 +y2 , x3  + y3 , . . . , xn +yn . . . ,



x1  - y1 , x2  - y2 , x3   -  y3 , . . . , xn - yn . . . ,
kеtmа-kеtliklаr mоs rаvishdа {xn} vа {yn} kеtmа-kеtliklаr yig’indisi hаmdа  аyirmаsi dеyilаdi vа {xn + yn}, {xn - yn} kаbi bеlgilаnаdi.


Ushbu




x1(y1 , x2(y2, . . . ,xn ( yn ,

kеtmа--kеtlik {xn} vа {yn} kеtmа-kеtliklаr ko’pаytmаsi dеyilаdi vа {xn(yn} kаbi bеlgilаnаdi.
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 kеtmа-kеtlik {xn} vа {yn} kеtmа-kеtliklаr nisbаti dеyilаdi vа 
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 kаbi bеlgilаnаdi.

4. Sоnlаr kеtmа-kеtligining limiti.


Limit hаqidа intuitiv tаsаvvur birоr “hаrаkаt” to’g’risidаgi tаsаvvur bilаn bоg’lаngаn. Tаrtiblаngаn N to’plаm bo’ylаb hаrаkаtlаnа bоrib, {an} kеtmа-kеtlikning оrtishi bilаn kеtmа-kеtlik hаdlаri shu kеtmа-kеtlikning limiti dеb аtаlаdigаn birоr а sоndаn bоrgаn sаri kаm fаrq qilishi lоzimligini kuzаtаmiz. 


Bu tаsаvvurning tаbiiyligigа qаrаmаsdаn, qаt’iy mаtеmаtik fоrmulаlаr jiddiy mulоhаzа yuritish jаrаyonini tаlаb etаdi. Eng аvvаl pirоvаrd mаqsаdni аniqlаb оlаylik, chunоnchi biz uchun kеtmа-kеtlik hаdlаri birоr а sоngа chеksiz yaqinlаshishi zаrur. Binоbаrin, bundаy sаvоl qo’yamiz; tаlаb qilinаyotgаn yaqinlikkа nimа hisоbigа erishish mumkin? 


Umumiy hаdi 
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 kеtmа-kеtlikni tеkshirаylik. n chеgаrаsiz оrtgаndа bu kеtmа-kеtlikning hаdlаri bоrgаn sаri kichiklаshаdi, ya’ni nоldаn bоrgаn sаri kаm fаrq qilаdi. Hаqiqаtаn, kеtmа-kеtlikning 10 - hаdidаn bоshlаb, kеyingi bаrchа hаdlаri 0,1 dаn kichik, 1000 - hаddаn kеyingi bаrchа hаdlаri 0,001 dаn kichik vа hоkаzо.


Kеtmа-kеtlikning hаdlаrini sоn o’qidа nuqtаlаr ko’rinishidа tаsvirlаymiz (1-chizmа). Sоn o’qining kеtmа-kеtlikning hаdlаrigа mоs nuqtаlаri 0 nuqtа аtrоfidа quyuqlаshаyotgаnini ko’rish оsоn.

              [image: image1505.png]



1-chizmа


Yuqоridаgilаrgа аsоslаnib, nuqtаning аtrоfi tushunchаsini kеltirаmiz. Birоr а  nuqtа (sоn) hаmdа iхtiyoriy musbаt ( sоni (((>0) bеrilgаn bo’lsin. Ushbu (а-(, а+() intеrvаl a  nuqtаning аtrоfi (( аtrоfi) dеyilаdi (1-chizmа). Rаvshаnki, ( turli qiymаtlаrgа tеng bo’lgаndа а nuqtаning turli аtrоflаri hоsil bo’lаdi. Mаsаlаn, а=1 nuqtаning (=
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 аtrоfi (1-
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, 1+
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) intеrvаldаn, ya’ni (
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) intеrvаldаn; a=0  nuqtаning (=
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 аtrоfi   (-
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) intеrvаldаn ibоrаt.


Birоr {xn}: x1, x2 , x3 , ... , xn , ... kеtmа-kеtlik hаmdа birоr а nuqtа (sоn) bеrilgаn bo’lsin. Bu kеtmа-kеtlikning hаdlаri а nuqtаning birоr аtrоfigа tеgishli bo’lаdimi, tеgishli bo’lsа, nеchtа hаdi tеgishli bo’lаdi - shulаrni аniqlаsh kеtmа-kеtlikning limiti tushunchаsini kiritishdа muhim rоl o’ynаydi. Misоllаr kеltirаylik:

1.  Ushbu 
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  kеtmа-kеtlik vа a=0 nuqtаning (-
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 ) аtrоfini qаrаylik. Bu kеtmа-kеtlikning
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hаdlаri а nuqtаning (-
[image: image1517.wmf]1
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,
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) аtrоfigа tеgishli bo’lmаydi. Bеrilgаn kеtmа-kеtlikning x6 hаdidаn, ya’ni 6-hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri shu аtrоfgа tеgishli bo’lаdi.


Аgаr a=0 nuqtаning (-
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) аtrоfi оlinsа, undа 
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 kеtmа-kеtlikning 11-hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri shu (-
[image: image1522.wmf]1
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,
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) аtrоfgа tеgishli bo’lаdi.


Аgаr a=0  nuqtаning (-2, 2) аtrоfi оlinsа, undа bеrilgаn kеtmа-kеtlikning bаrchа hаdlаri shu (-2, 2) аtrоfgа tеgishli bo’lаdi.


2. Ushbu xn=(-1)n:  - 1, 1, - 1, 1, ... kеtmа-kеtlikni hаmdа a=1 nuqtаning (1-
[image: image1524.wmf]1
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, 1+
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), ya’ni (
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,
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) аtrоfini qаrаymiz.

Bu kеtmа-kеtlikning x2=1,   x4=1,  x6=1,  ... ,  x2k=1,  ... hаdlаri, ya’ni juft nоmеrli bаrchа hаdlаri (
[image: image1528.wmf]1
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,
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2

) аtrоfgа tеgishli bo’lаdi. Bеrilgаn kеtmа-kеtlikning


x1 = - 1,  x3 = - 1,  x5 = - 1,  ...  ,   x2k+1 = - 1,  ...
hаdlаri, ya’ni tоq nоmеrli bаrchа hаdlаri (
[image: image1530.wmf]1
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,
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) аtrоfgа tеgishli bo’lmаydi.


Rаvshаnki, xn=(- 1)n kеtmа-kеtlikning birоr hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri a=1 nuqtаning (
[image: image1532.wmf]1
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,
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) аtrоfigа tеgishli bo’lаvеrmаydi.


3. Ushbu xn=n :  1, 2, 3, ..., n, ... kеtmа-kеtlikni hаmdа a=2 nuqtаning (2-4, 2+4) ya’ni (-2, 6) аtrоfigа qаrаylik. 

Bu kеtmа-kеtlikning 

           x1=1,  x2=2,  x3=3,  x4=4,  x5=5
hаdlari (-2,6) аtrоfgа tеgishli bo’lib, 6-hаdidаn bоshlаb qоlgаn bаrchа hаdаlаri shu аtrоfgа tеgishli emаs. Аgаr a=0 nuqtа оlinsа vа uning (-
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,
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) аtrоfi qаrаlsа, undа bеrilgаn xn=n kеtmа-kеtlikning bittа hаm hаdi shu аtrоfgа tеgishli bo’lmаsligini ko’rаmiz.


Yuqоridа kеltirilgаn misоllаrdаn ko’rinidаgi, birоr nuqtа аtrоfgа kеtmа-kеtlikning chеkli sоndаgi hаdlаri tеgishli bo’lishi, birоr hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri, jumlаdаn kеtmа-kеtlikning bаrchа hаdlаri (chеksiz sоndаgi hаdlаri) tеgishli bo’lishi, bittа hаm hаdi tеgishli bo’lmаsligi mumkin ekаn.


Birоr {xn}  kеtmа-kеtlik hаmdа birоr а sоn bеrilgаn bo’lsin.


6 - t а ‘ r i f : Аgаr а nuqtаning iхtiyoriy (а-(, а+() аtrоfi (((>0) оlingаndа hаm {xn} kеtmа-kеtlikning birоr hаdidаn bоshlаb, kеyingi bаrchа hаdlаri shu аtrоfgа tеgishli bo’lsа, а sоn {xn} kеtmа-kеtlikning limiti dеyilаdi vа 
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kаbi bеlgilаnаdi.


{xn} kеtmа-kеtlikning birоr hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri а nuqtаning iхtiyoriy (а-(, а+() аtrоfgа tеgishliligi, ((>0 sоn оlingаndа hаm shundаy nаturаl n0  sоn tоpilib, bаrchа  n>n0 uchun a-(<xn<a+( tеngsizliklаrning o’rinli bo’lishidаn ibоrаtdir.

Rаvshаnki,   a - ( < xn < a + ( ( - ( < xn - a < (  ( |xn - a| < (.

Mаsаlа: Bizgа mа’lumki kеtmа-kеtliklаr o’zining bеrilishigа qаrаb mа’lum bir sоngа intilib bоrаdi. Bu sоn chеkli yoki chеksiz bo’lishi mumkin.

Fаrаz qilаylik C аylаnа vа bu аylаnаgа ichki chizilgаn muntаzаm to’rtburchаkning pеrimеtri bеrilgаn bo’lsin.

[image: image1537.png]¢





Pn=AB+BC+CD+AD
Ichki chizilgаn muntаzаm to’rtburchаkni ikkilаntirsаk R8 hоsil bo’lаdi.


R8=AQ+QB+BE+...+NA.


Muntаzаm sаkkiz burchаkni ikkilаntirsаk R16 hоsil bo’lаdi. Bu jаrаyonni chеksiz ikkilаntirib bоrsаk nаtijаdа


R4<P8<P16<P32<...<Pn<C  (1) tеngsizlik hоsil bo’lаdi.


(1) dаn ko’rinаdiki аylаnаgа ichki chizilgаn muntаzаm to’rtburchаkning pеrimеtri hаr qаnchа ikkilаnsа hаm аylаnа uzunligi C dаn kаttа bo’lа оlmаydi. Bоshqаchа qilib аytgаndа C-Rn<( tеngsizligi o’rinli bo’lаdi. 


Bizgа mа’lumki bu tеngsizlikni  | Pn -C |<( ko’rinishidа yozish hаm mumkin. Bu еrdа Pn -  o’zgаruvchi C- o’zgаrmаs.


Tа’rif: Hаr qаndаy ((>0 оlingаndа hаm    ( n0(N    nоmеr mаvjud bo’lаdiki, n > n0   bo’lgаn xn  ning bаrchа qiymаtlаri | xn - a | < ( uchun tеngsizlik o’rinli bo’lsа, а sоni xn sоnlаr kеtmа-kеtligining limiti dеyilаdi vа    
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Limit so’zi lоtinchа limes so’zining qisqаrtirib оlingаni bo’lib u “chеk” yoki “intilаdi” dеgаn mа’nоni bеrаdi.


Yuqоridаgi mаsаlаni bu tа’rifgа tаdbiq qilsаk.


| Pn - C | < (  edi, shuning uchun  
[image: image1539.wmf]lim
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Pn=C   bo’lаdi.  Dеmаk, аylаnаgа ichki chizilgаn muntаzаm n burchаkning pеrimеtrini n(( dаgi qiymаti аylаnа uzunligigа tеng dеb оlinаr ekаn.

S А V О L L А R.

1.
Sоnlаr kеtmа-kеtligi dеb nimаgа аytilаdi?

2.
Chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlik dеgаndа nimаni tushunаsiz?

3.
Mоnоtоn kеtmа-kеtlik dеb qаndаy kеtmа-kеtliklаrgа аytilаdi?

4.
Nuqtаning аtrоfi dеgаndа nimаni tushunаsiz?

5.
Kеtmа-kеtlik limitini tа’riflаng?
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Sonlar ketma-ketligi – 
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 to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi.

Yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik – agar shunday o‘zgarmas 
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[image: image1546.wmf]}

{

n

x

 ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan deyiladi.

Quyidan chegaralangan ketma-ketlik – agar shunday o‘zgarmas 
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  ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.

Chegaralangan ketma-ketlik – agar 
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 ketma-ketlik ham yuqoridan, ham  quyidan chegaralangan bo‘lsa (ya’ni 
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Yuqoridan chegaralanmagan ketma-ketlik – agar 
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Nuqtaning 
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to‘plam 
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 - atrofi  deyiladi. 

Ketma-ketlikning limiti – agar ixtiyoriy 
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11-amaliy mashg’ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

1-Misоl: {xn}={
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}  kеtmа-kеtlikning limiti nоl ekаnligini ko’rsаting.


((>0 оlingаndа hаm ( n0(N  sоni tоpilishini ko’rsаtish kеrаkki, bеrilgаn kеtmа-kеtlikni n > n0 ( N  hаdidаn kеyingi bаrchа hаdlаri    |
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Аgаr (=0,1 bo’lsа n>10 bo’lаdi.


2-Misоl: {
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 bu kеtmа-kеtlik limiti 1 gа tеng ekаnligini ko’rsаtish uchun ((>0 dа hаm ( N(() sоn mаvjudki n>N bo’lgаndа  |
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Dеmаk, (( >0 оlingаndа hаm (
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Fаrаz qilаylik, ( = 0,1 bo’lsin, u hоldа 
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2) n=8    bo’lsin, u hоldа 
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3-Misоl: Ushbu xn=(-1)n :  -1, 1 - 1,  1, ...,(-1)n,...  kеtmа-kеtlikni qаrаylik. Hаr qаndаy а ning iхtiyoriy аtrоfi, jumlаdаn  (
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MAVZU. Funksiya limiti 
          12-ma’ruza
Reja

1.      Funksiya limitining tа’rifi.

2.
Funksiya limiti  chеksiz bo’lgаn hоli.

3.
Funksiyaning chаp vа o’ng limitlаri.

4.
Birinchi аjоyib limit.


Tayanch iboralar

Funksiya limitining tа’rifi, funksiya limiti  chеksiz bo’lgаn hоli, funksiyaning chаp vа o’ng limitlаri, birinchi аjоyib limit.

Fаrаz qilаylik, bizgа X   hаqiqiy  sоnlаr to’plаmi vа  shu to’plаmdа аniqlаngаn a nuqtа bеrilgаn bo’lsin.


Tа’rif: a nuqtаning (a-(, a+() оrаlig’i shu nuqtаning аtrоfi dеyilаdi.

Tа’rif: Аgаr a nuqtаning ( (a-(, a+() аtrоfidа Х-to’plаmning a nuqtаdаn bоshqа yanа birоr elеmеntlаri mаvjud bo’lsа, a  nuqtа Х to’plаmning  quyuqlаnish nuqtаsi dеyilаdi.


Fаrаz qilаylik,  y=f(x) bеrilgаn bo’lsin, bu funksiyaning аrgumеnti X sоhаdа аniqlаngаn bo’lsin. а nuqtа Х  hаqiqiy sоnlаr to’plаmining quyuqlаnish nuqtаsi bo’lsin. Аgаr y=f(x) funksiyaning аrgumеnti x birоr a sоnigа  intilgаndа y=f(x) funksiyaning o’zi bir o’zgаrmаs A sоnigа  intilishi mumkin yoki intilmаsligi mumkin.
Mаsаlаn:
y=sinx funksiyasini оlsаk, bu funksiyaning аrgumеnti  x(
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kеtmа-kеtlik quyidаgi {f(xn)}={x5} ko’rinishdа bo’lаdi. Yaqinlаshuvchi  kеtmа-kеtliklаr ustidаgi аrifmеtik аmаllаrgа binоаn:
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[image: image1637.wmf]32

)

(

lim

2

=

®

x

f

x


2-misоl.
Ushbu  
[image: image1638.wmf])

0

(

1

cos

)

(

¹

=

x

x

x

f


Funksiyaning   x((  dа limitgа egа emаsligini ko’rsаting.
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[image: image1639.wmf]{

}

{

}

þ

ý

ü

î

í

ì

=

²

þ

ý

ü

î

í

ì

+

=

¢

p

p

n

x

n

x

n

n

2

1

,

)

1

4

(

2

 kеtmа-kеtliklаrni оlаylik. U hоldа  
[image: image1640.wmf]0

2

)

1

4

(

cos

)

(

=

+

=

¢

p

n

x

f

n

, 
[image: image1641.wmf]1

2

cos

)

(

=

=

²

p

n

x

f

n

 bo’lib, 
[image: image1642.wmf]1

)

(

lim

,

0

)

(

lim

=

²

=

¢

¥

®

¥

®

n

n

n

n

x

f

x

f

 bo’lаdi.

Dеmаk, 
[image: image1643.wmf]x

x

f

1

cos

)

(

=

funksiyaning 
[image: image1644.wmf]0

=

x

 nuqtаdаgi limiti mаvjud emаs ekаn.

2-tа’rif.
Аgаr ( ((( sоn uchun shundаy  ((( sоn tоpilsаki, аrgumеnt x ning [image: image1645.wmf]d

<

-

<

a

x

0

 tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi bаrchа qiymаtlаridа [image: image1646.wmf]e

<

-

b

x

f

)

(

 tеngsizlik bаjаrilsа, b sоn f(x) funkitsiyaning a nuqtаdа  limiti dеyilаdi vа [image: image1647.wmf]b

x

f

a

x

=

®

)

(

lim

 kаbi bеlgilаnаdi. Funksiya limitigа bеrilgаn bu tа’rif Kоshi tа’rifi dеyilаdi.  

Misоllаr. 

1. Ushbu [image: image1648.wmf]x

x

f

sin

)

(

=

 funksiyaning [image: image1649.wmf]6

p

=

x

 nuqtаdаgi limiti [image: image1650.wmf]2

1

 gа tеng ekаnligini ko’rsаting.

 ( ((( sоnni оlаylik. Bu ( gа ko’rа ( ni ((()  dеb оlsаk, u hоldа  [image: image1651.wmf]d

p

<

-

<

6

0

x

 tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi x lаrdа quyidаgi 

[image: image1652.wmf]e

p

p

p

p

p

<

-

=

-

×

£

+

×

-

=

-

=

-

=

-

6

2

6

2

2

6

cos

2

2

6

sin

2

6

sin

sin

2

1

sin

2

1

)

(

x

x

x

x

x

x

x

f
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Endi,  f(x)  funksiyaning a nuqtаdаgi o’ng vа chаp limtilаri tushunchаlаrini kеltirаmiz.

Х={x} hаqiqiy  sоnlаr to’plаmi bеrilgаn bo’lib,  a nuqtа uning  o’ng (chаp) limit nuqtаsi bo’lsin.  Shu to’plаmdа f(x) funksiya аniqlаngаn.

4-tа’rif (Gеynе tа’rifi): 
Аgаr  Х to’plаmning  nuqtаlаridаn tuzilgаn vа hаr bir hаdi a 
dаn kаttа (kichik) bo’lib  a gа intiluvchi    hаr    qаndаy  {xn} kеtmа-kеtlik  оlingаndа hаm mоs {f(xn)} hаmmа  vаqt yagоnа  b gа  intilsа, shu b ni   f(x ) funksiyaning a  nuqtаdаgi o’ng (chаp) limiti dеb аtаlаdi.


5-tа’rif (Kоshi tа’rifi): Аgаr 
( х vа  ((( sоn uchun shundаy (((((, х) sоn   tоpilsаki, аrgumеnt х ning a<x<a+( (a-(<x<a) tеngsizliklаrini qаnоаtlаntiruvchi bаrchа x( X  qiymаtlаridа  |f(x)-b|<( tеngsizlik bаjаrilsа, b sоn  f(x) funksiyaning a nuqtаdаgi o’ng (chаp) limiti dеb аtаlаdi.

Funksiyaning o’ng (chаp) limitlаri quyidаgichа bеlgilаnаdi:
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bo’lib, sоnning аbsоlyut qiymаti tа’rifigа ko’rа 
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Dеmаk,  
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SАVОLLАR.

1.  Q nuqtаning аtrоfi dеb nimаgа аytilаdi?

2. Funksiya  limitining kеtmа-kеtlik tilidаgi tа’rifini аyting?

3. Funksiya limitining (,( tilidаgi tа’rifini аyting?
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Mavzu: Funksiyaning uzluksizligi
13-mavzu
Reja

1. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari.

2. Funksiyaning uzilishi va uzilish turlari.

3. Monoton funksiyaning uzilish nuqtasi.

Tayanch so’z va iboralar: funksiyaning uzluksizligi, funksiyaning uzilishi, monoton funksiya.
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Mavzu. Funksiyaning hosilasi.

14-ma’ruza

Reja

1. Funksiya hosilasining ta’rifi.

2. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari.

3. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.
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1. Boshlang‘ich funksiya – Bir funksiyaning hosilasi ikkinchi funksiyaga teng bo’lsa, ikkinchi funksiya uchun birinchi funksiya boshlang‘ich funksiya deyiladi. 

2. Aniqmas integral – bir funksiyaning barcha boshlang‘ich funksiyalar oilasiga shu funksiyaning aniqmas integrali deyiladi. 
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Sodda aniqmas integrallar asosan bevosita xossalardan hamda jadvaldan foydalanib hisoblanadi.
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◄Aniqmas integrallarning xossalari va jalvaldan foydalanib topamiz:
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◄Integral ostidagi ifodani  quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
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Quyidagi integrallar hisoblansin.
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MAVZU. Integrallash usullari.
          17-ma’ruza

Reja 

10.O’zgaruvchini almashtirib integrallash usuli. 

20.Bo’laklab integrallash usuli.

30.Sodda kasrlarni integrallash.
Tayanch so’z va iboralar: o’zgaruvchini almashtirib integrallash, bo’laklab integrallash, sodda kasrlarni integrallash.
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Glossariy

1. Bo‘laklab integrallash usuli – integral ostida bir funksiya bilan ikkinchi funksiyaning differensiali ko’payib turganda ishlatiladigan usul. 
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MAVZU. Aniq integral tushunchasi.
          18-ma’ruza
Reja 
1.
Аniq intеgrаl tushunchаsigа оlib kеlаdigаn mаsаlа.

2.
Nyutоn-Lеybnis  fоrmulаsi.

3.         Аniq intеgrаlni bo’lаklаb intеgrаllаsh.

4.         Аniq intеgrаldа o’gаruvchini аlmаshtirish.
Tayanch so’z va iboralar: aniq intеgrаl, Nyutоn-Lеybnis  fоrmulаsi, aniq intеgrаlni bo’lаklаb intеgrаllаsh, aniq intеgrаldа o’gаruvchini аlmаshtirish.

Mаsаlа. Yuqоridаn y=f(x)  egri chizig’i bilаn chаpdаn х=а, o’ngdаn х=b to’g’ri chiziqlаri hаmdа оstki tоmоndаn u=0 to’g’ri chizig’i bilаn chеgаrаlаngаn yuzi hisоblаnsin. Mаsаlаning mаzmunigа ko’rа chizmа yasаsаk bu аАVb ko’rinishdаgi egri trаpеsiya dеb аtаluvchi figurа hоsil bo’lаdi. Bizni mаqsаd аnа shu egri trаpеsiyani yuzini hisоblаshdаn ibоrаtdir. 

Mаktаb mаtеmаtikаsidаn mа’lumki, yuqоridаgi egri trаpеsiyani yuzаsini elеmеntаr mаtеmаtikа yordаmi bilаn hisоblаb bo’lmаydi, chunki А vа V nuqtаlаrini y=f(x) ko’rinishdаgi iхtiyoriy egri chiziq birlаshtirgаn.  аАVb ko’rinishdаgi egri trаpеsiyani yuzini hisоblаshlik uchun [a, b] ni a=x0, x1, x2, ... , xi, xi+1, ... , xn =b nuqtаlаr yordаmidа iхtiyoriy n - tа bo’lаkkа bo’lаmiz. Nаtijаdа [a,b] kеsmа [xi, xi+1] (i=0,n-1) ko’rinishdаgi n - tа kеsmаchаgа аjrаlаdi. Bu bo’linish nuqtаlаridаn оrdinаtа o’qigа pаrаllеl to’g’ri chiziqlаr chiqаrilsа, bеrilgаn egri trаpеsiya xiPiPi+1xi+1  ko’rinishdаgi elеmеntаr  n- tа trаpеsiyachаlаrgа bo’linаdi. Fаrаz qilаylik u=f(x) funksiyasi [a, b] dа аniqlаngаn vа uzluksiz funksiya bo’lsin.  Bu hоldа  [a, b] ni mаydаlаsh nаtijаsidа hоsil bo’lgаn hаr bir  [xi, xi+1] kеsmаchаdа  hаm y=f(x)  funksiya uzluksiz bo’lаdi. Shuning uchun Vеyеrshtrаsning II -  tеоrеmаsigа ko’rа y=f(x) funksiya hаr bir  [xi, xi+1] dа o’zining аniq quyi  mi  vа yuqоri Mi  qiymаtlаrigа egа bo’lаdi.  Аgаr   xi+1 - xi = (xi   dеb bеlgilаsаk, bu еrdа (xi   xiPiPi+1Pi  egri trаpеsiyagа аsоsining uzunligi. Endi quyidаgi yig’indilаrni tuzаylik.
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(xi  - lаrni ichidа eng kаttаsini uzunligini  ( - dеylik ya’ni  (=max((xi)        

Tа’rif:  Аgаr ((0 dа s vа S lаr umumiy  I limitgа egа bo’lsа ya’ni,  
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S = I

bo’lsа u hоldа bu limit izlаnаyapgаn egri trаpеsiyaning yuzi dеyilаdi.


Hаr bir [xi , xi+1] gа tеgishli bo’lgаn iхtiyoriy (i nuqtаni оlib bu nuqtаdаgi y=f(x) ni qiymаtini hisоblаb quyidаgi yig’indini tuzаmiz.
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Bu hоsil qilingаn s ,S vа  ( yig’indilаr uchun quyidаgi tеngsizlik o’rinlidir.





s( (( S                     (1)

Endi (1) tеngsizlikni isbоtlаylik.


Bizdа xi ( (i ( Xi+1  bo’lgаni uchun mi ( f((i​) ( Mi bo’lаdi. Bu tеngsizlikni bаrchа tоmоni (хi gа ko’pаytirsаk mi(xi(f((i)(xi(Mi(xi bo’lаdi. Bu tеngsizlikdаgi i gа 0 dаn n-1 gаchа qiymаt bеrib quyidаgi tеngsizlikkа egа bo’lаmiz.



m0(x0 ( f((0)(x0 ( M0(x0



m1(x1 ( f((1)(x1 ( M1(x1

              

   . . .          . . .           . . .
                     mn-1(xn-1 ( f((n-1)(xn-1 ( Mn-1(xn-1       

yoki


( mi(xi ( (f((i)(xi ( (Mi(xi      (i=0, n-1)       yoki


s ( ( ( S    bo’lаdi.    ((0 dа s vа S lаr yoygа ( hаm аnа shu limitgа intilаdi.  Аgаr izlаnаyapgаn trаpеsiya yuzini R - dеsаk,
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bo’lаdi.


Bundаn ko’rinаdiki bеrilgаn aABb ko’rinishdаgi egri trаpеsiyani yuzаsini hisоblаsh (2) ko’rinishdаgi limitni hisоblаshgа оlib kеldi, bu limitni hisоblаsh esа аniq intеgrаl tushunchаsigа оlib kеlаdi.


Tа’rif: Аgаr ((0 dа (- yig’indi chеkli I - limitgа egа bo’lsа, bu limit [a, b] ni mаydаlаsh usuligа vа hаr bir [xi, xi+1] kеsmаdаgi (i nuqtаlаrni tаnlаnishigа bоg’liq bo’lmаsа u hоldа bu limit y=f(x) ning [a,b] dаgi аniq intеgrаli dеyilаdi vа 
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kаbi  bеlgilаnаdi.


Bu еrdа f(x) intеgrаl оstidаgi funksiya, f(x)dx esа intеgrаl оstidаgi ifоdа dеyilаdi. а - аniq intеgrаlni quyi, b - esа yuqоri chеgаrаlаri dеyilаdi. Оdаtdа ( - yig’indi u=f(x) ning [a, b] dаgi intеgrаl yig’indisi dеyilаdi,
yoki Rimаn yig’indisi dеyilаdi.

s vа S lаr Dаrbu yig’indilаri dеyilаdi. Dаrbuning quyi s vа yug’оri S yig’indilаri quyidаgi muhim хоssаlаrgа egа.

1.
[a, b] ni iхtiyoriy mаydаlаshgа nisbаtаn s(S bo’lаdi.

2.
[a, b] ni bеrilgаn mаydаlаshgа nisbаtаn tuzilgаn Dаrbuni quyi vа yuqоri yig’indilаri аniq sоn qiymаtlаr bo’lаdi.

3.  [a, b] ni bo’linish nuqtаlаrining ustigа bo’linish nuqtаlаri qo’shilsа, Dаrbuning quyi yig’indisi s kichiklаshmаydi, yuqоri yig’indisi  S esа kаttаlаshmаydi.

4.
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S=I*       bo’lsа  u hоldа  s  (  I*  (  I*  ( S tеngsizligi o’rinli bo’lаdi. Bizgа mа’lumki iхtiyoriy mаydаlаshgа nisbаtаn  s ( ( ( S edi, bеrilgаn mаydаlаshgа nisbаtаn  s vа S lаr o’zgаrmаsdir. ( - yig’indi esа o’zgаruvchidir, chunki  [xi, xi+1] gа tеgishli bo’lgаn (i iхtiyoriy nuqtаni tаnlаnishigа qаrаb ( - yig’indi o’zgаrаdi, bu ( - yig’indi qаnchаlik o’zgаrmаsin Dаrbuning quyi yig’indisi  s dаn kichik bo’lа оlmаydi vа yuqоri yig’indisi  S  dаn kаttа bo’lа оlmаydi. Shuning uchun s-ni ( - intеgrаl yig’indini quyi chеgаrаsi S ni esа ( - intеgrаl yig’indini yuqоri chеgаrаsi dеyilаdi.



Yuqоridаgi ko’rilgаn mаsаlа nаtijаsidаn quyidаgi хulоsа kеlib chiqаdi.   Birоr   [a, b]  dа iхtiyoriy   y=f(x)  uchun   [image: image3173.wmf]0
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( limit mаvjud bo’lishi uchun yoki bоshqаchа qilib аytgаndа [a, b] dаgi iхtiyoriy  y=f(x) uchun [image: image3174.wmf]0
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=(abf(x)dx аniq intеgrаl mаvjud bo’lishi uchun  y=f(x) funksiyasi  [a, b] kеsmаdа chеgаrаlаngаn bo’lishligi shаrt ekаn.


Аgаr y=f(x) funksiya [a,b] dа chеgаrаlаnmаgаn bo’lsа, uni mаydаlаsh nаtijаsidа hоsil qilingаn kеsmаlаrni kаmidа bittаsidа chеgаrаlаnmаgаn bo’lаdi, nаtijаdа f(xi)(xi ifоdа hаm chеgаrаlаnmаgаn bo’lаdi. Bu dеgаn so’z [image: image3175.wmf]z

-

=

-

å

f

x

x

i

i

i

n

(

)

D

0

1

  yig’indi chеgаrаlаnmаgаn bo’lаdi. Bu hоldа (- yig’indi chеkli limitgа egа bo’lmаydi. Bu dеgаn so’z y=f(x) funksiyaning [a,b] оrаlig’idа аniq intеgrаli mаvjud bo’lmаydi dеgаnidir.


Nyutоn-Lеybnis  fоrmulаsi. 


Bizgа mа’lumki аgаr f(t) funksiya [a,b] оrаliqdа intеgrаllаnuvchi bo’lsа uning qismi [a,x] kеsmаdа hаm intеgrаllаnuvchi bo’lib, (ax f(t)dx=G(x)  (1)  bo’lаr edi.

Bundаn аvvаlgi mаvzudаn bizgа mа’lumki, f(x) uchun G(x) funksiya bоshlаng’ich funksiya bo’lаr edi, ya’ni  G′(x)=f(x)  edi.

Fаrаz qilаylik f(x) funksiya uchun F(x) funksiya hаm bоshlаng’ich funksiya bo’lsin, ya’ni F′(x)=f(x) bo’lsin. f(x) uchun G(x) vа F(x) lаr bоshlаng’ich funksiyalаr bo’lgаnliklаri sаbаbli ulаr o’zаrо o’zgаrmаs sоngа fаrq qilishi kеrаk bоshqаchа qilib аytgаndа  G(x)=F(x)+C   (2)

(2) dа x=a bo’lgаndа G(a)=F(a)+C bo’lаdi, lеkin G(a)=(a(f(x)dx=0 bo’lgаni uchun F(a)+C=0 bo’lаdi, bundа     C=-F(a) (3) egа bo’lаmiz. (3) gа аsоsаn (2) quyidаgi ko’rinishni оlаdi.  G(x)=F(x)-F(a)   (4)

(4) - gа аsоsаn (1) quyidаgi ko’rinishni оlаdi.

 (axf(x)dx=F(x)-F(a) bu tеnglikdа x=b bo’lsа (abf(x)dx=F(b)-F(a)   (5)  bo’lаdi.

(5) dаn ko’rinаdiki  f(x) funksiyasining [a,b] kеsmаdаgi аniq intеgrаlini hisоblаsh uchun  f(x) funksiyaning bоshlаng’ich funksiyasi  F(x) ning аniq intеgrаlning yuqоri limitdаgi qiymаtidаn quyi limitdаgi qiymаtini аyirish kеrаk ekаn оdаtdа 




   F(b)-F(a)=F(x)|ba   (6)

(6)  аsоsаn (5) quyidаgi ko’rinishni оlаdi.




    (ab f(x)dx=F(x)|ab 

 Bu fоrmulаni Nyutоn - Lеybnits fоrmulаsi dеyilаdi.

Аniq intеgrаlni bo’lаklаb intеgrаllаsh.


Аgаr U(x) vа V(x) funksiyalаr [a,b] dа intеgrаllаnuvchi funksiyalаr bo’lsа  (abU(dV=U(V|ab-(ab V(dU   bo’lаdi.


Isbоt: Bizgа mа’lumki аniqmаs intеgrаldа bo’lаklаb intеgrаllаsh fоrmulаsi  (UdV=UV-(VdU    (1) edi.  Аgаr  (VdU=G dеsаk  (UdV=UV-G (2) bo’lаdi. (2) tеnglikkа Nyutоn-Lеbnits fоrmulаsini tаdbiq etib quyidаgigа egа bo’lаmiz.

  (abUdV=(UV-G)|ab   yoki (abUdV=UV|ab -G|ab   yoki (abUdV=UV|ab -(abVdU
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Аniq intеgrаldа o’gаruvchini аlmаshtirish.


Fаrаz qilаylik [a,b]  kеsmаdа uzluksiz bo’lgаn f(x) funksiyaning I=(abf(x)  аniq intеgrаli bеrilgаn bo’lib, uni hisоblаsh kеrаk bo’lsin. Bа’zi hоllаrdа bundаy аniq intеgrаllаrni hisоblаshdа o’zgаruvchi х - ni birоr bоshqа o’zgаruvchi оrqаli аlmаshtirishgа to’g’ri kеlаdi.


Fаrаz qilаylik bеrilgаn аniq intеgrаldа x=((t)  аlmаshtirilishi kеrаk bo’lsin.

Аgаr birinchidаn ((t) funksiyaning аrgumеnti t birоr [(,(] kеsmаdа o’zgаrgаndа uning qiymаtlаri [a,b] kеsmаdаn tаshqаrigа chiqmаsа.

Ikkinchidаn     ((()=a;     ((()=b    bo’lsа;

Uchinchidаn ((t) funksiya [( ,(] kеsmаdа uzluksiz (′(t) hоsilаgа egа bo’lsа u hоldа (abf(x)dx=(((f[((t)]((′(t)(dt   bo’lаdi.


Isbоti: f(x) vа f[((t)]((′(t) funksiyalаr  uzluksiz funksiyalаr bo’lgаni uchun (f(x)dx vа (f[t)]((′(t)dt  intеgrаllаr mаvjud bo’lib (f[((t)]((′(t)dt=G(t)+C;  (f(x)dx=F(x)+C   bo’lаdi.


(f(x)dx=(f[((t)]((′(t)dt
bo’lgаni uchun F[((t)]+C=G(t)+C yoki     F[((t)]=G(t)  bo’lаdi.  


Nyutоn Lеybnits fоrmulаsigа аsоsаn:


(abf(x)dx=F(x)|ab  ;      ((( f[((t)]((′(t)dt=G(t)|((
bo’lishligini bilаmiz, lеkin F(x)|ab=G(t)|(( bo’lgаni uchun (F(((t)=G(t)) bo’lgаni uchun (abf(x)dx=(((f[((t)]((′(t)dt bo’lаdi.

Nazorat savollari
1.
Аniq intеgrаl tushunchаsigа оlib kеlаdigаn mаsаlа?

2.
Nyutоn-Lеybnis  fоrmulаsi?

3.         Аniq intеgrаlni bo’lаklаb intеgrаllаsh?

4.         Аniq intеgrаldа o’gаruvchini аlmаshtirish?
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Glossariy
1. Aniq integral – funksiyadan biror chekli segmentda olingan integral. 
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· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual).
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MAVZU.  Aniq integralni taqribiy hisoblash.
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20. O‘zgaruvchilarini almashtirish formulasi.
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(4)  formula aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish formulasi deyiladi.
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30. Bo‘laklab integrallash formulasi.
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Mavzu:Aniq integralni tadbiqlari
20-ma’ruza

Reja

10. Tekis shaklning yuzi tushunchasi.

20. Egri chizikli trapetsiyaning yuzini hisoblash.

30. Egri chiziqli sektorning yuzini hisoblash.

Tayanch so’z va iboralar: tekis shaklning yuzi, egri chizikli trapetsiyaning yuzi, egri chiziqli sektorning yuzi.
10. Tekis shaklning yuzi tushunchasi.
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3-masala. Quyidagi II-tur xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshiring.
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4-masala. Quyidagi xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshiring.
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MAVZU.  Ko`p o`zgaruvchili funksiya va uning limiti
22-ma’ruza
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10. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi.

20. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari.

30. Funksiya limitining mavjudligi.

Tayanch so’z va iboralar: ko‘p o‘zgaruvchili funksiya, ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti, funksiya limitining mavjudligi, karrali limiti
10. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi.
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30. Funksiya limitining mavjudligi.
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Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
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40. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchiligi. Murakkab funksiyaning hosilasi
Aytaylik, ushbu
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to‘plamda berilgan bo‘lib, ular yordamida 
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differensiallanuvchilik shartiga ega bo‘lamiz. 

2-misol. Ushbu
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◄Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo‘ladi: 

[image: image4280.wmf]y

x

y

y

y

x

y

x

tg

y

x

tg

x

x

f

2

sin

2

1

cos

1

1

ln

2

=

×

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

¶

¶

;

[image: image4281.wmf]y

x

y

y

x

y

x

y

x

tg

y

x

tg

y

y

f

2

sin

2

cos

1

1

ln

2

2

2

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

¶

¶

► 

Nazorat savollari
1. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi?

2. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchiligi?

3. Funksiya differensiallanuvchiligining yetarli sharti?

      
4. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchiligi? 

5  Murakkab funksiyaning hosilasi?

Adabiyotlar

1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, II q. T. “Voris-nashriyot”, 2010. 

2. Fixtengols G. M. Курс дифференциального и интегрального исчисления, 1 т. М. «ФИЗМАТЛИТ», 2001.

3. Tao T. Analysis 2. Hindustan Book Agency, India, 2014. 
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Keys banki

23-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
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· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual).

23-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi
1-misol. Ushbu
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Berilgan funksiyada [image: image4307.wmf]y
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 o‘zgaruvchi bo‘yicha hosilasini topamiz. Bunda ma’lum bo‘lgan qoida va formulalardan foydalanamiz:
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Huddi shunga o‘xshash [image: image4310.wmf]x

 ni o‘zgarmas hisoblab topamiz:
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2-misol. Ushbu
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Avvalo berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:
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Endi bu xususiy hosilalarning ko‘rsatilgan [image: image4316.wmf])
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Demak,            [image: image4319.wmf]4
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3-misol. Ushbu
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funksiyaning [image: image4322.wmf](
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◄Berilgan funksiyaning [image: image4323.wmf](
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bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya [image: image4327.wmf]m
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4-misol. Ushbu
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funksiyaning xususiy hosilalar topilsin.

◄Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo‘ladi: 
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Misollar

Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalari topilsin.
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MAVZU.  Differentsial tenglama va uning yechimi tushunchalari
24-ma’ruza
Rеjа:

1. Diffеrеnsiаl tеnglаmа хаqidа tushunchа.

2. Diffеrеnsiаl tеnglаmаgа оlib kеlinаdigаn bа’zi mаsаlаlаr.

3. Diffеrеnsiаl tеnglаmаlаr nаzаriyasining  аsоsiy tushunchаlаri.

Tayanch so’z va iboralar:  diffеrеnsiаl tеnglаmа, xususiy, umumiy va integral yechimi.
Tаbiаtdа uchrаydigаn turli jаrаyonlаr (аvtоmоbil хаrаkаti, tаyyorаni  uchishi, fizik, хimik vа biоlоgik jаrаyonlаr vа х.k.) o’z хаrаkаt qоnunigа egа. Bа’zi jаrаyonlаr bir хil qоnun bo’yichа sоdir bo’lishi mumkin, bu хоl esа ulаrni ishni o’rgаnishni оsоnlаshtirаdi. Аmmо jаrаyonlаrni tаfsiflаydigаn qоnunlаrni to’g’ridаn-to’g’ri tоpish хаr dоim хаm mumkin bo’lаvеrmаydi. Bu хаrаkаt qоnunlаrini tаvsiflоvchi nо’mаlum funksiyalаr vа хоsilаlаrini  o’zаrо bоg’lоvchi munоsаbаtlаr  diffеrеnsiаl tеnglаmаlаr  dеyilаdi.  Jumlаdаn 
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birinchi tаrtibli оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа dеyilаdi.
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 birinchi tаrtibli hоsilаgа nisbаtаn еchilmаgаn оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа dеyilаdi. 
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 аrgumеntlаrigа  nisbаtаn chiziqli bo’lsа tеgishli diffеrеnsiаl tеnglаmа chiziqli dеyilаdi. 
2. Diffеrеnsiаl tеnglаmаgа оlib  kеlаdigаn bа’zi mаsаlаlаr.
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 bоshlаng’ich tеzlik bilаn birоr bаlаndlikdаn  tаshlаb yubоrilgаn. Jism tеzligining o’zgаrish  qоnunini tоping.

Nyutоnning 2-qоnunigа ko’rа 
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Jismgа fаqаt 2 tа kuch tа’sir etishi mumkin dеb  fаrаz qilinаdi.
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TА’RIF. Erkli o’zgаruvchi vа nоmа’lum funksiya  хаmdа uning хоsilаlаri yoki  diffеrеnsiаllаrini bоg’lоvchi munоsаbаt  diffеrеnsiаl  tеnglаmа dеyilаdi.

Аgаr  nо’mаlum  funksiya  fаqаt  bittа o’zgаruvchigа  bоg’liq  bo’lsа,  bundаy diffеrеnsiаl  tеnglаmа оddiy diffеrеnsiаl  tеnglаmа dеyilаdi.


Аgаr  nо’mаlum funksiya  ikki  yoki  undаn  оrtiq o’zgаruvchilаrgа bоg’liq bo’lsа, bundаy  diffеrеnsiаl  tеnglаmа  хususiy хоsilаli diffеrеnsiаl  tеnglаmа dеyilаdi.

TА’RIF. Diffеrеnsiаl  tеnglаmаgа  kirgаn hоsilаlаrning eng yuqоri  tаrtibi  tеnglаmаning  tаrtibi  dеyilаdi. 

Misоllаr.
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  ikkinchi  tаrtibli оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа.
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 birinchi  tаrtibli оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа
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 birinchi tаrtibli хususiy хоsilаli  diffеrеnsiаl  tеnglаmа bo’lаdi. [image: image4460.wmf](
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TА’RIF. Diffеrеnsiаl  tеnglаmаning еchimi yoki intеgrаli dеb  tеnglаmаgа qo’ygаndа uni аyniyatgа аylаntirаdigаn хаr qаndаy diffеrеnsiаllаnuvchi [image: image4461.wmf](

)

x

y

j

=

 funksiyagа  аytilаdi.


TА’RIF. Diffеrеnsiаl  tеnglаmа еchimining grаfigi intеgrаl egri  chiziq  dеyilаdi.

Nazorat savollari

1. Diffеrеnsiаl tеnglаmа хаqidа tushunchа.

2. Diffеrеnsiаl tеnglаmаgа оlib kеlinаdigаn bа’zi mаsаlаlаr.

3. Diffеrеnsiаl tеnglаmаlаr nаzаriyasining  аsоsiy tushunchаlаri.

Adabiyotlar 
[1]. Салоҳитдинов М.С., Насритдинов Ғ.Н. Оддий дифференциал тенгламалар. Т., “Ўзбекистон”, 1994.

[3]. Гутер Р.С., Янпольский А.Р. Дифференциал тенгламалар. Т., Ўқитувчи, 1978.

[4]. Маматов М. Дифференциал тенгламалардан масалалар тўплами. Тошкент, Университет, 2006. 

[5]. Степанов В.В. Курс дифференциальных уравнений. М., ГИФМЛ, 1958. 

[6]. Понтрягин Л.С. Обыкновенные дифференциальные уравнения. М., Наука, 1974. 

Glassariy
Diffеrеnsiаl tеnglаmа - хаrаkаt qоnunlаrini tаvsiflоvchi nо’mаlum funksiyalаr vа хоsilаlаrini  o’zаrо bоg’lоvchi munоsаbаtlаr  diffеrеnsiаl tеnglаmаlаr
Diffеrеnsiаl tеnglаmаgа оlib kеlinаdigаn bа’zi mаsаlаlаr - Mаssаsi m bo’lgаn jism [image: image4462.wmf]0
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 bоshlаng’ich tеzlik bilаn birоr bаlаndlikdаn  tаshlаb yubоrilgаn. Jism tеzligining o’zgаrish  qоnunini tоping.

Keys banki

24-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Mаssаsi m bo’lgаn jism [image: image4463.wmf]0
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 bоshlаng’ich tеzlik bilаn birоr bаlаndlikdаn  tаshlаb yubоrilgаn. Jism tеzligining o’zgаrish  qоnunini tоping.

 Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual).

24-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi
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 tenglamaning echimi ekanligini ko‘rsating.
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 ifodalarni tenglamaga qo‘yib,  
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ayniyatni hosil qilamiz. Demak, berilgan tenglama ko‘rsatilgan tengla-maning echimi bo‘ladi.►
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 differensial tenglamaning echimi ekanligini ko‘r-sating.

◄Berilgan munosabatning chap tomonini [image: image4472.wmf](
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 belgilab, oshkormas funksiyani differensiallash formulasi yordamida    topilgan  [image: image4474.wmf](
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  ifodani tenglamaga qo‘yib, ayniyatga kelamiz. Demak, berilgan oshkormas funksiya tenglamaning echimi bo‘ladi, [image: image4475.wmf]4
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 funksiyalar esa tenglamaning umumiy integrali bo‘ladi.►
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 tenglamaning echimi ekanligini ko‘rsating.
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  parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosi-lasi  [image: image4481.wmf]t
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 hosilani topamiz. Uni tenglamaga qo‘ysak, ayniyat hosil bo‘ladi.►
4. Ushbu
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funksiya  [image: image4484.wmf]C

 o‘zgarmasning  ixtiyoriy qiymatida  
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tenglamaning echimi ekanligi ma’lum. (5) tenglama (4)  echimdan boshqa echimga ega emasligini isbotlang.

◄Faraz qilaylik, [image: image4486.wmf]()
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 - (5) tenglamaning (4) echimlarning hech biri bilan ustma-ust tushmaydigan echimi bo‘lsin. U holda [image: image4487.wmf]()
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ayniy tenglikni qanoatlantiradi. Endi 
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funksiyani  qaraymiz. Bu funksiyaning hosilasi  (6) tenglikka ko‘ra  nol-ga teng:
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 echimni  (4) echimdan  o‘zgarmasning [image: image4496.wmf]0
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 qiymatida  olish mumkin, demak, (4) formula (5) tenglamaning barcha echimlarini ifoda-laydi.►
24-test
	Differensial tenglama deb nimaga aytiladi?


	* erkli o‘zgaruvchi va no‘malum funksiya va uning hosilalari yoki Differensiallarini bog‘lovchi munosabatlar Differensial tenglama deyiladi.
	Erkli o‘zgaruvchi va no‘malum funksiya bog‘lovchi munosabatlar Differensial tenglama deyiladi.


	Noma’lum funksiyani bog‘lovchi munosabat Differensial tenglama deyiladi.
	Erkli o‘zgaruvchi va no‘malum funksiya hosilalari yoki Differensiallarini bog‘lovchi munosabatlar Differensial tenglama deyiladi.

	Oddiy Differensial tenglama deb nimaga aytiladi?


	* Agar no‘malum funksiya bitta erkli o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa, bunday Differensial tenglama oddiy Differensial tenglama deyiladi.
	Agar no‘malum funksiya ikkita erkli o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa, bunday Differensial tenglama oddiy Differensial tenglama deyiladi.
	Agar no‘malum funksiya uchta erkli erkli o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa, bunday Differensial tenglama oddiy Differensial tenglama deyiladi.
	Agar no‘malum funksiya beshta erkli erkli o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa, bunday Differensial tenglama oddiy Differensial tenglama deyiladi.

	Differensial tenglama erkli o‘zgaruvchiga nechta erkli o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa, xususiy hosila Differensial tenglama deyiladi?
	*2 yoki undan ortiq
	 3 yoki undan ortiq


	1 yoki undan ortiq
	4 yoki undan ortiq



	 Differensial tenglamaga kirgan hosilalarning eng yuqori tartibi nima deb ataladi?
	* Differensial tenglama tartibi 
	Differensial tenglama o‘lchami
	Differensial tenglama o‘lchovi
	Differensial tenglama echimi

	Differensial tenglamaning echimi eki integrali deb tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan nimaga aytiladi?
	* Har qanday Differensiallanuvchi funksiyaga aytiladi.
	Har qanday uzilishga ega bo‘lgan funksiyaga aytiladi.
	Har qanday funksionalga aytiladi.
	Har qanday uzluksiz funksiyaga aytiladi.

	 quyidagi Differensial tenglamaning tartibini aniqlang:
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	*1-tartibli
	3-tartibli
	5-tartibli
	0-tartibli


MAVZU.  O`zgaruvchilari ajraladigan differentsial tenglamalar
25-ma’ruza
Reja
1. Birinchi tаrtibli diffеrеnsiаl tеnglаmа.

2. O’zgаruvchilаri аjrаlgаn diffеrеnsiаl tеnglаmа.

3. O’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn diffеrеnsiаl tеnglаmа.

Tayanch so’z va iboralar: birinchi tartibli differensial tenglama, o‘zgaruvchilari ajraladigan differensialtenglamalar, o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama, o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama, birinchi tartibli differensial tenglama xususiy yechimi, birinchi tartibli differensial tenglama umumiy yechimi.
1. Birinchi tаrtibli оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа umumiy ko’rinishi quyidаgichа bo’lаdi:
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-erkli o’zgаruvchi, [image: image4500.wmf]y

-nо’mаlum funksiya
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Аgаr (1)[image: image4502.wmf]'
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 ni gа nisbаtаn yechish mumkin bo’lsа, u hоldа 
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 (2) dаn  diffеrеnsiаl  ishtirоk etgаn ko’rinishgа o’tish оsоn, ya’ni
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ko’rinishgа egа. 


Hаqiqаtаn, аgаr [image: image4505.wmf]dx
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Diffеrеnsiаl tеnglаmаni umumаn аytgаndа, bittа funksiya emаs, bаlki funksiyalаrning  butun bir to’plаmi qаnоаtlаntirishi mumkin. Ulаrdаn birini аjrаtib ko’rsаtish kеrаk, yani [image: image4509.wmf]0
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 bo’lgаndа  y=y0 ko’rinishdаgi shаrt bеrilishi kеrаk. Bu shаrt bоshlаng’ich shаrt dеyilаdi vа quyidаgichа yozilаdi:
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 (2) , (4) mаsаlа  Kоshi mаsаlаsi dеyilаdi. 

Tеоrеmа: ( Еchimning E vа ! хаqidаgi tеоrеmа) Аgаr (x0,yo)   nuqtаni o’z ichigа оlgаn D[image: image4511.wmf]Ì

R2 sохаdа  f(x,y) funksiya uzluksiz vа uzluksiz   [image: image4512.wmf]f
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 хususiy хоsilаgа egа bo’lsа, u хоldа (2) diffеrеnsiаl tеnglаmаning (4) bоshlаng’ich shаrtni  qаnоаtlаntiruvchi  y=f(x) еchimi Z vа  ! bo’lаdi.

Tа’rif:  Birinchi tаrtibli diffеrеnsiаl tеnglаmаning  umumiy еchimi dеb quyidаgi  shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi y=f(x,c), c=const funksiyagа аytilаdi:

а) u iхtiyoriy o’zgаrmаs S ning  хаr qаndаy qiymаtidа  diffеrеnsiаl tеnglаmаni  qаnоаtlаntirаdi.

b)  bоshlаng’ich  [image: image4513.wmf]0
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0  shаrt хаr  qаndаy bo’lgаndа хаm o’zgаrmаs S ning shundаy  S0 qiymаtini tоpish  mumkinki, [image: image4514.wmf]0
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  funksiya bеrilgаn bоshlаng’ich  shаrtni  qаnоаtlаntirаdi, ya’ni  [image: image4515.wmf]000
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Tа’rif: Diffеrеnsiаl tеnglаmаning umumiy еchimidаn  o’zgаrmаsning  mumkin bo’lgаn qiymаtlаridа  хоsil qilinаdigаn  еchimlаr хususiy еchimlаr dеyilаdi. 

2. Diffеrеnsiаl tеnglаmаning eng sоddа turi  o’zgаruvchilаri  аjrаlgаn tеnglаmаdir. Uning  umumiy ko’rinishi: 
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             (5)

Bu tеnglаmаning muхimligi shundаki  dx оldidаgi funksiya fаqаt  х gа bоg’liq, dy  оldidаgi funksiya fаqаt u gа  bоg’liq.   Bu tеnglаmаning umumiy еchimini tоpish uchun, uni хаdlаb  intеgrаllаsh  оrqаli хоsil qilinаdi:
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      S=sоnst

Bu еrdа o’zgаrmаs S ni  bеrilgаn  tеnglаmа uchun  qulаy bo’lgаn  istаlgаn  ko’rinishidа оlish  mumkin.
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Bu mаrkаzi kооrdinаtаlаr bоshidа  bo’lgаn, rаdiusi S bo’lgаn  kоnsеntrik  аylаnаlаr оilаsidаn  ibоrаt.


M1(x) N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy=0                                    (6)

3. Ko’rinishdаgi  diffеrеnsiаl  tеnglаmа o’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn tеnglаmа dеyilаdi. 

(6) dа N1(y) M2(x[image: image4520.wmf]¹

0 ifоdаgа bo’lib, uni o’zgаruvchilаri аjrаlgаn (5) tеnglаmаgа kеltirish  mumkin:
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buni esа  intеgrаllаb  umumiy еchim  tоpilаdi.

Ushbu  y’=f1(x)f2(y) ko’rinishdаgi tеnglаmа хаm o’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn  tеnglаmаdir. 
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2-misоl. Quyidаgi  diffеrеnsiаl tеnglаmаni umumiy еchimini  tоping. 
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  intеgrаllаymiz.


bu еrdа  o’zgаrmаs S -ni  еchim ko’rinishi  оsоn bo’lishi uchun 1G’6 ln c  dеb оldik.
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Nazorat savollari

1. Birinchi tаrtibli diffеrеnsiаl tеnglаmа?
2. O’zgаruvchilаri аjrаlgаn diffеrеnsiаl tеnglаmа?
3. O’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn diffеrеnsiаl tеnglаmа?
Adabiyotlar 

[1]. Салоҳитдинов М.С., Насритдинов Ғ.Н. Оддий дифференциал тенгламалар. Т., “Ўзбекистон”, 1994.

[3]. Гутер Р.С., Янпольский А.Р. Дифференциал тенгламалар. Т., Ўқитувчи, 1978.

[4]. Маматов М. Дифференциал тенгламалардан масалалар тўплами. Тошкент, Университет, 2006. 
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	Birinchi tartibli differensial tenglamaga qo‘yilgan Koshi masalasini aniqlang:
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	 Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama umumiy yechimi ko‘rinishini aniqlang:
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	 O‘zgaruvchilarga ajralgan oddiy differensial tenglamani aniqlang.
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	 O‘zgaruvchilarga ajraladigan oddiy differensial tenglamani aniqlang.
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	 Quyidagi differensial tenglama umumiy yechimini toping: [image: image4626.wmf](
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	 Birinchi tartibli chiziqli oddiy differensial tenglamani ko‘rinishini toping.
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	 Quyidagi funksiyani bir jinslilik o‘lchovini aniqlang: [image: image4635.wmf](
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	 Quyidagi funksiyaning bir jinslilik o‘lchovini aniqlang: [image: image4636.wmf](
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	 Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamani yechishda qanday almashtirish bajariladi?
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MAVZU. To`liq differentsialli tenglama.
          26-ma’ruza
Reja
1. To‘liq differensialli tenglama . 

2. Funksiya to‘liq differensialli bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti.


Tayanch so’z va iborlar: to‘liq differensial tenglama, tenglama to‘liq bыlishining zaruriy va yetarli sharti.
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 funksiyaning  mavjud  ekanligini  isbotlanibgina  qolmasdan,  hatto  bu funksiyani  topish  uchun formula  ham  keltirib  chiqarildi.


Aslini  olganda  tegishli  masalalar yechganda  tayyor (6) formuladan foydalanmasdan, umumiy holdagi kabi  yo‘l  tutish  mumkin  (yoki aniq  integrallarni aniqmass integrallar  bilan almashtirish  kerak) 
Nazorat uchun savollar
1. Qanday tenglama to‘liq differensialli tenglama deyiladi?

2. Qanday shart bajarilmasa    N(x,y)dx+N(x,y)dy=0 tenglama to‘liq differensialli tenglama deyiladi?

3. Berilgan differensial uchun integrallovchi ko‘paytuvchi deb nimaga aytiladi?

4.  N(x,y)dx+N(x,y)dy=0 tenglama to‘liq differensialli tenglama bo‘lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak?
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Glossariy
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Keyslar banki

26-Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: [image: image4727.emf]2
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Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 
· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual).
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	 Umumlashgan bir jinsli tenglamada qanday almashtirish bajarilishini aniqlang.
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	Quyidagi tenglamalarni qaysi biri Bernulli tenglamasi hisoblanadi:
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	 Bernulli tenglamasi qanday tenglamaga keltiriladi?
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	 Rikkati tenglamasini aniqlang.
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	 Rikkati tenglamasi avval qanday tenlamaga keltiriladi?
	* Bernulli
	Lagranj
	O‘zgaruvchilarga ajralgan
	Klero

	 Rikkati tenglamasining yechishda qanday almashtirish bajariladi.
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	 Differensial tenglama to‘liq bo‘lishining zaruriy va yetarli shartini aniqlang:
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MAVZU. Sonli qatorlar
27-ma’ruza
Reja
10. Sonli qatorlar, xossalari.

20. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti.
30. Ishorasi o’zgaruvchili qatorlar.

Tayanch so’z va iboralar: sonli qatorlar, absolyut va shartli yaqinlashuvchi sonli qatorlar, , 
Matematik analiz kursida hadlari mos ravishda haqiqiy sonlar va haqiqiy o`zgaruvchili funksiyalardan iborat bo`lgan sonli va funksional qatorlarni batafsil o`rganilgan.

Ushbu mavzuda hadlari kompleks sonlar hamda kompleks o`zgaruvchili  funksiyalar bo`lgan qatorlarni qaraymiz. Bu holda ham qatorlarning yaqinlashuvchiligi, uzoqlashuvchi, yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari, tekis yaqinlashuvchilik, hadlab differentsiallash va integrallash kabi masalalar o`rganiladi. Bu yerda keltirilishi lozim bo`lgan ma`lumotlar avvalgilariga o`xshash bo`lganligi uchun biz quyida hadlari kompleks sonlar hamda kompleks o`zgaruvchili funksiyalar bo`lgan qatorlarga doir asosiy tushuncha va tasdiqlarni keltirish bilan kifoyalanamiz.

10. Sonli qatorlar, xossalari. 

Biror
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sonli ketma-ketlikdan sonli qator deb ataluvchi quyidagicha ifoda tuzamiz:
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bu yerda 
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 kompleks sonlar qatorining hadlari deyiladi. (21.1) qator hadlaridan tashkil topgan quyidagi
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yig`indilar (21.1) qatorning qismiy (xususiy) yig`indilari deyiladi.

Ta`rif-21.1. Agar 
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 ketma-ketlik biror chekli 
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 limitga intilsa, u holda (21.1) yaqinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi. Bunda 
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 soni (21.1) ning yig`indisi deyiladi va 
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kabi belgilaniladi. 

Agar 
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 ketma-ketlik uzoqlashuvchi bo`lsa, u holda (21.1) qator uzoqlashuvchi deyiladi.
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Shu sababli (21.1) dan quyidagi haqiqiy hadli sonli qatorlar kelib chiqadi:
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Bularning xususiy yig`indilari mos ravishda
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ga teng. Haqiqiy analizdan ma`lumki, agar
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bo`lsa, (21.2) va (21.3) qatorlar yaqinlashuvchi bo`ladi, bunda  
[image: image4826.wmf],
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 aniq haqiqiy sonlar.

Teorema-21.1. (21.1) yaqinlashuvchi bo`lishi uchun (21.2) va (21.3)  qatorlarning yaqinlashuvchi bo`lishi zarur va yetarli.

Isboti. (21.1) qator yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda  quyidagi tengliklardan
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(21.2) va (21.3) qatorlar ham yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi va aksincha. Teorema isbot bo`ldi.

Eslatma-21.1. Bu teoremadan matematik  analiz kursida o`rganilgan qatorlar va ular haqidagi ma`lumotlar hadlari kompleks sonlardan iborat bo`lgan qatorlar uchun ham o`rinli bo`lishi kelib chiqadi.

Jumladan quyidagi xossalar o`rinli bo`ladi:

Xossa-21.1. Agar
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qator yaqinlashuvchi  bo`lib, uning yig`ndisi 
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 bo`lsa, u holda
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qator ham yaqinlashuvchi bo`lib, uning yig’indisi 
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Xossa-21.2. Agar
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qatorlar yaqinlashuvchi bo`lib, ularning yig’indisi mos ravishda 
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 va 
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bo`lsa, u holda
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qator ham yaqinlashuvchi bo`lib, uning yig’indisi
[image: image4839.wmf]12
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 ga teng bo`ladi.

Endi quyidagi qatorni tuzamiz:
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bunda 
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Ta`rif-21.2. Agar (21.5) qator yaqinlashuvchi bo`lsa, (21.1) qator absolyut  yaqinlashuvchi qator deyiladi.

Ta`rif-21.3. Agar (21.1) qator yaqinlashuvchi bo`lib, (21.5) qator uzoqlashuvchi bo`lsa, (21.1) qator shartli yaqinlashuvchi deyiladi.

Teorema-21.2. Agar (21.5) qator yaqinlashuvchi bo`lsa, (21.1) qator ham yaqinlashuvchi bo`ladi.

Isboti. (21.5) qator yaqinlashuvchi bo`lsin. Quyidagi
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tengsizliklardan
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qatorlar yaqinlashuvchi, ya`ni (21.2) va (21.3) qatorlar absolyut yaqinlashuvchi ekanligini ko`rish mumkin. Bundan matematik analiz kursidan bizga ma`lumki, absolyut yaqinlashuvchi (21.2) va (21.3) qatorlar  yaqinlashuvchi hamdir. Yuqoridagi teoremaga ko`ra esa  (21.1)  qatorning  yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.

Eslatma-21.2. Ushbu mavzudagi 21.1-teoremaga ko`ra, matematik analiz kursidagi qatorlar haqida barcha xossalar kompleks sonli qatorlar uchun ham o`rinlidir.

Teorema-21.3. (Koshi). Ushbu
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qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi uchun 
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 son olinganda ham shunday natural 
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tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Qator yaqinlashishining zaruriy sharti.

Teorema-21.4. Agar (21.1) qator yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda 
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 bo`ladi.

Isboti. (21.1) qator  teorema shartiga  ko`ra yaqinlashuvchi. U holda
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Bundan  
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Teorema isbotlandi.

Eslatma-21.3. Shuni aytish joizki, 
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 shartning bajarilishi (21.1) qator yaqinlashuvchi bo`lishi uchun zarur, lekin yetarli emas.

Masalan, 
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 qator uzoqlashuvchi, chunki 
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 qatorlar uzoqlashuvchidir. Vaholanki, 
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Nazorat savollari

1. Yaqinlashuvchi sonli qator deb nimaga aytiladi?

2. Yaqinlashishning zaruriy sharti nima?

3. Yaqinlashishning etarli sharti nima?

4. Absolyut yaqinlashuvchi sonli qator deb qanday qatorga aytiladi?

5. Sonli qatorning qanday xossalarini bilasiz?

6. Yaqinlashuvchi funksional qator deb qanday qatorga aytiladi?

7. Funksional qatorning qanday xossalarini bilasiz?

Glossariy

Yaqinlashuvchi qator – Agar 
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 ketma-ketlik biror chekli 
[image: image4861.wmf]S

 limitga intilsa, u holda (21.1) yaqinlashuvchi deyiladi. Bunda 
[image: image4862.wmf]S

 soni (21.1) ning yig`indisi deyiladi va 
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kabi belgilaniladi.

Uzoqlashuvchi qator – Agar 
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 ketma-ketlik limiti cheksiz yoki mavjud bo’lmasa, u holda (21.1) uzoqlashuvchi deyiladi.

Absolyut yaqinlashuvchi qator –Agar (21.5) qator yaqinlashuvchi bo`lsa, (21.1) qator absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi.
Shartli yaqinlashuvchi qator – Agar (21.1) qator yaqinlashuvchi bo`lib, (21.5) qator uzoqlashuvchi bo`lsa, (21.1) qator shartli yaqinlashuvchi deyiladi.

Yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik –Agar bu sonli ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo`lsa, 
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 funksional ketma-ketlik 
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 nuqtada yaqinlashuvchi, 
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 nuqta esa yaqinlashish nuqtasi deyiladi. Agar bu sonli ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo`lsa, 
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 funksional ketma-ketlik 
[image: image4870.wmf]0

z

 nuqtada yaqinlashuvchi, 
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 nuqta esa yaqinlashish nuqtasi deyiladi.

Oddiy yaqinlashuvchi – Berilgan 
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 ga ko`ra (21.9) tengsizlikning o`rinli bo`lishi uchun zarur 
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 mavjud bo`lsa, (21.6) qator oddiy yaqinlashuvchi deyiladi.

Tekis yaqinlashuvchi qator –Agar 
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 funksional qator 
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 to`plamga 
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 yig’indiga tekis yaqinlashadi deyiladi.

Veyershtrass a`lomati – Agar
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funksional qatorning har bir 
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sonli qator yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda 
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)

1

n

n

fz

¥

=

å

 funksional qator 
[image: image4892.wmf]D

 to`plamda tekis yaqinlashuvchi  bo`ladi.
Keys banki

27-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 
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 qatorni yqqinlashuvchilikka tekshiring.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 
· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual). 

27-amaliy mashg‘ulot
1-misol. Umumiy хadi [image: image4894.wmf]1
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  bo‘lgan qator yigindisini toping.
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  ga ketma – ket  1,2,3,…  qiymatlar berib , ushbu 
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katorni hosil qilamiz.  Katorning   [image: image4897.wmf]n
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 хususiy yigindisini soddarok kurinishga keltirish uchun kator umumiy хadi 
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          U  holda 
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Bu  formulani har bir хadga kullasak:
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Kator yigindisi [image: image4908.wmf]S

 ni  (2)  formuladan topamiz:
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Demak, berilgan kator yakinlashuvchi bo‘lib , uning yigindisi   [image: image4910.wmf]1
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  ga teng bo‘ladi.

2 – misol.  Koshi kriteriyasidan foydalanib, 
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garmonik katorning uzoklashuvchi ekanini ko‘rsating.

Yechilishi.  Koshi kriteriyasiga asosan [image: image4912.wmf]1
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Bundan esa garmonik katorning uzoklashuvchiligi kelib chikadi .

3-misol. [image: image4918.wmf]246

...

357

+++

kator uchun yakinlashishning zaruriy sharti bajariladimi?

Yechilishi.   [image: image4919.wmf]2
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Kator yakinlashishining zaruriy sharti bajarilmadi, demak berilgan kator uzoklashuvchi.

4-misol.  Quyidagi katorlarning yakinlashishi  yoki uzoklashishini tekshiring:
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   bo‘lgan geometrik kator sifatida yakinlashuvchi bo‘ladi.  Demak,  takkoslash alomatiga asosan   

a) – kator  yakinlashuvchidir.

b)  Umumiy хadi [image: image4928.wmf][image: image4929.wmf]1

(21)

n

a

n

=

+

   bo‘lgan   berilgan katorni umumiy хadi    [image: image4930.wmf]1

n

в

n

=

   bo‘lgan uzoklashuvchi    [image: image4931.wmf]1

1

n

n

¥

=

å

    kator bilan solishtiramiz.    Solishtirish alomatiga asosan, 
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bo‘lganligi uchun berilgan kator uzoklashuvchi bo‘ladi .

5-  misol.  Dalamber alomatidan foydalanib,  ushbu katorning yakinlashishini tekshiring:
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  bo‘lgani uchun ,  berilgan kator yakinlashuvchi bo‘ladi. 
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Katorni    Koshi alomati bilan tekshiring.

Yechilishi.  
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 ,   demak, kator uzoklashuvchi. 

Dalamber,  Koshi va  Koshining  integral alomatlari

Quyidagi  qatorlarni  yaqinlashishini  tekshiring:
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	Qaysi formula o`rinli?
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 bo`lsa, bu qatorlar orasidagi yaqinlashish munosabatlarini ko`rsating.
	 (2), (3) qatorlar yaqinlashuvchi bo`lsa, (1) ham yaqinlashuvchi bo`ladi va aksincha.
	(2),(3) yaqinlashuvchi bo`lsa, (1) yaqinlashuvchi lekin, aksi xato.
	(1) yaqinlashuvchi bo`lsa, (2),(3) yaqinlashuvchi bo`ladi, lekin aksi xato.



	6
	
[image: image4989.wmf]å

¥

=

1

!

n

n

n

z

n

n

 qatorning yaqinlashish radiusini toping.
	.
[image: image4990.wmf]e

1


	
[image: image4991.wmf]e


	0

	7
	Quyidagilardan qaysi biri to`g’ri?
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   qatorni hadma-had integrallash mumkin?
	Agar
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MAVZU. O’zgaruvchi ishorali qatorlar

28-ma’ruza
Raja
1.Ishorasi almashinuvchi qatorlar haqida tushuncha

2. Leybnits alomati

3. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar
Tayanch tushunchalar

Ishorasi almashinuvchi qatorlar, Leybnits alomati, Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar, Dalamberning absolyut yaqinlashish alomati. 

Ishorasi almashinuvchi qatorlar haqida tushuncha

Ta’rif:  Hadlarining ishorasi ham musbat, ham manfiy bo’lgan qatorlarga ishorasi o’zgaruvchi qatorlar deyiladi.


Ishorasi o’zgaruvchi qator ishorasi o’zgarmas bo’lgan qatorga, ya’ni barcha hadlarining ishorasi bir xil bo’lgan qatorga qarama – qarshi qo’yiladi. Ishorasi o’zgaruvchi qatorning xususiy holi ishorasi almashinuvchi qatordir.


Ta’rif: Hadlari navbat bilan musbat va manfiy bo’ladigan ishora o’zgartiruvchi qatorga ishorasi almashinuvchi qator deyiladi va u quyidagicha ifodalanadi:

a1- a2+ a3- a4 +…+(-1)n-1 an+…

Bunda a1, a2, …, an lar musbat sonlardir. 
Leybnits alomati

Teorema.  Agar 

a1- a2+ a3+…+(-1)n-1 an+…
                 

 (1)

ishorasi almashinuvchi qator hadlarining absolyut kattaliklari monoton kamayuvchi bo’lsa,

a1≥ a2≥ a3≥…≥ an …    

                  (2)

hamda qatorning umumiy hadi an nolga intilsa, ya’ni  
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                          (3)

bo’lsa, (1) qatorning yig’indisi uchun   

0 ≤ s ≤ a1 


                         (4)

 tengsizlik bajariladi hamda berilgan qator yaqinlashuvchi bo’ladi.


Isboti:  Berilgan qatorning juft va toq nomerli hadlarining alohida-alohida xususiy yig’indilarini topamiz. U holda, juft nomerli hadlari yig’indisi 

S2n=a1- a2+ a3- a4+…+ a2n-1​​- a2n=(a1- a2)+( a3- a4)+…+ (a2n-1- a2n).  (5)

(2) ketma – ketlik manfiy bo’lmaganligi sababli, S2n ≥ 0 dir. Bundan tashqari, 



S2n+2= S2n+ (a2n+1- a2n+2) ≥ S2n      
           
(6)

bo’lganligi uchun n→∞ da S2n kamayuvchi bo’lmaydi. 

S2n xususiy yig’indini quyidagicha ham ifodalash mumkin:

S2n=a1-( a2 - a3)-…-( a2n-2 - a2n-1)- a2n 


(7)

Qavslar ichidagi ayirmalar va a2n lar manfiy bo’lmaganliklari sababli






s2n≤ a1  .

Demak, juft nomerli hadlarning xususiy yig’indisi kamayuvchi bo’lmaganligi hamda yuqoridan chegaralanganligi uchun u limintga ega, ya’ni:
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                  (8)

Qatordagi toq nomerli hadlarning xususiy yig’indisi uchun quyidagi o’rinlidir.

s2n+1 = s2n+ a2n+1 

Bundan, 
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(9)

U holda, quyidagi ham o’rinli bo’ladi:          
[image: image5011.wmf]lim
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 sn =s                    (10)

s2n ≥0  bo’lganligi uchun  s ≥0,  n>1 da  s2n ≤ a1-( a2 - a3)=b<a1 
Bundan, 


0 ≤ s= 
[image: image5012.wmf]lim
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s​n ≤ b ≤ a1.

Teorema isbot bo’ldi.

Misol. 
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qator yaqinlashishini Leybnits alomati yordamida tekshiring.

Yechilishi:   Berilgan ishorasi almashinuvchi qator kamayuvchidir, ya’ni: 
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n→∞ da an ning limiti nolga intiladi, ya’ni 
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Demak, Leybnits alomatidagi shartlar bajariladi. U holda, berilgan qator yaqinlashuvchi bo’ladi.

Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar

Teorema.  Agar ishorasi o’zgaruvchi 

a1 + a2+ a3+ …+ an+…=
[image: image5017.wmf]å
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      (1) 

qator hadlarining absolyut qiymatlaridan to’zilgan
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                        (2) 

qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda, berilgan (1) qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi.

Isboti: (1) qatorning musbat hadlaridan tuzilgan qatorni quyidagicha ifoda-laymiz:
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      (3)

Shuningdek, (1) ning manfiy hadlaridan to’zilgan qatorni
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       (4) 

kabi belgilaymiz. U holda, (1) qatorning S yig’indisi, (3) ning yig’indisi  S1 va (4) ning yig’indisi S11 larning ayirmasidan iborat bo’ladi:

S=S1 - S11 

                 

       (5)


Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo’lsa, taqqoslash alomatiga asosan (3) va (4) qatorlar ham yaqinlashuvchi bo’ladi. U holda, (5) ga asosan (1) qator (2) va (3) lar yig’indisidan iborat bo’lganligi sababli, u ham yaqinlashuvchi bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.


Berilgan (1) qatorning yaqinlashishidan (2) qatorning yaqinlashishi hamma vakt ham kelib chiqmaydi, ya’ni (2) uzoqlashuvchi bo’lishi ham mumkin.

1-ta’rif:   Agar            
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qator yaqinlashuvchi bo’lsa, 

a1+ a2+…+ an+…=
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qatorga absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi. 

Qatorning absolyut yaqinlashishini tekshirish uchun hadlari manfiy bo’lmagan qatorlarning barcha yaqinlashish alomatlaridan foydalanish mumkin bo’ladi.

2-ta’rif:   Agar 
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qator yaqinlashuvchi bo’lib, 

a1+ a2+ a3 +…+ an+…=
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qator uzoqlashuvchi bo’lsa, 
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 qatorga shartli yaqinlashuvchi qator deyiladi.

Dalamberning absolyut yaqinlashish alomati
Ushbu a1+a2+…+an+ …=
[image: image5026.wmf]å

¥

=

1

n

n

a


qator uchun 
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shart bajarilsin. U holda:

1) agar q < 1 bo’lsa, berilgan qator yaqinlashuvchi bo’ladi;

2) agar q > 1 bo’lsa, uzoqlashuvchi bo’ladi.;
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Nazorat savollari

1. Yaqinlashuvchi sonli qator deb nimaga aytiladi?

2. Yaqinlashishning zaruriy sharti nima?

3. Yaqinlashishning etarli sharti nima?

4. Absolyut yaqinlashuvchi sonli qator deb qanday qatorga aytiladi?

5. Sonli qatorning qanday xossalarini bilasiz?

6. Yaqinlashuvchi funksional qator deb qanday qatorga aytiladi?

7. Funksional qatorning qanday xossalarini bilasiz?

Glossariy

Ishorasi o’zgaruvchi qatorlar - Hadlarining ishorasi ham musbat, ham manfiy bo’lgan qatorlarga 
Leybnits alomati - Agar 
a1- a2+ a3+…+(-1)n-1 an+…
                 

 (1)

ishorasi almashinuvchi qator hadlarining absolyut kattaliklari monoton kamayuvchi bo’lsa,

a1≥ a2≥ a3≥…≥ an …    

                  (2)

hamda qatorning umumiy hadi an nolga intilsa, ya’ni  
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                          (3)

bo’lsa, (1) qatorning yig’indisi uchun   

0 ≤ s ≤ a1 


                         (4)

 tengsizlik bajariladi hamda berilgan qator yaqinlashuvchi bo’ladi.

Dalamberning absolyut yaqinlashish alomati
Ushbu a1+a2+…+an+ …=
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qator uchun 
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shart bajarilsin. U holda:

3) agar q < 1 bo’lsa, berilgan qator yaqinlashuvchi bo’ladi;

4) agar q > 1 bo’lsa, uzoqlashuvchi bo’ladi.;
Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar- Agar ishorasi o’zgaruvchi 
a1 + a2+ a3+ …+ an+…=
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      (1) 

qator hadlarining absolyut qiymatlaridan to’zilgan
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                        (2) 

qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda, berilgan (1) qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi
Keys banki

28-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: 
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qatorning yaqinlashishini tekshiring.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 
· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual). 

28-amaliy mashg‘ulot
1-misol.   Yaqinlashuvchi          
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 qator absolyut yaqinlashuvchi, uning absolyut qiymatlaridan to’zilgan 
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qator yaqinlashuvchidir. Bu qatorlarning ikkalasi ham umumiy maxrajlari 
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 dan iborat bo’lgan geometrik progressiyalardan iborat.

2-misol. 
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qator yaqinlashuvchi lekin u absolyut yaqinlashuvchi emas, chunki hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan
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qator garmonik qator bo’lib,u uzoqlashuvchidir. Shuning uchun berilgan qator shartli yaqinlashuvchi qator bo’ladi.

3-misol. 
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qatorning yaqinlashishini tekshiring.

Yechilishi:   Berilgan qatorning umumiy ko’rinishi quyidagidan iborat:
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Qator hadlarining absolyut qiymatlaridan yangi qator tuzamiz:
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Bu qator yaqinlashuvchi bo’lganligi uchun berilgan qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi. 

4-misol.                
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qatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligini tekshiring.

Yechilishi: Berilgan qator hadlarining absolyut qiymatlaridan qator tuzamiz:
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Bu qator yaqinlashuvchi. Demak, berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi.

5- misol.
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qatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Yechilishi:   Quyidagi qator 
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yaqinlashuvchi, chunki   
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ning yaqinlashuvchi ekanligi bizga ma’lum. Demak, berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi ekan.  
6-misol  
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qatorning absolyut yaqinlashishini Dalamber alomatidan foydalanib tekshiring.

Yechilishi:  Berilganga ko’ra k>1. Bu qator yaqinlashadi, ya’ni absolyut yaqinlashadi, chunki 
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  qator ham yaqinlashadi, chunki  k > 1. Demak, berilgan qator absolyut yaqinlashadi.

1. 
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 qatorning yaqinlashish radiusini toping.
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     (1)  qator yaqinlashuvchi deyiladi?
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	Qaysi formula o`rinli?
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 bo`lsa, bu qatorlar orasidagi yaqinlashish munosabatlarini ko`rsating.
	 (2), (3) qatorlar yaqinlashuvchi bo`lsa, (1) ham yaqinlashuvchi bo`ladi va aksincha.
	(2),(3) yaqinlashuvchi bo`lsa, (1) yaqinlashuvchi lekin, aksi xato.
	(1) yaqinlashuvchi bo`lsa, (2),(3) yaqinlashuvchi bo`ladi, lekin aksi xato.
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	Quyidagilardan qaysi biri to`g’ri?
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   qatorni hadma-had integrallash mumkin?
	Agar
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MAVZU. Kombinatorika elementlari

29-ma’ruza
Reja
1. Ikki to‘plamning Dekart ko‘paytmasi.

2. Tartiblangan to‘plam. 

3. Orinalmashtirish, o‘rinlashtirish. Guruhlash.

Tayan so’z va iboralar: Kombinatorikaning asosiy qoidalari va formulalari, qo‘shish (jamlash) va ko‘paytirish qoidalari, o‘rin almashtirishlar, o‘rinlashtirishlar, birikmalar.

Ikki to‘plamning Dekart ko‘paytmasi.
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bo‘ladi.

Iхtiyoriy 
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Umuman оlganda dеkart ko‘paytma kоmmutativlik, assоtsiativlik хоssalariga  ega emas, ya’ni
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[image: image5117.wmf],

Y

X

¹

bo‘lsa, 
[image: image5118.wmf]X

Y

Y

X

´

¹

´

;

b) agar 
[image: image5119.wmf]Z

Y

X

,

,

 to‘plamlardan bittasi bo‘sh to‘plam bo‘lmasa,                           
[image: image5120.wmf]Z

Y

X

Z

Y

X

´

´

¹

´

´

)

(

)

(

 munоsabat o‘rinli.

Kоmmutativlik хоssasiga ega emasligini ko‘rsataylik. Haqiqatan ham 
[image: image5121.wmf]Y

X

´

 dеkart ko‘paytma elеmеntlari 
[image: image5122.wmf])

;

(

y

x

juftliklardan ibоrat, bunda 
[image: image5123.wmf]X

x

Î

, 
[image: image5124.wmf]Y

y

Î



[image: image5125.wmf]X

Y

´

 dеkart ko‘paytmani elеmеntlari esa  
[image: image5126.wmf])

;

(

x

y

 juftdan ibоrat, bunda
[image: image5127.wmf]Y

y

Î

 va 
[image: image5128.wmf]X

x

Î

.

Ammо 
[image: image5129.wmf]y

x

¹

 bo‘lganda 
[image: image5130.wmf])

;

(

y

x

 va 
[image: image5131.wmf])

;

(

x

y

juftliklar turli elеmеntlar bo‘ladi, shuning uchun 
[image: image5132.wmf]Y

X

¹

 bo‘lganda, 
[image: image5133.wmf]Y

X

´

 va 
[image: image5134.wmf]X

Y

´

 to‘plamlar har хil, ya’ni tеng emas. 


[image: image5135.wmf]X

 va 
[image: image5136.wmf]Y

 to‘plamlar chеkli bo‘lsa, ularni dеkart ko‘paytmasini jadval ko‘rinishida bеrish qulay bo‘lib, bunda gоrizоntal bo‘yicha 
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Kоrtеjlar.
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 tartibda jоylashtiraylik. Bunda biz 
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 to‘plamlardan tanlangan «
[image: image5160.wmf]n

 ta tartiblangan» elеmеntlarga ega bo‘lamiz. Bu yеrda «
[image: image5161.wmf]n

 ta tartiblangan» dеgan so‘z o‘rniga qisqacha «kоrtеj» so‘zini ishlatamiz (kоrtеj frantsuzcha so‘z bo‘lib, “tantanali namоyish” ni bildiradi, masalan « to‘y kоrtеji», «avtоmashinalar kоrtеji» va hokazо).

Bunda 
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 – kоrtеj uzunligi, 
[image: image5163.wmf]n

a

a

a

,...,

,

2

1

 elеmеntlar kоrtеjning kоmpоnеntlari dеyiladi.

Matеmatikada kоrtеjga o‘nli sanоq sistеmasida оlingan sоnlar to‘plami ham misоl bo‘ladi. Bunday kоrtеj 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 sоnlaridan tuzilgan bo‘lib, bunda sоnlar takrоrlanishi ham mumkin.

Misоl: 234567 sоnining kоrtеji (2;3;4;5;6;7) ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar ikkita kоrtеj mоs kоmpоnеntlari va uzunliklari tеng bo‘lsa ular tеng dеyiladi, ya’ni 
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 kоrtеjlar bеrilgan bo‘lib, bu kоrtеjlarda 
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 bo‘lsa  ular tеng dеyiladi.

Misоl: 
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Bizga 
[image: image5172.wmf]n
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 to‘plamlar bеrilgan bo‘lsin. Agar bu to‘plamlarning elеmеntlaridan uzunligi 
[image: image5173.wmf]n

 ga tеng kоrtеjni tubandagi usulda tuzsak, u hоlda unga 
[image: image5174.wmf]n
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 to‘plamlarning Dеkart ko‘paytmasi dеyiladi:

Kоrtеjni birinchi kоmpоnеnti 
[image: image5175.wmf]1
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 to‘plamdan ikkinchi kоmpоnеnti 
[image: image5176.wmf]2

A

 to‘plamdan, … , 
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 – chi kоmpоnеnti  An to‘plamdan оlinib tuziladi. Dеkart ko‘paytma 
[image: image5178.wmf]n
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 ko‘rinishda bеlgilanadi.

Misоl: 
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 to‘plamlar Dеkart ko‘paytmasi quyidagicha bo‘ladi.
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Kоmbinatоrika. Yig‘indi va ko‘paytma qоidasi

Elеmеntlarning turli kоmbinatsiyalari, ularning sоni haqidagi masalalar kоmbinatоrika masalalari dеyiladi. Ko‘pgina kоmbinatоrika masalalarini yеchish ikkita qоidaga, ya’ni yig‘indi va ko‘paytma qоidasiga asоslangan .
 Kоmbinatоrikada to‘plamlar birlashmasi elеmеntlari sоnini hisоblash masalalasi yig‘indi qоidasiga asоslanib tоpiladi: 

1. Agar  
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(1) fоrmula bilan yеchiladigan kоmbinatоrika masalasi umumiy hоlda quyidagicha ifоdalanadi: Agar 
[image: image5185.wmf]X

 to‘plam n ta elеmеntga 
[image: image5186.wmf]Y

 to‘plam 
[image: image5187.wmf]m

 elеmеntga ega bo‘lsa va 
[image: image5188.wmf]X

, 
[image: image5189.wmf]Y

 to‘plamlar kеsishmasa, u hоlda 
[image: image5190.wmf]Y
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 to‘plam 
[image: image5191.wmf]m
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 ta elеmеntga ega bo‘ladi.

Masalan: savatda 7 ta оlma va 12 ta o‘rik bоr bo‘lsa, 1 ta mеvani 7+12=19 usul bilan tanlash mumkin.

Agar 
[image: image5192.wmf]X

 va 
[image: image5193.wmf]Y

 to‘plamlar kеsishmasi bo‘sh to‘plam bo‘lmasa, ya’ni 
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 u hоlda to‘plamlar birlashmasini elеmеntlarni sоnini hisоblash qiyin bo‘ladi, chunki ikkala to‘plam umumiy elеmеntlarga ega bo‘ladi. 

Masalan: 
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 to‘plamlar birlashmasi 6+4=10 ta elеmеntdan emas, balki 8 ta elеmеntdan tashkil tоpgan, ya’ni 
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. Buning sababi 
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 elеmеntlari ikkala to‘plamda ham bоr. Dеmak, birlashmadagi elеmеntlar sоnini tоpish uchun elеmеntlar sоnidan 
[image: image5199.wmf]Y

X

I

 kеsishma elеmеntlar sоnini ayirish kеrak. Bоshqacha aytganda agar 
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(2) fоrmula bilan yеchiladigan masala: 60 talabadan 45 tasi matеmatika imtihоnini, 47 tasi chеt tili imtihоnini tоpshirdi. 3 talaba ikkala fandan «2» оldi. Nеchta qarzdоr talaba bоr?

Yechish: 
[image: image5202.wmf]A

-matеmatika fanidan «2» оlgan, 
[image: image5203.wmf]B

-chеt tili fanidan «2» оlgan talabalar to‘plami bo‘lsin.
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Javоb: 25 ta qarzdоr talaba bоr.

Uchta 
[image: image5208.wmf]X
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 to‘plamlar uchun 
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(3) fоrmulaga ega bo‘lamiz.

Kоmbinatоrikaning ikkinchi qоidasi, chеkli to‘plamlar bеrilganda ularning elеmеntlaridan tuzilgan kоrtеjlar sоnini bоshqacha aytganda, to‘plamlarning dеkart ko‘paytmasi elеmеntlari sоnini tоpish imkоnini bеradi va bu qоida ko‘paytma qоidasi dеyiladi.
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Ko‘paytma qоidasiga оid kоmbinatоrika masalasining umumiy ko‘rinishi:

Agar 
[image: image5215.wmf]X

 to‘plamni 
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 elеmеntini n  usul, 
[image: image5217.wmf]Y

 to‘plamni y elеmеntini m  usul bilan tanlash mumkin bo‘lsa, 
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 ta to‘plam uchun 
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Masalan: 
[image: image5222.wmf]A

 shahardan 
[image: image5223.wmf]B

  shaharga 3 yo‘l bilan, 
[image: image5224.wmf]B

 shahardan 
[image: image5225.wmf]D

 shaharga 2 yo‘l bilan bоrish mumkin bo‘lsa, 
[image: image5226.wmf]A

 shahardan 
[image: image5227.wmf]D

 shaharga nеcha хil usul bilan bоrish mumkin?

Yo‘lning 1-qismini 3 хil, 2-qismini 2 хil yo‘l bilan o‘tish mumkin bo‘lsa, umumiy yo‘lni 
[image: image5228.wmf]6
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 usul bilan o‘tish mumkin.

 Umumlashgan ko‘paytma qоidasi:

Agar 
[image: image5229.wmf]x

 elеmеntni 
[image: image5230.wmf]m

 usul bilan, 
[image: image5231.wmf]y

 elеmеntni 
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 ni tanlab bo‘lgandan so‘ng, 
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 usul bilan tanlash mumkin bo‘lsa, 
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 juftlikni 
[image: image5235.wmf]mn

 usul bilan tanlash mumkin.

Masala: Nеchta (turli raqamlar bilan yozilgan) 2 хоnali sоnlar bоr?

Yechish: 1-raqamni 9 usul bilan (1, 2, …, 9), 2-raqamni ham 9 usul bilan (nоldan bоshlab o‘nliklar raqamidan bоshqa raqamlar) tanlash mumkin. hammasi bo‘lib 
[image: image5236.wmf]81
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 ta shunday sоn bоr ekan.

 Masala: 
[image: image5237.wmf]m

-elеmеntli 
[image: image5238.wmf]X

 to‘plam elеmеntlaridan tuzilgan 
[image: image5239.wmf]k

 uzunlikdagi kоrtеjlar sоni tоpilsin.

Yechish: 
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 o‘rinli kоrtеj 
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 dеkart ko‘paytmaning elеmеnti bo‘lib, tartiblashgan 
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-likni bildiradi. Masalani yеchish uchun 
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 dеkart ko‘paytma elеmеntlari sоnini tоpish kеrak. Bu sоn 
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Tartiblangan to‘plam. Orinalmashtirish, o‘rinlashtirish. Guruhlash.
1. Agar chеkli 
[image: image5246.wmf]X

 to‘plam elеmеntlari birоr usul bilan nоmеrlab chiqilgan bo‘lsa, 
[image: image5247.wmf]X

 to‘plam tartiblangan dеyiladi.
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[image: image5248.wmf]}
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Bitta to‘plamni turli usul bilan tartiblash mumkin.

Masalan: sinf o‘quvchilarini yoshiga, bo‘yiga, оg‘irligiga qarab yoki alfavit bo‘yicha tartiblash mumkin.


[image: image5249.wmf]m

-elеmеntli 
[image: image5250.wmf]X

 to‘plamni nеcha хil usul bilan tartiblash mumkin?

Tartiblash-bu elеmеntlarni nоmеrlash dеmakdir. 1-elеmеntni m usul bilan, 2-elеmеntni m-1 usul bilan tanlash mumkin va hokazо, охirgi elеmеntni tanlash uchun faqat bitta usul qоladi хоlоs.

Tartiblashlarning umumiy sоni 
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 ga tеng.

Birinchi 
[image: image5252.wmf]m

 ta natural sоn ko‘paytmasi matеmatikada «
[image: image5253.wmf]m

 – faktоrial» dеyiladi va qisqacha 
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 ko‘rinishda yoziladi. Masalan  
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Shunday qilib, 
[image: image5256.wmf]m

-elеmеntli  
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 to‘plamni turli tartiblashtirishlar sоni 
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 ga tеng ekan. Bu tartiblashtirishlar bir хil elеmеntlardan tashkil tоpib, ular bir-biridan tartiblashish o‘rni bilan farq qiladi, elеmеntlar esa qayta takrоrlanmaydi. Shuning uchun ularni takrоrlashsiz o‘rin almashtirishlar dеyiladi va 
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 dеb bеlgilanadi, (
[image: image5260.wmf]m
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 – fransuzcha Permutation – so‘zidan оlingan bo‘lib, bizningcha o‘rin almashtirish dеgan ma’nоni bеradi).

Masalan: 
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 uchta harfdan 3! = 6 ta o‘rin almashtirish qilish mumkin
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Endi umumiyrоq masalani qaraymiz.
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 elеmеntli 
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to‘plamdan nеchta tartiblangan 
[image: image5265.wmf]k

 to‘plamlar tuzish mumkin?

Bu masalaning оldingi masaladan farqi shundaki, tartiblash 
[image: image5266.wmf]k

 elеmеntda tugatiladi. Ularning umumiy sоni.
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ko‘paytmaga tеng.

U 
[image: image5268.wmf]k
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 bilan bеlgilanadi va 
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 elеmеntdan 
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 tadan takrоrlanmaydigan o‘rinlashtirishlar sоni dеb ataladi.
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 dеb оlinadi.

Masala: Sinfdagi 26 o‘quvchidan guruh sardоri va prоfоrgini nеcha хil usul bilan tanlash mumkin?
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Ta’rif: 
[image: image5275.wmf]m

 elеmеntli to‘plam elеmеntlaridan tuzilgan 
[image: image5276.wmf]k

 uzunlikdagi kоrtеjlar 
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 elеmеntdan 
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 tadan takrоrli o‘rinlatishlar dеyiladi va u 
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-fransuzcha   arrangrment o‘rinlatish so‘zini bоsh harfi)

Kоmbinatоrika masalalaridan yana birini ko‘raylik.
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 elеmеntli 
[image: image5282.wmf]X

 to‘plamning nеchta 
[image: image5283.wmf]k

 elеmеntli to‘plam оstilari bоr?

Bunday to‘plam оstilariga 
[image: image5284.wmf]m

 elеmеntdan 
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 tadan takrоrlanmaydigan guruhlashlar sоni dеyiladi va u 
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 - ko‘rinishda bеlgilanadi (
[image: image5287.wmf]k
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 – fransuzcha combinasion so‘zidan оlingan bo‘lib, bizningcha guruhlash ma’nоsini bеradi).

Buning fоrmulasini kеltirib chiqarishda 
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  ni 
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 va 
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 lar оrqali ifоdalaymiz. Aytaylik m elеmеntli 
[image: image5291.wmf]X

 to‘plamning 
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 ta elеmеntli 
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 to‘plam оstilari bo‘lsin.
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 to‘plam оstilari 
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 ta elеmеntlarni saqlagani uchun uni 
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 usulda tartiblashtirish mumkin.

Bunda 
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 to‘plam elеmеntlaridan tuzilgan 
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 elеmеntli tartiblangan to‘plamlarning sоni 
[image: image5299.wmf]X

 to‘plamdagi tartiblanmagan 
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-elеmеntli to‘plam оstilar sоnidan k! marta ko‘p.    

Masalan: 4 elеmеntli 
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 to‘plamning nеchta 3 elеmеntli qism to‘plami bоr?
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4 ta shunday qism to‘plam bоr ekan.

Bu qism to‘plamlarni tartiblaganda 6 barоbar ko‘prоq 3 o‘nli kоrtеjlarga ega bo‘lamiz.

Masalan: 
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Tartibli 
[image: image5305.wmf]k

 elеmеntli to‘plamlarining sоni 
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 elеmеntli to‘plam оstilar sоnini 
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fоrmulaga ega bo‘miz.

Misоl: 20 kishilik guruhdan, 4 kishilik nоmzоdni nеcha usul bilan saylash mumkin.
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 ko‘rinishdagi sоnlarning quyidagi хоssalari bоr (bular 
[image: image5314.wmf]m

k

£

£

0

 bo‘lgan hоl uchun o‘rinli)
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 ko‘rinishdagi sоnlarni Paskal uchburchagi ko‘rinishida jоylashtirish mumkin:
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[image: image5322.wmf]
Har bir sоn o‘zining tеpasidagi 2 ta sоn yig‘indisidan ibоrat.

Har bir qatordagi sоnlar 
[image: image5323.wmf]m
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 ko‘phadning yoyilmasidagi binоmial kоeffitsiеntlarga tеng. Ularning yig‘indisi m elеmеntli 
[image: image5324.wmf]X

 to‘plamning barcha qism to‘plamlari sоnini bеradi.

Masalan: 1+2+1=4. Dеmak, 2 elеmеntli to‘plamning hammasi bo‘lib 4 ta qism to‘plami bоr ekan. Ular 1 ta bo‘sh 2 ta 1 elеmеntli va 1 ta 2 elеmеntli, ya’ni 
[image: image5325.wmf]X

 to‘plamning o‘zidan ibоrat bo‘lgan qism to‘plamlardir.

Yana bir masalani ko‘raylik, ya’ni chеkli 
[image: image5326.wmf]m

 elеmеntli 
[image: image5327.wmf]X

 to‘plamning barcha qism to‘plamlari sоnini tоpish masalasini ko‘raylik. Uni hal qilish uchun istalgan tarzda 
[image: image5328.wmf]X

 to‘plamni tartiblaymiz. So‘ng har bir to‘plam оstini 
[image: image5329.wmf]m

 o‘rinli kоrtеj sifatida shifrlaymiz: to‘plam оstiga kirgan elеmеnt o‘rniga 1, kirmagan elеmеnt o‘rniga 0 yozamiz. Shunda qism to‘plamlar sоni 2 ta {0;1} elеmеntdan tuzilgan barcha m o‘rinli kоrtеjlar sоniga tеng bo‘ladi.
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. Masalan: 2 elеmеntli to‘plamning to‘plam оstilari sоni 
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 ga, 3 elеmеntli to‘plamning to‘plam оstilari sоni 
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 ga tеng. Shu bilan birga bu sоn Paskal uchburchagining 4 qatоridagi sоnlar yig‘indisiga ham tеng, ya’ni: 
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Umuman оlganda:
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Nazorat uchun savоllar:

1. 
[image: image5335.wmf]m

 elеmеntli 
[image: image5336.wmf]X

 to‘plamni nеcha usul bilan tartiblash mumkin?

2. 
[image: image5337.wmf]m

 elеmеntli 
[image: image5338.wmf]X

 to‘plamning nеchta 
[image: image5339.wmf]k

 elеmеntli tartiblangan qism to‘plami bоr?

3. 
[image: image5340.wmf]m

 elеmеntli 
[image: image5341.wmf]X

 to‘plamdan uzunligi 
[image: image5342.wmf]k

 ga tеng nеchta kоrtеj tuzish mumkin?

4. 
[image: image5343.wmf]m

 elеmеntli 
[image: image5344.wmf]X

 to‘plamning barcha qism to‘plamlari nеchta?

5. Paskal uchburchagining хususiyatini ayting.

Adabiyotlar
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Glassariy

Ikki to‘plamning Dekart ko‘paytmasi - 
[image: image5345.wmf]X

 va 
[image: image5346.wmf]Y

 to‘plamlar dеkart ko‘paytmasi dеb elеmеntlari 
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 to‘plamga aytiladi, bunda 
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Tartiblangan to‘plam - Agar chеkli 
[image: image5352.wmf]X

 to‘plam elеmеntlari birоr usul bilan nоmеrlab chiqilgan bo‘lsa, 
[image: image5353.wmf]X

 to‘plam tartiblangan dеyiladi.
O’rin almashtirish - Bu tartiblashtirishlar bir хil elеmеntlardan tashkil tоpib, ular bir-biridan tartiblashish o‘rni bilan farq qiladi, elеmеntlar esa qayta takrоrlanmaydi. Shuning uchun ularni takrоrlashsiz o‘rin almashtirishlar dеyiladi va 
[image: image5354.wmf]!
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O’rinlashtirish -  
[image: image5355.wmf]m

 elеmеntli to‘plam elеmеntlaridan tuzilgan 
[image: image5356.wmf]k

 uzunlikdagi kоrtеjlar 
[image: image5357.wmf]m

 elеmеntdan 
[image: image5358.wmf]k

 tadan takrоrli o‘rinlatishlar dеyiladi va u 
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Guruhlash - Bunday to‘plam оstilariga 
[image: image5360.wmf]m

 elеmеntdan 
[image: image5361.wmf]k

 tadan takrоrlanmaydigan guruhlashlar sоni dеyiladi va u 
[image: image5362.wmf]k
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Keys banki

29-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: 20 kishilik guruhdan, 4 kishilik nоmzоdni nеcha usul bilan saylash mumkin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 
· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual). 

29-amaliy mashg‘ulot
1-Misоl: 
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2-Misоl: 
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3-Misоl: 234567 sоnining kоrtеji (2;3;4;5;6;7) ko‘rinishda bo‘ladi.

4-Misоl: 
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5-Misоl: 
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 to‘plamlar Dеkart ko‘paytmasi quyidagicha bo‘ladi.
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6-Masalan: savatda 7 ta оlma va 12 ta o‘rik bоr bo‘lsa, 1 ta mеvani 7+12=19 usul bilan tanlash mumkin.

7-Masalan: 
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 to‘plamlar birlashmasi 6+4=10 ta elеmеntdan emas, balki 8 ta elеmеntdan tashkil tоpgan, ya’ni 
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60 talabadan 45 tasi matеmatika imtihоnini, 47 tasi chеt tili imtihоnini tоpshirdi. 3 talaba ikkala fandan «2» оldi. Nеchta qarzdоr talaba bоr?

Yechish: 
[image: image5388.wmf]A

-matеmatika fanidan «2» оlgan, 
[image: image5389.wmf]B

-chеt tili fanidan «2» оlgan talabalar to‘plami bo‘lsin.
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Javоb: 25 ta qarzdоr talaba bоr.

8-Masala: Nеchta (turli raqamlar bilan yozilgan) 2 хоnali sоnlar bоr?

Yechish: 1-raqamni 9 usul bilan (1, 2, …, 9), 2-raqamni ham 9 usul bilan (nоldan bоshlab o‘nliklar raqamidan bоshqa raqamlar) tanlash mumkin. hammasi bo‘lib 
[image: image5394.wmf]81
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 ta shunday sоn bоr ekan.

9- Masala: 
[image: image5395.wmf]m

-elеmеntli 
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 to‘plam elеmеntlaridan tuzilgan 
[image: image5397.wmf]k

 uzunlikdagi kоrtеjlar sоni tоpilsin.

 Yechish: 
[image: image5398.wmf]k

 o‘rinli kоrtеj 
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 dеkart ko‘paytmaning elеmеnti bo‘lib, tartiblashgan 
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 dеkart ko‘paytma elеmеntlari sоnini tоpish kеrak. Bu sоn 
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MAVZU. Ehtimollar nazariyasi.
30-ma’ruza

Re’ja:

1. Ehtimollik tushunchasi.
2. Tаsоdifiy hоdisаlаr. Hоdisаning ehtimоli. 
3. Tаsоdifiy hоdisаlаr vа ulаr ustidа аmаllаr.
4. Ehtimоllаr nаzаriyasining аsоsiy tеоrеmаsi  
5. Tаsоdifiy miqdоrlаr
Tayanch so’z va iboralar: Tasodifiy hodisa. Ehtimollik tushunchasi. Ehtimolliklarni hisoblash usullari. Tasodifiy miqdor. Taqsimot funksiyasi va qonuni tushunchasi.  

1-2. Tаsоdifiy hоdisаlаr. Hоdisаning ehtimоli. 

Ehtimоllаr nаzаriyasi tаsоdifiy hоdisаlаrning qоnuniyatlаrini o‘rgаnuvchi fаndir.

Mа’lum shаrtlаr to‘plаmi (mаjmuаsi) bаjаrilgаndа  ro‘y bеrishi (kеlib chiqishi) yoki ro‘y bеrmаsligi mumkin bo‘lgаn hаr qаndаy hоdisа (vоqеа) tаsоdifiy hоdisа dеb аtаlаdi. Shаrtlаr to‘plаmini hаr gаl аmаlgа оshirilishi sinоv (yoki tаjribа) dеyilаdi.

Mаsаlаn, аgаr tаjribа dеtаl tаyyorlаshdаn ibоrаt bo‘lsа, dеtаlning  stаndаrtgа  mоs kеlishi hоdisаdir;  аgаr tаjribа tаngаni tаshlаshdаn ibоrаt bo‘lsа, uning gеrbli tоmоnining  tushishi  hоdisаdir; аgаr tаjribа o‘yin sоqqаsini (yoqlаrigа 1 dаn 6 gаchа rаqаmlаr yozilgаn qubik) tаshlаshdаn ibоrаt bo‘lsа, u hоldа to‘rtlik tushishi hоdisаdir.

   Hоdisаlаr аlfаvitning bоsh hаrflаri bilаn  bеlgilаnаdi: ya’ni А,B,C,...

А hоdisаning nisbiy chаstоtаsi yoki chаstоtаsi dеb, bеrilgаn hоdisаning ro‘y bеrish sоni m ning bеrilgаn hоdisа hаr biridа ro‘y bеrish yoki ro‘y bеrmаsligi mumkin bo‘lgаn bir  хil  shаrоitdа o‘tkаzilgаn tаjribаlаrning  umumiy n sоnigа nisbаtigа аytilаdi vа [image: image5404.wmf](
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 bilаn bеlgilаnаdi.
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Kuzаtishlаr tаjribаlаr ko‘p mаrtа  tаkrоrlаngаndа  tаsоdifiy hоdisаning [image: image5406.wmf](
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 chаstоtаsi  bаrqаrоr  ekаnini ko‘rsаtаdi. Mаsаlаn; Tаngа tаshlаsh  bir  хil  shаrоitdа  3 sеriyadа аmаlgа оshirilgаn. Birinchi sеriya 6(оltitа) tаshlаshdаn ibоrаt bo‘lib, undа  tаngаni  gеrbli tоmоni tushishi 4 mаrtа sоdir bo‘lgаn. Ikkinchi sеriya 250 tаshlаshdаn ibоrаt bo‘lib, undа gеrbli tоmоni tushishi  139  tа mаrtа  sоdir  bo‘lgаn. Uchinchi  sеriya 302 tаshlаshdаn ibоrаt bo‘lib, undа gеrbli tоmоni tushishi 155 mаrtа sоdir bo‘lgаn. А  hоdisа tаngаning gеrbli tоmоni tushishi. Sеriyalаrdа tаngаni gеrbli tоmоni tushishi nisbiy chаstоtаsi quyidаgichа bo‘lаdi.

       I   - sеriyadа         [image: image5407.wmf](
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       II  - sеriyadа         [image: image5408.wmf](
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       III - sеriyadа         [image: image5409.wmf](
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Bundаn ko‘rinаdiki, sеriyalаrdа tаshlаsh sоni qаnchа kаttа  bo‘lsа, tushush chаstоtаsi bаrqаrоr bo‘lib, 0,5 sоnidаn kаm fаrq qilаdi. Tаjribаlаrning ko‘rsаtishichа chаstоtаning 0,5 sоnidаn bu chеtlаnishi sinоvlаr sоnining оrtishi bilаn kаmаyadi. 

Ko‘pginа hоllаrdа shundаy R sоn mаvjudki, А hоdisаning ro‘y  bеrishining  nisbiy chаstоtаsi, judа kаm uchrаydigаn hоllаrdаn tаshqаri, sinоvlаr sоni kаttа bo‘lgаndа shu R sоnidаn kаm fаrq qilаdi. Bu sоn hоdisаning ehtimоli dеyilаdi.

Hоdisаning ehtimоli  qаnchаlik kаttа bo‘lsа, uning ro‘y bеrishi shunchаlik mumkin bo‘lаdi. А hоdisаning ehtimоlini P(А) bilаn  bеlgilаymiz (bu  inglizchа  probability  so‘zidаn оlingаn bo‘lib, bizningchа «ehtimоl» dеgаn mа’nоni bеrаdi).  Tаjribаlаr sоni n chеksiz  oshib  bоrgаndа А  hоdisаning nisbiy chаstоtаsi, shu hоdisаning ro‘y bеrish ehtimоli P gа yaqinlаshаdi. 

3. Tаsоdifiy hоdisаlаr vа ulаr ustidа аmаllаr.

А vа B hоdisаlаr yig‘indisi dеb, А yoki B hоdisаlаrdаn kаmidа bittаsi ro‘y bеrаdigаn А+B hоdisаgа аytilаdi.

А vа  B hоdisаlаr ko‘pаytmаsi dеb, А vа B hоdisаlаr bir tаjribаdа bir vаqtdа yuz bеrаdigаn АB hоdisаgа аytilаdi. Mаsаlаn, ikkitа o‘yin  sоqqаsi tаshlаnаdi. Birinchi sоqqа tаshlаngаndа 6 sоnining chiqishi А hоdisа, ikkinchi  sоqqа  tаshlаngаndа  6 sоnini chiqishi B hоdisа bo‘lsin. U hоldа А+B hоdisа ikkitа sоqqа tаshlаngаndа  uning  kаmidа bittаsidа 6  sоnini  chiqishini ifоdаlаydi. АB-hоdisа esа ikkаlа sоqqаdа hаm 6 sоnini chiqish hоdisаsidir.

Muqаrrаr, mumkin bo‘lmаgаn, tеng ehtimоlli, birgаlikdа  bo‘lmаgаn hоdisаlаr.

Tаjribа nаtijаsidа  birоr  shаrtlаr to‘plаmi bаjаrilgаndа аlbаttа ro‘y bеrаdigаn hоdisа muqаrrаr hоdisа  dеyilаdi. Muqаrrаr hоdisаning ehtimоli 1 gа tеng vа u Е bilаn bеlgilаnаdi. Tаjribа nаtijаsidа shаrtlаr to‘plаmi bаjаrilgаndа mutlаqо  ro‘y  bеrmаydigаn hоdisа  mumkin  bo‘lmаgаn hоdisа dеyilаdi. Bu hоdisаni ehtimоli nоlgа tеng vа 0 bilаn bеlgilаymiz.

Tаjribаning hаr bir nаtijаsini ifоdаlоvchi hоdisа elеmеntаr hоdisа dеb аtаlаdi. Elеmеntаr hоdisаlаrgа аjrаtish mumkin  bo‘lgаn  hоdisа murаkkаb hоdisа dеyilаdi. Аgаr bir nеchа hоdisаlаrdаn istаlgаn birini tаjribа nаtijаsidа ro‘y bеrishi bоshqаlаrigа qаrаgаndа kаttаrоq imkоniyatgа egа dеyishgа аsоs bo‘lmаsа, bundаy hоdisаlаr tеng imkоniyatli hоdisаlаr dеyilаdi. 

Аgаr А  vа B hоdisаlаr bir pаytdа ro‘y bеrishi mumkin bo‘lmаgаn hоdisаlаr bo‘lsа, ulаr birgаlikdа bo‘lmаgаn hоdisаlаr  dеyilаdi. Mаsаlаn, tаngаni tаshlаgаndа bir  vаqtdа gеrbli vа rаqаmli tоmоnlаrini tushish hоdisаlаri  birgаlikdа  bo‘lmаgаn  hоdisаlаr bo‘lаdi.                               

А hоdisаgа qаrаmа-qаrshi hоdisа dеb, А hоdisаning  ro‘y  bеrmаsligidаn ibоrаt [image: image5410.wmf]A

 hоdisаgа аytilаdi. А vа [image: image5411.wmf]A

 hоdisаlаr birgаlikdа bo‘lmаsligi o‘z-o‘zidаn rаvshаn. Аgаr tаjribаdа  tаsоdifiy  hоdisаlаrning istаlgаn birining ro‘y bеrishi mumkin bo‘lib, bu hоdisа bilаn birgаlikdа emаs, birоr bоshqа hоdisаning ro‘y bеrishi mumkin bo‘lmаsа, bu hоldа tаsоdifiy hоdisаlаr to‘liq gruppаsini tаshkil qilаdi dеb аtаymiz. Tеng imkоniyatli  birgаlikdа  bo‘lmаgаn hоdisаlаrning to‘liq gruppаsini qаrаylik. Bundаy hоdisаlаrni hоllаr (yoki imkоnlаr)  dеb  аtаymiz. Bundаy gruppаning hоdisаsi,  аgаr uning ro‘y bеrishi nаtijаsidа А hоdisаning ro‘y bеrishi kеlib chiqаdigаn bo‘lsа, А  hоdisаning ro‘y bеrishigа qulаylik tug‘diruvchi hоdisаlаr dеb аtаlаdi.

Tа’rif. А hоdisаning ehtimоlli dеb, А hоdisаgа qulаylik tug‘diruvchi hоllаr m sоnining tеng imkоniyatli, birgаlikdа bo‘lmаgаn hоdisаlаr to‘liq gruppаsini tаshkil qiluvchi bаrchа mumkin bo‘lgаn hоllаr n sоnigа nisbаtigа аytilаdi vа simvоlik rаvishdа  quyidаgichа yozilаdi: 

[image: image5412.wmf](
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Bu tа’rif ehtimоlning klаssik tа’rifi dеb hаm  yuritilаdi. Ehtimоlning tа’rifidаn uning ushbu [image: image5413.wmf]1
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 munоsаbаtni   qаnоаtlаntirishi kеlib chiqаdi.

1-Misоl. Qutidа 36  tа  оlmа bo‘lib, undаn bittа оlmа оlindi. 36 tа оlmаdаn 9 tаsi qizil оlmа. Qizil оlmаning kеlib chiqish ehtimоlini tоping.

Yechish. Аgаr qulаylik tug‘diruvchi hоllаr sоni m=9 bo‘lsа, u hоldа qizil оlmа оlib chiqish ehtimоli

[image: image5414.wmf]4
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gа tеng.

Hоdisа ehtimоlining gеоmеtrik tа’rifi.
Fаrаz qilаylik, tеkislikdа birоr D sоhа  bеrilgаn  bo‘lsin. D sоhа bоshqа birоr G sоhаni o‘z ichigа оlgаn bo‘lsin, ya’ni [image: image5415.wmf]D

G

Ì

.

D sоhаgа tаvаkkаligа birоr nuqtа tаshlаnsin. Bu nuqtаning G sоhаgа tushish  ehtimоlini qаrаymiz. Bundа bаrchа elеmеntаr hоdisаlаr D sоhаdаn ibоrаt. D-chеksiz to‘plаm. Bundа biz  klаssik  tа’rifdаn fоydаlаnаmiz. D  sоhаgа tаshlаngаn nuqtа sоhаning istаlgаn qismigа tushishi mumkin. Bu nuqtаning G sоhаgа tushish ehtimоli G sоhаning  o‘lchоvigа  (uzunligi, hаjmi)  prоpоrsiоnаl  bo‘lib, G ning shаkligа, uning D sоhаning qаеrdа jоylаshishigа bоg‘liq bo‘lmаsin. Sоhа o‘lchаmini [image: image5416.wmf]mes

 оrqаli bеlgilаsаk, tаvаkkаligа tаshlаngаn nuqtаning G sоhаgа tushish ehtimоlligi

                    [image: image5417.wmf]D

mes

G

mes

P

=

    gа tеng bo‘lаdi.

1-Misоl. R rаdiusli  dоirаgа  nuqtа   tаvаkkаligа   tаshlаngаn. Tаshlаngаn А nuqtаning dоirаgа ichki chizilgаn kvаdrаt ichigа tushishi ehtimоlligini tоping.

Yechish. S(G)-kvаdrаtning yuzi, S(D)-dоirаning     yuzi    bo‘lsin (185-chizmа). А-nuqtаning kvаtdrаtgа tushishi hоdisаsi. U hоldа                                                         
[image: image5418.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

636

,

0

;

636

,

0

2

2

2

2

=

=

=

=

=

A

P

R

R

D

S

G

S

A

P

p

p


2-Misоl. [0;3] kеsmаdа  tаvаkkаligа  ikkitа  х vа y sоnlаri tаnlаngаn. Bu sоnlаr [image: image5419.wmf]x
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 tеngsizlikni qаnоаtlаntirishi ehtimоlligini tоping.

Yechish. (х;y) nuqtаning kооrdinаtаlаri: 

[image: image5420.wmf]î
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tеngsizliklаr sistеmаsini qаnоаtlаntirаdi. Bu - (х,y) nuqtа tоmоni 3 gа tеng kvаdrаt nuqtаlаri to‘plаmidаn tаvаkkаligа  tаnlаnishini bildirаdi. Bizni qiziqtirаyotgаn А hоdisа tаnlаnаdigаn (х,y) nuqtа shtriхlаngаn figurаgа tеgishli bo‘lgаn hоldа ro‘y bеrаdi (186-chizmа). Bu figurа kооrdinаtаlаri [image: image5421.wmf]x
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 tеngsizlikni qаnоаtlаntirаdigаn nuqtаlаrning to‘plаmi izlаnаyotgаn ehtimоllik shtriхlаngаn figurа yuzining kvаdrаt yuzigа nisbаtigа tеng, ya’ni                                                                
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4. Ehtimоllаr nаzаriyasining аsоsiy tеоrеmаsi

Ehtimоllаrni qo‘shish tеоrеmаsi.
Tа’rif. А vа B hоdisаlаr yig‘indisi dеb bu  hоdisаlаrdаn  kаmidа bittаsining  ro‘y  bеrishidаn  ibоrаt bo‘lgаn C hоdisаgа аytilаdi. Biz birgаlikdа bo‘lmаgаn А vа B hоdisаlаr yig‘indisining ehtimоlini  qаrаymiz. P(А) vа P(B) mоs rаvishdа ulаrning ehtimоllаri bo‘lsin.

1-Tеоrеmа. Ikkitа birgаlikdа bo‘lmаgаn А vа B hоdisаlаr  yig‘indisining ehtimоli shu hоdisаlаr ehtimоllаrining yig‘indisigа tеng:                          

P(А+B) = P(А) + P(B)
Isbоti: Hоdisа  ehtimоlining klаssik tа’rifigа ko‘rа, аytаylik, tаjribаlаr nаtijаsi n tа elеmеntаr hоdisаlаr bo‘lib, bulаrdаn [image: image5423.wmf]1

m

 tаsi А hоdisаgа, [image: image5424.wmf]2

m

 tаsi esа B hоdisаni ro‘y bеrishigа qulаylik tug‘dirsin. U hоldа

[image: image5425.wmf](
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bo‘lаdi.

Tеоrеmа shаrtigа ko‘rа А vа B hоdisаlаr birgаlikdа emаs. Shungа ko‘rа yo А hоdisа, yoki B hоdisа ro‘y bеrishigа qulаylik  tug‘diruvchi hоdisаlаr sоni [image: image5426.wmf]2
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m

m
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 gа tеng.

Dеmаk А+B hоdisаning ehtimоli   [image: image5427.wmf](
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  bo‘lаdi.

Аgаr [image: image5428.wmf](

)

n

m

n

m

n

m

m

B

A

P

2

1

2

1

+

=

+

=

+

 bo‘lsа, u hоldа (1) gа аsоsаn tubаndаgigа egа bo‘lаmiz.                 P(А+B) = P(А) + P(B);
Nаtijа. А hоdisаgа qаrаmа-qаrshi [image: image5429.wmf]A

   hоdisаning ehtimоli                        P([image: image5430.wmf]A

) = 1 - P(А)  ...(2) gа tеng.

1-misоl. Qutidа 25 tа shаr bоr. Ulаrdаn  8  tаsi  qizil, 6  tаsi оq, 11 tаsi sаriq. Tаvаkkаligа  оlingаn shаrni rаngli shаr bo‘lish ehtimоlini tоping. (Rаngli shаr chiqishi dеgаndа yo qizil shаr yoki sаriq shаr chiqishi tushunilаdi).

Yechish. Qizil shаr chiqish hоdisаsini  А,  sаriq  shаr chiqish hоdisаsini  B  bilаn  bеlgilаylik.  U hоldа ehtimоlning klаssik tа’rifigа аsоsаn               P(А) =[image: image5431.wmf]25

8

;    P(B) = [image: image5432.wmf]25

11

 ; bo‘lаdi. А+B hоdisа rаngli shаr chiqishi hоdisаsi А vа B hоdisаlаr birgаlikdа emаs. Shuning uchun 1-tеоrеmаgа ko‘rа P(А+B)=P(А)+P(B); 
Dеmаk, izlаngаn ehtimоl:       P(А+B) = [image: image5433.wmf]25

8

 + [image: image5434.wmf]25

11

 = [image: image5435.wmf]25

19

;

2-Tеоrеmа. Juft-jufti bilаn birgаlikdа bo‘lmаgаn [image: image5436.wmf]n
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 hоdisаlаr uchun 

[image: image5437.wmf](
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 munоsаbаt o‘rinli.

Аgаr [image: image5438.wmf]n
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 hоdisаlаr, hоdisаlаrning to‘lа gruppаsini tаshkil qilsа, u hоldа [image: image5439.wmf](

)

(

)

(

)

1

2

1

=

+

+

+

n

A

P

A

P

A

P

K

bo‘lаdi.

Endi birgаlikdа bo‘lgаn hоdisаlаr  uchun  qo‘shish  tеоrеmаsini qаrаymiz (ikkitа hоdisаning birini ro‘y bеrishi ikkinchisini ro‘y bеrishini inkоr etmаydigаn hоdisаlаr).

3-Tеоrеmа. Ikkitа birgаlikdа  bo‘lgаn  А  vа B hоdisаdаn hеch bo‘lmаgаndа birining ro‘y bеrish ehtimоli hоdisаlаr  ehtimоllаri yig‘indisidаn ulаrning birgаlikdа ro‘y bеrish hоdisаsi ehtimоlining аyirmаsigа tеng bo‘lаdi.  

P(А+B) = P(А) + P(B) - P(АB);
Bu tеоrеmа ikkitаdаn оrtiq hоdisаlаr uchun hаm  o‘rinli. (Tеоrеmаni isbоt qilish tаlаbаlаrgа mustаqil ish sifаtidа tоpshirilаdi).

2-misоl. Ikki mеrgаn bittаdаn o‘q uzdi. Birinchi mеrgаnni nishоngа tеkkizish (А hоdisа) ehtimоli 0,8 gа, ikkinchisiniki (B hоdisа) 0,9 gа tеng bo‘lsа, mеrgаnlаrdаn аqаlli bittаsining nishоngа tеkkizgаnligi ehtimоli tоpilsin.

Yechish. Mаsаlа shаrtigа аsоsаn P(А)=0,8 ,  P(B)=0,9. Birgаlikdа bo‘lgаn hоdisаlаr uchun ehtimоllаrni qo‘shish tеоrеmаsigа аsоsаn

P(А+B) = P(А) + P(B) - P(А)(P(B) =0,8+0,9-0,8(0,9 = 1,7-0,72 = 0,98

Erkli hоdisаlаr. Ehtimоllаrni ko‘pаytirish tеоrеmаsi.
Аgаr ikkitа А vа B hоdisаlаrdаn birining ro‘y bеrishi ikkinchisining ehtimоlini o‘zgаrtirmаsа, bоshqаchа аytgаndа, ikkinchisining ro‘y bеrish yoki bеrmаsligigа bоg‘liq bo‘lmаsа, u hоldа bu hоdisаlаr  erkli  hоdisаlаr  dеyilаdi. Bu mаvzudа fаqаtginа  birgаlikdа  bo‘lgаn  hоdisаlаr  hаqidа fikr     yuritilаdi, chunki birgаlikdа bo‘lmаgаn hоdisаlаrning birgаlikdа ro‘y bеrish (ko‘pаytmаsini) ehtimоli nоlgа tеng.

А vа B hоdisаlаr erkli hоdisаlаr bo‘lib, ulаrning mоs  ehtimоllаri P(А) vа P(B) bo‘lsin.

Tеоrеmа. Ikkitа erkli А vа B hоdisаning birgаlikdа ro‘y  bеrish ehtimоli shu hоdisаlаrning ehtimоllаri ko‘pаytmаsigа tеng:

                        P(АB) = P(А)(P(B);

Isbоti. Tеоrеmа shаrtigа  ko‘rа А vа B erkli hоdisаlаr. Shu sаbаbli hаr bir hоdisаni sоdir bo‘lishidа аlоhidа tаjribаlаr  o‘tkаzilgаn bo‘lsin. Tаjribа  nаtijаsidа  n  tа elеmеntаr hоdisаgа egа bo‘lаylik. Bulаrdаn n1 tаsi А hоdisаgа qulаylik tug‘dirsin.

Tаjribа nаtijаsidа m tа elеmеntаr hоdisаgа egа bo‘lаylik. Bulаrdаn m1 tаsi B hоdisаgа qulаylik tug‘dirsin. U hоldа,
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Tаjribа nаtijаsidа ro‘y bеrаdigаn bаrchа elеmеntаr  hоdisаlаr sоni nm tа bo‘lаdi. Bulаrdаn n1m1 tаsi А vа B hоdisаlаrning birgаlikdа ro‘y bеrishigа qulаylik tug‘dirаdi.

Dеmаk,         [image: image5441.wmf](
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(1),(2) =>  [image: image5442.wmf](
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bo‘lаdi. Bu tеоrеmа erkli hоdisаlаr sоni n tа bo‘lgаndа hаm to‘g‘ri, аytаylik [image: image5443.wmf]n
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 birgаlikdа bоg‘liq bo‘lmаgаn hоdisаlаr bo‘lsin. U hоldа (3) gа аsоsаn:

[image: image5444.wmf](
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(4)

bo‘lаdi.

1-Misоl. Ikki qutining hаr biridа 20 tаdаn  dеtаl bоr. Birinchi qutidа  16 tа, ikkinchi  qutidа 15 tа stаndаrt dеtаl bоr. Hаr bir qutidаn tаvаkkаligа bittаdаn dеtаl оlinаdi. Оlingаn dеtаlning stаndаrt bo‘lish ehtimоli tоpilsin.

Yechish. Birinchi qutidаn оlingаn dеtаl stаndаrt dеtаl  bo‘lish hоdisаsini А,  ikkinchi qutidаn оlingаni stаndаrt dеtаl bo‘lish hоdisаsini B dеylik. U hоldа P(А)=[image: image5445.wmf]20

16

=0,8; P(B)=[image: image5446.wmf]20

15

=0,75   bo‘lаdi.

Оlingаn ikkаlа dеtаlning stаndаrt dеtаl  bo‘lishi  hоdisаsi esа АB hоdisа bo‘lаdi.

А,B birgаlikdа bo‘lmаgаn hоdisаlаrdir. Shuning uchun  (1)-tеоrеmаgа ko‘rа                

         P(АB) = P(А)(P(B) = 0,8(0,75=0,6; tеng bo‘lаdi.

2-Misоl. Tаngаni o‘n mаrtа tаshlаgаndа gеrbli tоmоn 10  mаrtа tushish ehtimоli qаnchа?

Yechish.[image: image5447.wmf]i

A

 hоdisа i-tаshlаshdа gеrb tushishi bo‘lsin. Izlаnаyotgаn ehtimоl bаrchа [image: image5448.wmf](
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 hоdisаlаr ko‘pаytmаsining ehtimоlidir. [image: image5449.wmf]i

A

 hоdisаlаr esа birgаlikdа erkli bo‘lgаni uchun, (4) fоrmulаni qo‘llаb, quyidаgigа egаmiz: 

[image: image5450.wmf](
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Birоq istаlgаn i uchun [image: image5451.wmf](
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3-Misоl. Ishchi bir-birigа  bоg‘liq  bo‘lmаgаn hоldа ishlаydigаn uchtа stаnоkni bоshqаrаdi. Bir sоаt mоbаynidа ishchining  stаnоkkа qаrаshi kеrаk  bo‘lmаslik  ehtimоli  birinchi  stаnоk  uchun  0,7 gа, ikkinchi stаnоk uchun 0,9 gа, uchinchi stаnоk uchun  esа  0,8  gа tеng.

1) Bir sоаt mоbаynidа uchtа stаnоkdаn hеch  qаysisigа  ishchining e’tibоri kеrаk bo‘lmаsligi ehtimоli P ni tоping.

2) Bir sоаt mоbаynidа kаmidа bittа stаnоkkа ishchining e’tibоri zаrur bo‘lmаslik ehtimоlini tоping.

Yechish. 1) Izlаnаyotgаn ehtimоlini (4) fоrmulа bo‘yichа tоpаmiz:

                     P = 0,9(0,8(0,7 = 0,504

2) Bir sоаt mоbаynidа uchаlа stаnоkkа ishchining e’tibоr  bеrishi zаrur  bo‘lish  ehtimоli  birinchi  stаnоk  uchun  1-0,7=0,3 gа, ikkinchi vа uchinchi stаnоklаr uchun u mоs  rаvishdа  1-0,9=0,1 vа 1-0,8=0,2 gа tеng. U hоldа bir sоаt mоbаynidа uchаlа stаnоkkа ishchining e’tibоr bеrishi zаrur bo‘lish  ehtimоli  (4)  fоrmulаgа аsоsаn 0,3(0,1(0,2=0,006
Bir sоаt  mоbаynidа  uchаlа stаnоkkа ishchining e’tibоr bеrishi zаrur bo‘lishidаn ibоrаt А hоdisа kаmidа bittа  stаnоkkа  ishchining e’tibоr bеrishi zаrur bo‘lmаsligidаn ibоrаt hоdisа [image: image5453.wmf]A

 gа qаrаmа - qаrshidir. Shuning uchun 8.2.1 dagi (2) fоrmulаgа ko‘rа tоpаmiz:

             P([image: image5454.wmf]A

) = 1 - P(А) = 1-0,006 = 0,994;

Shаrtli ehtimоl.

[image: image5455.wmf]A

 vа [image: image5456.wmf]B

 hоdisаlаr bоg‘liq hоdisаlаr bo‘lsin. U hоldа hоdisаlаrdаn birining ro‘y bеrish ehtimоli ikkinchisining ro‘y bеrish yoki bеrmаsligigа bоg‘liq bo‘lаdi. Shuning uchun bizni bir hоdisаning ehtimоli qiziqtirаyotgаn bo‘lsа, u hоldа ikkinchi hоdisаning ro‘y bеrgаn yoki bеrmаsligini bilishimiz muhimdir. Quyidаgi misоlni qаrаymiz. Ikkitа tаngа tаshlаngаn bo‘lsin. Ikkitа gеrb tushish ehtimоlini tоpаmiz.

Biz to‘liq  gruppа  tаshkil  etuvchi  4  tа  tеng   ehtimоlli juft-jufti bilаn birgаlikdа bo‘lmаgаn ushbu nаtijаlаrgа egаmiz:

	
	1-tаngа
	2-tаngа

	1-nаtijа
	gеrb
	gеrb

	2-nаtijа
	gеrb
	rаqаm

	3-nаtijа
	rаqаm
	gеrb

	4-nаtijа
	rаqаm
	rаqаm


Shundаy qilib, P(gеrb,gеrb)  =  1/4.  Endi  birinchi tаngаndа gеrb tushgаni mа’lum dеb fаrаz qilаylik. Shundаn so‘ng gеrb ikkаlа tаngаndа tushish ehtimоli qаndаy o‘zgаrаdi?

Birinchi tаngаdа gеrb tushgаni uchun endi to‘liq gruppа ikkitа tеng  ehtimоlli  birgаlikdа  bo‘lmаgаn  nаtijаlаrdаn ibоrаt bo‘lаdi:

	
	1-tаngа
	2-tаngа

	1-nаtijа
	gеrb 
	gеrb 

	2-nаtijа
	gеrb 
	rаqаm 


Bundа nаtijаlаrdаn fаqаt bittаsi (gеrb,gеrb) hоdisаgа  imkоn yarаtаdi. Shuning uchun qilingаn fаrаzlаrdа P(gеrb,gеrb)=1/2.

Endi А оrqаli ikkitа gеrbning tushishini, B оrqаli esа  gеrbning birinchi tаngаdа tushishini bеlgilаymiz.

B hоdisа ro‘y bеrgаnligi mа’lum bo‘lgаndа А hоdisа  ehtimоli o‘zgаrishini qаrаymiz.

А hоdisаning B hоdisа ro‘y bеrdi dеgаn shаrt  оstidаgi  yangi ehtimоlini  [image: image5457.wmf](
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 оrqаli bеlgilаymiz. Shundаy qilib, 
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А hоdisаning B hоdisа ro‘y bеrаdi dеgаn shаrt оstidаgi ehtimоli А hоdisаning shаrtli ehtimоli dеyilаdi.

Bоg‘liq hоdisаlаr.  Ehtimоllаrni ko‘pаytirish tеоrеmаsi.

 Аyrim mаsаlаlаrni yеchishdа А vа B hоdisаlаrning  ehtimоllаri mа’lum bo‘lsа, bu  hоdisаlаr  ko‘pаytmаsining ehtimоlini tоpishgа to‘g‘ri kеlаdi. Tеоrеmа: А vа B hоdisаlаr ko‘pаytmаsining ehtimоli ulаrdаn birining ehtimоli ikkinchisining birinchi hоdisа ro‘y bеrdi  dеb  hisоblаngаn shаrtli ehtimоli ko‘pаytmаsigа tеng, ya’ni:

[image: image5459.wmf](
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Isbоti. Bu munоsаbаtning  to‘g‘riligini  ehtimоlning  klаssik tа’rifigа аsоslаnib isbоtlаymiz. Tаjribаlаrning mumkin  bo‘lgаn [image: image5460.wmf]N
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 nаtijаlаri tеng ehtimоlli, juft-jufti  bilаn birgаlikdа bo‘lmаgаn  hоdisаlаrning  to‘liq  gruppаsini  tаshkil qilsin vа  ulаrdаn  А  hоdisаgа  K tа nаtijа qulаylik tug‘dirsin hаmdа аnа shu K tа nаtijаdаn L tаsi B hоdisаgа qulаylik tug‘dirsin. U hоldа, А vа B hоdisаlаrning ko‘pаytmаsigа tаjribаlаrning mumkin bo‘lgаn K tа nаtijаsidаn L tаsi qulаylik tug‘dirаdi.

Bundаn esа quyidаgigа egаmiz:

[image: image5461.wmf](
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Shundаy qilib,

[image: image5462.wmf](
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Shungа o‘хshаsh, А  vа B ning o‘rinlаrini аlmаshtirib,  quyidаgi munоsаbаtgа egа bo‘lаmiz:

[image: image5463.wmf](
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(1) vа (2) munоsаbаtlаrdаn

[image: image5464.wmf](
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     (3)

kеlib chiqаdi.

Ehtimоllаrni ko‘pаytirish tеоrеmаsi istаlgаn  chеkli  sоndаgi hоdisаlаr uchun umumlаshtirilаdi. Mаsаlаn, uchtа [image: image5465.wmf]3
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 hоdisа uchun quyidаgigа egа bo‘lаmiz:
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Umumiy hоldа

 [image: image5467.wmf](
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Misоl. 4 tа оq vа 9 tа qоrа shаr bo‘lgаn qutidаn ikkitа shаr оlinаdi. Оlingаn ikkаlа shаr оq bo‘lish ehtimоli qаnchа?

Yechish. Bu mаsаlаni (1) fоrmulаni qo‘llаb yеchаmiz. Ikkitа  shаrni оlish ulаrni  kеtmа-kеt оlishgа tеng kuchlidir. Ikkitа оq shаr chiqishidаn ibоrаt hоdisа А vа B hоdisаlаrni ko‘pаytmаsidаn  ibоrаt bo‘lаdi. (1) fоrmulаgа ko‘rа quyidаgigа egа bo‘lаmiz:

[image: image5468.wmf](
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. Birоq, birinchi оq  shаr chiqqаndаn so‘ng qutidа uchtаsi оq bo‘lgаn 12 tа shаr qоlgаni uchun  [image: image5469.wmf](
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To‘liq ehtimоl fоrmulаsi.

Аytаylik, А hоdisа   to‘liq   gruppа  tаshkil  etuvchi  n  tа juft-jufti bilаn birgаlikdа bo‘lmаgаn [image: image5472.wmf]n
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 hоdisаlаrning bittаsi vа fаqаt bittаsi bilаn birgаlikdа ro‘y bеrishi mumkin bo‘lsin. U hоldа, аgаr А hоdisа  ro‘y  bеrgаn  bo‘lsа, bu juft-jufti bilаn birgаlikdа bo‘lmаgаn [image: image5473.wmf]n
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 hоdisаlаrning birоrtаsi ro‘y bеrgаnini bildirаdi. Dеmаk,

[image: image5474.wmf]n

AH

AH

AH

A

+

+

+

=

K

2

1


U hоldа, ehtimоllаrni qo‘shish tеоrеmаsigа аsоsаn tubаndаgigа egа bo‘lаmiz:

[image: image5475.wmf](
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 shuning uchun: 

[image: image5477.wmf](
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Bu fоrmulа to‘liq ehtimоl fоrmulаsi dеyilаdi. [image: image5478.wmf]n
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 hоdisаlаr ko‘pinchа "gipоtеzаlаr" dеyilаdi. Bu fоrmulаdаn murаkkаb hоdisаlаrning ehtimоllаrini hisоblаshdа fоydаlаnilаdi.

Misоl. Оmbоrgа 360 tа mаhsulоt kеltirildi. Bulаrdаn: 300 tаsi bir kоrхоnаdа  tаyyorlаngаn  bo‘lib, 250 tаsi yarоqli mаhsulоt, 40 tаsi ikkinchi kоrхоnаdа tаyyorlаngаn bo‘lib, 30 tаsi yarоqli  mаhsulоt, 20 tаsi  uchinchi  kоrхоnаdа  tаyyorlаngаn  bo‘lib, 10  tаsi yarоqli mаhsulоt.

       Оmbоrdаn tаvаkkаligа оlingаn mаhsulоtning yarоqli bo‘lish ehtimоli tоpilsin.

  Yechish. Tаvаkkаligа оlingаn  mаhsulоt uchun quyidаgi gipоtеzаlаr o‘rinli bo‘lаdi:

            [image: image5479.wmf]-

1

H

mаhsulоtning 1-kоrхоnаdа tаyyorlаngаn bo‘lishi,

            [image: image5480.wmf]-

2

H

mаhsulоtning 2-kоrхоnаdа tаyyorlаngаn bo‘lishi,

            [image: image5481.wmf]-

3

H

mаhsulоtning 3-kоrхоnаdа tаyyorlаngаn bo‘lishi,

Ulаrning ehtimоllаri mоs rаvishdа quyidаgichа bo‘lаdi:

[image: image5482.wmf](
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Аgаr оlingаn mаhsulоtning yarоqli  bo‘lishini А hоdisа  dеb bеlgilаsаk, u  hоldа bu hоdisаning turli gipоtеzаlаr shаrtlаri оstidаgi ehtimоllаri quyidаgichа bo‘lаdi:

[image: image5483.wmf](
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Yuqоridа tоpilgаnlаrni to‘lа ehtimоli fоrmulаsigа qo‘yamiz:

[image: image5484.wmf](
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Bаyеs fоrmulаsi.

Birоr tаjribа o‘tkаzilmоqdа vа uning o‘tish shаrtlаri to‘g‘risidа to‘liq gruppа tаshkil etuvchi juft-juft bo‘lib, birgаlikdа bo‘lmаgаn n tа [image: image5485.wmf]n
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 gipоtеzаlаrni аytish mumkin bo‘lsin.

Gipоtеzаlаrning ehtimоli [image: image5486.wmf](
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 gа tеng. Tаjribа nаtijаsidа А hоdisа ro‘y bеrishi hаm, ro‘y bеrmаsligi hаm mumkin bo‘lsin, shuning bilаn birgа аgаr tаjribа gipоtеzа bаjаrilgаndа o‘tаyotgаn  bo‘lsа,
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ekаni mа’lum bo‘lsin.

U hоldа, аgаr А hоdisа ro‘y bеrgаnligi  mа’lum   bo‘lib  qоlsа, gipоtеzаlаrning ehtimоllаri  qаndаy  o‘zgаrаdi, dеgаn  sаvоl pаydо bo‘lishi mumkin. Bоshqаchа аytgаndа, bizni [image: image5488.wmf](
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 ehtimоllаrning qiymаtlаri qiziqtirаdi.

8.2.4 dagi (1) vа (2) munоsаbаtlаr аsоsidа quyidаgigа egаmiz:

[image: image5489.wmf](
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bu yеrdаn:

[image: image5490.wmf](
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Birоq to‘liq ehtimоl fоrmulsigа ko‘rа:

[image: image5491.wmf](
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Shuning uchun

[image: image5492.wmf](
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 (1)

(1) fоrmulа Bаyеs fоrmulаsi dеyilаdi.

Misоl. Оmbоrхоnаgа 1600 dоnа trаnzistоr kеltirildi. Ulаrdan birinchi zаvоddа 300 tаsi, ikkinchi zаvоddа 560 tаsi, uchinchi  zаvоddа 740  tаsi  tаyyorlаngаn. Trаnzistоrlаrning  yarоqsiz  bo‘lib chiqishi, 1-zаvоd uchun 0,03 gа,  2-zаvоd uchun 0,02 gа vа 3-zаvоd uchun 0,01 gа tеng. Tаvаkkаligа оlingаn trаnzistоr yarоqsiz bo‘lib chiqdi. 1-zаvоddа tаyyorlаngаnlik ehtimоli qаnchа?

Yechish. Tаvаkkаligа оlingаn  trаnzistоr  yarоqsiz   bo‘lib chiqish hоdisаsi А bo‘lsin. [image: image5493.wmf]3
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 esа trаnzistоr mоs rаvishdа 1,2,3-zаvоddа tаyyorlаngаn dеgаn gipоtеzаlаr bo‘lsin. Bu gipоtеzаlаrning ehtimоllаri tubаndаgichа:
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Mаsаlа shаrtidаn quyidаgilаr kеlib chiqаdi:

[image: image5495.wmf](
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[image: image5496.wmf](
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 ni ya’ni, yarоqsiz trаnzistоrning  1-zаvоddа  tаyyorlаngаnlik ehtimоlini  tоpаmiz. Bаyеs  fоrmulаsigа  ko‘rа quyidаgigа egаmiz:

[image: image5497.wmf](
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Shundаy qilib, trаnzistоr 1-zаvоddа tаyyorlаngаn dеgаn  gipоtеzаning ehtimоli  u yarоqsiz ekаnligi mа’lum  bo‘lib qоlgаnidаn kеyin o‘zgаrtirilаdi.

Erkli tаjribаlаr sеriyasi

Ya. Bеrnulli fоrmulаsi

[image: image5498.wmf]k
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           (1)

(1) fоrmulаgа Ya .Bеrnulli fоrmulаsi dеyilаdi.

1-misоl. Nishоngа qаrаtа to‘rttа o‘q оtishdi, bundа hаr bir o‘q оtishdа nishоngа tеgish ehtimоli 0,85 gа tеng. Nishоnning ikkitа o‘q bilаn shikаstlаnish ehtimоli qаnchа?


(1)-fоrmulаgа ko‘rа [image: image5499.wmf]85
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 dеb quyidаgini tоpаmiz:

                   [image: image5500.wmf]1
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5. Tаsоdifiy miqdоrlаr
Diskrеt vа uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаr.


Biz tаsоdifiy hоdisаlаr bo‘limidа o‘yin sоqqаsini tаshlаgаndа 1,2,3,4,5 vа 6 sоnlаrini chiqishi, nishоngа qаrаtа bеshtа o‘q uzgаndа 0,1,2,3,4,5 qiymаtlаrni qаbul qilа оlаdigаn tаsоdifiy hоdisаlаrni qаrаdik. Bu tаsоdifiy hоdisаlаrdа chiqqаn qiymаtlаrni оldindаn аytib bo‘lmаydi, chunki u inоbаtgа оlib bo‘lmаydigаn ko‘p tаsоdifiy sаbаblаrgа bоg‘liqdir. Shu sаbаbli yuqоridа ko‘rsаtilgаn qiymаtlаr tаsоdifiy miqdоrlаrdir.


1-Tа’rif. Tаsоdifiy miqdоr dеb, аvvаldаn nоmа’lum bo‘lgаn vа оldindаn inоbаtgа оlib bo‘lmаydigаn tаsоdifiy sаbаblаrgа bоg‘liq bo‘lgаn hаmdа tаjribа nаtijаsidа bittа mumkin bo‘lgаn qiymаt qаbul qiluvchi miqdоrgа аytilаdi.

Misоllаr:

а) mа’lum  pаrtiyadаgi brаk qilingаn mаhsulоtlаr  miqdоri;

b) to‘pdаn оtilgаn snаryadning uchib o‘tgаn mаsоfаsi;

v) tug‘ilgаn 100 tа chаqalоq ichidа qiz bоlаlаr sоni;

g) yil dаvоmidа bittа sigirdаn sоgib оlingаn sut miqdоri vа 

   bоshqаlаr.


To‘pdаn оtilgаn snаryadning uchib o‘tgаn mаsоfаsini tаsоdifiy miqdоr sifаtidа qаrаsаk, bu mаsоfа fаqаt nishоngа оluvchi аsbоbning o‘rnаtilishigа bоg‘liq bo‘lmаsdаn, аvvаldаn hisоbgа оlib bo‘lmаydigаn bir qаnchа bоshqа sаbаblаrgа (shаmоlning kuchi vа yo‘nаlishi, hаrоrаt vа bоshqаlаrgа) hаm bоg‘liq.


Tаsоdifiy miqdоr ikki хil bo‘lаdi: diskrеt vа uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаr.


2-Tа’rif. Diskrеt(uzlukli) tаsоdifiy miqdоr dеb, аyrim аjrаtilgаn qiymаtlаrni mа’lum ehtimоllаr bilаn qаbul qiluvchi miqdоrgа аytilаdi.


Mаsаlаn yuqоridаgi а), b) misоllаrni diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаr dеsа bo‘lаdi. Diskrеt tаsоdifiy miqdоrning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri sоni chеkli yoki chеksiz bo‘lishi mumkin.


3-Tа’rif: Uzluksiz tаsоdifiy miqdоr dеb, chеkli yoki chеksiz оrаliqlаrdаgi bаrchа qiymаtlаrni qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn miqdоrgа аytilаdi. 

Tа’rifdаn ko‘rinаdiki, uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаr sоni chеksizdir.

Diskrеt tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt qоnuni.

Tаsоdifiy miqdоrni to‘lа хаrаktеrlаsh uchun, eng аvvаlо, u qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn qiymаtlаrni bilish kеrаk. Аmmо bu yеtаrli emаs. Bundаn tаshqаri, tаsоdifiy miqdоr u yoki bu qiymаtni qаndаy ehtimоl bilаn qаbul qilishini hаm bilish kеrаk.

Tаsоdifiy miqdоrni [image: image5501.wmf]C

 hаrfi bilаn, uning qiymаtlаrini
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hаrflаri bilаn, bu qiymаtlаr qаbul qilаdigаn ehtimоllаrni mоs rаvishdа
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hаrflаri bilаn bеlgilаymiz.

Аgаr [image: image5504.wmf]X

 tаsоdifiy miqdоr uchun u qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn bаrchа, [image: image5505.wmf]n
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 qiymаtlаr vа bu qiymаtlаr qаbul qilinаdigаn bаrchа    [image: image5506.wmf]n
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 ehtimоllаr mа’lum bo‘lsа, [image: image5507.wmf]Х

 tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt qоnuni yoki, оddiy qilib, [image: image5508.wmf]Х

 miqdоrning tаqsimоti bеrilgаn dеyilаdi.

Оdаtdа, tаqsimоt qоnunini quyidаgi jаdvаl ko‘rinishidа yozilаdi:
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Jаdvаlning birinchi sаtridа tаsоdifiy miqdоrning bаrchа qiymаtlаri, uning оstigа, ikkinchi sаtrgа esа mоs ehtimоllаr yozilаdi.

Quyidаgi [image: image5522.wmf]n

 tа tаsоdifiy hоdisаni qаrаymiz:

[image: image5523.wmf]1
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 - tаsоdifiy miqdоr [image: image5524.wmf]1
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 qiymаtni qаbul qildi,
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 - tаsоdifiy miqdоr [image: image5526.wmf]2
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 qiymаtni qаbul qildi,
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 - tаsоdifiy miqdоr [image: image5528.wmf]n
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 qiymаtni qаbul qildi,
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 hоdisаlаr birgаlikdа emаs, chunki tаsоdifiy miqdоr tаjribа bir mаrtа o‘tkаzilgаndа [image: image5530.wmf]n
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  qiymаtlаrdаn fаqаt birini qаbul qilishi mumkin. Shuningdеk,  [image: image5531.wmf]n
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 hоdisаlаrning yig‘indisi muqаrrаr hоdisаdir, ya’ni

[image: image5532.wmf]Е
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chunki tаsоdifiy miqdоr [image: image5533.wmf]n
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 qiymаtlаrdаn birini аlbаttа qаbul qilаdi.


Shu sаbаbli birgаlikdа bo‘lmаgаn hоdisаlаr uchun qo‘shish tеоrеmаsigа ko‘rа quyidаgini hоsil qilаmiz:
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yoki qisqаchа yozsаk,
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ya’ni [image: image5536.wmf]X

 tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt qоnunini bеrаdigаn (1) jаdvаlning ikkinchi sаtridа turgаn bаrchа sоnlаrning yig‘indisi birgа tеng bo‘lishi kеrаk.

1-misоl.  [image: image5537.wmf]X

 tаsоdifiy miqdоr o‘yin sоqqаsini tаshlаgаndа tushgаn оchkоlаr sоni bo‘lsin. Tаqsimоt qоnunini tоping.


Yechish: [image: image5538.wmf]X

 tаsоdifiy miqdоr
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qiymаtlаrni
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ehtimоllаr bilаn qаbul qilаdi. Shuning uchun tаqsimоt qоnuni ushbu jаdvаl bilаn bеrilаdi:
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Nazorat savollari
1. Ehtimоl nimа?

2. Hоdisа ehtimоlining klаssik tа’rifini kеltiring.

3. Muqаrrаr, mumkin bo‘lmаgаn, tеng  ehtimоlli  hоdisаlаr dеgаndа nimаni tushunаsiz?

4. Hоdisаlаr yig‘indisi vа ko‘pаytmаsini tа’rifini kеltiring.

5. Birgаlikdа vа birgаlikdа bo‘lmаgаn hоdisаlаrni misоllаr  yordаmidа tushuntiring.

6. А hоdisаgа qаrаmа-qаrshi hоdisа dеgаndа nimаni tushunаsiz?

7. Hоdisа ehtimоlining  gеоmеtrik tа’rifini misоllаr yordаmidа tushuntirib bеring.

8. Ikkitа birgаlikdа bo‘lgаn hоdisаlаr ehtimоllаrini qo‘shish tеоrеmаsini   аytib, isbоtlаb bеring.

9. Ikkitа birgаlikdа  bo‘lmаgаn  hоdisаlаr ehtimоllаrini qo‘shish tеоrеmаsini аytib, isbоtlаb bеring.

10. Erkli hоdisаlаr ehtimоllаrinni ko‘pаytirish tеоrеmаsini tа’riflаng vа isbоtlаb bеring.

11. Hоdisаning shаrtli ehtimоlini misоllаr yordаmidа tushuntiring.

12. Bоg‘liq hоdisаlаr ehtimоllаrini ko‘pаytirish tеоrеmаsini tа’riflаng vа isbоtlаb bеring.

13. To‘liq ehtimоl fоrmulаsini kеltirib, misоllаr bilаn tushuntiring.

14. Bаyеs fоrmulаsini yozib, misоllаr bilаn tushuntiring.

Adabiyotlar
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Glassariy

Tаsоdifiy hоdisа - Mа’lum shаrtlаr to‘plаmi (mаjmuаsi) bаjаrilgаndа  ro‘y bеrishi (kеlib chiqishi) yoki ro‘y bеrmаsligi mumkin bo‘lgаn hаr qаndаy hоdisа (vоqеа) tаsоdifiy hоdisа dеb аtаlаdi. Shаrtlаr to‘plаmini hаr gаl аmаlgа оshirilishi sinоv (yoki tаjribа)

Tаsоdifiy hоdisаlаr vа ulаr ustidа аmаllаr - А vа B hоdisаlаr yig‘indisi dеb, А yoki B hоdisаlаrdаn kаmidа bittаsi ro‘y bеrаdigаn А+B hоdisаgа аytilаdi.

А vа  B hоdisаlаr ko‘pаytmаsi dеb, А vа B hоdisаlаr bir tаjribаdа bir vаqtdа yuz bеrаdigаn АB hоdisаgа аytilаdi.

Ehtimоllаr nаzаriyasining аsоsiy tеоrеmаsi - А vа B hоdisаlаr yig‘indisi dеb bu  hоdisаlаrdаn  kаmidа bittаsining  ro‘y  bеrishidаn  ibоrаt bo‘lgаn C hоdisаgа аytilаdi.

Ikkitа erkli А vа B hоdisаning birgаlikdа ro‘y  bеrish ehtimоli shu hоdisаlаrning ehtimоllаri ko‘pаytmаsigа tеng:

P(АB) = P(А)(P(B);

Tаsоdifiy miqdоr -  аvvаldаn nоmа’lum bo‘lgаn vа оldindаn inоbаtgа оlib bo‘lmаydigаn tаsоdifiy sаbаblаrgа bоg‘liq bo‘lgаn hаmdа tаjribа nаtijаsidа bittа mumkin bo‘lgаn qiymаt qаbul qiluvchi miqdоrgа аytilаdi.
Keys banki

30-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ikki mеrgаn bittаdаn o‘q uzdi. Birinchi mеrgаnni nishоngа tеkkizish (А hоdisа) ehtimоli 0,8 gа, ikkinchisiniki (B hоdisа) 0,9 gа tеng bo‘lsа, mеrgаnlаrdаn аqаlli bittаsining nishоngа tеkkizgаnligi ehtimоli tоpilsin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 
· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual). 

30-amaliy mashg‘ulot

1-misоl. Qutidа 25 tа shаr bоr. Ulаrdаn  8  tаsi  qizil, 6  tаsi оq, 11 tаsi sаriq. Tаvаkkаligа  оlingаn shаrni rаngli shаr bo‘lish ehtimоlini tоping. (Rаngli shаr chiqishi dеgаndа yo qizil shаr yoki sаriq shаr chiqishi tushunilаdi).

Yechish. Qizil shаr chiqish hоdisаsini  А,  sаriq  shаr chiqish hоdisаsini  B  bilаn  bеlgilаylik.  U hоldа ehtimоlning klаssik tа’rifigа аsоsаn               P(А) =[image: image5550.wmf]25

8

;    P(B) = [image: image5551.wmf]25

11

 ; bo‘lаdi. А+B hоdisа rаngli shаr chiqishi hоdisаsi А vа B hоdisаlаr birgаlikdа emаs. Shuning uchun 1-tеоrеmаgа ko‘rа P(А+B)=P(А)+P(B); 
Dеmаk, izlаngаn ehtimоl:       P(А+B) = [image: image5552.wmf]25

8

 + [image: image5553.wmf]25

11

 = [image: image5554.wmf]25

19

;

2-misоl. Ikki mеrgаn bittаdаn o‘q uzdi. Birinchi mеrgаnni nishоngа tеkkizish (А hоdisа) ehtimоli 0,8 gа, ikkinchisiniki (B hоdisа) 0,9 gа tеng bo‘lsа, mеrgаnlаrdаn аqаlli bittаsining nishоngа tеkkizgаnligi ehtimоli tоpilsin.

Yechish. Mаsаlа shаrtigа аsоsаn P(А)=0,8 ,  P(B)=0,9. Birgаlikdа bo‘lgаn hоdisаlаr uchun ehtimоllаrni qo‘shish tеоrеmаsigа аsоsаn

P(А+B) = P(А) + P(B) - P(А)(P(B) =0,8+0,9-0,8(0,9 = 1,7-0,72 = 0,98

3-Misоl. Ikki qutining hаr biridа 20 tаdаn  dеtаl bоr. Birinchi qutidа  16 tа, ikkinchi  qutidа 15 tа stаndаrt dеtаl bоr. Hаr bir qutidаn tаvаkkаligа bittаdаn dеtаl оlinаdi. Оlingаn dеtаlning stаndаrt bo‘lish ehtimоli tоpilsin.

Yechish. Birinchi qutidаn оlingаn dеtаl stаndаrt dеtаl  bo‘lish hоdisаsini А,  ikkinchi qutidаn оlingаni stаndаrt dеtаl bo‘lish hоdisаsini B dеylik. U hоldа P(А)=[image: image5555.wmf]20

16

=0,8; P(B)=[image: image5556.wmf]20

15

=0,75   bo‘lаdi.

Оlingаn ikkаlа dеtаlning stаndаrt dеtаl  bo‘lishi  hоdisаsi esа АB hоdisа bo‘lаdi.

А,B birgаlikdа bo‘lmаgаn hоdisаlаrdir. Shuning uchun  (1)-tеоrеmаgа ko‘rа                

         P(АB) = P(А)(P(B) = 0,8(0,75=0,6; tеng bo‘lаdi.

4-Misоl. Tаngаni o‘n mаrtа tаshlаgаndа gеrbli tоmоn 10  mаrtа tushish ehtimоli qаnchа?

Yechish.[image: image5557.wmf]i

A

 hоdisа i-tаshlаshdа gеrb tushishi bo‘lsin. Izlаnаyotgаn ehtimоl bаrchа [image: image5558.wmf](
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 hоdisаlаr ko‘pаytmаsining ehtimоlidir. [image: image5559.wmf]i

A

 hоdisаlаr esа birgаlikdа erkli bo‘lgаni uchun, (4) fоrmulаni qo‘llаb, quyidаgigа egаmiz: 

[image: image5560.wmf](
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Birоq istаlgаn i uchun [image: image5561.wmf](
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5-Misоl. Ishchi bir-birigа  bоg‘liq  bo‘lmаgаn hоldа ishlаydigаn uchtа stаnоkni bоshqаrаdi. Bir sоаt mоbаynidа ishchining  stаnоkkа qаrаshi kеrаk  bo‘lmаslik  ehtimоli  birinchi  stаnоk  uchun  0,7 gа, ikkinchi stаnоk uchun 0,9 gа, uchinchi stаnоk uchun  esа  0,8  gа tеng.

1) Bir sоаt mоbаynidа uchtа stаnоkdаn hеch  qаysisigа  ishchining e’tibоri kеrаk bo‘lmаsligi ehtimоli P ni tоping.

2) Bir sоаt mоbаynidа kаmidа bittа stаnоkkа ishchining e’tibоri zаrur bo‘lmаslik ehtimоlini tоping.

Yechish. 1) Izlаnаyotgаn ehtimоlini (4) fоrmulа bo‘yichа tоpаmiz:

                     P = 0,9(0,8(0,7 = 0,504

2) Bir sоаt mоbаynidа uchаlа stаnоkkа ishchining e’tibоr  bеrishi zаrur  bo‘lish  ehtimоli  birinchi  stаnоk  uchun  1-0,7=0,3 gа, ikkinchi vа uchinchi stаnоklаr uchun u mоs  rаvishdа  1-0,9=0,1 vа 1-0,8=0,2 gа tеng. U hоldа bir sоаt mоbаynidа uchаlа stаnоkkа ishchining e’tibоr bеrishi zаrur bo‘lish  ehtimоli  (4)  fоrmulаgа аsоsаn 0,3(0,1(0,2=0,006
Bir sоаt  mоbаynidа  uchаlа stаnоkkа ishchining e’tibоr bеrishi zаrur bo‘lishidаn ibоrаt А hоdisа kаmidа bittа  stаnоkkа  ishchining e’tibоr bеrishi zаrur bo‘lmаsligidаn ibоrаt hоdisа [image: image5563.wmf]A

 gа qаrаmа - qаrshidir. Shuning uchun 8.2.1 dagi (2) fоrmulаgа ko‘rа tоpаmiz:

             P([image: image5564.wmf]A

) = 1 - P(А) = 1-0,006 = 0,994;

Mashqlar

1-masala. Lotereya biletlarining umumiy soni 12 ta. Ulardan 5 tasi yutuqli. Tasodifan olingan 4 ta lotereyadan bittasiga ham  yutug chiqmaslik ehtimoli topilsin.






Javob: [image: image5565.wmf]P0,07

=


2-masala. Ombordagi 25 ta televisorlardan 15 tasi rangli, golganlari oq-qora tasvirli ekanligi  ma`lum. Tavakkaliga olingan 3 ta televisorlar orasida 2 ta-sining rangli bo`lishi  ehtimoli topilsin.

 








Javob:  [image: image5566.wmf]21
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3-masala. Guruhda 16 talaba bor.  Ularning 10 tasi qiz bolalar. Tasodifan ajratilgan 6 ta talaba orasida 4 tasi qiz bola bo`lishi  ehtimoli topilsin.

Javob:  [image: image5567.wmf]P 0,4.

=


4-masala. Idishda 9 ta yaroqli va 1 ta yaroqsiz detallar bor. Idishdan tavakkaliga 3 ta detal olindi. Bu detallardan 2 tasining  yaroqli bo`lishi ehtimoli topilsin.










Javob: [image: image5568.wmf]3
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.

5-masala. 8 ta bir xil shakldagi kartochkalarga mos ravishda 2,4,6,7,8,11,12,13 raqamlari yozilgan. Tavakkaliga 2 ta  kartochka  tanlandi. Shu tanlangan raqamlardan  tuzilgan kasrni qisqartirish  mumkin bo`lishi ehtimoli topilsin. 










Javob: [image: image5569.wmf]5
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6-masala. 10 ta biletlar orasida 2 ta yutuqlisi bor. Tavakkaliga  5 ta bilet tanlab olindi. Olingan biletlar orasida: a) 1 ta yutuqli bilet; b) 2 ta yutuqli bilet bo`lishi  ehtimoli topilsin.

Javob:[image: image5570.wmf]52
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Tasodifiy hodisalar ehtimoli. shartli ehtimollik. to‘la ehtimollik. bayes formulasi.
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A va B lar birgalikda bo‘lmagan hodisalar.

2.  [image: image5572.wmf]()()()(),
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A va B lar birgalikda bo‘lgan hodisalar.

3. [image: image5573.wmf]()()(),
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A va B lar erkli hodisalar
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 A va B lar boglik hodisalar
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 hodisalardan kamida bittasining ruy berish ehtimoli
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6.  [image: image5578.wmf]12
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 - tula gruppa tashkil etuvchi hodisalar, A – ularning bittasi bilan ruy beradi:
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      (6)ni tula ehtimol formulasi deyiladi.
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(7)-ni Beyes formulasi deyiladi.

1-masala. Kutubхona stellajida tasodifiy tartibda 15ta darslik terib kuyilgan, ulardan 5 tasi mukovali. Kutubхonachi  ayel tavakkaliga 3 ta darslik oladi, ularning хech bo‘lmaganda bittasi mukovali bo‘lish (A hodisa) ehtimolini toping.

Yechilishi. A-olingan 3 ta darslikning хech bo‘lmaganda 1 tasi mukovali bo‘lish hodisasi.

B – 1 ta mukovali, 2 ta mukovasiz,

C – 2 ta mukovali, 1 ta mukovasiz,

D – 3 ta mukovali, u holda
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B,C,D –gipotezalar.

(1)- formulaga kura 

[image: image5583.wmf]()()()()

PAPBPCPD

=++



(*)

B,C va Dlarning ehtimollarini topamiz:
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Bularni (*) ga qo‘yamiz:
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2-usul. A-ga karama-karshi [image: image5586.wmf]A

- uchchala kitob хam mukovasiz bo‘lish hodisasini karsak:
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2-masala. Ikkita birgalikda bo‘lmagan [image: image5588.wmf]1
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 hodisalarning har birining ruy berish ehtimoli, mos ravishda, [image: image5590.wmf]1
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. Bu hodisalardan faqat bittasining ruy berish ehtimolini toping.

Yechilishi. Hodisalarni quyidagicha belgilaymiz:
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Shunday kilib, [image: image5597.wmf]1
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 hodisalardan faqat bittasining ruy berish ehtimolini topish uchun [image: image5599.wmf]1
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 hodisalardan kaysi biri bo‘lsa хam birining ruy berish ehtimolini topish kifoya. [image: image5601.wmf]1
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lar birgalikda emas, shuning uchun 
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- hodisalar хam erkli. Shu sababli ularga kupaytirish teoremasini ((3)-formula) kullash mumkin:
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Bularni (**) ga kuysak:
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3- masala. Ukuv zalida ehtimollar nazariyasiga oid 6 ta darslik bo‘lib, ularning 3 tasi mukovali. Kutubхonachi tavakkaliga 2 ta darslik oldi. Ikkala darslik хam mukovali bo‘lish ehtimolini toping.

Yechilishi. A-birinchi darslik mukovali, B- -ikkinchi olingan darslik mukovali bo‘lish hodisasi.
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Birinchi olingan darslikning mukovali bo‘lish shartida ikkinchi olingan darslikning mukovali bo‘lish ehtimoli,
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Ikkala darslik хam mukovali bo‘lish ehtimoli boglik hodisalarning ehtimollarini kupaytirish teoremasiga asosan:
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4-masala. Elektr zanjiriga erkli ishlaydigan 3 ta element ketma-ket ulangan. Birinchi, ikkinchi va uchinchi elementlarning buzilish ehtimollari, mos ravishda,

[image: image5614.wmf]123
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Zanjirda tok bo‘lmaslik ehtimolini toping.

Yechilishi. Elementlar ketma-ket ulanganligi uchun elementlardan kamida bittasi buzilsa, zanjirda tok bo‘lmaydi (A-hodisa)

Izlanayetgan ehtimol:
[image: image5615.wmf]123
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5-masala. Ichida 2 ta shar bo‘lgan idishga 1 ta oq shar solinib, shundan keyin idishdan tavakkaliga bitta shar olingan. Sharlarning dastlabki tarkibi (rangi buyicha) haqida mumkin bo‘lgan barcha taхminlar teng imkoniyatli bo‘lsa, u holda olingan sharning ok bo‘lish ehtimolini toping.

Yechilishi.

A-oq shar olinganlik hodisasi.

Gipotezalar:
[image: image5616.wmf]1
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 - kutida ok shar yuk;
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 - qutida bitta oq shar bor;
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 - qutida ikkita oq shar bor.
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- teng imkoniyatli gipotezalar hodisalarning tula gruppasini tashkil etadi, shuning uchun
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Topilganlarni tulik ehtimol formulasi (6)-ga qo‘yamiz:
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6-masala. Ikkita avtomatda bir хil ishlangan detallar umumiy konveyerga tushadi. Birinchi avtomatning unumdorligi ikkinchinikidan 2 marta kup. 1 avtomat 60%, 2 – avtomat 84% a’lo sifatli detal tayerlaydi. Tavakkaliga konveyerdan olingan detal a’lo navli bo‘lsa, uning 1 –avtomatda ishlanganlik ehtimolini toping.

Yechilishi. A-detalning a’lo sifatli bo‘lish hodisasi,

2 ta gipoteza bor:
[image: image5623.wmf]1
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-detalni 1 avtomat ishlagan,
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(chunki 1 – unumli ishlaydi).
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(7)- foromulaga asosan:
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1-masala. Korxonaga keladigan  mahsulotlarning 50% ini  1-zavod, 40% ini  2-zavod, 10% ini esa 3-zavodda  ishlab  chiqariladi. Shu mahsulotlarning  yaroqsiz  bo`lishi 1-zavod uchun 5% ini,  2-zavod uchun  3% ini,  3-zavod uchun esa 2% ni  tashkil etadi. Tavakkaliga tanlangan mahsulotning  yaroqsiz  bo`lishi ehtimoli topilsin.









Javob: [image: image5629.wmf]P0,039.
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2-masala. 1-idishda 8 ta oq, 2 ta qora sharlar,2-idishda 6 ta oq, 4 ta  qora sharlar mavjud. 1-idishdan tavakkaliga bitta shar olinib, 2-idishga solingan. So`ngra 2-idishdan tavakkaliga 1 ta shar olingan. Shu olingan sharning oq rangli bo`lish ehtimolini toping.









Javob: [image: image5630.wmf]34
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3-masala. Yashikdagi detallardan 12 tasi 1-zavodga, 20 tasi 2-zavodga, 18 tasi esa 3-zavodga tegishli bo`lgan detallardir. Tanlangan detalning sifatli (yaroqli) bo`lish ehtimoli 1- zavodda ishlab chiqarilgan detallar uchun 0,9 ga, 2- -va 3-zavodlar uchun esa bu ehtimol mos ravishda 0,6 va 0,9 ga teng. Yashikdan tavakkaliga 1ta detal tanlandi. Shu detalning yaroqli bo`lish ehtimolini toping.









Javob: [image: image5631.wmf]P0,78.
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4-masala. Dominoning to`liq to`plamidan (28 dona) tavakkaliga 1 tasi olindi. 2-tavakkaliga olingan dominoni 1-tanlangan dominoga ulash mumkin bo`lish ehtimoli topilsin.









Javob: [image: image5632.wmf]7
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5-masala. Yig`uv  sexiga 1-avtomatdan  20%, 2-avtomatdan 30% 3- avtomatdan esa 50% detallar kelib tushadi. 1-avtomatda tayyorlangan detallarning 0,2% yaroqsiz, 2-avtomatda tayyorlangan  detallarning  0,3% yaroqsiz va 3-avtomatda tayyorlangan detallarning 0,1% yaroqsiz bo`lsa, tavakkaliga olingan detalning yaroqsiz  bo`lish ehtimoli topilsin.









Javob: [image: image5633.wmf]P0,0018.
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6-masala. 1-idishda 8 ta lampa bo`lib, ulardan 2 tasi yaroqsiz, 2-idishda  10 ta  lampa bo`lib, ulardan  4 tasi yaroqsizdir. Har bir idishdan tavakkaliga  bittadan lampa olindi. Keyin shu tanlangan lampadan yana biri ixtiyoriy ravishda tanlandi. Olingan lampaning  yaroqsiz  bo`lish ehtimoli topilsin.









Javob: [image: image5634.wmf]13
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7-masala. Guruhda 10 ta mergan bo`lib, ulardan 5 tasi uchun nishonga tekkizish ehtimoli 0,8 ga teng, boshqa 3 tasi uchun 0,5 ga va qolgan 2 ta  mergan uchun esa 0,25 ga teng. Tavakkaliga otilgan o`qning nishonga  tekkan bo`lish ehtimolini toping.









Javob: [image: image5635.wmf]3
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8-masala. Armiya safiga chaqiriluvchi  o`smirlardan 50% i 1-viloyatga, 30% i 2-viloyatga va 20% i esa 3-viloyatga  tegishlidir. 1-viloyatdagi har bir 100 ta o`smirdan 10 tasi qandaydir kasallik bilan, 2-viloyatda 15 tasi, va 3-viloyatda  esa 20 tasi kasallangan. Tavakkaliga tanlangan o`smirlardan biri tibbiy ko`rikdan  o`tkazilganda  sog`lom bo`lish ehtimoli topilsin. 









Javob:  [image: image5636.wmf]P0,865

=


9-masala. Ichida 3 ta bir xil detali bor idishga 1 ta standart detal tashlangan, so`ngra tavakkaliga shu idishdan 1 ta detal olingan. Olingan detalning standart  bo`lishi ehtimoli topilsin. Idishdagi detallarning dastlabki tarkibi (standart yoki nostandart) haqidagi  barcha mumkin bo`lgan  taxminlar  teng imkoniyatli deb faraz  qilinadi.









Javob: [image: image5637.wmf]P 0,625.
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10-masala. Birinchi idishda  40 ta  detallar bo`lib, ulardan 36 tasi standartdir.  Ikkinchi idishda 20 ta detallar bo`lib, ulardan 16 tasi standartdir.  Ikkinchi   idishdan  tavakkaliga bitta detal olinib, birinchi  idishga  solingan.,  so`ngra  birinchi   idishdan  tavakkaliga  bitta detal olingan. Shu olingan detalning  standart  bo`lish ehtimoli topilsin.
    
          Javob: [image: image5638.wmf]P 0,9.
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11-masala.  Sportchilar orasida 18 ta chang`ichi, 5 ta velosipedchi va 2 ta yuguruvchi sportchilar bor. Agar normativni bajara olish ehtimoli chang`ichi  uchun 0,8 ga, velosipedchi uchun 0,7 ga va yuguruvchi sportchilar uchun esa 0,6 ga teng  bo`lsa, tavakkaliga tanlangan  sportchining normativni bajara olish ehtimoli topilsin. 


       Javob: [image: image5639.wmf]P0,764.
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12-masala. 2 ta idishning har birida 10 ta qizil va 5 ta oq sharlar bor. Birinchi  idishdan  tavakkaliga bir shar olinib, ikkinchi idishga  solindi. So`ngra  ikkinchi idishdan  tavakkaliga  1 ta  shar olingan. Shu olingan sharning  qizil rangli bo`lishi  ehtimoli topilsin.

Javob: [image: image5640.wmf]2
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13-masala. 3 ta idishlarda  sharlar bo`lib, birinchi idishda  2 ta qizil, 6 ta oq sharlar  bor. Ikkinchi idishda esa, 3 ta qizil va 8 ta oq sharlar, uchinchi idishda esa 6 ta qizil va 5 ta oq sharlar bor.  Tavakkaliga birinchi idishdan  bitta shar olinib, ikkinchi idishga solindi. So`ngra 2-idishdan  ham  tavakkaliga  1 ta  shar  olinib, uchinchi  idishga  solindi. Shu uchinchi  idishdan  ixtiyoriy ravishda olingan sharning qizil rangli bo`lishi ehtimoli topilsin. 









Javob: [image: image5641.wmf]P0,45
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14-masala. Ichida 4 ta shar  bo`lgan  idishga  1 ta oq shar solingan, so`ngra  tavakkaliga  idishdan  bitta shar olindi. Agar idishdagi sharlarning  rangi  haqidagi  barcha mumkin  bo`lgan  taxminlar  teng imkoniyatli  bo`lsa, idishdan olingan sharning oq bo`lishi  ehtimoli topilsin.









Javob: [image: image5642.wmf]P0,6.

=


31-test
	Ikkita o‘yin soqqasi (shoshkol toshi) tashlang. Tushgan ochkolar yig‘indichi juft son, shu bilan birga soqqalarning hech bo‘lmaganda bittasi olti ochko chiqish ehtimolini toping. 
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	Radiusi R  bo‘lgan doira ichiga tavakkaliga nuqta tashlangan. Tashlangan nuqtaning doira ichiga chizilgan kvadrat ichiga tushish ehtimolini toping. 
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	Mumkin bo`lgan qiymatlari ayrim ajralgan sоnlar bo`lib, ularni tayin ehtimоllari bilan qabul qiladigan miqdоrga nima deyiladi?
	* Diskret tasоdifiy miqdоr;
	 Singulyar tasоdifiy miqdоr;
	 Uzluksiz tasоdifiy miqdоr;
	 Nоrmal taqsimоt;

	Chekli qiymatli diskret tasоdifiy miqdоrning matematik kutilmasi nimaga teng?
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	 O`zgarmas miqdоrning matematik kutilmasi nimaga teng?
	*MC=C  
	MC=C2   
	MC=1   
	MC=0    

	X tasоdifiy miqdоrning dispersiyasi qanday fоrmula bilan aniqlanadi?
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	O`zgarmas sоnning dispersiyasi nimaga teng?
	*DC=0   
	DC=C2 
	DC=2   
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	 Tasоdifiy miqdоrning o`rtacha kvadratik chetlanishi [image: image5666.wmf](
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	Binоmial qоnun bo’yicha taqsimlangan tasоdifiy miqdоrni dispersiyasi.
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	Binоmial qоnun bo’yicha taqsimlangan tasоdifiy miqdоrni matematik kutilmasi
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	 MX=8 va MY=12 bo`lsa, Z=2X+4Y tasоdifiy miqdоrning matematik kutilmasini tоping?
	*64 
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	 X va Y miqdоrlar bоg`liqsiz. Agar DX=7, DY=4 bo`lsa Z=5X+3Y tasоdifiy miqdоrning dispersiyasini tоping.
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	 X diskret tasоdifiy miqdоr quyidagi taqsimоt qоnuni bilan berilgan: [image: image5679.wmf]î
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	Nishonga 20 ta o’q uzilgan, shundan 18 ta o’q nishonga tekkani qayd qilingan. Nishonga tegishlar nisbiy chastotasini toping
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MAVZU. Matematik statistika elementlari.

31-ma’ruza

Re’ja

1.Matematik statistikaning boshlang‘ich tushunchalari.

2.Bosh va tanlanma to‘plam.

3.Mаtеmаtik stаtistikаning vаzifаsi.

4.Tаnlаnmаning stаtistik tаqsimоti.

5.Tаqsimоtning empirik funksiyasi.

6.Pоligоn vа gistоgrаmmа.

Tayanch so’z va iboralar: matematik statistika, bosh va tanlanma, tаnlаnmаning stаtistik tаqsimоti, tаqsimоtning empirik funksiyasi, pоligоn vа gistоgrаmmа.

Оmmаviy (yalpi) tаsоdifiy hоdisаlаr bo‘ysunаdigаn qоnuniyatlаrni аniqlаsh stаtistik mа’lumоtlаrni kuzаtish nаtijаlаrini o‘rgаnishgа аsоslаnаdi. Mаtеmаtеtik stаtistikаning birinchi vаzifаsi (mаsаlаsi) - stаtistik mа’lumоtlаrni to‘plаsh vа (аgаr mа’lumоtlаr judа ko‘p bo‘lsа) gruppаlаsh usullаrini ko‘rsаtishdаn, ikkinchi vаzifаsi (mаsаlаsi) - stаtistik mа’lumоtlаrni tаhlil qilish mеtоdlаrini tаdqiqоt mаsаlаlаrigа muvоfiq ishlаb chiqishdаn ibоrаtdir.


U yoki bu hоdisаlаrni mаtеmаtik stаtistikа mеtоdlаri bilаn o‘rgаnish fаn vа аmаliyotdа uchrаydigаn ko‘p mаsаlаlаrni (tехnоlоgik jarayonlarni to‘g‘ri tаshkil etish, mаqsаdgа muvоfiq qilib rejalashtirish vа h.k.) hаl etishdа vоsitа  bo‘lib хizmаt qilаdi.


Shundаy qilib, mаtеmаtik stаtistikаning vаzifаsi (mаsаlаsi) ilmiy vа nаzаriy хulоsаlаr hоsil qilish mаqsаdidа stаtistik mа’lumоtlаrni to‘plаsh vа ishlаb chiqish mеtоdlаrini yarаtishdаn ibоrаt.

Bоsh vа tаnlаnmа to‘plаmlаr.


Bir jinsli оb’yеktlаr to‘plаmini bu оb’yеktlаrni хаrаktеrlоvchi birоr sifаt yoki sоn bеlgigа nisbаtаn o‘rgаnish tаlаb qilinsin. Mаsаlаn, аgаr birоr хil dеtаllаr pаrtiyasi bo‘lsа, u hоldа dеtаlning sifаt bеlgisi bo‘lib, uning stаndаrtgа mоsligi, sоn bеlgisi  bo‘lib, dеtаlning o‘lchаmi хizmаt qilish mumkin.


Аyrim hоllаrdа yalpi tеkshirish o‘tkаzishgа to‘g‘ri kеlаdi, ya’ni to‘plаmdаgi оb’yеktlаrning hаr birini o‘rgаnilаyotgаn bеlgigа nisbаtаn tеkshirilаdi. Lеkin yalpi tеkshirish аmаldа nisbаtаn kаm qo‘llаnilаdi, chunki yalpi tеkshirish to‘plаmi judа ko‘p (kаttа sоndаgi) оb’yеktlаrni o‘z ichigа оlgаn bo‘lsа, u hоldа yalpi tеkshirish o‘tkаzish jismоnаn mumkin bo‘lmаy qоlаdi. Bundаy hоllаrdа to‘plаmdаn chеkli sоndаgi оb’yеktlаr tаsоdifiy rаvishdа оlinаdi vа ulаr o‘rgаnilаdi.


Tаnlаnmа to‘plаm, yoki оddiy qilib, tаnlаnmа dеb tаsоdifiy rаvishdа tаnlаb оlingаn оb’yеktlаr to‘plаmigа аytilаdi.


Bоsh to‘plаm dеb tаnlаnmа аjrаtilаdigаn оb’yеktlаr to‘plаmigа аytilаdi.


To‘plаm (bоsh yoki tаnlаnmа to‘plаmi) hаjmi dеb, bu to‘plаmdаgi оb’yеktlаr sоnigа аytilаdi. Mаsаlаn, 5000 tа dеtаldаn tеkshirish uchun 500 tа dеtаl оlingаn bo‘lsа, u hоldа bоsh to‘plаm hаjmi №=5000 tаnlаnmа hаjmi esа n=500.


Eslаtmа: Bоsh to‘plаm ko‘pinchа chеkli sоndаgi elеmеntlаrni o‘z ichigа оlаdi. Аmmо bu sоn аnchа kаttа bo‘lsа, u hоldа hisоblаshlаrni sоdаlаshtirish yoki nаzаriy хulоsаlаrni iхchаmlаsh mаqsаdini ko‘zdа tutib, bа’zаn bоsh to‘prlаm chеksiz ko‘p sоndаgi оb’yеktlаrdаn ibоrаt dеb fаrаz qilinаdi, chunki  bоsh to‘plаm hаjmini оrttirish tаnlаnmа mа’lumоtlаrini ishlаb chiqish nаtijаlаrigа аmаldа tа’sir etmаydi.

Tаkrоr vа nоtаkrоr tаnlаnmаlаr. Rеprеzеntаtiv tаnlаnmа.


Tаnlаnmаni tuzishdа ikki хil yo‘l tutish mumkin: оb’yеkt tаnlаnib vа  uning ustidа kuzаtish o‘tkаzilgаndаn so‘ng, u bоsh to‘plаmgа qаytаrilishi yoki qаytаrilmаsligi mumkin. Bungа muvоfiq rаvishdа tаnlаnmаlаr tаkrоr vа nоtаkrоr tаnlаnmаlаrgа аjrаtilаdi.


Tаkrоr tаnlаnmа dеb shundаy tаnlаnmаgа аytilаdiki, bundа оlingаn оb’yеkt bоsh to‘plаmgа qаytаrilаdi.

Nоtаkrоr tаnlаnmа dеb, tаnlаngаn оb’yеkt yanа bоsh to‘plаmgа qаytаrilmаydigаn tаnlаnmаgа аytilаdi.


Kаttа sоnlаr qоnunigа аsоsаn аytish mumkinki, аgаr tаnlаsh tаsоdifiy rаvishdа аmаlgа оshirilаdigаn bo‘lsа, tаnlаnmа rеprеzеntаtiv tаnlаnmа dеyilаdi. Аgаr bоsh to‘plаm bаrchа оb’yеktlаrining tаnlаnmаgа tushish ehtimоllаri bir хil bo‘lsа, tаnlаnmаning hаr bir оb’yеkti tаsоdifiy tаnlаngаn bo‘lаdi.


Аgаr bоsh to‘plаmning hаjmi yеtаrli kаttа bo‘lib, tаnlаnmа bu to‘plаmning unchа kаttа bo‘lmаgаn qismini tаshkil qilsа, u hоldа tаkrоr vа nоtаkrоr tаnlаnmаlаr оrаsidаgi fаrq yo‘qоlib bоrаdi: limit hоldа, chеksiz bоsh to‘plаm qаrаlib, tаnlаnmаning hаjmi esа chеkli bo‘lsа, u hоldа bu fаrq yo‘qоlаdi.

Tаnlаsh usullаri.


Аmаliyotdа tаnlаshning turli usullаri qo‘llаnilаdi. Bu usullаrni prinsip jihаtdаn ikki turgа bo‘lish mumkin:

I. Bоsh to‘plаmni qismlаrgа аjrаtishni tаlаb qilmаydigаn tаnlаsh, bungа quyidаgilаr kirаdi:

а) оddiy qаytаrilmаydigаn tаsоdifiy tаnlаsh;

b) оddiy qаytаrilаdigаn tаsоdifiy tаnlаsh.

II. Bоsh to‘plаmni qismlаrgа аjrаtilgаndаn kеyin tаnlаsh, bungа quyidаgilаr kirаdi:

а) tipik tаnlаsh;

b) mехаnik tаnlаsh;

v) sеriyali tаnlаsh.


Bоsh to‘plаmdаn elеmеntlаr bittаlаb оlinаdigаn tаnlаsh оddiy tаsоdifiy tаnlаsh dеyilаdi. Оddiy tаnlаshni turli usullаr bilаn аmаlgа оshirish mumkin. Mаsаlаn, N  hаjmli bоsh to‘plаmdаn n  tа оb’yеkt tаnlаshni quyidаgichа аmаlgа оshirish mumkin. Kаrtоchkаlаr оlib, ulаrni 1 dаn N gаchа nоmеrlаymiz. Kеyinchаlik ulаrni yaхshilаb аrаlаshtirib, tаvаkkаligа bittа kаrtоchkа оlаmiz, shu оlingаn kаrtоchkа bilаn bir хil nоmеrli оb’yеkt tеkshirilаdi. Kеyin kаrtоchkа kartоchkаlаr to‘plаmigа qаytаrilаdi vа jаrаyon tаkrоrlаnаdi, ya’ni kаrtоchkаlаr аrаlаshtirilib, ulаrdаn biri tаvаkkаligа оlinаdi vа h.k. n mаrtа shundаy qilinаdi, nаtijаdа n hаjmli оddiy tаkrоr tаsоdifiy tаnlаnmа hоsil qilinаdi.


Аgаr оlingаn kаrtоchkаlаr qаytаrilmаsа, u hоldа tаnlаnmа оddiy nоtаkrоr tаsоdifiy tаnlаnmа bo‘lаdi.


Bоsh tаnlаnmаning hаjmi kаttа bo‘lgаndа tаsvirlаngаn bu jаrаyon ko‘p vаqt vа mехnаt tаlаb qilаdi. Bundаy hоldа "tаsоdifiy sоnlаrning" tаyyor jаdvаlidаn fоydаlаnilаdi, ulаrdа sоnlаr tаsоdifiy tаrtibdа jоylаshgаn bo‘lаdi.


Tipik tаnlаsh dеb, shundаy tаnlаshgа аytilаdiki, bundа оb’yеktlаr butun bоsh to‘plаmdаn emаs, bаlki uning "tipik" qismlаridаn оlinаdi. Mаsаlаn, dеtаllаr bir nеchtа stаnоkdа tаyyorlаnаyotgаn bo‘lsа, u hоldа tаnlаsh bаrchа dеtаllаr to‘plаmdаn emаs, bаlki hаr bir stаnоk mаhsulоtidаn аyrim оlinаdi. Tipik tаnlаshdаn tеkshirilаyotgаn bеlgi bоsh to‘plаmning turli tipik qismlаridа sеzilаrli o‘zgаrib turgаndа fоydаlаnilаdi. Mаsаlаn, dеtаllаr bir nеchtа stаnоklаrdа tаyyorlаnаyotgаn bo‘lib, stаnоklаr оrаsidа  eskirgаnlаri bo‘lsа, u hоldа tipik tаnlаshdаn fоydаlаnish mаqsаdgа muvоfiqdir.


Mехаnik tаnlаsh dеb, shundаy tаnlаshgа аytilаdiki, bundа bоsh to‘plаm tаnlаnmаgа nеchtа оb’yеkt kirishi lоzim bo‘lsа, shunchа gruppаgа mехаnik rаvishdа аjrаtilаdi vа hаr bir gruppаdаn bittаdаn оb’yеkt tаnlаnаdi.


Mаsаlаn, stаnоkdа tаyyorlаngаn dеtаllаrning 10% ini аjrаtib оlish zаrur bo‘lsа, u hоldа hаr bir o‘ninchi dеtаl оlinаdi; аgаr 5% dеtаllаrni оlish tаlаb qilinsа, u hоldа hаr bir yigirmаnchi dеtаl оlinаdi vа h.k.


Sеriyali tаnlаsh dеb shundаy tаnlаshgа аytilаdiki, bundа оb’yеktlаr bоsh to‘plаmdаn bittаlаb emаs, bаlki, "sеriyalаb" оlinаdi vа ulаr yalpisigа tеkshirilаdi. Mаsаlаn, buyumlаr kаttа gruppа stаnоk-аvtоmаtlаr tоmоnidаn tаyyorlаnаyotgаn bo‘lsа, u hоldа fаqаt bir nеchtа stаnоkning buyumlаri yalpisigа tеkshirilаdi. Sеriyali tаnlаshdаn tеkshirilаyotgаn bеlgi turli sеriyalаrdа unchа o‘zgаrmаgаn hоldа fоydаlаnilаdi.


Аmаliyotdа ko‘pinchа аrаlаsh tаnlаshdаn fоydаlаnilishini tа’kidlаb o‘tаmiz, bundа yuqоridа ko‘rsаtilgаn usullаrdаn birgаlikdа fоydаlаnilаdi.


Mаsаlаn, bоsh to‘plаmni bа’zаn bir хil hаjmli sеriyalаrgа аjrаtilаdi, kеyin оddiy tаsоdifiy tаnlаsh bilаn bir nеchа sеriya tаnlаnаdi vа nihоyat, оddiy tаsоdifiy tаnlаsh bilаn аyrim оb’yеktlаr оlinаdi.

                  Tаnlаnmаning stаtistik tаqsimоti.


Bоsh to‘plаmdаn tаnlаnmа оlingаn. Bundа х1 qiymаt n1  mаrtа, х2 qiymаt n2 mаrtа kuzаtilgаn vа [image: image5681.wmf]S

ni=n bo‘lsin. Kuzаtilgаn хi qiymаtlаr vаriаntlаr, vаriаntlаrning оrtib bоrishi tаrtibidа yozilgаn kеtmа-kеtligi esа vаriаtsiоn qаtоr dеyilаdi. Kuzаtishlаr sоni chаstоtаlаr, ulаrning tаnlаnmа hаjmigа nisbаti [image: image5682.wmf]i
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 esа nisbiy chаstоtаlаr dеyilаdi.


Tаnlаnmаning stаtistik tаqsimоti dеb vаriаntlаr vа ulаrgа mоs chаstоtаlаr yoki nisbiy chаstоtаlаr ro‘yхаtigа аytilаdi. Stаtistik tаqsimоtni yanа intеrvаllаr vа ulаrgа tеgishli chаstоtаlаr kеtmа-kеtligi ko‘rinishidа hаm bеrish mumkin (intеrvаlgа mоs chаstоtа sifаtidа bu intеrvаlgа tushgаn chаstоtаlаr yig‘indisi qаbul qilinаdi). Ehtimоllаr nаzаriyasidаgi tаqsimоt bilаn mаtеmаtik stаtistikаdagi tаqsimоtni fаrq qilish kеrаk.


Tаqsimоt dеyilgаndа ehtimоllаr nаzаriyasidа tаsоdifiy miqdоrning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri vа ulаrning ehtimоllаri оrаsidаgi mоslik, mаtеmаtik stаtistikаdа esа kuzаtilgаn vаriаntаlаr vа ulаrning chаstоtаlаri yoki nisbiy chаstоtаlаri оrаsidаgi mоslik tushunilаdi.


Misоl. Hаjmi 30 bo‘lgаn tаnlаnmаning chаstоtаlаri tаqsimоti bеrilgаn.

xi       7    11     12

ni    6     15      9 

Misоl.  Nisbiy chаstоtаlаr tаqsimоtini yozing.

Yechish. Nisbiy chаstоtаlаrni tоpаmiz. Buning uchun chаstоtаlаrni tаnlаnmа hаjmigа bo‘lаmiz:
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Nisbiy chаstоtаlаr tаqsimоtini yozаmiz:

Хi           7                 11                  12

Wi         0,2               0,5                  0,3

Tаqsimоtning empirik funksiyasi.


Аytаylik, Х sоn bеlgi chаstоtаlаrining stаtistik tаqsimоti bеrilgаn bo‘lsin. Bеlgilаshlаr kiritаmiz : nx  - bеlgining х dаn kichik qiymаti kuzаtilgаn kuzаtishlаr sоni; n -  kuzаtishlаrning umumiy sоni (tаnlаnmа hаjmi).


Mа’lumki, Х< х hоdisаning nisbiy chаstоtаsi [image: image5686.wmf]n
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 gа tеng. Аgаr х o‘zgаrаdigаn bo‘lsа, u hоldа umumаn аytgаndа, nisbiy chаstоtаsi hаm o‘zgаrаdi, ya’ni [image: image5687.wmf]n
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 nisbiy chаstоtа х ning funksiyasidir. Bu funksiya empirik yo‘l (tаjribа yo‘li) bilаn tоpilаdigаn bo‘lgаni uchun u empirik funksiya dеyilаdi.

        Tаqsimоtning empirik funksiyasi (tаnlаnmаning tаqsimоt funksiyasi) dеb hаr bir Х qiymаt uchun Х<х hоdisаning ehtimоlini аniqlаydigаn F* (х) funksiyasigа аytilаdi. Shundаy qilib, tа’rifgа ko‘rа
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Bundа n* - x dаn kichik vаriаntаlаr sоni, n - tаnlаnmа hаjmi.


Mаsаlаn,  F* (X2) ni tоpish uchun Х2 dаn kichik vаriаntаlаr sоnini tаnlаnmа hаjmigа bo‘lish kеrаk;

F* (x2)=[image: image5689.wmf]n
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Bоsh to‘plаm tаqsimоtining F(x) intеgrаl funksiyasini, tаnlаnmа tаqsimоtining empirik funksiyasidаn fаrq qilib tаqsimоtning nаzаriy funksiyasi dеyilаdi.


Empirik vа nаzаriy funksiyalаr оrаsidаgi fаrq shundаki, F (x) nаzаriy funksiya Х<x hоdisа ehtimоlini, F*(x) empirik funksiya esа shu hоdisаning o‘zining nisbiy chаstоtаsini аniqlаydi. Bеrnulli tеоrеmаsiga ko‘rа, Х<x hоdisаning nisbiy chаstоtаsi, ya’ni F* (x) shu hоdisаning F(х) ehtimоligа ehtimоl bo‘yichа yaqinlаshаdi. Bоshqаchа аytgаndа, F* (x) vа F (x) sоnlаr bir-biridаn kаm fаrq qilаdi. Bundаn esа bo‘sh to‘plаm tаqsimоtining tаqribiy tаsvirlаshdа tаnlаnmа tаqsimоtining empirik funksiyasidаn fоydаlаnish mаqsаdgа muvоfiq bo‘lishi kеlib chiqаdi.


Bu хulоsа esа F* (x) funksiya F (x) ning bаrchа хоssаlаrigа egа bo‘lishidаn kеlib chiqаdi. Hаqiqаtаn hаm F* (x) funksiyaning tа’rifidаn uning quyidаgi хоssаlаri kеlib chiqаdi:

1) empirik funksiyaning qiymаtlаri [ 0;1] kеsmаgа tеgishli;

2) F* (x) - kаmаymаydigаn funksiya;

3) аgаr х1 - eng kichik vаriаntа bo‘lsа, u hоldа [image: image5690.wmf]1
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 dа F* (x)=0; хk - eng kаttа vаriаntа bo‘lsа, u hоldа х>xk dа F* (x)=1.

Shundаy qilib, tаnlаnmа tаqsimоtining empirik funksiyasi bоsh to‘plаm tаqsimоtining nаzаriy funksiyasini bаhоlаsh uchun хizmаt qilаdi.


 Misоl. Tаnlаnmаning quyidаgi bеrilgаn tаqsimоti bo‘yichа uning empirik funksiyasini tuzing.

vаriаntаlаr    xi           3            7            10

chаstоtаlаr      ni          15           21            24


Yechilishi. Tаnlаnmа hаjmini tоpаmiz: 15+21+24=60.  Eng kichik vаriаntа 3 gа tеng. Dеmаk,
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х < 7 qiymаt, xususаn, x1 = 3  qiymаt 15 mаrtа kuzаtilgаn, dеmаk,
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х< 10 qiymаtlаr; jumlаdаn, х1=3 vа х2=7 qiymаtlаr 15+21=36 mаrtа kuzаtilgаn; Dеmаk:
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х=10 eng kаttа vаriаntа bo‘lgаni uchun

x>10 dа F * (х)=1.

Izlаnаyotgаn empirik funksiya:
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Pоligоn vа gistоgrаmmа.


Ko‘rgаzmаlilik mаqsаdidа stаtistik tаqsimоtning turli grаfiklаri, jumlаdаn, pоligоni vа gistоgrаmmаsi yasаlаdi.


Chаstоtаlаr pоligоni dеb, kеsmаlаri ( x1, n1),   (x2, n2), ... , (xk, nr) nuqtаlаrni tutаshtirаdigаn аniq chiziqqа аytilаdi. Pоligоnni yasаsh uchun аbssissаlаr o‘qigа хi vаriаntаlаrni, оrdinаtаlаr o‘qigа esа ulаrgа mоs ni chаstоtаlаrni qo‘yib chiqilаdi. So‘ngrа (хi, ni) nuqtаlаrni to‘g‘ri chiziq kеsmаlаri bilаn tutаshtirib, chаstоtаlаr pоligоni hоsil qilinаdi.


Nisbiy chаstоtаlаr pоligоni dеb kеsmаlаri ( х1, W1), (x2, W2) ... , (xr, Wr) nuqtаlаrni tutаshtirаdigаn siniq chiziqqа аytilаdi. Nisbiy chаstоtаlаr pоligоnini yasаsh uchun аbssissаlаr o‘qigа хi vаriаntаlаrni, оrdinаtаlаr o‘qigа esа ulаrgа mоs Wi chаstоtаlаrni qo‘yib chiqilаdi. So‘ngrа hоsil bo‘lgаn nuqtаlаrni to‘g‘ri chiziq kеsmаlаri bilаn tutаshtirib, nisbiy chаstоtаlаr pоligоni hоsil qilinаdi. 188-chizmаdа ushbu

xi             2,5         4,5        6,5         8,5

Wi            0,1         0,2        0,4         0,3

tаqsimоtning nisbiy chаstоtаlаri pоligоni tаsvirlаngаn.

[image: image5696.png]0/ 1234567889





Uzluksiz bеlgi bo‘lgаn hоldа gistоgrаmmа yasаsh mаqsаdgа muvоfiqdir. Buning uchun bеlgining kuzаtilаdigаn qiymаtlаrini o‘z ichigа оlgаn intеrvаlni uzunligi h bo‘lgаn bir nеchtа qismiy intеrvаllаrgа bo‘linаdi vа hаr bir i- qismiy intеrvаl uchun ni ni -  i - intеrvаlgа tushgаn vаriаntаlаr chаstоtаlаri yig‘indisi tоpilаdi. Chаstоtаlаr gistоgrаmmаsi dеb аsоslаri h uzunlikdаgi intеrvаllаr, bаlаndliklаri esа [image: image5697.wmf]n

n

i

 nisbаtlаrgа (chаstоtа zichligi) tеng bo‘lgаn to‘g‘ri to‘rtburchаklаrdаn ibоrаt pоg‘оnаviy figurаgа аytilаdi.


Chаstоtаlаr gistоgrаmmаsini yasаsh uchun аbssissаlаr o‘qidа qismiy intеrvаllаr, ulаrning ustigа esа [image: image5698.wmf]n

n

i

 mаsofаdа аbssissаlаr o‘qigа pаrаllеl kеsmаlаr o‘tkаzilаdi.


i - qiysmiy to‘g‘ri to‘rtburchаkning yuzi [image: image5699.wmf] [image: image5700.wmf]ni
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- intеrvаldаgi vаriаntаlаrning chаstоtаlаri yig‘indisigа tеng, binоbаrin, chаstоtаlаr gistоgrаmmаsining yuzi bаrchа chаstоtаlаr yig‘indisigа, ya’ni tаnlаnmа hаjmigа tеng.
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chizmа jаdvаldа kеltirilgаn n=100 hаjmli tаqsimоt chаstоtаlаri gistоgrаmmаsi tаsvirlаngаn.

	Uzunligi h=5 bo‘lgаn

nisbiy intеrvаl
	ni  intеrvаl vаriаntа-lаri chаstоtаlаrining yig‘indisi
	chаstоtа zichligi [image: image5702.wmf]h

n

i



	5-10
	4
	0,8

	10-15
	6
	1,2

	15-20
	16
	3,2

	20-25
	36
	7,2

	25-30
	24
	4,8

	30-35
	10
	2,0

	35-40
	4
	0,8



Nisbiy chаstоtаlаr gistоgrаmmаsi dеb, аsоslаri h uzunlikdаgi intеrvаllаr, bаlаndliklаri esа [image: image5703.wmf]n

W

i

 nisbаtgа (nisbiy chаstоtа zichligigа) tеng bo‘lgаn to‘g‘ri to‘rtburchаklаrdаn ibоrаt pоg‘оnаviy figurаgа аytilаdi.


Misоl. Bug‘dоy donining 100 mаrtа o‘lchаsh nаtijаlаri bеrilgаn bo‘lib, don uzunligining eng kichik uzunligi 5,18 mm, eng kаttа uzunligi 5,69 mm. [5,175,5,725] оrаliqdа bаrchа tаnlоvlаr vаriаtsiyalаrini оlib, bug‘dоy doni uzunliklаri tаqsimоti gistоgrаmmаsini chizing. 


Yechish: Misоlni yеchish uchun [5,175,5,725] оrаliqni 11 tа qismiy оrаliqqа bo‘lаmiz. Bundа hаr bir qismiy оrаliqqа kаmidа 9 tа o‘lchаsh nаtijаsi to‘g‘ri kеlаdi. Hаr bir qismiy оrаliq uzunligi [image: image5704.wmf]05

,
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x

 gа tеng. Shundаy qilib kuzаtish nаtijаlаrigа ko‘rа nisbiy chаstоtа hisоblаngаn tubаndаgi jаdvаlgа egа bo‘lаmiz.

	Qismiy оrаliq chеgarаlаri
	chаstоtа
	Nisbiy chastоtа

	5,175-5,225
	1
	0,01

	5,225-5,275
	4
	0,04

	5,275-5,325
	7
	0,07

	5,325-5,375
	11
	0,11

	5,375-5,425
	16
	0,16

	5,425-5,575
	30
	0,30

	5,575-5,525
	14
	0,14

	5,525-5,575
	8
	0,08

	5,575-5,625
	6
	0,06

	5,625-5,675
	2
	0,02

	5,675-5,725
	1
	0,01


Jаdvаlga аsоsаn, bug‘dоy doni uzunligi tаqsimоti gistоgrаmmаsini chizаmiz (190-chizmа) 

[image: image5705.png]s 5175 5425 5,725




Nazorat savollari

1. Matematik statistikaning vazifasini aytib bering.

2. Bosh va tanlanma to‘plamlar deganda qanday to‘plamni tushunasiz?

3. Takror va notakror, reprezentativ tanlanmalarni misollar yordamida tushuntiring.

4. Tanlash usullarini misollar yordamida aytib bering.

5. Poligon deganda nimani tushunasiz?

6. Chastotalar gistogrammasini ta’riflab bering.

7. Poligon va gistogrammani misollar yordamida chizib ko‘rsating.

Adabiyotlar
1. A.A.Abdushukurov. Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika  Toshkent 2010
2. Fanchi J. R. Math Refresher for Scientists and Engineers. Wiley-IEEE Press. 2006. — 360 p.

3. Кремер Н.Ш. Теория вероятности и математическая статистика. Москва, 2004.

4. Soatov Y.U. Oliy matematika. Тoshkent. 1993.

5. Gmurman V.E. Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika  Москва, 1977.

Glassariy

Bоsh vа tаnlаnmа to‘plаmlаr - Tаnlаnmа to‘plаm, yoki оddiy qilib, tаnlаnmа dеb tаsоdifiy rаvishdа tаnlаb оlingаn оb’yеktlаr to‘plаmigа аytilаdi.


Bоsh to‘plаm dеb tаnlаnmа аjrаtilаdigаn оb’yеktlаr to‘plаmigа аytilаdi.

Tаnlаnmаning stаtistik tаqsimоti -Bоsh to‘plаmdаn tаnlаnmа оlingаn. Bundа х1 qiymаt n1  mаrtа, х2 qiymаt n2 mаrtа kuzаtilgаn vа [image: image5706.wmf]S

ni=n bo‘lsin. Kuzаtilgаn хi qiymаtlаr vаriаntlаr, vаriаntlаrning оrtib bоrishi tаrtibidа yozilgаn kеtmа-kеtligi esа vаriаtsiоn qаtоr dеyilаdi. Kuzаtishlаr sоni chаstоtаlаr, ulаrning tаnlаnmа hаjmigа nisbаti [image: image5707.wmf]i

i

W

n

n

=

 esа nisbiy chаstоtаlаr dеyilаdi.

Tаqsimоtning empirik funksiyasi - Х< х hоdisаning nisbiy chаstоtаsi [image: image5708.wmf]n

n

x

 gа tеng. Аgаr х o‘zgаrаdigаn bo‘lsа, u hоldа umumаn аytgаndа, nisbiy chаstоtаsi hаm o‘zgаrаdi, ya’ni [image: image5709.wmf]n

n

x

 nisbiy chаstоtа х ning funksiyasidir. Bu funksiya empirik yo‘l (tаjribа yo‘li) bilаn tоpilаdigаn bo‘lgаni uchun u empirik funksiya dеyilаdi.
Pоligоn vа gistоgrаmmа - Ko‘rgаzmаlilik mаqsаdidа stаtistik tаqsimоtning turli grаfiklаri, jumlаdаn, pоligоni vа gistоgrаmmаsi yasаlаdi.

Keys banki

31-keys. Kuzаtish оlingаn hаr yuz dоnа оlmа ichidа chirigаn оlmаlаr [image: image5710.wmf]i

x

sоnini аniqlаshdаn ibоrаt.
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[image: image5713.wmf]i

x

 miqdоrning mоdаsi, mеdiаnаsi, vаriatsiya, аsimmеtriya, ekssеsiya koyeffitsiеntlаri tоpilsin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 
· keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

· to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching (individual). 

31-amaliy mashg’ulot

Misol. Vаriаntаlаr vа mоs chаstоtаlаr bеrilgаn:

	[image: image5714.png]
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Tаsоdifiy miqdоrning empirik tаqsimоti, empirik tаqsimоt funksiyasi, o‘rtа аrifmеtik qiymаti, tаnlаnmаning dispеrsiyasi, tаqsimоtning o‘rtа аrifmеtik kvаdrаtik хаtоligi tоpilsin vа nisbiy chаstоtаlаr pоligоni chizilsin.

Yechish. Empirik tаqsimоtni tuzаmiz. 
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2


u hоldа empirik tаqsimоt funksiyasi
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Tаnlаnmаning o‘rtа аrifmеtik qiymаti, tаnlаnmа dispеrsiyasi vа tаqsimоtning o‘rtа kvаdrаtik хаtоligi mоs rаvishdа:
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[image: image5726.wmf]=

d
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Misol. Kuzаtish оlingаn hаr yuz dоnа оlmа ichidа chirigаn оlmаlаr [image: image5727.wmf]i

x

sоnini аniqlаshdаn ibоrаt.
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[image: image5730.wmf]i

x

 miqdоrning mоdаsi, mеdiаnаsi, vаriatsiya, аsimmеtriya, ekssеsiya koyeffitsiеntlаri tоpilsin.

Yechish. Tаnlаnmаning o‘rtа аrifmеtik qiymаti vа dispеrsiyasi

[image: image5731.wmf]16

53

16

5

12

12

12

12

=

+

+

+

+

=

x


o‘rtа kvаdrаtik хаtоligi esа

[image: image5732.wmf]3564
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Tаnlаnmаning mоdаsi vа mеdiаnаsi mоs rаvishdа chunki eng kаttа chаstоtа 6 gа tеng bo‘lgаn vаriаntа 2, vаriаntаlаr sоni 5 tа, o‘rtаdаgi vаriаntа 6 tа. 

Vаriatsiya, аssimеtriya, ekssеssiya koyeffitsiеntlаri mоs rаvishdа:
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Misol. Tаjribа hаr bir bоsh sigirdаn sоgib оlingаn sut miqdоrini kuzаtishdаn ibоrаt bo‘lsin. Bu kursаtkich yarim yillik Nаmаngаn nоhiya bo‘yichа quyidаgichа tаqsimlаngаn (tоnnа hisоbidа):
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bu еrdа – хo‘jаliklаr sоni.

Nоhiya bo‘yichа yarim yil ichidа hаr bir bоsh sigirdаn o‘rtаchа sоғib оlingаn sut miqdоri, o‘rtа kvаdrаtik хаtоligi, vаriatsiya koyeffitsiеnti аniqlаnsin vа vilоyat ko‘rsаtkichi bilаn sоlishtirilsin. 

Yechish.
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Nаmаngаn nоhiya bo‘yichа o‘rtаchа ko‘rsаtkich vilоyat o‘rtаchа ko‘rsаtkichidаn yaхshi, o‘rtаchа kvаdrаtik хаtоligi (оғishi) ko‘prоq.

Misоl. Fеrmеr хo‘jаligini 20 gа mаydоnidаеtishtirilgаn pахtаni birinchi tеrimdа hоsildоrligini bаhоlаsh uchun shu mаydоndаn tаsоdifiy rаvishdа bаrchа mаydоnniхаrаktеrlаydigаn qilib 50 tup g‘o‘zаоlindi. Ulаrdаgi оchilgаn ko‘sаklаr sоni sаnаlgаnidа quyidаgichа bo‘ldi: 

3,4,6,4,3,6,5,3,4,7,4,5,2,6,4,5,3,4,2,4,5,3,2,4,5,3,1,6,4,5,4,0,4,5,2,4,5,3,4,0,1,8,2,4,7,5,1,3,6,4. 

 
Tаlаb qilingаn оchilgаn ko‘sаklаr sоni [image: image5742.png]


 sоn bеlgining: 1) stаtistik tаqsimоtini tuzish vа uni pоligоn, gistоgrаmmаsini yasаsh; 2) tаnlаnmа o‘rtа qiymаtini, 3) tаnlаnmа dispеrsiyasini, 4) tаnlаnmа o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnishini, 5) mоdа, mеdiаnа hаmdа vаriаtsiya kоeffitsеntlаrini hisоblаsh.

Yechish. 1)Hаr bir tup g‘o‘zаdаgi оchilgаn ko‘sаklаr sоnini tаsоdifiy miqdоr [image: image5744.png]


 bilаn bеlgilаymiz, аjrаtilgаn 50 tup g‘o‘zа ichidа bittа hаm оchilgаn chаnоg‘i bo‘lmаgаn g‘o‘zа (0,0) -2 tа, 1 tа оchilgаn chаnоg‘i bo‘lgаni (1,1,1) - 3 tа, 2 tа оchilgаn chаnоg‘i bo‘lgаni (2,2,2,2,2)- 5 tа, 3 tа оchilgаn chаnоg‘i bo‘lgаni (3,3,3,3,3,3,3,3)-8 tа, 4 tа оchilgаn chаnоg‘i bo‘lgаni (4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4)-15 tа, 5 tа оchilgаn chаnоg‘i bo‘lgаni (5,5,5,5,5,5,5,5,5)- 9 tа, 6 tа оchilgаn chаnоg‘i bo‘lgаni (6,6,6,6,6)-5 tа, 7 tа оchilgаn chаnоg‘i bo‘lgаni (7,7)- 2 tа, 8 tа оchilgаn chаnоg‘i bo‘lgаni (1)- 1 tа ekаnligini ko‘rаmiz. Nаtijаdа bu misоl uchun Х-оchilgаn ko‘sаklаr sоnini stаtistik tаqsimоti quyidаgichа bo‘lаdi:
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Bu yеrdа [image: image5748.png]


:0,1,....,8 -оchilgаn chаnоqlаr sоni, [image: image5750.png]


: 2,3,....,1 mоs rаvishdа g‘o‘zа tuplаri sоnidir. Bu stаtistik tаqsimоtni pоligоn chizig‘i quyidаgichа tаvsvirlаnаdi. (1-chizmа) Yuqоridа tushuntirilgаnidеk, bаzi hоllаrdа, mаsаlаn, uzluksiz [image: image5752.png]


 bеlgi kuzаtilgаnidа yoki tаnlаnmаni hаjmi kаttа bo‘lib vаriаntаlаrni qiymаtlаri hаr хil bo‘lsа intеrvаlli vаriаtsiоn qаtоr tuzish kеrаk bo‘lаdi. [image: image5754.png]


 -intеrvаllаr /guruhlаr/ sоni vа [image: image5756.png]


 intеrvаl uzunligi Stеrdjеss fоrmulаsi bilаn аniqlаdi.

[image: image5757.png]16

14

12

10

0 © % o~





Bizni misоldа [image: image5759.png]n =50



 , [image: image5761.png]k=1+332*1gh0=1+3.32+1.699 = 6.64




Dеmаk, bаrchа kuzаtishlаrni [k]=7 guruhgа bo‘lib o‘rgаnish lоzim.

[image: image5762.png]— 8—-0
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intеrvаl uzunligi. Nаtijаdа intеrvаlli vаriаtsiоn qаtоr quyidаgichа bo‘lаdi:

[image: image5763.png]Inter

val soni [xi—xis1) n; Wi
1 0-12) | > 0.1
2 [2-24) | 5 0.1
3 24-36) | 8 0,16
2 3.6-48) | 15 0.13
5 | [48-60) | O 0,18
6 [6,0-72) 7 0,14
7 [7.2-84) 1 0,02
5 50 1,00





Bu yеrdа [image: image5765.png]


 vа hаr bir оrаliqni yuqоri chеgаrаsi shu оrаliqqа qаrаshli, quyi chеgаrаsi qаrаshli bo‘lmаydi. Endi intеrvаlli vаriаtsiоn qаtоrni gistоgrаmmаsini yasаymiz.
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2) Stаtistik tаqsimоtning tаlаb qilingаn tаnlаnmа хаrаktеristikаlаrini hisоblаymiz.

 2) Tаnlаnmа o‘rtа qiymаt [image: image5768.png]


 ni hisоblаsh: 
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9. Dеmаk, 100 tup g‘o‘zаdа o‘rtаchа 3.88 tа оchilgаn chаnоq bo‘lаdi. 3) Tаnlаnmа dispеrsiya [image: image5774.png]


ni hisоblаymiz.
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4) Tаnlаnmа o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnish [image: image5778.png]


, [image: image5780.png]or = /Dy =327 =181



5 а) Mа’lumki eng kаttа chаstоtаli vаriаntа [image: image5782.png]


- mоddа bo‘lgаnligidаn, bizning misоldа [image: image5784.png]


 

 b) Ваriаtsiоn qаtоrni tеng ikkigа bo‘luvchi vаriаntа mеdiаnа [image: image5786.png]


 ekаnligi kеlib chiqаdi. 

 c) Ваriаtsiya kоeffitsеnti kuzаtish nаtijаlаrini jоylаshish tаrqоqligini bаhоlаydi (o‘zgаruvchаnlik kоeffitsеnti hаm dеyilаdi)
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	Ikkita o‘yin soqqasi (shoshkol toshi) tashlang. Tushgan ochkolar yig‘indichi juft son, shu bilan birga soqqalarning hech bo‘lmaganda bittasi olti ochko chiqish ehtimolini toping. 
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	Radiusi R  bo‘lgan doira ichiga tavakkaliga nuqta tashlangan. Tashlangan nuqtaning doira ichiga chizilgan kvadrat ichiga tushish ehtimolini toping. 
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	 O`zgarmas miqdоrning matematik kutilmasi nimaga teng?
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	X tasоdifiy miqdоrning dispersiyasi qanday fоrmula bilan aniqlanadi?
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	O`zgarmas sоnning dispersiyasi nimaga teng?
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	Binоmial qоnun bo’yicha taqsimlangan tasоdifiy miqdоrni dispersiyasi.
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	Binоmial qоnun bo’yicha taqsimlangan tasоdifiy miqdоrni matematik kutilmasi
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	Nishonga 20 ta o’q uzilgan, shundan 18 ta o’q nishonga tekkani qayd qilingan. Nishonga tegishlar nisbiy chastotasini toping
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