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Светлой памяти ак,адемика 
Андрея Николаевича Тихонова 

посвящается

ВВЕДЕНИЕ

Невозможно представить себе современвую науку без широкого 
применения математического моделирования. Сущность этой методо­
логии состоит в замене исходного объекта его «образом» — математи- 
'|(!(;кой моделью — и дальнейшем изучении модели с помощью реали­
зуемых на компьютерах вычислительно-логических алгоритмов. Этот
о третий метод» познания, конструирования, проектирования сочета-

1.( себе многие достоинства как теории, так и эксперимента. Рабо­
та п(! с самим объектом (явлением, процессом), а с его моделью дает 
по'шожность безболезненно, относительно быстро и без существенных 
111.трат исследовать его свойства и поведение в любых мыслимых си­
туациях (преимущества теории). В то же время вычислительные (ком­
пьютерные, симуляционные, имитационные) эксперименты с моделями 
п()'|.(!ктов позволяют, опираясь на мощь современных вычислительных 
методов и технических инструментов информатики, подробно и глу- 
fioKo изучать объекты в достаточной полноте, недоступной чисто тео- 
реч'ическим подходам: (преимущества эксперимента). Неудивительно, 
что м:етодология математического моделирования бурно развивается, 
охиатывая все новые сферы — от разработки технических систем и 
управления ими до анализа сложнейших экономических'и социальньсх
11рОЦ(!ССОВ.

Элементы математического моделирования использовались с са- 
могч) начала появления точных наук, и не случайно, что некоторые 
меч.'оды вычислений носят имена таких корифеев науки, как Нью- 
'14)11 и Эйлер, а слово «алгоритм» происходит от имени средневеко- 
иого арабского ученого Аль-Хорезми. Второе «рождение» этой мето­
де )Л(.)гии пришлось на конец 40-х—начало 50-:х годов XX века и было 
()Г)условлено по крайней мере двумя причинами. Первая из них — по- 
иилсние ЭВМ (компьютеров), хотя и скромных по нынешним меркам, 
по тем не менее избавивших ученых от огромной по объему рутинной 
III.(числительной работы. Вторая — беспрецедентный социальный за-

- выполнение национальных программ СССР и США по созданию 
ракетно-ядерного щита, которые не могли быть реализованы традици­
онными методами. Математическое моделирование справилось с этой 
■i.'i,дачей: ядерные взрывы и попеты ракет и спутников' были предва­
рительно «осуществлены» в недрах ЭВМ с помощью математических 
моделей и лишь затем претворены на практике. Этот успех во мно-  ̂
гом определил дальнейшие достижения методологии, без применения 
которой в развитых странах ни один крупномасштабный технологи­
ческий, экологический или экономи^хеский проект теперь всерьез не
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рассматривается (сксшанное сираиедлипо и по отношению к некото­
рым социально-политическим проектам).

Сейчас математическое мoд0Jшp()llaни0 вступает в третий прин­
ципиально важный этап своего ¡)си'»1штия, «вст1)аиваясь» в структу­
ры так называемого информациопиого об'щестоа. Впочатляюший про­
гресс средств переработки, га;р(;дачи и храпения ин(})01)мации отвечает 
мировым тенденциям к усложн(;нию и взаимному проникновению раз­
личных сфер человеческой деятельности. Б(;з владения информацион­
ными «ресурсами» нельзя и думать о 1)ешении все более укрупняю­
щихся и все более разнообразных проблем, стоящих перед мировым 
сообществом. Однако информация как таковая зачастую мало что да­
ет для анализа и прогноза, цля принятия решений и контроля за их 
исполнением. Нужны наде^<!ные способы переработки информацион­
ного «сырья» в готовый «продукт», т. е. в точное знание. История 
методологии математического моделирования убеждает: она может и 
должна быть интеллектуальным ядром информационных технологий, 
всего процесса информатизации общества.

Технические, экологические, экономические и иные системы, из­
учаемые современной наукой, больше не поддаются исследованию (в 
нужной полноте и точности) обычными теоретическими методами. 
Прямой натурный эксперимент над ними долог, дорог, часто либо 
(пт,с(и1, ;шбо попросту невозможен, так как многш; из этих систем 
сущис'гиуют и «едипстпйнпом экземпляре». Пена ошибок и просчетов
II 11(|р;|.1Ц(М1ии с ними ти'допустимо высока. Поэтому математическое 
( ит]!!' информациоипог) моделирование является неизбежной со- 
спитлиющ/'й нпучпо п1,гхничгско,и> прогресса.

(!нмн мосч'апоика 1иш|)оса о мат(!матич(!<:ком моделировании како- 
1'0-ли()0 обьека а порождает че ткий план действий. Его можно условно 
ра:»бить на три этапа; модель алгоритм - программа (см. схему).

На первом этапе выбирается (или строится) «эквивалент» объек­
та, отражающий в математической форме важнейшие его свойства — 
законы, которым он подчиняется, связи, присущие составляющим его



■I'll 1.1м, и ч'. д. Математическая модель (или ее фрагменты) исследу- 
' м .1 11'( |р('тич(!скими методами, что позволяет получить важные пред-

11М11.ИЫ0 знания об объекте.
1''Г1>р1)й этап — выбор (или разработка) алгоритма для реализации 

м..НИЛИ MU компьютере. Модель представляется в форме, удобной дпя 
примгшчгия численных методов, определяется последовательность вы­
пи ИИ 1(!Л1>ных и логических операций, которые нужно произвести, что-

.......... ис.комые величины с заданной точностью. Вычислительные

...... . должны не искажать основные свойства модели и, следова-
м м.11(1, несходного объекта, быть экономичными и адаптирующимися 
....... решаемых задач и используемых компьютеров.

Ни третьем этапе создаются программы, «переводящие» модель
II 1111П1|1И'1'м на доступный компьютеру язык. К ним также предъяв-
....и |'и '1'])сбования экономичности и адаптивности. Их можно назвать
* ...к гроииым» эквивалентом изучаемого объекта, уже пригодным для
....... . "1'и(!пного испытания на «экспериментальной установке» —
I'.. 1111 iuT(:|)<;.

('очднв триаду «модель—алгоритм—программа», исследователь
.... . в руки универсальный, гибкий и недорогой инструмент, ко-
I п|и.п1 пначале отлаживается, тестируется в «пробных» вычислитель-
III 1ч '1Ь('П(!|)иментах. После того как адекватность (достаточное соот- 
14 II rmio) '1'риады исходному объекту удостоверена, с моделью прово- 
ii'iii и рнзп(юбразные и подробные «опыты», дающие все требуемые
....... . и количественные свойства и характеристики объекта.
11|И1Ц('(:с моделирования сопровождается улучшением и уточнением, по 
iii'i'ii' необходимости, всех звеньев триады.

I »улучи методологией, математическое моделирование не подменя- 
14 niíidii математику, физику, биологию и другие научные дисципли- 
И1.1. ПС конкурирует с ними. Наоборот, трудно переоценить его син- 
и'шрукииую роль. Создание и применение триады невозможно без 
с ИИ 1| >1.1 ка самые разные методы и подходы — от качественного ана- 
ии WI 11(!липейных моделей до современных языков программирования.
I >1И1 ./iii.c'i' новые дополнительные стимулы самым разным направлени- 
■|м и;\уки.

I 'ассматривая вопрос шире, напомним, что моделирование присут-
I I почти во всех видах творческой активности людей различных
.....— исследователей и предпринимателей, политиков

и 14 "■ма.чальников. Привнесение в эти сферы точного знания помогает 
1.1 ||(111ичить интуитивное умозрительное «моделирование», расширяет 
111И1С приложений рациональных методов. Конечно же, математическое 
мпмслировапие плодотворно лишь при вЕлполнении хорошо известных 
п1м)ф(чч;ион.альных требований: четкая формулировка основных поня- 
I IU1 и предположений, апостериорный анализ адекватности используе­
мый модол(ш, гарантированная точность вычислительных алгоритмов  
и I л. l'V-ли же говорить о моделировании систем с участием «чело- 
|""|1'1'|«)1'о фактора», т. е. т,рудноформализуемых объектов, то к этим 
1111'||ии;ишям необходимо добавить аккуратное разграничение матема- 
нгим'ких и житейских терминов (звучащих одинаково, но имеющих 
|i(iim.iii с.мысл), осторожное применение,уже готового математическо-
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го аппарата к изучению явлений и цроцсесои (предпочтителен путь 
«от задачи к методу», а не наоборот) и ряд других.

Решал проблемы информационного общсзст’ва, было бы наивно упо­
вать только на мощь компьютеров и ипых средств информатики. По­
стоянное совершенствование триады матсматическох'о моделирования 
и ее внедрение в современные информационно-мод(!Лирующие систе­
мы — методологический императив. Лишь его выполнение дает воз­
можность получать так нужную нам высою^технопогичную, конку­
рентоспособную и разнообразную материальную и интеллектуальную 
продукцию.

Различным аспектам математического моделирования посвящено 
немал», хотя явно недостато^^ю, хороших и разных книг. При написа­
нии данной книги авторы Ставили перед собой цель отобрать и из­
ложить подходы к построению и анализу математических моделей, 
общие для различных областей знания, не зависящие от конкретной 
специфики. Окружающий людей мир един, и исследователи эффектив­
но используют этот дар природы, выражающийся в том числе в уни­
версальности математических моделей. Конечно, содержание книги 
связано в определенной мере с личным опытом авторов. Тем не менее, 
придерживаясь сформулированной выше точки зрения, нам было лег­
че расширять рамки изложения и демонстрировать широкие возмож­
ности математического моделирования — от механики до социальных 
наук. Этим, как полагают авторы, данная книга и отличается от книг 
наших коллег.

Что касается стиля книги, то мы стремились избегать громозд­
ких и строгих, процедур (которые заинтересовавшийся читатель мо- 
лсст найти в специальных изданиях), а обрапдали основное внимание 
на описание Щ1;ей и соответствующих им примеров. Поэтому книга со- 
д(;ржит большое количество иллюстраций и упражнений, ее материал 
бс!з особых затруднений может быть использован для формирования 
учебных курсов по различным конкретным направлениям математи­
ческого моделирования.

Небольшой объем книги не позволил осветить ряд важных тем; 
хотелось бы более подробно рассмотреть подходы к построению дис- 
кретиьгх моделей и численные методы, вопросы «оснащения» моделей 
и их идентификации, их синтеза и декомпозиции и т. д. По этой же при­
чине список литературы включает лишь необходимый минимум — это 
либо работы, результаты которых, непосредственно отражены в текс­
те, либо ршючевые книги, где можно найти дальнейшие ссылки.

Подбор материала и манера его изложения отвечают концепци­
ям отечественной школы математического моделирования, всегда н<1̂  
ходившейся на мировом уровне и широко трактующей данную ме­
тодологию. Поэтому мы не можем назвать всех своих колпег, о1> 
щение с которыми так или иначе повлияло на содержание книги. 
Авторы считают своим приятным долгом поблагодарить доктора 
физико-математических!наук Н. В. Змитренко, взявшего на себя не­
легкий труд по прочтению рукописи и сделавшего ряд ценных заме­
чаний, дсжторов физико-математических наук Б. Н. Четверушкина, 
В. Ф. Тишкина и академика РАН А. А. Петрова за предоставлен-



1И.Ц. МП ii'iHuijii.i и плодотворные дискуссии по актуальным проблемам 
и.| 11 м!11 мчсского моделирования. Авторы признательны также докто- 
|it фиши.) митематических наук В. Я. Карпову, кандидату физико- 
им ii'Miij ичсских наук А. Е. Королеву, кандидату технических наук 
М Л I (мсииникову, инженеру В. И. Зелепневу, экономисту О. А. Бу-
■   ....... фип.’шсисту Н. И. Коленько за полезное обсуждение некоторых
. iM'iimiin.m.ix вопросов. Мы благодарны также сотрудникам Институ-
I и МП 11'м.|,'1'М'Г(!Ского моделирования РАН Н. Г, Сиротенко и А. С. Бол- 
мм|н HV, м|)()<|)(!С(;ионально изготовившим оригинал-макет книги.

Иши'пмс.и, что Hfima книга будет интересна и полезна как начи- 
И.ЦМИ1ИМ, r;u< и опытным исследователям и педагогам, использующим
 • . мл;тематического моделирования и вычислительного экспери-
• II и 11. н ( (ки'й научной деятельности.

<■( . к . т . . Ill, 1997 г, Л. А. Самарский, А. П. Михайлов

lii.im<vun<!<; в свет около трех с по.ловиной лет назад первое издание 
iMimi'it hiaii'H (ее английский перевод будет опубликован в текущем го- 
•м f|iviiiii.iM (»ританским издательством «Taylor and Francis publishing
 I . ii(t;i, названием «Universal Principles of Mathematical Modelling»)
..1 M in 'M и I- иесьма востребованным — двухтысячный тираж разошелся
II м 'и'ииг трох-четьфех месяцев, многие коллеги обращались к нам с 
и|1М1 i-hiiii помочь в ее приобретении. К сожалению, большинство этих
.......... ,п'. г11|)|,| удовлетворить не могли. ̂ Мы надеемся, что1ВТорое, ис-
|||"И1||гт11 )г издание в значительной степени смягчит этот объяснимый,
......  ьг1Ц|'Г1>льпый дефицит и поможет, через расширение круга чита-
п 'IIII I. ИНГИ, дальнейшему развитию отечественной школы математи- 
.......... мод('ли|)ования.

м. .hill, мирт 201)1 г. А. А. Самарский, А. П. Михайлов
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П Р О С Т Е Й Ш И Е  М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Е  М О Д Е Л И  
И ОСНОВНЫЕ п он я ти я  
М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Г О  »М О Д Е Л И РО В А Н И Я

§ 1. Элементарные математические модели

Рассмотрим некоторые подходы к построению простейших мате­
матических моделей, иллюстрирующие применение фундаментальных 
законов природы, вариационных принципов, аналогий, иерархических 
цепочек. Несмотря на простоту, привлекаемый материал даст возмолс- 
ность налгать обсуждение таких понятий, как адекватность моделей, 
их «оснащение», нелинейность, численная реализация и ряда других 
и1Ш11иипиальных иопроссш математического моделирования.

1. Фундаментальные законы природы. Наиболее распро­
страненный метод 110С'1|)0(М1ия м<)дс;юй состоит в применении фун- 
дамеп'г.чльиих :(пкоп(»п природы к копкретхюй ситуации. Эти законы 
обидеири.’ташд!, Miioi'OKjiiiTHo 11одтпержд(Шы. опытом, служат основой 
множества научпо-тсхнич(!ских достижений. Поэтому их обоснован­
ность не вызывает сомнений, что, помимо всего прочего, обеспечивает 
исследователю мощную психологическую поддержку. На первый план 
выдвигаются вопросы, связанные с тем, какой закон (законы) следует 
применять в данном случае и как это делать.

а) Сохранение энергии. Этот закон известен почти двести лет 
и занимает, пожалуй, наиболее почетное место среди великих зако­
нов природы. Полагаясь на него, эксперт по 
баллистике, желающий быстро определить 
скорость револьверной пули и не имею­
щий поблизости специальной лаборатории, 
может воспользоваться относительно прос­
тым устройством типа маятника — груза, 
подвешенного на легком жестком и свободно 
вращгцощемся стержне (рис. 1). Пуля, заст­
рявшая в грузе, сообщит системе «пуля— 
груз» свою кинетическую энергию, которая 
в момент наибольшего отклонения стержня 
от вертикали полностью перейдет в потенциальную энергию системы. 
Эти трансформации описываются цепочкой равенств

fflV̂
= {М + т.) —  =  (М  +  т) gl (1 -  cos а).

/ / / / / / / / / / / / / / / / Л

М

Рис. 1



Ч.д<мц, таг) /̂2 — кинетическая, энергия пули массы то, имеющей ско 
рпсм'ь V , М  — масса груза, V  — скорость системы «пуля—груз» сразу 
поело столкновения, д — ускорение свободного падения, I — длина 
г'|'(!|)жпя, а — угол наибольшего отклонения. Искомая скорость опре­
деляется формулой

V  =
2 (М  + т )д1{1 — СОЙ а)

т (1)

которая будет вполне точной, если не учитываемые нами потери энер­
гии на разогрев пули и груза, на преодоление сопротивления возду­
ха, разгон стержня ж т. д. невелики. Это, на первый взгляд, разум- 
ио(! рассуждение на самом деле неверно. Процессы, происходящие при 
'«слгипании» пули и маятника, уже не являются чисто механическими. 
II(«тому примененный для вы:числения величины V  закон сохранения 
мохаиической энергии несправедлив: сохраняется полная, а не механи­
ческая энергия системы. Он дает лишь нижнюю гргшицу для оценки 
с1со1)ости пули (для правильного решения этой простой задачи надо 
иослюльзоваться также законом сохранения импульса — см. упр. 1).

Сходные рассуждения может применить и инженер для оценки 
ирсмени сверления слоя металла толщины Ь лазером с мощнос- 
гыо IV, излучение которого перпендикулярно поверхности материала 
(рис.. 2). Если энергия лазера полностью идет на испарение столбика

W

У77777777, 777777/̂
I -  о

0 < t<^k

7̂7777^

I
'

t = tk

Рис. 2. Начальная, промежуточная и конечная стадии сверления металла
лазером

металла массы ЬЗр (5 — облучаемая площадь, ЬЗ — объем столбика, 
/I плотность вещества), то закон сохранения энергии выражается
рДИ(!НСТВОМ

Ео -  =-- НЬЗр, (2)
гцс /?, — энергия, требуемая д;ля испарения единицы массы. Величина 
// имеет составную структуру: к =  (Т„ц — Т) кг + к2 + кз, поскольку



материал необходимо послсдолатсльио iiarpo'i i. до температуры плав­
ления Тпл) а затем расплавить и превратить в па]) (2' исходная 
температура, /н — удельная теплоемкое гь, /tj и //,;) — соответственно 
удельная теплота плавления и парообразопапия).

Изменение глубины выемки 1(1.) со временем определяется из де­
тального баланса энергии в промежутке; В1)ем(!пи от t до t + dt. Ha 
испаренную за это время массу

[Z(i -Ь dt) — l{t)] Sf) =  dl Sp

тратится энергия dlhSp, равная энергии W dt, сообщаемой веществу 
лазером:  ̂ *

dlhSp =  Wdt,

откуда получается дифференциальное уравнение

dl _ W  
dt h S p '

Его интегрирование (с учетом того, что начальная глубина выемки 
равна нулю) дает

где E{t) — вся энергия, выделенная лазером к моменту времени t. 
Следовательно, глубина выемки пропорциональна затраченной энер­
гии (причем в(;личипа tk, когда l{tk) = L, совпадает с вычисленной по 
формуле (2)).

В действительности процесс сверления гораздо сложнее рассмот­
ренной схемы — энергия тратится на нагрев вещества, на удаление 
паров из выемки, которая может иметь неправильную форму, и т. д. 
Поэтому уверенность в правильности предложенного математического 
описания значительно меньше, чем в случае с пулей. Вопрос о соответ- 
("111ИИ объекта и его модели — один из центральных в математическом 
мидолиропаттии, и в дальнейшем мы будем неоднократно к нему воз- 
upaiiiu'i'itoi.

(>) f '«rimni'Huc материи. Именно этим соображехшем руководству­
ется iMKtijii.iiiiH, |)('||иш)|ций задачу о зaIЮJПlcнии бассейна водой, вте- 
кающ(!Й и MI.I и'итощей из двух т])уб. Копечпо же, облистг. применения 
этого :ткопа м'ч цмимсиии тире.

Пустт>, iiaii|iiiMi'p, им('<'тся iKifiojii.mo«' количество [¡ациоактивного 
вещества (урпин), nn|iy»«чмюго iojii'i i.im слоем «обмчпого» матери­
ала (свинца), ciiiymiMii 111II11'mail ли()о ii|)ii xpaiKiiinH делящихся 
материалов, лиГ») мри m тип. иш.ити и шергегикс! (])ис. 3). Под 
словом «небольшой»’ iin/ipinvMi4wn'i< ч упрощающее обстоятельство, а 
именно то, что мсг n|ionvhn.i рппш/ш, ис т'ш.т.шаи сзчшктювений с 
атомами вещестиа, Г«ч иршит iтчпю иоки.дпю г оГ)ласт1, 1. Другими 
словами, длина ciuiiimuioro npoiin и iipiviyKTim распада Ai u первом ве­
ществе значи’1'ел1.11о Гюлммо лирак герпмх размерои caMoio материа-



Рис. 3

JUI h\, т. е. Ai Ь\. Слова «толстый слой» означают, что в согла­
сии с целями хранения продукты деления полностью поглощаются в

области II. Это гарантирует­
ся при выполнении противопо­
ложного условия Ап Ьц, где 
Ли — длина пробега продук­
тов распада во втором вещест­
ве, Ьц — его характерный раз­
мер.

Итак, все, что вылетает 
из области I, поглощается в 
области II, и суммарная масса 
обоих веществ со временем не 
меняется. Это и есть закон со­
хранения материи, применен­
ный к данной ситуации. Если

II 11!1,чальный момент времени i =  О массы веществ были равны M i(0)
11 М| [(()), то в любой момент времени справедлив баланс

M i(0) + M „ ( 0) =  M i(i) +  M „(i). (4)

Одного уравнения (4), очевидно, недостаточно дпя определения те- 
кущих значений двух масс — Mi{t) и Мц{1). Для замыкания матема­
тической формулировки необходимо привлечь дополнительное сообра- 
/ксггие о характере распада. Оно гласит, что скорость распада (число 
UTOMOB, распадающихся в единицу времени) пропорционально общему 
числу атомов радиоактивного вещества. За небольшое время dt между 
мом(!нтами tTit-\-dt всего распадется

Ni{i +  d f ) - N i{ t )  = - a N i { t  +  ^dt)., а > 0, О <  ̂ < 1,

нтомов. Здесь вторично использован закон сохранения вещества, но 
применительно не ко всему процессу, а к отрезку времени dt. В этом 
урапнении, описывающем баланс атомов, в правой части стоит знак 
минус (вещество убывает), а величина Ni(t + ^dt) отвечает некоторо­
му ср(!днему значению числа атомов за рассматриваемое время. Пере- 
иигнем его в дифференциальной форме:

dNiit)
dt

=  -a N iit) .

Учитывая, что Mi(t) =  /ijiVi(i), где щ 
яучаем

атомный вес вещества I, по-

dMijt)
dt

=  -aM i{t). (5)

При самопроизвольной радиоактивности любой атом имеет неко- 
г( 1| >ук) не зависящую от состояния окружающего вещества вероятность 
рисмада. Поэтому чем больше (меньше) самого рациоактивного ве­
щества, тем больше (меньше) выделяется продуктов распада в еди­
ницу времени. Коэффициент пропорциональности а > О (постоянная 
распада) определяется конкретным веществом.



Уравнения (4), (5) вместе с условиями Ьх, Ац Ьц, а также 
величинами а, Мхф), Мц(0) и составляют математическую модель 
рассматриваемого объекта.

Интегрируя (5), получаем, что масса делящегося материала убы­
вает по экспоненциальному закону

Ml{t) ^  М1(0)е-“ ‘ ,

и при  ̂  ̂00 в области I вещество полностью исчезает.
Так как суммарная масса в соответствии с (4) остается постоян­

ной, то в области II количество вещества растет:

Мц(^) =  Мп(0) +  М М  -  М^(0) е - “ * =  М „(0 ) -Ь М1(0) (1 -  е ' “ * ) ,
*  ♦

и при I -¥ оо продукты распада полностью переходят из области I в 
область II.

в) Сохранение импульса. Неподвижно стоящая в безветренную по­
году на поверхности озера лодка начнет Двигаться вперед, если сделать 
несколько шагов от ее носа к корме. Так проявляет себя закон сохране­
ния импульса, утверждающий: полный импульс системы, не испыты­
вающей действия внешних сил, сохраняется. На передвижение гребца 
лодка реагирует смещением в противоположную сторону.

Принцип реактивного движения положен в основу многих заме­
чательных технических устройств, например, ракеты, выводящей як 
орбиту вокруг Земли искусственный спутник, для чего ей требуется 
развить скорость примерно 8 км/с. Простейшая математическая мо­
дель движения ракеты получается из закона сохранения импульса в 
проттебрежении сопротивлением воздуха, гравитацией и другими си­
лами, ИСКЛЮЧЕ1Я, конечно, тя1'у реактивных двигателей.

Пусть продукты сгорания р;ш!тиого топлива покидают располо- 
/кеиныо в кормовой части выхлопные сопла со скоростью и (для со- 
иремспиых 'гоплив в(и1,ичииа и равна 3-5 км/с). За малый промежуток 
1Чк'м<ч1и 41, м(;жду моментами t ш 1, + (й часть топлива выгорела, и 
млссп ракст!.! и:шс!пилась на величину ёт. Изменился также импульс 
р.'иптм, иди;!,ко суммау)пый импульс системы «ракета плюс продукты 
сгорниии ■ (l("l'aJrcя '1'(!м жо, что и в мом(!Нт I, т. о.

т {1)п (1) III,(I. I ¡и) ■п{1. I  (И.) — (11п \р {1 +  (, (II,) — и],

где v(t) скирш 11. рак1"| 1.1,'/)(/ I ((/,/.) н, (I- (■ I с[)едняя за про- 
межут(ж '//. скирш 11. пг к'мипщих ич ('(ик'л пгшп (обо скорости: берутся 
относительно ' !('МЛ1|) Ii141m.n1 член м припой чп.сти :)того равенства —  
импульс рак(!'1'1.1 II МОМ1Ч11 / I (//, 11тор(III импульс, 1К!р(!данный исте­
кающим га:^ом '1;|. мреми ¡И

Учитывая, ч'1'о ?/(,(/, I ¡И) 1и{1) | ((Ьи/ёХ) (И \ закон сохра­
нения импульсп. можно нсрстк п I ь и нн/н' ,1т|||ф(!ре1П1,иалыюго уравне­
ния

il.li ё т  

ё.1. ё !



II котором член — (с1т/сЦ)и, очевидно, не что иное, как сила тяги ра- 
ксч’пых двигателей, ж которое, будучи преобразованным к виду

(IV _  ¿(1пт)
(И ^  ’

лсм'ко интегрируется;

" т о

Vm , { t )

где Уо, гоо — соответственно скорость и масса ракеты в момент I =
0. Если г»о — О, то максимальная скорость ракеты, достигаемая при 

полном сгорании топлива, равна

v ^ u ы ( - - ' ^ ^ )  . (6 )
\тр +  т «/

Здесь Шр — полезная масса (масса сп^гтиика), т «  — структурная масса 
(масса собственно ракетной конструкций — топливных баков, двига­
телей, систем управления и т. д.).

Простая формула Циолковского (6) позволяет схселать фундамен­
тальный вывод о конструкции ракеты для космических полетов. Вве­

дем величину Л = ----- -— , которая характеризует при гпр =  О отно-
ГПо — Ш р

шение структурной и начальной масс ракеты. Тогда для практически 
реальных значений Л =  0,1, и =  3 км/с получаем при т,р =  О

д) =  м1п (1/Л) =  7 км/с.

Отсюда следует, что даже в самой идеальной ситуации (полезнгш 
масса равна нулю, отсутствуют гравитация и сопротивление возду­
ха и т. д.) ракета рассматриваемого типа не способна достичь первой 
космической скорости. Тём самым необходимо использовать многосту­
пенчатые ракеты — вывод, к которому пришли основоположники кос­
монавтики.

Данный пример иллюстрирует также своего рода принцип «наи­
большего благоприятствия», часто используемый на начальной стадии 
математического моделирования сложных объектов; если объект, т >  •; 
ставленный в наилучшие условия, не в состоянии достичь требуемых 
характеристик, то надо изменить сам: подход к объекту либо смягчить | 
требования к нему; если же требования в принципе достижимы, то  ̂ '5̂  : 
следующие шаги связаны с исследованием влияния на объект допол- 
1штельных осложняющих факторов. . 1

2 . Вариационные прив[ципы[. Евде один подход к построению 
моделей, по своей широте и универсальности сопоставимый с возмож- 
костями, даваемыми фундаментальными законами, состоит в приме- .,&• 
нении так называемых вариационных принципов. Они представлягот 
с.обой весьма общие утверждения о рассматриваемом объекте (систе­
ме, явлении) и гласят, что из всех возможных вариантов его поведения 
(движения, эволюции) выбираются лишь те, которые удовлетворяют 
определенному условию. Обычно согласно этому условию некоторая



связанная с объектом величина достигает экстремального значения 
при его переходе из одного состояния в другое;.

Допустим, автомобиль, движущийся с постоянной скоростью и, 
должен попасть из точки А в точку В и при ')том коснуться некото­
рой прямой линии С  (рис. 4). Водитель автомобиля очень торопится 
и выбирает из множества траекторий путь, Т1)ебуюи;[ий минимальных

1’и1'. I. Различные траектории движения из точки А  в точку В  с касанием 
прямой С. Жирной линией выделен быстрейший путь

затрат' 11|>('М(чш. Представим затраченное время как функцию величи­
ны а — угли М(!жду прямой и отрезком пути от точки А до прямой:

Ь
1.{п) =

а
+

•(;кшм ишп/3(о:)

Здесь а и Ь — длиим 1Г(!|)11(П1дикуляров, опущенных из точек А и 
В  на прямую, 0{а) — утол м(!жду прямой и отрезком пути из точки 
касания до точки В.

Условие экстремальности /,(гу) по аргументу а означает, что

(И {а )

(кх
=  0 ,

или

а зт^/3(а) (1(х

Для любых значений а справедливо равенство

а Ь
-Ь

2 А. А . Самарский, А . П. Михайлов



|'до с — расстояние между проекциями точек А и В  на прямую (оди­
наковое для всех траекторий). Дифференцируя его, получаем соотно-
II ЮНИС

а

sin^ а
+

___ Ъ__ d£
sin̂ /3(a) da

= 0, (8)

которое вместе с условием минимальности (7) означает

cosa =  cos/3(a),

т. е. равенство углов а ш 0 (см. упр. 5).
Далее нетрудно найти сам;и значения «mín! ¿тш через заданные ве­

личины о, Ь, с. Однако сейчас для нас важно другое — условие мини­
мальных затрат времени привело к выбору соответствующей траекто- 
|)ии по правилу «угол падения равен углу отражения». Но ведь такому 
г!акону подчиняется и ход светового луча, попадающего на отражаю­
щую поверхность! Может быть, и в общем случае лучи света движутся 
по траекториям, обеспечивающим быстрейшее попадание сигнала из 
одной точки в другую? Да, именно так и происходит согласно извест­
ному вариационному принципу Ферма, опирсшсь на который, можно 
получить все основные законы геометрической оптики.

Покажем это, рассмотрев преломление лучей на границе двух среда 
(рис. 5). Свет, выходящий из точки А, движется в первой среде со ско­
ростью Va, преломляется и, переходя через линию раздела, двигается

п  '«ь

Рис. 5. Возможные траектории световых лучей, идущих из точки А  в 
точку В и преломляющихся на пинии С —  границе раздела двух сред. 
Жирной линией выделена траектория, отвечающая закону преломления 

cos а/ cos Р  =  VajUb

во второй среде со скоростью юь и попадает в точку В. Если а — угол 
падения луча, а 0 {а) — угол его преломления, то время прохождения



Ш.З А в  В  равно

, , а ^
t{a) =  +

VaSina Vi,sinfi{a)'

Условие минимс1льности t(a) записывается в виде (ср. с (7))

а cos а Ъ cos а dB ^
------------- 1------------------ J — ~  о
'«а sin о: W{,sin/3(a) da ’

а продифференцированное по а условие постоянства величины с по- 
прежнему выражается формулой (8). Здесь величины а, Ь, с имеют 
тот же смысл, что и в предыдт̂ рцем случае. Исключая из последней 
формулы производную dfi/dc ,̂ приходим к равенству

c o s a  ^  ^  .дл

C0S/3 Vb ’ 
т. е. к известному закону преломления света.

Сформулированные применительно к какому-либо классу явлений 
вариационные принципы хюзволяют единообразно строить соответ­
ствующие математические модели. Их универсальность выражается 
также в том, что, используя их, можно в определенной степени отвле­
каться от конкретной природы процесса. Так, водитель автомобиля, 
следующий принципу «минимального времени» и желающий попасть 
из точки А, находящейся на песчаной почве (одна скорость), в точ­
ку В, расположенную на травянистом лугу (другая скорость), обязан 
поехать не по прямой, соединяющей А я В, ■& по ломанной траекто­
рии, сделав необходимое «преломление» на линии, разделяющей песок 
и траву.

3. Применение аналогий при построении моделей. В огром­
ном числе случаев при попытке построить модель какого-либо объекта 
либо невозможно прямо указать фундаментальные законы или вариа­
ционные принципы, которым он подчиняется, либо, с точки зрения 
наших сегодняшних знаний, вообще нет уверенности в существова­
нии подобных законов, допускающих математическую формулировку. 
Одним из плоцотворных подходов к такого рода объектам является 
использование аналогий с уже изученными явлениями. Что, казалось 
бы, общего между радиосштивным распадом и динамикой популяций, 
в частности изменением численности населения нашей планеты? Од­
нако на простейшем уровне такая аналогия вполне просматривается,
о чем свидетельствует одна из простейших моделей популяций, назы­
ваемая моделью Мальтуса. В ее основу положено простое утвержде­
ние — скорость изменения населения со временем t пропорциональна 
его текущей численности N{t), умноженной на сумму коэффициентов 
рождаемости a{t) ^ О и сме])тпости /3(í) ^  0. В результате приходим 
к уравнению

^  =  [a (í)-/ íí(í)]iV (í), (10)

весьма похожему на уравнение радиоактивного распада и совпадаю­
щего с ним при а  < () (если а ш (3 постоянные). Это неудивительно, 

2»



тл,к как при их выводе использовались одинаковые сображения. Интег­
рирование уравнения (10) дает

N{t) = N (0) ехр
/  t

!  [Ф ) - ш ]  

\*0 /

где .N (0) =  N{t =  ¿о) — начальная численность.
На рис. 6 приведены графики функции N {1) при постоянных а  и 

// (разным подобным друг другу кривым соответствуют разные ¿о — 
зггачения времени начала процесса). При а =  /3 численность остается 
постоянной, т. е. в этом случае решением уравнения является рав­
новесная величина — ЛГ(0). Равновесие между рождаемостью и

Рис. 6. Изменение численности популяции со временем в модели Мальтуса

смертностью неустойчиво в том смысле, что даже небольшое наруше­
ние равенства а = (3 приводит с течением времени ко все большему 
отклонению функции N (t)  от равновесного значения N {0). При а < /3 
численность населения убывает и стремится к нулю при  ̂ > <х), а при 
а > /3' растет по некоторому экспоненциальному закону, обращаясь в 
бесконечность при t —>■ оо. Последнее обстоятельство и послужило ос­
нованием для опасений Матштуса о грядущем перенаселении Земли со 
всеми вытекавзщими отсюда последствиями.

Как в данном примере, так и в ряде рассмотренных выше случаев 
можно указать немало очевидных ограничений применимости постро­
енной модели. Конечно же, сложнейший процесс изменения чи:сленнос- 
ти населения, зависящий к тому же от сознательного вмешательства 
самих людей, не может описываться какими-либо простыми законо­
мерностями. Даже в идеальном случае изолированной биологической 
популяции предложенная модель не отвечает реальности в полной мере 
хотя бы из-за 0граничеш10сти ресурсов, необходимых для ее сущест­
вования.

Сделанное замечание тем не менее нисколько не умаляет роли ана­
логий в построении математических моделей очень сложных явлений.



Применение аналогий основано на одном из внжиейших свойств моде­
лей — их универсальности, т. е. их приложимости к объектам прин­
ципиально различной природы. Так, продиоложсния типа «скорость 
изменения величины пропорциональна зпачопию самой величины (или 
некоторой функции от нее)» широко используются в далеких друг от 
друга областях знаний.

4. Иерархический подход к получению моделей. Лишь в 
редких случаях бывает удобным и оправданным построение матема­
тических моделей даже относительно простых объектов сразу во всей 
полноте, с учетом всех факторов, существенных для его поведения. 
Поэтому естествен подход, реализующий принцип «от простого — к 
сложному», когда следующи|[ шаг делается после достаточно подроб­
ного изучения не очень слсйЙкной модели. При этом возникает цепочка 
{иерархия) все более полных моделей, каждая из которых обобщает 
предьщущие, включая их в качестве частного случая.

Построим такую иерархическую цепочку на примере модели мно­
гоступенчатой ракеты. Как было установлено в конце п. 1, реальн{,ш 
одноступенчатая ракета неспособна развить первую космическую ско­
рость. Причина этого — затраты горючего на разгон ненужной, от­
работавшей части структурной массы. Следовательно, при движении 
ракеты.необходимо периодически избавляться от балласта. В практи­
ческой конструкции это означает, что ракета состоит из нескольких 
ступеней, отбрасываемых по мере их использования.

Пусть гп,; обгцая ма(х:а г-й ступени, Arrii — соответствую­
щая ст])укту1)ПгШ масса (при этом масса топлива равна величине 
( I A)i/i;), П1.р масса полюзпой нагрузки. Величины А и скорость 
ист<!ч<!пия газов и одинаков!.! для всех ступе!!ей. Возьмем для опреде- 
j№unocTM число ступоией п — 'Л. Начальная масса такой ракеты равна

гпо = trip -t- mi -I- та  -t- m3.

Рассмотрим момент, когда израсходовано все топливо первой ступени 
и масс;а ])ак(!ты равна величине

гпр +  Ami +ГП2+ m3.

Тогда но (|)0|)муле (6) первоначальной модели скорость ракеты равна

ТОО
=  и  Itl

Шр Ч- Ami + W.2 + m3

После достижения скорсигги v̂  структурная масса Atoi отбрасывается 
и включается ктора» сг унопь. Ма(;са ращ'ты в этот момент равна

I т ,2 f  m3.

Начиная с этого момс'пч'.ч и до мом(‘Нта полного выгорания топлива 
второй ступопи, пич'го и<' мсгнасч' гюльзоваэт^ся уже построенной мо­
делью, примении ее к ])ассма'1'римаемому случаю. Все рассуждения о 
сохранении суммарного импул1,<:а и соответствующие выкладки оста­
ются в силе (cjKJAycT только учесть, что у ракеты уже есть начальная



скорость г’!). Тогда по формуле (6) после выгорания топлива во второй 
ступени ракета достигает скорости

, /  +  ГП2 +  т з  \
«2 =  «1 +  и 1п -------;-----------  .

\тр + ЛГП2 +тпг ]

Такие же рассуждения применимы и к третьей ступени ракеты. После 
отключения ее двигателей скорость ракеты равна

(  т р  +  т з  \

Уз =  У2 +  и 1 и  ------------ .

\тр +  Хтз )

Эту цепочку нетрудно продолжить для любого числа ступеней и 
получить соответствующие формулы. В случае же п =  3 для оконча­
тельной скорости имеем

^  Г /_________то_________Л / 'Шр Л- Ш2 +  гпз / Тор + гпз \ |
■и \ \тр Н- Хт.1 -Ь т г  + гпз / \т.р Н- Ашг + т з  ]  \тр +  Хтз у / ’

гоо Шр Ч- т,2 +  тоз
или, вводя величины 0!1 -------------------- , аа =  ------------------ , «з  =

т.р 4- т.2 -Ь т з  гпр + тз
тр +  тз 

=  —----- — , получаем
Шр

^  , I  / 0̂1 \ [  а2 \ / аз \ 1
и \ \ 1 -Ь А (о!1 — 1)/ \ И -А (а 2 - 1)/ \1 +  А (аз -  1) / /

Дапиое выражение симметрично по отношению к величинам ах,а2,аз,  
и нетрудно показать, что его максимум достигается в симметричном 
случае, т. е. при ах =  ссг =  «з  — а. При этом для г 3

1 - А
а =

Р - А ’

Произведение ахагсез =  «  равно, как легко проверить, отношению 
■т.о/гпр, или

Для многоступенчатой ракеты, аналогично, имеем 

т о

т „“р

где п — ’'шсло ступеней



Проанализируем формулу (11). Примем г;„ =  10,5 км/с, Л =  0,1. 
Тогда для п =  2, 3, 4 получаем то =  149Шр, то  =  77гпр, то = 6Бшр 
соответственно. Это значит, что ДЕ5ухСтупенчатая ракета пригодна 
для выведения на орбиту некоторой полезной массы (однако при од­
ной тонне полезного груза необходимо иметь ракету весом 149 тонн). 
Переход к третьей ступени уменьшает массу ракеты почти в два раза 
(но, конечно же, усложняет ее конструкцию), а четырехступенчатая 
ракета не дает заметного выигрыпха по сравнению с трехступенчатой.

Построение иерархической цепочки позволило относительно прос­
то прийти к этим важным выводам. Иерархия математических моде­
лей часто строится и по противоположному принципу «от сложного к 
простому», в этом случае редупизуется путь «сверху вниз» — из до­
статочно общей и сложной модели при соответствующих упрощающих 
предположениях получается последовательность все более простых (но 
имеющих уменьшающуюся область применимости) моделей.

5. О нелинейности математических моделей. Простота рас­
смотренных выше моделей во многом связана с их линейностью. В 
математическом плане это важное понятие означает, что справедлив 
принцип суперпозиции, т. е. любая линейная комбинация решений (на­
пример, их сумма) также является решением задачи. Пользуясь прин­
ципом суперпозиции, нетрудно, найдя решение в каком-либо частном 
случае, построить репдение в более общей ситуации. Поэтому о качест­
венных свойствах общего случая можно судить по свойствам частно­
го различие между двумя решениями носит лишь количественный 
характер. Папример, упелшчение в два раза скорости истечения ракет- 
Н01-0 тоиушва иодст также к двукратному увеличению скорости ракеты, 
уменьшение угла н<1Д(!пия светового луча на отражающую поверхность 
означает такое же изменение угла отражения и т. д. Другими слова­
ми, в случае линейных моделей отклик объекта на изменение каких-то 
условий пропорционален величине этого изменения.

Для нелинейных явлений, математические модели которых не под­
чиняются принципу суперпозиции, знание о поведении части объекта 
еще не гарантирует знания поведения всего объекта, а его отклик на 
изменение условий может качественно зависеть от величины этого из­
менения. Так, уменьшение угла падения луча света на границу разде­
ла дв;рс сред приводит к уменьшению уг'ла преломления, но только до 
определенного предела. Если угол падения становится меньше крити­
ческого (см. формулу (9)), то происходит качественное изменение — 
свет перестает проникать через границу раздела во вторую среду, ес­
ли она менее плотная, чем первая. Тем самым преломление света — 
пример нелинейного процесса.

Большинство реальных процессов и соответствующих им матема­
тических моделей нелинейны. Линейные же модели отвечают весьма 
частным случаям и, как правило, служат лишь первым приближени­
ем к реальности. Например, популяционные модели сразу становятся 
нелинейными, если принять во вниман-ше ограниченность доступных 
популяции ресурсов. При их выводе считается, что:

1) существует «равновесная» численность популяции Нр, которую 
может обеспечить окружающая среда;



2) скорость изменения численности популяции пропорциональна 
самой численности, умноженной (в отличие от модели Мальтуса) на 
псличину ее отклонения от равновесного значения, т. е.

т
(к

■■ а 1 -
N

а > 0. (12)

Член (1 — -Л/'/ЛГр) в этом уравнении обеспечивает механизм «насыще­
ния» численности — при N  < Мр {Н > Мр) скорость роста положи­
тельна (отрицательна) и стремится к нулю, если ЛГ —)•

Рис. 7. Логистические кривые, соответствующие различным значениям 
начальной численности Л?̂ (0)

Представляя уравнение (12) в виде

(1М ¿Н
Л- - -  -адЛ:

М р - М  N

и интегрируя его, получаем

-  Ы{Яр - М ) +  1п N  =  аг +  С.

Постоянная интегрирования определяется из условия N{t =  0) =  ЛГ(0), 
т. е. С — 1ц ((А/р — ЛГ(0) ) “ ^ЛГ(0)). В результате находим

N (0) А (0 )
М  ~  N  _  ДГ

^  Мр -  N {0) Мр -  N (0)

3,

АГрЖ(0)-е“ *

ИЛИ, в окончательном виде,

Мр -  ЛГ(0) (1 -  е«*) ■

Поведение функции N  (<) описывается так называемой логистической 
кривой (рис. 7). При любом ^У(О) численность стремится к равновес­



ному значению Мр, причем тем медленней, чем величина N {1) ближе к 
Л (̂0). Тем самым равновесие, в отличие от случая модели (10), устой­
чиво.

Логистическая модель более реалистично отражает динамику по­
пуляции в сравнении с моделью Мальтуса, но сама она с необходимос­
тью становится нелинейной и поэтому более сложной. Заметим, что 
предположения о механизмах насыщения используются при построе­
нии м:но1»их моделей в различных областях знаний.

6, Предварительные выводы. Процесс построения моделей мо­
жет быть условно разбит на следующие этапы.

1. Конструирование модели начинается со словесно-смыслового 
описания объекта или явления^ Помимо сведений общего характера о 
природе объекта и целях его иёследования эта стадия может содержать 
также некоторые предположения (невесомый стержень, толстый слой 
вещества, прямолинейное распространение световых лучей и т. д.). 
Данный этап можно назвать формулировкой предмодели.

2. Следующий этап — заверщение идеализации объекта. Отбрасы­
ваются все факторы и эффекты, которые представляются не самыми 
существенными д:ля его поведения. Например, при составлении балан­
са материи (п. 16)) не учитывался, ввиду его малости, дефект масс, ко­
торым сопровождается радиоактивный распад. По возможности идеа­
лизирующие предположения записываются в математической форме 
(подобно условию Аг >  ¿1 в п. 16)), с тем чтобы их справедливость 
поддавалась количественному контролю.

3. После выполнения первых двух этапов можно переходить к вы­
бору или формулировке закона (вариационного принципа, аналогии и 
т. п.), которому подчиняется объект, и его записи в математической 
форме. При небходимости используются дополнительные сведения об 
объекте, также записываемые математически (например, постоянство 
величины с дпя всех траекторий лучей света, вытекающее из геомет­
рии задачи; п. 2). Следует иметь в виду, что даже для простых объ­
ектов выбор соответствующего закона отнюдь не тривиальная задача 
(см. упр. 1).

4. Завершает формулировку модели ее «оснащение». Например, 
необходимо задать сведения о начальном состоянии объекта (скорость 
ракеты и ее массу в момент  ̂=  0) или иные его характеристики (ве­
личины I, д в п .  1а); а, Аь Ац в п. 16); о:( )̂ и /3(1;) в п. 3), без знания 
которых невозможно определить поведение объекта. И, наконец, фор­
мулируется цель исследования модели (найти закон преломления света, 
достичь понимания закономерностей изменения популяции, определить 
требования к конструкции ракеты, запускающей спутник, и т. д.).

5. Построенная модель изучается всеми доступными исследовате­
лю мб!тодами, в том числе со взаимной проверкой различных подходов 
(см., например, упр. 4, 7). В отличие от рассматриваемых в § 1 прос­
тейших случаев, большинство моделей не поддаются чисто теорети­
ческому анализу, и поэтому необходимо широко использовать вычис­
лительные методы. Это обстоятельство особенно важно при изучении 
нелинейных объектов, так как их качественное поведение заранее, как 
правило, неизвестно.



G. В результате исследования модели не только достигается по­
ставленная цель, но и должна быть установлена всеми возможными 
способами (сравнением с практикой, сопоставлением с другими подхо­
дами) ее адекватность — соответствие объекту и сформулированным 
предположениям. Неадекватнгш модель может дать результат, сколь 
угодно отличающийся от истинного (ср. формулу (1) и результат 
упр. 1), и должна быть либо отброшена, либо соответствующим об­
разом модифицирована.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. В первой задаче п. 1, а) примените для нахождения величины V  (скорости 
системы «нуля—груз» сразу после столкновения) не закон сохранения энергии, а 
закон сохранения импульса. Убедитесь, что для скорости пули v получается форму­
ла, дающая значение в { { М  +  т)/ 1пУ^^ раз меньше, чем получающееся по формуле 
(!)•

2. Пусть мощность лазера, сверлящего материал (п. 1, а)), зависит от време­
ни, т. е. W  =  W {t) .  Как изменится формула (3)? Остается пи в силе утверждение
о том, что глубина выемки пропор1щональна затраченной энергии?

3. Найдите момент времени, когда распадается последний атом радиоактив­
ного вещества (п. 1, б)). Почему в модели (5) вещество распадается полностью 
лишь при i  —f 0 0 ?

4. Предположим, что в п. 1, в) рассматривается «идеальная» одностзгпенчатая 
ракета, у которой непрерывно отбрасывается отработавшая и ставшая ненужной 
часть структурной массы {к моменту полного сгорания топлива то« =  0). Поль­
зуясь законом сохранения импульса, покажите, что максимальная скорость такой 
ракеты определяется по формуле v — {1 — А) «ln (m o/m p). Сравните ее с формулой 
(6). Почему идеальная ражета может достичь любой скорости?

5. Проверьте с использованием (8), что условие (7) есть условие минимаш>нос- 
ти для величины *(а ). Из рис. 5 определите, какая скорость больше —  Va или «й? 
Пользуясь формулой (9), найдите, при каких углах а  лучи света не хфоникают из 
среды о в среду Ь, т. е. когда реализуется эффект «полного внутреннего отражения 
света», используемый в ряде технических устройств.

6. Определите, как себя должна вести при больших t величина r ( t )  =  a ( i )  —
- i ){ t ) >  О в модели Мальтуса (10), чтобы численность популяции оставалась огра­

ниченной при i  —> оо.
7. Перейдите в формуле (11) для многоступенчатой ракеты к пределу при 

п ос и убедитесь, что ее предельная скорость вычисляется по формуле для иде- 
;гльной райеты из упр. 4. Почему результаты совпадают?

8. Рассмотрите в логистической модели (12) малые отклонения от положе­
ния равновесия, т. е. ситуацию, когда решение имеет вид N { t )  =  Np -t- 5N (t) ,  где 
|<5W(i)! <  Np. Покажите, что для величины SN{t)  в первом приближении справед­
лива линейная модель типа модели Мальтуса (10).

§ 2. Примеры моделей, получаемых
из фундаментальных законов природы

По сравнению с п. 1 из § 1 более подробно и для более сложных 
объектов рассмотрим модели, следующие из законов Архимеда, Нью­
тона, Кулона и других хорошо известных законов. Обсудим некоторые 
свойства рассматриваемых; объектов.

1. Траектория всплытия подводной лодки. Пусть подводная 
лодка, находящаяся в момент времени  ̂=  О на глубине Н  от поверх­
ности моря и движущаяся с постоянной горизонтальной скоростью V



(рис. 8), получает приказ подняться на поверхность. Если промежу­
ток времени, за который цист(;рпы подлодки освобождаются от воды 
и заполняются воздухом, с том чтобы ео средняя плотность р\ ста­
ла меньше плотности воды ра, пев(;лик, то можно считать, что в 
момент < =  О на подлодку начинаеч' дей­
ствовать выталкивающая сила, большая, 
чем вес лодки. По закону Архимеда вытал­
кивающая сила равна Е  =  дУро, где д 
ускорение свободного падения, V  — объ­
ем подлОдки. Суммарная сипа, действую­
щая на подлодку в вертикальном направ­
лении, — разн:ость между Р  и,весом тела 
Р  == дУр1, а сообщаемое ею Ускорение по 
второму закону Ньютона равно

»2 г

Р х У - ^ : ^ Р - Р  = д У { р о - р х ) .
Рис. 8

Координата I, характеризующая горизон­
тальное положение подлодки, изменяется по закону движения тела с 
постоянной скоростью:

Решая эти уравнения, находим, что

рг
(1)

и что лодка всплывет на поверхность в момент I =  когда 

^0 -  Р1 ,2 „  „  ,  _  [  Р г Н  ^

Р1 .д(ро -  Рх),

При этом в горизонтальном направлении подлодка пройдет расстояние

Р х Н

ч5 (ро -р О .
Исключая из (1) время, найдем траекторию движения подлодки в 

координатах (/, К)

Н~- д Ро -  Р1 ,2 
РгУ'^

которая оказывается параболой с вершиной в точке I = О, Ъ =  0 (при вы­
воде (1) вертикальная скорость лодки, а также величины I и к прини­
мались равными нулю в момент í =  0). Считалось также, что никакие 
другие вертикальные силы, кроме Р  ш Р, подлодку не действуют. 
Это предположение верно линн. при малых скоростях всплытия, когда 
можно пренебречь сопротивлением воды движению лодки (см. упр. 1).

Итак, непосредственное применение закона Архимеда, определяи> 
щего величину выталкивающей силы, и закона Ньютона, связывающе-



I'd силу, действующую на тело, и его ускорение, позволило легко найти 
траекторию подлодки. Очевидно, что параболической траекторией об- 
лнда(!т любое движущееся в плоскости тело, имеющее по одному из 
п;и11)а.влеиий постоянную скорость и на которое в другом направлении 
действует постоянная сила (уравнения (1) фактически дают парамет- 
рич(!скую запись параболы). К таким движениям относятся, например, 
полот камня, брошенного с вьлсоты Н  с горизонтальной скоростью 
или полет электрона в электрическом поле плоского конденсатора. Од- 
пако в последнем случае получить траекторию тела непосредственно 
из фундаментадьных законов нельзя, требуется применить более де­
тальную процедуру. Рассмотрим этот вопрос подробнее.

2. Отклонение заряженной частицы в электронно-лучевой 
трубке. Будем считать, что обкладки конденсатора электронно­
лучевой трубки (рис. 9) представляют собой бесконечные плоскости

(предположение справедливо в случае, если расстояние между обклад­
ками много меньше их размеров, а электрон движется на большом 
удалении от их краев; упр. 2). Очевидно, что электрон будет притя­
гиваться к нижней обкладке и отталкиваться от верхней. Сила при­
тяжения Р  двух разноименных зарядов элементарно определяется из 
закона Кулона

,F
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где qi ш q2 — величины зарядов, г — расстояние между ними. Слож­
ность заключается в том, что в данном примере; па обкладке находит­
ся бесконечно много зарядов, каждый из которых расиоложен на своем 
расстоянии от движущегося электрона. Поэтому нсюбходимо сначала 
найти силу, индуцируемую каждым зарядом, и затем, просуммировав 
все элементарные силы, определить результирующее действие обкла­
док на электрон.

Разобьем всю плоскость нижней обкладки на элементарные «по­
лоски», характеризующиеся координатами r i , гг, гз; — оо < гi , гз <  оо; 
г2 =  О (см. рис. 9).

Подсчитаем силу притяжения электрона зарядом, находящемся на 
элементарной площадке ds — dri dr  ̂ и равным dq ~ qods, где qo — 
поверхностная плотность заряду на обкладке. Если частица находится 
на расстоянии гг от зapяжeнIá)й плоскости, то

dn  =  Г2 (tg(o; +  da) -  tg а) == гз —
cos“̂ а

(здесь учитывается малость величны da). Для определения величины 
(¿Гз имеем

гз + drs _ tg{f3 +  d0) Гз tg/? 
г’1 +  drx sin(o; + da) ’ Г2 t g «  ’

Из последних двух формул находим

*3  =  (п  +  * . )  tg(/9 + dH) -  п  4 0  =  +  ,
sma

где, аналогично предыдущему, учтена также и малость величины d/?. 
Умножая dri на ¿Гз и отбрасывая член более высокого порядка ма­
лости, получаем ds — ггп  da d,0/ (cos  ̂а coŝ  /3 sin а ). Сила притяжения 
элсжтрона с зарядом qe к элементарной площадке ds равна

dF  = qeqor2r id a d (3
г2 cos  ̂а cos  ̂,в sin а ’

где f  — «среднее» расстояние от электрона до площадки, кото­
рое с учетом MajrocïM величин da, d(3 вычисляется по формуле f  =
— r2/(cosacos/î). В итоге для элементарной силы имеем:

Г] da de q̂ qo , 
dF  =  q̂ qo -J- da dp,

Г2 sm a cos a

a для ее вертикальной составляющей

dFj_ — dF  cos P cos a =  q,¡qo cos /3 da dp.

Проинтегрировав выражение для F± по Р от Р =  О до р  = -к¡ 2, 
найдем силу притяжения электрона к части элементарной «полоски», 
расположенной в квадранте ri >  О, гз > 0:

d F ¿  =  qeqoda.



111 юсуммировав dF+a по а от а =  О до а =  тг/2, т. е. по всем полоскам 
кпадрапта Г1 > О, гз > О, определим силу притяжения, индуцируемую 
'»«.рядами, расположенными в этом юзадранте:

dF+ =  I Недо­

учитывая действие всех четырех квадрантов плоскости нижней 
обкладки и проводя аналогичные рассуждения для верхней обкладки, 
получим результирующую силу притяжения (отталкивания) электро­
на ко всем зарядам конденсатора

F  =  47rÇeÇ0- (2)
Сила F  направлена вдоль оси гг к нижней обкладке (составляющие F
110 осям Г1, Гз, очевидно, равны нулю в силу симметрии — чтобы убе­
диться в этом, достаточно рассмотреть действие заряда, находящегося 
на площадке, расположенной в квадранте ri <  О, Гз < О и симметрич­
ной п.пощадке ds).

Поскольку сила F  не зависит от гг, а по горизонтальной оси час­
тица движется с постоянной скоростью V, то приходим к ситуации 
п1)едыдущего пункта — применив второй закон Ньютона, легко полу­
чить формулы, аналогичные (1),вписывающие движение электрона по 
параболической траектории и дающие возможность вычислить все ее 
параметры. Однако в отличие от случая с подлодкой прямое приме­
нение фундаментального закона Кулона для получения модели движе­
ния электрона оказывается невозможным. Потребовалось, опираясь на 
({)ундаментальный закон, сначала описать элементарный акт взаимо­
действия зарядов, и уж затем, просуммировав все эти акты, удалось 
найти результирующую силу.

Подобная ситуация и последовательность действий весьма типич­
ны при построении моделей, так как многие фундаментальные за­

коны устанавливают взаимоотношения 
как раз между элементарными частя­
ми исходного объекта. Это, разумеется, 
справедливо не только для электричес­
ких сип, но, например, и для сип тяго­
тения.

3. Колебания колец Сатурна.
Построим модель движения точечной 
массы Мо в поле сил тяготения, соз­
даваемом материальным кольцом с ра­
диусом Ro и линейной плотностью ро. 
Кольцо считается бесконечно тонким, 
движение происходит вдоль оси кольца 
(рис. 10). Данная схема может рассмат­

риваться как идеализация процесса колебаний колец Сатурна. Тем 
rtc менее, несмотря на существенные упрощения, непосредственное ис­
пользование закона всемирного тяготения
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где Р  — сила притяжения двух тел, имеющих массы то и Го1, г — 
расстояние между ними, 7 — постоянная тяготения, не может дать 
окончательной модели движения кохсец Сатурна, так как массы то, 
тх должны быть точечными.

Поэтому вычислим сначала силу притяжения между точечной 
массой Мо и массой (1т, содержащейся в малом элементе кольца Ш, 
которую уже можно считать точечной:

Мос1т

Здесь К, г — соответственно расстояние от массы Мо до кольца и 
до центра кольца. Очевидно,||’?т|> при 0 ^  а ^ -̂/2 (для тг/2 а ^ 2тг 
выкладки аналогичны)

Ко . Ко г г
8П1 а =  ,..:...... т , — =  -  С08 а =

R  л/г2 +  Щ  R s/ r ^ + R l

Поскольку dm = ро di =  роКо d(3 =  —рог tg а d/3, то

Моро МоРо .
dP  =  -7  —;г5г-1" tg adp =  - 7 ------ 8Ш а cos а dp.

t t ^  г

Найдем проекцию смлы d P  на ось г (именно эта проекция определяет 
интересующее нас движение):

dPi, =  dP  cos а =  -7  gin ̂  a dB. 
r

Просуммировав теперь силы тяготения, создаваемые всеми элемента­
ми кольца, т. е. взяв интеграл от dP± по /3 от /3 =  О до /3 =  2тг, найдем 
результирующую силу:

Р  =  —2тг7 МёЕ ! sina со8̂  а =  — jM oM i — — 3̂  , (3)

где Мх =  2тгК{)Ро — полная масса кольца. Как и в предьадущем пунк­
те, горизонтальная проекция результирующей силы равна нулю из-за 
симметричного расположения кольца относительно массы Мо.

Сила тяготения (3) существенно отличается от выражения, давае­
мого законом для точечных м:асс, переходя в него лишь при г ^  Ко, 
когда кольцо можно уподобить точечной массе благодаря большому, в 
сравнении с размерами кольца, расстоянию между тяготеющими те­
пами. Если же г <  До, то

МоМх

И сила притяжения, в противоположность случаю точечных масс, убы­
вает с уменьшением расстояния между объектами (еще один предель­
ный переход рассмотрен в упр. 3).



11рим(!пи11 К массе Мо второй закон ЬЬютона, получим уравнение 
м ми11Ж1'|1ия вдоль оси г:

^  _̂___
(г2 +  ’

|.(гтро(1, и отличие от п. 1 и п. 2, существенно нелинейно и становится 
||И1М'11111,1м лишь при г <С Ко'-

( Р г  _  М ,

* 2  Щ

4. Дгшжение шарика, присоединенного к пружине. В полу- 
■м'иин м()д(;лей пп. 1-3 главную роль играли фундаментальные законы,
I и 1р('делившие происхождение и величину сил, действующих на объект, 
м м горой закон Ньютона был как бы вспомогательным и применялся

на последней стадии построения мо­
дели. Конечно же, такое деление чис­
то условно. Ведь если речь идет о за­
дачах динамики, то можно использо­
вать и другую схему — сначала свя­
зать с помощью закона Ньютона про-

II екции ускорения т'ела с проекциями
действующих на него сил, а затем, 

и( чоди из тех или иных соображений, вычислить эти силы как функ­
ции координат, получив замкнутую модель. Продемонстрируем этот 
подход 1га примере модели движения шарика, присоединенного к пру- 
.Ы11К1, с жестко закрепленным концом (рис. 11).

Пусть г - координата шарика вдоль оси пружины, лежащей на 
I ор и \с жтальной плоскости, и направление движения шарика совпадает 
I ее ОС1.Ю. Тогда ПО второму закону динамики

£ - г
=  та =  т —у  ,

Ц/Т,

I мс т масса шарика, а — его ускорение. Будем считать плоскость 
идоии.цо гладкой (т. е. движение происходит без трения), пренебре­
жем ч'якже сопротивлением воздуха и примем во внимание то, что 
1ИМ шарика уравновешивается реакцией плоскости. Единственная си­
ни, действующая на шарик в направлении оси г, очевидно, сила упру- 
|и("|'и пружины. Определим ее, используя закон Гука, гласящий, что 
(1ИИ р;и:тяжения (сжатия) пружины необходимо приложить силу

Р  =  -к г ,

I не ко'»(1)фициент А; >  О характеризует упругие свойства пружины, а 
I |к'личну ее растяжения или сжатия относительно нейтрального, 
пеилгружоппого положения г =  0. Уравнение движения шарика прини- 
мпе| 11ИД (уравнение элементарного осциллятора)

( Р г
т  ^  -  -к г ,  г > 0. (5)



Оно описывает его гармонические колебания и имеет общее решение

г =  А sin Lût + в COS ujt, (6 )

где uj = л/к/т — собственная частота колебаний системы «пружина— 
шарик». Значения Аж В  легко определяются из начального состояния 
объекта, т. е. через величины r(í =  0) =  го и v{t =  0) =  uo {v{t) — ско­
рость шарика), причем 7-(í) =  О при го — vq =  0. Заметим, что урав­
нение (4) с точностью до обозначений совпадает с (5), поэтому в п. 3 
речь также шла о процессе колебаний, но применительно к системе 
«Сатурн—кольцо».

Подходы, с помощью которых строились модели данного пара­
графа, не долншы, разумеете?? противоречить другим фундаменталь­
ным законам природы. Сооттетствующая проверка непротиворечивос­
ти (если она возможна) весьма полезна для установления правильнос­
ти моделей. Поясним это, используя для вывода уравнения (5) не за­
кон Ньюторга, а закон сохранения энергии. Поскольку точка крепления 
пружины неподвижна, то стенка не совершает работу над системой 
«пружина—шарик» (и наоборот), и ее полная механическая энергия Е  
остается постоянной. Вычислим ее. Кинетическая энергия определяет­
ся движением шарика (пружина считается невесомой):

m v^ гп { d r jd tŸ  

'  ^  =  2 •
Потенциальная энергия системы «содержится» в пружине, ее не­

трудно найти, определив работу, необходимую для растяжения (сжа­
тия) пружины на величину г:

}  Г -2
Еп = -  / Fdr' =  / кг' dr' =  у  .

о о

Для неизменной со временем величины Е  =  Е ^ +  Е^ (интеграла 
энергии) получаем

m{dr/dt)^ кг^
Е  = -------------------+

Так как dE/dt =  О, то, продифференцировав интеграл энергии по t, 
приходим к выражению

dr д!̂ г , dr dr / <Рг , \ ^

т. е. к уравнению (5), проверив тем самым правильность его получе­
ния. Подобную процедуру нетрудно провести и для примеров пп. 1- 3.

5. Заключение.
1. Даже в простейших ситуациях для построения модели может по­

требоваться использование не одного, а нескольких фундаментальных 
законов.

3 л . А . Самарский, А . П. Михайлов



П])ямое формальное применение фундаментальных законов к 
I iiH.i'h i'y, рассматриваемому как целое, не всегда возможно (пп. 2, 3). В 
II114 случаях требуется просуммировать элементарные акты взаимо- 
м<'й( гиия между его частями, принимая во внимание свойства объекта 
(например, его геометрию).

3. Одними и теми же моделями могут описываться совершенно 
pH till,«! по своей природе объекты, подчиняющиеся разным фунда- 
мсп'ггшьным законам:, и, наоборот, данному закону могут отвечать 
принципиально разные модели (например, линейные и нелинейные; 
см. п. 3).

4. Необходимо использовать все возможности для проверки пра- 
мильиости построения модели (предельные переходы — пп. 2, 3, другие 
фундаментальные законы — п. 4 и т. д.).

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. В задаче о всплытии подводной лодки учитывается сопротивление воды. 
Принимая силу сопротивления равной F\ — —кои, где fco >  О —  коэффициент, за- 
нисящий от свойств воды и формы подлодки, и —  вертикальная скорость лодки, 
найдите максимальную глубину Н ,  при всплытии с которой силой F i можно пре- 
||('Г)1ючь в любой момент времени t ^  ti¡ (должно выполняться требование Fi
< F - P ) .

2. Повторяя рассуждения п. 2, найдите силу притяжения электрона к обклад­
кам конденсатора, имеющим конечные размеры Ä i,  Яз. Убедитесь в том, что щ^и 
III —> оо, Лз —̂ сю полученное выражение переходит в формулу (2).

3. В задаче п. 3 введите толщину кольца d, найдите силу F  и убедитесь, что 
полученное выражение при d О совпадает с формулой (3).

4. Пусть расстояние между точкой нейтрального положения пружины г =
О и стенкой, к которой она крепится, равно L  (см. рис. 11). Найдите, пользуясь

(¡юрмулой (6), условия на величины Го, Vo, при выполнении которых шарик не 
мож<;т удариться о стенку (в противном случае модель (5) неверна, так как при 
соударении со стенкой шарик испытывает е ее стороны действие некоторой силы, 
не учитываемой в уравнении (б)).

§ 3. Вариационные принципы и математические модели

Дадим упрощенную формулировку вариационного принципа Га­
мильтона для механической системы. На его основе выведем уравнения 
движения шарика на пружине и маятника в поле сил тЯжести. Сопо­
ставим результаты получения моделей из фундаментальных законов и 
из вариационного принципа.

1. Общая схема принципа Гамильтона. Пусть имеется меха­
ническая система, формального и строгого определения которой пока 
давать не будем, имея в виду, однако, что все взаимодействия между 
.')Л(!ментами такой системы определяются законами механики (один из 
простейших примеров — рассмотренная в п. 4 § 2 система «шарик— 
пружина»). Введем понятие обобщенных координат Q(t^, полностью 
определяющих положение механической системы в пространстве. Ве­
личина Q{t) может быть декартовой координатой (например, коор­
дината г в системе «шарик—пружина»), радиусом-вектором, угловой 
координатой, набором координат материальных точек, составляющих



систему, и т. д. Величину dQ/dt естественно назвать обобщенной ско­
ростью механической системы в момент времени t. Набор величии Q{t) 
и dQ/dt опредехшет состояние механической системы во все моменты 
времени.

Для описания механической системы вводится функция Лагран­
жа, построение которой — отдельный вопрос, более подробно рас­
сматриваемый в гл. П1. В простейших случаях функция Лагранжа 
имеет ясный смысл и записывается в виде

L [Q ,d Q /dt)= ^ E ^ -E ^ ,  (1)

где Ек, Е ц — кинетическая и потенциальная энергии системы соот­
ветственно. Для целей данного параграфа нет необходимости давать 
общее определение величин Е,д, поскольку в рассматриваемых при­
мерах они вычисляются очевидным образом.

Введем далее величину S[Q], называемую дейст.вием:

L ( Q , ^ ) d t .  (2)
dt

*1

Интеграл (2), очевидно, является функционалом от обобщенной 
координаты т. е. функции д{Ь), заданной на отрезке [¿1,1(2]5 он 
ставит в соответствие некоторое число 3 (действие).

Принцип Гамйльтона для механической системы гласит: если сис­
тема движется по законам механики, то ^(¿) — стационарная функция 
для 5 [(5], или

^ 5 [(? +  е И е = о -0. (3)

Фигурирующая в принципе наименьшего действия (3) функция 
(р(1) — некоторая пробная функция, обращающаяся в нуль в моменты 

, ¿2 и удовлетворяющая тому условию, что (З'( )̂ 4- £'9?(<) — возможная 
координата данной системы (в остальном произвольна).

Смысл принципа (3) в том, что из всех априори мыслимых (допус­
каемых) траекторий (движений) системы между моментами ¿-1, 2̂ вы­
бирается (реализуется) движение, доставляющее минимум функциона­
лу дойстия (отсюда происходит и название принципа). Функция £(р{Ь) 
называется вариацией величины ^(¿).

Итак, схема применения принципа Гамильтона (3) для построе­
ния моделей механических систем состоит в следующем: определяются 
обобщенные координаты <3 (4) и обобщенные скорости dQ/dt системы, 
строятся функция Лагранжа L{Q,dQ/dt) и функционал действия 5 [^], 
минимизация и)Т0{)01'0 на вариациях е(р{г) координаты ^(¿) и дает ис­
комую модель.

2. Третий способ получения модели системы «шарик 
пружина». Воспол1.зуемся принципом Гамильтона для построения 
модели движения шарика, соединенного с пружиной (п. 4 § 2). В ка­
честве обобщенной координаты системы естественно выбрать обыч­
ную эйлерову координату шарика г{1). Тогда обобщенная скорость 

3*



ill/ill v{l) — обычная скорость шарика. Функция Лагранжа (1), рав- 
IIаи Ij = Ек — Еп, записывается через уже найденные в п. 4 § 2 значения
I.ти"|'ичоской и потенциальной энергии системы:

L =
т [dr/dt)

и(!личины действия получаем выражение

m  ̂dr') 2
к 2

^dtj
_ -у. dt.

'I'(UK!pb, в соответствии со схемой п. 1, вычислим действие на вариа­
циях £(p(t) координаты r(t):

«2
5 [г +  е(р] = j  

i l  ^

та d{r -Ь £(/р) 
dt

\ 2 

/
-  -  ( г  - Ь  e i p Y dt.

Последнюю формулу необходимо продифференцировать по е (учиты- 
1шя, что функции г, р̂, dr/dt, d^p/dt от е не зависят);

^̂2
d , d I [
- S \ r  + e v ] = ^ - j т

d r \ ‘ dr dip
\ d t )  dt dt

dtp
dt

-  к {r + 2erip )

h

dt =

- J

\ dr dip ( dip' 
m l — - ~ + £dt dt \ d t j

-  к {rip +  sip }̂ dt,

и положить в ней е =  0:

— 5 [г -Ь £ip] dt =  0.

Правая часть этого выражения (равного нулю в согласии с принципом 
I 'нмильтОна — см. (3)) с помощью интегрирования ее первого члена 
по частям и с учетом того, что =  О в моменты tl, t2, преобразуется 
к 1шду

ip т  -г:̂ - +  кг^ S l r  + щ]
*1

df^
dt =  0.

Поскольку пробная функция ip{t), фигурирующая в формулировке 
11|)ин1.1ипа наименьшего действия, произвольна, то часть выражения,



стоящая ПОД знаком интеграла в квадратных скобках, должна быть 
равна нулю во все моменты времени < t  <Ц'-

с Р г

т. е. движение системы должно описываться уравнением (5), получен­
ным в § 2 из закона Ньютона (первый способ) и закона сохранения 
энергии (второй способ). Все три подхода оказываются эквивалентны­
ми (так как между ними существует глубокм связь, более подробно 
изучаемая в гл. Ш).

3. Колебания маятни]^а в поле сил тяжести. Приведем не­
сколько более сложный npi4 iep применения принципа Гамильтона с 
подробным рассмотрением начальной стадии построения модели — 
описанием механической системы.

Пусть на неподвижном шарнире подвешен маятник — груз массы 
т ,  находящийся на конце стержня длины I (рис. 12). Шарнир счита­
ется идеально гладким в том смысле, что в 
нем не происходят потери энергии на трение.
Неподвижность шарнира означает, что от не­
го энергия в систему «Ьторжень—груз» не по­
ступает, такой шарнир неспособен совершить 
над ней какую-либо работу. Стержень счита­
ется неве(юмым и абсолютно жестким, т. е. его 
кинетическая и Потенциальная энергии рав­
ны нз'лю, а груз не может совершать движе­
ний вдоль оси стержня. Груз имеет небольшие 
размеры по сравнению с длиной стержня (ма­
териальная точка), ускорение свободного па­
дения д постоянно, сопротивлением воздуха 
пренебрега,ется, колебания происходят в фик­
сированной вертикальной плоскости (для чего, очевидно, вектор на- 
чалыюй скорости груза должен лежать в этой плоскости).

После всех этих упрощающих предположений ясно, что положе­
ние маятника определяется лишь одной обобщенной координатой, в 
качестве которой выберем угол a{t) отклонения стержня от вертика­
ли. Обобщенная скорость в данном случае — угловая скорость da/dt.

Кинетическм энергия системы дается формулой

1 2 I da E  ̂ =  -rnv
(  da 

~di

a потенциальная энергия выражением

En =  rngh =  —mg (I cos a — I),

где h — отклонение маятника от наинизшего положения по вертика­
ли. В дальнейших выкладках величину mgl в Е„ опустим, так как 
потенциальная энергия определяется с точностью до постоянной.



'l'(Чl()]Jь нетрудно вычислить функцию Лагранжа (1) и действие

dt 2 U í .
+  g eos a

Ц

5 [a] = ml J í , ( ^
2 \ d t

+  g eos a dt.

Находя действие на вариациях а +  etf{t):

¿2

,S'U I
1 , í  da díp 

+  £

+ 2e
dt dt

dt =

+ g cos(q; + £(p) dt,

т1ф(1)()рснцируя ero no е й полагая e =  О, получаем

' Í2

— S[a + ê p]
da d(f 
dt dt

ipg sm a dt =  0.

Как и в П . 1, интегрируем первый член выражения в скобках по 
ча1"1'им и, учитывая, что^(^) =  О в моменты ¿1, t2, приходим к следую- 
ии'му у1)явнению;

Í2

mi J  tp
( f a
I t ^

+  5' sin а dt =  O,

14 р в силу произвольности íp{t) может удовлетворяться лишь если 
млн мсох ¿1 <  ̂<  2̂ справедливо

д .
(4)

Чнмстим, что уравнение колебаний маятника (4) в отличие от 
М »чтения (5) § 2 нелинейно. Это обстоятельство связано с более слож- 
мпи 1'(‘(1М(!три<!Й системы «стержень—груз», а именно: ускорение, испы-
I i.iiiücMoc г()узом, не пропорционально координате, как в случае закона 
Гунн, а ягугяется более сложной функцией отклонения от положения 
|||и11итсс:ия (угла а). Если же эти отклонения малы, то sina а, и 
MiiMi'jii. малых колебаний линейна:

d^a 9
df^ I



Они описываются формулой, анааюгичной (6) из § 2, где ш = 
=  \/gJl — собственная частота малых колебаний, а величины А, В

doé
определяются через a(t — 0), -гг (̂  — 0).

at
4. Заключение. Примеры использования принципа Гамильтона 

для построения моделей механических систем рисуют весьма четкую 
программу действий, в общем виде описанную в п. 1. Универсальность, 
строго формализованные последовательные процедуры, не зависящие 
от деталей конкретной системы, безусловно, весьма привлекательная 
черта вариационных принципов. В приведенных выше простых слу­
чаях модели могут быть относительно легко получены и иными спо­
собами. Однако для многих других, более сложных объектов, вариа­
ционные принципы оказывг^1т1я фактически единственным методом 
построения моделей. Так, например, механические части большин­
ства робототехнических устройств состоят из большого количества 
разнообразных элементов, связанных между собой различными спосо­
бами. Их математические модели включают большое число уравнений, 
единообразно получаемых в основном с помощью вариационных прин­
ципов. Этот подход успешно применяется также и для систем иной 
природы (физических, химических, биологических), для которых фор­
мулируются соответствующие общие утверждения о характере их эво­
люции (поведения).

То обстоятельство, что принцип Г амильтона и другие подходы да­
ют совпадающие модели, естественно, поскольку они описывают один 
и тот же исходный объект. Разумеется, такое совпадение гарантиро­
вано только при одних и тех же исходных предположениях об объекте. 
Если его идеализация (как один из первых этапов построения модели) 
проводится одинаково, то разные способы получения моделей долж­
ны давать тождественные результаты. Пусть, например, в системе 
«шарик -пружина» появляется дополнительная постоянная сила не­
которого внешнего воздействия на шарик Fq- Тогда из второго закона 
Ньютона нетрудно получить уравнение движения шарика

(ср. с (5) § 2), Применяя принцип Гамильтона к такой системе, не­
обходимо учесть наличие этой силы. Очевидно, что определения об­
общенной координаты, обобщенной скорости и кинетической энергии 
Ек остаются неизменными. В то же время выражение для потенциаль­
ной энергии существенно изменяется (ср. с п. 2) на величину, равную 
работе, произведенной этой силой над системой:

Г
2 /*

Е п ^ к ^ +  I  F id r  к'— + For.
о

Проводя аналогичные п. 2 выкладки с соответствующим образом из­
мененными величинами L v iQ , нетрудно убедиться в том, что принцип 
Гамильтона дает написанное выше уравнение с внешней силой Fo-



У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Проверьте, что модель (4) построена правильно, получив ее с помощью 
|г|'(1|и)Г() закона Ньютона.

2. Используя результаты п. 2 § 2 и принщ1п Гамильтона, постройте модель ко- 
лиПпний миятника в электрическом поле, создаваемом заряженной горизонтальной 
плоскостью, над которой подвешен маятник. SiapHfl груза равен q, поверхностная 
плотность зарядов на плоскости равна —до (силой тяжести пренебречь). Почему, 
шм'мотря на различную природу действую1Щ1х сил, получается модель, аналогич- 
imu (4)?

§ 4. П рим ер иерархии моделей

Лля движения шарика, соединенного с пружиной, построим иерар- 
чич(!скую цепочку моделей по принципу «снизу вверх». Последователь- 
нп икодсм новые усложняющие факторы и дадим их математическое 
иписапие.

1. Различные варианты действия заданной внешней си­
лы. Пусть на шарик действует известная внешняя си.ла F{r,t), за- 
иисящая от времени и положения шарика. Она может порождаться 
милом тяг'отения (см. упр. 1), иметь электрическое или магнитное про- 
11сх<»жд(!ние и т. д. Из второго закона Ньютона сразу получаем, что по
I |1М1т(!иию с базовой моделью колебаний

= (1)
II 11|)111К)й части уравнения (1) появляется дополнительный член:

<fr
m ^  =  - k r  +  F{r,t). (2)

11|1оот(!йший вариант уравнения (2) отвечает постоянной силе 
/■'( г, /.) /'о. Проведя замену f  =  г — Fo/k, получаем для г

(Рг

5?  =
I I' ппс'гояпная сила не вносит изменений в процесс колебаний за тем
III ii)iiuM('iiH(!M, что координата нейтральной точки, в которой сила, дей- 
' I ш'ницня па шарик, равна нулю, сдвигается на величину Fo/k.

I п|т 1ДО более сложная картина движения может порождаться за­
мш Miiirii от п1)омени силой F(t). Рассмотрим для определенности пе- 
рмпничопкук) тшошнюю сипу F(t) =  íosinwií:

(Pv
т =  - к г  +  F{t) =  —кг +  Fq sin wii. (3)

1'гт('11И(! линейного уравнения (3) находится как Сумма общего 
liniH'iiiui пд||0])одного уравнения (формула (6 ) § 2) и частного решения 
||1Ч1Ц|||1|1(1Д11оп ) уравнения (3), которое будем искать в виде

r i(í )  =  Csinwií. (4)



r{t) — л  sinw i +  B coau jt + 3--7-5------- ^  sin w ii.

Подстановкой этого 'выражения в (3) находим

(7 — -^0 _  -Рр
к — mwf т — wf) ’

где и> =  s/kjm  — частота колебаний пружины в отсутствие внешних 
сип, или собственная частота системы. В итоге для обпдего решения 
(3) имеем

-£Ь-
т (^2 — ujf)

Итак, внешняя сила F{t) приводит не только к появлению в сис­
теме дополнительньп: колебаний с частотой , но и к возникновению 
резонанса — неограниченн|)М1| росту амплитуды колебаний при ^

2. Движение точки крепления, пружина на вращающемся 
стержне. Резонанс в системе может быть вызван также благодаря 
действию сил инерциошюго происхождения. Пусть точка крепления 
пружины движется по заданному закону ro(i) =  f{t). Тогда в системе 
координат, связанной с этой точкой, на шарик действует, помимо на­
тяжения пружины, сила инерции, равная ma{t), где a{t) — ускорение, 
обусловленное движением системы координат, a{t) — <f J/dt?. В этой 
системе координат движение шарика описывается уравнением

где F{t) — — -m  d? f  /dt^ — некоторая заданная функция време­
ни. Как и в предьщущем случае, при соответствующем периодическом 
движении точки крепления в системе возникает резонанс.

При более сложной геометрии силы инерции системы могут за­
висеть не только от времени t, но и от координаты г. Если пружина 
надета на стержень, движущийся с угловой скоростью w(i), то центро­
бежная сила инерции равна F  =  rnv  ̂(t)/R =  пш^(t) R, где v{t) — ш{1) R, 
R  =  Ro + г, Ro — длина пружины в ненагруженном состоянии, г — 
отклонение шарика от нейтрального положения, г > —Ro- Уравнение 
движения шарика принимает вид

d^r
m - ^ : = - - k r  + F{r,t), (5)

где F{r,t) =  {Ro +  г), или

т ~  = - { к - m u ? { f ) ) r +  rnJ^{t)Ro,

причем, очевидно, при г -С Яо линейное уравнение (5), общее решение 
которого здесь не выписьтается в си.лу его громоздкости, переходит в 
уравнение вида (3) с F{t) =  —mu)^{t) Ro-

Однако в данном случае резонанс невозможен, так как внешняя 
сила всегда нгшравлена в одну сторону и не в состоянии раскачать 
систему.



Заметим, что усложненная по сравнению с исходным случаем гео­
метрия отнюдь не всегда означает более сложное поведение объекта. 
Рассмотрим, например, шарик, прикрепленный к двум пружинам с

жесткостью к\ и к2 (рис. 13). Нача- 
т координат поместим в точку, где

силы, действующие на шарик со сто- 
V / У / / / / / У / / У ^ ^ / / / / / / / Ж  пружин, уравновешива-

Q  ̂ ЮТ друг друга (при этом должно со-
'----------------- ’’ блюдаться некоторое условие на па-

Рис. 13 раметры системы, чтобы шарик не
мог касаться одной из точек крепле­

ния — см. упр. 2). По закону Гука при отклонении г на шарик со 
стороны левой пружины действует сила —к\т, а со стороны правой — 
сила —к^г (обе силы направлены в одну сторону, так как при растяже­
нии первой пружины вторая пружина, наоборот, сжимается). В итоге 
приходим к такому же уравнению, как и в случае одной пружины,

бРг
m 3-5- =  -к\т -  fer =  ~fcr, 

dV
но с увеличенной жесткостью к =  к\ + к2, складывающейся из жест­
костей обеих пружин.

3 . У чет  сил трения. В рассматриваемой системе силы трения 
могут появляться по крайней мере из-за двух причин. Первая из них — 
неидеальность поверхностей шарика и плоскости, по которой он дви­
жется. В этом случае сила трения равна F  — k iP ,  где ki —  коэффи­
циент трения, Р  — тд — вес шарика. Она всегда направлена против 
движения шарика, ее знак противоположен знаку скорости шарика v =  
= dr/dt, т. е. F  — —kimgsïgn{dr/dt). Движение шарика подчиняется 
у{)авнению

d'̂ r , , . dr 
m —  -  - к г  -  kim gsign —  , (6)

которое внешне похоже на уравнение (2) с постоянной силой P{r,t) =  
Р(). Однако из-за знакопеременности силы оно не сводится к стан­

дартному уравнению колебаний. Это обстоятельство служит выраже- 
1Ш(!м того, что уравнения (1) и (6) описывают существенно разные про- 
ц(!ссы. В частрюсти, амплитуда колебаний шарика в последнем случае 
ум(!ньшается со временем. В этом нетрудно убедиться, переписав (6)
II виде

та ^  -I- fcr — —kimgsignv, 
dt

ум нож ив обе части этого выражения на и/2:

V dv , V , . V 
' ^ 2 'л. '  ̂ 2 ^  -Arimssignî; -  ,

и с учетом того, что v =  dr/dt, получив 

та dv̂  к dr  ̂ 1



Последнее уравнение эквивалентно уравнению

dt
-  -k im g sig n v  - V .  (7)

Принимая во внимание, что в левой части (7) под знаком производной 
стоит сумма кинетической и потенциальной энергии системы E{t) =  
=  E^(t) + E„{t), а правая часть (7) при v фО отрица.тельна, имеем

^ < 0 ,  ( Í M . O ,  . . о

т. е. полная энергия E{t) убы1^ает со временем. Поскольку в моменты 
достижения шариком: максиАаиьной амплитуды |гт(01 ^го скорость 
(и кинетическая энергия Ек) равна нулю, то в эти моменты Е^ = 
=  fcr^j(í)/2 =  E(t), и в силу убьшания E(t) амплитуда lí'mCOi — также 
убывающая функция времени.

Более подробно рассмотрим резу,пьтат действия силы трения ино­
го происхождения, возникающей из-за сопротивления среды, в которой 
движется шар:ик (воздуха, воды и т. д.). В этом случае сила трения не 
постоянна, а существенно зависит от скорости движения. Эта зависи- 

‘ мость описывается известной формулой Стокса

где коэффициент ß  > О определяется размерами шарика, плотностью 
среды, ее вязкостью и т. д. Уравнение движения в вязкой среде имеет 
вид , . _

+ = (8)

Найдем общее решение линейного уравнения (8), избавившись 
предварительно от члена с первой производной. Подстановка в (8) за­
мены r{t) =  f ( í )  е“ * дает-для новой функции f ( í )  уравнение

+ а е - г + А - г
\ аъ'̂  at dt

flip
=  -fcfe“ * -  ^  -  ¡лае'̂ ^г. 

dt

Сократив в нем множитель и положив а — —/i/(2m), придем к урав­
нению

В отличие от уравнения: (1) первый множитель в правой части (9) 
может менять знак в зависимости от значений параметров к, ß, т 
системы, что с учетом связи r{t) =  e°‘*f{t) приводит к существенно 
иному ее поведению относительно стандартного случая.



При малой вязкости, т. е. при к — /{Ат) =  > О решение г(^) 
/ПИ'гея (])ормулой (6) § 2, и для í■(í) имеем

г =  fe “ ‘ =  {А sin u)t + В  cos u)t) ,

гц(( uj = {kl/m) a константы A, В  находятся через го, Vo- В системеV2

происходят затухающие со временем колебания (см. также упр. 3) с
'IIIC'1'ОТОЙ ш.

Если ki =  О, ТО величина df/dt хюстоянна, или, что то же самое, 
r{t) = ct +  Cl. Для r{t) с учетом начальных данных получаем

г{1:) =  {ct +  Cl) =  ((г^о +   ̂+  ^о) •

И данном случае колебания отсутствуют благодаря подавляющему 
действию сил вязкого трения. Система может лишь один раз прой­
ти точку г — О, для чего необходимо и достаточно выполнения условий 
«о < -)иго/(2то). Го > О или VQ > —/лго/{2т), го < О, т. е. начальная ско­
рость шарика должна быть достаточно велика и направлена к точке 
г 0. При этом, очевидно, скорость шарика v{t) = dr/dt может менять 
■так лишь оди:н раз.

П.аконец, при большой вязкости действие силы трения настоль­
ко значительно, что для любых го, vq шарик «застревает» в среде, 
никогда не проходя точку г ~= О, а лишь односторонне приближаясь 
к ней при t 00. Действительно, при к± < О' решение уравнения (9) 
(см. также упр. 4) знакопостоянно (предположение о противном сразу 
ж(! приводит к противоречию с уравнением), следовательно, величина 
r{t) также не меняет знак. Поведение функции f{t)  при i оо можно 
понять из свойств первого интеграла уравнения (9)

^ \ 2

=  —kir^ +  const,rn, ,
^dt /

кото]зый нетрудно получить, умножая обе части (9) на df/dt и интег­
рируя один раз по t. Предположения о том, что f{t) —> оо или f{t)

> Cl ф О при i -> 00 противоречат последнему равенству. Остается 
<!динственный вариант f{t) О, t оо, и, таким образом, r{t) —> О, 
/ —)■ ос.

Итак, движение системы в вязкой среде отличается большим по 
отношенрш к идеальной ситуации разнообразием, причем во всех слу­
чаях оно происходит с затуханием.

4. Два типа нелинейных моделей системы «ш арик— пру­
жина». Формула Стокса справедлива, строго говоря, только для уста- 
поииншихся движений, когда действие постоянной внешней сипы урав- 
иопешивается силой вязкого трения так, что в итоге тело перемещается 
<• постоянной скоростью. Вполне возможны ситуации, при которых си­
ла го11]>отивления вязкой среды при малых скоростях меньше, а при 
(юлыиих (жоростях больше, чем вычисляемая по формуле Стокса; на- 
примс]), F{v) =  —/UW |u|“ , 1'де ß >  О, а >  —1. Тогда искомая величина



r{t) определяется из уравнения

та —у  =  —кг + F{v) =  - к г  -  fiv |и|“ . (10)
О/Ъ

Уравнение (Ю), в отличие от всех рассмотренных ранее моделей, 
нелинейно, и его решение выписать, вообще говоря, нельзя (хотя мож­
но провести достаточно детальное изучение системы и в нелинейном 
случае, в частности, установить, пользуясь приемом, применявшимся 
для уравнения (6), затухающий характер движения системы). Поэто­
му ограничимся здесь приближенным анализом поведения системы в 
двух ее предельных положениях — в окрестности точек у =  О и г =  0. 
Оба положения, очевидно, не|йл§^т достигаться одновременно, так как 
это означало бы, что система покоится.

Если v{to) = 0  (здесь момент to — один из моментов достижения 
максимальной амплитуды го), то вторым членом в правой части урав­
нения (10) можно пренебречь по сравнению с первым, и оно принимает 
вид

( fr

Поскольку рассматривается малая окрестность A t  около момента to, 
то пренебрегается также отклонением Дг в сравнении с го- Учитывая, 
что v{to) =0 , получаем

Дг =  г -  Го =  -  i  ^  7-0 (Î -  ío)^

т. е. шарик движется с постоянным (в первом приближении) уско­
рением, так как на него действует лишь сипа натяжения пружины, 
постоянная в окрестности точки г =  го, а сила трения равна нулю.

При r(io) =  О (¿0 — один из моментов прохождения системой на­
чала координат, если, конечно, точка г =  О достигается хотя бы один 
раз) первый член в правой части мал по сравнению со вторым, и

сРг
т - ^  = -ц .У оЫ °‘ .

Здесь также пренебрегается отклонением Av  от значения vq — 
=  v{to) ввиду его малости. Так как г(^о) =  О, то из последнего уравне­
ния следует

Значит, и в этом положении система испытывает постоянное (в первом 
приближении) ускорение, определяемое лишь силой трения, посколь­
ку натяжение пружины равно нулю. Данный вывод вполне очевиден и 
справедлив для всех положений системы, хотя ускорение шарика при
V ф О, г ф О определяется уже совместным действием обеих сип. Ис­
ключение составляет лишь точка, где кт'о — —цуо |wo|“ , когда правая 
часть уравнения (10) обращается в пуль и первый член в ускорении 
системы в этот момент t — to равен нулю. Разлагая r{t) в ряд Тейлора



и срьрпс. гиости точки I =  ¿0-' 

с1т
'■(О (*о ) -  ^о) +

|'./ц! точками обозначены члены более высокого порядка малости, и при-
(Рт

||им;хя во внимание, что {1 =  ¿о) =  О, находим

Д г =  г{£) -  Го =  ^  (^о) (^ -  ^о) +  ^  ^  (¿о) ( í  -  ^о)® +  . . . ,

т. (!. В главном члене ускорение системы в окрестности точки í =  ío не 
постоянно, а является линейной функцией времени (см. также упр. 5).

Еще один тип нелинейности может обусловливаться изменяющи­
мися механическими свойствами пружины. Закон Гука действителен, 
иообще говоря, лишь при малых отклонениях (деформациях) пружины 
от ненагруженного нейтрального положения. При заметных деформа­
циях пружина, в зависимости от материала, из которого она изготов-
ж.ша, и величины деформации, может вести себя как «мягкая», и тогда 
с.ила иатяжения будет меныпе, чем полагается по закону Гука (в слу­
чае «жесткой» пружины — наоборот). Жесткость пружины в такой 
ситуации становится функцией координаты, т.е. к = к{г), и уравнение 
движения принимает вид

т ^  =  - к { г ) г ,  (11 )

где, разумеется, к{г) > 0. Например, если к{г) =  ко/{1 -Н |г|), то пружи­
на мягкая. Уравнение (11) нелинейное так же, как и (10), но достаточно 
очевидны по крайней мере два различия между (10) и (11). В отличие 
от (10), можно выписать (неявное) решение для (11) с двукратным 
использованием квадратуры. Кроме того, переписьшая (11) в виде

Г /  ^ \

<Ь- (Р г а.Г , , (1г й , ;ч / , , ^

о \0 /

учитывая, что левая часть этого выражения равна т ьёу/Л  =
1

-  -  т , и интегрируя его по í, получаем
2 т

Ек + Еп =  +  J  ̂ (^0 г' йг' -■ сопв1 > 0. (12)
о

Ото означает консервативность движения, описьгоаемого мо- 
м̂'Jп.н) (11), или постоянство полной энергии системы. Существование



первого интеграла (12) позволяет установить общий со случаем линей­
ной системы факт — колебательный характер изучаемого движения. 
Действительно, из (12) следует ограниченность функций у{1) = 
и г {г) при любых t > О, Решение не имеет предела при Ь —> оо, так 
как при —!> оо) Ьоо ф О это противоречило бы ограниченности 
функции г(í) при  ̂ > 00, а для и(4 оо) —> г»оо =  О невозможно, чтобы 
г(^ —> оо) -^-ГоофО — тогда из (11) следовала бы неограниченность 
величины «(¿) при  ̂ оо (случай же «оо = Гоо =  О противоречит (12)). 
Тем самым шарик колеблется. Он неограниченное число раз проходит 
точку г — О (в противном случае величина r{t) была бы знакоопреде- 
пенной вместе с ускорением (см. (1 1 ))и 'У ->оо ,!(—>-оо).

5. Заключение. Приведенные в этом параграфе построения 
демонстрируют иерархическую цепочку моделей системы «шарик— 
пружина», получающихся одна из другой при последовательном от­
казе от предположений, идеализирующих изучаемый объект. В одних 
случаях усложнение не вносит ничего нового в поведение системы (по­
стоянная внешняя сила, шарик на двух пружинах), в других ее свойст­
ва меняются существенным образом. Путь «от  простого к сложному» 
дает возможность поэтапно изучать все более реалистичные модели и 
сравнивать их свойства'.

Существует и другой путь построения и изучения моделей — «от 
общег’о к частному». Из результатов данного параграфа очевидно: до­
статочно общее уравнение движения системы «шарик—пруж;ина» за­
писывается в виде

(Рг ( йг
^ > 0 ,

где к и ¡Р могут быть разнообразными функциями своих аргумен­
тов. Опираясь на эту общую модель, 
можно, проводя соответствующие 
конкретизации, последовательно по­
лучать и изучать более простые мо­
дели. Например, зависимость к от г 
и  ̂ отвечает следующему после (5) 
уравнению и уравнению (11), зави­
симость Р  от г, I — наличию внеш­
ней силы или силы инерции (уравне­
ния (2), (3), (5)), а от dr/dí — сопро­
тивлению среды (уравнения (6), (8),
(10)). Данный подход также широко 
применяется, в том числе и потому, 
что позволяет сразу установить некоторые общие свойства объекта, 
конкретизируя и дополняя их в частных ситуациях.

Рис. 14

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Получите уравнение движения шарика на пружине, перемещаюшегося по 
идеальной поверхности с непостоянным наклоном под действием силы натяжения 
пружины и силы тяжести. Уравнение поверхности: у =  /(ж), 2/' ^  О (рис. 14).



'J. Подберите величины к\, к2 , т, го, Vq так, чтобы б  системе на рис. 13 
IIII у II' I'MiMiiujo соирикосновение шарика с точками крепления.

Л. 11ол1.зуяоь приемом, применявшимся при анализе уравнени.я (6), покажите, 
■ИИ II 1 луча« уравнения (8) движение происходит с затуханием.

-I. Иытганште решение уравнения (9) при кг <  О через гиперболические функ­
ции II уСкдитссь в том, что решение уравнения'(8) стремится к нулю при t —> оо.

Г>. Пользуясь разложением в ряд Тейлора'функции r{ t )  в окрестности точки
I hti !•«(! правая часть уравнения (10) равна нулю, найдите величину d'V/di'^(ic).

§ 5. Универсальность математических моделей

I 'ассмотрим процессы колебаний в объектах различной природы. 
11|)к(|,ж('м, что несмотря на разную сущность объектов им соответству­
ет  одни и те же математичесЕше модели.

I . Ж идкость в и-образном сосуде. Жидкость занимает часть 
спсуд.ч и-обра;шой формы, представляющего собой изогнутую трубку 
р/ишусн Го (рис. 15). Масса жидкости Мо, ее плотность ро- Стенки 
сисудн идеально гладкие, поверхностным натяжением пренебрегаете.», 
,п'М()с([)ерное давление Ро и ускюрение свободного падения д постоянны.

И IIII питии рмпиииигии г1\идк(к'.т1., очевидно, покоится, ее высота
II |1(111ин (ч11|1'и/1ч ми у/ш ii/imm.iKmn,. 1'1сли ое вывести из равновесия, то 
ин'ии'и II /ши.пчик', ;,.1|1.1к Г1'|) к0'Г1)1)01Ч) установим с помощью закона 
11m|111иги1И1 ini'|iimi, тнчкип.ьу и силу сделанных предположений ее 
111ПИ|1И и П К  Г1'МИ 11'1'су IСЧ'ИуК!'!'.

1||)Т1‘||Ц1тл1.иу|п )||1‘()гии) системы вычислим через;работу, кото­
рую иеоГжодими еокпрти'п., чтобы переместить ее из состояния рав-



новесия (где hi =  /га) в положение, изображенное на рис. 15. Она равна 

h,2 fl2

Е „  =  -  ^  P d f i2  =  -  j PqSq {h i -  h ) g d h ,  h  =  — , sq =  тгг̂, 

h h

где P  — вес той части жидкости в левом колене, уровень которой пре­
вышает величину /i2- Работа сил атмосферного давления равна нулю, 
так как для разных колен соответствующие перемещения направлены 
в разные стороны.

Неизвестные величины ĥ ¡{Ú и /i2(í) связаны очевидным: соотно­
шением hi{t) +  /i2(í) =  const#> и, выражающим постоянство полной 
длины столба жидкости в сосуде с постоянным сечением. Подставляя 
последнее равенство в выражение для £?„, получаем после интегриро­
вания

Ej¡ == —poSog 4- C h2{t) +  Cl).

При вычислении к1?:нетической энергии учтем постоянство сечения 
трубки и несжимаемость жидкости. Это означает, что столб жидкости
■ движется как целое, и ее скорость v{t) одинакова во всех сечениях. 
Примем за v{t) величину dh2{i)/dt, и тогда

1 íd .h '2^^

dt
а из закона сохранения энергии следует

/

Eit) =  E,{t) + E^{t) =  ^  '  -  Р0505 { - Ь 1 +  СН2 +  Сх).

Так как йЕ/ёЬ =  О, то, продифференцировав это выражение, получаем

^0 (—2/),2 -Ь С),

что, с учетом такого же соотношения для величины /11 (^), дает урав­
нение

Ъ-
Мо =  --роЗодЬ =  -ж рог1дН,

где /г =  (^2 — кг)¡2  — отклонение уровня жидкости от положения рав­
новесия, Оно, с точностью до обозначений, полностью совпадает с 
уравнением (1) § 4 для системы «шарик—пружина» (в дан:ном слу­
чае аналогом шарика служит столб жидкости, а роль пружины играет 
тяготение).

Последовательный отказ от идеализации объекта дает более пол­
ные его модели (как и в  § 4). Например, учет силы поверх:аостного 
натяжения, равной иоЗтгго (сто — коэффициент поверхностного натя­
жения) и всегда направленной против движения жидкости, приводит 
к уравнению вида (7) § 4 для величины Н (см. также упр. 1).

4 А, А . Самаоский. А . П . Михайлов



2. Колебательный электрический контур. Это устройство 
|||и'|||' гмиляст собой конденсатор, соединенный проводами с индуктив- 
ипи ки'гулжой. В момент i =  О цепь зам:ыкается, и заряд с обкладок 
luiiuiriicii.Topa начинает распространяться по цепи (рис. 16).

( 'опротивление проводов будем считать равным нулю, емкость
.... . равна С, индуктивность катушки L. Для изменяющейся
III ii|ii>M(iH(!M величины q{t), где q{t) — заряд на обкладках конден-
III 111|1!ц необходимо получить соответствующее уравнение. Очевидно, 

что ток i{t) и напряжение v{t) также являются 
функциями времени.

-----  По физическому смыслу величины С  в лю­
бой момент времени имеем равенство v{t) — q{t) С  
(емкость равна величине заряда, который необ-

/  ходимо поместить на обкладки конденсатора для 
увеличения разности потенциалов между ними на 
единицу).

|(j Так как электрическое сопротивление в цепи
отсутствз'^ет, то падения напряжения на проводах 

||> I , и рл.'июсть пот(1нциалов v{t), существующая на конденсаторе, по- 
пасм ги ||('моср(!дствонно на катушку. При переменном токе в катушке 
iimimivni'T ')Л(!кт])одвижущая сила самоиндукции, равная е == --Ldi/dt, 
liihi iii < )ма. для ц(!тги в отсутствие сопротивления выглядит следующим 

пори’юм:

v{t) =  -e (i),

( lit.)C  =  -e{t) =  L d i/d t .

I (II. I III. no niipi'iii'Jii'iimo i dq/df. (п 1)и изменении заряда на кои- 
.............. .. п 1И'||и Hoiimiviii"!' ток), то из последнего соотношения полу-
'МИМ \ } иии1< мm '

''Иг

IIIIMI |,111|ии|||1Ч' iipoitiM'i 111ijii ' i iiiiimi i i r j i i i ' mm. i  </(/,) ( a  сл(!довательно,и  ве- 
iiii ' iiiii »(/), /»(/)) II iipni nniumM '1Л1:к'грим(ч:ком контуре, тождественное
I I ) || 1 It ги1 ii'Mi' .4'Mhoi"i'i. ипдук'гиииость» колебания происходят 
пи.  I ll, IV.IK и и ciir' i ' i 'Mc « : т а р и к  И1>ужин;1»  (и так же усложняются 

 ... . I i iyioi iui i '  мо де ли  ири уч(!т(! дополнитольных процессов —  см.
•, Ир ’)'

M m ii.K ' кол(‘Па1шя при взаимодействии двух биологи-
....... т м |ули 1(ий . Иус'1'1> на одной и той же территории прожива-

I mil (ипими п’им'иис популяции С численностями N{t) и M{t), причем
III piiii.i I......It I илыюядная, a вторая употребляет в mmiy представите-
III и Ml plllill IlilltyJOII^UI.

, t i.iipiii II. и'1м1'и(‘11ия N{L) складывается из определяемой по пер-
|и, И ......... и припой чисти (1>о|)мулы (10) § 1 скорости прироста благо-
|111|.|| |1и/1, Miii'Moi-ги ( '1|||||к!кт насыщения не учитывается; ср. с (12) § 1)



аря соседству со второй популяцией: 

{ а г - Р и Ю Ы ,  (1)

и из скорости убывания благодаря соседству со второй популяцией:

й М

(И

где О]. > 0, 01 > О, член 01 М М  описывает вынужденное убывание (ес­
тественной смертностью популяции пренебрегаем).

Численность второй популяции растет тем быстрее, чем больше 
численность первой популяции, а при ее отсутствии уменьшается со 
скоростью, пропорциональной численности М  (1) (тем самым: ее рож­
даемость не учитывается, как_̂ и̂ эффект насыщения):

^  = ( - а 2+ 02М )М , (2)

где а-2 > О, 02 > 0.
Очевидно, что система находится в равновесии при Мо =  оц/0\ и 

Мо ~  0:2//Зг, когда йМ/(И =  (¡М/<И =  0. Рассмотрим малые отклонения 
систе:мы от ргшновесн^х значений, т. е. представим решение в виде 
М = Ма п, М  =  Мо + го, п -С Мо, т <С Мо. Подставляя М м М  в 
уравнения (1), (2), получим, отбрасывая члены более высокого порядка 
малости,

=  - 0гМот, (3)

~  =  - 02Моп. (4)

1[ифференцируя (3) по í и подставляя в полученное уравнение 
функцию йт/Ш, определяемую из (4), придем к уравнению

сРп
— ^ =  - а х а з п ,

аналогичному по форме уравнению (1) § 4. Следовательно, в систе­
ме происходят малые колебания численности с частотой и) — у'а^аг, 
зависящей только от коэффициентов рождаемости и смертности а\ и 
аг-

Заметим, что величина т{1) подчиняется такому же уравнению, 
причем если отклонение п{Ь) равно нулю в начальный момент í =  О, 
то т {1 = 0) им:еет максимальную амплитуду, и наоборот (см. решение 
уравнения колебаний (6) § 2). Эта ситуация, когда численности п{1) 
и т(1) находятся в нротивофазе, воспроизводится для всех моментов 
¿г =  ¿Т/4, г =  1,2, . . . ,  (Г  — период колебаний) и отражает запаздыва­
ние реакции численности одной популяции на изменение численности 
другой (см. также упр. 3).

4 . Простейшая модел:ь изменения зарплаты и занятос­
ти. Рынок труда, на котором взаимодействуют работодатели и наем­
ные рабочие, характеризуется зарплатой р{1) и числом занятых N {1). 
Пусть на нем существует равновесие, т, е. ситуация, когда за плату 
Ро > О согласны работать Мо > О человек. Если по каким-то причинам



МП рлшшвесие нарушается (например, по возрасту часть работников 
\ч11,пи'г па пенсию либо у прбщприниматепей возникают финансовые
I рудиости), то функции :p(í) и N{t) отклоняются от значений ро, N q.

1]удем считать, что работодатели изменяют зарплату пропорцио- 
иплыю отклонению численности занятых от равновесного значения.
1'|М'ДИ,

^  =  - а г  (N -  No), аг > 0.

Предположим, что число работников увеличивается или уменьша- 
|'| гя '|.'акйсе пропорционально росту или уменьшению зАрплаты отно-
I итслыю значения ро, т. е.

dN , , ■ „
-O ¡2{p -p o ) ,  «2 > 0.

j 1'ифференцируя первое уравнение по t и исключая из него с помо- 
IIIMO 11то{юго уравнения величину N , приходим к стандартной модели 
м1ЛпГ)ппий

сР(р-ро) , ч 
----£р---- ~  -о .га 2 (р -  ро)

(ир||,(|1)'Г1К)й платы относительно положения равновесия (аналогично и 
мии и1игичины N{t)). Из первого интеграла этого уравнения

« 1  {N  -  N o)^  +  « 2  (р  -  Ро)^ =  ('onst >  О

ни/щи, что в некоторые моменты t =  ti, i = 1, 2, ,  когда р = ро (т. е. 
шрилата становится равной равновесному значению), имеем N  > Щ ,
I 1>. число занятых больше равновесного, а при N  = No получаем р > 

Ihi, т. (!. зарплата превышает равновесную. В эти моменты фонд 
трлЛптпой платы, равный pN, превышает равновесное значение роЩ  
( II г|и Mi'iibtne его), если при подходе к моменту ti вьшолнено р >  ро или 
N Ni) (и наоборот). Но в среднем за период колебаний величина pN  
p;imi;i poNo (упр. 4).

Г>. Чпключение. Построенные в данном параграфе модели в од­
ни« случп.ях основаны на точно известных згжонах (пп. 1, 2), в дру- 
1ИЧ ii;i, иа()людаемых фактах и либо на аналогиях (п. 3), либо 
ИИ ирмидпподобных представлениях о характере объекта (п. 4). Хо-
I и и ryiitiioc/i'i, ¡»ассматривавшихся явлений, и подходы к получению
III ИПЧ1ИП1ЦИХ им моделей совершенно различны, построенные модели
■ м. и wnmci, ид(!11тичны: Друг другу. Это свидетельствует о важнейшем
■.пит I не м11,т(!ма,тических моделей — их универсальности, —  широко 
. "И. tvi'MiiM при изучении объектов самой разнообразной природы.

II I' л /К II Р'.ИИЯ

I l l v  и. м ‘тдач (1 об U-образном сосуде аевое колено имеет переменное се- 
‘ ” 11' I I. I iti{li). Покажите, применяя второй закон Ньютона и предполгкг!м 
. , I . I И111 111|.11IIигпип.пой компоненты у гаюрости жидкости, что для величины h 

м 11 1. ■ Ч I р'ИИИ'ИИГ ми.ци (И )  {) 4.



2. Вводя в ЬС-контур сопротивление Я  и используя закон Ома, убедитесь в 
том, что модель колебаний в ¿СД-контуре аналогична уравнению (8) § 4.

3. Сведите нелинейную систему (1), (2) к уравнению второго порядка и пока­
жите, что она (как и ее линейный аналог (3), (4 )) имеет первый интеграл.

4. Пользуясь формулой (6) § 2 для общего регаения уравнения колебаний, пока­
жите, что среднее значение фонда заработной платы рМ  (п. 4) за период колебаний 
равно равновесному.

§ 6. Некоторые модели простейших нелинейных объектов

Обсудим происхождение нелинейности и рассмотрим некоторые ее 
последствия, проявляющиеся в поведении изучаемых объектов. Про­
иллюстрируем неизбежность применения численных методов для их 
анализа. * ’  *

1. О происхождении нелинейности. Как уже отмечалось в 
п. 5 § 1, линейные модели подчиняются принципу суперпозиции. В 
этом случае, находя частные решения и суммируя их, как правило, 
удается построить и общее решение (типичные примеры — формула 
(6) § 2 и формула для общего решения уравнения (3) § 4 в моделях 
колебаний).

Для нелинейных моделей принцип суперпозиции неприменим, и 
общее решение можно найти лишь в редких случаях. Отдельные же 
частные решения нелинейных уравнений могут не отражать характер 
поведения объекта в более общей ситуации.

Источниками нелинейности могут быть многие причины. Фунда­
ментальные законы природы — закон тяготения и закон Кулона — из­
начально нелинейны (квадратичная зависимость силы взаимодействия 
между массами или зарядами), и потому основанные на них модели, 
вообще говоря, также нелинейны. Свой вклад в нелинейность моделей 
вносят более сложная геометрия явления: (см. упр. 1 § 4 и упр. 1 § 5), 
различные внешние воздействия (см. уравнение (10) § 4) и, конечно же, 
изменение характера взаимодействия в самом объекте при изменении 
его состояния (эффект насыщения в моделях популяций, меняющаяся 
жесткость пружины).

В сущности, реальным явлениям отвечают только нелинейные мо­
дели, а линейные справедливы лишь при описании незначительных 
изменений величин, характеризующих объект.

2. Три режима в нелинейной модели популяции. В отличие 
от модеди Мальтуса (10) § 1 и модели (12) § 1 коэффициент рождае­
мости будем считать зависящим от численности популяции N {1), т. е. 
а  = а{Н). Коэффициент смертности /3 также зависит от N. Уравнение 
динамики популяции

^  =  { a (N )  - /3{N )) N  (1)

нелинейно благодаря изменению характеристик взаимодействия внут­
ри популяции при изменении ее состояния.

Положим для определешюсти P(N) — 0а =  const, a{N) — aoN, 
т. е, рождаемость пропорциональна численности (например, потому



ч го члены популяции заинтересованы в ее росте). Тогда уравнение (1) 
мр(и)бразуется к виду

dt
= aoN ^-0oN (2)

с квадратичной нелинейностью (характерной также для некоторых хи­
мических реакций). Рассмотрим поведение функции N{t) при различ­
ных начальных численностях N (0) =  No (рис. 17).

а) При No < Nxp =  Ро/«о численность монотонно уменьшается со 
иременем, стремясь к нулю при t оо. Решение дается формулой, ана- 
jrorH4Hofl формуле для решения уравнения (12) § 1, где t заменяется на 
—t (обратная логистическая кривая; ср. с рис. 7, § 1).

б) При критическом значении Л̂ о =  N^p численность популяции не 
зависит от времени.

в) При No > Nkp характер решения принципиально изменяется 
но сравнению со случаями а) и б): численность растет со временем, 
причем настолько быстро, что обращается в бесконечность за конечное 
время t — tf. Величина t,f тем меньше, чем больше No (см. упр. 1).

Рис. 17

Нелинейность уравнения (2) порождает большое разнообразие эф- 
(1)(!ктов, содержащихся даже в простейшей модели: три возможных 
режима изменения численности со временем; неустойчивость режима 
()) при малых отклонениях в область а) или в) решение удаляет­
ся от линии Л'кр =  /Зо/ао; сильную чувствительность функции N{t) к 
н.ччальным данным N0; наконец, катастрофический рост численности 
популяции за конечное время при N0 > АГкр.

Заметим, что последнее свойство не частный результат, а имеет 
место для любых моделей вида

dt
^ F{N ), t > О, .V(0) > О, F{N ) > О,



если при'больших N  функция F {N )  растет быстрее первой степени N, 
точнее, если для F {N )  справедлив критерий

ОС

/
JV(0)

dN
F (N )

<  оо,

получающийся непосредственным интегрированием уравнения.
3. Влияние сильной нелинейности на процесс колебаний. 

Уравнение колебаний

=  - Н г ) г ,  (3)

где функция к{г) >  О описывает жесткость пружины, — одно из отно­
сительно немногих нелинейных уравнений, для которого можно выпи­
сать общее решение. Вводя величину скорости v =  dr/dt, перепишем
(3) в виде

d v , , , dr

деля первое из этих уравнений на второе, получим нелинейное уравне­
ние первого порядка

dv k ir ) r
m —  = --------- .

dr V

Разделяя в (4) переменные:

rnv dv  —  —k {r )  r dr, 

и дважды интегрируя последнее уравнение, находим

9  ^

=  “ 2 J к'{г') г ' dr' +  С, к '(г) = kjr)
т

(4)

С

V

-  2 у  к'{г’) г' dr',

dr
\

- 1

( 7 - 2

г

J  к'{г') г' dr' +  Cl, {Ь)

где в неявно выписанном общем решении (5) константы С, С\ можно 
определить, зная начальные данные.

Заметим, что данная процедура по отношению к уравнениям вида 
(10) § 4 неприменима (переменные не разделяются), и найти их общее 
решение этим способом уже нельзя.



В линейном случае (к{г) =  ко) интегральные кривые уравнения
(4) представляют собой концентрические круги с центром в начале ко- 
ординат, радиус которых определяется начальной энергией системы и 
«движение» по которым описывает периодический во времени процесс 
колебаний (рис. 18).

Рассмотрим теперь сильно нелинейную систему, в которой пружи­
на ведет себя как «сверхмягкая», например, к{г) =  1 /{г^ +  а), а > 0.
15 предельном случае а =  О уравнение (4) принимает вид

¿у 1
т —  = ----- ,

аг УГ
и его решение принципиально отличается от решения (4) (см, рис. 19) 
тем, что энергия не сюхраняется и, более того, неограниченно растет

Рис. 18 Рис. 19

при г —> ±0. При ослаблении нелинейности процесс колебаний приоб- 
р(;тает обычный характер (упр. 2).

4. О численных методах. Рассмотренные здесь примеры доста- 
Т0Ч1Ю убедительно свидетельствуют о неизбежности применения чис­
ленных методов для моделирования нелинейных объектов из-за явной 
и(!достаточности чисто теоретических подходов и сложного, разнооб­
разного поведения характеризующих эти объекты величин. Впрочем, 
этот вывод справедлив и для линейных моделей, содержащих боль- 
пкк! ''шсло неизвестных величин, независимых переменных, парамет­
ров и имеющих сложную пространственную структуру. Для постро- 
(пшя соответствующих численных моделей широко используются ме­
тоды, подходы и приемы, разрабатываемые при создании исходных 
мод(!лсй, и возникают свои специфические проблемы, требующие глу- 
(¡окого изучения.

Поясним последнее утверждение простым примером. Для уравне­
ния ( 10) § 1

-  =  {а -1 3 )М  =  ^М, ¿>0 ,  ЩО) =  Мо,



где для определенности { а -  0) >  О, вполне логично предложить сле­
дующую численную схему (разбив ось í на равные отрезки величины 
г =  -  ¿8, г =  0, 1 ,2, ;  ¿о =  О и заменив производную на конечную 
разность):

г

Из (6) получаем

N i+ l^ iт 'r  +  l )N i ,  

что дает для его решения

iVl =  (1 -Ь ЛГз =  (1 +  т 7)2 АГо,

=  (1 -I- туУ N 0 -  {1 +  Г7)*/’' N 0,

т. е. при  ̂ оо решение (6) может отличаться от искомого сколь угод­
но сильно. Следовательно, для получения нужной точности необходимо 
должным образом выбирать шаг г в зависимости от величины отрезка 
интегрирования Т  (упр. 3).

У П Р А Ж Н Е Н И Я  ■

1. Пользуясь заменой, примененной при анализе уравнения (8) § 4, найдите 
решение уравнения (2) при N 0 >  ТУкр и вычислите вели’'шну t f  через N 0, ао, /Зо-

2. Найдите ограничение на рост функции к (г )  оо, г  О в уравнении (3), 
при выполнении которого система «шарик— пружина» была бы консервативной, 
т. е. сохранялась бы ее полная энергия.

3. Используя представлеш1е числа е в виде соответствующего предела, пока­
жите, что для заданных величин 7 , N 0, Т  решение уравнения (6) стремится п̂ и̂ 
т —> О к решению исходной задачи.

В заключение, основываясь на материале данной главы, вьщелим 
ряд тем, являющихся ключевыми для развития и применения мето­
дологии математического моделирования. К ним относятся: вопро­
сы идеализации исходного объекта и формулировка соответствующих 
предположений; применение как строгих процедур (фундаментальные 
законы, вариационнксе принципы), так и метода аналогий и других 
подходов к построению математических моделей (в том числе и труд- 
ноформализуемых); методы качественного исследования нелинейных 
моделей; построение эффективных вычислительных алгоритмов, реа­
лизующих модели. Эти вопросы, наряду с описанием некоторых акту­
альных приложений, составляют основное содержание последующих 
глав.

Библиография к главе I: [7, 16, 25, 40, 47, 57, 60, 66, 73, 76-79, 81, 
83, 84].



р(х ,г )

Г Л А В А  II

П О Л У Ч Е Н И Е  М О Д Е ЛЕ Й
ИЗ Ф У Н Д А М Е Н Т А Л Ь Н Ы Х  ЗАКО Н О В П Р И Р О Д Ы

§ 1. Сохранение массы вещества

На основе составления баланса массы вещества и некоторых до­
полнительных соображений построим модели потока невзаимодейст- 
вующих частиц и движения грунтовых вод в пористой среде. Опищем 
ряд свойств полученных моделей и обСудим их возможные обобще­
ния.

1. Поток частиц в трубе. В цилиндрической трубе с по­
перечным сечением 8  (рис. 20) движутся частицы вещества (пы-

_________________________  линки, электроны). Скорость их дви-
жения и{1) >  О вдоль оси х, вооб- 

1,75 ще говоря, изменяется со временем. 
Например, заряженные частицы мо-

___ гут ускоряться ИЛИ замедляться под
действием электрического поля. Для 
построения простейшей модели рас­

сматриваемого движения введем следующие предположения:
а) частицы между собой не взаимодействуют (не сталкиваются, не 

притягиваются и т. д.). Для этого, очевидно, плотность частиц должна 
быть достаточно малой (в этом случае заряженные частицы не толь­
ко ие сталкиваются, но и не оказывают друг на друга влияния из-за 
большого расстояния между ними);

б) начальная скорость всех частиц, находящихся в одном и том же 
поперечном сечении с координатой х, одинакова и направлена вдоль 
оси х;

в) начальная плотность частиц также зависит только от коорди­
наты ж;

г) внешние силы, действующие на частицы, направлены вдоль 
оси X.

Предположение а) означает, что скорость частиц может изменять­
ся лишь под действием внешних сил, предположения б)-г) обеспечива- 
|()'г одпомерность процесса переноса, т. е. зависимость искомой плот­
ности потока частиц только от координаты х и времени t 0 .

Итак, по заданной начальной плотности р{хЛ =  0) =  ро(х) необ­
ходимо найти плотность частиц р{х,1) в любой момент времени для

Рис. 20



любых X (скорость движения u{t) задана). Прибегнем к закону сохра­
нения массы, подсчитав баланс вещества в
малом элементе трубы от а; до ж +  ¿ж за ^  ________
время <а (рис, 21). Слева в элементарный А  Д  * \  
объем входит количество веш,ества с мае- ■“(*)
сой, равной

Su{t) dtp{x,t +  ^dt), О ^ i  ^ 1,
^  dx

где Su{t) dt — объем вошедшего за проме­
жуток времени dt вещества. Через правое 
сечение элемента за то же ̂ |>е|1я выходит масса, равная

—Su{t)dtp{x +  dx ,t+^d t),  О ^ f  ^  1,

т. е. суммарное изменение массы равно

dm =  5ii(i) {р(х, t +  ^ d t ) -  р(х +  dx, t +  ^dt)) dt.

В силу малости промежутка dt скорость u{t) считается постоянной. Ве­
личины р{х, t +  ̂ dt)ji р(х -Ь dx, t +  ̂ dt) — средние по времени значения 
плотности в сечениях х ш х +  dx.

Другой способ подсчета изменений в фиксированном объеме S dx 
очевиден из смысла величины p{x,t):

dm =  S dx {p{x -b r) dx, t +  d t )— p{x +  fj dx, t)), 0 <  ri,fj < 1,

где p(x +  i]dx,t +  dt) и p{x +  fj dx, t) — средние no пространству знгх- 
чения плотности в моменты t и t +  dt.

Приравнивая оба полученные для dm, выражения и устремляя dx 
и dt к нулю, приходим к уравнению для p[x,t), отвечающему закону 
сохранения массы,

^  -Ь u{t) -  О, -оо < ж < оо, i > О, (1)
ot ох

с начальным условием

р{х,0) — p q { x ) ,  - о о  < ж < о о .  (2)

Величина pu {поток вещества, или поток массы) равна коли­
честву вещества, проходящему в единицу времени через единичную 
поверхность поперечного сечения трубы. Как видно из (1), скорость 
изменения плотности вещества со временем в любом сечении опре­
деляется «скоростью» изменения потока вещества по координате ж. 
Схожим свойством обладают многие модели, отвечающие законам со­
хранения и описывающие совсем другие процессы.

В случае постоянной скорости u(t) — щ  приходим к простейшему 
линейному уравнению в частных производных

~  +  «о  =  О , -оо <  ж <  00, i  >  0. (3)
ot ох



Рис. 22

Его общее решение нетрудно найти, приняв во внимание, что 
уравнение (3) имеет характеристики — линии х =  щЬ +  С, на 
которых значения искомой функции постоянны во времени, т. е. 
1>{х =: +  С,1) =  Рс! или, в эквивалентной записи,

р(х, г) =  р{х +  Мо (í -  ¿о), ¿о), t -  0̂ 0.

15ыбирая ¿0 =  0, получим

р{х, Ь) =  р(^) =  р{х +  иоО- (4)

Интеграл (4) и является общим решением уравнения (3). Из фор­
мулы (4) и начальных данных (2) легко найти искомз^ю функцию, при­
чем она зависит не по отдельности от переменных х, I, а от их комбина­

ции  ̂=  X +  {бегущая вол­
на). Пространственный про­
филь плотности без искаже­
ний переносится вдоль потока 
(рис. 22) с постоянной скорос­
тью (уравнение (3) называ­
ют также уравнение.м перено­
са). Это основное свойство ре­
шения уравнения (3) несколь­
ко модифицируется в случае, 
когда скорость частиц зави­

сит от времени (см. упр. 1 ) — профиль плотности переносится за рав­
ные промежутки времени на разные расстояния. Если же по каким-то 
причинам скорость потока зависит от плотности {и — и{р)), то уравне­
ние (1 ) становится нелинейным, и поведение его решения может иметь 
качественно иной характер (см. п. 7 § 4),

2. Основные предположения о гравитадионном режиме те- 
'{ения грунтовых вод. Пористая среда представляет собой пласт во­
допроницаемого материала (песок, глина), ограниченного снизу грун­
том, не пропускающим воду (гранит), а сверху — поверхностью зем­
ли (рис. 23). Если из-за интенсивной работы артезианских скважин 
или в результате обильных осадков уровень воды в каком-либо месте 
слоя изменяется, то под действием силы тяжести начинается движение 
жидкости, выравнивающее ее свободную поверхность.

Для описания этого процесса вв<здем прежде всего ряд предполо- 
жспшй;

1) вОда рассматривается как несжимаемая жидкость с постоянной 
плотностью р;

2) толщина пласта много меньше его ширины и длины;
3) подстилающая поверхность не имеет разрывов и изломов, за­

дающая ее известная функция Я  {х, у) — достаточно гладкая функция 
(Ч10ИХ аргументов;

4) свободная поверхность воды к =  к{х, у, €) плавно меняется с из- 
м(!пением координат х, у;

5) грунтовые воды нигде не выходят на поверхность земли, причем 
па свободной поверхности жидкости давление постоянно;



6 ) грунт однороден, т. е. его физико-механические свойства не за­
висят от аргументов х, у, г.

Первое предположение вполне естественно, поскольку в рассмат­
риваемом процессе не могут достигаться давления, способные замет­
но изменять плотность воды. Остальные предположения упрощаю­
щие. Например, второе предположение (тонкий пласт) означает, что 
течение жидкости двумерное и все его характеристики не зависят 
от координаты г, последние два предположения позволяют постро­
ить модель, единообразную во всех точках грунта, и т. д. Вместе с 
тем предположения 1 )--6 ) отнюдь не выхолащивают сути процесса, 
так как они выполняются в большом количестве реальных ситуа­
ций.

3. Баланс массы в элементе грунта. Выделим в пласте эле­
ментарный объем, образующийся в результате пересечения вертикаль­
ной призмы АВСП  подстилающей и свободной поверхностями грунта. 
Поскольку размеры призмы йх и ¿у малы, а функции Н  ж к гладкие 
(предположения 3), 4)), то получившееся тело с хорошей степенью точ­
ности можно считать параллелепипедом. Введем неизвестные функции
V =  и(ж, у,г) VI и =  и{х, у, — составляющие скорости жидкости вдоль 
осей ж, у (рис. 24).

Подсчитаем количества жидкости, входящей в параллелепипед и 
выходящей из него за промежуток времени М.

Через грань ОС  в элемент грунта входит масса воды, равная объ­
ему прошедшей через нее жидкости, умноженному на плотность р, т. е. 
величина

ри [Н  +  к) йу dí,
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а через грань АВ  выходит масса воды

ри {Н +  К) йу 6,1+ I  ̂  [ри (Я  +  к)] йж| йу (И.

В этом выражении по сравнению с предыдущим добавляется член, опи­
сывающий приращение функции ри{Н +  к) при переходе от плоскости

С

к (х ,у , г )

ж"“
УТТТТТТТТууу

Рис. 24

X к плоскости X -Н йх. Сама же величина ри (Я  +  к), как и в п. 1, имеет 
смысл потока массы (вещества).

Итак, при движении жидкости вдоль оси х в элементе грунта на­
капливается масса

-  ^  [ри (Я  -Ь к)] йх йу й,1.

Проводя аналогичные рассуждения для граней АО  и ВС, получа­
ем изменение массы воды за счет ее движения вдоль оси у:

-  ~  [рг'(Я +/0] йхйуА.

Поскольку вдоль оси г: в элемент грунта жидкость не втекает и не 
вытекает из него (снизу — подстилающий пласт, а через свободную 
поверхность нет потока вещества), то суммарное изменение массы во­
ды в элементе грунта равно

- I ̂  [ри (Я  +  Щ  +  ^  [р« (Я  +  ^ )]}  Лх йу йь. (5)

Общее количество жидкости в параллелепипеде равно его объему, 
умноженному на плотность р и на коэффициент пористости т  < 1 (так 
как часть объема занята грунтом):

тр (Я  +  к) йх йу.

Изменение массы воды в элементе за время Л, очевидно, равно

[рт (Я  -Ь к)] йх йу I  М.



Учитывая, что dHjdt =  О, dp/dt =  О, из последнего выражения 
получаем

тр ^  dx dy dt (6)
ot

и, приравнивая (5) к (6), приходим к уравнению неразрывности, вы­
ражающему закон сохранения массы в рассматриваемом процессе:

 ̂ ^
В уравнении (7) скороста. |1зменения рассматриваемой величины 

(в данном случае массы) ccf временем определяется дивергенцией по­
тока этой величины — свойство, характерное для многих моделей, по­
лучаемых из законов сохранения (ср. с уравнением ( 1 )).

С учетом того, что др/дх =  О, др/ду =  О, уравнение (7) перепи­
сывается в более простой форме;

Ж  ~ i  +  Л)] -  Ь  (Я  +  h ) ] . (8)

4. Замы*:ание закона сохранения массы. Уравнение (8) со­
держит три неизвестных величины — h, и, v. Следовательно, для за­
мыкания модели необходимо привлечь какие-то дополнительные со­
ображения о характере процесса. Их дает попуэмпирический закон 
Дарси

др др
(9)

где р{х, у, Z ,  t) — давление в жидкости, р >  О — коэффициент, опреде­
ляемый свойствами грунта. Согласно закону Дарси компоненты ско­
рости течения жидкости пропорциональны соответствующим компо­
нентам градиента давления. Заметим, что по своему физическому 
смыслу градиент давления — это сила (отнесенная к единице объ­
ема), В то же время по второму закону Ньютона действующая на те­
ло сипа пропорциональна его ускорению, а не скорости, как в законе 
Дарси. Однако данное противоречие кажущееся, так как при течении 
через грунт (фильтрации) жидкость преодолевает сопротивление его 
частиц, в отличие от свободного течения (ср. с уравнением движения 
жидкостй в § 4).

В формулах (9) используется новая неизвестная величина — дав­
ление жидкости. Ее связь с уже введенными величинами нетрудно 
найти, приняв предположение о медленном и почти горизонтальном 
течении :воды. Тогда динамической составляющей давления можно 
пренебречь и вычислять его по чисто гидростатическому закону как 
давление, создаваемое столбом жидкостй:

р{х, у, =  рд {h{x, у, t) -  z) +  const,

где const — давление па повержности жидкости (например, атмосфер­
ное), д — ускорение свободного падения.
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Подставляя последнюю формулу в (9), получаем

дь дк
«  =  о =  ( 10)

И, используя ( 10) в уравнении неразрывности (8), окончательно при­
ходим к уравнению движения грунтовых вод

дН]дк д 
5í дх

/ тт / \ »4 дк(Н{х,у) +  к)
дх + 4ду

(Н{х,у) +  к) ( 11)

т
или к уравнению Буссинеска, содержащему лишь одну неизвестную 
функцию к{х,у,г).

5. О некоторых свойствах уравнения Буссинеска. Урав­
нение (1 1 ) нестационарное (искомая функция к зависит от ¿), дву­
мерное {к зависит от х ш у), относящееся к параболическому типу. 
Оно неоднородное, так как функция Н  зависит от х, у, и нелиней­
ное, поскольку в его правой части присутствуют члены вида (ккх)х и 
{1гку)у. В сравнении с уравнением (1) уравнение Буссинеска — гораз­
до более сложный математический объект. Б силу нелинейности его 
общее решение не может быть найдено аналитически, однако относи­
тельно нетрудно получить некоторые вполне содержательные частные 
решения (см. упр. 2), которые служат также тестами при разработке 
численных методов для уравнения (И ).

Для построения завершенной модели движения грунтовых вод не- 
()бходимо знать входные данные для уравнения (И ): форму подстилаю­
щей поверхности Н (ж, у), коэффициент к и краевые условия, задающие 
функцию к в начальный момент времени и на границах пласта (и, быть 
может, в некоторых выделенных областях пласта, например, на арте­
зианской сква:кине). Более подробно формулировка краевых условий 
для уравнений параболического типа обсуждается в § 2. Здесь отме­
тим только, что простейшим вариантом формулировки краевых усло- 
ний для уравнения (1 1 ) является задание лишь начального условия — 
функции к{х,у,г) в момент * =  0;

к{х,у,Ь =  0) =  ко{х,у), -0 0  < ж < оо, —оо < у  < оо.
Такая постановка отвечает задаче Коши для уравнения (11), ре­

шаемого, естественно, также в области — о о< ж < оо ,  —о о < у < о о .В  
задаче Коши по известному распределению уровня грунтовых вод Но 
находится функция Н дпя всех t > 0.

Рассмотрение пласта бесконечных размеров, конечно же, идеали- 
:1ация. Однако если изучается течение в небольшой центральной об­
ласти пласта на относительно небольшом промежутке времени, то 
1ишян:ием границ пласта можно пренебречь, и решение задачи Коши 
онистдаает вполне реальный процесс.

, Отметим также, что некоторые краевые условия были фактически 
1К!яв1ю введены в модель при выводе уравнения Буссинеска. Предпо­
ложение о непроницаемости пласта было использовано при получении
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уравнения баланса, а без предположения 5) о «зазоре» между поверх­
ностью земли и поверхностью грунтовых вод (т. е. когда вся жидкость 
находится в пористой среде) нельзя было бы использовать закон Дар­
си во всей рассматриваемой области. Разумеется, выполнение этих и 
других предположений должно контролироваться при изучении дан­
ного объекта на основе построенной модели.

При введении дополнительных предположений общая модель 
упроидается. Так, если по кгжим-то причинам решение не зависит 
от времени t (стационарный процесс), то приходим к эллиптическо­
му уравнению

А
дх

(Я  + к) т
дх ду

-Ь (Я  +  к)
дк
ду

=:0, (12)

ДЛЯ решения которого, естественно, не требуется задание функции к 
в начальный момент. В простейшем случае (12) превращается в урав­
нение Лапласа (см. упр. 3). Если подстилающая поверхность горизон­
тальна {11{х,у) — Но =*соп81,), то уравнение Буссинеска становится 
однородным:

дк
дг

'= к
дх \ дх

-Ь к
д / дк

При дополнительном предположении об одномерности течения, 
когда искомое решение зависит лишь от одной прострйнственной пе­
ременной, например, координаты ж, приходим к уравнению

дк
д1

кА
дх

дк
(13)

называемому также одномерным уравнением типа нелинейной теп­
лопроводности (см. § 2) или одномерным уравнением изотермичес­
кой фильтращ1и. Одномерными являются, например, течения в плас­
тах, сильно вытянутых по одному из направлений, так что измене­
нием величин вдоль поперечного сечения пласта можно пренебречь 
(если через ограничивающие его в поперечных направлениях поверх­
ности жидкость не протекает). Наконец, самая простсШ модель течения 
грунтовых вод дается уравнением теплопроводности (или уравнением 
диффузии вещества)

д?к
(14)

получающимся при условии й <С Яо, т. е. для малых изменений уровня 
жидкости по сравнению с толщиной пласта.

Последние три уравнения относятся к параболическому типу, при­
чем уравнение (14) линейное и существуют хорошо известные мето­
ды получения его общего решения. Разумеется, кроме перечисленных 
возможны и другие упрощения исходной модели, например двумерное 
уравнение (13).

Из уравнения Буссинеска относительно нетрудно получить и бо­
лее сложные модели, когда неверны некоторые из сформулированных



II U. 2 предположений. В частности, во многих случаях грунт неод­
нороден, т, е. т =  т(х,у), ¡.i =  р.[х,у), и необходимо учитывать по- 
с'гухшение жидкости в пласт в результате осадков. Тогда обобщение 
уравнения Буссинеска имеет вид

т{х,у) dh д
рд dt дх

+

р,(х,у) (Я  +  /г)
дх

д
ду

ц{х, у) (Я  +  h)

-Ь

dh'
ду

q(x,y,t), (15)

где ц{х,у,1) характеризует мощность осадков в точке х, у в момент 
времени í (см. упр. 4).

Итак, применение фундаментального закона сохранения массы 
позволило получить разнообразные модели рассматриваемых про­
цессов. Различие между моделями определяется типом полученных 
уравнений (гиперболический, параболический, эллиптический), их 
пространственно-временными характеристиками (стационарное, не­
стационарное, одномерное, многомерное), наличием или отсутствием 
нелинейностей, а также постановкой краевых условий. Таким обра­
зом, в зависимости от конкретных свойств объекта и дополнительных 
предположений, основываясь на одном и том же фундаментальном за­
коне, можно получить совершенно различные математические модели. 
С другой стороны, как будет не раз показано в дальнейшем, одни и 
те же математические модели могут, в силу своей универсальности, 
отвечать объектам совершенно разной природы.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1 . Найдите замену переменных, сводян*ую уравнение (1) к уравнению (3), и 

гюкажите, что решение в случае и ~  и{1) имеет вид (4), где ^ =  аг -Ь 1"̂  и{Ь) Л .

2. Решение уравнения (13) вида к{х,1) — и(Ь) в{х) (т. е. в разделяющихся пере­
менных) называется упорядоченным режимом Буссинеска в случае, если и(1) ^  О, 
I 00. Покажите, что u{t) —  степ€;нная функция времени при больших (.

3. Установите, при каких предположе1шях уравнение (12) сводится к уравне­
нию Лапласа.

4. Пользуясь законом сохранения массы и законом Дарси, получите уравнешю
(15).

§ 2. Сохранение энергии

Закон сохранения энергии вместе с некоторыми дополнительными 
и1)едположениями применим для построения моделей распространения 
■|,'спла в сплошной среде. Сформулируем типичные краевые задачи для 
уравнений теплопередачи. Обсудим некоторые физические и матема­
тические свойства полученных моделей.

1. Предварите.л1ьные сведения о процессах теплопереда- 
пи. Тепловая энергия, или тепло — это энергия хаотического движе­
ния атомов или молекул вещества. Обмен теплом между различными 
участками материала назьшается теплопередачей, а сами материа- 
JПâ, обладающие хорошо выраженным свойством теплопередачи, —



теплопроводными. К ним относятся, например, металлы, в которых 
тепловая энергия переносится в основном свободными электронами, 
некоторые газы и т. д. Процессы передачи тепла рассматриваются в 
условиях так называемого локального термодинамического равнове­
сия (ЛТР). Понятие ЛТР для газов вводится при X Ь, т. е. когда 
длина свободного пробега частиц вещества много меньще характерных 
размеров рассматриваемого объекта {сплошная среда). ЛТР  подразу­
мевает также, что процессы изучаются при временах, больших, чем т 
(время между столкновениями частиц), и на размерах,¿больших, чем 
Л. Тогда в областях вещества, размеры которых превосходят вели­
чину А (но много меньше веч(и|[ины ¿), устанавливается равновесие 
и для них можно ввести срйЬние величины плотности, скорости теп­
лового движения частиц и т. д. Эти локальные величины (разные в 
разных точках среды) при сформулированных предположениях нахо­
дятся из равновесного максвелловского распределения частиц (см. § 3 
гл. П1). К ним относится и температура Т, определяющая среднюю 
кинетическую энергию частиц:

3 . у

где т Т-- масса частицы, г> —  средняя скорость хаотического движения, 
к — постоянная Больцмана (в случае так называемого больцмановско- 
го газа).

Связанная с хаотическим движением частиц энергия вещества 
(внутренняя энергия) определяется через температуру с помощью ве­
личины удельной теплоемкости с{р,Т), а именно

с{р,Т) =  ^ ^ ^ ,  с ( р , Т ) > 0,

где р — т,п — плотность вещества (п — число частиц в единице объе­
ма), е{р,Т) —  внутренняя энергия единицы массы. Другим словами, 
теплоемкость — это энергия, которую надо сообщить единице массы 
вещества, чтобы увеличить его температуру на один градус.

Наиболее простое выражение для теплоемкости получается в слу­
чае идеального газа (газа, частицы которого взаимодействуют лишь 
при непосредственном столкновении и, подобно биллиардным шарам, 
без потери суммарной кинетической энергии). Если в некотором объе­
ме идеального газа содержится N  частиц, то их полная внутренняя 
энергия есть

где М =  Ыт — суммарная масса частиц, а удельная внутренняя энер­
гия, или энергия на единицу массы, дается формулой

М  2 ш ’
т. е, теплоемкость идеального газа равна Зк/{2тп) и не зависит от ве­
личин р, Т.



В общем случае связь между внутренней энергией и температурой 
(к)лс!е сложная. Например, помимо кинетической энергии движущих­
ся частиц, внутреннз1я энергия содержит составляющую, связанную 
с потенциальной энергией их взаимодействия, зависящей от среднего
расстояния г между ними. В свою очередь г »  — {р/тУ где
и — число частиц в единице объема, т. е. е зависит от плотности р. 
Поэтому в теории теплопередачи величины е (или, что то же самое,
г) являются, вообще говоря, функциями от р и Т. Их конкретный вид 
отгределяется свойствами рассматриваемой среды.

2. Вывод закона Фурье из молекулярно-кинетических 
представлений. Для получения математической модели теплопере­
дачи необходимо, помимо описанных в п. 1 понятий, ввести важное по­
нятие потока тепла. Потоком тепла (или тепловой энергии) в данной 
точке называется количество тепла, переносимое в единицу времени 
через единичную поверхность, помещенную в данную точку вещества 
(ср. с понятием потока массы в § 1). Очевидно, что поток тепла — 
векторная величина (поскольку она в общем случае зависит от ориен­
тации единичной поверхности в пространстве).

Выделим в среде точку с координатами х, у, г  н вычислим компо­
ненты потока Ш тепла по соответствующим осям (величины \¥х,
И^г). Расположим площадку единичной величины (штриховая линия на 
рис. 25) перпендикулярно оси ж. Частицы, движущиеся вдоль оси ж, пе­

ресекают ее справа налево и слева направо 
с равной вероятностью. Однако если тем­
пературы частиц (а, следовательно, и жх 
кинетические энергии) разные по правую 

--►ж и левую стороны площадки, то в единицу 
времени через нее справа и слева перено­
сятся разные энергии. Разность этих энер­
гий и формирует поток тепла вдоль оси х. 
Выделим на рис. 25 области, отстоящие на 
расстояние X =  ьт от площадки справа и 
слева. Из частиц, находящихся в правой 

области, примерно 1/6 часть движется налево, так как все шесть на­
правлений (вверх — вниз, вперед — назад, направо — налево) равно­
вероятны. За время т эта часть частиц с необходимостью пересечет 
площадку и перенесет энергию, равную

Vп

Л =: ьт

Уп

Рис. 25

1
-  пХ ——  ,
6 2

гд(5 — скорость частиц в правой области (величины п, А считаются в 
первом приближении равными по обе стороны, площадки). Аналогично, 
частицы из левой области переносят энергию

6 2 ’

где — скорость частиц слева от площадки. Разность этих энергий.



отнесенная к единице времени, представляет собой величину

1'Ух =  -  ПУ 6
тпу

(£л

где £„, £п — внутренняя энергия вещества соответственно слева и 
справа от площадки, а в качестве V берется средняя между и ско­
рость частиц. В первом приближении величины бл, £п можно выразить 
через величину е (энергию в точке ж, т. е. на площадке) следующим 
образом:

де , дт 
£п =  е + А —  = е +  Ас —  ,

•8 дх

. д е  . дТ
£л =  £ -  А —  =  £ -  Ас —  .

дх дх
Подставляя эти формулы в выражение для ]¥х, получаем

дт

где X =  рсХу/кк
Проводя такие же рассуждения для ̂ 'компонент приходим

к выражениям

дТ дТ

Объединение (1) и (2) дает закон Фурье

^^ =  ->ígradT. (3)

Величина >с называется коэффициентом теплопроводности.
Заметим, что коэффициент теплопроводности зависит в общем 

случае от плотности и температуры вещества:

(4)

поскольку не только теплоемкость с, но и длина свободного пробега 
А также 'может быть функцией от р, Т. Так, например, в газе, нахо­
дящемся/в обычных условиях, тепло переносится молекулами (молеку­
лярная теплопроводность). Для величины А в этом случае справедливо
А ~  1/р, а так как у ~  л/Т, то из (4) имеем Жт ~  у/Т (теплоемкость 
считается постоянной). Б плазме (где основную роль в переносе тепла 
играют электроны) длина пробега электрона зависит от р, Т, так что
А ~  Т^р~^, и для величины Ле справедливо Хе ~  Т'̂ ^̂  (с — постоянная).

Итак, закон Фурье г,ласит: поток тепла пропорционален градиен­
ту температуры. Так как тепловая энергия непосредственно связана с 
температурой, то в определенном смысле можно считать, что «поток» 
температуры пропорционален градиенту самой температуры. Совер­
шенно таким же свойством обладает близкий по сущности процесс



ди(1)фузии вещества (закон Фика). Аналогичную интерпретацию мож­
но придать закону Дарси (10) из § 1, хотя движение грунтовых вод по 
с.иоой природе принципиально отличается от процесса диффузии тепла 
(и закюн Дарси не имеет столь относительно простого теоретического 
обоснования, как законы Фурье и Фика).

3. Уравнение баланса тепла. Применим закон сохранения 
:)нергии для математического описания процесса теплопередачи. Бу­
дем при этом считать, что внутренняя энергия вещества изменяет­

ся лишь благодаря механизму 
теплопроводности,т. е. другие 
виды энергии полагаем несу­
щественными (например, пре­
небрегаем изменением внут­
ренней энергии за счет хими­
ческих реакций или за счет ра­
боты сил давления, сжимаю­
щих некоторый объем газа, и 
т. д.).

Выделим в теплопровод­
ной среде элементарный ку­
бик со сторонами dx, dy, dz 
(рис. 26) и приведем подсчет 

изменения содержащейся в нем тепловой энергии за малый промежу­
ток времени dt. По сделанным предположениям это изменениё может 
быть вызвано лишь разностью потоков тепла, входящих и выходящих 
через разные грани кубика. Так, потоки вдоль оси х приводят к умень­
шению или увеличению внутренней энергии объема на величину

\Wx{x,у, Z ,  t) -W x {x  +  dx,у, z, t)] dy dz dt,

1’де dy dz ■— площадь грани, перпендикулярной оси х. В этой формуле 
считается, что W-o как функция времени не сильно изменяется за про­
межуток dt, и можно взять ее значение в момент t. Точно таким же 
образом вычисляются изменения внутренней энергии по осям у, z:

[Wy(x,y,z,t) -  Wp(x,y +  dy,z,t)]dxdzdt,

[Ws:{x,y,z,t) -  W^(x,y,z +  dz,t)]dxdydt.

Суммарное изменение энергии A E  =  E (t  +  dt) — E (t )  есть

A E  =  — div W dx dy dz dt.

С другой стороны, величину A E  можно выразить через изменение тем- 
и(!ратуры объема и через его теплоемкость по формуле

А Е  =  (T{t +  dt) -  T ( t ) )  с(р, Т )  р dx dy dz,

и которой из-за малости объема берутся некоторые средние по нему 
значения температуры и плотности.

, Приравнивая два последних выражения друг другу и устремляя 
dl, к нулю, получаем общее уравнение, описывающее распространение



тепла:

div(xgradT),
9í

имеющее в развернутой форме вид 

,дТ  д {  дТ\ д
X —  ! +

дТ
дх \ д х )  ду \ ду

+ А
дг

X
дт\
дг

(5)

(6)

где С  =  рс.
Уравнение (6) — нестационарное, трехмерное (функция Т зависит 

от времени Ь и трех пространственных переменных ж, у, х) уравнение 
параболического типа, ©но неоднородное, так как теплоемкость, ко­
эффициент теппопроводност*! и плотность могут быть, вообще говоря, 
разными в разных точках вещества, и нелинейное, поскольку функции 
с ж к  могут зависеть от температуры Т  (т. е. от искомого решения).

При дополнительных предположениях о характере процесса теп­
лопередачи уравнение (6) может упрощаться. Так, если процесс ста- 
ционарны:й, т. е. температура не зависит от времени, то (6) превраща­
ется в уравнение эллиптического типа

А
дх дх

А
ду

X
д

- о , (7)

а если функции с, х  не зависят от температуры, то (6) становится 
линейным, параболическим уравнением, которое в случае однородной 
среды (х, с, р не зависят от х, у, г ) принимает вид

f  =  ^=.Д2■, (8)

где величина ко =  х/С нг1зывается коэффициентом температуропро­
водности. Для уравнения (8) относительно нетрудно выписать общее 
решение.

В одномерном случае (температура зависит лишь от I и х) из (6) 
по,лучаем

С
дТ  д
д1 дх дх (9)

Уравнение (9) сводится к уравнению типа нелинейной теплопро­
водности

ди д
д1 дх

( к  \ ди\ к{и) —
V д х ]

( 10)

при допущении, что дС/дх =  О, дх/дх ^  О (ср. с уравнением (13) из 
§ 1 ). Наконец, если х  =  яо, С =  Со, где хо, Со — постоянные, то из 
( 10) получается уравнение теплопроводности— простейшее уравнение 
параболического типа

ди
дЬ

— ко
д^и
дх^

(И )



Как и в случае уравнения Буссинеска, из основного уравнения (6) 
можно получить различные обобщенхгя, соответствующие более слож­
ным, чем рассмотреные выше, механизмам теплопередачи. Так, для 
пеизотропной среды (т. е. когда коэффициенты теплопроводности раз­
ные по разным направлениям) с энерговыдележием вместо (6) имеем

С
дт д
dt дх

/ дТ\
Ях --“ Удх

дТ\ д
dz V

дТ
dz

+  -7Г- —  ] +  f{x ,y ,z ,t ,T ) ,

(12)
где Ях, Яу, — коэффициенты в законе Фурье (3) по осям х, у, z, а 
функция / — мощность выделения (или поглощения) энергии. Неизо- 
тропность, например, в случае электронной теплопроводности, может 
вызываться достаточно сильным магнитным полем, затрудняющим 
движение переносчиков тепла поперек силовых линий поля, а выделе­
ние энергии может быть связано с идущими в веществе химическими 
реакциями или протеканием электрического тока.

Все полученные в данном пункте уравнения выведены с помощью 
фундаментального закона сохранения энергии и закона Фурье (ср. с 
выводом;уравнения Буссинеска в § 1). Вместе с заданными функция­
ми с, X, р и краевыми условиями они представляют собой замкнутые 
математйческие модели процесса теплопередаяи.

4. Постановка типичных краевых условий для уравнения 
теплопроводности. Для простоты будем рассматривать одномерные 
процессы теплопроводности. Они имеют место, например, в длинном и

тонком металлическом стерж­
не (рис. 27), нагреваемом с од­
ного из торцов, при условии, 
что стержень изотропен, его 
начальная температура в лю­
бом поперечном сечении не за­
висит от у, Z (это же свойство 
должно соблюдаться и на тор­
цах стержня), а потерями теп­
ла с боковой поверхности мож­

но пренебречь. Будем считать также, что теплоемкость стержня по­
стоянна. Тогда температура зависит только от ж и 4, и ее распре­
деление вдоль стержня в различные моменты времени описывается 
уравнением

дт д
dt дх

/ g j ’\ 
к(Т)

V дху
(13)

справедливым при О < ж < ¿, t >  0. Для определения функции Т(ж,4), 
т. е. решения, достаточно задать начальную температуру стержня:

T {x , t )= T o {x ) ,  О^ ж^ г ,  (14)

и знать температуру на концах стержня в любой момент времени:

T { 0 , t ) ^ Щ t ) ,  T { l , t )  =  T2{t), ¿>0 .  (15)



Задача (13)-(15) называется первой краевой задачей для пара­
болического уравнения (13) на отрезке х е [0, ]̂. Физически условие
(15) соответствует тому, что на концах стержня с помощью каких-то 
внещних источников тепла поддерживается определенная температу­
ра, зависящая, вообще говоря, от времени.

Если же на торцах стержня задаются вместо (15) потоки тепла 
как функции времени:

- т о . т  £ .= Ж l(í),
х = 0

= ь > о, (16)
Х = 1

то такая задача называется второй краевой задачей на отрезке [О, ?]. 
Данная ситуация реализуетс^р] !1&,пример, когда торцы стержня нагре­
ваются лучами лазерного света известной мощности.

Более сложный (нелинейный) вариант условий на торцах отвечает 
сильно нагретому и поэтому излучающему энергию стержню, не кон­
тактирующему с какими-либо телами. Тогда в единицу времени стер­
жень теряет на своих границах (торцах) энергию, равную аТ^ (О, í) и 

соответственно, и вместо (15) или (16) получаются условия

ВТ
о Т \ 0,г) =  к{Т{0 , 1) У ^

л т

ж =0
, (17)

Х — 1

г > о ,

где сг > 0.
Возможны также и иные виды краевых условий, соответствую­

щие иным физическим ситуациям. Разумеется, допустимы различные 
комбинации условий (15)-(17), например, на левом конце известна тем­
пература, а на правом поток тепла, и т. д.

Разнообразие постановок краевых условий для уравнений теп­
лопередачи связано и с различными идеализациями исходной задачи
(13)-(15). При анализе распространения тепла около одного из торцов 
длинного стержня в течение сравнительно короткого времени влияни­
ем другого торца можно пренебречь. Вместо (15) достаточно задать 
лишь одно из условий (для определенности на левом конце):

TiQ,t) =  Tг{t), 1 > 0 , (18)

и решать уравнение в области ж > О ((13), (14), (18) — первая краевая 
задача в полупространстве).

Обсуждавшаяся уже на примере уравнения Буссинеска (§ 1) за­
дача Коши рассматривается во всем пространстве —о о < х < о о .  Для 
уравнения (13) задается лишь начальное распределение температуры
(14). Такая постановка вполне разумна, когда рассматриваются про­
цессы в центральной части стержня и влияние обоих торцов можно 
считать несущественным.

Для многомерных уравнений теплопроводности постановка крае­
вых условий по сравнению с одномерным случаем существенно не 
меняется; на границах области задаются либо температура, либо по­
ток тепла, либо какие-то более сложные их комбинации, а также (в



момент i =  0) начальное распределение температуры. Заметим, что в 
случае стационарного уравнения (7) задаются лишь граничные усло- 
1ШЯ. Краевые условия для уравнения движения грунтовых вод из § 1 
вполне аналогичны описанным в этом пункте (при этом аналогами 
температуры и потока тепла в уравнении Буссинеска служат уровень 
грунтовых вод и поток массы).

5. Об особенностях моделей теплопередачи. Наиболее прос­
тая из всех обсуждавшихся выше задач теплопроводности — задача о 
стационарном процессе для уравнения ( 1 1 ) на отрезке [0,1]:

*0 0  =  0, т ( о ) = г ь  т = п .

Ее решение — линейная функция координаты х:

Т{х) =  .-Е +  1\, О < х < 1 .  (19)
t

Решение (19) имеет вполне очевидный физический смысл. Дейст­
вительно, при стационарном процессе потоки тепла, входящие в любое 
поперечное сечение стержня и выходящие из него, равны (иначе темпе­
ратура в сечении менялась бы). Поэтомушоток должен быть постоянен 
в любой точке X,  что по закону Фурье (3) при х  =  хд =  const возможно 
лишь при линейном «профиле» температуры.

Вместе с тем применение закона Фурье приводит к появлению 
одного не имеющего физического смысла эффекта, характерного для 
уравнений параболического типа. Поясним его, рассмотрев для урав­
нения ( 1 1 ), решаемого во всем пространстве —оо < ж < оо, задачу о 
так называемом мгновенном точечном источнике тепло,. Требуется 
найти распределение температуры при всех i > 0, - о о < х < о о ,  вы­
званное выделением в момент i =  0 в плоскости ж =  0 некоторого ко­
личества тепла Qq. Начальная температура считается равной нулю: 
Т(ж, 0) =  Го(ж) =  О, -0 0  <• ж < 00. Такая постановка — идеализация 
реального процесса, справедливая при выполнении соответствующих 
условий (например, по центру холодного стержня пропускается мощ­
ный поперечный импульс электрического тока, действующего очень 
короткое время и затрагивающего малый участок металла). Решение 
поставленной таким образом задачи дается форм}глой

что проверяется непосредственной подстановкой в уравнение ( 1 1 ). 
(уимметричная функция (20) в сипу известного равенства

CXD

/е  ̂ dy =  \/п



С О Х РАН ЕН И Е ЭН ЕРГИИ 75

обладает свойством

ОО

/
так что закон сохранения: энергии выполняется. В то же время соглас­
но (20) температура в любой точке пространства в любой момент 4 > О 
отлична от нуля. Тем самым модель (11) и многие другие модели теп­
лопередачи описывают процессы 
с бесконечной скоростью распро­
странения возмущений (темпера­
тура при t =  О была нулевой |рля 
всех х ) .

Этого недостатка лишены (но 
лишь при определенных условиях) 
уравнения типа нелинейной теп­
лопроводности ( 10) (в частности, 
уравнение (13) § 1). Для модели
(10) с к{Т) =  каТ^, сг > О рассмот­
рим процесс распространения теп­
ла в хюлупространство ж > О при 
заданной на границе температу­
ре; Т(0,4) =  Г[(4). Начальная температура среды считается нулево:н: 
Г(ж, 0) =  То(ж) =  'X ^ 0. Частное решение этой задачи, отвечающее 
граничному закону

Рис. 28

Тг(4) =  (
ко /

имеет вид бегущей волн:ы (ср. с решением (4) § 1), распространяю­
щейся от границы вглубь вещества не с бесконечной, а с конечной 
скоростью £) > О (рис. 28):

T(x ,t ) ■«о / (21)

О,

Однако это свойство реализуется лишь при распространении тепла 
в холодную среду и теряется в случае отличной от нуля начальной 
температуры вещества (более подробно этот круг вопросов рассмат­
ривается в гл. V).

Описанный дефект, связанный с неприменимостью закона Фурье 
(и закона Дарси в случае уравнения Буссинеска) в окрестности фронта 
распространения тепловой энергии, не препятствует широкому при­
менению параболических уравнений (из (20) видно, что доля энергии, 
содер:жащейся в веществе при достаточно больших значениях .т, нич-



тожно мала в сравнении с полной энергией С̂ о). Они служат хоро­
шим примером универсальности математических моделей, описывая 
большое количество разнообразных процессов (см. также § 1 гл. IV), 
имеющих принципиально разную природу.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Найдите шггегральеую замену функции Г , с помощью которой уравнение 
(9) принимает вид (10).

2. Используя те же рассуждения, что и при выводе закона (3) и уравнения (6), 
получите уравнение ( 12).

3. Получите решение (20) для задачи о мгновенном точечном источнике тепла, 
представляя его в виде Т{х,1) — / (*) 'р(^), где ^ =  ж/\/4А5о1.

4. Постройте решение (21) для уравнения (10) с к{Т )  — коТ” , а  >  О, предста­
вив температуру в виде Г{ж, 4) =  A f { ( ) ,  Л  >  О, (  ~  D t  — х. Убедйтесь в том, что 
в точке фронта волны ж =  поток тепла равен нулю.

§ 3. Сохранение числа частиц

Введем некоторые понятия теории теплового излучения, перено­
симого в среде световыми квантами. Закон сохранения числа квантов 
используем для получения кинетического уравнения, которому подчи­
няется функция распределения фотонов. Обсудим некоторые свойства 
построенной модели лучистого теплообмена в веществе.

1. Основные понятия теории теплового излучения. В ве­
ществе, нагретом до достаточно высокой температуры, большую роль 
играют процессы переноса энергии световыми квантами (фотонами). 
Распространяясь в среде, рассеиваясь и поглощаясь на атомах и мо­
лекулах вещества, а также испускаясь ими, фотоны обеспечивают лу­
чистый теплообмен между различными участками среды. Благодаря 
именно этому механизму горящий камин нагревает воздух в помеще­
нии.

Поле излучения, заполняющее пространство, можно рассматри­
вать как электромагнитное излучение с частотой колебаний у и длиной 
волны Л, связанными через скорость света с (Л =  с/г/). Если же гово­
рить о поле излучения как о совокупности большого числа частиц — 
световых квантов, то необходимо ввести понятие энергии кванта кг'
(/),..- постоянная Планка), движущегося со скоростью с. В отличие от
поля температур, характеризуемого координатами х, у, z ш временем 
/., для описания излучения важно знать также его частоту и (вообще 
говоря, разную для разных квантов) и направ,1тение движения квантов 
и любой точке пространства в любой момент 1.

Прос.педить траекторию каждого из огромного числа фотонов в 
11(!ществе попросту невозможно. Поэтому в теории излучения использу- 
ется статистический вероятностный подход, основагшый на введении 
функции распределения частиц. Это важное понятие успешно исполь- 
чуется для изучения совокупности большого числа частиц или иных 
пП'|,(!ктов в различных областях знания (см., например, § 3 гл. III).



Функция распределения фотонов / =  /(г/, г, П, Ь) зависит от час­
тоты квантов, радиуса-вектора г (т. е. от координат х, у, г), направ­
ления движения частиц й и времени I. Ее 
смысл состоит в следующем. Рассмотрим в 
некоторый момент времени 1 элемент объема 

около точки г (рис. 29). Тогда величина

/(;/, г ,й , 1) аи агёй (1)
по определению — это число квантов, нахо­
дящихся в спектральном интервале {¡у, у +
+  д,у) (т. е. их частота леж^Т| между значе­
ниями V ж V +  ¿у), занимающих объем ¿г и
имеющих направление движения в диапазоне от й  до (I +  díl (Й — 
единичный вектор). Размер объема йг предполагается гораздо больше 
длины волны А, так что волновые эффекты несущественны.

Функция распределения (1) — одно из исходных понятий теории 
лучистого теплообмена, с помощью которого вводятся и вычисляются 
все остальные характеристики, описывающие этот процесс. Величина 
1 „, определяемая по формуле

1 {̂т, О, Ь) =  г, П, 1), (2 )

называется спектральной интенсивностью излучения. Она представ­
ляет собой количество лучистой энергии в спектральном интервале от 
и до V +  йу, переносимое фотонами за еди­
ницу .времени через единичную площадку, 
помещенную в точке г и перпендикуляр­
ную к направлениям их полета (которые
лежат в диапазоне углов от Й до О -Ь йй-, 
рис. 30).

Действительно, так как энергия кван­
та равна ку, а общее число квантов с часто­
той от г/ до и с направлением полета
от П до П -Ь в единице объема рав1Ю / йи йИ, то переносимая ими за 
1 с через расположенную перпендикулярно полету площадку в 1 см^
энергия равна Нус/ что согласуется с определением (2).

Спектральная плотность излучения

Рис. 30

и ,{г ,г )  =  ку I  =  1 ,
4тг 4тг

ап (3)

представляет собой количество лучистой энергии квантов, содержа­
щихся в 1 см® пространства в точке г в момент í в единичном интер­
вале частот и имеющих частоту у.

Еще одной важной характеристикой служит спектральный поток
излучения §и- Фотоны, пересекающие единичную площадку с направ­
лением нормали п, переносят через нее энергию (в 1 с в интервале от у



ДО г/ +  ¿р) равную крс / / созвдй  (рис. 31). Аналогично вычисляется
2?г

энергия, распространяющаяся через площадку справа на­
лево, но интегрирование ведется по левой полусфере. Их 
разность и дает величину 81,:

Sv{r,t,n) =  hvc J fcos9dй, (4)

Рис. 31
где в — угол между направлением движения квантов и

нормалью. Величина 3  ̂ — проекция вектора 3„ на нормаль п, а сам 
вектор есть

4я-

ПёП. (5)

Заметим, что при изотропном (не зависящем от направления О) 
излучении спектральная плотность, как следует из (3), равна

=  4тг/1г//,

а из (5) видно, что поток 3„ равен нулю в любой точке пространства.
Полные интенсивность, плотность й поток излучения можно по­

лучить из спектральных характеристик интегрированием по всему 
спектру частот р .

2. Уравнение баланса числа фотонов в среде. Выведем 
уравнение, описывающее перенос излучения в среде, пользуясь за­

коном сохранения числа час­
тиц и следующими предполо­
жениями;

1 ) процесс распростране­
ния квантов одномерный, т. е.
/ =  f {p ,x ,й ,t ) ;

2) рассеянием квантов све­
та на атомах или молекулгис 
(т. е. изменением их направле­
ния) м:ожно пренебречь;

3) известен характер по­
глощения и испускания све­
та атомами и молекулами ве­
щества;

4) фотоны самопроизвольно не исчезают и не появляются. 
Рассмотрим баланс частиц в элементарном цилиндре, имеющем

ось в направлении ¿7, длину ёз =  ёх/ сов в и основание (1а (рис. 32), где
О угол между осью х ж вектором О. Будем интересоваться излуче- 
пиом частоты р в единичном интервале частот, распространяющимся 
инутри единичного телесного угла в направлении Й.

Рис. 32



В соответствии с (1) (см. также определение (2)) за время М в 
левое основание цилиндра входит число частиц, равное

с /(г /, X ,  П, ¿) сИ.

За то же время из его правого основания выходит число частиц

(с/(г/, ж, О, I )  +  с с?/) (1 а йЬ,

где величина df описывает приращение функции / при переходе от од­
ного основания к другому. Поскольку / =  /(г/, П, ж, ¿), то эту величину 
можно представить в виде  ̂ ^

¿X
df ЛЬ +  —  ¿8, ¿8 —

дt дв ’ со8 0 ’
где первое слагаемое отвечает ее приращению по времени за проме­
жуток ¿Ь, а второе — приращению по координате в.

Учитывая, что с1юрость фотонов равна с и Л  — с/в/с, получаем

.  _  ( 1 2 1  щ
' ^ [ с  дг д з )

Итак, число фотонов в цилиндре за время dt изменилось на величину

dt ds
dsdadt =  -  \ -p— +  с cos в —  dsda dt. (6) 

ui 03 J \ ut ox J

Напомним, что через боковую поверхность цилиндра фотоны, имею­
щие направление полета й  и не претерпевающие рассеяния, не проле­
тают.

Таким образом, изменение числа квантов в объеме цилиндра мо­
жет вызываться лишь их поглощением или испусканием атомами и 
молекулами вещества, находящегося внутри цилиндра. Для вычисле­
ния этой величины вводится понятие равновесного излучения, когда 
число квантов, поглощенных веществом, равно числу испущенных час­
тиц (излучение и вещество находятся в равновесии) в любой момент 
времени. Равновесная функция распределения /р есть {закон Планка)

2v  ̂ (  hv\
/р =  7 г е ^ Р  - ( ОС'’ V k T j

где Т  — температура вещества (считается, что среда находится в 
условиях локального термодинамического равновесия, и в любой ее 
точке можно ввести такие характеристики, как температура, внут­
ренняя энергия и т. д.).

В отсутствие равновесия между излучением и веществом интен­
сивность поглощения (испускания) фотонов пропорциональна разнос­
ти между /р и /, т. е. величине

х^с (/ -/р ),



где >Ci, =  (1 — exp(ftz//feT)), а >1̂  — коэффициент поглощения, опре- 
дсшяемый состоянием среды и ее свойствами. Изменение числа квантов 
в объеме цилиндра за время dt равно

(/ т  /р) da ds dt. (8)

Приравнивая (6) и (8), получаем для функции распределения ки­
нетическое уравнение, описывающее перюнос излучения в среде:

где /р задается формулой (7). Уравнение (9) вместе с функциями /р, К  
и краевыми условиями представляет собой замкнутую модель распро­
странения лучистой энергии при сделанных выше пред1Юложениях.

3. Некоторые свойства уравнения переноса излучения. 
Полученное на основании закона сохранения числа частиц нестацио­
нарное одномерное неоднородное гиперболическое уравнение (9) может 
быть обосновано также и с помощью закона сохранения энергии. Дей­
ствительно, в цилиндре рассматривался баланс частиц, имеющих оди­
наковую частоту у и, следовательно, одинаковую энергию hv. Учиты­
вая это, (9) легко переписать как уравнение относительно спектраль­
ной интенсивности излучения Iv =  hvcf:

i  +  COS0 Ц  =  X, {4p  -  h ) ,  (10)

которое эквивалентно (9), но имеет более непосредственный физичес­
кий смысл.

При интегрировании (10) по телесному углу П (т. е. по всем на­
правлениям полета квантов) получаем уравнение, связывающее плот­
ность излучения (3) и его поток (4):

ди ,  ̂ dS. _

Это уравнение можно трактовать как уравнение неразрывности 
для излучения данной частоты, выражающее закон сохранения излу­
чения и вполне аналогичное уравнению (7) § 1 в теории движения грун- 
'|’овых вод и уравнению (5) § 2 в теории теплопроводности. Наиболее 
очевидна эта аналогия в трехмерном случае, когда уравнения ( 10) и 
( 11 ) принимают вид

+ й  V 4  -  ( 4 р  -  и ) ,  (12 )с dt

1 ди,
с dt

4- div — ос, (и,р  -- и ,). (13)

Хотя уравнения {9)~ (13) линейные, нельзя, вообще говоря, утверж­
дать, что модели лучистого теплообмена проще нелинейных моделей,
1)ассмотренных в § 1,2. Ведь, решая (9)-(13), можно получать каждый



раз лишь спектральные (т. е. для данной частоты р) характеристи­
ки излучения, распространяющегося в заданном направлении О. Для 
полной ксфтины необходимо найти нужные величины для всех значе­
ний р, й  (или какие-то интегралы от них), что является гораздо бо­
лее трудной задачей. К тому же в более сложных ситуациях (наличие 
рассеивания фотонов и т. д.) сами модели (9)-(13) могут значительно 
усложняться.

Наиболее простая модель переноса излучения получается из (10), 
если поглощением и испусканием квантов можно пренебречь и рас­
сматривать случай, когда все частицы движутся в одном направле­
нии. Тогда для любых и можно положить cos в =  1 ж прийти 
к уравнению

1 diu , 91, _  
с at дх ’

полностью идентичному уравнению (3) § 1 для потока невзаимодейст- 
вуюшдх материальных частиц.

Если интенсивность излучения не зависит от времени, то (10) пре­
вращается в неоднородное линейное дифференциальное уравнение

cos в • -Ь Xi,I„ — (14)

общее решение которого имеет вид
X

1 ^ х )  =  J  dx’ +  (15)
Хо

Здесь х{х ')  =  Hvdx” , я{хо) =  x„dx"  (для простоты в (15) по­
ложено COS0 =  1 ), /̂ 0 — постоянная интегрирования.

Не останавливаясь подробно на физическом смысле решения (15), 
поясним, что первый член обязан своим происхождением излучению, 
возникшему в веществе на отрезке от хо до ж (и ослабленному погло­
щением). Второе слагаемое представляет собой излучение от каких-то 
внешних источников, входящих в вещество на его граниице жо (и также 
ослабленное поглощением по мере распространения по среде).

Если J„p и — известные функции координаты ж (для этого 
должны быть известны температура и плотность вещества вдоль тра­
ектории частиц), то решение уравнения (14) сводится к квадратуре.

В противоположном рассмотренному случае пространственно од­
нородного поля излучения из ( 10) получаем

=  (16)

Процесс, описываемый уравнением (16), соответствует ситуации, 
когда в неограниченной и первоначально холодной среде (т. е. в момент 
i =  О излучения нет) с постоянной плотностью происходит быстрый на­
грев вещества до некоторой температуры Г, которая затем поддержи­
вается неизменной во времени. Поскольку потерь излучения с границ

б А. А . Самарский, А . П. Михайлов



нет, то пространственные градиенты Т  равны нулю и 1,,  ̂ не за­
висят от X, у. z. Возникшее в результате нагрева излучение также 
имеет нулевой градиент (т. е. 1  ̂ — Iv{t)) и, обмениваясь энергией с 
веществом, стремится с течением времени к равновесному значению 
по экспоненциальному закону.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Проверьте правильность выражения (5).
2. Повторяя рассуждения п. 2, получите трехмерное уравнение (9) или (10) в 

случае, когда функция распределения зависит от х, у, г.
3. Используя определения (3), (4), выведите из (12) уравнение (13).
4. Получите решение (15) уравнения (14) и конкретизируйте его в случае 

постоянных и,/, /^р.
5. Убедитесь в том, что решение уравнения «насыщения» (16) (ср. с уравне­

нием (12) § 1 гл. I) имеет экспоне1щиальный вид, и найдите показатель экспоненты.

§ 4. Совместное применение
нескольких фундаментальных законов

Законы сохранения массы, импульса, энергии используем для по­
строения математической модели, описываюядей течение сжимаемого 
газа. Обсудим отличия полученной модели от моделей, рассматривае­
мых в § 1-3, а также некоторые следующие из нее свойства газодина­
мических движений.

1. Предварительные понятия газовой динамики. Заметное 
изменение плотностей жидкостей и твердых тел может достигаться 
лишь при огромных давлениях в десятки и сотни тысяч атмосфер и 
выше. Газообразные среды гораздо легче подвергаются сжатию: при 
перепаде давления в одну атмосферу плотность газа, первоначально 
находившегося при атмосферном давлении, уменьшается или увели­
чивается на величину, сопоставимую с начальной его плотностью.

В газовой динамике, изучающей движение сжимаемых сред под 
действием каких-либо внешних сил или сил давления самого вещества, 
считается выполненным нераЕ,енство Л <С Ь, где А — длина свободного 
пробега, Ь — характерные размеры области рассматриваемого тече­
ния (сплошная среда). Считается также выполненной гипотеза о ЛТР 
(см. п. 1 § 2). В условиях ЛТР сжимаемую среду можно рассматри­
вать как совокупность большого числа жидких частиц с размерами, 
много большими А, но много меньшими, чем Ь. Для каждой такой час­
тицы, связанной с небольшой фиксированной массой среды, :вводятся 
характеризующие ее средние величины — плотность р, давление р, 
температура Т, внутренняя энергия е и т. д., а также скорость V ее 
макроскопического движения как единого целого. Все эти величины в 
общем случае зависят от трех пространственных переменнырс ж, г/, z и 
премени 1.

В дальнейшем будем также предполагать отсутствие в среде про­
цессов теплопередачи, вязкого трения, источников и стоков энергии, 
папример, излучения, и, кроме того, отсутствие внешних объемных 
сил и источников (стоков) массы в веществе.



2. Уравнение неразрывности для сжимаемого газа. При­
меним рассуждения, аналогичные тем, что использовались для вывода 
уравнений неразрывности (7) § 1, (5) § 2 для течения грунтовых вод и 
процесса теплопередачи. Рассмот-

рУу 
--►

<1у

А
Рис. 33

рим в некоторой области простран­
ства, занятой движущимся газом, 
элементарный кубик со сторонами 
(1х, ф , ёг и подсчитаем в нем ба­
ланс массы за время (И (рис. 33).
Здесь «¡с, “Оу, г»2 — компоненты ско­
рости по соответствующим осям.

По оси X через грань с коорди­
натой X в кубик за время п(лг.ту- 
пает масса газа, равная

рюх йуйгЛ,
поскольку величина рид, не что
иное, как поток массы по направлению оси х. За то же самое вре­
мя из грани с координатой х +  (1х вытекает масса

[рьх +  б,{рУх)]йуйг111,
где через б,{рЬх) обозначено приращение потока массы при переходе от 
координаты X к координате х <1х. Суммируя оба последних выраже- 
ния и учитывая, что

АрЮх) =  -^{рх)х)йх,

получаем величину изменения массы в кубике за время благодаря 
движению газа вдоль оси х:

(1)
Точно таким же образом находим изменения массы за счет дви­

жения по осям у, г:
д
ду

д

(рУу) а,х ¿у йг (И,

(2)

=  — ■?:" (р^г) дх ¿у ёг сИ. дг
В фиксированном объеме кубика изменение находящейся в нем 

массы газа выражается также через изменение его плотности со вре­
менем:

др
йт

дt
Л  а,х (1у (1г. (3)

Суммируя атпх, ёшу, (1т~ и приравнивая результат к йт, полу­
чаем из (1)” (3) искомое уравнение неразрывности

f ^ + i Ь r ^ = 0, (4)



пыражающее закон сохранения массы вещества применительно к дви- 
ж(!пию сжимаемого газа. По своей форме и смыслу (скорость изменения 
иоличины определяется дивергенцией потока этой величины) оно впол- 
пе ангшогично уравнению неразрьтности (7) 1 и уравнениям (5) § 2,
(11) § 3.

Однако аналогия с течением грунтовых вод на этом закаачи- 
ваетс.я. При свободном движении газа его динамика определяется

лишь силами давления самого га­
за, в отличие от движения жидкос­
ти, испытывающей сопротивление 
частиц грунта.

3. Уравнения движения га- 
30L. Для их получения применим 
второй закон Ньютона к элемен­
тарной жидкой частице, имеющей 
в некоторый момент t форму куби­
ка с гранями (¿X, йу, (1г (рис. 34). 
Жидкая частица — это переме­
щающийся в пространстве и ме­
няющий свою форму объем, содер­
жащий в разные моменты времени 

t одни и те же атомы и молекулы газа. Тем самым его масса ёт по­
стоянна, ,Цля простоты вывода будем считать, что за короткое время 
(И кубик не меняет своей формы и смещается по всем направлениям 
на расстояние, много меньшее его размеров.

Определим сначала силу, действующую на кубик, например в на­
правлении оси у. Она, очевидно, равна разности давлений на левой и 
правой гранях, умноженной на их площади (иных сил по пред1ГОложе- 
нию нет);

Ру =  Ь(а:, У, г, Ь) -  р{х, у +  ёу, г, Щ ёх ск.

Сила Ру равна ускорению жидкой частицы в направлении у, умножен­
ному на ее массу ёт — рёхёуёг-.

Ру =  р ёх ёу ёг. (5)

Заменяя в первом выражении для Ру разность давлений через произ­
водную от давления по у и приравнивая его к (5), приходим к уравне­
нию, описывающему движение газа вдоль оси у:

ё,Уу _  др
^ ёЬ д у ’

(6)

Точно так же получаем уравнения движения по н.аправлениям ж, .г;

ёУх др
Р ёЬ

ёу̂
ё1

дх '

др 
дг ’

(7)



имеющие, как и (6), очевидный физический смысл. В векторной форме 
уравнения (б)"-(8) имеют вид

-  §гас1р. (9)

Поясним, что в (6)-(9) через c¿//cíí обозначена полная (субстан­
циональная, т. е. связанная с фиксированными частицами газа) про­
изводная по времени какой-либо вели:чины, ха,рактеризующей данную 
неизменную массу газа.

Раскрыв ¡(11 через частные производные по х, у, г ж t в соот­
ветствии с правилом ¿//Л 4- (г?grad)/, придем к уравнениям
движения Эйлера

1
—  +  (?;grad) гГ~ -  -  gra.dp. (10)
от р

Будучи записаны покоординатно, они принимают вид

1 др
а Г  +  ” - +  +  =

дУу дуу дуу дУу 1 др .

дь  ̂ ду  ̂ дУг , дУг 1 др , .
—  + У : , - ^  +  У у - ~  +У^ —  = -  -  . (13)
д 1 дх ду дг р дг

В отличие от течения грунтовых вод, градиенты: давления в урав­
нениях движения газа (6)-(13) определяют компоненты ускорения ве­
щества, а не компоненты его скорости (ср. с законом Дарси (9) § 1).

Уравнения (4), (11)“-(13) содержат пять неизвестных величин — р, 
р, Ух, Уу, Уг■ Для их замыкания естественнее всего использовать закон 
сохранения энергии.

4. Уравнение энергии. Для его получения используем ту же 
упрощенную схему, что и в п. 3: будем рассматривать изменение внут­
ренней энергии фиксированной массы газа дт за короткий промежуток 
времени <11. Так как по сделанным допущениям в веществе отсутству­
ет теплопроводность, вязкость и источники (стоки) энергии, то это 
изменение вызывается лишь работой сип давления на гранях кубика 
при его сжатии или расширении.

Работа давления, связанная с движением граней объема вдоль оси 
X,  очевидно, равна

=р{Ух(х ) -  Ух(х +  ёх)) ё1 ду(1г,
где слагаемые в скобках можно, отбрасывая члены второго порядка 
малости, переписать через производую ду^/дх и получить

'̂0
дАх — - р  йх йу дг М.
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Чд(!сь р — среднее давление в элементарном объеме. Аналогично,

dAy =  ~р dx dy dz dt, 

dv
dAz =  -p -^ d x d y d z d t .

Полнгм работа, совершенная над газом за время dt, есть

dA =  dAx +  dAy +  dAz =  ~P div v dx dy dz dt.

Она равна изменению внутренней энергии объема, т. е.

dA — pde dx dy dz,

удельная внутренняя энергия. Приравняв оба выражения для dA 
и устремив к нулю dt, окончательно получим

/э ^  +  р div и =  О, (14)

где de/dt — полная (субстанциональная) производная внутренней энер­
гии по времени.

Заметим, что с помощью уравнений неразрывности и движения 
уравнение (14) приводится, подобно (4), к дивергентному виду

=  — div pv +  у  ) +  ри (15)

Слева в (15) стоит производная от полной (внутренней и кинетической) 
энергии газа в данной точке пространства.

Так как термодинамические свойства вещества предполагаются 
известными, то е — известная функция уже введенных величин рж р, 
и уравнение (14) либо (15) дает недостающую связь для определения 
искомых газодинамических величин.

5. Уравнения газовой динамики в лагранжевых коорди­
натах. Г} полученных моделях течение газа характеризуется зависи­
мостью величин от декартовых координат х, у, z ш времени (. Этот 
способ описания [эйлеров подход) трактует движение среды с точки 
зрения неподвижного стороннего наблюдателя и удобен, например, при 
изучении обтекания газом моделей летательных аппаратов в аэроди­
намических трубах. В лагранжевом подходе координата связывается 
ц(! с определенной точкой пространства, а с определенной, фиксирован­
ной частицей вещества — жидкой частицей. Лагранжевы координаты 
удобны, например, при анализе некоторых внутренних процессов, про- 
ччжающих в частице, скажем, химических реакций, скорость которых 
определяется не пространственным положением частицы, а ее темпе­
ратурой и плотностью. Лагранжев подход может быть полезен и по 
другим причинам: он, например, неявно использовался в пп. 3, 4 для 
упрощенного вывода уравнений движения и энергии (рассматривалась 
жидкая частица в виде кубика).



Особенно наглядную и простую форму газодинамические уравне­
ния в лагранжевых координатах имеют в одномерном случае. Дейст­
вительно, взяв в направлении оси х  столб единичного сечения, левая 
граница которого подвижна и связана с фиксированными частицами 
вещества, можно ввести .лагранжеву координату по правилу

X

гп{х ) =  j p {x ,t )dx ,  dm =  pdx, (16)

жо

где Xo{t)  — координата частиц столба на его левом конце, x{ t )  — те­
кущая координата (в качестве частицы с координатой xo{t) можно 
выбрать 'частицу около тведдо# стенки, ограничивающей газ, или у 
границы с пустотой, если таковые имеются). Величина т(ж ) — масса 
столба между точками Хо, х.

Связь (16) дает наиболее естественный и простой способ введения 
лагранжевой переменной (называемой в этом случае массовой коорди­
натой). Теперь все гг(30динамические величины трактуются как зави­
сящие не от ж, t, а от т ,  t. Получим для них уравнения движения из 
одномерных уравнений в эйлеровой форме

др 

dt

dv 

'di

de

, ^  - dv
дх - ^ д х '

dv 1 др

дх р дх  ’

де р dv

дх р д х 'Л + ’ ’

Выражения, стоящие в (17) слева, это уже вводившиеся субстан­
циональные производные, описывающие изменение со временем вели­
чин, относящихся к фиксированной массовой координате т .  Тогда, ис­
пользуя (16), из (17) получаем

1 dv
dt р дт  ''

dv _  dp 

dt дт

(18)

(19)

Здесь d/dt — субстанциональная производная по времени от соответ­
ствующих величин. Физическая трактовка уравнений движения (19) 
и 'Энергии (20) та же, что и в эйлеровых координатах (в отличие 
от уравнения неразрывности (18)). Последнее представляет собой оче­
видное свойство: об'ыш (а с ним и плотность) фиксированной жидкой 
частицы изменяется со временем благодаря разности скоростей на ее 
границах.



С помощью (19) уравнение энергии можно записать в дивергент- 
ппм лиде

д [  д

гд(! слева стоит производная по времени относительна полной энергии 
частицы.

Если рещение лагранжевых уравнений найдено, в частности, най- 
д(!н удельный объем У{т ,1) =  1/р{тЛ), то зависимость газодинами- 
'к!ских функций от эйлеровой координаты находится из квадратуры 
(см. (16))

т

йх =  У  (т, 1) йт, х(т, 1) =  !  V(т, ¿) ёт, +  xo(t).
о

С помощью таких же рассуждений нетрудно получить лагран­
жевы уравнения в случае цилиндрической и сферической симметрии, 
когда газодинамические величины зависят пишь от одной простран­
ственной координаты г (г — расстояние от оси или от центра симмет­
рии) и от времени Они также имеют весьма простой и наглядный 
вид, чего нельзя сказать о двумерном и трехмерном случае.

Несмотря на разные формы записи, эйлеровы и лагранжевы урав­
нения газовой динамики обладают, естественно, аналогичными свой- 
(;твами, являясь нелинейными гиперболическими уравнениями в част­
ных производных (нестацион[арными и в общем случае многомер­
ными). На их основе получаются более сложные модели движения 
сжимаемых сред, включающие дополнительные физические процес­
сы. Так, для газа, обладающего теплопроводностью, участвующей в 
процессе переноса энергии, уравнения неразрывности (18) и движения
(19) остаются в силе, а уравнение энергии приобретает вид

дt дт дт ’

где Ц'’ =  —крдТ/дт, — поток тепла, ж =  я{р, Т )  — коэффициент теп- 
1Юпроводности. Внутренняя энергия жидкой частицы такого газа изме­
няется не только за счет работы сип давления, но и из-за наличия теп­
лопередачи. Более простые, чем (18)-*(20), модели газовой динамики 
получаются при соответствующих дополнительных предположениях 
(см. п. 7).

6 . Краевые условия для уравнений газовой динамики. 
ГТаиболее наглядна их постановка в случае одномерного течения га­
за, описываемого уравнениями {18)“ (20). Рассмотрим такое течение
II трубе, внутри которой помещен газ, ограниченный справа и слева 
1к;проницаемыми твердыми стенками — поршнями (рис. 35). Части­
цам, находящимся у левой стенки, припишем координату т  =  0; тогда 
координата частиц у правой стенки равна т =  М , где М  —  полная 
масса газа между поршнями в столбе единичного сечения. Внутренние



частицьКимеют координату О < т  < М. Уравнения (18)-^(20) рассмат­
риваются в области О < т < М  ж при t >  0.

Для определения течения при всех 0 < т < М и 4 > 0  необходимо 
задать:

1) начальные условия, т. е. состояние газа в момент 4 — О,

у{т,0) =  Уо{т), р{т,0) =  ро{т), р{т,0) =  ро{т), (23)

О 5$ то < М;

в (23) вместо р или р можно, гтрльзуясь уравнениями состояния среды, 
задавать начальную темпергкуру Г ( т , 0) =  То{т);

2) граничные условия, т. е. зависимость от времени газодинами­
ческих величин на границах гп =  0,т=: М ,  например, закон изменения 
давления

pФ,t) '^Pl i t ) ,  р{М,1)=^р2(Ь), t > 0 , (24)

или закон изменения скорости поршней (т. е. их траекторию в эйлеро­
вых координатах, так как дх/дЬ =  и)

v{0 ,t) = 'их{Ь), «(М ,¡{) =  ^2(0; 4 > 0. (25)

р (М ,Ь )

Знание краевых условий (23) и (24) (либо (25)) полностью опре­
деляет однозначное решение рассматриваемой задачи о поршне.

В качестве граничных условий допускаются также различные 
комбинации (24) и (25), когда на левой границе поддерживается из­
вестное давление P l(í), а на правой задается известная скорость У2{1) 
(или наоборот, как на рис. 35).

Если интересоваться лишь течением в окрестности одного из 
поршней, считая влияние второго поршня несущественным, то доста­
точно задать лишь одно из условий 
(24) (или (25)), например, при т — О, 
и условие (23) при всех т  > О (газ за­
нимает полупространство, ограни­
ченное слева поршнем).

Наконец, граничные условия 
(24) или (25) вообще не задаются, 
когда влиянием границ на движе­
ние газа в центральной области мож­
но пренебречь (рассматривая про­
цесс при достаточно малых време­
нах). Тогда из исходной задачи для уравнений (18)-(20) получается 
задача Коши — задача об эволюции со временем некоторого пер­
воначального распределения газодинамических величин, заданного в 
неограниченном пространстве. При этом начальные данные (23) опре­
делены для всех — 00 <  т  < 00, а уравнения решаются в области — оо < 
< т  < 00, 4 > 0.

Важный класс краевых условий — условия на границе с вакуумом. 
Пусть сильно сжатый газ, им:еющий высокое давление, начинает ис­
текать в сравнительно разреженную среду, находящуюся при низком

М

Рис. 35



,/(нил(.!нии. Идеализируя этот процесс, можно считать давление и плот­
ность в пространстве, в которое истекает Гс13, равными нулю, т. е. 
'111д;шать условие P l(í) =0 ,  ̂ > О, либо =0 , í >  О (либо Р1 {Ь) =  

P2{t) =  О,  ̂>  0), в зависимости от конкретной постановки задачи.
7. Некоторые особенности моделей газовой динамики. 

.Для пояснения этих особенностей предварительно упростим уравнения
( 18)-(20), используя два обстоятельства. Первое из них — отсутствие в 
среде (по предположению) изм:енений энергии за счет теплопроводнос­
ти, вязкости, излучения, внешних источников и стоков энергии и т. д. 
(! термодинамической точки .зрения это означает, что процесс адиа­
батический и энтропия 5 каждой фиксированной жидкой частицы со 
11|)оменем не меняется. Тогда уравнение энергии (20) можно переписать 
в эквивалентной форме

в этом нетрудно убедиться, также чисто формально применяя 
второе начало термодинамики

Гd5  =  de + p (iF  (27)
к жидкой частице.

Второе обстоятельство — особенная: простота выражения энтро­
пии через давление и плотность в случае идегшьного газа:

5 =  6> 1прр-'>' +  5о, , (28)
где 7  > 1 показатель адиабаты, равный отношению удельной теп- 
лоемкост:н при постоянном давлении {Ср) и постоянном объеме {Су), 
б’о — несуш;естБенная константа.

Из (26) с учетом (28) имеем

д{рр~^) _  ^
01

что эквивалентно выражению
р р - " <  =  ¡р{т), (29)

означающему независимость от времени энтропии любой частицы га- 
:)а. Функция (р{т) описывает распределение энтропии по массе газа, 
определяемое по заданным в момент  ̂=  О функциям ро{т), ро{т).

И'спользуя интеграл (29) вместо дифференциального уравнения
(20), сведем (18), (19) к дифференциальному уравнению второго по­
рядка относительно плотности:

^ 9 Л. 7̂-И
дт

где ао =  'УЩ, а постоянная (ро — энтропия, предполагаемая не завися­
щей также и от массовой координаты (случай изэнтропического тече­
ния).

Гиперболичность уравнения (30) и тем самым уравнений газовой 
динамики легко установить не прибегая к вычислению характеристик, 
а получив его линейный аналог. Для этого рассмотрим малые возму-
I пения газодинамических величин в окрестности постоянного решения



р{т, ¿) =  Ро - Представляя возмущенное рещение в виде р (т , 1)== ро +  р 
и предполагая малыми как сами возмущения, так и их производные, 
из (30) получаем уравнение для р (черточку опускаем):

^  (31)

Линейное уравнение (31) полностью аналогично уравнению коле­
баний струны из § 2 гл. И1, имеющему, как известно, гиперболический 
тип. Оно описывает распространение ма,лых (звуковых) возмущений в
газе [уравнение акустики) со скоростью звука со =  \/'УРо/ро и, в силу 
линейности, для него нетруд^Ь 4айти общее решение.

Еще одно упрощение уравнений (18), (19), (29) получается в пред­
положении о том, что течение имеет характер простой волны, т. е. 
любые га,зодинамические величины являются функциями какой-то од­
ной выбранной величины, например плотности. Из (18), (19), (29) и с 
учетом того, что V ^  v{p), получаем

1 др др др др 
"  ^  Ж  “  ’

где г»р — производнаяхкорости по плотности. Исключая из последних 
уравнений величину 'Ор, приходим к уравнению Хопфа

|  +  (32)

Уравнение (32) первого порядка, но оно содерж:ит типичную гаг 
зодинамическую нелинейность, и поэтому служит хорошей моделью 
для изучения нелинейных эффектов, характерных для течений сжи­
маемого газа. Самый яркий из них — «градиентная катастрофа», за­
ключающаяся в появлении в волнах сжатия бесконечных градиентов 
газодинамических величин, несмотря на то, что в начальный момент 
времени все функции являются гладкими.

Поясним это понятие следующими простыми рассуждениями. 
Уравнение Хопфа может быть записано в характеристическом виде

Здесь индекс 8 означает, что полная производная по времени бе­
рется вдоль характеристики — пинии в координатах т ,  на которой 
значение решения (плотности) остается постоянным во все моменты. 
Раскрывая (33) в виде

д 1 ^  <11 5 т
где П1е[1) —  значение координаты та для данной характеристики в 
разные моменты времени, и сравнивая (32) и (34), находим уравнение 
характеристики

 ̂ 7-+1
т^[1) =  л/а^р 2 t +  ms[0).



Из этого иыражения видно, что состояния с большим значением 
плотности распространяются по массе газа с большей скоростью, чем 
сос'1'ояния с меньшей плотностью, и в какой-то момент времени «дого­
няют» последние. В решении образуется неоднозначность, его градиен- 
■П.1 и точке «слияния» состояний с разными плотностями неограничен­
но возрастают. Схематически этот процесс изображен на рис. 36, где 
показана эволюция со временем начального профиля плотности тре­
угольной формы: вершина треугольника через некоторое время оказы- 
пается в точке с той же координатой т^, что и его передний фронт.

Рис. 36

«Градиентная катастрофа» — нелинейный эффект (подробнее 
см. гл. V). Он не возникает в линейном уравнении (31) и линейном 
уравнении переноса (3) § 1, получающемся из (32) при рассмотрении 
малых возмущений в окрестности постоянного решения. Существо­
вание этого эффекта приводит к необходимости рассматривать раз­
рывные решения уравнений газовой динамики (заметим, что при про­
хождении разрыва через жидкую частицу ее энтропия изменяется). В 
этом состоит важное отличие нелинейных гиперболических уравнений 
от параболических (модели в § 1 , 2).

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Получите уравнение (21) из (20), используя уравнение (19).
2. Используя закон сохранения энергии применительно к внутренней энергии 

жидкой частицы, выведите уравнение (22).
3. Убедитесь в эквивалентности уравнений (26) и (20), используя (27) и (28).
4. Получите уравнение (31) не из (30), а из (18), (19), (29), применяя те же 

рассуждения.
5. Используя характеристическую форму уравнения Хопфа, найдите момент 

и точку тд. «градиентной катастрофы» для ситуации на рис. 36.

Библиография к главе II: [30, 43, 44, 55, 69, 74].



§ 1. Уравнения движения, вариационные принципы 
и законы сохранения в механике

Приведем элементарные сведения из классической механики, ил- 
люстрирзтощие связь между уравнениями динамики Ньютона и Ла- 
граннса, вариационным принципом Гамильтона, законами сохранения 
для механических систем и свойствами пространства-времени.

1, Уравнения движения механической системы в форме 
Ньютона. Динамика системы, состоящей из N  материальных точек, 
испытывающих действие каких-либо сил, описывается уравнениями

rfif-
=  i =  l , . . . , N ,  (1)

где m,: — масса материальной точки, i > О — время, г* — ее радиус- 
вектор, Fi =  Fi{t,f,df/dt) — результирующая всех действующих на 
нее сил. Через г  обозначено множество координат всех точек сис­
темы. Величины Fi считаются заданными и могут зависеть как от 
времени, так и от пространственных координат и скоростей (причем 
не только выделенной г-й точки, но и всех рассматриваемых точек). 
Система (1) — математическое выражение второго закона Ньютона, 
примененного к совокупности материальных точек. Записанная в по­
координатной форме она, очевидно, состоит из 3N уравнений второго 
порядка относительно SN неизвестных координат Xi{t), yi{t), Zi{t), i = 
=  Если известны начальные координаты ж*(0), Уг{0), Zi{Q),
г =  1,..., iV, точек и их скорости dxi/dt, dyi/dt, dzi/dt в момент i =  О, 
то система (1 ) дает возможность найти координаты и скорости всех 
точек при любых i > О, т. е. решить основную задачу классической 
механики.

Уравнения динамики в форме (1) справедливы для инерциальной, 
или галилеевой системы отсчета. В ней свободная материальная точ­
ка, т. е. точка, не испытывающая каких-либо воздействий, движется 
равномерно и прямолинейно. Другими словами, в этой системе коор­
динат выполняется первый закон Ньютона. Примером может служить 
система отсчета, жестко связанная с поездом, движущимся с посто­
янной скоростью по прямой и горизонтально ровной железнодорож-



ной колее. Шарик, пущенный по гладкому полу вагона такого поезда, 
будет двигаться относительно него равномерно и прямолинейно (это 
свойство сразу же утрачивается при торможениях и ускорениях поез­
да, на поворотах, подъемах и спусках — система отсчета становится 
исинерциальной). Конечно же, инерциальная система отсчета —  иде- 
ализировгшное понятие, оправданное, однако, при рассмотрении мно­
гих важных механических явлений. Очевидное отсутствие инерциаль- 
пости системы отсчета, жестко связанной с Землей (хотя бы из-за ее 
вращения), не мещает с хорошей точностью описывать ряд «земных» 
движений таких, как движение поезда по ее поверхности (для полета 
баллистической ракеты подобное описание может быть уже неточным).

Любая система отсчета, покоящаяся или прямолинейно движу­
щаяся с постоянной скоростью по отношению к некоторой инерциаль- 
ной системе, также является инерциальной. Множество таких систем, 
«порождаемых» исходной системой х, у, z, t, определяется следующи­
ми преобразованиями координат и времени:

ж* =  ж И- а, у* =  у +  Ь, Z* =  z +  с, t* =  t,

X* =  X, у* = у ,  Z* =  Z, t* = t  +  а,
(2 )

X* =  ж cos а +  у sin а, у* =  —.2; sin а +  у cosa, z* =  z, t* = t,

x * = x - V x t ,  y * = y ~ V y t ,  z * = z ~ v ¡ . t ,  t * = t ,

a также любыми комбинациями этих преобразований. Здесь а, Ь, с, v ,̂ 
Vy, Vz — произвольные постоянные так же, как и а —  угол поворо­
та системы отсчета относительно одной из осей координат (в данном 
случае оси z).

Классическая механика исходит из принципа относительности Га­
лилея — равноправия всех инерциальных систем (2), т. е. из того, что 
законы механики одинаковы в любой из них. Этот принцип отражает, 
в частности, однородность пространства и времени (первое и второе 
преобразования (2)) и изотропность пространства — отсутствие в нем 
выделенных направлений (третье преобразование). Последнее из пре­
образований (2) — переход к системе отсчета, движущейся с постоян­
ной скоростью относительно исходной, — называется преобразованием 
Г алилея.

Заметим, что если по каким-то причинам приходится рассматри­
вать движение в заведомо неинерциапьнОй системе отсчета, то второй 
закон Ньютона в форме (1) не выполняется. Так, шарик, пущенный по 
гладкой горизонтальной поверхности вращающегося диска от центра к 
ого краю, в системе отсчета, жестко связанной с диском, движется уже 
не прямолинейно, а по кривой траектории, как бы испытывая дейст­
вие некоторой внешней силы. Для неинерциальных систем уравнения
( 1 ) и другие законы механики становятся справедливыми при их отно­
сительно несложной модификации. Ее суть заключается в добавлении 
к действующим на систему силам «фиктивных» внешних сил инер­
ции, величина которых определяется из характера движения неинер- 
циальной системы отсчета по отношению к выбранной инерциальной



системе. Обычно же исходная система отсчета в механике считается 
инерциальной, а ее неинерциальность специально оговаривается.

Неизменность законов механики по отношению к преобразованиям
(2) может выражаться различным образом. Если для уравнений, соот­
ветствующих .этим законам, при переходе к новой системе отсчета

1 ) не меняется их структзфа,
2) не меняется вид функций от координат, скоростей и ускорений, 

фигурирующих в уравнениях (ими являются силы, энергия, количест­
во движения и другие механические величины),
то уравнения инвариантны по отношению к заданному преобразова­
нию. Примером служат уравнения

СрТг,
ТО1 +  Га),

(3)«2
ГП2 =  - к  (Г2 - Г 1 -  I),

неизменные при любом преобразовании (2) (см. также упр. 1 ).
Уравнение, описывающее колебания колец Сатурна, из п. 3 § 2

гл. I
(Рг ^

^2 3 :15- =  'УМ1М 2 ■¿■¿2 “  (Г2-ЬД2)%’

инвариантно при «сдвиге» времени t* =4 +  а, но изменяет свою форму 
при «сдвиге» координаты г* =  г +  а:

у** _ д
М г— 5-=7М1М2

¿¿2 '  ̂  ̂ ((г* -  а)2-ь Д2)% ’

в том смысле, что выражение, стоящее в его правой части (т. е. сила), 
как функция координаты записывается иначе, чем в исходном урав­
нении. Форма записи уравнений механики, теряющая свойство 1), но 
сохраняющая свойство 2) при преобразованиях (2), называется кова- 
риантной. Из покоординатной записи уравнений (1) непосредственно 
следует их ковариантность относительно преобразований (2) (однако 
при более сложных преобразованиях исходной системы отсчета, на­
пример, при переходе к цилиндрическим и сферическим координатам, 
ковариантность уравнений движения в форме Ньютона утрачивается).

2. Уравнения движения в форме Лагранжа. Уравнения Ла­
гранжа — удобная запись второго закона Ньютона, ковариантная по 
отношению к гораздо более широкому классу преобразований систем 
отсчета, нежели (2) (ковариантность понимается в том же смысле, что 
и при преобразованиях инерциальных систем). Поясним, как получа­
ются эти уравнения, на примере самой простой механической системы, 
состоящей из одной материальной точки, совершающей одномерное 
движение. В исходной инерциальной системе координат оно описыва­
ется уравнением

(Рг {  ¿г \



Пусть задано преобразование координат г{1) =  г(д(^), 1), где ц{1) — 
110ц<1я координата матери:альной точки. Для ее скорости получаем сле- 
лук)ш;ее выражение через функции г(д') ж д{Ь):

дг .
дь (5)

!-$десь д =  йц/йЬ — «скорость» точки в новых координатах (это в об- 
идем случае уже не реальная кинематическая скорость, а всего лишь 
характеристика темпа изменения координаты д точки со временем). 
«Пастояш(ая» же скорость V в новой системе отсчета, в отличие от 
старой, становится согласно (5) функцией координаты д и скорости д, 
т. е. V =  у[д,д,1). Вычислим теперь ускорение точки ш в новых коор­
динатах, представив его предварительно в эквивалентном виде:

ш =
ё?г (к )

сИ
(1‘и дг 1 <1 {  дг

м  V  Щ
4 дг 
А  дд¿¿2 сИ дг/дд (И дд дг/дд 

Продифференцировав (5) по д, получим

дг _  ду

т. е. выражение для преобразования первого члена в квa^^paтныx скоб­
ках. Для второго члена, учитывая (5), имеем цепочку равенств

£  дг(д{1)^ )  
<И

д^г
■д +

д 1̂
дд

дт . дт
[д 'д '^ '^т

ду
д~д-дд дд  ̂ ддд1

Используя два последних равенства, придем к окончательному вы- 
¡)ажению

1  _  а(г;2/2) '
(И

1
дддг/дд

подставив которое в (4), получим уравнение 

<1 д{ту^/2 ) д{ту^/2)

дд

(И дд дд (6)

П (6) величина Р{д, д, I) — сила, стоящая в правой части уравнения (4), 
ао записанная в новых координатах, зависимость ее от аргументов д, д, 
I, 11 общем случае не такая, как от г, г, Ь. Уравнение (6) — простейшее 
у|>;шнение движения в форме Лагранжа. В его левой части под знаками 
ди(1)ференцирования стоит, очевидно, кинетическая энергия точки, а в 
мр;шой — действующая на нее сила, умноженная на величину дг/дд, 
хл,ра;кт(!ризующую связь между старыми и новыми координатами.

При трехмерном движении точки вместо координат ж, у, г  необхо­
димо ввести три новые координаты ¿71, д-2, дг- Повторим рассуждения, 
м|)(У11иествовавшие выводу (6), но возьмем в качестве и, ш, Р  пооче-
1И'Д1Ю V,,, Уу, У -̂, Шх, Шу,  Ш г; Р х ,  Р у ,  Р^ соответственно проекции
|'коро(;]'и, ускорения и силы. Рассмотрим поочередно их как функции



аргументов ql,ql, Ц 42,^2, Ц qз,q^,tш подставим полученные выраже­
ния в записанные покоординатно уравнения Ньютона тйЬх/ёЬ = 
тйЬу/Л =  Ру, =  Р^.

В результате придем уже к трем уравнениям, аналогичным (6). 
Например, первое из них имеет вид

=  р ^  ^  +  Р ГЛ
(И д<11 ддг ® дql " дql дql '

где Т  =  гп {VI +  Уу +  у^)/2 — кинетическая энергия точки.
Из этих примеров ясна процедура для общего случая движения 

N  точек, положение каждой из которых определяется тремя коорди­
натами ж,:(4), Уiit), Zi{t}, { =  1 , . . .  ,М  (выкладки вполне схожи с теми, 
что использовались при поду*чу1ии (6), (7), и не приводятся ввиду их 
громоздкости). Переход к новым координатам задается произвольным 
преобразованием

Хг =  Хг{д1 , . . .,qn;t),

Уi^Уi{ql,^■■,qn;t), (8)

гг =  Zi{ql,...,qn:t),

где г =  1,... ,М, п =■ ЗА̂ . В (8) величины qj, 1 ^ j  ^ ЗЛТ, — так на­
зываемые обобь^енные координаты. Их общее число, как и в старой 
системе отсчета, естественно, равно ЗЛ". При переходе к координатам 
qj любая старая координата может зависеть, вообш;е говоря, от всб)х 
новых (как, например, в случае перехода от декартовых координат ж, 
у, г  к сферическим координатам р, ф). Поэтому в правых частях 
формул (8) предусмотрена зависимость от всех величин qj.

После подсчета «проекций» (точнее, компонент) всех векторов щ,
Шг, Рг, г =  1 , . . . ,  iV, в:а все новые «координатные оси» д!, подстановки 
полученных выраженией в покоординатные уравнения (1 ) и их сумми­
рования по индексу г при фиксированьюм значении j  приходим к общим 
уравнениям Лагранжа

д. дТ  дТ  ^

В (9), как и при Л'' =  1, величина Г  — кинетическая энергия системы

N  2 Л' -

¿=1 ¿=1 

записанная в координатах . Величины

= а»)
можно понимать как выраженные в координатах «проекции» сил Р̂  
на оси qj —  обобщенные силы (функции \дf^/дqj\ —  коэффициенты

7 А . А . Самарский, А . П. Михайлов



Ламе: через А ■ В  обозначено скалярное произведение векторов А и 
/7). В указанно11 трактовке уравнения (9) представляют собой запись 
м'.1'орого закона Ньютона (1) в «проекциях» на оси

Они заметно упрощаются в случае, когда все силы потенциальны, 
•г. е. существует функция Щ х г, ... ,хм;У1 , ■ ■ ■ ,Ум', г г , . . . ,  такая,
что

„  ^  сш „  ди  „  _  зп
дx^' ду г ’ дzi^

Подставим эти вырагкения в (10) и получим

ф _  _  'А  / ОТ ^  Ш ; %  Ш  Г̂£~
 ̂ ^  ^  %  %  дzi %

Заменяя в последнем: равенстве в функции II старые аргум:енты на 
новые, приходим к выводу, что его правая часть представляет собой 
частную производную некоторой функции V {д, ¿), называемой потен­
циалом, по аргументу т. е.

я. _
 ̂ '

Другими словами, если исходные силы потенциальны, то и обоб­
щенные сипы потенциальны, и уравн:ения (9) приобретают вид

<1 81 дь  ̂ ^
_  = 0, 1̂ =  1 , . . . , гг, (1 1 )

Ь =  Т -  V. (12)

При получении (11), (12) учтено, что функция У{д,1) не зависит от 
д, и поэтому дЬ/дд) -- дТ/дд^. В уравнениях Лагранжа (11) величина 
Ь — разность кинетической и потенциальной энергий системы, вы­
раженных в новых координатах. Ее называют функцией Лагранжа, 
лагранжианом или кинетическим потенциалом системы.

Уравнения (9), (11), полученные из уравнений Ньютона (1), кова- 
риантны, как следует из их вида, относительно произвольного преоб- 
1)азования (8) исходной системы отсчета, а входящие в них функции 
имеют ясный механический смысл. Для их написания применитель­
но к конкретной системе необходимо выполнить следующие действия: 
выбрать независимые координаты д1 , ..., д„; найти обобщенные силы
( 10) как функции новых координат (если силы потешдаальны, то этого 
д(-1лать не нужно); выразить в новых координатах кинетическую энер- 
]'ию Т  и потешдиальную энергию П и найти лагранжиан (12) (в случае 
иотенциальпых сил); подставить полученные выражения в (9), (11)- 

Эта стандартная процедура называется лагранже&ым формализ- 
.ш)м. После ее реализации получается система из ЗМ дифференциаль­
ных уравнений второго порядка для координат дг,.. .,дп, всегда раз­
решимая относительно их вторых производных:

3 =  1 ,2 ,. . . ,п. (13)



При известных начальных значениях qj{0), qjiO), j  =  
уравнения (13) дают возможность описать движение системы в лю­
бой момент |( > О, т. е. решить основную задачу механики.

Преимущества лагранжева подхода заключаются в его единооб­
разии (ковариантность), в получении относительно простого матема­
тического описания движения очень сложных механических устройств 
(например, робототехнических) в произвольных системах отсчета (в 
том числе, как видно из (8), и в неинерциальных системах без введе­
ния дополнительных сил инерщш). Заметим, что уравнения (1) также 
могут быть выписаны в виде, ковариантном по отношению к преоб­
разованиям (8).- Однако они не разрешаются относительно старших 
производных и содержат гс)|)ая|ю больше (по сравнению с уравнением 
(9)) функций от новых координат, не имеющих к тому же простого 
механического смысла.

Еще одно преимущество описанного формализма проявляется при 
изучении систем с механическими связями (во всех предыдущих рас­
суждениях для упрощения рассматривались свободные системы). Свя­
зи накладывают на движение точек системы определенные ограниче­
ния, вызванные присутствием материальных объектов, непосредствен­
но в нее не входящих. Примерами служат связи из-за наличия жесткой 
поверхности, ограничивающей движение катящегося по ней шарика, 
или невесомого жесткого стержня, соединяющего две точечные массы, 
и т. п.

Связи задаются набором К  соотношений вида =  О, О ^
^ А: ^ й" ^ ЗМ, которым должно удовлетворять решение уравнений 
Пьютона (1). Сами же уравнения (1) в этом случае модифицируются, 
в их правых частях следует (при некоторых предположениях о ха­
рактере связей) подставить вместо величину Сила Н, — 
вычисляемая из тех или иных соображений реакция связей. Поэтому 
при подходе Пьютона описание несвободных систем по сравнению со 
свободными может заметно усложниться.

При подходе Лагранжа реакции связей для очень широкого клас­
са функций /к{гг,г,1) учитываются автоматически, в результате чего
обобщенные сипы (10) не содержат в себе величин Д: (сама процедура 
получения уравнений Лагранжа полностью аналогична случаю сво­
бодных систем). Более того, число уравнений Лагранжа равно коли­
честву так называемых степеней свободы I =  ЗМ — К  и может быть 
значительно меньше, чем для системы без связей. Число новых неза­
висимых координат естественно, также равно ЗН — К.

Итак, уравнения Лагранжа выводятся из уравнений Ньютона, и 
наоборот (упр. 2). Таким образом, лагранжев подход, как и подход 
Ньютона, может быть положен в основу механики.

3. Вариационный принцип Гамильтона. В качестве фунда­
мента механики могут рассматриваться не только дифференциальные 
уравнения (1), (9) или (11), связьгаающие механические параметры в 
данный момент времени I, но также некоторые общие свойства, ха­
рактеризующие движение механической системы в целом, на любом 
произвольном отрезке времени от ¿о ДО 1х. Убедимся в этом, анализи- 

7*



100 ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ, ИЕРАРХИИ МОДЕЛЕЙ [ГЛ. Ш 

|)уя исличину

Я  =  !  (14)

to

называемую действием по Гамильтону на отрезке [¿0,^1]- Очевидно, 
что (14) является функционалом, зависящим от того, как движется 
система в моменты ¿о ^  ̂^ ^ .

Возьмем в (п +  1)-мерном пространстве д, 1 две точки Мо(д(*о), ¿о) 
и М\{д{Ь1 ) , 11 ), зафиксировав тем самым моменты Ьр, Ьг и положе­

ние системы в эти моменты («скорос­
ти» д в моменты ¿1 не фиксиру­
ются). Из точки Мо в точку М\ сис­
тема может попасть, двигаясь в про­
странстве д, ■£, вообще говоря, по лю­
бым кинематически возможным тра­
екториям («путям»), т. е. по путям, 
допускаемым существующими связ.я- 

 ̂52 ми (см. рис. 37 для случая простран­
ства 1̂ , д2, ¿). Пусть среди этих пу­
тей имеется так называемый прямой 
путь (сплошная линия). На нем функ- 

Рис. 37 ции gj{t), '̂ =  1,...,п, в любой мо­
мент времени подчиняются уравнени­

ям Лагранжа (11). Остальные пути называются окольными (штрихо­
вые линии).

Принцип Гамильтона формулируется так: действие Q имеет на 
прямом пути экстремальное по сравнению с окольными путями значе­
ние.

Охарактеризуем все возможные пути однопараметрическим се­
мейством функций

д ^ ~ д ^ { 1 , а ) ,  ¿о ^  ^  |а| ^ /3 <  оо, 7 =  1 , . . . ,п ,

|'де значению а =  О отвечает прямой путь, а значениям афО  — околь­
ные пути. Тогда действие (14), очевидно, является функцией парамет- 
[)а а:

Q{a) =  У Цд^Ц,а),щ{1,а)Л](И.

¿0

Вариация Q при варьировании параметра а есть

*1 *1

to <0

■г. (!. равна сумме приращений, вызванных вариацией координат 
Л(//(/-, а) и скоростей



Проинтегрировав по частям второй член в правой части (15), по­
лучаем

¿1

j= í

или, используя перестановочность операций варьирования по а и диф­
ференцирования по и

Л
приходим к равенству

д ё с1
=  --— -  о,-(г, а) оа — — 

да  ̂ <11
д

да
д {̂1 ,а) 6а

60 л (16)

По построению вариации 6д^{а) равны нулю в моменты ¿о, т. е. 
равен нулю первый член в правой части (16). Для прямого пути по 
определению справедливы уравнения Лагранжа (11), поэтому равен 
нулю также и второй член.

Таким образом, на прямом пути =  0. В этом состоит математи­
ческое выражение принципа Гамильтона. Его еще называют принци­
пом наименьшего действия, поскольку действие вдоль прямого пути, 
как можно показать при некоторых дополнительных предположени­
ях, имеет наименьшее в сравнении с окольными путями значение. 
Для более общих механических систем (не подчиняющихся уравне­
ниям (11)) схожее утверждение называется принципом Гамильтона— 
Остроградского.

Напомним, что в терминах вариационного исчисления уравнения
(11) называются дифференциальными уравнениями Эйлера для вариа­
ционной задачи

прямой путь — экстремалью, а отвечающее ему число <5 (о =  0) — 
стационарным значением функционала д .

Нетрудно убедиться в справедливости утверждения, обратного 
принципу Гамильтон:а: если для некоторого пути выполняется свой­
ство 6( )  =  О, то этот путь является прямым (упр. 3). Поэтому все три 
рассмотренных выше подхода равноправны и могут быть положены в 
основу математического описания механических систем.

4. Законы сохранения и свойства пространства-времени. 
Анализ интегральных механических характеристик не сводится к фор­
мулировке принципа Гамильтона и различных его обобщений. Он поз­
воляет установить и другие фундаментальные свойства механических



систем. Продемонстрируем некоторые из этих свойств в случае дви­
жений в потенциальных полях, когда как внендние, так и внутренние 
силы, действующие на точки системы, потенциальны. Для этого по­
надобится вычислить вариацию действия Q на более общем, нежели 
совокупность прямых и окольных путей из н. 3, семействе кривых в 
(п -Ь 1 )-мерном пространстве дх,...  ,qn,t.

Рассмотрим это однопараметрическое семейство

дх =  дх {t, а), =  qn{t, а), (17)

где а — параметр, однозначно определяющий кривую, в частности ее 
«нижний» и «верхний» концы в пространстве д, t (рис. 38). На пучок
(17) не накладывается каких-либо ограничений, поэтому кривые мо­

гут «начинаться» и «кончаться» в 
разные моменты времени to{a) и 
1х(а), пересекаться между собой, 
разные кривые м:огут совпадать в 
н:аяапьные и конечные моменты и 
т. д. Вариация действия

*1(«)
бд =  6 !  Ь{д,д,Ь)1

и(а)

на пучке (17) находится с помо­
щью рассуждений, вполне анало­
гичных тем, что использовались 

при получении (16), однако соответствующие выкладки гораздо слож­
нее, так как начальное и конечное положения кривых семейства в 
пространстве д, í зависят от параметра а. Поэтому приведем только 
конечный результат: общая формула для 6Q в случае однопараметри­
ческого пучка (17) имеет вид

/

*1(а) ¿1(0)
Г дь

]  ^ \ М д д ^
1о(а) to{a)

Смысл функций pj и я  будет разъяснен ниже.
Очевидно, что если начала и концы всех кривых пучка совпадают, 

то Sgj =  О, и из (18) сразу следует (16), или принцип Гамильтона.
Функции pj и функция Н  называются соответственно обобщен­

ными импульсами и гамильтонианом системы. Величины вводятся 
как частные производные лагранжиана по скоростям д :̂

(19)

и в простейшем случае движения точки в декартовых координатах 
в стационарном потенциальном поле (функция П из п. 2 не зависит 
явно от времени) совпадают с проекциями количества движения на



ОСИ X, у, г. В силу не обсуждаемых здесь общих свойств лагранжиана 
соотношения (19) могут быть разрешены относительно обобщенньш 
скоростей:

т. е. существует взаимно однозначный переход от лагранжевых пере­
менных д, д, Ь к так называемым гамильтоновым переменным д, р, I. 
Функция Н  определяется равенством:

п

Н{д,р, Ь) =  -  Ц  (20)

где лагранжиан Ь  и обобщенные скорости выписаны в переменных д, 
р, 1. Гамильтониан играет важную роль при изучении потенциаль­
ных движений, в частности потому, что из уравнений Лагранжа (11) 
получаются уравнения движения в форме Гамильтона (канонические 
уравнения)

дН . дИ . ^

И наоборот (упр. 4). Функция Н  имеет ясный механический смысл: если 
преобразования исходной системы '(8) стационарны (явно не зависят от 
1), то в любой момент времени гамильтониан численно равен полной 
энергии системы, т. е.

Н =  Т  + П =  Е.

После этих пояснений установим связь законов сохранения в ме­
ханике со свойствами пространства и времени. Рассмотрим однопара­
метрическое преобразование системы отсчета д, í

з = 1 , . . . ,п ,  е = ф { д , 1 ,а) (22)

такое, что оно тождественно при а =  О и для него существует обратное 
преобразование.

Пусть лагранжиан заданной механической системы, движущей­
ся в потенциальном поле, инвариантен относительно преобразований
(22). Это значит, что новый лагранжиан Ь*{д*,д*,1*) не зависит от а 
и как функция д*,д*, имеет тот же вид, что и исходный лагранжиан 
в переменных д, д, I. Тогда существует функция от р, д, I

=  «  

не меняющая на прямых путях своего значения с течением времени 
(первый интеграл движения). В (23) р̂ -, Я  — соответственно обобщен­
ные импульсы (19) и гам;ильтониан (20), записанные в переменных р, 
д, 1 .

Схема доказательства сформулированного утверждения (теорема 
Нётер) выглядит так. В пространстве д, 1 выбирается кривая д{Ь), на 
которой 5Q =  О, т. е. отвечающая части некоторого прямого пути на



отрезке В соответствии с (22) эта кривая «порождает» в про­
странстве д*, Г  семейство кривых q*{t*,a). На них, в силу инвариант­
ности лагранж;иана, вариация действия равна нулю при всех значениях 
(У, или, по формуле (18), примененной для пространства д*, 4*,

/

6Q =
?==i /

d дЬ*' дЬ*

tl{a) V
дд* дд*

Sg* dt* =  0. (24)

Если в (24) положить а =  О, т. е. взять тождественное преобразова­
ние, то подынтегральное выражение обращается в нуль, так как в 
координатах д, I кривая q{t) — прямой путь, и на нем удовлетворяют­
ся уравнения Лагранжа (11) для Ь — Ь*. Значит, необходимо, чтобы 
выполнялось

\i=l
=  0 .

а=0

Отсюда с учетом свойств преобразования (22) нетрудно вычислить 
Sgj и 6t* и, устремив а к нулю, получить формулу (23). Поскольку 
прямой путь и точки to, ti были выбраны произвольно, то утверждение 
теоремы справедливо для любого прямого пути (для всех истинных 
движений) системы.

Из теоремы Нётер следует закон сохранения полной механичес­
кой энергии для систем, лагранжиан (так же как и гамильтониан) 
которых явно не зависит от времени, или консервативных систем. 
Действительно, взяв в качестве (22) сдвиг по времени

j  =  t* =  t +  a,

легко убедиться в инвариантности лагранжиана и из (23) получить 

-ф — Н Т  +  И =  const.

Аналогичным образом устанавливаются закон сохранения количест­
ва движения для замкнутой (не испытьшающей действия внешних 
сил) системы (упр. 5) и ряд других законов механики. При рассмотре­
нии движений не на одном прямом пути, а на некоторых выделенных 
множествах прямых путей получаются более общие первые интегралы 
м(;ханических систем — интегральные инварианты. Некоторые из них 
могут быть положены, как и принцип Гамильтона, в основу механики.

Глубокая связь уравнений движения, законов сохранения, вариа­
ционных принципов и свойств симметрии позволяет эквивалентным 
о()разом использовать разнообразные подходы для построения матема­
тических моделей механических систем. Заметим, что инвариантные



свойства объектов эффективно применяются не только для построе­
ния, но и для анализа (см., например, гл. V) моделей многих явлений.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Покажите, что уравнения (3) описывают движение шариков с массами m i, 
m 2, соединенных невесомой пружиной с жесткостью к {I —  длина ненагружен- 
ной пружины, Г1 (4) ^  гг(<)). Проверьте инвариантность уравнений при переходе 
от одной инерщ!альной системы к другой.

2. Взяв в  качестве (8) тождественное преобразование исходной системы от­
счета, убедитесь в том, что ¡из уравнений (9) получается покоординатная форма 
записи уравнений ( 1 ).

3. Проверьте, используя равеЛт^о (16), что для пути, вдоль которого SQ =  О, 
удовлетворяются уравнения Лагртнжа ( 1 1 ).

4. Установите эквивалентность уравнений Гамильтона (21) и Лагранжа (11) 
на примере движения одной материальной точки в стационарном потенциальном 
поле, рассматривая его в декартовых координатах х, у, z.

5. В отсутствие внешних сип потенциальная энергия системы, а значит, и 
функция Лагранжа не меняются при сдвиге начала координат. Взяв в качестве (22) 
преобразов;шие декартовых координат х* =  Xi +  а, у* =  yi, z* — Zi (г =  1 , . . . ,  N ) ,

t* — t, убедитесь в том, что (23) имеет вид ф =; — const, т. е. что для
такой системы справедлив закон сохранения количества движения в проекции на 
ось X.

§ 2. Модели некоторых механических систем

Уравнения Лагранжа и принцип Гамильтона применим для описа­
ния различных типов движения маятника и малых колебаний струны, 
а также колебаний электрического тока в контуре, для чего используем 
электромеханическую аналогию. Обсудим некоторые свойства изучае­
мых процессов.

1. Маятник на свободной подвеске. Система состоит из двух 
точечных масс, тг и та, соединенных: невесомым жестким стержнем 
длины I (рис. 39). Движение происходит в поле силы тяжести и счи­
тается плоским, т. е. рассматривает­
ся в системе отсчета х ,  у, t. Точка с 
массой (подвеска) не закреплена, 
а может перемещаться вдоль оси х  
(ср. с п. 3 § 3 гл. I).

Для описания плоского движе­
ния двух точек в исходной систе­
ме отсчета необходимо, вообще го­
воря, найти из уравнений (1) § 1 че­
тыре функции време:ни, a;l(í), г/l(í),
X2{t), 2/2(<̂ )) т. е. декартовы коорди­
наты первой и второй точек. Однако 
изучаемая система несвободна, по­
скольку содержит две механические 
связи (п.!2 § 1). Одна из них описывается уравнением ^1=0  (подвеска 
не может совершать вертикальных перемещений), а вторая — урав­
нением (ж1 — Х2)'̂  У2 =  1'̂  (расстояние между точками при любом I

i  ̂AJ й.I >
^2,V2

г rn2g

Рис. 39



|ттю длине стержня). Поэтому при переходе к уравнениям Лагран­
жа достаточно выбрать (по числу степеней свободы) лишь две новые 
нонависимые координаты. Возьмем в качестве обобш,енных координат 
lu!Jшчины дгЦ) =  Xl{t) и дг(<) =  «(¿ ), где а — угол между вертикалью 
и осью стержня. Такой выбор соответствует преобразованию (8) § 1 
нида

Х2 ^ д 1 + 1 в.тд2 , у2 =  - 1 созд2.
Выразим сначала кинетическую энергию системы Т  =  Тх +  Т2 в 

координатах дх, д2- Для подвески имеем

^  тхУ^ ^  гпху1  ̂ ^  тхх1 
 ̂ 2 2 2 ■

Лля маятника получаем

гп •ГП2у1 Ш2 , .2 . „2 ч
^2 -  —^  -  -у- (г̂ 2* +  '̂ 2у)-

с  помощью равенств У2х =  ¿1 +  /а сов а, У2у -- 1аата, первое из кото­
рых учитывает составное движение массы т г  вдоль оси х как сумму 
движений вместе с подвеской и относительно нее, запишем величину 
Т2 как функцию хх, а:

Т’з =  ^  {21ахх со8 а +
¿л л

Рассмотрим теперь силы, действующие на точки т\, шг. Сила тя­
жести и вертикальная проекция К\у реакции стержня Их, приложен­
ные к подвеске, уравновешиваются реакцией опоры, и поэтому верти­
кальная равнодействующая сила равна нулю. Сила Тхх представляет 
собой, очевидно, горизонтальную проекцию реакции стержня (связи) 
Нхх- При лагранжевом подходе силы реакции стержня на движение 
как подвески, так и маятника, т. е. силы Кх ж К 2, учитывать нет не­
обходимости (конкретный пример содержится в п. 2). Поэтому из всех 
действующих сил достаточно принять во внимание только силу тяжес­
ти Т 2, действующую на маятник. Для ее проекций имеем равенства

дИ
^ 2х =  О, Т 2у =  -ГП2д =  -Ш 2 ^  ,

где Щу2 ) =  'Щ29У2 — потенциальная энергия маятника. В координатах 
дх, д2 П(;у2) выражается формулой

^ (92) =  —7712/5 С08 а.
Так как изучаемое движение потенциально, то следует воспользо­

ваться уравнениями Лагранжа (11) § 1, где =  1,2, г =  1,2, и

Ь =  Т ~ У  = Т х + Т 2 - У ,  
или, в развернутом виде,

т х+ гп 2 .-у 'т2 1 ,,.-у . ч ,
Ь  = ------ ------- X I - I— ^ ( ¿ а  +  ¿ххасоза) +  т21дсо8а. ( 1 )



Из (1) дифференцированием по q\, qi, q̂ , q2 (напомним, что qi =  xj, 
q2 =  a) получаем

вЬ  ̂ dL ,
- r —  =  0 .  — -  =  ( m i - b m a j x i  +  T O 2 Í Q ! C O s a ,
dqi dqi

dL , . , dL .
- — =  -^m2t sincc (жха +  g), =  m2Í (la +  xi cosa).
092 Oq2

Подставляя полученные выражения в уравнения Лагранжа и произво­
дя дифференцирование по t, пда^одим к двум уравнениям относитель­
но X i ,  а: *

{гпх +  т г )  Xi +  шг/cosa • а — тг? sina ■ á ,̂
(2)

cos а Si -h /а =  —íísina,

представляющим собой модель изучаемой системы. В соответствии с 
общими свойствами лагранжева формализма уравнения (2) разреши­
мы относительно Ж1 , а и при известных значениях начальных обобщен­
ных координат и обобщенных скоростей позволяют найти координаты 
и скорости точек в любой момент времени.

Нелинейная система четвертого порядка (2) легко сводится к урав­
нению второго порядка, например исключением из нее величины хх:

I (mi -I- т,2 sin̂  а ) а =  -  sin а [тг^ cos а ■ +  (гпх +  т г )  д]. (3)

Этот результат — следствие инвариантности лагранжиана (1) от­
носительно двух однопараметрических семейств преобразований. Пер­
вое из них дается формулой х\ =  хх+  (3 {L не меняется при сдвиге коор­
динаты Ж1 ), а второе — формулой а* = а  +т. sign /3 2тг, где m =  1,2,...; 
/9 — параметр преобразования {L не меняется при повороте системы 
координат на угол, кратный 2тг). Согласно теореме Нётер (п. 4 § 1) 
у системы имеются два первых интеграла, определяемые по формуле
(23) § 1, и поэтому ее порядок может быть понижен на две единицы. 
Еще один интеграл системы очевиден: лагранжиан (1) не зависит явно 
от времени (консервативность), и сохраняется ее полная энергия Н  =  
=  Т  +  V . Это свойство обеспечивает возможность понижения порядка 
системы (2) еще на одну единицу и сведения (3) к уравнению первого 
порядка (упр. 1).

Данный пример хорошо иллюстрирует различие между лагран- 
жевым и ньютоновым подходами к описанию движения механических 
систем. Уравнения Ньютона для подвески и маятника в координатной 
форме выглядят так:

тххх  =  Rx {Х2 -  хх)11,

Ш2Х2 =  - R x  [Х2 -  X i ) / l ,  (4)

Ш2У2 =  - R 2V2/1 -  ГП2д,



Действие по Гамильтону вычисляется по формуле 
tl *1 

Ь(Ц -= I ~ у ро
Ь1 С1 дг

Q{У,У,t) =  |  L d t = : | ~ Y l

¿0 to

%
\

2 / 
-Р Ь

ду
дх /

Дя;cгí, (13)

1'де ¿1 — два произвольных момента времени, в которые система 
им(-;ет координаты «/¿(¿о), Перейти из состояния с «/¿(¿о) в со
стояние с Уг{Ь) можно, вообще говоря, многими пут х̂ми. Принцип Га­
мильтона вьщеляет из этого множества «истинный» прямой путь, для 
которогойариация действия равна нулю. Вычислим с помощью (13) 
париацию SQ, придавая вариацию координатам и ёуг — скоростям 
¿-X точек:

SQ

*1

¿0

Ldt =

'к N

с?* V ду д х )
■Зу (14)

Первый член в правой части (14) возникает в результате варьиро­
вания скорости у г, а второй — при варьировании координаты у г. Для 
преобразования первого члена проинтегрируем его по частям, исполь­
зуя перестановочность операций варьирования и дифференцирования 
по t, и, принимая во внимание, что ¿у(¿о) — Зу{1х) =  О, получим

N  г „   ̂ ч Н м

1 /V
дЬ

Axdt

*0

д^у

/ г
буг Ax¡dt.

Второй Член с учетом равенства ду =  Ухдх переписывается в виде
*1 ЛГ

=/5 *А
ду

д^у
д ^

5уг Ах д-Ь.

После подстановки этих выражений в (14) получим

*1 Л '

д^у

Перейдем от дискретной системы «материальных точек», которой 
1юрвоначально была заменена струна, к сплошной среде. Для этого в 
последнем равенстве устремим N  ->■ оо, заменим Дж яа dx и опустим 
индекс г:

и I

■1 К :»а-в'ч
дt^ дх^

5у dx dt.

(о о



11(1 ВАРИАЦИОННЫ Е ПРИНЦИПЫ, И ЕРАРХИ И  МОДЕЛЕЙ [ГЛ. П1 

IÎI иразим компоненты действующих сил в координатах qx =  X i ,q2 =  а:

— Pix  + -Kia; =  — -\-Rix =  —¡J-iXi +ñsm o;,

^ 2 x  =  F 2 x + R 2 x  =  ~ I ^ 2 V 2 x  +  ^ 2 x  -  ( ¿ 1  +  t ó  COS a )  -  ñ s i n a ,

Ĵ 2y =  F2y +  R 2y -  mg =  - ¡ n v 2y +  R 2y -  гп2д =

=  —¡j,2là sin a +  R  COS a  — тог <?,

где R  —  величина сипы реакции стержня. Подставляя их в (5), полу­
чим

$1 =  -  (/til +  М2) cos а,
(б)

#2 =  î2lxi cosa — jjb2p à  — m 2glwicx.

В соответствии с общим свойством лагранжева формализма ре­
акции связей, как видно из (6), не вошли в окончательное выражение 
для Ф1 , Фг- Кинетическая энергия системы Т  найдена в п. 1;

mi-\-m2 .0 ГП21 , , .2  . N F  = -----------х\ Н— {la +  2;cia cos а).
Zi Á

Вычисляя аналогично п. 1 производные dT/d<]i,2 и dT/dqi^ и диф­
ференцируя по t, придем к уравнениям Лагранжа применительно к 
рассматриваемой системе

(гП] +  m 2) Xi +  тг1 cosa • а  =  sin а • а^ -I- # i,
(7)

m2/cos а  ■ xi -t- m2/ О! =  $ 2-

Как и для потенциального движения, нелинейная система четвер­
того порядка (7) разрешается относительно старших производных, и 
при заданных начальных значениях a;i(0), ¿ i(0 ), а(0), á(0) из нее опре­
деляются положения и скорости масс m i, m2 в любой момент времени.

Однако, в отличие от системы (2), у изучаемого движения нет 
трех первых интегралов (теорема Нётер справедлива для потенциаль­
ных движений), и ее порядок может быть понижен лишь на единицу 
(упр. 3). Еще одно отличие ЗЕжлючается в виде балансного энергети­
ческого соотношения

£ (0 ) - £ ; ( í ) + A ( í ), (8)

где Е(0) —  полная начальная энергия системы, E{t )  =  T {t )  H- V { i )  —  
текущая полная энергия, A{t) —  работа сил трения, произведенная 
к моменту t. Механический смысл (8) состоит в том, что величина 
утраченной (диссипированной) энергии системы равна работе, совер­
шенной над нею непотенциальными сипами трения.

Получим равенство (8) для простоты в случае /¿2=0 (трение ис­
пытывает лишь подвеска). Из (6) имеем

= - f i iX i ,  Ф2 = -Wa/ÿsina.



Подставим эти выражения в (7), умножим первое уравнение на ¿ i, 
второе — на а, сложим оба уравнения и придем к равенству

^1 ( (w i +  m2) ¿1 +  m2l cosa ■ á) +  á (m2Í¿i cosa +  m2¿^á) =

=  m2/sin a ■ á - x i  — m 2lgsina ■ á — (9)

Соотношение (9) совпадает с продифференцированным по времени ра­
венством (8), в котором полная энергия в момент t есть

mi-bm,2 .2 т.2/, , . 2 . ч
* \Ч — -----5-----"I— а cos а) — m 21д cos а,

¿i ¿I

а работа силы трения даетс% ̂ ^м улой

t t t * 2

A (t)  =  ~  J  F i d x i =  j  n iv i  dxi =  J  i i i ^ d x i  =  j  ni dt.

0 0 0  o

Таким образом, (9) эквивалентно равенству

/ t 

-£
dt

t

m  +  I ;

o

dx\
dt

2 N
dt = 0,

или, что то же самое, равенству (8). Так как

dE(t) fd x i
=  -H idt dt

^ 0 ,

то в сравнении с консервативной системой п. 1 полная энергия в данном 
случае не постоянна, а убывает со временем.

При малых колебаниях жестко закрепленного маятника из (7) по­
лучаем уравнение

.. l̂2 . д
а  = -- - - - - а  — V

Ш2 /

эквивалентное уравнению движения в вязкой среде шарика на пружин­
ке (п. 3 § 4 гл. I) и имеющее простое общее решение.

3. М алы е колебания струны . Применимость принципа Га­
мильтона не ограничивается системами материальных точек. Он рас­
пространяется на объекты, не являющиеся, строго говоря, совокупнос­
тями точечных масс. Примером служит упругая нить или струна —  
сплошная среда, которую, однако, можно рассматривать как множес­
тво примыкающих друг к другу материальных точек. Будем считать, 
что толщина струны много меньше ее длины I и что она имеет по­
стоянную линейную плотность ро. Натянутая с силой струна в со­
стоянии равновесия неподвижна и представляет собой прямую линию. 
При отклонении от равновесия, например, в результате удара, стру­



на изгибается, ее участки начинают двигаться (рис. 40). Колебания 
считаются плоскими и малыми —  их амплитуда значительно меньше 
дJшны струны:. Это предположение позволяет пренебречь продольны­
ми смещениями и скоростями участков струны, рассматривая только 
поперечное их движение.

Представим струну как совокупность N  материальных точек с 
равными массами m,; =  pol/N =  ßoAx, г =  1 , . . .  ,N .  Длина каждого 
участка Струны, содержащего массу т,;, равная А х  в положении равно­
весия и несильно, ввиду малости колебаний, изменяющаяся при откло­
нении от него, считается малой. Поэтому положение г-й «материальной 
точки» в любой момент времени можно охарактеризовать величинами 
Xi(t) (продольной координатой центра г-го отрезка) и yi(t) (попереч­
ным отклонением центра отрезка от положения равновесия). Введен-

Рис. 40

ные таким образом обобщенные (в данном случае —  декартовы) ко­
ординаты полностью описывают плоское движение рассматриваемой 
системы. В силу малости отклонений, как уже отмечалось, с1х1{1)/Л =  
=  « г з ;  =  О, Т .  е. координаты ж* не зависят от времени.

Составляющие струну «материальные точки» связаны между со­
бой и при N - ^ 00, А х  —> О образуют для любого момента времени в 
плоскости X, у некоторую кривую

(10)

В отличие от рассматривавшихся выше механичеческих связей, 
которые всегда считаются заданными, «связь» (10) неизвестна, и 
функция у{х, 1) подлежит определению. Если она найдена, то тем са­
мым известны координаты у1 = у {х г ,Ь ) ,1л поскольку координаты х  ̂ не 
меняются с течением времени, полностью известно движение системы.

Кинетическая энергия г-й массы определяется по формуле

1 ..2
\ dt /

Тг =  =  -ГПг
1 f  ду, 

^ V dt

При получении этой формулы использовано равенство dyi|dt =  дyi/дt, 
справедливое потому, что dxi/dt =  0. Полная кинетическая энергия



системы равна

Вычислим теперь силы, действующие на *-ю массу. По предполо­
жению о малых колебаниях =  0. Вертикальная компонента 
определяется как сумма вертикальных компонент силы натяжения 
струны на правом и левом концах г-го отрезка. Его удлинение при 
отклонении от положения равновесия мало, поэтому силу натяжения 
струны можно считать неизменной и равной Ро. Тогда вертикальные 
составляющие сил, приложенда1||; к правому и левому концам, соответ­
ственно равны

Т -  =  —Ро 8Ш а =  - ^0

.?■+ =  ^0  8Ш/3 =  ^0

%
дх

ду

Хг +
А х

Хг -

2

Ах^
дх  V“ " 2 /

(см. рис. 40; напомним, что сила натяжения направлена по касательной 
к струне). В итоге получаем

.Тгу =  ^ + +  .Р- =  Ро [у  ̂{х -  А х /2) -  (х +  Дж/2)],

или, учитывая мал9сть отрезка Ах,

^гу — —Ро {Ухх)г Ах.

Примем во внимание, что из (10) следует ду =  Ух- дх, и перепищем 
хюследнее выражение в виде

-  -^ 0  Аж
дх Ух

д 1
=  - Р о  А х \ у ^ -^ у ^  -  -  - Р о  А х

ду /г ду Ух

Отсюда сразу видно, что все силы , потенциальны,
причем потенциальная энергия г-й массы дается формулой

У ^ ^ \ р о {у ^ : ) ,А х ,  

а полная потенциальная энергия струны есть

N

(12)
г=1

Поскольку движение системы потенциально, то к нему приложим 
принцип Гамильтона, сформулированный в § 1. Из (11), (12) получаем 
лагранжиан

L{y,y,t)=T-V = lf2
■1- 1

Ро
\ д^,)

\ 2'

дх
• Ах.

дь
8 А . А . Самарский, А . П. Михайлов



образом,

t

xi =  - l a  — J  ga{t) dt,

или

V2a ~  j  oi{0) cos ujtdt.
0

В интересующий нас момент t =  7г/(2ш)

да{0)
* ’

x /(2w )

V2x(oi =  0) = —да{0) J  cosu)tdt =  -
ш

Это значение в w/wq раз меньше максимальной скорости маятника на 
жесткой подвеске —  запасенная вначале энергия частично переходит 
в кинетическую энергию подвески.

Если же mi -> 00 (очень массивная подвеска), то, естественно, как 
малые, так и конечные колебания системы совпадают с движением 
жестко закрепленного маятника.

2. Непотенциальные колебания. Учтем теперь действие сил 
трения на маятник и подвеску, считая их пропорциональными скорос­
тям:

Д  — f J - l V l , Д  =  — IJ’2 V 2 ,  H i  > 0 ,  fj,2 >  0.

Так как силы трения зависят от скоростей, то движение непотенциаль­
но, и следует использовать уравнения Лагранл<а (9) § 1 с обобщенными 
силами в правых частях. Выбирая, как и прежде, qi =  Xi, Q2 =  а, по­
лучаем из общей формулы (10) § 1

л . ^  9X1 ду1 , ^  9X2 , ^  ду2

" а Т х  ‘ ' W i '

л. _  -г- 9X1 9у1 _ ^  9X2 , ^  ду2

где T lx ,  ^ 1у, ^ 2у —  компоненты равнодействующих сил, при­
ложенных к массам mi, m2 (см. рис. 39). Приняв во внимание, что 
J îy =  О, и равенства dxi/dqi =  8x2/dqi =  1, dyi/dqi =  dxi/dq2 =  О, 
8x2/dq2 =  I cos 92, ду2/дд2 =  I sing2, упростим выражения для i>i, $ 2=

‘i*! =  T lx  + ^ 2x,

$ 2  =  ^ 2 x 1  COS q2 ^ 2 y l  s in  52-



Электромеханическая аналогия заключается в следующем. 06- 
общешюй координате отвечает заряд на обкладках конденсатора — 
1К!извсстная функция времени д =  д{1). Величина электрического то­
ка q{t) =  (1д{Ь)/(И =  i {t ) играет роль обобщенной скорости. Для пра- 
I (ИЛЬНОГО определения аналогов кинетической энергии (энергии движе­
ния) и потенциальной энергии (энергии конденсатора) будем руковод­
ствоваться следующими наводящими соображениями.. Энергия пере- 
м(!щающихся по проводнику зарядов (энергия тока) пропорциональна 
квадрату скорости V  их направленного движения. С другой стороны, 
заряд, проходящий через поперечное сечение 5  проводника в единицу 
времени (ток), равен г =  допЗь, где до, п —  величины элементарного 
заряда и объемной концентрации переносчиков тока соответственно. 
Следовательно, энергия движения частиц Г  ~  ~  т. е. пропорцио­
нальна квадрату тока =  г(^). Коэффициент пропорциональноАги 
(аналог массы) берется равным т. е.

Потенциальная энергия контура содержится в конденсаторе. Для 
его зарядки требуется затратить определенную работу ,ро разделению 
разноименных зарядов. Согласно закону Купона сила,'препятствую­
щая этому, как функция зарядов цг, 52 пропорциональна их произ­
ведению дхд2 (если дх =  д2 =  д, то сила пропорциональна д^). Таким 
образом, работа по разделению зарядов, т. е. потенциальная энергия 
системы У , пропорциональна квадрату «обобщенной координаты»:

где 1 /Со —  аналог коэффициента упругой силы в законе Гука (система
шарик— пружина), или величине \/д/1 в случае колебаний маятника.

Примем теперь во внимание, что действующие в контуре си­
лы имеют чисто электростатическое происхождение (сопротивлением 
проводников пренебрегается, т. е. «трение» отсутствует, как отсут­
ствуют и потери энергии на излучение электромагнитных волн). По 
;)акону Кулона эти силы определяются «обобщенной координатой» д 
и не зависят от д. В этом смысле силы «потенциальны», и вместе 
с ними «потенциальна» рассматриваемая система. Поэтому у нее су­
ществует «лагранжиан» Ь  =  Т  - V  и к  ней применим аналог принципа 
Гамильтона: для «истинного» пути системы вариация''«действия»

н

<5 =  I  Ь(И

to

равна нулю (здесь, как обычно, <о, ¿1 —  два произвольно взятых М1>  
мента времени). Пусть функция д(Ь, 0)^= ĝ {̂t) отвечгьет прямому п уда  
системы в промежутке to < t  < tx .  Вариация координаты q(t, а), а  7  ̂О, 
равна 6д — д{1,а) -  g^{t), где д{Ь,а) —  все возможные «траектории».



¿1 ti Í1 

j  L d t  =  S j   ̂ j  [L(g) -  L (g ")] dt.

имеющие одинаковые координаты дг(4о, а ), д(4х,а). Для вариации «дей­
ствия» имеем

<1 *1 . . *1

6Я

¿0 0̂ 0̂

Так как д =  -ь ёц, то подынтегральное выражение можно предста­
вить в виде

L { q )  — Ь { ( ^ )  =  Ь о  (д^)^  -I- 2д° бд -Ь —

-  ~  [(д°)2 +  2д° ¿д +  V ]  -  1о ( д У  +  ^  {д^)\
1̂ 0 ( 0̂

Отбросив в нем члены второго порядка малости, получим

*
¿<3 =  У  (^Lo f  6 q - ^ q ^  óq^ dt.

io

Интегрируя член 6д, где 6д =  d{Sq)/dt, по частям и учитывая, что 
б д Ы  =  6q{tl) =  О, придем к окончательному выражению для ¿<9

Ь  I  \
ÖQ =  J  \^Lof +  - ^ q ° j 5 q d t ^ 0 .

¿0

Из него для заряда q(t) (верхний индекс у опущен) следует уравне­
ние

1
Loq =

Со

описывающее колебания в электрическом контуре и полученное в § 5 
гл. I другим способом. Заметим, что полная энергия колебаний Н  =  
=  Т  +  V  сохраняется со временем, что согласуется с инвариантностью 
«лагранжиана» относительно сдвига по времени.

Рассмотренная аналогия применима также к электрическим це­
пям гораздо более сложной конфигурации, на ее основе строятся ма­
тематические модели протекающих в них процессов. Приведенный 
пример далеко не единственная иллюстрация широкой применимости 
принципа Гамильтона и других вариационных принципов. Они часто 
используются при построении математических моделей не только ме­
ханических или физических, но и многих химических, биологических 
и иных явлений.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Используя замену da/dt =  v, сведите уравнение (3) к виду dv/da =  f {v ,  а).
2. Переходом в уравнениях (4) к координатам Х2 =  x i  +  Isina, у-2 =  —¡coso  

получите уравнение (3).



3. в  систему (7) величина Х\ явным образом не входит. Покажите, используя 
!) го свойство, что (7) сводится к системе уравнений третьего порядка относительно 
функций X ( t )  =  dx ijd t ,  Y { t )  — da/dt, Z ( t )  =  a (i).

4. Умножьте обе части уравнения (15) на dy/dt и, интегрируя полученное 
рнпенство от i  =  О до i  >  О и от æ =  О до æ =  /, убедитесь в том, что H {t )  =  Я (0 ) 
для любых t >  0.

5. Получите решение уравнения (15), описывающее движения струны, для 
которых dy/dt — сду/дх.

§ 3. Уравнение Больцм ана и производные от  него

Построим иерархическую цепочку моделей, описывающих дина­
мику большого числа материальных частиц. Основой первоначальной 
модели будет служить кинетическое уравнение Больцмана для функ­
ции распределения. Из него по принципу «сверху вниз» путем после­
довательного введения упрощающих предположений получим модели 
для вязкого теплопроводного газа, уравнения Эйлера и уравнения акус­
тики.

1. Описание совокупности частиц с помощью функции 
распределения. В пространстве х, у, z находится «жидкость» или 
«га з » — большое число материальных частиц (молекул, атомов, элек­
тронов, ионов), свободно движущихся в промежутках между взаимны­
ми «столкновениями». Если известны координаты и скорости любой 
частицы как функции времени, то тем самым полностью известны ос­
новные характеристики рассматриваемого ансамбля. Они определяюся 
начальным состоянием каждой частицы, характером взаимодействия 
между ними (например, электроны и ионы притягиваются или оттал­
киваются по закону Кулона), а также действующими на них внешними 
силами.

Задавая в момент i — О положение и скорости частиц и зная все 
действующие на них силы, можно в принципе решить основную за­
дачу механики (§ 1) для рассматриваемой системы (имеется в виду, 
что они подчиняются законам: классической механики). Такой подход 
(применительно к обычному газу он называется молекулярной дина- 
м,икой) дает исчерпывающую инфор:мацию и занимает высшее место 
в иерархии математических описаний газа. Однако при достаточрю 
большом количестве частиц реализовать его практически невозмож­
но в том числе и потому, что их начальные положения и скорости 
никогда в точности не известны. Кроме того, как правило, нет необхо­
димости прослеживать поведение каждой частицы, поскольку интерес 
иродставляют лишь средние характеристики системы такие, как плот­
ность, скорость, температура и т. п.

Поэтому описание с помощью первопринципов, т. е. с применени- 
(!м второго закона Ньютона к каждой из частиц, используется только 
и спетщальных случаях. Переход к следующему звену в иерархии мо- 
д(!лей основан на отказе от изучения индивидуальной судьбы: частиц. 
Вводится статистическое вероятностное описание их ансамбля с по- 
мощью функции распределения f { f , v , t ) ,  где г, v —  радиус-вектор и 
(жорость соответственно. Функция f  за,висит от «координат» шес- 
гимсрного фазового пространства х, у, z, и*, Vy, Vz (пространства



состояний) и времени (ср. с функцией распределения фотонов в § 3 
гл. II). Величина

/(г, гГ, t) ¿г (О)

по определению равна числу частиц, находящихся в момент t (точнее, 
их срб;днему значению за короткий промежуток времени (Й) в элементе 
дгс1у фазового пространства, т. е. имеющих координаты в интервале 
от г до г  +  д г и  скорости в диапазоне от и до и +  (¿и. Элемент ¿г<1ь 
считается малым в сравнении с характерными размерами системы, 
но содержащим достаточно большое число частиц. Для простоты рас­
сматривается газ, состоящий из частиц одного сорта.

Через функцию распределения вычисляются средние величины, 
характеризующие состоянцр газа в пространстве и во времени. На­
пример, очевидно, что вы¡íaжSниe

г { r , t )  =  J  ¡ { г ,  V,  г )  ( IV,

где интегрирование ведется по всем ско1>остям, есть не что иное, как 
число частиц, находящихся в единице физического объема с координа­
той г в момент времени

В общем случае средние величины находятся следующим образом. 
Пусть Ф(и) — произвольная функция от скорости частицы (кинетичес­
кая энергия, скорость и т. д.). Обозначим через усредненную за 
время Л  сумму значений функции Ф по всем частицам, находящимся 
в элементарном физическом объеме (1г. Тогда среднее, т. е. приходя­
щееся на одну частицу, значение Ф получается делением Ф на число 
частиц в объеме о(г, которое равно п ёг:

У"ф (г;)

п (1г

С другой стороны, число частиц в элементарном фазовом объеме 
(1г(1у равно / (1г(Ш, и каждая из них вносит в ^  Ф вклад, равный Ф(и), 
а их общий элементарный вклад равен Ф/йг^гГ. Учтем теперь, что 
частицы, находящиеся в физическом объеме йг, могут иметь любые 
скорости V.  Поэтому для получения их полного вклада необходимо 
просуммировать элементарные вклады по всем скоростям:

Ф('у) -

Сравнивая две последние формулы, получим для среднего значе­
ния Ф

[  Ф/ду [  Ф/аит  = т



'Гакова связь любой средней функции, характеризующей газ, с функ­
цией распределения. Например, если Ф(и) =  V,  то для скорости газа 
имеем

п

Аналогично, по известной функции распределения можно вычислить 
как функции г и 4 и другие макроскопические величины, описывающие 
состояние газа.

2. Уравнение Больцм ана д ля  функции распределения. Да­
дим нестрогий вывод этого уравнения, основываясь на следующих 
предположениях:

1) время столкновения (непосредственного эффективного силового 
взаимодействия) частиц много меньше времени, проходящего между их 
столкновениями;

2) влиянием внешних сил, действующих на частицы (гравитаци­
онных, электрических и т. д.), можно пренебречь;

3) частицы не расщепляются и не объединяются.
Рассмотрим частицы, находящиеся в момент Ь в фазовом объеме
(имеющие координаты и скорости в диапазонах от г до г  +  dfvL от

V до у-\- ёИ соответственно). Пусть столкновения между ними отсут­
ствуют. Тогда к моменту t* =  t +  dt скорости частиц не изменяются, 
а их координаты получат приращения, соответствующие начальным 
скоростям:

V* =  V, г *  — f + v d t ,

где, напомним, величины V и г лежат в указанных выше диапазонах. 
Вычислим фазовый объем частиц d f*d v*  в момент 1*. Из последних 
двух равенств имеем

dv
d v*  =  dv, d r*  =  d f +  d vd t =  ё г +  - -  {dt)^ -I-. . . ,

dt

т. е. dfdv — d f*dv* ,  и фазовый объем частиц сохраняется с точнос­
тью до членов порядка (Л)2. При этом число частиц f { f , v , t )d fd v ,  
находившихся в объеме dfdv, равно их числу f { r * , v * , t * )d r * d v *  в 
объеме df* dv*. Другими словами, в отсутствие столкновений / =  /*, 
т. е. функция распределения не меняется со временем, частицы лишь 
сменяют фазовый объем (в данном случае только свои координаты).

Учтем теперь возможность столкновений, введя понятие интег­
рала столкновений S { f ) .  По своему смыслу величина S { f )d fd v d t  —  
разность между числом частиц, вышедших благодаря столкновениям 
за время dt из объема dfdv (и не попавших в объем df* dv*), и числом 
частиц, попавших из-за столкновений за время dt в объем ёг* dv* (и 
не находившихся в первоначальном объеме dfdv). Тогда уравнение ба­
ланса (сохранения) числа частиц за время dt при переходе от объема 
dfdv к объему df* dv* записывается следующим образом:

f{ f* ,v * , t* )d f '’ dv* -  dfdv =  -5(/) dfdvdt.



Очевидно, что (в отличие от процесса без столкновений) при учете 
столкновений, вообще говоря, / ^

Разложим левую часть уравнения баланса в ряд Тейлора, опускм 
члены порядка («¿¿)  ̂ и вьппе:

/(г, V, t) (1г* сШ* +  ^  ёг*  (1ь* ¿1 +  йг* йь* (И -Ь
01 д г  0,1

+  ^  ^ аг* (1у* < И , — /(г,г/,t) йгйИ =  - 5 (/ )  (¿г йийЬ. 
дг) са

В полученном равенстве йг/Л =  0ят(1у/(И =  Р ,  где Р  —  внещняя 
сила, которая по предпо^ом5|рнию равна нулю, т  —  масса частицы. 
Выберем промежуток c?í настолько малым, что за время от ¡5 до =  
=  t +  dt частицы не сталкиваются. Тогда фазовый объем сохраняется, 
и агёу =  й?г* ап*. Поделив обе части равенства на с?г йиа1 и устремив 
cíí к нулю, придем к уравнению Больцмана

| + » | + а д = о ,  (2)

которое является следующей по сложности моделью (после моделей, 
получаемых из первопринципов) в иерархии математических описаний 
газа. Оно представляет собой нелинейное интегро-дифференциальное 
уравнение. Его конкретная запись зависит от характера столкновений 
частиц, т. е. от вида функции .?(/). Заметим, что (2) легко обобщается 
на газ, состояящй из частиц разного сорта, и на случай, когда внещняя 
сила Р  отлична от нуля (она может быть вызвана, например, наличи­
ем электромагнитных полей). При отсутствии столкновений, т. е. при 
^{/) — 0) (2) превращается в уравнение переноса из § 1 гл. П.

3. Распределение Максвелла и Л-теорема. Один из наиболее 
широко употребляемых интегралов столкновений записывается сле­
дующим образом:

3 {л  = 1 1 [ ( Г П  -  / Л ) дьаьагращ. (з)

Не приводя громоздкого вывода формулы (3), поясним смысл входя­
щих в нее величин. Через / =  /(г,г/, ¿), /1 =  /1(1г,г?1,е) обозначены 
функции распределения до столкновения, через /' =  / {г ,ь ',Ь ), =  
=  Л  ( ^ ,  '̂ 1  > ^)  —  после столкновения, где V и  щ  —  скорости двух стал­
кивающихся частиц. Величина д —  модуль их относительной скорости, 
Ь —  так называемый прицельный параметр (расстояние наименьшего 
сближения между частицами), <ф —  угловая характеристика их взаи­
модействия. Интегрирование производится по всем возможным значе­
ниям величин Ь, ф, щ.

Интеграл столкновений в форме Больцмана (3) получается сум­
мированием элементарных актов механического взаимодействия меж­
ду частицами. При этом предполагается следующее: столкновения уп­
ругие (сохраняются суммарные масса, импульс, момент импульса и 
энергия частиц, что означает, в частности, выполнение равенств д =  
=  д', Ь =  Ь'); сила взаимодействия частиц зависит лишь от расстояния



между ними и значительно больше внешних сил; число столкновений 
с участием более двух частиц пренебрежимо мало (газ не слишком 
нлотный). При известных конкретных законах взаимодействия частиц 
из (3) следуют более конкретные выражения для интеграла столкно­
вений, исполь,зуемые, например, при изучении явлений в плазме, где 
электроны и ионы притягиваются и отталкиваются по закону Кулона.

Используя свойства интеграла (3), получим одно простое, но очень 
важное решение уравнения Больцмана. Рассмотрим газ, находящийся 
в состоянии термодинамического равновесия, т. е. в ситуации, когда 
все его макроскопические характеристики постоянны по пространству 
и не зависят от времени. При этом, очевидно, функция /(г, у, также 
не зависит от г и т. е. / =  /{•и)- Из (2) сразу же следует уравнение

///И 'Ц -1/1 )дЬс1Ьс1ф дщ ^о, 

удовлетворяющееся лишь при выполнении условия

1/1 =  г п ,

или

1п/(г7) -Ь 1п/1(г71) =  1п/'(й") -Ь 1п/{(г?/).

Другими словами, сумма логарифмов функций распределения сохра­
няется, являясь инвариантом столкновения. Но при упругих столкно­
вениях инвариантны также полная энергия частиц:

т « ?  тг>'^ тг;!^
2

и их полный импульс:

mv  -Ь mvi — m v '  -t- mtT/.

Эти свойства дают способ нахождения функциональной зависимости 
/ от V.  Ради простоты установим эту зависимость для «одномерного» 
случая, когда векторы всех скоростей параллельны друг другу. Тогда, 
умножая последние два равенства на постоянные величины ai, ог и 
вычитая их из предыдущего, получим

а д  +  Я « 1 ) - Ж )  +  Ж ) ,

где использовано обозначение Т {х )  =  In/(ж) — aim/2 ■ — а^тх. В 
этом равенстве аргументы слагаемых произвольны, поэтому оно мо­
жет вьшолняться лишь при Т {х )  =  аз (аз —  постоянная). Таким об­
разом, для функции распределения справедливо

, aim  9 
In /(?;) =  ——  V -f- Огшг; +  аз.

Z

Выделяя в правой части этого выражения полный квадрат,

aim  / 02V  a|m
In№ )  =  —  ( «  +  - )  +
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и избавляясь от логарифма, приходим к формуле

¡2 а ^ а з -а 1 гп \  ( щ т  / ,
/ ( , )  =  е х р | — ------| е х р | — (4)

выражающей зависимость / от и. В силу свойств функции f ( v )  имеют 
место (см. (1)) равенства

п =  у  fdv , n V ^  J v f d v ,  ^ п к Т ^  J

где n —  концентрация qafcTiln; V  —  ̂их средняя (макроскопическая) 
скорость; Т  —  средняя температура частиц (по определению), выра­
жаемая через среднюю кинетическую энергию их хаотического движе­
ния с тепловой скоростью c =  v — V  и измеряемая в градусах ВГельвина 
(см. также п. 1 § 2 гл. II); к —  постоянная Больцмана. Используя эти 
равенства и обозначения, исключим из (4) величины ai, аз, аз:

<̂”> = "(2Йт)*“» { - 5 ? ®
Аналогичное выражение справедливо (при замене v на i7 и F  на

F ) и в «многомерном» случае. Формула (5) представляет собой одно 
из решений уравнения Больцмана, описывающее распределение час­
тиц по скоростям в газе, находящемся в состоянии термодинамичес­
кого равновесия {распределение Максвелла). Такое же распределение 
справедливо не только при полном, но и при локальном термодинами­
ческом равновесии (Л Т Р ), когда макроскопические характеристики п, 
Т, V  являются медленно меняющимися функциями г и i. Точнее, при 
Л Т Р  функции n{r ,t ) ,  T { r , t ) ,  V { f , t )  мало меняются на расстояниях 
порядка длины свободного пробега I и за время свободного пробега 
т. Поэтому в условиях Л Т Р  рассуждения, предшествовавшие выводу 
формулы (5), применимы к любой точке г в любой момент времени 
t (при этом фигурирующие в (5) значения п, Т, V  разные в разных 
точках пространства и в различные моменты времени).

С помощью распределения Максвелла устанавливается имеющая 
фундаментальное значение Н-теорема Больцмана, согласно которой 
с увеличением времени энтропия газа (описываемого уравнением (2)), 
возрастает. Будем считать распределение частиц по пространству од­
нородным (но зависящим от времени). Тогда уравнение Больцмана (2) 
принимает вид

d f
dt

i f -функция Больцмана вводится по формуле

= l{f'n-ffi)gbdbd^dvi. (6)

H { t ) =  J  / In / di!



и по определению представляет собой энтропию единицы объема га- 
■1)ц шятую с обратным знаком, т. е. S{t) — Ее производная по
мрсмони есть

^  d f  
dt

или, с учетом уравнения (6), 

dH

= J  (1 +  ln f ) ^ d v ,

dt
=  У  (1 +  ln /) (/71 -- / Л ) gb db dij) dv dvi.

Лналогично, принимая во внимание симметрию уравнения (6) от­
носительно функций / и Д , получаем

Л гт л
=  у  (1 +  1п /1 ) (/71 -  / Д ) дЪ 4Ь dф йь dvl,

т. е.
dt

dH
dt

=  1 1  (/ 'Л  -  i h ) (2 +  ln //i) дЬ db dV; dvdv .̂

Вторично используя симметрию уравнения (6) (отражающую обрати­
мость процесса упругих столкновений), нетрудно убедиться в том, что 
для «обратного» столкновения справедлива такая же формула, т. е.

^  = 5 / (/Л -  /7{)(2 + In/71)а'ь' db'd^'dv'dv [,

по в ней величины /', и /, Д  поменялись местами. Выше отме­
чалось, что для упругих столкновений д — д', Ь — Ь' (равны также и 
дифференциалы: dbd^ — db' Лф', dvdvi =  dv' dv{). Поэтому из двух 
последних уравнений окончательно получаем

^  =  - \ j (/'/1 -  //i) ln ̂  дЬdb# dvdvx. (7)

Знак производной dH/dt определяется знаком функции !F{x,y) =  
=  {х — у) 1п(х/у), стоящей под интегралом. Легко устанавливается, что 
^ (х ,у )  ^  о (равенство J^{x,y) =  О отвечает равновесному состоянию, 
когда функция распределения после столкновения не меняется). Поэто­
му —dH/dt — dS/dt ^  О, т. е. энтропия газа в неравновесном состоянии 
растет, приближаясь к максимальному значению. Оно достигается в 
состоянии термодинамического равновесия, в котором частицы распре­
делены по закону Максвелла. Таким образом, кинетическое уравнение 
Больцмана, в отличие от уравнений классической механики, описы­
вает необратимые процессы. Это —  следствие перехода от моделей, 
основанных на первопринципах, к моделям, использующим осреднен- 
1юе статистическое описание совокупности частиц с помощью функции 
распределения.

4. Уравнения для  моментов функции распределения. Сле­
дующий после уравнения Больцмана уровень в иерархии математи­
ческого описания совокупности частиц —  гидродинамические модели



газа. Для их получения установим сначала некоторые свойства интег­
рала столкновений, справедливые не только для больцмановского газа, 
но и в общем случае. Требуется лишь, чтобы столкновения были уп­
ругими. Тогда из неизменности числа частиц до и после столкновения 
следует равенство

/S if { i í ) )d v  =  0, (8)

а из законов сохранения импульса и энергии вытекают соотношения 
(упр. 3)

У т у З { т )  О, 3 ( т ) ,\ёу=р .  (9)

В дальнейшем также понадобятся формулы

I 11 Ф (гГ )/*7=  I  (п(Ф )),

(10)

/  ~~5х !  ^  ^  («(Ф С «) «,:)),

легко выводимые из формулы (1) для средних функций, описывающих 
состояние газа.

Получим теперь из уравнения Больцмана уравнения для момен­
тов функции распределения, т. е. для величин вида /  Ф(г/)/с?г?. Ради 
простоты выкладки будем проводить для одномерного случая, когда 
г  =  х, V =  V.  Умножим (2) на Ф («) =  1 и проинтегрируем полученное 
выражение по скоростям:

Учитывая, что в силу (8) третий член слева в последнем уравнении ра­
вен нулю, и используя формулы (10), перепишем последнее уравнение 
в виде

дп д , ,
^  +  ^ ( п ( » ) ) = 0 .

Поскольку (у) =  V, то имеем

дп д
_  +  _ ( „ р . )  =  о,

или, умножив данное уравнение на гп, приходим к уравнению нераз­
рывности

где р =  пт  —  плотность газа, V его макроскопическая скорость. В 
многомерном случае аналогом (11) является уравнение

+  сЦу(р¥) =  О



лиГю эквивалентное ему уравнение

±  = (12)

Пусть теперь функция Ф(?;) равна импульсу, т. е. Ф(?;) — ту. По- 
|1Т01)яя предыдущую процедуру, получим из (2)

j  ~  ту ёу +  J  ^У +  J  5 (/ ) т,у ёу — 0.

В силу первой формулы (9) третий член в левой части этого уравнения 
|)авен нулю. Используя (1) и формулы (10), приходим к уравнению

Ъ1 ^  £  ('пт{у^)) =  О, (13)

где (и^) —  средний квадрат скорости частиц. Для его вычисления 
введем хаотическую скорость частиц с (тепловую скорость), представ­
ляющую собой разность между собственной скоростью V  и скоростью 
макроскопического движения газа V  как единого целого, т. е. с =  V -  V. 
Для среднего значения имеем

=  { (V  +  с)2) =  У^ +  2(сУ) +  (с^) =  У^ +  (с2).

В последнем равенстве учтено, что {сУ) =  У (с ) =  О в силу хао­
тичности теплового движения. Используя полученное выражение для 
{у^), из (13) последовательно имеем

Первый и третий члены слева в последнем уравнении в силу (11) вза­
имно уничтожаются. Поэтому его можно записать как

В многомерном случае аналог одномерного уравнения (14) имеет
вид

(91? -  -  1
+  У (V F )  =  -g rad P , 

от р
или, что эквивалентно,

(15)

В уравнениях движения газа (14), (15) использованы следуюидае обо- 
•значения: Ру =  —р{с{с^), i , j  — 1,2,3; — х, у, г  для г =  1,2,3.



В завершение получим уравнение для изменения энергии, взяв в 
качестве Ф(и) величину тг)^/2, умножив ее на уравнение (2) и проин­
тегрировав его по скоростям:

Третий член слева в данном выражении равен нулю (см. вторую фор­
мулу (9)), а первые два записываются по формуле (1) через средние 
величины:

Снова введем тепловую скорость с =  у — У  и вычислим величи­
ну (V®) =  { {V  +  с)3) =  (у з  +  ^  ^  ^  уЗ +  зу (с2 ) Н- (сЗ)

(здесь учтено, что (ЗУ^с) =  ЗУ^(с) =  О в силу хаотичности теплового

движения, см. также упр. 4). Используя выражения для (г;^) и (г;^) и 
равенство р =  пт, получим

или, продифференцировав стоящие слева первый и третий члены этого 
уравнения:

1 д . др  ̂ 1 д  , , д р у  , .  д У
2 дг^^'  ̂ 2 дг ^  д t ’ 2 д х ^ ^ ^ ~  2 дх ^ дх '

и принимая во внимание уравнения (11) и (14), умноженные соответ­
ственно на и /эУ, придем к уравнению

5 й +1 £ 1 ̂  «'“» = »•
Представляя в нем третий член слева в виде

3 а . 2\ч 3 5 , , о,. 3 , 2\9У

получим

5 I  +  -2 Ш  « ' ”»  =  “ •

Фигурирующая в (16) величина р(с^)/2 =  пт{с^)/2 представляет 
собой энергию хаотического движения частиц, заключенных в единице 
объема газа, или его внутреннюю энергию (для простоты считается, 
что она определяется лишь поступательным движением частиц). Оче­
видно, что внутренняя энергия е, отнесенная к единице массы, равна



(с:^)/2. Тогда первый и второй члены слева в (16) можно предста- 
ми'гь как

де. 1 , 2\ д У  1 , 2\ др

где при получении второго выражения использовано уравнение нераз­
рывности (11). Подставив эти равенства в (16), получим

де де / 2\ д У  I д  , ,

ИЛИ, окончательно,

(к  ^ д У  дШ  
<11 ~  дх дх '  ̂ ^

В многомерном случае уравнение энергии имеет вид

p | := : - p d iv У  +  X ; % | ^ - d i v И ^  , (18)

в  (17) и (18) величина определяется как

IV =  (19)

и называется вектором потока тепла (в дальнейшем станет понятна 
оправданность этого названия).

Более сложную структуру имеет введенный выше (см. уравнение 
(15)) тензор напряжений Р:

Ргз =  ~  ~рЗц +  ^ij•
где Sij —  символ Кронекера, а величины р, I l i j  даются формулами

( с " )  г.Р — Р 2 ) Пу — р (20)■¿у (СгС̂ )
Ч ”  /

Здесь, как нетрудно видеть, р —  давление частиц газа, связан­
ное со средней энергией их хаотического движения, т. е. с температу­
рой Т  — [т1{Ък)]{<?), соотношением р — пкТ  =  ркТ/т, (строго говоря, 
так температура определяется для состояний, близких к равновесным). 
Второе слагаемое в формуле для Р  —  тензор вязких напряжений Пi^. 
Вязкие силы обусловлены «трением» между частями газа, имеющи­
ми разные макроскопические скорости. Его происхождение нетрудно 
1юнять, представив себе, например, два плоских слоя газа, движу­
щихся друг относительно друга. Частицы, переходящие через границу 
раздела из «быстрого» слоя в «медленный» слой, будут увеличивать



среднюю скорость последнего, и наоборот. Тем самым скорости сдоев 
выравниваются, что означает наличие «силы трения» между ними.

Уравнения (И ), (12), (14), (15), (17), (18) для моментов записа­
ны относительно средних (гидродинамических) величин, характери­
зующих газ; плотности, скорости, давления, внутренней энергии. При 
их выводе не привлекались какие-либо существенные дополнительные 
предположения, и в этом смысле они принадлежат к тому же иерар­
хическому уровню, что и уравнение Больцмана. Однако, в отличие от 
уравнения (2), их еще нельзя назвать моделью газа, так как они не­

замкнуты: кроме р, компонент скорости У,р , е в  них содержатся также 
величины П̂ ,̂ IV, т. е. число уравнений меньше числа неизвестных.

Попытка составить по аналогичной схеме уравнения для момен­
тов более высокого порядкг#с 1̂ лью  нахождения П у , 'IV приводит к по­
явлению в этих уравнениях новых неизвестных величин. Поэтому для 
получения гидродинамических моделей газа необходимо выразить П у ,

IV через искомые гидродинамические параметры р, V, р, е. Тогда в пя­
ти уравнениях будут фигурировать пять Е1еизвестных величин (напом­
ним, что внутренняя энергия считается известной функцией плотности 
и давления; е =  е(р,р), или плотности и температуры; е =  е{р, Г )).

Получить эти выражения для Пу, #  можно разными способа­
ми, например, задавая некоторые полуэмпирические зависимости. Бо­
лее строгим является способ, состоящий в приближенном «решении» 
исходного кинетического уравнения (2). Для этого вводится сущест­
венное предположение о том, что длина свободного пробега I (время 
свободного пробега г ) частиц много меньше характерного размера Ь  
(характерного времени ¿) задачи. Другими словами, система близка к 
состоянию Л ТР , а функция распределения / несильно отличается от 
локально максвелловской. Тогда, записывая решение в виде бесконеч­
ного ряда / =  Н-.. . (где —  максвелловская функция (5), 

малое отклонение от нее), считая остальные члены ряда пре­
небрежительно малыми по отношению к и подставляя выражение 
/ =  /(О) г|- в (2), можно найти явный вид возмущения Пос­
ле этого уже через известную функцию / =  по формуле (1) 

находится тепловая скорость с =  г) -\-У и по формулам (19), (20) опре­

деляются величины Пу, Например, Ш  вычисляется следующим 
образом:

Заметим, что при / =  вычисления дают П^ =  О, Ж =  0: в газе с 
максвелловским распределением частиц вязкие напряжения и потоки 
тепла отсутствуют.

Не будем описывать сложный и громоздкий процесс нахождения 
функции путем «решения» (2) (при его проведении используется

9 А . А . Самарский, А . П. Михайлов
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|||иуиюложение I Ь  (г  <С ¿)). Приведем конечный результат:

где Л(^) и В{^) —  скалярные функции аргумента ̂  =  т  \с\‘̂ /(2кТ), вид 
которых зависит, в частности, от вида интеграла столкновений между 
частицами.

Выражение для содержит неизвестные макроскопические ве- 
ли'шны Т (г ,  г), V (г ,  1). Поэтому процедуру определения нельзя на­
звать решением уравнения Больцмана в полном смысле этого поня­
тия, т. е. нахождением неизвестной функции /(г, ??, í) во всей области 
ее определения. Под решением здесь следует понимать установление с 
помощью (2) некоторых связей между гидродинамическими парамет­
рами среды.

Использование двух последних формул дает для потока тепла

W  =  -x g ra d T . (21)

Для компонент тензора вязких напряжений справедливы следующие 
выражения:

Величина х  > О называется коэффициентом теплопроводности, ве­
личины А >  О, /А >  О —  коэффициентами вязкости. Коэффициенты 
переноса >с, А, ¡1 могут, вообще говоря, зависеть от р ш Т, т. е. от 
состояния газа. Их функциональная зависимость от р, Т  и числен­
ное значение определяются, как следует из вида свойствами 
частиц (массой, характером взаимодействия между ними и т. д.).

Формула (21) —  запись закона Фурье для теплопроводных сред 
(см. также § 2 гл. П), формула (22) —  закон Навье— Стокса для 
вязких жидкостей и га:юв, связывающий компоненты тензора вязких 
напряжений со скоростями деформации (обобщение закона вязкости 
Ньютона).

5. Цепочка гидродинамических моделей газа. Законы (21),
(22) позволяют при заданных коэффициентах переноса замкнуть вы­
веденные в п. 4 уравнения для моментов и получить модели газа в 
гидродинамическом приближении. Подстановка (21), (22) в (15), (18) 
приводит (с учетом (12)) к системе пяти уравнений, состоящей из урав- 
1кшия неразрьтности

^  =  (23)

грех уравнений движения (записанных в векторной форме; коэффици-



^  -  gradp +  grad div V  4- u A V  (24)
dt р p

и уравнения энергии

+
/ 

2

V dxn dxiг-ф]  ̂ J

где и =  p,/p, df/dt =  df/dt +  (F  grad) / —  полная (субстанциональная) 
производная по времени.

При известных краевых условиях из этих уравнений находятся 
пять искомых функций: р, р и три компоненты скорости V. Система 
(23)--(25) представляет собой следующий после уравнения Больцмана 
jî poBeHb в иерархии математических описаний большого числа взаимо­
действующих частиц —  модель сжимаемого вязкого теплопроводного 
газа. Вместо нахождения функции /, зависящей от шести «координат» 
г, V (а также времени t), и определения через нее средних величин зада­
ча свелась к поиску непосредственно гидродинамических параметров, 
являющихся к тому же функциями лишь трех декартовых координат и 
времени. Заметим, что с помощью схожих построений из уравнения (2) 
получаются более сложные, чем (23)-(2о), гидродинамические модели, 
учитывающие, например, анизотропность, наличие внешних сил, хи­
мических реакций в среде, заряженных частиц и электромагнитных 
полей и т. д.

Полученная из исходного кинетического уравнения (2) модель
(23)-(25) имеет ясную интепретацию в гидродинамических терминах. 
Уравнение (23) —  запись закона сохранения массы жидкой частицы, 
полностью совпадающая с уравнением неразрьганости, выведенным в 
§ 4 гл. П другим способом. Уравнение (24) выражает второй закон 
Ньютона, примененный к фиксированной жидкой частице: ее ускорение 
определяется суммой сил давления и вязких напряжений. Наконец, (25) 
описывает изменение со временем внутренней энергии жидкой части­
цы за счет работы сил давления (первый член в правой части), вязкого 
трения (следующие три члена) и теплопередачи (последний член). В 
отличие от теплопроводности вязкость, как это сразу видно из (25), 
всегда приводит к увеличению внутренней энергии газа (то же самое 
справедливо и для энтропии среды).

Модели более низких иерархических уровней получаются из (23)- 
(25) при соответствующих упрощениях и конкретизациях рассмат­
риваемого объекта, определяемых протекающими в нем физическими 
процессами, его геометрией и т. д. Число образующихся таким образом 
иерархических цепочек может быть весьма велико. Продемонстрируем 
некоторые из них.



В отсутствие теплопроводности, т. е. при к  =  О, модель (23)-(25) 
отвечает вязкому сжимаемому нетеплопроводному газу {уравнениям 
Ппвье— Стокса, широко применяемым для описания многих процессов 
|> (естествознании и технологии). Для вахсного частного случая несжи­

маемой жидкости, когда p{r,t )  =  const, из (23) следует, что d ivF  =  О, 
и модель Навье— Стокса состоит из четырех уравнений

^  =  g r a d p + ^ A V ,  d ivF  =  0, (26)
at р р

а уравнение энергии (25) заменяется заданной зависимостью е =  
=  е{р,р) =  е{р).

Когда силы давления гораздо больше сил вязких напряжений, 
можно положить /i =  О, и из (26) следуют уравнения движения Эйле­
ра для несжимаемой жидкости, и вместе с остающимся неизменным 
уравнением неразрывности получаем

^  =  - g r a d - ,  d ivF  =  0. (27)
dt р

Если движение, вдобавок, потенциально, т. е. существует скалярная
функция ф{x,y,z,t) такая, что V  =  grad^ (при этом, как следует из
известной формулы векторного анализа, rot У  =  0), то система (27) 
сводится к уравнению Лапласа для потенциала ф

Аф =  0,

причем первое из уравнений (27) удовлетворяется автоматически (см. 
упр. 5).

В отсутствие вязкости система (23)-(25) описывает течения сжи­
маемого теплопроводного газа, часто встречающиеся во многих яв­
лениях. В этом случае уравнение энергии (одномерная геометрия)

de dV dW  д Т

совпадает, с учетом перехода от эйлеровых координат к лагранжевым, 
с уравнением (22) из § 4 гл. Н, полученным с помощью прямого приме­
нения закона сохранения энергии к жидкой частице. Для неподвижной 
среды (F  =  0) модель представляет собой уравнение теплопередачи 
(5) из § 2 гл. П

C '^ = d i v x ( g r a d T ) ,  С  =  р ^ ,

которое при постоянных С, и  для стационарного процесса превраща­
ется в уравнение Лапласа для температуры Т :

Д Т  =  0.

Рассмотрим теперь среду без диссипативных процессов вязкости 
и теплопроводности (А =  О, =  О, я  =  0). Тогда из (23)-(25) сразу



dV  - > 1
—  +  (F  grad ) V  =  - -  gradp,

дополненные уравнениями неразрывности и энергии

^  =  -pd ivt7 , p j  =  - i )d iv y ,

т. е. приходим к модели, совпадающей с системой (4), (10), (14) из § 4 
гл. II, а в случае р — const —  с системой (27). Одна из иерархичес­
ких последовательностей, порождаемая данной моделью, может быть 
образована, например, следующим путем.

Предположим сначала, yfoitipoiiecc одномерный, и перейдем к мас­
совой координате т. Тогда получим систему (18)-(20) из § 4, гл. II

d t \ p )  9 m ’ dt d m '  dt ^ d m '

где через d/dt обозначена полная производная по времени. Эта систе­
ма, состоящая из трех уравнений, в случае изэнтропического течения 
идеального газа сводится к квазыинейному уравнению второго по­
рядка (уравнение (30) из § 4 гл. II);

1 - ( п  л7+1 Ё Е  
dt^ dm V dm

Из него для движений, представляющих собой малые отклонения от 
постоянного течения, следуют уравнение акустики

dt^ ^  dm'^
(аналогичное уравнению колебаний струны из § 2 гл. Ш; со =

=  V'yPo/Po —  скорость звука), либо, если течение —  простая волна, 
уравнение Хопфа

dp dp 
„  +  _  =  0,

рассмотренные в п. 7 § 4 гл. II. Наконец, из уравнения акустики в слу­
чае течения типа простой волны либо из уравнения Хопфа для малых 
возмущений вытекает полученное в п. 1 § 1 гл. II линейное уравнение 
переноса

dp (  7+л'/2 др

которое можно считать простейшей моделью газа в классе уравнений 
в частных производных.

В заключение напомним логику построения иерархии математи­
ческих описаний большого числа взаимодействующих частиц;

1) наиболее сложные модели основаны на первопринципах, т. е. на 
применении законов классической механики к каждой частице среды;



Рис. 41. Иерарх1гческие цепочки моделей газа. Стрелки —  переход к 
модели более низкого иерахического уровня, цифры —  соответствую­
щие предп0.110жения об объекте: 1 —  возможность статистического опи­
сания газа с помошью функции распределения, упругие столкновения; 
2 —  близость процессов к локальному термодинамическому равновесию; 
3, 19 —  отсутствие теплопроводности; 4, 11 —  несжимаемость жидкос­
ти; 5, 7, 18 — отсутствие вязкости; 6 —  идеальная жидкость, потенци- 
а.чьные течения; 8 —  неподвижность газа; 9 —  стационарный процесс, 
постоянство коэффн:циента теплопроводности; 10 —  отсутствие вязкос­
ти и теплопроводности; 12 —  одномерные течения; 13 —  идеальный газ, 
энтропия постоянна; 14, 17 —  малые возмущения газа; 15, 16 —  течения 

типа простой волны

2) при переходе к следующему уровню иерархии —  кинетическо­
му уравнению Больцмана (2) —  используется вероятностное описание 
газа с помощью функции распределения, а для конкретизации интег-



рала столкновений между частицами вводятся предположения об их 
упругом характере, об отсутствии тройных столкновений и т. д.;

3) предположение о локальном термодинамическом равновесии —  
основное для перехода к описанию газа в гидродинамическом прибли­
жении, т. е. к уравнениям (23)-(25);

4) основная; гидродинамическая модель (23)-(25) порождает, в за­
висимости от характера рассматриваемых процессов, разнообразные 
иерархические цепочки, часть из которых была описана выше (рис. 41).

Иерархия моделей газа содержит широкий спектр уравнений, су­
щественно отличающихся друг от друга и в чисто математическом от­
ношении. К ним относятся системы уравнений классической механики 
высокой размерности, кинетические уравнения, уравнения механики 
сплошных сред. Последние в^шю очередь могут подразделяться на ли­
нейные и нелинейные, на у1̂ (шиения гиперболического типа (уравнения 
Эйлера и Хопфа), параболического (уравнение теплопроводности) и эл­
липтического (уравнение Лапласа) типов, а также смешанного типа, 
на стационарные и нестационарные, многомерные и одномерные урав­
нения и т. д. Дополнительные вариации построенных моделей связаны 
с различными вариантами краевых условий и других входных данных.

Продемонстрированный в данном параграфе метод построения мо­
делей по принципу «сверху вниз» более универсален, чем способ, осно­
ванный на принципе «снизу вверх». Так, например, уравнение Больц­
мана невозможно получить из каких-либо моделей более низкого ие­
рархического уровня.

При построении и анализе любой модели всегда полезно знать ее 
место в общей иерархии моделей изучаемого объекта. Это дает воз­
можность правильно оценивать область ее применимости и четко осо­
знавать ее связи с моделями других уровней, т. е. способствует более 
глубокому пониманию исследуемых явлений.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Используя свойства функции распределения f {v ) ,  выражаемые формулой 
(1), по.т1учите из (4) формулу (5).

2. Проверы-е, что фигурирующая в (7) функция 3^{х,у) иеотрицат(!льна.
3. Получите формулы (8), (9), исходя из определения интеграла столкновений 

S{f{v)) .
4. Убедитесь, используя простые конкретные примеры, в том, что величина
не равна тождественно нулю (в отличие от средней тепловой скорости (с)).
5. Используя формулу векторного анализа

igrad|i7|2 =  [V ro tV ] +  ( V V ) V

и применяя операцию rot к обеим частям первого уравнения (27), получите из него

уравнение 3 (rot V')/9i =  rot[V rot V'], тождествшшо удовлетворяющееся в случае 
потенциальных течений.

Библиография к главе П1: [3, 11, 20, 42, 43, 45, 69, 72].



§ 1. Универсальность математических моделей

Построим математические модели динамики скопления: амеб и 
случайного марковского процесса. Поведение «живой» материи (аме­
бы) и «нематериальной» величины (плотность вероятности) опишем 
теми же параболическими уравнениями, что и явления «мертвой» при­
роды, изученные в гл. П. Рассмотрим также аналогии между некото­
рыми механическими или физическими объектами и экономическими 
процессами.

1. Динамика скопления амеб. Амеба — одноклеточный орга­
низм размером около десяти микрон (10~^ см), обитающий в почве и 
передвигаюидайся в ней с помощью ложноножек, т. е. частей своего 
тела. Питаются амебы в основном бактериями, поглощая их вместе с 
землей (если пищи достаточно, то амебы размножаются делением на 
две части).

Из наблюдений и эксперимента известно, что динамика развития 
их сообщества —  достаточно большого количества амеб, находящихся 
на небольшом расстоянии друг от друга, —  бывает достаточно слож­
ной. Например, в зависимости от внешних условий амебы могут соби­
раться в огромные (до сотен тысяч штук) скопления, которые начина­
ют двигаться как единое целое, хотя индивидуальность каждой амебы 
сохраняется. Замечено, что это макроскопическое «организованное» 
движение происходит в направлении к более высокой концентрации 
некоторого химического вещества, вырабатываемого самими амеба­
ми. Математическая модель динамики скопления амеб базируется на 
следующих предположениях;

1) расстояние между амебами мало в сравнении с размерами их 
скоплений (сотни микрон), их можно рассматривать как «сплошную 
среду» и вводить концентрацию М {х,у ,г ,1 )  —  число амеб в единице 
объема;

2) процесс одномерный, т. е. концентрация амеб и другие величи­
ны являются функциями только координаты X и времени

3) амебы не рождаются и не умирают в процессе макроскопичес­
кого движения, т. е. характерное время движения (несколько часов) 
мало по отношению к характерным временам размножения и жизни 
амеб;



4) индивидуальное движение амеб при отсутствии стимулирую­
щих внешних воздействий (пища, тепло и т. д.) беспорядочно, хао­
тично; выделенных направлений нет и каждая амеба может с равной 
вероятностью двигаться как вправо, так и влево;

5) если в среде есть «притягиващее» химическое вещество, то к 
собственному неупорядоченному движению амеб добавляется их на­
правленное движение в область с большей плотностью этого вещест­
ва.

Составим уравнение баланса амеб в элементе среды йх за время 
(И, используя «закон сохранения» их числа (предположение 3)). В этом 
случае общее число амеб в объеме ¿х (площадь поперечного сечения 
единична) изменяется лишь из-за разности потока амеб Ш(х, í) на ле­
вой и правой границах элемвн|;'а. Величина (ж, I) понимается в обыч­
ном смысле: это число амеС, пересекающих единичную поверхность за 
единичное время. Искомое уравнение выглядит так (ср. с уравнением 
баланса тепла в § 2 гл. II):

[*¥(а;,^ -Ь <И) -  ]У(ж,^)] йх =  \Ш{х,1) - Ш { х  +  dж,í)]cíí,

где N  —  некоторые средние значения величин на малых промежут­
ках йж, Л . Устремляя йх ж <11 к нулю, приходим к дифференциальному 
уравнению баланса числа амеб

дЫ дШ
дЬ дх

Величина Ш =  Ш'с +  складывается из двух составляющих, 
и \¥(1- Часть И'с общего потока формируется за счет хаотического дви­
жения амеб, и поэтому по аналогии с законом Фурье для процесса 
диффузии тепла (§ 2  гл. II) его можно записать через градиент их 
концентрации:

где fJ,>0 —  некоторый коэффициент, характеризующий рассматривае­
мую «среду». Эту формулу для Шс и величину ц нетрудно получить 
из более подробного анализа процесса на микроуровне, используя те 
же рассуждения, которые применялись для явлений передачи тепла.

При получении выражения для составляющей Ша, описывающей 
направленный поток амеб, будем считать, что величина тем боль­
ше, чем больше градиент плотности «притягивающего» вещества:

Здесь Г] >  О —  некоторая постоянная, р(ж, t) —  плотность вещества, а 
множитель N  перед градиентом означает, что при заданном градиенте 
величины р составляющая потока пропорциональна концентрации 
амеб в данной точке. Объединяя выражения для я подставляя
их в уравнение баланса, получаем

дМ  _  д (  д Н  ^ д р \  
дг д х \ ^  дх д х ) '



в уравнении (1) две неизвестных функции —  N  ж р. Поэтому необ­
ходимо получить, пользуясь законом сохранения вещества, уравнение 
баланса для величины р. При этом следует учесть, что скорость вы­
деления химического вещества пропорциональна концентрации амеб. 
1>удем учитывать также распад вещества, скорость которого, естес- 
тв(;нно, пропорциональна его концентрации (аналогично процессу ра­
диоактивного распада; см. § 1 гл. I). Таким образом, в единицу времени 
и (!диничном объеме появляется и исчезает количество вещества, рав­
ное

¡  =  а М - ( } р ,

где а  >  О, /3 >  О —  константы, характеризующие соответственно ско­
рость его выделения амебами и скорость распада (в этом состоит отли­
чие модели для вещества от модели для амеб, в которой они не умира­
ют и не рождаются). Изменение плотности вещества в элементарном 
объеме среды происходит также и вследствие разности его потоков на 
левой и правой границах элемента. Оно диффундирует в среде из мест 
с большей концентрацией в места с меньшей концентрацией подобно 
тому, как тепло распространяется от более нагретых участков тепло­
проводной среды к менее нагретым. Это движение создает, согласно 
закону Фика, поток \¥р, равный

где В  >  О —  коэффициент диффузии (вывод закона Фика аналогичен 
выводу закона Фурье).

Итак, уравнение баланса вещества имеет вид

др дШр
dt дх

или, учитывая выражения для Wp и /,

+  Л

|  =  (2)

Уравнения (1), (2) вместе со входными данными р,, т], а, ß, D  
служат моделью динамики скопления амеб при сделанных выше пред­
положениях. Для однозначного определения решения, т. е. функций 
N {x , i ) ,  p{x,t), необходимо, как обычно, знать соответствующие на­
чальные и граничные условия. Наиболее просто они выглядят в слу­
чае задачи Коши, когда процесс рассматривается в неограниченном 
пространстве —оо <  ж <  оо; тогда достаточно задать в момент i — О 
начальную концентрацию амеб N {x ,0 )  =  No{x) и плотность вещества 
р{х,0) =  ро{х).

Уравнения (1), (2) взаимосвязаны: в первое из них входит величи­
на р, во втором фигурирует величина N .  Система (1), (2) нелинейна 
из-за наличия члена rjN др/дх в скобках, стоящих в правой части (1). 
I 'ассматриваемые соответственно относительно концентраций амеб N  
и пло тности в(!щества р уравнения (1) и (2), как нетрудно видеть, при­
надлежат к параболическому типу.



Если амебы не выделяют «притягивающего» вещества и р{х, ¿) =  
=  О, то (1) переходит в уравнение теплопроводности (или диффузии)

дм
дЬ ’

что легко объяснить, поскольку в потоке IV  остается лищь составляю­
щая \Ус, соответствующая беспорядочному, ненаправленному движе­
нию амеб. Когда амебы по каким-то причинам перестают выделять 
вещество, коэффициент а в (2) становится равным нулю, и с этого 
момента уравнение (2) принимает вид (диффузия с распадом)

и сводится простой заменой (упр. 1) также к уравнению теплопровод-
ности

дь дх^ ■
Из-за нелинейности системы (1), (2) сконструировать ее общее 

решение нельзя, и поэтому определение пространственно-временной 
динамики скопления амеб —  весьма непростая задача. Однако она 
значительно облегчается, если изучаются малые отклонения от по­
стоянного во времени и по пространству решения =  ЛГд, р =  ро, 
т. е. когда нелинейная задача становится линейной. Такое решение 
существует лишь при соотношении

«Л^о =  0ро,
означающем, что выделение вещества и его распад уравновешивают 
друг друга.

Линеаризованная в окрестности постоянного решения система
(1), (2) (ср. с уравнением акустических колебаний в § 4 гл. II) име­
ет вид

d Ñ
dt дх ^

др
dt ' dx“

d Ñ  др^
дх дх

+  a Ñ  — /Зр,

/ (4)

где Ñ  и р —  малые возмущения (Ñ  N q, р -С ро). Ее общее решение 
для неограниченного пространства — оо <  х <  оо (в этом случае нет 
необходимости удовлетворять граничным условиям) можно построить 
в виде суммы частных решений (гармоник)

Ñ  =  Сг sin кх е'*'*, р =  С2 sin кх 
где fc >  О —  волновое число, C i, Сг —  константы. Для частных реше­
ний должны выполняться соотношения

C i (7  +  pLk' )̂ =  С 2Г]Нок\

C 2 b  +  ¡3 +  Dk^) =  Cia,



|'||я'1ывающие длину волны гармоники А =  2тг/  ̂ с величиной 7  —  ее 
1111Кр(;меитом (или декрементом), характеризующим нарастание или 
ли гухание возмущения со временем. Исключая С\ и С2 из (5), получаем 
(«тиосительно у квадратное уравнение

7  ̂+  ^7 +  с =  О, (6)

|’д(! Ь — Р  +  +  О ), с =  цк'  ̂(/3 +  Ок"^) — г]аНок^. Оба корня урав- 
псшия (6) отрицательны тогда и только тогда, когда с >  О, т. е. при 
выполнении неравенства

цЦЗ +  О к^ )> г ]аМ о .  (7)

Если имеет место (7), то для любых значений к амплитуда воз­
мущений с любой длиной волны уменьшаетс.я с течением времени, и 
постоянное решение устойчиво. Неравенство (7) заведомо выполнено 
при

/х/З >  г)аМо (или ц >  г)ро),

т. е. для фиксированных параметров задачи при достаточно малых 
концентрациях амеб (и плотностях «притягивающего» вещества). В 
противном случае возможна неустойчивость постоянного решения (ес­
ли в начальном спектре возмущений найдутся длинноволновые гармо­
ники с небольшими значениями к, растущие со временем), порождаю­
щая более сложную картину эволюции скопления амеб. Разумеется, 
линеаризованная модель не дает исчерпывающей картины процесса, 
по из нее можно извлечь ряд сведений, полезных для более полного 
исследования.

2. Случайны й марковский процесс. Типичным примером п о  
добного процесса служит движение помещенной в жидкость маленькой 
твердой частицы, совершающей хаотические перемещения под дейст­
вием беспорядочных столкновений с молекулами жидкости (броунов­
ское движение). Ее положение в любой момент времени t ^ t o  задается 
координатами х, у, г  трехмерного пространства . В дальнейшем для 
упрощения выкладок будем рассматривать одномерное движение, т. е. 
случайные блуждания броуновской частицы вдоль оси ж, а; е .

Случайный процесс называется марковским, если по положению 
точки X в момент времени I однозначно определяется вероятность ее 
нахождения в произвольный момент ^ >  Ь в некоторой части (в любом 
измеримом подмножестве Е )  пространства . Другими словами, это 
процесс без последействия, когда события, случившиеся в промежутке 
времени между t и t', не влияют на положение точки в момент 1'.

Марковский процесс полностью характеризуется функцией

р{1,х,1',х'), ж €

называемой плотностью вероятности в точке ж', зная которую, не­
трудно вычислить вероятность

..................(1х'

Е{ х ' )



нахождения частицы в некоторой окрестности Е (х ' )  точки х' в момент 
времени

Очевидно, что для функции р выполнено условие нормировки

/-p {t ,x , t ' ,х ' )  ¿ х ' =  1, (8)

т. е. в любой момент частица обязательно находится в какой-либо точ­
ке пространства .

При построении модели марковского процесса существенным об­
разом используется предположение о его сильной непрерывности. Счи­
тается, что частица за ма|?£1̂ (промежутки времени может получить 
заметные приращения координаты Дж 5 лищь с малой вероятнос­
тью. Это значит, что для любого 5 > О

/ p(í -  Д í, X,  Ь, х ')  ¿х' =  о{А1),

\х'—х\^ё

или, в эквивалентной записи,

/  Р{^ -  ^ t , x , t , x ' ) d x '=  0. (9)

|ж'‘ —

Предполагается также, что для любых ^ >  О существуют равно­
мерные по х  пределы

-х)рЦ-АЬ,х,Ь,х')йх‘ = Ъ>0, (10)
|ж '-а:|<5

р { ^ - ^ ^ > х , Ь , х ' ) й х ' - 2 а > 0 .  (И )

\ х ' - х\ < 5

Эти предположения имеют следующую интерпретацию: вероят­
ность для частицы находиться в момент í в интервале \х' — х\ <  5 
пропорциональна Д^ (уменьшается с уменьшением промежутка вре­
мени, прошедшего от начального момента * — Д^, что естественно) и 
обратно пропорциональна некоторой «средней» величине размера ин­
тервала \х' — а;| (и его квадрату, что также естественно). Величины а 
и Ь зависят, вообще говоря, от точки х и момента т. е. а =  а{хЛ), 
Ь =  Ь{х,Ь), но для простоты здесь рассматривается частный случай, 
когда атлЪ —  постоянные.

Наконец, последнее используемое ниже предположение состоит в 
том, что для любых ж, í', ж' существуют непрерывные частные про­
изводные функции р по ж

^  ^  ( 12) 
дх  ’ дх^ ■



Основное свойство рассматриваемого процесса выражается тож­
деством Маркова

p {t ,x , t ' ,x ' )  =  j p {x , t , t ,x )p ( t ,x , t ' , x ' )d x ,  (13)

где t < t  <  t' —  некоторый момент времени в промежутке от i до i', а 
X —  координата частицы в момент t, t < t  < t ' ,  некоторая промежу­

точная точка при движении от точки х  до 
t,x t,x , t',x' точки ж'. Смысл тождества (13) проясня- 
I л, 1̂ 1 ется. при рассмотрении перехода из точки 

ж в точку ж' как последовательности двух
- _  ̂ ^ переходов —  сначала из точки х в точку х, 

1 ^  а затем из точки ж в точку ж' (на рис. 42 по- 
................. *1 ка,заны возможные комбинации этих пере­

ходов, причем промежуточные перемеще- 
ния изображены штриховыми линиями, а 
основной переход —  сплошными). Вероят­
ность события, состояидего из двух после- 

Рис. 42 довательньпс независимых событий, равна 
произведению вероятностей каждого события, поэтому под интегра,- 
лом в (13) стоит произведение соответствующих величин. Интеграл 
берется по всем возможным промежуточным точкам ж е .

Для рассматриваемого процесса тождество Маркова играет роль 
своеобразного «фундаментального закона», связывая некоторым обра­
зом значения функции р в точках t ,x  v i t ' ,x ' . С его помощью вычислим 
сначала разность величин р в моменты t — A t  vit:

p{t -  A t ,x , t ' , x ' )  -  p ( t ,x , t ' ,x ' )  =

=  J p { t ~  A t ,x , t , x )p { t , x , t ' , x ' )d x  - p ( t , x , t ' , x ' )  j p { t - A t , x , t , x ) d x .

Ri K'

Первому члену в левой части этого равенства отвечает (см. (13)) пер­
вый интеграл в его правой части, а второму —  тождественный ему 
член, умноженный на интеграл, который согласно условию норми­
ровки (8) равен единице. Множитель p { t ,x , t ' ,x ' )  не зависит от ж, и 
поэтому, внося его под знак интеграла, перепишем равенство в виде

p(t — A i ,  ж, t', ж') — p{t, ж, t ' , x ' )  =

=  j \ p ( t , x , t ' ,х ' )  - p { t ,x , t ' ,x ' ) ]p ( t  -  A t ,x , t ,x )d x .

Поделим теперь в этом равенстве обе его части на A t  и разобьем 
интеграл на два —  по области |ж — х| ^  (5 и |.ж — ж| <  S:

p{t — At, x , t  ,х  ) — pit, x , t  ,х  ) _  ^  jr̂  (14)
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7i = ̂  j  \p{t,x,t',x ') ~ p { t , x , t ' , x ' ) ] p { t -  A t ,x , t ,x )d x ,

¡ x - x \ ^ S

/2 =  ^ J  \ p { t ,x , t ' ,x ' ) -p { t ,x , t ' , x ' ) ]p { t  ~  A t ,x , t ,x )d x .

|S-x|<5

Интеграл I i  в силу свойства сильной непрерывности (9) стремится 
к нулю при A t О (первый сомножитель в подынтегральном выраже­
нии не зависит от A t  и не влияет на поведение Д при A t  0).

Интеграл I 2 преобразуем, раскладывая с учетом (12) первый со­
множитель по степеням ( ^ — I ) ;

~  ^ j  ( х  -  x) p{t -  At, х, t, х)  dx +

\x -x\<S

1 f  I  d^p{t,x ,t ',x ')  . 40 / Л 
+  ^  J  2 ------ ^ -------( x - x )  p{t -  A t ,x , t ,x )d x  +

\x -x\<S

1 / Г/- 1 d^p{t,x ,t ',x ')
A t  J -------p { t - A t , x , t , x ) d x .

|г-ж|<5

Устремим в этом равенстве A i к нулю, замечая, что частные про­
изводные функции р,  стояидае под знаком интеграла, не зависят от х. 
Вынося их из-под интеграла, для первых двух членов получим, в сипу 
предположений (10), (И ), что их пределы соответственно равны

d p{t ,x ,t ' ,x ' )  d'^p{t,x,t',x') 
дх ’ ^ дх^ ’ 

а третье^слагаемое представим в виде

1 d^p{t,x ,t ',x ') 1 Г ч2 / А -ч -
~  5 ------- 5^2-------- ^  J  ( х - х )  p{t -  At, X, t, х)  dx,

\x -x\<S

где ё{х -  ж) —  среднее значение функции е{х -  х), причем по опреде­
лению величины о[{х -  хУ ]  имеем е{х -  ж) -> О при Й -> 0. Осуществим 
в последнем выражении предельный переход сначала при (5 —> 0. Этот 
предел, очевидно, равен нулю при любых A t  >  0. Поэтому его пре­
дел при A t О также равен нулю. Наконец, предел левой части (14) 
при A t О равен производной функции р  по времени. Суммируя эти 
результаты, получаем из (14) уравнение Колмогорова для плотности 
вероятности, справедливое для всех t >  t ,̂ -00  <  ж <  00:

dp{t ,x ,t ' ,x ' )  d‘̂ p{t,x ,t ',х ' )  , ^d p {t ,x ,t ' ,x ' )
Qt (15)



Уравнение (15) —  линейное параболическое уравнение. Этими же 
спойствами обладают и его обобщения. Например, в случае, когда ве- 
личииы Ь 1Л а в (10), (11) зависят от 1,х, аналог уравнения (15) имеет
1>ИД

|  =  « ( м ) 0 +  < . ( * , * ) § -  (16)

Если же точка х принадлежит п-мерному пространству, т. е. ж =  
(ж:. Ж2, . . . ,  ж„), то для функции р справедливо следующее обобщение 

(15), (16);

1=1: (")
г ,]= 1  ■' г=1

где Ьi{t,x) И aij{t,x )  вычисляются по формулам (1€), (И ), но в (10) 
вместо сомножителя (ж' -  ж) берется величина (ж' -  ж)г, а в (11) вместо 
(ж' — х)^ фигурирует выражение (ж' — ж)* (ж' — ж) ,̂ i , j  =  1 ,2 ,... ,п.

Заметим, что (17) отнюдь не формальное обобщение (15), (16). 
Случайные марковские процессы могут протекать не только в реаль- 
1ЮМ физическом пространстве (броуновское движение), но и в так на­
зываемом фазовом пространстве. Они характерны для мьюгих техни­
ческих и иных систем, состояние которых описывается совокупностью 
(|);-130вых переменных жх,Ж2, . . . , ж„, число которых может быть значи­
тельно больше трех.

Простейший вариант уравнения Колмогорова получается из (15) 
при 6 =  0;

др д^р , .

и представляет собой уравнение теплопроводности (или диффузии).
Однако между математическими моделями теплопередачи и слу­

чайного марковского процесса есть существенная разница. При выводе 
уравнения (15) для функции р{Ь,х) использовались (в отличие от выво­
да уравнения теплопроводности) условия сильной непрерывности (9 )-
(11). Это приводит к тому, что функция ^)(í, ж) не может быть любым 
решением уравнения Колмогорова. Она оказывается так называемым 
фундаментальным решением уравнений (15)-(18).

Проще всего пояснить это свойство функции р{1, ж) в случае прос- 
тс'.йшего уравнения (18). Пусть функция u{t,x )  —  решение уравнения
(18), определенное при ¿ > ¿ 0, - о о < ж < о о и  удовлетворяющее задан­
ному начальному условию

и { Ь , х ) щ { х )  при (19)

Тогда, если р{х, ж') фундаментальное решение (18), то функция 
■/¿(¿, ж) находится по формуле

«(/■, ж) =  J  p { t ,x , t ' ,x ' )щ {x ' )d x ' .  (20)

Е1



То, что u (t ,x ),  задаваемая в виде (20), —  решение (18), нетрудно 
установить дифференцированием (упр. 4). Свойство (19) доказывается 
с помощью разбиения интеграла в (20);

u { t , x ) =  j  p { t , x , t ' , x ' )u o (x ' )d x '+  J  p ( t , x , t ' , х ' )щ { х ' )  dx'.

\ x ' - x\ < 6  \x' -x\-^5

При t — to точка имеет координату ж, и поэтому по свойству сильной 
непрерывности вероятность ее нахонедения при t' t to в области 
\х' — х\~  ̂ 5 нулевая, т. е. p { t ,x , t ' ,х ' )  -> О при t ' —> to- Следовательно, 
из последней формулы пол̂ ч̂а̂ рм

Иш I p ( t ,x , t ' ,x ' )u o {x ' )  dx' =  lim / p ( t ,x , t ' .x ' )u o {x ' )  dx'.

R * \x -y\<S

Используя условие нормировки (8) при t' to, х' х я учитывая не­
зависимость левого предела в последней формуле от S, получаем

Иш I  p { t ,x , t ' ,x ' )u o {x ' )d x '  — ио(х), 
'-+*0 JV

Т .  е. формулу (19).
Тот факт, что функция р{1, х)  не любое, а именно фундаменталь­

ное решение уравнения Колмогорова (для уравнений (15)--(17) доказа­
тельство аналогично), не является дефектом рассматриваемой модели, 
а отражает естественное свойство случайного марковского процесса. 
Действительно, в начальный момент t =  to блуждающая точка имеет 
некоторую координату жо, и поэтому р(ж, ¿о) =  О при ж ^  жо- В то же 
время из условия (8) при 1' =  1 =  to следует, что

j p{x,to)dx =  1,

т. е. начальными данными для уравнения (18) (и уравнений (15)-(17)) 
служит «^-функция. Решения задачи Коши для линейных параболичес­
ких уравнений с таким начальным условием являются их фундамен­
тальными решениями. Простейший пример —  функция мгновенного 
точечного источника тепла д.пя уравнения теплопроводности (11) из 
§ 2 гл. П, даваемая простой формулой (20) из § 2 гл. II и имеющая те 
же свойства, что и функция p{t,x ). Для более общих уравнений (15)- 
(17) не существует столь простых представлений их фундаментальных 
решений. Однако то обстоятельство, что величина p{t, ж) подчиняется 
уравнению Колмогорова и является его фундаментальным решением, 
существенно используется при исследовании объектов, в которых про­
текают случайные марковские процессы, в частности в задачах управ­
ления такими объектами.

10 А . А . Самарский, А . II. Михайлов



Универсальность ма'гематических моделей. 
Параболические уравнения

(Объект (процесс) Основные предположения и законы

Диижение грунтовых 
вод Сохранение массы, закон Дарси

Теплопередача; 
диффузия вещества

Сохранение энергии, закон Фурье; сохранение массы, 
закон Фика

Движение скопления 
амеб

Сохранение числа амеб, хаотичность движения амеб в 
отсутствие «щштягивающего» вещества

Случайный 
марковский процесс Тождество Маркова, сильная непрерывность процесса

Динамика 
распределения власти 

в иерархии

Законопослушность, постулат о механизмах 
перераспределения власти в иерархии

Итак, параболические уравнения —  один из примеров универсаль­
ности математических моделей (табл. 1). Они описывают широкий 
круг процессов совершенно различной природы (последний пример в 
таблице рассматривается в § 4). Отм£;тим, что параболические уравне­
ния часто связываются с хаотическими неупорядоченными явлениями 
(теплопередача, диффузия и т. д.). Однако они применимы и ко многим 
процессам, которые рассматриваются как детерминированные (движе­
ние грунтовых вод, фильтрация газа в пористой среде и т. д.).

Универсальность математических моделей —  отражение единст­
ва окружающего нас мира и способов его описания. Поэтому методы и 
результаты, разработаггаые и накопленные при математическом моде­
лировании одних явлений, относительно легко, «по аналогии», могут 
быть перенесены на широкие классы совсем других процессов.

3. Примеры аналогий между механическими, термоди­
намическими и экономическими объектами. Особое значение 
«метод аналогий» имеет при математическом моделировании труд­

ноформализуемых объектов, для ко­
торых фундаментальные законы, ва­
риационные принципы и иные общие 
и математически строгие утвержде­
ния либо неизвестны, либо вообще не 
существуют. К таким объектам отно­
сятся, например, системы с заметным 
вмешательством людей, в частности 
экономические системы.

Одна из важных механико-эконо­
мических аналогий — аналогия меж- 

Рис. 43 ду равновесием материальной части-
цы в потенциальном поле внешних сил и выбором оптимального плана 
производства. Рассмотрим ради простоты ее частный случай. Пусть 
единичная масса (точка на рис. 43) находится в поле силы тяжести и



может занимать, вообще говоря, любое положение в области простран­
ства, ограниченного снизу твердой идеальной поверхностью. Уравне­
ние поверхности дается зависимостью у^{х) ^  О, где х, у —  соответ­
ственно горизонтальная и вертикальная координаты частицы, {х) —  
гладкая функция. Очевидно, что величина у —  расстояние частицы от 
оси абсцисс —  подчиняется неравенству

y '^y^ ix ),  О ^ х ^ х ^ .  (21)

Поле силы тяжести потенциально, т. е. существует функция (по­
тенциал) Р {х ,у )  такая, что компоненты ее градиента определяют 
внешнюю силу, действующую на материальную частицу в данной точ­
ке поля, в  рассматриваемо^^^с^туации

g ra d P =  (0 ,-р ),

где д —  ускорение свободного падения (горизонтальная компонента, 
естественно, равна нулю). Следовательно, потенциал дается формулой

Р  =  -9У,  (22)
в которой опущена несущественная аддитивная постоянная.

Изменение потенциала при перемещениях частицы в поле силы тя­
жести равно работе А, совершаемой этой силой, и определяется только 
начальным и конечным положением частицы (в данном случае только 
координатой у):

®2>г/2

А =  I  4Р  =  Р { х 2 , У 2 ) - Р ( х г , у г ) ^ Р { у 2 ) - Р { у 1 ) .  (23)

XI,У1

Точка х*,у* называется положением равновесия, если частица, 
помещенная в нее и имеющая нулевую скорость, остается в ней лю­
бое время (при наложенных связях (21) и внешней силе gradP(a:*, j/*)). 
Потенциал в точке равновесия достигает своего экстремального зна­
чения. Это свойство хорошо иллюстрирует рис. 43, где равновесными 
являются точки минимума функции (х) (в них сила тяжести уравно­
вешивается реакцией опоры). Любое виртуальное (не противоречащее 
связям (21)) малое смещение частицы из этих точек приведет к тому, 
что над нею будет совершена, как видно из (23), отрицательная работа, 
и потенциал уменьшится (если перемещение полностью или частично 
осуществляется по поверхностям у^{х), х =  О, х =  х^, то, поскольку 
они считаются идеальными и силы трения отсутствуют, а их реакция 
перпендикулярна перемещению, это не сказывается на величине рабо­
ты). Во всех других точках области у у^{х), О ^  х ^  х  ̂ потенциал 
(22) не достигает своего максимального значения.

Итак, поиск устойчивого положения равновесия сводится к реше­
нию задачи

Р {х ,у )  шах при у >  у^{х), О ^  X  ^ х^. (24)

Закон покоя Мопертюи (24) аналогичным образом формулирует­
ся и для общих механических систем, точки равновесия которых на­
ходятся не столь просто, как в приведенном случае. Папример, если 
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IIU частицу действуют, кроме силы тяжести, другие потенциальные 
силы, то точки равновесия отнюдь не обязаны совпадать с точками 
минимумов функции у^{х).

В экономической интерпретации задача (24) называется задачей 
нелинейного программирования и часто возникает при планировании 
производства.

Пусть некоторое предприятие выпускает продукцию (кирпичи), 
объем которой обозначим ж, О ^  а; ^  Для производства предприя­
тию необходимо затратить некоторый ресурс (глину), остаток которо­
го после выполнения плана обозначим у (начальный ресурс равен г/° и 
считается независящим от величины плана а;, ^  2/ ^  0). Известно, 
что производство происходит при некоторых ресурсных ограничениях 
сверху, т. е.

У° (25)

где у^{х) —  минимальное количество неиспользованных ресурсов, ко­
торое предприятие по технологическим, финансовым или иным при­
чинам обязано иметь в своем распоряжении после выполнения плана 
X (у^(х) считается заданной гладкой функцией х).

В упрощенной постановке прибыль Р{х ,  у) равна разности меж­
ду стоимостью выпущенной продукции f x  и стоимостью затраченных 
ресурсов g (у — г/°):

Р {х ,у )  =  f x  +  g (y °  -  у), (26)

где /, g —  цена единицы продукции и ресурса соответственно (осталь­
ные затраты считаются несущественными).

Задача планирования производства состоит в том, чтобы выбрать 
план X * ,  выполнение которого дает максимальную прибыль (26) при 
ресурсных ограничениях (25):

Р (х ,г/ )-> та х  при у ^ ^ у ^ у ^ х ) ,  О <  ж <  а;Ч (27)

Формулировки, подобные (27), справедливы для весьма общих задач 
планирования.

Для получения полной аналогии несколько усложним задачу о рав­
новесии материальной частицы. Введем дополнительно к силе тяжести 
потенциальную внешнюю силу (см. рис. 43), действующую на части­
цу в направлении оси х и равную по величине /. Например, для заря­
женной частицы эта сила появляется при наличии соответствующего 
:)лектрического поля. Тогда потенциал есть

Р {х ,у )  =  f x  +  gy,

что с точностью до несущественной аддитивной постоянной совпадает 
с (26). Завершает аналогию введение идеальной твердой поверхности 
у =  у̂ \ ограничивающей движение материальной частицы сверху; тог­
да (2] ) примет вид (25) (с учетом того, что затраты всегда считаются 
( )трицатсльными).



Итак, задачи (24) и (27) полностью ангигюгичны и имеют совпа­
дающие решения х*,у*. Заметим, что механико-экономические анало­
гии имеют место не только для общих формулировок проблем, но и 
для многих содержательных конкретных понятий (сила —  предельная 
прибыль, реакция связей —  предельные издержки и т. д.).

На плане х*,у* {оптимальном плане) максимального значения до­
стигает не только экономический аналог потенциала •— прибыль, но 
также еще одна величина, которой ставится в соответствие уже не 
механическое, а термодинамическое понятие, —  энтропия. Известно, 
что предоставленная самой себе термодинамическая система, напри­
мер, газ :в изолированном сосуде (см. п. 3 § 3 гл. Н1), с наибольшей 
вероятностью переходит в состояние с наименьшей упорядоченностью 
параметров, характеризующр^ составляющие ее частицы (атомы, мо­
лекулы). В этом состояни!#система находится в равновесии, ее пара­
метры одни и те же во всех ее точках. Поэтому не существует какого- 
либо способа различить (упорядочить) ее части друг относительно 
друга: достигается наибольший (в сравнении с другими возможными 
состояниями) беспорядок —  «хаос». Мерой этого беспорядка служит 
энтропия, являющаяся функцией состояния системы и принимающая 
максимальное значение, когда система находится в равновесии.

Для некоторого произвольного неоптимального плана {х,у) ф 
Ф {х*,у*) из задачи (27) рассмотрим е-окрестность вс€5х соседних пла­
нов {'Х,у) (т. е. выполнено \х -  х\ <  е, |̂  -  |/| <  е). Поскольку план 
{х, у) неоптимален, то в его е-окрестности всегда существует непустое 
множество планов, которые: либо не удовлетворяют ресурсным огра­
ничениям (области А  и В  на рис. 44); либо не имеют преимущества 
по прибыли в сравнении с планом {х,у) (область С  на рис. 44); либо 
обладают обоими этими свойствами. Это означает, что в окрестное-



ч'и аючки {х,у) можно провести частичное упорядочение планов дрзт 
относительно друга, так как известна процедура предпочтения одних 
планов другим. Объем множества этих «плохих» планов V  зависит от 

;(/, е и, очевидно, всегда меньше обема е-окрестности:

У{х ,у ,е )  <  К  =

Рассмотрим теперь €-окрестность оптимального плана (ж*,2/*). В 
()'|'личие от случая плана (х ,у )  все планы из этой области менее пред­
почтительны по отношению к (ж*, у*) (либо по ресурсным ограничени­
ем, либо по величине прибыли, имеющей максимум в точке (х* ,у* )) . В 
11Т0М случае объем «плохих» планов равен объему всей е-окрестности:

У {х \ у * ,е )  =  У,.

Введем функцию

У{х ,у ,е )
Е {х ,у ,е )  =

У,

которая служит мерой упорядоченности различных состояний данной 
системы. Чем «ближ е» точка (х ,у )  к «равновесному» оптимальному 
состоянию {х*,у*), тем больше значение функции Е. Очевидно, что 
Е  < 1  при всех {х,у) ф (х*,у*) и достигает своего максимального зна­
чения Е  =  1 в точке (х*,у*). Она и является экономическим аналогом 
:-)нтропии в рассматриваемой задаче.

Так же, как и механические аналогии, термодинамические анало­
гии справедливы для многих весьма общих экономических систем и 
пшроко применяются при их исследовании.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Используя замену вида р{х,1) =  <̂ >(4) • и{х,1), сведите (3) к уравнению теп­
лопроводности.

2. Убедитесь в том, что квадратное уравнение ( 6) всегда имеет действитель­
ные корни и что необходимым и достаточным условием отрицательности обоих 
корней является условие с >  0.

3. Получите уравнения (16), (17), используя те же предположения, что и при 
иыводе (15).

4. Дифференцируя интеграл в правой части (20) по Ь,х и испо,пьзуя уравнение 
(18), убедитесь, что функция и{Ь,х) —  реш(зние уравнения (18).

§ 2. Некоторые модели финансовых 
и экономических процессов

Рассмотрим модели рекламной кампании, процедуры погашения 
ичаимных долгов предприятий, простые макромодели равновесия и 
роста экономической системы. Обсудим роль аналогий, используемых 
при построении моделей, и некоторые выводы, следующие из их ана­
лиза.

1. Организация рекламной кампании. Фирма начинает ре­
кламировать новый товар или услугу. Разумеется, что прибыль от 
будущих продаж должна с лихвой покрывать издержки на дорого- 
("|()ят.ую кампанию. Ясно, что вначале расходы могут превышать



прибыль, поскольку лишь малая часть потенциальных покупателей 
будет информирована о новинке. Затем, при увеличении числа про­
даж, уже возможно рассчитывать на заметную прибыль, и, наконец, 
наступит момент, когда рынок насытится, и рекламировать товар да­
лее станет бессмысленно.

Модель рекламной кампании основывается на следующих основ­
ных предположениях. Считается, что величина —  скорость из­
менения ¡со временем числа потребителей, узнавших о товаре и го­
товых купить его — время, прошедшее с начала рекламной кам­
пании, N { t )  —  число уже информированных клиентов), —  пропор­
циональна числу покупателей, еще не знаюпдих о нем, т. е. вели­
чине — N { t ) ) ,  где N 0 —  общее число потенциальных пла­
тежеспособных покупателе^’  #1(4) > О характеризует интенсивность 
рекламной кампании (фактически определяемую затратами на рекла­
му в данный момент времени). Предполагается также, что узнавшие о 
товаре потребители тем или иным образом распространяют получен­
ную информацию среди неосведомленных, выступая как бы дополни­
тельными рекламными «агентами» фирмы. Их вклад равен величине 
a2{ t )N { t )  {Щ  — N{tУ) и тем больше, чем больше число агентов. Ве­
личина a2{t) >  О характеризует степень общения покупателей между 
собой (она может быть установлена, например, с помощью опросов).

В итоге получаем уравнение

(1М
—  =  [ах(^) -Ь аз(*) ЛГ(í)] (ЛГ„ -  Ы). (1)

При a'^(í) a2N { t )  шз (1) получается модель типа модели Маль­
туса (10) из § 1 гл. I, при противоположном неравенс:тве —  уравнение 
логистической кривой (см. (12) в § 1 гл. I)

ЙЫ
—  =  ЛГ (ЛГо -  ЛГ), д.г =  аз(^) 
ат

решение которого изучено в § 1 гл, I (см. также рис. 7).
Полученнгзя аналогия вполне понятна, так как при построении 

данной модели и модели роста численности популяции использова­
лась одна и та же идея «насыщения»: скорость роста со временем 
какой-либо величины пропорциональна произведению текущего значе­
ния этой величины N(1) на разность Л̂ о — N { t )  между ее равновесным 
(популяция) либо предельным (покупатели) и текущим значениями.

Аналогия между обоими процессами заканчивается, если в какой- 
то момент времени величина ах +  a2N  становится нулевой или даже 
отрицательной (для этого необходимо, чтобы один или оба коэффици­
ента ax(t), a2it) стали отрицательными). Подобный негативный эф­
фект довольно часто встречается в рекламных кампаниях различного 
рода и должен побудить их организаторов либо изменить характер 
рекламы, либо вовсе отказаться от дальнейшей пропаганды. Меро­
приятия по увеличению популярности товара могут, в зависимости от 
значений величин ах{1), a 2(í), N{1), направляться на улучшение ре­
зультатов как прямой (параметр ах), так и косвенной (параметр « 2) 
рекламы.



Модель (1) лишена очевидного недостатка, присущего логистичес­
кому уравнению. Действительно, оно не имеет решений, обращающих­
ся в нуль в конечный момент времени (из соответствующей формулы 
для Л (̂ )̂ в п. 5 § 1 гл. I следует, что N { t )  —> О при t -> —оо). Приме­
нительно к рекламе это означало бы, что часть покупателей еще до 
начала кампании уже знает о новом товаре. Если же рассмотреть мо­
дель (1) в окрестности точки N ( t  =  0) — N (0 )  = 0  (  ̂=  О —  момент 
начала кампании), считая, что N  Мо, a2{t) N  -С Q;l(í), то уравнение 
(1) принимает вид

ИМ
^ ' = « ! ( « )  iVo
(И

и имеет решение

г

М{1) =  Мо !  ах{Ь)(И, (2)

о

удовлетворяющее естественному налальному условию при Ь =  0.
Из (2) относительно легко вывести соотношение между реклам­

ными издержками и прибылью в самом начале кампании. Обозначим 
через р величину прибыли от единичной продажи, какой бы она была 
без затрат на рекламу. Считаем для простоты, что каждый покупа­
тель приобретает лишь одну единицу товара. Коэффициент 01 (<) по 
своему смыслу —  число равнозначных рекламных действий в единицу 
времени (например, расклейка одинаковых афиш). Через в обозначим 
стоимость элементарного акта рекламы. Тогда суммарная прибыль 
есть

P  =  p N { t ) = p N o J a г { t ) d t ,  (3)

О
а произведенные затраты

t

)(И.’ =  « у  « ! ( * ) (

Прибыль превосходит издержки при условии рМо >  5, и если ре­
клама действенна и недорога, а рынок достаточно емок, то выигрыш 
достигается с первых же моментов кампании (в реальности между 
оплатой рекламы, рекламным действием и последующей покупкой име- 
<!т место так назьшаемый лаг —  временная задержка, которая может 
быть учтена в более полных моделях). При не слишком эффективной 
или дорогой рекламе фирма на первых шагах несет убытки. Однако 
это обстоятельство, вообще говоря, не может служить основанием для 
прекращения рекламы. Действительно, выражение (3) и полученное с 
его помощью условие piVo >  в справедливы лишь при малых .значениях 
N{1), когда функции Р  и 3  растут со временем по одинаковым законам.



При увеличении отброшенные в (1) члены становятся заметны­
ми, в частности усиливается действие косвенной рекламы. Поэтому 
функция iV (í) может стать более «быстрой» функцией времени, чем в 
формуле (3). Этот нелинейный эффект в изменении величины iV (í) при 
неизменном темпе роста издержек дает возможность скомпенсировать 
финансовую неудачу начальной стадии кампании.

Поясним данное утверждение в частном случае уравнения (1) с 
постоянными коэффициентами а\, а^. Заменой

N  =  сщ/оз +  N

оно сводится к логистическому уравнению

-  Й ) ,  Й о  =  —  +  М о ,  
аЬ а2

(4)

имеющему решение

М{Ь) =  Мо[1 +  {Моаг/аг -  1 )ехр(-iV oa 2Í ) ]“ ’■• (5)

При этом N{0 ) — 0:1/02, так что ЛГ(0) =  О, и начальное условие 
выполняется. Из (4) видно, что производная функции М{Ь) и, следо­
вательно, функции iV (í) может при ¿: >  О быть больше ее начального 
значения (при условии >  2а1/«2 или Мо >. ах/02)- Максимум про­
изводной достигается при N  — Мо/2, М  =  ( « 1/02 -1- Мо)/2:

'с1М\ _ [ с 1 М \  _  М^ {ах1а2+М о?

В этот период для текущей, т. е. получаемой в единицу времени 
прибыли имеем

Вычитая из Рт начальную текущую прибыль Р о = р  {4М/<И)^=:0 =  
=  ахМо (см. (2)), получаем

-‘ О — Р  ^  7

Т. е. разница между начальной и максимальной текущей прибылью 
может быть весьма значительной (см. также упр. 1). Суммарный эко­
номический эффект от кампании (его необходимым условием являет­
ся, очевидно, выполнение неравенства Рт = р { а 1/ ЛГо)2/4 >  
>  «15) определяется всем ее ходом, характеристики которого вычис­
ляются из (4), (5) с помощью квадратуры (см. также упр. 2).

Как следует из (4), начиная с некоторого момента, продолжать 
рекламу становится невыгодно. Действительно, при М{£), близких к 
Мо, уравнение (4) записывается в виде

йМ  _  _  _

—  =  Q2iVo (]Уо -  М). (б)



Его решение стремится при t -¥ оо к предельному значению Ñq (а 
функция N { t )  —  к Nq) п о  медленному экспоненциальному закону 
(упр. 2). ¡В единицу времени появляется ничтожно малое число новых 
покупате.лей, и поступающая прибыль при любьпс условиях не может 
покрыть продолжающихся издержек.

Аналогичные характеристики вычисляются для уравнения (1) и 
различных его обобщений, широко используемых также для описания 
внедрения технологических и иных новшеств.

2. Взаимозачет долгов предприятий. Любая значительная по 
своим масштабам экономическая система включает в себя десятки ты­
сяч предприятий (фирм, корпораций и т. д.), обменивающихся между 
собой товарами и услугами. Даже мелкая фирма, имеющая относи­
тельно небольшое число непосредственных партнеров, косвенно связа­
на (через связи прямых и вторичных партнеров) с огромным числом 
предприятий, входящих в систему, и ее благополучие напрямую за­
висит от их состояния. Это утверждение тем более справедливо для 
крупных корпораций, поддерживающих партнерство с сотнями и ты­
сячами экономических агентов.

Взаимосвязанность всех звеньев экономической системы: хорошо 
проявляется при проведении расчетов между предприятиями за по­
ставленную продукцию. Действительно, получив от своих клиентов 
выручку за предоставленный товар, предприятие тратит ее на за­
купку сырья и машин у других фирм, на зарплату (т. е. на покуп­
ку рабочей силы), на рекламу и на иные действия, необходимые для 
своего нормального функционирования. Тем самым в экономический 
оборот дополнительно вовлекается большое ч:исло партнеров данного 
предприятия. В свою очередь клиенты, получившие от предприятия 
товар, направляют его на дальнейшую перепродажу, используют для 
производства собственной продукции и т. д., также увеличивая число 
участвующих в экономической деятельности агентов.

Если поставки и платежи за них осуществляются своевременно (в 
идеале мгновенно), то с точки зрения финансового обращения экономи­
ческой системе ничего не грозит. Для продолжения своей деятельнос­
ти предприятиям нет необходимости ни использовать значительную 
часть своих финансовых ресурсов, находящихся на банковских счетах, 
ни, тем более, продавать основные фонды (землю, здания, оборудова­
ние, технологии). В реальности между поставкой товара и его оплатой 
(jm6o предоплатой всего товара или его части и следующей за ней 
поставкой) всегда существует задержка во времени. Ее минимальное 
значение определяется чисто техническими причинами, так как всегда 
т{)ебуется время на транспортировку и расфасовку товара, на прове­
дение банковских переводов и т. д. При небольших лагах небольших 
партий товара (или небольших денежных сумм) предприятия на ко- 
(юткое время привлекают небольшую часть своих свободных финансов 
и затем быстро пополняют эти затраты из получаемых от своих парт- 
[Кфов платежей.

Однако возможны ситуации, когда по каким-либо экономическим, 
(1)ипансовым, внутри- или внешнеполитическим, социальным, психо- 
ло1'ическим и иным причинам время задержки платежей (поставок)



становится сравнимым со временем оборота финансов, а абсолют­
ное значение (объем) невыполненных платежей или поставок —  со­
поставимыми с объемом свободных оборотных средств предприятий. 
В этом случае возникает так называемый кризис неплатежей, способ­
ный привести к серьезному кризису всей экономической системы.

В самом деле, предприятие, не получившее деньги за поставлен­
ную продукцию (или оплатившее товар, но не получившее его), не 
может расплатиться со своими поставщиками (поскольку объем дол­
гов предприятию сравним с величиной его свободных средств, то их 
использование не может принципиально улучшить ситуацию). В свою 
очередь поставщики не расплачиваются со своими клиентами, те —  
со своими и т. д. Возникают длинные цепочки неплатежей, пронизы­
вающие всю систему. Он|[’  Аевидно, могут состоять из N  звеньев, а 
их общее число достигать величины порядка N1 {М —  общее число 
предприятий). Сумма абсолютных величин долгов лю всем цепочкам 
может не только превышать свободные средства предприятий, но и 
становиться сопоставимой со стоимостью их основных фондов (речь 
идет именно о сумме абсолютных долгов, так как лн^бое предприятие 
одновременно может быть как должником, так и кредитором своих 
партнеров). Система заходит в тупик —  предприятия либо должны 
прекратить производство, либо снова занять друг у друга средства, 
увеличив суммарный взаимный долг.

В принципе для разрешения ситуации возможен подход, когда не­
которое уполномоченное учреждение (например, главный националь­
ный банк) выдает всем предприятиям единовременный кредит, равный 
сумме всех долг’ов. Тогда они расплачиваются между собой и затем 
возвращают кредит. Однако такая кредитная эмиссия может спрово­
цировать сильную инфляцию (производство товаров не увеличилось, а 
денег в обороте вдруг стало значительно больше) со всеми ее отрица­
тельными последствиями.

В любом кризисе неплатежей определенную роль всегда играет 
чисто «техническая» компонента, связанная с несовершенством самой 
процедуры расчетов. В дальнейшем будем рассматривать кризисы, по­
рождаемые именно этими факторами, отвлекаясь от экономических, 
политических и других причин их возникновения.

Сначала поясним суть проблемы на простом числовом примере 
для системы из трех предприятий, каждое из которых имеет свобод­
ные средства, равные условно одной финансовой единице, и основные 
фонды, равные 10 единицам. Пусть первое предприятие должно второ­
му 100 единиц, второе должно третьему 100 единиц, и, наконец, третье 
первому также 100 единиц. Суммарный абсолютный долг предприятий 
равен 600 единицам и огромен в сравнении с их фондами (30 единиц), 
не говоря уже о свободных средствах (3 единицы). В то же время фи­
нансовое положение этой системы фактически благополучное, так как 
суммарный «д о л г » каждого предприятия в отдельности (т. е. сум­
ма средств, которые предприятие должно другим, и другие должны 
ему) равен нулю. Очевидная процедура взаимозачета состоит в одно­
моментном аннулировании (погашении) всех долгов: объявляется, что 
никто никому не должен, и партнеры продолжают свою работу, буду­



чи свободными от долгового бремени. Централизованный кредит при 
этом, естественно, вообще не требуется.

Подобную операцию, произведенную «вручную», нельзя, конечно, 
реализовать для большого числа предприятий с огромным количес- 
квом финансовых обязательств. Требуются более глубокие подходы, 
для рассмотрения которых необходимо, прежде всего, формализовать 
задачу.

Итак, пусть экономическая система состоит из N  предприятий, 
могущих иметь взаимные долги. Обозначим долги п-го предприятия 
т-му через Хпт, где 1 ^ п ,т  ^  N  (х„т <  О, если первое предприятие 
должно второму, и х„т >  О В обратном случае). Ясно, что

Хпт ~  ~Хтп1 ¡Ь’пп — О,
Т .  е. совокупность долгов описывается кососимметричной матрицей 
размера N  х N  с нулевой диагональю {хпп =  О, поскольку предпри­
ятие самому себе должно быть не может).

Сумма всех взаимных долгов вычисляется через индивидуальные 
долги по простой формуле

N  N

 ̂= Е Е
п=1 т=1

Величина (7) служит одной из интегральных количественных характе­
ристик финансового положения системы: если она сопоставима с сум­
мой всех свободных средств предприятий Хо, т. е.

N

Х ^ Х о  =  ' ^ х „ ,  (8)
п=1

ТО описываемая неравенством (8) ситуация и означает кризис непла­
тежей (здесь Хп ^  О —  индивидуальные свободные средства предпри­
ятий).

Еще одна важная хара;ктеристика —  баланс кредитов и долгов 
(сальдо) каждого предприятия

N

Зп =  X]
т = 1

причем, как очевидно из (9), возможны варианты 5„ >  О, <  О, 5 „ =  
=  0. При >  О предприятие является в некотором смысле кредитором 
предприятий-должников, т. е. тех, у кого 5 „ <  О (при =  О прецприя- 
тие в отношении долгов «нейтрально»). При 15„| <  индивидуальное 
(})инансовое состояние предприятия по существу нормальное, посколь­
ку его реальные суммарные долги (или кредиты, «данные» им другим) 
м(;ньше его свободных средств.

Аналогично, суммарное абсолютное сальдо системы
N

5 ^  |5„| (10)
П=1



служит макропоказателем ее возможного финансового «здоровья». Ес­
ли 5  <  ^10, то свободных средств в системе больше, чем действитель­
ных долгов, и потенциально она может успешно функционировать (по­
добно системе трех предприятий из приведенного выше примера).

Между величинами X  и 3  всегда существует определенное соот­
ношение, Для любой произвольной матрицы долгов выполняется нера­
венство

X  ^  5, (11)

т. е. суммарный долг никак не может быть меньше суммарного сальдо.
Задача погашения взаимных долгов состоит в том, чтобы, знсш 

матрицу Хпт, найти матрицу «новьгх» долгов, для которой вы­
полнялось бы X '  <  X .  Очевкщю, что идеальным ее решением было бы 
X '  =  5, т. е. когда неравенство (11) становится равенством. Заметим, 
что тогда для благополучной по существу системы с 3 ^  Хо достига­
лось бы соотношение X ' =  5 ^  Хо, и после взаимозачета она могла бы 
нормально работать (хотя уменьшение величины X  в любом случае 
полезно).

При построении математической модели процедуры взаимозаче­
та долгов последовательно используется ряд действий, аналогичных 
проводимым при исследовании естественнонаучных объектов. Первое 
из них :— отказ на определенном эта­
пе от детального рассмотрения множес- 3 . 
тва индивидуальных долгов и соответ- У ...
ствующих свя.зей между предприятиями. Т  I
Переход с микроуровня на макроуровень /  г
подобен тому, как при описании боль- 2 \  • М - 2
шого числа частиц газа отказываются V  I
от необходимости прослеживать траек- \  /
торию каждой частицы и вводят неко- М - 1
торые усредненные характеристики, зна- 1
ния которых, однако, вполне достаточно 
для получения подробной картины по-
ведения объекта (см., например, вывод уравнения Больцмана в § 3 
гл. П1). Процедура прослеживания цепочек неплатежей, примененная 

о 4 0 4

• М - - 2  2 * • М  - 2

Г
м - 1  " М -1

 ̂ м   ̂ м
Рис. 46 Рис. 47

выше для трех предприятий, не только трудновыполнима для N  пред­
приятий, но имеет также и принципиальный недостаток. Действитель­
но, рассмотрим сначала цепочку, в которой каждое предприятие с



первого по М -е [М  ^  Н )  должно другому одинаковую сумму, и та­
кую же сумму должно М-е предприятие первому (рис. 45). Цепочка 
замкнута, и решение очевидно —  все долги в цепочке погашаются. 
Пусть теперь М -е предприятие не должно первому (рис. 46). Тогда 
цепочка разомкнута, и этот метод неприменим. В то же время прос­
тое решение заключается в том, что долги предприятий со второго 
по (М  — 1)-е аннулируются, а долг первого переадресовывается М-му 
(рис. 47). Экономический смысл переадресации соответствует вексель­
ному обращению, когда долговое обязательство меняет своих хозяев, 
и в результате у должника (первое предприятие) появляется новый 
кредитор (М -е предприятие).

В отличие от ситуации с долгами в цепочках полная система дол­
гов по всем цепочкам замкнута, так как рассматриваются взаимные 
долги. В'самом деле, из свойства Хпт =  -^т п  следует, что

N  N

ЕЕ ̂пт — о
п=1 т = 1

для любой совокупности неплатежей. Учитывая, что 8„ =  ^^т=1 ^пгт 
из последнего равенства получаем

N

=  (12)
П = 1

ИЛИ

5„>0  5 „<0

Т. е. сумма положительных сальдо предприятий равна по абсолютной 
величине сумме отрицательных сальдо. Рассматриваемая на макро­
уровне система взаимных долгов обладает свойством «симметричной 
консервативности» (13), а «закон сохранения» (12) —  аналог обычных 
законов сохранения (массы, энергии и т. д.) применительно к изучае­
мой ситуации.

Равенство (13) проясняет построение математической модели иде­
ального взаимозачета, который производится при следующих естест­
венных условиях;

1) все долги Хпт известны и признаются предприятиями;
2) при проведении взаимозачета сальдо предприятий остаются 

неизменными; т. е. индивидуальное финансовое положение 
каждого из них в этом смысле не изменяется;

3) часть долгов Хпт списывается, а часть переадресовывается, 
т. е. у предприятий могут появиться новые должники и кредиторы 
и исчезнуть часть старых.

Суть макропроцедуры взаимозачета состоит в том, что вместо 
псшичин Хпт рассматриваются величины Зп- Предприятия с 5 „ <  О 
объявляются должниками (в размере своих сальдо), а предприятия с 
Зп >  О -  кредиторами (в тех же размерах). Затем долги предприя­
тий с 5 „ <  О каким-то образом распределяются между кредиторами.



т. е. находится новая система долгов х!^^. При этом выполнены закон 
сохранения (12), условие 2) и достигается равенство X '  =  3; поэтому 
решение задачи является оптимальным.

Таких оптимальных решений может быть, вообще говоря, много, 
так как распределять долги между кредиторами можно разными спо­
собами. Приведем два наиболее простых и наглядных. Первое из них 
дается несложной формулой, по которой новые долги вычисляются че­
рез старые:

1^-1. (м )

Согласно алгоритму<(1^ долг любого предприятия (равный 5„, 
если Зп <  0) расписывается по предприятиям-кредиторам в долях, про­
порциональных величинам их сальдо (равным Зт, если Зт >  0). Пред­
приятиям с большим положительным сальдо причитается от каждого 
из должников большая часть его долгов, причем в сумме они дают ве­
личину Зт (упр. 5). Для предприятий с нулевым сальдо взаимозачет 
сводится к погашению всех их долгов и всех долгов им.

Заметим, что в решении (14) для новых долгов имеем — О при 
Зп <  О, Зт <  о либо при Зп >  о, Зт >  О (послб взаимозачета должники 
не должны должникам, а кредиторы —  кредиторам). Это озна^гает, что 
число получившихся финансовых-связей между предприятиями значи­
тельно меньше максимально возможного, когда каждое предприятие 
является должником или кредитором любого другого, и матрица дол­
гов не имеет нулевых элементов (кроме, разумеется, диагональных).

Количество связей может быть значительно уменьшено, если про­
вести предварительное упорядочивание предпрятий по абсолютным 
значениям их сальдо и установить непосредственные связи между 
должниками и кредиторами одного масштаба (крупных с крупными, 
мелких с мелкими и т. д.). Эта процедура допускает простую геомет­
рическую интепретацию. На рис. 48 на верхней прямой линии описано 
распределение сальдо кредиторов (в убывающем порядке). Длина от­
резков этой прямой равна ве­
личине сальдо каждого пред- Зр-2  5р=з 
прятия >  0 ,1 <  р <  ЛГ, а ее 
общая длина, очевидно, рав­
на 3/2. На нижней прямой 
описано распределение саль­
до должников Зд <  О, 1 <  д <
<  М ,р  +  д ^  N  (сальдо взяты 
с обратным знаком) также в 
убывающем порядке. Ее дли- 8̂
на согласно (13) также равна 3/2. Штриховые линии, проведенные из 
узлов нижней прямой, делят «прямую кредиторов» на д отрезков, рав­
ных величине долга каждого предприятия. Этот долг либо достается 
одному кредитору, либо делится между несколькими в соответствии с 
расположением узлов верхней прямой относительного данного отрезка.

Описанный алгоритм оптимален по критерию X '  — 3 и представ­
ляется наилучшим по числу связей, остающихся после взаимозачета.

5/2



Таблица 2 
Пример взаимозачета в системе с iV = 10 

и начальной матрицей долгов 
с 90 ненулевыми недиагоналБными элементами

Начальная матрица (5Г = 3729)
-25  

- 1  - 2 0  
4 25 

25 -450 
-15  

3

-2
25

150 -30 
-40  3

1
10
1

-22
322
-25

30 
20 

3
- 2  - 2  

-15 -25  
- 2  1

-928
5 25 
4 -15  5

498 -800 -10
-20  15 -1

20

-3 30
Конечная матрица ( X '  =  S =  62)

О
О
О
О
О

- 7
-18

О

О
О -28 

О 
О 

-2  
О О

Пример подобного взаимозачета в системе с iV =  10 и начальной мат- 
||цц<'й долгов с 90 ненулевыми недиагонапьными .элементами приведен 
и таГ)л. 2. Конечная матрица содержит лишь 14 ненулевых элементов. 
И специальных случаях у одного должника остается один кредитор, и 
иииГюрот (упр. 6).

( )'1'м(;тим, что эти и другие процедуры взаимозачета имеют смысл 
ними, при выполнении условий 1)-3), т. е. при определенном согла-
.... . между предприятиями. Причины, не позволяюпдие придержи-
шт.ся д!и1ного соглашения, могут быть весьма разнообразными —
и....... платить долги потому, что это выгодно должнику, до
мпслсдс'гьий санкций международных или иных организаций, когда 
i|imimic(>iii.i(! ср(!дства предприятий замораживаются. Эти обстоятель- 
I I ИИ и ()1Г|)сдоляют рамки применимости модели взаимозачета, при по- 
I цин'ипи которой существенно использовались аналогии с моделями 
И1'1ч1'|'11|)ых (!стественнонаучных объектов.

•Ч. М пкромодель равновесия рыночной экономики. Любой 
\‘1(и ШИК рыночного экономического процесса действует в соответ- 
I ищи с(1 сиоими индивидуальными интересами (извлечение прибыли, 
wiv’mii'iiHc услоиий труда, минимизация риска, экономия ресурсов и
I и ) 11|1И1"|'11Й11ШЙ вариант такой системы —  экономика с совершенной 
hi tm. VI" ииисй, когда каждый субъект экономически ничтожно мал и не 
i4.il M.mai'i ш'нос.рсдстиснного )злияния на уровень производства, цены.



зарплату и другие макропоказатели. В то же время разобщенные дей­
ствия экономических агентов могут складываться через существую­
щие в системе отношения купли-продажи в совокупную согласованную 
картину действий работодателей и наемных рабочих, финансистов и 
вкладчиков и т. д.

Если в результате такого коллективного взаимодействия общее 
производство товаров и услуг в системе согласовано с общим спросом 
на них, то такое состояние экономики назьшается равновесным, а уста­
навливающиеся при этом цены —  равновесными рыночными ценами. 
Баланс между спросом и предложением имеет место, как подразуме­
вается, не при произвольных, а именно при этих рьшочных ценах, что 
означает, в частности, пд|атжеспособность спроса.

Одна из важных задач экономической науки —  определение усло­
вий равновесия экономики, и в том числе равновесных рыночных цен. 
Наиболее простые математические модели экономического равновесия 
строятся при следующих предположениях:

1) совершенная рыночная конкуренция, означающая отсутствие 
как крупных производственных корпораций (и, тем более, монополий), 
так и объединений работников, могущих диктовать свои условия для 
всей системы;

2) неизменность производственных возможностей системы: обору­
дование, производственные помещения, технологии не изменяются со 
временем;

3) неизменные во времени экономические интересы партнеров: 
предприниматели не пытаются увеличить свою прибыль, рабочие —  
зарплату, инвесторов устраивают проценты, получаемые по ценным 
бумагам, и т. д.

Отвечаюпще этим предположениям модели описывают весьма 
частный случай «застывшей» во времени идеальной рыночной эконо­
мики. Однако они дают ответ на вопрос о возможности существования 
экономического равновесия, формирующегося из рыночного «хаоса», и, 
кроме того, связывают между собой основные макропоказатели эконо­
мической системы.

Одна из таких макромоделей —  модель Кейнса —  рассматривает в 
качестве агентов нанимателей и нанимаемых, потребителей и сберега­
телей, производителей и инвесторов, действующих на рынках рабочей 
силы, продуктов и денег, т. е. распределяющих и обменивающих эти 
товары (труд, продукты, деньги) между собой.

Первый макропоказатель системы — национальный доход У, явля­
ющийся единственным (для простоты) продуктом, производимым ею 
в еди1шцу времени. Этот продукт вырабатывается прои;$водственным 
сектором экономики, а его величина дается функцией Г ,  зависящей 
от количества и качества ресурсов, состава основных фондов и числа 
занятых работников Н (второй макропоказатель). В соответствии с 
предположением 2) в состоянии равновесия производственная функция 
К, а, с нею и продукт У  определяется лишь занятостью, т. е.

—л  л гт



г = г

Относительно Р {К )  обычно считается, что i^(0) =  О, Р '{Щ  >  
■ О, и, >  о ж Р " { К )  <  О при Д  >  О (рис. 49). Функция Р {К )  обла­

дает свойством «насьццения»: с ростом 
У,шк ш = Л  выпуск растет все медленнее. Такой

У  = Р{Н) — ■ подход вполне оправдан, поскольку при
излишне большом числе занятых на про­
изводстве для них попросту не найдется 
соответствующего фронта работ. Один 

/ У  или несколько старателей, обнаружив-
^  ших золотую жилу, быстро и без помех
г_____________________ ^  достигнут своей максимальной произво-

0 Д,У дительности; пр>и большом количестве
рабочих они начинают мешать друг дру-

Риг 49 гу, и их индивидуальная производитель­
ность уменьшается; наконец, при очень большом числе старателей до­
быча золота вообще перестает расти, так как вновь прибьтающие не 
могут подступиться к месту разработки.

Соотношение (15) дает связь между рынками труда {К) и продук­
та (У ). Дополнительное соотношение определяется с помощью одного 
из основных постулатов классической политэкономии:

4) заработная плата в работника равна стоимости продукта, ко­
торая была бы потеряна при уменьшении занятости на одну единицу 
(заработная плата равна предельному продукту труда).

Заметим, что в постулате 4) не учитываются (считаются малыми) 
другие издержки, которые отпали бы в результате сокращения одного 
рабочего места (затраты на ресурсы, оборудование и т. д.). Таким 
образом, из постулата получаем

-р =  з,

где —  количество продукта, потерянное при уменьшении за­
нятости на единицу, р цена продукта (так что слева в данном 
равенстве записана величина потерянной стоимости). Если занятость 
изменилась на величину ДД, то из последнего равенства, очевидно, 
имеем

А ¥ - р  =  8- АК ,

где А ¥  =  ДУ^’-̂  А К  —  стоимость, потерянная или полученная при из­
менении числа работников на АК. Считая А К  и Д У  малыми в срав­
нении с й  и У, перепишем последнее равенство в дифференциальной 
форме:

8
р '

или, принимая во внимание (15),

Р '{К )  =  -  . (16)
Р



Поскольк}'^ Р {Я )  задана (а с нею известна функция то при
известных макропоказателях з ш р и г  (16) можно найти уровень заня­
тости К, а из (15) и величину продукта У . Напомним; этот уровень 
отвечает числу работников, согласных трудиться за данную зарплату 
при данных ценах и других характеристиках системы, а не вообще 
возможному числу наемных рабочих. Предполагается, что для обес­
печения равновесного уровня занятости всегда найдется достаточное 
количество желающих работать на существующих условиях, т. е.;

5) предложение труда не сдерживает производства, число занятых 
определяется спросом на труд со стороны предпринимателей.

Два уравнения (15), (16) содержат четыре величины. Относитель­
но одной из них предполаз^р^тЮя, что:

6) заработная плата в в модели считается заданной.
Она определяется в результате компромисса между работодателя­

ми и нанимаемыми (реальная же зарплата зависит также и от уровня 
цен).

Очевидно, для построения замкнутой модели необходимо дальней­
шее рассмотрение рынка продукта и рынка финансов. Произведенный 
продукт частично тратится на потребление, а частично сберегается:

У  =  3 +  ш,
где и) —  потребляемая часть (в экономику не возвращается), а 5 —  
сберегаемая часть, возвращающаяся: в экономическую' систему (или 
фондообразующий продукт).

Соотношение между величинами 3 ж ш определяется из следую­
щих соображений. Относительно величины ш считается, что;

7) потребляемая часть выпуска зависит от величины самого вы­
пуска, т. е. ш =  и){У).

При этом функция и}{У) обладает свойством «насыщения» так 
же, как и функция Р {К ):  чем больше выпуск, тем меньшая доля до­
полнительного выпуска Д У  тратится на потребление (рис. 49) и тем 
большая доля сберегается. Величина <1и}/с1У =  с (У ) называется склон­
ностью к потреблению и лежит в пределах О <  с <  1, иначе при ма­
лых выпусках потреблялось бы больше продукта, чем производилось 
бы (величина (1= 1  — с —  склонность к накоплению).

Фондообразующий продукт
3 =  У - и { У )  (17)

вкладывается инвесторами в экономику с целью получить в будущем 
с этих инвестиций доход. В модели считается, что инвестиции экви­
валентны отложенному (отнесенному на будущее) потреблению и по­
этому определяются еще одним финансовым макропоказателем систе­
мы —  нормой банковского процента г. Действительно, сделав инвес­
тиции в размере А  и получив через год доход О  =  Аг, инвестор ничего 
не теряет (в данном примере и не выигрывает) по сравнению с вложе­
нием этих средств в банк под процент г. В обоих случаях сегодняшнее 
потребление откладывается ради возможности большего потребления 
в следующем году. Спрос на инвестиции задается функцией А{г )  та­
кой, что А '( г )  <  О при О <  г <  Г1 и А {г )  =  О при г гг: при большой 
норме процента инвестиции отсутствуют (рис. 50).



в условиях равновесия предложение фондообразующего продукта 
Н{¥)  сбалансировано со спросом на инвестиции А{г)\

или, учитывая (17),

8 {¥ )  =  А [г ) ,

V  - ш { ¥ )  =  Л  (г). (18)

Для окончательного замыкания модели рассматривается рынок 
финансов. Деньги нужны экономическим агентам для покупки фондо­
образующего продукта, для потребления, а также как одно из средств 
накопления. Считается, что деньги выпускает государство, и их ко­
личество (предложение) Z  является заданным управляющим пара­
метром системы. Относительно спроса на деньги делается следующее 
предположение;

8) спрос на деньги представляет собой сумму операционного и спе­
кулятивного спроса.

Операционный спрос определяется количеством денег, которое на­
до иметь на руках, чтобы производить покупки товара (как фондооб­
разующего, так и идущего на потребление). Если цена продукта равна 
р, а время обращения равно т, то операционный спрос равен, очевидно, 
величине трУ.

Спекулятивный спрос связан с величиной нормы процента г. Если 
норма процента высока, то большую часть денег их владельцы пред­

почитают хранить в банке, рассчитывая 
на хороший доход и жертвуя более высо­
кой степенью ликвидности банкнот (спо­
собностью обмениваться на продукты) в 
сравнении с банковскими обязательства­
ми. При низкой процентной ставке спеку­
лятивный спрос увеличивается; владель­
цы желают иметь на руках все больше 
банкнот, аккумулируя в них свои накоп­
ления. Поэтому спекулятивный спрос за­
дается функцией 1(г) (рис. 50) такой, что 
Г  (г )  <  О при г  > Г 2 ж 1(г) резко возраста­

ет при г -> Г2 (И т/ (г ) =  оо, г —>■ Гг; владельцы денег не приобретают 
обязательств банка). Естественно считать г 2 <  г I , так как в против­
ном с.иучае либо инвестиции равны нулю, и говорить об экономическом 
равновесии не приходится, либо функция 1(г) не определена, и рассмот­
рение не имеет смысла.

Так как финансовый рынок находится в равновесии, то баланс 
(«закон сохранения») денег в системе дается уравнением

2  =  трУ -К 1(г).

1Л,/
1

Л ( ^
\ / ( г )

Гг
Рис. 50

Г1

(19)

Сводя воедино уравнения (15), (16), (18), (19), приходим к мате­
матической модели рыночного равновесия, полученной в предположе-
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ниях 1) - 8):

Y  =  F ( E ) ,

F ' ( R )  =  s/p,

¥ - ш { ¥ )  =  А ( г ) ,

^  =  тр¥ +  1 {г).

В модели (20) задаютмгщ^раметры системы 5 (ставка заработной 
платы), 2  (предложение денег) и технический параметр г. Функции 
Р ,  Р ' , ш. А, I  —  известные функции своих аргументов с описанными 
выше свойствами. По этим входным данным из модели-определяются 
четыре неизвестных величины: ¥  (выпуск продукта), Д (занятость), 
р  (цена продукта) и г  (норма прибыли).

Исключая из (20) величины р, г, ¥ ,  уравнения (20) легко свести к 
одному уравнению относительно к

TsP{R)

Р ' ( Е )
+  Z = ^ I { A - ^ [ F ( , R ) - i v i P { R ) ) ] } , (21)

где А~^ —  функция, обратная к функции А. Найдя из (21) значение Н, 
из (20) нетрудно определить все остальные искомые величины.

Докажем с помощью нестрогих, но зато простых построений су­
ществование решения (21), основываясь на анализе графиков функций, 
входящих в его левую и правую части.

/ ...........

0 R  0' R2 R i  R

Рис. 51 Рис. 52

Функция F i R )  — u ;{F {R ))  —  монотонно растущая функция R, рав­
ная нулю при Д =  о (рис. 51). Ее монотонность следует из условия 
(й^{Р (Д ))/ (1{Р (Н )) =  с <  1, а рост по мере увеличения к  —  из условия 
d F {R )/ d k  >  0. Данная функция является аргументом для монотонной 
функции А~^, и из свойств функции А  (рис. 50) легко установить ка­
чественный вид зависимости А~^ от Н (рис. 52), причем А~^ =  О при 
Д >  /¿1 (Й1 —  некоторое значение величины R, О <  йх < оо). В свою



п'|(!|)одь А~^ служит аргументом монотонной функции I ,  свойства ко­
торой таковы (рис. 50), что как функция К  она имеет вид, изображен­
ный на рис. 53 (для значений Я  >  Дг функция I  не определена).

Рис. 53

Рассмотрим теперь левую часть уравнения (21). Функция 
тз1<\В)/В' {Е ) равна нулю при Д =  О (считается, что F '(0 ) Ф 0); 

(<:м. рис. 49). Ее первая производная по Д, как следует из свойств функ­
ций Е '{Щ  >  О, Р '  [Щ  <  О, отрицательна, т. е. она монотонно убывает 
(рис. 54).

Совмещая графики левой (кривая 2) ж правой (кривая 1 ) частей 
у()авнения (21) на одном рис. 55, убеждаемся в том, что при достаточно 
большом значении управляющего параметра Z  кривые пересекаются
II некоторой точке Ко, О <  Ло <  оо. Точка пересечения единственна 

в силу монотонности графиков. Следовательно, 
модель (20) действительно имеет единственное 
решение, описьшающее равновесное состояние 
экономики.

Однако значение модели этим не ограни­
чивается. Она может быть использована для 
сравнительного анализа различных, но близ­
ких состояний равновесия (не отвечая, естес­
твенно, на вопрос, каким образом система при­
ходит в равновесное состояние или выходит из 
него). Допустим, что значения равновесных па­
раметров «о и Zo изменились на малые величи­

ны ¿«0 и 5Zo при переходе из одного равновесного состояния в другое 
(параметр т считаем неизменным). Тогда изменятся и все остальные 
хнрактеристики системы. Их можно найти из (20), имея в виду, что оба
I (»¡шпиваемьЕс состояния равновесны. Например, из второго уравнения
(20), используя разложение в ряд Тейлора, получаем

Ро Р Ро

Проведя аналогичную процедуру с остальными уравнениями сис- 
■и'мы (20) и сводя результаты воедино, получаем

Но Й2 

Рис. 55

К

Ро
=  Я] (¿\А дш) -Н 0,2 (6Z — 51) -Н йзйв — а4(̂ К. (22)



В выражении (22) присутствуют все характеристики изучаемой 
системы (коэффициенты йг <  О, г =  1 ,..., 4, определяются равновесны­
ми значениями величин sq, Ро, Уо, Го, функций R, и>, А , I  ш их произ­
водных). Поэтому с его помощью можно анализировать весь комплекс 
изменений, происходящих при переходе от одного равновесного состоя­
ния к другому (так называемый системный подход). Пусть, например, 
при неизменном числе занятых (т. е. 5R  — О, 0У  =  0), неизменных за1>- 
плате {ÔS =  0) и уровне потребления (ôu> =  0) требуется понизить цену 
{Sp <  0), т. е. увеличить реальную заработную плату работающих. 
Тогда необходимо стремиться уменьшить инвестиции {6А <  0), сни­
зить общий объем денег {5Z  <  0) и увеличить спекулятивный спрос 
на них {81 >  0). Заметим, что требования, вытекающие из анализа 
соотношения (22), могут бщт!^ вообще говоря, противоречивыми.

Разумеется, эта и другие системы мероприятий, могущие следо­
вать из построенной модели, не реализуются автоматически путем со­
ответствующей вариации параметра Z  или s (или обоих параметров). 
Модель (20) лишь указывает на необходимые изменения в поведении 
экономических агентов. Вопрос о том, как действительно обеспечить 
эти изменения, убедив участников рыночного процесса принять их, 
выходит за рамки рассматриваемой модели. Его решение связано с 
изучением еще более трудноформализуемых объектов. При исследова­
нии подобных объектов широко применяются подходы, почерпнутые 
из естественнонаучной сферы, такие, как идея насыщения, переходы с 
микро- на макроуровень, использование «законов сохранения», пред­
ставления о стационарности и равновесности и др.

4. М акром одель экономического роста. В растущей экономи­
ке число работающих R { t )  не постоянно, а увеличивается с течением 
времени. В простейшей модели считается, что темп прироста занятых 
работников пропорционален числу уже работающих:

Поэтому R { t )  =  Лое“ * —  заранее известная функция времени (величи­
на а  задается, Ro =  R (0 )  —  число работающих в начальный момент 
i =  0). Работники производят национальный доход F (i ) ,  который час­
тично идет на потребление и частично на накопление:

y(t) = ш  +  А. (23)
Накопленная часть продукта А  возвращается в экономику с тем, 

чтобы скомпенсировать выбывающие из строя производственные мощ­
ности, а также для создания новых мощностей. Под мощностью M { t )  
подразумевается максимально возможный выпуск продукта экономи­
кой. Реальный выпуск продукта зависит, естественно, от числа рабо­
тающих и задается производственной функцией вида

y ( t )  =  M ( t )  • f { x { t ) ) .  (24)
В формуле (24) величина x{t )  =  R { t )/ M { t )  по своему смыслу —  ко­

личество работающих на единице мощности. Относительно функции 
f { x )  делаются следующие предположения: /(0) =  0, /' >  О (выпуск 
растет с увеличением числа :тнятых) и / " <  О (насьпцение). Функ-



цин J {x ) определена для значений х на отрезке О ^  а; ^  х м ,  где х м  =  
Им/М, а R M {t )  — число рабочих мест в хозяйстве при мощности 

Л / (/,). Если все места заполнены, то выпуск Y  (t )  по определению равен 
Л'/(/,), т. е. для /(ж) должно выполняться условие /(жм) == 1-

Одна из главных задач теории экономического роста —  нахожде­
ние; оптимальных в некотором смысле способов разделения произведен­
ного продукта на потребляемую и накапливаемую части. Критерием 
оитимальности можно выбрать, например, душевое потребление (ко­
личество продукта, потребляемого одним работающим), т. е. величину 
г.{1.) =  u>(t)/R(t).

Сбереженный в единицу времени продукт A {t )  расходуется на соз­
дание новой мощности:

A {t )  =  a m ,

1'до а >  О — считающееся заданным и постоянным количество фон­
дообразующего продукта, необходимое для создания единицы новой 
мсщиости, I {{) —  число единиц новой мощности.

Темп выбытия существующей мощности предполагается пропор­
циональным величине самой мощности, т. е. величине /3M(i), коэффи- 
1щент выбытия /3 >  О задается постоянным.

В итоге для изменения функции М (t ) получаем балансное соотно­
шение

(25)

Уравнения (23)-(25) содержат четыре неизвестных величины — 
Y { t ) ,  M ( t ) ,  I { t ) .  Для замыкания модели предположим, что ско­
рость введения новой мощности пропорциональна величине уже су­
ществующей мощности: I { t )  — где 7  >  О (величина, обратная 
характерному времени наращивания мощности) считается заданной и 
постоянной (естественно, 'у >  ¡3). Тогда решение уравнения (25) легко 
находится:

M (i )  =  (26)

а вместе с ним определяются и все остальные неизвестные величины.
Проанализируем простой, но показательный случай экономическо­

го роста, когда мощность увеличивается со временем в том же темпе, 
что и число работающих. Для этого, очевидно, необходимо, чтобы вы­
полнялось равенство

7 - р ^ а .  (27)

Оно означает также, что с тем же темпом растут функции Y ( t )  (по­
скольку /(ж (()) =  /(ж =  R q/M q) =  const) и w (i), I { t ) .

Пайдем число рс1,ботающих и соотношение между потреблением 
и накоплением, при которых душевое потребление работников макси- 
MiuibHO. По определению

_  Y { t )  -  A {t )
^  ’ "  R { t )  R { t )  •

Учитывая, что Y { t )  — M { t )  /(ж), A {t )  =  a'yM{t), и принимая во вни-



X

т. е. душевое потребление со временем не изменяется. Его максимум, 
как очевидно из (28), достигается при условии

с1с _  <1 

¿х ¿X
¡ ( х )  -  а {а  +  /3)

-О ,

которое дает уравнение для искомой величины Хт

хгп1'(хт) -  1 { х т ) + а { а  + /3) = 0 .  (29)
Это уравнение всегда им<}рт единственное решение О <  ^  хм  

(упр. 9). Заметим, что помимо всех сделанных предположений, для 
реализации рассматриваемого режима экономического роста необхо­
димо согласование численности работающих Ко с мощностью Мо  в 
начальный момент времени так, чтобы Ко/Мо — Хщ-

Норма накопления, обеспечивающая максимальное значение Ст,

п -  
-̂*■ т

находится из равенств =  М т Ц х т ),  =  а’уМт  и из (27), (29):

„  _ 1 „  /Ч-^т)Пт — 1 Хтух . , (30)
1\^т)

и называется нормой золотого правила роста Солоу.
Если условие (27) не выполнено, то режимы роста экономики ста­

новятся более сложными, и оптимизация их характеристик проводится 
на всем рассматриваемом временном иитервале. Напомним, что по­
строенная модель и подобные ей модели не учитывают изменений в 
производственных отношениях (они считаются постоянными) и опе­
рируют в основном технологическими связями, давая, в частности, 
верхние технологические ограничения на темп экономического роста 
(упр. 11). При их получении также широко используются аналогии с 
естественнонаучными объектами.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Пусть параметры а\, ЛГо, р, е фиксированы. Найдите значение параметра 
аг . при котором функция Рм{о12) достигает минимального значения, и убедитесь, 
что в этом случае текущая прибыль Р{Ь) максимальна в момент Ь =  О, т. е. на 
старте рекламной кампании.

2. Неравенство Рт >  а 1Я (зависящее от сц >  О нелинейным образом) является 
необходимым условием прибыльности рекламы. Считая параметры аг, Щ ,  р, з 
фиксированными, найдите области значения параметра а\, в которых при росте 
а !  данное неравенство усиливается (ослабляется).

3. Считая, что эффект насыщения от рекламы происходит при N { t )  «  Щ ,  
найдите из уравнения (6) момент времени, когда продолжение кампании станет 
заведомо убыточным.

4. Убсяитесь в справедливости неравенств (11).
5. Проверьте, используя формулы (7), (9), (10), с помощью равенства (13), 

что для решения (14) выполнены свойство условие 2) и критерий
0ПТИМ!ШЬН0СТИ X '  =  8.



О. Покажите,что в соответствии с описанной процедурой начальная матрица 
шипом |шда

Хпт —

0 + 1  ... .  + 1  . . + 1 + 1

- 1 0 . .  + 1  . . + 1 + 1

- 1 - 1  .,. . 0 . . + 1 + 1

- 1 - 1  .. . - 1  . . 0 + 1

- 1 - 1  .. . - 1  . . - 1 0

гд<! N  четное, X  =  N  (М  — 1), принимает вид

0 0 . 0 0 0 N  - 1

0 0 . 0 0 . . N - г 0

0 0 . 0 +1  . 0 0

0 0 . -1 0 0 0

0 - ( Я - 3 )  .. . 0 0 . 0 0

- ( ] ^ - 1) 0 . 0 0 . 0 0

причем X '  — N^/2 =  5 <  X .
7. Выражение Д У  =  АА/{1 — с), где Д Л  —  изменение в уровне инвестиций, 

а А ¥  —  соответствующий прирост (убыль) выпуска продукта, называется соот­
ношением мультипликатора Кейнса. Получите его из модели (20).

8 . Получите выражения для коэффициентов а;, г 1, . . .  ,4, в (22) и убедитесь 
II том, что все они положительны.

9. Докажите, используя свойства функции / (г ), существование единственного 
|)(\шония уравнения (29).

10. Используя рассуждения, применявшиеся при выводе (30), покажите, что 
для величины максимального душевого потребления Ст справедливо равенство 
с,II =  ¡ ' { х т )  (величина / '(хт )  называется предельной производительностью тру- 
<)а ,')то прирост выпуска продукта при увеличении занятости на единицу).

11. Покажите, что если весь произведенный продукт идет на накопление и 
мощности загружены полностью, то экономический рост реализуется с темпом 
Г(/,) =

§ 3. Некоторые модели соперничества

Построим модели различных видов соперничества —  двухвидовой 
()ор|,бы в популяциях, гонки вооружений, боевых действий. Покажем 
()()1Цпость методологических подходов, применяемых при получении и 
пмолизо этих моделей.



с « )  =  (28)
X

т. е. душевое потребление со временем не изменяется. Его максимум, 
как очевидно из (28), достигается при условии

^  -  А .
(1х д,х

¡ { х )  -  а {а +/?) = 0,

которое дает уравнение для искомой величины Хт

Х т 1 '{Х т )~  } { х т ) + а { а  +  Р ) ^ 0 .  (29)

Это уравнение всегда щ«|рт единственное решение О <  ^  хм  
(упр. 9). Заметим, что помимо всех сделанных предположений, для 
реализации рассматриваемого режима экономического роста необхо­
димо согласование численности работающих Ко с мощностью Мо  в 
начальный момент времени так, чтобы i?o/Mo =  Хщ-

Норма накопления, обеспечивающая максимальное значение Ст,

П т — >
 ̂т

находится из равенств =  М т /{хт ), =  0,'уМт и из (27), (29):

Пт =  1 -  Х^ , (30)
Т\Хт)

и называется нормой золотого правила роста Солоу.
Если условие (27) не вьшолнено, то режимы роста экономики ста­

новятся более сложными, и оптимизация их характеристик пр(Зводится 
на всем рассматриваемом временном интервале. Напомним, что по­
строенная модель и подобные ей модели не учитывают изменений в 
производственных отношениях (они считаются постоянными) и опе­
рируют в основном технологическими связями, давая, в частности, 
верхние технологические ограничения на темп экономического роста 
(упр. 11). При их получении также широко используются аналогии с 
естественнонаучными объектами.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Пусть параметры с*1, Мо, р, .5 фиксированы. Найдите значение параметра 
« 2, при котором функция Рт{(^2) достигает минимального значения, и убедитесь, 
что в этом случае текуп^ая прибыль P ( t )  максимальна в момент Ь =  О, т. е. на 
старте рекламной кампании.

2. Неравенство Рщ >  а 1 .ч {зависящее от >  О нелинейным образом) является 
необходимым условием прибыльности рекламы. Считая паргшетры аз, ЛГо, р, « 
фиксированными, найдите области значения параметра а^, в которых при росте 
«1  данное неравенство усиливается (ослабляется).

3. Считая, что .эффект насыщения от рекламы происходит при N(1) т Мо, 
найдите из уравнения (6) момент времени, когда продолжение кампании станет 
заведомо убыточным.

4. Убедитесь в справедливости неравенств (11).
5. Проверьте, используя формулы (7), (9), (10), с помощью равенства (13), 

что для решения (14) выполнены свойство х'„,„ =  условие 2) и критерий
0ПТИМ£ШЬН0СТИ X '  =  3.



0. Покажите,что в соответствии с описанной процедурой начальнал матрица 
|шди

Хпт —

0 + 1  .., , + 1  , . + 1 + 1

- 1 0 . , + 1  . , + 1 + 1

- 1 - 1  ,,.. 0 . , + 1 + 1

- 1 - 1  ,. . - 1  . , 0 + 1

- 1 - 1 . - 1  . , - 1 0

гд<! N  четное, X  — N  {N  — 1), принимает вид

0 0 , 0 0 0 N - 1

0 0 , 0 0 . . N - 3 0

0 0 , 0 + 1  . 0 0

0 0 , -1 0 0 0

0 - ( Я - 3 )  ,. . 0 0 . 0 0

- ( я - 1) 0 . 0 0 . 0 0

причем X '  =  N'^/2 =  S <  X .
7. Выражение Д У  =  АА/{1 — с), где Д Л  —  изменение в уровне инвестиций,

II, Д У  —  соответствующий прирост (убыль) выпуска продукта, называется соот­
ношением мультипликатора Кейнса. Получите его из модели (20).

8 . Получите выражения для коэффициентов Oj, * =  1, . . .  ,4, в (22) и убедитесь 
I) том, что все они положительны.

9. Докажите, используя свойства функции /(ж), существование единственного 
|)(!шония уравнения (29).

10. Используя рассуждения, применявшиеся при выводе (30), покажите, что 
для величины максимального душевого потребления Ст справедливо равенство 
с,II =  f ' { x m )  (величина f ' { x m )  называется предельной производительностью тру- 
ila —  .это прирост выпуска щ^одукта при ухэеличении занятости на единицу).

11. Покажите, что если весь произведенный продукт идет на накопление и 
мощности загружены полностью, то экономический рост реализуется с темпом 
У(<) = Уо«вТ“ ‘ , 7т =  1/а -13 .

§ 3. Некоторые модели соперничества

Построим модели различных видов соперничества —  двухвидовой 
()ор|.бы в иопуляциях, гонки вооружений, боевых действий. Покажем 
()()1иность методологических подходов, применяемых при получении и 
нинлизо .этих моделей.



1. Взаимоотношения в системе «хищник— жертва». Стро­
го говоря, эти отношения (как и отношения в аналогичной системе 
«паразит—хозяин») не могут называться соперничеством. «Соперни­
чество» жертвы с хищником выражается в изменении численности 
жертвы, которая в свою очередь сказывается на численности хищни­
ка. Действительно, никакой организм (т«;м более популяция) не живет 
изолированно, а взаимодействует со своим окружением. Широко рас­
пространенный вид взаимодействия —  использование одними живыми 
организмами (животными, птицами, рыбами, насекомыми) других ор­
ганизмов в качестве пищи.

Математическая модель наиболее простой, т. е. двухвидовой сис­
темы «хищник—жертва» основывается на следующих Предположени­
ях: i

1) численности популяций жертв N  и хищников М  зависят толь­
ко от времени (точечная модель, не учитывающая пространственное 
распределение популяции на занимаемой территории; ср. с моделью 
сообщества амеб в § 1);

2) в отсутствие взаимодействия численность видов изменяется по 
модели Мальтуса из п. 3 § 1 гл. I; при этом число жертв увеличивается, 
а число хищников падает, так как им в этом случае нечем питаться:

^  =  а > 0, /3>0;

3) естественная смертность жертвы и естественная рождаемость 
хищника считаются несущественными;

4) эффект насыщения численности обеих популяций не учитыва­
ется;

5) скорость роста численности жертвы уменьшается пропорцио­
нально численности хищников, т. е. величине сМ , с >  О, а темп роста 
хищников увеличивается пропорционально численности жертвы, т. е. 
величине d N , d >  0.

Объединяя предположения 1)-5), приходим к системе уравнений 
Лотки— Вольтерра

^  =  (а  -  с М )  N ,

(1)

^ =  { - l3  +  d N )M ,

из которой по начальным численностям N {0 )  =  N ( t  =  0), М (0) =  
=  M ( t  =  0) определяется численность популяции в любой момент í >  0.

Нелинейную систему (1) удобно исследовать в плоскости перемен­
ных N ,  М ,  для чего первое уравнение поделим на второе:

d N  (а  -  с М )  N  

d M  ~  {-/3 +  d N ) M '   ̂ '



Уравнения (1), (2) имеют положение равновесия (или стационар­
ное, не зависящее от времени решение)

М о - ^ ,  =  (3)

Зададимся вопросом об устойчивости положения равновесия (3). 
Под этим подразумевается следующее. Если начальные численности в 
точности равны величинам (3), то как с течением времени они изменя­
ются? Если по каким-то причинам численности ненамного отклоняют­
ся от величин Мо, ATq, то вернется ли система в положение равновесия? 
Наконец, если начальные значения iV(0), М (0 ) заметно отличаются от 
равновесных, то каким образом они меняются со временем относитель­
но величин iVo, Мо?

Чтобы понять временную динамику функций N { t ) ,  M { t ) ,  преоб­
разуем уравнение (2) к виду

d N  (-/3 +  d N ) M  =  d M  (а  -  сМ ) N ,

поделим обе части получившегося равенства на величину N M  и пере­
несем все члены в левую часть:

^  1 3 ^  - d d N  +  а ^  - c d M  =^0. (4)

Уравнение (4) нетрудно проинтегрировать и получить соотноше­
ние

p i n N  — d N  -f а In М  — с М  =  const,

где константа в правой части определяется по начальным значени­
ям iV(0), М (0). .Другими словами, урав­
нение (2), или, что то же самое, система 
(1) имеет Интеграл вида

In ЛГ  ̂-t- In +  In М "  -h In =  С.

Потенцируя последнее выражение, 
получаем интеграл в виде

Существование интеграла (5) дает 
gg возможность ответить на поставленные

вопросы (на рис. 56 изображены фазовые 
траектории системы ( 1); стрелками показано направление движения 
по траекториям с течением времени);

а) если iV(0) =  N q, М (0 ) =  Мо, то во все моменты времени чис­
ленности популяций не меняются;

б) при малом отклонении от положения равновесия численности 
как хищника, так и жертвы с течением времени не возвращаются к 
равновесным значениям (при этом из модели ( 1) получается стандарт­
ное уравнение колебаний; см. п. 3 § 5 гл. I);

в) если отклонение от положения равновесия велико, то поведение 
функций N ( t ) ,  M { t )  такое же, как в случае б).



N0

Мо

Рис. 57

Эти выводы означают, что численности популяций жертвы и хищ­
ника совершают периодические колебания вокруг положения равно­
весия. Амплитуда колебаний и их пери­
од определяются начальными значения- ^N {t ) ,M (t )  
ми численностей iV'(0), Л/(0) (упр. 1, 2), 
они совершаются не в фазе: максималь­
ному значению N{1 ) соответствует сред­
нее значение М(^), и наоборот (рис. 57).
Колебания, сущность которых вполне 
понятна (и они реально наблюдаются 
в природе) означают возникновение в 
двухвидовых популяционных системах о 
значительно более сложны)^ процессов, 
чем в одновидовых систем|1х *ср. с мо­
делью Мальтуса и логистической моделью в гл. I).

Более точные математические описания двухвидовых взаимодей­
ствий учитывают неравномерность распределения численности попу­
ляций на .занимаемых территориях (им соответствуют системы урав­
нений в частных производных), временное запаздывание между рож­
дением особей и их .зрелостью и т. д. Возника­
ют гораздо более сложные картины взаимодей- М , I 
ствия как по времени, так и в пространстве.
Например, при учете насыщения для популя­
ции жертв в первом уравнении (1) появляет­
ся соответствующий логистический член, и оно 
приобретает вид

йН
=  { а - с М -  аМ ) N .  (6)

N

Рис. 58
Б ЭТОМ случае фазовые траектории имеют 

вид спиралей (рис. 58), сходящихся с течением 
времени к положению равновесия, а амплитуда колебаний уменьшает­
ся с течением времени (упр. 3).

2. Гонка вооружений меж ду двумя странами. Нредполага- 
ется, что общее количество вооружений у каждой страны изменяется 
со временем в зависимости от трех факторов: количества оружия у 
противника, износа уже существующего вооружения и степени недове­
рия между противниками. Темпы прироста и уменьшения вооружений 
пропорциональны указанным факторам, т. е.

ам г

(М

Ш2_
(И

=  «1 (<) М2 -  А Ц) М г  +  71 (О,

аг(^) Мх -  /Зз(*) Мз +  72(0-

(7 )

В уравнениях (7) M l( í )  ^  О, Мг(^) ^ 0  —  объемы вооружений, коэффи­
циенты а1 (<) >  О, а 2{Ь) >  О, /3l(í) >  О, Р2{Ь) >  О характеризуют ско­
рости наращивания и «старения» вооружений (аналог процесса амор­
тизации производственных мощностей в моделях экономики), функции



71 (<) ^  О, 72(¿) ^  О описьшают уровень взаимной настороженности (не­
доверия) конкурентов, который считается не зависящим от количества 
иооружений, а определяется другими причинами.

Модель (7) не учитывает многие важные факторы, влияющие на 
динамику гонки вооружений, но, тем не менее, дает возможность про­
анализировать ряд существенных свойств этого процесса. Анализ наи­
более прост в частном случае, когда функции а«, |Э̂, 7г, * == 1 ,2, не 
зависят от времени:

=  « 1М 2 -
т  , ,

(8)

- 1 Г  =

-Й-Мх +71, 

- +  72-

Исследуем систему (8) в плоскости М х , Мз с целью определить ка­
чественное поведение функций M x{t ) ,  M 2{t) во времени. Уравнения (8) 
имеют положение равновесия йМх/М  =  0 и =  0. Равновесные
значения М ^, находятся, очевидно, из условий

а хМ г -  ¡ЗгМх^'Ух =  О, а.2Мх — Р2М 2 -Ь 72 О

и равны

о _ «172 +  ^71 
/̂ 1/32 -  а 1а 2

М ° 0=271 +  А  72 
/З1/З2 -  ахсх2

(9)

Из (9) следует первый важный вывод: для того чтобы равновесие 
существовало при положительных значениях величин М®, (по

своему смыслу функции M x{t) , 
М 2{1)  неотрицательны), долж­
но выполняться неравенство

/З1/З2 >  01102. (10)

Смысл условия (10) прояс­
няется из следуюпщх рассуж­
дений. Пусть, например, пара.- 
метры ах, /?х и (З2 неизмен­
ны, а параметр «2 увеличива­
ется. Это означает, что первая 
страна не меняет свою страте­
гию в области вооружений, а 
вторая наращивает вооружения 
при неизменном темпе износа 
оружия (параметр /З2). Тогда

59 при достаточно большой вели­
чине а 2 равновесие станет заведомо невозможным, а неравенство ( 10) 
обязательно нарушится. Заметим, что, если оба параметра 7 1 , 72, ха­
рактеризующие взаимное недоверие, равны нулю, то положению рав- 
шшесия отвечает отсутствие вооружений у обеих сторон.



Изучим теперь вопрос об устойчивости равновесия (9) при усло­
вии (10). В этом случае интегральные кривые уравнения (8) в плоскос­
ти М \, М 2 имеют вид, изображенный на рис. 59. Штриховые прямые 
отвечают изоклинам нуля {М 2 =  а2Ц32М\ -|-72//З2) и бесконечности 
(М г =  Рх/ах М\ — 'Ух¡ах). Изоклина нуля имеет наклон, меньший, чем 
изоклина бесконечности (это следует из неравенства (10)). Сплошным 
линиям соответствуют интегральные кривые. Стрелками показано на­
правление движения по интегральным кривым с течением времени. 
Функции M x{t )  и М 2{Ь) при возрастании í стремятся к равновесным 
значениям. Таким образом, равновесие устойчиво: любое отклонение 
от него становится ничтожно малым по прошествии достаточно боль­
шого промежутка времени (упр. 4, 5).

Из построенной мод^л1Г нетрудно определить некоторые харак­
теристики возможных поведений соперников при переходе от одного 
положения равновесия к другому. Пусть, например, темп наращива­
ния вооружений в первой и второй странах изменяется на небольшую 
величину ¿а {¿а  =  йах — <¿0:2). При этом объем вооружений также из­
меняется, причем обе стороны желают, чтобы приращения йМ^  и йМ^ 
были равными и интересы обеих сторон не ущемлялись. Для величин 
с?М°, д.М^ из (9) получаем

а1«272 +  0!2,3271 +  «?72 +  «1/3271 ^

_  а1«271 +  а ф г Ъ  +  0:271 +  « 2А 72 ^
0М 2 — ------------ ТБ~Ъ----------- --------------

{ Р Ф 2 -  0:10!2)

Предположим для простоты, что настороженности (недоверия) 
партнеров равные (71 — У2)- Тогда из равенства с?М° йМ^  получаем 
условие паритета сторон при небольшом изменении равновесия

«1  (0 1  -ь /?2 — А )  =  012 (« 2  +  /?1 — 0 2 ),
которое может быть положено в основу соответствующих договорен­
ностей между странами, если известны величины ах, « 2, А ,  02- Так, 
например, пусть «2 =  <Уах, а >  0. В этом случае из предыдущего ра­
венства получаем

а х { 1 - а )  ^  !3х~ Р2- (И)
При (7 <  1 (темп прироста вооружений у второй стороны меньше, 

чем у первой) для сохранения паритета необходимо 02 <  0х, т. е. у 
второй стороны (в соответствии с формулой (11 ) )  темп амортизации 
вооружений должен быть меньше. При противоположном неравенстве 
а >  1 имеем, естественно, обратное соотношение между скоростями 
амортизации.

3. Боевые действия двух армий. В противоборстве могут при­
нимать участие как регулярные армии, так и партизанские соедине­
ния. Главной характеристикой соперников в рассматриваемых моделях 
являются численности сторон iV l(í) ^  О и ^Уг(4) ^  0. Если в какой-то 
момент времени одна из численностей обращается в  нуль, то данная



с торона считается потерпевшей поражение (притом, что в этот момент 
'шслеииость другой стороны положительна).

В случае действий между регулярными частями динамика их чис- 
лсппости определяется тремя факторами:

1) скоростью уменьшения состава из-.за причин, непосредственно 
п(! связанных с боевыми действиями (болезни, травмы, дезертирство);

2) темпом потерь, обусловленных боевыми действиями противо­
борствующей стороны (которые в свою очередь определяются качест­
вом ее стратегии и тактики, уровнем морального духа и профессиона­
лизмом бойцов, вооружениями и т. д.);

3) скоростью поступления подкреплений, которая считается неко­
торой заданной функцией времени.

При этих предположениях для N 1(1), А^г( )̂ получаем систему 
уравнений

(12)
dN2

=  - a 2 { t ) N 2 - ^ N x + l 2 { t ) ,

из которой при заданных функциях ¡3^ 7 ,̂ г =  1 ,2, и начальных 
значениях Л^х(О), Л̂ 2(0) однозначно определяется решение в любой мо­
мент времени 4 >  0. Б (12) коэффициенты « 1,2 (*) ^  О характеризуют 
скорости потерь в силу обычных (не боевых) причин, ^0  —  тем­
пы потерь из-за действий соперника, 71,2 ^ 0  —  скорости поступления 
подкреплений.

Война между регулярными и партизанскими частями описывается 
другой моделью. Главное отличие в том, что нерегулярные соединения 
в сравнении с армейскими менее уязвимы, так как действуют скрытно, 
зачастую оставаясь невидимыми для соперника, вынужденного дейст­
вовать неизбирательно, по площадям, занимаемым партизанами. Поэ­
тому считается, что темп потерь партизан, проводящих свои операции 
в разных местах на некоторой известной территории, пропорционален 
не только численности армейских соединений но и численности
самих партизан N 2it), т. е. определяется членом вида ^ l(í)Л íliV 2. В 
результате модель становится нелинейной:

^ =  - а , {1 )№ ,- Й !И № + 7 . (1 ) ,

(13)
dN2

=  -a2(i)iV2-/3 i(i)JVxiV2+72(i).
dt

В (13) все величины имеют тот же смысл, что и в (12). Изучим 
модели (12), (13) {модели Ланчестера) в частном случае: 71 =  72 =  О 
(стороны не получают подкреплений и как бы предоставлены самим 
с(!бо); «1 =  const, Q2 =  const; y5i =  const, 02 -  const (последнее озна­
чает, в частности, что у противников всегда найдется достаточное 
KOjmnecTBO вооружений, которое может использоваться годными к пе- 
со1шк,» службы бойцами).



Модель (12) становится автономной и принимает вид

(И

¿N2
(И

=  -а2М 2 -  РгМг.

(14)

Из уравнений (14) видно, что в данном случае численности сторон 
с течением времени могут только убывать. Каков временной характер 
этого процесса и какая сторона потерпит поражение? Чтобы выяснить 
этот вопрос, введем еще одно упрощение (вполне оправданное для 
краткосрочных кампани|[): |10Л0жим ах =  аг =  0. Другими словами, 
потери сторон определяются .пишь действиями противника. Система 
(14) упрощается:

dNl
=  -АЛГх, (15)

и легко находится ее интеграл

/ЗхЛ̂ х'(í) -  ¡ ^ N ¡ {1 )  =  /ЗxiV2(0) -  /ЗаАГКо) =  С. (16)

Из (16) однозначно определяется победитель (рис. 60). При С  >
>  О побеждает первая армия, при С  <  О —  вторая, в случае С  =  
=  О стороны уничтожают друг друга одновременно, и победите­
ля нет. Смысл этих результатов вполне ясен из вида константы в
(16). Для победы важна не 
только численность сто­
рон в начале боевых дей­
ствий (А^х(О), Л^г(О)), но и 
их выучка, качество их во­
оружений и т. д. (т. е. ко­
эффициенты /?х, /Зг)- Так, 
если С > О, то из (16) сле­
дует

/?liV2(0) >  ,б2iV|(0),

и для достижения побе­
ды второй стороне сле­
дует либо увеличить на­
чальную численность, ли­
бо улучщить качество боевых действий, либо то и другое одновремен­
но. Заметим, что эффект от увеличения коэффициента /Зг меньше, чем 
от такого же увеличения числа Л^г(О), которое входит в последнее не­
равенство (так называемый квадратичный закон боевых действий) во 
второй степени.

Дифференцируя первое из уравнений (15) и принимая во внимание 
второе, получаем уравнение для N 1 (¿)

Рис. 60

12 А . А . Самарский, А . П. Михайлов

=  A/32iVl. (17)



И') (17) С учетом начальных условий iV'l(í =  0) =  Л̂ 1 (0) и dЛ^l/(ií(í =
0) =  -/ г̂Л^2(0) находим численность первой армии как функцию вре­

мени:

N 1 {t) =  iVl (0) сЬ г -  iV2 (0) зЬ 1, (18)

:шая которую, нетрудно найти и функцию N 2(1) (упр. 7).
Рассмотрим теперь действия регулярной армии против партизан 

и тех же упрощающих предположениях, что и в предыдущем случае. 
Модель (13) приобретает вид

а т
=  -132Н2,

<и
(19)

Численности сторон, как и прежде, убывают со временем, но по 
другому закону. Умножим первое уравнение (19) на ¡3\Нх, второе — 
на /З2 и вычтем второе получившееся уравнение из первого. В итоге 
придем к уравнению

А
(И

= 0,

имеющему интеграл

(20)

Изучим фазовые траектории системы (19) с помощью интеграла 
(20). Из рис. 61. видно, что при Сх >  О побеждает армия, при Сх <  О —-

Рис. 61

партизаны, а при Сх =  О победителя нет. Так же, как и при действии 
регулярных частей, победа обеспечивается не только начальной чис­
ленностью, но и боевой выучкой и качеством оружия. Пусть, например, 
С] > О, т. е.

| ] у 2(0) > № ( 0). (21)



Тогда партизанам необходимо обеспечить увеличение коэффициента 
р2 и повысить свою начальную численность Л^г(О) на соответствую­
щую величину, иначе они обречены на поражение. Причем это увели­
чение с ростом величины Л̂ 1(0) должно расти не линейно, а пропор­
ционально второй степени N 1(0)  [параболический закон боевых дейст­
вий) . Можно сказать, что в некотором смысле регулярные соединения 
находятся в более выгодном положении, поскольку неравенство (21) 
для них достигается при меньшем росте начальной численности, чем 
противоположное (21) неравенство для численности партизан.

Поведение функций iV l(í), N 2(1) во времени находится из (19) с 
использованием интеграла (20). Так, для Нх^Ь) имеем

что эквивалентно уравнению

Сг -  !З^Щ/2 "

Интегрируя (22), нетрудно найти Мг(Ь) и затем N 2(1) как неявные 
функции времени (упр. 7).

В заключение отметим, что рассмотренные здесь простейшие мо­
дели соперничества соответствуют системам обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений второго порядка (в общем случае неавтоном­
ных и нелинейных), широко распространенным при описании многих 
естественнонаучных объектов. Это закономерно, так как использован­
ные при построении подходы (насыщение, пропорциональность темпов 
роста величины значению этой величины и др.) аналогичны подходам, 
применяемым в механике, физике, химии.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Покажите, линеаризуя систему (1) в окрестности равновесия (3), что соот­
ветствующая ему особая точка является центром.

2 . Вычислите период колебгший в системе «хищник— жертва» в зависимости 
от ее характеристик (а , ¡3, с, с1) и начального состояния.

3. Убедитесь, линеаризуя систему уравнений, состоящую из уравнения (6) и 
второго уравнения (1), в том, что для нее точка равновесия —  устойчивый фокус.

4. Покажите, что точка равновесия (9) —  устой^гавый узел.
5. Получите оценку для времени прихода системы (8) в равновесие с точнос­

тью до 1% в зависимости от ее характеристик и величины начального отклонения.
6 . Установите характер кривизны фазовых траекторий на рис. 60.
7. Найдите функцию N 2 {t), используя либо ургшнение (15), либо интеграл 

(16), и сравните ее с функцией iVl(t) из (18). Убедитесь в том, что выводы, сделан­
ные на основе анализа интеграла (16), правильны (т. е. что при С >  О побеждает 
первая сторона, при С  <  О —  вторая).

8 - Найдите решение уравнения (22) и определите момент, когда функция N 1 ( 1) 
обращается в нуль (при этом, естественно, Сх <  0). Установите характер кривизны 
фазовых траекторий на рис. 61.



§ 4. Динамика распределения власти  в иерархии

Построим и изучим макромодель, описывающую некоторые клю- 
чспые взаимодействия в системе «государственная власть— граждан­
ское общество». Рассмотрим влияние реакции гражданского общества 
и Д1)угих характеристик системы на динамику распределения власти 
инутри иерархии, а также некоторые свойства этих распределений.

1. Общая постановка задачи и терминология. Изучение 
структур власти —  одна из главных задач наук об обществе, преж­
де всего политологии. Понятие «власть» таинственно, м:ногозначно, с 
трудом поддается формализации и количественному измерению. Ес­
тественно поэтому, что математические модели политологии носят в 
основном описательный, феноменологический характер и применяют­
ся к относительно узкому кругу проблем мониторинга: статистическая 
обработка электоральных ожиданий и результатов выборов, определе­
ние рейтингов различных политических сил, прогнозы грядущих пар­
ламентских голосований на основе уже состоявшихся и т. д.

Построение математических моделей общей политологии разумно 
начинать с изучения именно государственных иерархий как обладаю­
щих властью на официальных, т. е. легко формализуемых основаниях. 
В этом состоит важное отличие государственной власти от власти не­
зависимых средств массовой информации (СМИ), интеллектуальных 
и нравственных авторитетов и других видов власти.

Под иерархией, или иерахической структурой, понимается упоря­
доченная по старшинству совокупность институтов (инстанций, долж­
ностей, постов, чинов И Т. п.), наделенных властными полномочиями 
от имени государства (т. е. по Конституции, законам, уставам, поста­
новлениям, правилам, инструкциям и т. п.).

Имеются в виду не только общегосударственные учреждения, на­
пример, федеральные министерства, но также межрегиональные, ре­
гиональные и местные органы, официально имеющие соответствую­
щую власть. Слово «иерархическая» подчеркивает, что внутри струк­
туры заранее и четко определен порядок подчиненности. Каждое ее 
звено (кроме высшего) имеет старшие, «приказывающие» инстанции 
и (за исключением низшего звена) младшие инстанции, выполняю­
щие «приказы», исходящие как от данной инстанции, так и от дру­
гих старших звеньев. Разумеется, приказы идут только от старших к 
младшим.

Гражданское общество —  это часть общества, непосредственно 
не обладающая государственной властью. К  нему относятся гражда- 
1Ю (в том числе государственные чиновники, действующие вне рамок 
своих служебных обязанностей) и различные их объединения (поли- 
■I ические, культурные, профессиональные), семьи и частные предпри- 
н'Т'ия и т. д. Очевидно, что члены гражданского общества не могут 
«и 1)иказывать» от имени государства ни друг другу, ни каким-либо 
■икмп.ям властной структуры. Например, негосударственная корпора­
ция, какой бы крупной она ни была, не вправе официально принуждать 
кого бы то ни было к тому или иному поведению. В то же время любая 
инстанция имеет такую возможность по отношению к определенной



части гражданского общества, а некоторые —  по отношению ко все­
му обществу. Заметим, что одно и то же «физическое лицо» может 
одновременно как принадлежать ко властной структуре, так и быть 
членом гражданского общества.

Реакция общества —  ответ (положительный, отрицательный или 
безразличный) гражданского общества на действия того или иного ин­
ститута власти (с помощью выборов, референдумов, плебисцитов, че­
рез СМИ, опросы общественного мнения, митинги, забастовкии т. д.).

В модель вводится также понятие «реакция иерархии», смысл ко­
торого, как и смысл термина «распределение власти» и другие терми­
нологические уточнения, разъясняется ниже.

|^Ие^архическая структура

Диктатура

с?А
и)
О

I
Анархия

*

+

г -  1

+

¿4-1 ^ ■ - 1  N

Высшие инстанции 

.3

Низшие инстандии

Конституция,
законы,

1 Гражданское
уставы и т. д. обшество

Рис. 62

Иерархическая структура состоит из /V -Ь 1 инстанции (рис. 62), 
каждой из них приписан номер г {О Ы ). Высшая инстанция име­
ет номер О, низшая —  номер N .  Стрелка I  обозначает направление 
подчиненности в структуре «сверху вниз» (или «слева направо»), т. е. 
направление движения властных распоряжений (приказов), передавае­
мых по иерархической лестнице.

Конечно же, для любой конкретной и достаточно протяженной 
иерархической структуры (тем более в масштабах государства, пусть 
небольшого) определить расположение всех составляющих ее инстан­
ций в порядке подчиненности —  очень сложная и трудоемкая задача. 
В том числе и потому, что властные органы имеют в реальности «дре-



|»(‘(;ноо» строение, могут принадлежать разным ведомствам, быть как 
персопифицированными, так и коллегиальными и т, д. Понятие «под­
чиненность» имеет по-этому условный осредненный смысл.

Однако для построения математической модели и анализа фун­
даментальных свойств властных структур достаточно того, что эта 
задача может быть решена в принципе, впрочем, на основе некоторых 
количественных критериев. Для прояснения этого вопроса необходимо 
уточнить различные понимания слова власть.

Оно часто употребляется в смысле органы власти (Верховный 
Суд, городская дума, местное отделение милициии т. п.). Равноценной 
заменой данного понятия служат термины «инстанции», «иерархичес­
кая структура», «иерархия».

Другое важное значение этого слова описывается термином 
властные полномочия. Считг^ется, что властные полномочия любой 
инстанции могут быть, вообще говоря, определены с помощью неко­
торого совокупного количественного критерия, включающего в себя 
номинальное (формальное) положение инстанции в структуре, объ­
ем находящихся в ее распоряжении людских, финансовых, материаль­
ных, информационных, интеллектуальных, законодательных, распоря­
дительных и иных видов ресурсов, размер и местоположение контро­
лируемой территории, престижность в глазах общественного мнения и 
экспертов и т. д. В указанном понимании слово «власть» означает воз­
можный уровень (степень, силу) влияния данного властного института 
на поведение других инстанций и на жизнь гражданского общества. 
Инст^шции, имеющей большие властные полномочия, отводится, ес­
тественно, более высокое место (меньший номер) в иерархии по срав­
нению с инстанцией, имеющей меньшие полномочия. При этом для 
рассмотрения общих вопросов нет необходимости вводить какие-либо 
абсолютные единицы измерения власти; достаточно принять власт­
ные полномочия высшей инстанции за единицу (или за 100%), тогда 
полномочия любой другой инстанции будут выражаться в долях (или 
процентах) по отношению к высшему институту.

Дальнейшее уточнение термина «властные полномочия» связано 
с понятиями максимальные полномочия и минимальные полномочия. 
Первое описывает те действия, которые орган власти может выпол­
нить максимально в некоторой ситуации в соответствии с законода­
тельством. Например, губернатор имеет право, при известных обстоя­
тельствах, объявить чрезвычайное положение на контролируемой им 
территории, но никак не правомочен решать вопросы войны и мира. 
Минимальные полномочия описывают действия, которые власть обяза­
на предпринимать всегда (Президент обязан представлять ежегодное 
бюджетное послание в Конгресс). Оба эти понятия хорошо иллюстри­
руются, например, статьями Уголовного кодекса, определяющими за 
один и тот же вид преступления максимальные и минимальные сро­
ки наказания. Другими словами, максимальные и минимальные пол­
номочия дают законные верхние и нижние границы власти каждой 
инстанции.

Заметим, что границы власти могут, как известно из практики 
многих государств, определяться не только законодательством, но так­



же традициями и системой прецедентов. Однако для краткости всюду 
дальше речь будет идти о законодательно установленных полномочи­
ях.

В математической модели максимальные властные полномочия за­
даются некоторой положительной функцией P2{h t ) ,  О ^  N  (кру­
жочки на рис. 62), монотонно убывающей с ростом номера г, т. е. 
в любой момент времени t  справедливо р2{г +  l , t )  <  рг(*,^) <  Рг(* — 
— 1,^), — 1 . Минимальные полномочия задаются положи­
тельной функцией О ^  N  (крестики на рис. 62), также
монотонно убывающей с ростом г, т. е. Р1(г -1-1,^) <  P l { i , t )  <  Р г { г  — 
-1 ,4 ), 1 ^ г $ 7 У ' - 1  (разумеется, жетт P l { i , t )  <  р2{1, 1), О «С г ^  ТУ). 
Обе функции, вообще говоря, зависят от времени поскольку со вре­
менем могут изменяться законодательство, территориальное деление 
и т. п. * ‘ *

Чисто умозрительные ситуации, когда в законодательстве запи­
сано «власть может делать все» или «власть не обязана делать что- 
либо», естественно, не рассматриваются, т. е. границы власти (хотя 
бы формально) всегда определены, и вместе с ними определены функ­
ции р1,р 2-

Подчеркнем еще раз: для рассматриваемой таким образом (в агре­
гированной обобщенной манере) иерархической структуры положение 
любой инстанции определяется не только ее номинальным местом, но и 
всеми относящимися к делу (и зачастую более весомыми) факторами. 
Таким образом, номер инстанции, отвечающий некоторому «среднему 
чиновнику» из властного древа, не формальная координата, а коор­
дината «по существу». Приведенным: выше рассуждениям о властных 
полномочиях и о способе расстановки инстанций в порядке «подчинен­
ности» нетрудно придать более подробную и строгую математичес­
кую форму (микроописание), однако для изучения принципиальных 
свойств системы «власть— общество» это не имеет решающего значе­
ния.

Наконец, еще одно используемое в модели понимание слова 
«власть» связано с фактически осуществляемым в данный момент 
данной инстанцией уровнем властного влияния (или величиной влас­
ти). Действительно, властные полномочия определяют лишь верхние 
и нижние законные границы уровня или величины власти (в этом 
смысле можно понимать известное выражение «объем властных пол­
номочий»). Эти границы, вообще говоря, достигаются не всегда и не 
всюду. Пусть, например, по некоторой статье Уголовного кодекса, пре­
дусматривающей от трех до пяти лет лишения свободы, суды за неко­
торое время вынесли достаточно много приговоров со средним сроком 
четыре года. Тогда реализованная ими по данной статье власть соста­
вила 80% от их максимальнык и 133% от их минимальных полномочий.

В математической модели фактически достигаемой власти отве­
чает неотрицательная функция р{г, 1), О ^  г ^  ТУ, зависящая от «про­
странственной» координаты г и времени Ь (звездочки на рис. 62). Если 
для каких-то значений г, I выполняется р{г,Ь) >  Р2(«',<) (или р{1, 1) <
<  рх{1,{)), то естественно говорить о «выходе» власти за рамки пол­
номочий, или о превышении (принижении) власти.



Принципиальная разница между функциями P2( i , t )  и
|||упкциой р(г,0  состоит в том, что, в отличие от известных, за- 
днниьах (пусть и в самом общем виде) властных полномочий p l{ i ,  t), 
/ь(*,^), функция р{1Л) —  неизвестная, искомая величина, оцисы- 
ишощая текущее распределение власти в иерархической структу­
ре. Построение соответствующей математической модели и изучение 
пространственно-временной динамики именно для функции р{г, t ) (рас- 
11 р(!дслсния власти) в зависимости от всех факторов, присутствующих 
II изучаемой системе, приводится ниже.

Заметим, что понятие реальное распределение власти означает 
пведение в модель следующего п р е д п о л о ж е н и я  1:

все партнеры в системе «власт ь— общество-» законопослушны: 
законы соблюдаются, налоги платятся, приказы выполняются (в 
противном случае функцияр{(,1) — величина власти — становится 
весьма неопределенной или вовсе теряет смысл).

Такой подход «от  простого к сложному», т. е. построение модели 
для сильно идеализированной ситуации и дальнейшее ее усовершенст­
вование, является типичным (а зачастую и единственно возможным) 
при математическом моделировании сложных объектов.

Приведем общее описание взаимодействий в системе «власть— 
общество». Оно состоит в следующем:

а) гражданское общество непосредственно или через своих пред­
ставителей принимает (дополняет, изменяет) Конституцию (стрелка 1 
на рис. 62). Оно, таким образом, выступает как источник (заказчик, 
хозяин) власти для иерархической структуры, взаимодействуя с нею с 
учетом существующего законодательства;

б) иерархическая структура существует не сама по себе, а как «о т ­
крытая» система, взаимодействующая с Конституцией и гражданским 
обществом. Конституция (в широком понимании, включающем зако­
ны, уставы и т. д.) служит для иерархии своеобразным резервуаром, 
из которого ее звенья по мере необходимости могут либо черпать до­
полнительные «порции» власти (стрелка 2), либо возвращать обратно 
ее избыточные «доли » (стрелка 3).

Таким образом, между иерархией и Конституцией осуществляет­
ся как бы «обмен властью» и. в неявном виде, как бы обмен властью 
(«свободой») между иерархией и гражданским обществом —  учреди­
телем Конституции;

в) внутри самой иерархической структуры происходит перерас­
пределение текущей власти между составляющими ее инстанциями 
(стрелка 4 ) ^ соответствии с принятыми в иерархии механизмами 
передачи властных распоряжений;

г) по отношению к гражданскому обществу властные структуры 
выступают как запрещающие (стрелка 5) или разрешающие (стрел­
ка 6) институты, вводящие и отменяющие те или иные ужесточения 
или послабления (типичный пример —  ежегодный призыв в армию и 
демобилизация, когда одна часть населения начинает нести дополни­
тельную повинность, а другая от нее освобождается).

Один из ключевых вопросов для описания взаимодействия в систе­
ме «иерархия—общество» —  определение «величины» обмена властью



между иерархической структурой и Конституцией (и, опосредован­
но, в итоге между иерархией и обществом). Вводится следующее 
п р е д п о л о ж е н и е  2;

знак и величина обмена властью между иерархической структу­
рой и Конституцией определются реакцией системы.

Под реакцией системы подразумевается суммарная реакция обо­
их партнеров (иерархии и общества) на текущее распределение влас­
ти p{i,t )^в  структуре. Например, применительно к реакции общества 
имеется в виду, что если в данный момент времени оно выражает свое 
отрицание тех или иных действий данного звена иерархии (сопротив­
ление) , то это побуждает инстанцию уменьщить осуществляемую ею 
власть, как бы отложив про запас некоторое ее «количество» в консти­
туционный резервуар (и у^аеАшить или вовсе избежать соответству­
ющих отрицательных, с точки зрения общества, последствий). Под­
ходящий пример —  требования смягчить те или иные виды налогов. 
Положительная же реакция общества (т. е. его поддержка) побуждает 
инстанцию увеличить уровень реализуемой ею власти, взяв необходи­
мые «ресурсы» из законодательства (пример —  требования усилить 
борьбу с преступностью). Качественный характер реакции общества 
связывается с доминирующим в нем типом сознания (правовое, анар­
хическое, авторитарное, смещанное).

В рассматриваемой модели реакция общества описывается неко 
торой задаваемой функцией ^ 5 (г, ¿,р,р1,рг), зависящей, вообще гово­
ря, от всех введенных ранее величин: номера инстанции г; времени 
уровня власти, осуществляемой инстанцией р(г, ¿); властных полномо­
чий рх(г,4), Р2(г,1). Это дает возможность достаточно полно и точно 
отразить структурированное и меняющееся во времени отношение об­
щества к иерархии. Например, если для всех мыслимых значений сво­
их аргументов, т. е. в любой ситуации имеем Р з  <  О (Р з  > 0), то в 
обществе, очевидно, преобладает анархическое (тоталитарное) созна­
ние. Реакция общества представляется величиной, вполне наблюдае­
мой и измеряемой, и служит основной его поведенческой характеристи­
кой в некотором осредненном по всем элементам гражданского общест­
ва смысле. При этом подра.зумевается, что реакция выражена вовремя, 
верно истолкована инстанцией и учтена ею в своей деятельности.

Аналогичным образом в модель вводится одна из поведенческих 
характеристик властной структуры — реакция иерархии. Это поня­
тие харалстеризует стремление звеньев иерархии повысить или пони­
зить уровень власти, реализуемый ими в данный момент времени. Ей 
отвечает задаваемая функция Рн {г ,  ¿,р,р1,рг), зависящая от тех же ар­
гументов, что и ^ 5 , и имеющая тот же смысл, но уже применительно 
к иерархии (ее можно назвать степенью «властолюбив-» инстанций).

В дальнейшем для простоты будем считать Р н  =  О, т. е. иерархии 
безразличен уровень осуществляемой ею власти, и реакция системы 

=  ^5 +  Р н  определяется лишь «гражданской» компонентой. Данное 
упрощение не меняет чисто математических свойств модели, посколь­
ку функции Р з ,  Р н ,  Р  зависят от одних и тех же аргументов. Однако 
при интерпретации результатов, разумеется, необходимо учитывать 
роль каждой составляющей ^ 5 , Р н  в суммарной реакции Р .



И 11|)И1зеденном общем описании система «власть— общество» 
м|»'лс гаст как замкнутый самосогласованный и самоорганизующийся 
||()ч,('кт с различными прямыми и обратными связями. Уровень власти, 
псу1и(!ствляемой любой инстанцией иерархии в любой момент време­
ни, очиподь не произволен, а является результатом системного взаимо­
действия всех компонент объекта: идущих по иерархической лестнице 
иластньи: распоряжений, реакции общества, действующего законода- 
■гсльства, начального состояния системы и т. д. Для получения на ос­
нове этой общей схемы математической модели рассмотрим подробнее 
собственно властную структуру.

2. М еханизмы перераспределения власти  внутри иерар­
хической структуры . Внутри иерархии любая инстанция принима- 
(уг к исполнению какие-то властные распоряжения, идущие от стар­
ших звеньев, и в свою очередь передает какие-то приказы млад­
шим звеньям. При этом происходит некоторое перераспределение 
власти между ступенями иерархии (напомним, что речь идет не
о властных полномочиях, а о реально осуществляемом, текущем 
уровне власти — величине p ( i , t ) ) .  Вводится основной поведенческий 
п о с т у л а т :

6 иерархии власть может передаваться только от. инстанций с 
больиьей текущей властью к инстанциям с меньшей текущей влас­
тью (причем скорость передач,и тем больше, чем больше разница 
между значениями текущей власти в инстанциях).

Рассматриваются два главных механизма, ответственных за пе­
рераспределение власти внутри иерархии.

а) Близкодействие. Условно говоря, этот механизм можно назвать 
передачей власти по команде, когда начальник отдает властное рас­
поряжение ближайшим подчиненным, которые также взаимодейству­
ют только со своими непосредственными подчиненными. Данный ме­
ханизм соответствует хорошо известной бюрократической процедуре 
(слово «бюрократический» и все другие понятия употребляются без 
каких-либо эмоциональных оттенков —  как рабочий термин).

Пусть *-я инстанция передала (г -|- 1)-й инстанции некий приказ 
(например, поручила подготовить проект годового отчета о финансо­
вой деятельности одного из подведомственных учреждений). Что про­
изошло в таком элементарном акте взаимодействия между соседями по 
иерархии? Вместе с приказом подчиненный получил некоторую (пусть 
небольшую и пусть временно) порцию власти, дополнительную к тому 
уровню власти, который он реально занимал (например, имея приказ, 
он в большей степени, чем раньше, изучает финансовые документы). 
С другой стороны, г-я инстанция утратила некоторую часть от своей 
текущей власти, переложив контроль за данным участком работы на 
(г Н- 1 )-е звено.

Совокупность передаваемых распоряжений формирует своего рода 
поток власти, идущей от г-й к (г -Ь 1)-й инстанции. Определим поток 
власти Щ(1,1) как количество власти, полученное в единицу времени 
(г -I- 1)-й ступенью от г-й ступени.

В соответствии с постулатом величина Ш  (1,1) положительна при 
р(},1) >  р(г +  1,4), отрицательна при р(г,4) <  р(1 -Ь 1 , 0 и равна нулю



при р(г, i) =  р{г +  1, i). Рассматривается весьма общее выражение для

W { i , t )  =  -  p {i +  l , t ) , p { i , t ) , p { i  +  l , i ) , î , i +  1,Î] X

X [р(г +  l , i ) (1)  
где функция X положительна при всех значениях аргументов, от кото­
рых она зависит.

Формула (1) —  конкретизация постулата применительно к рас­
сматриваемому механизму близкодействия. Положительность функ­
ции л  обеспечивает нужный знак величины W {i ,  t ) . В частности, если 
в какой-то момент времени t оказывается, что p{i -Ь l , i )  > т. е.
младшая инстанция имеет,впасть, большую, чем старшая, то поток 
власти автоматически «с^аш тывает» в сторону уменьшения разни­
цы p { i , t )  — p{i +  l , t ) ,  способствуя преодолению этой «ненормальной» 
ситуации (свидетельствующей о неблагополучии в данных звеньях 
иерархии). Поток власти растет с ростом разницы p { i , t )  — p{i +  l , i ) ,  
что соответствует второй части постулата (для этого требуется нало­
жить соответствующее ограничение на я  как функцию от p{i, t)  — р{г +  
+  1, t ) ) .  Это означает, в частности, что начальник (при прочих равных 
условиях) дает тем больше поручений подчиненному, чем меньше тот 
в данный момент времени загружен работой.

Общность выражения (1) в том, что для потока власти преду­
смотрена, помимо зависимости от разницы p { i , t )  -  р(г -I- l , i ) ,  также 
зависимость от всех введенных ранее величин: значений искомой функ­
ции p{i +  l , i ) ,  p ( i , t ) ;  координат i, i +  1; времени t. Зависимость от t 
и г, г +  1 означает также неявную зависимость от заданных властных 
полномочий Рх, Р2 и реакции общества F  (впрочем, эту зависимость 
нетрудно ввести и явным образом). Общность заключается также и в 
том, что на все эти зависимости не накладывается никаких сущест­
венных ограничений, кроме требования, чтобы при р{г +  l , t )  =  p ( i ,  t) 
выполнялось =  0. Заметим, однако, что по формуле (1) поток
власти определяется только величинами, относящимися к непосредст­
венно взаимодействующим (в данном случае соседним) инстанциям.

Функция я  имеет определенный бюрократический смысл, описы­
вая свойства властной «среды», некоторые аспекты взаимоотношений 
внутри иерархии. Пусть, к примеру, поток власти W { i , t )  и величи­
на p(i ,  t )  фиксированы, а я  =  яо =  const, т. е. функция я  не зависит 
от времени и других величин. Тогда по формуле (1) получаем, что с 
возрастанием яо разница p{i +  l , t ) — p{i, t ) как абсолютно, так и отно­
сительно уменьшается. Можно сказать, что с ростом яо уменьшается 

ответственность» старшей инстанции, которая все более терпимо 
относится к выравниванию своей власти с властью младшего партне­
ра. С уменьшением величины яр ситуация, естественно, обратная.

б) Дальнодействие. Образное описание этого механизма может 
быть дано известным выражением «команда через голову». Это озна­
чает, что г-я инстанция отдает властные распоряжения звеньям с дале­
кими номерами, минуя ближайших подчиненных. К такого рода дейст­
виям можно отнести, например, распоряжение о переходе вооруженных 
сил на летнюю форму одежды, для реализации которого фактически



III' требуется процедура передачи по команде, достаточно опублико- 
п/п'ь соответствующий приказ для сведения (и исполнения) сра.зу всех 
m)(! 11 нос лу жащих.

Образующийся благодаря механизму дальнодействия поток влас­
ти (смысл тот же, что и в случае а)), получаемый (г 1)-й инстанцией 
от j-ro звена (или отдаваемый вниз), может быть выражен достаточно 
о6щ(!Й формулой

V { i  +  l , j , t }  =  x (p ( i  +  1,i ) ,P Ü ,  +  ¡p(j, t)  -  p{i +  1-, t)], (2)

где функция X ^  О в согласии с постулатом. По своему смыслу пове- 
дспческая характеристика % близка к функции х, но, во-первых, ею 
описывается взаимодействие не соседних, а удаленных друг от друга 
инстанций, т. е. j  Ф г +  2, г; во-вторых, величина х  может обращать­
ся в нуль, т. е. предусмотрена возможность отсутствия команд через 
голову между какими-либо ступенями иерархии.

Так же, как и функция х ,  она зависит только от величин, отно­
сящихся к непосредственно взаимодействующим звеньям. Эти зависи­
мости априори не подвергаются каким-либо ограничениям (требуется 
только, чтобы V { i  +  = 0  при p{i -Ь l , i )  =  p { j , t ) )  и могут быть
дополнены явной зависимостью от других введенных ранее величин.

Подчеркнем еще раз, что оба рассмотренных механизма представ­
ляют собой усреднение, агрегирование детального микроописания вза­
имодействий внутри иерархической структуры, имеющей, конечно же, 
не простую конфигурацию цепочки, а скорее топологию большого ко- 
jm4ecTBa деревьев со взаимопересекающимися кронами.

Сделаем еще одно важное разъяснение. В механизмах а) и б) власт­
ные распоряжения, передаваемые от г-й ( j -й) к (г +  1)-й инстанции, в 
нормальной ситуации (т. е. при p ( i , t )  >  р(г +  l , i )  или p ( j , t )  >  р{г +  
+  l , i ) ,  j  <  г) несут с собой, согласно постулату и его конкретиза­
циям ( 1), (2), некоторую положительную порцию власти для (е -Ь 1)-й 
инстанции. Если же имеет место уже упоминавшийся ненормальный 
случай, когда р(г, t) <  р{г +  1 , t) или p{j,  t )  <  р[г +  1 , i), j  <  i, то по пос­
тулату некоторая доля власти переходит уже от младшего к старшему 
звену. Это предположение естествешю и отвечает сути иерархической 
структуры (если, конечно, конкретный начальник не заблуждается от­
носительно реального уровня своей власти по сравнению с реальной 
властью подчиненного).

В то же время постулат, описывая ситуацию «младший не может 
получить порцию власти от старшего, если тот в данный момент име­
ет меньшую (или равную) реальнзгю власть», не описывает, казалось 
бы, возможную ситуацию, когда «старший имеет власть, большую, 
ч(!м младший, но вдобавок еще и отбирает у младшего часть его влас­
ти » (это противоречило бы постулату).

Рассмотрим эту последнюю ситуацию более подробно, чтобы убе- 
дит1>ся, что в точной, правильной интерпретации она фактически не- 
peaJшзyeмa (по крайней мере, в некотором «среднем» смысле).

Действительно, отобрав часть власти у кого-либо из своих подчи­
ненных (например, отозвав некоторое поручение), начальник рано или



ПОЗДНО все равно «спустит вниз» это поручение в виде какого-либо при­
каза, но, быть может, другими путями. Ибо в любой иерархии никакая 
инстанция не способна взять на себя непосредственную реализацию за­
метной доли поручений, с необходимостью выполняемых даже малой 
частью подчиненных ей звеньев (имеется в виду достаточно протяжен­
ная иерархическая структура). С другой стороны, дело в итоге должно 
быть сделано, и приказ, а с ним и порция власти, будут так или иначе 
переданы младшим. Таким образом, введенный постулат естествен и 
обоснован хотя бы «в  среднем».

Иное дело —  более конкретные взаимоотношения между звенья­
ми иерархии, внешне похожие на обсужденную выше ситуацию. Они 
могут быть описаны определенными ранее функциями. Пусть, напри­
мер, в условной паре «нача7п|рик—заместители начальника» первый 
по каким-либо причинам ш  удовлетворен работой одного из своих за­
местителей. Старший может, например, предпринять следующие дей­
ствия:

1) сместить «физическое лицо», заменив его более подходящей фи­
гурой;

2) направить поток'Властных распоряжений через других замес­
тителей.

В этих дв}гх случаях в иерархии в цепом и в отвечающей ей модели 
фактически не меняется ничего, кроме персон. В частности, инстанция 
«заместители» как целое получает тот же поток власти.

В распоряжении начальника могут иметься и такие способы:
3) усилить роль команд через голову данного заместителя;
4) изменить его властные полномочия;
5) упразднить данную должность.
Случай 3) отвечает уменьшению величины и увеличению х, 

в случае 4) соответствующим образом изменяются функции рх и Р2; в 
случае 5) уменьшается число звеньев N  в иерархии. Разумеется, могут 
быть реализованы и различные комбинации этих действий (в том чис­
ле и по отношению ко всей инстанции «заместители»). Если же началь­
ник, наоборот, весьма удовлетворен каким-либо заместителем, то его 
действия будут, естественно, противоположными. Все эти изменения 
не затрагивают существа постулата и описываются с помощью изме­
нения введенных выше функций р1,р 2, я , х , Р .  Соответствующая фор­
мализация должна, конечно же, проводиться тщательно и аккуратно.

3. Баланс власти  в инстанции, условия на ее границах 
и переход к непрерывной модели. Теперь, когда введены основ­
ные модельные понятия, описаны взаимосвязи и предположения, можно 
сделать последний шаг в построении модели и ответить на вопрос: как 
найти распределение власти в иерархии, т. е. функцию р{1,4)? Для лю­
бого г-го звена властной структуры в любой момент времени t она 
подчиняется уравнению, при выводе которого используется своего ро­
да локальный з акон  с о х р а н е н и я  вл ас ти :

скорость изменения {уменьшени^я или увеличения) величины влас­
ти инстанции определяется потоками власти и реакцией системы.

Подсчитаем, какое количество власти получает (теряет) г-я ин­
станция за промежуток времени АЬ между моментами t и 1 +  А1. Это



количсстио формируется:
а) потоком власти, получаемым от (г — 1)--й ступени по механизму

( I ), т. о. ]зе ли чиной

б) потоком, отдаваемым в (г +  1)-е звено по ангиюгичному меха­
низму,

А р+  -  At;

в) суммой потоков, получаемых и отдаваемых по механизму (2) 
от удаленных инстанций { j  ф г +  1,г — 1),

N

=  ' ^ V { i , j , t ) A t :
j=0

г) скоростью обмена властью между инстанцией и законодатель­
ством, которая определяется по предположению 2 реакцией гражданс­
кого общества,

А р р  =  F { i , t , p { i , t ) , p i { i , t ) , p 2 { i , t ) )A f .

Складывая величины Д р-, Ар+, A ps , Арр, получаем суммарное 
изменение

А р  =  p ( i ,  t -Ь A i) -  p(i ,  t ) =

N

=  W { i - l , t ) ~ - W { i , t )  +  Y , V { i , j , t )  +  F { i , t , . . . )  A t .  (3)
j=0

При выводе уравнения баланса (3) промежуток времени A t  пред­
полагается, как обычно, достаточно малым, так чтобы величины W ,  
V, F  можно было считать постоянными. Используется также (и это 
существенно) предположение 1 о законопослушности, означающее, в 
частности, что в любом звене иерархии властное распоряжение всегда 
выполняется и поступившая с ним порция власти на деле реализуется 
(а не исчезает бесслел;но). Напомним, что введенный выше иерархичес­
кий постулат уже нашел свое математическое воплощение в формулах 
( 1), (2 ).

Разделив обе части (3) на Д^, получаем уравнение для скорости 
изменения власти г-й инстанции со временем

t )  -  w ( i  - 1, i)] +  t ) + m , t , ...). (4)
j=o

Смысл (4) ясен из рассуждений, предшествовавших выводу баланса
С5).

Уравнения (3), (4) записаны для произвольного номера О < i  <  N .  
Лля записи баланса в точке г =  О необходимо определить Bejm4HHy 
IV (—1 , i) потока власти, получаемой самой старшей инстанцией (с но- 
м(!|)0м 0) от несуществующей вышестоящей инстанции. Очевидно, что



ЭТОТ потек всегда равен нулю {высшей инстанции никто не может при­
казать). Аналогично, величина W  (N ,  t ) —  поток власти, передаваемый 
самой младшей ступенью иерархии в несуш;ествующую нижестояшую 
ступень, также равен нулю (приказывать некому). Итак, поток власти 
на границах иерархии всегда равен нулю:

W { - l , t )  =  W { N , t ) = 0 .  (5)

Если рассматривается лишь часть иерархии, не включающая выс­
шие и (или) низшие инстанции, то, очевидно, на границах должны за­
даваться (из тех или иных соображений) потоки власти как функции 
времени.

Для замыкания уравнения (4) необходимо, помимо условий (5), 
задать также распределе^(ие ̂ а с т и  в некоторый начальный момент 
времени t =  to, т. е. функцию

P ( » , i o ) - P o ( * ) ^ 0, Q ^ i ^ N .  (6)

Уравнение (4) с условиями (5), (6) и заданными функциями я ,  х , 
P li  Р2 представляет собой замкнутую дискретную модель распре­

деления власти в системе «иерархическая структура—гражданское 
общество», математически реализующую общую схему, принятую в 
п. 1. Она позволяет для любых моментов времени t >  to ш любых то­
чек О ^  N  найти решение (распределение власти в иерархии), т. е. 
функцию p(i, t).

Осуществим теперь переход к непрерывной модели, рассматри­
вая властную иерархию как «сплошную среду», т. е. считая число 
инстанций достаточно большим (ЛГ 1), а все входящие в модель 
функции — достаточно гладкими. Дискретной координате г ставится 
в соответствие непрерывная координата х (номерам i соответствуют 
точки Xi, выбранные, например, по правилу Xi =  i ) ,  а целочисленному 
отрезку [О, iV] —  отрезок [О, I] (величина i  —  ̂аналог «длины » иерархи­
ческой структуры, а координата х характеризует место инстанции в 
иерархии: чем больше х, тем младше инстанция). Разности видар(г -(- 
+  l , t ) - p { i , t )  в (1) и p(:i,t +  A t )  -  p { i , t ) ,  W { i , t )  ~ W { i - l , t )  в (4) 
заменяются соответствующими первыми производными, сумма в пра­
вой части (4) —  интегралом, а зависимость всех входящих в (4 )-(б ) 
функций от аргументов г, t заменяется на зависимость от х, t.

В результате для функции р{х, t ) (подробные выкладки не приво­
дятся, так как они достаточно очевидны; ср. с выводом модели тепло­
передачи в § 2 гл. II) получается следующее уравнение:

др д

dt дх  

I

др \ др
+

+  j  X lp ix ' ) ,p ix ) , x ' , x ] -\ p {x ' , t )  - p { x , t ) ] d x '  +  F { p ,p i ,p 2,x , t ) ,  (7)
О

о <  a; <  i, t > t o ,



с 1'раничными условиями второго рода 

др
1У(0,4) = = 0,

х = одх

и тгачальными условиями

р(аг,4о) =  ро(ж) ^  О, О ^  а; ^  (9)

причем ж >  О, X ^ О, а положительные функции рг, р2 монотонно 
убывают по X.

Уравнение (7) представляет собой «параболическое» интегро- 
лифференциальное уравнение (в том смысле, что в отсутствие интег­
рального члена оно аналогично уравнению теплопередачи; см. также 
упр. 1). В математическом отношении модель (7 )-(9 ), «аппроксимиру­
ющая» исходную модель (4)“ (6), замкнута и корректна, т. е. однознач- 
1Ю определяет решение —  гладкую неотрицательную функцию р (х , 4) 
для всех О ^  X ^  / и 4 ^  ¿0 (при некоторых несущественных для общ- 
1ЮСТИ ограничениях на входные данные). Заметим, что при численном 
моделировании задачи (7 )-(9 ) производится обратный переход к задаче 
(4)-(6 ) (см. упр. 2).

Напомним смысл величин, входящих в модель (7)-(9 ). Функция 
p {x , t )  (решение) описьшает пространственно-временную динамику 
распределения власти в иерархической структуре, т. е. зависимость 
величины (уровня) реально осуществляемой инстанцией власти от 
ее местоположения (координата х )  и времени t. Скорость изменения 
функции р(а:, 4) (левая часть уравнения (7)) определяется следующими 
характеристиками:

1) разностью потоков власти, получаемой по механизму а) от бли­
жайших соседей по иерархии или отдаваемой им (первый, дифферен­
циальный член в правой части (7));

2) суммой потоков власти, получаемой инстанцией по механиз­
му б) от отдаленных ступеней иерархии или отдаваемой им (второй, 
интегральный член в правой части (7));

3) реакцией гражданского общества, т. е. функцией

Р{х ,г ,р {х ,Ь ),р1 {х ,г ) ,р2 {х ,1 ) )

(третий член в правой части (7));
4) минимальными и максимальными властными полномочиями 

иерархии —  монотонно убывающими по х  функциями Рх(х,1) >  О, 
P2{x,^^ >  0;

5) внутренними поведенческими свойствами иерархической струк­
туры —  функциями

я  ^ р(ж , ¿ ), ^  , а : , >  О,  х{р{х' ,  Ь),р{х,  4),  х ' , х ,  ¿) ^  0 ;

6) начальным распределением власти в структуре —  функцией 
Ро{х) ^  0.

Таким образом, модель (7)-(9 ) —  математическая реализация об­
щей схемы системы «власть—общество», изложенной в п. 1 и отве­
чающей самоорганизующемуся объекту с различными прямыми и об-



ратными связями. Описываемое ею распределение власти в иерархии 
устанавливается не произвольно, а в результате взаимодействия всех 
элементов системы.

Очертим рамки применимости полученной модели. При ее постро­
ении существенно использовались постулат, предположение 1 о зако­
нопослушности системы, предположение 2 об определяющем влиянии 
реакции гражданского общества на скорость обмена властью между 
иерархией и законодательством, а также считалось, что характер те­
кущего взаимодействия между двумя звеньями иерархии зависит от 
текущего состояния только этих инстанций.

Все эти предположения сформулированы в возможно наиболее об­
щем виде, три из них представляются вполне естественными и об­
основанными (что же ка,са^^ф предположения о законопослушности, 
то эта необходимая на начальном этапе исследования идеализация в 
дальнейшем может модифицироваться). Будем называть (7)-(Э) общей 
математической моделью динамики распределения власти в государ­
ственных иерархических структурах, взаимодействующих с граждан­
ским обществом.

Построенная выше модель позволяет анализировать ряд довольно 
общих проблем, связанных с функционированием и эволюцией системы 
«власть—общество». Перечислим некоторые из них:

1) получение необходимых и достаточных условий существова­
ния (или несуществования) стационарных (т. е. постоянных во вре­
мени) распределений власти и условий устойчивости таких стациона­
ров;

2) анализ и прогноз кризисов власти различного характера: превы­
шение власти; ненормальные, немонотоьшые распределения власти в 
иерархии, когда некоторые младшие инстанции осуществляют реаль­
ную власть, большую, чем некоторые старшие ступени; анархические 
или тоталитарные эволюции распределения власти и т. д.;

3) изучение результатов изменений, происходящих в реакции 
гражданского общества, в законодательстве, во взаимоотношениях 
внутри иерархии и т. д., на пространственно-временную динамику 
распределения власти.

Возможно также исследование различных комбинаций проблем
1)~3). Само собой подразумевается, что анализ перечисленных выше 
и других относящихся к существу дела задач должен сопровождаться 
тщательной их постановкой и аккуратной интерпретацией результа­
тов в терминах используемой модели.

Модель (7)-(9 ) позволяет дать весьма общий ответ на ряд об­
щих вопросов, возникающих при изучении проблем 1)-3), Напри­
мер, используя теоремы сравнения решений параболических уравне­
ний (см. § 2 гл. V ), нетрудно установить, что при увеличении положи­
тельной реакции гражданского общества на действия всех инстанций 
власть в любой инстанции иерархии также увеличивается, а при уве­
личении отрицательной реакции — наоборот, а также что большие 
начальные распределения власти в иерархии приводят при прочих 
равных условиях к большему уровню власти во всех звеньях во все 
последующие моменты времени, и наоборот.

13 А . А . Самарский, А . П. Михайлов



( )днако первостепенный интерес представляют все же более кон- 
крсч'пыо вопросы, ответы на которые можно получить при определен- 
III.IX конкретизациях системы «власть— общество». Некоторые из них 
1пучаются ниже.

4. Правовая система «власть— общество». Стационарные 
распределения и выход власти за рамки полномочий. Одна из 
наиболее естественно формализуемых систем «впасть— общество» —  
правовая система. Поэтому простейшие конкретизации общей модели 
(7) (9) отвечают именно этому случаю.

Система «власть— общество» назьшается правовой, если реакция 
оПтцества на действия любой инстанции иерархии всегда направлена 
на удержание распределения власти в рамках предписанных ей пол­
номочий. Подразумевается, что максимальные и минимальные полно­
мочия соответствуют праву в общепринятом смысле этого понятия 
(подобный тип реакции отвечает правовому общественному сознанию).

Рис. 63

В общей модели сформулированное выше определение реализуется 
заданием соответствующей функции Р {р ,р 1,р2, х , 1). На рис. 63 пока­
зан качественный вид функций р2{ х ,1), p l { x , t )  —  максимальных и 
минимальных властных полномочий инстанций иерархии в некоторый 
момент времени t в зависимости от их места (координаты х ). По свое­
му смыслу р1{ х ,1), Р 2{х ,1) —  монотонно убывающие по х  положитель­
ные функции, причем Р2{х ,1) >  р 1{х ,1), О ^  а: ^  í ^  ¿о (п. 1). Об­
ласть, лежащая между кривыми р г ,р 2, —  правовое поле, область выше 
значений р2 условно называется диктатурой, область ниже значений 
p̂  —  анархией. Искомое решение —  распределение власти р(а;, ¿) —  мо­
жет априори в разные моменты времени либо полностью находиться 
в правовой области, либо частично или полностью выходить из нее.

Качественный вид зависимости функции Р{1р,рх,р2,х,1) от вели­
чины власти р{х, Ь) (в некоторый момент t для некоторого значения х )  
иоказан на рис. 64. Если величина власти превышает максимальные 
полномочия (р >  Рг), то реакция общества отрицательна и растет с 
ростом этого превышения; если ж ер < р х ,  т. е. величина власти мень-



ше минимальных полномочий, то, наоборот, реакция положительна и 
растет с увеличением отклонения. В промежутке р\ ^  р ^  рг реакция 
общества с ростом р  монотонно изменяется от положительных к от­
рицательным значениям, обращаясь в нуль в некоторой точке 1),
Р1 < р ^  < Р 2 ,  О ^ х  ^ 1 ,  ¿0-

Величину p^{x,t) можно н<1звать идеальным (средним) распреде­
лением власти в том смысле, что при реализации такого распределения 
реакция общества на действия иерархии всегда и всюду равнялась бы 
нулю (функция р^(х,1) считается монотонной по ж; см. рис. 63).

F{p,x)

Итак, в правовой системе общество отрицательно реагирует на по­
ложительное отклонешие власти от некоторо.го среднего ее значения, 
усиливал величину реакции с увеличением этого отклонения (для от­
рицательных отклонений реализуется противоположная ситуация). По 
своей количественной амплитуде реакция зависит не только от разнос­
ти jo -  , но, вообще говоря, и от времени Р, она может быть разной для 
разных звеньев иерархии (координата 
х ) и может включать более тонкую за­
висимость от величины р{х, t ) (напри­
мер, на рис. 64 интенсивность реакции 
для областей диктатуры р >  р2 та анар­
хии р < Pi заметно В1лше, чем для пра­
вовой области Pi <  р <  рг).

Перейдем к изучению стационар­
ных (не зависящих от времени) рас­
пределений власти в правовой системе.
Начнем с анализа наиболее простой, но вместе с тем содержащей все 
существенные компоненты модели правовой системы. Для этого будем 
считать, что в общей модели (7)-(9):

1) функция ж, соответствующая механизму передачи власти по 
команде, постоянна, т. е. н  =  ко =  const >  0;

Рис. 65

2) в иерархии нет механизма команд через голову, т. е. х  =  0;



3) реакция общества —  линейная функция отклонения от идеаль­
ного уровня власти и не зависит от t, т. е.

Р { р ,х )  =  кг ( р ° { х ) - р ) ,

1'Л(! кг >  О характеризует амплитуду реакции (рис. 65);
4) идеальное распределение власти и властные полномочия рх, 

Р2 не меняются со временем и линейно убывают с ростом координаты 
X (рис. 66), т. е.

р  ̂ =  Н  -  кх, Я  >  О, р1 =  (1 -  а )р °, р2 =  (1 -Ь а )р °.

Здесь к >  О —  степень убывания функции р° по х, О <  а  <  
< 1  —  относительная разница между и р\, р2 (причем р^ =  
=  {рх + Р 2)/2 —  среднее арифметическое от минимальных и мак­
симальных полномочий), р°(0) =  я ,  р^{1) =  Н  — Ы >  0. Величина
(Я  — Ы )/Н  — р°(0/р°(0) =  Р1 {0 / л ( 0) =  Р2(0 /Рг(0) < 1  —  отношение 
полномочий низших и высших степеней иерархии, или перепад полно­
мочий.

Рис. 66

В результате упрощений 1)-4) получаем базовую модель правовой 
системы:

др _  д  {  др~  ̂

д t  д х  \ ° д х ,
-Ь кх (р °{х )  - р ) ,  О <  X <1 , t >

др

дх х = 0

др
=  0, í ^  ¿0,

(10)

р (х , ¿о) =  Р о (х ) ^ 0 ,  0 ^ х ^ 1 ,

где кх >  О, р^(х ) =  Н  -  кх, Я  >  О, к >  0.
Заметим, что модель (10) линейна, и для нее относительно нетруд­

но выписать общее решение.
Стационарные \р{х,1) = р { х ) )  решения (10) находятся из задачи

яор” - к х \ р - { Н  -  кх)], р ’ {0) -  р'{1) -  О, О <  а; <  /, р' =
ф



содержащей четыре параметра: >со,к1, к , 1,а  сводящейся масштабиро­
ванием (см. § 1 гл. V ) р =  р/Я, х  =  х/1-к. задаче с двумя параметрами

ар" =  р -  (1 -  Ьх), О < х  <1 , р '{0) =  р'(1) =: О, (11)

где а =  хо/(к1 ■ Р ) ,  Ь =  Ы /Н  <  1 (черточки над величинами р  к. х  ъ
( 11 ) опущены).

Идеальный 
профиль власти

/ {Р  = 0)^  Диктатура
.0 \ Р2
* \

Сопротивление { Р  <  О)

/\

Поддержк^/^ >  О) 

Анархия
1 - 6

0,5

Рис. 67

1,0

Задача (11) имеет хорошо известное единственное (неотрицатель­
ное) решение, даваемое монотонно убывающей по х  функцией

р{х) =

+ 1 - +  { 1 -  Ьх). ( 12)

Качественное поведение решения (12) определяется параметром а 
(параметр 6 1 , так что 1 -  6 <?: 1 , поскольку рассматриваются до­
статочно протяженные иерархические структуры с заметным перепа­
дом полномочий). Вид решения для значений Ь =  0,9 и трех значений 
а =  10“ ®, 10“ ,̂ 10~  ̂ приведен на рис. 67. С ростом а решение (кри­
вые 1-3 )  становится более пологим, и при некотором а >  а^р решение 
частично лежит в области р >  р2 (кривая 3). Анализируя (12) и рис. 67, 
можно сделать следующие предварительные выводы:

1) стационарное распределение власти в правовой системе сущест­
вует;

2) существует область параметров системы, в которой распределе­
ние власти выходит за рамки полномочий (в данном случае для части



младших ступеней власть превышена). Нетрудно выписать необходи­
мое и достаточное условие нахождения власти в правовой области:

а Ч  I  ^  (1 -  &) (1 +  а). (13)

С ростом величины а критерий (13) нарушается все сильнее, причем 
если а ос, то р{х) -> 1 -  Ь/2. Максимальное превышение (достига­
емое в точке X =  1) равно р(1) -  Р2( 1) =  1 -  Ь/2 -  (1 -Ь а) (1 -  Ь), что 
при Ь «  1 дает р(1) — Р2( 1) ^  0,5, т. е. превышение составляет 50% от 
максимальных полномочий;

3) идеальное распределение власти (штриховая прямая на рис. 67) 
не реализуется, решение всегда имеет «добавку» к величине р°(а:) =  
=  1 -  Ьх —  второму члену в правой части ( 12).

Ввиду важности выводов 1)-3) необходимо выяснить степень их 
общности, т. е. понять, не являются ли они свойствами только упро­
щенной модели ( 10).

5. Р о л ь  основных характеристик системы в феномене пре­
вышения (принижения) власти. Введем некоторые обобщения в 
базовую модель (10).

1) Механизм команд через голову. В правой части уравнения (10) 
появляется дополнительное слагаемое вида

i

ХЬК^') - p { x ) ] d x '

о

(здесь взято х  — Хо =  const >  0). Задача для стационарного решения 
(аналог задачи (И ) )  после соответствующего масштабирования имеет 
вид

1

ар" =  [р -  (1 -  Ьх)] - а  j  \р{х') -  р(ж)] d x ',

р ' ( 0 ) = р ' { 1 ) = 0 ,  0 < х < 1 ,

(14)

где а =  Хо1/^1 >  0. Несложной заменой (14) сводится к задаче (11) с 
ненулевыми краевыми условиями (упр. 3), имеющей решение вида (12). 
Условие (13) переходит в условие

1 +  а
^ ( 1 - 6) ( 1 -Ьа),

которое так же, как и (13), всегда нарушается при достаточно больших 
значениях о и (или) а (максимальное превышение то же, что и в случае 
Хо =  О, так как р {х )  -> 1 -  ?>/2 при больших а, а).

2) Уточненная реакция граждаского общества. В обществе су- 
щ(?ствует часть, которая в принципе не согласна с любыми дейст- 
1ШЯМИ иерархии (в базовой модели как бы предполагалось, что такой



компоненты нет). Подобная реакция может быть описана добавлени­
ем в правую часть уравнения (10) слагаемого вида к2Р, /гг <  О (т. е. 
эта часть реакции всегда отрицательна и тем больше, чем больше ве­
личина власти). Для функции р(ж) в этом случае получается задача, 
аналогичная (И ). Однако при достаточно больших значениях и о 
решение, очевидно, уходя из области р >  р2, попадает в область р <  pi, 
т. е. распределение власти выходит за рамки минимальных полномо­
чий (в данном случае это происходит с высшими инстанциями).

3) Различные механизмы передачи власти по команде.
а) В первом члене правой части уравнения (10) рассматривается 

не функция я  =  XQ =  const, а функция я  =  яо |5р/9аг|", а  >  —1. Это 
значит, что степень ответственности иерархии зависит от градиента 
величины р(а;, i) (неравенатво а  >  — 1 обеспечивает параболичность со­
ответствующего уравнеАгя). Для получающейся стационарной задачи 
существует единственное монотонное решение. При достаточно боль­
ших значениях параметра, аналогичного параметрам а и а из ( 11),
(14), распределение власти выходит за рамки полномочий (поскольку 
с его ростом решение стремится к некоторой константе).

б) В первом члене правой части уравнения (10) вместо функции 
я  =  Хо =  const берется функция я  =  яор^ ,̂ Р  >  —1, т. е. ответствен­
ность звеньев иерархии зависит от величины реализуемой ими власти. 
По сравнению с предьщущими случаями результаты принципиально 
не меняются.

В случаях а), б) эти выводы получаются из анализа полей ин­
тегральных кривых соответствующих нелинейных уравнений первого 
порядка (см. упр. 4).

6. И нтерпретация результатов  и выводы. Итак, из 1)-3) п. 5 
следует, что выводы 1), 2) п. 4 о существовании стационарных распре­
делений власти в правовой системе и наличии феномена превышения 
(принижения) власти (даже в такой системе) носят достаточно общий 
характер. Если вывод 1) п. 4 безусловно положительный, то вывод
2) п. 4 необходимо обсудить более подробно, поскольку он означает 
наличие явного кризиса власти.

Во всех случаях, рассмотренных в пп. 4, 5, выход власти за рамки 
полномочий происходит при достаточно больших значениях некото­
рых параметров а и (или) а (или их аналогов). Чтобы понять суть 
проблемы, обратимся к базовой модели п. 4. В задаче (11) параметр а 
определяется формулой

«  =  0 , (14

являясь системным парамет,ром (содержащим несколько характерис­
тик объекта), а также параметром подобия (для систем с различными 
значениями хго, кх, I, но с одинаковыми значениями а профиль власти 
имеет один и тот же качественный вид).

Из (15) видно, что а увеличивается с ростом параметра xq , харак­
теризующего интенсивность механизма передачи власти по команде, и 
с уменьшением параметров кх,1 —  реакции общества и длины иерар­
хической структуры.



Пусть кх, I фиксированы, а хо растет (вместе с ним растет и 
1к;личина о). С ростом но уменьшается ответственность всех звень- 
(!и иерархии в том смысле, что старшие инстанции все более легко 
« т 1)аиспортируют» потоки власти младшим соседям (См. п. 2). Пре­
дельная безответственность ( щ  =  оо) означает, что любая инстанция 
становится своего рода телетайпом, передающим полученные «свер­
ху » властные распоряжения (и поступаюпдие с ними порции власти) 
«вниз» без всякого их изменения. В результате у нижних ступеней ие­
рархии как бы накапливаются излишки власти (кривая 3 на рис. 67), 
которые не могут быть уменьшены за счет реакции общества (она фик­
сирована). Поэтому низшие инстанции вынуждены выйти за рамки 
своих максимальных полномочий. Аналогичная картина наблюдается 
при изменении параметра а =  хо^/кх (команды через голову).

Бюрократический смысл условия (13) и его аналогов заключается 
и том, ЧТО, если характеристики ие1>архии и гражданского общества 
известным образом согласованы, то распределение власти остается в 
правовой области (и наоборот).

Рассуждения, сопровождающие анализ соотношения (15), служат 
выражением общего противоречия, присущего иерархической струк­
туре. Оно состоит в следующем. С одной стороны, в иерархии обяза­
тельно должен быть перепад полномочий (причем весьма значитель­
ный), соответствующих ее высшим и низшим звеньям, иначе иерар­
хия не имеет смысла. С другой стороны, механизмы передачи власти 
внутри иерархии всегда работают на сглаживание разницы во власти 
между инстанциями. Если данные механизмы становятся все сильнее, 
то остающаяся без изменений реакция гражданского общества даже в 
правовой системе не в состоянии конкурировать с этими процессами 
и скомпенсировать сглаживание. Распределение власти становится все 
более пологим и с необходимостью частично выходит за рамки предпи­
сываемых ей полномочий. Заметим, что данное свойство имеет место 
не только для правовой системы «власть—общество».

Таким образом, справедливы два следующих вывода:
1) для правовой системы всегда существует единственное стацио­

нарное распределение власти в иерархической структуре, причем ве- 
ли^гана власти монотонно падает при переходе от старших к младшим 
инстанциям;

2) даже в правовой системе всегда существует область парамет­
ров, при реализации которых распределение власти выходит за грани­
цы правового поля.

Столь же общим является и вывод 3) из п. 4 о невозможности реа- 
Jш:laции идеального распределения власти, т. е. такого распределения, 
при котором реакция общества всегда и всюду была бы нулевой. Этот 
иьтвод устанавливается элементарно, и его смысл достаточно ясен: при 
нулевой реакции иерархия перестала бы взаимодействовать со своим 
партнером —  гражданским обществом. В то же время согласно мо- 
д('ли иерархическая цепочка подвержена противоположно направлен- 
1И.1М влияниям (поддержка и сопротивление общества, «прибыль» и 
о:у()ыль» власти в инстанциях). В условиях правовой системы их ди­
намическая конкуренция формирует в итоге стационарный профиль



власти подобно тому, как статическая конкуренция сил тяжести и уп­
ругости определяет форму троса, висящего между опорами. В отсут­
ствие реакции единственно возможным решением в этом случае было 
бы постоянное по пространству и во времени распределение власти 
(упр. 4). Из этого вывода, в частности, следует, что при уменьше­
нии разницы между максимальными и минимальными полномочиями 
(в предельном случае это означает равенство величин p i =  р ^ =  р^) 
распределение власти всегда выходит из правовой области. Другими 
словами, для действий иерархии не следует отводить слишком узкое 
правовое поле, иначе она будет «вынужденно» выходить за законные 
рамки своей власти.

При построении рассмотренной модели системы «власть— об­
щество» и ее обобщений широко использовались аналогии, почерпну­
тые из изучения естественнонаучных объектов: переход от дискретной 
к непрерывной модели (иерархия трактуется как сплошная среда); ана­
лог закона Фурье при описании механизмов перераспределения власти 
в иерархии; «закон сохранения власти» при выводе основного уравне­
ния; понятие «поток власти» и др. Эти аналогии допускают разумную 
интепретацию, их применение позволяет глубже понять принципиаль­
ные свойства столь трудноформализуемого объекта.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Уравнение вида щ =  L {u x x ,u x ,u ,x , t )  называется параболическим, если 
dLfduxx >  0. Получите условия для функции H (p ,px ,x , t )  в уравнении (7), запи­
санном без интегрального члена, при которых оно является параболическим.

2. Положив х  — 0, осуществите, используя разложение функций в ряд Тейлора 
и удерживая главные члены, переход от модели (4 )-(6 ) к (7) -(9). Заменяя произ­
водные конечными разностями, выполните обратный переход от модели (7 )-(9 ) к 
{4 )-(6 ).

3. Проведя замену v (x )  =  р (х )  (1 +  а-) -  (1 — Ьх) -  <тВ, где В  — J ^ p (x ' )d x ' ,

получите из (14) краевую задачу для функции г;(а;).
4. Представляя стационарное уравнение (10) в виде системы двух уравнений,

найдите для случаев =  ио, \др/дх\°‘ , а >  - 1  и х  =  }<ор^, ,0 >  - 1  замены,
сводящие его к уравнению первого порядка.

5. Проверьте, что при F  =  О, х  =  О решение уравнения (7) с условиями (8) в 
стационарном случае имеет вид р (х )  =  const.

Библиография к главе IV: [1, 5, 9, 10, 37, 38, 40, 48-50, 56, 58, 85,



Г Л А В А  V

И С С Л Е Д О В А Н И Е  М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Х  М О Д Е Л Е Й

§ 1. Применение методов подобия

Дадим характеристику способов упрощения математических мо­
делей, основанных на свойствах их симметрии. Приведем описание 
самоподобных (автомодельных) явлений. Исследуем некоторые автомо- 
д(!льные процессы для нелинейных параболических и гиперболических 
у[)авнений.

1. А нали з размерностей и групповой анализ моделей. Од­
но из фундаментальных свойств природных, технологических, многих 
:ж()номических и социальных объектов —  симметрия (подобие, повто­
ряемость, воспроизводимость) —  находит свое отражение в их матема- 
'1’ических моделях. Наличие какого-либо вида симметрии у изучаемого 
}[пления означает большую простоту объекта в сравнении с его менее 
симметричным аналогом. На этом основываются широко применяемые 
методы упрощения математических моделей и, следовательно, методы 
упрощения их анализа. Они состоят в понижении порядка системы 
уравнений, образующих модель, в уменьшении числа переменных, от 
которых зависят искомые величины, или числа постоянных нарамет- 
1)ов, определяющих процесс, и т. д. (так, симметрия функции треос 
неременных относительно этих переменных позволила найти макси- 
м-шьно возможное значение скорости трехступенчатой ракеты; см. п. 4
1) 1 гл. I).

Типичный подход к использованию свойств симметрии —  анализ 
размерности величин, входящих в модель. Часть характеристик объ­
ектов измеряется в каких-либо единицах, имеющих непосредственный 
(механический, физический, экономический и т. д.) смысл. Например, 
масса в граммах, температура в градусах Кельвина, валовый нацио- 
|1ал1.иый продукт в рублях. Такие величины называются размерными, 
их численное значение зависит от выбора единиц измерения. Среди 
иих выделяются величины с независимой (основной) размерностью, 
или размерно независимые величины. Например, если для описания 
механических явлений используется система единиц СГС (сантиметр, 
1'рамм, секунда), то размерности длины х, массы гп и времени í  не- 
■тиисимы и не выражаются одна через другую. В отличие от них 
р/гш(фность кинетической энергии Е  =  mг!^/2 определяется через раз- 
мериости основных величин по формуле [£Г] =  [7п][ж]^[1̂]“  ̂=  г • см  ̂• с“ ,̂



называемой формулой размерности (здесь V =  ¿х/сИ, через символ [/] 
обозначается размерность величины /). Такие величины 11азывают- 
ся размерно зависимыми. Напомним, что явления и процессы могут 
описываться также и безразмерными величинами, скажем, отноше­
нием длины водоносного пласта к его ширине, показателем степени 
в формуле, дающей зависимость коэффициента теплопроводности от 
температуры, годовым банковским процентом и т. п.

Системы единиц измерения можно выбирать по-разному, причем 
связи между величинами, характеризующими объект (получаемые из 
законов природы или иных соображений), не должны изменяться при 
изменении единиц измерения. Например, второй закон Ньютона Р  =  
=  та ( Р  —  сила, а —  ускорение) в системе СИ записывается точно 
так же, как и в системе С^'€.|Инвариантность явлений и процессов по 
отношению к изменению единиц измерения находит свое воплощение 
в так называемой Н - т е о р ем е .

Пусть имеется фymzцuoнaльнaя связь

а =  ^ (а 1,а2,...,а/г,а*.+1, . . . , а „ )  ( 1)

между п +  \ размерньши величинами а, ах, . . . ,  а„, где величины 
а%, . аи имеют независимую размерность, и пусть эта связь не 
зависит от выбора системы единиц измерения (величина а искомая, 
а остальные задаваемые).

Тогда связь (1) может, быть записана как

П =  ^ (1 ,.. . ,1 ,П 1 ,...,Н „_а ), (2)

т. е. в виде соотношения .между п +  \ — к величинами П, Пх, ...
. . . ,  П „_*, представляющими собой безразмерные комбинации из п +  
+  1 размерных величин а, ах, . . . ,  а„.

При этом величины П, Пх, . . . ,  П„_^ связаны с а, ах, . . . ,  йп прос­
тыми соотношениями

а =  П а^ 'а^= ...а™ \

ак+х =Пla l^4^■•■4^
(3)

Здесь показатели степеней тх, . . . ,  т^; h ,  ■■ ■, h', ■ ■ ■] P i ,  ■ ■ ■, Рк те 
же, что и в соответствующих формулах размерностей для размер­
но зависимых величин а, ак+х, а„,  например в формуле [а] =
=  [a i]'” 4a2]™= • • ■ К Г " -

Доказательство П-теоремы основано на инвариантности связи ( 1) 
относительно единиц измерения. Прежде всего проведем обезразмери- 
вание соотношения ( 1), исходя их того, что любая размерно независи­
мая величина «*, i =  1 , . . . ,  к, может быть представлена в виде а* =  o,;a,. 
Здесь безразмерный коэффициент a,i —  числовое значение величины Oj



II применяемой системе единиц, а сомножитель щ  имеет размерность а»
II х.ч1)нктеризует масштаб измерения (десятки или сотни фунтов, сотни 
или тысячи градусов, миллионы или миллиарды рублей и т. д.). Чи- 
слопые значения безразмерных множителей для размерно зависимых 
иоличин а, а^+1 , . . . ,  вычисляются с использованием масштабных 
множителей (ц, г =  1 , . . .  ,к, по правилу

_  о, -  Ой+1 _ _
— .. т, _ — и и К I ~«1 «2 •■■а*

непосредственно следующему из формул размерностей для каждой из 
1ГИХ. Соотношение (1) можно трактовать также и как связь между чи- 
(иювыми значениями величин а, 01, . . . ,  а„ (т. е. связь между безраз­
мерными величинами а, 0,1, ,  а „), не зависящую, по предположению, 
(,)т единиц измерения. Таким образом, для любых наборов масштабных 
множителей аг справедливо

а — Р {а 1 ,а 2 , . . . ,а к ,а к + 1 , . . . ,й п ) ,

или

^ ’ «2 ’ ■ • • ’ а , ’ .. а!'“ ’ ■ ■ ■ ’ « Г  « Г  • • • a f

'Положим теперь ах =  ai, , «fc =  а*. Другими слова­
ми, выберем масштабные множители так, чтобы в полученной системе 
единиц измерения величины 5 i, ■ ■ ■ тождественно равнялись едини­
це. Тогда из последнего соотношения немедленно вытекают формулы
(2) и (3).

Применение П-теоремы снижает число величин, фигурирующих в 
описании объекта, и дает явный способ представления искомой вели­
чины а (и величин Uk+i, • ■ •, а„) через П, Hi, . . . ,  П„_^ и at, , а^- 
Он «безразличен» к конкретному виду функциональной зависимости 
( 1), требуется лишь достаточная гладкость функции F .

В частности, если п — к, то, как сразу следует из (2), П =  const, и

а =  const • . . .  а™’‘ ,

т. е. для решения получается простое выражение через задаваемые 
параметры (чтобы знать точное значение а, остается определить кон­
станту). Пусть, например, известно, что период малых колебаний ма­
ятника Т  (см. п. 3 § 3 гл. I) не зависит от его начального отклонения 
и скорости, а определяется лишь его длиной I, массой т  и ускорением 
свободного падения д. Функциональная связь Т  =  Т{1,т.,д) содержит 
четыре размерных величины, три из которых имеют независимые раз­
мерности. Выберем в качестве таков1»1х Т , I и т ,  тогда для размернос­
ти д будем иметь [g] =  или [Т] =  откуда

Т  =  const • \/iJg.



С ТОЧНОСТЬЮ до безразмерного множителя данная формула совпада­
ет с полученной из решения уравнения колебаний маятника (попутно 
выясняется, что их период не зависит от т ).

Заметим, что безразмерные параметры, характеризующие объект, 
при вариации единиц измерения не изменяются и поэтому в П-теореме 
не фигурируют.

Процедура обезразмеривания (масштабирования) всегда полезна 
при изучении математи'юских моделей, поскольку может дать важ­
ную предварительную информацию об объекте. Например, в результа­
те масштабирования задачи п. 4 § 4 гл. IV  выяснилось, что ее решение 
определяется фактически не четырьмя, а лишь одним параметром.

Получаемые с помощ1̂  П-теоремы безразмерные величины 
Пх, . . . ,  n„_fc можно назвай-ь параметрами {критериями) подобия в 
том смысле, что разные по своим масштабам, но одинаковые по сущ­
ности явления и процессы ведут себя качественно одинаково при за­
данном наборе параметров П1, . . . ,  П „_* (и одинаково изменяются при 
их изменении).

Инвариантность моделей по отношению к системе единиц измере­
ния —  частный случай более общих свойств их симметрии. Наиболее 
хорошо р;азработанный и широко применяемый подход, использующий 
подобие моделей, основан на так называемом инвариантно-групповом 
методе исследования дифференциальных уравнений. Действительно, 
большинство дифференциальных уравнений, представляющих собой 
составную часть математических моделей многих явлений, остаются 
неизменными {инвариантными) при некоторых преобразованиях вхо­
дящих в них независимых переменных и искомых функций.

Например, уравнение теп.лопередачи (5) из § 2 гл. П

д Т
с =  d iv (x  • gradT) (4)

инвариантно к «сдвигу» времени f  =  t t,Q и, если функции с и х  
не зависят от г, к «сдвигу» координат г '  — г  tq. В частном слу­
чае с — Со, м — >cqT'^, т. е. при степенной зависимости коэффициента 
теплопроводности от температуры, (4) не меняет своего вида при пре­
образованиях «растяжения— сжатия»: t' ~  at, г '  =  /Зг, Т '  =  j T  (числа 
а, /3, 7  должны подчиняться некоторой связи; см. упр. 1).

Аналогичными свойствами обладают, как легко видеть, одномер­
ные уравнения газовой динамики для идеального политропного газа

/ 1 \ _ d v  dv _  др д  , ^ . .
d t \ p )  d m '  dt d m '  dt^^^ > ’

записанные в массовых координатах (см. пп. 5, 7 § 4 гл. II). Нетрудно 
убедиться, что в том или ином виде инвариантность присуща боль­
шинству построенных в гл. I-IV  моделей.

Рассмотренные выше преобразования переменных и различные их 
комбинации и обобщения относятся к классу так называемых точеч­
ных преобразований, или преобразований Ли (производные от величин



III' II(»’Образуются). Пусть они к тому же удовлетворяют некоторым 
/кнюлпительным условиям (представляют собой группу). Тогда диф- 
||м'р(!нциальное уравнение, допускающее группу Ли, может быть упро­
щено: либо понижается его порядок, либо уменьшается число незави­
симых переменных, определяющих искомые функции. Одна из целей 
группового анализа —  определение всех групп преобразований, допус- 
каомых данным уравнением или системой уравнений, и соответствую­
щих этим группам так называемых инвариантных решений уравне­
ний. С точки зрения исследования математических моделей важны, 
нр(!жде всего, не сложная и громоздкая процедура группового анали­
за, а его конечные итоги применительно к конкретному уравнению 
(для большинства базовых математических моделей эти результаты 
получены).

Приведем в качестве важного частного примера итог группово­
го анализа уравнения (4) при с =  1, >с — >с{Т) в одномерном случае 
(табл. 3). Номера в левом столбце таблицы отвечают различным груп­
повым преобразованиям, а в ее клетках приведены соответствующие 
им инвариантные решения для различных видов (спецификаций) функ-

Т а б л и ц а  3
Групповая классификация уравнения

дт а / дт\
dt ~  д х  д х  }

№ j i ( T )  произвольное ^{Т) =  еТ х (Т )  = (сгф -4/3)

1 T  =  f (0 ,  i - ® « «

2 т  =  / (о ,  e =  i « «

3 т =  т ) ,  i  =  x - t « «

4 т  =  / (0 , i  = «

т =  +
а

5 —
1~2а

c =  tx »  ;

T  =  lnt +  f (0 ,  

с =  ж (а  =  0)

/3 =  - { а  +  о-/2)/(2а); 

 ̂ =  х { а  =  -1т12)

6 —
T  =  x +  f iO ,  

e =  te*

Т  == e*f{0, 

(, =

7 —
T  =  2t +  m ) ,

С =  хе~^

Т  =  е */К ),



ции х (Г ).  Символ «  означает повтор выражения, стоящего в строке 
слева, прочерк —  отсутствие инвариантных решений. Через  ̂обозна­
чен инвариант —  комбинация, не изменяющаяся при данном преобра­
зовании.

При подстановке инвариантного решения Т { х Л )  в одномерное 
уравнение (4) получается обыкновенное дифференциальное уравнение 
относительно функции /(^) (также инвариант преобразования). Иссле­
довать его гораздо проще, чем исходное уравнение в частных произ­
водных. Далее не представляет труда вьшисать функцию Т {х ,  1) через 
/(^) и изучить ее свойства, если известны свойства f { i ) .

Групповые преобразования с номерами 1-4 основные, поскольку 
допускаются при произвольных спецификациях функции я { Т ) .  Слу­
чай 1 — стационарное решен|[е (инвариантность (4) по отношению к 
сдвигу по ¿), 2 —  постоя11кое по пространству решение (инвариант­
ность к с,цвигу по ж), 3 —  решение типа бегущей волны (инвариант­
ность к одновременному сдвигу по # и ж), 4 —  решение с постоянным 
значением функции Т{х^1) в точке ж =  О (инвариантность к преобра­
зованиям вида =  a^í, ж' =  ах, Т ' { х ' ,  1’) =  Т {х ,  t ) ) .

Расширения основной группы (называемые подгруппами) проис­
ходят при конкретизациях х (Т )  =  е , х { Т )  =  функции н { Т ) .  Так, 
для решений пятой подгруппы величина инвариантна к преобразова­
нию растяжения-сжатия, которое в этом случае допускается исходным 
уравнением (поясним: решение 4 отвечает фактически частному слу­
чаю преобразований растяжения-сжатия для произвольной функции 
х { Т ) ,  а для я { Т )  =  Т “' им отвечают решения в разделяющихся пере­
менных). Решения для подгрупп 6 и 7 порождаются комбинацией из 
преобразований сдвига и растяжения-сжатия.

Заметим: вид почти всех инвариантных решений из табл. 3 был 
получен еще до группового анализа из других соображений (из тео­
рии размерностей, предельными переходами, угадыванием решения 
и прямой подстановкой его в уравнение (4)). Однако это не умаляет 
достоинства данного метода, по крайней мере в силу двух причин. 
Он дает строгий и исчерпывающий ответ об основной группе преоб­
разований и о тех спецификациях уравнений (моделей), при которых 
эта группа расширяется (заранее известно, что другие спецификации 
х { Т )  в уравнении (4), скажем, вида х { Т )  =  1п(1 +  Т ) ,  не допускают 
дополнительных к основным решений). Кроме того, свойства симмет­
рии уравнений могут быть весьма разнообразными и неожиданными. 
Например, для не описанного в табл. 3 случая х  =  Т°', а =  —4/3 
уравнение (4) имеет большое число нетривиальных преобразований, 
определяемых лишь с помощью группового анализа, представляющего 
собой регулярный способ упрощения математических моделей.

Подчеркнем также, что этот метод изучает свойства дифферен­
циального уравнения как такового, т. е. свойства лишь части модели 
исходного объекта (без других входных данных, например без крае­
вых условий). Поэтому пригодность получаемых на его основе тех 
или иных инвариантных решений для описания конкретного явле­
ния дoлжIía исследоваться дополнительно. В отличие от группового 
анализа, теория размерностей (ее можно рассматривать как примене-



|111(! частного случая групповой симметрии, сводящейся к растяжению- 
С/Ксчтшо единиц измерения) и вытекающая из нее П-теорема оперируют 
с моделью во всей ее полноте.

2. Автом одельны е (самоподобные) процессы. Среди инва­
риантных решений дифференциальных уравнений выделяется важный 
класс самоподобных, или автомодельных решений (смысл этого на- 
шапия станет понятным чуть ниже). К ним принято относить широко 
используемые решения типа бегущей волны (случай 4 из табл. 3 для 
X =  2’*̂ ; см. также упр. 4 § 2 гл. II), степенные автомодельные решения 
(случай 5; см. также упр. 3 § 2 гл. II) и экспоненциальные автомодель­
ные решения (случаи б, 7).

Убедимся в полезности построения и анализа автомодельных ре- 
пг(!ний для исследования математических моделей. В качестве первого 
примера рассмотрим решения типа бегущей волны для системы урав- 
мс̂ пий (5). Они ищутся в виде

р{т,,Ь) = р ( 0  = р { т - 0 ^ ) ,  

и (т , Ь) =  уЦ ) =  у{т -  D t ) ,  

р{т, I )  =  р(^) =  р{т  -  01),

где О  >  О —  некоторая постоянная. Подставляя эти выражения в (5) 
с заменой для единообразия третьего уравнения дивергентным урав­
нением энергии (21) § 4 гл. II, получим вместо уравнений в частных 
производных систему трех обыкновенных дифференциальных уравне­
ний

^ с/ 1 ¿у „  д,р ^ тл ^ А \ п
(Щ р ( 1 ^ ( 1 ^  д.^\ 2 ;  (1̂

где е-( )̂ =  е{т — D t )  —  внутренняя энергия газа (е =  е{р, р )) . Интегри­
руя их в произвольных пределах ¿о> убеждаемся в том, что бегущая 
волна отвечает течениям, в которых сохраняются три интеграла:

0 -  +  г, =  Ср, - П у  +  р =  Ср, Пе +  в ' ^ - р и  =  Се. (6) 
р I

И случае непрерывных течений интегралы (6) дают единственное ре­
шение —  постоянные при всех ^ значения р, V , р, е.

Нетривиальный результат получается, еаш учесть, что уравне­
ния газовой динамики благодаря существованию в них «градиентной 
катастрофы» могут допускать разрывные решения (см. п. 7 § 4 гл. II). 
Пусть разрыв функций р(^), и(^), р{^) расположен в точке  ̂=  0. В о(^ 
ластях  ̂>  О,  ̂<  О, т. е. справа и слева от него, течение, очевидно, по- 
(■/]Ч)янно и характеризуется наборами величин ро,Уа,рош рх,У1, рг (см. 
рис. 68, на котором решение изображено как функция координаты т  в 
моменты времени ¿1, ¿2, ¿з; ¿1 <  ¿2 <  *з)- Скачок газодинамических па- 
рим(!аров не произволен. Покажем это, анализируя смысл написанных 
11Ы1М(! интегра^юв (справедливых также и для разрывных течений).



Описываемый автомодельным решением разрыв движется по мас­
се газа с постоянной скоростью О. Неизменность массовой скорости

т = Dtl т = Dt2 

Рис. 68

го = £>¿3

обеспечивает равенство потока вещества 1р =  В ,  «втекающего» с од­
ной стороны разрыва и «вытекающего» с другой его стороны. Нару- 
щение этого естественного физического требования означало бы появ­
ление или исчезновение при переходе через него какого-то количества 
вещества. Поток «втекающей» массы равен, по определению, В  =  
=  ро ('« — *̂0)1 а «вытекающей» =  В  =  р% (и — ух), где и —  эйлерова 
скорость движения разрыва, причем и — Уо >  О ш и — Ух > 0 . Первый 
интеграл (6), как следует из равенства 1р =  =  /¡»1, представляет 
собой тождество и =  и.

Обратимся ко второму интегралу (6), записав его для величин с 
индексами О и 1:

Оро =  Ро +  Ро (и  -  -  /рП,

Ср  ̂ = Р 1 +  Р г { :а -У х ^ 1р11 — 1р1 1р1

Фигурирующие в этих равенствах величины , 1р, суть потоки 
импульса 1р справа и слева от разрыва. Поскольку Ср =  Ср^ =  Ср^, то 
они также равны: 1р =  1р̂  =  1р .̂ Иначе при переходе через бесконечно 
тонкую поверхность разрыва частицы вещества получали бы прира­
щение импульса, что возможно лишь при наличии действующих на 
нем бесконечно больших сил.

Наконец, третий интеграл (6) после несложных выкладок записы­
вается по обе стороны разрыва в виде

Сго — 1ео ~  и {^Рй "Ь 1ро 2 )̂ 1 ~  ~  И (^рх 2 )  ’

где =  р {и — у) е +  р {и  — у) {и — и^)/2 +  р {и  — у) —  поток энергии. 
Поскольку в бегущей волне величина Се постоянна и, как уже уста­
новлено выше, постоянны величины 1р, 1р, то также постоянен поток 
энергии 1е, что означает равенство 1ео=1е,- Энергия, «втекающая» 
в разрыв, равна «вытекающей» из него энергии (противное означало 
бы существование внутри него источников энергии бесконечной интен­
сивности).

14 А . А . Самарский, А . П. Михайлов



Учитывая результаты, следующие из анализа интегралов (6), при­
ходим к выводу о непрерывности потоков массы, импульса и энергии 
при переходе через поверхность разрыва газодинамических парамет­
ров:

Р̂а ~  р̂х ’ Р̂о ~  Р̂1 ’ е̂г ■

Заметим, что этот вывод справедлив также и в случае 0  — 0 {кон­
тактный разрыв).

Для движущегося по массе газа разрыва {ударной волны) из уста­
новленных равенств нетрудно найти при известной скорости I )  условия 
Гюгонио —  однозначную связь между величинами до и после скачка 
(см. упр. 2, 3). Эти условия можно также получить и с помощью непо­
средственного вычисления потоков по обе стороны уда^^ной во.лны. Од­
нако автомодельные решения типа бегущей волны в силу их свойств 
позволяют автоматически получать условия Гюгонио для большого 
числа моделей сплошных сред, в частности для ситуаций, когда скачок 
происходит не в бесконечно тонком слое, а имеет пространственную 
протяженность, обусловленную всегда присутствующими в веществе 
диссипативными процессами. При этом уравнения для бегущей волны 
описывают еше и структуру переходного слоя.

Заметим, что условия Гюгонио допускают как скачки сжатия, ког­
да давление, плотность и внутренняя энергия газа за ударной волной 
возрастают, так, формально, и скачки разрежения. Последние, однако, 
могут реализовываться лишь при наличии в среде соответствующих 
физических процессов, например, специального типа химических ре­
акций.

Самоподобность, или автомодельность, построенного решения хо­
рошо видна на рис. 68: оно без изменений воспроизводится в различные 
моменты времени на различных участках вещества. Решение понима­
ется в обобщенном смысле, поскольку оно удовлетворяет дифференци­
альным уравнениям (5) лишь в областях непрерывного течения. Рас­
сматриваемое в области — 00 <  ш <  оо, оно представляет собой одно из 
обобщенных решений задачи Коши для уравнений газовой динамики. 
Если же в какой-либо точке с фиксированной массовой координатой, 
скажем, в точке т  =  О, задаются соответствующие граничные усло­
вия, то его можно трактовать как решение в области т >  О задачи о 
поршне, вдвигающемся с постоянной скоростью в среду с постоянными 
параметрами.

Изучим теперь степенное автомодельное решение для частного 
случая уравнения (4)

д t  д х  V дх

описывающего распространение тепла в неограниченной среде ( — с о  <
<  X <  оо) от мгновенного точечного источника. В момент  ̂=  О в точке 
.-г =  О выделяется количество тепла Qo. Данная постановка полностью 
совпадает с постановкой аналогичной задачи из п. 5 § 2 гл. П, с той



разницей, что коэффициент теплопроводности {точнее, температуро­
проводности) к {Т )  — , (7 >  О, не постоянен, а является растущей 
степенной функцией температуры.

Для нахождения автомодельного решения используем П-теорему. 
Очевидно, оно зависит от четырех определяющих параметров х, t, ко, 
Qo, т. е. Т  — T { x , t ,  ko,Qo). Данное равенство связывает пять размер­
ных величин, три из которых имеют независимые размерности. Сле­
довательно, согласно П-теореме оно сводится к функциональной зави­
симости П =  F ( n j )  между двумя безразмерными величинами, П, П ь 

Выберем в качестве размерно независимых величины Qo, х, t. 
Тогда из уравнения (7) для ко следует формула размерности [fco] =  
=  [<9о]~‘̂ [а:]'^~^/М. Формулу радмерности [Г] =  [Qo]/H для Т  получаем 
из yCJTOBHH

Qo

ОО

= J  T { x , t )d x ,  t ^  О,

означающего сохранение первоначально выделившейся энергии в не­
ограниченной среде без источников и стоков тепла. Из П-теоремы и 
формул размерности имеем

П -  Т {х ,  Ь) х д ^ \  Па =  kotx-^^+^^^Q^o

и, с учетом связи П =  ^ (П 1),

T (x , t ) x Q o ^  =Р{коЬх~^^+'^^д^).

Перепишем последнее равенство в виде, принятом в табл. 3, вводя 

обозначение ^

Т{х,Щ  =  д о х -^ Р { П г )  =  Я о х - Ч ( 0  =  д ^ ^ к о  

или, обозначая ^Ф(^) через f {^ ) ,

Т ( х ,  Ь) =  к~ ^ т ,  е =  (?о (8)

Безразмерный инвариант ^ назьшается автомодельной перемен­
ной, функция /(^) —  безразмерной функцией (представителем) темпе­
ратуры, размерный множитель перед /{^) в (8) —  масштабным мно­
жителем. Фиксированным автомодельным состоянием называется со­
стояние, соответствующее фиксированной автомодельной координате 
 ̂=  ^0-

Анализ размерностей дает возможность получить ценную пред­
варительную информацию о процессе, не находя полностью решения 
задачи. Так, темп изменения со временем решения в точке  ̂=  ^о, в 
частности, в точке  ̂=  О, определяется лишь масштабным множите­
лем. Поэтому в начале координат ж =  О (С =  0) температура убывает 
по заранее известному закону

T (0 ,i) ~ Г  /(0).



'Также заранее известна скорость роста со временем координаты х  для 
состояния  ̂=  ^о:

х(Со) ~
Если принять Т (0, ¿) за характерную температуру нагретой области, а 
.х'(|̂ о) —  за ее характерный размер, то их произведение Г ( 0, - а:(^о) не 
зависит от времени, что согласуется с условием постоянства тепловой 
знергии Qo, содержащейся в среде.

Подставив (8) в (7) и проведя дифференцирование, получим не­
линейное обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка 
относительно / (О -

 ̂ +̂ ^̂  = -(ГГУ-2 -Ь (7
Преобразуем его к виду

1

(2 -1- а )

и один раз проинтегрируем:
1

2 (7

Ш У  +  ( Г Г У  -  о

■ а + г г  =  с г .
(2 -Ь сг)

Здесь Сх =  О, так как при  ̂ =  О рещение считается ограниченным 
(/ (0) <  оо), гладким и, по построению, симметричным, т. е. / '(0) =  
=  0. При (71 =  О переменные в последнем уравнении разделяются и оно 
легко интегрируется:

1̂ 1 ^  Сф-т )  =  Ы ~ е ) 2 (2  + а) \ ’

Поскольку полуденная формула при |̂| >  дает отрицательные 
значения, то в этой области /(^) полагается равной нулю (решение 
в точках 1̂1 =  «сшивается» с тривиальным решением). Величина

>  О определяется из равенства /(О  <1̂  =  /(?) =  
=  1 —  безразмерного аналога условия постоянства энергии в среде

=
ап '/= Г-(1/а)

где Г —  гамма-функция.
Используя (8), приходим к окончательному виду решения задачи 

о мгновенном точечном источнике тепла в нелинейной среде:

Т{х ,Р )  =

^фС7
2 (2 +  сг)

. 0,

\х\ ^  Ж ф (* ) ,  

|а;| >  Xф{t).

Здесь Жф(̂ ) -



Решение (9) обобщенное, так как при достаточно больших а  его 
производные по х и  ̂в точках |а;| =  Хф (í) не существуют и в них оно не 
удовлетворяет уравнению (7) в классическом смысле (см. упр. 4). Од­
нако естественное физическое требование непрерывности потока тепла 
]¥ {х ,1 )  =  —коТ°' д Т /дх  в точках \х\ =  Хф{1), как и для решения (21) 
§ 2 гл. II, выполняется (противное означало бы наличие в этих точках 
источников или стоков энергии бесконечной интенсивности).

Распространение тепла происходит в виде волны, охватывающеж 
со временем все новые и новые участки вещества (рис. 69). Она дви­
жется по среде с конечной скоростью (ср. с решением (20) § 2 гл. II 
для случая (7 =  0). Фронт, вд^^^ъ —  точка, отделяющая нагретую часть

пространства от холодной, —  продвигается по закону Хф (¿) ~  * з+? ̂  от­
вечая одновременно как фиксированному автомодельному состоянию 
 ̂ так и фиксированному физическому состоянию Т{хф{1),Ь) — 0.

Самоподобие решения (9) имеет несколько иное геометрическое 
выражение, чем в предыдущем примере. Кривые на рис. 69 можно 
совместить в одну (в функцию /(^)) после их «автомодельной обра­
ботки» — соответствующих преобразований растяжения-сжатия как 
аргументов х, Ь, так и функции Т{х ,1 ).

Особую роль автомодельные решения играют для нелинейных 
моделей как важные частные решения, раскрывающие те или иные 
свойства объектов. Их изучение способствует выработке своего рода 
элементарного языка нелинейных явлений (ударная волна, тепловая 
волна и т. д.). Однако этим их значение далеко не ограничивается. 
При определенных условиях они служат промежуточными асимпто­
тиками для большого класса формально неавтомодельньпс процессов. 
Очевидно, что выделение тепловой энергии в какой-то части вещества 
не может быть ни мгновенным, ни точечным. Тем не менее ее рас­
пространение в среде (с к {Т )  =  коТ^^, ст >  0), достаточно холодной в 
момент  ̂=  О, по истечении достаточно большого времени и при до­
статочно больших значениях Жф(í) с хорошей точностью описывается



решением (9). Детали начальной стадии «забываются», и процесс «вы­
ходит» на самоподобный режим (на промежуточную асимтотику).

3. Различны е режимы распространения возмущ ений в 
нелинейных средах. Если нелинейная модель обладает богатыми 
г1)упповыми свойствами, то появляется возможность получать не от­
дельные решения, а наборы промежуточных асимптотик с разнообраз- 
Р1ым поведением.

Изучим различные режимы распространения тепла, описываемые 
уравнением (7). Процесс рассматривается в полуограниченной среде 
О <  ж <  ОО, холодной в момент I —

Т(ж,^о) =  ?о(ж) =  О, О <  ж <  ОС, (10)

и нагреваемой с левой границы таким образом, что температура в 
точке ж =  О растет со временем по закону

Г ( 0, í )  =  Л o ( í ^ - í ) " ,  п < 0, < 0 0 .  (11 )

Задача (7), (10), (11) имеет смысл лишь при I  <  t f ,  поскольку в 
конечный момент í =  ¿/ граничная температура обращается в беско­
нечность. Процессы подобного типа называются режимами с обост­
рением и являются математической идеализацией многих реально на­
блюдаемых явлений, порождаемых геометрией объектов, их нелиней­
ностью и т. д. К ним относятся, например, схождение сферической 
ударной волны к ее центру, схлопывание пузырьков воздуха в жид­
костях и другие виды кумуляции (геометрический фактор). Другой 
пример: рост численности населения Земли М(Ь) хорошо описывает­
ся в течение нескольких последних веков законом N{1) •= Л^о/(*/ ~ t )1 
t f  =  2026 (год), следующим из популяционной модели йН/<И =  аоМ'^ 
(см. п. 2 § 6 гл. I; сильная нелинейность).

Решение задачи (7), (10), (11) определяется, очевидно, величина­
ми ж, I, ко, Ао, Ьо, t f .  Функциональная связь Т  =  Т{х,Ь ,ко,Ао,Ьо,1{) 
содержит семь параметров, три из которых являются размерно не­
зависимыми. Избавимся от «мешающих» автомодельности парамет­
ров to, Возьмем (без ограничения общности) момент обострения 
¿у: =  О и будем рассматривать процесс при —со ^  I  <  0, т. е. поло­
жим ¿0 =  “ 00 (время по-прежнему возрастает, течет от прошлого к 
будущему). Сформулированная таким образом задача становится, по 
П-теореме, автомодельной. Проводя выкладки, аналогичные применяв­
шимся при выводе формулы (8), получим вид искомого автомодельного 
решения:

n x , t )  =  A o { - t r f { i ) ,   ̂ =  О О .  (12)

Подстановка (12) в (7) дает для нахождения /(^) обыкновенное 
дифференциальное уравнение второго порядка (с краевыми условиями, 
вытекающими из (10), (И )):

(Щ \ у 2 (¿4



Уравнение (13) в свою очередь допускает преобразование подобия =:
=  f  =  /3/, /3 =  (растяжение-сжатие) и поэтому сводится к 
уравнению первого порядка (упр. 5), исследуемого стандартными ме­
тодами. Анализ ноказьшает, что решение задачи (13) сзпществует при 
всех п <  О, а >  О, единственно и монотонно.

Его свойства определяются соотношением между параметрами п 
(скорость роста граничной температуры) и а (нелинейность среды). 
Критическим является значение п =  — 1/<т, при котором в уравне­
нии (13) второй член выпадает и оно интегрируется явным образом 
(упр. 6). Переписывая его с помощью (12) в исходных переменных, 
имеем

/ \ Vo-
^ o (- i)~ ^ ''° '( 1 -  —  ) , Х ^ Х ф,

T s { x , t )  =  < жфУ (14)

О, X >  Жф,
где

(7 +  2 V2
Жф =  жз =  (^2А:оА  ̂ ^ . (15)

Первое из краевых условий (13) выполняется «досрочно» (т. е. при 
X — Жф(/го, Ао,(т) <  оо), тепловой поток на фронте равен нулю (так же, 
как и в решении (9)). Решение (14) обобщенное, поскольку его произ­
водные в точке X  =  Хф при достаточ1Ю болья1их а не существуют.

При 71< —1/а условия на границе между нагретым и холодным ве­
ществом также выполняются в конечной точке ф̂ =  ^ф{п, а ) <  оо (зна­
чение координаты фронта для конкретных п, а находится численно). В 
ее окрестности поведение решения описывается асимптотическим вы­
ражением, первый член которого —  решение упрощенного уравнения, 
получающегося из (13) в предположении /(О  ^

т - (16)

0̂) Î  >  ^Ф-
Здесь и далее многоточием обозначены члены более высокого порядка 
малости. Из (16) видно, ^ito решение при п <  —1/а обобщенное с тем 
же порядком гладкости, что и (9) (гладкость у (14) выше, чем у (9) 
и (16)). Однако поток тепла в точке фронта, как и для (9) и (14), 
непрерывен.

В отличие от случая п ^ —1/а, при п >  -1 / а  условия на фрон­
те волны выполняются лишь при  ̂—> оо. Решение —  гладкая при 
всех ^ >  О функция, его асимптотическое разложение у фронта дается 
формулой

/(е) +  +  . . . ,  1 +  П(т>0,  (17)

где С  =  С {п ,а )  >  О (находится численно) и Ci =  -f- [2n(2n +
-I- па -  1)]/(1 -I- n a Y  <  0.



И ССЛЕД О ВАН И Е  М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Х  М ОД ЕЛЕЙ  

Для всех ?г, ст при  ̂ > О решение имеет асимптотику

< 0,
ç=o

означающую, что поток тепла на границе среды положителен и энер­
гия поступает в вещество.

Перейдем к анализу физических свойств построенных решений, 
различая случаи п =  —1/сг, п <  —1/а ш п >  —1/а.

1) При п =  —1/а фронт тепловой волны неподвижен. Эффектив­
ный размер нагретой области, например, полуширина, т. е. точка 
Xэф(í) такая, что T {x^ ^ { t ) , t )/T {Q ,t )  — 1/2, также не изменяется со 
временем. Автомодельность данного решения, как и всех решений

в разделяющихся перемен­
ных (имеющих вид и{х, t ) =  
=  U {t )  V {x ) ) ,  выражается в 
одинаковости его простран­
ственных профилей в раз­
личные моменты времени. 
Профили отличаются в дан­
ном случае лишь растущей 
со временем амплитудой 
U {t ) . Таким же свойством 
обладает упорядоченный 
режим Буссинеска, для ко­
торого амплитуда —  убы­
вающая функция времени 
(упр. 2 из § 1 гл. П).

Решение (14) можно на­
звать остановившейся 
тепловой волной (см. 

рис. 70, где показаны профили решения для среды с ст =  2, крестиками 
отмечена полуширина). В этом режиме при i ->• О в вещество посту­
пает неограниченное количество энергии; температура и коэффициент 
теплопроводности при всех О ^  х <  æs стремятся к бесконечности.

Тем не менее тепло не проникает далее точки с координатой х  =  
=  xs, определяемой интенсивностью граничного режима A q и свойст­
вами среды ко, а. Решение (14) показывает, что распространение теп­
ла может быть локализовано в области конечных размеров —  области 
локализации {xs  —  глубина локализации). Поэтому существует прин­
ципиальная возможность концентрировать любое количество энергии 
п ограниченных участках вещества без распространения ее за пределы 
зоны локализации.

2) В случае п <  —1/а координата фронта волны нагрева неогра- 
ни^генно увеличивается при i —> 0:

x ^ {t )  — оо.

То же самое справедливо для полуширины волны Xsф{t) и координат 
псех точек x{t,^o) с фиксированным автомодельным состоянием Ç =  о̂-

Рис. 70



Проследим за изменением решения в фиксированной точке вещест­
ва ж =  жо <  00. Отвечающая ей автомодельная координата ^{t, жо), как 
видно из второй формулы (12), стремится к нулю при < —> 0. Раскрывая 
первую формулу (12), получим при < О

T { x o , t )  -  Ао ( - í ) " / ( í (ж o , í ) )  Ло =  Ло(^)”  ^  00.

Таким образом, при приближении к моменту обострения волна охва­
тывает все пространство, температура в любой точке среды неогра­
ниченно возрастает, локализация отсутствует. В этом отношении ре­
шение аналогично бегущей волне (21) из § 2 гл. П, однако бесконечные 
параметры достигаются не при  ̂ > оо, а за конечное время. Происхо­
дит сверхбыстрый прогрев среды.

3) Совсем по-иному реализуется распространение тепла при п >
>  - 1/сг. Из ( 12 ) видно, ч^Ъ полуширина сокращается со временем по 
закону

Xэф(t) = "̂ 0 ^0 \~Ч '  О,  ̂ 0.
Решение представляет собой тепловую волну с уменьшающейся эф­
фективной глубиной прогрева. С течением времени поступающая в 
вещество энергия сосредо­
точивается в сокращающей­
ся области вблизи границы 
(рис. 71). «Ф ронт» тепло­
вой волны, как следует из
(17), (12), находится в точке 
ж =  со (при Жф <  00 размер 
нагретой области со време­
нем уменьшался бы, что в 
среде без поглощения энер­
гии невозможно).

Для фиксированной 
точки вещества ж =  жо 
(О <  жо <  оо) имеем 
й x o , t )  - > 00, * О, т. е. 
координата ^(жо,^) стремится, в отличие от предыдущего случая, к 
координате фронта. Используя асимптотику (17) и формулу (12), по­
лучаем при  ̂^  О

-Ь

1 - г а д 1 - с г
2п +  2 

, 1+"
•-О (~ *) +  - • • (18)

Несмотря на неограниченный рост температуры в точке ж =  О, во всей 
остальной среде она при всех t  ^ t f  ограничена сверху предельной кри­
вой (первый член в (18); на рис. 71 —  штриховая кривая). В случае
3) также осуществляется локализация тепла, но в другом режиме, чем
п р и  П  =  — 1 / (7 .

Анализ автомодельных решений задачи (7), (10), ( 1 1 ) позволил 
с помощью простых математических средств установить существова­
ние в теплопроводной среде трех принципиально различных режимов



|)(«'1ф0странения тепла и изучить ряд их важных свойств. Они опреде­
ляются в основном скоростью подвода энергии к среде при f -> О и сте- 
||(!ньн) ее нелинейности. Для «медленных» режимов нагрева {п =  — I/o-, 
Н-рсжим; п >  — 1/сг, LS-режим) имеет место локализация тепла, при 
«быстром» нагреве (п <  — 1/<т, HS-режим) этот эффект отсутствует.

Наборы разнообразных по своим свойствам автомодельных реше­
ний можно получать не только для математических моделей, сводя­
щихся к квазилинейным параболическим уравнениям, но, например, 
и для уравнений газовой динамики. Изучим обостряющиеся режимы 
])аспространения возмущений для простейшего квазилинейного гипер­
болического уравнения —  уравнения Хопфа (32) из § 4 гл. II

записанного относительно давления р =  p {m , t ) ,  а =  (7  +  1 )/ (27 ) <  1 .
Рассмотрим для него задачу о поршне, сжимающем газ, занимаю­

щий гюлупространство m >  О, с нулевым начальным давлением:
р (т ,  io) =  poipi )  =  0, О <  m <  00. (20)

Поршень расположен в точке т  =  О, давление на нем растет в  режиме 
с обострением:

р(0, t) =  Ао ( t f  -  ty\  n <  О, t o ^ t < t f  < 00 .  , (21)
Задача (19)-(21) автомодельна, если подобно предьщущему слу­

чаю положить to =  —00 (как и ранее, возьмем без ограничения общ­
ности Î/ =  0). Ее решение в соответствии с П-теоремой имеет вид

p i m , t ) ^ A o i - t r i i O ,  4— е > 0. (22)
Из (19), (22) получаем для определения /(^) уравнение первого порядка 

‘l { r  +  [ l  +  n a ) O - n f  =  0, (23)

которое, будучи записанным в виде

^  Г  +  +
df n f

линейно относительно Оно имеет общее решение

^ =  / -+ V n _/ -, (24)

удовлетворяющее следующему из (21) условию / (0) =  1 (при аналиг^е 
(24) необходимо также следить за выполнением условия /(оо) =  О, вы­
текающего из (20)). Свойства решений зависят от ссютношений между 
■п. и а.

1) При п =  —1/сг из (24), (22) получаем явное решение в разделяю­
щихся переменных {остановившаяся волна сжатия, или газодинами­
ческий S-режим);

'■ (26)

О, m >  Шф,



где гл.ф =  m s  =  “  координата фронта волны сжатия, отделяю­
щего пришедший в движение газ от невозмущенного вещества. Фронт 
волны и ее полуширина постоянны во времени, давление и все осталь­
ные газодинамические величины — скорость, плотность и т. д. —  
неограниченно нарастают в области О ^  m <  m s  при i 0. Однако 
при т  >  m s  газ остается неподвижным и холодным при всех i  <  О (в 
эйлеровых координатах это означает, что поршень сжимает прилегаю­
щую к нему конечную массу газа m s  в бесконечно тонкий спой, никак 
не затрагивая остальное вещество). Решение (25) демонстрирует эф­
фект локализации сжатия  на ограниченной глубине ms,  определяемой 
параметрами задачи, т. е. эффект, вполне аналогичный локализации 
тепла в S-режиме.

2) Такая же почти п|>Й1|йя аналогия справедлива и в случае п >  
>  —1/ст (газодинамический LS-режим). Решение, как видно из (24), 
монотонно убывает с увеличением  ̂ и обращается в нуль при  ̂=  оо 
(условие /(оо) =  О выполнено). Фронт волны сжатия расположен в точ­
ке m =  оо, ее полуширина

Шзф( )̂ =

сокращается до нуля при i -> О (4 ф легко находится из (24) с учетом 
равенства /(^эф) =  1/2). Энергия, сообщаемая газу поршнем, концент­
рируется в уменьшающейся со временем области вблизи границы.

Для любого О <  т о  <  00 имеем ^{mo,t )  -> оо, i -> 0. Поэтому, 
разрешая (24) относительно /(^) при | оо:

/(^) =  +  п (1 +  + . . . ,

и переходя с помощью (22) к исходным переменным, получаем при 
i ^  О

p(mo, t )
' 'Ар

un\'^0
Шоî +я +

п

1 +  па ип-Kq
т,Î+Î ( - i )  +  . . .

Решение стремится снизу к предельной кривой (первый член в полу­
ченной формуле), обраща­
ясь в момент  ̂=  О в беско­
нечность лишь в точке т  =
=  0 .

3) Для анализа реше­
ния при п <  - 1/сг рас­
смотрим поле интеграль­
ных кривых уравнения (23), 
показанное на рис. 72 (жир­
ной линией выделена кри­
вая I ,  для которой / (0) =  1 , 
штриховая линия —  изо­
клина бесконечности, разде­
ляющая плоскость на облас­
ти Л  и В) .  Из рисунка вид- Рис. 72 
но, что непрерывного решения, отвечающего требованию /(со) =  О,



11(1 су1цествует, так как кривую I  нельзя продолжить в область В  за 
линию /' =  00. По этой же причине нельзя построить и разрывные 
решения, получающиеся с помощью скачков, изображенных стрелка­
ми. Таким образом, единственная возможность —  переход с кривой I  
скачком, попадающим на ось абсцисс, и продолжение при ^ >  ^ф, —  
координата скачка, решения нулем (значение /(^) =  О удовлетворяет 
уравнению (23)).

Условие на скачке для решения уравнения (19) можно получить 
по аналогии с уравнениями (5), представив (19) в дивергентном виде

^  -  п
dt д т  ’

где tfip) — /{а -Ь 1 ), и построив для него разрывное решение ти­
па бегущей волны р(ш, t )  =  р{т — D t ) .  Значения функции р до и после 
¡)азрыва связаны соотношением

D  = Vipo)  -  ¥>(Pi)

P o - P i

Отсюда для автомодельного решения (22) имеем

D
yrtr+l _  fa + 1

- ( 1  -Ь пег) (а +  1 )^ ф =  ° —

где —  автомодельная координата разрыва, В  —  его обезразмерен- 
ная скорость, связанная с мгновенной скоростью £>(í) соотношением

I )  =  [а +  1) ^каА^ {-Ь)"'^’ О.  Для интересующего нас случая /о =  О на­
ходим связь между /1 и

/1 =  [ - ( 1 -1- пег) (<г-|-1 ) 4'ф]'/%

и(М10льзуя которую нетрудно установить, что точка (Л,4ф) лежит вы- 
линии f '  — 00, т. е. искомое разрывное решение действительно су- 

|цест11ует.



Решение как функция тп изображено в различные моменты вре­
мени на рис. 73. Его фронт Шф(^) и полуширина Шэф неограниченно 
растут со временем по закону

m $(i) ~  Шэф(í) ~  ->• ОС, i  -> 0.

Возмущение в пределе охватывает все пространство, решение в любой 
точке т о  <  00 стремится к бесконечности при i -> О (упр. 7).

Таким образом, как и для процессов теплопроводности, в «мед­
ленных» режимах с обострением возмущения локализованы, в «быст­
рых» —  nOKajmsauHfl отсутствует.

Заметим, что уравнение (19) выводится из уравнений (5) в предпо­
ложении о непрерывности и изэнтропичности течения (простая волна). 
Так как построенные рех с̂ёнйя в случае п ^  — 1/сг непрерывны, то они 
удовлетворяют (5) и допускают непосредственную газодинамическую 
интерпретацию (в отличие от разрывного решения при п <  —1 /сг).

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Проверьте прямой подстановкой, что ургшнение (4) с с — со, ~  хоТ ’’ 
инвариантно к преобразованию растяжения-сжатия при условии а/3“ ^7“' =  1.

2. Убедитесь, используя (6), что на разрыве, не движущемся по массе газа 
(контактный разрыв, D  =  0), скорость и давление непрерывны.

3. Ударная волна, для которой pi ^  ро, называется сильной. Получите из (6) 
условие Гюгонио по плотности на таком разрыве (в случае идеального газа е =  
=  р/{(7  — 1) р)), полагая для простоты vo =  0. Покажите, что на сильной ударной 
волне скачок плотности не зависит от Г» и дается формулой pi/po =  (т +  1)/(7 — !)•

4. Установите, что при <7 ^ 1  первые производные решения (9) по ж и i раз­
рывны в точке X =  Xф(t), а при it ^  1/2 претерпевгиют разрыв вторые производные.

5. Проверьте, что замена перемехшых ‘ij =  1п ,̂ f  =  ф =  d̂ >jér\ либо 
замена f  =  V " ' Ф =  /{àf /dÇ) сводит (13) к уравнению первого 
порядка вида d^/dip =  •фР{ф,(р)/{1рФ{'ф, <р)) (во втором случае уравнение исследо­
вать легче, чем в первом, поскольку функции F, Ф содержат простую нелинейность 
вида ф1р).

6 . Уравнение (13) при п =  —I/o- может быть записано в виде (^ ''+^ )" =  
=  —{о- +  1) nf. Используя замены и =  и' =  V, понизьте его порядок и проин­
тегрируйте полученное уравнение.

7. Убедитесь, используя (22), что при п <  -1/а  для любой точки то <  оо 
справедливо ^ ( m o , i ) О, i О и p (m o ,i)-> p (0 ,i ) - »  оо, i -> 0.

§ 2. Принцип максимума и теоремы сравнения

Дадим представление о непрерывной зависимости процесса от 
входных данных. С помощью теорем сравнения и набора автомодель­
ных решений построим замкнутую классификацию режимов с обост­
рением в нелинейных средах. Рассмотрим обобщения автомодельного 
метода.

1. Формулировка, некоторые следствия. Совокупности про­
межуточных асимптотик, какими бы разнообразными они ни были, не 
могут дать описание объекта в общем случае хотя бы потому, что при 
их получении всегда приходится делать сильные упрощающие предпо­
ложения (нулевой начальный фон температуры в нагреваемой среде, 
постоянство течения до и после ударной волны, решение на грани­



це —  степенная функция времени и т. д.). Построение достаточно пол­
ной картины невозможно без использования устойчивости математи­
ческих моделей, или непрерывной зависимости решений от входных 
данных. Под этим подразумевается свойство решений несильно (в неко­
тором смысле) изменяться при несильном изменении краевых условий, 
коэффициентов уравнений и других характеристик моделей. Устойчи­
вость, математически выражаемая по-разному для разных ситуаций, 
является одним из необходимых условий корректности моделей, без 
чего нельзя говорить об их адекватности изучаемому объекту (пред­
полагается, что в определенном смысле устойчив и сам объект). Для 
устойчивьгх моделей наборы частных решений служат своего рода ори­
ентирами или границами среди множества всех возможных решений. 
Это особенно важно, если задача нелинейна и сконструировать ее об­
щее решение из частных нельзя.

Применительно к уравнениям параболического типа это свойство 
находит свое воплощение в принципе максимума и теоремах сравне­
ния. Рассмотрим задачу Коши для уравнения нелинейной теплопро­
водности:

f
- О С  <  ж <  ОС, /; >  О,

Т(ж,0) =  Tq{x )  ^  О, -0 0  < х  < с о .

П р и н ц и п  м ак си м ум а .  Максимум решения Т { х Л )  {темпера­
туры) в любой момент времени не превосходит максимума началь­
ных данных То{х)  {начальной температуры):

max T { x , t )  ^  max Tq{x ). (2)
i>0, —00<:1<00 - 00<Ж<00

Неравенство (2) имеет очевидный физический смысл. Максимум 
начального распределения температуры никак не может увеличить­
ся с течением времени, ведь по закону Фурье поток тепла переносит 
энергию от нагретых участков среды к холодным.

В случае первой краевой задачи для уравнения (1) в полупро­
странстве принцип максимума имеет столь же ясный смысл и озна­
чает, что

max
*>0,0<ж<оо

Т (ж ,* )^ ш а х|  шах Tq{x), m a x T (0 ,i)> , (3) 
[̂ 0̂ ж<оо t^O J

гд(! То (ж) —  начальная температура вещества, T {0 , t )  —  задаваемая на 
(iro границе температура.

Из принципа максимума следуют т е о р е м ы  сравнения .  Для 
задачи Коши (1) формулировка выглядит следующим образом.

Пусть TW (ar,i), T { x , t ) ,  T^^\x, t )  — решения задачи Kow,u, соот- 

вс.7ш:твуюш,ие начальным данным Т^^\х),  Tq{x ), Tq^\x ). Тогда если

То^\х)  <  То{х) ^  Т^'^\х) для всех -о о  <  ж <  оо,



то

для в с е х —оо <  X <  оо, ¿ > 0 .  (4)

Другими словами, если взять два одинаковых образца теплопро­
водного материала таких, что начальная температура одного из них 
не меньше, чем в такой же точке другого, то в любой последующий 
момент времени это свойство сохранится. Для первой краевой задачи 
в полупространстве теорема сравнения решений означает следующее.

Выполнение неравенств

Т ^ ^ \ х ) ^ Т о { х ) ^ Т ^ ^ \ х ) ,  0 < х < о о ,

i > 0,

влечет за собой неравенства

T^^\x, t )  ^ Т { х Л )  ^ T ^ ‘̂ ">{x,t) для всех О ^  X <  ос, t >  О, (5)

где Т(^Цх,Ь) ,  T { x , t ) ,  T( -^\x,t )  — решения задачи, соответствующие

краевым условиям Т^^\х),  То{х) ,  Т^'^\х) « T W ( 0 , î ), T (0 , î ),
Как и принцип максимума, теоремы сравнения имеют непосред­

ственный физический смысл: большее тепловое воз,цействие на фик­
сированный объект приводит к формированию в нем большего поля 
температуры.

Аналоги сформулированных утверждений справедливы и для дру­
гих задач теории теплопроводности. - Используя частные решения 
каких-либо задач для уравнений параболического и эллиптического 
типов, можно оценить (ограничить сверху и снизу) решения более об­
щих задач и, не зная их в деталях, сделать выводы общего характера. 
Непрерывная зависимость решений от входных данных в той или иной 
форме установлена также для широких классов гиперболических урав­
нений (например, для уравнения (19) из § 1 она выражается теоремами 
сравнения, аналогичными теоремам для уравнения ( 1)).

Из неравенств (4) и свойств решения (9) из § 1 вытекает конечная 
скорость распространения возмущений в задаче Коши (1) для уравне­
ния (1) с к {Т )  =  коТ^, сг >  О, при условии, что начальное распреде­
ление температуры Tq{x ) —  финитная функция, т. е. То{х)  =  О, |ж|
^  Rq < 00. Пусть Тт — максимальное значение функции Го(а;). Тогда, 
вводя в формулу (9) из § 1 сдвиг по времени на величину îq и выбиргш 
постоянные Qo и Ц  достаточно большими, нетрудно удовлетворить 
неравенству Т™ ^  Т (До,0 ), из которого следует неравенство Tq{x)  ^  
^  Го(.г,0) =  То{х) ,  - о о  <  X <  оо, где через Т {х ,  t) обозначено решение 
задачи о мгновенном точечном источнике тепла. Так как оно мажо­
рирует решение общей задачи Коши (1) по начальным данным, то из 
теоремы сравнения (4) вытекает Т {х ,  t)  Т ( х ,  t) , —оо <  а; <  оо, i >  0. 
Поэтому в любой момент времени i >  О найдется веашчина R{ t )  такая, 
что T { x , t )  =  О для всех \х\ ^  R{t ) .  Это и означает конечную скорость 
движения фронта тепловой волны.



Путем схожих построений из свойств решения типа бегущей вол­
ны (21) § 2 гл. II  и неравенств (5) легко устанавливается (при фи­
нитной функции Го(а;)) конечная скорость распространения тепла в
г.иучас первой краевой задачи в полупространстве. Следовательно, 
'1т()т эффект имеет общий, а не частный характер. Он связан с осо- 
(к'циостями уравнения нелинейной теплопроводности (1). Для многих 
Н/1ЖНЫХ процессов температура в некоторых частях вещества может 
считаться практически равной нулю (например, на начальной стадия 
|'ильного взрыва в атмосфере температура вне его зоны ничтожно ма­
ла МО сравнению с температурой в области, охваченной взрывом). При 
достаточно си.льном росте коэффициента теплопроводности от темпе­
ратуры величина к {Т )  в этих зонах также фактически равна нулю. 
1’аскрывс1я правую часть уравнения ( 1 ):

(ШУ
дх )

убеждаемся, что в точках х,Ь, в которых T ( x , t )  =  О и, таким обра- 
•и)м, к{Т{х ,1) )  =  О, оно вырождается в уравнение первого порядка (в 
остальной области ( 1 ) —  параболическое уравнение второго порядка). 
'1'акова математическая подоплека конечной скорости распространения 
■1Ч!пла в среду с нулевым температурным фоном. В точках вырождения 
решение, как уже было показано на частных примерах, следует пони­
мать в обобщенном смысле, в остальной области оно удовлетворяет 
уравнению (1 ) в обычном (классическом) смысле.

Более подробно рассмотрим доказательство существования эф- 
(|)(!кта локализации тепла в задаче Коши. Утверждение состоит в сле­
дующем: решение Т { х , г )  задачи Коши для уравнения

_  _  

дЬ дх
сг > О, í  > ¿0, -0 0  <  а; <  00, (6)

с, начальной функцией

T { x , t o ) = {
Гм  ( 1 -  - -  

Хо у

О,

\х\ ^  .-Го, 

|а;| >  а;о,

(7)

■иокализовано в (первоначальной) области \х\ <  жо в течение времени 
локализации не меньшего, чем

tn =
х1а

2ко{а +  2) Т 1, '
(8)

т. (!. Т(.т, 1) =  о, |а;| >  хо, ¿о  ̂^  ¿о +
Т? силу (2) максимум Trn.it) решения задачи (6), (7) не превосходит 

идчалыюго при всех t  >  to:

т т { г ) = т { 0 , 1) ^ т м ,



причем равенство Tm{t )  =  T { 0 , t )  следует из симметрии задачи. Рас­
смотрим решение Т {х ,  1) в области а; >  О, обозначив его через Т+{х,  t). 
Функцию Т+(х ,  I) можно, очевидно, трактовать при I >  Ьо как решение 
первой краевой задачи для уравнения (6) в области ж >  О с начальным 
условием T+(ж,ío) из (7) и условием на границе Г+(0, ¿), удовлетво­
ряющим неравенству

Г^.(0, í ) - Г „ ( í )  =  Г ( 0, í ) ^ T м .
По построению функция T+(a;,ío) не что иное, как решение (14), 
(15) из § 1 (автомодельный 8-режим Тз{х,Ь) ,  в котором Ао =

— [хоО'1{^ко{а+  2))]^/'', х з  =  а.’о), взятое в момент to =  - t „  =  
=  - х 1а/{2ко (а  +  2) 1Ъ )  .  |

Сравним решения Т+\х , Ь) и Тз{х ,  I )  при ¿0 ^   ̂<  О (взаимное рас­
положение функций Т{х,1о) ,  2 +(ж, *) и Тз{х ,  í), взятых в момент t >  1о, 
показано на рис. 74). Начальные данные в обоих случаях совпадают.

а граничное условие для T + { x , t )  мажорируется граничным условием 
для Тз{х,1) :

Т + { 0 , г ) ^ Т м ^ А о { - Ь ) - ^ / \  t o ^ t < Q .

Из теоремы сравнения (5) и свойств З-режима имеем 

Т+{х,  ¿) =  О, х >  хо, Ьо <  0.
В силу симметрии Т^ [х ,1 )  =  Т + { - х , 1 ) ,  где Т^{х,1)  —  решение Т{х ,Ь )  
в области ,'Г <  О (см. рис. 74). С учетом этого окончательно получаем 
сформулированное выше утверждение

Т { х , г )  =  О, |з;| ^ х о ,  ¿0 ^   ̂<  *0 +  л̂.
Из теоремы сравнения (4) следует, что любое начальное распре­

деление температуры, мажорируемое функцией (7) (и имеющее совпа­
дающие с ней фронты), также локализовано в области |ж| ^  жо, а время
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лсшнличиции оценивается снизу по формуле (8). Таким образом, спра- 
11ГДЛИ1! вывод общего характера: для среды, теплопередача в которой 
п11нс1.11!аотся уравнением (6), всегда можно указать профили темпера- 
гуры, обладающие «инерционностью». Фронты таких профилей, взя- 
IMX в качестве начальных данных, начинают двигаться по веществу 
ис сразу, а по истечении некоторого времени (см. также упр. 1 ).

Заметим, что в среде с достаточно сильным поглощением тепла 
(у щ). 2) возможны ситуации, когда размер нагретой области ограничен 
постоянной величиной при всех to ^  оо (физический смысл этого 
м||фскта очевиден).

2. Классификация режимов с обострением. Инерционность 
снойственна лищь достаточно «пологим» температурным профилям; 
i'1'о видно из сравнения локализованного распределения (7) и, скажем, 
решения задачи о мгновенном точечном источнике тепла (формула (9) 
|| .1). Одним из способов формирования подобных профилей может быть 
поздействие на теплопроводную среду соответствующих граничных 
р(!Жимов. Например, в случае решения (14), (15) из § 1 поступление 
■)и(;ргии с границы согласовано со свойствами среды таким образом, 
что в любой момент времени в веществе воспроизводятся инерционные 
и1)офили вида (7) (время локализации которых, естественно, уменьша- 
(!тся с ростом температуры).

Опираясь на изученные в п. 3 § 1 автомодельные решения и тео­
ремы сравнения, дадим классификацию граничных режимов с обост- 
¡хшием по результатам их воздействия на нелинейные среды.

Рассмотрим для (6) первую краевую задачу в полупространстве 
.'К >  О с граничным условием

T ( 0 , i )  —¥ 00, Í —> О, ío ^  Í <  О, (9)

и, для простоты, нулевыми начальными данными

T {x , t o )  =  To{x)  =  0, х ^ О .  (10)

Лсжализация в этом случае, в отличие от задачи Коши, означает су­
ществование постоянной I* <  00 такой, что для решения Т {х ,  t) задачи 
(6), (9), (10) справедливо T { x , t )  =  О при 1 ^1* ,  to < 0 .  Другими 
словами, тепловые возмущения в течение всего процесса нагрева не 
мроникают далее некоторой конечной глубины Г  (в противном случае 
лсжализация отсутствует).

Из теоремы сравнения (5) и свойств автомодельного S-режима вы­
текает, что если

то в задаче (6), (9), (10) имеет место локализация тепла на глубине 
I* — xs, а ее решение мажорируется функцией Ts (x , t ) .  Если же (9) 
yj lOBлетворяет неравенству

T { 0 , t ) ^ A o i - t y \  - 1 / с 7 < п < 0 ,  í o ^ í ^ O ,  (1 1 )

го решение локализовано на глубине (упр. 3)



и при О ^  а; ^  для него справедлива оценка (упр. 4)

х ^ 1 * ,  t o ^ t < 0 ,  (13)

следующая из существования предельной кривой (18) § 1 для автомо­
дельного LS-режима.

Неравенство, предшествующее (И ), определяет класс граничных 
режимов с обострением, приводящих к локализации тепла; неравен­
ство ( 1 1 ) уточняет этот результат; при его выполнении реализуется 
LS-режим, температура при i ->• О неограниченно растет лишь в точке 
ж =  0. При ненулевых, но финитных функциях То (ж) в (10) оба сделан­
ных выше утверждения о локализации остаются в силе. Необходимо 
лишь выбрать достаточно •бсухьшой величину Aq в мажорирующих 
решение автомодельных и LS-режимгос; конкретные оценки ( 12), 
(13), естественно, претерпевают изменения. Заметим, что для обще­
го LS-режима фронт волны, в отличие от автомодельного, находится 
не при X  =  о о ,  а в конечной точке.

Эффект локализации в краевых задачах не связан с быстротой на­
грева вещества как таковой. Чтобы убедиться в этом, проанализируем 
поведение решения (6), (9), (10) в случае, когда

Т(0, t) >  Ао { - t y \  п <  -I/o-, h ^ t < 0 .  (14)

Прежде всего покажем, что в некоторый момент (îq <  î* <  0) реше­
ние T { x , t )  отлично от нуля в окрестности границы а: =  0. Для этого 
сравним его с решением Т {х ,  t) типа бегущей волны

x ^ D { t - t o ) ,
(15)

.0, х >  D ( t - t o ) ,

T { x , t )  =

для уравнения (6), в котором D  =  [A^{-to) '^'^~^кр/ .  По построению 
T { x , t o )  =  О, а постоянная D  подобрана так, чтобы T (0 ,i) ^  T {0 , t )  <  
^  Ао (—i ) ” , to <  0. Следовательно, T(ar,i) ^  T { x , t ) ,  О ^  ж <  оо, 
to < 0  в силу теоремы сравнения (5).

Обратимся теперь к решению (12) из § 1 при п <  - 1 / а  (авто­
модельный Н8-режим), обозначив его через Ta{x, t ) .  Выберем в нем 
величину Аоа ^ Ао такой, чтобы при t =  t* оно мажорировалось функ­
цией (15), взятой в момент t =  t*, т. е. чтобы 2а(ж, t * )  <  f  (ж, t* ) , ж ^  О 
и, таким образом, Ta{x, t * )  ^  T { x , t * ) ,  х ^  0. Из (14) имеем Г„(0,¿) ^  
^  Г (0 , i) для всех t >  t*. Тогда из теоремы сравнения (5) получаем 
неравенство Тд(ж,i) <  T { x , t )  для всех х ^ 0  а t ^  t* (мажорирование 
при f ^ t *  автомодельного HS-режима изучаемым решением). Посколь­
ку Ta{x , t )  - > 00, t —> о, ж >  о, то и T { x , t )  -->• 00 при i -> о в любой 
точке ж ^  0.

При выполнении неравенства (14) локализация тепла отсутству­
ет, волна нагрева при t О охватывает все вещество, температура в 
любой его точке неограниченно растет (данное утверждение тем более 
справедливо, если Т(ж, io) ^  0).



Этот вывод завершает классификацию граничных режимов с об- 
(|(''гр(;пием в нелинейных теплопроводных средах. При воздействии 
IIU иешсство «медленных» S- и LS-режимов (T (0 ,i) ^  A q (— или 
7'((), t) ^  A q (—î ) ” , —l/c <  n <  0) энергия локализуется в области ко­
нечных размеров, в «быстрых» HS-режимах (14) локализация не имеет 
м(!ста.

Для полноты картины поясним, что эффект локализации реали­
зуется и при отказе от требования Т {х ,  to) =  0, х ^  О (или от требо- 
иания финитности функции (10)). В этом случае локализацию следует 
понимать в более общем эффективном смысле как существование по­
стоянной L*  < о о  такой, что решение задачи (6), (9) при произвольной 
ограниченной функции То{х)  ограничено при х L* ,  t ^  to, несмотря 
на беспредельный рост решения в точке х =  0. Классификация гранич- 
шзтх режимов с обострением не зависит от характера начального рас­
пределения температуры и остается прежней. В частности, не имеет 
значения, существует или нет в рассматриваемом процессе конечный 
фронт тепловой волны.

В качестве примера, иллюстрирующего эти утверждения, рас­
смотрим для уравнения (6) задачу с граничным условием

T (0 ,i) =  A s ( - i ) - ‘/% t o i i t < 0 ,  (16)

отвечающим решению Ts{x,  t) —  автомодельному S-режиму, но с по­
стоянным начальным: фоном температуры

Т{х,1о) =  То =  Аз(-*оГ"^^. (17)

Ее решение T { x , t ) ,  очевидно, мажорирует Ts {x , t ) :

Т з ( х ,  г) <  Т ( х ,  1), х ^  о, ¿0 ^  <  0.

Так как температура в точке а; =  О для обоих решений одна и та же, то 
из последнего неравенства вытекает следующее неравенство на произ­
водные в этой точке:

д Т

:.=0
, to < 0 ,

х~0дх
а из него —  неравенство для потоков тепла на границе

дт
W{<d,t) =  - k { T )

дх
^  W s (0 , t )  =  - k { T s )  ^

х=0

t o ^ t < 0 .

х=0 (18)

Физический смысл (18) в том, что при прочих равных условиях 
нервоначально более нагретая среда хуже «воспринимает» поступаю­
щую с границы энергию по сравнению с менее нагретой. Проинтегри­
руем (6) с учетом (18) по а: от О до оо и по 4 от ¿0 ДО  ̂<  О и (поскольку 
\Уз{оо,1) =  ]¥{оо,1)  = 0, <0 ^   ̂<  0) получим

СЮ ОО

1 [ Г { х ,  t)  -  Го] 4 x ^ 1  [Тз{х,  t )  -  Тз {х ,  to)] с1х,



или, разбив область интегрирования на части от ж =  О до а: =  и от 
ж =  до а: =  00 и имея в виду, что Тз{х ,  4) =  О, х хз ,   ̂^  придем 
к неравенству

ОО Ж з

j [Г{х,  I)  -  То] дх +  ! \Т{х, г) -  То] дх ^  1 [ Т з { х ,  ¿) -  Тз{х ,  ¿о)] дх. 

о ж® о

Так как Т {х ,  >  Го> а; ^  О, í ^  ío (упр. 5), то данное неравенство 
можно переписать в виде

ОО х$ х$

о <  у  [Т{х,  t) -  Го] дх ^  У  [Тз (х ,  г) -  Т { х ,  ¿)] дх +  J [То -  Тз{х ,  ¿о)] дх,

xs о * * о

откуда следует, в силу неравенств T(ж,í )  ^  T s ( x , t ) ,  х О, t ^ t , o , ш  
То ^  Т з (х ,  to), а; ^  О, ограниченность функции Т {х ,  t) при всех х  ^  хд,
1о ^ 0 .  Другими словами, в задаче (6), (16), (17) осуществляется эф­
фективная локализация тепла на глубине Ь* =  хз ,  в точности равной 
глубине локализации при отсутствии температурного фона.

Классификация режимов с обострением для процессов, описывае­
мых гиперболическим уравнением (19) из § 1, проводится аналогичны­
ми методами и приводит к весьма схожим результатам: при действии 
на среду «медленных» граничных режимов имеет место локализация, 
в случае «быстрых» режимов этот эффект отсутствует.

3. Расш ирение «автом одельного м етода ». Продемонстри­
рованный в пп. 1 , 2 подход, основанный на использовании широких 
классов автомодельных или иных частных решений и непрерывной 
зависимости процесса от входных данных, допускает разнообразные 
обобщения.

Покажем, что эффект локализации тепла может осуществлять­
ся не только в одномерной, но и в многомерной геометрии, построив 
соответствующее явное решение уравнения

 ̂- А
dt дх д х )  ' ду ду J ' d z  dz

t o ^ t <  О,

(19)

рассматриваемого в квадранте х ^  О, у ^  О, z ^ 0  (здесь, как и ранее, 
Г  =  T { x , y , z , t )  —  температура).

По аналогии с одномерным S-режимом (14), (15) из § 1 будем 
искать частное решение (19) в разделяющихся переменных, т. е. 
T { x , y , z , t )  — U{ t )  f ( x , y , z ) .  Подстановка этого выражения в (19) дает 
для U { t )  такую же, как и в одномерной геометрии, формулу U{ t )  =

-  Ао i - t ) - " ^ " .
Для функции f { x ,  y, z)  получается сложное эллиптическое уравне­

ние. Поэтому ограничимся простым случаем, когда пространственная 
часть решения зависит фактически от одного аргумента: f { x ,  у, z) =  
=  f i O j  ^ =  X у z. Тогда /(^) подчиняется уравнению (13) § 1 при



•п. -- —1/сг, решение которого уже известно. В итоге приходим к много- 
м(!рпому S-режиму

' I'six, у, Z, t )  =

Ао
\ Гф )

X +  у +  Z >  Гф,

(20)

где Гф — rs  =  (2fco^o (er -j- 2)/сг)̂ '̂ “ вычисляется по формуле для одно­
мерного решения. Решение (20) описывает нагрев трехмерной тепло­
проводной среды в режиме с обострением, поскольку граничная темпе­
ратура Г(0, у, Z, t ) ,  Т { х ,  0 ,2, t) ,  Т { х ,  у. О, t) обращается в бесконечность 
(в области ^ < r s )  при i -> 0. То же самое происходит в этой области и 
с решением. Однако во всем остальном пространстве  ̂>  rs  квадранта 
X О, у ^  О, Z ^  О температура равна нулю вплоть до момента t =  0. 
Размер области локализации rs  (расстояние от начала координат до 
плоскости фронта тепловой волны), как и прежде, зависит от свойств 
среды fco, сг и интенсивности граничного режима Aq.

Поскольку для решений уравнения (19) справедливы теоремы 
сравнения, то из (20) сразу определяется класс граничных режимов, 
приводящих к локализации тепла в рассматриваемой многомерной об­
ласти. Их дальнейшая классификация вполне аналогична полученным 
в п. 2 результатам.

Обратимся теперь к более широкой трактовке автомодельных ре­
шений, рассмотрев понятие приближенные автомодельные решения. 
Проще всего его ввести на примере задачи о нагреве среды с постоян­
ными теппофизическими свойствами в режиме с обострением:

д Т  , д^Т

dt ~  ° дх'^ ’
О <  X <  00, to <  О,

(21)

Г ( 0, í ) - )■oo, 1 ^ 0 .

Положим без ограничения общности Т{х,1о)  
ние линейной задачи (21) хорошо известно:

О, X ^ 0 .  Общее реше-

( -  -  - r ' ^ n o , r ) ä r ^
to

(22)

С помощью (22) нетрудно провести классификацию решений (2 1 ) 
в зависимости от вида T{Q, t ) .  Видно, что, поскольку при т í, í 
-> О первый сомножитель в подынтегральном выражении стремится 
к пулю, а второй и третий к бесконечности, то возможен любой из 
изучавшихся в п. 2 режимов распространения тепла.

Так, для Т(0, t ) =  Аое” ““/‘ , оо > О —  ̂параметр, характеризующий 
грахшчный режим, температура неограниченно растет во всех точках 
О ^  X ^  xs  =  2^коао при í ->• О, а в области х ^  xs  ограничена для



всех Í ^  0. Также ограничена тепловая энергия, содержащаяся правее 
т о ч к и  X =  XS' -

00

lim / T { x ' , t ) d x '  < 00, х >  xs,  t ^ 0 ,  
t—̂ 0 /

X

т. e. осуществляется эффективная локализация тепла в S-режиме с 
вычисляемой из (22) глубиной L*  =  xs  =  2л/койо-

Рассмотрев краевое условие более общего вида

Т(0, t) =  Ао ехр (ао , п <  О, (23)
* *

получим, что при — 1 <  п <  О реализуется LS-режим, а для п <  — 1 
HS-режим.

Анализ интеграла (22) не может дать некоторых важных деталь­
ных свойств процесса. Например, для того чтобы получить закон из­
менения со временем полуширины x^^it), надо фактически решить ин­
тегральное уравнение (22). Задача (21), (23) не допускает, как легко 
показать с помощью П-теоремы, и построение автомодельных реше­
ний.

Модифицируем (21), (23) следующим образом: вместо (23) возьмем 
граничное условие в виде Т(0, if) =  A q [exp (oq ( - í ) “ ) -  1], n <  О (добав­
ление константы сделано для удобства и при t О роли не играет) и 
проведем замену V { x , t )  =  Ao ln {T {x , t ) /Ao  -Ь 1). Тогда для V { x , t )  по­
лучим задачу

d v  , d ^ v  ко f d v Ÿ
' » < * < “ ' * o < í < 0.

V {0 , t )  =  A oa o i~ t )^ ,  n < 0 ,  Í0< í < O,

V ( x , t o )  =  0, O ^  a: <  oo.

Граничное условие (24) —  степенная функция времени. Если по 
аналогии с п. 3 § 1 искать решение задачи (24) в виде, близком к сте­
пенному автомодельному решению, то для такого решения при í -)■ О 
первый член в правой части уравнения становится ничтожно малым 
по сравнению со вторым, и им можно пренебречь (упр. б).

Более строгий анализ показывает, что действительно решение за­
дачи (24) близко при Í -> О к решениям более простой задачи

ди ко f d u Ÿ

и(0, ( )  =  .4oao‘( - í ) " ,  п < 0, - o o ^ í < 0, 

и{х, -о о ) =  0.



В отличие от (24) решение и{х,1)  задачи (25) —  степенное авто­
модельное решение, проанализировать которое не представляет тру­
да. Функция и{х,Ь)  является приближенным автомодельным реше- 
1Ш0М для задачи (24) и, следовательно, для исходной задачи (21),
(23). Относительная точность описания улучшается с течением вре­
мени:

Из свойств и{х,1)  вытекает закон для полуширины волны нагрева
( —п))]^2, которая уменьшается во всех 

трех режимах (ср. с нелинейной средой). Заметим, что построение и 
анализ приближенных автомодельных решений возможны и использу­
ются при изучении широкого класса уравнений параболического ти­
па.

Еще одно важное расширение автомодельного метода основано на 
обобщении понятия сравнения решений. Сушлость этого подхода со­
стоит в сравнении решений задач, отвечающих не только разным кра­
сным условиям, как в пп. 1 , 2, но и разным уравнениям (в случае урав- 
и(5ния (1) — разным функциям к {Т ) ) .  В определенном смысле речь идет
об устойчивости процесса теплопередачи по отношению к возмуще­
ниям тепло физических свойств среды. При этом в качестве одного 
И!! сравниваемых решений можно выбрать решение хорошо изучен­
ного урабнения (например, (6) или (21))  и получить содержательные 
результаты для решений более сложных уравнений.

Простейший вариант такого подхода продемонстрируем в случае 
уравнения (21). Рассмотрим решения и Т^'^\х,1) двух крас­
ных задач в полупространстве а: ^  0:

_____— 1.(1) ____ г > о / > о
дt  “  ° 5 x2 ’ л : >и,  г > и ,

г ( 1) (0, )̂ =  т/^^(г), ¿ > 0,

Т^^){х,0) =  т Р { х ) ,  ж > 0;

Т (^ Нх, 0) = Т ^ ^ \ х ) ,  х ^ О .

,)и1я разности У{х,Ь)  =  т ( 2)(ж, )̂ -  Т '̂ '̂>{х,1) из (26), (27) получим еле-



дующую краевую задачу:

dt ~  0 dx^ ^   ̂ 0 ° ’ dx ' ’ ’

V { 0 , t ) =  i f  ̂ ( t ) -  2 f  ̂ ( t ) ,  t >  0,

y (x ,0 ) =  Vo{x) =  T^^\x)  -  T^^\x),  x ^ Q .

Пусть выполнены требования мажорирования решения T^^\x, t )  
решением (ж, t) по краевым^ условиям:

 ̂>  О,
(29)

и по коэффициенту теплопроводности:

(30)

Пусть также для решения Т^'^ЦхЛ) справедливо
Q2rp{2) q j , ( 2)

~ д х ^  ^  ~ d t ~  ^   ̂ ж >  О, i  ^  0. (31)

Свойство (31) неубывания функции Т^^Цх, t) со временем в любой 

точке æ ^  О обеспечивается (при ( х )  =  0) неубыванием по t гранич­

ного условия Tx^^(t). Проверим это, продифференцировав уравнение
(27) по t и получив для функции Z^'^\x,t) =  dT^^^/dt =  ~ W ^ ‘̂ ^{x,t)/ko 
задачу

dt “  °

Z (2) (0, Î ) ^ 0, i > 0,

Z(^Hx,0)  =  0.

Ее решение, как нетрудно показать (упр. 7), неотрицательно при 

всех X ^  О, i ^  О (в случае ^  О для выполнения неравенства (31) 
достаточно наложить еще и условие d^T(){x)/dx^ > 0, х ^  0).

При выполнении неравенств (29)-(31) задача (28) для V { x , t )  ста­
новится задачей

^  +  /(a;,i), а ;>0,  i  >  О,

F(0, i) О, i  >  О,

V q { x )  > 0 , æ >  О,



С неотрицательными краевыми условиями и неотрицательной функ­
цией ¡ { х Л )  (источниками тепла) в правой части уравнения (33). Ее 
решение неотрицательно при всех ж О и  ̂^  0. Отсюда Следует мажо­

рирование решения задачи (26) с коэффициентом решением задачи 

(27) с коэффициентом во всей рассматриваемой области:

¿ ^ 0 ,  ¿ ^ 0 .  (34)

В случае уравнения (1) неравенство (34) справедливо при дополни­
тельном к (29)-(31) требовании на коэффициенты к^'^ЦТ), име­
ющем вид [й(2)(Г)/^(1)(Т)]^ ^  О, т ; г о .

С помощью подобных теорем сравнения (справедливых и для пара­
болических уравнений общего вида) устанавливается, например, прин- 
ципис1Льно важный результат: для среды с любыми теплофизическими 
свойствами всегда можно указать класс грав:ичных режимов, приво­
дящих к локализации тепла, и класс релсимов, при действии которых 
на среду локализация отсутствует. Таким образом, этот эффект носит 
общий характер.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Используя решение (9) из § 1 и теорему сравнения (4), покажите, что лока­
лизация возмущенней в задаче Коши возможна лишь в течение конечного времени 
и что при любой начальной функции То {.г:) О координата фронта тепловой волны 
Xф{t} -->■ 00, 4 00.

2. В уравнении

дТ  д Л  _  дТ  \коТ'  ̂-— ) -  доТ 
д1 дх \ дх /

(qo >  0) член доТ характеризует зависящую от температуры интенсивность погло­
щения тепла в среде. Заменами Т  zz V, т =  (1 -  е~‘'®*)/((тдо) све,яите его к 
уравнению

дУ а
дт дх

коТ- ^  
дх

в качестве решения У(х,т) уравнения без поглощения возьмите то, которое дается 
форму.пой (9) из § 1, и сделайте обратный переход от У{х,т) к T (x ,t ) .  Убедитесь, 
что для построенного тав:им образом решения Т(х, ¿) исходного уравнения Жф(4)

при 4 то.
3. Сравнивая краевое условие (11) с решением Тз{х,Ь) (формулы (14), (15) из 

1| 1 ) в точ1£е X  =  О, докажите спра1!едливость оценки (12) при начальных данных 
(10).

4. Убедитесь, что решение задачи (б), (9), (10) мажорируется в сл;гчае нера- 
непства (11) рассмотренным в п. 3 § 1 решением для автомодельного ЬЗ-режима.

5. Проверьте неравенство T (x , t )  >  То, х '^О, * ¿о, для решения задачи (6), 
(16), (17), используя (5) и учитывая, что константа удовлетворяет уравнению (б).

6 . Проверьте, что если искать решение уравнения (25) при т), =  -1  в виде 
V{x,t) «  Доао(*)~^ (аналог З-режима), то л:ри г О  (24) вырождается в урав- 
1Н!аио (25).

7. Докажите от противного неотрицательность решений задач (32) и (33) 
(используйте теорему сравнения (5) и тот факт, что при нулевых краевых условиях 
решения —  тождественные нули).



§ 3. М етод  осреднения

Рассмотрим вариант метода осреднения, применяемый для изуче­
ния пространственно-временной динамики локализованв:ых структур. 
Сформулируем два подхода к осредненному описанию. С их помощью 
получим классификацию режимов горения в теплопроводных средах.

1. Локализованные структуры  в нелинейных средах. Из­
учавшийся в § 1 , 2 эффект JЮкaJшзaции возмущений может прояв­
ляться не только при внешних воздействиях на среду, заданных в 
виде соответствующих граничных режимов с обострением, но и бла­
годаря ее собственным нелинейным свойствам. Достаточно сильная 
нелинейность (см. простой пример в § 6 гл. I) порождает режимы 
с обострением, которые ^свкю очередь служат причиной возникно­
вения структур —  локализованных в пространстве неоднородностей 
величин.

Изучим пространственно-временное поведение распределения тем­
пературы в теплопроводном веществе с нелинейными источниками 
тепла. Энергия выделяется в результате горения, протекания химичес­
ких или иных видов реакций. Среда считается неограниченной (задача 
Коши), процесс горения одномерным. Он описывается уравнением

до >  о, /? >  1 , -о о  <  а: <  00, < ^  ¿о, 

с начальной функцией

Т { х , 1 о ) — То{х) , - о о  <  X <  оо. (2)

Теплофизические характеристики вещества (коэффициент тепло­
проводности и сильно нелинейный {р >  1 ) источник энергии qQT^) —  
степенные функции температуры, хорошо аппроксимирующие в ря­
де случаев реальные зависимости. Горение инициируется начальным 
распределением температуры То (ж) ^  О (в противном случае вещество 
оставалось бы холодным).

Построим пример локализованной структуры горения в задаче 
(1), (2). Будем искать ее решение в разделяющихся переменных в виде 
Т { х , { )  =  и{1) } { х ) .  Тогда из (1 ) имеем

К
откуда видно, что переменные разделяются в случае, когда /3 =  сг -Н 1, 
и тогда

где (7 >  О (ишз'тся режимы с растущей во времени температурой). Для 
и (¿) из (3) получаем выражение



имеющее смысл лишь при I <  С\/{сгС) и обращающееся в бесконеч­
ность в конечный момент времени. Таким образом, температура рас­
тет в режиме с обострением, В дальнейшем положим без ограничения 
общности (7 =  1/<т и обозначим С\ — tf .

Чтобы найти /(ж), заменой =  у преобразуем (3) сначала к 
уравнению

акр // —̂—
■ у = y . + x - q Q a y ,

а +  1

имеющему вид уравнения колебаний шарика на пружинке с соответ­
ствующей внешней силой (см. п. 1 § 4 гл. I), а затем, используя замену
У' ■■ ш, к уравнению первого порядка 

ако
_1_уа+1 Яо(^У

а +  1 dy ш

Его интегрирование дает связь между ш и у:

ако
7 + 1 Т

(Т 1 0-Ч-2
2/̂ +1 - дос г  —  Ч-Сг.

<7 +  2  л

Для определения константы Сг учтем, что функция ы =  у' =  
=  -Ь 1 ) с точностью до числового множителя представляет
собой пространственную часть в выражении для потока W { x , t )  =  
=  - к о Т ' ’ • д Т / д х  =  - к о П ' ^ ^ ^ р . На фронте тепловой структуры как 
температура /, так и тепловой поток должны обращаться в нуль. Сле­
довательно, ш =  О при у -  О { f  - 0 )  ж отсюда Сг === 0. Переходя в 
последнем уравнении от г/ и о; обратно к /, получаем (при Сг =  0) 
квадратуру

дх =  ±

а +  2

которая интегрируется явным образом;

{а +  1 ) акр 

2 —

а {а +  2)

2 {а  +  1) кр {а +  \ ) '
(5)

Объединяя (4) и (5), приходим к окончательному виду искомого 
решения

Т(ж,^) =

г / Г 2 (о- 4-1) 2 ^2; 1

о,

|х| ̂  

|ж| >

Ь х
~2

Ьт

где Ьт -  2тг у/кр!оо \/{а +  1 )/сг2.



Решение (6) описывает немонотонное распределение температуры 
(структуру) с неподвижным фронтом и неизменной полушириной — 
автомодельный 8-режим горения в нелинейной теплопроводной среде. 
Несмотря на беспредельный рост температуры в структуре при t 

t f  (при 4 — 00 температура обращается в нуль), процесс горения 
локализован в конечной области |а;| ^  Ьт/2, размер которой опреде­
ляется параметрами вещества ко, до, сг. Локализация означает отсут­
ствие влияния горящей структуры на участки среды, находящиеся за 
границами области \х\^Ьт/2.

Таким образом, горение нелинейной среды может осуществляться 
в виде любого числа независимых друг от друга тепловых структур 
(если их максимумы разделены расстоянием, большим Ьт). Причи­
на усложнения процесса, ^сяада его на структуры заключается в 
открытости рассматриваемой системы, в обмене энергией с окру­
жающей средой. В сравнении с такими системами термодинамически 
замкнутые процессы не допускают возникновения структур. В тепло­
проводной среде без источников, как видно из свойств решения задачи
о мгновенном точечном источнике тепла (п. 2 § 1 ) и теорем сравнения, 
распределение температуры при  ̂ > оо становится пространственно 
однородным.

По аналогии с автомодельными граничными режимами с обост­
рением из § 1 для средь! без источников тепла возможно построение 
также автомодельных Ь 8- и Н8-режимов горения. Они ищутся в виде 
(упр. 1 )

X  ¡ 3 - { а  +  1 )
4- =  т п - г - г : ------- --- , т  =

и обладают схожими со своими граничными аналогами свойствами: в 
случае Ь8-режима (/? >  сг -|-1) полуширина локализованной структуры 
сокращается со временем, а температура ограничена сверху предель­
ной кривой при всех t ^ t f ;  в  случае Н8-режима {0 <  а +  1) локализа­
ция отсутствует.

Но буквальное повторение схемы, применявшейся в § 1, 2, не­
приемлемо для изучения тепловых структур, по крайней мере в 
силу двух причин. Существование и свойства автомодельных Ь8- 
и Н8-режимов горения устанавливаются (из-за сложности соответ­
ствующего уравнения; см. упр. 2) гораздо более тонкими, чем в 
§ 1, 2, методами. Кроме того, непосредственное применение автомо­
дельных решений и теорем сравнения для анализа задачи ( 1 ), (2) 
в общем случае не дает завершенных результатов. Например, от­
носительно нетрудно проверить, что в задаче ( 1 ), (2) при 0  -  а +  
+  1 любые начальные возмущения температуры б}^дут развиваться 
в режиме с обострением (упр. 3). Доказать же их локализацию да­
же в этом частном случае, используя обычные теоремы сравнения, 
невозможно.



Действительно, в отличие от граничных режимов с обострени­
ем, ргкчличные решения задачи ( 1 ), (2) могут иметь различные и не­

известные заранее моменты обострения ф (из (6) видно, что 
при прочих равных условиях t f  тем меньше, чем больше амплиту­
да структуры в момент í =  ¿о). Поэтому одно из сравниваемых ре­
шений перестает существовать раньше другого, и дальнейшее срав­
нение теряет смысл (необходимо использовать более сложные методы 
сравнения).

2. Различны е способы осреднения. Для упрощенного анализа 
пространственно-временных характеристик тепловых структур вос­
пользуемся методом осреднения. Различные варианты этого метода 
основаны на отказе от точного описания поведения решения как по 
пространству, так и по времени, и на переходе к некоторым средним 
характерным величинам, вычисляемым из более простых моделей.

Применительно к тепловым структурам в качестве таких величин 
можно выбрать пары «амплитуда— полуширина» или «амплитуда—  
положение фронта».

Рассмотрим первую из них. Будем считать начальную функцию 
Го (а:) финитной, имеющей максимум в точке а; =  О и близкой к сим­
метричной функции. Тогда решение Т{х ,1 )  задачи (1), (2) также бу­
дет почти симметричным. Приближенное решение ищется в похожем 
на автомодельный (см. (7)) виде

=  (8)

где и 1р{£) —  зависящие от времени искомые амплитуда и полу­
ширина структуры, в(^) —  некоторая фиксированная финитная моно­
тонно убывающая функция, причем 0(0) =  1 .

Потребуем, чтобы (8) удовлетворяло интегральным равенствам 
(законам сохранения)

—оо —оо —оо

Первое их них — закон сохранения энергии, второе моментное 
уравнение следует из интегрирования (1), умноженного на T ( x , t )  (ср. 
с п. 4 § 3 гл. П1). Для простоты в (1) положено fco =  о̂ =  1, что не 
ограничивает общности, так как эквивалентно использованию замены 
I,' =  х'  =  X (qo/kof^^. Интегрированием двух последних равенств 
1Ю частям с учетом того, что при х =  ±оо поток тепла —Т'^дТ/дх



равен нулю, получаем

(11

ОО оо

I  Т й х =  I  Т^(1х,

—оо —со —оо

Подстановка (8) в (9) дает систему для

(9)

(10)

(И
где 1/1 , 1̂2, Щ —  положительные постоянные,

оо 

—  00

V2

г'з

-00

~оо ' —оо

оо /

=  2 у  61̂ +̂  I

— ОО ' —Г)Г1

(И )

При этом предполагается, что функция в{^) такова, что выражения 
для щ, 1/2, 1̂ 3 имеют смысл.

Систему (10) нетрудно разрешить относительно производных:

(1'ф _

(й

(1(р 'ф°'

{из -  1/1) -  1/2

(12)

(И (р

а от ( 12) —  перейти к уравнению

(¿V'’ 'Ф -  1

(2;/! -  Рз) ('̂ +1 >99̂  +  ¡̂ 2 , t > t Q  =  О,

(1(р (р Ьф0-(<^+^)(р^ -  1 ’
ф =  0, ( р > 0 , (13)

где а =: {1/3 -  1/1)/1/2, Ъ = { и з  - 2 ь/1)/р 2 - Потребуем выполнения условия 
1/3 >  2г/1, т. е.

о >  О, Ь >  О, (14)



необходимого для того, чтобы система (12 ) допускала режимы с обост- 
|)опием.

Итак, анализ задачи (1), (2) свелся к изучению обыкновенно- 
1’0 дифференциального уравнения первого порядка. Такое же сильное 
упрощение получается для осреднения «амплитуда—положение фрон­
та». Решение ищется в том же виде

9 { t ) '
(15)

где ф{1) >  О —  амплитуда структуры, а д{^) >  О уже не полуширина, а 
положение ее движущегося фронта. Функция 9{^) выбирается так, что 
в{^) > 0 , О <   ̂<  1, и в{^) =  0,  ̂ ^  1, 0(0) =  1, 0'(О) =  0. В качестве 
первого интегрального уравнения для 'ф ж д выберем закон сохранения 
энергии и аналогично ( 10) получим

1
(1Ь

p(;t)] =  игф^д{Ь), Ь >  0. (16)

Для вывода дополнительного уравнения воспользуемся тем, что 
д(1) —  фронт тепловой волны, и поэтому W {g { t ) , t )  =  О, -T {g { t ) , t )  =  0. 
Дифференцируя второе из этих тождеств по времени:

+  =П  
дд (И дt  ~  ’

используя ( 1 ) и записывая производные в виде пределов, придем к ра­
венству

пш
ш  ¡ж|н-а~(*) 9(*)

=  Цщ
\xHg~it)

Оно упрощается, если учесть, что д(1) 
Т{д (г ) ,Ь )  =  ] ¥ { д Ш ) = 0 :

=  Цш
X \x\-yg-it)

] ¥ { х Л )

Ж * )

точка фронта и

+  Т^{х,1)

И окрестности фронта по предположению температура, как и в инерт­
ной среде, имеет следующее асимптотическое представление; Т{х ,Ь )  л; 

»  {g{t) — [ж!)*/" (см. в § 1 решения с движущимся фронтом для уравне­
ния (1) без источника). Тогда, как нетрудно проверить, второй член 
сп1)ава в последнем равенстве мал и им можно пренебречь (что и объяс- 
|1я(!т предположение о малом влиянии источника энергии на структуру 
|)(!шеиия у фронта). Отсюда получаем формулу

—  =  кш —  =  — Иш 
(И т->о Т  г->о

П(Т—1
дх

(17)



для скорости dg/dt движения фронта волны. Подстановка (15) в (17) 
дает

dt
i >0 ,

где щ  =  ~{в^У(1 )/а >  0.
Разрешая (16) относительно ^ ' ( t ) ,  запишем (16), (18) как

^ = щ Г я - \

а затем перейдем к уравнению

(18)

(19)

(20)
dg д

Как и в предыдущем случае, эволюция средних характеристик тепло­
вой структуры описывается гораздо более простой моделью, чем ис­
ходная.

3. Классификация режимов горения теплопроводной сре­
ды. Начнем анализ задачи (1), (2) со случая /3 =  сг +  1, опираясь на 
первый способ осреднения. Уравнение (13) имеет простой вид:

и легко интегршруется:
____•'I2iu3- 2ui)

где Со ^  О —  1Юстоянная, определяемая начальными значениями <р(0), 
ф(0). Характер эволюции тепловой 
структуры наглядно виден из пове­
дения фазовьЕх траекторий уравне­
ния (21) (рис. 75). Жирной линией 
показана траектория

(p =  lpS

=  \Уг{уъ-2у,)-^1- =  Ц - , (22)

отвечающая автомодельному 8-ре- 
жиму горения (6 ) (она же —  изо­
клина бесконечности уравнения Рис. 75 
(21)), штриховая линия —  изокли­

на нуля <р =  а~ <  срз- Справедливость (22) вытекает из того, что в 
соответствии с (6) функцию в{^) в (8) естественно взять в виде

1̂ 1 <  1 ,
0 (0  =

cos%
2

О-
16 А . А . Самарский, А . П. Михайлов



'Горда из (6) получаем для амплитуды и полуширины соотношения

2{а  + 1 ) У.

а (сг +  2)_

а для коэффициентов Рх, рз из ( 1 1 ) —

^{ t )  =
Ьт

Рх =
а +  2

2 (<т +  1) ’ а { а +  2 ) '

Подстановка этих выражений в (21) приводит к тождеству, т. е. авто­
модельное решение абсолютно точно описывается методом осреднения.

Что же касается неавтомодельных решений, то все они, как видно 
из рис. 75, развиваются в режиме с обострением, их траектории стре­
мятся к автомодельной: 1р{1) -> <̂ 5 , t ^  t f .  Отсюда следует (упр. 4)

7Г“ а +  4 

<т + 2

^(^)~(сгг/1) % (23)

т. е. на развитой стадии горение протекает по автомодельному зако­
ну. На начальной стадии оно может идти более сложным образом: при 
функциях То{х)  с полушириной, меньшей ¡ро, температура в струк-

Рис. 76 Рис. 77
туре сначала уменьшается и начинает расти лишь после достижения 
полушириной критического размера (р — 1ро.

Случай ¡3 ф а +  1 будем анализировать с помощью уравнения (20). 
Оно имеет при 0  ф а  +  Ъ общее решение (упр. 5)

ц ¡ 3 - { а +  1 ) "

|'де Со ^  О определяется начальными данными, а при /3 =  <т -I- 3 —
решение

=  [д  ̂ (Со -  2/г 1п 5 )] -1 Со =  const >  0. (25)

Поведение интегральных кривых уравнения различно в диапазо­
нах Р  < а  +  1, а - И < / 3 < < г  +  3, /3>сг-ь3. На рис. 76, 77, соответ­
ствующих случаям Р  < а + 1 ,  а + 1 < 1 3 < а  +  Ъ, штриховыми линиями 
»оказаны изоклины нуля фо, жирной —  особгм траектория (сепарат­
риса)



существующая при /3<ст +  1 (иу0 >а- +  3 ) и  отвечающая значению 
(7о =  О в общем решении.

Рассмотрим поведение средних характеристик тепловых струк­
тур. В случае /3 <  а +  1 (рис. 76) все траектории сходятся к сепаратри­
се (26), и структура, как следует из (19), асимптотически стремится 
к автомодельному режиму (см. (7)):

Ф{г) ~  { t f  - 1) ^ ,  9(<) ~  (¿7 -

причем д{1) -> оо при Ь t f ,  т. е. локализация тепла в Н8-режиме 
отсутствует.

Более разнообразно поведение тепловых структур Ь8-режима (/3 >
>  (Т -I- 1). При а +  1 <  (3 ^  сЛ-Ь 3 (рис. 77) любая траектория имеет 
вертикальную асимптоту с координатой

а9* — '-'о >
т. е. g{t )  д^, Ь t f ,  что означает локализацию горения в области 
\х\ <  ĝ ,. Амплитуда структуры растет по автомодельному закону ф 

~  { t f  -  t - > t f  (поведение полуширины при данном способе
осреднения, естественно, не описывается).

Вывод о развитии. обостряющейся локализованной структуры 
справедлив для части траекторий и в случае /3 ^  ст +  3, причем для 
/3 =  (т +  3 из (25) получаем 5* =
_  gCo/(2д)_ Однако при /3 >  а +
-1- 3 (рис. 78; линии фо  и 
имеют тот же смысл, что и на 
рис. 76) на фазовой плоскости 
Ь8-режииа существус!т сепарат­
риса (26), разделяющая принци­
пиально разные классы реше­
ний. Для начальных функций 
То (ж), отвечающих области вы­
ше линии фи, развивается уже 
изученный режим с обострени­
ем. Если же начальное возмуще­
ние имеет либо небольшую ам­
плитуду, либо небольшой размер (область ниже линии фо) ,  то режим 
с обострением не развивается. Температура в структуре (см. (24)) эво­
люционирует по закону

Рис. 78

оо.ф{д) ~  F o g - \  Fo -  > 0, д

Отсюда и из (19) получаются асимптотические оценки

^ ( i ) ~ i ~ ^ ,  ö ' ( i ) ~ i ^ ,  t - ^ 00.

Подобное поведение характерно для автомодельных решений в сре­
де без выделения энергии, например, для решения задачи о мгновенном 
точечном источнике тепла из п. 2 § 1. Итак, в случае /3 >  ст -f- 3 при не­
достаточно сильном инициировании процесс горения среды затухает.

16*



Ч|1м(!'1'им, что в Н8-режиме и в обостряющемся Ь8-режиме существует 
(л.палоги^пю 8-режиму) критический размер структуры ¡р =  сро, при 
дос сижении которого ее температура начинает расти.

Метод осреднения позволил получить вполне законченную клас- 
|'и(1)икацию структур горения в нелинейной среде. Покажем, что их 
позникновение не является специфическим свойством процессов, опи­
сываемых параболическими уравнениями. Построим простой пример 
локализованных газодинамических структур. Рассмотрим непрерыв­
ное (без ударных волн) сжатие конечной массы газа 2Мо, заключенной

внутри цилиндрического поршня (рис. 79). 
Одномерный процесс описывается систе­
мой уравнений

1
дt р

д_

д т
ГУ,

ду

д1

др

д т '

рр =  (р{т) ^  О, (27)

дг
=  у, О <  т  <  Мо, *0 ^  I,

Рис. 79
где: I —  время; т  —  массовая координата, 
отсчитываемая от оси симметрии и связан­

ная с эйлеровой координатой соотношением (1т =  р гд г ;  р, у , р —  
искомые плотность, скорость и давление газа; 7  >  1 -—  ̂ показатель 
адиабаты; 95 —  заданная энтропийная функция. Систему (27) нетрудно 
получить (аналогично п. 5 § 4 гл. П) из уравнений движения в форме 
Эйлера. Напомним: первые два уравнения (27) —  законы сохранения 
массы и импульса, третье —  интеграл адиабатичности (в отсутствие 
ударных волн энтропия фиксированной частицы газа со временем не 
меняется), четвертое —  кинематическая связь между гиг; .

По аналогии с тепловыми 8-режимами построим решение (27) в 
разделяющихся переменных:

p {m , t )  = р 1 (* )т г (т ), у{т, г )  = щ { 1 ) и { ш ) ,  

r { m , t )  =  п { Ь ) К { т ) ,

О ^  т  ^  Мо, ¿0 <   ̂<  t f ,

(28)

причем временную часть (28) без существенного ограничения общнос- 
■1'и (упр. 6) сразу возьмем в виде степенных функций

(29)

P =  P ° i t f  -  ¿ )"я-(т), у =  u°(í/ -  ¿ )"1и (т), 

г  =  r ° ( t f  -  ¿ ) " '= = Д (т ) ,

О ^ та ^  Мо, 1о < t f  <  оо, 

и положим в дальнейшем для упрощения выкладок р^ = г ^  =  1 .



Подставляя эти выражения в (27), получим

1 — '7 1
п  =  - 2, П1 ------ < 0, П2 =  -  >  о, (30)

7 Т

В отличие от плоского случая (см. соответствующее решение в 
п. 3 § 1), показатель п  в законе для давления не зависит от 7 . Для 
определения тг, и, К  имеем систему

2 , , 1/ в,{Ки) 1 - 7  йтг

7  йт йт
и = ---- й,

7

которая легко решается. Ра1|зимер, пространственный профиль для  
7г ( т )  дается простой формулой

7г(т) =  7г(Мо) +
(7 -  1) ( т  -  Мо)

(31)

где 7г(Мо) определяется из закона для давления на поршне. Заметим, 
что в силу уравнения и =  -К / 'у  скорость газа на оси цилиндра г =  О 
( т  — 0) удовлетворяет естественному условию симметрии г;(0, Ь) =  0. 

Из (29)-(31) найдем окончательный вид решения для давления:

р {т,г )  =  (¿/ -  ty 7г(Мо) +
(7 -  1) ( т  -  Мо)

О ^ т ^ М о ,  t o ^ t < t f ,  

и (с учетом третьего уравнения (27)) для плотности:

( 7 -  1 ) ( т -  Мо)"''^''
р{т, г) =  (¿/ -  t) "/• у̂?(т) V-, 7г(Мо) +

О ^  т  ^  Мо, ío ^  <  tf■ 

1уле длПолбжим в последней формуле для простоты тг(Мо) =  (7 -  1) Мо/7  ̂ и 
получим

Ч.

7  ̂ /

т

(32)

Из (32) видно, что функция p{m, t ) ,  в отличие от p{m, t ) ,  может 
иметь экстремумы. Степень сжатия участка среды определяется его 
энтропией 1р{т)  и давлением в нем. Благодаря неизэнтропичности 
при монотонном профиле давления в волне сжатия возможно достичь 
большей плотности в областях с меньшим давлением и получить га­
зодинамические структуры (в построенном примере структуры любой



сложности; см., например, упр. 7). Они представляют собой связан- 
1и.н; с фиксированной массой газа растущие в режиме с обострением и 
локализованные немонотонности плотности.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Положив формально в задаче (1), (2) to —>■ —со и Т (х , —оо) =  О, найдите с 
помощью П-теоремы предстЕюпение ее решения в виде (7).

2. Подстановкой (7) в (1) получите для /(^) нелинейное обыкновенное диффе- 
ренциальное уравнение второго порядка. Убедитесь, что оно не допускает преоб- 
|)азования подобия типа растяжение-сжатие (и поэтому не сводится к уравнению 
первого порядка).

3. Проверьте, что решение задачи (1), (2) при /í =  с +  1 и любых Tq {x ) ^  О 
обращается в бесконечность при t -¥ t f  <  оо. Для доказательства постройте после­
довательно ограничивающие его снизу функции —  решение задачи о мгновенном 
точечном источнике тепла и решение (6),  а затем примените теорему сравнения.

4. Получите, приближенно решая (12) при tp —> ips, t —í- t f ,  формулу (23).
5. Проверьте, что уравнение (20) допускает преобразование подобия растяже- 

ние-сжатие. Используя замены вида 1п'ф — и, \пд ~ v ,  получите его общее решение 
(24), (25).

6 . Подстановкой (28) в (27) проверьте, что функции P i(í), v\{t), r i ( t )  дают­
ся квадратурой, из кото{>ой при t t f  <  со асимптотически следуют временные 
зависимости (29).

7. Подберите примеры такого распределения энтропии tpj\i(m) > 0 , О <  m <  
< Мо, в (32), чтобы плотность имела любое наперед заданное число .экстремумов 
N. Убедитесь, что при этом функция (р^{т) может быть монотонной.

§ 4. О переходе к дискретным моделям

Дадим представление об элементарных требованиях к численным 
методам и об основных понятиях теории разностных схем. Рассмотрим 
некоторые типичные подходы к конструированию дискретных апало- 
1'ов исходных моделей, используемых для их численного исследования.

1. Н еобходимость численного моделирования, элементар­
ные понятия теории разностных схем. Как бы глубоки и разно­
образны ни были методы качественного анализа математических мо­
делей, область их применимости весьма ограничена. Это —  либо прос­
тые, главным образом линейные, модели, либо отдельные фрагменты 
сложных, в том числе нелинейных моделей. Единственным универсаль­
ным способом исследования моделей является применение численных 
методов для нахождения приближенного рещения поставленной задачи 
с помощью средств современной вычислительной техники и информа­
тики.

Доступный «пониманию» компьютера вычислительный а^агоритм, 
т. е. последовательность операций (арифметических, логических и 
т. д.), в результате выполнения которых находится решение, должен 
удовлетворять весьма жестким и подчас противоречивым требовани­
ям. К ним относится, прежде всего, необходимость получить решение с 
заданной точностью за разумное и по возможности минималыюе число 
действий, поскольку время одного расчета должно измеряться мину­
тами и лишь Б уникальных случаях —  часами. Объемы обрабатывае­
мой при этом информации не могут превышать возможностей емкости



машинной памяти, в процессе вычислений нельзя допускать возникно­
вения не воспринимаемых компьютером слишком больших (малых) 
чисел, структура алгоритма должна быть достаточно простой и учи­
тывать архитектуру вычислительной системы и т. д.

Только отвечающие этим требованиям вычислительные алгорит­
мы позволяют проводить всестороннее численное исследование исход­
ной модели, подвергать ее вычислительному эксперименту, проводя ее 
анализ в самых разных ситуациях и получая исчерпывающую инфор­
мацию об изучаемом объекте. Такое понимание математического моде­
лирования означает не просто уточнение количественных характерис­
тик явлений, но также изучение основных их качественных свойств. 
Последнее важно прежде всего для нелинейных объектов, поведение 
которых может быть весьлфа {Льзнообразным и неожиданным.

Подчеркнем, что проблемы численного моделирования не снима­
ются сами собой по мере появления все более мощных и дешевых ком­
пьютеров. Это связано, по меньшей мере, с двумя причинами; усложне­
нием вьщвигаемых как практикой, так и теорией задач и необходимос­
тью проведения большого числа серий вычислительных экспериментов 
для достаточно полного изучения объекта.

Поэтому разработка эффективных вычислительных апгоритмов 
всегда остается одной из ключевых задач математического моделиро­
вания. Для их конструирования широко используются методы, идеи и 
подходы, применяемые при построении исходных математических мо­
делей. Эта связь хорошо прослеживается на примере очень широкого 
класса моделей —  тех, которые сводятся к дифференциальным уравне­
ниям. Для них процесс создания вычислительных алгоритмов состоит 
из двух главнгзгх этапов; на первом строятся дискретные аналоги ис­
ходных моделей и изучаются их свойства, на втором дискретные урав­
нения решаются численно (элементарный пример приведен в п. 4 § 6 
гл. I).

В дальнейшем основное внимание уделим первому этапу, рассмот­
рев сначала простейшую краевую задачу для уравнения второго по­
рядка на отрезке _

(1)

предполагая здесь и далее, что ее решение (понимаемое в соответ­
ствующем смысле) существует и единственно.

Переход от (1) к дискретной модели разбивается на две стадии. За­
меним непрерывную область О <  .т <  / на дискретную — совокупность 
конечного числа точек N .  Самый простой способ —  равномерное деле­
ние отрезка [О,/] по правилу аг* =  гЪ, к =  1/М, О ^  ^  ]У. Множество 
¿’л =  и {ж =  О, ж =: I}, =  {хг },  I ф 0 ,Н ,  этих точек представ­
ляет собой (равномерную) разностную сетку с шагом /г, точки ж* — 
ее узлы (см. рис. 80, на котором черточками отмечены основные узлы 
сетки, а крестиками —  вспомогательные узлы ж̂ +хд =  (ж +̂1 — Хг)/2 с 
полуцелыми индексами). Все фигурирующие в (1) функции рассматри-



иаются теперь как функции не непрерывного аргумента х, а дискрет- 
110П) аргумента Хг {сеточные функции), например, аналогом решения

¿ =  г - 1  г г + 1  { =  N  -  1 г =  N
I--------------- 1--------------- 1--------------------------1-------и------ 1-------« -------1--------------------------------- 1----------------1--------------- 1---------►  X

о ¿ - 1/2 ¿ + 1/2 I

Рис. 80

и{х) ,  О ^  ж ^  1, служит аппроксимирующее его приближенное реше­
ние у(^Хг), О ^  ^

На второй стадии строятся дискретные аналоги дифференциаль­
ного уравнения (1) и входных данных. Наиболее естественная дискре­
тизация дифференциального оператора —  замена производных соот­
ветствующими конечными разностями. Введем обозначения

и{х +  Ь) — и{х)  и{х)  — и{х — К) _ Щ ,

Первые два выражения из (2) —  дискретная аппроксимация производ- 
1юй ёи/йх, для получения которой достаточно использовать значения 
функции и{х )  лишь в двух точках (двухточечный шаблон). РазлагЕш 
м(ж) в ряд Тейлора, нетрудно убедиться в том, что

^ { х ) = и ^  +  0 {Ь), ^ { х )  =  и-  ̂+  0 {Н), 
ах . ах

<1и {  к 

д,х

Другими словами, ¿и/4х в целых узлг^х сетки ж =  ж, аппроксимируется 
выражениями (2) с первым порядком аппроксимации, а в полуцелых 
точках ж =  ж,:__у2, . ж =  ж̂ у̂̂  (в силу симметрии) —  со вторым. Для 
замены второй производной функции и (третье выражение (2)) требу- 
(!тся, очевидно, трехточечный шаблон х  — к, х, х  +  к, причем

сг í d u \  , ^ , , 2, и{х +  к) -  2и{х) +  и{х -  к) ,

*  ( * )  =

Т. е. аппроксимация имеет второй порядок (упр. 1).
Дискретная аппроксимация входных данных в рассматриваемом 

случае не представляет труда и осуществляется точно: у)* — /(ж*) =
* =  0, . . . , Я ;  уо =  у{0 )=^ии  у!^-=у{1) =  и2.

Объединяя все эти рассуждения, заменим (1) системой ЛГ -  1 раз­
ностных уравнений для нахождения N  -  1 неизвестных значений при- 
Г)Jшжeннoгo решения у, в узлах Хг сетки

У1+1 -  2yi +  yi^l 
Ухх =  ~^P, и л и --------- р --------- =  -срг,

г =  1 , 2, . . . , Л ' - 1 , У о ^ Щ ,  У и = и 2 -



Система (3) с краевыми условиями назкгвается разностной схемой и 
служит дискретным аналогом модели (1). Ее решение находится отно­
сительно просто (см. п. 2).

Проиллюстрируем, используя (1)-(3 ), элементарные понятия, свя­
занные с разностными схемами. Сеточная функция =  г/* — хц, г =  
=  О,. . . ,  т. е. разница между точным и приближенным решениями 
Б узлах сетки х  =  ж*, называется погрешностью. Если =  0(/г“ ), г =  
=  1 , . . .  ,М ;  а  >  О, то разностная схема (3) сходится (с порядком а ), 
и гr¿ -> О, А О для всех г: при измельчении сетки */,; сколь угодно хо­
рошо аппроксимирует точное решение и (х )  в узлах ,х,;. Между узлами 
искомое решение можно при необходимости доопределить с помощью 
обычной интерполяции. В |»тс#л случае построение разностной схемы 
достигает своей цели.

Чтобы установить сходимость схемы (3), рассмотрим сеточную 
функцию

ф 1 = и "  i : = l , . . . , N  - 1 ,

называемую погрешностью аппроксимации дифференциального опе­
ратора разностным, или невязкой (здесь штрихами обозначено диф­
ференцирование по ж,- и"  =  и"{Хг) ) .  Если =  0{ к^ ) ,  г — 1 , . . . ,  N  — 1; 
¡3 >  О, то имеет место аппроксимация; непрерывный оператор прибли­
жается дискретным с порядком Р  (здесь, как уже показано выше, /3 =  
- 2 ) , и ■ ф i ^ 0 ,  /и - О, г =  1 , . . . , к - 1 .  Функция f г - i p i ,  г =  О,. . . ,  Аг, — 
погрешность аппроксимации правой части (в изучаемом примере она 
тождественно равна нулю, как и погрешность аппроксимации краевых 
условий).

Вычтем во внутренних узлах сетки г =  1, . . . ,  ЛГ — 1 уравнение (1) 
из (3) и получим

Уxxi -  и'! =  +  г =  1 , . . . ,  ЛГ -  1 ,

или, учитывая равенства г  =  у.I -  щ,, =  гь" -  Uxxi■, 4>г =  при­
дем к системе разностных уравнений для погрешности ẑ  с нулевыми 
краевыми условиями:

^хх = Ф ,  г =  - 1 ,  ^(0) =  =  О, (4)

правая часть которой —  погрешность аппроксимации ф.
Данное свойство позволяет установить основную связь между уже 

введенными понятиями сходимости и аппроксимации схемы (3) и по­
нятием ее устойчивости. Последнее подразумевает, что для любых 
допустимых входных данных щ , И2 выполняется неравенство

||г/|| =тах|у,:1 г =  0,...,ЛГ, (5)
I i

где С > О — постоянная, не зависящая от г и от /I (в данном случае 
устойчивость по правой части).

Схема (4) —  частный случай (3). Поэтому в случае выполнения 
(5) (см. упр. 2) для нее немедленно имеем

|2:|^С'|^’|, или г.; =  О ( Л ^ ) О ,  /г->■ о, 1 —



т. е. из свойств аппроксимации (ф =  0 {h^ ) )  и устойчивости (5) раз­
ностной схемы (3) следует ее сходимость (с тем же порядком, что и 
порядок аппроксимации, а =  /? =  2).

Поясним с ПОМОПЦ.Ю качественных рассуждений, что установлен­
ная связь распространяется на, вообще говоря, любые классы разност­
ных схем. Пусть некоторая общая (абстрактная) задача

L u  =  - f ( x ) ,  x e G ,  х  =  { x i , . . . , x „ } ,
(6)

u =  fi {x) ,  Х & Г ,  G  =  G u r ,

в которой L  —  линейный дифференциальный оператор, действующий 
в открытой области x ^ G  (Г  —  граница замыкания G =  G U Г области 
(?), f  W fj, —  заданные функции ж € Е" (правая часть и значение ис­
комого решения на границе), аппроксимируется некоторой разностной 
схемой

LhVh = -¡Ph, X е Wft,

(7)
УнЫ)  =  Mft) X е 7/1, W/1 =  и 7ft,

где cDh, Wft, 7 ft —■ разностные аналоги для G, G,  Г, через Lh обозначен 
соответствующий разностный оператор, а сеточные функции у^, ¡Ph, 
fih —  аналоги точного решения и и входных данных /, /х.

Введем, как и выше, погрешность Zh Ун ~  Uh, невязку фь =  
=  {Lu)h  — iftUft и, считая аппроксимацию правой части и краевых 
условий точной, получим с учетом (6)

LhZh = Ф н ,  Wft; Z h = Q ,  х €  7 ft. (8)

Аналогично случаю схемы (3) правая часть разностной задачи для 
г представляет собой погрешность аппроксимации ф. Если схема (7) 
устойчива, т. е. ||«/ii||(i) <  C\\iph,\\{2) (где символами ||-|j(i) и ||'||(2) обо­
значены некоторые, вообще говоря, разные нормы сеточных функций 
Vh и (pft), то из (8) следует

Pftll(l) ^  C'|| f̂t||(2).

Отсюда видно, что аппроксимация (Ц^^Ц О, |/i| 0) и устой­
чивость схемы (7) обеспечивают ее сходимость (Ц̂ г̂ Ц О, |/i| 0). 
Такие же утверждения справедливы по отношению и к другим зада­
чам для дифференциальных уравнений, аппроксимируемых разност­
ными схемами, в том числе и к нелинейным (при этом определение 
устойчивости соответствующим образом модифицируется).

Таким образом, к дискретным моделям предъявляются по мень- 
Н10Й мере два требования —  аппроксимация исходной модели и устой­
чивость. Тогда при достаточно точном численном решении разност­
ных уравнений (как правило, они представляют собой системы линей­
ных и нелинейных алгебраических уравнений порядка N ,  где N  —  
•iMCjro узлов сетки) и достаточно малых шагах получается достаточ­
но точное приближенное решение. Подчеркнем; число узлов не может 
f)].iTb слишком большим (аее шаги слишком маленькими), так как чис­



ленное решение необходимо найти за приемлимое число Операций, т. е. 
используя реальные сетки. Рассмотрим некоторые типичные методы 
построения дискретных моделей.

2. Непосредственная формальная аппроксимация. Этот, 
исторически первый и, как следует из названия, легко интерпрети­
руемый метод прост, ясен и часто дает дискретные модели хорошего 
качества. Покажем это, построив разностную аппроксимацию первой 
краевой задачи на отрезке [О, /] для уравнения теплопроводности

дЬ дх  \ дх
0 < х < 1 ,  0 < t í ■ ^ T ,

п (0 ,1) =  ^(0,1) =- M2(í), О ^   ̂<  Г,

«,(ж,0) щ ( х ) ,  О ^  X ^  I.

(9)

Ее решение и(х,  предполагается существуюш!им и ищется в области
О <  X <  I при всех О <   ̂^  Т  (рис. 81).
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Выберем простейшую дискретизацию расчетной области, разбив 
ее равномерно ЛГ — 1 вертикальными и М  горизонтальными линиями. 
Точки их пересечения между собой и с отрезками [О,/], [О, Г ], [1,Т] да­
дут узлы сетки CJhт■ Такая сетка называется равномерной с шагом по 
пространству к =  1/М, ж* =  гЬ, О ^  г <  ЛГ, и по времени т — Т / М ,  
V  =  зт, М ; совокупность узлов с одинаковым индексом j  —  вре­
менным слоем (рис. 81). В граничных (принадлежащих отрезкам [О, /!], 
[0,Т], [¿,Т]) узлах функция и{х,1) известна из краевых условий (9),
и аппроксимация очевидна: у'1 =  и г { Р ) ,  =  П2( Р ) ,  j  — 0 ,1 , . . . ,  М ;  
уЧ =  l ío{xi ) , О ^  <  ЛГ.



Приближенное решение у- необходимо найти на множестве внут- 
рсшшх узлов иьт сетки Проведем естественную ап­
проксимацию дифференциального оператора разностным, записывЕш 
1юследний одинаково в любой точке ( х1, Р )  сетки Производную
по времени заменим первой разностью: ди/д1 «  Учи­
тывая, что в ней фигурируют значения разностного решения с двух 
временных слоев, вторую производную по х  заменим суммой выраже- 
тгай (полученных в п. 1 ), взятых на (  ̂ +  1 )-м и ] -ш слоях: д ‘̂и/дх'^

где О ^  сг ^  1. В итоге вместо (9) придем к схеме
с весами

-  у 1  ̂У Щ  -  +  2 / 1 - у 1+1 -  ‘̂ у 1 +  у1-1_ _ _  ----------- --------------- ----------------------------------^

у^о=их (0 ,Р ) ,  У% =  и2{1,р), 3 =  0 , 1 , . . . , М ;

у  ̂ =  ио(хг),  о г N,

представляющей собой систему {М -  1) М  линейных алгебраических
уравнений для нахождения стольких же значений функции у^. Каждое 
из уравнений ( 10) записано при сг ф 0 ,1 на шеститочечном шаблоне с 
использованием узлов с индексами (г — 1 ,̂ ' +  1 ), (г,^ +  1 ), (г +  1 ,̂ ' +  1 ), 
(* -  1, '̂), (г,^), ( i  +  l , j ) ■  Погрешность ее аппроксимации в общем слу­
чае есть величина 0(т -Ь Л,̂ ), т. е. первого порядка по времени и второго 
по пространству. Для симметричной схемы с сг =  1/2 порядок аппрок­
симации по времени увеличивается до О(г^) (упр. 3).

При сг =  0 ,1 из (10) получаются более простые чисто явная (а =  О, 
четырехточечный шаблон (г,,у +  1), (г — 1 ,^'), (г,^), (¿ 4- 1 ,^)) и чис­
то неявная [а =  1 , четырехточечный шаблон (г — l , j  +  1), (г,^ -f 1 ), 
(¿ +  1.^Ч-1), (¿,.?)) схемы.

При <т =  О каждое из уравнений схемы (10) содержит лишь одну
неизвестную величину Поэтому ее решение легко находится по 
явным формулам при переходе от '̂-го к +  1 )-му слою с использова­
нием известных значений решения на границе (на слое j  =  О решение 
известно из начальных данных).

В случае неявной схемы (и всех схем с сг ф 0) разностные уравне­

ния содержат три неизвестных величины: 2/1+1 > на каждом 
временном слое получается задача типа (3). Подобные задачи для трех­
точечных уравнений вида

ЛгУг-Х -  СгУг + В^Уг+х =  ~ Ри  г =  1, . . . , Я  -  1,
(11)

2/0 =  Х1У1 + Ум =  Х2УЫ-1 +  М2,

где Аг Ф О, В г ф О ,  I =  1,. . . , Н  ~  1, при условиях \Сг\ ^  \Аг\ +  |Вг|,
* =  1, .. . ,  ЛГ — 1; |хс1 ^  1, а =  1,2; |г«1| | х 2| <  2 (для (3) и (10) эти



условия выполнены) относительно легко решаются методом прогонки. 
У  решения (И ) предполагается наличие рекуррентной зависимости 
вида

Уг =  ОЦ+1Уг+1 +  0г+1, (12)

подстановка которой в ( 1 1 ) дает для коэффициентов «¿+1 и ^¿+1 рекур­
рентные соотношения

В,-
аг+1 = Сг -  агАг ’ А + 1  -

A ф i  -Ь Рг 
Сг -  ’

Из них с помощью краевого условия при г =  О находятся «¿+ 1 , 
;(Зг+1 во всех узлах сетки (прямая прогонка). Далее, с помощью усло­
вия в точке { =  N  при извей;тш>1х «¿+1 , /?*+! по формуле (12) вычис­
ляются значения У м - 1, ■■■, У1, Уо (обратная прогонка). Заметим: 
простота решения алгебраической системы ( 10) обусловлена простой 
(трехдиагональной) структурой ее матрицы.

Несколько более сложными, чем в п. 1, рассуждениями устана­
вливается устойчивость схемы ( 10), причем существует качественная 
разница междз  ̂случаями и =  О и сг =  1. Чисто неявная схема устойчива 
при любом соотношении между шагами /гиг  {безусловная устойчи­
вость), в то время как для чисто явной схемы необходимо выполне­
ние неравенства г  <  СЬ^, С  >  О —  некоторая постоянная {условная 
устойчивость). Данное требование (типичное для явных разностных 
схем, порождаемых параболическими уравнениями) может наклады­
вать слишком жесткие ограничения на шаг по времени. Поэтому, не­
смотря на свою простоту, явные схемы для решения этих задач прак­
тически не ис1юльзуются.

Аналогичным образом строятся разностные схемы типа (10) для 
отличных от (9) краевых задач и более общих параболических урав­
нений. Например, для уравнения нелинейной теплопроводности

ди _  д  

дt  дх
( и   ̂к{и)
V дх

одна из очевидных аппроксимаций первой краевой задачи выглядит 
следующим образом:

у ^ ^ - у {  1
г  к

уШ .^+1 .̂ ■+1
- у Ц 1

к к

{Хг,у^) е ШНт,

у^о=и1{0,Р) ,  у̂  ̂ =  П2{1,Р), j  =  0,1,.  . . , М ;  

г/9 =  щ{Хг), 0 ^ г ^ N ,

где И —  некоторые приближения коэффициента теплопро­

водности в полуцелых узлах г 1/2, г -  1/2, взятые для простоты на



,у-м слое. Данная неявная устойчивая схема легко решается, как и (10), 
методом прогонки. Если же коэффициент теплопроводности аппрокси­
мируется на { ]  -Ь 1 )-м слое, то она становится нелинейной и решается с 
помощью соответствующих методов последовательных приближений 
{итерационных процедур).

Итак, на основе прямой аппроксимации в ряде случаев просто по­
лучаются дискретные модели, обладающие нужными качествами. В 
то же время его формальное применение может привести также и 
к построению дискретных аналогов исходных моделей, не имеющих 
ничего общего со своими прообразами. Возьмем весьма естественную 
аппроксимацию уравнения (9) —  разностное уравнение

у{'^^ -  уГ ^  ..У щ  -  ^у{ +  у и
2т Ь? ’  ̂ ^

записанное на пятиточечном шаблоне {1, ]  +  1) , (¿-1- 1 ,^), (г,^‘), 
(* -  1,7), {ЬЗ ~  1 )-

Вместе с соответствующими краевыми условиями оно образует 
трехслойную схему (в отличие от двухслойной схемы (10)), имеющую 
погрешность аппроксимации 0 {т̂  +к'^)  и легко решаемую по явным 
формулам. Однако данная схема непригодна, так как неустойчива при 
любых кжт {абсолютно неустойчива). Ее решение при ограниченных 
.краевых условиях может становиться сколь угодно большим, когда
7 > 00 (í -> О'О), что противоречит принципу максимума для уравне­
ния (9).

Поясним это, представляя решение уравнения (13) с нулевыми 
граничными условиями как сумму частных решений (гармоник), каж­
дая из которых имеет вид {х, t)  — Т(д.){t) Х^' ‘\ х ) ,  к =  1, 2, . . .  — 1 

(разделение переменных). Тогда, подставляя У(к){х, Ь) в (13) и разделяя 
переменные, для любой гармоники имеем

где Лл; =: 4/(/г2) • вт{тгкН/2) >  О —  параметр разделения, или собствен­
ное значение для гармоники с номером к (упр. 4).

Временная часть решения У{k){x,t) , как следует из (14), подчиня- 
(!тся уравнению

' (̂к) ~  ' {̂к) ~  ~  >  О,

имеющему частное решение вида (из данной связи сле­

дует Пр** этом дк должна удовлетворять уравнению

ч1 +  (^кдк — 1 =  о с действительными корнями, один из которых по 
модулю больше единицы при любых ак- В силу этого при достаточ­
но больших j  в общем решении уравнения (13) могут присутствовать 
<'к()ль угодно большие по абсолютной величине гармоники.



Подобными примерами не исчерпываются недостатки непосредст­
венной формальной аппроксимации. В более сложных ситуациях для 
порождаемых ею дискретных моделей могут не выполняться даже фун­
даментальные свойства, присущие исходным объектам.

Проиллюстрируем это, рассмотрев следующую задачу для ста­
ционарного уравнения теплопроводности:

с1и\
к{х)  —  = 0 , О <  ж <  1, к(х )  ^  Сг >  О,

(15)дх  ̂ дх / 

и(0) =  1 , м(1 ) =  0.
* *

Модель (15) —  одна из простейших в теории теплопередачи за тем 
исключением, что коэффициент теплопроводности к(х)  может быть 
разрывной функцией (теплопроводяшдй материал состоит из разных 
веществ).

Раскроем дифференциальный оператор (15):

д. (  д,и\ (Ри ¿к ди

и используем для полученного выражения совершенно естественные, 
на первый взгляд, замены (сетка равномерная)

( Ри  дк кг-̂ -1 — д,и UiJ l̂ —
’ дх ~  2к ’ дх 2к

С учетом граничных условий (15) придем к разностной схеме

, Уг+1 -  2уг -Ь Уг~~1 , Ь +1 -  к  ̂ Уг+г ~  У г-1  _  ^

+ 2/1 ■ 2Н 

0 < 1 <  Ы, 2/0 =  1, У1̂ ~  О,

(16)

имеющей порядок аппроксимации 0 (/г )̂.
Пусть к{х)  —  разрывная кусочно-постоянная функция:

(кх, 0 < . т < ^ ,
к{х)  ^  \ (17)

[А;2, ^ < х < 1,

где ^ —  иррациональное число, ^ -I- 9Ъ, х„  =  пН, О < 9  < 1 ,  кх -ф
Ф к2-

При такой функции к(х )  решение (15), очевидно, линейным обра­
зом зависит от X ,  причем наклон функции и (х )  раз.пичен в областях 
с разными значениями коэффициента теплопроводности. Единствен­
ное решение определяется из условий сопряжения в точке ж =  т. е. 
из условия непрерывности температуры « “ (^) =  и'^(?) и потока тепла 
\ ¥ ~ (0  =  W + { 0  { W ( x )  =  - к { х ) д и / ( 1х):

( 1 - а о х ,  О ^ ж ^ ^ ,  ао =  ( х + ( 1 - x ) 0 ~■̂
и{х )  =  (18)

[ 1 3 о { 1 - х ) ,  С ^  ж <  1, Ро =  >сао, я = к х 1к2.



Нетрудно найти решение разностной задачи (16) в случае (17), 
пользуясь тем, что уравнение (16) имеет вид — 2уг +  Уi+l =  О при 
/ ф п, I ф п +  1 ш, следовательно,

{ 1 -  аХг, 0 - ^ Х  ^ Х п ,
(19)

/3(1-ж*) ,  ж„+1 ^ ж < 1 .

Коэффициенты а, /3 получаются из уравнений (16) в точках г =  п, 
г =  п +  1 (хп =  ^ -  9К, Хп+1 =  С 4- (1 -  0) Л):

1а =

3 4 -х  , 5х - 1  „ 
ц =  —— , Л =  -— —- , /3 =  ца.

Ь — я  Зх 4-1

Из этих формул видно, что а 0.0 =  {¡1 +  {1 -  /i) С)“ )̂ /3 ->• До =  
=  /«ао при Д -у 0. Поэтому при Ь , О  функция у{х, к) —  решение (9), 
доопределенное между узлами сетки с помощью линейной интерполя­
ции, —  имеет предел

(1  -  &ох, о ^  ж ^  
й{х)  =  Цщ у(х, ^) =  < _ (20)

и ( 1 -ж) ,  ^ < ж < 1 . ■

Функции (20) и (19) совпадают лишь в случае х  =  1 {кх =  к2). 
Следовательно, решение разностной задачи стремится при Л -> О не к 
решению задачи (13), а к совсем другой функции: разностная схема
(16) расходится.

Причина ее расходимости устанавливается из анализа решения
(20) в точке X  =  :̂ температура в ней непрерывна (и~{С) — «+ (^ )),
а. поток тепла претерпевает разрыв (ТУ“ (С) ф W^{0^, упр. 5). Схема
(16) нарушает закон сохранения (баланс) тепла в веществе, т. е. фунда- 
м(штсшьный закон, на основе которого получаются все модели процесса 
■г'сплопередачи. Подобные дискретные модели называются неконсерва- 
тивпыми и, как правило, не могут использоваться для исследования 
исходных моделей.

3. Интегро-интерполяционный метод. Из приведенных при­
меров ясно, что переход к дискретным моделям нельзя осуществлять 
чисто формально. Он должен оставлять в силе по возможности наи- 
()ольшее число основных свойств, которыми обладают модели исход­
ных объектов.

Применительно к уравнению (15) это означает, что для отве­
чающей ему разностной схемы необходимо выполнение дискретного 
/талога закона сохранения энергии. Широко используемый подход 
и построению таких схем основан на записи этого закона в интег­
ральной форме для ячеек ж»-! ^  ж <  ж#, Хг =  гЬ, г =  1 , . . . , ]У’, раз- 
шн-гпой сетки с последующей заменой получающихся интегралов и 
проичиодпых приближенными разностными выражениями {интегро- 
антсрполпционный метод) .



Для стационарного процесса теплопроводности без поглощения и 
выделения энергии уравнение баланса тепла на отрезке <  а; <
< (выбраны полуцелые индексы) означает равенство потоков на
его границах;

г =  1 , . . . ,  ЛГ -  1 . (2 1 )

Проинтегрируем равенство Ж (ж) =  —к{х)  <1и/йх на отрезке Жг_1 ^  
^  ж ^  ж*: ■

Ш{х)
Mi-1 -  Щ / к(х)

dx,

и, предполагая W ( x )  — =  const при Жг- i  ^  ж ^  ж* (простейшая
интерполяция), получим

Wi_i -  щ W Wi ?
J к{х)'

откуда приближенное значение для дается формулой

Н - \

h

1 Г dx

h J к(х)
\ ®г-1 ’ /

Подставив ее в (21), придем к консервативной (ср. с (16)) раз­
ностной схеме

1 / У1+ 1 - У г  У г - У ^ - 1'
Щ+1 -----г--------

h \ h
=  0, 1 ^ Л Г -  1 ,

ai =
1 i dx

-1. г 0 П 
f ds

-I

h J J k{xi + sh) 
“ 1

(22)

для которой закон сохранения энергии выполнен как для каждой ячей­
ка, т£ж и для всего отрезка [0,1] (упр. 6). Таким же образом строятся 
консервативные дискретные модели для более сложных, в том числе 
нелинейных и нестационарных процессов теплопередачи.

Применимость интегро-интерполяционного и подобных ему мето­
дов распространяется на широкие классы моделей. Он важен, в част­
ности, для задач газовой динамики, решения которых (см. п. 2 § 1 ) 
могут бы:ть разрывными. Построим консервативные разностные ап­
проксимации для уравнений одномерного течения газа, записанных в 
массовых координатах (п. 5 § 4 гл. П) в дивергентном виде:

дт) ди д'и _  др д  / , ь'^\ д  

д 1dt дт, ’ д т  ’
(pv),

0 < ^ ^ Т ,  0 < т <  Мо.
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.’■}десь I  —  время, та —  массовая координата; г } =  1/р —  удельный объем 
(/) - плотность), V —  скорость, р  —  давление и е =  е(??,р) —  внутрен­
няя энергия газа.

Введем сетку с равномерными шагами по времени и пространству:

-  { г п г  =  г к ,  г =  0 , 1 , . . . ,  ЛГ; Л  =  М о / Л / '},

Шг =  {Р  =3т,  ̂ г =  Г/М}, Шит =

Ради простоты для сеточных аналогов газодинамических величин со­
храним те же обозначения, относя функцию V к целым точкам сетки 
( т  =  тПг), ар ,  Г], е —  к полуцелым (та =  та̂ +гу̂ )-

Проинтегрируем второе уравнение (23) в прямоугольнике 1/2 <

j  - у ^ ) ( 1т +  !  (p¿+l/, -  р^_1/,) (И =  0,

а остальные —  в прямоугольнике ^  пц+1, Р  ^

ГО{+1 45+1

У  (г?'̂ +̂  -  т?'̂ ') ёт -  !  («¿+1 -  Ьг) (И --  О,

т ; а

т ;+ 1  _ . . .  4^+1
/■ Г / ,у2 \ .? + ! / ^̂ 2̂ 4^1 г/ “ И" ' "  у) { (P 'V ) i+ l - ( I>v ) г ]d t  =  0 .

т;

Временные интегралы, входящие в эти тождества, заменим выра­
жениями

4^+1 4 '̂+1 V+^^

j  р М к  V , J  V (ÍÍ «  У  (р«)г ¿г* =

ГД(! /(< «̂) =  сго,Я+^ -ь (1 -- о - « )я ,  (Т„ веса (а  =  1,2,3,4), р^  ̂ -
0,5 (рг_1/2 Н-Рг+уг)- Пространственные интегралы заменим по оче- 

иидному правилу, например,

гщ+г

j  ьйтР^ЬгН,  J 7? (¿та «

т*



В итоге придем к четырехпараметрическому семейству разност­
ных схем

г  \ Л-

~ _  ^ «.+1 (24)

т к ’

где £¿+1/2 =  £¿+1/2 +  (и? +  ?^+1!/2 —  полная энергия ¿-й ячейки газа. 
Они представляют собой консервативные дискретные аналоги уравне­
ний (23) при любых Оа, а =  1, . . . ,  4. Для них имеют место разностные 
аналоги законов сохранения массы, импульса ж полной энергии в любой 
ячейке сетки (интегрированием уравнений (24) по сетке о)ьт нетруд­
но установить справедливость законов сохранения в дискретной форме 
для всей массы газа О ^  т  ^  Мо) .

При (Т1 =  О, (72 =  (Тз =  СГ4 =  1 система (24) может быть решена по
?4-1 ?Ч-1явным формулам: сначала находятся у- , затем ^ третьего

уравнения (24) и уравнения состояния рг1 — (-у — 1)е  (в случае идеаль­
ного газа) методом прогонки определяются с использованием краевых 
условий при г =  О, i — N  значения для всех г =  0,1, , . . ,  Неяв­
ные схемы (24) решаются с помощью итерационных методов.

В отличие от уравнений параболического типа, явные схемы для 
гиперболических уравнений устойчивы не при условии т а. при
выполнении гораздо более мягкого неравенства г  ^  СЪ, и поэтому час­
то применяются на практике. Заметим также, что при практических 
вычислениях в газодинамические разностные схемы' вводится искус­
ственная «вязкость» ,  сглаживающая сильные разрывы. Это заметно 
облегчает проведение расчетов, так как отпадает необходимость в спе­
циальном выделении областей разрывов {однородные схемы).

4. Принцип полной консервативности. Более существенное 
отличие дискретных моделей газовой динамики от моделей теплопере­
дачи заключается в разнообразии способов математического представ­
ления законов сохранения для газа. В частности, третье уравнение (23) 
может быть записано не для полной энергии Е  =  г 4- и^/2, а для внут­
ренней энергии е, причем по меньшей мере в двух видах:

де ду де дт) .

Для исходной модели эти и другие формы записи эквивалентны и 
переходят одна в другую при соответствующих преобразованиях урав­
нений. В случае дискретных моделей данное свойство отнюдь не га­
рантируется. Например, из третьего уравнения консервативной схемы
(24), вообще говоря, не следуют дискретные аналоги уравнений (25).
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Верно и обратное: для схемы, аш1роксимирующей уравнения внут­
ренней энергии, не обязательно выполняется закон сохранения полной 
энер1’ии. Простым примером служит неконсервативная схема «крест»

^г+У2 ^г+У2 _
, Л+1 _  ,,ГЫ
4+1__ (2(3)

.3+42
¿ + У 2 -  _ „ i+ %  

-  Рг+У2 к

■ 3 +  3 /2

для написания которой используется «шахматная» сетка (см. рис. 82; 
точками и крестиками обозначены узлы применяемого шеститочечно­
го шаблона; функции е, .р, г/ отнесены к полуцелым, а и ^  к целым 
узлам) и легко решаемая в случае рг} =  {у — 1) е  по явным формулам.

Подобная «частичная», неполная консервативность дискретных 
моделей может сделать их непригодными для численного моделиро­

вания (сохранение полной энергии не 
означает, что ее составляющие —  ки­
нетическая и внутренняя энергии, а 
с ними скорость и температура га­
за, —  рассчитываются правильно, и 
т. п.). Поэтому при построении дис­
кретных моделей необходимо отразить 
в них как можно большее число фун­
даментальных свойств исходных объ­
ектов.

Взяв за исходное четырехпара­
метрическое семейство консерватив-

■ 3 + Чг

I -  1/г ¿ + 1/г * + 1
Рис. 82

ных схем (24), полу’шм обладающие сформулированным качеством 
разностные аппроксимации уравнений (23).

Для упрощения дальнейших выкладок введем обозначения

Рг+У2 -  Рг-Ч2 _  - '^i+l -  _
к

=  Рт —  V.'та;

после чего черту над р, т) ш е будем опускать (кроме специальных 
случаев). С той же целью будем вместо третьего уравнения (24) рас­
сматривать аппроксимацию первого уравнения (25) для внутренней 
чпоргии. Кроме того, понадобится формула

f W : = f i - ) + r ф - a ) f t ,  (27)

| Д(> (и и /3 —  любые числа, — а/ +  {1 — а)  /, / =



С учетом сделанных замечаний из (24) получается четырехпара­
метрическое семейство схем

( 2<8)

от которых потребуем полной консервативности, т. е. того, чтобы 
они аппроксимировали также уравнение для полной энергии (третье 
уравнение (23)) и второе уравнение (25).

Из второго уравнения (28), равенства -  т (о 4̂ —
-  сгг) ш +  г  ((74 -  0-2) Vm̂  И третьего уравнения (28) следует

е* =  +  ЗгЕ,

где б гЕ  =  —г  (<74 — (Тг)^^!^- в’аким образом, схема (28) аппроксими­
рует второе уравнение (25) лишь при выполнении равенства сгг — СГ4. 
Если это равенство не выполняется, то возникает дисбаланс 5гЕ  внут­
ренней энергии, вызванный появлением в дискретной среде дополни­
тельных (фиктивных) источников и стоков энергии.

Найдем теперь б^Е —  дисбаланс полной энергии. Умножим первое 
уравнение (28) на =  0,5 (и +  ?)) и получим уравнение

I = -(»«)-А''’.
после чего сложим его с третьим уравнением (28):

„2\
е +  —

Преобразуем правую часть (29) с помощью формулы (27):

-  (р(‘"1) +  г  ((Тз -  ст1) р г )  -I- г  (СТ4 -  0,5) ^ „ 4) +  =

где приняты обозначения

Р (- 1) = Р г -Х  = Р г - 1/2>

52Е  =  Т  ((73 -  < Л )  +

+  т (СТ4 -  0,5) -Ь (аз -  «Т],,) (сг4 -  0,5)ргЬть- 

в  итоге (29) принимает вид
.2

Таким образом, уравнение (29) не аппроксимирует уравнение для 
полной энергии (то же самое относится и к схеме (26); см. упр. 7). Дис­
баланс 6‘2Е,  как и дисбаланс 6-1Е,  имеет искусственное происхождение.



Он отсутствует лишь в случае <тз =  Ст1 , а'4 =  0,5 и, следовательно, <72 =  
=  0,5.

Объединяя эти результаты, придем вместо четырехпараметричес­
кого семейства схем (28), полученных с помощью интегро-интерполя- 
ционного метода, к однопараметрическому семейству

в, = -р (-)4 0 ,5 ) (30)

полностью консервативных {5хЕ =  62Е  — 0) дискретных моде.пей газо­
вой динамики.

Заметим, что третье из уравнених! (30) можно заменить одним из 
уравнений

а вместо последнего взять одно из уравнений

/ „2 \

\ / ( V /(
Схема (30) в общем случае обладает аппроксимацией 0 (г  -I- Ь~), 

а при СГ1 =  0,5 аппроксимация по времени имеет второй порядок. При 
СТ1 =  О схема (30) явная, и ее решение находится по простым формулам.

Из структуры 6\Е и ¿2Е  хорошо видно, что они особенно велики, 
если характеристики газа сильно меняются по пространству и по вре­
мени (разрывные течения, сильная неоднородность среды, режимы с 
обострением и т. п.). В этих ситуациях фиктивные источники энергии 
становятся сравнимыми с реальными величинами, и результаты чис­
ленного моделирования исходного объекта заметно отличаются от его 
действительного поведения. Дисбалансы могут быть уменьшены с по­
мощью уменьшения шага по времени г, что, естественно, приводит к 
соответствующему увеличению числа расчетных операций (уменьше­
ние шага сетки по пространству вообще не сказывается на величине 
бгЕ,  62Е ) .

Принцип полной консервативности, нашедший применение при ре­
шении многих, сложных задач, —  один из надежных подходов к по- 
(7гроению дискретных моделей с необходимыми качествами.

5. П остроение разностных схем с помощ ью вариационных 
принципов. Вариационные принципы, служащие одним из основных 
способов получения математических моделей различных объектов, ши­
роко используются также и для построения соответствующих дискрет-
11 ьтх аналогов. Этому способствуют их универсальность, относитель­
ная простота применения, связь с законами сохранения и свойствами 
симметрии. Самый естественный путь при таком подходе —  дискре- 
тизация исходного объекта (среды), формулировка для полученного 
(|?)'|.екта вариационного принципа и вывод на его основе связей (урав­
нений) для дискретных величин, т. е. завершение конструирования 
11СК0М.0Й дискретной модели.



Построим, следуя этой логике, разностные схемы для уравнений 
(23) одномерной газовой динамики в лагранжевых координатах и срав­
ним их со схемами пп. 3, 4.

Будем рассматривать газ как совокупность соседствующих друг 
с другом материальных «точек» («частиц»), разбив его массу Мо 
для простоты равномерно на N  частей с массой Мо/Н,  -г =
=  0,1, .. . ,  ЛГ — 1 (масса —  аналог шага Ь. в (24), (25)). Другими
словами, как и в п. 3, введем разностную сетку с узлами в точках 
г =  0, 1 , . . .  ,ЛГ и равномерными по массе ячейками. Координаты и ско­
рости частицы (ячейки) охарактеризуем через декартовы координаты 
х*, Жг+1 и скорости соответствующих узлов. Остальные пара­
метры материальных точек —  плотность л+ у з ’ УД^льный объем %+1/а, 
давление внутреннюю энергию £¿+1/3 '—  отнесем к середине ячей­
ки (полуцелый индекс). ^

Применим; для построенной таким образом дискретной среды 
принцип Гамильтона, выбрав «¿(¿), Хг+г{1) в качестве обобщенных 
координат ячеек (величины «¿(¿) =  йхг/Л — ж,, «¿+1 (<) =  (1хг^1/сИ =  
=  ж*+1 играют роль обобщенных скоростей). Кинетическую энергию 
системы определим достаточно очевидным выражением

N -1  N -1  2 , 2

г=0 г=0

рак сумму энергий каждой частицы (возможны и другие выражения)

+  у!+1 
*+"/2 2 2

«Потенциальную» энергию частиц будем соотносить с их внут­
ренней энергией £¿+1/2 =  £¿41/2(2;*, ж,;+1), поскольку ее «высвобождение» 
дает возможность совершить работу, подобно тому как замыкание 
обкладок заряженного конденсатора высвобождает запасенную в нем 
энергию, преобразующуюся в движение зарядов; см. п. 4 § 2 гл. 1П. 
Заметим, что такое определение потенциальной энергии для рассмат­
риваемой системы, как и обоснование потенциальности ее движения, 
требует подробного и громоздкого анализа (в п. 3 § 2 гл. П1 он про­
веден для более простого случая малых колебаний струны). Поэтому 
ограничимся приведенными выше качественными соображениями.

Суммарная потенциальная энергия совокупности ячеек есть

ЛГ-1  N -1

г—О ¿=0

где Х̂ ,+1/2 —  энергия отдельной частицы.
«Лагранжиан» дискретной газовой среды дается выражением

Ь  =  Т - У  =  ' ^  т^+1/, ( -  £,+1/,) , (31)



п (})ункционал действия —  формулой

<1

С]

ч ^*+l)
*0 »=0  ̂ ^

Проварьируем в соответствии со схемой применения принципа Га­
мильтона (п. 3 § 1 гл. III) действие (i)2) по всем кинематически воз­
можным путям, вычислив сначала вариации составляюпдих его членов. 
Так как Vi =  то

f v ^ \  1 5'У? 1

Вариация внутренней энергии дается формулой

^ '+ '/2 -- 9 ^ .

а для вариации действия имеем

}  1
<Ю = у «¿+1/2 X/ ( 2 2

Î0 *=0

dei+i/^ , ^£*+72 , ^ ,,, 
dxi  0ж,:+х ’'^ 7

Проинтегрируем в последнем равенстве члены чц бхг и ¿¿»+1 
по частям, учтем перестановочность операций варьирования и диф- 
ф(;рен:цирования по времени (¿ж* =  fl!((^ж¿)/d!í) и примем во внимание 
условие бхг =  0, г =  О,. . . ,  N  — 1, при  ̂=  ¿о í =  ¿1 - Получим выра­
жение, из которого видно, что в силу независимости вариаций бх^ для 

имеем:, что 6Q  =  О лишь тогда, когда равны нулю коэффициенты 
при любой ёхг, т. е. при выполнении уравнений

¿ ^ 0 . . . 7 У - 1 .
Л  дх{ д х 1 ’ ’ ’ .

В их левых частях загшсано ускорение ячеек газа. Чтобы вы­
яснить смысл правых частей, напомхшм, что для рассматриваемьсх 
■1Д(;сь адиабатических течений справедливы равенства ¿е =  —рйг] и 
1'{р,т1) ~  е{г]) (см. формулы (27), (29) из § 4 гл. II). Отсюда для дис- 
к|)Стной среды получаем =  -Рг+у^ =

е.\{х ¿+1 — x^)|miJ^l|^. Проводя преобразования

^Ь'г+Уа ^ ^е»+У2  ̂ ^^¿+Уа ^  Р»+У2 
д х 1 дхг ’



^  _  Р»-У2 
дзн 9%-1/з 9ж* т * - у 2 ’

придем к окончательному виду полученных из принципа Гамильтона 
уравнений движения газовых «частиц» (на равномерной сетке):

(И (т^+ 1/^+№,¿„1/^/2 

Присоединим к (33) уравнение

=  ¡ =  (34)
<а т »+ у ,

следующее из равенства ~  (^¿+1 — а;^)/т4+ 1у'2 (закон сохране­
ния массы ячейки), а также вытекающее из равенства ¿¿г+уз =  
=  —р̂ +х/з и из (34) уравнение

•̂ »̂+У2 <̂ %+У2 «*+1 -  «г . п дг , /ог\
-  Л+Уг -  Й+У2 . г - о , . . . , л г  1, (Зо)

выражающее закон изменения внутренней энергии.
Вместе с заданным уравнением состояния £¿-1-1/2 =  e{щJ l̂| )̂ система 

(33)-(35) представляет собой полудискретную модель динамики газа, 
отвечающую всем необходимым законам сохранения —  импульса, мас­
сы, энергии (заметим, что закон сохранения полной энергии Е  — Т  +  ¥  
сразу следует из инвариантности лагранжиана (31) по отношению к 
сдвигу времени).

Проводя в (33)-(35) замену производных по времени конечными 
разностями, переходя к безындексным обозначениям: и вводя веса ст1 , 
^2, сгз, 0-4, получим дискретную модель газовой динамики

vt =  щ =  £( -

совпадающую с разностной схемой (28), построенной в п. 3 с помощью 
интегро-интерполяционного метода (при соответствующем выборе ве­
сов она становится полностью консервативной).

Применимость продемонстрированного подхода не ограничивает­
ся рассмотренным выше простейшим случаем: (см., например, упр. 8). 
Вариационные принципы эффективно используются для получения 
дискретных моделей в весьма трудных ситуациях (многомерные про­
цессы, сетки сложной структуры и т. д.).

6 . Использование иерархического подхода к получению  
дискретных моделей. Основная идея данного подхода —  исполь­
зование знания о месте подлежащей дискретизации м:одели в иерархии 
моделей изучаемого объекта. Если иерархия построена по принципу 
«сверху вниз», то, проведя частичную или полную дискретизацию об­
щей модели, затем переходят к дискретной модели более низкого уро:в- 
ня. Естественно, используется способ перехода, принятый для исход­
ных моделей. В результате выполнен:ия подобной процедуры в постро­
енную дискретную модель привносятся дополнительные черты модели



()олсе высокого уровня, и это может повысить адекватность аппрокси­
мирующей модели исходному объекту.

К^онкретизируем эти рассуждения, рассмотрев уравнения, описы- 
иалошие одномерные течения невязкого нетеплопроводного ra:sa (запи­
санную в дивергентном виде одномерную систему (4), (10), (15) из § 4 
1'Л. II)

др , д {рУ )  
dt ^  с)х

 ̂ (3«)

f +  ¿ [ ^ ( £ + ^ 1  =  0.

Здесь Е  =  р (У  ̂ /2 -Ь 3RT/2)  —  сумма кинетической и внутренней энер­
гий единицы объема газа, т. е. его полная энергия, Т  =  p/{pR)  —  тем­
пература, R  — к/т —  газовая постоянная, к —  постоянная Больцмана, 
т  —  масса атома или молекулы газа.

Напомним, что в пп. 4, 5 § 3 гл. I II  уравнения (36) получены из ки­
нетического уравнения Больцмана в результате его «осреднения» при 
условии, что функция распределения /(ж, v, t) локально максвелловская 
(формула (5) § 3 гл. III):

. <”> = ” (¿if) * ^ ^

где V —  скорость хаотического движения частиц газа (при максвеллов­
ском распределении в среде отсутствуют вязкие напряжения и потоки 
тепла).

Дискретные аналоги уравнений (36) можно строить любым из 
описанных в предыдущих пунктах способом. Иерархический подход 
»  данном случае (и для некоторых обобщений (36)) заключается в сле­
дующем:

1) функция распределения / (решение уравнения (2) § 3 гл. III) 
и макрохарактеристики газа рассматриваются как функции .цискрет- 
1ЮГ0 аргумента Р , j  — 0 , 1 , ,  т. е. проводится дискретизация по 
времени исходной модели —  кинетического уравнение Больцмана;

2) величина г =  Р'^^ -  Р  (шаг дискретизации) берется достаточно 
малой, чтобы удовлетворить условию т Z/| (-у) j, где I —  характерна 
длина свободного пробега, | (v)  | —  модуль характерной скорости час- 
'1-иц. Поэтому за время г  число столкновений между частицами неве­
лико и ими можно пренебречь (см. вывод уравнения Больцмана);

3) функция распределения - -  f ( x , v , P ' ^ ^ )  изменяется (см. вы- 
|||)д уравнения Больцмана) в сравнении с функцией =  f { x , v , P )  
лишь за счет изменения частицами их фазового объема, поэтому спра- 
|нуишва простая связь



являющаяся решением уравнения Больцмана в отсутствие столкнове­
ний;

4) связь (38) упрощается путем разложения в ряд Тейлора по 
параметру ут:

с точностью до членов третьего порядка; так как функция распределе­
ния экспоненциально убывает с ростом , то вклад частиц с большими 
скоростями считается малым и соответствующие члены в (39) отбра­
сываются;

5) подобно тому, как это д^шлось в п. 4 § 3 гл. III  при выводе урав­
нений для моментов, соотношения (39) последовательно умножаются 
на функции Ф(г/), соответственно равные 1 , таг), та?;^/2 {сумматор- 
ные инварианты), и интегрируются по всем скоростям и; в результа­
те связь между и преобразуется в связи уже между средним:и 
гидродинамическими параметрами г;лза такими, как плотность, поток 
массы, полная энергия:

р -  J m f d v ,  р У  =  j  ту ¡Ли ,

и другими величинами, взятыми в моменты Р ,  (иными словами, 
получается дискретная по времени гидродинамическая модель среды);

6) после соответствующей дискретизации по пространству стро­
ятся окончательные дискретные (и по времени, и по пространству) 
модели газа, учитывающие некоторые черты исходного кинетическо­
го уравнения [кинетически согласованные разностные схемы)] они, 
вообще говоря, не могут быть получены: аппроксимацией гидродина­
мических моделей (например, уравнений (36)), поскольку для их кон­
струирования используются свойства модели более выссжого иерархи­
ческого уровня.

Наиболее простой вариант описанных выше процедур соответ­
ствует случаю локально максвелловской функции распределения (37) 
и отвечающих ей (для одномерных течений) уравнений (36), полудис- 
кретные аналоги которых выглядят так;

"  - р , д   ̂ т , ^̂ 2

т дх  2 дх^

Ё - Е  д  г
дх  2 дх'^

у 2 (Е  +  2р) +  ^ ( £  +  р)

где для упрощения записи введено обозначение =  д, д^ — д. При их 
выводе интегралы, получающиеся в правой части (39), представлены



(с учетом свойств функции распределения как суммы и произведе­

ния моментов функции е ” * различных порядков. Нечетные моменты 
равны нулю, а четные определяются по формуле

ОО

/ ■ о

После проведения тем или иным способом дискретизации про- 
странственньЕ^с операторов из (40) получаются полностью дискретные 
аналоги уравнений (36), численное решение которых может быть най­
дено по явным формулам (нетрудно построить и неявные варианты 
модели (40), поменяв в (38) местами и f^) .  Стоящие в правой 
части (40) члены первого порядка малости по т предстаэляют собой 
добавки к обычным дискретным моделям для (36), несущие дополни­
тельную информацию о происхождении аппроксимируемой модели.

Не приводя достаточно громоздкий вывод всей системы (40), огра­
ничимся лишь уравнением неразрывности. Представляя (39) в виде

р + ^ - р  д р  т
------------ +  „ I  —  V =  т ~  V“ ,

т дх  2 дх^

умножая это выражение на Ф(и) =  1 и интегрируя его по V,  получим 

р]+1 _  г д р  , т  Г д ^ р

ИЛИ, вынося знак дифференцирования за интеграл (см. формулы (10) 
§ 3 гл. Ш ),

р}+1 — pj д  I' , г  д'^

Преобразуем интегралы в последнем равенстве в соответствии с опре­
делениями (см. п. 4 § 3 гл. П1) функций V  ж рш приходим: к уравнению

т. е. к первому из уравнений (36).
Описанный выше подход обобпдается на многомерные аналоги 

уравнений (36) и на более сложные модели течений газа, например 
на уравнения Навье— Стокса (см. п. 5 § 3 гл. П1). В последне:м случае 
вместо максвелловской функции распределения / =  используется, 
(!стествен;но, следующее приближение —  функция / =  -Ь отве- 
чаюпдая среде с ненупевы:ми вязкими напряжениями и потоками тепла 
(см. п. 4 § 3 гл. Ш ).

Поясним: граничные условия для моделей типа (40) не могут быть 
113ЯТЫ в точности такими же, как в случае уравнений Эйлера (или 
Игшье— Стокса) ухсе хотя бы потому, что при автоматическом их пере­
носе дискретная модель стала бы неконсервативной. Поэтому не только



уравнения модели (40), но также и краевые условия для них должны 
быть согласованы с краевыми условиями для занимающего более вы­
сокий иерархический уровень кинетического уравнения.

Кинетически согласованные разностные схемы в сипу своего по­
строения обладают рядом свойств, делающих их весьма эффективны­
ми для численного моделирования многих достаточно сложных тече­
ний газа.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Разлагая функцию и{х) в ряд Тейлора в окрестности точки х и удерживая 
достаточное число членов, проверьте, что разностная производная ицх приближает 
производную со вторым порядком.

2. Пусть в задаче (3) с уо —.УN%'= О узел «о ф О, N  таков, что ¡»/¡о! =  “ ах|г/г|, 
О ^  г ^  ЛГ. Записывая уравнение ̂ 3) в точке *о, покажите справедливость неравен­
ства |г/го| ^  И, тем самым, неравенства (5), где С — 1/2.

3. Разлагая функцию и{х,1) в окрестности: точки х — I — +  ¿■̂ )/2 в 
ряд Тейлора, убедитесь, что при сг =  1/2 погрешность аппроксимации схемы (10) 
равна 0(т^ -Н /г̂ ).

4. Проверьте прямой подстановкой, что задача на собственные значения Хгх -I- 
+  АХ =  0, О <  а: <  1; Х (0 ) =  -^(1), ^ (х )  ^  О, имеет нетривиальные решения —  
собственные функции вида =  \Z2smwkx.
I 5. Проверьте, что для решения (20) разность между (^) и И''+(^) равна д =  
=  —ао (м — х ) /;2 и что д ±оо при х  ± 0, т. е. мощность фиктивного источника 
тепла может быть сколь угодно большой.

6 . Суммируя уравнение (22) по г =  1, . . . ,  — 1, получите разностный за­
кон сохранения тепла во всей сеточной области ~  ' ^ N - 1/2 — “  
= -а,г (уг -  У{-1)/Н.

7. Введите обозначения — Р, ^ и т. д. Запишите 

схему «крест» (26) в виде

УЬ = —Рт, Ш = Ут, £1 ~  —рЪт-

Умножая щ =  —рт на и повторяя рассуждения, использованные при выводе
(30), представьте третье уравнение (26) в виде

где дисбаланс полной энергии 6Е =  -I- 0,5трг;т* -Ь 0,Ьт' р̂1Ут.1, в отличие
от случая схемы (24), неустраним.

8 . Проверьте, повторяя в случае неравномерной по массе разностной сетки 
построения п. 5, что уравнения (34), (35) модели (33)-(35) остаются без изменений, 
а уравнение (33) хотя и несколько видоизменяется, но сохраняет свой физический 
смысл (получите его).

Библиография к главе V: [2, 6, 8, 12,15,17, 18, 2 1 , 22, 24, 26, 29-31, 
33, 34, 46, 51, 59, 61-65, 67, 68, 70, 71, 74, 75, 80, 87-89].



Г Л А В А  V I

М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Е  М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  
С Л О Ж Н Ы Х  О Б Ъ Е К Т О В

§ 1. Задачи технологии и экологии

Покажем необходимость широкого применения вычислительного 
эксперимента для анализа и прогноза крупных технологических и эко­
логических проектов. Приведем конкретные примеры, иллюстрирую­
щие тесную взаимосвязь проблем технологии и экологии, неизбежность 
использования математического моделирования для их решения.

1 . Физически «б езоп асн ы й » ядерный реактор. Ядерная 
энергетика служит одной из основ индустрии многих развитых стран, 
занимая в ряде из них первое, в сравнении с другими видами энерге­
тики, место по выработке электроэнергии. Проблемы ее безопаснос­
ти сложны и разнообразны: захоронение отходов и уменьшение по­
требности в добыче урана, эффективное использование обедненного 
и освобождающегося при ядерном разоружении урана и, конечно же, 
предотвращение тяжелых аварий на реакторах.

В реакторах любого типа определяюшз1ми физическими процесса­
ми являются нейтронно-ядерные реакции, приводящие к выделению 
энергии в его активной зоне, и отвод от этой зоны тепла, исполь­
зуемого затем для получения электроэнергии. Работающий реактор 
поддерживается в критическом состоянии, когда число выделяющих­
ся нейтронов таково, что вырабатываемая мощность практически не 
зависит от времени. В подкритическом режиме нейтронов появляется 
меньше, чем теряется, и реакция деления быстро затухает. В надкри­
тическом состоянии, наоборот, нейтронный выход слишком велик, и 
это может привести к разогреву и «взрыву» активной зоны.

В обычных реакторах критическое состояние физически неустой­
чиво, оно поддерживается искусственно с помощью очень сложной 
системы управления. Без такой системы происходит выход либо на 
подкритический, либо на надкритический режимы. Реактор делает­
ся с запасом реактивности (надкритичность), который компенсирует­
ся введением в активную зону специальных стержней, поглощающих 
«лишние» нейтроны. Если же по мере вьп'орания топлива реактив­
ность уменьшается, то управляющие стержни частично выводятся из 
системы и нейтронный поток вырастает до величины, необходимой для 
плановой работы реактора.



Характерное время отклонения от критического состояния опре­
деляется в основном периодом запаздывающих нейтронов, т. е. нейтро­
нов, выделяюядахся из осколков деления лишь некоторое время спустя 
после реакции распада. Этот период менее одной минуты, что предъ­
являет весьма жесткие требования к системе управления. Именно за 
это короткое время она должна «принять» и реализовать соответству­
ющее решение при возникновении непредвиденных ситуаций.

Главная идея физически безопасного реактора —  компоненты топ­
лива должны быть подобраны так, чтобы, во-первых, его характерное 
время было заметно больше минуты и, во-вторых, чтобы в режиме его 
работы появились элементы саморегулирования.

Этого можно достичь, если | реакторе среди прочих реакций будет 
достаточно заметной следующая цепочка превращений:

238и +  п "3®Кр ^

где через ^^^Pu обозначены соответствующие изо­
топы урана, нептуния и плутония, символом п нейтрон, символ 

‘ означает бета-распад (испускание электрона ядром). В этом случае 
образующийся в результате плутоний является основным и исполь­
зуемым сразу топливом. Характерное время такой реакции — время 
двух бета-распадов, равное приблизительно 2,5 суткам, т. е. оно почти 
на четыре порядка больше, чем для запаздывающих нейтронов.

Эффект саморегуляции связан с тем, что увеличение (по каким-то 
причинам) потока нейтронов приведет к быстрому выгоранию плуто­
ния, уменьшению его концентрации и соответственно потока нейтро­
нов (образование же новых ядер будет идти в прежнем темпе 
примерно в течение 2,5 суток). Если же, наоборот, поток нейтронов 
в результате внешнего вмешательства резко уменьшится, то умень­
шится скорость выгорания и увеличится темп наработки плутония 
с последующим увеличением числа выделяющихся в реакторе нейт­
ронов через приблизительно такое же (равное нескольким суткам) 
время.

Описанные превращения протекают и в традиционных реакторах, 
однако в них они являются второстепенными для энерговыделения, по­
скольку используются в основном для накопления плутония. Ответ на 
вопрос, существует ли такая смесь 11 и Ри, при которой данная реакция 
становится доминирующей, может быть получен только с помощью 
математического моделирования этой сложнейшей системы.

Достаточно полная математическая модель активной зоны реакто­
ра должна включать в себя модели нестационарных пространственно 
трехмерных процессов переноса нейтронов в сильно неоднородной сре­
де, выгорания топлив и реакторной кинетики, а также модель отвода 
тепла.

Однако для проверки осуществимости выдвинутой физической 
идеи, причем с хорошей количественной точностью, можно ограни­
читься более простой моделью. Первое упрощение —  раздельный ана­
лиз нейтронно-ядерных процессов и процесса теплоотвода (оно оправ­
дано при больших временах регулирования). Собственно нейтронные



процессы вполне допустимо изучать не в трехмерной, а в одномерной 
геометрии рассматривая их к тому же в, диффузионном и одногруппо­
вом приближении (последнее означает, что соответствующим образом 
осредняются спектральные характеристики нейтронов).

Получающиеся при этих упрощениях уравнения переноса нейтро­
нов по своему типу в некотором смысле близки к уравнениям теплопе­
редачи (§ 2 гл. П). Они решаются совместно с уравнениями реакторной 
кинетики для шести групп предшественников запаздывающих нейтро­
нов (уравнения типа радиоактивного распада, но с учетом «источни­
ков» нейтронов) и уравнениями выгорания для почти двадцати типов 
изотопов и, Ри, Np и других элементов. Разделение этих трех моде­
лей невозможно, поскольку большинство искомых величии фигурирует 
во всех уравнениях. Метод решения —  полудискретная (пространст­
венная) аппроксимация исходной модели с последующим численным 
интегрированием по времени получающейся сложной системы обык­
новенных дифференциальных уравнений высокой размерности.

Типичный вычислительный эксперимент состоит в задании на­
чальной критической сборки (т. е. смеси веществ и геометрии актив­
ной зоны таких, чтобы получившийся реактор был критическим) и 
изучении эволюции со временем основных характеристик реактора. 
Заметим: начальная сборка находится с помощью специального пред­
варительного вычислительного эксперимента.

Один из вариантов сборки в цилиндрической геометрии следую­
щий:

Зона 1 Зона 3

2 3 9 р и  „  8 %

238 и  —  92%
Сталь
Ка

Обедненный природный уран 
(2 3 5 и  _  0,33%, 238и —  99,77%) 
Сталь 
На

Гг — 89,48 см Г2 =  200 см

Сборка разбита на две зоны разных размеров с разным содержанием 
плутония и изотопов урана (присутствие в гомогенной смеси натрия 
соответствует наличию теплоносителя, сталь отвечает конструкци­
онным элементам). На рис. 83 приведена динамика (измеряемой в 

с“ )̂ величины A(í) —  характеристики времени отклонения от 
критичности для рассматриваемого двухзонного реактора (при Л >
> О число выделяющихся нейтронов пропорционально е^*). Видно, что 
п течение почти девяти месяцев работы у реактора без управления 
|А| ^ 10“ ® с“ ,̂ т. е. время его отклонения от критичности составля­
ет примерно 10 суток (в данном варианте, если не вводится внешнее 
управление, реактор через девять месяцев затухает). Таким образом, 
убедительно подтверждается основная идея о физически безопасном 
реакторе.



Рис. 83

Л?(239ри), 1022 сМ -3

Время, сутки

---- —  О суток
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. . .  —  ]50 суток 
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Рис. 84

-е— 60 суток
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в — ■ 120 суток
■*(---- 150 суток
А ---- 280 суток
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Рис. 85

Вычислительный эксперимент, кроме общего вывода, дает также 
ряд очень важных деталей работы изучаемой системы. На рис. 84 пока­
зана пространственна концентрация плутония (в 10^̂  см~^), 
а на рис. 85 —  процентная степень выгорания топлива в различные мг> 
менты времени. В отличие от обычных реакторов здесь достигается 
высокая степень использования горючего (теоретически, без Р1нженер- 
ных ограничений, 40-50% вместо стандартных 4--5%).
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А. с-1 
0,0020

0,0010

Эксперименты с моделью отвечают и на вопрос об устойчи­
вости реактора к сальным возмущениям (авариям). Например, воз­
можен выброс части теплоносителя (натрия) из активной зоны

в результате самопроизвольно­
го или насильственного разры­
ва оболочки трубопровода. На 
рис. 86 приведена зависимость 
величины Л от времени после 
подобной аварии. Она модели­
ровалась следуюшдм образом: 
в момент í =  63 сут. из пер­
вой зоны в интервале О ^  г ^
<  15,4 см за 15 мин с посто­
янной скоростью был выведен 
весь натрий. Это привело к

- 0,0020

А =  9 • 10‘

10 15 20 25 30 35 
Время, часы

Рис. 86

возникновению колебаний характерного времени (при этом его мини­
мальное значение составляло 8 мин, что вполне достаточно для реаль­
ной коррекции работы реактора). В дальнейшем возникшее возмуще­
ние гасится самим реактором без какого-либо внешнего воздействия 
(саморегулировка) и через 32 ч его характерное время стабилизирует­
ся, становясь р)авным, как и прежде, примерно 10 сут. Эксперименты с 
моделью ¡обосновывают также и некоторые другие преимущества рас­
сматриваемого реактора, например нет необходимости добавлять в ак­
тивную зону новые порции плутония взамен выгоревшего (поэтому нет 
нужды в транспортировке и иных манипуляциях с одной из основных 
компонент ядерного оружия).

Таким образом, математическое моделирование и вычислитель­
ный эксперимент позволяют не только качественно, но и количествен­
но изучать один из перспективных способов повышения безопасности 
ядерной энергетики.

2. Гидрологический «б а р ь е р »  против загрязнения грун ­
товых вод. Снабжение крупных городов и промышленных центров 
доброкачественной водой для питья и водой для технических нужд дав­

но стало острой техно-экологической проб- 
п лемой. Для ее решения помимо открытых
Т  § и потому легко загрязняемых источников

I (реки, озера, водохранилища) активно ис­
пользуются подземные воды влагосодержа­
щих пластов. Они менее подвержены антро­
погенным воздействиям, однако и для них 
вопросы, связанные с зачастую неизбежным 
загрязнением, остаются актуальными. Один 
из них —  локализация вредных примесей, 
проникающих в часть пласта с тем, чтобы 
вода в других частях оставалась чистой и 
пригодЕЮЙ для потребления.

Эту цель можно достичь, используя 
часть грунтовых вод для создания на пути 

распространения загрязнений своеобразного гидрологического барье-

Рис. 87



ра. Общая его схема показана на рис. 87: между источником загрязне­
ния (звездочки:) и водозаборными скважинами устанавливаются специ­
альные скважины, накачивающие (достаточно чистую) воду в пласт 
и повыщающие ее уровень (барьер). Накачка создает принудитель­
ное движение грунтовых вод вправо и влево от барьера (стрелки). 
Фильтрующаяся направо часть потока сносит назад текущую ей на­
встречу воду с примесями, препятствуя дальнейшему продвижению 
загрязнений вдоль пласта.

Математическая модель, реализующая эту схему, содержит урав­
нения фильтрации грунтовых вод и уравнения распространения при­
месей, дополненные соответствующими входными данными (свойст­
вами грунта, воды и примесей, сведениями о геометрии рассматри­
ваемой области, краевыми условиями и т. д.). При относительно не­
большом содержании примес1й в воде они не оказывают на ее дви­
жение заметного влияния, и поэтому 
фильтрацию можно рассматривать от­
дельно от динамики распространения 
загрязнений. При некоторых допущени­
ях, главным из которых является пред­
положение о достаточной протяженнос­
ти пласта, движение воды описывается 
в рамках модели Буссинеска (§ 1 гл. П ).
В этом случае все характеристики про­
цесса —  функции переменных х, у, t 
(вид сверху на пласт изображен на рис.  ̂
накачивающие, квадратиками -  
ками ^  источник загрязнений).

Модель распространения примесей полу^хается (как и уравнение 
Буссинеска) из закона сохранения (баланса) массы примеси в элементе 
грунта. В отсутствие диффузии загрязнений она представляет собой 
обычное уравнение неразрывности и в простейшем варианте имеет вид

Рис. 88

3, где крестиками обозначены 
водозаборные скважины, а звездоч-

I  [С (Я  +  Щ] +  ^  [С (Я  +  К) « ] +  [(7 (Я  ■■ к ) ь ]  =  Q i x , y , t ) ,

где С { х , 1) —  искомая ко:нцентрация примесей, Q {x ,y , t )  —  известная 
интенсивность источников загрязнений (остальные обозначения те же, 
что и в § 1 гл. П). Это уравнение можно также трактовать (при извест­
ных функциях /г, и, у) как двумерное уравнение переноса концентрации 
С. Так как по закону Дарси

и =  —V
дН

д ^ ’
т

ду ’

то данное уравнение переписьшается в форме

С (Я  +  /г)
дх

— V
ду

С  {Н  + к )
т '

ду_



Если же принять во внимание заметное хаотическое движение 
примесей, то последнее уравнение усложняется:

д 1 [ С { Н  +  Н ) ] - и А
дх

д

дх

С { Н  +  к) 

О  (Н  +  к)

дН
дх

д С

— и
ду

С  (Н  + к ) -
дк

дх
+

ду
0 { Н  +  к)

ду 

д С
ду

становясь уравнением второго порядка (параболического типа) отно­
сительно функции с .  Дополнительные члены в его правой части отве­
чают увеличению или уменьшению массы примеси в элементе грунта 
благодаря наличию потоков, вычисляемых по закону Фика

\У = - D g r a . d e ,

где I )  >  О — коэффициент гидродинамической дисперсии (аналог ко­
эффициента теплопроводности в законе Фурье; см. табл. 1).

Один из естественных способов перехода к дискретной модели —  
аппроксимация системы двух параболических уравнений: уравнения 
Буссинеска из § 1 гл. II  для к и приведенного выше уравнения для 
С, разностной схемой, конструируемой, например, на основе интегро- 
интерполяционного метода (это особенно удобно в случае равномерной 
сетки). Заметим, что уравнение для к не содержит величины С, и это 
свойство модели значительно облегчает ее численное исспедовгшие. Ра­
зумно использовать безусловно устойчивые неявные схемы, позволяю­
щие проводить расчет с достаточно крупным шагом по времени.

Получающаяся в итоге система нелинейных разностных урав­
нений решается следующим образом. Сначала из разностного

уравнения Буссинеска для 
kj (не содержащего функ­

цию С - )  находятся зна­
чения kj. Затем они ис­
пользуются в разностных 
уравнених для (7|, отку­
да последние и определя­
ются. При решении дис­
кретных аналогов двумер­
ных параболических урав­
нений для к и С  приме­
няется стандартный ме­
тод переменных направле­
ний (и итерационные про- 

Рис. 89. а — í  =  2 года; 6 — г =  7 лет; е — t =  цедуры), заключающийся 
=  13 лет; г « =  33 года в  последовательном реше­

нии прогонкой набора одномерных задач (сначала по направлению х, 
потом по направлению у, и наоборот).

На рис. 89, а-8 приведены результаты демонстрационного вы­
числительного эксперимента по описанной выше методике, модели-



руюшего динамику явления (замкнутые линии отвечают постоянным 
значениям концентрации примесей в некоторых условных единицах). 
Для простоты свойства грунта считались постоянными, на достаточ^ 
но удаленном от источника загрязнений расстоянии величины и Cf 
полагались равными нулю, расчетные шаги по времени и по простран­
ству составляли примерно один месяц и один километр соответствен­
но. Характерные масштабы всего процесса —  десятки лет и сотни 
километров (размер небольшой центральноевропейской страны).

Из рис. 89 хорошо видно, что примеси от источника загрязнений 
распространяются во все стороны, кроме направления, где поставлен 
гидрологический барьер, предохраняющий заборные скважины от по­
падания в них недоброкачественной воды.

Разумеется, окончательный ответ о целесообразности гидроло­
гического барьера может бь^ь |юлучен лишь после дополнительных 
исследований по моделированию изучаемых процессов, в том числе 
с учетом свойств конкретных грунтов, различных способов располо­
жения скважин, экономических аспектов и т. д. Очевидно, что те или 
иные решения рассматриваемой проблемы должны опираться на мате­
матическое моделирование и вычислительный эксперимент, поскольку ' 
масштабы явления исключают натурные эксперименты, а лаборатор­
ные испытания в силу отсутствия подобия дают лишь ограниченную 
информацию.

3. Слож ны е режимы обтекания т е л  газом. Схожая с пп. 1,2 
ситуация характерна и для задач конструирования современной лета­
тельной техники. Аэродинамические трубы, в которых «продуваются» 
фрагменты будущих гшпаратов, представляют собой очень дорогостоя­
щие и сложные инженерные сооружения. Стоимость часа их эксплуа­
тации может достигать нескольких тысяч долларов. Получаемые при 
этом экспериментальные данные не полны (ибо нельзя провести испы­
тания при всех допустимых скоростях, углах атаки и т. д.) и требуют 
правильной расшифровки. К тому же они относятся лишь к отдель­
ным частям аппаратов. Последний недостаток не может быть устранен 
по принципиальной причине. Картина обтекания газом помещенной в 
трубу маленькой материальной копии по.пного изделия имеет мало об­
щего с процессами, происходящими на реальных (метры и десятки 
метров) масштабах, так как между ними нет детального подобия.

В этом легко убедиться, выписав два основных безразмерных па­
раметра подобия (см. § 1 гл. V ) для рассматриваемого класса явле­
ний —  число Маха (М = и / с  —  отношение скорости течения к скорости 
звука) и число Рейнольдса (Re =  uLp/¡.i, где р, —  коэффициент вязкос­
ти газа, L  —  характерный размер аппарата). Из вида чисел М и Fie 
следует, что, сохраняя одинаковым для разных L  число М, невозможно 
оставить неизменной также и величину Re =  McLp/ц, характеризую­
щую отношение сил давления к силам вязкости.

Поэтому основную информацию о поведении летательных аппа­
ратов получают из вычислительных экспериментов, проводящихся во 
всем диапазоне допустимых параметров. Натурные же испытания слу­
жат в основном в качестве «эталонных» опытов: из сравнения их 
результатов с результатами математического моделирования выясня­



ется адекватность используемых моделей, точность вычислительных 
алгоритмов и при необходимости проводится их усовершенствование.

Продемонстрируем взаимоотношения вычислительного и натур­
ного экспериментов на примере математического моделирования неко­
торых сложных течений с помощью методики, основанной на описан­
ных в п. 6 § 4 гл. V кинетически согласованных разностных схемах 
для уравнений Эйлера и Навье— Стокса. В рассматриваемых ниже 
примерах процессы вязкого переноса существенны лишь в узкой об­
ласти погранслоя около границы обтекаемых тел, поэтому решались 
уравнения Эйлера.

Одна из решавшихся эталонных задач — описание нестационар­
ных двумерных течений в «колене» плоского прямоугольного канала, 
для которых имеются достаточно надежные экспериментальн^ле дан­
ные. В нижнюю часть канала (рис. 90, 91), занимаемого вначале непо-

0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 X  о 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 ж

Рис. 90 Рис. 91

движным газом (7 =1 ,4 ), подается сверхзвуковой (М =  1,2) поток, при 
распространении которого вверх и направо последовательно возникает 
ряд сложных газодинамических конфигураций. Использовались сетки 
с числом узлов М х- N y ^  3000 с шагом по пространству Нх =  к у -  1/27 
и по времени г  =  0,2.

На рис. 90, 91 для моментов времени í =  30, t  =  40 приведены 
эквидистантные с шагом 6р =  0,083 изолинии плотности газа в канале 
единичного сечения {рх =  0,747, ры  =  1,826 для рис. 90 и р2л — 2,656 
для рис. 91, единицы измерения условные). На рис. 90 хорошо видна 
зона уплотнения —  ударная волна, образующаяся при огибании пото­
ком прямоугольного выступа (линии сгущаются), и сформировавшая­
ся за ней зона разрежения. У  верхней стенки канала газ тормозится 
и уплотняется. В результате этого торможения в течении появляется 
отразившаяся от стенки ударная волна (рис. 91, плотность газа в об­
ласти уплотнения уменьшается при удалении от левой границы, что 
естественно).

В дальнейшем картина становится еще более сложной: отражен­
ные от границ ударные волны распространяются по потоку, взаимо­
действуют между собой, вновь отражаются от стенок и т. д. Их дина­
мика детально прослеживается в вычислительном эксперименте. Адек­
ватность математического моделирования изучаемым явлениям под­
тверждается сопоставлением рис. 91 и соответствующего ему рис. 92, 
па котором представлена интерферограмма распределения плотности 
в потоке, полученная из прямого натурного эксперимента. Видно хо-



рошее качественное и количественное совпадение результатов вычис­
лительного и реального экспериментов.

Рис. 92. Интерферограмма распределения плотности в натурном экспе­
рименте

Таким образом, использовавшаяся численная модель вполне при­
годна для описания течений сложной структуры, и с ее помощью мож­
но изучать и другие процессы (в том числе те, для которых нет досто­
верных экспериментов). На рис. 93, 94 приведены результаты числен­
ного моделирования обтекания газом передней части цилиндрического 
тела с «иглой» —  длинным тонким выступом, обращенным к набегаю­
щему справа (вдоль оси г )  потоку. Параметры газа в потоке: М =  3,5, 
/9= 1 , 7  =  1,4; размеры тела: диаметр основного цилиндра В  =  50, диа­
метр иглы <1 — 2, ее длина I =  46. Расчет проводился в координатах г, ̂

г
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Рис. 94

на сетке, содержащей примерно 3000 узлов. Изображены эквидистант­
ные изолинии давления (для рис. 93 pi =  1,44, рю  =  11,47, для рис. 94 
Pi =  1,9, Рю =  24,44), жирная линия с точками — звуковая линия с 
М =  1.

Сравнение рис. 93 (í =  53) и рис. 94 (í =  83) показывает, что об­
текание имеет не установившийся, а сильно нестационарный харак­
тер (причем пульсации величин могут быть довольно значительными). 
Суть этих, как показывает численное моделирование, почти периоди­
ческих колебаний состоит в увеличении и уменьшении размеров зоны 
течения между ударной волной (частые изолинии) и телом. Ударная 
волна, возникающая в результате торможения набегающего потока, 
перемещается со временем вдоль иглы почти по всей ее длине, что 
приводит к заметным изменениям параметров течения в окрестности

иглы. На рис. 95 показана временная 
динамика давления в двзпс характер­
ных точках тела (жирные точки на 
рис. 93). Линия 1 описывает давление 
в точке I, линия 2 * давление в точ­
ке II, линия S отвечает характерному 
размеру (по оси z) зоны между удар­
ной волной и телом.

Амплитуда колебаний весьма ве­
лика (в 2-3 раза больше среднего зна­
чения) так же, как и их частота, рав­
ная примерно //с (где с —  скорость 

•тука в области между ударной волной и телом). Поэтому возникнове­
ние пульсаций (наблюдаемых также и в натурных экспериментах) и 
их ко.личественные характеристики для различных параметров набе- 
глгощих потоков и конфигураций тел обязательно необходимо учиты­
вать при проектировании соответствующих летательных аппаратов. 
11()дч(!ркнем, что постоянно возрастающая сложность подобных задач 
требует не только использования все более мощных компьютеров, но 
и (п немепьшей степени) постоянного совершенствования дискретных 
мод(^лсй и вычислительных алгоритмов.

40 60 100 120 
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4. Экологически приемлемы е технологии сжигЕиния у гле ­
водородных топлив. Большая часть используемой в промышленнос­
ти и быту энергии производится в топочно-сжигающих устройствах —  
котлах ТЭЦ, газовых турбинах, двигателях внутреннего сгорания и 
т. д. Химическая энергия сжигаемых в воздухе углеводородов (бензин, 
керосин, мазут, метан) либо реализуется непосредственно для обогре­
ва, либо преобразуется в механическую или электрическую энергию. 
Общее свойство всех этих процессов заключается в том, что воздух 
содержит не только кислород (окислитель), но и заметную долю «по­
бочного» вещества —  азота. С участием последнего в процессе горения 
образуются соединения, которые, в отличие от нейтрального азота, хи­
мически активны (главные из них —  оксиды азота N 0  и N02). Вред 
от попадания оксидов в атмосферу разнообразен: они служат главным 
источником возникновения кисдатных дождей, существенно способст­
вуют истончению озонового <!лоя атмосферы, токсичны для дыхания и 
т. д.

Обычно используются два метода снижения выбросов оксидов азо­
та. Первый из них —  очистка продуктов горения. Соответствующее 
оборудование весьма эффективно, но одновременно и очень дорого. 
Стоимость современных фильтров достигает до 10-30% от стоимос­
ти самой ТЭЦ, в такой же пропорции увеличиваются расходы на ее 
текущую эксплуатацию. Основная идея второго метода —  организа­
ция процесса горения таким способом, при которм: образование ок­
сидов азота было бы минимальным при сохранении энергетических 
характеристик установки. Осуществление этого подхода означало бы 
заметное снижение затрат на газоочистку продуктов горения от N 0  и 
N 02 (полностью подсшить их образование нельзя).

Происходящее в топочных устройствах процессы, очень сложны. В 
них происходит множество химических превращений большого числа 
различных веществ, выделение и поглощение энергии, газодинамичес­
кое движение смесей, турбулентное перемешивание компонент горю­
чего с воздухом и продуктами горения и т. д. Динамика этих явлений 
сильно зависит от режима подачи топлива, конфигурации котлов, рас­
положения горелок и других характеристик топок. Поэтому поиск эко 
логически допустимых режимов их работы не может опираться ни на 
чисто теоретические преидставления, ни на натурные эксперименты — 
дорогие, длительные и небезопасные.

Удовлетворительная по своей полноте математическая модель ра­
боты котла ТЭЦ включает в себя две взаимосвязанных части. Первая 
из них —  локальное описание химической кинетики для 32 компонент 
смеси, в особенности тех реакций, которые играют наибольшую роль в 
образовании токсичных загрязнителей. Вторая часть —• нестационар­
ная пространственно двумерная модель макропроцессов тепломассопе- 
реноса (диффузия веществ, теплопередача, конвективное движение и 
т. д.). Она осложняется также необходимостью учета реальной гео­
метрии котла (П-образная форма), наличием в нем нескольких ярусов 
горелок, служащих для впрыскивания топлива и воздуха, и други­
ми факторами. Из вычислительных экспериментов с такой моделью 
находятся все необходимые характеристики горения при различных



режимах работы котла и отбираются оптимальные.
Охарактеризуем один из фрагментов математического моделиро­

вания описанных явлений, ограничившись первой частью —  иссле­
дованием кинетики образования N 0  и N 02 при горении СН4 (мета­
на), смешанного с воздухом (смесь считается изотермической и про­
странственно однородной). Полная модель включает в себя 196 пря­

мых и столько же обратных ре­
акций для 32 участвующих в го­
рении веществ: О2, N2, СН4, О,
Н, N 0 , N 0-2 и т. д. В математи­
ческом отношении она представля­
ет собой систему из 196 х 2 — 392 
обыкновенных дифференциальных 
уравнений, описывающих прибыль 
и убыль компонент в результате 
соответствующих прямых и обрат­
ных реакций. Интегрирование ее 
по времени при известных нач'аль- 
ных концентрациях веществ да­
ет подробную динамику процесса. 
При этом прослеживаются не толь­
ко суммарная концентрация того 
или иного вещества, но и все пути 
его образования, что особенно важ­
но для анализа механизмов появле­
ния токсичных примесей (один из 
эффективных методических прие­

мов, облегчающих расчеты: по результатам пробных вычислений от­
мечаются реакции, вносящие незначительный вклад в процесс и поэ­
тому впоследствии в модели не учитываемые).

Опишем один из типичных вычислительных экспериментов, про­
водившихся в близких к реальным условиям. Смесь находится при 
атмосферном давлении, ее температура равна 2000 К, а начальный

состав в момент 1 =  0 задает­
ся в следующих долях: [N2] »  
«0 ,7 , [02]«^0,2, [С Н 4 ]«0 ,1 . 
Расчет проводился до установ­
ления равновесия, т. е. до тех 
пор, когда концентрация любой 
из компонент перестает изме­
няться.

На рис. 96 показана зависи­
мость от времени для молярной 
(объемной) концентргщии ком­

понент исходной смеси, на рис. 97 —  для Н2О, СО2, СО, на рис. 98 — 
доли азотосодержащих веществ, в том числе N 0, N02 и N20 (закиси 
азота). Первый вывод —  сгорание метана происходит очень быстро и 
(;|’о содержание вблизи момента I =  4,1 ■ 10~® с падает практически до 
|гуля. Процесс собственно горения после этого прекращается.

~HNO 
N 
HN 
НСЫ



Рассмотрим теперь кинетику превращений азотосодержащих ве­
ществ. Прежде всего из рис. 98 видно, что итоговая концентрация N 0  
на много порядков превышает концентрацию других вредных приме­
сей. Поэтому основное внимание должно быть направлено на уменьше­
ние именно этой компоненты. Существенно также то, что содержание 
N 0  монотонно увеличивается со временем. Значит, проблему умень­
шения выхода N 0  проще решать, подавляя его образование (если же 
N 0  уже образовался, то обеспечить его исчезновение гораздо труднее).

Более важный результат следует из сопоставления динамики из­
менения содержания СН4 и N0. Для N 0  эксперимент дает в моменты 
( =  4 ■ 10“ ® с, Ь =  0,1 с,  ̂=  20 с значения концентрации, равные соот­
ветственно [N0] 8 • 10“ ®, [N0] 2 ■ 10” “*, [N0] «  б • 10~^. Другими 
словами, к тому моменту, когда горение метана практически закончи­
лось, в смеси присутствует лишь 13% от общего количества образую­
щегося в итоге N 0  (основная уас^ь вредных примесей появляется пocJЮ 
того, как уже завершились энергетически полезные реакции сжигания 
метана).

Сильная временная разномасштабность этих двух процессов ука­
зывает на одну из принципальных возможностей существенного умень­
шения N 0  в продуктах горения. Необходимо как можно быстрее (в 
идеале сразу же после выгорания метана) удалить продукты горения 
из зоны пламени и резко охладить. В результате дальнейшие химичес­
кие превращения, в том числе и образование N 0, прекратятся, причем 
без потери энергетической мощности установки.

Моделирование ясно указывает и на ряд других важных свойств 
процесса, например, выход N 0  монотонно уменьшается при уменьше­
нии температуры горения, выход закиси азота N2© (озоноразрушаю­
щее вещество) заметен лишь на промежуточных стадиях процесса, в 
дальнейшем она превращается в безвредный N 2, и т. д. Эти выво­
ды очень полезны для выработки рекомендаций по конструированию 
экологически приемлемых энергетических установок.

§ 2. Ф ундаментальны е проблемы  естествознания

Рассмотрим применение методологии математического моделиро­
вания к решению некоторых фундаментальных проблем из различ­
ных областей естествознания. Покажем, что она позволяет не только 
определять количественные характеристики изучаемых процессов, но 
и обнаруживать качественно новые явления.

1. Нелинейны е эффекты в лазерной термоядерной плаз­
ме. Реальная перспектива решения энергетических проблем будущего 
связана с управляемым термоядерным синтезом (УТС ) изотопов водо­
рода, прежде всего дейтерия (О) и трития (Т ):

В ч -Т  =  ^Не +  п-ь17,6 МэВ.
В этой элементарной реакции В -Ь Т  образуются ядро гелия (а-части- 
ца) и нейтрон с суммарной кинетической энергией 17,6 МэВ, основ­
ная часть которой (14 МэВ) содержится в нейтронах (1 МэВ равен 
1,602 • 10 Дж). В грамме ВТ-смеси скрыта огромная энергия, эк-



иинилснтная энергии, выделяющейся при сжш'ании 15 т угля. Несо­
мненные преимущества УТС: практически неограниченные запасы в 
Мировом океане «горючего», обладающего колоссальной теплотворной 
способностью, а также экологическая чистота.

Для инивд1ирования реакции D +  Т  требуется нагреть смесь до не­
скольких десятков миллионов градусов и сжать ее до плотностей, со­
поставимых хотя бы с плотностью DT-льда {охлажденной DT-смеси), 
рнтюй 0,2 г/см^. Если в дальнейшем удастся удержать ее в этом со­
стоянии в течение времени, достаточного для того, чтобы заметная 
часть «топлива» выгорела, то выделится энергия, сравнимая с энер­
гией, потраченной на нагрев и сжатие плазмы. Реализация этой схе­
мы в лабораторных, а затем и в промьплленных условиях означала бы 
практическое решение одной из старейших фундаментальных проблем
(|)И’ШКИ.

О принципиальной осуществимости термоядерного синтеза из- 
иестпо с середины нынешнего века: в 40-х годах было установлено, 
что энергия излучения Солнца во многом обязана своим происхожде­
нием протекающим в его недрах реакциям слияния изотопов водорода. 
Ип(![)вые проведенные в 50-х годах взрывы водородных бомб —  пример 
«рукотворной» термоядерной реакции.

Однако оба этих «способа» выделения энергии неприго,цны для 
УТС. На Солнце плазма удерживается в нужном состоянии за 

счет мощных гравитационных сил, а энергия, сопровождающая взрыв 
даже миниатюрной водородной бомбы, на много порядков превосходит 
приемлемую для мирного использования величину.

Существует несколько основных физических идей реализации 
УТС. Исторически первая из них —  магнитное удержание, а наиболее 
рн1работанная конструкция —  токамак, т. е. тороидальная камера, в 
|\()'|ч)1)ой внешние и генерируемые токами плазмы магнитные поля не 
,/((11()т разлететься и остыть нагретому плазменному «бублику». С этим
0 тносительно стационарным способом получения энергии синтеза кон­
цу pMjiyoT инерциальный синтез. Его идея состоит в том, чтобы быстро 
ти'реть капельку горючего, которое из-за инерционности движения не 
yciKKvt' разлететься и охладиться, пока в ней не наработается нуж- 
IHH' количество теромоядерной энергии. Периодически устраиваемые 
мнкровзрывы будут давать постоянные потоки нейтронов и а-частиц, 
утилизируемых за пределами рабочей камеры.

Наиболее подходящим источником столь быстрого нагрева явля- 
1111 ( Я лазеры. В лазерном термоядерном синтезе (ЛТС ) последователь- 
iKiiTi. событий такова. Излучение, направленное на сферическую ми- 
mcm., поглощается в ее наружных слоях, нагревает и испаряет их. 
Ofipii’iycTCH разлетающаяся с большими скоростями «корона», реак-
1 и иная сила которой сжимает и нагревает ядро мишени. Далее проис- 
чи;ип' (iypnoc; термоядерное горение и выделение энергии, после чего 
мниичн. ¡)азлетается и остывает.

Нсрнг.те пробные оценки показали, что для реализации ЛТС тре- 
fivm i'cn лазеры, способные выделять излучение с энергией 10®-10® Дж
II.гс'К'ние нескольких наносекунд (1 не =  10~® с), фокусируя ее в кро- 
........ ой (»блас'ги размером несколько десятков микрон. В настоящее



время лазеров с такими параметрами не существует, не предвидится 
их появления и в обозримом будущем.

Заметно снизить энергетический порог ЛТС  позволяет использо­
вание различных нелинейных эффектов, присущих лазерной плазме. 
Они изучаются как экспериментально, так и теоретически с помощью 
вычислительного эксперимента с математическими моделями лазер­
ных микровзрывов. Не характеризуя их подробно, поясним, что ос­
новой математического описания процессов в центральной части ми­
шени служат уравнения теплопередачи и динамики сжимаемого газа 
(§ 2 и 4 гл. II). Для их дискретной аппроксимации успешно применяют­
ся полностью консервативные разностные схемы и схемы, получаемые 
из дискретных аналогов вариационных принципов (пп. 4, 5 § 4 гл. V ) .

Один из эффектов связан с типичной газодинамической нелиней­
ностью. При сжатии ядра мlíшefи в сипу «градиентной катастрофы» 
(п. 7 § 4 гл. II) возникают ударные волны, которые нагревают ее цен­
тральную часть уже на начальной стадии процесса и мешают дальней­
шему ее схлопыванию. В результате достигаются плотности гораздо 
меньшие, чем те, которые можно было бы получить при адиабатичес­
ком, безударном сжатии (и при той же энергии лазера). Это в свою 
очередь приводит к резкому уменьшению выхода термоядерной энер­
гии, поскольку скорость реакции синтеза пропорциональна квадрату 
плотности горючего.

Однако процесс сжатия можно организовать так, чтобы он про­
ходил безударным образом, когда все генерируемые сжимающим ядро 
«поршнем» газодинамические возмущения приходят в центр мишени 
одновременно и ударные волны не возникают вплоть до момента ее 
схлопывания. Одно из простых аналитических решений уравнений га­
зовой динамики, демонстрирующее принципиальную осуществимость 
такого процесса, приведено в п. 3 § 3 гл, V.

Подробное математическое моделирование режимов безударного 
сверхсжатия мишеней убедительно показало, что оно действительно 
может быть реализовано и достигаемая в нем плотность вещества со­
ставляет десятки и сотни грамм на кубический сантиметр. При этом 
энергетический порог, необходимый для проведения «критического» 
опыта (вклад энергии в мишень и ее выход равны), снижается на не­
сколько порядков и равен 10®-10® Дж. Лазерный импульс, обеспечива­
ющий сверхсжатие, должен быть «профилирован», т. е. 'его мощность 
должна изменяться со временем по закону С { 1) =  Со { t f  — (режим 
с обострением; см. § 1-3 гл. V).

Схожего результата можно добиться, если заменить временное 
профилирование лазерного света пространственным (гидродинамичес­
ким) профилированием. Это достигается заметным усложнением кон­
струкции мишени (см. рис. 99), но лазерный импульс как функхлия 
времени имеет традиционную «шапкообразную» форму.

Обе описанные концепции, детально проверенные в вычислитель­
ных экспериментах, имеют принципиальный характер для развития 
ЛТС, поскольку делают его одним из основных способов регшизации 
управляемого синтеза. Они пока не могут быть проверены в прямых 
натурных экспериментах, поэтому адекватность математических мо-



,/ммюй ЛТС и надежность получаемых на их основе выводов устанавли- 
|1П,(!Т(;я путем тщательного сравнения с существующими эксперимен- 
■|'ами по нагреву и сжатию лазерных мишеней.

Поглотитель излучения (плас­
тик, стекло, легкий металл)

Сжимающий поршень 
(тяжелый металл)

Основное горючее 
(D T -лед)

-300

D T-газ или вакуум

Рис. 99

Так, для мишеней сложной конструкции одной из центральных 
пу)облем является обеспечение симметрии и устойчивости сжати:^- 
Толцщна оболочек, окружающих D T-газ, составляет несколько про­
центов от начального размера мишени, и процесс сжатия можно упо- 
;юбить превращению пустой яичной скорлупы в сгусток размером с

маковое зернышко. Поэтому случающее­
ся несовпадение результатов одномерных 
сферически симметричных расчетов сжа­
тия с экспериментом неудивительно. В 
каждом таком случае требуется выясне­
ние причин. На рис. 100 а, б приведена 
рассчитанная форма типичной экспери­
ментальной мишени в момент наиболь­
шего сжатия (а —  общий вид, б  —  цен­
тральная часть; сгущение линий отвеча­
ет увеличению плотности). Видно, что ее 
центр несимметричен и, самое главное, 
сдвинут на 50 мкм относительно перво­
начального положения. В результате ре­
альный нейтронный выход уменьшился 
в 100 раз в сравнении с рассчитанным 
по одномерной модели. Вычислительные 
эксперименты установили точную при­

чину сдвига —  несимметричность лазерного излучения, приходящего 
на иоперхность мишени, что позволило выработать соответствующие
111 )ак',1'ические рекомендации.

Не менее важная причина потери одномерности сжатия —  гидро­
динамическая неустойчивость на границе легкой и тяжелой жидкос­

Рис. 100



тей, испытывающих ускорение (благодаря ей ртуть, налитая на по­
верхность воды, находящейся в сосуде, и испытывающая действие сил 
тяжести, неизбежно перемешивается с водой, чего не происходит, если, 
наоборот, вода налита на поверхность ртути). Именно этой ситуации 
отвечает конечная стадия сжатия тяжелой оболочкой менее плотного 
центра: оболочка тормозится и поэтому ускорение, вызванное сила­
ми инерции, направлено в сторону от тяжелого к легкому веществу. 
Если неустойчивость успеет развиться достаточно сильно, то замет­
но нарушится симметричность сжатия и, более того, попадание части 
вещества оболочки в зону горения сразу же прекратит реакцию. Наб­
людать этот тип неустойчивости непосредственно в экспериментах с 
мишенями нельзя. Поэтому используется универсальность математи­
ческих моделей. Сначала сравниваются результаты моделирования с 
натурными экспериментами в y^^pныx трубах —  устройствах, где не­
устойчивость вызывается искусственно ударной волной, проходящей 
по разноплотной среде (это достигает­
ся разделением разных веществ диафраг­
мой). Затем делаются выводы для лазер­
ных мишеней.

На рис. 101 а, б  показана форма гра­
ницы раздела между тяжелым (ксенон) 
и легким (аргон) газами на момент í =

100 мс (длина волны начального воз­
мущения Л =  24 мм); а —  данные экспе- 
римеЕ[та, б —  результаты расчетов. Вид­
но, что численное моделирование дает не
только типичную качественную картину («грибы »), но и вполне точ­
но описывает количественные характеристики (амплитуду грибов и 
т, д.). В силу этого вычислительный эксперимент становится надеж­
ным инструментом изучения гидродинамической неустойчивости, в 
частности для определения допусков в точности изготовления мише­
ней.

Адекватность моделей лазерного синтеза позволяет рассматри­
вать возможность использования еще одного характерного для плазмы 
типа нелинейности, благодаря которой в среде образуются локализо­
ванные структуры горения (см. § 3 гл. V). Если плазма достаточно 
плотная (несколько десятков граммов на кубический сантиметр), то 
а-частицы поглощаются в месте их выделения. Пусть, к тому же, в 
первом приближении гидродинамическим движением из-за его инер­
ционности можно пренебречь в сравнении с процессами теплопередачи 
и горения. Тогда распространение выделяющейся энергии происходит 
в результате теплопередачи и описывается уравнением

Jtt 1Ш
iwr Vjyi и;

'  .. -  Т . ,

Ь i

д Т  д

dt дх

/ ß j '  
коТ ‘̂

\ дх 1 +  В Т Ь '

где fco > 0, 9о >  О —  постоянные при коэффициенте теплопроводности 
плазмы и источнике энергии от термоядерных реакций. Для водород­
ной плазмы а =  2,5, а постоянные ß  =  5,2, 6 =  3,6 и ß  в источнике



таковы, что он может быть аппроксиммирован степенной функцией 
иида qoT^’'̂  (при 1 <  I ’ < 3-4 кэВ), qoT^'^ (при Т  рл 4-5 кэВ) и доТ^’  ̂
(Г > 5 к э В ).

Следовательно, до температур примерно 5 • 10® К нелинейность 
с[)(;ды отвечает локализованным Ь8- и 8-режимам горения. На рис. 102 
показана временная динамика структуры горения в плазме с плотнос­
тью 20 г/см® (численный расчет), на рис. 103 —  такой же расчет, но

Рис. 102.  ̂ =  0,0 с; а -  {  =
=  3,2 • Ю - ’О с; 5 —  4 =  3,8 • 10-1' '̂ с: 

г =  4,1 -Ю “ !® с; 5 —  I  =  
■ 10 -’ О с; =  4,5 ■ 10-“

7 — * =  4,7

4 
4,3-

Рис. 103. 1 
=  3.538 -10-'

• с
с;

X ,  10“  ̂ см

—  * =  0,0 с; 2 —  1 =  
с;

с; 5 —  < =
с; 5 — ¿ =  3,715-10-

,-84 —  г =  3,728 ■ 10 
=  3,732 -10-® с; 6 —  < =  3,735 ■ 10-® с; 
7 —  * =  3.737 ■ 10-» с; Й —  * =  

=  3,738 • 10-« с

1гри наличии собственного излучения из плазмы. Излучение даже не­
сколько улучшает локализацию горения, которое не распространяется 
но среде и при более высоких, чем 5 кэВ, температурах. Поэтому при 
правильном инициировании термоядерной реакции возникшая в цент­
ре мишени область самолокализованного горения может послужить 
падежным «запалом» для «поджига» остальной массы горючего.

Стоимость современных экспериментальных установок для 
УТС — прототипов будущих электростанций —  достигает сотен мил­
лионов долларов, эксперименты на них сложны, трудоемки и длитель­
ны. Естественно, что при решении проблемы УТС  ни одна физическая 
или технологическая идея всерьез не рассматривается без ее тщатель­
ного изучения методами математического моделирования и вычисли- 
■т(!льного эксперимента.

2. М атематическая реставрация Тунгусского феномена. 
Наиболее яркий из известных примеров крупномасштабных столкно- 
11(!иий небесного тела с атмосферой земли —  Тунгусский феномен, на- 
()Л1одавшийся около 7 ч 30 июня 1908 г. мрюгими жителями обширно- 
14) |)айона Восточной Сибири с центром недалеко от поселка Ванавара 
(|>. Подкаменн:ая Тунгуска). Огромное светящееся космическое тело 
(угловой размер 0,5° на расстоянии 100 км, т. е. поперечный размер 
()кoJЮ 800 м) двигалось по ясному небу под некоторым углом к гори­
зонту (ю скоростью более 1 км/с. Затем оно скрылось за лесом, после 
'км’О появилась яркая световая вспышка и многократные акустические 
иолщд, разбившие стекла окон: в окрестности более 100 км. Свидетели 
ощущали также заметный тепловой импульс и наблюдали появление



теней, вызванных вспышкой. Геофизические и сейсмические станции 
России и всего мира зарегистрировали обошедшие несколько раз зем­
ной шар воздушные и сейсмические волны. Последующие экспедиции 
обнаружили сильные разрушения в тайге (вьшал леса) и следы свето­
вого повреждения деревьев на площади около 2000 км‘̂  вокруг эпицент­
ра события. Вещественных следов небесного тела найдено не было.

Все эти данные свидетельствуют —  над тайгой произошел мощ­
ный воздушный взрыв (без образования кратера на поверхности Зем­
ли) с энергией не менее 10® т тротиловОго эквивалента.

Таким образом, сама природа поставила уникальный крупномас­
штабный эксперимент. Изучая его, можно получить многие важные 
сведения, относящиеся к астрономии, небесной механике, теории ко­
мет и метеороидов (так называют метеориты до их падения на Землю). 
Заметим, что метеориты (помимо образцов лунного грунта, доставлен­
ных с помощьйэ космических эj :̂CIibдиций) являются единственными по­
падающими на Землю образцами вещества Вселенной.

Главное свойство Тунгусского явления: взрывной распад тела над 
Землей при отсутствии значительных количеств его вещества на ее 
поверхности говорит о том, что им не мог быть плотный каменный 
или ж:елезный метеороид. Им являлся либо редко встречающийся рых­
лый каменный метеороид с повышенным содержанием льда, углерода 
и углеводородов, либо фрагмент ядра кометы —  конгломерат кусков 
льда, газа и пыли. Все эти вещества легко испаряются или сгорают в 
атмосфере, не оставляя после себя следов. Кометная гипотеза полнее 
объясняет некоторые свойства явления. И если верна именно она, то 
Тунгусский феномен —  единственный достоверный пример столкнове­
ния кометы с Землей (хотя вероятность такого события значительно 
меньше вероятности столкновения с рыхлым метеороидом).

Общая гипотеза не дает ответа на вопрос об основных характерис­
тиках космического тела —  массе, скорости, угле падения, энергии, вы­
свободившейся при взрыве, и т. д. Ее опровержение или подтверждение 
может быть получено лишь путем математического моделирования фе­
номена и сопоставления результатов вычислительных экспериментов 
с имеющимися наблюдениями оставленных им разрушений.

Эта сложнейшая обратная задача математической реставрации 
события в общем виде формулируется следующим образом: в момент 
времени i =  О в атмосфере на высоте z — zo задано движущееся со 
скоростью Vo под углом 00 тело с линейными размерами L q, плотнос­
тью ро, температурой То, теплотой парообразования ¿о и характерной 
величиной напряжения на разрыв ао-

Начальное состояние атмосферы можно с хорошей точностью опи­
сывать в изотермическом приближении (температура постоянна) с 
плотностью и давлением, меняющимися с высотой по экспоненциаль­
ному закону: р =  е х р (-0/Яо), р  =  р‘̂ ехр(-г/Яо), где Щ  —  некото­
рая нормировочная постоянная.

В основу математического описания феномена кладутся нестацио­
нарные уравнения Нгшье—Стокса для сжимаемого вязкого теплопро­
водного газа (п. 5 § 3 гл. П1), рассматриваемые в пространственно 
трехмерной геометрии. Поскольку явление характеризуется высокими
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ч'омпературами и наличием излучения, то гидродинамические уравне­
ния дополняются также трехмерным уравнением переноса излучения 
{§ 3 гл. II). Они должны решаться совместно при различных набо­
рах перечисленных вьшде параметров, варьируемых в достаточно ши­
роких диапазонах. Для получения решения, естественно, необходимо 
задать свойства среды —  коэффициенты вязкости, теплонроводнос- 
■|'и, поглощения света, уравнения состояния и т. д. В итоге задача 
содержит более десяти параметров, определяющих решение (приме- 
п(шие методов подобия —  см, § 1 гл. V  —  позволяет снизить их чис­
ло и несколько упростить анализ результатов). Численная реализа­
ция описанных моделей осуществлялась с помощью соответствующих 
конечно-разностных схем.

Схематически течение событий, полученное из вычислительно­
го эксперимента, изображено на рис. 104 (в данном случае во =  35°,

тело представляет собой полусфе­
рическую переднюю часть радиуса 
70 м с примьпсающим к ней ци­
линдром толщины 140 м). Штрих- 
пунктирной линией обозначена тра­
ектория те.ла, сплошными —  по­
рождаемые его движением ударные 
волны в последовательные моменты 
времени. В моменты ¿1, ¿2 ударная 
волна балл1гстическая, аналогичная 
той, что появляется вокруг летяще­
го со сверхзвуковой скоростью пред­

мета, например истребителя. В момент tз, соответствующий высоте 
теага г  — 7 км, конфигурация ударной волны усложняется. К этому 
вр<мени происходит сильное торможение и нагрев тела, в результате 
которого его вещество начинает взрывным образом расширяться, об­
разуя сфероподобную сильную ударную волну. Дальнейшая динамика 
и[Х)цесса, в том числе и характер разрушений, определяется обеими 
волнами. Они примерно одновременно (момент ¿4) приходят к поверх­
ности Земли (это справедливо лишь для правой, лежащей под тра- 
(жторией части поверхности) и отражаются от нее. Так как траекто­
рия наклонна, то картина не может быть симметричной относительно 
центра сферической ударной волны, принимаемой за эпицентр взрыва.

Действительно, распространяющаяся против часовой стрелки 
1»!1)хпяя часть баллистической ударной волны должна пройти до по- 
исрхности Земли, находящейся слева от эпицентра, большее расстоя­
ние, чем ее нижняя часть. Поэтому она не только достигает поверх- 
носп'и позже, но является также более слабой и производит менее зна- 
ми'г(!льные разрушения.

Вывод о несимметричности разрушений (на почти ровной поверх­
ности тайги в месте катастрофы) блестяще совпадает с натурными 
н'1м(!р(шиями. На рис. 105 показаны результаты обработки харак- 
|'('|)истик вывала леса в районе падения; круговые линии отвечают 
ранным значениям силы разрушающих факторов, радиальные —  нап- 
р/ииктию поваленных деревьев. Картина заметно несимметрична, она

Рис. 104



имеет форму «бабочки», а не концентрических кругов, которые полу­
чились бы при вертикальном падении тела или при точечном взрыве 
космического аппарата с малой массой, не образующего из-за этого 
сильной баллистической ударной волны (высказывались гипотезы об 
искусственном происхождении Тунгусского тела).
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На рис. 106 изображены аналогичные данные вычислительного 
эксперимента (стрелками обозначено направление движения воздуха 
по поверхности, штриховые линии отвечают положению фронта удар­
ной волны, цифры около них —  моменты времени в секундах), сов­
падающие не только качественно, но, при соответствующем подборе 
параметров тела, и количественно с последствиями феномена.

Относительно независимый способ проверки правильности выбора 
начальных характеристик тела дает моделирование действия излучен­
ного им теплового импульса (степени ожога деревьев). Сопоставление 
приведено на рис. 107. Точки обозначают данные натурных наблюде­
ний: 1 —  слабый ожог, 2 —  умеренный,
3 —  сильный (обугливание). Сплошная 
линия отвечает полученной из расчетов 
величине излучения / =  16 кал/см^ в те­
чение 2 с, необходимой для возгорания 
деревьев. Она практически точно совпа­
дает с реальной границей зоны ожога.

Воспроизведение на основе матема­
тического моделирования Тунгусского 
феномена приводит к следующим впол­
не убедительным главным выводам, со­
вокупность которых не может быть по­
лучена другими методами: тело общей массой 10® т вторглось в атмо­
сферу под углом 35° со скоростью около 40 км/с, разрушилось, резко 
затормозилось на высоте ~  6,5 км, ударные волны разрушили лесной 
массив, а излучение от нагретых до 10-12 • 10̂  К остатков тела про­
извело ожоги и воспламенение деревьев, мощность взрыва составляла 
примерно 15 Мт.

Рис. 107



3. Клим атические последствия ядерного конфликта. До­
статочно точный долговременный прогноз погоды и изменений клима­
та (вызванных в первую очередь антропогенными причинами) крайне 
необходимы для осмысленного планирования экономической, техноло­
гической, экологической и других видов активности человечества кгж 
в региональном, так и в глобальном масштабах. Оптимальное разме­
щение индустриальных центров, приоритетное использование тех или 
иных видов сырьевых и энергетических ресурсов, предпочтительный 
выбор конкурирующих технологий, правильные акценты в агропро­
мышленной политике —  все эти проблемы находятся в тесной взаимо­
зависимости с состоянием атмосферы. Мирового океана и поверхности 
Земли.

Протекающие в них геофизические процессы очень разнообразны 
и сложны. Они включают в себя гидродинамические движения атмо­
сферного воздуха и вод морей и океанов, тепло- и массообмен в системе 
«океан— атмосфера», поглощение, рассеяние и отражение солнечно­
го излучения (разного в разные времена года), сезонные изменения 
подстилающей поверхности и многие другие явления. Их сложность 
связана также с неоднородностью земной поверхности и внешней не- 
с.тационарностью — вращением земного шара вокруг собственной оси 
и вокруг Солнца.

Неудивительно, что погодные и климатические явленргя отли­
чаются сильной разномасштабностью во времени и в пространстве. 
Например, скорость ветра у данной точки поверхности Земли мо­
жет во много раз отличаться от скоростей ветра на высотах над 
этой точкой. Кроме того, атмосферные и океанические потоки силь­
но турбулентны, т. е. характеризующие их величины испытывают 
хаотические флюктуации, масштаб которых достигает сотен кило­
метров. Наконец, все упомянутые процессы существенно нелиней­
ны и их отклик на изменение каких-либо параметров труднопред- 
(жазуем.

Поэтому прогноз погоды не может быть дан с достаточной гаран­
тией. Этому препятствуют не столько Ограниченность возможностей 
вычислительной техники, с помощью которой рассчитываются геоме­
теополя, ;или отсутствие нужного числа данных, замеряемых стацио­
нарными и подвижными станциями, сколько принципиальные причи- 
пы, связанные с масштабом и сложностью объекта. Точный прогноз 
1ЮГОДЫ на несколько дней —  вполне хороший результат.

Описанные трудности обязательно должны учитываться при 
оценке возможных последствий часто выдвигаемых многочисленных 
проектов, затрагивающих климатические процессы, таких, как, на­
пример, переброска части стока северных рек России в засушливые 
местности, перекрытие Берингова пролива, с тем, чтобы климат в 
регионе к югу от него стал более теплым, и т. д. Подобные экспе­
рименты с системой, существующей в «единственном экземпляре», 
осуществимы лишь один раз, их результаты необратимы и должны 
быть известны с научно обоснованной точностью. Поэтому основным 
средством анализа и прогноза данных объектов служит вычислитель­
ный эксперимент с их математическими моделями.



Некоторые проблемы математического моделирования этих явле­
ний облегчаются, если речь идет о долгосрочных изменениях погоды 
(месяцы) и климата (годы, десятилетия). Значения средних величин на 
достаточно длинном промежутке времени в меньшей степени зависят 
от мелкомасштабных пульсаций и неустой'‘швостей. Климатические 
модели системы «атмосфера— океан» состоят из ряда взаимосвязан­
ных блоков: трехмерные нестационарные уравнения движения сжима­
емой и несжимаемой жидкости с учетом вязкости и теплопроводности 
(типа уравнений Навье— Стокса), уравнения переноса излучения в ат­
мосфере и т. д. Они решаются совместно при заданном начальном 
состоянии системы (в том числе состоянии подстилающей поверхнос­
ти) и известной динамике солнечной радиации и других внешних фак­
торов. Их дискретные аналоги, представляют собой, как правило, раз­
ностные схемы. Так как вычислительные алгоритмы для решения этих 
проблем с необходимостью дéлж^ы быть экономичными и обладать 
хорошей разрешающей способностью (точностью), то при построении 
разностных схем существенно используются, например, описанные в 
§ 4 гл. V  подходы.

Климатические вычислительные эксперименты условно можно 
подразделить на два типа. К первому относятся те, что призваны 
удостоверить адекватность моделей путем сопоставления их резуль­
татов с имеюпщмися сейчас надежными данными натурных наблюде­
ний. Эксперименты второго рода направлены на прогноз долгосрочных 
климатических изменений, вызванных естественными или искусствен­
ными причинами.

На рис. 108 дано сопоставление «калибровочных» вычислитель­
ных экспериментов по одной из наиболее полных моделей клима­
та с данными наблюдений. Изме­
ряемая величина (и) —  средняя за 
год скорость ветра (в м/с) для все­
возможных широт на высоте, от­
вечающей давлениям 400 мбар и 
800 мбар (кривые 1 ш 2). Штрихо­
вые линии —  результаты наблюде­
ний. Расчеты проводились на ус­
тановление: задавались типичные 
для данного времени года внешние 
воздействия и счет велся до выхо- Рис- Ю8
да процесса на квазистационарный режим, соответствующий выбран­
ному месяцу, после чего величины осреднялись по времени и по про­
странству. Соответствие результатов вычислительных экспериментов 
и наблюдений оказалось вполне удовлетворительным для столь слож­
ного объекта, особенно в зоне экватора (пассатные ветры).

Установленная адекватность климатической модели дает возмож­
ность проводить прогностические эксперименты, например связанные 
с проблемой «парникового эффекта». Большое количество СО2 (оки­
си углерода) антропогенного происхождения выбрасывается в воздз' х̂
и, препятствуя выходу собственного излучения Земли в космос, спо­
собствует увеличению средней температуры атмосферы. Это в свою
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Т а б л и ц а  4

( :|)(|дияя температура атмосферы, °С 
'1'|!мпература воздуха у подстилающей по- 

псрхности, °С  
Г|'мпература подстилающей поверхности,

I ||)'1'0к коротковолновой радиащ1и на подсти­
лающую поверхность, Вт/м^

Осадки, мм/сут

-19,2
13,9

12,5

255,3

2,04

-17,54
15.3

13,6

254.3 

2,15

-17,0
15.8

14,3

254.8 

2,17

.... . может привести к интенсивному таянию льдов, повышению
\ 1«|ция Мирового Океана и другим негативным глобальным последст- 
1111ЯМ. Б табл. 4 приведены некоторые данные математического модели- 
рпиппия системы «атмосфера— океан» при различных концентрациях 
('(>2 н воздухе. Первый столбец отвечает современной концентрации, 
шорой и третий —  соответственно удвоенному и учетверенному со- 
мсржпнию СО2.

Бычислительный эксперимент для этих двух гипотетических си-
I уиций проводился до установления нового, отличного от нынешнего
II ш пи равновесия в системе с последующим осреднением результатов. 
Индио, что средняя температура как воздуха, так и подстилающей 
мимсрхности заметно увеличивается (изменение глобальной темпера- 
I уры на 1-2°С считается значительным), растет и среднее число осад­
ит . ! )ксперимент также хорошо демонстрирует нелинейность объек-
IH. Уиоличение средней температуры при переходе от удвоенного к 
vii'TDopoHHOMy содержанию СО2 намного меньше, чем при удвоении 
|'||цр<1М(!нной концентрации. Отклик системы «атмосфера— океан» на 
MiicmiKKi (в данном случае антропогенное) воздействие не пропорцио- 
инлсм п(!личине этого воздействия (в рассматриваемой ситуации сис- 
и'мн смяг'гает последствия увеличения индустриальной активности
M l'JUIIKiKfl,).

Ма'1Ч5матическое моделирование позволяет оценивать результаты 
III' только плавных, как в описанном выше сценарии, но и резких внеш­
них мм(!татсльств в систему. Одним из них может быть ядерный кон- 
ilumu'T между воюющими державами. Полная неприемлемость для ци- 
им шпации глобальной ядерной войны да,вно общепризнана. Однако в 
( HIHI иремя рассматривалась возможность ограниченного обмена уда­
рами («ji'1'ака на города») с использованием малой части боезапаса. Ка- 
... . пудут климатические последствия ограниченной ядерной войны?

Опыт массированных бомбардировок крупных городов во время 
Ити|)11Й мировой войны свидетельствует о неизбежности возникнове­
нии II них огромных пожаров. Их интенсивность такова, что в огне
I трмш'т iKi только легковоспламеняющиеся материалы (дерево, пласт- 
м,м 11.|), по и негорючие в обычных условиях асфальт, бетон, кирпич. 
И 111 личи(! от относительно чистого горения лесов, мощные городские 
ИИ i.npi.i будут сопровождаться выбросом в атмосферу огромного ко­



личества сажи —  по некоторым оценкам, примерно по 1 т сажи на
1 т тротилового эквивалента заряда. Это значит, что ядерная ата­
ка городов с суммарной мощностью 100 Мт (примерно 1% от общего 
боезапаса ядерных держав) приведет к немедленному попаданию в ат­
мосферу 10® т сажи.

Такая степень «задымления» в несколько десятков раз уменьшит 
поток солнечного света у подстилающей поверхности. Вычислитель­
ные эксперименты имитировали именно этот сценарий: в моделях 
мгновенно изменялись соответствующие характеристики атмосферы 
над наиболее вероятными районами возможного конфликта и просле­
живалась временная динамика климатических величин.

Главным эффектом является быстрое и исключительно сильное 
охлаждение воздуха над континентами: даже в случае использования 
всего 1 % имеющегося в наличи1̂ боезапаса средняя температура у под­
стилающей поверхности чер§з неделю упадет на 15°С. Средняя темпе­
ратура более высоких слоев атмосферы, наоборот, увеличится пример­
но на такую же величину (поскольку в них поглощается вся солнеч­
ная радиация). Обра:зующаяся температурная инверсия чрезвычайно 
стабильна («холодное» —  внизу, «теплое» —  вверху) и сохранится в 
течение многих месяцев.

Рис. 109

Подобное развитие событий нельзя назвать иначе как глобальной 
климатической катастрофой. При этом средние климатические вели­
чины не дают о ней полного представления. На рис. 109 показаны 
изолинии температуры воздуха у поверхности Земли на 30-40 день 
после «100-мегатонного конфликта». Температура упадет ниже нор­
мы на 56°С на севере Европы, на 65°С на севере Сибири, на 43°С в



Северной Америке и на 41°С на юге Азии и т. д. На высоте горных лед­
ников температура станет намного выше нормальной, что приведет к 
бурным паводкам. Огромные массы воды, попав на переохлажденные 
[)авнины, покроют их ледяной коркой. Океан из-за своей большой теп- 
Jюeмк,ocти будет остывать гораздо медленнее, и контраст температур 
между водой и сушей породит невиданной силы ураганы в обширных 
прибрежных районах.

Катастрофа действительно глобальна еще и потому, что дым, вы­
делившийся в отдельном регионе, распространится на всю планету и 
принесет «ядерную .зиму» в любую точку, не исключая и точки, из 
которой был нанесен внезапный односторонний удар.

Ранее считалось, что основными поражающими факторами ядер- 
ного оружия являются проникающая радиация и ударные волны. Ма­
тематическое моделирование убедительно свидетельствует: помимо 
этих (относительно локальных) факторов ядерный конфликт будет 
сопровождаться глобальными катастрофическими изменениями кли­
мата, и поэтому он неприемлем даже в ограниченном варианте.

4. М агнитогидродинамическое «д и н а м о » Солнца. Двадца­
тидвухлетние циклы солнечной активности имеют немаоюважное зна­
чение для земной жизнедеятельности. Заметное увеличение амплиту­
ды магнитного поля, генерируемого Солнцем, сказывается на числе 
заболеваний, на условиях сельскохозяйственного производства, на на- 

. дежности функционирования средств радио- и телесвязи.
Качественное объяснение и количественное описание солнечной 

«магнитной синусоиды» относится к числу фундаментальных естес­
твеннонаучных проблем, содержащих, к тому же, парадоксальные за­
гадки. Например, как свидетельствуют измерения ежегодных прирос­
тов древесной массы (толщины колец на срезскх деревьев), несколько 
веков назад колебания магнитного поля Солнца прекращались боло;е 
чем на 50 пет.

Высказывались различные соображения о природе этого явления, 
в том числе и о влиянии Юпитера, период обраш;ения которого вокруг 
Солнца составляет 11,9 лет. В середине 50-х годов была сформулиро­
вана первая, претендующая на научную достоверность концепция - - 
теория солнечного МГД-динамо.

Под этим термином понимается сложная совокупность процессов, 
служащих причиной периодической генерации магнитных полей све­
тила. Они включают в себя конвективные и турбулентные гидро­
динамические движения солнечной плазмы на его поверхности и во 
внутренних слоях. Движущиеся заряженные частицы (токи) создают 
магнитное попе, преобразуя в него часть своей кинетической энергии. 
В свою очередь возникшее магнитное поле влияет на движение элек- 
т 1)онов и ионов и тем самым создаются предпосылки для появления в 
системе периодического процесса.

Проверка справедливости теории МГД-динамо может быть осу- 
щ(;ствлена лишь путем вычислительных экспериментов с математи­
ческими моделями генерации солнечных магнитных полей и сопостав- 
л(;1шя (там, где это удается) их результатов с данными наблюдений. 
( )сновные уравнения этих моделей получаются при соответствующих



предположениях из системы уравнений Максвелла и внутри и вне по­
верхности Солнца имеют соответственно вид

д В  "*■ -* В
—  =  rot[B X [г X ¿5]] 4- rot, а В  -  rot /0 rot —  ,
0 ь jj/

div В  =  0.
Здесь В =  B { f , t )  —  искомый вектор магнитной индукции, г  и t —  
радиус-вектор и время, ¿3 — —  заданный вектор угловой скорос­
ти, зависящий от пространственных координат (поскольку Солнце, не 
будучи твердым телом, вращается отнюдь не как единое целое), а  =  
=  а (г ) ,  /3 =  /3(г), fji =  —  задаваемые усредненные характеристи­
ки соответственно турбулентно-конвективного движения, турбулент­
ной проводимости и магнитной проницаемости плазмы. Заметим, что 
входные данные ¿5, а, ¡3, ц ткчао неизвестны, и поэтому адекватность 
результатов моделирования должна проверяться особенно тщательно.

Решение проблемы несколько облегчается тем, что основная 
22-летняя составляющая крупномасштабного колеблющегося магнит­
ного поля Солнца является осесимметричной (не зависит от азиму­
тального, меридионального угла). Вместо исходной трехмерной задачи 
можно ограничиться анализом нроцеса в двумерной постановке.

Однако и при таком заметном упрощении модель все равно оста­
ется достаточно сложной. Требуется, варьируя входные данные, чис­
ленно решать большое количество нестационарных задач для системы 
двух квазилинейных параболических уравнений в области г  <  R, где 
R  —  радиус Солнца (внутренние задачи), и столько же задач для эл­
липтического уравне1шя в области г  >  R , где ¿6 =  оо (внешние задачи). 
При этом, разумеется, их решения должны удовлетворять некоторым 
условиям сопряжения при г  — R . Дополнительная сложность, сопро­
вождающая решение внутренних задач, —  наличие в области г  <  R  
двух зон: лучистого ядра О <  г  <  R q <  R  (где величина Р  мала, но 
пренебре^ш ею нельзя) и конвективной зоны R q <  г  <  R , на, границе 
которой с ядром сильно изменяется не только ¡3, но и функция /i.

Дискретный аналог рассматриваемой модели основан на разност­
ной аппроксимации дифференциальных уравнений для внутренней за­
дачи и интегрального уравнения для внешней задачи (в области г  >  R  
удобнее численно решать интегральное уравнение, эквивалентное ис­
ходному эллиптическому). Для численного интегрирования системы 
параболических уравнений применялись неявные абсолютно устойчи­
вые разностные схемы переменных направлений, решаемые различны­
ми вариантами метода прогонки. Зная значения сеточных функций на 
границе г =  R, относительно нетрудно, используя условия сопряже­
ния, найти решение разностного интегрального уравнения при г  >  R  
и тем самым полностью решить задачу. При построении дискретных 
аппроксимаций учитывалась возможность существования резких изме­
нений коэффициентов уравнений по пространству (см. п. 3 § 4 гл. V). 
Также было обеспечено свойство симметрии численного решения (чет­
ность или нечетность) относительногч) солнечного экватора, присущее 
решению исходной задач.и при симметричных начальных данных.



Вычислительные эксперименты показали, что качественный и во 
многом количественный характер процесса зависит от величины ос­
новного безразмерного параметра задачи —  числа О  =  К^аоШо10 ^, где 
ао, ¡Зо —  некоторые характерные значения функций а, ш, /3. При 
О  и  £)кр колебания происходят с постоянным периодом и постоянной 
амплитудой. При О  >  [В  <  -Окр) колебания имеют несколько иной 
период и нарастают (затухают).

т = о r = l/8F

Элементарная интерпретадия этого результата следует из анали­
за структуры числа D. Пусть, например, величины R, «о , До посто­
янны, а и>о изменяется. При малых wq (число D  также Majro) энер­
гии вращения Солнца недостаточно для поддержания периодическо­
го процесса и он, стартовав, со временем затухает. При больших wo 
солнечная «динамомашина» работает слишком интенсивно, генерируя

растущее по амплитуде поле. Наконец, если 
комбинация характерных параметров отве­
чает критическому значению D -̂p, то колеба­
ния носят наблюдаемый в действительности 
регулярный характер.

На рис. 110 изображены (в безразмерных 
единицах) результаты вычислительных экс­
периментов, соответствующих описанным 
режимам (кривая 1 отвечает случаю D =  
=  2,75 ■ 10̂  >  1>кр, кривая 2 - - D  =  2 ,3 -10  ̂<
<  £>кр, кривая 3 соответствует значению D  =  

Окр =  2,56 • 10̂  и регулярным колебаниям 
с перисщом Р  =  0,248). Значения периода и 
амплитуды колебаний в установившемся ре­
жиме не зависят от принимаемых в расчетах 
начальных распределений и с хорошей коли­
чественной точностью согласуются с данны­
ми наблюдений.

Данный вывод не связан с «подгонкой» 
неточно известных функций ш, а, /3, (л для 

получения из модели заранее известного результата. В этом убеж- 
днот сопоставление более тонких эффектов, сопровождающих сол­



нечную активность. На рис. 111 приведены временные баттерфляй- 
диаграммы —  имеющая вид крыла бабочки конфигурация линий рав­
ного уровня магнитного поля на поверхности Солнца (расчетные ре­
зультаты за половину периода). Зоны с высокой величиной магнитного 
поля (цифра й —  им отвечают солнечные «пятна») со временем сме­
щаются из полярных областей к экватору, а их место занимают зоны 
с меньшим магнитным полем (цифра 1), и наоборот. Процесс пери­
одически повторяется, хорошо согласуясь с реальной картиной. Еще 
один из способов подтверждения адекватности математической моде­
ли солнечного «динамо» —  переход к анализу трехмерных процессов. 
Они описывают динамику неосесимметричных компонент магнитного 
поля Солнца, совпадающую во многих чертах с реальной картиной.

Математическое моделирование показывает, что Солнце является 
нелинейным МГД-генераторо)\|, допускающим неожиданные режимы 
работы (именно с нeJшнeЙIГОcтью связываются паузы в его активнос­
ти). Поэтому их знание важно не только для фундаментмьной науки, 
но и для практических целей.

§ 3. В ы числительны й  эксперимент
с моделями трудноф ормализуемы х объектов

Продемонстрируем универсальность математического моделиро­
вания на примерах исследования трудноформализуемых объектов, для 
которых не существуют или неизвестны точно сформулированные за­
коны. Покажем, что его применение дает разнообразные возможности 
для более глубокого понимания их принципиальных свойств.

1 . Диссипативные биологические структуры . В рассматри­
ваемой в п. 1 § 3 гл. IV  биологической модели типа «хищник— жертва» 
игнорируется возможность неоднородного размещения популяции в за­
нимаемой ею части пространства. Такие модели служат лишь первым 
приближением к реальности. В действительности условия прожива­
ния популяции никогда не бывают одинаковыми в разных частях аре­
ала. Кроме того, даже для пространственно однородной среды обита­
ния всегда существенны чисто биологические причины скопления или 
раз^^ежения представителей популяции: инстинктивные поведенческие 
мотивы собирания их в стаи и стада, сезонные изменения в природе 
(например, наступление поры нереста или взросления птенцов) и т. д.

Поэтому более подробные математические описания популяций 
должны учитывать пространственные факторы. Одна из типичных 
биологических моделей такого рода выглядит так:

где t —  время, х —  пространственная координата (д,пя простоты про­
цесс считается одномерным), N { x , t )  и M { x , t )  —  «плотности» жертв



и хищников, о: >  О, с >  О, /3 >  О, 7  >  О, >  О, В м  > 0  —  постоянные, 
характеризующие внутренние свойства популяций.

От уравнений Лотки— Вольтерра данная модель отличается при­
сутствием в правой части членов «диффузионного» вида {В ^ ,  В м  —  
коэффициенты «диффузии») и представляет собой систему двух урав- 
н(!ний параболического типа относительно величин N  и М . Происхож­
дение этих «диссипативных» членов обосновывается теми же предпо­
ложениями, что делались в п. 1 § 1 гл. IV  при получении модели ди­
намики скопления амеб: на скорость изменения численности популя­
ции влияет наличие «хаотического» движения особей в пространстве, 
формирующее их поток из более «заселенных» в менее «заселенные» 
местности (он считается пропорциональным градиенту их плотности).

Поведение численности популяции в пространственных моделях 
может кардинальным образом отличаться от картины, даваемой то­
чечными моделями. Рассмотрим, например, такой эффект, как фор­
мирование в пространстве «волны погони» хищника за жертвой. На

рис. 112 показаны результаты демонстраци­
онного вычислительного эксперимента с опи­
санной моделью (единицы измерения услов­
ные). Задача рассматривалась в неограни­
ченной области (задача Коши), начальная 
плотность жертв — экспоненциально убы- 

10 15 20 25 30 ж вающая с ростом координаты х  функция.
Считалось, что миграция жертв отсутству- 
ет, т. е. Вщ =  О —  случай, отвечающий час­

то встречающимся реальным ситуациям, когда подвижность жертв 
существенно меньше подвижности хишликов.

На «фронте» волны погони формируется пик плотности как хищ­
ников, так и жертв (см. рис. 112 , где изображены профили функций 
М {х ^ , )  и N { x , t )  в некоторый момент времени). За фронтом волны в 
системе устанавливается квагшравновесие и значения величин близ­
ки к постоянным. Временная динамика образования профиля плот­

ности хищников (рис. 113) свидетельству-
М

1,5

1,0-

0 ,5 ’

О

< =  10 15 20 25 ет О близости процесса на рассматривае­
мом промежутке времени к автомодельному 
(самоподобному) режиму. Картина практи­
чески без изменений воспроизводится в раз­
ные моменты времени в различных облас- 

10 15 20 25 ¿ пространства, причем скорость пере­
мещения характерных точек профиля слабо 
зависит от времени (амплитуда максимума 

несколько уменьшается с течением времени, так как волна движется
110 убывающему «ф ону» плотности жертв). Такое развитие отвечает 
ип'гомодельности типа бегущей волны (см. п. 2 § 1 гл. V ), в случае 
которой все величины зависят от комбинации ^ =  х  — B t ,  D > О (для 
iK'KOTOpbix частных значений параметров автомодельное решение уда- 
i '1'ся получить аналитически).

Изучение распределенных биологических систем хорошо иллюст­
рирует также и другие соотношения между моделями разных иерар­



хических уровней —  точечными и пространственными. Рассмотрим 
часто используемую модификацию приведенных выше уравнений:

dN „r2N'o-N
=  — г:-------с М Ы  +

(И дх^

<11 дх^

где Мо >  0. Она отличается от классической модели Лотки— Вольтер- 
ра видом членов, описывающих динамику жертвы в отсутствие хищ­
ника:

1) при малых плотностях популяции (для видов, размножающихся 
половым путем) скорость р|)ст|й, численности пропорциональна частоте 
конта.ктов между особями, т. е. квадрату ее плотности (ср. с § 6 гл. I);

2) существует устойчивая равновесная плотность популяции 
жертв N  — N 0, определяемая уровнем доступных ресурсов (ср. с ло­
гистической моделью в п. 5 § 1 гл. I).

Точечный (Г>лг =  В м  =  0) аналог дайной модели представляет со­
бой нелинейную систему двух обыкновенных дифференциальных урав­
нений. Она в соответствующем диапазоне параметров имеет предель­
ный цикл —  такую конфигурацию интегральных кривых в фазовой 
плоскости Л/', М ,  когда при I ос траектории «навиваются» на огра­
ниченную замкнутую кривую (автоколебания, процесс качественно по­
добен описанному в п. 1 § 3 гл. IV ).

Получаемое из вычислительного эксперимента, проводимого в том 
же диапазоне параметров, поведение численности популяций сущест­
венным образом зависит от начального состояния системы. Экспери­
мент отвечал условиям кольцевого ареала (окрестности береговых ли­
ний замкнутых водоемов, уровни постоянной высоты в горной мест­
ности и т. п.), и поэтому граничные условия для функций N { x , t ) ,  
М { х , 1) брались периодическими по х. Считалось также, что подвиж­
ность хищников гораздо больше подвижности жертв <С О м ) -

У̂(ж,0)

2 \лллл/М(ж,0)

2

1

М

2
Однородный

цикл
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Рис. 114
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На рис. 114 в безразмерных единицах показан вид некоторых на­
чальных распределений жертвы (а) и хищника [б ] ,  приводящих к уста­
новлению со временем однородного по пространству автоколебатель­
ного процесса, соответствующего устойчивому предельному циклу в 
точечной модели (б). Биологическая интерпретация этого результата 
такова: в однородном ареале («лесу ») небольших размеров («зайцы» и



«волки» много раз успевают обежать его за время существования осо­
бей) популяции могут взаимодействовать лишь в автоколебательном 
режиме с изменяющимися со сдвигом фаз численностями.

Если же при прочих равных условиях «зайцы» живут оседло, т. е. 
в одних и тех же местах, а «волки» активно мигрируют по всему ле­
су в поисках пропитания, то, помимо однородных автоколебаний, воз­
можны пространственно неоднородные (но стационарные по времени) 
распределения численности популяций.

N ,M
Щ х )

М (х )

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 X 

Рис. 116

а б в

Рис. 115

На рис. 115 а-в продемонстрированы некоторые из начальных 
профилей численности популяции жертв, отвечающих этому не описы­
ваемому точечной моделью режиму (рис. 116). В нем численность «вол­
ков» одинакова по всему лесу, а «зайцев» на одном конце леса всегда

очень много —  примерно столько же, сколь­
ко их бывает на пике однородных автоколеба­
ний, а на другом конце их всегда очень мало.

Несмотря на одинаковые по ареалу 
условия проживания, в системе появляется 
так называемая стационарная диссипативная 
структура (СДС). Заметим, что в отличие от 
структур горения (§ 3 гл. V ), возникновение 

СДС обусловлено не режимами с обострением и локализацией диффу­
зионных процессов, а конкур(шцией источников и стоков энергии (в 
терминах теории теплопередачи). Неоднородности СДС отвечают ре­
ально наблюдаемой «пятнистости» заселения однородных территорий 
сопертшчающими биологическими видами.

2. Процессы  в переходной экономике. Трансформация эконо­
мической системы с доминированием государственной собственности 
и плановых централизованных начал к конкурентной рыночной эконо­
мике с преобладанием частной собственности (либо наоборот) сопро- 
иождгштся сложнейшими переходными процессами. Это неудивитель­
но, так как, хотя оба типа этих систем не существуют в «чистом» 
нидо, разница между ними носит фундаментальный характер: регули- 
роиаиие с помощью финансовых инструментов, реагирующих на изме- 
попия экономических показателей, или путем приказов, следующих из 
шиишза возникающих дефицитов; стремление максимизировать при- 
fii.ijii. предприятия или выполнить план; почти полное самообеспече­
ние т 1̂ удоспособных индивидуумов или гарантированный, по мере воз­
можности, минимум государственного социального обеспечения всего 
н11С(!ления и т. д.



Математические модели рыночной экономики давно разрабаты­
ваются и относительно хорошо изучены, чего нельзя сказать о моде­
лях плановой и, тем более, переходной экономики. Последние не могут 
быть (даже в принципиальном плане) свсщены к моделям классическо­
го типа, например к тем, что рассматривались в § 2 гл. IV , поскольку 
они должны отражать в себе основные черты обеих экономических 
систем. Эффективный методологический подход к построению моде­
лей, обладающих этим синтетическим свойством, состоит в том, что 
сначала строятся модели балансов материальных и финансовых по­
токов, которые в определенном смысле универсальны, т. е. пригодны 
для описания экономики любого типа. Они «преднамеренно» незамк­
нуты, а способ их замыкания прямым образом зависит от поведения 
экономических агентов, полЛ'и^и государства и т. д. При задании раз­
ных видов производственных отношений (сценариев) и тем самым при 
задании разных способов замыкания получаются модели для разных 
типов экономик.
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Рис. 117

Блок-схема одной из них приведена на рис. 117. В ней на мак­
роуровне отражены довольно сложные взаимоотношения экономичес­
ких партнеров, регулирующие производство, обмен и распределение 
продуктов и услуг, сложившиеся в экономике России к концу первой 
трети 90-х годов XX века. Видно, что модель отвечает смешанной, пе­
реходной экономике: помимо государства (основного агента плановой 
системы), в ней фигурируют, например, коммерческие банки, работа­
ющие в условиях конкуренции с целью извлечения прибыли.



Не описывая полностью все предположения о производствен- 
пых отношениях, заложенные в модель, охарактеризуем некоторые 
из них;

1) выделяются секторы, испытывающие конкуренцию импорта, и 
экспортные отрасли;

2) трудовые коллективы и администрация в секторах заинтере­
сованы в увеличении фонда заработной платы и, несмотря на сокра­
щение спроса на продукцию, добиваются этого с помощью взаимных 
неплатежей и льготных кредитов Центрального Банка (ЦБ); чистые 
инвестиции отсутствуют, производственные мощности уменьшаются;

3) изменение условий производства влияет на заработную плату, 
1ю не на уровень занятости; банкротств предприятий нет, номинальная 
безработица невелика;

4) экспортируется только сырье, а импортируются только потре­
бительские товары;

5) рынки контролируются промышленно-финансовой олигархией, 
вершину которой занимают экспортеры;

6) макроэкономическая политика государства сводится к опреде­
лению ставок налогов, объемов льготных кредитов ЦБ, государствен­
ных закупок, выплат населению из госбюджета и дотаций предприя­
тиям и т. д.

Сформулированный сценарий воплощается в общую модель, в 
результате чего получается конкретная модель переходного перио­
да. В математическом отношении она представляет собой громозд­
кую и сложную систему нелинейньпс обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений (дополненных большим числом алгебраических урав- 
гкший) относительно нескольких десятков основных экономических ве­
личин (например, выпусков различных видов продукции) и содержат 
много определяющих решение характеристик и параметров (напри- 
м(!р, инфляционные ожидания населения). Эти входные данные на­
ходятся и уточняются, как и сценарии, по текущему состоянию сис­
темы.

Например, в одном из вариантов модели считалось, что ЦБ не 
проводит операций на внутреннем валютном рынке, тогда к концу 
1993 г. курс доллара должен был бы, согласно модели, подняться до 
'1000 р./долл. Однако с середины 1993 г. ЦБ начал соответствующие 
д(!Йствия. и в реальности курс дошел «ли ш ь» до отметки 1300 р./долл. 
I! модель были внесены учитывающие новую политику изменения, и 
лапаемые ею временные ряды с этого момента неплохо совпадают с 
(|)а,ктическими (см. табл. 5).

Вычислительные эксперименты как с этой, так и с другими моде­
лями травсформирующейся экономики, построенными подобным же 
о(¡разом, позволили сделать ряд довольно общих важных выводов. 
И частности, было установлено, что переход от почти развалившей­
ся в конце 80-х— начале 90-х годов плановой советской экономики к 
'|ф(|)(!ктивному равновесному состоянию новой рыночной экономичес­
кой системы даже в лучшем случае займет не менее десяти лет, будет 
сопровождаться высокой структурной безработицей и банкротствами 
мло1'их предприятий.



Дата Биржевой
курс

Расчетный
курс Л ата Биржевой

курс
Расчетный

курс

03.05 
05
10
12
17
19
24
26
31
02.06 
07 
09 
14 
16 
21 
23 
28 
30

1820
1854
1859
1869
1877
1881
1895
1901
1916
1918
1940
1952
1952
1959
1971
1977
1985
1989

1779 
1814 
1809 
1837 
1827 
1858 
1852 
1868 
18М ,  
18^ 
1891 
1915 
1927 
1927 
1947 
1957 
1969 
1983

05.07 
07 
12 
14 
19 
26 
28
02.08 
04 
09
11
16
18
23
25
30
01.09

1998
2011
2020
2022
2028
2052
2052
2060
2081
2087
2108
2117
2141
2161
2156
2153
2204

1984
2009
2018
2029
2038
2065
2076
2087
2104
2104
2128
2137
2148
2157
2171
2183
2193

1 [ругой, не менее значимый результат экспериментирования с мо­
делями заключается в том, что установлено «попадание» послерефор- 
менной российской экономики в особый тип квазиравновесного состо­
яния, отличного от изучаемых в классических попитэкономических 
моделях. Оно весьма неэффективно; в этом состоянии экономическим 
агентам нет смысла (выгоды) ни сберегать ресурсы, ни инвестиро­
вать их в производственный сектор экономики, но зато крайне выгод­
но сохранять взаимные неплатежи и др»угие задержки в обращении 
финансов. Льготные кредиты ЦБ при правильно взвешенной и точно 
адресованной дозировке несколько улучшают эффективность данного 
равновесия, но не могут кардинально изменить общую картину (для 
частных'вариантов модели существование такого режновесия устана­
вливается, как и в § 2 гл. IV, относительно простыми аналитическими 
методами и описывается несложными установившимися решениями). 
Оба описанных вывода вполне согласуются с наблюдгюмОй в последние 
годы макроэкономической ситуацией в России.

С помощью модели прово,цятся также и более детальные исследо­
вания различных конкретных вопросов текущей экономической поли­
тики. К ней предъявляется естественное требование «безопасности», 
трактуемое в модели как недопустимость резкого разрушения пусть не 
слишком эффективных, но сложившихся:и реально существующих эко­
номических отношений и структур. Это отнюдь не надуманная проб­
лема, поскольку речь идет не о чьем-то сознательном стремлении к 
разрушению, а о «непрофессиональном» использовании экономических 
инструментов в очень сложной и неустойчивой ситуации.

Типичная задача —  определение размера льготных кредитов, да­
ваемых государством производителям фактически под отрицательный

20 А . А . Самарский, А . П. Ы!ихайл(ш



нроцент. Модель показала —  крайности весьма опасны. Отсутствие 
льготных кредитов приводит не только к резкому (в течение недель 
и месяцев) подавлению инфляции (и даже к дефляции), но также и 
к разрушению производственных структур, в большинстве своем уже 
приспособившихся к инфляции. Их доходы сокращаются настолько, 
что неизбежно массовое «бегство» работников предприятий и усиле­
ние спада производства. В противоположном случае очень больших 
льготных кредитов и порождаемой ими гиперинфляции разваливается 
система коммерческих банков. Они планируют свою прибыль, исхо­
дя из темпов инфляции. Пока ее рост не слишком велик, их действия, 
основанные даже на грубых прогнозах, обеспечивают устойчивую при­
быль. При гиперинфляции неизбежная неточность прогнозов приводит 
к систематическим убыткам банков и фактическому «исчезновению» 
(в относительном смысле) их собственного капитала.

Упомянем также и о двух других конкретных актуальных собы­
тиях, значимых для российской экономики и анализировавшихся с по­
мощью вычислительных экспериментов с моделью. Первое из них —  
«черв:ый вторник» 11 октября 1994 г. —  катастрофическое падение 
курса рубля по отношению к доллару, который через несколько дней 
возвратился примерно на прежний уровень. Достаточная адекватность 
модели позволила не только (постфактум) описать динамику основньсх 
экономических макропоказателей после «вторника», но и обоснованно 
определить экономических агентов, которые, пусть невольно, выигра- 
jtH (базовые отрасли, доходы госбюджета) и проиграли (основная часть 
населения, импортеры) в результате этого события.

Второе —  армейская операция в Чечне, начатая в конце 1994 г, и 
потребовавшая значительных дополнительных государственных рас­
ходов на ее проведение и на мероприятия по восстановлению экономи­
ки и социальной сферы республики (по разным оценкам от несколь­
ких триллионов до десятков триллионов рублей). Основной вывод из 
результатов моделирования: хотя «чеченский кризис» и не может вы­
звать гиперинфляцию, но, даже при жесткой антиинфляционв:ой поли- 
'|’ике государства, он вносит заметный вклад в инфляцию и способст- 
иу(!т снижениБЭ реальных доходов большинства населения.

3. Тотали тарны е и анархические эволюции распределе­
ния власти в: иерархиях. Результаты анализа математической мо- 
д(!JШ системы «власть— общество», полученные в § 4 гл. IV, касались в 
основном стационарных распределений власти между звеньям;и иерар­
хии в условиях правового общества. Несмотря на феномен выхода 
иерархии за рамки предписываемых ей полномочий, реализующий­
ся при рассогласовании характеристик системы, в правовом случае 
нс(!1.'да имеет место динамическая устойчивость. Под этим подразуме- 
нп(!тся следующее: любое нестационарное 1)аспределение власти рано 
или п:оздно «возвращается» к стационару и тем самым приходит в 
правовое поле (считается, что сам стационар принадлежит правовой 
(>Г)ласти).

Вычислительный эксперимент наглядно демонстрирует это свой- 
c'1'во правовой системы (в некотором смысле оно заложено в ее опре- 
Л(■JЮuии). На рис. 118 показан пример подобного «возврата» власти



Диктатура

Рис. 118. ¿1 =  0,05, *2 =  0,15, ¿3 =  0,35, и  =  
=  0,75

в правовое попе для случая базовой модели (п. 4 § 4 гл. IV ) с па­
раметрами хо =  5 • 10“ ,̂ Ь =
=  0,9, а =  0,75, кг =  Н  =  I =  1,
¿0 =  0. Начальные данные ро{х) 
взяты в виде «ступеньки»: при
О ^  а; ^  0,3 имеем ро (х ) =  2 >
>  Р 2, при ж >  0,3 их значения 
отвечают стационарному реше­
нию. Функция р ( х , 1) для мо­
ментов t l ,  2̂1 ¿3, и  изображена 
сплошными пиниями 1, 2, 3, 4 
соответственно.

Этот сценарий отвечает 
тому, что иерархия (в данном  ̂
случае ее высшие звенья) т о  
каким-то причинам заметно 
превысила свои максимальные 
полномочия. Однако реакция 
общества обеспечила возврат 
решения в правовые рамки и 
установление через какое-то 
время стационарного распреде­
ления власти (напомним, что 
ради простоты здесь считается, 
что реакция иерархии равна ну­
лю, т. е. «чиновникам» безразличен уровень реализуемой ими власти и 
они послушно следуют за реакцией общества). Для времени установле­
ния с хорошей точностью справедливо ¿уст ~  1/^1 , т. е. при остальных 
постоянных параметрах системы распределение влгюти тем быстрее 
приходит в правовую область, чем больше интенсивность реакции об­
щества .

Если партнеры в системе «впасть—общество» хотят как можно 
быстрее преодолеть начальную ситуацию, то им следует позаботиться 
(при прочих равных условиях) об усилении реакции общества (выборы, 
опросы, информирование и т. п.). Данное заключение вполне соответ­
ствует стандартным политологическим рецептам.

Из вычислительных экспериментов (в сочетании с теоретическим 
анализом), проводимых для общей модели правовой системы, следует 
ее устойчивость. Другими словами, в правовом случае иерархическая 
структура и гражданское общество находятся в состоянии устойчивого 
динамического равновесия.

Совершенно иначе может обстоять дело при некоторых, внеш­
не, быть может, незначительных деформациях общественного со­
знания по отношению к правовому. В этих случаях нельзя да­
же приблизительно говорить о существовании какого-либо дина­
мического равновесия системы «власть— общество». Ниже рассмот­
рен ряд иллюстрирующих это положение сценариев эволюции рас­
пределения власти, полученных с помощью вычислительнохч) экспе­
римента.



Рис. 119

I. Тоталитарная ловушка. По отношению к правовой системе об-
..... сознание (реакция общества F { p , x ) )  деформировано так,

как изображено на рис. 119 
(график F ( j i )  состоит из от­
резка пинии 1 от р — О до р =  
=  Р2 и линии 2). Это озна­
чает, что при р  < р 2 реакция 
общества правовая, при Р2 <  
< Р <  Ркр =  2,5 • «слабопра­
вовая», т. е. сопротивление 
превышению власти сущест­
вует, но уменьшается с рос­
том р. Наконец, при р >  р,ф 
общество «требует» реализа­

ции нее большей власти и эти требования тем сильнее, чем больше 
пе'личииа р.

11а рис. 120 приведены результаты расчета по базовой модели (но
I 1<'(р) из рис. 119) при хо — 7,5 ■ 10“  ̂ (остальные параметры те же, что

и на рис. 118). Началь­
ный уровень власти в 
любом звене иерархии 
равен нулю (ро(а )̂ =  О,
О ^  а; ^  1). Опишем ста­
дии развития сценария:

а) поскольку при 
¿0 =  0 ро{х) =  О, то в 
начальный момент вре­
мени реакция общества 
обеспечивает рост ве­
личины власти и ее воз­
врат в область P i <
<  Р <  Р2 (кривые 1, 2), 
причем большая часть 
звеньев иерархии нахо­
дится в области Pi <
< р <  р° (кривая S) и

Ги. I W .  h  =  0,155, (2 =  0,635, <3 1,915, U  -  6,395,
In 15,995, ie = 17,915, t r  =  19,195, ta =  19,835

по-прежнему получает 
m (if)iuocTBa «порции» власти. Решение растет всюду, так как интен-
I ИЩИ) |)аботающий механизм передачи власти от старших к младшим 
и и чп .я м  обеспечивает его увеличение в окрестности точки х =  1 , где 
|111||М(ия общества уже отрицательна (для части кривой 5, расположен-
мпи и области р^ <  р <  Ркр);

0) ситуация, изображенная кривой 4 , ключевая для понимания дан- 
мит сценария. Благодаря «пологости» профиля власти (параметр щ
III ii' i'u гочпо велик) небольшое количество низших инстанций попадает 
и niijiuc’Tb, где р >  Ркр и где они начинают получать «подпитку» влас-
11.1(1 и осп(шиом от общества (F (p ) >  О при р >  Ркр), а не от старших
I III идей;



в) подобная подпитка приводит к (не очень большому) повышению 
власти низших инстанций по отношению к уровню власти ближайших 
старших звеньев (которые пока еще находятся в области F{jp) <  О,

<  р <:Ркр)- По постутату (п. 2 § 4 гл. IV ) старшие парир>уют это 
повышение, «отбирая» часть власти у младших и выходя за счет этого 
«источника» в область р  >  ркр) F {p )  >  О (кривые 5, б)\

г) «волна» превышения власти и выхода в область р >  ркр рас­
пространяется по иерархии справа налево (снизу вверх), и функция 
р{х, t) необратимо растет до сколь угодно больших значений (кривые 
7, 5 и т. д.) при всех О <  ж ^  1 (именно таков смысл употребляемого 
в данном пункте слова «тоталитарный»).

Описанный сценарий весьма нетривиален (даже с чисто матема­
тической точки зрения). Действительно, иерархия, полностью нахо­
дившаяся в области малых (нулевых) значений р{х, t) , с течением вре­
мени полностью перешла в область неограниченных значений p {x , t ) ,  
«преодолев» своеобразную «полосу сопротивления», выставленную за­
конодательством и реакцией гражданского общества (область р^ < р  <
<  Ркр)- Сработали два фактора —  деформация общественного созна­
ния и чересчур интенсивные механизмы перераспределения власти в 
иерархии. Именно последние «вытянули» всю иерархию звено за зве­
ном в область р >  Ркр, куда первоначально попала лишь незначитель­
ная часть низших инстанций (ловушка). При уменьшении величины 
хо ситуация нормализуется —  решение выходит на стационар.

II. Анархическая ловушка. В предыдущем сценарии (как и в 
модели вообще) не заложено никаких сознательных поползновений 
иерархической структуры на «диктатуру». При обратной деформа­
ции общественного сознания реализуется обратный сценарий. Функ­
ция F {p )  изображена на рис. 119 частью линии 1 при р >  pi и ли­
нией 3. При p > p i  — 0,85р° реакция как и в правовом случае, при 
Ркр =  0,7р° < р <  P i ре­
акция «слабоправовая», 
т. е. положительна, но 
уменьшается с умень­
шением р. Наконец, при 
Р <  Ркр реакция общест­
ва направлена на 
уменьшение власти и 
тем больше, чем боль­
ше это уменьшение.

Результаты рас­
чета приведены на 
рис. 121. Параметры 
модели те же, что и в 
случае рис. 120 (за ис­
ключением, естествен­
но, вида F (p ) ) .  Началь­
ные данные: ро{х) =  2,
О ^  ж ^  1, т. е. в момент îq =  О распределение власти полностью нахо­
дится в области р >  (где F {p )  <  0).

Рис. 121. i l  =  0,075, *2 =  0,315, ёз =1,275, Î4 =  3,195, 
Î5 =  8,315, ie =  10,875, tr  =  11,515



Эволюция распределения власти идет по обратному по сравнению 
со случаем I  сценарию: решение при достаточно больших t обращается 
в нуль для всех О <  ж <  1, проходя полосу р^р <  р  <  р°, где F {p )  >
>  0. Вначале уровень власти уменьшается, и большая часть профиля 
власти попадает в правовую область < р  < Р 2- Затем часть старших 
инстанций незначительно «проваливается» в область р <  ркр (линия
5), однако этого достаточно для того, чтобы со временем в эту область 
перешли все звенья иерархии и произошло необратимое уменьшение 
решения р(ж, t) до нуля при всех О ^  ж 1; как и в случае I, механизмы 
перераспределения вх1асти слишком сильны, их уменьшение приводит 
к нормальной эволюции к стационарному решению.

III. Усталость общества и «дремлющая» ловушка. При задан­
ных в пп. I, II  параметрах системы «власть—общество» эволю­
ция распределения власти предопределена в том смысле, что для

любых начальных дан­
ных Ро (а;) реализуют­
ся описанные выше сце­
нарии (за исключением 
количественных разли­
чий качественное пове­
дение функции р{х, t ) то 
же самое).

Более сложная и 
разнообразная эволю­
ция может реализовы­
ваться в случаях, когда 
характеристики систе­
мы изменяются со вре­
менем.

Рис. 122. ii = 0,155, *2 = 0,63, 4з = 2,555, U = 7,035, приве-
¿5 =  21,115, ¿6 = 55,675, ь  =  99,835 Дены результаты расче­

та модели с функцией 
F {p )  такой же, как и для расчета на рис. 120, но с щ  =  10~^ (в этом 
случае стационарное ренюние для правовой системы слегка вьпсодит 
в область р >  Р2, но так, что между ним и областью р >  р^р остает­
ся заметный «зазор»). Второе отличие в том, что в момент t =  i«p =  
=  8 как положительная, так и отрицательнгхя части реакции общества 
по амплитуде скачком уменьшаются в 10 раз, хотя качественно, как 
функции р, они имеют прежний вид (линия 1 при р <  рг и линия 2 на 
рис. 119).

Такое изменение F {p )  со временем можс;т быть интерпретировано 
как усталость общества. Эволюция функции р(ж, /,) CJЮдyющaя:

а) решение растет и входит в областт> р\ <  р <  Р2, как и на рис. 120 
(кривые i, 2 )-,

б) решение на некоторое время становится близким к стационар­
ному (кривые 5, 4)-, которое, в отличие от сцсшария I, при данном 
значении >cq существует;

в) уменьшение реакции общества в мом(;пт t =  t^p приводит к про­
странственному «разглаживаьшю» распределения власти и попаданию



части низших инстанций в область р >  Ркр —  кривая 5 (решение оста­
валось бы стационарным при прежней Р(р))-,

г) ловушка, связанная с видом Р{р, х , 1), «просыпается», и далее 
решение неограниченно растет при всех О ^  ж ^  1 (кривые 6 шт. д.).

IV. Активизация общества и чавозрождающийся» стационар. В 
отличие от предыдущего расчета, в моменты времени 6 <   ̂ < 10 ам­
плитуда реакции возрастает в 10 раз (причем величина р«р также уве­
личивается). Такое поведение Г (р )  может быть интерпретировано как 
активизация общества.

Рис. 123. =  0,15, *2 =  0,75, Ьз =  2,35, ¿4 =  5,55, <5 =  7,15, =  7,55,
¿7 =  19,90

Решение (рис. 123) вначале ведет себя как и в случае рис. 122, по­
падая в о б л а с т ь >  ркр (кривые 3, 4)- При взятом значении яо =  10~  ̂
и не меняющейся со временем функции Р {р )  функция р{х, 4) неограни­
ченно росла бы (как и на рис. 122). Однако увеличение амплитуды Р {р )  
при t >  6 приводит к тому, что в системе появляется стационарное ре­
шение, на которое с течением времени (кривые 5, 6 ) распределение 
власти и «выходит» (кривая 7), избежав грозившей ему ловушки.

Разумеется, сценарии 1-П^ и их политологические интерпретации 
весьма условны (хотя бы потому, что при заметном превышении или 
принижении власти модель, строго говоря, неприменима, так как на­
рушается предположение о законопослушности системы).

Однако они демонстрируют потенциальное богатство возможных 
поведений распределения власти в иерархии, заложенных в модель, 
которая содержит различные прямые и обратные связи, нелинейнос­
ти и пространственно-временные вариации характеристик объекта, а 
также указывают на возможность осмысленного толкования эволюции 
изучаемой системы.

Например, анархическая ловушка может быть соотнесена с рос­
сийскими событиями 1917 г. (в большей степени) и конца 80-х— начала 
90-х годов (в меньшей степени). Действительно, «провал» в уровне 
власти высших иерархов (кульминация —  отречение монарха и от­



ставка генсека) под сильнейшим давлением гражданского общества 
и при «безответственных» действиях иерархии с последующей цеп­
ной реакцией уменьшения и даже «исче.чновения» властного влияния 
в остальных ее звеньях вполне описывается этим сценарием. Интер­
претация имеет смысл, конечно, лишь на начальной стадии процесса 
(общая тенденция к «анархии»). Далее она не может быть продолжена 
хотя бы потому, что «старая» властная структура просто перестала 
существовать.

Еще один пример —  политическое развитие России в последней 
трети 1993 г. Ему отвечает сценарий «возврат власти в рамки пол­
номочий». Формально вышедшая из (не совсем четких) границ право­
вого поля иерархия в то же время обеспечила гражданскому общест­
ву возможность для усиленного выражения своей реакции с помощью 
выборов в Парламент. Это позволило обществу «вернуть» властную 
структуру в правовую область, уточненные рамки которой были уста­
новлены к тому же при непосредственном его участии путем консти­
туционного референдума.

Подчеркнем: математические модели трудноформализуемых объ­
ектов всегда содержат в себе плохо или не полностью известные по­
веденческие характеристики живьгх существ. Поэтому к ним нельзя 
предъявлять требования адекватности и точности, характерные для 
моделирования проблем технологии и естествознания. Однако и в этой, 
высшей степени сложности сфере анализ, прогноз и принятие решений 
в немалой мере основаны на использовании (пусть почти и не осознан­
ном) каких-то моделей и методов моделирования, чаще всего прими­
тивных. Поэтому широкое применение методологии математического 
моделирования и вычислительного эксперимента представляется неиз­
бежным и в данной области человеческой деятельности.
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AB STR AC T
It is impossible to imagine contemporary science, technology and many other fields 

Ilf cronl.ive activity apart from mathematical modelling. The essense of tliis methodol- 
ПКУ Is changing of a real object by its mathematical “image” and studing of this image 
with the help of computational methods by computers. As a result o f computation- 
iil experiments with mathematical models a researcher obtains a detailed and reliable 
hilormution concerning original object (phenomenon, process, etc.). Due to its univer- 
iiiility, llexiliility and accuracy this methodology won a lot o f fields of knowledges from 
liichiilcal systems design and control to analysis o f social processes.

No wonder that many briUiant books are devoted to various aspects of mathemat- 
inil iiKMlclling. Hence it is necessary to answer following questions: what is the place of 
iIiIm book among others, does it have its own face? There exist important reasons for 
|Mi«illve response. As far as it is known, a majority o f books on mathematical modeHog 
IiiHdwh 011(1 more or less standard sclieme. This scheme includes a general speculations 
111 Mini, nutiuii of mathematical modelling and consideration of computer experiments in 
riiimccl.ioii with these or those concrete problems. The later as a rule are determined 
li,v pml'iwsional interests of authors. Siirii an approach has one evident disadvantage 
limn Ilf huge number of potential readers, which are not specialists in problems under 
I iiniiiil('nil.i(»i.

Authors of this book followed other way. Their aim was to s(;lect approaches com- 
iiiiiii liii inodcils constructing independently frombrancli o f knowledges. Indeed, a limited 
miiiilii'r of these approaches exist. The world surrounding us is tmited. R.esearches use 
I lli i'l iv(ily this gift o f the world when they deal with its mathematical description. O f 
I iimrd', contents of the book reflects in some extent author’s personal experience. Nev- 
I iihi'InHH the approach mentioned above helps to extend frameworks of consideration 
uii.l III K!pr(!sent wide possibilities of mathematiccil modelling from mechanics to social
«М il Ill'OM.

I ti'Hides models building authors also paid sufficient attention to their realization —
I I 1,11 hiusic principles of constructiijn o f model’s discrete analogs. In this sense the book 
1« ilnvol.dd to links betwe(en parts model and algorithm, from triad o f mathematical 
iimili'lling model — algorithm — code.

Ah for genre and style of the book one may determine it as a book for reading rather 
I him textbook or monography, because authors prefered to represent id(;as and examples
I Ml lim tliiui rigorous mathematical procedures, which may be found in specialized books.
II 'Oiiiiild bo also noted, that a manner of representation of ma,terial corresponds to
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AB STR AC T
It is impossible to imagine contemporary science, technology and many other fields 

Ilf creative activity apart from mathematical modelling. The essense of this methodol- 
iigy Is changing of a real object by its mathematical “image” and studing o f this image 
with the help o f computational methods by computers. As a result of computation­
al experiments with mathematical models a researcher obtains a detailed and reliable 
information concerning original object (phenomenon, process, etc.). Due to its univer- 
Miility, flexibility and accuracy this methodology won a lot o f fields of knowledges from 
technical systems design and control to analysis of social processes.

No w(mder that many brilliant books are devoted to various aspects o f mathemat- 
i c i i l  i i K x U i l l i T i g .  Hence it is necessary to answer following questions: what is the place of 
I Ills l)()ok among others, does it have its own face? There exist important reasons for 
IHwitivn response. As far as it is known, a majority o f books on mathematical modeling 
lullows one more or less standard scheme. This scheme includes a general speculations 
iihoul, nature of mathematical modelling and consideration o f computer experiments in 
eciiuKiction with these or those concrete problems. The later as a rule are determined 
liy prol'essional interests of authors. Such an approaiih has one evident disadvantage —  
loHH of huge number o f potential readers, which are not specialiHts in probl(>ms under 
( niiHiileration.

Authors of this book followed other way. 'I'heir aim w!i-s to select approaches com­
mon for models constructing independently from branch o f knowUidgCH. Indeed, a limitiul 
iiiiiiiljer of these approaches exist. The world aurroimding us is united. li,(!s(!arches use 
edectively this gift o f the world when they deiil with its matlKiniatical description. O f 
i ipurse, contents of the book reflects in some extent author’s personal ex]>erience. Nev- 
eillii'less the approach mentioned above helps to extend frameworks of consideration 
mill to represent wide possibilities of mathematical modelling from meclianics to social
III lences.

Besides models building authors also paid sufBcient attention to their realization —
I e. to basic principles of construction o f model’s discrete analogs. In this sense the book 
In (liivoted to links between parts model and algorithm from triad o f mathematical 
iMu(l(illing model — algorithm — code.

As for genre and style o f the book one may determine it as a book for reading rather 
I liii.li textbook or monography, because authors prefered to represent ideas and examples
I iitlier than rigorous mathematical procedures, which may be found in specialized books.
II «liould be also noted, that a manner of representation of material corresponds to




