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Предлагаемая книга является переизданием учебника «Курс 
математической физики» профессора Соломона Григорьевича Мих- 
лина, который много лет работал на математико-механическом 
факультете Санкт-Петербургского (Ленинградского) университета. 
С. Г . Михлин — крупный отечественный ученый, широко извест­
ный в России и за рубежом (доктор Honoris Causa Технического 
университета Карл-Маркс-Штадта, член Академии естествоиспы­
тателей Леопольдина, иностранный член Итальянской националь­
ной Академии Lincei). В то же время С. Г. Михлин был блестящим 
лектором и автором многих книг (учебников и монографий), кото­
рые и в настоящее время не потеряли своей актуальности.

Изложение материала в книге построено столь искусно, что 
читатель без усилий сразу попадает в прекрасный математичес­
кий мир, сплетенный из элементов теории обобщенных произ­
водных, теорем вложения С. Л. Соболева, элементов вариацион­
ного исчисления и теории минимума энергетического 
функционала. Далее следуют элементы теории интегральных 
уравнений, задачи Дирихле и Неймана для эллиптических урав­
нений второго порядка, нестационарные уравнения (уравнения 
теплопроводности, волновое и метод Фурье для них); заключи­
тельный раздел посвящен корректным и некорректным задачам. 
В четырех добавлениях кратко рассмотрены эллиптические сис­
темы, задачи Коши для гиперболических уравнений, некоторые 
вопросы теории общих дифференциальных операторов и нели­
нейные эллиптические уравнения второго порядка; последние 
три добавления написаны профессорами В . М. Бабичем,
В. Г . Мазья и И. Я. Бакельманом соответственно.

Книга содержит вполне современное изложение фундамен­
тальных фактов математической физики; при этом подаваемый 
материал легко воспринимается и запоминается. Эта книга при­
несет несомненную пользу студентам, аспирантам и всем тем 
читателям, которые заинтересованы в быстром освоении курса 
математической физики.

А. И . К О Ш ЕЛ ЕВ  
Ю. К. Д Е М ЬЯ Н О В И Ч



Предлагаемый вниманию читателей курс представляет со­
бой несколько расширенное изложение лекций по математичес­
кой физике, которые я читал студентам-математикам Ленин­
градского университета в течение последних лет.

Как обычно, курс содержит только теорию линейных урав­
нений в частных производных, почти исключительно второго 
порядка. Естественным образом основное место в книге занима­
ют наиболее разработанные и наиболее важные для приложений 
три классических типа уравнений: эллиптические, параболичес­
кие и гиперболические.

Уравнений двух последних типов можно, по крайней мере ло­
кально, рассматривать как абстрактные обыкновенные дифферен­
циальные уравнения, содержащие неизвестную функцию также и 
под знаком эллиптического оператора. Отсюда можно сделать вывод, 
что эллиптический тип — основной для классической математи­
ческой физики и что начинать изучение нужно именно с него.

Легко выявляются особая роль и особая разработанность по­
ложительно определенных задач (т. е. задач с положительно оп­
ределенной энергией) Они хорошо решаются вариационным ме­
тодом, при этом естественным образом вводятся обобщенные 
решения. Такая точка зрения позволяет без дополнительно оп­
ределенных задач и тем самым сразу выйти далеко за пределы 
классического курса.

Я  считаю целесообразным до перехода к нестационарным 
уравнениям и к методу Фурье дать теорию собственного спект­
ра положительно определенных операторов, что легко делается 
с помощью вариационного метода. На основе этой теории реша­
ется смешанная задача для нестационарных уравнений: метод 
Фурье сводится к разложению по собственному спектру и без 
большого труда может быть обоснован в терминах обобщенных 
(а иногда и классических) решений. Спектральное разложение 
используется и для решения задачи Коши, но для уравнений с 
постоянными коэффициентами — теплопроводности и волново­
го — она проще и с достаточной общностью решается через пре­
образование Фурье по координатам.



Свое место в курсе находит и теория потенциала. Ограни­
читься только положительно определенными задачами невозмож­
но: это видно хотя бы на задачах Дирихле и Неймана для урав­
нения Лапласа в случае бесконечной области или на задаче о 
косой производной. Метод потенциалов излагается для уравне­
ния Лапласа, где его легче применять и где он сразу дает убеди­
тельные результаты.

Все изложение строится для общего случая многомерного 
пространства.

Сказанное приводит к следующему построению курса. Ос­
новной текст делится на семь разделов неодинаковой величины. 
Из них первые три раздела — вспомогательные. Впрочем, 
раздел II («Элементы вариационного исчисления») имеет и са­
мостоятельное значение. Небольшой раздел IV содержит необ­
ходимый формальный аппарат, а также формулировку основ­
ных понятий и постановку важнейших задач.

Раздел V — самый большой в книге, что вполне объясняет­
ся особой ролью эллиптических уравнений. Отметим в этом раз­
деле последнюю главу, посвященную задаче о косой производ­
ной в двумерной области, задаче, индекс которой может быть 
отличен от нуля.

В разделе VI рассмотрены уравнение теплопроводности и вол­
новое уравнение как с постоянными, так и с переменными коэффи­
циентами. Объединение их в одном разделе кажется мне целесооб­
разным: несмотря на различие свойств этих уравнений, решаются 
они достаточно сходными методами. Небольшой раздел VII посвя­
щен вопросу о корректности задач математической физики.

Кроме основного текста, книга содержит еще четыре неболь­
ших по объему добавления, в которых излагаются некоторые 
более современные идеи и результаты теории уравнений в част­
ных производных. Только добавление 1 написано мною; осталь­
ные добавления любезно согласились написать В. М. Бабич,
B. Г. Мазья и И. Я. Бакельман, которым я рад принести свою 
искреннюю признательность.

Общий план и основное содержание книги я неоднократно об- 
суждал с моими коллегами по кафедре математической физики 
Ленинградского университета, возглавляемой акад. В. И. Смир­
новым. Всем им приношу свою глубокую благодарность. Особой 
благодарностью я обязан В. М. Бабичу и В. Г. Мазья, советами 
которых я воспользовался в ряде случаев. В частности, на их сооб­
ражениях построено изложение вопроса о поверхностях Ляпунова 
в гл. 18. Хочу поблагодарить также моих слушателей И. Н. Кроля,
C. М. Минееву и К. Г. Семенову за помощь при подготовке руко­
писи. Наконец, особой благодарностью я обязан редактору книги
В. В. Арестову, который чрезвычайно внимательно прочитал ру­
копись и значительно способствовал ее улучшению.

С. МИХЛИН 
Ленинград, январь 1968 г.



ВВЕДЕНИЕ

М атематическая физика представляет собой часть общей 
теории дифференциальных уравнений в частных производных. 
Название «математическая физика» связано с тем, что эта 
часть возникла из рассмотрения нескольких простых и важных 
задач физики. Рассмотрим некоторые из них.

1. З а д а ч а  о к о л е б а н и и  с т р у н ы .  Допустим, что 
начальное положение струны совпадает с осью Ох и что 
колебания происходят в вертикальной плоскости. П усть в силу 
тех  или иных причин струна выведена из состояния равновесия. 
Такой причиной может оказаться, например, удар по струне. 
Струна при этом изменит свою форму; каждая точка струны

испытает некоторое смеще? 
ние. Допустим для просто-

_________  ты, что смещение перпенди-
^  КуЛЯрНО К ОСИ Ох И ПРО­

ИСХОДИТ все время в одной 
рис. 1 , и той ж е плоскости (лг, и)

(рис. 1). Ордината и дает 
отклонение струны от положения равновесия. Очевидно, и 
есть функция двух переменных а =  и(х, t). Предполагая, что 
струна однородна, а толщина ее постоянна и что в моменты 
времени, следующ ие за начальным, на струну не действуют 
никакие внешние силы и, наконец, что струна нерастяжима, 
но не сопротивляется изгибу, можно доказать, что функция и 
удовлетворяет линейному уравнению в частных производных

дх ‘ ~ ~ V  dt*' К ’
Здесь а —  постоянная величина, зависящая от физических 
свой ств струны.

Уравнение (1 )  приближенное, оно пригодно в случае так 
называемых малых колебаний струны. Это уравнение носит
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название волнового уравнения с  двумя независимыми перемен­
ными или уравнения колебаний струны.

Б олее сложные задачи физики приводят к дифференциаль­
ным уравнениям, сходным с уравнением (1), но более сложным. 
Так, поперечные колебания тонкой мембраны, которая в поло­
жении равновесия расположена в плоскости (.*-, у) (рис. 2), 
описываются при известных 
условиях дифференциальным и
уравнением в частных произ­
водных второго порядка: 
дги . дги 1 д*и
д Р ~ т a =  const-

(2)
Уравнение (2 ) называется 

уравнением колебаний мем- Рис. 2.
браны или волновым уравне­
нием с тремя независимыми переменными. Как и уравнение 
струны, оно достаточно точно описывает только малые коле­
бания мембраны.

Волновое уравнение с четырьмя независимыми перемен­
ными имеет вид

Ри  , dju , дги _ _  I д'и
дхг ' ду* ' dz* a1 dt‘ ' '  '

Это уравнение определяет, например, поле скоростей колеб­
лющ егося газа, если эти скорости малы и имеют потенциал, 
т. е. если сущ ествует такая функция и, что © =  g ra d « , где 
v —  вектор ско.рости частицы газа.

2. Рассмотрим однородное тело, часть поверхности которого 
подогревается. В  таком теле возникает температурное поле, 
причем температура, очевидно, меняется при переходе от 
одной точки тела к другой и от одного момента времени 
к другому. Обозначая температуру через и, видим, что ы 
есть функция независимых переменных х, у, z, t

и — и ( л у ,  z, t).

М ожно доказать, что эта функция удовлетворяет уравне­
нию в  частных производных

дги ,д*и  , д ги ди
5 ?  +  ® * + Л*  ^ =  const. (4 )



Заметим, что выражение

Л  , Л  | f t  
дх* ‘ dys ' dz*

обычно называют оператором Лапласа от функции и и обо­
значают символом Д:

. дги , д*и , д ги 
и ~ д х а 'ду*'~ дг> ’

уравнение (4 ) можно, следовательно, переписать в виде

* « = * £ •  m

Уравнение (4) (или (4')) называется уравнением тепло­
проводности. Это —  линейное уравнение в частных производ­
ных второго порядка. Оно было известно ещ е Эйлеру, но 
чаще его связываю т с именем Фурье.

3. Рассмотрим температурный процесс, установившийся 
во времени. Тогда и есть функция пространственных коор­
динат и не зависит от времени:

и — и (х, у, z).

Уравнение (4) переходит в следующее: 

д*и . дги , д*и п
+  +  ( )

или
А ?г =  0. (5 ')

Уравнение (5 ) (или (5 '))  называется .уравнением Лапласа; 
оно представляет собой линейное уравнение в частных про­
изводных второго порядка.

В  приведенных выш е примерах мы каждый раз приходили 
к линейному уравнению в частных производных второго по­
рядка. О днако такими уравнениями приложения математичес­
кой физики не исчерпываются.

П редставляю т интерес для физических приложений многие 
линейные уравнения более высоких порядков. Задачи геомет­
рии и физики нередко приводят к нелинейным уравнениям в 
частных производных, а гакже к системам дифференциальных 
уравнений. Так, хорош о известны системы дифференциальных 
уравнений теории у п р у го еi и, гидродинамики, электродинамики.



Приведенные выше уравнения —  волновое, теплопроводно­
сти и Лапласа —  соответствуют различным физическим зада­
чам, но они различны и в плане чисто математическом. Они 
являются представителями трех важнейших типов уравнений 
в частных производных: гиперболического, параболического, 
эллиптического. Изучение этих типов составляет предмет 
математической физики, которому посвящена настоящая книга. 
Нужно подчеркнуть, что этими тремя типами не исчерпывает­
ся многообразие уравнений в частных производных; мы вы де­
ляем их по принципу максимальной изученности и наибольшей 
важности для приложений.

Н есколько слов скажем о принятых в книге обозначениях 
и системе нумерации.

Евклидово пространство т измерений обозначается сим­
волом Ет. Если точка этого пространства обозначена, напри­
мер, буквой х, то декартовы координаты этой точки обозна­
чаются через хх, х» . . . ,  х т.

Нам неоднократно придется выполнять интегрирование по 
множествам различной размерности, расположенным в про­
странстве Ет ; чаще всего нам придется интегрировать по 
области или по ( т —  1)-мерной поверхности. Такое интегриро­
вание мы всегда будем обозначать одним знаком интеграла 
независимо от его кратности. Если переменная точка интегри­
рования обозначена, например, буквой х, то элемент л еб его­
вой меры («элемент объема») в пространстве Ет будем обо­
значать через dx. Элемент меры на поверхности («элем ент 
площади поверхности») обозначим через dS, dr, . . . ,  если 
сама поверхность была обозначена через S, Г , . . . .  Если 
М —  множество точек пространства Ет, то  замыкание этого 
множества будем обозначать через М. В  частности, если 
Q —  некоторая область в пространстве Ет, а Г  —  ее граница, 
то Q =  Q ( j r .

Ниже мы будем широко пользоваться следующей симво­
ликой: если область обозначена буквой Q, то объем этой 
области будет обозначен через 12 1. Аналогично | Г  | будет 
обозначать площадь поверхности Г .

Сфера радиуса R в пространстве Ет будет обозначаться 
через SR. Площадь ее поверхности

\SR\ =  Rm- ' 5 ,1 . 

где 6 1! —  сфера радиуса единица.



Хорош о известна формула

\Si
2кт/3
Г

( ? ) '
где Г  —  эйлеров интеграл второго рода.

В  книге принята сквозная нумерация глав, но нумерация 
параграфов —  своя в каждой главе. При ссы лке на формулу 
того  же параграфа указы вается только ее номер; при ссы лке 
на формулу другого параграфа, но той же главы, сперва 
ставится в скобках номер параграфа, затем —  номер формулы. 
Если нужно сослаться на формулу из другой главы, то в 
скобках пишутся номер параграфа и номер формулы, а вне 
скобок —  номер главы.

В  конце книги приводится краткий список литературы к 
каждому разделу и добавлению. В нем содержится перечень 
основных учебников и монографий (реж е —  журнальных ст а ­
тей), относящихся к данному разделу. В  тексте иногда встр е­
чаются ссылки на эту  литературу. В  таком случае в квадрат­
ных скобках ставится номер цитируемого издания по списку 
данного раздела.



СРЕДНИЕ ФУНКЦИИ И ОБОБЩ ЕННЫ Е 
ПРОИЗВОДНЫЕ

Г Л A B A  1 

С Р Е Д Н И Е  ФУНКЦИИ

§  1. У средн яю щ ее ядро ‘)

П усть х а  у  —  произвольные точки пространства Ет> 
a h —  произвольное положительное число. Функцию шл (jc, у) 
назовем усредняющим ядром, если она обладает следующими 
свойствами:

1. Функция u)a (jc, у)  зависит только от h и г, где через г 
обозначено расстояние между точками х  и у\ г =  ] х —у  |. 
В  соответствии с этим обычно будем писать шЛ(г )  вместо 
шл (лт, у).

2. шл ( г ) > 0 ,  г < Л, 
шл (О  =  0> r ^ h .

3. $ шh(r)dy—  $ wh( r ) d x = l .
г < Л  г < Н

4. u)A (г ) бесконечно дифференцируема по декартовым ко­
ординатам каждой из точек х  и у.

Убедимся в существовании по крайней мере одного такого 
ядра. Пусть

') Понятие усредняющего ядра и тесно связанное с ним поня­
тие средней функции (см. ниже) впервые были введены В. А. Сте- 
кловым. Дальнейшее развитие эти понятия получили у С. Л. Собо­
лева, идеи которого мы здесь и излагаем. С. Л. Соболев также 
ввел и исследовал понятие обобщенных производных, о которых 
будет идти речь в гл. 2,



С войства 1 и 2 не вызываю т сомнений. Свойство 3 будет 
иметь место, если мы положим

Заметим, что интегралу (2 )  можно придать более простую 
форму. Введем  сферические координаты с центром в х, вос­
пользовавш ись при этом известной формулой dy =  r m_I dr dSv 
и сделаем затем подстановку r — ht. Тогда для сл получится 
вы раж ен и е ,

Установим свойство 4. Функция (1 ) симметрична относи­
тельно х  к у, поэтому достаточно проверить бесконечную 
дифференцируемость этой функции по координатам y t, y i t . 
у т при фиксированном х. Для этого достаточно проверить, 
что названная функция имеет производные лю бого порядка 
по г. П оследнее очевидно, если г <^Н или г Л, причем 
в случае г  h все производные равны нулю. Достаточно 
установить поэтому, что функция ( 1 ) имеет при г — h про­
изводные по г лю бого порядка, равные нулю, и что произ­
водные, вычисленные при г Л, стремятся к нулю при г -*■ h.

Д оказательство  проведем для первой производной; для 
высш их производных оно аналогично.

а) Функция <оЛ(г )  непрерывна при r — h. Действительно, 
из формулы (1 ) видно, что шЛ (h - j -  0 ) == 0 =  шЛ (Л), а

б ) П роизводная т'н (h) сущ ествует и равна нулю. Действи­
тельно,

(2)

а)д (/г — 0) =  lim е r*~h* =  0,
r-*h  — 0

так как

Л2 — Г3 r-*h~̂ 0- >  —  ОО

: lim 0 =  0,
r  — A +  0

В  то  ж е  время

lim  fr) —  wh М
r —t h  — 0 ?  ^



в чем можно убедиться хотя бы по правилу Лопиталя. Таким 
образом, сущ ествует и равен нулю предел

lim W  = « » ( / »Г-.Й ' п

в) Справедливо соотношение
2 rk* — ——  

lim a>A( r ) =  lim ш — Ж ее  Л8- '-8 =  0,
г -* Л  — О r - > h - 0 V 1 ~ г  )

которое легко проверяется по тому ж е правилу Лопиталя.
Таким образом, первая производная ша( г) сущ ествует 

и непрерывна при любом г. Точно так ж е доказы вается су ­
щ ествование и непрерывность следующ их производных. С вой­
ство 4 установлено.

§  2. С редние функции

П усть 2  —  конечная область пространства Ет я и (у) — 
функция, суммируемая в 2 .  Доопределим эту функцию вне 2 ,  
положив ее там равной нулю. П усть х  —  произвольная точка 
пространства Ет. Положим

« h ( x )  =  \mk ( r ) u ( y ) d y ,  (1 )
е

где <ол (г )  —  какое-нибудь усредняющее ядро, обладаю щ ее 
свойствами 1— 4 § 1. Функция ил называется средней функ­
цией по отношению к и; число h называется радиусом усред­
нения. Среднюю функцию можно представить ещ е в двух  
формах:

1 ) приняв во внимание, что и {у) =  0, у  ^  2 , можно инте­
грал ( 1 )  распространить на все пространство, и тогда

« а С*) =  I “ а (О  и (у ) dy; (1 а)
Ет

2) в силу свойства 2 усредняющего ядра можно интегри­
ровать не по всему пространству, а только по ш ару радиуса 
h с центром в точке х:

« * ( * ) =  $ “ *(0 « С У )« ?У - ( 1б)
r<.h



Отметим простейшие свойства средних функций:
1. Средняя функция бесконечно дифференцируема во всем 

пространстве; ее производные любого порядка можно полу­
чить дифференцированием под знаком интеграла в любой из 
формул (1), (1а), (16 ).

В  силу свойства 4 усредняющего ядра средняя функция 
бесконечно дифференцируема и интеграл (1 )  можно диффе­
ренцировать под знаком интеграла, поэтому производные от 
средних функций можно вычислить по любой из следующих 
формул:

Совокупность функций, бесконечно дифференцируемых на 
каком-нибудь множ естве М, будем обозначать через С (со) (Ж ). 
В  этих обозначениях свойство 1 коротко записывается так: 
«л С  С (оо> (^ т )- Вообщ е, через C (ft) (М) мы будем обозначать 
совокупность функций, k  раз непрерывно дифференцируемых 
на множестве М. Совокупность функций, непрерывных на М, 
будем обозначать через С(М);

2. Средняя функция равна нулю во всех точках, расстоя­
ние которы х до о б л а ст и 1) 2  не меньше h. Действительно, 
в этом случае шар г h целиком лежит вне 2 ,  и под зна­
ком интеграла (1 6 )  н (.у ) =  0.

Таким образом, средняя функция может быть отлична от 
тож дественного нуля лишь в области, которую мы обозна­
чим 2^Л) и которую  можно построить так: из каждой точки

*) Расстояние р (х , Q) от точки х до S  определяется формулой

dxfl dx*‘ ...d x fr

дх*‘ дх*‘ ...дх%*

&ик

дЧк

r< h

9 ( * .  а ) =  I х — Я .v£2

Очевидно, t (х, 2 ) = 0 ,  если x£Q.



х  ^  2  как из центра опишем шар радиуса Л; объединение 
этих ш аров и есть 2<А>. Ясно, что 2 (' 0 2 ;  если, например, 
2  есть шар радиуса R, то 2 (ft) есгь концентрический с 2  
шар радиуса R-\-h.

§  3. С х о д и м о сть  средн и х функций

Т е о р е м а  1.3.1. Если и £  С (2 ) , то средняя функция 
uh M  hZ-Qu(x)

равномерно во всякой замкнутой внутренней подобласти ’ ) 
области 2 .

П усть 2 '  —  внутренняя подобласть области 2 .  Построим 
область 2 ", которая является внутренней подобластью  для 2  
и для которой 2 ' является внутренней подобластью  (рис. 3).

Границы областей 2 '  и 2 "  обозначим через Г  и Г '  со ­
ответственно, и пусть й0 —  наименьшее расстояние между 
точками границ Г* и Г " . Возьмем 
й < ^ Л 0. По формуле (2 .1 6 ) и по 
свойству 3 усредняющего ядра 
(§  1 ) имеем

“ a W -  « ( * )  =

=  I [ " О )  —  и ( * ) ]  ШЛ (г ) dy. ( 1 )
r< h

Если х  2 ',  то в интеграле (1 )
У G  &"• ® замкнутой области 2 "  Рис. 3.
непрерывная функция и равно­
мерно непрерывна, поэтому при достаточно малом h и г ^  h 
будет | и (_у) —  и (дг) | е, где е —  произвольно малое положи­
тельное число. Имея в виду, что о>А( г ) : & 0  (свой ство  2), из 
формулы ( 1 ) получаем

1«лС *) — и ( * ) | < 8  \ шл (r)dy  =  е.
~  г<Н
1еорема доказана.

Т е о р е м а  1.3.2. Норма в Lt (2 )  не возрастает при 
усреднении.

*) Подобластью области Q называется всякая область Q' cz  Q. 
Подобласть 2 ' называется внутренней, если ее замыкание Й'СЗЙ, 
т. е. если Q' вместе со своей границей лежит внутри Q.



П усть н £ £ 4 (2 ) .  Докажем, ч ю  в метрике 1 * ( 2 )
I K I M I 4  ( 2)

Оценим квадрат средней функции по неравенству Буняков- 
ского:

«л ( * )  =  u ( J ')  о>А ( г) dy^  =  j$  и [ у )У шл (г )  V “ а (г )  flfyj® <

« S  \ на (У ) шл (г )  dy $ сол (г ) dy s S  \ иг (у) ( г )  dy, (3 )
2 2 2

так как по свойству 2 усредняющего ядра

$u>A( r ) s ? y =  $ шл (г) 4 У <  $ и)л (г)< * > '= 1 -
2 ап(г<Л ) г< л

Интегрируя неравенство (3 ) по области 2 ,  получим

I «л ip= S «л о ) dx  ^  \ о о  [ $ шл ( о  ^
2 2 |_2

d y ^

s
что и требовалось доказать.

Т е о р е м а  1.3.3. Если и £ 1 а (2 ) , /яо

II «  —  и* It. (в) — о 0 -

И звестно ’), что для любого е О можно построить поли­
ном f  так, чтобы

II и —  /||la(S) <  3  .

Применим неравенство треугольника

и и - « j  <  1 «I - / Ж 1  / - /Л и m  -  « АI

П о теорем е 2
11/Л- « А1 < 1 1 / -« 1 1 -

поэтому

1 1 « - « л | | ^ 2 | | / - М1 + | | / - / л | | < | + | | / - / а ||.

*) См., например, В. И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, 
т. IV , изд. 2-е, 1959, стр. 185.



Выберем область 2 ц для которой 2  будет строго вну­
тренней подобластью. Полином f  непрерывен в 2 1( и поэтому

равномерно в любой внутренней замкнутой подобласти £3,, 
в частности в Q. Но из равномерной сходимости в замкну­
той области следует сходимость в среднем, и для достаточно 
малых h

О тсю да уж е легко вытекает наше утверждение.
О п р е д е л е н и е .  Функция 9 называется финитной в 2 ,  

если она в 2  бесконечно дифференцируема и отлична от 
нуля лишь в некоторой внутренней подобласти области 2 .

Финитную функцию можно определить несколько иначе. 
П усть Г  —  граница области 2 .  Пограничной полоской обла­
сти 2  называется совокупность точек этой области, обла­
дающих тем свойством, что их расстояния до Г  не превос­
ходят заданной постоянной 8, называемой шириной полоски. 
Функция называется финитной в 2 ,  если она в 2  бесконечно 
дифференцируема и обращается в нуль в некоторой погра­
ничной полоске области 2 .

Пограничную полоску области 2 ,  имеющую ширину 8, 
будем обозначать через 2 {.

Т е о р е м а  1.3.4. Множество функций, финитных в 
области 2 ,  плотно в пространстве Z.s ( 2 ) .

Н адо доказать, что любую функцию m £ Z . s (2 )  мож но 
с любой степенью точности аппроксимировать в метрике 
Z.a ( 2 )  финитной функцией.

Число 8 выберем так, чтобы мера полоски 2 S была д о ­
статочно мала, а именно: зададим е ^ >  0 и выберем 8 так, 
чтобы

1/ ~  Л  Its (в) < 3- е-

Рассмотрим функцию, определяемую равенством



Очевидно, т > £ / .а (2 ); при этом

и, следовательно,

(4 )

Возьмем / « < -5- и построим среднюю функцию г>й(лг).

О на финитна в 2 ,  так как она бесконечно дифференцируема 
и равна нулю в пограничной полоске 2 {_ft (свой ства 1 , 2 
средней функции, §  2). П о теореме L 3 .3  можно вы брать число 
Л0 так, чтобы при Л < [  h0 было

И з неравенства треугольника и соотношений (4 ) и (5 ) 
вы текает, что

Теорем а доказана.
С л е д с т в и е  1.3.1. Если М С  L 4 ( s ) ~  множество, со­

держащее множест во всех финитных в 2  функций, то 
М плотно в Z.9(2 ) .

УПРАЖНЕНИЯ

1. Доказать, что усреднение не увеличивает норму в простран­
ствах Lb (2), 1 *S/>sgco.

2. Доказать, что если u£Lp (Q), 1 < р < о о ,  то

3. Можно рассматривать усредняющие ядра, обладающие свой­
ствами 1, 2, 3, но не обладающие свойством 4. Простейший при­
мер такого ядра:

где сь —  подходящим образом выбранная постоянная. Требуется 
вычислить постоянную сА и доказать, что

а) если u£L(Q), то « А£ С ( 2 ) ;  если u £ C '* ’ (S ), то
« л 6 С « * + " (2 \ й Л);

б) верны теоремы 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, а также утверждения упра­
жнений 1 и 2,

II® — ® а 1 < у - (б)

II и —  Vh II « £  II и —  v II +  11V —  vh II <  е, h <  А0.



Г Л А В А  2

О БО БЩ ЕН Н Ы Е П РО И ЗВО ДН Ы Е

§  1. П оняти е обобщ енной п р ои звод н ой

Предварительно выведем одну важную формулу интеграль­
ного исчисления, известную под названием формулы интег­
рирования по частям.

П усть 2  —  конечная область от-мерного евклидова про­
странства, ограниченная кусочно гладкой поверхностью Г . 
Напомним формулу О строградского:

\ т к й х = \ р  cos
а г

здесь v —  нормаль к поверхности Г , внешняя по отношению 
к 2 .  О т функции Р (х)  достаточно потребовать, чтобы она 
принадлежала классу С (1) (2 ) .

Рассмотрим интеграл

где Р, Q £  С (1) (2 ) .  Заменяя первый интеграл справа по фор­
муле О строградского, мы и получим формулу интегрирования 
по частям:

Sр cos(v' x*)dT-
2  q  Г

Отметим некоторые следствия из этой формулы. Если 
одна из функций Р  и Q обращ ается на Г  в нуль, то поверх-



ностный интеграл исчезает и получается более простая фор­
мула:

& в 

Рассмотрим интеграл несколько более сложного вида:

Если функция Р  имеет нужные непрерывные производные, 
то  этот интеграл можно взять по частям k  раз так, чтобы 
под знаком объем ного интеграла освободить функцию Q от 
дифференцирования:

через R(P, Q)  обозначено выражение, зависящее от функций 
Р, Q и их производных до порядка k  —  1 включительно.

Введем в рассмотрение множество ( 2 )  функций,
непрерывных, k раз непрерывно дифференцируемых в 2  
и равных нулю в пограничной полоске (своей для каждой 
функции) области 2 .  Очевидно, ЗЯ (*+1> (2 )С 2 Г С (Л) ( 2 )  и 

( 2 )  ( 3  ( 2 )  при любом k.
П усть функции m (jc) и d (jc) суммируемы в 2  и пусть 

для любой функции ер £  Ш {к) ( 2 )  справедливо тождество

Т огда v  назы вается обобщенной производной k-ro порядка 
от функции и в области 2 .  Для обозначения обобщенной 
производной использую т обычный символ и пишут



Т е о р е м а  2.1.1. Обобщенная производная вида (2 )  един 
ственна.

Н адо доказать следующее: если функция и(лг) суммируема 
в 2  и если существуют две функции ( х )  и v3 (лг), такж е 
суммируемые в 2  и удовлетворяющие при любой <р ^  ( 2 )  
тож дествам

 ̂ и , ь f  -̂----- z—  dx =  (—  1 )k ? vtfdx,
J  дхЬ'дх** . . .д к кт v J
e ' 4 m s

(3>
в 1 * m 8

то г»| (д;) =  (лг). Как обычно, мы считаем, что две функции 
равны между собой, если они эквивалентны (могут разли­
чаться лишь на множестве меры нуль).

Вычитая из первого тож дества (3 )  второе и полагая 
® i(-v) —  Щ (х) =  w (х), получаем тож дество

 ̂ (jc) ср (л:) dx  —  0, (4 )
а

верное, если <у £  9Dlvft)(2 ) . Д окаж ем , что тож дество (4 )  верно 
для любой ограниченной измеримой функции <р(х), равной 
нулю в некоторой пограничной полоске. П усть <р(х) —  такая 
функция и пусть она равна нулю в полоске ширины 8.

Возьмем и построим среднюю функцию <рл(лг). Она

бесконечно дифференцируема и равна нулю в пограничной 
полоске ширины 8 —  h. П оэтому <рА £  2){(со) ( 2 )  и, тем более, 
?а G  2И1*'(52)- Для функции <?h(x) тож дество верно:

$ w С*) Тл ОО dx  —  0 . (5 )
Я

Нетрудно видеть, что при любом h функции tpA( jf )  огр а­
ничены одной и той же постоянной: если | <р ( jt )  | N —  co n st, 
то

I ТаС-^) I = |  $ <Р (У)<»Л (г) dy I <  N  $ u>h(r)dy — N.
I r< .h  | r< .b



Ограниченная и измеримая в 2  функция <р во всяком слу­
чае суммируема в 2  с  квадратом. По теореме 1 .2 .3

П о известной теореме о  последовательностях функций, сх о ­
дящ ихся в среднем ') , можно выбрать такую последователь­
ность чисел hn —  0, что

почти всюду в 2 .
В  тож дестве (5 )  положим h =  hn.
П од знаком интеграла (5 )  подынтегральная функция не 

превосходит суммируемой функции N|«>(jc)| и при п —  оо 
почти всю ду стремится к функции w (дг) <р (х). По известной 
теореме о предельном переходе под знаком интеграла Лебега 
получаем

что и требовалось д оказать. Теперь положим в тож дестве (4 )

и, следовательно, w ( х )  =  0, х  £  2 '.  Так как число 8 ^ > 0  
произвольно, то «>(.*;) =  О в 2 . Теорема доказана.

Если функция и ( х )  непрерывна в 2  вместе со своими про­
изводными до £ -го  порядка включительно, то е е  обобщен­
ные производные А-го порядка сущ ествуют и совпадают 
с  обычными. Д ействительно, интеграл в левой части фор­
мулы ( 1 ) можно взять по частям k  раз; при этом поверх­
ностные интегралы исчезнут, потому что на границе обла­
сти 2  как функция <р, так и ее производные д о  (k —  1 )-го 
порядка вклюнительно равны нулю. В  результате получится

5 w  (дг) <р (дг) dx — О,
О

О, дг ^  2 о/2>

sign  w  (jc), дг £  2 ' =  2 \ 2 4/2.

Мы получим тогда
J  | w  (дг) | dx =  О, (6)

1) См., например, И. П. Н а т а н с о н ,  Теория функций вещест­
венной переменной, изд. 2-е, 1957, стр. 184.



равенство

где справа стоит обычная (непрерывная) производная от и. 
Равенство (7 )  показывает, что обобщ енная производная 
в этом случае сущ ествует и равна непрерывной произ­
водной

______ cftu______
дх^'дх*1 ...дх кт 1 3 т

Приведем некоторые примеры.

П р и м е р  I. Пусть Q — интервал (— 1, 1). Функция и ( * )  =  | х  | 
имеет обобщенную производную м' (иг) =  sign х. Действительно, 
пусть <f (х) £  ЗК"> (— 1, - f l ) ,  тогда у (х) непрерывно дифференци­
руема на сегменте [— 1, + 1 ] и <f (— I) =  <р (1) =  0. Имеем

1 о I
J  | х | <р' (х) dx =  — | х <f' (лг) dx -|-j  х o' (х) dx.
-1 -1 о

Интегрируя по частям, получим

1 0 1 1  
$  | х  I tp' ( х )  d x  =  $  <Р ( х )  d x  —  J t f  ( x ) d x  =  —  J  <p ( ^ ) s ig n  x d x ,

и наше утверждение доказано.
П р и м е р  2. Функция sign лг в интервале (— 1, 1) не имеет 

обобщенной первой производной (хотя она, как и функция |jc|, 
имеет непрерывную производную при хфО). Чтобы в этом убе­
диться, составим интеграл

1 о I
J  t' (х) sign х dx — — J  у’ (x) dx-\-^t'(x)dx =  — 2<p(o), (8)

где « £ ЭИ"* (—1, 1).
He существует функции » (лг), суммируемой в интервале (— 1, 1) 

и при любой функции <f ( л г)  £  ЭЯ"' (— 1, -}-1) удовлетворяющей 
тождеству

I  v(x)<t(x) 2<р(0). (9)
- i

Действительно, пусть такая функция существует. Тогда функция



абсолютно непрерывна на сегменте [— 1, I] и имеет в нем сумми­
руемую производную v (х). Беря интеграл (9) по частям, в силу 
формулы (8) почучим тождество, верное для любой функции <р ( * ) с
€  s i ' 1’ ( - » .  + 1 ) :

-fci
t <р’ (х) [sign х — V (jc)] dx =  0.

-1
Но тогда ')

sign х  =  V (х) - f  const, х£  (— 1, -И)>

что нелепо, так как в точке х =  0 левая часть разрывна, а правая 
непрерывна.

П р и м е р  3. Пусть функции f(t)  и g(t) непрерывны на сег­
менте [ —1, Г], но ни в одной его точке не дифференцир)емы. 
Можно доказать, что непрерывная в квадрате 0 s i  1 функ­
ция двух переменных

и (х) —а (аг1, x j  = f(X i)  +  g (х„) (10)

не имеет обобщенных первых производных. Однако эта функция
д2а

имеет обобщенную производную второго порядка  ̂— , и эта

производная равна нулю. Чтобы установить это, достаточно доказать, 
что для любой функции ер ( л г )  =  ер (xlt' х3) £  Ш1(8> (Q), где Q —  квадрат 
— l s S jq ,  л:, ^  1, справедливо тождество

x^d^h-3dXidX3==0‘

Но это тождество вытекает из цепочки равенств:

-И -Н

Ц а{Хи Xs)d £ k dxidx>=:

■|/<**> {\  j " , + |  {1 ^ " - ' ' } ' "  -

dx о =  0.
-----1

Этот пример показывает, что из существования обобщенной произ­
водной какого-либо порядка не следует существование предшест­
вующих ей обобщенных производных.

х) См , например, В И. С м и р и о в, Курс высшей математики, 
т. V, изд 2-е, 1959, стр. 159, теорема 12.



§  2. Простейшие свойства обобщенной производной

Т е о р е м а  2.2 .1 . Пусть в области 2  функция и(х) 
имеет обобщенную производную v(x ) вида (1 .2 ). Тогда 
в области 2 \ 2 Д средняя функ­
ция от этой производной равна 
производной того ж е вида от 
средней функции.

Напомним, что 2 ft означает 
пограничную полоску области 2  
ширины h. М ножество 2 (А) =
=  2 \ 2 Д —  открытое, и, если 
х  £  2 \ 2 Д, то расстояние от точ­
ки х  до границы области 2
больш е h (рис. 4), поэтому усредняющее ядро < " л (г )^  
£  9Л 1оо)(2 ) . По формуле (1 .1 )

= ( - ( о
Усредняющее ядро <вЛ(г) зависит только от разности х — у, 
поэтому

<?*<■)й (г )  ft dhu> h (r)
dyi'dy* 2 ...  дулт dxkldxk l . . .  dxkm4 * Ш j  » ГП

Подставив это в равенство (1 ), получим

&

dxk'dxk i... дхкт 1 ‘ т
что и требовалось доказать.

Т е о р е м а  2.2.2. Пусть 2 '  —  подобласть области 2 .  
Если v(x) есть обобщенная производная от и(х)

~  д х к1д х к* . . .д х кт ^1 * т
в области 2 , то v(x) является такой ж е  обобщенной 
производной от и(х) в области 2 ' .

П усть ср ^  ЗЭТ1*) (2 ') .  Доопределим функцию <р ( jc ) в 2 \ 2 ' ,  
положив ее там равной нулю. Очевидно, тогда ср £  9 Л 1** (2 ) .  
К функциям и(х) и f ( x )  применим формулу (1 .1 ). О тбросив



в обеих ее  частях интегралы по 2 \ 2 ' ,  равные нулю, получим 
формулу

 ̂ и — г— ^-2------ -—  dx =  (—\ f  ? v<?dx,
J  dxkidxk‘ ... dxm  J2 l li m 2

которая и означает, что есть обобщенная производная
вида (2 )  от  и(х) в подобласти 2 '.

Т е о р е м а  2.2.3. Если в области £2 функция *>(•*) есть 
обобщенная производная от и ( jc )  вида ( 2 ) ,  a w (x) есть 
обобщенная производная от v (лг) вида

. . dlv
W \ X )

dx{ldxi3 ... дх lm'

то w (x) в той ж е области 2  есть обобщенная произ­
водная от  и(лг) вида

dk + lu
W  ( X  )  --

дх*1 +  lldxka + h  . . . dxkm +- lm '  1 * m
dl<?

‘ 1
П усть <j>£ SW <*+0(Q> Тогда , ?  ■ ( 2 ) ,

дх^ дха*.. .дх т
и по формуле (1 .1 )

■ dx  =
J  И дх?1 +  ‘ ‘дх?* + ,а . . .  дхkm +  1т 'Я * » т

=  ( —  1 )* [ V  . f *  л Г  dx. (3 ) 
£  дх\'дх  ̂ . . .  дхт

П о той ж е формуле (1 .1 )

2 « « m  S

П одставив этот результат в равенство (3), получим формулу

t  и — -г-щ— т~-тгг-------- г т ' Г  dx — (—l)k+t  ̂ wydx,
J  dx?l + l ,dxZi + t * . . .d x km + ‘m 
С I « m 2

из которой и вытекает теорема 2.2.3.
Т е о р е м а  2.2.4. Функция, обобщенный градиент кото- 

рой существует и тождественно равен нулю, есть по­
стоянная.



Пусть функция и (х )  суммируема в 2  и пусть сущ ествуют 
и тождественно равны нулю в 2  обобщенные производные

А =  1, 2 т. Построим среднюю функцию uh(x).

По теореме 2.2.1 J ^ -  =  0 и, следовательно, ил =  const в под­

области 2 \ 2 Л. Произвольно зафиксируем число 8 ^ > 0 . Если 
h < ^ 8, то нЛ =  const в 2 \ 2 8. По теореме 1.3.3 u =  const 
в 2 \ 2 5. Так как число 8 произвольно, то и =  const в 2 .

§  3 . П редельны е с в о й с т в а  обобщ ен н ы х п р о и зво д н ы х

В  настоящем параграфе мы будем предполагать, что как 
данные функции, так и те их обобщенные производные,
о которых будет идти речь, суммируемы с квадратом в об­
ласти 2 , которая по-прежнему считается конечной.

Т е о р е м а  2.3 .1 . Пусть функции ип(х), и = 1 ,  2 ..........
имеют в 2  обобщенные производные одного и того ж е вида:

v — _______dkun_______
пУ > dx?'dx?‘ .. .d x hm ’

1 » т

Если обе последовательности {«„} и {ti„} сходятся в 
метрике Lt (2 ) к пределам а (х ) и v(x) соответственно, 
то в области 2  функция v (х) есть обобщенная производ­
ная от и(х) того ж е  вида.

По определению обобщенной производной

) “ ■ ' t £ W 4 V ) -  ( i )
* 1 * т 2

Каждый из интегралов в тож дестве ( 1 ) есть скалярное про­
изведение двух функций из Z.a (2 ) , а под знаком скалярного 
произведения можно делать предельный переход. Выполнив 
его, придем к формуле ( 1 . 1 ), и теорема доказана.

Т е о р е м а  2.3.2. Пусть v (л:) —  обобщенная производная 
от и(х) в области Q:

/ \ дки v(x)
дх?1д х р ...д х *т  1 * т

В любой внутренней подобласти 2 '  d  2  м ож но построить 
2-1567



последовательность бесконечно дифференцируемых функ­
ций {ип( jr )}  таких, что в метрике пространства Z.9( 2 ' )

ип —  и, — г— — ------- v. (2)
дх 'дх *‘ . . .  дх т 

* 11 т
Д оказательство  очень просто. М ожно взять 

и „ (^ ) =  « Лл(дг),

где hn —  стремящаяся к нулю последовательность положитель­
ных чисел. Тогда первое соотношение (2 ) вытекает из тео ­
ремы 1.3.3, второе соотношение —  из георем 1.3.3 и 2 .2 .2 .

§  4. С л у ч ай  одной н езави си м ой  переменной

В  этом случае класс функций, имеющих обобщенную пер­
вую производную, оказывается тесно связанным с классом 
абсолю тно непрерывных функций. Напомним, что функция 
н (_хг) вещественной переменной х  абсолютно непрерывна на 
сегменте [a, b ], если сущ ествует такая суммируемая на этом 
сегменте функция v(x), что

X
u(x) =  ^v (О Л - f  c o n s t  x £ [ a ,  £].

а
И з известны х теорем Л ебега вытекает, что функция м(лг) 

имеет на сегменте [а, Ь\ почти всюду обычную производную, 
равную v(x).

Т е о р е м а  2.4 .1 . Пусть функция и(х), определенная 
почти всюду в интервале (а, Ь) и суммируемая с квад­
ратом на этом интервале, имеет в (а, Ь) обобщенную 
производную v(x), т акж е суммируемую с квадратом. 
Тогда и (лг) эквивалентна функции, которая абсолютно 
непрерывна на сегменте [а, Ъ] и почти всюду в (а , Ь) имеет 
обычную производную, равную v (х).

П усть сегмент [а, (3J лежит в интервале (а, Ь). П о теореме 
2 .3 .2  сущ ествует последовательноегь и„ (jc) ^  С (00) 1«, £}] таких, 
что в метрике Lt (a, (3)

и„ —  м, u'n-+v.
П с формуле Н ьютона— Лейбница

X
«Л ( * )  —  и„ (а) =  I и'п (t) dt,



откуда
X

ип (а) — и„ (х) —  5 и'п ( 0  dt. (1 )
а

Правая часть равенства ( I )  сходится в метрике £ а (а, р) к пре­
делу, равному

х
и(х) —   ̂ъ  (t) dt.

а

В таком случае сходится в той же метрике и левая часть. 
Но для функций, каждая из которых постоянна, сходимость 
в среднем есть обычная сходимость числовой последователь­
ности. Поэтому сущ ествует предел —  обозначим его через с —  
последовательности {мя (»)}:

lim ип (а) =  с.
п -+ ОО

П олагая теперь в равенстве (1 )  « —* со , находим
X

и (x) =  \v(t)dt +  c. (2 )
а

Равенство (2 ) имеет место почти всюду на сегменте [а, р]. 
Однако правая часть этого равенства определена и непрерывна 
всюду на этом сегменте. Примем теперь, что равенство (2 ) 
ьерпо па сегменте [а, (5] всюду; это равносильно тому, что 
данную функцию н(лг) мы заменили некоторой другой, ей 
эквивалентной. Теперь функция и (лг) абсолютно непрерывна 
на сегменте [а, р]; очевидно также, что с =  а(я).

В  формуле (2 ) х  может означать любую точку интервала 
(а, Ь), так как а и р  можно взять сколь угодно близкими 
к а и b соответственно Зафиксируем а и положим в фор­
муле (2 )  х —>Ь. Функция v(t)  суммируема на всем интерва­
ле (а, Ь), поэтому правая часть этой формулы имеет предел, 
равный

ь
§ v (t) dt - j -  и (а).
а

Если мы положим
ь

u(b) — ^v (t) dt -|~ и (а),
а



то функция гг(дг) окажется абсолютно непрерывной на сег­
менте [а, Ь], где а —  любое число из интервала (а, Ь).

М ожно написать теперь новое представление для функ­
ции гг(х):

ь
и ( jc )  =  и (b) —  J  v (t) dt. (3 )

X

При x  —* а правая часть формулы (3 ) имеет предел
ь

и (b) —   ̂v (t) dt.
а

П олож и в
ь

и (a ) =  u(b) —  § v (t) dt,
а

мы сделаем функцию и(х)  абсолютно непрерывной на всем 
сегм ен те [а, Ь\.

Т е о р е м а  2.4.2. Пусть функция и (х) определена почти 
всюду на интервале (а, Ь), суммируема на нем с квадра­
том и имеет обобщенную k -ю производную н(й)(x) — v(x), 
т акж е суммируемую с квадратом. Тогда функция и(х) 
эквивалентна функции, которая ( k — 1 )  раз непрерывно 
дифференцируема на сегменте [а, Ь\, и почти всюду на нем 
имеет обычную производную k-го порядка uW(x) — v(x). 
При этом производная н (А -1) ( jc)  абсолютно непрерывна на 
сегменте [а, Ь].

Д оказательства проводить не станем —  оно такое же, как 
в теорем е 2 .4 .1 .

§  5 . Соболевские пространства и теоремы влож ен и я

Пусть Q — конечная область в пространстве Ет. Рассмотрим 
множество функций, которые суммируемы в Q и имеют в этой об­
ласти всевозможные обобщенные производные данного порядка I, 
суммируемые с некоторой степенью р, 1 < р <  со. Упомянутое мно­
жество, очевидно, линейно. Его можно превратить в банахово про­
странство, если ввести норму

II «  II =   ̂ I « (х) | dx +  J  j  2 1 dxhdxi i ...dx,l | J  '» (1)

сумма во втором интеграле распространена на все наборы индек­
сов ilt ia, .. . ,  ih каждый из которых независимо пробегает значения



1, 2, т. Полученное таким образом пространство называется 
соболевским и обозначается символом Wlp(Q).

Вводить норму по формуле (1) не совсем обязательно: в про­
странстве Vy^(Q) допустима любая норма, эквивалентная норме (1).

В современном анализе, и особенно в теории уравнений в част­
ных производных, большую роль играют так называемые «теоремы 
вложения»; они были впервые пол>чены С. Л. Соболевым и затем 
многократно усиливались и обобщались. Сущность теорем вложения 
такова. Если область Q удовлетворяет так называемому «условию 
конуса» (см. ниже § 3 гл. 16) и если функция и £  W;(^( Q), то она 
имеет всевозможные обобщенные производные всех предшествую­
щих порядков. Производные порядка меньше I, а также и сама 
функция суммируемы в Q с некоторой степенью, большей чем р. 
Эта степень тем выше, чем ниже порядок производной.

Из сказанного следует, что если lL <  /, то при некотором p i> p  
любой элемент пространства W^J(Q) принадлежит пространству 

пространство W^*(!2) «вкладывается» в пространство W^(Q). 
Обозначим через Е оператор, который каждой функции и\х)— эле­
менту пространства Q) — приводит в соответствие ту же функ­
цию и (х), но рассматриваемую как элемент пространства 
Оператор Е называется оператором вложения пространства Wjf*(Q) 
в пространство Wjjf* (Q). Одна из важнейших теорем вложения со­
стоит в том, что оператор вложения Е ограничен и (возможно, при 
меньшем р ,) вполне непрерывен. Следствиями теорем вложения 
являются приводимые ниже неравенства Фридрихса (гл. 14) и 
Пуанкаре (гл. 16).

Обобщенные производные порядка меньше / суммируемы с не­
которой степенью, большей чем р, не только в С, но и на лежащих 
в Q кусочно гладких многообразиях некоторых низших размерностей. 
Чем ниже порядок производной, тем ниже можно взять размерность 
многообразия. Производные достаточно низкого порядка могут 
оказаться просто непрерывными. Справедливы теоремы об ограни­
ченности и полной непрерывности соответствующих операторов 
вложения.

Затронутые здесь вопросы обстоятельно изложены в книгах [11 
и [2].

УПРАЖНЕНИЯ

1. Теорему 2 3  1 доказать для пространства Lp, 1 ■<р < со ,  за­
менив сильную сходимость слабой.

2. Пусть Q — область /п-мерного евклидова пространства Ет,
u £.Lp (2) и существует обобщенная производная £  Lp (2)

OX  j
Пусть I — прямая, параллельная оси xit (а, Ь) —  интервал, по кото­
рому прямая I пересекается с областью Q. Доказать, что почти на



всех интервалах (о, Ь) функция и абсолютно непрерывна и имеет 
почти всюду обычную производную ди дх,.

3. Q -  область m-мерного пространства, которую можно заклю­
чить в прямоугольный параллелепипед со сторонами а„а„...., ат. 
Функция « (.г )  непрерывна в замкнутой области Q, равна т л ю  на 
границе области Q и имеет обобщенные первые производные

§ ~ ^ L % (Q,t k =  1, 2 ....... т.

У к а з а н и е .  Воспользоваться разложением в ряд Фурье.



Р А З Д Е Л И

ЭЛЕМЕНТЫ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

Г Л А В А  3

ОСН О ВН Ы Е ПОНЯТИЯ

§  1 . Примеры на экстрем ум  ф ун кци он ала

1 . Зарождение вариационного исчисления относят обычно 
к 1 6 9 6  г., когда И. Бернулли поставил» так называемую за ­
дачу о  брахистохроне: точки Л (0 , 0 )  и В (а, Ь) располо­
жены в вертикальной плоскости (х, у )  (рис. 5). Какова должна 
быть кривая, лежащая в плоскости (jc» у)  и соединяющая 
точки А и В, чтобы материальная 
точка, двигаясь без трения, скаты ­
валась по этой кривой из точки А 
в точку В в кратчайшее время?
Искомая кривая и была названа 
брахистохроной.

Пусть уравнение кривой АВ есть 
у  =  и(х). Рассмотрим некоторый 
момент времени t, и пусть в этот 
момент движущаяся точка находится 
на расстоянии у  от оси х. Тогда 
v =  }/ 2gy —  V 2gu, где v —  ск о­
рость движущейся точки, g  —  ускорение 
В  то ж е время

ds 1/1 I г* d *  v =  T t= y  I + «  ш.

Рис. 5.

силы тяжести.

dt
Отсюда

dt

Обозначим через Т время, в течение которого материальная



точка достигнет точки В. Интегрируя, находим

О)

Задача сводится к следующему: надо найти функцию у  =  и(х), 
удовлетворяющ ую условиям

и сообщ ающ ую интегралу (1 ) наименьшее значение. Условия (2 ) 
означают, что искомая кривая должна проходить через задан­
ные точки А к В; такого типа условия принято называть 
граничными, или краевыми, так как они относятся к кон­
цам промежутка, на котором должна быть определена иско­
мая функция.

2 . Рассмотрим еще одну задачу, сходную с задачей о бра­
хистохроне. П усть свет распространяется в оптически неодно­
родной среде со  скоростью  v(x, у, г). Требуется найти 
траекторию  светового луча, соединяющего точки А (х ц  у 1г z t) 
и В(х& y t, г а). По известному принципу Ферма траектория 
светового  луча обладает тем свойством, что, распространяясь 
по этой траектории, свет придет из точки А в точку В 
в кратчайш ее время.

П усть уравнения искомой траектории суть

В  соответствии с принципом Ферма задача сводится к  оты­
сканию д ву х  функций иг(х) и щ (х ) , удовлетворяющ их крае­
вым условиям

п, (х1) = у 1, Щ( х 2) — Уч, щ ( х ,)  =  zv W i(*a) =  2 i (3 )

и сообщ аю щ их наименьшее значение интегралу

3 . Следующ ая задача несколько отлична от первых двух. 
Мы сформулируем ее так: среди всех плоских кривых, имею­
щих данную длину I и оканчивающихся в точках А(а, 0 ) и 
В{Ь, 0 ), найти кривую, ограничивающую вместе с  отрезком 
[а, Ь\ оси  х  область с наибольшей площадью.

и (0 ) =  0; и(а) — Ь

У =  Щ (х ), z — щ (х ).

(4 )



П усть уравнение кривой будет у  =  и(х). Задача заклю­
чается в том, чтобы найти функцию и (_*;), удовлетворяющую 
краевым условиям

и (а) =  и (Ь) —  0  (5 )
и тож деству

ь ______
$ / 1  - f -  u'sdx  =  I (6)
а

и сообщающую интегралу
ь

S — ^ udx  (7 )
а

наибольшее значение.
П о сравнению с первыми двумя задачами новым здесь 

является то, что искомая функция должна удовлетворять 
не только краевым условиям (5 ) , но и тож деству (6), которое, 
очевидно, не носит характера краевого условия. Общим 
во всех  трех задачах является то, что мы каждый раз ищем 
функцию (или, как в задаче ( 2), совокупность функций —  
ее можно рассматривать как вектор-функцию), удовлетворяю ­
щую тем или иным заранее поставленным условиям и сообщ аю ­
щую экстремальное (минимальное или максимальное) значение 
заданному функционалу. Так, в задаче о брахистохроне 
искомая функция должна удовлетворять краевым условиям (2) 
и сообщ ать минимальное значение функционалу (1). Приведен­
ные в  настоящем napai рафе три задачи, так ж е как и многие 
другие задачи того же рода, относятся к ветви математи­
ческого анализа, называемой вариационным исчислением. 
Точная формулировка основных задач вариационного исчисле­
ния будет дана в следующем параграфе.

§ 2. Постановка задачи вариационного исчисления

Напомним определение функционала. П усть 3)1 —  мно­
ж ество  элементов произвольной природы, и пусть каждому 
элементу Щ  приведено в соответстви е одно и только одно 
число F(u). В  этом случае говорят, что на множ естве 
задан функционал F. М нож ество 301 называется областью  
определения функционала F  и обозначается через D (F ) ; 
число F(u) называется значением  функционала F  на эле­
менте и. Функционал F  называется вещественным, если все



его значения вещественны. Функционал F  называется линей­
ным, если его область определения есть линейное множество 
и е с л и 1)

F  (Хн - f  - (хк) =  XF (и) -f -  pF  (и).

Задача вариационного исчисления состоит в следующем: 
дан функционал F  с  областью  определения D(F); требуется 
найти элемент щ €zD(F), сообщающий функционалу либо 
минимальное значение

F ( « o ) =  inf F(u), (1 )
agOlf)

либо максимальное значение

F (m 0) =  sup F(u). (2 )
tt£D{F)

Задача о  максимуме функционала F  тождественна с зада­
чей о  минимуме функционала —  F, поэтому в дальнейшем 
будем рассматривать только задачу о минимуме.

В ряд ли можно реш ать задачу вариационного исчисления 
в  только что приведенной общей формулировке, поэтому 
мы постараемся наложить на функционал F  некоторые огра­
ничения, по возможности простые и естественные.

Будем считать, что D(F) есть часть некоторого банахова 
пространства X. Чтобы сформулировать дальнейшие огра­
ничения, введем понятие линейного многообразия. П усть М —  
линейное множество элементов пространства X  и й —  некото­
рый фиксированный элемент этого пространства. Линейным 
многообразием  в пространстве X  назовем совокупность 
элементов, каждый из которы х можно представить в виде

и =  й - j -  к), т ) £ Л 1 .  (3 )

Если й £  М (например, если й =  0), то, очевидно, так опре­
деленное линейное многообразие совпадает с  М.

Т р е б о в а н и е  1. Область определения D(F) функцио­
нала F  есть линейное многообразие, плотное в  X * ) -

*) Мы считаем, что основные свойства линейных функционалов 
известны читателю из курса функционального анализа.

*) Можно было бы рассмотреть и более общий случай, когда 
D (F) есть пересечение плотного линейного многообразия с некою* 
рым шаром или с иным открытым множеством,



Заметим, что линейное множество М тогда тож е будет 
плотным в X. Действительно, пусть и —  произвольный эле­
мент пространства X и М  —  плотное в нем многообразие 
элементов вида где ц пробегает линейное множество .11
Элемент (и - j-  В) ^  X, и можно найти такой элемент tj ^  М, 
что | (и Д) —  (a  -f- т() I s. где s —  произвольное положитель­
ное число. Но тогда |и —  произвольный элемент и £  х  
можно сколь угодно точно аппроксимировать элементом мно­
жества М. Это и означает, что множ ество М плотно в X. 
Точно так же доказывается и обратное утверждение: если т) —  
произвольный элемент плотного в X  линейного множества и 
й —  фиксированный элемент пространства X, то линейное 
многообразие элементов вида а  т) плотно в X.

П р и м е р .  Рассмотрим задачу о световом луче. Для простоты 
допустим, что траектория лежит в плоскости (лг, у) и что скорость v 
не зависит от г. Тогда уравнение траектории можно написать 
в виде у =  и (х), причем н (лг) удовлетворяет краевым условиям

u ( x i) = y l, и ( х 3) = у 1 ,- (4)
и задача заключается в том, чтобы найти функцию и (лг), удо­
влетворяющую условиям (4) и минимизирующую функционал

• Г =  {  1F \.̂ “-Ax) dx. (5)
'  V v(X,U(X))

■*1
Естественно допустить, что скорость света строго положительна:

v  (лг, у) v„ =  c o n s t >  0 .

В качестве X можно взять, например, пространство Lt (лг,, лг,) 
функций, суммируемых с квадратом на промежутке (лг,, лг,). 
Функционал (5) естественно задать на множестве D ( Т) функций, 
непрерывных и непрерывно дифференцируемых на сегменте |лг„ jt2] 
и удовлетворяющих условиям (4). Докажем, что это множество 
является линейным многообразием.

Обозначим

й (* )  =_У, +  (У* — У»)лг, —  лг,

и положим и(х) — й <лг) —|— ■») (л). Если и £  D (Г ), то т) (лг) есть непре­
рывная и непрерывно дифференцируемая функция, удовлетворяю­
щая краевым условиям

П ( * i )  =  Ч (* s )  =  0. (6)
Очевидно, множество М функций ц (лг), удовлетворяющих 

только что перечисленным условиям, линейно. Это множество 
содержит как свою часть множество функций, финитных на сегменте 
1*1» •*,]■ По следствию 1.3,1 множество М плотно в £ ,(2 ).



Ка рассматриваемые функционалы наложим ещ е одно 
очень важное ограничение. Будем считать, что простран­
ство X  бесконечномерно, —  в противном случае вариационная 
задача оказалась бы просто задачей на минимум функции 
конечного числа независимых переменных. Тогда плотное 
в X  линейное множество М также бесконечномерно и, сле­
довательно, из него можно выделять конечномерные под­
пространства.

Т р е б о в а н и е  2. Если т] пробегает любое конечно­
мерное подпространство, содержащееся в М, то на этом 
подпространстве функционал F (it) — F(a-\- т;) непрерывно 
дифференцируем достаточное число раз.

Поясним наше требование. Пусть -ц пробегает какое-либо 
л-мерное подпространство М„. Возьмем в нем некоторый 
базис t)i, . . . ,  тт;,. Т огда, если т) Мт то ■») необходимо имеет вид

IQ =  djT)! - j -  Й2Т|2 “)" • • •  “Ь  а пЧп>

и, следовательно,

F  (и) —  F (Я - J -  а ^ !  —}—. . .  —j— anvj„).

Здесь й фиксировано, элементы г№ . . . ,  г|я также фикси­
рованы. Таким образом, F  есть функция переменных a t, 
а*, . . . ,  аа. В  силу требования 2 эта функция достаточное 
число раз дифференцируема по av а а, . . . ,  ап.

Введем понятия об абсолютном и относительном мини­
муме функционала. Функционал F  достигает на элементе 
п0 £ D (F )  абсолютного минимума, если неравенство

F(iie) ^ F ( u )  (7 )

справедливо для лю бого элемента u £ D (F ) .  Т от ж е функ­
ционал достигает па элементе щ относительного мини­
мума, если неравенство (7 ) справедливо для элементов 
и £  D(F), достаточно близких к н0.

§  3 . В ар и ац и я и гр ад и ен т  ф ункционала

1. Будем рассматривать функционал F, подчиненный требо­
ваниям 1, 2 §  2. Возьм ем  произвольный элемент u ^ D (F )  
и произвольный элемент т) М. Обозначим через а произ­
вольное вещ ественное число. Нетрудно видеть, что элемент

и +  щ  (=  D (F).



Действительно, пусть и —  а - { -  kj0, £  М. Тогда 

и-|-ат1 =  й +  O to -f  ой)). 0 )
К аж д ое из слагаемых в скобке принадлежит линейному мно­
ж е ст ву  М, поэтому и их сумма Ti0 -f-aif] принадлежит М. Но 
тогда, очевидно, элемент и - f -  ац ^  О (F).

Составим выражение F (ii - }— a-rj). Элемент -tj0 — a-rj принад­
леж ит двумерному подпространству, проходящ ему через эле­
менты т(0 и т|. В  силу требования 2 F ( i i -\-oit[) есть непре­
ры вно дифференцируемая функция от а. Вычислим ее про­
изводную и возьмем значение этой производной при я — 0:

В  результате мы получим число, которое можно рассма­
тривать как значение функционала (2), зависящ его от двух 
элементов и и kj.

О п р е д е л е н и е .  Функционал

назы вается вариацией (или первой вариацией) функционала Р  
в точ к е и и обозначается символом bF(u, ц):

Будем считать элемент и фиксированным. Т огда вариация 
bF ( и , tj) есть функционал от ц.

Л егк о  доказать, что вариация есть однородный функ­
ционал первой степени по отношению к ij, т. е. если t —  
произвольное число, то

d F  (и -f- a-rj)
da a 0

(3)

Действительно,
bF(u, tn) =  tbF(u, -rj).

bF (н , tn) =  ~  F(u  +  «<4)|e =  Q =  П т  -
F(u  -{- a t-ц) —  F(U)

a

П олагая здесь fa =  |3, имеем



В  общ ем случае этот функционал не аддитивен, однако 
сущ ествует достаточно много важных случаев, когда вариа­
ция является аддитивным функционалом от t j .  В  связи с этим 
наложим на функционалы F  еще одно

Т р е б о в а н и е  3. Вариация Ьр (и, tj) —  не только одно­
родный, но и аддитивный функционал от ц.

Аддитивные п однородные функционалы мы будем назы­
вать линейными: таким образом, требование ограниченности 
мы не включаем в определение линейного функционала. 
Наше новое ограничение на функционалы Р можно сформу­
лировать так: вариация Ьр (a, tj) функционала F  есть  линей­
ный функциОнал от т].

При произвольно выбранном u ^ D ( F )  этот функционал, 
вообщ е говоря, не ограничен. Выделим множество N тех 
элементов u £ D (F ) ,  для которых вариация есть ограничен­
ный функционал от yj.

Если и £  N, то сущ ествует ограниченный функционал g 
такой, что

8f  (И, Tj) =  (£, Т]), (4 )

где через (g , tj) обозначен результат воздействия функцио­
нала g  на элемент t j .

С оответстви е и -*-g  определяет на N оператор Р  такой,
что

Pu =  g, D (Р )  =  N, (5)
и, следовательно,

Ьр (и, tj) = (Р и ,  -г)); н £ Л / , Tj £  М. (6)

Линейный ограниченный в X  функционал g  есть  элемент 
пространства X*, сопряженного с X. Поэтому оператор Р, 
определенный формулой (5 ) (или (6), что равносильно), 
действует из банахова пространства X  в сопряженное про­
стран ство Л"*.

О п р е д е л е н и е .  Оператор P, определенный форму­
лой (6 ), называется градиентом функционала F  (и ) и обозна­
чается символом

Р  =  grad f t  (7)

ЕС ли u £ D (P ) ,  то вариацию функционала F(u) можно 
записать следующим образом:

ЬР{и, T j) =  £ ^ ( «  +  aii) |вж=(1== (grad f t  tj). (8)



В общ ем случае D(P)  —  область определения градиента —  
уже, чем область определения D ( F )  функционала F.

2 . Рассмотрим следующий важный для дальнейшего п р и ­
м е р .

П усть  функция Ф(х, у, г )  определена и непрерывна, 
когда

х  £  [а, ft], — о о < ^ < ^ - | -  со , — о о < [ г < [  - j - ° ° .

Будем предполагать, что функция Ф(х, у, z) имеет частные 
производные Фу и Фг, непрерывные в той ж е самой области 
изменения переменных х, у, г. Рассмотрим функционал

ь
F (и) — ^Ф (х, и (лг), tt'(x))dx, (9)

а

область определения D(F) которого состоит из функций, 
удовлетворяющ их следующим условиям: н £ С и ) [а, Ь} и

и (а) — А, а  (ft) =  В, (1 0 )

где А и В  —  заданные постоянные. Условия (1 0 )  означают, 
что кривые у =  и(х)> где D(F), проходят через две фик­
сированные точки (а, А) и (ft, В).

Д окажем, что функционал (9 )  удовлетворяет требованиям
1, 2 §  2  и требованию 3 настоящ его параграфа. В  качестве 
X  возьмем пространство 1%{а, ft). Очевидно, D(F) принадле­
жит этому пространству.

П реж де всего убедимся, что D {F) —  линейное много­
образие. Положим

й ( х ) = А  +  £ = £ ( В  —  А). ( И)

Очевидно, а £  С11* [а, 6 } и а удовлетворяет условиям (10). 
П усть t t£ D (F ).  Рассмотрим разн ость \ (х )= и (х )  —  й(х). 
Очевидно, t } ^ C ( l ) [e, ft] и

Ч ( в )  =  i j  ( f t )  =  О. ( 1 2 )

Ясно, что множество М функций -ц линейно. Оно содерж ит 
множество функций, финитных на сегменте [a, ft]. По след­
ствию 1.3.1 множество М плотно в Ц (а, ft), а тогда 
в Lt(a, ft) плотно и линейное многообразие D (F ) .  Т р ебова­
ние 1 выполнено.



Обратимся к требованию 2. Имеем 

F (й - j -  ~г aira +  • • • апЧп)==
ь п п

=  \ Ф ( * ,  й (х )  +  2  а *т‘* О )  4 -  S  акЧк (ХУ) dx. (1 3 )
а к — 1 к= 1

Функция (1 3 ) непрерывно дифференцируема по переменным 
a ,, a-i............ ап. Действительно, из предположений относи­
тельно функций Ф вы текает, что подынтегральная функция 
в  (1 3 )  и ее первые производные по av а 3, . . . ,  ап непрерывно 
зависят от дг, а „  . . . ,  ап. Из теоремы о дифференцировании 
интеграла, зависящ его от параметра, вытекает, что функция (1 3 )  
имеет непрерывные частные производные по переменным а 1( 
аг, . . . ,  а„, и эти производные можно получить дифферен­
цированием под знаком интеграла.

Требования 1 и 2 выполнены, можно составить вариа­
цию функционала (9):

8F(ti, t ) ) = ^ F ( h - 1-а-г)) 
ь

~   ̂ Ф ( х ,  и' -f -  ayf) dx
а
b
1{Фи(х, и, и')7j - } - фц. (х, и, u’)t\)dx. (1 4 )
а

И з формулы (1 4 )  видно, что требование 3 выполнено; вариа­
ция bF {и, tj) есть линейный функционал от t), так как под- 
интегральная функция в (1 4 ) линейно зависит от т\ и 
Р аз вариация оказалась линейной, можно ставить вопрос
о  градиенте функционала F. Выясним, какой должна быть 
функция u(^ D (F), чтобы вариация 8F(/i, т)) была ограни­
ченным функционалом от ц.

П ространство Z.2 (a , b ) гильбертово. По известной теореме 
Риса любой линейный ограниченный функционал в этом 
пространстве имеет вид

ь
C*l> =  ( 15)

где £ ( х )  —  вполне определенная функция из Ig  (а, Ь\



Интеграл (1 4 ) распадается на два; в первом из них мно­
ж итель Ф„ непрерывен и, тем более, суммируем с квадратом 
на промежутке (а, Ь); первый интеграл в (1 4 )  есть ограни­
ченный функционал от т). Относительно второго интеграла

ь
^ФИ.7]'</ДГ (16)
а

этого утверждать, вообще говоря, нельзя, если функция и (х )  
произвольна.

П усть функция и(х) такова, что Ф « ( х ,  и (х), и'(х)) есть 
абсолютно непрерывная функция от лг, и ее производная 
суммируема с квадратом на (а, Ь), Д окажем, что тогда инте­
грал (1 6 ) есть ограниченный функционал от •>); мы исполь­
зуем при этом, что к](х) непрерывно дифференцируема и 
удовлетворяет краевым условиям (12).

Если функция Ф„’ (дг, и (х), и'(лг)) абсолютно непрерывна, 
то сущ ествую т постоянная с и функция ш £  Z.s (а , Ь) такие, 
что

Ф„' (лг, и (лг), и' (лг)) =  с -{— $ а> ( 0  dt; (1 7 )

при этом почти всюду в (а, Ь)
d 

‘ dxш (лг) =  Фя- (лг, и (лг), и' (лг)).

Если так, то интеграл
ь
$ Фвл)' dx
а

можно взять по частям:
ь ь ь

^ flU =  — Ф„. dx +  1 =  —  § И ф «’ dx.
а а л

Так как ^  Ф0. =  ш ^  Z.9(a , b), то в силу теоремы Риса послед­

ний интеграл есть ограниченный функционал от г\. А тогда 
будет ограниченным функционалом от т ]  и вариация bF (и, t j ) ,  

которую  теперь можно представить в виде
ь

lF(u, п)=  jj [ф« — ™ Фц’|т)(/лг. (18)



Из соотношения (1 8 )  вытекает формула для grad F:

grad F  =  0 „ ( j f ,  к, if)  —  Ф«- (*> и, if). (1 9 )

Действительно, из формул ( 8) и (1 8 )  следует, что 

(grad F  [ф ц ~  Фи>], i\j — Q.
Разн ость

g ra d F  —  |ф„ —  ^ ф«’]

оказы вается ортогональной к множеству функций ij, плот­
ному в Lt (a, ft). Н о тогда

grad F  —  |ф„ —  ^  Фи-] =  О,

что равносильно формуле (19).
Таким образом, градиент функции F  определен на функ­

ции t i^ D  (F ), если Фи- —  абсолютно непрерывная функция, 
производная которой суммируема с квадратом

Д окаж ем , что справедливо и обратное утверждение:
Если функция u ( x )£ D ( F )  и одновременно и £  D (grad F), 

то  на сегменте (a , ft] функция Ф„> (лг, к, н') абсолютно непре­

рывна, производная ^ Ф ( -* >  м. «О суммируема с квадратом на 

отр езке  (a, ft) и

(grad F) (и) =  Ф„ —  ^  Ф„..

Если и ^  D(gtadF), то  вариация bF(u,ti) есть ограничен­
ный функционал от tj. В  таком случае интеграл (1 6 )  также 
есть ограниченный функционал от ■»). По теореме Риса суще­
ствует такая функция g ^ L t (a, b), что

ь ь
I Фи-Y  (х ) dx — \ g(x) ч(х) dx. (20)
а а

П остроим функцию

0 ( Л Г ) = -  \g(t)dt 
а



и возьмем по частям интеграл в  правой части формулы (2 0 ). 
Так как функция т](лг) удовлетворяет условиям (12), то 

ь ь
\  g ( x )  t i { x ) d x  =   ̂ О  (лг) V  (лг) d x .  ( 2 1 )
а а

Формулы (2 0 )  и (2 1 ) в совокупности дают 
6
5 1фи- — О] т)' dx =  0. (2 2 )
а

Т ож д ество  (2 2 )  верно для любой функции ^(лг), непрерывно 
дифференцируемой на сегменте [а, Ъ\ и равной нулю на концах 
того сегмента. Имея это в виду, положим в тож дестве (2 2 )

? ! ( * ) =  sin » к =  1» 2, . . .

Мы получим тогда 
ь

§ [Фв- —  G] cos =  0, k = \ ,  2 , . . .  (2 3 )
а

Как хорош о известно, система функций

cos кк %— - ,  k  =  0, 1, 2, . . .Ь — а %
полна в £ 2 (о, Ь). Функция Ф„< —  О ортогональна ко  всем функ­
циям этой системы, за исключением функции, тождественно 
равной единице. Но тогда функция Ф„- —  О может отличаться 
от единицы только постоянным множителем:

Фа, —  О —  с  —  const.
Отсюда

X
<b *  —  c - — \ g ( t ) d t ,

а

и, следовательно, функция Ф„> абсолютно непрерывна. Далее,

^ Ф « '  =  —  g (x )(z  Ь), и наше утверждение доказано.

Полученные здесь результаты позволяют сформулировать 
следующ ую теорему.

Т е о р е м а  3.3.1. Пусть функционал (9 )  задан на непре­
рывно дифференцируемых функциях, удовлетворяющих



краевым условиям  (1 0 ), и пусть область определения этого 
функционала рассматривается как множество в простран­
стве Ц (а, Ь). Тогда область определения градиента функ­
ционала (9 )  состоит из тех и только тех функций, кото­
рые обладают следующими свойствами: они непрерывно 
дифференцируемы на сегменте [а, b] и удовлетворяют  
условиям  (1 0 ); будучи подставлены в выражение (х, и, и'), 
они обращают его в абсолютно непрерывную на сегменте 
\а, Ь] функцию, производная которой на этом сегменте 
суммируема с квадратом.

§  4. Уравнение Эйлера

Рассмотрим функционал F, удовлетворяющий требованиям 1,
2, 3 § §  2, 3. П усть этот функционал определен на линейном 
многообразии D(F), элементы которого имеют в и д и  =  Д -)-т), 
где а —  фиксированный элемент данного пространства X, а т\ 
пробегает линейное множество М, плотное в X.

П усть функционал F  достигает в точке щ относительного 
минимума. Возьмем произвольный элемент к) ^  М и произволь­
ное вещ ественное число а. Тогда, если абсолютная величина а 
достаточно мала, то  норма разности

1К«о +  «Ч)— н01 = |*  Цч ||

будет сколь угодно мала, а в таком случае по определению 
относительного минимума

F(u0 +  a-<])^F(ii0). ( 1 )

Э то  неравенство означает, что функция одной вещественной 
переменной а, равная F (и0 - j -  ат|), имеет относительный мини­
мум при а =  0. Н о тогда необходимо

й /?(“о +  вЧ -о ==0
или, что то же,

8F(ho. т)) =  0. (2)

Мы получили необходимое условие минимума: если функцио­
нал в некоторой точке достигает минимума, то в этой 
точке вариация функционала равна нулю.



\

§ 4] УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА 53

I
Линейный функционал, тождественно равный нулю, оче- 

' видно, ограничен, а в таком случае щ £  D (grad F). Обозначим

grad F =  Pu. (3 )
Тогда

bF(u0, ц) =  (Ра9, ц ) ~ 0 .  (4 )

Выражение Рщ есть функционал над элементом ц, определен­
ный на том множестве М, которое пробегает т). Значит, функ- 

| ционал Рщ задан на плотном множестве и на этом множе- 
I стве все  его значения равны нулы. П о непрерывности его 
I можно продолжить на все пространство X, и на всем простран- 
| стве его значения также будут равны нулю. Н о это означает, что

I Рий —  0.
Нами доказана
Т е о р е м а  3.4.1. Если функционал F, удовлетворяющий 

требованиям 1 —  3, имеет относительный экстремум 
в точке и0, то D (gradF) и в этой точке удовлет­
воряется уравнение

(grad F) (и0)  —  0. (5 )

I Уравнение (5 ) называется уравнением Эйлера.
( В  качестве примера рассмотрим так называемую простей­

шую задачу вариационного исчисления. Э то —  задача о мини­
муме функционала

ь
F (и) — \ Ф (х ,  и, и') dx, (6 )

а

область определения D(F) которого состоит из функций, 
' непрерывно дифференцируемых на сегменте [а, Ь] и удовлет­

воряющих краевым условиям

и (а) — А, и(Ь) =  В. (7 )

Этот функционал описан в § 3. Мы допустим здесь, что функ­
ция Ф(х, и, и') удовлетворяет всем ограничениям, наложенным 
на нее в § 3. Если функция и(х) реализует минимум (отн о­
сительный или, тем более, абсолютный), то по теореме 
Эйлера 3.4.1 и но формуле (3 .1 9 )  эта функция удовлетворяет



дифференциальному уравнению

dx ф" ' ( * ’ "■ "О — ф« = = ° ; (8)

будучи элементом множества D(F). она удовлетворяет также 
условиям (7). П одробнее мы исследуем простейшую задачу 
вариационного исчисления в гл. 4.

В  качестве примера рассмотрим задачу о  брахистохроне. 
В  данном случае _______

непосредственно сослаться на уравнение (8) нельзя, потому 
что функция Ф терпит разрыв при и =  0  и, следовательно, 
не удовлетворяет условиям § 3. Докажем, что уравнение (8) 
применимо.

Пусть задача о  брахистохроне имеет решение иа(х). Из 
физических соображений ясно, что «о(лг)^>0  при д г^ >0, —  
в противном случае на некоторых участках пути движущаяся 
материальная точка поднималась бы вверх, а на это затрачи­
валось бы лишнее время.

На интервале (0, а) возьмем произвольную точку а'. 
Построим функцию т,(л'Х обладающую следующими свойст-

вами: a) а]; б) i j ( j f )  =  0,
а , O s ^ j t s £ a ' ;  в ) t j  ( a ) = 0; в остальном

х  функция 1} произвольна. Положим

о

1в  и пусть и (лг) —  к0 (х )  aTj (jc-) (рис. 6).
Если число а достаточно мало, то

Рис. 6. и ( * )  >  0, х  0; кроме того, и (0)  =  0, 
и\а) — Ь. В  таком случае F (u )  =

=  F  (ид -{-«■»)) Э г F  (щ) и функция переменной a

а' а



имеет минимум при а =  0. Подынтегральная функция во вто­
ром интеграле (9 ) непрерывно зависит от л: и а, и можно 
дифференцировать под знаком интеграла:

г Г/г( и « + « т ) | . . 0 =

=  0 . ( . 0 )  
о '

Чтобы упростить рассуждения, допустим —  на самом деле 
это нетрудно доказать, —  что на сегменте [а\ а ] сущ ествует 
суммируемая с квадратом производная

- 1 ( j L Т /  l ± £ ! l l
dx[du’ Г и

Тогда первый интеграл в (1 0 )  можно взять по частям. Из 
определения функции tj (дс) вытекает, что tj (а ')  =  -ц (а )  =  0, и 
внеинтегральный член исчезает. Мы приходим к равенству

C f A A l / ' l + к ’9 д т /  1 +  ил
I  [а х д *  V — ---------й  V и ■ц (a t) d x  =  0.

в =  «о

Э то тож дество верно для любой функции [а’, а\,
к) (а ')  =  т) (а ) =  0. М ножество таких функций плотно в 
Li (а ', а )  (ср . §  3), поэтому необходимо

Г d_ - jГ I - f - ц ' * ___ 1 Г 1
\dxdu' V и ди У и .

что совпадает с уравнением ( 8) для функции у 
Уравнение ( 1 1 )  легко приводится к виду

— 0, ( 11)Я=Во

a i  К 1« о (1 + 0  =  °-
О тсюда

нь(1 - j - uo”)  =  c-

Положим щ =  tg<p. Тогда щ —  =  +  cos 2 ;р)-

Дифференцируя, получим щ =  —  с  sin 2ip • <р'. Замена щ =  tg  f  
дает дифференциальное уравнение относительно <р'

dx q sin 2<t'



Далее,

dx  =  —  2 с cos3 ср с£<р; х  — сх —  ~  (2ср - } -  sin 2ер).

7
П оложив 2ср =  те -|— 0, Ct — j  =  C, получим

х  =  С  — 2" (6 —  sin 6), a0 =  | r ( l  —  cos 9).

Мы пришли к выводу, что если задача о брахистохроне 
имеет решение, то  это решение есть ц и к л о и д а .

§  б. Вторая вариация. Достаточное условие экстремума

Сохраним обозначения предшествующих параграфов и рас­
смотрим функцию F(u-\~ а.1\) от вещественной переменной а; 
элементы u £ D ( F )  и ц £ М  считаем фиксированными. Эту 
функцию разложим в ряд Тейлора и в полученном разлож е­
нии положим а =  1:

F ( «  +  ч) = F ( « )  +  [ и  F< « +  »Ч)]. _ . + ! [ £  F ( “  +  Ч .  - > =  

=  F (« )  +  SF(«, +  +  0 < » < 1 .  (1)

Выражение

8 * F (к, ri) =  ± [ ~ F (и +  ат|)]а _ q (2 )

называется второй вариацией функционала F  в точке и. 
Имеем

Т  [ £ * р (ц +  аЧ»=е = 4 [ f ! F (“ +  ^  +  И э = о  =
s = 8 V (n  +  H  Т)),

и разложение (1 )  принимает следующий вид:

/7(“  +  7)) =  ‘Р ( м) +  8^ ( м> 7l) +  5 S f (и +  Н  Ч)> О < 0 < 1 -  (3 )

П усть функционал F  достигает минимума, относительного 
или абсолю тного, в точке н0. Тогда 8 F (н<)> 7i) — 0> и фор­
мула (3 )  дает

F  (к0 +  ti) =  F  («о) +  8*F  («о +  Ч  *))• (4 )

Формула (4 )  позволяет сразу сформулировать условие, 
необходимое и достаточн ое для того, чтобы элемент щ, удо­



влетворяющий уравнению Эйлера, сообщ ал функционалу мини­
мальное значение. Для абсолютного минимума это условие 
имеет вид

VF («о +  07], ^  О, V 4  €  М> (5 )

для относительного минимума оно состоит в том, что нера­
венство (5 )  выполняется, когда элемент ц достаточно мал по 
норме. Условие (5 ) в конкретных задачах трудно проверить, 
потому что величина 0 обычно неизвестна, и непосредственно 
им, как правило, воспользоваться не удается. Однако из него 
можно получить более просто проверяемые условия, либо 
необходимые, либо достаточные. В  частности, из соотнош е­
ния (5 )  вытекают следующие достаточны е условия минимума:

Т е о р е м а  3.5 .1 . Пусть элемент щ удовлетворяет  
уравнению Эйлера. Если при к) ф  0  вторая вариация функ­
ционала F  положительна в любой точке u ^ D (F ) , то 
этот функционал имеет в точке и0 абсолютный мини­
мум. Если при ■цфО вторая вариация положительна 
в некоторой окрестности точки и0, то в этой точке 
функционал имеет относительный минимум.

Д о к а з а т е л ь с т в о  очень просто . В  первом случае при 
любом ц ^ М , цфО, имеем

8aF ( a o +  07j, тг))>  0.

Если и —  произвольный элемент из D(F), отличный от щ, то, 
полагая т] =  и —  щ, найдем из (4), что F  (и) ^ / ^ (« o ). Р ассм от­
рим теперь второй случай. С ущ ествует такое число р^> 0, 
что при u ^ D (F ),  ||и —  н0 1 <СР и *1 ^  0  будет 8* F (и, t j ) 0.  
Возьмем такое и, и ф щ ,  и опять положим tq —  и —  и0. Тогда

F ( « )  =  F(H 0) +  8» F («0 +  ei1, ij).
Имеем
||(Mo_j_01)) _ Ho|| =  |i071|| =  |0|h ||^h ||= = | „ _ Ko| < p . 

О тсюда вытекает, что В*/7 (и0 0ij, -tj) 0 , и, следовательно, 
F (u )> F < to i

§  6. И зопери м етри ческая з а д а ч а

Изопериметрическая задача стави тся следующим образом: 
даны функционалы F, Ои Оа, . . . ,  0„ и постоянные 1\, 4> • • •» 4» 
среди элементов области определения D (F) функционала F,



удовлетворяющих уравнениям

Ок (и) =  1к, А =  1, 2, я, (1)
требуется найти элемент, доставляющий функционалу F  на­
именьшее значение. Постановка изопериметрической задачи 
требует, конечно, чтобы не было пустым пересечение

D0 =  D (F) П 0 ( 0 . )  П (1 ••• П 0 ( 0 „ ) .  (2 )

Э то условие далее считается выполненным.
Частным случаем изопериметрической задачи является 

третья из задач §  1. Здесь я = 1 ,
ъ ь _____

F(u) — ^u(x)dx, Q t(u)=  § V I -\-u'3dx, lx =  l.
a a

3 a  D(F) можно принять множество тех функций из С [а, Ь], 
которы е обращ аются в нуль при х  — а и х  — b (условие (5.1)), 
а за D (G j)  —  множ ество функций из С (1) [а, b ], удовлетво­
ряющих тем ж е условиям (5.1). Очевидно, D (Q i)dD (F )  и 
пересечение 0 ( 0 , )  f| D(F) =  D (О .) не пусто.

Ниже будем считать, что функционалы F, Gi, 0 2, . . . ,  0„ 
удовлетворяю т требованиям 1— 3 §§  2, 3. Пересечение линей­
ных многообразий само есть линейное многообразие, поэтому 
сущ ествую т элемент Д £  D0 и линейное множество Ма такое, 
что любой элемент и ^  D 0 имеет вид и =  й т\, £  Мй.

Будем считать такж е, что множество М0 плотно в рассмат­
риваемом пространстве.

Справедлива теорема, принадлежащая Эйлеру и известная 
под названием правила мыожителей для изопериметрической 
задачи.

Т е о р е м а  3 .6 .1 . Пусть элемент u0£ D 9 решает изо- 
периметрическую задачу. Если существуют такие эле­
менты Kj|, ij9, . . . ,  i\n Мй, что определитель

50, (м0) 4i) 60s (̂ 01 ill) • («0 ll)
А — 60, («0. 1») SO, (Ыд, ■Ч«) •.. ьап(“о •Qs)

«0, («0. ’Чп) бО, (Ио, Чп) •. ьап (“о. ■Цп)
отличен от нуля, то найдутся такие постоянные \к, 
4 =  1, 2,  п, что



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем вещественные переменные
**> *1..........ап и элементы nk ^  М& k —  0, 1 п. Положим

п
« —  Щ -J- ^  “л7!*- (б)

*=о

При любых значениях а* элемент и £  Ц,. Действительно, 
щ =  Я +  ^  Т £  Л4о- Но тогда

Выражение в скобке — линейная комбинация элементов из Af„, 
которая, следовательно, сама принадлежит М& а тогда и £  Do- 

Зафиксируем элементы % и положим

° /  («о - f  "ft7!*j — Ъ  (“о- «i. ■ • •. *я). / = = 1,2 ........ я. (6)

Вычислим первые частные производные функции (6) при 
** =  0, k =  1, 2, . . . ,  я. Имеем

-О  \  А- 0\  Чф1

=  8 0  / н0 +  ^  “ft7)*»
\ ft —о 
\

Положив дополнительно а* =  О, k ф  /, получим

* 7 ? /( « « .  “1......... « / .) [  - «  =о =  80 /(«в . Ч/> (7)* 10 1 / 1

Элементы т ,̂ tjj, . >., kj, выберем так, чтобы определитель (3) 
был отличен от нуля, и рассмотрим систему уравнений

9 7 («о» «1. • • • . « « )  —  < ,= =  О, / = 1 , 2 , . . . ,  л. (8 )

Для системы (8) выполнены условия теоремы о неявных 
функциях: в точке а0 =  а, =  . . .  =  а„ = : 0  система (8)  удов­
летворяется, и в этой ючке якобиан

Р (?» т»< •••, Тя)
••• > «я)



отличен от нуля —  в силу соотношений (7) он совпадает 
с определителем (3). Отсюда следует, что существуют функ­
ции ak —  wk (о,,), k — \, 2, . . . ,  я, обращающие уравнения 
системы (8) в тождества; эти функции непрерывно дифферен­
цируемы при (*0, близких к нулю, и шА(0) =  0.

Уравнения (8) означают, что

Qj  (к 0 -j~ йо^а “Ь  2  r,l*j ==h '  I  ~   ̂ • • • ’ п> 

т. е. что при любых а0, достаточно близких к нулю, элемент

П

*=1

удовлетворяет изопериметрическим равенствам (1). В таком 
случае

F ( « ( a 0) ) S s F ( « 0).

При о̂ о =  0  имеем н (0 )  =  н0; функция F (и (оц,)) от веществен­
ной переменной а,, имеет минимум при а0 =  0, и потому

Имеем

dF  ( U„ +  а0т)0 +

S f O W I

S  “И *) 
fe=l /

а<>е*0 da-Q а0 *= aj О+

или, короче,

n dF(tia +  о0У10 +  е д * )

+  2  —  dak ~"~ “ * (во)

da% F (и (а,,)) I о =̂  &F (щ, т)0) -J- J  bF («с Ч*) (0). (9)

Значения и>*(0) можно определить из системы (8). В урав­
нения этой системы подставим ай =  ш*(ао)> полученные тож­



дества продифференцируем по а0 и положим а0 =  0. Анало­
гично соотношению (9) мы получим равенства

П
% ) +  2 8°у(«о> ч * ) « * ( о ) = а  /= =  1 , 2 , . . . .  л. (Ю )

*=1

Эти равенства представляют собой линейную систему с 
неизвестными ш*(0); ее определитель, равный определителю
(3), отличен от нуля. Как легко видеть, решение системы (10)  
имеет вид

П
т'к (0) =  2  Акт ьат (щ, Yjo), k —  1, 2, . . . ,  я,

m = 1

где Акт —  некоторые постоянные. Подставив это в (9), изме* 
нив порядок суммирования и введя обозначения

\ / =  2  Akfb F (ио. Tift), J = F - f- 2  kj Qj,

получим
Щи» ъ ) = о .

Повторяя рассуждения, использованные в § 4 при выводе 
уравнения Эйлера, найдем

(grad J)(н0) =  |grad J ]  X, Oyj j  (и0) =  0,

что и требовалось доказать.
Отметим, что доказанная здесь теорема Эйлера дает только 

необходимое условие минимума для изопериметрической задачи. 
Техника решения изопериметрических задач такова: со-

П
ставляем функционал J = F - \ -  2  где Xft —  неизвестные

постоянные, и пишем для этого функционала уравнение 
Эйлера. Оно содержит в качестве неизвестных элемент м„ 
и постоянные Xj, Xg,. . . ,  Х„. Эти неизвестные определяются из 
Уравнения Эйлера (4 ) и изопериметрических равенств (1).

В качестве п р и м е р а  рассмотрим задачу 3 § 1, упомя­
нутую такж е в начале настоящего параграфа. В соответствии



с  теоремой Эйлера введем постоянный множитель X и соста­
вим функционал

J(u) —  F ( и )  +  X O j  (и) =   ̂ ( и  +  X У 1 +  к '" )  dx;
а

и(а) =  и (b)  =  0.

Функционал J является частным случаем функционала про­
стейшей задачи вариационного исчисления; в данном случае

Ф(ДГ, и, H'Jsrrff-j-X 1 -j- н '9. Уравнение Эйлера (grad J)(u) —  
=  0  для функционала J  в соответствии с формулой (4.8) 
принимает вид

d Х“ ' 1 — П
d x  ] / l  +  ил  

Интегрирование дает
и'_______х  — с

У Т + й * ' ~  х
Отсюда

, х  — с
и  = -------7= = =  .

/ X 8 — (х  —  с)г

Интегрируя ещ е раз, придем к уравнению окружности ра­
диуса X:

( х  — c f  +  (и  —  с ,) ’ =  Xs.

Таким образом, если решение существует, то это —  дуга 
окружности. Для определения ее радиуса X и центра (с, Cj) 
имеем три уравнения:

ь ________
и ( а )  =  0 , и{р) —  0 , (  У  1 - ) -  н '*  dx  =  I-

а
Взяв начало координат посередине отрезка [а, Ь], будем иметь 
а —  —  Ь; наши уравнения принимают вид

( c 4 - ^  +  cJ =  Xs, (с —  *)* +  е* =  Х»,

Г , ,1 d x  — l.
J  / X * - ( * — «)*
-ъ

Отсюда с — 0, Ci —  V X* —  b \  2 Х arcsin ~  =  /. В  частном слу­

чае, когда 1 — кЬ, к —  Ь, и решение —  полуокружность.



§  7. М инимизирую щ ая последовательность

П у с т ь /7— произвольный ограниченный снизу функционал. 
В таком случае существует нижняя грань его значений

[а=  inf F ( m).
и g o  (Л

Последовательность {ия} элементов из D(F) называется ми­
нимизирующей для функционала F, если сущ ествует предел 
F(u„), равный |1.

Т е о р е м а  3.7.1. Функционал, ограниченный снизу, 
имеет по крайней мере одну минимизирующую последо­
вательность.

Из определения нижней грани следует, что: 1) для любого 
элемента u £ D (F )  справедливо неравенство F (h )S s |a ;  2) для 
любого е > 0  существует такой элемент «<■) из D(F), что 
F (h (,)) [1 -{- е. Положим е = 1/л  и обозначим и(,'я> =  и„. 
Тогда

откуда следует, что lim /=■(«„) =  [»,.
Т е о р е м а  3.7.2. Пусть D{F ) —  линейное многообразие 

некоторого банахова пространства X. Если функционал 
F непрерывен в D(F) и существует предел минимизирую­
щей последовательности и0 =  Ь 'тнл, то элемент щ сооб­
щает функционалу F минимальное значение.

Д о к а з а т е л ь с т в о  очень просто: в силу непреры вности 
функционала

F (Me) =  Hm F (н„) =  [д. =  inf F (ия).

Теоремы настоящего параграфа создают возможность ре­
шать задачу о минимуме функционала, минуя уравнения Эйлера. 
Для этого надо прежде всего погрузить множество D (F) 
в такое банахово пространство в котором функционал F 
был бы непрерывен. Далее, следует построить минимизирую­
щую последовательность. Если она сходится (в смысле сх о ­
димости в пространстве X), то ее предел реш ает вариацион­
ную задачу.



1. Обозначим через С‘0и [а, Ь] множество функций, непрерывно 
дифференцируемых на сегменте [а, 6] и равных нулю в точках а и Ъ. 
Функционал

F (и) =  jjФ ( лг, u (лг), и' (х)) dx
а

зададим на множестве С'01'{а,Ь\, которое погрузим в гильбертово 
пространство Н, определенное следующим образом: элементы про­
странства / /  суть абсолютно непрерывные на [а, Ъ] функции, равные 
нулю в точках а и b и имеющие суммируемые с квадратом первые 
производные. Скалярное произведение и норму в Н зададим фор­
мулами

ь
(u,v)H— \u'(x )v '  (*) dx; 

а

Ъ
|]Ы|||/ =  5 И" W  dx.

а

Функция Ф(х,и,и' )  непрерывно дифференцируема в области 
x £  [a,b\, — о о < и <  +  оо, — оо <  и' <  +  со. Найти выражение 
grad F и область его определения.

2. Поставим изопериметрическую задачу: найти минимум функ­
ционала

1
Ф (и) =  ^ [р (х) +  q (х) и*1 dx

при условиях
1

« € С 1*’ [0 , 1], y * d x  =  \.

•Предполагаем, что р (х),р' (х), q (х) £ С  [0,1] и что р (*)3=/>о =  
=  c o n s t> 0 ,  a q (x )^ Q .  Положим

Un =  2  ak s‘n п̂х 
*=  I

и определим коэффициенты alt в2> . . . ,  ап из условий

1 п

§ ИД (*)** = 2  “l==i
о



и Ф («л) — min. Доказать, что функции ип можно построить и что 
они образуют минимизирующую последовательность для функцио­
нала Ф.

3. В упражнении 2 взять ип равной
п

un =  x { \ — X) 2  акх к, л =  0 , 1, 2........
ft =  0

Коэффициенты а0, аи аг, . . . ,  ап по-прежнему определить из условий
1
j  ы* (х) dx =  1, Ф («„) =  rnin.

Доказать то же, что и в упражнении 2.

3-1567



ФУНКЦИОНАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ о т  Ч и с л о в ы х  ФУНКЦИЙ 
ВЕЩЕСТВЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 1. Простейшая задача вариационного'исчисления

Мы уж е рассматривали эту задачу в § 4  гл. 3. Напом­
ним, что дело идет о минимуме интеграла

ъ
F 0 0  =   ̂ф  (•*’ 11  ̂dx’ ( 1)

а

где функция и (х)  подчинена краевым условиям

и(а) =  А, и(Ь) =  В, (2)

А  и В  —  заданны е постоянные. Относительно подынтеграль­
ной функции Ф (х , и, и') было предполож ено, что она непре­
ры вна и имеет непрерывные частные производные по н и и' 
в области

а ^ х  ^ Ь ,  —  о о  и <  - j -  с о ,  —  о о  н ' <  о о . (3 )

З а  область определения D(F)  функционала (1 ) было принято 
линейное м ногообразие функций из С (1) [а, Ь], удовлетворяю ­
щ их условиям (2); м ногообразие D(F)  мы рассматривали как 
часть пространства Lt (a, b). При этом оказалось, что градиент 
ф ункционала F определен на тех и только тех функциях 
u ^ D (F ) ,  для к оторы х функция

Фи’ {х,  И, и')

абсолю тно непреры вна на сегменте \а, Ь] и имеет такж е сум­
мируемую с квадратом  производную; самый градиент опре­
деляется ф орм улой

(g rad  F) (и) =  Фи -  £  Ф„>. (4)



Уравнение Э йлера для функционала (1) сводится к  диф ­
ф еренциальному уравнению

(grad F) (и) =  Фц -  =  0  (5)

с  краевыми условиями (2). Таким образом , если простейш ая 
задача вариационного исчисления имеет реш ение, то оно 
долж но удовлетворять диф ференциальному уравнению (5) 
и краевым условиям (2). Решения уравнения (5) обычно на­
зывают экстремалями  функционала ( 1).

Наложим на подынтегральную функцию Ф(лг, и, и') неко­
торы е дополнительны е ограничения. П отребуем , чтобы она 
имела в области (3) непрерывные частные производные пер­
вого порядка по всем переменным х, и, и' и частные произ­
водные второго  порядка Ф*ц., Фац-, Ф„.* и чтобы Ф„<3 ф  0. 
Д окаж ем, что при этих предположениях каж дая экстремаль 
функционала ( 1) имеет непрерывную вторую  производную. 
Мы докажем вначале, что при сделанных нами предполож е­
ниях о функции Ф любая функция из области D (g r a d F )  

, имеет почти всю ду вторую производную , суммируемую 
! с квадратом.
! Пусть u ^ D  (grad F). Тогда, тем более, u ^ D (F )  и, сле- 

j довательно, u £ C (1) (a, ft]. В то же время ^ Ф й- ^ / . а (a, ft). О бо­

значим

j Ф«- С*. и, и’) =  0) (JC ).

I
1 Почти всюду сущ ествует предел

! .. Фв' (х  +  Ах’ “ +  4и> +  Ди') — фи' (■*> и, и') , ч
1нп ------------------------;------ — ----------------*------------- =  ш (*•),

| Ах- 0  ах

здесь &и =  и (х - \-& х )  — и (х ); Дм' =  и ' ( х -f-  А х) —  и '( х )  
П о ф ормуле Лагранж а

Ф„, (х  +  Лх, и +  До. и' - f  До') — Фд. (х , и, и') __
Дл:

=  ®xu' ( х  - f -  9Длг, к  - f -  6 Л « ,  и ’ - | -  0Ди') - { -  

+  Ф«и' (•* +  и -J- 0Ди, и' -f- бДн') ~х  -J-

+  Ф»'2 (X 4 -  0Ддг, и +  бДи, и' - f  0Ды') ■— , 0  <  в <  1.



Найдем отсю да частное это возможно, потому что Фа'* Ф
ф  0. Д ля краткости  письма опустим аргументы у вторых 
производны х:

Аи' 1 (Ф „ , ( *  +  Ддг, и +  Д а , и ' - f  Д а ')  —  Фц. (х, и, и')
Ax'  Ф ^Г  А Ах

П ри Д л г -* 0  правая часть последнего равенства почти всюду 
имеет предел, равный

Ф и , и') \тх  ф “ ' к ,)  -  фхи' {х ' цГ) ~  ф““’( х ' “* А  =

=  ф—  С*) —  ф *“' ( *  »> « ') —  ф ««' (*» м> “ ')  “ '}•

Н о тогда почти всюду сущ ествует вторая производная

=  Ф „ .» (£ « ; и') 1“ W “  Ф*“’ ~  Ф““’ “» “ '}•

суммируемая с квадратом.
Если и —  экстремаль, то в силу уравнения Эйлера <o(jc) =  

=  Ф„ (лт, и, и ') и

и "  =  ф ц [2 ^ — ц .} { Ф „ {х, и , и') — Фха-(х, и, иГ) —  Ф ао. ( х ,  и , гг ') и '}

(6)
из ограничений, наложенных на Ф, следует, что это есть 
ф ункция, непрерывная на сегменте [а, Ь].

У равнение ( 6 ) представляет собой видоизмененную запись 
уравнения Эйлера. Таким образом, в случае простейшей за ­
дачи вариационного исчисления экстремаль определяется 
из диф ф еренциального  уравнения второго  порядка. Его общий 
интеграл  содерж ит две произвольные постоянные. Обозначим 
общ ий интеграл через <pfx, Си Q ). П роизвольны е постоянные 
долж ны  бы ть определены  из уравнений

<р (а , Си С2) —  А, <?(Ь, С» Ct) =  B, (7)

вы текаю щ их из краевы х условий (2 ).



§ 2. Исследование второй вариации

В случае простейшей задачи вариационного исчисления 
вторая вариация имеет вид

b
~  ^ ф  (дг, и (* )  4 -  <XTj (дг), и ' (дг) - f  ат)' (дг)) dx

а=0

М ож но дифференцировать под знаком интеграла, и мы 
получаем

ь
VF (И, Y]) =  1  J  [Ф„г (ДГ, о, и') (дг) - f  2Ф„ц- (ДГ, и, и') Tj (ДГ) г{ (дг) - f  

а

+  Ф и '^х , и, и') -Г]'9 (дг)] йлт. ( 1)

П усть функция и0(х)  удовлетворяет уравнению  (1 .5) и 
краевы м  условиям (1.2). Как бы ло показано в § 5 гл. 3, для 
того  чтобы эта функция сообщ ала ф ункционалу ( 1. 1) отн о­
сительный минимум, необходимо (и достаточно), чтобы для 
элем ентов ч\^М, достаточно малых по норме, выполнялось 
неравенство 8*F (м0 -)- 0т), tj) ^  0. Заметим, что в данном слу­
чае УИ есть совокупность функций из С (1) [а, Ь\, равных нулю 
в точках  а и Ь. Э та совокупность была вы ш е обозначена 
через С (‘> [а, Ь\.

П окаж ем, что необходимым условием минимума является 
неравенство 89F (м0, к]) ^  О, V  la > Н  или, в более под­
робной записи,

ь
\  [Ф«8 (дг, и0> « ')  V  -f- 2Фии> (дг, щ, п ')  t jY - |-
а

+  Ф*‘(х, Щ, Ua) 7)'2] dx  О, V  ri<ECp [а, Ь]. ( 2 )

Д ействительно, пусть для некоторой функции [а, b]
оказалось, что 84/ 7(гг0, т)о) = —  7 < ^ 0 . П олож ив tj =  eTj0, 
где е —  достаточно малое по абсолю тной величине число, 
получим

&F(Щ, т() — —  те*.



Д алее,

83/ 7 (и0 Н  tj) —  82F  («0, т]) =
*

= =  у  е а jj {[ф «* (*> «о +  8*4*. “ о +  М » )  —  ф «’ ( * ’ « ; ) )  Чо +
а

+  2[Ф аа- (лг, к0 +  fleijo, и ; +  0вт£) —  Ф„ц- (х, щ, «;>] - f  

+  [Фц'* (ЛГ, щ - f  0S7JO, и'а - |-  ве-q'J —  Фв-> (дг, и0, н^)] tj'9} rfx.

П ри  е достаточно малом последний интеграл буд ет сколь 
угодно малым. Выберем е так, чтобы этот интеграл по аб­
солю тной величине оказался меньше, чем ?. Тогда

I («о +  Н  -п) —  5aF  (м0, ц) | <  -  те*.

О тсю да

& F  («о +  Ч  Ч) <  ("о. Ч) +  у  Т£* —  —  у  ?** <  °*

и необходим ое условие минимума нарушено.
Н еобходим ое условие (2 ) можно упростить; именно, спра­

ведлива следующ ая
Т е о р е м а  4.2.1. ( у с л о в и е  Л е ж а н д р а ) .  Для того 

чтобы условие (2)  было выполнено при любой [а, Ь],
необходимо, чтобы Фи'2 (х , н0 (лг), и’а (х)) ̂  0  при любом
•*€: la > Н

Д л я  упрощ ения записи положим

фи'2 (х, щ (* ), и0 (х ) ) = р (х ) ,  
Фш,’ (х ,щ (х ) ,и 0(х)) — д(х),
Ф«2 (•*> Щ ( х ) ,« ; (л:)) =  г (*>

У словие (2 ) принимает вид 

ь
+  Щ х ) 1 р [  + г  W - f t i x ' S *  о, Ь]. (3)

а

И н теграл  в (3) обозначим через 1 (•»)). Допустим, что в точке 
■*о£Е[а > &\ Р (х о)<СО. Тогда р ( х ) < ^ 0 на некотором  интер­
вале, содерж ащ ем  точку  jcq. А  тогда найдутся сегмент [а, {■)],



содерж ащ ийся в этом интервале, и положительная постоян­
ная р0 такие, что р ( х ) < ^ —  рй, д г (^ [а , р]. П олож им  теперь

О, а ^  х  а,
. о ПК(X — а)__ '__ 'ъ С * )  = sin* - а

О ,  р  ^  х  ^  Ь,

где я —  натуральное число. Очевидно, С " [а, Ь]. Имеем 
теперь

3
I (Ч/.) =  5 \Р (■*) ч 'я 4 "  2 д (х) т]„ц'п - f  г (х)  т)5] dx.

а

Н епреры вны е функции д(х)  и г ( х )  ограничены. П усть 
IЯ (-*) I <С Чй< | г  (jc) | <  г„, где <70 и г0 —  постоянные. Т огда

ПЧп) <  Ро 2ф — а) “I-  “Ь  г° $  —  а)<

правая часть этого неравенства отрицательна при достаточно 
больш их п. Теорема доказана.

В правой части равенства (1 )  возьмем по частям второй 
интеграл. Имея в виду, что i) (а )  =  ■/) {Ь) =  0, получим 

ь
8* F (и, tj) =  -1  ^ +  (ф«* — ^  Ф«»') -Л9]  dx; (4)

а

мы предполагаем при этом, что функция Фаи- (х, н ( х), и'(х)) 
имеет непрерывную  производную по х.

Теперь можно указать прием, которы й приводит к ср ав ­
нительно просто проверяемому достаточном у условию мини­
мума функционала (1). При умножении функции к] на постоян­
ную с вторая вариация умножается на с% —  это сразу  видно 
из формулы (4). П оэтому достаточно, чтобы 8®/г(и, т ))^ > 0  
для таких т) £5 С‘0" [я, Ь], что | |т ] | |  =  1. П оставим следую щ ую  
вариационную задачу: считая и —  м0, где щ —  реш ение у р ав ­
нения Эйлера, найти функцию >), реализую щ ую  минимум ф ун к ­
ционала

$ [  +  (Ф«* -  ^  Фu u j  Ч* ]  d x

при краевы х условиях

т,(а) =  т](Л) =  0



и изопериметрическом условии

l h l P = h 9 C * ) ^ = i -
а

Если этот минимум окажется положительным, то при любом 
7] £  С'1’ (а, Ь\  т) 0, будет 89F (n 0, т]) >  0, и функция и0 реа­
лизует минимум функционала (1).

§  3. С лучай многих независимы х переменных

Рассмотрим конечную область 2  в т- мерном евклидовом 
пространстве. Будем считать, что граница Г области 2  с о ­
стоит из конечного числа кусочно гладких (т —  1)-мерных 
поверхностей; в таком случае для поверхности 2  справедлива 
формула интегрирования по частям (см. § 1 гл. 2).

Пусть функция
Ф (х , и, z u г г, . . . ,  z m) (1)

определена, когда х  ^  2  =  2  (J Г, а и, z v z3......... z„ —  чис­
ловые переменные, принимающие любые конечные значения. 
Потребуем, чтобы в указанной области изменения независи­
мых переменных функция Ф была непрерывна вместе со 
своими частными производными первого и второго порядка 
по всем переменным х»  лга, . . . ,  х т , и, z lt z t, z m. 

Рассмотрим функционал

„ ( * >  * ............- § l ) d x .  (2 )

Зададим этот функционал на множестве D (F )  функций 
н ^ С (1) (2 ), удовлетворяющих граничному условию

И IГ =  (3)

где £(.*г) —  функция, заданная и непрерывная на поверхности 
Г. Будем предполагать, что существует хотя бы одна функ­
ция и(х),  удовлетворяющая обоим требованиям:

й £ С (1)(2),  а | г =  * ( х >  (4)

Заметим, что последнее предположение существенно: в от­
личие от случая одной переменной, здесь при соответствующем 
выборе функции g ( x ) ,  непрерывной на Г, может оказаться,



что не существует функции а(х),  удовлетворяющей условиям
( 4 ) .  В этом случае область D(F)  пуста и  задача о минимуме 
функционала (2) теряет смысл.

Если функция а существует, то множество D(F)  содержит 
линейное многообразие функций вида и (дг) =  м (дг) ц (х), 
где функции г, непрерывно дифференцируемы в 2  и вместе 
с первыми производными равны нулю на ее границе.

М ногообразие D(F)  будем рассматривать как часть про­
странства Из следствия 1.3.1 сразу вытекает, что 
множество 9)J(1)( 2 )  плотно в L2(2). А тогда нетрудно дока­
зать, что функционал (2 ) удовлетворяет условиям 1 —  3 из 
§§ 2, 3 гл. 3.

Поставим задачу минимизации функционала (2) и выведем 
необходимое условие. Нам известно общ ее необходимое усло­
вие (§ 4 гл. 3): если элемент и0 сообщ ает минимальное зна­
чение функционалу F, то i/0 ^ D ( g r a d  F) и (grad F)(m0) =  0. 

Составим вариацию

8F (h , ■n) =  ~ F ( u ~ l r  аи ))|в =  0 =

—  ~di \  Ф (Х> Н +  а71> +  •••> " т  +  ат1 т ) ^ | « - 0 = =  
£

т

' 8 = 5 [ ж 1,+  2  (5)
2 * =  1

Здесь приняты обозначения

д и  дц
1,к дхь ’ д х ь '

под знаками производных от Ф опущены аргументы jc, и(х),
“ i W ..........ик(х).

Функция u ( ^ D { F )  принадлежит области D (grad  F) тогда 
и только тогда, когда интеграл в правой части равенства
(5) есть ограниченный в Л9( 2 )  функционал. Указанный интег­
рал распадается на (/га- f - l )  интегралов:

т

8/7(И* Ч)=  J Та 2  S W k ^ d x  =

“ ( £ - . ’0 + 2  ( £ - 4



. дФ дФ г> йФункции непрерывны в Ц; тем более, они при­

надлежат Li (&), поэтому первое скалярное произведение огра­
ничено в £ 9(2 ); об остальных произведениях этого в общем  
случае сказать нельзя.

Пусть функция i t ^ D ( F )  такова, что существуют об о б ­
щенные производные

д дФ , . п
~дГк ~д^> к ~  2’ т' (6 )

Тогда, по формуле (1.1) гл. 2
С дФ , f  <?Ф дц , Р д дФ .
}  Ж к ^ d x —  \  д и к W k d x —  \  д и к Л х '
е & S

и, следовательно,
т

дФ  V  д дФ
V ,< = S M " ’(0 >  (7 )

a L fc =  i 

Допустим еще, что

да
т

д дФ

Тогда

. с , ч /  дФ v  д <?ф \
- ш ~ 1 д г к ^ г к ' 11)

есть функционал от ifj, ограниченный в £ а(2); если так, то  
к £  D (grad  F) и

т

(grad =  и |г  =  * ( * ) -  (9 )

Таким образом, область определения градиента F во вся­
ком случае содерж ит функции, обладающие следующими свой­
ствами: 1) эти функции принадлежат к С(1)(2 )  и удовлетво­
ряют условию (3); 2) существуют обобщенные производные
(6); 3) выполняется условие (8). В частности, множество 
D (g r a d F ) содерж ит те функции из С13)(2 ), которые удов­
летворяют условию (3).



Теперь легко написать уравнение Эйлера нашей вариа­
ционной задачи, если допустить, что функция, реализующая 
минимум функционала (2), обладает только что описанными 
свойствами. Уравнение Эйлера состоит из дифференциального 
уравнения

т

s - l & r n - *  <'°>
fc =  1

и граничного условия (3).
П р и м е р  1. Пусть 

т

Дифференциальное уравнение Эйлера для (11) имеет вид
т

2  й  - о  <12)
или, короче, Д и = 0 . Это уравнение надо интегрировать при гранич­
ном условии и | г =  g(x); при этом предполагается, что существует 
функция й(х), удовлетворяющая условиям (4). Интеграл (11) обычно 
называют интегралом Дирихле.

П р и м е р  2. Пусть

а
dx, и | г =  0. (13 )

Дифференциальное уравнение Эйлера для функционала (13) легко 
приводится к виду

— Д u = f ( x ) ;  (14)
его нужно интегрировать при граничном условии м | г =  0. В этом 
случае существование функции й(х) тривиально: можно положить
а (х) ~  0.

§  4. Ф у н к ц и о н ал ы , з а в и с я щ и е  о т  п р о и зв о д н ы х  
в ы с ш и х  п о р яд ко в

Рассмотрим функционал вида 
ь

F (h ) =  J® (jc, и, гЛ u"..........u ^ )d x .  ( 1)
а

Примем для простоты, что функция Ф (х , zw z it z k)



определена в области изменения переменных

х  ^  [а, Ь\, — о о О У< о о ,  /  =  0, 1, 2 , k, ( 2 )

и в этой области k раз  непрерывно дифференцируема. Функ­
ционал (1) зададим на функциях и £  С(к) [а, Ь], удовлетво­
ряю щ их краевым условиям

и (а) =  Л0> u'(a) —  Al, . . . , i i {k-1)(a) =  Ak_i, 
u(b) =  Bv ' u'(b) =  Bv . . . ,  и1М )(&) =  Я*_|,

где Ар B j —  заданные постоянные. В качестве Я (лг) можно 
взять полином степени 2 k —  1, удовлетворяющий условиям (3); 
как  известно, такой полином построить можно. Ясно теперь, 
что D(F) есть линейное многообразие функций вида и (х) =  
=  а (х )  - j-  т) (х), где ц £5 (а, b)\ если рассматривать D(F)
как  часть пространства Z.2 (a,' b), то, как нетрудно видеть, 
функционал F удовлетворяет требованиям 1 —  3 §§  2, 3 гл. 3. 

Составим вариацию

bF(tt, -ц) —  
ь

=  ф ( х ’ “  +  Я71> м'  +  а1)'> •••> Н<*> - h «ч**1) rfjc | «- .0  ==
а

=  \  V (* )  +  2  ( * ) ]  dx. (4 )
a j*= 1

П усть функция н ( х )  такова, что

^ Г /, (х, и (х), и' (х) . . .  и<*> (х)), J =  1, 2, . . . ,  k, 

имеет обобщ енную  .производную  /-го  порядка *), и сумма

i г »  е (5 )
/■=1

*) По теореме 2.4.2 это означает, что указанная функция непре­
рывна на сегменте \а, Ь\ вместе с производными до порядка j — 1
включительно, причем производная порядка j — 1 абсолютно непре­
рывна на этом сегменте.



П о ф орм уле (1 .1) гл. 2 имеем тогда 

ъ ь

$ Ш Г  Ч(/> ( * ) * *  =  ( “  1/  $
а

и, следовательно,

ъ

8F(w , 7!)—  $ [ J a +  J  (—  ^  - ^ т - д а ]  Ч W i » .  (б)
а / =  1 J

И нтеграл (6 ) есть функционал от  ц, ограниченный в Ц  (2 ); 
отсю да следует, что функция и (х)  с описанными выш е свой­
ствами принадлеж ит области D (g ra d  F), и для такой функции

( g r a d F ) ( H) =  | 5 +  2 (  -  (7)
/ - 1

Д опуская, что функция, реализую щ ая минимум ф ункцио­
нала ( 1) при условиях (3), сущ ествует и обладает свойствами, 
описанными выше, можно для этой  функции написать у р ав­
нение Эйлера. Оно состоит из диф ф еренциального уравнения 
порядка 2k

дГ и + Ь - ' У - £ т Ш = 0  (8)
/ - 1

и краевы х условий (3).
С казанное в этом параграфе очевидным образом  перено­

сится на случай многих независимых переменных. Для ф унк­
ционала

W ^ r - ................................№5> ^ дху dxm дх, dx^J

при краевы х условиях 

» |г  =  « , ( * ) . *  г = я ( * ) .  . . . .  =  .(*)> (Ю )

где v — нормаль к Г, уравнение Э йлера состоит из граничных



условий ( 10) и дифференциального уравнения в частных про­
изводных 2 Л-го порядка

что легко  приводится к  виду

Д4и =  0.

§  б. Ф ункционалы , зависящ ие от нескольких функций

Д ля упрощ ения записи ограничимся случаем одной неза­
висимой переменной и двух функций; допустим еще, что 
ф ункционал зависит от  производных этих функций порядка 
не выш е первого. П ереход  к общему случаю не вызывает 
затруднений.

И так, рассмотрим функционал

Зададим  его  на парах {и, г>} функций из С 11) [а, Ь], удовлет­
воряю щ их краевы м  условиям

u(a) =  Ai, u(b) —  Bv v (а) =  Ait v  (b) =  В» (2)

к

/l* /*» ••• •I» ••• •

Т ак, например, для функционала
т

диф ф еренциальное уравнение Эйлера имеет вид
т

Ь
F («, г») =  J Ф (jc, к, г;, и', г»') dx. ( 1)

а



где Л |, Bv Bt —  постоянные. Как обы чно, множество та­
ких пар обозначим через D(F). К аж дую  такую  пару будем 
называть вектором.

П остроим вектор  {В, ®}, где

а =  Л  +  П х )  =  Аь + Ц = £ ( х - а>

Тогда любой вектор {и, v} ^  D (F) м ож но представить 
в виде

{и, г»} =  {a - f -  Tj, Э - f C } .

где Kj(je) и C(jc) —  функции из С(1) [а, Ь], удовлетворяю щ ие 
краевым условиям

Ч (а ) =  Ч ( * ) = С ( « )  = * ( * ) =  0 . (3)

М нож ество векторов {ttj, С}, очевидно, линейное, и D(F)  есть 
линейное многообразие.

Будем рассматривать D(F) как  часть пространства £ а (а, b) 
вектор-функций, суммируемых с квадратом  на интервале (а, b); 
скалярное произведение и норму в Л2 (а, Ь) зададим соот­
ношениями

ь
({«1. ®j}> {«s>

а
Ь

И», ®}IP =  $(«9 +  t/V-*-
а

Л егко  проверить, что функционал ( 1)  удовлетворяет усло­
виям 1 —  3 из §§  2 , 3 гл. 3.

Вариация функционала (1) имеет вид

8F (w , v, т], С) =  
ь

=  ТйГ 5 Ф (■х> м +  a il» v  +  а!* и' +  а1ь  *  +  « О  d x  |« _  о =
а

а

Повторяя рассуждения, Лпользованные нами при исследовании



простейш ей вариационной задачи, легко доказать  следующие 
утверж дения:

1)  область  определения градиента g rad  F состоит из тех 
и только  тех  векторов {и, г>}> которы е входят в область

D(F)  и для которы х и суть функции, абсолютно не­

преры вны е на сегменте [а, Ь\, производные которы х на этом 
сегменте суммируемы с квадратом;

2) градиент функционала F есть вектор, определяемый 
ф ормулой

/  л / (  i \  d дФ <?Ф d  дФ* . . .
(g ra d  F ) ({н, г/}) =  d x d u ' '  <4>

3) уравнение Э йлера для функционала Р  сводится к  си­
стеме диф ф еренциальны х уравнений

дФ d^ дФ _  п  д Ф ____d  Й Ф _ „
ди d x  ди' dv d x  dv' ~  ( )

и к краевы м  условиям ( 2).

§ 6, Естественные краевые условия

1. Ч тобы  выяснить понятие естественных краевы х у сло ­
вий и происхож дение этого понятия, рассмотрим следующ ую 
задачу вариационного исчисления.

.  Найти минимум функционала
ь

F(tt) =  J Ф(х, и, u')dx (1)
а

на м нож естве функций и С (1) \а, Ь\, никаким краевым усло­
виям функции и(дг) заранее не подчиняются. Н а функцию 
Ф(х, и, и') наложим те ж е условия, что и в простейшей 
задаче вариационного исчисления.

В аж ное отличие новой задачи вариационного исчисления 
от  простейш ей состоит в отсутствии краевых условий для 
функций, на которы х ищется минимум.

В наш ем случае D (F )—  С (1) [а, Ь). Это м нож ество линей­
ное, и его  м ож но рассматривать как  линейное многообразие 
(мож но полож ить й =  0). Будем рассматривать его  как часть 
пространства £ 2 (а , Ь). Л егко  проверить, что функционал (1 ) 
у д овлетворяет условиям  1 — 3 §§ t ,  3 гл. 2 .



Найдем градиент функционала (1). Д окаж ем  следую щ ую  
теорем у.

Т е о р е м а  4.6.1. Для того, чтобы функция и (х) при­
надлежала области определения градиента функционала
( 1), необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла
следующим условиям: I) и ^ С ( , ) [а, Ь\, 2 ) функция —
=  Ф„' (х , и(х), и' (х )) на сегменте [а, Ь\ абсолютно непре­
рывна и имеет производную, суммируемую с квадратом-,
3) функция н(лг) удовлетворяет следующим краевым 
условиям:

<2Ф\ _
ди') =  ФИ'( а ,  и (а), и '(а ))  =  0 ;(

!д Ф\ (2 )
{ к ' )х~ ь = ф“< ь’ и №  « ' ( * ) ) = о.

Н е о б х о д и м о с т ь .  П усть к  £  D  (grad  F). Условие 1) 
необходимо; это следует просто из того, что D  (g rad  F) d  
С Ю ( / 7) =  С( |) (а, b). О братимся к условиям 2) и 3). К ак и 
в § 3 гл. 3, вариация функционала ( 1) равна

bF(u, ц) =

= / Л ф(-’и+ ^  Ч - < Н  ( з Ь + я И * * -
а  а

П о-преж нему она будет ограниченным функционалом от tj, 
если таким ж е будет ф ункционал

(3)
а

П усть и £  D (g ra d F ) . Тогда функционал (3 ) ограничен и 
сущ ествует такая функция g ^ L t ( a , b ) ,  что 

ь ь
S ffF  ^  М  d x = ^ g ( x ) T \  (х)  dx, \ Л  £  c(l>  [fl> b\. (4 )
a a

Введем функцию
x

О (x ) —  —  \g ( ( ) d t - \ - C ,  С =  c o n s t



В зяв интеграл справа в (4 ) по частям, получим 
ь

§ [й Р  “  ° ( * ) ]  V  С*) d x = 0 (e) 1  (в) — ° ( Ь)  Ч (ЬУ (5>
а

Т ож дество  (5) верно для любой функции к} ^  С (1) [а, Ь]. Д о ­
пустим дополнительно, что

■ц{а) — ц(Ь) =  0. (6 )
Тогда

»

Ш ? ’ ~ а д ] т /  ( х ) £ / х = = о - ( ? >
а

Т ож дество (7) совпадает с тождеством (3 .22 ) гл. 3, и 
из него можно сделать тот ж е вывод:

X
=  Q (х) - |-  const =  —  ^ g(t) dt  -f- c o n s t  (8)

a

Этим доказана необходимость утверждения 2) теоремы. 
Теперь интеграл (3 ) можно взять по частям:

\  Ш ^ Х =  -  i  Г х Ш Г'йХ +  ^ {
а а

и для вариации получается следую щ ее выражение:

8F ( h ,  щ) —

=  S К * ~ ^ § b d x + - n (9)
a

И нтеграл  в (9) по предположению  есть ограниченный в 
I a (a , Ь) ф ункционал от  tj; ограниченным же в 1 9 (а , Ь) функ­
ционалом  долж но бы ть и выражение

ij £  С ‘«  [а, Ь).

Н о  значение функции -ц(х) в заданной точке есть  функционал 
от  т), в Ц (а, Ь) неограниченный. Отсюда следует, что выра­



жение ( 10 ) будет ограниченным в Ц (а, Ь) функционалом 
только тогда, когда

Н еобходимость условий теоремы доказана.
И з равенства (9) теперь вы текает ф орм ула для градиента:

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Если условия 1) —  3) теоремы вы­
полнены, то  интеграл (3) можно взять по частям. И спользуя 
краевы е условия (2 ), получим

Вы раж ение в квадратных скобках есть элемент пространства 
Ща, Ь), интеграл ( 12) есть ограниченный в этом простран­
стве функционал и, следовательно, и D (g rad  F). Теорем а 
доказана полностью.

Таким образом , в рассмотренной нами задаче функции из 
области D(gradF)  необходимо удовлетворяю т некотфрым 
краевым условиям (в данном случае —  условиям (2 )), которы м  
не обязательно удовлетворяю т функции из области D(F). 
Такие условия называются естественными для функционала F.

В нашем случае краевые условия (2 ) —  естественны е для 
ф ункционала ( 1).

Краевые условия, которым удовлетворяю т все функции 
из области D (F ) , называются главными для ф ункционала F. 
Так, для функционала простейшей задачи вариационного ис­
числения краевы е условия (3 .10) гл. 3 —  главные.

Н етрудно теперь написать необходимое условие миниму­
м а —  уравнение Эйлера —  для функционала (1). У равнение 
Эйлера в данном  случае сводится к  диф ф еренциальном у 
уравнению

d дФ 
d x  д и ' ' (И)

ь
( 12)

а

дФ ____d дФ __„
ди dx ди' (13)

и краевы м  условиям (2 ), при которы х э ю  уравнение и надо 
интегрировать.



З а м е ч а н и е .  Уравнение Эйлера можно было бы получить, 
не прибегая к теореме 4.6.1.

Пусть функция ы0 сообщает минимум нашему функционалу. 
Положим и0(а) =  А, и0(Ь) =  В. В качестве кривой, с которой будем 
сравнивать экстремальную, возьмем кривую, проходящую через 
точки (а,А) и (Ь,В) (рис. 7), т.е. такую кривую, для которой и(а) — А,

и(Ь) — В (на рис. 7 она обозначе­
на пунктиром). Тогда F(ii)^F(ua), 
и мы оказались в условиях про­
стейшей задачи вариационного 
исчисления. А тогда функция и0(х) 
должна удовлетворять уравнению 
(13). Но этого уравнения недоста­
точно: мы должны сравнивать и0 
и с такими кривыми, которые не 
проходят через точки (а, А) и 
(Ь, В), например с кривой у  =  
г= ых (х) на рис. 7.

Рассмотрим наряду с н0 функ­
ции «о -f- «ч, где а — произволь­
ное вещественное число, a t\ — 

непрерывно дифференцируемая функция, не подчиненная никаким 
краевым условиям. Тогда F(u0 +  an)^F(ua) и, как обычно,

ь
bF (и, 1)) =  \ [ФвЧ +  ФИ'VI dx-

а

Второй интеграл возьмем по частям. Получим

ь
bF <«г0, г,) =  Фи,,, |* +  § [ф и -  ~  Ф„.] -Vtx,

а

и условие минимума принимает такой вид:

Фи' |дг_& ■*) W  — Ф a' L -a7) (а) — °-

В силу произвольности yj можно потребовать, чтобы ■>)(&) =  1, i t 0) — О* 
Тогда ФИ'|*_й =  0- Аналогично получим ®и'\х_а -®-

2. Рассмотрим три примера.
1. О пределенны й на С (1) [а, Ъ] функционал

Fi (и) =  \ [р (дг) и '9 +  q (дг) «9 —  2 f{ x )  и) d x  (14)
а

является частным случаем функционала (1). Мы примем, что



функции р(х), р' (х ), ^ (х ) ,  / ( х )  непрерывны ')  на сегменте 
[а, Ь\ и что р  ( х )  0  ®). Градиент ф ункционала (14) опреде­
лен на функциях из С*1* [а, Ь], для к оторы х произведение 
р(х)и?  (х ) абсолютно непрерывно и имеет суммируемую с квад­
ратом производную на сегменте [а, Ь\ 3) и которы е удовлет­
воряю т естественным краевым условиям

«Ча) =  иЧ&) =  0; (15)
сам градиент равен

< 1 6 )

Уравнение Эйлера для функционала (14 ) состоит из сово­
купности краевы х условий (15) и диф ф еренциального урав­
нения

-  i  (я (* ) ! ё ) +?(■*) “ = /< * ) •  (17>

2. Рассмотрим функционал 
ъ

Ft (и) =   ̂\р (х )  и'* -f- q (х ) и9 —  2/ (х )  и] d x  +  аи9 (а )  +  ри9 (Ь);
а

н £ С < 'Ч а .  Ь\. (18)

Здесь а  и р —  постоянные, а функции р  (лг), q{x),  / ( х )  под­
чинены тем ж е условиям, что и в прим ере 1. И з-за наличия 
двух последних членов функционал Ft  не подходит под тип ( 1), 
однако использованная нами схема пригодна и в этом случае.

Найдем область © (g radF g) и вы раж ение для g radF * . 
Вариация функционала (18) равна

bFi (к, uj) =  2 1 $ [р (х )  и 'т/ -\-q(x)ui\  —  f ( x )  г,] d x  +

+  « » ( e ) i j ( a )  +  p « (ft)4 ( f t ) l  ч 6 С “ )[в , Ь]. (19)

*) Эти требования можно ослабить.
*) Условие р(д: ) > 0  является для функционала (14) усилением 

условия Лежандра § 2, которое в данном случае имеет вид р(х )^ 0 .
s) Исходя из свойств функции р(х), легко доказать, что это 

условие равносильно такому: на сегменте [а, Ь] производная и'(х) 
абсолютно непрерывна, а и" суммируема с квадратом.



П усть и ^  £ ) (g ra d F s). Тогда правая часть в (19) есть 
ограниченный в Lt  (а, Ь) функционал от ц. Он останется таким, 
разумеется, если мы подчиним г\ каким-нибудь добавочным 
ограничениям. П отребуем  временно, чтобы

■Ч(а) — ц(Ь) =  0. (20)
Тогда

ъ
ЬFt (и, ц) =  2 $ [р (х )  ы Y  +  д { х ) щ  — /  (* )  tj] dx;

а

мы оказы ваемся в условиях простейшей задачи вариацион­
ного исчисления для функционала (14) и можем утверждать 
следующ ее: если u ( ^ D  (grad Ft), то  и’ (х)  абсолю тно непре­
рывна, а (р(х)и'(х))'  квадратично сум м ируем а1) на сегменте 
|а , Ь\. П риняв это  во внимание, откаж емся от дополнитель­
ных ограничений (2 0 ) и проинтегрируем по частям первый 
член в (19):

ь
bFt (м, т)) =  2  J [—  (р (х )  и')' +  q (лг) и —  / ( * ) ]  ц dx  +

а

+  2{1р(Ь)и'{Ь) +  $и (6)] т) (*) -  [р (a) vt (а )  -  «и ( e ) h  (а)}. (21)

И нтеграл в (19 ) есть ограниченный в Ь%(а, Ь) функционал от 
Tj, ограниченным в Ц  (а, Ь) должен быть и функционал в фи­
гурны х скоб ках  (21). Т е же рассуж дения, что и в общем 
случае, приведут нас к  соотношениям

р  (а )  и’ (а )  —  а и (а )  =  0, р (Ь) и’ (b) -f-  (Зи (Ь) =  0 , ( 2 2 )

которы е являю тся естественными для функционала (18). Л егко 
видеть теперь, что g r a d F a определяется выражением (16). Урав­
нение Э йлера для функционала F a сводится к совокупности 
диф ф еренциального уравнения (17) и краевых условий (22).

3. Ф ункционал
1

F3 (и) =  \  (и 2 +  и'4 +  и"4 — 2 / ( х )  я )  d x  (23)
о

зададим на м нож естве функций из С (а)[0, 1], удовлетворяю ­
щих краевы м  условиям

и (0 )  =  и (1 )  =  0. (24 )

*) См. сноску 8) на предыдущей странице.



Э то  множество, как обычно, будем считать частью простран­
ства La (0, 1). Вариация функционала (23) равна

1
(и» Ч) =  2 \  (i/i) -(- и'-ц’ - | -  г/"т]" —  /-(j) dx. (25) 

о

З д есь  к) —  любая функция из С<г , [0, 1|, удовлетворяю щ ая 
условиям (24), так что

4 ( 0 ) =  i j ( l ) = 0 .

Если и D  (grad F3), то интеграл (25) есть ограниченный 
в i j ( 0 , 1) функционал от tj; он останется ограниченным, 
если •») подчинить дополнительным условиям

V (0 )  =  i j ' ( l )  =  0. (2 6 )

Но тогда мы оказываемся в условиях § 4. В нашем случае 

Ф =  а* +  н '2 +  и"* —  2 / ( * )  и 

и, следовательно,

д±  —  2и' и"д и ' ~ г и ’ д и " ~ г и '

Как и в § 4, допустим, что | ^  =  2н" имеет обобщ енную

вторую  производную. Это значит, что и"' абсолю тно непре­
рывна, а и(1) суммируема. В соответствии с формулой (4 .5) 
потребуем, чтобы

[- « "  +  H(4)] G ^ (0 , !)•

Но и" просто непрерывна, поэтому надо требовать, чтобы 
H(4) £ Z . a (0, 1). При этом, как  в том ж е § 4,

(grad Ft) (и) =  2 [а -  и" +  и<*> -  / ( * ) ] .  (2 7 )

О ткаж ем ся теперь от условий (26 ) и проинтегрируем  по 
частям второй и третий члены справа в (25):

1
(«> tq) == 2   ̂ [м —  к" -f- “ (i) —  f ( x ) \  т̂ х  +

о
+  h " ( 1) V ( 1) - « " ( 0 ) Y ( 0 ). (28 ) 

И нтеграл в (28) —  ограниченный ф ункционал от  tj, a t j '(1 )



и ц'(Р), как  нетрудно видеть, неограниченные. П оэтому, если 
110*0 G  D ( ё га^ F,) и удовлетворяет указанным выш е условиям 
диф ференцируем ости, то  и(х)  необходимо удовлетворяет 
следующ им условиям, естественным для функционала (23):

и " (0 )  =  н " (1 )  =  0. (29)

У равнение Э йлера для этого функционала сводится к диф ­
ференциальному уравнению

н (1) —  и " +  н = / ( . * )  (3 0 )

и краевы м  условиям (24) и (29).



§ 1. Понятие о квадратичном функционале

В настоящей главе мы будем рассматривать функционалы, 
области определения которых принадлеж ат вещ ественному 
гильбертову пространству. В некоторы х случаях (они будут 
оговариваться особо) мы будем считать это  пространство 
сепарабельным. Напомним, что банахово пространство назы­
вается сепарабельным, если q h o  содерж ит плотное счетное 
множество. Д ля гильбертова пространства можно дать другое, 
равносильное определение: гильбертово пространство назы ­
вается сепарабельным, если в нем есть полная счетная орто- 
нормированная система. Одно из важнейш их сепарабельны х 
гильбертовых пространств — это  пространство Ц  ( 2 ), где 2  —  
измеримое множество в конечномерном пространстве.

П усть дано гильбертово пространство Н. Рассмотрим в Н  
билинейный функционал Ф (и, v ) —  так  называется функционал, 
зависящий от двух элементов пространства Н  и обладаю щ ий 
следующим свойством: при фиксированном v  это  линейный 
функционал от и:

Ф fa ir ,  4 -  **щ, v) — а,Ф  (и ,, г») -f- ягф  (и* v), ( 1)

а при фиксированном и —  линейный функционал от v:
Ф (н, a,T>j —|—.а2г»9) =  а,Ф  (к, v t) 4 -  а4Ф (и, г>4). (2 )

В равенствах (1 ) и (2) а , и oj суть вещ ественные числа.
Мы будем рассматривать только  симметричные били­

нейные функционалы, т. е. такие, для которы х

Ф (и, v) =  Ф (т>, и).' (3)

П ростейш ий билинейный симметричный функционал —  это  
скалярное произведение (и, v) элем ентов и и v.



Однородным квадратичным функционалом или квадра­
тичной формой назы вается выражение Ф (и, н), где Ф (if, v) 
есть симметричный билинейный функционал. Д л я  краткости 
будем писать Ф (к) вм есто Ф (и, и).

Выведем п ростое и важное соотношение, котором у удов­
летворяет любая квадратичная форма. Пусть Ф (гг, г;) —  били­
нейный функционал, ау  <*з, р4, — числа. П рименяя последо­
вательно формулы ( 1) и (2), получим

Ф (а,н , - f  a<jW9, р,г;, - | -  р2т»2) ==

=  «1Р1Ф (« 1» » 1) +  ®1?*ф (« 1. ®а) +  <чР1ф (н«> ^ 1) +  («9.

В частности, если ф ункционал Ф симметричен, то

Ф (ы -J- v, it - j-  =  Ф (н> и) -)- 2 Ф (и, - f  - Ф (г», г»)
или

Ф (и -}- * )  =  ф  (и) +  2Ф (гг, х>) —{— Ф (г»). (4)

Э то и есть иском ое соотнош ение.
П р и м е р .  Интеграл Дирихле

ф<") = 5 2
а *=1

— квадратичная форма, которая соответствует симметричному 
билинейному функционалу

т

♦ < « ■ • >= $  2
2 *  =  1

Квадратичным функционалом будем называть вы раж ение

F  (и) =  Ф (гг) —  /  (и), (5)

где Ф ( и ) —  квадратичная форма, 1(и) —  линейный функционал.
П р и м е р .  Самое простое гильбертово пространство есть веще­

ственная ось. Скалярное умножение здесь — умножение чисел, 
а норма — абсолютная величина числа. Многочлен второй степени 
без свободного члена есть квадратичный функционал.

Другой, более важный п р и м е р, с которым нам придется иметь 
дело впоследствии, — это квадратичный функционал



§ 2. Положительно определенные операторы

1. Во всем последующем мы часто будем рассматривать 
операторы , действующ ие в гильбертовом  пространстве Н. 
Е сли  этот оператор будет обозначен, скаж ем, буквой А, то  
область  его определения будем обозначать через Щ Л ), о б ­
ласть  значений —  через R(A). Говоря, что оператор А дейст­
вует в пространстве Н, мы, как обычно, понимаем под этим, 
что D  (Л ) d  И  и R(A)  С Я

Г оворя  об операторе А, действую щ ем в гильбертовом 
пространстве Н, мы всегда будем предполагать, что А —  
линейный *) оператор и что область его  определения плотна 
в Н, т. е. D (A )— H  (здесь черта сверху обозначает замы ка­
ние в метрике пространства И).

О п ератор  А, действующий в гильбертовом  пространстве, 
назы вается симметричным, если D(A) —  H  и если для лю­
бых t i , v £ D ( A )  справедливо тож дество

(Ли, v) —  (и, Av). (1 )

Если Л  —  симметричный оператор, то  (Аи, г»), где и, v  £  D ( A \
—  симметричный билинейный ф ункционал и (Ли, и) —  квад­
ратичная форма.

П р и м е р  1. В пространстве Н =  Lt(Q) рассмотрим интеграль­
ный оператор

Ku =  \ K ( x , y ) u ( y ) d y .  (2)
2

Предположим, что интеграл кратности 2т
(х, у)  d x  dy

s &
конечен. Такой оператор определен на всем пространстве (см. ниже, 
теорема 7.2.1). Если К (*, у) =  К  (у, *), то оператор (2) симметри­
чен. Докажем это.

Составим скалярное произведение

и (у) rfyj dx.

По теорем е Фубини можно изменить порядок интегрирования:
d x \  dy.(К и, v) ■■ К (х, у) v (х)

(Ка, v) =  ^ v ( x )  У)

') Т о  есть аддитивный и однородный, но, может быть, неогра­
ниченный.



Изменим обозначение х  на у, а у  на х:

(Ка, V) =  ^ и (х) К  (у, х )  v  (у) rfyj. d x  =

=  |  и (х) К (х, у) v (у) rfyj d x  =  (Kv, и) =  (а, АТ»),

так как в вещественном пространстве порядок множителей скаляр­
ного произведения можно менять.

П р и м е р  2. В пространстве Н — L3 (0, 1) рассмотрим оператор
. d su ... 

А и <3)
Пусть D (А)  состоит из функций и, удовлетворяющих следующим 
двум требованиям:

« 6 С‘2' [ 0 , 1],
и  (0 ) =  и  ( 1 )  =  0 . (4 )

Очевидно, что определенный таким образом оператор А  линейный. 
Докажем, что он симметричный и что D (А) — Н.

Множество D (/4) функций из С(3) [0 ,1], удовлетворяющих кра­
евым условиям (4), содержит как свою часть плотное в Z.s (0,1) 
множество функций, финитных на сегменте [0, 1]. П о следствию 
1.3.1 множество D (А) само плотно в Ц  (0, 1).

Остается доказать, что оператор А  удовлетворяет условию сим­
метричности (1). Для этого составим скалярное произведение М и, о), 
где и, v  £  D  (А), т. е. и, v  £ С ,а» [0, 1] и

и (0) =  и ( 1) =  0; г> (0) = »  (1) =  0.

Интегрируя по частям и учитывая, что внеинтегральные члены ис­
чезают в силу только что написанных краевых условий, получим 

1 1 
(Аи, v) — —  \ (*) и" (х) d x  — ^u' (х) V' (х) d x  —

I
=  —  (х) V" (х) d x  =  (и, Av). 

'о

2 . О п р е д е л е н и е  1. Симметричный о п ер ато р  А назы­
вается положительным, если квадратичная ф о р м а (Аи, и)~э=0 
и (Аи, и) =  0  тогда и только  тогда, когда м =  0 .

Н априм ер, оп ератор  (3) —  (4) полож ительны й. Чтобы у б е­
диться в этом , составим квадратичную  форму

i
(Аи, ы )== —  ^ и ^ d x .

о



И нтегрируя по частям и принимая во внимание условия (4), 
найдем

тогда и'(х) =  0 и и (х )  =  const. Теперь из условий (4 ) вы те­
кает, что и (х) ~  0 .

О п р е д е л е н и е  2 . Симметричный оператор А назы ва­
ется положительно определенным, если

Это определение равносильно такому: симметричный оператор 
А называется положительно определенным, если сущ ествует 
такая постоянная что

Н еравенство (7) будем называть неравенством положитель­
ной определенности.

О чевидно, что всякий полож ительно определенный опе­
ратор одновременно является и положительным. О братное, 
вообщ е говоря, неверно.

П р и м е р .  Докажем, что оператор (3) — (4) положительно оп­
ределенный. Напишем формулу Ньютона — Лейбница:

(Аи, и) =  5 и ^ ( х ) й х ^ 0 .  (5)(5 )

Д опустим, что (Аи, и) — 0 и, следовательно, § и'гйх —  0. Н о
о

(6)

(Аи, h ) S s  7е || и ||*. (7 )

X
(81

Но и (0) =  0 в силу условий (4), поэтому
X

и (х) =  $u' (t) dt.
о

По неравенству Буняковского
X X  X 1

и* (х) <  U  dt- ij и (t) dt — х \  ил d t ^ S  иЛ ( 0  dt-
о д о



Проинтегрируем последнее неравенство по jc в пределах от О 
до 1:

Оператор А положительно определен; число -у можно принять рав­
ным единице.

3. Сущ ествую т операторы  положительные, но не положи­
тельно определенные. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим 
следую щ ий пример.

П усть оператор В  определяется формулой

Будем рассм атривать В  как оператор в гильбертовом  про­
странстве L% (0, о о ) . З а  область определения D  (В )  этого опе­
ратора примем м нож ество функций, удовлетворяю щ их сле­
дующим требованиям: 1) и С (4) [0, оо), 2) н ( 0 ) — О, 3) для 
каж дой функции и D (В) сущ ествует свое число а„ такое, 
что  и ( jc) =  0 при х ^ > а и. Очевидно, Б (В )С Щ (р ,  о о ).

Докажем, что определенный так оператор В  положителен, 
но не полож ительно определен. П реж де всего докаж ем , что 
D (В) =  Z.9 (0, оо). Д остаточно  доказать, что для любой функ­
ции <р £  Lz (0 , оо ) и лю бого числа е 0  найдется функция 
u ^ D ( B )  такая, что || <р —  и ||< ^ е .  Интеграл

конечен, поэтому м ож но найти числа 8 0  и N^>  0  такие, что

|| и И* =   ̂и3 (х) d x ^  \  ил (х) dx.

Сопоставив это с формулой (5), получим 
(Аи, ы )5г | | а | | 2.

B t l = =  ~ d ^ ’  0 О < ° ° •
( 10)

ОО
$ <Р*(*) dx

ОО

Введем функцию
О, 0 < д г < 8.

(Ji ( jc)  =  < р (х ), 8 < д г < Л / ,

0, N.



Ясно, что ф ^  /,2 (0, оо); при этом

оо
II <Р —  Ф IP =  5 (<р|х) —  ф (x ) f  d x =

о

=  5  <Р9  ( X )  d x  +  \  9 *  ( л г )  d x  < *т ,
О N

и, следовательно, ]| <р —  ф |! < С у .

Усредним теперь функцию ф, взяв радиус усреднения 

h <С ~2 > и положим и (х ) =  <j>ft (х). Очевидно, фл (х )  D  (fl): 

функция ф д (х ) бесконечно дифференцируема, обращ ается в 

нуль при х  =  0  (более того, при любом х ^ -^ У ,  наконец,

число аа можно взять равным 7V—{— . Далее,

00 N  +  5/2

| |и  —  ф I I4 =  5 (н (х )  —  ф (x ) f  d x —  5 ( « С*) — ФС*))® d x  =
о  о

N+(/2
=  S ( b ( x )  — ty{x))*dx.

о

П о теорем е 1.3.3 при достаточно малом h последний интег­

рал будет меньше, чем и, следовательно |[к  —  ф | |<С ^ '»  

Т еперь  по неравенству треугольника

. j |«  —  ? l l * s ! l «  —  ф 11 +  IIф —  < p i l < e> '

и н аш е утверж дение доказано.
Л е гк о  доказать, что оператор В  симметричен. В самом 

деле, пусть к, v  D (В), следовательно, каж дая из функций 
и. v  удовлетворяет условиям 1) —  3).

С оставим  билинейный функционал

CO jV

(Ви, v ) =  —  J  г> dd^ d x =  — ^ v  dd “2 dx. 
о  0

З д есь  N — лю бое число, больш ее чем аи и а„; при x  —  N  
обе ф ункции  и и v  и все их производны е обращ аю тся в нуль.



И нтегрирование по частям дае!
N  оо

(Ви, v) —  ^ и' (лг) v’ (лг) dx  =  ^ и’ (лг)У (лг) dx.  ( 11)

0  U

Аналогично
со

(Bv, u) =  Sj ur (лг) v' (лг) dx,
о

и, следовательно,

(Ви, v) =  (Bv, н) =  (и, Bv),

т. е. В  —  симметричный оператор.
Д окаж ем  теперь, что В — положительный оператор. П о 

ф орм уле ( И )  имеем
00

(Ви, и) =   ̂ и'* (х) dx  0.
о

П ри  этом, если (Ви, и) =  0, то

 ̂ ( лг) dx  —  0. 
о

Т ак  как  поды нтегральная функция неотрицательна, т о  и’ (х )  =  О 
и м (х )  =  const; но н ( 0 ) =  0 , и окончательно и(х) =  0.

О ператор В не положительно определен. Чтобы убедиться

в этом, докаж ем , что нижняя грань отнош ения Рав‘
на нулю.

Возьмем последовательность функций

и„ (лг) I х (п —  x f ’ если 0  <  .к <  я>
\  0 , если х  п.

Л егк о  видеть, что ип D (В). Найдем норму м„. Имеем
СО п

II11 п ||* =  5 11 а (х) dx =  \sx i (п —  x f  dx. 
о о

Сделаем  замену х  —  nt:



Последний интеграл есть положительная постоянная, не з а ­
висящ ая от щ обозначим ее через ct. Т огда |[ «„ | [4 =  с̂ п*. 

Д алее,
00 п

( BUn, и„) —  $ п'п (дг) dx  =  \(n  — 4лг)3( я —x f  dx. 
и о

Зам ена x  — nt дает
1

(Bun, к„) —  и7 ^(1  —  0 * (1 —  4/)s dt  —  с8я 7, ^  =  c o n s t 
о

Теперь
(ДЦ/1> Ufl) __  С8 Q

II «* II* “
и, следовательно,

inf (fiu , и) _  0 
II и II* —

§ 3. Энергетическое пространство

I . С каждым положительно определенным оператором 
мож но связать некоторое гильбертово пространство, которое 
мы будем называть энергетическим пространством данного 
оператора.

П усть Н — гильбертово пространство и А —  оператор, 
положительно определенный в этом пространстве. П остроим 
новое гильбертово пространство. К числу его  элементов о т ­
несем все элементы множества D {A ) и на них определим 
новое скалядное произведение:

\и, v]a — (Au, v)\ u , v £ D ( A ) .  (1)

Как известно, скалярное произведение в гильбертовом  про­
странстве долж но удовлетворять трем аксиомам:

А. Симметричность '): если (и, г») есть скалярное произве­
дение элементов и и v, то

(«, V) =  (v , и).

*) Мы рассматриваем вещественное гильбертово пространство. 
Аксиома симметричности для комплексного гильбертова простран­
ства выражается равенством («, v)  — (и, и).
4-1567



B. Линейность: если Xj и Х̂  суть числа, то

(XjMj - j-  \ и г, v) —  X, (H i ,  v) +  (W4> *0-

C. П олож ительность:

(и, it) 0 ,

причем (и, и) =  0  тогда и только тогда, когда н =  0  (т. е. 
и есть нулевой элемент пространства).

Д окаж ем , что выражение [«, v \A, определенное равенст­
вом ( 1), удовлетворяет аксиомам А —  С.

A. Симметричность. Имеем

[и, v )a  =  ( A u, v )  —  (u, Av) =  (Av, н) =  \v, и]л .

Здесь  мы воспользовались симметричностью оператора А и 
симметричностью  скалярного произведения в исходном про­
странстве И.

Б. Линейность. Воспользуемся линейностью оператора А. 
Тогда

l-X jii , - | ~  Х 2« ,2> а  =  (А ( Х , н ,  Х 2н 4) ,  к )  =
=  (X,i4iii -J- \A u it v) =  X, (Aut, v) -f- \ ( А и г, v) =

—  X )  [ h j ,  v ]a  - f -  X^, | н а ,

B. П олож ительность. П о неравенству положительный оп­
ределенности (2.7) имеем [н, м]^ 7® || и 0. Далее, если 
| и, и\А =  0, т. е. (Аи, и) =  0, то  из того  же неравенства (2.7) 
вы текает, что и =  0. Очевидно, верно и обратное: из того, 
что и =  0 , следует (Ли, н) =  0  и [и, tt\A =  0 .

И так, вы раж ение (1) удовлетворяет всем аксиомам ска­
лярного  произведения. Приняв [и, v]A за скалярное произ­
ведение, мы превратим множество D(A)  в гильбертово п ро­
странство. О но может оказаться неполным, —  в этом случае 
обычным способом пополним его. П ополненное пространство 
назовем энергетическим и будем обозначать через НА.

Н о во е скалярн ое произведение порождает новую норму, 
которую  мы обозначим символом |  |л:

\п\л —  У \ и> (2)
Если и ^  D  (Л), то

______ *
| » | л = 1Ч Л 11, н)



и по неравенству положительной определенности

(3)

Н иж е будет показано, что неравенство (3) справедливо для 
всех элементов пространства НА.

Величины [и, v]A и |и |д  будем называть соответственно 
энергетическим произведением элементов и и г/ и энерге­
тической нормой элемента и.

В некоторы х случаях, когда это  не может вызвать недо­
разумений, мы будем опускать значок А в обозначениях энер­
гетического  произведения и энергетической нормы и будем 
писать [и, т>] и \и\.

В энергетическом пространстве НА будем различать «ста­
ры е» элементы —  элементы м нож ества D(A), и «новые», или 
идеальные, элементы, полученные при пополнении. И з извест­
ных теорем  функционального анализа вы текает следую щ ее.

Е сли и —  идеальный элемент пространства НА, то сущ е­
ствует последовательность стары х элементов {«„}, сходящ аяся 
к  и в энергетической норме:

|  и —  и„ |  0 , п —»■ оо.

О чевидно, последовательность {н„} при этом сходится в себе 
в энергетической метрике. М нож ество стары х элементов 
плотно в энергетическом пространстве.

Т е о р е м а  5.3.1. Если оператор А положительно опре­
деленный, то все элементы его энергетического простран­
ства принадлежат исходному пространству.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д остаточно показать, что между 
элементами энергетического пространства НА и некоторыми 
элементами исходного пространства Н  можно установить ли­
нейно изоморфное соответствие. Э то означает следующее: 
1) каж дом у элементу и ^  НА приводится в соответствие 
один и только  один элемент н ' ( 5  Н\ 2 ) если элем ен­
там и, v  £  НА приведены в соответствие элементы и', v' £  / / ,  
то линейной комбинации Хм -(- (хту ИА приводится в соот­
ветствие элемент Хм7 |жг/ £  Н; 3 ) разным элементам про­
странства НА приводятся в соответствие разны е элементы 
п ространства Н.

Д л я  любого элемента и энергетического  пространства 
можно построить последовательность {н„} стары х элементов,
4*



такую , что |  ип —  и |  ->  о о  , п - *  о о  . Действительно, для идеаль­
ного элем ента такая возможность была отмечена выш е, если 
же и —  стары й элемент, то  достаточно положить и„ =  н. Оче­
видно, ип —  ит £  D (Л) и

|  ип —  г/т  |  ->  0 при п, от ->  о о . (4)

П о соотнош ению  (3) между старой и новой нормой 

11“» — — Ит | ,

и последовательность {«„} сходится в себе в смысле старой 
нормы. В силу полноты пространства Н  сущ ествует такой 
элемент и' £  Н, что

II и ' —  II ->  0 .
ГС —► СО

Е го-то  мы и приведем в соответствие элементу и £  НА.
Д окаж ем  единственность элемента н'. Допустим, что вместо 

последовательности {ия } ^ 1 )(Л ) мы взяли другую  последо­
вательность {*>„}£; D (Л), такую, что |и  —  г > „ |-> 0 .  П роводя

п —» со
аналогичные рассуж дения, получим, что сущ ествует элемент 
v ’ £  Н  такой, что

II —  vn II ->  0 .
п -+ СО

П окаж ем, что u’ =  v ’. П о неравенству треугольника 

|  и» —  » я |  =  | ( н я —  и) —  (vn — гг)) <
< 1«л — —  н |- * о о .

га-* со

Так как  (м„ — v„) £  D (Л), то

II ип — v n | | <  1 1 ип —  v n | - *  0 .
1 П-* СО

П ереходя к  пределу при п ->  о о , получим || и ' —  v’ || =  0, 
что и требовалось  доказать.

П усть элементам щ, иа £  НА соответствую т последователь­
ности элем ентов и1п, щп D (Л), таких, что

I «1 —  «1/. I —► о, I щ  —  Щп |  - *  0.
П-* 00 л-*оо

П усть, далее, тем ж е элементам ut и иг соответствую т эле­
менты и ' и и ' пространства И. Элементы к ',  и ' таковы, что



IIм! —  Mm!i "*■ ^  и II uj —  «ап 11 —► 0 . Н о  тогда по неравенствуЛ—*-СО П-* со
треугольн и ка

I ( îKi 4" Klh) — ~r hutn) I =  2Xi (Hi — uin) 4"
4" (,гз «*/.)!< I M S Mi — um S 4“ I 11ца — Щп I -* 0>

II (*iKi 4“ *4as) — (Vis +  \llin) II =  l| («1 — «1л) +
4" (lh Uin) II ^  | 11| ut — tt\n II 4“ I \  11| иа —Щп || —> 0.

П-+СО
Эти два соотнош ения и означают, что элементу XjM, -(- £  На 
соответствует элемент А,и( -)- \ и г £  Н; тем самым доказан а 
линейность соответствия.

Д окаж ем  теперь, что различным элементам uit щ £  НА 
соответствую т различные же элементы и\, и'3 £  Н.

Допустим противное: пусть м ' = и ' .  Покажем, что тогда 
щ =  щ. Введем разность и, —  щ —  v. Очевидно, v ( ^ H A, 
и так к ак  соответствие линейно, то  элем енту v  соответствует 
нулевой элемент пространства Н: сущ ествует последователь­
ность iin ^ D  (Л) такая, что

II —  0  || =  |( v„ || - *  0 , \ v  —  г/„ j ->  0 ./I—>00 П-* со
П усть tj —  произвольный элемент множества О (Л). В силу 

непрерывности скалярного произведения

К >  Ч] ->  [t>. Ч]-П-+СО
С другой  стороны,

fan- ч] =  0 V  Л-ц).
Так как  г»„-> 0 , то (v„, Л к))-> (0 , Л ^) =  0 и, следовательно,Л—►ОО Л-*>00
[v, if)] =  0. Последнее равенство означает, что элемент v  о р ­
тогонален в метрике Я д к множеству D(A), плотному в НА. 
Но тогда v  —  нулевой элемент энергетического пространства 
и и, =  щ, что окончательно доказы вает теорему.

М нож ества О (Л), НА, Н связаны соотнош ениями

D(A)<ZH a <ZH. (5 )

Включение D (Л) CZ НА вытекает из того, что НА получено по­
полнением множества D (Л), а вклю чение НА(^_Н— из те о ­
ремы 5.3.1.



Так как множество D(A)  плотно в И, то, к ак  видно из 
соотнош ения (5), м нож ество элементов, образую щ их энерге­
тическое пространство положительно определенного опера­
тора, плотно в исходном пространстве.

Выше мы получили неравенство (3), устанавливаю щ ее со ­
отнош ение между двумя нормами элемента множества D(Ay.

I M I  И  » ^ D ( A ) .

Докаж ем, что это неравенство верно для лю бого элемента 
энергетического пространства. П усть и ^  ИА. Сущ ествует по­
следовательность элем ентов un ^ D ( A )  такая, что

| « я  —  « |  —»• О, II Ия  —  И II - *  о.
п -*■ 00 п —► со

Д ля элементов ип неравенство (3) справедливо:

I I " »  1 1 < - у 1 « 4

П ереходя к пределу при я - * о о  и пользуясь непрерыв­
ностью нормы, получим

11« 11< у И  и £ Н А,

что и требовалось доказать.
Мы ввели энергетическое произведение с помощью р а­

венства ( 1):

[и, v] —  (Au,v), и, v  D (А).

Д окаж ем  справедливость этого равенства в более общем слу­
чае и D(A), v  £  ИА.

Если v  £  НА, то  сущ ествует последовательность

vn {zD (A ) ,  |г>„ —  г » | - * 0 , | | v„ —  v f| ->  0 .
п оо п —► со

Д ля элементов и и vn равенство (1) справедливо:

[и. г»п} =  (Ан, к„).

П о непрерывности скалярного произведения

[и, v n\ ->  [и, v], (Аи, vn) - »  (Аи, v).
п -* 00 я -» 00



Сопоставляя правы е части, находим
[и, т>] =  (Ли, •&); и £  D (A \  v  £  НА. (6)

2 . В качестве примера найдем энергетическое пространство 
оператора Л § 2. Напомним, что в этом  случае Н — Ц  (0, 1), 
оператор определен формулой

а функции и из D  (Л ) удовлетворяю т условиям 

и £  С (2) [0, 1], и (0 ) =  к ( 1) =  0 .

Докажем, что в рассматриваемом случае пространство 
На состоит из тех и только тех функций, которы е обладаю т 
следующими свойствами: 1) они абсолю тно непрерывны на 
сегменте [0 , 1 ]; 2 ) их первые производны е на этом сегменте 
суммируемы с квадратом; 3) в точках х  =  0  и х = \  эти 
функции обращ аю тся в нуль.

К ак мы видели в § 2,
1

[и, v]A =  § rf (х)т/ (x)dx; и, v £  D(A). 
о

П олагая здесь v  =  u, получим формулу для нормы 
1

|  и |*д =  $ н'* (* )  dx, а £  D  (Л). (7)
о

1. Пусть и —  произвольный элемент пространства НА. 
П о теорем е 5.3.1 и £ Ц ( 0 ,  1) и сущ ествует такая п оследо­
вательность {ип), Un €zD(A)> чт0

S н „  —  и  |  - >  0 ,  И м „ —  и  || -►  0 .
п —*■ со п -*  оо

Будучи сходящейся к элементу и, эта  последовательность 
сходится в себе, поэтому

|и „  — нт |  - *  0 .
т .  л-кх>

Но к„ — u „ ^ D ( A )  и для этой разности верна ф орм ула (7), 
поэтому

I
Uu'n(x) — Щп^х))1 d x  -► 0 .
q m. п-+ со



П оследнее соотнош ение, которому можно придать вид 

II «л — Hm II* - *  0,
т, я-*оо

показывает, что последовательность производных {и^} схо­
дится в себе в м етрике Ц ( 0, 1). П ространство I 9 (0, 1 ) полное, по­
этому сущ ествует функция ® ^ Z . a (0 , 1) такая, что

II “ я —  ® || -*• 0 .п-+ оо
Соотнош ения

I! — н || -> о, || «я — да || -♦ о
п -* со п —+ 00

вместе с теорем ой 2.3.1 позволяют заключить, что функция 
ы(дг) имеет обобщ енную  первую производную и' ( x ) — w(x);  
будучи элементом пространства Z.a (0, IX эта производная 
суммируема с квадратом  на сегменте [0, 1]. Из теоремы 2.4.1 
вытекает, что функция и(х)  на том ж е сегменте абсолю тно 
непрерывна.

О стается доказать, что и (0 ) =  и ( 1 ) =  0. Функции ип(х) 
принадлеж ат множеству D (A ) и потому удовлетворяю т ана­
логичным соотнош ениям

ия(0) =  и „ ( 1 )  =  0.
П о ф орм уле Н ью тона — Лейбница

« я (•*) =  н „( 0 )-+- $ ип( t ) d t— \ u n(0 dt. (8 )
о о

Если и —>оо, то  и„(лс) —* и(х)  в метрике Ц (О, 1). Д окаж ем , 
что одноврем енно

X X
J u'n(t)dt  ->  ^ w( t )d t
о л -* со а

равном ерно на сегменте [а, Ь]. Действительно, по неравенству 
Б ун яковского

^ \ u n( t ) d t — \  w ( t )d t

X X  X
5 \ 4 t  5 \ип(t) —  W (O l3dt =  x \ \ u n(t) — w ( t ) f d t <  
о о  о

i
« s  \ [u; ( t) — w  (/)]* dt =  II un —  w  II8 0 .



П ереходя к пределу в соотношении (8 ), получим
JC

u(x) —  ^w (t)d t .
о

О тсю да н (0 ) =  0. Если бы мы написали ф орм улу Ньютона—  
Лейбница в виде

1 1
Ип(* )  =  И„(1 ) — \u'n( t )d t  =  — \ ип ( 0 dt,

X X
т о  тем ж е путем мы нашли бы, что и ( 1) — 0 .

2. П усть теперь функция и(х)  удовлетворяет сформули­
рованным выше требованиям: на сегменте [0 , 1] она абсо­
лю тно непрерывна, имеет почти всюду производную  и? £  £ * (0 , 1)
и, наконец, н (0 )  =  и (1 )  =  0. Докажем, что и ^ И А.

Д остаточно доказать, что сущ ествует последовательность 
{н„} функций из О (Л ) такая, что

| “ я —  « т |  - »  0  и || и„ —  и || -► 0 .
п, ГП-*00 П-+СО

Ф ункция и(х)  имеет производную из /,*(0 , 1). Разлож им  ее  
в ряд Ф урье по косинусам:

СО

if (х) —  2  ak COS k-KX. 
ft — 0

На самом деле нулевого члена в этом ряде нет, так  как  

1
а0 —  J if (х )  dx  —  н ( 1) —  и (0 ) =ь= 0 ,

о
поэтом у

ОО
if ( х ) ~  ^  аь cos ккх.

А =  1

П оследнее равенство проинтегрируем в пределах от  нуля 
до х; ряд сходится в среднем, и его мож но интегрировать 
почленно. Приняв во внимание, что и (0 )  =  0, получим

ОО

и ( х ) =  2  bk sin knx,



где

П остроим  последовательность функций

П
ип( х ) —  2  b h sin k K X .

Очевидно, un£ D ( A ) .  В силу сходимости ряда Ф урье

II и * —  и II —*  о.
л  -*■ со

Н адо показать, что \и п —  ит |  ->  0. Не умаляя общ ности,
п. т->0

можно считать, что п^>т.  Тогда

п
ип (х)  —  ит ( * )  =  2  bk sin knx.

k =  т - J- 1

Запиш ем квадрат энергетической нормы разности

I /  п \ 9 п

|«Д  — 2  a * COsA:,CJ<r) d x  —  \  2

Тем самым доказано, что и £  На-

§ 4. Задача о минимуме квадратичного функционала

П усть А —  полож ительно определенный оператор в гиль­
бертовом  пространстве Н, а / — данный элемент этого  про­
странства. Квадратичный функционал

F(n) =  ( M » ) - 2 ( f t / )  (1)
имеет область определения, очевидно, совпадающую с обла­
стью  определения оп ератора А, так что D(F) =  D(A).  Функ­
ционал ( 1) будем называть функционалом энергии для опе­
ратора  А

П оставим  задачу о  минимуме функционала энергии на 
м нож естве D(A). Д окаж ем  следующ ую теорему.

Т е о р е м а  5.4.1. Для того чтобы некоторый эле­
мент щ ^  D  (Л ) сообщал минимальное значение функцио­



налу энергии, необходимо и достаточно, чтобы этот  
элемент удовлетворял уравнению

Ли0= / .  (2 )

Такой элемент —  единственный.
Н е о б х о д и м о с т ь .  Если элем ент щ реализует минимум 

функционала F, то  (grad F) (и0) =  0. Найдем g ra d F .
Имеем, по определению вариации,

bF(u, n) =  ~ F ( u  -\- ат]) 1̂ =

=  ^  [ И  (и +  «т)>, и - f  ат}) —  2 (и - ( - atj, / ) ] а = 0 .

Раскры вая скобки и пользуясь симметричностью оператора 
А, получим

F (и cai) == F (и) - f  2а  {Аи —  / ,  -ц) а* (Ац, i\). (3)

Отсюда
IF (и, ц) =  2(Аи — / ,  т)). (4)

П равая часть выражения (4) есть скалярное произведение 
фиксированного элемента А и — /  и произвольного элемента 

Т акое скалярное произведение есть функционал, 
ограниченный в Н. Отсюда ясно, что

D (grad F) =  D\F) =  D (Л)
и

(grad F) (и) =  2 (Аи — J); (5)

уравнение Эйлера (grad F) (м0) =  0  совпадает с уравнением 
(2 )̂  ч то  и требовалось доказать.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П усть м0 удовлетворяет уравнению
(2). Если и —  произвольный элемент из D(A), отличный от 
щ, то мож но положить и =  щ -f- tj, tj ф  0. В равенстве (3 ) 
заменим и на щ и положим а = 1. Учтя уравнение (2), по­
лучим

F(u) =  F(u0)-{-(Afi,rl).

Н о Л  —  положительно определенный оператор, а т ] ^ 0 ,  по­
этому (Лт), т ) ) > 0  и, следователь но, F (и) F (и0). П оследнее 
соотнош ение показывает, что в точ ке и0 ф ункционал F  д о ­
стигает минимума.



Остается доказать единственность элемента щ. П усть  мини­
мум F достигается ещ е и на элементе щ. П о только  что 
доказанном у F (щ) F  (н0). Н о точно так ж е м ож но доказать, 
что F (и0) ^ >  F («i). П олученное противоречие доказы вает, что 
минимум функционала ( 1) может достигаться лиш ь в одной 
точке.

Заметим, что мы установили равносильность следующих 
эадач: решения уравнения Au— f  и оты скания минимума 
функционала энергии

F (и) =  (Аи, и) —  2 (и, f)\

если одна из этих задач разрешима, то разреш им а и другая, 
и элемент, реш ающ ий одну  из этих задач, реш ает и другую . 
О днако  сущ ествование реш ения этих задач теорем ой 6.4.1 
не доказано. Более того, решение может не сущ ествовать, 
как  видно из следую щ его  примера.

П усть Н £ Ц ( 0, 1) и пусть в уравнении (2 ) А означает 
оператор , рассмотренный в § 2 :

<6>
причем D (Л) состоит из функций и £  С (2) [0, 1 ], удовлетво­
ряю щ их условиям

и (0) =  и ( 1) =  0. (7)

Р еш ить уравнение

Аи =  /

означает в нашем прим ере следующее: f ( x )  есть  функция, 
суммируемая с квадратом ; требуется найти функцию  и(х), 
удовлетворяю щ ую  условиям (7) и имеющую непрерывную 
вторую  производную , которая только знаком отличается от 
f (x ) .  Н о это  явно невыполнимо, если функция f ( x )  разрывна.

Т от же пример показы вает, что задача м ож ет стать раз­
решимой, если разумным образом  расширить область  определе­
ния оператора А: в примере достаточно вклю чить в D(A) 
функции с абсолю тно непрерывными первыми производными 
и квадратично суммируемыми вторыми производными; усло­
вия (7), разумеется, следует сохранить.

Если / ' £ £ „ ( 0 ,  1), то  уравнение А и = f  теперь имеет 
реш ение. Д ействительно, это уравнение означает, что и(х)



удовлетворяет условиям (7) и диф ференциальном у уравнению

[ - S - / < * > .

Такая ф ункция сущ ествует и равна
1 х

! U(x) =  х \  (1 -  0 / ( 0  dt  +  (1 -  х ) \  t f ( t )  dt;
.« о

легко проверить, что в расш иренную область определения
I наш его оператора эта функция входит.

П рощ е и удобнее оказывается, однако, расш ирять область 
определения не оператора А, а связанного с ним ф ункцио­
нала энергии. Об этом будет сказано в следую щ ем параграфе.

§  5. О бобщ енное реш ение

Пусть, как и прежде, А —  полож ительно определенный 
J оператор, действующий в гильбертовом пространстве Н, 

/ — данный элемент этого пространства и F —  соответствую - 
j щий функционал энергии

| F(u) =  (Au, и )- 2  (и, / ) .  (1)

Формула (1) определяет ф ункционал F на множестве
1 D(A); легко расш ирить этот функционал на все энергети­

ческое пространство НА. Для этого  достаточно заме!ить, что 
(Аи, и) —  { и \% и, следовательно,

Я(м) =  | и | 2д - 2 ( и , / ) .  (2 )

В форм уле (2) первое слагаемое справа определено на 
элементах ч ^ Н а- Второе слагаемое определено, если и £  Н, 
тем более, если и £  На- Теперь ясно, что ф орм ула (2) позво­
ляет определить функционал F на всем энергетическом про­
странстве НА-
•  Возвращ аясь к нашему примеру

А и = - * £ ,  и £  С (2) [0, 1 ], и (0 )  =  и (1 )  =  0, 

мы видим, что функционал F м ож ет бы ть записан в ф орм е
I I

F(u) =  —  \ ’'^ ~ id x  —  2  ^ fu d x  
о и



и в то  ж е время в виде
1 1

F (и) =   ̂ifidx  —  2  ̂fudx,  
о о

причем вторая запись функционала пригодна для всех к £  НА. 
О на-то и позволяет расш ирять ф ункционал энергии на все 
энергетическое пространство.

Теперь будем искать минимум функционала F не в D(A), 
а в На. Д окаж ем  следующую теорему.

Т е о р е м а  5.5.1. В энергетическом пространстве су­
ществует один и только один элемент, на котором 
функционал энергии достигает минимума.

Д оказательство  будет основано на следующей теореме 
Риса, хорош о известной из ф ункционального анализа.

П усть I —  линейный ограниченный функционал в некото­
ром  гильбертовом пространстве определенный на всем 
пространстве. Т огда сущ ествует один и только один элемент 
щ £  $  такой, что

/и =  (и, «,,)$• (3)

Символом (............ ) ф здесь обозначено скалярное произведе­
ние в а

П о неравенству Коши имеем

! ( « , / ) !  < 1 1  « I I 11/ 11.

а по соотнош ению  между старой и новой нормой (неравен­
ство  (3.3))

II «II < y i « i

О тсю да

| ( и . / ) | < с | н | ,  с = Ц ^ 1, (4)

и функционал ( и , / )  ограничен в НА. П о теореме Риса су­
щ ествует один и только  один такой элемент щ £  НА, что

( н , / )  =  [м, н0], и ^ Н А. (5)

Ф ормула (5 )  позволяет следующим образом преобразовать 
вы раж ение для функционала F:
F (и) =  | и I® —  2 [и, н„] =  [и, н] —  2 (и, н0] -J- [и0> и0] —  [и0, и0] =

—  [и — щ, и — н0] — [н0, н0]



F ( m ) = |h  —  иор  —  | н 0Г> и £  НА. (6 )

Из формулы (6)  делается соверш енно очевидным, что мини­
мум функционала F в пространстве НА достигается на эле­
менте а  =  и0 и только  на этом элементе. П ри этом очевидно, 
что

min F ( u ) =  —  |  и, f .  (7)

Теорема доказана.
Элемент щ ^  НА, реализующий минимум функционала (2), 

будем называть обобщенным решением уравнения

Au —  f. (8 )

Может случиться, что ы* £  D (А); тогда по теореме 5.4.1 н0 
будет обычным решением уравнения (8 ).

Если энергетическое пространство сепарабельно, то можно 
указать простой прием, позволяющий построить обобщ енное 
реш ение уравнения (8 ). В сепарабельном гильбертовом про­
странстве сущ ествует полная счетная ортонорм ированная си­
стема {%}:

(О , } ф  к,
К  “ *] =  * / * =  , . . / . * =  1. 2 , . . .

( 1, ) =  к,

П усть н0 —  обобщ енное реш ение уравнения (8). Разложим 
его в ряд Ф урье по системе

ОО

«#== S  f«o. u)fc]u)ft- (9)
I

Э тот ряд  сходится в энергетической норме: если мы положим

П
< Р «=  S  [«о»

/г =  1

ТО |И 0 —  <p„| _► 0 .
Я  —*  ОО

Коэффициенты Ф урье |г/0, <о*1 л егко  вычисляю тся по 
ф орм уле (5): положив в ней и =  и>Л) находим

1«о> — Щ)- ( 10)
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1

Отсю да
СО

H o = S < / ’ »*)»*• о о
* = |

Как бы ло отмечено, ряд ( И )  сходится в норме эн ер ге­
тического пространства На, нетрудно видеть, что он сх о ­
дится и в норме исходного пространства Н. Д ействительно, 
обозначая по-прежнему через ср„ частную сумму ряда ( I I ) ,  
имеем по неравенству (3.3)

К  —  у ! « о  — <р«| п^ со0.

В связи с теоремой 5.5.1 возникает вопрос об  условиях 
сепарабельности энергетического пространства. Э тот вопрос 
будет реш ен в следующем параграфе.

§  6 . О  с е п а р а б е л ь н о с т и  эн ер гети ч еск о го  п р о с т р а н с т в а

Как и выш е, под А будем понимать положительно оп ре­
деленный оператор, действующий в гильбертовом простран­
стве.

Л е м м а  5.6.1. Если последовательность {/„} полна 
в исходном пространстве Н и если {<ря } —  обобщенное 
решение уравнения A<$n— f n, то последовательность {ср„} 
полна в энергетическом пространстве На-

П усть u ( ^ D  (Л). Обозначая Ли —  v, имеем v  £  H. Введем 
обозначения

N N
У! akfk =  sN> 2  ak9k — aN- (1)

* = | ft=l

Оценим квадрат нормы разности

|н  — °лгГ =  [и — о*, и — а*].

О бозначим и —  а ^ = ц .  Тогда

fM —  Олт, и —  Ол,] == [и —  a if,  •»)] =  [«, ц] — [°№ к)].

Гак как  а £  D  (Л), ц £  НА> то

[и, 71] =  (ЛК, Tj) =  (V, К]).



Д алее,
N

но по формуле (5.10)

Wk> >)]==(/*. 1));
окончательно

N

[вда К )]=  £  ak (fk, -q) =  (s№ тг|)

И

(2)
Система {/„} полна в Н, поэтому можно так выбрать 

натуральное число N  и коэффициенты ак, чтобы имело место 
неравенство

fl-o —  л̂гЦ <  е,

где е —  произвольно заданное полож ительное число. Теперь 
из формулы (2) получаем

| и  — 0* р  =  (г> —  s№ ч Х | г >  —  S j v l h l K  y h l  =

=  ^ - |и  —  влг|.

Если |  гг —  о д т |^ 0 ,  то отсю да получаем неравенство

это  неравенство справедливо, очевидно, и тогда, когда 
|гг —  o^5 =  0. Таким образом, если элемент u ^ D ( A ) ,  то  его 
мож но с любой степенью точности аппроксимировать линей­
ными комбинациями элементов системы {»„}.

П усть теперь и £ НА. М нож ество D (Л) плотно в Я д, 
поэтом у  существует такой элемент и' £  D (А), что

С другой  стороны, как бы ло только  что доказано, сущ е­
ствует номер N  и числа а,, (ц, . . . ,  ам такие, что

|гг —  а ^ | < (3)



А  тогда по неравенству треугольника

2 а * 'Р * |< е’

что и доказы вает лемму.
Т е о р е м а  5.6.1. Для того чтобы энергетическое про­

странство положительно определенного оператора было 
сепарабельным, необходимо и достаточно, чтобы было 
сепарабельным исходное пространство.

Н е о б х о д и м о с т ь .  П усть А —  положительно оп ред е­
ленный оператор  в гильбертовом  пространстве Н  и пусть 
энергетическое пространство На сепарабельно. Т огда в нем 
сущ ествует счетное плотное множество {<]>„}. Д окаж ем , что 
оно плотно и в исходном пространстве Н. П усть и —  неко­
торы й элемент пространства Н. М ножество элем ентов энер­
гетического пространства плотно в исходном пространстве, 
поэтому если задано число е ^ > 0 , то  можно вы брать эле­

мент и' £ НА так, чтобы ||н  —  и ' | ) < ^ .  Далее, м ож но вы­

брать  элем ент так, чтобы

К - Ф . К ? .

Зд есь  7 —  постоянная полож ительной определенности, вхо­
дящ ая в неравенство (2.7). П о соотношению между старой и 
новой нормой (неравенство (3.3))

I K - I vI K y .

а по неравенству треугольника

II« — Ф» И <  II и —  «1 + 1 и' —  «м < « .

П оследнее неравенство означает, что пространство Н  содер­
ж ит плотное счетное м нож ество {<}>„}, следовательно, это 
пространство  сепарабельно.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П усть пространство Н  сепарабельно 
и счетная последовательность {/„} полна в Н. Построим 
элементы —  обобщ енны е решения уравнений А<р„ =  /„ .
П о  лемме 5.6.1 последовательность {<р„} полна в  НА. П о­



строим  элементы вида

* = I
где <*k —  рациональные числа. М нож ество таких элементов 
счетное. Докажем, что оно плотно в НА.

Д ействительно, если даны число е ^ > 0  и элемент и ^  НА, 
то мож но выбрать натуральное число N ^ > 0  и вещ ественны е 
числа а* так, чтобы

Выберем теперь рациональные числа а* столь близкими 
к соответствую щ им числам ak, чтобы 

N

2 к - < ч  I ' P t K i -
I

Тогда по неравенству треугольника
N  |

« —  S  а* ? * [ < е
fc =  l I

и множество (4) плотно в пространстве НА. О тсю да следует, 
что это  пространство сепарабельно.

§ 7. Расширение положительно определенного 
оператора

П усть А —  положительно определенный оператор , дей­
ствующий в гильбертовом пространстве Н. Ф орм ула (5.6) 
приводит в соответствие каж дом у элементу /  £  Н  один и 
только  один элемент н0 £  НА, реализую щ ий минимум ф ун к ­
ционала энергии F (и). Тем самым эта ф орм ула определяет 
некоторый линейный оператор О:

щ — О/, ( 1)

действующ ий в пространстве Н. О бласть определения это го  
оператора D(G) — H, а область значений R(O) есть  часть 
множества элементов, образую щ их энергетическое п р о стр ан ­
ство H A.R(G )<ZH A.



Л е м м а  5.7.1. Оператор G симметричен и ограничен. 
Запиш ем ф орм улу (5 .5) в виде

(и, f )  =  [u, G/J, и £ Н А. (2)

Возьмем произвольный элемент h £ H  и положим u =  Qh, 
тогда и £  НА. Теперь форм ула (2) дает

(Oh, f )  =  [Qh, Of} —  [G/, Ghj.

П о той ж е ф ормуле (2)

[О/, Qh] =  (Qf, h) =  (h, Of).

О кончательно
(Oh, f )  =  (k, Of), (3)

и оператор  О симметричен. Далее, полагая в ф ормуле (2) 
u =  Of, получаем

| 0 / &  =  (0 / ,  /) .

Применив к правой части неравенство Коши и заменив левую 
часть меньшей величиной || G/Ц1, найдем

• Л  о/и* «£ 10/111  л
О тсю да

1' 0 / | | < ^ | | / 1.

И з этого  неравенства следует ограниченность оператора Q; 
при этом

« 0 | | ^ .  * (4)

Л е м м а  5 7.2. Существует оператор, обратный опе­
ратору О.

Д остаточно доказать, что уравнение G f— O имеет един­
ственное реш ение / = 0 .  П усть O f—  0. Ф орм ула (2) дает 
тогд а

(и, f )  =  0 , и £ Н А.

Э лемент /  оказы вается ортогональным к плотном у в И  мно­
ж еству, а именно, к множ еству элементов энергетического 
пространства. Н о тогда / = 0 .

О ператор  О S обратны й оператору G, будем обозначать 
через А. Очевидно, D (А) =  R (О) С  На и R (А) =  D (О) == Н.



Т ео р ем а  5.7.1. Оператор А  есть положительно 
определенное расширение оператора А. Нижние грани отно­
шений,

( Аа.и) (Аи, и).
1И *  ’ 1Н ! w

равны между собой. Уравнение
A u = f (6)

имеет одно и только одно решение при любом f £ H .
Пусть Uo(^D (A ). Положим Аий= /. По теореме 5.4.1 

элемент м0 реализует минимум функционала р(и) =
— (Ли, и\— 2 (/, и). По формуле (1) щ =  Of и, следова­
тельно, А щ — /. Отсюда следует, что: 1) щ D ( А )  и, 
так как и0_— произвольный элемент множества D (Л), то 
D (A )C LD (A )\ 2) если u „^ D (A ), то Ащ =  Ащ. Утверждения 
1) и 2) в совокупности и означают, что А  есть расширение 
оператора А.

Докажем теперь, что Л — симметричный оператор. Прежде 
всего его область определения плотна в Н, так какD (A )Z }D (A ). 
Далее, возьмем в области D (A ) два произвольных элемента и 
и v и положим A u = f, A v —  h. Тогда u —  Gf, v —  Oh. 
Подставив это в формулу (3), получим равенство

(г/, Аи) =  (и, Av),
означающее симметричность оператора А.

Оператор А есть расширение А, поэтому множество зна­
чений отношения -4 ^ ?-- шире, чем то же множество для 

II “  II у
(А и , и )отношения ~ , а в таком случае 
II« II*

inf i„f LAb “±  (7) 
. 6 ?(Д ) 11 u Г Л  II"  II* ( '

С другой стороны, обозначая

i"f X1-7jr =  TS. 7о> °- (8)
и € D (А) II “  II

имеем (Аи, и) Ss fg || и ||9, и, следовательно, | ы |д ̂  Ц и |, и £  Н А. 
В тождестве (2) положим и — Of, так что / —  Аи:

(и, Аи) =  (Аи, и) =  [О/, ОЯд =  | u ^ A ^ fo  II« I2-



Отсюда

и потому

(Аи, и )^ „ ,
II „  II* 10>

inf i^U jji^  . —  . , (Аи, и) .gv
и Л (л )  llU||S " Ъ ~ и Л ш  И Г  • (9)

Сравнение соотношений (7) и (9) показывает, что

(Ли, г»)__ (Аи, и) /1ПЧ
llu IIs Hull* ' О®)ибо (л) 11 11 «СОМ) «“ Г

Разрешимость уравнения (6) при любом есть
лишь иная формулировка отмеченного выше факта, что 
R (A )= H . Действительно, если то f^ R (A ), и, значит,
существует такой элемент н0, что А  и0 /. Единственность 
решения есть следствие положительной определенности опе­
ратора А  (см. теоремы 5.4.1 и 5.5.1).

Из разрешимости уравнения (6) при любом f ^ H  вытекает, 
что для этого уравнения обобщенное решение есть обычное 
решение. Заметим также, что обобщенное решение уравнения 
Au— f  есть обычное решение уравнения A u— f.

Расширение А положительно определенного оператора А, 
описанное в этом параграфе, было построено К. Фридрихсом. 
Мы будем ниже называть А  расширением оператора А 
по Фридрихсу.

Замечание.  Для читателя, знаномого с понятием самосо­
пряженного оператора, укажем, что расширение А положительно 
определенного оператора А по Фридрихсу есть самосопряженное 
расширение этого оператора.

Доказательство этого утверждения можно найти в статье 
К. Фридрихса (7) и в книге автора [5], приведенных в списке 
литературы к разделу П.

Величина 15 (формула (8) )  называется нижней гранью положи­
тельно определенного оператора А. Мы приходим, таким образом, 
к теореме К. Фридрихса.

Теорема 5.7.2. Положительно определенный оператор мо­
жно расширить до самосопряженного с той же нижней гранью.

Т е о р е м а  5.7.3. Энергетические пространства положи­
тельно определенного оператора и его расширения 
по Фридрихсу совпадают.



Пусть А — положительно определенный оператор в гиль­
бертовом пространстве Н  и А  — расширение оператора А 
по Фридрихсу. Надо доказать, что пространства Н А и /7̂  
состоят из одних и тех же элементов и что

К 1д = 1« Л ’ «о € "д -  0 0
1. Любой элемент из НА принадлежит Н А и его нормы 

в обоих пространствах одинаковы. Это утверждение оче­
видно для элементов из области D (Л): если D (Л), то

I «о£ £ > Й )С Яз[; ПРИ этом |к01д =  (Л«0, «0) =  О Ч ’ но) =  
= 1но1л- Далее, для идеальных элементов пространства НА

; соотношение и0 G  На означает, что существует последова­
тельность {«„}, un £ D (A ), со свойствами

j || Мя —  и0«-— ^0, \ип —  ит \*А-------►О. (12)
j п -*■ со п, т -* со

1 Но раз ип, ит £  О(Л), то ию ит £ D ( A )  и
I ип ИП11?1 —  (Л (н„ ит ), ип ит ) =  (Л («„ — ит ), ип — Иот)=

=  \U» - Um[Z
| Таким образом, существует последовательность {«„}, ип £  D (A )
| со свойствами

II «Я — «ей— >0, |и„ — ит |д ----- ►О; (13)1 Я —*00 п, т  -* со

; отсюда следует, что и £  Н~А. При этом в соответствии
' с определением идеальных элементов
! 1“ , — иЛ л — >-0» I м — иЛ~л— >-0;I п I n  О М Д оэ

отсюда

I"- !*
2. Докажем теперь, что из соотношения к выте­

кают соотношение и £  НА и равенство (11). Если и £  Н%, то 
существует последовательность {«„}, ип £  D (Л), со свой­
ствами (13). Выше мы видели, что D {A )cz H д; поэтому 
tln £  Н а> и по доказанному в п. 1

К - Н« | д = К - Нт|А-



свойства (13) переходят в свойства (12), а тогда и £ Я >  
Для элементов и(^НА равенство (11) было установлено в п. 1. 
Теорема доказана.

Нами была установлена формула (3.6)
[“ > v ]a =  (Аи, v), u (£ D  (Л), v £  НА. 

Справедлива и следующая, несколько более общая формула: 
[и, v]A —  {Аи, и), u ^ D  (Л ), v Я л. (14)

Действительно, если u £ d {A ), г » £ Я л =  Яд, то по фор­
муле (3.6)

[и, ®]Д= ( М  v). (15)

В пространствах ИА и Яд совпадают нормы, но тогда 
в них совпадают и скалярные произведения:

[и, я ]л =  Т  { ! “  +  * &  — |«-г»рл } =

= т { 1“ + ’1, Ь - - 1и —

Заменив в равенстве (15) [и, г;]д через [и, г»]д, мы и получим 
формулу (14).

§ 8. Простейшая краевая задача для обыкновенного 
линейного дифференциального уравнения

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение 
второго порядка

“  j ;\ p  (■*) Щ  +  Я (■*)« (* ) =  /(-*) (1)

и поставим следующую задачу: найти интеграл этого уравне­
ния на сегменте [а, b] при краевых условиях

и (а) =  и (ft) =  0. (2)
Будем предполагать, что р, р', q ^  С[а, b], f  ^  Ц (а, Ь). 

Далее, допустим, что р (х) ̂  рй —  const 0, q (x )^s 0. Так 
как функции р (х ) и q (x ) еще и непрерывны на сегменте 
[a, b], то имеют место неравенства

Р о ^ р {х )^ р р 0 ^ q (x )^ q u х £  [а, Ь\,



где pi и qx, так же как и р0, — положительные по­
стоянные.

В качестве основного пространства Н  возьмем Ц  (а, Ь). 
За область определения оператора

[? (* )£ ]+ ? (■ * )“ (* ) (з) 
примем совокупность функций и(х), удовлетворяющих сле­
дующим требованиям:

и g  Cl2)"[a, b], и (а) =  и (Ь) =  0.
Докажем положительную определенность оператора А. Об­
ласть его определения плотна в Z.a (а, Ь) — это вытекает из 

t следствия 1.3.1. Проверим симметричность оператора А. Пусть 
и, v ^ D (Л), тогда

ь ь
1 (Аи, г>) =  — jj v ~  (лг) dx +  § q (лг) и (лг) v (лг) dx.
| а а

I Первый интеграл возьмем по частям. Учитывая, что функ­
ция к(лг) удовлетворяет краевым условиям (2), получим явно 
симметричное выражение

I
(Аи, v )—  ^ (л г )^ ^  -f q (лг) «го] dx, (4)

а

L которое и показывает, что (Аи, v) =  (u, Av), т. е. что опе­
ратор А симметричен.

Положив в формуле (4) v —  u, получим 
ь

(Аи, «)= §[/>  (■*) (£ £ } +  Ч (х) и2 (лг)j  dx. (5)
в

Учитывая ограничения на коэффициенты, найдем отсюда
ь

(Аи, и )^ р ь J  dx.
а

Далее,
X
 ̂и' (t) dt =  и (лг) — и (а) —  и (лг).



По неравенству Буняковского
х Ь

и* (лг) <; (х  —  о) Jk '2 (0  dts^(b —  a) jj t f  (t) dt.
a a

Отсюда
' b b

{ и If —   ̂u2 (x ) rfjc sS (b —  af^u '\t)dt.
<t a

Окончательно

(Au, | «Р.

что и означает положительную определенность; можно положить

. —  У К
1 Ь— а-

Оператор А оказался положйтельно определенным, и мы 
можем ввести энергетическое пространство НА. Докажем, что 
НА состоит из абсолютно непрерывных на сегменте {я, Ь\ функ­
ций, обращающихся в нуль на концах сегмента и имеющих 
суммируемую с квадратом первую производную.

Допустим, что и ^  Н а- Это означает существование после­
довательности an^-D(A), обладающей следующими свойствами:

I Н« !' т  ! п, т  -*оо 1 Мя UII 7Г^х>

Если u £ D (Л), то
е>

| и Р =  (Аи, и) =  J  [/»М  ( £ ) ’ +  9-М и3 (х )] dx.
а

Следовательно,
ь

| И„ — Hm р =  $ [/> (х ) (« ; —  umf  - f q (дг) (u„ —  umf  ] dx — —  0,
a

и так как оба слагаемых под интегралом неотрицательны, то



Вспоминая ограничения на р, получаем
ft ь 6

р» \ («я — ll'm? dx (х) К  — Umf  d x ^ P i\  (и’„ — и'тУ dx,
а а а

и, значит, то обстоятельство, что 
ъ
\р (.х )("'п- и’тУ  dx
а

равносильно следующему: 
ь
SiU n-u 'n tfdx— ^ O . (6)
а

В свою очередь последняя запись означает, что последова­
тельность производных {и'п} сходится в себе в метрике (а, Ь). 
Пространство Lt (а, Ь) полное, и указанная последовательность 
сходится к некоторой функции v  ^  (а, Ь).

В  тождестве
X
$ и'п (0  dt — и„ (х ) — ип (а) =  ип (х)
а

можно перейти к пределу:
х

u(x) —  ^v (t) dt.
а

Последнее равенство означает абсолютную непрерывность 
функции и(х), при этом и' =  v Lt (a, b). Очевидно также, 
что и(а) =  0, и остается показать, что и(Ь) —  0. Это можно 
сделать, например, так: в тождестве

й
J и'п (0  dt — ип (Ь) — ип (* ) == — и„ (jf)
X

перейдем к пределу:
ь

n(x)— — ^v{t)dU 
*

и ясно» что н (£ )= 0.



Выше мы видели, что для функций t i(^ D (A ) верна 
формула

ь
|«Г== 5 [р (•*)(£ )* +  Я С*)и3(■*)] dx. (7)

а

Докажем, что эта формула верна для любой функции из 
энергетического пространства. Пусть и £  Н А. Возьмем после­
довательность un (^ D (A ) со свойствами

1“ /. — “ liT ^ S0* К  — иЦтпгЗ0-
Формула (6) дает еще одно соотношение:

II “ л - и ' 1 — 0.

Норма предела равна пределу нормы, поэтому

К 1 Р - Ч Н 2. К Г - * 1 « Г >  К 1 Р - * 1 « Г  ( 8 )
Для функций ил формула (7) верна:

ь
| «л Г =  S \Ри'п +  ?«я] dx.

а
Из соотношений (8) вытекает, что при я ->• оо левая часть 
последнего равенства имеет пределом | u j3. Докажем, что 
предел правой части равен 

ь
 ̂[р 1̂ 2 "I- Яи*\ dx-

Имеем
ь ь
\ \Ри'п +  ?Ия] d x — \ \ри!* -|- ?и5] dx

ь
^ P i  ̂I «я* — I dx.-f- Яi $ | «я — «* I dx.

a a

По неравенству Буняковского
6 I i s (Ь l 1 /<2 (b \1/2
§I «Я —  M,S | dx «s 15 (ип 4- if f  dxj !$(«;, — I l f  dx | ==



Но |]н^||->||н'||, а тогда || н« +  н'|| || и; ||-|-1 и'|| есть вели­
чина ограниченная, поэтому

а
Аналогично доказывается, что 

ь
 ̂| и% — иа | dx -► О,

а
и формула (7) доказана для любой функции из Яд.

Теперь надо показать обратное, а именно, если функ­
ция и удовлетворяет трем сформулированным выше условиям, 
то и £  НА. Последнее означает, что существует последова­
тельность { ип } со свойствами

| k „£ D 0 4 ), |н„ — нт | _ _ - ^ 0, |Ив — и|| — 0.

I Чтобы это показать, разложим производную функции и в ряд 
' Фурье по косинусам
I 00

it \ V  kn(x-a)ч (х )=  2  cos — ^_а ■.

| Свободный член отсутствует, потому что
I 6

а0 =  ̂ 7~  5 м' (jc) rf-KT =  [« (*) — « (в)] =  0.
I «
I Интегрируя почленно, получим
I 00

/ \ V  «. . kn(x  —  а) . ак (Ь — а) и (х )=  2  bh sin Ь „=
*“ i

В качестве и„ достаточно взять частную сумму последнего 
ряда.

Обобщенное решение щ (х) задачи (1) — (2) существует 
и единственно; это — функция, реализующая минимум функ­
ционала энергии

F(m) =  | m F - 2 (k, /) 
в энергетическом пространстве. Как показывает формула (7),



в нашем случае
ь

F  (и) —  \ [Р (■*) н'8 +  q (лг) и* — 2f {x )  и] dx; (9)
а

будучи элементом энергетического пространства, функция и (jt) 
должна удовлетворять условиям (2).

Функция H0£ D (g rad F). Вариация функционала (9) 
в точке щ имеет вид
8F(«o. ц) =  ь
=  2 [\р (■*) «о (•*) П' (х ) +  Я (х)Щ (х)т](х)— f(x M x )] dx, ц £  Н А.

а
Она будет ограниченным в Lt (a, Ь) функционалом от -ц тогда 
и только тогда, когда этим свойством будет обладать интеграл 

ь
lp (x )tto (x )y((x )dx ;
а

так же как и в простейшей вариационной задаче, доказывается, 
что для этого необходимо и достаточно, чтобы функция
р ( х была абсолютно непрерывна и имела суммируемую
с квадратом производную на сегменте [а, Ь]. Но функция р (дг) 
строго положительна и непрерывно дифференцируема, и по­
следнее требование равносильно такому: щ (х) абсолютно 
непрерывна на сегменте [a, b], a uj £  Ц  (а, Ь).

Мы выяснили, между прочим, что если через А обозна­
чить расширение по Фридрихсу оператора А нашей задачи 
(формулы (3) и (2)), то область определения D (А) этого рас­
ширения состоит из функций, обладающих следующими свой­
ствами: сами функции и их первые производные на сегменте 
[а, Ь\ абсолютно непрерывны, а вторые производные сумми­
руемы с квадратом; на концах сегмента эти функции обра­
щаются в нуль.

§ 9. Более общая задача о минимуме 
квадратичного функционала

1. В § 4 была поставлена вариационная задача для квадра­
тичного функционала вида

F  (и) =  (Аи, и) — 2 (и, /).
Важной его особенностью являегся то, что его линейная часть



2 (к, / ) ограничена в исходном пространстве; в § 5 мы исполь­
зовали эту особенность при доказательстве существования 
обобщенного решения вариационной задачи.

Здесь мы рассмотрим задачу о минимуме квадратичного 
функционала более общего вида

F(u ) =  (Au, и) — 21 (и), (1)

где А — положительно определенный оператор, действующий 
в гильбертовом пространстве Н, а I  — линейный (но не обя­
зательно ограниченный) функционал в том же пространстве; 
множитель 2 введен для удобства.

Введя энергетическое пространство На оператора А, можно 
записать функционал ( 1) в виде

F  (н) =  | H f — 2/(и) (2)

и рассматривать его как функционал, заданный на элементах 
(некоторых или всех) энергетического пространства. Интерес 
представляет тот случай, когда D (/) — область определения 
функционала /— плотна в НА; очевидно, D(F) =  D(l).

Могут представиться две возможности.
1. Функционал / не ограничен в энергетическом простран­

стве. В этом случае функционал F  не ограничен снизу. Дей­
ствительно, в этом случае существует последовательность {«„} 
со свойствами

k i = i ,

Изменив в случае надобности знаки у , элементов и„, можно 
добиться того, что / (н„) -► -J- оо. А тогда

F(un) = 1  — 2/ (ня) -* — оо.

Задача о минимуме функционала (2) в этом случае лишена 
смысла.

2. Функционал I  ограничен в энергетическом пространстве. 
Тогда он может быть расширен по непрерывности на все это 
пространство; тем самым на все пространство НА будет рас­
ширен и функционал (2). По теореме Риса существует один 
и только один элемент щ £  На- удовлетворяющий тождеству 
/(гг) =  [гг, г/„]. Теперь



Повторив без изменений рассуждения § 5, мы убедимся, что 
элемент щ, реализует минимум функционала (2).

Если пространство Н а сепарабельно, то легко вывести 
формулу, аналогичную формуле (5.11) и дающую решение 
задачи о минимуме функционала (2). Пусть юя, и =  1, 2, .. .,  — 
последовательность, полная и ортонормированная в энергети­
ческом пространстве, тогда

ОО
«о=  2  [Щ> “ л] «V

П~ I
В  отмеченной выше формуле 1(a) —  [и, щ] положим и — w„. 
Тогда [щ, о)„] =  К ,  м0] =  / (с*>п) и, следовательно,'

СО

«#=  X  / К )(о п- (3)
/1=1

2. Пусть А — оператор, рассмотренный в предыдущем 
параграфе (формулы (3) и (2) § 8); мы сохраняем введенные 
в этом параграфе предположения о коэффициентах р (х ) и 
y(jc) и о функциях, образующих область определения опера­
тора А  Поставим задачу о минимуме квадратичного функ­
ционала

F  (н) =  | м Р — 2 и (с )~  
ь

—  § [я  (■*) ( ^ )  +  Я (•*) Ы4] dx — 2и (с), а <  с <  Ь, (4)
а

в энергетическом пространстве оператора А. В частности, это 
означает, что функция и, от которой зависит функционал (4), 
должна удовлетворять краевым условиям

и (а) = и (Ь) =  0. (5)

Нетрудно видеть, что линейный функционал 1(и) —  и(с) огра­
ничен в энергетической метрике. Действительно, по неравен­
ству Буняковского

С * с *
| и (с) |® =  5 и’ (-*■) dx — а)^и'* x (dx )s^ (c — а)^и'г (x)dx.

а а а



Но формуле (8.7)

I « Р =  I \Р (* ) (■*) +  q (х ) и* (* )] d x ^ p 0\ и'* (х ) dx,
а а

поэтому

Ч ^ г \ и 1  ( 6 )

Формула (6) показывает, что в данном случае функционал I
ограничен, причем |/| 1/ -— Решение нашей вариацион-

г Р  О
ной задачи существует; по формуле (3) оно может быть пред­
ставлено рядом

со

«о(*) =  2  М О  “ «С*). (7)
п — I

где {w „}— система, полная и ортогональная в Н А. Ряд (8) 
сходится в метрике пространства Н А, а следовательно, и 
в метрике Ц (а, Ь).

Пример. Рассмотрим частный случай р (х) s i , q (x) =  0, так 
что Au==~ fa i-  в 9Т0М случае систему, полную и ортонормиро- 
ванную в энергетическом пространстве, образуют функции

. . у '2 (Р — о) . пк (х — а) , „
и" (-г)== „г. sm— 6— « =  1 .2 ,...;

доказать это мы предоставляем читателю. Минимум функционала 
ь

• | «'* dx — 2и (с), и (а) — и (Ь) = 0 (8)

реализует функция
ОО

— а) X  1 . г,--- ' > _  с.п ----  olll ------
о — а b — а

„  t*\  ̂(ft — а) V I 1 пк (с — а) . пк (х —  в) и о (х) =  ■■■■■■ ■ ,— У — sm —г — — sin — v---- ’
л = I

Последний ряд легко просуммирован., если, например, составить 
и решить уравнение Эйлера для функционала (8); это мы также 
предоставляем сделать читателю.
5-1567



§10. Случай только положительного оператора
Положительный, но -не положительно определенный оператор 

будем называть только положительным. Для только положитель­
ного оператора можно построить энергетическое пространство так 
же, как это делалось для оператора положительно определенного. 
При этом возникает, однако, одно существенное различие: можно 
доказать, что среди идеальных элементов энергетического простран­
ства обязательно будут такие, которые не принадлежат исходному 
гильбертову пространству.

Рассмотрим, например, оператор В , исследованный в § 2. Напом­
ним, что он определяется формулой

и что область его определения состоит из функций класса С '”  (О.оо), 
которые обращаются в нуль при х =  0 и при х 5? аш где аи — постоян­
ная, своя для каждой функции и £ D (В). Нетрудно доказать, что 
энергетическое пространство Нв состоит из функций со следующими 
свойствами: 1) на сегменте [0, а], где а — любое положительное 
число, функция и £ Н в абсолютно непрерывна; 2) ы (0 )= 0 ; 
3) и' £ L2 (0, оо). Так, функция и (х) =  In (1 -f дг) принадлежит про­
странству Нв, но не принадлежит исходному пространству Z.s (0, оо).

Для только положительного оператора остается в силе тео­
рема 5.6.1: энергетическое пространство сепарабельно тогда и только 
тогда, когда сепарабельно исходное пространство.

Если А — только положительный оператор, а 1 — линейный функ­
ционал, то задача о минимуме функционала

решается в точности так же, как в предшествующем параграфе: 
так как (Аи, ы )= |ы |2, мы запишем функционал F  в виде

Если I не ограничен в НА, то наша вариационная задача не имеет 
смысла, если же / в Нд ограничен и определен на множестве, плот­
ном в НА, то 1(и) =  [и, и0], где и0£НА существует и определяется 
единственным образом; этот элемент и реализует минимум F  в энер­
гетическом пространстве.

УПРАЖНЕНИЯ
1. Оператор Тр задан формулой

Ви — — -r-j, 0 <  х <  00, dx*'

F  (и) — (Аи, и) — 2/ (и), а £ D (А),

(и) — I 11 —  2/ (и).



где р (х) £СШ [О, 1]; р (0) — 0,р (х) >  О, х >  О и интеграл
1

, С dx
b wо

сходится. Область D(Tp) состоит из функций и (х), подчиненных 
следующим требованиям: а) и (х) и р (х) и' {х) Непрерывны на сег­
менте [0, 1] и абсолютно непрерывны на любом сегменте |8, 11,
О < ® < I; б) Tpu£Lt (0, 1); в) и (0) =  « (1) =0. Доказать, что опе­
ратор Тр положительно определенный в пространстве L«(0, 1).

2. Пусть р (х) £Си> [0, 1]; р (0) =  0, р (х) > 0, *  >  О,
1 1
С dx С х dx
\  Р ( х ) ~ С° '  S  Р  (х )  <о О

Оператор 7\, определим той же формулой, что и в упражнении 1; 
за область D (Тр) примем множество функций и (х), удовлетворяю­
щих тем же условиям, что и в упражнении 1, кроме условия 
я(0)г=0. Доказать, что оператор Тр положительно определенный 
в пространстве L% (0, 1).

3. Описать множество элементов энергетического пространст­
ва в упражнениях 1 и 2.

4. Доказать положительную определенность оператора

Т* 'и =  ~  Т х [?  d i ) ' ° < x s S l >
определенного на множестве функций из упражнения 2 при р (х) =  
=  хг. Доказать, что нижняя грань оператора равна 1/4.

5. Доказать, что при о > 2 оператор Т л только положителен.



§ 1. Понятие о собственном спектре оператора

Пусть А — линейный оператор в гильбертовом простран* 
стве Н. Число X и элемент и называются соответственно соб­
ственным числом и собственным элементом оператора
А, если и не есть нулевой элемент пространства Н  и

Аи — hi —  0. (1)
Заметим, что если Н  есть, например, пространство Lv то 

требование и-ф 0 равносильно тому, чтон(лг)=£0.
О собственном элементе и говорят, что он соответ­

ствуе т  собственному числу X. Из уравнения (1) вытекает 
формула, позволяющая найти собственное число, если изве­
стен соответствующий собственный элемент. Именно, умножив 
скалярно обе части уравнения ( 1) на и, получим

{Ап, и) — X || к ||9 =  0,
откуда

II U II’ • V )
В комплексном пространстве собственные числа, есте­

ственно, могут быть как вещественными, так и комплексными. 
В вещественном пространстве определено умножение элемен­
тов только на вещественные числа; в соответствии с этим 
определением в вещественном пространстве следовало бы рас­
сматривать только вещественные собственные числа. Но уже 
простейшие примеры показывают, что это было бы нецелесо­
образно. Так, вещественная квадратная матрица порядка т



порождает линейный оператор в /я-мерном евклидовом про­
странстве; собственные числа этого оператора совпадают с 
собственными числами его матрицы, которые, как хорошо 
известно, могут быть и комплексными. Поэтому мы несколько 
расширим определение собственных чисел так, чтобы они 
могли быть и комплексными.

Исходя из заданного вещественного гильбертова простран­
ства Н, построим комплексное гильбертово пространство И*. 
Для этого поступим так: за множество элементов нового про­
странства И* примем множество всевозможных формальных 
сумм вида <У=н'-]-/н", где / =  V  — 1, а и', и" £  И. На но­
вом множестве введем обычным способом сложение и умно­
жение на комплексные числа; эти два действия не выводят 
из множества И*, которое теперь можно считать линейным. 
Нулевым элементом в нем является элемент 0-|-Я), где О 
означает нулевой элемент пространства Н\ вместо 0 -{-10 бу­
дем писать просто 0; вообще вместо и -f- /0 и 0 lv будем пи­
сать и и lv. В Н* введем скалярное умножение по следующему 
правилу: если U — u’ -\-lu", lv", где и', и", v', в"

то
(U, V)* —  («', г0  +  («", г/") + 1 [(«", v’) -  («', гЛ». (3)

Легко видеть, что при таком определении удовлетворены все 
аксиомы скалярного умножения в комплексном пространстве, 
именно:

A. (С/, V)* =  {V, U)*.
Б. (а М  +  ч и » V)* =  «,(£/„ V)*+  ««(£/* Ю*
B. (U, U )* ^ 0 ; при этом (U, U )* =  0 тогда и только 

тогда, когда U =  0.
Оператор А распространим на элементы вида U — n'-\-iu", 

где tf, и" £  D (А) С  Н, по формуле
A U = A it -\-lAn". (4)

При таком новом определении может оказаться, что оператор
А, который первоначально был определен в вещественном 
пространстве Н, имеет в И* комплексные собственные числа 
X =  X'-f-i\" и соответствующие собственные элементы 
ti -\-1и"; равенство

A (o' +  /и") == (V  -j- /X") («' /и")



равносильно системе равенств
Аи' =  XV — Х"я",
Аи" =  Х"и' -{- XV'. 1 ’

Одному и тому же собственному числу может соответство­
вать несколько собственных элементов; если uv щ ,..., ип — 
такие элементы, то любая отличная от нулевого элемента 
линейная комбинация

П

k— 1
также есть собственный элемент, соответствующий тому же 
собственному числу. Сказанное позволяет рассматривать толь­
ко линейно независимые собственные элементы, соответствую­
щие данному собственному числу, каждый же собственный 
элемент можно считать нормированным.

Число линейно независимых собственных элементов назы­
вается кратностью  (иногда рангом) соответствующего соб­
ственного числа. В  сепарабельном пространстве кратность 
любого собственного числа — конечная или счетная.

Совокупность собственных чисел оператора называется 
его собственным спектром.

§ 2. Собственные числа и собственные элементы 
симметричного оператора

Т е о р е м а  6.2.1. Собственные кисла симметричного 
оператора вещественны.

Скалярно умножим первое из равенств (1.5) на к", вто­
рое — на i i  и из второго вычтем первое:

(Аи”, i0  ~ (А п ', и") =  Х"(]1г/|Г-Н]и"||*); (1)
в силу симметричности оператора А это равно нулю. Соб­
ственный элемент и' -{- 1и"ф 0. Тогда либо к*, либо и" отлично 
от нуля и скобка в (1) положительна. Отсюда следует, что 
Х" =  0 и собственные числа вещественны. Система (1.5) при­
нимает вид

Аи’ =  XV, Аи" =  Х'н",
и каждый из отличных от нуля элементов и’, и" есть соб­
ственный элемент, соответствующий собственному числу X',



Т е о р е м а  6.2.2. Собственные элементы симметричного 
оператора, соответствующие различным собственным 
числам, ортогональны.

Пусть X, и \  — собственные числа симметричного опера­
тора А и Х ^ Х * Пусть собственному числу Xi соответствует 
собственный элемент щ, а собственному числу \  — собствен­
ный элемент ut.

Напишем тождества
Aity —  \щ , Ащ —

Первое тождество умножим скалярно на щ, второе — на щ 
и вычтем второе из первого:

{Ащ, иа) — (Лм2, «О =  (Xj — Xj) (и„ щ).
Так как А — симметричный оператор, то левая часть равна 
нулю и, следовательно,

(Xj — Xj) (uj, н„) =  0.
Но Xj — X,, ф  0. Отсюда

(«1, 1Ц) =  0.
Теорема доказана.

С л е д с т в и е  6.2.1. В  сепарабельном гильбертовом про­
странстве симметричный оператор имеет не более чем 
счетное множество собственных чисел.

Если одному собственному числу соответствует несколь­
ко линейно независимых элементов, то их можно подвергнуть 
процессу ортогонализации. Собственные элементы можно также 
и нормировать, и мы приходим к следующему важному выводу: 
всегда можно считать, что  собственные элементы сим­
метричного оператора образуют ортонормированную 
систему.

§ 3. Обобщенный собственный спектр 
положительно определенного оператора

Всякий положительно определенный оператор симметричен, 
поэтому все сказанное в предшествующем параграфе справе­
дливо и для положительно определенных операторов. Но для 
этих операторов оказывается целесообразным ввести еще поня­
тие обобщенного собственного спектра — более определенно,



обобщенных собственных чисел и соответствующих им обобщен­
ных собственных элементов; мы введем его по аналогии с 
понятием обобщенного решения.

Пусть А — положительно определенный оператор, X — его 
собственное число и и — собственный элемент, соответствую­
щий собственному числу X. Это значит, что и ф  О, u (£ D (A ) 
и имеет место тождество

Дн =  Х«. ( 1)

Возьмем произвольный элемент т] НА. Умножим обе 
части равенства ( 1) скалярно на т):

(Аи, ч)) =  Х(и, •»)).
В  этом тождестве n ^ D (A ), А тогда по формуле
(3.6) гл. 5

(Дм, т)) =  [и, т(]л.

Мы нашли, таким образом, что собственное число X и со­
ответствующий собственный элемент н удовлетворяют тожде­
ству

[и, T)k =  X(U, 7j), (2)

Обратно, пусть и ^  D (А), и Ф  0, вместе с некоторым чис­
лом X удовлетворяет тождеству (2). По формуле (3.6) гл. 5

[и» т1]д =  (Д«- ■*))•
Подставив это в тождество (2), получим

(Аи —- hi, Yj) =  О, У  г) НА.
Итак, вполне определенный элемент Аи — Хн пространства И  
ортогонален любому элементу Tj НА, но множество элемен­
тов пространства НА плотно в исходном пространстве Н, 
а элемент, ортогональный к плотному множеству, равен нулю. 
Отсюда следует, что

Аи — Хн =  0.
Последнее равенство означает, что и есть собственный эле­
мент, а X — собственное число оператора Д.

Элемент и НА, и ф  0 и число X назовем обобщенным 
собственным элементом и обобщенным собственным ки­
слом оператора А, если они удовлетворяют тождеству (2).



Т е о р е м а 6.3.1. Обобщенные собственные числа и собст­
венные элементы положительно определенного оператора 
су ть  обычные собственные числа и собственные элементы 
для расширения этого оператора по Фридрихсу.

Д о к а з а т е л ь с т в о  очень просто. Если X и и суть 
обобщенные собственное число и собственный элемент поло­
жительно определенного оператора А, то они удовлетворяют 
тождеству (2). Положив в его правой части Хи =  /, приведем 
его к виду

h- H]A =  0q> /). V ri £  НА. (3)
Сравнив равенство (3) с равенством (5.5) гл. 5, видим, что 
они отличаются только обозначениями; отсюда следует, что 
элемент и, входящий в формулу (3), реализует минимум функ­
ционала

FCtO =  |tiP  — 2(/, V), '

Но тогда u ^ D (A ), где А — расширение оператора А по 
Фридрихсу, и Au —  f, или

Аи =  Хк, 
что и требовалось доказать.

Оператор А симметричен, поэтому для обобщенных соб­
ственных чисел и собственных элементов верны теоремы 6.2.1 
и 6.2.2. Отметим еще два свойства обобщенных собственных 
чисел и собственных элементов положительно определенного 
оператора; слово «обобщенные» ниже для краткости будем 
опускать.

Т е о р е м а  6.3.2. Собственные элементы положительно 
определенного оператора ортогональны в энергетическом 
пространстве, если они ортогональны в исходном про­
странстве.

Пусть н,, н9 — два собственных элемента положительно 
определенного оператора А и пусть (их, щ) —  0. Полагая 
в тождестве (2) u —  ult i] =  ws, найдем, что [hj, «9]л =  0.

Т е о р е м а  6.3.3. Любое собственное число положи­
тельно определенного оператора не меньше нижней грани 
этого оператора.

Пусть fo — нижняя грань оператора А. По теореме 5.7.1 
нижняя грань оператора А, полученного расширением опе­
ратора А по ФридрихСу, также равна yl- Если X и « —



собственное число и соответствующий ему собственный эле­
мент (оба — обобщенные) оператора Л, то по формуле (1.2) 
и теореме 6.3.1

} __(Аи, и) .
ц „  >Т«- (4)

Заметим еще» что формуле (1.2) в нашем случае можно 
придать вид

Х - 1" ^  (5)
(5)

Правая часть не изменится, если и умножить на отлич­
ную от нуля постоянную. Выберем эту постоянную так, 
чтобы собственный элемент и был нормирован в метрике 
исходного пространства: ||и|=1. Тогда для собственного 
числа получается формула, в некоторых отношениях более 
удобная:

Х =  |« |ад, ||«|р =  1. (6)

§ 4. Вариационная формулировка задачи
о собственном спектре

Начнем со следующего замечания: если fj — нижняя грань 
положительно определенного оператора А, то

. й д 1 й М -  (1)
ифо

Докажем это. Так как £ > ( А ) С # а > то

. е I и 1 л_ . , I “ l3i . { (Аи, и) ,
* II и й3 " * II и II3 1 Hull2 и е II “  II и £ D  (А) II “  II и £ D (А) II ы н

ифО “ 7^ ° пФ°

С другой стороны, D (Л ) плотно в И А; если и £  НА, то 
можно подобрать элемент v (5 D (Л) так, чтобы |г» — н|л<^е 
и I г; — и||<^е, где е — сколь угодно малое число. Но тогда 
1М д  — | ”  |д | <С e? III® ! — I!м I! 1 если бы оказалось, что 
для некоторого элемента и £  НА

1“ 1л ^  5



то при достаточно малом е было бы также
А ___(Av, v) а

1М Г Ы Г  < ъ>
что противоречит определению нижней грани.

Т е о р е м а  6.4.1. Если сущ ествует элемент щ, на ко­
тором нижняя грань отношения ( 1) достигается, то  yS 
есть наименьшее обобщенное собственное кисло, а щ — 
соответствующий, собственный элемент оператора А.

При умножении элемента и на постоянную отношение

не меняется, поэтому элемент и можно считать нормирован­
ным. Тогда

Обозначим еще fo =  X,.
То, что нижняя грань достигается на элементе uv озна­

чает, что

Возьмем произвольное т) £  Н А и произвольное веществен­
ное а и составим отношение

Если зафиксировать irj, то отношение (4) есть функция от а, 
которая достигает минимума при а = 0 . Но тогда ее про­
изводная по а должна обратиться в нуль при а =  О

(2)

* (« )  =  ! “  Г* Н = 1. (3)

«1 €  н А, 1̂ = 1, К  \г= К

л [“ |. “ i1 +  2a [»i. •ч] +  а*171. I
do (u„ «,)-}-2а (Uj, T|)-i-a*(Tj, i]) |„_o

Выполнив дифференцирование, получим
2 (« j ,  м,) [ « у  ц] —  2 ( « у  -г;) [и „ и ,] =  0. (5 )

Заметим, что
(Hi, и,) =  В и, В» =  1, [Яр «i] =  I «1Р =  X*

Подставив это в выражение (5), найдем

К  Ti] — («1> ^) —  0.



Последнее равенство показывает, что X, и щ суть соответ­
ственно собственное число и собственный элемент оператора
А. То, что X, —  наименьшее собственное число, вытекает из 
теоремы 6.3.3.

Допустим, что мы уже нашли наименьшее собственное 
число Xj и соответствующий элемент и, оператора А. Как 
найти следующее собственное число Xg и собственный элемент 
щ? Очевидно, что надо искать среди значений отношения 
(2) на функциях, ортогональных к щ в метриках обоих про­
странств Н  и Н А.

Обозначим через /У(,) подпространство пространства Н, ор­
тогональное к элементу uv а через — подпространство про­
странства НА, ортогональное к щ уже в смысле новой 
метрики:

[и, ы,] =  0, и £  н у .
Докажем, что

=  П ^ (1)-
Пусть и £  Н^К Запишем тождество, определяющее первый 
собственный элемент:

[Hl, -rj] =  X, (и„  tj).

Положив в нем ц —  и, получим (Hj, и) =  у-[и,, и] =  0. Это
означает, что и и, следовательно, м ^  f| ^ 11)-

Обратно, пусть и ^  Н А f) Н (1); это означает, что и £  НА 
и («, Hj) =  0. Совершенно аналогично приходим к равенству

[uv и] =  X, (и„ и) =  0,
откуда следует, что и£Н %\

Если нам известны попарно ортогональные собственные 
элементы щ, щ, . ип, то можно ввести подпространства 
//<") и №% пространств Н  и Н А> соответственно ортого­
нальные (каждое в своей метрике) к щ, н4, ..., н„. Аналогично 
доказывается, что Н =  Н А f] Н п\

Т е о р е м а  6.4.2. Допустим, что  для положительно 
определенного оператора А нам известны п первых соб­
ственных кисел



и соответствующ ие им собственные элементы
U\, М2» • • •, и„,

которые мы предполагаем попарно ортогональными. П усть 
Хя+1 есть точная нижняя грань |мр на нормированных 
элементах и ^ Н (̂ . Если она достигается, то  Хя+1— соб­
ственное число оператора А, непосредственно следующее 
за Хя, а элемент, на котором э та  нижняя грань дости­
гается, есть собственный элемент, соответствующ ий 
собственному числу Хя+1>

Рассуждая, как при доказательстве предшествующей тео­
ремы, мы придем к тождеству

[И«+1, С] -  Хя+1 (мл+„  О =  0, V t e t f f 1. (6)

Пусть rj — произвольный элемент пространства /Уд. По­
ложим

С =  т1— S  (7)
ft=i

Тогда и> следовательно, ■для построенного
нами элемента С тождество (6) верно. Подставив выражение 
(7) в это тождество и учитывая, что [ия+1, иА| =  (м,|+1> ик) =  0, 
найдем

[ия+), Т|] — Хя+1 (ня+1, т]) =  0,
Теорема доказана.

§ 5. Теорема о наименьшем собственном числе

Теорема 6.4.1 носит в известной мере условный характер: 
утверждается, что Xj =  f* — нижняя грань функционала (4.3)

« г (и) =  |и Ц .  ( ‘ )

есть наименьшее собственное число оператора А, если ука­
занная нижняя грань достигается. В настоящем параграфе 
для этого будет установлено некоторое достаточное условие.

Т е о р е м а  6.5.1. П усть {wn\ — минимизирующая по­
следовательность для функционала (1). Если из этой по­
следовательности можно выделить подпоследователь­
ность, сходящуюся в метрике исходного пространства И,



т о  =  inf W (и) есть наименьшее собственное число дан­
ного оператора, а предел выделенной подпоследователь­
ности есть соответствующ ий собственный элемент.

По условию теоремы из последовательности \wn) можно 
выделить сходящуюся подпоследовательность { wnk\- Для крат­
кости обозначим w „k =  <fk. Нетрудно видеть, что подпосле­
довательность {<рл} тоже будет минимизирующей. Поэтому 
будем считать, что нам дана минимизирующая последователь­
ность {ср*}, сходящаяся в Н. Элементы срА обладают следую­
щими свойствами: 1) ср*£//д; 2)J<pft||= l; 3) lim IсрА|д —  X,;
4) существует такой элемент и ^ Н , что |] cpft — иЛ ->. 0. За-

ft-»»
метим, что

Пт* — ?* | “ ► °- (2)Ь, т —<я

Наша цель —  доказать, что Щ ^Н а и что \и^А —  X*.
Возьмем произвольный элемент и пусть t — произ­

вольное вещественное число. Элемент принадлежит
пространству Н а  и , вообще говоря, отличен от нуля. Под­
ставив его в отношение (4.2), получим

II ** +  *)* Г "  11« li3"
Освобождаясь от знаменателя, найдем

[?* +  tr\k> <Р* +  t'4k\A — h  (?к +  Цк> ?й +  *Па) Ss 0,
откуда

<41 '"Jft |л |1 f }  -}- 21 {[cpft, i\k]A — Xj (срд, к]А)} -j-
4” I ?* |a — 19k f  0.

Квадратный трехчлен слева неотрицателен при любых веще­
ственных t, поэтому его дискриминант неположителен и

И?*- 'Ы л — (срй, Т]*) |<  1^1 TA| i — >■! U •?!* IIs V \ 9 h b ~
мы учли здесь, что ||cpft||= 1.

Усилим последнее неравенство, отбросив вычитаемое под 
первым радикалом

I [?*- % ]д  — h  (?*» % ) | <  | |д / |  <р* 1л — К  (3)



Элементы т\ь(^НА произвольны. Потребуем, чтобы они 
были ограничены в совокупности, т. е. чтобы для любого k 
было

( Чк U  <  с > С =  const- (4)

Тогда из неравенства (3) следует
I [<Рк, т»*1л —  *i (<Р*. Чк) I <  С V l  <Pft \\ —  К  (?)

В неравенстве (5) правая часть стремится к нулю, а сле­
довательно, стремится к нулю и левая часть, причем это 
стремление равномерно относительно выбора элементов щ, 
удовлетворяющих неравенству (4). Имея это в виду, положим

■Пк =  ? к  —  Т т ’

где номер т  произволен. Такой выбор %  допустим по сле­
дующим соображениям: числовая последовательность |<рл|д 
стремится к пределу и потому ограничена: существует такая 
постоянная С, что | ̂ pn |а С, а тогда | %  [л =̂5 2С.

Теперь из неравенства (5) следует, что
11т { [ ? * ,  <?к —  <рт ]д —  X, ((р*, <р* —  <рт ) }  =  О,

Л-*оо

причем стремление к нулю равномерно относительно т . Если 
так, то можно устремить т  -> оо, и тогда

lim { [<pft, tpfc — <рт ]д — X, (<pk, tp* —  <pm)} =  0. (6)
k, Г71-ЮО

Номера k и m здесь равноправны; поменяем их местами
lim {[<?т> 9 т  —  —  К(<?т> <?т ~  9 к ) }  =  0- (7)

к, т —оо

Сложив неравенства (6) и (7), получим
lim {|<р* — <pm|3i — X,||(pft —  <pmH  =  0'

fr, m-+ oo

и в силу соотношения (2)
|<Pft — «Pm|5l 0- (8)

к, m-*со

Итак, минимизирующая последовательность сходится в себе 
в пространстве НА. Но это пространство полное, следова­
тельно, последовательность сходится в Н А, причем к то­
му же элементу, к которому она сходится и в  Н. Таким



образом, Щ ^ Н А и

| ?к — Н1 “ ► 0.
А-»оо

Но тогда
|и ,|i =  lirn |cpfcft =  Xi;

А-*00
при ЭТОМ

||Hj|]= lim ||cpft||= l.
k—co

Итак, существует элемент Щ(~НА такой, что ||i/j||= l и 
|н, |Л =  Х,. Это означает, что нижняя грань функционала (1) 
достигается. По теореме 6.4.1 эта нижняя грань X, есть наи­
меньшее собственное число, а щ — соответствующий ему 
собственный элемент оператора А.

§ 6. Теорема о дискретности спектра

Формулировке и доказательству основной теоремы насто­
ящего параграфа предпошлем следующее замечание.

Допустим, что мы построили первые п собственных 
чисел

Xj ^  Хд ^ ...  ̂  Хд
и соответствующие им ортонормированные в метрике про­
странства Н  собственные элементы оператора А

ll\y Mjj • • »»11ц.
Рассмотрим функционал *)

«Гя («)= > !«ft- u £ H f ,  II и 11 =  1. ( 1)

Он отличен от функционала (5.1), так как он определен на 
более узком множестве. Обозначим

*л+1 =  inf (и) =  inf | и ft,
где и £  НЫ  , || к || =  1.

Построим для функционала (1) минимизирующую после­
довательность. Если из нее можно выделить подпоследова­

*) Определение подпространства было дано в § 4.



тельность, сходящуюся в метрике пространства Н, то Хл+1 
есть (я —j- 1 )-е собственное число, а предел выделенной после­
довательности есть (п 1)-й собственный элемент оператора А

Доказательство этого утверждения проводится без изме­
нений по сравнению с доказательством теоремы 6.5.1.

О п ред еление .  Будем говорить, что симметричный опе­
ратор А имеет дискретный спектр, если

1) оператор А имеет бесконечную последовательность 
Х„ X, Х„,... собственных чисел с единственной предель­
ной точкой на бесконечности;

2) последовательность {и,,} собственных элементов полна 
в пространстве Н.

Существование единственной предельной точки на беско­
нечности означает, что собственные числа можно располо­
жить в порядке возрастания их абсолютных величин

| Xj | X* ' Х„ | ^  . . .
и при этом | X | -> оо. Если положительно определенный опе­
ратор имеет дискретный спектр, то его собственные числа 
можно расположить просто в порядке их возрастания

О <[ X, sg \  sg ... sg Х„ < ;..., Х„ -* оо.
Т е о р е м а  6.6.1. П усть положительно определенный 

оператор таков, что  любое множество, ограниченное в 
энергетической метрике, компактно в метрике исходного 
пространства. Тогда обобщенный спектр этого опера­
тора дискретен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Рассмотрим число

Xt == inf | ы|®. и £ Н А, !|и|| =  1.
Построим минимизирующую последовательность {«>*}• Это 
значит, что

а)ш к (= Н А; б) i| о»* ,1 —  1; в) lim|a)fe| =  X,.
ft-*оо

Числовая последовательность, имеющая предел, ограни­
чена, поэтому существует такая постоянная С, что 
Если так, то минимизирующая последовательность ограничена 
в метрике НА. По условию теоремы эта последовательность 
компактна в старой метрике, а тогда в силу теоремы 6.5.1



Xj есть наименьшее собственное число оператора; соответ­
ствующий собственный элемент обозначим через пу

2. Допустим, что мы уже построили первые я собствен­
ных чисел

Xj, Xj,..., Хя

и соответствующие им собственные элементы
Мр • • .> кл.

Обозначим Х„+1 =  inf | a f, и £  || и |) =  1 и построим мини­
мизирующую последовательность (А =  1,2,...). Тогда
|<|>(я)| -> X^j, следовательно, существует постоянная С такая, 

*-♦00
ЧТО

К > | < с

Последовательность (k =  1 ,2 ,..,) компактна в старой
метрике, а тогда по замечанию, сделанному в начале этого 
параграфа, Хя+, есть (я —f- 1)-е собственное число оператора А 
и существует соответствующий этому числу собственный 
элемент и ^ .

Процесс оборвется,если условия |]и|= 1  и j»> станут 
противоречить друг другу. Это может случиться, когда простран­
ство //<"> состоит из одного нуля, а последнее может быть, 
когда Н а есть конечномерное пространство. Но Н а плотно 
в Н  и будет конечномерным тогда и только тогда, когда само 
пространство//конечномерно. Этот случай мы из рассмотрения 
исключаем и будем предполагать, что пространство Н, а с  
ним и Н а бесконечномерно. В таком случае процесс не обор­
вется и мы получим бесконечную последовательность соб­
ственных чисел

X i < X „ < . . . < X n< . . .  (2)

и последовательность соответствующих им собственных эле­
ментов

^1) Kj) . * • , . • •, (3)

ортогональных в Н  и в  Н а и нормированных в Н.
3. Докажем, что собственные числа стремятся к бесконеч­

ности. Допустим противное, и пусть последовательность {Хя|



ограничена
Х„ !=£/(= const.

Тогда
\un\ = V K ^ V " K ;

собственные элементы ограничены в Н А, и потому их после­
довательность компактна в метрике Н. Получается, что после­
довательность, которая в Н  ортогональна и нормирована, 
компактна в Н, а это, как известно, невозможно.

4. Докажем, что система собственных элементов полна в Н А. 
Допустим противное, Рассмотрим подпространство про­
странства Н а, ортогональное ко всем собственным элементам 
ип, п —  1, 2, . . . .  Это подпространство содержит отличные 
от нуля, а следовательно, и нормированные элементы. Обоз­
начим

Хда =  inf J и f, н £  #<“ >>, || и || =  1.

Повторяя слово в слово приведенные выше рассуждения, 
найдем, что Х^ есть собственное число оператора.

Сравним Ха, с Х„. Это — нижние грани одной и той же ве- 
|(|К

личины на различных множествах Н ^  и Н<£\ Первое
множество —  более узкое, чем второе, и на нем нижняя грань 
больше (в крайнем случае не меньше), чем на втором. Но 
тогда Xoo^X^ что нелепо, потому что числа Х„ в совокуп­
ности не ограничены. Из полученного противоречия вытекает, 
что последовательность {«„} полна в Н а-

5. Докажем, что последовательность собственных элемен­
тов полна в И . Возьмем и £ Н А- Система (В) полна в Н А- 
для любого е^>0 существуют натуральное число N  и числа 
<*!> а2, . . . ,  ау такие, что

N  I
и — 21 а*м*|

f t - 1 |А 

А тогда по неравенству (3.3) гл. 5
N N '

И —  2  а*м* < Т *  
fc=l II 1

Таким образом, любой элемент энергетического пространства



можно аппроксимировать линейной комбинацией элементов (3) 
в старой метрике.

Пусть теперь и^ Н . Пространство Н А плотно в И, т. е. 
для любого положительного числа s существует и '^ Н А, 
такое, что

Подберем номер N  и коэффициенты a.t, . . . , a N так, чтобы 
выполнялось

N II 
2  <**«* < т -А = 1 I

А теперь по неравенству треугольника

I N II 

I *—i II
что доказывает теорему.

§ 7. Задача Штурма —  Лиувилля

Рассмотрим оператор

Ая = - Ъ с[р Ю ш \  +  ч Ш  (1)

на множестве D (A ) функций и, непрерывных на сегменте 
[а, Ь], имеющих абсолютно непрерывную первую производную 
и суммируемую с квадратом вторую производную, при крае­
вых условиях

и (а) =  н (Ь) =  0. (2)

На функции р (х ) и q (x ) налагаем те же условия, что и 
в § 8 гл. 5. Напомним эти условия: функции р(х), р'(х), 
Я (х ) непрерывны на сегменте [а, Ь], р (х )^ р 0, где ра — по­
ложительная постоянная; q (x )^  0. Задача состоит в иссле­
довании спектра оператора А.

Докажем, что этот оператор имеет в Z.s(a, b) дискретный 
спектр. Мы знаем, что оператор А положительно определен, 
и достаточно убедиться в том, что он иереводиг множество,



ограниченное в Н А, в множество, компактное в
H = L t (а, Ь\

По формуле (8.7) гл. 5 имеем
ь

|«Р =  $(Р (*) «'* +  Я (*) «*] dx.
а

Отсюда
ь

[u f^ p ^ u ^ d x . (3)
а

Дальнейшее опирается на следующую теорему, которую мы 
пока примем без доказательства. Более общая теорема будет 
доказана ниже, в § 2 гл. 7 (теорема 7.2.2).

Т е о р е м а  6.7.1. П усть функция K (x ,t ) определена 
почти всюду в квадрате a ^ x ^ b ,  измерима
и ограничена в нем. Тогда интегральный оператор

переводит всякое множество функций, ограниченное в 
Ц  (а, Ь), в множество функций, компактное в то м  ж е 
пространстве.

Для функций и(^НА справедливо тождество

Пусть дано множество 9Л функций, ограниченное в энер­
гетической метрике

ь
(4)

а

х
и (х) =  ̂  и’ (0  dt. (б)

а

Введем в рассмотрение ограниченную функцию

и перепишем последнее тождество в виде
ь

u (x ) =  \K (x ,t)u '(t)d t.
а

у и ^ т ,  | и | ^ с = const, m < zvA. (в)



Тогда из нерааенства (£) следует
ь

Таким образом, множество производных o', где и £  ЗЛ, 
ограничено в Z.4(a, b). А так как оператор (5) переводит 
любое множество, ограниченное в Ц (а, Ь), в множество, 
компактное в том же пространстве, то ЭИ компактно в 
L t (а, Ь). По теореме 6.6.1 спектр оператора А дискретен: 
этот оператор имеет бесконечную последовательность собст­
венных чисел

относительно которых можно считать, что || и || == 1 и 
(“ *> мт) =  0 (А Ф  w); система (7') полна в каждом из про­
странств Z.9 (а, Ь) и Н а- В энергетической метрике собствен­
ные функции по-прежнему ортогональны: [ик, иот] =  0 (k ф  т ), 
но они там не нормированы, так как |и „|= |/Х ^

Напомним, что отыскание спектра оператора А, рассмот­
ренного в настоящем параграфе» равносильно следующей 
задаче: найти такие значения параметра А, при которых су­
ществуют нетривиальные решения уравнения

удовлетворяющие краевым условиям (2).
Можно поставить более общую задачу. Рассмотрим уравнение

с краевыми условиями (2); коэффициенты р (х) и а (х) подчиним 
прежним условиям и будем еще считать, что г£С\а,Ъ ] и что 
г (х) 3: г0 == const >  0. Исследование спектра этой задачи подходит 
под общую схему настоящей главы.

Разделив уравнение (8) на г (лг), приведем его к виду

(7)
и соответствующие им собственные функции

Wj (х), •.. j иа (х), *.., (70

Г  (А ) Й (/,(д:)£)-9<дг>и] + Хн= 0-



Введем пространство Ц  (г; а, Ь) функции, которые на интервале 
(а, Ь) квадратично суммируемы с весом г (х) *); норма и скаляр­
ное произведение в этом пространстве определяются формулами 

ь ь
|| и ||3 =  |  г (х) и3 (х) dx, (к, ») =  $г (х) и (лг) v (х) dx. (10)

а а

В этом пространстве рассмотрим оператор В, который действует 
по формуле

s“ = "rт Г ) [ ~ М р ( х ) ^ ) + ч ( х ) а ] -  (11)
Определим этот оператор на том же множестве функций, что 
и рассмотренный выше оператор А; таким образом, D (В) есть мно­
жество функций, непрерывных на сегменте [а, Ь] и удовлетворяю­
щих условиям (2); первые производные этих функций на том же 
сегменте абсолютно непрерывны, а вторые суммируемы с квадратом.

Оператор В положительно определен в пространстве Н — 
= L 8 (г; а, Ь). Действительно, он симметричен: если и, v £ D (B ) ,  то

(Ви, v )=  ^ u [- { L (p £ )  +  qu]dx =  
а Ъ

И  da dv . N. / D \
P d m + q u v )dx=:i{a' B v ) -

а

Далее, он положительно определен, что доказывается так. Прежде 
всего ь ь

(Ви, и) — §(/>«'* + qu’) dx ^ p 0̂  u'3dx. (12)
a a

Функция и (x) обращается в нуль на концах сегмента fa, b\, 
поэтому и (а) =  0 и

____х
У  г (х) и (л:) =  У  г (х) j  и' (0 dt.

а
Будучи непрерывной на сегменте, функция г (х) ограничена. Пусть 
г (л:) г „  тогда

г (х) и* (дг) s£rj ̂  и '(t) dtj г, (л: — a) J  и'* (t) dtsg
b

< r, (b — d)\ u'a(t) dt.
a

‘) Очевидно, пространства L, (r; a, b) и L3 (a, b) состоят из одни* 
и тех же функций.



Интегрируя это по л: в пределах от а до Ь, находим 
ь ь
5 «'* (О л  2S г Л Ь Х_ а),  5 г (х) «* М  ^  =  rTT^ a)i IIIIII*;
а

в конечном счете
о

(Ви, и) =г -  а)1 jj г (х) и* (*) = Л
г, « .- а )1

что и доказывает положительную определенность нашего оператора.
Докажем, наконец, что любое множество, ограниченное в HR, 

компактно в Н — L.2 (г; а, Ь). Нетрудно убедиться, что пространство 
Н в состоит из тех же функций, что и энергетическое пространство 
оператора (1) — (2); эти функции, в частности, удовлетворяют усло­
виям (2), и потому для них справедлива формула (5).

Пусть 5Ш czHs  — множество функций, ограниченное в норме Нд
I и |в -g С =  const, и £ ЗД.

Из формулы (12) легко усмотреть, что
ь ь

I « \в =  $ (Р11'* +  Яи*) dx S5/>o J  dx,

и, следовательно,
ь

r>dx^~, и с т. ( 13)
Ра ’

о

« '11*=  jb'*.

Формулу (5) преобразуем к виду
ь

У  г (X) и (X) = $ Ki (х, t) и‘ (0  dt, (14)

где

10, х <t*SLb.
Функция ATi (х, t) ограничена, а тогда интегральный оператор (14) 
преобразует множество функций и' (х), ограниченное в £, (а, Ь) 
(неравенство (13)!), в множество функций У  г (х) и (х), компактное 
в L3 (а, Ь). Это значит следующее: из множества ЗИ можно выде­
лить такую последовательность { « „ ( jc) } ,  ч т о

_  ь
II У 'гип— У г и т  II* =  Сг (х) [«„(.*) — um(x)]*dx — 0.

£» (в. ft) ^ п, т -* 0



Но последнее соотношение означает просто, что

II ип —  ит IU, (,; а. Ь) О*' ' п, т~>со

Таким образом, из множества SW можно выделить последователь­
ность, которая сходится в себе в норме L«(r;a,b ), значит, в про­
странстве Lt (r,a,b) множество SDi компактно. По теореме 6.6.1 
оператор В  имеет дискретный спектр, иначе говоря, существует 
счетное множество чисел ) „> 0 ,  —* оо, при которых задача (8),

п —*со
(2) имеет нетривиальные решения, и совокупность этих решений 
полна как в Lt (г; а, Ь), так и в Нв- Если по-прежнему эти решения 
обозначить через ип (х), то они ортонормированы в L2 (г; а, Ь) и 
ортогональны в Н „

О

ъ
$ Г (*^) ип Um 
аЬ

$ \р (х) К  (х) и ’т  (х) +  q (х) ит  (х) ип (л:)] dx =  0, т ф п .
а

Кроме того,
ь
J  \Р (х ) ип (х) +  я (х)и% (дг)] dx  =  1п.
а

Собственные числа Х„ все простые —  это следует из того, что диф­
ференциальное уравнение (8) второго порядка. Действительно, пусть 
собственному числу соответствуют две линейно независимые 
собственные функции: ип (х) и ит (х). Прежде всего, u'n (Q)jbO — 
в противном случае функция и„ (дг), отличная от тождественного 
нуля, была бы решением задачи. Коши для однородного уравнения

^ { pj P l - 4U+ KrU= °  (15)
при однородных начальных условиях

«п (°) = “ ; ( 0)= 0- 
что противоречит теореме единственности для задачи Коши. Ана­
логично и'т (0)ф0. Теперь функция

„  - . ип (-У) ит (х)
(Х> ~  ип (0) и'т  (0) •

отличная от тождественного нуля, решает iy  же однородную задачу 
Коши, что невозможно.



§ 8. Элементарные случаи

Фактическое определение собственных чисел и собствен­
ных функций оператора на основании теорем §§ 4— 7 натал­
кивается на большие технические трудности, поэтому пред­
ставляют интерес те частные случаи, когда спектр оператора 
можно найти элементарными средствами. Два таких случая 
приводятся ниже.

1. Оператор А (§ 7) рассмотрим в том простейшем част­
ном случае, когда р(лг)= 1, q (х ) ~  0. Дело сводится к оты­
сканию тех значений X, при которых дифференциальное 
уравнение

'  5 - + Хи= °  <*>
имеет нетривиальное решение, удовлетворяющее условиям

Общий интеграл уравнения (1) можно записать так:
и (х ) =  С sin ]/Х(л; — a )-j- Q  cos у/А(х  — а).

Условие и (а )= 0  дает С\ =  0 и и (х )=  С sin j/X (jc— а). 
Из условия и (Ь) —  0 находим С sin j/X (b — а) =  0. При этом 
необходимо С ф  0 — в противном случае получится тривиаль­
ное решение и —  0. Но тогда sin j/X (b — а) =  0. Отсюда 
находим собственные числа

п=1, 2...........  (3)

и собственные функции

и (а) —  и {Ь) —  0. (2)

Постоянную Сп получим из условия нормировки



2. Найдем нетривиальные решения уравнения ( 1) при 
краевых условиях

и' (а) =  и' (Ь) =  0. (5)
По-прежнему общий интеграл u(jc) =  Csin i/X(jc — в)~Ь 
-f- Ci cos (x  — а). Из условия и'(а) =  0 вытекает, что 
С =  0, а из условия и'(&) =  0, что sin — а) =  0.
Отсюда находим собственные числа

=  ajii п —  0, 1, 2, ... , 

и нормированные собственные функции
2 rtn (х — в)

Ь -
cos • У-— •, л =  0, 1, 2,

§ 9. Минимаксимальный принцип

Пусть А —  положительно определенный оператор, удов­
летворяющий условию теоремы 6.6.1: любое множество, огра­
ниченное в энергетической метрике, компактно в метрике 
исходного пространства. Тогда спектр этого оператора ди­
скретен; пусть Хя и и„, л = 1, 2, . .. ,  — собственные числа 
и соответствующие им собственные элементы оператора А, 
ортонормированные в исходном пространстве. Поставим сле­
дующую задачу: найти минимум функционала

Ф л (и )= |и &  ( 1)
на множестве элементов энергетического пространства Н А, 
удовлетворяющих дополнительным условиям

||и|1а== 1 (2)
и

(и, г>,) =  0, (гг, г/9) =  0....... (и, г/*_,) =  0, (3)
где i>i, Tfa, . . . ,  vh i — фиксированные элементы исходного 
пространства N. Описанное здесь множество элементов будем 
рассматривать как область определения функционала Ф и и 
обозначать через £>(Фд). Докажем, что на множестве О (Ф д )  
минимум Ф д  (гг) достигается. Заметим прежде всего, что функ­
ционалы (гг, V j )  ограничены в НА

|(« , V j ) ] <  |j и ||. Ц V j  || ^  И |д,



где у0 — нижняя грань оператора А. По теореме Риса суще­
ствуют такие элементы Wj £  НА, что

(и, v j) —  [u, Wj\A, у =  1» 2> .... к — 1; и £  НА.

Дополнительные условия (3), которым теперь можно придать 
вид

[н, а»,] —  0, [н, wt] =  0, . .. . [«, «>*_,] =  О,

определяют подпространство НА, ортогональное к wit ... 
...» обозначим его через .£>*.

Нашу вариационную задачу можно сформулировать так: 
найти минимум функционала (1) на множестве элементов под­
пространства удовлетворяющих дополнительному условию 
(2). Теперь достаточно повторить рассуждения п. 1 теоремы
6.6.1, и мы убедимся, что в jQk существует элемент w, 
]|«)|| =  1, реализующий минимум нашего функционала. Этот 
минимум обозначим через Х(г;„ vt, x»a_i).

Минимаксимальный принцип состоит в равенстве

max X (г»!, г>4, . . .,  vk_i) =  ХА; (4)

максимум берется по всевозможным наборам элементов v t, 
vt, vh_v принадлежащих исходному пространству Н. 
Доказательство минимаксимального принципа сводится к уста­
новлению двух фактов: 1) Х ^ , г>8.......vk j ) ^ X ft; 2) сущест­
вуют такие элементы v'f' £  И, что X(tiJ0’, v'%', . . . ,  i) =  Xft. 
Установим эти факты.

Пусть к — произвольный элемент энергетического про­
странства НА. Система {н„} ортонормирована и полна в про­
странстве Н; разложим по этой системе элементы и к Vj

СО

« = 2 «/.«/.- (5) 
л=1

со
vJ = '£ , bJnUn> /=1> 2,. . ..  к.

п—\
Система {и„} ортогональна и полна в Н А, при этом 

|и„|д =  Хп. Но тогда система {ип/У^а\ в НА ортонормиро­
вана и гголна; разложение элемента и Н А по этой системе,



очевидно, имеет вид

« = E v /x» a« v r -  (в)
л=1 У я

По уравнению замкнутости
ОО

\и^А =  ̂ К а % . (7)
Я—I

Возьмем в качестве и конечную сумму
k

% ===: (8) 
Я—1

где числа ап произвольны. Если мы потребуем, чтобы эле­
мент (8) удовлетворял условиям (3), то получим систему 
k — 1 линейных однородных уравнений с k неизвестными 

• •«f dff
k

=  /==1,2....... A — 1. (9)
л=»1

Число уравнений меньше числа неизвестных; поэтому 
система (9) имеет бесконечное множество решений. Из них 
хотя бы одно можно выбрать так, чтобы

1И а= 2 > | = 1.
Я=1

Тогда Фд). При этом по формуле (7)

I а [А =
Я=1

Заменив здесь все Х„ наибольшим из них, X*, получим

|и | \ ^ к ^ ак =  К
п=\

Но й есть один из элементов множества 0 (Ф А), поэтому 
тем более,

Kvv vi.......Ч -i) —  miп Фд (м) ^  А*.
й€0 (Фд)



Что знак равенства достигается, доказывается совсем просто: 
достаточно взять

v°j =  uj, / =  1, 2, . . . ,£ .
Справедливость минимаксимального принципа доказана.

Из минимаксимального принципа вытекает важная теорема, 
позволяющая во многих случаях сравнивать собственные 
числа двух операторов. Прежде чем формулировать эту тео­
рему, введем одно новое понятие.

Пусть А и В  —  положительно определенные операторы, 
действующие в одном и том же гильбертовом пространстве
Н . Будем говорить, что оператор А не меньше оператора
В , и записывать это в виде А ^ В  или В ^ А ,  если 1) любой 
элемент пространства Н А принадлежит и пространству Н&
2) для любого элемента и £ Н А справедливо неравенство

| и | д ^ ! « | а (1 0 )

Т е о р е м а  6.9.1. П усть А и В  — положительно опре­
деленные операторы, удовлетворяющие условию теоремы
6.6.1, и пусть В. Если кк и р.*— расположенные в 
порядке возрастания собственные числа операторов А и
В , то

k = l,  2, . . .  ( 11)
Обозначим через X (г>„ т»4, . . . ,  т;л_,) и ц, (к,, ®а> . ..,  vk_t) 

минимумы функционалов \ufA и [и || при условиях (2) и (3). 
Обозначим через и тот элемент, на котором достигается 
первый минимум. По неравенству (10)
Х(г>|, V* . . .  , vk_l) =  \u\\^\u\%^m m \u\% =

—  ц(®1, Щ, ...» vk_i).
Но тогда

minX(vv . . . ,  T>ftJ) 3 *min[*(»!, .......... t>ft_n),
что тождественно с неравенством ( 11).

§ 10. О росте собственных чисел задачи 
Штурма —  Лиувилля

Обозначим через Х„ собственные числа оператора задачи 
Штурма —  Лиувилля

и (а) =  « (* ) =  0. ( 1)



На коэффициенты р (х ) и q(x) наложим те же ограниче­
ния, что и выше, р (х), р' (jc), q (x ) непрерывны, р (х ) ̂ ра, 
q (x )^ 0  на сегменте [a, ft]. В  § 8 гл. 5 мы видели, что 
множество функций, образующих энергетическое простран­
ство оператора ( 1), не зависит от коэффициентов р (х ) и 
q (x ) и что

ь
|«Рл= jj [/»С*)(Ц)* +  <*)и*]dx. (2)

а

Непрерывные на сегменте функции р (х ) и д (х) огра­
ничены

Р С*) <  Р\> Я М  <  ?i> •*£[«» ь\
Обозначим

Али = — ра—а, и (а) —  и{Ь) —  0,

^i «==— +  и(а) —  и(Ь) —  0.

Операторы At и Aj суть частные случаи оператора А, полу­
чаемые при />(*)=/>„, ? (* )  =  () и p (x )= p i, q {x ) =  qi соот­
ветственно. Из формулы (2) следует

ъ ь ь
I н \\ =Ро J  (^ )*  dx, | и \°Al = Pl jj rf* +  § иа dx.

а а о

Ясно, ЧТО

и, следовательно,
А  «S A «S Ах.

Если (л* и чк суть собственные числа операторов и Ах 
соответственно, то по теореме 6.9.1

^ ^ V * ,  А? —— 1, 2, (3)
Числа и vft легко найти.

Числа суть собственные числа задачи



Положив здесь £- =  Х, мы придем к задаче п. 1 § 8. В та- 
Ро

ком случае
_  рУк*

Н  (b —  а )* ' '  '

Точно так же числа суть собственные числа задачи

P i jp  +  O' — <h)u =  0, u(a) =  u(b) =  0 ,

и сравнение с результатами § 8 дает
/>,я2й2 ,

V* =  (F=Т^Л-Чх- (5)

Соотношения (3) — (5) дают неравенство, определяющее по­
рядок роста собственных чисел задачи Штурма —  Лиувилля

+  ^  <6>

УПРАЖНЕНИЕ

1. Доказать дискретность спектра оператора Тр упражнений
1 и 2 гл. 5.



ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Г Л А В А  7
ВПОЛНЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

§ 1. Необходимые сведения из функционального анализа
В настоящем параграфе приводятся преимущественно без 

доказательств понятия и факты, необходимые для исследова­
ния интегральных уравнений. Подробное изложение этих 
вопросов можно найти, например, в книгах Л. В. Канторо­
вича и Г. П. Акилова [1] или Ф. Риса и Б. Секефальви- 
Надь [5], указанных в списке литературы к данному разделу.

1. Линейный оператор, действующий из банахова прост­
ранства X  в банахово же пространство Y и определенный 
на множестве, плотном в X, называется вполне непрерывным, 
если он преобразует любое ограниченное множество из об­
ласти своего определения в множество, компактное в У. 
Вместо слов «вполне непрерывный оператор» мы часто бу­
дем писать только начальные буквы в. н. о.

2. Всякий в. н. о. ограничен. Обратное утверждение верно 
для конечномерных пространств и неверно для пространств 
бесконечномерных. В частности, в бесконечномерном прост­
ранстве тождественный оператор не вполне непрерывен.

Ограниченный, заданный на плотном множестве в. н. о. 
можно расширить по непрерывности на все пространство X . 
Ниже мы всегда будем предполагать, что такое расширение 
уже выполнено.

3. Сумма конечного числа в. н. о. есть в. и. о. Произве­
дение (независимо от порядка) двух операторов, из которых 
один вполне непрерывен, а другой ограничен, есть в. н. о.

4. Конечномерным оператором называется оператор вида

Ти— 2  lt,(u )vh, (1)
6-1567



где число п конечно и не зависит от и, /л — функционалы, 
линейные и ограниченные в X, a vk — фиксированные эле­
менты из У.

Всякий конечномерный оператор есть в. н. о.
5. Пусть Тп, п =  1, 2, . . . ,  — последовательность в. н. о., 

действующих из ^  в У, и пусть существует оператор Т, 
действующий из X  в У и такой, что

lim | 7~ — Гп | =  0.
П -*  СО

Тогда Т есть в. н. о.
6. Если Т — в. н. о., то сопряженный с ним оператор 

Т* будет также вполне непрерывным.
Ниже будет рассматриваться только тот случай, когда 

пространства X  и У совпадают.
Т е о р е м а  7.11. П усть Т — в. н. о., действующий 

в гильбертовом пространстве Н. Каково бы ни было 
число е 0, можно построить такой конечномерный опе­
ратор Т,, что

|)7--Г. |<:е. (2)
Обозначим через £  единичную сферу в Н, т. е. мно­

жество элементов пространства И, нормы которых равны 
единице. Через Т (£ ) обозначим то множество, в которое 
оператор Т преобразует множество 2- Это последнее огра­
ничено, а оператор 'Г вполне непрерывен, поэтому множе­
ство 7'(2]) компактно. По известной теореме Хаусдорфа при 
любом для множества ’/ (£ ) существует конечная
е-сеть, т. е. существует конечное число г элементов г>* ^  Н, 
к = \ , 2, . . . ,  г, обладающих следующим свойством: каков 
Сы ни был элемент и ^  2» найдется такой элемент Vp что

Ц Ти — | eg е. (3)
Из конечной последовательности^, г>9, . . . ,  vr вычеркнем 

элементы, линейно зависящие от остальных; оставшиеся эле­
менты (их число обозначим через s) подвергнем ортогонали- 
зации по Шмидту. В  результате получатся s элементов <р„ 
<р2, . . . ,  f s таких, что (срр <р*) =  «У* и каждый из элементов 
е-сети линейно выражается через tp,, <р4, . . . ,  <ps

! 5 
| »* =  2  а*№-



Теперь неравенство (3) принимает вид

Положим теперь

7 ',н =  £  (7и, ср,) <р{ =  2  («> (4>
I г= i

Как известно из теории ортогональных рядов,

II Та — Т,иfi< | Гн —  2  « у т  I <*•
1 II

Это неравенство верно для любого элемента и £  Н, |]н[|= 1. 
Но тогда I Т — Tt | ̂  е; в то же время оператор Г., как это 
видно из формулы (4), конечномерный. Теорема доказана.

§ 2. Оператор Фредгольма
Пусть 2 — измеримое множество от-мерного евклидова 

пространства; это множество может быть ограниченным или 
неограниченным — безразлично. Пусть х  и 5 — произвольные 
точки множества 2. Измеримая функция этих точек К (х , с) 
называется фредгольмозским ядром, если (мы ограничи­
ваемся случаем вещественного ядра)

 ̂  ̂К }(х , l)dxd\ < ^ °°. ( 1)
8 8

Интегральный оператор
(Ки )(х ) =  ]К (х , t)u (l)d s, (2)

с
где К (х , £) — фредгольмовское ядро, называется оператором 
фредгольма.

Отметим один важный класс фредгольмовских ядер. Если 
множество 2  имеет конечную лебегову меру (например, если
2  ограничено), а ядро К {х , £) ограничено, то оно — фред­
гольмовское. Действительно, если | К  {х, S) | ^  С =  const, то

I /С8 (*, 5) | dx d\ sg; С* (mes 2 )3f
e г

и неравенство ( 1) выполнено.
6*



Т е о р е м а  7.2.1. Оператор Фредгольма определен на 
всем пространстве (2 ) и ограничен в нем", при этом

1* | < Л $ к » ( * , № Л \ 2-. (3)
(.2 S )

Пусть и £  Ц  (2). Докажем, что тогда интеграл (2) су­
ществует при почти всех х £  2  и представляет собой функ­
цию от х, квадратично суммируемую в 2. Имеем

№ ,  6) и (6)| К * (*, ?) +  ̂ -«9(6). (4)

Интеграл (1) сходится; по теореме Фубини функция 
/С*(х, ?) суммируема по £ почти при всех х  £  2 ; функция 
м9(?) просто суммируема по S. Таким образом, правая часть 
неравенства (4) суммируема по £ при почти всех х. Но тогда 
этим же свойством обладает и левая часть неравенства (4), 
и интеграл (2) существует при почти всех х  2 .

По неравенству Буняковского

| (Ки) (х) |а <  $ /С* (лг, S) d\ $ й* (S) d\ =  || и |р $ К* (х, 6) d\.
я s а

Проинтегрировав это по лг, получим неравенство

J #СиЦ*<|ир$ £ **(*, \)dxd%,
& а

равносильное неравенству (3). Теорема доказана.
Т е о р е м а  7.2.2. Оператор Фредгольма вполне непре­

рывен в L9(2 ).
Обозначим через 2 X  2 множество точек 2 т -мерного 

евклидова пространства, определяемое следующим образом: 
это множество состоит из точек (zx, zit ztm), обладаю­
щих тем свойством, что обе точки (zu гг, . . . ,  zm) и (zm+ц
гя+ч........Zim) принадлежат множеству 2. Если х 2 и
i 2 , то любую функцию от х  и Е можно рассматривать 
как функцию точки множества 2 X  2- Очевидно и обратное. 
Неравенство ( 1) означает, что фредгольмовское ядро можно 
рассматривать как элемент пространства Ы  2 X 2 ) .

Пространство Ла(2 ) сепарабельно; выберем в нем полную 
счетную ортонормированную последовательность <р*(*),



к — \, 2, ... Тогда последовательность
< р *М Ы *); к> п = 1' 2» •••» (б)

ортонормирована в Ц  (2  X  2 ); докажем, что в этом прост­
ранстве последовательность (5) полна.

Допустим, что некоторая функция ю (дг, ?) ^ 1 > (2 Х  2) 
ортогональна ко всем функциям последовательности (5)

^  ш (•*, Е) <fk (х ) «ря 0 ) dx dz —  0; k, п = \ , 2, ... 
с г

Заменяя кратный интеграл повторным, получаем 
 ̂ (jc) ч>(х, £)ср„( S ) j dx =  0; k, п — \, 2, ... (6)

Зафиксируем номер п и положим
$ш(дг, S) <р„ 0 ) d.% =  ш„ (лг).
Q

Функцию ш (х, S) можно рассматривать как фредгольмов- 
ское ядро; из доказанной выше теоремы 7.2.1 вытекает, что

Равенство (6) принимает вид
J (jc) <pft (дг) dx =  0, k —  1, 2, ... 
в

Но последовательность {cpfe (лг)} полна в Z.s(2), поэтому

(jc) =  ̂  ш С*» Тл (0  db =  0, п =  1, 2 , . . .
в

Это равенство верно почти для всех х  £  2. Зафиксируем 
такое дг. Тогда функция от равная а>(х, S), ортогональна 
к полной системе {?„(£ )}. Отсюда следует, что о>(дт, £) =  0 
почти для всех S, и полнота системы (5) доказана.

Функцию К (х, 5) можно разложить в ряд Фурье по си­
стеме (5). Пусть этот ряд имеет вид

К (х , £) =  2  (хг) <р„ (5).
ft, Л*=1

Положим теперь
N

К ,(х , £) =  2
к, л=» 1



числю N  возьмем столь большим, чтобы

или л >  N
со

ЭТО ВОЗМОЖНО, потому ЧТО ряд 2  А%„ сходится.
А, л =  I

Положим еще
К  (лт, i) =  К  (х, S) — К , (х, I)

и обозначим через K t и K t соответственно фредгольмовские 
операторы с ядрами Ks (х, £) и К'г (х, £). Оператор К , ко­
нечномерный, так как 

N

( * .« ) ( * )= $  2  4*»?* (■*)?«(«) « ( * ) *  =
2 k, п ~  1

N N

=  2  л (■*) $ <р» (* )ы ®  ■d* —  2  Тя) (■*)>
A .n = l  2 я= 1

где
N

<М-*) =  2  Abn<fk(x)-
k— I

Оценим норму оператора /Сё. Имеем

к;(лг, £ )=  ^  л Лп<р* (•*) <М9-
£ >  VV или л >

По уравнению замкнутости
5 $ [к ; (х, $)]* </*$*= 2  А\я <  е»,
2 й k">  N  или я  >  „V

и из формулы (3) вытекает, что ЦКё|<Се- Теперь ||/С— Х ,!< [ 
е; если положить е -> 0, то || К  — К , | -► 0. В  силу утверж­

дения п. 5 § 1 фредгольмовский оператор К  вполне непре­
рывен.

§ 3. Интегральный оператор со слабой особенностью

Пусть 2 — ограниченное измеримое множество /я-мерного 
евклидова пространства, х и ? — его точки, т —  х — 5 — 
расстояние между этими точками. Пусть А (х, ?) — функция,



заданная и ограниченная для х, 6 £  2
\А(х, £) ^ C  =  const. (1)

Функция точек л; и ;

К (Х, а =  const, О ^ а < и ,  (2)

называется ядром со слабой, особенностью, а интегральный 
оператор К> определяемый формулой

(Щ  (х) =  К (* . ;) а (*) <£ =  J  к (?) <К, (3)

называется интегральным оператором со слабой особен­
ностью.

Т ео р ем а  7.3.1. Интегральный оператор со слабой 
особенностью определен на всем пространстве Z.s(2 ) и 
ограничен в нем. Норма этого оператора не превосходит 
величины

C \St \H"-*
т — а * v '

где С — постоянная неравенства ( 1), Н — верхняя грань 
расстояний между точками (диаметр) множества 2 . 

Напомним, что
т

|4'|' =  - ^ г -  с5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Докажем, что интеграл

* 6 2  (6)

ограничен. Очевидно, множество 2 лежит в шаре радиуса Н  
с центром в точке х, поэтому

С йг* J  га •
г < Н

Введем сферические координаты с центром в точке х. 
Тогда, как известно, di =  rm 'dr dSv где dSi — элемент меры



на единичной сфере Теперь имеем

Отсюда
dZ ^  | S, 1 Н т -°-
Га * £ 2 .  (7)

Заметим сразу же, что по симметрии

— “ ! : £ § .  (7,)

2. Очевидно, существует 2/я-кратный интеграл
| S. | Нт~*

« • ( * ) { $ £ } т — а

А тогда, по теореме Фубини, почти при всех лг ^  2 суще­
ствует и суммируема в 2  функция точки х, определяемая 
интегралом

т о

3. Имеем очевидное неравенство

I К  (х Л ) и « | «£ С ̂  l i ® i  «г f  • J ,  +  £  • ^ .

Как это доказано в пп. 1 и 2, первое слагаемое справа сум­
мируемо по £ в 2  при всех х  £  2 , а второе —  при почти 
всех л г £ 2 . Но тогда функция /С (лг, $)и(£) суммируема по 6 
почти при всех х  2 .

4. По неравенству Буняковского
[(/См) (* )]! =  К  (лг, 5) и (?) Л J* <



Функция (8) суммируема в 2, а тогда интеграл (3) сум­
мируем в 2 с квадратом. Это означает, что оператор К  оп­
ределен на всем пространстве 1а(2). Интегрируя последнее 
неравенство по х, получим

/"'8 | с  |* f /г <m-a>

IIК и  II* ̂  ̂ —  Ии IIs- -
Отсюда

Теорема доказана.
Т е о р е м а  7.3.2. Оператор со слабой особенностью 

вполне непрерывен в пространстве £а(2 ).
Зададим число е^>0 и положим

так что

г< е ;
I О, Г е,

* : (Л Н к С * Д > .  г < „

К  (х, 5) =  К , (Х, S) -f- К'г (х, £)•

Как и в предшествующем параграфе, обозначим через К , 
и К', интегральные операторы, ядра которых суть K t (x ,i) 
и К', (х, ?). Очевидно, К — К,-\- К',- Ядро К£х, 5) ограничено:

I 0, г <Ге,О
и, следовательно,

(С
еа\клх> т-

В таком случае оператор К , — фредгольмовский и по теоре­
ме 7.2.2 вполне непрерывный в i 4 (2). Оценим норму операто­
ра К'с- Обозначая для краткости (K U i)(x ) =  v (x ), имеем

l " ( * ) |  =  | S ^ ^ И ( 6) Л | < С  $
8 0 (г<«) 8 (1 ('•<•)



и по неравенству Буняковского ,

2 П ('■<«) ы п ('•<*) 2 . г < в

Введя сферические координаты с центром в точке х, 
получим

Si
и, следовательно,

/•<• Sj 1 о )
m

v т —  а J  г® «я.

Проинтегрировав последнее неравенство по х  и воспользо­
вавшись неравенством (70, получим

« . г * £ З Д П
Отсюда

т  — а __

■. (Ю )

Если €-*-0, то |1 Ке |j —►, 0 и оператор К  вполне непрерывен.

З ам ечание . ’ Определения и теоремы §§ 2 и 3 об операто­
рах Фредгольма и операторах со слабой особенностью без измене­
ний переносятся на тот случай, когда Q есть гладкая «-мерная 
поверхность в пространстве /п-j-l измерений, a означает эле­
мент площади поверхности.

§ 4. Операторы со слабой особенностью в пространстве 
непрерывных функций

В  настоящем параграфе предполагается, что 2 — ограни­
ченное замкнутое множество в w-мерном евклидовом про­
странстве и что в формуле (3.2) А (дг, £) есть функция, не­
прерывная в 2  по совокупности точек jc  и Е.

Т е о р е м а  7.4.1. Интегральный оператор со слабой 
особенностью (3.3) вполне непрерывен в пространстве С (2) 
функций, непрерывных в 2 ,



Пусть М — множество функций из С (2 ) таких, что
* |[ и || =  шах | и (jc) | с —  const. ( 1)

* € 8
Достаточно доказать, что множество К (М ), где К  — опе­

ратор (3.3), компактно в С (2). В силу теоремы Арцеля для 
этого в свою очередь достаточно доказать, что множество 
К (М ) равномерно ограничено и равностепенно непрерывно. 

Пусть и ^  М. Положим

I» (X)  =  (/ С и ) (X) =  J  я (6 )  Л  (2)
Я

Воспользовавшись неравенствам» (3.1) и (3.7), получим

I *(■ *)!<  Сс \ fa ^  Cc|^ v n-  =  const. (3)
I “

I Последнее неравенство (3) показывает, что множество К (Af)
| равномерно ограничено. Оценим разность v (х -f- Л) — v (лг). 

Имеем

! -рйпИ«<6>Л  <4>
Точку х вырежем шаром радиу­
са 28, где 8 — произвольное пока по­
ложительное число. Часть множества 2, Рис. 8. 
расположенную вне этого шара, обо­
значим через 2,. Потребуем, чтобы было тогда точ­
ка х  -f- h находится в шаре Ш и на расстоянии, не мень­
шем 8, от поверхности шара (рис. 8),

Из формулы (4) вытекает

, П /1Ж  9 *(-*,£) be ,5\ 
^ Л IJДС-НЛ — €|« J*-6M



По формуле (3.9)
С dZ — ls .K 2*)CT-‘
J  |x — 51* ~  m -a  ' W

dZ
.1 |Jf — 5|a „ .

Ш и  r <  28

Если S (= ZZ/SS, то I x  — 11 ^  28 и
| jc +  A — 5 | < | *  — S| +  |ft|< 38.

Это значит, что точка S лежит внутри шара радиуса 38 
с центром в точке x-\-h (рис. 8). Иначе говоря, шар Ш гь 
целиком лежит внутри шара rj 3S, rt =  | х  -{- А — 51. От­
сюда

С <*£ Г dt 1 5 ,1 (за)"»-"
J | JC  +  A— e l ' 4 '  J  r m —  a * I ' J<3s 1

Зададим число e^>0 и выберем 8 столь малым, чтобы 
(2т ~а-\-Зт ~а) | S, | Ът ~а ^  с 

/л — я \ 2 ’
Тогда из соотношений (5) — (7) вытекает, что

Si
(8)

Число 8 зафиксируем. В области Qj выполняется нера­
венство | х  — Е | ^  8, поэтому функция у -̂~--Q- равномерно\ х с I
непрерывна по совокупности точек х  и Е. Можно поэтому 
выбрать столь малое А0, чтобы при | А | А0 было

\ A ( x + h ,  £) А( х ,  £)
||лг4-Л — 6|« I*  —

Тогда по формуле (8)

сК.

< 2с I Q I

|t>C* +  A ) - t, ( * ) | < | + 4?! M < e, | А ] <  А0.

Число А0 зависит только от s; оно не зависит ни от точки х, 
ни от функции и. Отсюда следует, что множество К (М ) 
равностепенно непрерывно, и теорема доказана.

Теорема 7.4.1 очевидным образом распространяется на 
тот случай, когда 2  есть гладкая от-мерная поверхность 
в евклидовом пространстве т.-1- 1 измерений, a d% означает 
элемент площади поверхности.



В доказательстве теоремы 7.4.1 была использована на са­
мом деле не непрерывность функции и (дг), а только ее огра­
ниченность. Поэтому справедливо следующее утверждение: 

Если 2 — ограниченное замкнутое множество, а функ­
ция А (х, S) непрерывна в 2, то  оператор со слабой осо­
бенностью

т  (х ) =  j  К (5) dk =  v (.*)

переводит ограниченную функцию и (х) в непрерывную функ­
цию v (х).

Пусть по-прежнему 2 — ограниченное замкнутое мно­
жество и пусть К (х , S)— непрерывное ядро. Его можно 
рассматривать как ядро со слабой особенностью, у которого 
а =  0. А тогда из теоремы 7.4.1 вытекает такое следствие.

С л е д с т в и е  7.4.1. Если 2 — ограниченное замкнутое 
множество и ядро К (х , £) непрерывно в 2 , то  фредголь- 
мовский оператор К, определяемый формулой

(Ки) (х )= ^ \К (х , S) и (6) Л ,
а

вполне непрерывен в С (2).

УПРАЖНЕНИЯ

1. Доказать, что при а <  -у. оператор со слабой особенностью 
есть также и фредгольмовский оператор в Lt (Q).

2. Пусть 1 </>< оо и — 4- 1=1. Пусть еще ар' <и. Дока-
Р Р'

зать, что оператор со слабой особенностью вполне непрерывен 
как оператор из Lp (Q) в C(Q).

3. Известно, что так называемый сингулярный интегральный 
оператор S, где

(й ,(д 0 = limj I  £ & . « +  5 * & « } ,
- 1  1 - 1  x +  t >

ограничен в I ,  (— 1, 1). Пусть функция а (х) непрерывна на сег­
менте [— 1, 1]. Доказать, что оператор Т, где

1

- 1
вполне непрерывен в £а (— 1, 1).



ТЕОРИЯ ФРЕДГОЛЬМА 

§ 1. Уравнение с в. н. о. Интегральные уравнения

Рассмотрим уравнение
и — \Tu— f, (1)

где Т — в. н. о., действующий в банаховом пространстве X, 
/  — данный, а и — искомый элемент этого пространства, 
X — числовой параметр. Сопряженным к уравнению ( 1) назы­
вается уравнение

v — \T*v =  g, (2)
в котором Т* — в. н. о., сопряженный с Т, g и v — данный 
и искомый элементы пространства X*, сопряженного с X. 
Если /  (соответственно g) отлично от нулевого элемента, то 
уравнение ( 1) (соответственно уравнение (2)) называется 
неоднородным, в противном случае получаются однородные 
уравнения

и — Х7н =  0 (3)
и

г> — Х7*г» =  0. (4)
Значения X, при которых существуют нетривиальные (т. е. 

отличные от нулевого элемента) решения уравнения (3), на­
зываются характеристическими числами оператора Т, а сами 
нетривиальные решения — его собственными элементами, 
соответствую щ ими данному характеристическому числу. 
Число линейно независимых собственных элементов, отвечающих 
данному характеристическому числу, называется рангом этого 
характеристического числа. Нехарактеристические значения 
называются правильными.



Для уравнения (1) справедливы следующие четыре тео­
ремы, известные под названием теорем Фредгольма.

Т е о р е м а  8.1.1 ( теорема  1 Ф р е д г о л ь м а ) .  Каждое 
характеристическое число уравнения ( 1) имеет конечный 
ранг.

Т е о р е м а  8.1.2 ( теорем а  2 Ф р е д го ль м а ) .  Уравне­
ние ( 1) имеет либо конечное, либо счетное множество ха­
рактеристических чисел; если это  множество счетное, то  
оно имеет единственную предельную то чку на бесконеч­
ности.

Т е о р е м а  8.1.3(теор ем а  3 Ф р е д г о л ь м а )  Если X— 
характеристическое число уравнения ( 1), то  X есть харак­
теристическое число уравнения (2), и притом того ж е  ранга.

Т е о р е м а  8.1.4 ( те ор ем а  4 Ф р е д г о л ь м а ) .  Для 
того чтобы уравнение ( 1) имело решение, необходимо 
и достаточно, чтобы свободный член /  этого уравнения 
был ортогонален ко всем решениям сопряженного одно­
родного уравнения (4).

Ортогональность здесь понимается в следующем смысле. 
Пусть при данном X уравнение (4) имеет некоторое решение v. 
Это решение принадлежит пространству X * и является, 
следовательно, функционалом в пространстве X . Говоря, 
что /  ортогонально к v, мы понимаем под этим, что

(V, / )  =  0, (5)
где (v. / )  есть значение функционала v на элементе /.

Наиболее важными видами уравнений с в. н. о. являются 
уравнения Фредгольма к уравнения со слабой особенностью', 
оба эти вида мы будем рассматривать как уравнения в про­
странстве Х  =  Ц  (2); в силу известной теоремы Риса тогда 
и Х * ~ Ц ( 2). Уравнение вида

и(*)-Х$А:(лг, 5)и (*)<«==/(*) (6)
я

называется интегральным уравнением Фредгольма, если 
К (х , 5) — фредгольмовское ядро, a f (x )  и и (х ) принадле­
жат пространству*) 14(2 ).

*) Можно рассматривать уравнения Фредгольма и в некоторых 
других функциональных пространствах. Мы не будем останавли­
ваться на этом.



Если К  (х, 5) — ядро со слабой особенностью (при этом 
множество 2 необходимо ограничено), то уравнение (6) на­
зывается интегральным уравнением со слабой особенностью.

Уравнение, сопряженное с уравнением (6), в пространстве 
1*(й ) имеет вид

г/(л:) —  Х$АГ(£, л;)г>(£)<К =  £(.*). (7)
е

Чтобы доказать это, достаточно установить, что оператор К*> 
сопряженный с оператором Фредгольма К, где

(Ки )(х ) =  \К (х , 6)и (« )Л , (8)
и

определяется формулой

(K * v )(х ) =  ] К чС *)г» (S)d t  (9)
2

Линейный и ограниченный функционал в 1а (2) можно в силу 
теоремы Риса отождествить с некоторым элементом про­
странства Z.s(2). Пусть v (x ) — такой элемент. Тогда

(K*v, и) —  (v, Ки) =  $ $ К  (-*:• Е) и (:) v (х) dx d\ —
9 2

~  \ и ( )̂ К  О v С*) db =  \u (дг) К  (с, х) v  (£) eftj dx.

Отсюда видно, что

(K *v) (х ) =  $ Щ Г Г )  г» (fc) d t
а

что и требовалось доказать.
В §§ 2— 4 настоящей главы будут даны доказательства 

теорем Фредгольма для уравнений с в. н. о. в гильбертовом 
пространстве. Тем самым указанные теоремы будут доказаны 
для уравнений Фредгольма и уравнений со слабой особен­
ностью. В  §§ 5 и 6 будет дан ответ на один специальный 
вопрос — об условиях, при которых суммируемое с квадра­
том решение уравнения со слабой особенностью будет так­
же и непрерывным.



§ 2» Сведение к конечномерному уравнению, 
г Доказательство первой и второй теорем Фредгольма

Т е о р е м а  8.2.1 ( теорема  Банаха ) .  П усть А — ог­
раниченный линейный оператор, действующий в банаховом 
пространстве X , а пусть | X | || А Ц-1. Тогда оператор 
(/— ХА)"1, где I — единичный оператор, сущ ествует, опре­
делен на всем пространстве X  и ограничен.

Ряд
/ +  М  +  ХМ, - Ь . .  +  Х*А* +  ... (1)

сходится по норме, потому что ряд из норм его членов схо­
дится:
1 +  |М М ||  +  |Х|«||А«|Ц-... +  |Х|*||Л»|| +  . . . <

^ 1  +  1 Ч И 1 Ж Ч 4 | |А | |» + .. .+ |х п |А |Г  +
_ 1 _  —  1 
^ ---- 1- |  Х||| А II*

В  таком случае ряд ( 1) представляет оператор, определенный 
на всем пространстве и ограниченный; обозначая сумму ряда 
( 1) через R£, имеем

II ̂  И  1 — IX I. II Л II * (2)
Непосредственным умножением проверяется, что(/ — ХА )Х  

'X R x = R \ ( I —  ХА) =  / и, следовательно,

(/ — ХА)*‘ =  R* — ^  Х"А" (3>
л-0

Теорема доказана.
Рассмотрим теперь уравнение

( I — Х7')и=/, (4)
где Т  — в. н. о. в гильбертовом пространстве ф. Зададим 
произвольное положительное число R  и будем считать, что 
параметр X меняется в замкнутом круге | X | ^  R  комплексной 
Х-плоскости. На основании теоремы 7.1.1 можно построить 
конечномерный оператор — обозначим его через Т" — так, 
чтобы разность Т — Т — Т" удовлетворяла неравенству

| | Г | | « ^ .  (5)



По теореме Банаха оператор

R'x =  R r  =  ( I~ X f y \  \ \ )^ R
существует, определен на всем пространстве Jq и  ограничен. 
Уравнение (4) умножим слева на R i При этом

Rx(l — * Т) == R i ( / -  X Г  -  XТ") =  J - Х/&Г ,
и мы получаем новое уравнение

(/ — Х/& Т") u =  R {f , (6)
очевидно, равносильное уравнению (4).

Докажем, что произведение R\T” конечномерно. Действи­
тельно, конечномерный оператор Т" определяется формулой 
вида

Г 'и =  £ / * (« )* * ,
ь= I

где /*(«) — ограниченные линейные функционалы, а и* — 
фиксированные элементы пространства ф. Но тогда

П
Rx Г ’и =  2  4 (и) wk, wk =  R {vk, 

ь= i

и оператор R { Т" конечномерный. Отметим, что элемент wk 
зависит еще и от X, поэтому ниже мы будем обозначать его 
через w „л . Далее, по теореме Риса lk{u) —  (u, и*), где не­
фиксированные элементы пространства .£). Окончательно

R i Т"и —  2  (м, uk)w kx. (7)
*= I

Уравнение (6), а с ним и уравнение (4) легко сводятся 
к эквивалентной линейной алгебраической системе. Положим

(и, йк)= с„. (8)

Тогда из соотношений (6) и (7) получаем
П

И =  (9)
ft-i



Обе части последнего равенства скалярно умножим на uJt
1 у л, что и даст упомянутую систему

с! ~  Х 2  */* (*) = М Ч  / = 1,2 ........п. ( 10)
*«=1

Здесь введены обозначения
a-jk (X) =  (wk. к, uj), f j (X) =  (R 'J, Uj). (11)

Уравнение (4) и система (10) эквивалентны в следующем 
смысле. Каждому решению системы (10) соответствует по 
формуле (9) некоторое решение уравнения (4); наоборот, каж­
дому решению уравнения (4) формула (8) приводит в соот­
ветствие некоторое решение системы ( 10).

Важно отметить, что а у* (X), так же как и /ДХ), суть 
голоморфные функции комплексной переменной X в замкну­
том круге | X j ^ R .  Действительно,

я ; =  2  xs 7^.

причем ряд сходится в круге | X | <  ̂2/? — это следует из 
неравенства (5). Теперь

«У*(Ь>= 2 Ь'(Г*т>*. «А (12)
5 =  0

Степенной ряд (12) по-прежнему сходится в круге [Xj<^2R, 
поэтому функция «у*(Х) голоморфна в этом круге и, тем 
более, в замкнутом круге | X | ^  R. В том же круге голомор­
фен и определитель системы ( 10)

1 — Хаи (X) — Ха12(X) . . . -Ха,„ (Х)

D*(X) = —  X*jt (X) 1 — Xctj2 (X ). . . . — Хя4л (X)

—  V ni(X ) Х(*п2 (X) . . 1 —  Ха„„ (X)

Если |Х|<;/? и D/j(X)?£0, то однородная система
П

с/ — X ^  «у* W £,fc =  °> / — 1. 2, . .. ,  л, (14) 
fc = i



(/ — Х7')ы =  0 (15)

имеют только тривиальное решение. Если же D^(X) =  0, то 
система (14) и уравнение (15) имеют конечное число линейно 
независимых нетривиальных решений. Отсюда следует, что 
характеристические числа оператора Т, лежащие в замк­
нутом  круге | X | sg; R, совпадают с корнями определителя 
Dff(k), лежащими в том  же круге.

Теперь нетрудно доказать первую теорему Фредгольма. 
Пусть — характеристическое число оператора Т. Возьмем 

Тогда D^(X0) =  0; система (14) и уравнение (15) 
имеют при Х =  Х0 только конечное число линейно независи­
мых решений и, значит, ранг характеристического числа Х„ 
конечный.

Докажем вторую теорему Фредгольма.
Голоморфная в замкнутом круге | X | sg: R  функция Dr  (X) 

имеет в этом круге только конечное число корней. Отсюда 
следует, что в любом кольце | X | ^  N-\- 1, Л /= 0, 1, 
2, . . . ,  находится только конечное число характеристических 
чисел оператора Т. Указанные кольца покрывают всю Х-пло- 
скость, множество всех характеристических чисел оператора 
Т представляет собой объединение счетного множества ко­
нечных множеств, а такое объединение — либо конечное, либо 
счетное. Наконец, характеристические числа не могут иметь 
предельной точки на конечном расстоянии от начала — в про­
тивном случае нашелся бы круг, содержащий бесконечное 
множество характеристических чисел.

§ 3. Доказательство третьей теоремы Фредгольма

Рассмотрим однородное уравнение

(/— \T *)v =  0, |Х| ( 1)

сопряженное с уравнением (2.4). Мы сведем его к эквивалент­
ной линейной алгебраической системе приемом, немного отли­
чающимся от приема предшествующего параграфа.

Разложению Т =  Т  Т" соответствует разложение со­
пряженного оператора Т* —  Т'* Г '* ; при этом | г » |  =
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=  | Т  Ц ̂  2̂ -, а оператор Т '* конечномерный: если

Т 'и =  ^  (a, u„)vk, 
ft=i

TO

Г'*® =  2  (v, vk)uk, (2)
й- i

На основании теоремы Банаха (теорема 8.2.1) заключаем, что 
оператор

/?:* =  (/ — X Г  *)~‘

существует, определен на всем пространстве и ограничен. 
Заметим еще, что операторы R j* и R x сопряженные.

В уравнении (1) сделаем замену неизвестной функции

v —  R *w ; (3)

уравнение ( 1) примет вид
(l — iT * )R j*w  =  0.

Имеем
(1 —  1 т*) R *  =  (/ — Х Г * —  X Г '* )  r'z = 1 — 1 r * R * ,  

и новая неизвестная удовлетворяет уравнению

к
ЧОператор T "*R i конечномерный

r * R ~ w =  2  ( K j V  Щ )“ к =  21 (®. R ivk)u k =
п

=  2  (да« «»*. * )“ *• (б>

Обозначим
(од да*, 0 =  Т*- С6)



Из соотношений (4) и (5) находим
П

w — l j ]  =  0.
л=|

Умножив это скалярно на Wj, l s ^ / ^ я ,  получим однород­
ную систему

П
Тj  ̂ == 0, / =  1, 2, ... ,п, (7)

»=i

эквивалентную уравнению ( 1); величина чь/ определена фор­
мулой (2.11). Определитель системы (7) равен DR (X) (см. фор­
мулу (2.13)).

Пусть Аф | \  j sg R, есть характеристическое число опера­
тора Т. Тогда Dr (А0) =  0, и матрица системы (2.10) вырож­
дается. Пусть г, 0 <^п, — ранг этой матрицы. Тогда одно­
родная система (2.14) имеет ровно п — г линейно незави­
симых решений. Столько же решений имеет и уравнение (2.15); 
это означает, что ранг характеристического числа Ад равен 
п — г.

Матрицы систем (2.14) и (7) сопряженные, и их ранги 
равны. Отсюда следует, что \  есть характеристическое число 
оператора 7* ранга п — г. Третья теорема Фредгольма дока­
зана.

§ 4. Доказательство четвертой теоремы Фредгольма

Пусть idj, ш4, . .. ,  s ^ O ,  — линейно независимые ре­
шения однородного уравнения

(/— \T*)v —  Q. ( 1)
сопряженного с уравнением

(7-А7'И) =  /. (2)
Обозначим через ,£>* подпространство, натянутое на элементы 
<*>1, u)S, ..., u>s; если s =  0 (уравнение ( 1) не имеет нетри­
виальных решений), то ,£jj coctqht из одного нуля. Ортого­
нальное дополнение к подпространству обозначим через

Ф ?= £ е £ о *-



Введем еще следующие обозначения. Линейно независи­
мые решения однородного уравнения

(/ — Х7)и =  0 (3)

обозначим через <plf <р4, ..., <pi( натянутое на них подпро­
странство — через ф0. Положим еще

<£>i — ф 0  фо- /
Наконец, положим A —  I — У.Т, и пусть R  (А) — область зна­
чений оператора A :R (A ) =  A ($ ). Заметим, что подпростран­
ства ф0 и $ 1  совпадают соответственно с множествами ре­
шений однородных уравнений (3) и ( 1) или, что то же, урав­
нений Аи =  0 и Л*и =  0.

Четвертая теорема Фредгольма равносильна утверждению,
что

R {A ) =  & .  (4)

Необходимость условия теоремы означает, что

R (A ) С Ф Т .  (б)
а достаточность — что

(6)
Справедливость включений (5) и (6) мы и будем доказывать.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть уравнение (1.1), которое мож­
но записать в виде

Л «= /, ( П
разрешимо: существует элемент и £  ф, обращающий уравне­
ние ( l ')  в тождество. Тогда f ^ R (A ) .  Пусть ср— произволь­
ный элемент подпространства .£)*. Тогда

(/. ? ) =  (Аи, ср) =  (и, А*<?)—  0.
Таким образом, /  ортогонально к .£)*, следовательно, /  £  .§*. 
Включение (5) доказано.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Введем в рассмотрение оператор А» 
определенный только на подпространстве .jpt и совпадающий 
там с оператором А,

Ахи — Аи, (7)



Ai называется сужением оператора А на подпространство 
Ясно, что *) R (Л^ С  R  ( )̂- Мы будем доказывать, что

Я  (А )  Э Ф ? -  (8)
Уравнение Ауи =  0 имеет только тривиальное решение и =  0. 
Действительно, если Ахи =  0, то Аи —  0 и Но по
определению оператора At и £  <§i. Будучи элементом двух 
ортогональных пространств, и ортогонален самому себе и, 
следовательно, и —  0. Отсюда следует, что оператор Л, имеет 
обратный Ау *; его область определения D (A J1)==R (At) С  R  04) 
и, раз включение (5) уже доказано, Z) ( A f ’) С  >£>*•

Докажем прежде всего, что множество D (A [ *)= /? (Л,) 
плотно в ,£>*. Действительно, в противном случае нашелся бы 
элемент ш о> ф  0, такой, что (Л,гг, ш) =  (Ли, <о) =  0 для
всех м G  Ф 1- Равенство (Аи, <м) =  0, очевидно, верно и тогда, 
когда и £  4р0. Но тогда оно верно всюду в *£>. Теперь

(и, Л*о>) =  (Ли, (о) =  0, V »  G  &
Элемент Л*со ортогонален ко всему пространству, поэтому 
Л*ю =  0 и <» £  •£)*. Таким образом, ш принадлежит одновре­
менно двум ортогональным подпространствам и фо и, 
следовательно, ш =  0.

Докажем теперь, что оператор Л7‘ ограничен. Допустим 
противное. Тогда найдется последовательность элементов 
ыя £  D (Л Г ') таких, что

II АТ 1цп II я „ — j 9 
IK II >П г п —  1* А —

Положим Ai'itn =  ф„; очевидно, <j>„ £  R (A j l) =  D (ЛО =  
Теперь и„ =  Л^,, =  Лф* и

М Ы < 4-.Hnll

Далее положим ® „ = iry^r . Тогда wn £  j|fle>„||=l и
11 Г  Л  У

Awn =  wn —  \Twn ^  0. (9)

Множество { wn } ограничено, а оператор Т вполне непреры­
вен. Выберем подпоследовательность { w „h } так, чтобы XTw„k

*) На самом деле, как нетрудно видеть, Я  (Л4) = R (А).



стремилось к некоторому пределу, который мы обозначим 
через w0. Из соотношения (9) ясно, что

wnk — lT w nk— 0. ( 10)

Отсюда wnk-—wо, « 'o G ’&i и ||a>0|| =  lim||w„ft||= 1. Переходя 
в формуле ( 10) к пределу, получим

Aw0 =  w0 —  X TW(, —  0
и, следовательно, и>0 £  «§<,• Но, как мы видели, w0 $ it и 
необходимо Wq —  О, ч т о  противоречит равенству ||«?0||= 1. 
Итак, оператор Л^1 ограничен.

Теперь можно доказать справедливость включения (6). 
Пусть /£«£>?• Множество D (A y1) плотно в .§*, поэтому 
можно найти последовательность { / „ }  такую, что /„ £  D(Ay ‘) 
и / „ — /. Положим un =  A\xf n. Оператор Л71 ограничен, а 
последовательность { / „ }  сходится, поэтому сходится и по­
следовательность {«„ }; пусть гг0 =  lim ип. Имеем, далее, /„ =  
=  Л1и„; оператор Л(, очевидно, ограничен, и в последнем 
соотношении можно перейти к пределу: f = A lu0. Отсюда сле­
дует, что f  ̂  R (A t)C 2R (A ), и включение (6) доказано.

§ 5. Альтернатива Фредгольма

Из теорем третьей и четвертой Фредгольма вытекает важ­
ное предложение, известное под названием альтернативы 
Фредгольма:

П усть Т есть в. н. о. в гильбертовом пространстве Jq. 
Либо уравнение

(1 — 1Т)и =  0 (1)
имеет только тривиальное решение, и тогда неоднород­
ное уравнение

(1 — \ T )u = f  (2)
разрешимо при любом свободном члене f  (z $  и решение 
этого уравнения единственно; либо уравнение ( 1) имеет 
нетривиальные решения, и тогда уравнение ( 2) или неразре­
шимо, или имеет бесконечно много решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если уравнение (1) имеет только 
тривиальное решение, то данное значение X —  правильное для 
оператора Т. Тогда значение X — правильное для оператора



Г* (теорема 3 Фредгольма), уравнение

{ I  —  lT * )v  =  0 (3)

имеет только тривиальное решение г» =  0. Любой элемент 
/ 6Е •§ к этому решению ортогонален; по теореме 4 Фред­
гольма уравнение (2) имеет решение. Это решение единствен­
ное: если и, и щ — два решения уравнения (2), то

(/ — X Т) щ =  (/ — X 7) щ =  /.

Вычитая, находим

(/ — \T )w  —  0, w =  Щ — Ui-

Так как значение X правильное, то w =  0 и щ —  щ. Первая 
часть альтернативы Фредгольма доказана.

Пусть теперь уравнение (1) имеет s линейно независимых 
решений <р,, <рг> . .., Тогда для оператора Т данное зна­
чение X характеристическое, ранга s. По теореме 3 Фред­
гольма X есть характеристическое значение оператора Т* 
того же ранга s. Пусть u>v ш3, ш5 — соответствующие 
линейно независимые собственные элементы. По теореме 4 
Фредгольма уравнение (2) неразрешимо, если верны не все 
равенства

(/> «*) =  0, k — \, 2, ..., s. (4)

Если все равенства (4) выполнены, то уравнение (2) имеет 
бесконечно много решений. Действительно, по теореме 4 
Фредгольма в этом случае уравнение (2) имеет хотя бы одно 
решение щ  общее решение и уравнения (2), как всегда, 
можно получить, прибавив к щ общее решение однородного 
уравнения ( 1)

5

« =  «0 + 2  Ck'fk, (5)
к = 1

где с* — произвольные постоянные. Вторая часть альтерна­
тивы Фредгольма также полностью доказана.



§ 6. О непрерывности решений уравнения 
со слабой особенностью

Рассмотрим интегральное уравнение со слабой особен­
ностью

“ W -  |  ( 1)

где 0 sg: а т , | А (х, £) | ^  С =  const и множество 2 огра­
ничено. Если и выполнены условия ортогональ­
ности, предписанные теоремой 4 Фредгольма, то существует 
решение уравнения (1), также принадлежащее Lt (2).

В приложениях теории интегральных уравнений часто 
бывают интересны случаи непрерывности решений уравнения 
(1). Простой случай такого рода описывается следующей 
теоремой.

Т е о р е м а  8.6.1. Если 2 — ограниченное замкнутое 
множество, а функции f (x ) и А (дг, S) непрерывны в 2 , т о  
любое решение уравнения ( 1), принадлежащее классу £а (2 ), 
непрерывно в 2.

Выберем произвольно малое число е и непрерывную функ­
цию ij(f) вещественной переменной t, определенную при 
t ̂  0 и удовлетворяющую соотношениям

ч (0 = 1. о o < 7i ( o < i ,  у < * < 0 ,
tj(t) —  0,

Положим

к л * .  t ) = A * w \  к ,(х .

При этом

ядро уравнения ( 1) представлено в виде суммы двух ядер, из 
которых первое имеет слабую особенность, но отлично от 
нуля лишь при г<^е, а второе просто непрерывно.

Пусть и (лг) — какое-либо решение уравнения (1), при­
чем и ^  Ii(2 ) . Уравнение запишем в виде

и (лг) — (К  1u )(x ) =  g (х), (2 )



где
(К1и){х) =  \К Л х ,$ )и $ )(£ ,

Q

* (* )= / (* )+ $ & (* ,  6) и (6) Л

(3)

(4)

Функция g (x ) в 2 непрерывна — это легко вытекает из 
непрерывности функций /(лг) и Кг(х, 6) и из соотношения
| (KiU) (дг,) — (К,и) (х^ | =  j  ̂[/Са (*i, I) — К% (x it ?)] и (?) dt

й
[K i (x v «) -  К , (х^ ?)]* fl и ||it (в).

Е сл и  | A (x, E) | ^  С, то и  | A (x, 5) -rj (г )  | С. Число e выбе­
рем столь малым, чтобы одновременно выполнялись два не­
равенства:

C J A J M L - L ^ im — а ^  '
C IS .  1 < i .

(б)

(6)т  — а
в неравенстве (б) Н  означает диаметр множества 2.

В  силу формулы (3.10) гл. 7 из неравенства (5) следует,
что

Кг < i ;
рассматривая соотношение (2) как интегральное уравнение 
с неизвестной к(лт) и данной g(x), видим, что к этому 
уравнению применима теорема 8.2.1 Банаха, и функцию и(х) 
можно представить в виде ряда

« (* )  =  Ц  (K tg )(x ), (7)
п=0

сходящегося в метрике пространства L3(Q). Докажем, что 
этот ряд сходится в 2 равномерно. Функция g (x ) ограни­
чена; пусть | g (x ) | ^  М  =  const. Тогда

С А (х, 6) ч (г)
3 *•

С А (х> 6) ч <г>
.) Гл

ВЩг<4

I ( * * ) ( * ) !  = ■g(\)d%

■g$)d% МС di
г»’

к *



и по формуле (3.9) гл. 7

По индукции
1Г О ) И | < ж [ - Я А 1̂ 1 р .

в силу неравенства (6) ряд (7) равномерно схОдится в 2. 
По теореме 7.4.1 члены этого ряда непрерывны, а тогда его 
сумма — функция и (х) — также непрерывна.



ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ ОБ УРАВНЕНИЯХ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

Г Л А В А  9
УРАВНЕНИЯ И КРА ЕВЫ Е ЗАДАЧИ

§ 1. Дифференциальное выражение 
и дифференциальное уравнение

В самом общем случае дифференциальное уравнение 
в частных производных с т  независимыми переменными 
можно написать в виде
d .. .. ди ди д3и dhu\ п . ..  

(  11 *........ Х т ' дхх ’ •••’ дхт ’ ............

наивысший порядок k производной от неизвестной функции, 
входящей в дифференциальное уравнение, называется его 
порядком. Нетрудно написать также общий вид системы 
дифференциальных уравнений в частных производных.

В этой книге рассматриваются почти исключительно ли­
нейные уравнения в частных производных второго порядка. 
Как и в предшествующих разделах, совокупность значений пере­
менных (дг1( X *,. . . ,  х т ) будем рассматривать как точку х т-мер­
ного евклидова пространстваЕ т с координатами дг̂  х& . . . ,  хт.

В уравнениях, связанных с задачами физики, независимые 
переменные часто суть время и пространственные коорди­
наты; для их обозначения мы иногда будем пользоваться 
буквами t, х, у, z.

Линейное уравнение второго порядка с неизвестной функ­
цией и и с независимыми переменными xv ..., хт в самом 
общем случае имеет вид

2  А» М ш к + 2 А> м ш ,+ А-(х )“ = т ' (2)/.* = I *=i
где AJk, Ак, Л0, /  суть заданные функции от х.



Уравнение (2) на самом деле содержит при / Ф  k не от-

Выражение AkJ можно разбить на два слагаемых ка­
ким угодно способом, и мы всегда будем считать, что

так что матрица коэффициентов при вторых производных 
(«матрица старших коэффициентов») оказывается симметрич­
ной. Эта матрица в дальнейшем будет играть весьма важную 
роль.

Левую часть уравнения (2) будем называть дифферен­
циальным выражением второго порядка.

Функция f(x ), стоящая в правой части уравнения (2), 
называется его свободным членом. Как обычно, различают 
уравнения однородные, когда f (х ) =  О, и неоднородные, 
когда f (x ) =£0.

Рассмотрим некоторые примеры.
1. Уравнение колебаний струны

Здесь т  =  2; свободный член f (x ,t )  пропорционален внеш­
ней силе, действующей в точке х  струны в момент времени t. 
Матрица старших коэффициентов имеет вид

В  более сложном случае, когда струна колеблется в среде 
с сопротивлением, пропорциональным скорости, уравнение 
колебаний струны записывается так:

дельные слагаемые Ajk»Щ дГк и > а их сумму

А к/ (“*0 —  (л). (3)

(4)

(5)

д*и *д*и , .ди
Ж* ~ а дх*~^Н ~dt ̂  ̂ Х> )’ ft =  const (6)

Матрица старших коэффициентов по-прежнему имеет вид (5).
2. Уравнение колебаний мембраны 

д*и <> (д*и . д*и



(10)

Матрица его старших коэффициентов имеет вид 
' 1 0  0 \
О — а* 0 • (8)
0̂ 0 — а»/

3. Для уравнения теплопроводности

‘ а Ч Б + у + З ) - : ' * * * *  <9>
матрица старших коэффициентов имеет вид 

0̂ 0 0 0\
0 — 1 О 
О 0 — 1 
0̂ 0 0 -

4. Для уравнения Лапласа
т

< п >

патрица старших коэффициентов есть единичная матрица по­
рядка т .

5. Уравнение

, ( 1+ У )  g  - 2* У щ - у + (1+  9 = 0 <12>
имеет матрицу старших коэффициентов

f l + y  — х у\
■ ху 1 -f- •*/

§ 2. Классификация уравнений второго порядка
Уравнения второго порядка в частных производных клас­

сифицируются в зависимости от свойств характеристических 
чисел матрицы старших коэффициентов данного уравнения. 

Напомним, что характеристические числа матрицы
(А\\ ••• Ain 
Aji Ли . . .  А^п

Ani • . .  А п

(13)



суть корни уравнения (/ — единичная матрица) 
Ап — А Л^ ... А1п•и • • •

Det (Л — Х/) = Л'24 — X . . . Ain =  0

^л1 Лл9 •. • Л„(, X
и что все характеристические числа симметричной матрицы 
вещественны.

Рассмотрим дифференциальное уравнение, несколько более 
общее, чем уравнение ( 1. 2)

где Ф  —  произвольная функция своих аргументов. Матрица 
его старших коэффициентов симметрична, а тогда все ее ха­
рактеристические числа вещественны. Зафиксируем некоторую 
точку х, в которой определены коэффициенты уравнения ( 1), 
и пусть в этой точке матрица его старших коэффициентов 
имеет а положительных, р отрицательных и ? нулевых харак­
теристических чисел; очевидно,

Будем говорить в этом случае, что в рассматриваемой точке 
х  уравнение (1) принадлежит к типу (а, р, f). Уравнение (1) 
принадлежит к типу («, р, if) на некотором точечном множе­
стве, если оно принадлежит к типу (а, (3,?) в каждой точке 
данного множества. Очевидно, если старшие коэффициенты 
A jk в уравнении (1) постоянные, то тип этого уравнения один 
и тот же во всем пространстве. Если изменить знаки всех 
членов дифференциального уравнения, то числа а и р  поме­
няются местами, поэтому мы будем считать тождественными 
типы (а,р,^) и (р, a, -f).

Рассмотрим в качестве примеров уравнения пп. 1—5 пред­
шествующего параграфа. В примерах 1— 4 матрицы старших 
коэффициентов — диагональные и их характеристические числа 
совпадают с элементами главной диагонали. Отсюда сразу 
видно, что в любой точке пространства уравнение струны

т

-f- Ф (x v X i -) =  0 , (1 )! /

а +  Р +  Т —  «•

7-1587



имеет тип ( 1, 1, 0), уравнение мембраны — тип (2, 1, 0), урав­
нение теплопроводности — тип (3, 0,1), уравнение Лапласа 
в /я-мерном пространстве — тип (т , 0, 0).

Характеристические числа матрицы (1.13) суть корни 
уравнения

Отсюда видно, что в любой точке (х ,у ) уравнение (Ы 2 ) 
имеет тин (2,0,0).

Нетрудно указать уравнения, тип которых в различных 
точках может оказаться различным. Таково, например, урав­
нение Трикоми

имеет характеристические числа X, =  1, Х4=_у; поэтому на­
званное уравнение имеет при _у^> 0 тип (2,0,0), при дк^О — 
тип ( 1,1,0), а при у  =  0 — тип ( 1,0,1).

Три из рассмотренных здесь типов уравнений в частных 
производных играют в математической физике особую роль.

А. Тип (tn, 0, 0) =  (0, tn, 0) называется эллиптическим. 
Уравнение ( 1), следовательно, принадлежит к эллиптическому 
типу в данной точке, если в ней все характеристические 
числа матрицы старших коэффициентов отличны от нуля и 
имеют один и тот же знак.

Важнейшим примером уравнения эллиптического типа 
является уравнение Лапласа. Эллиптическим является урав­
нение (1.12), а также уравнение Трикоми при у^>0.

Б. Тип (т — 1. 0, 1) =  (0, т  — 1, 1) называется парабо­
лическим. Таким образом, уравнение (1) принадлежит в дан­
ной точке к параболическому типу, если в этой точке мат­
рица старших коэффициентов имеет одно характеристическое

1+ У - Х
— ху

они равны
— к

и и | и и л
У дх* ' ду2 '

д3и . д2и
(2)

Матрица его старших коэффициентов



число, равное нулю, а все остальные — отличные от нуля и 
одного знака.

Важнейшим примером параболического уравнения является 
уравнение теплопроводности, которое мы здесь напишем 
в виде

Ниже (см. раздел VI) мы придадим этой записи, а также за­
писи волнового уравнения (см. ниже) несколько иную форму. 
Частным случаем уравнения (3) является уравнение (1.9). 
К параболическому типу принадлежит уравнение Трикоми 
при у  =  0.

В. Тип ( т — 1, 1, 0) =  (1, т  — 1, 0) называется гипербо­
лическим. Уравнение (1) будет, следовательно, гиперболи­
ческим в данной точке, если в этой точке характ&ристиче- 
ские числа матрицы его старших коэффициентов все отличны 
от нуля, причем одно из этих чисел отличается по знаку от 
всех остальных.

Важнейший пример гиперболического уравнения — это 
волновое уравнение

его частными случаями являются уравнения колебаний струны 
и мембраны. К гиперболическому типу принадлежит и урав­
нение Трикоми при

Важность выделенных здесь трех типов уравнений в част­
ных производных — эллиптического, параболического и гипер­
болического — определяется двумя обстоятельствами. С одной 
стороны, все до сих нор известные задачи физики приводят, 
как правило, к уравнениям названных типов; с другой стороны, 
теория этих уравнений разработана с несравненно большей 
полнотой, чем теория уравнений в частных производных дру­
гих типов.

Уравнения типа (а, р, 0), где а ̂ 2  и Р 2, часто объеди­
няют под общим названием ультрагиперболических. Про­
стейшее ультрагиперболическое уравнение имеет вид

т  — I
ди _  

дхт (3)

(4)

дги , дги д*а дги



Эллиптические, параболические и гиперболические урав­
нения мы будем рассматривать как уравнения математической 
физики.

Имеется довольно много работ, посвященных уравнениям так 
называемых «смешанных» типов, т. е. уравнениям, тип которых 
может меняться от точки к точке. Подробно об этом см. [2] и [3]. 
Появился ряд работ, в которых изучаются уравнения типов («,0,7) 
(«эллиптико-параболические уравнения»). Из последних работ этого 
направления укажем статью [1].

§ 3. Краевые условия и краевые задачи

Желая полностью охарактеризовать физическую задачу, 
мы не можем ограничиться только дифференциальным урав­
нением; необходимо добавить некоторые дополнительные соот­
ношения, которые обычно носят характер так называемых 
краевых (или граничных) условий.

Поясним сказанное на простых примерах. Колебания стру­
ны описываются уже известным нам дифференциальным урав­
нением

дга 
dt2

8 д*и 
дхг --fix, t). О )

Допустим, что струна имеет длину I  и в  состоянии равно­
весия она занимала отрезок [0,1\ оси х. Далее допустим, 

что в момент времени t =  О струна была 
выведена из положения равновесия и начала 
колебаться. Задача состоит в том, чтобы ис­
следовать отклонение и(х, t) точки струны 
с произвольной абсциссой л  £  [0, /] и в 
произвольный момент, следующий за началь­
ным, т. е. в произвольный момент £^>0. 
Иначе говоря, функция u (x ,t), удовлетво­
ряющая уравнению (1), должна быть опре­
делена на плоскости переменных х  и t в об­
ласти, изображенной на рис. 9; граница 

этой области состоит из отрезка [0, /] оси х  и из двух 
лучей дг =  0, <^>0 и х  —  I, t^> 0.

Единственными данными в дифференциальном уравнении 
( 1) являются величина а1, которая определенным образом за­
висит ог физических свойств струны (от ее плотности и на­
тяжения), и функция f(x ,t ), характеризующая внешнюю силу,

Рис. 9.



которая в момент времени t действует на точку х струны. 
Но уравнение (1) не содержит, например, никакой информа­
ции о том, каким образом струна была выведена из положе­
ния равновесия, а также о том, каково состояние концов 
струны; они могут быть жестко закреплены или, наоборот,, 
свободны; может случиться, что концы струны не закреплены, 
но их перемещения стеснены теми или иными ограничениями. 
Указанная информация должна быть сообщена особо. Выве­
сти струну из состояния равновесия можно, сообщив ее точкам 
либо начальное смещение, либо начальную скорость, либо и 
то и другое вместе. Пусть точке х  струны, 0<; х  ̂  /, со­
общены начальное смещение <р0 (х) и начальная скорость cp1(jf). 
Тогда искомая функция u(x, t) должна удовлетворять соот­
ношениям

(2)
Пусть еще известны законы колебания концов струны: 

пусть в момент времени 0 ‘смещение левого конца стру­
ны равно <|»i (0> а смещение правого конца — <1>з(0- Тогда 
должны выполняться еще соотношения

м|*=о =  <МО> И|*-./ =  <М0- (3)
Условия (3) нет нужды ставить, если струна бесконечная, 

т. е. если она в состоянии равновесия заполняет всю ось х.
Дополнительные условия (2) и (3) должны выполняться 

на линиях t —  0, х  =  0, х =  /, т. е. на границе области 
(рис. 9), в которой должна быть определена функция и (х, )̂- 
По этой причине указанные условия и называются гранич­
ными или краевыми.

Заметим, что условия (2) и (3) не вполне независимы: если 
требовать, чтобы искомая функция и(х, t) была непрерывной 
не только внутри, но и на границе области своего определе­
ния, то необходимо, чтобы

(о)— 4*1 (°)- сРоОО='М°)- (4)
Соотношения (4) называются условиями согласования. 

Они вытекают из требования, чтобы смещение концов струны 
было непрерывным в начальный момент времени. Если требо­
вать, чтобы на границе области (рис. 9) были непрерывны 
также некоторые из производных функции н(х, t), то могут



возникнуть новые условия согласования. Так, если требовать 
непрерывности первых производных, то необходимо

если требовать непрерывности вторых производных, то по­
являются условия

Ниже (раздел VI) будет показано, что при достаточно 
слабых ограничениях уравнение ( 1) имеет одно и только одно 
решение, удовлетворяющее краевым условиям (2) и (3). Это 
означает, что уравнения ( 1) — (3) содержат всю информацию, 
необходимую для исследования колебания струны (решение 
единственно), и не содержит избыточной, противоречивой ин­
формации (решение существует).

Рассмотрим еще один пример. Пусть некоторое однород­
ное изотропное тело занимает в трехмерном пространстве (jci, 
х.г, дг3) область Q, ограниченную поверхностью Г. Допустим, 
что в этом теле распределены источники тепла интенсивности 
F" (х ) —  F (x it х 3, х3), независящей от времени. Это означает, 
что в любой подобласти 2'CZ^ за любой промежуток 
времени длительности Ы выделяется количество тепла, 
равное

Допустим, что в теле установилось стационарное, т. е. не 
зависящее от времени, распределение температур. Тогда тем­
пература в точке _*r =  (jci, xit дг3) тела удовлетворяет уравне­
нию Лапласа

где функция f (x ) только постоянным множителем отличается 
от F  (дг). Одного дифференциального уравнения (5) недоста­
точно, чтобы вполне определить распределение температур 
в теле 2; эго видно хотя бы потому, что уравнение (5) 
имеет бесчисленное множество решений. Необходима допол­
нительная информация. Ее можно получить, например, так.

<Р» (0) =  ф! (0), <р,(/) =  ̂ (0 ); (4а)

ФГ (0) — То (0 )= /(0 , 0), 
фа' (0) -  а* <р5■(/) =  /(/, О).

(46)

bt^F (х) dx.

(5)



Поверхность Г рассматриваемого тела доступна для наб­
людений, и в любой ее точке температуру можно измерить. 
Допустим, что нами измерена температура во всех точках по­
верхности Г, и пусть в точке х  £  Г  температура и равна 
<f(x). Тогда мы получаем дополнительное краевое условие

н|г =  ?(■*). * Е Г- (б)
В  разделе V будет показано, что задача (5) — (6) имеет, 

в довольно широких условиях, одно и только одно решение.
Если тело неоднородно и неизотропно, то мы приходим 

не к уравнению (5), а к более общему уравнению вида

-  1 = / м - (7) /, к = 1
которое, так же как уравнение (б), — эллиптическое. Задачу 
интегрирования уравнения (7) (в частности, уравнения Лап­
ласа (5) при краевом условии (6)) называют задачей Дирихле.

Дополнительная информация для уравнения (7) может опи­
сываться краевыми условиями, отличными от условия (6). 
Так, если известно, что в точке дг £  Г интенсивность тепло­
вого потока равна заданной функции Ч1, (х), то

[ 2  A ^ w „ c o s ^ X j )Ч. к = I
: ф ( Х) ,  (8)

где ф (х) отличается от V  (jc) только некоторым постоянным 
множителем, a v — внешняя нормаль к поверхности Г. Для 
уравнения Лаггласа

j  Ф  k> 
k,

f 0, у

и краевое условие (8) принимает вид
ди
дч - Ф (ат). (9)

Задача (7) — (8) (в частности, задача (5), (9)) носит назва­
ние задачи Неймана.

Задачи Дирихле и Неймана можно ставить не только 
в трехмерном, но и в любом от-мерном пространстве.



Дадим теперь общую формулировку понятий краевых ус­
ловий и краевой задачи.

Пусть нам дано некоторое дифференциальное уравнение 
в частных производных

L u = f{x ). (Ю )
Будем считать, что решение этого уравнения подлежит опре­
делению в некоторой области 2 пространства E mi границу 
этой области обозначим через Г. На всей границе Г или 
на некоторой ее части задаются значения одного, а иногда и 
нескольких дифференциальных выражений от искомой функ­
ции и

° а« ! г =  <Ра(*)> А = 1 ,  2,..., /. (11)
Уравнения (11) называются краевыми условиями, а задача 
об интегрировании дифференциального уравнения ( 10) при 
краевых условиях ( 11) называется краевой задачей.

§ 4. Задача Коши

Для уравнения (1.2) задача Коши ставится следующим 
образом. В пространстве переменных х\, jtj, ..., х т  задана 
некоторая гладкая поверхность Г. С каждой точкой х  ^  Г 
(х точка с координатами xt, x it ..., хт) связывается неко-, 
торое направление л, некасательное к Г. В окрестности (одно­
сторонней или двусторонней) поверхности Г  требуется найти 
решение уравнения ( 1.2), удовлетворяющее так называемым' 
условиям Ноши

« |г=  ?«(•*). ~ | г=  *,(*). ( 1)
Здесь ср0 (jc) и cpj (х) — функции, заданные на Г; будем счи­
тать, что cpj (лг) — непрерывная, а <р0(х) — непрерывно диффе­
ренцируемая функция.

Функции <р0 (х ) и <pj (х ) называются данными Коши, а 
Г  поверхностью, несущей данные Коши, или просто по­
верхностью Коши.

Заметим, что краевые условия (3.2) суть условия Коши 
для уравнения колебаний струны; роль поверхности Коши 
играет отрезок [0, /] оси х.

От краевых задач, рассмотренных в § 3, задача Коши 
отличается тем, что здесь заранее не указывается область,



в которой должно быть определено искомое решение. Тем 
не менее мы будем рассматривать задачу Коши как одну 
из краевых задач.

В  дальнейшем окажется полезным следующее замечание: 
зная условия Коши (1), можно найти значения всех первых 
производных искомой функции на поверхности Коши Г. Для 
доказательства возьмем на Г произвольную точку х  и по­
строим в ней местную систему координат X t. Х г, Х т . 
Так называется система декартовых координат, начало кото­
рой находится в точке х, оси Х 1г Х %, ..., Х тЛ расположены

в (т  —  1)-мерной плоскости, касательной к Г в точке х, а 
ось Х т  направлена по нормали к Г в той же точке (рис. 10). 
Зная значение функции и =  ср0(лс) на Г, мы сразу найдем 
производные по Ху, Х *  ..., X m_i

Далее

ди
Щ Т ~ д Х ; k —  1, 2,. .. , m — 1.

Угол (X, X m) отличен от прямого, потому что направление 
X — некасательное к Г. Но тогда cos (X, X m) Ф  0 и последнее



равенство дает нам значение недостающей производной:

Зная производные в местной системе координат, мы най­
дем значения производных в системе координат jci, jc9, ..., хт  
по формуле

§ б. Проблемы существования, единственности 
и корректности для краевой задачи

1. Пусть поставлена некоторая краевая задача. Решить 
ее значит найти все функции, удовлетворяющие данному 
дифференциальному уравнению и данным краевым условиям. 
Обычно искомую функцию подчиняют еще некоторым огра­
ничениям общего характера,; которые часто дают возможность 
рассматривать эту функцию как элемент того или иного 
функционального пространства; обозначим его через В\. Так, 
ставя задачу Дирихле для уравнения Лапласа, можно требовать, 
чтобы искомая функция была непрерывна в замкнутой об­
ласти 2 =  2 у  Г; в таком случае искомая функция, если она 
существует, есть элемент пространства С (£2). Можно искомую 
функцию подчинить другим ограничениям, например, можно 
потребовать, чтобы интегралы

рассматривать как элемент такого гильбертова пространства, 
в котором норма определена формулой

Г

дХт т cos (X, Хт )
ди ]

г /=1 •'г

т

т

в s я А=1

были конечными. В этом случае искомую функцию можно

II м II8 = $ {“а + (8rad u?} dx.Q
Ограничения, накладываемые на искомую функцию, выну­

ждают накладывать некоторые ограничения и на заданные



функции, входящие в правые части дифференциального урав­
нения и краевых условий. Обычно в таких случаях оказы­
вается, что совокупность этих правых частей также можно 
рассматривать как элемент некоторого другого функциональ­
ного пространства B t. Во многих интересных случаях про­
странства В\ и банаховы.

Рассмотрим тот случай, когда дифференциальные выраже­
ния, входящие как в дифференциальное уравнение, так и 
в краевые условия, линейны. Совокупность этих дифферен­
циальных выражений порождает некоторый линейный опера­
тор 91, который действует из пространства В\ в пространство 
Вч и преобразует искомую функцию и (х ) в упомянутую выше 
совокупность правых частей дифференциального уравнения 
и краевых условий. Обозначая эту совокупность через Ф, 
можно записать нашу краевую задачу в виде уравнения

3(н =  Ф. (1)
Оператор 91 будем называть оператором данной краевой 
задачи.

Теперь можно сказать, что решить краевую задачу — значит 
найти все элементы пространства B v которые преобразуются 
оператором 31 в заданный элемент Ф jЭ4.

Обычно стараются ставить краевые условия так, чтобы 
краевая задача имела одно и только одно решение. Это тре­
бует в каждом случае доказательства теоремы существования 
и теоремы единственности. Теорема единственности равно­
сильна утверждению, что существует оператор 3(“\ обратный 
оператору 91. а теорема существования — что область значений 
оператора 9( совпадает с пространством В%. Если верны обе 
теоремы — единственности и существования, то оператор 9Г1 
существует и определен на всем пространстве

При решении краевых задач играет важную роль, кроме 
вопросов существования и единственности решения, еще и 
вопрос о так называемой корректности краевой задачи.

К понятию корректности легко подойти с помощью про­
стых физических соображений. В основе определения физи­
ческих величин в конечном счете лежит процесс измерения, 
который всегда связан с некоторой погрешностью. В част­
ности, с погрешностью определяется и элемент Ф в уравнении
(1)— совокупность данных краевой задачи. Возникает вопрос: 
как погрешность в данных краевой задачи отразится на ее



решении? В  связи с этим вопросом находится следующее 
определение.

Краевая задача называется корректной в паре банаховых 
пространств B t и B it если решение краевой задачи един­
ственно в B i и сущ ествует при любых данных из В г и 
если достаточно малому изменению начальных данных 
в норме B i со о тветствует сколь угодно малое изменение 
решения в норме B t.

К  вопросу о корректности мы вернемся в конце книги, 
в разделе VII, где, в частности, будет показано, что коррект 
ность задачи ( 1) равносильна ограниченности оператора 
Здесь мы ограничимся тем, что приведем два примера некор 
ректных краевых задач. Первый пример принадлежит Адама 
ру, который впервые ввел понятие корректности краевой задачи,

2. Рассмотрим уравнение Лапласа на плоскости

‘ £  +  ? - = 0- <2)
В качестве поверхности Г  возьмем ось х  и на ней зададим 
данные Коши. Окрестностью, в которой мы будем искать 
решение, пусть будет полоса 0< ^< ^ 8, где 8 — произвольное 
положительное число; эту полосу обозначим через 2. В ка­
честве некасательного направления X возьмем у. Условия Коши 
нусть будут такие:

ди
ду , „ 0= 0> — 00< Л Г < 00. (3)

Задание совокупности данных равносильно заданию единст­
венной функции ср (лг), которую будем считать непрерывной 
и ограниченной на всей оси. Тогда эту функцию можно рас­
сматривать как элемент пространства С (— оо, оо), которое 
в нашем случае играет роль пространства В 2. За B i примем 
пространство С (2 ) функций, непрерывных и ограниченных 
в полосе 2. За область определения оператора краевой за­
дачи (2) — (3) примем множество функций из С (Q), имеющих 
непрерывные вторые производные и удовлетворяющих условию

Г  = 0.ду v = о
Докажем, что в паре пространств B v B t задача/(2) — (3) 

некорректна. Можно доказать единственность решения этой 
задачи. Отсюда легко следует, что функции <р (х ) ~  0 соот-



ветствует решение м =  0. Сообщим теперь функции ср (jc) =  О 
малое (в норме пространства Z?a) изменение: рассмотрим за­
дачу Коши для уравнения (2) с данными Коши

cos пх ди
ду у —ои =  О, (4)у=о п

где п — достаточно большое натуральное число.
Решение новой задачи есть

, . cos пх ch пу t t (x ,y )— ------— SL,

что легко проверяется подстановкой в уравнения (2) и (4). 
Очевидно,

II? 11*2=
В то же время

cos пх
в>

cos пх

II" Р г=  шах
— оо<дс<со

max
— ОО <-V<-fcO

cos nx ch пу I __ch nb

0.

oo.

Таким образом, сколь угодно малые (по норме В 9) изменения 
данных могут вызвать сколь угодно большие (по норме B t) 
изменения решения. Это значит, что задача Коши для уравнения 
Лапласа в рассмотренной нами паре пространств некорректна.

3. Рассмотрим уравнение
дги (5)dxtdx2'

Это уравнение — гиперболического типа. Действительно, мат­
рица его старших коэффициентов имеет вид

_1_
2

ее характеристические числа
-X

корни уравнения

— суть Х,==у, Х,= 
ные знаки. Заметим еще, что уравнение (5) переходит в одно­

-g-; они отличны от нуля и имеют раз-



родное уравнение колебаний струны, если сделать замену 
независимых переменных

X t =  x - \ - a t, хч =  х  — at.

Для уравнения (5) поставим задачу Дирихле в квадрате 
рис. 11; этот квадрат обозначим через 2 , а его контур — 

через Г. Условия на Г пусть имеют вид
И U,= 0  =  ? 1  (х2)> « и» = о =  (х,), ' 
и и, = г =  ®а (ха), Н U  = i =  фа(х,).

За B t и В<ц примем пространства С (2) 
и С (Г) соответственно. Чтобы решение 
могло быть непрерывным, должны быть 
выполнены условия согласования

хг
хг-/

Г

т ° Q хг 1

О xfO х, <Pi (0) — Ф1 (0), <fa (0) =  ф! (1),
Рис. 11. <р1(1) =  фа(0). 92(1) =  4*2(1 )•

З&дача (5 ):— (6) неразрешима при произвольно заданных не­
прерывных функциях (6). Чтобы убедиться в этом, найдем 
общее решение уравнения (5). Представив его в виде

=  видим, что = / (х 2), где функция f  произ­
вольна, Интегрируя, далее, по хг, получим

и (х „  х.2) =  Ь\ (х ,) -|- Ft (х.2), Fi(xt) = f ( x а),

где F j и F i — произвольные функции. Можно удовлетворить 
первым двум условиям (6):

F ] (0) 4~ Fа (х2) =  <pi (Ха),
Ft (xi) -j- Fa (0) =  ф̂ (Xj).

Одна из постоянных F i(0 ) и F a(0), очевидно, остается про­
извольной. Положим F i (0) =  0. Тогда

Fi (х ,) =  ф, (х ,), Fi (х 2) =  <р, (х2) — Ф1 (0).

Решение определено полностью; равенство Fs(0) =  0 вытекает 
из первого равенства (7). Ясно, что удовлетворить оставшимся 
краевым условиям (6) невозможно, если функции и ф9 
произвольны.

Из сказанного следует, что задача (5) — (6) некорректна 
в паре пространств С(2) и С(Г).



ХАРАКТЕРИСТИКИ. КАНОНИЧЕСКИЙ ВИД. 
ФОРМУЛЫ ГРИНА

§ 1. Преобразование независимых переменных

Пусть дано уравнение в частных производных второго 
порядка, линейное относительно старших производных

771 ...&)-* <ч
Допустим, что вместо независимых переменных х х, хг,

E, =  Er (jc1> х4, хт ), г =  1, 2, . .. .  т . (2)
Выясним, как при этом изменится наше уравнение.

Для упрощения записи условимся не писать знака суммы, 
руководствуясь при этом следующим правилом: если в неко­
тором одночленном выражении дважды повторяется перемен­
ный индекс, принимающий значения от 1 до т , то по этому 
индексу производится суммирование от 1 до т . Уравнение
( 1) можно теперь записать проще:

. , , д-и . ди ди ди \ __п
“ * a v  ........а д - 0'

Допустим, что в некоторой области изменения точки х 
преобразование (2) взаимно однозначно, а его якобиан от­
личен от нуля. Такое преобразование независимых перемен­
ных будем называть невырожденным. Предположим еще, что 
функции имеют непрерывные вторые производные. Вычис­
лим встречающиеся в уравнении ( 1) производные

ди ди д£г д'и __ дги dir dss , ди д*1г



Подставив эти выражения в уравнение (1), получим новое 
уравнение

л I Л U t „ д и д и  ди\____п
Jk дхк дх, +  Ф‘ [ * .......  ^  и’д^’ дТ3' •••’ dQ) —  0,

Ф1 =  Ф 4->1
1 J " dxjdxk dhr

Введем обозначение
А 6̂$ -- 4 /04
А' к Щ д 7 , rr

Тогда уравнение ( 1) принимает вид

А, dirdls +  Ф‘ (£l.......%  ’ •1 * ’ % t) — ° ’ (4)
Таким образом, при преобразовании независимых перемен­

ных уравнение ( 1) переходит в уравнение того же вида, что 
и исходное; меняются лишь его коэффициенты. Заметим, что 
матрица старших коэффициентов уравнения (4) симметрична

2   л dSr dZs __  . dZs д̂ г
rs Jk дхк дх/ ki dxjdxk

Меняя в последней сумме обозначения j  и к местами, получаем
dcs <?£/•

! дхкдх]'
Т е о р е м а  10.1.1. Тип уравнения в частных производ­

ных (1.1) не меняется при невырожденном преобразовании 
независимых переменных.

Из алгебры известен ^следующий факт. Пусть некоторая 
матрица приведена невырожденным преобразованием к диаго­
нальному виду. Тогда количества положительных, отрицатель­
ных и нулевых собственных чисел данной матрицы соответ­
ственно равны количествам положительных, отрицательных и 
нулевых диагональных элементов преобразованной матрицы.

Обозначим через J  якобиеву матрицу преобразования (2). 
Ее определитель — якобиан этого преобразования — отличен 
от нуля, поэтому существует обратная матрица Т  *. Формула
(3) равносильна матричному равенству

A —  JA f, (5)
в котором штрих обозначает транспонированную матрицу.

А __A Ss __  Аrs— -- 3—-Лг



Пусть невырожденное линейное преобразование с матри­
цей о преобразует матрицу А в 'диагональную матрицу D

А =  о£)з'.
Тогда по формуле (5)

А =  JoDa’f  =  (Jet) D (Л )',
и матрица А сводится невырожденным преобразованием (с 
матрицей Уз) к той же диагональной матрице D• В таком 
случае количества положительных, отрицательных и нулевых 
собственных чисел матриц А и А соответственно совпадают. 
Это и требовалось доказать.

§ 2. Характеристики. Соотношение 
между данными Коши на характеристике

Рассмотрим уравнение в частных производных второго по­
рядка

57}дГь +  ф (*• 5Ft ....... g£~) - 0, W
линейное относительно старших производных. Составим урав­
нение первого порядка

АМ * ) дщ £ к= о . (2)

Оно называется уравнением характеристик дифференциаль­
ного уравнения ( 1). Если функция ш(jct . . . ,  дгт ) удов­
летворяет уравнению характеристик, то поверхность (в слу­
чае двух измерений — линия), определяемая уравнением

<•>(#!, X* ... ,  X т ) —  С, (3)
где С — произвольная постоянная, называется характеристи­
ческой поверхностью (соответственно характеристической 
линией) или характеристикой данного дифференциального 
уравнения ( 1).

Формально уравнение характеристик строится так: надо 
составить квадратичную форму

(At, t) =  Ajktjtk, (4)
соответствующую матрице А старших коэффициентов урав­



нения ( 1). положить в этой форме tk=  и полученное вы­
ражение приравнять нулю.

Отметим важное свойство характеристик: они инвариантны 
при преобразовании независимых переменных. Это означает 
следующее: если ш(jfj, xv хт ) есть решение уравнения
(2) и если преобразование независимых переменных ( 1.2) пере­
водит функцию Хч,. хт ) в функцию «>(?!, Em), 
то эта новая функция есть решение уравнения

~а> 4 Л = ° >  <2а>
которое является уравнением характеристик для преобразо­
ванного дифференциального уравнения (1.4).

Действительно,
д<л __д<л д£г ди> __ d£s

dxj <%r 5jc/’ &xk &xb'
Подставив это в уравнение (2) и воспользовавшись форму­
лой (1.3), найдем, что ш удовлетворяет уравнению (2а).

Уравнение эллиптического типа не имеет вещественных 
характеристик. Действительно, если уравнение (1) — эллипти­
ческое, то квадратичная форма (4) — определенная и обра­
щается в нуль (при вещественных £*) только тогда, когда 
ti =  ti =  . ,. =  tm =  0. В  таком случае уравнение характери­
стик имеет решением только u> =  const, что не определяет 
никакой поверхности.

Покажем, что на характеристической поверхности данные 
Коши связаны некоторым соотношением. Отсюда будет сле­
довать, что на характеристической поверхности данные Коши 
нельзя задавать независимо.

Пусть данные Коши заданы на достаточно гладкой по­
верхности Г, определяемой уравнением

E(xi, хь . .., х т ) —  0, (5)
и имеют следующий вид:

и |г  = < М х ), щ  Г =  <М*)- (6)

где X — направление, некасательное к Г. Как было выяснено 
в § 4 гл. 9, зная данные (6), можно найти значения всех пер­
вых производных функции и на поверхности Коши Г,



Введем новую систему координат. Координаты £9, ..., 
введем произвольно, a положим равным 5; выбирая коор­
динаты Sj, £s, 5т л> позаботимся только о том, чтобы пре­
образование было взаимно однозначным с отличным от нуля 
якобианом и чтобы функции %г имели непрерывные вторые 
производные. В новых координатах уравнение поверхности 
Коши Г  принимает особо простую форму £т  =  0.

Допустим теперь, что Г  —  характеристическая поверхность, 
т. е. что

A jk~ f -  =  0.}к dxj дхк
д‘иВ  переменных Ьг коэффициент при производной тогда

т
обращается в нуль, и каше уравнение по отношению к пе­
ременной £те есть уравнение первого порядка.

Покажем, что на поверхности Г  можно вычислить все 
производные, входящие в преобразованное уравнение ( 1), 
исходя только из данных Коши. Действительно, величина

дии | г =  >|>о (-*0 известна.Первые производные г можно оп­
ределить так, как об этом сказано выше. Вторые производ­
ные, не содержащие двукратного дифференцирования по ?т , 
можно найти, дифференцируя первые производные по £,,
• • • > 5/п-1> т- е- по направлениям, касательным к Г. Единствен­
ная вторая производная, которую нельзя вычислить, исходя

дгитолько из данных Коши, — это -эт—, но как раз она в пре-v? т
образованном уравнении отсутствует.

Значения всех слагаемых в левой части уравнения (1), 
преобразованного к переменным ;2, . .., ?от, могут быть 
вычислены на поверхности Коши Г. Подставив эти значения 
в уравнение, получим, что некоторая заданная функция дол­
жна тождественно равняться нулю. Это и есть соотношение 
между данными Коши на характеристике; если оно нарушено, 
то задача Коши с данными на характеристике решения не 
имеет.

Для примера рассмотрим уравнение теплопроводности



Его уравнение характеристик есть

*=1
откуда о)=/(лгт), где / — произвольная функция. Уравнение 
характеристической поверхности имеет вид f (x m) —  const; 
решая его относительно х т , получим уравнение вида х т  =  const. 
Таким образом, характеристики уравнения (7) суть плоскости 
х т  —  const. Пусть поверхность Коши есть плоскость хт  =  0, 
а условия Коши имеют вид

и х  = 0 — ToC^l..........х т - 1)> л у. х = п —  •••>т  гг гп
(8)

Полагая в уравнении (7) д:от==0, мы сразу получим соотно­
шение

от- 1 
1== 2  —9 t '~  J L  d x f  a=i

Отсюда видно, что второе из условий (8) задавать нет смысла 
достаточно задать только условие

М ! X =0 == 'fo (-*1> xi.......

§ 3. Приведение уравнений второго порядка 
к каноническому виду

Рассмотрим специально случай линейного невырожденного 
преобразования переменных

tr = jrk X k; k ~ \ , 2, т ; ) rk —  const. ( 1)
Введем в рассмотрение матрицу J  с элементами ] гк. Пре­

образование ( 1) можно записать в виде
\ =  Jx. (10

Зафиксируем точку х, тогда матрица А старших коэф­
фициентов уравнения станет постоянной. Матрицу J  можно 
выбрать так, чтобы преобразованная матрица старших коэф­
фициентов (формула (1.5)) A =  JA f  была диагональной:



AJk =  0, j  Ф  k. Тогда в зафиксированной нами точке урав­
нение ( 1.1) принимает вид

т
- д2и I a. /f t t .. ди ди ди \ п /0ч

2d 4  & ‘к 1 *......  т ’ d fr dt2 ’ • • • ’ Я  J  “  ^

Здесь vft =  i4ftft. Такой вид уравнения второго порядка, когда 
отсутствуют смешанные вторые производные, называется ка­
ноническим видом этого уравнения. Таким образом, уравне­
ние в частных производных второго порядка, линейное 
относительно старших производных, можно в любой то ч ­
ке пространства привести к каноническому виду с по­
мощью линейного преобразования независимых переменных.

Очевидно, что уравнение можно привести к каноническо­
му виду сразу во всем пространстве, если старшие коэф­
фициенты A jk постоянные.

Уравнения Лапласа, теплопроводности и волновое имеют 
канонический вид.

Канонический вид уравнения тесно связан с его типом. 
В силу закона инерции квадратичных форм среди чисел 
столько же положительных, отрицательных и нулей, сколько 
их среди чисел — характеристических чисел мафицы стар­
ших коэффициентов. Поэтому тип уравнения в частных про­
изводных второго порядка, линейного относительно старших 
производных, можно определить так: уравнение ( 1.1) принад­
лежит к типу (а, (3, f), если в канонической форме (2) этого 
уравнения среди чисел vft есть а положительных, р отрица­
тельных и  ̂ нулей.

§ 4. Случай двух независимых переменных
Уравнение в частных производных второго порядка с двумя 

независимыми переменными примечательно тем, что его можно при­
вести к каноническому виду не только в отдельно взятой точке, 
но и в некоторой области, в которой тип уравнения не меняется.

Будем обозначать независимые переменные через дг и у, стар­
шие коэффициенты — через А, В, С. Тогда уравнение можно запи­
сать в виде

. д*и , по дги , „д*и , , (  ди ди\ „ ...
А дх*+ В дхсly + С dyJ +  Г ’ ^  и'д х ’ д у )~  ’ ( *

будем считать, что в каждой точке хотя бы один из коэффициентов 
А, В, С отличен от н>ля.



Напишем матрицу старших коэффициентов

и уравнение ее характеристических чисел

или
Xs— (А + С) X + АС— В* =0.

Это уравнение имеет вещественные корни
А + С ± У (А  — С)а +  4В* .■ о---------- »

они одного знака, если АС — В* > 0, и разных знаков, если АС —
— В2 < 0; если АС — В2 — 0, то один из корней равен нулю, а дру­
гой отличен от нуля. Отсюда следует, что уравнение (1) эллипти­
ческое, если АС — В 2 > 0, параболическое, если АС — В* = 0, и ги­
перболическое, если АС — В 2 < 0; другие типы невозможны.

Уравнение характеристик

можно свести к обыкновенному дифференциальному уравнению 
следующим простым приемом. Пусть <*> (дг, у) — решение этого 
уравнения. Рассмотрим характеристику

порциональными величинами dy и — dx, получим обыкновенное 
дифференциальное уравнение первого порядка

Обратно, если <■> (х, у) — const есть общий интеграл уравнения (3), 
то легко убедиться, что функция и (дг, у) удовлетворяет уравнению 
характеристик.

ш (х, у) — const.
Вдоль этой характеристики выполняется соотношение

или

Adys — 2Bdx dy + C dx2 — 0. (3)



Уравнение (3) распадается на два уравнения

(4)

dy __ В  +  У В 3 —  АС 
dx А
dy В — Y  В* — АС 
dx А

совпадающие, если уравнение ( I )  параболическое, и различные 
в остальных случаях.

Рассмотрим, прежде всего, случай, когда уравнение ( I)  эллип­
тическое: АС — # 3> 0. Правые части уравнений (4) суть сопря­
женные между собой комплексные величины. Пусть £ (х, у) -J- 
+  щ (*, у) — const есть общий интеграл первого уравнения (4); мы 
считаем при этом, что £ и nj вещественны при вещественных х и у. 
Примем $ и т) за новые независимые переменные, и пусть А, В, С — 
новые старшие коэффициенты. В § 1 было указано, что характе­
ристики инвариантны при преобразовании независимых переменных; 
поэтому новому уравнению характеристик

*(50‘+й * ? + е (ч )’-  <5>
должна удовлетворять функция <о =  £ -j- Л). Отсюда А — С, Ъ =  0; 
разделив преобразованное уравнение на А, приведем его к канони­
ческому виду

д*и , д*и , . „  ди ди\ п
^  + д?  +  * « (Ь ч . « .  -щ, (6)

Обратимся к параболическому случаю Пусть 5 (х, у) =  const — 
общий интеграл каждого из уравнений (4). Введем новые пере­
менные £ и 1), где ■»).= к)(х, у) — какая-либо функция, независимая 
от £ (х, у). Уравнение (5) имеет решение £ =  £, поэтому Л =  0. 
Кроме того, тин уравнения не изменился при замене переменных, 
поэтому AG — ё* — 0. Отсюда В~=0. Разделив преобразованное 
уравнение ( I )  на С, приведем его к каноническому виду

дги , . Л. ди ди\ п /7V
э ? + ф‘ ( И '  “ • Э1 * W  ( )

В гиперболическом случае в качестве новых независимых пере­
менных введем £х =  £ +»), *]t =  £ — *|, где £ (.г, у) =  const и ц (х, .у) =  
=  const суть общие интегралы уравнений (4). Уравнение (5) имеет

1 1 ~ % два решения: S> =  — и a =  y  (S i— 41). поэтому Л =  — С
и 6 =  0. Разделив преобразованное уравнение (1) на А, приведем его 
к каноническому виду

&и д*и 
dsf dr)f



§ 5. Формально сопряженные дифференциальные 
выражения

Рассмотрим линейное дифференциальное выражение вто­
рого порядка

i "  =  ^ * 4 f e -  +  ‘4* S 5 + 'v ''
В  евклидовом пространстве координат x t, . . . ,  хт  зада­
дим конечную область 2, ограниченную кусочно гладкой 
поверхностью Г. Будем предполагать, что в замкнутой об­
ласти S  =  2 [J Г  коэффициенты Ajk имеют непрерывные 
вторые производные, Ah — непрерывные первые производные, 
а коэффициент Д> непрерывен. Будем также предполагать, 
что и £  С(9) (2), т. е. что функция и (х ) непрерывна вместе со 
своими_ первыми и вторыми производными в замкнутой об­
ласти 2 .

Построим дифференциальное выражение М, которое назо­
вем формально сопряженным с L :

* » - О)
Удобно преобразовать L к следующему виду:

1а==щ { А^ ^ + в“ щ + Са>

Вл==А*-~ Т ч>  С==А°- 
Если L записано в такой форме, то М  примет вид

Ш  =  Щ [ AJk щ )  — ~ д х“ ] +  Си-
Исходя из этого выражения, легко проверить, что формаль­
ная сопряженность есть свойство взаимное, т. е. что выра­
жение, формально сопряженное с М, есть L. Действительно,

г= щ  [AJ* ~ в * ш ; +  (с ~  а й ) "•
Пусть N  есть дифференциальное выражение, сопряженное 
с М, тогда

Ми-.



Если Af =  Z., то выражение L называется формально 
самосопряженным.

Как видно из формул (3) и (4), формально сопряженные 
.выражения отличаются только средними членами этих фор­
мул. Ясно, что M  =  L тогда и только тогда, когда £* =  О, 
k = \ , 2, . . . ,  т . Поэтому дифференциальное выражение L 
будет формально самосопряженным тогда и только тогда, 
когда В к= 0, k = \ , 2, . . . ,  т . Отсюда следует, что само­
сопряженное дифференциальное выражение второго порядка 
можно привести к виду

1” = 4 ( Л'‘ ^ )  + С“' А *  =  А ч - <5>
Оператор Лапласа и волновой оператор формально само­

сопряжены; оператор теплопроводности не является формально 
самосопряженным.

§ 6. Формулы Грина

Пусть дифференциальное выражение L определено фор­
мулой (5.3), коэффициенты которой удовлетворяют условиям 
§ 5. Пусть, далее, функции и, v ^  С(а) (2). Составим инте­
грал

I  v Lu  d x  = l v  Щ  { А ;*  щ ) d x +  \ v  [ в * Щ + Си) d x ■ (1)
Применив к первому интегралу справа формулу интегри­

рования по частям (§ 1 гл. 2), получим так называемую 
первую формулу Грина

I v  ( Вк ^  Си) d x  ̂  §vAjk cos (v* Х/^d T ' ^а г

Здесь v — внешняя (по отношению к области) нормаль к по­
верхности Г.

Напишем первую формулу Грина для формально сопря­
женного дифференциального выражения М , поменяв при этом



местами и и v:

j u M v d x =  J A „ i “7-l § l d*  +

+  \ и { - в ‘ й + { с - щ 1 ' ’ } ,' * +a
+  иЛЛ<щ cos(v, X j)dT . (3) 

г

Вычтем формулу (3) из формулы (2). Можно убедиться, что 
все объемные интегралы справа исчезнут. Действительно, так 
как A/k —  Ab/> т0 первые интегралы в правых частях формул
(2) и (3) совпадают. Далее, интегрируя по частям, получаем

— § uBk-^kd x = \  v d x— \ B kW cos (v, x h) dV =
s a ^

=   ̂ \vBk -j- uv dx—  ̂ B kuv cos (v, xk) dT. 
я £

Отсюда ясно, что объемные интегралы в формулах (2) и (3) 
справа тождественны.

В результате вычитания получаем вторую формулу 
Гоина

 ̂(vLu — uMv) dx —  
s

=   ̂ ш , ~  u щ !  +  Bt>uv\ cos (v’ х ь) dT’ (4)
г

Формулы Грина несколько упрощаются для формально 
самосопряженных дифференциальных выражений. В этом слу­
чае B k^ 0 , и мы получаем следующие, более простые фор­
мулы: первая формула Грина

I  * L u d x = - \

- f  \ vAJ»-srk cos(y’ с5)



вторая формула Грина
dv'

дхц,■j cos(v, X/)dT. (6)

Напишем формулы Грина для трех важнейших дифферен­
циальных выражений (их обычно называют операторами) 
математической физики: Лапласа, теплопроводности и волно­
вого.

1. Оператор Лапласа

— формально самосопряженный; его коэффициенты имеют 
значения AJk —  bjk, С =  0. Подставив эти значения в фор­
мулу (5), получим первую формулу Грина для оператора 
Лапласа:

называется интегралом Дирихле.
Полагая в (7) v =  \, получаем важную для дальнейшего 

формулу

М

f  A m  dx —  — ди dv 
дхк дхкd x +  { (7 )

Отметим два частных случая формулы (7). 
При u —  v получаем

Как уже отмечалось (§ 3 гл. 4), интеграл
т



вид
Вторая формула Грина для оператора Лапласа имеет

С (г> Дм — ttb.v)dx= jj — и (10)
в  Г

2. Оператор теплопроводности
m— 1

_ _  д у  д*
дхт  Z i  дл *«=1

не является формально самосопряженным. Для этого опера­
тора

== 0; Ahk =  1 > 1 =£= k ^  т  — 1; Ajk =  0, J  ф  k\ 
В т —  1; B k =  0, l ^ k ^ m — 1; С —  0.

Оператор М, формально сопряженный с оператором тепло­
проводности, имеет вид

т  — I 

fc=l
По формулам (2) и (4) находим

(

от— 1 \

m — I

+  l V 2  d k C0S^ ’ X *) d T ;  (П)
J (vLu —  uMv) dx —

I [ 2 [ v  ~  Us B  cos (v’ Xk) + uv cos <v’ Xm) dV. (12)

3. Волновой оператор часто обозначают символом [jj
т — I

п = —___У —
^  *T i д х ъ



Этот оператор — формально самосопряженный; значения его 
коэффициентов таковы:

^ ш =  Akk== — 1 k ^  tn 1; Ajk =  О,
]ф к \  С = 0.

Формулы (5) и (6) для волнового оператора имеют следую­
щий вид:

Г т  — 1
С ,—, j  f V  дм dv ди dv 
V t Q u  X —  \ 2 d W kdTk ~

+ \v
L k = I

ди

dx-\-

£ C0S (V- * « ) ~  2  Ш 7 С° НЧ’ Xh)

m -  1

fe= 1
dr, (13)

f ( tQ «  — O )  (v ^ n ~ u cos (v’ Xm)'

m — I

2 ( ^ - “ S cos(v’ Xk) dr. (14)



‘Р А З Д Е Л  V

УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА

Г Л А В А  И
УРАВНЕНИЕ ЛАПЛАСА И ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

§ 1. Основные понятия

Мы начнем с самого простого и важного из эллиптиче­
ских уравнений, а именно с уравнения Лапласа. Это урав­
нение имеет вид

_ Д н = / (* ) .  ( 1)
Здесь f ( x ) — заданная функция. Если /(х)щ ЁО, т о  уравне­
ние (1) называется неоднородным уравнением Лапласа. При 
/(лт) =  0 имеем однородное уравнение Лапласа

Ди =  0. (2)

Неоднородное уравнение Лапласа часто называют уравнением 
Пуассона.

В более подробной записи уравнения Лапласа — неодно­
родное и однородное — выглядят так:

т

и соответственно
т

I  Щ - *А =  1

Рассмотрим некоторую замкнутую поверхность Г, не 
обязательно связную, и пусть Г ограничивает область Й, 
конечную (рис. 12) или бесконечную (рис. 13). В обоих слу­
чаях предполагается, что сама поверхность Г  конечна. Будем



изучать поведение решений однородного уравнения Лапласа 
в подобных областях.

Функция н(дг) называется гармонической в конечной 
области 2, если она в этой области дважды непрерывно 
дифференцируема и удовлетворяет однородному уравнению 
Лапласа.

I v

[Г

Рис. 12.

Будем говорить, что функция и(х) гармоническая в бес­
конечной области 2, если в каждой точке этой области, 
находящейся на конечном расстоянии от начала, и (х ) дважды 
непрерывно дифференцируема, удовлетворяет однородному 
уравнению Лапласа и на бесконечности имеет порядок
О • так что для достаточно больших | х  | имеет место
неравенство

l«W I< l^ rr . • О)
где т  —  размерность пространства, а С — некоторая постоян­
ная. В  случае двумерной области ( т  —  2) условие (3) озна­
чает, что гармоническая в бесконечной области функция 
ограничена на бесконечности.

Подчеркнем, что определение гармонической функции отно­
сится только к случаю открытой области (т. е. открытого 
связного множества); если говорят о функции, гармонической 
в замкнутой области, то под этим понимают, что данная 
функция гармонична в более широкой открытой области.

Заметим еще, что определение гармонической функции 
не накладывает никаких ограничений на поведение функции 
на границе области.

Рис. 13.



П р и м е р  1. Если О — бесконечная область, то функция 
и (х) =  1 гармоническая только при т  — 2. Если т  > 2 , то в бес­
конечной области эта функция негармонична. Однако она гар­
монична в любой конечной области при любом т.

П р и м е р  2. В двумерной плоскости функция

где z — x-{-iy, гармонична в любой области, которая не содержит 
начала координат.

П р и м е р  3. Функция Rг У  г, z =  x-\-iy, гармонична в круге 
)г |< / ?  (R — любое положительное число), разрезанном вдоль 
какого-либо из его радиусов.

П р и м е р  4. Функция двух переменных и =  х*-\-уа не являет­
ся гармонической ни в какой области, так как она не удовлетво­
ряет однородному уравнению Лапласа

А (х *+ у2) =  4ф0.

П р и м е р  5. Функция и — хг— гармонична в любой конеч­
ной области.

На двумерной плоскости конформное преобразование не меняет 
однородного уравнения Лапласа (см. § 3 гл. 13). В случае любого т  
это не так, но все же существует преобразование, которое перево­
дит любую гармоническую функцию в гармоническую же. Это пре­
образование Кельвина, которое переводит точку х ( * „  xs, ... , хт )
в точку х’ (лг|, я-'....... .v^), симметричную с точкой х относительно
сферы данного радиуса R  с центром в начале координат, а дан­
ную функцию и (х) переводит в функцию

п т -а
® (*') =  j p -р т  и (*)• (4)

Напомним, что точки х и х' называются симметричными 
относительно названной выше сферы, если они лежат на одном 
луче, исходящем из начала, и если | х \ • | х' | =  R*. Декартовы коор­
динаты симметричных точек связаны соотношением

Хь = Xk [FT* *
Простой, хотя и довольно громоздкий подсчет приводит 

к соотношению
т  т

Д * _  \  Ё Е  -  l * ! ”* ’ У 1 д ‘ а -  А  Ях — £  дх,. — дт+> £  дх. Rm+ll х",

поэтому если Д*и — 0, то Дx,w — 0.



§ 2. Сингулярное решение уравнения Лапласа

Пусть х (jclt xt, ...,  хт ) и 5(?i, Sg, , 5т ) —  две точки 
/и-мерного евклидова пространства Е т . Обозначим

r=U-S| = l/2 (*»_S,,)* (1)
и рассмотрим функцию

=  ̂  (2)
в предположении, что т^>  2. Будем считать точку £ фик­
сированной, так что v(x , I)  можно рассматривать как функ­
цию точки лг.

Функция v(x , 5) разрывна при лт =  Е. Докажем, что 
в любой области, которая не содержит точки S, функция 
v (x , £) гармоническая. Прежде всего, в такой области функ­
ция v (x , £) непрерывна вместе с производными любого по­
рядка. Далее, на бесконечности

*(*•*)=о (утр*)- (3)
Действительно, г —  \х — £ 15= | .* | — 151. Нас интересует по­
ведение функции v при достаточно больших | х I, поэтому мы
можем считать, что | х  | 2 151. Тогда | $ | <С у  I l> г у  I I
и

2m-i
^ X p jp F T -

Соотношение (3) существенно, если рассматриваемая область 
бесконечная.

Наконец, функция (2) удовлетворяет однородному урав­
нению Лапласа.

„  дг хь —В самом деле, 3 . отсюдаOXfy г
dv __  т  — 2 дг __  ( т  — 2) (лгй — £fc)
дх/, гт ~1 дх k Гт  *

Далее
d*v т  — 2 , т  ( т  — 2) (хь — £*)*



Суммируя, находим

|- чА=» * *=1 J
Функция v (х, £) называется сингулярным решением урав­

нения Лапласа.
Как мы увидим ниже, для применений сингулярного реше­

ния важно то-, что оно с определенной скоростью стремится 
к бесконечности при х->1. При т  —  2 функция (2) делается 
тождественно равной единице; такая функция не может слу­
жить сингулярным решением.

В  случае т  —  2 сингулярным решением уравнения Лап­
ласа называется функция

v(x , £) =  In (4)

Эта функция гармонична в любой конечной области, не со­
держащей точки £.

Сингулярное решение уравнения Лапласа есть симметрич­
ная функция от х  и 5. Поэтому при фиксированном х функ­
ция v (х, £) представляет собой гармоническую функцию от £ 
& любой области, не содержащей точки лег; в случае двух из­
мерений эта область должна быть конечной.

З а м е ч а н и е .  Для читателя, знакомого с понятием обобщен­
ных функций, заметим, что сингулярное решение уравнения Лап­
ласа удовлетворяет уравнению

— Av =  сВ (х  — 5),
где 8 —  функция Дирака, а с — подходящим образом выбранная по­
стоянная.

т

§ 3. Интегральное представление функций класса С(4)

Рассмотрим конечную область 2 в пространстве tn пере­
менных ( т  2), ограниченную кусочно гладкой поверхно­
стью Г, и в ней функцию и (£); £ — переменная точка области. 
Предположим, что и ^  С(а) (2). Зададим в области 2 произ­
вольную точку х. Вырежем эту точку шаром LU, с центром 
в точке х  и радиусом е; поверхность шара Д/, обозначим 
через 6“,. Радиус е возьмем столь малым, чтобы шар Ш е цели­
ком находился внутри области 2 (рис. 14).



В области 2 и) =  2 \ Я / е обе функции и (5) и сингулярное 
решение уравнения Лапласа

*(■*» *) =  тж=г
принадлежат классу С(9) (2 (в)), и к этим функциям можно 
применить формулу Грина (6.10) гл. 10

I (v Ди —  к Ди) <& =  
я\ш а

г  S ,
Индекс 5 у знака дифференциала означает, что ин­

тегрирование совершается но переменной точке 5.
Формулу (1) можно несколько 

упростить, заметив, что Дг; =  0 в 
2 \  Ш ,. Далее на сфере г —  в, а 
нормаль v, будучи внешней по от­
ношению к области 2\ZZ/,, на­
правлена против радиуса, Поэто­
му на 5,

1

dv 
(h ' - У

т  — 2

Воспользуемся известной формулой dSr =  rm ldSi> где 
Sr — сфера радиуса г. При г =  е получаем 

dSa =  em_1 dSi- 
Наконец, введем обозначение

Если Е ^ '5 ,, то J в | =  1 и, следовательно, 0 £  Sy. При этом 
$ =  лг-|-е®- Теперь моЯсно формулу ( 1) преобразовать к более 
простому виду:

$ р к - А и ( 5 ) л = 5 (751 ди (€)
С\ш а ду

+ j  [* — 'гг  ' 1* -  ( »  -  2 )» t * + ■ » )]  <Ki- (2)



В формуле (2) положим е -*■ 0. Левая часть формулы 
имеет пределом несобственный интеграл

Справа первый интеграл не зависит от г и совпадает со своим 
пределом. Второй интеграл распадается на два:

е ди (лг-Пб) 
dv ( т  — 2) и (jc -|- £0)j dSt =  

= e ^ i « ( ^ ± f ! l rfSi_ ( w _ 2)^ (^ +e9)etSi- (3)

Первые производные функции к(£) непрерывны в замк­
нутой области 2 и потому ограничены. Пусть

Тогда

Отсюда

I — I д'*

I
ди<* + « ) dS, 1 5 ,1 ^ 0 .

Во втором слагаемом справа в формуле (3) можно пе­
рейти к пределу под знаком интеграла, потому что функция и 
непрерывна; предел этого слагаемого, следовательно, равен

— О  — 2) J  u (x )dSi =  — ( т  — 2 )|£ ,' и(лг). 
s.

В результате предельного перехода в формуле (2) полу­
чается соотношение

=  ^  ~  " (Е) Я  й  diT -  ( «  “  2) 1 | И (*)•



Отсюда

Формула (4) называется интегральным представлением 
функции класса Cw .

При т  =  3 | Si | =  4тс, и интегральное представление (4) 
принимает вид

При т  =  2 формула (4) теряет смысл. Но если исходить
из соответствующего сингулярного решения v (x , £) =  In —
и повторить предшествующий вывод, то можно получить фор­
мулу

которая дает интегральное представление функции класса Cw  
в случае двух независимых переменных.

Из интегрального представления (4) вытекает ряд важных 
следствий; их установлением мы займемся в последующих 
параграфах настоящей главы.

§ 4. Интегральное представление гармонической функции

Пусть ч (х ) — функция, гармоническая в конечной обла­
сти 2 с кусочно гладкой границей Г; по самому определению 
гармонической функции и ^  С(а) (2). Допустим еще, что 
н ^ С (2) (2), тогда для функции h(jc) можно написать интег­
ральное представление (3.4). При этом Ди =  0, объемный

« ( * ) = * ; Г дч
1 ди (6) п

(5)&

In — Ди(5)(К, (6)



интеграл исчезает и получается формула

,w = i 4 r o i ( ^ T - « « s p ) ^  (,)г

которая называется интегральным представлением гармони­
ческой функции.

Для т  =  2 интегральное представление гармонической 
функции получается из формулы (3.5) при Дц =  0

« М  =  i  J  ( l"  |  ̂  -  и (?) I  in i )  ̂ Г . ( i ,

Т е о р е м а  11.4.1. Функция, гармоническая в некоторой
области, имеет в этой об­
ласти производные всех по­
рядков.

Пусть функция гг(х) гар­
монична в области 2 , конечной 
или бесконечной. Из области 2 
выделим конечную внутрен­
нюю подобласть 2 j; термин 
«внутренняя» означает, что 2 , 
вместе со своей границей Г, 
лежит внутри 2 (рис. 15); под­
область 2 | выберем так, что­
бы ее граница была кусочно 

гладкой. Очевидно, h ^ C <s)(2,); к  области 2, можно приме­
нить интегральное представление ( 1):

“  ^  =  (т — 2)| S. | § ~ 11 F ^ 3)  rfer ’
Г1

* £ 2,.
Построим подобласть 22, внутреннюю по отношению к 2, 

(рис. 15), и будем считать, что х  £  22. Тогда подынтеграль­
ная функция в (3) непрерывна по совокупности переменных х  
и 5 и имеет непрерывные же производные всех порядков по 
декартовым координатам дг„ х%, . . . ,  хт точки х. По извест­
ной теореме о дифференцировании интеграла по параметру 
функция и (х ) имеет производные всех порядков по Xj,



х г, . . . .  хт , и эги производные можно получить дифференци­
рованием под знаком интеграла в формуле ( 1).

Чтобы завершить доказательство, остается заметить сле­
дующее: подобласти 2 t и 2 4 можно выбрать так, чтобы любая 
заранее указанная точка х  ^  2 попала в 2а.

§ 5. Понятие о потенциалах

Интегральное представление (3.4) дает повод ввести три 
интегральных оператора специального вида.

Пусть Г  — ограниченная кусочно гладкая поверхность. 
В  интегралах представления (3.4) заменим функции Дм(^),
- » и (5) соответственно произвольными функциями р(£),
fi(£), о(£). Мы получим тогда три интеграла, зависящих от х  
как от параметра:

(jpU K H r. j

которые называются соответственно потенциалом простого 
слоя, потенциалом двойного слоя и объемным потенциа­
лом. Функции ц(£), о(£), р(Е) называются плотностями этих 
потенциалов.

Исследуем простейшие свойства потенциалов простого и 
двойного слоя. В отличие от формулы (3.4), в которой обя­
зательно требуется, чтобы точка х  лежала внутри Г, мы 
будем здесь предполагать, что х  может находиться как внутри, 
так и вне Г. Случай х  £  Г  требует особого рассмотрения, 
которое будет проведено в гл. 18.

Т е о р е м а  11.5.1. Если плотности суммируемы на Г, 
т о  потенциалы простого и двойного слоя гармоничны е 
любой области, конечной или бесконечной, замыкание ко­
торой не имеет общих точек с поверхностью Г.

В любой точке х  Г  потенциалы простого и двойного 
слоя имеют производные всех порядков — в этом можно убе­
диться, повторив дословно соответствующие рассуждения тео­
ремы 11.4.1. Если D — область, о которой сказано в условии 
настоящей теоремы, то оба потенциала имеют в D произ­
водные всех порядков и, тем более, вторые производные.

Далее, потенциал простого или двойного слоя удовлетво­
ряет однородному уравнению Лапласа. Действительно, если



х ^  Г, то дифференцировать можно под знаком интеграла. 
Обозначая

® (* )= ^ p S= ii4 9 rf* r ,

г
имеем

Д , ( р Ц к 5 К Г  =  0;

индекс х  у буквы Д означает, что дифференцирование совер­
шается по координатам точки х. Далее,

Дж® ( * ) =  $ Д, (£ _ > _ )  о(5)(*бг  =
Г

=  j  о 0 ) А* pj=i cos (v, ** )) rfEr.

Так как v —  нормаль, проведенная в точке S, то cos(v, xk) 
не зависит от х, и его можно вынести за знак операции А*:

Д* w (х) =  j  о (с) cos (v, x k) Д* (Д  dtГ  =

В  случае конечной области D доказательство теоремы на 
этом заканчивается. Если же область D бесконечная, то надо 
еще доказать, что a(jc) и w (x ) имеют на бесконечности 
оценку (1.3).

Поместим начало координат внутри Г. Обозначим через Н  
наибольшее расстояние между точками поверхности Г.

Повторив рассуждение, проведенное в § 2, найдем, что
при | лг | 2Н  будет г ]> у , х |, и, следовательно,



последний интеграл конечен, потому что функция [а(;) сум­
мируема на Г. Для функции t>(.v) оценка (1.3) установлена 
со значением постоянной С, равным

C = 2» " * 5||i(E )|dEr.
г

Рассмотрим теперь потенциал двойного слоя w (x ). 
Имеем

<  ( « -  2) J  | в (E) 11 • | cos (v, x „) | d f ,
Г

и так как | \k — х к | г и | cos (v, хк) | ^  1, то 

| w (x ) | <  т  (т. — 2)  ̂ | а (с) |
Г

Если | х | > 2 Н, то г > у |д г | ,  и окончательно 

, . . .  2т ~1т  ( т  — 2) ? , ,,, , . г— •- ^ |в (01^ г .

Функция о (?) суммируема на Г, и интеграл справа —  ко­
нечный.

Таким образом, для потенциала двойного слоя верна 
оценка, даже более сильная, чем оценка ( 1.3): потенциал двой­
ного слоя убывает на бесконечности, как |х | "1т_ ,).

Теорема доказана полностью.
Свойства потенциалов простого и двойного слоя будут 

полнее изучены в гл. 18.
Если поверхность Г  делит пространство на две области —  

внутреннюю и внешнюю, то как потенциал простого слоя, 
так и потенциал двойного слоя определяет две гармониче­
ские функции: одна гармонична во внутренней области, дру­
гая — во внешней,



§ 6. Свойства объемного потенциала

Пусть 2  —  конечная область /га-мерного евклидова прост­
ранства, ограниченная кусочно гладкой поверхностью Г, и 
пусть р (£ )£ С (2 ).  Рассмотрим объемный потенциал

?(■ *)=  ( 1)
Q

в формуле (1) х  может означать любую точку пространства Е  
Т е о р е м а  11.6.1. Если плотность р измерима и ограни­

чена в 2 , то  объемный потенциал ( 1) непрерывен и непрерывно
дифференцируем во всем 
пространстве Е т .

Функция р(5) по усло­
вию теоремы ограничена. , 
Пусть |p(S)ls^C . Доопре­
делим эту функцию^ поло­
жив р (£) =  0, £ £  2. До­
определенная таким образом 
функция р ($) также удовлет­
воряет условиям теоремы:она 

измерима и ограничена; при этом по-прежнему | р ($) | ^  С. 
Пусть х  —  произвольно заданная точка пространства Е т . 
Построим какую-нибудь конечную область 2ц содержащую 
внутри себя как точку х, так и область 2  (рис. 16); если 
х  £  2, то можно взять 2j =  2. Функция р (?) =  О в 2 ^ 2 ,  
поэтому потенциал ( 1) можно записать в виде

? (- * )=  (2) 
et

Непрерывность функции <р(х) в точке х  вытекает из утвер­
ждения, приведенного в конце § 4 гл. 7.

Докажем теперь, что объемный потенциал (1) имеет
в точке х  непрерывные первые производные no-jtj, хг.......хт .
С этой целью продифференцируем формально интеграл (2) 
по Xh под знаком интеграла. Это приведет нас к интегралу

“ j



который сходится равномерно, так как

rm-i ■

Перепишем интеграл (3) в виде

-р(*)Л; А {хЛ )-J г

а  (х, е> (т - 2 ) ( х „ - Ы
У г

Функция Л(дг, S) непрерывна, а функция р(£) ограничена 
в S i. Из упомянутого выше утверждения § 4 гл. 7 выте­
кает, что интеграл (3) есть непрерывная функция от дг в 2 ,. 
По теореме о дифференцировании интегралов, зависящих от

д<апараметра, производная 
равна интегралу (3): 

ду

существует в точке дг ^  2 » и

Отбросив равный нулю интеграл по 2 , \ 2 ,  получаем
ду 
дх„ (4 )

Таким образом, первые производные объемного потенциала 
можно получить дифференцированием под знаком интеграла.

Т е о р е м а  11.6.2. Если плотность р измерима и огра­
ничена в 2 , то  в каждой из областей, дополнительных 
к  2 , объемный потенциал ( 1) 
гармоничен.

Если граница Г  области 2  
не связная, то существует 
несколько областей 2  ̂ 29, . . .
. . . ,  2 „, дополни тельных к 2 
(рис. 18). Пусть 2 j  —  одна из 
этих областей. Возьмем про­
извольную внутреннюю по от- Рис. 17. 
ношению к Qj подобласть Q'Jt
и пусть дг £  2 'j. Тогда в интеграле (1) расстояние г ограни­
чено снизу положительным числом1 8, равным наименьшему 
расстоянию между точками границ областей 2, и (рис. 17).



Подынтегральная функция а также ее производные лю­
бого порядка iio ^i, .^. > хт  непрерывны по совокуп­
ности точек х (= 2 ;  и £ 2. Отсюда следует, что функция 
<р(дс) имеет в 2у непрерывные производные всех порядков, 
которые можно получить дифференцированием под знаком 
интеграла, и что в этой области

Д* ? ( * ) = = ? Р ( * )  Д,-йи<Й =  0.
#

Так как 2у —  произвольная подобласть, то последние заклю­
чения верны во всей области 2 у. Если эта область конечная, 
то гармоничность функции ( 1) доказана, если же область 2у 
бесконечна, то нало еще установить оценку ( 1.3) на бесконеч­
ности. Это делается так же, как в теореме 11.5.1: если Н  — 
диаметр границы Г, а начало координат лежит в 2, то при
* | > 2Н  будет r > i - | * |  „  |ср(х)1̂ - ^ И ! .

Т е о р е м а  11.6.3. Если плотность р ^ С 11) (2), то  
объемный потенциал ( 1) имеет в 2 непрерывные вторые 
производные и удовлетворяет неоднородному уравнению 
Лапласа

— Дср =  (от —  2) | Si | р(х), / я > 2,
—  Дер =  2тгр (х), т  =  2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем для т^>2; для т  =  2 
оно проводится аналогично.

Функция зависит только от разностей x k —  Чк, k =
—  J > 2, . . . .  т , поэтому

_д___ 1_  ______ д 1
дхь гт ~2 б~к гт~г'

Подставив это в формулу (4) и проинтегрировав затем по 
частям, получим
d? __  f  д I

=  j  Щ  ̂  d% ~  S р (*) C0S (V’ Хк) г*™ der * (6)



Производная —  оказалась суммой двух потенциалов. 
Первый из них —  обьемный потенциал с непрерывной плот­
ностью щ-, который, как мы доказали, имеет первые про­
изводные. Второй —  потенциал простого слоя с кусочно не­
прерывной плотностью p(S)cos(v, л:/,), который, по теоре­
ме 11.5.1, имеет внутри области 2 производные всех по­
рядков.

Итак, правая часть формулы (6) имеет первые производ­
ные в области 2 , что в свою очередь означает существова­
ние вторых непрерывных производных от ср в той же об­
ласти. Осталось доказать, что в области 2 функция cp(-v) 
удовлетворяет уравнению (5). Рассмотрим произвольную внут­
реннюю подобласть 2 ' области 2. Очевидно, ср £  С(9) (2'). 
Введем в рассмотрение функцию ф.(?) со следующими свой­
ствами:

1> £ С (а)(2); ф(*)==0, 5 £ a \ Q \  ( ? )

Из соотношений (7) следует, что

' дч Г ’

■ О (8)

=  0, (9)

где Г 7 —  граница области 2 '.
Для функции ф справедливо интегральное представление 

(3-4):

(и  —  2 ) | S , |  J  (гЯ = *Л

—  (tit — 2) | S, | J  

откуда, учитывая граничные равенства (8), получаем 

Ф (•*) =  —  (и — 2) | Sj | ^
Напишем формулу Грина для оператора Лапласа в 2'*»



воспользовавшись равенствами (9), получим

J  (<рЧ —  фД<р)йГлг == J  ( «р^  —  ^ d r  =  0.

Отсюда
§ у Щ йх  фД<?dx;
в' а>

в последней формуле вместо Q' можно ставить Q, так как 
<j> (х ) ~  0, если х  £  2 \ 2 ':

§ ф Дер dx = ? <р Дф d*.
а а

Заменив справа <р ее выражением (1), получим

J  ф Дер dx =   ̂ | J  р (?) ~  <й| Дф (х) dx .

Справа изменим порядок интегрирования; одновременно по­
меняем местами обозначения х  и 5:

j  фЛер^ = J  P ( * ) j j j  ^$ -d ^d x  =

—  — (m — 2)\S1\^p(x)ty(x)dx. 
2

Перенося все члены в левую часть, получим

$ 1Д<Р (* ) +  ( «  —  2) 15, | р (лг)] <Jj (лг) dx =  0. (10)

В  области 2' возьмем произвольную точку дг0 и положим

Ф (■#)-= “ л ( I ( 11)
где шЛ усредняющее ядро; радиус усреднения h возьмем 
меньшим, чем расстояние от точки л-„ до границы Г. Фор­
мула ( 10) дает тогда

АП  (х») - f  ( т  —  2) 15, | Рл (лг0) =  0.

Полагая h —► 0, получаем

А?(*о ) +  { т  —  2) | | р (лг0) =  0.



Таким образом, уравнение (5) установлено для точек подоб­
ласти 2'. Но эта подобласть произвольная, поэтому уравне­
ние (5) верно во всей области 2.

Ввиду большой важности уравнения (5) дадим еще один 
его вывод.

Формулу (6)  продифференцируем по х к:

=  * * К Г - <12>

Точку х  вырежем шаром достаточно малого радиуса е с цент­
ром в точке х  (обозначения см. рис. 14, стр. 227). Тогда

щ  =  —  Hm J  +
a\u it

^ Р (^) ^  Jm=i cos (V| хк) ̂ fp'

Интегрирование по частям дает 

\а\ ш.
—  \ Р ( I) щ  p iU  c°s  (v- X») ̂ . J  • ( 13)

Нужно отметить, что в формулах для — р  суммирование по
охк

значку k не производится; этот значок фиксирован.
Рассмотрим второй интеграл в формуле (13). Положим 

£ е0. Если то Нормаль к S , в данном
случае направлена против радиуса, следовательно,

COS (v, XkJ—  —  cos (r, .

Далее,
д 1 

dikrma
т  — 2 dr
rm_1 dt-ь

dS, —  em l dSt

(m — 2) (£fe — xk)
cm
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Теперь

]
=  (то -  2) |  р (X + ев) dSi =

=  (от — 2)  ̂ р (Jf -f - е0) cos9 (v, x&) dSt.

Последнее равенство показывает, что при е->0 второй ин­
теграл справа в (13) имеет предел, равный

(то —  2) р (х ) jj  cos® (f, x k) dSy.

Очевидно теперь, что и первый член справа в (13) имеет 
предел, и формуле (13) можно придать вид

в \ ш
—  (то — 2)р(лг)$ cos* (r ,x k)dSi. (14)

Si
Суммирование по k дает

Д?  =  _  ( т  — 2 )|S ,|p (x ),
что совпадает с уравнением (5).

З а ме ч а н и е .  Теорема 11.6.3 доказана здесь в предположении, 
что плотность р £ С' ’ (2). На самом же деле эта теорема и, в 
частности, уравнение (5) имеют место при более слабых ограниче­
ниях. Приведем без доказательства_относящиеся сюда результаты.

1. Пусть в замкнутой области £ плотность р (.*) удовлетворяет 
условию Липшица с положительным показателем а

|р(£) — р(лг)|^Лг*; А =  const, а =  const, 0<aeg l .
Тогда в открытой области S существуют вторые производные по­
тенциала (1), которые можно вычислить по формуле

.  L (■»>■ (15)
• \

В любой внутренней подобласти эти производные удовлетворяют 
условию Липшица с тем же показателем а, если а <  1 и с любым 
меньшим показателем, если « =  1.



2_ Пусть плотность р £ Lp (й), где р — постоянная такая, что 
\<.р <оо. Тогда вторые производные объемного потенциала (1) 
сущесг=твуют как обобщенные; они суммируемы в 2 с той же сте­
пенью» р и могут быть вычислены по формуле (15). Входящий в эту 
форм^^лу предел существует в Q почти всюду.

3_ В обоих случаях объемный потенциал удовлетворяет неод- 
нород._яюму уравнению Лапласа (5); в случае 1 это уравнение вы­
полняется  всюду, а в случае 2 — почти всюду в S.

Укгэавнение (5) позволяет строить частное решение неод- 
норо,сшного уравнения Лапласа и тем самым свести последнее 
к од|-жородному уравнению.

П ^ г с т ь  нам дано неоднородное уравнение Лапласа

E i— о общее решение представляет собой сумму какого- 
либо частного решения и общего решения однородного урав­
нения Лапласа. Если предположить, что функция / (х) непре­
р ы вн ее  дифференцируема') в замкнутой области 0 , то част­
ное р^ешение уравнения (16) можно получить по формуле

Ес —ли сделать замену неизвестной функции в нашем урав­
нении по формуле и =  и0-{-«\ то получится однородное 
уравн^^ние Лапласа

§ 7. 1 еорема о среднем

Т е  о р е м а  11.7.1 ( п р я м а я  т е о р е м а  о с реднем ) .  
Пустея— функция и (х ) гармонична в некотором шаре и не- 
npepus —на в нем вплоть до границы. Тогда значение этой 
функц ̂ ги  в центре шара равно среднему арифметическому 
ее зна —'сений на сфере, ограничивающей данный шар.

Пр^=»жпр чем доказывать эту теорему, отметим одну фор­
мулу, f —соторая будет играть важную роль и в последующем. 
Пусть в  формуле (6.9) гл. 10 «(дг) —  функция класса (£), 
гармон ̂ ическая в 2. Тогда Дм =  0, правая часть упомянутой

—  Lu— f{x ). (16)

Ди) =  0.

•) т л и  хотя бы удовлетворяет одному из условий, указанных 
в сделав=-шом выше замечании.



формулы обращается в нуль, и мы получаем

( 1)
г

Переходим к доказательству теоремы. Обозна1*  им через 
Ш к шар, о котором идет речь а формулировке теоремы, 
через jc0 —  его центр и через R  —  радиус. Сферу, ограничи­
вающую шар , обозначим через So. Пусть еш н.е Шц> — 
концентрический с Ш #  шар радиуса k < ^ R  и &к> —  сфера, 
ограничивающая шар Ш #. Очевидно, и £  По фор­
муле (4.1) 
и<х) =

~  ("от — 2) t S , I S ~  U^ Л  P ^ ) dS* ’’ LUr '- (2)
sK.

Положим в формуле (2) х =  хй. Тогда r =  М ’. Далее, 
нормаль v —  внешняя по отношению к шару и »  следова­
тельно, направлена по радиусу, поэтому

д 1 I д 1 I т  — 2
Ш  Г т ~* |,_*< дг 7 ^  Д 'т - 1  •

Формула (2) принимает вид

и “  (и  —  2)15,1/?""-* $ д-7 dS* ' +  |S,f R""-* 5  “  dS* ’' 

Первый интеграл исчезает в силу формулы (1), и в результате

И (*о) =  j J  udS#>-

Положим R ’ -> R. В  шаре LUR функция и н е г к  рерывна, и 
можно перейти к пределу под знаком интеграла. Ок=_ончательно

11 ( *0) ~  15( j  ̂11 d S f{  (3)
SR

Правая часть формулы (3 ) и есть то, что называе'^втя средним 
арифметическим значений функции и по сфере Sr, ---- это част­
ное от деления интеграла названной функции по -^:фере S K на 
площадь поверхности этой сферы. Прямая теор^ема о сред­
нем доказана.



Т е о р е м а  11.7.2 ( о б р а т н а я  т е о р е м а  о среднем) .  
П усть  2  —  конечная область пространства Е т и и С (2). 
Если для любого шара, который целиком вместе со своей 
границей принадлежит области 2 , функция и (х ) удовлет­
воряет тождеству  (3), т о  э т а  функция гармонична в 2 .

Возьмем произвольную точку х  ^  2 и опишем из этой 
точки шар Ш а фиксированного радиуса а, лежащий вместе 
со своей границей в 2  (рис. 18). Если г ^ а и 5 г есть сфера 
радиуса г с центром в jc, то по 
условию теоремы верна формула

и (* )  =  -rm-i1| S i ! j  «<*) dSr  (4)

Пусть u»a ( | S —  a- | ) =  tue (r ) —  
средняя функция с радиусом 
усреднения h —  а. Обе части ра­
венства (4) умножим на гт (г ) dr Рис. 18. 
и проинтегрируем по г в преде­
лах от нуля до а. Слева получится выражение си{х), где

а
с =  \ rm-'u>a (r)d r. По свойству 3 усредняющего ядра

о
(§ 1 гл. 1) c =  |.Si|_I, и мы получаем равенство

а

И ( * ) =  И и (£) “ а (Г ) dr dSr =  5 и (?) се* (Г) d t (5)
ша

Вне шара Ш а усредняющее ядро ша (г ) = 0 , поэтому фор­
мулу (5) можно записать в виде

н{*)== $a(e)<oe (r)<tf. (6)
2

Новая форма имеет то преимущество, что область интегри­
рования 2  не зависит от выбора точки х.

Формула (5), а с ней и формула (6), верна для любой 
точки х  £  2 \ 2а, где 2С —  пограничная полоса ширины а.

Усредняющее ядро имеет непрерывные производные всех 
порядков, функция н(?) непрерывна, поэтому подынтеграль­
ная функция в (6) имеет производные всех порядков но x v 
хг, . . . .  хт , непрерывные по совокупности точек х  и i



В  таком случае интеграл (6), т. е. функция и (х), имеет в об­
ласти непрерывные производные всех порядков, что 
можно записать так: и ^  Cico)(Q \Q a). Но число а можно 
взять, сколь угодно малым; поэтому и ^  С<с0) (2 ).

Теперь докажем, что Дгг =  0. В  шаре Ш а, описанном 
выше, напишем интегральное представление (3.4):

"<*> = 75Г=Т)Ш j
- 2 )|S ,|^  рй=7дй<д. (7)(т-

Напомним, что х  есть центр шара 1Лц.
Рассмотрим второй член справа. По-прежнему

1 д 1 т  -
дч г т ~г дг гт -‘‘ г — а ат ~1

второй поверхностный интеграл равен

o'”-11 S, | \

что по формуле (4) равно к (лг). Теперь формула (7) дает

^  d S a -  Д«Л =  0.
Ша

По формуле (6.9) гл. 10

Y ^ d S a =  j  Дud l
а а

Собирая оба члена под знаком объемного интеграла, получим

J  (̂ -7S=r)A«(6)rt = 0. (8)
а

Заметим, что в шаре 1Ла г =  | ? —  х  | =< а; поэтому
1 1 ^ «



Далее, функция Ди непрерывна. К интегралу (8) применим 
интегральную теорему о среднем:

х? —  некоторая точка внутри шара Ш а.
Интеграл от отрицательной функции отличен от нуля; 

следовательно, Дм (У ) =  0. Устремим а к нулю; тогда х'-*-х 
и, по непрерывности вторых производных, Ди(лг) =  0.

§ 8. Принцип максимума

Т е о р е м а  11.8.1. Если функция, гармоническая в ко­
нечной области, достигает максимума или минимума 
в ее внутренней точке, то  э т а  функция постоянная.

Пусть гармоническая в конечной области Q функция и (дг) 
достигает максимума в точке дг0 G  Докажем, что и (х ) ~  
=  и (jt0). Построим шар LUR (x0) радиуса R  и с центром 
в точке лг0, вместе с границей лежащий в 2; пусть S r  — 
ограничивающая его сфера. Прежде всего покажем, что 
м(Е) =  и(дг0) на сфере S r . Напишем формулу, выражающую 
теорему о среднем:

здесь через |5^| обозначена площадь поверхности сферы S r :

По условию теоремы н (? )^ н (д г0), ; S r . Пусть в неко­
торой точке V £  S r  имеет место строгое неравенство 
< [h(jc0). На сфере S r  функция и непрерывна; поэтому на 
той же сфере в некоторой окрестности S' точки будет 
выполнено неравенство и (;) и (jc0). Обозначая =
имеем

U(x0)=  и (£) dSR;
\~R\f

О)



Но

S' S'
I  u(k)dSR ^ u (x ,)  5 dSfi,

S" S"

отсюда

11 (•*<>) <C u C*o) | J  ds# -{- J  dS# J =

d5i ? = wW '
SH

что нелепо.
Итак, и (I)  =  и (jc0), $ Sr. Заменяя R  произвольной 

меньшей величиной, убедимся, что последнее тождество спра­
ведливо во всем шаре Ш #(х0):

и (S) == и (jc0),  ̂6  ш я  (*<>)■ (2)
Теперь докажем, что тождество (2) верно во всей обла­

сти 2. Возьмем произвольную точку х  £  2  и соединим

точки Хц и х  ломаной, целиком лежащей в S2 (рис. 19). 
Пусть 8 —  наименьшее расстояние от точек ломаной до точек
границы Г  области 2 и 8' =  - j8. Любой шар радиуса 8'



с центром на ломаной лежит целиком, вместе со своей гра­
ницей, в области 2 .

Пусть Ш ь'{у ) означает шар радиуса 8' с центром в у. 
Внутри шара ZZ/S- (лг0) возьмем на ломаной точку x t так,
чтобы было | Xi —  дг0; у  8', и построим шар ЯД- (xj). 
Внутри нового шара возьмем на ломаной точку xt так, чтобы 
было [ Xi —  JCt | -i- 8' и чтобы точка Ху лежала между точ­
ками xt и Продолжая этот процесс, легко убедимся, что 
конечным числом таких шаров можно покрыть всю ломаную. 
Пусть это будут шары Ш ? (х/\, j  —  О, 1, 2, я. По 
построению, Jfy £  ZZ/{-(jcy_i), j —  1, 2, п. Как показывает 
тождество (2), в шаре Шь>{х^) функция и имеет постоянное 
значение, равное максимальному. Но тогда эта функция при­
нимает максимальное значение и в точке лтц и (jct) =  и (лс0). 
По тому же тождеству (2) и (5) =  и (*0  =  и (jc0),
Продолжая эти рассуждения, придем в конечном счете к тож­
деству

и (Е) =  и Оо), V  ^ Ш Ъ’ {Хп).
Но х  £  LUi' (хп), поэтому и(х ) =  и (х0), что и требовалось 
доказать.

Случай минимума сводится к случаю максимума заменой 
и на —  и.

С л е д с т в и е  11.8.1. Гармонтеская функция, отличная 
о т  тождественной постоянной, не достигает в конечной 
области ни максимума, ни минимума.

С л е д с т в и е  11.8.2. Если функция н (х ) гармонична 
в конечной области 2 и, кроме того, и £ С (Щ , то  и ( jc )  
принимает как наибольшее, т а к  и наименьшее значение 
на границе области.

Следствие 11.8.2 называется принципом максимума для 
гармонических функций.

§ 9. О сходимости последовательностей 
гармонических функций

Т е о р е м а  11.9.1 ( т е о р е м а  Х а р н а к а ) .  Пусть 
{ « „ ( jc ) }  — последовательность функций, гармонических 
в конечной области 2  с кусочно гладкой границей Г. 
П усть еще функции ип(х ) непрерывны в замкнутой



области Й =  2 ^ ) Г .  Если последовательность {«„(лг)} рав­
номерно сходится на Г, то

1) последовательность {и„ (х)\ равномерно сходится 
в замкнутой области 2 ;

2) предельная функция гармонична я_2 ;
3) в любой замкнутой подобласти 2 ' области 2  про­

изводные любого порядка от. функции ип (лг) равномерно 
сходятся к соответствующ им производным предельной 
функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Последовательность {ип(jc)} схо­
дится на Г  равномерно. Это значит, что для любого е О 
найдется такой номер N, что при всех я  ̂  N  и любом нату­
ральном р имеет место неравенство

I «я+р (■*) — “я О )! <  £> V * 6  г- (О
Под знаком абсолютной величины написана разность двух 
гармонических функций; следовательно, она сама гармонична. 
Более того, она непрерывна в S3. Но такая функция прини­
мает как наименьшее, так и наибольшее значение на границе 
области.

Из неравенства (1) следует, что

—  е <  rnin [и (5) —  ип (&)] <  шах [и (5) — ип (£)] <  6,

а из принципа максимума для любого х  2 вытекает нера­
венство

roin \ип_̂р (?) ип (?)]^Sw„+p (лг) ип (х ) -sS шах [Кд+р (?) Мп (?)]• 
бег * И
Но тогда _

—  e < Kn+p(^) —  «/.(■*)<*» V x £ Q ,
ИДИ

I и п+р (-*) —  «Я ( * )  I <  е, V x ( z Q -

Последнее неравенство означает, что последовательность 
{мяС*)} равномерно сходится в замкнутой области й. Суще­
ствует, следовательно, предельная функция

н (х )=  lim ип(х), (2)
п-+ со

определенная и непрерывная в 0.



Пусть х  £  2. Построим шар Ш # (х ) с центром в точке х 
и радиусом R  столь малым, чтобы шар Шц вместе со своей 
границей —  сферой SR —  целиком лежал внутри 2. По пря­
мой теореме о среднем

«„ ( * ) = §  «Я (&) dSR. (3)
R SR

.П усть _я-»-оо. Так как последовательность {«л (х )} схо­
дится в 2 равномерно, то можно перейти к пределу под 
знаком интеграла:

н (х )= |-^ - |  ̂ н(£)<й. (4)
SR

В  силу обратной теоремы о среднем функция и (х ) гар­
монична в 2 .

Остается доказать равномерную сходимость производных. 
Рассмотрим произвольную внутреннюю подобласть 2 ' обла­
сти 2 и обозначим наименьшее расстояние между границами 
областей 2 и 2 ' через 2а. Воспользуемся формулой (7.6); 
применим ее к функции м„ (х), предполагая, что х  £  2 ':

М - * )=  $«/>(*) М О  Л . (5)
«

Дифференцируя это выражение по координатам точки х, 
получаем

дкип __ Г дк«>а (г)

дх*'дх1* ••• дх*тт f  и " т *  4  *  ( 6 )| dxt дх2 ■■■дхт”

Здесь k — любое натуральное число и -f- k% —[—...  — km —  k. 
Аналогично

дки С дк<ла (г)_______________ __  Г цГ;) 0*»аО
дх^дх** ...дхк™ J  дх',д х \ ..д х % п

d t (7)

Последовательность {«„ (S)} сходится равномерно в 2  к функ­
ции и (?), а функция

дки>а (г)



непрерывна при любых £ и лг. В  таком случае интеграл в (6) 
равномерно стремится к интегралу (7) и, следовательно,

дки п (х) __ ; дки (х)
д \д х к; ... dxfr »-*•“  дх*дх? ...dxfr

равномерно в S '. Теорема доказана.
Т е о р е м а  11.9.2 ( т е о р е м а  о с х о д и м о с т и  в с р е д ­

нем). П усть  2  —  конечная область с кусочно гладкой 
границей Г. П усть {ип (лг)} —  последовательность гармони­
ческих в 2 функций, сходящаяся в метрике LP(Q), где 
1<С/, <С°°- Тогда: 1) предельная функция гармонична в 2;
2) в любой внутренней подобласти как данная последо­
вательность, т а к  и последовательности, полученные из 
нее дифференцированием, сходятся равномерно.

По условию теоремы существует предел

и (х ) =  lim ип (лг)
п —> со

в смысле сходимости в среднем с показателем р. Это зна­
чит, что и £  Lp (2 ) и

$ | и ( ? ) - и „  (*)!'<«---►о.g п -*00

Воспользуемся формулой (5). Имеем 

М * )  =  I  ип (0  “ а (г)
1 X  £  S '.

'“ *(■*)—  5 «Л (5) (г) cf£, 
е

Вычтя и затем применив неравенство Гельдера, найдем
1 I

При фиксированном радиусе усреднения а функция “ 0(г) 
ограничена. Далее, по условий теоремы первый интеграл 
в (8) справа стремится к нулю. А тогда из неравенства (8) еле-



дует, что последовательность \ип (jc)} сходится равномерно 
в 2'. Отсюда следует, что в 2 ' функция и (х ) непрерывна; 
так как 2 ' —  произвольная внутренняя подобласть, то и (jc) 
непрерывна в открытой области 2 .

В  формуле (3) положим я ->• оо, что приведет нас к фор­
муле (4); как и выше, отсюда можно заключить, что функ­
ция и (х ) гармонична в 2. Утверждение о сходимости 
производных последовательности {«„(л ;)} доказывается так же, 
как в теореме 11.9.1.

Из теорем настоящего параграфа вытекают такие след­
ствия:

С л е д с т в и е  11.9.1. П усть  2  —  конечная область 
с кусочно гладкой границей. В  пространстве С (Щ  гармо­
нические функции образуют подпространство. Из сходи­
мости в этом  подпространстве вы текает равномерная 
сходимость производных любого порядка в любой вну­
тренней замкнутой подобласти.

С л е д с т в и е  11.9.2. П усть  2  —  конечная область 
с кусочно гладкой границей и постоянная р заключена 
в пределах 1<^р<^оо. В  пространстве LP (Q) гармони­
ческие функции образуют подпространство. Из сходи­
мости в этом  подпространстве вы текает равномерная 
сходимость как самих функций, т а к  и их производных 
любого порядка в любой внутренней замкнутой подобласти.

§ 10. Распространение на уравнения 
с переменными коэффициентами

Результаты настоящей главы в значительной степени можно 
распространить на эллиптические уравнения с переменными коэф­
фициентами. В данном параграфе мы не станем заниматься общим 
случаем, а приведем — во многих случаях без доказательства — 
основные факты, относящиеся к самосопряженному эллиптическому 
уравнению

Более полное изложение относящихся сюда вопросов дано в кни­
гах К. Миранда [10] и автора [11], указанных в списке литературы 
к данному разделу в конце книги.

Пусть Q— конечная область m-мерного евклидова пространства, 
ограниченная кусочно гладкой поверхностью Г. Примем, что 
Ajh<z С(а’ (0), С£ С(11 (S2) (в некоторых случаях эти условия можно 
было бы ослабить). Уравнение (1) мы считаем эллиптическим в Q —



это означает, что все характеристические числа матрицы А (х) =  
отличны от нуля и имеют один и тот же знак; 

мы примем, что они все положительны. Пусть l t (x) — наименьшее 
характеристическое число матрицы А (*); оно является корнем 
уравнения Det (А (д:) — Х/)=0, у которого все коэффициенты суть 
непрерывные в Q функции от х, причем старший коэффициент 
равен (— 1)т . Но тогда корни этого уравнения непрерывны в £2;
функция X, (х), непрерывная и положительная в Q, имеет положи­
тельную нижнюю грань:

X, (*)Ss =  const > 0, у  х £ Q. (2)
Как известно из теории квадратичных форм, для любых вещест­
венных чисел (г, ... , tm справедливо неравенство

т
A]k(x)tltk^ \ l {x) 2  t%.

*=> I
Из неравенства (2) вытекает тогда важное соотношение

т
А}к (х) t)tk Ss I** 2  V  *  € О. (3)

*=l
Будем рассматривать только те решения уравнения (1), которые 

принадлежат классу С 'а’ (Q).
I. П р и н ц и п  м а к с и м у м а  для уравнения (1) имеет место 

в такой ослабленной форме:
Т е о р е м а  11.10.1. Если С (х) 0, то решение

уравнения ( 1) не может иметь внутри области ни отрицатель­
ного минимума, ни положительного максимума. Если С (а-) <с 0, 
V  х € то такое решение не может иметь внутри области ни 
положительного минимума, ни отрицательного максимума.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем для случая минимума при 
С (х) >  0 — остальные случаи рассматриваются аналогично. Пусть 

Й и пусть в точке х„£ Q решение и (х) уравне­
ния ( 1) имеет отрицательный минимум. Тогда в точке х0

ы < 0 > д Г Г 0’ * =  1,2....... т  (4)
Соотношения (4) верны в любой системе координат. Повернем оси 
координат так, чтобы в точке х0 уравнение (1) стало каноническим. 
Тогда

Akk (-*•<>) >  0; Ajk (x0) =  0, j  фк. (5)
Положив в уравнении (1) х = х0, получим

т

\R /X ^ X q



Последнее равенство, однако, невозможно: в силу соотношений (4) 
и (5) первый член слева неположителен, а второй — строго отри­
цателен, так что вся левая часть отрицательна.

З а м е ч а н и е .  Принцип максимума верен и для более обще­
го— несамосопряженного —  уравнения эллиптического типа

- W ; { Af i ^ j + B k d7k + CU=S,°-'
Действительно, члены, содержащие коэффициенты В к, не влияют 
на проведенные выше рассуждения, потому что в точке минимума 

ди пили максимума = 0.
2. С и н г у л я р н о е  р е ш е н и е .  Пусть

а (х) =  Л-1 (* ) =  | а,к (х) !£ kkZ ? -  
Рассмотрим функцию
Ф (*. S) = j т  — 2

(т  — 2) | | утгщ
[<*ik ©  (X j  -  Zj) (X k - l k)\ 2 , m >  2, (6)

где О ($) =  Del A (£). При фиксированном 5 функция ф (л:, 5) удо­
влетворяет уравнению

— ' - 0-дхь ) '
Функция (6) называется параметриксом уравнения (1). При 

т  =  2 параметрикс определяется формулой

<\> (х, 5) =  ■— —==== In [ajk (5) (X j— Zj) (xk —  €*)1 2 . (6,) 
2к у и  («)

Сингулярным решением уравнения ( I )  называется функция 
v (х, 5), обладающая следующими свойствами:

1) функция v {х, $) представима в виде

» (х, S) =  ф {х, 5) +  (х, 5), (7)
где при л: — £

-к (X , 5) =  О (л*+2- т ), &  =  О  ( r '+ '-m ) , (8)дхк

■ 0 (г х~т у, =  const > 0 ;dxj dxk
2) при фиксированном £, Ь ф х , функция v (x , 5) удовлетворяет 

уравнению (I).
Доказательство существования сингулярного решения можно 

найти в уже упомянутой книге К. Миранда [10].
Существуют сингулярные решения уравнения (1), симметричные 

относительно х и 5 (см. К. Миранда [10]). Ниже, говоря о сингу­
лярном решении, мы предполагаем, что оно симметрично.



3, И н т е г р а л ь н о е  пр е дс т а в ле ние .  Пусть 2' — внут­
ренняя подобласть области 2 и пусть граница Г ' этой под­
области кусочно гладкая. Пусть функция и £ С1 (Q'). Используя 
сингулярное решение уравнения (1), можно построить интегральное 
представление, сходноё с представлением (3.4).

Пусть х £ Q'. Вырежем точку х областью определенной 
неравенством

ajk (•*) (х1 ~ % )  (x k —  £*) < е';  
ограничивающий эту область эллипсоид

aJk (х) (xj— ij) (xk — ik) — e*
обозначим через Г,. Пусть о (лг, $)— симметричное сингулярное реше- 

^равнения (1). По формуле Грйна (6.6) гл. 10 получим, учтя,ниб
что

 ̂ vLu di =. Ajk (6) [ у щ  — и щ !  cos (л Х]) d(T’ -f- 
'V ,  г' * *

+  $ А* (е) [ущ ~ и Ш  C0S (л */> (9)
г

через L обозначено дифференциальное выражение, стоящее в левой 
части уравнения (1).

Пусть с —* 0. При этом
J vJm  J  v^u

U '\ «  В '

 ̂VAjkd t  °0S (N’ Xj) diV‘ °*

\ uAjkWb C0S diT* ° ‘г
Остается найти предел интеграла

■д_ 
дЬки (£) Ajk (6) cos (v, xj) Г,. (10)

Сингулярное решение симметрично относительно х и 5, поэтому 
можно писать v (х, £) =  ф (5, х) -f- ipi (?> х) и в интеграле (10) пони­
мать под выражение *)

т  — 2
ф =  ф (с, лг) — ----- — 1 (лг) (5/ — х.) (£* — л-*)] 2

( т  —  2) | S ,  | /£> (лг)1 W W  кП

*) Как обычно, внутрн квадратной скобки выполнено суммиро­
вание по j  и к от 1 до т .



Теперь имеем
_ ________1____________Qpk (-у) (Ер — *р)

Як |S ,|V ^ 1 T ) "**
lOjt (x)(Zf  — Xj)(ii — Xi) } 2 

или, «ели воспользоваться уравнением эллипсоида Г „

М . — ------ —  арк (л) (хр — 5р),

и интеграл (10) принимает вид

1 s \t™ Vb  (x) § “ арк ̂  А]к (дг) (дГр ~ ?р) cos (v’ ^ Г*' (11)

Интеграл (11) можно упростить. Прежде всего, матрицы А и а — 
взаимно обратные и симметричные, поэтому

Орк (х) А]к (х) =  арк (х) Ащ (х) — lpj, 
и интеграл (11) преобразуется к виду

1  ̂ и (5) (Xj — Zj) cos (v, х}) d%Г..
|S ,| «»/£> (*) r  

•

Если u (£) заменить на и (x), то последний интеграл изменится на 
величину/которая стремится к нулю при е —*0. Таким образом, 
предел интеграла (10) совпадает с пределом величины

(,г'
Г«

Последний интеграл преобразуем по формуле Остроградского 
в объемный:

§ (■*)•— %) cos (V, хj) d(T, =  ^ ^  di — — т   ̂ di =  —  т  | а, |.
Т ’ я  ^  п

Вычислим величину | о, |.
Объем эллипсоида равен произведению объема единичной сферы 

и всех полуосей эллипсоида. Если X, (*), X*(х), . . . , Xm (jr) суть 
характеристические числа матрицы А (*), то полуоси эллипсоида Г, 
суть е (х), k — \t 2 т.  Теперь

тп



величина (12) не зависит от е и равна — и (х), и в результате пре­
дельного перехода в формуле (9) мы получаем следующее интеграль­
ное представление:

« W  =  [  A,k (?) cos ^  *i>Ф  -  I  vLu *  <13>
Г  2'

Если и (х) удовлетворяет уравнению (1), то Lu=  0, и получается 
интегральное представление для решений уравнения (1):

и (х) —  ̂ Ajk (6) i v ^  — u ~  j cos (v, xj) d(T'. (14)
Г '

4. Те о р ем а  о среднем.  Пусть и (х) £ C ,S) (2 ) — решение 
уравнения (1). В формуле (14) в качестве поверхности Г' возьмем 
поверхнос1Ь уровня функции v (а-, 6), т. е. поверхность

v (х, £ )=»„ =  const.
Примем, что постоянная г»0 достаточно велика и что точка х фикси­
рована. Тогда

и (х) =  г>0  ̂ А)к (6) cos (ч, X j)d cF  —
V*=Vq

— § « (5) А^ (£) щ  cos (л xj) dp .
V = Vq

По формуле Остроградского *)

S Ajk Щ  cos (t,X j)d iT’=  J  $ C ® U(S)ai
V > v 0 V > v t

Обозначая еще для краткости

— Ар щ  cos (v, xj) =  N (v), 

получаем формулу, аналогичную формуле теоремы о среднем:

и (х )=  J  u(Z)N (v) d̂ T' +  v0 j  C<8)«(S)«fc (15)
V =  V0 V^>Vo

Формула (15) верна для решений уравнения (1). Справедливо и 
обратное утверждение: если функция u f L„ (2), 1< р< оо, и удо­
влетворяет соотношению (15), то и  ̂С‘*’ (ti) и эта функция удо­
влетворяет уравнению (1). Это утверждение будет установлено 
попутно при доказательстве теоремы следующего пункта.

*) Очевидно, внутри поверхности v =  va лежит область v > v 0■



Правая часть формулы (15) содержит поверхностный интеграл. 
Нетрудно построить формулу того же типа, содержащую только 
объемный интеграл. Пусть Ф  ( р ) — бесконечно дифференцируемая 
функция вещественной переменной р, отличная от нуля только на 
интервале 0 < p < p i ,  где pt — достаточно малая положительная 
постоянная. Будем Считать, что расстояние г =  \ х — 5| достаточно 
мало, тогда v (х, £) >  0. Положим

____ i _  ____! _
р (х, 5) =  [v (х, 5)1 т ~ 2 , p0 =  Vo т ~ 2 .

dpd.T'
Очевидно, р (л:, 5) — О (г) и tfS = где Г ' есть поверхность 
v =  const, а ч — внешняя к ней нормаль. Обе частя равенства (15) 
умножим на Ф (р0) V .- ; , ------- dp0 и проинтегрируем по р0 в преде-

V г  I '  р =  Я о
лах (О, -f- оо)- Мы придем тогда к формуле вида

и (лг)= J  K (x ,Z )u (i)d Z , (16)
р < Р о

где К  (лг, £) — непрерывная функция точек л- и £, имеющая непре­
рывные первые и вторые производные по координатам точки х.

5. П о д п р о с т р а н с т в а  р е ш е н и й .
Т е о р е м а  11.10.2. Множество решений уравнения (1), при­

надлежащих пересечению С12’ (Q) f) Lp (Q), где Г С р  <  оо, образует 
подпространство в Lp (Q). Сходимость в этом подпространстве 
влечет за собой равномерную сходимость как самих функций, так  
и их производных первого и второго порядка в любой замкнутой 
внутренней подобласти.

Пусть \ип (х )} — последовательность решений уравнения (1), 
принадлежащих пересечению ClSl (Q )[)Lp (Q), и пусть эта последо­
вательность сходится в метрике Lp (ii) к некоторой функции и (х). 
Возьмем внутреннюю подобласть Q' и выберем число р2 >  0 столь 
малым, чтобы область р (л-, €) <С р* лежала внутри 0̂  каждый раз, 
когда Q*. Если pt р2. то для любой точки х£  2' и для любой 
из функций ип (х) верна формула (16)

«я (*) =  \ К  (х , 5) ип (£) dt 
p<pi

Положив здесь я —>• оо, найдем, что предельная функция и (х) 
также удовлетворяет соотношению (16). Так как ядро К  {х, 5) имеет 
непрерывные вторые производные, то и £ С 12’ (Q')- Из соотноше­
ния (16) вытекает также, что в Q' функции м„ (л-) и их производ­
ные первого и второго порядка равномерно стремятся к функ­
ции а (х ) и ее соответствующим производным.

Будучи решениями уравнения (1), функции ип (х) удовлетво­
ряют соотношению (15). Полагая я —*оо, найдем, что тому же соотно­
шению удовлетворяет и предельная функция и (х). Пусть теперь
9-1567



в представлении (13) Г ' есть поверхность v — v„. Тогда из соотно­
шений (13) и (15) вытекает тождество для предельной функции

j  {v — v0) Lu rfS =  0.
■o>xrl)

Так как v — 1/0> 0, то к  последнему интегралу можно применить 
интегральную теорему о среднем

(£“ )*=,*' J  (v — v0)d x  =  0,
»>»о

где л:1 — некоторая точка области v(x, 5)>г»0. Отсюда (Lu )x ^ x, = 0.
Полагая w0— oo, получим (£а)(лг) =  0, что и требовалось 
доказать.

Совершенно так же доказывается теорема, аналогичная тео­
реме 11.10.2, в которой Lp (2) заменено на С (Q).



Г Л A BA  12
ЗАДАЧИ Д И РИ ХЛЕ И НЕЙМАНА

§ 1. Постановка задач

Будем рассматривать два типа областей: конечные и бес­
конечные. В  обоих случаях границу области будем предпола­
гать конечной; как всегда, граница предполагается состоящей 
из конечного числа кусочно гладких поверхностей (рис. 12 
и 13). В последующих главах иногда — это будет каждый раз 
особо оговариваться — будут рассматриваться так называемые 
полубесконечные области, границы которых бесконечны. Про­
стейшим примером полубесконечной области является полу­
пространство.

Краевая задача для эллиптического уравнения называется 
внутренней, если искомая функция должна быть определена 
в конечной области, и внешней, если эта функция должна 
быть определена в бесконечной области.

Важнейшими краевыми задачами для эллиптического урав­
нения второго порядка являются задача Дирихле (первая 
краевая задача) и задача Неймана (вторая краевая задача).

Рассмотрим эллиптическое уравнение общего вида

- ■ 4 » 4 ^ + л * э% + л > " = Р ( д : ) '  ( , )

Внутреннюю задачу Дирихле для этого уравнения сфор­
мулируем следующим образом.

Пусть 2  — конечная область с кусочно гладкой границей 
Г  и <р(х)— функция, заданная и непрерывная на границе Г. 
Требуется найти решение уравнения (1), которое принадле­
жало бы классу С{2)(Й) П С (2 ) и совпадало бы на границе 
с заданной функцией <р(л-):

и (х ) =  <р (х), х  £  Г. (2)



Внутреннюю задачу Неймана для того же уравнения (1) 
сформулируем таким образом.

Найти решение и(х ) уравнения ( 1), обладающее свой­
ствами: гг £  С (4) (2 ) f] С (2); на множестве тех точек х  £  Г , 
в которых существует нормаль v к поверхности Г, выпол­
няется равенство

декартовы координаты этой точки, а ф(х) —  функция, задан­
ная на упомянутом множестве точек поверхности Г.

Краевое условие задачи Неймана мы будем ниже записы­
вать короче в виде

Запись (3i) можно понимать буквально, если « £  С(1) (2 ).
Если A jk —  bjk, то старшие члены уравнения (1) образуют 

оператор Лапласа; само уравнение принимает вид

Краевое условие (3i) принимает в этом случае особенно простую 
форму:

З а м е ч а н и е .  Приведенные выше формулировки краевых задач 
Дирихле и Неймана не являются совершенно общими. Так, например, 
можно рассматривать случай, когда в краевом условии (2) задачи 
Дирихле функция <р (х ) разрывна на Г. В этом случае нельзя требо­
вать, чтобы u £ C ( Q ) , —  это условие надо заменить некоторым 
другим; краевое условие (2) должно выполняться только в точках 
непрерывности функции <р (х ). Можно также отказаться от требо­
вания кусочной гладкости границы.

Внешние задачи отличаются от соответствующих внутрен­
них только тем, что на неизвестную функцию накладывается 
добавочное требование

lim AJk (* ')  cos (v, xk) —  <J> (x). (3)
X ' - I - X  u * k

Здесь x ' —  точка, лежащая внутри 2  на нормали v, х\ —

(3,)

- Д “ + Л * ^  +  А, t i= F (x ). (4)

(5)

и i x )  —  О  ( р ^ р ^ т ) > X - + 0 0 . (6)



§ 2. Теоремы единственности для уравнения Лапласа

Т е о р е м а  12.2.1. Как внутренняя, т а к  и внешняя 
задача Дирихле для уравнения Лапласа имеет не более 
одного решения.

Допустим, что задача Дирихле имеет два решения: Mi(x) 
и щ (х). Тогда справедливы следующие две системы тождеств:

— Ami =  F(jc), u1|r =  cp(x); ( 1)
—  Дм, =  F  ( jc ), щ |г =  <р (*). (2)

Введем обозначение ut (х ) —  щ (х ) =  v (х). Вычитая тож­
дество ( I )  из (2), получим

Дг> =  0, v  |г =  0. (3)

Рассмотрим внутреннюю задачу Дирихле. Дело сводится 
к отысканию гармонической в 2  функции ®(х), непрерывной 
в 2. По принципу максимума ее наибольшее и наименьшее 
значения достигаются на границе, но тогда они равны между 
собой и равны нулю. Отсюда следует, что г*=0 и j j i (x )= k 2(x).

Перейдем к внешней задаче Дирихле. Если т  —  2, то 
конформным преобразованием (например, дробно-линейным) 
можно перевести бесконечную об­
ласть в конечную. Уравнение Лапласа 
при этом переходит опять в урав­
нение Лапласа, функция v, гармони­
ческая в бесконечной области, пере­
ходит в функцию, гармоническую в 
конечной области, и эта функция по- 
прежнему равна нулю на границе 
области. Дело сводится, таким об­
разом, к уже доказанной единствен­
ности задачи Дирихле в конечной 
области. Поэтому дальше нам доста­
точно рассмотреть случай т  ^>2. В  силу условия (1.6) разность 
решений v =  Ui —  и9 гармонична в 2. Окружим границу Г  
шаром радиуса R  с поверхностью и рассмотрим функ­
цию ® (х )  в кольцевой области 2^, заключенной между Г  и 
S# (рис. 20). Нам известно, чтог»|Г =  0; кроме того, на доста­
точно большом расстоянии от начала координат, которое мы



поместим в центре сфер и ^

I® (■*)!<

Следовательно, на поверхности шара S#  если только радиус R  
достаточно велик,

Зададим произвольное число е ̂  0 и выберем R  настолько 
большим, чтобы CR'2~m е. В  кольцево» области QR наиболь­
шее и наименьшее значения функция г»(лг) принимает либо на Г, 
либо на SK\ эти значения, следовательно, по модулю не пре­
восходят е.

Пусть х  —  произвольная точка области Q. При достаточно 
большом R  эта точка попадет в область QR и потому 
|г>(лг)|<^е. Но е — произвольное положительное число, поэтому 
® (-*0 =  0 и щ (х ) =  щ (х).

З а м е ч а н и е .  Об условиях единственности решения задачи 
Дирихле для общего эллиптического уравнения второго порядка (1.1) 
см. книгу Миранда [10]. Если матрица старших коэффициентов 
положительно определенная в замкнутой области 2 и /10(лг);>0, 
то единственность решения задачи Дирихле вытекает из принципа 
максимума (§ 10 гл. И).

Займемся задачей Неймана. Будем говорить, что функ­
ция и(х), определенная в области 2, имеет на границе Г  
этой области правильную нормальную производную, если 
существует непрерывный на Г  предел

причем стремление к пределу —  равномерное относительно х; 
через х , как и выше, обозначена точка области, лежащая 
на нормали v, проходящей через точку х.

Если функция и ^  С(1) (й ), а граница Г  гладкая, то, оче­
видно, и (л ) имеет на Г  правильную нормальную производную.

Рассмотрим конечную область 2 с границей Г  и поста­
вим для этой области внутреннюю задачу Неймана:

С
дт-г •

Au =  F (x ), x £ Q ,  н £ С (9) (2 ) П С ( 2 )*



причем будем требовать, чтобы искомая функция имела пра­
вильную нормальную производную. Предположим еще, что 
граница Г  есть регулярная поверхность. Это означает сле­
дующее: 1) в каждой точке х  поверхности существует опре­
деленная нормаль; 2) если в любой точке х  £  Г  построить 
местную систему координат, в которой ось хт направлена 
по нормали, а оси x lt х& ..., xm__t лежа г в касательной пло­
скости, то вблизи точки х можно задать поверхность явным
уравнением вида хт = f (x j, xt.......хт  j); 3) при xv ха> • • •>
достаточно малых /  £  С(г).

Покажем, что задача Неймана (4) в общем случае нераз­
решима, и выведем необходимое условие ее разрешимости.

В  каждой точке х поверхности Г  проведем нормаль, 
направленную внутрь области, и на нормали отложим отрезок 
фиксированной длины h, один конец которого совпадает 
с точкой х. Геометрическое место вторых концов образует 
поверхность Г А, о которой говорят, что она параллельна 
поверхности Г. Из дифференциальной геометрии известно, 
что при h достаточно малом поверхность I ’ft гладкая и что 
нормаль к одной параллельной поверхности является нормалью 
и к другой. Обозначим через 2 (Л) область, заключенную 
внутри Г А; очевидно, 2 (Л) =  2 \  2 ft, где 2 Л — пограничная 
полоска области 2 ширины h. _

Если и — решение задачи (4), то, очевидно, и (5 С (8) (2 (Л)) 
и к функциям и и v ~  1 можно применить формулу 
Грина (6.10) гл. 10. В данном случае эта формула дает

—  jj F {x )d x  =  J  % < trh.
9'*' ГЛ

Функция и имеет правильную нормальную производную,
поэтому*?— равномерно стремится к = ф (х ) при /г->0.

cfo гд r
Переходя в последней формуле к пределу при h-* 0, получим

 ̂F  (х) dx -f-  ̂ф (■*)
я Г

Этому соотношению необходимо должны удовлетворять данные 
нашей задачи. В  общем случае, как мы видим, внутренняя задача 
Неймана для уравнения Лапласа решения не имеет — решение 
может существовать лишь тогда, когда выполнено условие (5).



В  частных случаях однородного краевого условия или 
однородного дифференциального уравнения должно выпол­
няться соответственно одно из двух равенств:

§ kudx =  ^F{x)dx =  0, (6)
2 я

\ % d T = U (x )d T  =  0. (7)
Г г

С другой стороны, очевидно, что решение внутренней 
задачи Неймана для уравнения Лапласа (если оно существует) 
не единственно: если функция и(д:) решает задачу (4), то, как 
легко видеть, фуикция и(х)-\-С, где С — произвольная постоян­
ная, решает ту же задачу. Теоремой единственности в данном 
случае является утверждение, по которому выражение и (х)-)-С 
исчерпывает все решения этой задачи.

Т е о р е м а  12.2.2. Два решения внутренней, задачи 
Неймана для уравнения Лапласа могут отличаться только 
на постоянное слагаемое.

Докажем эту теорему, предполагая поверхность Г  регу­
лярной.

Пусть задача (4) имеет два решения. Их разность t»(jc) 
удовлетворяет соотношениям

dvДг; =  0, -5- Crv -О - (8)

К  функции v и области 2 (ft) (см. выше) применим фор­
мулу Грина (6.8)  гл. 10:

[  £  [ d 7 S d x = l v % d r *  ( 9 )8<л>*=1 Гл

Функция v  непрерывна и, следовательно, ограничена в 2. 
В  то же время величина ^  равномерно стремится к нулю. 
Переходя в соотношении (9) к пределу при /г 0, получим

\dxkjа * = 1
Отсюда —  0, k —  1, 2 , и, следовательно, v —  const.



З а м е ч а н и е  1. Если предположить, что искомое решение 
имеет в S непрерывные первые производные, то нетрудно дока­
зать теорему 12.2.2, предполагая поверхность Г  только кусочно 
гладкой.

З а м е ч а н и е  2. Для т  — 3 теорема 12.2.2 доказана в до­
вольно широких предположениях. См. В. И. Смирнов [17], т. IV,

Теорема единственности для внешней задачи Неймана бу­
дет доказана ниже, в § 7.

§ 3. Решение задачи Дирихле для шара

Здесь и ниже в этой главе (за исключением § 7) мы бу­
дем рассматривать только однородное уравнение Лапласа — 
неоднородное сводится к нему приемом, указанным в § 6 
гл. 11; напомним, что этот прием основан на построении 
частного решения неоднородного уравнения Лапласа в виде 
объемного потенциала.

Итак, пусть дан шар Я/# радиуса R  с центром в начале 
координат. Поставим задачу об отыскании функции и ^ С (Ш д ),  
гармонической в шаре и удовлетворяющей краевому условию

где Sr — граница шара и ср(лг) —  функция, заданная и не­
прерывная на сфере Sr.

Решать нашу задачу будем следующим образом. Предпо­
лагая, что решение существует и удовлетворяет некоторым 
более жестким требованиям, мы построим формулу, опреде­
ляющую решение по данным задачи. После этого мы дока­
жем, что построенная формула на самом деле дает решение 
задачи.

Пусть поставленная нами задача имеет решение и (jc), при­
надлежащее классу C(3) (ZZ/R),

Напишем интегральное представление этого решения (фор­
мула (4.1) гл. 11)

п. 205.

Н !^  =  'Р(Х )> (О

(2)

Возьмем точку х внутри шара, и пусть х' —  точка, сим­
метричная с точкой х  относительно сферы S# (рис. 21). Это



значит, что точки х  и х' лежат на одном луче, проходящем 
через центр шара, и что

Заметим, что г' ф  0, когда точка Е движется внутри сферы 
или по ее поверхности. Введем функцию

она гармонична в любой области, не содержащей точки х'. 
В  частности, функция (4) гармонична в шаре 111%.

К'паре функций и и v  применим формулу Грина (6.10) 
гл. 10. Обе функции гармоничны, поэтому объемный интег-

того простого соображения, что треугольники 0x1 и Ox't 
(рис. 21) подобны. Действительно, у этих треугольников угол 
в точке О общий, а заключающие этот угол стороны про­
порциональны в силу соотношения (3). Из подобия треуголь­
ников следует, что

М - 1* ' 1= я 9- (3)
Обозначим

г —  \х — 61, г' =  | хг —  Е |.

г»(Е) (4)

х , рал исчезает, и мы получаем

Для дальнейшего важно то 
обстоятельство, что первые 
члены под интегралами (2) и 
(5) отличаются только множи­
телем, не зависящим от Е. Это 
можно доказать на основании

Рис. 21.

Г X
г' R  ’

Отсюда



рт
1 / R  У » - ?  1
™-a ” \U t/  г-"-*

1 1  t R \т~ятак что ---- и —==7 отличаются множителем f т——т} , неза-
г т-я  r 'm J  \| X  |/

висящим от S.
Будем далее обозначать [ х  | =  р, \х'\ =  рг.
Умножим формулу (5) на

1 ( /? \т ~»
( т  — 2) |S , | \ р )

и вычтем из формулы (3):

■ w - p = W r W ( f
SR

Замечая, что в силу краевого условия задачи Дирихле

получаем формулу для решения (в предположении, что оно су­
ществует и принадлежит классу С(а) (///#)):

д (6)
Формулу (6) можно упростить. Прежде всего, для шара 

направления внешней нормали и радиуса совпадают, поэтому

cos (г  х к) —  ^

и
А — I* А

R dzk ’
Отметим еще формулы

дг th — хи дг‘ ^  —
dtk г ’ д(ь г■ ’

здесь хк и х ’к — координаты точек х  и х! соответственно



Легко вычислить второй член под знаком интеграла (6):

d 1 __ ___(т__оч ^  1 дг __
дч r m~* *• ’  R  гт ~1 ~ЖЦ —

-  -  7 ^-2 ̂  &  - * * )  =  -  ^  (Я 9 -  ****)• (7)

Аналогично

£ - i r = - ^ V - w > .

/ d  \ m-s
Умножим это выражение на (— ) ; учитывая ранее полу-

D 1
ченное соотношение - p - = y t получаем

( Н у -  д 1 т  — 2/ , , , р* \
(  р )  дч г,т~* rmR  ( Р кХк R ‘ )  *

Точки х  и х ' лежат на одном луче, проходящем через на­
чало, поэтому

. |* |  , р‘ , р*
X k == Х ь  — п  == Х к  — Х ь шR | * |  рр R

и, следовательно,

<8 >

Подставив выражения (7) и (8) в интеграл (6), получим окон­
чательно

" м = щ  <9>
SR

Формула (9) называется формулой Пуассона, а выраже­
ние

n a __0s
f>rm i P^R>

—  ядром Пуассона.
Из наших рассуждений следует, что формула Пуассона 

во всяком случае справедлива для любой гармонической 
функции класса Cw  (ZZT )̂.



Отметим некоторые свойства ядра Пуассона.
1. Ядро Пуассона неотрицательно. При р —  R  оно всюду 

равно нулю, кроме точки х —  Ь, вблизи которой оно неогра- 
ничено.

2. Если точка х  меняется внутри шара, то ядро Пуас­
сона есть гармоническая функция от х.

Докажем это. Если точка х  лежит внутри шара, то г ^  О 
и ядро Пуассона имеет непрерывные производные всех по­
рядков. Остается доказать, что оно удовлетворяет однород­
ному уравнению Лапласа. По формуле Лейбница
д* я * _ р 2 _  1 —  о2) ,
дх% гт  гт  дх% '

п д ( П ° - 9*) д ( 1 \ , 9 о. д* / 1 \
+  2 дхч d7k \ 7 ^ ) + ( R  р ) дх% [ г " ) '

Замечая, что
dp _ x k дг _ _ хк — Чк

- дхк р ’ дхк г '

и суммируя по k, получим

А =  %  [ -  1 +  Т* №  +  Ра ”  >

что равно нулю, так как 

г* =  (5 — х, 5 — х ) =  R* +  р9 — 2 (?, х ) =  R* +  ра — 2х„\н.
3. Справедлива формула

TSTT Ц Яг™ diS * =  l ' ( 10^
SR

В  самом деле, будем искать функцию, гармоническую в 
шаре и принимающую на границе значение 1. В  силу тео­
ремы единственности решение этой задачи Дирихле всюду 
будет равно 1. Очевидно, что 1 £  (Ш #), и для нее спра­
ведлива формула Пуассона, которая в данном случае совпа­
дает с формулой ( 10).

Докажем теперь, что если функция <р (х ) непрерывна на 
сфере Sr, то  формула Пуассона дает гармоническую в 
LUr  функцию, которая имеет в любой точке х 0 сферы S# 
предельное значение ср(х0).



Пусть и (х ) —  функция точки х, определенная внутри 
шара Ш ц формулой Пуассона (9). Очевидно, что эта функ­
ция непрерывна и имеет производные всех порядков внутри 
шара. Легко видеть, что , она гармоническая:

Л"  =  TsTT \ V ^  Ллг RRr™ dsSK =  0 '
SR

Пусть точка х  стремится изнутри сферы S R к точке х0, 
лежащей на этой сфере. Из формулы (9) вычтем формулу (10), 
предварительно умноженную на <р(х0):

и (jc) — <р (лг0) =  jj [у (5) — ср (* „ )]- f r , /  d^Sn. (11) 
SK

Функция ср(дг) непрерывна на сфере S#  выберем на S# 
сферическую окрестность а точки х0 столь малую, чтобы

! ? ( * )  —  f W K y s .  v ^ G ° >

где е —  произвольно выбранное положительное число. Заме­
тим, что в 5 я \ о

|5 — лг0| ^ 8,
где 8 — радиус окрестности о.

Оценим разность и(х ) — |р(хс), для чего интеграл (11) 
разобьем на два: по а и по 5^ \ о

и (* ) -  <Р (*о) =  J  [?  (?) -  9 С*о)] ^ S R +
О

+  1^1 \ —SR\o
Для первого интеграла имеем

^ - [ ? Ш - ? ( х « ) ] ^15» <

^  2 I I 3 Rrm S i I )  Rrm dtS
e

R = J .
SR

Мы получили оценку для первого интеграла независимо 
от положения точки х. Второй интеграл можно сделать ма­



лым за счет близости точек х  и xQ. Возьмем эти точки столь 
близкими, чтобы выполнялось неравенство '\х —  х01<^&/2. 
Тогда
Г =  |Е — *1 =  1(5 —  х 0) +  (-*» —  х )\ ^  8 

— xt\ — \x9 — х\^-2 ,
откуда

Теперь
д » - р* (/?4-р) (/?-!»)

Rrm Rrm \  jm •

Функция ср непрерывна на замкнутом множестве и потому 
ограничена. Пусть |<p(?)|sC/W=const, тогда fcp(S)— <р(л"«)|<2УИ. 
Теперь имеем

/ м ^ *  1 2m+® М (R — р) 1 f 
| и (дг) ср (дг0) I <  2 ьт  |S, | j

\  «
. е 2""*-3 MRm~l (R  — р)

<  2" ”Г  jm

Возьмем число h^> 0 столь малым, чтобы 
2m+s MRm~lh ^  е

Тогда если J лг„ — лс|<[А, то /? —  р =  | х0 | 1 Jf | ^
|ха —  JC | <  ft и 11» (лг) —  <р (лг„)! <  е . Отсюда следует, что

Нш и (х ) =  (р (х0), V  S r- ( 12)
х -♦ Хо

Функцию и(х), определенную в открытом шаре формулой 
Пуассона (9), доопределим на сфере SR, положив и (х ) =  <р (.*)> 
jc £  Sjf. Доопределенная таким онбразом функция гармонична 
внутри шара, непрерывна, в силу формулы ( 12), в замкнутом 
шаре и удовлетворяет краевому условию (4). Задача Дирихле 
для шара решена.

Формула (2), а с ней и все доказательство, требует, чтобы 
т^>  2. Однако формула Пуассона верна и для т  =  2. В  этом 
случае формулу можно получить, исходя из интегрального 
представления (4.2). Другой вывод формулы Пуассона для 
т  —  2 будет дан в § 1 гл. 13,



§ 4. Теорема Лиувилля

Т е о р е м а  12.4.1 ( т е о р е м а  Л и у в и л л я ) .  Функция, 
гармоническая в любой конечной области и ограниченная 
сверху или снизу, есть постоянная.

Если функция и (ж) гармоническая и и (jc) ̂  М, М  —  const, 
то — и (х ) также гармоническая и —  и (х ) ^  —  М. Следова­
тельно, достаточно рассмотреть случай, когда гармониче­
ская функция ограничена снизу: и (х ) ̂  т  =  const. Можно 
считать, что т  0, —  если это не так, то можно прибавить 
к и (х ) достаточно большую положительную постоянную.

Зафиксируем произвольную точку х  и опишем вокруг 
начала шар LUr  столь большого радиуса R, чтобы точка х  
оказалась внутри шара. Данная функция it(x), гармоническая 
в любой конечной области, гармонична и в шаре, и для нее 
верна формула Пуассона

“ м = т а $ т Р £!"<Е)‘У '''
SR

где 5/? —  граница шара.
Легко видеть, что R  —  р г -f- р, и так как функция 

k(jc) положительна, то получается следующая оценка:

/ ? (# + р)т~х г§л ^ 11 ^  ^ 11 (АГ) ^  
ij?

fsTi S “
$R

По теореме о среднем

и  (0 ) | S i  | R m~l jj и (^) dSjp  
* $R

и неравенство ( 1) принимает вид

Устремляя R  к бесконечности, приходим к неравенству 
и (0) и (х) ^  и (0).

Отсюда и (х ) —  и(0). Теорема доказана.



§ 5. Задача Дирихле для внешности сферы

Пусть 2 —  внешность шара радиуса R  с границей Sr 
и пусть требуется найти функцию и(х), гармоническую в 2 
и удовлетворяющую краевому условию

“ !$* =  ?(■*)■ С1)
Докажем, что решение этой задачи дается формулой Пуас­
сона

“ (лг)= г^гт § р Лг*~? d(.SR> р >  R>

где, как и в § 3, г =  | ? — х\ и р =  | дг |.
Как и в § 3, доказывается, что функция и(х), опреде­

ляемая формулой (2), имеет вне сферы S R непрерывные 
производные всех порядков и удовлетворяет уравнению Лап­
ласа. Исследуем поведение этой функции на бесконечности. 
Очевидно, r ^ p  — R. Отсюда

rfeS=-.; C==\S7TR S
SR

Нас интересуют большие значения р. Будем поэтому считать,
что p^>2R. Тогда R < C y P  и Р —  Я > у Р -  Теперь

I ^  2т с
!и (-*0 I ^  пт ~з ’

и функция м(лг) гармонична вне шара.
Остается доказать предельное равенство

li ш и (л;) =  ср (лг0), V *o  (Е (3)
X -* Х0

Для этого вычислим интеграл (2) при значении ср(£)=1.
Введем в рассмотрение точку х', симметричную с точкой х 

относительно сферы S r. Имеем (р =  | х  |, р' =  | х ' |, г' =  
=  \ 1 - х '\ )

, /?* 1 I R 
9 ~  р'* ’ г —  г ' ' р ’

и ядро Пуассона можно преобразовать к виду 
Р» — /У Ra — ?'*

Rrm Pm~3 Rr'm



Точка х’ лежит внутри сферы S#, и по формуле (ЗЛО)

* с 1 е *3-е '9 j?  — кт~г
I Si | J R rm R р'»-а |S,j J Rr’m R .p*-* ' ( )  

SR SH
Умножим равенство (4) на 9 (je,) и вычтем из формулы 

Пуассона (2)
р т-з I (• п*__В*

« (* )  —  -J*=r <Р(*о) =  -|s7j- 5 --Rrm [9 («) —  <Р (•*<>)]dSR.
sя

Повторив дословно рассуждения § 3, получим 

Нш Г«(х ) _ ^ 1 (р(хв)] =  0 .
X -♦ Xq *- г J

Отсюда
I и (х ) —  tp (jc0) | *££ | и (* )  —  ?  (х0) | +

и равенство (3) доказано.

§ 6. Производные гармонической функции 
на бесконечности

Т е о р е м а  12.6.1. П усть и (х )— функция, гармониче­
ская в бесконечной области 2  с конечной границей Г, и 
пусть Dku — любая из производных порядка k о т  функ­
ции и. Тогда для достаточно больших |дг| имеет место 
неравенство

^ « К т т р т й г .  0 )
где Ck не зависит о т  х.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем для А =  1; общий случай 
рассматривается аналогично.

Граница Г  конечна, поэтому можно построить сферу S r 
столь большого радиуса R, чтобы Г  целиком лежала внутри 
этой сферы. Для функции и(х ) во внешности сферы S# 
справедлива формула Пуассона:

*{*)= Ж Т  S Р=М-



Найдем какую-нибудь из первых производных, например, про- 
изводную по Х{.

да 1 f  d р* — R* j  о /о\
~  I S i l  )  ^  дх, R rm i R' ^

Sj?
Вычислим производную под знаком интеграла:
д р8 — Я 2_ _ 0 де 1 т  (р8 —  R s) дг _ _  

dxt R rm Pdxt ' R rm R rm+l ' dx,
__ 2x, m (p2 — /?2) Xi —  Si 
— Rp* Rrm+V ' r '

Пусть p достаточно велико, например, пусть р 2R. Тогда 
r^> р —  R > y P >  и мы получаем следующую оценку ядра 
интеграла (2):

| д р* — /?* | __ 2m+1 . 2т +1т  _ _  С,
I dxt R rm | ^  R fm~l " г  R fm-i —  pm-1 •

Теорема доказана.
Заметим, что для т  — 2 можно получить оценку произ­

водных с порядком убывания на единицу более высоким, чем 
в формуле ( 1).

§ 7, Теорема единственности для внешней задачи 
Неймана

Т е о р е м а  12.7.1. В  случае т^>  2 внешняя задача Ней­
мана для уравнения Лапласа имеет не более одного ре­
шения.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем в предположении, что гра­
ница рассматриваемой области регулярна.

Итак, пусть бесконечная область 2  имеет регулярную 
границу Г  и пусть в этой области задача Неймана имеет два 
решения; их разность г>(х) удовлетворяет соотношениям

Дт> — 0, х £ 2 ;  ц (х) =  0 (| х |- т +2), х  -> оо; (1)

= 0. (2)
<74 |Г

Построим поверхность Г л, параллельную поверхности Г  
и расположенную внутри 2 (рис. 22). Проведем сферу S r  с



центром в начале и радиусом R  столь большим, чтобы вся 
поверхность Г л оказалась внутри S r . Обозначим через 2^> 
область, ограниченную поверхностями и S r, и через 2# —

область, ограниченную поверхно­
стями Г  и Sr .

Область 2<*| конечна, причем 
г» ^  С(а) можно, следовательно, 
применить формулу Грина (6.8) гл. 10:

е(Л) ft=i

+  J v % dVh-\- J v % dSR-
Гл Sr

Перейдя к пределу при h -* 0 и приняв во внимание урав­
нения ( 1) и (2), придем к тождеству

т

]  1 <з >А=1

Пусть R  —>■ оо. Соотношения ( 1) показывают, что функция 
v  гармонична в 2, и при достаточно больших R

l ® C * ) | | * | - J ? s '  С 
Далее, по неравенству (6.1)

:  f^ m - 2 С =  const.

■ С,
= Р>т-1. Ci =  const,

и для правой части формулы (3) получается оценка
C C j  | Sff | СС, | S j  |

1 s Rm~

По предположению m^> 2; поэтому
m

а д
Rm~*



отсюда очевидным образом следует, что

4^- —  0, v === const. д*ь
Вспоминая, что v (jc) на бесконечности обращается в нуль, 

получаем zi(jt) =  0. Теорема доказана.
Пусть т  =  2. В  § 6 мы отмечали, что в этом частном 

случае первые производные убывают быстрее, чем в общем 
случае. Используя это обстоятельство, легко получим равен­
ство

v =  const.
Q

В то же время требование | v (jc) | ^  п гш =1 дает лишь огра-
ниченность на бесконечности. Отсюда следует, что при т  —  2 
единственность внешней задачи Неймана для уравнения Лап­
ласа имеет место лишь с точностью до постоянного слага­
емого.



ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИРИХЛЕ 
И НЕЙМАНА

§ 1. Задачи Дирихле и Неймана для круга

В этом и ближайших параграфах будет рассмотрено одно­
родное уравнение Лапласа на двумерной плоскости. В  отличие 
от обозначений, применяемых в остальной части книги, мы 
будем здесь обозначать декартовы координаты переменной 
точки через х  и у  или через Е и -rj; соответственно самые 
точки будут обозначаться символами (х, у ) или (Е, к)). Мы 
будем также пользоваться обозначениями z —  x-\-ly, С =  
=  Е -|- 1ц, где / =  V — 1.

Хорошо известна связь между гармоническими и аналити­
ческими функциями: если f (z ) =  u(x, У ) —  функ­
ция, голоморфная в некоторой области, то ее вещественная 
часть и(х, у )  и мнимая часть v(x , у )  гармоничны в той же 
области. С другой стороны, если вещественная функция 
и (х, у )  гармонична в односвязной области, то можно найти 
гармоническую в той же области функцию v(x , у ) (она на­
зывается сопряженной с функцией и(х, _у)) так, чтобы сум­
ма и (х, у )  -J- iv (дг, у )  была в указанной области голоморф­
ной функцией от z. Если область многосвязна, то написан­
ная выше сумма будет, вообще говоря, многозначной.

Если и —  натуральное число, то функция zn голоморфна 
в любой конечной области; если п —  целое отрицательное, то 
функция zn голоморфна в любой области, не содержащей 
начала. Отсюда следует, что полиномы

Re (2Л), 1m (zn), п ̂  О ( 1)



гармоничны в любой конечной области, а рациональные дроби 
Re (г-"), Im (г""), 1 (2)

гармоничны в любой области, не содержащей начала.
Введем полярные координаты р и 0 с полюсом в начале. 

Тогда z —  ре,в; функции ( 1) и (2) принимают соответственно вид
pB cosn0, р" sin я0, 0 (10

и
cos лв sin пв _ , /г.,ч
— . рй • (20

1. Поставим задачу Дирихле для круга. Пусть требуется 
найти функцию и(дг, у), гармоническую в круге |г|<С/? и 
совпадающую на окружности этого круга с заданной непре­
рывной функцией ер(0):

и\ р = я  =  ?р-(0). (3 )

Допустим, что функция ср (0) разлагается в ряд Фурье, 
сходящийся при всех 0. Пусть

СО

<Р (6) == а0 +  S  C0S л8 +  bn Sin я9)' (4)
а— 1

Легко написать формальное решение нашей задачи:
00 п

и (X, у )  —  <?о +  2  (ЯП cos «б ~Ьbn sin Я0)- ( 5)
Л-=1

Ряд (5) сходится в круге |^1<CR и его сумма в этом круге 
гармонична (докажите!). Если в этом ряде допустим почлен­
ный переход к пределу при р -> R, то

00

“  С*» У) |р=я =  +  2  cos л0 +  sin пб) —  f
Л—I

и формула (5) действительно решает задачу.
По. известной теореме Абеля такой предельный переход 

допустим при тех значениях 0, при которых ряд (5) сходится. 
Этот ряд сходится к ср (0) при всех 0, если, например, <р (0) 2тс-пери- 
одична, абсолютно непрерывна и имеет производную <p'(®)G 
(^Z.g(0, 2тг). Для такого рода граничных функций ряд (5) 
действительно решает задачу Дирихле.



Просуммируем ряд (5). По известным формулам для коэф­
фициентов Фурье

2ге 2к

а0 =  ̂   ̂ хр (ю) dm, ап —  ~   ̂ <р (ш) cos лш dw,
о о

2it

bn —  -~  ̂ <р (а>) sin Яш dm.
о

Подставив это в ряд (5), получим
2« Г  оо

Чх, У) =  ̂  jj <Р(“ ) 1 + 2 2  J  COS«((0 —  6)
/1—1

du>.

Мы переставили здесь порядок суммирования и интегриро­
вания; законность этого при р <[/? нетрудно доказать. 

Имеем рeli —  z. Положим еще /?ei(a =  C. Тогда
се»

2  j£ co sfl(w  — fl) =  R e2  £  =  R e £ = l
я«=1 n=l

И
2т:

“ (*• ^  =  i  \ c p M R e ^ r f u ^ R e ^  J  
о |сыг

Эта формула известна под названием формулы Шварца. 
Далее,

Re ^ + - * - R e «  +  *>£-»> =  г =  |С —  г|»С — г — д |С — z|a »■
и окончательно

2«

“ (*■ (6)
о

Это —  формула Пуассона для круга. Нетрудно видеть, что 
г9 =  R* -f- ра —  2Rp cos (ш —  0), и мы приходим к более обыч­
ной записи формулы Пуассона:



2. Решение задачи Дирихле для внешности круга |z|^>/? 
при том же краевом условии (3) дается рядом

00
и (дг, у ) =  а„ +  2  К  cos л9 +  К  sin Лб). (б,)

Я=1

Ряд (5j) можно просуммировать и получить формулу Пу­
ассона для внешности круга:

2lC

Н(х, У ) = ^   ̂ <p{m)d4i =
О

2те

2л \ R2 +  р2 — 2/?р cos (<*> — 6) ^ ̂  
о

3. Задача Неймана для круга ПРИ краевом усло­
вии

t , U = h » )  т

решается так. Разложим ф(0) в ряд Фурье:
СО

ф (9) =  а0 -|- ^  (а„ cos и0 -(- sin пв).
П—\

Но если решение и (х, у ) существует, то

« . = ^ 5 * ( » ) < ' » = 5 д  $  К Ч « Г ~  i  $  1 ^  =  0  <8 >
О p—R p^R

в силу формулы (2.7) гл. 12; через dF здесь обозначен эле­
мент длины окружности |,г| =  /?: dT =  RdB. Теперь

СО

Ф (0) = ^  K cos п9 +  Р л sin я0)- (9)
1

Имея в виду, что для круга р =  | z \ =  R

-  =  — \ дч д? ’

можно написать формальное решение задачи Неймана в



следующем виде:
СО

и(х, ^) =  С -f 2]■ (“» cos л0 +  pn sin пЧ  (10)

С — произвольная постоянная. Ряд (10) сходится и допускает 
почленное дифференцирование в замкнутом круге 
если, например, функция ф(0) удовлетворяет условиям, кото­
рые выше были наложены на функцию <р(0); кроме того, ко­
нечно, функция i|j(0) должна удовлетворять равенству (8). 
В  этих условиях ряд (10) дает решение задачи Неймана для 
круга | z | < t f .

4. Если функция ф(0) удовлетворяет всем только что 
сформулированным условиям, то задача Неймана для внеш­
ности круга j z | R  при том же краевом условии (7) ре­
шается формулой

где С — по-прежнему произвольная постоянная.
5. Ряд (10) нетрудно просуммировать. По формулам для 

коэффициентов Фурье

Подставим это в (10) и изменим порядок суммирования и 
интегрирования (доказать законность этого легко):

СО

и (* . У ) — С  —  2  4 £ (a„cos»0 +  Mm О1)

2* оо

U(x, j )  =  C-{--i <К«>)2 П ^ =г C0S n(a> — e)du> =
О 1
*2jc со

0 /1=1
oo

u



Вспоминая, что

i ? = taT=-<- " х 1'п*=\
и что Re In х =  In J х j, находим

2tt 2к
u(x, y ) =  С  ̂ In у  <|i (u>) du> =  С  -j- j  In у  ф (<o) dm.

(12)
Формула (12) известна под названием формулы Дина. 

Аналогично суммируется и ряд (11).

§ 2. Задача Дирихле для кругового кольца

Пусть кольцо определено неравенствами /?o<0 < C ^ i ;  
р =  | z |. Значения граничной функции на окружностях р =  R 0 
и p =  /?i обозначим соответственно через <р0(0) и <pi(0). Кра­
евые условия для искомой гармонической функции и(х, у )  
можно записать в виде

и =  ср0 (6), и |p=ff, =  9! (0). (1)
Гармоническая функция и(х, у ) есть вещественная часть 

некоторой аналитической функции / (г )
и(х, у ) — R e f  (г).

Кольцо —  двусвязная область, и функция / (г ), вообще го­
воря, неголоморфна. Можно доказать, что

+ 00

f (z ) —  Clnz-\- 2  Сяг"
 ̂ П=—СО

где С  —  вещественная постоянная. Полагая 
Сп == iB n, 

видим, что функцию и (jc, у ) можно искать в форме
ОО

и (х, _у) =  С In р -4- Ай -f- 2  {(Апрп -f- Л_пР-я) cos пв +
П~\

+  {Вп Рл — В_пр-п) sin Я0}. (2)



Функции <р0(в) и ?i(® ) разложим в ряды Фурье. Пусть
СО

<Ро (е) =  Оо +  2  (ал cos я9 +  bn sin лб),
/1=1

(3)
ОО

Ь  (0) =  а0 +  2  (а* cos пв +  Р* sin «е>-
Л=1

Разложения (2) и (3) подставим в краевое условие (1) 
и приравняем коэффициенты при cos «0 и sin «0. Это при­
ведет нас к последовательности алгебраических систем вто­
рого порядка:

С  In R q -J- Af) =a= Oq, С In -}- Aq ear ae;

AnRZ +  A-nRo n —  an> AnR* “b  A_nR~n =  a„; 

BnRt —  B ^ R - ^ b v  B nR 4 - B _ nR r n —  %.

Определители этих систем отличны от нуля, и можно 
определить все коэффициенты разложения (2). Тем самым 
формальное решение задачи построено. Обоснование этого 
решения мы предоставляем читателю.

Тот же метод позволяет решить для кругового кольца 
и задачу Неймана.

§ 3. Применение конформного преобразования

Пусть голоморфная функция z=zz(Q =  x (l,
-f- ty (Ei ц) конформно преобразует область D  плоскости С 
в область 2 плоскости z. Пусть, далее, и(х, у ) —  функция, 
гармоническая в 2 . Тогда функция й (Е, -ц) =  и (х  (Е, ц), у  (Е, •»])) 
гармонична в D.

Для доказательства вычислим величину
А ~ д*и | дгй
^ u =  w  +  lh f

Имеем



И

дгй дги (дх\1 , 0 д‘и дх ду , д*а (ду\г , 
dxa \dt) " Г  ~$хду Ж  д£ ‘ д р Щ /  Т

■ да дгх . ди д’у 
дх д¥ ' ду д ?'

Аналогично
д‘й__д3и (дху , „  д3и дх^ду, д̂ и {ду\* . да_ сРх , du_ (Ру_
drf дх* \(?т)/ дхду di] дц ' ду‘ [ду) >дх дц* ‘ ду drf '

Последние равенства сложим. Учтем при этом, что jc(E, т|) и 
_у($, т]) суть соответственно вещественная и мнимая части го­
ломорфной функции г (С); поэтому х  и у  суть гармонические 
функции от \ и ц, связанные уравнениями Коши —  Римана. Спра­
ведливы, следовательно, соотношения

дх__ду д х__ __ ду
<?£ &i\’ дц <55 ’

Дс*  =  Д су =  0.
Теперь

М = [ ( £ ) ■ + ( £ ) > . « = I * W  А д

здесь
Л дги , д‘и

Если Azu =  0 то, очевидно, Дсй =  0, что и требовалось до­
казать.

Коротко можно сказать, что конформное преобразование 
переводит гармоническую функцию в гармоническую. Оказы­
вается, что конформное преобразование переводит также за­
дачу Дирихле в задачу Дирихле и задачу Неймана в задачу 
Неймана.

Действительно, пусть в области 2  поставлена задача Ди­
рихле:

Ди =  0, « jr  — =p(s). (1)

Здесь Г  —  контур области 2 и s —  параметр, определяющий 
положение точки на Г.

Пусть функция z ("), реализующая конформное преобра­
зование области D на область 2, непрерывна в замкнутой



области1) D —  D \JT V где Г , —  контур области D. Конформ­
ное преобразование, как мы видели, не меняет уравнения 
Лапласа,' и преобразованная функция й удовлетворяет урав­
нению

Как известно, если преобразование конформно, то соот­
ветствие между контурами взаимно однозначно: тот же пара­
метр s может служить для определения положения точки 
на Г,, а в таком случае краевое условие (1) не меняется при 
конформном преобразовании, и мы имеем

Совокупность уравнений (2) и (3) показывает, что преобра­
зованная функция и есть решение задачи Дирихле в обла­
сти D.

Обратимся к задаче Неймана. Известно, например, что 
производная г '(С) остается непрерывной на регулярных9) 
участках контура. По-прежнему преобразованная функция 
удовлетворяет уравнению (2); выясним, какому краевому 
условию она удовлетворяет.

Пусть функция н (х, у ) удовлетворяет условию задачи 
Неймана

Обозначим через Vi нормаль к контуру Г , в точке, соответ­
ствующей значению s параметра. При конформном отображе­
нии контур переходит в контур и, следовательно, направле­
ние касательной переходит в направление касательной; так 
как при этом углы сохраняются, то направление нормали v 
переходит в направление нормали Поясним последнее 
утверждение. Пусть z и С —  точки контуров Г  и Гц соот­
ветствующие друг другу при конформном преобразовании. 
Если в области 2  провести нормаль v, пересекающую кон­
тур Г  в точке z, то при конформном преобразовании эта

(2)

и I,, =  9 (s). (3)

(4)

J) Для этого необходимо и достаточно, чтобы область D была 
ограничена жорлановой кривой.

а) Определение регулярной границы см, стр. 263.



нормаль перейдет в кривую, которая в точке С касается нор­
мали Vj (рис. 23). На нормали v возьмем точку —

Рис. 23.

Пусть ей в области D соответствует точка Ci =  Si -}~ It- Обо­
значим Л =  | z —  г, |, k =  | С —  Ci |- Имеем
д— —■ Н т  “  (*i.J>i)_  lim й<*. т>)) — Д 4i) к _

дй .. k- -г~ lim г-.
с* -»с А

Из конформности преобразования следует, что
к 1 

“  Л | '̂ <4) | *
и окончательно

<5)
Если функция н удовлетворяет краевому условию (4), то 

преобразованная функция й удовлетворяет краевому условию 
ди

‘Ф (* Ж (С )|, (6)

т. е. опять-таки краевому условию задачи Неймана.
Решения задач Дирихле и Неймана для круга и кругового 

кольца нам известны —  они построены в предшествующих 
параграфах. Из доказанного выше следует, что если нам из­
вестно конформное преобразование данной области на круг 
или на круговое кольцо, то для такой области мы можем 
написать решения задач Дирихле и Неймана. Перечислим не­
которые такие области.

1. Полуплоскость отображается на круг дробно-линейным 
преобразованием.



2. Внешность эллипса отображается на круг преобразо­
ванием вида (а и b —  постоянные)

z =  a: +  ±r . (7)

3. Многоугольник отображается на круг с помощью ин­
теграла Кристоффеля —  Шварца.

4. Область, ограниченная двумя окружностями, отобра­
жается на круговое кольцо с помощью дробно-линейного 
преобразования.

5. С помощью функции (7) можно отобразить кольцо 
между двумя софокусными эллипсами на круговое кольцо.

Число таких примеров можно увеличить.

§ 4. Сферические функции и их свойства

Полное изложение теории и применений сферических 
функций можно найти в книгах В. И. Смирнова [17], т. Ш; 
Е. В. Гобсона [3]; Н. Я- Виленкина [1]. Здесь мы приведем 
определение и (без доказательств) простейшие свойства сфе­
рических функций.

Рассмотрим /л-мерное евклидово пространство точек 
с координатами х х, . . . ,  хт  и в нем однородные полиномы 
степени я, удовлетворяющие уравнению Лапласа; -здесь я —  лю­
бое целое неотрицательное число. Такие полиномы, очевидно, 
гармоничны в любой области. Гармонические однородные поли­
номы нетрудно построить: для этого достаточно взять одно­
родный полином данной степени л с произвольными коэффи­
циентами, составить его оператор Лапласа и последний при­
равнять нулю. Это дает нам некоторые соотношения между 
коэффициентами; полиномы, коэффициенты которых удовлет­
воряют этим соотношениям, и будут гармоническими.

Для примера рассмотрим случай трех независимых пере­
менных x v x s, х3. Очевидно, любой полином нулевой или 
первой степени —  гармонический. Однородный полином вто­
рой степени в общем случае имеет вид

з
^  1 QjkXjXk, djh =  akj.

/.*= i
Его оператор Лапласа равен 2 (аи 4“  азз)- Приравняв



его нулю, получим
а33 —  —  (а11 4~ aii)-

Это дает нам общую форму гармонического полинома второй 
степени с тремя независимыми переменными:
ап (•*] —  х 'з) 4“  ап С*а —  xl) -J- 2auxtx i -f~ 2a13x tx3 -j- 2агзх^х3.
Последняя формула, между прочим, показывает, что среди 
упомянутых полиномов имеется пять линейно независимых. 
Это, например, полиномы

х* —  Лз> * !  —  •*«> XiXi, x tx3, а д .
Существует 2п-\- I линейно независимых однородных гармо­
нических полиномов степени я с тремя независимыми пере­
менными. В  общем случае т  независимых переменных число 
линейно независимых однородных гармонических полиномов 
степени п равно

(1)
Величину (1) будем далее обозначать через т .

В  случае т  —  2, я^> О существует только два линейно 
независимых однородных гармонических полинома степени п, 
а именно полиномы Re (zn) и Im (zn), где z =  Xi-\-lxt.

От декартовых координат х\, xt, . . . ,  х т  перейдем к сфе­
рическим координатам р, ft,, . . . ,  вт „а, по формулам

X! =  р cos &„
=  р sin 8, cos

...................... (2)
хт  i =  p sin sin sin &m_«COS

xm —  v sin 8, sin ___ sin &m_8sin bm v
Сферические координаты меняются в пределах 

0 *S p < ^ o o ; 0 гС =£:it, k ^ m  —  2; 0 s g л 2rc.
Если p =  l, то получаем точку единичной сферы; такая точка
вполне определяется угловыми координатами &1( .......  *W ,.
Обратно, задание угловых координат вполне определяет точ­
ку на единичной сфере.

Пусть Р п т (х) —  однородный гармонический полином сте­
пени п от переменных Xi, х*  . . . ,  хт . Заменим последние



по формулам ( 1). Так как данный полином —  однородный 
степени п, то он примет вид

Рп.т { х ) = ? пУп.п т  (3)
Здесь через 0 обозначена точка единичной сферы с угловыми 
координатами 0Д, , 0Ш

Функция Yn$ m (9) называется т-мерной сферической функ­
цией порядка п. В  дальнейшем размерность т  пространства 
будет оставаться фиксированной и мы будем опускать слово 
«/и-мерная» в названии сферической функции.

Перечислим важнейшие свойства сферических функций. 
Одни из этих свойств очевидны, другие требуют доказа­
тельств, которых мы не приводим.

1. Сферические функции суть полиномы от синусов и ко­
синусов угловых координат.

2- П. т (®) =  COnst.
3. Сферические функции различных порядков ортогональ­

ны на единичной сфере:

5 Уп.т (б) Уп'.т (6) dSt = 0, Пф  п’. (4)
St

4. Если п Ф  0, то существует k„t т  линейно независимых 
сферических функций данного порядка а. Будем обозначать 
эзи функции через (9), k — l, 2, . . . ,  k . Для едино-Л| ' п, тп
образия обозначений будем считать, что kQ m—  1, и будем 
писать Y£>m(0) вместо К0> т (6).

5. При данном п можно функции ^ „ ( 9 )  подвергнуть 
процессу оргогонализации. Будем, считать, что ортогонализа- 
ция выполнена. Тогда система функций'

« =  V 2, . . . ,  k —  1, 2........kn m
ортонормирована по единичной сфере S,:

<6> (в) dsl = Г ’ * * ИЛЙ *  *  * ;  (5) 
\\ , n =  ti и k —  k.

6. Система сферических функций (5) полна в Отсюда 
следует, что любая функция, определенная почти всюду на 
единичной сфере и на ней квадратично суммируемая, мо­
жет быть разложена в ряд по сферическим функциям, и на 
сфере «9, этот ряд будет сходиться в среднем к данной функ­
ции. Если / (9 ) —  данная функция, то ее разложение в ряд по



сферическим функциям имеет вид
оо kn, т

№ = 2  2 > ? ’ П*,„ д а  о т
О А =  1

где
Ч*> =  5 /(в )И * )т ( в ) ^ 1. (7)

5,
7. Если tn —  % то существуют дзе ортогональные сфериче­

ские функции порядка п^> 0. За такие функции можно при­
нять, например, cos и sin пЪ, где ft —  полярный угол в дву­
мерной плоскости.

8. Функции
yW  (0\

Р "П % ,(0)- -ря =г->  « ^ °

гармоничны: ггерпая —  в любой конечной области, вторая —  в 
любой области, не содержащей начала координат.

§  5. Задачи Дирихле и Неймана, решаемые 
с  помощью сферических функций

В настоящем параграфе мы будем строить формальные 
решения рассматриваемых задач в виде рядов по сферическим 
функциям. Слово «формальные» означает здесь, что мы не 
будем исследовать сходимость рядов,
Допустимость почленного дифферен­
цирования и предельного перехода и 
т. п. Если построенные ряды Сходятся 
и все выполнявшиеся над ними дей­
ствия законны, то формальное ре­
шение задачи и является ее решением.

1. З а д а ч а  Д и р и х л е  д л я  
ша р а .  Пусть требуется найти функ­
цию и(лг), гармоническую в шаре 
р =  | jc | и совпадающую на сфере 
p =  R с заданной на этой сфере функ- 

. цией <p(jc). На сфере р —  R величина р постоянна, и поло­
жение точки х  можно определить, задав только ее угловые 
координаты, иначе говоря, задав ту точку 0 на единичной 
сфере, которая лежит на одном луче с точкой л; (рис. 24). 
10 *

Рис. 24.



Это позволяет нам рассматривать <р (х ) как функцию точки в; 
мы будем писать поэтому ср (0) вместо <р (х ) и будем записы­
вать краевое условие задачи Дирихле в виде

и|Р =  я =  <р(0). ' ( 1)

Пусть функция <р(0) разлагается в ряд по сферическим функ­
циям:

<P(0) = I J  S  а* )у1п% (в> ' (2)
п —0 k *=1

Решение задачи Дирихле для шара р <^R  дается рядом
со *я , т 

п — 0

2. З а д а ч а  Д и р и х л е  д л я  в н е ш н о с т и  ша р а .  
Пусть требуется найти функцию и (лг), гармоническую в области 
Р—  X\^>R  и удовлетворяющую краевому условию ( 1). Если 
функция <р(0) разлагается в ряд (2), то искомая функция 
представляется рядом

« м
л=0 k= 1

3. З а д а ч а  Н е й м а н а  д л я  шар а .  Пусть требуется 
найти функцию и (х ), гармоническую в шаре р R  и удовлет­
воряющую краевому условию

dU , ^  =  Ф (0); ( 5 )дч

здесь v —  внешняя нормаль к сфере р —  R, она совпадает 
по направлению с радиусом, идущим в точку х; поэтому 
д д '

—  “5|Г|Р==Л> и Условие (5) можно представить в виде 
ди
др р ‘ = *  =  <И 0)- (6)

В силу формулы (2.7) гл. 12 для разрешимости задачи 
Неймана необходимо, чтобы

$ <К0)<Ю* =  О.



Но dSR —  Rm~1 dSv где —  единичная сфера, и последнее 
условие равносильно следующему:

 ̂ф (6) dSi =  0. (7)
s,

Функцию ф(6) разложим в ряд по сферическим функциям:

от * я , т

<8)
п — 1 k — 1

Член с  номером я =  0 отсутствует в силу формул (7), (4.7) 
и свойства 2 сферических функций (§ 4).

Решение задачи Неймана представляется рядом

оо т

и w = с +  2  2 ь"  ч ? - (в)- (9)
Л« 1 *=1

где С —  произвольная постоянная.
4. З а д а ч а  Н е й м а н а  д л я  в н е ш н о с т и  ша р а .  Пусть 

ищется функция и(х), гармоническая в области р^> R и удов­
летворяющая краевому условию (5). Для бесконечной области 
условие (2.7) гл. 12 не необходимо, и разложение функции 
ф(0) в ряд по сферическим функциям может содержать также 
и нулевой член. Пусть

оо *я , т

ф ( ® ) = 2  <1Э>
я»0  k—\

Решение задачи Неймана дается формулой

со т

п — 0 .

6. З а д а ч и  Д и р и х л е  и Н е й м а н а  д л я  ш а р о в о г о  
с л о я .  Будем искать функцию, гармоническую в шаровом 
слое и удовлетворяющую краевым условиям
задачи Дирихле



Функции ср0 (0) и <pi(9) разложим в ряды по сферическим 
функциям:

со ^п, т

? .(» ) - -=  2  2  < ! П Ч» №
п = 0 1

? . ( « ) =  2  2 « й  П?™ <«)•
п —0 k —1

Решение задачи будем искать в виде ряда

п =  0 =  1

(13)

" « = 2  2  ( Л" р" + 7 ^ М  п ? . ( ч -  « и )

Полагая в формуле (14) р =  /?0 и p —  Rt и сравнивая полу­
ченные ряды с рядами (13), получим систему уравнений для 
неизвестных коэффициентов Л<*) и Bjf>:

АуЩг\ +  В ^ Щ -т- п =  а\*‘\ ( ,5 )

Определитель системы (15), равный

Rn0Rl (R20- т~ 2п — R2~ т - 2»),

отличен от нуля и коэффициенты Л̂ *', ВW можно определить, 
что приводит к решению задачи Дирихле.

В случае задачи Неймана краевые условия имеют вид

<,б)

Соотношение (2.7) гл. 12 в данном случае означает, что 
функции фо(0) и (б) должны удовлетворять равенству

К  ~ 1$ Фо (9) dS, /? ? ~ 1 \ ф, (б) dS, =  0 (17)

■ Оез этого задача Неймана не имеет решения.



Функции ф0 (0) и 4*1 (0) разложим в ряды по сферическим 
функциям:

оо *п, т оэ * « ,  т

Фо( 6 ) =  S  2  ^  П ^ т (е> (6) =  S  Е  П*’т ( fl)- ( 18)
я = 0  fc =  1 я — 0 /г =  1

Равенство (17) вместе с формулой (4.7) приводит к сле­
дующему соотношению между свободными членами рядов (18):

К Г - Ч Ч  +  К Г - - 1*.1.» =  0. (19)
Решение задачи будем искать в виде ряда (14). Примем 

д дво внимание, что
д _  д 

и дч др

на внутренней сфере
р =  «»

на внешней сфере. Продифференцировав
Р“ Я|

ряд (14) по нормали и сравнив полученные ряды с рядами 
(18), получим следующую систему уравнений:

—  n R n~  4 -  п т ~  ?■ —  М*>,^  О Я • пЯ  -}- Ш —  t Л 0 яКи

„д а  -  м и  _  n +  w— £  В»» =  ДО.
(20)

 ̂1 я -J- m — I я 1 п‘

Определитель системы (20), равный
“ 1 “  - 2 )  1д2п  + т - 2 __ ^ г л  + т - 2 ^
(/?./?!)"+ " -

отличен от нуля при п ^ О . Отсюда следует, что коэффи­
циенты и В^] при « > 0  определяются единственным 
образом. При /г —  0 система (20) дает два значения для 
одной и той же величины В\}к

АП » Л'11 
0 ( 1 ) ____ П Я  —  1 " ' 0  0 ( 1 ) ------ ------- D W - 1  10.-----

Эти значения совпадают в силу соотношения (19). Коэффи­
циент Л*,1', как и следовало ожидать, остался произвольным.

УПРАЖНЕНИЯ
1. Решить задачу Неймана для кругового кольца.
2. Для кругового кольца /?0 <  ] г\ <  /?, решить смешанную задачу

ди



ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД В ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ.
ДРУГИЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ЗАДАЧИ

В настоящей главе будет изложен метод решения задачи 
Дирихле, отличный от элементарных методов предшествующих 
глав. Новый метод опирается на решение задачи о минимуме 
квадратичного функционала, изложенное в гл. 5. Этот метод 
позволяет в довольно общих условиях решить задачу Дирихле 
для формально самосопряженного невырождающегося эллипти­
ческого уравнения, а также ряд других задач теории уравнений 
в частных производных.

Как было только что отмечено, вариационный метод дает 
довольно общие результаты; в то же время он накладывает 
на задачу существенные ограничения. Достаточно полно задача 
Дирихле решается только для конечной области. В случае 
неоднородного краевого условия граничную функцию прихо­
дится подчинять некоторому достаточно жесткому требова­
нию (см. ниже, § 5).

Вариационный метод будет использован и в последующих 
главах: в гл. 15 с помощью этого метода мы изучим спектр 
задачи Дирихле, в гл. 16 —  задачу Неймана. Гл. 17 мы посвя­
тим несколько более сложному вопросу о формально неса­
мосопряженных эллиптических уравнениях.

§  1. Н еравенство Фридрихса

Пусть в /я-мерном евклидовом пространстве Ет задана 
конечная область 2 ; для простоты предположим, что ее гра­
ница Г кусочно гладкая. Пусть функция н ^ С (1, (2 )  удов­
летворяет краевому условию

и jr =  0. (1)



Докажем, что тогда справедливо так называемое неравенство 
Фридрихса

т

й2 dx
2 ft=l

ди \* 
дх. dx. (2)

Здесь х — постоянная, которая не зависит от функции и и 
целиком определяется областью 2 .

Систему координат выберем так, чтобы область 2  ока­
залась расположенной в той части пространства, где все 
координаты положительны. Поме­
стим эту область внутрь некото­
рого параллелепипеда II, опреде­
ляемого неравенствами

: 1, 2, т

Рис. 25.

(рис. 25).
Доопределим функцию и (х), 

положив ее тождественно равной 
нулю в области П\2. После этого 
функция и (х )  останется непрерыв­
ной, так как и |г =  0. Производные 
этой функции могут терпеть раз­
рыв при переходе через границу Г.
Для таких функций справедлива формула Ньютона Лейбница.

В параллелепипеде П возьмем точку x ( x t, х& . . . »  х т ) 
и спроектируем ее на координатную плоскость, ортогональ­
ную оси Oxj. Проекцию обозначим через х'. Можно рас­
сматривать х ' как точку (т —  1)-мерного евклидова прост­
ранства с координатами х 4.........  х т. Будем пользоваться
обозначением x  =  (xi, х ')  и ему аналогичными.

По формуле Ньютона —  Лейбница

и (х ) —  н (0, X е)
ди (£, * ’) jt 
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Но точка (0, х 1) лежит вне области 2 , поэтому н (0, х ')  0 

?  ди (5, х ’) м



По неравенству Буняковского

о о  о

Последнее неравенство проинтегрируем по параллелепипеду П

... \ dXa==
«  0 0 о

—5 Ч J №*)•<*.-*j ет*-.
Слева и справа отбросим интегралы по П\2, равные нулю; 
кроме того, к подынтегральной функции справа прибавим 
неотрицательную сумму

т

2 Ш -

Это приведет нас к неравенству
т

i  «».(*) dx  ^  e l J 2  [ш ,;) 'dx  • (3)
*=1

которое совпадает с неравенством (2), если в последнем по­
ложить x =  af. Разумеется, в качестве х можно взять любое 
из чисел а| (в частности, наименьшее из них). Вопрос о наи­
меньшем возможном значении х будет решен в следующей 
главе.

§  2. Оператор задачи Дирихле 

Пусть

—  дифференциальное выражение, коэффициенты которого 
определены в некоторой конечной области 2  евклидова 
/«-мерного пространства Ет. Границу Г области 2  будем счи-



тать кусочно гладкой. Примем еще, что Ajk^  C*s) (S), 
С £ С ( 2 ).

Дифференциальное выражение (1) будем считать эллипти­
ческим в замкнутой области 2 . В этом случае все собствен­
ные числа Aj(x), ^ (х ) , . . .  , Ат  (х ) матрицы старших коэф­
фициентов А]к{х) имеют в 2  один и тот же знак. Изменив, 
если это нужно, знак выражения L, можно всегда считать,
что Ал ( х )  ̂ > 0 , х £ 2 .

Уравнение

А ц  —  X • • •  т  1

A < i  j Л и  X •  •  •
=  0

А щ Я Л / л я  А

имеет старший коэффициент (—  1)т, постоянный и отличный 
от нуля; прочие коэффициенты этого уравнения непрерывны 
в 2 . Отсюда следует, что корни Afc(x ) этого уравнения суть 
непрерывные; в 2  функции от х . Будучи положительными в 
компактной замкнутой области 2 , они в этой области огра­
ничены снизу некоторой' положительной постоянной, которую 
мы обозначим через ц0:

X *(x )2 s t v  ц0 =  const > 0. (2)

Эллиптическое дифференциальное уравнение, удовлетво­
ряющее неравенству (2), называется невырождающимся в 2 .

Пусть tv /4, . . . ,  tm — произвольные вещественные числа. 
Если Х ,(х) —  наименьшее из собственных чисел матрицы 

ТО, как известно,
т

Л у * ( х ) * А ^ М * )  2  я-

Воспользовавшись неравенством (2), получим
т 

ft- 1
Неравенство (3) и характеризует невырожденное эллипти­

ческое выражение. Это неравенство будет играть важную 
роль в последующем.



От дифференциального выражения (1) потребуем еще, 
чтобы

С (х )= 2= 0, (4)

Рассмотрим теперь задачу Дирихле с однородным крае­
вым условием:

Lu==~ 'd x j {AJk +  Сн ==/(■*)>

и |г =  о. (6)

Будем считать, что /  £  Ц  (2), и будем искать решение 
задачи (5) —  (6), также принадлежащее пространству Z., (2). 
Задача (5) —  (6), как и всякая краевая задача, порождает 
некоторый оператор, который мы обозначим через 3(. Он 
действует по формуле

=  1п —  —  Щ  ( ■ -Щ ) +  Си-,

за его область определения /3(2() можно принять множество 
тех функций из С(4) (2), которые удовлетворяют краевому 
условию (6). Ясно, что 91 можно рассматривать как оператор, 
действующий в пространстве 1а(2 ).

Докажем, что оператор Si в 12 (2 ) положительно опре­
деленный. В соответствии с определением (§ 2 гл. 5) доста­
точно установить три факта: 1) множество 0(31) плотно 
в Z .j(2 ); 2) оператор §( симметричен

(21г*, г>) =  (и, §{xi); н, v D (3(); (7)

3) оператор 9( удовлетворяет неравенству положительной 
определенности

(21и , и) II « I I 9; Та =  c o n s t  > 0 .  (8)

Множество D (2l) плотно в Z.a(2 ) —  это сразу вытекает 
из следствия 1.3.1, так как Z)(2(), очевидно, содержит мно­
жество всех финитных в 2  функций.

Докажем симметричность оператора 91. Пусть и, v ^  D (3(). 
Это значит, что и, v £  С (а) (2 )  и

Н|г =гГ|г ==°. (9)



(31н, v ) —  (и, 31 v) —  (Lu, v) —  (и, Lv) =  \) (vLu—  uLv)dx.
i!

Применив к последнему интегралу вторую формулу Гри­
на (формула (6.6) гл. 10), получим

(Щи, v) —  (и, ЗЬ) —  § Ajk —  cos (v, х ,)  dV. 
г

В силу равенств (9) интеграл справа равен нулю. Тождество 
(7), а с ним и симметричность оператора 3( доказаны. 

Остается доказать неравенство (8). Имеем

(3(ы, u) —  (Lu, и) =  — ^ Cu*dx.

К первому интегралу применим первую формулу Грина (фор­
мула (6.5) гл. 10). В силу краевого условия (6) интеграл по 
поверхности исчезнет, и мы получим

( * “• » ) = \ [ A» & l & + o f ] d*  <10> 

Интеграл (10) оценим снизу. Прежде всего, отбросим не­
отрицательное слагаемое Сн*. Далее, воспользуемся нера­
венством (3), положив в нем (к —

. ди ди v i I ди \9
,к dxjdxh' 2mi ' дхк} * 

А** \
Теперь

(31м, «)^|*о J 2  { £ $ dx'
я

Для функции u ^ D ( 31) очевидным образом справедливо 
неравенство (1.2) Фридрихса, и окончательно

(31н, н )3г -- I иг dx = — || и ||4. ( 12)% .) %

\



Неравенство (8) установлено ^со значением постоянной f 2 —

—  тем самым доказано, что 51 —  положительно опреде­
ленны Н оператор.

З а м е ч а н и е .  Оператор $( положительно определен и 
тогда, когда С (х ) =  0. Это позволяет несколько ослабить 
условие (4). Обозначим через $(„ тот оператор, в который 
превращается оператор ?{ при С (х ) =  0, и пусть ^^> 0  —  
нижняя грань оператора 3t„. Тогда

(910и, ' и)^ 7 Л | и ||*

Очевидно, ЭДя =  21„и-{-С (х)н. Отсюда

(й«, н > = (2 (0и, M )-f (Си, h)$s-Jo jj и у®-)-(См, и).

Допустим, что С (х ) удовлетворяет неравенству

€(*)=&  е — т;,

где е —  положительная постоянная. Тогда

(Си, w) —  J С (х ) к4 (х )  d x ^ ( s  —  y“) J гг2 (х ) dx —  (& —  || и ||*.
s 8

Подставив это в (13), найдем, что " >г

(2(н, к )3 ге||и||9 (16)

и оператор 91 положительно определенный. Таким образом, 
условие (4) можно заменить более слабым условием (15).

§  3. Энергетическое пространство задачи Дирихле

С оператором St задачи Дирихле, как и со всяким по­
ложительно определенным оператором, можно связать свое 
энергетическое пространство /% . Исследуем его ближе.

Т е о р е м а  14.3.1. Энергетическое пространство Нщ 
состоит из тех а только тех функций, которые 1) в 2  
квадратично суммируемы и имеют квадратично сумми­
руемые обобщенные первые производные, 2) удовлетворяют 
краевому условию (2.6)= в следующем смысле: если 
то существует последовательность функций

(13)

(14)

(15)



таких, что

В пространстве Н% энергетические произведение и норма 
определяются формулами

[и, г»]„ =

<з)

Докажем сперва, что если функция и ^  /% , то эта функ­
ция обладает свойствами, леречисленными в теореме.

Функция h ^ Z . 4(2 )  —  это сразу следует из теоремы 5.3.1,. 
по которой всс элементы энергетического пространства Н<& 
принадлежат исходному пространству jL9(2 ).

Как и всякое пространство, полученное пополнением, 
энергетическое пространство Н% состоит из старых, эле­
ментов—  в данном случае элементов из области D (?l) —  и 
из идеальных элементов. Если и —  идеальный элемент, то 
существует последовательность { и„ } старых элементов таких, 
что

И и„ -  а й О, | пп -  и fa —  0. (4)

Пусть пока и и v — старые элементы. Применяя первую 
формулу Грина (формула (6.5) гл. 10) а учитывая равенства
(2.9), получим

[и, * ] „  =  (Я«, v) =  J (Aj„ ^  +  Cuv) dx.

Но Ajk =  AhJ, и последний интеграл совпадает с интегралом 
в формуле (2), которая тем самым оказывается верной для 
старых элементов.

Полагая в формуле (2) v =  tt, видим, что для старых 
элементов верна и формула (3).

Пусть теперь и —  идеальный элемент пространства Нц. По­
строим послеаовательность элементов н„ ^  £)(?()> я =  1> 2. • • • 
так, чтобы имели место формулы (4). Вторая из этих

(2)



формул влечет за собой как следствие, что 
\ «л —  us I3 =  (91 (« „  —  щ), ип —  Hs) =

=   ̂ К *  ( щ  -  % f)  ( f e  -  й )  +  С (« . -  *,Г]

Теперь из неравенства (2.11) вытекает, что 
дип dusd x .

dxk d x j  a X - дхь дхь 0, k =  1, 2, . . . ,  m.

т. e. в метрике I a (&) последовательности производных 
я — 1, 2, . . . ,  сходятся в себе.

Отсюда следует, что существуют пределы

® t =  lim k =  1 ,2 ........m\ т » * £ £ 9(2).

В силу первого соотношения (4) по теореме 2.3.1
да

Vk = t e k- (5)
Остается доказать, что формулы (2) и (3) верны и для 

идеальных элементов. Пусть и —  идеальный элемент, а по­
следовательность ип £  D (91) удовлетворяет соотношениям 
(4). Тогда

\ » |3Л =  J i mf  ип f t  =  jj [Л *  +  Ctoi] d*. (6)

Докажем, что последний предел равен

\ [ A j k b l B k J r C u 'l] d x '

Для этого оценим величину

4 - |  I  +  •

Непрерывные в замкнутой области функции Ajk(x) и С(лг) 
ограничены. Пусть | AJk (х )  | <  М, |С(лг)|<Ж ; М  =  const. 
Тогда



Второй интеграл оценивается так:

 ̂| и* —  и81 dx =  $ I ип -f- и | • | и„ —  и\ dx
В 3

^  Ц  (ltn ' { I  ^  ~  " * *  dx}' 2 = =  1 1 “ «  +  "  I I  •  I I  И "  —  W  1 1 -

Второй множитель стремится к нулю, а первый сходится 
к пределу (равному 2 || и ||) и потому ограничен, следователь­
но, второе слагаемое в (7) стремится к нулю.

Сходным образом оценивается и первое слагаемое:
т

м

дипдип ди ди 
дх, dxk дх/ дхъ

j ,k= I т
dx-

t I 0X j  \dxh dxhj 1 dxh \dx, dxj) | 
m

Ш 1
м дип да

+ |
ди I ди,.

1 1дхк дхк dxh | dxj дх/ \

Справа первые множители ограничены, а вторые стремятся 
к нулю, и все выражение стремится к нулю. Окончательно,

и формула (3) верна для идеальных элементов энергетиче­
ского пространства.

Если теперь и и v  —  два таких элемента, то

[и, 1%  =  -^ {|н  +  'г’ |?д —  |и —  г>1?л }.

Заменив нормы справа по формуле (3) и проведя элемен­
тарные упрощения, мы придем к формуле (2), которая тем 
самым установлена и для идеальных элементов.

Докажем теперь обратное утверждение: если функция
h ^ L 2(2 ) имеет обобщенные производные 11 ес_
ли существует последовательность { ttn }, ttn ^  D ('Л), удовле­
творяющая соотношениям ( 1), ю  и(^Н%.



Последовательность { и „ } сходится в себе в энергетиче­
ской метрике. Действительно,

I *  ■ - « , f t  =  J [ А ,  ( g j - § | )  +  С ( щ .-

Коэффициенты Ajk и С ограничены постоянной М. Ха­
рактеристические числа матрицы старших коэффициентов, 
будучи непрерывными функциями коэффициентов AJk, также 
ограничены; пусть N =  const —  их верхняя граница. Тогда

т

*= i
и, следовательно,

т

W  -  Щ ^  N  j  Д  ( g jJ ' -  з й )’ 'dx +  м  j  (»« -  “s? dx,

что стремится к нулю при п, s ->  оо  в силу соотношений ( 1).
Энергетическое пространство —  полное, поэтому в нем 

существует элемент w  такой, что —  ип ->  0. Первое
из соотношений ( 1) показывает, что w —  tt. Окончательно, 
и £  /% .

§  4. Обобщенное решение задачи Дирихле

1. Оператор 91 задачи Дирихле (2.5) — ( 2.6) —  положи­
тельно определенный в (Q). По доказанному в § 5 гл. 5 
при любом / £ £ 9(2 ) упомянутая задача имеет одно и только 
одно обобщенное решение По теореме 14.3.1 функ­
ция и0 суммируема с квадратом, имеет суммируемые с квад­
ратом обобщенные первые производные и обращается на гра­
нице области в нуль в смысле соотношений ( 3.1).

Уравнение (2.5) —  второго порядка, и было бы интересно 
выяснить, существуют ли вторые производные от обобщен­
ного решения задачи Дирихле. Для оператора Лапласа ча­
стичный ответ на этот вопрос будет дан ниже, в § 6. Более 
полный ответ дан в книгах J8J и [ 11].



Обобщенное решение и<,(х) есть решение задачи о мини­
муме функционала

/Ч « 0 = | “ & - 2 ( * / > =  \ [А »Ш ,Я Гк - 2/ “ ] rfjff (1)
а

при краевом условии (2.6). Это решение можно представить 
в виде ряда (см. § 5 гл. 5)

00
«О (* )  =  ^ ]  (/> шп) *»п (*)> (2)

я -1

где {wn(x )} — последовательность, ортонормированная и пол­
ная в пространстве /% .

2. Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Лапласа

— Д н = /(дг), (3)
и|г =  0, (4)

в параллелепипеде 2 , заданном неравенствами

0 sS x k a*; k =  1, 2, . . . ,  т.; (5)

через Г обозначена поверхность параллелепипеда (5). В дан­
ном случае AjH =  bjk, С =  0; формулы (3.2) и (3.3) упроща­
ются и принимают следующий вид:

9

1 2 Ш а х ’Я *=* \

Система функций
т

2 5 Г ¥ И 5,п!^ ' л* ” 1' 2' 3.....  (7)

9 (6)

I т
2m/2 I у  "ft Г~ 2

■ V T S I l . r . ^ 1  **
т

ортонормирована и полна в Нл (докажите!); здесь | 2  ] =  П а»
1

есть объем параллелепипеда (5).



По формуле (2) находим
ОО

2т V4
“ ° (■*> =  тс81 2 | 2

я‘ - Я2..... ппГ1
т

a ft =  i
(8)

§  5. З адача Д ирихле для одн ородн ого  уравнения

Пусть область 2  и коэффициенты Ajk(x), С (х) удовле­
творяют условиям § 2 и пусть функция <р (jc) задана на по­
верхности Г —  границе области 2.

Рассмотрим в области 2  задачу Дирихле для однородного 
эллиптического уравнения

при неоднородном краевом условии

Поставим задачу о минимуме однородного квадратичного 
функционала

на множестве /3(Ф) функций, определенных почти всюду в 2, 
удовлетворяющих краевому условию (2) и сообщающих инте­
гралу (3) конечное значение. Последнее означает, что функция 
v As (2 ), что существуют обобщенные производные

Задачу (2) —  (3) будем решать при одном дополнительном 
требовании и в слегка измененной постановке. Требование,
о котором здесь идет речь, весьма важно для вариационного 
метода и состоит в следующем: существует функция ф(х) 
такая, что ф (х )  |r =  <р (х ) и интеграл Ф(ф) имеет конечное

г>|г =  <р(лг). (2)

(3)

( 2 )> *  =  1 » 2 т .



значение1). Для упрощения рассуждений мы будем далее считать, 
что ф ^  С(1) (2 ) ‘

Постановку задачи мы изменим таким образом: говоря, 
что функция v ( j c )  удовлетворяет краевому условию ( 2 ) ,  мы 
будем понимать под этим, что

(v — ф) £  Ну, (4)

где Н у  —  энергетическое пространство задачи Дирихле
(2.5) —  (2.6). Положим г>(х)—  ф (х) =  н (х). Тогда и £  Ну и 

Ф (г») =  Ф (и) -}- 2Ф (и, ф) -j- Ф (ф), 

где Ф(ы,ф) —  билинейный функционал

« ( . , « =  J (5)
2 J

очевидно, Ф(гг,ф) есть линейный функционал от и.
Так как Ф(ф) есть постоянная, то ясно, что вариационная 

задача (2) —  (3) равносильна следующей задаче: в пространстве 
Ну найти функцию, сообщающую функционалу

Ф (и) -f- 2Ф (и, ф) (6)
наименьшее значение.

Докажем, что эта последняя задача имеет решение, и при­
том единственное. Из условий (2.3) и (2.4) следует, ч ю  одно­
родный квадратичный функционал Ф неотрицателен, и для 
него справедливо неравенство Коши

|Ф(и, Ф )| < К Ф 0 0 К ф7Ф). (7)

Если и{~Н у>  то ]/"Ф (н) —  J и |м( (формула (3.3) ) и, следова­
тельно,

|Ф(«, ф) | < 1 / ф 7ф) И й- (8>

Функция ф —  фиксированная: поэтому ]/Ф (ф ) есть величина 
постоянная и неравенство (8) показывает, что функционал

‘ ) Если не существует ни одной функции ф (*) с указанными
свойствами, то множество D (Ф) пусто и вариационная задача (2) —
(3) теряет смысл. Необходимые и достаточные условия, которые
нужно наложить на функцию 9 (х) для того, чтобы множество D (Ф)
не было пустым, даны в работе [16].



Ф(и, ф) ограничен в Теперь из результатов §  9 гл. б 
вытекает, что задача о минимуме функционала (6) имеет 
в пространстве /%  одно и только одно решение.

Обозначим это решение через щ(х), и пусть v0(лг) —
—  щ (х )  -}- ф (х). Очевидно, функция г^лс) решает вариацион­
ную задачу (2) —  (3).

Т е о р е м а  14.5.1. Если г<0— решение вариационной за­
дачи (2) —  (3) и v0 £  Cw  (2 ), то эта функция удовлетво­
ряет дифференциальному уравнению ( 1).

Как показывает соотношение (4), область определения 
D (Ф) функционала Ф представляет собой линейное много­
образие (см. § 2 гл. 3) функций вида: v  —  ф -)-  и, и £  Н%. 
Положив v  —  =  можно написать также и =  т>в-)~71> 

Так как доставляет функционалу Ф минимум, 
то в точке v0 вариация этого функционала равна нулю 
(см. §  4 гл. 3)

5Ф(%'»1) =  0. (9)

Функционал Ф —  однородный квадратичный. Отсюда легко 
вывести, что

8Ф (и, Tj) =  2Ф (v, 7)) =  2 J (л ;А щ  j-L  - j .  Сг»т|] dx.

Таким образом, уравнение (9) равносильно следующему:

<io>

Зададим число 8 0, построим пограничную полоску 2 а 
ширины 8 и в качестве rj возьмем функцию, финитную в 2 \ 2 8 
и равную нулю в 2 5; такая функция, конечно, финитна и в 2 .

В уравнении (10) отбросим равный нулю интеграл по 2 в

$ [ А ^ к щ + € ^ ] й х := = 0 -s\ a { '

Первый член возьмем по частям, освободив т) от диффе­
ренцирования. При этом поверхностный интеграл исчезнет, 
потому что т) =  0 на границе области 2 \ 2 г, и мы получаем

$ [ - 4 ( л" ё ) + а , " ] 'А = 0 - (и )



Множество финитных функций плотно в Z.a( 2 \ 2 5). 
С другой стороны, раз функция v0 £  С (з) (2), то выражение в 
квадратных скобках в интеграле ( 11) есть элемент простран­
ства L4( 2 \ 2 s). Будучи ортогональным к плотному множеству 
финитных функций, указанное выражение тождественно равно 
нулю; это значит, что в области 2 \ 2 5 функция г>0 удовлет­
воряет уравнению

I Но 8 можно взять сколь угодно малым. Отсюда следует, чтЬ 
уравнение (12) удовлетворяется всюду в 2 . Теорема дока­
зана.

Теорема 14.5.1 делает целесообразным следующее опре­
деление.

Функция v0 ( jc), решающая вариационную задачу (2) —  (3), 
называется обобщенным решением задачи Дирихле (1) —  (2). 
Слово «обобщенное» мы часто будем опускать.

§  6. О сущ ествовании вторых производных решения 
задачи Дирихле

Т е о р е м а  14.6.1. Обобщенное решение задачи Дирихле 
в конечной области 2  для однородного уравнения Лапласа 
с неоднородным краевым условием есть функция, гармо­
ническая в 2 .

Для уравнения Лапласа A]k =  bJk, С =  0, и тождество
(5.10) принимает вид

Мы заменили здесь обозначение х  на Е.
Возьмем произвольную точку х  £  2  и положим в равенстве 

(1) 7] =  шл (г), где г =  | Е —  х  |, а юл —  усредняющее ядро 
(§ 1 гл. 1); радиус усреднения h следует взять меньшим, чем 
расстояние от точки х  до Г —  границы области 2 , —  тогда 
шЛ (г) |г =  0. Функция шл (г) зависит только от разности Е —  х, 
поэтому

( 12)

(1)

д<*н (г) _  _  (г) 
dS* дхк •



и тождеству ( 1) можно придать следующую форму:

По теореме 2.2.1

и, следовательно,
Дг»ол =  0. (2 )

Если Л -»-0, то к0й ->-г10 в метрике Ц(И) (теорема 1.3.3). 
По теореме 11.9.2 функция г»0(х ) гармонична в 2.

Т е о р е м а  14.6.2. Если / £ j j C (1) (2 )  я «о (х ) есть обоб­
щенное решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа

—  Ди == / (х), и |г =  0, (3)

то щ (х) £  Cw  (2).
Введем в рассмотрение объемный потенциал

=  — 2) | S j 

Из результатов § 6 гл. 11 вытекает, что
ф £ С (1) (2 ) П С (а)(Й)

и что —  Д<]> =  f(x ).
Функция гг0(дг) решает задачу о  минимуме функционала

F (u ) =
т

ди \» „ ,
.35 -

-Л =  1

<#, и £

поэтому вариация функционала F  в точке щ равна нулю: 

bF(u0, ч ) = 2  $ [ ^ ^ - _ / ч] <й = а  v ^ g / % .

Сделаем замену щ —  v0 -j-  ф

SG&fc+SU-*]*-* W



В тождестве (4) положим т| =  u>ft (г), где —  усредняющее 
ядро, г —  j ? —  j c  [> х  —  точка области 2  и радиус усреднения 
h меньше, чем расстояние от точки х  до Г — границы об­
ласти 2 .

Второй интеграл в (4) возьмем по частям:

j  %  W , 1 ^ 157 “!Г =  J «

интеграл п о 'Г , очевидно, пропадает. Тождество (4) прини­
мает вид

=  о.
о£* дчк

Те же преобразования, что и в предшествующей теореме 
дают, что ДиОЛ =  0 и, следовательно, функция г>0 гармонична 
в 2. Тем более, г>0 £  Cw  (2). Но тогда и н0 =  (и0 -j-  (2).
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Известны более сильные теоремы о дифферен­
циальных свойствах обобщенного решения задачи Дирихле, чем 
теорема 14.6.2. Сформулируем некоторые из них. _

1. Если в уравнении (3) функция f ( x )  удовлетворяет в Q усло­
вию Липшица с показателем а, 0 < с а < 1 ,  то вторые производные 
обобщенного решения и0 (дг) удовлетворяют тому же условию в 
любой внутренней замкнутой подобласти.

2. Если / £  Lp (Q), 1 < р < с о ,  то функция и0 имеет всевозмож-
ные вторые обобщенные производные £  Lp (2 '), где 2 ' —

произвольная внутренняя подобласть Q.
Обе эти теоремы вытекают из свойств объемного потенциала, 

сформулированных в замечании к § 6 гл. 11 (стр. 240— 241). Под­
робнее об этом см. {12].

§  7. Эллиптические уравнения высших порядков 
и системы уравнений

Вариационный метод позволяет решать задачи, значительно 
более общие и сложные, чем задача Дирихле для эллипти­
ческого уравнения второго порядка. Для примера рассмотрим 
первую краевую задачу (с однородным краевым условием) 
для эллиптического уравнения, порядок которого выше двух.

В самом общем случае можно записать формально само­
сопряженное уравнение порядка 2s в пространстве Ет в



следующем виде:

У ( _  r d- „  и у г ' т г - * " . ^  W ( x ) .U d x iidxii...dxik \ i j r -’ к ’ dxh dxj i ...dxjt) ) K '

( 1 )
Суммирование во внутренней сумме производится по все­

возможным наборам индексов /а, . . 1к и у,, j\ ,. . j k, 
каждый из которых независимо от других пробегает значения
1, 2 , . . . ,  т. Коэффициенты А‘1.1у " ’к не меняются ни при
каких перестановках верхних или нижних индексов, а также 
если поменять местами все верхние и все нижние индексы.

Как и в случае уравнения второго порядка, принадлеж­
ность уравнения ( 1) к эллиптическому типу определяется 
поведением его старших коэффициентов, соответствующих 
значению индекса k =  s. Уравнение (1) называется невы- 
рождающимся эллиптическим в области Q (Z E m, если вы­
полнено следующее условие. Пусть — вещественные 
переменные, которые не меняются при перестановках индексов
iv ^существует такая постоянная р-0^ > 0, что при 
любом х  £  2  и при любых значениях переменных tij 
выполняется неравенство

S  ai\js:.jss ^

Это условие ниже предполагается выполненным.
Первой краевой задачей (при однородных краевых усло­

виях) для уравнения ( 1) называется задача об интегрировании 
этого уравнения в данной области 2  при краевых условиях:

I ди
“ |г =  0 ’ Щ dxi^Xi,

ds~'u

: 0,1

dxiidxi2...dxis_i 0 , (3)

где Г обозначает границу области 2, а значки 1г, . . . ,  is Л 
независимо друг от друга пробегают все значения 1, 2, . . . ,  т. 
Будем считать область 2  конечной, а границу Г кусочно
гладкой, и примем, что Л‘/ ‘? С * й)( 2 ), £ =  0, 1, . . . ,  s.

•Vs ",Jk



С задачей ( 1), (3) естественным образом связывается опе­
ратор, который мы обозначим через 3ls. За область его оп­
ределения Ь (9 (,) примем множество функций, которые при­
надлежат классу С(м) (2 ) и удовлетворяют условиям (3); дейст­
вует этот оператор по формуле

sU—  2о ( ~  l)k^ d xildxl...dxih (А%Й  М дх^дхи ...дх^}

Докажем, что оператор —  положительно определенный 
в пространстве 1а(2 ), если младшие члены уравнения ( 1) 
удовлетворяют неравенствам

*  =  0, 1......... s - 1 ,  (4)

где — произвольные вещественные числа, которые не
меняются при перестановках индексов 1Ь /4, . . . ,  ik. Составим 
скалярное произведение 
(ЗД4н, и) —

■ У
и у  ( дк U Y r ' f .  д ,  dx.Zi dxit ... dxih \ 1 * * d*jt dx)t - • ■ dxjh /

Интегрируя по частям и принимая во внимание, что поверх­
ностные интегралы исчезнут в силу краевых условий (3)ь 
получим 
(9̂ и, и) —

-  * v
—  С V  V  a ‘ i ‘  •••* дки_______________d r

iiJ»™hdxildxia...dxik дх;1дх,$ ...д х^  ' (5)
*  А — О

Отбросив справа неотрицательные суммы, соответствующие 
значениям индекса к —  О, 1, . . . ,  s — 1, и оценив оставшуюся 
сумму по неравенству (2), придем к соотношению

( И *  « ) &  p. j  2  ) ’  **• (e>

Как это видно из условий (3), для самой функции и (jc) и дла 
всех ее производных, фигурирующих в упомянутых условиях, 
справедливо неравенство Фридрихса. Это даег нам следующую



цепочку неравенств:

' - г - J

• • • ̂ *s S 2  U,-, dx£..dxls) dx- (7)

Сравнив соотношения (6) и (7), получим неравенство

(«* “ * н ) ^ Т 4||«Г> Т =  } / Г§ - , (8)

которое и показывает, что оператор 9(s —  положительно 
определенный. Отсюда следует, что задача (1), (3) имеет 
одно и только одно обобщенное решение; его можно полу­
чить как решение задачи о минимуме функционала

U i  1 4 У ± Й / “ „  ,  ---------2/ „£  t-i y‘ /s '* dxh dxti... dxik dxh dxh ...dx/k dx (9)

в соответствующем энергетическом пространстве.
Запись (1) может означать и систему некоторого числа N  

уравнения с N  неизвестными функциями, если под гг(лг) и /(лг)
понимать АЛкомпонентиые вектор-функции, а под j£jJi"..jhk(x ) — 
квадратные матрицы порядка N. Будем считать, что эти ма­
трицы не меняются ни при каких перестановках верхних или 
нижних индексов, а при замене верхних индексов нижними 
и наоборот матрица переходит в сопряженную. Условие (2) 
для системы следует записывать так: г

( 2  (■*> ... V  •••/. ) ^ o S I ! ... f • ( 10)

Здесь fj.a — положительная постоянная, tilis...is —  произволь­
ный Д/’-компонентный вектор, который не меняется при пере­
становках индексов /д, . . . ,  is, символы (,) и || Ц означают со­
ответственно скалярное произведение и норму векторов в 
TV-мерном евклидовом пространстве. Аналогично изменяется 
и условие (4).



Системы вида (1), удовлетворяющие условию (10), при­
надлежат к классу так называемых «сильно эллиптических» 
систем *).

На системы вида (1), удовлетворяющие условию (10) и 
должным образом измененному условию (4), без труда рас­
пространяются все результаты настоящего параграфа.

§  8. Задача Дирихле для бесконечной области

Пусть в эллиптическом уравнении

матрица коэффициентов A]k(x) положительна, а коэффициент 
С(х ) удовлетворяет неравенству

Тогда, как легко проверить, оператор соответствующей задачи 
Дирихле остается положительно определенным и в случае 
бесконечной области, и эта задача (при однородном краевом 
условии) имеет обобщенное решение.

Интерес представляет случай, когда С ( х ) = 0.
Для простоты мы ограничимся уравнением Лапласа с од­

нородным краевым условием. Подробнее случай бесконечных 
областей рассмотрен в книге [13].

Пусть 2  — бесконечная область с конечной кусочно глад­
кой границей Г. Поставим в этой области задачу Дирихле

Оператор, порождаемый этой задачей, обозначим через 
33. За область его определения D(33) удобно принять множе­
ство функций класса C(s)(2), обращающихся в нуль на гра­
нице Г и в окрестности (своей для каждой функции) беско­
нечно удаленной точки; действует оператор Ъ по формуле 
ЗЗк =  —  А и. Будем рассматривать 58 как оператор в 
Z.2 (2). Докажем, что этот оператор положительный, но не

С (я )  ̂  С0 =  const 0.

—  Д u = f ( x ) ,
и |г  =  0 .

О)
(2)

‘ ) Подробнее о сильно эллиптических системах см. статью 
М. И. Вишика [2].



положительно определенный. Составим скалярное произведение

(33и, v ) ~  —   ̂uhkV dx. (3)
я

Функция «(ж ) отлична от нуля только в некоторой ко­
нечной области, по которой фактически и берется интеграл 
(3). Поэтому к интегралу (3) можно применить формулу 
Грина (формула ( 6.8) гл. 10). Приняв во внимание, что на 
границе упомянутой области и =  0, получаем

т ,  „ ) =  J w k $ rh d x '
я

и оператор ©  симметричен. При v —  u имеем
т

ф а , и ) = \  2  Ш а х ^ ° -  (4)
5 *= 1

Если (фи, и)—  0, то, очевидно

^  =  0, £ = 1,2
и

и(х) =  const.

Но и |г =  0, поэтому и (х )  =  0. Положительность оператора 33 
доказана.

В бесконечной области Q с конечной границей можно 
расположить куб со сколь угодно большим ребром а. Си­
стему координат выберем так, чтобы куб определялся нера­
венствами

0 ^ x k^ a ,  k =  1, 2, . . . ,  т.

Рассмотрим функцию
т

| | sin ̂  внутри куба,иа ( * ) = (5)* = i
О вне куба.

Очевидно, иа(х) £  D(93). Простой подсчет показывает, что 
(Ша,иа) _ с



Отсюда

и, следовательно,

Равенство (6 ) означает, что 0  не положительно определен­
ный оператор.

В соответствии со сказанным в § 10 гл. 5, с оператором 
58 можно связать энергетическое пространство /% . Так как 
оператор 33 только положителен, то не все элементы про­
странства Н g принадлежат исходному пространству (2 ). 
Можно доказать (предоставляем сделать это читателю), что 
пространство Н% состоит из тех и только тех функций, ко­
торые: 1) определены почти всюду в 2 ; 2 ) имеют обобщен­
ные первые производные, квадраты которых суммируемы в 2 ; 
3) удовлетворяют краевому условию (2) в следующем смысле: 
если и Нц, то существует последовательность функций
{и „(х )}, и „ (^ С ( , ) (2 )  таких, что нл(лг) =  0 н а  поверхности Г 
и при достаточно больших |х|, и удовлетворяющих соотно­
шению

т

j i
2 А = 1

Как это было доказано в § 10 гл. 5, задача (1)— (2) имеет 
обобщенное решение тогда и только тогда, когда функцио­
нал (и, / ) ,  где и Н$, ограничен в Н%. Можно доказать, 
что для этого в свою очередь необходимо и достаточно су­
ществование такого вектора F(x), что / ( x )  =  d iv F (jf)  и 
||F(x)|| ^  Z.jj(2). Здесь дивергенция понимается в обобщенном 
смысле (аналогично обобщенной производной), а символ 
|F(jc)|| означает норму вектора F (x ) в /я-мерном евклидо­
вом пространстве.

Можно указать более простое, но только достаточное 
условие: обобщенное решение задачи ( 1)— ( 2) существует, если 
размерность пространства т ^>2 и если сводится интеграл

$'•* IV* (*)<**■
а

lim Ц ?”  О
\ \ и п  J*

inf < ^ = 0. 
uZD№) II “ II (6)



УПРАЖНЕНИЯ

1. Доказать, что ряд (4.8) можно дважды дифференцировать 
почленно, и это приводит к рядам, сходящимся в метрике £а. Вы­
вести отсюда, что при / £ £ а (!2) обобщенное решение задачи 
(4.3)— (4.4) имеет вю ры е обобщенные производные, суммируемые 
с квадратом в 2.

2. Доказать, что энергетическое пространство Н^  оператора
(§ 7) состоит из тех и только тех функций, которые удовлет­

воряют следующим условиям:
1) как сами функции, так и их всевозможные обобщенные про­

изводные порядка sg  s принадлежат классу L% (£2);
2) эти функциии удовлетворяют краевым условиям (7.2) в ука­

занном ниже смысле: для любой функции существует по­

следовательность функций un (x)£Cts> (Q), удовлетворяющих усло­
виям (7.2) и предельным соотношениям

I! д* (ип — и) ||____  ̂0
II с)*;, д х ^ . . .д х 1к II Л -со

Здесь норма берется в смысле метрики L3 (Щ, k — 0, 1, . . . ,  s, 
а значки lL, lt, пробегают независимо друг от друга значе­
ния I, 2 ..........т.

3. Простейшим эллиптическим уравнением порядка 2s является 
так называемое поли гармоническое уравнение

(— 1)* Д*м = / (х ) .

Сингулярным решением однородного полигармонического уравнения
Д *(/ =  0

называется функция

( cris~m In — , in —  четное, 2s >  т, 
v( x ,  S ) = i  г '

( crss~m в остальных сл)чаях.

Здесь с — постоянная, г — \х —  5 |.
Доказать, что е с л и /£ С “ ' (Q) и

«К*) =  £ » (* , 5)/(5) di,

то <p£Cl3s-1' (Q )f ]C ll!Sl (Q) и, при подходящем выборе постоянной с, 
(— l)s Д*ф (дг) = /  (лг). Найти это значение с.

4. Доказать: если и0(х) есть решение уравнения (— 1)5 Д5«  =  
= f  (х )  при краевых условиях (7.3) и е с л и /£ С Ш (2), то « 0^ С 1М> (2).



§  1. Интегральное представление функции, равной нулю 
на границе конечной области

Пусть 2  — конечная область /я-мерного евклидова про­
странства, ограниченная кусочно гладкой поверхностью Г. 
Пусть, далее, функция н £ С и ) (2)  и

«|г =  0. (1)
Переменную точку области 2  обозначим через $. Возьмем 
в этой области некоторую точку л; и окружим ее шаром Ш , 
(рис. 14, стр. 227) столь малого радиуса е, чтобы шар цели­
ком лежал в 2. В области Q\UU , функции и (?) и » ( ; ) =  гт ~ ,
г —  \х — непрерывно дифференцируемы вплоть до гра­
ницы и к ним можно применить первую формулу Грина для 
оператора Лапласа (формула (6.7) гл. 10)

S »4^ = -  $ | ^ 5+ $ “ £ ' ,г + $ “ я ‘к “ (2)
а\ш г а\ш г v \

здесь S, — сфера, ограничивающая шар Ш,.
Функция г» (;) гармонична в 2 \ Я / , ,  поэтому интеграл слева 

исчезнет. Исчезнет и интеграл по Г в силу условия (1). Фор­
мула (2) упрощается и принимает следующий вид:

$ ,3 ) е\Я/ 5
При е -► 0 левая часть равенства (3) имеет пределом несоб­
ственный интеграл

)d h d ik a' — )) дь dik г » - * а:>
11-1567 S “



Предел правой части был уже вычислен нами в § 3 гл. 11 
при выводе интегрального представления функций класса Cw i 
он равен (т —  2) 1 |  и (х). Приравняв полученные пределы, 
приходим к искомому интегральному представлению:

и(лг): 1
(т — 2) | S

Формула (4) верна, если т^> 2. При т =  2 она заме 
няется следующей:

1 С ди д . 1 ~
:2к )  Я* г Ж (5)

Интегральное представление (4) (соответственно (5 ))  выве­
дено в предположении, что функция ц £ С (|)(2 ) и что она 
равна нулю на Г. Для дальнейшего важно, что это предста­
вление можно распространить на функции из энергетического 
пространства задачи Дирихле (§ 3 гл. 14).

Имеем
1 т ■2 дг ■ 2 Xh

dZk rn
Отсюда

m~1 Я* 

1
tu­

r n  -

Последняя оценка показывает, что интеграл в правой части 
формулы (4) есть оператор со слабой особенностью (§  3 гл. 7)
над jjp-; он, следовательно, ограничен в А2(2 )  (теорема 7.3.1).

По теореме 14.3.1, если и ^ т о  существует последо­
вательность {н,,} такая, что ип C(t>(2), un\v — 0 и

•и к* ;0; о,дип ди
Щ  i 2n->co

Для функций ип представление (4) доказано:
1 С дип д 1

1, 2, т.

“п (х) ■■ (т — 2) |S, | J Я* rm—>d\.

При n ->  оо  левая часть последнего равенства стремится 
к и (jc)  в метрике 1 а (2). Одновременно в той же метрике



§ 2] СПЕКТР ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ КОНЕЧНОЙ ОБЛАСТИ 323 

^ . Интегральный оператор справа ограничен, и можно
oh о?* • _
перейти к пределу под знаком интеграла, э т о  опять приве­
дет нас к формуле (4), но установленной уже для функций 
из пространства Я ?(.

§  2. С пектр задачи Дирихле для конечной обл асти

Т е о р е м а  15.2.1. В случае конечной области с кусочно 
гладкой границей оператор задачи Дирихле для невыро- 
ждающегося самосопряженного эллиптического уравнения 
имеет дискретный спектр.

Пусть М  —  ограниченное множество в пространстве /% :

1а 1я ^ с =  const> V  «  G  м

По формуле (3.3) гл. 14 имеем

2

Из соотношения (2.3) гл. 14 вытекает теперь неравенство

J 2  ( & ) • ' « £ ■
Тем более,

1 £ 1 - '

Таким образом, производные функции и ^  М образуют мно­
жество, ограниченное в Z,4(2). Интегральный оператор (1.4) 

Онесть оператор от , вполне непрерывный в (2 ) (теорема
7.3.2); он преобразует указанное выше множество производ­
ных во множество, компактное в Lt (2). Но это последнее 
множество совпадает с М, потому что оператор (1.4) вос­
станавливает любую функцию из М по ее первым производ­
ным. Отсюда следует, что множество М компактно в 
пространстве Ls (2 ).

Итак, любое множество, ограниченное в Я к о м п а к т н о  
в Z.9(S ). По теореме 6.6.1 оперетор 51 имеет дискретный 
спектр.
1 1 *



Из доказанной только что теоремы и теоремы 6.6.1 выте­
кает следующее утверждение:

Существует счетное множество {*.„} значений параметра А, 
для которых задача

имеет нетривиальное решение. Значения А„ суть собственные 
числа оператора задачи Дирихле (короче, собственные числа 
задачи Дирихле), а соответствующие нетривиальные решения 
задачи ( 1) суть собственные функции, отвечающие собствен­
ному числу Каждому собственному числу отвечает только 
конечное число линейно независимых собственных функций. 
Будем повторять каждое собственное число столько раз, 
сколько ему соответствует собственных функций. Все соб­
ственные числа и

Систему {ип} собственных функций можно считать ортонор- 
мированной в £9(2 )

Она также ортогональна, но не нормирована и в Н%, а 
именно

[Иу, «А  Ьл =  0, [ик, г«А 1?1 =  I «А  |л =  ^А- (4)

Система собственных функций {н„} полна в каждом из про­
странств Lt (S) и Щ .

§  3. Элементарные случаи

Построить фактически спектр положительно определенного 
оператора, опираясь на теорему 6.6.1, чрезвычайно трудно. 
Это видно хотя бы из того, что при этом приходится выде­
лять из минимизирующей последовательности сходящуюся 
подпоследовательность. Поэтому представляют интерес част­
ные примеры, в которых спектр задачи Дирихле удается по­
строить явно. Ниже приведены примеры областей, для кото­
рых можно дать элементарные выражения собственных чисел 
и собственных функций задачи Дирихле для уравнения Ла­
пласа.

Дн -)- Хи —  0, х  ^  2 , и |г =  О О )

(2)

(ир и„) =  8,„ ; / , £ = 1, 2, . . . (3)



1. П а р а л л е л е п и п е д  в п р о с т р а н с т в е / »  и з м е р е ­
ний.  Если п —  натуральное число, то функция вещественной 
переменной t

f,n(0 =  s'n ~  0 )

удовлетворяет дифференциальному уравнению 

tin Ч----- пг-ггя =  0

и краевым условиям н „(0) =  чп (а) =  0. Отсюда следует, что 
функция

т

Чп[Пз...п т(х)==с  Л  sin с —  const, (2)
ft =  I

удовлетворяет дифференциальному уравнению
т

Ди-|-Хн =  0, \ =  2
*=  I *

и обращается в нуль на поверхности параллелепипеда

0 <С-*7<<СаА> k = l ,  2.........  т. (3)
Таким образом, функции (2) суть собственные функции задачи 
Дирихле для оператора Лапласа в параллелепипеде (3); соот­
ветствующие собственные числа суть

Ч " * • • • "т  —  e g ’ (4 'ft =  i *
Система (2) ортогональна в метрике /-а(2). где на этот ра; 
£2 —  параллелепипед (3); она будет и нормированной, если 
положить

т
с =  '2т12 [ “[ а - 1' 2. (5

*=1
Система (2) полна в £г (2 ), —  это легко доказать, исход! 

из того, что система функций ( 1) полна в £.2(0, а), и исполь 
зуя соображения § 2 гл. 7. Отсюда следует, что формулой (2 
исчерпывается система собственных функций задачи Дирихл» 
для уравнения Лапласа в параллелепипеде.



2. К р у г  на д в у м е р н о й  п л о с к о с т и .  В плоскости 
полярных координат р, 0 рассмотрим уравнение

Дм -J- Хн =  О,

или, в более подробной записи1),
ds«  . 1 да , 1 д3и , , _

при краевом условии
«1р- 1  =  0. (7)

Будем искать нетривиальные решения задачи (6), (7) по так 
называемому методу разделения переменных, именно, будем 
искать решения^ имеющие вид

и = / ( рМ 0)- (8)
Условие (7) приводит к краевому условию для функ­

ции / ( р)
/ ( 1 ) = 0 .  (9)

Подставив выражение (8) в уравнение (6), мы легко приве­
дем последнее к виду

*) Если х  и у — декартовы координаты на плоскости, то 
Р =  V  х2 -J- у“, 6 =  arctg — . Отсюда

ди „ да \ ди ди . ди , 1 .ди
Ш> ^  =  sm9 w  +  T cose^

и далее
д2и 2 а д: и 2 п . А д*а ,^ - С О З  в — — - С05в в т в ^  +

. 1  . . .  дги , sin’  0 ди sin 20 ди
+  7 “  * « ■  +  —  * ------ ? ■ * .

^ ; = л > р ^ “ + 2 я . 1й 1« Й г +оу ор р dpd0 ~
. 1  . .  дги , coss8 ди . sin 20 ди

+  7 C0S’ 9 d P +  —  Т? + ~ Г  д г
Теперь

. __<Ри . д3и __ д‘и 1 ди 1 д3и
дл.3 ' дуг dps р dp ps dO8 '



В уравнении (10) левая часть не зависит от 0, а правая — 
от р; будучи равными между собой, обе части уравнения ( 10) 
не зависят ни от р, ни от 0 и, следовательно, равны некото­
рой постоянной, которую мы обозначим через л2. Теперь 
уравнение ( 10) распадается на два обыкновенных дифферен­
циальных уравнения

ср"(е) +  л2<р(6) =  0 ( 11)

и

П р )  +  7 / ( р ) + ( * ~ ? ) / ( р)  =  а  ( 12>
Общий интеграл уравнения (11) имеет вид

<р (0) =  Q  cos л0 -f- Са sin л0. (13)

Функция (8) должна быть однозначной функцией точки на 
плоскости, поэтому я должно быть целым числом. Доста­
точно рассматривать лишь неотрицательные п — изменение 
знака п отразилось бы только на постоянной С4.

Общий интеграл уравнения (12) выражается через функ­
ции Бесселя')

/ ( р) =  с у „  ( /Х р )  +  с 4 Уп ( /Х р ).

По определению собственная функция задачи Дирихле 
принадлежит энергетическому пространству (§ 3 гл. 14)
и, следовательно, первые производные этой функции сумми­
руемы с квадратом в круге р<^1. Функция Бесселя второго 
рода У„ ( /X р )  этим свойством не обладает, поэтому необ­
ходимо Q  =  0. Значение постоянной С3 для дальнейшего 
несущественно (необходимо только, чтобы Сз ^  0), и мы 
положим С3 =  1. Теперь

/ ( р) = = Л ( /^ р ) -
Из условия (9) следует теперь, что

А =/я.*>  ( 14)
где есть fc-й положительный корёнь функции Бесселя
первого рода Jn. Окончательно

f(?) =  JnUn.kP)- ( 15)

*) Обозначения функций Бесселя соответствуют принятым 
в книге: Г. Н. В а т с о н ,  Теория бесселевых функций, ИЛ, 1949



Формулы (13)— (15) позволяют заключить, что числа

Л * ;  «  =  0, 1, 2, . . . ;  к —  1 , 2 , 3 , . . . ,  (16)

суть собственные числа задачи Дирихле для оператора Лап­
ласа в единичном круге; каждому из чисел /о,* соответствует 
одна собственная функция

Л (jo. Ар). (17,)
каждому собственному числу А, п 0, соответствуют две 
собственные функции

Л  (Jn, и?) cos «9, Jn (/„, *р) sin л0. (17,)
Если через 2  обозначить круг р < ^ 1, то в Ц ( 2 )  функ­
ции (17) ортогональны (но не нормированы) и образуют 
полную систему, —  и то, и другое вытекает из известных 
свойств функций Бесселя и из соображений о  полноте 
системы произведений (теорема 7.2.2). Отсюда следует, что 
формулы (16) и (17) исчерпывают всю совокупность соб­
ственных чисел и собственных функций задачи Дирихле для 
уравнения Лапласа в круге.

З а м е ч а н и е .  Собственные функции задачи Дирихле для 
оператора Ланласа в случае шара любого числа измерений выра­
жаются через бесселевы и сферические функции.

§  4. Оценка роста собственны х чисел

1. У р а в н е н и е  Л а п л а с а  в / я - м е р н о м  к у б е .  
В //г-мерном кубе Q, определяемом неравенствами

a, k =  1, 2, . . . ,  т,

собственные числа задачи Дирихле для уравнения Лапласа 
равны (формула (3.4))

т

ч » .  • • • »т= ь  2 w
А =  I

Числа ( 1) расположим в порядке возрастания (точнее, 
неубывания) и будем их обозначать через Х„, так что 

Наша задача заключается в том, чтобы дать 
оценку порядка роста величины при п —> оо.



Несколько удобнее будет оценивать не числа а числа
т

Уп =  а~ К = ^ п 1  (2)п\.
I

Рассмотрим /и-мерное евклидово пространство и в нем 
шар LUn радиуса N  с центром в начале координат; число N 
возьмем достаточно большим и притом таким, чтобы значение 
одного из чисел A'w =  A/i. Таких чи­
сел К  может оказаться несколько.
Обозначим соответственно через v, 
и v4 наименьшее и наибольшее 
значения я, для которых Х̂  =  А/®.
Величина va показывает, сколько 
чисел вида (2) лежит в замкнутом 
шаре UlN. Из той же формулы (2) 
видно, что v* равно количеству то­
чек, имеющих положительные цело­
численные координаты и заклю­
ченных в шаре Шц- Указанное количество равно объему куби­
ческой сетки Тт с единичным ребром, которую можно вписать 
в первый октант шара Шн (на рис. 26 изображен случай двух 
измерений). Объем сетки Тт меньше объема самого октанта:

* * < IS.I
2 тт АГ. (3)

Построим теперь шар Я/дг.а радиуса N— 2 с центром 
в начале. Нетрудно убедиться, чю  первый октант этого 
шара содержится в сетке Тт. Для этого достаточно доказать,
что для любой граничной вершины (Я|, я* .

2  я | > ( Л / - 2 ) ’
*= I

наибольшее из чисел ttv щ,Пусть Яу- 
ная вершина характеризуется тем,

й! 4 - п*т =

пт) сетки , т

(4)

пт. Гранич-
что для нее одновременно

я|. : Л/2



Из второго неравенства (5) вытекает, что
т

что больше, чем (N  —  2)2, если N  достаточно велико.

неравенства (3) и (6) показывают, что при N  достаточно 
большом верна оценка

Оценим величину vt. Очевидно, vj =  —  а, где через а 
обозначено число точек с положительными целочисленными 
координатами, лежащих на сфере

ограничивающей шар Ш & Проведем через указанные точки 
прямые, параллельные т-й оси. На этих прямых первые 
п 1 координат —  целые положительные; в пересечении 
с плоскостью пт =  0 названное прямые дают сетку точек, 
позволяющую построить кубическую сетку Тт_j, аналогичную 
сетке Тт, но размерности на единицу меньшей. Отсюда 
ясно, что число о равно объему ((т —  1)-мерному) сетки 
Гт-1 и> следовательно, справедлива формула, аналогичная 
формуле (7):

Из соотношений (7) и (8)  и равенства =  v2 —  а выте-

Теперь

ъ > ^ ( М - 2Г. (6)

т

(8)

кает, что
т/2к,т



Напомним, что мы обозначили через п любой номер, для 
которого К  =  М*, и что Равенства (7) и (9)
дают

2« - » г ( т )

Отсюда
\n =  cmti2/m- (Ю)

где Ст —  постоянная, которую нетрудно вычислить.
2. О б щ и й  с л у ч а й .  Рассмотрим оператор 21 задачи 

Дирихле (§  2 гл. 14); коэффициенты A]k и С пусть удовле­
творяют условиям (2.3) и (2.4) гл. 14, так что справедливо 
неравенство (2.11) гл. 14. Для дальнейшего важно, что спра­
ведливо неравенство обратного вида.

Коэффициенты Ajk(x) непрерывны и, следовательно, огра­
ничены в замкнутой области § . Отсюда следует, что наи­
большее собственное число матрицы коэффициентов Ajk(x ) 
также ограничено. Пусть Мо —  его верхняя граница. Тогда

т

Ajk (x)tjtk М 0 2  t l  (И )
ft=l

Коэффициент С (* )  также непрерывен и ограничен в S. 
Пусть C (jc)*^A fi. Теперь, если u ^ D ( 21). то

т

(2(и, и ) < Ж 0 J  { w j dx +  “* dx-
В k*= 1 2

Применив ко второму интегралу неравенство Фридрихса, 
получим окончательно

т

(2(и, w)sS(x,  ̂ J  ( w j dx; 111 =  Ж° +  %Mv (12)
'а *=и

Построим два куба Q\ и Qj, первый из которых содер­
жит область 2 , а другой содержится в этой области. О бо­
значим соответственно через SI j и операторы задачи 
Дирихле для уравнения Лапласа в кубах Qi и Qt.

Обозначим еще через Х„, X',}1, Х£' собственные числа опе­
раторов 21, 2li, 2(а, расположенные в порядке неубывания.



Названные операторы связаны неравенствами (докажите!)

Здесь р.0 —  постоянная неравенства (2.11) гл. 14. В силу 
минимаксимального принципа

(13)
Но числа и Хя8 удовлетворяют соотношениям вида (10), 
и для чисел Х„ —  собственных чисел оператора Ш —  полу­
чается двусторонняя оценка

с,п*'" ^  1п «с: с%п с „  с2 =  const > 0. (14)

3  а м е ч а н и е. Справедливо более точное утверждение: суще­
ствует предел 3

. пп т  — -

и эгот предел равен величине

dx
J/D et А (х) ’

■ const,

где А (х) матрица коэффициентов А р  (х ), а ст зависит только
Е и Г П Г 0? "  т пР??транства. См. статью Т. Карлемана [5] и книг> в. И. Смирнова [17], т. IV.



§  1. Случай полож ительного C ( jc)

Рассмотрим формально самосопряженное уравнение эллип­
тического -типа

~  дх , { A i k ^  д х ,;)  +  С  ̂ 11 ~  ( * *

решение которого ищется в конечной области с КУ‘
сочно гладкой границей Г.

Будем предполагать, что
А й € С (1)(2> С < Е С (2)

и что уравнение ( 1) в 2  не вырождается, так что для любых 
вещественных чисел tv 12, . . . ,  tm справедливо неравенство

т
<2>

I

где [i0 —  положительная постоянная.
Для уравнения (1) поставим однородное краевое условие 

задачи Неймана
я д и  . ч

Aik g j -  cos (v, Xj) =  0; (3)

здесь v —  внешняя нормаль к Г.
Оператор, порождаемый задачей Неймана, обозначим че­

рез За область его определения D (^f) примем множество 
функций из С(2)(§), удовлетворяющих условию (3); на этом 
множестве оператор ЧЯ действует по формуле



Будем рассматривать как оператор в А2(2 ) и докажем, 
что он симметричен. Его область определения плотна в (2), 
потому что она, очевидно, содержит плотное в £ а(2 ) мно­
жество финитных функций.

Составим теперь скалярное произведение

(«Ни, » )  =  -  jj Ci*o dx.

Первый интеграл возьмем по частям:

(9{м, v) =  —

+  \ AJ*W kt 7 ,d x + \ Cuvdx-2 5>

В силу краевого условия (3) первый интеграл справа исче­
зает, а два оставшихся очевидным образом симметричны. 
Тем самым симметричность оператора 9? доказана. Попутно 
получается формула

(Ии, V)  =  J [Aj„ +  Cuv] dx. (4)

Положим в этой формуле v =  u

( » “ ■ « ) =  щ й + а , ' ] ‘‘х - (5)

Очевидно, что
т

2  ( & ) ' * » *й а * =  1

и легко получается следующее достаточное условие положи­
тельной определенности оператора 9f:

С (х) 5^ С0 —  const 0; (6)
в этом случае

(Ян, и )2ь С 0 $«*<£* =  Са|| и f ,
8

vAjk длГ COS ( ’̂ x i)dV



а это  и есть неравенство положительной определенности, со 
значением постоянной у —  j/C „. Естественно, в случае таких 
C (jc) применима ранее развитая теория, и задача Неймана 
имеет одно и только одно обобщенное решение.

§  2. Случай С(х) =  О

Этот случай, которому посвящены все остальные пара­
графы настоящей главы, более интересен и несколько более 
труден. Если C (jc) =  0, то

<’ >

2
краевое условие (1.3) остается без изменения.

В рассматриваемом случае оператор £11 не только не 
положительно определенный, но даже не положительный. 
Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть функцию 
н „(л г )= 1 . Она имеет все производные и удовлетворяет 
краевому условию (1.3), следовательно, щ £  D(^l); очевидно 
также, что ||н„||^>0. В то же время (9?гг0, н0) =  0, что было 
бы невозможно, если бы 9J был положительным оператором. 

Задача Неймана
21н = /  (3)

или, в более подробной записи,

“  dJj (Ajk (лг) дг ) = /(■ *> -

Ajk (* ) cos (v, Xj) |r =  0,

неразрешима, если функция f i x ) не подчинена некоторому 
специальному условию, которое мы сейчас выясним. 

Допустим, что задача (3) имеет решение и ^  D (')?)•
Обе части дифференциального уравнения (3 ,) проинте­

грируем по 2 . Взяв интеграл слева по частям и восполь­
зовавшись краевым условием (3i), получим искомое условие

\ f(x )d x  =  if, 1 ) = 0 .  (4)
6



Таким образом, целесообразно рассматривать уравнение (3) 
не при произвольных / ^ L 3(2 ), а лишь при таких / ,  кото­
рые принадлежат подпространству, ортогональному к еди­
нице. Это подпространство будем обозначать через Z2 (2). 
Полученное только что условие (4) допускает и такую 
формулировку: при С(х) =  0 оператор 9? преобразует любую 
функцию из в функцию из Z3(2).

С другой стороны *), если задача (3) имеет решение, 
то оно не единственное: если функция и0(х) решает задачу
(3), то ее же решает и функция /г0 (лг) —f- с, где с — произ­
вольная постоянная. Других решений не существует. Дей­
ствительно, если н0(дг) и Uiix) — два решения задачи (3), 
то разность v (х) =  щ (лг) —  гц (х) удовлетворяет однород­
ному уравнению 9ix> =  0. По формуле (1.5), в которой сле­
дует положить С (х) =  0, имеем

J A' kd^,~d^dx==0-

Матрица коэффициентов AJb положительно определенная, 
dvпоэтому необходимо = 0, k —  1, 2........tn и v (х )  =  const,

что и требовалось доказать.
Решение задачи Неймана можно сделать единственным, 

если потребовать, чтобы оно принадлежало введенному выше 
подпространству 12(2 ), —  это требование единственным обра­
зом определяет постоянную с.

Последнее требование можно сформулировать так: мы су­
жаем оператор 9f, заменяя его область определения D (9i) 
более узкой областью D (9i) (~) Lt (2). Этот суженный опера­
тор будем обозначать через У10. Его область определения 
D  ( % )  =  D (9?) П  (2). а область значений по-прежнему 
принадлежит £2(2 ).

Таким образом, как область определения, так и область 
значений оператора 9f0 принадлежат подпространству Z? (2). 
Но тогда Ц (2 )  можно рассматривать как пространство, 
в котором действует оператор 9ц. Нетрудно видеть, что

') Рассуждения, аналогичные нижеследующим, были исиоль- 
зованы в гл. 12 для уравнения Лапласа.



в этом пространстве оператор 3{0 положителен. Действительно, 
для этого оператора очевидным образом остается верной 
формула (1.5):

(% ч , Ajk f - I ± kdx. (5)
Q

ди
Отсюда (9?он> гг) 3=0. Если (ЭД0м. н) =  0> то 3̂  =  ®’

=  1, 2, . . . ,  т и и (дг) =  с —  const. Но h (^ Z s (2), поэтому

О =  (с, l )  =  c $ d 2  =  <?]2 |.
&

Отсюда с =  0 и гг (л:) — 0, что и требовалось доказать.
Нашей ближайшей целью является доказательство того, 

что оператор 9?о положительно определенный. Этому по­
священы следующие три параграфа.

§  3. И нтегральное представление С. JI. С оболева

Рассмотрим конечную область . 2  d  Ет, обладающую сле­
дующим свойством: любая точка самой области или ее гра­
ницы может быть сделана вер­
шиной шарового сектора, имею­
щего фиксированные радиус R 
и угол раствора 2а и целиком 
(кроме, может быть, вершины) 
лежащего в области 2  (рис. 27).
О таких областях принято гово­
рить, что они удовлетворяют 
условию конуса. Рис. 27.

Введем в рассмотрение функ­
цию ^ (f) вещественной переменной t, бесконечно дифферен­
цируемую на сегменте 0 ^  1, причем

Ф ( 0 =  !>



Такую функцию можно построить, усреднив, например, функцию

1. < < т .

О, ( > т

с радиусом усреднения
Пусть и ^  С(1) (2). Возьмем в S  точку х  и построим 

шаровой сектор с вершиной х, лежащий в 2 . Введем сфе­
рические координаты ‘ ) т —  \х — %\, ftj, &а, . . . .  с цент­
ром в точке х\ эти координаты выберем так, чтобы кони­
ческая поверхность шарового сектора имела уравнение 
&i =  a. Положим

v (5) =  v (г, 6) =  v (г, &!, .........9OT_t) =  и (5) i|> Щ . ( 1)

Очевидно,
г>(0, 6) =  и(лг), v(R, 6) =  0, (2)

dv f t  ( г \ди { $
Тг =  « ( « )  s r -  +  Ф Щ  • О )

Из формул (2) вытекает, что
R

« (.* ) =  —  J Trdr' (4)
о

Равенство (4) проинтегрируем по той части 5,' единичной 
сферы S\, в которой 0 =^ bt sg: а (т. е. по той ее части, ко­
торую вырезает боковая поверхность шарового сектора). 
Левая часть при этом умножится на положительную постоян­
ную А =  разделив на Ь, получим формулу

“ < * > = — H i * " ' - — <5>
V Vх  ух

здесь Vx —  шаровой сектор с вершиной х.

*) Мы предполагаем здесь, что от > 2 ;  последующие рассужде­
ния нетрудно видоизменить и для случая m — 2,



SvЗаменим по формуле (3). Примем во внимание, что 

ди ди ,е v
дг- =  Жк С05^ '  Г)-

Здесь Ък —  фиксированные декартовы координатные оси. 
Введем еще обозначения

Вй{х, 6) =

Вк(х, Е) =

_ ± 1 Ш  E€ v
Ь дг • * ^ Ух'

О, S ^  Vx\

—  у ф  ( J )  c o s (^> О- 

О, I ^  Vх,

6 = 1, 2.........т;

функции В0(х, 5) и Вк(х, $), очевидно, ограничены. Теперь 
формуле (5) можно придать вид

(6)
а Ь

Это и есть интегральное представление С. Л. Соболева.
Для дальнейшего важно, что интегралы (6) суть вполне непре-

дирывные операторы в (2 ) над ч и щ  соответственно. Действи­

тельно, при r< C if  функция В0(х, 5) =  0, ядро первого
интеграла (6) ограничено и этот интеграл есть оператор 
Фредгольма над и. Что касается остальных интегралов (6), 
то они суть интегральные операторы со слабой особенностью 

динад производными
В последующих параграфах настоящей главы предпола­

гается, что область 2  конечна и удовлетворяет условию конуса.
Представление (6) получено для функций класса С(1) (2). 

Нетрудно распространить это представление на функции, 
которые в 2  суммируемы и имеют обобщенные первые 
производные, суммируемые с некоторой степенью р^>  1. Мы 
предоставляем это сделать читателю.



З а м е ч а н и е .  Представление (6) на самом деле есть частный 
случай более общего представления, полученного С. Л. Соболевым 
(см. [18], [19]). Интегральное представление С. Л. Соболева по­
служило основой для вывода теорем вложения (§ 5 гл. 2).

§  4. Исследование оператора 9?0

Положим

где /  —  тождественный оператор в пространстве 1 9 (2). Оче­
видно, D (9ii) =  D (9 (0). Далее,

и оператор 9?, положительно определенный.
Повторяя рассуждения § 3 гл. 14, легко доказать, что 

функции, входящие в энергетическое пространство / %  опе­
ратора s3f]. суммируемы в области 2  с квадратом, имеют 
в этой области обобщенные первые производные, также 
суммируемые с квадратом, и что для энергетической нормы 
и энергетического произведения справедливы формулы, выте­
кающие из соотношения (2):

Докажем, что спектр оператора 9?, дискретен.
В силу теоремы 6.6.1 достаточно доказать, что любое 

множество функций, ограниченное в энергетической метрике 
оператора 9?j, компактно в Z4(2 ) или, что то же, в 2 ). 

Пусть множество М  d  и пусть

9г1= = 9?о +  Л 0 )

(9?! п, и) =  (9? и, и) +  II и ||* =  j  Aj„ dx  +  II и II*. (2)

Интеграл неотрицателен, поэтому

(9^ гг, гг) ̂  || гг !|а, (3)



Последнее неравенство означает, чго

По неравенству (1.2)
т

a *=i
Отсюда

Таким образом, само множество М  и множества первых 
производных от функции из М  ограничены в метрике Z.4(2 ). 
Напишем для функции и £  М  интегральное представление
(3.6). Вполне непрерывные интегральные операторы, входящие 
в это представление, преобразуют указанные здесь ограничен­
ные множества в компактные. Этим доказано, что множе­
ство М  компактно в Z.4(2).

—  собственные числа оператора 9it. a uv ut, . . . ,  н„, . . .
— соответствующие собственные функции.

В силу теоремы 6.4.1 имеем

Докажем, что знак равенства невозможен и, следовательно, 
vt > l .  Предположим противное, и пусть vt =  1. Тогда из 
формулы (4) следует, что

Пусть
Vi vj ^ . . .  sg  v„ . . .

Отсюда

1, 2, . . . ,  m\ ii\ =  Ci =  const.

Ho i/j ^  Z9 (2 ), поэтому

О =  (и„ 1 ) =  (c„ l) =  5 c i flfAr==ci l 2 l>



и С\ =  0. Окончательно, щ (х ) =  0, что противоречит опре­
делению собственной функции. Наше утверждение доказано. 

Как следствие мы получаем следующую важную теорему. 
Т е о р е м а  16.4.1. Оператор 9i0 положительно опреде­

ленный.
Действительно,

, f l ulkt 
И« II* Vl*

Отсюда
|| и ||* (6)

В частности, если и (= D (% ) == П (%), то

— (^ i и> и) =  №о ч, ы) —{—1| и ||а (7)

и, следовательно, (9?0 и, w )^ (v ,  —  1) || н||а; так как * > 1, 
то1 последнее неравенство означает, что оператор 9?0 положи­
тельно определен.

Введем в рассмотрение энергетическое пространство 
положительно определенного оператора 9?о. Покажем, 

что энергетические пространства Н и //g j состоят из 
одних и тех же элементов, причем * *

+ II и II». (8)

Доказательство нужно проводить только для идеальных 
элементов. Пусть к —  идеальный элемент пространства Нщ .
Тогда существует последовательность функций и„ ^  D (9?е) =  
=  D (9 fi) такая, что

1 11 п — и т  1зг --------- о, || ип — и ||‘— >0. .
•“ ‘ в т. /г-*оо "  "  11 я-*оо

Написав тождество (7) для разности ня — ит, видим, что 
одновременно выполняются и соотношения

К - И т Ь г ,  — - ^ 0, ||вв _ И| | ._Го,

которые показывают, что и ^  • Точно так же доказы­
вается и обратное утверждение: если и £  Нщ , то одновре­
менно и £ / %  . 1



Из формулы (7) следует, что соотношение (8) справед­
ливо для элементов области D(9to) =  Z5(-Jfi); предельным 
переходом оно устанавливается и для идеальных элементов 
энергетических пространств.

Формула (2.5) показывает, что для функций и (55 Щ ^ о) 
верны равенства

(9)

и

[и, v ^ ^ A j b ^ ^ d x .  ( 10)

Предельным переходом они распространяются на любые 
функции из /% „•

' Т е о р е м а  16.4.2. Оператор 9?о имеет дискретный 
\ спектр; его собственные числа и собственные функции 
\ суть vft— 1 и uk, где и uk —  собственные числа и 

собственные функции оператора 9ft.
I Число и функция uk(x) суть обобщенное собственное 
| число и соответствующая ему обобщенная собственная функ­

ция оператора 9lt. В таком случае они связаны соотношением

[«*• Ч]», = * * ( “ *• V  ч б # » , -  О 1)

Из соотношения (8) для норм вытекает аналогичное 
соотношение для скалярных произведений:

[«. = [ « .  «Ы . + (« •

Вспоминая еще, что пространства Нщ и Неця состоят из 
одних и тех же элементов, мы можем преобразовать соот­
ношение ( 11) к виду

[и*. Т]Ц, = ( Ч  —  !)(«*> Ч)> V I  6^ 91 ,•  ( 12)

Равенство ( 12) показывает, что оператор имеет счетное 
множество положительных и возрастающих до бесконечности 
обобщенных собственных чисел vA —  1; им соответствуют 
обобщенные собственные функции uk(x), система которых 
ортонормирована и полна в 12(й). Тем самым теорема 
доказана.



§  5. Обобщенное решение задачи Неймана 

Рассмотрим теперь уравнение

%u =  f, / £ £ , (  2 ). 0 )

или, что то же, дифференциальное уравнение

при краевом условии

4 * - g ^ C0S(v' * / ) 1г= = °- О )

где коэффициенты AJk^ C ^ )(Q) таковы, что выполняется 
неравенство

т

Ajk С*) tjh  >  х  £  ^  Р*=  const >  °-

Напомним, что по принятому нами допущению, 2 —  конечная 
область, удовлетворяющая условию конуса, а условие 
£  Z4(2 ) означает, что

 ̂/  (лг) dx —  0,  ̂Р  ( лг)  dx со. (4)
2 2

Оператор — положительно определенный в Za (2), поэтому 
уравнение ( 1) имеет в Н% одно и только одно обобщенное 
решение и0(х). Как и любой элемент энергетического про­
странства h0 ^ Z 3(2 ), т. е. Нц(лт) квадратично сум­
мируема в 2  и

 ̂i/o (лг) dx  =  0. (4,)
а

Далее, г?0(х ) имеет обобщенные первые производные, квад­
ратично суммируемые в 2. Функция и0(х) реализует минимум 
функционала

I «  К  -  2 («, / )  =   ̂ [ а „  £  -  2 » /] ix . и е  « Я . (5 )



Дальнейшее исследование проведем для уравнения Лапласа
— А и — f(x).  (6)

Краевое условие принимает более простую форму

£ 1 = ° -  <7>

Условия (4) и (4^ сохраняются. Как и в общем случае, 
существует обобщенное решение н<»(-*0 задачи (6)— (7); оно 
реализует минимум функционала

т

» e « v  (в)
2 д=1

и потому вариация функционала (8) в точке и0 обращается 
в нуль. Это дает тождество

(9)
я

Т е о р е м а  16.5.1. Если / ^ C (I)(S), то щ ^  С (а) (2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  почти дословно такое же, как и 

в теореме 14.6.2: вводим объемный потенциал

+ (■*) =  — (,„ _  2) | S, | ^ ^  ^

так что — Дф == / ( * )  и ф ^  С(1) (2 )  П  С(4) (2), и в тождестве 
(9) делаем замену i/0 =  г>0 -f- ф- Мы получаем новое тождество

Г й 7 б л = 0 ’ v , e « s . . -  0 0)

Положим т)(\) =  (1>д(г), г —  \х —  Е |, j c ^ 2  и А меньше, 
чем расстояние от х  до границы области 2. Эго можно 
сделать, потому что: 1) u>A(r) бесконечно дифференцируема;
2) вблизи границы (ол(г) =  0 и, следовательно, шЛ(г) удов­
летворяет краевому условию (7). В таком случае шЛ (г) £  
£ D { % )  и, тем более, и>А( г ) £ Я ЭТ().

Итак,



Как и в теореме 14.6.2, отсю да  следует, что v0h> а значит, 
и г»0 гармонична в 2 . Н о тогда

и теорем а доказана.

Замечания, сделанные после доказательства теоремы 14.6.2, 
остаются в силе и в данном случае.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Доказать, что любая функция и £ Ls (2), такая, что обобщен­
ные первые производные £ Z.2 (£!), fc =  l, 2, . . . ,  т, принадле­
жит энергетическому пространству (§ 4). Вывести отсюда 
неравенство Пуанкаре

Область Q предполагается конечной и удовлетворяющей усло­
вию конуса.

2. Исходя из интегрального представления С. Л. Соболева, 
доказать:

Если функция а (лг) имеет обобщенные первые производные
£  L2 (Q), k — l, 2, . . . ,  tn, то она эквивалентна функции, опре­

деленной почти всюду и суммируемой с квадратом на любой ку­
сочно гладкой (/я —  1)-мерной поверхности £ с :Й .

3. Доказать, что обобщенное решение иа (х ) задачи Неймана

удовлетворяет краевому условию в следующем смысле: пусть —  
внутренняя подобласть области 2 с кусочно гладкой границей Г_ и 
£J„—»-£2. Тогда

4. Пусть коэффициент С\х) непрерывен и неотрицателен в 
замкнутой области Q, причем на некотором множестве положитель­
ной меры С ( д : ) > 0 .  Примем еще, что коэффициенты А л {х )  
обладают свойствами, перечисленными в § 1, а область Q конечная 
и удовлетворяет условию конуса. Доказать, что оператор 91 (§ 1) 
положительно определенный и его спектр дискретен.

г-о £  (2 ) , щ =  (®0 +  ф) £  С(2) (2 ),

т

сх, с3 =  const.

Гп



i  НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯI

§  1. Обобщенное решение 

Рассмотрим уравнение

-  Щ  (А>‘  <•*> ъ г )  +  в * W  щ  +  с м  — / М  (1 )

и поставим для него задачу Дирихле
к | г =  0, (2)

где Г —  кусочно гладкая граница конечной области 2  в про­
странстве Ет переменных x v Xq,. . . ,  х т. Будем предполагать, 
что

Л ,*£ С «> (2 ); В„, С £ С (2 ) ,

а также что наше уравнение —  невырожденное эллиптическое 
в 2 , так что

т
А]к (-*) tjtk ^  [а0 2  t%, цо =  const >  0.

«=>1
Введем в рассмотрение задачу с формально самосопря­

женным эллиптическим выражением в левой части

<з)
оператор этой задачи обозначим через 2(. В гл. 14 было 
выяснено, что оператор 3( положительно определенный, поэтому 
если / ^ I j ( 2 ), то у задачи (3) существует обобщенное ре­
шение щ, принадлежащее энергетическому пространству /% ,  
Таким образом, каждому элементу /£ j;/ ,a (2 )  приводится в 
соответствие элемент j —  обобщенное решение задачи (3 ).



Это соответствие порождает оператор, который мы обозна­
чим через (к

O f =  «о- (4)
Очевидно, D (0 ) =  £ s (2 ) и R (G )C 7 % .

Оператору О можно дать явное выражение: если {и>„} — 
полная ортонормированная в система, то (см. формулу
(5.11) гл. 5)

ОО
0 / =  щ  =  2  ( / ,  (0„) (1)„. (5)

и =  1

П о определению оператор О действует из Ц  (2 )  в Я 3(; ясно, 
что О можно рассматривать и как оператор, действующий 
из Z-a (2 ) в Z.J (2 ).

Обобщенное решение н0 реализует минимум функционала
F (h ) =  [h, н ],[ —  2 (гг, / )

и, следовательно, обращает в нуль его вариацию:
(Uq, т\) =  2 [н0, Т|]эд----2 ( f ,  Tj) =  0 ,

Заменяя здесь ий на О/, получим формулу

[G/,T)bl =  (/,T]) (6)
верную для любых элементов f^ L .2 (2 ) и Н% ').

Обозначим через К  оператор, область определения кото­
рого совпадает с Н% и который действует по формуле

Ки =  Bk +  Си. (7)

Теперь задача ( 1)— (2) может быть записана следующим 
образом:

и | г =  0 . (8 )

Ее решение (если оно существует и принадлежит # 5t) может 
быть записано в виде

u =  Q ( f — Ku) =  Gf —  GKu. (9)

*) Заметим, что наши утверждения об операторе Q и его свой­
ствах справедливы в случае любого положительно определенного 
оператора 91.



Введем  обозначения:

G f= F , GK =  Т.
Очевидно, F£Hs%, а оператор Т определен на всем простран­

стве и действует из в Уравнение (9 )  принимает 
вид

ti-{-Tu =  F. (1 0 )

Введем теперь следующее определение:
Обобщенным решением задачи (1 ) —  (2 )  называется 

функция и£Н%, удовлетворяющая уравнению ( 10).

§  2. Теорем ы  Ф редгольма

Л е м м а  17.2.1. Оператор Q вполне непрерывен в Ц  (2 ) .  
С иекгр оператора 81 дискретен (см. гл. 15). П усть А„ и 

чп ( * )  —  собственные числа и собственные функции этого 
оператора, причем, как обычно, ^  А, ^ . . . ,  
а функции ип ортонормированы в Z.4( 2 ) .  Тогда они ор того­
нальны, но не нормированы и в Н%, именно

[Му, === 0 ,  j  ф  ky | Uк  ^

Напомним еще, что система {«„} полна в Н%. Теперь ясно,

что система ортонормирована и полна в Н%.
\V ̂ Я/

В  формуле (1 .5 ) положим

шп =  Ли-
V K

Это дает нам следующее представление оператора О:
СО

G /= =  < ! )  
я ** I

Введем обозначения:



Первый оператор конечномерный и, следовательно, вполне 
непрерывный. Оценим норму второго оператора. Имеем

1*= 2  ' 4 ^ - = ^  1
* =  п+1 к =

В  силу неравенства Бесселя

Отсюда

и, следовательно,

1< £ | < Г - -  1Лп+1 /I—.со

\Q-Qnl ->  0.
В-.00

Теперь оператор О вполне непрерывен в 1 2( 2 )  как пре­
дел (в смы сле сходимости по норме) вполне непрерывных 
операторов.

Т е о р е м а  17.2 .1 . Оператор Т — О К вполне непрерывен 
в /% .

О ператор О вполне непрерывен в £ а (2 ) ,  поэтому если 
М —  множество, ограниченное в Z.a(Q), то из этого множе­
ства можно выделить такую последовательность {г>„}, что 
последовательность {Qvn} сходится и, следовательно,

| Gvn —  Gvk I ->  0.
п ,k-*-co

Рассмотрим теперь произвольное множество огра­
ниченное в энергетической метрике:

I и 1и ^  а< V а =  const.

Д окаж ем , что если элемент и пробегает множ ество N, то 
Ки пробегает м нож ество K(N ), ограниченное в  £ а (!2). Дей­
ствительно,

m
« 9^ 8« III =  |j Д  ( Ц ) *  dx  =



Отсюда
ди I 
дхк\

В то же время

где 1 —  нижняя грань оператора 2{.
Б ы ло  предположено, что коэффициенты Вк(х} и С (х) 

непрерывны и, следовательно, ограничены в замкнутой обла­
сти 2 ;  пусть | Вк ( х )  | sg  b, | C ( jc )  | Ь, Ь — const. Тогда

'Л =  1 '
что и требовалось доказать.

Как было указано выше, из ограниченного в £ j ( 2 )  множе­
ства К (N) можно выбрать такую  последовательность 
{Кг>п}> что

\\GKvn -  GKvk\ =  \Tvn -  Tvk \ ->  0. (3 )
h, n-+ oo

Соотношение (3)  означает, что Т вполне непрерывен как 
оператор из и Ц (2 ) . О стается показать, что Т вполне 
непрерывен как оператор иэ Н% в Н%. Для этого д оста­
точно показать, что

\Tvn- T v h^  - >  0 . ( 4 )
п, к—со

Оценим квадрат последней нормы. И спользуя формулу
( 1.6), получим

\Tvn — Tvkfy =  [T(vn- vk), Т (vn- г>Л)}я  =  |GK(vn - * * >

Т (v„ —  „ *)]„  =  (Kvn -  Kvk, Tvn —  Tvk) ^

==S || Kvn-  Kvk (I • | Tvn —  Tvk || ^  2c | Tvn -  7 ^  - ^ 0 .

Т еорем а доказана.
Рассмотрим при том же краевом условии (1 .2 )  уравнение, 

н есколько более общее, нежели уравнение ( 1.1):



Очевидно, что эта задача сведется к такой:

и - f -\Tu =  F. ( 6)

Из ранее развитой общей теории (см. раздел III) следует, 
что сущ ествует не более чем счетное множество характери­
стических чисел этой задачи, которые могут сгущаться лишь 
на бесконечности; для всех остальных X решение уравнения 
(5 )  сущ ествует и единственно. Если же X характеристическое, 
то, вообщ е говоря, решение не сущ ествует. В  эю м  случае 
для его сущ ествования необходимо и достаточно, чтобы фун­
кция F  удовлетворяла конечному числу условий ортогональ­
ности. Именно, если wl,w.l, . . . ,w s суть собственные функции 
уравнения w - j -  \T*w =  0, то для разрешимости уравнения ( 6) 
необходимо и достаточно, чтобы

[F,Wj\% =  Q, / '=  1, 2, . . . ,  s.

П оследнее условие, на основании формулы ( 1.6) и соотно­
шения F = G f,  может быть записано в виде

(/, wj) =  0, j  — 1 , 2 , . . . ,  s. (7 )

Если условие ортогональности выполнено, то обобщенное 
решение сущ ествует, но оно не единственно. Действительно, 
пусть выполнены условия ортогональности и м0— какое-либо 
частное решение уравнения ( 6). Тогда и =  н0 -)-  и, где и —  общее 
решение соответствую щ его однородного уравнения

и-\-\Ти =  0 (8)

и имеет вид и —  У , с fit/. Здесь Cj —  произвольные постоян-

ные, a iij —  линейно независимые решения уравнения ( 8).
В се  сказанное относительно задачи Дирихле справедливо 

и для задачи Неймана, если положить 8f =  9?i, гд а  —  опе­
ратор, рассмотренный в § 4 гл. 16.

УПРАЖНЕНИЕ

Доказать, что характеристические числа оператора Т располо­
жены в полуплоскости Re X ; > — q, где q — достаточно большая 
постоянная.



Развитый в предшествующих главах вариационный метод 
решения задач Дирихле и Неймана при всех  его  преимуще­
ствах  имеет и некоторые слабые стороны. Т а к , однородную 
задачу Дирихле удастся решить лишь при условии сущ ество­
вания функции ф(л:), о которой сказано в § 5  гл. 14. Наибо­
лее ограничительным, однако, является то обстоятельство , 
что вариационный метод требует, чтобы оператор задачи был 
положительно определенным (или, как в предш ествующ ей 
главе, чтобы он отличался от положительно определенного 
только более слабым слагаемым). По этой причине вариаци­
онный метод оказывается недостаточно хорош о приспособ­
ленным к случаю бесконечной области. Если от  одного 
эллиптического уравнения перейти к эллиптическим системам 
общ его вида, то уже задача Дирихле для конечной области 
перестает быть положительной и вариационный метод оказы ­
вается неприменимым.

Ценность метода потенциалов, о  котором будет идти 
речь в настоящей главе, заключается в том, что он о св о б о ж ­
дает нас от многих перечисленных здесь трудностей. О днако 
метод потенциалов связан с громоздкими вычислениями, при­
чем применение его резко усложняется в случае области 
с  негладкой границей. Мы будем рассматривать поэтому толь­
ко уравнение Лапласа, которое мы вправе считать одн ород­
ным (см . §  6 гл. 11). O r рассматриваемой области мы по­
требуем, чтобы ее граница обладала определенной гладко­
стью; более отчетливо это требование формулируется в 
следую щ их параграфах. Всю ду в этой главе, кром е послед­
них § §  13 и 14, предполагается, что размерность простран- 
стнп /я ^ > 2 .



§  1. П оверхности Ляпунова

П оверхность Г  в пространстве Ет называется ляпунов- 
ской, если она удовлетворяет следующим двум условиям 
Ляпунова:

1. В  любой точке поверхности Г  сущ ествует определен­
ная нормаль.

2 . П усть х  и 5 —  точки поверхности Г , г = | л г —  S |, п и 
v —  нормали к Г  в точках лг и £ соответственно, 9  —  угол 
между этими нормалями. Сущ ествуют такие положительные 
постоянные а и о, что

» = s£ a r“. ( 1)

Т е о р е м а  18.1.1. Пусть Г  — замкнутая ляпуновская 
поверхность. Существует такая постоянная d^> 0, что 
если произвольная точка принята за центр сферы
радиуса d, то прямая, параллельная нормали к поверх­
ности Г  в точке х, может пересечь Г  внутри сферы 
только в одной точке.

Сф еру, о которой идет речь в этой теореме, будем назы­
вать сферой Ляпунова и обозначать через S ( jc ) .

Выберем d столь малым, чтобы

ada <  1. (2)

Д окаж ем , что при таком значении d справедливо заключение 
теоремы. Допустим противное: пусть сфера радиуса d с  цен­
тром в некоторой точке х ^ Г  вырезает из поверхности Г  
часть Г '(л г ) такую, что некоторый луч я', параллельный нор­
мали п, проведенной в точке лг, встречает Г  в двух  точках: 
V и £ (рис. 28). Будем считать, что направление я есть на­
правление внешней нормали. П усть прямая и' пересекает Г  
так, что в точке S' эта прямая выходит из области, ограни­
ченной поверхностью Г , а в точке I входит в эту область. 
П роведем в точке I касательную плоскость и внешнюю нор­
маль v к Г . Нормали v и п' — п направлены по разные сто­
роны касательной плоскости; так как v перпендикулярно к

ней, то  угол & =  (v, п) ^ . Это невозможно, так как

—  5 i < d ,  и по неравенству ( 2) (v ,п) 1 < [ ^ .



М ожет случиться, что в точке 5 луч я ' касается повер­

хности Г  (рис. 29). Тогда (v, я ) =  | ,  что по-прежнему про­

тиворечит неравенству ( 2).
Ниже мы будем предполагать, что радиус d ляпунсшской 

сферы удовлетворяет неравенству (2).

На поверхности Г  возьмем произвольную точку х  и по­
строим в ней местную систему координат: точку х  сделаем 
началом этой системы, ось направим по нормали п к по­
верхности Г  в точке х ,  а оси S4, . . . ,  5m_i расположим в 
плоскости, касательной к Г  в той же точке. Из теоремы 18.1.1 
вытекает следующ ее: часть поверхности Г , заключенная в 
сфере Ляпунова S(x), может быть в местной системе коор­
динат задана явным уравнением вида

?я = / ( 6„ ^ ......... tm-i)' / £ С (1>- С3 )

При этом, очевидно,
/(О, 0, . . . .  0 )  =  0; Д  ДО, 0, . . . ,  0)  =  0, / = 1 ,  2 , . . . ,т  — 1. (4 )

Ближайшая задача —  оценить порядок малости функции / и 
ее первых производных внутри сферы S(x). Часть поверх­
ности Г , заключенную внутри сферы S(x), будем обозначать,
как и выше, через Г'(лг).

Пусть ( * )  и v —  нормаль к Г  в точке 5. Оценим,
прежде всего, направляющие косинусы нормали v в местной 
системе координат. Имеем

»» | 8*
cos (v, ; от) =  cos (v, It) =  COS i) =  1 2 | i 4 [ " ‘ *



В  силу неравенств ( 1) и (2 ) & < ^1, и последний ряд —  знако­
переменный, с монотонно убывающими членами; если в этом 
ряде сохранить конечное число членов, то остаток имеет 
знак первого отброш енного члена. Отсюда

co s(v , Sm) ^ l — у .  ( 5)

Д алее по неравенству ( 1)

co s(v , ( 6)

П о неравенству (2 )  a V 2* sg  a V "  <  1, и

cos (v, £m) ^  ~ . ( 7)

О бе оценки ( 6) и (7 ) понадобятся в дальнейшем.
Если поверхность задана уравнением

F  (Sj, $9, . . . ,  Sffl) =  О,

то направляющие косинусы нормали к этой поверхности оп­
ределяются формулой

dF
cos (v, 5») =  d b ---------

Y i m
Уравнение поверхности Г ( х )  имеет вид

/ (£  1> . . . ,  =  О,

кроме того, cos (v, Sm) 0 . Отсюда следует, что

У.
cos ( ч ,6* )  = .............— ....А = 1 ,2 ....................................... ....—  1, ( 8)

У  1 + | ( 1 ) '
и

cos (v, ?m) =  — — . (9)
/  т— 1 '  '

У  " Ш



По неравенствам (6) и (2 )

/ т — I д*г5®

— = 1 + - А ----------<

H i  1 — - i -e V »  1 —  i - a V *2 2 
i -  e ’ r 2®

< 1 4 ------ =1---------< l + a V .

В озведя это в квадрат, получим 

6 =  1
Н о r ^ d ;  в силу неравенства (2 )

2 ' Ш ’ < з л ”  (10)

и, следовательно,

- ^ | < / З а г а, 6 =  1 , 2 ..........т — 1. ( 11)

Теперь из формулы ( 8) вытекает оценка 

1 cos (V, * * ) к | | £ | < К З о г “, 6 = 1 , 2 ,  т - 1 .  (1 2 )

Оценим величину |Ет | на участке Г ' (jc) поверхности I .  
Обозначим

т—\

р4= Е ^ -

Очевидно,
г *  =  р * - И 3т . ( 1 3 )

В формуле (11)  может означать лю бое направление 
в касательной плоскости к Г  и, в частности, направление р. 
Поэтому

d/| <  / З а г * <  / З а ^ ^ К э .



Эту оценку можно существенно улучшить. И з формул 
( 1 3 )  и ( 1 4 )  следует, что

Ниже будем обозначать буквой г как расстояние между 
точками х  и %, так и направленный от х  к 5 вектор. В ы ве­
дем оценку для cos (v, г )  в предположении, что х  ^  Г  и 
'  t  г ' (■*)• В  местной системе координат

COS (V, г )  —  COS (Г ,  J f fc)  COS (v , х к) =  ^ ^ -  COS (v , x k) =

Отсюда

о

р

и, следовательно,

I т̂ I ’'С  1/ З р . (1 4 )

Г а ё  2р. (1 5 )

Отсюда

f  | < 2“)/ З а р “

Теперь

(160

Н о р г, и окончательно

I I <  «1 гл*'. (16*)

т

П о неравенствам ( 1 2 )  и (16), приняв во внимание, что 

~~ — j cos (г , x k) | ^  1 и | cos (v, л*т ) ^  1, найдем

I cos (v, г ) , с  Cf“,

где с — j /З  (т —  1) а  4 ~ a t =  const.



Рассмотрим кусочно гладкую поверхность £ ,  вообщ е 
говоря, незамкнутую, на которой определено положительное 
направление нормали.

Обозначим через £ произвольную точку поверхности £  
и через v —  нормаль к V , проведенную в точке I. Пусть 
точка х  £  Ет расположена так, что 
в любой точке S G  Е  радиус-век­
тор г, идущий от точки х  к точке 5, 
образует с нормалью м острый или 
в крайнем случае прямой угол, так 
что co s  (г , v) S i  0. Из точки х  про­
ведем радиусы-векторы ко всем точ­
кам поверхности У,. Эти радиусы- 
векторы заполняют область, ограни­
ченную поверхностью V] и кониче­
ской поверхностью К, которую об­
разуют радиусы-векторы, оканчиваю­
щиеся в точках края поверхности £
(рис. 30 ). Заметим, что если £  —  
замкнутая поверхность, то точка х  
должна находиться внутри £  (в про­
тивном случае угол (г, v) можег быть и тупым), и упомянутая 
область совпадает с внутренностью £!• ^ з  точки х  как из 
центра опишем сферу произвольного радиуса R. Обозначим 
через часть этой сферы, заключенную в упомянутом выше 
конусе. Отношение

=  0 )

не зависит от R. Оно называется телесным углом, под 
которым поверхность 2!! видна из точки х.

Описанное только что построение можно выполнить и то г­
да, когда на поверхности V] cos (г, v ) ^ 0 .  В  этом случае 
телесным углом «>.*(£)> под которым поверхность ^  вид­
на из точки х, называется отношение ( 1), взятое со  знаком 
минус.

В общ ем случае, когда cos ( г ,  v) может менять знак, будем 
предполагать, что поверхность 2  можно разбить на части 
H i- на каждой из которы х cos (г , v) сохраняет знак.



Для такой поверхности телесный угол определяется формулой 

“> * ( £ ) = ! > , ( £ * ) >  (2)

если только ряд (2) абсолютно сходится (например, если 
частей 2 ]* конечное число).

Докажем, что во всех  перечисленных случаях телесный 
угол u ^ Q ]) определяется формулой

(2 j)  —  т — 2 1 rm~a dt (3 )

Д остаточно рассмотреть случай, когда cos (г, v) сохраняет 
знак на поверхности

Выведем предварительно одну вспомогательную формулу, 
которая окажется полезной и в дальнейшем. Имеем

д 1 т — 2 д г  . г „
^  г т-я r m-i ^  c o s  ( v> **)•

Но
дг £*— хк , г „
Щ  =  — 7 “  = « * ( ' .  Е*)-

О тсю да
д  1 т —  2
дч г т~а г т~1 С 0® ^o s

или окончательно

д 1 т — 2 .
^  rm-a rm~i COS (Г ,  v). (4 )

П усть cos (г , v) ^  0. Радиус R возьмем достаточно малым, 
так чтобы поверхности о„ и ^  н£ имели общих точек 
(рис. 30).

Рассмотрим область D, ограниченную поверхностями 2 »  
и заключенной между ними частью конуса К- В  этой

области — есть гармоническая функция точки £, поэтому 
(формула (6 .9 ) гл. 10)

J  <Ь* Гт~* ^ £ ^ 4 "   ̂ (h* f-m-a d^K— 0 . .
*

Ч ерез v* здесь обозначена нормаль к поверхности, внешняя 
по отношению к области Д  так как cos (r, v) ^ 0  на то 
на этой поверхности v* =  v.



На поверхности К  cos (г, v*) =  0, так как г направлено 
по образующей, a v* к ней перпендикулярно. В  силу фор­
мулы ( 4) интеграл по К исчезает, и

S -R
На ол  нормаль v* направлена против радиуса, поэтому

д 1 д 1_ J  __ т — 2 
~дч*~ rm~“ dr rm~* Iг= -л  Rm~l

Теперь

-  2> ^ =

=  —  (От —  2) ш , ( 2 >

что и требовалось доказать.
Если cos (г , v ) ^ 0 ,  то v* =  —  v на £ ;  рассуждая по-преж­

нему, получим в этом случае

S i r  dEs = V ^ j ^ ==(w — 2)^ r :=

* *  =  - ( / я - 2) « М 2 >

Если поверхность £  разбита на части £i>  £ s, . . . ,  на каж * 
дой из которых cos (г, v) сохраняет знак, то, очевидно,

2 1 ш.*С £л )1=  § ~д7 г'*-* ^
В

Т е о р е м а  18.2.1. Если Г  —  конечная ляпуновская по­
верхность, то существует такая постоянная С, что

\ U " p 4 ‘y * : G  V * e e . .  <6 )
г

П усть d — радиус ляпуновской сферы для поверхности Г.  
М ож ет случиться, что расстояние от  точки х  до поверхно­

сти Г  не меньше, чем -ту-. Тогда г==\х по фор 

м уле (4 )
I д 1 g i I соMr, ч) I 2т~1 (т 2)
"37 Т7"- *" = \ т ~~г> '  r « - i  d"*'1



П усть теперь расстояние от точки х  до поверхности Г  меньше;
Хт чем ~  . Сущ ествует точка х 0 £  г  

такая, что

I ^  —  ЛГ0 | : : m i n | x  —  E j < - S - .  ( 8)
? 6 Г *

Как известно, точка х  лежит на нор­
мали п0 к Г, проведенной через точ­
ку х0.

Построим ляпуновскую сферу 
Рис. 31. 5 ( х 0). Обозначим соответственно че-

Рез Г ' (х 0) и r " ( j c 0) части поверх­
ности Г , лежащие внутри и вне сферы 5 (д :Л  (рис. 31). 
Если Е Г "  (д-0), то | 5 —  дг0 1 ^ d  и

|Е — \х — * 0 | > 4 .

Отсюда

[  1-^------ L _  н V 2_т ~‘ — 2) | Г" (х„) |
J  I *  rm V  '  dm=i--------------<

< ^ - г ) | Г | .С Т

О стается рассм отреть интеграл 

д 1

Г'(*о)
dv г "»-1 der  =  ( « _ 2) J

Г' Uo)

Построим местную систему координат с началом в точ к е лг0; 
ось направим по нормали к Г  в х0. Положим Ijc —  х л\ =  8,

8 <С f  ■ М естные координаты точки х  суть (0, 0, . . . ,  0, ±  8).

Обозначим через 0 ( х й) проекцию поверхности F ( a t 0) на



касательную плоскость в точке х 0. Тогда 

(* 1 cos (г , у | , г __  f  | co s(r , у ) | ^ !  ^
\ rm-  ̂ I 3 Гт~' СО* 5/п) ~

Г ’ fro) O' (ха)

< 2  jj л , . . .  ( Ю)
О' Uo)

мы здесь воспользовались оценкой (1 .7).
Положим Ps =  t ; 4 - ^ - ] - . . .  +  S V b  Р есть расстояние от 

точки х а до проекции точки I на касательную плоскость 
в точке дг0. Из формулы

т т —\

Г2 -  £ ( 5 *  -  * * ) *  =  * т ) *  =  Р* +  f t»  ±  V
*=1 *=1

вытекает, что г ^  р. С другой стороны, область O' ( х 0) опре­
деляется неравенством г <^d. Но г ^  р, поэтому и р d. 
Э то значит, что область G' ( х 0) лежит в ( т —  1)-мерном шаре 
p ^ f l f ,  и из формулы ( 10) получаем

С С i J S l f e i L Й А . . . « Ы .  ( И )
г- i . ,  ' , < j .

Если 8 =  0 (г. е. x  =  jc0 £ r )> то п0 неравенству (1 .1 7 )

|cos(r , v ) | ^  с ^  с n 2 -j
p P I  -  г т -1-л  ~ рГп-1-а > v '

и, следовательно,

^ 'Яг~  =  c °n s t. (1 3 )
г- (*0) р <<*

Попутно мы доказали, что интеграл ( 6) сущ ествует при 
любом х  Г .

Пусть теперь 8 ] > 0 .  Имеем

|cos (г , v) | =  |cos (г, Sft)  cos (v, 6ft) | У  3 ( «  —  1) e r “ +

З д есь  r # =  |S — jc#|; мы воспользовались оценками (1 .1 2 ) ,
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(1 .1 6 )  и (1 .1 7 ) . Теперь

р < а

+  2а , $ £ о,+  Ч ^ - ^ _ ,  + 2 8  С ^
?<* р<а

Оценим величины г0 и г  через р. Величина г0 оценивается 
по формуле (1 .1 5 ), так как в последней г есть расстояние 
от точки S до начала местной системы координат. Таким 
образом, г0 ^  2р. Чтобы оценить г, поступим так. Имеем

'•9 =  Ps +  ^  +  8* ± 2Sm8.

Д алее | 2*m8m | ^  ± 8* +  2SJ,. Отсюда

П о формуле (1 .1 6а)

И т | < а 1р“ +‘ ^ а ^ р .

Радиус d можно взять сколь угодно малым. Пусть он таков, 
что

у г
Тогда

j ( p 9 +  8*).

Теперь нетрудно оценить интегралы в (14)  справа. Пер­
вые дьа оцениваются совсем просто

J  rm~l ^  3 ^ - r i --------- <
^  (Ps + 8«) 2

< г - т | » ф ,  =  М11
P < d

аналогично



Перейдем к оценке последнего интеграла. Используя 
оценку для г, находим

g ^ •• • d%m- 1 2 2 g  ̂ • •. ^Sm-i

P < d  P < rf (ра _ j _ в*) 2

2**"8 ^ dtjdtz • •• ^Sm-i .

£ m-. (Pa +  5SH

Em —  евклидово пространство m —  1 измерений. В  послед­
нем интеграле положим

т — 1
S/t —  6 =  1, 2, . . .  > от 1, 'fjft —  Pi*

л =  i

Тогда
g  ̂ d jtd^ ••• ^Sm-i __  ^ йу\̂ -г\г ... di]m_i

£ m-i (p*-)-»*)1 "  £ m-i (p?-h 1) 2

Последний интеграл сходится и равен некоторой постоянной.

Теперь ясно, что при 0 < ^ 8 < ^ у  интеграл (1 4 )  не пре­

восходит некоторой постоянной. Н о это утверждение верно 
и при 8 =  0 (формула (13)). В  таком случае сущ ествует 
такая постоянная С', что

С l C0SlQ J ! l l .d^V^C', 0 ^ 8 < - | .

г-

Приняв во внимание неравенство (9), видим, что теорема 

18.2.1 верна и при 8 <^-|--, при этом можно положить

c==2- . (; - 2 )|r| + c ,.

§  3. Потенциал двойного слоя и его прямое значение

В § 5 гл. 11 был определен потенциал двойного слоя как 
интеграл вида

а д = $ ^ ) * г т ^ г ,  и )



где v —  внешняя нормаль к поверхности Г  в точке 5. Было 
доказано, что 1Г ( х )  —  функция, гармоническая как внутри, 
так и вне Г ; на самой поверхности Г  потенциал (1 )  не был 
определен.

Будем считать теперь, что Г  —  замкнутая ляпуновская 
поверхность и что плотность о (?) непрерывна на этой поверх­
ности. При таких условиях справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а  18.3.1. Потенциал двойного слоя ( 1) цмеет 
вполне определенное значение при любом х, лежащем на 
поверхности Г . Это значение непрерывно меняется, когда 
х  пробегает поверхность Г .

Т о , что интеграл ( 1) сущ ествует, если х  £  Г , доказывается 
просто. Плотность о (S) непрерывна на замкнутом компактном 
множестве Г  и потому ограничена. Пусть | о (?) | sg: At =  const. 
Тогда

В  предыдущем параграфе было доказано, что интеграл
(2 .6 )  сущ ествует при х  Г , иначе говоря, что при х  £  Г

функция | £ _ Ц  суммируема на Г . Но тогда суммируема

на Г  и левая часть неравенства (2 ) и, следовательно, для 
указанных х  интеграл ( 1) существует.

Докажем теперь, что при х £  Г  интеграл (1 ) непрерывен. 
Оценка (1. 17)  показывает, что потенциал ( 1) есть интеграль­
ный оператор со  слабой особенностью над функцией о(Е); 
ядро этого оператора

Обозначая числитель через А (х , £), видим, что при х  
функция А(х, Е) непрерывна на Г . Если х  £  Г  и х -*■ %, то 
в силу неравенства ( 1 . 17 )  А(х, Е ) -> 0 . Положим А (лс, .*■)■= О, 
тогда А(х, S) непрерывна на Г  при любом положении то­
чек х  и Е. П о теореме 7 .4 .1  интегральный оператор ( 1) пе-

|«(«)
д  1 
dv гт~г < A f

д 1 
di гт~* (2)

д  1 (т — 2) cos (г , у)
<?v гп~*

представим в виде
а

1 __ (т —  2) г  2 соз (г , у)
дч г т~2

г



реводит непрерывную функцию в непрерывную. Но о($) по 
предположению непрерывна, а тогда и потенциал двойного 
слоя непрерывно меняется, когда точка х  движется по по­
верхности Г. Теорема доказана.

Значение потенциала двойного слоя при х  £  Г  называется 
прямым значением этого потенциала. Теорему 18.3.1 можно, 
очевидно, сформулировать так:

Если Г  —  замкнутая ляпуновская поверхность и плот­
ность о (S) непрерывна на Г , то прямое значение потен­
циала двойного слоя (1 ) непрерывно на Г .

§  4 . И нтеграл Г а у с с а

Так называется потенциал двойного слоя, плотность к о ­
торого тождественно равна единице:

Здесь  Г  —  замкнутая поверхность и v —  внешняя к ней нор­
маль в точке Е. Для этого интеграла справедлива следующ ая 
теорема.

Т е о р е м а  18.4 .1 . Если поверхность Г  замкнутая ля­
пуновская, то значения интеграла 1 аусса определяются 
формулой

W0(x) = О )

т

2(т — 2) я 2

0
для х  внутри Г , 

для х  в«е  Г ,
т

Сразу же заметим, что первые два равенства (2 )  верны 
для любой замкнутой кусочно гладкой поверхности Г , —  это 
мы я  будем доказывать.



Итак, пусть Г  —  кусочно гладкая замкнутая поверхность 
и пусть точка х  лежит внутри Г . Опишем вокруг этой точки 

сферу 5 ,  радиуса е; последний возьмем 
достаточно малым, так чтобы сфера 5 , 
лежала внутри Г  (рис. 32). В  области, 
ограниченной поверхностями Г  и S,,
функция " J - s- гармонична, поэтому в

силу формулы (6 .9 ) гл. 10 

С д 1 jn  I С д 1
j  fa гт 3 
г

dv г'

На 5 ,  нормаль v направлена против радиуса. Отсюда 

Ц д 1 JO  ( т — 2
dv rm~* dS. I - dSe — (m •2) J A iL) tm-x --(m 2) !£ ,[ ,  

(4 )

и первое равенство (2 ) доказано. Еще проще доказы вается 
второе^ равенство (2): если точка х  лежит вне Г , то  функ-

чия т т=» 
три Г  и 

{* д

гармонична вну-

с1Т =  0.dv гп

Займемся третьим равен­
ством  (2). П усть Г  — зам к­
нутая ляпуновская поверх­
ность и х  ^  Г . Речь идет о 
прямом значении интеграла 
Г ау сса , сущ ествование к о ­
тор о го  вы текает из теоремы предшествующего параграфа. 
О стается это  значение вычислить, что мы сделаем следую ­
щим образом.

Возьм ем  число е, 0 и опишем вокр уг точки 
х  £5 Г  сферу S, радиуса е. Часть поверхности Г , лежащую 
вне сферы, обозначим через Г^, а часть сферы, лежащую 
внутри Г , — через &  (рис. 33). Т ак  как интеграл Гаусса



сходится при х  £  Г , то

W o W =  l im (5)

Точка х  лежит вне области, ограниченной поверхностями П  

и в этой области фуикция — гармонична и, следова­

тельно,

 ̂ dv гя = г ^еГ “1“
s.

Н о тогда

(х) = -  т  J  £  - j i r  (б )

s'.

В  интеграле ( 6)  нормаль v направлена против радиуса, по­
этому

s' s'.

При е достаточно малом поверхность S’, близка к полу­
сфере, опирающейся на касательную плоскость (рис. 33); 
величина | S’, | отличается от площади поверхности полусферы 

т
к*~— — г  на площадь (взятую с тем или иным знаком) поверх- 

г (? )ности пояска £ ,  заключенного между Г  и касательной пло­
скостью. Вы сота этого пояска равна максимальному значе­
нию | ест | в точках пересечения поверхности Г  и сферы 5 ,. 
Так как e< ^ rf, то эти точки леж ат внутри ляпуновской 
сферы и для них верна оценка (1 .1 6 4)

I -m I ^  Й,Г*+1 =  а.г1''1.

Отсюда нетрудно усмотреть (подробности вы вода предо­
ставляем читателю), что площадь поверхности пояска имеет



порядок О (ет-1+“). Теперь ясно, что

т
с  _ < ^ z г 9' - *

dv гт~г ~  „
s.

и, следовательно,
т

Теорема доказана полностью.

§  б. Предельные значения потенциала двойного слоя

На примере интеграла Гаусса ясно, что, вообщ е говоря, 
потенциал двойного слоя терпит разрыв, когда точка х  пе­
р есекает поверхность Г . Вместе с тем, как мы сейчас увидим, 
при довольно широких условиях сущ ествую т пределы зна­
чений потенциала двойного слоя, когда точка х  стремится 
к произвольной точке jc0 Г  либо изнутри, либо извне Г . 
Будем обозначать через №,• (х 0) и We (д:0) соответственно пре­
дельные значения потенциала двойного слоя Щ х )  в точке 
• * * € Г ,  когда jc  —> .г0 изнутри, соответственно извне Г . Пря- 
мое значение это го  потенциала в точке х 0 обозначим через

Г е о р е м а 18 .5 .1 . Пусть Г  —  ляпунОвская поверхность 
и а (?) —  плотность, непрерывная на Г . Тогда для потен­
циала двойного слоя (3 .1 )  справедливы следующие предель­
ные соотношения'.

1У , ( jc0)  =  —  1> I 1 Щ х0) ,
( 1)

в ( * о ) 4 -  Щх»),

Формулу (3 .1 )  перепишем так:



§ 51 П РЕ ДЕ Л ЬН Ы Е ЗНАЧЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛА ДВОЙНОГО СЛОЯ 3 7 1 

Здесь И70 —  интеграл Гаусса, а

w i (■*) =  J  [°  (?) — 0 ( * . ) ]  ^  (3 )
г

U7i (jc) есть потенциал двойного слоя, плотность которого, 
о(5) —  o ( jc0). обращается в нуль при 5 = jc0. Докажем, что 
этот потенциал непрерывен в точке дг0-

Из точки j t 0 как из центра опишем сферу некоторого 
радиуса % тем самым поверхность Г  разобьется на две ча­
сти: Г  =  Г ' Г " , из которых Г 'л е ж и т  внутри сферы, а Г "  —  
вне ее. Соответственно потенциал W i(jc ) тож е распадется 
на два:

Г 1( х ) = Г 1' ( х ) + Г 1’ (х ) ,

где

(х) == jj [о (?) —  а (х0)} £  -р^г deГ ,
Г'

WI (х) =  5 fe («) — о (*„ )] £  ^  dtT.
r .r

Напишем очевидное неравенство

|r,(jf) — и̂<*)1 + 1 û (*o)l +
+  | w ; (x) -  Щ (x0) ]; (4 )

черта сверху означает прямое значение соответствую щ его 
потенциала.

Оценим правую часть неравенства (4). Выберем ц так, 
чтобы при |Е —  -Kol’C 7! выполнялось неравенство

| о(;) — о ( х 0) | < ^ - ,

где е —  произвольно заданное положительное число, а С —  
постоянная; входящая в неравенство (2 .6 ) . Такой выбор у 
возможен, потому что плотность о (5) непрерывна. Тогда при 
любом х £ £ т  имеем

I « а д ! * :  J  1» й - « М | [ ^ т з ! = 1 | ' ' Г <

Г' г



3 7 2  МЕТОД ПОТЕНЦИАЛОВ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА (Гл. 18 

В  частности,

l W t a j | < y .  (6)

Зафиксируем радиус rj и будем считать, что точка х  доста­

точно близка к * 0, именно, что \х —  х й | s S  -g- щ. Тогда на 

поверхности Г "

r =  J5 —  * | = г | £  —  Jf0 | —  \х — JT0 |^7| —  —

подынтегральная функция в интеграле (лг) непрерывна 
и сам интеграл непрерывен. В этом случае сущ ествует такое 
число 8 0, что при | х  —  х 01 8 необходимо

I Щ  ( * ) - W 7 (jf0)| =  | W T(JC)—  W f ( x o ) \ (7 )

Из соотношений (4 ) —  (7 ) следует, что

I Щ ( х )  —  Wt (дг0) I <  е» если | х  —  х„ | <  8, (8)

т. е. что потенциал ^ ( л г )  непрерывен в точке Хо- Если это . 
так, то в указанной точке совпадают предельные значения 
потенциала V ^ (jc) и его прямое значение

Wu (* „ )  =  Wu (х0) =  Щ х й  (9 )

Формула (4 .2 ) показывает, что предельные значения инте­
грала Гаусса W9{x) сущ ествую т и равны соответственно

W w t*o) =  — ( «  — 2)|S,|, UP* (■*•) =  ft
а прямое значение

Теперь из формул (2 )  и (9 ) следует, что предельные зна­
чения М7,(лг0) и We (лг0) сущ ествуют, причем

W, (х0) =  Wt (х0) о (х0) W„ (х0) =
=  — ( «  — 2)| S i| a ( jr 0> (Ю ) 

W, (* „ )  =  В Д  +  в ( jc ,)  Wae(лг0) = В Д



Д алее

W fcj)  =  § [о (6) -  о ( * 0)] J p *  * еГ  =
Г

=  r W > + ^ ~ g )| S t lo(jC8> r0 =  | S - * 0 |, (11 )

и формулы ( 1)  сразу вытекают из соотношений ( 10) и ( 11). 
Теорема доказана.

И з формул (1 ) вы текает простое соотношение, связы ва­
ющее плотность потенциала двойного слоя с его предель­
ными значениями

W, ( * 0) —  К  (JC*) =  —  ( «  —  2 ) 15 ,  | в (х0). ( 1 2 )

З а м е ч а н и е  1. Если плотность а (£) на Г  не непрерывна, а 
лишь сум м и р уем а, то, к ак  о казы вается , предельны е значения потен­
циала двойного слоя с )щ ествую т почти всю ду на Г  и вы раж аю тся 
по тем  ж е  формулам (1).

З а м е ч а н и е  2. Д ля нормальной производной потенциала 
двойного слоя верна следую щ ая теорем а Л яп ун ова . П усть Г  — ля- 
п ун о вская  поверхность и плотность а (£) на Г  непреры вна. Если 
нормальная производная потенциала двойного слоя имеет предел, 
ко гда ж - > л :0 ^ Г  изнутри (извне), то с ущ еств ует  равны й ем у пре­
дел  той ж е  производной извне (изнутри).

Т е о р е м а  18.5.2. Если поверхность замкнутая ляпу- 
новская, а плотность на этой поверхности непрерывна, 
то потенциал двойного слоя равномерно стремится к 
своим предельным значениям как изнутри, так и извне 
поверхности.

Сохраним обозначения, использованные при доказательстве 
теоремы 18.5 .1 . Плотность о(Е) непрерывна, а потому и р ав­
номерно непрерывна на Г . В  таком случае радиус т] можно 
выбрать независимо от положения точки х 0 на поверхности Г . 
Далее, потенциал W[ (х) на самом деле есть функция двух 
точек: точки х  £  Ет и точки х0 £  Г . Если радиус rt фикси­
рован, то на ограниченном замкнутом множестве, опреде­
ляемом соотношениями

х0 £  Г , | дг —  х 0 1 ^  у  т),

упомянутая функция непрерывна и, следовательно, равномер­
но непрерывна, поэтому число 8, фигурирующ ее в нера­
венстве ( 8 ), можно выбрать зависящим только от е. Т о  ж е



соотношение ( 8) показывает тогда, что ( х )  -х - х - U/i (jc8) 
равномерно относительно л:0 £  Г .

Наконец, потенциал W„(x) постоянен как внутри, так 
и вне Г , поэтому если х -+ х в либо изнутри, либо извне Г , 
то W0 ( jc ) стреми гея к своему предельному значению равномерно.

Теперь из формулы (2 )  видно, что тем ж е свойством 
обладает и потенциал и^(дг).

§  6. Непрерывность потенциала простого слоя

Т е о р е м а  18 .6 .1 . Если Г  —  замкнутая ляпуновская 
поверхность, а плотность [* (Е) измерима и ограничена, то 
потенциал простого слоя

непрерывен во всем пространстве Ет.
Н епреры вность потенциала ( 1) при л г ^ Г  очевидна, и 

остается рассм отреть только случай х  £  Г.
Д окаж ем  прежде всего, чю при х  £  Г  интеграл ( 1)  схо­

дится и, следовательно, потенциал простого слоя У ( х )  на 
поверхности Г  определен. Построим ляпуновскую сферу S(x), 
и пусть Г '(л г ) —  часть Г , заключенная внутри сферы <S(jc). 
Имеем

В о  втором интеграле подынтегральная функция непре­
рывна, и достаточно рассмотреть первый интеграл. Введем 
местную систему координат (?„ . . . ,  ?„,) с  центром в точке х  
и с осью  \т, направленной по нормали к Г  в этой точке. 
Положим

V ( x ) =  Sj ( 1)
Г

V ( x ) =  jj (A( $ ) - 5L _ ^ r +  1j г .
Г ' (JC) г \  Г ' U)



если | [j. (Е) | =sg М =  const, то подынтегральная функция не 
превосходит величины

эта оценка показывает, что интеграл (2) сходится.
Докажем теперь, что в любой точке х  £  Г  потенциал (1 )  

непрерывен. Пусть у —  произвольная точка пространства Ет. 
Вокруг точки х  опишем сферу радиуса n<C.d; обозначим 
через Г ,̂ и части поверхности Г , заключенные соо твет­
ственно внутри и вне сферы. Интеграл (1 ) разобьем на два, 
взятые по 1\, и FJJ; эти интег-

Оценим первое слагаемое 
в (3). Т ак  как tj <[</, то
I\, С2  Iv (х ) ,  и на 1\, можно ввести местные координаты с на­
чалом в лт. Обозначим через у' проекцию точки у на пло­
скость, касательную в х  (рис. 34). Местные координаты 
точки У  пусть будут (yt, уг...........у т _„ 0). Положим

р есть длина проекции отрезка, соединяющего точки £ и у, 
на плоскость, касательную в  х. Ясно, что р ^  15 —у  |. Д а­
лее

2М 
рт -з  ;

ралы обозначим через V' и V". 
Тогда, очевидно,

\ V (y)~  \ / ( * ) К 1 Г О / ) [  +

+ I v" ( * )  I - Н  v "(y) — v "(x ) I-
(3 )

m — I

здесь —  проекция поверхности Г ч на касательную пло­
скость в точке х.



Возьмем точку у  столь близкой к х, чтобы —  Jf | т). 

Тогда если то

Э то значит, что область 01 целиком лежит в (д а — 1)-мерном 
,  3

шаре и, следовательно,

\V'(y)\^2M  J  (4 )

9<Т П

В  {trt— 1)-мерном пространстве введем сферические коор­
динаты с центром в точке У  Тогда Л , . . .  dlm_t — pm~9 dp dav 
где мы обозначили через с1 единичную сферу в (пг —  ^-м ер­
ном пространстве, а через с?о, —  элемент площади ее поверх­
ности. Формула (4 ) принимает вид

з
Т 1

| V '0 0 | ^ 2Af J d°i \ dp =  m \ a x\%
01 6

Пусть е —  произвольно заданное положительное число. 

Возьмем Тогда если \у -  х  | < 7j — , ,  то

I Г { у ) \ < ± .
Последнее неравенство, очевидно, верно и для у — х: 

i v ' W K - i - .

Теперь неравенство (3 ) дает

I V(y) -  V(x) K y e - f - |  V"(y) -  V"(x)~\.

Выберем число 8 ^ > 0  столь малым, чтобы 8 g--y

и чтобы при —  j c |<Сs было | V "(j/)—- V"( jc ) j < . Тог- 

да | V {y)—  V4 - * ) I < C 6- Теорема доказана.



§  7. Н ор м альн ая п р ои зводн ая п отен ц и ал а  
п р о сто го  сл о я

П о-прежнему будем рассматривать потенциал простого 
слоя (6 .1 ) , предполагая Г  замкнутой ляпуновской поверх­
ностью.

П усть х  —  произвольная точка пространства Ет и л  —  
внешняя нормаль к поверхности Г , проходящая через точку х. 
Если х  ^  Г , то можно вычислить производную потенциала 
( 6.1) по направлению нормали я, просто дифференцируя под 
знаком интеграла

0>г

Вы кладка, аналогичная той, которая была проделана в §  2, 
приводит к формуле

d 1 ttt _ 2 / % /о\
7 SFF =  -р ш = г- cos (г , л ) . (2 )

О тсюда
дУ(х) 

дп = ( « _ 2 ) j j ^ ( 5 ) ^ f e ^ r f er .  ( 3 )

П усть х  £  Г . Если плотность (i (Е) измерима и ограничена, 
| (а ($) | < :  М =  const, то интеграл (3 )  сходится. Д окаж ем это. 
Выделим часть Г '(д с) поверхности Г , лежащ ую внутри ля­
пуновской сферы S'(х). Д остаточно доказать, что сходится 
интеграл

Г'

Введя местные координаты с началом в точке х, приведем 
последний интеграл к виду

С /еч c o s  ( г> я )  tfSi . . .  .  /л \
) rm~l cos (у, €т ) ’

О’ М
здесь (У(х) —  проекция F ( j c )  на касательную  плоскость 
в точке X. Подынтегральная функция в (4 )  ограничена вели­
чиной

-J JS j-I c o s ( r ,  л)|, р* =  Ч +  Ц  +  . - .  +  й - ь



Д алее

cos (г , п) =  cos (г, Em) =  l s _ ;

по неравенствам (1 .1 6 )  и (1 .1 5 )

cos (я , г) | sg  sg  2’ ajp”, (5 )

и для подынтегральной функции в (4 ) окончательно полу­
чаем оценку

которая показы вает, что интеграл (3 ) сходится.
Как мы увидим несколько ниже, значение интеграла (3 ) 

при х  Г  нельзя рассматривать как нормальную производ­
ную потенциала ( 6 .1). Значение интеграла (3 ) при х  Г  на­
зывается прямым значением нормальной производной по-

О V ( V*)тенциала простого слоя и обозначается символом - ^  , 

Будем обозначать через и ' предельные зна­

чения (если они сущ ествую т) нормальной производной ,

когда х  - >  х 0 ^  Г  изнутри, соответственно извне Г.
Т е о р е м а  18 .7 .1 . Если Г  —  замкнутая ляпуновская 

поверхность, а плотность [*(Е) непрерывна на Г , то на 
поверхности Г  потенциал простого слоя (6 .1 ) имеет пра­
вильную нормальную производную как изнутри, так и 
извне Г . Предельные значения нормальной производной по­
тенциала простого слоя выражаются формулами

2 “Мя,

drii
дУ  (лг„) 

дпе
(6)

Введем в рассмотрение потенциал двойного слоя с плот­
ностью



* и составим сумму

дч

Докажем, что эта сумма меняется непрерывно, когда точка л: 
пересекает поверхность Г , двигаясь по нормали к ней.

П усть х 0 —  точка на поверхности Г , л —  нормаль к Г  
в этой точке и х  —  произвольная точка на нормали п, лежа­
щая внутри или вне Г . Вокруг точки лг„ опишем сферу ра­
диуса tj d и обозначим через часть поверхности Г , рас­
положенную внутри упомянутой сферы. Рассуждения пред­
ш ествующ его параграфа показывают, ч го достаточно установить 
такой факт: при достаточно малом -rj справедливо неравенство

§ ^ 7 ^ *  +  *  r 's=F]  ^ 'Г
г'

где е ■ произвольно заданное положительное число. 

д I т —2 £* —  хъ
Имеем

дп гт~ 
д 1 

дч гт~

г"
т - -2ik — xk

cos (л, Е*), 

cos (v, Et ).

Введем местную систему координат с центром в точке Х& 
В этой системе х к =  0, cos (л, 6*) =  0  при 1 k ^  т —  1 
и cos (л, Em) = l .  Но тогда 

д 1 , д 1
дп г” т — 1

[1 -  cos (V, Em)] -  ^  2  У  cos <v'rm-i

Д алее по неравенствам (1 .1 2 ) и (1 .6 )

cos(v , Е*)| = 

cos (v, im):

/ 3  ara0 1, 2 , , m —  1,

1 A T

IE —  r » !x 0 |. Из последнего неравенства следует, что



Теперь легко видеть, что 

д 1 , д 1
дп rm s ' dv rm~‘ '4м=Г • cl = COnst- ( 8 ): f-m

Положим p9 =  E* —j-  5S, _  i и обозначим через Q̂
проекцию поверхности TJ, на касательную плоскость в точ­
ке дг0. По формуле (1 .1 5 )  г0^ 2р. С другой стороны,

т т — 1

г * =  2 3  ( £ * - * * ) ■ =  S
*=1 k=* 1

О тсюда г ^  р. Теперь из формулы ( 8) следует

2%
| дп гт~* ' dv гт~‘

П усть | (л (Е )| ^ Ж . Тогда 

А  ^  2 V , M  {  —  2 V i М С ̂ pm i-e 1 J  pm-l-a cos (Vf
Г . о '

(9 )

; 2*+1 схМ  ̂ ^  d̂ : i dy i . 

°ч

В  области OJ, верно неравенство р ^  г sg  т), поэтому Gj, 
целиком лежит в шаре р ^  т) и, следовательно,

Л < 2 « + ‘с,Л4 J  =  J * ,  ^ р - » «  =
Р <  Ч « 1 0

_ _ 2-+*в,Л4 I а , I
— а Ч •

здесь о, —  единичная сфера в (/и —  1)-мерном пространстве. 
Очевидно, достаточно взять

Ч < [ з . 2«+‘ ff.Ai|«д | ] ‘
и мы получим, что

Л < ~ -  ( 10)

Повторяя рассуждения §§  3 и б, мы на основании оцен­

ки ( 10) убедимся, что сумма W(x) непрерывна при



переходе точки х  через поверхность Г . Н о тогда для этой 
суммы предельные значения и прямое значение совпадают

щ  {х0) = ^ ^ ) +  we{xо ) =  +  Щ 4

О тсю да следуют искомые равенства

, dV(x0)
"1 д Г ~ »

—  ipv (л„) +  =

Вычитая равенства (6), получим формулу, связывающ ую 
плотность потенциала простого слоя с предельными значе­
ниями его нормальной производной

^ 0 L - ^ 0 L =  { 'n -2 )\ S i \v(xo). ( 11)

О стается доказать, что и суть правильные

нормальные производные. Имеем

-f- 1* 4 * ) ]  -  Щ х). ( 12)

П о доказанному выражение в квадратных скобках непре­
рывно и потому равномерно стремится к своему предельному 
значению; на этот раз безразлично, стремится точка х  к точке 
#0 £  Г  изнутри или извне Г . Далее, если х  -*-х0 либо изнут­
ри, либо извне Г , то по теореме 18 .6 .2  потенциал двойного 
слоя Щ л г) стремится к своему предельному значению равно­
мерно. В  силу формулы (1 2 ) этим ж е свойством  обладает и

0ПРеделению (§ ГЛ- ^ )  потенциал ( 6 .1) имеет

правильную нормальную производную как изнутри, так и из­
вне Г .



§  8 . С веден и е за д а ч  Д и ри хле и Неймана 
к и н тегр альн ы м  уравн ен и ям

Рассмотрим замкнутую ляпуновскую поверхность, ограни­
чивающую две области: 2  —  внутреннюю и 2 '  —  внешнюю. 
Поставим одновременно четыре краевые задачи для однород­
ного уравнения Лапласа: найти функцию и (х ) ,  гармониче­
скую  в области 2  или 2 ' и удовлетворяющую либо условию 
задачи Дирихле

Функции <р(х) и фС*7) будем считать непрерывными на Г .
Внутреннюю и внешнюю задачи Дирихле будем обозна­

чать через Di и De, а внутреннюю и внешнюю задачи Ней­
мана —  через Ni и Ne соответственно. Задачи эти будем ре­
ш ать, отыскивая решение в виде некоторого потенциала. 
Точнее, решение задачи Дирихле будем искать в виде по­
тенциала двойного слоя

решение задачи Неймана —  в виде потенциала простого слоя

потребуем при этом, чтобы искомые плотности о( Е)  и ц(£) 
были непрерывны на Г .

При таком представлении решения мы автоматически по­
лучаем функции, гармонические в соответствующ ей области, 
и нам остается позаботиться лишь о краевых условиях. З а ­
метим, однако, что в случае задачи De нас ожидаю т некото­
ры е трудности: решение на бесконечности долж н о иметь по­
рядок 0 (| х  |?' т), а потенциал (3 ) убывает бы стрее —  он имеет 
порядок 0 ( [х | , - т ) и, следовательно, не всякую  гармониче­
скую  в 2 '  функцию можно представить в виде (3 ) .

Рассмотрим, например, внутреннюю задачу Дирихле 
Краевое условие ( 1) следует понимать так: если  х  ^  2  и

и |г =  <Р (х ), ( 1)
либо условию задачи Неймана

ди 
дп г ~=  ф (х). (2)

и ( х ) = (3)
Г



х  -»• л  „ £  г ,  то
lim и ( х )  =  <р ( х 0). (5 )
х —х а

Но и (х )  есть потенциал двойного слоя, плотность кото­
рого, по предположению, непрерывна. В  таком случае по 
формуле ( 5 .р

П т и ( л г ) =  —  ~  - о ( х 0) +  \ а ( ’ )  <Ы £ —- |m"* d(T.
Х—Хо Г 5

Подставив это в формулу (5), заменив обозначение х 0 на х  
и разделив на — -”1 ~  t , получим интегральное урав­

нение для неизвестной функции а ( х )

(т — 2) |S,| | o (^ ^ r s r5 ' rftr := =

=  ~  (т — 2) | S j  | ? Х € Г ‘

И спользуя формулы (5.1), (7 .6 )  для предельных значений, 
а такж е краевые условия ( 1) и ( 2), получим интегральные 
уравнения для трех остальных задач. Для удобства выпишем 
все четыре интегральные уравнения вместе:

( Di) о ( х )  —  j ^ 0 (*)^ —

=  ~  (т — 2) |S, | 4 ^  ^

( D, )  о ( х )  +  ( т  _  2) | Sj |  ̂ ^  d iT ~

=  (от — 2)| S , | *  ^  ^  

(A/,) II ( х )  - f  (/п — 2) 1 S j 1 jj 7m~-dtr  =  

~  (га — 2) J S , | ^ ^  ^  

Щ )  ц (X ) —  im _ 2) j s j  |  Iх ^  дп W 4 dl T ~



В  уравнениях ( 6) —  (9 ) х  £  Г .
Отметим следующие свойства уравнений (6) —  (9).
1. Оценка (1 .17 ), а также формулы (7 .2 ) и (7 .5 ) показы­

ваю т, что уравнения ( 6) —  (9 ) суть интегральные уравнения 
со  слабой особенностью.

2. Ядра
д  1 д 1 
дч гт~3 ’ дп гт~а

получаются одно из другого перестановкой аргументов. Так 
как  эти ядра еще и вещественные, то они сопряженные (см. 
§  1 гл. 8). Отсюда следует, что уравнения ( 6) и (9), а также 
уравнения (7 ) и ( 8) —  попарно сопряженные.

3. Любое суммируемое с квадратом решение каждого из 
уравнений (6) —  (9 ) непрерывно на Г . Действительно, как по­
казано в § 3,

д 1 __  А(х, Z)
*  г - - —  и _ ,  - * 

г 1
где функция Л(дг, Е) на Г  непрерывна. Переставив аргументы 
х  и I, получим

д 1 _ _  А (£, х) 
дп г " -  т _ ,  -  ’ 

г 2
и функция Л(Е, х) тож е непрерывна на Г . Напомним еще, 
что функции <р(х) и ф(лг) непрерывны по предположению. 
Теперь .наше утверждение вытекает из теоремы 8 .6.1.

Уравнения ( 6) —  (9 )  обычно называют интегральными 
уравнениями теории потенциала.

§  9 . З а д а ч и  Д и р и хле и Н еймана в п о л у п р о стр ан ства

Д о  сих пор мы не давали определения функции, гармо­
нической в полупространстве или, вообщ е, в области с бес­
конечной границей. Распространим на этот случай определе­
ние, данное для конечной области: в области с бесконечной 
границей функция называется гармонической, если в этой об­
ласти функция имеет вторые производные, непрерывные в 
каждой точке,- и удовлетворяет уравнению Лапласа.

Полученные в предшествующем параграфе интегральные 
уравнения позволяют решить задачи Дирихле и Неймана для



однородного уравнения Лапласа в полупространстве; надо 
только потребовать, чтобы заданные функции <р(х) и ф(лг) 
с  определенной скоростью  убывали на бесконечности. Точнее 
мы об этом скажем чуть ниже.

При некоторых естественных ограничениях теоремы о 
потенциалах, доказанные выше, распространяются и на случай, 
когда поверхность Г  бесконечная. Так, если Г  есть гипер­
плоскость Ет  =  0 , то надо дополнительно потребовать, чтобы 
плотность о ($) потенциала двойного слоя имела на бесконеч­
ности оценку

m—I
а ( 6) = 0 ( р Л  Р9 =  £ ^ -  Р —  const >  0 , ( 1)

А— 1

а плотность [х (£) потенциала простого слоя —  оценку
^ О ) = 0 (р - ^ ) ;  ( 2)

при этих оценках интегралы (3 .1 ) и (6 .1 )  сходятся.
В  случае полупространства достаточно говорить только 

о  внутренней задаче и рассматривать только интегральные 
уравнения ( 8.6) и ( 8 .8). По формуле (2 .4 )  ядро уравнения ( 6) 
имеет виц

д 1 _  (от - 2 )  . 
f a  г т -г  —  r m - i  LOS V  ’

В  данном случае нормаль v, внешняя к полупространству 
Ет ^ > 0 , направлена против оси £т ; если обе точки х  и 5 ле­
жат на плоскости £т  =  0 , то на той же плоскости лежит и 
вектор г. Но тогда cos (г , v) =  0  и ядро уравнения ( 8.6) есть 
тождественный нуль. Таково же и сопряженное с ним ядро 
в уравнении ( 8.8). Теперь эти уравнения сразу дают

о (л г )= =  —  ( т —  2)\ S , | I х ( ■ * ) = ( » ,  —  2)  | S, |

Решение задачи Дирихле для полупространства х т^>0 
дается формулой

+ 0 0  + 0 0

“ W = < « - 2)|S ,1 $ ••• S <3 >
— 0 0  / — 0 0

а решение задачи Неймана —  формулой
+ 0 0  4 - 0 0

“ М = („ Д | 5 | 1 J  f  « О  t U  Д . .  t 4)
—00 — со



формулы (3 ) и (4 )  пригодны, если на бесконечности 

( р ( £ ) = 0 (р~р), <}» (S) =  О р =  const ^ > 0.

Выполнив дифференцирование в формуле (3), мы приве­
дем  ее к виду

4-00 4-00

и(х) —  j-— j ^ . . .  ^ (р ( 5 ) d%i. . .  (3 t)
—00 —00 
т—\

г » =  2  (£* —  лг*)24 - ^ .  
к=1

§  10. Исследование первой пары сопряженных 
уравнений

Дальнейш ее исследование интегральных уравнений теории 
потенциала мы проведем в предположении, что поверхность Г  
замкнутая и регулярная. Заметим, что регулярная поверхность 
обязательно ляпуновская, причем показатель а =  1 (докажите!).

В  настоящем параграфе мы докажем, что интегральные 
уравнения ( 8.6) и (8 .9 ), соответствующ ие внутренней задаче 
Дирихле Di и внешней задаче Неймана Ne, разрешимы, и 
притом единственным образом, при любых непрерывных функ­
циях <р(х) и ф (х). С этой целью рассмотрим однородное ин­
тегральное уравнение внешней задачи Неймана; неизвестную 
в  этом уравнении обозначим через цо(-*0

1*о (-*■) —  (OT_ 2)| Si || N  jm=* =  0 . ( 1)

П усть (а0 £ 1 2 (Г )  —  какое-нибудь решение это го  уравне­
ния. Как бы ло доказано в § 8, функция непрерывна на Г . 
П остроим потенциал простого слоя с плотностью |х0

Vo (.х) =  |  N  (£) ~  dkT. ( 2)

Потенциал (2 )  имеет правильную нормальную производ­
ную извне Г , а уравнение (1 ) означает, что эта нормальная 
производная равна нулю



П о теореме единственности для внешней задачи Неймана

Ve(je) =  0, x £ Q \  (4 )

Но потенциал простого слоя —  функция, непрерывная во всем 
пространстве, поэтому

V̂ o (jc) =  0, х ^ Г .  (б)

Рассмотрим теперь потенциал V0( x )  в области 2 ,  распо­
ложенной внутри Г . В  этой области функция КоС*) гармо­
нична и, как показывает соотношение (5), обращ ается в нуль 
на границе области. По теореме единственности для внутрен­
ней задачи Дирихле

1/с ( * )  =  0, * £ 2 . ( 6)

Но тогда в 2  и
дУ0 (х) а  

дп-i ^

Сопоставляя это с формулой (3 ) и воспользовавш ись фор­
мулой (7 .11), найдем, что jj.0 ( - * 0 =  0.

Итак, однородное интегральное уравнение (1 )  имеет только 
тривиальное решение. В  силу альтернативы Фредгольма (§  5 
гл. 8), интегральное уравнение внешней задачи Неймана (урав­
нение (8.9)) разрешимо, и притом единственным образом, для 
любой функции (J) £  L% (Г )  и, тем более, для любой непре­
рывной функции ф (х).

Таким образом, значение параметра

\______ ?_____
—  (w — 2) t S , |

—  правильное для ядра g~ г т~» > по теореме 3 Фредгольма

оно правильное и для сопряженного ядра rJ-T  • Отсюда

сл едует, что интегральное уравнение внутренней задачи Д и­
рихле разрешимо (и притом единственным образом ) для лю­
бой функции tp ^  Z.2 (Г )  и, тем более, для любой непрерыв­
ной функции <р (jc).

Е сли  интегральные уравнения задач Dt и Ne разрешимы, 
то разрешимы и сами задачи. Э то приводит нас к следующим 
утверждениям:

1. Если Г  —  регулярная поверхность, то  внутренняя за ­
дача Дирихле для этой поверхности разреш има при любых 
1 3 *



непрерывных граничных данных, и решение можно пред­
ставить в виде потенциала двойного слоя.

2. Е сли  Г  —  регулярная поверхность, то внешняя задача 
Неймана для этой поверхности разрешима при любых непре­
рывных граничных данных, и решение можно представить в 
виде потенциала простого слоя.

§ 1 1 .  И ссл ед о ван и е  второй  пары сопр яж ен н ы х 
у р авн ен и й

Значение параметра

(от — 2) | Si Г

входящ ее в интегральные уравнения задач Ц , и Ni (уравне­
ния (8 .7 )  и (8.8)), —  характеристическое для каждого из ядер

а 1 а 1
дч гт~3' дп гт~2 •

Д ействительно, третье равенство (4 .2 ) показывает, что од­
нородное интегральное уравнение задачи De

°< W  +  & =%  15 . ,  S ( 9  s  p k  dtT =  О ,2 )
г

имеет нетривиальное решение ( * o ( j t ) = l ,  а это означает, что 

число ( 1) —  характеристическое для я д р а ^ р ^ . Н а  основа­

нии третьей теоремы Фредгольма это ж е число —  характери­

сти ческое и для сопряженного ядра ^  ут-* • В  таком случае 

однородное интегральное уравнение задачи

14 w + < s = W f  J н  (!) к  р ™ ' V = 1а  (3>

имеет по крайней мере одно нетривиальное решение; обо­
значим его  через (х0(х ) .

Д окаж ем , что уравнения ( 2) и (3 ) не имеют нетривиаль­
ных решений, линейно независимых с указанными выше ре­
шениями а„(лг) и jx0 (лг). В  силу третьей теоремы Фредгольма



достаточно показать, что этим свойством обладает уравнение 
(3). Составим потенциал простого слоя с плотностью цо(5)

M ^ p U ^ r .  (4 )

Из уравнения (3 ) следует, что

Так как Vo.(jc) —  гармоническая функция в области 2 ,  леж а­
щей внутри Г , то по теореме единственности задачи

У о ( . х 0  =  с О =  C O n S t ,  л г £ 2 .  ( 6 )

При этом с0у£О. В  самом деле, если с0 =  0, то 1/о(-*0 =  О> 
л; £  2 .  В  силу непрерывности потенциала простого слоя 
Vq (лг) =  0 , х  £  Г ; по теореме единственности внешней задачи 
Дирихле К0 (-^) =  0, х  £  2 '.  Н о тогда

g % M = o .  ( 7 )апе

Из соотношений (6) и (7 ) и из формулы (7 .1 1 )  вы текает, 
что (10 (х )  =  0 , а это противоречит тому, что решение ЦоС*) 
нетривиальное.

Попутно мы доказали следую щ ее утверждение: если 
внутри Г  потенциал простого слоя тождественно равен ну­
лю, то  его плотность также тождественно равна нулю.

Допустим теперь, что уравнение (3 ) имеет ещ е одно ре­
шение |xi (jc). Построим потенциал

У » ( * ) = ^ М * ) - р 1= г Л .

Повторяя предшествующие рассуждения, докаж ем , что 
если х  ^  2 ,  то потенциал Vi (jc) =  сх =  const. Положим

^ W = % W - V i ( 4  ( 8 )

Очевидно, (а8(лг) есть решение того же уравнения (3 ) . П о ­
строим потенциал

F 4  ( 6 )  jnFT d<S =  С1 ^ 0  С * )  —  с 0 Vi (• *)•

У о ( * ) = \



Если то Vi (x)==c1c0 —  c0ci =  0. По доказанному
вы ш е (i.9(jc ) =  0 . Отсюда

Таким образом, лю бое решение уравнения (3 ) только 
постоянным множителем отличается от (i0(jc), что и тре­
бовалось доказать.

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение задачи Ni 
(уравнение ( 8.8)). В  силу четвертой теоремы Фредгольма это 
уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда функ­
ция ф(лО ортогональна ко  всем решениям сопряженного одно­
родного уравнения (8 .7 ) . Но это последнее уравнение имеет 
тол ьк о  одно линейно независимое решение о0( л ; ) = 1 .  Таким 
образом, для разрешимости уравнения (8.8)  необходимо и до­
статочно, чтобы (ф, 1) =  0 или, в более подробной записи,

Если уравнение ( 8 .8) имеет решение, то, очевидно, раз­
решима и задача N Таким образом, условие (1 0 )  достаточно 
для того, чтобы задача Ni была разрешима; с другой сто­
роны, если функция гг(лг) гармоническая внутри Г  и имеет 
необходимые непрерывные производные, то

Итак, условие разрешимости, которые мы получили как 
достаточное, является и необходимым.

Мы можем теперь сформулировать следующий результат. 
П усть Г  —  регулярная поверхность и ф £  С  (Г ) .  Условие 

( 10) необходимо и достаточно для того, чтобы внутренняя

N  С*) =  ] г М * ) - (9)

(10)
г

Н о

следовательно,

$ < К - * И * Г = 0.
Г

задача Неймана с краевы м условием ^ 1  =  ф(лс) имела ре­дп |г



шение; это решение можно представить в виде потенциала 
простого слоя.

Нам осталось рассмотреть интегральное уравнение внеш ­
ней задачи Дирихле (уравнение (8 .7 )).

Нетрудно записать необходимое и достаточное условие 
его разрешимости

(<р, Ро) =  $ ? ( * )  Р-о (х) dxT =  О. ( 11)
г

Если условие ( 1 1 )  выполнено, то интегральное уравнение (8 .7 ) 
разрешимо. В  этом случае сущ ествует решение внешней зада­
чи Дирихле, представимое в виде потенциала двойного слоя 
и, следовательно, убывающее на бесконечности как | х  |1 -т .

Если условие (11)  нарушено, то  не сущ ествует решения 
уравнения (8 .7). Это не означает, однако, что внешняя за ­
дача Дирихле неразрешима; можно только утверждать, что 
эта задача не имеет такого решения, которое можно пред­
ставить в виде потенциала двойного слоя.

§  12. Решение внешней задачи Дирихле

Поместим начало координат внутри поверхности Г . Функ- 

ция -j"  гармонична в любой области, не содержащей на­

чала координат. В  частности, эта функция гармонична в £2'. 
Решение задачи De будем искать в виде

+  ° (* К Г - 0 )

Какова бы ни была непрерывная функция о(£), правая часть 
формулы ( 1) гармонична в £2'} остается подобрать о (5) так, 
чтобы выполнялось краевое условие (8 .1).

Повторив рассуждения § 8, получим интегральное урав­
нение для неизвестной функции о(лг)

0 (ш — 2)1 S ,| ^ [<Ь г5̂  "Ь  1 л: \т ~ г ]  “

=  (m —"iJfS j | (2)
Ядро уравнения (2 )

д 1 , 1 
дч гт~‘ ' I л: 1т - * '



так же как и ядро ^ ~ т -2 > имеет слабую особенность, и

к названному уравнению можно применить теорию Фред- 
гольма.

Рассмотрим однородное интегральное уравнение, получа­
ющееся из уравнения (2) при <р(лг) =  0

°о (•*) +  _  2) | S j | ^ [^ 7  гт-г | дг jm-a ]  °о 0 )  =  0. (3)

Пусть °0 £  Lt (Г )  —  какое-либо решение уравнения (3). Как 
и в § 8, можно доказать, что это решение непрерывно. П о­
строим функцию

«о (х ) =  J  °о ( ’ ) ^7 | °о 0 )  (4)

гармоническую в 2 '.
Из уравнения (3 ) следует, что H0( jc ) jr  =  0; по теореме 

единственности для внешней задачи Дирихле и0 (лг) =  0, х  £  2 '. 
Имея это в виду, умножим выражение (4) на |дг|т ' а и поло­
жим I х  | —>■ оо. На бесконечности потенциал двойного слоя 
убы вает как jc  j * т, поэтому в пределе первое слагаемое 
исчезнет и мы получим

$ ° о ( 6К г  =  0. (5 )
Г

Итак, лю бое решение уравнения (3 )  удовлетворяет соот­
ношению (5). Н о тогда уравнение (3 ) упрощается и прини­
мает вид

°< М  +  7 5 Г = 1 ш | ! к 7 ^ « . < ! К г  =  0' (6)

что совпадает с  уравнением (11.2). Как было доказано в § 11, 
уравнение (б ) имеет только одно линейно независимое ре­
шение единицу, в таком случае его общ ее решение есть 
° о ( ')  =  С =  con st. П одставив это в (б), получим С|Г| =  0 
или С = 0 .  Теперь о0 (£ )е ^ О  и уравнение (3 ) имеет только 
тривиальное решение. В  силу альтернативы Фредгольма не­
однородное уравнение ( 2) разрешимо при любой непрерыв­
ной функции ср(х). В м есте с тем для любой непрерывной 
граничной функции <р (х ) разрешима и внешняя задача Д и­
рихле; ее решение м ож ет быть представлено в форме ( 1).



З а м е ч а н и е  1. Все р езультаты  §§  10— 12 можно распростра­
нить на произвольные зам кн уты е ляпуновские поверхности, если 
п отребовать, чтобы данные функции <р(лг) и удовлетворяли
условию Липшица с показателем X (его  называю т такж е  усло­
вием Гельдера)

где  А и X — положительные постоянные.
З а м е ч а н и е  2. И сследование интегральны х уравнений тео ­

рии потенциала несколько усло ж н яется , ко гда  область 2  (или Q') 
ограничена не одной, а несколькими зам кн уты м и  ляпуновскими 
поверхностями; результаты  оказы ваю тся несколько  иными, чем в слу­
чае одной граничной поверхности. Подробно эти вопросы изложе­
ны в книге Н. М. Гюнтера [4].

З а м е ч а н и е  3. М етод потенциалов можно применять и к  не­
которы м другим  краевы м  задачам . П усть , например, тр еб уется  найти 
функцию и (л:), гармоническую  либо внутри , либо вне замкнутой 
регулярной  поверхности Г  и удовлетворяю щ ей кр аево м у  условию  
вида

гд е  р (х) и (лг) — функции, непреры вны е на Г , и —  внеш няя нор­
маль к  Г в точке х  £ Г. Такого  рода зад ач у  называю т часто тре­
тьей краевой задачей. Б удем  и скать ее  реш ение в виде потенциала 
п ростого  слоя

=  | (6) ^ г - <8>

Воспользовавш ись теоремой о предельны х значениях нормаль­
ной производной потенциала (8 ), получим для ц (£) интегральное 
уравн ен и е  со слабой особенностью

З н ак плюс соответствует внутренней задач е , зн ак  минус внеш ней.
Если задача (7) для гармонической функции имеет не более 

одн ого  реш ения, то уравнение (9) разреш имо при любой о (дг) и на­
ш а з ад ач а  имеет реш ение; если реш ение неединственно (именно, 
если однородная задача (7) имеет k линейно независим ы х собствен ­
ных ф ункций), то оно сущ ествует  тогда и только  то гда , ко гда <o(jc) 
уд о вл етво р яет  k условиям  ортогональности. По первой тео р ем е  
Ф р едго л ьм а число k конечно. Внутренняя (вн еш н яя) зад ач а  (7 ) дл я  
гарм он ической  функции имеет единственное реш ение, если р (х ) ^ 0  
и р (лг) >» 0  на множестве положительной меры на Г  (соответственн о  
Р (лг) ssg 0 и р (л:) <  0 на множ естве полож ительной меры на Г). 
Д о к аж и т е !

О)

2
“ (•*), (9)



§  13. С л у ч ай  д в у х  н езави си м ы х  переменных

В  случае т — 2 сингулярньш решением уравнения Лап­

ласа является функция In -р- , г =  5 В соответствии

с этим потенциалы простого и двойного слоя на двумерной 
плоскости определяются формулами

V(x) =  j  ( x (5 ) !n  ( 1)

( 2 )

Г  кривая, о  которой мы предположим, что она замкнутая 
ляпуновская. Н еравенство (2. 6) заменяется таким:

S
д . 1

з -  In —0V Г й{Г  С —  const. (3 )

П лотности о (5) и ц (?) будем считать непрерывными.
Потенциалы ( 1) и (2) принято называть логарифмиче­

скими. Логарифмический потенциал двойного слоя гармони­
чен как внутри, так и вне Г ; на бесконечности он имеет 
оценку 0 (| лг | *). Логарифмический потенциал простого слоя 
гармоничен внутри Г ; вне Г  он (в отличие от случая т 2), 
вообщ е говоря, негармоничен: функция, гармоническая в б ес­
конечной области на двумерной плоскости, долж на быть 
ограниченной на бесконечности, а потенциал простого слоя 
в общ ем случае растет на бесконечности как 1п!лг|.

Д ля потенциалов ( 1) и (2 ) справедливы теорем ы , ана­
логичные (но не всегда тождественные) теоремам, доказан ­
ным для случая т^> 2: потенциал простого слоя непрерывен 
на всей плоскости, кроме, может быть, бесконечно удален­
ной точки; имеют место предельные соотношения для потен­
циала двойного слоя

^< ( * ) = =  —  ™ ( * )  +  Г (л г), 

Г Д * )  =  тег ( * ) - { -  иГ(дг)



и для нормальной производной потенциала простого слоя

дщ On ( 5)

- 1 Я Г “ ~  ) +  дп '
Эта нормальная производная—  правильная.

И нтеграл Гаусса вычисляется по формуле

—  2л , х  внутри Г ,

Г
\ О, х  вне Г , ( 6)

— щ х  £  Е *

Задачи Дирихле и Неймана ставятся как обычно; мы 
сохраняем такж е обозначения <? ( х )  и ф (х ) для функций, 
заданных в этих задачах. Важ но отметить, что при т — 2 
внешняя задача Неймана Ne отличается некоторыми особен­
ностями. Теорема единственности для задачи Ne в данном 
случае формулируется так же, как и для задачи /V;: ива 
решения этой задачи могут отличаться только на постоянное 
слагаемое. Верно и обратное: д ве  функции, гармонические 
вне Г  и различающиеся только постоянным слагаемым, ре­
шают одну и ту же задачу Nt.

Д ругая особенность задачи Ne на двумерной плоскости 
определяется следующей леммой.

Л е м м а  18 .13 .1 . Для того чтобы при w  =  2 задача 
Ne имела решение, необходимо, чтобы

 ̂<J> ( * )  dx  =  0 . (7 )
г

Д опустим, что решение и(х) задачи Ne сущ ествует. В о ­
круг начала координат опишем окруж ность S# стол ь б о л ь­
шого радиуса R, чтобы кривая Г  лежала внутри Функ­
ция и ( j t )  гармонична вне 5 ^  и непрерывна в  со о т в е т ст в у ю щ е й  
замкнутой области, поэтому справедлива формула П уассона 
(формула (1 .6 4) гл. 13)

1 Л  ... Р8 - * *  . д-  u(R, u>) d<*>; (8)
2л

1 f  Р8 - ^
" W - а д  \ р » _ 2 Я р с о з ( < о - 6 )  +

здесь R, ш —  полярные координаты точки 5, u(R, ш) =  и ($ ), 
р, 9 —  полярные координаты точки х  и р ^>R-



Продифференцируем формулу (8) по декартовым коорди­
натам точки х. Э то прощ е всего проделать так. Положим 
г = Х !  ixt, C =  где х и х2 и Ej, ^  —  декартовы
координаты точек х  и ?. Тогда г  =  ре''6, С =  Reia и (со. S I 
гл. 13)

_________ р! __________ р е 2 -ЬС
Р8 —  2/?р cos (ы  —  6) - j -  д  г  —  С *

О тсю да

д Р ' - У ____________ д р г + С
р‘  —  2/?р cos (ы  —  6) - f  —  d x t 7 ^ 1  —

- р ? А *  +  С —  о с %
д г г  — С (г — С)* *

Теперь
2тс

d X i ~ ~ ^ R  ^ и № ’ (z — С)а du)~ °  (уЗГр-)  •

Аналогично найдем, что и =  О • Последние оценки 

верны при достаточно больш их (jc|.
Напишем теперь формулу (2 .7 ) гл. 12 для области 2 '^  

ограниченной кривыми Г  и 5 й, где R^>R:

вдесь п —  внешняя нормаль к Г , соответственно к S-g в точ­
к е  х; перед первым интегралом поставлен знак минус, по­
тому что нормаль п на Г  —  внутренняя для' области 2 ^ . 

Последней формуле можно придать вид

(9)

S5

И з полученных выш е оценок следует, что при R достаточно 
больш ом на окруж ности Soд

|ди j да



Но тогда

Я я -*«>0;

положив в формуле (9 ) R —> оо, придем к соотношению (7).
Лемма доказана.
Как и в общем случае, будем искать решение задачи 

Дирихле в виде потенциала двойного слоя (2), а решение 
задачи Неймана —  в виде потенциала простого слоя (1). Это 
приведет нас к интегральным уравнениям

для задачи Неймана. Ядра этих уравнений имеют слабую о со ­
бенность. В  данном случае легко показать, что они ограни­
чены, если показатель Ляпунова х =  1, и непрерывны, если 
кривая Г  имеет непрерывную кривизну. По-прежнему уравне­
ния задач D, и Ne, а также задач De и N, образуют сопря­
женные пары. Ниже предполагаем, что кривизна кривой Г  
непрерывна.

Исследование интегральных уравнений ( D)  и (N) проведем, 
опираясь на следующую лемму.

Л е м м а  18 .13 .2 . Если интегральное уравнение задачи Ne

разрешимо, а  ф (jc) удовлетворяет равенству (7 ), то потен­
циал простого слоя (1 ) решает задачу Ne.

П усть уравнение (10 ) разрешимо. В зяв его решение за 
плотность потенциала ( 1), мы получим функцию, удовлетво­
ряющую краевому условию задачи Ne и гармоническую вне Г  
всю ду, кроме, может быть, бесконечно удаленной точки, где 
эта функция может оказаться неограниченной. О стается дока­
зать, что если условие (7) выполнено, то потенциал (1 )  на 
бесконечности ограничен. Обе части уравнения (1 0 )  умножим

Г

для задачи Дирихле и

(,0)
г



на dxT и проинтегрируем по Г . Учитывая условие (7), получим

J  ц С * ) < / * Г - ±  5 5 у  d^rdxY =  0. (И )
г г г

В  двойном интеграле переставим обозначения х  и при этом п 
заменится на v. Используя третье из равенств ( 6), найдем

Теперь из равенства ( 11) следует

$1»С *)4*Г = ° .  ( 12)
Г

В  равенстве (1 2 )  заменим обозначение х  на S, затем умно­
жим это равенство на ln|jf| и сложим с равенством ( 1). 
В  результате получим новое выражение для потенциала (1)

V {X )=  5 ц ф ь Ц Ц г .  (13 )
г

При | JC | —► о о  интеграл ( 1 3 )  ограничен (он даж е стремится 
к  нулю). Лемма доказана.

Анализ интегральных уравнений (D) и (АО проводится, по 
сущ еству, так же, как и в § §  10— 12; вкратце наметим этот 
анализ.

Прежде всего  докажем, что уравнение (1 0 )  задачи Ne раз­
решимо при любой непрерывной функции ф (л-). В  соответ­
ствии с альтернативой Фредгольма рассмотрим однородное 
уравнение

М * ) ~ 4  J  | ч (5 ) ^  1 п ± ^ Г  =  0. (14 )
Г

П усть fi0 ( j f )  —  какое-либо его решение. Свободный член 
уравнения (1 4 ) , равный нулю, очевидно) удовлетворяет усло­
вию (7 ), и в силу леммы 18.13.2 потенциал

jj 14(5) »n J  rfer  ■



решает однородную задачу Ne  По теореме единственности 
задачи Ne Ц>(лг) =  С— const вне Г . Будучи непрерывным на 
всей плоскости, потенциал 1/0 (•*) =  £  и на Г- Наконец, из 
теоремы единственности задачи D{ вытекает, что Va(x) =  C 
и внутри Г . Но тогда

дУл(х) _ дУа (х) _ Q 
drti дпе '

из формул (5 ) следует, что

2я [  dm дпе J —

Из леммы 18 .13 .2  вытекает теперь, что условие (7 ) не 
только необходимо, но и достаточно для разрешимости 
задачи Ne на двумерной плоскости.

Вместе с  уравнением (1 0 )  всегда разрешимо и сопряжен­
ное с ним интегральное уравнение задачи D*. О тсюда сле­
дует, что и на двумерной плоскости задача всегда раз­
решима.

Исследование интегральных уравнений задач De и Nt про­
водится так же, как в общем случае, и приводит к тем же 
результатам: условие (7 )  необходимо и достаточно для раз­
решимости задачи Л/*; однородное интегральное уравнение 
задачи De

« o W  +  7  J  «о(*) J ; ln J r rffr  =  °  (1 5 )
г

имеет решением только постоянную.
Решение задачи De на двумерной плоскости можно по­

строить, отыскивая его в виде суммы

„ ( * ) =  [  o ( 5 ) ^ l n J : d er +  $  о ( $ К Г .  ( 1 6 )
Г  1'

Э то приводит к интегральному уравнению

° м + Н [ й 1|4 + 1И к г = 4 ' ' м - " 7)
Г

Как и в § 12, доказывается, что уравнение ( 1 7 )  всегда раз­
решимо.



§  14. Уравнения теории потенциала для круга

П усть Г  —  окружность х\ -f -  —  R2. Вычислим ядро по­
тенциала двойного слоя в предположении, что обе точки 
лг (лг,, лг9) и Е3) лежат на этой окружности. Имеем

I ' " 4 = - 7 I  cos(«' У  ■ -7 1  “ »<» « = - • .

На окружности направление v совпадает с направлением 
радиуса, проведенного в точку S. Из рис. 35 ясно, что (мы

обозначили угол (v, г) =  [3)

r =  2R sin 2R cos p.

Отсюда

x =  лг, C1)

Поменяв местами x  и S, получим

^ - l n -  =  - ~ ; ЛГ, 5 ^ r .  ( 2)

Ядра уравнений (D ) и (Л/) ока­
зались вырожденными, и эти урав­

нения реш аются элементарно. Мы разберем здесь уравнения 
внутренних задач; решить интегральные уравнения внешних 
задач мы предоставляем читателю.

Обозначим через S и м углы, которые радиусы-векторц 
Ох и 01 образую т с осью x t. Тогда d Г  — Rdw. Д алее функ­
цию точки лг ^  Г  можно рассматривать как функцию от 0. 
С оответственн о с этим будем писать о (0) вместо о (х ) и т. п. 

Уравнение внутренней задачи Дирихле принимает вид

К
0 ( 9 ) ^ $  а (ш )rfo) =  _ - 1  <р(0). (3 )

— Я
те

П оложим ^ o(w)dw =  c. Тогда
—  1C

° (0 )  +  с =  - 4 ф (0).



Интегрируя, получаем

— г.

Теперь о (8) =  —  ^  <р (6) —  с и

« ( * )  =  —  j  [ r ? ( “ ) +  c ] s l " r ‘, er  =

Г г

Точка х  теперь лежит внутри круга; по формуле (1 3 .6 )  
имеем

1C

и(х) =  — §  §  ( p H ^ l n b r f a )  —  2кс =
— «

= - 4 Л  [ « s ' 4 - * ] »  м * *
— л

Далее

A  in L  =  _  1  [(£, —  jr .)  cos (v, &0 4 - (5, —  Xt) cos (v, 6,) ]  =

1 „6 U  , л  4 ► , _____ /?2 - ( £ , ^ .  +  £3a:2) 
= -----f»Q [(&1----О * ------------------ - ^ b i ] ----  r*R

Имея в  виду, что

г® =  (?! —  X if (^  —  лг9)2 =  - f -  р* —  2 (SjATj - } -  Ss-Xa)»

PS =  JClH-Jfi>

получаем

и, следовательно,

« (-у)= ^  § т и  R р"~ dw- ^
—  ТС

Мы пришли к интегралу Пуассона для круга.



Уравнение задачи Nj для круга имеет вид
1C

И-(б) —  S J  5 |1(«}Л» =  1.ф(в). (5 )
—  7С

*

П олагая ^   ̂ ц (ш) du> =  имеем
— «

Интегрирование этого равенства приводит к уж е известному 
нам необходимому условию

Ж
I <K6)rf0 =  0; (6)

— «

постоянная С\ остается произвольной. Если услови е (6)  вы­
полнено, то решение уравнения (5) имеет вид

решение задачи Ni дается формулой
1C g

“ 0*0 =  ^  ^ ф(«>) ^ l n — rfco.
— *  - *

Н етрудно доказать, что второй интеграл есть постоянная, и 
мы приходим к формуле Дини

1C

и(х) =  ~ ^ ф (ш) 1л ~ dw -{- С, С =  co n st.



§  1. П о ста н о в к а  задач и

Краевые задачи, рассмотренные в предшествующей главе, 
обладали «фредгольмовскими» свойствами: либо эти задачи 
допускали одно и только одно решение (задачи Di и D# 
задача Ne при т > 2 ) ,  либо наруш алась теорема единствен­
ности, и однородная задача имела линейно независимые ре­
шения —  тогда число таких решений оказы валось конечным, 
а неоднородная задача была разрешима тогда и только тогда, 
когда заданная краевая функция удовлетворяла такому ж е 
числу условий ортогональности (задача N(, задача Ne при 
т =  2). В  настоящей главе будет рассмотрена новая краевая 
задача, которая в общем случае не является фредгольмов- 
ской, —  это задача о  косой (иногда пишут «наклонной») про­
изводной.

В  /w-мерном евклидовом пространстве Ет рассмотрим 
область 2 .  Для определенности допустим, что эта область 
конечная и что ее  граница Г  есть регулярная поверхность.

Рассмотрим некоторую окрестность поверхности Г . С каж ­
дой точкой х' этой окрестности свяж ем некоторое направ­
ление Х =  Х(лг'); будем считать, что X (хО  есть непрерывная 
функция от х'. Поставим задачу: в области 2  найти решение 
эллиптического уравнения

при краевом условии

(2)



Задача ( 1) —  (2) и называется задачей о косой произ­
водной.

Если на поверхности Г  направляющие косинусы cos (X, ;cft) 
пропорциональны величинам

где v —  нормаль к Г , то задача о косой производной пере­
ходит в задачу Неймана.

Задачу о косой производной будем решать в следующих, 
весьма частных, предположениях: область 2  есть круг

двумерной плоскости (в дальнейшем будем писать просто 
«плоскость»), а уравнение ( 1) есть однородное уравнение 
Лапласа

если 5 (Sj, ?2) —  точка на окружности Г  круга (3), то  будем 
такж е писать

Очевидно, rf£r  =  tfu>, dxT =  dB.
Краевое условие ( 2) несколько преобразуем: обозначим 

cos (X, jc j)  =  а (0), cos (X, xt) =  Ь(в) и вместо ф ( х )  будем пи­
сать <J<(0). Т огд а краевое условие принимает вид (знак пре­
дела отбрасы ваем)

и по предположению 21г-периодичны и непрерывны. Мы при­
мем, что эти функции непрерывно дифференцируемы по 0.

Ajk cos (v, xj),

(3 )

(4 )

Будем пользоваться обозначениями

* 1-И л г2 =  .г =  ре'9, Z =  J / —  1;

—  С =  еы.

(5 )

Функции а  (б) и Ь(0) связаны равенством 

а * (0) 4 - £ * ( 0 )= 1 (6)



§  2 . О п ер ато р  Г и л ьб ер та

Рассмотрим множество М  2л-периодических, абсолютно 
непрерывных на [—  т., тс] функций, имеющих на этом отрезке 
суммируемую с квадратом производную. П усть ср (0) £  М. 
Разложим функцию ср(0) в ряд Фурье

4 -со
<р (0)=  S  anein\ (1 )

п =  —ОО

Н етрудно видеть, что ряд

2  1а«1 w
-  СО

сходится и, следовательно, ряд ( 1) сходится абсолютно и 
равномерно. Действительно, для п ф  0  имеем

те
а* = к  $ 'р О и) е" , '““ (/и)=

— те

= - 2̂ М т ? ] 1 , + я :  j » ' ( • ) * - “ < ( • = £ •  (3 )

где
те

есть «-й  коэффициент Фурье производной <pr (w). Ряд

S  1*-|’ (4)
п =  — со

сходится в силу неравенства Бесселя; из неравенства

i « » i  =

вы текает, что ряд (2) сходится.
На множестве М зададим линейный оператор Р , к ото­

рый действует следующим образом: если функция <р £  М



разлагается в ряд ( 1), то

(Р?) ('У=  t 2  - 1 £  (5 )
Л — I /| «а —. |

О ператор Р  называется оператором Гильберта.
Если функция (р(0) вещественная, то функция (А р) (0) 

такж е вещ ественна. Действительно, в этом случае а_„ =  
следовательно,

—  1а_пе~ш  =  ianeinb.

Л е м м а  19.2 .1 . Если <р ^  М, то и Р<р^М.
Составим ряд

i j t  « У 710 — г- 2  апеш, ( 6)
Л “  I Л  « =  —  1

где коэффициенты ап определены соотношением (3 ). В  силу 
сходимости ряда (4 ) последний ряд сходится в  метрике 
Z.9 ( — те, « )  и сумма его, которую мы обозначим через а (0 ), 
суммируема с квадратом на отрезке [— те, те]. Интегрируя 
ряд ( 6) почленно, мы восстановим ряд (5 )  с точностью  до 
постоянной.

Таким образом,

в
(Рср) (6)  =   ̂а (ш) —  С, С =  const,

о

и функция (А р ) (0) оказывается абсолютно непрерывной, при­

чем е е  производная (А р) (0) =  а (0)  квадратично суммируема.

Наконец, функция (Р<р)(0) 2те-периодична —  это следует из 
того , что члены ряда (5 )  2те-периодичны.

Л е м м а  19 .2 .2 . Справедлива формула
П

(p i?) (б) =  —  ? (S) +  ^  § ? (“>)йГш. (7)
—  ТС

Е сли  ср М, то, как только что было показано, 
P<f ^  М и к  P f  можно применить еще раз оператор Р. По



формуле (5)
00  — СО

(р * < р )(в )= —  2  a«ein9 —  S  а«е<л0=
я =  1 л=о— 1 и

= = _ ( р ( 0 ) 4 - а о =  —  9 ( 9 ) 4 - 1  J cp(«)rf<0.
— It

П усть теперь F (z) =  U (x t, jc2) - ) - 1 V (x v x t) —  функция, 
голоморфная в круге | z | < 0  и непрерывная в замкнутом 
круге | z  | < ;  к  Допустим, что значение этой функции на 
окруж ности | z  I =  1 есть элемент множества М

F (eiS) C .M  ( 8)

и что F ( 0)  есть величина вещественная
Im Z7 (0 ) =  V  (0, 0 ) =  0. (9 )

Из включения (8) следует, что ряд Тейлора функции F (z) 
сходится абсолютно и равномерно в замкнутом круге | z | ^  1. 
Действительно, пусть

/ * ( * ) = £ ;  Anz\  (Ю )
и =■ О

Коэффициенты А* вычисляются по известной формуле (Г р —  
окружность |г| =  р < ^ 1)

ГР *
При 0 р 1 подынтегральная функция непрерывна по 

совокупности переменных р и ш. Можно поэтому, положив 
р ->  1, перейти к пределу под знаком интеграла. Мы получим 
тогда

1C

д „  =  1  J F ^ e - ^ d * .
—  1C

Повторив рассуждения начала параграфа, убедимся, что ряд
00

2  | А . | сходится и, следовательно, ряд ( 10) сходится абсо-
п=0
лютно и равномерно при | z | ^  1.



Заметим, что коэффициент Л0 вещественный. Обозначим 
F (e  ) =  <р (6) -{ -  fy  (0), так что

<Р (9) =  U (Jft. дгя) 1Ж_ Л  у (в) =  V (х и х г) |в - в л.

Очевидно, <р £  М  и £  М; при этом

, _______ +00

9(fl) =  | [ / 7 (e“ ) +  f ( e ' ,) ] =  ^  а*еШ ’ ( П )
Я =  —  00

где

\ Х- А  2 Лп> « >  о,

ап — Aq, II О (12)

- А2 Я < 0 ,

и

X ( fl) =  ( * " ) - ? £ * ) ]  =
0 0  —  ОО

=  - t  Е  a** '"0 + 1 2  апеш  =  -  (Р<р) (0). (13)
П=1  П =  — I

Формула (13) описывает весьма важное свойство опера­
тора Гильберта, которое мы сформулируем в виде следую­
щей теоремы.

Т е о р е м а  19.2.1. Пусть гармоническая в круге | z  | 1 
функция U (xi, jfs) принимает на окружности z —  e'9,
—  «s^ 0s= £ ic , значение, со (в), где <р £  М. Пусть, далее, 
V (x v лг4) —  та из сопряженных с U (jc1( x t) гармониче­

ских функций, которая обращается в нуль при г  —  0. 
Тогда

V (x u лгя)| * -« и =  — (Я«р)(в> (14)

Как следствие из только что сформулированной теоремы 
вытекают следующие два свойства оператора Гильберта.

1. Если функция ср £  М, то функция

< р (0 )- /(Р ср )(0 ) (15)

представляет собой значение на единичной окружности z =  eia 
некоторой функции f + (z), голоморфной в круге |,г|<^1.П ри



этом, если функция ср(9) вещественна, то  величина / + (0 ) 
также вещественна.

Действи1ельно, если ер (9) представима рядом (1), то
ОО

«Р (6) -  / (Р ? )  (8) =  а0 +  2 2  апеш.
/1=1

Сумма этого ряда есть значение при z —  el9 функции

/ + (z ) =  a0- f 2  J  anzn, (16 )
Л= 1

голоморфной в круге | г | < 1 .  Если функция <р(0) веще­
ственна, то число

1Z

/+ (О ) =  а0 =  2^ § ? ( < “)<*“>
— Я

также вещественно.
2. При том же условии ср £  М  функция

<р(9)-Н (Р<р)(0) (17)

есть значение при г  =  ел голоморфной во внешности круга
I z I 1 функции / _ (г); при этом

f ~ (оо ) =  / + (0). (18)

Действительно, функция (17) разлагается в ряд
— ОО

ср (6) - f  / (Р<р) (0) == а0 +  2 £  апеш .
ТХ ==— 1

Сумма последнего ряда есть значение голоморфной в области 
|Z|^>1 функции

СО

r W  =  «o +  2 ^  ( 19>
п= I

на единичной окружности. При этом / ~ ( о о )  =  а0= / + (0).
Отметим соотношения, вытекающие из приведенных выше 

формул:

«р (в) = 4  [ л  ( * ) + / - ( * ) ] ,

(Р ТХ 0 )= £ [ / + ( * ) - Г  (* ) ] ,

где z —  eiS.



Вообще, в ... последующем верхними значками -}- и —  
будут обозначаться функции, голоморфные соответственно 
внутри или вне окруж ности |,г|— 1.

З а м е ч а н и е  1. Множество М легко превратить в полное 
нормированное пространство: если функция <р £ АГ представима ря­
дом ( 1), то положим

г  + ° °  U  
1М1 =  К 1 - Н  2 )  K I  *

L» =  -  00

где а„ определено формулой (3)
Очевидно, в этом пространстве норма оператора Гильберта 

равна единице.
З а м е ч а н и е  2. Норма оператора Гильберта равна единице и 

в пространстве Ц  (— я, я), на котором этот оператор определяется 
теми же формулами (I) и (5). Можно доказать, что оператор Гиль­
берта ограничен также в пространстве Lp (— я, я), если 1 <  р <  оо.

З а м е ч а н и е  3. Можно представить оператор Гильберта 
в виде так называемого сингулярного интеграла

(Р<р) (0 )  =  1 . ^  ?  («>) c t g  do> =
— К

f ® —• 1t \

5 ? ( “ ) c t g ^ ^ d < e > .  (21) 
' —* e+« )

Формула (21) делает ясной связь оператора Гильберта с теорией 
сингулярных интегральных уравнений, играющих важную роль 
в современной теории уравнений в частных производных. Подроб­
ное изложение теории сингулярных интегральных уравнений можно 
найти в книгах [14] и [12].

§  3. Уравнения с оператором Гильберта 

Рассмотрим уравнение

а ( в ) Т (0) +  *(0 )(Р <р)(0)==*(0). (1 )

Здесь о (0 ) , 6 (0), g(B) —  данные функции, ср (в) —  искомая функ­
ция класса М\ тому же классу принадлежит и функция g-(0). 
Предполагается далее, что а (В) и b (6) —  2л-периодические 
функции, непрерывные и непрерывно дифференцируемые.



Уравнение (1 ) *) будем решать в предположении, что коэф­
фициенты а (8) и Ъ (в) удовлетворяют неравенству

а* (8)  - f  Ьг ( 6 ) ^ 0 ,  —  « < 0 < т с .  (2 )

Воспользуемся формулами (2.20). С  их помощью уравне­
ние ( 1)  преобразуется к виду

+  <3) 

где g. (В )= д (б)2^ ° а  <е) • С "0" с™  Фу11™ " "  / * М  "
описаны в предшествующем параграфе.

Функция °  ^  непрерывна и 2тс-периодична, поэтому

при изменении 0 от  —  тс до it аргумент этой функции меняется 
на величину, кратную 2тс:

S «>
—  1Z

где х —  некоторое целое число.
Обозначим

, rfh in  г -«*а а  ^  ” ib  ^  (К )
“ (())  =  1пе a (0) - f - 1* (в Т ‘ W

Из определения числа * следует, что функция а (0) 2«-перио- 
дична: а ( —  тс) =  а (тс); ясно также, что эта функция, так же 
как и функции а (0 ) и Ъ (0)> непрерывна и непрерывно диф­
ференцируема. В таком случае » ^ Л 1 и ,  следовательно, Р л ^ М .

Построим функции $*(z) и Р~(г)> голоморфные соответ­
ственно в областях | г | < ^ 1  и 12 1 ])> 1 и принимающие на 
окруж ности | z  | =  1 значения

Р(е“) = 4  [«(в)-/(/*)(«№
1 (в )р - ( е'в)  =  - 1 [ а ( 0 )  +  Ц Ра>(0)].

Как видно из формул (2.16) и (2.19), ряд Тейлора функ­
ции (г )  сходится абсолютно и равномерно в замкнутом

‘ ) Уравнение (1) принадлежит к классу сингулярных интеграль­
ных уравнений, о которых было упомянуто в конце предыд\щего 
параграфа.



круге а ряд Лорана функции P ~ (z ) абсолютно и
равномерно сходится в замкнутой области | z  | ^  1. Отсюда 
следует, что обе  эти функции ограничены и, следовательно, 
функции и е±Р- (*) в соответствующ их замкнутых обла­
стях ограничены и не обращаются в нуль.

Из формул (5 ) и (6) следует, что

£ W ^ W l = z V . , „ . r , . , ,

Подставим эт о  выражение в уравнение (3) и умножим обе его 
части на Введя обозначения

/ + ( г ) е - Р + (*) =  Ф + ( г ) ,

/ '  (z)e-P ~  <*) =  ф - (г), (7 )

й ( е ) е - ^ ( Л = й (0)(

мы преобразуем уравнение (3) к следующему, более простому 
уравнению:

Ф+ (г )  - f  (z) =  gt (в), z  =  е‘ е. ( 8)

Дальнейшее зависит от  значения целого числа х.
1. х =  0 . Уравнение ( 8)  принимает вид

ф + (г )  +  ф - ( г )  =  & (6), 2 =  е1\ (9)

Одно из решений этого уравнения определяется формулами

* i V 9) = у  [& (0) -  * (р &) (0)]’
, (10) 

Ф Г (г '0) =  ^ Ы 9 )  +  ^ Ы ( О ) ]

и последующим аналитическим продолжением функций Ф* (г ) 
и Ф^ (г )  с  помощью ряда Тейлора или Лорана. Более явно 
можно эт о  решение описать так: разложим gt (0) в ряд Фурье

+ 00

й ( 0) =  2  К е Ш- ( 11)
Д а в  —  СО

Тогда
00 со

ф | (2’)  =  -2 * d +  ^  ® i ( z ) —  "2 2



Чтобы найти общее решение уравнения (9), рассмотрим 
соответствующ ее однородное уравнение

В силу теоремы Римана об  аналитическом продолжении 
через кривую *), функции (г )  и Ф„ (г )  аналитически про­
долж ают одна другую на всю плоскость переменной г. П о 
теореме Лиувилля Ф0и (г ) =  С, Фо ( г ) =  —  С, где С — постоянная.

Итак, общее решение уравнения (9 ) имеет вид

где С —  произвольная постоянная, а (z) и (г )  опреде­
ляются формулами ( 12).

Зная Ф+ (г ) и Ф~ (г), мы восстановим / + (г ) и / '  (г )  по 
формулам (7). При этом постоянную С следует выбрать так, 
чтобы выполнялось равенство (2.18). Из формул (6) легко 
усмотреть, что р~(оо) = —  Р+ (0)* Обозначая ер+(0) = 8, полу­
чаем для С  уравнение

Если 8 ф ± 1 ,  то постоянная С, а с ней и функции / + (г )  
и f ~ ( z ) определяются единственным образом. Уравнение (1 ) 
имеет в этом случае одно и только одно решение, к отор ое  
определяется первой из формул ( 2 .2 0 )

Если же 8 =  ± / ,  то для разрешимости уравнения (1 ) 
необходимо и достаточно, чтобы

Ясно также, что при 8 =  ± /  однородное уравнение

ф оЧг) +  ф Л г )  =  °> z =  eib. (13 )

Ф +(г) =  ФГ(*) +  С, Ф~ (г ) =  Ф j  (г ) —  С, (14 )

(1 5 )

? ( б ) = у [ Л ( Л + / - Л

а(0)<Ро(О) + *(в)(Р?о)(9) = О (1 7 )

имеет одн о линейно независимое решение.

‘ ) См., например, В. И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, 
т. 111, ч. 2, п*. 24.



Таким образом, случай * =  0 находится в соответствии 
с  альтернативой Фредгольма: либо (если 8 ф  ±  / )  однородное 
уравнение имеет только тривиальное решение, а неоднородное 
уравнение всегда разрешимо, либо (если 8 =  ±  /)  однородное 
уравнение имеет одно линейно независимое решение, а неодно­
родн ое уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда 
е го  свободный член g(B) удовлетворяет одному условию ор ­
тогональности (16).

2. х ^ > 0 . Будем искать такое решение уравнения ( 8), 
в котором  ряд Лорана функции Ф ~(г) начинается с члена, 
содерж ащ его г~*. Тогда функция ЧГ~ (г )  =  г х Ф~ (г)  голоморфна 
в о  внешности круга | г [ ]> 1. Обозначая еще Ф+ (г )  =  ¥ + (г), 
приходим к уравнению

ЧГ+ (* )  +  Г ( * ) = = й ( в> *  =  «"»

тож дественному с уравнением (9), и ясно, что одн о из иско­
мых нами решений уравнения ( 8) на окруж ности z  —  ea 
имеет вид

f c i V 9) = y [ f t ( e ) - z ( P & ) ( 0) ] ,  -

ф г (* ,в) =  у  [ f t  (0) + 1 №  (9)1 ° 8)

внутри и вне окруж ности | z  | =  1 оно определяется соответ­
ственно рядами

00

® l W  =  y  *0+  2  *»*"»

оо

Ф г (г )= :::й : +  2  
я = - 1

Решение (18 ) не единственное. Чтобы в этом  убедиться, 
рассмотрим однородное уравнение

ф « (* ) +  (•?) —  0, z  =  el\ (19)

Функции Ф£ (г )  и —  г*Фд (г ) аналитически продолжают одна 
другую  на всю конечную плоскость. Функция Ф^ (г ) на беско­
нечности ограничена. П оэтом у произведение 2 *Фо (г ) имеет на 
бесконечности полю с порядка не выше х. П о теореме Лиу-



вилля г*Фй(г) есть полином степени sg[x; пусть 

г *®о (г ) =  —  (с0 4 * CiZ 4 -  • • • 4 "  схг%)'

Тогда
$>0 ( z ) ~ C 0-\-CiZ + . . .  +  cxzx,

< м * ) = - ( £ + ^ + - + * . ) .  (20)

Формулы (20) определяют общ ее решение уравнения (19). 
О бщ ее решение неоднородного уравнения ( 8)  дается формулами

Ф+ (* ) =  Ф+ (г ) - f  с0 +  W  + . . .  +  cxz x,
с0 с, ( 2 ‘ )

Фг ( г ) = Ф 1 (2!)- Z

где (гг) и Ф1 (z) заданы равенствами (18).
П о формулам (7 ) найдем функции / + (г )  и / ~  (г ) ;  при этом 

произвольные постоянные с0, си . сх следует подчинить 
условию (2.18). Нетрудно видеть, что это  условие приводит 
к уравнению

c08 - f  £  =  ̂ 8  —  1 ) ,  8 =  еР+<°). ( 2 2 )

Уравнение (22) позволяет выразить с0 через сх; формулы (21), 
а с ними и решение уравнения ( 1), содерж ат х произвольных 
постоянных. Отсюда следует, что в случае х ^ > 0  неоднород­
ное уравнение ( 1) разрешимо при любом свободном  члене и 
имеет бесконечное множество решений, зависящих о т  произ­
вольных постоянных Ci, cs, . . . ,  с%. О днородное уравнение (1 7 ) 
имеет ровно х линейно независимых решений.

Как мы видим, случай х ^ > 0  находится в несоответствии 
с альтернативой Фредгольма, которая в данном случае не 
имеет места.

3. * < 0 .  Обозначим к —  —  х, тогда k 0. Запишем урав­
нение ( 8) в виде

ф + ( г ) 4 - г - * ф - ( ; г ) = :& ( 6 ) ,  х =  е1\ (2 3 )

Функция ЧГ~(.г)=.г~*Ф~(.г) голоморфна при | z  | >  1. О б о ­
значая ещ е Ф+ (.г) =  ЧГ+ (,г), получаем уравнение

W+ (z ) +  W ( г ) = & ( 6), г  =  А



общ ее решение которого, как мы видели, дается формулами

вытекающими из соотношений ( 11), ( 12)  и (14).

Очевидно, Ч!‘~ (оо ) =  0 , поэтому необходимо С = у 60.Э та 
дает нам

Н о функция Ф (гг) должна быть ограниченной на бесконечно­
сти, поэтом у формулы (24 ) дают решение уравнения (23) 
тогда и только тогда, когда в разложении (24) функции Ф“  (г ) 
отсутствую т положительные степени ~z. Это накладывает на 
свободны й член уравнения ( 1)А  —  1 условий ортогональности

Если условия ортогональности (25) и (26 ) выполнены, то 
уравнение ( 1) имеет единственное решение, к отор ое  строится 
по формулам (24), (7 ) и (2.20).

В  случае х 0, очевидно, альтернатива Фредгольма также 
не имеет места.

Введем следующ ие определения. Пусть некоторая задача 
со стои т  в том, чтобы  решить уравнение

ОО СО

Ь̂ п —  0, п — \, 2, . . .. , k —  1,

или, бол ее подробно,

dui =  0, л =  1, 2, . . . ,  k —  1. (25)

Равенство (2 .18) дает еще одно условие ортогональности:

м  —  ^ = 0

ИЛИ

1C



где и ^ Х ,  К; X, Y —  банаховы пространства и Л —  замк­
нутый линейный оператор, действующий из X  в К. Данная 
задача называется нормально разрешимой, если для ее раз­
решимости необходимо и достаточно, чтобы свободный член 
удовлетворял некоторым условиям ортогональности, т. е. 
условиям вида

( / >  / )  =  0, / = 1, 2 , . . . ,  (2 8 )

где Fj —  линейные ограниченные в метрике пространства У 
функционалы. Мы не исключаем и тот случай, когда число 
условий ортогональности равно нулю, —  в этом случае нор­
мально разрешимая задача имеет решение при любом свобод ­
ном члене. Мы будем говорить также о  нормальной разреши­
мости уравнения (27) или оператора А.

Почти все рассмотренные в предшествующих главах задачи 
нормально разрешимы в соответственно выбранных парах 
пространств: уравнения с вполне непрерывными операторами, 
задачи Дирихле и Неймана для невырождающегося эллипти­
ческого уравнения в конечной области; те же задачи для 
однородного уравнения Лапласа в конечной или бесконечной 
области. Как выяснено в настоящем параграфе, нормально 
разрешимо уравнение (1) с оператором Гильберта, если выпол­
нено условие ( 2 ).

Отметим, не проводя доказательств, что уравнение (1) не 
является нормально разрешимым, если условие (2) нарушено в ко­
нечном числе точек. Другой пример не нормально разрешимой 
задачи— это задача — ки — f  (х), и г = 0, в случае, когда конечная 
поверхность Г ограничивает бесконечную область Q, и задача рас­
сматривается в Ц  (Q).

П усть оператор А нормально разрешим и пусть а (Л) 
означает число линейно независимых решений однородного 
уравнения Аи— 0, а |3(Л)—  число условий ортогональности (28), 
необходимых и достаточных для разрешимости уравнения (27). 
Допустим, что хотя бы одно из чисел а (Л) и (3 (Л ) конечное. 
Тогда разность а (Л) —  Р(Л) называется индексом оператора Л 
или соответствующ ей линейной задачи и обозначается 
через Ind Л

Ind Л =  а (Л) —  р (Л).

Если Т — вполне непрерывный, а /  —  тождественный опе­
ратор, т о  Ind ( /  -j- 7  ̂=  0, —  это вытекает из альтернативы



Фредгольма. Вообщ е, если для некоторой задачи имеет место 
альтернатива Фредгольма, то индекс этой задачи равен нулю. 
Н етрудно убедиться, что индекс уравнения ( I )  равен х; усло­
вие ( 2 ) предполагается выполненным. Индексы остальных пере­
численных выше нормально разрешимых задач равны нулю.

§  4. Ч исло решений и индекс задачи 
о  косой  производной  на двумерной п л оскости

Вернемся к задаче о  косой производной, поставленной 
в §  найти функцию и (х) =  и (j:,, x t), гармоническую в круге 

z = = X i-^ -ix i, и удовлетворяющую краевому условию

а ( е ) ё Ц е> '» + г'^ > 1 гг Ц е-» = : ^ (£|).  ̂ ( 1)

a9( 6) - f  г>а(6) = 1. '  (2 )

Напомним, что a (6) =  cos (\ x t% b (6)  =  cos (К x 3). Как 
и в § 1, будем считать, что а (6) и b(Q) непрерывно диффе­
ренцируемы, а tj> М ; множество М  определено в §  2. Реше­
ние будем искать такое, чтобы f  £  М, где

=  (3)
Если и =  Re (w  (г )), где w (z)  —  голоморфная функция, и 

■a=Fm  (w(z)), то

w’ (z) =  ^ 4 - i - — = = — — 't —дХх * дх, дх, дха ‘

Отсюда следует, что гармонические функции и — ^  
сопряженные. П оэтому, если обозначить

* (e> = £ L -  '= Ц Ц .  «>
т о  по теореме 19.2.1

Х (0) =  (А р)(6 ) +  /. (5)

Подставив выражения (3 ) и (5) в уравнение ( 1), приведем 
его  к виду

а (0)  f  (0) -|- b (6) (Р<р) (0) =  у (6) —  Lb (в). (6)



Вычислим индекс уравнения (6)

I f .  в (6) — /0 (6)
% ~ 2 ж  )  a r g  в  (0 ) + / 6  (в )

—  ТС

или, если воспользоваться соотношением ( 2 ),
К  1C

x =  -i- t darg[a (6) —  (в)] =  i   ̂ d arg e~  =

=  =  (7 ,
- K

через ((X, дг,)]г обозначено приращение угла (X, jr,) при о б ­
ходе окружности Г  в положительном направлении. Отметим, 
что индекс уравнения (6) четный.

Найдем число решений и индекс задачи (1 ) —  (2). Нам 
придется рассмотреть несколько случаев.

1. х =  0, Ъ ф ± 1 .  Однородное уравнение (6) имеет только 
тривиальное решение, а однородная задача ( 1) —  (2) имеет 
два линейно независимых решения: одно за счет величины I, 
Которая остается произвольной, другое за счет того, что 
решение и(лг) можно изменить на произвольное слагаемое, 
не нарушая этим ни уравнение Лапласа, ни краевое условие (1). 
Э то последнее решение нам придется учитывать и в после­
дующих случаях. Условия ортогональности отсутствуют, и 
индекс задачи ( 1) —  ( 2) в данном случае равен 2 .

2. х =  0, 8 =  ±  I. Есть одно условие ортогональности —  
условие (3.16) —  и одно линейно независимое решение одно­
родного уравнения (6). Если функция £ ( 6) удовлетворяет 
условию (3.16), то величина /  остается произвольной; одн о­
родная задача ( 1) —  (2 ) имеет три линейно независимых ре­
шения, а для разрешимости неоднородной задачи ( 1) —  (2 ) 
необходимо и достаточно выполнение одн ого условия ор то ­
гональности. Индекс этой задачи равен 2. Если £ (0 ) не уд о­
влетворяет условию (3.16), то из этого  условия определяется 
величина /; условие ортогональности удовлетворено и не 
должно больше учитываться, а однородная задача ( 1) —  ( 2 ) 
имеет два нетривиальных решения. Индекс задачи (1 ) —  (2 ) 
равен 2.



3. х ^ > 0 . Условий ортогональности нет; однородное урав­
нение (6) имеет х линейно независимых решений. Однородная 
задача ( 1) —  ( 2 ) имеет х - { - 2  решений —  два дополнительных 
решения возникают так же, как в случае 1. Индекс задачи 
( 1) —  (2 ) равен х - ) - 2 .

4. х < 0 .  Однородное уравнение ( 6) имеет только три­
виальное решение; имеется — х условий ортогональности 
(3 .25) и (3.26). Если £ (б) удовлетворяет этим условиям, то /  
произвольна и однородная задача ( 1) —  (2)  имеет два линейно 
независимых решения; индекс задачи ( 1) —  (2 ) равен х -{— 2 . 
Если же £>(0) не удовлетворяет всем условиям ортогональ­
ности, то постоянную I можно исключить; при этом число 
условий ортогональности уменьшается на единицу и делается 
равным — х — 1. Однородная задача ( 1) —  (2) имеет одно 
нетривиальное решение —  постоянную, о  которой сказано 
в п. 1. Индекс задачи (1) — (2) равен х - } -2 .

Анализ, проведенный в пп. 1 —  4, позволяет сформулиро­
вать следующ ую теорему.

Т е о р е м а  19.4.1. Индекс задачи о косой производной 
для двумерного круга равен

* +  2 =  - . ((Х’ * 1> ] г + 2 .
‘ 71 1

П р и м е р .  В задаче Неймана для круга направление X с о в ­
падает с направлением радиуса-вектора, поэтому (X, ж,1) =  9 и

[(X, j f i ) ] r =2T t ;  индекс задачи Неймана равен нулю.
З а м е ч а н и е .  Теорема 19.4.1. верна не только для круга, 

но и для любой области, ограниченной конечным числом замкну­
тых непересекающихся регулярных кривых.

В пространстве т измерений, т>2,справедливо следующее утвер­
ждение. Пусть область ограничена конечным числом замкнутых не­
пересекающ ихся регулярных поверхностей и cos (X, %,), где X —  на­
правление дифференцирования, суть  достаточно гладкие функции. 
Ьсли направление X нигде не касательно к границе области, то 
индекс задачи о  кссой  производной равен нулю.



В настоящем разделе изучаются уравнения параболиче­
ского  и гиперболического типов. Точнее говоря, изучаются 
два класса уравнений, которые можно рассматривать как о б о б ­
щение уравнения теплопроводности и волнового уравнения 
на случай сред с более сложными физическими свойствами 
(неоднородные и неизотропные среды) в пространстве любого 
числа измерений.

Как в уравнении теплопроводности, так и в волновом урав­
нении, одна из независимых переменных означает время, осталь­
ные —  пространственные координаты. В связи с этим мы будем 
употреблять следующие обозначения, несколько отличные от 
обозначений разделов IV и V. Общ ее число независимых пере­
менных будет обозначаться не через т, а через tn - } -  1; первые 
т переменных обозначаются через х г, х г, х т, последняя —  
через t. Числа JCi, х*, . . . ,  х т рассматриваются как декарто­
вы координаты некоторой точки х, принадлежащей /я-мерному 
евклидову пространству Ет. Будем придерживаться правила 
записи суммы, принятого в предшествующих разделах: если 
в некоторое одночленное выражение входит переменный ин­
декс, который меняется в пределах от 1 до  т, и если в 
указанном выражении этот индекс повторяется дважды, то 
по нему производится суммирование в пределах от  1 до  т.

Иногда мы будем для упрощения записи писать х тл\ 
вместо t.



§  1. Уравнение теплопроводности и его характеристики

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго  порядка 
с т -|- 1 независимыми переменными

57 — A jkix , +  * ) § ^ + М х ,  ()п —

= / ( х ,  t), А)к =  Akj. (1) 
Матрица его  старших коэффициентов имеет вид

—  А х — А а • *<1 0

—  A i —  А з  •■ • • ---  А 0

— Aii ~~ -Аз • • • Апп 0
0 0 0 0

Одно из характеристических чисел этой матрицы равно нулю, 
а остальные только знаком отличаются от характеристических 
чисел матрицы коэффициентов A j Если эти числа —  все 
одн ого знака, то уравнение ( 1) принадлежит к типу (т, 0, 1) 
и, следовательно, является параболическим; в этом случае 
будем уравнение ( 1) называть уравнением теплопроводности.

Важно отметить, что входящее в уравнение теплопровод­
ности Дифференциальное выражение

(2)
—  эллиптическое в переменных дгц x it . . . ,  х т.

В последующем будем предполагать, что матрица коэффи­
циентов AJk имеет положительные характеристические числа, 
т. е. что эта матрица положительно определенная.



Найдем характеристики уравнения (1). Если u>(x, t) =  
= con st есть уравнение характеристической поверхности, то 
(см. §  2 гл. 10) функция ш удовлетворяет уравнению

Но раз матрица || положительно определенная, то

необходимо -Д  =  0, k — \, 2 , . . . ,  т, функция ш зависитОХь
только от t, и уравнение характеристической поверхности 
принимает вид u> (*) =  const. Если на некотором промежутке 
» /  ( / )  =  0 Г то ш есть тождественная постоянная на этом про­
межутке и уравнение ш =  const не определяет никакой по­
верхности. Если же « / ( 0 ^ 0 ,  т о  в окрестности лю бого зна­
чения t, где «/(< ) ф 0 ,  можно уравнение u>(<) =  const решить 
относительно t и мы получим

Таким образом, характеристики уравнения теплопро­
водности суть т-мерные плоскости, нормальные к оси t.

В последующем будем рассматривать уравнение тепло­
проводности в следующих, более частных предположениях.

I. Эллиптическое дифференциальное выражение (2 ) имеет
вид

так что само уравнение теплопроводности принимает ф орму

Иногда мы будем предполагать, что / ( х, 0  =  0 и будем 
рассматривать однородное уравнение теплопроводности вида

t —  const. (3)

(4)

(6)

2. Коэффициенты Лу* не зависят от  t и непрерывно диф­
ференцируемы ПО Х\, JCj, . . . .  х т .

3. Эллиптическое выражение (4 ) невырождающееся.



§  2 . Принцип максимума

В плоскости t =  0 (т. е. в w -мерном евклидовом прост­
ранстве Ет) рассмотрим конечную область 2  с границей Г. 
П остроим цилиндрическую поверхность с направляющей Г и 
образующими, параллельными, оси t; часть этой поверхности,

заключенную между плоскостя­
ми t —  0 и t — T, где Г — по­
ложительная постоянная, обо ­
значим через В т - Далее обозна­
чим через 2  Т проекцию о б ­
ласти 2  на плоскость t —  Т и 
через Q r — область простран­
ства (jct, Xi..........x m, t) с гра­
ницей 2 ( j 5 r l J 2 r  (рис. 36).

Введем следующее обозна­
чение: если D  —  некоторое мно­
жество в пространстве пере­
менных (Х „ х.ь . . . ,  х „ ,  /), то 
О р- ч) (£)) будет обозначать 
класс функций, которые на мно­

жестве D  имеют непрерывные производные по х х, x lt . . . ,  х т 
порядка szz.p и непрерывные производные по t порядка sg  q.

Т е о р е м а  2 0 .2 .1. Пуст ь функция и (х , t) принадлежит 
пересечению

C(Q)t П C ° ' l){Qr U 2 г) (1)
и удовлетворяет в Q Т однородному уравнению теплопро­
водности (1.6). Тогда как наибольшее, так и наименьшее 
свое значение в замкнутой области Q T функция и (х , t) 
принимает на 2  \] В  Т.

Теорема 2 0 .2.1 называется принципом максимума для 
уравнения теплопроводности.

Достаточно провести доказательство для случая максиму­
ма: если функция и (дг, t), указанная в условии теоремы, в не­
которой  точке достигает минимума, то в той же точке дости­
гает максимума функция —  и(х, t), также удовлетворяющая 
условиям теоремы.

Обозначим

М —  max и (лг, t), р.—  шах и ( х ,  t). 
т рг, о е з и л г



Очевидно, Утверждение теоремы состоит в том, что
[л. =  7И. Допустим противное: пусть Тогда функция
и(х, t), непрерывная в Q T, достигает максимума в некоторой 
точке (х 0, t0), которая лежит либо в Q r, либо на 2  7-,

u(x„, t0) =  M, (х0, (а) £  Q U 2  г

Построим вспомогательную функцию

v {х, 0  =  и {х, 0  -{- M~2f ' ~ (<• —  0 - (2)

Если (лг, U в т> т0 4> — <С.Т  и» следовательно,

v (x > 0 ! и . , )€ 2 ий г < ^ + ^ ^ = ^ ^ < ж - 

С другой стороны,

■ и(^о. 4>) =  н ( * о .  t o ) — м .

Итак, вне 2  (J Вт есть точка, в которой функция v  при­
нимает значение М, тогда как на 2  |J B j  значения г> стр ого  
меньше, нежели М ■ Отсюда следует, что v (x , t) достигает в 
Q T максимума в точке, принадлежащей либо 2 Г, либо Q г-

Обозначим через (лсц (̂) точку, в которой функция v ( x , О 
достигает максимума. Допустим сперва, что (jfi, ^i) G  Q t‘ При 
любом выборе ортогональных осей Ox i, Oxit . Ox m в точке 
( jC i ,  t i )  выполняются необходимые условия максимума

^  =  0, ^ = 0, А = 1, 2 , . . . ,  т. (3 )dt дхк дх\

Обозначим для краткости через L дифференциальное вы­
ражение в левой части уравнения теплопроводности ( 1.6). 
Вычислим величину Lv в точке ( j fx, ^ ):

,  ___I dv dAJk dv_ _  . d‘v 1 ___
Lv \ixi, tk) ^  (fjj-j fiX/j jb dxjdxi,\{xi, it)

__  ^  d*v
Jk dxjdxt, <>.■,. f[)

Выберем такое направление координатных осей Ох„, чтобы 
в точке ДГ| матрица ”  ?  оказалась диагональной; это
возможно в силу ее симметричноеги. Н о эга матрица ещ е и



положительно определенная, поэтому в выбранной системе 
координат

Aj j (■ * !)> 0 , AJk(xi) =  0, )  Ф  к,

т

Lv
Ui. fit

С другой стороны, 

L v  =  Lu

2 . d*v
А" Ш : 0 .

(■*». Л)

^ Л ц и - t y .

и из полученного противоречия следует, что (х^  <,) ^  Q т.
Пусть теперь (лг„ tt) £= 2 Т. Это значит, что tt =  т ,х1 £  2 . 

Тогда ty есть граничная точка интервала (0, Т), а х i —  внут­
ренняя точка области 2 ; необходимые условия максимума 
в точке (jC|, £t) имеют вид

dv.
ш -

dv
5x1 =  0 , d*v

Щ
: 0, k =  1, 2, ___  tn.

По-прежнему

L-V t {jft . —
dv
dt

V i  . d*v 

/=1  1 (■*». <l)

С другой стороны , как и выше, Lv 0; новое противоречие 
показывает, что ( jc „  tx) (^  2 r.

Итак, точка (л^, ^), которая должна принадлежать объ е­
динению Q r (J 2 р не принадлежит ни Qj-, ни 2 Г. Из этого 
противоречия следует, что допущение [i М  неверно и, сле­
довательно, {л =  М . Теорема доказана.

Из хода доказательства ясно, что для случая максимума 
оно останется в силе, если уравнение Lu =  0 заменить нера­
венством Lu 0 . Справедливо поэтому следующее усиление 
принципа максимума:

Т е о р е м а  20.2.2. Пусть функция и(х, t) принадлежит 
пересечению (1). Если Lu ^  0 всюду в Q, то функция 
ч (х , t) достигает максимума на 2  [J В Т. Если же Lu 5 s 0 
всюду е Q, то на 2  (J В Т достигается минимум функ­
ции и (х , t),



§  3. Задача Коши и смешанная задача

I

В § 2 гл. 10 было показано, что для уравнения теплопровод­
ности можно задавать только одно из данных Коши, поэтому 
задача Коши для уравнения теплопроводности (1 .5) ставится 
так: определить решение этого  уравнения при любом х  Ет 
и любом t^ > 0 , если задано значение этого  решения при 
t =  0

н|, =  0 =  ¥(•*), х ^ Е т. О )

Задача Коши для уравнения теплопроводности допускает 
простую  физическую интерпретацию. Пусть теплопроводящая 
среда (вообщ е говоря, неоднородная и неизотропная) запол­
няет все пространство. Допустим, далее, что в этой среде 
распределены источники тепла интенсивности (при подходящем 
выборе единиц измерения) f ( x ,  t), которая предполагается 
известной. Наконец, примем, что в 
начальный момент времени нам из­
вестна температура среды в любой 
точке. Задача Коши состои т в том, 
чтобы определить температуру в 
любой точке среды в моменты вре­
мени, следующие за начальным.

Важную роль играют так назы­
ваемые смешанные задачи, которы е 
формулируются следующим образом.
П усть 2  —  область евклидова про­
с т р а н с т в а ^  (рис. 37), Г —  ее граница
и В  —  цилиндрическая поверхность с направляющей Г  и обра­
зующими, параллельными оси t\ точнее, за В  мы примем ту 
часть этой поверхности, на которой ^ ]> 0 . Смешанная задача 
для уравнения (1.5) ставится так: требуется найти решение этого  
уравнения, определенное в полубесконечной области простран­
ства переменных jct, jcs, . . . ,  х т, t с  границей 2  П  В; при 
< =  0 это  решение должно удовлетворять условию  Коши

и|* =  0 = 'p(->f)» ( 2)

а на цилиндрической поверхности В  —  тому или иному крае­
вому условию.

Различные типы краевых условий приводят к различным 
смешанным задачам.

а В
t -o /

Г *2 J /

Рис. 37.



Наиболее интересны следующие три типа краевых условий:
1) условие первой краевой задачи

R условиях (3 ) —  (5 ) ф, у, со, о суть заданные на В  и, 
скажем, непрерывные функции, п —  нормаль к Г в точке х.

Перечисленные здесь смешанные задачи допускают фи­
зическую интерпретацию. Во всех трех случаях дело 
идет о  теплопроводящей среде, заполняющей в прост­
ранстве область 2 . В этой среде распределены источники 
данной интенсивности f ( x ,  t)\ дана также температура в лю­
бой точке среды в начальный момент времени. Далее пред­
полагается данной некоторая информация о  взаимодействии 
теплопроводящей среды с окружающей ее средой; это  взаимо­
действие осуществляется через поверхность Г, а информация 
о  нем формулируется в виде краевого условия.

Условие (3 ) означает, что известна температура в любой 
точке границы Г  в любой момент времени, следующий за 
начальным. Такую информацию в принципе возможно полу­
чить, если граница теплопроводящей среды доступна для 
наблюдений.

Левая часть уравнения (4 ) пропорциональна интенсивности 
теплового потока через малую окрестность точки х  Г в 
момент времени t. Таким образом, условие второй краевой 
задачи означает, что в любой момент времени, следующий 
за начальным, нам известен тепловой поток через границу 
теплопроводящей среды.

В условии (5 ) третьей краевой задачи функция ш(х, t) 
пропорциональна температуре окружающей среды в точке х  
в момент t; это  условие описывает процесс теплообмена с 
окруж ающ ей средой в предположении, ч ю  температура ок ­
ружающей среды известна.

и | в= = ф (х , t)\

2 ) условие второй краевой задачи

(3)

3) условие третьей краевой задачи

[ А/ь  cos (" ’ x j)  +  а (х, 0 « ] B =  co(x, t). (5)



Физическая сторона задач, связанных с уравнением тепло­
проводности, более подробно освещена в книге [9].

Ниже мы будем рассматривать только одну из смешанных 
задач, а именно первую (краевое условие (3)).

§  4. Теоремы единственности

Т е о р е м а  20.4.1. Смешанная задача для уравнения 
теплопроводности

а т 0 )
при начальном и краевом условиях

н|, =  0 =  ?(■*). « Iв  — ф(-г, 0  ( 2 )

имеет в классе

С ( 2  X  [0, оо )) П С »- » (Q X  (0 . с о ))  (3 )

не более одного решения.
Пусть сущ ес1вуют два решения задачи (1 ) —  (2). Разность 

w (х , t) этих решений удовлетворяет однородному уравнению 
теплопроводности (1.6) и принадлежит классу (3). В силу 
принципа максимума как наибольшее, так и наименьшее свое 
значение функция w (x, t) принимает либо в 2 , либо на ци­
линдре В. Н о функция w удовлетворяет еще и однородным 
условиям.—  начальному и краевому

w  I/ _  о =  О, X  ^  2 ; w  ]в =  0 .

Отсюда следует, что как наибольшее, так и наименьшее зна­
чения w (x , t) равны нулю. В таком случае w (x , t ) ~  0, и 
оба решения задачи ( 1) —  ( 2) совпадают.

Единственность решения задачи Коши мы исследуем для 
простейшего случая, когда Ajk —  bjk, так что эллиптическое 
выражение, входящее в уравнение теплопроводности, превра­
щается в оператор Лапласа.

Т е о р е м а  20.4.2. Уравнение

Lu =  —  Ьи =  f  (х, t) (4 )

имеет в классе

С (Е т X  [0, оо )) П С ». »  (Ет X  (0, о о ))  (5 )



не более одного ограниченного решетя, удовлетворяющего 
условию Коши

и =  ? (•*)
с заданной функцией 9 (jc).

Если таких решений два, то их разность w (x , t) решает 
однородную задачу Коши

Lw —  — Д® =  0, (6)

*&> |/=о =  0 (7)

и принадлежит классу (5). Она ограничена как разность двух 
ограниченных функций; пусть | w (х, <) I ^  М.

В плоскости t '=? 0 (т. е. в евклидовом пространстве Ет) 
рассмотрим шар U J r  радиуса R  и с центром в начале коор­
динат; ограничивающую его сферу обозначим через S r . П о­
строим цилиндрическую поверхность с образующими, парал­
лельными оси /, и с направляющей S r ] часть этой поверхно­
сти, на которой t^ >  0, обозначим через В. Область простран­
ства (ЛГ|, л:4, х т, t) с  границей U Jr  [j В  обозначим 
через Q *).

Рассмотрим вспомогательную функцию

м * .  0  =  ^ - . ( £  + / ) ,  (8)

Легко видеть, что функция ^ у д о в л е т в о р я е т  однородному 
уравнению теплопроводности. Далее

, 2Мх2 ^  „
Vr н =  о =  ^  0;

в силу равенства (7 )

Т 'я|*=оЗг=М |/=о.
Наконец,

V R U  =  VR |*« =  Rt 5 s  M  ^  | w  | |b .

Последние два соотношения означают, что 

Щ\шк и в 5* I w | \шr и в,

1) Описанное здесь  построение соответствует рис. 37 (стр. 427) 
при Q =  111R.



и ясно, что каждая из величин и г»#—  w  на Ш ц (J В
неотрицательна. Кроме того, каждая из этих величин удовле­
творяет уравнению (6). Н о тогда по принципу максимума 
в замкнутой области Q T, в которой O ^ t ^ T ,
Т —  const (рис. 36), как сумма vR-\-w , так и разность

—  w  достигает минимума на Я /#  U В, причем эти мини­
мумы неотрицательны. Отсюда следует, что

vR- j -  w ^  0 , vR— w ^ sO , х*  /?9, t ^ O .

Таким образом, при 0 выполняется неравен­
ство —  или, что то  же,

Произвольно зафиксируем х  и t и устремим R -*■ оо . Из 
последнего неравенства следует тогда, что |«>.(х, ОI ^  т- е- 
что w (x , 0  =  0. Теорема доказана.

§  б. Абстрактные функции вещественной переменной

Будем говорить, что на множестве Е  числовой оси опре­
делена абстрактная функция и (О  со  значениями в про­
странстве X, если любому числу t Е  по некоторому закону 
приведен в соответствие один и только один элемент u ( f ) £  X- 
Ниже будем предполагать, что пространство X  банахово.

В банаховом пространстве сущ ествует два типа сходимо­
сти: сильная, или сходимость по норме, и слабая. В соответ­
ствии с этим для абстрактных функций вещественной перемен­
ной можно установить понятия сильной и слабой непрерыв­
ности, сильной и слабой производной и т. п. Имея в виду 
дальнейшие приложения, ограничимся рассмотрением сильной 
непрерывности и сильной производной; слово «сильная» 
дальше будем опускать.

Абстрактная функция u {f) непрерывна в точке t =  г0, 
если

она непрерывна на некотором множестве значений t, если 
она непрерывна в каждой точке этого  множества.

lim |и( 0  — и(*о)Ц = 0;



Абстрактная функция u(t) имеет в точке t производную 
u'(t), если

Как обычно, функция, имеющая в некоторой точке произ­
водную, называется дифференцируемой в; этой точке. Оче­
видно, что функция, дифференцируемая в точке, непрерывна 
в ней. Естественным образом определяются и высшие произ­
водные абстрактной функции.

Важную роль в дальнейшем будет играть следующая 
формула дифференцирования скалярного произведения: если 
и ( 0  и v(t)  —  абстрактные фуикции со  значениями в гиль­
бертовом пространстве и если эти функции дифференцируемы 
в точке t, то

переходя к пределу под знаком скалярного произведения, 
получим формулу ( 1).

Естественным образом вводится и понятие интеграла от 
абстрактной функции.

Ниже мы будем пользоваться следующими обозначениями. 
Рассмотрим абстрактные функции, значения которых при­

надлежат некоторому классу объектов и пусть эти функ­
ции непрерывны на множестве Е  значений переменной t. 
М нож ество этих функций будем обозначать через С(Е\ Л). 
Если на Е  указанные функции k раз непрерывно диффе­
ренцируемы, то  это множество функций будем обозначать через 
С (£ , <fi).

§  6 . О бобщ ен н ое  реш ение смеш анной задачи

Рассмотрим смешанную задачу для уравнения теплопро­
водности

да д . ди

£  (/г (0 , v (0) =  ( « ' (0 . v  (0 ) +  (и (0 , V  (0 ). (1)
Действительно,

^ ( н ( 0 . г>(0 ) =  11т  - г  [ ( « ( /  + A), v (t  +  h)) —  (ii(t), v  (0)1



при однородном краевом условии

и (2)

и начальном, вообщ е говоря, неоднородном условии 

и I =  © (лг), х  £  2 .
К =  0 (3)

Область 2  считаем конечной, а ее границу Г  кусочно глад­
кой.

Будем считать, что искомое решение и(х, f) принадлежит 
классу С ( 2 Х [ 0 ,  оо )) f) О 21|( 2 Х ( 0> ° ° )) -  ПРИ фиксирован­
ном t 0 условие (2 ) означает, что

и и(лг, / )  можно при фиксированном t трактовать как эле­
мент области определения /)(ЗД) оператора 91 задачи Дирихле 
для эллиптического дифференциального выражения

Тем более, ее можно трактовать как элемент соответствую ­
щего энергетического пространства Н^.

Поставленную выше смешанную задачу можно сф орму­
лировать иначе, если воспользоваться понятием абстрактной 
функции.

Функцию / ( х, () будем рассматривать как абстрактную 
функцию / ( ( )  со значениями в /.3 (2 ), функцию ср(х) —  как 
элемент <р пространства Z.2 (2 ). Наконец, искомую функцию 
п(х, t) будем считать абстрактной функцией u(t) со  значе­
ниями в области D (?1); значения этой функции, следовательно, 
суть элементы обоих пространств L2(2 ) и Н9( одновременно.
Задача (1 ) —  (3) сведена теперь к следующей абстрактной 
задаче Коши: проинтегрировать абстрактное обыкновенное 
дифференциальное уравнение первого порядка

и (4 )

(5 )

при начальном условии



Допустим, что задача (5 ) —  (6) имеет решение.
Возьмем произвольную абстрактную функцию т)(£) со  

значениями в и умножим обе части уравнения (5 ) ска- 
лярно (в смысле метрики 1 9 (2 ) )  на •>}(/). Вспоминая опреде­
ление энергетического произведения, получим

( S ’ ,ч) +  Ги* 41 =  (Л 7l)> ' (7)

значок 31 у  энергетического произведения или нормы здесь 
и ниже опускаем.

Обратно, если оо); /> (? ()) и эта  функция
удовлетворяет тож деству (7X то она удовлетворяет и урав­
нению (5). Действительно, если и £ й ( Щ  то  [и, *)] =  (21н, -ц), 
и тож деству (7 ) можно придать вид

и так как элементы пространства образуют множество, 
плотное в Z.4(2 ), то

^  +  5 Г « - / =  0 .

Абстрактную функцию n(f) будем называть обобщенным 
решением смешанной задачи ( 1)  —  (3), если она удовлетво­
ряет следующим требованиям: 1) и ( / )  одновременно принад­
лежит классам

С ([0 , со ); / а (2 )), С ((0 , оэ); Н<ц), 0, о о ); Z.* (2)>,

т. е. эта функция непрерывна при ^ 0  и непрерывно диф­
ференцируема при t ^ > 0  как абстрактная функция со  значе­
ниями в 2 ); одновременно она непрерывна при как 
абстрактная функция с о  значениями в Н%; 2) u{t) удовлетво­
ряет тождеству (7 ) при любом t~^>0 и любой абстрактной 
функции т|( )̂ со  значениями в Н%; 3) u(t) удовлетворяет
начальному условию  ( 6). Последнее требование понимается 
в том смысле, что

lim Нм(/)  —  <р|| = 0.
< -  О И Ills (2'

Из доказанного выше следует, что обобщ енное решение 
к (*) есть также и обычное решение, если u(t) £  £)(Щ  при



любом < > 0  и если и(х, не только в метрике

1 а (2 ), но и равномерно.
Т е о р е м а  20.6.1. Обобщенное решение смешанной 

задачи для уравнения теплопроводности единственно.
Пусть сущ ествуют две функции, удовлетворяющие тож ­

деству (7) и начальному условию (6). Их разность, которую  
мы обозначим через w  (t), удовлетворяет тож деству

{т с  0

и начальному условию

f w\ = 0 . (9)
' * |/-=о

Положив в тождестве (8) i] =  w  и воспользовавшись ф ор­
мулой (5.1), получим

® | w ( 0 P +  2 |w P =  0 .

Отсюда видно, что w (t) f  < 0  и, следовательно, числовая

функция Ц®(0|* не возрастает при возрастании t  Н о по 
соотношению (9 ) || w  (0) |f =  0. Отсюда || w  ( / )  f  =  0, t 0, и 
теорема доказана.



§  1. Понятие о волновом уравнении

Волновым уравнением называется уравнение второго 
порядка вида

~3? ~~ AJh ^  dxjdxk “Ь Ак +  А° 0 й =  1 (х, t), ( 1)

в котором  матрица коэффициентов Ajk положительно опре­
деленная. Матрица старших коэффициентов уравнения ( 1) 
имеет вид

■̂ 11 ---- А12 ... 1 :ь. 3 0
A j, —  А& . . . —  А  т 0

^ ml ^ mi • • • ___ Ал 1ЛЯ 0
0 0 0 1

Одно из характеристических чисел матрицы (2) равно еди­
нице, остальные совпадают с характеристическими числами 
матрицы — I А )Ь || и, следовательно, отрицательны. Отсюда 
следует, что волновое уравнение принадлежит к типу 
(/и, 1, 0 ), т. е. к гиперболическому типу.

Уравнение характеристик волнового уравнения имеет вид

/ д<о\а , ди> (9<о 
[d t ) ~  Jhlx )d x l

Уравнение ( 1), как и всякое гиперболическое уравнение, 
имеет и вещественные характеристики. Заметим, что функция 

/ )  =  /  не удовлетворяет уравнению (3), поэтому пло­
скости t =  const не являются характеристическими поверх-



ностями волнового уравнения, и при t =  const можно зада­
вать оба данных Коши.

Мы будем рассматривать ниже менее общ ее волновое 
уравнение

1 Р ~ д 7 ,  {Ajk dxl) =  ^ х ' ^  ^

С физической точки зрения уравнение (4 ) описывает малые 
колебания среды под действием непрерывно распределенных 
источников, интенсивчость которы х пропорциональна вели­
чине f ( x ,  t). В общем случае колеблющаяся среда неодно­
родна и неизотропна и ее физические свойства меняются 
с  течением времени. Если свойства среды неизменны во вре­
мени, то коэффициенты Ajk не зависят от  t, —  этот случай 
мы и будем далее рассматривать. Если среда однородна, 
то  Ajh =  const; в этом случае подходящим аффинным пре­
образованием координат д-,, ........... х т можно преобразо­
вать матрицу || Л,-*, I в единичную. Мы приходим тогда к про­
стейшей форме волнового уравнения

g *  — Д U =  f { x , t ) .  (5 )

Для физических приложений большой интерес предста­
вляет несколько более сложное уравнение

~  —  сРЬи = f { x ,  t), а4 =  const. (6)

Заметим, что уравнение ( 6) прммет форму (5), если 
изменить единицу времени, именно, если сделать замену 
?  —  at.

Как уже было сказано, мы примем, что в уравнении (4) 
коэффициенты Лу* не зависят от  времени; мы предположим 
также, что эти коэффициенты непрерывно дифференцируемы 
и что матрица ||Д/*|| не вырождается.

§  2. Смешанная задача и ее обобщенное решение

Постановка смешанной задачи для волнового уравнения 
весьма близка к постановке той же задачи для уравнения 
теплопроводности.

Сформулируем задачу подробнее. В плоскости t —  0 
(т. е. в пространстве Ет) дана конечная область 12 с кусочно



гладкой границей Г. В области Q  рис. 37 (стр. 427) тре­
буется найти решение волнового уравнения

д а - 4 ( л '* м ж ; ) = /(лг' '»■ т

удовлетворяющ ее начальным условиям

4  =  0 =  ?* (* )•  =  0 =  (2)

и одному из написанных ниже краевых условий:

и|а =  ф (х , 0  (3)

(первая задача);

[AJk ~fj-k cos (я, jcy) ] B =  х  (*• 0  (4 )

(вторая задача);

\AJk cos (п, X j) - f  о (х , О a ] fl =  W (х, О  (5)

(третья задача). Возможны, конечно, и другие типы краевых 
условий.

В  последующем мы ограничимся случаем однородного 
краевого условия первой задачи

«1 = 0. (6)

Как и для уравнения теплопроводности, смешанную задачу 
для волнового уравнения можно сформулировать в оператор­
ных терминах. Будем пока считать, что решение и (х , /)  
смешанной задачи принадлежит классу

C ( Q X { 0 .  оо)) П С < « > (2 Х (0 ,  <*>))•
Тогда эт о  решение можно трактовать как абстрактную 
функцию и (t) со  значениями в D  (91), где Щ —  оператор 
задачи Дирихле; эта функция имеет две непрерывные произ­
водные в интервале (0, оо). Функцию / ( х ,  t) будем рас­
сматривать как абстрактную функцию со  значениями в /.<*(2 ). 
Наконец, будем считать, что функция <f, ( х )  есть элемент <р0 
энергетического пространства Щ а функция ^ ( х )  есть 
элемент ipt пространства Lj(Q). Теперь смешанную задачу 
для уравнения ( 1) при начальных условиях (2)  и краевом ус­
ловии (6 ) мож но трактовать как задачу Коши для абстрактного



обыкновенного дифференциального уравнения второго по­
рядка

, ^ ,  +  * « = / ( 0  <7) 

при начальных условиях

и ( 0) =  ср0, и' (0) =  cpt. ( 8)

Возьмем произвольную функцию т](<), принадлежащую 
пересечению

К =  С ([0, оо); Я л ) П ( [0 /  'о о *  Ц (2 )). (9 ) 
Обе части уравнения (7) умножим скалярно (в метрике 
1 а(2 )) на т) ( 0

Ч (0 )  +  (З И 0 > 4 ( 0 ) = ( / ( 0 > 4 (0 ) .  

что приводится к виду*)

t (<)) +  [« (0, 4(01=(ДО, ч ( 0 Н ё к  (10>
Тож дество (1 0 ) можно было бы использовать для опре­

деления обобщ енного решения. Однако это  было бы нецеле­
сообразно :— такое обобщенное решение должно было бы 
иметь вторую производную по t. П оэтому поступим следую ­
щим образом. Выберем произвольный момент времени Т ^ > 0  
и потребуем, чтобы ij(T ) =  0. Проинтегрируем по t о бе  
части тождества (10) в промежутке (0, Т). П о формуле (5 .1 ) 
гл. 20  имеем

(d*u (О т / а \ —  d ( da v гл) ( du (О (*> \
\ dt* • W )) ~ d t \  dt ’ 4 (4 )  \ dt ' dt j -

Используя равенства ц(Т) =  0, й '(0 ) =  <pi> получим ,

-  $ ( - W 1 ̂ 4 r ) dt +  S f“  W- 4 (0 ] dt -  ( ?1, Ti (0 )) =
о 0

T

=  -n № dt, ъ е к т .  ( 1 1 )
0

!) Значок *Л у энергетического произведения или нормы здесь 
и ниже опускаем.



Через Кт здесь обозначен класс функций t\(t) таких, чго 
к] К  и т)(7') =  0. Тождеством (11 ) мы и воспользуемся, 
чтобы ввести понятие обобщенного решения.

Будем говорить, что абстрактная функция u(t) есть обоб­
щенное решение смешанной задачи ( 1), ( 2 ), (6), если 1) и ^  К\
2)  и (0 ) =  ср0; это  равенство следует понимать в том смысле, 
что

lltn I н ( 0  —  9о 1 =  0 ;
t - о

3) u(t) удовлетворяет тождеству ( 11), в котором ■»](<) есть 
произвольная функция класса Кт-

Легко убедиться, что обобщенное решение u(t), принад­
лежащее пересечению

С“ ) ( [ 0, оо); 0 (3 0 )  Г) С<4) ((0> оо *  D ( 2()),

есть и обычное решение смешанной задачи для волнового 
уравнения.

Т е о р е м а  21.2.1. Смешанная задана для волнового 
уравнения имеет не более одного обобщенного решения.

Разность w (t)  двух обобщенных решений одной и той 
же смешанной задачи для волнового уравнения ( 1) есть эле­
мент класса К, удовлетворяющий тождеству

Ч г 1 ’ ^ г )  dt +  S I® ч (0 ]Л  =  0, €  К Т, (12)
о

и начальному условию

«у(0) =  0. (13)

В тождестве (12 ) положим
Г

i j (0  —  lw (t)d ~ .  (14)
t

Это можно сделать, потому что при этом, очевидно, •») £  К т. 
Из формулы (1 4 ) следует, что w ( t ) =  —  , и мы полу­
чаем



Далее
( d\ (t) tf-г1 (t) \ _  1 /  rf-q ( 0  drj (t) \
\ dt ' dt J 2 ■ dt\ dt ’ dt }

p S T  . ч  < < > ] =  T  • 7 , 14 » ■  4  (0 1  =  T  • Д 1 1  ( ' )  f -

Отсюда да(7') =  0, что и требовалось доказать, так как Т 
произвольно.

§  3. Волновое уравнение с постоянными коэффициентами. 
Задача Коши. Характеристический конус

Ниже в настоящей главе мы будем рассматривать волно­
вое уравнение простейшего вида

Как мы выяснили в § 1, поперхность t —  О для уравне­
ния (1 ) не характеристическая. Задача Коши для этого  урав­
нения ставится следующим образом: при любом х  £  Ет и 
любом О найти решение уравнения ( 1), удовлетворяющее 
начальным условиям

Важным инструментом исследования и решения задачи 
Коши для волнового уравнения является так называемый 
характеристический конус.

Возьмем некоторую точку (jcq, / 9) и рассмотрим поверх­
ность, определяемую уравнением

Э т о — нижняя полость конуса с вершиной в точке (лг0, о̂) и 
осью, параллельной оси t. Нетрудно видеть, что поверх­

^ - Д и =  П х , t). (1)

(2)

l0 —  t =  r, г =  \х —  х 0 \. (3)



ность (3 ) характеристическая для волнового уравнения ( 1). 
Действительно, полагая ш(д:, t) —  ta —  t —  r, можем написать 
уравнение (3 ) в виде u>(jt, *) =  0. Уравнение характеристик

Конус (3 ) называется характеристическим конусом вол­
нового уравнения.

Найдем направление внешней нормали п к характеристи­
ческому конусу (рис. 38). Она образует острый угол с осью  t, 
и косинус этого  угла положителен; по известной формуле 
дифференциальной геометрии

§  4. Теорема единственности для задачи Коши.
Область зависимости

Т е о р е м а  21.4.1. Пусть в некотором замкнутом 
шаре | х  —  х й |а sg: tl пространства Ет начальные функции 
двух  задач Коши для волнового уравнения (3.1) совпадают.

для уравнения ( 1)  имеет вид

Рис. 38.

О тсю да вытекает еще одно соотношение
т

2  cos9(rt, x k) —  1 —  cos*(n, t)—  у .  (6)



Если обе задачи имеют решения, непрерывные вместе со 
своими производными первых двух порядков, то эти реше­
ния совпадают при ^ ^ > 0  внутри и на границе характе­
ристического конуса с вершиной (лг0, t0).

Разность w  (лг, t) решений двух задач Коши, о  которых 
сказано в условии теоремы, удовлетворяет однородному вол­
новому уравнению

$ - t o  =  0  ( I )

и начальным условиям вида

w \t-a =  0’ S L = ° *  (2)

(лг—

• dw IЗначения w  и вне шара

|лг —  JCe |e =s;/o Ддя нас безразличны.
Рассмотрим область D простран­

ства ( x v х г...........  х т, t), ограничен­
ную плоскостью  t =  0  и характеристи­
ческим конусом t„ —  t =  | х  —  х 0 j 
(рис. 39). Внутри или на границе этой области возьмем 
произвольную точку (я , t) и построим новый характеристи­
ческий конус t —  t =  \x —  x\. Через D  обозначим область, 
ограниченную плоскостью £ =  0 и новым конусом. Важно 
отметить, что область D  ограничена в плоскости t =  О ша­
ром |jf —  х  * ^  ~t\ который составляет часть первоначально­
го  шара | х  —  х 0 1* ^  <о! отсюда следует, что в новом шаре 
верны соотношения (2).

дно
Обе части уравнения (1) умножим на ^  и проинтегри­

руем по области D. Приняв во внимание очевидные тож ­
дества

dw д2а>__ 1 _ д / dw\*
Tt W ~~~2  ' & [ & ) •
dw dsw __ d (dw dw\___ 1_ _£ fdw \9
~dtdx% ~дХк\М dXk) 2 ‘ dt \dxk)



и применив формулу Остроградского, получим

\ w { w - ^ w ) d x d t = :

шцк  IL
COS (Я,  f) ■

m v

- 2 2  ъ  $rk cos (w> * 4 dS = °- <3)
<e=i j

Здесь через Ш  обозначен шар ) ле —  через К  —  ха­
рактеристический конус ~t —  t —  \x —  jc j, через dS  —  элемент 
меры на границе UJ \] К  области Ъ. В силу условий ( 2) 
в шаре Ш  выполнены тождества - ^  =  0  и и» =  0. Диффе­
ренцируя последнее тождество по координате х&  получим 

dwтакже —  0, k = l ,  2 т.  В среднем члене двойного
равенства (3 ) интеграл по LU исчезает, и мы получаем более 
простое равенство

к

т
(dw\* , v  ( dw\^
\dt) +  Z  (d^J cos (n, t) —

dw dw 
dt dxk cos (я, x k) \ d S = 0 .

Умножим обе  части последнего равенства на постоянную 
=  cos (я, t), которую  внесем под знак интеграла. Учиты-

V  2
вая равенство (3.6), получим

т

jj 2  [ э 7 cos ■**)— w k cos (п> *)]" d s — °*

откуда следует, что на конусе К 

dw / ч dw



и, следовательно,

dw , ч дт , •. dw , лcos (я, = . . .  =  : cos (п, х т) =  : cos (п., t).

Эти равенства означают, что на конусе К  вектор grad w  па­
раллелен нормали.

На конусе К  возьмем произвольную точку (лг, t) и про­
ведем через нее образующ ую I этого  конуса. Очевидно, век­
тор grad а» ортогонален к /. В таком случае

^  =  Пр, grad w  =  0 .

Отсюда следует, что w —  const вдоль любой образующей к о­
нуса К. В частности, значение w  в вершине (Д  / )  совпадает 
с  значением w  в той точке образующ ей I, которая лежит 
в плоскости t =  0. Но в этой точке w  =  0 по условиям (2). 
Отсюда w (x , t) =  0, и так как точка (Jf, ?) была взята произ­
вольно в D, то w (x , 0  =  0, (лг, () £  D. Теорема доказана.

Заметим, что теорема 21.4.1 верна и тогда, когда дело 
идет о  двух волновых уравнениях вида ( 1), правые части к о ­
торы х совпадают в области D.

П усть и{х, t) —  решение задачи Коши для уравнения (1); 
пусть правая часть f ( x ,  t) этого  уравнения фиксирована. Как 
вытекает из теоремы настоящего параграфа, значение функ­
ции и в любой точке (х 0, t0) определяется только значениями 
начальных функций в шаре | х  —  х 0 ^  Этот шар назы­
вается областью зависимости для точки (jc0> о̂)-

Если вместо уравнения (1 ) рассматривать уравнение

~  —  а3 Д к = / ( х ,  t),

то областью зависимости для точки (jfa, *о) будет шар
I JC —- Х 0 I aU-

§  5. Явление распространения волн

Из теоремы единственности, доказанной в предшествующем 
параграфе, вытекают некоторые следствия физического ха­
рактера, о которых мы здесь коротко скажем.



Рассмотрим однородное волновое уравнение

~  —  а*Ди =  0, а =  const, (О

при начальных условиях

Допустим, что начальные функции <р0(* )  и <pi(Jf) тожде­
ственно равны нулю вне некоторой конечной области D  CZ Ет

(рис. 40); внутри этой о б ­
ласти начальные функции

равно нулю, как это видно из начальных условий; в этот момент 
точка х 0 находится в состоянии покоя. Рассмотрим момент 
времени достаточно близкий к начальному, именно, пусть

где S —  кратчайшее расстояние от точки лг0 до границы об ­
ласти D. Область зависимости для точки jc0 в момент време­
ни t„ —  шар радиуса at0 с центром в лг0 —  не пересекается 
с областью  D. В таком случае в области зависимости началь­
ные функции равны нулю; по теореме предшествующего па­
раграфа и (лг0, t0) =  0 , и точка х 0 в момент времени t0 остает­
ся в состоянии покоя до  тех пор, пока

П усть теперь Область зависимости пересекается

с  областью  D  (на рис. 41 это пересечение заштриховано), 
в этой  области начальные функции отличны от тождествен­
н ого нуля и, вообщ е говоря, и (х0, t0)jb  0 .

Возьмем какую-нибудь 
точку х 0 £  Ет, лежащую 
вне области D. В начальный 
момент значение и в точке jc0

предполагаются, вообщ е го ­
воря, отличными от нуля. 
Будем считать, что постав­
ленная здесь задача Коши 
имеет решение.

Рис. 40.



ь
Таким образом, момент времени t0 =  — можно рассмат­

ривать как момент, когда возмущение приходит в точку Jfo; 
до  этого  момента указанная точка находится в состоянии 
покоя, после —  в состоянии возмущения.

Нетрудно ответить и на такой вопрос: дай момент вре­
мени t$ каковы области покоя и возмущения в этот мемент?

Пусть Г  —  граница области начального возмущения D. 
Из каждой точки границы Г  как из центра опишем сф еру

Рис. 41. Рис. 42.

радиуса а /0. Огибающая Г ,0 этих сфер (точнее, геометриче­
ское место точек, которые лежат вне D  и находятся на рас­
стоянии at0 от Г ) отделяет область покоя от области, точки 
которой находятся, вообщ е говоря, в состоянии возмущения 
(рис. 42). Поверхность Г ,0 называется передним фронтом 
волны.

Волной называется процесс распространения возмущения. 
Очевидно, возмущение распространяется со  скоростью  а 
в направлении нормали к Г.

З а м е ч а н и е .  Если размерность пространства нечетная, б о л ь ­
шая единицы, то в однородной среде  при некоторы х условиях 
наблюдается так называемый задний фронт волны: возм ущ ение 
в каждой точке исчезает после н екоторого  момента времени. Мы 
вернемся к этому вопросу в гл. 24.

§  6. Обобщенное решение задачи Коши
Постановка задачи Коши для волнового уравнения, данная 

в §  3, предполагает, что искомая функция обладает по крайней мере 
теми производными, которые входят в дифференциальное уравнение. 
При изиестных условиях это  на самом деле так. С '  Л. С обол ев



показал, что решение задачи Коши для однородного волнового урав­
нения имеет непрерывные вторые производные, если начальная 
функция ? , , ( * )  имеет непрерывные производные порядка до

а ФУНКЦИЯ «Pi W — ДО порядка [ у ] +  2- Если т ^ 5 ,  то
указанные числа не м огут  быть, вообще говоря, уменьшены; при 
т =  1, 2, 3 от  начальных функций можно потребовать меньшего 
числа производных. Так, нетрудно проверить, что ф ун кц ия1)

и (х, t) —  - у  [<р0 (х  +  0 - 1 -  9о (х  -

решает задачу Коши для уравнения струны

д2и __дги
Ш* дл

-01

= 0

при начальных условиях

«  I/—о =  <Ро (*).
ди
dt t- о

- 0.

( 1)

(2)

(3)

Ясно, что решение и (х , () в этом случае имеет вторые производ­
ные, если сущ ествует  вторая производная (л*). Однако из физи­
ческих соображ ений требование, чтобы вторая производная у" (х ) 
существовала, не вытекает. В самом деле, условия (3) означают.

Рис. 44.

что  в начальный момент струну вывели из состояния равновесия, 
со о б щ и в  ей начальное отклонение ip0 (х) и не сообщ ив ей начальной 
скорости .  График уравнения a = < f 0(x)  дает форму струны в началь­
ный момент времени.

Допустим, что график функции <р0 (х) есть ломаная рис. 43. 
У этой функции в трех точках х  — — 1, 0, 1 нет даже первых произ­
водных, тем не менее задача о  колебаниях струны с такой началь­
ной формой вполне осм ы сл ен а , , и решение этой задачи дается той же 
формулой ( I ) :  форма струны в моменты времени, не слишком близ­
кие к начальному, показана на рис. 44. Ясно, что функция (1) не 
имеет не только  вторых, но и первых производных при значениях 
переменных, связанных соотношениями х  ±. t =  — 1, 0, 1.

' )  П одробнее  об  этом см. ниже, §  7 гл. 24.



Возникает Необходимость ввести в рассмотрение обобщенные 
решения задачи Коши; с  такого рода обобщениями мы уже не раз 
встречались на протяжении настоящей книги. Мы введем сперва 
определение обобщенного решения дифференциального уравнения.

П усть L —  линейное дифференциальное выражение, скажем, 
в т о р о го  порядка, а М —  дифференциальное выражение, формально 
сопряж енное с L.

П усть функция й £ С (8|(2) удовлетворяет в конечной области 2 
уравнению

здесь через х  обозначена совокупность  всех независимых перемен­
ных. Пусть, далее, функция Ф (х ) £  ®lISl (fi) (§ 1 гл. 2). Применим 
к функциям и (х) и Ф (х) формулу Грина (формула (6.4) гл. 10). 
При этом интеграл по поверхности исчезнет, потому что на рранице 
области £2 функция Ф и ее производные равны нулю, и мы прихо­
дим к соотношению

Нетрудно доказать, что функция м £ С (,) (£2)> удовлетворяющая 
соотнош ению (5), удовлетворяет также и уравнению (4).

Введем следующее определение: функция и (л:), суммируемая 
е й  и удовлетворяющая соотношению (5), называется обобщенным 
решением уравнения (4).

Нетрудно убедиться, что введенные раньше в этой книге по­
нятия обобщенных решений различных задач находятся в согласии 
с только что данным определением. В соответствии с этим опреде­
лением будем называть функцию и (х, t) обобщ енны м решением 
волнового уравнения

в полупространстве < > 0 ,  если в любой конечной области D изме­
нения переменных х и х г.........х т, t эта функция сумм ируема и
удовлетворяет соотношению

Теперь введем понятие обобщ ен н ого  решения задачи Коши. 
Пусть уравнению (6) сопутствую т начальные условия

Функцию и (х, t) назовем обобщенным решением задачи Коши 
(6), (8), если эта функция: 1) является обобщ енны м решением урав­
нения (6); 2) суммируема с квадратом и имеет сум м ир уем ы е с квад­
ратом обобщенные первые производные в любой конечной области 
изменения переменных х и х г, . . . ,  л от, t; 3) в лю бой  конечной

Lu— f  (лг); ( 4 )

J иМФ dx =  \ /Ф dx,  V  ф €  ЭД121 (2)- (5 )
2

(6)

(?)

м \t-0 =  <Ро (* ) .  • =  + (*)•Ul /-0
(8)



области 2  изменения переменных x lt х„, х т удовлетворяет 
предельному соотношению

to  ^ {[.<*, <>-*.<*>]■+ |

+  [ ~~ а '  0  ~  ft <*> ]'}l x  =  (»)

Данное здесь определение требует, чтобы в любой конечной обла­
сти i i c £ m начальные функции <р0 (х) и <р, (х) были суммируемы 
с квадратом, а функция tp0 (лг) имела еще суммируемые с квадратом 
обобщ ен н ы е первые производные.

П одробнее  о б  обобщ енны х решениях волнового уравнения см. 
кнш у с .  Л. Соболева [7]. Определение обобщенного решения крае­
вой задачи дано в книге О. А. Ладыженской [3J.



М ЕТОД ФУРЬЕ

П о сущ еству своему метод Фурье есть метод решения 
смешанных задач и задачи Коши, основанный на использо­
вании спектральных свойств входящ его в уравнение эллипти­
ческого оператора. В классических работах самого Фурье 
и его последователей метод Фурье был связан с разделением 
переменных в дифференциальном уравнении; этот последний 
прием был применен в § 3 гл. 15. В этой главе на основе 
метода Фурье будет дано решение смешанных задач для урав­
нения теплопроводности и волнового уравнения.

§  1. М етод Ф урье для уравнени я теп л оп роводн ости

В настоящем параграфе будет дан способ построения 
обобщ ен ного решения смешанной задачи теплопроводности; 
отсюда, как следствие, получится доказательство сущ ество­
вания этого  решения, Понятие обобщ енного решения и д о ­
казательство его единственности были даны в § 6 гл. 2 0 . 
Напомним, что обобщенное решение в данном случае есть 
абстрактная функция от t класса

С ([0 , оо); М 2 ))  (1 С((0, оо ), Иш) f| С<‘ >((0, оо ); Ы ^ ) ) -

удовлетворяющая соотношению

, ч (0 ) +  [и (0. ч ( O k = (АО. ч (0) О )

и начальному условию
н (0 ) =  ср. (2 )

Здесь 91—  оператор задачи Дирихле (см. § 2 гл. 14) для 
конечной области 2  (Z  Ет с  кусочно гладкой границей I ;  
1 5 *



■*1 ( 0  —  произвольная абстрактная функция от t со  значениями 
в энергетическом пространстве /% , <р —  элемент пространства 
Z-a(Q). Наконец, f ( i ) —  абстрактная функция от t со  значе­
ниями в Z.a(2 ); примем, что / £ С 11) ([0, оо); £ я(2 )).

Допустим, что решение и(() =  и(х, t) задачи ( 1) — (2 ) су­
ществует. При любом t ^  0 оно является элементом про­
странства Z.j(2 ) и разлагается в ряд по любой полной и 
ортонормированной в ( 2 ) системе, в частности, по системе 
собственных элементов оператора 91. Обозначим эти элементы 
через ип =  ип(х), а соответствующие им собственные числа —  
через Х„. Обозначая

(и (0 , un) =  cn{t\ (3)
имеем

и (9 =  *»(*)««• (4)
Л=> I

Д ело сводится к вычислению коэффициентов cn(t), Для 
эт о го  положим в тож дестве ( 1) т}(t) =  uk. Элемент ик не за­
висит от U и по формуле (5.1) гл. 20

» и* ) =  Ш Иа) =  с* ( 0  •

П о определению (обобщ енной) собственной функции (см. 
формулу (3.2) гл. 6)

[и (t), uh \ =  АЛ (и ( )̂, ик) =  Хкск (().

Обозначая

( / ( 0 .  «л) =  /*  (0 . (5)

получаем окончательно

сь (0  -(- \кск (г1) =  fk(f). (6)

Э т о —  обыкновенное дифференциальное уравнение первого 
порядка с числовыми функциями: заданной fk(t) и неизвест­
ной ck(t). Общий интеграл этого уравнения



Из формул (2) и (3 ) вытекает начальное условие для урав­
нения (6)

£ * ( 0 )  =  (<Р» «*)•
Отсюда Cft =  (<р, и к) и

ск (() =  {<?, (7 )
■ о

Остается подставить (7) в формулу (4), и мы приходим к 
следующему выводу.

Если смешанная задача теплопроводности (1 )— (2 ) имеет 
обобщ енное решение, то оно представляется рядом

к(лг, 0 =  £  (<p.H«)e~X/,V ( * ) - Ь
П“ 1

+  / - ( ' ) * •  ( 8> 
п =  1 о

Из этого, между прочим, вытекает единственность о б о б ­
щенного решения, доказанная в § 6 гл. 2 0 .

§  2. О боснование метода

Докажем, что ряд (1.8) действительно дает обобщ енное 
решение задачи теплопроводности. Доказательство сводится 
к проверке утверждений, формулируемых ниже.

а) Ряд (1.8) сходится в метрике Ц (Я )  равномерно по t 
на любом сегменте [0, Т\.

Ряд (1.8) —  ортогональный в Lt (Q), и достаточно прове­
рить, что равномерно на сегменте [0 , Т] сходится ряд из 
квадратов коэффициентов

2  { ( ? .  « ^ - х" Ч К Хп(' ~ т ,л , ( т м Л  ^
„=| У о >

со со I t

= ^ 2 5 > .  unf e - * n ‘ +  2 £  0 >
„=1  п=1 1о >

Абстрактная функция f( t )  непрерывна при 0; отсюда 
следует, что на сегменте [0, 7J непрерывна величина ||/(0||*



Теперь нетрудно доказать, что второй ряд справа в ( 1) 
сходится равномерно. Действительно, по неравенству Буня- 
ковского

Ие Хп(( (т)с?х1 ^ $ < Г 2Х« (' - Т)с?т 5 /> ( т ) Л  =  
) о п

^ Г -  ^ > * < 5^  Я М * .  (2)

Заменив здесь Х„ наименьшим значением этой величины Xj, 
найдем, что общий член упомянутого выше ряда имеет оценку

у- jj Я  (v) dx. Равенство2*.
о

п= 1

показывает, что ряд (3 ) с  неотрицательными непрерывными 
членами сходится и имеет непрерывную сумму. П о известной 
теореме Дини ряд (3 ) равномерно сходится на сегменте [0, 7"] 
при любом Г ] >  0. А тогда равномерно сходится и второй 
ряд справа в ( 1).

П рощ е устанавливается сходимость первого ряда ( 1)

2(9, <  2(ср, unf,
СО

а ряд 2 ^  (ср, ил)9 сходится в силу неравенства Бесселя.
/I =» 1

Из доказанного следует, что сумма ряда (1.8)

и (х , 0  =  и ( 0 £ С ( [ 0 , оо); I 9(S)).

б ) Ряд (1 .8) сходится в метрике / %  равномерно по t на 
любом сегменте [t, Т], где 0 < 7 < Г < о о .

В метрике / %  функции ортонормированы; ряд (1.8)
Г

можно представить в виде



Д остаточно, чтобы равномерно сходился ряд из квадра­
тов коэффициентов; оценим эти последние. Имеем

•JY1 е ~ хп* =  — l—  \nte~ шах  ге~г —  - - - - - - - .  (5 )
t V K  t V K  t eVK

Теперь

V U 0 ^ 2 ( / ^ e - V ) * (<p, Kn)s +  2X „ ^ < r V ' - V „ ( < > * )  ^

=s£ (<?, u nf  4 -  jj fn  M  dx; ( 6 )  .

мы воспользовались здесь оценкой (2). Ряд с общим членом 
(6) сходится равномерно, и утверждение б) доказано. Из этого 
утверждения следует, что

и(л-, t) —  u(t) С  ((0, оо); /% ) .
в) Ряд, полученный дифференцированием ряда (1 .8) по t, 

сходится в метрике £а(2 ) равномерно по ( в любом сег­
менте [f, Т\, где 0 t Т оо .

После дифференцирования ряда (1.8) по t мы получаем 
следующий ряд:

S  { —  М < р .  И „ ) « " Х» ' + / « ( 0  — Хл 5 r " » (' - , 7 „ W * } « a W
n = l I  0 ;
или, если взять интеграл по частям,

Ц -п=1 I
0р> ип)е Уп> fn (0) е *п> 4~

« „  м .  (7 )
о /

Это —  по-прежнему ряд по полной ортонормированной в 
1 9( 2 )  системе {гг„ Оценим его коэффициенты. П о нера­
венству Коши квадрат коэффициента при н„ (дг) в ряде (7) 
не превосходит величины

it \а
3 ( \ , e - V j « ( Tl „ n)a+ 3/ ‘ (0 ) e - 2V  +  3 ^ e - ^ (/- T7 ; W ^ j  ^

t

: ^ ( т .  ».)* +  з / ; ( 0 ) + . ж ^ Л М Г * '  (8>



Из сделанных нами предположений о  функциях у (х )  и 
f ( x ,  () следует, что ряд с общим членом ( 8) сходится. 
В таком случае ряд (7 ) сходится в метрике 1 а( 2 )  равно­
мерно на сегменте [t, Г]. Утверждение в) доказано. Из этого 
утверждения следует, что сумма ряда ( 1.8)

и(х, *) =  и ( 0 £ С 1, ) ((0, оо). ^ ( 2 )).

(1 2 ^  ^ ММЗ ^ЯДЗ удовлетворяет начальному условию

Действительно, в силу доказанного в п. а) в этом ряде 
мож но почленно переходить к пределу при t ->  0 , поэтому

II ОО II
2  (т. « „ )« „  — J = о.

I Л = 1  II

д) Сумма ряда ( 1.8) удовлетворяет интегральному соотно­
шению ( 1.1).

П усть к)(t) —  произвольная абстрактная функция от t, 
0 < * < с ю ,  со  значениями в Н%. Обе части ряда (1.8), пред­
варительно продифференцированного по t, умножим скалярно 
(в метрике 1 а(Й)) на ц(1)

СО

( ^ р - >  'п (О ) =  2  с« (0 (« л . ч (0 )-

Заменяя cn(t) по формуле (1.6), получаем

ОО СО

(~Jr>  ч(0) = 4(0)- 2  V«(0(««. ч(0)=
Л— 1 л=|

/  \ оо

=  2  / » ( о «»• ч ( о )  -  2 ( о  [ « » » т< (01 = = ( / ( о - ^ (0 ) -Vt=l /  л==1

— [  2  с« ( о  и«* т1 (О ]= с/(о>  ^ ( 0 ) — [ « (0> ^ (oj-

Наше утверждение доказано.



§  3. О сущ ествован и и  кл ассического решения.
Ч астны й случай

После того как в довольно широких условиях доказано 
существование обобщ енного решения смешанной задачи тепло­
проводности, уместно поставить такой вопрос: какие ограни­
чения достаточно наложить на данные, чтобы решение было 
«классическим»; под этим мы понимаем, что это решение 
непрерывно в Q U В  (J 2  (рис. 37, стр. 427) и имеет в Q не­
прерывную первую производную по t и непрерывные вторые 
производные по координатам.

Решение этого вопроса мы дадим для простейшего случая, 
когда т —  1, область 2  есть интервал (0, 1) оси Ох, и урав­
нение. теплопроводности имеет вид

Начальное и краевое условия принимают 
форму

и(х, 0)==ср(лг), 1, ( 2 )  Г

и (0, t) —  u( 1, 0  =  0; ( 3) Рис. 45.
решение определено в полуполосе (рис. 45).

Если решение и(х, t) нашей задачи непрерывно в полу- 
полосе 0 ==S.x;sS 1» *SsO , то, прежде всего, необходимо, чтобы 
ср(л:) была непрерывной. Далее функция и {х , t) должна быть 
непрерывной в точках ле =  0, /  =  0 и 1, t =  0. В каж­
дой из этих точек можно вычислить значения и (х, t), исходя 
как из начального условия, так и из краевых условий (3), 
и оба способа должны приводить к одному и тому же резуль­
тату. Отсюда следует, что функция tp(J^) необходимо дол­
жна удовлетворять условиям согласования

<р(0) =  с р (1 )  =  0 . ( 4 )

Теперь можно сформулировать ответ на вопрос, постав­
ленный выше; обобщенное решение задачи ( 1) —  (3 ) будет  
tt классическим, если начальная функция ср (лг) абсолютно 
непрерывна на сегменте [0 , 1], ее производная c p '£ £ -s (0, 1)  
и удовлетворяются условия согласования (4). Докажем это.

В данном случае оператор 91 действует по формуле

81 н =  —  ^  и определен на функциях класса С(4) (0, 1),



которые обращаются в нуль при лт =  0 и х —  1. Формулы 
(8.3) и (8.4а) гл. 6 дают собственные числа и собственные 
функции оператора 91

К  —  я®*9» ип {■х) —  У~2 sin т х .

П о формуле (1.8) находим
CO

и (х , t ) =  2  bne ~ n̂ 2t sin т х ,  (б )
П=“ 1

где для краткости обозначено
1

Ьп =  2 $ <р (.кг) sin т х  dx. (6)
0

Докажем вначале, что при .0 = ^ л г ^ 1 ,  * 5 »  0, ряд (5) 
сходится равномерно. Для этого возьмем интеграл (6) по
частям; учитывая условия (4), получим Ъп =  ̂ ,  где

1

Рп =  -   ̂ <?' (х) cos т х  dx
о

есть я-й коэффициент Фурье функции ер'(.*) при ее раз­

ложении по ортонормированной системе { ] / 2  cos пкх\. Ряд
ОО ^

2  Ря сходится, а тогда в силу неравенства 

сходится и ряд
ОО

2 1 * » 1 -  (7)
"=■>

Н о ряд (7 ) —  мажорантный для ряда (5), который поэтому 
сходится абсолю тно и равномерно; члены ряда (5 ) непре­
рывны, и его  сумма также непрерывна при O ^ j t ^ l ,  0 .

Докажем теперь, что функция и (л;, t) —  сумма ряда (5 ) —  
имеет при < ^ > 0  производные всех порядков по х  и по t. 
Для этого  достаточно доказать, что после дифференцирова­
ния ряда (5 ) по х  и t любое число раз получается ряд, 
сходящийся равномерно при O s g j c s S l ,  t t, где t —  про­



извольная положительная постоянная. Продифференцировав 
ряд (5 )  р раз по х  и q раз по t, получим ряд

ОО
( —  1)« ^  nfH:'i9^pvi4bne -  sin {п-кх -\-р y ) . (8)

п=\

Коэффициенты Фурье Ьп, очевидно, ограничены, и ряд ( 8) 
мажорируется следующим рядом:

ОО

С 2  nise - nHiT, С —  const, 2 s ^ p -\ -2 q ,  s =  const.
1

Далее
v e - nw t < _________________« ! !________________ <  (2s + 2-)l ,

^  -  nss+s -  ^  /_ 2/\ss+a „ s ’
t +  “ V <  +  ' " + ( l + 2 ) l W

и можно построить более сильный мажорантный ряд
СО

Ci2 i *  c i = const>
Я=1

который, очевидно, сходится. Наше утверждение доказано.
Как видно из хода доказательства, существование беско­

нечного числа производных при ^ ^ > 0  можно установить, 
предполагая лишь, что < p £ Z . ( 0 , 1); дополнительные допу­
щения о  функции <$>(#) понадобились только для доказа­
тельства непрерывности решения при t —  0.

§  4. М етод  Ф урье для в о л н о в о го  уравнения

Обобщ енное решение и (х , t)= _ u {t)  смешанной задачи 
для волнового уравнения (см. §  2  гл. 2 1 ) есть абстрактная 
функция от t, принадлежащая классу К  (формула (2 .9 ) гл. 21)  
и удовлетворяющая тождеству

-  J { ^ р - ,  * & )  dt +  § [ « ( 0 . Ч (0 ] Л - ( * 1. Ч (° ))  =
о

7

\ ( / « ) >  4 ( 0 ) Л ,  ч £ К т ,  О )

\

*



и начальному условию

и(О) =  ? 0- ( 2)

Здесь <р0 Примем, что f( t )  =  f ( x ,  t) —
абстрактная функция класса С ([0 , оо); Ц  (2 )). Условие (2) 
понимается в смысле предельного перехода в энергетической 
метрике

lim | и (t) —  <ро | =  0.
о

Допустим, что решение u(t) задачи ( 1) — (2) существует. 
Разложим его в метрике Z.9(2 )  в ряд по системе собствен­
ных элементов оператора 21

ОО

" ( 0 = 2  Сп ( 0  и „  сп (t ) =  (и (t), ип). (3)
а — I

Э тот же ряд, записанный в виде
ОО

/1=1

дает разложение решения u(t) в метрике Нщ по полной 

ортонормированной системе — --L -
V K  '

В тож дестве (1 ) положим tj (t) {Т —  t) ип. Вспомнив,
что

(И (0- ип\ =  К  (и (0 , ип) =  \псп (0,

мы получим следующее уравнение для неизвестного коэф ­
фициента cn(t):

г г
Г ( ?1, м„) 4 - Х„ $ (Т  —  f)cn (t) dt —

0 о
т

=  \ { T - t ) f n{t)dt, (4 )
о

где



Уравнение (4) продифференцируем по Г  а заменим обо ­
значения Т и t соответственно на t и х:

t t
с п. (О —  (<Pl. Щ1) -Ь  5 сп СО dx =   ̂/ „  (т ) dx. (6)

о о

Уравнение (6) показывает, что сущ ествует вторая произ­
водная с“п (t). Дифференцируя, видим, что с (О удовлетворяет 
обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка 
с постоянными коэффициентами

-% ,̂ - +  V „ ( 0 = / * ( 0 ;  (7)

начальные условия для этого уравнения получаем из соотн о­
шений (2 ) и (6 )

(0) =  (сро. с'п (0) =  (<pi. «„)• (8)

Решение задачи имеет вид

сп (О =  (То- «л) cos V K  t - f  s in  V K  t-\-
t

| (9)
Отсюда

CO (

и (дг, 0 = 2  Kfo- Ua) COS V K t - V  sin t  +
ф ва  I I

+ 'j /^ =r  ̂ sin V K ( t  —  “0  A, CO ««(■*)• ( ,0 )

Таким образом, если обобщ енное решение смешанной 
задачи для волнового уравнения сущ ествует, то  оно необхо­
димо имеет вид (10). Как и для уравнения теплопроводности, из 
этого вытекает единственность обобщ ен ного решения.

Формула (10) несколько громоздка, поэтом у ее обосн о­
вание проведем следующим образом.

П усть функции v(x , f )  и w ( x , ( )  суть обобщ енные реше­
ния следующих задач: однородного вол нового уравнения



и неоднородного волнового уравнения с однородными началь­
ными условиями

Тогда, очевидно, tt —  v -\ -w . Из общей формулы (10 ) вытекают 
следующие формулы для v  и w:

w (x ,  0 =  2  J sin V X ( ' - 0 / * « K t .  (14)

В последующ их двух параграфах мы проведем обоснова­
ние метода Фурье отдельно для каждой из задач ( 11) и ( 12).

§  6. Обоснование метода для однородного уравнения

Как и для случая уравнения теплопроводности (§ 3), 
Обоснование метода Фурье сводится к проверке нескольких 
утверждений.

а) Ряд (4 .13 ) сходится в метрике Нщ равномерно по t на 
всей оси.

Запишем ряд (4.13) в виде

(13)
ОО I

4* (?и Яв) sin V h  t }  - у ц  =

П
2 j b '  7 * 7 ]  V K  t +  (<Pi. un) sin |A „ t



Последний ряд есть ряд по системе функций , орто-

нормированной в метрике Н%, и достаточно доказать, что 
равномерно по t сходится ряд из квадратов коэффициентов

_  ср°’ ~ У Г Г ]  cos tJ r  (?i> “ л) sin V K  * }  •

Сумма этого ряда не превосходит величины

я — 1 '  п п = 1

П о  неравенству Бесселя оба ряда сходятся. В то  же время 
их члены не зависят от t. П о теореме Вейерштрасса ряд (2) 
сходится равномерно.

Ряд (4.13) сходится равномерно по t и в метрике L9 (Q ) — 
это сразу вытекает из неравенства положительной определен­
ности (неравенство (3.3) гл. 5).

Из утверждения настоящего пункта вытекает также, что

v (х, t) =  v ( t ) ( ^ C  ([0 , оо), Hsu).

б) Ряд, полученный дифференцированием ряда (4 .13) по t

I / К  (?о> ня) s'n V ^ n  14“ ця) cos V K  1 1 ип(х ) —
л — J

=  2  { -  [?«• sin V k  t + “ » ) cos V k  1 } "»
n = 1 I

сходится равномерно no t в метрике La (2 )- 
Достаточно написать неравенство

{ — [ *  sin (<Pl> «л) cos V K  * }  ^

2̂[?о’wr+2(?i’Ия)а’

а затем, как и в п. а), сослаться на неравенство Бесселя 
и теорему Вейерштрасса.



Из доказанного в пп. а) и б) вытекает, что 

v (х, t) =  v (t) £  С (1> ([0, оо); Ц  2)),

и, следовательно,
в) Сумма ряда (4.13) удовлетворяет начальным условиям 

(4.11). Действительно, в силу доказанного в и. а) в ряде (I ) 
можно почленно перейти к пределу (в метрике Н%) при 
*->■0. Отсюда

IOO |

я = 1 ' I

Далее по доказанному в п. б) сумма ряда (3) равна ~tvJ'P  ,
и в этом  ряду также можно почленно переходить к пределу 
при ^ - > 0

litn 
t -  о

dv (О
- at ' 4,1

ОО

2  (T i-цп )«« — ?i
Я =  1

=  0.

г) Сумма ряда (4.13) удовлетворяет тождеству

—  \ dtJr  \ [ « ( 0 . 4 (01  d t—  (? !, к)(0 )) == 0,
о о

V 1] €zKr> (4)

к отор ое  получается из тождества (4.1) при / =  0.
Обозначим для краткости через in(t) коэффициенты ряда

(4 .13)

Тп ( 0  =  (<р0. и„) o o sV K  t +  ~ y i ‘f  sin V K  t.

Тогда
CO

« ( .* ,  o  =  w ( o =  2  t»< ( 0  uif
n= 1

Коэффициенты ? „ ( 0  удовлетворяют дифференциальному урав­
нению (4.7), в котором  следует положить f n(t) =  0:

(5)



Имеем

О л=1 II

Почленное интегрирование допустимо, потому что ряд (3 ) 
сходится равномерно по t. Интегрируя по частям, получаем 

г г

—  §  Т« ( 0  («п> dt==\ln  0 9  («п . -л ( 0 ) dt —

- т ; ( 0 ( и п̂ ( 0 ) 1 ^ о г =
т

=  \ Тп (0  (Мя. >1 (0 )  dt +  (<Pl> “ л) («Я» Ч (°))-
t)

Отсюда

о

=  И 5 т П 0 ( « я '  Ч (0 )  dt - f  2  (?i> “ « ) ( “ *> ^ (°))-
п—! 0 /I — !

Но по равенству Парсеваля
СО

2  (?!• «л) ( “ «> '*1 (0)) =  (?Р Ч (0)), 
п= I

и, следовательно, 
г

§ ( т  • ^ г - ) л :=  2 т:; (0 (Ип’ 71 (0) d t+ (?i,yi (0))- (6)
о п =  I

Далее
Т со Г

« =  1 о
$ ( « ( 0 ,  >1 (0 ]  dt =  2 .  \ т« (0  [«»> Ч (01 dt =

оо Г

S  5 х л ( 0 ( » л >  4 ( 0 ) ^ -  ( 7 )
п= 1 О

Если теперь сложить равенства (6) и (7) и воспользоваться 
уравнением (5), то получится тож дество (4).



§  6. Обоснование метода
для одн ородн ы х начальны х условий

Докажем теперь, что сумма ряда (4.14) есть обобщ енное 
решение задачи (4.12). С этой целью докажем, что для ряда
(4 .14 ) справедливы все утверждения а )— г) предыдущего 
параграфа, с той, однако, разнйцей, что равномерная сходи­
мость имеет место не на всей оси i, а только на любом 
сегменте вида [0, t], t =  const ^>0.

Доказательство утверждения а) сводится к проверке того, 
что ряд

со п  р

S J j  sin  V K  (t -  t ) A W  dz\ ( l )

сходится равномерно на сегменте [0, J1]. П о неравенству 
Буняковского

В силу равенства Парсеваля

2 / ^ ) = t m n a. (3 )
л= 1

Ряд (3 ) с непрерывными неотрицательными членами схо­
дится к непрерывной функции. По теореме Дини ряд (3) 
сходится равномерно. Н о тогда и проинтегрированный ряд 
сходится равномерно. Из неравенства (2 ) следует теперь, что 
ряд (1 ) также сходится равномерно.

Из доказанного следует, что ряд (4.14) равномерно на
сегменте [0, t] сходится в метрике 1 а(2 ), а также, что 
w (x ,  0 ) =  0.

Перейдем к утверждению б). Формально продифференци­
ровав ряд (4.14) по t, получим новый! ряд

со t

cos У К Ч - г ) Ш ( 1 ч .л=| о

Мы докажем равномерную сходимость этого  ряда в метрике



Z.Q (2 ), если установим, что ряд
ОЭ /  /

п=  н о

сходится равномерно на сегменте [0, t\ К о  это  доказывается 
так же, как в п. а). Теперь ясно, что

С »  /

^ ~ р -  —  2  «Я (X)  ̂ cos / Х „  {t —  х ) / „  (г) dx
П= I

dw (t) I л
й что _ _ _ | ^ о  =  ° .

Утверждения п. в) были доказаны попутно.
Обратимся к п. г). Докажем, что w  (х, t) удовлетворяет 

тождеству (4.1), которое в данном случае принимает вид

$ [® (0 .ч ( 0 1 « й  =
и о

г
— \ n(t))dt, Т] £ К г -  (4 )

о
Имеем 
г

=  2  5 ("»• ) (  $ COS / К  V — ') fn М  * }
я-=1 о U

Внешний интеграл возьмем по частям



Внеинтегральный член исчезнет, потому что tj( 7 ) =  0. При­
няв во внимание, что

ОО

П~ I
И что

У К  (“ «• ч W )= - j^ =  К -  ч (01 .

находим, что

)  -  J ( /(0 k 4 (0 )r f< +  s [« (0 . -4(01*.

и соотнош ение (4 ) доказано.

§  7. У равнение колебаний струны . Условия 
су щ еств ов а н и я  кл ассического решения

В опрос о  том, при каких условиях обобщенное решение 
смешанной задачи для волнового уравнения будет одновре­
менно и классическим, мы исследуем только для простейшего 
уравнения струны *)

дги д*и
dt* ~фх » == 0 ^  лг 1, t 0. (1)

Будем решать это уравнение при краевых'условиях

и(0, 0  =  « (  1. 0  =  0 (2 )

и начальных условиях

" L o - f t w  Щ , . . “ t w  (3 )

В данном случае Х„ =  n V ,  м„ (х ) —  1^2 sin пкх; по общей 
формуле (4 .13) обобщ енное решение имеет вид

СО

и (х. t) =  2  {an cos m t - f -  — sin mtt'j sin т х , (4)

l) По повод> общ его  случаи см. книгу |3].



где

ап =  2 $ <р0 (л;) sin  nw dx>

" (5 )
bn =  2  ̂<pj (x )  sin rnz x  dx.

Решение (4) назовем классическим, если при 
£ ^ > 0  оно непрерывно вместе со  своими производными пер­
вых двух порядков. Это будет иметь место, если ряд (4 ) и 
ряды, полученные из него одно- или двукратным дифференци­
рованием, будут сходиться равномерно.

Докажем, что такая равномерная сходимость имеет место, 
если выполнены следующие условия: 1) функции

?<*>(*), k =  0, '1 ,2 ; <р<*> (х), k =  0 ,1

абсолютно непрерывны на сегменте [0, 1];

2 ) <ро 1)> I)»

3) выполнены условия согласования

<ро (О) =  ср0(1 ) =  О, Т1 (0 ) =  <р1(1 )  =  0. <ро (0 )  =  <ро ( 1 ) = = 0 .  (6 )

Заметим, чго условия согласования необходимы для того, 
чтобы решение (4) было классическим. Первые два условия (6 ) 
вытекают из непрерывности функции и (х, t) в точках 
лг —  0, t =  0 и л г =  1, t —  0; вторые два условия (6 ) —  из

непрерывности в тех же точках производной g j .  Третью пару
мож но получить так. Полагая в уравнении (1 ) t =  0, получим

(Ги
д(‘ ср" (jc) =  0.

Дифференцируя тождества (2), получим

дгид-и 
дс3 dt*

=  0.
1

Полагая здесь £ =  0, а в предшествующем соотнош ении 
jc =  0 и х  =  1, получим третью часть условий (6).

Коль скоро условия 1) —  3) сформулированы, дальней­
шее получается просто. Формулы для коэффициентов ап и Ьп



преобразуем интегрированием по частям
I

___ 2<р0 (дг) cos п%х
ЛЯ

I

=  7SF j  =

1 I
—  л3» ?  ^ 9о (л ) sin т х  d x  =  —  | <ро (х) sin т  х  d x  =

1
___2<pJ (at) cos nnx |» 2  f  ,
— '-------nw ---------|o ~  J ? °  (Jf) cos  яяаг Л г =

о
I

—  —  J  <fo ( x )  c o s  m x  dx.
0

Т очн о так же
i

£Л== —  _ _  | (д:) slnnitxdx.

Обозначим
i I

“ л == —  8̂ | To" ( * )  COS лтсд: rfjf, P„ =  —  1  ^ срГ(^) sin m x  dx. 

Тогда

a — h __
n n*’ n ~  n‘  '

Величины оя и рл суть коэффициенты Фурье функций 
■j/2 . 1^2 „

<po (■*) и ------<f'{ (x), принадлежащих пространству
00 со

Z.a(0 , 1). Отсюда следует, что ряды ^  a*, сходятся. 

Формула (4 ) принимает вид
ОО

и (х , / ) =  У  J_ (an cos nnt - j -  р„ sin nut) sin лтсx .  (6)



Мажорантами для ряда (6) и для рядов его первых и вторых 
производных служат ряды

СО СО СО

l « J  +  lf>n l ^  K I  +  I M  K I  +  IP«L
1? • 0  L  ^  ' L  п

п — 1 п = \

с ,  С " =  const,

которые все сходятся. Отсюда следует, что сумма ряда (4 ) —  
функция и (х , () —  непрерывна вместе со  своими первыми и 
вторыми производными, что и требовалось доказать.



Г л А В А 23 

ЗАДАЧА КОШИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

§  1. Некоторые свойства преобразования Фурье

В этом параграфе будут изложены простейшие свойства 
многомерного преобразования Фурье. Понятие об  одномерном 
преобразовании Фурье и его основные свойства предполагаются 
известными.

Будем рассматривать функцию и £  L (Ет ), так что 

J | и (дг) | dx <| оо.

Преобразование Фурье этой функции определим формулой

т

(Fu) (х) =  и (х )  =  (2 т с )~ 1  $ <Г •’ <■*■ у\, (j,) dy. (1)
Ет

Здесь через (х , у )  обозначено скалярное произведение в про­
странстве Ет

(x>y) =  x„yk.

Функция и определена и непрерывна в каждой точке 
х ^ Е т в силу абсолютной и равномерной сходимости интег­
рала (1).

Кратное преобразование Фурье можно получить, приме­
няя последовательно одномерное преобразование Фурье: если



построить последовательно функции 
_  2 + °®

«1 (* i, х т) =  (2и) 2 ^ и (xL, х г, x m_ i,y m) е ~ 1хтут dym,
—  СО

* s, • ••» Хт) ”
I +00

=  (2it) 7  ^ u, (Jf„ ........y m_t, X m)  e - ixm-iym-idym_ t =
— 00

=  (27с)-‘ J 5 U (* i, x s ....... y m~ i. У т ) e ~ ‘  +  Х'пУт)4 У т -1 (1У т ’

\  - f  00

um (*1* **-2> » *̂ m) “   ̂ (-У*»
—  00

m -f- со -f* со
=  (2it) 2 ^ . . .  ^ ........y m) e - i(xtyi+x*yi+ - +xmym)dyldyi...dym,

(2)

то, очевидно, um (j^ , x v . . . ,  x m) =  « ( * ) .
Т е о р е м а  23.1.1 Если k —  натуральное число и произ­

ведение (1 - j -  | х  f ') и (jc) суммируемо в Ет, то преобразование 
Фурье функции и (jc) имеет непрерывные производные по­
рядка, не превосходящего k, всюду в Ет.

Так как | н (х )  | < ( 1  - f  \х |Л) | н (a:) j, то  функция a £ L ( E m) 
и преобразованная функция и (х )  сущ ествует и непрерывна 
в Ет.

Формально продифференцируем интеграл (1) 1Х раз по Х\.
1т раз по х т ; пусть

1\ ~Ь 4  Ч-  • • • Н~ Ап —  I ^  Ь.

Это приведет нас к интегралу
т р

(—  1)1(2к) 2 \ у ^ у 12к . . у гп и ( у ) е - « х'УЫу,

который сходится абсолютно и равномерно, так как 

\ у № - - - У 1г ? \ ^ \ У 1 ‘>
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и, следовательно, при достаточно больших \у.\

I * «*• % ' * j . .  у ^ и ( у )  | \у |' I и (у) | ^  (1 +  | у  |*) I и (у) \.

Мажоранта не зависит от  л  и суммируема, поэтому диф­
ференцирование под знаком интеграла законно

и производные порядка, не превосходящего k, непрерывны.
Т е о р е м а  23.1.2 Пусть функция и(лт) непрерывно 

дифференцируема k раз в любой точке х  (=  Ет. Пусть, 
далее, сама функция и (х) и все ее производные порядка, 
не превосходящего k, суммируемы в Ет и обращаются 
в нуль на бесконечности. Тогда при достаточно больших 
значениях \ х  \

Рассмотрим некоторую  точку х  £  Ет и обозначим через 
j  номер ее координаты, наибольшей по модулю. Интеграл (1) 
возьмем k раз по частям по переменной у  j. При этом вне- 
интегральные члены обратятся в нуль, и мы получим

д1й т

ду{1ду!?... ду‘™ —  ( —  0*(2*) 2 у [ 'у 12к . . у 1” е - * I*. У)и (у ) dy,

(3)

И ( * )  =  ( / ? „ ) ( * )  =  0 ( 1 *  Г * ) .

_  т .
и(х) =  (2 « )  >{lxj)-k \ f j  <?-■ u . y)dy.

4 , y j
Оценим и(х) но модулю

и окончательно



где можно, например, положить

-  £  -  С X )  I дки(у) I .
с = ( з . )  3 $ l \ w w ^ \ dy'

т

суммирование распространено на все наборы неотрицательных 
индексов kit ki t . . . ,  km таких, что - f -  kt - f - . . .  -} -  km =  k.

При некоторых условиях, наложенных на функцию и(х), 
справедлива формула обращения преобразования Фурье

т
и ( * )  =  ( 2 * Г  2

Функция к, вообщ е говоря, не суммируема в Ет, поэтому 
необходимо каждый раз указывать, в каком смысле следует 
понимать интеграл (4). Разумеется, если и суммируема в Ет, 
то  этот  интеграл можно понимать в обычном смысле. Спра­
ведлива, например, следующая теорема.

Т  е о  р е м а 23.1.3. Пусть функция и (jc) отлична от нуля 
только в некоторой конечной области и имеет во всем 
пространстве непрерывные первые производные. Тогда 
справедлива формула обращения (4), в которой интеграл 
понимается в следующем смысле:

^  и (у) е,(* ’ ^dy—

т Nm ( Nt I N, \
=  lim f | ...lim  f | lim f «  (y) eUi!/ld y \ x

_X rJ  J

X е ХгНйуг . . .| е * тУтйут. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Конечную область, в которой функ­
ция и (х)  отлична от  нуля, можно поместить внутри некото­
рого куба. Пусть это  будет куб

—  а ^ х к^ а ,  k —  \, 2 , . . . ,  т.

Очевидно, функция м(лг) суммируема по х т при фиксиро­
ванных значениях остальных аргументов и в каждой точке 
пространства имеет производную по х т; применив теорему

J  и (_у) e l ^dy. (4 )



обращения однократного интеграла Фурье к функции 
(формула (2)), получим

_± Nn
и (  х ) =  lim (2тг) 2 С Щ(Х!, . . . ,  x m_v y m) e Xm-Vmdym.

N^-+cq J
m

Имеем, далее, -
+oo

J I ui x t, . . . ,  x m_i, x m) | dxm_ j =
— OO

+  «  _ _i_ -h00
=  \ ( 2tc) 2 I J « (Jfi. X» . . . , x m „  y m) e ~ iXmymdym I dxm <

—  CO — CO

H-оо
<  (2it) 2 J J | и ( * „  Jfj , . . . ,  x m_v y m) I dxm̂ d ym =

—00 —oo
I a a

=  ( 2 * )  2 \ \ |k (x v x p . . . ,  x m_v y m) | dxm_ldym <  ;
- a  -a

через M  обозначена верхняя граница значений функции и. 
Таким образом, функция щ (дг1( * 2, . . x m_lt х т ) суммируема 
no x m̂ t при всех значениях остальных аргументов.

Докажем теперь, что производная существует в лю­
бой точке. Представим нг в виде

W1 (• * !’ x i .......... х т-1> Хт) —
__I а

—  (2 « )  2 jj и (x v х » . . . ,  Хт_ „  у т) е~'*т l’m dym.
—а

Справа —  интеграл от непрерывно дифференцируемой функ­
ции, распространенный по конечному промежутку. Такой 
интеграл имеет непрерывные производные по всем аргументам, 
о т  которы х он зависит, в частности по jcm_1.

Та же теорема обращения однократного интеграла Фурье 
дает теперь

(-**1* *2» • • Х т_р X т ) =



Продолжая этот процесс, мы в конечном счете придем 
к формуле (5 ) ') .

§  2. Вывод формулы П уассон а

Рассмотрим однородное уравнение теплопроводности

— —  Дн =  0 (1 )
О С

при краевом условии

и [ / _ о  — ?(■*)• (2)

Будем предполагать, что все выполняемые ниже действия 
законны, и в этом предположении выведем формулу для 
решения задачи Коши (1 ) — (2).

О бе части уравнения (1 ) подвергнем преобразованию 
Фурье по дг

(2TC) - ? J  » d y -
til

m m
-  ( 2 k ) '  2 J  у  e - f * ’ M y  =  0. ( 3 )

m

Интегрирование по у  и дифференцирование no t независимы, 
поэтому вынесем в первом слагаемом дифференцирование

*) Более общ ая теорема доказана в книге (9); там ж е приведены  
и другие теоремы, утверж дающ ие в разных усл овиях справедли­
вость ф ормулы  обращения (4).



по t за знак интеграла. В результате получим

(2я) 2 e - i  (jc . y )d y  =  (2т:) 2 ~  ^  и {у, t) е ~  ‘  у Ч у =

т
дй  ( х , t)

dt

где m(jc, t) означает преобразование Фурье функции и(х, t)

- 1  С
и (х , t) =  (2it) 2 \ и (у, t) e~ i{-x' y)dy.

Каждый интеграл во втором слагаемом в (3 ) возьмем 
по частям

О * ) - * !  — (2 «)"~ а* И  u (y ,t)e -^ * -y )d y =

т Ет
z =  —  X%U (X , t).

Уравнение (3 ) принимает вид

а г - Н * * 1 “ = 0- (4)

Э то —  обыкновенное дифференциальное уравнение первого 
порядка с независимой переменной t; координаты x v х ^ , х т 
играют роль параметров.

Интегрируя уравнение (4), получаем

и (х, t) —  C (jc) е.

Полагая здесь t =  О, найдем

С (х ) —  и(х, 0).

Таким образом, функция C (jc) есть преобразование Фурье 
начального значения функции u(x,t). В силу условия (2) 
и (х , 0 ) =  <р (х ) , следовательно,

- -  г
С  ( j ; )  =  cp(jc) =  (2тс) 2 \ ср { у )  у Ы у

и(х, t) =  y { x ) e ~ W**.



Воспользуемся формулой обращения интеграла Фурье (1.4)
с -

и (X, t) =  (2тс) 2 \ <p(j,)e - l .v  !*<+<(*. УЫу.

Заменим здесь <?(у) его выражением и изменим порядок 
интегрирования

и ( х ,  t )  =  (2тс)~т  5 ср(г) { $ e - , y * \ t  +  i ( x - z , я щ  dZ' (5)
Е Ет т

Займемся вычислением внутреннего интеграла в форму­
ле (5). Имеем

 ̂е—\У I2'  + 1 (* -  *• М у  =
Ет

-|-00 -J-°° т
~~ \ -у У  +  Ч хк - * к) у к 1

dytdyt . . .  dym —
- Н - *

т -f со
I f  5 e- y2' +  i{x* - ' b ]ydy. (6 )
k ~ \  — СО

В интеграле справа у  —  вещественная переменная, которая 
меняется в пределах —  оо  < ^ у  < '  оо.

Выделим А-й множитель в произведении (6). Обозначим 
для краткости х к —  zk =  a. Дело сводится к вычислению ин­
теграла

+5°

1 (а) =   ̂ е~Уг‘ +  !аУ dy

г + “
L.-4 ~и

1 Г У

- " - f t

Рис. 46.

Рассмотрим плоскость комплексной переменной { = у  i-ц. 
Для определенности примем, что а ^ > 0 . Построим прямо­
угольник с контуром L, как показано на рис. 46. П о теореме 
Коши



или, в более подробной записи,

J ^ _  „ у .  о N
\ е Ч '  я )  d y -f -  \ e - W + W  I d-Ц —  [ e - W d y  —

- N  ‘I  —TV
_ It

0
—  5 e - ^ ~ N+ ^  ld-fi —  0.

П усть теперь N -*■ оо . При этом второй и четвертый ин­
тегралы стремятся к нулю. Действительно,

$ e - H N ± h

о

Отсюда следует, что

/  ia\2 + “

Легко видеть, что случай а 0 приводит к тому же резуль­
тату. Замена у  У  t —  s дает, далее,

— 00 ' —со

Теперь

— “* "V° — — /---- _  (Xt ~ гкУ
е *  $ в *\у и) d y = y  v  .

—00 ' 

и интеграл (6 ) оказывается равным величине



Подставив этот результат в формулу (5), получим так назы­
ваемую формулу Пуассона

и{х, О в - г - т Ц я г  f  <e(z)e~ “ dz. (7 )

§  3 . О боснование формулы П у а ссон а

М ы не будем пытаться доказывать законность действий 
предш ествующ его параграфа. Вместо этого  мы непосредст­
венно установим> что формула Пуассона дает ограниченное 
решение задачи Коши для уравнения теплопроводности (2.1) 
в единственном предположения, что начальная функция <р (лг) 
непрерывна и ограничена в пространстве Ет.

Докажем прежде всего, что формула Пуассона опреде­
ляет функцию, непрерывную при t^ > 0 .

В  пространстве т - j- 1 переменных л'1> Ха, • • •> х т> t рас­
смотрим область, определенную неравенствами

|*8 |==Sa4, O ^ t ^ T ,  (1 )

где а  и Т —  положительные постоянные. Докажем, что входя­
щий в формулу Пуассона интеграл

Г*J  <р (г ) е ^  dz (2)
m

сходятся равномерно по х  и t в области (1). Возьмем д о ­
статочно большое число R и оценим интеграл

г*
~4< ̂ ср (г )  е dz.

l * l >  я

Функция <р(г) ограничена; пусть | <р (г )  | Л4 =  const. 
Далее r =  [x  —  z \ ^ \ z \  —  |л г|^|г| —  а. Будем считать,

что R  > 2а. Тогда и г > Ц ^ .  Теперь

rl  z 
е '* ‘ < ^ е  16Г’



и, следовательно,
/■я

J f ( z ) e  dz 
z \ > R

Интеграл

<С_М t е к г  dz =  
I* ,>  Я

оо _  Ра
: М [St\\e i6r рт~* dp. ( 3 )  

я

ОО (|2
J рт “1 е 16 г dp
о

сходится, поэтому интеграл сгфава в (3 ) сколь угодно мал 
при R достаточно большом; так как он не зависит ни от  х, 
ни от t, то интеграл (2 ) сходится равномерно. Отсю да сле­
дует, что функция, определяемая формулой Пуассона, непре­
рывна при t 0.

Докажем, что при t~^> 0 функция и (х , /) бесконечно диф­
ференцируема по I и по координатам точки х  и что все 
производные можно получить, дифференцируя формулу Пуас­
сона под знаком интеграла.

Рассмотрим, например, производную Если формально
продифференцировать no t правую часть формулы Пуассона, 
то получится выражение

т
т т -f- 2 

241+1 я 2 t ~
rf(z)e  4'  dz ■ 1

т m -f-4  

2т+г к1 1 2

г® <f(z)e 4tdz.

(4 )

Как мы видели, первый интеграл сходится равномерно в о б ­
ласти (1). Точно гак же проверяется, что в той ж е  области 
равномерно сходится и второй интеграл. Отсюда, как  обычно, 
следует, что производная существует, непрерывна и совпа­
дает с выражением (4). Существование остальных производ­
ных устанавливается аналогично.

Непосредственным дифференцированием доказывается, что 
функция, определяемая формулой Пуассона, удовлетворяет 
уравнению теплопроводности (2.1).



Остается доказать, что функция и (лг, t) ограничена и удов­
летворяет начальному условию (2.2)

Ига и (х,  <) =  Н т V <р (г )  е, « d z  =  <? (* ).
с т

Сделаем замену z =  x -\ -  2 / Г  £, тогда формула Пуассона 
примет вид

и ( х , 0  =  « " а' \ <р(* +  2V t  (5 )

П о известной формуле

+00
 ̂ е-е* dp —  у  тс

— СО

легко находим
т

тГ* $ e -ie i* d 6  =  l . (6)
Ет

Теперь из формулы (5) следует
т

| и (лг, t) | Мк 2 § е~  1 ̂ |S d% =  Ж, 

и функция u (x ,t)  ограничена. Далее по формулам (5 ) и (6 )

т _

u (x ,t )  —  <t{x) =  «  2  ̂ [(р (*  +  2 V t  ?) —  < p ( x ) ] e - l 5 '2d i  (7) 
Em

Интеграл в формуле (7) разобьем на два интеграла, взя­
тые по областям |£|‘^ > R  и |£|<^R> гДе R —  некоторая по­
стоянная. Имеем
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Интеграл
СО

$ P ^ e - p V p
о

сходится, и можно выбрать такое R0(&), что при /? ■ > /? „  (г) 
будет ' ^

_гп оо
2М * 2 |5,| 5pm- 1e - P V p < s .

/г

Зафиксируем какое-нибудь R ^> Ro(e). Тогда мож но найти 
такое tQ (е), чтобы при 0 < ^ < ^ 0(е) и для любого 5 , I £ !< : / ? ,  
было

| <р (лг -f -  2 V t S) —  ip (x) | <  ~ •

Теперь
nt

$ [<pC* +  2 V T « )  —  «р (jc)] e - 1 *  I* d\
i e i < *

m

<

и окончательно

I и (* , 0  — ? ( * ) ! < « ,  О <  < <  /0 (е).
Этим завершено обоснование формулы Пуассона.
Если предстоит интегрировать неоднородное уравнение 

теплопроводности
ди А л --g= — А и = / ( х ,  0  ( 8)

при условии Коши (2.2), то, применяя преобразование Фурье 
по координатам, можно получить дифференциальное уравнение

du о  ~ ~
5 Г + • *  « = / ( * .  9  (9)

и начальное условие

и (х , 0 )=1?(хЪ  (Ю )

f {X  *) = = ( ^ J  f i y > t ) в " 1иг,л<У-



Уравнениям (9) и (10) удовлетворяет функция
t

и (лг, t) =  е ‘ 1 * |! 1 <f (х) - f -  § е~  • * * ~ т) J {x, т) dz.
о

Применив к ней обратное преобразование Фурье, получим в 
конечном счете следующее выражение для искомой функции:

“ ( * ' <)= ё Й г г 1  +
Ет

1 1 г%+  Г Г /(*> "0—  -p .  ^ V  — ^dzdt, r =  \z —  х\. 
n  J J (2V ^Tм г .

0 Ет

§  4. Бесконечная скорость теплопередачи

Из формулы Пуассона вытекает, что тепло распростра­
няется с  бесконечной скоростью. Действительно, представим 
себе, что теплопередающая среда заполняет все пространство 
Ет. Пусть в начальный момент вся среда, кроме некоторой 
конечной области D, имеет нулевую температуру ( с р (х ) ^ О ) ,  
а точки области D  нагреты до  некоторой температуры 
?  В любой точке х £ Е т и в любой момент времени t О
температура среды u (x ,t)  определяется формулой Пуассона

D

интеграл по Em\ D  исчезает, потому что в этой области 
ср ( jt )  =  0. Но из формулы (1 ) ясно, что и(х, £ )^ > 0 . Таким 
образом, как бы ни было мало t и как бы ни была далека 
точка х  от области D, тепло из этой области за промеж уток 
времени t успевает дойти до  точки х . Это и означает, что 
тепло распространяется с бесконечной скоростью .

Э тот физически противоречивый вывод на практике осл ож ­
нений не доставляет. Если |дг| велик, a t мало, то в ф ор -

г »
муле ( I )  отрицательный показатель —  ^  велик по абсолю т­

ной величине, и значение температуры tt(x, t) пренебрежимо 
мало. Практически, следовательно, формула Пуассона даег 
(с  точностью до пренебрежимо малых величин) некоторую  
конечную скорость распространения тепла.



§  1. Применение преобразовани я Ф урье

Будем искать решение волнового уравнения

О )

во всем пространстве Ет и в моменты времени <^>0. Пусть 
искомая функция удовлетворяет начальным условиям

Примем, что все выполняемые ниже операции законны. К обеим 
частям уравнений (1 ) и (2 ) применим преобразование Фурье. 
Поступая так же, как в случае уравнения теплопроводности, 
мы придем к следующей задаче Коши для обыкновенного 
линейного дифференциального уравнения второго порядка с 
постоянными коэффициентами

(2)

rfpr +  M 9«  =  0,

“  L o  =  <Ро С*). —  ^  =  tp, (jc); (4 )

(3)

символ ~  означает преобразование Фурье. 
Общий интеграл уравнения (3 ) имеет вид

и ( j : ,  0  =  .4 ( х )  cos | jc |  ̂- j -  В (.х )  sm | *  | /.

При t —  Q находим



и мы получаем решение задачи (3 ) —  (4 )
I , I ~ <• ч sin  I х  11 

и(х, г) =  сро(лг) cos 1ЛГI ^- j -  срх (ЛГ)----j^ j—  . (5 )

Выполнив обратное преобразование Фурье, придем к следую­
щей формуле для искомого решения:

н (х , 0  =

=  (2к) "  ^  [ ?0  О )  c o s  \у 11 +  * ,  Су) »  dy. ( 8 )

Обоснование формулы (6) проведем при следующих пред­
положениях. Мы примем, что функция <ро(*) имеет во всем 
пространстве Ет непрерывные производные до  порядка, 
т - f -З  включительно, а функция ср, (лг) —  непрерывные произ­
водные до порядка т -\-2  включительно. Далее мы при­
мем, что сами начальные функции и их производные только 
что указанных порядков отличны от нуля лишь в некото­
рой конечной области пространства Е т.

Из теоремы 23.1.2 вытекает, что при достаточно боль­
ших | лг | верны оценки

'f 0  (JC) —  о  (! JC Г Л  Ъ (■*) = 0 ( \ х  Г  -2).

В таком случае подынтегральная функция в (6 ) имеег 
на бесконечности оценку 0(\у\~т~3), первые и вторые про­
изводные подынтегральной функции по X j, х%, .  • ■ > х т, t имеют 
оценки 0(|_у | т ~4) и 0(\ у  Г " " 1) соответственно. Во всех слу­
чаях эти оценки равномерны относительно х  и t. Отсюда 
следует, что как интеграл (6), так и интегралы, полученные 
из него дифференцированием, однократным или двукратным, 
сходятся равномерно по х  и t. А в таком случае функция (6) 
непрерывна и дважды непрерывно дифференцируема по к оор ­
динатам и времени, причем производные можно получить 
дифференцированием под знаком интеграла.

Теперь нетрудно доказать, что функция (6 ) удовлетворяет 
начальным условиям (2) и волновому уравнению (1). Полагая 
в (6 ) t —  О, найдем

m
и (Л-, 0) =  (2*) “ 7 $ iu Су) е‘ ■>’> dy — 'fu(A');



нетрудно видеть, что условия теоремы 23.1.3 в данном слу­
чае выполнены. Продифференцировав формулу (6 ) по /  и 
положив t =  0, найдем также

ди (х, t) 
dt t-= о

Далее

& и __
де ~

~  —  (2к) 2 ^ 1 ̂  |а [<Ро O ') cos \у\

т
Ды =  — ( 2и) 2 $ I j 'I ’ fioCv) COS \y\t-\-

функция (6), следовательно, удовлетворяет волновому урав­
нению.

Т от же прием —  сведение к обыкновенному дифферен­
циальному уравнению с помощью преобразования Фурье —  
можно применить и к неоднородному волновому уравнению

д̂ и.
-dlr —  A u = f ( x ,  t). (7 )

П усть для этого  уравнения поставлена задача Коши с 
начальными условиями (2). Применим преобразование Фурье * 
по координатам. Обозначая

~П х ' J  П у ' <)е- Цх'у)с1У’

получим

У  + | л -| ац = / ( л г » 0 -  (8 )

Решение этого  уравнения, удовлетворяющее условиям (4),



и (х , t) —  ср0(•*) cos 1 .у11 - f - ( J f )  - [ ■ j p  +

+  J f ( x ,  X) sin dr. (9)
о

Если функции cpo (x), cp! (jc) и f i x ,  t) имеют достаточное число 
производных и отличны от нуля только в конечной области 
изменения переменных *), то обратное преобразование Фурье, 
примененное к формуле (9), дает решение задачи Коши для 
неоднородного волнового уравнения.

§  2. Преобразование решения

Формула (1.6), дающая решение задачи Коши для волно­
вого уравнения, может быть улучшена. Прежде всего, если 
заменить функции tpoCv) и <piOO их выражениями через ср0 и 
ер, в виде интегралов Фурье, то  получатся интегралы крат­
ности 2т; на самом деле можно обойтись интегралами го ­
раздо меньшей кратности. Далее, для обоснования формулы
(1.6) пришлось потребовать существования производных из­
лишне вы сокого порядка от начальных функций; излишне 
также требование, чтобы эти функции были отличны от  
нуля только в конечной области. Наконец, из вида формулы
(1.6) сразу не ясно, что значение u (x ,i )  определяется только 
через значения начальных функций в области зависимости 
(§  4 гл. 21).

Мы постараемся преобразовать формулу (1.6) так, чтобы 
она стала более доступной для анализа. Окончательные ф ор­
мулы будут выведены в следующем параграфе для случая 
от =  3; здесь будут выполнены некоторые предварительные 
преобразования для общ его случая.

Введем обозначение

Тш (х, о = ( 2 * Г  *  J  »  ОО Sj7 7 f i i  е' Л dy -  >

*) Эти требования можно существенно ослабить.



Если дифференцирование под знаком интеграла законно, то

д с ~ .
di —  ( 2тс) 2 \ «>(у) е' V) cos \у ] tdy,

£*■'т

и формуле (1.6) можно придать несколько более удобный вид 

и (ж, t) —  ~  TV(> (х, t) -(- TVt (х, t). (2)

Нашей задачей будет придать выражению Tm(x ,t)  по 
возможности простую  форму. Заменяя ш(у) его выражением

- -  Сш Су) =  (2^) 2 \ a>(z)e~ 1 O'. *> dz,

получаем 

Т.
w

ш (х , () =  (2it) 2 ^ е ‘ <*• Л | С ю (г ) е ~ 1 O’. *> dz} dy.
&т Ет

Менять здесь порядок интегрирования нельзя — э т о  привело 
бы к расходящемуся интегралу. Чтобы избежать этой труд­
ности, введем в рассмотрение новую величину

__ m
Тш(х, t , X ) = ^ ( 2 i r )  ^ u > ( j / ) g - M j l  — I 1 e i (X.  у) d y t X^>0. 

Em

(3)
П усть функция Ш(х) удовлетворяет тем же условиям, 

что и <pi(x) (см. § 1). Из этих условий и из теоремы 23.1.2 
вытекает, что u±(^L(E m). Пусть t меняется на сегменте 
|0, t\, t  =  const >  0. Из неравенства j sin а | <  | я | вытекает, 
что подынтегральная функция в (3) имеет суммируемую ма­
ж оранту 1 1 ев ( j / )  |, которая не зависит от t, X. Отсюда 
следует, что

Тш(х, t, X )—- Тш(х, t) (4)

равномерно по х  и (, когда *  иеняегся в £ я , а ( - в любом 
конечном промежутке.



В интеграле 

Тл(х, t, Х) =

=  (2 ъ у т ^ +  ^ ш {г)е~*(*‘ У) dz^dy (5 )
Е '£ст я»

можно изменить порядок интегрирования 

Ти(х, ft X) =  (2rc)~m J « ( * ) {  J +
В £ ,ш я»

Внутренний интеграл сходится; вычислим его.
Обозначим х  —  z — p и

Ф(^, t, X ) = J  e -M j- i  +  нр, v ) ^ l l l l d y .  (6 )

m
Тогда

дФ (p, t, 1) —  С p— M v I -M Ш, v) гсч | у 11 dy, (7)
dt j

£m

при этом из формулы (6) видно, что Ф |t—й == 0- Заметим, что

дл  =  1 Ф, о ». и Ц +  !  ф . о *  -  Л *)> (в )

где

Ф, (/;, ft X) =  \ exp {  —  (X —  It) \у | + 1 {р, >-)} dy. (9 ) 
h 'm

Введем сферические координаты с центром в начале коорди­
нат. Обозначим эти координаты через р, v „ . . . ,  vm_2, vm_i, 
так что |_у| =  р- При этом dy =  р"*-1 dp dS\. Обозначим еще 
через г расстояние между точками л и г :  г — 1 х  —  z | =  \р |> 
и через 1 —  угол между векторами р и у .  Тогда

(/»> y )  =  rp c o s 7 .



Выберем декартовы координаты так, чтобы ось Oyi была 
направлена по вектору р\ остальные оси можно выбрать 
произвольно, но так, чтобы система координат оставалась 
прямоугольной. При таком выборе координат vj =  у; общей 
формуле

dSt =  sin V! sin m~a v , . . .  sin dv,rfva . . .  dvOT_, 

можно придать вид

есть элемент, площади поверхности единичной сферы в 
(т —  1)-мерном пространстве. Подставив это  в формулу '(10), 
получим

или, так как в (т —  1)-мерном пространстве площадь по­
верхности единичной сферы равна

Последний интеграл элементарный и легко может быть 
вычислен Однако в общем случае результат оказывается 
несколько громоздким, поэтому мы ограничимся дальше лишь 
случаем т =  3.

dS% =  sin m 2 у dy dat,
где

dot —  sin m~s v*. . .  sin vm_9 d v j . . .  dr-m_t

Фt {p, t, Х) =  ( и  —  1)!|о,| J
(X — It — ir cos y)m'

о

Ы
2 я *

TO

<&i(p, t, =
T

t
0

(l — tt — ir co sy ) " 1'
sinm df



§  3. С л учай  трехм ерного п р остр ан ства

Если т =  Ъ, то Г ( ^ )  =  Г ( 1 ) = 1 ,  и формула (2.11)

дает

sin 7 d\ ___Ф1(?, (, X) =  4 , | |>_ , f _ |rco, l), .

Г 1 1 1
—  Tr [(A — it —  irj* (X -  и +  ir)*J •

По формуле (2.8)
дФ__  я Г______1________________ j________ I
dt lr L(X —  it — ir)* (k — It +  ir)s '

7 Г + 7 7 ? ] ’' (* +  it -  ir)‘  (X +
и так как 0 1 ^ 0  =  0, то

_ , __  _________ 8л t X_________ _
Ф {р, t, К) —  [Х, +  { t __ r)«j [к*+(с J f f f ]  •

Отсюда по формуле (2.5)
t f  ________Хм (z) dz__________

Тш(х, *> Х) — 7 s £  [As +  (< — г)а] [Xе -f- -4- г)1*]

и окончательно
t £ (g) d z ______ _

ТЛ Х> s ^  [Х» +  (< — r ) ‘ | [Xs - f  (t +  r)*i*

Заметим, что если г ф  t, то при X —>• 0 подынтегральная 
функция стремится к нулю.

Введем сферические координаты с центром в точке х, 
одной из них будет г; при этом dz =  г2 dr dSx и

Г“ ( * ’ || [X* +  ( t - г Л  1*! +  (< +  г н | dSi' (2)

Предельный переход в интеграле (2 ) будем проводить 
нестрого, без достаточного обоснования. В нем нет н еобхо­
димости, потому что строгое обоснование будет потом дано 
для окончательной формулы (так называемой формулы Кирх­
гофа).



В о внутреннем интеграле разобьем промежуток интегри­
рования на три

(О, о о ) = ( 0 ,  t —  8) \J [t —  В, / + 8 ] U ( f - t - S ,  оо);

здесь 8 —  постоянная, такая, что 0 8 t.
Формула (2) примет вид

7“  {Х' 0  Й " * в Щ  S [>-' + ' ( Г ^ г ) ? [ Гд2 +  (t +  r ) ‘ ] ] rf5‘ +
t_ \ f  Г С \i*(z)r2dr

st о

+  )  I \ I*-* +  (< -  r)V  [X2 +  (t +  Г)8)] + "о* / — 6

S i ^ + ^ - r A V '+ ^ + r ) 1] ! ^ 1}-  (2a)5, t +  6

В промежутках (0, t —  8) и (t - j-  8, оо ) величина | r — 1 1 8, 
и в этих промежутках подынтегральная функция стремится 
к нулю, когда Х -»-0 . Примем, не доказывая этого , что первое 
и третье слагаемые в формуле (2а) также стремятся к нулю 
вместе с X. Мы придем тогда к более простому выражению 
для Тш(х, t):

т л х - <з> ' 

Обозначим введенные выше сферические координаты 
точки z через г, Ь, <р и будем писать

о> (г )  =  ш ( * -|-г8),

где 0 —  точка единичной сферы с угловыми координатами 
Ь и ср. Подынтегральную функцию в (3) представи-м в виде 
произведения двух множителей

> (*) г‘
** +  ( ' - г ) * Х '  +  | < + г Г

Если величина 8 достаточно мала, то в интеграле (3) г 
мало отличается от  t\ при X и 8 достаточно малых второй из

написанных выше множителей мало отличается o f  ш (jc— Щ-



Заменим поэтому второй множитель указанной величиной и 
примем, что

1М-» \

. \ x ,+ ^ ^ r 7> * rSl' (4)

Далее
/+ 5

5 > . + ( ? ! гу = 2цс18 т с ; *
I-&

и, следовательно,

ТЛ*. 0 = 5 $ “ t* +  W )< « ,=
Si

Tt уте
—  i .  ^ ^ ш (дг - j -  bt) sin 8 db dtp. (5 )

о о

Этому интегралу можно придать и несколько иной вид. 
Уравнение r =  t есть уравнение сферь» S', радиуса t с цент­
ром в точке х , при этом dS{ =  i'i dS\> и формула (5) при 
нимает вид

т лх, (6 )

Теперь по формуле (2.2) мы получаем решение задачи Коши 
для волнового уравнения в трехмерном пространстве в виде

и {х, t) =  4^-Д Ъ (* )  dSt +  4 ~ Д  (* )dS‘’ (7 )

здесь, как об  этом было сказано выше, St есть сфера 
| z —  jc\ =  t. Формула (7) называется формулой Кирхгофа.

% 4. О б осн ов а н и е  формулы К и р хгоф а

Докажем, чго формула Кирхгофа решает задачу Коши для 
вол н ового  уравнения, если п любой точке пространства *я 
функция <?о('г) имеет непрерывные производные до  треть­
его порядка включительно, а функция < р ,(г)—  непрерывные



производные первого и второго порядка; никаких ограничений 
на поведение начальных функций и их производных на бес­
конечности накладывать нет необходимости.

Пусть ш (г )  —  функция, имеющая в любой точке про­
странства непрерывные первые и вторые производные. Рас­
смотрим функцию

и, (х, 0  =  та {х, 0  =  ~  J ш (г )  dSt. (1)

st
Если воспользоваться формулой (3.5), то функции щ (х, t) 

можно дать и другое выражение:
я 2ТС

щ (х , t) =  ~  jj § « > (* - ( -8 0  Sin b d b d f  (2)
о о

Очевидно,

щ (х, 0) =  и1(х, 0|/=о =  0. (3)

Составим производную ~ ± :
л * 2 *  
dut I f f *
Ж  =  4И J J ®(Jf +  rt) sin bdbd y-\ -

о о
п

\ ъ к вк sin bd&d(?- <4)о о
Как обычно, по повторяющемуся индексу k производится 
суммирование на этот раз в пределах от 1 д о  3; через 
к обозначены составляющие вектора 0. Их значения суть

~  cos 02 =  sin 0 cos <р, 03 =  sin 0 sin <р.

Полагая в формуле (4)  ̂=  0, находим

dut
dt

(х)
/=0 4

о о
~  j* J  sin Ь d& d<f =  w (х). (б )

Итак, функция и, (х, t) удовлетворяет начальным усло­
виям (3 ) и (5). Докажем еще, что iu(x, f) удовлетворяет 
волновому уравнению.



Формулу (4) преобразуем так:
ди ^ х, t ) _ u l (x, t) , 1 С (г) а л о  ____ __ i ./fl
......dt " =  — ----------* ~ x  +  ta-

si

Заметим, что 0A =  c o s (r , .* :* )=  cos (v, х к), где v —  внеш­
няя нормаль к сфере St. По формуле О строградского

Ui(x, t) , I (X, t)
t 4Ttt ’ V ’

Здесь LIJt —  шар радиуса t с  центром в точке х,

/ ( х, t ) =  $ Д /о dz. (7)

Дифференцируя еще раз по t и воспользовавшись формулой 
(6), получаем

дгиу (х, t ) ___J _  d/(x, t) / 8ч
dt* 4nt dt

Представив формулу (7) в виде
t *9*

I(x , t) =  J r1 A*(i> sin 0 d brftpdr
O H

и продифференцировав no t, найдем
ТС

- - == § § s*n ® ^  =  § ^ г0)
о о  S(

С другой стороны, дифференцируя формулу (2 ) по коорди­
натам, найдем

* flit
Д«! (jc, 0  —  4~ Ц j  Дгш sin & db d<? —  J  Д*«) dSt,

o o  s\
z —  x  - f - 16, (9 )

и из формул (8) и (9) вытекает, что
d‘ u, . /1



Допустим теперь, что функция ш (г) имеет непрерывные 
производные до  третьего порядка включительно, и рассмот­
рим функцию

щ(Х, о = £ т ф(х, /) =  % .  (11)

Нетрудно видеть, что функция щ имеет непрерывные вто­
рые производные. Она удовлетворяет волновому уравнению

дги3 . й’и, « ди. д I д2и, » \ ~
~dF 1'2~~дГ3 ~W~~Ш \ W  ~  V =  ( 12) 

Формула (5 ) показывает, что

«»(*>  0 ! м  =  ш( 4  (13)
Далее

диа I д*и, \ ,  , к
dt j /=-о dt3 t= о * ^ =0 —  ^  Iх ’ ^

что равно нулю в силу соотношения (3). Таким образом,

« = а  с о
ди2
dt

Полагая теперь один раз w =  <pg, другой раз и) =  ср, и 
используя соотношения (3), (5), (13) и (14), а также уравне­
ния (10)  и (12), мы убедимся, что функция, определяема* 
формулой Кирхгофа, удовлетворяет как волновому уравнению, 
так и начальным условиям

111 ‘=й —  ?о (•*)>

§  б . Задний ф рон т волны

Формула Кирхгофа позволяет обнаружить интересную 
особенн ость явления распространения волн в трехмерном 
пространстве —  возникновение так называемого заднего 
фронта полны. О собенность эту нетрудно выявить, исходя 
из того, что формула Кирхгофа содержит интегрирование 
только по сфере переменного радиуса.



Ясно, что в формуле Кирхгофа и ( х , t) =  0, если tp0(z )= ^ O , 
<р, (2:) =  0 при z (p  St' Допустим теперь, что начальные функ­
ции отличны от нуля только в некоторой области D  про­
странства Е$ (рис. 47). Пусть точка х  находится, например, 
вне области D. Обозначим через В и 8ц соответственно наи­
меньшее и наибольшее расстояния от  точки х  до точек гра­
ницы области D.

В моменты времени,, близкие (< начальному, именно пока 
t 8, сфера St не пересекается с областью D  (сфера Stt на 
рис. 47), на этой сфере, начальные функции равны нулю и 
и (х, 0  =  0. Если 8 < ^ /< ^ о 1( то сфера St пересекает область D  
(сфера Sf3 на рис. 47); на той 
части сферы St, которая лежит 
внутри D, начальные функции 
отличны от тождественного 
нуля и, вообщ е говоря, 
и (jc, t) ф  0. Оба эти случая 
были выявлены нами в свое 
время, в §  5 гл. 21, для вол­
нового уравнения в простран­
стве любого числа измерений.

Пусть теперь Сфе­
ра St не пересекается с о б ­
ластью D  (сфера Sit на рис. 47) и опять и (лг, t) —  0; точка х  
находилась в состоянии возмущения в течение промежутка 
времени 8 < ^ < ^ 8 ,  й затем вернулась в состояние покоя.

Если рассмо!реть колеблющуюся среду в момент времени, 
не слишком близкий к начальному, то  мы обнаружим в этой 
среде точки трех типов; одни точки находятся в покое, 
потому что возмущение до них еще не дошло, другие точки 
находятся в состоянии возмущения, третьи опять находятся 
в покое —  через эти точки возмущение уже прошло. П еред­
ний фронт волны (см. §  5 гл. 21 ) определяет область, до  
которой возмущение еще не дош ло, от области, находящейся 
в состоянии возмущения. Поверхность, отделяющая область 
возмущения от  области, через которую  возмущение уже 
прошло, называется задним фронтом волны. Если, как 
мы это сделали выше, обозначить через 8, наибольшее рас­
стояние от точки х  до границы области D, то задний 
фронт волны проходит через точку х  в момент времени 
t —  8,.



Если волновое уравнение имеет вид

-^5 —  а9Ди =  0, a —  const,

то все сказанное в настоящем параграфе остается в силе, 
надо только заменить t на at.

§ 6 .  Случай tn —  2 (уравнение колебаний мембраны)

Решение задачи Коши для уравнения колебаний мембраны

можно получить из формулы Кирхгофа, если принять, что 
в этой формуле начальные функции <р0 и <ра не зависят от 
координаты jc3.

Рассмотрим функцию

и допустим, что и (г )  не зависит от третьей координаты zs, 
т. е. а )(г) =  а )(г „  zt).

Сферу S( разобьем на две полусферы плоскостью, про­
ходящей через точку х  параллельно плоскости (х х, jcs); на 
эту  последнюю каждая полусфера проектируется в виде 
круга радиуса t с  'центром в точке (jcj, x t). Обозначим этот 
круг через Q . Раз ш (г )  не зависит от za, то интегралы по 
обеим полусферам равны между собой, и каждый из них 
можно заменить интегралом по кругу Ct, если учесть, что

(2)

О)

| cos (v, г,) I •
___ dz,dz,

где v внешняя нормаль к сфере S(. Таким образом,

Тл ty=  i  S S г ^ Й л  dzidz*  
ct



Нормаль к сфере направлена по радиусу, поэтому 

| cos (v, г в) | =  у - -*-1 =  у  V t* —  (г , —  *0® —  (г , —  л:*)8

и
01 (*1> z3) d z Ld z2______
(г, — л-,)8 — (гг — дгц)"

Теперь формула Кирхгофа переходит в формулу

И (Д  Г, 0  =  I!  (X ) ,  х *  / ) :
__« I f f  <Ро (гц га) _______ u

л  2я J J К*! -  (*» -  * ,)*  -  (*. -  *.)■

9i (г., гг) dzidzl
ct

: х хУ — (г3 — х %У2 ' (3)

решающую задачу Коши для уравнения колебаний мембраны; 
здесь Q  —  двумерный круг, определенный неравенством 
| z  —  х  | ==S t.

§  7. Уравнение колебаний струн ы

Из формулы (6.3) можно получить решение задачи Коши 
для уравнения колебаний струны

д'и дги _ _  0. (1 ч
Л * ~ 5 Р “ 0, V ’

проще, однако, получить это решение непосредственно.
Нетрудно получить формулу, содержащ ую все решения 

уравнения струны. Дли этого  введем новые переменные 
£ =  лг-4-*> ti =  x  —  t. Уравнение (1 ) преобразуется к сле­
дующему:

дИч

Представив последнее уравнение в виде
д_ / ди:>
^  \о£,

ди

К Щ = о ,

находим отсюда —  8 (£), где & (!) —  произвольная функция.
Ui



Интегрируя по 5, получаем

и =  9. («) +  (ih б, (?) =  \ Ь (5) d l

где 6, и 0а —  произвольные дифференцируемые функции. 
Возвращаясь к старым переменным, приходим к общему 
решению уравнения (1 )

и сх , t) =  е, ( х  +  о  - f -  М *  —  0- ( 2)
Формула (2 ) называется интегралом Даламбера.
Найдем решение уравнения (1), удовлетворяющее усло­

виям Коши:

Полагая в формуле (2 ) t  =  0, получаем

М -* ) +  0я(*) =  ¥о(-*)- (3 )

Дифференцируя формулу (2 ) по * и полагая затем /  =  0, 
получим еще

ei(-*0 —  К (-0  =  ъ  (х).
Проинтегрируем последнее равенство

®i ( * )  —  (•*) =  § Ъ (г ) dz  - f  С  (4 )
о

Из равенств (3 ) и (4 ) находим
1

t « W +  jj <pi

M * > = 4 <fo(x)— | <fi(z)dz — c j .

Теперь формула (2 ) дает искомое решение

а (х , t) =  3*1Х- +  V +  *  - 0  +  ^  {г) dz. (5 )
Я — t

Формула (5 ) называется формулой Даламбера.



§  8. В олн овое уравнение 
с  переменными коэффициентами ‘ )

Рассмотрим уравнение

S - 4 ( ^ M ^ )  +  C M « = ° .  (1 )

Примем следующие допущения: 1) коэффициенты Ajk непре­
рывно дифференцируемы, а коэффициент С непрерывен во 
всем пространстве Ет; 2) в том же пространстве упомяну­
тые коэффициенты ограничены; 3) C ( j c ) ^ 0 ;  4 ) матрица
I Ajk (х ) |у’ * =  ?  положительно определенная при любом
х  G  Ет.

В пространстве Lt(Em) зададим оператор А. Область 
определения D(A) этого оператора пусть образую т функции, 
дважды непрерывно дифференцируемые в Ет и обращ аю ­
щиеся в нуль вне некоторого шара (своего для каждой 
функции). Самый оператор А пусть действует по формуле

= — щ  ( А»  +  Си■ (2)
Легко видеть, что оператор А положителен: он будет 

положительно определенным, если С(лс) Зг С0, где С*— поло­
жительная постоянная. Оператор Л можно расширить по 
Фридрихсу (§  7 гл. 5) до самосопряженного ®). Э то  само­
сопряженное расширение обозначим через А  и вместо урав­
нения (1) будем, рассматривать абстрактное обыкновенное 
дифференциальное уравнение второго порядка

, ^  +  Аи =  0- (3 )

*) Для понимания этого  параграфа необходим о знать теор ем у 
о  спектральном разложении функции сам осопряж енного оператора . 
Излагаемые ниЖе соображения можно применить й к уравнению  
теплопроводности с переменными коэффициентами.

*) Если А— положительно определенный оп ератор , то , как бы ло 
отм ечено в §  7 гл. 5, его расш ирение по Ф ридрихсу есть  сам о­
сопряж енное расширение. Если А только полож ителен, то  р а ссм о ­
трим полож ительно , определенный оператор  Ё =  А +  /  ( /  —  тож д е­
ственный оператор). Если В есть сам осопряж енное расш ирение 
оператора В, то А — В — 1 есть сам осопряж енное расш ирение оп е ­
ратора А.



будем искать решение этого  уравнения, удовлетворяющее 
начальным условиям

и (0 ) =  «р» и, (0 ) =  - ^ | < - о  =  «р1. (3 j)

Будем считать, что

'po £  D  (^)> <pj £  d {a  2). (4)

Нетрудно доказать, что при этом решение задачи (1 ) —  (2) 
является обобщенным решением задачи Коши (см. §  6 гл. 21) 
для волнового уравнения (1 ) при начальных условиях (3,). 
Если бы А  был постоянным численным множителем, то  реше­
ние задачи (3) —  (3 ,) давалось бы формулой

и (t) =  cos V A tfо • у~А rfi- (5)

Покажем, что эта формула остается в силе и в нашем случае,

только под символами c o s j ^A t и -sin ^_At. следует понимать
у  А

соответствую щ ие функции от оператора А.

Числовые функции cos V S t  и -s-‘n^ fe . ограничены, поэтому
V ^

при любом t ограничены и операторы cos ^ A t,

формула (5 ) определяет функцию u(t) с о  значениями 
в Нетрудно видеть, что и (t) D (A ) при любом t.
Действительно, самосопряженный оператор перестановочен 
с любой своей ограниченной функцией, поэтому

Л (c o s  У М  +  j / ^ M - H s l n  / A t ) V A ;

в силу условий (4) имеет смысл выражение

Ли ==  А  ( cos /Л^ср0 ~ f  j  =

=  (c o s  \SAt) A(f0 - j-  ( sin У  At) У  A'fi- (6)

Теперь докажем, что функция (5) имеет вторую  произ­
водную  по t, и вычислим эту производную.



Пусть —  спектральная функция оператора А. Оператор А 
положителен, поэтому его спектр содержится в полуоси 
О ^  X оо. Имеем

оо ОО _
н ( /)= =  j*  cos /Ш®х<ро +  J  sin̂ 3 --rfgx<Pi- (7)

О О

Положим
СО

v  =  Г cos j /  Ш & хсро, w ( t ) =  ^ (8 )
О о

Мы утверждаем, что каждая из функций v(t)  и w (t)  
имеет первую и вторую производную по t, и эти произ­
водные можно получить формальным дифференцированием 
интегралов (8). Доказательство проведем для функции v(t), 
для w  (t) оно проводится так же с некоторыми очевидными 
изменениями. Обозначим

00

(Y) —  —   ̂ / X  sin \Tkt cf@xcpo- (®)
О

Интеграл (9 ) сходится равномерно по t, так как

 ̂ / X  sin |/XWgx<p0 If =   ̂ X sin *]/X f Hrfĝ cpo ||* ^
II Xl

Последний интеграл стремится к нулю при X,, Х ,-> о о , так 
как сходится интеграл

I Х»И8х«р0Р =  ИтоР*
о

Теперь легко доказать обычными средствами, что

л -Го OfIIv (* +  **) — ”  № _  Vl (t)

и, следовательно, 

dv



Аналогично доказывается, что
СО

-dJ i =  — ■ jj X C°s ] / Ш § х<ро, 
о
со

w ~ ~  \  / ^ sin d & x ? f  Щ
о

Н о тогда сущ ествует вторая производная ~jj?, причем

~ = —  JxJcos  о +  rfg xCpi .

Правая часть последнего равенства равна —  Аи и, сле­
довательно, функция и удовлетворяет уравнению (3).

Нетрудно доказать, что функция (5) удовлетворяет также 
начальным условиям (3j), понимаемым в следующем смысле:

lkn || и (() ф01] i 2 (£т ) —  0,



Р А З Д Е Л  VII

КОРРЕКТНЫЕ И НЕКОРРЕКТНЫЕ ЗАДАЧИ

Г Л А В А  25

О  КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

§  1. О сновная теорема

В гл. 9 (§  5) мы ввели понятие о  корректности задач 
математической физики. Сущность этого  понятия сводилась 
к следующему. Обозначим через Ф совокупность данных 
задачи, через U  —  совокупность искомых, через А  —  опера­
тор, который преобразует С/ в Ф, так что

A U =  Ф. (1 )

Задача состоит в том, чтобы найти U  п о  заданным А  и Ф. 
Допустим, что U  и Ф можно рассматривать как элементы 
метрических пространств В , и Вг соответственно. Мы гово­
рим, что задача (1) корректна в паре пространств B v В »  
если при любом Ф £  Bt она имеет одно и только одно 
решение и если достаточно малому (в метрике Bt) измене­
нию Ф соответствует сколь угодно малое (в метрике Bi) 
изменение (/. Нас будет интересовать далее только тот 
случай, когда оператор А линейный, а пространства В\ и В% 
банаховы. В этом случае справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а  25.1.1. Для того чтобы линейная задача (1 ) 
была корректной в паре банаховых пространств (Bv В*), 
необходимо и достаточно, чтобы существовал оператор 
R =  A~1, действующий/ из Вг в B t, причем D (R ) —  B* и R  
ограничен как оператор из В<ц в В\.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Если задача (1) корректна, то, 
прежде всего, ее решение сущ ествует при любом Ф £  В » и 
единственно. Единственность решения означает существова­
ние оператора R =  A , , а существование решения при любом 
Ф £  Вг —  что оператор R определен на всем пространстве В%.



вательно,

Заменим, далее, элемент Ф на Ф -|- <р, где <р £  В%, и пусть 
измененное решение задачи (1 ) будет U -j-ti. Тогда A(U~\~ и ) =  
=  Ф -j— ф. и так как А —  линейный оператор, то  Alt —  ср. 
Задача (1 ) корректна, поэтому если задано число е ^ > 0 , то 
можно найти такое число S 0, что при ||<р||<̂ е будет
11 и I =  I R f  1 <18- Зафиксируем как *, так и соответствующ ее

ему 8. Если ф £  и |ф||= 1, то | у  Ф | =  у  <С ® и» следо-

^  Т  ^ | ”  ТII ^  II ^  8' 0тсю да

а это  значит, что ||/?||=^~. Оператор R ограничен.
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Если оператор R сущ ествует, то 

задача (1 ) имеет не более одного решения. Если D  (R) —  
то  задача (1 ) разрешима при любом Ф £  В%. Наконец, если 
R  —- ограниченный оператор, и || <р ||йа <  е, то || и ||я, =  || R<f ||01 <  8, 
где 8 =  е||/?||.

Важно подчеркнуть, что корректность или некоррект­
ность задачи зависит от  того, в какие пространства мы 
погружаем данные и искомые величины; одна и та же задача 
может оказаться корректной в одной паре пространств и 
некорректной в другой. Более обстоятельно мы исследуем 
этот вопрос в §  8.

В задачах математической физики (как и в анализе вообщ е) 
н екорректны е задачи играют довольно важную роль. Так, напри­
мер, м ож но доказать, что в паре пространств (С 111 (Q), С (Г )) задача 
Д ирихле для одн ородн ого уравнения Лапласа некорректна, однако 
в механике деф орм ируем ы х сред (в частности, в теории упругости ) 
с  этой  задачей приходится иметь дело. Одна из простейш их некор­
ректны х задач —  это  нахождение решения уравнения

Г ы = / ,  (2)

в к отор ом  Г — вполне непрерывный оператор, действую щ ий из 
беск он ечн ом ерн ого  банахова пространства X  в такое же простран­
ств о  У. Частным случаем уравнения (2) является так называемое 
интегральное уравнение Ф редгольма первого рода

|/<"(*, у) и (у) dy^zf(x),  

где К  (*, у)  —  ф редгол ьм овское ядро.



Н екорректность задачи (2) легко вы текает из след>ющ их со о б ­
ражений. Если бы  она была корректной, то сущ ествовал бы огра­
ниченный оператор 7"-1, а тогда тож дественны й оператор / = Г ~ ‘ Г  
был бы  вполне непрерывным в бесконечном ерном  пространстве X■ 

В последнее время появилось м ного работ, посвящ енны х при- 
бчиж енном у решению некорректных задач (разумеется, при усл о­
вии, что точное решение сущ ествует). О дной из первых в этом  
направлении была работа А. Н. Тихонова [3], предлож ивш его метод, 
основанный на том, что решение некорректной  задачи рассматри­
вается как предел решений специачьным образом  построенной  
последоватечьности корректных задач.

§  2. П олож ительно определенные задачи

1. Пусть А —  положительно определенный оператор 
в гильбертовом пространстве И. Рассмотрим уравнение

Л и = / .  (1 )

П остроим энергетическое пространство На оператора А  и 
будем искать обобщенное решение уравнения (1), т. е. эле­
мент пространства Яд, удовлетворяющий тождеству

[и, 7)] =  ( / , Tj), V t\€z h a- (2 )

Это решение существует и единственно; таким образом, сущ е­
ствует оператор R =  A~l, действующий из И  в На и опре­
деленный на всем пространстве Н. Положим В\ —  Н а> 
Вч —  Н.

Докажем, что оператор R ограничен. Пусть и —  обобщ ен­
ное решение задачи (1). Положив в тождестве (2 ) i\ =  u, 
получим

|н1'д =  (/, К )« s I I /I I -И -

- П усть f 1 —  нижняя грань оператора А. Тогда |J к || 1м |л- 
Подставив это в предыдущее неравенство, получим

|«1л = = 1 * 0 .  11/11-

Это значит, что

и задача (1), в случае положительно определенного оператора 
А, корректна в паре пространств (Н А, Н).



2. Рассмотрим несколько примеров.
1. Пусть 2  (2  Ет —  конечная область с кусочно гладкой 

границей Г. Рассмотрим задачу Дирихле

~  щ { А' к +  С W  “ = Л * )>  “  !г =  0. (3)

Коэффициенты Ajk (x) и С(лг) подчиним обычным условиям 
(см. гл. 14). Оператор 91 задачи (3) положительно определен­
ный в пространстве Lt (Q), и эта задача корректна в паре 
пространств (Н%, Z .j(2 )). Напомним, что в Н метрика зада­
ется формулой

2. Пусть в уравнении (3) C (jc) ^ s C0 —  const ^ > 0 . Поста­
вим краевое условие задачи Неймана

\A jh щ  cos (v> ^ * )]г =  0. (5)

Оператор 9t этой задачи положительно определен в 1 9(й), 
и задача Неймана корректна в паре пространств (Нщ, Lt (Q)). 
Метрика в Нщ определяется той же формулой (4).

3. Пусть теперь С ( х ) ~ 0 .  В этом случае оператор 9?0 
задачи Неймана положительно определен в пространстве 
Lg(Q ) —  подпространстве пространства Z.9(2 ), ортогональном 
к единице, и задача Неймана корректна в паре прост­
ранств (ИШо> Lt {Q)).

§  3. Задача Д ирихле
для од н ор од н ого  уравнения Лапласа

Пусть Г  —  регулярная поверхность и Q —  область внутри 
или вне Г. Поставим задачу Дирихле для однородного урав­
нения Лапласа

Ди =  0, и [г =  'f (лг). (1 )

Легко указать пару пространств, в которой эта задача 
корректна. М ожно взять £ ,  =  ( } (§ ) ,  В9 — С (Г ); через G\Q) 
мы обозначили подпространство пространства С(Й), образо­
ванное функциями, гармоническими в £2 и непрерывными в 2



(см. следствие 11.9.1). Действительно, при любой функции 
( р £ С ( Г )  задача^ (1 ) имеет решение, и притом единственное, 
непрерывное в 2 . Пусть дальше речь идет о  внутренней за­
даче Дирихле. Из принципа максимума вытекает, что

max | и ( х )  | == max \и (х )  | == max | <р (_*)(,
х£9 х£Г х£Г

ИЛИ

11“  I k  = 1 1 ?  к -  ( 2 )

Если через R  обозначить оператор, который преобразует 
заданную функцию <р(х) в искомую функцию и(х): u —  R<f, 
то из равенства (2 ) будет вытекать, что § /?| | = 1 , и, следо­
вательно, задача (1 ) корректна.

Перейдем к внешней задаче Дирихле. П усть сперва т ^>  2. 
Тогда из условия г;(лг) =  0(|лг|* т), | лг j —>- о о  вытекает, что 
н ( х ) - * 0 .  Построим сферу S# достаточно больш ого радиуса R 

1*1-» 00
(рис. 20, стр. 261), так чтобы поверхность Г  лежала внутри 
сферы. В конечной области 2^ , ограниченной поверхностями 
Г  и Sr> верен принцип максимума:

max | и (jc)| =  max {max | и (jc)|» max |н ( jet)  |} =
* € г x €sft

—  max {max | <p (x )  |, max | и (дг) }.

Устремим R ->  оо . Это приведет нас к соотношению

max | if (х )  =  max { max | cp (x) , 0 } =  max | <p (x )  |.
x с г x t r

Дальнейшее —  как в случае внутренней задачи.
Если т —  2 и область 2  бесконечная, то  внешнюю задачу 

Дирихле можно свести к внутренней, если конформно отоб ­
разить 2  на конечную область, и таким путем доказать кор­
ректность внешней задачи Дирихле.

§  4. Внешняя задача Неймана

Пусть бесконечная область 2  ограничена регулярной по­
верхностью Г. Примем, что размерность пространства т~^>2. 
Если функция ij>(je) непрерывна на Г, то  внешняя задача
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Неймана

с непрерывной плотностью Эта плотность удовлетво­
ряет интегральному уравнению (§ 8 гл. 18)

Как было выяснено в гл. 18, это  уравнение имеет одно 
и только одно непрерывное на Г  решение, коль скоро на Г 
непрерывна функция ф(дг). Это решение можно представить 
в виде

где Q —  оператор, обратный оператору в левой части урав­
нения (3). Из сказанного выше следует, что оператор Q дей­
ствует в пространстве С (Г ) функций, непрерывных на Г, и 
определен на всем этом пространстве. Докажем, что опера­
тор Q ограничен в С (Г).

Допустим противное. Тогда существует последовательность 
функций фя ^ С ( Г )  таких, что

Тогда {л.* =  Q4>̂ , ||(х*|=1, ||ф*!-*0. Первое равенство озна­
чает, что {J.* удовлетворяет уравнению

■ « ( * ) =  U  ( 6) 7 5 ! = ^  (Г )  ( 2 )(2)

Ц. =  СЭД>, (4 )

IIPv.ll ^ гя Ц 'Ы !’ ' V-n =  Q^n-
Положим



Если обозначить для краткости

то  последнее уравнение запишется короче:

—  К р % = —  (от _  2) | S, j ^

Оператор со слабой особенностью К  вполне непрерывен 
в С (Г )  (см. § 4 гл. 7), а последовательность {(а*} ограничена 
(||(1*|=1). В таком случае можно выделить такую подпосле­
довательность что сущ ествует предел

lira К^*к =  v*>

Одновременно -► 0, и из уравнения (5 ) следует, что [*£*-»■ 
Теперь, переходя в (б ) к пределу под знаком опера­

тора К. найдем, что удовлетворяет однородному инте­
гральному уравнению

ц* — АГр-* =  0. (6)

Уравнение (3) имеет единственное решение, значит, соот ­
ветствующ ее однородное уравнение (6 ) имеет только триви­
альное решение. Отсюда |х* =  0. С другой стороны,

Полученное противоречие доказывает, что оператор Q ог ­
раничен. Существует, следовательно, такая постоянная а, что

М < * 1 Н  (7)
Здесь ц —  решение уравнения (3), и норма берется в метрике 
пространства С (Г).

Из формулы (2) следует

Iи ( * )  I ^  шах j р. (к]) | ^ p|=-s , * £ &

Последний интеграл есть потенциал п ростого слоя с непре­
рывной плотностью, равной единице. Такой потенциал непре­
рывен во всем пространстве Ет и, кроме того, равен нулю, 
па бесконечности. Отсюда следует, что упомянутый потенциал
17-1567



ограничен:

=  con st

В таком случае

|и(д01<Рп»ах|И*М =  М!*11<вИН
Беря максимум левой части, получаем окончательно

Теперь ясно, что при т 2_внешняя задача Неймана кор­
ректна в паре пространств ( 0 ( 2 ) ,  С(Г)). Действительно, о б о ­
значим через R  оператор, который переводит функцию iji(jt) 
в функцию н ( х ) — решение внешней задачи Неймана. Тогда: 
1) оператор R сущ ествует (решение единственно); 2 ) он оп­
ределен на всем пространстве С (Г ) (решение сущ ествует для 
любой непрерывной функции >]»(*)); 3) он ограничен как опе­
ратор  из С (Г ) в G(S5) (неравенство (8)).

§  б. Внутренняя задача Неймана

Результаты настоящего параграфа будут справедливы и 
для внешней задачи Неймана в случае т =  2, так как она 
переводится конформным преобразованием во внутреннюю за­
дачу Неймана.

П усть Г  —  по-прежнему регулярная поверхность, но 2  —  
область, лежащая внутри Г. Задача состоит в определении 
гармонической в 2  функции по краевому условию

В паре пространств (G (5 ), С (Г )) внутренняя задача Ней­
мана некорректна уже потому, что она не всегда разрешима, 
а решение (если оно сущ ествует) не единственно.

Введем в рассмотрение пространство (Г), которое яв­
ляется подпространством пространства С (Г ) и определяется 
дополнительным соотношением

II11 !<? (2) < аР1Ж!е(Г)- (8)

( 1 )



Если в краевом условии (1) d ;  C-L (Г), то внутренняя 
задача Неймана разрешима, но не единственным образом; нам 
надо позаботиться о  том, чтобы из бесконечного множества 
решений выбрать одно. Решение внутренней задачи Неймана 
можно представить (см, § 11 гл. 18) в виде потенциала п ро­
стого  слоя

с непрерывной плотностью ц ( ;) ; за [i($) можно принять лю 
бое решение интегрального уравнения

Если т =  2, то и (х )  следует представить в виде лога­
рифмического потенциала; соответственно изменится уравне­
ние (4). На последующих рассуждениях это  не скажется.

Уравнение (4 ) разрешимо, если <]» £  С -Ц Г), и его решения 
непрерывны. Их бесконечно много: однородное уравнение 
имеет одно линейно независимое решение р-о.М ; Если о б о ­
значить какое-либо решение уравнения (4 ) через т о  его  
общ ее решение есть

где с —  произвольная постоянная. Различным с соответствую т 
различные решения задачи Неймана. Все эти решения непре­
рывны в 2 .

Мы остановимся на следующем сп особе выбора постоян­
ной с в формуле (5): потребуем, чтобы в метрике Ц  (Г ) функ­
ция fi(jc ) была ортогональна к р,0 (дг). Э то  дает следующие 
значения с и р .  (Jf):

г
(3)

(т — 2) | S, | ^

{X (JC) =  tl (дг) - f  Cfl0 (х), ( 5 )

(k  ft))/.,__ ___ Г_____________  
1Ы11,___________№ ( * > "

г

(в)



Н етрудно убедиться, что функция jx (jc), определяемая фор­
мулой (6), не зависит от выбора частного решения (Цлг) и, 
следовательно, определяется единственным образом.

Ниже под |х (лг) будем понимать функцию (6), а под ре­
шением внутренней задачи Неймана —  потенциал (3), плотность 
к отор ого  совпадает с функцией (6). Такое решение един­
ственно.

Докажем теперь, что при таком выборе решения внут­
ренняя задача Неймана корректна в паре пространств (0 ( 2 ) ,  
С -Ц Г)). Мы уж е убедились, что в этой паре пространств 
внутренняя задача Неймана имеет одно и только одно ре­
шение. Остается доказать ограниченность оператора R, к ото ­
рый преобразует функцию ф (х ) в решение и(х) внутренней за­
дачи Неймана.

Докажем сперва существование такой постоянной а, что

IIMIc tr> <«!< ]>  ||с (Г). (7 )

Пусть это  не так. Тогда, как и в предшествующем параграфе, 
мы убедимся, что сущ ествуют две последовательности {ф£} и 
{[aJ}, связанные уравнением (4), такие, что

1^11 =  ь № ! - > о .
п-*со

Сохраняя обозначение К  для интегрального оператора, вве­
денное в предшествующем параграфе, мы можем записать 
уравнение (4 ) для функций jxJ и ф* в такой форме:

r i + * r i = ; r _r ! )T s , i 'B -

Дальнейшее протекает, как в § 4: выделяем последователь­
ность |x*ft> такую, что сущ ествует предел

.  ^  =  U m K K k=

Этот предел удовлетворяет однородному уравнению

[а* +  /С[л* =  0.

Отсюда необходимо

р .* (х ) =  С М * ) .
Далее

(!**> N ) i3(r) =  l im (^ A, [J-o)ia (rj =  0.



Но тогда С = 0  и |А*(лг) =  0, что невозможно, потому что
I (*■* II —  lim h%k 1 = 1 -

Неравенство (7) установлено; как и в §  4, из него сле­
дует, что

П оследнее неравенство показывает, что оператор R огра­
ничен, и внутренняя задача Неймана в данной выше форму­
лировке корректна.

§  6. Задачи теплопроводн ости

1. С м е ш а н н а я  з а д а ч а .  Рассмотрим задачу, изучен-, 
ную в § §  1, 2 гл. 20: в области Q (рис. 36, стр. 424) найти 
обобщ енное решение уравнения

0 ,)
при краевом и начальном условиях

н|в =  0, и =  <р (jc). (1«)

Эта задача имеет решение, и притом единственное, в классе 
С1,)((0 , оо); / / я ) П С ( [ 0 ,  оо); Ls (2 )), если < ? £ М 2 ) и

/Е С < > Ч [0, о о ) ; М 2 ) ) .
Будем рассматривать решение в области Q T рис. оо, 

стр. 424, т. е. в области Q X  [°> П- Рассуждения § §  1, 2 
гл. 20  без всякого труда видоизменяются для того  случая, 
когда t изменяется только на конечном отрезке [0, 7*]; при 
этом достаточно предположить, что / £ С (1)([0, 7"]; £*(2))> 
и можно будет доказать, что решение задачи (1 ) в классе 
С (|)((0 , Г]; Я ,| )П С ([0 , 7"]; L2(S )) сущ ествует и един­
ственно.

Введем теперь пространства В\ и B$, фигурирующие 
в определении корректности. За Bi примем пространство 
С ([0 , 7']; Ц {2)), в котором мы введем норму следующим 
образом: _

В»* В»= о™** Г1и с о  L,ce>- (2 )

За В* примем пространство пар вида
Ф =  ( ? ( * ) ;  f ( t ,  х)), (3)



где ?  £  £ « (2 )  и / £  С (1)([0, Г]; 1 »(2 )Х  норму в новом про-

Докажем, что задача (1 ) корректна в паре пространств 
(Ян Вг). О  существовании и единственности решения было 
уж е сказано, и нам достаточно будет убедиться в ограни­
ченности оператора R, который действует из £?а в Bt и пе­
реводит элемент Ф в решение и.

Мы докажем более сильное и простое утверждение: опе­
ратор R  ограничен как оператор из Въ в Вь где В3 —  про­
странство элементов (3 ) с метрикой

Обратимся к формуле (1.8) гл. 22. Система {ип} орто- 
нормирована в /.* (2 ), поэтому

Последний ряд совпадает с рядом (2 .1) гл. 22: из оценок, 
проведенных в § 2 гл. 22, сразу вытекает, что сумма этого 
ряда не превосходит величины

странстве определим формулой

в'ф I . :=  I! ?  is, +  о ш ахг |1/(0г,з (в).

а — 1L о

со t со

t

Отсюда

8 “  (0  №, (в) < 2 1 9 1 1 , ^ 4 -  J- шах
1 ог£/з= т

где а9= ш а х (2 ’ Т [)' ^ еРя максимум левой части, находим

и, следовательно,



2. З а д а ч а  К о ш и .  За Bt примем пространство функ­
ций, непрерывных и ограниченных в Ет, с  нормой

||ср|= sup |ср(х)1. (5 )

За В\ примем пространство функций, непрерывных и огра­
ниченных в Ет X  [0> °°)> с нормой

{и 11! =  sup I и (X, t) |. (6)
О

I
Если <р £  S j, то решение задачи

щ- —  Ди =  0, н|,_,, =  ? ( * )  (7 )

в пространстве В\ существует (§  3 гл. 23) и единственно 
(§  4 гл. 20). Это означает, что оператор R, который пере­
водит начальную функцию ср в решение, сущ ествует и опре­
делен на всем пространстве Bt. Далее, из формулы Пуассона, 
записанной в виде (3.4) гл. 23:

и(х, t) =  K 2 J  <р (jc 2 1f t

следует
-  -  с

|и(*, t) | <  sup | <р (г )  | it 2 \ e-& d \ =  sup | <? (z) | =  1 <p |2.
c(iEmm

Это неравенство не нарушится, если заменить в нем ле­
вую часть ее верхней гранью:

||M||, =  j|Rf

и, следовательно, ||/?|=^1. Таким образом, задача Коши для 
уравнения теплопроводности корректна в паре пространств 
(flj, Bt), в которых нормы заданы формулами (6) и (5).

§  7. Задачи для волнового уравнения

Мы не будем останавливаться на смешанной задаче для 
волнового уравнения, корректность которой исследуется по 
той же схеме, что и для уравнения теплопроводности; ф ор -



мулировку и доказательство соответствующих утверждений 
мы предоставляем читателю.

Рассмотрим задачу Коши для волнового уравнения

Введем в качестве пространство С (8) (Ет X  [0, о о )) функ­
ций, которые при любом х  ^  Ет и любом t 0 непрерывны 
и ограничены вместе со  своими первыми и вторыми произ­
водными; за норму элемента и этого пространства примем 
величину

За Bt примем пространство пар Ф =  (^0, <р,) с нормой

внутреннее суммирование производится по всевозможным на­
борам неотрицательных индексов / „  1Ь . . . ,  in^ m ,  сумма 
которы х равна п.

Как обычно, обозначим через R  оператор, который пере­
водит пару Ф начальных функций в решение и (х, t) задачи 
Коши (1).

Из теоремы единственности для задачи Коши (§  4 гл. 21) 
вытекает, что оператор R  существует, а из результатов § 1 
гл. 24 —  что этот оператор действует из В г в /? , и опреде­
лен на всем пространстве Ва. Более того, из формулы (1.6) 
гл. 24 и из теоремы 23.1.2 вытекает, что R  как оператор 
из Вч в В х ограничен. Отсюда следует, что задача Коши для 
волнового уравнения корректна в паре определенных здесь 
пространств 5 ,  и В*.

(1)

(2)

,т +  Э

(3)



§  8. О  некорректности задач м атем атической  физики

Мы уже отмечали в § 1, что одна и та же задача может 
быть корректной в одной паре пространств и некорректной 
в другой паре. Здесь мы поясним это утверждение на двух 
простых примерах.

1. З а д а ч а  Д и р и х л е  д л я  о д н о р о д н о г о  у р а в ­
н е н и я  Л а п л а с а .  Эта задача была рассмотрена в § 3, где 
было выяснено следующее: если 2  —  область и ' Г —- ее  кон­
тур, то  задача корректна в паре пространств (G (2 ), С (Г)). 
Однако в ряде случаев бывает важно знать величину 
интеграла Дирихле от искомой функции

В *=1
этот интеграл обычно пропорционален энергии состояния, 
описываемого функцией м. В связи с этим мы поставим 
вопрос о  корректности задачи Дирихле для однородного 
уравнения Лапласа в паре пространств ( / / 9(2 ) , С (Г )), где 

(2 )  —  пространство функций, квадратично суммируемых 
в 2  вместе со своими первыми производными; норма в 

(2 )  определяется формулой
fit

II И Ilk (9) =  f  [и* +  2  (d x ; )  ]  dX' ^
8 1

Легко убедиться, что ответ на этот вопрос отрицателен. 
Рассмотрим известный пример Адамара. П усть 2  круг 
х* 1. Поставим задачу: найти гармоническую в а
функцию u {x v, Xi), удовлетворяющую краевому условию

СО

U | р_ !  =  <р (6), <Р (6) =  2  ^  C0S (2?Л0)- 
/1=1

Здесь р и 9 —  полярные координаты точки (jfi, Jf«).
Члены ряда (2 ) непрерывны на окруж ности Г: р =  1, 

а самый ряд сходится равномерно, так как он имеет сходя­
щуюся мажоранту

00

2 i-
/Iя* !



Отсюда следует, что <р £  С  (Г). Решение задачи (2 ) можно 
«редставить в виде ряда (см. § 1 гл. 13)

» •. ОЭ

;  (3)
tl—1

Интеграл Дирихле функции (3) расходится. Действительно, 
нетрудно подсчитать, что если 0 < р 0< 1 ,  то

(4 )
Р<Ро П=1

Сумма ряда (4 ) стремится к бесконечности при р0 1. 
Действительно, зададим произвольное натуральное число N

и выберем p i < ^ l  так, чтобы p f ^ 1 у • Тогда при po^>pi

1 П = 1

Если бы  интеграл Дирихле функции (3) по кругу радиу­
са единица сходился, то меньший интеграл (4 ) был бы огра­
ничен.

Таким образом, решение задачи (2) не принадлежит 
пространству Я 2(2 ) . Рассмотрим теперь оператор R, который 
переводит краевую функцию tp(6) в решение задачи Дирихле 
и (х ,, лг9). Если этот оператор рассматривать как оператор 
из С  (Г ) в / / 9(Г), то  он определен не на всем пространстве 
С (Г ). О тсю да уже следует, что задача Дирихле некорректна 
в паре пространств (Я 3(Г), С (Г)).

2. З а д а ч а  К о ш и  д л я  у р а в н е н и я  с т р у н ы .  П о­
ставим задачу Коши

д^и дги .  | да
д(3 ~ д х 5~ 0, « I / = о  =  <Ро(*)> -gj (5)

при следующ их предположениях: функции !p0(Jc) и ®i (jc) 
заданы на сегменте причем

? » G C w [0, 1], <pt £  С*1) [0, 1].

Сегмент [О, 1] является областью зависимости для тре­
угольника Т  рис. 48; в этом треугольнике решение задачи



Коши существует, единственно и представимо формулой 
Даламбера (формула (7.5) гл. 24). Из этой формулы легко 
усмотреть, что решение задачи 
(5) к £  С<4) ( Т) и что назван­
ная задача корректна в паре 
пространств (С<а) (7), fi2), где Ва
есть пространство пар Ф =  (<ро> Ti) __
с нормой О

II ф  II =  || ср0 || ср, II с.1). Рис. 48.

Та же формула Даламбера показывает, что задача (5) не­
корректна, например, & паре пространств (С*й)(7), Bt) при 
любом к 2.



ДОБАВЛЕНИЯ

Д О Б А В Л Е Н И Е  !

ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

1. О п р е д е л е н и е  э л л и п т и ч е с к и х  с и с т е м .  Рас­
смотрим систему N  линейных уравнений в частных произ­
водных с N  неизвестными функциями щ, щ, uN и с т 
независимыми переменными х\, х%, х т. Нашу систему 
можно записать так:

N
2  LJkuk —  fj{x ) , / = 1 ,  2, N. (1)

Здесь LJk — некоторые линейные дифференциальные вы­
ражения; х, как обычно, обозначает точку /я-мерного евкли­
дова пространства с координатами х и х т.

В дальнейшем нам будет удобнее записывать систему (1) 
в несколько иной форме.

Пусть а,, а8, . . . ,  ат  — целые неотрицательные числа. Упо­
рядоченную совокупность а — (а,, а2, . . . ,  ат) назовем муль~ 
тииндексолг, через j а | будем обозначать сумму составляю­
щих мультииндекса а:

а 1 =  ai +  ai + •  • • +  аот.
Если £ — /гс-компонентный вектор: £ =  (£,, Е ), то будем
писать

Положим еще

DkU~ ’J ^ •  А = 1 ,  2>•••>«> 
и будем писать также



Если порядок дифференциального выражения Ljh равен 
S j k, то, очевидно, можно написать

L jknk =  2  ^  ® н*‘
M=£S/ft

Введем обозначение

2  A# (х) Da =  Ljk (х, D); (2)

ясно, что Ljk (x, D) есть полином относительно D& . . .  
D m. Теперь систему (1) можно представить в виде

Ljk (х > D) uk — f j  (-*)> J —  2i • • •» ^
*=1

или, если ввести матрицу порядка N

L (x, D ) =  || Ljk (x, D ) ||';*  =  f  

и N-компонентные векторы

U ---- {Ц\* ^-2, • ■ • > » л ) ,

/ =  (Л, А> • • • > /л')>
— в виде

L{x, D ) u = f ( x ) .  (3)

Обозначим через L%(x, D) так называемую главную часть 
полиномиальной матрицы L{x, D); она получается, если в 
формуле (2) удержать в левой части только те слагаемые, 
у которых 1 а | =  Sjb-

L*k{x, D )—  ^  ( * ) D"- (4)
I “ I =  •*■/*

Пусть ? =  (?i, . . . .  &m) — произвольная точка простран­
ства E m. Положим

L%{x, «) =  2  4 ? ( * ) S e. (5)
! “ I =  s/*

Система (1) (или (3)) называется эллиптической по 
И. Г. Петровскому [5] в точке х, если в этой точке



определитель Det/.°(jc, 5), где :

L°n(x,t ) Цъ{ х Л )

L°(x,  *) =

L \ n ( x ,  S) 

Цы(х,  ?)

A/Vl (x ’ L/fi (X, S) . . .  L%n  (X, I)

обращается в нуль только при ^  — £а =  =  Sm =  О. Система 
(1) называется эллиптической на некотором множестве, если 
она эллиптична в каждой точке этого множества.

Легко видеть, что в случае одного уравнения второго 
порядка определение эллиптичности по И. Г. Петровскому 
совпадает с определением § 2 гл. 9.

Более общее определение эллиптической системы дано в 
статье [H i-

Fi ри м  ер  1. Уравнение
Д"« = / ( х ) , О)

ГЛ6ь? оператор Лапласа, ап  — натуральное число, эллиптическое 
по И. I. Петровскому. Действительно, в данном случае N —  1, мат­
рица (6) сводится к одному элементу

Lh  (*- 9  =  i n  (•*, £) =  (;! +  £! +  ... +  е*,)",

и ^ясно, что последнее выражение обращается в нуль лишь при 
м — 5* — •.. =  ьт =  0.

П р и м е р  2. Система уравнений статической теории упругости 
имеет вид 1

д и -J- u grad di v и =  /  (л-). (8)

Здесь и =  (ы„ «„ . . . ,  йт) и f  — (f lt f s, . . . ,  f m) — /я-компонентные 
векторы, и> -I численный параметр. Матрица (6) в данном случае 
имеет вид

S* +  “Sf- “Si?« ...
“5 А  P  +  «5S ... “5s5m

“'mSi

здесь обозначено 5* =  £f +  SI + •••  +  ?£,•
Определитель последней матрицы вычисляется просто; он равен

(1 +  «о)*"».
Отсюда ясно, что система (8) эллиптична при всех значениях пара­
метра ш, за исключением ы = — I.



Е сли заменить f ( x )  на <л/(х), то при о> =  оо получаем систему 
grad div и = f ( x ) .

Она не эллиптична: для нее определитель матрицы (6) есть тож дест­
венный нуль. Можно сказать поэтому* что система уравнений ста­
тической теории упругости эллиптична при всех значениях пара­
метра <о, за исключением значений щ = — 1 и oi =  co.

2. П о с т а н о в к а  к р а е в о й  з а д а ч и .  У с л о в и е  д о ­
п о л н и т е л ь н о с т и .  Если размерность пространства т ^ З ,  
то определитель матрицы (6) для эллиптической системы 
есть полином четной степени относительно 5; при этом если
5 и Е' — линейно независимые векторы в пространстве Ет, 
то полином Det 1° (х, имеет относительно т одинако­
вое число нулей как с положительной, так и с отрицатель­
ной мнимой частью (см. [4], [11]).

Если т =  % то будем рассматривать только такие эллип­
тические системы, у которых определитель матрицы (6) 
обладает обоими указанными здесь свойствами.

Пусть 2  — конечная область пространства Ет, граница 
Г которой есть (т — 1)-мерная поверхность; для простоты 
будем считать ее бесконечно дифференцируемой. Пусть крае­
вые условия имеют вид

| S  BJk ° )  “*]р =  fJ /  =  Ь 2, . . . ,  м> (9)

где Bjk суть полиномы относительно D  и, следовательно, 
левые части равенств (9) суть значения некоторых дифферен­
циальных выражений от функций Ид, вычисленные на поверх­
ности Г.

Будем считать, что коэффициенты полиномов L jk {x, и )  
и В}к {х , D) суть бесконечно дифференцируемые функции
от х  в 2 .

Подчиним выражения Bjk следующему условию, которое 
в статьях [10] и |11] названо условием дополнительности. 
В несколько иной форме оно было ранее сформулировано 
в работах [4] и [9].

Обозначим через B]k(x, D) главную часть полинома 
B jk (х , D). Пусть х  £  Г, £ — произвольный ненулевой касатель­
ный вектор к Г в точке х , v — единичный вектор нормали к 
Г в той же точке. Через хд (jc* 5), &= 1 >  2, р, обозначим



корни уравнения D etL °(x , ;-f-xv) =  0, lm tt > 0 ,  и через 
М (х ,  S, х )— полином (относительно переменной х)

М  (х ,  х) =  Л  (х —  хА (* , $)).
k= 1

Наконец, через С°(х, 5) обозначим матрицу, составленную 
из алгебраических дополнений элементов матрицы (6). 

Условие дополнительности состоит в следующем:
Строки матрицы В°(х, S -(- хм) С° (дт, должны быть

линейно независимы по модулю М (х, 5, х).

П р и м е р  3. Пусть система (1) представляет собой одно невы- 
рож даю щ ееся эллиптическое уравнение второго порядка. Для такого 
уравнения в задачах Дирихле и Неймана условие дополнительности 
удовлетворяется: если размерность пространства т ^  3, то в задаче
о косой производной условие дополнительности удовлетворяется 
в тех и только тех точках границы, в которых направление диф­
ф еренцирования не касательно к границе. Если т — 2, то в задаче
о косой производной условие дополнительности удовлетворяется на 
всей границе.

П р и м е р 4. Для системы (8) уравнений статической теории 
упругости поставим задачу Дирихле: и |г  =  <р (л:), где у (х) — век­
торная функция, заданная на границе Г упругого тела. Простран­
ство предположим трехмерным: т — 3. Условие дополнительности 
удовлетворяется при ч>ф — 2 и нарушается при <■> =  — 2 ; при этом, 
разум еется, мы не рассматриваем значений ш — со и « = — 1, при 
которы х система (8) перестает быть эллиптической.

К условию дополнительности можно прийти следующим обра­
зом. Зафиксируем точку лг0 £  Г и сделаем ее началом местной 
системы координат y h у ъ . . . ,  _ут ; как обычно, ось у т направим 
по нормали к Г, остальны е оси расположатся тогда в касательной 
плоскости. В системе (1) и в краевых условиях (9) сохраним только 
главны е члены и ^заморозим» в них коэффициенты, заменив точку 
х  на х 0. Систему ( 1) сделаем однородной, заменив в ней свободные 
члены /у  (X) нулями. Н аконец, заменим область £2 полу пространст- 
вом Ут >  0. Мы придем, таким образом, к весьма упрощенной 
краевой  задаче: уравнения и граничные условия однородны отно­
сительно порядка дифференцирования и их коэффициенты постоян­
ны, дифференциальные уравнения задачи однородны и в обычном 
смысле, реш ение ищ ется в простейшей области —  в полупростран­
стве. Если выполнить преобразование Фурье но у 3, . . . ,  у т ,, 
то получится некоторая краевая  задача для системы обыкновенных 
линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффици­
ентами на полуоси у т >  0 . Условие дополнительности необходимо 
и достаточно для того, чтобы последняя задача имела одно и 
только  одно реш ение, которое стремится к нулю при у т -  оо.



3. О п р о с т р а н с т в а х  С. Л. С о б о л е в а  [7, 8] и 
Л. Н. С л о б о д е ц к о г о  [б]. О пространствах 1 ^ ( 2 ) ,  
С. Л. Соболева было сказано в § 5 гл. 2. Норму в W{pl) (Q) 
можно задать формулой

которая лишь обозначениями отличается от формулы (5.1) 
гл. 2. Норма

эквивалентна норме (10); если р =  2, то норма (11) делает 
пространство (2 ) гильбертовым.

Функции, образующие пространство W p\Q), могут быть 
и векторными. В этом случае под | и ( л ) |  или |£)“м(л:)| 
в формулах (10) и (И ) следует понимать длину соответст­
вующего вектора.

При / = 0  пространство С. Л. Соболева превращается 
в пространство Lp (2).

Пусть теперь I — положительное, но не целое число. 
Положим /0‘=  [/], 1 — 1 — [/„]• Пространство Л. Н. Слободец­
кого Wpl) (2) образуют функции и(х), имеющие в области 2  
всевозможные обобщенные производные порядка /0, сумми­
руемые со степенью р, причем эти производные таковы, что

| а | = <0 2 2
Норму в пространстве Л. Н. Слободецкого можно задать 
формулой 

/о

Ниже мы будем рассматривать только случай р =  2. При 
этом пространство с нормой (12) будет гильбертовым.

Можно рассматривать пространства U^', которые обра­
зованы функциями, заданными не в области, а на каком- 
нибудь многообразии, в частности на некоторой поверхности.



4. К о э р ц и т и в н ы е  к р а е в ы е  з а д а ч и .  Краевая 
задача (1), (9) называется эллиптической, или коэрцитивной, 
в области £2, если: 1) система (1) эллиптична в замкнутой 
области 2; 2) во всех точках границы области 2  удовлет­
воряется условие дополнительности.

Обозначим через L оператор, порождаемый левой частью 
матричного уравнения (3), через В — оператор, порождаемый 
матрицей операторов Bjk, входящих в краевые условия (9). 
Наконец, через А  обозначим пару (£, В). Потребуем, чтобы 
все дифференциальные выражения Ltk имели один и тот же 
порядок 5.

Пусть т.] — наивысший порядок дифференцирования в / - м 
условии (9) и пусть я — любое целое число, не меньшее 
чем 1 -)- max тj. Через (Г) обозначим ортогональную

сумму пространств Л. Н. Слободецкого )(Г), j =
=  1, 2 , . . . ,  Л/,. Далее, если I — достаточно большое целое 
число, то через / / , ( 2 ,  Г) обозначим ортогональную сумму 
векторного соболевского пространства (2 ) и пространства 
Vl/) (Г). Будем считать, что /=Эг/0 =  max(s, m j- \ - 1).

Введенный выше оператор А  действует, очевидно, из 
W «4Q) в Я , (2 , Г).

Справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а .  Коэрцитивность задачи (I), (9 )равносильна 

каж дому из следующих условий:
1 .Е сли  и £= Що) (2), £и (й ) и Ви £  И'>(Г),

то и ^  WW(2 )  и верна оценка

II и I I С  { || Lu Ц дгУ _ л) -f- [| Ви ||у(;у |[ И ]|1 # }, ( 1 3 )

в которой постоянная С не зависит от функции и.
2. Оператор А нормально разрешим и имеет конечный 

индекс.
Сформулированная здесь теорема доказана в статье [1] 

для более широкого класса так называемых сингулярных 
интегро-дифференциальных краевых условий, по отношению 
к которым рассмотренные здесь условия (9) являются част­
ным случаем.

б. О б  и н д е к с е  к о э р ц и т и в н о й  з а д а ч и .  Из при­
веденной в гг. 4 теоремы вытекает, что всякая коэрцитивная 
задача имеет конечный индекс. Значительный интерес пред­



ставляет проблема вычисления этого индекса и исследования 
его свойств.

Весьма общая формула индекса, пригодная для широкого 
класса задач и, в частности, для коэрцитивной задачи (1), 
(9), дана JVI. Ф. Атийа и И. М. Зингером [12]. Однако фак­
тически вычислять индекс по этой формуле затруднительно, 
и представляют интерес случаи,, когда можно высказать об 
индексе те или иные утверждения, формулируемые более 
просто. Приведем одно такое утверждение.

Пусть две коэрцитивные задачи типа (1), (9) различа­
ются только краевыми условиями. Тогда разность ин­
дексов этих задач равна индексу некоторой системы 
сингулярных интегральных уравнений, которая целиком 
определяется данными обеих задач [1],

Индекс системы сингулярных интегральных уравнений 
вычисляется сравнительно просто. Поэтому если для данной 
эллиптической системы (1) индекс известен при каких-нибудь 
краевых условиях, то его нетрудно вычислить и при любых 
других краевых условиях, удовлетворяющих условию допол­
нительности.

6. Н е к о э р ц и т и в н ы е  з а д а ч и  д л я  э л л и п т и ч е ­
с к и х  с и с т е м .  Изучение этих задач наталкивается на боль­
шие трудности. Более разработана задача о косой производ­
ной для одного невырождающегося эллиптического уравнения 
второго порядка в случае, когда направление дифференциро­
вания касается поверхности границы на многообразии низшей 
размерности. Изложение основных результатов, относящихся 
к задаче о косой производной в некоэрцитивном случае, 
а также библиографические данные можно найти в работах 
12]. [3], [13].



О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В. М. БАБИЧ

1. Решение задачи Коши для волнового уравнения 

ин —  а 2 Аи =  О

в настоящем курсе было построено для случая, когда началь­
ные данные задавались при £ =  0.

Можно вывести формулу, решающую гораздо более общую 
задачу Коши:

ut t — a1 L u = f ( x ,  t),

» \s  =  M U  х),

да
дп =  Щ {t, х ).

Здесь / ,  щУ их — достаточно гладкие функции, щ, щ заданы 
на достаточно гладкой поверхности S, п — направление нор­
мали к 5. Поверхность 61 должна удовлетворять еще одному 
важному условию: должно выполняться неравенство

т
cos2 (я, t) — а2 2  cos2 (я, x t) >  0. (2)

< = 1

Поверхность 5, удовлетворяющая условию (2), называется 
ориентированной пространственным образом или поверх­
ностью пространственного типа.

Наметим путь, следуя которому можно в квадратурах 
построить решение задачи (1).



Пусть т — четное число и (дг0> о̂) — та точка, в которой 
мы хотим вычислить функцию и (предполагаем, что решение 
задачи (1) существует). Пусть характеристический конус 
с вершиной в точке (jc0, <0)

m

i= l

вырезает из 5  конечный участок 21 с достаточно гладкой 
( т  — 1)-мерной границей а. Пользуясь условием (2), легко 

' доказать, что в том случае, когда точка (лг0, о̂) находится 
вблизи 5, последнее предположение всегда имеет место. 

Применим формулу Грина

§ uLvd'E =   ̂(uPv — vPu) dF -j- § vLtidS,
S F S

г m d ^
P =  cos (я, O gj — 2  cos Xi) d7t

< =  i

к искомому решению задачи (1) и к функции 

v  — v x (х, t, х 0, t0) =

2ntm + l)/2а
т у-

а»(< — /0)*— 2  (х >- ~  • <5)
i =  i J+

Здесь Г — гамма-функция Эйлера, X — комплексное число, 
С *=С Х при С > 0  и t ^ = 0  при tsg O . Область интегрирова­
ния S здесь ограничена поверхностью конуса (3) и участком 2» 
который этот конус вырезает из 5. Граница этой области 
обозначена через F. Обе части равенства (4) — регулярные 
функции X при ReX^>2. Продолжая аналитически обе части
формулы (5) в точку \  =  — ~~2~~ (м°жно доказать, что такое
аналитическое продолжение возможно), слева в формуле (4) 
получим ti(x 0, t0), справа же — некоторое выражение, не содер­
жащее неизвестных функций.

В самом деле, при ReX^>2 v  и Pv на поверхности конуса 
равны нулю, Lu =  f, и\$ =  иа; Р(и) нетрудно выразить через 

ди ‘



Формула, получающаяся намеченным путем, решает задачу (1), 
что можно помазать непосредственной проверкой.

Функция (5) при Х = --------— г продолженная нулем воб-
т

ласть аа (/ — t0f — ^  и в полупространство
i — 1

(или t  /„), называется фундаментальным решением 
задачи Коши для волнового уравнения. В частности, при 
т =  2 фундаментальным решением задачи Коши будет функция

(6)

Заметим, что формула, решающая задачу Коши для волнового 
уравнения в плоском случае, имеет вид (см. § 6 гл. 24)

ы (*о, t0) =  ^  |  Ufvdxidxt щ  ^ ^  u9v d x x dx*

Если число т пространственных переменных нечетное и 
больше единицы, то  решение задачи (1) получается тем же 
способом, только вместо функции (5) в формулу Грина (4) 
следует подставить функцию

т ~U

■2я(т-1 )/2в Г( Х+1)
R e X > 2

в  обе части полученного тождества аналитическ» продолжить 
в точку X —  — — 1

Фундаментальное решение задачи Коши есть обобщенная 
функция v  *), решающая задачу

® (-'■1 -*li • • > > Х т Xmi t ---- о̂)>

*  l<> to —  0  (или u  f/<  to =  <■>)•

Здесь 3 — дельта-функция Дирака.

*) С обобщенными функциями читатель может ознакомиться по 
монографии [5] (см. также добавление 3, стр. 543—546).



В случае нечетного tn фундаментальное решение задачи 
Коши имеет вид

(8)

=  °  (или г'1«<0 =  °)- 

В случае четного т фундаментальное решение задачи Коши 
дает функция (5), если положить ■ ^ п-.

2. Для гиперболического уравнения

L u —  1  2  +  “ = /(* )•
<,/=0 j=0

х = ( х 0, Хх.........х т), (9)

хорошо изучена задача Коши

L u = f ,  и |5 = и 0, О 0)

если 5 — поверхность пространственного типа.
В каждой точке х 0 построим конус

£ j  Аи (х0) (Xt — л:?) {Xj — х}) =  0. (11)
U -0  ;

Матрица А ц (х л) обратна матрице а ^ (х 0). Конус (11) можно 
получить, аффинно преобразуя конус (3). Конус (11) делит 
пространство на три области: две «внутренних» и одну «внеш­
нюю». Поверхность 5  ориентирована пространственным обра­
зом в том и только том случае, когда для каждой точки x 0 ^ S  
нормаль в этой точке не имеет общих точек ни с конусом (11) 
(кроме, разумеется, точки jc0), ни с его внешней областью.

Для дифференциального оператора (9) можно ввести поня­
тие фундаментального решения задачи Коши.

Фундаментальным решением задачи Коши в этом случае 
называется обобщенная функция v, удовлетворяющая на неко­
торой поверхности (пространственного типа) нулевым началь­
ным условиям и вблизи S’ уравнению

Lv =  8 (jCj — Xq, . . . ,  х п  — хт) (*о == С*о> • ■ • • %т) S)>



Особенности фундаментального решения лежат на характери­
стическом коноиде, соответствующем точке лг0, — так называется 
характеристическая поверхность, имеющая в х 0 коническую 
особую точку.

Особенности фундаментальных решений в случае волнового 
оператора и оператора (10) при одинаковых т имеют сход­
ный аналитический характер, если характеристический коноид 
оператора (10) не имеет особенностей, отличных от точки лт„.

Если характеристический коноид имеет особые точки, то 
в их окрестности фундаментальное решение имеет очень 
сложную структуру. Заметим, что фундаментальное решение 
для оператора (10) в случае т —  1 называется функцией 
Римана, а при четном т — элементарным решением Адамара.

3. Интенсивно изучались разрывные решения (решения 
в обобщенном смысле или в смысле обобщенных функций) 
уравнения (10). В естественных предположениях можно дока­
зать, что решение уравнения (10) при гладких ai}, bh с, f  
может иметь разрывы только на характеристиках.

Пусть уравнение (10) (ш =  3) описывает физический про­
цесс распространения волн.

Характеристика F (x lt лт2, х 3, t) =  0, t =  x a, на которой и 
имеет разрыв, с точки зрения наблюдателя, находящегося 
в системе координат x v x it х 3, представляет собой движу­
щуюся поверхность, вдоль которой функция и меняется осо­
бенно быстро. Эти поверхности называются волновыми фрон­
тами. В случае волнового уравнения с переменной скоростью

ортогональные траектории к волновым фронтам называются 
лучами; лучи удовлетворяют принципу Ферма: вдоль луча 
равна нулю вариация функционала Ферма

Разработана формальная методика отыскания сингулярно­
стей решения задач для уравнения (12), в которой важной 
составной частью является построение лучей, т. е. экстремалей 
интеграла (13). Эта методика, известная под названием луче­
вого метода, широко, хотя и без строгого обоснования, при-

( 12)

ds
Л х )

Y d
(13)



меняется в математических задачах теории нестационарных 
волн.

Строгое обоснование лучевого метода в общем случае — 
трудная и еще не решенная задача.

4. Вернемся к волновому уравнению при с (х) =  а =  const. 
Пусть начальные функции щ [х\,. . х т)— и |<= о и !h (x i,.. . ,х т)—  
=  ut !,=0 равны нулю вне некоторой области Е. Построим 
характеристические конусы (см. формулу (3)) с вершинами 
в каждой точке t =  О, jcJ.........х°т, где xl, х°т £  S.

Определим множество F формулой

F —  I J  к  х т): аЧ* =  £ ( * , -  *1?] •
W ....... *5,)ев1 i - « >

Множество F есть объединение точек, принадлежащих харак­
теристическим конусам, вершины которых лежат на плоско­
сти < =  0 в точках области S. Очевидно, что если 3  стяги­
вается в точку лг0, то множество F стягивается в характери­
стический конус

аН̂  =  (лг — *■<,)*•

Как следует из формулы Кирхгофа при т —  Ъ (см. § 3, 
гл. 24), решение задачи Коши u(t, x t, x it х 3) будет равно 
нулю вне множества F. Обычно этот факт выражают словами 
«для волнового уравнения при т =  3 отсутствует диффузия 
волн». (Подробнее см. [9].)

Понятие уравнения без диффузии волн легко распростра­
няется на общий случай уравнения (9). Роль характеристических 
конусов здесь будут играть характеристические коноиды.

Нетрудно показать, что при т =  Ь, 7, 9, . . .  в случае 
волнового уравнения диффузия волн будет отсутствовать, 
в то же время при т —  1, 2, 4, 6, 8, . . .  вне множества F 
функция и не будет, вообще говоря, равна нулю. Точнее, и 
будет равна нулю вне множеств

F i =  U  (&  * i.........х ту. аЧ* ^  2  “  * ?)1
К ........*•,)<= н1 i =  1 '

и будет отлична от тождественного нуля на множестве F\
Равенство и нулю вне Fj — следствие конечности области 

зависимости решения задачи Коши от начальных данных (см.



п. 7). Четкие аналоги этого факта имеют место для самых 
общих гиперболических уравнений, в то время как отсутст­
вие диффузии волн — явление в некотором смысле исключи­
тельное.

В случае гиперболического уравнения с переменными коэф­
фициентами при четном т диффузия всегда имеет место. 
Очевидно, при нечетном т для уравнений, сводящихся к вол­
новому заменой переменных, тоже диффузии волн не будет. 
При т =  5, 7, 9, . . .  существуют уравнения, не сводящиеся 
к волновому заменой переменных, для которых диффузии 
волн не будет {13]. При tn =  3 неизвестно *), существуют или 
нет уравнения без диффузии, не сводящиеся к волновому. 
Если бы удалось доказать, что уравнений «без диффузии», 
не сводящихся к волновому уравнению, не существует, то это 
бы указывало на исключительный характер физического про­
странственно-временного континуума (jcj, х$, х 3> t).

Вопросы, которых мы кратко здесь коснулись, подробно 
рассматриваются в классическом труде Ж. Адамара [10], 
в статье М. Риса [12] и в монографии Р. Куранта [7]. Луче­
вому методу и его приложениям посвящена большая часть 
статей сборника [3].

б. Рассмотрим уравнение в частных производных с постоян­
ными коэффициентами

Уравнение (14) называется гиперболическим по И. Г. Пет­
ровскому, если при любых, не равных нулю одновременно 
числах uij, тт полином по X (с коэффициентами, завися­
щими ОТ № = ( 0)! . . .  <от ))

) Польский математик М. Матиссон доказал, что если в опера­
торе (10) т =  3, a(j =  const и уравнение Lu =  0 — уравнение без 
диффузии, то это уравнение можно свести к волновому заменой 
переменных [И].

(14)

Д(Х, ю) —  2  с, А "оцЛ  о) ат 
1 тDa {=р



имеет ровно р вещественных корней и эти корни все раз­
личны. Будем искать решение уравнения (14) в виде

где /  — произвольная функция.
Решение уравнения (14), имеющее вид (15), называют 

решением типа плоской волны, распространяющейся со ско­
ростью v  в направлении — ад. Очевидно, что

жущихся в направлении — ад со скоростью v.
Подставляя выражение (15) в уравнение (14), получим

Для того чтобы уравнение (14) удовлетворялось при любой 
функции / ,  необходимо и достаточно, чтобы

Таким образом, условие гиперболичности по И. Г. Петров­
скому уравнения (14) равносильно утверждению, что для 
любого направления ад существует ровно р  плоских воли 
с различными скоростями, распространяющихся в направле­
нии — ад. /1Дх 

Фундаментальным решением задачи Коши для уравнения 
называется обобщенная функция h, удовлетворяющая условиям

/  »=• 1

если
т (16)

т. е. решение типа плоской волны (15) с о х р а н я е т  постоянное 
значение на плоскостях, ортогональных к вектору ад и дви-

Д (v, а д )= 0 .

L h •— 5 (х  ■ х$, t to),



Фундаментальное решение h при р  2 позволяет выпи­
сать в квадратурах решение задачи

Lv —  F {x), г>|/= 0  — ®0C*), l ^ 0 —  v p - i( x )

(F, v ,• —  достаточно гладкие функции).
Фундаментальное решение h можно построить с помощью 

наложения плоских волн при любых / и = 1 ,  2, 3, . . .  и 
р —  1, 2, 3, . . .  Например, при нечетном т. и р ^ т \ - \

* = _______ . .

2 ( 2 « ) " - ' ( р - я _ 1 ) !

<Й = ------------------ —

| grad / / 1 sgn 21 6*Яе,

Здесь / / & ,  6,.........«Я) =  А(1, ............U  X k =  x k - x \ ,
— элемент поверхности / / =  0.
Вывод формул для фундаментальных решений можно найти 

в монографии [1].
6. Характеристикой уравнения (14) называется поверхность 

7 O'. * i, • • • > х т) —  0 такая, что в ее точках
д /dY &(_ =  0

’ d x , ' ' ’ • '  дхт )

Интересно отметить, что фундаментальные решения сингулярны 
только на характеристическом коноиде. Характеристическим 
коноидом *) называется поверхность в пространстве x t, .. . ,х т, t,

') Для гиперболического уравнения второго порядка с непо­
стоянными, вообще говоря, характеристиками было дано другое 
определение характеристического коноида (см. п. 2). Оба определе­
ния одновременно применимы только в случае одного гиперболиче­
ского уравнения с постоянными коэффициентами вида

dsu
И"  =  в" Л ^ ’ аЧ — const, 

и приводят к одному и тому же характеристическому коноиду 

(* ~  'о)2 =  AU (x i ~  О  (х/  -
Jj Z r  =  ia tJr l .



огибающая семейство плоскостей

т

v ( t --- о̂) “Ь 2  0)I i X i ~ ~  Х <) =
i — 1

где ■
Д (v , ю) =  0, ft) =  . . . .  шт)-

В случае
т

tn =  2 и Д (к, о )  == v2 — аа У)
i =  1

уравнение (14) совпадает с волновым, а характеристический 
коноид совпадает с конусом (3). В общем случае характеристи­
ческий коноид является характеристической поверхностью урав­
нения (14) с особой точкой лг; =  лг“, t — ta. Характеристиче­
ский коноид представляет собой, вообще говоря,
конусов, имеющих точку х i —  x), t =  tQ своей общей вер­
шиной ([...] — знак целой части). Особенности фундамен­
тального решения в окрестности регулярной точки харак­
теристического коноида исследованы в работе [2]. Оказалось, 
чго они могут иметь лишь алгебраический, логарифмический 
или «дельтообразный» характер.

В окрестности особых точек характеристического коноида 
особенности фундаментальных решений имеют очень слож­
ный характер и до конца еще не изучены.

7. Вне «■самого широкого» конуса из конусов, составляю­
щих характеристический коноид, фундаментальное решение 
равно нулю. Это обстоятельство связано с одним очень важ­
ным свойством гиперболических уравнений.

Если начальные данные задачи Коши аля волнового 
уравнения utt — а2Дгг =  0 заданы при / =  0, то решение 
в точке х , =  х1, t =  ta, 4 > 0 >  зависит только от^значения 
начальных данных внутри сферы (х г — Х;)г = = а ^  *аким 
образом, в случае волнового уравнения область зависимости 
решения задачи Коши для каждой точки конечна. Для негн- 
перболических уравнений конечной области зависимости нет.

В случае задачи Коши для уравнения теплопроводности, 
например, ut =  \u ;  н | = ? ( * ) ,  х  =  Ху, . .»> х т, решение

U — о



и (лг0( t0) при любом t0 0 зависит от значений у  (х ) при 
всех х  (т. е. при — оо <  x t <  +  оо, 1 =  1, 2, , т. См. 
формулу Пуассона в § 2 гл. 23).

Область зависимости для точки х  =  х 0, t =  t0 в случае 
задачи Коши для уравнения (14) с данными при £ =  0 можно 
найти следующим образом: построим характеристический 
коноид с вершиной в точке дг =  дг0> t  —  U  Та область, кото­
рую вырежет из плоскости  ̂=  0 «самый широкий» конус 
коноида, и есть область зависимости для точки (jc0, t0).

8. Система уравнений

называется гиперболической по И. Г. Петровскому, если 
при любых вещественных .........шт, одновременно не рав­
ных нулю, полином по X

(st 1 = 1 ,  2 N, 8is — символ Кронекера) имеет только 
вещественные и различные корни.

Для системы (17) можно повторить с небольшими изме­
нениями все, что в пп. 7 и 8 сказано об уравнении (14).

9. Рассмотрим (вообще говоря, нелинейную) систему N  
уравнений для N  функций щ, . . . ,  uN:

(17)

(18)

(«о О  Г, г ^ п {; i, s = \ ,  2, N). 

Пусть для этой системы заданы начальные данные

щ



Если иы (х) и F , — достаточно гладкие функции, то при t  =  О 
можно вычислить все производные от н,- (/, х»  . . . ,  х т)
( 1 = 1 ,  2.......... N), входящие в систему (18). Система (19)
называется гиперболической при £ =  0 при начальных дан­
ных (20), если определитель (18), где

dFt
ат i,Г д Р “  1

1 dtaodx\i ...

имеет только вещественные и различные корни по X.
Гиперболичность в случае линейной системы (19) не за­

висит от начальных данных. Если система (19) гиперболична 
и линейна, то для системы (19) можно ввести понятие фун­
даментальной матрицы (обобщение понятия фундаментального 
решения задачи Коши) и понятие характеристического коноида 
для каждой точки (Ло, t0) (см. [1]).

В самом общем случае системы (18), гиперболичной при 
t  =  0 по И. Г. Петровскому, задача Коши (19), (20) кор­
ректна вблизи t =  0, т. е. задача Коши единственным образом 
разрешима при достаточно гладких u,s (*), причем решение 
непрерывно зависит от начальных данных & следующем 
смысле: вектор-функции ии> (лг0, t0) (to 0, tQ достаточно мало), 
я» =  решающие задачу Коши (19), (20) с на­
чальными данными h W ( x = 1 ,  2, 3, ...) , стремятся к реше­
нию задачи Коши и (х а, t0) с начальными данными uis (x), 
если начальные данные (jc) при х -*• ° °  сходятся с до­
статочным числом производных к и, на любом компакте на 
плоскости.

Доказательство корректности в таком общем случае 
удается провести с помощью оценки искомого решения в так 
называемых энергетических нормах (см. [8], [6]).

10. И. М. Гельфанд и Г. Е. Шилов (см. [5]) называют 
гиперболической систему

т
(22)

линейных уравнений с постоянными коэффициентами, если- 
функция Л (s) =  max ReA, (s)(X ,(s) — характеристические



корни матрицы ||Pyft( s ) / / | )  удовлетворяет следующим ус­
ловиям:

1) Л  ( s )^ a |s | - |-  b, a, £ =  const;
2) при вещественных s —  a

Л (s)sgc, с —  const.

Для таких систем задача Коши с данными при < =  0 кор­
ректна в том же смысле, в каком корректна гиперболическая по 
И. Г. Петровскому система (19) (см. конец п. 9). Здесь не 
обязательно, чтобы t  было мало.

Если ограничиться системами вида (22), то ограничения 
на систему, описанные в настоящем пункте, не только доста­
точны для корректности задачи Коши (в смысле, описанном 
в п. 9), но и необходимы.



НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ОБЩИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В. Г. МАЗЬЯ

1. О б о б щ е н н ы е  ф у н к ц и и .  Предметом теории диф­
ференциальных уравнений до последнего времени были опе­
раторы трех типов — эллиптического, параболического и гипер­
болического. Типичными и простейшими представителями 
этих классов являются, соответственно, операторы Лапласа, 
теплопроводности и волновой, о которых подробно говори­
лось в настоящем курсе. Изучение этих операторов и их 
обобщений, начатое еще в начале прошлого века, породило 
огромную литературу, позволило накопить и проанализиро­
вать большое число интереснейших фактов и связей, стиму­
лировало развитие теории функций, функционального анализа 
и других областей математики.

Вместе с тем еще около двух десятилетий назад почти 
ничего не было известно об уравнениях и системах, не при­
надлежащих к трем классическим типам.

За этот короткий срок в указанном направлении был 
получен ряд глубоких результатов, позволяющих сегодня 
говорить о теории общих дифференциальных операторов. 
Краткому и по необходимости неполному изложению некото­
рых аспектов этой теории и посвящен настоящий очерк.

Исследование общих дифференциальных операторов стало 
возможным в первую очередь благодаря созданию теории 
обобщенных функций.

Обобщенные функции в нестрогой форме впервые появи­
лись в физике. Например, представление о точечном элек­
трическом заряде приводит к интуитивному определению так



называемой дельта-функции, т. е. функции, равной нулю 
всюду, кроме одной точки, где она равна бесконечности, и 
обладающей интегралом, равным единице. Понятие диполя 
заставляет ввести производные 8-функции.

Эти и другие «странные» объекты возникали и в мате­
матических вопросах, например в теории гиперболических 
уравнений. Все это указывало на недостаточность классиче­
ского понятия функции.

Впервые обобщенные функции были введены в матема­
тику и использованы С. Л. Соболевым в 1936 г. |11] при 
изучении задачи Коши для линейных гиперболических урав­
нений. Теория обобщенных функций в ее современном виде 
оформилась в монографии Л. Шварца [24] и получила даль­
нейшее развитие в серии монографий И. М. Гельфанда и 
других авторов *).

Что же представляют собой обобщенные функции с точки 
зрения математика? Если говорить о 8-функции как таковой, 
то математический анализ уже давно был в состоянии дать 
для нее корректное определение. В самом деле, здесь речь 
идет всего лишь о конечной мере, сосредоточенной в точке. 
Однако уже для производных 8-функции теория меры ока­
зывается «прокрустовым ложем».

Возвращаясь к 8-функции, вспомним, что всякую меру 
можно отождествить с линейным непрерывным функционалом 
на пространстве непрерывных функций, и заметим, что такой 
функционал для 8-функции действует по формуле

(Ъ(х), / ( * ) ) = / ( 0 ) ,

где f ( x ) — любая функция, непрерывная, например, на от­
резке [— 1, 1]. Итак, 8-функция — это, по определению, 
функционал на С [ — 1, 1], сопоставляющий функции f i x )  ее 
значение в точке 0.

Используя идею этого определения, можно ввести обоб­
щенные функции как линейные непрерывные функционалы на 
тех или иных (в том числе более узких, чем С) простран­
ствах. Последние принято называть пространствами основных 
функций. Выбор того или иного пространства основных 
функций зависит от рассматриваемой аналитической задачи.

') К теме настоящего очерка особенно близки монографии [31 
указанной с«рии.



Эти пространства — топологические, но не обязательно нор­
мируемые или метрические; часто оказываются удобными так 
называемые счетно-нормированные пространства. Понятие 
сходимости последовательности основных функций, естественно, 
порождает сходимость в сопряженном пространстве про­
странстве обобщенных функций.

В качестве примеров основных пространств приведем 
пространства D (2 )  и S(Em). Элементами D (2 ) являются бес­
конечно дифференцируемые в области 2  функции, каждая из 
которых обращается в нуль вне некоторой замкнутой под­
области 2 . В пространство S (E m) входят бесконечно диф­
ференцируемые в Ет функции, которые вместе со всеми 
производными стремятся к нулю при | j c | —*-°о быстрее лю­
бой степени | х | -1. Соответствующие сопряженные простран­
ства обозначаются через D'(Q) и S'(Em). В дальнейшем мы 
будем иметь в виду только эти пространства обобщенных 
функций.

Оператор дифференцирования определен на Щ м ) и 
S(E m) и оставляет эти пространства инвариантными, что 
позволяет ввести дифференцирование в пространствах ФУН̂ * 
ционалов, как сопряженный оператор. Таким образом, все обоб­
щенные функции классов D '(2 )  и S '(Ет) оказываются бес­
конечно дифференцируемыми, а оператор дифференцирования 
непрерывным оператором.

Аналогично определяется умножение обобщенной функ­
ции на любую функцию, которая является мультипликатором 
в соответствующем пространстве основных функций ). В част­
ности, обобщенную функцию класса £ )'(2 ) можно умножать 
на любую бесконечно дифференцируемую в 2  функцию, а 
обобщенную функцию класса S'(Em) — на любую бесконечно 
дифференцируемую функцию, растущую на бесконечности не 
быстрее положительной степени | х  |.

Близкие соображения позволяют ввести для обобщенных 
функций из D'(Em) и «s'(Em) преобразование Фурье, свертку 
(обобщение интегрального оператора с разностным ядром) и 
другие операции классического анализа. В частности, преоб­
разование Фурье отображает пространство S (E m) на себя,

■) Функция X (лг) называется мультипликатором в ие“ °™ Р °“  
классе А функций, если произведение Хи £  А  для любой функции 
и £  А.



поэтому оказывается возможным определить преобразование 
Фурье обобщенных функций в пределах пространства S'(Em). 
Таким образом, преобразование Фурье распространяется на 
широкие классы функций, даже растущих на бесконечности.

Гибкость и широта теории обобщенных функций сделали 
ее естественным аппаратом для развития теории общих диф­
ференциальных операторов и привели к стремительному раз­
витию этой теории. Ниже мы ограничимся в основном опе­
раторами с постоянными коэффициентами, для которых за 
последние полтора десятилетия получен ряд результатов, 
в известном смысле законченных.

2. Ф у н д а м е н т а л ь н о е  р е ш е н и е .  Рассмотрим диф­
ференциальное выражение порядка /  с постоянными коэф­
фициентами

Первым общим результатом относительно такого опера­
тора было доказательство существования фундаментального 
решения в различных пространствах обобщенных функций 
[23], [17].

Фундаментальным решением называется обобщенная функ­
ция е(х), удовлетворяющая уравнению

P (D )e (x )  =  Ь(х). (2)

В случае оператора Лапласа в Ет(т~^>2) фундаментальное 
решение имеет вид

е (х) =  (2 — т)~11 $  Г11 jc ]а-т .

Эта функция, как мы знаем, служит ядром интегрального 
оператора (объемного потенциала), представляющего собой 
частное решение уравнения Дu = f .  Аналогичную роль играет 
фундаментальное решение общего дифференциального опера­
тора P(D). Вопрос о существовании такого решения можно 
ставить только в терминах обобщенных функций: хорошо 
известно, что в классе обычных функций даже для простей­
ших уравнений фундаментальное решение может не суще­
ствовать. Преобразование Фурье F приводит уравнение (2) 
к эквивалентному алгебраическому уравнению

Р  (5) (Fe) ( ? ) = ! ,



где
Р ( * ) =  £  a“l.........4 N . . . 5 V

|а| ^ 1  1 Ш

Тем самым задача о построении фундаментального^ решения
е (л:) сводится к построению обобщенной функции р-щ  в том
или ином пространстве. Таким путем не только получается 
теорема существования для функции е(х), но и изучаются 
ее дифференциальные свойства.

Как было упомянуто, зная функцию е(х), можно построить 
решение неоднородного уравнения

P ( D ) u = f -  (3)

Кроме того, с помощью этой же функции можно получить 
весьма общий аналог формулы Пуассона, т. е. выразить реше­
ние уравнения

р  (D) и =  0 (4)

в любой точке через значения этого решения в некотором 
сколь угодно тонком слое, окружающем точку. Гакие пред­
ставления, в сочетании с информацией о гладкости фунда­
ментального решения и его особенностях, дают один из спо­
собов изучения вопроса о дифференциальных свойствах ре­
шений общих уравнений с частными производными.

3 . Г и п о э л л и п т и ч е с к и е  у р а в н е н и я .  Хорошо 
известно, что любое дважды непрерывно дифференцируемое 
решение уравнения Лапласа является в действительности ана­
литической функцией. Аналогичное св о й ств о  со х р ан яется  и 
для любых эллиптических уравнений и систем с аналитиче­
скими коэффициентами. Как показал И. Г. П е тр о в с к и й  [1U], 
аналитичность всех решений является характеристическим 
свойством операторов э л л и п т и ч еск о го  типа. Итак, п р о с т о е  
«внешнее» свойство уравнения —  эллиптичность — оказывается 
эквивалентным глубокому и значительно менее очевидному 
свойству — аналитичности его решений.

Л. Шварц [24] поставил вопрос об описании более общих 
дифференциальных выражений P(D), обладающих тем свой­
ством, что любое решение уравнения (3) и £  0 е0*, если 
f (У*>). Такие дифференциальные выражения называются 
гипоэллиптическими. Простейшим примером не эллиптиче­



ского, но гипоэллиптического дифференциального оператора 
является оператор теплопроводности.

Исчерпывающая характеристика гипоэллиптических опера­
торов была дана в 1955 г. Л. Хермандером [13] (см. также [12], 
[16]). Оказывается, для гипоэллиптичности оператора Р  необ­
ходимо и достаточно, чтобы для всех нулей многочлена Р(1) 
из того, что | 5 1 -*■ оо, следовало [ 1т  £ | ->  оо.

Если многочлен Р(Ь) удовлетворяет этому условию, то 
существует положительная постоянная f  такая, что для нулей 
Р  (£) выполнено неравенство

| I m ? | ^ s a | R e t | 1' — Ъ, (5)

где а 0 и b — константы. Минимальное значение 7 назы­
вается показателем гипоэллиптичности. Всегда 7 ^ 1, при­
чем равенство 7 = 1  эквивалентно эллиптичности оператора. 
Показатель гипоэллиптичности можно определить следующим 
равенством ([7]):

!gradP(£)|

7 =  Ш  - - ' Р ©1
151- »п 1«1

Гипоэллиптические операторы выделяются также по сле­
дующему признаку: фундаментальное решение оператора P (D ) 
бесконечно дифференцируемо всюду вне начала координат 
тогда и только тогда, когда Р  (D) — гипозллиптический 
[20].

Конструируя фундаментальные решения и изучая их свой­
ства, можно описать более широкие классы так называемых 
частично гипоэллиптических уравнений, решения которых бес­
конечно дифференцируемы по части переменных [19] (см. 
также [ 12]).

4. П р е д с т а в л е н и е  р е ш е н и й  у р а в н е н и й  с п о ­
с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .  Для решения уравне-' 
ния (4) построено общее представление. Оно является далеко 
идущим обобщением элементарного представления решений 
однородного обыкновенного линейного дифференциального 
уравнения с постоянными коэффициентами в виде суммы экс­
поненциально-степенных решений. Напомним, что показатели 
экспонент в последнем представлении суть нули характери­
стического многочлена. Для дифференциального уравнения с 
частными производными соответствующее выражение имеет



ВИД

„ ( * ) =  \  е н * .* |1 (л >  (6)
Р © =  о

где (j. — произвольная обобщенная функция некоторого класса 
(если нули Р(£) простые, то [* — мера) [18], [8].

Представление (6) следует из того, что уравнение (4) 
в Ет эквивалентно в пространствах обобщенных функций 
равенству Р  (£) (Fu) (%) =  0. Это равенство означает, что обоб­
щенная функция Fu =  (J. отлична от нуля только на множе­
стве {5: Р(£) =  0}, откуда в конечном счете вытекает соот­
ношение (6).

б. С у щ е с т в о в а н и е  к о р р е к т н о й  з а д а ч и .  Из ра­
венства (6) следует существование бесконечного множества 
решений произвольного однородного уравнения с постоян­
ными коэффициентами. Поэтому естественно рассмотреть во­
прос о дополнительных условиях, выделяющих из всей сово­
купности решений единственное. Мы знаем, что для уравне­
ний математической физики с этой целью ставятся различные 
краевые задачи, т. е. из всех решений выбирается то, кото­
рое удовлетворяет на границе области заданным условиям.

Как было сказано в гл. 25, такая задача называется кор­
ректной для некоторой пары пространств (Л, В), если она 
однозначно разрешима в А для всех данных из В, причем 
решение непрерывно зависит от этих данных.

Возникает вопрос, существует ли для данного уравнения 
в фиксированной области хотя бы одна корректная краевая 
задача. Как показал Л. Хермандер [13], на этот вопрос можно 
ответить утвердительно в случае уравнения с постоянными 
коэффициентами, если А =  В  =  Ц (2 )  и 2  -  ограниченная 
область. Чтобы дать представление об этом результате, при­
ведем некоторые определения.

Наряду с оператором P (D ) рассмотрим формально сопря­
женный оператор P(D), коэффициенты которого получаются 
из коэффициентов Р  (D) заменой на комплексно-сопряженные 
числа. По оператору Р  построим так называемый минималь­
ный оператор Р 0, который представляет собой замыкание 
в М 2 )  заданного на 0 ( 2 )  оператора Р. Максимальным  
назовем оператор, сопряженный в Ц  (2 ) к минимальному опе­

ратору Р0.



Таким образом, совокупность функций, удовлетворяющих 
любым однородным краевым условиям, содержит область 
определения минимального и содержится в области опреде­
ления максимального оператора. Точно проблема существо­
вания корректных краевых задач для P (D ) ставится таким 
образом: можно ли найти расширение минимального опера­
тора, которое одновременно является сужением максимального 
и обладает ограниченным обратным, определенным на всем 
пространстве £4(2)?

Из результатов М. И. Вишика [1] следует, что необхо­
димым и достаточным условием существования такого рас­
ширения является выполнение для всех функций и (Р D (2) 
неравенств

IIм Ik  (2) ^  С || Р (D) и | i a (2), 
||« ||i2(a)^ C ||P ( D ) K j i2(S), <7>

где С — постоянная, не зависящая от и. (Для оператора Ла­
пласа, например, эти оценки являются простыми следствиями 
неравенства К. Фридрихса.) Упомянутый выше результат 
Л. Хермандера состоял в доказательстве того неожиданного 
факта, что такие неравенства верны для любого оператора 
с постоянными коэффициентами.

Этот факт является частным случаем общих теорем 
Л. Хермандера о сравнении дифференциальных операторов. 
По определению оператор Р ф )  сильнее оператора Q(D), 
если D (Р0) £2 D (Q0), где Р 0 и Q0 — соответствующие мини­
мальные операторы.

Общие соображения (типа теоремы о замкнутом графике) 
показывают, что Р  сильнее Q в том и только том случае,

® существует такая постоянная С, что для всех функций 
и С: D (2 ) выполнена оценка

II Qh Ik  (В) <  С ( II Ри ||£з (в) - j - 1| и 11̂  (а,), (8)

эквивалентная в силу (7) оценке

II Qtl Ik (2) С' || Ра Hio (2). (9)

Развивая технику интегралов энергии, Л. Хермандер дал 
в алгебраических терминах следующее необходимое и доста­



точное условие, при котором оценка (9) верна:
|Q ( Q | ^ C S | P ( ,) (5)I, 0 ° )

где p (e) (£)— производные многочлена Р(£), и суммирование 
распространяется на все мультииндексы *.

Отсюда следует, в частности, что оператор P (D ) является 
эллиптическим тогда и только тогда, когда он сильнее лю­
бого оператора, порядок которого не выше, чем порядок Р.

В той же работе [13] показано, что для полной непре­
рывности оператора QoPo1 необходимым и достаточным яв­
ляется условие

'  „ р и Е - о о .  (И )

Л. Хермандер доказал также, что если Р  и Q — макси­
мальные операторы и если D (Р) С  D (Q), то либо Q =  aP -\-Ь, 
где а п b — постоянные, либо Р  и Q — обыкновенные диф­
ференциальные операторы, причем степень Q не превосхо­
дит степени Р.

Интересно, что для систем уравнений ответ на вопрос о 
существовании корректных краевых задач оказался более 
сложным, чем для одного уравнения. Уже в простом случае 
системы и 4 - vy — A , vx = f t минимальный оператор не имеет 
разрешимых расширений [4]. В настоящее время известно 
необходимое и достаточное условие существования коррект­
ной задачи из U (Q )  в 1 ,( 2 ) для системы с постоянными
коэффициентами [9], [21].

Итак, проблема существования корректных задач в случае 
постоянных коэффициентов решена полностью. Однако задача 
явного описания всех корректных краевых условий для общих 
операторов, по-видимому, еще далека от решения, несмотря 
на то, что для отдельных уравнений и систем в этом на­
правлении извёстно довольно много.

Рассмотрению корректных задач для общих уравнений 
и систем в полупространстве было положено начало в работе 
И. М. Гельфанда и Г. Е. Шилова [2]. В этой работе найдены 
классы единственности решений задачи Коши для системы 
уравнений

? и ‘ ( j ’ i l  =  J  p , j  Ф )  u j  ( л  о .  ( к  ^  < 1 2 )

7 =  1



описываемые неравенствами вида

| и |< С е а 1*1р.

|Пп Ка,!?1е?? Р В ЭТ0М неРавенстве определяется матрицей 
Н ^ Д Ч |-  Используемый в [2] метод основан на преобразо­
вании Фурье обобщенных функций по пространственным пе­
ременным, которое приводит систему (12) к системе обык­
новенных дифференциальных уравнений. В дальнейшем, раз­
вивая этот прием, Г. Е. Шилов (16) дал описание классов 
разрешимости задачи Коши для системы (12). Более общие 
корректные задачи в полупространстве выделены и изучены 
в работах [5J, [6] (см. также [16]).

6. О п е р а т о р ы  с п е р е м е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н ­
т а  м и. Изучение таких операторов встречает значительно 
Обльшие трудности по сравнению со случаем постоянных 
коэффициентов. Это видно уже из того факта, что для урав­
нений с переменными коэффициентами на вопрос о сущест­
вовании хотя бы одного решения в заданной области не всегда 
можно ответить утвердительно. Действительно, для уравнения 
первого порядка

при некоторой бесконечно дифференцируемой функции /н е т  
ни одного решения в пространстве D' обобщенных функций 
ни в одной подобласти Е3 ([22], [14]). Близкие между собой 
необходимые и достаточные условия существования решения 
в малой области были даны Я  Хермандером (см. [14]).

от Результат, разумеется, не исчерпывает известную к 
настоящему времени информацию об общих уравнениях с пе­
ременными коэффициентами. Получены, например, достаточ­
ные условия гипоэллиптичности таких уравнений, а также 
условия существования корректной краевой задачи «в малом» 
[14J. Однако контуры общей теории уравнений с перемен­
ными коэффициентами еще не определились.



И. я. БАКЕЛЬМАН

Наряду с линейными уравнениями в частных производных 
в математической физике и ее приложениях большую роль 
играют нелинейные уравнения. Ниже будут рассмотрены не­
линейные уравнения второго порядка эллиптического типа. 
К этим уравнениям естественно приводят разнообразные за­
дачи механики, вариационного исчисления, геометрии и дру­
гих разделов математики.

1. О с н о в н ы е  п о н я т и я .  Пусть 2  — некоторая область 
в /я-мерном евклидовом пространстве Ет. Фиксируем в Ет 
некоторую декартову систему координат Х\, Xi> •••> х т. 
Точку пространства Ет будем записывать как обычно:

X =  (^i> Xji . . . ,  х т).

В 2  рассмотрим совокупность дважды непрерывно диффе­
ренцируемых функций С<« (2). Введем следующие обозначения:

г , =  1 i  ( / = 1 ,  2, . . . , / я ) ,

z ,k = = d £ jT k Л = = Ь  2’ " " т1
DZ  =  (Zit . . .  > Zfri)’

D 9Z —  («и , Z12» •••*  Zmm)-

Пусть теперь

F  (JTi, . . . ,  X m, Z, p lt . . . ,  p m> Гц, r № .. .»  r mm)



— непрерывная функция независимых переменных Xj, z, р,, 
г ik при всех лг ^  2  и всех конечных значениях остальных 
аргументов. Функцию F будем кратко записывать F (х, z ,p , г), 
где p =  (j>v . . . ,  рт) и г —  (ги, гп, . . . ,  гтт). Величины р и г 
удобно интерпретировать как точки некоторых евклидовых 
пространств Р  и р , которые имеют соответственно размер­
ности т и и в которых введены декартовы 
координаты Pl, . . . ,  рт и г„, гн.........гтт.

Каждая функция F (x , z, р, г) на множестве функций 
Cw (2) порождает оператор

Ф (г) =  F (х, z, Dz, D*z),

который возникает в результате подстановки в функцию F 
вместо z, р, г соответственно функции z (x ),  ее первых и 
вторых производных.

Предположим теперь дополнительно, что функция F имеет 
непрерывные первые производные по переменным rik (I, k =  
=  1, 2, . . . ,  т) при всех х  ^  2  и всех конечных значениях 
остальных переменных. Говорят, что оператор Ф (z) эллипти­
чен на функции 20 ^ C a(Q), если квадратичная форма

т
Т(Ф, *„) =  . £  п  ц ,

(, *== i *
является определенной во всех точках области 2 . Функция 
^ rik есть результат подстановки в Fr.k (x, z, р, г) функции 
z o(x)’ ее первых и вторых производных. Так как функции 
Fr.k непрерывны в 2, то квадратичная форма Т (Ф, ,г0) всюду 
в 2  сохраняет знак. Поэтому если оператор Ф(.г) эллипти­
чен на функции z0 £  С(а) (2), то квадратичная форма Г (Ф, 20) 
всюду в 2  либо положительно, либо отрицательно определен­
ная. Отметим, что оператор Ф (г) на одних функциях из С (s) (2) 
может быть эллиптичен, а на других — нет. Соответствую­
щие примеры будут приведены ниже.

Дифференциальное уравнение
F (x , z, Dz, D*z) =  О

называется эллиптическим, если на всех решениях этого 
уравнения оператор Ф (г) эллиптичен.

Очевидно, что определение эллиптичности, данное для ли­
нейного уравнения § 2 гл. 9, есть частный случай только



что введенного понятия эллиптичности общего уравнения 
F {x, z, Dz, D*z) =  0.

Наиболее важными классами нелинейных уравнений яв­
ляются квазилинейные уравнения и уравнения типа Монжа — 
Ампера.

а) Квазилинейными уравнениями называются уравнения 
вида

Z. *. Dz) =  0. (1)

Эти уравнения линейны относительно вторых производных 
неизвестной функции z(x ). Линейные уравнения есть, оче­
видно, частный случай квазилинейных уравнений.

Квазилинейное уравнение будет эллиптическим, если при 
всех x £ Q ,  г £ ( — оо, + 00), р £ Р  квадратичная форма 

z, р)Ь£ь будет определенной во всех точках 2. Как 
мы уже отмечали, квадратичная форма 

Aik(x, z, р)Ь£ь

при любых * £ 2 ,  z, р £ Р  будет сохранять знак. Поэтому 
эллиптичность уравнения (1) будет вытекать из условия, что 
при любых jc, z, р квадратичная форма ( 2 )  положительно 
(отрицательно) определенная. Можно доказать, что это усло­
вие будет не только достаточным, но и необходимым для 
эллиптичности уравнения (1).

б) Уравнениями Монжа — Ампера называют уравнения
вида

2

* х 2  Aik(.x > z> D z ) z Xixk-\-
i, A =  l
- |- f i( jf ,  z, Dz) =  0, Ajk —  Aki•

Это — уравнение относительно функций с двумя независи­
мыми переменными. Отличительной их чертой является при­
сутствие в качестве главного члена выражения

Z Х\Х 1 Z x 2 * 2  ZXiX$ •

Оператор
Н  (.?) =  Z X i Xi  Z X i Xl  Z XiX-2 

называется простейшим оператором Монжа — Ампера.



Функция
2

F (x, Z, р, г) =  ГцГм — r,9rai-j- У] Aik(x ,z ,p )r ik - j-B (x ,z ,p )
«.*=1

будет непрерывной тогда и только тогда, когда функции 
'l '*  (х > z > Р)> В (х , z, р) непрерывны при всех х  £  2  (здесь 
2  — область на плоскости переменных л^, д:4) и любых 
г  ^  ( ° ° , +  со), р ^ Р .  При выполнении этого условия 
функция F (x , Z, р, г) имеет также непрерывные производные

d F __  . dF
dTlt —  Г я +  дРТ,= = ~ Г* 1 +
d F __  . dF

дгг1 —  SrZ —  ГП +  А«-

Выясним, при каких условиях уравнение (3) будет эллип­
тическим. Пусть г  (я ,, Xi) — произвольная функция из 0 8> (2).

Т ( Ф ,  Z)  =  ( z XiXi _}_ Ап)  и  __  2 _  Ап)  +

+ (zx lXl-Ь A s)
Квадратичная форма Т(Ф, z)  будет определенной тогда 

и только тогда, когда в 2  будет выполнено неравенство

(2**х* “Ь A i) (z Jetx, -f- Аа) — (z x,x2 — As)9 0.
Пусть z ( x j, Хл) — решение уравнения (3). Тогда

2
z Xlxt г ХгЖз z%lXt -{- 2 )  A ikz x ,  - ( - 5  =  0 

«.*=i ‘ *

и, следовательно, для того чтобы (3) было эллиптическим 
уравнением, достаточно потребовать выполнения неравенства

Ап Ап  —  Л?, — £ > 0

при всех (лг,.*^) ^  2  и любых конечных значениях z, pv  pt. 
Можно доказать, что это условие и необходимо для эллип­
тичности уравнения (3).

Легко видеть, что квадратичная форма



всюду сохраняет знак, если оператор Ф (г) эллиптичен на 
функции z$. Это приводит к тому, что есть функции го, для 
которых квадратичная форма (4) положительно определенная 
в 2 , есть функции, на которых эта форма отрицательно оп­
ределенная, и, наконец, есть функции, на которых она знако­
переменная.

Разберем это на примере простейшего уравнения Монжа —
Ампера: _

Zxixt **»x, — Zxtx% =  v {x »  **)> (5)
где <р(*1, — непрерывная функция в области 2 . Для опе­
ратора

Ф (2) =  z x,*1 ZXiXl —  X̂iXa f  Vx l> XV 

форма T (Ф, z ) имеет вид
T (Ф, z) =  z xix.£\ — 4" 2*tXi4'

Очевидно, что на функциях z  =  ̂  ( х * х \ )  Т (Ф, z ) — поло-

жительно определенная форма, на функциях z  =  (-^> I -''а)
__отрицательно определенная и, наконец, на функциях

2 =  ̂ { х \  — *$) — зна копеременная.
Условием эллиптичности уравнения (5) является неравен­

ство
<р(*1. * 9 ) > 0 .

Таким образом, решениями эллиптического уравнения (5) бу­
дут необходимо выпуклые функции. Действительно, если 
и (jci, — решение уравнения (5), то всюду в области 2  
и ~  =  'Р t o  * * > >  0 и* следовательно, Т (Ф, и) 
всюду в 2  — определенная форма, сохраняющая один и тот 
же знак.

Наряду с решением ч (х х, х*) уравнения (5), решением 
этого же уравнения является функция v ( x v х * ) =  и, по­
этому у уравнения (5) есть два класса решений: у одного 
из них форма Г(Ф, и) положительно определенная на любом 
решении, у другого та же форма отрицательна на любом реше­
нии. Это обстоятельство имеет простой геометрический смысл: 
решениями из первого класса являются выпуклые функции, 
обращенные выпуклостью вниз, а решениями второго класса — 
выпуклые функции, обращенные выпуклостью вверх.



Точно так же любое эллиптическое уравнение Монжа__
Ампера (3) имеет два класса решений. На решениях одного 
класса форма ^(Ф, г )  положительно определенная, а на ре­
шениях другого класса —  отрицательно определенная.

в) Аналогом простейшего уравнения Монжа — Ампера для 
функций от т переменных является уравнение

z x tx t ZXlX3 • • •  z * l* m * m
ZX2Xt z XsXa • • • z x 2xm

Z x mx i z x  x a tn * • • •  Z x mx m

■<?(х, z, Dz). (6)

Аналогом общего уравнения Монжа — Ампера в /я-мерном 
случае естественно считать уравнение вида

* 1 * 1  Н " "  Z X l X 2  ~  1“  ^ 1 2

1 ~Ь А тXт с х„ х , +  4 'mi

cxixt

т т

Л т
-j- в  (х, z, Dz)—

=  0,
rae Aik =  Aki, В — непрерывные функции от х, z, р.

Эти уравнения имеют также два класса решений, причем 
все геометрические свойства решений уравнения (6) анало­
гичны свойствам решений двумерного простейшего уравнения 
Монжа — Ампера.

Для нелинейных эллиптических уравнений наиболее изу­
ченной является задача Дирихле. Так же как и для линей­
ных эллиптических уравнений, она. состоит в нахождении 
функции, удовлетворяющей внутри области данному нелиней­
ному эллиптическому уравнению и обращающейся на границе 
ооласти в заданную функцию.

2. П р и н ц и п  м а к с и м у м а .  Т е о р е м а  е д и н с т в е н -  
" ° с т и  . f л я  з а Д * ч и  Д и р и х л е .  В теории эллиптических 
уравнений важную роль играет так называемый принцип м ак­
симума, который заключается в том, что при определенных 
условиях решения эллиптических уравнений не могут иметь 
внутри области ни положительных максимумов, ни отрица­
тельных минимумов.

Остановимся сначала на случае линейных уравнений. 
уравнение ** ” " м а к с и м Ум а - ПУстъ в области 2  задано

L (г) S - a (A (л;) z ite -\- b; (х) z t - f  с (лт) z  —  0. (7)



Будем предполагать, что коэффициенты этого уравнения 
непрерывны в Q и при всех х  2  квадратичная сбоома

положительна, а функция с (я) неположительна. Пусть,
далее, z ( x ) G & i ) (Q) — PetaeHUe УРавнения С7)-

Тогда г (х )  внутри 2  не может иметь ни отрица­
тельных минимумов, ни положительных максимумов.

В § 10 гл. 11 принцип максимума для Лининых уравне­
ний доказан при дополнительном предположении, что коэф­
фициент с (.*)<[ 0 *).

Из принципа максимума сразу вытекает теорема единст­
венности решения задачи Дирихле для линейного эллиптиче­
ского уравнения второго порядка.

Принцип максимума и теорема единственности для линей­
ных эллиптических уравнений были предметом многочисленных 
исследований. Было выяснено, что требования непрерыв­
ности коэффициентов уравнения (7) и двукратной непрерыв­
ной дифференцируемости решения можно существенно осла­
бить. Именно, достаточно рассматривать коэффициенты урав­
нения как элементы пространства Lp, а решения рассматривать 
в классах функций с обобщенными производными. Читатель 
может найти соответствующие результаты в монографиях [10], 
[12]. В работах [1], [2] к исследованию принципа максимума 
и теорем единственности для эллиптических уравнений-были 
применены геометрические методы.

Обратимся теперь к теореме единственности задачи Ди­
рихле для нелинейных эллиптических уравнений.

Пусть F(x,  г, р, г) — функция, определенная при всех 
* £ 2 ,  — о о < г <  +  оо, р £ Р ,  r £ R  и непрерывно диф­
ференцируемая при всех допустимых значениях аргументов. 
Как мы отмечали в п. 1, на классе функций С(9) (2) функция 
F порождает оператор

<P(z) =  F(x,  z, Dz, Diz).

*) Рассмотренное в § 10 гл. 11 уравнение отличается от 
нения (7) знаком левой части, поэтому условие на коэффициент ь  у.х) 
там имеет вид С (л:) >  0.



Будем говорить, что оператор Ф (г) эллиптически вы­
пуклый, если иэ того, что квадратичная форма

положительно (отрицательно) определенная на функциях z 9(x), 
z ' (х ) (Е С(*) (2), вытекает, что эта форма будет также поло­
жительно (отрицательно) определена на всех функциях г 1 (г)—  
= = ( 1 — т) z° хг1, когда х изменяется между нулем и еди­
ницей.

Т е о р е м а  е д и н с т в е н н о с т и  д л я  з а д а ч и  Д и р и х ­
ле. Пусть функция F(x,  z, р, г), определенная и непрерывно 
дифференцируемая при всех * £ = 2 ,  — оо <  .г < - f  °°> 
p£zP >  г £ R ,  порождает эллиптически выпуклый опера­
тор Ф(г). Пусть на решениях г* (х), z* {х) С*а) (S) урав-

оператор Ф (г) положительно (отрицательно) эллиптичен. 
Тогда если на границе 2  функции * '( * )  и z* (jt) совпа­
дают и

Fz {x , 2-, Р, г ) < О  (F2{jc, Z, р, г)==гО)

при всех  — o o < 2 < - f © o ,  р (^ Р , r G R ,  то в 2
функции z  (лт) и г а (дг) совпадают.

Эта теорема также допускает различные обобщения в тех 
направлениях, о которых речь шла выше.

Из теоремы единственности для общего нелинейного урав­
нения эллиптического типа могут быть получены в качестве 
простых следствий следующие т е о р е м ы  е д и н с т в е н ­
н о с т и .

1. Задача Дирихле для квазилинейного уравнения

П
dF (х, г, Dz, D*z) ,  с 

drth 1 ft>

нения
F(x,  z, Dz,  £>*г) =  О

m
2  a ik(x,  D z) z ^  - \-b (x , z, D z) =  0,

где a ik (x, p) и b (x, z, p) — непрерывно дифференцируемые 
функции для всех x £ Q ,  —  о о < г < - } - о о ,  р £ Р ,  име­
ет не более одного решения, если выполнены следующие



условия: при любых x ^ Q ,  — о о < ^ z< ^ -\-o o , р ^ Р
т

а) 2  / > № > ° >
I, *=i

б) Ьг (*, z, р) 0.

2. Задача Дирихле для уравнения Монжа — Ампера
2

Ф (г) =  z nzn  — г |,  Aik (*» Dz) z ik -f- В  (лг, z, Dz) —  0,
i, *=i

Aik =  Aki>

где Aik{x, p) и B{x,  z, p) — непрерывно дифференцируемые 
функции для всех х  — о о < ^ г < ^ - [ - о о ,  р £ Р >  имеет 
не более одного решения, на котором квадратичная форма 
Т(Ф, z) положительна (отрицательна), если выполнены сле­
дующие условия: при любых х  £ Q ,  z  —  оо, -f- оо), р £ Р

а) — В - \ - А иАп — А 1 , > 0  б) Вг ^ 0 .

(Исследуется единственность в классе решений уравнения (7), 
на которых форма Т (Ф, z ) положительно определенная. Ус­
ловие б) заменяется условием Вг ^ 0 ,  если единственность 
задачи Дирихле рассматривается в классе решений уравнения 
(7), на которых форма Г(Ф, г) отрицательно определенная).

Для /гс-мерных аналогов уравнения Монжа —  Ампера имеют 
место сходные теоремы единственности решения задачи Ди­
рихле.

В сформулированных выше теоремах единственности для 
квазилинейных уравнений и уравнений Монжа — Ампера речь 
шла о решениях, имеющих непрерывные вторые производ­
ные. Однако эти теоремы сохраняются и при более слабых 
предположениях относительно дифференциальных свойств ре­
шения. Достаточно, например, потребовать, чтобы решение 
принадлежало классу Wр41 при некотором р ^ > т  (т раз­
мерность пространства). С геометрической точки зрения тео­
рема единственности для уравнений Монжа — Ампера пред­
ставляет особый интерес: к специальным случаям уравнения 
Монжа — Ампера приводят основные проблемы геометрии 
«в целом», связанные с вопросами существования и единст­
венности поверхности с заданной внутренней метрикой, за­
данной функцией главных нормальных кривизн и др. Разра­



ботаны методы [13], [14], позволяющие в весьма сложных 
условиях применить аналог принципа максимума к упомянутым 
частным- классам уравнений Монжа — Ампера и получить та­
ким образом теоремы о единственности решения задачи Ди­
рихле для этих уравнений.

3. Т е о р е м ы  с у щ е с т в о в а н и я .  Центральное место 
в исследовании разрешимости нелинейных эллиптических урав­
нений занимает задача Дирихле. Доказательства теорем су­
ществования решения для этой задачи весьма сложны, и в 
рамках этого добавления мы можем дать лишь весьма крат­
кий очерк основных методов и результатов.

Основное направление исследований в указанной области 
определилось двумя проблемами Д. Гильберта (19-й и 20-й), 
которые были поставлены им в 1900 г. В первой речь шла 
о справедливости гипотезы, что все достаточно гладкие ре­
шения эллиптических уравнений с аналитическими коэффи­
циентами являются также аналитическими функциями; вторая 
состояла в следующем: надо было доказать, что вариацион­
ная задача о нахождении функции, принимающей на границе 
заданное значение и сообщающей наименьшее значение дан­
ному функционалу

J  (г) =  J <р (х, z, Dz) dx,
S

где ср (х, z, р) — ограниченная снизу выпуклая функция пе­
ременных pv  . . . ,  рт, всегда имеет решение, если его искать 
в достаточно широком классе функций. Так как уравнением 
Эйлера для функции, сообщающей экстремум функционалу 
J(z),  является квазилинейное эллиптическое уравнение

т

то в последующих исследованиях эта проблема тесно пере­
плелась с исследованием задачи Дирихле для квазилинейных 
эллиптических уравнений.

Первые фундаментальные результаты по нелинейным эл­
липтическим уравнениям общего вида с двумя переменными, 
в которых содержалось решение проблем Гильберта, были 
получены в классических работах С. Н. Бернштейна 1908— 
1912 гг. С. Н. Бернштейн доказал, что трижды непрерывно



дифференцируемые решения нелинейных аналитических урав­
нений эллиптического типа являются аналитическими функ­
циями своих аргументов. Далее им были получены следующие 
результаты по разрешимости задачи Дирихле для уравнения

F (-Vi> х<& z t Z\> z%y Znt Zur z%2) 0. (8)

Предполагая функцию F аналитической по всем аргументам 
и предполагая аналитичность граничных условий, С. Н. Берн­
штейн доказывает, что если в задачу Дирихле для уравне­
ния. (8) аналитическим образом может быть введен параметр 
t  £1 [о, 1] так, что при t =  0 задача Дирихле имеет анали­
тическое решение, при t —  1 обращается в исходную задачу
и, наконец, при всех ^ £ [ 0 ,  1] можно получить равномерные 
оценки в метрике пространства С(2) для решений всех вспо­
могательных задач Дирихле (предполагая лишь существование 
решения), то исходная задача имеет решение в классе ана­
литических функций. Для квазилинейных уравнений доста­
точно иметь оценки решений вспомогательных задач в мет­
рике С(1).

Оценки для решений дифференциальных уравнений, кото­
рые получаются лишь в предположении существования ре­
шения и при получении которых используются лишь свойства 
коэффициентов уравнения и граничных условий краевой за­
дачи, принято называть априорными. Для аналитических задач 
Дирихле в случае двух переменных вопрос о разрешимости 
задачи Дирихле оказался сведенным к вопросу о получении 
равномерных априорных оценок в метрике С<2) для общих 
уравнений и в метрике С '1* для квазилинейных уравнений.

Для квазилинейных эллиптических уравнений
2

2  aik (х, D z ) z i k- \ -b(x ,  z,  Dz)  =  0

с аналитическими коэффициентами, удовлетворяющими усло­
вию

2

I b К  RM 2  а1ъ (*» Р) №
/.* =  1

при всех и \ z \ ^ M ,  р \ - \ - р \ ^ \ ,  где Rm — постоян­
ная, зависящая только от М, получены априорные оценки 
модулей первых производных в задаче Дирихле. При этом



предполагается, что область 12 ограничена аналитическим 
контуром со строго положительной кривизной, ~  <  0 и

OZ ^
имеется априорная оценка модуля решения; существование 
априорной оценки модуля решения гарантировано, если 
fa ^  const <  0.

Для указанного класса уравнений установлена разреши­
мость задачи Дирихле. Вариационная задача о минимуме функ­
ционала

$ tp(jf, z, D z)dx, (9)
Q

где <р удовлетворяет неравенству

2 д* 221 T pjdpk ^  ^  “о 21 **> *= const >  0*
J. * =  1 ft=0

приводит к решению задачи Дирихле для квазилинейного 
уравнения упомянутого выше класса; тем самым эта вариа­
ционная задача также оказывается разрешимой.

Результаты С. Н. Бернштейна оказалось возможным пе­
ренести на пространства гельдеровых функций С**“; в этих 
пространствах названные результаты формулируются наибо­
лее просто и естественно. Основные теоремы С. Н. Берн­
штейна об общих эллиптических уравнениях и вариационных 
задачах доказаны при сравнительно легких требованиях глад­
кости (достаточно принадлежности решения пространству С*. * 
для общих уравнений и пространству С1 * для вариационных 
задач). Указанные доказательства опираются на работы 

Шаудера по априорным оценкам и разрешимости 
краевых задач для линейных эллиптических уравнений в про­
странствах гельдеровых функций.

Ж. Лере и Ю. Шаудер разработали топологические 
методы .решения эллиптических и некоторых других функ­
циональных уравнений. Эти методы представляют собой ши­
рокое обобщение метода С. Н. Бернштейна продолжения по 
параметру.

Параллельно в ряде работ, ведущих свое начало от 
Д. I ильберта, решение вариационных задач шло другим пу­
тем. Были созданы так называемые прямые методы, дающие 
минимизирующую последовательность, которая сходится к



функции, реализующей экстремум данного функционала. При 
этом без дополнительного исследования удается гарантиро­
вать лишь принадлежность такой функции пространству вида 
W lp'> 1; естественно такую функцию считать обобщенным 
решением вариационной задачи. В подобных построениях 
количество независимых переменных не играет, как правило, 
никакой роли.

В случае двух независимых переменных можно, наклады­
вая на подынтегральную функцию в функционале (9) раз­
личные требования гладкости, установить достаточную глад­
кость обобщенного решения.

Доказательство гладкости обобщенных решений в случае 
т ~^>2 потребовало разработки новой методики априорных 
оценок в С1’"» которая учитывала бы специфику большого 
числа независимых переменных. Такая методика разработана 
для функционалов вида (9), в которых подынтегральная функ­
ция ср (х, z, р) имеет при |/7 |-*-оо порядок роста |р |“, а ^ > 1 . 
Получен ряд теорем о разрешимости и дифференциальных 
свойствах решения вариационной задачи (9); во многих слу­
чаях оказалось, что требования, налагаемые на функцию ср, 
дальше ослаблять нельзя. Доказаны теоремы о разрешимости 
в классическом смысле квазилинейных эллиптических урав­
нений вида

d*z г\aJk{x, z, D z ) ^ j ^  +  a(x,  z,  Dz)  =  О

(недивергентная форма), а также уравнений

^ a h(x, z, Dz)  -(- а (х, z, Dz)  —  О

(дивергентная форма). Условия этих теорем указывают такое 
согласование порядков роста функций, входящих в уравне­
ние, при котором обеспечена та или иная регулярность ре­
шения. Подробное изложение всех относящихся сюда вопро­
сов можно найти в монографии [10] и в статье [8].

В последнее время появился ряд работ, в которых иссле­
дуются вырождающиеся вариационные задачи (случай а = 1 ) .  
Эти задачи тесно связаны с классической задачей о мини­
мальной поверхности.

Ряд работ посвящен теоремам существования для урав­
нений типа Монжа — Ампера. В работах А. Д. Александрова 
были сформулированы в геометрических терминах некоторые



проблемы, связанные с построением выпуклых поверхностей 
по их внутренней метрике, интегральной гауссовой кривизне 
и другим характеристикам, и разработаны геометрические 
методы для решения этих задач. С точки зрения аналитиче­
ской речь идет здесь о построении обобщенных решений для 
некоторых специальных типов уравнений Монжа — Ампера. 
В случае, когда геометрические характеристики задачи суть 
функции достаточно гладкие, обобщенные решения также 
оказываются гладкими [14].

В последнее время исследованы (см. [3], [14]) обобщен­
ные решения для широких классов уравнений Монжа — Ам­
пера и их многомерных аналогов; для уравнений Монжа — 
Ампера в случае достаточной гладкости коэффициентов урав­
нений и краевых условий установлена гладкость обобщенных 
решений.

Обобщенные решения задачи Дирихле исследованы (см., 
например, [5] — [7]) для обширного класса квазилинейных 
сильно эллиптических систем произвольного порядка.
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