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Введение

Теория краевых задач для уравнений смешанного типа в силу ее
прикладной и теоретической значимости стала одним из важнейших
разделов теории дифференциальных уравнений с частными производ-
ными.
Начало исследований краевых задач для уравнений смешанного ти-

па было положено в известных работах Ф.Трикоми [210, 211] и С. Гел-
лерстедта [240], где впервые ставились и изучались краевые задачи для
модельных уравнений смешанного типа. Эти краевые задачи в настоя-
щее время носят названия «Задача Трикоми», «Задача Геллерстедта».
Следующим этапом в развитии теории краевых задач для уравнений

смешанного типа явились работы советских математиков М.А.Лаврен-
тьева, Ф.И.Франкля, И.Н. Векуа, А.В. Бицадзе, К.И. Бабенко, Л.В.Ов-
сянникова. В этих работах указывалось на актуальность проблем
уравнений смешанного типа для трансзвуковой газовой динамики,
магнитогидродинамических течений с переходом через скорость звука
и скорость Альфена, течений жидкости в открытом русле, для тео-
рии бесконечно малых изгибаний поверхностей, а также безмомент-
ной теории оболочек с кривизной переменного знака. В последние
годы на важность уравнений смешанного типа указано в работах
А.Д.Пилия и В.И.Фёдорова [159], Г.Г. Чёрного [225], Э.Г.Шифри-
на [226], Дж.Коула, Л.Кука [95], А.Г. Кузьмина [105] в связи с про-
блемами теории сопел Лаваля, теории плазмы и другими вопросами
механики.
В 50-е годы в работах Ф.И.Франкля, А.В. Бицадзе, К.И. Бабенко

было положено начало современной теории уравнений смешанного ти-
па. В этих работах наряду с задачами Трикоми и Геллерстедта были
поставлены и изучены новые краевые задачи для уравнений смешан-
ного типа.
В дальнейшем эти краевые задачи изучались многими авторами

как в СССР, так и за рубежом. К середине 70-х годов в совет-
ской и зарубежной печати было опубликовано несколько сотен ста-
тей, посвященных уравнениям смешанного типа. Основные результаты
этих работ и соответствующая им библиография приведены в мо-
нографиях А.В. Бицадзе [22, 23], Л. Берса [11], К.Г. Гудерлея [44],
М.М.Смирнова [201, 202], М.С.Салахитдинова [195], Т.Д.Джура-
ева [51, 52]. Американский математик М.Проттер [259], характеризуя
состояние теории уравнений смешанного типа к этому моменту, отме-
тил: «Вероятно, все эти отрывочные результаты в дальнейшем будут
собраны в виде единой всесторонней теории уравнений смешанного
типа в R2 подобно классической теории для эллиптических, гипербо-
лических и параболических уравнений. В данное время такая задача
представляется весьма трудной; распространение теории на случай
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трех и более измерений и на уравнения более высокого порядка, чем
второй, является делом еще более отдаленного будущего».
Член-корреспондент АН СССР А.В. Бицадзе на руководимых им

семинарах при МИАН неоднократно отмечал, что основные проблемы
уравнений смешанного типа 50-х и 60-х годов, связанные с вопросами
существования и единственности решения задачи Трикоми для общих
уравнений смешанного типа, единственности решений задачи Франкля
и обобщенной задачи Трикоми без каких-либо ограничений геометри-
ческого характера на эллиптическую часть границы области, до сих
пор еще не решены. Эти проблемы указаны в монографиях [11, 22].
Однако появившиеся в 80-е годы работы показали, что пер-

спективы развития теории уравнений смешанного типа можно оце-
нивать более оптимистично. Усилиями многих авторов получены
важные результаты, которые можно оценить как значительные ша-
ги на пути разработки общей теории уравнений смешанного типа.
Часть этих результатов изложена в монографиях А.В. Бицадзе [23],
В.Н. Врагова [41], Е.И.Моисеева [139], А.Г. Кузьмина [105], М.С.Са-
лахитдинова и А.К. Уринова [196, 197], А.М.Нахушева [154], в об-
зорной работе Д.К. Гвазова [43], диссертациях Г.Д.Каратопракли-
ева [88], Т.В. Чекмарева [224], В.П.Диденко [57], М.Мередова [130],
С.М.Пономарева [163], Т.Ш. Кальменова [77], Н.И.Попиванова [164],
В.И.Жегалова [65], Б.А. Бубнова [25], А.И. Кожанова [93], О.А. Ре-
пина [171], Р.С.Хайруллина [220], Л.С.Пулькиной [169] и в статьях
многих других авторов, на которые мы будем ссылаться ниже.
Основной задачей предлагаемой работы является изучение каче-

ственных и спектральных свойств решений уравнений и систем уравне-
ний смешанного типа в целях дальнейшей разработки метода принципа
максимума, альтернирующего метода типа Шварца, метода вспомо-
гательных функций и метода спектральных разложений для изуче-
ния краевых задач Трикоми, Франкля, обобщенной задачи Трикоми
и других для важных классов уравнений смешанного типа и решения
проблем, указанных в монографиях [11, 22, 156].
Далее перейдем к изложению основного содержания монографии,

которая состоит из пяти глав, разбитых на 32 параграфа. При этом
принята тройная нумерация формул, определений, теорем, лемм, заме-
чаний и рисунков. Например, формула (4.3.1) означает первую формулу
третьего параграфа четвертой главы.

Глава 1. В этой главе установлены принципы максимума для общего
уравнения смешанного типа в классе его регулярных и обобщенных
решений в областях гиперболичности, эллиптичности и (в целом)
в смешанной области при более слабых условиях на коэффициенты
изучаемого уравнения и класс решений. На основе этих результа-
тов установлены также принципы максимума и для других классов
уравнений смешанного типа. Здесь, по существу, построена некая
теория экстремальных свойств решений уравнений смешанного типа
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на плоскости, из которой следуют ранее известные результаты и ряд
нерешенных вопросов по теории задачи Трикоми и других аналогичных
краевых задач.
В §1.1 для уравнения смешанного типа

Lu ≡ K(y)uxx + uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = F (x, y),
(0.1)

где yK(y) > 0 при y �= 0, в области D, ограниченной простой кривой
Жордана Γ, лежащей в полуплоскости y > 0 с концами A = (0, 0) и B =
= (l, 0), l > 0, и характеристиками AC и CB уравнения (0.1) при y < 0,
ставится задача Трикоми (задача Т).

Задача Т. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (0.2)

Lu(x, y) ≡ F (x, y), (x, y) ∈ D+ ∪D−; (0.3)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.4)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ AC, (0.5)

где ϕ и ψ — заданные достаточно гладкие функции, ϕ(A) = ψ(A),
D+ = D ∪ {y > 0}, D− = D ∪ {y < 0}.
При исследовании задачи Т и других аналогичных краевых за-

дач важную роль играет принцип экстремума, установленный впервые
в 1950 году А.В. Бицадзе для уравнения Лаврентьева. Далее в этом
параграфе приведен краткий обзор работ, посвященных принципу экс-
тремума для уравнений смешанного типа, и указаны причины интереса
к доказательству справедливости принципа экстремума.
В § 1.2 для уравнения гиперболического типа

L0(u) ≡ uξη + a(ξ, η)uξ + b(ξ, η)uη + C(ξ, η)u = f(ξ, η), (0.6)

заданного в характеристическом треугольнике Δ, ограниченном от-
резками A0B0, A0C0 и C0B0, где A0 = (0, 0), B0 = (l, l), C0 = (0, l),
изучены экстремальные свойства его решений.
Пусть α = aβ, β = exp

∫
bdξ, функции a, aξ, b и c непрерывны в Δ ∪

∪A0C0 и при (ξ, η) ∈ Δ удовлетворяют одному из следующих условий:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
h = aξ + ab− c � 0,

α(0, η) +

ξ∫

0

β(t, η)c(t, η) dt > 0;
(A1)

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)| dt > 0. (A2)

Предполагается, что правая часть f(ξ, η) интегрируема по ξ на
каждом отрезке [0, ξ0] характеристики η = η0, 0 < ξ0 < η0 < l.
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Определение 1.2.1. Регулярным в области Δ решением урав-
нения (0.6) назовем функцию u(ξ, η), удовлетворяющую условиям:
1) u ∈ C(Δ) ∩ C1(Δ), uξη ∈ C(Δ), L0u ≡ f в Δ; 2) производная uη
непрерывна на Δ ∪ A0C0.

Теорема 1.2.1. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.6) облада-
ют отмеченной выше гладкостью и удовлетворяют условию (A1);
2) f(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ; 3) u(ξ, η) — регулярное в Δ решение
уравнения (0.6), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max
Δ

u(ξ, η) > 0 (min
Δ

u < 0), то max
Δ

u (min
Δ

u) достигается на отрез-

ке A0B0.

Теорема 1.2.2. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.6) в обла-
сти Δ обладают отмеченной выше гладкостью и удовлетворяют
условию (A2); 2) f(ξ, η) ≡ 0 в Δ; 3) u(ξ, η) — регулярное в Δ решение
уравнения (0.6), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max
Δ

|u(ξ, η)| > 0, то этот максимум достигается на A0B0.

Определение 1.2.2. Обобщенным в области Δ решением уравне-
ния (0.6) назовем функцию u(ξ, η), если существует последователь-
ность регулярных в Δ решений {un(ξ, η)} уравнения (0.6), равномерно
сходящаяся к u(ξ, η) в Δ.

Теорема 1.2.3. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1.2.1
и u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (0.6), равное нулю на
характеристике A0C0. Тогда если max

Δ
u > 0 (min

Δ
u < 0), то max

Δ
u

(min
Δ

u) достигается на A0B0.

Теорема 1.2.4. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1.2.2
и u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (0.6), равное нулю на
A0C0. Тогда если max

Δ
|u(ξ, η)| > 0, то этот максимум достигается

на отрезке A0B0.

Следствие 1.2.1. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.6) в об-
ласти Δ удовлетворяют условию (A1); 2) f(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ;
3) u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (0.6), равное нулю
на A0C0. Тогда если u � 0 (� 0) на отрезке A0B0, то u � 0 (� 0) в Δ.

В § 1.3 установлены экстремальные свойства решений уравне-
ния (0.1) в области D.

Определение 1.3.1. Регулярным в области D решением уравне-
ния (0.1) назовем функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям (0.2)
и (0.3), если (кроме того) производная uη ∈ C(Δ ∪A0C0).
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Теорема 1.3.1. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.1) в обла-
сти D+ ограничены и C(x, y) � 0; 2) коэффициенты уравнения (0.1)
в области D− в характеристических координатах (ξ, η) удовлетво-
ряют условиям теоремы 1.2.1; 3) F (x, y) � 0 (� 0) на D+ ∪ D−;
4) u(x, y) — регулярное в D решение уравнения (0.1), равное
нулю на характеристике AC. Тогда если max

D
u > 0 (min

D
u < 0), то

max
D

u (min
D

u) достигается на кривой Γ.

Теорема 1.3.2. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.1) в обла-
сти D+ ограничены и C(x, y) � 0; 2) коэффициенты уравнения (0.1)
в области D− в характеристических координатах (ξ, η) удовлетво-
ряют условиям теоремы 1.2.2; 3) F (x, y) ≡ 0; 4) u(x, y) — регуляр-
ное в D решение уравнения (0.1), равное нулю на AC. Тогда если
max
D

|u(x, y)| > 0, то этот максимум достигается на дуге Γ.

Определение 1.3.2. Обобщенным в области D решением уравне-
ния (0.1) будем называть функцию u(x, y), если существует последова-
тельность регулярных в области D решений {un(x, y)} уравнения (0.1),
равномерно сходящаяся к u(x, y) в замкнутой области D.
Теоремы 1.3.1 и 1.3.2 переносятся в класс обобщенных в D решений

уравнения (0.1).

Следствие 1.3.4. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.1) удо-
влетворяют условиям 1) и 2) теоремы 1.3.1; 2) F (x, y) � 0 (� 0) на
множестве D+ ∪D−; 3) u(x, y) — обобщенное в области D решение
уравнения (0.1), равное нулю на AC. Тогда если u � 0 (� 0) на Γ, то
u � 0 (� 0) в D.
Эти результаты далее переносятся на уравнения смешанного типа

с двумя перпендикулярными линиями изменения типа

K(y)uxx +N(x)uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = F (x, y),

где yK(y) > 0 при y �= 0, xN(x) > 0 при x �= 0, и на уравнения
смешанного параболо-гиперболического типа

L1(u) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩
uxx +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u =

= F (x, y), y > 0,
K(y)uxx + uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u =

= F (x, y), y < 0;

здесь K(y) < 0 при y < 0, B(x, y) < 0 при y � 0;

L2(u) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩
uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u =

= F (x, y), y > 0,
K(y)uxx + uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u =

= F (x, y), y < 0,

где A(x, y) < 0 при y � 0.
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В § 1.4 приведены примеры уравнений смешанного типа, для кото-
рых справедливы принципы максимума, установленные в § 1.3, и по-
казаны применения для получения теорем единственности решения
задачи Т для уравнений смешанного типа со спектральным действи-
тельным параметром. Здесь только перечислим эти уравнения:

(sgn y)|y|nuxx + uyy + a0|y|
n−1
2 ux = F (x, y), n > 0, a0 <

n

2
;

yuxx + uyy + C(x, y)u = F (x, y);

(sgn y)|y|nuxx + (sgnx)|x|muyy = F (x, y), n,m � 0;

(sgn y)|y|nuxx + xmuyy = F (x, y), n > 0, m � − n

n+ 1
;

uxx + (sgn y)uyy +
k

x
ux = F (x, y), k > 0;

(sgn y)uxx + uyy − λu = F (x, y), λ > −λ20;
uxx + (sgn y)uyy − λu = F (x, y), λ > −λ20;{

uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = 0, y > 0,

−uxx + uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = 0, y < 0.

В § 1.5 изучается задача (0.2)–(0.5) для уравнения (0.1) при K(y) =
= (sgn y)|y|n, n � 0, F (x, y) ≡ 0. Пусть Γ — кривая из класса Ляпунова,
x = x(s), y = y(s) — параметрические уравнения этой кривой, 0 � s �
� S, S — длина кривой Γ, ϕ(s) = ϕ(x(s), y(s)). Доказана теорема.

Теорема 1.5.1. Пусть в области D при условии, когда кри-
вая Γ оканчивается в точках A и B сколь угодно малыми дугами
«нормальной» кривой, существует регулярное решение задачи Т
для уравнения (0.1). Тогда если функция ϕ(s) непрерывна на [0,S]
и ψ(x) — достаточно гладкая (т. е. функция ψ(x) такова, что
при достаточно гладкой функции ϕ(s) выполнено условие теоре-
мы 1.5.1) на [0, l/2], ψ(0) = ϕ(0) = ϕ(S) = 0, то существует един-
ственное обобщенное решение u(x, y) задачи Т с граничными данны-
ми u = ϕ на Γ и u = ψ на AC при произвольном подходе кривой Γ
к оси y = 0, за исключением случаев касания.
В § 1.6 для многомерного уравнения смешанного типа

n∑
i=1

uxixi + (sgn z)uzz +
2p
|z|uz = 0,

где n � 2, 0 � 2p < 1, в области G ⊂ Rn+1, полученной вращением
вокруг оси z плоской области из плоскости (x1, z), в классе его осе-
симметрических решений установлен принцип максимума. Показано
применение этого результата при исследовании пространственного ана-
лога задачи Трикоми.
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Глава 2. Во второй главе изучены спектральные свойства решений
задачи T для уравнений смешанного параболо-гиперболического и эл-
липтико-гиперболического типов.
В §§ 2.1, 2.2 предварительно получены интегральные представления

решений краевых задач Дарбу и формулы взаимосвязи между решени-
ями задач Дарбу и Коши для неоднородного телеграфного уравнения.
В § 2.3 доказана следующая теорема.

Теорема 2.3.2. Если функция u0(x, y) в области D (см. § 1.1)
является регулярным решением уравнения Лаврентьева–Бицадзе,

u0xx + (sgn y)u0yy = 0, u0(0, 0) = 0,

то функция

u(x, y) = u0(x, y)−
1∫

0

u0(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(x2+(sgn y)y2(1−t))

]
dt (0.7)

является в области D регулярным решением уравнения

uxx + (sgn y)uyy + λu = 0; (0.8)

при этом область D+ предполагается звездной относительно на-
чала координат.

Показано применение формулы (0.7) при исследовании задачи Три-
коми для уравнения (0.8).
В § 2.4 исследуется задача Трикоми для уравнения

L1u ≡
{
uxx − uy − λ1u = 0, y > 0,

−uxx + uyy − λ2u = 0, y < 0,
(0.9)

где λ1 и λ2 — вещественные параметры, в области Ω, ограничен-
ной отрезками AC (x + y = 0), CB (x − y = l), BB1 (x = l), B1A1
(y = d > 0) и A1A (x = 0).

Задача Т. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) ∩ C2,1x,y(Ω+ ∪A1B1) ∩C2(Ω−); (0.10)

L1u ≡ 0, (x, y) ∈ Ω− ∪Ω+ ∪A1B1; (0.11)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ CA ∪AA1 ∪BB1, (0.12)

где ϕ — заданная достаточно гладкая функция.
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Теорема 2.4.1. Пусть u(x, y) — решение однородной задачи
(0.10)–(0.12) (где ϕ(x, y) ≡ 0) из класса регулярных 1) в Ω решений
уравнения (0.9), удовлетворяющее условию

lim
x→0+0

u(x, 0)ux(x, 0) = lim
x→l−0

u(x, 0)ux(x, 0) = 0.

Тогда u(x, y) ≡ 0 в Ω при всех λ2 � 0 и λ1 > −
(π
l

)2
.

Теорема 2.4.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.4.1. Тогда

u(x, y) ≡ 0 в Ω при всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 −
(
π

l

)2
. В случае λ2 =

= 0 и λ1 = −1
4
−
(
nπ

l

)2
, n ∈ N, однородная задача (0.10)–(0.12) (где

ϕ(x, y) ≡ 0) имеет собственные функции.

Теорема 2.4.3. Однородная задача (0.10)–(0.12) (где ϕ(x, y) ≡ 0)
при λ2 < 0 и λ1 + λ2 � −

(
π

l

)2
имеет неотрицательную собствен-

ную функцию, которой соответствует положительное собствен-
ное значение 1

μ0
. Это собственное значение простое и строго мень-

ше абсолютной величины остальных собственных значений.
Из этих теорем следует, что если даже λ1 � 0, что в области

параболичности гарантирует выполнение принципа экстремума для
уравнения (0.9), то найдется такое значение λ2 < 0, при котором одно-
родная задача Т для уравнения (0.9) имеет ненулевое неотрицательное
решение.
В §§2.5–2.8 исследуется спектральная задача Трикоми (задача Tλ)

для оператора Лаврентьева–Бицадзе и обобщенного оператора Трико-
ми или Геллерстедта, в т. ч. вопросы расположения спектра этой задачи
на комплексной плоскости (λ). В случае, когда область эллиптичности
является сектором с центром в точке A(0, 0), найдены собственные
значения и построена соответствующая система собственных функций
задачи Tλ, которая исследована на полноту и базисность, и показано
их применение при построении решения задачи Трикоми в виде суммы
биортогонального ряда.
Рассмотрим уравнение (0.1) при K(y) = (sgn y)|y|n, A(x, y) =

= B(x, y) = F (x, y) ≡ 0, C(x, y) = λK(y), т. е. уравнение вида

Lu = (sgn y)|y|nuxx + uyy − λ(sgn y)|y|nu = 0, (0.13)

где n = const � 0,

λ = μ2 =

{
λ1 = μ21, y > 0,

λ2 = μ22, y < 0,

1) См. определение 2.4.1 § 2.4 главы 2.
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λ1 и λ2 — заданные числовые, вообще говоря, комплексные параметры
в области D (см. § 1.1), ограниченной гладкой кривой Γ, лежащей
в полуплоскости y > 0 с концами в точках A(0, 0) и B(l, 0), l > 0, а при
y < 0 характеристиками

AC : x− 2
n+ 2

(−y)n+2
2 = 0, CB : x+

2
n+ 2

(−y)n+2
2 = l

уравнения (0.13), и поставим задачу Т.

Задача T. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую следующим
условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (0.14)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (0.15)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.16)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ AC. (0.17)

В §2.5 найдены условия относительно параметров λ1 и λ2, при
которых однородная задача (0.14)–(0.17) (где ϕ(x, y) ≡ 0, ψ(x, y) ≡ 0)
имеет только нулевое решение.
Пусть в уравнении (0.13) n = 0. Тогда справедливы следующие

утверждения.

Теорема 2.5.1. Если в классе регулярных в области D реше-
ний уравнения (0.13) существует решение задачи T, т. е. зада-
чи (0.14)–(0.17), то оно единственно при всех λ2 � 0 и λ1 > −p =
= −4/9mesD+, где mesD+ — мера области D+.

Теорема 2.5.2. Если в классе регулярных в области D решений
уравнения (0.13) существует решение задачи T, то оно единственно
при всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 − p.

Пусть теперь λ1 и λ2 являются комплексными числами: λ1 = λ11 +
+ iλ12, λ2 = λ21 + iλ22, μ1 = μ11 + iμ12, μ2 = μ21 + iμ22, λij ,μi,j ∈ R,
i, j = 1, 2.

Теорема 2.5.3. Если в классе регулярных в D решений уравне-
ния (0.13) существует решение задачи T, то оно единственно при
всех λ1 и λ2, удовлетворяющих неравенству

2Reλ1 +Reλ2 > |λ2| − 2p.

Пусть теперь в уравнении (0.13) n > 0. В этом случае установлены
следующие утверждения.
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Теорема 2.5.4. Если в классе регулярных в области D решений
уравнения (0.13) существует решение задачи T, то оно единственно
при всех λ2 � 0 и λ1 > −p1 = − 1

CD+

, где CD+ — положительная

постоянная, зависящая только от размеров области D+.

Теорема 2.5.5. Если в классе регулярных в области D решений
уравнения (0.13) существует решение задачи T, то оно единствен-
но при всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 − p1.

Теорема 2.5.6. Если в классе регулярных в D решений уравне-
ния (0.13) существует решение задачи T, то оно единственно при
всех комплексных λ1 и λ2, удовлетворяющих неравенству

2Reλ1 +Reλ2 > |λ2| − 2p1.

В § 2.6 исследуются на базисность системы
{
sin
(
n − β

2

)
θ
}∞

n=1
,{

cos
(
n− β

2

)
θ
}∞

n=1
,
{
sin
(
n− β

2

)
θ +

γ

2

}∞

n=1
, где β, γ ∈ R, в простран-

стве Lp[0,π] при всех p > 1. Установлены необходимые и достаточные
относительно параметра β условия базисности этих систем в Lp[0,π].
Изучены вопросы разложения функции в биортогональный ряд и схо-
димости ряда в Lp[0,π] и C[0,π].
В §§ 2.7, 2.8 в случае, когда область эллиптичности является сек-

тором с центром в точке A(0, 0), найдены собственные значения λnm
как нули функции Бесселя и построена соответствующая система
собственных функций спектральной задачи Tλ (где λ1 = λ2 = λ). По-
казано, что система собственных функций задачи Tλ полна и образует
базис в L2(D+), L2(D−), но не полна в L2(D).
При λ1 = λ2 = λ �= λnm, где λnm — собственные значения зада-

чи Tλ, на основании системы собственных функций решение задачи T
построено в виде суммы ряда.

Глава 3. В этой главе получены утверждения, которые представляют
собой дальнейшее развитие ранее доказанного А.В. Бицадзе принципа
максимума модуля решений одной эллиптической системы для других
классов систем дифференциальных уравнений в частных производных;
установлены новые принципы экстремума для различных типов систем
дифференциальных уравнений с частными производными. Показаны
применения этих результатов при исследовании задачи Трикоми для
некоторых систем уравнений смешанного типа.
В § 3.1 для системы

LU ≡
m∑

p,q=1

ApqUpq +

m∑
p=1

BpUp + CU = 0, (0.18)
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где Apq, Bp, C — заданные вещественные матрицы порядка n × n,
n � 2, U = (u1,u2, ... ,un), Up = ∂U/∂xp, Upq = ∂2U/∂xp∂xq, за-
данной в области D пространства Rm точек x = (x1,x2, ... ,xm),
установлены внутренние и граничные принципы максимума модуля

|U | =
( n∑

i=1

u2i (x)
)1/2

ее регулярных решений. Наряду с системой (0.18)

рассмотрим уравнение

M(|U |) = (e,L|U |e) =
∑
p,q

(e,Apqe)|U |pq +

+
∑
p

|U |p
[
(e,Bpe) + 2

∑
p

(e,Apqeq)
]
+ (e,Le)|U | = 0, (0.19)

где e = (e1, e2, ... , en), ei = ui/|U |; (U ,V ) — означает скалярное произ-
ведение.
Пусть коэффициенты уравнения (0.19) локально ограничены

и квадратичная форма
∑

p,q

(e,Apqe)ξpξq неотрицательно определена

в области G = D \ {x ∈ D : |U(x)| = 0}.
Теперь для примера сформулируем одну из четырех теорем из

данного параграфа.

Теорема 3.1.2. Пусть: 1) оператор M локально равномерно эл-
липтичен и (e,Le) � 0 в G; 2) U(x) — регулярное в D решение
системы (0.18) и U(x) �≡ const. Тогда модуль |U(x)| не может до-
стигать положительного локального максимума ни в одной точке
области D.

Здесь приведены примеры, для которых выполнены условия дока-
занных принципов максимума, а также примеры, выясняющие суще-
ственность наложенных условий.
В § 3.2 для эллиптической системы

Li(U) ≡ aipquixpxq + bipuixp +

n∑
k=1

cikuk = fi, (0.20)

где i = 1,n, n � 2, индексы p и q означают суммирование по этим
индексам от 1 до m; aipq(x), bip(x), cik(x) — заданные в области
D ⊂ Rm вещественные локально ограниченные функции, причем для
каждого i: aipq(x) = aiqp(x) и квадратичная форма aipq(x)ξpξq � 0
в области D, установлены новые принципы экстремума ее регулярных
решений.
Для примера сформулируем здесь две теоремы.
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Теорема 3.2.3. Пусть в области D оператор Li при каждом i
локально равномерно эллиптичен и cik � 0 при k �= i, cii +

∑

k �=i

cik � 0,

fi � 0 (� 0) и U(x) — регулярное в D решение системы (0.20);
при этом функции ui(x) не равны постоянной в любой подобласти
области D. Тогда если max

i
max
D

ui(x) = uj(x) > 0 (min
i

min
D

ui(x) =

= uj(x) < 0), то uj(x) достигается только на границе области D.

Теорема 3.2.7. Пусть: 1) выполнены условия теоремы 3.2.3;
2) max

i
max
D

ui(x) = uj(x) > 0 (min
i

min
D

ui(x) = uj(x) < 0), x ∈ ∂D;

3) граница области D удовлетворяет условию конуса 1). Тогда для
любого ε ∈ [0,α] в любой окрестности V ⊂ ∂D точки x найдется
точка x′ ∈ V такая, что для любого вектора l, исходящего из
точки x′ и образующего с вектором k(x′) угол, не больший (α − ε),
справедливо неравенство

∂uj(x
′)

∂l
< 0

(
∂uj(x′)
∂l

> 0

)
,

где k(x) — непрерывное единичное векторное поле, заданное на ∂D.
В § 3.3 для гиперболической системы

L0(U) ≡ Uξη + a(ξ, η)Uξ + b(ξ, η)Uη + c(ξ, η)U = 0, (0.21)

где a, b — числовые функции, c — квадратная матрица из числовых
функций cik(ξ, η), i, k = 1,n, n � 2, заданной в области Δ (см. § 1.2
главы 1), установлен принцип максимума модуля |U(ξ, η)| в классе ее
регулярных и обобщенных решений.
Пусть коэффициенты системы (0.21) a, b, cik и aξ непрерывны

на Δ ∪ A0C0 и при (ξ, η) ∈ Δ удовлетворяют одному из следующих
условий:

α(ξ, η)−
ξ∫

0

β(t, η)

√√√√ n∑
i=1

(
h2i +

∑
k �=i

c2ik

)
dt > 0, (0.22)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
hi = aξ + ab− cii = aξ + ab− c0 = h,

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)

[
|h|+

√√√√ n∑
i=1

∑
k �=i

c2ik

]
dt > 0,

(0.23)

где α = βa, β = exp
∫
b dξ.

1) См. определение 3.1.1 главы 3.
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Теорема 3.3.1. Пусть коэффициенты системы (0.21) в обла-
сти Δ удовлетворяют отмеченным выше условиям гладкости
и условию (0.22) или (0.23), а U(ξ, η) — регулярное в Δ решение
системы (0.21), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max
Δ

|U(ξ, η)| > 0, то он достигается на A0B0.

Это утверждение переносится и в класс обобщенных в Δ решений
системы (0.21).

В § 3.4 (аналогично § 3.2) для гиперболической системы

Li(U) ≡ uiξη+ai(ξ, η)uiξ+bi(ξ, η)uiη+
n∑

k=1

cik(ξ, η)uk = fi(ξ, η), (0.24)

где i = 1,n, n � 2; ai, bi, cik, fi — числовые функции, заданной в об-
ласти Δ, установлены новые экстремальные свойства ее регулярных
и обобщенных решений.
Пусть αi = aiβi, βi = exp

∫
bidξ, hi = aiξ + aibi − cii; функции ai,

bi, cik и aiξ, непрерывны на множестве Δ ∪ A0C0 и при (ξ, η) ∈ Δ
удовлетворяют одному из следующих условий:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

hi � 0, cik � 0 при k �= i,

αi(0, η) +

ξ∫

0

βi(t, η)
n∑

k=1

cik(t, η) dt > 0;
(0.25)

αi(ξ, η)−
ξ∫

0

βi(t, η)

(
|hi|+

n∑
k �=i

|cik|
)
dt > 0. (0.26)

Предполагается, что функции fi(ξ, η) интегрируемы по ξ на каждом
отрезке [0, ξ0] прямой η = η0, 0 < ξ0 < η0 < l.

Теорема 3.4.1. Пусть: 1) коэффициенты системы (0.24) и ее
правая часть обладают отмеченной выше гладкостью и удовлетво-
ряют условию (0.25); 2) fi � 0 (fi � 0) в области Δ; 3) U(ξ, η) —
регулярное в Δ решение системы (0.24), равное нулю на характе-
ристике A0C0. Тогда если max

i
max
Δ

ui > 0 (min
i

min
Δ

ui < 0), то этот

максимум (минимум) достигается на отрезке A0B0.

Теорема 3.4.2. Пусть: 1) коэффициенты системы (0.24) облада-
ют отмеченной выше гладкостью и удовлетворяют условию (0.26);
2) fi(ξ, η) ≡ 0 в Δ; 3) U(ξ, η) — регулярное в Δ решение си-
стемы (0.24), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max

i
max
Δ

|ui(ξ, η)| > 0, то этот максимум достигается на отрез-

ке A0B0.
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Эти утверждения распространяются на класс обобщенных на обла-
сти Δ решений системы (0.24).
В § 3.5 для системы уравнений смешанного типа

LU ≡ K(y)Uxx + Uyy + AUx +BUy + CU = 0, (0.27)

где K(y), A(x, y), B(x, y) — числовые функции, yK(y) > 0 при y �= 0,
C(x, y) — квадратная матрица порядка n, n � 2, заданной в области D
пространства R2 переменных (x, y) (см. § 1.1 главы 1), установлен прин-
цип максимума модуля |U(x, y)| ее регулярных и обобщенных решений.

Теорема 3.5.1. Пусть: 1) коэффициенты системы (0.27) в об-
ласти D+ ограничены и C(x, y) — неположительно определенная
матрица; 2) коэффициенты системы (0.27) в области D− в харак-
теристических координатах (ξ, η) удовлетворяют условиям тео-
ремы 3.3.1; 3) U(x, y) — регулярное в D решение системы (0.27),
равное нулю на характеристике AC. Тогда если max

D
|U | > 0, то

этот максимум достигается на кривой Γ.

Эта теорема переносится на класс обобщенных в D решений систе-
мы (0.27). Далее показаны применения теоремы 3.5.1 для получения
теорем единственности решения задачи Трикоми для системы (0.27),
уравнения Лаврентьева–Бицадзе с комплексным спектральным пара-
метром и для одной нелинейной системы уравнений смешанного типа.
В § 3.6 для системы уравнений смешанного типа

LiU ≡ K(y)uixx + uiyy +Aiuix +Biuiy +

n∑
k=1

Cikuk = Fi, (0.28)

где yK(y) > 0 при y �= 0, K(y), Ai(x, y), Bi(x, y), Cik(x, y), Fi(x, y) —
известные числовые функции, i = 1,n, n � 2, заданной в области D
изучаются новые экстремальные свойства ее регулярных и обобщен-
ных решений. Показаны применения этих результатов при изучении
следующей задачи Трикоми.

Задача Т. Найти функции ui(x, y), удовлетворяющие условиям:

ui(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (0.29)

LiU ≡ Fi(x, y), (x, y) ∈ D+ ∪D−; (0.30)

ui(x, y) = ϕi(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.31)

ui(x, y)|AC = ψi(x), 0 � x � l/2, (0.32)

где ϕi, ψi — заданные достаточно гладкие функции.
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Теорема 3.6.1. Пусть: 1) в области D+ коэффициенты систе-
мы (0.28) ограничены и

Cik � 0 при k �= i, Cii +
∑
k �=i

Cik � 0;

2) коэффициенты системы (0.28) и функции Fi(x, y) в области D−
в характеристических координатах (ξ, η) удовлетворяют условиям
теоремы 3.4.1; 3) Fi(x, y) � 0 (� 0) в D+ ∪ D−; 4) U(x, y) — регу-
лярное в D решение системы (0.28), равное нулю на характеристи-
ке AC. Тогда если max

i
max
D

ui(x, y) > 0 (min
i

min
D

ui(x, y) < 0), то этот

максимум (минимум) достигается на кривой Γ.

Теорема 3.6.2. Пусть: 1) в области D+ коэффициенты си-
стемы (0.28) ограничены и Cii +

∑
k �=i |Cik| � 0; 2) коэффициенты

системы (0.28) в области D− в характеристических координа-
тах (ξ, η) удовлетворяют условиям теоремы 3.4.2; 3) Fi(x, y) ≡ 0
в D+ ∪ D−; 4) U(x, y) — регулярное в D решение системы (0.28),
равное нулю на AC. Тогда если max

i
max
D

|ui(x, y)| > 0, то этот

максимум достигается на кривой Γ.

Теоремы 3.6.1 и 3.6.2 переносятся на класс обобщенных в обла-
сти D решений системы (0.28).

Следствие 3.6.1. Если коэффициенты системы (0.28) удовлетво-
ряют условиям теоремы 3.6.1 или 3.6.2 и в классе обобщенных
в D решений системы (0.28) существует решение задачи Т, то оно
единственно.

Следствие 3.6.2. Пусть: 1) коэффициенты системы (0.28) удо-
влетворяют условиям 1) и 2) теоремы 3.6.1; 2) Fi(x, y) � 0 (� 0)
в D+ ∪ D−; 3) U(x, y) — обобщенное в D решение системы (0.28),
равное нулю на характеристике AC. Тогда если ui � 0 (� 0) на σ,
то ui � 0 (� 0) в D.

В § 3.7 изучается вопрос о разрешимости задачи (0.29)–(0.32) для
системы (0.28) при K(y) = (sgn y)|y|m, m � 0 и Fi ≡ 0, т. е.

LiU ≡ (sgn y)|y|muixx + uiyy +Aiuix +Biuiy +

n∑
k=1

Cikuk = 0.

Пусть коэффициенты этой системы Ai(x, y), Bi(x, y) ∈ C1(D+) ∩
∩ C1(D−), Cik(x, y) ∈ C(D+) ∩ C(D−) и удовлетворяют условиям тео-
ремы 3.6.1; Γ — из класса Ляпунова, ϕi(s) = ϕi(x(s), y(s)), x = x(s),
y = y(s) — параметрические уравнения кривой Γ, 0 � s � S, S — длина
кривой Γ.
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Теорема 3.7.1. Пусть в области D при условии, когда кри-
вая Γ оканчивается в точках A и B сколь угодно малыми ду-
гами «нормальной» кривой, существует регулярное решение зада-
чи (0.29)–(0.32). Тогда если функции ϕi(s) непрерывны на [0,S]
и ψi(x) — достаточно гладкие (т. е. функции ψi(x) таковы, что
при достаточной гладкости функции ϕi(s) выполнено условие тео-
ремы 3.7.1) на [0, l/2], ϕi(0) = ϕi(S) = ψi(0) = 0, то существует
единственное обобщенное решение ui(x, y) задачи Т с граничными
данными ui = ϕi на Γ и ui = ψi на AC при любом подходе кривой σ
к оси y = 0, за исключением случаев касания.

Глава 4. Эта глава посвящена задаче Франкля (задаче Φ) для
уравнения

Lu ≡ K(y)uxx + uyy − λ(y)u = 0, (0.33)

где yK(y) > 0 при y �= 0, в области D, ограниченной отрезком AA′ оси
x = 0, −a < y < a, a > 0; характеристикой A′C уравнения (0.28), A′ =
= (0,−a), C = (c, 0); отрезком CB оси y = 0, c � x � b, и кривой Γ из
класса Ляпунова с концами в точках B = (b, 0) и A = (0, a), лежащей
в первой четверти.
Здесь:

1) развитием метода вспомогательных функций получены новые
теоремы единственности решения задачи Φ для уравнения (0.33) при
более слабых ограничениях на кривую Γ, функцию K(y) и класс
решений;

2) путем установления новых качественных свойств обобщенно
аналитических функций окончательно решена проблема единственно-
сти решения задачи для двух классов уравнений смешанного типа,
среди которых уравнение Чаплыгина, для которого в 1956 году и была
поставлена задача;

3) найдены собственные значения и соответствующие собствен-
ные функции спектральной задачи Франкля для уравнения Лаврен-
тьева–Бицадзе со спектральным комплексным параметром и изучены
их свойства;

4) показаны применения этих результатов при разрешимости за-
дачи Φ.

В § 4.1 приводится постановка задачи Франкля для урав-
нения (0.33) и обзор работ, посвященных этой задаче. Пусть
D1 = D ∪ {y > 0}, OP — часть характеристики уравнения (0.33),
выходящей из точки O = (0, 0) до пересечения с A′C в точке P ;
D2 — область, ограниченная кривыми OP , PC и OC; D3 — область,
ограниченная кривыми OA′, A′P и PO.
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Задача Φ. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪OA ∪OA′ \OP ) ∩ C2(D1 ∪D2 ∪D3); (0.34)
Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2 ∪D3; (0.35)

u(x, y) = ϕ1(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.36)

u(x, 0) = ϕ2(x), c � x � b; (0.37)

u(0, y)− u(0,−y) = ϕ3(y), 0 � y � a; (0.38)

ux(0, y) = 0, 0 < |y| < a, (0.39)

где ϕi — заданные достаточно гладкие функции, i = 1, 2, 3, ϕ2(b) =
= ϕ1(0, b).
В § 4.2 получены теоремы единственности решения задачи Φ в клас-

се регулярных в D решений уравнения (0.33).

Определение 4.2.1. Под регулярным в области D решением урав-
нения (0.33) будем понимать функцию u(x, y), удовлетворяющую усло-
виям (0.34) и (0.35), и, кроме того, функция −uydx+Kuxdy суммиру-
ема вдоль кривых A′C, OB, Γ и обеих сторон характеристики OP .
Пусть n = (n1,n2) — единичный вектор внутренней нормали

к кривой A′C ∪ Γ, n1(s) = −dy/ds, n2(s) = −dx/ds, ymin = min y,
ymax = max y в D.

Теорема 4.2.1. Пусть: 1) на кривой Γ отсутствуют точки,
при переходе которых n1(s) меняет знак, а n2(s) = 1; 2) K(y) ∈
∈ C[ymin, 0] ∩ C1[ymin, 0] ∩ C[0, ymax] ∩ C1[0, ymax], K(y) + K(−y) � 0
при 0 � y � a и x = 0; 3) функция λ(y) такова, что существует
решение уравнения Риккати

μ′(y) + μ2(y) = λ(y), ymin < y < ymax, (0.40)

из класса C1[ymin, ymax]. Тогда если в классе регулярных в D решений
уравнения (0.33) существует решение задачи (0.34)–(0.39), то оно
единственно.
В частности, когда λ(y) = const, из уравнения (0.40) нетрудно

найти μ(y) и показать справедливость теоремы 4.2.1 при всех λ, удо-
влетворяющих неравенству

λ > −π2/(ymax − ymin)
2. (0.41)

В теореме 4.2.1 присутствует некоторое геометрическое ограниче-
ние на кривую Γ, которое слабее, чем ранее известные условия. В по-
следующих утверждениях получена единственность решения задачи Φ
без каких-либо ограничений геометрического характера на кривую Γ.
В области D рассмотрим уравнение (0.33) при λ(y) ≡ 0, т. е. урав-

нение типа Чаплыгина

K(y)uxx + uyy = 0. (0.42)
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Теорема 4.2.2. Пусть: 1) выполнено условие 2) теоремы 4.2.1;
2) u(x, y) — решение однородной задачи Φ из класса регулярных
в области D решений уравнения (0.42). Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.
Рассмотрим уравнение (0.33) при K(y) = (sgn y)|y|m, m � 0, λ(y) =

= λ = const, т. е. уравнение

(sgn y)|y|muxx + uyy − λu = 0. (0.43)

Теорема 4.2.4. Если в классе регулярных в D решений уравне-
ния (0.43) существует решение задачи Φ, то оно единственно при
всех λ, удовлетворяющих неравенству (0.41).
В § 4.3 найдены собственные значения и соответствующие собствен-

ные функции спектральной задачи Франкля для уравнения

Lu ≡ uxx + (sgn y)uyy + λ sgn (x+ y)u = 0,

где λ — комплексный параметр, в случае, когда область D1 является
частью круга: x2 + y2 < a2, x, y > 0, a = const > 0.

Задача Φλ. Найти значения параметра λ и соответствующие
им функции u(x, y), удовлетворяющие условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪AO ∪OA′ \OP ) ∩ C2(D1 ∪D2 ∪D3);
Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2 ∪D3;

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ CB ∪ Γ; ux(0, y) = 0, 0 < |y| < a;

u(0, y)− u(0,−y) = 0, 0 � y � a.

На основании результатов § 2.1 задача Φλ сведена к эллиптической за-
даче на собственные значения: найти значения параметра λ и соот-
ветствующие им собственные функции u(x, y), удовлетворяющие
условиям:

u(x, y) ∈ C(D1) ∩ C1(D1 ∪OA ∪OC) ∩C2(D1);
uxx + uyy + λu = 0, (x, y) ∈ D1;

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ CB ∪ Γ; ux(0, y) = 0, 0 < |y| < a;

u(x, 0)− u(0,x) =

x∫

0

uy(t, 0)J0[
√
λ (x− t)] dt, 0 � x � a,

где J0(· ) — функция Бесселя первого рода.
В случае, когда точки C и B совпадают, a = c = b = 1 и кривая Γ

является частью окружности x2 + y2 = 1, x > 0, y > 0, методом разде-
ления переменных найдены собственные значения и соответствующие
собственные функции этой задачи, затем и задачи Φλ. Далее изучены
свойства системы собственных функций задачи Φλ на полноту и ба-
зисность.



24 Введение

В §§4.4 и 4.5 на основании предыдущих результатов получены
теоремы существования решения задачи Φ для некоторых классов
уравнений смешанного типа.

Глава 5. Данная глава посвящена обобщенной задаче Трикоми для
уравнения смешанного типа (0.33). Аналогично главе 4 здесь путем
развития метода вспомогательных функций и изучения качественных
свойств решений уравнения (0.33) в области эллиптичности получены
новые теоремы единственности решения обобщенной задачи Трикоми
и показаны их применения.
В § 5.1 дается постановка обобщенной задачи Трикоми (задачи M

по терминологии А.В. Бицадзе) и обзор работ, посвященных этой
задаче.
В § 5.2 рассмотрим уравнение (0.33) в области D с границей ∂D,

состоящей при y > 0 из спрямляемой жордановой кривой Γ с концами
в точках A = (0, 0) и B = (l, 0), l > 0, а при y < 0 из кусочно-глад-
кой кривой AC: K(y)n21 + n22 � 0, n1(s) � 0, и характеристики CB:
K(y)n21 + n22 = 0, n1(s) < 0, уравнения (0.33), где n = (n1,n2) — еди-
ничный вектор внутренней нормали к границе области.

Задача М. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (0.44)

Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (0.45)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.46)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ γ, (0.47)

где ϕ, ψ — заданные достаточно гладкие функции, ϕ(A) = ψ(A),
γ = AC, D+ ∩ {y > 0}, D− ∩ {y < 0}.

Определение 5.2.1. Регулярным в области D решением уравне-
ния (0.33) будем называть функцию u(x, y), удовлетворяющую усло-
виям (0.44), (0.45) и, кроме того, функция 2uxuydx ± (Ku2x − u2y) dy
суммируема вдоль кривых Γ, AC, CB и u(x, y) ∈ C1(D− ∪AC).

Теорема 5.2.1. Пусть: 1) кривая Γ — из класса Ляпунова и на
ней отсутствуют точки, при переходе которых n1(s) меняет знак,
а n2(s) = 1; 2) K(y) ∈ C[ymin, 0] ∩ C1[ymin, 0] ∩ C[0, ymax] ∩ C1[0, ymax];
3) функция λ(y) такова, что существует решение μ(y) уравнения
Риккати

μ′(y) + μ2(y) = λ(y), ymin < y < ymax, (0.48)

из класса C1[ymin, ymax]. Тогда если в классе регулярных в D решений
уравнения (0.33) существует решение задачи (0.44)–(0.47), то оно
единственно.
В частности, когда λ(y) = const, то теорема 5.2.1 справедлива при

всех λ, удовлетворяющих неравенству (0.41).
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В § 5.3 рассматривается вариант задачи M, предложенный Л.В.Ов-
сянниковым, и доказывается единственность решения задачи M без
каких-либо ограничений геометрического характера на кривую Γ.
Рассмотрим уравнение типа Чаплыгина,

K(y)uxx + uyy = 0, yK(y) > 0 при y �= 0, (0.49)

в области D (см. § 5.1), где кривая AC в некоторой окрестности
точки A совпадает с характеристикой AC1, а затем параллельна оси
y = 0 до пересечения в точке C с характеристикой CB.

Определение 5.3.1. Регулярным в области D решением уравнения
(0.49) будем называть функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям
(0.44), (0.45), и дополнительно потребуем, чтобы функция −uydx +
+Kuxdy была суммируемой вдоль кривых AC, CB, Γ и AB.

Теорема 5.3.1. Пусть: 1) кривая Γ — из класса Ляпунова;
2) K(y) ∈ C[ymin, 0] ∩ C1[ymin, 0] ∩ C[0, ymax] ∩ C1[0, ymax]; 3) u(x, y) —
решение однородной задачи M из класса регулярных в D решений
уравнения (0.49); 4) точка A не является предельной точкой мно-
жества {(x, y) ∈ Γ ∪ A : K(y)u2x + u2y = 0}. Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.

Отметим, что условие 4) теоремы 5.3.1 выполнено, например, когда
при малых y � 0 функция K(y) = (sgn y)|y|m,m � 0, или удовлетворяет
условиям теорем Франкля–Проттера о единственности решения задачи
Трикоми для уравнения Чаплыгина.
В этом же параграфе в области D рассматривается еще один класс

уравнений смешанного типа:

Lu ≡ (sgn y)|y|muxx + uyy − λ(y)u = 0, m > 0. (0.50)

Теорема 5.3.2. Пусть: 1) кривая Γ — из класса Ляпунова;
2) функция λ(y) такова, что существует решение μ(y) уравне-
ния (0.48) из класса C1[ymin, ymax]; 3) u(x, y) — решение однородной
задачи M для уравнения (0.50) из класса его регулярных в D реше-
ний. Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.

В случае λ(y) = const теорема 5.3.2 справедлива при всех λ, удов-
летворяющих неравенству (0.41).
В § 5.4 результаты § 5.3 перенесены на случай задачи Трикоми для

уравнений (0.49) и (0.50).
В §§5.5 и 5.6 на основании предыдущих результатов получены

теоремы существования решения задачи M для некоторых классов
уравнений смешанного типа.
Основные результаты данной монографии опубликованы в статьях

автора [83–86, 172–194], которые были получены при прохождении
докторантуры на кафедре общей математики факультета вычисли-
тельной математики и кибернетики МГУ им.М.В.Ломоносова при
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активной поддержке А.В. Бицадзе , В.А.Ильина и Е.И.Моисеева.
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Во второе издание данной монографии (первое издание вышло
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физико-математических наук, доценты А.А. Гималтдинова (Карамова)
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ПРИНЦИП МАКСИМУМА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ

СМЕШАННОГО ТИПА И ЕГО ПРИМЕНЕНИЯ

§1.1. Краткий обзор известных результатов

Рассмотрим уравнение

Lu ≡ K(y)uxx + uyy +Aux +Buy + Cu = F , (1.1.1)

где yK(y) > 0 при y �= 0, K(y),A(x, y),B(x, y),C(x, y),F (x, y) — за-
данные достаточно гладкие функции в области D (см. рис. 1.1.1), огра-
ниченной простой кривой Жордана Γ, лежащей в полуплоскости y > 0
с концами в точках A = (0, 0) и B = (l, 0), l > 0, и характеристиками

AC : ξ = x+

y∫

0

√
−K(t) dt = 0, CB : η = x−

y∫

0

√
−K(t) dt = l,

где K(y) ∈ C[yc, 0] ∩ C2[yc, 0), yc — ордината точки C, уравне-
ния (1.1.1), при y < 0, и следующую краевую задачу.

Рис. 1.1.1
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Задача Трикоми (Задача Т). Найти функцию u(x, y), удовлетво-
ряющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (1.1.2)

Lu(x, y) ≡ F (x, y), (x, y) ∈ D+ ∪D−; (1.1.3)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (1.1.4)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ AC, (1.1.5)

где ϕ и ψ – заданные достаточно гладкие функции, ϕ(A) = ψ(A),
D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.
При исследовании задачи Т и других аналогичных краевых задач

важную роль играет принцип экстремума. Впервые принцип экстре-
мума был сформулирован в 1950 году А.В. Бицадзе [15] для уравне-
ния (1.1.1) при K(y) = sgn y, A = B = C = F ≡ 0. На год позже этот
принцип был получен в работе Жермена и Бадера [241] для уравнения
Трикоми, т. е. для уравнения (1.1.1) при K(y) = y, A = B = C = F ≡ 0.
В 1952 году в своей диссертации К.И. Бабенко [5] доказал спра-

ведливость принципа экстремума для уравнения (1.1.1) в некотором
классе его обобщенных решений при K(y) = y, A(x, 0) = B(x, 0) =
= 0, F (x, y) ≡ 0 и достаточно малой длине линии изменения типа
уравнения.
В 1953 году в работе Агмона, Ниренберга и Проттера [229] был

установлен принцип экстремума для гиперболических уравнений и на
его основе принцип экстремума для уравнения (1.1.1) при достаточно
сильных ограничениях на коэффициенты в области гиперболичности
и класс решений.
Дальнейшие исследования в этом направлении велись С.П.Пульки-

ным [166–168], В.Ф.Волкодавовым [35–37], М.М.Смирновым [201],
А.М.Нахушевым [151], М.С.Салахитдиновым [195], И.В.Майоро-
вым [122–125], Т.Д.Джураевым [51, 52], Ю.М.Крикуновым [102,
103], М.Е.Лернером [115, 116], В.И.Жегаловым [63–65] и их учени-
ками. В основном исследования проводились по двум направлениям:
1) установление принципа экстремума для общих уравнений сме-

шанного типа с одной линией изменения типа с целью ослабления
тех ограничений, которые возникли в работах К.И. Бабенко и Агмона,
Ниренберга и Проттера;
2) установление принципа экстремума для исследования задачи Т

и других аналогичных краевых задач для известных модельных урав-
нений смешанного и смешанно-составного типов с одной или несколь-
кими линиями изменения типа.
Такой интерес к доказательству справедливости принципа

экстремума для уравнений смешанного типа объясняется тем, что:
во-первых, из него сразу же следует единственность решения задачи Т,
а, в свою очередь, теорема единственности играет решающую роль
при доказательстве существования решения задачи Т методом
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интегральных уравнений, во-вторых, он, как показал А.В. Бицадзе [18],
позволяет построить альтернирующий процесс типа Шварца для
решения задачи Т при довольно общих предположениях относительно
кривой Γ при подходе к оси y = 0; в-третьих, принцип экстремума
находит применение при построении спектральной теории задачи
Трикоми [75, 76, 42, 139].
В этой главе установлены принципы максимума для уравне-

ния (1.1.1) в классе его регулярных и обобщенных решений в областях
гиперболичности, эллиптичности и (в целом) в смешанной области D
при более слабых ограничениях на коэффициенты уравнения (1.1.1).
На основе экстремальных свойств решений уравнения (1.1.1) установ-
лены также принципы максимума и для других классов уравнений
смешанного типа. По существу, здесь построена некая теория экстре-
мальных свойств решений уравнений смешанного типа на плоскости,
из которой следуют ранее известные результаты и ряд нерешенных
вопросов по теории задачи Трикоми и других аналогичных краевых
задач.

§1.2. Принцип максимума для уравнений
гиперболического типа

1.2.1. Принцип максимума в классе регулярных решений.
Рассмотрим уравнение гиперболического типа

L0u ≡ uξη + a(ξ, η)uξ + b(ξ, η)uη + c(ξ, η)u = f(ξ, η) (1.2.1)

в характеристическом треугольнике Δ (см. рис. 1.2.1), ограниченном
отрезками прямых ξ = 0, η = ξ и η = l.

Рис. 1.2.1

Пусть A0 = (0, 0), B0 = (l, l), C0 = (0, l) — вершины треуголь-
ника Δ; α(ξ, η) = a(ξ, η)β(ξ, η), β(ξ, η) = exp

∫
b(ξ, η) dξ, h(ξ, η) =

= aξ(ξ, η) + a(ξ, η)b(ξ, η) − c(ξ, η).
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Пусть функции a(ξ, η), aξ(ξ, η), b(ξ, η) и c(ξ, η) непрерывны в Δ ∪
∪A0C0 и при (ξ, η) ∈ Δ удовлетворяют одному из следующих условий:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

h(ξ, η) � 0,

α(0, η) +

ξ∫

0

β(t, η)c(t, η) dt > 0;
(1.2.2)

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)| dt > 0. (1.2.3)

Отметим, что в условиях (1.2.2) и (1.2.3) интегральные неравен-
ства могут быть нестрогими (т. е. � 0), но в этом случае на каждом
отрезке [0, ξ] характеристики η = const множество точек, в которых
h(t, η) = 0, имеет меру нуль.
Предполагается, что правая часть f(ξ, η) интегрируема по ξ на

каждом отрезке [0, ξ0] характеристики η = η0, 0 < ξ0 < η0 < l.

Определение 1.2.1. Регулярным решением уравнения (1.2.1) в об-
ласти Δ назовем функцию u(ξ, η), удовлетворяющую условиям:
1) u ∈ C(Δ) ∧ C1(Δ), uξη ∈ C(Δ), L0u ≡ f в Δ;
2) производная uη непрерывна на множестве Δ ∪A0C0.
Теорема 1.2.1 (Принцип экстремума). Пусть: 1) коэффициенты

уравнения (1.2.1) обладают отмеченной выше гладкостью и удо-
влетворяют условию (1.2.2); 2) f(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ; 3) u(ξ, η) —
регулярное в Δ решение уравнения (1.2.1), равное нулю на характе-
ристике A0C0. Тогда если max

Δ
u(ξ, η) > 0 (min

Δ
u(ξ, η) < 0), то max

Δ
u

(min
Δ

u) достигается на отрезке A0B0.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим в области Δ тождество

βL0u ≡ ∂

∂ξ
(βuη + αu)− βhu = fβ

и проинтегрируем его по отрезку NM прямой η = const, принадлежа-
щему Δ. Тогда получим

(βuη + αu)
∣∣∣M
N

=

∫

NM

βhu dξ +

∫

NM

βf dξ. (1.2.4)

В равенстве (1.2.4) отрезок NM может принадлежать не только
области Δ, но и Δ ∪ A0C0. Пусть max

Δ
u(ξ, η) = u(Q) > 0 и он не

достигается на отрезке A0B0, т. е. u(Q) > max
A0B0

u(ξ, η). Тогда точка

Q ∈ Δ ∪C0B0. Рассмотрим случай, когда Q ∈ Δ. Из точки Q проведем
отрезок η = const до пересечения с характеристикой ξ = 0 в точке P .
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В равенстве (1.2.4) в качестве отрезка NM возьмем PQ. Тогда будем
иметь

β(Q)uη(Q) =

∫

PQ

βhu dξ +

∫

PQ

βf dξ − α(Q)u(Q) =

=

∫

PQ

βf dξ +

∫

PQ

βh[u− u(Q)] dξ + u(Q)

∫

PQ

βh dξ − α(Q)u(Q) =

=

∫

PQ

βf dξ +

∫

PQ

βh[u − u(Q)] dξ − u(Q)

[
α(P ) +

∫

PQ

βc dξ

]
.

Отсюда в силу условия (1.2.2), f � 0 в Δ и u(Q) > 0 следует, что
uη(Q) < 0. Но это противоречит тому, что в точке Q ∈ Δ максимума
функции u(ξ, η) производная uη(Q) = 0.
Пусть теперь Q∈C0B0. В силу непрерывности функции u(ξ, η) на Δ

в некоторой окрестности точки Q существует точка Q1 = (ξ1, η1) ∈ Δ
такая, что

u(Q1) > max
A0B0

u(ξ, η). (1.2.5)

Из точки Q1 проведем прямую η = η1 и точку пересечения с отрез-
ком A0B0 обозначим через B1. Пусть Δ1 = Δ ∩ {η < η1}. Тогда по рас-
смотренному выше случаю max

Δ1

u достигается только на отрезке A0B1.

Поэтому
u(Q1) < max

A0B1

u � max
A0B0

u,

что противоречит неравенству (1.2.5). Тем самым теорема 1.2.1 полно-
стью доказана.

Теорема 1.2.2 (Принцип максимума модуля). Пусть: 1) коэффи-
циенты уравнения (1.2.1) обладают отмеченной выше гладкостью
и удовлетворяют условию (1.2.3); 2) f(ξ, η) ≡ 0 в Δ; 3) u(ξ, η) —
регулярное решение уравнения (1.2.1), равное нулю на характери-
стике A0C0. Тогда если max

Δ
|u(ξ, η)| > 0, то он достигается на

отрезке A0B0.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max
Δ

|u(ξ, η)| = |u(Q)| > 0. В силу ли-
нейности и однородности уравнения (1.2.1), не теряя общности, можно
считать, что u(Q) > 0. Тогда max

Δ
u(ξ, η) = u(Q) > 0 и |u(ξ, η)| � u(Q).

Допустим, что Q �∈ A0B0. Следовательно, точка Q ∈ Δ ∪ C0B0. Пусть
Q ∈ Δ. Из точки Q проведем отрезок η = const до пересечения с харак-
теристикой ξ = 0 в точке P . Обозначим через E1 множество точек от-
резка PQ, в которых h � 0, а через E2 — множество точек отрезка PQ,
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где h � 0. Тогда, рассуждая аналогично доказательству теоремы 1.2.1,
из равенства (1.2.4) получим

β(Q)uη(Q) =

∫

PQ

βhu dξ − α(Q)u(Q) =

∫

E1

βh[u − u(Q)] dξ +

+

∫

E2

βh[u+ u(Q)] dξ − u(Q)

[
α(Q)−

∫

PQ

β|h| dξ
]
.

Отсюда, в силу неравенства (1.2.3), u(Q) > 0 и |u| � u(Q) следует,
что uη(Q) < 0. Это противоречит тому, что в точке Q максимума
функции u частная производная uη(Q) = 0.
Случай Q ∈ C0B0 рассматривается аналогично теореме 1.2.1.

Замечание 1.2.1. Принцип экстремума для уравнения (1.2.1) впер-
вые был установлен в работе [229] при условиях: uη(0, η) � 0 (� 0),
u ∈ C1(Δ) ∩ C2(Δ), L0u � 0 (� 0) в Δ \ A0B0; a, aξ, b, c ∈ C(Δ);
a � 0, h � 0, c � 0 в Δ.

Позднее в работах [115, 116] принцип максимума модуля |u| был
доказан при выполнении одного из следующих условий:

a(0, η) > 0, h(ξ, η) � 0, a(0, η) +

ξ∫

0

β(t, η)c(t, η) dt > 0; (1.2.6)

a(0, η) > 0, a(0, η)−
ξ∫

0

β(2|h| − c) dt > 0; (1.2.7)

a(0, η) > 0, a(ξ, η) > 0, α(ξ, η) −
ξ∫

0

β|h| dt > 0 (1.2.8)

с краевым условием uη + au = 0 в достаточно общих областях.
Из доказанных теорем 1.2.1 и 1.2.2 следует, что во всех услови-

ях (1.2.6)–(1.2.8) неравенство a(0, η) > 0 излишне для справедливости
принципа максимума с краевым условием u = 0 на A0C0 в области Δ.
При этом в интегральных неравенствах условий (1.2.6) и (1.2.7) вместо
функции a(0, η) должна быть α(0, η) = a(0, η)β(0, η). С учетом этого
нетрудно показать, что условие (1.2.3) является наиболее общим среди
условий (1.2.6)–(1.2.8) с краевым условием u = 0 на A0C0. В самом
деле, если h � 0 в Δ, то условие (1.2.3) эквивалентно условию (1.2.6)
или (1.2.2):

α(ξ, η) −
ξ∫

0

βhdt = α(0, η) +

ξ∫

0

βc dt > 0.
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Пусть теперь выполнено условие (1.2.7). Тогда имеет место и усло-
вие (1.2.3). Действительно,

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β|h| dt � α(ξ, η) −
ξ∫

0

β|h| dt−
ξ∫

0

β(|h|+ h) dt =

= α(ξ, η) − 2
ξ∫

0

β|h| dt−
ξ∫

0

βh dt = α(0, η) −
ξ∫

0

β(2|h| − c) dt > 0.

Отсюда видно, что обратное утверждение, вообще говоря, неверно.
Очевидно, что из справедливости условия (1.2.8) вытекает (1.2.3).
Заметим, что из доказательства теорем 1.2.1 и 1.2.2 следует, что

если условия 1) и 2) этих утверждений выполнены вплоть до харак-
теристики C0B0 и производная uη непрерывна вплоть до C0B0, то
max
Δ

u (min
Δ

u) и max
Δ

|u| достигается только на отрезке A0B0. В этом
случае говорят, что для гиперболического уравнения (1.2.1) имеет
место сильный вариант принципа максимума.

1.2.2. Принцип максимума в классе обобщенных решений.

Определение 1.2.2. Обобщенным в области Δ решением уравне-
ния (1.2.1) назовем функцию u(ξ, η), если существует последователь-
ность регулярных в Δ решений {un(ξ, η)} уравнения (1.2.1), равномер-
но сходящаяся к u(ξ, η) в Δ.

Теорема 1.2.3. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1.2.1
и u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (1.2.1), равное нулю
на характеристике A0C0. Тогда если max

Δ
u > 0 (min

Δ
u < 0), то

max
Δ

u (min
Δ

u) достигается на отрезке A0B0.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max
Δ

u(ξ, η) = u(Q) = M > 0 и точка

Q �∈ A0B0. Ясно, что Q ∈ Δ ∪ C0B0. Введем множество F = {(ξ, η) ∈
∈ Δ ∪ C0B0 : u(ξ, η) = M}. Очевидно, что F замкнуто и не имеет
общих точек с A0B0. Поскольку множества F и A0B0 замкнуты, огра-
ничены и не имеют общих точек, то расстояние между ними больше
нуля. Поэтому существует число ε > 0 такое, что отрезок Aε

0B
ε
0 прямой

η = ξ + ε, где Aε
0 = (0, ε), Bε

0 = (l − ε, l), не будет иметь общих точек
с множеством F и F ⊂ Δε, где Δε = Δ ∩ {η > ξ + ε}. По условию
u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (1.2.1), равное нулю на
A0C0. Тогда существует последовательность регулярных в Δ решений
un(ξ, η) уравнения (1.2.1) таких, что un(0, η) = 0 и un(ξ, η) равномерно
в Δ сходится к u(ξ, η). Так как в треугольнике Δε выполнены все
условия теоремы 1.2.1, то max

Δε

un(ξ, η) достигается на отрезке Aε
0B

ε
0 .

2 К.Б. Сабитов
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Пусть maxu =M0 на Aε
0B

ε
0 . Ясно, чтоM0 <M . Пусть δ = (M −M0)/2.

В силу равномерной сходимости последовательности un(ξ, η) в Δε для
взятого δ > 0 существует номер n0 = n0(δ) > 0 такой, что для всех
n > n0 и (ξ, η) ∈ Δε выполняется неравенство

u(ξ, η)− δ < un(ξ, η) < u(ξ, η) + δ.

Отсюда на множестве F

un(ξ, η) > (M +M0)/2,

а на отрезке Aε
0B

ε
0

un(ξ, η) < (M +M0)/2 при n > n0.

Значит, функция un(ξ, η) при n > n0 не достигает глобального макси-
мума на отрезке Aε

0B
ε
0 , что противоречит теореме 1.2.1. Следовательно,

точка Q ∈ A0B0.

Замечание 1.2.2. Отметим, что при доказательстве теоремы 1.2.3
использованы идеи работы [166], в которой результаты [229] перенесе-
ны в несколько иной класс обобщенных решений.

Теорема 1.2.4. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1.2.2
и u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (1.2.1), равное нулю
на характеристике A0C0. Тогда если max

Δ
|u(ξ, η)| > 0, то он дости-

гается на отрезке A0B0.

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения аналогично доказательству
теоремы 1.2.3.

Замечание 1.2.3. Если в теоремах 1.2.1–1.2.4 краевое условие
u = 0 на левой характеристике A0C0 заменить на u = 0 на правой
характеристике C0B0, то для выполнения заключения этих теорем
нужно заменить условия (1.2.2) и (1.2.3) на следующие условия:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

h∗ = bη(ξ, η) + a(ξ, η)b(ξ, η) − c(ξ, η) � 0,

α∗(ξ, l)−
l∫

η

β∗(ξ, t)c(ξ, t) dt < 0;
(1.2.9)

α∗(ξ, η) +

l∫

η

β∗(ξ, t)|h∗(ξ, t)| dt < 0, (1.2.10)

где β∗ = exp
∫
adη, α∗ = bβ∗. Полученные таким образом утверждения

обозначим, соответственно, через теоремы 1.2.1∗–1.2.4∗.
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Следствие 1.2.1. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.2.1) в об-
ласти Δ удовлетворяют условию (1.2.2); 2) f(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ;
3) u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (1.2.1), равное нулю
на A0C0. Тогда если u � 0 (� 0) на отрезке A0B0, то u � 0 (� 0)
в области Δ.

Справедливость этого утверждения следует из теоремы 1.2.3. След-
ствие 1.2.1 может быть использовано при доказательстве существова-
ния неотрицательных решений уравнения (1.2.1).

1.2.3. Принцип максимума в произвольной области. В этом
пункте изложенные выше результаты перенесем на более общую об-
ласть, чем область Δ.

Рассмотрим уравнение (1.2.1) в области Δ0, ограниченной отрезком
A0C0 характеристики ξ = 0 и кусочно-гладкой кривой γ, лежащей
в полуплоскости ξ > 0 с концами в точках A0 и C0. При этом кривая γ
такова, что любой отрезок характеристики η = const, соединяющий
точки кривой γ и отрезка A0C0, целиком лежит в Δ0.

Следуя [116] точку кривой γ назовем верхней (нижней) граничной
точкой области Δ0, если из нее можно провести вниз (вверх) открытый
отрезок характеристики ξ = const, целиком лежащей в Δ0 ∪ γ(Δ0).
Если точка γ не является верхней и нижней, то ее назовем «исклю-
чительной». Множества верхних, нижних и исключительных точек
кривой γ обозначим, соответственно, через γB, γH и γN . Ясно, что
γN ⊂ γH .

Пусть коэффициенты уравнения (1.2.1) a, b, c и aξ непрерывны
в Δ0 ∪ A0C0 и удовлетворяют одному из условий (1̃.2.2) и (1̃.2.3),
которые получены из условий (1.2.2) и (1.2.3) заменой множества Δ
на Δ0.

На основании этих изменений можно сформулировать теоремы
1̃.2.1–1̃.2.4, которые получаются из теорем 1.2.1–1.2.4 соответствую-
щей поправкой. Для примера сформулируем теорему 1̃.2.1.

Теорема 1̃.2.1. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.2.1) в Δ0
обладают отмеченной выше гладкостью и удовлетворяют условию
(1̃.2.2); 2) f(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ0; 3) u(ξ, η) — регулярное в Δ0 решение
уравнения (1.2.1), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max
Δ0

u(ξ, η) > 0 (min
Δ0

u(ξ, η) < 0), то max
Δ0

u (min
Δ0

u) достигается на

множестве γH \ γB.
На основе теорем 1̃.2.1–1̃.2.4 можно предложить следующую крае-

вую задачу для уравнения (1.2.1) в области Δ0.

2*
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Задача D. Найти в области Δ0 решение u(ξ, η) уравнения (1.2.1),
удовлетворяющее краевым условиям:

u(0, η) = ψ(η), 0 � η � l;

u(ξ, η) = τ(ξ, η), (ξ, η) ∈ γH \ γB,
где ψ и τ — заданные достаточно гладкие функции.

Легко видеть, что если Δ0 есть обычный характеристический тре-
угольник A0C0B0, то γH \ γB = A0B0 и задача D переходит в первую
задачу Дарбу. Пусть теперь Δ0 — характеристический прямоугольник
A0C0B1D1, D1 = (l1, 0), B1 = (l1, l), l1 > 0. Тогда γH \ γB = A0D1
и задача D становится задачей Гурса.
Таким образом, краевые задачи Дарбу и Гурса являются частными

случаями задачи D. Следовательно, возникает интерес к исследованию
задачи D.

Теорема 1.2.5. Пусть коэффициенты уравнения (1.2.1) в Δ0
удовлетворяют условиям теоремы 1̃.2.1 или 1̃.2.2. Тогда краевая
задача D в классе обобщенных в Δ0 решений уравнения (1.2.1)
может иметь не более одного решения.

Замечание 1.2.4. Аналогичным образом можно обобщить теоремы
1.2.1∗–1.2.4∗. Соответствующие утверждения обозначим через теоремы
1̃.2.1∗–1̃.2.4∗.

1.2.4. Существенность условий. Выясним существенность усло-
вий (1.2.2) и (1.2.3) относительно коэффициентов уравнения (1.2.1)
для выполнения заключения теорем 1.2.1 и 1.2.2.
В качестве простейшего примера рассмотрим уравнение свободных

колебаний струны, т. е. в (1.2.1) a = b = c = f ≡ 0. В этом случае оба
условия (1.2.2) и (1.2.3) нарушены. Регулярное в Δ решение u(ξ, η)
уравнения струны, равное нулю на характеристике A0C0, определяется
формулой

u(ξ, η) = τ(ξ),

где τ(0) = 0, τ(ξ) ∈ C [0, l] ∩ C1(0, l). Отсюда видно, что max
Δ

u(ξ, η) =

= max
0�ξ�l

τ(ξ) = τ(ξ0) достигается не только на A0B0, но и на отрезке

Δ ∩ {ξ = ξ0}.
Пусть коэффициенты уравнения (1.2.1) указанной в п. 1.2.1 гладко-

сти удовлетворяют одному из следующих условий:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
h(ξ, η) � 0,

α(0, η) +

ξ∫

0

β(t, η)c(t, η) dt < 0;
(1.2.11)
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α(ξ, η) +

ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)| dt < 0. (1.2.12)

Теорема 1.2.6. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.2.1) в Δ
удовлетворяют условию (1.2.11); 2) f(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ; 3) u(ξ, η) —
регулярное в Δ решение уравнения (1.2.1), равное нулю на A0C0.
Тогда если max

Δ
u(ξ, η) > 0 (min

Δ
u(ξ, η) < 0), то этот максимум

(минимум) достигается на отрезке C0B0.

Теорема 1.2.7. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.2.1) в Δ
удовлетворяют условию (1.2.12); 2) f(ξ, η) ≡ 0 в Δ; 3) u(ξ, η) —
регулярное решение уравнения (1.2.1), равное нулю на A0C0. Тогда
max
Δ

|u(ξ, η)| > 0 достигается на отрезке C0B0.

Доказательство этих теорем аналогично доказательству тео-
рем 1.2.1 и 1.2.2.

§1.3. Принципы максимума для уравнений
смешанного типа

1.3.1. Уравнения смешанного типа с гладкой линией измене-
ния типа. В этом пункте установим экстремальные свойства решений
уравнения (1.1.1), которое является общим представителем уравнений
смешанного типа с гладкой линией изменения типа.

Лемма 1.3.1. Пусть: 1) в области D+ коэффициенты уравне-
ния (1.1.1) ограничены и C(x, y) � 0; 2) u(x, y) ∈ C(D+) ∩ C1(D+ ∪
∪AB) ∩C2(D+) и Lu ≡ F � 0 (� 0) в D+; 3) max

D+

u(x, y) = u(x0, 0) > 0(
min
D+

u(x, y) = u(x0, 0) < 0
)
, 0 < x0 < l. Тогда

lim
y→0+0

uy(x0, y) = uy(x0, 0+ 0) < 0 (> 0).

Дока з а т е л ь с т в о. В силу условий 1) и 2) в области D+

для эллиптического уравнения (1.1.1) справедлив внутренний прин-
цип экстремума (принцип Хопфа), на его основании max

D+

u(x, y) > 0

(min
D+

u(x, y) < 0) решения u(x, y) �≡ const не может достигаться внутри

области D+.
Пусть max

D+

u(x, y) > 0 достигается в некоторой внутренней точ-

ке (x0, 0) отрезка AB. Пусть K — круг радиуса d > 0 обла-
сти D+, граница которого касается отрезка AB в точке (x0, 0);
K0 = {(x, y): 0 < y < y0 < d} ∩K, ∂K0 — граница сегмента K0, состо-
ящая из отрезка S0 (y = y0) и части окружности S(r2 = d2, 0 � y � y0,
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Рис. 1.3.1

r2 = (x − x0)
2 + (y − d)2) (см. рис. 1.3.1). В области K0 рассмотрим

барьерную функцию

v(x, y) = exp (−αr2)− exp (−αd2),
которая является решением уравнения

Lv = exp (−αr2){4α2[K(y)(x− x0)
2 + (y − d)2]−

− 2α[K(y) + 1+A(x− x0) +B(y − d)] + C[1− exp (αr2 − αd2)]}.
Отсюда в силу ограниченности коэффициентов уравнения (1.1.1) и вви-
ду того, что коэффициент при α2 имеет положительную нижнюю грань
в замкнутой области K0, следует Lv > 0 при условии, что α достаточно
велико. Далее v(x, y) > 0 в K0 \ S и v(x, y) = 0 на S. На множестве
K0 \ {(x0, 0)} в силу принципа Хопфа u(x, y) < u(x0, 0). С учетом этих
свойств функций u(x, y) и v(x, y) введем новую функцию

ω(x, y) = u(x, y) + εv(x, y), ε > 0, (1.3.1)

которая в области K0 удовлетворяет эллиптическому уравнению

Lω = L(u+ εv) = F (x, y) + εLv > 0,

ω
∣∣
S
= (u+ εv)

∣∣
S
� u(x0, 0),

ω
∣∣
S0

= (u + εv)
∣∣
S0
< u(x0, 0) = ω(x0, 0)

при достаточно малом ε > 0. Отсюда вытекает, что

lim
y→0+0

ωy(x0, y) � 0

или
uy(x0, 0+ 0) � −εvy(x0, 0+ 0) = −2εde−αd2 < 0.

Отметим, что в работах [6, 201, c. 44] такого рода утверждение
доказано для уравнения (1.1.1) при K(y) = y и u

∣∣
Γ
< u(x0, 0)

(
u
∣∣
Γ
>

> u(x0, 0)
)
путем построения другой барьерной функции. По существу,
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при доказательстве леммы 1.3.1 использованы идеи доказательства
граничного принципа экстремума [157, 249].

Определение 1.3.1. Регулярным в области D решением урав-
нения (1.1.1) назовем функцию u(x, y), удовлетворяющую услови-
ям (1.1.2) и (1.1.3), а кроме того, uη ∈ C(Δ ∪A0C0).

Теорема 1.3.1. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.1.1) в об-
ласти D+ ограничены и C(x, y) � 0; 2) коэффициенты уравне-
ния (1.1.1) в области D− в характеристических координатах (ξ, η)
удовлетворяют условиям теоремы 1.2.1; 3) F (x, y) � 0 (� 0) на
D+ ∪ D−; 4) u(x, y) — регулярное в D решение уравнения (1.1.1),
равное нулю на характеристике AC. Тогда если max

D
u(x, y) > 0

(min
D

u(x, y) < 0), то max
D

u (min
D

u) достигается на кривой Γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть max
D

u(x, y) = u(Q) > 0. На основании

внутреннего принципа для эллиптических уравнений u(x, y) �≡ const
не может принимать положительного максимума u(Q) в области D+.
Следовательно, значение u(Q) принимается на D− или на σ. Допустим,
что Q ∈ D−. В этом случае в силу теоремы 1.2.1 точка Q ∈ AB. Пусть
Q ∈ AB, т. е. Q = (x0, 0), 0 < x0 < l. В этой точке из гиперболической
части области

uy(x0, 0− 0) � 0. (1.3.2)

С другой стороны, в силу леммы 1.3.1 в точке (x0, 0) из эллиптиче-
ской части области D производная uy(x0, 0+ 0) < 0, что противоречит
неравенству (1.3.2).

Теорема 1.3.2. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.1.1) в об-
ласти D+ ограничены и C(x, y) � 0; 2) коэффициенты уравне-
ния (1.1.1) в области D− в характеристических координатах (ξ, η)
удовлетворяют условиям теоремы 1.2.2; 3) F (x, y) ≡ 0; 4) u(x, y) —
регулярное в D решение уравнения (1.1.1), равное нулю на харак-
теристике AC. Тогда если max

D
|u(x, y)| > 0, то этот максимум

достигается на дуге Γ.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max
D

|u(x, y)| = |u(Q)| > 0. В силу

линейности и однородности уравнения (1.1.1) можно считать, что
u(Q) > 0. В этом случае max

D
u(x, y) = u(Q) > 0 и |u(x, y)| � u(Q).

На основании теоремы 1.2.2 точка Q ∈ D+. В силу принципа Хопфа
для эллиптических уравнений точка Q �∈ D+. Тогда Q ∈ Γ ∪AB. Пусть
Q ∈ AB, Q = (x0, 0), 0 < x0 < l. В этой точке из теоремы 1.2.2 следует,
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что uy(x0, 0− 0) � 0. А последнее, согласно лемме 1.3.1, противоречит
неравенству uy(x0, 0+ 0) < 0. Значит, точка Q ∈ Γ.

Следствие 1.3.1. а) Если выполнены условия теоремы 1.3.1
и F (x, y) ≡ 0, то для любой точки (x, y) ∈ D справедлива оценка

min
Γ

u(x, y) � u(x, y) � max
Γ

u(x, y). (1.3.3)

б) Если выполнены условия теоремы 1.3.2, то для любой точки
(x, y) ∈ D |u(x, y)| � max

Γ
|u(x, y)|. (1.3.4)

в) Если коэффициенты уравнения (1.1.1) удовлетворяют усло-
виям теоремы 1.3.1 или 1.3.2 и в классе регулярных в D решений
уравнения (1.1.1) существует решение задачи (1.1.2)–(1.1.5), то оно
единственно.

Следствие 1.3.2. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.1.1)
удовлетворяют условиям 1) и 2) теоремы 1.3.1; 2) F (x, y) � 0
(F (x, y) � 0) на D+ ∪ D−; 3) u(x, y) — регулярное решение уравне-
ния (1.1.1), равное нулю на AC. Тогда:

1) если u � 0 (� 0) на Γ, то u � 0 (� 0) в D;
2) если u > 0 (< 0) на Γ, то u � 0 (� 0) в D и u > 0 (< 0) в D+.

Дока з а т е л ь с т в о. 1) Допустим, что существует точка Q0 ∈
∈ D \ Γ такая, что u(Q0) < 0. Тогда min

D
u(x, y) = u(Q) < 0, и поэтому

выполнены все условия принципа минимума. В силу теоремы 1.3.1
точка Q ∈ Γ. А это противоречит тому, что u � 0 на Γ.

2) В силу случая 1) достаточно показать u > 0 в области D+.
Допустим, что u(Q0) = 0 и Q0 ∈ D+. Тогда в силу результатов
Хопфа [2, 249] следует, что если u � 0 и Lu ≡ 0 всюду в D+ и хотя
бы в одной точке области D+ функция u = 0, то u(x, y) ≡ 0 в D+.
В силу непрерывности функции u(x, y) на D+ u(x, y) ≡ 0 на D+, что
противоречит u > 0 на Γ.

Определение 1.3.2. Обобщенным в области D решением уравне-
ния (1.1.1) будем называть функцию u(x, y), если существует после-
довательность регулярных в области D решений {un(x, y)} уравне-
ния (1.1.1), равномерно сходящаяся к u(x, y) на замкнутой области D.

Теорема 1.3.3. Пусть выполнены условия 1)–3) теоремы 1.3.1
и u(x, y) — обобщенное в области D решение уравнения (1.1.1),
равное нулю на характеристике AC. Тогда если max

D
u(x, y) > 0

(min
D

u(x, y) < 0), то этот максимум (минимум) достигается на

кривой Γ.
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Теорема 1.3.4. Пусть выполнены условия 1)–3) теоремы 1.3.2
и u(x, y) — обобщенное в области D решение уравнения (1.1.1),
равное нулю на характеристике AC. Тогда если max

D
|u(x, y)| > 0,

то этот максимум достигается на кривой Γ.
Дока з а т е л ь с т в о теорем 1.3.3 и 1.3.4 проводится одинаково

и по этой причине покажем справедливость теоремы 1.3.4. Пусть
max
D

|u(x, y)| = |u(Q)| > 0 и допустим, что Q �∈ Γ. Тогда ясно, что

Q ∈ D \ Γ. Обозначим через E = {(x, y) ∈ D \ Γ : |u(x, y)| = M =
= |u(Q)| > 0}. Множество E замкнуто и не имеет общих точек с кри-
вой Γ. Поскольку множества σ и E замкнуты, ограничены и не име-
ют общих точек, то расстояние между ними больше нуля. Поэтому
существует простая кривая γ, лежащая в области D+, с концами
в точках A и B такая, что γ ∩ E = ∅ и E ⊂ Dγ , где Dγ — область,
ограниченная кривыми γ, AC и CB. Так как u(x, y) — обобщенное
решение уравнения (1.1.1), равное нулю на AC, то существует по-
следовательность регулярных в D решений un(x, y) уравнения (1.1.1)
таких, что un(x, y) = 0 на AC и un(x, y) в D равномерно сходится
к u(x, y). Поскольку в области Dγ выполнены условия теоремы 1.3.2,
то max

Dγ

|un(x, y)| достигается на кривой γ. Пусть max
γ

|u(x, y)| = M0.

Ясно, что M0 < M . Обозначим ε = (M −M0)/2. В силу равномерной
сходимости последовательности un(x, y) в Dγ для взятого ε > 0 суще-
ствует номер n0 = n0(ε) > 0 такой, что для всех n > n0 и (x, y) ∈ Dγ

выполняется условие |u| − ε < |un| < |u| + ε. Отсюда на множестве
E : |un(x, y)| > (M +M0)/2, на кривой γ : |un(x, y)| < (M +M0)/2
при n > n0. Следовательно, функция |un(x, y)| при n > n0 не достигает
положительного максимума в Dγ на кривой γ, что противоречит тео-
реме 1.3.2. Полученное противоречие и доказывает наше утверждение.

Следствие 1.3.3. а) Если выполнены условия теоремы 1.3.3
и F (x, y) ≡ 0, то для любой точки (x, y) ∈ D справедлива оцен-
ка (1.3.3).
б) Если выполнены условия теоремы 3.4, то для любой точки

(x, y) ∈ D имеет место оценка (1.3.4).
в) Если коэффициенты уравнения (1.1.1) удовлетворяют услови-

ям теоремы 1.3.3 или 1.3.4 и в классе обобщенных в D решений урав-
нения (1.1.1) существует решение задачи T, то оно единственно.

Следствие 1.3.4. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.1.1) удо-
влетворяют условиям 1) и 2) теоремы 1.3.1; 2) F (x, y) � 0 (� 0) на
множестве D+ ∪D−; 3) u(x, y) — обобщенное в области D решение
уравнения (1.1.1), равное нулю на AC. Тогда если u � 0 (� 0) на Γ,
то u � 0 (� 0) в D.
Дока з а т е л ь с т в о этого утверждения аналогично доказатель-

ству следствия 1.3.2.
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1.3.2. Уравнения смешанного типа с негладкой линией измене-
ния типа. Рассмотрим уравнение смешанного типа с двумя перпенди-
кулярными линиями изменения типа

Lu ≡ K(y)uxx +N(x)uyy +Aux +Buy + Cu = F , (1.3.5)

где yK(y) > 0 при y �= 0, xN(x) > 0 при x �= 0, K(y), N(x), A(x, y),
B(x, y), C(x, y) и F (x, y) — заданные функции, в области G, огра-
ниченной: 1) простой кривой Жордана Γ, лежащей в первой четверти
плоскости (x, y) с концами в точках B1 = (l1, 0) и B2 = (0, l2), l1, l2 > 0;
2) характеристиками OC1 и C1B1 уравнения (1.3.5), лежащими в чет-
вертой четверти; 3) характеристиками OC2 и C2B2 уравнения (1.3.5),
лежащими во второй четверти, где O = (0, 0), C1 = (l1/2, yc1), yc1 < 0,
C2 = (xc2 , l2/2), xc2 < 0 (см. рис. 1.3.2).

y

xO B1

B2

C1

C2

G1

G
2

G 0

�

Рис. 1.3.2

Пусть G0 = G ∩ {x > 0, y > 0}, G1 = G ∩ {x > 0, y > 0}, G2 = G ∩
∩ {x < 0, y > 0}, K(y), N(x) ∈ C(Gi) ∩ C2(Gi \OBi), i = 1, 2.

Лемма 1.3.2. Пусть: 1) в области G0 коэффициенты уравне-
ния (1.3.5) ограничены, C(x, y) � 0, K(y), N(x) ∈ C(G0); 2) u(x, y) ∈
∈ C(G0) ∩ C1(G0 ∪ OB1 ∪ OB2) ∩ C2(G0), Lu ≡ F � 0 (F � 0) в G0;
3) max

G0

u(x, y) = u(Q) > 0 (min
G0

u(x, y) = u(Q) < 0).

Тогда: 1) если Q = (x0, 0) ∈ OB1, 0 < x0 < l1, то

lim
y→0+0

uy(x0, y) = uy(x0, 0+ 0) < 0 (> 0);

2) если Q = (0, y0) ∈ OB2, 0 < y0 < l2, то

lim
x→0+0

ux(x, y0) = ux(0+ 0, y0) < 0 (> 0).

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.3.1.
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Теорема 1.3.5. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.3.5) в об-
ласти G0 ограничены, C(x, y) � 0 и K(y), N(x) ∈ C(G0); 2) коэффи-
циенты уравнения (1.3.5) в областях G1 и G2 в соответствующих
характеристических координатах (ξ, η) удовлетворяют условиям
теоремы 1.2.1; 3) F (x, y) � 0 (� 0) на множестве G0 ∪ G1 ∪ G2;
4) u(x, y) ∈ C(G) ∩ C1(G ∪ OC1 ∪ OC2) ∩ C2(G0 ∪ G1 ∪ G2) и Lu ≡
≡ F (x, y), (x, y) ∈ G0 ∪ G1 ∪ G2; 5) u(x, y) = 0 на характеристиках
OC1 и OC2.

Тогда если max
G

u(x, y) > 0 (min
G
u(x, y) < 0), то этот максимум

(минимум) достигается на кривой Γ.

Теорема 1.3.6. Пусть: 1) выполнены условия 1), 4), 5) теоре-
мы 1.3.5; 2) коэффициенты уравнения (1.3.5) в областях G1 и G2
в соответствующих характеристических координатах (ξ, η) удо-
влетворяют условиям теоремы 1.2.2; 3) F (x, y) ≡ 0.

Тогда если max
G

|u(x, y)| > 0, то этот максимум достигается на

кривой Γ.
Дока з а т е л ь с т в о теорем 1.3.5 и 1.3.6 аналогично доказатель-

ству теорем 1.3.1 и 1.3.2 и проводится с применением леммы 1.3.2
и соответствующих теорем 1.2.1 и 1.2.2.

Отметим, что в этом случае справедливы утверждения, соответ-
ствующие теоремам 1.3.3 и 1.3.4 и следствиям 1.3.1–1.3.4.

1.3.3. Уравнения смешанного параболо-гиперболического ти-
па. Рассмотрим уравнение

L1u ≡
{
uxx +Aux +Buy + Cu = F , y > 0,

K(y)uxx + uyy +Aux +Buy + Cu = F , y < 0,
(1.3.6)

где K(y) < 0 при y < 0, B(x, y) < 0 при y � 0; K(y), A(x, y), B(x, y),
C(x, y) и F (x, y) — заданные функции, гладкость которых будет ука-
зана ниже,

L2u ≡
{
uyy +Aux +Buy + Cu = F , y > 0,

K(y)uxx + uyy +Aux +Buy + Cu = F , y < 0,
(1.3.7)

где A(x, y) < 0 при y � 0, в области Ω, ограниченной при y > 0 отрезка-
ми AA1, A1B1 и B1B, где A = (0, 0), A1 = (0, d), B = (l, 0), B1 = (l, d),
l, d > 0, а при y < 0 характеристиками AC и CB уравнения (1.3.6)
или (1.3.7) (см. рис. 1.3.3).
Пусть Ω+ = Ω ∩ {y > 0}, Ω− = Ω ∩ {y < 0}. Отметим, что урав-

нение (1.3.6) является уравнением смешанного типа с характеристи-
ческой линией изменения типа (т. е. время в области Ω+ направ-
лено вдоль оси x = 0), а (1.3.7) — уравнением смешанного типа
с нехарактеристической линией изменения типа (время в параболиче-
ской части направлено вдоль оси y = 0). Этот момент существенно
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Рис. 1.3.3

влияет на постановку краевых задач для уравнения (1.3.6) и (1.3.7)
в области Ω.

Теорема 1.3.7. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.3.6) в об-
ласти Ω+ ограничены и B(x, y) < 0, C(x, y) � 0; 2) коэффициенты
уравнения (1.3.6) в области Ω− в характеристических координатах
(ξ, η) удовлетворяют условиям теоремы 1.2.1; 3) F (x, y) � 0 (� 0)
на множестве Ω− ∪ Ω+ ∪ A1B1; 4) u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω ∪ AC) ∩
∩ C2,1x,y(Ω+ ∪ A1B1) ∩ C2(Ω−), L1u ≡ F (x, y), (x, y) ∈ Ω− ∪ Ω+ ∪ A1B1;
5) u(x, y) = 0 на характеристике AC.

Тогда если max
Ω

u(x, y) > 0 (min
Ω

u(x, y) < 0), то этот максимум

(минимум) достигается на множестве AA1 ∪BB1.
Теорема 1.3.8. Пусть: 1) выполнены условия 1), 4) и 5) теоре-

мы 1.3.7; 2) коэффициенты уравнения (1.3.6) в области Ω− в харак-
теристических координатах (ξ, η) удовлетворяют условиям теоре-
мы 1.2.2; 3) F (x, y) ≡ 0.

Тогда если max
Ω

|u(x, y)| > 0, то этот максимум достигается на

множестве AA1 ∪BB1.
Дока з а т е л ь с т в о теорем 1.3.7 и 1.3.8 по существу одинаково,

поэтому убедимся в справедливости теоремы 1.3.7.

Пусть max
Ω

u(x, y) = u(Q) > 0. Поскольку выполнены условия тео-

ремы 1.2.1, то в силу этой теоремы точка Q ∈ Ω+. Точка Q не при-
надлежит множеству Ω+ ∪ A1B1, так как для уравнения (1.3.6) в об-
ласти Ω+ справедлив принцип максимума [218, 256]. Поэтому точка
Q ∈ AB ∪ AA1 ∪BB1. Если точка Q ∈ AB, Q = (x0, 0), 0 < x0 < l, то
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в силу работы [33]

lim
y→0+0

uy(x0, y) = uy(x0, 0+ 0) < 0. (1.3.8)

На основании теоремы 1.2.1 в точке Q = (x0, 0) из гиперболической ча-
сти области Ω производная uy(x0, 0− 0) � 0, что в силу непрерывности
uy(x, y) в точке Q противоречит неравенству (1.3.8). Следовательно,
Q ∈ AA1 ∪BB1.
Теперь сформулируем принцип максимума для уравнения (1.3.7)

в области Ω.

Теорема 1.3.9. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (1.3.7) в об-
ласти Ω+ ограничены и A(x, y) < 0, C(x, y) � 0; 2) коэффициенты
уравнения (1.3.7) в области Ω− в характеристических координа-
тах (ξ, η) удовлетворяют условиям теоремы 1.2.1; 3) F (x, y) � 0
(� 0) на множестве Ω− ∪Ω+ ∪BB1; 4) u(x, y) ∈ C(Ω) ∩C1(Ω ∪AC) ∩
∩ C1,2x,y(Ω+ ∪ BB1) ∩ C2(Ω−), L2u ≡ F (x, y), (x, y) ∈ Ω− ∪ Ω+ ∪ BB1;
5) u(x, y) = 0 на характеристике AC. Тогда если max

Ω
u(x, y) > 0

(min
Ω

u(x, y) < 0), то этот максимум (минимум) достигается на

множестве AA1 ∪ A1B1.
Теорема 1.3.10. Пусть: 1) выполнены условия 1), 4) и 5) теоремы

1.3.9; 2) коэффициенты уравнения (1.3.7) в области Ω− в характе-
ристических координатах (ξ, η) удовлетворяют условиям теоремы
1.2.2; 3) F (x, y) ≡ 0. Тогда если max

Ω
|u(x, y)| > 0, то этот максимум

достигается на множестве AA1 ∪ A1B1.
Дока з а т е л ь с т в о теоремы 1.3.10. Пусть max

Ω
|u(x, y)|=|u(Q)| >

> 0. В силу линейности и однородности уравнения (1.3.7) можно
полагать u(Q) > 0. Тогда max

Ω
u(x, y) = u(Q) и |u| � u(Q). В силу

теоремы 1.2.2 точка Q ∈ Ω+. На основании внутреннего принципа мак-
симума для параболических уравнений Q ∈ Ω+ ∪BB1. Следовательно,
Q /∈ AB ∪ B ∪ AA1 ∪ A1B1. Пусть Q = (x0, 0) ∈ AB. Тогда в точке
(x0, 0) из параболической части области Ω, согласно [33], производ-
ная uy удовлетворяет неравенству (1.3.8). С другой стороны, в си-
лу теоремы 1.2.2, uy(x0, 0 − 0) � 0, что противоречит (1.3.8), откуда
Q �∈ AB. Допустим, что Q �∈ AA1 ∪A1B1. Следовательно, точка Q ≡ B.
В силу непрерывности функции u(x, y) в Ω в малой окрестности точки
B ≡ Q существует точка Pε = (xε, yε) ∈ Ω такая, что

u(Pε) > maxu(x, y) на AA1 ∪A1B1. (1.3.9)

Пусть Ωε = Ω ∩ {x < xε}. Тогда max
Ωε

u(x, y) = u(Qε) > 0. Из теоре-

мы 1.2.2 следует, что Qε �∈ Ω−ε \ ABε, где Bε = (xε, 0), Ω−ε = Ωε ∩
∩ {y < 0}. Далее, рассуждая аналогично приведенному выше, получим,
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что Qε принадлежит только множеству AA1 ∪ A1B1ε, B1ε = (xε, d).
Отсюда следует, что

u(Pε) < max
AA1∪A1B1ε

u(x, y) � max
AA1∪A1B1

u(x, y),

что противоречит неравенству (1.3.9). Поэтому точка Q ∈ AA1 ∪A1B1.
Отметим, что аналогично теореме 1.3.1 теоремы 1.3.7–1.3.10 пе-

реносятся в класс обобщенных в Ω решений уравнений (1.3.6)
и (1.3.7) и справедливы также утверждения, аналогичные следстви-
ям 1.3.1–1.3.4.

Замечание 1.3.1. В статье [13] впервые был установлен принцип
максимума для уравнения (1.3.6) при F (x, y) ≡ 0 и тех же ограниче-
ниях на его коэффициенты в области Ω−, что и в работе [229], но
в несколько иной формулировке.

§1.4. К вопросу о единственности решения задачи
Трикоми для конкретных уравнений смешанного типа

В этом параграфе приведем примеры уравнений смешанного типа,
для которых справедливы принципы максимума, и покажем примене-
ние изложенных выше результатов для получения теорем единственно-
сти решения задачи Т.

Пример 1. Пусть в уравнении (1.1.1) K(y) = sgn y · |y|n, n > 0,
A(x, y) = a0|y|

n−1
2 , a0 = const, B(x, y) = C(x, y) ≡ 0. В этом случае мы

имеем известное уравнение, возникшее в связи с условием Геллерстед-
та (см., например, [202]),

Lu ≡ sgn y · |y|nuxx + uyy + a0|y|(n−1)/2ux = F (x, y). (1.4.1)

Уравнение (1.4.1) рассмотрим в области D (см. рис. 1.1.1). Покажем,
что для этого уравнения справедлив принцип экстремума (т. е. теоре-
ма 1.3.1). Для этого проверим условия 1) и 2) теоремы 1.3.1. Очевидно,
что условие 1) выполнено. С целью проверки условия 2) в области D−
перейдем в характеристические координаты (ξ, η):

ξ = x− 2
n+ 2

(−y)(n+2)/2, η = x+
2

n+ 2
(−y)(n+2)/2.

Тогда уравнение (1.4.1) принимает вид

L0u ≡ uξη +
p1

η − ξ
uξ − p2

η − ξ
uη = f(ξ, η), (1.4.2)

где
p1 =

n− 2a0
2(n+ 2)

, p2 =
n+ 2a0
2(n+ 2)

,
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f(ξ, η) = −1
4

( 4
n+ 2

)2n/(n+2)
(η − ξ)−2n/(n+2)F (x, y),

а область D− отобразится в область Δ (см. § 1.2). В случае уравне-
ния (1.4.2)

a =
p1

η − ξ
, b = − p2

η − ξ
, c ≡ 0, β = (η − ξ)p2 ,

α = aβ = p1(η − ξ)p2−1, h = aξ + ab− c =
p1(1− p2)

(η − ξ)2
.

Отсюда нетрудно видеть, что функции a, aξ и b непрерывны в Δ \A0B0
и при a0 < n/2 удовлетворяют условию (1.2.2).
Следовательно, если a0 < n/2 и F (x, y) � 0 (� 0) на множестве

D+ ∪ D−, то для уравнения (1.4.1) справедлива теорема 1.3.1 и все
утверждения, вытекающие из этой теоремы.

Замечание 1.4.1. В книге М.М.Смирнова [201] для уравне-
ния (1.4.1) при a0 = 0 и F (x, y) ≡ 0 установлен принцип экс-
тремума исходя из формулы решения задачи Коши. В диссерта-
ции В.Ф.Волкодавова [37] доказан принцип экстремума для уравне-
ния (1.4.1) при |a0| < n/2, F (x, y) ≡ 0 на основании формулы решения
задачи Дарбу.

Пример 2. Пусть в уравнении (1.1.1) K(y) = y, A(x, y) = B(x, y) ≡
≡ 0. Тогда получим

Lu ≡ yuxx + uyy + C(x, y)u = F (x, y). (1.4.3)

Покажем, что для уравнения (1.4.3) при некоторых условиях отно-
сительно C(x, y) и F (x, y) справедлива теорема 1.3.1. В самом деле,
в области D−, переходя в характеристические координаты (ξ, η), по-
лучим

L0u ≡ uξη +
1

6(η − ξ)
(uξ − uη) + c(ξ, η)u = f(ξ, η), (1.4.4)

где
c(ξ, η) = −1

4

(4
3

)2/3
(η − ξ)−2/3C(x, y),

f(ξ, η) = −1
4

(4
3

)2/3
(η − ξ)−2/3F (x, y).

В случае уравнения (1.4.4)

a =
1

6(η − ξ)
, b = − 1

6(η − ξ)
, β = (η − ξ)1/6, α =

1
6
(η − ξ)−5/6,

h =
5

36(η − ξ)2
+
1
4

(4
3

)2/3 C(x, y)
(η − ξ)2/3

.
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Отсюда видно, что если в области D− функция C(x, y) � −5/16y2, то
h(ξ, η) � 0 в области Δ и для справедливости условия (1.2.2) остается
проверить неравенство

α(0, η) +

ξ∫

0

β(t, η)c(t, η) dt > 0

или
1
6
η−5/6 − 1

4

(4
3

)2/3 ξ∫

0

(η − t)−1/2C(x, y) dt > 0. (1.4.5)

Если C(x, y) � 0 в области D−, то неравенство (1.4.5) в области Δ
всегда выполнено. Пусть C(x, y) � 0 в D− и M = maxC(x, y) в D−.
Тогда неравенство (1.4.5) в Δ будет справедливым, если

1
6
η−5/6 +

1
2

(4
3

)2/3
M
[
(η − ξ)1/2 − η1/2

]
=

=
1
6
η−5/6 − M

2

(4
3

)2/3 ξ√
η +

√
η − ξ

>
1
6
l−5/6 − 1

2
M
(4
3

)2/3
l1/2 � 0.

Таким образом, если C(x, y) � 0 в D+ и в области D− выполнено
условие

− 5
16y2

� C(x, y) � 1
2l

( 1
6l

)1/3
,

F (x, y) � 0 (� 0) на множестве D+ ∪ D−, то для уравнения (1.4.3)
справедлива теорема 1.3.1 и все утверждения, вытекающие из этой
теоремы.

Замечание 1.4.2. Отметим, что уравнение (1.4.3) при F (x, y) ≡ 0
было объектом исследований работ [5, 166, 35]. В [5] при малых l был
доказан принцип максимума исходя из явного вида решения задачи
Дарбу для уравнения (1.4.4) при f(ξ, η) ≡ 0 в области Δ. В статье [166]
результат [5] был несколько улучшен. В работе [35] доказан принцип
максимума исходя из решения задачи Дарбу, когда l = 1, но при
малом C(x, y).

Пример 3. Пусть в уравнении (1.3.5) K(y) = sgn y · |y|n, N(x) =
= sgnx · |x|m, n,m � 0, A(x, y) = B(x, y) = C(x, y) ≡ 0. Тогда уравне-
ние (1.3.5) имеет вид

Lu ≡ sgn y · |y|nuxx + sgnx · |x|muyy = F (x, y). (1.4.6)

Уравнение (1.4.6) рассмотрим в области G (см. рис. 1.3.2). В области G1
перейдем к характеристическим координатам

ξ =
2

m+ 2
x

m+2
2 − 2

n+ 2
(−y)n+2

2 , η =
2

m+ 2
x

m+2
2 +

2
n+ 2

(−y)n+2
2 .
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Тогда уравнение (1.4.6) принимает вид

L0u ≡ uξη − p

ξ − η
(uξ − uη) +

q

ξ + η
(uξ + uη) = f(ξ, η), (1.4.7)

где
p =

n

2(n+ 2)
, q =

m

2(m+ 2)
,

f(ξ, η) = −1
4

( 4
m+ 2

)4q( 4
n+ 2

)4p
(η − ξ)−4p(ξ + η)−4qF (x, y),

а область G1 отобразится в область Δ (см. § 1.2). В случае уравне-
ния (1.4.7)

a(ξ, η) =
q

ξ + η
− p

ξ − η
, b(ξ, η) =

q

ξ + η
+

p

ξ − η
, c(ξ, η) ≡ 0,

h(ξ, η) =
p− p2

(η − ξ)2
+

q2 − q

(η + ξ)2
, β(ξ, η) = (ξ + η)q(η − ξ)p,

α = aβ = p(η − ξ)p−1(η + ξ)q + q(η + ξ)q−1(η − ξ)p.

Легко заметить, что hξ > 0 при 0 < ξ � η � l, поэтому, когда
0 < η = const � l,

hmin = η−2(p− q)(1− p− q) � h(ξ, η) � +∞.

Отсюда ясно, что при p � q функция h(ξ, η) � 0 в Δ, а при p < q на
сегменте [0, η] меняет свой знак с минуса на плюс, обращаясь в нуль
в единственной точке из интервала (0, η).
Пусть p � q. В этом случае h(ξ, η) � 0 в Δ и по этой причине для

выполнения условия (1.2.2) достаточно, чтобы α(0, η) > 0 при 0 < η < l.
Очевидно, что α = aβ > 0 в Δ.
Следовательно, для уравнения (1.4.6) при m = n > 0 (0 < p = q <

< 1/2) и F (x, y) � 0 (� 0) на G0 ∪G1 ∪ G2 справедлива теорема 1.3.5
и, значит, все следствия, вытекающие из этой теоремы.
Пусть p < q и (ξ, η) — произвольная, но фиксированная точка из Δ.

Пусть t0 ∈ [0, ξ] — точка, в которой функция h(t0, η) = 0. Возможно,
что при достаточно малых ξ такой точки t0 из [0, ξ] не существует. Но,
как будет видно, этот случай легко вытекает из рассмотренного ниже.
При этих предположениях рассмотрим левую часть неравенства (1.2.3):

G(ξ, η) = α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)| dt = α(ξ, η)+

+

t0∫

0

βh dt−
ξ∫

t0

βh dt = 2α(t0, η) − α(0, η) =

= ηp+q−1
[
2q
(
1+

t0
η

)q−1(
1− t0

η

)p
+ 2p

(
1+

t0
η

)q(
1− t0

η

)p−1
− p− q

]
.
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Теперь покажем, что G(ξ, η) > 0. Введем в рассмотрение функцию

ϕ(x) = 2q(1+ x)q−1(1− x)p + 2p(1+ x)q(1− x)p−1 − p− q

на сегменте [0, 1]. Вычислим производную

ϕ′(x) = 2(1+ x)q(1− x)ph(x, 1).

Отсюда видно, что ϕ′(x0) = 0 ⇔ h(x0, 1) = 0 ⇔ x0 = t0/η ∈ [0, 1].
Очевидно, что x = x0 является точкой наименьшего значения функ-
ции ϕ(x) на [0, 1]. Значение x0 найдем из равенства h(x0, 1) = 0:

x0 =
1− n0
1+ n0

, n20 =
p− p2

q − q2
, 0 < n0 < 1.

Следовательно, при всех x ∈ [0, 1]

ϕ(x) � ϕ(x0) = ϕ
(1− n0
1+ n0

)
= 2p+q(1+ n0)

1−p−q qn0 + p

n1−p
0

− p− q.

Используя неравенство aα � αa + 1 − α, где a > 0, 0 < α < 1, оце-
ним n1−p

0 и ϕ(x0):

ϕ(x0) >
qn0 + p

p+ (1− p)n0
− p− q =

p(1− p− q)(1− n0)

p+ (1− p)n0
> 0.

Таким образом, G(ξ, η) > 0 в области Δ и, стало быть, для урав-
нения (1.4.6) при m,n � 0, m+ n > 0, F (x, y) ≡ 0 справедлива теоре-
ма 1.3.6 и все утверждения, следующие из этой теоремы. В частности,
отсюда следует единственность решения задачи Трикоми для уравне-
ния (1.4.6) в области G с краевыми данными: u = 0 на Γ ∪OC1 ∪OC2
при всех m,n � 0, m+ n > 0 (0 � p, q < 1/2).

Замечание 1.4.3. Отметим, что уравнение (1.4.6) в G при F (x, y) ≡
≡ 0 изучалось во многих работах (см., например, [37, 68, 128, 222,
223, 74, 127, 32, 126]. В диссертациях [37, 127] при n =m > 0 доказан
принцип экстремума с данными u = 0 на OC1 и OC2 в иной формули-
ровке исходя из формулы решения задачи Дарбу для уравнения (1.4.7),
а в статьях [68, 128] аналогичный принцип доказан, соответственно,
при m = n = 1 и для случая m и n — натуральные числа и m = n.
В работах [222, 223, 74] доказана теорема единственности решения
задачи Т с данными u = 0 на OC1 ∪ OC2 ∪ Γ при n = m > 0 методом
интегральных тождеств.

Пример 4. Рассмотрим уравнение (1.4.6) в области D =G ∩ {x > 0}
(см. рис. 1.4.1), где m может принимать и отрицательные значения.
Если в этом случае n > 0, n � m � −n/(n+ 1) и F � 0 (� 0) на мно-
жестве D+ ∪D−, то для уравнения (1.4.6) справедлива теорема 1.3.1.
Если же n > 0, m � −n/(n + 1) и F ≡ 0, то для уравнения (1.4.6)
справедлива теорема 1.3.2.
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Рис. 1.4.1

В самом деле, если n > 0 и n � m � −n/(n + 1), то функция
h(ξ, η) > 0 в Δ и для справедливости теоремы 1.3.1 достаточно про-
верить условие (1.2.2), т. е. неравенство α(0, η) � 0 при 0 < η < l.
Очевидно, что α(0, η) = ηp+q−1(p+ q) � 0 на [0, l].
Когда n > 0 и m � −n/(n + 1), F (x, y) ≡ 0, то из результатов

примера 3 и рассмотренного выше случая вытекает справедливость
условия (1.2.3). Следовательно, в этом случае справедлива теоре-
ма 1.3.2. Отсюда, в частности, следует единственность решения задачи
Трикоми с краевыми данными u = 0 на C1O ∪OB2 ∪ Γ при всех n > 0
и m � −n/(n+ 1).
Отметим, что в работе [198] доказана единственность решения

задачи Трикоми для уравнения (1.4.6) в области D при n > m > 0
методом интегральных тождеств.

Пример 5. Рассмотрим уравнение

Su ≡ uxx + sgn y · uyy + k

x
ux = F (x, y), (1.4.8)

где k = const > 0, в области D из примера 4 (где только харак-
теристики OC1 и C1B являются, соответственно, отрезками прямых
x + y = 0 и x − y = l1 > 0). При этом отрезок OB2 оси x = 0 (y > 0)
является линией сингулярности коэффициента уравнения (1.4.8) на
эллиптической границе σ = OB2 ∪B2 ∪ Γ в области D.
Как было показано в работе [167], постановка задачи Трикоми

в этом случае существенным образом зависит от параметра k. А имен-
но: при k � 1 в классе ограниченных в области D решений уравне-
ния (1.4.8) отрезок OB2 оси x = 0 освобождается от краевых условий.
Краевые условия задачи Т при этом задаются на характеристике C1O
и на кривой Γ, а при 0 < k < 1 дополнительно задается условие u|OB2 .
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Теорема 1.4.1. Если: 1) k � 2, F (x, y) � 0 (� 0) на D+ и F (x, y) �
� 0 (� 0) в области D−; 2) u(x, y) — регулярное в области D
решение уравнения (1.4.8), равное нулю на OC1; 3) max

D
u(x, y) > 0

(min
D

u(x, y) < 0), то этот максимум (минимум) достигается толь-

ко на кривой Γ.
Если: 1) k > 0, F (x, y) ≡ 0; 2) u — регулярное в области D

решение уравнения (1.4.8), равное нулю на OC1; 3) max
D

|u(x, y)| > 0,
то max

D
|u| достигается только на кривой Γ при k � 1 и на кривой σ

при 0 < k < 1.

Дока з а т е л ь с т в о. На основании леммы 1 [167] при k � 1
max
D

u(x, y) = u(Q) > 0 не может достигаться на отрезке OB2. Поэтому

надо показать, что Q �∈ D− ∪D+ \ B1. Для этого в силу теорем 1.3.1
и 1.3.2 достаточно проверить условия (1.2.2) и (1.2.3) для уравне-
ния (1.4.7) при p = 0, q = k/2. При этих значениях из (1.4.7) имеем

a(ξ, η) = b(ξ, η) =
q

ξ + η
, c(ξ, η) ≡ 0, h(ξ, η) =

q(q − 1)
(ξ + η)2

.

Отсюда видно, что при q � 1 (k � 2) функция h � 0 в Δ и, очевидно,
условие (1.2.2) выполнено. Тем самым первая часть теоремы доказана,
т. е. принцип экстремума установлен.
Пусть max

D
|u(x, y)| = |u(Q)| > 0, F ≡ 0. Не теряя общности, можно

считать u(Q) > 0. Тогда в силу первой части теоремы остается рас-
смотреть случай 0 < q < 1 (0 < k < 2).
Пусть 0 < q < 1. В этом случае h(ξ, η) < 0 в Δ и условие (1.2.3)

равносильно неравенству 2α(ξ, η) − α(0, η) > 0 в Δ. Справедливость
этого неравенства в Δ можно показать так:

2α(ξ, η) − α(0, η) = q
[
2(ξ + η)q−1 − ηq−1

]
=

= q(ξ + η)q−1
[
2−

(
1+

ξ

η

)1−q]
> q(ξ + η)q−1(2− 21−q) > 0.

Таким образом, при всех k > 0 для уравнения (1.4.8) выполнено
условие (1.2.3), которое и обеспечивает справедливость второй части
теоремы.

Замечание 1.4.4. В работе [167, 168] доказан принцип экстремума
для уравнения (1.4.8) при F (x, y) ≡ 0 и k � 2, k = 1. Случай 0 < k <
< 2 изучен в [36, 131], где исходя из формулы решения задачи Дарбу
для уравнения (1.4.8) в области D− доказан принцип максимума при
F (x, y) ≡ 0 в иной формулировке.
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Пример 6. Пусть в уравнении (1.1.1) K(y) = sgn y, A(x, y) =
= B(x, y) ≡ 0, C(x, y) = −λ = const. В этом случае имеем известное
уравнение Лаврентьева–Бицадзе со спектральным параметром, доста-
точно хорошо изученное в работах [75, 136, 163]:

Lu ≡ sgn y · uxx + uyy − λu = F (x, y). (1.4.9)

На плоскости (x, y) перейдем к характеристическим координатам
ξ = x+ y, η = x− y. При этом уравнение (1.4.9) примет вид[
1− sgn (η − ξ)

]
(uξξ + uηη)− 2

[
1+ sgn (η − ξ)

]
uξη − λu = F (1.4.10)

в области D, D− и D+, соответственно, отображаются в области H,
H− и H+.
Нетрудно заметить, что коэффициенты уравнения (1.4.10) в области

H− ≡ Δ не удовлетворяют условиям (1.2.2) и (1.2.3) ни при одном
значении параметра λ. Поэтому для уравнения (1.4.9) прямо не удается
применить теоремы 1.3.1 и 1.3.2. Тем не менее при некоторых ограни-
чениях на λ справедлива следующая

Теорема 1.4.2. Если: 1) 0 � λ > −λ1 = −π2(t2 − t1)
−2, где t2 =

= max
H

(ξ − η) = max
D
2y, t1 = min

H
(ξ − η) = min

D
2y; 2) F (x, y) � 0 (� 0)

на D+ ∪D−; 3) u(x, y) — регулярное в области D решение уравне-
ния (1.4.9), равное нулю на характеристике AC; 4) max

D
u(x, y) > 0

(min
D

u(x, y) < 0), то max
D

[u exp (−g)] (min
D

[u exp (−g)]) достигается

на кривой σ.
Если: 1) λ > −λ1 и F (x, y) ≡ 0; 2) u(x, y) — регулярное в D

решение уравнения (1.4.9), равное нулю на характеристике AC;
3) max

D
|u(x, y)| > 0, то max

D
|u(x, y) exp (−g)| достигается на σ,

где g — достаточно гладкая функция, которая будет определена
ниже.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть u(ξ, η) — регулярное в H решение
уравнения (1.4.10), равное нулю на характеристике AC. Введем новую
функцию

v(ξ, η) = u(ξ, η) exp (−g(ξ, η)), (1.4.11)

которая является решением в области H уравнения

F̃ (ξ, η) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩
vξη + vηη + gξvξ + gηvη + v

(
gξξ+gηη+g

2
ξ+g

2
η−

λ

2

)
, ξ > η,

vξη + gηvξ + gξvη + v
(
gξη + gξgη +

λ

4

)
, ξ < η,

(1.4.12)

F̃ (ξ, η) =
{
F (x, y)/2, ξ > η,

−F (x, y)/4, ξ < η.
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Теперь покажем, что при соответствующем подборе функции g для
уравнения (1.4.12) справедливы теоремы 1.3.1 и 1.3.2. Для этого до-
статочно, чтобы функция g удовлетворяла условиям

gξξ + gηη + g2ξ + g2η −
λ

2
� 0 в H+, (1.4.13)

gη exp g −
ξ∫

0

|h(t, η)| exp (g(t, η)) dt > 0 в H−. (1.4.14)

Поскольку функция h(ξ, η) является инвариантом уравне-
ния (1.4.10) относительно преобразования (1.4.11), то для уравне-
ния (1.4.10) и (1.4.12) h(ξ, η) = −λ/4.
Пусть λ � 0. В этом случае h(ξ, η) � 0 в Δ и поэтому усло-

вие (1.4.14) равносильно неравенству

gη(0, η) exp (g(0, η)) +

ξ∫

0

exp (g(t, η))
(
gtη + gtgη +

λ

4

)
dt > 0. (1.4.15)

Функцию g(ξ, η) будем искать в виде g(ξ, η) = m(ξ + η) + μ(ξ − η),
где m = const > 0, μ — функция от (ξ − η). Тогда, соответственно,
условия (1.4.13) и (1.4.15) принимают вид

μ′′ + μ′2 +m2 � λ/4, (1.4.16)

(m− μ′)eμ(−η) −
ξ∫

0

(
μ′′ + μ′2 −m2 − λ

4

)
emt+μ(t−η) dt > 0. (1.4.17)

В силу (1.4.16) μ′′ + μ′2 −m2 − λ

4
< 0, поэтому при μ′ � m неравен-

ство (1.4.17) всегда имеет место. Таким образом, для неизвестных m
и μ(t) = μ(ξ − η) получаем уравнение Риккати{

μ′′(t) + μ′2 = −d2, t1 � t � t2,

μ′(t) � m, d = (m2 + |λ|/4)1/2. (1.4.18)

Решая систему (1.4.18), получим μ′(t) = d tg [(k − t)d], где k — посто-
янная из промежутка

t2 − π

2d
< k < t1 − 1

d
arctg

m

d
.

Отсюда ясно, что функция μ′(t), удовлетворяющая системе (1.4.18),
существует, если

0 < d <
(
π + 2 arctg

m

d

)/
2(t2 − t1).
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Из последнего неравенства при m = 0 находим условие |λ| < λ1 от-
носительно параметра λ, при котором существует функция g(ξ, η),
удовлетворяющая условиям (1.4.13) и (1.4.15).
Пусть λ > 0. Тогда для выполнения условий (1.4.13) и (1.4.14)

достаточно положить g(ξ, η) = m(ξ + η), где m =
√
λ /2. Тем самым

теорема доказана.
Из этой теоремы, в частности, следует единственность решения за-

дачи Т для уравнения (1.4.9) в классе его регулярных (и обобщенных)
в D решений при всех λ, удовлетворяющих неравенству λ > −λ1.

Замечание 1.4.5. В работах [161, 162] была получена теорема
единственности решения задачи Т для уравнения (1.4.9) при любом
λ > 0 на основании идей метода Трикоми [210] и операционного ис-
числения.

Пример 7. В области D (см. § 1.1) рассмотрим уравнение

uxx + sgn y · uyy − λu = F (x, y), (1.4.19)

где λ — вещественная постоянная.

Теорема 1.4.3. Если: 1) λ � 0, F (x, y) � 0 в D и F (x, y) � 0
в D−; 2) u(x, y) — регулярное решение уравнения (1.4.19) в обла-
сти D, равное нулю на характеристике AC; 3) max

D
u(x, y) > 0, то

max
D

(u exp (−g)) достигается на σ.

Если: 1) λ > −π2(t2 − t1)
−2 и F (x, y) ≡ 0; 2) u(x, y) — регулярное

решение уравнения (1.4.19) в области D, равное нулю на характе-
ристике AC; 3) max

D
|u(x, y)| > 0, то max

D
|u exp (−g)| достигается на

кривой σ.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассуждая аналогично, как и при доказа-
тельстве теоремы 1.4.2, по формуле (1.4.11) введем вспомогательную
функцию v(ξ, η), которая является регулярным в области H решением
уравнения (1.4.12), где коэффициент λ при ξ < η следует заменить
на −λ и F̃ (ξ, η) = F (x, y)/4 при ξ < η. Отметим, что в случае уравне-
ния (1.4.19) h(ξ, η) = λ/4. Для нахождения функции g(ξ, η) восполь-
зуемся условиями (1.4.13) и (1.4.14) и ее, как и выше, будем искать
в виде g(ξ, η) = m(ξ + η) + μ(ξ − η).
Пусть λ � 0. Тогда h � 0, и для выполнения условий (1.4.13)

и (1.4.14) достаточно положить g(ξ, η) = m(ξ + η), где m =
√
λ /2.

Пусть теперь λ < 0. В этом случае условия (1.4.13) и (1.4.14),
соответственно, принимают вид

μ′′ + μ′2 +m2 � λ/4 в H+, (1.4.20)
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(m− μ′) eg(ξ,η) − |λ|
4

ξ∫

0

eg(t,η) dt > 0 в H−. (1.4.21)

Обозначим через θ(ξ) левую часть (1.4.21) при фиксированном
η ∈ [0, l]. Когда μ′′ + μ′2 � m2 − |λ|/4, то функция θ(ξ) возрастает.
Поэтому для выполнения (1.4.21) достаточно, чтобы

μ′′ + μ′2 � m2 − |λ|/4, μ′ < m. (1.4.22)

Следовательно, исходя из (1.4.20) и (1.4.22) при m = 0 получаем
условие для нахождения функции μ(t) = μ(ξ − η):{

μ′′(t) + μ′2 = −d2, t1 � t � t2,

μ′(t) < 0, d =
√|λ| /2. (1.4.23)

Решая систему (1.4.23), получим

μ′(t) = d tg [(k − t)d], t2 − π

2d
< k < t1.

Из последнего неравенства видно, что функция μ′(t), удовлетворяющая
системе (1.4.23) и условиям (1.4.20) и (1.4.21), существует, если

0 < d <
π

2(t2 − t1)
или |λ| < π2

(t2 − t1)2
.

Из этой теоремы следует, в частности, теорема единственности
решения задачи Т для уравнения (1.4.19) в классе его регулярных
(обобщенных) в D решений при всех λ, удовлетворяющих неравенству
λ > −λ1.

Замечание 1.4.6. В работах [161, 162] на основании идей
метода Трикоми и операционного исчисления для уравнения (1.4.19)
была доказана теорема единственности решения задачи Т при
0 > λ > −λ0, где λ0 > 0 — первое собственное число задачи Дирихле
для оператора Лапласа в области Q =D+ ∪D∗

+ ∪AB, а D∗
+ — область,

симметричная к D+ относительно оси y = 0.

Пример 8. Пусть в уравнении (1.3.7) K(y) = sgn y, F (x, y) ≡ 0,

A(x, y) =
{
A+(x, y) < 0, y � 0,
A−(x, y), y � 0,

B(x, y) =
{
B+(x, y), y � 0,
B−(x, y), y � 0,

C(x, y) =
{
C+(x, y), y � 0,
C−(x, y), y � 0;
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A+(x, y), B+(x, y), C+(x, y) ∈ C(Ω+); C−(x, y) ∈ C(Ω−), A−(x, y),
B−(x, y) ∈ C1(Ω−).
При этих условиях докажем, что задача Трикоми для уравне-

ния (1.3.7) с краевым условием u = 0 на AC ∪ AA1 ∪ A1B1 в классе
функций C(Ω) ∩C1(Ω ∪AC) ∩C1,2x,y(Ω+ ∪BB0) ∩C2(Ω−), (L2u ≡ 0) на
множестве Ω− ∪Ω+ ∪BB1 может иметь не более одного решения.
Введем новую функцию v(x, y)=u(x, y) exp (−μx), где μ=const > 0,

которая является решением уравнения{
vyy +Avx +Bvy + (C + μA)v = 0, y > 0,

vxx − vyy + (2μ−A)vx −Bvy + (μ2 − C −Aμ)v = 0, y < 0.
(1.4.24)

В области Ω− перейдем к характеристическим координатам ξ = x+ y,
η = x− y. Тогда уравнение (1.4.24) при y < 0 примет вид

vξη +
1
4
(2μ−A−B)vξ +

1
4
(2μ−A+B)vη +

1
4
(μ2 −Aμ− C)v = 0,

(1.4.25)
а область Ω− отобразится в область Δ (см. § 1.2).
Теперь за счет выбора постоянной μ покажем, что коэффициенты

уравнения (1.4.24) удовлетворяют условиям теоремы 1.3.10. Для этого
достаточно потребовать выполнения двух условий:

C − μ|A| � 0 в Ω+, (1.4.26)

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)| dt > 0 в Δ. (1.4.27)

В случае уравнения (1.4.25):

a(ξ, η) =
1
4
(2μ−A−B), b(ξ, η) =

1
4
(2μ−A−B),

C(ξ, η) =
1
4
(μ2 −Aμ− C),

β = eμξ/2eg, g = −1
4

∫
(A−B) dξ.

Тогда левая часть условия (1.4.27) принимает вид

1
4
(2μ−A−B)eξμ/2eg −

ξ∫

0

eμt/2eg(t,η)|h(t, η)| dt �

� 1
4
(2μ−A−B)eμξ/2eg − eμξ/2

ξ∫

0

eg(t,η)|h(t, η)| dt.
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Отсюда видно, что если μ > max {0,μ1},

μ1 = max
Δ

{
2e−g

ξ∫

0

eg(t,η)|h(t, η)| dt+ 1
2
(A+B)

}
,

то условие (1.4.27) выполнено. А для справедливости условия (1.4.26)
достаточно взять

μ � μ2 = max
Ω+

C

|A| .

Таким образом, если μ > max{0,μ1,μ2}, то для уравнения (1.4.24)
имеет место теорема 1.3.10. Отсюда следует, что v(x, y) ≡ 0 в Ω
и, стало быть, u ≡ 0 в Ω. Следовательно, в классе регулярных в Ω
решений уравнения (1.3.7) при K(y) = sgn y задача Трикоми не имеет
вещественного спектра.

§1.5. К вопросу о существовании решения
задачи Трикоми

Рассмотрим уравнение (1.1.1) при K(y) = sgn y · |y|n, n � 0,
F (x, y) ≡ 0, т. е.

Lu ≡ sgn y · |y|nuxx + uyy +Aux +Buy + Cu = 0, (1.5.1)

в области D (см. рис. 1.1.1), ограниченной кривой Γ из класса Ляпу-
нова, лежащей в полуплоскости y > 0 с концами в точках A = (0, 0)
и B = (l, 0), и характеристиками AC и CB уравнения (1.5.1).
Пусть x = x(s), y = y(s) — параметрические уравнения кривой Γ,

s — длина дуги, отсчитываемая от точки B; S — длина кривой Γ; Γ0 —
«нормальная кривая», заданная уравнением

Γ0 :
(
x− l

2

)2
+

4
(n+ 2)2

yn+2 =
( l
2

)2
;

D0 — область, ограниченная кривыми σ0, AC, CB; D+ = D ∩ {y > 0},
D− = D ∩ {y < 0}, D0+ = D0 ∩ {y > 0}, D0− = D ∩ {y < 0}.
Для уравнения (1.5.1) в области D поставим задачу Трикоми.

Задача Т. Найти u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (1.5.2)

Lu(x, y) ≡ 0 (x, y) ∈ D+ ∪D−; (1.5.3)

u(x, y)
∣∣∣
Γ
= u(x(s), y(s)) = ϕ(s), 0 � s � S; (1.5.4)

u(x, y)
∣∣∣
AC

= ψ(x), 0 � x � l/2, (1.5.5)

где ψ(0) = ϕ(S), ϕ и ψ — заданные достаточно гладкие функции.
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Функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям (1.5.2)–(1.5.5), назо-
вем регулярным решением задачи Т для уравнения (1.5.1).
Равномерный в D предел последовательности регулярных реше-

ний задачи Т для уравнения (1.5.1) назовем обобщенным решением
задачи Т.
Известно, что в большинстве работ по уравнениям смешанного

типа теорема существования регулярного или обобщенного в опре-
деленном смысле решения задачи Т получена в предположении, что
кривая Γ в точках A и B оканчивается сколь угодно малыми дугами
нормальной кривой. Принцип экстремума для уравнения смешанного
типа позволяет снять это ограничение относительно кривой Γ. Ранее
это впервые было показано А.В. Бицадзе [18, 23] для уравнения (1.5.1)
при n = 0, A = B = C ≡ 0, затем К.И. Бабенко [5, 7], Жерменем
и Бадером [242] для уравнения (1.5.1) при n = 1, A = B = C ≡ 0 (см.
также работы [102, 104]).
В этом параграфе при определенных условиях альтернирующим

методом типа Шварца доказывается теорема существования обобщен-
ного решения задачи Т для уравнения (1.5.1) без указанных выше
ограничений на подход кривой Γ к оси y = 0.
В дальнейшем предположим, что коэффициенты уравнения (1.5.1)

A(x, y), B(x, y) ∈ C1(D+) ∩ C1(D−), C(x, y) ∈ C(D+) ∩ C(D−) и удо-
влетворяют условиям теоремы о принципе экстремума (теорема 1.3.1).

Теорема 1.5.1. Пусть в области D при условии, когда кривая Γ
оканчивается в точках A и B сколь угодно малыми дугами «нор-
мальной» кривой, существует регулярное решение задачи Т для
уравнения (1.5.1). Тогда если функция ϕ(s) непрерывна на [0,S]
и ψ(x) — достаточно гладкая (т. е. функция ψ(x) такова, что
при достаточно гладкой функции ϕ(s) выполнено условие теоре-
мы 1.5.1) на [0, l/2], ψ(0) = ϕ(0) = ϕ(S) = 0, то существует един-
ственное обобщенное решение u(x, y) задачи Т с граничными данны-
ми u = ϕ на Γ и u = ψ на AC при произвольном подходе кривой Γ
к оси y = 0, за исключением случаев касания.
Предварительно установим следующие вспомогательные утвер-

ждения.

Лемма 1.5.1. Если u ∈ C(D+) ∩ C2(D+), Lu ≡ 0 в области D+,
u = 0 на кривой Γ, то для любой кусочно-гладкой кривой γ, лежащей
на D+ ∪ σ, с концами в точках A и B существует постоянная
θ ∈ (0, 1) такая, что справедлива оценка

max
γ

|u(x, y)| � θ max
0�x�l

|u(x, 0)|.
Справедливость этой леммы следует из принципа максимума для эл-
липтических уравнений [249].

Лемма 1.5.2. Если D0+ ∪ Γ0 ⊂ D+, ϕ0(x) ∈ C[0, l], ψ(x) — доста-
точно гладкая на [0, l/2], ϕ0(0) = ψ(0), то существует в области D0
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обобщенное решение задачи Т с граничными данными u = ϕ0 на Γ0
и u = ψ на AC.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть {ϕ0n(x)} — последовательность глад-
ких функций, удовлетворяющих условиям: lim

n
ϕ0n(x) = ϕ0(x) равно-

мерно на [0, l] и ϕ0n(0) = ϕ0(0).
По условию теоремы 1.5.1 существует регулярное решение un(x, y)

задачи Т с краевыми данными un = ϕ0n на Γ0 и un = ψ на характери-
стике AC.
В силу следствия 1.3.1 из принципа экстремума для уравне-

ния (1.5.1) в D0 следует оценка

|un(x, y)− um(x, y)| � max
Γ0

|ϕ0n − ϕ0m|.

Отсюда следует, что в D0 последовательность {un(x, y)} регуляр-
ных решений задачи Т равномерно сходится. Пусть

lim
n
un(x, y) = u(x, y).

Ясно, что u(x, y) непрерывна в D0, u = ϕ0 на Γ0 и u = ψ
на AC. Кроме того, при y > 0 функция u(x, y) удовлетворяет уравне-
нию (1.5.1) [23, 89] и при ψ = 0 справедлива оценка

|u(x, y)| � max
Γ0

|ϕ0|. (1.5.6)

Лемма 1.5.3. Пусть D0+ ∪ Γ0 ⊂D+. Если функция ϕ(s) непрерыв-
на на [0,S] и ψ(x) — достаточно гладкая на [0, l/2], то существует
обобщенное решение u(x, y) задачи Т.

Дока з а т е л ь с т в о. Для построения такого решения применим
альтернирующий метод типа Шварца. В областях D+ и D0 построим
две последовательности решений уравнения (1.5.1). В силу леммы 1.5.2
в D0 существует обобщенное решение z0(x, y) задачи Т с данными
z0 = 0 на кривой Γ0 и z0 = ψ на характеристике AC.
В области D+ в силу результатов [23, 89] существует решение

задачи Дирихле с данными

u0 = ϕ на Γ и u0 = z0 на отрезке AB.

Далее: zn(x, y) — решение задачи Т в области D0 с граничными
условиями

zn(x, y) = un−1(x, y) на Γ0 и zn = ψ на AC,

где n = 1, 2, ..., un(x, y) — решение задачи Дирихле для уравне-
ния (1.5.1) в области D+ с данными

un(x, y) = ϕ на Γ и un = zn на AB.
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Покажем, что последовательности {un(x, y)} и {zn(x, y)} равномер-
но сходятся в замкнутых областях D+ и D0. В самом деле, в силу
принципа максимума для эллиптических уравнений

|un+1 − un| � max
0�x�l

|zn+1(x, 0) − zn(x, 0)| � max
D0

|zn+1 − zn|. (1.5.7)

С другой стороны, в силу оценки (1.5.6) и леммы 1.5.1

|zn+1 − zn| � max
Γ0

|un − un−1| � θ max
0�x�l

|un(x, 0)−
− un−1(x, 0)| � θmax

D0

|zn − zn−1|.

Продолжая это рассуждение шаг за шагом, получим

|zn+1 − zn| � θn max
D0

|z1 − z0|. (1.5.8)

А из оценок (1.5.7) и (1.5.8) следует, что

|un+1 − un| � θn max
D0

|z1 − z0|. (1.5.9)

Тогда из неравенств (1.5.8) и (1.5.9) вытекает, что lim
n
zn(x, y) =

= z(x, y) равномерно в D0 и lim
n
un(x, y) = u(x, y) равномерно в D+.

Очевидно, что в D0+ функции z(x, y) ≡ u(x, y). Следовательно,
функция u(x, y) является «аналитическим» продолжением функции
z(x, y) и регулярным решением уравнения (1.5.1) в области D+. Кроме
того, при ψ = 0

|u(x, y)| � max
Γ

|ϕ|. (1.5.10)

Лемма 1.5.4. Пусть выполнены все условия леммы 1.5.3 и ϕ(s) >
> 0 на (0,S), тогда существует обобщенное решение задачи Т
такое, что u = 0 на AC, u(x, y) � 0 в D и u(x, y) > 0 в D+ ∪ Γ.
Дока з а т е л ь с т в о. По лемме 1.5.3 существует обобщенное ре-

шение u(x, y) задачи Т для уравнения (1.5.1) с граничными данными
u = ϕ на Γ и u = 0 на AC. В области D+ такое решение u(x, y) задачи
Т является регулярным решением уравнения (1.5.1). Если же ϕ(s) > 0
на (0,S), то в силу следствия 1.3.4 u(x, y) � 0 в D. Пусть u(Q0) = 0,
Q0 ∈ D+. Поскольку u(x, y) в области D+ является регулярным реше-
нием уравнения (1.5.1), то в силу результатов Хопфа [249, 2] функция
u(x, y) ≡ 0 в D+, что противоречит тому, что u > 0 на кривой Γ → σ.
Теперь перейдем к доказательству теоремы 1.5.1, которое проведем

по схеме, предложенной в работах [5, 7].
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.5.1. Пусть кривая Γ подходит к оси

y = 0 не ортогонально и не касаясь оси y = 0, как это, например,
указано на рис. 1.5.1.

1o. Пусть u = ψ ≡ 0 на характеристике AC; предположим, что
ϕ(s) = 0 при y < h и ϕ(s) � 0.
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Рис. 1.5.1

Построим последовательность дуг Γn, n = 1, 2, ..., удовлетворяю-
щих условиям:
1) Γ и Γn совпадают при y � hn, h1 = h, hn → 0;
2) Γn оканчивается в точках A и B малыми дугами cn и c′n «нор-

мальных» кривых;
3) Γn — гладкая кривая из класса Ляпунова;
4) дуги cn и c′n стягиваются, соответственно, в точки A и B при

n→ ∞.
Пусть Dn — область, ограниченная дугой Γn и характеристика-

ми AC и CB. На кривой Γn определим функцию ϕn(s) следующим
образом:

ϕn(s) =

{
ϕ(s), y � h,

0, y < h.

По условию в области Dn существует регулярное решение un(x, y)
задачи Т с граничными данными un = ϕn на Γn и un = ψ ≡ 0 на AC.
Пусть z(x, y) — обобщенное в области D∗ с границей ∂D∗ = Γ∗ ∪

∪ AC ∪CB решение задачи Т, равное нулю на AC и z(x, y) > 0 в D∗
+,

где D∗
− ≡ D−, D∗

+ ⊃ D+ ∪ Γ. Такое решение в силу леммы 1.5.4
существует. Поскольку z(x, y) > 0 в D∗

+, можно найти такую постоян-
ную M , не зависящую от n, что на кривой Γn справедливо неравенство
Mz − un � 0. Отсюда на основании следствия 1.3.4

Mz − un � 0 в Dn. (1.5.11)

Пусть Dn ∩D = Gn; положим

vn(x, y) =

{
un(x, y), (x, y) ∈ Dn,

0, (x, y) ∈ D \Dn.
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Теперь оценим |vm − vn|, m > n, в D. Пусть Kn и K ′
n — два круга

с центрами в точках A и B, внутри которых содержатся, соответ-
ственно, дуги cn и c′n, причем радиусы этих кругов стремятся к нулю
при n → ∞. Обозначим через εn = max z(x, y) в Kn и K ′

n. Тогда из
оценки (1.5.11) следует, что на границе Gn при y > 0

|vm − vn| = |um − un| � 2Mz � 2Mεn.

Следовательно, всюду в Gn справедлива оценка

|vm − vn| � 2Mεn.

Очевидно, что для точек (x, y) ∈ D ∪Dm \Dn

0 � vm �Mεn.

Для точек (x, y) ∈ D \Dm справедливо vn(x, y) = vm(x, y) ≡ 0. Поэто-
му для (x, y) ∈ D

|vm − vn| � 2Mεn.

Поскольку εn → 0 при n→ ∞, то из последней оценки следует, что
последовательность {vn(x, y)} равномерно сходится в D. Пусть

lim
n
vn(x, y) = lim

n
un(x, y) = u(x, y).

Ясно, что функция u(x, y) принимает на Γ значения ϕ(s), а на ха-
рактеристике AC значение u = 0. В области D+ u(x, y) удовлетворяет
уравнению (1.5.1), и она непрерывна в D. При этом справедлива оценка

0 � u(x, y) � max
Γ

ϕ. (1.5.12)

2o. Пусть ϕ(s) непрерывна и неотрицательна на [0,S] и ϕ(0) =
= ϕ(S) = 0. Построим последовательность {ϕn(s)} непрерывных
и неотрицательных функций, исчезающих в достаточно малых
окрестностях точек s = 0 и s = S и таких, что

ϕ1(s) � ϕ2(s) � ... , lim
n
ϕn(s) = ϕ(s)

равномерно на [0,S]. По функциям ϕn(s) в силу пункта 1◦ построим
последовательность {un(x, y)} решений задачи Т. Тогда на основании
оценки (1.5.12) при m > n в D

0 � um − un � max
Γ

(ϕm − ϕn).

Следовательно, в D существует равномерный предел

lim
n
un(x, y) = u(x, y).

В области D+ функция u(x, y) удовлетворяет уравнению (1.5.1), u = ϕ
на Γ, u = 0 на AC и u(x, y) непрерывна в D. Кроме того, имеет место

0 � u(x, y) � max
Γ

ϕ. (1.5.13)
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3o. Пусть теперь ϕ(s) — произвольная непрерывная функция
и ϕ(0) = ϕ(S) = 0. В этом случае функцию ϕ(s) можно представить
в виде разности двух неотрицательных функций:

ϕ = ϕ+ − ϕ−, |ϕ| = ϕ+ + ϕ−,

где ϕ+(0) = ϕ+(S) = ϕ−(0) = ϕ−(S) = 0. В силу пункта 2◦ решение
задачи Т определяется формулой

u(x, y) = u+(x, y)− u−(x, y),

где u+(x, y) и u−(x, y) строятся, соответственно, по функциям ϕ+

и ϕ−. На основании оценки (1.5.13)

|u(x, y)| � u+(x, y) + u−(x, y) � max
Γ

(ϕ+ + ϕ−) = max
σ

|ϕ|. (1.5.14)

4o. Пусть u = ψ �= 0 на AC. Пусть D∗ — область из пункта 1◦
с границей ∂D∗ = Γ∗ ∪AC ∪CB, причем D0 ∪ Γ0 ⊂ D∗. По лемме 1.5.3
существует решение u∗(x, y) задачи Т, непрерывное в D

∗
, с граничны-

ми данными
u∗ = 0 на Γ∗ и u∗ = ψ на AC.

Если ϕ∗(s) = u∗ на Γ, то решение искомой задачи Т для области D
определяется формулой

u(x, y) = u∗(x, y) + u(x, y),

где u(x, y) — решение задачи Т в области D с граничными условиями

u = ϕ(s) − ϕ∗(s) на Γ и u = 0 на AC.

Решение u(x, y) задачи Т, непрерывное в D, существует, что было
показано в предыдущих пунктах 1◦–3◦.
Единственность построенного решения u(x, y) задачи Т следует из

оценок (1.5.10) и (1.5.14) или из следствия 1.3.3.
Доказанная теорема 1.5.1 позволяет получить соответствующие

теоремы существования обобщенного решения задачи Трикоми при
произвольном подходе кривой σ к оси y = 0 для каждого примера
из § 1.4, где справедлив принцип экстремума. При этом, имея инте-
гральные представления решений краевых задач Хольмгрена и Дарбу
(или Коши) в областях эллиптичности и гиперболичности, можно по-
вышать гладкость обобщенного решения задачи Т в области гипербо-
личности, как это показано в работе [5] в случае уравнения Трикоми.
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§1.6. Принцип максимума для многомерного
уравнения смешанного типа в классе его

осесимметрических решений

Рассмотрим уравнение

Lu ≡
n∑

i=0

uxixi + sgn z · uzz + 2p|z|uz = 0, (1.6.1)

где n � 2, 0 � 2p < 1, u = u(x1,x2, ... ,xn, z) = u(x, z), в области G ⊂
⊂ Rn+1, полученной вращением вокруг оси z области D из плоскости
(x1, z). Плоская область D ограничена отрезком AK оси z, простой
кривой Жордана Γ, лежащей в первой четверти с концами в точках K
и B, и отрезками AC и CB, где A = (0, 0), B = (l, 0), K = (0, k),
C = (l/2,−l/2), k > 0.
Пусть r2 = x21 + x22 + ... + x2n, r � 0; G± = G ∩ {z ≶ 0}, G0 =

= {(x, z) : r2 = l2, z = 0}; K1 : z + r = 0,−l/2 < z < 0; K2 : z − r = −l,
−l/2 � z < 0; Σ = ∂G \ K1 ∪K2 — эллиптическая часть границы
области G; K1 и K2 — конические характеристические поверхности
уравнения (1.6.1) при z < 0 (см. рис. 1.6.1).

Рис. 1.6.1

Для уравнения (1.6.1) в области G поставим пространственный
аналог задачи Трикоми в классе решений u(x, z), зависящих только
от r и z.

Задача Т. Найти u(x, z) = u(r, z), удовлетворяющую следующим
условиям:

u(x, z) ∈ C(G) ∩C1(G ∪K1) ∩C2(G+ ∪G−); (1.6.2)

Lu ≡ 0 в G+ ∪G−; (1.6.3)

3 К.Б. Сабитов
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lim
z→0+0

z2puz = lim
z→0−0

(−z)2puz, (x, z) ∈ G0; (1.6.4)

u(r, z) = ϕ(r, z), (x, z) ∈ Σ; (1.6.5)

u(r, z) = ψ(r, z), (x, z) ∈ K1, (1.6.6)

где ϕ и ψ — заданные достаточно гладкие функции.

Отметим, что в работе [21] изучена задача Т, в которой усло-
вие (1.6.6) задано на конусе K2, для уравнения (1.6.1) при n = 3, p = 0
и когда поверхность Σ — полусфера. В [168] задача Т исследована для
уравнения (1.6.1) при n = 2 и p = 0 в классе решений, представимых
в цилиндрических координатах в виде тригонометрического ряда.
Здесь для уравнения (1.6.1) в классе его осесимметрических реше-

ний устанавливается принцип максимума и на его основе доказывается
однозначная обобщенная разрешимость краевой задачи Т.

1.6.1. Единственность решения задачи Т. Функцию u(x, z),
удовлетворяющую условиям (1.6.2)–(1.6.4), назовем регулярным в об-
ласти G решением уравнения (1.6.1).

Теорема 1.6.1 (Принцип максимума). Пусть u(x, z) — регуляр-
ное решение уравнения (1.6.1), равное нулю на конической поверхно-
сти K1. Тогда если max

G
|u(r, z)| > 0, то этот максимум достигает-

ся на поверхности Σ.

Дока з а т е л ь с т в о. Поскольку u(r, z) зависит только от r и z,
перейдем от (x, z) к плоскости (r, z). В координатах (r, z) уравне-
ние (1.6.1) имеет вид

Sv ≡ vrr + sgn z · vzz + 2q
r
vr +

2p
|z|vz = 0, (1.6.7)

где 2q = n− 1 � 1, а области G+ и G− преобразуются, соответственно,
в области D+ = D ∩ {z > 0} и D− = D ∩ {z < 0} (см. рис. 1.6.2).
Функция v(r, z) в области D обладает следующими свойствами:

v ∈ C(D) ∩ C1(D− ∪AC) ∩ C2(D− ∪D+ ∪AK); (1.6.8)

Sv ≡ 0, (r, z) ∈ D− ∪D+ ∪AK; (1.6.9)

lim
z→0+0

z2pvz = lim
z→0−0

(−z)2pvz , 0 < r < l, (1.6.10)

v(r, z) = ϕ(r, z), (r, z) ∈ Γ; (1.6.11)

v(r, z) = ψ(r, z), (r, z) ∈ AC. (1.6.12)

В дальнейшем покажем, что если функция v(r, z) удовлетворяет
условиям (1.6.8)–(1.6.11) и ψ(r, z) ≡ 0, то max

D
|v| > 0 достигается на

кривой Γ. Отсюда уже будет вытекать справедливость теоремы 1.6.1.
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В области D− перейдем к характеристическим координатам ξ = r +
+ z и η = r − z. Тогда уравнение (1.6.7) примет вид

S0v ≡ vξη +
( q

ξ + η
+

p

η − ξ

)
vξ +

( q

ξ + η
− p

η − ξ

)
vη = 0, (1.6.13)

а при этом область D− отобразится в область Δ (см. § 1.2).

Рис. 1.6.2

Лемма 1.6.1. Если v ∈ C(Δ) ∩C1(Δ ∪C0A0) ∩C2(Δ), S0v ≡ 0 в Δ,
v = 0 на A0C0, то max

Δ
|v(ξ, η)| > 0 достигается на отрезке A0B0.

Для доказательства этой леммы достаточно проверить усло-
вие (1.2.3) для коэффициентов уравнения (1.6.13):

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)| dt > 0, 0 < ξ < η < l.

В случае уравнения (1.6.13) (см. пример 3 из § 1.4)

a(ξ, η) =
q

ξ + η
+

p

η − ξ
, b(ξ, η) =

q

ξ + η
− p

η − ξ
, c(ξ, η) ≡ 0,

h(ξ, η) =
q(q − 1)
(η + ξ)2

+
p(1− p)

(η − ξ)2
, β(ξ, η) = (η + ξ)q(η − ξ)p,

α(ξ, η) = p(η + ξ)q(η − ξ)p−1 + q(η + ξ)q−1(η − ξ)p.

Если q � 1, то h � 0 в Δ и в этом случае условие (1.2.2) равно-
сильно условию (1.2.3) (см. § 1.2). А для выполнения условия (1.2.2)
достаточно, чтобы α(0, η) > 0 при 0 < η < l. Очевидно, что α(0, η) =
= (p+ q)ηp+q−1 > 0.

3*
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Пусть 1/2 � q < 1. Тогда производная h′ξ > 0 при 0 � ξ � η, поэтому
на 0 < η = const � l

hmin =
1
η2

(q − p)(q + p− 1) � h(ξ, η) � +∞.

Отсюда видно, что при p + q � 1 функция h(ξ, η) � 0 в Δ, а при
p+ q < 1 на [0, η] она меняет свой знак с минуса на плюс, обращаясь
в нуль в единственной точке из [0, η].

Если p + q � 1, то h(ξ, η) � 0 в Δ и для справедливости усло-
вия (1.2.2) достаточно, чтобы α(0, η) > 0 на [0, l]. Последнее неравен-
ство всегда выполнено.
Пусть p + q < 1. Поскольку 0 � p < 1/2 и 1/2 � q < 1, то

1/2 � p + q < 3/2. Поэтому остается рассмотреть случай, когда
1/2 � p+ q < 1. Пусть (ξ, η) — произвольная, но фиксированная точ-
ка множества Δ. Пусть t0 ∈ [0, ξ] — точка, в которой h(t0, η) = 0.
В дальнейшем, рассуждая аналогично примеру 3 из § 1.4, обозначим
через G(ξ, η) левую часть условия (1.2.3) и покажем, что G(ξ, η) > 0.
Действительно,

G(ξ, η) = ηp+q−1
[
2q
(
1+

t0
η

)q−1(
1− t0

η

)p
+

+ 2p
(
1+

t0
η

)q(
1− t0

η

)p−1
− p− q

]
.

Введем в рассмотрение на сегменте [0, 1] функцию

ϕ(x) = 2q(1+ x)q−1(1− x)p + 2p(1+ x)q(1− x)p−1 − p− q.

Точно так же, как в примере 3 из § 1.4, показывается, что функция
ϕ(x) > 0 при 0 � x � 1. Отсюда уже следует положительность функции
G(ξ, η) в Δ. Тем самым лемма 1.6.1 доказана.
В дальнейшем, не теряя общности, можно считать, что

max
D

|v(r, z)| = max
D

v(r, z) = v(Q) > 0. Из леммы 1.6.1 следует, что

точка Q ∈ D+. В области D+ для уравнения (1.6.7) имеет место
внутренний принцип максимума для эллиптических уравнений,
поэтому точка Q ∈ ∂D+ \A.

Лемма 1.6.2. Если v(r, z) ∈ C(D+) ∩ C2(D+), Sv ≡ 0 в обла-
сти D+, то

lim
r→0+0

vr(r, z) = 0, 0 < z < k. (1.6.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. На плоскости (r, z) введем новые переменные
r =

√
2s , z = t > 0. Тогда уравнение (1.6.7) принимает вид

svss + vtt +
(1
2
+ q
)
vs +

2p
t
vt = 0, (1.6.15)
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а область D+ отобразится в область D′
+, отрезок AK перейдет

в отрезок AK ′. Пусть Dδ
+ = D′

+ ∩ {t > δ}, где δ > 0 — достаточно
малое число. В области Dδ

+ уравнение (1.6.15) является эллипти-
ческим уравнением с характеристическим вырождением. Из работы
М.В.Келдыша [89] следует, что для уравнения (1.6.15) в области Dδ

+
корректно поставлена задача E в классе его ограниченных решений.
В работе П.И.Лизоркина [117] показано, что решение задачи E анали-
тично вплоть до линии вырождения s = 0. Из этих результатов следует,
что производная vs непрерывна вплоть до отрезка AK ′. Поскольку
vs = vr/r, то отсюда вытекает равенство (1.6.14).
Отметим, что в работе [167] показана справедливость леммы 1.6.2

для уравнения (1.6.7) при p = 0 исходя из явного решения краевой
задачи E, которое при определенных условиях на кривую Γ было
построено методом теории потенциала.

Лемма 1.6.3. Если: 1) v(r, z) ∈ C(D+) ∩ C2(D+), Sv ≡ 0 в D+;
2) v(Q) = max

D+

v(r, z) > 0, Q = (0, z0) ∈ AK, 0 < z0 < k, то

lim
r→0+0

vr(r, z0) = vr(Q) < 0. (1.6.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть max
D+

v(r, z) = v(Q) > 0 достигается

в некоторой внутренней точке Q = (0, z0) отрезка AK. Обозначим
через E круг радиуса d > 0 области D+, граница которого име-
ет единственную общую точку Q с границей области D+. Пусть
E0 = {(r, z) : 0 < r < r0 < d} ∩ E; ∂E0 — граница области E0, состо-
ящая из отрезка S0 (r = r0) и части окружности Sρ (ρ2 = (r − d)2+
+(z − z0)

2 = d2, 0 � r � r0). В области E0 рассмотрим барьерную
функцию

w(r, z) = exp(−αρ2)− exp(−αd2), α = const > 0,

где она при достаточно большом α удовлетворяет неравенству

S(ω) = 4e−αρ2
{
ρ2α2 − α

(
1+ p− p

z0
z

)
+ αq

d− r

r

}
> 0,

так как в E0 ρ2 � (r0 − d)2 > 0, αq(d− r)/r > 0, а выражение 1+ p−
− p

z0
z
ограничено. Далее: ω > 0 в E0 \ Sρ и ω = 0 на дуге Sρ.

Поскольку для уравнения (1.6.7) в области D+ справедлив внут-
ренний принцип максимума, то на множестве E0 \Q

v(r, z) < v(0, z0).

На основании отмеченных выше свойств функций v(r, z) и ω(r, z)
введем новую функцию

w(r, z) = v(r, z) + εω(r, z), ε > 0,
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которая в области E0 является решением эллиптического уравнения

S(w) = S(v + εω) = εS(ω) > 0,

а на ее границе удовлетворяет условиям

w
∣∣∣
Sρ

= v + εω
∣∣∣
Sρ

� v(0, z0) = ω(0, z0),

w
∣∣∣
S0

= v + εω
∣∣∣
S0
< ω(0, z0)

при достаточно малом ε > 0. Отсюда в силу внутреннего принципа
максимума для эллиптического уравнения S(w) = εS(ω) следует, что

lim
r→0+0

wr(r, z0) � 0

или
vr(0+ 0, z0) � −εωr(0+ 0, z0) = −2αεd e−αd2 < 0.

Лемма 1.6.4. Если: 1) v(r, z) ∈ C(D+) ∩ C2(D+), Sv ≡ 0 в D+;
2) v(Q) = max

D+

v(r, z) > 0, Q = (r0, 0) ∈ AB, 0 < r0 < l, то

lim
z→0+0

z2pvz(r0, z) < 0. (1.6.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В области D+ введем новые переменные s =
= r, t = z1−2p/(1− 2p). В этих координатах уравнение (1.6.7) при z > 0
принимает вид[

(1− 2p)t] 1+2p1−2p vss + vtt +
2q
s

[
(1− 2p)t] 1+2p1−2p vs = 0, (1.6.18)

а область D+ отображается в область D′
+, причем vt = z2pvz . В об-

ласти D′
+ для уравнения (1.6.18) выполнены условия леммы 1.3.1.

Поэтому в точке Q′ ≡ Q = (s0, 0)

lim
t→0+0

vt(s0, t) = vt(s0, 0+ 0) < 0.

Отсюда уже следует неравенство (1.6.17).
Если теперь допустить, что Q ∈ AK, то на основании (1.6.14)

и (1.6.16) получим противоречие. Если же Q ∈ AB, Q = (r0, 0),
0 < r0 < l, то из леммы 1.6.1 следует

lim
z→0−0

(−z)2pvz(r0, z) � 0,

а это противоречит неравенству (1.6.17).
Следовательно, точка Q принадлежит Γ.
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Теорема 1.6.1 полностью доказана. Из этой теоремы следует един-
ственность решения плоской задачи (1.6.8)–(1.6.12) и пространствен-
ной задачи (1.6.2)–(1.6.6).

Следствие 1.6.1. Если p+ q � 1 и max
G

u(r, z) > 0 (min
G

u(r, z) < 0),

то этот максимум (минимум) достигается на поверхности Σ.

Следствие 1.6.2. Теорема 1.6.1 и следствие 1.6.1 имеют место
и для обобщенных в G решений уравнения (1.6.1).

1.6.2. Существование решения задачи Т. Для этого достаточно
доказать теорему существования решения плоской задачи Т для урав-
нения (1.6.7).

Теорема 1.6.2. Пусть: 1) кривая Γ из класса Ляпунова и в точ-
ках B и K подходит перпендикулярно к осям координат; 2) функция
ϕ(s) ∈ C[0,S] и в окрестности точек s= 0 и s = S представима в ви-
де ϕ(s) = sϕ0(s), ϕ(s) = (S − s)ϕ1(s), где ϕ0(s) и ϕ1(s) — непрерывные
на [0,S] функции, ϕ0(0) �= 0, ϕ1(S) �= 0; 3) ψ(r) ∈ C1[0, l/2]∩C3(0, l/2),
ψ(0) = 0. Тогда существует единственная функция v(r, z), удовле-
творяющая условиям (1.6.8)–(1.6.12).
Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы при p = 0 и q � 1 методом инте-

гральных уравнений проведено в диссертации [168]. А в случае q � 1/2
и 0 � p < 1/2 доказательство проводится аналогично работам [37, 127]
с использованием результатов [37, 126, 127] и теоремы 1.6.1.

Теорема 1.6.3. Если кривая Γ из класса Ляпунова, ϕ(s) ∈ C[0,S],
ϕ(0) = ϕ(S) = 0, ψ(r) ∈ C1[0, l/2] ∩ C3(0, l/2), ψ(0) = 0, p + q � 1,
то существует единственное обобщенное решение v(r, z) плоской
задачи Т для уравнения (1.6.7).
Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы следует из теоремы 1.5.1. В са-

мом деле, в силу следствия 1.6.1 и теоремы 1.6.2 для уравнения (1.6.7)
выполнены условия теоремы 1.5.1.



Гл а в а 2

СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЯ

ЗАДАЧИ ТРИКОМИ

При исследовании задачи Трикоми для общих уравнений смешан-
ного эллиптико-гиперболического и параболо-гиперболического типов
кроме естественных условий гладкости возникают ограничения нера-
венственного характера на их коэффициенты в области гиперболично-
сти [5, 12, 13, 35, 38, 51, 52, 60, 105, 110, 116, 152, 158, 164, 174, 198,
229], которые являются достаточными условиями для единственности
и существования решения задачи Трикоми в определенном классе
решений.
В первой главе на основании принципов максимума получены так-

же достаточные условия относительно коэффициентов уравнений сме-
шанного типа, которые гарантируют единственность решения задачи
Трикоми.
В связи с этим естественно возникают вопросы.
1. Можно ли снять эти ограничения в области гиперболичности,

т. е. можно ли доказать хотя бы единственность решения задачи Три-
коми без каких либо ограничений неравенственного характера на ко-
эффициенты уравнения в области гиперболичности?
2. Если же не удается избавиться от этих ограничений, то можно

ли выяснить, насколько они существенны или близки к необходимым
условиям?
Ранее в работах [75, 139, 163] был исследован вопрос о влия-

нии коэффициента c(x, y) = λ ≡ const при искомой функции u(x, y)
на единственность решения задачи Трикоми для уравнения Лаврен-
тьева–Бицадзе со спектральным параметром

uxx + sgn y · uyy + λu = 0. (�)

Поскольку коэффициент c(x, y) = λ принимает одно и то же значе-
ние во всей смешанной области D, то эффект влияния параметра λ, по
существу, исходит из эллиптической части уравнения. Поэтому здесь
не заметен чистый эффект влияния гиперболической части уравнения
на единственность решения задачи Трикоми.
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В этой главе на примере уравнения смешанного параболо-гипер-
болического типа

L1u ≡
{
uxx − uy − λ1u = 0, y > 0,

−uxx + uyy − λ2u = 0, y < 0,

где λ1 и λ2 — вещественные параметры, выясняется эффект влияния
коэффициентов λ1 и λ2 на единственность решения задачи Трикоми.
Тем самым дается ответ на вопрос о существенности условий тео-
рем § 1.3 в смысле единственности решения задачи T.
Кроме того, здесь изучаются спектральная задача Трикоми для

оператора Лаврентьева–Бицадзе, затем для оператора смешанного типа
с произвольным степенным вырождением на линии изменения типа
и вопросы расположения спектра этой задачи. В случае, когда об-
ласть эллиптичности является сектором, найдены собственные зна-
чения и построена соответствующая система собственных функций,
которая исследована на полноту и базисность, и показаны применения
при построении решения задачи Трикоми.

§2.1. Построение в явном виде решений задач Дарбу
для телеграфного уравнения

Рассмотрим уравнение

Lu ≡ uxx − uyy + λu = f(x, y), (2.1.1)

где λ = const, f(x, y) — заданная функция, в области D−, ограничен-
ной отрезком AB оси y = 0 и характеристиками AC (x + y = 0) и CB
(x− y = l), A(0, 0), B(l, 0), l > 0, и следующие задачи Дарбу.

Первая задача Дарбу (задача D1). Найти функцию u(x, y), удо-
влетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D−) ∩ C2(D−), Lu ≡ f(x, y) в D−; (2.1.2)

u(x,−x) = ψ(x), 0 � x � l/2; (2.1.3)

u(x, 0) = τ(x), 0 � x � l, (2.1.4)

где τ , ψ — заданные достаточно гладкие функции, причем
τ(0) = ψ(0).

Вторая задача Дарбу (задача D2). Найти функцию u(x, y), удо-
влетворяющую условиям (2.1.2), (2.1.3) и, кроме того, условию

lim
y→0

uy(x, y) = uy(x, 0 − 0) = ν(x), 0 < x < l, (2.1.5)

где ν, ψ — заданные достаточно гладкие функции.
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На плоскости (x, y) перейдем к характеристическим координатам
ξ = x+ y, η = x− y. Тогда уравнение (2.1.1) принимает вид

L0u ≡ uξη +
λ

4
u = g, (2.1.6)

где g(ξ, η) =
1
4
f
(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
, а область D− отображается в область

Δ = {(ξ, η : 0 < ξ < η < l)},
и, соответственно, задачи Дарбу ставятся так.

Задача D′
1. Найти функцию u(ξ, η), удовлетворяющую условиям:

u(ξ, η) ∈ C(Δ) ∩ C1(Δ), uξη ∈ C(Δ), L0u ≡ g в Δ; (2.1.7)

u(0, η) = ψ(η/2) = ψ1(η), 0 � η � l; (2.1.8)

u(ξ, ξ) = τ(ξ), 0 � ξ � l. (2.1.9)

Задача D′
2. Найти функцию u(ξ, η), удовлетворяющую услови-

ям (2.1.7), (2.1.8) и, кроме того, условию

lim
η→ξ

(uξ − uη) = lim
y→0

uy(x, y) = ν(ξ), 0 < ξ < l. (2.1.10)

Для решения задач D′
1 и D′

2 применим метод Римана–Адамара,
который основан на так называемой функции Римана–Адамара. Ранее
метод применялся для решения задач Дарбу для уравнений типа Эй-
лера–Пуассона–Дарбу [5, 168, 240, 246].

Функция Римана–Адамара задачи D′
1 имеет вид

A(ξ, η; ξ0, η0) =

{
A1(ξ, η; ξ0, η0) = R(ξ, η; ξ0, η0), η > ξ0,

A2(ξ, η; ξ0, η0) = R(ξ, η; ξ0, η0)−R(η, ξ; ξ0, η0), η < ξ0,

где (ξ0, η0) ∈ Δ, R(ξ, η; ξ0, η0) — функция Римана уравнения (2.1.6),
имеющая вид [209, с. 136; 34, с. 261]

R(ξ, η; ξ0, η0) = J0

(√
λ(ξ − ξ0)(η − η0)

)
, (2.1.11)

где J0( · ) — функция Бесселя первого рода нулевого порядка.
Функция A(ξ, η; ξ0, η0) обладает следующими свойствами.
1o. A(ξ, η; ξ0, η0) как функция от (ξ, η) является решением сопря-

женного уравнения L∗
0u ≡ L0u = 0, а как функция от (ξ0, η0) является

решением уравнения L0u ≡ 0.
2o. а) A1ξ(ξ, η; ξ0, η0) = 0 при η = η0,
б) A1η(ξ, η; ξ0, η0) = 0 при ξ = ξ0,
в) A1(ξ, η; ξ0, η0) = 1 при ξ = ξ0 и η = η0.
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3o. lim
ε→0+0

[A1ξ(ξ, ξ0 + ε; ξ0, η0)−A2ξ(ξ, ξ − ε; ξ0, η0)] = 0, 0 � ξ � ξ0.

4o. A2(ξ, η; ξ0, η0) = 0 при η = ξ.

Функция Римана–Адамара задачи D′
2 имеет вид

B(ξ, η; ξ0, η0) =

{
B1(ξ, η; ξ0, η0) = R(ξ, η; ξ0, η0), η > ξ0,

B2(ξ, η; ξ0, η0) = R(ξ, η; ξ0, η0) +R(η, ξ; ξ0, η0), η < ξ0,

и она обладает свойствами 1◦–3◦ функции A(ξ, η; ξ0, η0), которые обо-
значим, соответственно, через 5◦–7◦, и дополнительно удовлетворяет
равенству

8o. B2η(ξ, η; ξ0, η0)−B2ξ(ξ, η; ξ0, η0) = 0 при η = ξ.

Пусть F , Φ ∈ C1(Δ), Fξη, Φξη ∈ C(Δ). Тогда в области Δ справед-
ливо тождество Грина,

2[ΦL0(F )− FL∗
0(Φ)] ≡ (ΦFη − FΦη)ξ + (ΦFξ − FΦξ)η. (2.1.12)

Пусть (ξ0, η0) — произвольная, но фиксированная точка области Δ.
Введем следующие подобласти области Δ:

Δ1 = {(ξ, η)|δ < ξ < ξ0 − 2ε, ξ0 + ε < η < η0},

Δ2 = {(ξ, η)|δ < ξ < ξ0 − 2ε, ξ + ε < η < ξ0 − ε},

где ε, δ > 0 — достаточно малые числа (см. рис. 2.1.1).

Рис. 2.1.1
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Теорема 2.1.1. Если функции τ(ξ), ψ1(η) ∈ C[0, l] ∩ C1(0, l), τ ′(ξ),
ψ′
1(η) ∈ L1[0, l], τ(0) = ψ1(0), g(ξ, η) ∈ C(Δ) ∩ L1(Δ), то существует

единственное решение задачи D′
1 и оно определяется формулой

u(ξ0, η0) = τ(ξ0)− λ(η0 − ξ0)

2

ξ0∫

0

τ(ξ)J 1

[√
λ(ξ − ξ0)(ξ − η0)

]
dξ + ψ1(η0)−

− ψ1(ξ0)− λξ0
2

η0∫

0

ψ1(η)J1[
√
λ(η0 − η)ξ0 ] dη+

+
λη0
2

ξ0∫

0

ψ1(η)J1

[√
λ(ξ0 − η)η0

]
dη+

+

ξ0∫

0

dξ

η0∫

ξ

J0

[√
λ(ξ − ξ0)(η − η0)

]
g(ξ, η) dη−

−
ξ0∫

0

dξ

ξ0∫

ξ

J0

[√
λ(η − ξ0)(ξ − η0)

]
g(ξ, η) dη, (2.1.13)

где J1(z) = J1(z)/z, J1(z) — функция Бесселя первого порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В тождестве (2.1.12), полагая, что F (ξ, η) =
= u(ξ, η) — искомое решение задачи D′

1, Φ(ξ, η) = A(ξ, η; ξ0, η0) —
функция Римана задачи (2.1.7)–(2.1.9), и интегрируя полученное тож-
дество по множеству Δ1 ∪Δ2, будем иметь∫

∂(Δ1∪Δ2)

(uAξ −Auξ) dξ + (Auη − uAη) dη =

∫ ∫

Δ1∪Δ2

2Ag dξ dη, (2.1.14)

где ∂(Δ1 ∪ Δ2) — граница множества Δ1 ∪ Δ2. Поскольку граница
последнего множества состоит из семи отрезков, то левую часть ра-
венства (2.1.14) представим в виде суммы семи интегралов ik, k = 1, 7.
Вычислим эти интегралы:

i1 =

ξ0−ε∫

ε+δ

(uA2η −A2uη)|ξ=δ dη = u(δ, ε+ δ)A2(δ, ε+ δ; ξ0, η0)−

− u(δ, ξ0 − ε)A2(δ, ξ0 − ε; ξ0, η0) + 2

ξ0−ε∫

ε+δ

u(δ, η)A2η(δ, η; ξ0, η0) dη;
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i2 =

ξ0+2ε∫

δ

[u(A2ξ −A2η)−A2(uξ − uη)]|η=ξ+εdξ;

i3 = −
ξ0−2ε∫

δ

(uA2ξ −A2uξ)|η=ξ0−ε dξ = −u(δ, ξ0 − ε)A2(δ, ξ0 − ε; ξ0, η0)+

+ u(ξ0 − 2ε, ξ0 − ε)A2(ξ0 − 2ε, ξ0 − ε; ξ0, η0)−

− 2
ξ0−2ε∫

δ

u(ξ, ξ0 − ε)A2ξ(ξ, ξ0 − ε; ξ0, η0) dξ;

i4 =

ξ0−2ε∫

δ

(uA1ξ −A1uξ)|η=ξ0+ε dξ = u(δ, ξ0 + ε)A1(δ, ξ0 + ε; ξ0, η0)−

− u(ξ0 − 2ε, ξ0 + ε)A1(ξ0 − 2ε, ξ0 + ε; ξ0, η0)+

+ 2

ξ0+2ε∫

δ

u(ξ, ξ0 + ε)A1ξ(ξ, ξ0 + ε; ξ0, η0) dξ;

i5 =

η0∫

ξ0+ε

(A1uη − uA1η)|ξ=ξ0−2ε dη = u(ξ0 − 2ε, η0)A1(ξ0 − 2ε, η0; ξ0, η0)−

− u(ξ0 − 2ε, ξ0 + ε)A1(ξ0 − 2ε, ξ0 + ε; ξ0, η0)− 2
η0∫

ξ0+ε

uA1η|ξ=ξ0−2ε dη;

i6 =

ξ0−2ε∫

δ

(A1uξ −A1ξu)|η=η0 dξ = u(ξ0 − 2ε, η0)A1(ξ0 − 2ε, η0; ξ0, η0)−

− u(δ, η0)A1(δ, η0; ξ0, η0)− 2
ξ0−2ε∫

δ

u(ξ, η0)A1ξ(ξ, η0; ξ0, η0) dξ;

i7 =

η0∫

ξ0+ε

(A1ηu−A1uη)|ξ=δ dη = u(δ, ξ0 + ε)A1(δ, ξ0 + ε; ξ0, η0)−

− u(δ, η0)A1(δ, η0; ξ0, η0) + 2

η0∫

ξ0+ε

u(δ, η)A1η(δ, η; ξ0, η0) dη.
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Подставляя значения интегралов ik, k = 1, 7, в равенство (2.1.14),
при дополнительном условии относительно функции u(ξ, η) о том, что
для нее существует конечный предел

lim
η→ξ

[uξ(ξ, η)− uη(ξ, η)], (2.1.15)

перейдем в полученном равенстве к пределу при ε → 0 и δ → 0.
Тогда с учетом свойств 2◦–4◦ функции A(ξ, η; ξ0, η0) и условий (2.1.7)–
(2.1.9), (2.1.15), получим

u(ξ0, η0) = τ(ξ0) + ψ1(η0)− ψ1(ξ0)−
η0∫

0

ψ1(η)Aη(0, η; ξ0, η0) dη+

+
1
2

ξ0∫

0

τ(ξ)(A2η −A2ξ)|η=ξ dξ +

ξ0∫

0

dξ

η0∫

ξ

A(ξ, η; ξ0, η0)g(ξ, η) dη. (2.1.16)

Отметим, что в силу условий теоремы, (2.1.15), A1 ∈ C1(Δ ∩
∩ {η � ξ0}) и A2 ∈ C1(Δ ∩ {η � ξ0}) предельный переход в равен-
стве (2.1.14) при ε → 0 и δ → 0 законен и все интегралы формулы
(2.1.16) равномерно сходятся в Δ. Теперь, подставляя в (2.1.16) вме-
сто функции A(ξ, η; ξ0, η0) ее аналитическое выражение через функ-
цию (2.1.11), получим формулу (2.1.13).
Итак, если существует решение задачи (2.1.7)–(2.1.9), удовлетво-

ряющее условию (2.1.15), то оно представимо формулой (2.1.13). Да-
лее путем непосредственной проверки можно показать, что функ-
ция u(ξ0, η0), определяемая формулой (2.1.13), действительно удовле-
творяет условиям (2.1.7)–(2.1.9) и (2.1.15).
В самом деле, на основании свойства 1◦ функции Римана–Адамара

и гладкости функций τ(ξ) и ψ1(η) функция u(ξ0, η0) в области Δ
является решением уравнения (2.1.6). Из формулы (2.1.13) очевидным
образом вытекает справедливость краевых условий (2.1.8) и (2.1.9):

lim
η0→ξ0

u(ξ0, η0) = τ(ξ0), lim
ξ0→0

u(ξ0, η0) = ψ1(η0).

Теперь, вычисляя частные производные uξ0 и uη0 функции u(ξ0, η0),
нетрудно показать существование конечного предела (2.1.15):
lim

η0,ξ0→x
[uξ0(ξ0, η0)− uη0(ξ0, η0)] = ν(x) =

= τ ′(x) + λ

x∫

0

τ(ξ)J 1

[√
λ (x− ξ)

]
dξ − ψ′

(x
2

)
+

+
λ

2

x∫

0

ηψ′
(η
2

)
J1

[√
λx(x − η)

]
dη−

− λ

x∫

0

dξ

x∫

ξ

(ξ − η)J1

[√
λ(x− ξ)(x − η)

]
g dη − 2

x∫

0

g(ξ,x) dξ. (2.1.17)
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Единственность решения задачи D′
1 следует из однозначного харак-

тера вывода формулы (2.1.13). Теорема 2.1.1 доказана.

Теорема 2.1.1′. Если функции τ(x), ψ1(x) ∈ C[0, l] ∩ C2(0, l), τ ′(x),
ψ′
1(x) ∈ L1[0, l], τ(0) = ψ1(0), f(x, y) ∈ C1(D−) ∩ L1(D−), то суще-

ствует единственное решение задачи (2.1.2)–(2.1.4) и оно выра-
жается формулой (2.1.13), в которой только следует положить
ξ0 = x+ y, η0 = x− y, g(ξ, η) = f [(ξ + η)/2, (ξ − η)/2]/4.

Замечание 2.1.1. Отметим, что формула (2.1.13) была получе-
на в нашей работе [172] при g(ξ, η) = 0. Задача D1 при ψ(x) = 0
и f(x, y) = 0 изучалась в [135, 139], где методом преобразования Ла-
пласа найдено ее решение. Равенство (2.1.17) играет решающую роль
при доказательстве теорем единственности и существования решения
задачи Трикоми для уравнения Лаврентьева–Бицадзе со спектральным
параметром. В работе [161] равенство типа (2.1.17) получено исходя
из метода типа Римана, а в [139] равенство (2.1.17) при ψ(x) = 0
и f(x, y) = 0 найдено на основе метода преобразования Лапласа.

Теорема 2.1.2. Если ν(ξ) ∈ C(0, l) ∩ L1[0, l], ψ1(η) ∈ C[0, l] ∩
∩ C1(0, l), ψ′

1(η) ∈ L1[0, l], g(ξ, η) ∈ C(Δ) ∩ L1(Δ), то существует
единственное решение задачи (2.1.7), (2.1.8), (2.1.10) и оно выража-
ется формулой

u(ξ0, η0) =

ξ0∫

0

ν(ξ)J0

[√
λ(ξ − ξ0)(ξ − η0)

]
dξ + ψ1(ξ0)−

− ψ1(η0)− ψ1(0)J0(
√
λξ0η0 )−

η0∫

0

ψ1(η)Bη(0, η; ξ0, η0) dη+

+

ξ0∫

0

dξ

η0∫

ξ

B(ξ, η; ξ0, η0)g(ξ, η) dη (2.1.18)

или

u(ξ0, η0) =

ξ0∫

0

ν(ξ)J0

[√
λ(ξ − ξ0)(ξ − η0)

]
dξ+

+

η0∫

0

ψ′
1(η)B(0, η; ξ, η) dη +

ξ0∫

0

dξ

η0∫

ξ

B(ξ, η; ξ0, η0)g dη. (2.1.19)

Доказательство этой теоремы во многом аналогично доказатель-
ству теоремы 2.1.1. В этом случае в тождестве (2.1.12) следу-
ет положить, что F (ξ, η) = u(ξ, η) — искомое решение задачи D′

2,
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а Φ(ξ, η) = B(ξ, η; ξ0, η0) — функция Римана–Адамара задачи D′
2. Далее

с учетом свойств 5◦–8◦ функции B(ξ, η; ξ0, η0) и условий теоремы ана-
логично выводу равенства (2.1.16) получим формулы (2.1.18) и (2.1.19).

Теорема 2.1.2′. Если ν(x) ∈ C1(0, l) ∩ L1[0, l], ψ1(x) ∈ C[0, l] ∩
∩C2(0, l), ψ′

1(x) ∈ L1[0, l], f(x, y) ∈ C1(D−) ∩L1(D−), то существует
единственное решение задачи (2.1.2, (2.1.3) и (2.1.5) и оно выража-
ется формулой (2.1.18) или (2.1.19), где следует положить

ξ0 = x+ y, η0 = x− y, u(ξ0, η0) = u(x, y),

g(ξ, η) =
1
4
f((ξ + η)/2, (ξ − η)/2).

Следствие 2.1.1. Для любого x ∈ [0, l] справедливо равенство

τ(x) =

x∫

0

ν(ξ)J0

[√
λ (x− ξ)

]
dξ + 2

x∫

0

ψ
′
1(η)J0[

√
λx(x − η) ] dη+

+ 2

x∫

0

dξ

x∫

ξ

J0

[√
λ(ξ − x)(η − x)

]
g(ξ, η) dη. (2.1.20)

Для доказательства равенства (2.1.20) достаточно в форму-
ле (2.1.19) положить ξ0 = η0 = x.
Естественно возникают следующие вопросы: 1) не являются ли

равенства (2.1.17) и (2.1.20) формулами взаимного обращения относи-
тельно функций ν(x) и τ(x); 2) нельзя ли равенства (2.1.17) и (2.1.20),
связывающие между собой функции τ(x), ν(x),ψ(x) и f(x, y), получить
непосредственно из известной формулы решения задачи Коши (2.1.6),
(2.1.9) и (2.1.10) [209, с.137]

u(ξ0, η0) =
τ(ξ0) + τ(η0)

2
+

+
λ(η0 − ξ0)

2

η0∫

ξ0

τ(ξ)I1

[√
λ(ξ − ξ0)(η0 − ξ)

]
dξ−

− 1
2

η0∫

ξ0

ν(x)I0

[√
λ(ξ − ξ0)(η0 − ξ)

]
dξ−

−
η0∫

ξ0

dξ

η0∫

ξ

I0

[√
λ(ξ − ξ0)(η0 − η)

]
g dη, (2.1.21)

где Ik( · ) — модифицированная функция Бесселя, k = 0, 1, I1(z) =
= I1(z)/z.
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Эти вопросы будут предметом обсуждения в следующем параграфе.
Но прежде из формулы (2.1.21) найдем равенство, связывающее
функции τ(x), ν(x),ψ(x) и g(ξ, η). Для этого в (2.1.21) положим
u(0,x) = ψ(x/2). Тогда получим

τ(x) +
λx

2

x∫

0

τ(ξ)I1

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ =

= 2ψ
(x
2

)
− τ(0) +

x∫

0

ν(ξ)I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ+

+ 2

x∫

0

dξ

x∫

ξ

I0

[√
λξ(x− η)

]
g dη. (2.1.22)

§2.2. Формулы взаимосвязи между решениями задач
Дарбу и Коши для телеграфного уравнения

2.2.1. Интегралы от произведения бесселевых функций. Спра-
ведливы следующие формулы:

x∫

η

I0

[√
λt(x − t)

]
J0

[√
λt(t− η)

] dt
t

= ln
x

η
, (2.2.1)

x∫

η

I0

[√
λt(x− t)

] η
t

d

dη
J0

[√
λt(t− η)

]
dt =

= I0

[√
λη(x − η)

]
− 1, 0 < η � x, (2.2.2)

x∫

η

x

t

∂

∂x
I0

[√
λt(x − t)

]
J0

[√
λt(t− η)

]
dt = 1− J0

[√
λx(x − η)

]
,

(2.2.3)

x∫

η

x

t

∂

∂x
I0

[√
λt(x − t)

] ∂

∂η
J0

[√
λt(t− η)

]
dt =

=
x

η

∂

∂x
I0

[√
λη(x − η)

]
− ∂

∂η
J0

[√
λx(x − η)

]
, (2.2.4)
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x∫

η

t
∂

∂t
I0

[√
λξ(t − η)

] ∂
∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt =

= x
∂

∂x
I0

[√
λξ(x− η)

]
− η

∂

∂η
J0

[√
λx(x − η)

]
−

− λx(ξ − η)

2
J1

[√
λ(x − ξ)(x− η)

]
, 0 � ξ � η, (2.2.5)

x∫

η

I0

[√
λξ(t− η)

] ∂
∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt =

= I0

[√
λξ(x − η)

]
− J0

[√
λ(x− ξ)(x − η)

]
, (2.2.6)

x∫

η

t
∂2

∂t2
I0

[√
λη(t− η)

] ∂
∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt =

= x
∂2

∂x2
I0

[√
λη(x − η)

]
− λx

2
J1

[√
λ (x− η)

]
−

− λη2

4
∂

∂η
J0

[√
λx(x − η)

]
+
λx

4
J0

[√
λx(x − η)

]
+

+ x
∂2

∂η2
J0

[√
λx(x − η)

]
, (2.2.7)

x
∂2

∂η2
J0

[√
λx(x − η)

]
+
λx

4
J0

[√
λx(x − η)

]
=

= η
∂2

∂η2
J0

[√
λx(x − η)

]
+

∂

∂η
J0

[√
λx(x − η)

]
, (2.2.8)

x∫

η

x

t

∂

∂x
I0

[√
λt(x − t)

]
J0

[√
λ(t− ξ)(t − η)

]
dt =

= I0

[√
λξ(x − η)

]
− J0

[√
λ(x− ξ)(x − η)

]
, (2.2.9)

x∫

η

J0

[√
λ(t− ξ)(t− η)

]
J1

[√
λ (x− t)

]
dt =

= (x − η)J1

[√
λ(x− ξ)(x − η)

]
, (2.2.10)
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x∫

η

λ(ξ − η)

2
J1

[√
λ(t− ξ)(t− η)

]
J0

[√
λ (x− t)

]
dt =

= J0

[√
λ(x − ξ)(x − η)

]
− J0

[√
λ (x− η)

]
. (2.2.11)

Доказательство формул (2.2.1)–(2.2.11) можно провести, восполь-
зовавшись разложениями функций Бесселя в степенные ряды по сте-
пеням аргументов, стоящих в квадратных скобках, и оно приведено
в работах [184, 187].

Замечание 2.2.1. Тождество (2.2.5) при ξ = η указано в работе [8],
и его доказательство при ξ = η приведено в [163, 200]. Тождество
(2.2.6) при ξ = η приведено в [196, с. 13].

2.2.2. Обращение некоторых интегральных уравнений. Теперь
рассмотрим следующие интегральные уравнения:

u(x)−
x∫

0

u(t)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt = v(x), (2.2.12)

v(x) +

x∫

0

v(t)
x

t

∂

∂x
I0

[√
λt(x − t)

]
dt = u(x), (2.2.13)

изученные еще в 1945 году И.Н. Векуа [29, 30]. В этих работах было
замечено, что функция u(x), определенная по формуле (2.2.13), явля-
ется решением интегрального уравнения (2.2.12), хотя доказательство
этого факта там не приведено. Для дальнейших исследований необхо-
димо установить справедливость обратного утверждения.

Теорема 2.2.1. Если u(x), v(x) ∈ C(0, a) ∩ L1[0, a], то равен-
ства (2.2.12) и (2.2.13) являются формулами взаимного обращения.

Дока з а т е л ь с т в о. Функцию v(x), определенную формулой
(2.2.12), подставим в левую часть уравнения (2.2.13):

v(x) +

x∫

0

v(t)
x

t

∂

∂t
I0

[√
λt(x − t)

]
dt ≡

≡ u(x)−
x∫

0

u(t)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt+

x∫

0

u(t)
x

t

∂

∂x
I0

[√
λt(x− t)

]
dt−

−
x∫

0

t∫

0

u(s)
∂

∂s
J0

[√
λt(t− s)

]
ds
x

t

∂

∂x
I0

[√
λt(x− t)

]
dt. (2.2.14)



84 Гл. 2. Спектральные свойства решения задачи Трикоми

Повторный интеграл из (2.2.14) обозначим через Q. В интегра-
ле Q, меняя порядок интегрирования и пользуясь тождеством (2.2.4),
получим

Q =

x∫

0

u(s)
x

s

∂

∂x
I0

[√
λs(x− s)

]
ds−

x∫

0

u(s)
∂

∂s
J0

[√
λx(x − s)

]
ds.

Подставляя это значение Q в (2.2.14), получим правую часть урав-
нения (2.2.13).
Теперь покажем справедливость обратного утверждения. Функ-

цию u(x), определенную по формуле (2.2.13), подставим в левую часть
уравнения (2.2.12):

u(x)−
x∫

0

u(t)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt ≡

≡ v(x) +

x∫

0

v(t)
x

t

∂

∂x
I0

[√
λt(x − t)

]
dt−

x∫

0

v(t)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt−

−
x∫

0

v(s)

x∫

t

t

s

∂

∂t
I0

[√
λs(t− s)

] ∂
∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt ds ≡ v(x),

так как в силу тождества (2.2.5) при ξ = η внутренний интеграл равен

x∫

s

t

s

∂

∂t
I0

[√
λs(t− s)

] ∂
∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt =

=
x

s

∂

∂x
I0

[√
λs(x− s)

]
− ∂

∂s
J0

[√
λx(x − s)

]
.

Далее на основании теоремы 2.2.1 ответим на второй вопрос
из § 2.1. Для этого уравнение (2.1.22) обратим относительно функ-
ции τ(x), затем относительно функции ν(x). Уравнение (2.1.22) пред-
ставим в следующих видах:

τ(x) +

x∫

0

τ(ξ)
x

ξ

∂

∂x
I0

[√
λξ(x− ξ)

]
dξ = ϕ1(x), (2.2.15)

ϕ1(x) = 2ψ
(x
2

)
− τ(0) +

x∫

0

ν(ξ)I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ+

+ 2

x∫

0

dξ

x∫

ξ

I0

[√
λξ(x − η)

]
g(ξ, η) dη,
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x∫

0

ν(ξ)I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ = ϕ2(x), (2.2.16)

ϕ2(x) = −2ψ
(x
2

)
− 2

x∫

0

dξ

x∫

ξ

I0

[√
λξ(x − η)

]
g(ξ, η) dη+

+ 2τ(x) −
x∫

0

τ ′(ξ)I0
[√

λξ(x − ξ)
]
dξ + 2

x∫

0

τ(ξ)
∂

∂x
I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ.

Лемма 2.2.1. Если функции ν(x), ψ(x/2), g(ξ, η) удовлетворя-
ют условиям теоремы 2.1.2 и τ(0) = ψ(0) = 0, то решение урав-
нения (2.2.15) совпадает с функцией τ(x), определенной из равен-
ства (2.1.20).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку функция ϕ1(x) непрерывна
на [0, l], то в силу теоремы 2.2.1 решение уравнения (2.2.15)
определяется по формуле (2.2.12):

τ(x) = ϕ1(x)−
x∫

0

ϕ1(t)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt =

=

x∫

0

ν(ξ)I0[
√
λξ(x − ξ) ] dξ + 2

x∫

0

dξ

x∫

0

I0

[√
λξ(x − η)

]
g dη+

+ 2ψ
(x
2

)
− 2

x∫

0

ψ

(
t

2

)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt−

−
x∫

0

t∫

0

ν(ξ)I0

[√
λξ(t − ξ)

]
dξ
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt−

− 2
x∫

0

t∫

0

dξ

t∫

ξ

I0

[√
λξ(t− η)

]
g(ξ, η) dη

∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt. (2.2.17)

Последние три интеграла из правой части (2.2.17) обозначим, соот-
ветственно, через Q1, Q2 и Q3. В интеграле Q1 интегрируем по частям.
После чего имеем

Q1 = ψ
(x
2

)
− 1
2

x∫

0

ψ′
(
t

2

)
J0

[√
λx(x − t)

]
dt.
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В интеграле Q2, меняя порядок интегрирования и пользуясь форму-
лой (2.2.6) при ξ = η, получим

Q2 =

x∫

0

ν(ξ)I0

[√
λξ(x− ξ)

]
dξ −

x∫

0

ν(ξ)J0

[√
λ (x − ξ)

]
dξ.

В интеграле Q3 также, меняя порядок интегрирования и пользуясь
тождеством (2.2.6), будем иметь

Q3 =

x∫

0

dξ

x∫

ξ

g(ξ, η)
{
I0

[√
λξ(x − η)

]
− J0

[√
λ(x − ξ)(x − η)

]}
dη.

Подставляя значения интегралов Qk, k = 1, 2, 3, в (2.2.17), получим
равенство (2.1.20).

Лемма 2.2.2. Если функции ν(x), ψ(x/2), g(ξ, η) удовлетворя-
ют условиям теоремы 2.1.1 и τ(0) = ψ(0) = 0, то решение урав-
нения (2.2.16) совпадает с функцией ν(x), определенной из равен-
ства (2.1.17).
Д о к а з а т е л ь с т в о. К обеим частям уравнения (2.2.16) применим

оператор x
d

dx
. После этого получим уравнение вида (2.2.13):

ν̃(x) +

x∫

0

ν̃(ξ)
x

ξ

∂

∂x
I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ = ϕ̃(x), (2.2.18)

ν̃(x) = xν(x), (2.2.19)

ϕ̃(x) = xϕ′
2(x) = xτ ′(x) − xψ′

(x
2

)
+
λx2

2
τ(x)−

− x

x∫

0

τ ′(ξ)
∂

∂x
I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ + 2x

x∫

0

τ(ξ)
∂2

∂x2
I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ−

− 2x
x∫

0

g(ξ,x) dξ − 2x
x∫

0

dξ

x∫

ξ

g(ξ, η)
∂

∂x
I0

[√
λξ(x − η)

]
dη.

Тогда решение уравнения (2.2.18) определяется по формуле (2.2.12):

ν̃(x) = ϕ̃(x) −
x∫

0

ϕ̃(t)
∂

∂t
J0[
√
λx(x − t) ] dt =

= xτ ′(x)− xψ′
(x
2

)
+
λx2

2
τ(x) − x

x∫

0

τ ′(ξ)
∂

∂x
I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ+
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+

x∫

0

tψ′
(
t

2

)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt− λ

2

x∫

0

t2τ(t)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt+

+ 2x

x∫

0

τ(ξ)
∂2

∂x2
I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ −

x∫

0

tτ ′(t)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt−

− 2x
x∫

0

g(ξ,x) dξ − 2x
x∫

0

dξ

x∫

ξ

g(ξ, η)
∂

∂x
I0

[√
λξ(x − η)

]
dη+

+ 2

x∫

0

dξ

x∫

ξ

g(ξ, η)t
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt+

+

x∫

0

t

t∫

0

τ ′(ξ)
∂

∂t
I0

[√
λξ(t− ξ)

]
dξ
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt−

− 2
x∫

0

t

t∫

0

τ(ξ)
∂2

∂t2
I0

[√
λξ(t− ξ)

]
dξ
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt+

+ 2

x∫

0

t

t∫

0

dξ

t∫

ξ

∂

∂t
I0

[√
λξ(t − η)

]
gdη

∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt.

Последние три повторных интеграла обозначим, соответственно,
через Q4, Q5 и Q6. Во всех интегралах Qk, k = 4, 5, 6, меняя порядок
интегрирования и пользуясь, соответственно, тождествами (2.2.5) при
η = ξ, (2.2.7) и (2.2.5), получим

Q4 = x

x∫

0

τ ′(ξ)
∂

∂x
I0[
√
λξ(x − ξ) ]dξ −

x∫

0

ξτ ′(ξ)
∂

∂ξ
J0

[√
λx(x − ξ)

]
dξ,

Q5 =

x∫

0

τ(ξ)

x∫

ξ

t
∂2

∂t2
I0

[√
λξ(t− ξ)

] ∂
∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dtdξ =

= x

x∫

0

τ(ξ)
∂2

∂x2
I0

[√
λξ(x − ξ)

]
dξ − λx

2

x∫

0

τ(ξ)J 1

[√
λ (x− ξ)

]
dξ−

− λ

4

x∫

0

τ(ξ)ξ2
∂

∂ξ
J0

[√
λx(x − ξ)

]
dξ +

x∫

0

τ(ξ)
∂

∂ξ
J0

[√
λx(x − ξ)

]
dξ+

+

x∫

0

τ(ξ)ξ
∂2

∂ξ2
J0

[√
λx(x − ξ)

]
dξ,
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Q6 =

x∫

0

dξ

x∫

ξ

g(ξ, η)dη

x∫

η

t
∂

∂t
I0

[√
λξ(t− η)

] ∂
∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt =

=

x∫

0

dξ

x∫

ξ

gx
∂

∂x
I0

[√
λξ(x − η)

]
dη −

x∫

0

dξ

x∫

ξ

gη
∂

∂η
J0

[√
λx(x − η)

]
dη−

− λx

2

x∫

0

dξ

x∫

ξ

(ξ − η)J1

[√
λ(x − ξ)(x− η)

]
g dη.

Интегрируем по частям в интеграле:

x∫

0

tτ ′
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt =

λ

4
x2τ(x)−

−
x∫

0

τ(t)
∂

∂t
J0

[√
λx(x − t)

]
dt−

x∫

0

tτ(t)
∂2

∂t2
J0

[√
λx(x − t)

]
dt. (2.2.20)

Теперь, подставляя значения интегралов Q4, Q5, Q6 и (2.2.21)
в (2.2.20), с учетом тождества (2.2.8) и (2.2.19), получим (2.1.17).
Чтобы дать ответ на первый вопрос (см.конец §2.1), изучим следу-

ющие интегральные уравнения:

u′(x) + λ

x∫

0

u(t)J1

[√
λ(x− t)

]
dt = v(x), (2.2.21)

x∫

0

v(t)J0

[√
λ (x− t)

]
dt = u(x), 0 < x < a. (2.2.22)

Теорема 2.2.2. Если v(x) ∈ C(0, a) ∩ L1[0, a], u(x) ∈ C[0, a] ∩
∩C1(0, a), u′(x) ∈ L1[0, a], то равенства (2.2.22) и (2.2.23) являются
формулами взаимного обращения.
Дока з а т е л ь с т в о этого утверждения проводится аналогично до-

казательству теоремы 2.2.1, только при этом используется формула
2.12.33.6 [165].
Теперь на основании теоремы 2.2.2 и соответствующих тождеств

из п. 2.2.1 нетрудно показать, что равенства (2.1.17) и (2.1.20) отно-
сительно функций τ(x) и ν(x) являются формулами взаимного обра-
щения.
Таким образом, установлены формулы взаимосвязи между первой

и второй задачами Дарбу и между задачами Коши и Дарбу для
телеграфного уравнения (2.1.1). Видимо, такие связи существуют не
только для (2.1.1), но и для других гиперболических уравнений.
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Вообще говоря, такие формулы связи не всегда существуют, так как
А.М.Нахушевым [151] было замечено, что из корректности постановки
задачи Коши для гиперболических уравнений еще не следует коррект-
ность задач Дарбу.

§2.3. Об одном интегральном представлении решений
телеграфного уравнения и уравнения

Лаврентьева–Бицадзе с комплексным параметром

В работе И.Н. Векуа [30] в области, звездной относительно начала
координат, получена формула, связывающая все регулярные решения
уравнения

uxx + uyy + λu = 0

с гармоническими функциями u0(x, y):

u(x, y) = u0(x, y) −
1∫

0

u0(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(x2 + y2)(1− t)

]
dt. (2.3.1)

Оказывается, имеет место аналог формулы (2.3.1) для телеграфного
уравнения (2.1.1) и для уравнения Лаврентьева–Бицадзе со спектраль-
ным параметром [63].

Теорема 2.3.1. Если функция u0(x, y) является регулярным ре-
шением уравнения струны

u0xx − u0yy = 0,

то функция вида

u(x, y) = u0(x, y)−
1∫

0

u0(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(x2 − y2)(1 − t)

]
dt+

+

x+y∫

0

ds

x−y∫

0

J0

[√
λ(s− ξ)(t− η)

]
g(s, t) dt (2.3.2)

является регулярным решением телеграфного уравнения (2.1.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. В целях удобства проверки формулы (2.3.2)

сделаем замену u0(x, y) = ϕ(x+ y) + ψ(x− y) и перейдем к характери-
стическим координатам ξ = x+ y и η = x− y. Тогда получим

u(ξ, η) = ϕ(ξ) + ψ(η)−
1∫

0

[ϕ(ξt) + ψ(tη)]
∂

∂t
J0

[√
λξη(1− t)

]
dt+
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+

ξ∫

0

ds

η∫

0

J0

[√
λ(s − ξ)(t− η)

]
g(s, t)dt = u1(ξ, η) + u2(ξ, η),

u1(ξ, η) = ϕ(ξ) + ψ(η)−
1∫

0

[ϕ(ξt) + ψ(ηt)]
∂

∂t
J0

[√
λξη(1 − t)

]
dt =

= ϕ(ξ) −
ξ∫

0

ϕ(s)
∂

∂s
J0

[√
λη(ξ − s)

]
ds+

+ ψ(η)−
η∫

0

ψ(t)
∂

∂t
J0

[√
λξ(η − t)

]
dt,

u2(ξ, η) =

ξ∫

0

ds

η∫

0

J0

[√
λ(ξ − s)(η − t)

]
g(s, t) dt.

Отсюда находим

∂2u1
∂ξ∂η

= −λ
4
ϕ(ξ) −

ξ∫

0

ϕ(s)
∂

∂s

∂2

∂ξ∂η
J0

[√
λη(ξ − s)

]
ds−

− λ

4
ψ(η)−

η∫

0

ψ(t)
∂

∂t

∂2

∂ξ∂η
J0

[√
λξ(η − t)

]
dt =

= −λ
4
ϕ(ξ) +

λ

4

ξ∫

0

ϕ(s)
∂

∂s
J0

[√
λη(ξ − s)

]
ds−

− λ

4
ψ(η) +

λ

4

η∫

0

ψ(t)
∂

∂t
J0

[√
λξ(η − t)

]
dt = −λ

4
u1,

∂2u2
∂ξ∂η

= g(ξ, η) +

ξ∫

0

ds

η∫

0

∂2

∂ξ∂η
J0

[√
λ(ξ − s)(η − t)

]
g dt =

= g(ξ, η)− λ

4

ξ∫

0

ds

η∫

0

J0

[√
λ(ξ − s)(η − t)

]
g(s, t) dt = g(ξ, η)− λ

4
u2(ξ, η).
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Следовательно, функция u1(ξ, η) является решением однородного
телеграфного уравнения, а u2(ξ, η) — неоднородного уравнения (2.1.1).
Тогда их сумма u1 + u2 = u является регулярным решением уравне-
ния (2.1.1).

Теорема 2.3.2. Если функция u0(x, y) в области D (см. § 1.1)
является регулярным решением уравнения Лаврентьева–Бицадзе

u0xx + sgn y · u0yy = 0, u0(0, 0) = 0, (2.3.3)

то функция

u(x, y) = u0(x, y)−
1∫

0

u0(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(x2 + sgn y · y2)(1 − t)

]
dt

(2.3.4)
является регулярным в области D решением уравнения

uxx + sgn y · uyy + λu = 0; (2.3.5)

при этом область D+ предполагается звездной относительно на-
чала координат.

Дока з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.3.1 функция (2.3.4) в обла-
сти D− (при y < 0) является регулярным решением уравнения (2.3.5).
В области D+ на основании результатов И.Н. Векуа [30] функ-
ция (2.3.4) является регулярным решением уравнения (2.3.5). Тем
самым теорема 2.3.2 доказана.

Из формулы (2.3.4) видно, что функция u(x, y) и ее частные произ-
водные ux и uy непрерывны при переходе через линию изменения типа
уравнения (2.3.5).
Заметим, что на характеристике AC (x + y = 0) выполняется

u(x, y) ≡ u0(x, y). Этот момент позволяет решение задачи Трикоми для
уравнения (2.3.5) с краевыми данными u = ϕ на Γ и u = ψ на AC
свести к решению задачи Трикоми для уравнения (2.3.3) с краевыми
условиями u0 = ψ на AC и u0 = ϕ0 на Γ.
Для нахождения функции ϕ0(s) в области D+ функцию u0(x, y)

определим как решение задачи Хольмгрена для уравнения Лапласа
с граничными условиями

u0(x(s), y(s)) = ϕ0(s), 0 � s � S,

∂u0(x, y)
∂y

∣∣
y=0 = ν0(x), 0 < x < l = 1.
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Методом Грина решение этой задачи выписывается в явном виде [23,
глава IV], [75],

u0(x, y) =

1∫

0

ν0(ξ)G(ξ, 0;x, y) dξ +
∫

Γ

ϕ0(s)
∂G[ξ(s), η(s);x, y]

∂N
ds, (2.3.6)

где G(ξ, η;x, y) – функция Грина задачи Хольмгрена, а функция ν0(x)
определяется соотношением

ν0(x) = F (x) +

1∫

0

F (t)R(t,x) dt, (2.3.7)

где R(t,x) — резольвента известного ядра интегрального уравнения
типа Фредгольма,

F (x) =
1
2π

∫

Γ

ϕ0(s)
d

dx

∂

∂N
G[ξ(s), η(s);x, 0] ds − 1

2
ψ′
0

(x
2

)
. (2.3.8)

Как видим, функция ν0(x) определяется через функции ϕ0(s) и ψ0(x).
Но функция ψ0(x) равна ψ(x). Подставляя (2.3.8) в (2.3.7), а последнее
в (2.3.6), получим

u0(x, y) =
∫

Γ

ϕ0(s)K(s;x, y) ds+ f(x, y), (2.3.9)

K(s;x, y) =
1
2π

1∫

0

d

dθ

∂

∂N
G[ξ(s), η(s); θ, 0] ×G(θ, 0;x, y) dθ+

+

1∫

0

G(θ, 0;x, y)

1∫

0

d

dt

∂

∂N
G[ξ(s), η(s); t, 0] ×R(t, θ) dt dθ,

f(x, y) = −1
2

1∫

0

ψ′
0

(
θ

2

)
G(θ, 0;x, y) dθ−

− 1
4π

1∫

0

G(θ, 0;x, y)

1∫

0

ψ′
0

(
t

2

)
R(t, θ) dt dθ.
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Функцию u0(x, y), заданную формулой (2.3.9), подставим в интеграль-
ное слагаемое формулы (2.3.4). Тогда имеем

u(x, y) = u0(x, y)−

−
∫

Γ

ϕ0(s)

1∫

0

K(s;xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(x2 + y2)(1− t)

]
dt ds−

−
1∫

0

f(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(x2 + y2)(1− t)

]
dt. (2.3.10)

Переходя в (2.3.10) к пределу при (x, y) → (x(s), y(s)) ∈ Γ, получим
интегральное уравнение относительно функции

ϕ0(s)−
∫

Γ

ϕ0(τ)H(τ , s) dτ = g(s), (2.3.11)

где

H(τ , s) =

1∫

0

K(τ ;x(s) t, y(s)t)
∂

∂t
J0

[√
λ[x2(s) + y2(s)](1− t)

]
dt,

g(s) = ϕ(s) +

1∫

0

f(x(s) t, y(s)t)
∂

∂t
J0

[√
λ[x2(s) + y2(s)](1− t)

]
dt.

Если функция ϕ(s) непрерывна на [0,S] и в достаточно ма-
лой окрестности s = 0 и s = S удовлетворяет условию Гельдера
с показателем α ∈ [1/2, 1], ψ(x) ∈ C[0, 1/2] ∩ C1[0, 1/2] ∩ C2(0, 1/2),
ψ′(x) ∈ L1[0, 1/2], ψ(0) = ϕ(s) = ϕ(0) = 0, то (2.3.11) является ин-
тегральным уравнением Фредгольма второго рода. Его разрешимость
вытекает из теоремы единственности решения задачи T для уравнения
(2.3.5) (см. пример 7 § 1.4, теоремы 2.5.1–2.5.3 из § 2.5). Тем самым
получена теорема существования регулярного решения задачи Трикоми
для уравнения (2.3.5) при всех λ, удовлетворяющих отмеченным выше
теоремам единственности.
Заметим также, что формулу (2.3.4) можно использовать при ре-

шении задачи Трикоми (с граничными данными на характеристиках
x± y = 0) и других краевых задач для уравнения (2.3.5).
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Следствие 2.3.1. Если функция u0(x, y) в области G (см. § 1.3,
п. 1.3.2) является регулярным решением уравнения

sgnx · u0xx + sgn y · u0yy = 0, u0(0, 0) = 0, (2.3.12)

то функция

u(x, y) = u0(x, y)−

−
1∫

0

u0(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(sgnx · x2 + sgn y · y2)(1− t)

]
dt (2.3.13)

является регулярным в области G решением уравнения

sgnx · uxx + sgn y · uyy + λu = 0; (2.3.14)

при этом область G0 предполагается звездной относительно нача-
ла координат.
Как и выше, формула (2.3.13) позволяет свести решение задачи

Трикоми для уравнения (2.3.14) с данными u = ψ на OC1 ∪OC2 и u =
= ϕ на Γ к решению задачи Трикоми для уравнения (2.3.12) с краевыми
условиями u0 = ψ на OC1 ∪OC2 и u0 = ϕ0 на Γ.

§2.4. О спектральном влиянии гиперболической части
уравнений смешанного типа на корректность задачи

Трикоми

Рассмотрим уравнение смешанного параболо-гиперболического
типа

L1u ≡
{

uxx − uy − λ1u = 0, y > 0,

−uxx + uyy − λ2u = 0, y < 0
(2.4.1)

в области Ω, где λ1 и λ2 — вещественные параметры (см. § 1.3, п. 1.3.3),
и поставим аналог задачи Трикоми.

Задача T. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) ∩ C2,1x,y(Ω+ ∪A1B1) ∩ C2(Ω−); (2.4.2)

L1u ≡ 0, (x, y) ∈ Ω− ∪ Ω+ ∪A1B1; (2.4.3)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ CA ∪AA1 ∪BB1, (2.4.4)

где ϕ — заданная достаточно гладкая функция.

Определение 2.4.1. Под регулярным в Ω решением уравне-
ния (2.4.1) будем понимать функцию u(x, y), удовлетворяющую
условиям (2.4.2), (2.4.3) и, кроме того, 2uη = ux − uy ∈ C(Ω− ∪AC),
|∇u| = O(r

−1/2+ε1
A ), |∇u| = O(r

−1/2+ε2
B ), r2A = x2 + y2, r2B = (l − x)2 +

+ y2, ε1, ε2 > 0.
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1o. Случай, когда λ2� 0. В области Ω− для уравнения (2.4.1)
рассмотрим задачу Дарбу (см. § 2.1): найти регулярное решение в Ω−
уравнения (2.4.1), удовлетворяющее краевым условиям

u(x, 0) = τ(x), 0 � x � l, u(x,−x) = 0, 0 � x � l/2, τ(0) = 0.

В § 2.1 решение этой задачи построено в явном виде, и оно опреде-
ляется формулой (2.1.13). Из формулы (2.1.13) вычислим ν(x) (см.
формулу (2.1.17)):

ν(x) = τ ′(x) + λ2

x∫

0

τ(t)J1

[√
λ2 (x− t)

]
dt. (2.4.5)

Справедлива следующая лемма.

Лемма 2.4.1. Если u = 0 на характеристике AC и λ2 � 0, то
для любого регулярного решения уравнения (2.4.1) имеет место
неравенство

J =

x∫

0

τ(t)ν(t)dt � 0, 0 � x � l.

Дока з а т е л ь с т в о. Используя равенство (2.4.5), преобразуем ин-
теграл

J =
τ2(x)

2
+ λ2

x∫

0

τ(t)

t∫

0

J1

[√
λ2 (t− s)

]
τ(s) ds dt.

Заменим функцию Бесселя J1( · ) ее интегральным представлени-
ем [10, Т. II, с. 92]

J1

[√
λ2 (t− s)

]
=

√
λ2
π

(t− s)

1∫

−1

√
1− ξ2 cos

[√
λ2 (t− s)ξ

]
dξ.

Тогда выражение для интеграла J примет вид

J =
τ2(x)

2
+
λ2
π

1∫

−1

√
1− ξ2 dξ

x∫

0

τ(t) dt

t∫

0

τ(s) cos
[√

λ2 (t− s)ξ
]
ds =

=
τ2(x)

2
+
λ2
π

1∫

−1

√
1− ξ2 dξ

[x∫

0

τ(t) cos
(
t ξ
√
λ2

)
dt

t∫

0

τ(s) cos
(
s ξ
√
λ2

)
ds+

+

x∫

0

τ(t) sin
(
t ξ
√
λ2

)
dt

t∫

0

τ(s) sin
(
s ξ
√
λ2

)
ds

]
=

=
τ2(x)

2
+
λ2
2π

1∫

−1

√
1− ξ2

[
Φ2(x, ξ) + F 2(x, ξ)

]
dξ � 0,
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где

Φ(x, ξ) =

t∫

0

τ(s) cos
(
s ξ
√
λ2

)
ds, F (x, ξ) =

t∫

0

τ(s) sin
(
s ξ
√
λ2

)
ds.

Отметим, что знакоопределенность интеграла J показана также
в работах [52, 163, 196] с другими подходами, близких к нашему
рассуждениями.

Лемма 2.4.2. Если λ1 � 0 и

lim
x→0+0

u(x, 0)ux(x, 0) = lim
x→l−0

u(x, 0)ux(x, 0) = 0, (2.4.6)

то для любого регулярного в области Ω+ решения уравнения (2.4.1)
справедливо неравенство

l∫

0

τ(x)ν(x)dx � 0.

Дока з а т е л ь с т в о. В области Ω+ рассмотрим тождество

u(uxx − uy − λ1u) = (uux)x − uuy − u2x − λ1u
2

и интегрируем его по x вдоль отрезка AhBh прямой y = h, 0 < h <
< d, где Ah = (ε,h), Bh = (l − ε,h), ε > 0 — достаточно малое число.
В полученном равенстве, переходя к пределу при h → 0, затем при
ε→ 0, с учетом условия (2.4.6) получим

l∫

0

τ(x)ν(x) dx = −
l∫

0

[τ ′ 2(x) + λ1τ
2(x)] dx. (2.4.7)

Отсюда и следует утверждение леммы при λ1 � 0.

Теорема 2.4.1. Пусть u(x, y) — решение однородной зада-
чи (2.4.2)– (2.4.4) из класса регулярных решений уравнения (2.4.1),
удовлетворяющее условию (2.4.6). Тогда u ≡ 0 в Ω при всех λ2 � 0
и λ1 > −(π/l)2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко видеть, что из равенства (2.4.7) в силу
лемм 2.4.1 и 2.4.2 при λ2 � 0 и λ1 � 0 следует u(x, 0) ≡ τ(x) = 0
на [0, l]. Отсюда вытекает, что u(x, y) ≡ 0 в Ω.
Пусть теперь λ2 � 0 и λ1 < 0. Тогда в силу леммы 2.4.1 из равен-

ства (2.4.7) имеем
l∫

0

τ ′ 2(x) dx � −λ1
l∫

0

τ2(x) dx. (2.4.8)
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С другой стороны, на основании неравенства Фридрихса
[170, c. 190] l∫

0

τ2(x) dx �
(
l

π

)2 l∫

0

τ ′ 2(x) dx. (2.4.9)

Тогда из (2.4.8) и (2.4.9) при −(π/l)2 < λ1 < 0 следует единствен-
ность решения задачи T.

2o. Случай, когда λ2< 0. Введем новую функцию

w(x, y) = u(x, y) exp (−αx), α ∈ R,

которая в области Ω является регулярным решением уравнения

K1(w) ≡
{
wxx − wy + 2αwx + (α2 − λ1)w = 0, y > 0,

wxx − wyy + 2αwx + (α2 + λ2)w = 0, y < 0.
(2.4.10)

В области Ω− перейдем к характеристическим координатам ξ = x+
+ y, η = x− y. При этом уравнение (2.4.10) принимает вид

wξη +
α

2
wξ +

α

2
wη +

α2 + λ2
2

w = 0, (2.4.11)

а область Ω− отобразится в область Δ.
В области Δ рассмотрим более общее, чем (2.4.11), уравнение

K̃1(w) ≡ wξη + a(ξ, η)wξ + b(ξ, η)wη + c(ξ, η)w = 0, (2.4.12)

и пусть его коэффициенты являются достаточно гладкими в Δ.

Лемма 2.4.3. Если w = 0 на характеристике AC и коэффициен-
ты уравнения (2.4.12) удовлетворяют условиям (I) или (II):⎧⎨⎩

2c− aξ − bη − c2/(aξ + 2ab) � 0 в Δ,
aξ + 2ab > 0, a �= 0 в Δ,
a > 0 на η = ξ, b � 0 на η = l;

(I)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2c− aξ − bη − (c/a)η � 0 в Δ,
aξ + 2ab � 0, в Δ,
a > 0, c � 0 на η = ξ,
b+ c/a � 0 на η = l,

(II)

то для любого регулярного решения уравнения (2.4.12) справедливо
неравенство

x∫

0

[w(t, 0)wy(t, 0) + (b− a)w2(t, 0)] dt � 0, x ∈ [0, l]. (2.4.13)

4 К.Б. Сабитов
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Дока з а т е л ь с т в о. В области Δ рассмотрим тождества

2wK̃1(w) ≡
(
wwη + aw2 +

1
a
w2η

)
ξ

+
(
wwξ + bw2

)
η
+

+ a−2(aξ + 2ab)−1 [(aξ + 2ab)wη + acw]
2
+

+ (2c− aξ − bη − c2/(aξ + 2ab))w2 ≡ 0, (2.4.14)

2wK̃1(w) ≡
(
wwη + aw2 +

1
a
w2η

)
ξ

+
(
wwξ + bw2 +

c

a
w2
)
η
+

+
aξ + 2ab

a2
w2η +

[
2c− aξ − bη −

( c
a

)′
η

]
w2 ≡ 0. (2.4.15)

На прямой η = ξ возьмем точку (x,x), 0 < x < l, и через нее про-
ведем характеристику η = x уравнения (2.4.12). Обозначим через Δx

область, ограниченную отрезками прямых η = x, η = ξ и ξ = 0. Пусть
коэффициенты уравнения (2.4.12) удовлетворяют условиям (I). Тогда,
интегрируя тождество (2.4.14) по области Δx, получим требуемое
неравенство. Когда выполнены условия (II), то, интегрируя тожде-
ство (2.4.15) по области Δx, снова получим (2.4.13).

Следствие 2.4.1. Если w = 0 на AC и α �
√| λ2 | , то для лю-

бого регулярного решения уравнения (2.4.11) справедливо неравен-
ство (2.4.13).

Теорема 2.4.2. Пусть u(x, y) — решение однородной задачи T из
класса регулярных в Ω решений уравнения (2.4.1), удовлетворяющее
условию (2.4.6). Тогда u(x, y) ≡ 0 в Ω при всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 −
− (π/l)2.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть функция u(x, y) удовлетворяет
условиям теоремы. Введем функцию w(x, y) = u(x, y) exp (−αx), где
α �

√| λ2 | , которая в области Ω является решением однородной
задачи T для уравнения (2.4.10).
В области Ω+ рассмотрим тождество

wK1(w) =
(
wwx + αw2

)
x
− wwy − w2x − (λ1 − α2)w2 ≡ 0

и проинтегрируем его по отрезку AhBh (см. доказательство лем-
мы 2.4.2). В полученном равенстве, переходя к пределу при h → 0,
затем при ε→ 0, с учетом (2.4.6) получим

l∫

0

w(x, 0)wy(x, 0) dx = −
l∫

0

[w2x(x, 0) + (λ1 + λ2)w
2(x, 0)] dx.
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На основании последнего равенства и следствия 2.4.1 аналогично до-
казательству теоремы 2.4.1 нетрудно показать, что w(x, y) ≡ 0 в Ω.
Но тогда u(x, y) ≡ 0 в Ω.

Замечание 2.4.1. Используя интегральные представления решений
уравнения (2.4.1) в областях Ω+ и Ω− на основании теорем 2.4.1
и 2.4.2, несложно получить соответствующие теоремы существования
решения задачи T при некоторых ограничениях на краевую функ-
цию ϕ(x, y) (см., например, [52]).

3o. Случай, когда λ2=0. Пусть u(x, y) — решение однородной
задачи T. Тогда, переходя к пределу в уравнении (2.4.1) при y → 0+ 0,
получим

τ ′′(x) − ν(x) − λ1τ(x) = 0. (2.4.16)

Из гиперболической части

ν(x) = τ ′(x). (2.4.17)

Исключая из уравнения (2.4.16) и (2.4.17) функцию ν(x), будем
иметь

τ ′′(x) − τ ′(x)− λ1τ(x) = 0, τ(0) = τ(l) = 0. (2.4.18)

Легко видеть, что если λ1 = −1/4 − (nπ/l)
2 , n ∈ N, то краевая

задача (2.4.18) имеет собственные функции

τn(x) = ex/2 sin
√
|λ1 + 1/4|x = ex/2 sin

πn

l
x.

Следовательно, при λ2 = 0 и λ1 �= −1
4
−
(
πn

l

)2
, n ∈ N, нетрудно

показать, что задача T имеет единственное решение. Поэтому числа

λ2 = 0, λ1 = −1
4
−
(
πn

l

)2
образуют спектр задачи T и в этом слу-

чае несложно выписать все соответствующие собственные функции
задачи T.

4o. Случай, когда λ2 <0 и λ1+λ2 �−(π/l)2. В области Ω− для
уравнения (2.4.1) снова рассмотрим первую задачу Дарбу (см. § 2.1).
Решение этой задачи определяется формулой (2.1.13). Отсюда при
u(x,−x) = ψ(x) = 0 и g(ξ, η) ≡ 0 получим

u(x, y) = τ(x + y)− yβ2
x+y∫

0

τ(t)I1

[
β
√
(x + y − t)(x− y − t)

]
dt,

(2.4.19)
где β =

√|λ2| , I1(z) = I1(z)/z, I1(z) — модифицированная функция
Бесселя.

Лемма 2.4.4. Пусть u(x, y) — решение однородной задачи T.
Тогда u(x, y) � 0 в Ω только тогда, когда τ(x) � 0 на [0, l].

4*
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Дока з а т е л ь с т в о. В самом деле, любое регулярное в Ω− реше-
ние задачи T, равное нулю на характеристике AC (x + y = 0), может
быть представлено в виде формулы (2.4.19). Из этой формулы легко
заметить, что если τ(x) � 0 на [0, l], то u(x, y) � 0 в Ω−. На основании
свойства положительности решения параболического уравнения [218,
с. 62] u(x, y) � 0 в области Ω+, когда τ(x) � 0 на [0, l]. Справедливость
обратного утверждения очевидна.
Из формулы (2.4.19) (см. также формулу (2.1.17)) вычислим

ν(x) = τ ′(x)− β2
x∫

0

τ(t)I1 [β(x− t)] dt. (2.4.20)

Пусть u(x, y) — решение однородной задачи T для уравнения
(2.4.1). Тогда, переходя к пределу при y → 0 + 0 в уравнении (2.4.1),
получим (2.4.16). Исключая из уравнений (2.4.16) и (2.4.20) функ-
цию ν(x), получим интерально-дифференциальное уравнение относи-
тельно функции τ(x):

τ ′′(x)− τ ′(x) − λ1τ(x) = f(x), (2.4.21)

где

f(x) = −β2
x∫

0

τ(t)I1 [β(x − t)] dt. (2.4.22)

Решение уравнения (2.4.21), удовлетворяющее краевым условиям
τ(0) = τ(l) = 0, при λ1 > −1/4 имеет вид

τ(x) =

l∫

0

exp

(
x− ξ

2

)
G(x, ξ)f(ξ) dξ, (2.4.23)

где

G(x, ξ) = − 1
k shkl

{
sh kx · sh k(l − ξ), 0 � x � ξ,

sh kξ · shk(l − x), ξ � x � l,

есть функция Грина первой краевой задачи для уравнения

y′′(x) − k2y(x) = 0, k2 = λ1 +
1
4
.

Подставляя (2.4.22) в (2.4.23), получим однородное интегральное
уравнение Фредгольма второго рода,

τ(x) =

l∫

0

K(x, t)τ(t) dt, (2.4.24)
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K(x, t) =
β2

k sh kl

l∫

t

exp

(
x− ξ

2

)
G∗(x, ξ)I1[β(ξ − t)] dξ,

G∗(x, ξ) = −k sh kl ·G(x, ξ).
Поскольку ядро K(x, t) интегрального уравнения (2.4.24) неотрица-

тельно и непрерывно на замкнутом квадрате 0 � x, y � l, то линейный
оператор

Aτ(x) ≡
l∫

0

K(x, t)τ(t) dt,

действующий в пространстве C[0, l], оставляет инвариантным конус
K0 = {τ(x) ∈ C[0, l] : τ(x) � 0, τ(0) = τ(l) = 0} неотрицательных функ-
ций и является вполне непрерывным.
Покажем, что оператор A является u0-положительным [101, гл. 7],

т. е. существует u0(x) ∈ K0, такая, что для любой функции τ(x) ∈ K0
и отличной от нулевой существуют положительные числа p и q, такие,
что

pu0(x) � Aτ(x) � qu0(x). (2.4.25)

Лемма 2.4.5. Пусть [a, b] ⊂ (0, l). Тогда существует ε = ε(a, b) > 0
такое, что

ε

l∫

0

K(x, t) dt �
b∫

a

K(x, t) dt.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть τ(t) — любая неотрицательная ку-
сочно-непрерывная функция, заданная на [0, l] и отличная от нулевой.
Поскольку ядро K(x, t) = 0 при x = 0, x = l, t = l и строго поло-
жительно и непрерывно на множестве {(x, t) : 0 � t < l, 0 < x < l},
то оно ограничено снизу некоторой положительной постоянной на
[a, b]× [0, d], где 0 < d < l. Поэтому функция Aτ(x) положительна при
x ∈ (0, l) и равна нулю только при x = 0 и x = l.
Вычислим производную A′τ(x) и выясним ее знак в точках x = 0

и x = l:

dAτ(x)

dx

∣∣∣
x=0

=
β2

sh kl

l∫

0

τ(t)

l∫

t

sh k(l − ξ) · I1 [β(ξ − t)] e−ξ/2 dξ dt > 0,

(2.4.26)

dAτ(x)

dx

∣∣∣
x=l

= −β
2el/2

shkl

l∫

0

τ(t)

l∫

t

sh k ξ · I1 [β(ξ − t)] e−ξ/2 dξ dt < 0.

(2.4.27)
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Введем новые функции: τ0(x) ≡ 1, x ∈ [0, l] и

τ1(x) =

{
0, x ∈ [0, l]/[a, b],

1, x ∈ [a, b].

Согласно вышеуказанному функции Aτ0(x) и Aτ1(x) будут положи-
тельны на (0, l) и равны нулю только при x = 0, x = l. Пусть ε > 0.
Рассмотрим функцию ψε(x) = Aτ1(x)− εAτ0(x). В силу оценок (2.4.26)
и (2.4.27) существует ε1 > 0 такое, что для всех ε : 0 < ε � ε1 имеем
ψ′
ε(0) > 0 и ψ′

ε(l) < 0. Тогда в достаточно малой окрестности точек
x = 0, x = l функция ψε(x) неотрицательна. Поэтому на сегментах
[0, δ] и [l− δ, l], где δ > 0 – достаточно малое число, ψε(x) � 0 при всех
ε ∈ [0, ε1]. Существует ε2 > 0 такое, что на сегменте [δ, l − δ] функция
ψε(x) � 0 при всех ε ∈ [0, ε2], так как на этом сегменте функции
Aτ0(x) и Aτ1(x) ограничены снизу с положительными постоянными.
Поэтому при любом x ∈ [0, l] и ε ∈ [0, ε0], где ε0 = min {ε1, ε2}, функция
ψε(x) � 0. Отсюда

ε

l∫

0

K(x, t)τ0(t) dt �
l∫

0

K(x, t)τ1(t) dt

или

ε

l∫

0

K(x, t) dt �
b∫

a

K(x, t) dt.

На основании этой леммы нетрудно доказать справедливость нера-
венства (2.4.25). В качестве u0(x) примем функцию

u0(x) =

l∫

0

dt

l∫

t

G∗(x, ξ) · I1 [β(ξ − t)] exp

(
x− ξ

2

)
dξ,

которая, очевидно, принадлежит K0. Тогда для любой функции τ(x) ∈
∈ K0 и отличной от нулевой, будем иметь

Aτ(x) =

l∫

0

K(x, t)τ(t) dt � max
t
τ(t)

l∫

0

K(x, t) dt =

= max
t
τ(t)

β2

k sh kl
u0(x) = qu0(x).

Поскольку τ(t) �≡ 0 и τ(t) � 0, то существует [a, b] на котором τ(t) �
� τ1 > 0 при всех t ∈ [a, b]. Следовательно, в силу леммы 2.4.5
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Aτ(x) =

l∫

0

K(x, t)τ(t) dt � τ1

b∫

a

K(x, t) dt �

� τ1ε

l∫

0

K(x, t) dt =
τ1εβ

2

k sh kl
u0(x) = pu0(x).

Таким образом, выполнены все условия известной теоремы о су-
ществовании положительного собственного числа у положительного
непрерывного оператора [101, с. 68], поэтому существует единственная
нормированная собственная функция τ0(x) ∈ K0 такая, что

Aτ0(x) = μτ0(x), μ0 � p, pu0 � τ0 � qu0.

Этой собственной функции соответствует простое собственное зна-
чение, которое строго больше абсолютной величины всех остальных
собственных значений оператора A. Так как однородная задача T экви-
валентно редуцирована к интегральному уравнению (2.4.24), то из по-
лученных результатов и леммы 2.4.4 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.4.3. Однородная задача T для уравнения (2.4.1) при
λ2 < 0 и λ1 + λ2 � −(π/l)2 имеет неотрицательную собствен-
ную функцию, которой соответствует положительное собствен-
ное значение 1/μ0. Это собственное значение простое и строго
меньше абсолютной величины остальных собственных значений.
Таким образом, если даже λ1 � 0, что в области параболичности

гарантирует выполнение принципа экстремума, то найдется такое зна-
чение λ2 < 0, при котором однородная задача T для уравнения (2.4.1)
имеет ненулевое неотрицательное решение.
При этом нетрудно заметить, что в области гиперболичности Ω−

для уравнения (2.4.1) нарушено условие (2.2.3) из § 1.2. Следовательно,
условие (2.2.3) существенно для единственности решения задачи T для
уравнений смешанного типа.
Результаты этого параграфа примечательны тем, что, хотя краевые

задачи для уравнения (2.4.1) в областях Ω− и Ω+ корректно поставле-
ны при любых λ1 и λ2, тем не менее корректность задачи T в смешан-
ной области Ω существенным образом зависит от параметров λ1 и λ2.

§2.5. О расположении спектра задачи Трикоми

Данный параграф посвящен изучению задачи Трикоми с однород-
ными граничными условиями для уравнений смешанного эллиптико-
гиперболического типа со спектральным комплексным параметром λ.
Известно, что если оператор является самосопряженным, то его

спектр лежит на вещественной прямой. Задача Трикоми для уравнений
смешанного типа относится, вообще говоря, к классу несамосопряжен-
ных задач, и поэтому ее спектр не обязан лежать на вещественной
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оси комплексной плоскости (λ). Еще Т.Карлеман [235] показал, что
спектр несамосопряженного эллиптического оператора второго порядка
лежит в параболе вдоль вещественной оси. Поэтому естественно воз-
никает вопрос о расположении спектра задачи Трикоми на комплексной
плоскости (λ). Вначале этот вопрос исследуем для оператора Лаврен-
тьева–Бицадзе, затем для оператора смешанного типа с произвольным
степенным вырождением на линии изменения типа.
Рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu = (sgn y)|y|nuxx + uyy − λ|y|nu = 0, (2.5.1)

где n = const � 0,
λ =

{
λ1 = μ21, y > 0,

λ2 = μ22, y < 0,

λ1 и λ2 — заданные числовые, вообще говоря, комплексные параметры,
в области D, ограниченной гладкой кривой Γ, лежащей в полуплоско-
сти y > 0 с концами в точках A(0, 0) и B(l, 0), l > 0, и при y < 0 —
характеристиками

AC : x− 2
n+ 2

(−y)(n+2)/2 = 0, CB : x+
2

n+ 2
(−y)(n+2)/2 = l

(2.5.2)
уравнения (2.5.1), и задачу Трикоми.

Задача T. Найти в области D функцию u(x, y), удовлетворяю-
щую следующим условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (2.5.3)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (2.5.4)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (2.5.5)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ AC, (2.5.6)

где ϕ, ψ — заданные достаточно гладкие функции; при этом
ϕ(A) = ψ(A),

D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.
В этом параграфе найдем условия относительно параметров λ1 и λ2,

при которых однородная задача T имеет только нулевое решение.
Отсюда получим множества на комплексной плоскости λ, где не лежат
точки спектра задачи.

2.5.1. Теоремы единственности решения задачи Трикоми для
уравнения с оператором Лаврентьева–Бицадзе. Пусть в уравне-
нии (2.5.1) n = 0; в этом случае оно примет вид

Lu ≡ (sgn y)uxx + uyy − λu = 0. (2.5.7)
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Определение 2.5.1. Под регулярным решением уравнения (2.5.1)
в области D понимается функция u(x, y), удовлетворяющая услови-
ям (2.5.3), (2.5.4) и, кроме того, u(x, y) имеет непрерывные производ-
ные ux и uy в D+, за исключением точек A и B, где они могут иметь
особенности интегрируемого порядка.

В области D− для уравнения (2.5.7) рассмотрим задачи Дарбу,
решения которых в § 2.1 построены в явном виде. Из этих фор-
мул при условии u|AC = 0 найдем равенства, связывающие функции
τ(x) = u(x, 0) и ν(x) = uy(x, 0):

ν(x) = τ ′(x) + μ2

x∫

0

J1[μ2(x− t)]

x− t
τ(t) dt, 0 < x < l, (2.5.8)

τ(x) =

x∫

0

J0[μ2(x− t)]ν(t) dt, 0 � x � l, (2.5.9)

где Jq(·) — функция Бесселя первого рода порядка q; в равен-
ствах (2.5.8) и (2.5.9) q = 1 и q = 0 соответственно.

Лемма 2.5.1. Если u|AC = 0 и λ2 � 0, то для любого регулярного
решения уравнения (2.5.7) имеет место при любом x ∈ [0, l] нера-
венство

J =

x∫

0

u(t, 0)uy(t, 0) dt =

x∫

0

τ(t)ν(t) dt � 0. (2.5.10)

Отметим, что данное утверждение совпадает с леммой 2.4.1,
где знакоопределенность интеграла J была установлена на основа-
нии (2.5.8) и одной из формул [10, Т. II, с. 92–93]:

Jq(z) =
2

√
π Γ

(
q +

1
2

) (z
2

)q 1∫
0

(1− ξ2)q−
1
2 cos (zξ) dξ = (2.5.11)

=
1√
π

(z
2

)q 1∫

−1

eizξ(1− ξ2)
q− 1

2 dξ, (2.5.12)

где Γ(·) — гамма-функция, Re q > −1/2.
Здесь покажем, что знакоопределенность интеграла J можно до-

казать также исходя из равенства (2.5.9). Действительно, на основа-
нии (2.5.9) и (2.5.11) при q = 0 имеем
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J =

x∫

0

ν(t)

t∫

0

J0[μ2(t− s)]ν(s) ds dt =

=
2
π

x∫

0

ν(t)

t∫

0

( 1∫

0

(1− ξ2)−1/2 cos [μ2(t− s)ξ]dξ

)
ν(s) ds dt =

=
2
π

1∫

0

(1− ξ2)−1/2 dξ

x∫

0

ν(t)

t∫

0

ν(s) cos [μ2(t− s)ξ] ds dt =

=
2
π

1∫

0

(1− ξ2)−1/2
[
Φ2ν(x, ξ) + F 2ν (x, ξ)

]
dξ � 0, (2.5.13)

где

Φν(t, ξ) =

t∫

0

ν(s) cos (μ2sξ) ds, Fν(t, ξ) =

t∫

0

ν(s) sin (μ2sξ) ds.

Теорема 2.5.1. Если в классе регулярных решений уравнения
(2.5.7) в области D существует решение задачи T, то оно един-
ственно при всех λ2 � 0 и λ1 > −p = −2/9 mes D+, где mes D+ —
мера области D+.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, y) — решение однородной задачи T

из класса регулярных решений уравнения (2.5.7). Отойдем от границы
области D+ вовнутрь на расстояние ε > 0 от кривой Γ и на расстояние
δ > 0 от отрезка AB, а образовавшуюся таким образом подобласть
обозначим через Dε,δ

+ . Рассмотрим интеграл

∫ ∫

Dε,δ
+

u(uxx + uyy − λ1u) dx dy = 0.

Интегрируя его по частям и переходя к пределу при ε → 0, δ → 0,
с учетом того, что u|Γ = 0, получим

∫ ∫

D+

(u2x + u2y + λ1u
2) dx dy +

1∫

0

τ(x)ν(x) du = 0. (2.5.14)

Отсюда в силу леммы 2.5.1 при λ2 � 0 и λ1 � 0 следует, что u(x, y) ≡ 0
в D+. Тогда в силу единственности решения задачи Коши или задач
Дарбу для уравнения (2.5.7) в области D− функция u(x, y) ≡ 0 и в D−.
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Пусть теперь λ2 � 0 и −p < λ1 < 0. Тогда из равенства (2.5.14)
имеем ∫ ∫

D+

(u2x + u2y) dx dy � (−λ1)
∫ ∫

D+

u2 dx dy. (2.5.15)

Предварительно установим следующее утверждение.

Лемма 2.5.2. Если u|Γ = 0, то справедлива оценка∫ ∫

D+

u2 dx dy � 9mesD+

2

∫ ∫

D+

|∇u|2 dx dy. (2.5.16)

Действительно, область D+ отобразим симметрично относительно
оси y = 0 и полученную область обозначим через D+

∗. На эту область
функцию u(x, y) продолжим четным образом. Тогда получим функцию
ũ(x, y) ∈W 1

2 (Q), где Q =D+ ∪D+
∗ ∪AB, т.е. функцию ũ(x, y), равную

нулю на всей границе области Q. Теперь, используя неравенство [111,
с. 83]

‖u‖2,Ω � β(n+2)/n(mesΩ)1/n‖∇u‖2,Ω,

где β =
(
3
2

)α
, α =

n

n+ 2
, n — размерность области Ω, получим

∫ ∫

Q

ũ2 dx dy � 9mesQ

4

∫ ∫

Q

|∇ũ|2 dx dy.

Отсюда уже следует справедливость оценки (2.5.16).
Тогда из (2.5.15) и (2.5.16) получим∫ ∫

D+

(u2x + u2y) dx dy � −λ1
p

∫ ∫

D+

(u2x + u2y) dx dy.

Отсюда при −p < λ1 < 0 и λ2 � 0 следует, что u(x, y) ≡ 0 в D.
Далее рассмотрим единственность решения задачи T для уравне-

ния (2.5.7) при λ2 < 0. В этом случае в формулах (2.5.8) и (2.5.9)
надо учесть, что μ2 =

√
λ2 = i

√|λ2| = iα, α =
√|λ2| > 0 и J1[μ2(x −

− t)] = iI1[α(x − t)], J0[μ2(x − t)] = I0[α(x − t)], где Iq(·) — модифи-
цированная функция Бесселя первого рода; на основании их докажем
следующие утверждения.

Лемма 2.5.3. Если u|AC = 0 и λ2 < 0, то для любого регулярного
решения u(x, y) уравнения (2.5.7) имеет место при любом x ∈ [0, l]
неравенство

Ja =

x∫

0

e−2atu(t, 0)uy(t, 0) dt � 0,

где a = const � α.
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Дока з а т е л ь с т в о. На основании (2.5.9) преобразуем аналогично
(2.5.13) интеграл

Ja =

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

I0[α(t− s)]ν(s) ds dt. (2.5.17)

В (2.5.17) заменим функцию I0(z) в силу формулы [10, Т. II, с. 93].

Iq(z) =
1

√
π Γ

(
q +

1
2

) (z
2

)q 1∫

−1

e−zt(1− t2)q−1/2 dt, (2.5.18)

где Re q > −1/2, ее интегральным представлением. Тогда соотноше-
ние (2.5.17) на основании (2.5.18) при q = 0 примет вид

Ja =
1
π

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

ν(s) ds

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2e−α(t−s)ξ dξ dt =

=
1
π

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2 dξ

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

e−α(t−s)ξν(s) ds dt =

=
1
π

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2 dξ

x∫

0

e−2t(a+αξ)ν(t)eαtξ
t∫

0

eαsξν(s) ds dt =

=
1
2π

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2 dξ

x∫

0

e−2t(a+αξ) d

dt
F 2(t, ξ) dt =

1
2π

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2×

×
[
F 2(x, ξ)e−2x(a+αξ) + 2(a+ αξ)

x∫

0

F 2(t, ξ)e−2t(a+αξ) dt

]
dξ � 0.

А так как a+ αξ � a− α � 0, то здесь

F (t, ξ) =

t∫

0

eαsξν(s) ds.

Теорема 2.5.2. Если в классе регулярных решений уравне-
ния (2.5.7) существует решение задачи T, то оно единственно при
всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 − p.

Дока з а т е л ь с т в о. Введем в рассмотрение функцию ω(x, y) =
= e−axu(x, y), где u(x, y) — решение однородной задачи T для
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уравнения (2.5.7), a = α =
√|λ2| . Рассмотрим интеграл∫ ∫

Dε,δ
+

ω[ωxx + ωyy + 2aωx + (a2 − λ1)ω] dx dy = 0.

Интегрируя его по частям и перейдя к пределу при ε → 0 и δ → 0,
получим

∫ ∫

D+

[ω2x + ω2y − (a2 − λ1)ω
2] dx dy +

l∫

0

e−2atu(t, 0)uy(t, 0) dt = 0. (2.5.19)

Отсюда в силу леммы 2.5.3 при λ2 < 0 и λ1 � −λ2 сразу же вытекает
единственность решения задачи T для уравнения (2.5.7). Пусть теперь
−λ2 > λ1 > −λ2 − p. Тогда из равенства (2.5.19) и леммы 2.5.2 будем
иметь∫ ∫

D+

(ω2x+ω
2
y) dx dy � −(λ1+λ2)

∫ ∫

D+

ω2 dx dy � −λ1 + λ2
p

∫ ∫

D+

(ω2x+ω
2
y) dx dy.

(2.5.20)
Из неравенства (2.5.20) также следует единственность решения зада-
чи T для уравнения (2.5.7), так как λ1 + λ2 + p > 0.
Отметим, что остается невыясненным вопрос о единственности ре-

шения задачи Т для уравнения (2.5.7) при 0 � λ1 � −λ2 − p.
Пусть теперь λ1 и λ2 являются комплексными числами: λ1 = λ11 +

+ iλ12, λ2 = λ21 + iλ22, μ1 = μ11 + iμ12, μ2 = μ21 + iμ22, λij , μij ∈ R,
i, j = 1, 2. Тогда u(x, y) = u1(x, y) + iu2(x, y), u(x, y) = u1(x, y) −
− iu2(x, y).

Лемма 2.5.4. Если u|AC = 0, то для любого регулярного решения
u(x, y) уравнения (2.5.7) имеет место при любом x ∈ [0, l] нера-
венство

Re Ja = Re

x∫

0

e−2at u(t, 0)uy(t, 0) dt � 0,

где a = const � |μ22|.
Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании (2.5.9) и (2.5.12) вычислим

интеграл

Ja =

x∫

0

e−2atν(t)τ (t)dt =

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

J0[μ2(t− s)]ν(s) ds dt =

=
1
π

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

ν(s)ds

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2eiμ2(t−s)ξ dξ dt =
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=
1
π

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2 dξ

x∫

0

e−2at
t∫

0

ν(t)ν(s)e(μ22+iμ21)(t−s)ξ ds dt. (2.5.21)

Предварительно найдем

Re [ν(t)ν(s)eiμ21(t−s)ξ] =

= Re [(ν1(t)ν1(s) + ν2(t)ν2(s)) + i(ν2(t)ν1(s)− ν1(t)ν2(s))]×
× [cosμ21(t− s)ξ + i sinμ21(t− s)ξ] =

= [ν1(t)ν1(s) + ν2(t)ν2(s)] cosμ21(t− s)ξ−
− [ν2(t)ν1(s)− ν1(t)ν2(s)] sinμ21(t− s)ξ =

= [ν1(t)ν1(s) + ν2(t)ν2(s)][cosμ21tξ cosμ21sξ + sinμ21tξ sinμ21sξ]−
− [ν2(t)ν1(s)− ν1(t)ν2(s)][sinμ21tξ cosμ21sξ − cosμ21tξ sinμ21sξ] =

= ν1(t)ν1(s) cosμ21tξ cosμ21sξ + ν2(t)ν2(s) cosμ21tξ cosμ21sξ+

+ ν1(t)ν1(s) sinμ21tξ sinμ21sξ + ν2(t)ν2(s) sinμ21tξ sinμ21sξ−
− ν2(t)ν1(s) sinμ21tξ cosμ21sξ + ν1(t)ν2(s) sinμ21tξ cosμ21sξ+

+ ν2(t)ν1(s) cosμ21tξ sinμ21sξ − ν1(t)ν2(s) cosμ21tξ sinμ21sξ =

= [ν1(t) cosμ21tξ − ν2(t) sinμ21tξ][ν1(s) cosμ21sξ − ν2(s) sinμ21sξ] +

+ [ν1(t) sinμ21tξ + ν2(t) cosμ21tξ][ν1(s) sinμ21sξ + ν2(s) cosμ21sξ].

(2.5.22)

Введем в рассмотрение вспомогательные функции

P1(t, ξ) = [ν1(t) cosμ21tξ − ν2(t) sinμ21tξ] e
−μ22tξ,

P2(t, ξ) = [ν1(t) sinμ21tξ + ν2(t) cosμ21tξ] e
−μ22tξ,

Fi(t, ξ) =

t∫

0

Pi(s, ξ) ds, i = 1, 2.

Тогда на основании (2.5.21) и (2.5.22) имеем

Re Ja =
1
π

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2
x∫

0

e−2t(a−μ22ξ) ×

×
⎡⎣P1(t, ξ) t∫

0

P1(s, ξ) ds+ P2(t, ξ)

t∫

0

P2(s, ξ) ds

⎤⎦ dt dξ =
=
1
2π

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2
x∫

0

e−2t(a−μ22ξ)
d

dt

[
F 21 (t, ξ) + F 22 (t, ξ)

]
dt dξ =
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=
1
2π

1∫

−1

(1− ξ2)−1/2
{[
F 21 (x, ξ) + F 22 (x, ξ)

]
e−2x(a−μ22ξ) +

+ 2(a− μ22ξ)

x∫

0

[F 21 (t, ξ) + F 22 (t, ξ)]e
−2t(a−μ22ξ)dt

}
dξ � 0.

Теорема 2.5.3. Если в классе регулярных решений уравне-
ния (2.5.7) существует решение задачи T, то оно единственно при
всех λ1 и λ2, удовлетворяющих неравенству

Re λ1 > |Im μ2|2 − p.

Дока з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству теоремы 2.5.2
введем функцию ω(x, y) = e−axu(x, y), где a = |μ22| = |Imμ2|, которая
в области D+ является решением уравнения

Mω = ωxx + ωyy + 2aωx + (a2 − λ1)ω = 0.

Рассмотрим тождество

ωMω = (ωωx)x + (ωωy)y − ωxωx − ωyωy + 2aωωx + (a2 − λ1)|ω|2 = 0
и проинтегрируем его по области Dε,δ

+ . У полученного равенства выде-
лим реальную часть

∫ ∫

Dε,δ
+

[(
1
2
∂

∂x
| ω|2 + a| ω|2

)
x

+
1
2

(
∂

∂y
| ω|2

)
y

]
dx dy−

−
∫ ∫

Dε,δ
+

[|∇ω|2 − Re (a2 − λ1)| ω|2
]
dx dy = 0.

Применяя здесь формулу Грина и переходя к пределу при ε→ 0, δ → 0,
с учетом граничного условия ω|Γ = 0 получим
∫ ∫

D+

|∇ω|2 dx dy + (Reλ1 − a2)

∫ ∫

D+

| ω|2 dx dy+

+Re

l∫

0

e−2at u(t, 0)uy(t, 0) dt = 0. (2.5.23)

В силу леммы 2.5.4 при Reλ1 � |Imμ2|2 из равенства (2.5.23) следует
единственность решения задачи T для уравнения (2.5.7) в области D.
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Если теперь −p < Reλ1 − |Imμ2|2 < 0, то из равенства (2.5.23) на
основании леммы 2.5.2 имеем∫ ∫

D+

|∇ω|2 dx dy � −(Reλ1 − a2)

∫ ∫

D+

| ω|2 dx dy �

� −Reλ1 − a2

p

∫ ∫

D+

|∇ω|2 dx dy.

Отсюда также вытекает, что u(x, y) ≡ 0 в D.
Таким образом, если в уравнении (2.5.7) λ1 и λ2 — вещественные,

то из теорем 2.5.1 и 2.5.2 следует, что при λ1 > −p и λ1 + λ2 > −p
(см. рис. 2.5.1, заштрихованная область) однородная задача T может
иметь не более одного решения.

Рис. 2.5.1

Отметим, что случаи, когда λ2 = λ1 и λ2 = −λ1 изучались многими
авторами (см. примеры 6 и 7 из § 1.4 и замечания 1.4.5 и 1.4.6). Если
λ2 = λ1, то при всех λ = λ1 = λ2 > −p/2 имеет место единственность
решения задачи T. Если λ2 = −λ1, то при всех λ1 > −p справедлива
теорема о единственности решения задачи T для уравнения (2.5.7).
Когда λ1 и λ2 — комплексные параметры, тогда в силу теоремы

2.5.3 получим условие

Reλ1 > |Imμ2|2 − p, (2.5.24)

обеспечивающее единственность решения задачи T для уравне-
ния (2.5.7). Поскольку λ2 = λ21 + iλ22 = μ22 = (μ21 + iμ22)

2, то отсюда
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найдем

μ221 =

√
λ221 + λ222 + λ21

2
=

|λ2|+Reλ2
2

,

μ222 =

√
λ221 + λ222 − λ21

2
=

|λ2| − Reλ2
2

.

Тогда неравенство (2.5.24) равносильно следующему:

2Re λ1 +Reλ2 > |λ2| − 2p. (2.5.25)

Если теперь λ1 = λ2 = λ, то из (2.5.25) получим

|λ| < 3Reλ+ 2p. (2.5.26)

Соотношение (2.5.26) равносильно неравенствам

Reλ > −2
3
p,

(
Reλ+

3
4
p
)2

(p/4)2
− (Imλ)2(

p/
√
2
)2 > 1.

(2.5.27)

Геометрическое место точек λ, удовлетворяющих условиям (2.5.27),
представляет собой внутренность правой ветви гиперболы с полуосями
a = p/4, b = p/

√
2 , tgϕ = 2

√
2 (см. рис. 2.5.2).

Рис. 2.5.2

Отметим, что этот случай обстоятельно был впервые изучен в рабо-
тах Е.И.Моисеева [134, 136, 139, 140], в которых показано, что точки
спектра задачи Трикоми не могут лежать в угле

|argλ| � ϕ0

(ϕ0 ≈ 80◦) комплексной плоскости (λ).
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Когда λ1 = λ, λ2 = −λ, то из неравенства (2.5.25) следует
|λ| < Reλ+ 2p,

что в свою очередь равносильно неравенству

(Imλ)
2
< 4p(Reλ+ p). (2.5.28)

Множество точек λ, удовлетворяющих условию (2.5.28), есть внутрен-
ность параболы вдоль вещественной оси с центром в точке λ = −p.

2.5.2. Теоремы единственности решения задачи Трикоми для
уравнения смешанного типа с произвольным степенным вырож-
дением. В этом пункте рассмотрим задачу (2.5.3)–(2.5.6) для уравне-
ния (2.5.1) при всех n > 0.
Предварительно для уравнения (2.5.1) в области D− рассмотрим

задачу Дарбу с данными: uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < l, u|AC ≡ 0, решение
которой построено в работах [8, 80, 81]. Отсюда найдем соотношение,
связывающее функции τ(x) и ν(x):

τ(x) = k1

x∫

0

(x − t)−2β J−β

[√
λ2 (x− t)

]
ν(t) dt, (2.5.29)

где
k1 =

Γ(β)(2 − 4β)2β
2Γ(1− β)Γ(2β)

, β =
n

2(n+ 2)
∈
(
0,
1
2

)
,

J−β(z) = Γ(1− β)
(z
2

)β
J−β(z),

J−β(z) — функция Бесселя первого рода, Γ(z) — гамма-функция.

Лемма 2.5.5. Если u|AC = 0 и λ2 � 0, то для любого регулярного
решения u(x, y) уравнения (2.5.1) при любом x ∈ [0, l] имеет место
неравенство

J =

x∫

0

u(t, 0)uy(t, 0) dt =

x∫

0

τ(t)ν(t) dt � 0. (2.5.30)

Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании (2.5.29) и (2.5.11) преобразуем
интеграл:

J = k1

x∫

0

ν(t)

t∫

0

(t− s)−2β J−β

[√
λ2 (t− s)

]
ν(s) ds dt =

= k1k2

x∫

0

ν(t)

t∫

0

(t− s)−2β
1∫

−1

(1− ξ2)−1/2−β cos
[√

λ2 (t− s)ξ
]
dξ ds dt =

= k1k2

1∫

0

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

x∫

0

ν(t)

t∫

0

(t− s)−2β cos
[√

λ2 (t− s)ξ
]
ds dt,

(2.5.31)
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где

k2 =
Γ(1− β)

√
π Γ

(
1
2
− β

) .
На основании формулы [211, с. 385]

+∞∫

0

tα−1 cos kt dt =
Γ(α)

kα
cos

απ

2
, k > 0, 0 < α < 1,

функцию (t − s)−2β по аналогии c тем, как сделал сам Ф.Трикоми,
представим в следующем виде:

(t− s)−2β =
1

Γ(2β) cosπβ

+∞∫

0

η2β−1 cos η(t− s) dη. (2.5.32)

Тогда, подставляя (2.5.32) в (2.5.31), имеем

J =
k1k2

Γ(2β) cosπβ

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

+∞∫

0

η2β−1 dη×

×
x∫

0

ν(t)

t∫

0

ν(s) cos η(t− s) cos
[√

λ2 (t− s)ξ
]
ds dt =

= k3

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

+∞∫

0

η2β−1 dη×

×
x∫

0

4∑
i=1

Qi(t, ξ, η)

t∫

0

Qi(s, ξ, η) ds dt, (2.5.33)

где

Q1(t, ξ, η) = ν(t) cosλ2tξ cos ηt, Q2(t, ξ, η) = ν(t) sin λ2tξ cos ηt,

Q3(t, ξ, η) = ν(t) cosλ2tξ sin ηt, Q4(t, ξ, η) = ν(t) sin λ2tξ sin ηt,

k3 =
k1k2

Γ(2β) cosπβ
.

Тогда, вводя новые функции

Φi(t, ξ, η) =

t∫

0

Qi(s, ξ, η) ds, (2.5.34)
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равенство (2.5.33) запишем в виде

J = k3

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

+∞∫

0

η2β−1dη

x∫

0

4∑
i=1

Φi(t, ξ, η)Φ′
it(t, ξ, η) dt =

=
k3
2

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

+∞∫

0

η2β−1 dη

x∫

0

d

dt

( 4∑
i=1

Φ2i (t, ξ, η)
)
dt =

=
k3
2

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

η∫

0

η2β−1
4∑

i=1

Φ2i (x, ξ, η) dη � 0.

Теорема 2.5.4. Если в классе регулярных решений уравне-
ния (2.5.1) в области D существует решение задачи T, то оно
единственно при всех λ2 � 0 и λ1 > −p1 = − 1

CD+

, где CD+ — положи-

тельная постоянная, зависящая только от размеров области D+.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, y) — решение однородной задачи T
из класса регулярных решений уравнения (2.5.1). Рассмотрим интеграл∫ ∫

Dε,δ
+

u(ynuxx + uyy − λ1y
nu) dx dy = 0.

Интегрируя его по частям, переходя к пределу при ε → 0 и δ → 0,
с учетом граничного условия u|Γ = 0 получим

∫ ∫

D+

(ynu2x + u2y + λ1y
nu2) dx dy +

l∫

0

u(x, 0)uy(x, 0) dx = 0. (2.5.35)

В силу полученного равенства (2.5.35) и леммы 2.5.4 при λ2 � 0 и λ1 �
� 0 получим, что u(x, y) ≡ 0 в D. Если λ2 � 0 и λ1 < 0, то из (2.5.35)
имеем ∫ ∫

D+

(ynu2x + u2y) dx dy � (−λ1)
∫ ∫

D+

ynu2 dx dy. (2.5.36)

Лемма 2.5.6. Если u|Γ = 0, то справедлива оценка∫ ∫

D+

ynu2(x, y) dx dy � CD+

∫ ∫

D+

(ynu2x + u2y) dx dy, (2.5.37)

где положительная постоянная CD+ зависит только от обла-
сти D+.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем в рассмотрение прямоугольник Ω =
= {(x, y)| a � x � b, 0 � y � c}, где a = min

D+

x, b = max
D+

x, c = max
D+

y,

который содержит в себе область D+. Функцию u(x, y) продолжим
нулем за кривой Γ. Справедливо равенство

yn/2u =

x∫

a

yn/2ut(t, y) dt.

Отсюда на основании неравенства Коши–Буняковского имеем

ynu2 � (x− a)

x∫

a

ynu2t(t, y) dt � (x− a)

b∫

a

ynu2x(x, y) dx.

Интегрируя данное неравенство по x от a до b, получим

b∫

a

ynu2(x, y) dx � (b− a)2

2

b∫

a

ynu2x(x, y) dx. (2.5.38)

Теперь, снова интегрируя по y от 0 до c неравенство (2.5.38), будем
иметь∫ ∫

Ω

ynu2 dx dy � (b− a)2

2

∫ ∫

Ω

ynu2x dx dy � (b− a)2

2

∫ ∫

Ω

(ynu2x + u2y) dx dy.

Отсюда следует оценка (2.5.37).
Тогда из оценок (2.5.36) и (2.5.37) следует, что∫ ∫

D+

(ynu2x + u2y) dx dy � −λ1CD+

∫ ∫

D+

(ynu2x + u2y) dx dy.

Из последнего неравенства при λ1 > −p1 вытекает, что u(x, y) ≡ 0 в D.
Пусть в уравнении (2.5.1) λ2 < 0. В этом случае в формуле (2.5.29)

надо учесть, что μ2 =
√
λ2 = i

√|λ2| = iα, α =
√|λ2| > 0. Тогда в силу

формулы (2.5.18) имеем

J−β

[√
λ2 (x− t)

]
= J−β

[
iα(x− t)

]
=

= Γ(1− β)
( iα(x− t)

2

)β
J−β

[
iα(x− t)

]
=

= Γ(1− β)
( iα(x− t)

2

)β
i−βI−β

[
α(x − t)

]
=

= Γ(1− β)
(α(x − t)

2

)β 1
√
π Γ
(
1
2
− β

)(α(x− t)

2

)−β

×
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×
1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 e−α(x−t)ξ dξ =

=
Γ(1− β)√
π Γ( 12 − β)

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 e−α(x−t)ξ dξ. (2.5.39)

Лемма 2.5.7. Если u|AC = 0 и λ2 < 0, то для любого регулярного
решения уравнения (2.5.1) при любом x ∈ [0, l] имеет место нера-
венство

Ja =

x∫

0

e−2atu(t, 0)uy(t, 0) dt � 0 (2.5.40)

при a = const � α.

Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании формул (2.5.29) и (2.5.39) пре-
образуем интеграл в правой части доказываемого неравенства (2.5.40):

Ja = k1

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

(t− s)−2βJ−β

[√
λ2 (t− s)

]
ν(s) ds dt =

= k1k2

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

(t− s)−2βν(s)

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 e−α(t−s)ξ dξ dt =

= k1k2

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

ν(s)(t− s)−2βe−α(t−s)ξ ds dt.

(2.5.41)

В (2.5.41) функцию (t − s)−2β по формуле (2.5.32) заменим ее инте-
гральным представлением. Тогда получим

Ja = k3

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

+∞∫

0

η2β−1 dη

x∫

0

e−2t(a+αξ)ν(t) eαtξ ×

×
t∫

0

ν(s) eαsξ cos η(t− s) ds dt =
k3
2

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ×

×
+∞∫

0

η2β−1 dη

x∫

0

e−2t(a+αξ) d

dt

[
M 2
1 (t, ξ, η) +M 2

2 (t, ξ, η)
]
dt =
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=
k3
2

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

+∞∫

0

η2β−1
{[
M 2
1 (x, ξ, η) +M 2

2 (x, ξ, η)
]
e−2x(a+αξ) +

+ 2(a+ αξ)

x∫

0

[
M 2
1 (t, ξ, η) +M 2

2 (t, ξ, η)
]
e−2t(a+αξ) dt

}
dη � 0,

где

M1(t, ξ, η) =

t∫

0

ν(s) eαsξ cos ηs ds,

M2(t, ξ, η) =

t∫

0

ν(s) eαsξ sin ηs ds.

Теорема 2.5.5. Если в классе регулярных решений уравне-
ния (2.5.1) существует решение задачи T, то оно единственно при
всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 − p1.

Дока з а т е л ь с т в о. Аналогично теореме 2.5.2 рассмотрим функ-
цию ω(x, y) = exp (−ax)u(x, y), где u(x, y) — решение однородной
задачи Т для уравнения (2.5.1), a = α =

√|λ2| , а интеграл∫ ∫

Dε,δ
+

ω[ynωxx + ωyy + 2aynωx + (a2 − λ1)y
nω] dx dy = 0.

Здесь, интегрируря по частям и переходя к пределу при ε→ 0 и δ → 0,
получим

∫ ∫

D+

[ynω2x + ω2y − (a2 − λ1)y
nω2] dx dy +

l∫

0

e−2axu(x, 0)uy(x, 0) dx = 0.

(2.5.42)
Из равенства (2.5.42) в силу леммы 2.5.5 при λ2 < 0 и λ1 � −λ2
следует, что u(x, y) ≡ 0 в D. Если теперь −λ2 > λ1 > −λ2 − p1, то
из (2.5.42) имеем
∫ ∫

D+

(ynω2x + ω2y) dx dy � −(λ1 + λ2)

∫ ∫

D+

ynω2 dx dy �

� −λ1 + λ2
p1

∫ ∫

D+

(ynω2x + ω2y) dx dy.

Отсюда при λ1 + λ2 + p1 > 0 следует также единственность решения
задачи Т для уравнения (2.5.1).
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Пусть теперь в уравнении (2.5.1) параметры λ1 и λ2 являются
комплексными.

Лемма 2.5.8. Если u|AC = 0, то для любого регулярного решения
u(x, y) уравнения (2.5.1) при любом x ∈ [0, l] имеет место нера-
венство

Re Ja = Re

x∫

0

e−2at u(t, 0)uy(t, 0) dt � 0,

когда a = const � |μ22|.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя формулы (2.5.29), (2.5.12)

и (2.5.32), преобразуем интеграл Ja:

Ja = k1

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

(t− s)−2β J−β [μ2(t− s)] ν(s) ds dt =

= k1k2

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

(t− s)−2β ν(s) ds

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2eiμ2(t−s)ξ dξ dt =

= k1k2

1∫

−1

(1−ξ2)−β−1/2 dξ

x∫

0

e−2atν(t)

t∫

0

(t−s)−2βν(s) e(μ22+iμ21)(t−s)ξ ds dt =

= k3

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

+∞∫

0

η2β−1 dη

x∫

0

e−2t(a−μ22ξ)ν(t) e−μ22tξ ×

×
t∫

0

ν(s) e−μ22sξ cos η(t− s)eiμ21(t−s)ξ ds dt. (2.5.43)

Аналогично доказательству леммы 2.5.4 выделим реальную часть
равенства (2.5.43). На основании (2.5.22) введем вспомогательные
функции

N1(t, ξ, η) =

t∫

0

P1(s, ξ) cos ηs ds, N2(t, ξ, η) =

t∫

0

P1(s, ξ) sin ηs ds,

N3(t, ξ, η) =

t∫

0

P2(s, ξ) cos ηs ds, N4(t, ξ, η) =

t∫

0

P2(s, ξ) sin ηs ds,

где Pi(t, ξ) определены выше. Тогда имеем
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Re Ja =

=
k3
2

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

+∞∫

0

η2β−1 dη

x∫

0

e−2t(a−μ22ξ)
d

dt

4∑
i=1

N 2
i (t, ξ, η) dt =

=
k3
2

1∫

−1

(1− ξ2)−β−1/2 dξ

∞∫

0

η2β−1
[
e−2x(a−μ22ξ)

4∑
i=1

N 2
i (x, ξ, η)+

+ 2(a− μ22ξ)

x∫

0

e−2t(a−μ22ξ)
4∑

i=1

N 2
i (t, ξ, η) dt

]
dη � 0.

Теорема 2.5.6. Если в классе регулярных решений уравне-
ния (2.5.1) существует решение задачи T, то оно единственно при
всех λ1 и λ2, удовлетворяющих неравенству

Reλ1 > |Imμ2|2 − p1. (2.5.44)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично теореме 2.5.3 рассмотрим новую
функцию ω(x, y) = exp (−ax)u(x, y), где a = |μ22| = |Imμ2|, которая
в D+ является решением эллиптического уравнения

Nω = ynωxx + ωyy + 2aynωx + (a2 − λ1)y
nω = 0.

Рассмотрим тождество

ωNω = (ωynωx)x + (ωωy)y − ynωxωx−
− ωyωy + 2aynωωx + (a2 − λ1)y

n|ω|2 = 0
и интегрируем его по области Dε,δ

+ . Из данного интеграла найдем
реальную часть:∫ ∫

Dε,δ
+

[
yn
(1
2
∂

∂x
|ω|2 + a|ω|2

)
x
+
(1
2
∂

∂y
|ω|2

)
y

]
dx dy−

−
∫ ∫

Dε,δ
+

[
ynω2x + ω2y − Re (a2 − λ1)y

n|ω|2
]
dx dy = 0. (2.5.45)

Применяя формулу Грина к первому интегралу равенства (2.5.45) и пе-
реходя к пределу при ε→ 0, δ → 0, получим
∫ ∫

D+

(ynω2x + ω2y) dx dy +Re (a2 − λ1)

∫ ∫

D+

yn|ω|2 dx dy+

+Re

l∫

0

e−2ax u(x, 0)uy(x, 0) dx = 0. (2.5.46)
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В силу равенства (2.5.46) и леммы 2.5.8 при Reλ1 � |Imμ2|2 сле-
дует, что u(x, y) ≡ 0 в D. Если −p1 < Reλ1 − |μ2|2 < 0, то из равен-
ства (2.5.46) и леммы 2.5.6 имеем∫ ∫

D+

(ynω2x + ω2y) dx dy � −(Reλ1 − a2)

∫ ∫

D+

yn|ω|2 dx dy �

� −Reλ21 − a2

p1

∫ ∫

D+

(ynω2x + ω2y) dx dy.

Отсюда следует, что u(x, y) ≡ 0 в D.
Итак, если в уравнении (2.5.1) постоянные λ1 и λ2 — вещественные,

то из теорем 2.5.4 и 2.5.5 следует, что при λ1 > −p1 и λ1 + λ2 > −p1,
где p1 — положительная постоянная, зависящая только от размеров
области D+, однородная задача Т может иметь лишь тривиальные
решения. Отметим, что задача Т для уравнения (2.5.1) при всех λ1 > 0
и λ2 = −λ1 изучена в работе [59], из которой следует единственность
решения задачи Т.
Когда λ1 и λ2 — комплексные параметры, то на основании теоре-

мы 2.5.6 условие (2.5.44) является достаточным условием единствен-
ности решения задачи Т для уравнения (2.5.1). Если λ1 = λ2 = λ, то
условие (2.5.44) равносильно неравенству

|λ| < 3Reλ+ 2p1,

которое, в свою очередь, равносильно системе неравенств

Reλ > −2
3
p1,(

Reλ+
3
4
p1

)2
(
p1/4

)2 − (Imλ)2(
p1/

√
2
)2 > 1. (2.5.47)

Если λ1 = λ, λ2 = −λ1 = −λ, то условие (2.5.44) равносильно
неравенству

|λ| < Reλ+ 2p1

или системе неравенств

Reλ > −2p1, (Im λ)2 < 4p1(Reλ+ p1), (2.5.48)

что составляет внутренность параболы с вершиной в точке (−p1, 0)
вдоль положительной оси комплексной плоскости (λ).
Отметим, что в работе [143] доказана единственность решения

задачи Т для уравнения (2.5.1) при λ1 = μ2, λ2 = −λ1 = −μ2,
μ — комплексное число, удовлетворяющее условиям

Reμ > 0, |Imμ| � C,

где постоянная C зависит от размеров области D+.
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§2.6. О базисности системы синусов и косинусов

Рассмотрим системы
{
sin
(
n− β

2

)
θ
}
, n = 1, 2, ..., и

{
cos
(
n− β

2

)
θ
}
,

n = 0, 1, 2, ..., на сегменте [0,π] и исследуем их на базисность в про-
странстве Lp[0,π], где p > 1.

Теорема 2.6.1. Система синусов
{
sin
(
n − β

2

)
θ
}∞

n=1
образует

базис в Lp[0,π] тогда и только тогда, когда β ∈ (−1/p, 2− 1/p). При
этом разложение функции f(θ) ∈ Lp[0,π] в ряд по данной системе
имеет вид

f(θ) =
∞∑
n=1

fn sin
(
n− β

2

)
θ, 0 � θ � π, (2.6.1)

а коэффициенты ряда определяются по формуле

fn =

π∫

0

f(θ)hsn(θ) dθ, (2.6.2)

hsn(θ) =
2
π

(
2 cos

θ

2

)−β n∑
k=0

Ck
β sin (n− k)θ, (2.6.3)

Ck
β =

β(β − 1) · ... · (β − k + 1)
s!

=

(
β
k

)
.

При β � 2 − 1/p данная система синусов не минимальна; при
β < −1/p — не полна; при β = −1/p — минимальна и полна.
Доказательство этой теоремы опирается на следующие утвер-

ждения.

Лемма 2.6.1. Если f(θ) ∈ Cα[0,π], 0 < α � 1, f(0) = 0, β ∈ (0, 2),
то ряд (2.6.1) сходится равномерно к f(θ) на [0,π]; если же
β ∈ (−1, 0), то ряд (2.6.1) сходится равномерно на сегменте [0, b],
где 0 < b < π.
Дока з а т е л ь с т в о. Применим предложенный в работе [14] под-

ход, основанный на решении граничной задачи Римана–Гильберта
в теории аналитических функций. Предварительно рассмотрим задачу:
найти аналитическую в полукруге D+ = {|z| < 1, Im z > 0} функцию
Φ(z) = u+ iv из класса Cα(D+) по граничным условиям:
а) v|Γ = f(θ), 0 � θ � π, f(0) = 0, Γ: |z| = 1, Im z � 0;
б) v = 0 при y = 0, 0 � x � 1;
в) sin

βπ

2
u+ cos

βπ

2
v = 0 при y = 0, −1 < x < 0.

Нетрудно заметить, что функции

Φ(z) = zn−β/2, n = 1, 2, ... ,
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являются решениями этой задачи с граничными функциями fn(θ) =

= sin
(
n−β

2

)
θ, что объясняет рассмотрение следующей задачи.

Теперь найдем интегральное представление решения задачи Ри-
мана–Гильберта: найти в круге |z|< 1 аналитическую функцию Φ(z),
удовлетворяющую условиям

Φ(0) = 0 и Im (Φ(z)z−β/2) = f(θ), |z| = 1, θ ∈ [−π,π]; (2.6.4)

при этом функция f(θ) продолжена на [−π, 0] нечетным образом,
т. е. f(θ) = −f(θ), θ ∈ [−π, 0].
Поскольку в точке z = 1 граничная функция f(θ), вообще говоря,

терпит разрыв первого рода, эта точка является узлом функции Φ(z).
Решение задачи (2.6.4) будем искать в классе h(c1) [148, с. 256].
В качестве канонического решения возьмем функцию X(z) = (1+ z)

β,
где −π < arg z � π. Тогда задача (2.6.4) однозначно разрешима (так
как индекс этой задачи равен нулю), и ее решение имеет вид [148,
с. 151]

Φ(z) =
(1+ z)

β

π

∫

L

f(ϕ)tβ/2 dt

(1+ t)β(t− z)
− 1
2π

∫

L

(
1+ z

1+ t

)β

f(ϕ)tβ/2−1 dt,

(2.6.5)
где L : |t| = 1, t = eiϕ. В силу нечетности функции f(ϕ) последний
интеграл в формуле (2.6.5) равен нулю, а первый интеграл равен нулю
в точке z = 0. Тогда окончательное решение задачи (2.6.4) определяет-
ся по формуле

Φ(z) =
1
π

∫

L

(
1+ z

1+ t

)β
f(ϕ)tβ/2

t− z
dt. (2.6.6)

Функция (2.6.6) аналитична в единичном круге и удовлетворяет усло-
вию Φ(z) = Φ(z), следовательно, Φ(z) разлагается в ряд Тейлора с дей-
ствительными коэффициентами:

Φ(z) =
∞∑
n=1

cnz
n. (2.6.7)

Теперь, исходя из формулы (2.6.6) с учетом нечетности функ-
ции f(θ), вычислим

cn =
Φ(n)(0)
n!

=
1
n!

1
π

∫

L

f(ϕ)tβ/2

(1+ t)
β

∂n

∂zn
[
(z + 1)β(t− z)−1

] ∣∣∣
z=0

dt =

=
2
π

π∫

0

f(ϕ)(
2 cos

ϕ

2

)β
[

n∑
s=0

Cs
β sin (n− s)ϕ

]
dϕ,
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так как
tβ/2

(1+ t)β
=

eiβϕ/2

(1+ eiϕ)β
=
(
2 cos

ϕ

2

)−β

.

Для выяснения равномерной сходимости ряда (2.6.7) на замкнутом
круге |z| � 1 найдем предельные значения Φ+(eiθ) функции Φ(z) при
|z| → 1− 0. Из формулы (2.6.6) на основании теоремы Сохоцкого–Пле-
меля имеем

Φ+(eiθ) = i eiβθ/2f(θ) + Φ(eiθ),

где

Φ(eiθ) =
1
π

∫

L

(
1+ eiθ

1+ t

)β
f(ϕ)tβ/2 dt

t− eiθ
=

= ieiβθ/2
1
π

π∫

−π

⎛⎝ cos
θ

2
cos

ϕ

2

⎞⎠β

f(ϕ) dϕ

1− ei(θ−ϕ)
= i eiβθ/2Bf(θ). (2.6.8)

Используя нечетность функции f(ϕ), оператор Bf из (2.6.8) можем
записать в виде

Bf(θ) =
1
2π

π∫

−π

(
cos θ/2
cosϕ/2

)β

f(ϕ) dϕ+
i

2π

π∫

−π

(
cos θ/2
cosϕ/2

)β cos
θ − ϕ

2

sin
θ − ϕ

2

f(ϕ) dϕ =

=
i

2π

π∫

0

(
cos θ/2
cosϕ/2

)β
⎛⎝cos

θ − ϕ

2

sin
θ − ϕ

2

−
cos

θ + ϕ

2

sin
θ + ϕ

2

⎞⎠ f(ϕ) dϕ =

=
i

2π

π∫

0

(
cos θ/2
cosϕ/2

)β
sinϕ

sin
θ − ϕ

2
sin

θ + ϕ

2

f(ϕ) dϕ =

= − i

2π

π∫

0

(
cos θ/2
cosϕ/2

)β−1
⎛⎝ 1

sin
ϕ− θ

2

+
1

sin
ϕ+ θ

2

⎞⎠ f(ϕ) dϕ. (2.6.9)

Из формулы (2.6.9) видно, что Bf(θ) является чисто мнимой и четной
функцией на сегменте [−π,π]. При этом она удовлетворяет условию
Гёльдера на этом сегменте. Действительно, при 0 < β < 1 это следует
из формулы (2.6.8) и результатов работы [148, §§ 22–26]. Если 1 � β <
< 2, то из представления (2.6.9) также следует гёльдеровость функции
Bf(θ) на [−π,π]. Отсюда с учетом нечетности функции f(θ) и четности
функции Bf(θ) на [−π,π] следует, что функция

ReΦ+(eiθ) = −f(θ) sin βθ
2

− ImBf(θ) cos
βθ

2
(2.6.10)
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удовлетворяет условию Гёльдера на единичной окружности. Следова-
тельно, по теореме Привалова функция (2.6.6) удовлетворяет условию
Гёльдера на единичном круге |z| � 1. Поэтому ряд (2.6.7) сходится
равномерно на |z| � 1. Тогда равномерно сходится и ряд (2.6.1). Если
β ∈ (−1, 0), то ряд (2.6.7) сходится равномерно на замкнутом круге
|z| � 1 без выколотой окрестности граничной точки z = −1 и поэтому
ряд (2.6.1) сходится равномерно на сегменте [0, b], где b — любое
положительное число меньшее π.
Лемма 2.6.1 полностью доказана.

Лемма 2.6.2. Система синусов
{
sin (n − β/2)θ

}∞
n=1 и система

функций
{
hsk(θ)

}∞
k=1, заданных формулой (2.6.3), биортогональны

при −1 < β < 1, т. е.

π∫

0

hsk(θ) sin [(n− β/2)θ] dθ = δkn =

{
1, n = k,
0, n �= k.

Дока з а т е л ь с т в о. На основании (2.6.3) вычислим интеграл:

Jnk =
2
π

π∫

0

sin
[
(n− β/2)θ

]
(2 cos θ/2)−β

k∑
s=0

Cs
β sin

[
(k − s)θ

]
dθ =

=
2
π

k∑
s=0

Cs
β

π∫

0

(2 cos θ/2)−β sin
[
(n− β/2)θ

]
sin
[
(k − s)θ

]
dθ =

=
2−β

π

k∑
s=0

Cs
β

π∫

0

(cos θ/2)−β
[
cos
(n− β

2
− k + s

)
θ−

− cos
(n− β

2
+ k − s

)
θ
]
dθ =

2−β

π

k∑
s=0

Cs
β(M

(1)
s −M (2)

s ), (2.6.11)

где

M (1)
s =

π∫

0

(cos θ/2)−β
cos (n− β/2− k + s)θ dθ, (2.6.12)

M (2)
s =

π∫

0

(cos θ/2)−β cos (n− β/2+ k − s)θ dθ. (2.6.13)
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Для вычисления интегралов M
(1)
s и M

(2)
s воспользуемся форму-

лой [10, Т. I, c. 26]

π/2∫

0

(cos t)
α
cos γt dt =

π

2α+1
Γ(1+ α)

Γ
(
1+

α+ γ

2

)
Γ
(
1+

α− γ

2

) ; (2.6.14)

здесь Reα > −1. Тогда в силу формулы (2.6.14) при β < 1 имеем

M (1)
s =

π

21−β

Γ(1− β)

Γ(1+ n− k + s− β)Γ(1 − n+ k − s)
,

M (2)
s =

π

21−β

Γ(1− β)

Γ(1+ n+ k − s− β)Γ(1 − n− k + s)
.

Поскольку Γ(−m) = ∞ при m = 0, 1, 2, ..., то M (2)
s = 0 при любых k,

n ∈ N. Заметим также, что при n > k и 0 � s � k, n = k и 1 � s �
� k, n < k и 1 + k − n � s � k функция Γ(1 − n + k − s) = ∞. Тогда
значение интеграла M (1)

s будет

M (1)
s =

π

21−β

Γ(1− β)

Γ(1+ n− k + s− β)(k − n− s)!
, 0 � s � k − n.

(2.6.15)
Тогда из (2.6.11) и (2.6.15) получим, что Jnk = 1 при n = k, а при n < k
и 0 � s � k − n интеграл (2.6.11) примет вид

Jnk =
1
2

k−n∑
s=0

Cs
β

Γ(1− β)

Γ(1+ n− k + s− β)(k − n− s)!
.

Отсюда с учетом равенства

Γ(1− β − (k − n− s)) = (−1)k−n−s Γ(1− β)

(β)k−n−s

получим

Jnk =
1
2

k−n∑
s=0

(
β
s

)
(−1)k−n−s

(β)k−n−s

(k − n− s)!
=

=
1
2

m∑
s=0

(
β
s

)
(−1)m−s(β)m−s

(m− s)!
=

=
1
2

m∑
s=0

(
β
s

)( −β
m− s

)
=
1
2

(
0
m

)
= 0,

так как справедлива формула [165, Т. I, п. 4.2.5]
n∑

k=0

(
a
k

)(
b
n− k

)
=

(
a+ b
n

)
.
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Лемма 2.6.3. Биортогональная система hsk(θ), k = 1, 2, ... , допус-
кает следующие представления:

hsn(θ) =
2
π

(
2 cos

θ

2

)−β

Cn
β ImF (−n, 1,β − n+ 1;−eiθ), (2.6.16)

hsn(θ) =
2
π
sin
(
n− β

2

)
θ + (−1)n 2 sinπβ sin θ

π2
(
2 cos

θ

2

)β
1∫

0

tn−β(1− t)βdt

1+ 2t cos θ + t2
.

(2.6.17)
Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании формулы (2.6.3) имеем

hsn(θ) =
2
π

(
2 cos

θ

2

)−β n∑
k=0

(−1)k(−β)k
k!

sin (n− k)θ =
∣∣n− k = m

∣∣ =
=
2
π

(
2 cos

θ

2

)−β n∑
m=0

(−1)n−m(−β)n−m

(n−m)!
sinmθ. (2.6.18)

В силу известных равенств

(n−m)! =
n!

(−1)m(−n)m , (−β)n−m =
(−1)m(−β)n
(1+ β − n)m

из (2.6.18) вытекает представление (2.6.16):

hsn(θ) =
2
π

(
2 cos

θ

2

)−β
(−1)n(−β)n

n!
Im

n∑
m=0

(−n)m(1)m
(1+ β − n)mm!

(−eiθ)m =

=
2
π

(
2 cos

θ

2

)−β

Cn
β ImF (−n, 1,β − n+ 1;−eiθ).

Cправедливость равенства (2.6.17) следует из интегрального пред-
ставления гипергеометрической функции F (−n, 1,β − n+ 1;−eiθ).

Следстие 2.6.1. Для системы функций hsn(θ), n = 1, 2, ..., при
любых n ∈ N и θ ∈ [0,π] справедлива оценка

|hsn(θ)| �
{
C = const > 0, β ∈ (−1, 1],
C(cos θ/2)1−β , β ∈ (1, 2).

Справедливость данной оценки непосредственно следует из инте-
грального представления (2.6.17).
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Прежде чем начать доказательство теоремы 2.6.1, напомним из-
вестные определения и утверждения [45], которые потребуются нам
в дальнейшем.

Определение 2.6.1. Система {ϕk}∞k=1 в банаховом пространстве E
называется минимальной, если ни один элемент этой системы не при-
надлежит замкнутой линейной оболочке остальных элементов.

Определение 2.6.2. Система {ϕk}∞k=1 называется равномерно ми-
нимальной, если

ρ(ϕn,E(n)) > γ‖ϕn‖,

где 0 < γ � 1, n = 1, 2, ... , ρ(ϕn,E(n)) — расстояние от ϕn до замкну-
той линейной оболочки E(n) всех элементов ϕk с k �= n.

Утверждение 2.6.1. Для того чтобы система {ϕk}∞k=1 была
минимальной, необходимо и достаточно, чтобы существовала си-
стема линейных функционалов из сопряженного пространства E′,
образующая с данной биортогональную систему, т. е. такая систе-
ма {ψk}∞k=1 из E′, что ψi(ϕj) = δij .

Если система {ϕk}∞k=1 является полной и минимальной, то си-
стема функционалов {ψk}∞k=1 определяется единственным образом.

Утверждение 2.6.2. Полная минимальная система {ϕk}∞k=1 явля-
ется равномерно минимальной тогда и только тогда, когда

lim
k→∞

‖ϕk‖ · ‖ψk‖ <∞,

где {ψk}∞k=1 — сопряженная (биортогональная) система.

Определение 2.6.3. Система {ϕk}∞k=1 образует базис простран-
ства E, если каждый элемент x ∈ E единственным образом разлагается
в ряд

x =
∞∑
k=1

ckϕk,

сходящийся к x по норме пространства E.

В данном разложении коэффициенты ck являются линейными функ-
ционалами элемента x:

ck = ψk(x).

Всякий базис представляет собой полную равномерно минимальную
систему. Обратное утверждение неверно, так как тригонометрическая
система {1, cosnx, sinnx}∞n=1 является полной равномерно минималь-
ной в пространстве C[−π,π], но базис в нем не образует.
5 К.Б. Сабитов
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Утверждение 2.6.3. Если {ϕk}∞k=1 — базис в E, то система
{ψk}∞k=1 является базисом в своей линейной замкнутой оболочке,
которая может не совпадать с E′. Если E рефлексивно, то эта
оболочка совпадает с E′ и {ψk}∞k=1 является базисом в E′.

Если {ψk}∞k=1 — базис в сопряженном пространстве E′, то
{ϕk}∞k=1 является базисом в E.

Отметим, что пространство Lp(0,π) при p > 1 рефлексивно, т. е.
(E′)′ = E.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.6.1. Пусть f(θ) ∈ Lp[0,π], p > 1.
Докажем, что ряд (2.6.1) сходится в Lp[0,π] к функции f(θ). В этом
случае, рассуждая аналогично доказательству леммы 2.6.1, и в си-
лу результатов работы [221] аналитическая в круге |z| < 1 функ-
ция Φ(z) определяется той же формулой (2.6.6). Теперь докажем,
что ряд (2.6.7) сходится в Lp на единичной окружости. Для это-
го в силу равенства (2.6.10) достаточно показать, что оператор B
ограничен в подпространстве Lp[−π,π] из нечетных функций. Из
представления (2.6.8) и теоремы 1 работы К.И. Бабенко [4] следу-
ет ограниченность оператора в Lp[−π,π], если β ∈ (−1/p, 1 − 1/p).
Далее из представления оператора B в виде (2.6.9) и снова из от-
меченной выше теоремы К.И. Бабенко получим ограниченность опе-
ратора B в Lp[−π,π] при β ∈ (1 − 1/p, 2 − 1/p). Остается рассмот-
реть случай, когда β = 1 − 1/p. Поскольку оператор B ограничен
в Lp[−π,π] при β ∈ (−1/p, 1− 1/p)∪ (1− 1/p, 2− 1/p), то он ограничен
при β = 1 − 1/p в Lα[−π,π], если α ∈ (p − ε, p) и α ∈ (p, p + ε), где
ε > 0 — достаточно малое число. Тогда в силу интерполяционной тео-
ремы Рисса–Торина [70, Т. 2, c. 144] оператор B ограничен в Lp[−π,π]
при β = 1− 1/p.
Итак, доказано, что ряд (2.6.1) сходится в Lp[0,π]. Тогда в силу

лемм 2.6.1–2.6.3 и приведенных выше определений 2.6.1–2.6.3 и утвер-
ждений 2.6.1–2.6.3 следует, что система синусов {sin (n− β/z)θ} пол-
на, минимальна и, более того, образует базис в Lp[0,π].
Покажем теперь, что при β /∈ (−1/p, 2 − 1/p) система синусов не

образует базиса в Lp[0,π]. Пусть β < −1/p. Тогда, осуществив в систе-
ме синусов замену n = m + [β/2 + 1/(2p)] и β = β̃ + 2[β/2 + 1/(2p)],
где квадратные скобки означают целую часть вещественного числа,
получим систему синусов sin(m − β̃/2)θ; здесь β̃ ∈ (−1/p, 2 − 1/p),
а m � 1 − [β/2 + 1/(2p)] � 2. Следовательно, эта система не полна
в Lp[0,π].
Пусть теперь β � 2 − 1/p. Если β = 2 − 1/p, то биортогональная

система hsn(θ) не принадлежит Lq[0,π], поэтому в этом случае система
синусов не минимальна. При β > 2− 1/p в указанной системе синусов
произведем замену

n = m+ 1+ [β/2− 1+ 1/(2p)], β = β̃ + 2+ 2[β/2− 1+ 1/(2p)].
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В результате получим систему sin (m − β̃/2)θ, где β̃ ∈ (−1/p,
2− 1/p), m � 0, которая также не минимальна, так как при m � 1 эта
система образует базис в Lp[0,π].
Остается рассмотреть случай β = −1/p. Отметим, что в этом случае

система синусов минимальна, так как в силу леммы 2.6.2 к ней суще-
ствует биортогональная система. Перепишем систему синусов в виде

sin

(
n+

1
2p

)
θ = sin

(
m− β/2

)
θ, β̃ = 2− 1/p,

где n � 1, m � 2. В силу только что доказанного выше, система
sin (m− β/2) θ не минимальна в Lp[0,π], но полна, а при m � 2
минимальна, а следовательно, полна в Lp[0,π]. Таким образом, при
β = −1/p система синусов полна и минимальна. Тем не менее, в этом
случае система синусов базиса в Lp[0,π] не образует. Действитель-
но, взяв в качестве f(θ) функцию, равную единице, из форму-
лы (2.6.17) получим следующее асимптотическое представление для
коэффициента:

fn =

π∫

0

1 · hsn(θ) dθ =
2
n

1− (−1)n cos (πβ/2)
n− β/2

+
sin (πβ/2)
n1−β

+O

(
1

n2−β

)
.

Отсюда следует, что ряд (2.6.1) сходится к функции, не принадлежа-
щей Lp[0,π].
Теорема 2.6.1 полностью доказана.

Теперь рассмотрим систему косинусов
{
cos (n − β/2)θ

}∞
n=0,

θ ∈ [0,π].

Теорема 2.6.2. Система косинусов
{
cos (n− β/2)θ

}∞
n=0

образует
базис в Lp[0,π], p > 1, тогда и только тогда, когда β ∈ (−1 − 1/p,
1 − 1/p). При этом разложение функции g(θ) ∈ Lp[0,π] в ряд по
данной системе имеет вид

g(θ) =

+∞∑
n=0

gn cos [(n− β/2)θ], 0 � θ � π, (2.6.19)

где

gn =
2
π

π∫

0

g(θ)hcn(θ) dθ,

hcn(θ) =
2
π

(
2 cos

β

2

)−β
[

n∑
k=0

Ck
β cos (n− k)θ − 1

2
Cn

β

]
. (2.6.20)

При β � 1− 1/p система косинусов не минимальна, но полна; при
β < −1− 1/p — не полна; при β = −1− 1/p — полна и минимальна.

5*
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Дока з а т е л ь с т в о данной теоремы основывается на следующих
утверждениях.

Лемма 2.6.4. Если функция g(θ) ∈ Cα[0,π], 0 < α � 1, −1 < β < 1,
то ряд (2.6.19) сходится равномерно к g(θ) на сегменте [0,π]; если
же β ∈ (−2,−1], то ряд (2.6.19) сходится равномерно на [0, b], где
0 < b < π.
Дока з а т е л ь с т в о. Как в случае доказательства леммы 2.6.1

предварительно рассмотрим задачу: найти аналитическую в полукру-
ге D+ = {|z| < 1, Im z > 0} функцию Φ(z) = u+ iv из класса Cα(D+),
удовлетворяющую граничным условиям:
а) u(x, y)|Γ = g(θ), 0 � θ � π, Γ: |z| = 1, Im z � 0;
б) v(x, y) = 0 при y = 0, 0 � x � 1;
в) sin

βπ

2
u+ cos

βπ

2
v = 0, y = 0, −1 < x < 0.

Отметим, что функции Φn(z) = zn−β/2, n = 0, 1, 2, ..., являются
решениями этой задачи Римана–Гильберта с граничными функциями
gn(θ) = cos (n− β/2)θ.
Далее найдем интегральное представление решения задачи Ри-

мана–Гильберта: найти в круге |z|< 1 аналитическую функцию Φ(z),
удолетворяющую условиям:

Φ(0) = 0 и Re (Φ(z)z−β/2) = g(θ), |z| = 1, θ ∈ [−π,π];
при этом функция g(θ) продолжена на [−π, 0] четным образом.
Решение этой задачи определяется по формуле

Φ(t) =
1
πi

∫

L

(1+ z

1+ t

)β g(ϕ)tβ/2
t− z

dt− 1
2πi

∫

L

(1+ z

1+ t

)β
g(ϕ)tβ/2−1 dt,

(2.6.21)
где L : |t| = 1, t = eiϕ. Функция (2.6.21) аналитична в единичном круге
|z| < 1, поэтому разлагается в степенной ряд

Φ(z) =

+∞∑
n=0

Cnz
n, (2.6.22)

коэффициенты которого в силу формулы (2.6.21) определяются по
формуле

Cn =
Φ(n)(0)
n!

=
1
n!

1
πi

∫

L

g(ϕ)tβ/2

(1+ t)β
∂n

∂zn
[(1+ z)β(t− z)−1]

∣∣∣
z=0

dt−

− 1
n!

dn

dzn
[(1+ z)β]

∣∣∣
z=0

1
2πi

∫

L

g(ϕ)tβ/2−1

(1+ t)β
dt =
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=
2
π

π∫

0

g(ϕ)(
2 cos

ϕ

2

)β
[

n∑
k=0

Ck
β cos (n− k)ϕ− 1

2
Cn

β

]
dϕ.

Отсюда следует существование системы функций (2.6.20).
Для выяснения равномерной сходимости ряда (2.6.22) на замкнутом

круге |z| � 1 вычислим предельные значения Φ+(eiθ) функции Φ(z)
при |z| → 1− 0. Из формулы (2.6.21) имеем

Φ+(eiθ) = eiβθ/2g(θ) + Φ(eiθ),

где

Φ(eiθ) =
ei

βθ
2

π

π∫

−π

( cos θ/2
cosϕ/2

)β g(ϕ) dϕ

1− ei(θ−ϕ)
− ei

βθ
2

π

π∫

−π

( cos θ/2
cosϕ/2

)β
g(ϕ) dϕ =

=
iei

βθ
2

2π

π∫

−π

( cos θ/2
cosϕ/2

)β cos θ − ϕ

2

sin
θ − ϕ

2

g(ϕ) dϕ = iei
βθ
2 Ag(θ). (2.6.23)

На основании свойства четности функии g(θ) на [−π,π] оператор A
из (2.6.23) можно представить в виде

Ag(θ) =
1
2π

π∫

0

( cos θ/2
cosϕ/2

)β⎛⎜⎝cos
θ + ϕ

2

sin
θ + ϕ

2

+
cos

θ − ϕ

2

sin
θ − ϕ

2

⎞⎟⎠g(ϕ) dϕ =

=
1
2π

π∫

0

( cos θ/2
cosϕ/2

)β+1⎛⎜⎝ 1

sin
θ + ϕ

2

+
1

sin
θ − ϕ

2

⎞⎟⎠g(ϕ) dϕ. (2.6.24)

Из представления (2.6.24) следует, что функция Ag(θ) являет-
ся вещественной и нечетной на сегменте [−π,π]. Она удовлетворяет
условию Гёльдера на этом сегменте при β ∈ (−1, 1). Когда β ∈ [0, 1)
это следует из формулы (2.6.23), а при −1 < β < 0 это следует уже
из представления (2.6.24). Отсюда с учетом четности функции g(θ)
и нечетности функции Ag(θ) на [−π,π] следует, что функция

ReΦ+(eiθ) = g(θ) cos
βθ

2
−Ag(θ) sin

βθ

2

удовлетворяет условию Гёльдера на единичной окружности. Тогда
функция (2.6.21) удовлетворяет условию Гёльдера на замкнутом круге
|z| � 1. Поэтому ряд (2.6.22) сходится равномерно на |z| � 1; следова-
тельно, и ряд (2.6.19) сходится равномерно на [0,π].
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Лемма 2.6.5. Система косинусов
{
cos (n − β/2)θ

}∞
n=0 и систе-

ма (2.6.20) биортогональны на [0,π] при −2 < β < 1, т. е.
π∫

0

cos [(n− β/2)θ]hck(θ) dθ = δnk.

Дока з а т е л ь с т в о. C учетом формулы (2.6.20) вычислим
интеграл

Mnk =
2
π

π∫

0

cos [(n− β/2)θ]
(
2 cos

θ

2

)−β
[

k∑
s=0

Cs
β cos [(k − s)θ]− 1

2
Ck

β

]
dθ =

=
2
π

k∑
s=0

Cs
β

π∫

0

(
2 cos

θ

2

)−β

cos [n− β/2)θ] cos [(k − s)θ]dθ−

− 1
π
Ck

β

π∫

0

(
2 cos

θ

2

)−β

cos [(n− β/2)θ] =
2−β

π

k∑
s=0

Cs
β ×

×
π∫

0

(
cos

θ

2

)−β[
cos
(
n− β

2
+ k − s

)
θ + cos

(
n− β

2
− k + s

)
θ
]
dθ−

− 2
−β

π
Ck

β

π∫

0

(
cos

θ

2

)−β

cos [(n− β/2) θ] dθ =

=
2−β

π

k−1∑
s=0

Cs
β

π∫

0

(
cos

θ

2

)−β

cos
(
n− β

2
+ k − s

)
θ dθ+

+
2−β

π

k∑
s=0

Cs
β

π∫

0

(
cos

θ

2

)−β

cos
(
n− β

2
− k + s

)
θ dθ =

=
2−β

π

k−1∑
s=0

Cs
βM

(2)
s +

2−β

π

k∑
s=0

Cs
βM

(1)
s ,

где выражения M
(1)
s и M

(2)
s определены, соответственно, формула-

ми (2.6.12) и (2.6.13). Далее доказательство проводится аналогично
лемме 2.6.2, так как на основании формулы (2.6.14) вычислены инте-
гралы M (1)

s и M (2)
s .

Лемма 2.6.6. Биортогональная система hck(θ), заданная форму-
лой (2.6.20), допускает следующие представления:

hcn(θ) =
2
π

(
2 cos

θ

2

)−β

Cn
β Re

[
F (−n, 1,β − n+ 1;−eiθ)− 1

2

]
, (2.6.25)
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hcn(θ) =
2
π
cos
(
n− β

2

)
θ +

(−1)n2 sinπβ
π2(2 cos θ/2)β

1∫

0

tk−β−1(1− t)1+β

1+ 2t cos θ + t2
(1+ t) dt.

(2.6.26)
Д о к а з а т е л ь с т в о проводится аналогично обоснованию лем-

мы 2.6.3.

Следствие 2.6.2. Для системы функций hcn(θ), n = 0, 1, 2, ... , при
любых n и θ ∈ [0,π] справедлива оценка

|hcn(θ)| �
{
C = const > 0, β ∈ (−2, 0],
C(cos θ/2)−β, β ∈ (0, 1).

Справедливость данной оценки следует из представления (2.6.26).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.6.2 аналогично обоснованию
теоремы 2.6.1 и проводится с использованием установленных
лемм 2.6.4–2.6.6.

Обобщением теорем 2.6.1 и 2.6.2 является следующее ниже утвер-
ждение, которое посвящено базисности в Lp[0,π] системы синусов{

sin
[(
n− β

2

)
θ +

γ

2

]}∞

n=1
, (2.6.27)

где β и γ — произвольные вещественные постоянные.
Отметим, что при β = γ = 0 и β = 2, γ = π система (2.6.27)

представляет, соответственно, хорошо известные системы
{
sinnθ

}∞
n=1

и
{
cos (n− 1)θ}∞

n=1
, базисность которых в Lp[0,π] и условия равномер-

ной сходимости известны [70, Т. 1].

Теорема 2.6.3. 1) Пусть γ удовлетворяет условиям 1)

−1/p < γ/π < 2− 1/p, p > 1.

Тогда система синусов (2.6.27) образует базис в Lp[0,π] тогда
и только тогда, когда

γ/π − 1/p < β < γ/π + 2− 1/p.
При этом разложение функции f(θ) ∈ Lp[0,π] в ряд по систе-
ме (2.6.27) имеет вид

f(θ) =
+∞∑
n=1

fn sin
[(
n− β

2

)
θ +

γ

2

]
, (2.6.28)

1) Ограничение сверху на γ не ограничивает общности рассмотрения, так
как остальные значения γ сводятся к этим значениям путем добавления к чис-
лу γ/2 в системе (2.6.27) числа π.
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где

fn =

π∫

0

f(θ)hsn(θ) dθ,

hsn(θ) =
2
π

(
2 cos

θ

2

)−β
(
tg
θ

2

)−γ/π n∑
k=1

Bn−k sin kθ, (2.6.29)

Bl =

l∑
m=0

(−1)l−mCl−m
γ/π C

m
−γ/π−β .

Если β � γ/π + 2, то система синусов (2.6.27) полна в Lp[0,π],
но не минимальна; при β < γ/π − 1/p эта система минимальна, но
не полна, а в случае β = γ/π − 1/p данная система полна и мини-
мальна.
2) Пусть γ/π = −1/p, p > 1, тогда система (2.6.27) базиса

в Lp[0,π] не образует, но при −2/p � β < 2− 1/p данная система си-
нусов полна и минимальна; если β < −2/p, то система минимальна,
но не полна в Lp[0,π]; при β � 2 − 2/p эта система полна, но не
минимальна в Lp[0,π].
Дока з а т е л ь с т в о этой теоремы проводится по той же схеме,

что и обоснование справедливости теоремы 2.6.1.

Замечание 2.6.2. Отметим, что теоремы 2.6.1–2.6.3 в таком
окончательном виде установлены Е.И.Моисеевым, а общая схема
доказательства их справедливости приведены в кратких сообщени-
ях [137, 138]. Идея привлечения теории задачи Римана–Гильберта для
аналитических функций принадлежит А.В. Бицадзе [14], где он таким
методом доказал, что при β = 2 и γ = π/2 ряд (2.6.28) любой функции
f(θ) ∈ Cα[0,π] сходится к ней равномерно. С.М.Пономарев [163] при
γ = 0 и β = 1/2 доказал базисность системы (2.6.27) в Lp[0,π] при
p > 2 и равномерную сходимость ряда (2.6.28), если f(θ) ∈ Cα[0,π],
f(0) = 0. Аналогичный вопрос им был исследован для системы (2.6.27)
при β = 2+ 1/2, γ = π. Необходимые и достаточные условия полноты
системы (2.6.27) в Lp[0,π] были найдены А.Н. Барменковым [9].

§2.7. Построение собственных значений и функций
спектральной задачи Трикоми. Исследование
на полноту и базисность системы собственных

функций

Рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu = K(y)uxx + uyy + λK(y)u = 0, (2.7.1)

где K(y) = sgn y · |y|n, n = const � 0, λ — комплексный параметр в об-
ласти D, ограниченной гладкой кривой Γ, лежащей в полуплоскости
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y > 0 с концами в точках A(0, 0) и B(l, 0), l > 0, а при y < 0 —
характеристиками AC и CB уравнения (2.7.1), и поставим следующую
спектральную задачу (задача Tλ).

Задача Tλ. Найти значения комплексного параметра λ и соот-
ветствующие им функции u(x, y), удовлетворяющие условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (2.7.2)

Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (2.7.3)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Γ; (2.7.4)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ AC, (2.7.5)

где D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.
В начале эту задачу исследуем для оператора Лаврентьева–Бицад-

зе, т. е. для уравнения (2.7.1) при n = 0, затем для обобщенного опера-
тора Трикоми или оператора Геллерстедта, т. е. для уравнения (2.7.1)
при всех n > 0, который при n = 1 становится известным оператором
Трикоми, а при n = 2k − 1 — оператором Геллерстедта.

2.7.1. Задача на собственные значения для оператора Лаврен-
тьева–Бицадзе. Пусть в уравнении (2.7.1) n = 0. В этом случае его
можно переписать в следующем виде:

Lu = uxx + sgn y · uyy + λu = 0. (2.7.6)

Предварительно для уравнения (2.7.6) в области D− рассмотрим
задачи Дарбу, изученные в § 2.1 настоящей главы. Из формул (2.1.17)
и (2.1.20) при условии u

∣∣
AC

= 0 и g(ξ, η) = 0 найдем равенства, связы-
вающие функции τ(x) = u(x, 0), ν(x) = uy(x, 0):

ν(x) = τ ′(x) +
√
λ

x∫

0

J1[
√
λ (x− t)]

x− t
τ(t) dt, 0 < x < l, (2.7.7)

τ(x) =

x∫

0

J0[
√
λ (x − t)]ν(t) dt, 0 � x � l. (2.7.8)

В формулах (2.7.7) и (2.7.8) J0(
√
λ (x− t)) и J1(

√
λ (x− t)) — функции

Бесселя первого рода,
√
λ > 0 при λ > 0.

Тогда задача Tλ сводится к новой нелокальной эллиптической за-
даче на собственные значения для оператора Лапласа в области D+:
найти значения λ и соответствующие им функции u(x, y), удовле-
творяющие условиям (2.7.2)–(2.7.4) и (2.7.7) или (2.7.8).
В общем случае, т. е. когда кривая Γ является произвольной, не

удается пока найти решение указанной нелокальной задачи. Здесь
рассмотрим случай, когда область D+ есть сектор с центром в точ-
ке A(0, 0): 0 < r < l, 0 < ϕ < ϕ0 = const � π. В этой области,
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переходя к полярным координатам (r,ϕ) и разделяя переменные
u(x, y) = v(r,ϕ) = R(r)Φ(ϕ) в задаче (2.7.2)–(2.7.4), (2.7.7), получим

R′′(r) +
1
r
R′(r) +

(
λ− μ2

r2

)
R(r) = 0, 0 < r < l, (2.7.9)

R(0) = 0, R(l) = 0, (2.7.10)

Φ′′(ϕ) + μ2Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < ϕ0, (2.7.11)

Φ(ϕ0) = 0, (2.7.12)

Φ′(0)
R(x)

x
= R′(x)Φ(0) + Φ(0)

√
λ

x∫

0

R(t)
J1[

√
λ (x− t)]

x− t
dt, 0 < x < l,

(2.7.13)
где μ — постоянная разделения.
Известно, что решением уравнения (2.7.9), удовлетворяющим пер-

вому условию из (2.7.10), является функция Бесселя

R(r) = Jμ(
√
λ r), Reμ > 0. (2.7.14)

C учетом (2.7.14) по формуле [165, Т. 2, с. 214]
a∫

0

1
x
Jp(ca− cx)Jq(cx) dx =

1
q
Jp+q(ac),

где a > 0, Re q > 0, Re p > −1, вычислим интеграл в равенстве (2.7.13):
x∫

0

Jμ(
√
λ t)J1[

√
λ (x− t)]

dt

(x − t)
= Jμ+1(

√
λx). (2.7.15)

Тогда из равенства (2.7.13) с учетом (2.7.14), (2.7.15) и известной
формулы

zJ ′
ν(z) = νJν(z)− zJν+1(z)

получим второе граничное условие для функции Φ(ϕ):

Φ′(0) − μΦ(0) = 0. (2.7.16)

Таким образом, относительно функции Φ(ϕ) получена спектральная
задача (2.7.11), (2.7.12) и (2.7.16), в которой спектральный параметр μ
содержится в одном из граничных условий. Решая эту задачу, найдем

Φn(ϕ) = cn(cosμnϕ+ sinμnϕ) =

=
√
2 cn sin

(
μnϕ+

π

4

)
= an sinμn(ϕ0 − ϕ), (2.7.17)

где cn, an — произвольные постоянные, не равные нулю,

μn =
π

ϕ0

(
n− 1

4

)
, n = 1, 2, ... . (2.7.18)
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Теперь, учитывая найденные значения μn по формуле (2.7.18) и удо-
влетворяя функцию (2.7.14) второму из условий (2.7.10), имеем

Jμn(
√
λ l) = 0. (2.7.19)

Из теории бесселевых функций [28, с. 530] известно, что функция
Jp(z) при p > −1 имеет только вещественные нули. Тогда, обозначая
m-й корень уравнения (2.7.19) через αnm, находим собственные зна-
чения:

λnm =
(αnm

l

)2
= α 2

nm, n,m = 1, 2, ... , (2.7.20)

и на основании (2.7.14), (2.7.17), (2.7.18) и (2.7.20) получим систему
собственных функций задачи Tλ в области D+:

unm(x, y) = vnm(r,ϕ) = anmJμn(αnmr) sinμn(ϕ0 − ϕ). (2.7.21)

Для построения системы собственных функций задачи Tλ в обла-
сти D− можно воспользоваться формулой (2.1.13) или (2.1.18) решения
задач Дарбу из § 2.1, но из-за громоздкости такого подхода здесь при-
меним метод разделения переменных. В области D− введем следующие
координаты:

x = σ ch θ, y = σ sh θ, (2.7.22)

где ch θ, sh θ — гиперболические функции,

σ =
√
x2 − y2 , θ = arsh

y√
x2 − y2

< 0.

В координатах (2.7.22) уравнение (2.7.1) при y < 0 принимает вид

uσσ +
1
σ
uσ − 1

σ
uθθ + λu = 0. (2.7.23)

В уравнении (2.7.23) разделим переменные, u(x, y) = ũ(σ, θ) =
= R(σ)Q(θ). Тогда получим

R′′(σ) +
1
σ
R′(σ) +

(
λ− ρ2

σ2

)
R(σ) = 0, 0 < σ < l, (2.7.24)

|R(0)| < +∞, (2.7.25)

Q′′(θ)− ρ2Q(θ) = 0, θ < 0, (2.7.26)

где ρ — постоянная разделения переменных.
Решением дифференциального уравнения (2.7.24), удовлетворяю-

щим условию (2.7.25), является функция Бесселя

R(σ) = Jρ(
√
λ σ) = Jρ(

√
λ(x2 − y2) ), Re ρ > 0. (2.7.27)

Общее решение уравнения (2.7.26) определяется по формуле

Q(θ) = C1 e
ρθ + C2 e

−ρθ, (2.7.28)
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где C1 и C2 — произвольные постоянные. Поскольку

θ = arsh
y

σ
= ln

( y
σ
+

√
1+

y2

σ2

)
= ln

x+ y

σ
=
1
2
ln
x+ y

x− y
,

то соотношение (2.7.28) принимает вид

Q(θ) = C1

(x+ y

x− y

)p/2
+ C2

(x− y

x+ y

)p/2
. (2.7.29)

Следовательно, на основании (2.7.27) и (2.7.29) находим множество
частных решений уравнения (2.7.1), ограниченных в области D−:

u(x, y) =
[
C1

(x+ y

x− y

)ρ/2
+ C2

(x− y

x+ y

)ρ/2]
Jρ

[√
λ(x2 − y2)

]
. (2.7.30)

Из формулы (2.7.21) вычислим:

τnm(x) = unm(x, 0) =
(−1)n+1√

2
anmJμn(αnmx), (2.7.31)

νnm(x) =
∂

∂y
unm(x, 0) =

(−1)n+1√
2

anmμnx
−1Jμn(αnmx). (2.7.32)

Если теперь в формуле (2.7.30) положить ρ = μn, λ = α 2
nm, C1 =

=
(−1)n+1

√
2

anm, C2 = 0, то получим решение задачи Коши для уравне-

ния (2.7.1) с начальными условиями (2.7.31) и (2.7.32). Тогда в силу
единственности решения задачи Коши для телеграфного уравнения из
формулы (2.7.30) получаем систему собственных функций задачи Tλ
в области D−

unm(x, y) =
(−1)n+1√

2
anm

(x+ y

x− y

)μn/2
Jμn

[
αnm

√
(x2 − y2)

]
. (2.7.33)

Таким образом, объединяя формулы (2.7.21) и (2.7.33), находим
систему собственных функций задачи Tλ в области D

unm(x, y) =

⎧⎨⎩
anmJμn(αnm

√
(x2+y2) ) sinμn(ϕ0−ϕ), (x, y) ∈ D+,

(−1)n+1

√
2

anmJμn(αnm

√
(x2−y2) )

(
x+y

x−y

)μn/2
, (x, y) ∈ D−.

(2.7.34)
Далее исследуем свойства системы (2.7.34) на полноту.

Теорема 2.7.1. Система собственных функций (2.7.34) задачи Tλ
полна и образует базис в пространстве L2(D+); полна в L2(D−), но
не полна в L2(D); при этом размерность дефекта равна бесконеч-
ности.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале покажем, что система (2.7.34) полна
в L2(D+). Допустим, что в L2(D+) существует функция F (x, y) такая,
что для всех n,m ∈ N

∫ ∫

D+

F (x, y)unm(x, y) dx dy = 0. (2.7.35)

Докажем, что функция F (x, y) = 0 почти всюду в D+. В двойном
интеграле равенства (2.7.35) перейдем к полярной системе координат
x = r cosϕ, y = r sinϕ. Тогда с учетом (2.7.34) имеем

l∫

0

ϕ0∫

0

f(r,ϕ)Jμn (αnmr) sinμn(ϕ0 − ϕ)r dr dϕ =

l∫

0

Fn(r)Jμn(αnmr)r dr = 0,

(2.7.36)
где

f(r,ϕ) = F (x, y), Fn(r) =

ϕ0∫

0

f(r,ϕ) sinμn(ϕ0 − ϕ) dϕ.

Из равенства (2.7.36) видно, что для функции Fn(r) все коэффици-
енты ряда Фурье–Бесселя равны нулю. Тогда из теоремы Юнга [28,
гл.XVIII] следует, что при любом n ∈ N и r ∈ [0, l]

Fn(r) =

ϕ0∫

0

f(r,ϕ) sinμn(ϕ0 − ϕ) dϕ = 0 (2.7.37)

при условии, что интеграл
l∫

0

√
r |Fn(r)| dr сходится. Действительно, на

основании неравенства Коши–Буняковского имеем

l∫

0

√
r |Fn(r)| dr �

[ l∫

0

12dr

l∫

0

F 2n(r)r dr

]1/2
�

�
√
l

[ l∫

0

ϕ0∫

0

f 2(r,ϕ) dϕ ·
ϕ0∫

0

sin2 μn(ϕ0 − ϕ)dϕr dr

]1/2
�

�
√
lπ

[ l∫

0

ϕ0∫

0

f 2(r,ϕ)r dr dϕ

]1/2
�

√
lπ ||F ||L2(D+).
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В интеграле равенства (2.7.37) произведем замену θ = π(ϕ0 − ϕ)/ϕ0.
Тогда получим

π∫

0

f
(
r,
ϕ0
π
(π − θ)

)
sin
[(
n− 1

4

)
θ
]
dθ = 0.

Отсюда в силу полноты системы синусов
{
sin
[(
n − 1

4

)
θ
]}∞

n=1
в пространстве L2[0,π], что вытекает из теоремы 2.6.1, следует, что
f
(
r,

ϕ0
π
(π − θ)

)
= 0 почти всюду на [0,π] при любом r ∈ [0, l].

Базисность системы (2.7.34) в L2(D+) следует из того, что систе-
ма {Jμn(αnmr)} при фиксированном n ∈ N ортогональна с весом r
в L2[0, l] и образует базис как система собственных функций первой
краевой задачи для уравнения Бесселя [34, c. 384], а система синусов{
sinμn(ϕ0 − ϕ)

}
образует базис в пространстве L2[0,ϕ0] в силу теоре-

мы 2.6.1.
Теперь докажем полноту системы (2.7.34) в L2(D−). Допустим, что

существует функция Φ(x, y) ∈ L2(D−) такая, что
∫ ∫

D−

Φ(x, y)unm(x, y) dx dy = 0 (2.7.38)

при всех n,m = 1, 2, ... . В интеграле равенства (2.7.38) произведем
замену 2x = ξ + η, 2y = ξ − η. Тогда область D− отобразится в область
H = {(ξ, η)| 0 < ξ < η < l}, а соотношение (2.7.38) перейдет в равенство

∫ ∫

H

ϕ(ξ, η)wnm(ξ, η) dξ dη = 0, (2.7.39)

где ϕ(ξ, η) = Φ(x, y), wnm(ξ, η) = unm(x, y). C учетом (2.7.34) равен-
ство (2.7.39) примет вид

l∫

0

dη

η∫

0

ϕ(ξ, η)
( ξ
η

)μn/2
Jμn(αnm

√
ξη ) dξ = 0.

Полагая во внутреннем интеграле ξ = η t и меняя порядок интегриро-
вания, получим

1∫

0

tμn/2 dt

l∫

0

ϕ(ηt, η)Jμn (αnmη
√
t )η dη = 0.



§ 2.7. Построение собственных значений и функций 143

Затем снова произведем замену t = s2, η
√
t = r и переставим порядки

интегрирования. Тогда будем иметь

l∫

0

Φn(r)Jμn(αnmr)r dr = 0, (2.7.40)

где

Φn(r) =

1∫

r/l

ϕ
(
rs,

r

s

)
sμn−1 ds, n ∈ N.

Из равенства (2.7.40) следует, что для функции Φn(r) все коэффи-
циенты ряда Фурье–Бесселя равны нулю, поэтому из теоремы Юнга
следует, что при всех n ∈ N и r ∈ [0, l]

1∫

r/l

ϕ(rs, r/s)sμn−1 ds = 0, (2.7.41)

так как следующий интеграл сходится:

l∫

0

√
r |Φn(r)| dr �

√
l

[ l∫

0

1∫

r/l

s2μn−2 ds

1∫

r/l

ϕ2
(
rs,

r

s

)
ds r dr

]1/2
�

�
√
2l

[ l∫

0

1∫

r/l

ϕ2
(
rs,

r

s

)
ds r dr

]1/2
=

√
2l ||Φ|

∣∣∣
L2(D−)

.

Рассмотрим систему степеней {sμn−1}, где μn = π
ϕ0

(
n− 1

4

)
� n− 1

4
�

� 3
4
, так как 0 < ϕ0 � π и n ∈ N. Тогда в силу теоремы Мюнца

[3, с. 53] условие
+∞∑

k=1

1
mk

= +∞, где −1
2
< m1 < m2 < ..., необходимо

и достаточно для полноты системы {xmk} в пространстве L2[a, b],
a � 0. Тогда в силу полноты системы {sμn−1} в пространстве L2[r/l, 1]
при каждом r ∈ [0, l] из равенства (2.7.41) следует, что ϕ(rs, r/s) = 0
почти всюду на [r/l, 1] при любом r ∈ [0, l]. Следовательно, функция
Φ(x, y) = 0 почти всюду в D−.
Для обоснования неполноты системы (2.7.34) задачи Tλ в L2(D),

где D = D+ ∪ D− ∪ AB, построим контрпримеры. В области D рас-
смотрим функцию

F (x, y) =
{
F+(x, y), (x, y) ∈ D+,

F−(x, y), (x, y) ∈ D−,
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из L2(D) и интеграл

J =
∫ ∫
D

F (x, y)unm(x, y) dx dy =

=

∫ ∫

D+

F+(x, y)unm(x, y) dx dy +
∫ ∫

D−

F−(x, y)unm(x, y) dx dy = J1 + J2.

(2.7.42)

В интеграле J1, переходя к полярным координатам (r,ϕ), получим

J1 =
√
2

l∫

0

ϕ0∫

0

f+(r,ϕ)Jμn (αnmr) sinμn(ϕ0 − ϕ)r dr dϕ =

=
ϕ0

√
2

π

l∫

0

Jμn(αnmr)r dr

π∫

0

f+

(
r,
ϕ0(π − θ)

π

)
sin
[(
n− 1

4

)
θ
]
dθ,

где f+(r,ϕ) = F+(x, y). Интеграл J2 преобразуем к виду

J2 =

l∫

0

Jμn(αnmr)r dr

1∫

r/l

sμn−1f−
(
rs,

r

s

)
ds;

здесь f−(ξ, η) = F−(x, y). Подставляя J1 и J2 в (2.7.42), получим

J =

l∫

0

Jμn(αnmr)r

[
ϕ0

√
2

π

π∫

0

f+

(
r,
ϕ0
π
(π − θ)

)
sin
[(
n− 1

4

)
θ
]
dθ+

+

1∫

r/l

sμn−1f−
(
rs,

r

s

)
ds

]
dr. (2.7.43)

Рассмотрим функции

f+p

(
r,
ϕ0
π
(π − θ)

)
=

π

ϕ0
√
2

+∞∑
k=1

[
1

(2μk + 2p)(2μk + 2p+ 1)
−

− (r/l)2μk+2p

2μk + 2p
+

(r/l)2μk+2p+1

2μk + 2p+ 1

]
hk(θ), (2.7.44)

f−p(ξ, η) = −
( ξ
η

)p[
1−

( ξ
η

)1/2]
или f−p

(
rs,

r

s

)
= −s2p(1− s), p ∈ N,

(2.7.45)



§ 2.7. Построение собственных значений и функций 145

где {hk(θ)} — система, биортогональная к системе синусов
{
sin
[(
n−

− 1
4

)
ϕ
]}∞

n=1
в пространстве L2[0,π], которая определена выше форму-

лой (2.6.37) при β = 1/2.
В силу следствия 2.6.1 функции |hk(θ)| равномерно ограничены

по k, поэтому ряд (2.7.44) при 0 � r � l, 0 � θ � π сходится равно-
мерно. Следовательно, функция f+(r,ϕ), определенная рядом (2.7.44),
непрерывна в D−. Теперь, подставляя (2.7.44) и (2.7.45) в соотноше-
ние (2.7.43) и интегрируя над знаком суммы с учетом определения
биортогональных систем, получим J = 0. Поскольку бесконечная си-
стема функций

Fp(x, y) =
{
F+p(x, y) = f+p(r,ϕ), (x, y) ∈ D+,

F−p(x, y) = f−p(ξ, η), (x, y) ∈ D−,

из L2(D), где функции f+p и f−p определены, соответственно, форму-
лами (2.7.44) и (2.7.45), является линейно независимой, то размерность
дефекта равна бесконечности.

2.7.2. Задача на собственные значения для обобщенного опе-
ратора Трикоми. В этом пункте исследуем задачу Tλ для уравне-
ния (2.7.1) при n > 0. Для этого уравнения в области D− рассмот-
рим задачу Дарбу с краевыми условиями: uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < l,
u(x, y) = 0, (x, y) ∈ AC, решение которой методом Римана–Адамара
построено в [80, 81]. Отсюда найдем

u(x, 0) = k1

x∫

0

(x− t)−2β J−β [
√
λ (x− t)]uy(t, 0) dt, 0 � x � l, (2.7.46)

где

k1 =
Γ(β)(2 − 4β)2β
2Γ(1− β)Γ(2β)

, β =
n

2(n+ 2)
∈
(
0,
1
2

)
,

J−β(z) = Γ(1− β)
(z
2

)β
J−β(z),

J−β(z) — функция Бесселя первого рода, Γ(z) — гамма-функция.
В силу равенства (2.7.46), привнесенного из гиперболической ча-

сти D− области D, задача Tλ сводится к новой нелокальной задаче для
оператора эллиптического типа с вырождением на части y = 0 границы
области D+: найти все собственные значения λ и соответствую-
щие им функции u(x, y), удовлетворяющие условиям (2.7.2)–(2.7.4)
и (2.7.46).
Для произвольной кривой Γ эта нелокальная эллиптическая задача

на собственные значения до сих пор не решена. Рассмотрим здесь
случай, когда граница Γ области D+ состоит из дуги так называемой
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«нормальной» кривой Γ0: x2 +
(

2
n+ 2

y(n+2)/2
)2

= l2, y > 0, и отрез-

ка AK луча ϕ = ϕ0, 0 < ϕ0 = const � π (см. рис. 2.7.1).

Рис. 2.7.1

В этой области перейдем к следующей системе координат:

x = r cosϕ,
2

n+ 2
y(n+2)/2 =

1
α
yα = r sinϕ, (2.7.47)

где

α =
n+ 2
2
, r =

√
x2 +

( 1
α
yα
)2
, ϕ = arctg

yα

αx
.

Тогда на основании теоремы дифференцирования сложной функции
имеем

ux = urrx + uϕϕx, uy = urry + uϕϕy,

uxx = urrr
2
x + 2urϕrxϕx + uϕϕϕ

2
x + urrxx + uϕϕxx,

uyy = urrr
2
y + 2urϕryϕy + uϕϕϕ

2
y + urryy + uϕϕyy.

Подставляя это в уравнение (2.7.1), получим

(ynr2x + r2y)urr + 2(y
nrxϕx + ryϕy)urϕ + (ynϕ2x + ϕ2y)uϕϕ+

+ (ynrxx + ryy)ur + (ynϕxx + ϕyy)uϕ + λynu = 0. (2.7.48)

Исходя из формул (2.7.47) найдем

rx = cosϕ, ry = yα−1 sinϕ, ϕx = − sinϕ

r
,

ϕy = yα−1
cosϕ

r
, rxx =

sin2 ϕ

r
, ϕxx =

sin 2ϕ
r2

,

ryy = (α− 1)yα−2 sinϕ+ y2α−2
cos2 ϕ

r
,

ϕyy = (α− 1)y
α−2 cosϕ

r
− y2α−2 sin2ϕ

r2
.

Тогда с учетом вычисленных выше производных уравнение (2.7.48)
примет вид

urr +
2α− 1
αr

ur +
uϕϕ

r2
+
α− 1
αr2

ctgϕuϕ + λu = 0
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или

urr + (1+ 2β)
ur
r

+
1
r2
uϕϕ + 2β ctgϕ

uϕ
r2

+ λu = 0. (2.7.49)

В уравнении (2.7.49) разделим переменные, u = R(r)Φ(ϕ). Тогда
получим

R′′(r) +
1+ 2β
r

R′(r) +
(
λ− μ2

r2

)
R(r) = 0, 0 < r < l, (2.7.50)

Φ′′(ϕ) + 2β ctgϕΦ′(ϕ) + μ2Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < ϕ0, (2.7.51)

где μ — постоянная разделения переменных.

Из условия (2.7.4) вытекают следующие граничные условия:

R(0) = 0, R(l) = 0, (2.7.52)

Φ(ϕ0) = 0. (2.7.53)

Решением дифференциального уравнения (2.7.50), удовлетворяю-
щим первому условию из (2.7.52), является функция

R(r) = r−βJρ(
√
λ r), (2.7.54)

где ρ =
√
μ2 + β2 и Re (ρ− β) > 0.

Теперь построим общее решение дифференциального уравне-
ния (2.7.51). Для этого здесь произведем замену x = sin2 ϕ/2,
0 � ϕ/2 � ϕ0/2 � π/2. На этом промежутке функция sinϕ/2 строго
возрастает, поэтому каждому ϕ соответствует единственный x. Тогда
уравнение (2.7.51) принимает вид

x(1− x)F ′′(x) +
[1
2
+ β − (1+ 2β)x

]
F ′(x) + μ2F (x), 0 < x < x0 � 1;

(2.7.55)
здесь F (x) = Φ(ϕ), x0 = sin2 ϕ0/2.

Уравнение (2.7.55) представляет собой известное гипергеометриче-
ское уравнение [10, Т. I, с. 69] с коэффициентами a = β + ρ, b = β − ρ,
c = 1/2+ β �∈ Z. Тогда общее решение уравнения (2.7.55) определяется
по формуле

F (x) = C1F (a, b, c;x) + C2x
1−cF (a+ 1− c, b+ 1− c, 2− c;x),

где C1 и C2 — произвольные постоянные, F ( · ) — гипергеометрическая
функция Гаусса. Следовательно, общее решение исходного уравне-
ния (2.7.55) задается формулой

Φ(ϕ) = C1F
(
β + ρ,β − ρ,

1
2
+ β, sin2

ϕ

2

)
+

+ C2

(
sin

ϕ

2

)1−2β
F
(1
2
+ ρ,

1
2
− ρ,

3
2
− β; sin2

ϕ

2

)
. (2.7.56)
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Далее найденные функции (2.7.54) и (2.7.56) удовлетворим услови-
ям (2.7.46) и (2.7.53). Для этого предварительно вычислим

τ(x) = u(x, 0) = R(x)Φ(0) = C1x
−βJρ(

√
λ x), (2.7.57)

ν(x) = uy(x, 0 + 0) = lim
y→0+0

uy(x, y) = lim
y→0

(urry + uϕϕy) =

= (αx)2β lim
ϕ→0

[
R′(r)Φ(ϕ) (sinϕ)1+2β + r−1R(r)Φ′(ϕ) sin2β ϕ cosϕ

]
=

= (αx)2β
R(x)

x
lim
ϕ→0

Φ′(ϕ) (sinϕ)2β = (2α)2β
1− 2β
2

C2x
β−1Jρ(

√
λx)

(2.7.58)

и подставим в равенство (2.7.35). Тогда получим

C1x
−βJρ(

√
λx) = C2k2

x∫

0

(x− t)−βJ−β(
√
λ (x − t))t−βJρ(

√
λ t) dt,

(2.7.59)
где

k2 = k1Γ(1− β)
(√λ
2

)β
(2α)β

1− 2β
2

,

C1F
(
β + ρ,β − ρ,

1
2
+ β; sin2

ϕ0
2

)
+

+ C2

(
sin

ϕ0
2

)1−2β
F
(1
2
+ ρ,

1
2
− ρ,

3
2
− β; sin2

ϕ0
2

)
= 0. (2.7.60)

Поскольку вычисление интеграла из правой части (2.7.59) достаточ-
но громоздко, поступим иначе, т. е. методом разделения переменных
построим множество частных решений уравнения (2.7.1) при n > 0,
ограниченных в области D−. Для этого в области D− введем следую-
щие координаты:

x = σ ch θ,
1
α
(−y)α = σ sh θ,

σ =

√
x2 − 1

α2
(−y)2α , θ = arth

1
α
(−y)α
x

.

(2.7.61)

В координатах (σ, θ) уравнение (2.7.1) при y < 0 принимает вид

((−y)nσ2x − σ2y)uσσ + 2((−y)nσxθx − σyθy)uσθ + ((−y)nθ2x − θ2y)uθθ +

+ ((−y)nσxx − σyy)uσ + ((−y)nθxx − θyy)uθ + λ(−y)nu = 0. (2.7.62)

На основании формул (2.7.61) вычислим

σx = ch θ, σy = (−y)α−1 sh θ, θx = − sh θ

σ
,
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θy = −(−y)α−1 ch θ
σ
, σxx = − sh2 θ

σ
, θxx =

sh2θ
σ2

,

σyy = −(2α− 1)(−y)α−2 sh θ − (−y)2α−2 sh
2 θ

σ
,

θyy = (α− 1)(−y)α−2 ch θ
σ

+ (−y)2α−2 sh 2θ
σ2

и, подставив в уравнение (2.7.62), получим

uσσ + (1+ 2β)
uσ
σ

− 1
σ2
uθθ − 2β cth θuθ

σ2
+ λu = 0. (2.7.63)

В уравнении (2.7.63) разделим переменные u = R(σ)Q(θ). В результате
будем иметь

R′′(σ) +
1+ 2β
σ

R′(σ) +
(
λ− μ2

σ2

)
R(σ) = 0, 0 < σ < l, (2.7.64)

R(0) = 0, |R(l)| < +∞, (2.7.65)

Q′′(θ) + 2β cth θ Q′(θ) − μ2Q(θ) = 0, θ > 0, (2.7.66)

где μ — постоянная разделения переменных.

Решением задачи (2.7.64), (2.7.65) является функция

R(σ) = σ−βJρ(
√
λσ); (2.7.67)

здесь ρ =
√
μ2 + β2 , Re (ρ− β) > 0.

Далее построим общее решение дифференциального уравне-
ния (2.7.66). В этом уравнении произведем замену переменной
z = − sh2 θ/2. После чего уравнение (2.7.66) имеет вид

z(1− z)F ′′(z) +
(1
2
+ β − (1+ 2β)z

)
F ′(z) + μ2F (z) = 0, z < 0,

(2.7.68)
где F (z) = Q(θ), которое формально совпадает с соответствующим
уравнением (2.7.55) из эллиптической части, т. е. уравнение (2.7.68)
есть гипергеометрическое уравнение с параметрами a = β + ρ, b =

= β − ρ, c =
1
2
+ β. Поскольку мы ищем решения исходного уравне-

ния (2.7.1), равные нулю на характеристике AC (σ = 0 и θ = +∞), то
в качестве линейно независимых решений уравнения (2.7.68) примем
следующие функции:

F1(z) = F (a, b, c; z) = F
(
β + ρ, β − ρ,

1
2
+ β; z

)
=

= (1− z)ρ−βF
(1
2
− ρ, β − ρ,

1
2
+ β;

z

z − 1
)
,
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F2(z) = (1− z)−aF
(
a, c− b, a+ 1− b;

1
1− z

)
=

= (1− z)−β−ρF
(
β + ρ,

1
2
+ ρ, 1+ 2ρ;

1
1− z

)
.

Тогда общее решение уравнения (2.7.66) определяется по формуле

Q(θ) = A1

(
ch2

θ

2

)ρ−β

F
(1
2
− ρ,β − ρ,

1
2
+ β; th2

θ

2

)
+

+A2

(
ch2

θ

2

)−ρ−β

F

(
β + ρ,

1
2
+ ρ, 1+ 2ρ;

1

ch2
θ

2

)
,

где A1 и A2 — произвольные постоянные, или в переменных x и y эта
формула принимает вид

Q(θ) = A1

(x+ σ

2σ

)ρ−β

F
(1
2
− ρ,β − ρ,

1
2
+ β;

x− σ

x+ σ

)
+

+A2

( 2σ
x+ σ

)ρ+β

F
(
β + ρ,

1
2
+ ρ, 1+ 2ρ;

2σ
x+ σ

)
. (2.7.69)

Таким образом, на основании (2.7.67) и (2.7.69) имеем множество
частных решений уравнения (2.7.1), ограниченных в области D−:

u(x, y) =
[
A1

(x+ σ

2σ

)ρ−β

F
(1
2
− ρ,β − ρ,

1
2
+ β;

x− σ

x+ σ

)
+

+A2

( 2σ
x+ σ

)ρ+β

F
(
β + ρ,

1
2
+ ρ, 1+ 2ρ;

2σ
x+ σ

)]
σ−βJρ(

√
λσ).

(2.7.70)

Из множества (2.7.70) выделим решения уравнения (2.7.1), равные
нулю на характеристике AC. Для этого достаточно положить A1 = 0
в (2.7.70). С учетом этого из формулы (2.7.70) вычислим

τ(x) = u(x, 0− 0) = A2F
(
β + ρ,

1
2
+ ρ, 1+ 2ρ; 1

)
x−βJρ(

√
λx), (2.7.71)

ν(x) = uy(x, 0 − 0) =
= A2(ρ+ β)(2α)2βF

(
ρ− β,

1
2
+ ρ, 1+ 2ρ; 1

)
x−β−1Jρ(

√
λx). (2.7.72)

Теперь, приравнивая равенства (2.7.57) и (2.7.58), соответственно,
с равенствами (2.7.71) и (2.7.72) между собой, найдем неизвестные
постоянные

C1 = A2F
(
β + ρ,

1
2
+ ρ, 1+ 2ρ; 1

)
, (2.7.73)

C2 = A2
2(ρ+ β)

1− 2β F
(
ρ− β,

1
2
+ ρ, 1+ 2ρ; 1

)
. (2.7.74)
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Подставив значения C1 и C2 в равенства (2.7.59) и (2.7.60), найдем
формулу для вычисления интеграла из правой части (2.7.59) и получим
уравнение относительно ρ:

x∫

0

(x− t)−βJ−β(
√
λ (x − t))t−βJρ(

√
λ t) dt =

=
Γ(1/2− β)Γ(ρ+ β)(

√
λx)−βJρ(

√
λx)√

π Γ(1+ ρ− β)(1 − 2β)β , (∗)

F
(
β + ρ,

1
2
+ ρ, 1+ 2ρ; 1

)
F
(
β + ρ,β − ρ,

1
2
+ β; sin2

ϕ0
2

)
+
2(ρ+ β)

1− 2β ×

× sin1−2β
ϕ0
2
F
(
ρ−β, 1

2
+ρ, 1+2ρ; 1

)
F
(1
2
+ρ,

1
2
− ρ,

3
2
− β; sin2

ϕ0
2

)
= 0.

(2.7.75)

При произвольном ϕ0 это уравнение не удается решить. Рассмотрим
здесь наиболее распространенные случаи: ϕ0 = π, ϕ0 = π/2. Полагая
в равенстве (2.7.75) ϕ0 = π и с учетом известных формул

F (a, b, c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
, Γ

(1
2
+ z
)
Γ
(1
2
− z
)
=

π

cosπz
,

Γ(1+ z) = zΓ(z), Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
, (2.7.76)

Γ(z)Γ
(
z +

1
2

)
= 21−2z

√
π Γ(2z), Γ(z)Γ(−z) = −π

z sinπz
,

преобразуем его к виду

cosπρ+ sinπ(ρ+ β) = 0,

которое равносильно уравнению

tg πρ = −1+ sinπβ

cosπβ
= −

1+ tg
πβ

2

1− tg
πβ

2

= −
tg

π

4
+ tg

πβ

2

1− tg
π

4
tg

πβ

2

= − tg
(πβ
2

+
π

4

)
.

Отсюда находим

ρ = ρk = k − 1
4
− β

2
, k = 1, 2, ... . (2.7.77)

Пусть теперь ϕ0 = π/2. Тогда из равенства (2.7.75) на основа-
нии (2.7.76) и следующих формул [10, Т. I, с. 112]:

F
(
2a, 2b, a+ b+

1
2
;
1
2

)
=

Γ
(
a+ b+

1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
a+

1
2

)
Γ
(
b+

1
2

) ,
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F
(
a, 1− a, b;

1
2

)
= 21−b

Γ(b)Γ
(
1
2

)
Γ
(
a+ b

2

)
Γ
(
b− a

2
+
1
2

) ,
получим

sinπ(ρ− β) + 2 sin
π(ρ+ β)

2
sin

π(ρ− β)

2
= 0,

которое равносильно совокупности двух уравнений:

sin
π(ρ− β)

2
= 0 и tg

πρ

2
= −1.

Отсюда находим
ρ1k = 2k + β, k = 1, 2, ... , (2.7.78)

ρ2k = 2k − 1
2
, k = 1, 2, ... . (2.7.79)

C учетом найденных значений C1 и C2 по формулам (2.7.73)
и (2.7.74) преобразуем функцию (2.7.56). На основании следующих
формул [10, Т. I, с. 148]:

Γ(1− μ)Pμ
ν (cos θ) =

(1
2
sin θ

)−μ

F
(
1+ ν − μ,−ν − μ, 1− μ; sin2

θ

2

)
,

Γ(1− μ)Pμ
ν (cos θ) =

(
ctg

θ

2

)μ
F
(
− ν, ν + 1, 1− μ; sin2

θ

2

)
,

Pμ
−ν−1(x) = Pμ

ν (x),

где Pμ
ν (z) — модифицированная или присоединенная функция Ле-

жандра, получим следующее представление для гипергеометрических
функций из (2.7.56):

F
(
β + ρ,β − ρ,

1
2
+ β; sin2

ϕ

2

)
= Γ

(1
2
+ β

)(1
2
sinϕ

)1/2−β

P
1/2−β
ρ−1/2 (cosϕ),

(2.7.80)

F
(1
2
+ ρ,

1
2
− ρ,

3
2
− ρ; sin2

ϕ

2

)
=

= Γ
(3
2
− β

)(
tg
ϕ

2

)β−1/2
P
β−1/2
−ρ−1/2(cosϕ) =

= Γ
(3
2
− β

)(
tg
ϕ

2

)β−1/2
P
β−1/2
ρ−1/2 (cosϕ). (2.7.81)

После подстановки (2.7.80) и (2.7.81) в (2.7.56) получаем

Φ(ϕ) = A3

( sinϕ
2

)1/2−β[ Γ(ρ+ β)

Γ(1+ ρ− β)
P
1/2−β
ρ−1/2 (cosϕ) + P

β−1/2
ρ−1/2 (cosϕ)

]
,

(2.7.82)
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где

A3 = A2
Γ(1+ 2ρ)Γ

(
1
2
− β

)
Γ
(
1
2
+ β

)
Γ
(
1
2
+ ρ
)
Γ(ρ+ β)

.

Представлению (2.7.82) придадим другой вид. Предварительно на
основании формул [10, Т. I, с. 145]

Γ(ν + μ+ 1)P−μ
ν (x) = Γ(ν − μ+ 1)

[
Pμ
ν (x) cos (μπ)−

2
π
sin (μπ)Qμ

ν (x)

]
,

Pμ
ν (−x) = Pμ

ν (x) cos [π(ν + μ)]− 2
π
sin [π(ν + μ)]Qμ

ν (x)

выразим фунцию Pμ
ν (x) через P

−μ
ν (x):

Pμ
ν (x) =

Γ(ν + μ+ 1)
Γ(ν − μ+ 1)

[ sinπν

sinπ(ν − μ)
P−μ
ν (x) − sinπμ

sinπ(ν − μ)
P−μ
ν (−x)

]
.

(2.7.83)
В силу полученной формулы (2.7.83) вычислим

P
1/2−β
ρ−1/2 (cosϕ) =

Γ(ρ− β + 1)
Γ(ρ+ β)

[ cosπρ

sinπ(ρ+ β)
P
β−1/2
ρ−1/2 (cosϕ)+

+
cosπβ

sinπ(ρ+ β)
P
β−1/2
ρ−1/2 (− cosϕ)

]
и подставим в соотношение (2.7.82). Тогда будем иметь

Φ(ϕ) = A3

( sinϕ
2

)1/2−β[cosπρ+ sinπ(ρ+ β)

sinπ(ρ+ β)
P
β−1/2
ρ−1/2 (cosϕ)+

+
cosπρ

sinπ(ρ+ β)
P
β−1/2
ρ−1/2 (− cosϕ)

]
, 0 � ϕ � ϕ0. (2.7.84)

Отсюда с учетом (2.7.77) найдем

Φk(ϕ) = −A3
( sinϕ
2

)1/2−β

P
β−1/2
ρk−1/2(− cosϕ), 0 � ϕ � π. (2.7.85)

Выбирая из (2.7.78) и (2.7.79) значения ρ2k = 2k − 1
2
из формулы

(2.7.84), получим

Φk(ϕ) = A3

( sinϕ
2

)1/2−β

P
β−1/2
2k−1 (cosϕ), 0 � ϕ � π

2
. (2.7.86)

Далее более подробно остановимся на случае ϕ0 = π. Тогда, учи-
тывая найденные значения ρk по формуле (2.7.77) и удовлетворяя
функцию (2.7.54) второму граничному условию из (2.7.52), будем иметь

Jρk
(
√
λ l) = 0. (2.7.87)
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По аналогии предыдущим пунктом обозначим через dnm корень урав-
нения (2.7.87) и найдем собственные значения задачи Tλ,

λkm =
(dkm

l

)2
. (2.7.88)

Таким образом, на основании формул (2.7.54), (2.7.85), (2.7.88),
(2.7.67) и (2.7.70) получим систему собственных функций задачи Tλ,

ukm(x, y) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−A3r−βJρk

(√dkm
l

r
)( sinϕ

2

)1/2−β

P
β−1/2
ρk−1/2(− cosϕ), (x, y) ∈ D+,

A2

( 2σ
x+σ

)ρk+β

F
(
β+ρk,

1
2
+ρk, 1+2ρk;

2σ
x+σ

)
σ−βJρk

(√dkm
l
σ
)
,

(x, y) ∈ D−,
(2.7.89)

где σ =

√
x2 −

(
1
α
yα
)2
.

Построенную систему (2.7.89) исследуем на полноту в простран-
стве L2.

Теорема 2.7.2. Система собственных функций (2.7.89) задачи Tλ
с весом |y|n/2 полна в пространстве L2(D+) и L2(D−), но не полна
в L2(D); при этом размерность дефекта равна бесконечности.

Дока з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 2.7.1.

§2.8. Построение решения задачи Трикоми
методом спектральных разложений

В этом параграфе полученные выше результаты применим для по-
строения решения задачи Трикоми для уравнения (2.7.1) в области D,
где эллиптическая часть представляет собой сектор с центром в точ-
ке A(0, 0). Прежде решение задачи T построим для уравнения (2.7.1)
при n = 0, т. е. для уравнения с оператором Лаврентьева–Бицадзе,
а потом для уравнения (2.7.1) для всех n > 0.

2.8.1. Построение решения задачи Трикоми для уравнения
с оператором Лаврентьева–Бицадзе. Рассмотрим уравнение (2.7.1)
при n = 0, т. е. уравнение вида

Lu = uxx + sgn y · uyy − λu = 0 (2.8.1)

в области D (см. начало § 2.7), где эллиптическая часть D+ является
сектором с центром в точке A(0, 0): 0 < r < l, 0 < ϕ < ϕ0 � π, а гипер-
болическая часть D− такая же, т. е. она ограничена характеристиками
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AC (x + y = 0) и CB (x − y = l) уравнения (2.8.1) и отрезком AB
прямой y = 0.

Задача Т. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩C(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (2.8.2)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (2.8.3)

u(x, y)|Γ0 = v(r,ϕ)|r=l = f(ϕ), 0 � ϕ � ϕ0; (2.8.4)

u(x, y)|AK = v(r,ϕ)|ϕ=ϕ0 = 0, 0 � r � l; (2.8.5)

u(x, y)|AC = u(x,−x) = 0, 0 � x � l

2
, (2.8.6)

где f(ϕ) — заданная достаточно гладкая функция, f(ϕ0) = 0, K —
точка пересечения кривой Γ0 (r = l) и луча ϕ = ϕ0.

Для простоты вначале рассмотрим случай, когда в уравне-
нии (2.8.1) λ = 0. На основании формулы

u(x, y) = τ(x + y), (2.8.7)

где τ(x) ∈ C[0, l] ∩ C2(0, l), τ(0) = 0, решения задачи Дарбу для
уравнения струны с граничными данными: u(x, 0) = τ(x), 0 � x � l,
u(x,−x) = 0, 0 � x � l/2, получаем равенство

ux(x, 0) − uy(x, 0) = 0, 0 < x < l. (2.8.8)

Теперь в области D+ построим решение следующей смешанной задачи
для уравнения Лапласа: найти функцию u(x, y), удовлетворяющую
условиям (2.8.2)–(2.8.5) и (2.8.8).
Переходя здесь к полярным координатам (r,ϕ) и разделяя перемен-

ные u(x, y) = v(r,ϕ) = R(r)Φ(ϕ), получим

R′′(r) +
1
r
R′(r)− μ2

r2
R(r) = 0, 0 < r < l, (2.8.9)

R(0) = 0, |R(l)| < +∞, (2.8.10)

Φ′′(ϕ) + μ2Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < ϕ0, (2.8.11)

Φ(ϕ0) = 0, (2.8.12)

R(x)

x
Φ′(0) −R′(x)Φ(0) = 0, 0 < x < l, (2.8.13)

где μ — постоянная разделения переменных.
Решением задачи (2.8.9) и (2.8.10) является функция

R(r) = rμ, μ > 0. (2.8.14)

Подставляя функцию (2.8.14) в равенство (2.8.13), находим второе
граничное условие для функции Φ(ϕ):

Φ′(0) − μΦ(0) = 0. (2.8.15)
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Решением задачи (2.8.11), (2.8.12) и (2.8.15) являются функ-
ции (2.6.18) из § 2.6:

Φk(ϕ) = ak sinμk(ϕ0 − ϕ), (2.8.16)

μk =
π

ϕ0

(
k − 1

4

)
, k = 1, 2, ... . (2.8.17)

Тогда функции вида

vk(r,ϕ) = akr
μk sinμk(ϕ0 − ϕ)

удовлетворяют в области D+ всем условиям (2.8.2)–(2.8.5), (2.8.8),
кроме (2.8.4). Решение этой задачи будем искать в виде суммы ряда

v(r,ϕ) =
+∞∑
k=1

fk

(r
l

)μk

sinμk(ϕ0 − ϕ) (2.8.18)

с неизвестными коэффициентами fk. Пусть ряд (2.8.18) сходится рав-
номерно в D+. Тогда, удовлетворяя ряд (2.8.18) граничному усло-
вию (2.8.4), получим

f(ϕ) =
+∞∑
k=1

fk sinμk(ϕ0 − ϕ), 0 � ϕ � ϕ0. (2.8.19)

В ряде (2.8.19) произведем замену ϕ =
ϕ0
π
(π − θ). Тогда, полагая

f(ϕ) = g(θ), будем иметь

g(θ) =
+∞∑
k=1

fk sin
((
k − 1

4

)
θ
)
, 0 � θ � π. (2.8.20)

Отметим, что система синусов
{
sin
(
k − 1

4

)
θ
}
не является ор-

тогональной на промежутке [0,π], поэтому наряду с этой системой
рассмотрим систему {hk(θ)}, которая определена формулой (2.6.3) при
β = 1/2. Тогда, умножая обе части ряда (2.8.20) на hm(θ) и интегрируя
по сегменту [0,π], найдем

fm =

π∫

0

g(θ)hm(θ)dθ =
π

ϕ0

ϕ0∫

0

f(ϕ)hm

(
π
ϕ0 − ϕ

ϕ0

)
dϕ. (2.8.21)

Если g(θ) ∈ Cα[0,π], g(0) = 0, 0 < α � 1, то в силу леммы 2.6.1
ряд (2.8.20) сходится равномерно на [0,π]. Следовательно, ряд (2.8.19)
сходится равномерно на [0,ϕ0] к функции f(ϕ), если f(ϕ) ∈ Cα[0,ϕ0],
f(ϕ0) = 0.
При любом 0 < l0 � r � l1 < l ряд (2.8.18) сходится равномерно

и допускает почленно дифференцирование по переменным r и ϕ любое
число раз. А при r = l из (2.8.18) получаем ряд (2.8.18), который
сходится равномерно к функции f(ϕ). Поэтому сумма ряда (2.8.18)
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непрерывна на D+ и на D+ ∪AB ∪AK допускает почленно дифферен-
цирование по r и ϕ любое число раз.
Из формулы (2.8.18) при ϕ = 0 найдем

u(x, 0) = τ(x) =
1√
2

∞∑
k=1

(−1)k+1fk
(x
l

)μk

, 0 � x � l, (2.8.22)

которая принадлежит классу C[0, l] ∩ C∞(0, l). В области D− решение
задачи Трикоми, т. е. задачи (2.8.3)–(2.8.6) при λ = 0, определяется по
формуле (2.8.7):

u(x, y) =
1√
2

∞∑
k=1

(−1)k+1fk
(
x+ y

l

)μk

, (x, y) ∈ D−. (2.8.23)

Поскольку 0 � x+ y

l
� 1 на D−, ряд (2.8.22) на D− сходится равномер-

но и на множестве D− ∪ AB допускает почленно дифференцирование
по x и y любое число раз.
Таким образом, нами доказана следующая теорема.

Теорема 2.8.1. Если f(ϕ) ∈ Cα[0,ϕ0], 0 < α � 1, f(ϕ0) = 0, то
существует единственное решение задачи T для уравнения (2.7.1)
при λ = 0 и оно имеет вид

u(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∞∑
k=1

fk

(r
l

)μk

sinμk(ϕ0 − ϕ), (r,ϕ) ∈ D+,

1√
2

∞∑
k=1

(−1)k+1fk
(x+ y

l

)μk

, (x, y) ∈ D−,

где fk определяются по формуле (2.8.20); при этом u(x, y) ∈
∈ C∞(D+ ∪AK ∪ AB) ∩ C∞(D+ ∪AB).

Пусть в уравнении (2.8.1) λ �= 0 и λ �= λnm, где λnm — собственные
значения спектральной задачи Tλ. Используя построенную систему
собственных функций задачи Tλ, решение задачи (2.8.2)–(2.8.6) в об-
ласти D+ при λ �= λnm будем искать в виде суммы ряда

v(r,ϕ) =
∞∑
k=1

fk
Jμk

(r
√
λ )

Jμk
(l
√
λ )

sinμk (ϕ0 − ϕ) , (2.8.24)

где fk определяются по формуле (2.8.21), а Jμk
(r
√
λ )/Jμk

l
√
λ — систе-

ма собственных функций задачи (2.6.9) и (2.6.10), только здесь условие
R(l) = 0 следует заменить на R(l) = 1.
На основании асимптотической формулы [10, Т. II, с. 31]

Jν(z) =
1

Γ(1+ ν)

(z
2

)ν
(2.8.25)
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при ν → +∞ и фиксированном z ряд (2.8.24) при любом 0 < l0 � r �
� l1 < l сходится равномерно, так как при больших k∣∣∣∣∣fk Jμk

(r
√
λ )

Jμk
(l
√
λ )

sinμk(ϕ0 − ϕ)

∣∣∣∣∣ �Mrμk ,

где M = const > 0, и допускает почленно дифференцирование по пере-
менным r и ϕ любое число раз.
При r = l из (2.8.24) имеем ряд (2.8.19), равномерная сходимость

которого обоснована выше при условии, что f(ϕ) ∈ Cα[0,ϕ0], 0 < α � 1,
f(ϕ0). Из ряда (2.8.24) при условии ϕ = 0 находим

u(x, 0) = τ(x) =
1√
2

∞∑
k=1

(−1)k+1fk Jμk
(x
√
λ )

Jμk
(l
√
λ )

. (2.8.26)

Для построения решения задачи T в области D− воспользуемся
формулой (2.6.30). Если в этой формуле положить ρ = μk, C2 = 0,

C1 =
(−1)k+1√

2

fk

Jμk (l
√
λ )
, то получим функцию

u(x, y) =
1√
2

∞∑
k=1

(−1)k+1fk
(
x+ y

x− y

)μk/2 Jμk
(
√
λ(x2 − y2) )

Jμk
(l
√
λ )

, (2.8.27)

которая является решением задачи Дарбу для уравнения (2.8.1) в об-
ласти D− с граничными условиями (2.8.26) и (2.8.6).
Итак, справедлива

Теорема 2.8.2. Если f(ϕ) ∈ Cα[0,ϕ0], 0 < α � 1, f(ϕ0) = 0,
λ �= λnm, то существует решение задачи T и оно определяется
рядами (2.8.24) и (2.8.27), т. е.

u(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
k=1

fk
Jμk

(r
√
λ )

Jμk
(l
√
λ )

sinμk(ϕ0 − ϕ), (r,ϕ) ∈ D+,

1√
2

∞∑
k=1

(−1)k+1fk
(x+y
x−y

)μk/2 Jμk
(
√
λ(x2−y2))

Jμk
(l
√
λ )

, (x, y) ∈ D−;

при этом u(x, y) ∈ C∞(D+ ∪AK ∪AB) ∩ C∞(D+ ∪AB).

2.8.2. Построение решения пространственной задачи Трикоми.
Рассмотрим пространственный аналог уравнения Лаврентьева–Бицадзе

LW =Wxx + sgn y ·Wyy +Wzz = 0 (2.8.28)

в цилиндре G = D× (0, d), где D — область плоскости R2xy, описанная
в п. 2.8.1. Обозначим через S часть боковой поверхности x2 + y2 = l2,
y > 0, z ∈ [0, d]; S0 — оставшаяся часть боковой поверхности, т. е. часть
плоскости ϕ = ϕ0, G+ = G ∩ {y > 0}, G− = G ∩ {y < 0}.
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Задача Т. Найти функцию W (x, y, z), удовлетворяющую ус-
ловиям:

W (x, y, z) ∈ C(G ∩ C1(G) ∩ C2(G+ ∪G−); (2.8.29)

LW (x, y, z) ≡ 0, (x, y, z) ∈ G+ ∪G−; (2.8.30)

W (x, y, z)|S = V (r,ϕ, z)|r=l = F (ϕ, z); (2.8.31)

W (x, y, z)|S0 = V (r,ϕ, z)|ϕ=ϕ0 = 0; (2.8.32)

W (x, y, z)|y=−x = 0; (2.8.33)

W (x, y, z)|z=0 =W (x, y, z)|z=d = 0, (2.8.34)

где F (ϕ, z) — заданная достаточно гладкая функция.
Разделив в задаче (2.8.29)–(2.8.34) переменные W (x, y, z) =

= u(x, y)Z(z), получим

uxx + sgn y · uyy − p2u = 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−, (2.8.35)

u(x, y)|Γ0 = v(r,ϕ)|r=l = f(ϕ), 0 � ϕ � ϕ0, (2.8.36)

u(x, y)|AK = v(r,ϕ)|ϕ=ϕ0 = 0, 0 � r � l, (2.8.37)

u(x, y)|AC = u(x,−x) = 0, 0 � x � l/2, (2.8.38)

Z ′′(z) + p2Z(z) = 0, 0 < z < d, (2.8.39)

Z(0) = Z(d) = 0, (2.8.40)

где p = const > 0, f(ϕ) = F (ϕ, 0).
Полученная задача (2.8.35)–(2.8.38) есть задача (2.8.2)–(2.8.6), где

λ = −p2. Полагая в формулах (2.8.24) и (2.8.27) λ = −p2 и учитывая
равенство Jν(iz) = iνIν(z), где Iν(z) — модифицированная функция
Бесселя первого рода, получим решение задачи (2.8.35)–(2.8.38):

u(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

+∞∑
k=1

fk
Iμk

(rp)

Iμk
(lp)

sinμk(ϕ0 − ϕ), (r,ϕ) ∈ D+,

1√
2

+∞∑
k=1

(−1)k+1fk
(x+y
x−y

)μ/2 Iμk
(p
√
x2−y2 )

Iμk
(pl)

, (x, y) ∈ D−.

(2.8.41)
Решением задачи (2.8.39) и (2.8.40) являются функции

Zn(z) = sin pnz, pn =
πn

α
, n = 1, 2, ... . (2.8.42)

Тогда решение задачи (2.8.29)–(2.8.34) в области G+ на основании
формул (2.8.41) и (2.8.42) будем искать в виде суммы двойного ряда

W (x, y, z) = V (r,ϕ, z) =
+∞∑
n,k=1

fnk sin pnz sinμk(ϕ0 − ϕ)
Iμk

(pnr)

Iμk
(pnl)

.

(2.8.43)
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Полагая в (2.8.43) r = l, получим

F (ϕ, z) =
+∞∑
n,k=1

fnk sinμk(ϕ0 − ϕ) sin dnz;

здесь коэффициенты fnk находятся из разложения функции

Pn(ϕ) =
+∞∑
n,k=1

fnk sin
(
μkϕ+

π

4

)
, 0 � ϕ � ϕ0,

т. е. по формуле (2.8.21) при фиксированном n, а функция Pn(ϕ)
определяется по формуле

Pn(ϕ) =
2
d

d∫

0

F (ϕ, z) sin dnz dz.

Далее решение задачи T в области G− находится как сумма ряда

W (x, y, z) =
1√
2

+∞∑
n,k=1

(−1)k+1fnk sin dnz
(x+ y

x− y

)μk/2 Iμk

(
dn
√
x2 − y2

)
Iμk

(dnl)
.

(2.8.44)
Таким образом, приходим к следующему утверждению.

Теорема 2.8.3. Если функция F (ϕ, z) по переменной ϕ удовлетво-
ряет на сегменте [0,ϕ0] условию Гёльдера с показателем α ∈ (0, 1],
а по переменной z на отрезке [0, d] условию Гёльдера с показателем
β ∈ (0, 1], F (ϕ0, z) = 0, то существует решение задачи T в цилин-
дре G и оно определяется рядами (2.8.43) и (2.8.44).

2.8.3. Построение решения задачи Трикоми для уравнения
с оператором Геллерстетда. Рассмотрим уравнение (2.6.1) при n > 0,
т. е. уравнение вида

Lu = sgn y · |y|nuxx + uyy + λ sgn y · |y|nu = 0, (2.8.45)

в области D (см. § 2.6), где граница Γ области D+ состоит из дуги
«нормальной» кривой Γ0 и отрезка AK (см. рис. 2.7.1).

Задача Т. Найти в области D функцию u(x, y), удовлетворяю-
щую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (2.8.46)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (2.8.47)

u(x, y)|Γ0 = v(r,ϕ)|r=l = f(ϕ), 0 � ϕ � ϕ0; (2.8.48)

u(x, y)|AK = v(r,ϕ)|ϕ=ϕ0 = 0, 0 � r � l; (2.8.49)

u(x, y)|AC = u(x,− (αx)
1/α

) = 0, 0 � x � l/2, (2.8.50)

где f(ϕ) — заданная достаточно гладкая функция, f(ϕ0) = 0,
α = (n+ 2)/2.
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Пусть в уравнении (2.8.45) λ = 0. На основании формулы [202,
с. 121]

u(x, y) = v(ξ, η) = k1

ξ∫

0

ν(t) dt

(ξ − t)β(η − t)β
, (2.8.51)

где

k1 =
1
2

(
4

n+ 2

)2β
Γ(β)

Γ(1− β)Γ(2β)
, β =

n

2(n+ 2)
,

ξ = x− 1
α
(−y)α, η = x+

1
α
(−y)α,

и решения задачи Дарбу для уравнения (2.8.45) при λ = 0 с граничны-
ми условиями: uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < l, u|AC = 0, найдем равенство,
связывающее функции τ(x) и ν(x) (т. е. полагая в формуле (2.8.51)
y = 0 или η = ξ = x),

u(x, 0) = τ(x) = k1

x∫

0

ν(t)dt

(x− t)2β
. (2.8.52)

Тогда задача (2.8.46)–(2.8.50) сводится к следующей нелокальной
эллиптической задаче: найти в области D+ функцию u(x, y), удовле-
творяющую условиям (2.8.46)–(2.8.49) и (2.8.52).

В этой задаче, разделяя переменные u(x, y) = v(r,ϕ) = R(r)Φ(ϕ),
где r и ϕ определяются по формуле (2.6.13) из § 2.6, получим

R′′(r) +
1+ 2β
r

R′(r) − μ2

r2
R(r) = 0, 0 < r < l, (2.8.53)

R(0) = 0, |R(l)| < +∞, (2.8.54)

Φ′′(ϕ) + 2β ctgϕ, Φ′(ϕ) + μ2Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < ϕ0, (2.8.55)

Φ(ϕ0) = 0, (2.8.56)

где μ = const > 0. Решением задачи (2.8.53) и (2.8.54) является
функция

R(r) = rρ−β , ρ =
√
μ2 + β2 .

В п. 2.6.2 общее решение уравнения (2.8.55) построено, и оно опре-
деляется формулой (2.6.22). Используя (2.8.56) и (2.6.22), вычислим

uy(x, 0 − 0) = ν(x) = lim
y→0

(urry + uϕϕy) =

= (αx)2β
R(x)

x
lim
ϕ→0

Φ′(ϕ) sin2β ϕ = (2α)2βxρ+β−1 1− 2β
2

C2

6 К.Б. Сабитов
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и подставим в равенство (2.8.52). Тогда

xρ−βC1 = k1(2α)2β
1− 2β
2

C2

x∫

0

tρ+β−1 dt
(x − t)2β

=

= k1(2α)2β
1− 2β
2

C2x
ρ−β Γ(ρ+ β)Γ(1 − 2β)

Γ(1+ ρ− β)

или

C1 = C224β−1
Γ(β)

Γ(1− β)Γ(2β)
1− 2β
2

Γ(ρ+ β)Γ(1− 2β)
Γ(1+ ρ− β)

. (2.8.57)

Теперь, подчиняя функцию (2.6.22) условию (2.8.56), получим ра-
венство (2.6.25). Подставляя сюда значение C1 по формуле (2.8.57),
находим уравнение относительно ρ:

24β−1
1− 2β
2

×

× Γ(β)

Γ(2β)Γ(1 − β)

Γ(ρ+ β)Γ(1− 2β)
Γ(1+ ρ− β)

F
(
β + ρ,β − ρ,

1
2
+ β; sin2

ϕ0
2

)
+

+
(
sin2

ϕ0
2

)1/2−β

F
(1
2
+ ρ,

1
2
− ρ,

3
2
− β; sin2

ϕ0
2

)
= 0. (2.8.58)

Полагая в равенстве (2.8.58) ϕ0 = π, c учетом формул (2.7.76) будем
иметь

cosπρ+ sinπ(ρ+ β) = 0.

Отсюда находим (2.7.77):

ρ = ρk = k − 1
4
− β

2
, k = 1, 2, ... .

С учетом (2.8.57), (2.7.80), (2.7.81) функцию (2.7.56) преобразуем к ви-
ду (2.7.84), затем в силу (2.7.77) к виду (2.7.85) с другой постоян-
ной A3.
Решение эллиптической задачи (2.8.46)–(2.8.49), (2.8.52) будем ис-

кать в виде суммы ряда

u(x, y) =
+∞∑
k=1

fk

(r
l

)ρk−β

(sinϕ)1/2−βP
β−1/2
ρk−1/2(− cosϕ), (2.8.59)

где fk — неизвестные пока поcтоянные.
Допустим, что ряд (2.8.59) сходится равномерно в D+. Тогда, под-

чиняя этот ряд граничному условию (2.8.49), получим

f(ϕ) =

∞∑
k=1

fksin(ϕ)
1/2−β

P
β−1/2
ρk−1/2(− cosϕ), 0 � ϕ � π. (2.8.60)
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Производя замену π − ϕ = θ в равенстве (2.8.60) и учитывая фор-
мулу Мелера–Дирихле [10, Т. I, с. 160]

Pμ
v (cos t) =

√
2
π

(sin t)μ

Γ
(
1
2
− μ
) θ∫

0

(cos v − cos θ)−μ−1/2 cos
[(
v +

1
2

)
v
]
dv,

(2.8.61)
где 0 < t < π, Reμ < 1/2, будем иметь

f(π − θ) =

√
2/π

Γ(1− β)

∞∑
k=1

fk

θ∫

0

(cos v − cos θ)−β cos
[(
k − β

2
− 1
4

)
v
]
dv.

Отсюда после перестановки порядков суммирования и интегрирования
найдем

f1(θ) =

√
2/π

Γ(1− β)

θ∫

0

(cos v − cos θ)−β
∞∑
k=1

fk cos
[(
k − β

2
− 1
4

)
v
]
dv =

=

√
2/π

Γ(1− β)

θ∫

0

(cos v − cos θ)−βF1(v) dv, (2.8.62)

где

F1(v) =

∞∑
k=1

fk cos
[(
k − β

2
− 1
4

)
v
]
, f1(θ) = f(π − θ).

Производя в равенстве (2.8.62) замену z = cos θ, t = cos v, получим
интегральное уравнение Абеля

1
Γ(1− β)

1∫

z

F2(t) dt

(t− z)β(1− t2)1/2
=

√
π

2
f2(z), −1 � z � 1, (2.8.63)

где f2(z) = f1(arccos z), F2(t) = F1(arccos t). Решение уравне-
ния (2.8.63) определяется по формуле [200, с. 39]

F2(z)

(1− z2)1/2
= −

√
π/2

Γ(β)

d

dz

1∫

z

f2(t) dt

(t− z)1−β

или

F1(θ) =

√
π/2

Γ(β)

d

dθ

θ∫

0

f1(v) sin v dv

(cos v − cos θ)1−β
.

6*
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Если f1(0) = 0, f1(θ) ∈ C[0,π] ∩ C1(0,π), (cos θ + 1)β−1f ′
1(θ) инте-

грируема на [0,π], то

F1(θ) =

√
π/2

Γ(β)
sin θ

θ∫

0

f ′
1(v) dv

(cos v − cos θ)1−β
(2.8.64)

или

∞∑
k=1

fk cos

[(
k − β

2
− 1
4

)
θ

]
=

∞∑
m=0

fm+1 cos

[(
m− β

2
+
3
4

)
θ

]
=

= −
√
π/2

Γ(β)
sin θ

θ∫

0

f ′(π − v) dv

(cos v − cos θ)1−β
. (2.8.65)

В силу теоремы 2.6.2 ряд (2.8.65) сходится в пространстве Lp[0,π] при

p < 2/(1− 2β), так как для таких p система косинусов
{
cos
(
m− β

2
+

+
3
4

)
θ
}∞

m=0
= {cos(m − β̃/2)θ}∞m=0, где β̃ = β − 3/2, образует базис

в Lp[0,π]. При этом коэффициенты ряда (2.8.65) определяются по
формуле

fm+1 = −
π∫

0

F1(θ)h
c
m(θ) dθ, m = 0, 1, 2, ... , (2.8.66)

где F1(θ) задается соотношением (2.8.64), а биортогональная система
hcm(θ) имеет вид

hcm(θ) =
2
π

(
2 cos

θ

2

)3/2−β
[ m∑

k=0

Ck
β−3/2 cos (n−k)θ −

1
2
Cm

β−3/2

]
. (2.8.67)

Изучим теперь сходимость ряда (2.8.62). Поскольку ядро инте-
грального оператора из (2.8.62) принадлежит Lγ [0,π] с γ < 1/2β, а со-
пряженный с p показатель q > 2/(1 + 2β), то отсюда следует, что ряд
из (2.8.62) сходится равномерно на сегменте [0,π]. Из следствия 2.6.2
следует равномерная по m ограниченность модуля функции hcm(θ). От-
сюда вытекает равномерная по m ограниченность коэффициентов fm+1.
В силу этих оценок ряд (2.8.59) сходится равномерно при 0 � r � l1 < l,
при этом равномерная сходимость сохраняется для рядов, полученных
многократным почленным дифференцированием по переменным r, ϕ
в части кольца 0 < l0 � r � l1 < l.
Для построения решения задачи Трикоми в области D− найдем

след производной ∂u/∂y от решения (2.8.59) на отрезке 0 < x < l,
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y = 0. Для этого, используя формулу [10, Т. I, с. 163]

d

dx
Pμ
ν (x) = − xμ

1− x2
Pμ
ν (x) −

1√
1− x2

Pμ+1
ν (x), (2.8.68)

вычислим

ν(x) = lim
y→0+0

∂u

∂y
= α2βx2β−1 lim

ϕ→0
(sinϕ)2βuϕ =

=
(αl)2β

l

+∞∑
k=1

fk

(x
l

)ρk+β−1
lim
ϕ→0

(sinϕ)2β
d

dϕ

[
(sinϕ)1/2−βP

β−1/2
ρk−1/2(− cosϕ)

]
=

= − (αl)2β

l

∞∑
k=1

fk

(x
l

)ρk+β−1
lim
ϕ→0

(sinϕ)β+1/2P
β+1/2
ρk−1/2(− cosϕ) =

=
k2
l

+∞∑
k=1

(−1)k+1fk
(x
l

)ρk+β−1
, 0 < x < l, (2.8.69)

где

k2 =
(αl)2β

π
2
1+2β
2 Γ

(
1+ 2β
2

)
cos

(1+ 2β)π
4

.

Подставляя (2.8.68) в формулу (2.8.51), найдем решение задачи T
в области D−:

u(x, y) = k1k2Γ(1− β)

[
(x+

1
α
(−y)α)l

]−β ∞∑
k=1

(−1)k+1Γ(ρk + β)

Γ(ρk + 1)
×

×
⎛⎝x− 1

α
(−y)α
l

⎞⎠ρk

F

⎛⎝β, ρk + β, 1+ ρk;
x− 1

α
(−y)α

x+
1
α
(−y)α

⎞⎠. (2.8.70)

Таким образом, нами при ϕ0 = π и λ = 0 доказана теорема.

Теорема 2.8.4. Если f(ϕ) ∈ C1[0,π], f(π) = 0, то существует
единственное решение задачи (2.8.46)–(2.8.50) при λ = 0 и оно опре-
деляется рядами (2.8.59) и (2.8.70), где коэффициенты fk находятся
по формуле (2.8.66).

Далее изучим случай, когда ϕ0 = π/2. Полагая в равенстве (2.8.58)
ϕ0 = π/2 аналогично п. 2.7.2 находим pk = 2k − 1/2, k = 1, 2, ... . Ре-
шение эллиптической задачи (2.8.46)–(2.8.49), (2.8.52) на основании
частных решений (2.7.54) и (2.7.86) будем искать в виде суммы ряда

u(x, y) =
+∞∑
k=1

fk

(r
l

)2k−1/2−β

(sinϕ)1/2−βP
β−1/2
2k−1 (cosϕ), (2.8.71)
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здесь fk — неизвестные коэффициенты. Подчиняя ряд (2.8.71) гранич-
ному условию (2.8.48), будем иметь

f(ϕ) =

+∞∑
k=1

fk(sinϕ)
1/2−βP

β−1/2
2k−1 (cosϕ), 0 � ϕ � π/2. (2.8.72)

Совершая здесь замену ϕ = θ/2 и используя формулу (2.8.61),
получим

f
(θ
2

)
=

√
2/π

Γ(1− β)

∞∑
k=1

fk

θ/2∫

0

(cos v − cos θ/2)−β cos [(2k − 1/2)v] dv =

=

√
2/π

Γ(1− β)

θ/2∫

0

(cos v − cos θ/2)−β

( ∞∑
k=1

fk cos [(2k − 1/2)v]
)
dv.

(2.8.73)

Обращая уравнение (2.8.73) аналогично решению интегрального
уравнения (2.8.62), получим

+∞∑
k=1

fk cos
[
(2k − 1/2)θ

2

]
=

+∞∑
m=0

fm+1 cos (m+ 3/4)θ =

=

√
π/2

2Γ(β)
sin

θ

2

θ/2∫

0

f ′
(
v

2

)
dv(

cos v − cos
θ

2

)1−β
= Φ1(θ). (2.8.74)

На основании теоремы 2.6.2 ряд (2.8.74) сходится в Lp(0,π) при
1 < p < 2, так как для таких p система косинусов {cos (m+ 3/4)}∞m=0,
где β = −3/2, образует базис в Lp[0,π]. Коэффициенты ряда (2.8.74)
определяются по формуле

fm+1 =

π∫

0

Φ1(θ)h
c
m(θ) dθ, m = 0, 1, 2, ... ; (2.8.75)

здесь Φ1(θ) есть правая часть (2.8.74), биортогональная система hcm(θ)
находится по формуле (2.6.20) при β = −3/2. Аналогично вышеизло-
женному ряд (2.8.73) сходится равномерно на [0,π]. Тогда функция
u(x, y), определенная рядом (2.8.72), удовлетворяет всем условиям
задачи (2.8.46)– (2.8.49) и (2.8.52). Для построения решения задачи
Трикоми в области D− найдем ν(x) = uy(x, 0 + 0) от решения (2.8.72)
и подставим в формулу (2.8.51). В результате получим
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u(x, y) = k1k3Γ(1− β)
[(
x+

1
α
(−y)α

)
l
]−β

×

×
∞∑
k=1

Γ(2k + β − 1/2)
Γ(2k + 1/2)

(
x− 1

α
(−y)α
l

)2k−1/2
×

× F

(
β, 2k + β − 1/2, 2k + 1/2;

x− 1
α
(−y)α

x+
1
α
(−y)α

)
, (2.8.76)

где

k3 =
(αl)2β2(1+2β)/2

Γ(1/2− β)
.

Следовательно, при ϕ0 = π/2 и λ = 0 справедлива теорема.

Теорема 2.8.5. Если f(ϕ) ∈ C1[0,π/2], f(π/2) = 0, то существует
единственное решение задачи (2.8.46)–(2.8.50) при λ = 0 и оно опре-
деляется рядами (2.8.71) и (2.8.76), где коэффициенты fk находятся
по формуле (2.8.75).
Пусть далее в уравнении (2.8.45) λ �= 0 и λ �= λkm, где λkm —

собственные значения спектральной задачи Tλ, ϕ0 = π. На основании
формулы [80, 81]

u(x, y) = v(ξ, η) = k1

ξ∫

0

J−β [
√
λ(ξ − t)(η − t) ]

[(ξ − t)(η − t)]−β
ν(t) dt (2.8.77)

решения задачи Дарбу для уравнения (2.8.45) при λ �= 0 с граничными
условиями: uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < l, u|AC = 0, найдем соотношение,
связывающее функции τ(x) и ν(x):

u(x, 0) = τ(x) = k1

x∫

0

(x− t)−2β J−β[
√
λ (x− t)]ν(t) dt, 0 � x � l.

(2.8.78)
Тогда задача (2.8.46)–(2.8.50) сводится к нелокальной эллиптиче-

ской задаче: найти в области D+ функцию u(x, y), удовлетворяю-
щую условиям (2.8.46)–(2.8.49) и (2.8.78).
В силу результатов п. 2.6.2 решение этой задачи будем искать

в виде суммы ряда

u(x, y) =
+∞∑
k=1

fk
Jpk

(d)

(r
l

)−β

Jpk

(d
l
r
)
(sinϕ)1/2−βP

β−1/2
pk−1/2(− cosϕ),

(2.8.79)
где fk — неизвестные коэффициенты, pk = k − 1/4 − β/2, d = l

√
λ ,

d �= dkm.
Ряд (2.8.79) сходится равномерно на замкнутой области D+. Под-

чиняя этот ряд граничному условию (2.8.48), получим ряд, который



168 Гл. 2. Спектральные свойства решения задачи Трикоми

совпадает с равномерно сходящимся на [0,π] рядом (2.8.60). Поэтому
коэффициенты fk находятся по формуле (2.8.66). В силу асимптотиче-
ской формулы (2.8.25) и оценки системы (2.8.67) ряд (2.8.79) сходится
равномерно при 0 � r � l1 < l. На множестве 0 < l0 � r � l1 < l
ряд (2.8.79) допускает почленное дифференцирование по переменным r
и ϕ любое число раз.
Для построения решения задачи T в области D− можно воспользо-

ваться формулой (2.8.77). Для этого из формулы (2.8.79) следует найти
ν(x) = uy(x, 0 + 0) и подставить в формулу (2.8.77). Из-за возникаю-
щих громоздких вычислений поступим иначе. На основании построен-
ной системы собственных функций (2.7.89) решение задачи (2.8.46)–
(2.8.50) в области D− будем искать в виде суммы ряда

u(x, y) =
+∞∑
k=1

CkΓ(1/2+ ρk)Γ(ρk + β) cosπβ

Jρk
(d)πΓ(1 + 2ρk)

(σ
l

)−β

Jpk

(dσ
l

)
×

×
( 2σ
x+ σ

)ρk+β

F
(
β + ρk,

1
2
+ ρk, 1+ 2ρk;

2σ
x+ σ

)
(2.8.80)

с неизвестными пока коэффициентами Ck.
Из ряда (2.8.80) вычислим

u(x, 0− 0) =
Γ
(
1
2
− β

)
cosβπ

π

+∞∑
k=1

CkΓ(ρk + β)

Jρk
(d)Γ(ρk + 1− β)

Jρk

(dx
l

)
,

(2.8.81)

uy(x, 0 − 0) =
Γ
(
1
2
+ β

)
(2αl)2β cosβπ

πl

+∞∑
k=1

Ck

Jρk
(d)

(x
l

)β−1
Jρk

(dx
l

)
.

(2.8.82)
Аналогичным образом найдем, исходя из формулы (2.8.79),

u(x, 0+ 0) =
∞∑
k=1

fk
Jρk

(d)
Jρk

(dx
l

)
lim
ϕ→0

(sinϕ)1/2−βP
β−1/2
ρk−1/2(− cosϕ) =

= Γ
(1
2
− β

)
21/2−β

∞∑
k=1

fk
Jρk

(d)Γ(1 + ρk − β)Γ(1 − ρk − β)
Jρk

(dx
l

)
=

=
Γ
(
1
2
− β

)
21/2−β

π

∞∑
k=1

fk
Jρk

(d)

sin(ρk + β)πΓ(ρk + β)

Γ(1+ ρk − β)
Jρk

(dx
l

)
=

=
Γ
(
1
2
− β

)
21/2−β cos

1+ 2β
4

π

π

∞∑
k=1

(−1)k+1 fk
Jρk

(d)

Γ(ρk + β)

Γ(ρk + 1− β)
Jρk

(dx
l

)
,

(2.8.83)
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uy(x, 0 + 0) =

=
(αl)2β

l

∞∑
k=1

fk
Jρk(d)

(x
l

)β−1
Jρk

(d
l
x
)
lim
ϕ→0

d

dϕ

[
sin2β ϕP

β−1/2
ρk−1/2(− cosϕ)

]
=

=
(αl)2β21/2+βΓ

(
1
2
+β
)
cos

(1+2β)π
4

πl

∞∑
k=1

(−1)k+1 fk
Jρk

(d)

(x
l

)β−1
Jρk

(dx
l

)
.

(2.8.84)

В силу (2.8.46), приравнивая соответствующие равенства (2.8.81)
и (2.8.83) и (2.8.82) и (2.8.84) между собой, найдем

Ck =
21/2−β cos

1+ 2β
4

π

cosβπ
(−1)k+1fk. (2.8.85)

Теперь, подставляя (2.8.85) в ряд (2.8.80), получим решение зада-
чи T в области D−:

u(x, y) =
21/2−β cos

1+ 2β
4

π

π

∞∑
k=1

(−1)k+1 fk
Jpk

(d)

Γ
(
1
2
+ ρk

)
Γ(ρk + β)

Γ(1+ 2ρk)
×

×
(σ
l

)−β

Jρk

(d
l
σ
)( 2σ

x+ σ

)ρk+β

F
(
β + ρk,

1
2
+ ρk; 1+ 2ρk;

2σ
x+ σ

)
=

=
2 cos

(1+ 2β)π
4√

π

∞∑
k=1

(−1)k+1 fk
Jρk

(d)

Γ(ρk + β)

22kΓ(ρk + 1)

(σ
l

)−β

Jρk

(dσ
l

)
×

×
( 2σ
x+ σ

)ρk+β

F
(
β + ρk,

1
2
+ ρk, 1+ 2ρk;

2σ
x+ σ

)
. (2.8.86)

Ряд в правой части (2.8.86) сходится равномерно на замкнутой обла-
сти D− и на множестве D− ∪AB допускает почленное дифференциро-
вание по переменным x и y любое число раз.
Таким образом, при ϕ0 = π и λ �= λnm доказана справедливость

следующего утверждения.

Теорема 2.8.6. Если f(ϕ) ∈ C1[0,π], f(π) = 0, то существует
решение задачи (2.8.46)–(2.8.50) при λ �= λnm и оно определяется
рядами (2.8.79) и (2.8.86), где коэффициенты fk находятся по фор-
муле (2.8.65).
Отметим, что при написании данного параграфа использованы ре-

зультаты работ [141, 143].
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ПРИНЦИПЫ МАКСИМУМА ДЛЯ НЕКОТОРЫХ

КЛАССОВ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ

В работах Л.И.Камынина и Б.Н.Химченко (см., например, [78, 79])
для эллиптических и параболических уравнений второго порядка
с неотрицательной характеристической формой получены наиболее точ-
ные условия на рассматриваемый оператор и геометрию границы, при
которых справедливы классические принципы экстремума.
Для равномерно эллиптических уравнений второго порядкаН.С.На-

дирашвили [149, 150] показал, что в любой окрестности граничной
экстремальной точки имеется граничная точка, в которой косая произ-
водная отлична от нуля. Этот результат существенно расширил, напри-
мер, класс допустимых граничных поверхностей в теории единствен-
ности решения второй краевой задачи для равномерно эллиптических
уравнений второго порядка.
Вместе с тем следует подчеркнуть, что для систем уравнений

в частных производных экстремальные свойства решений изучены
сравнительно мало [23, 53, 108, 120, 121, 125, 228, 238, 247, 255, 260,
263, 264, 266].
В третьей главе получены утверждения, которые представляют со-

бой дальнейшее развитие ранее доказанного А.В. Бицадзе [23, с. 27]
принципа максимума модуля решений одной эллиптической системы
на другие классы систем дифференциальных уравнений и установлены
новые принципы экстремума для различных типов систем уравнений
в частных производных. Показаны также применения этих результатов
при исследовании задачи Трикоми для систем уравнений смешанного
типа.

§3.1. Принципы максимума модуля решений
эллиптических систем второго порядка

В области D пространства Rm точек x = (x1,x2, ... ,xm), m � 2,
рассмотрим систему

Lu ≡
m∑

p,q=1

ApqUpq +

m∑
p=1

BqUp + CU = 0, (3.1.1)
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где Apq(x), Bq(x), C(x) — заданные вещественные матрицы порядка
n × n, n � 2, U = (u1,u2, ... ,un), Up = ∂U/∂xp, Upq = ∂2U/∂xp∂xq,
Apq(x) = Aqp(x), x ∈ D.
Введем вектор e = (e1, e2, ... , en), ei = ui/|U |, |U |2 = |U(x)|2 =

=
n∑

i=1

u2i (x). Тогда U = |U |e и система (3.1.1) принимает вид

L(|U |e) =
∑
p,q

|U |pqApqe+
∑
p

|U |p
(
Bpe+ 2

∑
q

Apqeq

)
+ |U |Le = 0.

Полученное векторное уравнение умножим на вектор e скалярно:

M(|U |) = (e,L|U |e) =
∑
p,q

(e,Apqe)|U |pq +

+
∑
p

|U |p
[
(e,Bpe) + 2

∑
q

(e,Apqeq)
]
+ (e,Le)|U | = 0. (3.1.2)

Пусть коэффициенты уравнения (3.1.2) ограничены и квадратичная
форма ∑

p,q

(e,Ap,qe)ξpξq

неотрицательно определена в области G = D\{x ∈ D : |U(x)| = 0}.
Под регулярным решением системы (3.1.1) в области D будем

понимать функцию U(x), удовлетворяющую условиям U(x) ∈ C(D) ∩
∩ C2(D), LU ≡ 0 в D.

Теорема 3.1.1. Если (e,Le) < 0 в области G, то модуль |U(x)|
регулярного в области D решения U(x) системы (3.1.1) не может
достигать положительного локального максимума ни в одной точ-
ке области D.

Теорема 3.1.2. Пусть: 1) оператор M локально равномерно эл-
липтичен и (e,Le) � 0 в G; 2) U(x) — регулярное в D решение
системы (3.1.1) и U(x) �≡ const. Тогда модуль |U(x)| не может до-
стигать положительного локального максимума ни в одной точке
области D.

Теорема 3.1.3. Пусть: 1) выполнены условия 1) и 2) теоре-
мы 3.1.2; 2) max

D
|U(x)| = |U(x)| > 0 и x ∈ ∂D; 3) граница ∂D об-

ласти D удовлетворяет условию строгой сферичности изнутри.
Тогда для любого направления l, исходящего из точки x и удовле-
творяющего условию cos (l,N) > 0, справедливо неравенство

∂|U |
∂l

∣∣∣∣
x=x

< 0,

где N означает направление внутренней нормали к ∂D,
∂|U |
∂l

—

нижняя производная функции |U(x)| в направлении вектора l.
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Справедливость теорем 3.1.1–3.1.3 следует из того, что уравне-
ние (3.1.2) в области G является уравнением эллиптического типа
относительно функции |U(x)|. Поэтому в силу наложенных в этих
теоремах условий для уравнения (3.1.2) в G справедливы соответству-
ющие известные принципы экстремума [243, 157, 249]. Для примера
рассмотрим доказательство теоремы 3.1.1. Пусть в некоторой точке
x0 ∈ D функция |U(x)| достигает положительного максимума. Тогда
в некоторой окрестности V (x0) точки x0 функция |U(x)| > 0, и она
является регулярным решением уравнения (3.1.2). Поскольку уравне-
ние (3.1.2) в V (x0) является уравнением эллиптического типа и его
коэффициент при |U | отрицателен, (e,Le) < 0, то в силу принципа
максимума для эллиптических уравнений модуль |U | не может в V (x0)
достигать своего положительного максимума.

Определение 3.1.1. Будем говорить, что граница ∂D области D
удовлетворяет условию конуса, если существуют числа H > 0, α ∈
∈ (0,π/2) и непрерывное единичное векторное поле k(x) на ∂D такие,
что для любой точки x ∈ ∂D прямой круговой конус с вершиной
в точке x, высотой H , углом раствора 2α и осью, направленой по k(x),
целиком лежит в D.
Например, условие конуса выполнено для области с липшицевой

границей и, тем более, при ∂D ∈ C1.

Теорема 3.1.4. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 3.1.3
и граница области D удовлетворяет условию конуса. Тогда для
любого ε ∈ (0,α) в любой окрестности V (x) ⊂ ∂D точки x найдется
точка x′ ∈ V (x) такая, что для любого вектора l(x′), образующего
с вектором k(x′) угол, не больший α− ε, справедливо неравенство

∂|U |
∂l

∣∣∣∣
x=x′

< 0.

Справедливость этой теоремы следует из результатов Н.С.Надира-
швили [149, 150] и теорем 3.1.2–3.1.3.
Теперь покажем, что существуют системы, для которых выполнены

условия теорем 3.1.1–3.1.4. Пусть

Apq = (apqij ), Bp = (bpij), C = (cij), i, j = 1,n.

Пример 1. Рассмотрим систему

�U + C(x)U = 0, (3.1.3)

где C(x) — неположительно определенная квадратная матрица. Систе-
ма (3.1.3) получается из (3.1.1), когда apqij ≡ 0 при i �= j и p �= q, appii ≡ 1
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при i = 1,n, p = 1,m; bpij ≡ 0 при всех i, j и p. В этом случае
m∑

p,q=1

(e,Apqe)ξpξq =

m∑
p=1

(e, e)ξ2p =

m∑
p=1

ξ2p = |ξ|2,

(e,Le) =
m∑
p=1

(e, epp) + (e,Ce) =

= (e,Ce)− |U |−4
∑
p

[|U |2|Up|2 − (U ,Up)
2] � 0,

так как (e,Ce) � 0 и |(U ,Up)| � |U ||Up|.
Таким образом, для системы (3.1.3) справедливы утверждения тео-

рем 3.1.2–3.1.4.

Пример 2. В области D рассмотрим систему
m∑
p=1

[αp(x)Upp + βp(x)Up] + C(x)U = 0, (3.1.4)

где αp(x) > 0, βp(x) — числовые функции, а C(x) — квадратная
отрицательно определенная матрица. Для системы (3.1.4) apqij ≡ 0 при
i �= j и p �= q, appii = αp(x), bpij(x) ≡ 0 при i �= j, bpii(x) = βp(x). Тогда∑

p,q

(e,Apqe)ξpξq =
∑
p

αp(x)ξ2p > 0 при |ξ| > 0,

(e,Le) =
∑
p

αp(e, epp) +
∑
p

βp(e, ep) + (e,Ce) =

= (e,Ce)− |U |−4
∑
p

αp
[|U |2|Up|2 − (U ,Up)

2] < 0.
Следовательно, для системы (3.1.4) справедливы теоремы

3.1.1–3.1.4.

Пример 3. Рассмотрим систему∑
p,q

αpq(x)Upq +
∑
p

βp(x)Up + C(x)U = 0, (3.1.5)

где αpq, βp — заданные в области D числовые функции, C(x) —
квадратная матрица порядка n. Для системы (3.1.5)∑

p,q

(e,Apqe)ξpξq =
∑
p,q

αpq(x)ξpξq,
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(e,Le) = (e,Ce)− |U |−4
∑
p,q

αpq(x)
[|U |2(Up,Uq)− (U ,Up)(U ,Uq)

]
.

Отсюда легко заметить, что если
∑
p,q

αpq(x)ξpξq � 0 и (e,Ce) < 0

в области G, то для системы (3.1.5) справедлива теорема 3.1.1. Если∑

p,q

αpq(x)ξpξq � ν|ξ|2, ν = const > 0 и (e,Ce) � 0 в G, то для систе-

мы (3.1.5) справедливы теоремы 3.1.2–3.1.4.

Пример 4. В области D рассмотрим нелинейную систему∑
p,q

αpq(x,U)Upq +
∑
p

βp(x,U ,Ux)Up + β(x,U ,Ux)U = 0, (3.1.6)

где αpq , βp — числовые функции, β — квадратная матрица порядка n.
В этом случае ∑

p,q

(e,Apqe)ξpξq =
∑
p,q

αpq(x,U)ξpξq,

(e,Le) = (e,βe)− |U |−4
∑
p,q

αpq(x,U)
[|U |2(Up,Uq)− (U ,Up)(U ,Uq)

]
.

Если
∑

p,q

αpq(x,U)ξpξq � 0 и (e,βe) < 0 в G, то для системы (3.1.6)

справедлива теорема 3.1.1, которая получена в работе [111, c. 497]. Ес-
ли

∑

p,q

αpq(x,U)ξpξq � ν(U)|ξ|2, ν(U) � δ > 0 и (e,βe) � 0 в области G,

то для системы (3.1.6) справедливы теоремы 3.1.2–3.1.4.

Замечание 3.1.1. В [23] впервые А.В. Бицадзе установил справед-
ливость теоремы 3.1.1 для системы (3.1.4) несколько иным способом
при указанных в примере 2 ограничениях. В работах [263, 264] тео-
рема 3.1.1 доказана для частных случаев системы (3.1.1) при усло-
вии, что (e,Le) < 0,

∑

p,q

(e,Apqe)ξpξq > 0 и |U(x)| > 0 в области D.

Теорема 3.1.1 для системы (3.1.5) при m = n = 2, αpq(x) ≡ 0 при
p �= q и βp(x) ≡ 0 доказана в [1]. Теорема 3.1.3 сформулирована
в [266] для системы (3.1.4) при αp(x) = 1. Отметим также, что в рабо-
тах [53, 108, 228] установлен некий интегральный признак максимума
модуля регулярных решений некоторых параболических систем в ци-
линдрической области. В [120, 121] получены оценки решения задачи
Коши через начальную функцию.
Выясним, насколько существенны условия теорем 3.1.1–3.1.2.
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Пример 5. Рассмотрим в квадрате D = {(x1,x2) ∈ R2: 0 < x1,x2 <
< π/k, k > 0} систему, записанную по компонентам искомого решения
U = (u1,u2), {

u111 + u122 + k2u1 + k2u2 = 0,

u211 + u222 + k2u1 + k2u2 = 0.
(3.1.7)

Для этой системы

2∑
p,q=1

(e,Apqe)ξpξq =

2∑
p=1

ξ2p = |ξ|2,

(e,Le) = (e,Ce)− |U |−4
2∑

p=1

[|U |2|Up|2 − (U ,Up)
2]. (3.1.8)

Система (3.1.7) имеет решение u1(x1,x2) = u2(x1,x2) = sinkx1 ·×
× sin kx2. Легко видеть, что модуль |U(x1,x2)| =

√
2 sin kx1 · sin kx2

достигает своего наибольшего положительного значения в D в точке
(π/2k,π/2k) ∈ D.
На найденных решениях u1 и u2 соотношение (3.1.8) равно

(e,Le) = (e,Ce) = k2(e1 + e2)
2 = 2k2 > 0.

Следовательно, нарушение условия (e,Le) � 0 существенно влияет
на справедливость этих теорем.

Пример 6. В круге D = {(x1,x2) ∈ R2: x21 + x22 < r2} рассмотрим
известную систему А.В. Бицадзе [23, c. 133]{

u111 − u122 − 2u212 = 0,
u211 − u222 + 2u112 = 0.

(3.1.9)

В качестве решения системы (3.1.9) подходят функции u1(x1,x2) =
= u2(x1,x2) = r2 − x21 − x22. Отсюда видно, что модуль |U | = √

2 (r2 −
− x21 − x22) достигает своего глобального положительного максимума
в центре круга D, т. е. внутри области D. Это связано с тем, что квад-
ратичная форма

∑

p,q

(e,Apqe)ξpξq = ξ21 − ξ22, вообще говоря, не является

неотрицательно определенной в D при любых ξ = (ξ1, ξ2), |ξ| > 0. При
этом условие (e,Le) � 0 на найденных решениях не нарушено.
Таким образом, нарушение хотя бы одного из условий теорем 3.1.1–

3.1.2 влечет за собой несправедливость заключений этих теорем.
На основании установленных выше принципов максимума нетрудно

получить единственность решения основных краевых задач для
системы (3.1.1) и установить ряд качественных свойств реше-
ний [97, 106, 113].
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§3.2. Покомпонентный принцип экстремума
для одного класса эллиптических систем

Рассмотрим линейную систему второго порядка

Li(U) ≡ aipq(x)uixpxq + bip(x)uixp +

n∑
k=1

cik(x)uk = fi(x) (3.2.1)

в области D пространства Rm точек x = (x1,x2, ... ,xm), m � 2, где
индексы p и q означают суммирование по этим индексам от 1 до m,
i = 1,n, n � 2; aipq(x), bip(x) и cik(x) — заданные в области D
вещественные локально ограниченные функции, причем для каждого i:
aipq(x) = aiqp(x) и квадратичная форма aipqξpξq � 0 в области D при
всех ξ ∈ Rm и |ξ| > 0; функции fi определены в D, U = (u1,u2, ... ,un).
Под регулярным в области D решением системы (3.2.1) будем

понимать функцию U(x), удовлетворяющую условиям

U(x) ∈ C(D) ∩ C2(D), LiU(x) ≡ fi(x) в D при всех i = 1,n.

Теорема 3.2.1. Пусть в области D

cik(x) � 0 при k �= i, cii(x) +
∑
k �=i

cik(x) < 0, fi(x) � 0 (� 0) (3.2.2)

или

cik(x) � 0 при k �= i, cii(x) +
∑
k �=i

cik(x) � 0, fi(x) > 0 (< 0) (3.2.3)

и U(x) — регулярное в области D решение системы (3.2.1). Тогда ес-
ли max

i
max
D

ui(x) > 0 (min
i

min
D

ui(x) < 0), то max
i

max
D

ui (min
i

min
D

ui)

достигается только на границе области D.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max
i

max
D

ui(x) = uj(x) > 0. Допустим,

что x ∈ D. Тогда в точке x в силу условий (3.2.2) будем иметь

Lj[U(x)] = ajpq(x)
∂2ui(x)

∂xp∂xq
+

n∑
k �=j

cjk(x)[uk − uj(x)] +

+ uj(x)

(
cjj +

∑
k �=j

cjk

)
< 0.

Но, с другой стороны, Lj[U(x)] = fj(x) � 0. Полученное проти-
воречие и доказывает справедливость принципа максимума с усло-
виями (3.2.2). Аналогично доказывается и принцип максимума при
выполнении условий (3.2.3). Для доказательства принципа минимума
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достаточно в силу линейности системы (3.2.1) ввести в рассмотрение
функцию — U(x).

Теорема 3.2.2. Пусть в области D

cii(x) +
∑
k �=i

|cik(x)| < 0, fi(x) ≡ 0 (3.2.4)

и U(x) — регулярное в области D решение системы (3.2.1). Тогда
max

i
max
D

|ui(x)| > 0 достигается только на границе области D.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max
i

max
D

|ui(x)| = |uj(x)| > 0. В силу
линейности системы (3.2.1) и fi ≡ 0 можно считать, что uj(x) > 0.
Тогда max

i
max
D

ui(x) = uj(x) и |ui(x)| � uj(x) в D. Допустим, что x ∈
∈ D. Тогда в этой точке в силу условий (3.2.4) получим

Lj[U(x)] = ajpq(x)
∂2uj(x)

∂xp∂xq
+ cjjuj(x) +

∑
k �=j

cjkuk(x) �

� ajpq(x)
∂2uj(x)

∂xp∂xq
+ cjjuj(x)+

+
∑
k �=j

|cjk||uk(x)| � ajpq(x)
∂2uj(x)

∂xp∂xq
+ uj(x)

(
cjj +

∑
k �=j

|cjk|
)
< 0,

что противоречит Lj [U(x)] = 0.

В последующих теоремах будем предполагать, что оператор Li при
каждом i локально равномерно эллиптичен в D.

Теорема 3.2.3. Пусть в области D

cik(x) � 0 при k �= i, cii(x) +
∑
k �=i

cik(x) � 0, fi(x) � 0 (� 0) (3.2.5)

и U(x) — регулярное в D решение системы (3.2.1); при этом функ-
ции ui(x) не равны постоянной в любой подобласти области D.
Тогда если max

i
max
D

ui(x) = uj(x) > 0 (min
i

min
D

ui(x) =uj(x) < 0), то

uj(x) достигается только на границе области D.

Дока з а т е л ь с т в о. Введем вспомогательную функцию ω(x) =
= (ω1,ω2, ... ,ωn), где ωi(x) = ui(x) − uj(x), которая в области D явля-
ется регулярным решением системы

Li(ω) = fi − uj(x)

n∑
k=1

cik(x);
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и ωi(x) � 0 в D, max
i

max
D

ωi(x) = ωj(x) = 0. Отсюда легко заметить,

что функция ωj(x) является регулярным решением эллиптического
уравнения

Mj(ωj) ≡ ajpqωjxpxq + bjpωjxp + cjjωj = gj , (3.2.6)

где

gj = fj − uj(x)

n∑
k=1

cjk −
∑
k �=j

cjkωk.

В силу условий (3.2.5) правая часть уравнения (3.2.6) неотрица-
тельна в области D. Пусть точка x ∈ D. Поскольку оператор Mj

локально равномерно эллиптичен и его коэффициенты локально огра-
ничены в D, то в силу результатов Хопфа [249] функция ωj(x) ≡ 0,
чего быть не может. Значит, x ∈ ∂D.

Теорема 3.2.4. Пусть в области D

cii(x) +
∑
k �=i

|cik(x)| � 0, fi(x) ≡ 0 (3.2.7)

и U(x) — регулярное решение системы (3.2.1); при этом функ-
ции ui(x) не равны постоянной в любой подобласти области D.
Тогда max

i
max
D

|ui(x)| > 0 достигается только на границе обла-

сти D.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max

i
max
D

|ui(x)| = |uj(x)| > 0. Не теряя
общности, будем считать, что uj(x) > 0. Тогда max

i
max
D

ui(x) = uj(x)

и |ui(x)| � uj(x) в D. Теперь, рассуждая аналогично доказатель-
ству теоремы 3.2.3, введем новую функцию ω(x). При этом функ-
ция ωj(x) = uj(x) − uj(x) является решением эллиптического уравне-
ния (3.2.6), правая часть которого в силу условия (3.2.7) в области D
неотрицательна. В самом деле,

gj(x) = −uj(x)cjj −
∑
k �=j

cjk[uj(x) + ωk] � −uj(x)
(
cjj +

∑
k �=j

|cjk|
)

� 0.

Если теперь точка x ∈ D, то в силу результатов [249] функция
ωj(x) ≡ 0 в D, что невозможно.

Замечание 3.2.1. В теоремах 3.2.1–3.2.4 условия на коэффициен-
ты системы (3.2.1) существенны, ибо их нарушение влечет за собой
несправедливость утверждений этих теорем. В качестве первого при-
мера рассмотрим систему (3.1.7) в квадрате D (см. пример 6 § 3.1).
Для этой системы

cij = k2 > 0 при i �= j, cii +
∑
i�=j

cij = 2k2 > 0.
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Решения u1 = u2 = sin kx1 sin kx2 системы (3.1.7) достигают своего
наибольшего значения внутри квадрата D.
В качестве второго примера рассмотрим в области D ⊂ R2, содер-

жащей в себе начало координат, систему⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂2u1

∂x21
+
∂2u1

∂x22
+ 4αu1 − 4α2

(
x21 + x22

)
u2 = 0,

∂2u2

∂x21
+
∂2u2

∂x22
− 4α2 (x21 + x22

)
u1 + 4αu2 = 0,

(3.2.8)

где α = const > 0, для которой

cii +
∑
k �=i

|cik| = 4α+ 4α2
(
x21 + x22

)
> 0.

Система (3.2.8) имеет решение u1 = u2 = exp
[−α (x21 + x22

)]
. Эти

функции u1 и u2 достигают своего положительного глобального мак-
симума внутри области D.

Замечание 3.2.2. Если в теореме 3.2.3
n∑

k=1

cik(x) ≡ 0 в области D
при любом i, то нет необходимости в условии max

i
max
D

ui(x) > 0

(min
i

min
D

ui(x) < 0).

Следствие 3.2.1. Пусть коэффициенты системы (3.2.1) в обла-
сти D удовлетворяют условиям теоремы 3.2.1 или 3.2.3 и U(x) —
регулярное решение системы (3.2.1). Тогда если ui(x) � 0 (� 0)
на ∂D и fi(x) � 0 (� 0), то ui(x) � 0 (� 0) в области D.

Дока з а т е л ь с т в о. Допустим, что существуют i = s и точка x0 ∈
∈ D такие, что us(x0) < 0. Тогда min

i
min
D

ui(x) = uj(x) < 0, и в силу

принципа минимума (см. теорему 3.2.1 или 3.2.3) точка x ∈ ∂D. Но,
с другой стороны, по условию uj(x) � 0. Полученное противоречие
и доказывает наше утверждение.

Следствие 3.2.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.2.1
или 3.2.3 и область D является ограниченной. Тогда для любого
x ∈ D и любого i, i = 1,n,

|ui(x)| � max
i

max
∂D

|ui(x)|+Kmax
D

|fi(x)|,

где K = const > 0, которые зависят от коэффициентов систе-
мы (3.2.1) и диаметра области D.
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Следствие 3.2.3. Пусть выполнены условия теоремы 3.2.2
или 3.2.4. Тогда для любого x ∈ D и любого i

|ui(x)| � max
i

max
∂D

|ui(x)|.

Замечание 3.2.3. В работе [260] для однородной системы (3.2.1)
получено утверждение типа следствия 3.2.1 несколько иными рассуж-
дениями.
Из следствий 3.2.2 и 3.2.3 вытекает единственность и устойчивость

решения задачи Дирихле для системы (3.2.1). Следствие 3.2.1 может
быть использовано при доказательстве существования неотрицатель-
ных решений и спектра этой системы [233, 234, 238].

Теорема 3.2.5. Пусть: 1) выполнены условия теоремы 3.2.3;
2) max

i
max
D

ui(x) = uj(x) > 0 (min
i

min
D

ui(x) = uj(x) < 0), x ∈ ∂D;

3) граница ∂D области D удовлетворяет условию строгой
сферичности изнутри. Тогда для любого направления l, исходящего
из точки x и удовлетворяющего условию cos (l,N) > 0, справедливо
неравенство

∂Uj(x)

∂l
< 0

(∂Uj(x)

∂l
> 0
)
. (3.2.9)

Теорема 3.2.6. Пусть: 1) выполнены условия теоремы 3.2.4;
2) max

i
max
D

|ui(x)| = |uj(x)| > 0 и x ∈ ∂D; 3) граница ∂D области D

удовлетворяет условию строгой сферичности изнутри. Тогда для
любого направления l, исходящего из точки x и удовлетворяющего
условию cos (l,N) > 0, справедливо неравенство

∂|Uj(x)|
∂l

< 0.

Схема доказательства теорем 3.2.5 и 3.2.6 примерно одна и та же,
поэтому остановимся на доказательстве теоремы 3.2.5. Как и в слу-
чае доказательства теоремы 3.2.3, введем вспомогательную функцию
ω(x) = (ω1,ω2, ... ,ωn), где ωj(x) = uj(x) − uj(x) является регулярным
решением эллиптического уравнения (3.2.6). Поскольку оператор Mj,
определенный левой частью уравнения (3.2.6), локально равномерно
эллиптичен и его коэффициенты локально ограничены в D, а правая
часть (3.2.16) неотрицательна в области D, то в силу граничного
принципа [23, 243] в точке x ∈ ∂D справедливо неравенство

∂ωj(x)

∂l
< 0

(∂ωj(x)

∂l
> 0
)
.

Отсюда уже следует неравенство (3.2.9).
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В теоремах 3.2.5 и 3.2.6 условие 3) о гладкости границы ∂D
области D является довольно сильным требованием. Поэтому при
изучении краевых задач представляет интерес доказательство аналогов
теорем 3.2.5 и 3.2.6 при более слабых ограничениях на гладкость
границы области D.

Теорема 3.2.7. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 3.2.5
и граница области D удовлетворяет условию конуса (см. определе-
ние 3.1.1). Тогда для любого ε ∈ (0,α) в любой окрестности V ⊂ ∂D
точки x найдется точка x′ ∈ V такая, что для любого вектора l,
исходящего из точки x′ и образующего с вектором k(x′) угол, не
больший, чем α− ε, справедливо неравенство

∂Uj(x
′)

∂l
< 0

(∂Uj(x
′)

∂l
> 0
)
.

Теорема 3.2.8. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 3.2.6
и граница области D удовлетворяет условию конуса. Тогда для
любого ε ∈ (0,α) в любой окрестности V ⊂ ∂D точки x найдется
точка x′ ∈ V такая, что для любого вектора l, исходящего из
точки x′ и образующего с вектором k(x′) угол, не больший, чем
α− ε, справедливо неравенство

∂|Uj(x
′)|

∂l
< 0. (3.2.10)

Остановимся на д о к а з а т е л ь с т в е теоремы 3.2.8. Пусть
max

i
max
D

|ui(x)| = |uj(x)| > 0 и, не теряя общности, будем считать, что
uj(x) > 0. Тогда max

i
max
D

ui(x) = uj(x) и |ui(x)| < uj(x) в D и x ∈ ∂D.

Теперь введем новую функцию ω(x) = (ω1,ω2, ... ,ωn). При этом
функция ωj(x) = uj(x) − uj(x) является решением эллиптического
уравнения (3.2.6), правая часть которого (см. доказательство
теоремы 3.2.4) в области D неотрицательна. По условию оператор Mj

локально эллиптичен и его коэффициенты ограничены в области D.
Тогда на основании результатов Н.С.Надирашвили [149, 150] в любой
окрестности V (x) ⊂ ∂D точки x максимума функции ωj(x) найдется
точка x′ ∈ V такая, что ∂ωj(x

′)
∂l

< 0. (3.2.11)

Из оценки (3.2.11) нетрудно получить (3.2.10).
В качестве примера применения теорем 3.2.7 и 3.2.8 рассмотрим

вопрос о единственности решения задачи Неймана для системы (3.2.1)
в области D, когда граница ∂D удовлетворяет условию конуса. Ранее
эти вопросы для одного эллиптического уравнения в зависимости от
гладкости границы области D изучались в работах [78, 91, 149, 157,
243, 249].
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Теорема 3.2.9. Пусть: 1) U(x) — регулярное в D решение одно-
родной системы (3.2.1); 2) граница ∂D области D удовлетворяет
условию конуса; 3) для некоторого ε ∈ (0,α) на ∂D задано единичное
векторное поле l такое, что угол между векторами k(x) и l(x), исхо-
дящими из точки x ∈ ∂D, не превосходит α− ε; 4) в каждой точке
x ∈ ∂D существует производная ∂U/∂l и ∂U/∂l = 0; 5) коэффици-
енты системы удовлетворяют условиям теоремы 3.2.3 или 3.2.4.
Тогда: если определитель матрицы (cik(x)) равен нулю в области D,
то U(x) = const; если же определитель матрицы (cik(x)) отличен
от нуля, хотя бы в одной точке области D, то U(x) ≡ 0.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть U(x) �≡ const в D и для определенности

коэффициенты системы (3.2.1) удовлетворяют условиям теоремы 3.2.3.
Тогда max

i
max
D

ui(x) = uj(x) > 0, и в силу теоремы 3.2.3 точка x ∈ ∂D.
На основании теоремы 3.2.7 в любой окрестности V ⊂ ∂D точки x
существует точка x′ ∈ V такая, что ∂uj(x′)/∂l < 0. А это противоречит
условию ∂uj(x

′)/∂l = 0. Следовательно, U(x) ≡ const. Тогда из систе-
мы (3.2.1) получим

n∑
k=1

cik(x)uk(x) ≡ 0, i = 1,n. (3.2.12)

Как известно из курса алгебры, если определитель системы (3.2.12)
отличен от нуля хотя бы в одной точке области D, то ui(x) ≡ 0 при
всех i = 1,n. Если же определитель матрицы (cik(x)) равен нулю
в области D, то система (3.2.12) имеет нетривиальное решение.

§3.3. Принцип максимума модуля решений
одного класса гиперболических систем

Рассмотрим систему

L0U ≡ Uξη + a(ξ, η)Uξ + b(ξ, η)Uη + c(ξ, η)U = 0, (3.3.1)

где a, b — числовые функции, c — квадратная матрица из числовых
функций cik(ξ, η), i, k = 1,n, n � 2; U = (u1,u2, ... ,un), в области Δ,
ограниченной отрезками A0B0, A0C0 и C0B0, A0 = (0, 0), B0 = (l, l),
C0 = (0, l), l > 0.

Пусть α = ab, β = exp
∫
bdξ, hi = aξ + ab− cii, |U | =

[
n∑

i=1

u2i(ξ, η)
]1/2
,

(U ,V ) =
n∑

i=1

uivi — скалярное произведение.

Предположим, что коэффициенты системы (3.3.1) a, b, cik и aξ
непрерывны на Δ ∪ A0C0 и при (ξ, η) ∈ Δ удовлетворяют одному из
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следующих условий:

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)

√√√√ n∑
i=1

(
h2i +

n∑
k �=i

c2ik

)
dt > 0; (3.3.2)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
hi = aξ + ab− cii = aξ + ab− c0 = h,

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)

[
|h|+

√√√√ n∑
i=1

n∑
k �=i

c2ik

]
dt > 0.

(3.3.3)

Под регулярным решением системы (3.3.1) в области Δ бу-
дем понимать вектор-функцию U(ξ, η), удовлетворяющую условиям:
1) U(ξ, η) ∈ C(Δ) ∩ C1(Δ), Uξ,η ∈ C(Δ), L0U ≡ 0 в Δ; 2) производ-
ная Uη непрерывна на множестве Δ ∪A0C0.

Теорема 3.3.1. Пусть коэффициенты системы (3.3.1) в об-
ласти Δ удовлетворяют отмеченным выше условиям гладкости
и условию (3.3.2) или (3.3.3) и U(ξ, η) — регулярное решение си-
стемы (3.3.1), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max
Δ

|U(ξ, η)| > 0, то он достигается на A0B0.

Дока з а т е л ь с т в о. В области Δ рассмотрим тождество

βL0U = (βUη + αU)ξ − βh̃U ≡ 0,

h̃ =

⎛⎜⎜⎝
h1 −c12 ... −c1n

−c21 h2 ... −c2n
... ... ... ...

−cn1 −cn2 ... hn

⎞⎟⎟⎠. (3.3.4)

Интегрируя тождество (3.3.4) по отрезку NM прямой η = const,
принадлежащему Δ, получим

(βUη + αU)
∣∣∣M
N

=

∫

NM

βh̃U dξ. (3.3.5)

Отметим, что в равенстве (3.3.5) отрезок NM может принадлежать
не только области Δ, но и Δ ∪A0C0. Пусть max

Δ
|U(ξ, η)| = |U(Q)| > 0.

Допустим противное: точка Q /∈ A0B0. Тогда Q ∈ Δ ∪ C0B0. Рассмот-
рим случай, когда Q ∈Δ. Из точки Q проведем отрезок характеристики
η = const до пересечения с характеристикой ξ = 0 в точке P . В равен-
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стве (3.3.5) в качестве отрезка NM возьмем PQ и умножим его на
U(Q) скалярно. Тогда будем иметь

β(Q) (U(Q),Uη(Q)) + α(Q)|U(Q)|2 =

=

(
U(Q),

∫

PQ

βh̃Udξ

)
=

∫

PQ

β(U(Q), h̃U) dξ.

Отсюда

β(Q)|U(Q)||U(Q)|η � −α(Q)|U(Q)|2 +
∫

PQ

β|U(Q)||h̃U |dξ �

� −|U(Q)|2
[
α(Q)−

∫

PQ

β

√√√√ n∑
i=1

(
h2i +

n∑
k �=i

c2ik

)
dξ

]
, (3.3.6)

так как

|h̃U | � |U |||h̃|| � |U(Q)

[
n∑

i=1

(
h2i +

n∑
k �=i

c2ik

)]1/2
.

Из оценки (3.3.6) в силу условия (3.3.2) следует, что производная
|U(Q)|η < 0. Но это противоречит тому, что в точке Q ∈ Δ максиму-
ма функции |U(ξ, η)| производная |U(Q)|η = 0. Следовательно, точка
Q /∈ Δ.
Если Q ∈ B0C0, то, рассуждая аналогично концовке доказательства

теоремы 1.2.1 гл. 1, снова получим противоречие.
Пусть теперь выполнено условие (3.3.3). В этом случае в области Δ

рассмотрим тождество

βL0U = (βUη + αU)ξ − βhU + β c̃ U = 0,

c̃ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 c12 ... c1n
c21 0 ... c2n
... ... ... ...
... ... ... ...
cn1 cn2 ... 0

⎞⎟⎟⎟⎠.
Рассуждая аналогично рассмотренному выше случаю, получим

β(Q) (U(Q),Uη(Q)) + α(Q)|U(Q)|2 =

=

∫

PQ

βh (U(Q),U) dξ −
∫

PQ

β(U(Q), c̃ U) dξ.
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Отсюда

β(Q)|(U(Q)||U(Q)|η � −α(Q)|U(Q)|2+
+ |U(Q)|2

∫

PQ

β|h|dξ +
∫

PQ

β|U(Q)||c̃ U |dξ �

� −|U(Q)|2
[
α(Q)−

∫

PQ

β

(
|h|+

√√√√ n∑
i=1

n∑
k �=i

c2ik

)
dξ

]
< 0,

что противоречит неравенству |U(Q)|η = 0.

Замечание 3.3.1. а) Если коэффициенты системы (3.3.1) в обла-
сти Δ удовлетворяют одному из неравенств:

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β

n∑
i=1

(
|hi|+

n∑
k �=i

|cik|
)
dt > 0, (3.3.7)

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)

[
|hi|+

n∑
i=1

n∑
k �=i

|cik|
]
dt > 0, (3.3.8)

то для системы (3.3.1) также справедлива теорема 3.3.1. В самом деле,
пусть выполнено неравенство (3.3.7). Тогда

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)

[
n∑

i=1

(
h2i +

n∑
k �=i

c2ik

)]1/2
dt �

� α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)
n∑

i=1

(
|hi|+

n∑
k �=i

|cik|
)
dt > 0,

что влечет справедливость теоремы 3.3.1.
б) Если в условиях (3.3.3) и (3.3.8) h � 0 в области Δ, то эти

условия равносильны, соответственно, следующим:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
h � 0,

α(0, η) +

ξ∫

0

β(t, η)

[
c0 −

√√√√ n∑
i=1

n∑
k �=i

c2ik

]
dt > 0,

(3.3.9)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
h � 0,

α(0, η) +

ξ∫

0

β(t, η)

[
c0 −

n∑
i=1

n∑
k �=i

|cik|
]
dt > 0.

(3.3.10)
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Замечание 3.3.2. Если коэффициенты b = b(ξ, η,U ,Uξ,Uη), c =
= c(ξ, η,U ,Uξ,Uη), то легко заметить, что при выполнении соответству-
ющих неравенств (3.3.2), (3.3.3), (3.3.7)–(3.3.10) для системы (3.3.1)
верен результат теоремы 3.3.1.

Замечание 3.3.3. В работах [66, 124, 125] доказан принцип мак-
симума модуля |U | исходя из явного вида решения задачи Дарбу для
системы (3.3.1) при некоторых ее частных случаях. В [255] сфор-
мулирован принцип максимума |U | для более общей системы путем
сведения ее к одному гиперболическому уравнению относительно |U |
и дальнейшим применением [229]. В работе [116] обобщен результат
статьи [255] для достаточно общих областей. Полученные в [255]
и [116] условия, при которых справедлив принцип максимума |U |,
выражаются через саму функцию U(ξ, η) и коэффициенты системы
и поэтому они трудно проверяемы. Авторы этих работ не привели ни
одного примера, для которого были бы справедливы ими найденные
условия.
Аналогично определению 1.2.2 под обобщенным в области Δ ре-

шением системы (3.3.1) будем понимать функцию U(ξ, η), если суще-
ствует последовательность регулярных в Δ решений Up(ξ, η) систе-
мы (3.3.1), равномерно сходящаяся в Δ к функции U(ξ, η).

Теорема 3.3.2. Пусть коэффициенты системы (3.3.1) в обла-
сти Δ удовлетворяют отмеченным выше условиям гладкости и од-
ному из условий (3.3.2), (3.3.3), (3.3.7)–(3.3.10), и U(ξ, η) — обобщен-
ное решение системы (3.3.1), равное нулю на отрезке A0C0. Тогда,
если max

Δ
|U(ξ, η)| > 0, то он достигается на отрезке A0B0.

Дока з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 1.2.3.

Отметим также, что для системы (3.3.1) справедливы утверждения,
полученные в пп. 1.2.3 и 1.2.4 § 1.2.

§3.4. Покомпонентный принцип экстремума
для одного класса гиперболических систем

В области Δ (см. § 3.3) рассмотрим систему

LiU ≡ uiξη + ai(ξ, η)uiξ + bi(ξ, η)uiη +
n∑

k=1

cik(ξ, η)uk = fi(ξ, η), (3.4.1)

где i = 1,n, n � 2, U = (u1,u2, ... ,un), ai(ξ, η), bi(ξ, η), cik(ξ, η),
fi(ξ, η) — числовые функции, заданные в области Δ.
Введем обозначения: αi = aiβi, βi = exp

∫
bidξ, hi = aiξ + aibi − cii.
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Пусть функции ai, bi, cik и aiξ непрерывны на множестве Δ ∪A0C0
и удовлетворяют при (ξ, η) ∈ Δ одному из следующих условий:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

hi � 0, cik � 0 при i �= k,

αi(0, η) +

ξ∫

0

βi(t, η)
n∑

i=1

cik(t, η) dt > 0;
(3.4.2)

αi(ξ, η)−
ξ∫

0

βi(t, η)
(
|hi(t, η)|+

n∑
k �=i

|cik|
)
dt > 0. (3.4.3)

Предполагается, что функции fi(ξ, η) интегрируемы по ξ на каждом
отрезке [0, ξ0] прямой η = η0, 0 < ξ0 < η0 < l.
Под регулярным в области Δ решением системы (3.4.1), как

и выше, будем понимать функцию U(ξ, η), удовлетворяющую усло-
виям: U ∈ C(Δ) ∩ C1(Δ), Uξη ∈ C(Δ), LiU ≡ fi в Δ и, кроме того,
Uη ∈ C(Δ ∪ A0C0).

Теорема 3.4.1. Пусть: 1) коэффициенты системы (3.4.1) облада-
ют отмеченной выше гладкостью и удовлетворяют условию (3.4.2);
2) fi(ξ, η) � 0 (� 0) в области Δ; 3) U(ξ, η) — регулярное решение
системы (3.4.1), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max

i
max
Δ

ui > 0
(
min
i

min
Δ

ui < 0
)
, то этот максимум (минимум) до-

стигается на отрезке A0B0.

Дока з а т е л ь с т в о. В области Δ рассмотрим тождество

βiLi(U) ≡ (βiuiη + αiui)ξ − βihiui +
∑
k �=i

βicikuk = βifi

и проинтегрируем его по отрезку NM прямой η = const, принадлежа-
щему Δ. Тогда получим

(βiuiη + αiui)
∣∣∣M
N

=

∫

NM

βifidξ +

∫

NM

(
βihiui −

∑
k �=i

βicikuk

)
dξ. (3.4.4)

Пусть max
i

max
Δ

ui(ξ, η) = uj(Q) > 0. Допустим противное:

Q /∈ A0B0. Тогда ясно, что Q ∈ Δ ∪C0B0. Пусть Q ∈ Δ. Из этой точки
проведем отрезок η = const до пересечения с характеристикой ξ = 0
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в точке P . В равенстве (3.4.4) в качестве отрезка NM возьмем PQ
и положим i = j. Тогда будем иметь

βj(Q)ujη(Q) =

∫

PQ

βjfjdξ +

∫

PQ

βjhj [uj − uj(Q)] dξ + uj(Q)

∫

PQ

βjhj dξ−

−
∫

PQ

βj
∑
k �=j

cjk [uk − uj(Q)] dξ − uj(Q)

∫

PQ

βi
∑
k �=j

cjkdξ − αi(Q)uj(Q) =

=

∫

PQ

βjfjdξ +

∫

PQ

βjhj [uj − uj(Q)] dξ −
∫

PQ

βj
∑
k �=j

cjk [uk − uj(Q)] dξ−

− uj(Q)

[
αj(P ) +

∫

PQ

βj

n∑
k=1

cjk dξ

]
.

Отсюда в силу условий теоремы следует ujη(Q) < 0, что противо-
речит тому, что в точке Q ∈ Δ максимума функции uj производная
ujη(Q) = 0.
Если Q ∈ B0C0, то получим противоречие аналогично концовке

доказательства теоремы 1.2.1.

Теорема 3.4.2. Пусть: 1) коэффициенты системы (3.4.1) облада-
ют отмеченной выше гладкостью и удовлетворяют условию (3.4.3);
2) fi(ξ, η) ≡ 0; 3) U(ξ, η) — регулярное решение системы (3.4.1), рав-
ное нулю на характеристике A0C0. Тогда если max

i
max
Δ

|ui(ξ, η)| > 0,
то этот максимум достигается на отрезке A0B0.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max

i
max
Δ

|ui(ξ, η)| = |uj(Q)| > 0. Не те-
ряя общности, в силу линейности и однородности системы (3.4.1) мож-
но считать, что uj(Q) > 0. Тогда max

i
max
Δ

ui = uj(Q) > 0 и |ui| � uj(Q)

в Δ. Предположим, что точка Q /∈ A0B0. Следовательно, Q ∈Δ∪C0B0.
Достаточно рассмотреть случай, когда Q ∈ Δ. Далее, рассуждая ана-
логично доказательству теоремы 3.4.1, из равенства (3.4.4) получим

βj(Q)ujη(Q) + αj(Q)uj(Q) �
∫

PQ

βj |hj ||uj| dξ +
∫

PQ

βj

n∑
k �=j

|cjk||uk| dξ.

Из этой оценки в силу условия (3.4.3) следует, что

βj(Q)ujη(Q) � −uj(Q)

[
αj(Q)−

∫

PQ

βj

(
|hj |+

n∑
k �=j

|cjk|
)
dξ

]
< 0.

Последнее противоречит тому, что в точке Q ∈ Δ максимума функ-
ции uj(ξ, η) производная uiη(Q) = 0. Полученное противоречие и дока-
зывает наше утверждение.
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Замечание 3.4.1. а) Если hi � 0 и cik � 0 при k �= i в области Δ,
то условие (3.4.3) равносильно (3.4.2).

В самом деле, пусть в области Δ функции hi � 0 и cik � 0 при
k �= i. Тогда βihi = αiξ − βicii и

αi(ξ, η)−
ξ∫

0

βi

(
hi −

∑
k �=i

cik

)
dt = αi(0, η) +

ξ∫

0

βi(t, η)
n∑

k=1

cik(t, η) dt > 0.

б) Если hi � 0 в области Δ, то условие (3.4.3) равносильно нера-
венству

αi(0, η) −
ξ∫

0

βi

(
cii −

n∑
k �=i

|cik|
)
dt > 0.

в) Если hi(ξ, η) � 0, cik(ξ, η) � 0 при k �= i, cii +
∑

k �=i

cik � 0 в об-

ласти Δ и ai(0, η) > 0 на промежутке (0, l), то условие (3.4.2) всегда
выполнено.
Рассмотрим случай, когда коэффициенты системы (3.4.1) не удо-

влетворяют условиям (3.4.2) и (3.4.3).

Лемма 3.4.1. Функции hi(ξ, η) и hi(ξ, η) +
n∑

k �=i

cik(ξ, η) являются

инвариантами системы (3.4.1) относительно преобразований вида

ui(ξ, η) = vi(ξ, η) expμ(ξ, η), (3.4.5)

где μ — числовая функция из пространства C2.
Действительно, после подстановки (3.4.5) в систему (3.4.1) получим

viξη + a′iviξ + b′iviη +

n∑
k=1

c′ikvk = 0,

где
a′i = ai + μη, b′i = bi + μη, c′ik = cik при k �= i,

c′ii = aiμξ + biμη + μξη + μξμη + cii.

Тогда легко видеть, что

h′i = a′iξ + a′ib
′
i − c′ii = aiξ + aibi − cii = hi,

h′i +
∑
k �=i

c′ik = hi +
∑
k �=i

cik.

Из этой леммы вытекает, что преобразованиями вида (3.4.5) можно
добиться только выполнения условия (3.4.3) при определенной гладко-
сти коэффициентов системы (3.4.1) в Δ.
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Теорема 3.4.3. Если коэффициенты системы (3.4.1) вместе с aiξ
непрерывны в Δ, то задача Дарбу с данными: ui(ξ, η) = τi(ξ), 0 � ξ �
� l; ui(0, η) = ψi(ξ), 0 � η � l, для этой системы может иметь не
более одного решения.

Дока з а т е л ь с т в о следует из леммы 3.4.1 теоремы 3.4.2.

Обобщенным в области Δ решением системы (3.4.1) будем назы-
вать функцию U(ξ, η), если существует последовательность регуляр-
ных в Δ решений {Up(ξ, η)} системы (3.4.1), равномерно сходящаяся
к U(ξ, η) в Δ.

Теорема 3.4.4. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 3.4.1
и U(ξ, η) — обобщенное в Δ решение системы (3.4.1), равное
нулю на характеристике A0C0. Тогда если max

i
max
Δ

ui(ξ, η) > 0(
min
i

min
Δ

ui(ξ, η) < 0
)
, то max

i
max
Δ

ui
(
min
i

min
Δ

ui
)
достигается на

отрезке A0B0.

Теорема 3.4.5. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 3.4.2
и U(ξ, η) — обобщенное решение системы (3.4.1), равное нулю на
характеристике A0C0. Тогда если max

i
max
Δ

|ui(ξ, η)| > 0, то этот

максимум достигается на отрезке A0B0.

Дока з а т е л ь с т в о теорем 3.4.4 и 3.4.5 аналогично доказатель-
ству теоремы 1.2.3 гл. 1 и проводится на основании соответствующих
теорем 3.4.1 и 3.4.2.

Следствие 3.4.1. Пусть: 1) коэффициенты системы (3.4.1) в об-
ласти Δ удовлетворяют условию (3.4.2); 2) fi(ξ, η) � 0 (� 0) в обла-
сти Δ; 3) U(ξ, η) — обобщенное в Δ решение системы (3.4.1), равное
нулю на характеристике A0C0. Тогда если ui � 0 (� 0) на отрезке
A0B0, то ui(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ.

Дока з а т е л ь с т в о. Допустим, что существуют i = s и точка Q0 ∈
∈ Δ такие, что us(Q0) < 0. Тогда min

i
min
Δ

ui(ξ, η) = uj(Q) < 0 и в силу

теоремы 3.4.4 точка Q ∈ A0B0. По условию uj(Q) � 0. Следовательно,
наше допущение неверно и поэтому ui(ξ, η) � 0 в Δ.

Это утверждение может быть использовано при доказательстве
существования неотрицательных решений системы (3.4.1).

§3.5. Принцип максимума модуля решений одного
класса систем уравнений смешанного типа

Пусть D — область пространства R2 переменных (x, y), ограни-
ченная простой кривой Жордана Γ, лежащей в полуплоскости y > 0,
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с концами в точках A = (0, 0) и B = (l, 0), l > 0, и характеристика-
ми AC и CB системы

LU ≡ K(y)Uxx + Uyy +AUx +BUy + CU = 0, (3.5.1)

где K(y), A(x, y), B(x, y) — числовые функции, yK(y) > 0 при y �= 0,
C(x, y) — квадратная матрица порядка n, n � 2, U = (u1,u2, ... ,un),
лежащими в полуплоскости y < 0. Части области D, в которых y > 0
и y < 0, обозначим, соответственно, через D+ и D− (см. рис. 1.1.1).
В области D для системы (3.5.1) поставим аналог задачи Трикоми

и в дальнейшем его будем именовать задачей T.

Задача Т. Найти вектор-функцию U(x, y), удовлетворяющую
условиям:

U(x, y) ∈ C(D) ∩C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (3.5.2)

LU(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (3.5.3)

U(x, y) = Φ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (3.5.4)

U(x, y)|AC = Ψ(x), 0 � x � l/2, (3.5.5)

где Φ и Ψ — заданные достаточно гладкие вектор-функции,
Φ(0, 0) = Ψ(0).

В данном параграфе устанавливаются экстремальные свойства мо-

дуля |U(x, y)| =
( n∑

i=1

u2i

)1/2
решения системы (3.5.1) в смешанной

области D. Ранее экстремальные свойства модуля |U | решения за-
дачи T были получены в [124] для системы (3.5.1) при K(y) = y,
A(x, y) = B(x, y) ≡ 0, C(x, y) = (Cik(x, y)

)
, i, k = 1,n, — отрицательно

определенная матрица, компоненты которой в области D+ удовлетво-
ряют условиям

(n− 1) (Cik + Cki) � 2 (CiiCkk)
1/2 , i �= k,

а в области D− достаточно малы, l = 1. В [54–57] при некоторых
геометрических ограничениях на кривую Γ, при условии, что матри-
цы A,B и C достаточно малы, доказана однозначная разрешимость
задачи T в пространстве W 1

2 (D) [203].
Здесь эти ограничения для системы (3.5.1) сняты.

Лемма 3.5.1. Пусть: 1) в области D+ коэффициенты систе-
мы (3.5.1) ограничены и C(x, y) — неположительно определенная
матрица; 2) U(x, y) ∈ C(D+) ∩ C1(D+ ∪AB) ∩ C2(D+), LU ≡ 0 в об-
ласти D+; 3) max

D+

|U(x, y)| = |U(x0, 0)| > 0, 0 < x0 < l; 4) |U(0, 0)| <
< |U(x0, 0)|, |U(0, l)| < |U(x0, 0)|. Тогда

p = lim
y→0+0

|U(x0, y)|y < 0. (3.5.6)
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Дока з а т е л ь с т в о. В силу условий 1) и 2) в области D+ для
эллиптической системы (3.5.1) имеет место теорема 3.1.2, на основа-
нии которой max

D+

|U(x, y)| > 0 решения U(x, y) не может достигаться

внутри области D+. Из условий 3) и 4) следует, что p � 0. До-
пустим p = 0. На отрезке AB в силу условия 4) существуют точ-
ки M = (xM , 0) и N = (xN , 0) такие, что max

MN
|U(x0, 0)| = |U(x0, 0)|,

0 < |U(M)| < |U(x0, 0)|, 0 < |U(N)| < |U(x0, 0)|, 0 < xM < x0 < xN < l.
Пусть γ — простая кривая, лежащая в D+, с концами в точках M

и N ; Dγ — область, ограниченная кривой γ и отрезком MN , такова,
что |U(x, y)| > 0 в Dγ . Ясно, что max

γ
|U(x, y)| < |U(x0, 0)|. Тогда су-

ществует ε ∈ (0, 1) такое, что max
γ

|U(x, y)| � (1− ε)|U(x0, 0)|.
В области Dγ введем вектор e = (e1, e2, ... , en), ei = ui/|U |. Тогда

U = |U |e и система (3.5.1) принимает вид

LU ≡ L|U |e ≡ K(y)|U |xxe+ |U |yye+ |U |x (2Kex +Ae)+

+ |U |y (2Key +Be) + |U |Le = 0.
Полученное векторное уравнение умножим на вектор e скалярно,

(e,LU) = K(y)|U |xx + |U |yy +A|U |x +B|U |y + (e,Le)|U | = 0. (3.5.7)
Отсюда вытекает, что в области Dγ функция |U(x, y)| является

регулярным решением эллиптического уравнения (3.5.7). При этом
коэффициент при |U | : (e,Le) � 0 в Dγ . В самом деле,

(e,Le) = K(y)(e, exx) + (e, eyy) +A(e, ex) +B(e, ey) + (e,Ce) =
= K(y)(e, exx) + (e, eyy) + (e,Ce) =

= −K(y)|U |−4 [|U |2|Ux|2 − (U ,Ux)
2]−

− |U |−4 [|U |2|Uy|2 − (U ,Uy)
2]+ (e,Ce) � 0,

так как (e,Ce) � 0 и |(U ,Uq)| � |U ||Uq|, q ∈ {x, y}.
В области Dγ введем в рассмотрение новую функцию

V (x, y) =
ε|U(x, y)|

exp (αd)− ε exp (αy)
= ω(y)|U(x, y)|,

где α = const � sup |B(x, y)| в Dγ , d — диаметр области Dγ , которая
в силу (3.5.7) является решением эллиптического уравнения

K(y)Vxx + Vyy +AVx +BVy + CV = 0,

где
A(x, y) = A(x, y), B(x, y) = B(x, y) − 2αω(y) exp (αy),
C(x, y) = (e,Le)− α(α +B)ω(y) exp (αy) � 0 в Dγ .
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Отсюда следует, что функция V (x, y) не может достигать наибольшего
положительного значения внутри области Dγ . На кривой γ

V (x, y) � ε|U(x, y)|
(1− ε) exp (αd)

<
ε|U(x0, 0)|
exp (αd) − ε

,

а на отрезке MN

V (x, 0) � ε|U(x0, 0)|
exp (αd)− ε

, V (x0, 0) =
ε|U(x0, 0)|
exp (αd) − ε

.

Таким образом, функция V (x, y) достигает своего наибольшего по-
ложительного в Dγ значения в точке (x0, 0). Тогда lim

y→0+0
Vy(x0, y) � 0.

С другой стороны, в силу нашего допущения p = 0 имеем

lim
y→0+0

Vy(x0, y) = αω2(0)|U(x0, 0)| > 0,

что невозможно. Тем самым лемма 3.5.1 доказана.

В области D− перейдем к характеристическим координатам

ξ = x+

y∫

0

√
−K(t) dt, η = x−

y∫

0

√
−K(t) dt,

где K(y) ∈ C[yC , 0] ∩ C2[yC , 0], yC — ордината точки C. При этом
система (3.5.1) принимает вид

Uξη + a(ξ, η)Uξ + b(ξ, η)Uη + c(ξ, η)U = 0, (3.5.8)

где
a(ξ, η) =

(
A+B

√−K −K ′/2
√−K

)
/4K,

b(ξ, η) =
(
A+B

√−K +K ′/2
√−K

)
/4K, c(ξ, η) = C/4K,

а область D− отображается в Δ = {(ξ, η) : 0 < ξ < η < l}.
Определение 3.5.1. Регулярным решением системы (3.5.1) в обла-

сти D назовем функцию U(x, y), удовлетворяющую условиям (3.5.2)
и (3.5.3); кроме того, производная Uη непрерывна на Δ ∪A0C0.

Теорема 3.5.1. Пусть: 1) коэффициенты системы (3.5.1) в обла-
сти D+ ограничены и C(x, y) — неположительно определенная мат-
рица; 2) коэффициенты системы (3.5.1) в области D− в характери-
стических координатах (ξ, η), т. е. коэффициенты системы (3.5.8),
удовлетворяют условиям теоремы 3.3.1; 3) U(x, y) — регулярное в D
решение системы (3.5.1), равное нулю на характеристике AC. Тогда
если max

D
|U(x, y)| > 0, то этот максимум достигается на кривой Γ.

7 К.Б. Сабитов



194 Гл. 3. Принципы максимума для некоторых классов систем

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max
D

|U(x, y)| = |U(Q)| > 0. В силу тео-
ремы 3.3.1 точка Q принадлежит D+. На основании теоремы 3.1.2
точка Q /∈ D+. Следовательно, точка Q ∈ AB ∪ Γ. Пусть Q /∈ Γ. Тогда
Q ∈ AB, т. е. Q = (x0, 0), 0 < x0 < l. В этой точке из гиперболической
части области D

lim
y→o−o

∂

∂y
|U(x0, y)| � 0,

что в силу леммы 3.5.1 противоречит неравенству (3.5.6). Таким обра-
зом, Q ∈ Γ. Теорема 3.5.1 доказана.

Определение 3.5.2. Обобщенным в области D решением систе-
мы (3.5.1) назовем функцию U(x, y), если существует последователь-
ность регулярных в области D решений {Up(x, y)} системы (3.5.1),
равномерно сходящаяся к U(x, y) в замкнутой области D.

Теорема 3.5.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.5.1
и U(x, y) — обобщенное в области D решение системы (3.5.1),
равное нулю на характеристике AC. Тогда если max

D
|U(x, y)| > 0,

то этот максимум достигается на кривой Γ.
Дока з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы1.3.4 гл. 1.

Следствие 3.5.1. Пусть выполнены условия теоремы 3.5.2. Тогда
для любой точки (x, y) ∈ D справедлива оценка

|U(x, y)| � max
Γ

|U(x, y)|.

Следствие 3.5.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.5.2. Тогда
если в классе обобщенных в D решений системы (3.5.1) существует
решение задачи T , то оно единственно.

Замечание 3.5.1. Если: 1) K(y) = sgn y|y|m, m � 0, A(x, y),
B(x, y) ∈ C1(D+) ∩ C1(D−), C(x, y) ∈ C(D+) ∩ C(D−), A(x, y) =
= O

(
(−y)m/2−1) при y → 0 и m � 2 и удовлетворяют условиям

теоремы 3.5.1; 2) Γ — из класса Ляпунова и в точках A и B
оканчивается сколь угодно малыми дугами «нормальной кривой»;
3) функция Φ(x(s), y(s)) ∈ C1[0,S], где x = x(s), y = y(s) — парамет-
рические уравнения кривой Γ, S — длина кривой Γ, s — длина дуги
кривой Γ, отсчитываемая от точки B; 4) Ψ(x) ∈ C1[0, l/2] ∩ C3(0, l/2),
Φ(S) = Φ(0) = Ψ(0) = 0, то в классе регулярных решений систе-
мы (3.5.1) существует решение задачи (3.5.2)–(3.5.5).
Доказательство этого утверждения на основании теоремы 3.5.1

может быть проведено методом интегральных уравнений аналогично
работам [5, 124].
В дальнейшем полученные выше результаты применим для полу-

чения теорем единственности решения задачи Трикоми для уравнения
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Лаврентьева–Бицадзе с комплексным спектральным параметром и для
одной нелинейной системы уравнений смешанного типа.

Пример 1. Рассмотрим в области D известную задачу Трикоми для
уравнения

Wxx + sgn y ·Wyy − λW = 0, (3.5.9)

где λ — комплексный параметр.
Пусть ReW = u1, ImW = u2, λ = Reλ + i Imλ. Тогда эта задача

Трикоми равносильна задаче (3.5.2)–(3.5.5) для системы

Uxx + sgn y · Uyy + CU = 0, (3.5.10)

где

C =

(−Reλ Imλ

−Imλ −Reλ

)
, U = (u1,u2).

На плоскости x, y перейдем к характеристическим координатам
ξ = x+ y, η = x− y. При этом система (3.5.10) принимает вид

[1− sgn (η − ξ)] (Uξξ + Uηη) + [1+ sgn (η − ξ)]Uξη + CU = 0, (3.5.11)

а области D, D+ и D−, соответственно, отображаются в области H,
H+ и H− ≡ Δ.

Теорема 3.5.3. Если существует решение задачи (3.5.2)–(3.5.5)
для системы (3.5.10), то оно единственно при всех λ, удовлетворя-
ющих условиям

|Imλ| <
√
2
( π

t2 − t1

)2
+
√
2 Reλ, Reλ < 0, (3.5.12)

|Imλ| <
√
2
9
4

( π

t2 − t1

)2
Reλ � 0, (3.5.13)

где
t2 = max

H
(ξ − η) = max

D
2y, t1 = min

H
(ξ − η) = min

D
2y.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть U(x, y) — решение однородной задачи
(3.5.2)–(3.5.5) для системы (3.5.10). Введем вспомогательную функцию
V (ξ, η) = U(ξ, η)[−f(ξ, η)], где f — пока неизвестная, но является
достаточно гладкой в H. Функция V (ξ, η) в H является решением
однородной задачи T для системы

o =

⎧⎪⎨⎪⎩
Vξξ + Vηη + fξVξ + fηVη + (fξξ + fηη + f 2ξ + f 2η)V +

C

2
V , ξ > η,

Vξη + fηVξ + fξVη + (fξη + fξfη)V +
C

4
V , ξ < η.

(3.5.14)

7*
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Теперь покажем, что при соответствующем подборе функции f(ξ, η)
для системы (3.5.14) при выполнении условия (3.5.12) или (3.5.13)
относительно параметра λ справедливы условия теоремы 3.5.1. Для
этого достаточно, чтобы f удовлетворяла неравенствам

fξξ + fηη + f 2ξ + f 2η − 1
2
Reλ � 0 в H+, (3.5.15)

fηe
f(ξ,η) −

ξ∫

0

ef(t,η)

[
|h|+

√√√√ 2∑
i=1

2∑
k �=i

c2ik

]
dt > 0 в H−, (3.5.16)

где
h = aξ + ab− c0 =

1
4
Reλ, c0 = fξη + fξfη − 14 Reλ,

c12 = −c21 = Imλ/4.

Функцию f будем искать в виде f = m(ξ + η) + μ(ξ − η), где m =
= const > 0, μ — функция от ξ − η.
Пусть h < 0. Тогда условия (3.5.15) и (3.5.16), соответственно,

принимают вид

μ′′ + μ′2 � Reλ

4
−m2, (3.5.17)

(m− μ′)ef −
(
|Reλ|+

√
2 |Imλ|

) 1
4

ξ∫

0

ef(t,η) dt > 0. (3.5.18)

Обозначим через θ(ξ) левую часть (3.5.18) при фиксированном

η ∈ (0, l). Когда μ′′ + μ′2 � m2 − 1
4
(|Reλ| + √

2 |Imλ|), функция θ(ξ)

возрастает. Поэтому для выполнения неравенства (3.5.18) достаточно,
чтобы

μ′′ + μ′2 � m2 − 1
4

(
|Reλ|+

√
2 |Im λ|

)
, μ′ < m. (3.5.19)

Таким образом, исходя из (3.5.17) и (3.5.19) для определения неиз-
вестных m и μ(t) = μ(ξ − η), получим систему⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

μ′′(t) + μ′2(t) � 1
4
Reλ−m2,

μ′′ + μ′2 � m2 − 1
4

(|Reλ|+√
2 |Imλ|),

μ′(t) < m, t1 � t � t2.

(3.5.20)

Пусть параметр m такой, что Reλ/4 − m2 = m2 − 1
4

(|Reλ| +
+

√
2 |Imλ|). Отсюда m2 =

√
2 |Imλ|/8. Тогда, решая систему (3.5.20),
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получим μ′(t) = d tg [(k − t)d], где постоянные d и k удовлетворяют
условиям

d2 =
(√
2 |Reλ|+ |Imλ|)/4√2 ,

t2 − π/2d < k < t1 +
1
d
arctg

m

d
.

(3.5.21)

Из последнего двойного неравенства видно, что постоянная k су-
ществует, если

0 < d <
(
π + 2 arctg

m

d

)/
2(t2 − t1). (3.5.22)

Отсюда находим условие (3.5.12), при котором существует функция
f(ξ, η), удовлетворяющая условиям (3.5.15) и (3.5.16).
Пусть h = Reλ/4 � 0. В этом случае условие (3.5.16) в силу

замечания 3.3.1 равносильно неравенству

fη(0, η)ef(0,η) +

ξ∫

0

ef(t,η)

[
ftη + ftfη − Reλ

4
−

√
2
4

|Imλ|
]
dt > 0

или

(m− μ′)ef(0,η) +

ξ∫

0

ef(t,η)

[
− μ′′ − μ′2 +m2 − Reλ

4
−

√
2
4

|Imλ|
]
dt > 0.

Из последнего и (3.5.17) находим систему (3.5.20), где только
Reλ � 0, для определения неизвестных m и μ(t). Полагая здесь
m2 = Reλ/4+ |Imλ|/4√2 и решая систему, будем иметь

μ′(t) = d tg [(k − t)d], d2 = |Imλ|/4
√
2 ,

где постоянная k определяется из неравенства (3.5.21). При усло-
вии (3.5.13) из неравенств (3.5.21) и (3.5.22) (где уже m и d дру-
гие) следует существование функции f(ξ, η), удовлетворяющей услови-
ям (3.5.15) и (3.5.16).

Пример 2. В области D рассмотрим однородную задачу Трикоми
для уравнения

sgn y ·Wxx +Wyy − λW = 0, (3.5.23)

где λ — комплексный параметр. Как и в случае примера 1 зада-
ча Трикоми для уравнения (3.5.23) равносильно сводится к задаче
(3.5.2)–(3.5.5) для системы

sgn y · Uxx + Uyy + CU = 0, (3.5.24)

где матрица C такая же, что и у системы (3.5.10).
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Теорема 3.5.4. Если существует решение задачи (3.5.2)–(3.5.5)
для системы (3.5.24), то оно единственно при всех λ, удовлетворя-
ющих неравенствам (3.5.12) и (3.5.13).
Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения аналогично доказатель-

ству теоремы 3.5.3. В этом случае в условии (3.5.16) следует положить
h = −Reλ/4, c12 = −c21 = −Imλ/4.

Пример 3. Рассмотрим задачу Трикоми для нелинейной системы

LiU ≡ K(y)Uixx + Uiyy +Auix +BUiy + Fi(x, y,U) = 0, (3.5.25)

где yK(y) > 0 при y �= 0, K(y), A(x, y), B(x, y), Fi(x, y,U) — за-
данные в области D числовые функции, U = (u1,u2, ... ,un), причем
в областях D+, D− и |ui| � k0 существуют непрерывные частные
производные

∂Fi

∂uk
, i, k = 1,n, n � 2.

Пусть Z = (z1, z2, ... , zn) и W = (w1,w2, ... ,wn) — любые две раз-
личные функции из класса регулярных в D решений системы (3.5.25).
Тогда их разность U = W − Z является регулярным в D решением
линейной системы. Действительно,

Li(W )− Li(Z) = K(y)uixx + uiyy +Auix +Buiy +

+ Fi(x, y,W )− Fi(x, y,Z) = 0. (3.5.26)

Пусть

G(t) = Fi[x, y, tw1 + (1− t)z1, tw2 + (1− t)z2, ... , twn + (1− t)zn].

Тогда

Fi(x, y,W )− Fi(x, y,Z) =

1∫

0

G′(t) dt =
n∑

k=1

uk

1∫

0

∂Fi

∂uk
dt. (3.5.27)

С учетом равенства (3.5.27) система (3.5.26) принимает вид

K(y)uixx + uiyy +Auix +Buiy +

n∑
k=1

Cikuk = 0, (3.5.28)

где

Cik =

1∫

0

∂Fi

∂uk
dt.

Отсюда видно, что если коэффициенты системы (3.5.28) удовлетво-
ряют условиям теоремы 3.5.1 и U =W − Z = 0 на характеристике AC,
то max

D
|W − Z| достигается Γ.
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Следовательно, если в классе регулярных в D решений систе-
мы (3.5.25) существует решение задачи T, то оно единственно при
выполнении отмеченных выше условий относительно коэффициентов
этой системы.

Замечание 3.5.2. В работе [124] для системы (3.5.25) при K(y) =
= y, A = B ≡ 0, ∂Fi/∂uk > 0 при: k, i = 1,n в D и |ui| � k0; в D+

матрица (∂Fi/∂uk) отрицательно определена и

(n− 1)
( ∂Fi

∂uk
+
∂Fk

∂ui

)
�
(∂Fi

∂ui

∂Fk

∂uk

)1/2
, i �= k;

в области D− функции ∂Fi/∂uk достаточно малы. В классе ее регуляр-
ных решений доказана единственность решения задачи T. На основе
теоремы единственности методом интегральных уравнений здесь полу-
чена теорема существования регулярного решения задачи T.
Аналогично [5, 124] для системы (3.5.25) (см. замечание 3.5.1) ме-

тодом интегральных уравнений может быть проведено существование
регулярного решения задачи T.
Отметим также, что задача T для нелинейных уравнений смешан-

ного типа изучалась в работах [23, 43, 114].

§3.6. Покомпонентный принцип экстремума
для одного класса систем уравнений смешанного типа

Рассмотрим в области D (см. § 3.5) систему

LiU ≡ K(y)uixx + uiyy +Aiuix +Biuiy +

n∑
k=1

Cikuk = Fi, (3.6.1)

где yK(y) > 0 при y �= 0, K(y), Ai(x, y), Bi(x, y), Cik(x, y), Fi(x, y) —
заданные в области D числовые функции, i = 1,n, n � 2, U =
= (u1,u2, ... ,un), и поставим задачу Трикоми.

Задача Т. Найти функции ui(x, y), удовлетворяющие условиям:

ui(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (3.6.2)

LiU(x, y) ≡ Fi(x, y), (x, y) ∈ D+ ∪D−; (3.6.3)

ui(x, y) = ϕi(x, y), (x, y) ∈ Γ; (3.6.4)

ui(x, y)|AC = ψi(x), 0 � x � l/2, (3.6.5)

где ϕi и ψi — заданные достаточно гладкие функции, ϕi(0, 0) =
= ψi(0).
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Лемма 3.6.1. Пусть: 1) в области D+ коэффициенты систе-
мы (3.6.1) ограничены и

Cik � 0 при k �= i, Cii +
∑
k �=i

Cik � 0, Fi � 0 (� 0); (3.6.6)

2) U(x, y) ∈ C(D+) ∩ C1(D+ ∪AB) ∩ C2(D+), LiU ≡ Fi в D+;

3) max
i

max
D+

ui(x, y) = uj(x0, 0) > 0
(
min
i

min
D+

ui(x, y) = uj(x0, 0) < 0
)
,

0 < x0 < l. Тогда
lim

y→0+0
ujy(x0, y) < 0. (3.6.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть max
i

max
D+

ui(x, y) = uj(Q) > 0. Вве-

дем вспомогательную функцию W = (w1,w2, ... ,wn), где wi(x, y) =
= ui(x, y) − uj(Q), которая в области D+ является регулярным реше-
нием системы

LiW = Fi − uj(Q)

n∑
k=1

Cik

и wi(x, y) � 0 в D+, max
i

max
D+

wi(x, y) = wj(Q) = 0. При этом функция

wj(x, y) является регулярным решением эллиптического уравнения

K(y)wjxx + wjyy +Ajwjx +Bjwjy + Cjjwj = Gj , (3.6.8)

где

Gj = Fj − uj(Q)
n∑

k=1

Cjk −
∑
k �=j

Cjkwk.

В силу условия (3.6.6) функция Gi � 0 в области D+. Тогда
коэффициенты уравнения (3.6.8) и функция wi(x, y) удовлетворяют
условиям леммы 1.3.1 гл. 1. Поэтому

lim
y→0+0

wjy(x0, y) < 0.

Отсюда уже следует неравенство (3.6.7).

Лемма 3.6.2. Пусть: 1) в области D+ коэффициенты систе-
мы (3.6.1) ограничены и

Cii +
∑
k �=i

|Cik| � 0, Fi ≡ 0; (3.6.9)

2) U(x, y) ∈ C(D+) ∩ C1(D+ ∪AB) ∩ C2(D+), LiU ≡ 0 в D+;
3) max

i
max
D+

|ui(x, y)| = |uj(x0, 0)| > 0, 0 < x0 < l. Тогда

lim
y→0+0

∂

∂y
|uj(x0, y)| < 0. (3.6.10)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть max
i

max
D+

|ui(x, y)| = |uj(Q)| > 0. В силу
линейности и однородности системы (3.6.1) можно считать uj(Q) >
> 0. Тогда max

i
max
D+

ui(x, y) = uj(Q) и |ui(x, y)| � uj(Q) в обла-

сти D+. Как и при доказательстве леммы 3.6.1, введем функцию
W = (w1,w2, ... ,wn), где wj = ui(x, y) − uj(Q). При этом функ-
ция wj(x, y) является регулярным решением эллиптического уравне-
ния (3.6.8) и wj(x, y) � 0 в D+, max

D+

wj(x, y) = wj(Q) = 0. В силу усло-

вия (3.6.9) правая часть уравнения (3.6.8) неотрицательна в D+ (см.
доказательство теоремы 3.2.4). Тогда коэффициенты уравнения (3.6.8)
и функция wj(x, y) удовлетворяют условиям леммы 1.3.1 гл. 1, в силу
которой

lim
y→0+0

wjy(x0, y) < 0.

Из последнего неравенства легко следует (3.6.10).
В области D− перейдем к характеристическим координатам (ξ, η)

(см. § 3.5). В этих координатах система (3.6.1) имеет вид

uiξη + aiuiξ + biuiη +

n∑
k=1

cikuk = fi, (3.6.11)

где
ai(ξ, η) =

(
Ai +Bi

√−K −K ′/2
√−K )/4K,

bi(ξ, η) =
(
Ai −Bi

√−K +K ′/2
√−K )/4K,

cik(ξ, η) = Cik/4K, fi(ξ, η) = Fi/4K,

а область D− отображается в область Δ.

Теорема 3.6.1. Пусть: 1) коэффициенты системы (3.6.1) удовле-
творяют условиям леммы 3.6.1; 2) коэффициенты системы (3.6.1)
в области D− в характеристических координатах (ξ, η), т. е. систе-
мы (3.6.11), удовлетворяют условиям теоремы 3.4.1; 3) Fi(x, y) � 0
(Fi(x, y) � 0) в D+ ∪ D−; 4) U(x, y) — регулярное в D решение
системы (3.6.1), равное нулю на характеристике AC. Тогда если
max

i
max
D

ui(x, y) > 0
(
min
i

min
D

ui < 0
)
, то этот максимум (минимум)

достигается на кривой Γ.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max

i
max
D

ui(x, y) = uj(Q) > 0. В си-

лу теоремы 3.4.1 точка Q ∈ D+. На основании теоремы 3.2.3 точка
Q /∈ D+. Следовательно, Q ∈ AB ∪ Γ. Пусть Q ∈ AB, т. е. Q = (x0, 0),
0 < x0 < l. В этой точке из гиперболической части области D

lim
y→0−0

ujy(x0, y) � 0,

что на основании леммы 3.6.1 противоречит неравенству (3.6.7).
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Теорема 3.6.2. Пусть: 1) коэффициенты системы (3.6.1) удовле-
творяют условиям леммы 3.6.2; 2) коэффициенты системы (3.6.1)
в области D− в характеристических координатах (ξ, η), т. е. систе-
мы (3.6.11), удовлетворяют условиям теоремы 3.4.2; 3) Fi(x, y) ≡ 0
в D+ ∪D−; 4) U(x, y) — регулярное в D решение системы (3.6.1), рав-
ное нулю на характеристике AC. Тогда если max

i
max
D

|ui(x, y)| > 0,
то этот максимум достигается на кривой Γ.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть max

i
max
D

|ui(x, y)| = |uj(Q)| > 0. На ос-
новании теоремы 3.4.2 точка Q находится на множестве D+. В силу
теоремы 3.2.4 точка Q /∈ D+. Тогда Q ∈ AB ∪ Γ. Допустим, что точка
Q ∈ AB, т. е. Q = (x0, 0), 0 < x0 < l. В этой точке из гиперболической
части D− имеем

lim
y→0−0

∂

∂y
|uj(x0, y)| � 0,

что в силу леммы 3.6.2 противоречит неравенству (3.6.10). Следова-
тельно, точка Q ∈ Γ.

Теорема 3.6.3. Пусть выполнены условия 1)–3) теоремы 3.6.1
и U(x, y) — обобщенное (понятие обобщенного решения систе-
мы (3.6.1) вводится аналогично определению 3.5.2) в D решение
системы (3.6.1), равное нулю на характеристике AC. Тогда если
max

i
max
D

ui(x, y) > 0
(
min
i

min
D

ui(x, y) < 0
)
, то этот максимум (ми-

нимум) достигается на кривой Γ.

Теорема 3.6.4. Пусть выполнены условия 1)–3) теоремы 3.6.2
и U(x, y) — обобщенное в D решение системы (3.6.1), равное нулю
на AC. Тогда если max

i
max
D

|ui(x, y)| > 0, то этот максимум дости-

гается на кривой Γ.
Дока з а т е л ь с т в о теорем 3.6.3 и 3.6.4 аналогично доказатель-

ству теоремы 1.3.4 гл. 1 и оно проводится с применением соответству-
ющих теорем 3.6.1 и 3.6.2.

Следствие 3.6.1. 1) Если выполнены условия теоремы 3.6.3
и Fi(x, y) ≡ 0, то для любой точки (x, y) ∈ D справедлива оценка

min
i

min
Γ
ui(x, y) � ui(x, y) � max

i
max
Γ

ui(x, y).

2) Если выполнены условия теоремы 3.6.4, то для любой точки
(x, y) ∈ D |ui(x, y)| � max

i
max
Γ

|ui(x, y)|.

3) Если коэффициенты системы (3.6.1) удовлетворяют услови-
ям теорем 3.6.3 или 3.6.4 и в классе обобщенных в D решений
системы (3.6.1) существует решение задачи Трикоми, то оно един-
ственно.
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Следствие 3.6.2. Пусть: 1) коэффициенты системы (3.6.1) удо-
влетворяют условиям 1) и 2) теоремы 3.6.1; 2) Fi(x, y) � 0 (� 0)
в D+ ∪ D−; 3) U(x, y) — обобщенное в D решение системы (3.6.1),
равное нулю на характеристике AC. Тогда если ui � 0 (� 0) на Γ,
то ui � 0 (� 0) в D.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть существуют i = s и точка Q0 ∈ D \Γ
такие, что us(Q0) < 0. Тогда min

i
min
D

ui(x, y) = uj(Q) < 0. По теоре-

ме 3.6.3 (случай минимума) Q ∈ Γ. По условию ui � 0 на Γ при всех i,
следовательно, uj(Q) � 0. А это противоречит uj(Q) < 0.

Приведем примеры для иллюстрации изложенной выше теории.
В области D рассмотрим задачу Трикоми для уравнения смешанно-

го типа
sgn y ·Wxx +Wyy +MWx − λW = 0, (3.6.12)

где M — вещественная постоянная, а λ — комплексный параметр.
Пусть λ = λ1 при y � 0 и λ = λ2 при y � 0, M = M1 при y � 0,
M = M2 при y � 0, ReW = u1, ImW = u2, λk = Reλk + i Imλk,
k = 1, 2. Тогда задача Трикоми для уравнения (3.6.12) равносильна
задаче (3.6.2)–(3.6.5) для следующей системы:{

sgn y · u1xx + u1yy +Mu1x − Reλu1 + Imλu2 = 0,
sgn y · u2xx + u2yy +Mu2x − Imλu1 − Reλu2 = 0.

(3.6.13)

Теорема 3.6.5. Если Reλ1 � |Imλ1| иM2 � −√2(|Re λ2|+ |Imλ2|) ,
то для системы (3.6.13) справедливы теоремы 3.6.2 и 3.6.4
и следствие 3.6.1 (2) и 3)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для системы (3.6.13): K(y) = sgn y,
A1(x, y) = A2(x, y) =M , B1(x, y) = B2(x, y) ≡ 0, C11(x, y) = C22(x, y) =
= −Reλ, C12(x, y) = Imλ = −C21(x, y). Отсюда видно, что если
Reλ1 � |Imλ1|, то коэффициенты системы (3.6.13) удовлетворяют
условию 1) теоремы 3.6.2.
Система (3.6.13) в характеристических координатах ξ = x + y,

η = x− y имеет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u1ξη − M2

4
(u1ξ + u1η) +

Reλ2
4

u1 − Imλ2
4

u2 = 0,

u2ξη − M2

4
(u2ξ + u2η) +

Imλ2
4

u1 +
Reλ2
4

u2 = 0.
(3.6.14)

Отсюда

a1 = a2 = −M2/4, b1 = b2 = −M2/4, c11 = c22 = Reλ2/4,

c12 = −Imλ2/4, c21 = Imλ2/4, h1 = h2 =M 2
2 /16− Reλ2/4,

β1 = β2 = exp (−M2ξ/4) , α1 = α2 = −M2 exp (−M2ξ/4) /4.
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Тогда условие (3.4.3) для системы (3.6.14) принимает вид

−M2

4
exp

(
− M2

4
ξ
)
−

ξ∫

0

exp
(
− M2

4
t
)(∣∣∣M2

4
− Reλ2

4

∣∣∣+ ∣∣∣ Imλ2
4

∣∣∣)dt > 0,
где необходимо M2 < 0, 0 < ξ < l, или

M 2
2 −

(∣∣M 2
2 − 4Reλ2

∣∣+ 4 |Imλ2|
) exp (−M2ξ/4)− 1

exp (−M2ξ/4)
> 0. (3.6.15)

Для выполнения неравенства (3.6.15) достаточно, чтобы M 2
2 −

− 4|Imλ2| − |M 2
2 − 4Reλ2| � 0, а последнее равносильно неравенству

M2 � −√2 (|Reλ2|+ |Imλ2|) .
Таким образом, при указанных выше ограничениях коэффициенты

системы (3.6.13) удовлетворяют условиям теоремы 3.6.2. Отсюда сле-
дует наше утверждение.
Далее рассмотрим задачу Трикоми для нелинейной системы, более

общей, чем (3.5.25),

LiU ≡ K(y)uixx + uiyy +Aiuix +Biuiy + Fi(x, y,U) = 0, (3.6.16)

где K(y), Ai(x, y), Bi(x, y), Fi(x, y,U) — заданные в области D чис-
ловые функции, причем в областях D+ и D− и |ui| � k0 существуют
непрерывные частные производные ∂Fi/∂uk, i, k = 1,n, n � 2.
Как и в случае системы (3.5.25), разность U =W − Z является в D

регулярным решением линейной системы

K(y)uixx + uiyy +Aiuix +Biuiy +

n∑
k=1

Cikuk = 0. (3.6.17)

Отсюда ясно, что если коэффициенты системы (3.6.17) удовлетво-
ряют условиям теоремы 3.6.1 или 3.6.2 и U =W −Z = 0 на характери-
стике AC, то max

i
max
D

(wi − zi) или max
i

max
D

|wi − zi| достигается на Γ.
Таким образом, если в классе регулярных в D решений систе-

мы (3.6.16) существует решение задачи Трикоми, то оно единственно
при выполнении соответствующих условий относительно коэффициен-
тов этой системы.
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§3.7. О существовании решения задачи Трикоми
для одного класса систем уравнений смешанного типа

Рассмотрим систему (3.6.1) при K(y) = sgn y · |y|m, m � 0,
Fi(x, y) ≡ 0, т. е. систему

LiU ≡ sgn y · |y|muixx + uiyy +Aiuix +Biuiy +

n∑
k=1

Cikuk = 0, (3.7.1)

в области D, ограниченной кривой Γ из класса Ляпунова, лежащей
в полуплоскости y > 0 с концами в точках A и B, и характеристика-
ми AC и CB.
Пусть x = x(s), y = y(s) — параметрические уравнения кривой Γ,

s — длина дуги кривой Γ, отсчитываемая от точки B; S — длина
кривой Γ; Γ0 — «нормальная» кривая; D0 — область, ограниченная
кривыми Γ0, AC и CB; Ф(x, y) = Ф(x(s), y(s)) = Ф(s), 0 � s � S.
В области D для системы (3.7.1) поставим задачу Трикоми, т. е.

задачу (3.6.2)–(3.6.5).
В большинстве работ по системам уравнений смешанного типа

теорема существования регулярного или обобщенного (в определенном
смысле) решения задачи T получена в предположении, что кривая Γ
в точках A и B оканчивается сколь угодно малыми дугами «нормаль-
ной» кривой.
Построенная выше теория принципа максимума для систем уравне-

ний в частных производных позволяет снять это ограничение относи-
тельно кривой Γ.
В дальнейшем предположим, что коэффициенты системы (3.7.1)

Ai(x, y), Bi(x, y) ∈ C1(D+) ∩ C1(D−), Cik(x, y) ∈ C(D+) ∩ C(D−)

и удовлетворяют условиям теоремы 3.6.1 о принципе экстремума для
системы (3.7.1).
Функцию U(x, y) = (u1,u2, ...,un) назовем неотрицательной (поло-

жительной) на множестве E ⊂ R2, если ui(x, y) � 0 (ui > 0) на E при
всех i = 1,n.

Теорема 3.7.1. Пусть в области D при условии, что кривая Γ
оканчивается в точках A и B сколь угодно малыми дугами «нор-
мальной» кривой, существует регулярное решение задачи T для
системы (3.7.1). Тогда если функция Ф(s) непрерывна на [0,S] и Ψ(x)
достаточно гладкая (т. е. функция Ψ(x) такова, что при доста-
точно гладкой функции Ф(s) выполнено условие теоремы 3.7.1)
на [0, l/2], Ψ(0) = Ф(0) = Ф(S) = 0, то существует единственное
обобщенное решение U(x, y) задачи T с граничными данными U = Ф
на Γ и U = Ψ на AC при любом подходе кривой Γ к оси y = 0, за
исключением случаев касания.
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Вначале докажем справедливость следующих вспомогательных
утверждений.

Лемма 3.7.1. Если U(x, y) ∈ C(D+) ∩ C2(D+), LU ≡ 0 в обла-
сти D+, U = 0 на кривой Γ, то для любой кусочно-гладкой кривой γ,
лежащей на D+ ∪ Γ, с концами в точках A и B существует посто-
янная θ, 0 < θ < 1, такая, что

|ui(x, y)| � θmax
i

max
0�x�l

|ui(x, 0)|.

Дока з а т е л ь с т в о этой леммы следует из теоремы 3.2.3.

Лемма 3.7.2. Если D0+ ∪ Γ0 ⊂ D+, Ф0(x) ∈ C[0, l], Ψ(x) — доста-
точно гладкая, Ф0(0) = Ψ(0), то существует обобщенное решение
U(x, y) задачи T с граничными данными U = Ф0 на Γ0 и U = Ψ
на AC.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть {Ф0p(x)} = {(ϕp

01,ϕ
p
02, ... ,ϕ

p
0n

)} —
последовательность гладких вектор-функций, таких что ϕ0i(x) =
= lim

p
ϕp
0i(x) равномерно на сегменте [0, l] и Ф0p(0) = Ф0(0).

По условию теоремы 3.7.1 существует регулярное в D0 решение
Up(x, y) задачи T с краевыми данными Up =Ф0p на Γ0 и Up = Ψ на AC.
На основании следствия 3.6.1 из принципа экстремума для систе-

мы (3.7.1) в D0 справедлива оценка

|upi (x, y)− uqi (x, y)| � max
i

max
Γ0

|ϕp
0i − ϕq

0i|.

Отсюда вытекает, что в D0 последовательность

{Up(x, y)} = {(up1,up2, ... ,upn)}
регулярных решений задачи T равномерно сходится.
Пусть lim

p
Up(x, y) = U(x, y). Ясно, что предельная функция U(x, y)

непрерывна в D0, U = Ф0 на Γ0 и U = Ψ на AC. Кроме того, из общей
теории эллиптических систем известно, что в D0+ функция U(x, y)
является регулярным решением системы (3.7.1).
При Ψ = 0 для этой функции справедлива оценка

|ui(x, y)| � max
i

max
Γ0

|ϕ0i(x)|. (3.7.2)

Лемма 3.7.3. Пусть D0+ ∪ Γ0 ⊂ D+. Если функция Ф(s) непре-
рывна на [0,S] и Ψ(x) — достаточно гладкая на [0, l/2] функция,
то существует обобщенное решение задачи T .
Дока з а т е л ь с т в о. В областях D+ и D0 построим две последова-

тельности решений системы (3.7.1). В силу леммы 3.7.2 в области D0
существует обобщенное решение Z0 = (z01, z

0
2, ... , z

0
n) задачи T с дан-

ными Z0 = 0 на кривой Γ0 и Z0 = Ψ на AC.
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В области D+ в силу результатов [23] существует решение задачи
задачи Дирихле с данными U0 = Ф на Γ и U0 = Z0 на отрезке AB.
Пусть Zp(x, y) — обобщенное решение задачи T в области D0

для системы (3.7.1) с граничными данными Zp(x, y) = Up−1(x, y) на Γ
и Zp = Ψ на AC, где p = 1, 2, ..., Up(x, y) — решение задачи Дирихле
для системы (3.7.1) в области D+ с данными Up = Ф на Γ и Up = Zp

на AB.
Докажем, что последовательности {Up(x, y)} и {Zp(x, y)} равномер-

но сходятся в D+ и D0.
Действительно, в силу теоремы 3.2.3

|up+1i − upi | � max
i

max
0�x�l

|zp+1i (x, 0) − zpi (x, 0)| �
� max

i
max
D0

|zp+1i (x, y)− zpi (x, y)|. (3.7.3)

С другой стороны, в силу оценки (3.7.2) и леммы 3.7.1 имеем

|zp+1i (x, y)− zpi (x, y)| � max
i

max
Γ0

|upi − up−1i | �

� θ max
i

max
0�x�l

|upi (x, 0) − up−1i (x, 0)| � θ max
i

max
D0

|zpi − zp−1i |.

Продолжая это рассуждение шаг за шагом, получим

|zp+1i − zpi | � θp max
i

max
D0

|z1i − z0i |. (3.7.4)

Из оценок (3.7.3) и (3.7.4) вытекает

|up+1i − upi | � θp max
i

max
D0

|z1i − z0i |. (3.7.5)

Тогда в силу оценок (3.7.4) и (3.7.5) следует, что lim
p
Up(x, y) =

= U(x, y) = (u1,u2, ... ,un) равномерно в D0 и lim
p
Zp(x, y) = Z(x, y) =

= (z1, z2, ... , zn) равномерно в D+.
Ясно, что в D0+ Z(x, y) ≡ U(x, y). Следовательно, функция U(x, y)

является «аналитическим» продолжением функции Z(x, y) и регуляр-
ным решением системы (3.7.1) в области D+. Кроме того, при Ψ = 0

|ui(x, y)| � max
i

max
Γ

|ϕi|. (3.7.6)

Лемма 3.7.4. Пусть выполнены все условия леммы 3.7.3 и Ф(s) >
> 0 на (0,S), тогда существует обобщенное решение U(x, y) зада-
чи T для системы (3.7.1) такое, что Ψ = 0 на AC, U(x, y) � 0 в D
и U(x, y) > 0 в D+ ∪ Γ.
Дока з а т е л ь с т в о. По лемме 3.7.3 существует обобщенное в D

решение U(x, y) задачи T для системы (3.7.1) с граничными усло-
виями U = Ф на Γ и U = 0 на AC. В области D+ такое решение
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задачи T является регулярным решением системы (3.7.1). Если ϕi(s) >
> 0 на Γ, то в силу следствия 3.6.2 ui(x, y) � 0 в D. Допустим, что
min
i

min
D+

ui(x, y) = uj(Q) = 0 и Q ∈ D+. Так как U(x, y) в области D+

является регулярным решением системы (3.7.1), то в силу теоре-
мы 3.2.3 функции ui(x, y) ≡ const = 0 в D+. Последнее противоречит
ui > 0 на кривой Γ.
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.7.1. Пусть кривая Γ подходит к оси

y = 0 как это, например, указано на рис. 1.5.1 (см. § 1.5), где надо
только заменить n на p, а m на q.
Как и в случае теоремы 1.5.1 гл. 1, рассуждения проведем по сле-

дующей схеме.

1o. Пусть U = Ψ = 0 на AC и Ф(s) = 0 при y < h и Ф(s) � 0 при
y � h. Построим последовательность дуг Γp, p = 1, 2, ..., удовлетворяю-
щих доказательства теоремы 1.5.1. Пусть Dp — область, ограниченная
дугой Γp и характеристиками AC и CB. На кривой Γp определим
функцию Фp(s) следующим образом:

Фp(s) =

{
Ф(s), y � h,
0, y < h.

По условию в области Dp существует регулярное решение Up(x, y)
задачи T с граничными условиями Up = Фp на Γp и Up = Ψ = 0 на AC.
Пусть Z(x, y) = (z1, z2, ... , zn) — обобщенное решение задачи T

в области D∗ с границей ∂D∗ = Γ∗ ∪ AC ∪ CB, равное нулю на AC
и Z(x, y) > 0 в D+

∗, где D−∗ ≡ D−, D+
∗ ⊃ D+ ∪ Γ. Такое решение

в силу леммы 3.7.4 существует. Так как zi(x, y) > 0 в D+
∗, то можно

найти постоянную M , не зависящую от p и i, что на кривой Γp имеет
место неравенство Mzi − upi � 0.
Отсюда на основании следствия 3.6.2

Mzi − upi � 0 в Dp. (3.7.7)

Пусть Gp = Dp ∩D; положим

vpi (x, y) =

{
upi (x, y), (x, y) ∈ Dp,

0, (x, y) ∈ D \ Dp.

Далее оценим |vqi − vpi |, где q > p, в D. Пусть Kp и K ′
p — два круга с

центрами в точках A и B, внутри которых содержатся, соответственно,
дуги cp и c′p, причем радиусы этих кругов стремятся к нулю при p→∞.
Положим εp = max

i
max

Kp ∪K′
p

zi(x, y). Тогда из оценки (3.7.7) вытекает, что

на границе Gp при y � 0
|vqi − vpi | = |uqi − upi | � 2Mzi � 2Mεp.

Поэтому всюду в Gp справедлива оценка

|vqi − vpi | � 2Mεp.
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Для точек (x, y) ∈ D ∪Dq\Dp: 0 � vpi �Mεp, а для (x, y) ∈ D\Dq:
vpi (x, y) = vqi (x, y) = 0. Тогда для (x, y) ∈ D: |vqi − vpi | � 2 Mεp. По-
скольку εp → 0 при p→ ∞, то из последней оценки следует, что после-
довательность {Vp(x, y)} = {(vp1 , vp2 , ... , vpn)} равномерно сходится в D.
Пусть

lim
p
Vp(x, y) = lim

p
Up(x, y) = U(x, y) .

Ясно, что U(x, y) принимает на Γ значения Ф(s), а на характери-
стике AC: U = 0. В области D+ функция U(x, y) является регулярным
решением системы (3.7.1), и она непрерывна в D. При этом справедли-
ва оценка

0 � ui(x, y) � max
i

max
Γ

ϕi. (3.7.8)

2o. Пусть Ф(s) непрерывна и неотрицательна на [0,S]
и Ф(0) = Ф(S) = 0. Построим последовательность {Фp(s)} непрерыв-
ных и неотрицательных функций, исчезающих в достаточно малых
окрестностях точек s = 0 и s = S, таких что

ϕ1i (s) � ϕ2i (s) � ... , lim
p
ϕp
i (s) = ϕi(s)

равномерно на [0,S]. По функциям Фp(s) в силу первого пункта
построим последовательность {Up(x, y)} решений задачи T. Тогда из
оценки (3.7.8) при q > p в D следует

0 � uqi − upi � max
i

max
Γ

(ϕq
i − ϕp

i ) .

Отсюда следует, что в D существует равномерный предел

lim
p
Up(x, y) = U(x, y).

В области D+ функция U удовлетворяет системе (3.7.1), U = Ф
на Γ, U = 0 на AC и U(x, y) непрерывна в D. Кроме того, имеет место
оценка

0 � ui(x, y) � max
i

max
Γ

ϕi. (3.7.9)

3o. Пусть Ф(s) — произвольная непрерывная функция и Ф(0) =
= Ф(S) = 0. В этом случае функцию Ф(s) можно представить в виде
разности двух неотрицательных функций:

Ф(s) = Ф+(s)−Ф−(s) = (ϕ1,ϕ2, ... ,ϕn),

Ф±(s) = (ϕ±
1 ,ϕ

±
2 , ... ,ϕ

±
n ), ϕi(s) = ϕ+

i (s)− ϕ−
i (s),

|ϕi| = ϕ+
i + ϕ−

i , Ф+(0) = Ф−(0) = Ф+(S) = Ф−(S) = 0.

В силу п. 2◦ решение задачи T для системы (3.7.1) определяется
формулой U(x, y) = U+(x, y)− U−(x, y) = (u1,u2, ... ,un), где ui(x, y) =
= u+i (x, y)− u−i (x, y), U+(x, y) и U−(x, y) строятся, соответственно, по
функциям Ф+(s) и Ф−(s).
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На основании оценки (3.7.9) получим

|ui(x, y)| � u+i (x, y) + u−i (x, y) � max
i

max
Γ

ϕ+
i (s) + max

i
max
Γ

ϕ−
i (s) �

� max
i

max
Γ

(ϕ+
i + ϕ−

i ) = max
i

max
Γ

|ϕi|. (3.7.10)

4o. Пусть Ψ(x) �= 0. Пусть D∗ — область из п. 1◦ с границей ∂D∗ =
= Γ∗ ∪ AC ∪ CB, причем D0 ∪ Γ0 ⊂ D∗. По лемме 3.7.3 U∗(x, y) —
решение задачи T с граничными данными U∗ = 0 на Γ∗ и данными
U∗ = 0 на Γ∗ и U∗ = Ψ на AC.
Пусть Ф∗(s) = U∗ на Γ. Тогда решение искомой задачи T для

области D определяется по формуле U(x, y) = U∗(x, y) − Ũ(x, y), где
Ũ(x, y) — решение задачи T в области D с граничными условиями
Ũ(x, y) = Ф(s)−Ф∗(s) на Γ, Ũ = 0 на AC.
Решение Ũ(x, y) задачи T существует, что было показано в преды-

дущих пунктах 1◦–3◦.
Единственность построенного решения U(x, y) задачи T следует из

оценок (3.7.6) и (3.7.10) или из принципа экстремума.

Замечание 3.7.1. В работах [53–57, 67, 87, 92, 124, 224] изучалась
задача Трикоми для некоторых систем уравнений смешанного типа
и при условии, когда кривая Γ оканчивается в точках A и B дугами
«нормальной» кривой, или в специальных областях была доказана
теорема существования решения этой задачи.



Гл а в а 4

К ТЕОРИИ ЗАДАЧИ ФРАНКЛЯ

ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО ТИПА

§4.1. Постановка задачи. Краткий обзор
известных результатов

Рассмотрим уравнение

Lu ≡ K(y)uxx + uyy − λ(y)u = 0, (4.1.1)

где yK(y) > 0 при y �= 0, в области D, ограниченной отрезком AA′ оси
x = 0, −a < y < a, a > 0; характеристикой A′C уравнения (4.1.1), A′ =
= (0,−a), C = (c, 0); отрезком CB оси y = 0, c � x � b, и кривой Γ из
класса Ляпунова с концами в точках B = (b, 0) и A = (0, a), лежащей
в первой четверти.
Пусть D1 = D ∩ {y > 0}; OP — часть характеристики уравне-

ния (4.1.1), исходящей из точки O = (0, 0) до пересечения с A′C
в точке P ; D2 — область, ограниченная кривыми OP , PC и OC; D3 —
область, ограниченная кривыми OA′, A′P и PO (см. рис. 4.1.1).
В 1956 году Ф.И.Франкль [216], исследуя обтекание профилей

потоком дозвуковой скорости со сверхзвуковой зоной, оканчивающейся
прямым скачком уплотнения, пришел к математической модели, име-
нуемой в настоящее время задачей Франкля. Эта задача для уравне-
ния (4.1.1) в области D ставится следующим образом.

Задача Ф. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪OA ∪OA′ \OP ) ∩ C2(D1 ∪D2 ∪D3); (4.1.2)
Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2 ∪D3; (4.1.3)

u(x, y) = ϕ1(x, y), (x, y) ∈ Γ; (4.1.4)

u(x, 0) = ϕ2(x), c � x � b; (4.1.5)

u(0, y)− u(0,−y) = ϕ3(y), 0 � y � a; (4.1.6)

ux(0, y) = 0, 0 < |y| < a, (4.1.7)

где ϕ1, ϕ2, ϕ3 — заданные достаточно гладкие функции, ϕ2(b) =
= ϕ1(b, 0).
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Рис. 4.1.1

Первые результаты по задаче Франкля для уравнений Лаврентьева
и Чаплыгина получены А.В. Бицадзе [19, 20] при дополнительном тре-
бовании, чтобы кривая Γ помимо обычного условия гладкости (условия
Ляпунова) удовлетворяла геометрическому условию

dy(s)

ds
� 0, (4.1.8)

где x = x(s), y = y(s) — параметрические уравнения границы обла-
сти D, s — длина дуги границы области D, отсчитываемая от точки A′
против часовой стрелки. Здесь при выполнении условия (4.1.8) до-
казана теорема единственности решения задачи Франкля, а в случае
уравнения Лаврентьева на основании теоремы единственности методом
интегральных уравнений также доказана теорема существования ре-
шения.
В работах Ю.В.Девингталя [46–48] при изучении задачи Ф для

уравнения (4.1.1), когда K(y) ∈ C1(D), K(−y) = −K(y), λ(y) ≡ 0,
условие (4.1.8) на кривую Γ было несколько ослаблено: неравен-
ство (4.1.8) должно выполняться в некоторой окрестности точки A
и угол θ между положительным направлением оси Ox и направлением
касательной к Γ, проведенной в сторону возрастания длины дуги s,
должен удовлетворять условию

0 � θ � 2π. (4.1.9)

В случае K(y) = sgn y · |y|m, m > 1, и когда кривая Γ в достаточно
малой окрестности точки B удовлетворяет условию ортогональности
|dx/ds| � C ym/2(s), C = const > 0, а в точке A подходит перпендику-
лярно к оси x = 0, этим автором на основании теоремы единственности
доказано существование решения задачи Ф.



§ 4.1. Постановка задачи. Краткий обзор известных результатов 213

Методом интегральных тождеств (методом «abc» функций) Линь
Цзянь-Бин [119] показал единственность решения задачи Ф для
уравнения (4.1.1) при K(y) ∈ C1(D), K(−y) + K(y) � 0, λ(y) ≡ 0
и (x− d) dy + y dx � 0 на Γ, где d � maxx в D.
Б.Н. Бурмистров [26] наметил пути перенесения результатов работы

Ю.В.Девингталя на случай уравнения (4.1.1) при K(y), λ(y) ∈ C1(D),
K(−y) +K(y) = 0.
И.В.Майоров [122] для уравнения (4.1.1) при K(y) = y, λ(y) � 0

в D1 методом экстремума доказал единственность решения задачи Ф
без условия (4.1.8) на Γ, но при достаточно малой длине отрезка OC
(линии изменения типа уравнения).
В 1972–1973 гг. А.П. Солдатов [205, 206] методами аналитических

функций доказал однозначную разрешимость задачи Ф для уравнения
Лаврентьева–Бицадзе без условия (4.1.8) на кривую Γ.
В работе Н.Ю.Капустина [82] результаты Ю.В.Девингталя перене-

сены на случай уравнения (4.1.1) при λ(y) ≡ const > 0.
В нашей работе [175] получены теоремы единственности решения

задачи Ф для систем уравнений смешанного типа первого порядка
и на основе этих результатов доказывается теорема единственности
решения задачи Ф для уравнения

(Kux)x + uyy + (au)x − λ2u = 0,

где Kx − 2a = 0, λ = const, с сохранением при этом ограничения
Девингталя на кривую Γ.
Отметим также, что задача Франкля была объектом изучения

и других работ [27, 64, 94, 123]. В этих работах рассмотрены или
некоторые обобщения (в постановке) задачи Ф, или аналоги задачи Ф,
или задача Ф изучалась для систем уравнений первого порядка, или
в специальных областях. Следует подчеркнуть, что ограничение ти-
па (4.1.8) на кривую Γ всюду присутствует.
Е.И.Моисеев [145, 146] для уравнения (4.1.1) при K(y) = sgn y,

λ(y) = μ2sgn y, μ = const, методом разделения переменных построил
решение задачи Ф в случае, когда a = b = c = 1 и кривая Γ: x2 + y2 = 1,
(x, y > 0), и систему собственных функций исследовал на полноту.
Таким образом, из данного обзора видно, что задача Ф окончатель-

но решена только для уравнения Лаврентьева–Бицадзе. Естественно
возникает вопрос о существенности ограничения (4.1.8) или (4.1.9) на
кривую Γ при доказательстве единственности решения задачи Ф для
уравнения Чаплыгина или уравнения (4.1.1). Аналогично задаче Три-
коми (см. [75, 139, 163]) возникают вопросы о существовании спектра
задачи Ф и построении собственных значений и функций спектральной
задачи Франкля. Этим вопросам и посвящена данная глава. Здесь:
1) путем установления новых качественных свойств обобщенно ана-

литических функций окончательно решена проблема единственности
решения задачи Ф для двух классов уравнений смешанного типа,
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среди которых уравнение Чаплыгина, для которого в 1956 году была
поставлена задача Ф;
2) развивая метод вспомогательных функций, получены новые тео-

ремы единственности решения задачи Ф для уравнения (4.1.1) при
более слабых ограничениях на кривую Γ, функцию K(y) и класс
решений;
3) найдены собственные значения и соответствующие собствен-

ные функции спектральной задачи Франкля для уравнения Лаврен-
тьева–Бицадзе со спектральным комплексным параметром и изучены
их свойства на полноту и базисность;
4) показаны применения этих результатов при разрешимости

задачи Ф.

§4.2. О единственности решения задачи Франкля

4.2.1. Единственность решения задачи Франкля для уравнения
с оператором Чаплыгина. Рассмотрим уравнение (4.1.1) в области D
из § 4.1 и поставим задачу Ф, т. е. задачу (4.1.2)–(4.1.7).

Определение 4.2.1. Под регулярным в области D решением урав-
нения (4.1.1) будем понимать функцию u(x, y), удовлетворяющую усло-
виям (4.1.2) и (4.1.3), и, кроме того, функция −uy dx+Kux dy сумми-
руема вдоль кривых A′C, OB, Γ и обеих сторон характеристики OP .
Пусть n = (n1, n2) — единичный вектор внутренней нормали

к кривой A′C ∪ Γ, n1(s) = −dy/ds, n2(s) = dx/ds; ymin = min y,
ymax = max y в D.

Теорема 4.2.1. Пусть: 1) на кривой Γ отсутствуют точки,
при переходе которых n1(s) меняет знак, а n2(s) = 1; 2) K(y) ∈
∈ C[ymin, 0] ∩ C[0, ymax] ∩ C1[ymin, 0) ∩ C1(0, ymax], K(y) + K(−y) � 0
при 0 � y � a и x = 0; 3) функция λ(y) такова, что существует
решение уравнения Риккати

μ′(y) + μ2(y) = λ(y), ymin < y < ymax, (4.2.1)

из класса C1[ymin, ymax]. Тогда если в классе регулярных в D ре-
шений уравнения (4.1.1) существует решение задачи Ф, то оно
единственно.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, y) — решение однородной зада-
чи Ф (т. е. ϕ1 = ϕ2 = ϕ3 ≡ 0) из класса регулярных в D решений
уравнения (4.1.1). Обозначим через v(x, y) функцию, которая вместе
с решением u(x, y) задачи Ф удовлетворяет системе уравнений сме-
шанного типа первого порядка{

Kux − vy − μv = 0,
uy + vx − μu = 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2 ∪D3, (4.2.2)
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где μ = μ(y) — решение уравнения Риккати (4.2.1). При условии
v(0, 0) = 0 функция v(x, y) однозначно определяется из системы (4.2.2)

v(x, y) = μ−1
1

(x, y)∫

(0, 0)

(μu− uy)μ1 dx +Kux μ1 dy, (4.2.3)

где μ1(y) = exp

y∫

0

μ(t) dt. Поскольку u(x, y) — решение однородной зада-

чи Ф из класса регулярных в D решений уравнения (4.1.1), то функция
v(x, y), определенная формулой (4.2.3), непрерывна в замкнутой обла-
сти D. Из условия (4.1.7) задачи Ф следует, что

v(0, y) = 0, −a � y � a. (4.2.4)

На множестве D1 ∪D2 ∪D3 рассмотрим криволинейный интеграл

F (x, y) =

(x, y)∫

(0, 0)

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy, (4.2.5)

который в силу системы (4.2.2) на указанном множестве не зависит
от пути интегрирования. Тогда интеграл (4.2.5) определяет функцию
F (x, y), которая непрерывна в D. Из формулы (4.2.5) с учетом усло-
вия (4.2.4) имеем

F (0, y) =

y∫

0

K(t)u2(0, t) dt � 0.

Поэтому функция F (x, y) достигает в D своего наибольшего неотрица-
тельного значения. Пусть max

D
F (x, y) = F (Q) > 0. Покажем, что точка

Q ∈ A ∪ Γ. Нетрудно проверить, что функция F (x, y) в области D1
удовлетворяет эллиптическому уравнению

K(y)Fxx + Fyy − αFx − βFy = 0, (4.2.6)

где
α =

(K ′ + 2Kμ)Fx

2
√
KF 2x + F 2y

+
KμFx√
KF 2x + F 2y

,

β = (K ′ + 2Kμ)

(
1
2K

+
Fy

2K
√
KF 2x + F 2y

)
+ μ

(
Fy√

KF 2x + F 2y

− 1
)
.

Коэффициенты α и β уравнения (4.2.6) ограничены в любой замкну-
той подобласти области D1. При y � δ > 0 δ — любое достаточно
малое число, уравнение (4.2.6) является равномерно эллиптическим.
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Следовательно, для этого уравнения в области D1 имеет место внут-
ренний принцип максимума. Отсюда следует, что Q /∈ D1.
На отрезке CB границы области D1 функция F (x, 0) = const, так

как в силу граничного условия (4.1.5) производная Fx(x, 0) = 0.
На множестве D2 ∪D3 ∪ OP ∪OC ∪ OA′ функция F (x, y) убывает

по y, так как
Fy(x, y) = Ku2 − v2 � 0, y � 0. (4.2.7)

На характеристике A′C: dx =
√−K dy и n1(s) < 0, поэтому для

точек (x(s), y(s)) ∈ A′C

dF [x(s), y(s)]
ds

=
(√−K u− v

)2
n1(s) � 0. (4.2.8)

Таким образом, из (4.2.7) и (4.2.8) следует, что F (x, y) может
достигать значения F (Q) на D2 ∪D3 только в точке A′.
Учитывая условия (4.1.6), 2) теоремы и (4.2.4), легко показать, что

F (A′) � F (A). В самом деле,

F (A′) =

−a∫

0

K(t)u2(0, t) dt = −
a∫

0

K(−y)u2(0,−y) dy �

�
a∫

0

K(y)u2(0, y) dy = F (A).

Итак, наибольшее положительное значение функции F (x, y) дости-
гается на кривой A ∪ Γ. Пусть точка Q ∈ Γ и она имеет координаты
(x0, y0) = (x(s0), y(s0)). Поскольку u = 0 на Γ, то для (x(s), y(s)) ∈ Γ
получим

dF [x(s), y(s)]
ds

= v2n1(s).

Тогда в точке Q либо v(Q) = 0, либо n1(s0) = 0. Если n1(s0) = 0, то из
условия 1) теоремы следует n2(s0) = −1 и производная по нормали

Fn(Q) = Fx(Q)n1(s0) + Fy(Q)n2(s0) = v2(Q) � 0.
Если же v(Q) = 0, то Fn(Q) = 0. Итак, в точке Q ∈ Γ

Fn(Q) � 0. (4.2.9)

По условию кривая Γ из класса Ляпунова и уравнение (4.2.6) в D1 яв-
ляется эллиптическим, поэтому в точке Q из принципа Зарембы–Жиро
производная Fn(Q) < 0, что противоречит (4.2.9).
Пусть Q ≡ A и точка A является угловой точкой границы обла-

сти D1. Тогда в силу результатов [150] в любой достаточно малой
окрестности точки A на кривой Γ найдется точка Q1, в которой
Fn(Q1)<0, что снова противоречит неравенству Fn(Q1)=− v2n2(s) � 0.
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Следовательно, функция F (x, y) � 0 в D, но тогда u = 0 на от-
резке AA′. Отсюда в силу единственности решения задачи Коши для
эллиптической системы (4.2.2) [31, 235] следует u = v ≡ 0 в D1, но,
значит, и в D.
Теорема 4.2.1 доказана. В частности, когда λ(y) = const, то теоре-

ма 4.2.1 справедлива при всех λ, удовлетворяющих неравенству

λ > −
( π

ymax − ymin

)2
. (4.2.10)

Действительно, если λ � 0, то достаточно принять за μ(y) =
√
λ .

Если же λ < 0, то, решая уравнение (4.2.1), получим

μ(y) = d tg [d(k − y)], d =
√
|λ| ,

где k — постоянная и находится из условия

ymax − π

2d
< k < ymin +

π

2d
.

Отсюда следует, что функция μ(y) существует, если

ymax − π

2d
< ymin +

π

2d
или 0 < |λ| < [π/(ymax − ymin)]

2.

Отметим, что в теореме 4.2.1 присутствует некоторое ограничение
на кривую Γ, которое слабее, чем условия (4.1.8) и Девингталя. В по-
следующих пунктах мы докажем единственность решения задачи Ф
без каких-либо ограничений геометрического характера типа (4.1.8)
или (4.1.9) на кривую Γ.

4.2.2. Единственность решения задачи Франкля для уравнения
Чаплыгина. В этом пункте в области D рассмотрим уравнение (4.1.1)
при λ(y) = 0, т. е. уравнение типа Чаплыгина

K(y)uxx + uyy = 0, yK(y) > 0 при y �= 0. (4.2.11)

Теорема 4.2.2. Пусть: 1) K(y) +K(−y) � 0 при 0 � y � a, x = 0;
K(y) ∈ C[ymin, 0] ∩ C1[ymin, 0) ∩ C[0, ymax] ∩ C1(0, ymax]; 2) u(x, y) —
решение однородной задачи из класса регулярных в области D
решений уравнения (4.2.11). Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.

Прежде чем начать доказательство, установим некоторые геометри-
ческие свойства решения u(x, y) уравнения (4.2.11) в области D1.
Пусть u(x, y) �≡ 0 в D1 — регулярное решение однородной задачи Ф

для уравнения (4.2.11). Как и в случае доказательства теоремы 4.2.1,
введем функцию v(x, y), которая с функцией u(x, y) удовлетворяет
системе {

Kux − vy = 0,
uy + vx = 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2 ∪D3. (4.2.12)
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При условии v(0, 0) = 0 функция v(x, y) однозначно определяется из
системы (4.2.12):

v(x, y) =

(x, y)∫

(0,0)

−uy dx+Kux dy. (4.2.13)

Функция v(x, y) непрерывна в замкнутой области D. Из форму-
лы (4.2.13) на основании граничного условия (4.1.7) задачи Ф следует,
что

v(0, y) = 0, −a � y � a. (4.2.14)

Поскольку u(x, y) = 0 на Γ и кривая Γ из класса Ляпунова, то из
теории краевых задач для эллиптических уравнений известно, что про-
изводные ux и uy непрерывны вплоть до границы Γ. Поэтому функция
v(x, y) имеет непрерывные частные производные vx и vy в замкнутой
области D1, кроме, быть может точек O, A и отрезка CB.
Введем комплексную функцию f(z) = u(x, y) + iv(x, y) комплекс-

ного переменного z = x + iy ∈ D1, которая в области D1 является
обобщенной аналитической функцией [31, гл. 3].
Пусть Σ(z0) — некоторая окрестность точки z0 = x0 + iy0, целиком

лежащая в области D1.

Определение 4.2.2. Множество точек z, удовлетворяющих в неко-
торой окрестности Σ(z0) точки z0 ∈ D1 уравнению

u(x, y) = u(x0, y0) = 0, (4.2.15)

назовем линией уровня функции u(x, y) = Re f(z).

Лемма 4.2.1. Если u(x, y) �≡ 0 в окрестности Σ(z0) точки
z0 ∈ D1, то существует такой гомеоморфизм ψ достаточно малой
окрестности Σ(z0) на окрестность Σ(ω0) точки ω0 = ψ(z0) плоско-
сти ω = α + iβ, при котором множеству точек z, удовлетворяю-
щих уравнению (4.2.15), соответствует 2m радиусов окрестности
Σ(ω0), ограничивающих секторы с центральными углами π/m. При
переходе точки z через прообраз каждого такого радиуса функция
u(x, y) меняет знак.
Дока з а т е л ь с т в о. Для функции f(z) = u + iv в силу систе-

мы (4.2.12) якобиан J(z) = uxvy − uyvx = K(y)u2x + u2y � 0 в D1
и, следовательно, нули якобиана J(z) совпадают с нулями функции
F (z) ≡ U + iV = ux + iuy. С другой стороны, функции U и V удовле-
творяют эллиптической системе уравнений первого порядка{

K(y)Ux + Vy = 0,
Uy − Vx = 0,

поэтому функция F (z) ≡ U + iV в области D1 является обобщен-
ной аналитической. Следовательно, в силу теоремы Карлемана [235]
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множество нулей функции F (z), а значит, и якобиана J(z), состоит
лишь из изолированных точек.
Если в точке z0 якобиан J(z0) > 0, то образом достаточно малой

окрестности Σ(z0) точки z0 на плоскости ω = u+ iv будет однолистная
окрестность точки ω0 = f(z0). В этом случае очевидно, что m = 1.
Если J(z0) = 0, то окрестность Σ(z0) можно выбрать так, чтобы на

замкнутой окрестности Σ(z0) : J(z) > 0 и f(z) �= ω0 при z �= z0. В этой
окрестности систему (4.2.12) с невырожденной заменой переменных

ζ = ζ(z) = ξ + iη = x+ i

y∫

0

√
K(t) dt (4.2.16)

приведем к виду {√
K uξ − vη = 0,√
K uη + vξ = 0,

которая в результате подстановки

u1(ξ, η) =
√
K u, v1(ξ, η) = v

сводится к каноническому виду{
u1ξ − v1η = 0,
u1η + v1ξ + b(η)u1 = 0,

(4.2.17)

где b(η) = −K ′(y)/2K3/2(y).
Пусть ζ0 = ζ(z0), f1(ζ) = u1(ξ, η) + iv1(ξ, η). Легко видеть, что яко-

биан J(ζ) отображения f1(ζ) в точке ζ0 равен нулю. В силу систе-
мы (4.2.17) функции f1(ζ) и f1(ζ) − f1(ζ0) являются обобщенными
аналитическими. Поэтому на основании теоремы о представлении [31,
гл. 3, § 4] получим

f1(ζ) − f1(ζ0) = (ζ − ζ0)
mΦ(ζ), (4.2.18)

где Φ(ζ0) �= 0 и Φ(ζ) непрерывна в некоторой окрестности Σ(ζ0), m � 2.
Тогда функция

ω = ϕ(ζ) = α+ iβ = (ζ − ζ0)Φ1(ζ), (4.2.19)

где Φ1(ζ) �= 0 — непрерывная однозначная ветвь функции [Φ(ζ)]1/m,
осуществляет гомеоморфизм окрестности Σ(ζ0) (где Φ1(ζ) �= 0) на
окрестность Σ(0) плоскости ω = α+ iβ [208, с. 286–287].
Таким образом, из равенств (4.2.18) и (4.2.19) имеем

f1(ζ)− f1(ζ0) = ωm = (α + iβ)m.

На плоскости (α,β), введя полярные координаты (r, θ), получим
ωm = rm(cosmθ + i sinmθ). Интересующая нас линия уровня (4.2.15)
задается уравнением

u1(ξ, η) = rm cosmθ = 0. (4.2.20)
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Линии уровня (4.2.20) на плоскости (α,β) соответствует совокупно-
сти 2m лучей, каждый из них в точке ω = 0 образует с соседними
угол π/m. Из гомеоморфности отображений (4.2.16) и (4.2.19) следует,
что линия уровня (4.2.15) в достаточно малой окрестности точки z0
состоит из m дуг, проходящих через точку z0.
Лемма 4.2.1 доказана.

Отметим, что в [147, c. 19] эта лемма установлена в случае, ко-
гда u(x, y) является гармонической функцией. Аналогичный результат
справедлив и для внутренних точек кривой Γ.
Доказанная лемма 4.2.1 по существу устанавливает структуру ло-

кального строения линии уровня (4.2.15) в окрестности точки z0.
Следуя [147] назовем окрестность Σ(z0) из леммы 4.2.1 канониче-

ской. Ясно, что каждая точка области D1, расположенная на линии
уровня (4.2.15), обладает канонической окрестностью. Под попереч-
ником такой окрестности будем понимать дугу линии уровня (4.2.15)
в окрестности Σ(z0), соответствующую сумме диаметрально противо-
положных радиусов из леммы 4.2.1. В случае m = 1 каноническая
окрестность Σ(z0) имеет единственный поперечник.

Лемма 4.2.2. Линия уровня функции u(x, y) в области D1 явля-
ется простой, т. е. не имеет точек самопересечений.
Действительно, в противном случае она ограничивала бы одну или

более областей Ω, принадлежащих D1. В каждой такой области Ω
функция u(x, y) �≡ 0. Тогда она в некоторой внутренней точке области Ω
принимает экстремальное значение, что невозможно в силу внутренне-
го экстремума для эллиптических уравнений.

Лемма 4.2.3. Линия уровня функции u(x, y), расположенная
в произвольной замкнутой подобласти области D1, может быть
покрыта конечным числом канонических окрестностей. Вся линия
уровня функции u(x, y) в D1 может быть покрыта счетным мно-
жеством канонических окрестностей Σ(zn) = Σn точек zn ∈ D1,
n = 1, 2, ... , обладающих свойствами:
1) все точки zn различны;
2) окрестности Σn содержатся в D1;
3) диаметр окрестности Σn стремится к нулю, когда zn стре-

мится к границе области D1.

Определение 4.2.3. Открытую простую дугу S линии уровня функ-
ции u(x, y) в области D1, являющуюся объединением поперечников
подмножества Σnk

окрестностей Σn и не имеющую ни первого, ни
последнего поперечника, назовем максимальной дугой уровня.
Существование такой максимальной дуги следует из того, что кон-

цы каждого поперечника d либо расположены на некотором другом по-
перечнике, пересекающемся с d по простой дуге, либо совпадают с кон-
цами соседних поперечников из данного множества окрестностей Σnk

.
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Процесс продолжения простой дуги, являющейся суммой конечного
числа поперечников, может быть продолжен на счетное число шагов
и приводит к открытой простой дуге S.
Максимальную дугу S можно представить в виде топологического

образа интервала (0,1) оси t:

z = z(t), 0 < t < 1. (4.2.21)

Лемма 4.2.4. Максимальная дуга S, заданная уравнением
(4.2.21), линии уровня функции u(x, y) обладает свойствами:
1◦. При t→ 0 или 1 расстояние между точкой z(t) и границей ∂D1

стремится к нулю.
2◦. При t→ 0 или 1 существует предел lim z(t) ∈ ∂D1.
3◦. Если точка z(t) → z1 ∈ OA ∪ Γ ∪ CB при t → 0, то точка

z(t) → z2 ∈ OC при t→ 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Справедливость первого свойства вытекает из
того, что S является простой дугой и представляет собой объединение
счетного множества поперечников. Поэтому дуга S никогда не входит
дважды в одну и ту же окрестность Σnk

, но в каждой бесконечной
последовательности окрестностей Σnk

расстояние между Σnk
и ∂D1

стремится к нулю при k → ∞.
Пусть E ⊂ ∂D1 — множество предельных точек функции (4.2.21)

при t→ 0. В силу свойства 1◦ множество E не пусто. Ясно также, что
каждая точка E лежит на линии уровня функции u(x, y). Допустим,
E содержит две различные точки z1 и z2 границы ∂D1. Тогда все
точки границы, лежащие между точками z1 и z2, принадлежат E,
так как у непрерывной функции z(t) множество предельных точек
при t → 0 либо континуум, либо точка [96, с. 16]. По этой причине
образуется область Ω, лежащая в D1, вдоль границы которой u = 0,
что невозможно. Тем самым доказано свойство 2◦.
Справедливость свойства 3◦ установим, рассуждая методом от про-

тивного. Пусть точки z1 ∈ Γ ∪ CB и z2 ∈ Γ ∪CB. Тогда образуется
замкнутая линия уровня функции u(x, y), что в силу леммы 2.2 невоз-
можно. Пусть точка z1 ∈ OA ∪ Γ ∪CB, а z2 ∈ OA. В этом случае
образуется область Ω (см. рис. 4.2.1,а), ограниченная кривыми Az2,
z2z1, z1B и Γ, на которых

u
∣∣
z2z1∪z1B∪Γ

= 0, ux
∣∣
Az2

= 0. (4.2.22)

Тогда в силу единственности решения смешанной задачи с ука-
занными выше граничными условиями (4.2.22) для уравнения (4.2.11)
в области Ω следует, что u(x, y) ≡ 0 в Ω. А это противоречит тому,
что u(x, y) �≡ 0 в D1. Если z1 ∈ OA, z2 ∈ OA (см. рис. 4.2.1, б), то
снова образуется область Ω, ограниченная дугой S и отрезком z1z2, на
которых u

∣∣
S
= 0, ux

∣∣
z1z2

= 0. Отсюда также следует, что u(x, y) ≡ 0 в Ω.
Лемма 4.2.4 полностью доказана.
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Рис. 4.2.1

В дальнейшем рассмотрим максимальные дуги линии уровня функ-
ции u(x, y), выходящие из точек z0 ∈ A ∪ Γ. Из леммы 4.2.4 следует,
что максимальная дуга S линии уровня функции u(x, y), лежащая
в D1, с одним концом в точке z0 не может оканчиваться на точках
границы ∂D1\OC. Никакие две максимальные дуги, выходящие из
точки z0, не могут пересекаться ни в одной точке D1.
Пусть Y = {z ∈ A ∪ Γ| J(z) = 0}. Тогда в силу лемм 4.2.1–4.2.4

максимальные дуги линии уровня функции u(x, y) будут исходить из
точек множества Y и оканчиваться на точках отрезка OC. Обозначим
через X множество точек промежутка (0, c] оси y = 0, в которых окан-
чиваются дуги линии уровня функции u(x, y), исходящих из точек Y .
Множество X замкнуто. Пусть c0 = minX . Ясно, что c0 ∈ X и c0 > 0.
По условию точка A, вообще говоря, является угловой точкой

границы области D1. Поэтому в силу результатов [97, 98] градиент ∇u
при r =

√
x2 + (y − a)2 → 0 имеет либо конечное значение, либо об-

ращается в бесконечность порядка O(r−δ), δ > 0. При этом в силу
леммы 4.2.1 точка A не является предельной точкой множества Y .
Если J(A) > 0, то существует точка A1 ∈ Y , самая близкая по

кривой Γ до точки A. Обозначим через S0 максимальную дугу линии
уровня функции u(x, y) с концами в точках A1 и C0 = (c0, 0). Пусть

Γ0 =
�

AA1 ∪A1 ∪ S0. Если же J(A) = 0, то точка A1 ≡ A. Из построения
дуги Γ0 следует, что не найдется пары точек z ∈ Γ0\C0 и x ∈ (0, c0),
которые можно было соединить линией уровня функции u(x, y). Отсю-
да следует, что функция v(x, y) = Im f(z) монотонна вдоль кривой Γ0.
Отметим, что в случае гармонической функции u(x, y) существова-

ние такой кривой Γ0 указано в работе [206].
Из того, что якобиан J(z) = K(y)u2x + u2y на любом замкнутом

подмножестве множества D1 ∪ Γ может иметь конечное число нулей,
следует, что кривая Γ0 является кусочно-гладкой на этом подмноже-
стве. Но в целом, кривая Γ0 может оказаться неспрямляемой.
Теперь непосредственно перейдем к доказательству теоремы 4.2.2,

считая, что кривая Γ0 является спрямляемой.
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Из точки C0 = (c0, 0) проведем характеристику уравнения (4.2.11)
до пересечения с отрезком AA′ в точке A0 = (0,−a0), 0 < a0 � a. Под G
будем понимать область с границей AA0 ∪ A0C0 ∪ Γ0. Аналогично Di,
i = 1, 2, 3, введем области Gi.
На множестве G1 ∪G2 ∪G3 рассмотрим криволинейный интеграл

(x, y)∫

(0,0)

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy, (4.2.23)

который в силу системы (4.2.12) на этом множестве не зависит от пути
интегрирования. Отсюда следует, что интеграл (4.2.23) по любой про-
стой замкнутой кусочно-гладкой кривой γi, i = 1, 2, 3, лежащей в Gi,
равен нулю. Пусть γi = ∂Gi ориентирована против часовой стрелки.
Тогда ∫

∂Gi

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy = 0, i = 1, 2, 3. (4.2.24)

Поскольку функции u(x, y) и v(x, y) непрерывны в G, то из равен-
ства (4.2.24) получим∫

∂G

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy = 0

или с учетом однородных граничных условий (4.1.4), (4.1.5) задачи Ф
и (4.2.14)∫

AA0

K(y)u2(0, y) dy +
∫

A0C0

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy −
∫

Γ0

v2 dy = 0. (4.2.25)

Рассмотрим по отдельности интегралы из равенства (4.2.25). На
основании однородного граничного условия (4.1.6) и условия 1) теоре-
мы 4.2.2 имеем

∫

AA0

K(y)u2(0, y) dy = −
a∫

0

K(y)u2(0, y) dy −
a0∫

0

K(−y)u2(0,−y) dy =

= −
a0∫

0

[K(y) +K(−y)]u2(0, y) dy −
a∫

a0

K(y)u2(0, y) dy � 0. (4.2.26)

С учетом того, что вдоль характеристики A0C0: dx =
√−K(y) dy,

второй интеграл из левой части (4.2.25) примет вид∫

A0C0

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy = −
∫

A0C0

(
√−K u− v)2 dy � 0. (4.2.27)
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Интегрируя по частям в третьем интеграле из (4.2.25), получим∫

Γ0

v2 dy = −2
∫

Γ0

yv dv � 0, (4.2.28)

так как вдоль кривой Γ0: v dv � 0. Поэтому из соотноше-
ний (4.2.26)–(4.2.28) следует, что каждое слагаемое в левой части
равенства (4.2.25) равно нулю. Отсюда вытекает, что 2vdv = dv2 = 0
всюду на Γ0, т. е. v = 0 на кривой Γ0. Тогда в силу единственности
решения задачи Коши для эллиптической системы (4.2.12) [235, 31]
заключаем, что u = v ≡ 0 в замкнутой области G1, но, значит, и в об-
ласти D. Если Γ0 является неспрямляемой, то в качестве области G1
следует взять область G1ε, получаемую из G1 выбрасыванием круга
K1 = {|z − c0| � ε} и K2 = {|z − ia| � ε} (если A1 ≡ A), и проделать
то, что сделано в случае спрямляемой кривой, а затем перейти к ε→ 0.
Тогда придем к тому же заключению. Тем самым теорема 4.2.2
полностью доказана.

4.2.3. Единственность решения задачи Франкля для уравнения
с оператором Геллерстедта. Здесь рассмотрим задачу Франкля для
уравнения (4.1.1) при K(y) = sgn y · |y|m, m � 0, λ(y) = λ = const �= 0,
т. е. для уравнения

Lu ≡ sgn y · |y|muxx + uyy − λu = 0. (4.2.29)

В дальнейшем задачу Ф для уравнения (4.2.29) эквивалентным
образом сведем к задаче Ф для уравнения типа (4.2.11) на плоскости
новых переменных.
В зависимости от знака λ рассмотрим случаи, когда λ > 0 и λ < 0.
Пусть λ = α2, α > 0. Введем новую функцию z(x, y) по формуле

z(x, y) = u(x, y) exp

[
−

y∫

0

b(t) dt

]
, (4.2.30)

которая является решением уравнения

sgn y · |y|mzxx + zyy + 2b(y)zy = 0, (4.2.31)

где функция b(y) определяется как решение уравнения Риккати,

b′(y) + b2(y)− α2 = 0,

и имеет вид
b(y) = α

1+ k exp (−2αy)
1− k exp (−2αy) , (4.2.32)

где k — произвольная постоянная, которая определяется так, чтобы
1− k exp (−2αy) �= 0 в D.
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На плоскости (x, y) введем новые переменные (θ,σ) так, чтобы
уравнение (4.2.31) в этих координатах преобразовалось к уравнению
типа (4.2.11)

K(σ)zθθ + zσσ = 0; (4.2.33)

при этом функция K(σ) должна быть такой, что σK(σ) > 0 при
σ �= 0 и удовлетворять условиям теоремы 4.2.2. Пусть такая K(σ)
существует. Тогда заменой переменных

x = θ, y = sgnσ ·
(
sgnσ · 1

β

σ∫

0

√
|K(t)| dt

)β

, (4.2.34)

где β = 2/(m+ 2), уравнение (4.2.33) преобразуется к уравнению вида

sgn y · |y|mzxx + zyy +
yσσ
y2σ

zy = 0. (4.2.35)

Сопоставляя уравнения (4.2.31) и (4.2.35), получим условие для на-
хождения функции K(σ):

yσσ
y2σ

= 2b(y) = 2α
1+ k exp (−2αy)
1− k exp (−2αy) . (4.2.36)

Из уравнения (4.2.36) и формул замены (4.2.34) при σ > 0 получим

dK(σ)

K(σ)
+
2(β − 1)

β

dy

y
= 4α

1+ k exp (−2αy)
1− k exp (−2αy) dy. (4.2.37)

Решение уравнения (4.2.37) определяется формулой

K(σ) = ym[exp (αy)− k exp (−αy)]4k20, k0 = const > 0.

Аналогично, из (4.2.36) и (4.2.34) при σ < 0 находим

K(σ) = −(−y)m[exp (αy)− k exp (−αy)]4k20.
Итак, функция K(σ) имеет вид

K(σ) = sgn y · |y|m[exp (αy)− k exp (−αy)]4k20. (4.2.38)

Теперь найдем связь между переменными y и σ. На основании
равенств (4.2.38) и (4.2.34) получим

dy

dσ
=
√
|K(σ)| |y|(β−1)/β =

√
|K(σ)| |y|−m/2 =

= k0[exp (αy)− k exp (−αy)]2 � δ1 > 0 (4.2.39)

при всех (x, y) ∈ D. Отсюда будем иметь

y =
1
2α

ln
[
k − k − 1

1+ 2α(k − 1)σk0
]
. (4.2.40)

8 К.Б. Сабитов
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Из соотношений (4.2.39) и (4.2.40) следует, что y = 0 ⇔ σ = 0.
Если, например, при 0 � k < 1 постоянная k0 удовлетворяет нера-
венству 0 < k0 < [2α(1 − k)σmax]

−1, а при k > 1 — неравенству
k0 > [2α(k − 1)|σmin| ]−1, то из формулы (4.2.40) вытекает, что yσ > 0,
т. е. y и σ одного знака.
Для функции (4.2.38) проверим условие 1) теоремы 4.2.2. На осно-

вании формул (4.2.38) и (4.2.39) нетрудно показать, что

K(σ) ∈ C[σmin, 0] ∩ C∞[σmin, 0) ∩ C[0,σmax] ∩ C∞(0,σmax]

и при σ � 0

K(σ) +K(−σ) = ymk20 [exp (αy)− k exp (−αy)]4−
− ymk20 [exp (−αy)− k exp (αy)]4 = ymk20 {[exp (αy)−

− k exp (−αy)]2 + [exp (−αy)− k exp (αy)]2}×
× [exp (αy) + exp (−αy)] [exp (αy)− exp (−αy)](1− k2) � 0

только тогда, когда 0 � |k| < 1.
Пусть теперь λ = −α2. Рассуждая аналогично рассмотренному вы-

ше, введем новую функцию z(x, y) по формуле (4.2.30). При этом
функция b(y) определяется как решение уравнения Риккати,

b′(y) + b2(y) + α2 = 0

и она имеет вид b(y) = α tg[α(d − y)], где постоянная d находится из
условия

ymax − π

2d
< d < ymin +

π

2d
. (4.2.41)

Из (4.2.41) следует, что функция b(y) существует, если

0 < α <
π

ymax − ymin
. (4.2.42)

На основании отображения (x, y) → (θ,σ), где x и y заданы форму-
лами (4.2.34), снова получим уравнение типа (4.2.33)

K(σ)zθθ + zσσ = 0, (4.2.43)

где
K(σ) = sgn y · |y|m cos4[α(d − y)]d20, (4.2.44)

dy

dσ
= d0 cos

2[α(d− y)], d0 = const > 0. (4.2.45)

Решая уравнение (4.2.45), получим зависимость между переменны-
ми y и σ:

y = d+
1
α
arctg [αd0 σ − tg (αd)]. (4.2.46)

Из формулы (4.2.46) следует, что y = 0⇔ σ = 0 и переменные y и σ
одного знака. Справедливость последнего утверждения обосновывается
на основании (4.2.41) и (4.2.42).
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Остается для уравнения (4.2.43), где коэффициент K(σ) задан
формулой (4.2.44), проверить условие 1) теоремы 4.2.2.
Достаточно проверить следующее неравенство при σ � 0:

K(σ) +K(−σ) = ymd20 cos
4[α(d − y)]− ymd20 cos

4[α(d+ y)] =

= ymd20
{
cos2[α(d− y)] + cos2[α(d + y)]

}
sin (2αd) sin (2αy) � 0,

если sin (2αd) sin (2αy) � 0. А последнее неравенство справедливо в си-
лу условий (4.2.41) и (4.2.42).
Таким образом, введением новой функции z(x, y) и новых перемен-

ных (θ,σ) задача Ф для уравнения (4.2.31) в области D эквивалентно
сведена к задаче Ф для уравнений (4.2.33) и (4.2.43). При этом коэф-
фициент K(σ) этих уравнений удовлетворяет условиям теоремы 4.2.2.
Следовательно, нами доказана следующая теорема.

Теорема 4.2.3. Если в классе регулярных в D решений уравне-
ния (4.2.31) существует решение задачи Ф, то оно единственно при
всех λ, удовлетворяющих неравенству (4.2.10), т. е. неравенству

λ > −
( π

ymax − ymin

)2
,

где ymin = −a, ymax � a, a — ордината точки A.

Замечание 4.2.2. Видно, что при доказательстве теорем 4.2.1
и 4.2.3 нашло свое применение известное уравнение Риккати. По-
видимому, это не случайно, так как о значении этого нелинейного
уравнения в теории линейных краевых задач математической физики со
спектральным параметром отмечено в книгах [58, 156, 225]. В теории
уравнений смешанного типа преобразование, связанное с уравнением
Риккати, использовалось в работах [5, 59, 151, 201]. Отметим, что
в пунктах 4.2.1 и 4.2.2 изложены наши совместные с Н.Ю.Капустиным
результаты, опубликованные в работах [83–86].

4.2.4. Принцип максимума для аналога задачи Франкля.
В этом пункте рассмотрим несколько иной аналог задачи Франкля для
общего уравнения смешанного типа

Lu ≡ K(y)uxx + uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = F (x, y),
(4.2.47)

где yK(y) > 0 при y �= 0, в области D (см. § 4.1).

Задача Ф̃. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D1 ∪D−); (4.2.48)

Lu(x, y) ≡ F (x, y), (x, y) ∈ D1 ∪D−; (4.2.49)

u(0, y)− u(0,−y) = 0, 0 � y � a; (4.2.50)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ CB ∪ Γ; (4.2.51)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ A′C, (4.2.52)

8*



228 Гл. 4. К теории задачи Франкля для уравнений смешанного типа

где ϕ и ψ — заданные достаточно гладкие функции, ϕ(C) = ψ(C),
D− = D2 ∪D3 ∪OP .
Задача Ф̃ отличается от задачи Франкля тем, что граничное усло-

вие (4.1.7) на отрезке AA′ заменено на условие (4.2.52) вдоль характе-
ристики A′C.
Оказывается, что для задачи (4.2.48)–(4.2.52) справедлив принцип

экстремума, установленный в § 1.3.

Определение. Регулярным в области D решением уравнения
(4.2.47) назовем функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям (4.2.48),
(4.2.49) и, кроме того, дополнительно потребуем, чтобы производная uξ
принадлежала классу:

uξ ∈ C(D−\OC),
где

ξ = x+

y∫

0

√
−K(t)dt, η = x−

y∫

0

√
−K(t) dt,

K(y) ∈ C[−a, 0] ∩ C2[−a, 0).
(4.2.53)

В области D− перейдем к характеристическим координатам
(4.2.53). Тогда уравнение (4.2.47) примет вид

L0u ≡ uξη + auξ + buη + cu = f(ξ, η), (4.2.54)

где
a(ξ, η) = (A+B

√−K −K ′/2
√−K )/4K, c = C/4K,

b(ξ, η) = (A−B
√−K +K ′/2

√−K )/4K, f = F/4K,

а область D− отображается в область Δ, ограниченную отрезками
O0C0 (η = ξ), C0A′

0 (η = c = l > 0) и A′
0O0 (η = −ξ) (см. рис. 4.3).

Пусть α∗(ξ, η) = b(ξ, η)β∗(ξ, η), β∗(ξ, η) =
∫
a(ξ, η)dη; функции

b(ξ, η), bη(ξ, η), a(ξ, η) и c(ξ, η) непрерывны на множестве Δ ∪ A′
0O0

и удовлетворяют там одному из следующих условий:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
h∗(ξ, η) = bη + ba− c � 0,

α∗(ξ, l)−
l∫

η

β∗(ξ, t)c(ξ, t) dt < 0;
(A∗
1)

α∗(ξ, η) +

l∫

η

β∗(ξ, t)|h∗(ξ, t)| dt < 0. (A∗
2)
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Предполагается, что правая часть f(ξ, η) уравнения (4.2.54) инте-
грируема по η на каждом отрезке [η0, l] характеристики ξ = ξ0, где
−η0 � ξ0 < η0.

Теорема 4.2.4. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (4.2.47) в об-
ласти D1 ограничены и C(x, y) � 0; 2) коэффициенты уравне-
ния (4.2.47) и его правая часть F (x, y) в характеристических ко-
ординатах (ξ, η), т. е. коэффициенты уравнения (4.2.54) и функ-
ция f(ξ, η), обладают отмеченной выше гладкостью и удовлетво-
ряют условию (A∗

1); 3) F (x, y) � 0 (� 0) на множестве D1 ∪ D−;
4) u(x, y) — регулярное в D решение уравнения (4.2.47), равное нулю
на характеристике A′C. Тогда если max

D
u(x, y) > 0

(
min
D

u(x, y) < 0
)
,

то этот максимум (минимум) достигается на кривой CB ∪ Γ.

Теорема 4.2.5. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (4.2.47) в об-
ласти D1 ограничены и C(x, y) � 0; 2) коэффициенты уравне-
ния (4.2.47) в характеристических координатах (ξ, η), т. е. коэф-
фициенты уравнения (4.2.54), обладают отмеченной выше гладко-
стью и удовлетворяют условию (A∗

2); 3) F (x, y) ≡ 0; 4) u(x, y) —
регулярное в D решение уравнения (4.2.46), равное нулю на характе-
ристике A′C. Тогда если max

D
u(x, y) > 0, то он достигается только

на кривой CB ∪ Γ.

Дока з а т е л ь с т в о теорем 4.2.4 и 4.2.5 проводятся аналогично
соответствующим утверждениям § 1.3 гл. 1.
Из этих теорем очевидным образом следует единственность ре-

шения задачи Ф̃ для уравнения (4.2.46) в классе его регулярных
в D решений без каких-либо ограничений геометрического характера
на кривую Γ.
В качестве примера рассмотрим обобщенное уравнение Трикоми,

sgny · |y|muxx + uyy = 0, m > 0.

В этом случае легко заметить, что выполнены все условия 1)–3)
теоремы 4.2.4. Следовательно, для последнего уравнения справедлива
теорема 4.2.4.
Отметим, что теоремы 4.2.4 и 4.2.5 переносятся в класс обобщен-

ных в D решений уравнения (4.2.47). Тогда аналогично § 1.5 альтер-
нирующим методом типа Шварца можно доказать однозначную разре-
шимость обобщенного решения задачи Ф̃ при произвольном подходе
кривой Γ к осям координат.
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§4.3. К вопросу о существовании решения задачи
Франкля методом интегральных уравнений

В обзоре, приведенном в § 4.1, было указано, что в работах [46, 47]
доказаны единственность и существование решения задачи Ф для
уравнения

Lu ≡ sgn y · |y|muxx + uyy − λu = 0, (4.3.1)

где m � 0, λ = const, в области D при m > 1, a = 1, c = 2/(m + 2),
λ = 0 и указанных в § 4.1 ограничениях на кривую Γ. В [201, гл. 4]
при условии, когда кривая Γ в точках A и B оканчивается сколь
угодно малыми дугами нормальной кривой, показано существование
решения задачи Ф при m > 0 и λ = 0. В этих работах из един-
ственности решения задачи Ф вытекает ее существование, так как
последнее проводится методом интегральных уравнений. На основании
этих результатов и теоремы 4.2.3 следует справедливость следующего
утверждения.

Теорема 4.3.1. Если: 1) кривая Γ в точках A и B оканчивает-
ся сколь угодно малыми дугами нормальной кривой; 2) граничные
функции ϕ1(s), ϕ2(x) и ϕ3(y) удовлетворяют условиям работы [201,
c. 235], то в классе регулярных в D решений уравнения (4.3.1) суще-
ствует решение задачи Ф при всех m > 0 и λ = 0.

Теорема 4.3.2. Если кривая Γ и функции ϕ1(s), ϕ2(x) и ϕ3(y)
удовлетворяют условиям теоремы 4.3.1, то в классе регулярных
в D решений уравнения (4.3.1) существует решение задачи Ф при
всех m и λ, удовлетворяющих неравенствам

m > 0 и λ > −
( π

ymax − ymin

)2
.

Дока з а т е л ь с т в о этой теоремы проводится аналогично [26] ме-
тодом интегральных уравнений и с применением теоремы 4.2.3.
В дальнейшем рассмотрим в области D уравнение

Lu ≡ uxx + sgn y · uyy + λu = 0, (4.3.2)

где λ — комплексное число.

Теорема 4.3.3. Если функция u0(x, y) является в области D
регулярным решением уравнения

u0xx + sgn y · u0yy = 0, u0(0, 0) = 0, (4.3.3)
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то функция

u(x, y) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u0(x, y) −
1∫

0

u0(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(x2 + y2)(1 − t)

]
dt, (x, y) ∈ D1,

u0(x, y) −
1∫

0

u0(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(x2 − y2)(1 − t)

]
dt, (x, y) ∈ D2,

u0(x, y) −
1∫

0

u0(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(y2 − x2)(1 − t)

]
dt, (x, y) ∈ D3,

(4.3.4)

является регулярным в D решением уравнения (4.3.2), при этом
область D1 предполагается звездной относительно начала коор-
динат.
Справедливость этого утверждения следует из результатов § 2.3.
Формула (4.3.4) позволяет решение задачи Ф для уравнения (4.3.2)

в случае C ≡ B с краевыми условиями u = ϕ на Γ и u(0, y)− u(0,−y) =
= f(y), 0 � y � a, свести к решению задачи Ф для уравнения (4.3.3)
с условиями u0 = ϕ0 на Γ и u0(0, y)− u0(0,−y) = f0(y), 0 � y � a.
Действительно, пусть u0(x, y) — решение задачи Ф для уравне-

ния (4.3.3) с отмеченными выше условиями. Тогда из формулы (4.3.4)
имеем

u(0, y) = u0(0, y)−
1∫

0

u0(0, yt)
∂

∂t
J0

[
y
√
λ(1 − t)

]
dt, y � 0,

u(0, y) = u0(0, y)−
1∫

0

u0(0, yt)
∂

∂t
J0

[
−y
√
λ(1− t)

]
dt, y � 0,

или

u(0,−y) = u0(0,−y)−
1∫

0

u0(0,−yt) ∂
∂t
J0

[
y
√
λ(1 − t)

]
dt, y � 0.

Отсюда

f(y) = u(0, y)− u(0,−y) = u0(0, y)− u0(0,−y)−

−
1∫

0

[u0(0, yt)− u0(0,−yt)] ∂
∂t
J0

[
y
√
λ(1− t)

]
dt =
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= f0(y)−
1∫

0

f0(yt)
∂

∂t
J0

[
y
√
λ(1− t)

]
dt =

= f0(y)−
y∫

0

f0(s)
∂

∂s
J0

[√
λy(y − s)

]
ds.

Обращая последнее интегральное уравнение по теореме 2.2.1, на-
ходим функцию

f0(y) = f(y) +

y∫

0

f(s)
y

s

∂

∂y
I0

[√
λs(y − s)

]
ds,

которая имеет ту же гладкость, что и функция f(y) и f0(0) = 0 при
f(0) = 0.
Для нахождения функции ϕ0(s) поступим так. В области D1 выпи-

шем методом Грина решение u0(x, y) задачи Ф для уравнения (4.3.3)
и подставим его в интегральный член формулы (4.3.4) при y > 0.
В двойном интеграле, меняя порядок интегрирования и устремляя
точку (x, y) → (x0(s), y0(s)) ∈ Γ, получим интегральное уравнение от-
носительно ϕ0(s), к которому при известных условиях на функции ϕ(s)
и f(y) [23, c. 340] применима теория Фредгольма.

§4.4. Спектральная задача Франкля

Рассмотрим уравнение с оператором Лаврентьева–Бицадзе

Lu ≡ uxx + sgn y · uyy + λ sgn (x+ y) · u = 0, (4.4.1)

где λ — комплексный параметр, в области D (см. рис. 4.1.1, c = a)
и поставим следующую спектральную задачу Франкля.

Задача Фλ. Найти значения параметра λ и соответствующие
им функции u(x, y), удовлетворяющие условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪AO ∪OA′ \OP ) ∩ C2(D1 ∪D2 ∪D3); (4.4.2)
Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2 ∪D3; (4.4.3)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ CB ∪ Γ; (4.4.4)

u(0,−y)− u(0, y) = 0, 0 � y � a; (4.4.5)

ux(0, y) = 0, 0 < |y| < a. (4.4.6)

4.4.1. Сведение задачи Фλ к эллиптической нелокальной за-
даче. Предварительно для уравнения (4.4.1) в областях D2 и D3
построим в явном виде решение задачи Дарбу (см. гл. 2).
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Задача Дарбу. Найти в области D2 решение u(x, y) уравне-
ния (4.4.1), удовлетворяющее краевым условиям:

uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < a; (4.4.7)

u(x,−x) = ψ(x), 0 � x � a/2, (4.4.8)
где ν(x) и ψ(x) будем считать известными функциями.
Согласно теореме 2.1.2, если ν(x) ∈ C1(0, a) ∩ L1[0, a], ψ1(x) =

= ψ(x/2) ∈ C[0, a] ∩ C2(0, a), ψ′
1(x) ∈ L1[0, a], то существует един-

ственное решение задачи (4.4.1), (4.4.7) и (4.4.8) и оно определяется
формулой

u(x, y) =

x+y∫

0

ν(t)J0

[√
λ(t − x− y)(t− x+ y)

]
dt+

+

x−y∫

0

ψ′
1(t)B(0, t;x + y,x− y) dt, (4.4.9)

где J0( · ) — функция Бесселя,
√
λ > 0 при λ > 0, B(ξ, η; ξ0, η0) —

функция Римана–Адамара (см. § 2.1 гл. 2).

Задача Дарбу. Найти в области D3 решение u(x, y) уравне-
ния (4.4.1), удовлетворяющее краевым условиям (4.4.8) и

ux(0, y) = 0, −a < y < 0. (4.4.10)
Отметим, что уравнение (4.4.1) в области D3 имеет вид

uxx − uyy − λu = 0,

которое заменой x на −y, y на −x сводится к уравнению (4.4.1)
в области D2. Поэтому если функция ψ(x) удовлетворяет условиям,
отмеченным выше, то исходя из формулы (4.4.9) нетрудно получить
решение задачи (4.4.1), (4.4.8) и (4.4.10) в явном виде

u(x, y) =

x−y∫

0

ψ′
1(t)B(0, t;−x − y,x− y) dt. (4.4.11)

На основании формул (4.4.9) и (4.4.11) сведем задачу (4.4.2)–
(4.4.6) к нелокальной эллиптической задаче. Полагая в формуле (4.4.9)
y = 0, получим

u(x, 0) = τ(x) =

x∫

0

ν(t)J0

[√
λ (x− t)

]
dt+

+ 2

x∫

0

ψ′
1(t)J0

[√
λx(x − t)

]
dt, 0 � x � a. (4.4.12)
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Из формулы (4.4.11) при x = 0 имеем

u(0, y) = 2

−y∫

0

ψ′
1(t)J0

[√
λy(y + t)

]
dt, −a � y � 0,

или

u(0,−x) = 2
x∫

0

ψ′
1(t)J0

[√
λx(x − t)

]
dt, 0 � x � a. (4.4.13)

Тогда на основании (4.4.12) и (4.4.13) и условия (4.4.5) задачи Фλ

получим

τ(x) =

x∫

0

ν(t)J0

[√
λ (x− t)

]
dt+ u(0,x), 0 � x � a.

Таким образом, на основании последнего равенства задача Фλ све-
дена к нелокальной эллиптической задаче на собственные значения:
найти значения параметра λ и соответствующие им собственные
функции u(x, y), удовлетворяющие условиям:

u(x, y) ∈ C(D1) ∩ C1(D1 ∪OA ∪OC) ∩ C2(D1); (4.4.14)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D1; (4.4.15)

ux(0, y) = 0, 0 < y < a; (4.4.16)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ CB ∪ Γ; (4.4.17)

u(x, 0) − u(0,x) =

x∫

0

uy(t, 0)J0
[√
λ (x − t)

]
dt, 0 � x � a. (4.4.18)

Исследование задачи (4.4.14)–(4.4.18) в общем случае, т. е. ко-
гда Γ — произвольная кривая из класса Ляпунова, представляет зна-
чительные трудности, и она до сих пор не решена. Здесь рассмотрим
случай, когда точки C и B совпадают, a = c = b = 1 и кривая Γ
совпадает с частью окружности x2 + y2 = 1, x, y > 0.

4.4.2. Построение собственных значений и функций зада-
чи Фλ. Пусть D1 — четверть круга (x

2 + y2 < 1, x, y > 0). В этой обла-
сти введем полярные координаты: x = r cosϕ, y = r sinϕ, r2 = x2 + y2,
0 < r < 1, 0 < ϕ < π/2. В полярных координатах (r,ϕ), разделяя пере-
менные u(x, y) = v(r,ϕ) = R(r)Φ(ϕ) в задаче (4.4.15)–(4.4.18), получим

R′′(r) +
1
r
R′(r) +

(
λ− μ2

r2

)
R(r) = 0, (4.4.19)

|R(0)| < +∞, R(1) = 0, (4.4.20)

Φ′′(ϕ) + μ2Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < π/2, (4.4.21)
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Φ′(π/2) = 0, (4.4.22)

R(x)
[
Φ(0)− Φ

(π
2

)]
= Φ′(0)

x∫

0

t−1R(t)J0
[√
λ (x − t)

]
dt, (4.4.23)

где μ — постоянная разделения.
Известно, что рещением уравнения (4.4.19), удовлетворяющим

условиям (4.4.20), является функция Бесселя

R(r) = Jμ(
√
λ r), Reμ � 0. (4.4.24)

Подставляя функцию (4.4.24) в равенство (4.4.23) и вычисляя ин-
теграл по формуле 2.12.33.6 [165, Т. 2], находим второе нелокальное
граничное условие

Φ′(0) + μ[Φ(π/2)− Φ(0)] = 0 (4.4.25)

для построения функции Φ(ϕ). Решая краевую задачу (4.4.21), (4.4.22)
и (4.4.25), находим две серии собственных функций:

Φ(1)
n (ϕ) = cosμ(1)

n ϕ = cos 4nϕ, n = 0, 1, 2, ... , (4.4.26)

Φ(2)
n (ϕ) = sinμ(2)

n ϕ = sin(4n− 1)ϕ, n = 1, 2, ... . (4.4.27)

Теперь, учитывая найденные значения μ и удовлетворяя функцию
(4.4.24) второму условию из (4.4.20), получим

J4n(
√
λ ) = 0, J4n−1(

√
λ ) = 0. (4.4.28)

Из теории бесселевых функций [28] известно, что функция Бессе-
ля Jν(z) при ν > −1 имеет только вещественные нули. Тогда, обозначая
через αn,m m-й корень первого уравнения, а через βn,m — m-й корень
второго уравнения из (4.4.28), находим две системы положительных
собственных значений задачи Фλ:

λ(1)n,m = α2n,m, n,m = 0, 1, 2, ... , (4.4.29)

λ(2)n,m = β2n,m, n,m = 1, 2, ... . (4.4.30)

На основании (4.4.24), (4.4.26) и (4.4.27) получим соответствующие
значениям (4.4.29) и (4.4.30) собственные функции задачи Фλ в обла-
сти D1:

u(1)n,m(x, y) = v(1)n,m(r,ϕ) = J4n(αn,mr) cos (4nϕ), n,m = 0, 1, 2, ... ,
(4.4.31)

u(2)n,m(x, y) = v(2)n,m(r,ϕ) = J4n−1(βn,mr) sin (4n− 1)ϕ, n,m = 1, 2, ... .
(4.4.32)

Для построения собственных функций задачи Фλ в областях D2
и D3 можно воспользоваться формулами (4.4.9) и (4.4.11) или форму-
лой решения задачи Коши для уравнения (4.4.1) при y < 0 (см. § 2.1).
Из-за громоздкости этих подходов предложим здесь несколько иной
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метод построения собственных функций задачи Фλ в областях D2
и D3. В области D2 введем новые переменные

σ =
√
x2 − y2 , θ = − y2

x2 − y2
.

Тогда уравнение (4.4.1) при y < 0 принимает вид

4θ(1− θ)uθθ + 4
(1
2
− θ
)
uθ + σ2uσσ + σuσ + λσ2u = 0. (4.4.33)

В уравнении (4.4.33), резделяя переменные u(x, y) = P (σ)Q(θ), по-
лучим

P ′′(σ) +
1
σ
P ′(σ) +

(
λ− ρ2

σ2

)
P (σ) = 0, 0 < σ < 1, (4.4.34)

θ(1 − θ)Q′′(θ) +
(1
2
− θ
)
Q′(θ) +

ρ2

4
Q(θ) = 0, −∞ < θ < 0, (4.4.35)

где ρ — постоянная разделения. Поскольку решение u(x, y) ограниче-
но в D, то в качестве решений уравнения (4.4.34) возьмем функцию
Бесселя

P (σ) = Jρ(
√
λσ), Re ρ � 0. (4.4.36)

Уравнение (4.4.35) представляет собой известное гипергеометриче-
ское уравнение [10, Т. 1], поэтому его общее решение определяется
формулой

Q(θ) = k′1(1− θ)ρ/2 2F1

(1− ρ

2
,−ρ
2
,
1
2
;

θ

θ − 1
)
+

+ k′2(1− θ)−ρ/2
2F1

(ρ
2
,
1+ ρ

2
, 1+ ρ;

1
1− θ

)
, (4.4.37)

где k′1 и k
′
2 — произвольные постоянные. Далее на основании следую-

щих формул [10, Т. 1, c. 110]:

2F1

(
a, a+

1
2
,
1
2
; z
)
=
1
2
(1+

√
z )−2a +

1
2
(1−√

z )−2a,

2F1

(
a− 1

2
, a, 2a; z

)
=
(1
2
+
1
2

√
1− z

)1−2a
,

соотношение (4.4.37) представляется в виде

Q(θ) = k1

(x− y

x+ y

)ρ/2
+ k2

(x+ y

x− y

)ρ/2
, (4.4.38)

где k1 и k2 — постоянные. Тогда в силу (4.4.36) и (4.4.38) решение
уравнения (4.4.1) в области D2 определяется формулой

u(x, y) =
[
k1

(x− y

x+ y

)ρ/2
+ k2

(x+ y

x− y

)ρ/2]
Jρ

[√
λ(x2 − y2)

]
. (4.4.39)
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Из формул (4.4.31) и (4.4.32) вычислим

τ (1)n,m(x) = u(1)n,m(x, 0) = J4n(αn,mx), (4.4.40)

ν(1)n,m(x) =
∂

∂y
u(1)n,m(x, y)|y=0 = 0, (4.4.41)

τ (2)n,m(x) = u(2)n,m(x, 0) = 0, (4.4.42)

ν(2)n,m(x) =
∂

∂y
u(2)n,m(x, y)|y=0 = (4n− 1)x−1J4n−1(βn,mx). (4.4.43)

Если теперь в формуле (4.4.39) положить, что ρ = 4n, λ = λ
(1)
n,m,

k1 = k2 = 1/2, то она определяет решение задачи Коши для уравне-
ния (4.4.1) в области D2 с краевыми условиями (4.4.40) и (4.4.41).
Тогда первая система собственных функций задачи Фλ в области D2
имеет вид

u(1)n,m(x, y) =
1
2

[(x− y

x+ y

)2n
+
(x+ y

x− y

)2n]
J4n
[
αn,m

√
x2 − y2

]
. (4.4.44)

Для получения второй системы собственных функций задачи Фλ

в области D2 достаточно в (4.4.39) положить ρ = 4n − 1, k2 = −k1 =
= 1/2, λ = λ

(2)
n,m. Тогда она будет определять решение задачи Коши

для уравнения (4.4.1) в области D2 с краевыми условиями (4.4.42)
и (4.4.43). Тем самым получаем вторую систему собственных функций
задачи Фλ в D2:

u(2)n,m(x, y) =
1
2

[(x+ y

x− y

)2n−1/2
−
(x− y

x+ y

)2n−1/2]
J4n−1

[
βn,m

√
x2 − y2

]
,

(4.4.45)
где n, m = 1, 2, ... .
Далее построим собственные функции задачи Фλ в области D3.

Пусть (x, y)∈D3. Тогда, заменяя в формулах (4.4.44) и (4.4.45) x на −y,
а y на −x, получим собственные функции задачи Фλ в области D3:

u(1)n,m(x, y) =
1
2

[(y − x

y + x

)2n
+
(y + x

y − x

)2n]
J4n
[
αn,m

√
y2 − x2

]
, (4.4.46)

где n, m = 0, 1, 2, ... ,

u(2)n,m(x, y) =
1
2

[(y + x

y − x

)2n−1/2
−
(y − x

y + x

)2n−1/2]
J4n−1

[
βn,m

√
y2 − x2

]
,

(4.4.47)
где n, m = 1, 2, ... .
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Таким образом, объединяя формулы (4.4.31), (4.4.44) и (4.4.46),
получим первую систему собственных функций задачи Фλ в D

u(1)n,m(x, y) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cos (4nϕ)J4n(αn,mr), (x, y) ∈ D1,

1
2

[(x− y

x+ y

)2n
+
(x+ y

x− y

)2n]
J4n
[
αn,m

√
x2 − y2

]
, (x, y) ∈ D2,

1
2

[(y − x

y + x

)2n
+
(y + x

y − x

)2n]
J4n
[
αn,m

√
y2 − x2

]
, (x, y) ∈ D3,

(4.4.48)

а на основании формул (4.4.32), (4.4.45) и (4.4.47) находим вторую
систему собственных функций задачи Фλ в области D

u(2)n,m(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin (4n− 1)ϕJ4n−1(βn,mr), (x, y) ∈ D1,

1
2

[(x+ y

x− y

)2n−1/2
−
(x− y

x+ y

)2n−1/2]
×

×J4n−1
[
βn,m

√
x2 − y2

]
, (x, y) ∈ D2,

1
2

[(y + x

y − x

)2n−1/2
−
(y − x

y + x

)2n−1/2]
×

×J4n−1
[
βn,m

√
y2 − x2

]
, (x, y) ∈ D3.

(4.4.49)

4.4.3. Изучение собственных функций задачи Фλ на полноту
и базисность.

Теорема 4.4.1. Система собственных функций {u(1)n,m(x, y)} зада-
чи Фλ, заданная формулой (4.4.48), не полна в пространстве L2(D).

Теорема 4.4.2. Система собственных функций {u(2)n,m(x, y)} зада-
чи Фλ, заданная формулой (4.4.49), не полна в пространстве L2(D).
Дока з а т е л ь с т в а теорем 4.3.1 и 4.3.2 проводится аналогич-

но [163], и они приведены в нашей работе [188].
Отметим, что задача Фλ и соответствующая ей эллиптическая

задача (4.4.14)–(4.4.18) являются несамосопряженными. Тогда может
оказаться полной система собственных и присоединенных функций.
Поэтому естественно возникает вопрос о наличии присоединенных
функций у данных систем собственных функций (4.4.48) и (4.4.49) за-
дачи Фλ или (4.4.14)–(4.4.18). Для этого вернемся к задачам (4.4.19),
(4.4.20) и (4.4.21), (4.4.22), (4.4.25).
Известно, что система собственных функций задачи (4.4.19)

и (4.4.20):
{
J
μ
(i)
n

(√
λ
(i)
n,m r

)}
, i = 1, 2, при фиксированном n ортогональ-



§ 4.4. Спектральная задача Франкля 239

на и образует базис как система собственных функций первой краевой
задачи для дифференциального уравнения Бесселя [209, c. 645]. По
этой причине у нее не может быть присоединенных функций.
Краевая задача (4.4.21), (4.4.22) и (4.4.25) является несамосопря-

женной. Из определения присоединенной функции [90] следует, что
присоединенная функция Fn(ϕ) к собственной функции Φn(ϕ) должна
удовлетворять следующим условиям:

F ′′
n (ϕ) + μ2nFn(ϕ) = −2μnΦn(ϕ), (4.4.50)

F ′
n(π/2) = 0, (4.4.51)

F ′
n(0) + μn

[
Fn

(π
2

)
− Fn(0)

]
+Φn

(π
2

)
− Φn(0) = 0. (4.4.52)

Полагая в (4.4.50)–(4.4.52) μn = μ
(1)
n = 4n, Φn(ϕ) = Φ

(1)
n (ϕ) = cos 4nϕ,

затем μn = μ
(2)
n = 4n− 1, Φn(ϕ) = Φ

(2)
n (ϕ) = sin (4n− 1)ϕ, убеждаемся,

что краевая задача (4.4.50)–(4.4.52) не имеет решения. Следовательно,
и у задачи (4.4.21), (4.4.22) и (4.4.25) нет присоединенных функций.
Отсюда следует, что задача (4.4.14)–(4.4.18), или задача Фλ, не имеет
присоединенных функций.
Теперь из двух систем собственных функций {Φ(1)

n (ϕ)} и {Φ(2)
n (ϕ)}

задачи (4.4.21), (4.4.22) и (4.4.25) образуем новую систему

1, sin 3ϕ, cos 4ϕ, ... , sin(4n− 1)ϕ, cos 4nϕ, ... , (4.4.53)

которую обозначим через {Φk(ϕ)}, k = 1, 2, ... . В силу результатов ра-
боты [227] система {Φk(ϕ)} является полной в пространстве L2[0,π/2].

Теорема 4.4.3. Система функций (4.4.53), т. е. система{
cos 4nϕ

}+∞
n=0

∪ { sin(4n− 1)ϕ}+∞
n=1
, (4.4.54)

полна и образует базис в пространстве Lp[0,π/2] при всех p > 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть существует функция f(ϕ) из Lp[0,π/2]
такая, что

π/2∫

0

f(ϕ) cos 4nϕdϕ = 0, n = 0, 1, 2, ... , (4.4.55)

π/2∫

0

f(ϕ) sin (4n− 1)ϕdϕ = 0, n = 1, 2, ... . (4.4.56)

Прежде заметим, что из условия (4.4.55) вытекает справедливость
равенства

f(ϕ) = −f
(π
2
− ϕ

)
, ϕ ∈

[
0,
π

2

]
. (4.4.57)
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Действительно, из равенства (4.4.55) имеем

0 =

π/4∫

0

f(ϕ) cos 4nϕdϕ+

π/2∫

π/4

f(ϕ) cos
[
4n
(π
2
− ϕ

)]
dϕ.

Во втором интеграле произведем замену π/2− ϕ = θ. Тогда получим

0 =

π/4∫

0

[
f(ϕ) + f

(π
2
− ϕ

)]
cos 4nϕdϕ

1
4

π∫

0

[
f
( t
4

)
+ f
(π
2
− t

4

)]
cosnt dt.

Отсюда в силу полноты системы
{
cosnt

}+∞
n=0 в пространстве Lp[0,π]

следует справедливость равенства (4.4.57).
Теперь докажем, что функция f(ϕ) = 0 почти всюду в Lp[0,π/2].

На основании равенств (4.4.56) и (4.4.57) будем иметь

0 =

π/4∫

0

f(ϕ) sin (4n− 1)ϕdϕ−
π/2∫

π/4

f(ϕ) cos
[
(4n− 1)

(π
2
− ϕ

)]
dϕ =

=

π/4∫

0

f(ϕ) sin (4n− 1)ϕdϕ −
π/4∫

0

f
(π
2
− θ
)
cos (4n− 1)θ dθ =

=

π/4∫

0

[sin (4n− 1)ϕ+ cos (4n− 1)ϕ] f(ϕ) dϕ =

=
√
2

π/4∫

0

[
sin (4n− 1)ϕ +

π

4

]
f(ϕ) dϕ =

=

√
2
4

π∫

0

sin
[(
n− 1

4

)
t+

π

4

]
f
( t
4

)
dt.

Из последнего равенства на основании полноты системы{
sin
(
n− 1

4

)
t +

π

4

}+∞

n=1
в пространстве Lp[0,π/2] (см. теорему 2.6.3)

следует, что f(ϕ) = 0 почти всюду в Lp[0,π/2].
Теперь покажем, что система (4.4.54) образует базис в Lp[0,π/2]

при p > 1, т.е. если f(ϕ) ∈ Lp[0,π/2], то имеет место единственное
разложение в ряд:

f(ϕ) =

+∞∑
n=0

an cos 4nϕ+

+∞∑
n=1

bn sin (4n− 1)ϕ, 0 � ϕ � π

2
, (4.4.58)
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где an и bn — коэффициенты разложения, которые будут опреде-
лены однозначно. Пусть справедливо требуемое разложение (4.4.58)
на [0,π/2]. Заменяя в (4.4.58) ϕ на π/2− ϕ, получим

f
(π
2
− ϕ

)
=

+∞∑
n=0

an cos 4nϕ−
+∞∑
n=1

bn cos (4n− 1)ϕ, 0 � ϕ � π

2
. (4.4.59)

Из равенств (4.4.58) и (4.4.59) имеем

f(ϕ)− f
(π
2
− ϕ

)
= F (ϕ) =

+∞∑
n=1

bn [sin (4n− 1)ϕ+ cos (4n− 1)ϕ] =

=

+∞∑
n=1

bn

[
sin(4n− 1)ϕ+

π

4

]
, 0 � ϕ � π

2
. (4.4.60)

Поскольку система
{
sin (4n− 1)ϕ+

π

4

}+∞

n=1
образует базис в Lp[0,π/4],

p > 1, то ряд (4.4.60) сходится к функции F (ϕ) в Lp[0,π/4]. Но с уче-
том нечетности функции F (ϕ) на [0,π/2] относительно точки ϕ =

π

4
получаем сходимость ряда (4.4.60) к данной функции в Lp[0,π/2]. При

этом коэффициенты bn определяются однозначно, и ряд
+∞∑

n=1

b2n < +∞.

Тогда в силу ортогональности системы синусов
{
sin(4n − 1)ϕ}+∞

n=1
в полном евклидовом пространстве Lp[0,π/2] существует функция
g(ϕ) ∈ Lp[0,π/2] такая, что

g(ϕ) =

+∞∑
n=1

bn sin (4n− 1)ϕ, 0 � ϕ � π

2
. (4.4.61)

Система косинусов
{
cos 4nϕ

}+∞
n=0 образует ортогональный базис

в Lp[0,π/4], поэтому имеет место единственное разложение

f(ϕ)− g(ϕ) =

+∞∑
n=0

an cos 4nϕ, 0 � ϕ � π

4
. (4.4.62)

В силу симметрии относительно точки π/4 системы
{
cos 4nϕ

}+∞
n=0

ряд
(4.4.62) будет сходиться и Lp[π/4,π/2]. Тогда из равенств (4.4.61)
и (4.4.62) получим требуемое разложение (4.4.58). Теорема 4.4.3 пол-
ностью доказана.

Аналогично (4.4.53) составим из двух систем
{
u
(1)
n,m(x, y)

}
и
{
u
(2)
n,m(x, y)

}
, заданных формулами (4.4.48) и (4.4.49), систему
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{uk,m(x, y)}, которая задается соотношениями

uk,m(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Jμk

(r
√
λk,m )Φk(ϕ), y > 0,

1
2

[( x− y

|x+ y|
)μk/2

+ sgn (x+ y)
( |x+ y|
x− y

)μk/2]×
×Jμk

(
√
λk,m|x2 − y2| ), y < 0,

(4.4.63)
где

μk =

{
μ2k−1 = μ(1)

n ,

μ2k = μ(2)
n ,

λk,m =

{
λ2k−1,m = α2n,m,

λ2k,m = β2n,m.

Теорема 4.4.4. Система собственных функций задачи Фλ, за-
данная формулой (4.4.63), полна и образует базис в пространстве
L2(D1), но не полна в L2(D).

Дока з а т е л ь с т в о. Допустим, что в пространстве L2(D1) суще-
ствует функция F1(x, y) �≡ 0 такая, что∫ ∫

D1

F1(x, y)uk,m(x, y) dx dy = 0 (4.4.64)

для всех k = 1, 2, ..., m = 0, 1, 2, ... . Переходя в (4.4.64) к полярным
координатам, получим

1∫

0

π/2∫

0

f1(r,ϕ)Jμk
(
√
λk,m r)Φk(ϕ)r dr dϕ =

=

1∫

0

gk(r)Jμk
(
√
λk,m r)r dr = 0, (4.4.65)

где

gk(r) =

π/2∫

0

f1(r,ϕ)Φk(ϕ) dϕ, k = 1, 2, ... .

Поскольку F1(x, y) ∈ L2(D1), то нетрудно показать

1∫

0

√
r |gk(r)| dr < +∞, k = 1, 2, ... .

Тогда на основании теории рядов Фурье–Бесселя [28, гл. XVIII] из
равенства (4.4.65) следует, что все коэффициенты ряда Фурье–Бесселя
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функции gk(r) равны нулю и поэтому

gk(r) =

π/2∫

0

f1(r,ϕ)Φk(ϕ)dϕ = 0 (4.4.66)

для всех k = 1, 2, ... при каждом r ∈ [0, 1]. В силу полноты системы
{Φk(ϕ)} в L2[0,π/2] из равенства (4.4.66) следует, что при каждом r
множество точек ϕ, в которых f1(r,ϕ) �= 0 имеет меру нуль. Следо-
вательно, на основании теоремы Фубини функция F1(x, y) = 0 почти
всюду в области D1.
Базисность системы (4.4.63) в L2(D1) следует из того, что система

{Jμk
(r
√
λk,m )} при каждом m ∈ N ортогональна с весом r в L2[0, 1]

и образует базис как система собственных функций первой краевой
задачи для дифференциального уравнения Бесселя, а система Φk(ϕ)

образует базис в L2
[
0,

π

2

]
в силу теоремы 4.4.3.

Неполнота системы (4.4.63) в L2(D) доказывается аналогич-
но [188].

§4.5. Построение решения задачи Франкля
методом спектрального анализа

Далее применим метод разделения переменных для построения
решения задачи Франкля для уравнения (4.4.1) в области D, когда
C ≡ B, a = c = b = 1, Γ ≡ Γ0 : x

2 + y2 = 1 (x > 0, y > 0). На основании
результатов § 4.4 задача Франкля сводится к следующей нелокальной
эллиптической задаче: найти в области D1 функцию u(x, y), удовле-
творяющую условиям (4.4.14)–(4.4.16), (4.4.18) и

u(x, y)
∣∣
Γ0

= v(r,ϕ)
∣∣
r=1 = f(ϕ), 0 � ϕ � π

2
, (4.5.1)

где f(ϕ) — заданная достаточно гладкая функция.
Для простоты вначале рассмотрим уравнение (4.4.1) при λ = 0,

т. е. уравнение Лаврентьева–Бицадзе. Аналогично п. 4.4.2, разделяя
переменные, найдем

R(1)
n (r) = r4n, Φ(1)

n (ϕ) = cos 4nϕ, n = 0, 1, 2, ... ,

R(2)
n (r) = r4n−1, Φ(2)

n (ϕ) = sin (4n− 1)ϕ, n = 0, 1, 2, ... .

Тогда решение задачи (4.4.14)–(4.4.16), (4.4.18), (4.5.1), будем искать
в виде суммы ряда

u(x, y) = v(r,ϕ) =
∞∑
n=0

anr
4n cos 4nϕ+

∞∑
n=0

bnr
4n−1 sin (4n− 1)ϕ. (4.5.2)
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Удовлетворяя ряд (4.5.2) граничному условию (4.5.1), получим

f(ϕ) =
∞∑
n=0

an cos 4nϕ+
∞∑
n=0

bn sin(4n− 1)ϕ, 0 � ϕ � π

2
. (4.5.3)

Заменяя в (4.5.3) ϕ на π/2− ϕ, имеем

f
(π
2
− ϕ

)
=

∞∑
n=0

an cos 4nϕ−
∞∑
n=0

bn cos (4n− 1)ϕ. (4.5.4)

Из равенств (4.5.3) и (4.5.4) будем иметь

f(ϕ)− f
(π
2
− ϕ

)
= g(ϕ) =

∞∑
n=1

bn[sin (4n− 1)ϕ+ cos (4n− 1)ϕ] =

=
√
2

∞∑
n=1

bn sin
[
(4n− 1)ϕ+

π

4

]
, 0 � ϕ � π

2
. (4.5.5)

Поскольку функция g(ϕ) нечетная на сегменте [0,π/2] относитель-
но точки ϕ = π/4, то достаточно рассмотреть ряд (4.5.5) на промежут-
ке [0,π/4], т. е.

g(ϕ) =
√
2

∞∑
n=1

bn sin
[
(4n− 1)ϕ+

π

4

]
, 0 � ϕ � π

4
. (4.5.6)

Из ряда (4.5.6) заменой 4ϕ = θ получим

g
(θ
4

)
=

√
2

∞∑
n=1

bn sin
[(
n− 1

4

)
θ +

π

4

]
, 0 � θ � π. (4.5.7)

Как известно из § 2.6, система синусов
{
sin [(4n − 1)ϕ + π/4]

}∞
n=1 не

ортогональна на сегменте [0,π], но образует базис в Lp(0,π) при всех
p > 1. Тогда в силу теоремы 2.6.3 найдем

bn =
1√
2

π∫

0

g

(
θ

4

)
hn(θ) dθ = 2

√
2

π/4∫

0

g(ϕ)hn(4ϕ) dϕ, (4.5.8)

где

hn(4ϕ) =

√
2
π

1

(sin 2ϕ)1/2

n∑
k=1

Cn−k
1/2 (−1)n−k

sin 4kϕ.

Из леммы 2.6.1 следует, что если функция g(θ) ∈ Cλ[0,π/2],
0 < λ < 1, то ряд (4.5.5) сходится равномерно к функции g(ϕ) на
сегменте [0,π/2]. Более того, из интегрального представления функции
hn(θ) при условии g(θ) ∈ C1+λ[0,π/2] и g(0) = 0 можно получить
оценку

|bn| � C

n1+λ
, C = const > 0. (4.5.9)
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Тогда в силу оценки (4.5.9) ряд

∞∑
n=1

bn sin(4n− 1)ϕ

сходится равномерно на [0,π/2]. В силу этого коэффициенты an ря-
да (4.5.3) находятся из равенства

∞∑
n=1

an cos 4nϕ = f(ϕ)−
∞∑
n=1

bn sin (4n− 1)ϕ. (4.5.10)

Поскольку система {cos 4nϕ} ортогональна на [0,π/2], то из равен-
ства (4.5.10) находим

an =
8
π

π/2∫

0

[
f(ϕ)−

∞∑
n=1

bn sin(4n− 1)ϕ
]
cos 4nϕdϕ =

=
8
π

π/2∫

0

f(ϕ) cos 4nϕdϕ+
8
π

∞∑
k=1

bk(4k − 1)
(4n+ 4k − 1)(4n − 4k + 1) . (4.5.11)

Теперь построим решение задачи Франкля в областях D2 и D3. Из
формулы (4.5.2) вычислим

u(x, 0) = τ(x) =

∞∑
n=0

anx
4n, (4.5.12)

uy(x, 0) = ν(x) =
(∂v
∂r

∂r

∂y
+
∂v

∂ϕ

∂ϕ

∂y

)∣∣∣
ϕ=0

=

=
(∂v
∂r

sinϕ+
∂v

∂ϕ

cosϕ

r

)∣∣∣
ϕ=0

=

∞∑
n=1

bn(4n− 1)x4n−2. (4.5.13)

Тогда решение задачи Φ в области D2 определяется как решение задачи
Коши для уравнения (4.4.1) при λ = 0 с граничными данными (4.5.12)
и (4.5.13):

u(x, y) =
1
2

∞∑
n=0

an
[
(x− y)

4n
+ (x+ y)

4n]−
− 1
2

∞∑
n=1

bn
[
(x− y)

4n−1
+ (x+ y)

4n−1]
. (4.5.14)
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Из формулы (4.5.14) найдем

u(x, y)
∣∣
y=−x

= ψ(x) =
1
2

∞∑
n=0

an(2x)
4
n− 1

2

∞∑
n=1

bn(2x)
4n−1

. (4.5.15)

В силу условия (4.5.15) решение задачи Φ в области D3 определим как
решение задачи Дарбу для уравнения (4.4.1) (где λ = 0) с граничными
данными (4.4.6) и (4.5.15):

u(x, y) = ψ
(x− y

2

)
+ ψ

(
− x+ y

2

)
− ψ (0) =

=
1
2

∞∑
n=0

an
[
(x− y)4n+(−x− y)4n

]− 1
2

∞∑
n=1

bn
[
(x− y)4n−1+(−x− y)4n−1

]
.

(4.5.16)

Итак, доказано следующее утверждение.

Теорема 4.5.1. Если в области D1 a = c = b = 1, Γ ≡ Γ0 :
x2 + y2 = 1 (x, y > 0), f(ϕ) ∈ C1+λ[0,π/2], 0 < λ < 1, f(0) = f(π/2),
то существует единственное решение задачи Франкля для урав-
нения (4.4.1) при λ = 0 и это решение в областях D1, D2 и D3
определяется, соответственно, рядами (4.5.2), (4.5.14) и (4.5.16).
При этом коэффициенты bn и an находятся по формулам (4.5.8)
и (4.5.11), и

u(x, y) ∈ C∞(D1 ∪OA ∪OB) ∩ C∞(D2 ∪D3 \B ∪OP ).

Пусть теперь λ �= 0 и λ �= λ
(1)
n,m, λ �= λ

(2)
n,m. В этом случае, используя

результаты п. 4.4.2, решение задачи Франкля в области D1 построим
в виде суммы следующего ряда:

u(x, y) = v(r,ϕ) =
∞∑
n=0

an
J4n(r

√
λ )

J4n(
√
λ )

cos 4nϕ+

+

∞∑
n=1

bn
J4n−1(r

√
λ )

J4n−1(
√
λ )

sin (4n− 1)ϕ =

= u1(x, y) + u2(x, y) = v1(r,ϕ) + v2(r,ϕ). (4.5.17)

На основании асимптотической формулы (2.7.24):

Jn(z) =
1
n!

(z
2

)n
, n→ ∞,

ряды из (4.5.17) при любом r � r0 < 1 сходятся равномерно и допуска-
ют почленное дифференцирование по переменным r и ϕ любое число
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раз, так как при больших n справедливы оценки∣∣∣∣∣an J4n(r
√
x )

J4n(
√
x )

cos 4nϕ

∣∣∣∣∣ �M1r
4n,

∣∣∣∣∣bn J4n−1(r
√
x )

J4n−1(
√
x )

sin (4n− 1)ϕ
∣∣∣∣∣ �M2r

4n−1,

где Mi — здесь и далее положительные постоянные.
При r = 1 получим ряд (4.5.3), равномерная сходимость которого

показана выше.
Из формулы (4.5.17) вычислим

u1(x, 0) = v1(r, 0) = τ(x) =

∞∑
n=0

an
J4n(x

√
λ )

J4n(
√
λ )
, (4.5.18)

u1y(x, 0) = 0, (4.5.19)

u2(x, 0) = v2(r, 0) = 0, (4.5.20)

u2y(x, 0) =
∞∑
n=1

bn(4n− 1)J4n−1(x
√
λ )

xJ4n−1(
√
λ )
. (4.5.21)

Теперь для построения решения задачи Франкля в области D2
воспользуемся формулами (4.4.39). Полагая в ней k1 = k2 =

an

2J4n(
√
λ )
,

ρ = 4n, найдем функцию

u1(x, y) =
∞∑
n=0

an
2

[(x− y

x+ y

)2n
+
(x+ y

x− y

)2n]J4n(√λ(x2 − y2) )

J4n(
√
λ )

, (4.5.22)

которая определяет решение задачи Коши для уравнения (4.3.2) с гра-
ничными условиями (4.5.18) и (4.5.19).
Аналогично полагая в формуле (4.4.39) k1 = k2 =

bn

2J4n−1(
√
λ )
, ρ =

= 4n− 1, получим функцию

u2(x, y) =
∞∑
n=1

bn
2

[(x+ y

x− y

)2n−1/2
−
(x− y

x+ y

)2n−1/2]J4n−1(√λ(x2 − y2) )

J4n−1(
√
λ )

,

(4.5.23)
которая является решением задачи Коши для уравнения (4.3.2) с на-
чальными условиями (4.5.20) и (4.5.21).
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Тогда решение задачи Φ в области D2 находим как сумму двух
решений (4.5.22) и (4.5.23):

u(x, y) = u1(x, y) + u2(x, y) =

=

∞∑
n=0

an
2

[(x− y

x+ y

)2n
+
(x+ y

x− y

)2n]J4n(√λ(x2 − y2) )

J4n(
√
λ )

+

+

∞∑
n=1

bn
2

[(x+ y

x− y

)2n−1/2
−
(x− y

x+ y

)2n−1/2]J4n−1(√λ(x2 − y2))

J4n−1(
√
λ )

. (4.5.24)

Для построения решения задачи Φ в области D3 воспользуемся
симметрией относительно прямой y = −x. Заменяя в формуле (4.5.24)
x на −y, y на −x, найдем функцию

u(x, y) =
∞∑
n=0

an
2

[(y − x

y + x

)2n
+
(y + x

y − x

)2n]J4n(√λ(x2 − y2) )

J4n(
√
λ )

+

+

∞∑
n=1

bn
2

[(y − x

y + x

)2n−1/2
−
(y + x

y − x

)2n−1/2]J4n−1(√λ(x2 − y2) )

J4n−1(
√
λ )

,

(4.5.25)

которая в области D3 является решением уравнения (4.3.2), удовле-
творяет граничному условию (4.4.6) при y < 0 и вместе с функци-
ей (4.5.22) на характеристике y = −x принимает равные значения.
Следовательно, доказана

Теорема 4.5.2. Пусть выполнены условия теоремы 4.5.1 и λ �=
�= 0, λ �= λ

(1)
n,m, λ �= λ

(2)
n,m. Тогда существует решение задачи Франкля

для уравнения (4.4.1), которое определяется рядами (4.5.17), (4.5.24)
и (4.5.25).
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К ПРОБЛЕМЕ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ

ТРИКОМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО

ТИПА

§5.1. Постановка задачи. Краткий обзор известных
результатов

Рассмотрим уравнение

Lu ≡ K(x, y)uxx + uyy + aux + buy + cu = 0, (5.1.1)

где yK(x, y) > 0 при y �= 0, в ограниченной области D с границей ∂D,
состоящей при y > 0 из спрямляемой жордановой кривой Γ с конца-
ми в точках A = (0, 0) и B = (l, 0), l = const > 0, и при y < 0 из
кусочно-гладкой кривой AC = γ: Kn21 + n22 � 0, n1(s) � 0, и харак-
теристики CB: Kn21(s) + n22(s) = 0, n1(s) < 0, уравнения (5.1.1), где
AC0: Kn21 + n22 = 0, n1(s) > 0 — характеристика уравнения (5.1.1);
n = (n1,n2) — единичный вектор внутренней нормали к границе об-
ласти; x = x(s), y = y(s) — параметрические уравнения кривых AC,
CB и Γ; s — длина дуги, отсчитываемая от некоторой фиксированной
точки границы против часовой стрелки; n1(s) = −dy/ds, n2(s) = dx/ds
(см. рис. 5.1.1).

Рис. 5.1.1
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Всюду ниже предполагается, что коэффициенты K(x, y), a(x, y),
b(x, y), c(x, y) определены в D и обладают там достаточной гладкостью,
которая по мере необходимости будет уточнена. При этом функция
K(x, y) при y < 0 такова, что кривые AC и CB с указанными выше
свойствами существуют.

Обобщенная задача Трикоми (задача M). Найти функцию
u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (5.1.2)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (5.1.3)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (5.1.4)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ γ, (5.1.5)

где ϕ, ψ — заданные достаточно гладкие функции, ϕ(A) = ψ(A),
D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.
Впервые задача M на плоскости годографа для уравнения Чап-

лыгина
K(y)uxx + uyy = 0, (5.1.6)

где yK(y) > 0, K(0) = 0, K ′(y) > 0 при (x, y) ∈ D, была поставлена
Ф.И.Франклем [214] в 1945 году при изучении основной задачи теории
сопла Лаваля. Существование решения задачи M для уравнения (5.1.6)
при K(y) = y было получено им в 1951 году [215] в случае, когда
кривая Γ является «нормальной» кривой в смысле Трикоми и кривая γ
в некоторой окрестности точки A совпадает с характеристикой AC0
и близка к ней.
А.В. Бицадзе [16–18] впервые исследовал задачу M для уравнения

Лаврентьева,
uxx + sgn y · uyy = 0 (5.1.7)

и при следующих ограничениях на кривые Γ и γ:

Γ: (x− x2 − y2)
dy

ds
− y

dx

ds
� 0, (5.1.8)

γ : y = −α(x), α(0) = 0, α(x) > 0 при x > 0,

0 < α′(x) � 1, α′(x) � α(x)/(x − x2 + α2), (5.1.9)

доказал единственность решения. На основании теоремы единствен-
ности им доказано существование решения задачи M, когда кривая γ
в некоторой окрестности точки A совпадает с характеристикой, а Γ
принадлежит классу Ляпунова и в малой окрестности точек A и B
оканчивается как дуги полуокружности с центром в точке (l/2, 0),
l = 1.
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К.И. Бабенко [5] для уравнения (5.1.6) при следующих условиях на
кривые Γ и γ:

Γ: (1− x) dy + y dx � 0, γ : 0 � dy

dx
� − 1√−K(y)

,

доказал единственность решения задачи M. Используя теорему един-
ственности, он методом интегральных уравнений показал разреши-
мость задачи M при условии, когда γ — гладкая кривая, Γ принадлежит
классу Ляпунова и в малой окрестности точек A и B удовлетворяет
условию ортогональности |dx/ds| � C0y

2(s), C0 = const > 0.
Задачу M также рассматривают в более сложной, чем область D,

области Ω. В этом случае задачу называют общей смешанной задачей
для уравнений смешанного типа. Из точки E, лежащей между точ-
ками A и B, проведем характеристики EC1 и EC2 уравнения (5.1.1)
до пересечения с кусочно-гладкими кривыми γ1 = AC1 и γ2 = BC2,
заданными условиями

γ1 : Kn
2
1(s) + n22(s) � 0, n1(s) � 0;

γ2 : Kn
2
1(s) + n22(s) � 0, n1(s) � 0.

Обозначим через Ω область, ограниченную кривыми γ1, C1E,
EC2, C2B и Γ; Ω+ = Ω ∩ {y > 0}; Ω− = Ω ∩ {y < 0} = Ω1− ∪ Ω2−
(см. рис. 5.1.2).

Рис. 5.1.2

Общая смешанная задача (задача M0). Найти функцию u(x, y),
удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) ∩C2(Ω+ ∪ Ω−);

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ Ω+ ∪Ω−;

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ;

u(x, y) = ψi(x, y), (x, y) ∈ γi, i = 1, 2,
где ϕ, ψi — заданные достаточно гладкие функции, ϕ(A) = ψ1(A),
ϕ(B) = ψ2(B).
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Задача M0 впервые была поставлена и изучена А.В. Бицадзе [17, 18]
для уравнения (5.1.7) при условиях относительно Γ, γ1 и γ2, аналогич-
ных условиям на кривые Γ и γ в задаче M.
Несколько позже задачами M и M0 начали заниматься за рубежом.
М.Н.Проттер [257] в 1954 году рассмотрел задачу M для урав-

нения (5.1.6) и наметил способ доказательства существования ее ре-
шения, сохраняя известные ограничения Трикоми [210] на кривую Γ
и предполагая, что кривая γ в некоторой окрестности точки A совпа-
дает с характеристикой.
В 1954 году C.S.Morawetz [251] методом интегральных тождеств

доказала единственность решения задачи M0 для уравнения Чаплыги-
на, когда на гладкой кривой Γ выполнено условие звездности

x dy − y dx � 0. (5.1.10)

В другой работе [252] она предложила новый метод доказательства
единственности решения задачи M0, впоследствии названный методом
вспомогательных функций. Используя этот метод, Моравец получила
теорему единственности решения задачи M0 для уравнения Чаплыгина,
если достаточно гладкая кривая Γ удовлетворяет условию

0 � α � 2π, (5.1.11)

где α — угол между положительным направлением оси Ox и направ-
лением касательной к кривой Γ, проведенной в сторону возрастания s.
Применяя методы функционального анализа, C.S.Morawetz [253]

впервые доказала существование слабого решения задачи M0 для урав-
нения (5.1.6), когда кривые Γ, γ1 и γ2 удовлетворяют условиям

Γ: y−1/2(x dμ− μ dx) � k0 ds > 0, γ1 и γ2 : x
dy

ds
> k0,

где k0 = const > 0, μ =

y∫

0

√
K(t) dt, путем сведения уравнения Чаплы-

гина к системе дифференциальных уравнений первого порядка.
Лакс и Филипс [250] в предположении, что кривая Γ достаточно

гладкая и «нехарактеристичная», доказали, что слабое решение за-
дачи M0, полученное Моравец, является также и сильным в смысле
Фридрихса [239].
Ю.М.Березанский [12, c. 316–319] для уравнения типа (5.1.6), ис-

пользуя метод интегральных тождеств, в случае, когда гладкая кри-
вая Γ удовлетворяет условию (5.1.10), доказал единственность гладких
и существование слабых решений задачи M0 без сведения изучаемого
уравнения к системе уравнений первого порядка, как это делали Мо-
равец и Фридрихс.
В.П.Михайлов [132, 133] для уравнения Чаплыгина со спектраль-

ным параметром,
K(y)uxx + uyy − λu = 0, (5.1.12)
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при достаточно больших λ > 0 доказал единственность сильных и су-
ществование слабых решений задачи M, когда кривые Γ и γ — доста-
точно гладкие и n2(B) < 0 и n1(A) �= 0 или n1(A) = 0, но n2(A) > 0.
В плане применения функциональных методов при исследовании

задачи M для уравнений смешанного типа поучительной является
работа А.М.Нахушева [153].
В.В. Коврижкин [99, 100] для уравнения (5.1.12) доказал един-

ственность сильных решений задачи M при достаточно больших λ > 0
в случае, когда кривая Γ кусочно-гладкая, удовлетворяющая условиям:
n2(A) < 1, 0 < n2(B) < 1 или n2(B) = 0, и в точке B кривая дважды
непрерывно дифференцируема.
А.П. Солдатов [204, 205] методами теории аналитических функций

доказал единственность и существование регулярного решения зада-
чи M для уравнения Лаврентьева–Бицадзе, сняв ограничение (5.1.8)
на кривую Γ и заменив условие (5.1.9) на γ на следующее:

0 < α′(0) < 1, α′(x) � α(x)/x.

Н.Г. Сорокина [207] для уравнения (5.1.6) доказала существова-
ние и единственность решения задачи M в пространстве W 1

2 (D) при
условии, что кривая Γ дважды непрерывно дифференцируема и всюду
«нехарактеристична».
В.Н. Врагов [38, 40] для уравнения (5.1.1), когда:
а) коэффициенты уравнения непрерывны в D и непрерывно диффе-

ренцируемы в замкнутых областях D+ и D− и удовлетворяют усло-
виям: b(x, y) ≡ 0 в D; 2a −Kx � 0, c � 0, cx � 0 в D−; Ky(x, y) � 0,
2a−Kx ≡ 0, c ≡ 0 в D+;
б) кривая Γ из класса Ляпунова и удовлетворяет условию (5.1.11),

комбинируя методы интегральных тождеств и вспомогательных функ-
ций, доказал единственность решения задачи M.
В другой работе [39] для уравнения

K(y)uxx + uyy + c(x, y)u = f(x, y) (5.1.13)

он достаточно простым способом доказал существование слабого ре-
шения из пространства H1 (типа Соболева с весом) задачи M при
следующих условиях: а) коэффициенты уравнения (5.1.13) непрерывно
дифференцируемы в D и удовлетворяют неравенствам:

yK ′
y � K, xcx + αycy + (1+ α)c � 0 в D+,

xcx + c � 0 в D−, 1/2 � α < 1;

б) кривая Γ кусочно-гладкая и на ней должно выполняться условие

xn1(s) + αyn2(s) � 0.
Шнайдер, Азиз [230] для уравнения (5.1.13) методом интегральных

тождеств получили теорему единственности решения задачи M, когда

K(y) = (sgn y)|y|m, m > 0, c(x, y) ∈ C1(D),
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4c/(m+ 2) + xcx + 2ycy/(m+ 2) � 0 в D,

x dy − 2y dx/(m+ 2) > 0 на Γ ∪ γ.
В работе [231] они аналогичные результаты получили для простран-

ственного уравнения

sgnx3 · |x3|m(ux1x1 + ux2x2) + ux3x3 + cu = f.

В [163] Пономаревым для уравнения Лаврентьева–Бицадзе со спек-
тральным параметром λ, когда область D+ есть сектор с центром
в точке A и кривая γ: y = −kx, 0 < k < 1, l = 1, найдены положитель-
ные собственные значения {λn,m}, n,m = 1, 2, ... , и соответствующие
им собственные функции {unm(x, y)} задачи M и показано, что эта
система собственных функций полна в L2(D+).
В работе [82] Н.Ю.Капустина для уравнения (5.1.12) при λ > 0

получена теорема единственности решения задачи M путем построения
соответствующей вспомогательной функции. Здесь кривая Γ удовле-
творяет условию (5.1.11).
Б.А. Бубнов [24] для общего уравнения (5.1.1) при некоторых огра-

ничениях на его коэффициенты в специальной неограниченной об-
ласти D показал разрешимость задачи M в пространстве типа H1
и изучил поведение решения на бесконечности.
J. Rassias [262] для уравнения (1.13) доказал единственность ре-

шения задачи M, когда: а) коэффициенты K(y) и c(x, y) непрерывно
дифференцируемы в D и c(x, y) � 0 на кривой CB, 2c + xcx � 0 в D;
б) кривая Γ достаточно гладкая и на ней x dy � 0.
В нашей работе [174] для общего уравнения (5.1.1) получена тео-

рема единственности решения задачи M, если:
а) Γ — кусочно-гладкая, γ — монотонно убывающая кусочно-глад-

кая кривая;
б) коэффициенты уравнения (5.1.1) непрерывны в D и в области D+

удовлетворяют условиям

Kxx, ax, by ∈ C(D+), Kxx − ax − by + 2c � 0,
а в области D−:

a, b, c ∈ C1(D−), K(x, y) = −(−y)mh2(y),
m > 0, h(y) � δ > 0 при y � 0, h(y) ∈ C2(D−);

ax + by − 2c− 4(α−1c
√−K )′η

√−K � 0,
3αK ′

y + 4Kα
′
ξ + 2αβ � 0, α−1 � 0,

β −K ′
y(−K)−1/2 − 4cKα−1 � 0 на CB,

где α(ξ, η) = a + b
√−K − K ′

y/2
√−K ; β(ξ, η) = a − b

√−K +

+K ′
y/2

√−K ; ξ = x+

y∫

0

√−K dt, η = x−
y∫

0

√−K dt.
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Отсюда видно, что единственность решения задачи M для общего
уравнения (5.1.1) получена без ограничений геометрического характера
на кривую Γ при довольно слабых предположениях относительно коэф-
фициентов уравнения (5.1.1) в области эллиптичности, но при сильных
ограничениях в области гиперболичности.
В работе [261] Reng Fulian, Chen Chaoti для уравнения (5.1.13)

доказали теорему единственности решения задачи M0, когда а) K ′(y) �
� 0, c(x, y) � 0, xcx � 0 в Ω, cy � 0 при y � 0; б) кривая Γ достаточно
гладкая и на ней выполнено условие (5.1.10). Здесь точка A находится
в отрицательной части оси y = 0 и точка E совпадает с началом
координат.
В работах [236, 237, 244, 248] Gu Chaohao, Hong Jiaxing, Г.Дачева

для уравнения (L − λ)u = f , где оператор L определен уравнением
типа (5.1.1), при достаточно больших λ > 0 и некоторых ограничениях
на коэффициенты оператора L и при определенных углах подхода
в точках A и B достаточно гладкой кривой Γ доказали однозначную
разрешимость задачи M в пространстве W 1

2 (D).
Задача M для уравнений смешанного параболо-гиперболического

типа изучена в работах В.А. Елеева [61, 62].
В работе Е.И.Моисеева [142] методом спектральных разложений

построено решение задачи M для уравнения (5.1.7) в случае, когда
эллиптическая часть области D есть полукруг с центром в точке A,
а кривая AC задана уравнением y = −kx, 0 < k � 1.
Из данного анализа работ, посвященных задаче M или задаче M0,

видно, что задача M (M0) остается наиболее трудной среди задач
теории уравнений смешанного типа и до сих пор, даже для известных
модельных уравнений смешанного типа, не получены соответствующие
теоремы единственности регулярных или обобщенных решений зада-
чи M (M0) без ограничений геометрического характера на кривую Γ.
По существу, только для уравнения (5.1.7) получены окончательные
результаты.
В этой главе для уравнения

K(y)uxx + uyy − λ(y)u = 0, (5.1.14)

где yK(y) > 0, в области D изучается задача M.
В §5.2 при произвольном подходе кривой Γ в точках A и B и более

слабых ограничениях на кривую Γ, функцию K(y) и некоторых усло-
виях на функцию λ(y) получены теоремы единственности регулярных
решений задачи M.
В § 5.3 рассматривается вариант задачи M, предложенный Л.В.Ов-

сянниковым [156, § 26], и доказывается единственность решения без
каких-либо ограничений геометрического характера на кривую Γ. Тем
самым окончательно решена проблема единственности решения зада-
чи M для двух классов уравнений смешанного типа, среди которых
уравнение Чаплыгина, обобщенное уравнение Трикоми со спектраль-
ным параметром.
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В последующих параграфах показаны применения этих результатов
при исследовании задачи Трикоми для уравнения (5.1.14) и получении
теорем разрешимости задачи M методами интегральных уравнений
и разделения переменных.

§5.2. О единственности решений обобщенной задачи
Трикоми и задачи со смешанными граничными

условиями

5.2.1. Единственность решения обобщенной задачи Трикоми.
Рассмотрим уравнение

Lu ≡ K(y)uxx + uyy − λ(y)u = 0, (5.2.1)

где yK(y) > 0 при y �= 0, в области D (см. рис. 5.1.1) и поставим задачу
(5.1.2)–(5.1.5) для уравнения (5.2.1).

Определение 5.2.1. Регулярным в области D решением уравне-
ния (5.2.1) будем называть функцию u(x, y), удовлетворяющую усло-
виям (5.1.2), (5.1.3) и, кроме того, функция 2uxuy dx ± (Ku2x − u2y) dy
суммируема вдоль кривых Γ, AC, CB, AB и u(x, y) ∈ C1(D− ∪AC).

Теорема 5.2.1. Пусть: 1) кривая Γ — из класса Ляпунова и на
ней отсутствуют точки, при переходе которых n1(s) меняет знак,
а n2(s) = 1; 2) K(y) ∈ C[ymin, 0] ∩C1[ymin, 0) ∩C(0, ymax] ∩C1]0, ymax];
3) функция λ(y) ∈ C[ymin, ymax] такова, что существует реше-
ние μ(y) уравнения Риккати

μ′(y) + μ2(y) = λ(y), ymin < y < ymax, (5.2.2)

из класса C1[ymin, ymax]. Тогда если в классе регулярных в D решений
уравнения (5.2.1) существует решение задачи M , то оно единст-
венно.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, y) — решение однородной зада-

чи M из класса регулярных в D решений уравнения (5.2.1). На мно-
жестве D+ ∪D− рассмотрим криволинейный интеграл

Ψ(x, y) =

(x,y)∫

(0,0)

−2ux(uy − μu) dx+ [Ku2x − (uy − μu)2] dy, (5.2.3)

который в силу уравнений (5.2.1) и (5.2.2) не зависит от пути инте-
грирования на этом множестве. Поэтому интеграл (5.2.3) определяет
функцию Ψ(x, y). Поскольку u(x, y) = 0 на Γ и кривая Γ из класса
Ляпунова, то из теории краевых задач для эллиптических уравнений
известно, что производные ux и uy непрерывны вплоть до границы Γ.
Тогда функция Ψ(x, y), определенная формулой (5.2.3), непрерывна
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в замкнутой области D и имеет непрерывные производные Ψx и Ψy

вплоть до границы Γ.
Нетрудно заметить, что в некоторой окрестности точки A на кри-

вой Γ функция

Ψ(x, y) =

(x,y)∫

(0,0)

(Ku2x + u2y) dy � 0. (5.2.4)

Тогда функция Ψ(x, y) достигает в D своего наибольшего неотрица-
тельного значения. Пусть max

D
Ψ(x, y) = Ψ(Q) > 0. Докажем, что точка

Q ∈ Γ. Легко проверить, что функция Ψ(x, y) в области D+ является
решением эллиптического уравнения (4.2.6). По этой причине точка
Q /∈ D+. На множестве D− ∪ AB функция Ψ(x, y) убывает по y, так
как производная

Ψy(x, y) = Ku2x − (uy − μu)2 � 0, y � 0. (5.2.5)

На кривой AC: u = 0 и uxdx+ uy dy = 0; K(y)n21 + n22 � 0, n1(s) �
� 0, ux = unn1, uy = unn2. Тогда для (x, y) ∈ AC

Ψ(x, y) = −
(x,y)∫

A

(Kn21(s) + n22(s))u
2
nn1(s) ds � 0. (5.2.6)

На характеристике CB: dx =
√−K dy, n1(s) < 0, поэтому для точек

(x, y) ∈ CB

Ψ(x, y) = Ψ(C) +

(x,y)∫

C

(√−K ux + uy − μu
)2
n1(s) ds � 0. (5.2.7)

Таким образом, из соотношений (5.2.5)–(5.2.7) следует, что функ-
ция Ψ(x, y) не может достигать значения Ψ(Q) в замкнутой обла-
сти D−. Следовательно, Q ∈ Γ.
Пусть Q = (x0, y0) = (x(s0), y(s0)) ∈ Γ. Поскольку u = 0 на Γ, то

для (x, y) ∈ Γ

dΨ[x(s), y(s)]
ds

= −u2n(Kn21 + n22)n1(s).

Тогда в точке Q либо n1(s0) = 0, либо un(Q) = 0. Если n1(s0) = 0, то из
условия 1) теоремы вытекает n2(s0) = −1. В этом случае производная
по нормали

Ψn(Q) = Ψx(Q)n1(s0) + Ψy(Q)n2(s0) = u2y(Q) � 0.
Если же un(Q) = 0, то Ψn(Q) = 0. Таким образом, в точке
Q ∈ Γ: Ψn(Q) � 0, что в силу граничного принципа экстремума

9 К.Б. Сабитов
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Зарембы–Жиро противоречит неравенству Ψn(Q) < 0. Следовательно,
функция Ψ(x, y) � 0 в D, но тогда в некоторой окрестности точки A на
кривой Γ производная по нормали un = 0. Тогда в силу единственности
решения задачи Коши для эллиптических уравнений [112, 113, 97]
следует u(x, y) ≡ 0 в D+, но, стало быть, и в области D.
Теорема 5.2.1 доказана. В частности, когда λ(y) = const, тео-

рема 5.2.1 справедлива при всех λ, удовлетворяющих неравенству
(4.2.10), т. е.

λ > −
( π

ymax − ymin

)2
. (5.2.8)

Теорема 5.2.2. Пусть: выполнены условия 1) и 2) теоремы 5.2.1;
2) функция λ(y) ∈ C[0, ymax] такова, что существует решение μ(y)
уравнения Риккати (5.2.2) на интервале (0, ymax) из класса
C1[0, ymax], удовлетворяющее условию μ(0) � 0; λ(y) ∈ C[ymin, 0]
и λ(y) � 0 при y < 0. Тогда если в классе регулярных в D
решений уравнения (5.2.1) существует решение задачи M , то оно
единственно.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, y) — решение однородной зада-
чи M из класса регулярных в D решений уравнения (5.2.1). В об-
ласти D+ введем функцию Ψ(x, y), заданную формулой (5.2.3). Эта
функция непрерывна в D+ и в некоторой окрестности точки A на
кривой Γ в силу неравенства (5.2.4) неотрицательна. Тогда функция
Ψ(x, y) достигает в D+ своего наибольшего неотрицательного значе-
ния Ψ(Q). Пусть Ψ(Q) > 0. Покажем, что точка Q ∈ Γ. Поскольку
функция Ψ(x, y) в области D+ является решением эллиптического
уравнения (4.2.6), то отсюда вытекает, что Q /∈ D+.
Теперь докажем, что для любой точки (t, 0) ∈ AB

Ψ(t, 0) = −
t∫

0

2ux(uy − μu) dx � 0. (5.2.9)

Для этого предварительно установим, что если u = 0 на кривой AC
и λ(y) � 0 при y < 0, то для любого регулярного решения задачи M
справедливо неравенство

t∫

0

ux(x, 0)uy(x, 0)dx � 0, 0 � t � l. (5.2.10)

Действительно, возьмем произвольное t ∈ (ε, l), где ε > 0 — сколь
угодно малое число, и из точки E = (t, 0) проведем характеристику
уравнения (5.2.1) из семейства CB. Из точки Aε = (ε, 0) проведем кри-
вую, «параллельную» кривой AC, до пересечения с характеристикой,
проведенной из точки E, в точке E1. Пусть G — область, ограниченная
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кривыми AεE1, E1E и EAε. В области Gε = G ∩ {y < −ε/2} рассмот-
рим интеграл

∫ ∫

Gε

2ux[K(y)uxx + uyy − λ(y)u] dx dy = 0.

После интегрирования его по частям и перехода к пределу при ε → 0
получим

t∫

0

2ux(x, 0)uy(x, 0) dx −
∫

AC1

(Kn21(s) + n22(s))u
2
nn1(s) ds+

+

∫

C1E

[(
√−K ux + uy)

2 + λ(y)u2]n1(s) ds = 0,

где C1 — точка пересечения кривых AC и EE1. Отсюда следует требу-
емое неравенство (5.2.10). Тогда в силу неравенства (5.2.10) нетрудно
показать (5.2.9):

Ψ(t, 0) = −2
t∫

0

ux(x, 0)uy(x, 0) dx + 2μ(0)

t∫

0

ux(x, 0)u(x, 0) dx =

= μ(0)u2(t, 0)− 2
t∫

0

ux(x, 0)uy(x, 0) dx � 0.

Отсюда в силу оценки (5.2.9) следует, что точка Q ∈ Γ. Далее, повто-
ряя аналогичные рассуждения, как и при доказательстве теоремы 5.2.1,
получим u ≡ 0 в D.

Замечание 5.2.1. Отметим, что теоремы 5.2.1 и 5.2.2 получены
нами совместно с Н.Ю.Капустиным и изложены в работах [83, 84].

Замечание 5.2.2. Рассмотрим однородную задачу M для уравнения

Lu ≡ uxx + sgn y · uyy + λu = 0, λ = const. (5.2.11)

Если −9π2/16y2min < λ < π2/4y2max, то для уравнения (5.2.11) спра-
ведлива теорема 5.2.2.
В самом деле, при λ � 0 решением уравнения Риккати (5.2.2)

на интервале (0, ymax) является функция μ(y) =
√
λ tg [

√
λ (k − y)],

где постоянная k определяется из условий −π/2 < √
λ (k − y) � 0,

0 � y � ymax. Отсюда вытекает, что функция μ(y), удовлетворяющая
условиям теоремы 5.2.2, существует, если

√
λ < π/2ymax.

9*
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При λ < 0 теорему 5.2.2 прямо не удается использовать для получе-
ния единственности решения задачи M для уравнения (5.2.11). В этом
случае аналогично п. 4.2.3 введем функцию

z(x, y) = u(x, y) exp

[
−

y∫

0

μ(t) dt

]
,

которая является решением уравнения

sgn y · zxx + zyy + 2μ(y)zy = 0, (5.2.12)

где функция μ(t) определяется как решение уравнения Риккати,

μ′(y) + μ2(y) + λ sgn y = 0. (5.2.13)

Пусть

μ(y) =

{
μ+(y), 0 � y � ymax,

μ−(y), ymin � y � 0.

Тогда из уравнения (5.2.13) получим

μ+(y) = −√|λ| , 0 � y � ymax,

μ−(y) =
√|λ| tg [√λ (k − y)], ymin � y � 0,

где постоянная k находится из условий

−π
2
<
√
|λ| (k − y) <

π

2
, ymin � y � 0.

На плоскости (x, y) введем новые переменные (θ,σ):

x = θ, y =

σ∫

0

√
|K(t)| dt, (5.2.14)

где

K(σ) =

{
K+(σ) = exp

(− 4√|λ| y)k20, k0 = const > 0, σ � 0,

K−(σ) = −d20 cos4
[√|λ| (k − y)

]
, d0 = const > 0, σ � 0.

Тогда уравнение (5.2.12) принимает вид

K(σ)zθθ + zσσ = 0. (5.2.15)

Следовательно, однородная задача M для уравнения (5.2.11) при λ < 0
сведена к однородной задаче M для уравнения (5.2.15) на плоско-
сти (θ,σ), но с разрывным условием склеивания на линии σ = 0
изменения типа уравнения (5.2.15): zσ(θ, 0 − 0) �= zσ(θ, 0 + 0). В ходе
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доказательства теоремы 5.2.2 показано, что решение однородной зада-
чи M для уравнения (5.2.15) удовлетворяет неравенству
t∫

0

zθ(θ, 0− 0)zσ(θ, 0− 0) dθ = d0 cos
2 (√|λ| k) t∫

0

zx(x, 0)zy(x, 0− 0) dx � 0

(5.2.16)
при 0 � t � l. Теперь для справедливости теоремы 5.2.2 для уравне-
ния (5.2.15) достаточно показать, что

t∫

0

zθ(θ, 0 + 0)zσ(θ, 0 + 0) dθ � 0, 0 � t � l.

Действительно, из (5.2.14) и (5.2.16) имеем
t∫

0

zθ(θ, 0+ 0)zσ(θ, 0+ 0) dθ = k0

t∫

0

zx(x, 0)zy(x, 0 + 0) dx =

= k0

t∫

0

zx(x, 0)
[
zy(x, 0 − 0) + z(x, 0)(μ−(0)− μ+(0))

]
dx =

= k0

t∫

0

zx(x, 0− 0)zy(x, 0 − 0) dx+
[
μ−(0)− μ+(0)

]
z2(t, 0)

k0
2

� 0,

если μ−(0) − μ+(0) =
√|λ| [tg (√|λ| k) + 1] � 0. Последнее неравен-

ство справедливо, когда −π/4 � √|λ| (k − y) < π/2, ymin � y � 0. От-
сюда получим условие относительно параметра: λ > −9π2/16y2min.

5.2.2. Единственность решения смешанной обобщенной за-
дачи. В этом пункте для уравнения (5.2.1) в областиD (см. рис. 5.1.1)
рассмотрим обобщенную задачу со смешанными граничными данными
(задачаMH1.) Пусть A1 — произвольная, но фиксированная точка кри-
вой Γ. Тогда кривая Γ разбивается на две части: Γ1 = AA1 и Γ2 = A1B.

Задача MH1. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую усло-
виям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪ Γ2) ∩ C2(D+ ∪D−); (5.2.17)

Lu ≡ K(y)uxx + uyy − λ(y)u = 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (5.2.18)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ γ; (5.2.19)

u(x, y) = ϕ1(x, y), (x, y) ∈ Γ1, (5.2.20)

Kuxdy − (uy − μu)dx = ϕ2(x, y), (x, y) ∈ Γ2, (5.2.21)

где ψ, ϕ1, ϕ2 — заданные достаточно гладкие функции, ψ(A) =
= ϕ(A), μ(y) — решение уравнения Риккати (5.2.2).
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Теорема 5.2.3. Пусть: 1) выполнены условия 2) и 3) теоре-
мы 5.2.1; 2) кривые Γ1 и Γ2 из класса Ляпунова, на Γ1 отсутству-
ют точки, при переходе которых n1(s) меняет знак, а n2(s) = 1,
на Γ2 отсутствуют точки, при переходе которых n1(s) меняет
знак, а n2(s) = −1; в малой окрестности точки A1 на Γ2 или
на Γ1: n1(s) � 0. Тогда если в классе регулярных в D решений
уравнения (5.2.1) существует решение задачи (5.2.16)–(5.2.20), то
оно единственно.

Дока з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству теоремы 5.2.1
введем вспомогательную функцию Ψ(x, y) по формуле (5.2.3). Из
доказательства теоремы 5.2.1 следует, что max

D
Ψ(x, y) = Ψ(Q) > 0

может достигаться лишь в точках кривой Γ2 или в точке A1.
Пусть Q = (x0, y0) = (x(s0), y(s0)) ∈ Γ2. В силу условия (5.2.20) при
ϕ2(x, y) = 0 для (x(s), y(s)) ∈ Γ2 имеем

dΨ[x(s), y(s)]
ds

= Ku2x

[
1+K

(dy
dx

)2]
n1(s).

Тогда в точке Q либо n1(s0) = 0, либо ux(Q) = 0. Если n1(s0) = 0,
то из условия 2) теоремы вытекает, что n2(s0) = 1. В этом случае
производная но нормали

Ψn(Q) = Ku2x − (uy − μu)2 = Ku2x � 0.

Если же ux(Q) = 0, то Ψn(Q) = 0. Таким образом, в точке Q ∈
∈ Γ2: Ψn(Q) � 0, что на основании граничного принципа экстремума
Зарембы–Жиро противоречит неравенству Ψn(Q) < 0. Следовательно,
точка Q /∈ Γ2. Точка Q не может совпасть также с точкой A1, так
как в окрестности точки A1 на Γ2: n1(s) � 0. Из этих рассуждений
следует, что Ψ(x, y) � 0 в D. Тогда в малой окрестности точки A на
кривой Γ1 производная по нормали un = 0 и в силу единственности
решения задачи Коши для эллиптических уравнений u(x, y) ≡ 0 в D+.
Отсюда вытекает, что u ≡ 0 в D.
Отметим, что в случае λ(y) = const теорема 5.2.3 справедлива при

всех λ, удовлетворяющих неравенству (5.2.8).
Задача типа MH1 ранее была рассмотрена в [40], где для уравне-

ния (5.1.1) при указанных в § 5.1 ограничениях на коэффициенты и при
некоторых условиях на кривую Г доказана единственность решения
этой задачи.
В дальнейшем рассмотрим вариант обобщенной задачи Трикоми,

предложенный Л.В.Овсянниковым [156, с. 345] для уравнения Чаплы-
гина, и покажем единственность решения без каких-либо ограничений
геометрического характера на кривую Г.
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§5.3. О единственности решения обобщенной задачи
Трикоми в варианте Л.В.Овсянникова

Рассмотрим уравнение типа Чаплыгина

K(y)uxx + uyy = 0, (5.3.1)

где yK(y) > 0 при y �= 0, в области D (см. рис. 5.3.1), где кривая AC
в некоторой окрестности точки A совпадает с характеристикой AC1,
затем параллельна оси y = 0 до пересечения в точке C с харак-
теристикой CB, т. е. AC = AC1 ∪ C1C, AC1 — часть характери-
стики: K(y)n21(s) + n22(s) = 0, n1(s) > 0; C1C: n1(s) = 0, и задачу
(5.1.2)–(5.1.5).

Рис. 5.3.1

Определение 5.3.1. Под регулярным в области D решением урав-
нения (5.3.1) будем понимать функцию u(x, y), удовлетворяющую
условиям (5.1.2), (5.1.3), и дополнительно потребуем, чтобы функция
−uy dx+Kux dy была суммируемой вдоль кривых AC, CB, Γ и AB.

Теорема 5.3.1. Пусть: 1) кривая Γ из класса Ляпунова; 2) K(y) ∈
∈ C[ymin, 0] ∩ C1[ymin, 0) ∩ C(0, ymax] ∩ C1]0, ymax]; 3) u(x, y) — реше-
ние однородной задачи M из класса регулярных в D решений урав-
нения (5.3.1); 4) точка A не является предельной точкой множества
{(x, y) ∈ Γ ∪ A : K(y)u2x + u2y = 0}. Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, y) �≡ 0 в области D+− решение
однородной задачи M для уравнения (5.3.1) из класса его регулярных
решений. Введем функцию v(x, y), которая с функцией u(x, y) удовле-
творяет на множестве D+ ∪ D− системе уравнений смешанного типа
первого порядка {

Kux − vy = 0,
uy + vx = 0.

(5.3.2)
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При условии v(0, 0) = 0 функция v(x, y) однозначно определяется из
системы (5.3.2):

v(x, y) =

(x,y)∫

(0,0)

−uy dx+Kux dy. (5.3.3)

Поскольку u(x, y) — регулярное в D решение уравнения (5.3.1), то
функция v(x, y), определенная формулой (5.3.3), непрерывна в замкну-
той области D. Из формулы (5.3.3) на основании граничного условия
u = 0 на характеристике AC1 следует, что

v(x, y) = 0, (x, y) ∈ AC1. (5.3.4)

По условию u(x, y) = 0 на ляпуновской кривой Γ. Тогда из теории
краевых задач для эллиптических уравнений известно, что в этом
случае частные производные ux и uy непрерывны вплоть до границы Γ.
По этой причине функция v(x, y) имеет непрерывные частные произ-
водные vx и vy в D+, кроме, быть может, точек A и B.
Отметим, что в § 4.2 были изучены некоторые геометрические свой-

ства решений системы (5.3.2) в области D+ (см. леммы 4.2.1–4.2.4),
которые устанавливают структуру строения линии уровня u(x, y) = 0.
Пусть Y = {z = x + iy ∈ A ∪ Γ : J(z) = 0}, где J(z) — якобиан

отображения f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Тогда в силу лемм 4.2.1–4.2.4
максимальные дуги линии уровня u(x, y) = 0 функции u(x, y) будут
исходить из точек множества Y и оканчиваться на точках отрезка
AB ∪ B. Обозначим через X множество точек промежутка (0, l) оси
y = 0, в которых оканчиваются дуги линии уровня функции u(x, y),
исходящие из точек Y. Множество X замкнуто. Пусть l0 = minX ,
тогда ясно, что l0 > 0 и l0 ∈ X. Если J(A) > 0, то существует точка
A1 ∈ Y , самая близкая по кривой Γ до точки A. Обозначим через S0
максимальную дугу линии уровня функции u(x, y) с концами в точ-
ках A1 и B0 = (l0, 0). Пусть Γ0 = AA1 ∪ A1 ∪ S0. Если J(A) = 0, то
точка A1 ≡ A. Из построения дуги Γ0 следует, что не найдется пары
точек z ∈ Γ0 \B0 и x ∈ (0, l0), которые можно соединить линией уров-
ня функции u(x, y). Отсюда вытекает, что функция v(x, y) = Im f(z)
монотонна вдоль кривой Γ0.
Отметим, что если l0 ≡ l, то Γ0 ≡ Γ. Из того факта, что якобиан

J(z) = K(y)u2x + u2y на любом замкнутом подмножестве множества
D+ ∪ Γ может иметь конечное число нулей, следует, что кривая Γ0 яв-
ляется кусочно-гладкой на этом подмножестве. В силу этого, не теряя
общности, будем считать кривую Γ0 спрямляемой, так как в противном
случае, рассуждая аналогично доказательству теоремы 4.2.3, придем
к тому же заключению.
Из точки B0 = (l0, 0) проведем характеристику уравнения (5.3.1) до

пересечения с кривой AC в точке A0. Пусть G — область, ограниченная
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кривыми AA0, A0B0 и Γ0; G+ = G ∩ {y > 0}, G− = G ∩ {y < 0}. На
множестве G+ ∪G− рассмотрим криволинейный интеграл

(x,y)∫

(0,0)

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy, (5.3.5)

который в силу системы (5.3.2) не зависит на этом множестве от пути
интегрирования. Следовательно, интеграл (5.3.5) по любой простой
замкнутой кусочно-гладкой кривой, лежащей в G+ ∪G−, равен нулю.
Поскольку функции u(x, y) и v(x, y) непрерывны в G, то∫

∂G

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy = 0. (5.3.6)

Равенство (5.3.6) с учетом однородных граничных условий (5.1.4),
(5.1.5) и (5.3.4) принимает вид∫

AA0

−v2 dy +
∫

A0B0

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy −
∫

Γ0

v2 dy = 0. (5.3.7)

Нетрудно заметить, что∫

AA0

−v2 dy =

∫

AA1

−v2 dy +
∫

A1A0

−v2 dy = 0, (5.3.8)

∫

A0B0

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy = −
∫

A0B0

(
√−K u− v)2 dy � 0, (5.3.9)

−
∫

Γ0

v2 dy = 2
∫

Γ0

yv dv � 0, (5.3.10)

так как вдоль кривой Γ0: v dv � 0. Таким образом, из соотношений
(5.3.8)–(5.3.10) следует, что каждое слагаемое в левой части равенства
(5.3.7) равно нулю. Отсюда уже вытекает, что v(x, y) = 0 на кривой Γ0.
Итак, имеем u = v = 0 на Γ0. Тогда в силу единственности решения
задачи Коши для эллиптической системы (5.3.2) [235, 31] заключаем,
что u = v ≡ 0 в замкнутой области G+, следовательно, и в области D.

Замечание 5.3.1. Отметим, что условие 4) теоремы 5.3.1 выпол-
нено, например, когда в достаточно малой окрестности точки A (для
точек области D) задача Трикоми для уравнения (5.3.1) с данными
u = 0 на AC2 и u = 0 на Γ2 имеет только нулевое решение. Здесь Γ2 —
простая кривая с концами в точках A и B2 ∈ AB, лежащая в D+ ∪ Γ;
AC2 и C2B2 — характеристики уравнения (5.3.1), C2 ∈ AC1. Последнее
справедливо, если при малых y � 0 : K(y) = sgn y · |y|m, m � 0, или
функция K(y) удовлетворяeт условиям теорем Франкля и Протте-
ра [258, 201, гл. 2, § 3] (в случае уравнения Чаплыгина эти условия
выполнены).
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В области D рассмотрим еще один класс уравнений смешанного
типа,

Lu ≡ sgn y · |y|muxx + uyy − λ(y)u = 0, (5.3.11)

где m = const > 0, и покажем, что введением новой функции z(x, y)
и новых переменных (θ,σ) уравнение (5.3.11) сводится к уравнению
типа (5.3.1).
Действительно, введем функцию z(x, y) по формуле

u(x, y) = z(x, y) exp

y∫

0

μ(t) dt = z(x, y)μ1(y),

которая является решением уравнения

sgn y · |y|mzxx + zyy + 2μ(y)zy = 0, (5.3.12)

где функция μ(y) определяется как решение уравнения Риккати,

μ′(y) + μ2(y) = λ(y), ymin < y < ymax. (5.3.13)

На плоскости (x, y) введем новые переменные (θ,σ) так, чтобы
уравнение (5.3.12) в этих координатах преобразовалось к уравнению
типа (5.3.1)

K(σ)zθθ + zσσ = 0; (5.3.14)

при этом функция K(σ) должна быть такой, что σK(σ) > 0 при σ �=
�= 0, и удовлетворять условию 2) теоремы 5.3.1. Пусть такая K(σ)
существует. Тогда заменой переменных

x = θ, y = sgnσ ·
(
sgnσ · 1

β

σ∫

0

√
|K(t)| dt

)β

, (5.3.15)

где β = 2/(m+ 2), уравнение (5.3.14) преобразуется к уравнению вида

sgn y · |y|mzxx + zyy +
yσσ
y2σ

zy = 0. (5.3.16)

Сопоставляя уравнения (5.3.12) и (5.3.16), получим условие для на-
хождения неизвестной функции K(σ):

yσσ
y2σ

= 2μ(y). (5.3.17)

Подставляя (5.3.15) в (5.3.17) при σ > 0, получим

K ′(σ)
2K3/2(σ)y(β−1)/β

+
β − 1
βy

= 2μ(y). (5.3.18)

Поскольку dy/dσ = [K(σ)]1/2y(β−1)/β, то уравнение (5.3.18) принимает
вид

dK(σ)

K(σ)
− 2(1 − β)dy

βy
= 4μ(y) dy. (5.3.19)
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Решение уравнения (5.3.19) определяется формулой

K(σ) = ym exp

[
4

y∫

0

μ(t) dt

]
C20 = C20y

mμ41(y), (5.3.20)

где C0 = const > 0. Аналогично, из (5.3.17) и (5.3.15) при σ < 0
находим

K(σ) = −C20 (−y)mμ41(y). (5.3.21)

Итак, объединяя равенства (5.3.20) и (5.3.21), получим

K(σ) = sgn y · |y|mμ41(y). (5.3.22)

Теперь установим однозначную зависимость между переменны-
ми y и σ. На основании (5.3.15) и (5.3.22) имеем

dy

dσ
= |K(σ)|1/2|y|−m/2 = c0μ

2
1(y) � δ > 0 (5.3.23)

при всех (x, y) ∈ D. Из неравенства (5.3.23) следует, что функция
y = ψ(σ) существует на сегменте [σmin,σmax] и она строго возрастает.
Подставляя y = ψ(σ) в (5.3.22), можем найти K как функцию относи-
тельно σ (хотя это нам в дальнейшем не нужно).
Таким образом, если μ(y) является решением уравнения (5.3.13), то

уравнение (5.3.11) эквивалентно преобразуется к уравнению (5.3.14),
где функция K(σ) задается формулой (5.3.22). Тем самым задача M
для уравнения (5.3.11) в области D эквивалентно сведена к задаче M
для уравнения (5.3.14) в области D′ плоскости переменных (θ,σ).
При этом коэффициент K(σ), определенный формулой (5.3.22), удо-
влетворяет условию 2) теоремы 5.3.1. Далее покажем, что в этом
случае уравнения (5.3.14) выполнено также условие 4) теоремы 5.3.1.
В силу замечания 5.3.1 достаточно проверить условия теоремы Фран-
кля–Проттера [201, с. 56] для малых σ:⎧⎪⎨⎪⎩

K(σ) ∈ C[σmin,σmax], K(σ) ∈ C2[σmin, 0), K(0) = 0;

K ′(σ) > 0 и F (σ) = 2
(
K

K ′

)′
+ 1 � 0 при σ � 0.

(5.3.24)

Для проверки условий (5.3.24) вычислим производные K ′(σ) и K ′′(σ):

K ′(σ) =
dK

dy

dy

dσ
= (−y)m−1C30μ

4
1(y)[m+ 4yμ(y)],

K ′′(σ) =
dK

′
(σ)

dy

dy

dσ
=

= (−y)m−2C40μ
8
1(y)[m−m2 − 10myμ(y)− 24y2μ2(y)− 4y2μ′(y)].
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Тогда

F (σ) = (K ′)−2[3(K ′)2 − 2KK ′′] =

= (K ′)2(−y)2m−2C60μ
12
1 [m(m+ 4yμ(y)) + 2(m− 4y2μ′)].

Отсюда видно, что условия (5.3.24) при малых σ � 0 выполнены, если
при малых y � 0 функция μ(y) удовлетворяет неравенству

m+ 4yμ(y) > 0,m2 − 4y2μ′(y) � 0. (5.3.25)

Поскольку μ(y) ∈ C1[ymin, ymax] и m = const > 0, то ясно, что при
малых y � 0 условия (5.3.25) всегда выполнены.
Следовательно, нами доказана следующая

Теорема 5.3.2. Пусть: 1) кривая Γ — из класса Ляпунова;
2) функция λ(y) такова, что существует решение μ(y) уравне-
ния (5.3.13) из класса C1[ymin, ymax]; 3) u(x, y) — решение однородной
задачи M для уравнения (5.3.11) из класса его регулярных в D ре-
шений. Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.
В частности, когда λ(y) = const, теорема 5.3.2 справедлива при

всех λ, удовлетворяющих неравенству (5.2.8). Этот случай подробно
рассмотрен в п. 4.2.3.
Далее для уравнения (5.3.1) в области D (см. начало § 5.3) рас-

смотрим задачу типа MH1 из п. 5.2.2.

Задача MH2. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую усло-
виям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪ Γ1) ∩ C2(D+ ∪D−);
Lu ≡ K(y)uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−;

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ γ;

Kuxdy − uydx = ϕ1(x, y), (x, y) ∈ Γ1;

u(x, y) = ϕ2(x, y), (x, y) ∈ Γ2,

где ψ, ϕ1, ϕ2 — заданные достаточно гладкие функции.
Заметим, что поскольку в малой окрестности точки A на кривой Γ:

n1(s) � 0, то точка A1 на Γ выбрана так, чтобы всюду на кривой Γ1 =
= AA1 было n1(s) � 0.

Теорема 5.3.3. Пусть: 1) кривые Γ1 и Γ2 из класса Ляпунова;
2) K(y) ∈ C[ymin, 0] ∩C1[ymin, 0) ∩C(0, ymax] ∩C1]0, ymax]; 3) u(x, y) —
решение однородной задачи MH2 из класса регулярных в D решений
уравнения (5.3.1). Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, y) �≡ 0 в области D+ — решение

однородной задачи MH2 для уравнения (5.3.1) из класса его регу-
лярных решений. Аналогично доказательству теоремы 5.3.1 введем
функцию v(x, y), которая однозначно определяется из системы (5.3.2)
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и имеет вид (5.3.3). Из формулы (5.3.3) на основании граничного
условия Kuxdy − uydx = 0 на Γ1 следует, что

v(x, y) = 0, (x, y) ∈ Γ1. (5.3.26)

По условию u = 0 на Γ2. Тогда функция v(x, y) имеет непрерывные
частные производные vx и vy в D+, за исключением, быть может,
точек A, A1 и B. Далее воспользуемся геометрическими свойствами
решений системы (5.3.2) в области D+, установленными в § 4.2 (лем-
мы 4.2.1– 4.2.4).
Пусть Y = {z = x+ iy ∈ A1 ∪ Γ2 : J(z) = 0}, где J(z) =K(y)u2x + u2y.

Тогда в силу лемм 4.2.1–4.2.4 максимальные дуги линии уровня
u(x, y) = 0 функции u(x, y) будут исходить из точек множества Y
и оканчиваться на точках отрезка AB ∪ B. Пусть X — множество
точек отрезка AB ∪ B, в которых оканчиваются дуги линии уровня
функции u(x, y), выходящие из точек Y.
Если J(A1) > 0, то найдется точка B1 ∈ Y — самая близкая по

кривой Γ2 до точки A1. Обозначим через S0 максимальную дугу линии
уровня функции u(x, y) с концами в точках B1 и B0 = (l0, 0), где
l0 = minX , l0 ∈ X. Пусть Γ0 = A1B1 ∪ B1 ∪ S0. Если J(A1) = 0, то
B1 ≡ A1. В дальнейшем, рассуждая аналогично доказательству теоре-
мы 5.3.1, получим ∫

∂G

2uv dx+ (Ku2 − v2) dy = 0. (5.3.27)

Равенство (5.3.27) с учетом однородных граничных условий зада-
чи MH2 и равенства (5.3.26) имеет вид∫

A0B0

(
√−K u− v)2 dy − 2 ·

∫

B0A1

yv dv −
∫

A1A

Ku2 dy = 0. (5.3.28)

Поскольку вдоль кривой Γ0 = B0A1: vdv � 0, а на кривой A1A: n1 � 0,
то из (5.3.28) следует, что u = v = 0 на Γ0. Тогда в силу единственности
решения задачи Коши для эллиптической системы (5.3.2) заключаем,
что u = v ≡ 0 не только в G+, но и в области D.
Заметим, что аналогично доказывается единственность решения

задачи MH2, где условие Kuxdy − uydx = ϕ(x, y) задано на γ ∪ Γ1.

§5.4. Задача Трикоми для уравнения Чаплыгина

Этот параграф начнем с замечания о том, что когда кривая AC
из описания области D (см. рис. 5.1.1) совпадает с характеристикой
AC0 уравнения (5.2.1): K(y)n21(s) + n22(s) = 0, n1(s) > 0, то задача M
переходит в задачу T для уравнения (5.2.1). Поэтому теоремы 5.2.1
и 5.2.2 являются теоремами единственности решения задачи T для
уравнения (5.2.1), в частности, и для уравнения Чаплыгина. Но эти
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утверждения справедливы при некоторых геометрических ограничени-
ях на кривую Γ. Оказывается, в случае задачи T можно избавиться от
этих условий на кривую Γ.
Исследование задачи Трикоми для уравнения Чаплыгина по сей

день представляет интерес. Это связано с тем, что Ф.И.Франкль [214]
впервые показал, что проблема истечения сверхзвуковой струи из
сосуда с плоскими стенками (внутри сосуда скорость — дозвуковая)
на плоскости годографа сводится к задаче Трикоми для уравнения
Чаплыгина

Lu ≡ K(y)uxx + uyy = 0, (5.4.1)

где K(0) = 0,K ′(y) > 0 при всех (x, y) ∈ D, и доказал единственность
решения этой задачи при условии

F (y) = 2
( K(y)

K ′(y)

)′
+ 1 � 0 при y < 0.

К.И. Бабенко в своей диссертации [5] подробно изучал задачу T для
уравнения Чаплыгина. Он доказал единственность решения задачи T,
когда ляпуновская кривая Γ удовлетворяет условию

(l − x)
dy

ds
+ y

dx

ds
� 0. (5.4.2)

С помощью замены переменных и ведением новой функции К.И. Ба-
бенко свел уравнение (5.4.1) к уравнению с оператором Трикоми

yuxx + uyy + C(y)u = 0. (5.4.3)

На основании теоремы единственности методом интегральных урав-
нений он доказал существование решения задачи T для уравне-
ния (5.4.3), предполагая, что в окрестности точек A и B на кривой Γ
выполнено условие ортогональности

|dx/ds| � C y2(s), C = const > 0. (5.4.4)

Проттер [258] обобщил отмеченный выше результат Ф.И.Франкля.
Единственность решения задачи T для уравнения (5.4.1) им доказана
в следующих случаях:
1) гладкая кривая Γ, лежащая в эллиптической части области D,

произвольна, но гиперболическая часть области D ограничивается тем,
что F (y) > y0, где y0 < 0;
2) на гиперболическую часть области D нет ограничений и функ-

ция F (y) может принимать любые конечные значения при y < 0, но
зато кривая Γ не должна простираться слишком далеко в направлении
оси x = 0;
3) функция K(y) имеет непрерывную производную 3-го порядка,

удовлетворяющую неравенству K ′′′(y) � 0 всякий раз, когда F (y) < 0
при y < 0.
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Эти результаты Проттера изложены также в монографии
М.М.Смирнова [201, гл. 2, § 3].
Здесь установим единственность решения задачи T для уравне-

ния (5.3.1) без указанных выше ограничений на кривую Γ и функ-
цию K(y) и укажем ее применения.
Рассмотрим уравнение (5.3.1) в области D (см. § 5.1), где кри-

вая AC является характеристикой этого уравнения, и поставим задачу
Трикоми.

Теорема 5.4.1. Пусть: 1) кривая Γ из класса Ляпунова; 2) K(y) ∈
∈ C[ymin, 0] ∩ C1[ymin, 0) ∩ C[0, ymax] ∩ C1(0, ymax]; 3) u(x, y) — реше-
ние однородной задачи T из класса регулярных в D решений уравне-
ния (5.3.1); 4) точка A не является предельной точкой множества
{(x, y) ∈ A ∪ Γ: K(y)u2x + u2y = 0}. Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.

Дока з а т е л ь с т в о буквально повторяет рассуждения, проведен-
ные в процессе доказательства теоремы 5.3.1. Здесь только надо
учесть, что условие (5.3.4) относительно функции v(x, y) выполнено
всюду на кривой AC.
Отметим, что в случае уравнения Чаплыгина в силу замечания 5.3.1

условие 4) теоремы 5.4.1 всегда выполнено, так как в малой окрестно-
сти точки A выполнены условия теорем Проттера [201, гл. 2, § 3].
На основании теоремы 5.4.1 аналогично теореме 5.3.2 доказывается

справедливость следующего утверждения.

Теорема 5.4.2. Пусть: 1) кривая Γ из класса Ляпунова; 2) функ-
ция λ(y) такова, что существует решение задачи μ(y) уравне-
ния (5.3.13) из класса C1[ymin, ymax]. Тогда если в классе регулярных
в D решений уравнения (5.3.11) существует решение задачи T , то
оно единственно.

В частности, когда λ(y) = const, то теорема 5.4.2 справедлива при
всех λ, удовлетворяющих условию (5.2.8).
В качестве второго примера применения теоремы 5.4.1 отметим,

что из результатов К.И. Бабенко, упомянутых выше, и теоремы 5.4.1
вытекает существование решения задачи T для уравнения Чаплыгина
без ограничения (5.4.2) на кривую Γ.

§5.5. К вопросу о существовании решения
обобщенной задачи Трикоми методом интегральных

уравнений

В §5.1 было отмечено, что в диссертации [5] К.И. Бабенко (см.
также [201, гл. 111]) для уравнения Чаплыгина

K(y)uxx + uyy = 0, (5.5.1)
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где K(0) = 0,K ′(y) > 0 при всех (x, y) ∈ D, в случае, когда ляпунов-
ская кривая Γ и кусочно-гладкая кривая γ удовлетворяют условиям:

Γ: (x− l)n1(s) + yn2(s) � 0, (5.5.2)

γ : K(y)n21(s) + n22(s) � 0, n1(s) � 0, (5.5.3)

доказана единственность решения задачи M. На основании теоремы
единственности при дополнительном требовании, что в окрестности
точек A и B на кривой Γ выполнено условие ортогональности∣∣∣dx

ds

∣∣∣ � C y2(s), C = const > 0, (5.5.4)

методом интегральных уравнений им показана также разрешимость
задачи M для уравнения (5.4.3) при некоторых условиях на граничные
функции ϕ(x(s), y(s)) = ϕ(s) и ψ(x).
Из этих результатов К.И. Бабенко и теоремы 5.2.1 вытекает спра-

ведливость следующего утверждения.

Теорема 5.5.1. Пусть: 1) кривая Γ удовлетворяет условиям 1)
теоремы 5.2.1 и (5.5.4); 2) вдоль кривой γ выполнены неравенства
(5.5.3); 3) функция ϕ(s) удовлетворяет условию Гёльдера на [0,S]
(S — длина кривой Γ) с некоторым показателем, ϕ(s) = O[(S − s)4/3]
при s → S и ϕ(s) = O(s) при s → 0; ψ(x) ∈ C2[0,xc] ∩ C3(0,xc), xc —
абсцисса точки C. Тогда в классе регулярных в D решений уравне-
ния (5.5.1) существует единственное решение задачи M.

Это утверждение отличается от результата К.И. Бабенко тем, что
геометрическое ограничение (5.5.2) на кривую Γ здесь существенно
ослаблено, т. е. оно заменено условием 1) теоремы 5.2.1. А в случае за-
дачи M в варианте Л.В.Овсянникова ограничение (5.5.2) вовсе снято.
В дальнейшем изучим вопрос о разрешимости задачи M для урав-

нения Лаврентьева–Бицадзе с комплексным параметром

Lu ≡ uxx + sgn y · uyy + λu = 0, (5.5.5)

где λ �= 0 — комплексное число, в области D (см. рис. 5.1.1), где кривая
γ = AC задана уравнением y = −kx, 0 < k < 1, а CB: x− y = l.
Предварительно рассмотрим задачу Дарбу для уравнения (5.5.5)

в области D−.

Задача D1. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D−) ∩ C2(D−), Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D; (5.5.6)

u(x, y)
∣∣
y=−kx

= ψ(x), 0 � x � 1
1+ k

; (5.5.7)

u(x, y)
∣∣
y=0 = τ(x), 0 � x � 1.
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Задача D2. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую услови-
ям (5.5.6) и (5.5.7) и, кроме того,

uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < 1,

где ψ, τ и ν — заданные достаточно гладкие функции.

Обозначим через u0(x, y) решения задач D1 и D2 для уравне-
ния (5.5.5) при λ = 0, а через τ0(x), ν0(x) и ψ0(x) — соответствующие
граничные функции. Тогда справедливо утверждение.

Лемма 5.5.1. Если τ0(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), ψ0(x) ∈ C
[
0,

1
1+ k

]
∩

∩C2
(
0,

1
1+ k

)
, τ0(0) = ψ0(0) = 0, τ0(x) и ψ0(x) удовлетворяют усло-

вию Гёльдера в малой окрестности x = 0, то функция

u0(x, y) = τ0(x+ y)−
∞∑
n=0

{
ψ0

[
(1+ α)αn x+ y

2

]
− ψ0

[
(1+ α)αn x− y

2

]
−

− τ0
[
αn+1(x+ y)

]
+ τ0

[
αn+1(x− y)

]}
, (5.5.8)

где α = (1− k)/(1+ k), является решением задачи D1 для уравнения
струны.

Если ν0(x) ∈ C1(0, 1) ∩ L1[0, 1] и ψ0(x) удовлетворяет отмечен-
ным выше условиям, то функция

u0(x, y) =

x+y∫

0

ν0(t) dt+
∞∑
n=0

(−1)n
{
ψ0

[
(1+ α)αn x+ y

2

]
+

+ ψ0

[
(1+ α)αn x− y

2

]
−

αn+1(x+y)∫

0

ν0(t) dt−
αn+1(x−y)∫

0

ν0(t) dt

}
(5.5.9)

является решением задачи D2 для уравнения струны.

Отметим, что формула (5.5.8) при ψ0(x) ≡ 0 приведена в кни-
ге [139, с. 53].
В силу леммы 5.5.1 теорема 2.3.1 позволяет решение задач D1 и D2

для уравнения (5.5.5) свести к решению задач D1 и D2 для уравнения
струны.
В самом деле, пусть u0(x, y)− решение задачи D1 в области D−

для уравнения струны. Тогда функция u0(x, y) выражается форму-
лой (5.5.8). Подставляя u0(x, y) в интегральный член формулы (2.3.2),
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получим

u(x, y) = u0(x, y)−
1∫

0

{
τ0(xt+ yt)−

∞∑
n=0

{
ψ0

[
(1+ α)αnt

x+ y

2

]
−

− ψ0

[
(1+ α)αnt

x− y

2

]
− τ0

[
αn+1t(x+ y)

]
+

+ τ0
[
αn+1t(x − y)

]}} ∂

∂t
J0

[√
λ(x2 − y2)(1− t)

]
dt. (5.5.10)

Полагая в (5.5.10) y = −kx, будем иметь

ψ(x) = ψ0(x) −
1∫

0

ψ0(xt)
∂

∂t
J0

[√
λ(1− k2)x2(1− t)

]
dt

или

ψ(x) = ψ0(x) −
x∫

0

ψ0(s)
∂

∂s
J0

[√
λ(1 − k2)x(x − s)

]
ds. (5.5.11)

Обращая интегральное уравнение (5.5.11) по теореме 2.2.1, находим
неизвестную функцию

ψ0(x) = ψ(x) +

x∫

0

ψ(t)
x

t

∂

∂x
I0

[√
λ(1− k2)t(x − t)

]
dt, (5.5.12)

которая обладает той же гладкостью, что и функция ψ(x).
Из формулы (5.5.10) при y = 0 получим интегральное уравнение

относительно функции τ0(x):

τ(x) = τ0(x) −
1∫

0

τ0(xy)
∂

∂t
J0

[√
λx2(1− t)

]
dt,

решением которого является функция

τ0(x) = τ(x) +

x∫

0

τ(t)
x

t

∂

∂x
I0

[√
λt(x − t)

]
dt. (5.5.13)

Итак, если функции ψ(x) и τ(x) обладают отмеченными в лем-
ме 5.5.1 свойствами функций ψ0(x) и τ0(x), то функции ψ0(x) и τ0(x),
определенные, соответственно, формулами (5.5.12) и (5.5.13), удовле-
творяют условиям леммы 5.5.1. Тогда формула (2.3.2), где u0(x, y)
задана формулой (5.5.8), а функции ψ0(x) и τ0(x) определены, соответ-
ственно, формулами (5.5.12) и (5.5.13), дает решение задачи D1 для
уравнения (5.5.5) в области D−.
В случае задачи D2 аналогично находится функция ψ0(x) по фор-

муле (5.5.12), а ν0(x) ≡ ν(x). Поэтому формула (2.3.2), в которой
u0(x, y) определена формулой (5.5.9), ν0(x) = ν(x) и ψ0(x) задана
равенством (5.5.12), дает решение задачи D2 для уравнения (5.5.5)
в области D−.
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На основании этих результатов нетрудно свести задачу M для
уравнения (5.5.5) к задаче M для уравнения Лаврентьева–Бицадзе

uxx + sgn y · uyy = 0, (5.5.14)

которая достаточно подробно изучена в работах [23, 205].
Пусть u0(x, y) — решение задачи M для уравнения (5.5.14) в обла-

сти D (где γ : y = −kx) с граничными условиями u0 = ϕ0 на Γ и u0 = ψ0
на γ. Тогда функция u0(x, y) в области D− может быть представлена
в виде формулы (5.5.8) или (5.5.9). Подставляя одну из этих формул
в интегральный член формулы (2.3.4) и полагая y = −kx, получим
интегральное уравнение (5.5.11) относительно функции ψ0(x), решение
которого определяется формулой (5.5.12).
Для нахождения функции ϕ0(s) аналогично задаче Трикоми из § 2.3

при тех же условиях на функции ϕ(s) и ψ(x) получим интегральное
уравнение Фредгольма второго рода, разрешимость которого следует
из теоремы единственности решения задачи M для уравнения (5.5.5)
(см. замечание 5.2.2 и [163]).
Общий случай, когда кривая γ: y = −α(x), α(0) = 0, α(x) > 0,

0 < α′(x) � 1 при x > 0, изучается аналогично. В этом случае инте-
гральное уравнение, которое получается для нахождения ψ0(x), явля-
ется более сложным, чем (5.5.11), но разрешимым.

§5.6. Построение решения обобщенной задачи
Трикоми методом разделения переменных

Рассмотрим уравнение смешанного типа с оператором Лаврен-
тьева–Бицадзе

Lu = uxx + sgn y · uyy + λu = 0 (5.6.1)

в области D, где эллиптическая часть D+ является сектором с центром
в точке A(0, 0): 0 < r < l, 0 < ϕ < ϕ0 � π, а гиперболическая часть D−
при y < 0 ограничена отрезком ACk (kx+ y = 0, 0 < k < 1), характери-
стикой CkB (x− y = l) и отрезком AB оси y = 0, и следующую задачу
с отходом от характеристики.

Задача М. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (5.6.2)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (5.6.3)

u(x, y)
∣∣
AP

= v(r,ϕ)
∣∣
ϕ=ϕ0

= 0, 0 � r � l; (5.6.4)

u(x, y)
∣∣
ACk

= 0, 0 � x � l

k + 1
; (5.6.5)

u(x, y)
∣∣
Γ0

= v(r,ϕ)
∣∣
r=l

= f(ϕ), 0 � ϕ � ϕ0, (5.6.6)

где f(ϕ) — заданная достаточно гладкая функция, f(ϕ0) = 0, P —
точка пересечения кривой Γ0 (r = l) и луча ϕ = ϕ0.
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Отметим, что задача (5.6.2)–(5.6.6) при λ = 0 решена в рабо-
те [142]. Здесь, следуя этой работе, построим решение задачи M для
уравнения (5.6.1) при λ �= 0.
Предварительно рассмотрим спектральную задачу Mλ, соответству-

ющую поставленной задаче.

Задача Mλ. Найти значения спектрального параметра λ и соот-
ветствующие им функции u(x, y), удовлетворяющие условиям (5.6.2)–
(5.6.5) и

u(x, y)
∣∣∣
Γ0

= v(r,ϕ)
∣∣∣
r=l

= 0, 0 � ϕ � ϕ0. (5.6.7)

В § 2.7 для уравнения (5.6.1) методом разделения переменных по-
строено множество частных решений

u(x, y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Jμ
(√
λ r
)(
C+
1 sinμϕ+ C+

2 cosμϕ
)
, y > 0,

Jν
(√

λ(x2 − y2)
)(
C−
1

(x+ y

x− y

)ν/2
− C−

2

(x− y

x+ y

)ν/2)
, y < 0,

(5.6.8)
где ν и μ — неотрицательные константы разделения переменных
в уравнении (5.6.1) в областях D− и D+ соответственно; r, ϕ —
полярные координаты, C+

i , C
−
i , i = 1, 2, — произвольные постоянные.

Удовлетворяя решение (5.6.8) в области D− граничному усло-
вию (5.6.5), получим

u(x, y) = C−Jν
(√

λ(x2 − y2)
)((x+ y

x− y

)ν/2
−Kν

(x− y

x+ y

)ν/2)
, (5.6.9)

где K = (1− k)/(1+ k), C− — произвольная постоянная.
Из формулы (5.6.9) найдем значения функции u(x, y) и ее произ-

водной по нормали на отрезке AB оси y = 0:

u(x, 0) = C−Jν(
√
λx) (1−Kν) , (5.6.10)

∂u(x, 0)
∂y

=
1
x
C−νJν(

√
λ x) (1+Kν) . (5.6.11)

Решения уравнения (5.6.1) в области D+, определяемые форму-
лой (5.6.8) при y > 0, удовлетворим граничному условию (5.6.4). Тогда
получим

u(x, y) = C+Jμ
(√
λ r
)
sinμ(ϕ0 − ϕ),

где C+ — произвольная постоянная. Отсюда найдем значения функции
и ее производной по нормали на отрезке AB оси y = 0:

u(x, 0) = C+Jμ(
√
λ x) sinμϕ0, (5.6.12)

∂u(x, 0)
∂y

= −C+Jμ(
√
λx)

μ

x
cosμϕ0. (5.6.13)
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Приравняв cоотношения (5.6.10) и (5.6.11) с (5.6.12) и (5.6.13),
соответственно, между собой, получим ν = μ,

tg μϕ0 =
Kμ − 1
1+Kμ

. (5.6.14)

Положительные решения уравнения (5.6.14) удовлетворяют уравнению

μn =

(
n− 1

4
+
1
π
arctgKμn

)
π

ϕ0
, n ∈ N ; (5.6.15)

они расположены в интервалах

π

ϕ0
(n− 1/4) < μn <

π

ϕ0
(n− 1/4) + 1

ϕ0
Kμn .

На основании (5.6.15) найдем

C− =
C+ sinμnϕ0
1−Kμn

=
C+(−1)n+1√
2(1+K2μn)

. (5.6.16)

Тогда с учетом (5.6.15) и (5.6.16) решения уравнения (5.6.1), удо-
влетворяющие условиям (5.6.2)–(5.6.5), определяются формулой

un(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

CnJμn(
√
λ(x2 + y2) ) sinμn(ϕ0 − ϕ), y > 0,

Cn(−1)n+1√
2(1+K2μn)

Jμn(
√
λ(x2 − y2) )×

×
((x+ y

x− y

)μn/2 −Kμn

(x− y

x+ y

)μn/2)
, y < 0.

(5.6.17)

Теперь, удовлетворив построенное решение (5.6.17) условию (5.6.7),
найдем относительно спектрального параметра λ уравнение

Jμn(
√
λ l) = 0. (5.6.18)

Из теории бесселевых функций известно, что функция Jν(z) при
ν > −1 имеет только вещественные нули. Тогда, обозначая через αnm

m-й корень уравнения (5.6.18), получим собственные значения

λnm = (αnm/l)
2, n = 1, 2, ... , m = 1, 2, ... , (5.6.19)

а из формулы (5.6.17) — соответствующие собственные функции за-
дачи Mλ:

unm(x, y) = CnmJμn

(√
λnm(x2 + y2)

)
sin(μn(ϕ0 − ϕ)), y > 0,

(5.6.20)
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unm(x, y) =
Cnm(−1)n+1√
2(1+K2μn)

Jμn

(√
λnm(x2 − y2)

)
×

×
((x+ y

x− y

)μn/2 −Kμn

(x− y

x+ y

)μn/2)
, y < 0. (5.6.21)

Предварительно докажем утверждения, на которые будем опираться
при построении решения задачи (5.6.2)–(5.6.6).

Лемма 5.6.1. Система функций {Φn(ϕ)} =
{
sinμn(ϕ0 − ϕ)

}∞
n=1

образует базис в L2(0,ϕ0).
Дока з а т е л ь с т в о. Следуя работе [142], рассмотрим систему

функций: Φn(α) = sinχnα, n = 1, 2, ..., χn = μn
ϕ0
π
, α =

π(ϕ0 − ϕ)

ϕ0
∈

∈ [0,π]. Пусть мы имеем разложение некоторой функции f(α) ∈ L2[0,π]
по заданной системе функций,

f(α) =

∞∑
n=1

Cn sinχnα =

∞∑
n=1

CnΦn(α), 0 � α � π. (5.6.22)

Обозначим через hn(α) биортогональную систему к системе синусов{
sin (n− 1/4)α)}∞

n=1. Умножим равенство (5.6.22) на hk(α) и проинте-
грируем от 0 до π. Тогда имеем

π∫

0

f(α)hk(α) dα = fk =

π∫

0

∞∑
n=1

CnΦn(α)hk(α) dα. (5.6.23)

Равенство (5.6.23) перепишем в следующем виде:

fk = Ck +

∞∑
n=1

Cn

π∫

0

Φn(α)hk(α) dα − Ck =

= Ck +

∞∑
n=1

Cn

π∫

0

Φn(α)hk(α) dα −
∞∑
n=1

Cn

π∫

0

sin ((n− 1/4)α)hk(α) dα

или

fk = Ck +

∞∑
n=1

Cnakn, (5.6.24)

где

akn =

π∫

0

(Φn(α)− sin ((n− 1/4)α)) hk(α) dα,

akn =

π∫

0

In(α)hk(α) dα,

In(α) = Φn(α)− sin ((n− 1/4)α). (5.6.25)
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На основании неравенства Коши–Буняковского оценим двойной ряд

∞∑
n,k=1

a2kn =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

( π∫

0

In(α)hk(α) dα

)2
�

∞∑
n=1

π∫

0

I2n(α) dα

∞∑
k=1

π∫

0

h2k(α) dα.

(5.6.26)
В силу теоремы 2.6.1 система синусов

{
sin ((n− 1/4)α)}∞

n=1 образует
базис в L2[0,π], поэтому для любой функции g(α) из L2[0,π] справед-
лива оценка

∞∑
k=1

(g,hk)2 �M‖g‖2L2, M = const > 0. (5.6.27)

Тогда из оценок (5.6.26) и (5.6.27) следует, что

∞∑
n,k=1

a2kn �M

∞∑
n=1

π∫

0

I2n(α) dα. (5.6.28)

Теперь оценим коэффициенты ряда из правой части (5.6.28):

I2n = [sinχnα− sin ((n− 1/4)α)]2 � [2 sin (χnα− (n− 1/4)α)/2]2 �
� |χnα− (n− 1/4)α|2 � |tg (χnα− (n− 1/4)α)|2 �

� K2χnπ/ϕ0 � K2(n−1/4)π/ϕ0 . (5.6.29)

Подставляя оценку (5.6.29) в (5.6.28), имеем

∞∑
n,k=1

a2nk �Mπ

∞∑
n=0

K2(n+3/4)π/ϕ0 =MπK3π/2ϕ0(1−K2π/ϕ0)−1.

(5.6.30)
Из (5.6.30) следует, что если число k достаточно близко к единице,

то
∞∑

k,n=1

a2kn < 1, и поэтому бесконечная система уравнений (5.6.24)

однозначно разрешима относительно Ck, причем

∞∑
k=1

C2k <∞. (5.6.31)

Докажем теперь сходимость ряда (5.6.22) в L2(0,π). Для этого,
используя равенство (5.6.25), представим данный ряд в виде

∞∑
n=1

CnΦn(α) =

∞∑
n=1

Cn sin ((n− 1/4)α) +
∞∑
n=1

CnIn(α). (5.6.32)
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Первый ряд в правой части (5.6.32) сходится в L2(0,π) в силу тео-
ремы 2.6.1 о базисности системы синусов. Второй ряд исследуем по
критерию Коши, используя оценку (5.6.29):

π∫

0

(
m+N∑
n=m

CnIn(α)

)2
dα �

m+N∑
n=m

C2n

m+N∑
n=m

π∫

0

I2n(α) dα �

�
m+N∑
n=m

C2n

m+N∑
n=m

πK2(n−1/4)π/ϕ0 .

Из полученного неравенства следует, что при k, достаточно близком
к единице, ряд (5.6.32), а следовательно и ряд (5.6.22), сходятся
в L2(0,π).
Ряд (5.6.22) сходится к функции f(α), так как если равен-

ство (5.6.22) умножить на hk(α) и проинтегрировать по сегменту [0,π],
то получим с учетом (5.6.24) значение fk. В силу полноты системы
hk(α) в L2(0,π) получаем, что ряд (5.6.24) сходится к функции f(α).

Лемма 5.6.2. Пусть функция f(α) ∈ Cβ [0,π], 0 < β � 1; тогда
ряд (5.6.22) равномерно сходится к функции f(α) на [0,π].

Дока з а т е л ь с т во . Используя равенство (5.6.24), запишем
ряд (5.6.22) в следующем виде:

∞∑
k=1

CkΦk(α) =

∞∑
k=1

fkΦk(α)−
∞∑
k=1

Φk(α)

∞∑
n=1

Cnakn.

Оценим теперь ряд

∞∑
k=1

Φ2k(α) =
∞∑
n=1

[
sin
((
n− 1

4
+
1
π
arctgKμn

) π
ϕ0

(ϕ0 − ϕ)
)]2

�

�
∞∑
n=1

((
n− 1

4
+
1
π
arctgKμn

) π
ϕ0

(ϕ0 − ϕ)
)2

�

�
∞∑
n=1

((
n− 1

4
+
1
π
arctgKμn

)
π
)2

�
∞∑
n=1

(
nπ − π

4
+ arctgKμn

)2
�

�
∞∑
n=1

(nπ + arctgKμn)
2 �

∞∑
n=1

[
tg (nπ + arctgKμn)

]2 � ∞∑
n=1

K2μn .

Из этой оценки и следует равномерная сходимость ряда
∞∑

k=1

Φ2k(α).

Учитывая, что
∞∑

k=1

f 2k � M ||f ||2L2 , а ряд
∞∑

k=1

aknCn cходится, получим,

что ряд (5.6.22) равномерно сходится на [0,π].
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Замечание 5.6.1. Отметим, что леммы 5.6.1 и 5.6.2 доказаны при
условии, когда число k достаточно близко к единице. Это ограничение
вызвано однозначной разрешимостью системы (5.6.21) в простран-
стве l2. Но в силу полной непрерывности оператора, порождаемого
матрицей akn, в l2 однозначная разрешимость системы (5.6.24) при
любом k ∈ (0, 1) следует единственность решения задачи M для урав-
нения (5.6.1) при λ = 0 для таких k.
Теперь рассмотрим задачу (5.6.2)–(5.6.6). Решение этой задачи при

λ �= λnm в области D+ будем искать в виде ряда

u(x, y) =
∞∑
n=1

CnJμn(
√
λ r)

Jμn(
√
λ l)

sinμn(ϕ0 − ϕ). (5.6.33)

Удовлетворяя ряд (5.6.33) с неизвестными коэффициентами Cn усло-
вию (5.6.6), получим

∞∑
n=1

Cn sinμn(ϕ0 − ϕ) = f(ϕ), 0 � ϕ � ϕ0. (5.6.34)

Здесь мы имеем разложение функции f(ϕ) по системе {sinμn(ϕ− ϕ0)}
и согласно лемме 5.6.1 коэффициенты Cn этого разложения определя-
ются из системы уравнений (5.6.24). Подставляя их в формулу (5.6.17),
получим решение задачи M

u(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
n=1

CnJμn(
√
λ(x2 + y2 ))

Jμn(
√
λ l)

sin (μn(ϕ0 − ϕ)) , y > 0,

∞∑
n=1

(−1)nCnJμn(
√
λ(x2 − y2 ))√

2(1+K2μ)Jμn(
√
λ l)

×

×
((x+ y

x− y

)μn/2 −Kμn

(x− y

x+ y

)μn/2)
, y < 0.

(5.6.35)
На основании асимптотической формулы (2.8.24) аналогично § 2.8

можно показать, что ряд (5.6.35) удовлетворяет условиям (5.6.2)
и (5.6.3).
Следовательно, справедлива следующая теорема.

Теорема 5.6.1. Если функция f(ϕ) ∈ Cβ [0,ϕ0], 0 < β � 1, f(ϕ0) =
= 0, λ �= λnm, то решение обобщенной задачи (5.6.2)–(5.6.6) суще-
ствует и оно определяется рядом (5.6.35).
Теперь рассмотрим обобщенную задачу Трикоми для уравне-

ния (5.6.1) в более сложной области Ω, чем D. Эллиптическая часть Ω+

этой области при y > 0 ограничена полуокружностью Γ0 с центром
в точке A(0, 0): r = l, 0 � ϕ � π. Гиперболическая часть Ω−

1 при y < 0,
x > 0 ограничена характеристикой BCk (x − y = l) и отрезком ACk

(y + kx = 0), гиперболическая часть Ω−
2 при y < 0, x < 0 ограничена
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характеристикой PEk (x + y = −l), и отрезком AEk (y − kx = 0), где
0 < k < 1, B(l, 0), P (−l, 0).

Задача M0. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям

u(x, y) ∈ C(Ω) ∩C1(Ω) ∩ C2(Ω+ ∪ Ω−
1 ∪Ω−

2 ); (5.6.36)

Lu(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω+ ∪ Ω−
1 ∪Ω−

2 ; (5.6.37)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ AEk; (5.6.38)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ACk; (5.6.39)

u(x, y)|Γ0 = f(ϕ), 0 � ϕ � π, (5.6.40)

f(ϕ) — заданная достаточно гладкая функция.
Предварительно изучим спектральную задачу, соответствующую

задаче M0, у которой в условии (5.6.40) функция f(ϕ) ≡ 0.
Аналогично изложенному выше строятся решения уравне-

ния (5.6.1), удовлетворяющие условиям (5.6.36)–(5.6.39), которые
имеют вид

un(x, y) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Cn

√
2(1+K2μn)Jμn(

√
λ(x2 + y2) ) sin (μnϕ+ π/4− arctgKμn),

(x, y) ∈ Ω+,

CnJμn(
√
λ(x2 − y2) )

((x+ y

x− y

)μn/2 −Kμn

(x− y

x+ y

)μn/2)
,

(x, y) ∈ Ω−
1 ,

(−1)n+1CnJμn(
√
λ(x2 − y2) )

((x− y

x+ y

)μn/2 −Kμn

(x+ y

x− y

)μn/2)
,

(x, y) ∈ Ω−
2 ,

(5.6.41)
где μn определяются как положительные решения уравнения

tg (μπ + π/4− arctgKμ) =
1−Kμ

1+Kμ
,

которые удовлетворяют равенству

μn = n− 1
2
+
2
π
arctgKμn , n ∈ N , (5.6.42)

и расположены в интервалах

n− 1
2
< μn < n− 1

2
+
2
π
Kμn .

Удовлетворяя решения (5.6.41) граничному условию (5.6.40) при
f(ϕ) = 0, получим относительно параметра λ уравнение (5.6.18), где μn

находятся по формуле (5.6.42). Тогда, обозначая снова m-й корень
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уравнения (5.6.18) через αnm, находим собственные значения по ра-
венству (5.6.19), а соответствующие собственные функции — по фор-
муле (5.6.41):

unm(x, y) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Cn

√
2(1+K2μn) Jμn(

√
λnm(x2 + y2) )×

× sin(μnϕ+ π/4− arctgKμn),
(x, y) ∈ Ω+,

CnJμn(
√
λnm(x2 − y2) )

((x+ y

x− y

)μn/2 −Kμn

(x− y

x+ y

)μn/2)
,

(x, y) ∈ Ω−
1 ,

(−1)n+1CnJμn(
√
λnm(x2 − y2) )×

×
((x− y

x+ y

)μn/2 −Kμn

(x+ y

x− y

)μn/2)
,

(x, y) ∈ Ω−
2 ,

(5.6.43)

Теперь вернемся к задаче (5.6.36)–(5.6.40). Рассуждая аналогично
изложенному выше, построим решение u(x, y) задачи M0 при λ �= λnm :

u(x, y) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
n=1

CnJμn(
√
λnm(x2 + y2) )

Jμn(
√
λ l)

sin(μnϕ+ π/4− arctgKμn),

(x, y) ∈ Ω+,

∞∑
n=1

CnJμn(
√
λnm(x2 − y2) )√

2(1+K2μn) Jμn(
√
λ l)

((x+ y

x− y

)μn/2 −Kμn

(x− y

x+ y

)μn/2)
,

(x, y) ∈ Ω−
1 ,

∞∑
n=1

(−1)n+1CnJμn(
√
λnm(x2 − y2) )√

2(1+K2μn)Jμn(
√
λ l)

×

×
((x− y

x+ y

)μn/2 −Kμn

(x+ y

x− y

)μn/2)
,

(x, y) ∈ Ω−
2 ,

(5.6.44)

где Cn есть коэффициенты разложения функции f(ϕ) по системе
функций

{
Φn(ϕ) = sin (μnϕ+ π/4− arctgKμn)

}∞
n=1 и определяются из
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системы уравнений

fk = Ck +

∞∑
n=1

Cnakn,

где

fk =

π∫

0

f(ϕ)hk(ϕ) dϕ,

akn =

π∫

0

( 1√
2
Φn(ϕ)− sin((n− 1/2)ϕ+ π/4)

)
hk(ϕ) dϕ,

{hk(ϕ)} — биортогональная система к системе синусов
{
sin ((n −

− 1/2)ϕ + π/4)
}∞
n=1, которая определяется по формуле (2.6.63) при

β = 1, γ = π/2.

Теорема 5.6.2. Если f(ϕ) ∈ Cβ [0,π], 0 < β � 1, λ �= λnm, то
существует решение задачи (5.6.36)–(5.6.40) и оно определяется
рядами (5.6.44).



Заключение

Таким образом, в данной монографии на основе изучения качествен-
ных и спектральных свойств решений уравнений смешанного типа
получены новые теоремы единственности и существования для задач
Трикоми, Франкля и обобщенной задачи Трикоми и начата разработка
спектральной теории уравнений смешанного типа.
Здесь автору хотелось бы обратить внимание на нерешенные

задачи.
1. Прежде всего остается не до конца решенной задача о располо-

жении спектра задачи Трикоми для уравнений смешанного эллиптико-
гиперболического типа. В § 2.5 рассматривается бипараметрическое
уравнение (2.5.1), т. е. уравнение вида

(sgn y)|y|nuxx + uyy − λ|y|nu = 0, (∗)
где n = const � 0,

λ =

{
λ1, y > 0
λ2, y < 0,

λ1 и λ2 — заданные числовые, вообще говоря, комплексные параметры,
в области D, ограниченной гладкой кривой Γ, лежащей в полуплоско-
сти y > 0 с концами в точках A(0, 0) и B(l, 0), l > 0, а при y < 0 —
характеристиками AC и CB (см. (2.5.2)) уравнения (∗), и установлены
теоремы единственности решения задачи T. При этом, когда λ2 < 0
и λ1 + λ2 � −p(p1), остался открытым вопрос о единственности реше-
ния задачи Т. Может быть, здесь по аналогии с результатами § 2.4
имеет место эффект влияния гиперболической части на единственность
решения задачи Т, а именно: при λ1 � 0, что в области эллиптичности
обеспечивает справедливость принципа экстремума, найдется такое
значение λ2 < 0, при котором однородная задача Т имеет ненулевое
решение.
При λ1 = λ2 = λ и λ1 = λ, λ2 = −λ найдены множества (2.5.27)

и (2.5.28) при n = 0, а (2.5.47) и (2.5.48) при n > 0, которые не
содержат спектра задачи Т. При этом не выяснен вопрос о том, будут
ли точки спектра находиться в параболе Карлемана по аналогии с эл-
липтическими операторами второго порядка, т.е. существует ли такая
кривая на комплексной плоскости (λ), разделяющая эту плоскость на
части, в каждой из которых либо содержатся точки спектра задачи Tλ,
либо их там нет.

2. Следующая проблема, требующая внимания, это задача Tλ
(см. § 2.7), которая сведена к новой нелокальной эллиптической зада-
че (2.7.2)–(2.7.4) и (2.7.7) при n = 0 и задаче (2.7.2)–(2.7.4) и (2.7.46)
при n > 0. Каждая из этих задач решена только в случае, когда
эллиптическая часть D+ области D представляет собой сектор с цен-
тром в точке A(0, 0). В общем виде, т.е. когда кривая Γ является
произвольной из класса Ляпунова, они не исследованы. В этом случае
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следует отметить, что на основании результатов [5, 37, 104, 201, 210]
задача Т для уравнения (2.7.1), т. е.: для уравнения

K(y)uxx + uyy + λK(y)u = 0, (∗∗)
где K(y) = (sgn y)|y|n, n = const > 0, λ — комплексный параметр, при
некоторых ограничениях на подход кривой Γ к оси y = 0 и длину l
линии изменения типа, — задача эквивалентно редуцируется к разре-
шимости интегрального уравнения Фредгольма второго рода. Теперь,
пользуясь теорией Фредгольма, можно утверждать, что множество соб-
ственных значений задачи Tλ не более чем счетно; точкой их сгущения
может быть только бесконечно удаленная точка комплексной плоско-
сти (λ). Но из этой теории не следует решение задачи о расположении
спектра задачи Tλ. Поэтому желательно исследовать указанные выше
нелокальные эллиптические спектральные задачи другими методами.

3. Задача Франкля из главы 4 в силу граничного условия (4.1.6)
является нелокальной, в отличие от задач T и M. По видимому, из-за
этого до сих пор не выяснен вопрос: имеет ли место принцип экс-
тремума задачи Франкля для уравнения (4.1.1) аналогично задаче Т.
Здесь можно отметить только работу [122], где при достаточно ма-
лой длине отрезка OC (линии изменения типа уравнения) установлен
принцип экстремума. Можно ли снять данное ограничение на длину
отрезка OC?
По аналогии с задачей Трикоми по данной задаче предстоит иссле-

довать те же вопросы, которые мы отметили выше в пп. 1 и 2, т. е. для
уравнения (∗) рассмотреть задачу Франкля и:
1) получить теоремы единственности при разных λ1 и λ2; затем,

в частности, при λ1 = λ2 = λ и λ1 = λ, λ2 = −λ;
2) исследовать задачу Φλ при n > 0: найти собственные значения,

построить соответствующую систему собственных функций, исследо-
вать их на полноту и базисность, построить решение задачи Франкля
для уравнения (∗∗) при n > 0 методом спектральных разложений;
3) выяснить структуру расположения точек спектра задачи Φλ.
4. Как было отмечено выше, обобщенная задача Трикоми (зада-

ча М) является наиболее трудной среди краевых задач для уравнений
смешанного типа и до сих пор; даже для известных уравнений смешан-
ного типа (кроме уравнения Лаврентьева–Бицадзе) не получены теоре-
мы единственности регулярных или обобщенных решений этой задачи
без ограничений (кроме гладкости) на эллиптическую часть границы
области. Поэтому предлагается установить результат теоремы 5.2.1 при
условии, что Γ — произвольная кривая из класса Ляпунова, т. е. без
условия, что на ней отсутствуют точки, при переходе которых n1(s)
меняет знак, а n2(s) = 1.
Не исследована задача Mλ для уравнения (∗∗) при n > 0. Здесь

так же, как в случае задачи Tλ, предстоит ответить на вопросы,
поставленные выше в пп. 1 и 2.
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