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СУЗ БОШИ
■ • " ">■ ■

. Ушбу китоб «Узбёкистон» нашриётида чоп этилган «Олий 
математика асослари», 1-томининг даноми булиб. олий матема- 
тиканинг аинкмас ва аник, интеграллар, куп узгарувчили функ- 
циялар ва уларнинг дифференциал \исоби, сонли ва функционал 
каторлар мавзуларини хамда оддий дифференциал тенгламалар 
курсини уз ичига олади.

Бу китобни ёзишда х,ам асосий тушунчалар х,амда тасдикларни 
содда, равон. баён эдилишига, айни пайтда математик катъийликни 
саклашга эътиборни даратдик.

Куп узгарувчили функцияларга дойр бобларни ёзишда,  даст- 
аввал икки узгарувчили функциялар келтирилди. Унда бир уз ­
гарувчили функциялардаги мос маълумотлардан фойдаланиш 
билан бир каторда улар орасидаги ухщашлик ва тафовутлар 
курсатила борилди.

Маълумки,  назарий маълумотларни узлаштиришда намуна • 
сифатида келтириладиган. мисол ва масалаларнинг ахамияти катта. 
Айникса бу хол оддий дифференциал тенгламалар назариясида 
яккол куринади.

Укувчи дифференциал тенгламалар курси баёнида хар бир 
мавзу мисол ва масалалар билан таъминланганлигини кузатади. 
Мисол ва масалаларни келтиришда хамда уларни ечиш усулларини 
кур'сатишда, а 15вал содда, куникма хосил килгач мураккаброк, 
мисолларга утиш принципига амал килдик.

Муаллифлар китоб кулёзмасини укиб у ниш сифатинн ' янада 
яхшилаш борасидаги фикр ва мулохазалари учуй Узбекистон 
Фанлар, Академиясининг мухбир аъзолари,  профессорлар III. О. Али­
мов, Н. Ю. Сатимовларга уз миннатдорчиликларини изхор киладилар 
ва китобнинг камчиликларини бартараф этишга оид таклифлари учун 
китобхонларга аввалдан ташаккур билдирадилар.
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1- Б О Б  

АНИДМАС ИНТЕГРАЛ

Куп х,олларда функциянинг хосиласига кура шу функцияни 
то!!н:н м а сала, си н п хал кнлиш лозим булади. Бу эса функцияларни 
интеграллащ тушунчасига олиб келади.

•Ушоу бобда .функЦиянинг аникмас интегралц, унинг хоссалари, 
интеграллаш усуллари хамда интегралларни хисоблаш билан 
шугулланамйз.  -

! -§.  Б О Ш Л А Н Г И Ч  ФУНКЦИЯ.  АН ИКМА С ИНТЕ ГРАЛ  ■ 
ТУШУНЧАСИ

y= = f\x)  функция (а, Ь) интервалда берилган булсин.
1- т а ъ р и ф .  Агар (а, b ) интервалда дифференциалланувчи F (х) 

функциянинг хосиласи берилган f (x)  га тенг булса, яъни
F ' ( x , ) =f ( x )

булса, у х,олда F (х). функция (а, Ь) интервалда f (x) нинг бошлангич  
функцияси дейилади.

М и с о л л ' а р .  1. / ' (.\) — .v" функциянинг ( — сю, + о о )  даги 
йошлангич функцияси

■
булади, чунки -

' F ' { x ) ^ ( f ~ ) = x 2= f { x )  .

2. f ( x ) =  cosx функциянинг бошлангич функцияси /7( . r ) = s i n x  
булади, чунки .

F' (х) =  ( s inx) / == cosx =  / ( х ) .

3. ¡(х)  == д/1 — Щ функциянинг [— 1, 1] ораликдаги бошлангич 
функцияси

булади, чунки

_ _ 2_
;

3 ,

( 1- х )
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Агар i '  (x) функция (а, й) интервалда /  (х) нинг бошланвич функцияси 
булса. у холда F { x )  +  С Кам f ( x)  функцийнинг бошл.ангич функцияси 
буладйу бунда С ^  узгармас сон. Хакикатан хай,,

П х ! . =  /<х) '
булицщдан фойдаланиб

\ F ( x ) + C \ '  =  F ' ( x ) = f ( x ) %

Е(х), +  С функций f i x)  нинг/бошланрич функдияси эканини топамиз.
Л е м м а ,  Агар F{x)  ва «1 > ( v) ф ункциялар (а, Ь) интервалда f (x)  

функциянинг оошлангич функцияси булса, бу F(x)  ва  <!>(л ) 
ф ункциялар бир-биридан узгармас сонга фар к, щилади. ,

И с б.от, F( x )  ва Ф(х)  функцияларнинг хар бири ’/ (х)  динг 
бошлангич функцияси будсин:

F ' ( x ) = f ( x ) ,  
Ф ' (х )  = f ( x ) .

Бу: где н г л и кл а р д а н

булиши келиб чикади. 
Ердамчк

F' (x)  = Ф ' ( х У

ср ( х ) =  Ф ( х ): — F (х ) О,

функцияни караймиз.  . Равшанки, бу функция (а, Ь) интервалда" 
берилтан булиб, V x 6 (а, Ь) да унинг хосилаеи

Ф/ ( х ) = | Ф ( х ) - / ;' (х) ] '  =  Ф/ ( х ) - / - ’/ ( х ) = 0  (2)
буладй.: .

(а, Ь) интервалда йхти'ёрий X ва тайинланган хо нукталарни олиб, 
[хо, х] ёки [х, хо], сегментни караймиз,. Бу ф(хУ функция Лагрйнж 
теоремасининг барча шартларини каноатлантиради.  Л аг р ан ж  теоре- 
масига кура

_ (х —  Хо) (Х0 < С < Х )

буладй. (2) тенгликдан фойдаланиб
ср (х) — ф(хо) = 0,

Я Ы1И

ф (х) ==ф(хо)

булишини тойамиз. Энди ф(хо)==С деб оламиз. Унда (1) тёнгликка 
биноан ф ( х )  — F(x)'  =  С буладй. Бундан ■ '

Ф (х) =  /-'(х) +  С
булиши келиб чик,адй. Бу эса леммани исботлайди.

Юкорида айтилганлардан:
1) (а, Ь) интервалда берилган / (х)  функциянинг бошлангич 

функцйядари чексиз куп булиши,
2) f  (х) функциянинг ихтиёрий иккита бошлангич функцияси бир- 

биридан узгармас сонга фард килиши ке/жб чикади.



Демак,  F(x)  фукнция f ( x )  нинг (a, h ) интервалдаги бошланрич 
функцияси булса, F( x ) - \ - C  (бунда С —  ихтиёрий узгармас сон) 
куринишидаги х,ар бир функция хам / (х) 'нинг бошланрич функцияси 
булиб, улар {F(x). +  C’} тупламни ташкил этади.

2- т а ъ р и ф. f ( x )  функциянинг (а, Ь) интервалдаги барча 
бошланрич ф унщ и яла р и д а н  иборат туплам унинг анищмис интегра­
лы дейилади ва \ ^f (x)dx каби белгиланиб,

 ̂f  (х) dx  == F ( х ) С } (С — const)

куринишда ёзилади. Бунда $ — интеграл бёлгиси, f (х) интеграл 
остидаги функция, f ( x)  dx  эса интеграл остидаги ифода дейилади.

М и с о л л а р. 1 • Ушбу
 ̂ x'°dx

аникмас ■интегрални топинг. Бу аиикмас интеграл : ну к дай функция- 
ки (аникроги шундай функциялар тупламики) бу функциянинг 
х,осиласи (тупламдаги х,ар бир функциянинг х,осиласи) интеграл 
остидаги функция х 10 га тенг. Равшанки, агар

х11

булса, унда

булади. Демак,  аникмас интеграл таърифига кура 

\ к dx- - .. +  С. (С — const) .

2. Ушбу
 ̂с * '* í/.v

аиикмас интегрални топинг. Куйидаги F (х) =  ~ е3х функция учун 

Г  (х) — е:)х̂ у = ~  e h  3,== е3х булади. Демак,

е3х+ С  .

Кейинчалик, аникмас интеграл ибораси урнига, кискача,  интеграл 
сучи ни х,ам ишлатамиз.

Купинча Fi x)  функция f ( x)  нинг боШлангич функцияси буладиган 
(</, 1>) интервал курсатилмайди. Бундай х,олда оралик сифатида f (x)  
(функциянинг аникланнш соха си тушунилади.

Одатда,  функциянинг х,осиласига кура унинг узини топиш, яъни 
функциянинг аникмас интегралини топиш интеграллаил дейилади.

Дсмак,  функцияларни интеграллаш амали дифференциаллаш 
; iM.-i.il и га нисбатан тескари амал экан.
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2- §. АНИК.МАС ИНТЕГРАЛНИНГ АСОСИЙ 
ХОССАЛАРИ

Куйида аникмас интегралнинг хоссаларини келтирамиз.
1°. f ( x)  функциянинг аникмас интеграли \ f ( x ) dx  нинг хосиласи 

f ( x)  га, дифференциали эса f ( x ) d x  га тенг:

( \j f ( x ) d x ) '  =  f ( x ) ,  d  ( ^ f ( x ) dx )  = f ( x )  dx  .

И с б о т .  Айтайлик, F(x)  ф у н кц и я /(x)  нинг бошлангцч функцияси 
булсин:

F' (x)  ■=/(•'•).

^ f ( x ) dx==F( x )  - f C  (С — const) 

булади. Шуни эътиборга олиб топамиз:

( \ f ( x ) d x y = ( F ( x ) + c i T. =  F ' ( x ) = H x )  .

d(  ^ f ( x ) dx )  = d [ F ( x ) +  C] =  dF( x )  =  F'  ( x ) d x = f ( x ) d x  .

Бу эса 1 ° - хоссани исботлайди.
.2°. Функция дифференциалининг аникмас интеграли шу функ­

ция билан узгармас сон йигиндисига тенг:

J c i F ( x ) = / ;' ( x ) + C .

И с б о т .  F(x)  функция f ( x)  нинг бошлангич функцияси булсин: 
/•'(.v) — ¡(х) .  У х,олда.

^ f ( x ) d x  =  F ( x ) + С  (3)

булади. Агар \>f ( x ) d x = ^ F ' ( x ) d x = \ j dF( x)  (4)

эканини эътиборга олсак, (3) ва (4) тенгликлардан

J d F ( x ) = F ( x ) - r C

булиши келиб чикади.
3°. Узгармас сонни интеграл белгиси остидан чикариш мумкин:

 ̂ k f ( x ) d x  — k   ̂ f ( x ) d x  (k — узгармас сон, k=/= 0).

И с б о т .  Фараз  килайлик, F (х) функция f ( x)  нинг бошлангич 
функцияси булсин: F ' ( x ) = f ( x ) .  Унда

 ̂ f ( x ) d x  =  F( x )  +  С
булиб,

к J j ( x ) d x  =  k F ( x ) + C \  ( С\ = к С )  (5)

булади. Рав ш ан ки , k F (х)  функция kf  (x) нинг бошлангич функцияси 
булади, чунки

(kF ( х ) ) '  — kF' ( x )  = k f ( x ) .



Демак,
 ̂ kf  ( x ) d x - k F ( x )  - f C i  . (6)

Натижада ,  (5) ва (6) муносабатларга кура
 ̂ k f ( x ) d x —-k  ̂ f ( x ) d x

булишини топамиз.
4°. Икки функция алгебраик йигиндисининг аникмас нитеграли 

шу функциялар аникмас интегралларининг. алгебраик йигиндисига 
тенг:

$ [f (x) ± g { x ) ] d x  =  \j f ( x ) d x ±  ^ g { x ) d x .

И с б о т. Айтайлик, F (х) функция f  (x) нинг, G (х) функция эса g(x)  
нинг бошлангич функцияси булсин:

F ' ( x ) = f ( x ) ,  G ' { x ) = g ( x ) .
Унда

 ̂ f ( x ) d x  =  F( x )  +  Ci,  ̂ g { x ) d x — G (х) + С г
булиб,

\ / ( x ) d x ±   ̂ g  (х) dx =  [F(x)  ±  G (х)] -f- (Ci ±  Сг) (7)
булади.

Равшанки,  F { x ) ± G ( x )  функция f ( x ) ± g ( x )  нинг бошлангич 
функцияси булади, чунки

[/•"(х) ±  G(x)] '  — F' ( x)  ± G ' ( x )  =r=:f ( x j  d z g ( x )  .
Демак,

J [/ (х) ±  g  (х) ]dx =  F (х) ±  G (х) +  С  . (8)

(7) ва (8) муносабатлардан

 ̂ [f (x) ± g { x ) ] d x =   ̂ f ( х ) dx  +   ̂ g ( x ) d x ".
булиши келиб чикади.

М и  с о л .  Ушбу J ( 3x2 +  2e3*)dx

интегрални хисобланг.
Интегралнинг 3°- ва 4°- хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

 ̂(Зх2 -\-2е3х) d x =   ̂ 3x2dx-{-  ̂ 2e3xd x  =

— 3 [ x 2dx +  2$ e3xdx =  3 - 4 - + $ - e 3x- ~ + C = = x 3+ ~ e 3x+ C  .
J  о о  о

3-§.  АНИКМАС ИНТЕГРАЛЛАР Ж АД ВАЛ И.
МИСОЛЛАР.

Ушбу параграфда кейинчалик куп фойдаланиладиган интеграл­
ларни келтирамиз.

1°. ^ 0 - d x = C ,  С — const;



3°.

4°.

5°-

6° .

7°.

8°.

9°.

10.°

11°.

12°.

13°.

14°.

15°.

х Ых - 

1 (1х-
х

1

м-~Ь1
йх

1 + ^

1

йх

V* ^с1х

1п|х| + С  (х¥=0)

агсtg x - \ -C  ;

а г с з т х +  С ;

■1+ ^  
йх

' л ] \ - х 2

а'йх-- 

ътхйх-

\_
1п а

а х-\-С ( а > 0 , а ф \ )  ;

-СОЗХ+ С ;

создал: =  з т * - | -  С

-йх- йх

С052Х
й х -

соэ2х

— сйдх +  С ; 

‘ С  :

&\\хйх =  с \ \ х С  ; 

ёя х й х = ? \\х - \ -С  ;

ш ц1 йх

х 2 +  а 2 

йх
х 2 +  а2

—агсйд— +  С (а =£ 0)

д/ а2 — л
= а г с з т —'-|-С

Бу ннгсграллардан бирининг, масалан
¿X 1 ,— а г с ^

х2 +  а2
С (9)

нинг тугрилигини курсатамиз.  Бунинг учун тенгликнинг унг 
томонидаги функциянинг х,осиласини адсоблаймиз:!

( ±  агс18 ;'. +  с )  -

( т ) ' -т
Натиж ад а (9) тенгликнинг чап томонидаги интеграл остидаги 

функция досил булди. Демак,  (9) тенглик уринли.
Юкорида келтирилган 1° — 15° формулалар жадвал интегралла- 

ри дейилади.



Аннкмае интегралнинг 3° — 4°-хоссаларидан хамда интеграл - 
л ар жадвалидан фойдаланиб,  интегралларни бевосита чисоблаш 
мумкин.

М и  с о л л  а р. 1. Ушбу

 ̂ ( I — sirix~г 2х )(1х

интегрални х;исобланг.

 ̂ (1 -\~s'mx-\-2x)d x  —  ̂ 1 -dx-\-  ̂s inxdx +

-(-  ̂ 2xd x  — x  — cosx  +  I С .

2. Ушбу

\ dx J

интегрални хисобланг. Интеграл остидаги функцияни
о 3 1 - I

X -f-JC-f- 1
V х

куринишда ёзиб оламиз. Натижада:
9 ^

X  + * +  1 ̂ х ^-T— dx==  ̂ (х2+ х 2+ х  2) dx  =

3 i I Т  +  1 ■ т  +  |- — т + |

[ x "dx j [ x  ' dx !•  ̂X ' dx — \ f  - -------- 1-----— ----- i С =
J J J -— 4-1 f 1 -------- h i2 2 ; 2 ■ . '

_5_ V 3 ..  ̂ (

+  ^  +  2 -хт + С  =  2 ^ ( | -  + | + i ) + C .
5

3. Ушбу

интегрални хисобланг. 
Интеграл остидаги

h dx
2 2 Sin X  • CO.S X

• 2  2 s m “x  • c o s  X

функцияни sin2x +  cos2x =  1 айниятдан фойдаланиб

куринишда ёзиб оламиз. Натижада:

í :>dx dX.; — - ~ - = . t g X  — c t g X + C .
j  SIM“*  • COS Л J COS JC J Sin X



4. Ушбу
^ х д /хй?х

интегрални хнсоблаиг.
Интеграл остидаги функциями

1. . ' , +i  . "+|
X д/х = х - х п — X х "

куринишда ёзиб, сунг 3°-формуладан фойдаланиб топамиз:
, П+1 '

; л +L . - - + 1 
Jx д/х с/х — ^х " dx =  * _ !------- [- С ==

п ~̂~
v'"' ; ' 2л+1 ' ' ',. ..
п — - а 2 п Г  I г*'-

=  2п +  1 * +  6 ^  ~2И г Т  Х Vх +  С ■

4- §„ И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш  УСУЛЛАРИ

Берилган функциянинг бошлангич функциясини топишда, яъни 
аникмас интегралини хиеоблашда турли усуллар мавжуд. Куйида 
узгарувчини алмаштириш х,амда булакЛаб интеграллаш усуллари- 
ни келтирамиз.

1°. У з  г а  р у  в ч и н  и а л м а ш т и р и ш  у с у л и. F (х) функция 
f i x ) нинг бошлангич функцияси булсин:

Р ( х ) = / ( х ) .  (10)

\f (х) dx  =  F (х) | С 
булади. Энди х узгарувчи

х =  ср (/)
муносабат ёрдамида t узгарувчи била и богланган булсин, бунда ср(/) 
узлуксиз ф (t) хоси.тага эга булган функция.

Л е м м а .  Ушбу

' | | | ; ( 0 ). .ф/ (0 ^  =  /Г(ф (0 ) + С

муносабат уринли.
И с б о т .  Бу тенгл.икнинг унг томонида турган F (ц> ( / ) ) + С  

функциянинг хоеиласинн топамиз:

( / ’(ф(/>) +  С ) '  =  (/=•(<( (/) ) '  =  / ' (ч (/>)
( 10) тенгликка к у р а ,

) - Ф' (/) -=/ ' (ф (0  ) -Ф' ( t ) .
Демак,  /г(ф( / ) )  функция ¡(<((1) ) • ((.'(/) нинг бошлангич функцияси 

булади:
 ̂ / " I  1/1 ! ' (’(/ i dt  •” /' I (/! i + C  .

Лемма исбот булди.



■Леммата кура ^(х)с?хинтегрални хисоблаш \ / ( ф ( / )  )<р'(/)<// йнтёг.- 
рални хисоблашга келар экан:

■  ̂ ¡ ' ( х )й х =  ^ / ( ф ( / ) ) ф ' ( 0 <  ̂ ( П )

( 11) формула аникмас интегралда узгарувчини алмаштириш  
формуласи  дейилади.

М и с о л л а р. 1. Ушбу
 ̂ (2 +  Зх) 100йх

интегрални хисобланг.
Бу интегралда узгарувчи х ни 2-\-Зx  — t тарзида алмаштирамиз.

I_2 1
Бунда х =  б^либ, йх — ~~<И булади. Натижада :

О О

 ̂(2-\-Зх)  |00с /х =  ^ 10° |  ^
Л  01 ,

С ~ ^ 7 п  (2 +  Зх) 101 +  С .3 101 1 303
2, Ушбу

йх
[ ■ ' Ш 2- ( « > 0 )

\ а — х

интегрални хисобланг.
Бу интегралда х = л ! ( И  алмаштириш бажариб,  уни хисоблаймиз. 

Равшанки,  й х — л[асИ. Натижада

Г йх _ Г .уй Л _ Г \fadt

'  д / а  — х2 '  д / а — ( д /а  г) 2 V “  V 1 —

=   ̂ =  агс8ш/4~ С =?=. агс&ш - 4 = ф С  •■ ' V?
3. Ушбу

агс^* _
1 +  х2

интегрални хисобланг.
Бу интегралда а г ^ х  =  / алмаштириш бажарамиз .  Унда

с1 (агс {р х ) = с11=>— —̂—(1х =  сИ 
1 + х

булиб, натижада

1 -I- X -.

4. Ушбу
йх

интегрални хисобланг.

12



Авра'ло — iy - =  \ -^-tg2x  эканини эътиборга олиб, берилган интёг-
COS X

рални
S dx Г 1 dx Г . . : , 9 '■} dx

- И г -  \ — i-----------т -=  \ ( l + t g “x ) ------
COS X . J COS X  COS X J  COS I

куринишда ёзиб оламиз. Сунг tgx  — t  алмаштириш бажарамиз.  
Иатижал а — l-^—dx  — dt булиб,

COS X

S (1+tg2x)TSr== S \dt i- Ydi=
=  t + ^ + c =  t g % f f + c

булади. Демак,

( - 4 - = ^ + - ^ + ^j  COS X 0

2°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с  у л и.
Фараз  килайлик, а =  и(х)  ва v =  v{x)  функциялар берилган 

булиб, улар узлуксиз и' (х)  ва и' (х)  хосилаларга эга булсин. Икки 
функция купайтмасининг дифференциал пни топиш коидасига кура

d ( u - v ) ~ u - d v - \ - v - d u

булади. Кейинги тенгликдан

u - d v = d { u - v )  — у -du

булиши келиб чик,ади. Равшанки,

\ и ■ dv — \ [d(u • и ) — u- du \ .

Аникмас интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

 ̂ и • dv  =   ̂ \d (и ■ о) — v d u ]=  ^ d ( u - v )  —  ̂ i'd и —

— и - v —  ̂ u - d u  .
Н атиж ада  ушбу

jj udv =  u v — Л vdu ■ ( 12)

формулага келамиз. ( 12) формула булаклаб  интеграллаш формула- 
си дей йлади . .

Булаклаб интеграллаш формуласи \udv  интегрални хисоблашни 
\vdu  интегралнц хисоблашга келтир,ади. Бу формуладан фойдала- 
ниш учун интеграл остидаги ифода и хамда dv  лар купайтмаси 
куринишида ёзиб олинади,

М и с о л л а р .  1. Ушбу
 ̂ xexdx  .

интегрални хисобданг.
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Интеграл ости да ги ифода хё* -ни и==х, (1и =  ехс1х лар  купайтмаси 
деб оламиз. У холда ¿ й  — йх, и =  \ехйх =  ех; булади. Булаклаб 
интеграллаш формуласидан фойдаланиб топамиз:

 ̂ хех(1х =  хех —  ̂ ехй х = хех — ех+  С — (х — 1■;■) ех +  С .

Э  с, л а т  м а. А гар  ^ хелйх и н т е г р а л д а и =  е*ъ, ИЪ =  ХЛХ'$&6 олинадиган  б у л с а , ;унда 

■х2
4и  — ехс1х, 0 = - - -  булиб, б у л а к л а б  и н тег р ал ла ш  ф о р м у л а с и г а  к^.ра-;

^■хехи х — - ^ е х— - - ^ л 2ехйх

б улади .  Буидаи  куринадики ,  кар а л а ё т га н .  интегрални х и с д б ла ш  ун д ан  мураккаброк , 
^ х2ехс1х и н т е г р а л н и ' х и с о б л а ш г а  келади .

Д е м а к .  б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и д а н  ф о й д а л а н и ш д а  и в а с1Ь л ар н и  
таил  а ш мухимдир. < ■■ < '.

2. Ушбу ' г .
V хът хйх

интегрални хисобланг.
Бу холда и =  х, <¿1̂ =  деб оламиз. Натижада

(1и -=йх, у —   ̂ &'тхйх— — созх
булиб, ( 12) формула га кура:

 ̂ хъ'тхйх — — агсобх+  ̂ с о б х ^ х = - “ хсозх +  з т х + с

3. Ушбу г ? ,  ,\ х  \nxax

интегрални хисобланг.
Бу интегралда и — \пх, ( ¿ а = х 2й!х деб оламиз. У холда

1 'Г3 ' '(1и — с1х. V ==тШ' булиб, ( 12) формул ага кура
х  3 -л И '

^х2\п хс{х = -^ ; -  !пх— Ц |  (1 х~  ^  IГ1-V — с .

4. Ушбу т
у атс{%хс1х

интегрални хисобланг.
Агар и — агс!^х. йи--=йх дейилса, унда ^ и ==——~~~ -2 Их  , и = х

булиб, г
\а rc{gxdx  =  xаrQ¡t g x — \ х‘ х '

\ + х 2

булади. = х - а г ^ х — [ с1<'1^ ' х~.)-— хатс1ех-— ~ 1п(1 4-д:2) 4 - С 
У 2 ( \ + Х 2) ' 2

■ 5. Ушбу
/ , =

интегрални хисобланг.

_  йх %  ( п =  1 , 2 ,3 ,  ...) 

(х2 +  а2)" (афО) .
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—  йх
, г йх Г йх 1 Г а
. ]  ~хТ Т а¥  =  3 V V ’ , ~ “  3 , '(

Аввало п — 1 булган х,олни карайлик. Бу х,олда

Ш  ^ у ( Р + 1 )  

й(~)
= ^ $ 7

булади. Демак,
йх 1 1. x‘ -\-тЪ=^КА%~а+С ̂ х А-а а ах  "4“ о,

Энди берилган / „ =  ^ и н т е г р а л д а  « — — —  ^  =  ё х  Дёб 
3 (х + а  ) (* + а  )

оламиз. Унда

*'=<7/:ЬуН[(-'Чо!г”ь
=  — я ( х 2 +  а 2) ' ) %\ - 2 х - й х — ------ 2 2п1 пгт

(х2 +  а 2)л +  |

и =  х
булиб, ( 12) фор мула га кура

У" = т а +2"Г4 Щт^ (13)
булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални куйидагича'ёзиб 
оламиз:

г2 г 2 г 2 , I X  -Ь- и  —  и  <
а х =  \  — -г— — (/.V

(х2 +  а 2) " + |  ' 3 (х2 +  а2) " + |

( — . с1х - ~ \ “ (/А' — ( — „ -̂ —^г-йх  —
3 (х -I- а  ) 3 (х2 +  а 2) '1+|  3 ,2 \ п

(х2 +  а 2) " + ‘
«+1

Унда (13) тенглик ушбу

/ п= Т Т 7 ^ + 2/*/ « ~  2па2’/»+1 (х + а )
тенгликка келади. Бу тенгликдан эса

/  — 1 . . .__-Ё___ .¡. 2'г Г" 1 . 1 /  (14)
2/га2 (х2 +  а 2 ) л 2«  а2 » ‘4

келиб чикади. (14) тенглик реккурент формула  дейилади. Маъ- 
лумки, я == 1 да

/  . =  а г с ^ *  +  С  .
, 1 а а  а 
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(14) формула ва /1 нинг бу кийматидан фойдаланиб /2 топилади.
(14) формула ва / 2  нинг кийматидан фойдаланиб / з  топилади ва х- к. 
Масалан,

, с йх  1 х  , 1 , __
(х2 +  а2)2 2 а2 х2 + а 2 2 а

1 Л ' 1 а г с ^  — +  С .
2 а 2 х2 +  а 2

Э с л а т м а. Ушбу -

 ̂ х"1пхс(х,  ̂ х'1агс&\пхйх1  ̂ х“ агссо5хйх 

 ̂ хпатс.\.^хйх, хп (агс.{^х)2йх,  ̂ х"ъ\пхйх 

 ̂ х"соъхйх,  ̂ хпехс1х, ^ «‘“ со$Ьхйх 

 ̂ еа“&\пЬхйх,  ̂ э4п ( 1пх)йх,  ̂ соэ ( 1па:) йх

каби имтеграллар булаклаб интеграллаш формуласн ёрдамида хисобланиб, 
уларнинг баъзилари учун бу формула бир неча марта кулланиши мумкин.

5~§. СОДДА КАСРЛАР ВА УЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Ушбу

А А____ В х  +  С В х + С

х ~ а ' (х — а ) " 1’ х2 +  рх +  (/’ (х2 +  рх +  1/ )т

куринишдаги функциялар содда касрлар  дейилади. Бу ерда'Л,  В, С, 
Р’ Я — узгармас сонлар, х 2 - \-рх -\- 17 квадрат учх,ад эса хакикий 
илдизга эга эмас, яъни

р2 д < о .  (15)4

Содда касрларнинг аникмас интегралларини хисобла имиз.
1°- ------- содда касрнинг аникмас интеграли ^-------- йх  ни хисоб-

х # J х — а
лаш учун х  а =  / алмаштириш бажарамиз.  Унда йх= сИ  булиб,

^ $ х = \ Щ = А - Ш \ + с ^ А . \ п и - а \ + С {

булади.

2°. ---- ——-  содда касрнинг аникмас интеграли куйидагича
(х  — а )

хисобланади:



3°. Энди
Вх-\- С 

х 2 +  р х  +  ц

содда касрнинг аникмас интегралини х,исоблаймиз.
Аввало касрнинг махражидаги х2+ /«с  +  <7 квадрат учхаднинг 

куринишини узгартириб ёзамиз:

х 2+ р х + Ц = х 2- { - 2 ^ х + - ^ - + д — 10~ = ( х  +  ̂ У  +  q — р

2 ,,
(15) шартга кура — - ^ - > 0 .  Уни а 2 оркали белгилаймиз: а" —

2
=  <7— Демак,  каралаётган содда касрнинг интеграли учун 

( _ В х ± С _ а х =  Г В х  +  С й х

3 ¿ + р х  + Ч 3 +а2

булади. Кейинги интегралда лг +  — алмаштириш бажарамиз.  

Унда х = 1 — ~ ва йх =  йИ булиб,

й(7—£ Л + с  
Г В^+ С  1 , 2 '  ^3 Г + а 2

(16)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграллар куйидагича 
х,исобланади:

Г Ш  —  1 Г й(12 +  а2) _  1 , 2 , *  , г  _
Ь 2 +  а2 ~ 2  3 / Ч а 2 2 ' ' / 1^1

( 17)

= Т  ' п ( ( л:~^~^) С| =  т  -п (л' : т7 ,л' Ь V) !’ С „

5тЬ‘"'^агс'в̂ +С!=-
(каралсин — 4- §, 5- мисол)
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(16), (17) ва (18) муносабатлардан фойдаланиб топамиз:
В х + С

2 , *' +  р х  +  д

х+^~
2 С - В р  , 2 ,

—  • а г ^  — 7 = =  +  С (16)
[  п2 I

у - т  ДН4

(бунда С* — узгармас сон).
4°. Ушбу в х + с

— 5------------ { т >  1)
(х2 + р х  +  Я) т

содда касрнинг интеграли

Г —  Вх+С йх
•> (х +  рх  +  Я) т

ни х,исоблашда 3°-х,олдаги каби белгилаш ва алмаштиришлар 
бажарамиз.  Натижада:  /  | \

« х + с  Г " + ( с - 1 в ^ сИ-
( х * + р х  +  1?)"' " "  0 (/2 +  а2Г

(19)
_  о  С _ _ _ _ _ _ _ |_ ( г __ Вр  \Г сИ
~  3 а 2 + а2)т V 2 /3 (/2 +  а2) т ‘

Равшанки,

£ — ^ С  ,/,г! + =  1 С г/2- Ь а 2) “ "У (¿2+ а 2) — 3 (/2 +  а2)'" 2 3 (г’+ а у '  г З ( г + а  ̂ а у ± а )  —
— -1------ 1___:____ --1_____ |_ £

2 \ - т

тенгликнинг унг томонидаги  ̂ — -  -  интеграл эса 4-§  да 

келтирилган 5- мисолдагн реккурент формула оркали х,исобланади.

6-§.  РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Рационал функцияларни интеграллашни баён этишдан аввал,  
ранионал функциялар тугрисида баъзи бир маълумотларни, 
шунингдек алгебранннг купх,ад ва унинг илдизларига оид теорема- 
ларинн исбогсиз келтирамиз.

1°. Р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу
Р п (х) =  а0-\-щ х-\-а 2х 2 +  ... +  апх" ( 2 0 )

(функция бугун рационал функция (купх,ад) деб аталар эди. 
(Каралсин [1], 1-боб).  Бунда ао, ап — узгармас х,ак,ик,ий
сонлар, п —  натурал сон булиб, у (20) купх,аднинг даражасидир. 

Иккита
Рп (х) =Ш)-{-а\Х +  а2Хг +  ..■+апх'1 
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■ Л!М ' ‘ ' 4 : ■ ' ' ■ .; ■ ; : ■хамда . .
Qn( ( х )  —  ¿ 0  И-  Ь \ Х  6 2 Х 2 • ) - . . .  | Ь тх ' п

бутун рационал функциялар нисбати

1 Ф 4  _ _  а0 +  а 1х +  а2х2 +  ... +  апхп

^0“̂  ̂ 1Х ^2Х2~̂~ "• ~̂ ~̂ тхГП

каср рационал функция деб аталар эди. (К,аралсин [1], 1-боб).
Бунда ап, а.,...,«,,; Ь, о, Ь\.....Ь,п • узгармас вдкикий сонлар, п£Ы,  т  С N.

Агар (21) касрда суратдаги купхаднинг даражаси  махраждаги 
купхаднинг даражасидан  кичик булмаса,  яъни г Г ^ т  булса, у холда 
(21) тугри каср дейилади.

Агар (21) касрда суратдаги купхаднинг даражаси махраждаги 
купхаднинг даражасидан  кичик булса, яъни т  булса, у холда 
(21) нотугри каср дейилади.

2°. К у п х, а д н и и л д и з л а р и о р к а л и и ф о д а л а ш. 
Айтайлик, ■ ■ ' . . .

■Щт (х) — Ьо~Ь Ь \ х Ь ч х 1 ... ~|~ Ьтх т' (22)

купх,ад берилган булсин. Алгебранинг асосий теоремасига кура бу 
купхад т  та илдизга'эга.

1) Агар сс 1, ос2,.... а т сонлар (22) купхаднинг хакикий илдизлари 
булса, у холда бу купхад

(2т (х) = Ь т(х — а\ )  (х — аг) . . . ( х— а т)

куринишда ифодаланади.
2) Агар ом, иг,..., аз сонлар (22) купхаднинг мос равишда ' кл , 

А>а, .../¿\ каррали хакикий илдизлари булса, у холда
С?т {х) =  Ьт{х — а \ ) к'{х —  а г ) ь ...(х — а.з)кх

(к\ +  £г +  ... +  к$ =  т) булади. '
3) Агар а =  а  + ¿¡3 комплекс сон <2т(х ) купхаднинг илдизи булса, 

у холда а  — а  ~~ /р (комплекс сонга кушма булган комплекс сон), хам 
шу купхаднинг илдизи булади. Бу холда @т(х) купхад ифодасида 
( х — а) (х — а) купайтувчи ущбу

(х — а) (х — а) =  ¡А'...( а  +  /|5-) | [ х— ( а —/р)] =
=  х2—- 2 а х  +  а 2 +  (З2 =  х2 +  рх  +  д

,{р== — 2а, ч — я ’ +  )

куринишда катнашади.
4) Агар а = а  +  /|3 комплекс сон С}т(х) купхаднинг й каррали 

илдизи булса, а — а  — ф  хам шу купхаднинг й каррали илдизи булиб, 
<3т(х) нинг ифодасида (х2 +  рх  +  (/)к .купайтувчи катнашади.

М и с о л л а р . Л .  Ущбу
3х2 +  3 х - - 6

купхад схI =  1, сг.2— — 2 илдизларга эга булганлиги сабабли: 

3х2+ 3 х — 6 = 3 ( х — 1) (х +  2).
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2. Ушбу
х3 — Зх +  2

купадд учун а\ =  1 икки каррали илдиз ва а 2=  — 2 булганлигидан: 
3 ущбу х 3 Зх +  2 =  (х I ) 2- (х +  2)

х4+ х 3 —X— 1 
купдаднинг илдизлари х; =  1,- х г =  — 1,

х , =  — 1-4- х =  - ± -  ^  /
3  о  ’  4  о  п  1

булиб, у

* ' + * 3 - х -  1 =  ( X -  1) ( х +  1) [ х -  ( -  - - + - ^ - г ) ] х

X

куринишда булади.
Фараз  килайлик,

(З т  (х) =  Ьо -)“ Ь IX-)-  ¿>2Х2 -|- ... -(- ЬтХ т, ( Ь т ф  0 )

купвдд берилган булиб, а , ,  аг,..., а*,... лар унинг мос равишда Я-1, Яг,..., 
Я* каррали вдкикий илдизлари, /г,, /г2,..., /г5 (/гу =  / = 1,2,...
я) лар эса ф т (х) купвдднинг мос равишда у 1, каррали
илдизлари булсин.

1 - т е о р е м а .  Ушбу (¿т(х )  к ущ а д

<1т( х ) =  Ьт( х - а  , ) " ( х -  а  2) ч . . . ( х - а  к) 4  X 

X (х 1-+- р 1* +  <7г,)Т1 • (*2+  Р2Л+  Ч'г/ '2 ••• (*2+  

куринишда ифодаланади, бунда

}. г |-  А 2~{" " • +  Я *+ 2 (у / +  ? 2+  •••+ У ь ) =  т

булиб,. X *-\-р ,х-\-ц— 0 а =  1,2,...,8) квадрат тенгламалар уацщ ий  
илдизга эга эмас.

3°. Т у г р и к а с р л а р н и  с о д д а  к а с р л а р  о р к а л и  и ф о - 
д а л а ш .  Ушбу пунктда турри касрларнинг содда касрлар оркали 
ифодаланишини курсатадиган теоремани исботсиз келтирамиз. 

Фараз  килайлик,

Рп (х) а0 +  а 1х  +  а2х 2 + . . . +  апх п

^т(х) -¡~ Ь]X Ь 2Х̂  ЬтХт

турри каср ( п^Ы,  ш^Л' ,  п < т ) берилган булиб, унинг махражидаги 
(Лм(х) купх,ад илдизлари оркали (2°- пунктдаги сингари)

<3т(х) = 6 ш(х — а 1) (х — а 2) *2- ... • (х — а А) х* X
X {x2+ p ^ x  +  q^)У'^ ( x 2+ p 2x +  q2)^^. . .  • (х2+ р 5х +  <7*)* 

нфодалансин.
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2- т е о р е м а. Ушбу
Рп(х)
Q J*)

тугри каср содда ка£рлар йигиндиси о р щ л и  цуйидагича ифодала- 
нади:

Р п( х )  А (/ >  a \ °  К ' /
___•’ ' = — 7------ 1---------- 2--------- (- . . . 4 ------------ '--------- \-

Q J x )  х - ' а ,  ( х — а , )  ( x - a t f ‘

л(2) я(2) Af2>ГХ 1 fi. О К о

+ ^ +  < , = z ? + - + - ^ +

+  ......................... ...................................... +
я(Ю А(Щ ' 4 k)™ 1 4*0 Ль

+ ^ 1 Ш Й  +  " +  ^ í + -

, в<‘)х + с (» , В<»х+,с<» | | К ^ + С у ?  | 

х 2- \ -р t x~\-qi ( х 2 -  р ,х -~  q t )~ (л:2 1 р/*-+- q , ) ’1

 ̂ В(2>Х+ С<2> [ | | |

•*г4- Рг*-!1 *?2 (*2+  P2* +  4¡)  (х2 !• р 2*-Ь <?г/2

+  • • • .............................. ...  • • • +

, в(/>х+С(/> [ Bj ‘> x + C j ’> | | 4 > + < S>

х2+  psx +  qs (х2+  p sx +  qs) 2. ( х2+  PgX+ g j *

Бу ерда A m ’, В {Р C ” ’ CÍ *1 узгармас сонлар (ко-
эффициентлар) .

(23) тенгликдаги ÿ3rapMac сонлар (номаълум коэффидиентлар) 
куйидагича топилади.

(23) тенгликнинг ÿHr томонидаги содда касрлар йигиндиси 
умумий махражга келтирилади. Натижада

г>п (х> — M L
Q,„W ~  Qm(x)

' тенглик хосил бÿлaди. Бундан
Pn{x)==qn(x)

тенгликка келамиз. Бу тенглик барча х  лар учун ÿpинли бÿлгaнлиги- 
дан унинг хар икки томонидаги х нинг бир хил даражалари  
олдидаги коэффициентларини тенглаштириб, номаълум коэффици- 
ентларни топиш учун тенгламалар системаси хосил килинади.
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Нихоят, шу системадан номаълум коэффициентлар топилади. 
Мисоллар караймиз.

1. Ушбу
____ 5 — 7х

х3 — 2х2 — х +  2

T .ÿF p i-i касрни содда касрлар оркали ифодаланг.
Аввало берилган касрнинг махражини купайтувчиларга ажра-  

тамиз:
X3 — 2х2 — х +  2 =  х2(х — 2) — (х — 2) =

=  (х  2) (х2— 1) ==■ ( х — 1) ( х + 1) (х  — 2).
У нда

_____ 5 — 1х  __ 5 — 7х

Xs — 2х2 — х  +  2 (■* — 1) (JÇ-fl) (х  —  2.)

булади. Бу~ тенглйкнинг унг томонидаги тугри каср 2- теоремага 
кура

5 — 7х А , В
( х — 1) ( х + 1 )  (х — 2) х — I +  Х + 1  +  Х - 2

Уни куйидагича
5 — 7х Л . В С

(X — i ) ( х + 1 )  ( х - 2 )  х — 1 1 х + 1  1 х — 2

_  А ( х  + \) (х — 2) +  ß(x— 1 ) ( х - - 2 )  + С ( х — 1 ) ( х + 1 )
( х — 1) ( х + 1 )  (х — 2) 

куринишда ёзиб оламиз. Натижада

5 — 7 х = Л  (х +  1 ) (х — 2) +  В ( х —  1) (х — 2 ) + С ( х  — 1) ( х + 1 )  =  
=  (Л +  5  +  С ) х 2 — (А +  З В) х  — 2Л +  2 0  — С 

булади. Икки купхдднинг тенглигидан
' А + В + С = О  

Л +  35  =  7 
у— 2Л +  2 ß  — С =  5

келиб чикади. Бу система ни ечиб А — 1, В — 2, С = —  3 эканини 
топамйз. Шундай килиб, берилган турри каср учун:

____ 5 — 7 * _____  1____ 2________,3
X3 — 2х2 — х +  2 X— ] f  х + 1  х - 2  '

булади. '
2. Ушбу

J  _
..i ,

тугри касрни содда касрлар оркали ифодаланг.
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Равшанки,
х * - \  =  ^ - \ )  ( х 2 - Ы )  - ( Х - 1} ( х + 1 )  ( х 2 + 1 ) .

Унда 2 - теоремага кура:
1 1 А , В . Сх  -{- О

х4 - 1  ~  ( х - 1 )  ( х + 1 )  (х2 + 1 )  ~~ х - ~ \  х + 1  * 2 + 1

Бу тенгликни к,уйидагича ёзиб оламиз:
1 _  А (х + 1 )  (х2 +  1) +  Д ( х  — 1) (х2 +  1) +  ( Сх  +  О)  (х2 - 1 )  

х4 - 1  ( х — 1) ( Х + 1 )  (X2 +  1 )
У холда
1 —'А (х +  1) (х2 +  1} +  В (х — 1) (х2+ 1 )  +  ( С х + Я )  (х2- 1 ) ,  

яъни
[ =  ( А + В  +  С )х 3+  ( А - В  +  В ) х 2 +  (А +  В - С ) х +  (А - В - И ) . 

Н ати жад а А,  В,  С, О ларни топиш учун

' Л +  В +  С =  О 
А — £  +  £> =  0 
А + В — С = 0  
А — В Ъ = 1

системага келамиз. Бу системами ечиб, А ~ - - , В  = — ^

С — О, 0  = — 1  булишини топамиз. Демак,
1 1 1 1 1  1 1

4 х - 1  4 х + 1  2 х2+ 1

3. Ушбу ^
* + 1

х ( х — I ) 3

тугри касрни содда касрлар оркали ифодаланг.  
Юкорида келтирилган 2 - теоремага кура:

х3+ 1  _ Х  В ____ С______ . Р

х ( х - > ) 3 _ * х 1 ( х - 1 ) 2 ( х - 1 ) 3 '

Бу тенгликни
х3+  1 _  Л (х - 1 ) * + В х ( х -  1 ) 2+ С х ( х - 1 )  + Р х

х ( х — I ) 3 х  ( х — 1) 3

1'кур>инишда ёзиб оламиз. У х,олда
х3+  1 =  Л (х — 1) 3 +  В х  (х — 1) 2 +  Сх ( х — 1) +£>х

яъни
х3+  1 =  ( Л + В ) х 3 — (ЗА +  2В — С) х2 +  (ЗЛ +  В — С +  £>)х —Л.
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Натиж ад а А, В, С , D ларни тогшш учун
: А + В = 1 ■

— 3/1- 2«  i С — О
' 3A +  B - C  +  D =  0

—  /1 =  1
системага келамиз. Бу системани ейиб А —  — 1, В =  2, С = 1 ,  
Z) =  2 булишини топамиз. Демак,

х3-|-1 _______1_ i _ _ _ 2 _ ____ 1 ___ ________2___
х ( х - 1 ) 3 ~~ * * — I  ( х - 1 ) 2 ( х - 1 ) 3

Энди буту h х,амда каср рационал функцияларни интеграллашни 
караймиз-

4°. Б у т у н  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я н и и н т е г р а л л а ш .  
Аникмас интегралнинг содда коидаларидан х,амда интеграллар 
жадвалидан  фойдаланиб

JPn(x) Clo ~i~ ß IX &2Х2 С1пХП

бутун рационал функциянинг интегралини топамиз:

5 Рп ( X ) dx =  \ ( ао +  a  i л; +  аъх2 +  • •. +  апХп )d x  —

— jj aodx +  § a\xdx= \ a ¡x2d x - { - a nxnd x—
i-2 3* у п + \

— a,rx -4- a  i 2 ' +  <32 3—f  • /i +  1 + ^ ’

r O  T  "  P n ( x )o . i y F p и к а с р л а р н и  и н т e г p а л л а ш. Ушбу -77-7 - -
('v i

P
Tÿppu каср берилган булиб, унинг аникмас интеграли Ç -  d x

J Qw ( х )
ни хисоблаш талаб этилсин. Бу интегрални хисоблаш учун
p , i M  .  ■ ' „п турри касрни (юкорида курсатилган усул билан) содда
Уm W

касрлар йириндиси сифатида ифодалаб олинади. Натижада турри 
касрни интеграллаш содда касрларни интеграллашга келади. 
Содда касрларни интеграллаш эса 5-§  да батафсил баён. этилди. 

М и  с о л л  а р. 1. Ушбу

S d x

(X  | - 2 )  (.V ¡ ) I.v:  :з)

аникмас интегрални хисобланг. •
Аввало интеграл остидаги турри каср —— -------- —- ни сод-

(х +  2) ( x — 1) (х — 3)
да касрлар оркали ифодалаймиз:

J _____ Ä __ ____ с _
(х +  2) ( х— 1) (х — 3) х +  2 x — 1 x — 3
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Бу тенгликнинг унт томонидаги к.асрларни умумий махражга 
келтириб, сунг суратдаги купхадларни тенглаштириб

1 =  Л (х — 1) (х — 3) + В ( х + 2 )  ( х — 3 ) + С ( х  +  2) ( х — 1),

ЯЪНИ '
1 =  (Л +  В +  С)х2- ( 4 Л  +  В - С ) х + ( З Л - 6 В - 2 С )

тенгликка келамиз.
Н а тиж ада  А,  В, С ларни топиш учун ушбу

Л + В + С = 0
— 4Л — В +  С =  0 

. ЗЛ — 6В — 2 С =  1

системага келамиз. Бу системани ечиб, Л =  В = — —, С =  —
15 6 10

булишини топамиз.
Шундай килиб,

1 1 1 1 1 , 1  1

булиб,

(х +  2 ) ( х - 1 )  (х — 3) 15 х +  2 6 х - 1  1 10 х - 3

Г йх _  1 г йх 1 г с/х
3 (х +  2) ( х - 1 )  ( х - З )  ~ Т 5  )  х +  2 6 У  х - 1  +

+  1 о Г ? - з ” == 1 5 1 п | а ' + 21 - ^ 1п | * - 1:1 +  ; 

+ - Ш , П| х - 3 1  + С = ^ 1а ^ ± ^ ^ + С .

2. Ушбу

5
йх

интегрални хисобланг.

Интеграл о с т и д а г и —г-— тугри касрни, х3+  1 == ( х +  1) X
X +  1 '

Х ( х 2 — х + 1 )  эканини эътиборга олиб, куйидагича ёзиб оламиз:
1 А ( х 2 — х +  1) +  ( В х + С )  ( х + 1 )

Унда,

яъни

Х3+ 1  ( х + 1 )  (х2- х + 1 )

1 — Ах~ - А х  +  Л +  Вх" +  Сх  +  Вх +  С, ,

1 =  (Л +  В ) х 2:+.(В +  С - Л ) х + Л  +  С.



На тиж ад а А,  В,  С ларга нисбатан
Л i В ---•О 
5 + С —Л = О  
Л +  С = 1

система хосил булади. Бу системани ечиб топамиз: 

А — ß = = — L С=-§ \*  Демак,

1 i l l  X—2
* з + 1  3 х + 1  з  х2__х + 1 -

Шундай кили б

S d x  1 С d x  i Г X  —  2 , ■

и _ ¡ r j x t ¡ ' v i ?  ~  *■3_}_1 3 J х + 1  3 J je2 — л: +  1 

Равшанки,

^ - f r - m u + i i + c .

Мазкур бобнинг 5 -§  да J ix * С содда касрнинг аникмас интег
X +  p x - j - q

рали топилган эди. Уша (16) формуладан фойдаланиб (5  =  1, 
С — — 2, р — — \, q =  1) топамиз:

__1_

\ ..2Х~ 2 — dx =  ~ \ n \ x 2— х +  11 + .... / ' у  ar c t g  -
J X2 - X + l  2 „  -, A  1

■‘ f [  1 sM  №
= i ln i*2- - t +  11 “ 7 1  a r d e ^  +  c -

■ c =

Демак,

x3 +  l 3
=  ~- In.v +  11 —~ l n U 2— JC+ll +

+ ̂ arcts V  + C* =
1 . ( x + l ) 2 . 1  , 2 x — 1 . „X

= T ln ï ? _ 7 + 1 T  g  ~ W
t 'I

6°. H o T ÿ p p H  к а с р л а р н и  и н т е г р а л л а ш .  Айтайлик, 

P„(x) _  a0 +  a¡x +  a2x 2 +  ... +  anx n

Q m (X ) 6 0 +  Й| Х +  &2Х2 +  . . . + Ö mXm 
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функция нотугри каср (суратдаги куп.чаднинг даражаси махражда-  
ги купхаднинг даражасидан  катта ёки тенг, яъни п ^ т )  булсин. Бу 
холда суратдаги купхадни махраждаги купхадга булиб (купхадни 
.купхадга булиш коидасидан фойдаланиб) берилган нотугри касрни 
бутун рационал функция хамда тугри каср йигиндиси куринишида 
куйидагича

^п М / 4 1  ^к ̂  I= д (х) +  —- , й <  т
®т( Х)Я'тМ

ифодалаб олинади. Масалан,  бизга ..- - -■------
х 2— х + \

•ган булсин. Бу касрнинг сурати х4 ни махражи х2 — х + 1  га булиб 
топамиз:

нотугри каср берил-

' х 4 -х3+ х 2 х 2+ х

х 3- х 2

-х2+ х

Демак,

- х + 1
- = х  + х -

- х +  1

Шундай килиб, (24) нотугри касрни интеграллаш бутун р а ­
ционал функция хамда тугри касрни интеграллашга келади:

С р^ х) , Г Г ъкУх) ,
3 я т\х) ¿х = -- )ч (х ) (1 х-г )  ^ :(х) ах.

Бутун рационал функция хамда тугри касрни интеграллаш 
юкоридаги 4° ва 5° пунктларда келтирилган эди.

М и с о л .  Ушбу
Х°+ *  +  I 

х2 +  1
с1х

х 2+ 1

интегрални хисобланг.

Аввало интеграл остидаги нотугри каср х + л:+ 1 

махражига буламиз:
х3+ х +1 
х 3+  X

нинг суратини

х 2+ 1
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Н а т и ж а д а - ^ ф ^ ^ ”— Х Л— ..'—  булиб, 
х 2+ 1  х 2 + 1

X -\-x-\-  \ 

х 2+ \
с1х =  § (х+ .  ^  ^ ¿ х = = "  х 2+ а г с 1̂ . г + С  .

7-§.  БАЪЗ И И Р Р А Ц И О Н А Л  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш

Биз 6-§  да рационал функцияларнинг интегралланишини 
курдик. Иррационал функцияларни интеграллашда эса вазият  
бирмунча мураккаб булади.

Ушбу параграфда баъзи иррационал функцияларни интеграл- 
лаш билан шугулланамиз.  Бунда асосан иррационал функцияларни 
интеграллаш мос алмаштиришлар ёрдамида рационал фун кц ия­
ларни интеграллашга келтирилади.

1°. Фа раз килайлик, [ (х) функция х ва унинг турлй каср 
дараж ал ари  (рационал дар аж ал ар и)  устида арифметик амаллар 
бажарилишидан юзага келган функция булсин. Масалан,

1) / (х)
х 2 + х 3

2) / ( х ) = — Ц

3 ) Г(х)
4т л[х)

Равшанки, § ¡ ( х ) й х  интеграл иррационал функциянинг интеграли 
булади. Бу холда, а в в а л о / ( х )  ифодасидаги х ларнинг дар аж ал ар ида 
катнашган касрлар махражларининг энг кичик умумий булинуйчи-. 
сини топамиз. Айтайлик, у ст булсин. Агар ] / (х)с(х интегралда х  — Г  
алмаштириш бажарилса,  у холда, иррационал функцияни интеграл­
лаш рационал функцияни интеграллашга келади.

М и с о л л а р. 1. Ушбу
с йх

(1 +  л [ х ) л Г х

интегрални хисоблайлик.
Интеграл остидаги функция

и(|)одасидаги х нинг дараж ал ари  ва булиб, бу к а с р . махраж-
А . о ■

лари 2 ва 3 нинг энг кичик умумий булинувчиси 6 га тенг булади.
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Агар каралаётган интегралда х =  6̂ алмаштириш бажарилса,  унда 
йх =  Ыъ(И булиб,

г йх  с йх  г Ы 5 , ,

з 0 +  ^ ) У х  =  3 (1+ х 1/3)х1/2 =  3 " ( Т ^  •

булади. Н атиж ад а иррационал функцияни интеграллаш рационал 
функцияни интегра^лашга келади.

Равшанки,
Ы5М  г ¿2 г 1 + ^ — 1

б 5 - - г л = в 5- ~сИ-

Дёмак,

( 1 + / ) г 3 3 1-ь^2 3 1 + г 2 

= 6  ̂  с и  —  $ = = 6г1— 6 а г с 1 ^ + с .

С _ -------‘Ё - ----------=  6  -^/х — 6  а г с ^  д / х  +  С .
( 1 +  л [ х ) л р с

2- Ушбу 7 с ( х - ц й х
" 35( д/х +  Д/х2 )х 

интегрални хисобланг.
Бу интегралда д/х алмаштириш бажарамиз.  Унда х  — ̂ ,

3  :;А__

л[х~ ¿ 3, у х 2 = / 4, й х = Ы ъсИ булиб,

( х — 1)йх г 0 ( / !3— 1 ) - Л ( /Г ( * — 1 ) а *  г

з ~  =  з( д/х +  д/х2 ) х €  +  ̂

¿6- 1  

‘ (1 +  0

г /6-1  г /5- г- '+/3;~/2 1-/~1
) 7 п Т о  £" ” ) ----------------- ? ---------------- Л ~

= б (4 - '+ 'п 1'1 + Т - ^ + 1 ? )+ С“

- • # -  ^ + | "

2°. Фараз  килайлик, / (х)  функция ах +  6 иккихаднинг (а, 6 — 
узгармас сонлар) турли каср дараж алари  устида арифметик 
ам аллар бажаришидан хосил булган функция булсин. Масалан,



Бу халда хам ^ ¡ ( х ) й х  интегрални хиеоблаш учун аввало /;(х) 
ифодасидаги ах-\-Ь  л а р н и н г ' дар аж ал ар ида катнашган касрлар 
махражларининг энг кичик умумий булинувчиси топилади. Айтай- 
лик, у а га тенг .булсин. Агар у [ ( х ) ё х  интегралда а х -^Ь  — ?' 
алмаштириш бажарилса,  иррационал функцияниш интегралинп 
хиеоблаш раки опал функцияниш- интегралинп хиеоблашга келадш 

М и  с о л .  Ушбу
{' с1х

( у Зх-;- ! - I) • х/Зд-+1

интегрални хисобланг.
Бу интегралда З х + 1  ==/6 алмаштиришни бажарамиз.  Унда

й х =  -~-6- (5й(, д /Зх+1  =  ^2, у З х  т -1 =

булиб,
Лх ]( л / З х + Т  -  1) VЗх +  Т ■> 0 2- 1 ) 1 3

ш

- 2(‘~МЫТ-7̂ )л)=2('-Т1п!73г!)+С“
=  2 ( ^ З х + 1  Щ ь  | 4 = = ± 1  \ + С-

V 1 I у  Зх + !  - 1  /

3°. Фараз  килайлик, / (х )  функция кинг (а. Ь, с. й

узгармас сонлар, а й ф Ь с )  турли каср д а р а ж а л а р и  устиДа арифме­
тик амаллар . бажарилцшидан хосил булган функция булсин. 
Масалан,

2 ) 7 ( 4
(2 + х ) 2- (3 — х)

«4=тЬУг
г- ах  4 - ЬЬу холда хам, ~ г { г ^  ларнинг дар аж ал ар ида катнашган каср-

лар махражларининг энг кичик умумий булинувчиси сг дейилса, унда 
ушбу ’ ^ — 1" алмаштириш натижасида иррационал функцияни 

нптограллаш рационал функцияни интёграллашга келади.



М и с о л л а р .  1. Ушбу

{+-x dx

интегрални хдсобланг.
Бу интегралда алмаштириш бажарамиз. У холда

1 X j 2 
X t2- \

2 idtdx-
(t2- 1)2

бÿлиб,
2‘ d h

= - 2S7rr"=- 2,- |nl7Tfl+c=
~-^л/1¥-"'Н л р ¥-,)2\+с-

Ш
2. Ушбу

F T + T  dx
- X  1 — X

интегрални хисобланг.
Бу интегралда у  алмаштириш бажарамиз. Унда

t2— 1 i 4tdt-, d x  -

t2dt

■2+ l

t2+ \ '  ( ? + \ ) 2

булиб, 

булат -  Равшанки,

U ! ¿ L = / _ ar c t g  t +  c .
J r +1

Демак,
SVrí f - ¡ 3 7 = 2 ( ' T « r c t g O + C _
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4°. Фараз  килайлик, / ( х ) функция х  ва ^ а х 2-\-Ьх-\-с  лар усти- 
да арифметик амаллар бажарилишидан хосил булган функция 
булсин. Маралан,

1) /(* )  =  . /
у  х -{“ 5

2 )  / ( * ) -  ^ + * + |  - 1 -
X л]X2 — х +  1

3 )  / Й )
( 2 x 4  1) л / ^  +  4 ‘

,  .1 - ,д • ' ' '
Равшанки, бу холда ( х ) ё х  интеграл иррацйонал функциянинг 

интеграли булади. К,уйидаги уч холни караймиз.
Б и р и н ч и  х о л .  Агар а > 0  булса,  каралаётган интегралда

• ^ а х 2-\-Ьх-\-с  — х  д/а = /  (25)

алмаштириш бажарилса,  иррационал функцияни интеграллаш 
рани она л функцияни интеграллашга келади.

М и с о л . Ушбу

{  йх

д /  х2 -|- 6х +  5

интеграции хиеобланг.
Бу интегралда, а = 1 > 0  булганлиги учун (25) каби

д / х 2+ 6лг +  5 — х  ==./ 

алмаштиришни бажарамиз.  Натижада

д / х 2+ 6х +  5 — x  — t ^ x 2+&x-\-Ь =  x 2+ 2 t x - \ - t 2^ x = - ^ ~ ^ J ,

' 2 _ | _е „_ |  с __ — /2+ 6 <  — 5(1х =  2-------------5—^ ,  д/л:2-)-6лг-Ь5
( 6  —  21)  ’ V ' ' 6  — 2/

булиб, •

<1х ____Г 6 — 2/______ 0  — г2 +  6 / - 5

- / 2 +  6 / _ 5  ’ ■ ( 6 - 2 0 2



Демак,

(— dx = -—l n [ 3 - f х — д /х 2+ 6x - f  5 | + С .  

И к к и н ч и  х ,о л .  Árap c > СКбулса, каралаётган интегралда

д /а х 2-} bx +  c = x ¿ 4  \¡c- (26)

алмаштириш бажарилса,  иррационал функцияни интеграллаш 
рационал функцияни интеграллашга келади.

М.р с о л . Ушбу
Г. dx
 ̂ V  — je2 — Злг-(-4

интегрални вдсобланг.
Бу интегралда с = = .4 > 0  булганлиги учун (26) алмаштиришдан 

фойдаланамиз

д /  —  X 2-—  Зх +  4 =  х/ +  2.

Натижада

д/  — x 2— 3x -¡-4 = x t - j -  2=t— X2 — Зх 4 =  x 2t 2 4xt 4=^

булиб,

=*>—  X — 3 =  x t 2-\- 4 t=^x — — — Й
1 + t2

, 0  2¿2 +  3 ¿ - 2d x ^ - 2 , ..-¿-dt.
(t2+ l )2

\ / - x 2- 3 x + 4  =  —
/ 2+ l

[  dx  Г ■ / + 1  ' 0  2Г ~- Л/  -  2 ,

'  V — X2 — Злг+4 '  2Z2+ 3 i  — 2 ((2+ l ) 2

=  “  S ,i?f,  =  - 2àrc tg /  +  .

Демак,

Г: __________
V — *2- 3 x - f  4

-С.

U y - f  — 2arctg'  V — 3* + 4 —2 -c .
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У ч и н ч и  х о л . Агар Ь2 — 4 а с > 0  булса,  у холда 

а х 2-\-Ьх-\- с = а ( х — а)  (х — р) = 0

квадрат тенглама а  ва [3 илдизларга эга ва каралаётган интегралда

д/ал:2+  Ьх-\-с — 1{х — а)  (27)

алмаштириш бажарилса,  иррационал функцияни интеграллаш 
радионал функцияни интеграллашга келади.

М и с о л . Ушбу
Г йх

V —  х 2  +  4 х - - 3

интегрални хисобланг.
Бу холда

Ь2 —  4 а с = 4 2 — 4-1 • 3 =  4 > 0 ) 
■— х2-\-4х — 3 =  (х — 1) (3 — х)

булади. Берилган интегралда

д/ — х 2 - \ - 4 х  — 3 =  ( х —- 1) ( 3 —• х) =  ( х — 1) /  

алмаштириш бажарамиз.  Унда

д/ (л:— 1) ( 3 — х) =  ( х ~  1) ¿=^(х— I) (3 — х) =  (х  — 1) 2/ 2=>- 
=ф-(3 — х) =  ( х — 1)/2=^(/2 +  1)х =  (2-^ 3=>-

^  /2 +  3 =>х —
г2+1

с 1 х = ( 4 ± ~ ) ' Л = -----\ / 2+1 )  . ? + \

д/  —х 2-\- \ х  — 3 2г
? + \

булиб,

¿ х  (
| '2 + ‘ 1( 41 )

V  — х2 +  4х — 3 1 21 1{ (12 + 2)2)^(Н =

=  - 2  - 2а г ^ + с  =

=  - 2агс1ё у ^  +  с .
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8-§. Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Фараз  килайлик, / (х )  функция « э т х  х,амда соэх функциялар 
уелида аналитик амаллар бажарилишидан хосил булган функция 
булсин. Масалан, '

О  I  ( х ) 2 з т х  — сскх +  б ’

г,\ ч 8ШХ-СОБЛ;2) [(х)

3 )  / ( X )
СОК* V 5Ш2Л:

Бундай [(х)  функциянинг интеграли \ ^Цх)йх  ни хисоблаш учун 

{ £ - -= 1  (х =  2агс!д/) алмаштириш бажарилади.  Унда э т х  х,амда 

соэх лар t оркали куйидагича
п . х  х  п , X2зт~— со»— 21е—

2 2 2 21
э т х а В

* т 2|  |-со5̂  1 + ^ |  1 + ^

С0824 ~ з т ?4  ; 2
С 0 8 Х  =  ----------  2  = -------------2 =  , / х  =  2 - < Ц

гСОв2-- 1 •+<" ■■ 1 + /

ифодаланиб. тригоно,метрик функцйяларни интеграллаш рацио- 
нал функцияларни интеграллашг'а келади.

М и с о л л а р  . 1. Ушбу
Г _  йх _____
.) 2зтл:-{-4созл: +  5

интегрални хисобланг.

Ьу лнтегралда !:<>-* =  / алмаштириш бажарамиз.  Унда

э !п х  =  - - 2----, со& х= - 1— й х = - 2-~-сН булиб,
1 + / 2- 1 + с 2 1 + г 2 х

йх_ __ С \ - \ - i
2 л2

Ззт* +  4ссв.*;+  5 3 21 1-- р
3 - -• у  +  4 --------— +  5

1+  Г  ■ 1 + / 2

= 2 ( _______а± -______ =  2 (
Л 6(‘ +  4(1 — /2) +  5(1 - И 2) 3 2̂ +  6>4-9

сИ

■2 ( (( +  3) -& < /  +  3 ) ' =  -  +  С = ------ -2—  +  С

3 + , » |
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f  d x

2 . Y u ió y

h HTe r p a j i H H  x , H C o 6 j i a H r .

By iiiiTcrpa.i.T.a x,aM t g ~ j= í  ajiManiTHpHiu 6 a>KapaMH3 . Ha™>Ka-

f l a :

C-

1 + t 2

=  in | t g , f  | +  C

3  c ji a t  m a  . Ahjihm x,oJiJiap/ia TpHroHOMerpHK (|n  ¡¡KHHH.:apH¡¡ K H T erpa ju ianu ia  
¿  =  s ¡ n x ,  t  =  c o s x ,  t = = t g x  a j i M a m T H p H i ü j i a p  K y J i a ñ  6 y . n a . H H .

M h c  o j i  j i  a  p . 1. y  u.i6 y

S e o s  

s is m 5 x

H H T e r p a J iH H  X H C o Ó J ia H r .

By H H T e r p a j iA a  / = s i n x  a j iM a w T H p . m i i  6 a > K a p a M H 3 . Y H i ia
dt — cosxdx  6 y j i H 6 ,

S e o s i x d x ____ f  c o s ^ x - c o s x d x ____ f

s i n 5 x  '  s i n 5 x  J

i - " ' -  r  c o s z x - c o s x d x ____ f  ( 1 — s i n ^ x )  c o s x d x  f  ( 1  — t z ) d t

2. y m 6 y

f  d x

H u r c T p a . i i iH  \ H C o 6 j i a H r .
By H H T e r p a ^ A a  t =  ig x  a J iM a lu t h p h lü  6 a > K a p a M H 3 . y H A a

d t = ~ ~ ~ Y ~ d x  6 y j i n 6 ,
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. \  %  =  \ .... » .....— r =  \ O + t g 2* ) ! -... "T--=
J ' c o s  x  j  eos x  eos  .v J eos a:

=  J ( l + / 2) 2í / / =  $ ( l + 2 / :?+ / V *  =

=  i +  “ / 3+  • ! /5+  c =  tg x  +  - | t  g 3x + -U g '°x+ C .

3  c :i a r m <i . Yui6y  ̂ s in m x 'ü o sn x d x ,  J c o s m x • cósnxdx,   ̂ s inmx-sirmxdx Kypii- 

:¡ími.iani itmrerpa.¡.iapiih xneo0.ia¡n;ia

e o s ( a  — P ) — e o s ( a  +  p) 
s i n a - s i n f 5 =  ---------------  ------------- ,

eos  (<x +  B) +  eos  ( a  — f¡) 
c o s a  • cqsp --------------- —— ------— J-----íf; ;;

s i n ( a  +  p ) + s i n ( a  — p) 
s i n a c o s 6 = ----- 5------•— —------------------ .

(jjo p M y jia Jia p ü a n  (|)oñn aJiaH H iij M aK cáz u a  Myiioc|)HK 6 y jiaA H .

M h c o j t . Yujóy

 ̂sinx ■ sin3xdx

H Hxe rp a j i i iH  x , HCo6 j i an r .
PaBLuaHKH,

s inx-s in3x =  ~ ( c o s 2 x  — cos4x) ,

Harn>Ka/J,a:

S I r - I f  , s i n 2 x  s i n 4 x  . „
sinx -sin3x d . x = ~  \oos2x d x — —  ̂co s 4 x d x = -—— ------ ^  \-C.



2 - Б О Б

АНИК, ИНТЕГРАЛ

1-§. АНИК ИНТЕГРАЛ ТУШУНЧАСИ

Функдиянинг аник интегралини таърифлашдан аввал бу 
тушунча билан боглик булган эгри чизикли трапециянинг юзини 
топиш масаласини келтирамиз.

1. Э г р и  ч и з и к л и  т р а п е ц и я н и н г  юз  и. / (х)  функция 
[а, Ь] сегментда аникланган,  узлуксиз х,амда Ух £[а,  ■Ь] да 
/ (х )  ^ 0  булсин. Юкоридан / (х)  функция графиги, ён томонларидан 
х  — а , х  — Ь вертикал чизиклар хамда пастдан О х — абсцисса 
уки билан чегараланган шаклни карайлик (Г-чизма).  Одатда бундай 
шаклни эгри чизикли  трапеция деб атаЛади. Биз кейинги бобда 
те кис шаклннинг, жумладан эгри чизикли трапециянинг юзи 
тушунчаси ва у билан боглик булган масалаларни батафсил 
урганамиз.

Агар ¡(х)  функция [а, 6].сегментда узгармас,  яъни 
/ ( х )  =  С =  сопз1

булса, у холда аАВЬ  шакл тугри туртбурчак булиб, унинг юзи
5  =  С- (Ь — а ) 

формула билан аникланади.
Агар / (х)  функция учун ¡ ( х ) ф С  =  с о п ^  булса, у холда аАВЬ  

шаклнинг юзини топиш учун [а, Ь\ сегментни

а Хо, Х\, Х2у . ■ ■ , Хп—1, Хц — Ь (Хо<С!Х1<С! . . . <СХ/;)

нукталар билан п та булакка буламиз ва хар бир [Хк, х к+\] (/г =  0,1 
п .— 1) сегментда ихтиёрий Хк+\}) нукта оламиз. Хар бир
[хк, Хк+\\ (/г =  0,1, 2 п — 1) сегментда ¡(х)  функцияни узгармас ва 

уни ¡(Ъ,к) га тенг килиб олсак, у ^олда х/е А к Вк Хк+\ эгри чизикли 
трапециянинг юзи

/  • (Х к + 1  — Х к )  

га якин булиб, аАВЬ  шаклнинг юзи 5  эса 

/ (■ |о )  (х \ — Х 0)  - } - /  (.£] ) {х-2 — х<)
+  /  ( ^ )  {Х к -\-1 Х к )  “ I" . . . - { - /  _  1 ) ( Х п Х п — 1)

га якин микдор билан аникланади. Демак,

5 «  Е Д У  А * / ,  ( 1 )
Уг==0
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бунда А Х к — Хь ; ¡— х к- Равшанки, аАВЬ  эгри чизиклй трапедиянинг 
юзини ифодаловчи (1) ,  формула такрибий формуладир. Энди 
[з, Ь] сегментни булувчи нукталари сонини шундай орттириб 

борайликки, бунда хар бир сегмент узунлиги Дх* нолга интила
П — 1

борсин. У холда 2  / ( £ * )  • Ах* й и р и н д и н и н г  микдори хам узгара
к =  О

боради ва бу микдорлар борган сари аАВЬ  эгри чизикли трапеция- 
нинг юзини аникрок, ифодалайди. Умуман, жуда куп масалаларнинг 
ечими юкоридаги ( 1)га ухшаш йигиндиларнинг лимитини топиш 
билан хал килинади. Бундай йигиндиларнинг лимити математик 
анализнинг асосий тушунчаларидан бири — аник интеграл ту- 
шунчасига олиб келади.

2. [а, Ь] с ё г м е н т н и н г б у л и н и ш и . Маълумки, [а, Ь] сегмент 
ушбу

[а, Ь] — {х £ / ? : а < х < й }

хакикий сонлар тупламидан иборат. У геомегрик нуктаи-назардан 
тугри чизикда (сонлар укида) учлари а  ва & нукталарда булган 
кесмани ифодалайди (2-чизма).

[а, Ь] сегментда
х0,хьх2, . . . ,х„

(хо<С.Х\  < С Х 2 . . . <с „Хп> Хо== а,  Хп Ь )

нукталар оламиз. Бу нукталар системасини [а, Ь\ сегментнинг 
булиниши деб атаймиз ва уни

Р =  {Хо,Х|,Х2> . . . ,х„} 
каби белгилаймиз.Равшанки, [а, Ь} сегментнинг Р булиниши уни п та

[хох 1 ], [х| , Хг], • ■ • , [х'к, Х к +  | ], • • . , [ Х п — 1, Хп\

булакларги ажратади.
Хар бир х к{ к =  0,1, 2«,... , п ) нукта Р булинишнинг булувчи 

нуктаси, [хи, Хк+ \ ] сегмент (й =  0, 1,..., п — 1) эса Р булинишнинг 
булаги (б улакчаси) .дейилади.

Р  булиниш булаклари узунликлари

Ах* =  х»+! —Х к  (к — 0, 1,... , п — 1)
нинг энг каттаси, яъни ушбу
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Х =  т а х  { Л л '4 = т а х  {Лх0, Дхь ..., Лхп_ 1} 
к

микдор унинг диаметра дейилади. Бу X микдор Р  га боглик булади < 
(А, — Хр). Хусусан, [а, Ь] сегментни п та тенг булакка буди ¡план х,осил 
килинган ушбу

Р =  {хо=а,  х , = = а + - ^ - ,  х2= а + 2- - ^ ~ ,  . . . , х п =  а +  Ы ф -  =  Ь} 

булинишнинг диаметри

П ..

булади.
[а, Ь\ сегмент берилган хоЛда унинг турли усуллар билан 

исталган. сондаги булинишларини т у з и т  мумкин. Бу булинишлар- 
дан иборат туплам &  булсин:

? = { Р \

3. И н т е г р а л  й и г и н д и :  ¡(х)  функция [а, Ь] сегментда 
аникланган ва чегараланГан булсин, [а, Ы] сегментнинг ихтиёрий 
Рбулинишини карайлик;  ( а < 6). Бу булинишга мос келувчи х,ар бир 
[хк,Хк+\] (к =  0, п — 1) ораливда ихтиёрий €[хк, х к+1}) ну к/га 

олиб, куйидаги йигиндини тузамиз:

(Т =  /'(|о)Ахо-+ /(11)Да' ,-Ь . . . 1-/ (ЫАа'й г  • ■ г / (?• ..1) Дх«- ь (2)

бунда

Д Х 0 =  Х 1—  Хо,  Д Х |  =  Х% Х \ , . . . , Д х *  =  Ха: + 1 —  Хк, . . .
Дх„ — [ —  Хп — 1 -

Одатда (2) йигинди ¡(х)  функциянинг интегграл йигиндиси  дейилади. 
Уни йигинди белгиси 2  орцали кискача куйидагича

П — 1
ст =  2  /(£*) А'Х'к ' (2')

хам ёзиш мумкин.
Интеграл йигинди а нинг тузилишидан куринадики, у f ( x)  

функцияга,  [а, Ь] сегментнинг булинишига х,амда х,ар' бир 
[хк, Хк+\] ( к ~ 0 ,  п — 1) булакчадан олинган ^  нукталарга боглик 
булади.

4. А н и к и н т е г р а л т а ъ р и ф и . / (х) функция [а, Ь] сегментда 
аникланган ва чегараланган булсин-.

[а, Ь] сегментнинг шундай

Р\,  Р 2, Рз, , Рт, . . .  (3)
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(-Ртб-^,  т =  1, 2, . . .) булинишларини караймизки, уларнинг мос 
диаметрларидан ташкил топган

А/ п , Я р , Я О , . ; . , % р , . . .
ГУ. 2 г 3 'ш  -

кетма-кетлик нолгаинтилсин:  л,> -»-О

Бундай Р т.(т =  1, 2,...) булинишларга нисбатан / (х)  функциянинг 
интеграл йигиндиларини тузамиз. Натиж ада

СТ1, (Т2, а з ,  . .  . , а т, ■ . . ( 4 )

кетма-кетлик \осил булади.
! - т а ъ р и ф .  Аёар [а, Ь] сегментнинг цар к,андай булиниш лари  

кетма-кетлиги {Рт) олинганда %ам унга мос интеграл йигинди  
щйматларидан иборат {от) кетма-кетлик £* нук^таларнинг танлаб. 
олинишига боглик, булмаган уолда уамма вак,т ягона I сонга 
интилса, бу I  сон о йириндининг лимити деб аталади ва

1нпст =  Пт  21 / ( У А х к= 1  (5)
кр-*-0 А,р->-0 =̂=0

каби белгиланади.
(2') йигинди лимитами куйидагича хам таърифлаш мумкин.

■ ' 2- ..т а ъ р и ф. Агар  V е > 0  сон берилганда х,ам шундай  8 =  8 (е) >  
> 0  сон мавжуд булсаки,  [а, Ь] сегментнинг диаметри А,р< б  
булгани %ар к,андай Р булиниши учун тузилган о йигинди ихтиёрий 
никталарда,

[0 — /] <  е
тенгсизликни к,аноатлантирса, у  х,олда I  сон ст йигиндининг  
А.р-^0 даги лимити деб аталади ва у  юк,оридагидек ((5) га каранг) 
белгиланади.

3 -т а ъ  р и ф . Агар  Хр-у0  да  Дх)  функциянинг интеграл йигинди- 
си (2' )  чекли лимитга эга булса, у  х;олда '1(х) функция [а, Ь] сег- 
ментда интегралланувчи  (Риман маъносида интегралланувчи) 
дейилади, ст йигиндининг чекли лимити I эса /'(х) функциянинг  
[а, Ь] сегментдаги аник, интеграли ёки Риман интеграли деб аталади 
ва и

ь Г
^ / ( х ) й х
а.

каби белгиланади.
Демак,

6 ! П-1
^7 (х)йх=Нгпст =  П т  У ¡ (1 к) \ х к.
{  У*0 * Ъф. к —0
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Бунда а сон интегралнинг к,уйи чегараси, Ь сон эса интегралнинг 
юк,ори чегараси , [а, 6] сегмент интеграллаш оралири  деб аталади. 

М и с о л л а р .  1. Ушбу

/ (х) =  с ,(c =  const)

функцияни [а, b ] сегментда карайлик, \а, Ь] сегментнинг ихтиёрий

Р =  {х0, X I ,  Х 2 , . . . .  , Х п } (X0< X 1< X 2<  . . . < Х п , Х 0 ==а, Х п  — Ь)

булинишини олиб, берилган функциянинг интеграл йигиндисини 
тузам из:

а =  2  f { l k)b. xk
k = 0

X,ap доим
f ( b ) = c

булгани сабабли

' п — 1

а =  2  с - A x k= c - Дх0+ с - Д Х [ +  . . . + с - Д х „ _ , =
k = 0

— С• [(Xl —Г-ЛСо) —К (Х2 — Xi) -)- . . . -f- ( Х п  — Х п —  l) ] =
— с- (Хп— хо) — с- (Ь — а )

булади.
Кейинги тенгликда А.-ИЗ да ( \ — тах{Дх„}) лимитга утибтопамиз:

lim а  =  lim с • (b — а) = с  (t i— а ) .
А-+0 ».—о

Демак,  f ( x ) = c  функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи ва

ь ■
dx  =  c(b — a ) .

а

Хусусан, / (х) == 1 булса,  унда

ь ь
[ \ - d x =  [dx  — b — а

булади.
2. Ушбу

/ (х) — х
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функциями [а, Ь\ сегментда карайлик. [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий 
р  =  { х 0, Х и  . . . , Х п )  ( X 0 < X 1 < X 9 <  . . . < х п, х 0 =  а , Х п  =  Ь) булинишини 
олайлик. .Унинг диаметр« .

\  =  тах{Ахк) (& =  (), я — 1)

булсин. Бу булинишнинг хар бир [хк~, Хк+\] булагида ихтиёрий £* 
нуктани олиб, берилган функциянинг интеграл йигиндисини тузамиз.  
Равшанки, бу холда /(£*) — \к булиб,

о =  2  /  {1к) А х к== 2  §А-Дх;г (6 )
к*± о * = о

' • \ ■ ' ‘ ' '
булади, бунда Ах*==х/г+ 1— х*.

Энди (6) йигиндини.куйидагича ёзамиз:

■ V  : <- д V 1 ( *  х к +  х к + 1 , х к +  х к + 1 ^  л „
2  Ък-Ьхк—  2  (I*—  — -------1— -~2— ) ' Ах к~
к =  0 к =  О

=  2  Д х * + а ,  (7)
к =  О

бунда

а  =  . У

(7) тенгликнинг унг томонидаги биринчи х,адини х,исоблаймиз. 

п2  \ ^ ± ^ ± ± . Ах - ±  *2 (**+, .+ **) (х А+1— х ^  =
* =  0 к =  О

. = | 2 ' ( ^ + г - ^ ) - 1 [ ( ^ - 4 ) + ( 4 - 4  +  • • • +
/е =  0

Энди (7) тенгликнинг унг томонидаги иккинчи хадини бахолаймиз. 
Агар

■ '■ £*€ .Е ь  х к -> * к + 2 ' 6  К  х к + \ \ ,

Х =  т а х ( х к+ 1~ х к) (/г =  0,я — 1)
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Л —  1

булйшини эътиборга ол.сак, унда

а

п — 1 п— 1
< 2  гпах(хА+,— х к) Дх*=Х 2 ‘ &хк= Х ( Ь ~ - а)

Л —0 к . А =  0 •

эканини топамиз: Демак,
(сс| ^ к ( Ь - а ) .  (9)

(7),  (8), (9) муносабатлардан А,-*-0 да ст йигиндининг лимита

булишини курамиз. Бу эса таърифга кура

Ь . 2  2 < Ь — а 
Х й Х  =  — ~- —

эканини билдиради.

2-§ АНИК, ИНТЕГРАЛНИНГ МАВЖУДЛИГИ

/ (х )  функция [а,Ь\  сегменТда аникланган ва чегараланган 
булсин. [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий Р =  {хо, Х \ ,  . . . , х„} булинишини 
олайлик. Х,ар бир [хк, хк + \] ораликда ихтиёрий Щ нукта олиб, . / (х)  
функциянинг интеграл йигиндисини тузамиз:

а =  2  / ( Ы - Д х ^
. ' | ■ ' ‘ . ' '

Берилишига кура / (х)  функция [а, Ь\ да чегараланган:

" ^ Н / - ( * Ш М  ( Ух 61 а. Ь1) ( 10)

Демак,  у хар бир [х*, Хк + \\ да хам чегараланган.  Унда / (х) 
функциянинг [х^ £к+1 ] да аник чегаралари

гпк — 'нЛ {/(х)}, х £|х*, хк+\1 [к — 0, п — \) ( 11)

М* =  8ир |/ (х). (, X € \Хк, Хк+Л ], - (Й =  0, п —г 1) (12)

мавжуд булади. Бу еонлардан фойдаланиб куйидаги

П — 1 *
з — т {) к х  й-\-т  {&.х х-\- . . . +  т „ _ 1Дх„_|  =  2  т^Дх*.  (13)

к = о
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. п— 1
Б — М 0 Ал:0—(— М 1 ■ Ах., -Ь • • • -\-М  | • А х п_ , — 2  М к- А х к (14)

*=о

йигиндиларни тузамиз.  Одатда бу йигиндилар мос равишда / ( х ) 
функциянинг Р булинишга нисбатан куйи х,амда юкори интеграл 
йигиндилари дейилади. Равшанки,

.5 ^  5.

Юкоридаги (10), (11) ва (12) муносабатлардан барча &(£ =  0, 1, 
2 , , . . ,  п — 1) учун

т ^ т к ,

вдмда
П—1 ‘ п — 1

5 =  2  т кА х к̂ т  2  А х к= т -  (Ь — а ) ,
* = ( Г  к — о

. 5 =  2  М кА х к^  М  2  Ах к= М ( Ь — а)
к = о к =  о

булиши келиб чикади. Демак,

т- { Ь  — а ) ^ х ^ 5 ^ М ( 6  — а) .  (15)

1 - л е м м а .  Агар  / (х)  функция \а,Ь] сегментда ани^ланган ва  
чегараланган булиб, Р =  {хо, х, ,  . . .  , х п} эса [а, Ъ) нинг ихтиёрий 
булиниш и булса, у  Холда шу булиниш га нисбатан Ц х) функциянинг  
к,уйи, ю^ори уамда интеграл йигиндилари учун

я

тенгсизликлар уринли  булади.
И с б о т .  ( 11) ва ( 12) муносабатлардан фойдаланиб 

* ¿ + 1} да

" ^ < / ( Ы

булишини топамиз. Бу тенгсизликларни Ахи га купайтирсак, 
(Ахк =  Х к + \  — х к> 0 )  унда

m k A x k ^ f ( l k )  - А х к ^ Мк - А х к

келиб чикади. Кейинги тенгсизликларни £ нинг к — 0, 1, 2, . . . ,  
п — 1 кийматлари учун ёзиб, сунг уларни х,адлаб кушиб топамиз:

2  2  /:(£*) Л* 2  'МкА х к
к =  О к =  0 £ =  0
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Демак,  сг
х 5^ а ^ 5 .

Фараз  килайлик,

Р \  =  {х0, х \ ,  х 2, , х п\  ( х о < Х |  <  . . . < х „ ,  х о  =  а ,  х п —  Ь )

[ а ,  Ь ) сегментнинг бирор б</лишини булс[ш. Бу булинишнинг 
булувчи йук/галари каторига битта.х* нукта (х* 6 [а, Ь\) кушиб, [а, Ь] 
нинг бошка Р 2 булинишини х,осил килайлик. Аниклик учун бу х* 
нукта Хк х,амда х к + \ лар орасида жойлашган булсин.

Р '2 =  {Хо, Х | ,  . . . , Хк,  х * ,  х к + 1, . . . , х„},

(х0< Х |  <  , . . < х * < х * < х <.+1 <  . : . с х п ' х о — а, х„ =  Ь}.

2 - л е м м а ,  [а, Ь] сегментда анищланган ва чегараланган  / (х)  
функциянинг  Р, х,амда Р 2 булиниигларга нисбатан тузилган к,уйи 
интеграл йириндилари  5:, яг ва юк,ори интеграл йигиндилари  
5 | ,  8 2 лар  учун

5 1 ^  Б 2
тенгсизликлар урин ли  булади.

И с б о т .  / (х)  функциянинг Р |  х,амда Р 2 булинишларига нисбатан 
кжори интеграл йигиндиларини ёзамиз:

5 1 = Л 4 о А х о - ) - М \ А х \ . . . — ТИ^Ах* —]— . . . - \ - М п — \ А х п — ь  

5  2= - М  ( Д х  0- (-  М  Д Х ] +  . . . - ) -  ( М  k : \ x i  М  * А х * )

-)-Мл—1 • Л х „ 1,

бунда

Мк =  эцр{/ (х )}, х 6 [Хк, х*],
М ' = 5ир{/ (х)!, х 6 [х*, х / ж ] 

ва Ах*= х* — х * Ах* == х * _ , — х*.

5: х.амда Э2 йигиндилар бир-биридан битта хадга фарк  килиб, 
да Мккхк  кушилувчи булган х,олда Б 2 да унга мос кушилувчи

М' к-Ах' к +  МЪ'Ах'к'

ифодадан иборатдир.
Равшанки,

[ х ь  х*]с= [ х ь  х  к |

[х* х к +  1] с  [х4, х*+1]..
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М'к- Л 4  +  Щ . Ы '=  Щ ( х * — х д.) +  Л Щ * *+ , -л :* )  <

\(х*— х ,,) +  л-А. ^ , - -  А'*) \ = М к- \ х „

булади.’ Бундан эса

51 5 2

тенгсизлик келиб чикади. Худди шунга ух шаги
51 < 5 2

булиши курсатилади. Лемма исбот булди.
Энди функция аник интеграли мавжудлигининг зарур ва етарли 

шартини келтирамиз. Аслида функциянинг интегралланувчи були­
ши ёки булмаслигини таъриф ёрдамида текшцриш мумкин. Лекин 
купчилик лолларда интеграл йигиндининг чекли лимитга эга 
булишини курсатиш жуда мураккаб булади.

¡(х)  функция [а, Ь] ораликда аникланган ва чегараланган булсин.
1 - т е о р е м а .  1(х) функция  [ а, Ь] ораликда интегралланувчи  

булиш и учун У е> 0  олинганда %ам гиундай б =  8 (е) > 0  сон 
топилиб, [ а, Ь] о р а лщ н и н г  диаметра Кр < 6  булган  %ар цандай  
Р булиниш ига нисбатан

5 - * <  е (16)
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Агар / (х)  функциянинг [хк, х к+\] {к =  0, п — \)  ораликдаги теб- 
ранишини да* оркали белгиласак, ( д а А =  М б —  Щ к ) ,  У холда (16) тенг­
сизлик

П— 1
2  1юкА х к< г  (16')

к = о

куринишга эга булади. Купчилик лолларда теореманинг (16') кури- 
нишдаги шарти ишлатилади.

2 -т е о р е м а . ¡ (х )  функция  [ а, Ъ] о р а л щ д а  узлуксиз  булса, у  шу 
о р а л щ д а  интегралланувчи булади.

И с б о т .  ¡(х)  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булганлигидан 
Вейерштрасс теоремасига кура у чегараланган булади. Иккинчи 
томондан Кантор теоремасига биноан у шу сегментда текис узлуксиз 
булади. Унда У е Х З  сон олинганда дам шундай 6 > 0  сон топиладики, 
[а, Ь] сегментни узунликлари 8 дан кичик булган булакларга 
ажратилганда функциянинг дар бир булагидаги тебраниши учун

й£>6<6

булади. Демак,  [а, Ь] оралицнинг диаметрлари А,р< б  булган дар 
кандай Р булинишида

Унда М 'к^М ь, М 'к'^Мк  булишини эътиборга олсак, у х,олда
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п— 1 п— 1
5  — 5=  2  т к-А х к<Съ 2  Ах.к= г { Ь — а)

*=о ,-к — 0

булади. Бу эса (16') га кура [а, Ь] ораликда / (х )  функциянинг 
интегралланувчи эканини билдиради.

3 - т е о р с м а . Агар ¡ (х )  функция [ а, Ь\ о р а л щ д а  чегараланган  
ва монотон булса, функция шу о р а л щ д а  интегралланувчи булади.

4 - т е о р е м а . А гар ¡ (х )  функция  [ а, Ь\ о р а л щ д а  чегараланган  
ва бу о р а лщ н и н г  чекли сондаги нущталарида узйлиш га  эга булиб,  
цолган барча нущталарида узлуксиз булса, функция шу о р а лщ д а  
интегралланувчи булади.

М а с а л а р ,
/ (.V) 8£Т1 |х (1 - , Г ) |

функция [— 2,3]  сегментда интегралланувчи булади, чунки у шу 
сегментнинг х — — 1, х =  0, х = 1  нукталарида узилишга эга булиб, 
колган барча нукталарда узлуксиз булади (3-чизма).

• Юкорида келтирилган теоре-
мадан куринадики / (х)  функция 
интегралланувчи булса, у х,олда 
интеграл йигиндининг лимита 
[а, Ь] сегментнинг булиниш усули- 
га х,ам, хар бир булакдан олинган 
£4 нукталарга хам бшлик булмай, 
Хр-^0 да ягона

* ® 
у (х )с1 х

' • а

га (сонга) интилди. Демак,  интегралланувчи функция учун унинг 
интегралини топишда хисоблаш учун к,улай булган бирорта 
булиниш х,амда топилган ларга нисбатан интеграл йигиндининг 
лимитини х,исоблаш етарли булади.

ь

Масадан,  бизга маълум ^ х йх  интегрални карайлик.  [а, Ь] сег-

ментДа / ( х ) = х  функция узлуксиз булгани сабаблй у 2-теоремага 
кура интегралланувчи. К,арала,ётган интегрални хисоблаш, учун 
[а, Ь] сегментнинг

п ,  . Ь — а  Ь — а  . Ь — а  , ,Р=={х0==а, х , = = а + ~ —-  х к= а  +  к——-,..., х „ = а  +  я = Ь \

булинишини (бунда А = —- ¡): хамда 1к~ а -{-!*■ Ь -  а ни оламиз. 

Унда / (х)  = х  функциянинг, интеграл йигиндиси

У

— *■ 1

0 1 2  J  X

3- чизма

48



0'— ■ 2  /(!<■) • Л а-а—  2  ( а  +  /г- 6 “

2 ( а  +  ь Щ .

к —0 к —О
, «—1 
я — а

я
й—О

= ^ £ . [ п . а  +  ± ^ ( 1 + 2 +  . . . : +  л - 1 ) ]  =

__Ь — а Г ! Ь — а п ( п — 1 ) 1 ___  Ь2 — а2 Ь — а
п [П а  п 2 2 2

булиб,

Я

Нгп а  =  Нт
Х-̂ 0 ' А—О

булади. Демак,

6 /г-~<г

} Ь2 — а2

Ь 2 „2
хй х -\

3~§. АНИК, И Н Т Е Г Р А Л Н И Н Г  ХОССАЛАРИ

Энди / ( а) функция аник, интегралининг хоссаларини урганамиз 
ва улардан баъзиларининг исботини хам келтирамиз.

1°. Агар ¡(х)  функция [а, Ь] оралик,да интегралланувчи булса, 
у  исталган [а , .р]с ;  [а, Ь] орали^да %ам интегралланувчи булади.

2°. Агар  ¡(х)  функция [а, Ь] да интегралланувчи булса, у  х,олда 
С' Цх)  функция %ам интегралланувчи. ва

ь ь , ,
• / (х)й х  =  С -Лх (с =  сопз1)

тенглик уринли.
И е б о т ,  с- [ (х)  дамда ¡(х)  функцияларнинг ¥ Р  булинишга 

нисбатан интеграл йигиндиларини ёзамиз:

° * =  Ах„ а =  " ¿ ’/ ( У - А * , ,
/г = 0 ■ 6 = 0 |

Унда

о* =  Щ сЦ 1„)-Ахк= с ,  2  Ш , )  -Ах к= с - а
А =  0 /г==0 ■ ■ '
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булиб,

ь
lim о* =  lim 0 0  =  с - lim а — с - \ f  ( x ) dx
Х-*0 Х^О Х-М) j

булади.
Агар

« - !  '  b 
lim а* =  lim 2  cf  (g;A) -A x k=  \ c - f  ( x ) dx
1-+0 X-̂ O k = 0 J

эканлигини эътиборга олсак,

ь ь
^ c- f  (х) d x — c ■ ^f  ( x ) dx
а  а

булишини топамиз.
3°. Агар  / ( х) ва g ( x )  ф ункциялар [а, Ь] орали^да интегралла- 

нувчи булса, у  х,олда f ( x ) ± g ( x )  функция %ам шу орали^да  
интегралланувчи булади ва

ь ь ь
5 [/ {X) ± g  ( x ) ] d x =  ^ f  ( x ) d x ±  (x) dx
а а  а

тенглик уринли булади.
И с б о т .  f ( x)  ва g ( x )  функциялар [а, Ь] ораликда интегралла­

нувчи булганлиги учун

lim 0 , =  lim 2  /  ( l k) A x k=  \ f  (x j d x ,
^ 0  x^o  k=0 J

П  —  1 ^

lim 0 2=  lim 2  g  ( l k) A x k=  i g  (x) dx
\-+Q X̂ O n J

булади.
Энди f ( x ) ± : g ( x )  функциянинг [a, b] ораликдаги мое интеграл 

йигиндисини ёзамиз:

0 =  2  ■ [/(£* )  +  £ ( £ * )  ] - Д * , =
k = Q

=  2  f  { l k) A x k±. 2  g  ( l k) A x k=  а , ± 02-
k — i) k = 0
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К'ейинги тенгликдан Я,—>-0 да

ь ь

lim сг =  lim о , ± !im о 2== \ f ( x ) d x 4 z  \ g ( x ) d x
О >.—() Л-й) J J

формулага эга буламиз. Бу 3°-хоссанинг уринлилигини курсатади.
Н а т и ж  а Агар /1 (х), / 2(х) ,  . . . , f„(x) функциялар [а, Ь] оралик,- 

да интегралланувчи булса, у холда

£i/i (х) + С 2/г(х) . . . -\-cnfn{x) (c,==const, г==Т77Г) 

функция х,ам шу ораликда интегралланувчи булади ва

ь

 ̂ [С1 / \{х) + С 2/ 2(х) +  • ■ • + С „ /„ ( х )  ]dx =
а

ь ь ь
=  сл \j f i ( x ) dx  +  c2\j f 2( x ) d x  +  . . . + c n \ . f„(x)dx

а  а  а

формула, уринли булади.
Бу натижанинг исботи юкоридаги 2°, 3°- хоссалардан келиб 

чикади.
4°. Агар f ( x)  ва g ( x )  ф ункциялар [а, Ь] ораликда интегралла­

нувчи булса, у  уолда f ( x ) - g ( x )  функция х,ам шу ораликда  
интегралланувчи булади.

5°. Агар  / (х )  функция [а, с]уамда [с, Ь] орали^ларда интегралла­
нувчи булса, у цолда функция [а, Ь\ ораликда х,ам интегралланувчи  
булади ва уш бу

Ь с Ь

^ f ( x ) ‘d x ~  ^ / ( x ) d x +  ^ [ ( x ) dx
а а  с

формула уринли  булади.
6 \  Агар f ( x)  функция \а, Ь] ораликда интегралланувчи булиб,  

Vx 6 fc, Ь] лар учун  / (х) ^ 0  булса, у цолда
h

( x ) d x ^ z O (a<_b)
а ' -

булади.
И с б о т .  Vx в[а,  Ь] лар учун / (х )  ^ 0  булганлигидан 

,ст =  2  f ( l k) А х ^ О
А’“ 0 -
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ва

п —  1 '

Нт<т =  Н т  2  / ( £ * ) Л х ^ О
А/—*-0 ’ А.—>-0  ̂_  0

булади. Демак,
ь

^ ¡ ( х ) й х ^ 0
а

Н а т и ж а .  Агар Д х )  ва g (x )  функциялар [а, Ь] ораликда 
интегралланувчи булиб, У * £ [а ,  6] учун f  (x ’) ^ . g ( x )  тенгсизлик 
уринли булса, у холда

^ ¡ ( х ) ё х ^ .  ^ { х ) й х

тенгсизлик хам уринли булади.,
7°. Агар ¡(х)  функция  [а, Ь] ораликда интегралланувчи булса, 

у  холда  |! (я) | функция х,ам шу ораликда интегралланувчи булади ва

тенгсизлик уринли  булади.
8°. Агар [(х)  функция [а, Ь) сегментда узлуксиз  булса, у  >;олда 

игундай £ ( а < | - < 6) ну^та топиладики

булади.
И с б о т . Д х )  функциянинг [а, Ь] сегментда узлуксиз булганлиги- 

дан унинг шу сегментда чегараланганлиги келиб чикади. Демак,  
щундай узгармас т  ва М  сонлар мавжудки,  У х  6 [а, Ь] учун

т ^ [ ( х ) ^ М

булади. Кейинги тенгсизликларни интеграллаб топамиз:

ь ь ь
^ т й х ^ .  ^ ¡ ( х ) с 1 х ^ .  ^ М с1х =ф -
а а  а

ь
=>т(Ь — о) ^  ( х ) с 1 х ^ М( Ь  — а ) .
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Бу тенгсизликларни b — а га булсак, ушбу

I)

П1^  h - - a  \ i ( x ) d x < M

тенгсизликлар х,осил булади. Демак,

b l. a \ f ( x ) d X

микдор [а, Ь\ сегментда узлуксиз булган f ( x)  функциянинг энг кичик 
киймати т  х,амда энг катта киймати М  лар орасида экан. Узлуксиз 
функциянинг хоссасига кура [а, Ь] сегментда днундай |  нук/га

ь

булади.
Одатд’а

; т Ъ Ш ' ах
а

миадор f ( x)  функциянинг [а, b ] сегментдаги урта киймати, 8°- хосса 
эса урта киймати хдкидаги теорема деб юритилади.

Энди [а, b] сегментда узлуксиз f ( x)  функцияни карайлик. У х,олда 
бу функция, [а, Ь] сегментнинг истаган [а, х] к,ис.мида ( а ^ х ^ Ь )  хам 
узлуксиз булади. Бинобарин, функция [а, х] да интегралланувчи.

Равшанки, бу интеграл х  га боглик булиб, биз уни F (х)  оркали 
белгилайлик: , /

X

F(x)  — (t )dt .  (17)
* : - '' ' Cl ’’ ' ' ■

Бу (17) интеграл юкори чегараси узгарувчи аник, интеграл дейилади.
9°. Е( х)  функция  [а, b] сегментда уосилага эга ва

F' ( x)  =  f \ f ( t ) d t

булади.
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И  с б о т. [а, Ь] сегментда ихтиёрий х 0 ички нукта олиб, . \Р(хц)  ни- 
топамиз:

* х0 
д / ' ( х 0) = Р ( х )  — / (̂лго) =  §/' (О М  — ¿1 —

) V а
х  а х

=  (/) <// +  $ /  (/) <// =  $/ (0
а *о *0

Р (х) - Р  (х0)
=> (18)- х0 о

(18) тенгликнинг унг томонидаги интегралга урта киймат хакидаги 
теоремани куллаб топамиз:

Равшанки, х-*-х0 да £-*-х0 булиб, / (х)  функциянинг узлуксизлигидан 
1-^Хо да }(1)-+1(х0) эканлигиии топамиз. Демак,  (18) тенгликда 
х-к«о лимитга утсак,

Р' ( х 0) = /  (х„)

булади. -
хо нукта [ а , 6] сегментнинг ихтиёрий нуктаси булганлигидан

Р ( х ) = /  (х) ( х£[а, Ь] )

булади.
Н а т  и ж а . А г а р / ( х )  функция [а, Ь] да узлуксиз булса, у холда бу 

функция [а, Ь] сегментда бошлангич функцияга эга булади.
Хакикатан хам, / (х)  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булса, 

9°-хоссага кура

Р{ х ) ~- =\ щ) с И

функция учун / г/(х)==/(х)  буЛади. Бу эса / : (х)  функция / (х)  учун 
бошлангич функция эканини билдиради.

/ (х) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булс.ин. Унда бу функция 
|а,. Ь] нинг ихтиёрий [х, Ь] кисмида ( а ^ х ^ й )  хам узлуксиз булиб,

\тсИ
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интеграл мавжуд булади. Уни

ь • •

Ф ( х ) = ] Н 1 ) Ш

оркали белгилайлик. Бу куйи чегараси узгарувчи б.улгаН аник 
интегралдир. . '

10°. Ф(х)  функция [а, Ь] сегментда .\оснлаги эго: ва

Ф'(дг) == -— / ( а:)

формула уринли.
И с б о т .  Аник, интегралнинг 5°-хоссасидан фойдаланиб топамиз:

ь х  Ь

вундан

булиб,

Ф ( х ) =  ^ Ц ) с И - Р ( х )

Ф{ х )  =  (

булади (чунки, (  С / ( / ) ^ Д - 0, Р ' ( х ) ^ - Ц х ) ) .

. • '' ' ' ' I.

4-§. АНИК. И Н Т Е ГР А Л Л А Р Н  И Х,ИСОБЛАШ '

¡(х)  функция [а, Ь] сегментда берилгал ва узлуксиз булсин. 
Равшанки,  функциянинг аник, интеграл и

: >> '■

^ } ( х ) с 1 х '
а

мавжуд.  Бу интегрални дисоблаш билав щугулла:1амиз. ,
1°. Н ь ю т о н - - Л е й б н и ц -  ф о р  м у л  а с и.  3-§ %&', келтирилган 

формулага кура

Р ( х )  =
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функция / (х!  нин£ [а, Ь] да  бошлангич функцияси булади. М'аълумки, 
/ ( х ) . функциянинг .ихтиёрий бошлаирич функцияси Ф(х)  учун

Ф(х)  — Г(х)  + с

булади, бунда с -— ихтиёрий узгармас сон. Демак,

X ■ ' у

Ф (х) =  ^ { Щ (Н  4-
а

Бу теигликда х^=а  деб олиб
* а

ф ( а ) =  ^[(1)(И-\-с — 0 - { - с ~ с ,
а ' *

г\ нг х  — Ь деб олнб, ' .
' ь

ф ( 6 )  =  | / ( х ) й х  +  с

а

булишини топамиз. Кейинги икки тенгли-кдан

: ;;; \ 1  ̂ ь : ; ‘ ■ й : ■ : '■ •"
У{ х ) с 1 х =Ф( Ь)  ~ Ф ( а )  (19)
а - ■ /; ' ' ‘

булиши келиб чикади. Демак,

ь
\ / ( х )их

- а

интеграл бошлангич функция ф ( х )  нингх  =  Ь нуктадаги кийматидан 
х =  а нуктадаги кийматининг айирмасига тенг экан.

(19) формула Ныотон-Лейбиц ёки интеграл х,исобнинг асосий
формуласи деб юритилади. Одатда ф ( 6) ~ Ф ( а )  айирмани ф ( х )  I*

каби ёзилади: '
Ф(Ь)  — Ф (а )  = Ф ( х )  | \

Унда , N.
ь

^/(х)й?х==ф(х) |  '
а • 1 . ■

оуладш
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М и с о л л а р .  1. Ушбу

\^хйх

аник интегрални адсобланг.
1

. ......  ...........  _  2'
булади. Унда Ньютон Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:

Равшанки, 1 ( х ) = х  нинг бошлангич функцияси Ф(ос) =  -у*2'

 ̂хйх  =
а

2. Ушбу ,

х2 I * 62 —а2

интегрални х,исобланг.
Интеграл остидаги ¡(х) = х п функциянинг бошлангич функцияси- 

ни топиш учун \хпс1х аникмас интегрални хисоблаймиз: \ х пс1х~

„'1+1 .х"+‘
Демак,  бошлангич функция — г -  булади. Ньютон-Лейбниц

п + 1 ^  ’ ' •  п + 1

фор мул а си; а ку р а .,

Г  1- _г
\ х ' У * = - т т3 л +  1о

3. Ушбу

Л+1 , 1

интегрални х,исобланг.
Аввало интеграл остидаги функциянинг бошлангич функциясиии. 

топамиз:
Г х2с1х 1 Г ¿ ( и 3- | -х3) 1

)  а3 +  х3 3 3 а3 +  х3 3
¡п (а ) .

а  -\ -х у  '

Унда (19) формулага кура

| ^ - ^ 1п (а3+ ̂3) I ¡=}1и (а3+а3)-■- [1п а?'=
1п 2а3— 1п а 3— 1п 2.
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2°':, У з г  а р у в ч и н и а л м а ш т и р и ш  у с у л и б и л а н а ^ н к
я т е г р а л л. а р н и х и с о б л а ш .

Функцияларнинг аник интегралларини узгарувчиларини алмаш- 
риш усули ёрда ушда х,ам дисоблаш мумкин. f ( x )  функциянинг

билан х узгарувчини адмаштирамиз.
: Sv-r е о р г м а . f ( x )  -функция [а, Щ сегментда, x = y  ( t )  функция 

эса fa,  (3] сегментда а н щ л а н га н ,  узлуксиз  булиб, 1узгарувчи  [а, р]&* 
у-згарганда х=<р'(t)  пинг цийматларц [а ,  Ь\ ни ташкил этсин.

Агар q ( t )  ф ункция 1р., р] да узлуксиз  ф' ( t )  уосилага эга булиб,
<f (o:,) =  а, (р($)==Ь булса, .у цолда

тенглщ уринли  булади. , ; -у,.' '
б о т . Шартгажура f  (х) функция [а, Ь] да узлуксиз. Бинобарин, 

шлангин функцияга эга. Уни Ф(х)  билан белгилайлик:

Энди [а, |3] сегментда и>ч<j (/ ))  мураккаб функцияни карайлик. 
: ; кзшанки, Ф(ф{0.) функция [а, р] да узлуксиз булиб, унинг досиласи

: лиКка келамиз. Б у эса [а, р] да Ф ( ф ( / ) )  функция f(q>(t)) -ф ' ( t )  
ij > , 'янинг бошлак! ;ч функцияси эканлигини билдиради. Яна
i I >н-Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:

ь
штегралк ни хдсоблаш максадида x  =  y ( t )  муносабат

ь э
(20)

а а

Ф' ( х)  =  / (* ) .

(ыотон-Лейбниц формуласига кура:

ь

^ ! ( х) с1х- - Ф( Ь)  — Ф ( а ) .
й

[ ф ( ф ( 0 ) Г = Ф ' - ( ф ( 0 )  -qj ' (0

М'лади, Н атиж ада

ь

$ Д ф ( 0 ) - ф ' ( 0 ^ = Ф ( ф ( Р ) )  — Ф ( ф ( “ ))-
а
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Шартга кура ф ( а  ) — а, ц. ($) — Ь булганлигидан 

р
5 / (< | ) ( / ) ) . ф ' ( / ) Л  =  Ф ( 6) - ф ( а )  (21)

'  ■ а

булади. (19) ва ( 2 1 ) . муносабатлардан

ь >

^ ( х ) с 1 х =  $ / ( ф ( / ) )  ‘‘у ' . 0 ) ф
а а .

булиши келиб чикадш Бу эса теоремами исботлайди.
М и с о л л  а р .  1.. Ушбу

1  
д/1 - \-х2с1х

' о

интегрални хисобланг.
Бу интегралда л :=  У /2— 1 алмаштириш бажарамиз.  Унда 

х  =  0 да х== \ да х — д/2 булиб, каралаётган алмаштириш
[1, л/2]сегментни [0, 1] сегментга утказади. Равшанки,

й х =
2 V /2 — 1 д//2-1

булади. (20) формуладан фойдаланиб топамиз:

д/1 +  х 2йх =   ̂ д/ ^ — 1 - г - ..- Щ = =  ( ^сИ =
о 1 V /2— 1 I

' ч ^2< I ... 272 1 _  2 д/2 -1
3 Г ~~ ' 3... 3 — 3 \1

2. Ушбу

а ______
^х2д / а 2— х 2й х  ( а >  0)
о

интегрални хисоблапг.
Бу интегралда х = а в Ы  алмаштириш бажарамиз.  Натижада,

(20) формулага кура:
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л/2

/ а 2— х 2с1х—   ̂ а 2*$тЧ- л / а 2— аЧ\х\Ч • асо&Ш =
о ' о

л/2

=  а 4  ̂ э т 2/- соэ2/^ .

Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални хисоблаймиз:

л/2 л/2

 ̂ ътЧ• • сИ =  Ц -^ -(2зт /-со5 /)2Л  =
о

л/2 л/2
I Г . 2п( л  1 Г 1— соз4/ ,,==— \ ъ \ п ^ - с 1 1 = ~  \ ----- ^— ~сИ =

о о •
л/2 л/2 “ I .

5; Л —  ̂ ссв4й« |=-^[/1 “/2— ¡/2] =  
0 . 0  J

Я

Тб*

Демак,

И а 2—х 2йх = 16

3°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и  б и л а н а н и к ,  
и п т е г р а л л а р н и х, и с о б л а ш .

6 -т е  о р е м  а .  А гар и ( х )  ва У(х)  ф ункцияларнинг% ар бири 
| а, Ь\ сегментда аницланган ва узлуксиз булиб, шу сегментда 
узлуксиз И' (х)  %амда У'(х)  уосилаларга эга  булса, у  х;олда

ьь
^ и ( х ) й У ( х )  =  и ( х ) - У ( х ) \  - \ У ( х ) < 1 и ( х )  (22)

тенглик уринли булади.
И с б о т  . Равшанки,

[и (х) ■ V (х) ]' — И' ( х )  -V (х)  +  и  (х) • V'  ( х ) .

ДеМак, [а, Ь] сегментда и  (,х) ■ V(х)  функция 1/' (х) ■ У(х)  +17 (х) • V'  (х) 
фупкциянинг бошлангич функцияси булади. Ньютон-Лейбниц 
||х>рмуласидан фойдаланиб топамиз:

ь 6
$ [и' (х)  ■ У ( х ) + и ( х ) - У ' ( х ) ] с 1 х = и ( х ) - У ( х )  | .
а а
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Кейинги тенгликдан-

ь ь ь
J U'(x)V(x)dx+ \ U (x) -V ' (x )d x= U (x) -V (x )  | =
а а а

Ь Ь ь
^ \ V { x ) - d U { x ) +  ^ U ( x ) - d V ( x )= U ( x ) - V ( x )  | =

а а а

Ь Ь ь
=>  ̂ U(x) ■d V (x) =  U(x) ■ V(x) I —  ̂V{x) ■d U {x)

келиб чикади. Бу эса теоремани исботлайди. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

^xcosX dx
0

интегрални вдсобланг.
Бу интегралда U (x )= x ,  d V (х) =  cosx деб олиб, d U (x )—dx, 

l / ( x ) = s i n x  бу'лишини топамиз. Унда (22) формулага Kÿpa:

Л Л л  Л

ijxcosxa(x =  x -s inx  | — ^sinxdx =  0 — ( — cosx) I = — 2 .
, 0  0 0 о

Демак,  /
Л

^xcos x d x =  —2 .
о

2.Ушбу

1
^arctgxdx
о .

интегрални х,исобланг.
Бу интегралда U (х) =  arctgx,  d V (х) = d x  деб олиб, dU(x) =

—~ +x2dx’ У (х )—х бÿлишини топамиз. Унда (22) формулага 

Kÿpa:
1 i 1 i
J a r c t g x d x = x - a r c t g x  | -  » in ( l  + х 2) | = ± - \ Пл/2.
о 0 о + О
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Лема к,

^arc.igxdx—~ — \n^¡2.
о

3. У шоу
е

 ̂ (д: -! плг) 2йх
И

интегрални дисобланг.
Бу интегралда и~\п2х, ¡Хи — х2йх деб олинса, унда с1и —

I х3— 2\пх- к~йх, V =  ~:~ булади. ( 2 2) формуладан фойдалаииб топа­

ми:?:
е  д е  е  Ъ ■ е

 ̂ (х- \пх)Ых==~4пгх | ^хЧпхйх——-----^х2- \nxdx.
1 °  1' л 1

е
Бу тенгликнинг унг томонидаги ^х21пхс?х интегралда и =  \пх,

. 1
(¡и — х2йх деб, сунг унга яна (2 2 ) формулани куллаб топамиз:

е  ^ е  е

^х2\пхйх=-^-\пх | — -  ^х2йх =
1 1 1 ,

__ е3 х 3 | __ е3 е3 . 1 __ 2е3 . 1_ _ _  __ | _ _  - - - .
1

Натижада

I
булади.

5- §. АНИК, И Н ТЕ Г Р А Л Л А Р Н И  ТАК. РИБИЙ Х.ИСОБЛАШ

Фаннинг турли сохаларида,  айникса, физика ва техникада 
учрайдиган масалаларни хал килиш купинча аник интегр-алларни 
Хисоблаш билан борлик булади. Агар интеграл остидаги функция 
мураккаб булса,  равшанки, интегралларни хисоблаш кийин булади. 
Ьундай х,олларда уларни такрибий хисоблашга турри келади. Аник 
интегралларни такрибий хисоблайдиган бир канча усуллар 
мавжуд.  Ушбу параграфда улардан учтасини; турри туртбурчаклар,  
траиециялар х,амда параболалар (Симпсон) усулларини келтира- 
ми.ч. . ^

I. Т у р р и  т у р т б у р ч а к л а р  у с у л и.
1'(х) функция (а , Ь) сегментда аникланган ва узлуксиз б.улсип. Бу

1
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функциянинг аник интеграли  ̂f (x)dx ни такрибий х,исоблаймиз.
а

[а, Ь] сегментни
а = х о, xí, х2, ... , хп- 1, Хп — Ь

(xo<.X{C.. .<ixn) нукталар ёрдамида п та тенг булакка буламиз. 
Унда аник интегралнинг хоссасига кура:

х0 
л1г+ 1

jjf{x )d x =  \j f (x )d x +  \^f(x)dx +  . . .+  J f (x )d x =  2   ̂ f(x)dx

X,ap бир  ̂ f(x)dx (k =  0,\,2, ... , n — 1) интегралГа урта киймат
xk

х,акидаги теоремани кУллаб топамиз:
Хк + 1

 ̂ f ( x ) d x = f( x k) ■ (хк+1 — хк) =  / (т * ) -Ахк (xk<T k<xk+i)
хк

Равшанки,
■ Ь — а . „  Ь — а , . Ь — ахо—а > x i — а Н х2—а +  2 — ——, ... , x k=a-\-k—-—, . . . , х п—

i  ̂ d> i— а +  п -------- — Ь,П

Axk= x k+X— х к=а-{-  (k-\-1)——------( а - \ - ^  = .A_-.g..

Энди
Ч+Ч-+1

lk- ■а+  ( ^ + у ) 6 „ а (хк< х к< .хк+1)

деб олиб, /(тк) • Ахк(хк< х к< х к+\) ифодани куйидагича
/(тА) • Axk== [f{Xk) +  ( / Ы  — f_(Xk)]-Axk =

=  f(Xk) ■A x k-\- [ / ( т а )  — / ( Xk)]-Axk

ёзиб оламиз. Агар f(x) > 0  булса,  у х,олда f (xk) •Ахк микдор асоси [хк, 
Хк+\] баландлиги f (xk) булган Tÿrpn туртбурчакнинг юзини ифода- 
лайди. Натижада

хк +  I

J f { x ) d x = f { x k) - A x k+ [ f { x k) —f{xk)]-Axk
Хк

булиб,



булади. Бу тенгликдаги
П — 1 _

R n=  2  [/ (т* ) —  f ( x k ) ] - A x k { x k - C x k < x k + \\,
А = 0

f ( x ) функция' [а, Ь\ сегментда узлуксиз. Демак ,  у шу сегментда текис 
узлуксиз. Унда е > 0  сон олинганда х,ам шундай б > 0  топиладики, 
[а, 6 ]сегментки узунликлари б дан кичик булган [хк, х к+ 1] булаклар-  
га ажратилганда х,ар бир х' 6 [**, **+1], х "  6 [хк, хк+\] да

\f(x ' )— f ( x " ) i < i  е 

булади. Унда А< 8  булганда (\ — max\\ xk\ = - й~ а ^

I/(та) — f(Xk) I < е  
пчи'сизлик бажарилади.  Демак,

1#„! <  2  |/(тА) — f ( x k) IА х * < е  2  Ах к= е ( Ь  — а ) .
6 = 0 ' 6 = 0

Бундан lim R n= 0  булиши келиб чикади. Бу эса
1-+0

b , __  п — 1

\ f ( x ) ä x f » - ~ .  2  f ( x k)
I  " 4=0

Дёб олиш имконини беради.
Шундай килиб, берилган аник интегрални вдсоблаш учун ушбу

ь
( x ) d x m  — [/ (хо) + / (^ i )  +  ••• +/(^*)  +••• -\-f(xn-, 1) ] (23)

а

(хк— а-\- к — 0 , 1,2 , ... , п — 1) такрибий формулага ке-

ламиз. (23) формула тугри туртбурчаклар формуласи. дейилади.
Э с л а т м а. Агар f (x ) функция |а, 6] сегментда аникланган, узлуксиз булиб, у шу 

сегментда узлуксиз хосилага эга булса, у х.олда
I)
5 f ( x) dx =  I/(*о) + f (x  1) +  --+f(,xk) +  ]+ Я „
а

булиб,

/? „ = —— у  /"('-) (а< с< ь)
24 п

булади (каралсин, [7], 11-боб).

М и с о л. Ушбу
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интегрални тугри туртбурчаклар формуласи ёрдамида такрибий 
хисобланг.

[О, 1] ораликни 5 та тенг:

к н -н п м п -н н -и
булакка буламиз. Бу холда хар бир булакнинг узунлиги — га тенг 

булиб,

Хо =  0,1, *1 =  0,3, дг2 =  0,5, х3=0,7 ,  х 4 =  0,9 
булади. 2

[ ( х ) — е ~ х функциянинг хо, х\, х%, Хз ,  х 4 нукталардаги киймати 
куйидагича булади:

/ (хо) =  0,9|)005,
/(¿ , )  =0,91393,
1(х2) =0,77680,
/(х3) =0,61263,
/(х4) =0,44486.

(23) формуладан фойдалани-б. топамиз:
I
 ̂е ~^йх «  ~  (0,99005 +  0,91393 +  0,77680 +  0,61263 +

о

+  0,44486) = “ 3,74027 0,74805.

Демак,

^ - ^ « 0 , 7 4 8 0 5 .  •

0
2. Т р а п е ц и я л а р  у с у л и .  ¡(х)  функция [а, Ь] сегментда 

анйкланган ва узлуксиз булсин. Берилган функциянинг аник 
интегралини такрибий хисоблаш учуй, бу холда хам [а, Ь] сегментни 
п та тенг булакка буламиз. Сунг

\>!{х )й х =  2   ̂ ¡{х)(1х
а к~° хк

деб ёзиб оламиз. Хар бир
^+1

 ̂ /(х)йх (й =  0 , 1,2 , ..., п — 1)
ч

интегралга яна урта киймат,хакидаги теоремани куллаб топамиз:
хЬ+1

 ̂ 1(х)с1х =  {(т;к) ■ (хк+1 — хк) =  / (т* ) -Ахк, (хк< т к< х к+]) .
хк
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Энди ¡(хк) • Ах* ифодани куйидагича
, л П ч ) + Н х к +\)  л , Г £/ ч /(■**)+/(**+1 ) ]¡{хк) -Ахк= ------------------- А х * + [ Д т -------------- 2 ] ' Ах 6

ёзиб оламиз. (Агар / ( х ) > 0  булса, у х,олда ^  Ах*

микдор асослари [хА, /(х^)] ва [хА+1, /(хА+ 1) ] 7 баландлиги эса Дх* 
булган трапеция юзини ифодалайди.) Натижада

“¡  Пх)ах _  « ^ 1 « ^ .д * 1 + [ Д 11)_  « № ± > ] . д * ,
*к

булиб,

булади, бунда

о ч «**)+N**+1 ) 1  д ¡1 п= 2  /(т*)------------- - - ^ —-\-Ахк,
к =  О

(х*<Т£<Х*+ 1) .
/(х) функциянинг [а, Ь] да текис узлуксиз булишидан фойдалана- 

миз. \/е> 0  сон олинганда х,ам шундай 8 > 0  топиладики, А-Сб

булганда (х — тах{Ахк}=~^~^^

1/(т*) — ¡{хк) I С е ,  |/(тА) —/(х*+!) | < е
булади. Унда

”- [ г  Нх,1 4-Нх. , ,■) "I
■Ах*| <

1 — 0

<  2  \ н х к ) - П Х к ) + Т ^  \ - А ^ <

V. /г I I
6 =  0

6 =  0

я- 1  ,

<  2  2  [ / ( Т Д.) - Д х * )  ! +  1/(т*) - / ( X , . , )  I |Ах*
* = 0

1 Я-1 <С~-2-е-  2  Ахк= г .  (Ь — а)
4 =  0

булиб, Пт  ^ „ = 0  булади. Натижада ушбу
-̂>-0

2 * — -+/2(**+1) -Дх,
6 = 0
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i акрибий формулага келамиз. Бу муносабатни куйидагича хам 
I' нпн мумкин:

\г(х)с1хъ — J ^ ~  +  f ( * 0  + f ( * $  + -  +
а

+ / ( * * )  + • • • + / {х п-\)  ]  , ( 2 4 )

(Xb—a +  k---1^ ,  fe =  0 , l , 2 ,

(24) формула трапециялар формуласи д е й и л а д и ^ /
Э с л а т м а .  Агар  f i x)  функция [а,  6]  се гментда  амиклаиган,  у з луксиз  булиб,  у 

in у сегментда;  у з дуксиз  f"(x)  хосилага  э га  булса ,  у  холда

Г' ¡(Х0) + /(•*„)г , b - a  r (x0) + t ( x n) 1
) f ( x ) d x = — ~  ----------------------+ f < x A) + . : .  +  f ( xk) + . . . + f ( x n_ t) \-Rn
a .

булиб,

R - - У - - } *  . r ( c )  ( a < c < b ) 
I2n

булади ( каралсин,  [7] ;  11- боб) . 

M и с о л. Ушбу

интегрални трапециялар формуласи ёрдамида такрибий х,исобла.нг.
[О, 1] сегментни 5 та тенг булакка  буламиз.

1И} til}  [**) о й
Равшанки,  хар бир булакнинг узунлиги ~  га тенг булади. Интег-

2 • 1 2  3
рал остидаги f(x) —е~х функциянинг х 0= 0 ,.х, =  —, х2==̂ г, х3—— ,

х ,=  1  х 5— 1 нукталардаги кийматлари куйидагича булади:

/(*„) =  Д 0 ) =  1 ,00000 ,

/(х,) = / ( | ) = 0,96079,

f (x 2) = f ( j ) = 0 , 85214, 

/(^з) = / ( ~ ) = 0 , 69768,

j ( * . , )= / ( - - f )  =0,52729,

/(*5) = / (  1) =0,36788.
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(24) формуладан фойдаланиб топамиз:

- ' '£/л- __ 1 ^ ¡ , 0 ° ( )00+ 0 , 3 6 7 8 8
2 1

+  0,96079 +  0,85214 +  0,69768 +- 0,52729 )  =

=  - • 3 , 7 2 1 8 4 ^ 0 ,7 4 4 3 7 .0

Демак,
1
\е-*йх  ж  0,74437.
0

/, 3- П а р а  б о л  а л  а р  ( С и м п с о н )  у с у л и .  /(х) функция 
[а, Ь\ сегментда,: йникланган ва узлуксиз булсин. Бу, функция- 
нинг аник интеграли

■ . ] ь

а • • ’ ,

ни такрибнй дисоблан! учун аввало [а, Ь] ни
а  Хо, X , . Х2, . . . ,  Х2к, Х2  ̂ 1, Х2й-{-2, . . . ,  Х2л —2,

Х2п — I, X2п ~  Ь (Хо <  X ! <С • •. <С X2« )

нукталар ёрдамида 2п та тенг булакка буламиз ваинтегрални ушбу
• Ь . 'п х21г ,

 ̂/(х) йх =  2   ̂ ¡(х)йх
к= . , .

х 2 к ~ 2

2к : 
куринишда ёзиб оламиз'. Сунг х,ар бир  ̂ ¡(х)йх  ( 6 = 1 ,  2,3, ... , п)
' ’ ' . ' ■ ■ . 1." х2к -  2 
инТегралда./(х) функция учта

^  * (^2*— / (Х2/г-2) ) > Вк{х2к-\, / (- 2̂*^ 1) ) ,

, О к {Х2к, ¡ { Х 2к))

нукталардан утувчи а х 2 +  [3х+у квадрат учхад (парабола) билан 
такрибан алмаштирилади:

Дх)  « а х 2 +  |3х +  у .
Унда

^  к х2 к

 ̂ Дх )б?х^   ̂ (схх2 +  |3х у) с1х
' ' Щ ' Х2*-'2 ■

такрибий формула хосил булади. Бу формуладаги.
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 ̂ ( а х 24-|3х +  т ) ^ х
■ 2

иитегрални хисоблаймиз:
Х2к 3 А’2* ¡_

.  ̂ ( а х 2+|3л: + у )  йх =  а-х̂ \ ~~ ( ' > | + у -
■2 к  2к

X | =
Х2к-2  ' л2к—2 х2к-2 ■ х2к-2

х2к~х2к~2 , о 2/е л2к~2 , , ч
— а ----------V. +  р 9... ....~гУ \Х2к Х2к-2)

X,
1'1 —..- [2а  (Х2*+*24'*24-2+*24-2) +

+  ЗР(Х2А—Х2к_ъ) Г' 6 у ! ~ ........ {(а,Л' 2/г-2“ЬТ| Ь

, / \ I л г ( х 2 Ь - 2 + ' х 2 к  V , п  Л>2 4 - 2  +  * 2 к  , 1 . ■+р-*24~-2+  ( ? ) + 4 [ а  ( ----- ) +  |> • - -;•• 2 ------ И'1 +

+  ( а , * 2 Г ‘Ь Р * 2 4 + 7 )  } . =

(* 2̂ 2) +4/ ( ™ ± — )  + /  (X«) ] .
*2 * 24 —2

Натижада берилган аник иитегрални такрибий ифодалайдиган 
куйидаги формула косил булади:

ъ
^¡(х)с1хЯ2

2 х2к х2к—2
/ ( * 2 4 - 2 )  + 4 /  — )  ) / (Л '2 л )  ] ■

Агар

* 24- 2= « +  ( 2 к - 2 ) . Ь п \  х2к_\ =  а +  (2 к - \ )  ■

* 24— а-\-2к— — х 2А — х2к- 2 — —

(& =  |, 2 , 3 , •••, « )  булишини эътиборга олсак, унда такрибий 
формулами куйидагича ёзиш м ум кин:

Ь \
\)'(х)с1хъ Ь̂ а [(/(*„)+ / ( * 2„ ) ) + 4 (/ ( х , ) + / ( * з ) + -  +
О

+  / ( * 2/1- 1) )  + 2  ( / ( * 2) + /  ( * 4) + • • • + /  ( * 2/г—2 ) )  1 

Бу (25) формула параболалар ( Симпсон) формуласи дейилади.,
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Э с л а т  м а.  Агар  [ (х ) функция ¡а, Ь] се гментда  а никланган ,  узлуксиз  булиб,  у  шу 
сегментда  узлуксиз  /<1 у > (л:) хосилага  э га  б ул са ,  у  холда

5 / ( х ) с 1 х [(/(%)' + / (* 2„ ) )  + 4 и ( Х Х) +  ( (*з)  + . . .  +
а '

-гИх2п 1)) + 2 (/(хг) /(*4) + - + /(лг2« — 2)

булиб,

/? _ -  (6 (с)
2 8 8 0 - я 4

булади ( каралсин,  [ 7 ] ,  1 1 - боб) .  

М и с о л. Ушбу

интегрални параболалар формуласиёрдамида такрибий х,исобланг.

[0 , 1] сегментни хп =  0,
__ 5_ _  -6 __ 7 . _ 8 __ 9 ,

х 5—  ю ’ ю “’ Х ....  Ю ’ Х8~ 1 б ’ Х э~~~10’ Х “> ~ ‘

нукталар ёрдамида 10. та тенг булакка буламиз. Бунда х,ар бир 
булакнинг узунлиги 1 га тенг булади.

10
Интеграл остидаги

!(х) =  е

функциянинг XI, (/ =  0 , 1, ... , 10) нукт-алардаги к.ийматлари 
куйндагича булади:

¡ { х  о) = / ( 0 )  =  1 ,0 0 0 0 0 ,

¡(х\) =/(■“ -) =  0 , " 0 0 5 ,

/(**)=/(•  ,5 )= 0 ,96079 ,

/Ч*з)  = / ( ! ) = ( ) , 9 1393,

Иха) = / ( - ^ - ) = 0,85214,

7 ( * 5) ==/(-,|) =  0,77680,

/ Ю = / ( - ^ ) = 0 , 69768,
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Пх7)= ^ ) = о , б т з ,

Д * 8) = / ( | | = 0 , 52729,

/(х9) = / ( - ^ ) = 0,44486,

! ( Х\о) —/(1) =0,36788-

(25) формуладан фойдаланиб топамиз:
1
$ г  - ? 4 х & - ^  [(1,00000 +  0,36788) +  4 (0,99005 +
о

4-0,91393 +  0,77680 +  0,61263 +  0,44486) +
+  2 (0,96079+0,85214 +  0,69768 +  0,52729) ] =

=-¿■(1 ,36788 +  6,07580 +  14,96108) «г 0,74682.ои
1

Демак, 0,74682.
о

Шундай килиб,

/ =  \^е~*с1х
о

интегрални турри туртбурчаклар формуласи ёрдамида х,исоблаб 
/=0,74805, трапециялар формуласи ёрдамида хцсоблаб 7=0,74437, 
параболалар формуласи ёрдамида хисоблаб 7  =  0,74682 булишини 
топдик.



3 - Б О Б

АНИК, ИНТЕГРА ЛНИНГ БАЪЗИ ТАТБИК,ЛАРИ

Аник, интегралнинг татбик доираси кенгдир. Жумладан ёй 
узунлигини, текйс шаклнинг юзини, узгарувчи кучнинг бажарган  
ишини, айланма жисмнинг ён сиртини, жисмнинг огирлик маркази-. 
ни ва х,оказоларни топиш масалалари аник, интеграл ёрдамиДа х,ал 
этилади.

1-§.  ЕЙ У ЗУ НЛ ИГ И ВА УНИ Х.ИСОБЛАШ

Фараз килайлик, ¡(х)  функция [а, Ь\ сегментда аникланган ва 
узлуксиз булиб, бу функция графиги 4- чизмада курсатилган эгри 
чизик ёйини тасвирласин. Уни АВ деб белгилайлик.

[а, Ь] сегментнинг бирор Р — {х0, х,, ... , хп} ( а = х 0< х  1 < х 2<  
< . . . <л:л =  6 ) булинишини олиб, унинг булувчи Хк(к =  о ,п ) нукта- 
лари оркали Оу укига  параллел турри чизиклар утказамиз.

Уларнинг АВ ёйи билан кесишган нукталари

Ак=  (хк, 1(хк) )
0.4о= (а, / ( х ) ) , А п =  В =  (Ь, / (Ь) ) ,  &== 1, п — 1) булсин.

АВ ёйдаги А к (1г =  о, п ) нукталарни 
бир-бири билан турри чизик кесмалари 
ёрдамида бирлаштириб АВ ёйига чизил- 
ган синик чизикни хосил киламиз. Бу 
синик чизик пёриметрини X билан белги­
лайлик. Унда текисликда икки нукта 
орасидаги масофа формуласидан фойдала- 
ниб, Ак=(хк,1(хк)) ва Л +| =  (х1+1, ¡(хк+1)) 

нукталар орасидаги масофа

\Лк~ А к+1\ =  ^ ( х к+, - х к) 2-\-(1(хк+]) ~ [ { х к) ) 2 

ва £ синик чизик периметри

2  л/ (хк+1—х к) 2+  ( ¡(хк+]) —¡( х к) ) 2 ( 1 )
, А==0

булишини топамиз.
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Равшанки,  синик чизик периметри f(x) функцияга хамда [а, Ь] 
Iчч'ментнинг бу'линишига боглик булади:

1 = Ш -
Р булинишнинг булувчи нукталар сонини орттириб борилса, 

ЛВ ёйига синик чизиклар шу АВ ёйига .якинлаша боради.О'
1- т а ъ р и ф. Агар АВ ёйига чизилган синик чизик ( [a, b] ора- 

ликнинг ихтиёрий Р булинишида) периметри
/1 — 1 --------- г---------------—--------------- ------ -

Lp=  2  д/ (xk+l—xk) 2±  (f{xk+l) - f ( x k) ) 2
k = 0

A,p->-0 да чекли лимитга эга булса,  у холда АВ ёй узунликка эга 
деб аталади ва ушбу

l imL = 1

АВ ёйнинг узунлиги дейилади.
К,аралаётган ¡(х)  функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булиши 

билан бирга у шу сегментда узлуксиз }'(х) хосилага хам эга булсин. 
Юкоридагидек, [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий Р булинишини олиб,

АВ ёйига чизилган унга мос синик. чизикни хосил киламиз. Бу синик 
чизик периметри ( 1) формулага кура

Lp=  2  д/ [хк+\ — хк) 2+  (f (xk+\) — (f(xk) ) 2
k = 0

булади.
f (x ) функция [а, b] сегментда Л агранж  теоремасининг шартлари- 

ни каноатлантиради. Унда бу теоремага кура шундай 
Xk(xk^-Xk^xk + \) нукта топиладики,

f,{Xk + l) — f{Xk) = Т Ы )  [хк+\— xk) 
булади. Натижада

Lp=  2  Д ¡ { x k+x — xk) 2+ f'(T k) (xk+l—xk) 2 =
6 = 0 у ,

=  2  V 1 (xk+i—x k) =  2  д /l + f ' ( Tk) &xk (2)
6 =  0 6 = 0

тенгликка келамиз.

Равшанки,  д /l (x) функция [a, b] да  узлуксиз. Бинобарин, у 
шу сегментда интегралланувчи. Бу функциянинг интеграл йигин- 
диси
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булиб, унинг лимити [хк, **-н] ораликлардан олинган нукталарга 
боглик эмас, Демак ,  =  ларда

Пт 2 1 Д А + П т * )  • Ддс*= \ Л А + Г Й  (3)
У * ° * - о  £

булади.
(2 ) ва (3) муносабатлардан

ь
Пт/., ,= | д А  +  ̂ х )  й?х

булиши келиб чикади. Бу эса АВ ёйининг узунликка эга ва у

/ = | У  \ + Г (х )й х  (3')
а

, булишини билдиради.
М и  с о л  л а р. 1. Ушбу

/ ( х ) = х 2 ( О ^ х ^  4)

функция таевирлаган эгри ч-изик. ёйининг узунлигини топинг. 
Аввало берилган функциянинг досиласини дисоблаймиз:

Г (х )  =  ( х 2) '  =  | х 1

Унда
1+/ ' 2(х) = 1  +-|х ,  д/1 Ч-/'2(х) =  -уД  +  -|х

булиб, (3' ) формулага биноан
4

' 1 =
■ 0

4 ' _________

\л/1+Жс1х'
9булади. Кейинги ннтегралда 1 -)—( х =  / алмаштириш бажарамиз.



/ = - | 7  ( ю  7 Г а - 1)-
булади. Д ем ак ,

2 . Ушбу

2р
параболанинг [0 , а] ораликдаги ( а > 0) кисмининг узунлигини топинг. 
Л в вал о /(.V) функциянинг х,осиласини х,исоблаб, д/1-|-/,2(х) ни то- 
намиз:

/'(*) =  •*•, 1 Н ГЧх) =  <  л / Т + Г М  - = ~ л / 7 + ^ - :
Р /Г 1 Р у

(3') формулага кура каралаётган эгри чизикнинг узунлиги

/== Ф : 1 У * 2+ р 2^х

булади. Энди ушбу _____
 ̂ д/х*-\-рЫх

аникмас интегрални хиеоблаймиз. Агар

и =  д/х2-{-р2, М==йх.

дейилса, унда
, Л(/д-а и = —= = ,  v — x

■ У* 2+р2

булиб,
х2с1х^ х 2+ р 2с1х==х-\/х2-1гр2

ДМ+р 2

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича 
хисобланади:

J  д/х  ■-{-/? ^  д / х  +/? V' д  / х  -Ь Р д/х  + Р

( ^  х2+ р 2 й х ^ р 2\-— =̂=== — А \)х2+ р 2йх — р2\п \x-\- д/х2+ р 2 
д/л;2 +  р2 3

Демак,

 ̂ 1! х2-\-р2йх =  х- д/х2+ р 2 - -   ̂ у/х2+ р 2й х + р 2- 1п|х +  \/х::+ / г !. 

Бу тенгликдан

2- | д/^2+ р 2йх = х д/хЧр^ Ч-Р21п|х+ д /х Ч р 21
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булиб,

 ̂ \jx2+ p 2d x =  х2 д/л:2+ / г  +- р2 ln !x-+ -\¡x2+ p 2 1

булиши келиб чикади.
Натижада

/= И  ^x2+P2dx = -p[ í^ x2+P2 +-2-1п1*+ л/х2+р2 | ]о
О •о

=  ̂ - а д / а 2+ р 2 + - | 1п|а +  д/а2+ р 2 — |-1пр

булади.

Фараз килайлик, АВ ёй (эгри чизик)

тенгламалар системаси, билан яъни параметрик холда берилган бу~ 
либ. х =  ф (/),// =  ij- (/) функциялар [а,  |3]да аникланган, узлуксиз ва

ф'(/), ф'(/) узлуксиз хосилаларга эга булсин. Бунда АВ ёйи узун- 
ликка эга булиб, унинг узунлиги

Р ___________

формула ёрдамида топилади.
(4) тенгликнинг . уринлилиг'ини (3' ) формула ёрдамида хамда 

аник интегралда узгарувчини алмаштириш формуласидан фойдала- 
ниб келтириб чикариш мумкин.

М и с о л. Ушбу

тенгламалар системаси билан аникланган эгри чизикнинг (цикло- 
иданинг) узунлигини тоиинг..

Ф(/) = . а (/ — sin/) ¡\|"(/) = a ( l  —eos/) функцияларнинг хосилалари- 
ни хисоблаймиз:

(4)
а

ф(/) = а -  (/ — sin/), 
i|' (/) ==а- (1 — eos/)

( о <  / sáj я )

Ф'(/) —а( 1 —eos/), 
я|/(/) =a -s in/ .

Унда
ф/2(/) -f-ij/2(/) = а 2( 1 — eos/) 2 +  a 2sin2/ =  a 2-2 - ( l — eos/)

булиб,
д/ф '2( / ) + г | / 2(/) = а  д/ 2 ( 1 — eos/)

булади.
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(4) формулага кура эгри чизикнинг узунлиги

2 л

/=  ̂а д/2 (1 — соэ/) сИ
о

оулади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални адсоблаймиз:
2л  2 л

 ̂ а д/2 (1 —соэ/) (И==а ^
о о

,2л 2 л  2л

=  2а   ̂ в т  *^/ =  4а  ̂ —4а-соб 2 | =  8а  .
О О . 'о

Демак,
/ =  8а

О .
Фараз килайлик, Лй  эгри чизик кутб координата системасида

р =  р(0) ( а < 0 ^ р )  (5)

тенглик билан берилган булсин. Бунда р==р(0) функция [а,  |3] да 
узлуксиз ва узлуксиз р ' ( 0 ) х,осилага эга.

Аввало (4) муносабат билан берилган эгри чизик тенгламасини 
параметрик куринишда ифодалаб оламиз:

ф ( в ) = Р (в)-СО80 ,
■ф(0) =р(||-& 1П0

• V-/ ■
(Цнг (4) формуладан фойдаланиб АВ эгри чизик ёйининг узунли- 
гини топамиз:

Р . ■ Р ■ _________________ ,............ .................1
1 =   ̂ д / Ср'2( 0 )  + г| / 2( 0 )  ¿ 0 =  у  ( р ( 0 )  • со э О ) " | ( р ( 0 )  • э т 0 )  2 ¿/0 =

а а

Р ' ' "• - .'.......................... .'Ч ■■■--.•...........— -
=  § V  (рЧ0) • соэ0 — р (0) • СОЭ0) 2+  (р ' (0) ^¡пО +  рО-еоз©) 2<з(0 =

а  '  .

= 5 ур̂ +р̂ )
а

Демак,  (5) муносабат билан берилган эгри чизик, ёйининг узунлиги

/= $ у р2|0 | + р'2( 0 ) ¿ 0  (6 )
а

булади.
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М и с о л. Ушбу
р =  2а( 1 -+-соз0) ( О < 0 <  2л)

эгри чизик, (кардиода) ёйининг узунлигини топинг.
Бу ёпик. чизик булиб, кутб укига нисбатан симметрик жойлашган 

( 5 - чизма).  Шунинг учун эгри чизикнинг узунлиги, унинг кутб 
укининг юкорисида жойлашган кисми узунлигининг иккиланганига 
тенг булади. (6 ) формуладан фойдаланиб тонамиз:

я  ' 1 • ; ■

1 = 2  5 У р ' 2 ( 0 )  | - р г ( 0 )  ¿ 0  =
о

=  2  ̂ д/ (2а (1 +СО80)) 2-|- (2а (1 + соз0 )) 2 =
о

=  2 -2 а  ̂ д / зт 20 +  (1 +соэ0) 2й0==4 д/2 а  ̂ д/1 + соб0^0 =
0 0 

' Л '
=  8а  ̂созуйб =  16а.

о
Демак,  кардоида ёйининг узунлиги

/ =  16а
булади.

5- чизма 6- чизма

2- §. Т ь К Н С  ША К Л Н И Н Г  ЮЗИ ВА УНИ Х.ИСОБЛАШ

Г .  Маълумки китобхон текис шакллар ---- учбурчак, тугри 
туртбурчак ва х,оказодарнинг юзи тушунчаси билан мактаб математи­
ка курсидан таниш. Ушбу параграфда текисликда чегараланган'  
шаклнинг юзи тушунчаси ва уни интеграл оркали ифодаланиши 
билан шугулланамиз.

Текисликда бирор чегараланган (р) шаклни карайлик (6 - чиз­
ма) .  Бу шаклнинг ичига купбурчак чизамиз. Бундай купбурчаклар 
чексиз кун булиб, улар ташкил топган тупламни (А) оркали 
белгилаймиз. Худди шунга ухшаш (р) шаклни уз ичига олувчи 
купбурчак караймиз.  Бундай купбурчаклар хам чексиз куп булиб, 
улардан ташкил топган туплам (В) булсин.

(А) купбурчакларнинг юзини билан, (В) купбурчакларнинг 
юзини Бв билан белгилаш натижасида (р) шаклга ички чизилгаи
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купбурчак юзаларидан иборат {5Л} туплам, {р} шаклни уз ичига 
ман купбурчак юзаларидан иборат {SB} туплам хосил булади. 

Г.шшанки, {5Л} туплам юкоридан, {SB} туплам эса куйидан 
чегараланган. Шунинг учун {S,,} туплам аник юкори чегарага,  
гуклам эса аник куйи чегарага эришади.

s u p l S . ^ P ,  i n f{ 5 J = P
2- т а ъ р и ф. Агар р =  р, яъни

sup{Si==inf{SJ
тенглик уринли булса,  у х,олда (Р) шакл юзага эга дейилади ва 
1> — Р =  Р микдор ( ! )  шаклнинг юз и дейилади.

2°. Энди (р) шакл сифатида юкоридан узлуксиз 1 f(x ) 
( f(x )^ O )  функция графиги, ён томондан х — а, х^=Ь з'ертикал 
чизиклар х,амда пастдан Ох — уки билан чегараланган эгри 
чизикди трапецияни карайлик (7- чизма ) . Бу эгри чизикли трапеция 
юзага эга эканини ва у аник интеграл оркали ифодаланишини 
курсатамиз.

[а, Ь] ораликнинг бирор Р =  {хо, х\, ... , х„} (а —хо^х\<СХ2 <С 
. . .С х п =  Ь) булинишини олайлик. f(x) функция [а, Ь] ораликда 
узлукСиз булгани учун бу ораликда чегараланган ва

inf {[(x)}=m k, 
sup {f(x)}=Mk

( x 6 [v*, Xk+\], ft — 0,1, . . .  , ti — \) лар мавжуд. .  (К,аралсин, [7], 11-боб.)
Куйидаги йигиндиларни тузамиз.

5  =  2  т ¿Ахд., 5  — l i  Af j1 Ахк
k = 0 k = 0

Бу йириндилардан биринчиси аАВЬ эгри чизикли трапециянинг 
ичига чизилган купбурчак — тугри туртбурчаклар юзалари йигин- 
дисидан,иккинчиси эса бу эгри чизикли трапецияни уз  ичига олган 
купбурчак — тугри туртбурчаклар юзалари йигиндисидан ибо- 
ратдир.

Равшанки,  бу купбурчаклар юзалари f(x) функцияга хамда 
[а, b] ораликнинг булинишларига б о м и к  булади:

S — Sp ( f ) , S — S p (/) .
[a, b] ораликнинг турли булинишлари олинса, уларга  нисбатан 

аАВЬ эгри чизикли трапециянинг ичига чизилган х,амда бу эгри 
чизикли трапецияни уз  ичига олган турли купбурчаклар хосил 
булади. Натижада бу купбурчаклар юзаларидан иборат куйидаги 
[sP(/)}> {Sp(f)) тупламлар хосил булади. Бунда {sp(f)} туплам 
юкоридан fSp(/)} туплам эса куйидан чегараланган булади. Демак, 
бу тупламларнинг

sup Ы Ш  inf {Sp(f)} 
аник чегаралари мавжуд.
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Шартга кура ¡(х)  функция [а, Ь] ораликда узлуксиз. У холда 
Кантор теоремасининг натижасига кура у е > 0  сон олинганда хам 
шундай 8 > 0  сон топиладики, [а, Ь\ ораликнинг диаметрлари А,р< 6  
булган ихтиёрий булинишлари Р учун хар бир \снм+\\ ораликда 
функциянинг тебраниши

булади. Унда .
(/) }— в и р ^ / Ж  (/) - « „ ( / )  =

п —1 п—1
=  2  (Мк— т к) Ддс4<.—1 _  2  Ахк==г.

4 = 0 4=0
Демак,  [а, 6 ] ораликнинг диаметри булган хар кандай
булиниши олинганда хам бу булинишга мос аАВЬ эгри чизикли 
трапециянинг ичига чизилган хамда бу трапецияни уз ичига олган 
купбурчак юзалари учун хар доим

0<Ы  {£,,(/)}—вир Ы/)}<8
тенгсизлцк уринли булади. Бундан эса

¡п ( / ) ! = эир{л> (/)} (7)
тенглик келиб чикади.

(7) тенглик аАВЬ эгри чизикли трапециянинг юзага эга булишини 
билдиради.

3°. Энди бу трапеция юзининг интеграл оркали ифодаланишиг 
ни курсатамиз.  Маълумки,  /(х ) функция [а, Ь) ораликда узлуксиз

П — 1
булиб, унинг интеграл йигиндиси стр=  2  ¡ ( 1 к)Ахк учун

4 =  0

$р
тенгсизликлар уринли. А,р-*-0 да —>-/, 5 Р-»-/ булишини эътиборга 
олсак, у холда 1 р- у0 да  ор-*-1 эканлиги келиб чикади. Шундай 
килиб аАВЬ эгри чизикли трапеция юзи ¡(х)  функциянинг 
[а, Ь] ораликдаги интегралига тенг экан. Демак,

ь
8 = ^ ( х ) й х .  (8 )

а
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1 - э с л а т м а .  Агар  /(х ) функция [а,  Ь] о ра ликд а  узлуксиз  булиб,  унда  ишора 
с а к л а м а с а  (8)  формуладаг и интеграл эгри чизикли трапециялар  юзаларининг 
йириндиеидан иборат булади.  Бунда  Ох укининг  нжорисидаги юза мусбат  ишора 
билан,  Ох  укининг  настидаги юза манфий ишора билан олинади ( 8 - чизма ) .

2- э с л а т м а. Агар /| ( х ) ,  /2(х ) функциялар [а,  Ь) д а  а никланган ва  узлуксиз  ва
Ь] л а р д а  /1 (х)  ' ^ ¡ 2(х)  > 0  булса ,  кжоридан /, ( х ) ,  пастдан ¡ 2 (х)  функциялар 

графиги,  ён томонларидан х =  а , х =  Ь вертикал чизиклар билан че га ра ла ига н 
шаклнинг юзи ь

5 = 5  [ ¡ , ( х ) ~ 1 2( х ) ] й х  . (9)

(формула оркали ифодаланади ( 9 - чизма ) .

М и С О Л. Ушбу
Ау =  8х—х2, 4у =  х  +  6 

чизиклар билан чегаралаиган шаклнинг юзини топинг.

Бу чизиклардан бири парабола, иккинчиси тугри чизик булиб, 
улар бир-бири билан ва В ( 6 ; 3 )  нукталарда кесишади

( 1 0 - чизма).  (9) формулага кура
в в

5  =  ̂   ̂ №х - х2) - ( х +  Ь)\с1х = ^ { 7х - х2- Ь ) с1х =

= 5^ к в . б и р

4°. Энди кутб координаталари системасида ушбу р =  р ( 0 )

( а < 0 < р )  функция тасвирлаган АВ ёй х,амда ОА ва ОВ радиус — 
векторлар билан чегаралаиган шакл — эгри чизикли секторни 
карайлик (11- чизма).  Юкоридагига ухшаш бу эгри чизикли сектор 
хам юзага эга эканлиги курсатилади ва у ушбу

5 = | 5 р 2(9)й0 ( 10)

формула оркали хисобланади.
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11 - чизма 12- чизма

М и с о л. Ушбу
с  За  ссйш Бт® /л   л  \• Ь = ---- 3------- 0 . < ф < — )

81П <р+ 008"ф. V 2 /

чизик, билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.
Каралаётган шаклнинг юзини ( 10) формуладан фойдаланиб 

топамиз:

г вт ф + соэ ф J

п  2 2 • 29 а г сое ф з т  фф8{п ф ^ 

у ( в т Д р + с с ^ ф ) 2 ^

Энди бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални х,исоблаймиз:
л /2 о ,, л/2
Г С08 ф . э т у  , _  Г 1ё 2ф ¿ф ^

3 ( з т 3ф + с о з 3ф)2 3 (1 +  2 соз2ф

я / 2

я/2

1 ( 1 + 1? 3ф ) - '  I = 4 .

Демак,

з

9 а 2 1 За2ои -
----- 2 3 =  2 «в.бир.

Одатда, р (о
эш ф-}-сое ф V ^ т ^ 2 /  чизик Декарт япроеи деиила-

ди. Декарт япроги билан чегараланган шакл 12- чизмада тасвир-



3 - § .  А Й ЛА Н М А  СИ Р Т ЮЗ И ВА УНИ \ И С О Б Л А Ш

у =  [(х) функция .[а, Ь] сегментда. аникланган, узлуксиз булиб, 
Vг 6 [а, Ь] учун [ ( х ) ^ 0  булсин (13- чизма).  ¡(х) функция графиги- 
нинг Ох уки атрофида айлантиришдан айланма сирт косил булади 
(14- чизма ) .

Бу сирт юзасининг аник интеграл оркали ифодаланишини 
курсатамиз.  [а, Ь] ораликнинг ихтиёрий Р =  {хо, х и ■■■ , хп} 
(а=Хо<^х\ <; . . .  <^хп — Ь) булинишини олайлик. Р булинишнинг хар 
бир х*(6 =  0,1, ... , п) булувчи нукталари оркали Оу укига параллел

тугри чизиклар утказиб, уларни АВ ёй билан кесишган нукталари- 
ни Ак(хк, !{хк)) билан белгилайлик. Бу Ак(хк, /(**)) (6 =  0,1, . . . ,  п ) ,

Ао—А, Ап — В
нукталарни узаро турри чизик кесмалари билан бирлаштириб

АВ ёйга Ь синик чизик чизамиз. АВ ёйни ва £ чизикни Ох уки ат ­
рофида айлантирамиз. Натижада L нинг айланишидан кесик конус 
сиртларидан-гашкил топган сирт хосил булади. Бу сиртнинг юзи 
ушбу

формула билан ифодаланади.

Р булинишнинг диаметри Яр->-0 да  АВ ёйига чизилган Ь синик,

чизик иериметри АВ ёйи узунлигига интилади. Демак,  0 да 
синик чизикни Ох уки атрофида айлантиришдан хосил булган 

сиртнинг юзаси С) нинг лимити биз караётган айланма сиртнинг 
юзасини аниклайди. Бу юзанинг аник интеграл оркали ифодасини 
топамиз. ' '

Буиинг учун / (х) функция [а, Ь] да  узлуксиз (х) хосилага эга деб 
оламиз.

¡(х)  функция [а, Ь\ ораликда узлуксиз булгани учун [хк, 
хк+\] ораликда шундай нукта тоииладики,

В
У

о а
X

13- чизма 14- чизма

V  (х к + 1Т * * ) 2+  [/(**+1 ) ~ / ( * / г) ] 2 ( 1 1 )

¡(хк)+ЦХк+,)
— /(!*•)> 6 [х/г, х к±̂\2



тенглик уринли булади. Иккинчи томондан, Ла гран ж  теоремасига 
кура [хк, Хк+\\ ораликда шундай тк нукта топиладики

/ (А'а~. ! ) [ (хк) :== / (т^) 1 Хк) , Т/г 6 Хк-\-1 ]
тенглик хам уринли .булади. Натижада (11) муносабат ушбу 

<Э =  2 :п 2  Щк) V {хк~\—хкУ1+ 1 '2{тк) (хк^ - - х к) 2 =
/г—О ,

=  2л ' ? / ( У  у Г + р ( т * )  -А** ( 12)
*=о |

куринишни олади. Бу тенгликнинг .унг томонидаги

Я2 / ( У л / 1 + Г ( ^ )  А х к
6 =  0

ЙИРИНДИ

/ ( х ) . у Т + № >  ■ ( 12' )

функциянинг интеграл йигиндисини эслатади. ( 12' )  функция 
интегралланувчи булганлиги сабабли. \к нукта сифатида хк ни олиш 
мумкин.

Яр—>-0 да  ( 12) тенгликдан топамиз:

П — 1

Нт<2 =  Нш2л 2  /(
1р~+° 1р~*° к==Х)

Ь

— 2я  ^/(х) д/1 +/ '2(х) йх.
а

Шундай килиб, айланма сиртнинг юзи учун ушбу

ь ___ •. ■*
5  =  2я (х) У 1 +/'2(х) йх

а

формула уринли.

4- §. УЗ ГАРУВЧИ КУЧ НИ НГ БАЖАРГАН ИШИ ВА УНИ Х.ИСОБЛАШ

Фараз килайлик, бирор жисм Ох уки буйлаб куч таъсири 
остида харакат  килаётган булсин. Бунда Р куч жисмнинг Ох 
укидаги холатига боглик. Шу. £ =  £(х) кучнинг йуналиши ва 
харакат  йуналиши устма-уст,  тушсин. Бу куч таъсирида жисмни 
а нуктадан Ь нуктага утказишда бажарилган ишни топиш масаласи 
юзага келади. Маълумки,  ^  =  /г(х) куч Ь] ораликда ,Г (х)= с  
(с =  сопэ1) булса, жисмни а нуктадан Ь нуктага  утказишда 
баЖарган иш А =  с(Ь — а) формула билан ифодаланади.

т*)  • V 1 + /  2( т «.-) • А х 4=
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^М=Щх) куч [а, Ь] оралйкДа х узгарувчининг узлуксиз функцияси 
булсин. [а, Ь] ораликнинг ихтиёрий

Р =  (хо, Х[, ... , Хп) {а =  х0<.х\ <. — <Хп — Ь)

булинищини олиб, бу булинишнинг хар бир [**, Хк+л] (6 =  0 , 1, 2 , ... , 
п — 1) оралигида ихтиёрий (£*€[■**, **+ 1]) нукта оламиз.

Агар хар бир [й, хк+\] оралйкда жисмга таъсир этаётган Р ( х)  
кучни уз г арм ас  Р ( Щ  га  тснг деб олсак, у холла [хк,.Хк+\] оралйкда 
бажарилган иш тахминан Р{Ъ,к) (хк+\—Хк) формула билан, [а, 
Ь] оралигида' бажарилган иш эса тахминан

2  Р( ,̂к) (хк+ 1 хк)=  2  /г(^а)Ах 4 (13)
к—0 : 4 = 0

формула билан ифодаланади. Бу формула такрибий булиб,
П — 1 . ■ _ ,

2 ./г(^ )Ах* йигинди р = р ( х )  функция билан бир каторда
к = 0
Ь] ораликнинг булинишига хамда [хк, Хк+1] ораликдан олинган £* 
нукталарга бочгликдир. Р булиниш диаметри Ар-’-О Да (13) йигинди 
киймати изланаётган иш микдорини тобора аникрок ифодалайди. 
Хр->~0 д а  (13) -йигинди [а, Ь] ораликнинг булиниш усулига хамда 
нукталарни танлаб олишга боглик булмаган холда чекли А сонга 
интилса, бу Л сон.узгарувчи Р (х) кучнинг [а,'Ь] ораликдаги бажарган 
иши деб аталади.

Демак,

А =  Пт 2 / 7 ( ^ ) А х 4.
у* ?  *=0

/г(х) функция [а, Ь] оралйкда узлуксиз эканлцгини эътиборга 
олсак,

ь
А =  ^Р(х)с1х

а

формулага эга буламиз.
Шундай килиб, узгарувчи Р (х) кучнинг [а, Ь] оралйкда б а ж а р ­

ган иши

I ь 
А =  ^Р(х)с1х

а

формула билан ифодаланади.
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5 - § .  ГЕ О МЕ ТР И К Ш А К Л Л А Р Н И Н Г  СТАТИК МО МЕ Н ТЛ АР И 
ВА О Г И Р Л И К  М А Р К А ЗИ Н И ТОПИШ

Агар геометрик шакл юкоридан. у =  у(х)  пастдан Ох уки, ён 
томонидан х — а, х =  Ь вертикал чизиклар билан чегараланган 
булса,  бундай фигуранинг Ох ва Оу укларига нисбатан статик 
моментлари

ь ъ
Мх= ~ 2  \у2(х)йх, Ми=  \^х-у(х)с1х

а а

формулалар ёрдамида,  огирлик маркази эса

ь
формула топилади, бунда 3= \ у(х)с1х— геомётрик шаклнинг юзи.



4- Б О Б  

КДТОРЛАР

1-§.  СОН ЛИ К А Ю Р  ТУШУНЧАСИ.  С О Д Д А  Т Е О Р Е М А Л А Р  

Бирор {ап}:
а\, a<¿, а 3! , ап, ...

хакикий сонлар кетма-кетлиги берилган булсин.
1- т а ъ р и ф .  {ап} кетма-кетликнинг уадларидан. ташкил топган 

ушбу
Û1 “(- Û2 ... “Ь ûn'-f- •••

оо

ифода сонли к,атор (к,иск,ача к,атор) дейилади, у 2  ап каби ёзи-
п~1

лади:
оо

2  a n= a ,  +  a 2+ a 3+ . . .  +  a„+ . . .  ( 1)
Я= i

ai ,  а 2, аз, ... сонлар ( 1) каторнинг уадлари, ап эса каторнинг умумий 
уади, дейилади.

Масалан,

14 -—-—i- — h. . . 4 ------ - - -  + . . .
1 - 2  2-  3 ( п - \ ) п  ~

«  i 1 1каторда хар бир . Ь ' у Т ’ Т Т ’ С0НЛаР ШУ каторнинг хадлари

-  -• i — эса унинг умумий хади булади.

( 1) кагор хадлари ёрдамида куйидаги

А\ — а\,
А 2 =  а\-\-а2,
A3 =  ßl -j- Ü2 4" аз,

Ап — а\ 4-02 + . . .  4-Оп,

йигиндиларни тузамиз. Бу (1) каторнинг кисмий йигиндилари 
дейилади.
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Натижада  (1) катор берилган х,олда бу каторнинг кисмий
.йигиндиларидан иборат {Ап}:

А ь Лг, Аз, ■ ■ ■ , Ап, . . .
сонлар кётма-кетлиги хосил булади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар п-+- оо да {Ап} кетма-кетликнинг лимита
■ I мавжуд ва чекли булиб,

ПтЛ„ =  Л
- , , П—*- оо

; булса, (, 1) к а̂тор я^инлашувчи дейилади. Бу муносабатдаги А сон 
к аторнингйитиндиси дейилади:

2  а „ = а 1 +  а 2+ - "  +  а л+--- =  А.
п.= 1

3- т а ъ  р и ф. Агар п-*~ оо да {Ап} кетма-кетликнинг лимити 
чексиз ёки лимити мавжуд булмаса, ( 1) к а̂тор узощлаилувчи

: дейилади. ■
М и с о л л а р. 1. Ушбу

1 +тЬ' + 11з+-+^"-̂  +- '
каторни карайлик. Бу каторнинг кисмий йигиндиси-

А „=  1 1 ' ‘ ' ' ‘1 - 2  1 2 - 3  1 ■" 1 (¡п — 1)п

ни куйидагича ёзиб олами^:

А„= 1 + ™ + ™ + ...+  == 1 +  ( 1 - - | ) +

+  ( т “ т ) + - - -  +  ( ^ “ т ) = 1  +  1~ т = 2 ~ т

Хун'г п-^-оо да лимитга утамиз:

1 ¡гпЛ„— Н т ( 2 — - } = 2 .
п-*- ОО п~*~ оо \ ^ /

Демак,  берилган катор якинлашувчи, унинг йигиндиси 2 га тенг.
2 : Ушбу :

1 + 2  +  3 +  . . .+га +  ...
каторни карайлик. Арифметик прогрессиянинг дастлабки п та 
Хадининг йигиндисини топиш формуласидан фойдаланиб берилган 
кат'орнинг кисмий йигиндиси

А п= \ + 2  +  Ъ +  .:. +  п = ' ^ Ц ^ -  

буля&ини топамиз. Равшанки,
1 • я 1 ■ п (п-\- 1) , »И т Л „  — 11ш - - -  4 — +  .

П-+пп П-ъ-пп



í<а  m  - 1 ; + 1  - 1 + 1 - . .  +  ( _  i ) «=  j ]

Демак ,  берилган катор узоклашувчи.
3. Ушбу '

— 1 +  1 — 1 +  1 —... +  ( — О л +  -
каторни карайлик. Бу каторнинг кисмий йигиндиси

О, агар п -  жуфт сон б^лса,.
1 агар п 4 -  ток сон булса

булиб, п-+- оо да унинг лимити м авж уд  эмас. Демак ,  берилган кагор 
узоклашувчи,

4. Ушбу
a +  a <7 +  aQ'2+ . . .  +  a^"~'1+  . . .

каторни карайлик. Бу каторнинг дадлари геометрик прогрссеияни 
ташкил этгани учун уни геометрик катор дейилади. К,аралаётган 
каторнинг кисмий йигиндиси

A „= a-t-aq  \-aq'2 -[■... \-аЧ’'~л {дф \)

булиб, |<?| < 1  булганда

Ппъ4„= lim 1 - q

бу'ладиГ Демак,  геометрик катор ¡</, -<1 булганда якиш ашувчи 
б у л а т -  Геометрик катор \ q \^ l  булганда узоклашувчи булади.

5. Ушбу

r  У 2 x/3 V«

катор узоклашувчи булади, чунки унинг кисмий йигиндиси учун

А п=  1 -| -j= +  -—т=- + . . .  4  -f= >  —4= -|---- r= +  ••• H— т-= —йг'...-,=.==. v/re
д/2 V 3  V  п V я  V я  V "  1

бÿлиб,
lim A n=  oo
П-+-00

булади.
Энди катор х,акидаги содда теоремаларни келтирамйз. '
1 - т е о р е м а. Агар

оо

2  а„ == а : +  а2 +  a-j + ... +  +...
П— 1

катор якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси А га тенг булса, у х,олда
оо

2  са „= са 1 +  га2+ ш 3+... +  сап+...
П~ 1

катор хам якинлашувчи ва унинг йигиндиси с-А га тенг/булади^|;е 
узгармас сон) .
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И с б от.  2  а п катор якинлашувчи булиб, унинг йириндиси
/г = 1

А булсин. Унда бу каторнинг кисмий йириндиси 
А п — ау-\- а2-{- а 3 +  ... +  а„

учун
Нш А п= А

П-*- оо

00
булади. Агар 2  сап каторнинг кисмий йигиндисини А'п билан

П — 1
белгиласак,  у х,олда

А'п =  са{ +  са2 +  ... + с а „  =  с ( а 1 +  а 2 +  •••+««) =  сАп 
булиб, ундан

ИтА'п— \\тсАп= с\\тА п — сА
П—»- оо п->- ОО П-*- оо

оо

булиши келиб чикади. Бу эса 2  сап каторнинг якинлашувчили-
п =  I

гини дамда унинг йигиндиси с-А булишини билдиради. Теорема
исбот булди. ' -

2 - т е о р е м а. Агар '
оо

2  ап==а 1 +  а2-{-а3-{- . , .+ а п-{-. . .

п =  1

оо ч

2  Ь п— Ь 1 +  &2+ ^ 3+  ••■+&я +  •••
п = 1

щторлар якинлашувчи булиб, уларнинг йигиндиси мос равишда
оо

А ва В га тенг булса, у цолда 2  (а„+£„)  цатор цам яцинла-
■ '• П= 1 • '

щувчи ва унинг йигиндиси А-\-В га тенг булади.
\ оо оо

И с б о т .  2  а п ва 2  Ьп каторлар якинлашувчи булиб,  улар-
п — у  п=\

нинг йигиндиси мос равишда Л ва в  булсин. Унда бу каторларнипг  
кисмий йигиндилари :

Ап — а\ -)-а2-\г... ап7
Вп — Ь \ Ь 2 -\-... Ьп

учун
НгпЛ„=Л, \\тВп~ В

булади.
П—> оо

1

2  {ап-\-Ь,) каторнинг кисмий йигиндисини Сп билан белгнлап
Пв* 1

лик. Унда
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Сп =  (а\-\-Ь\) (а2-\-Ь2) +  {Оп-\-Ьп) —
== (а!  + а г  + ... +  а л) (Ь \ Ь 2 Ьп) —Ап-1- Вп

Лнб,
\\тСп— \\т(Ап-\-Вп) =  НтЛ„+ ПтВ„=/4 -|-В

П-*-оо п—*-оо П-*-.оо П—

" иди. Бу эса 2  ( а „ + 6 „) каторнинг якинлашувчи ва унинг
«=1

иипшдиси А-\-В эканини билдиради. Теорема исбот булди.  

¡ т е о р е м  а. Агар

2  а п= а ,  +  а 2+ . . .+ а „ + ...
п =  1

V» гор якинлашувчи булса, у %олда

Н т а „ = 0
П-*-оо

пцлади.

II с б от.  2  ап катор якинлашувчи булсин. Унда бу каторнинг
П~ 1

| нсмий йигиндиларидан иборат {Ап} кетма-кетлик учун 

НтА п= А  (А — чекли сон)
п-*- оо

пулади. Равшанки,

Ап — а.\-{-а2 -\-ип—\ ап =  Ап— \-\- ап-
Ьундан эса

ап =  Ап А п—л
оулиб,

Нт а „ =  Н т (Л „ —Л„_,) =  ПтЛ„— Н т Л „ _ , = Л — Л =  0
п—*~ оо п-*- ОО п~*~ оо п-*- оо

|'\71лди. Бу эса теоремани исботлайди.

: ) с л а т м а .  Бирор каторнинг умумий хади п ->-оо д а  нолга интилишидан унинг 
||. иплашувчи б у л иш и . ха р  доим келиб чикмайди.  Ма са ла н ,

1+ 7 1 ‘ +^ + - + ^ + -

| нпрминг умумий хади а п —— булиб,  п -> -оо  д а  нолга иитилади.  Бирок бу катор
V п

I т м а ш у в ч н д и р .  Д е м а к ,  3 - теорема катор якинлашишининг зарурий шартини 
нфоднлар экан.
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2 - § .  МУСБАТ Х А Д Л И  К АТ ОР ЛА Р .  С О Л И Ш Т И Р И Ш  ТЕ ОРЕ МАЛ АР И

Бирор
оо
S' a „ = f l i - f a 2+ . . . + а „ + -

п-~ !

катор берилган булсин. Агар бу каторда
ап^ 0  (п =  1,2,3, ...)

булса,  у мусбат хадли катор, кискача мусбат катор дейилади.
4- т е о р е м а. Мусбат

оо
2  а п= а ,  +  а2+  . . :+ а п-\-... (2 )

п — 1

цаторнинг якинлашувчи булиши учун унинг цисмий йигиндилари 
кетма-кетлиги {А„} нинг юцоридан чегараланган булиши зарур ва 
етарли.

' И с б о т. Зарурлиги. {2) катор якинлашувчи булсин. Унда
Ппъ4„=Л

булади. Чекли лимитга эга булган кетма-кетликларнинг чегара­
ланган булиши маълум.  Шунинг учун {Ап} юкорндан чегараланган 
булади.

Е г а р л и .'I и г и. (2) каторнинг кисмий ййгиндиларидан иборат 
{А,,} кетма-кетлик юкоридан чегараланган булсин. Равшанки,

Л п + ! =  « 1  -¡- 0-2 И- ••• “Ь  а п “ Ь  Q-n+ 1 —  А п CLn -\- 1 ^  А п

(чунки, а „ ^ 0 ) .  Б у  эса {А„} нинг усувчи кетма.-кетлик эканини 
билдиради. Демак,  {Ап} кетма-кетлик усувчи ва юкоридан чегара­
ланган. Унда монотон кетма-кетликнинг лимити хакидаги-теоремага 
кура,  {Ап) кетма-кетлик л-г^оо да  чекли лимитга эга булади. Бу эса
(2) каторнинг якинлашувчи булишини билдиради. Теорема исбот 
булди.

Н а т и  ж  а. Мусбат каторнинг кисмий йигиндиларидан иборат 
кетма-кетлик юкоридан чегараланмаган булса,  у холда катор 
узоклашувчи булади.

Энди 4-теоремадан фойдаланиб куйида келтириладиган теоре- 
маларни исботлаймиз.

5 - т е о р е м  а. Фараз цилайлик,
оо оо
2  а„=а|  +  о2+ . . . 4 - а я+.- . ,  2  bn= b x +/>„+•••

п — 1 п'=  1.. .

мусбат цаторлар берилган булсин. Агар бу щаторларда
а„ <  Ь„ (п =  1 , 2 , 3, ...) (3)

булса, у %олда
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1) 2  Ьп цатор якинлашувчи булса, 2  ап цатор цам яцинла-
П= 1 ' ■ , ' : П—1

шувчи булади,
о о  о о

2) 2  а п цатор узоцлашувчи булса, 2  Ь'п цатор щ м  узоцла-
п—\ , , п= 1 '

шувчи булади.
' СЮ 1 оо ■ , "

И с б от.  2  а„ ва 2  Ьп каторнинг кисмий йигиндилари
п — I п =  1 ,

Л„ — а> +  аг + ... +  а„, Вп =  Ь\ —(— 62Н— +. 6Л 
учун (3) шартдан фойдала^иб

(4)
булишини топамиз.

Айтайлик, 2  катор якинлашувчи булсин. Унда бу каторнинг
■ п~ 1

кисмий йигиндиларидан и борат {Вп} кетма-кетлик чегараланган,  
ж-умладан юкоридан чегараланган булади. (4) тенгсизликдан {Ап} 
кетма-кетликнинг хам юкоридан чегараланган булиши келиб

оо

чикади. 4- теоремага мувофик 2  а п катор якинлашувчи булади .
П—1 1 . '

Энди 2  а п катор узоклашувчи булсин. Унда {А„} кетма-кетлик
п = ! 1

юкоридан чегараланмаган булади. (4) тенгсизликдан эса {В„} кетма- 
кетликнинг х,ам юкоридан чегараланмаганлиги келиб чикади.

оо ,

Натижага  биноан 2  Ьп катор узоклашувчи булади. Теорема исбот
/ 1 ■ п —1 , .

булди.
Худди шунга ухшаш куйидаги теорема х,ам исботланади.
6 - т е о р е м а .  Фараз цилайлик,

оо оо

2  а я= а 1 +  а 2+ . . .  +  а„+. . .  2  Ьп= Ь 1-\~Ь2-\-...-\-Ьп-\-...
п —1 п —1

мусбат цаторлар берилган булсин. Агар бу цаторларда

1,2,3, ...)
булса, у  уолда:

'1) 2 ' Ьп цатор яцинлашувчи булса, 2  а п цатор х,ам яцинла-
п = 1 „ = 1

шувчи булади,
оо оо

2) 2  ап цатор узоцлашувчи булса, 2  Ьп цатор %ам узоцла-
п = \  п =  1

шувчи булади.
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Одатда 5- в а 6 : теоремалар солиштириш теорсмалари дейилади. 
Энди мусбат каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи булиши 

ни аниклашда куп фойдаланиладиган Коши х,амда Даламбер 
аломатларини келтирамиз..

К о ш и  а л о м  а т и  .А га р

оо

2  а „ = а 1-|-а2+ . . .  -\-ап-}-...
/! = ]

мусбат каторнинг умумий уади ап учун

1 ( «  =  1,2 , ...)
оо

булса, у цолда 2  а п к,атор якинлашувчи булади,
П— 1

Л/'ап >  1 ( « = 1,2 , ,..)
оо

булса, 2  а п щатор узоклашувчи булади. ■
П ~  1

оо ' .
И с б от.  2  а„ мусбат катор учун

п=\

уЧ ,  < < / < 1

булсин. Бу тенгсизликдан

тенгсизлик келиб чикади. 2  геометрик каторнинг якинлашувчи
п =  1

эканини эътиборга олиб, 5 - теоремадан фойдаланиб берилган 

2  а п каторнинг якинлашувчи булишини топамиз.
П— 1

Агар

{ ¡  'а 'п > 1

булса,  унда ап^  1 булиб, «->-0 да  ап нинг лимит и нолга тенг 
булмайди. Катор якинлашишининг. зарурий шарти бажарилмайди.  
Демак,  бу х,олда катор узоклашувчи.  Коши аломати исбот булди.

Бу аломатнинг куйидаги куринишидан амалиётда кенг фойдала- 
нилади.

оо

Агар 2  ап мусбат катор учун
л=Г
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l im ÂJan= q
П -у о о  

со ,

Оу.пса, q<.\ булганда 2  а п катор якинлашувчи, q~>\ булганда
П--А

>< .1 катор узоклашувчи булади.
оо

Д а л а м б е р  а л о м а т и. Агар 2  a /l= a 1+ a 2+ a 3+ - "  +  a n+ ...
П— 1 ■

•■Ч/сбат цаторнинг ап ва ап+\ х;адлари (п — 1,2, ...) учун
а'п+ 1 < 0 < 1

булса, у х,олда 2  ап к,атор якинлашувчи булади,
П— 1

а п+ 1

булса, 2  а п к,атор узоклашувчи булади.

И с б от.  Берилган 2  ап мусбат катор учун
п =  1

< 9 < 1

булсин. Бу тенгсизликни куйидагича

(5)
ап qn Х ’

ОО

ёзиш мумкин. Равшанки,  2  геометрик катор ( 0 < ^ < 1 )  якин-
«=г

лашувчи. Унда (5) муносабатни эътиборга олиб, 6 - теоремадан
оо •• •

фойдаланиб берилган J  2  а„ каторнинг якинлашувчи булишини
'. п = 1

топамиз.
Агар

а,я+1
> 1

булса,  унда ап+ \ ^ а п бÿлиб, я - > - о о  да ап нинг лимити нолга тенг 
бÿлмaйди. Бу х,олда катор узоклашувчи булади. Даламбер аломати 
исбот бу'лди.
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Бу аломатнинг куйидаги кУринишидан амалиётда кенг фойдала- 
нилади:

оо

Агар 2  а„ мусбат катор учун
п— 1

lim — ПП-УОО и п
оо

булса,  ^ < 1  булганда Ъ а п катор якинлашувчи, q > \  булганда
п —\

эса катор узоклашувчи булади.
М и с о л л а р . • 1. Ушбу

' ОО . ( • ,
2  п~  1 H—ri—I—Г5" +  Н—

, , = \  «  2  3  п

каторни солиштириш теоремаларидан фойдаланиб якинлашувчи- 
ликка текширинг.

Каралаётган каторда а „ = —U 

Равшанки.

геометрик катор булиб, у якинлашувчидир. Бу катор учун

Ьп= ~ .
2”

л ^ З  лар учун 
- ап^Ьп

ОО /

эканлигини эътиборга олсак, 5 - теоремага Kÿpa 2  —  каторнинг
■ . п=\ 2

якинлашувчилигидан 2  каторнинг хам якинлашувчиЛиги ке-
п=1 П

либ чикади.
Демак,  берилган катор якинлашувчи.
2 . Уш.бу

i оо

V  J L
^  Inn

л = 2

каторни солиштириш теоремаларидан фойдаланиб яКинлашувчи- 
ликка текширинг.

Берилган каторнинг барча хадлари а „ = - Д -  учун —L > J L  тенг-
! пл  - - hm п

ОО

сизлик уринли булиб, 21 —; катор узоклашувчидир.Пя== 1
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5- теоремага кура 2  -г— катор х,ам узоклашувчи булади.
00 I

1п пп — 2

Д('мак, каралаётган катор узоклашувчи.
3. Ушбу

£ 1

( | + ± у

каторни Коши аломатидан фойдаланиб якинлашувчиликка текши- 
рииг.

„ „ 1 ‘ Каралаетган каторнинг умумии хади а п — —------— т  учун

(1+̂)
^  -\Е Щ ,

■ -  Н т 1 1

булади. <  1 булгани учун Коши аломатига кура берилган катор

якинлашувчи.
4. Ушбу

У  5™«! 

ппл = 1  п

каторни Даламбер аломатидан фойдаланиб якинлашувчиликка 
текширинг.

Бу катор учун

Ьпп\ 5" ~ 1 (л  1) !а п—~— , а . , ,  — ——- .:-у . .
пп п+[ ( « +

а,
эканлигини эътиборга олиб * 1 нисбатни хисоблаймиз:а„

а п+1 ___ Ъп + [ (п +  \)\ пп _ _  5 -пп

ап ( « + 1)л+1 5пп\ (п+\)п ( 1+ - ) " ;

Равшанки,

ПШ “и+±. =  пт  ....; _  А
П /  I \ п  РП—*~ оо “'п /7-ь-гт / , , * \ °

5 е > \  булгани учун Даламбер аломатига кура берилган кагор 
узоклашувчи.
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3-§ .  ИХТИЁРИЙ К ДТ О Р Л А Р .  Л Е Й Б Н И Ц  ТЕОРЕМАСИ

Биз 2 -§  да мусбат ха.члп каторларнн карадик.  Энди ихтиёрий 
хадли с он л и (х,адларининг ишораси ихтиёрий булган) каторларнн 
караймиз.  Аввало бундай каторларнинг якинлашишини ифодалан 
диган теоремани исботсиз келтирамиз.

Фараз  килайлик
00
2  а п—й\-\-а2 ... +  о,. +  ... (6 )

П— 1 ' .

ихтиёрий хадли сонли катор булсин.
7 - т е о р е м а .  (6 ) цаторнинг якинлашувчи булиши учун Ve >  0 сон 

олинганда цам. шундай ль f  N сон топилиб, барча п~~> ль ва т — 1, 2, 3, 
... ларда ■ |а„+1 +  а„ . ^ 4  . . . I тенгсизлйкнинг бажарилиши 
зарур ва етарли.

Энди (6 ) ихтиёрий хадли ка гор хадларининг абсолют кийматидан 
ушбу

оо
I а \\ +  I а г1 Н~ ••• Н- I ап\ +  == 2  \а.п\ (6 ' )

/1=1

каторни тузамиз. Равшанки,  бу ,мусбат хадли катор булади.

8- т е о р е м а .  Агар 2  I а п\ щатор якинлашувчи булса, у х,олда
П — 1

оо
На ап цатор щ м  якинлашувчи булади.

П—\ ' ' '
оо

И с б о т .  Шартга кура 2  |«„! катор якинлашувчи. Унда 7-
П — I

теорем ага биноан, V e > 0  сон олинганда хам шундай no^N 
топиладики, барча п > л о  ва m =  1, 2 , ... булганда

1 ü .n +  1 | +  I й л  +  2 I +  . . .  + 1  Q-n +  m  I <  Ё

тенгсизлик бажарилади.  Абсолют кий мат хоссасидан фойдаланиб,оо
2  ап каторнинг хадлари учун

п= 1 ■

! a n + , + a n + 2 +  . . .  +  a n + m\ <  | a „  +  i| - f  | а „ + 2 | + . . .  +  | a „ + m ! 

булишини топамиз. Д е м а к ,

I On + 1 -(- а „  2 4 “ • • • ~Ь а п + т I <С 8.

7- теоремага асосан 2  а п катор якинлашувчи булади.
п==1

оо
Э с л а т м а .  2  <*„ ихтиёрий хадли каторнинг якин ла шувч и булишидан

п =!

2  I ап1 каторнинг якинла шувчи булиши х а р  доим келиб чикмайди.



00 ■■ ' ■ ■ оо
4 - т ' а ъ р  и ф. Агар 2  \ап\ щагор ящинлишувчи булса, 2  а п

• ■' в= = 1 , . • • ■':п— 1

и а юр абсолют щинлашувчи дейилади.
ОО оо

5 - т а ъ р и ф. Агар 2 ' | a J  к,атор узок,лашувчи булиб, 2  а п
п =  1 72=1

: ' '  оо' • . • ■ -V :

Kjtrop як,инлашувчибулса, 2  'а.п шартли якинлашувчы к,атор де-
П= 1 . ■

йил ад и. .
• Энди ихтиёрий Хадли каторларнинг битта мух,им хусусий 

чолини — хадларининг ишоралари навбат билан узгариб келадиган 
каторларни караймиз.

Ушбу

, С 1 - С 2  +  С 3 - С 4 +  ... +  ( _ 1) » - 1С„ +  ... . (7)"

кагор хадларининг ишоралари навбат билан узгариб келадиган 
катор дейилади, бунда

Л е й б н и ц  т е о р е м а с и .  Агар (7) щаторда С +1 <  сп (п =  I, 2, 
...) булиб,

l im С . .= О
П~>~ оо V ;

булса, (7) цатор яцинлашувчи булади.
И с б о т .  Берилган (7) каторнинг 2п хадидан иборат йигиндиси

Аъп — Сл — Сз — С4 — ... -f~ Cin— 1— Сгп
пи олайлик. Теореманинг Сп+\<.Сп( п =  1, 2, ...). шартидан.фойдала- 
ниб {Л2п1 кетма-кетликнинг усувчи хамда юкоридан чегараланганли- 
гини тогтамиз. <

Аввало

Л 2„.,.2 =  Л2я -(- (С-2,1 : ! — Сгп+г) ^ Л 2„ (п= \,  2 , ...) 
булишидан {Л2л} нинг усувчи экани келиб чикади. Сунг

А 2п С 1 — Сг<+ Сзт- С4 + . . .  +  С г я -1 — С 2я =
=  С\ --- ( С 2 - С 3 )  -  ( С 4 - С 5 )  -  (С 2„ . . 2 - С 2„ . ) - C 2. , < C i

булишидан эса {Л2„} нинг юкоридан чегараланганлиги келиб чикади. 
Шундай килиб {Л2„} кетма-кетлик усувчи Хамда юкоридан чегара- 
лангац. Демак,  бу кетма-кетлик чекли лимитга эга:

lim Л 2)1= Л . ( 8 )
П -*- оо

Энди берилган каторнинг 2 п + 1  та хадидан иборат кисмий 
йигиндиси,

Л2я+ 1 =  С I — Ci -(• Ga — С:, -j- ... — С2п Cin+ 1 
ни олайлик. Равшанки,
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А 2 /1 + 1 --A in  +  С 2 /1 + 1
булади. Теореманинг

lim С„=О
п - * - о о

шартидан \амда (8 ) муносабатдан фойдаланиб топамиз: 

lim Аап., | == lim (Л2„+- С2л+]) =  lim А 2п-\-
f l - * -  о о  П~*~ со оо

- f  lim C2n_f_i =  А -\-0= А  .
п - * - о о

Шундай килиб, берилган каторнинг кисмий йигиндиларидан 
иборат кетма-кетлик п-*- оо да чекли лимитга эга булишини 
курсатдик. Бу , эса каторнинг якинлашувчилигини билдиради. 
Теорема исбот булди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

°° I
2  ( - 1) ' '+14 =

« = 1 щп.
каторни абсолют ёки шартли якинлашувчиликка текширинг.

Равшанки,  бу катор ишораси навбат билан узгариб келадиган 
кагор булиб, у Лейбниц теоремасининг шартларини каноатланти- 
ради:

‘ ) C n= ~ ß '  C "+ i —  _ j л а Р УЧУН Сп + 1 < С п ,

2 ) lim Сп— lim 1 =  0 .
П-*-  оо /?—*- оо у  ^  '

Демак,  катор якинлашувчи.
Энди каторни абсолют ёки шартли якинлашувчиликка те к ш и р а - 

миз,
1 1 00 J

а п= (  — 1 ) и+1— учун \а„| = -  -=- булиб, 2  - 7 -  катор узок-
V« V« „=, V«

лашувчи экани маълум (1- §  га каралсин) . Бундан берилган каторни 
шартли якинлашувчи эканлиги келиб чикади.

2 - 2  ( — 1) "+ 'т- г-ттгт: каторни абсолют якинлашувчиликка
п= 1 П (п+  I)

текширинг.
Бу каторнинг у мумий х,ади а„=  ( — 1 ) Ш 1 •—™—  учун

п (п +  1 )

\а \ =  I ( — 1 ) " + 1 ..sin-__I sC — —-------  .
1 д  ' п ( п + 1). I v п (п-f l ) .

о 00 1
тенгсизлик уринли булиб, 2  -  , ■ ■ут катор якинлашувчидир (1 §

п — 1 '  '
га каралсин) . Демак ,  берилган катор абсолют якинлашувчи.

( '■' у
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1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к  т у ш у н ч а с и .
Натурал сонлар туплами N ва бирор X сохада ( Х а Я )

аникланган функциялар туплами,  Б берилган булсин. Хар бир 
натурал п 6 N сонга Р тупламдаги битта функцияни мос Куйиш

н-*и,. (х)
натижасида хосил булган

и\(х), мг(л'). •••> ип(х), ... (9)

туплам функционал кетма-кетлик , дейилади ва {ип(х)} каби 
белгиланади. Одатда и„(х) функция (9) функционал кетма- 
кетликнипг умумий хади дейилади.

ДА и с о л л. а р. 1. Хар бир натурал. л сонга 1 - функцияни
п -¡-X

мос куйиш натижасида ( — сю; +  оо) да берилган
■ 1 ^ ___  1

12 +  х 4 ’ 22 +  х 4 ’  З 2 '+  х4 ’  п 2  +  х4 ’ "[

функционал кетма-кетлик хосил булади.
2 . Хар'бир натурал п сонга пэш-* функцияни мос куйиш нати­

жасида ( — о о +  00) да берилган ушбу

эшх, 2э1п- -̂, 3 8 т ^ , ; . . ,Л 8 т —....2 3 п

функционал кетма-кетликка келамиз.
Фараз  килайлик, X тупламда \XczR) бирор

й\; (х ) ,  иг (х) ,  из (х) ,..., ип (х ) ,  ... 
функционал кетма-кетлик берилган булсин. X тупламда хо нуктани 
олиб, берилган функционал кетма-кетликпинг хар бир хадининг шу 
нуктадаги киймаФларини карайлик. Улар

«1 (хо), и-2 (хо), и3 (х0) ,..., -ип (хо) ,.■• . (9')'

сонлар кетма-кетлигини ташкил этади.
6 - т а ъ р и ф. Агар (9') сонлар кетма-кетлиги як,инлашувчи 

(узсщлашувчи) булса, у холда {ип(х)} функционал кетма-кетлик 
хо ну^гада я^инлашувчи (узок,лашувчи) дейилади, хо нук,та эса 
якинлашиш (узок^лаилиш) ну^таси дейилади.

{ы„(х)} функционал кетма-кетликнинг барча якинлашиш (узокла- 
шиш) нукталаридан иборат туплам, унинг якинлашиш (узоклашиш) 
сохаси дейилади.

Айтайлик, М туплам ( М а Р )  {ы„(х)} функционал кетма-кетлик­
нинг якинлашиш сохаси булсин. Унда М тупламдан олинган хар бир

4- § Ф У НК ЦИ ОНА Л К ЕТ МА -К ЕТ Л ИК  ВА К.АТОРЛа р



х нуктада функционал кетма-кетлик сонлар кетма-кетлигигл 
айланиб, у якинлашувчи,  яъни чекли лимит

lim ип(х)
■ 1 Я-+- оо

га эга булади. М тупламдан олинган хар бир х га унга мос келадигаи 
сонли кетма-кетликнинг чекли лимитини мос куйсак ,  унда функция- 
га эга буламиз. Уни [ип(х)} функционал кетма-кетликнинг лимит 
функцияси дейилади:

-
lim ип(х) —/(х) .

П-+- оо

Бу холда (а„(х)} функционал кетма-кетлик М сохдда (Ai соханинг хар 
бир нуктасида)  /(х) га якинлашади дейилади. Бошкача килиб 
айтганда,  хар кандай е > 0  сон хамда хар кандай х (x£Ai) нукта 
олинганда хам шундай п натурал сон п (у олинган е ва х ларга.  
боглик) топиладики, барча п > п о  учун

I U„(x) — f { x)  | < 8

тенгсизлик бажарилади.
7 - т а ъ р и ф .  Агар Ve> 0  сон олинганда х;ам, фак,ат е га öofmik, 

шундай по натурал сон топилсаки, барча п>пп учун

\иа(х) — f{x) \ < е
тенгсизлик бажарилса, {«„(х)} функционал кетма-кетлик М туплам- 
да / (х) га текис якинлашади дейилади.

М и  с о л  л а р. 1. Ушбу
1 1 \ 1 1

I х 2 -j- х 3-\- х  * и-\-х '

функционал кетма-кетликнинг лимит, функцияси /(х ) = 0  булади, 
чунки

lim ип(х) — lim — - = 0  .
/г—>- оо п-*- оо К X

2. Ушбу

sinx, 2sin 3sin ,..., /ísiri“—,...
ó  t'l

функционал кетма-кетлик ихтиёрий Х' (х £/?) нуктада якинлашувчи 
булиб, унинг лимит функцияси fix) —х булади. Хакикатан хам,

. JCsin--
lim м„(х) =  lim nsin — =  lim —— • x =
П—*~ Oo n - * -  oo f t  n - * -  оо X

- П
. X

s i n ----

—  X lim "  =  X ■ 1 =  X  .
t i—*- oo

ft
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2°. Ф у н к ц и о н а л  к  а т о р т у ш у н ч а с и.
Энди функционал катор тушунчаси б план танишамиз.
Бирор X тупламда ( Х а Я )

и\(х), и2{х) ,..., ип(х), ... (9)
(функционал кетма-кетлик берилган булсин.

8 - т а ъ р и ф. (9) кетма-кетлик %адларидан ташкил т'опган

и \ (х) -(- и2 (х) . + . . .  +  ип (х) +
00

ифода функционал, цатор дейилади. У ни кискача 2  ип(х) каби
П— 1

\ам ёзилади: '
оо

2  ип(х) =  « , ( * )  + и 2(х) +  ... +  «„(*)  + . . .  ( 10)
/1 = 1 .

и: (х), и2(х), ... функциялар ( 10) каторнинг ^адлари, ип(х), эса унинг 
умумий х,ади дейилади.

( 10) функционал катор хадлари ёрдамида куйидаги

5 | (х) =  и 1 (х), 
з2(х) ==м 1 (х) + ы 2(л:),
5з(х) = ы :  (х) 4 -и 2{х) -\-из(х),

Sn(x) =и\(х) -\-и2(х) +  ...-\-ип(х)

йигиндиларни тузамиз. Улар (10) функционал каторнинг кисмий, 
йигиндилари дейилади.

Натижада  (10) функционал катор берилган холда бу каторнинг 
кисмий йигиндиларидан иборат {sn(x)}:

si (х), s2(x), ..., Sn(x), ... (11)
функционал кетма-кетлик хосил булади.

9 - т а ъ р и ф. Агар ra-voo да {s„(a;)} функционал кетма-кетлик
оо

хо нуктада (хо£Х) якинлашувчи (узок,лашувчи) булса, 2  ип( х )
«=|

функционал к,атор хо нуктада якинлашувчи (узок,лашувчи) дейила­
ди:

{s„(x)} функционал кетма-кетликнинг якинлашиш сохаси мос
ОО v
2  ип(х) каторнинг якинлашиш сохаси дейилади. {sn(x)| нинг лимит

п — 1 ,

функцияси s (at) :
lim sn(x) =  s (x )

П-*- оо

2  ип(х) функционал каторнинг йигиндиси дейилади. 
/!= 1
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i хп~х= \ + х + х 2+...'-{-хп- 1 +  ...
П= 1

функционал (геометрик) каторни карайлик. Бу каторнинг хар би.р 
ип(х) = х п~' хади ( — оо; +  оо ) да  аникланган функциядир.

.Геометрик прогрессия хадлари йигиндисини топиш формуласи- 
дан фойдаланиб берилган функционал каторнинг кисмий йигинди­
сини топамиз:

S n(x) =  1 - ь : р  а г а Р Х^ 1 № а ,
I п, агар х =  1 булса.

Унда Vx£ ( — 1 , 1) д а

lim S , ( x )  =  lim ! =  lim • !----- lim -г — ■ .
П-*-оо п—>- ОО ' X п—*~ оо * X п~*-оо  ̂ X 1 ----X

Берилган функционал катор ( — 1 ; 1) да  якинлашувчи булиб, 
унинг йигиндиси S(x) =  булади.

Агар х >  1 булса,

М и с о л. Ушбу

булиб,
lirfi 5„(х) ==. оо

п—*~ оо

булади.
Агар х  = 1  булса,

S n( x ) = n
булиб,

lim S n(x) =  оо
П-*- оо

булади.
Агар х ^  — 1 булса,

злх)= Щ
булиб, п-*-оо да 5„(х)  нинг лимити мав.жуд булмайди.

Шундай килиб, берилган геометрик катор |х|<1 булганда 
якинлашувчи, [х| > 1  в а х = ± 1  булганда эса узоклашувчи булади. 

Фараз  килайлик, М тупламда (MczR) бирор
оо

2  Un(x) = U f(x) -\-и2{х) -f- ... -f-u„(x) -f- ... (10)
(1=1
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функционал катор берилган ва шу тупламда якинлашувчи булиб, 
упинг йигиндиси S ( x )  булсин:

lim S„(x) =  S(x) .
п—у-оо

10- т а ъ р и ф. Агар (10) функционал каторнинг кисмий йигинди- 
ларидан иборат ( х )} кетма-кетлик М тупламда S  (х) га текис 
як.инлашувчи булса, (10) функционал катор М да текис якинлашувчи
дейилади.

9- т е о р е м a. 2  ип{х) функционал цатор М тупламда S (x ) га
п= 1 . . .

текис яцинлашиши учун -к
lim sup|S„(x) — 5 (х) \ = 0

П—>- оо Х^М . •

булиши зарур ва етарли.
« оо

И с б о т .  Зарурлиги. М тупламда 2  ип(х) функционал катор
i :

текис якинлашувчи булсин. Унда бу каторнинг кисмий йигиндила- 
ридан иборат {S„(x)j кетма-кетлик S ( x )  га текис якинлашади. 
Таърифга кура, V e > 0  сон сшинганда х,ам шундай поб Л/ топиладики, 
п> па  булганда М тупламнинг барча х нукталари учун

|S„(x) — S ( x )  I < е
булади. Бундан эса барча /г>яо лар учун

sup |S„(x) — S ( x )  I < e
x£M

булиши кёлиб чикади. Демак,

sup |S„(x) — S ( x )  I .
jкем,

Етарлилиги. (10) функционал каторнинг кисмий йигиндиларидан 
иборат {5„(х)} функционал кетма-кетлик М тупламда лимит функция 
S (х) га эга булиб,

lim sup |S„(x) — S ( x )  I = 0
П-+- oo . x

булсин. Лимит таърифига биноан, V e > 0  сон олинганда х,ам 
шундай riodN топиладики, барча п > п о  учун

sup jS„(x) —5 ( х )  I < е
х£М

булади. Равшанки,

|S„(x) - - S ( x )  ¡ < s u p ¡ 5 „ ( x )  —S ( x ) ; (x£M) •
I x£M

Кейинги тенгликлардан,эса Vx£M  учун

|S„(x) — S(x) I < e



булиши келиб чикади. Бу эса (10) функционал каторнинг 5  (л:) га 
текис якинлашишини билдиради. Теорема исбот булди.

Куйида функционал каторнинг текис якинлашишини таъминлай- 
диган, айни пайтда масалаларни ечишда кенг фойдаланиладиган 
аломатни исботсиз келтирамиз.

В е й  е р ш т р а с с  а л о м а т и .  Агар

2  ип(х) — их(х) -\-и2(х) + . . .  -\-ип(х) +  ...
п — 1 .

функционал каторнинг хар бир хади М (М а  Я) тупламда 

! ип{х) | <  Сп (п =  1, 2, 3, ...) 
тенгсизликни каноатлантирса,  ва

оо

2  Сп=  С ] +  С2 +  ... +  Сп-\-...
' . п =  1

со

сонли катор якинлашувчи булса, у холда 2  ип(х) функционал
п— Г

катор М тупламда текис якинлашувчи булади.

5- §. ТЕКИС Я К И Н Л А Ш У В Ч И  Ф У НК ЦИОН АЛ  к а т о р л а р н и н г  
Х ОССАЛАР И

Фараз килайлик, [а, Ь\ сегментда бирор якинлашувчи
ОО

2  ип(х) — и1 (х) +  и2(х) ип(х) +  ...
л ' Я==1 .

функционал катор берилган булиб, унинг хусусий йигиндиси 
5„(х)  =м_|(х) +  (х), йигиндиси эса 5 ( х )  булсин.

1-х  ос с а. Агар 2  ип(х) функционал каторнинг %ар бир %ади
п=:\

ип(х) (п =  1, 2 , ...) [а, Ь\ сегментда узлуксиз булиб, к,атор игу 
сегментда текис якинлашувчи булса, у х,олда функционал к̂ атор 
йигиндиси 5  (х) функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булади.

И с б о т .  Аввало [а, Ь] сегментда ихтиёрий хо нукта оламиз.
оо

Шартга кура 2  ип(х) катор [а, Ь] да  текис якинлашувчи. Унда
П— 1

Уе>.0  сон олинганда хам шундай па топиладики, V/?>пц ва 
ух 6 [а, Ь} учун

| 5 „ ( х ) - Л ' ( * ) | < |  ( 12)

тенгсизлик бажарилади.  Жумладан х — хо да  хам
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IS (1( *Ü) —S ( * o ) l < - f  О 2')

булади. Райшанки,

S rt (х) =  U\ (X) -|- U2 (х) -f"... -f- un (x)

функция [a, b] сегментда узлуксиз. Демак ,  у х — хо нуктада хам 
узлуксиз. Унда. таърифга биноан, . юкоридаги Ve> 0  учун шундай 
6 > 0  топиладикн, |х — хо|< ô  булганда

: З Д - 5 „ ( * 0) !  <  }  ■; ( ' 2" )

булади.
( 12), ( 12' ) ва ( 12" )  муносабатлардан фойдаланиб топамиз:

| S  (х) — S n {хо) i =  15. (х) — Sa (х) +  S n (х) — S„ (хо) +
+  S„ (хо) — S  (хо) <  IS  (х) — S„ (х) | +  | S n (х) —

. — Sn (xo ) : +  | S n  (хо) — 5  (хо) | <  :j -3 + - 3 =*- •

Демак,  V e > 0  олинганда хам, шундай б > 0  топпладики. iх ■— xr. < ô  
булганда

|S (х) — S(xo) I < е

булади. Таърифга кура S(x)  функция хо нуктада узлуксиз. 1- хосса 
исбот булди.

оо

2 - х о с с а .  Агар 2  ип(х) щаторнинг х,ар бир уади ип(х) (п =
п=\

=  1,2,...) [а, Ь] да узлуксиз булиб, кртор шу сегментда S  (х) га текис 
якинлашувчи булса, у цолда.

булади.

И с б о т .  Берилган 2  ип(х) функционал катор [а, 6 ] д а 5 ( х )  га
п=\

'  оо

текис якинлашсин: S ( x ) =  2  Uп(х). Унда таърифга биноан,
п=i

Ve> 0  сон олинганда хам шундай tic, Ç.V топиладики, yi n > n ,  ва 
Vx 6 [а, Ь] учун

;|Sn(x) —5  (х) | < 8  (13)
тенгсизлик бажарилади, бунда

Su(x) =  и i (х) + м 2 (х) +  ... +  ы„(х).
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Щартга кура хар бир ип(х) (п =  1, 2, ...) функция [а, Ь\ да  узлуксп 
Демак,

ь

хам мавжуд.  
Энди

^и„(х)с1х (п — 1, 2 , ...)

ОО , и
2 '; ^ип(х)4х

каторнинг кисмии иигиндиси
ь ■■ ь

ни ОЛИ б

^и](х )й х+  \)и2(х)4х-\-... +  ^и„(х)йх=
а V а а
ь„ ■ ь

==  ̂ |« : (А') и.>(х) +  и.. (х ) \йх — \̂ 8п{х)с1х
; . „ : Щ

Ь ; :ор щ  • Щ, ; Ь . ■ : ь

 ̂ 2  и,.{х)(1х--- ^5,(а-)(/л-= ^Л'(л'Ыл'-~ [З.,(х)с1х
° П~ 1 0 11 О :

айирмани караймиз.  Аник интеграднинг хоссасидан хамда (13) м !  
носабатдан фойдаланиб топамиз:

ь оо. , ь ь . ь

 ̂ % ип(х)4х— ^Зп(х)с1х <  5 | 5 ( х ) - 5 п( х ) | ^ < е ( < / л г = е ( 6 ^ )
п — 1 Л

Бундан эса

Нт

= Нт
/?-*- о о

\ 2  ип(х)йх~  [8„(х)с1х
а «==&/ |§; V" Д

у ь / ’ ь
 ̂ 2  йп(.х)с1х [ ^и|(х)с1х“I- . . . \ и̂̂ (х)с1х

п ‘ П '= \  \  ,, . л •

яъни

Г • °° 00 А
 ̂ 2  ип(х)йх=  2   ̂и.,(х)(1х

экани келиб чикади. 2 - хосса исбот булди .1
Одатда бу хоссани функционал каторнинг хадлаб интеграллаш 

хоссаси дейилади. ;
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•' х о  с с а .  2  ип(х) функционал щатор \л, Ь\ да як,инлашувчи 
/2=1

Vil ihO, унинг йигиндиси S (х) булсин:
ОО . ч .

S ( x )  =  2  и„(х) .
. п— 1 ■ . ' ■ ' * ' . 4 • . ' . .

ОО О'

I.'<;/> 2  и„(х) щаторнинг хар бир х,ади ип(х) (п = 1 ,  2 , ...) [а, Ь]да
П= 1

il I и/ксиз u'n(x) (п =  1, 2 , ...) уосилага эга булиб,
ОО

2  Un(x) =U  , (X) -\-и2(х) + . . .  - f ип(х) -f-... 

функционал к а̂тор Ь] да текис щинлашувчи булса, у х,олда
л»

( ОО \ ' ОО
2  ип(х) \ =  2  ип(х)

/2 = 1 / /2=1
fit) лад и.

ОО

И с б о т. Шартга K ÿ p a  2  ип(х) катор [a, b\ cet мсн гла текис
П— 1 '

якинлашувчи. Унинг йигиндисини S  (х) дейлик:

S ( x )  =  2  ип(х) : (14)
: П=1

Унда 2 -хоссага  кура бу каторни [а, х] сегмент ( а С х ^ Ь )  буйича 
хадлаб интеграллаш мумкин

. , * .4. ОО р

\S ( t)d t~  Ç 2  un(t)d t— 2  \un(t)dt.
J J «=i i«.= i г

Равшанки,
ОО * ОО
2  U ; , ( / )d / =  2  «-„(О
.. 1 J l» = 1

2  м„(х) — 2  u„(a) =

Демак,

Агар

=  S (x )  — S ( a )  •

S ( x )  -  S{a)  =  $S* ( t ) d t .

S ( t ) d l\  —S {x)
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эканини эътиборга олсак (2 - боб, 3 -§  га каралсин) ,  унда 

[ 5 (х )  - - 5 (а)  ] ' =  А  8"(1)сИ | =  5  (х)

б\/либ,
5 ' ( х )  = 5 ' ( х ) .  (1.4')

булади. Унда (14) на (14') муносабатлардан

( °°  \ ' оо /Я

2  и„(х) ) =  2  и'п(х)
л = 1 /  п = 1

булишини топамиз. Хосса исбот булди.
Бу хосса ни функционал каторнинг хадлаб дифференциаллаш 

хо’ссаси дейилади.

6 - § .  Д А Р А Ж А Л И  К А Т О Р Л А Р

1. Д  а р а ж а л и к а т о р т у ш у н ч а с и .  У.шбу
о°

2  й-пХ =  СХ0-\- А|Х й ^ Х ... -(- и„Хг1-\- ... (15)
л = 0

куринишдаги катор Заражали к̂ атор дейилади, бунда ао, а, ..., а,,.... 
узгармас хакикий сонлар. Улар (15)1 дараж али каторнинг коэффици­
ент лари дейилади.

Масалан,
оо

2  хп=±1 + х + х 2+.... +  хп+ ...  , •п =  0

X
п — 6

даражали катсглардир.
Д араж али  каторлар 5- §. да урганилган функционал каторлар- 

нинг хусусий, яъни

. и,{х) = 0„А'"
булган холидир.

1 0 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар
•. оо ' •

2  а„х'1= а 0-\- а1х-\-...-)- а ггх’!--\-... г
■ - /г =  0 Й$. . 1 ■ \

даражали цатор х =  До(-Ч)=7̂ 0 ) нуцтада ящинлашувчи булса, у уолда 
х нинг

I 1 х |< |х о !

тенгсизликни цаноатлантирувчи барча нуцталарида даражали 
щ гор абсолют яцинлашувчи булади.



I К- б о т. Модомики дараж али катор х= хо  (хо=^0) нуктада 
н иилашувчи экан, уида

2  а ^ о ~ а о + а |Хо+:а2хо~Ь ••• +  a nxo~h ■■■
п==0

пили катор. якинлашувчи булади. К,атор якинлашишининг зарурий 
шаргндан эса

lim а пхо= 0
« —>- оо

(>улиши келиб чикади. Демак,  {апхо} кетма-кетлик чегараланган,  
м ы т  шундай узгармас. уИ> 0  с о н  м авж уд  булиб,

Iапхо| (VneN)  
м'нгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб топамиз:

а„х п Xа^ с0 • я
хо

Г'лвшанки, \х\<\хо\ тенгсизликдан ■— < 1  булиши келиб чика-
\ хо \

ди. Демак,  ушбу

2
2  М - - f/Vf + .. .  +  М + ...

n = 0 I х0 I I Х0 I I % I I хо I

геометрик катор якинлашувчи. Унда (16) муносабатдан х,амда 2 -§  
чаги теоремадан фойдаланиб

2  I а..х"\ —- 1 а 0| -f- 1 a tx\ -f- 1 a2x | -f - ... +  I anxn| + . . .
•■v n~-0 .

каторнинг якинлашувчи булишини топамиз. Бу эса берилган

2  а„хп дараж ал и  каторнинг абсолют якинлашувчилигини билдира-
/2 = 0
ди. Теорема исбот булди.

Бу теорема 2  а„хп дараж али катор хо(хоф 0 )  нуктада якинла- 
/1 = 0

шувчи булса,  у(  — Uo; , Uol) интервалда абсолют якинлашувчи 
булишини ифодалайди (15 чизма).

1 1 - т е о р е м  а.  Агар
оо

2 а„хп=  а0-\-а1х~\~а2>с2- . . .-\ -а пхл-\-...
Шо

даражали щтор х=х\ нуктада узоцлашувчи булса, у х1олда х нинг-
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тенгсизликни цаноатлантирувчи барча цийматларида узоклашувчи 
булади.

И с б о т .  Тескарисини фараз килайлик. Берилган даражали 
ка тор х\ нуктада узоклашувчи булса хам |х |> |х 1| тенгсизликни 
каноатлантирувчи бирор х* нуктада (|х*|>|х||) якинлашувчи 
булсин. У холда Абель теоремасига кура бу катор |х|<с|х*| 
тенгсизликни каноатлантирувчи барча х нукталарда якинлашувчи 
булади. Жумладан юкоридаги х\ нуктада хам якинлашувчи булиб 
колади. Бу эса каторнинг х\ нуктада узоклашувчи булиши шартига 
зиддир. Демак,  каралаётган даражали катор х нинг |х|>|х|| 
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоклашувчи 
булади.

Теорема исбот булди.
оо

Бу теорема 2  а„х" даражали катор х\ нуктада узоклашувчи
п=0 1

булса,  у ( — оо; — |х| |) и ( |х| |, + о о )  тупламда хам узоклашувчи 
булишини ифодалайди (16- чизма).

°У о °х- ---- —». ----------,------ --------------
- — | ------- | | ------  | -< /1  О

15- чизма  16- чизма

2 . Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  я к и н л а ш и ш р а д и у с и  в а  
я к и н л а ш и ш  и н т е р в а л и. Бирор

, оо

2  а пхп—а0-{-а{х-\-а2х'2-\-...-\-а^сГ1-\-... (15)
п=0

даражали катор берилган булсин. Айтайлик, бу катор хо(хоФО) 
нуктада якинлашувчи, х\ нуктада узоклашувчи булсин. Унда 
(15) дараж али катор 10-теоремаларга мувофик х нинг

IX | <  | Хо I
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида як,инлашувчи,

|х| >  | XI |

тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоклашувчи 
булади. Равшанки,  бунда |хо|<|х|| булади.. Агар (15) дараж али 
катор яна бирор х* нуктада якинлашувчи булса,  унда

I хо| <  | х* | <  |Х| | (17)
тенгсизлик бажарилади. Берилган дараж ал и  каторнинг якинла­
шувчи буладиган нукталар тупламини {|х|} билан белгилайлик. 
(17) муносабатдан {| х  |} тупламнинг юкоридан чегараланган 
булишини топамиз. Маълумки,  бундай тупламнинг аник юкори 
чегараси м авж уд  булади. Уни г билан белгилайлик:

эир{ | х | } = г. (18)
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.')!1ДИ X н и н г

х\ < г
имисизликни каноатлантирувчи барча кийматларида (15) д а р а ж а ­
ли каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.

(17) тенгсизликни.каноатлантирувчи ихтиёрий х олинганда хам, 
¡шик, юкори чегара таърифига кура шундай х* топиладики, |х|< 

|л:*| С  г булиб, х* нуктада катор якинлашувчи булади. Унда Абель 
н'оремасига кура х нуктада дараж али катор абсолют якинлашувчи 
оулади.

Худди шунга ухшаш х нинг

ПЧ1ГСИЗЛИКНИ каноатлантирувчи барча кийматларида (15) д а р а ж а ­
ли катор узоклашувчи булиши курсатилади.

Натижада ,  шунДай г ( г > 0 )  сон топиладики, (15) дараж али катор 
х нинг |*| <Сг тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида 
абсолют якинлашувчи, \х\ > г  тенгсизликни каноатлантирувчи 
кийматларида эса узоклашувчи булади.

1 1 - т а ъ р и ф .  (18) муносабат билан ани^Ланган г сони

2  а г̂ сГ1 даражали к,аторнинг якинлашиш радиуса дейилади.

( — г, г) интервал шу дараж али каторнинг якинлашиш интервали 
дейилади.

(15) д араж ал и  катор х = ± г  нуктада якинлашувчи хам булиши 
мумкин, узоклашувчи хам булиши мумкин.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

даражали катор (геометрик катор)нинг якинлашиш радиуси г =  1 , 
якинлашиш интервали ( — 1, 1) булади. Бу к а т о р . г = ± 1  нуктада 
узоклашувчи, чунки

дараж али каторнинг якинлашиш радиуси г =  1, якинлашиш интерва­
ли эса ( — 1, - И )  булади. Бу катор г = ±  1 нуктада якинлашувчи 
булади. Чунки,

1* 1> г

1 + х  + х 2 +  . . . + х п+ , . .

1 +  1 +  1 +  ••• +  1 +  •••,
1-1  +  1- 1+ ...

сонли каторлар узоклашувчидир.
2. Ушбу

П'у  +•••
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каторлар якинлашувчидир. Демак ,  берилган дараж али каторнинг 
якинлашиш сох,аси [— 1, 1] сегмеитдан йборат.

Энди даражали каторнинг якинлашиш радиусини топиш 
имконини бераДиган теоремаларни келтирамиз.

1 2 - т е о р е м а .  Бирор

2  »ß цХ '— а о j х~\~ а 2-V—f—... а  „.г — ...
n=i=0

даражали цатор берилган булсин. Агар бу каторда

lim y j a j  =  l
!%-*■ со

со

лимит мавжуд булиб, 1ф  0 б у леи, у уолда 2  а,¿с" даражали
«=о

щторнинг яцинлашиш радиуса
I

г — - у
булади.

И с б о т .  Айтайлик

Пт  л/\ап\ =  /, I Ф  0
■П-*- оо

булсин. Бу тенгликдан ;фойдаланиб топамиз:

l im
«--►•со

V I а пх"\ =  lim С/1а„| • \ x \ - l  ■ \х\.
П—т- СО -

Коши аломатига кура

I • \х\ <z\, яъни \х\ с  у
ОО

булганда 2  а пх" кагор якинлашувчн,
л = О

/:• u r т ,  яъни :х \ >  |

булганда эса кагор узоклашувчи булади.
Демак,  берилган дараж али каторнинг якинлашиш радиуси

г — у  га тенг булар экан. Теорема исбот булди.

1 3 - т е о р е м а .  Агар
, оо

2  аггх"~ й0~|- atx - f а2я?-{-... +  а с̂"-\-...
№=0

даражали цаторда
I ■ а,,+ 1 1fün ---—- =  I
п ^ -  ОО ^ п
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лимит мавжуд булиб, 1ф  0 булсин, у уолда Заражали щаторнипг 
щинлашиш радиуси

\г I
булади.

И с б о т. Айтайлик, 2  а„х" дараж ал и  каторда

Пт
П-*-оо

ип+  1----7~
а„  '

= I, I ф  о ,

булсин. Бу генгликдан фойдаланиб топамиз:

Пт п т
п—>-оо

ип +  1 |*| =  / • [*| .

Даламбер аломатига кура

/•|*| <  ! ,  яъни |х|

булганда 2  а„хп катор якинлашувчи,
п =  0

/• |*| >  1 , ЯЪНИ 1*1  > - - -

булганда эса катор узоклашувчи булади. Демак,  берилган 
дараж али каторнинг якинлашиш радиуси г = ~  га тенг экан. Тео­

рема исбот булди. ' ,
Э с  л а  т м а: Юкоридаги 12 ва 13- теоремаларда 1 =  0 булса,  унда 

даражали каторнинг якинлашиш радиуси г =  оо булади.
■ М и с о л л а р. 1. Ушбу

V  ( - 1 ) "  >

«=1 з” - 1 V«
даражали каторнинг якинлашиш радиуси хамда якинлашиш 
интервалини топинг.

Берилган 'Даражали катор учун

( -П"

■1П+ 1

булиб,

Пт

3„-1 л ]п

( ~ 1 ) и
1

. 3 ” д/я  +  1 '

ап+ 1
ап.

( - 1) п+1

■я + 1 3" д/7Г+Т ’ .

1 _ Г..п...
3 V  п  ¡- 1оп — 1

=  Пт ‘ л р
п—*■ оо И

П
Ш
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булади. Демак,  каралаёг гаи  даражали каторнинг якинлашиш 
радиуси г =  3, якинлашиш интервали эса ( —3 , 3 ) булади.

2 . Ушбу

дараж али каториинг якинлашиш радиуси хамда якинлашиш 
интервал и ни топинг.

Берилган Кагор учун

1 '! /7- --Г 1а , ,— ------- , л а,, = -----------
„  о" V " п.— „п ■ г  л] п • 2

булиб,
lim ЦT a J  =  l i m ..—i—  =  ]-

П—*~ оо п-*- ОО -yj п  . 2

булади. Демак ,  каралаётган каторнинг якинлашиш радиуси 2, 
якинлашиш интервали эса ( —2 , 2 ) булади.

3. Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  х о с с а л а р и 
Бирор

2  a„Jc" =  o (, +  a i* +  a 2* 2+--- +  a /r':'!+ - ” (15) \
л = О

дараж али катор берилган булсин.
1- х о с  с а. Лгар f/5) даражали каторнинг якинлашиш радиуси 

г ( г > 0 ) булса, у х,олда бу щгор [—jc»,.jc«] сегментда (O-Cxo<r) ге/шс 
якинлашувчи булади.

И с б о т .  хо6 ( — г, г) булганлиги сабабли
сю ,

2  Iй„1 H“ I a il "хо~\~ Iа 21 ••• “ЬIа п\хоЛ~■■■ (19)
п—0

сонли катор якинлашувчи. Равшанки,  Ух: 6 [— JCo, х] учун

| a „ x " K  \ап\-хп (19')

булади. Унда (19') муносабатдан хамда (19) каторнинг якинлашувчи 
булишидан (Вейерштрасс аломатига кура) берилган (15) даражали 
каторнинг [—хо, хп] да текис якинлашувчи булишини топамиз. Хосса 
исбот булди.

2 - х о с с а .  Агар (15)даражали щаторнинг якинлашиш радиуси
• оо

г ( г > 0 )  булса, у х,олда бу к,аторнинг йигиндиси 5 ( х )  =  2  a rtx"
п =  0

( — г, г) да узлуксиз функция булади.
И с б о т .  Берилган дараж али каторнинг якинлашиш интервали 

( —Л г) га тегишли булган ихтиёрий хо иуктани олайлик. Равшанки,  
\хо\</• булади. Унда |хо| С б ’С г  теигсизликни каноатлантирувчи

не



с с они учу к [— с, с ] с г (  — г, г) булиб, 1- хосеага кура 2  а Х  да-
’ ' л  =  О

ражали кагор [—г, с] да текис якинлашувчи булади. Текис 
як,инлашувч.и функционал каторларнинг 1 - хоссасидан фойдаланиб, 
берилган катор й и г индиси S,(x) нинг [—с, с] да узлуксиз," жумладан  
хо нуктада узлуксиз булишини толами:!, х .  пукта ( —г, г) га тегишли 
ихтиёрий нукта будганлигидан катор йнгиндиси S ( x )  нинг ( — г, 
г) интервалда узлуксиз экани келиб чикади. Хосса исбот булди.

Текис якинлашувчи функционал каторларнинг хадлаб интеграл- 
лаш хам да хадлаб дифференциадлаш хоссаларидан фойдаланиб 
даражали каторларнинг куйидаги хоссалари хам исботланади.

3- х о с с а. Агар (15) даражали к,аторнинг я^инлашиш радиуси 
г { г >  0 ) булса, бу к,атдрни [а, Ь] ( [а, Ь ]а  ( — г, г)) сегментда хадлаб 
интеграллаш мумкин.

4 - х о с с а .  Агар (15) дараж али каторнинг якинлашиш радиуси 
г ( г >  0 ) булса,  ( — г, г) да  б у. каторни хадлаб дифферент аллаш 
мумкин.

4. Ф у н к ц и я н и  д а р а ж а л и  к а т о р г а  ё й и ш.  Маълумки,  
/(х) функция х =  0 нуйданинг ( — 6 , б) атрофида ( б > 0 ) f', f", ..., / »
тартибли хосилаларга эга булса,  у холда

f (х) — ¡(0)  +  ’ +  4 ^ * 4  ... +  î ~ x ;>+rn(x) ( 20 )

Тейлор формуласи урйнли булар эди, бунда гп(х) колдик хад.
Фараз  килайлик, f (х) функция ( — б, б) да исталган тартибдаги 

хосилага эга булсин. 15у хол

/(0 ) - +  +

йигинди хадлари сонини хар канча катта килиб олиш имконини 
бериб, ;куйидаги

/ (0 ) .+ !Ш .Х+  Г Ж х2+ ,..+  ^ М Г +  +  ( 2 0 9

даражали каторни хосил килиш мумкин булади.
Одатда (20') дараж али катор /(х) функциянинг Тейлор катори 

дейилади.
14- т е»о р е м,' а ./ (х)  функция (V-г,  г) интервалда ( г > 0 )  исталган 

тартибдаги хосилага эга булсин. Бу функциянинг Тейлор катори

f(O) +  1 ^  *  +  L f  х йЧ-... +  /"' ’¿ 0) * » + . . .  ' (20')

якинлашувчи булиб, йигиндиси /(х) га теп г булиши учуй унинг 
Тейлор формуласи .

■ /(■*) ==/( 0 ) +  - у г * . +  т £ г  х'2+ - +  ~-'1г--хп +  гп(х)

да г и гп (х) колдик, хад  п-у-оо да  нолга интилиши зарур ва етарли.
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И с б о т .  Зарурлиги. (20') к,атор якинлашувчи булиб, йигиндиси 
/(х) га тенг булсин:

№ ) +  т , +  Ш ^ + . . . +  ' ^ * +  ^ * + 1 + . . .

Бу тенгликни куйидагича
f ( x ) = S n( x ) + r n(x) (21)

ёзиш мумкин, бунда

S . ( x W < 0 ) +  ^ * + ^ + . - + ^

(20') каторнинг кисмий йигиндиси, гп(х) — колдик х,ад. Равшанки,  
Vjc 6 ( - -  г, г) да

J m S „ ( x )  = / (х )

булиб, ундан

lim г я(х) =  lim lf(x) —S n(x) |=()
П—ь  оо t l—*~ оо

булиши келиб чикади.
Етарлилиги. Энди

lim г,.(х) = 0  ( V x G ( —г, г) )
Пг+оо

булсин. Унда (21) муносабатга кура

r„(x) = f ( x ) —S n(x)
булиб,

lim U(x) — S„(x)  ]= | l ,
П-+- оо , .

ЯЪНИ

l im S„(x) —¡(х)
П—*~ оо

булади. Бу. эса (20') каторнинг йигиндиси f(x) га тенг эканини 
билдиради. Теорема исбот булди.

Демак,  f(x) функция ( — г, г) д а  ( г > 0 )  14-теореманинг 
шартларини каноатлантирганда

а  \ i (tw i /'(0) I f"(0) 2 , , /(л>(0) „ ,f(x)  = / ( 0 ) +  Ч^~х2+ - +  '' ’

булади. Бу холда / (х) функция даражали каторга ёййлган дейилади.
Энди баъзи элементар функцияларнинг Тейлор каторларини 

м\/ппрамиз.
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а) /(х ) = е х ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о р и .  Маълумки,  
¡(х) = е х функция ихтиёрий [—а, а] да ( а > 0 ) исталган тартибдаги 
хосилага эта булиб, унинг Тейлор формуласи

ех= \ + ±  +  ^ +  . . . + ^  +  гп(х) 

булади. Бунда колдик .хад Ла гран ж  куринишида куйидагича

г"(*>= 7 ^ е0* ( о < 0 < 1 )
булади (каралсин,  [1] ,  20- боб). Ихтиёрий хЕ [—а, а] да

е'х <  еа
булишини эътиборга олиб топамиз:

\г (х)\ — I ■ -- ---__ еВх I =  - евх<̂  а”+‘ еа
,Д V  I ( пЧ 1)• I ( я + 1 ) !  ^  ( я  +  1) !  ;

Б ун д ан эса

Ишг п(х) = 0

булиши келиб чикади. Демак,  /(х) = е х функциянинг Тейлор катори

х  х^  х п■ вх=  1 +  — +  ... н— —

булади.
б) / ( х ) — вшх ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о р и .  /(х)=э1пл: 

функция ихтиёрий {—а, а] да ( а > 0 ) исталган тартибдаги хосилага 
эга булиб, унинг Тейлор формуласи

3 5 2п — 1

*1п*  =  * - 1 г  + 1 -  • +  < -  + ' М
булади. Бу формуладаги колдик хад г2п(х) нинг Ла гран ж  кури- 
нишидан фойдаланиб

Я2/г + 1

булишини топамиз. Бундан эса

Нгп г2п(х) = 0
П-+-00

булиши келиб чикади. Демак,  / ( л : ) = з т х  функциянинг Тейлор 
катори

х3 х 5 , х2п~ 181 п х = х - 1 г  +  - Щ - . . . +  ( _ 1) « - ' 1 | _ т у 1 + ...

булади.
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в) I (х) =соэл: ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т  ори.  б) холдаги 
каби / (х) =  соэх функциянинг Тейлор катори

х 2 х4 ' х2пI 00^ = 1 - - ^  +  ^ - . ,  +  ( - 1) ' ^ + . . .

булиши келиб чикали.
■ Функцияларни даражали  каторларга  ёйишнинг бошКа усуллари 

хам мавжуд.  К,уйида бундай усуллардан бирини келтирамиз. 
Айтайлик, ¡(х) =1п(1 -\-х) функциями дараж али каторга ёйиш л озим 
булсин. Бунинг учун, аввало,  ушбу

1 —X -)- X":—X3 +
каторни караймиз. Бу геометрик катор булиб, ( — 1 , 1 )  да текис 
якинлашувчи. Унинг йигиндисн [ |  ̂ га тенг .(<7 =  — х, каралсин, 

[1] ,  20- боб). Демак ,

т ^ = 1 - х + х 2- г Ч -  ( - 1 < * < 1)

Кейингц тенгликни [0 , х] оралик буйича хадлаб интеграллаб
X X X ' X ' X '

§ I — \̂ хйх~\- ^х24 х — \̂ х3йх -\-... ,
о о о о о

яъни

1п (1 + х ).= х - 4  + ^ - - 4 + "  ' (22)
булишини тонамиз. Равшанки,  х =  1 булганда (22) тенгликнинг унг 
томонидаги катор

1 ------ 1  J -------А  Ж  I  ■ И  ■ Я  ; ■
2 3 4

куринишдаги с он л и катор булиб, у Лейбниц теоремасига кура 
якинлашувчи булади. Демак,

X2 х3 х4 ,П( 1 + х ) = х - ~  хг  +  * -  •' | ...

катор ( — 1, 1] да якинлашувчи булар экан.
М и с о л .  Ушбу

 ̂ е~х~йх 
о

интеграции такрибий хисобланг.
р ( х ) —ех_ функциянинг даражали каторга ёйилмаси

е*= ! + - ц  +  27 +  |т +  -
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дан фойдаланиб

булишини топамиз. 
Равшанки,  ушбу

X 2 . X4 X 6 .

~ТТ ' 2̂ ! зГ ■

, 2 , X4 X6 i X8 X10 . X12
о * ! - *  +  * - * - +  , . - ■ « + «

такрибий формуладан

f  _ ¿ А  Г / ,  2 i X4 X6 i 'X8 J t 10 . X12 ■ ,
) е d x «  К 1 _ х + ^ “ ^Г +  1 Г - ^ Г  +  ~бГ'/ î dx
о о

келиб чикади. Бу такрибий тенгликнинг ÿHr томонидаги интегрални
х,исоблаймиз:! -

S Ш+4 - 4+ í +£¥='Ф 0 - ' '. . ' ; ' ... ' ; . . •• ;; . , . . . . ; ■ . /. , ' i'-.','.'"';.'.;'

=  ( г - У  . i • X13 \ i 1
\ 3 ' 2! ■ 5 3! • 7 +  4! -9 5! -11 +  6! • 13 У I о

: } _ J L  !---- . JL i _ i ------------! _|----- i _  ~  И 7469
3 ^  10 42  ' 2 1 6  1 320  ~  9 36 0  ’ ;

Демак,
i
J e~pdx «  0,7468 .



5 - Б О Б

КУП УЗГАРУВЧИЛЙ ФУНКЦИЯЛАР, УЛАРНИНГ ЛИМИТИ 
ВА УЗЛУКСИЗЛИГИ

Биз «Олий математика асослари»нинг 1- томида у = [ ( х )  функция 
тушунчаси билан танишдик'  ва уни батафсил ургандик. Бунда 
функция битта эркли узгарувчи л: гагина борлик эди. Шунинг 
учунунибир узгарувчили (бир аргументли) функция дейилган эди.

Табиатда,  техникада учрайдиган купгина микдорлар бир неча 
эркли узгарувчиларга борлик булади. Масалан,  томонлари х ва 
у  булган турри туртбурчакнинг юзи

8  =  х-у
булиб, у икки х ва у узгарувчига борлик.

Ер юзининг хар бир нуктасидаги хаво  харорати учта у з г а ­
рувчи — шу нуктани аникловчи параллел, меридиан хамда вактга  
6 орлик булади.

Шунга ухшаш мисоллар ж уд а  куплаб учрайди,
Бир неча узгарувчига борлик булган микдорларни урганиш куп 

узгарувчили функция тушунчасини киритилишини хамда уни 
урганишни такозо этади.

Соддалик учун икки узгарувчили функцияларни караймиз. 
Аввало Я2 фазо тушунчаси билан танишамиз.

1-§.  Й2 ФАЗО ВА УНДАГИ БАЪЗИ Б И Р  Т У П Л А М Л А Р

Икки х ва у узгарувчи микдорлар (х£Я, у ЕЮ берилган булиб, 
уларнинг кийматларидан (х, у) жуфтликларни хосил киламиз. 
Бундай жуфтликлардан ташкил топган

[(х, у): хеЯ, уеЩ  (1)

тупламни караймиз.  ( 1 ) тупламнинг элементи нукта дейилади ва уни 
битта харф билан, масалан,  М харфи билан белгиланади:

М = (х ,  у) .
Текисликда Декарт координаталар системасини олиб, абсцисса 

укида х узгарувчининг кийматларини, ордината укида эса 
у узгарувчининг кийматларини жойлаштирамиз. У холда (х, 
у) жуфтлик, текисликда координаталари х ва у  булган М нуктани 
ифодалайди ( 1 7 - чизма).

Ушбу {(*, у) :х£Я, у 6 /?}тупламда ихтиёрий икки (хл,'у\) хамда (* 2, 
г/г) нукталарни олайлик. Равшанки,  б.у нукталар текисликда
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м

1 7 - чизма - 18- чизма

координаталари х\ ва у\ булган М\ нуктани, координаталари х2, уч 
булгаh-JW2 нуктани ифодалайди. Аналитик геометрияда келтирилган 
формулага к ур а 'б у  нукгалар орасидаги масофа

р(М ь М2) =  д/(х 2—х ,).2 +  (г/2—У\) 2

булади. Бу масофа куйидаги хоссаларга эга:
1°. Х,ар доим р(М\, М2) > 0  булиб, p(Aii,  М 2) = 0  да х\ =  х2, у\ =  г/2, 

ва аксинча x i = x 2, у \ = у 2 булганда p(Afi, М 2) = 0  булади.
2°. р(Ми М2) = р ( М 2, Mi):
3°. р (Mi,  М,) < р ( Л 4 ь . М2) 4 - р ( М 2, /Из)

(бунда М з — координаталари хз хам да уз. булган нукта) .
Одатда

{(х, у)-.хея, у е я ]
туплам R2 фазо (икки узгарувчили Евклид фазоси) дейилади.

Юкорида айтилганлардан R2 фазонинг геометрик тасвири 
текисликдан иборат булишини курамиз.

Энди R2 фазодаги (текисликдаги) баъзи бир тупламларга  
мисоллар келтирамиз.

1 . (а, Ь) 6 R ну^та хамда бирор ^узгармас мусбат г сон берилган 
булсии. Ушбу

{(х, у) £/?2: (х — а ) 2+  (у — Ь)2^ г 2} (2 )
({(х, у) ER2: (х а ) 2-{- (у— Ь)2 < г 2))

туплам R2 фазода ёпик, дойра ( очик, дойра) дейилади. Бунда (а,.
Ь) нукта дойра маркази, г эса дойра радиуса дейилади (18- чизма) . 

Куйидаги

{(х, y)£ R 2: {x — a ) 2+ ( y  — b)2 =  r2}

туплам айлана дейилади. У (2) доиранинг чегараси булади.
2. Айтайлик, а, 6 , с, d — узгармас хакикий сонлар'булиб, а < 6 ; 

c<cd булсии. Ушбу

{(х, у) СR~: a ^ x ^ b ,  c ^ y ^ d ]
({(х, у) 6 R2- a < x < b ,  c < y < d \ )

туплам R2 фазода ёпик, тугри туртбурчак ( очик, тугри туртбурчак) 
дейилади (19- чизма).
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3. Ушбу

{(х, y ) e R 2- Х ^ у ,  t/ > 0, л: +  г/</г)
туплам R2 фазода симплекс дейилади, бунда h — мусбат сон. 
Симплекс (simplex) лотинча су$ булиб, у содда деган ■маънони 
англатади (2 0 - чизма).

2- §. Цг Ф А З О Д А  0 4 НК, Х.АМДА ЁПИК, Т У П Л А М Л А Р

Я2 фазода бирор А =  (а, Ь) иукта х,амда е мусбат сонни олайлик.
1 - т а ъ р и ф. Ушбу

{ (X, у) е&2:. (х — а ) 2+ ( у  — Ь) 2< & 2}
очик, дойра А нуцтанинг атрофи (г-атрофи) дейилади ва уни и (А, е) 
каби беЛгиланади:

У (А ,  е ) = { ( х ,  у) 6 Л?2: (х — а)^ +  (у — Ь)2< 82} .

/? 2 фазода бирор О туплам берилган булсин.
2- т а ъ р и ф. Агар й тупламнинг А =  (а, Ь) нуктаси узининг бирор 

и  (А, е) атрйфи билан бирга шу тупламга тегишли, лъни

А = ( а , Ь) (Е (3 =£-3 е > 0 ,  и (А, г) а  С
булса, у уолда А нук т̂а й тупламнинг ички нуктаси дейилади.

3 - т а ъ . р и ф .  Фак,ат 'ички ну^талардан ташкил топган туплам 
очик, туплам дейилади. Масалан,  Я2 фазода очпк дойра очик туплам 
булади.

4- т а ъ р и ф. Агар А == (а, Ь) нук,тйнинг исталган и  (А, е) атрофида 
( У е > 0 )  й тупламнинг. А ну^тадан фарк,ли камида битта нуктаси 
булса, А нук,та О тупламнинг лимит ну к,т ас и дейилади.

Равшанки,  А нукга О тупламнинг лимит нуктаси булса,  
А нуктанинг ихтиёрий атрофида С тупламнинг чексиз куп нукталари 
булади.

Я2 фазодаги куйидагн

{(х,  у) б # 2: (х — а ) 2 -  (у />.Г<г}

ёпик доиранинг хар бир нуктаси шу туп. шмпинг лимит 'нуктаси 
булади.



Я2 фаз ода ги

{ (х, у) £Я2- (х — а ) 2+  (у — Ь)2< г 2} (3)

очик дойра

{(х, у ) е Я 2- (х — а ) 2 +  (у— Ь)2— г2)

тупламнинг хар бир нуктаси лимит нуктаси булади.
Келтирилга'н мисоллардан куринадики, тупламнинг лимит 

нуктаси шу тупламга тегишли булиши хам мумкин, тегишли 
булмасдан колиши хам мумкии экан.

5- т а ъ р и ф. Агар Р тупламнинг (Р с 2 Я2) барча лимит нукталари 
шу тупламга тегишли булса, У7 ёпик, туплам дейилади.

Масалан,  Я2 фазода ёпик дойра ёпик туплам булади. Я2 фазода 
бирор М тупламни олайлик. Унда

Я2\М
туплам М ни Я2 га тулдирувчи туплам дейилади.

Агар А — (а, Ь)£Я2 нуктанинг ихтиёрий 11(А, е) атрофида 
(Уе>.0)УИ тупламнинг хам, Я2\М тупламнинг хам нукталари булса,  
А нукта М тупламнинг чегаравий нуктаси дейилади. М тупламнинг 
барча чегаравий нукталари унинг чегарЗсини ташкил этади. Одатда 
М тупламнинг чегараси д(М) каби ёзилади.

6 - т а ъ р и ф. Агар Я2 фазода шундай

и 0 — { (х, у ) б Я 2: х2 +  у 2< г 2} 

очик дойра топилсаки,

М а11о

булса, М чегараланган туплам дейилади. -
Чегараланган ёпик туплам компакт туплам (ёки компакт) 

дейилади.
Я2 фазонинг (х , у):

х == ос | / —(— р |,

У  == Cí2t ^2

(бунда а ; ,  р], а 2, (Зг — узгармас сонлар) нукталаридан ташкил топган

{ (х, у) 6 Я2: л: — ос. 1 /-(-р 1, у  =  аг/ +  ра}

туплам равшанки, тугри чизик ташкил килади. Я2 фазода ихтиёрий 
(<21, Ь\) ва ( а 2, 6 2 ) нукталарни олайлик. Унда ушбу

{ (х, у) б/?2: (х=а\ +  ЦЬ1 — а : ), у =  а -2 + 1  (Ь2 — а а ) }

О <  / <  1
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туплам (а\,Ь\) хамда (аг, 6 2 ) нуктадарни бирлаштирувни тугри чизик 
кесмаси булади. Чекли сондаги тугри чизик кесмаларинй'бйрлашти- ; 
ришдан т.ашкил топган чизик, синиц чизик, дейилади.

7- т а ъ р и ф. /? 2 фаз ода М тупламни царайлик. Лгар М  туплам- \ 
нинг йхтиёрий икки нуцтасини шу тупламга тегишли булган синиц ? 
чизик, билан бирлаштириш мумкин булса, М бопламли туплам ] 
дейилади. )

8 - т а ъ р и ф. фазода очик ва богламли булган туплам сощ деб 
аталади.

Масалан,  Я2 фазодаги очик дойра соха булади.

3 -§ .  ИККИ УЗ Г А РУ Б Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Л А Р

Фараз килайлик, /? 2 фазода бирор М туплам берилган булсин.
9- т а  ъ риф. Агар М тупламдаги х;ар бар (х, у) нуктага бирор 

коида ёки конунга кура битта хакикий и сони («£/?) мос куии.тган . 
булса,  М тупламда икки узгарувчили функция берилган (аник- 
ланган) деб аталади ва уни

и = / (х, у)

каби белгиланади. Бунда М — функциянинг аникда-ниш туплами, 
х ва у эркли узгарувчилар функция аргументлари, и эса х ва 
у узгарувчиларнинг фуикцияси дейилади.

М и с ол л а р. I. Я'- фазонииг хар бир (х ,у ) иуктасига х 2 +  г/ 2 сонни 
мос куйиб, ушбу

и =  х2 +  у2

функцияга эга буламиз. Бу функциянинг аникланиш туплами 
булади.
2 . /?“ фазода М = { ( х ,  у)£ Я 2: х2-{-у2^. ]} тупламни олиб, унинг 

хар.бир (х, у) иуктасига д/1 —х 2 — у 2 сонни мос куйиш натижасида

и =  -\ J\ -x 2—у 2

функция хосил булади. Бу функциянинг аникланиш туплами 
маркази (0 , 0 ) нуктада,  радиуси 1 га ген г булган сник дойра
М = { ( х ,  у)£Я'2: х2-^у2^  1 } дан иборат.

Айтайлик, и —1(х, у) функция М тупламда (Л4сг£!) берилган 
булсин. (х, у) нукта М тупламда.  узгарганда функция кийматлари 
хакиКий сонлар тупламида узгариб, ушбу

{7 (х, у): (х, у) 6 М} . |

хакикий сонлар тупламини хосил килади. Бу функциянинг 
кийматлари туплами ёки функциянинг узгариш со.\аси (туплами) 
дейилади. ■ .2
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Масалан, и =  х2 4- ,<7' функциянинг кийматлари туплами [О, 
| оо ) ярим интервалдаи, и.=- у  1 а'2—у ’ функциянинг кийматла- 

ри туплами эса [0, 1] сегментдан иборат буЛади.
Одатда ушбу

и =  Р„ (х,,'у)' =  Соо Сюа-г  ^oiУ -\~ С2о* -|- С i \ху ~\-
+  Срэу~  +  •• +  С п о х п + . . . .+  С.ЬпУп

функция п- гартибли . купхад дейилади, бунда too, Сю......Со„ —
узгармас х,ак.ик,:;п coi:.:::-р. Бу функциянинг аникланиш туплами 
/?“ фазодан (бутуи текцсликдаи) иборат.

Икки Рп(х, у) х,амда Q„, (.*, у) купхадлар нисбатидан т а uiкил 
топтан

функция, рационси функция дейилади. Унинг аникланиш туплами

■ v Af— { (х, у) 6 R2: Qm (х, у) фО)

булади.
Маълумки,  бир узгарувчили .функциянинг геометрик, гасвири 

(графиги) текисликда, умуман айтганда эгри чизикдан иборат 
булади.

Бир узгарувчили фупкциялар каби икки узгарувчили функция- 
ларни х,ам геометрик тасвирлаш мумкин. Икки узгарувчили 
функцияларнинг геометрик тасвирлари (графиклари) умуман
айтганда сиртлар бул.ади.

Айтайлик, ü=--/(x, у) (функция М тупламда (MczR2) берилган 
булеин. М тупдамдан {хп, 'у о) нуктаии олиб, функциянинг шу
нуктадагп киймат»  üo-~/(a>¡, у i.) ни топамиз. Натижада координата- 
лари хч, yo, гЦ.булган-(,vu, </,>, «и) нук.тага эга буламиз. Бу эса фазода 
пуктани тасвнрлайди421- ;чнзма):.

Фазода (X, у, и) нукталарнннг ушбу

; | (X, у, и), [х у) 6 Ai, u ~ f{x ,  у)}

туплами u =  f(x, у) функциянинг графиги дейилади.
Масалан, .и----х' т У  функциянинг графиги .22- чизмада гасвир- 

ланган параболоидни нфодалайди^
.-.Мазкур пар ¡rj у =р .оардида R2 .фазо иукталари кетма- 

кетлигп тушуичасини келтярамнз. ,
p;;.i кплнйлгк. . натурал п донга R2 фазонинг битта (х„,

//,,) нуктана мос г- :ч!;1я берилган булси'н:
п -*■ (Хп, Уп)-

Бу мослик R' ,фа ’ ’ ну>;тал фидан иборат ушбу
. ■ (х\, //;} Í Х ‘2; У‘>) (хп, Уп) ,...
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кетма-кетликни хосил киц'ади. Уни {(хп, уп)} каби белгиланади. 
Равшанки,  {(хп, уп)} нукталар кетма-кетлигининг координаталари- 
дан ташкил топган {хп} ва {у,,} кетма-кетликлар сонлар кетма- 
кетликлари булади.

Масалан,
0 , 1),  ( i , ^ ) .....

•‘ •°Ь ( | . о ) , .... ( i o ) , . . . ,

(1,1),  ( - 1 ,  - 1 )  .....  ( ( — ! ) "  + ', ( - 1 ) " +|) ,

кетма-кетликлар R2 фазо нукталаридан иборат кетма-кетликлар- 
дир.

2 1 - чизма 2 2 - чизма

4- §. ИККИ У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я  лимити
! г;. К с- г м а -к е г л и к л и м и т  и. Аввало R2 фазода кетма-кетлик 

лимити -тушунчаси билан танишаМиз.
Айтайлик, R2 фазода бирор

(xi, у i) ,  (х-2, г/г) ,..., (хп, Уп) ,...
кетма-кетлик хамда (а, Ь) нукта ( ( а ,  b)ER2) берилган булсин.

1 0 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон олинганда %ам шундай натурал 
По сон топилсаки, учун

р ( ( хп, у п),  (а, Ь ) ) < г
тенгсизлик бажарилса, (а, Ь) нук,та {(хп, уп) } кетма-кетликнинг 
лимиты дейилади ва

lim (Хп, Уп) =  (а, Ь)
П-+-00

каби белгиланади. . . .
Бу холда {(хп, у , ¡ )} кетма-кетлик (а, Ь) нуктага интилади деб хам 

айтилади.
Масалан,  (0,0) нукта { -^- )}кетма-кетликнинг лимити була-



1 - т е о р е м а .  Фараз цилайлик, /?2 фазода {(хп, уп) } кетма- 
кстлик (а, Ь) лимитга эга булсин:

Пш (хл, у п) =  (а, Ь).
п —*~ оо

У уолда бу {(хп,уп)) кетма-кетлик координаталаридан ташкил 
томан {*„} ва \уп\ сонлар кетма-кетликлари лимитга эга булиб, улар 
к ос равишда (а, Ь) нуцтанинг координат аларига тенг булади:

Н тхп= а ,  Н туп=Ь.
п —у  оо , П—*- оо

И с б о т .  Шартга кура

Нш (хп, Уп) =  (а, Ь),
П—*~ оо

К,етма-кетлик лимити таърифига биноан, У е > 0  сон олинганда х,ам 
шундай натурал по сон топиладики, \/п>по учун

Р ({<Хп, У п ), (а, Ь) ) < е  

тенгсизлик уринли булади. Равшанки,

Р ( ( хп, Уп), {а, Ь ) ) =  д/(хп—а ) 2+  (уп—Ь):

Ун да

2 < 8Д/ (хп—а)2+  (Уп— Ь) 

булиб, кейинги тенгсизликдан

\хп — а\ < е ,
\ у п  —  Ь \ < е

келиб чикади. Сонлар кетма-кетлигининг лимити таърифидан 
фойдаланиб,

Ит х п—а, Нш у п=Ь
П-*~ оо Л—>- оо

булишини топамиз. Теорема исбот булди.
2- т е о р е м а . Фараз к,илайлик, Я фазода {(хп, уп)\ кетма-кетлик 

координаталаридан иборат {дсге} ва {уп} сонлар кетма-кетликлари 
лимитга эга булиб, улар (а, Ъ) нуцтанинг мос координат аларига 
тенг булсин:

П тхп= а ,  Н т у п=Ь.
П—*~ оо П—*- оо

У х,олда {(хп, уп) } кетма-кетлик лимитга эга булиб, у (а, Ь) га тенг 
булади:

Нш ( х „ у п) =  (а,Ь ).
П-+- ОО
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И с б о т .  Теореманинг шартига кура 

lim хп= а ,  lim у п-

Сонлар кетма-кетлиги лимити. таърифига биноан, V e > 0  сон 
олннганда xai

V«>/io учун

олинганда хам — сонга кура шундай натурал п'0 сон топйладики,
V 2

V 2-

тенгсизлик бажарилади.

хп— а I < — ( 4)

Шунингдек, V e > 0  сон олинганда хам,  —|=- сонга кура шундай

натурал «6' сон топиладики, V n > n ö  учун
V2

iy - b \ < ^ ß  ;  ( 4 ')

тенгсизлик бажарилади.
Айтайлик, тах{га6, п'о}=по булсин. У холДа учун бир

вактда (4) ,  (4') тенгсизликлар бажарилади.  Шуни эътиборга олиб 
топамиз;

Р ( (х„, Уп) , ( а ,Ь ) ) =  д/ (хп—а ) 2+ ( у „ —Ь)'

Уе2 . ё2
2 +  2 = Е -

Бу эса
lim (хп, у п) — (а, Ь) '

П-+- оо

эканини билдиради. Теорема исбот булди.
Келтирилган теоремалардан ушбу

' l im хп— а, 
lim {хп, у п) =  (а, Ь) о  " Г “
п-+-оо lim у п — о

П—*- оо

муносабат келиб чикади.
Демак,  R2 фазода кетма-кетликни урганиш сонлар кетма- 

кетлигининг лимитини урганишга келар экан.
Айтайлик, R2 фазода М туплам берилган булиб, (л:о, ¿/о) нукта ((хо, 

yo)€R 2) шу 'М нинг лимит нуктаси булсин. Унда М туплам 
нукталаридан тузилган хамда нуктага интилувчи {(х„, уп) } кетма- 
кетлик ( ( хп, Уп) ЕМ, п =  1,2,. .̂) мавж уд  булади. Бундай кетма-кетлик 
чексиз куп булади. Бу холда 1-теоремага кура {хп} сонлар кетма- 
кетлиги хо га, [у„] сонлар кетма-кетлиги эса уо га интилади.

2°. Ф у н к ц и я  л и м и т и .  М тупламда u — f(x, у) функция 
берилган булсин.
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1 1 - т а ъ р и ф .  Агар М туплам нущталарйдан, тузилган, (хо, 
уо) ну кто га интилувчи х;ар щндай {(хп, уп)} кетма-кетлик ((х„, уп) ф  
Ф (хо, г/о), п — 1,2,. . .) олинганда ф м  мос {f (хп, уп) } кетма-кетлик х,ар 
доим ягона L га интилса, у цолда I f(x, у) функциянинг (хо, 
у о) нущтадаги лимити дейилади ва у ни

lim f(x, y) — l ёки lim f ( x , y ) = t
(x , ij ) -^ (x 0, y 0) . *->-*0

- ' : f  

каби белгиланади. '
Функция лимитига Куйидагича хам таъриф бериш мумкин:
12- т а ь р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда х;ам шундай б > 0  сон 

топилсаки, 0 < р  ((х, у ) , (х0, г/о) ) < б  тенгсизликни к^аноатлантирувчи 
барча (х, у)£М  нукталарда

| f(x, у) — I I < 8

тенгсизлик бажарилса, I сон f(x, у) функциянинг (хо, уо) ну^тадаги 
лимити дейилади.

Функция лнмитинцнг бу таърифлари узаро эквивалент таъ- 
рифлардир.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

f{x, у) — х2-\-xy-\-y2
функциянинг (1, 1) нуктадаги лимитини топинг.

R2 нинг нукталаридан тузилган ва (1, 1) нуктага  интилувчи 
ихтиёрий {(хп, уп) }кетма-кетликни ( (х„, уп) Ф  (1, 1), п =  1,2,... ) оламиз.

Ун да
{; / (Х„, Уп) )— {хп +  Хп • уп +  УпI

булиб,
lim /(х,р y n) — l im [xi-]-х „• у у ' : , )  = 3

(Х„, (1,1 >
у С'

булади. Демак.,-
l im (x 2-|-ху-\-у2) = 3 .
X-*-1 
Г-1

2. Ушбу
. У .  \ х — и

функцияни карайлик.  Бу функция М =Нх, y )d R 2'. х-\-уФ  0} 
тупламДа аникланган. Берилган функция (0,0) нуктада лимитга эга 
булмайди, чунки (0,0) нуктага интилувчи

И КЧ)}
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кетма-кетликлар учун

булиб, уларнинг лимити 1 ва — 1, яъни бир-бирига тенг эмас.
3°. Л и м и т г а  э г а  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г х о с с а Л а -  

Р и- »
Фараз килайлик, а(х, у) функция М тупламда аникланган булиб,

(хо, г/о) эса М нинг лимит нуктаси булсин.
Агар

Нгп а(х, у) =  0
х~*~х0и̂ и0 , ,

- 1 ' ' ' ' ' '' 1 ' "" ' ' " '■ ' ' I ■ , '/ ' ' . ‘ '' . ’I
булса,  у холда а(х, у) функция (х, у)-+(хо, уо) да  чексиз кичик 
функция дейилади.

3 - т е о р е м  а.  М тупламда берилган ¡(х , у) фунщиянинг ( х, 
у)->~(х о, у о) да чекли I лимитга эга булиши учун

а(х, у) = {(х , у) —I
нинг чексиз кичик функция булиши зарур ва етарли.

Бу теореманинг исботи функция лимити таърифидан бевосита 
келиб чикади.

Биз [1] нинг 18 -бобида чекли лимитга эга булган функция- 
ларнинг хоссаларини келтирган эдик. Чекли лимитга эга булган 
икки узгарувчили функциялар хам мое хоссаларга эга булади. 
Куйида лимитга эга булган икки узгарувчили функциянинг хоссала­
рини келтирамиз.

¡(х, у) ва g(x, у) функциялар М тупламда \MczR2) берилган 
булиб, (хо, уо)£Я2 эса М тупламнинг лимит нуктаси булсин.

1°. Агар ¡{х ,у )  функция (хо, уо) нуктада чекли лимитга эга  булса,  
шу (хо, г/о) нуктанин'г етарли кичик атрофида чегараланган булади.

2°. Агар 1(х , у) ва g ( х , у) функциялар (хо, уо) нуктада чекли 
лимитга эга булиб, шу нуктанинг и  ((хо, г/о), б) атрофидаги барча 
нукталарида

У) < & ( * ;  у)
булса, у холда

булади.

Пт ¡(х, у ) < П т  g(x, у)
х-*-хп х^х„  I

Щц, 9^0
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3°. Агар f(x, у) ва g(x, у) функциялар (хо, у о) нуктада лимитга 
на булса,  у холда f(x, y ) ± g ( x ,  у) функция хам лимитга эга ва

lim [f(x, у) ± g {x ,  у) ] =  lim f(x, у) dt lim g{x, у)
x—*Xq х~*хо x~rx:i

у-*у0 у~у0

'булади.
4°. Агар f(x, у) ва g{'x,y) функциялар (хо, г/о) нуктада лимитга эга 

нулса, у холда /(х, у) -g{x, у) функция хам лимитга эга ва

lim [f(x, y) -g(x, у) ]== lim f{x, у) - lim g(x, у).
X-'-Xf. X-*X() X—rX(j
y-*yp У-+УЦ . y-+y0

Оулади.
5°. Агар f(x, у) ва g(x, у) функциялар (хо, г/о) нуктада лимитга

ira булиб, lim g(x, у) Ф'О булса,  у холда функция хам ли-
*0 8 \х> У)X—>-Xft 

У-
митга эга ва

lim f ( x , y )
:0Х-+-Х,

lim
X—f X r

У±М0

f ( x , y ) =  ^ О 1________
g ( x , y )  lim g(x, .y)

X -*-X ,'0- 
У̂Уо

булади.
4°. К а р  р а л  и в а  т а к р о р и й  л и м и т л а р н и  с о л и ш т и -  

р и ш. Юкорида келтирилган икки узгарувчили функциянинг (хо, 
г/о) нуктадаги лимити унинг каррали лимити дейилади.

Икки узгарувчили функцияга нисбатан каррали лимитдан 
бошкача лимит тушунчаси хам киритилади.

Фараз килайлик, f(x, у) функция R2 фазонинг
М ={(х, у) ER2- \х — х0\ < а , \у—уо\<Ь)

тупламида берилган булсин.
f(x, у) да у узгарувчини тайинласак (хозирча узгармас 

хисобласак),  натижада у факат х гагина боглик булган функцияга 
айланади.

x-vxo да  бу функциянинг лимити l i mf  (x, у) м авж уд  булсин дей-
х-**а ~

лик. Равшанки,  бу лимит тайинланган у нинг кийматига боглик, 
бинобарин у н.инг функцияси булади:

lim f{x , у) = ф (у).
Х - * Х 0

Энди у^~уо да ф (у) функциянинг лимитини караймиз.  Фараз  
килайлик, у- -̂уо д а  ф (у) функциянинг лимити

lim ф (у)
У~*Уо
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мавжуд  булсин. Натижада  f(x, у) функциянинг-аввал х-^хо да,сун 
у-+уо да  лимити

lim limf(x,y)
У^Уо x-*-xQ

га эга буламиз. Бу лимит f (x , у) функциянинг такрорий лимити 
дейилади.

Юкорида келтирилган мулох,аза юритиш билан f(x, у) функция­
нинг аввал у-м/о да,  сунг х->~хо даги

lim l imf (х, и)
х~*'хо У~*[Уо

такрорий лимитига келамиз.
Шундай килиб, f(x, у) функция (хо, г/о) нуктада битта

lim f(x, у)
x ~*~Xq 

У ~ У  о

каррали лимитга,  иккита
lim lim f(x, у) ,

' ' . У-*-У0 x-*-Xq

l im lim fix, у)
x-»x0 У—*~Уо

такрорий лимитга эга булиши мумкин экан.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

=  а га Р - Ч - 3^ 0  б у ж а ,

[ 0, агар х  +  Зг/ =  0 булса

функциянинг (0, 0) нуктада такрорий лимитларини топинг.
Бу функциянинг такрорий лимитларини топамиз:

l im/(л:, г/) =  lim г/ — ~ у — — 1
*-+-0 Х - * 0 х-\-Зу 3у  3

imlim/(x, у) — 1 im
г/-»-0  X-+-0 у—>-0 V  ^  / 3 ’

l im/(x , i/ ) = l i m ^ - ==- f = 2 ,
у^-0 у -* о X - f - d y  X

l imiim/(x, у) =  l im2 =  2.
х->-0 у-*-б х-*-0

Демак,  берилган функциянинг такрорий лимитлари 

l imlim/(x, у) =  — l i ml i mf  (х, у) = 2
х-*-0"у-+;0 & х-*-0 у-*-0

бу л ад и .
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функциянинг (0, 0) нуклала!И каррали ва такрорий лимитларини 
топинг.

Равшанки,
Н т ¡ (х ,у )  = х ,  Нт 'НтДх,  у) = 0
£/->-0, Х -+ -0  у - г 0  .

булади. Бирок х-^0 да э т - ;  функция лимитга эга булмаганлиги

сабабли берилган функциянинг
П т Н т Д х ,  у)
х-*-0 у->-0

такрорий лимити м авж уд  эмас.
Энди ушбу

¡/(х, у) — 0;

айирмани бах,олаимиз:

I/(х, у) — 0 |=  |х +  г/-!зт~ | < :'.1*Г+ \у\, хфО.

Бу тенгсизликдан эса х-^0,  у-+0 да  /(х, у ) - ^ 0  булишини курамиз.
Шундай килкб, берилган функциянинг- (0, 0) нуктада битта 

такрорий д а м д а . каррали лимити м авж уд  булиб, у л а р н о л г а  тенг 
б улар экан.

Энди /’ (х, у) функциянинг такрорий хамда каррали лимитлари 
орасидаги муносабатни ифодаловчи теоремаларни келтирамиз.

4- т е  о р е м а .  Агар (х, у)-+(х о, уо) да 1(х, у) функциянинг 
каррали лимити *

Нт  ¡(х, у )— I

*~Уо

мавжуд булцб, %ар бир тайинланган х да
Нт/(х ,  у)  =  ф(х)

У -Уч

лимит мавжуд булса, у уолда ушбу ,
Нт Ит{(х, у)

■ • х~^х0 у -* у 0

такрорцй лимит мавжуд ва

Нт Н т  1 (х ,у )  =  1
X - - 'о  У -Ни

булади.



И с б о т. Шартга кура (х, у)-*-(хо, г/о) да  / (х, у) функциянин! 
каррали лимита

limf(x, у) =/
Х -+ Х 0

У~Уо

мавжуд.  Лимит таърифига кура, V e > 0  сон олинганда хам шундай! 
б > 0  сон топиладики, \х — хо\ < 6 ,  \у — у0\ < б  тенгсизликларни ка-| 
ноатлантирувчи барча (х, у) 6М нукталари учун

\f(x, у) — 1\ < е  (5)
тенгсизлик бажарилади.

Энди
у) = ф ( х )

У-^Уо

лимитнинг мавжудлигини эътиборга олиб, (5) тенгсизликда у->-уо 
да лимитга утиб топамиз:

|ф(*)— /|<8.
Бу эса ,

Пшф (х) = I

эканини билдиради. Демак,

lim l im/(x, у) =/.
х-+х0 У~+У<>

Теорема исбот булди.
Худди шунга ухшаш куйидаги теорема исботланади.
5 - т е  о р е м  а. Агар (х, у)-+ (х  о, у  о) да f(x, у) функциянинг 

каррали лимити

lim f(x, у ) =  I

мавжуд булиб, %ар бир тайинланган у да
Um f(x,y)==W (y)
*«■*»

лимит мавжуд булса, у уолда ушбу

lim l im/fx,  у)  I
У̂УО * х̂0

такрорий лимит мавжуд ва

lim lim f(x, y ) = l
У^Уо *-+ *o

булади-
Энди u =  f(x, у) функциянинг лимити (каррали лимити) мавжуд-  Я 

лиги хакидаги теоремани исботсиз келтирамиз.



Фараз килайлик, u — f(x, у) функция М тупламда (MczR2) бе- 
pii'iran булиб, (хо, г/о) эса М нинг лимит нуктаси булсин.

(>- т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  f(x, у) функциянинг (хо, 
у ) нуцтада чекли лимитга эга булиши учун, Ve i> 0 сон берилганда 
¡¡им шундай S > 0  сон топилиб, 0 < р ( ( х ,  у), (хо, уо))-< $ 0< .р ((х , 
ul. (хо, U«)-) <  б тенгсизликларни к,аноатлантирувчи ихтиёрий (х, 
i/М М, (х, у)£ М  ларда

If(x, y ) ~ f( x ,  у) \ < е

ii ii.-сизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

5 -§ !  ИККИ УЗ Г А РУ В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  У З Л У К С И ЗЛ И Г И

u =  f(x ,y )  функция М тупламда (MczR2) берилган. (хо, г/о) нукта 
М тупламнинг лимит нуктаси булиб, тупламга тегишли булсин.

13- т а ъ р и ф. Агар (х, у ) (хо, г/о) да f(x, у) функциянинг лимита 
чивжуд ва чекли булиб,

lim f(x, у) =  f ( x Q, у о) (6)
х~*х0
у-+у0

булса, f (х, у) функция (хо, г/о) нук,тада узлуксиз деб аталади.
Масалан,  f(x, у) =  х2 -\-у2 функция ихтиёрий (хо, г/о) ER2 нуктада 

узлуксиздир, чунки

lim f(x, у) =  lim ( x 2- f  у 2) = x 20+ y 20= f ( x о, г/о).
* «о х--хо»-«О У̂У0

Энди М тупламдаги (хо, г/о) нуктанинг координаталарига мос 
равишда Ах ва А у орттирмалар берамизки, (хо +  Ах, уо +  Ау)£М  
булсин. Агар

' хо +  Ах =  х, 
уо +  Ау =  у

дейилса, у х,олда ¡(х, у)  = / (хо +  Ах, г/о +  Ау) булади.
Ушбу

А/(хо, г/о) ==/(хо +  Ах, г/о -f- Ay) —f(xo, уо)
айирма f(x, у) функциянинг (хо, г/о) нуктадаги тулик орттирмаси 
дейилади.

х-»-хо да  Ах->-0 ва у-*~уо, д а  Аг/->-0 

булишини эътиборга олиб, (6) тенгликдан топамиз:

lim f(x, у) = f ( x о, у 0)=ф- lim [f(x, у) —f(x a у 0) ]=0=>
х-+-х0 х-*-х0-*-0
У~*~Уо ' У-»У0-+0

=>■ lim А/(х,> г/0) = 0 .
Ajc~Vi> л

; . Аг/- (̂/0 '  ̂ . ■
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Бу эса
UmAfixo, у о)—О

булганда f(x, у) функция (хо, уо) нуктада узлуксиз дейилади деС 
караш мумкинлигини курсатади. - ,

Функциянинг (хо, у о) нуктадаги узлуксизлигини куйидагича х,ам|] 
таърифлаш мумкин. '

14- т а ъ р и ф. Агар М тупламнинг нущталаридан тузилган ва (л'о! 
уо) нущтага интилувчи х,ар к,андай{(хп, уп) } кетма-кетлик ( (хп, у„) б/Ц* 
п =  1,2,3,.. .) олинганда х,ам, mqc {f (xn,'yn)} кетма-кетлик х,ар доим 
f ix  о, у о) га интилса, f(x, у) функция (хо, у») нуктада узлуксиз'. 
дейилади.

15- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда хам шундай ô > 0  соЩ 
топилсаки, р Цх, у), (хо, г/о) ) <1 ô тенгсизликни щаноатлантирувчи 
барча (х, у) ЕМ нук,таларда

\f{x, У) — / Ц )  Ур) I < е

тенгсизлик бажарилса, f{x, у) функция (хо, уо) нуктада узлуксиз;| 
дейилади.

16-т а ъ риф.  Агар f(x, у) функция М тупламнинг х;ар бир 
нук,тасида узлуксиз булса, функция М тупламда узлуксиз дейилади.

Биз юкорида f(x, у) функциянинг (х0, у0) нуктада узлуксизлиги;| 
таърифларини келтирдик. Бу таърифлар ÿaapo эквивалент таъ-- 
риф. ¡ар.

17- т а ъ р и ф. Агар (х, у )->- (хо, уо) да fix , у) функциянинг лимити 
мавжуд булмаса, ёки

lim f(x, у) =  оо
, У~+У0 ■

lim f(x, у) =  1 ф { ( х п, Уо)
У ~ У 0

булса, у х,олда f(x, у) функция (хо, уо) нуктада узилишга эга 
дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

f(x, у)
х  —  у  
х +  у

, агар х-\-уФ б булса,

1, агар х + у  — 0 булса

функция (0, 0.) нуктада узилишга эга булади, чунки (х, ¿/) — (0, 0) да* 
бу функциянинг лимити мавж уд  эмас.

2. Ушбу

fix. У)
ЦИ! Г  !' f  ? ■ агар (х, у) Ф  (0, 0) бÿлca,

х i У
О, агар {х, у) =  (0, 0) булса
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.

функция (0, 0) нуктада узилишга эга булади, чунки 

1 ini f (х, у ) =  1 im sin(f  =  1
x—>-0 x~*-Xq X —j~ у

n

I  оулиб, у f(x, у) функциянинг (0, 0) нуктасидаги кийматига (/(О,
О) = 0 )  тенг эмас.

Фараз  кил а йл и к, f(x, у) ва g (х, у) функциялар М тупламда 
: оорилгап булиб, (хо, уо) Ш  нуктада узлуксиз булсин. У холла

f (х!‘у) ± g (x, у), f (х, у) •g (х, у), (g (х, у) ФО)

Функциялар хам (хо, у п) нуктада узлуксиз булади.
Бу тасдиклардан бирини, мае Л а н  икки функция йининдисининг 

I узлуксизлиги исботини келтирамиз.
f(x,y)  ва g(x,y)  функциялар (хо, у о) нуктада узлуксиз булганлиги- 

дан таърифга биноан V e > 0  сон олинганда хам шундай б > 0  сон 
гопиладики, р ( ( я ,  у), (хо, уо)) < 8  тенгсизликни каноатлантирувчи 
барча (х, у) ЕМ нукталарда

| fix, у) —f(x 0, уо) | С у ,

1&(*. У) —¿(хо,. уо) I < y

тенгсизликлар бажарилади.  Бу тенгсизликлардан фойдаланиб 
топамиз:

I U(x, У) + g (x , у ) ]— [f(xo, уо) + g (x о, у0)}\ =

=  I lf(x, у) — f(xo, уо)]+  ¡ ¿{x ,  у) g (хо, уо) ] | <

<  I f(x, у) —f ( x о, уо) | +  I.g(x, у) —g { x о, уо) I <
. 6 . 8  

<  2 2 “ "-

Шундай килиб,
| [f(x, у) +  g(x, у ) ]— [f(x0, Уо) + g ( x о, i/o)il < 8

тенгсизликка келамиз.
Бу эса f(x, y ) + g ( x ,  у) функциянинг (хо, уо) нуктада узлуксиз 

булишини билдиради.

УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Узлуксиз функциялар катор хоссаларга эга. Одатда улар 
теоремалар оркали.ифодаланадилар.
V 1°, В о л ь ц а  н о - К о ш и  т е о р е м а с и .  Агар f(x, у) функция 

D соцада ( Dcz Я2} аницлангаи за узлуксиз булиб, шу соцадаги
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иккита турли (х\, у\) ва (х2, у2) нуцталарда %ар хил ишорал 
цийматларга эга булса, у х,олда £> да шундай (|, т]) нущг 
топиладшси у

/ а  ч > = о  ' 1
булади.

И с б о т .  Аниклик учун ¡(х, у) функциянинг (х\, у\) нуктадаги 
киймати ¡(XI, у\) манфий ишорали: }(х\, г/1) < 0 ,  (х2, г/г) нуктадагй 
киймати ¡(х<2, г/г) мусбат ишорали: /(х2, г/г) > 0  деб оламиз.

£> сох,а, яъни богламли очик туплам булганлигидан (х\,у\), (х2, у2) 
нукталарни бирлаштирувчи хамда га тегйшли булган Р синий 
чизик м авж уд  булади.

Бу Р синик чизикнинг учлари (с\, й\), (с2, й2) (с„, йп) булсип, 
Ушбу икки х,олдан биттаси албатта ;бажарилади:

1) бирорта ( С/, ¿¿) нуктада /(с,-, = 0  булади (бу холда теорема 
исбот булади) ,

2) барча (с,-, ф) . (/ =  1,2,3,.,.,/г) иукталар учун/(с,-, ск)Ф 0  булиб,. 
бунда синик чизикнинг шундай (с,, ЙД, (с,+ ь £// + ,) учлари мавжуд 
буладики,

/(С/, ф) < 0 ,  /(с/+|, £*/4 1 ) > 0
булади.

Энди (с/, ф) ва (с, _ь  £/у_|_ 1) нукталарни бирлаштирувчи синик 
чизик кесмасини караймиз. Бу кесманинг параметрик тенгламасн 
куйидагича

Л' ==с/Н_  ̂ ( с;+|_ £/)■> ( 0 < ^ <  1)

У =  й]-\-1 ((!} 1.1—£*;)
булади.

Берилган ¡.(х, у) функцияни шу кёсмада карасак ,  унда [0,1| ора- 
ливда берилган ушбу

Ф ( 0  =  I ( С1 г- ( (с/ - 1  — с , ) , с1, -|-  ̂ < ••! — й\)) (7)
функция х,осил булади. Бу функция [0, 1] сегментда узлуксиз булиб,

ф ( 0 ) = / ( С , ,  (¿ ¡) < 0 ,  

ф(1)  = / ( с / + 1, £//+1) > 0

булади. Унда [1] нинг 19-бобида келтирилган теоремага кура, 
шундай ¿о нукда (/о(Е[0, 1]) топиладики,

ф(/о)==0

булади. (7) тенгликдан фойдаланиб топамиз:

/(С/-Но [с; ы — с/), 4 + ^ °  (^/+1— ¿¡))  = 0 -
Энди

- £ =  £,- +  ¿0 (с;Ч. 1— с,-), ^ = ^  +  ¿0 (¿/ + 1 — ¿/) 

деб оламиз. Равшанки,  (£, т Д б Д

/(I, >1) = 0 .
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By чса теоремани исботлайди. Узлуксиз функция кейинги хоссалари- 
мп пфодаловчи теоремаларни исботсиз келтирамиз.

2°. В е й е р ш т р а с с н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а с и .  Агар f(x, 
и) функция, М компакт тупламда { M a R 2) аникланган ва узлуксиз 
Пулса, функция М да чегараланган булади.

3°, В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а с и .  Агар f(x, 
il) функция М компакт тупламда (M czR2) аникланган ва узлуксиз 
Оулса, функция М да узининг аник юкори х,амда аник куйи 
'кчараларига эришади, яъни М тупламда шундай (хо, уо), [х\, 
i / i ) иукталар топиладики,

f(xо , уо) ==sup {f(x, у)}, 
f ( x i, у i) — inf {f{x , у)}

Пулади.
1 8 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон олинганда %ам шундай б > 0  сон 

I опилсаки, М тупламнинг (MczR2) р ( (х\ у'), (х", у " ) ) с 8  
гснгсизликни к,аноатлантирувчи ихтиёрий (x', у') ЕМ, (х", у") ЕМ 
ну^таларида

I f(x', У') - f { x " ,  у") I < 8 .

тенгсизлик бажарилса, fix, у) функция М тупламда текис узлуксиз 
Iкйилади.

7 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) . Агар f(x, у) функция 
компакт M (M czR 2) тупламда анщлангйн ва узлуксиз булса, 
функция шу тупламда текис узлуксиз булади.



ИККИ УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ X,ОСИ,ПА ВА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ Л АР И.

1-§ .  ФУНКЦИЯНИНГ ХУС У С И Й  Х .О С И Л А Л А Р И

и —! (х, у) функция М тупламда (М с / ? 2) берилган булиб, (хо, 
уо) нукта шу М тупламга тегишли булсин. Б у (хо, у о) н\ ктанииг 
биринчи координатаси хо га шундай Ах орттирма берайликки, 
(хо-[-Ах, уо)ЕМ булсин. Натижада / (х, у) функция х  узгарувчиси 
буйича

Ах1(хо, у о) =/(хо4-Ах,  уо) —7 (хо, уо)
орттирмага эга булади.

1 - т а ъ р и ф. Агар Ах-*-0-да
(*о> г/о2 
Ах

нисбагнинг лимита мавжуд ва чекли булса, бу лимит /(х, у) функция- 
нинг (хо, уо) нущтада х узгарувчиси буйича хусусий хосиласи 
дейилади ва

Щ Щ , у 0 )  .. 9 [  ,

...-гщт...• еки ¡ у ,)

каби белгиланади. Демак ,
о/ &х! (х0’У0) / (>у+ \х,уп) - (  и,,,;/,,) 

-д7==!х(Хо, У о) =  Ьгп----- -  =  1чп -------------- -----— -------------.ах 'Ах- уО ■ !ХХ \х-уЦ ,АХ

Худди шунга ухшащ [(х, у) функциянинг (хо, г/о) нуктада 
у узгарувчиси буйича хусусий хосиласи таърифланади:

Уо) =  Нт 1ш. •
к у  Дг/̂ 0 Аг/

М и с о л л а р .
1. Ушбу

/(х, У):==Ш
функциянинг (1, 1)  нуктадаги % хусусий хосилаларинн хисобланг: 

Таърифга кура:

У 3 / 0 - 1 )  _  Игп / ( ! + А х ,  I ) — /(1,1)  Э Щ . 1 )  _  И т  / ( Г, 1 +  Ау)  — /(1,1)
" V  д*4 6 , '-V ’ д у  _ д ^ о  Ду

6 - Б О Б

, 1 4 2  ■ '



I  lilt),

l im l im .
Дх̂ О ' Äx-vO ^

, .  e ( ( h - 1)=  lim - И - —  =  <?.
Л-ĵ -O Лл:

Кудди шунга ÿxuiaui :
!im М М +Лу)гУ-(1’1,)_=  ц™ J ^ = £ e < ,
&ŷ o &У &У

Демак,
m и )  i i î - p

rb- • dy

2. Ушбу

f(x ,y )  =  У х 3 +  у 3

функциянинг (О, 0) нуктадаги f'x, f'y хусусий хосилаларини хисобланг. 
Таърифга кура

а/(.0.0) l i m  / (0+\ .y. 0 ) -f ( ( i .Q)

булиб,

Демак,

»'■ ; Ах~*~о Щ
э т о )  /(0.0 ! \?У) /(0.0)

дУ \у ,о -V/

Шп m ± ^ L - . / ( W ) .=  lim 4 ^  =  1.
Дл:-*-0 А *  Длг-Ц)

l¡m tiM + M - f № » )  =  ¿ J S L i ;
Aÿ-vO Aí/ Д^О

<з/(о.о) __ I а / (0,0) _  ,
<5* ’ ôÿ

Демак,  f(x, у) функциянинг х узгарувяиси буйича хусусий 
хосиласи таърифланганда у ни узгармас,  у Узгарувчиси буйича 
хусусий хосиласи таърифланганда х ни узгармас деб хисобланар 
экан. Бу х,ол 1 - том, 2 0 - боб, 4- § да  келтирилган бир Узгарувчили 
функциянинг хосиласини хисоблашда маълум булган коида -ва 
жадваллардан  ту-лик фойдаланиш мумкинлигини курсатади.

М и с'ол л а р. 1. Ушбу
1 + 1  

у  X

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.

ч =  1 [X, У) х
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Берилган функциянинг х узгарувчиси буйича хусусий хосилис 
ни хисоблашда у ни узгармас деб топамиз:

Худди шунга ухшаш, функциянинг у  узгарувчиси буйича хусуои 
хосиласини хисоблашда а : ни узгармас деб топамиз: |

ГМ .У) “ ( т + т У - Ч т У + т =  - Л + 1 -V У x.Jу \У/у х у2 х
2. Ушбу

и = х -  1п —X
функция куйидаги

ди . дих —--- \-у— = идх v ду

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.
Берилган функциянинг хусусий хосиладарини топамиз:

~ к ( хЛп  т ) = “1 г  № i / - l n x ) ] = '

— 1 • 1пг/—Inx—х •—=  ln ——  1X X ;
ди д г , . , ] г

Унда

* - £ - = < ln i - l) + y - J = x - ln i - x + x ^ x .  ln f = u  ,j

булади. Бу эса берилган функция тенгламани каноатлантиришини 
билдиради.

Айтайлик, f (x ,y )  функция М тупламда (M czR2) берилган булсин 
Бу М тупламда (х0, г/о) хамда (х0 + А х ,  уо+Ау)  нукталарни олиб 
функциянинг тулик орттирмаси

А/(х0, г/о) = / ( х 0 +  Ах, уо+Ау)  —/(х0, г/о)
ни караймиз.

2 - т а ъриф.  Агар /(х, у) функциянинг .(хо, уо) нук,тадаги 
орттирмаси Ддхо, у о) ни

Af(x0, y o )= A A x + B A y  +  aAx +  ßAy ( 1)

куринишда ифодалаш мумкин булса,\(х,у) функция (х0, г/о) ну^тада 
дифференциалланувчи деб аталади, бунда А, В — узгармас,  а, ß 
лар эса Ах ва А у ларга боглик ва Ах-^0, Аг/-*-0 да a-vO, ß-J-О. ’
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Агар /(х, у ) функция М т^пламнинг х,ар бир нуктасида 
шфференциалланувчи булса,  f(x, у) функция М тупламда диффе- 
рпш.иалланувчи дейилади.

М и с о л .  Ушбу
/(х, у)  = х 2 +  у 2 +  ху

ф у пк ция ни  V ( x 0, у  о) ER д а  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  б у л и ш и н и  
м р с а т и н г .

Берилган функциянинг (хо, у  о) нуктадаги орттирмасини топамиз: 

А/(хо, уо) —f (хо +  Ах, уо +  Ау) — /(хо, i/o) =
= (х о + А ^ )2+  (уо +  Ау)2+  (хо +  Ах) (уо +  Ду) —хо—уо—хоуо =

== (2хо +  г/о) Ах +  (2уо +  хо) Ду +  (Дх- f  Ay) Ax-f-ДуДу.

Агар Л =  2хо +  уо, S  =  2yo-fxo, а  =  Дх +  Ау, Р =  Ау дейилса,

А/(хо, г/о) = Л А х  +  5Аг/-|-аАх-|-рАг/

Г>улади. Бу эса берилган функциянинг V(x0, у о): ER2 нуктада 
дифференциалланувчи эканини билдиради.

1 - т е о р е м а .  Агар f(x, у) функция (хо, г/о) 6 Ai нуцтада 
дифференциалланувчи булса, у уолда бу функция шу нуцтада 
узлуксиз булади.

И с б о т .  f(x, у) функция (хо, г/о) нуктада дифференциалланувчи 
бÿлcин. Таърифга Kÿpa

Д/(хо, у о) =  ЛДх-)-ВДу + а Д х  +  рДу
бÿлaди. Бу тенгликдан

limA/(x0, i/o) =  Нт(ЛАх-(-ВДу-|-аАх +  рДу) = 0
Ах-*-0 Ах-й)
Ду-*-0 Аг/-*-0

булиши келиб чикади. Демак,  /(х, г/) функция (хо, г/о) нуктада 
узлуксиз. Теорема исбот бÿлди.

2 - т е о р е м а .  Л гар  f(x, у) функция (хо, уо) £Л1 нуцтада 
дифференциалланувчи булса, функция шу нуцтада f'x(x  о, у о) f'y(x  о, 
г/о) хусусий уосилаларга эга ва

fx(xо, у о ) = Л ,  f'y(xo, уо )= В
булади.

И с б о т .  /(х, г/) функция (хо, г/о) нуктада дифференциалланувчи 
бÿлcин. Таърифга Kÿpa

А/(хо, i/o) = Л А х  +ЙАу-ЬаАх+рАг/

бÿлaди. Бу тенгликда, аввал Ах=^0, Ау — 0 деб
Axf(xo, уо) =  /(хо +  А*> уо) —/(хо, уо) = Л А х  +  аДх,  (2)

cÿHr  Д х  =  0,  АуфО  д е б

Ayf (хо, уо) =  /(х0, уо +  Ау) — /(х0, у 0) = Б А у  +  |ЗАу (3)

булишини топамиз.
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Юкоридаги (2) ва (3) тенгликларнинг хар икки томонини мое 
равишда Ах хамда Ау ларга  булиб, Ах-*-0 да хамда Аг/->-0 д а  
лймитга утсак,  унда

ДхЦх0, у 0) Цх0 +  Ь х ,у 0)-г-Нх0, у 0) ■,
Ь т  — а; — ^  , 1 т ------------- л7------------ =  11т И + а )• Ах-»-0 ; ! :' ‘ Ах-*0 » ' г : Ллг—*-0 '  ;

\ •%/(%</()) .. /Х--М.+ ЛУ .. . . . .  , ,Ь т  ------т-------=  Ь т  ---------------------------- =  11т (В +  8) —В
Ли М) &У Л,/-.и к у  Л/,-,!)

булади. Демак,
/И*«, г/о) =  /!,' /¿(х0, г/о) =  « .

Теорема исбот. булди.

Э с л а т м а -  /(л, I/) функциянинг бирор (х0, уи)£М  н у к т ад а  [Цхо, у 0), ['„(хо, уа) 
хусусий хосилаларининг м а в ж у д  булишидан, функциянинг шу н у к т ад а  дифференци- 
алланувчи булиши хар  доим келиб чикавермайди .

М и с о л. Ушбу

/Ч*,У) =  У * 3+г/3

функцияни (0, 0) нуктада дифференциалланувчанликка текширинг.
\ Маълумки бу функция (0, 0) нуктада -|| хусусий хосила-

ларга  эга булиб, улар 1 га генг (2- мисолга каранг) .  Функциянинг 
(0,0) нуктадаги орттирмасини топамиз:

А/ (0,0) = / ( 0  +  Ах, 0 +  Аг/) —/(0,0) ==/(Ах, А у) =  д/Дх3+ А  у 3 .

Фараз килайлик берилган функция (0, 0) нуктада дифференци- 
алланувчи булсин. Унда А/(0,0) =/£(0, 0) Ах+/£ (0,0) Аг/ + » 1  Ах+ ягЛу 
булиб, Ах-кО, Дг/-к0 д а  а1-»-0, аг-^-0.

(0,0) =  1, /¿(0,0) =  1 булишини эътиборга олсак,

А/ (0,0) =  А х + А у  +  очАх +  агАг/ 

келиб чикади. Натижада ушбу

' у  Ах3Н- Ау3 = А х  +  Аг/-}-а1Ах +  а 2Аг/

тенгликка келамиз. Кейинги тенгликдан Ах =  Ау  булганда
з ‘

. , Ах у 2  — 2 А х +  ( а ,  +  а 2) Ах,

яъии
д/2 — 2 =  а ,  +  а 2

булиши келиб чикади. Бу эса Ах->0, Ау-^-О да ои->-0, аг -^Обули-  
шига зиддир. Зиддиятнинг келиб чикишига сабаб, функциянинг
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(О, 0) нуктада дифференциалланувчи булсин деб каралишидир. Демак, 
кдралаётган функция (0, 0) нуктада дифференциалланувчи эмас.

Энди /(.г, у) функциянинг (.го, уо) €М нуктада дифференциалла- 
нувчи булишининг етарли шартини ифодаловчи теоремами исбшсиз 
келтирамиз.

3 - т е  о р е м  а. Агар f(x, у) функция (хо, у о) нуцтанинг бирор 
атрофида (бу атроф М тупламга тегишли) f'x(x, у), f'y(x, у) хусусий
xiосилаларга эга булиб, бу хусусий цосилалар (ха, уо) нуктада 
узлуксиз булса, f(x, у) функция (хо, у о) нуктада дифференциалла­
нувчи булади.

Энди мураккаб функциянинг хусусий хосилаларини келтирамиз. 
Фараз  килайлик, F =  f (и, v ) функция («о, Уо) ER2 нуктанииг бирор 

U(uq, vo) атрофида аникланган ва узлуксиз булсин. и хамда 
и узгарувчиларнинг х,ар бири уз навбатида х ва у  ларнинг 
функцияси

ы=ф (х ,  у), u=t|:(x,  у)
булиб, ив =  ф(хо, уо), yo =  ̂ (xo, уо) булсин. Бу функциялар ёрдамида 
куйидаги

F =  f{q>{x, у), Ц(х, у)) = F (x ,  у)

мураккаб функция тузилган булсин.
Агар ф (х, у), ф (х, у) хамда f(u, и) функциялар узлуксиз хусусий 

хосилаларга эга булса, у холда мураккаб функция хам хусусий 
хосилаларга эга булади. Бу хусусий хосилаларни куйидагича 
топамиз:

х узгарувчига Ах орттирма берсак, унда и— <р (х, у), у =  г|) (х, у) 
функциялар

Ад;Ы =  ф(х +  Ах, у) ~ф(х,\.г/),
Axv =  ty(x-\-Ах, у ) —ty(x, у) 

орттйрмаларга,  F — f(u, v) функция эса

AxF= f(u-\-A xu, v-\-Axv ) —f(u, v)

орттирмага эга булади. Бу AXF нинг ифодасини куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз: ■

AXF — [f {и +  Ахи, u*+-A*i>) v +  Axv )]+
+  [/' (г/, v +  Axv ) —f{u, у ) ] .

Урта киймат хакидаги теоремадан (каралсин, 1-том, 2 0 - боб. 7 -§ )  
фойдаланиб топамиз:

¡(u  +  Axu, v +  Axv ) - f ( u ,  v + A xv)=f'u(u +  Q>Axu, v +  Axv ) - A ; 
f(u w  +  Axv ) —f(u , v )= f'u(u, г’ +  O2 • Axv)Axv 

( 0 < e , ,  0 2 < 1 ) .
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Натижада
AxF= f'u(u-{-Q\Axu,v +  Axu) -Axu-\-f'v(u, v +  Ü2 • S.xv) Axv 

бу-лади. Бу тенгликнинг дар икки томонини Ах га булиб,

^  =  /„(« +  0 , -Л.А v +  Ajj)  ~ + Ш и : v +  д Ш  .

с.унг Дх-э-0 да лимитга утсак,
A J 5, . .  - , . .  . . .  Av«

Ищ ,„;■== \im f u(u +  Qr Axu, v +  Axv) ■ l im
, Д *-»-0  А х  Ддг—*~0 Д х -й )

+  lim f'u{u,v +  Q2Axv) ■ l i m Ф^==
Ах-*-0 Длг-ч-0

=/1(и,  о) • lim ~ + f v(u, v) • lim ~
Ax-*-0 Дк-»-0

булади. Агар

4 * ^  dF  Axu du \ ü dv l i m ———- 7—, l i m—— l i m—— -
д*-кО a *  дх  д ^ о  Kx dx äx^ 0 \x  dx

булишини эътиборга олсак, кейинги тенгликдан

O F __ <5/ du , (5/ , dv .
dx du dx d v d x  ' ^

булиши келиб чикади.
Худди юкоридагидек

d F __ df du i df dv ,
dy du dy d v d y   ̂ '

булиши топилади.
Шундай килиб, (4) ва (4' ) формулалар

F (х, у) =/' (и, V) =  / (ф (х ,  у), ф (х, у)
ôF dFмураккаб функциянинг хусусий хосилалари ларни топиш

формулалари бу\лар экан- 
М и с о л .  Ушбу

F =  ( j c + l ) ÿ + l

функциянинг хусусий хосилаларини тогшнг.
Бу функция

F — uu, и —х-\-1, v=y-\-\
функциялардан тузилган мураккаб функциядир. (4) ва (4' ) 
формулалардан фойдаланиб топамиз:
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fix , у) Функция М тупламда (M czR2) берилган булсин. Бу 
тупламда ихтиёрий Ло= (хо, у о) нуктани олиб, у оркали тугри Чизик, 
утказамиз ва ундаги икки йуналишдан бирини мусбат йуналиш, 
иккинчисини манфий йуналиш деб кабул киламиз. Йуналгаи бу 
тугри чизик,ни I дейлик. I нинг мусбат 
йуналиши билан Ох укнинг мусбат йуна- 
лиши орасидаги бурчак а, Оу Укнинг 
мусбат йуналиши орасидаги бурчак эса |3 
булсин ( 2 3 - чизма).

Агар А о=  {хо, г/о) хамда А =  (х, у) El 
нукталар орасидаги масофани р д'есак, 
унда тугри бурчакли учбурбурчак АаАВ дан

х — х0 У — i/o о———= c o s a ,  — — =  cos(3 
р р 

булиши келиб чикади.
3 - т а ъ р и ф .  Агар А нук,та I ту/ри чизищ буйлаб Л0 нуктага 

интилганда (А-^Ао) ушбу

f(A) —f(A0) _  f(x,y)—f(x0,y0)
> . Р ( Л 0, Л )  p((x0, y 0), (x,y))

нисбатнинг лимита мавжуд булса, бу лимит f(x, у) = f  (A) функция- 
нинг А 0=  (х о, у о) ну^тадаги I йуналиш буйича уосиласи деб аталади 
ва

dfU10) .. df{x0,y0).

2 - § . ’Й У Н А Л И Ш  Б У Й И Ч А  * О С И Л А

каби белгиланади• Демак,  ,

т Щ - _  j .  f ( A ) y ~ f ( A 0)

91 а-*а0 Р ( А ,А 0)

f(x, у) функциям ИНГ I йуналиш буйича -чосиласининг мавжудлигини
df(x^y)

х,амда — ни топишни куйидаги теорема ифодалайди. Бу теоре- 

мани исботсиз келтирамиз. ■



4 - т е  о р е м  а.  Агар ¡(х , у) функция Ао — (хо, уо) нуктада 
дифференциалланувчи булса, у %олда функция шу нуктада 
цар цандай I йуналиш буйича х,осилага эга ва

д Ц х ,у) дЦх0,у 0) дЦ х0, у 0)
_ _ _ _ =  со5 а +  — ^ - с о з р

булади.
М и с ол. Ушбу

/(х, г/) =  arctg-J■

функциянинг (1,1) нуктадаги (0, 0) нуктадан (1, 1) нуктага  караб 
йуналган / чизик буйича х,осиласини топинг.

Равшанки,  берилган функция Л0= ( 1 , 1 )  нуктада дифференци­
алланувчи. Унда 4- теоремага кура

а/(1,1) а/(Ц) • я , ДК1.1)
01 дх  4  ду  4

булади.
Энди

ЯЩ 1 =  ( а г с ц  |  )' | . . .  =  |

л л/2
0 0 8  4 2

булишини эътиборга олиб,

а/(1Л) _  л/2 / 1
д1

эканини топамиз.
(|-4>

3 - § .  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л И

¡(х, у) функция М тупламда (Мс=/?2) берилган булиб, (х0, уо) ЕМ 
нуктада дифференциалланувчи булсин. Унда функциянинг диффе­
ренциалланувчи булиши таърифига кура /(х, у) функциянинг (х0, 
уо) нуктадаги орттирмаси

А/(х0, г/о) =  / (хо + А х , г/о +  Аг/) — /(х.о, г/о)

учун
л с /  ч д 1 ( х 0, у п) <5/(а:0, у 0) '
А/ (х О г/о) = ----- — Ах+ - — ——  А г/ +  а  Ах +  0 Ау

булади, бунда Ах-хО, Ау-*-0 да а->-0, Р-+-0.

150



4- т а ъ р и  ф. f(x, у) функция орттирмаси Af(xо, уо) нинг Ах уамда 
,\у ларга нисбатан чизищли бош щисми

дНхО’ У(>) * , d/(x0,i/0) . 
дх Л х + Ту АУ

I (х, у) функциянинг (хо, уо) нуктадаги дифференциала (тулик, 
дифференциал) деб аталади ва

df ёки df(xо, уо)
. каби белгиланади. Демак,

, ,  ч df(x0, y 0) d f(x0, y 0)
df — df(x0, y о)— ...... ~х ~Ах-\--------— —■ Ау .

' df (xn, г/n) d f(xn, у'п)
Одатда — ~̂ х— Ах, ---- — \у лар f(x, у) функциянинг (хо,

уо) нуктадаги хусусий дифференциаллари дейилади ва улар мос 
равишда dxf, dyfj каби белгиланади:

. , Щх0,у0) д[(х0,у0)
d j =  , л. - А х ,  d yf =  ду Ау.

М и с о л. Ушбу

f(x, у ) —х2-\-Ьху2—у 3
функциянинг (х, y )£ R 2 нуктадаги днфференциалинн топинг. 

Берилган функциянинг (х, у) нуктадаги хусусий х,осилалари

i x  = ~ k  ( x 2 + 5 x y 2 — i/3) ^ = 2 j c + % 2,

__
ду ' ду

{х2+ 5 х у 2—у 3)'у= \ 0 х у —Зу2

булиб, унинг дифференциали

df =  Д А * + ~^А у =  (2*  + 5у 2) Ах +  (1 Оху — 3у 2) Ау

булади.
Агар Ах ва А у ларни'мос равишда dx ва dy га алмаштирсак,  унда 

f(x, у) функциянинг дифференциали куйидаги
, , ,  i .  8 f (x 0, y 0) d f(x0, y 0)

df (x0, у  о) = -----— dx H-----------—— dy (5)

куринишга келади.
Фараз- килайлик, F =  f(u, v) функциянинг и ва v узгарувчилари 

уз цавбатида д: ва у  ларнинг функцияси
и =  ср(х, у), v =  ty(x, у) 

булиб, улар ёрдамида куйидаги
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3 F  _ dF du . dF dv : J L du
Ж dv

дх du ~dx'~ dv dx du dx + dv ~dx’

dF
ây

dF
du

du . dF
dv

dv
~ w ~

Ж .
du

du . ÊL.
dv

dv

~sÿ'

F = f (  ф(х, y), ф(х, y) ) = F (x ,  y)
мураккаб функция тузилган булсин.

Агар и =  ц> (х, у), о = ф  (х, у) функциялар (хо, уо) иуктада 
дифференциалланувчи булиб, F = f( u ,  v) функция мос (од, Щ  нукта- 
да  (мо =  ф (хо, уо), оо =  г|з (хо, уо)) дифференциалланувчи булса, 
у хсшда

dF =  d f= -^ -  du-\-~~ dv (6)' du d v ’

б;улади. Шуни исботлаймиз.
F =  F(x, у) функциянинг дифференциали

ÔF , ( 7 )

булади. Мураккаб функциянинг хусусий хосиласини топиш форму- 
лаларидан фойдалансак, унда

(8)

: ( «о  
♦

хосил булади. Натижада (6),  (8) ва (8' ) муносабатлардан

^ d x + % di > l = - ï ; d u + - % dv

бу-лиши келиб чикади. Демак,

d f = j L d u + j L d u . (9)

(6) хамда (9) муносабатларни солиштириб, функция мураккаб 
булган холда хам унинг дифференциалининг ку-риниши (6) дагидек 
булишини аниклаймиз. Одатда бу хосса дифференциал шаклининг 
инвариантлиги деб аталади.

Фараз килайлик, /(х, у) функция М ту-пламда (M czR2) берилган 
булиб, (хо, уо) ЕМ нуктада дифференциалланувчи булсин. У холда 

А/(х0,г/0) =  / (х0 +А х ,  уо +  Ау) —f {xo Уо) =
—  f x ( x o , t / o ) А х + f y (x o , î/ o )  - A y - f  а Д х  +  р Д у

булади. Агар

df(xо, i/o) =fx(xo, y0)Ax +  fy(x0, Уо) ■ Ау
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булишини эътиборга олсак,  унда

.. Щх0,Уа) [х(х0,у0)Ах+[ (х0,у0)Ау + аАх+$Ау
11Ш - . :■■■ ---- =  11 Ш ----------7----------------7--------------------=  1
'•"•о а1(х0>Уо) 4^» ¡х(х0,у0)Ах + } (х0,у0);АуАу-*-0 Д(/-*-0 ,

булиб, ушбу

А/(х0> г / о ) «^ ( * о ,  г/о),
яъни

¡(хо +  Ах, уо +  Ау) ж [(х 0, у  о) +Гх(хо, у о) Дх+/£(*о, г/о) Аг/ (10) 
такрибий тенгликка келамиз.

М и  с о л .  Ушбу 1,083,96 микдорни такрибий ^исобланг.
Куйидаги

¡{х , у) — ху

функцияни карайлик. Бу функция учун (хо,уо) нуктада (10) формула- 
ни ёзамиз:

(х0+ А х) у°+Ауж х У0° + у • х у^ 11 ,„ ,0 -А х + х у\пх | Х=Х0 -Ау.
У=Уо »=»0

Агар
*0 =  1, г/о =  4, Ах= 0 ,08 ,  Аг/ =  — 0,04 

дейилса, у х;олда

(1 +0 ,0 8 )  4-°-04ж  1+г/-х*гЧ -0,08 +  л:6'* 1пх| *=, • ( — 0,04) =
у=4 у=4

=  1 + 4 - 0 , 0 8 = 1 , 3 2 .
булади. Демак,

1,083,96»  1,32.

4- §. Ф УН К Ц ИЯ Н И Н Г ЮК.ОРИ ТАРТИБ ЛИ Х.ОСИЛА ВА 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

/(х, у) функция М тупламда (М б#2) берилган булиб, У(х, у) ЕМ 
нуктада ¡'Х(х, у),1'у{х, у) хусусий досилаларга эга булсин. Равшанки, 
бу хусусий хосилалар х ва у  узгарувчиларга боглик булади.

5- т а ъ р и ф. / (х, у) функция уосилалари  /*• (х , у ) , (х, у) ларнинг 
хусусий уосилалари берилган функциянинг иккинни тартибли 
хусусий цосиласи дейилади.

¡'Х(х, у) нинг а: узгарувчиси буйича хусусий х,осиласи

0(х> у ) ёки д пЛ у)-
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& < * . , ) -  ( П К «/))„

1'АХ’У) нинг у  узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

¿ ( х , * )  ею, % > -  

: каби белгиланади. Демак,  <

и ^  - ( ш м г
¡и (Х,У) Функциянинг *  узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

?" , - д21(х,у)иЛх,у) еки :■.■■■ V '
«5/, ОД'

каби белгиланади. Демак,

■?у(х,у) Функциянинг у узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

!'}(х,у) ёки 3 Пх'р  
У ду

каби белгиланади. Демак,

г , < * , > - « « * » ;  * ^ 4 4
Одатда иккинчи тартибли хусусий хосилалар

■ д 21(х,у)  <?2/(д,г/)

каби белгиланади. Демак,

д хду  ’ дудх

га аралаш хосилалар дейилади:
Худди юкоридагидек, Цх,у) функциянинг учинчи, туртинчи 

хоказо тартибдаги хусусий хосилалари таърифланади.
М и с о л. Ушбу

¡{ х ,у ) =  х4 +  4 х2у 3 +  7 х у +  1 
функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини топинг. 

Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини топамиз

г^-==— (х4+4л:2г/3-)-7л:у+ 1) = 4 х 3-\-&хуА-\-7у,

- ^ = - ^ х4+ 4хУ + 7хУ +  *) =  М х У + 7 х .
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Энди 5- таърифдан фойдаланиб функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий хосилаларини т'опамиз:

Щ (^+Z*y‘+7y) = 2 4 x 9 >+7,

S iT - h i t У -k < 1 2 * y - № ) = 2 4 V + 7 ,  ■

^ = i ( | r ) = i ( ' 2 * V + 4 = 2 4 , V

5 - т е о р е й а .  f(x, у) функция M тупламда (Mf: R ') берилган булиб, 
у шу тупламда f'y \амда f"y, f"yx уосилаларга эга булсин. Агар
f хуу fух аралаш цосилалар (хо, у0)£М. нуцтада узлуксиз булса, 
у х,олда

fXy(xQ, Уо)= fy/x0, у0)

булади.
И с б о т .  (дг0, уо) нуктанинг координаталарига мос равишда 

шундай A x > 0 ,  Аг/>0 орттирмалар берайликки,
(хо-\-Ах, уо-}- Ау) ЕМ

булсин. Сунг ушбу
и ==./ (хо +  Ах,у о +  Ау) — f(x0 +  Ax,y0) — f(xQ,y0 +  Äy) + f ( x 0,y0) 

ифодани караймиз. Агар

4>(x)=f(x,y0 +  A y )—f(x,y0),
ty(y)= f(xo +  Ax,y)—f{x0, y )  111)

деб олинса, унда юкоридаги ифода учун

и =  ф (Х0 +  Ах) — ф (*0) , 
u =  ty(y0 +  Ay) —-ф (г/о)

булади.
Лагранж  теоремасидан фойдаланиб т'опамиз:

ф(*о +  Ах) — ф(хо) = ф /(хо +  01Ал:) -Ах, 
гр (уо +  А у ) —Ц (г/о) =  гр' (г/о +  0гА у) А у,

( о < е ь 02< 1 ) .
Иккинчи томондан (11) муносабатдан ф(х) х,амда ф(г/) функция- 

ларнинг хосилаларини топиб, сунг Лагран ж теоремасини кулласак ,  
унда

ф (х) = f x(x,y0+ A y) —f'x{x,yо) ==/%(*,г/о+0эДу) -Ау,
Ф'(У) = f :y(x0+A x,y) —f'y(xa y) = f ' x(x0+Q 4-Ax,y)Ax
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булиши келиб чикади (О<0з,  0 4 < 1 ) .  Натижада

и ±  ф(х0+ Д х )  - ф ( х о )  = / ; ( х о+ 0 |-Ах,г/о+0эАс/). АхАу, 

м =  ф (Уо +  Ау) — ф(г/0) =/"*(хо+ 0 4Дх,г/о+ 0 2Ду) АхАу 
булади. Бунда эса ушбу

¡ Ху{хо~\~ 0[Ах, Уо~\- 03Ау) —¡уХ(х0-{- 04Ах , у 0-\- 02Ау) (12)

тенглик хосил булади.
Шартга кура ¡"ху, /"харалаш хосилалар (хо, у0) нуктада узлуксиз. 

Унда Дх->-0, Ау-^0 да

/ед(*о+0,*Лх, г/о+0зАу)-^/"/(хо,г/о) ,

/ ¡* (хо+е4-Лх, (/<)+0гАг/)- * /'"л(х0,г/0)

булади. (12) тенгликда Дх-н^О, Ау^~0 да лимитга утиб,

/х^Хо’Уо) —}ух(хо>Уо) (

булишини топамиз. Бу тенглик теоремани исботлайди.
Фараз килайлик, '/(х, у) функция М тупламда берилган булиб, 

унинг хар бир (х, у) нуктасида дифференциалланувчи булсин. 
Маълумки,  бу функциянинг дифференциали

а ц х , !,) =  т м 1 ёх + т м 1 а!/ (1з ,

булади (бунда с1х, йу лар х ва у узгарувчиларнинг Ах хамда А у 
орттирмаларидир).

6- т а ъ р и ф. \{х,у) функциянинг (х,у) нуктадаги дифференциа­
ла й{(х,у) нинг дифференциали берилган [(х,у) функциянинг иккинчи 
тартибли дифференциали деб аталади ва с121(х,у) каби белгиланади:

^ ¡(х ,у)= с1(й 1(х ,у)).
(13) тенгликни эътиборга олиб топамиз:

х,у) . ' '/  . л  • |

-с1х\
дх2

дх  , охоу ду

Шундай килиб, /(х, у) функциянинг иккинчи тартибли дифференциа­
ли унинг иккинчи тартибли хусусий хосилалари оркали куйидагича
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d2f (x,y) =  ? f£ f l d x * + 2 Ц ^ -dxdy +  — f t - d y 2

|ц|)одаланар экан.
Функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказо тартибли дифференци- 

пллари хам худди юкоридагидек таърифланади.
Функциянинг кейинги тартибли дифференциалларини унинг 

хусусий хосилалари оркали .ифодалаш борган сари мураккаблашиб 
иоради. Юкори тартибли дифференциалларни символик равишда 
ифодалаш кулай булади.

f(x, у) функциянинг дифференциали

df = i x d x + i y dy
ии символик равишда (f ни кавсдан ташкарига чикариб) куйидагича 
озамиз:

Ун да

деб караш мумкин. Бу ерда кав с  ичидаги йигинди квадратга  
кутарилиб, сунг f га «купайтирилади».  Кейин ~  ва — ■ ларнинг

' д ар аж а  курсаткичлари хусусий хосилалар тартиби деб каралади.
Шундай йул билан киритилган символик ифодалаш f(x ,y )  

функциянинг п -тартибли дифференциалини

dnf =  (-<3-d x  +  -—duXf 
1 \ д х  ^  ду y ) 1

каби ёзиш имконини беради.
Энди мураккаб функциянинг юкори тартибли дифференциалла­

рини топамиз.
Айтайлик, F = f( u ,  v) функциянинг и ва v узгарувчилари 

уз навбатида х ва у ларнинг функцияси
и =  ф(х, у), v =  ty(x, у) 

булиб, улар ёрдамида куйидаги 1

F = f ( y ( x ,  у), г|з(*, у))' 
мураккаб функция тузилган булсин.

и =  (р(х, у), v =  ty(x, у) функциялар (х, у) нуктада узлуксиз 
иккинчи тартибли барча хусусий хосилаларга,  F =  f(u , v) функция 
эса мос (и, v ) нуктада барча иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
хосилаларга эга булсин. Шуни эътиборга олиб топамиз:

df=̂ du+̂ dv’
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d2f - d ( d f )  - d ) = d a • d ( -| ^ )+ ~ U ( d и) +

+  d v -d ( l ) + - { { d  ̂  = *  Ш  du +  d ( ö l )  dv + f u d '2u +

^ ^ ( J - d u + ^ v J f + ^ u + ^ v  .

I lly йул билан берилган. мураккаб функциянинг кейинги тартиб- 
даги дифференциаллари топилади.

5- §. УРТА К.ИЙМАТ Х.АК.ИДА ТЕОРЕМА

f(x, у) функция М тупламда берилган булсин. Бу М тупламда 
(Oi. Ь\) \амда (а2, Ь2) нукталарни оламизки, бу нукталарни 
бирлаштирувчи тугри чизик кесмаси

1= {(Х,У) ER2 ’-x ^ a i  +  t ib i—ai), y =  a2 +  t(b2 — a2)}.-
1 каралаётган  тупламга тегишли булсин.

6- т е ор  е м а. Агар f(x, у) функция I кесманинг (а\, Ь{)  д$амда 
(а 2 > bi) нщталарида узлуксиз булиб, кесманинг долган барча 
щщталарида дифференциалланувчи булса, у уолда I кесмада 
шундай (с  |, с2) нуцта топиладики,

f ( a ^ 2) ~ f ( a i,bl) = f x(c [,c2) - ( a 2- a l) + f y(c i,c2) ( b 2- b t)

булади.
И с б о т .  f(x, у) функцияни I кесмада караймиз. Унда 

[(х, у) —f (a\ -\-t(b\ — a\), a 2 +  t(b2 — a2)) 
булиб, у [0, 1] сегментда берилган F (/) функцияга айланади:

F(t) = f ( a i + t ( b i —ai), a2 +  t(b2 — a2)).
Бу F(t) функция (0, 1) да х,осилага эга булади.

Мураккаб  функциянинг досиласини тониш коидасидан фойдала- 
ниб х,исоблаймиз:

^ ' ( 0  =  !x(<h +  t{b\ — ai ) ,  a2 +  t{b2 — а2)) ■(b\—a i) + fy(ai +  t(bi — ai ) ,  
a2-\-t(b2— a2) ) • (b2 — a2) .

Шундай килиб, [0, 1] сегментда берилган F(t) функция Л агранж  
теоремасининг шартларини бажарар экан. Лагранж  теоремасига 
кура (0, 1) интервалда шундай t0 нукта топиладики,

/*"(1)' F(0) = F '  (to) • (1 — 0) (15)
булади.

Равшанки,

F ( 0 ) = f ( a u tu), F(\) —/(b\, b2).
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F'(to) =fx{a\ +  to{b\—a\), а 2 +  /0 ( 6 2 —0 2) ) (b\ — щ) +
+to{b\ —ai ) ,  аг +  ̂ о(^2  — а2) ) (i>2— CI2) —

=f'x(c 1, с2) • (b i—щ) +f'y(cu с2) (b2 — а 2).
1>у ер да

c\ — a,\-\-to (b 1 — a i ) ,
C2 =  a 2 +  /o (A2— a 2)

деб белгиладик.
Натижада  (15) тенглик ушбу

/(a2,ô2) f{a,\, b\) = / x(ci,c2) • (a 2 — Æj) -f-/ÿ(ci,c2) • (ô2— b\) 
тенгликка келади ( (c i , c2) €/)■ Бу эса теоремани исботлайди.

6 - § .  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г Т Е Й Л О Р Ф О РМ УЛ А СИ

f(x, у) функция М сохада ( A i c R 2) берилган булиб, (хо, i/o) €М 
булсин. Бу (хо, у о) нуктанинг Uà{x о, г/о) атрофини (U&(xo, г/о) а М )  
олиб, унда шундай (х, у) нуктани караймизки, ушбу

/=={(*', У') ^R2-x' — x0 +  t(x — xa), y' =  y o + t(y  — yo)}
кесма Uô(x0, г/о) га тегишли булснн ( ( ) < / <  1).

Фараз  килайлик, f(x, у) функция Uô(xo, г/о) да  барча биринчи, 
иккинчи ва хоказо (га+ 1 ) - тартибли хусусий хосилаларга эга 
булиб, бу хусусий хосилалар узлуксиз булсин.

Агар f(x, у) функцияни I кесмада карайдиган бУдсак, унда 
f(x, у) = f{xo +  t (x —Xo), yo +  t ( y —y0)) ( 0 < / < 1 )

булиб, у t  узгарувчининг функциясига айланади: , '
F(t) = f ( x 0 +  t (x —x0), y o + t{y  — y0)) ( 0 < i f < l ) .

Бу функциянинг хосилаларини хисоблаймиз:
F'(t) =f'x(xo +  t (x —xo), yo +  t(y  — yo)) ■ (х—хо) +

+  f'y(x0 +  t(x — x0). yo +  t(y — yo)) (у — уо),
F"(t) = f}{xo  +  t(x — xo),yo +  t ( y —yo)) (x — x0) 2 +

-J^ 2 f ‘Xy{xo +  t (x —xo),yo +  t(y ~ y o )) (x—xo) ( y —i/o) +
+  /')(*o +  /(* — Xo), yo +  t(y  — yo)) (y — yo)2, (16)

умуман,

( т ;  (x - x ^ i y ( y ~ y ^ ) k 
(k— 1 ,2 , 3 , . . . , « + о

Равшанки,
F ( 0 ) = f( x 0, г/о), F (\ )= f(x ,  г/),

z7 w (°) =  ) * (160
i

Юкоридаги ( 14 )  тен гликдан ф ой дал ан иб  топамиз :
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булади. Бу тенгликдаги f(x, у) функциянинг барча хусусий 
х,осилалари (jt0, уо) нуктада хисобланган.

Бундай F(t) функция учун 1-том, 2 0 - боб, 8 -§  да  келтирилган 
ушбу

F ( t ) = F ( t 0) +  F'(t0) ( t - t 0) +  F-^ ~  (t - t 0) 2+ . . . +

+ ± F ^ ( t 0) ( t ~ t 0) n+ R n(t) (171.

Тейлор формуласи уринли булар эди, бунда Rn(t) — колдик 
хад. Унинг Лагранж куринишдаги ифодаси

F in+i) (tn +  Q ( t - t n))
Rn(t) =  -------- (n+1)! - ( t - t 0) n+l ( O < 0 < 1 )

булади. Хусусан, /==1, tо =  0 булганда

F ( 1 ) = F ( 0 )  +  ^ + Г ( 0 ) . - 1 + . . . + ^ Я " > ( 0 ) +/?„ ( ! )

булади. Юкоридаги (16) ,  (16') ва (17) муносабатлардан фойдаланиб 
тонам из:

t r  \ t t  \ | д Ихо’Уо) ,  . . df(x0,y0)f(x,y) = Л * 0> у о) +  —  (х—х0) Н-------——  (у —у о) +

, 1 Г д2К хО'Уо) , , 2 , п д2Нх0’Уа) , w  V ,
+  2! -■ , 7  г  ( * ~ * о )  + 2 - (ж -Х о )  (г/ — г/о) -h

d2f (x 0,y0)

ду‘
1 I д"/(*0,!/0) . . „ „,  <3'7 (%i/o) / чл-1/ \ 1 с

+  «! Ь  " .... ( М о )  +  C " l ^ r (* -JCo) ( у _ У о ) + -  +

д"1(ха’Уо) ,
(У — У с< j " ] f

=. Г
ы) !  L

■]

<У‘ .

3'1+1/(x0+ o ( x - x 0),!/0+e ( i/ - i/0))
-----—  (* —* 0) "+Ч-- +

. 3 ' , + i/(jco +  0 ( x  — x o),t/o +  0 (i/ — У0)) . .

+ ---------------- - - г т т т -------------------(у - у °>

д е й | а д „  '< *  »> Фу™ » » ™ г ' 4 * .

ги ч ? й Г ^ £ | " ЛаШЛг,Р ёрД“ ИДа Те“ »Р Ф »Р " У «си н » куйида-
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f(x,y) = f ( x 0,y0) +  (x ~ xo) + - ^ ( y - y 0) ) f  +  

+ i { - h ( x - xo ) + - ^ ( y - y o ) ) f + - +

+ M i t {x- x°) + - i y { y - y  ̂ Ï f + R -  (18)
бунда функциянинг барча хусусий хосилалари (х0, ■ i/o) нук,тада 
х,исобланган, колдик хад эеа

R"=  к Ь  л  (-L  +  ¡у (У -У о ) У  '

булиб, барча ( л +  1)-тартибли хусусий хосилалар (хоЧ~в(*—хо), 
i/o- f 0 {у“ i/o)) нуктада хисобланган. ( О < 0 < 1 ) .
(18) формулада * 0 = 0 , г/о =  0 дейилса, унда

/ ( ^ )  = / ( 0 , 0 ) + - f  ф  +  - ^ ) , + ±  ф + ^ 1 + . ^  

+ii йгх+̂ ')",+я:
булиб,

булади. Бунда барча (/г+ 1)-тартибли хусусий. хосилалар (Эх, 0г/) 
нуктада хисобланган ( О < 0 < 1 ) .

7- §. Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Э КС Т Р Е М У М  К И Й М А Т Л А Р И

Фараз  килайлик, f (х, у) функция М (A id / ?2) тупламда берилган 
булиб, (хо, i/o) 6 М булсин.

Маълумки,  ушбу

Ub {хо,уо) ={{х,у) 6/?2: V (х ~ хо)2+  (i/ —¿/о)2< 5}

( б > 0 )  ту^лам (хо, i/o) нуктанинг атрофи деб аталар эди.
7- т а ъ р и ф. Агар (хо, у о) нуктанинг М тупламга тегишли U&(x о, 

i/o) атрофи топилсаки, V(x,y) б£М*о, i/o) учун
¡(х, у) < î(xo ,  i/o) (/о* i/) < / ( * 0, i/o)) 

тенгсизлик бажарилса, f (х, у) функция (хо, i/o) нуктада максимумга 
(к,атъий максимумга) эришади деб аталади, f (х0, i/o) щймат эса f(x, 
у) функциянинг максимум (цатъий максимум) к,иймати дейилади. 

Функциянинг максимум киймати

f(xо, i/o) =  max{f (х, у)) ((х, у) 6 Ù&(x0, i/o))
каби белгиланади.

8- т а ъ р и ф. Агар (хо, i/o) нуктанинг М тупламга тегишли 11б(хо, уо) 
атрофи топилсаки, V(x,i/) (zU&(xо, i/o)

/С*. y ) > f { x  о, i/o) (/(*, у)  >/(*о,  i/o)) 
тенгсизлик бажарилса, f(x, у) функция (х0, i/o) нуктада минимумга
1 1 - 6 9 0  161



(цатъий минимумга) эришади деб аталади, f(x  о, у о) к,иймат эса f(x, 
у) функциянинг минимум (к,атъий минимум) щиймати дейилади. 

Функциянинг минимум киймати . ]

f{xо, y 0)=mm{f{x, у)} ( (х, y)eU n(x0, у0))
каби белгиланади. .1

f{x, у) функциянинг максимум хамда минимуми умумий ном 
билан унинг экстремуми дейилади.

7- хамда 8 - таърифлардаги (хо, .уо) нукта мос равишда fix , у) 
функцияга максимум, минимум киймат берадиган нукта дейилади.

7- т е о р е м а. Агар f(x, у) функция (х0,уо) Щкрада экстремум- 
га эришса ва шу нуктада f'x(x  о, у о) ,  f'y(x0, у о) хусусий цосилалар 
мавжуд булса, у уолда

f'x(х0, у0)  =  0, f'y( х0, уо) = 0

булади.
И с б  от.  Айтайлик, f(x, у) функция (ха,уо) нуктада максимумга 

эришиб, шу нуктада f'x, f'y хусусий хосилаларга эга булсин. Унда 
таърифга кура (хо, у») нуктанинг U& (х0, г/о) cTVf атрофи топиладики,! 
V(x, у) eU&{xо, г/о) учун

fix, у) ' 0 ( х о ,  уо)
жумладан

f{x, уо) </(хо,  г/о)

булади. Бу эса fix, у0) — бнр узгарувчили (х — узгарувчили) 
функциянинг Ubixo, уо) Да энг кагта  киймати f(xо, у0) га эришишини' 
билдиради. Унда 1-том, 2 0 - боб, 7 -§  да  келтирил^ан Ферма 
теоремасига биноан ' .1

fx (хо, У о) — О
булади.

Худди шунга ухшаш

f'y (хо, уо) = 0

булиши курсатилади.  Теорема исбот булди.
Э с л а т м a. f(x, у)  функциянинг бирор (х* у * ) н у к т ад а  f'x, f'y хусусий носила- ; 

л а р г а  э га  в а  ¡'Х(х* , у* ) = 0 ,  f'u(x* , у* ) = 0  булишидан унинг (х* , у* ) н ук тад а  
э кстрем ум га  эга  булиши х а р д о и м  келиб чикавермайди . М асал ан ,

4 f(x ,  у) = х - у
функциянинг хусусий хосилалари

f'x( x , y ) = y ,  f y { x , y ) =  х 
(0 ,0) н у к т ад а  нолга айланади :  ,

./И0, 0) = 0 ,  / ' (0 ,  0 )  = 0 .

Бирок бу функция (0,0)  н у к т ад а  экстрем ум га  э га  эмас .  (Буни функция графиги- 
гиперболик параболоиднинг тасвиридан куриш мумкин. (К,аралсин [1] , 15- боб, 4- §.)

Шундай килиб, 7 - теорема икки узгарувчили f(x, у) функция 
экстремумга эришишининг зарурий шартини ифодалар экан.
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/ (х, у) функция хусусий хосилалари fx, f'y л арии нолга айлантира- 
чиган нукталар унинг стационар нук,талари дейилади.

Энди икки Узгарувчили функция экстремумга эришишнинг 
ггарли шартини топиш билан шугулланамиз.

Фараз килайлик, /(х, у) функция /(хо, уо) нуктанинг бирор Usf{xо, уо) 
атрофида берилган булсин.

Агар V(x, у) eUt> (хо, i/o) учун ,
Д-==/(*, у) —f{xо, г/о) >  О 

булса, у холда f(x, у) функция (хо, Уо) нуктада минимум га эга булади. 
Агар Д (х, у) dUf,{xo.yo) учун

A —fix,у) — f ix  о, у о) < 0
булса, у холда fix,у) функция (хо,г/о) нуктада максимум га эга булади.

Демак,  fix , у) функцияминг (х0, уо) нуктада экстремумга 
эришишини аниклаш Д айирманинг £/« (хо, i/o) да ишора саклашини 
курсагишдан иборат экан.

Айтдйлик, fix , у) функция Uв (хо, i/o) да  узлуксиз f'x, f'y хамда 
¡"¡г f'tf узлуксиз хусусий хосилаларга эга бушб,

Д ( х 0, у о) = 0 ,  f'y (хо,г/о) = 0  (19)
булсин.

6 -§  да келтирилган Тейлор формуласидан фойдаланиб, (19) му- 
носабатларни хисобга олиб топамиз:

■ fix ,у) —f(x 0 ,у0) - f - ‘- [ f } (x o+0Ax,t/o+ 0 A y )  -Дх2+

4-2/¡„(х0+  0Дх,г/о+  ОДу) Дх- Ду +  /'^(х0+  0Дх, y 0+QAy)Ay2] .

бунда ■
Д х = х  — Хо, Ау—у —уо, 0 <  0 <  1. .

Унда

А =  ~  |/"2(х о+ 0 Д х , у о+ 0 Д у ) - А х24-

+  2 ^ ( х о+ 0 Д х , у о+0Ду)Дх-Аг/ +  /"2( х о+0Дх ,  y 0+QAy)Ay2] (20)

+  2/х"у(х о+0Дх,г/о+ 0 Д у ) Д х -  Д i/ +  ̂ ( х о+0Дх ,  г/о+0Дг/)Дг/2]

булади. . 4
К,улайл.ик учун куйидаги белгилашларни киламиз:

a n = / J  (*о. i/o) •

a i2= С  Uo-i/o).

a22~f,f (Х0> i/o) >
Д айирманинг ишораси . 

микдорнинг ишорасига боглик, булади

2
a ll ‘ а 22 °12



1°. a u-a22^~a2i2> 0 булсин. Бу х,олда Д нинг ишорасини аниклаш| 
учун уни куйидагича

P'/(x0+QAx, у о+ 0 Д у )  •Ах +Д _ _  _  1_________

2 fj{xo + e-&x,yo + ®hy)

+  f "xy  (х0+вАх, y 0+QAy) • Ay) 2+  (f\(x0+QAx,y0+QAy)

■ Гу2(х0+  QAx, у 0+  0Ду) —fty(xо+ Ах • 0, у  о+ 0 Д у ) ) 1 Д у 2] ( 21 )

ёзиб оламиз. 
Айтайлик,

&  (*о>Уо) = < * 1 1  > О

булсин. Унда иккинчи тартибли хусусий х;осилаларнинг узлукси^ 
булишидан

lim/'"2 (л-о+ОДх, у „ + 0 Д у )  =  а , , > 0 .
Дл:-*-0 
Ду-̂ О

шунингдек

Пш (f  2(x 0-{-QAx , у о-|-0Ду) •/ г^о+ вД *, Уо+9Ду) —Ах-+0 \ л УАх-*-О 
Ау-*-0

• —/ед(*ь+0Ах, у 0+  0 Д у ) ) = а и-а 22—а\2> 0  

келиб чикади.
Ах д ам да  Ду лар етарлича кичик булганда (21) муносабатда 

Д > 0  булишини топамиз.
Демак/

а, , -а11 и22~ ■0 ва а, -0 булганда

A = f(x ,y )  —f(x о, у 0) > 0 ,
яъни

f(x,y) > f(xo , у  о)
булади. Бу х,олда f(x, у) % функция (хо,уо) нуктада минимум^ 
эришади.

Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки, а п -а22— а , 2> 0  
ап > 0  булганда

A — f(x,y) —f(x0, у о ) < 0 ,
яъни

fix ,у) </(*о,  у„)
булади. Бу х,олда f(X, у) функция (хо, у 0) нуктада максимумг 
эришади.

2°. a u -a 22— a 2V2<zO булсин. Ушбу .

a 22z2-\-2aX2z +  a n.
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квадрат учхаднинг дискриминанти

D =  4а  12— 4 а , ¡а22=,  — 4 (а  иа  22— а f2 ) > 0

булганлиги сабабли А айирма ишора сакламайди,  йъни шундай ои, 
ос2 кийматлар, топиладики,

0 2 ^ ! + 2 й |2а ; +-а; ;> 0  ,

а 22а | + 2 а 12а 2+ а 11< 0

булади. Аввало
'а22а ? + 2а ,2а , +  а ,, >  0

булган холни караймиз.
Иккннчи тартиб хусусий хосилаларнинг узлуксизлигидан фойда- 

ланиб'топамиз: '
lim \f\(x0+QAx,y 0+ Щ )  a 2r \-2fly(x0+QAx, у o+QAy) « , +  ■
A-K-vO L ■» -

1 Ai/-*-0 ' ' • . ■ ' . 1 ; ... 1 1 ' ■

Аа0, г/о4-0Ау)  j = a 22- a i  +  2 a 12a , - ) - a i !> 0 .

Унда (xo, г/о) нуктанинг шундай Ue(xo,yo) атрофи топиладики, 
(х0 +  Ах,г/0 +  Аг/) er U,,.(xo,yo) булганда

(x„+()Ax,y0+(h\y) ( х ()+  OAx.yoH- QAy) а , +

~b//(-':o“t“ 0Ax,yo+0Ai/) > 0  (22)

булади.
Энди (xo, г/о) нуктанинг етарлича кичик £/и(х0,г/о) атрофини 

олайлик. Унда шундай кичик р сон топиш мумкинки, (х0 +  р, г/o +  pa i )  
нукта хам, U ,(х,-„ ¿/о), хам Uш(хо,Уо) атрофга тегишли булади. Агар

. Ах =  р, Ay =  pai
дейнлеа, (20) хамда (22) муносабатлардан

A =  f (x0+ A x ,y 0-\-Ay) —f{x^y0) = у р 2 [/'2 ,(хо+0Ах,  у о+ 0 А у )  +

+  2/^(х0+ А х ■ 0,г/о+  0А/у) а , +  Щ(х0+  Ш ,у 0+  вАу) • сс?]> 0
булади. ,

ШунДай килиб, (хо, у о) нуктанинг атрофида. шундай (хо +  Ах, 
уо +  Ау)' нукта топиладики, ■

А > 0
булади.

Шунга ухшаш
а 22а 24 - 2 а 12а 2+ а „ < 0

булган холда (хо, г/о) нуктанинг атрофида шундай нукта (хо +  Ах, 
г/о +  Аг/) топилиши кур.сатиладики,

А =  /'(хо +  Ах, уо +  А у )—/(хо, г/о) < 0
б у л ад и .



Демак,  (хо, г/о) нуктанинг атрофида А айирма ишора сакламайди.  
Бу халда f(x ,y)  функциянинг (*о, г/о) нуктада экстремуми булмайди.

3°. а и-а22— а 22= 0  булсин. Б у холда f(x, у) функция (х0, уо)
нуктада экстремумга эришиши хам мумкин, эришмасдан колиши 
хам мумкин. Уни кушимча текшириш ёрдамида аникланади.

М и с о л. Ушбу
f ( x ,y ) = х 2 +  х у + у 2 — 2х — 3у

функциянинг экстремумини топинг.
Берилган функциянинг хусусий хосилаларини хисоблаймиз:

¡х(х, у) =  (х2 +  х у + у2 — 2х — Зу) х =  2 х + у —2, v 
fy(x,-У) =  {х1 +  х у + у 2 — 2х — 3у)'у=х +  2у — 3.

Бу хусусий хосилаларни нолга тенглаб,
2л: +  г/ —2 =  0, 
х-\-2у — 3 =  0 

системани хосил киламиз ва уни ечиб,
\ i .4

=  -3, У о =  т

булишини топамиз. Демак,  нукта функциянинг стационар-

нуктаси.
Берилган функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини 

хисоблаб, .уЛарнинг стационар нуктадаги кийматларини топамиз:

О (х,У) =  (2х +  у - 2 ) ' х= 2 ,

L, (х, у) =  (2x4-у — 2) и— 1,

/J, (х, у) =  (х-\-2у 3) ( ,=2,

а п —2, a i 2==l, а г г = 2 .
Энди a n ¿ 22'—r'a?2 микдорни топамиз:

a n  *«22—: a?2==2-2— 1 = 3 .

Д е м а к , . a 11a.22 — a?2> 0  ва an  = 2 > 0 .  Берилган функция Q., A j

нуктада минимумга эришади. Функциянинг минимум киймати
7 ■ 7—  га тенг: min f(x, у) = — г-.<5 о
Фараз '  килайлик, f(x, у) функция чегараланган ёпик 

D ( D a R 2) сохада берилган булсин. Равшанки,

D =  D(]dD.



Каралаётган функция D да узлуксиз булсин. Унда Вейерштрасс 
те.орёмасига биноан /(х, у) функция D да узининг энг катта х,амда 
энг кичик цийматларига эга булади. Функциянинг D даги энг катта 
(энг кичик) киймати куйидагича топилади:

1) f (x, У) функциянинг D сох,адаги максимум (минимум) 
кийматлари топилади,

2) /'(х, у) функциянинг 3 D 'даги максимум 
(минимум) кийматлари топилади.

1) ва 2) х,оллардаги топилган максимум
(минимум) кийматлар таккосланиб, улар ора-
сидаги энг каттаси (энг_кичиги) аникланади.
Бу f(x, у) функциянинг D даги энг катта (энг
кичик) киймати булади.

М и с о л. Ушбу
2 4 - чизма

1{х, У) =  х2 +  2ху — Зу2+ у  
функциянинг

D ={(х,  y)C R 2: 0 < х <  1, 1, 0 < х  +  г/< 1}
даги энг катта  за  энг кичик кийматларини топинг (2 4 -чизма).  

Равшанки,
D =  D(JdD,

бунда D =  {(x, y ) e R 2- 0 < х <  1, 0 < г/<  1, 0 < х  +  у<1},
dD =  OA\]AB[]OB

Берилган функциянинг стационар нукталарини топамиз: 

f'x(x, у) = 2 х  +  2у =  2 ( х + у ) ,  f'y(x, у) = 2 х  — 6 у + \ ,
(  Х +  «/ =  0  __ ______| _  |

\:2 х - 6 у + 1 = 0 ~ ^ Х 8 ’ у 8 -

Демак,  ^ )  нукта функциянинг стационар нуктаси. Бирок

бу нукта D сохага тегишли булмагани учун уни карамаймиз.
Энди функцияни D соданинг чегараси 6D да  ка.раймиз.
а) (х, у) £ ОВ булсин. Бунда O^xsST 1, у =  0 булиб, берилган f(x, у) 

функция куйидаги

/(х, у) = х 2
куринишга эга  булади. Равшанки,  бу функциянинг ОВ даги э н г , 
кичик киймати f\ (0, 0) = 0 ,  энг катта киймати /г(1, 0) =  1 булади.

б) (х, у) 6QA булсин. Бунда х==0, О ^ г / ^  1 булиб, берилган f(x, у) 
функция куйидаги

f{x, у) — —Зг/2 +  г/
куринишга эга булади. Бу функциянинг [0, 1] д а г и . экстремумини 
топамиз:

/ '=  - 6 ^ +  1; - 6 у  +  \ =0=> у = ±  .
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Демак ,  (о, стационар нукта.  [ " =  — 6 , демак ■  ̂о, ) нукта- 

да /(х, у) максимумга эришиб, унинг максимум киймати /3^0 ,  ̂ =

12 булади.

в) (х, у) ЕАВ булсин. Бунда х + у =  1 ( 0 < ж < .  1 , 0 < г / <  1) б^ла- 
ди. у =  1 —х булишини эътиборга олиб топамиз:

/(*> У) =Н х, 1 - х) = х2+ 2 х ( 1 - х ) - 3  (1 — х )2-\- (1 —х) =
~  — 4 л'" + 7 х —2.

Бу функциянинг экстремумини топамиз:

Г =  — 8х +  7; - 8 х + 7  =  0=>х= ? ,

у — 1 х — 1 ~ ;

Демак ,  , —)  стационар нукта.  ///= — 8  булганлиги сабабли

функция у )  нуктада максимумга эришади ва унинг максимум 

киймати

булади.
Юкорида келтирилган мулохазаларда Л (0, 1) нукта эъти- 

бордан четда колди. Шу сабабли берилган ¡(х, у) функциянинг (0, 1) 
нуктадаги киймати

Н ( 0 , 1) =  - 2

хам хисобга олиниши лозим.
Функциянинг /1, /2, ¡з, /4, /5 кийматларини солиштириб, берилган

функция ^ )  нуктада энг катта киймат 1- .̂- га, (0, 1) нукта ­

да  энг кичик киймат — 2 га тенг булишини топамиз.

8 -§ .  ОШКОРМАГ,. Ф У Н К Ц И Я Л А :Р 

Икки х ва у узгаруЕ!чиларни богловчи ушбу

р ( х , у ) =  0 ' ' (23)
тенгламани карайлик.

.х узгарувчининг бирор х = х 0 кийматини олиб, уни (23) тенглама- 
даги х нинг урнига куямиз.  Натцжада у  ни толиш учун

/7(х0, -г/ )=0 (23')
тенглама хосил булади.
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Айтайлик, (23') тенглама ягона уо ечимга эга булсин. Унда, 
равшанки, .

F(xо, г/о) = 0
булади.

Энди X { Х а R) туплам х узгарувчининг кийматларидан иборат 
шундай туплам булсиики, бу тупламдан олинган х,ар бир х (х £Х) 
кийматда

F{x, у) —0 .
тенглама ягона у ^ечимга эга булсин.

X тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга F(x, у) —0 тенгла- 
манинг ягона ечими булган у сонни мос куямиз.  Натижада  
X тупламдан олинган хар бир х га курсатилган коидага кура битта 
у ни мос куядиган y = f  \x) функция х,осил булади. Одатда бундай 
аникланган функция ошкормас функция дейилади.
. Демак , ошкормас функция F (х, у) =  0 тенглама ёрдамида аник- 
ланар экан.

М и с о л л а р. 1. Ушбу .

F(x, y) =  у yj 1 —х 2 —2 — 0 (24)

тенглама ошкормас функцияни аниклайдими?
Агар х узгарувчининг (0, 1) интервалдаги ихтиёрий хо кийматига 

у узгарувчининг

.Уо=^у--===- ■ ,
у * ~_л:о >■

кийматини мос к,уйсак, унда

Р(х0,Уо)=Уо- V 1 — * о — 2 =  — 7^== • д/1 —х§ —2 =  0
- V  ‘ — 5̂

булишини топамиз. Демак,  (24) тенглама ошкормас функцияни 
аниклайди.

2. Ушбу
F(x, у) = х 2 +  у2-\- 1 = 0

тенглама ошкормас функциянй аниклайдими?
Бу тенглама х узгарувчининг (,— сю, +  оо) ораликдан олинган 

х,еч бир цийматида ечимга эга эмас. Демак ,  берилган тенглама 
ошкормас функцияни аникламайди.

Келтирилган мисоллардан куринадики, F(x, у) =  0 тенглама х,ар 
доим хам ошкормас функцияни аниклайвермас экан.

К,уйида F(x, у) функция кандай шартларни бажарганда
F(x, у ) =  0

тенглама ошкормас функцияни аниклашини, яъни ошкормас 
функциянинг мавжуд булишини ифодаловчи теоремани исботсиз 
келтирамиз.



а

8- т е о р е м a. F(x, у) функция (хо, у о) нуцтанинг ( ( х 0, у о )£ 1?) 
бирор U&(xo, у о) атрофида ( 8 > 0 )  шчщланган, узлуксиз %амда\ 
узлуксиз F'x(x, у), F'y(x, у) хусусий ¿¡осилаларга эга булсинл 
Агар (хо , у о) нуцтада

1) F(xo, у о )= 0 ,
2) F'y (x о, уо)ф О

булса, у уолда х 0, у о нуцталарнинг шундай U&0(x 0),  i/s0(i/o)| 
атрофлари (б о > 0 )  топиладики, Vx£.Us(x о) учун F(x, у )=  1 
=  0 тен глам а ягона y£Us (у о )(у =  f(x ))  ечимга эга ва

1) f ( Xo)= yo
2) f ix )  функция Ui,0(xo) да узлуксиз уосилага эга ва

f ' ( x )  =  — ( х е и , ( х 0)) ( * ) ]
F y( x , f ( x ) )  ' V  К ’

булади. ]
Одатда бу теорема ошкормас-функциянинг мавжудлиги хак.ида-1 

ги теорема дейилади.
М и с о л л а р. 1. Ушбу

F{x, у) =  х у + х  +  у — 1
функцияни карайлик.

Бу функция, масалан,  х0= 2 ,  у 0=  — яъни (2, — ^  нукта-|

нинг U6̂ 2, —  ̂ атрофида узлуксиз хамда узлуксиз

Fx(x, у ) —у + \ ,  F'y(x, у) = х +  1 
хусусий хосилаларга эга булиб,

F'u(2, — 1 ) = 2 + 1 = 3  ^ 0

булади. Демак,  берилган функция ^2, — - у )  нуктанинг атрофида

8 - теореманинг барча шартларини каноатлантиради. Унда шу 
теор.емага кура

F (х, у) = х у  +  х +  у — 1 = 0
тенглама (2 — So, 2 +  бо) атрофда ошкормас функцияни аниклайди.

2. Ушбу

F(x,y) = х  — у +  ~  siny

функцияни карайлик. Бу функция (0, 0) нуктанинг i/e(0, 0) атрофида 
( б > 0 )  узлуксиз, узлуксиз

FA\, У) =Т,  F'y(x, у) =  — 1 +  ~  cos у
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К хусусий хосилаларга эга булиб,
/.'(0. 0) = 0 ,  '

F'y (0, 0) =  — 1 + |  =  — ^ ф  О

■  Пулади. Демак,  берилган функция (0, 0) нуктанинг атрофида 
[ 8 - теореманинг барча шартларини каноа-тлантиради. Унда шу 

теоремага кура

F(x,y)  =  х — у +  у  sin у =  О

I тенглама ( — 8о, бо) атрофда (б о > 0 )  ошкормас функцияни аниклай-
f Ди.

3. Ушбу

F(x, у ) = х 2 +  у2 — 1 =  О
| тенглама билан аникланадиган ошкормас функциянинг хосиласини 

топинг.
F(x, у ) = х 2-\-у2 — 1 функциянинг-хусусий хасилаларини хисоб- 

| лаймиз:
F'(x, у) =  ( x l+ y 2-  1)'х =  2х,
F'y(x, У) =  (х + у  — \)'у =  2у.

Унда (*) тенгликка кура ошкормас функциянинг хосиласи

булади.
4. Ушбу

F (х, у) — х ■ еу + у е х — 2 =  0
тенглама билан аникланадиган ошкормас функциянинг хосиласини 
торинг.

Аввало F (х, у) = х е у-\-уех — 2 функциянинг хусусий хосилалари- 
ни топамиз:

F'x(x, у) — (хе!,+ у е х — 2)'к =  еу-\-уех,
F'y(x, у) — (хеу -\-уех —2 ) 'у =  хе?-\-ех.

Ошкормас функциянинг хосиласи

,  _  _  Рх (х, у)  __  е? +  уе?

У  ~  ' F y ( x , y )  ~  х е Р  +  е х

булади.
Агар F (х, у) =  0 тенглама y =  f (х) ошкормас функцияни 

аниклаб, функция барча иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
хосилаларга эта булса,  унда ошкормас функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини хам х,исоблаш мумкин.

Иккинчи тартибли хосила таърифига биноан

у " = ( у ' ) '
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булади. Мураккаб '  функциянинг хоеплаенни хисоблаш коидасидан 
фойдаланиб топамиз:

, - _ toV_ ( _ 4 ^ l V _  ’

J ]  y' __ Fy(x' y) • Щ х^  -  Щ Щ  ■ Щ хЩ
Fy (x ,y )  / у (Fy(x, у) У

Ф ’М  ' F ''y(x,y) ~  Fx (x ,y)  ■-F"^(x,y) /  Fx (x, y)

( F y ( x ,y ) ) 2 \  Fy (x, y)

(Fy(x,y))  • F 2̂(x, y) 2F"xlJ(x, y ) ,• +  ЫхЩ у § 1  • Py2(x,y)

( F ' y ( x ,  y ) ) 3

Демак,

_  (F ' M y ) ) 2- F} ( x .  y) - 2  F'xy(x, y)-F'x(x, У) : F'y (x, у)  +  Щ ( х ,  y ) ) 2: F'.2(x,y)  1

■ Г*)|
М !и с о л. Ушбу ; ".1

у)  = х 2 +  хг/ +  г/2- -  3 =  0
тенглама бплан аникланадиган ошкормас функциянинг иккинчи 
тартибли х,осиласини топинг.

Аввало ошкормас функциянинг биринчи тартибли хосилаеини 
хисоблаймиз:

Fx{x, у ) = 2 х + у ,  F'y(x, у) = х  +  2у,
, =  _  f x(A - У» =  V 2  ̂+ у 

* + 2-" '

Равшанки,  t
F } ( x ,y ) =  2, ' 4 l = 1 ’ Р) ( Х’ У) = 2 -

Унда (**) формуладан фойдаланиб топамиз:

j, '/  _  __  - 2 — 2- 1 • (2-r-j- //) (.<: ->• 2;/) -f- ( 2 х + у ) 2 -2  _

(д: +  2 у ) 3

2х2 +  8ху  +  8 у2 — 4х2 — 2ху  ■— 8л:у — 4t/2 -|- 8х2 +  8xi/ +  2 у 2 

• ~  (* + 2(,)3 , . ~  | 
6х2 -\-Ъху +  6у2 6 ( х 2 +  ху +  у2) _  6 - 3  18

(-V i- 2/у)3 1,<+-2<уГ! (x +  2i/)3 - ... (х f  2 у ) :<
Демак,

18

(x  +  2i/)3
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т  У З Г АР УВ ЧИЛИ Ф У Н К Ц И Я Л А Р

«Олий мат ематика  асослари»нинг  1- том ида  бир узг арувчили 
функция,  мазкур китобнинг 5, 6- бобларида эса  икки узг арувчили 
функциялар батафсил урганилди.

Фан ва  техниканинг  турли сох,аларида учрайдиган купгина 
м а с а л а л а р  эркли узг арувчиларнинг  сони иккидан ортик булган 
функцияларга  боглик булиши х,ам мумкин.  Бу  эса уз на вбатида  
т  узг арувчили ( т > 2 )  функцияларни урганишни так озо  этадй.

т  узгарувчили функциялар ( т >  2) билан боглик тушунча ва  
т асди кл ар  икки узгарувчили функциялардаги каби булишини 
назарда  тутиб ушбу бобда т  узгарувчили функциялар билан боглик 
булган асосий тушунчаларни таърифлаб, тасди кларни  эса исботсиз 
келтириш билан кифояланамиз.

1-§ .  Ят  ФА З О ВА УНИНГ МУХ.ИМ Т У П Л А М Л А Р И

Ушбу
{(х\, Х2,..., Хт) :Х 1вЯ, ХэЕЯ, ХтЕЩ (О

тупламни караймиз .  Бу  тупламнинг  элементи (х\, х-2, ..., Х т )  шу 
туплам  нук,таси дейилади ва  у  одатда  битта х,арф билан белгилана-  
дн:

Х =  [(Х\, Х2, Хт) ■
Бунда х\, Х2, хт сонлар х нуктанинг  мос равишда биринчи, иккинчи' 
ва х,оказо т -  координаталари дейилади.

(1) т у п л а м д а  ихтиёрий

*== (.VI, Х% ..., Хт ), у  =  (у I, г/2 , ..., Ут) 
нукдаларни оламиз.  К,уйидаги

р(д:,у) =  д/(г/, — х {) 2+  (г/2— х 2) 2+  • •• +  (Ут ~  х т) 2 =

-  Л  2  {ук- х кУ2 
V *=.*

микдор х ва у  нукдалар  орасидаги масофа дейилади.
Масофа куйидаги хо ссаларга  эга :
1°. р (х ,  у ) ^  0 ва  р(х, у) = 0  о  х =  у,
2°. р (х ,  у) =  р (г/, х ) ;
3°. р{х, г) <  р(х ,  у) +р(г/,  г ) ,  ( г  =  ( г , ,  г 2, ..., г „ ) ) .

7 - Б О Б
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Одатда (1) туплам Rrn фазо деб аталади.
Бирор а= (а\ , а?.......  ат )ЕЯт  нук/га ва г~>0 сонн-и оламиз.
Куйидаги

{ iER"1 : f>(х, а) Cr),
\xERm : p(x,  а)

тупламлар мое равишда очик, шар хам да ёпщ-шар дейилади. Бунда 
а нукта шар маркази, г эса шар радиус и дейилади.

Ушбу

{(xi,- х2, хт ) 6 Rm ■ a i < x i < 6 i ,  a 2< x 2< f t 2, .... ат < .хт < Ь т},
{(Xi, Х2, ..., хт ) ERm : a i < x i  < 6 1 , а 2 < 'х 2 « 0 2, ...., о-.-,< x m< ¿>ш}.

(öi,  ö2, am; f e i ,  62, . . . ,  хакикий сопл ар) тупламлар мое равишда 
очищ параллелепипед хамда ёпик, параллелепипед дейилади.

Айтайлик, бирор х ° = ( х ? ,  х2, ..., x°m)ERm хамда мусбат е сон 
берилган булсин. ■ ,

1- т а1 ъ р и ф.,Маркази х° нущтада, радиуси & га тёщ булган очик, 
шар х° нущтанинг атрофи (е атрофи) дейилади ва ¿/Е(х°) каби 
белгиланади:

и е(х°) =  {xERm : р (х, хо) <  е}.
Rm фазода бирор G туплам берилган булсин: G a R m
2- т а ъ р и ф. Агар х EG нуктанинг бирор атрофи i/F(x°) с .  G 

булса, у цолда х° нук,та G тупламнинг ички ну^таси дейилади.
3 - т а ъ р  иф. G тупламнинг х,ар бир ну^таси унинг ички нук,таси 

булса, бундай туплам очик, туплам дейилади.
Масалан,  очик шар очик туплам булади.
4- т а ъ р и ф. Агар х° ERm нущтанинг цар щандай Ue(x°) атрофида 

F тупламнинг ( F a R m) х° дан фарк,ли камида битта. нущтаси булса, х° 
нущта F тупламнинг лимит нущтаси дейилади.

5- т а ъ р и ф. F тупламнинг (FczRm) барча лимит нущталари шу 
тупламга тегишли булса, F ёпик, туплам дейилади.

2- §• m У З Г А Р У В Ч И Л И  ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ ЛИМИТИ

R'" фазода бирор М. туплам берилган булсин:

M czRm.
6 - т а ъ р и ф .  Агар М тупламдаги уар бир х =  ( х ь х2, ..., х ш) 

ну^тага^ бирор к,оида ёки к,онунга кура битта %ак,ищий у сон {уE R) 
мос щуйилган булса, у цолда М тупламда пг узгарувчили функция 
анйк,ланган (берилган) дейилади ва у ни

y =  f{X!, Х2, ... Хт )
каби белгиланади. Бунда М туплам функциянинг аникланиш туп- 
лами, xi ,  х2, ..., хт — функция аргументлари, у эса xi ,  х2, xm лар- 
нинг функцияси дейилади.

Масалан , f — Rm фазодаги хар бир х —-(xi, х 2 п хт ) нуктага шу 
нукта координаталари квадратларининг йигиндисиии мос куювчи- 
коида булсин. Бу холда '

у  — хf -f- x'i -f- ... -f- Хот



функцияга эга буламиз. Функциянинг аникланиш туплами уИ =  /?'" 
дан иборат.

у =  1(х\, Х2, .... хт ) функциянинг аникланиш туплами М дан 
олинган х°— (х?, Х2,  ..., х°т ) нуктага мос келувчи уо сон у =  Ц х хг, ..., 
хт ) функциянинг (х?, х°, ..., х°п) нуктадаги киймати дейилади:

Уо =  1' ( х ‘\, Х 2, Х т ) .

Масалан,  юкорида келтирилган г/ =  х? +  Х2 +  ... +  х !  функциянинг 
(1,1, ..., 1) нуктадаги киймати

£=/ ( 1 , 1 ,  ..., 1) =  1 +  1 +  ... +  1 = т
булади.

у=!(х\,Х 2, ..., хт ) функция М ( М с Г ,  х =  (х\,х2, ...,Хт)) тупламда 
берилган булиб, а  =  (а|, а2, ..., ат ) нукта М тупламнинг лимит 
нуктаси булсин.

7 - т а  ъ р и  ф. Агар У е > 0  сон олинганда х,ам шундай б > 0  сон 
топилсаки, ушбу р(х,  а) <  б тенгсизлшни к,аноатланти.рувчи барча 
х£М нук^таларда

|/(хЬ Х2,  ..., хт ) —Ь | < е

тенгсизлик бажарилса, Ь сон /(х 1, х 2, ..., х т ) функциянинг а нуктадаги 
лимити дейилади ва

Нгп/(х„ х 2, ..., х т) = 6

*2~Т2Хт^а,п
каби белгиланади.

1 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с  и).  $(х\, хг, ■■■, х,п) функци­
янинг а— (а  |, а 2, а п) нуцтада чекли лимитга эга булиши учун 

олинганда %ам шундай б > 0  сон топилиб, 0 < р ( х ,  а) С .б, 
0 < р ( ] х ,  а) <сб тенгсизликларни цаноатлантирувчи ихтиёрий х^М, 
х£М (х— х \, х 2, х т ), х— (х\, х>, ..., х,,)) нуцталарда

I /  ( X I , Х2, ..., Хт)  — / ( х  = , Х2, Х т) | < 6

тенгеизликнинг уринли булиши зарур ва етарли.
Энди куп узгарувчили функциялар учун такрорий, лимит 

тушунчасини киритамиз.
¡(х\, хг, хт ) функциянинг х\ аргумент а\ га интилгандаги 

лимити (бунда х-2, хз, хт тайинланган деб каралади)

Нгп /(х„ х 2, ..., х т)
Х|—+-£1|

ни карайлик. Бу лимит хг, хз, ..., хт узгарувчиларга боглик функция 
булади:

Пт / (Х|, X2, хт) =  ф,(х2, х 3, ..., хт).
х\-+а{
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Сунг ф| (хг, хз, хт ) функциянинг Х2 аргументи а2 га интилганда- 
ги (бунда хз, Х4̂  ..., хт тайинланган деб каралади)

lim ф^х* Щ ..., х т) =  ф2(х~3, х 4) х т)
*2-“г

ни карайлик.
Юкоридагидек бирин-кетин Хз-+аз, Х4-*-а4, ..., хт-+ат да 

лимитга утиб , i
l im I hn. . .  lim f ( x b x2, ..., x m)

xm~^am xm — 1 ~*~am— 1 xl~*a l

ни х;осил киламиз. Бу лимит f(x  1, хг, ..., xm) функциянинг такрорий 
лимити дейилади.

3-§ .  т  У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  У З Л У К С И З Л И Г И

/(х\, Х2, ...,хт ) функция A f c Rm тупламда берилган булиб, а =  (Ui, 
а.2, ..., ап)£М  нукта эса М нинг лимит нуктаси булсин.

8 - т а ъ р и  ф. Агар V e > 0  сон олинганда х,ам шундай 6 > U  сон 
топилсаки, ушбу р (х, а) <z б тенгсизликни к,аноатлантирувчи барча 
x — (xi, х2, ..., хт )£М нук,таларда

1/4 * 1, Х2, ..., xm) —f(a\, 02 , ат \ < е
тенгсизлик бажарилса, / (х, ,  х2, ..., хт ) функция (а\, а2, ..., ат ) нук,тада 
узлуксиз деб аталади.

Агар f(x  1, Х2, ..., х т) функция М тупламнинг (MczRm) х,ар бир 
нуктасида узлуксиз булса,  функция • шу М тупламда узлуксиз 
дейилади.

m узгарувчилл функциялар учун х,ам икки узгарувчили 
функциялар каби Вейерштрасс х,амда Больцано-Коши теоремалари 
уринли булади.

9- т а ъ р и ф. .Агар V e ;> 0  сон олинганда х;ам шундай б > 0  сон 
топилсаки, М тупламнинг р(х', х " ) - < б  тенгсизликни к^аноатланти- 
рувчи ихтиёрий х '— (х'\, Хг, ..., х'т )£М, х" = (х \ ’, х'2 , ..., Х т ' ) £ М  

нук,таларда
\f(x's, х'2, ..., x'm) —f(xY, х'о', ..., х'т' ) \ < е

тенгсизлик бажарилса, f(x\, х2, ..., хт ) функция М тупламда текис ■ 
узлуксиз функция деб аталади.

2 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с  и).  Агар f(x\, х2, ..., хт ) 
функция чегараланган ёшщ М тупламда (M czRm) анщланган ва 
узлуксиз булса, функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

4- §. m УЗ Г А РУ В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ХУСУСИЙ 
Х О СИ Л А Л А РИ

f{x\,x2, ..., Xm) ф ункциям  ( M a R m) тупламда берилган булсин. Бу ; 
тупламда (х?, х°, ...,x°m) нукта билан бирга (х? +  Дх, х2, х°т ) нуктани 
олиб, ушбу

A J = / ( x ? + A x „  х% ..., х°т) — /(х?,_х% ..., х°)
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айирмани караймиз.  Уни /(х i ,  х2, ..., хт ) функциянинг (х?, x§, 
х°т) нуктадаги х\ аргументи буйича хусусий орттирмаси дейилади.

10- т а ъ р и ф. Агар Ajci—->-0 да

A*i f
ДаГ]

нисбатнинг лимиты мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x\, хг, ..., х,п) 
функциянинг (х°\, х2, ..., х°т ) нуктадаги х\ аргументы буйича хусусий 
цосиласи деб аталади ва

/ ,  о о 0 \ - 2......* i )fx> (хЧ, х°2, x°J е к и ------- -------------

каби белгиланади. Демак,

К (*?, х\, ..., x°J =  lim
1 Л х ,-»-0  ЛХ1

Худди шунга ухшаш ¡{х\, х2, ..., хт ) функциянинг Х2, хз ва хоказо хт 
аргументлари буйича хусусий х,осилалари таърифланади.

Энди М тупламда (х?, х°, х°т ) нукта билан бирга (x?-|-Axi, 
хг +  Ахг, ..., Xm4-Axm) нуктани олиб, ушбу Af—f (х? +  Axi, х| +  Ах2, ..., 
Xm +  Axm) — Дх?, Х 2 , . . . ,  Х т )  айирмани караймиз. Одатда бу айирма 
функциянинг тулик орттирмаси дейилади.

11- т а ъ р и ф. Агар функциянинг тулик, орттирмаси А/ ни

Аf = А 1 Axi -|- А гАхг-}-...-4- Лт Ахт -(-cci Axi -f- 002АХ2-f-... -f- c£mAxm (2)

куринишда ифодалаш мумкин булса, f ( x i ,  х2, . . . ,  х№) функция (х?, хг, 
..., Х т )  нук,тада дифференциалланувчи деб аталади, бунда Л], Лг,
Лт узгармас сонлар, а\, а 2, ..., а т лар эса Axi, Ах2, Ахт 'ларга боглик 
ва Axi-й ) ,  Ахг—►-О, ..., Ахт -*-0 да  o&i->-0, аг->-0, ..., а т-*-0.

Агар /(х 1, х2, ..., хт ) функция М тупламнинг х,ар бир нуктасида 
дифференциалланувчи булса,  функция М тупламда дифференци­
алланувчи дейилади.

3- т е о р е м а. Агар f(x\-, х 2, хт ) функция (х?, х г , ..., х„) ну^тада 
дифференциалланувчи булса, у %олда бу функция шу нуцтада 
узлуксиз булади.

4- т е о р е м а.  Azapf(x  1, х2, ..., хт ). функция (х?, х г , ..., х°т ) нук;тада 
дифференциалланувчи булса, у х,олда бу функциянинг шу нуцтада 
барча хусусий уосилалари f  /v  ..., f'x̂  мавжуд ва улар мос ра-
вишда (2) муносабатдаги А \, Л 2, А т ларга тенг булади:

f X! (х°„ x l ..., х0т) = А г, 

f*2 (x0„x% ..., х°т) = А 2,

х°»..., х°т) = А т .
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5 - т е о р е м а  ( ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и ]  
б у л и ш и н и н г  е т а р л и  ш а р т и ) .  Агар / ( х ь  хг, ..., хт ) функция 1 
(х?, х 2, ..., х°т ) нуцтанинг бирор атрофида барча аргументлари буйича 1  
хисусий цосилаларга эга булиб, бу хусусий цосилалар (х?, х°, 
х^) нуцтада узлуксиз булса, / (хь х2, хт ) функция (х?, х°, ...Я  
хт ) ну цт ад а дифференциалланувчи булади.

5-§ .  т  У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л И

Фараз килайлик /(х|, х 2, ..., хт ) функция М ( М а Я т ) тупламда 1 
берилган булиб, (х1, х°, ..., х°т )ЕМ  нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Унда шу нуктадаги функциянинг тулик орттирмаси

Д / = Л  1ДХ1 + Л 2ДХ2 +  ... + Л т А х т ' + а | А х | + а г Д х 2 +  +  а т - Д х т  (2) I 
булади.

12- т а ъ р и ф. Ушбу
Л 1ДХ1 4 -Л гД л:2 +  ... -\-Ат&хт

ифода /(XI, Х2, ..., хт) функциянинг (х?, х 2, ..., х°т ) нуцтадаги 
дифференциала деб аталади ваЩ(х°\, х°, х°т ) каби белгиланади: \

df(xl, хг, ..., хт ) ==А 1 Д х 1 -)-А 2АХ2 ~\~АтАхт .

Дх1, Дхг, ..., Ахт орттирмаларни мос равишда уларнинг дифференци- I 
аллари йх\, с1х2, ..., йхт билан алмаштириб, сунг 8-теоремани 
эътиборга олиб, ¡{х\, ..., хт ) функциянинг дифференциалини 
куйидагича

х £  :.., х°т) =  ( х. (х°и х% ...,х°„й<1х1-\- 

+  fx2( A  Х°, ..., x 0m)d x 2+  ... х% ..., х°т)-с1хт  (3) I

ёзиш мумкинлигини курамиз.
Равшанки,  ¡(х\, Х2 , ..., хт ) функциянинг (х°, х°, х°т ) нуктадаги | 

тулик орттирмаси Д/(х?, х%, хт ) хам, шу функциянинг каралаётган 
нуктадаги дифференциали с?/(х°, х$, .... х°т ) х,ам аргумент орттирмала- 1 
ри Дхь Ахг, ..., Дхт ларга  боглик.

Бир томондан функциянинг дифференциали Д х 1, Ахг? ..., А$т ] 
ларга  содда, яъни чизикли боглик булиши, иккинчи томондан эса 

Ах1->-0, Дх2-*-0, ..., Ахт-+0 да "'
СС1ДХ1+ а 2А х 2 +  ... + а т Дхт  

ифоданинг юкори тартибли чексиз кичик микдор булиши ушбу

А/(Х|, х°, ..., Хт) Ж df{x 1, Х2, .... Хт)

такрибий формулани ёзишга' имкон беради.
Демак,

/ ( х ? - (— А х  1, Х2 ДХ2, ..., Хт -(- А х т ) ~  / (XI, Х2, ..., Хт ) -\- 
+  / ; ( х ? , 4  . . . , х 0т ) А х л +  ̂ ( х ? , х °  ... ,х°т ) Д х 2+  ... +

+  К п (Х ь  Х02, х" ,)Д хт .

Бу ф о р м у л а д а н  такрибий х ,и соблашларда  кенг фой да л ан ил ад и .
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6 - § .  т  У ЗГ А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ЮК.ОРИ Т А РТ ИБ ЛИ  
Х.ОСИЛА ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

f(x¡, Х2, хт ) функция М (М cz R"‘) тупламда берилган булиб, 
упинг хар бир (х\, Х2, ..., х,п) нуктасида f  f  f  хусусий хоси-

лаларга эга бул.син. Бу хусусий хосилалар х\, хг, хт узгарувчи- 
ларга боглик булиб, уз навбатида уларнинг хусусий хосилаларини 
чараlu му м кин.

13 -т а ъ р и ф.  f (x i, Х2, ..., хт ) функция хусусий уосилалари 
í'Xí(x ], x 2, . . . , x in),f'Xí(x l, x 2, :..,xm)..., f'Xm(Х„Х2 . . . x j  ларнинг xk(k= \ , 2,

.'i, ... т )  узгарувчиси буйича хусусий уосилалари берилган 
(¡щнкциянинг иккинчи тартибли хусусий х,осилалари дейилади ва

fx,v flkb, ' (* =  1. 2 , 3> m)
<’KU

e2f a2/ d2f
д х хд х к' dx2dxk' д х т дх

каби белгиланади. Демак,

(k — 1, 2, ..., т )

d2f
д х хдхк

d2f
dx2dxk

d2f
dxmdxk

= _ J_  (JL\
dxk \ d x j ’

= JL(JL\ 
dxk \ dx2 / ’

d x k V d x m J

Турли узгарувчилар буйича олинган иккинчи тартибли

Ш  <м*>
хусусий хосилалар аралаш хосилалар деиилади.

Худди шунга ухшаш f ( x i, * 2, . . . ,  хт ) функциянинг учинчи, туртинчи 
ва хоказо тартибдаги хусусий хосилалари таърифланади.

Маълумки,  f ( x i, х2, ..., хт ) функция (х\, х2, ..., хт )£М  нукхада 
дифференциалланувчи булса,  унда бу функциянинг дифференциали

df — fx[ • dxx -f- ¡\¿ • dx2 +  ~f~ fxm ' dx,n
булади.

14- т а ъ p и ф. f(x\, X2, ..., xm) функция дифференциали d¡(x\, x2>..., 
xm) нинг дифференциали берилган f ( x i ,  X2, . . . , _  xm) функциянинг 
иккинчи тартибли дифференциали дейилади ва d2f каби белгилана­
ди:

d'2f =  d.(df).
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()Фараз  килайлик, f(x 1, Х2, хт ) хамда g{x\,x2, ..., хт ) функциялар 
{х\, Х2, ..., хт ) ЕМ нуктада дифференциалланувчи булсин. .У холда

1) d ( f ± g ) = d f - t d g ,
2) d ( f - g ) = f - d g  +  g-df,
3 M ( X )  =  j * f c Ä  { е ф 0 )

булади. Бу коидалардан кейинчалик фойдаланамиз.
Энди функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини унинг 

иккинчи тартибли хусусий ^осилалари оркали ифодаланишини 
курсатамиз.

Таърифга биноан

d3f^= d(df)= d(f^  • dxi +  f4 dx2+....  + f 'm-dxJ ;

булади. Бунда биринчи тартибли хусусий хосилалар (х\, хг, хт ) 
нуктада хисобланган.

dx 1, dx2, ..., dxm — ихтиёрий орттирмалар булиб, х\, Х2, ..., хт 
узгарувчиларга боглик эмаслигини эътиборга олиб топамиз:

d(f x,dx i +  /Xdx2+ ... + / xmdxm) — dx ¡ - df Xi~{- dx2- df ... -\-dxm-df x̂ =

=  (/¡2  • dxx+f"XrX2 • dx2+  ... + f'Vm ■ dx J  - d x , +

• dxt +  f"xr d x 2+  ... + f Vn-dx J  - i ^ +

+  +  • d * 2+  ■■■ + / }  • d x j '  • dxm=
m

— fjt-  dx'i+f^ ■ dx2- f  ... +/.tm • dx'i +

4 _2 fX|̂  • dxx • ¿ ^ 2+ 2 /^^ • dx, • dxz-\- ... + 2 / X(X(ii • dx{ • dxm -f- 

+  2/xr t  ‘ ••• _Ь2/^д.т • dx2 • dxm-\- ... -j-

~ f~ 2 f x m_ txm ■ dxm—j • dxm '

f ( x i, * 2, ..., xm) фукциянинг (jci, X2, ..., xm) E M нуктадаги учинчи, 
туртинчи ва хоказо тартибли дифференциаллари хам худди 
юкоридагидек таърифланади.
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ОДДИЙ Д И Ф Ф ЕРЕНЦ И АЛ  ТЕН ГЛ АМ АЛАР

Дифференциал тенгламалар олий, математиканинг мухим, айни 
пайтда фан ва техниканинг турли сохаларида кенг фойдаланилади- 
ган булимларидан бири.

Табиат ва техникада юз бераётган жараёнларни кузатишда бу 
жараёнларни ифодаловчи микдорларнинг бир-бири билан турлича 
богланганлигини курамиз. Масалан,  Т°С хароратли (7’ > 0 )  жисм- 
нинг вакт  утиши билан совуши Т(t) -— Ньютон конунига биноан

=  „ T(t) - (1)

(k — узгармас мусбат сон) тенглама билан богланган булиб, у шу 
тенгламадан топилади.

(1) тенгламада номаълум T(t) функция билан бирга унинг 
dT(t)хосиласи — хам катнашгандир.

Умуман, номаълум функция ва унинг хосилалари катнашган 
тенгламаларга  келадигаи масалалар ж у д а  куп. К,уйида улардан 
баъзиларини келтирамиз.

1 - м а с а л . а .  Идишда 140 л аралашма булиб, унинг таркибида 
14 кг туз бор. Бу идиш га иккита кувур уланган. Биринчи кувурдан 
хар мииутда таркибида 1 кг туз бул'ган 7 л аралашма узлуксиз 
равишда куйилади, иккинчи к,увурдан эса шу тезлик билан 
аралашма ок.изилади. Бир соатдан сунг идишдаги аралашма 
таркибида канча туз булади?

t вак,тни эркли узгарувчи сифатида кабул киламиз. Равшанки, 
аралашмадаги тузиинг микдори t га- боглик, булади. Уни y(t)  дейлик. 
Унда t-j-At пайтда аралашмадаги туз микдори y(t-\-At) булиб, At 
вак,т оралигида туз микдори y(t-\-At) —y(t) га узгаради.

Масаланинг шартига биноан At в акт  ичида идишга I - At кг туз 
тушади ва

. 7 . At кг — "'УМ1. . At кг 11 4 0  I /it Ki —  2 Ь  р  к!

туз Чикиб кетади. Уларнинг фарки эса

булади. Х,ар онда идишдаги аралашма таркибида туз микдори 
узгариб турганлиги сабабли

y(t  +  At) —y(t) ж At — • At (2)

б у л ад и .
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Агар А/ нолга интила борса, (2) такрибий тенглик катъий тенг- 
ликка айлана боради. Бинобарин,

булади. Натижада

у '( ( ) у(*) (3)20

тенгламага келамиз.
Щундай килиб, идишдаги аралашма таркибидаги туз микдориии 

топиш — номаълум функция у(1) ва унинг хосиласи у'(¿) катнашган 
тенгламани ечишга келар экан.

2- м а с а л а. Массаси т  га тенг булган, огирлик кучи 
таъсирида маълум баландликдан тушаётган жисмнинг харакат  
конуни топилсин.

Жисм вертикал укнинг О нуктасидан бошлаб пастга караб 
тушишида унинг босиб утган йули 5  — вактнинг функцияси булади.

Айтайлик, 5  (/) жисМнинг / вакт  ичида босиб утган йулини, и (() — 
тезлигини, а(1) эса тезланишиии аникласин.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларининг 
механик маъноларини эътиборга олиб топамиз:

Масаланинг шартига кура, жисмга таъсир этувчи кучлар:
1) пастга караб йуналган огирлик кучи

Р =  т  • £
( ё эркин тушиш тезланиши, ^ « 9 8 1  см/с2),

2) юкорига караб йуналган каршилик кучи

<3 =  — а  •

( а > 0  — пропорционаллик коэффициенти).
Ньютоннинг иккинчи конунига асосан, жисмга таъсир этувчи 

кучларнинг тенг таъсир этувчиси р(1) учун

функция 5 (¿) нинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари 
катнашган тенгламаларни ечишга келар экан.

5 ' ( 0  =  и((), 
£"(/)  =  а(/). (4)

Р(^) = т - а ( 1 )

муносабат уринли. Демак,

т  ■ а (/) =  т  • £ — а  • и (/).

(4) муносабатларни эътиборга олиб топамиз:

т  ■ 5 7/( 0  =  т  ■ £ — а  • 5 ' ( / ) .  (5)

Шундай килиб, жисмнинг харакат  конуни ни топиш номаълум
(5)
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Уму.чан. ж у д а  куп м а с а л а л а р  кж оридагига  ухшаш номаълум 
функция ва  унинг турли ■ тартибдаги х,осилалари ка тн аш га н  
генгламаларг а  келади.  Улар эса дифференциал тенглам ал ар  
тушунчасига олиб келади.

Битта эркли узгарувчи,  номаълум функция ва  унинг турли 
тартибдаги х,осилалари ка тнаш га н  тенглама оддий дифференциал 
тенглама дейилади.

М а сала н ,  юкоридаги (3) ва  (5) тенглам алар  оддий дифференциал 
тенгламалардир.

Айтайлик,  х  — эркли узгарувчи,  у  унинг, функцияси (у =  у (х ) ) ,  
у ' = у ' ( х ) ,  y(n)z=yw(x ). лар  эса  шу функциянинг вдсилалари 
булсин.

Бу х, у, у', у", ..., у(п) ларни богловчи ушбу

Ф ( х ,  у, у\ у " ........у м )  = 0  (6)

тенглик дифференциал тенгламанинг  у мумий куринишини ифода- 
лайди.

(6) т е н гл а м а д а  катнаш ган номаълум функция хосиласининг 
юкори тартиби (6) дифференциал тенгламанинг  тартиби дейилади.  

М а сала н ,

У' =  5-V У, У' +  У- tg x  =  cos2x 

биринчи тартибли дифференциал тенгламалар ,  

у ” =  a rcs inx ,  у // +  4 у / +  4у  =  0

иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар ,

У =  2 ^ * —, у — Зу"-\-Зу'—у — 0
sin X

учинчи тартибли дифференциал тенгламалардир.
Ф а р а з  килайлик ,  ф(х) функция,  (а,  Ь) д а  аникланган ,  узлуксиз  

булиб, у шу ораликда  узлуксиз <р'{х) , ..., ф,я|(х) х,осилаларга эга
булсин.

Агар (6) тенглам адаг и  у  ниш урнига  ф(х) ,  у' нинг урнига  ц>'(х), 
у"  нинг урнига ф " (х ) ,  ..., нинг урнига ф » ( х )  куйилганда  у 
айниятга  айланса :

Ф (х ,  ф(х) ,  ф' '(х),  ..., ф(" )(х) ) = 0 ,

ф(х) функция (6) дифференциал тенгламанинг  ечими дейилади.  
М а сала н ,  ушбу

у' — У 1

дифференциал тенгламанинг  ечими

у  =  s inx  ( x e [ ~ ~ j ] )
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y =  s\nx, у ' =  (sinx)' =  cosx 
л ар берилг^н дифференциал тенгламани

' c o s (x )  s= д /l — s in2*  ( * € [ — у .  Т . ] )
{ '.'Я

а й н и я'1т а  а йл анти р а д и .
Дифференциал тенгламаларнинг  ёчимини топиш масаласини 

дифференциал тенгламаларни  интеграллаш маса ласи хам  деб 
юритилади. ’

Биз, аслида содда  дифференциал т енглам ал ар  ва уларни ечиш 
билан аввал рок ,  функция интеграли тушунчасини 5ф' 'анишда дуч 
келганмиз.  (К,аралсин, [1 ] ,  1-боб,  1-§ . )  Берилган узлуксиз  f(x)  
.функциянинг бошлангич функцияси.  у==у(х) нк/топиш

у' (х) r,= f [ X) (7) 1
дифференциал тенгламани ечиш демакдир.  М аълумки,  бу тенглама- ; 
нинг ечими ’

у(х) =  Yf(x)dx  - f  С (8)

булади.  Д е м а к ,  (7) дифференциал тенг лам а чексиз куп ечимларга  
у га.  Узгармас  С нинг турли ки йм атлари да  (7) тенгламанинг  турли 
ёчимлари хосил булаверади .  . " i

ОДатда (8) ечим

у'(х.) ~ f ( x )  I
дифференциал тенгламанинг  умумий ечими дейилади.  Узгармас  
С нинг тайин бир кийматидаги ечим эса (7) дифференциал 
тенгламанинг  хусусий ечими дейилади.

Дифференциал тенгл ам алар  назариясининг  асосий масалал ар и-  ] 
дан бир и тенглама ечимининг м авж уд ли ги  ва  ягоналиги булса ,  Я 
иккинчиси тенгламаларни  ечиш, яъни дифференциал т е н г л а м а - I  
л ар нйн г ечимини топишдан иборат.

б у л ад и .  Чунки
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БИРИНЧИ Т А Р Т И Б Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Биз ушбу  бобда биринчи тартибли оддий дифференциал 
генгламаларни урганамиз .

М аълумки,  биринчи тартибли дифференциал тенглама ,  умумий 
лолда

Ф (Х 1:у , у ' ) = 0  (1)

куринишда булади.  Бу ерда  х — эркли узгарувчи,  у = у ( х )  — номаъ- 
лум функция,  у' эса у — у(х)  функциянинг хосиласи.

Ф а р а з  килайлик ,  (1) тенглама у' га  нисбатан ечилган булсин: :

У' — fix , У) ■ . (2)
Одатда (2) тенглама ,  хосилага  нисбатан ечилган дифференциал 

тенглама дейилади.
(2) тенглама у =  у(х)  функция хосиласи у'(х)  ни (х£(а,  ■£>)) 

текисликдаги бирор D со хада  .берилган f(x, у) функция билан 
богловчи тенгликдир.  Равшанки,  бу тенглик маънога  эга  булиши 
учун хар бир х£ (а, b) да  (х, у) — (х, y (x ) )£ D  булиши лозим. 
Кейинчалик бу шарт хар доим б а ж ар и лган  деб караймиз .

Агар  ф(х) функция (а, Ь) д а  аникланган ,  узлуксиз  х а м д а  узлуксиз  
ц>'(х) хосилага  эга  булиб,  ихтиёрий х£ (а , Ь) д а  (х, ф' (х)) 6 D ва.

4>'(х) = f ( x ,  ц>(х))
булса,  яъни (2) тенглама г/= ф(х),  у' =  ц>'(х) л ар д а  айниятга айланса' ,  
ф(х) функция (2) тенгламанинг  ечими дейилади.

Айтайлик,  г/==ф(%) функция (2) дифференциал тенгламанинг  
ечими булсин. Бу функция графиги, ум ум ан  айтганда ,  эгри чизикни 
ифодалайди.  Шунинг учун уни (2) дифференциал тенгламанинг  
интеграл эгри чизиги хам дейилади.

Биринчи тартибли

у ' =  f \x, у)  (2)
дифференциал те нг лам а чексиз куп ечимларга  эга  булиб,  улар 
тенгламанинг  ечимлари тупламини ташкил этади.

Куп холда  (2) дифференциал тенгламанинг  барча  ечимларини, ' 
битта ихтиёрий у з г а р м а с  С га. боглик, булган

у — ф(лг, С) ёки F<(x, у, С ) = 0
муносабат  билан умумий куринишда ифодалаш мумкин. Ушг 
дифференциал тенгламанинг  умумий ечими дейилади.  Бунда,
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уз г а р м а с  С нинг х,ар бир тайин кийматида  х ва унга мос у  лар  учуи 
(х, y) ED булиши керак.  У зг ар мас  С нинг дар бир кийматида  унга 
мос ечим хосил булади.  Бундай ечим бернлган дифференциал 
тенгламанннг  хусусий ечими дейилади.

. М асал ан ,
у' =  ех — у  (3)

дифференциал тенгламани карайлик ,  бунда

f{x , у) =  ех —у
булиб, у текисликнинг  барча ну кталарида  аникланган .  Куйидаги 

ФоW  = 1 ^  ( х £  ( —  о о ,  +  о о ) )

функция берилган дифференциал тенгламанннг  ечими булади,  1 
чунки (3) т енглам ад аг и  у нинг урнига  ц>0{х) = у  ни, У' нинг |

1 *— е ни ку иса к ,  у  аиниятга аиланади:урнига ф0(*)  =  ( - е ^ '

Шунингдек,

— ех =  ех ___— ех =ф- — ех =  ■— ех2 е 2 2 2

ф1(х) = е :- х +  I ех, 

ф2(х) =  2е~х +  ^ е х

функцияларнинг  хар бири (3) тенгламанннг  ечими булади.  Бу 
берилган дифференциал тенгламанннг  хусусий ечимларидир.

(3) тенгламанннг  умумий ечими

Ф ( х )  =  С • е~х +  ± е х

куринишда булиб,  бунда  С — ихтиёрий .у зг армас  сон.
Айтайлик,

у' =  f ix ,  у) 
дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

у =  ц>(х,С)
булсин. Бу  ечимдан тенгламанинг  хусусий ечимини келтириб 
чикариш учун изланаётган у =  у(х)  функция аргументи х нинг бирор 
хо кийматида  функция уо кийматни (уо'==у(хо)) кабул килишини 
билиш етарлидир.  Одатда ,  хо аргументнинг,  уо эса изланаётган 
функциянинг бошлангич кийматлари дейилади.  х = х о  д а  изл ан а ­
ётган функциянинг киймати у  о га тенг булсин, деган шарт бошлангич 
шарт дейилиб, куйидагича

У I х =  х0 У о
ёзилади.
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уо —  ф (а 'о, С)
генгламага  келамиз.  Ундан эса С топилади. Топилган С нинг 
киймати Со га  тенг булса ,  берилган дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечими

у =  Ф(х, Со)
га тенг булади.

Биринчи тартибли

У'— fix ,  у )
дифференциал те н глам ала р  назариясининг  „асосий мас алаларидан  
бири бошлангич шарт

У ! У О

пи каноатлантирувчи ечимни топишдан иборат. Бу м а с а л а  Коши 
масаласи  дейилаДи.

Биринчи тартибли
y ' = f ( x ,  у)

дифференциал тенглама  ва  унинг ечими содда геометрик маънога  
эга.  Т ен гламадаги  f(x, у)  функция текисликдаги D сох,ада 
аниклансин.  Бинобарин, бу соханинг  х,ар бир (х, у) нук таси да  т.айин 
кийматга  эга.  М асалан ,  (хо, yo)£D  н у к т а д а  f(x, у) функциянинг 
киймати

f (хо, уо) =  ко

булсин. Унда (2) га кура
р

у'(хо) =  ko
булади.  Д е м а к ,  ko — у =  у{х)  эгри чизикка  (хо, уо) нук та да  
утказилган уринманинг  бурчак  коэффициенти.

М аълумк и,  уринманинг бурчак  коэффициенти тугри чизик 
йуналишини ифодалайди. Д е м а к ,  D соханинг (хо, уо) нуктасида  
йуналиш аникланар  экан.

Шундай килиб

У' =  f ix,  У)
дифференциал тенгламанинг  берилиши билан D соханинг х,ар бир 
нуктасида  йуналиш аникланади.  Бу йуналишлар биргаликда 
йуналишлар майдони дейилади.

Д е м а к ,  (2) дифференциал тенглама йуналишлар майдонини 
аниклайди.

Энди (2) дифференциал те нг лам а ечимининг геометрик маъноси- 
ни келтирамиз .  М аълумк и,  D сохада ги у =  у(х)Уэгри чизик учун

q' ix)  =  f(x,  ф(х) )  
булса,  унда  ф(.sc) функция (2) тенгламанинг  ечими булар эди.

Бошла нгич ш ар тда н  фой да ла н иб



Д е м а к ,  (2) тенгламанинг  ечими И сохада  шундай у =  у (х )  э.Грп 
чизикки,  бу чизйкка ,  унинг ихтиёрий (х, у) нукхасида  узказилгай 
уринма йуналиши О соханинг шу,  н ук та даг и  майдон-йуналишп 
билан бир хил булади.

1 - § .  у ' — ¡(х , у)  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А  Е ЧИ МИН ИНГ  
М А В Ж У Д Л И Г И  ВА Я Г ОН А Л И Г И

Ушбу параг раф да  биринчи тартибли дифференциал тенглама

ечимининг м авж уд ли ги  ва  ягоналиги масаласи билан шугуллана-(  
миз.

Аввал о  баъзи тушунча ва тасдикларни келтирамиз.
Ф а р а з  килайлнк,  /(х, у) функция икки узгарувчининг  функцияси 

сифатида /?2 фазодаги ёпик тугри туртб ур чак

¿>={(х,  у) ЕЯ2: к  — хо| < а ,  \у — у 0\ < £ } =
=  {(х, у )Е Я 2: хо — а ^ .х ^ х о - { - а ,  г/о — Ь ^ у ^ г / о  +  М

д а  берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф. Агар шундай узгармас мусбат й сон мавжуд  

булсаки, /(х , у) функция х аргументнинг \х— хо| ^ а тенгсизликни 
щноатлантирувчи ихтиёрий щийматларида, у аргументнинг 
IУ— г/о1^& тенгсизликни к;аноатлантирувчи ихтиёрий у ва у 
цийматларида

тенгсизлик уринли булса, /(х , у) функция иккинчи аргумента 
у буйича Липшиц шартини бажаради дейилади.

Агар /(х , у) функция О д а  узлуксиз  булса ,  у ш у . со хад а  чегара-1 
ланган, яъни шундай узгармас мусбат М сон мавжудки,  У(х, у) ЕБ

бажарса, у %олда ( 2 ) дифференциал тенгламанинг \хо — /г, хп +  /г)

шартни щаноатлантирадиган ечими мавжуд булиб, у ягона булади.

у ' = ! ( х ,  у)

1/0> у) — / ( * .  у  ) I Iу —у \ (4)

учун

|/(х, у) | (5)

булади (каралсин,  5 - боб, 5 - § ) .  
1 - т е о р е м а .  Агар

У '= 1(х, у) (2)
тенгламада ¡(х , у) функция

й  =  {(х, у)Е Я 2\\х—х о | < а ,  \у~уо\^Ь]
да узлуксиз булиб, иккинчи аргументи буйича Липшиц шартини \

сегментда (А =  т т (а; - - ) )  бошлангич

У\ х= х0 Уо



И с б от.  А ввал о  !
y ' = f { x ,  у)

и'игсизликнинг хар икки томонини fco, х] оралик. буйича интеграл- 
I лймиз: X X

 ̂y ' ( t ) d t — ^f(t,  у  {t)) d t .
Х0 , i j ,

I Ьошлангйч шартни х,исобга олиб топамиз:
X '

\y '( t ) d t  =  y ( x ) - y ( x 0) = y ( x ) - y 0.
х0

П ат ижада  берилган (2) дифференциал т енглам ага  эквивалент  
[ булган уш бу х

У ( х ) = У о +  $ f ( t , y ( t ) ) d t  (2')
х0

тенгламага  келамиз .  (Н омаълум  у(х)  функция интеграл белгиси 
остида булганлиги сабабли (2 ') тенглама интеграл тенглама 
дейилади.)

Д е м а к ,  берилган дифференциал тенг лам а ечймининг м авж уд ли -  . 
г и ва  ягоналигини курсатиш учун (2') тенглама ечимининг 
мавж удлиги ва  ягоналигини курсатиш етарли булади.

(2') т енглам а ечимининг мавжудли гини исботлашда кетма-кет  
якинлашиш усулидан фойдаланамиз.  Берилган бошлангич Киймат 
i/о ни олиб, /(х , г/о) ни караймиз .  f(x, г/о) функция \co-h, хо +  /г] да  
узлуксиз булганлиги сабабли

X 4 , -

\ f ( t , y 0)dt
х0

интеграл м а в ж у д  в а  у а: нинг функцияси сифатида [xo —  h, хо  +  /г] да  
узлуксиз.  Бу функция ёрдамида  у\ (х ) .  функцияни куйидагича  
тузамиз :

У\{х) =,'i/o+ J f i t ,  у  о) d t . (2")
х0

Р авш анки ,  у\ (х) функция [xo — h, хо-\-h] д а  узлуксиз  ва  х — хо д а  
у\—уо булади.

(2") тенгликдан,  х £[хо — h, хо +  /г] эканини эътиборга олиб" 
топамиз:  *

У  Ах) — У  о =  \ fi t - ,y 0)dt=> I у {{х) —у  о) I <

. *0 'X , , X

< 1  \ \ f i t , y 0)\di\=>\yi{x)—y 0\<iM-\
*0 *0 

=ф- \у\(х) — г/ol < м -\х — х0\ =>- |г/i (х) — у0\\ s^M-h.

189



м булганлиги учун кейинги тенгсизликдан 

\у\(х) —уа\ < 6

эканлиги келиб чикади.  Б у эса х  £ [лт — /?, хо+/г] д а  у\{х) функция- 
пинг ки й м а т л а р и . [г/о— Ь, г/о +  й] га тегишли булишини курсатади.

Шундай килиб, г/1 (х) функция [хо — Н, х,-, •+-/*! да  аникланган в а 
у злу ко из булиб,  У х 6 [х о  — А, хо +  Н\ учун (х, у\{х)) £/) булади.

Энди маълум  булган бу у\ (х) функция ёрд ам ида уч{х) функцияни 
куйидагича  ту замиз :

л •

У2 (А') =гун+ $/(/, г л ( / ) ) ^  . (6 )

Бу у  2 (х) функция х,ам [ х 0— /г, Хо~\-к] д а  аникланган ,  узлуксиз  в а 
х  =  х 0 д а  у 2=  г/о булади.  (6) тенгликдан топамиз:

У 2 ( * )  — Уо= $/(А </¡(0) I у 2 (хУ—уо.I

< уИ- |х — хо| =>• |г/а (х) — г/оI </И-/г=> |уг (х) -—г/оI < 6 .

Бу эса хо 6 [хо — /г, хо +  /г] д а  г/г (х ) функциянинг кийматлари [г/о — 6, 
г/о+  6] га тегишли эканини билдиради.

Шундай килиб г/2 (х) функция [хо — /г, хо +  /г];.да аникланган ва 
узлуксиз булиб,. У х 6 [х о  — А, хо +  /г] учун (х, г/а ( х ) )  (Ей булади.

Бу жараённи давом эттирабориб, п та  к а д а м д а н  кейин [хо — /г, 
Хо И] аникланга н ,  узлуксиз  ва х  =  Хо да  у п =  уо бошлангич шартни 
каноатлантирувчи

т

функцияни х,осил киламиз.  Бу функция учун
*

\<Уп(х) — у 0\ <  I \ \ f i t ,  Уп-ДО') 1^1

булади.
Шундай килиб, у„(х) функция \ xo -h ,  хо +  ̂ ] да  -аникланган ва  ■ 

узлуксиз булиб,  Ух 6 [хо — /г, хо +  /г] учун (х, ;/,,( х ) ) 6 0  булади.
Бу жараённи чексиз давом  эттириш натижасид а

г/о, г/ 1  ( х ) ,  г/2 (х) , . . . ,  уп ( х ) (7)
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функционал кетма-кетлик хосил булиб,  унинг хар бир хади £со— А, 
лго +  А] д а  узлуксиз ,  х£ \co-h, хо +  Л] учун (х, уп(х) ) £D, (п =  0,1,2, . . .  ) 
па х =  хо д а  у п= у 0 (п =  0,1,2, . . .  ) булади.

(7) функционал кетма-кетлик ха длари  ёр дамнда  ушбу

Уо+  IУ U )  — //•>] +  [г/2 (х) —yi(x) ] +  [у3 (х) —у 2 (х) ] +  . . . +
+  [У п(х)— у п- i ( x )  ]-(-.. .  (7 ' )

(функционал каторни хосил киламиз .  Бу функционал каторнинг 
дастлабки re-f-1 та  хадидан иборат хусусий йигиндиси:

S„+i (х) =г/оН~ [г/i (х) — г/о]+ [г/г (х) — г/, (х) ] - f  
+  [г/з(х) — г/г(х)] +  ' . . .+  [Щ (х) ~ у п_ 1(х)] =  уп ( х ) .

Энди (7' )  функционал каторнинг  хадларини бахолаймиз.  
Равшанки,

lí/:U‘) -  г/,:! =  :. ^/(/, г/0)Л| ¡x  — x 0¡ . (8)
*0 . .

Каторнинг кейинги хадларини б ахолаш да  f(x, у) функциянинг 
иккинчи аргументи буйича Липшиц шартининг баж арилишидан  
фойдаланамиз:

■ '■г- ' ?  ' X . ■ V ; ■ '

I í i W ^ i W K  J \ f ( t , y ¡ ( t ) ) — f ( í , y 0)\ d t\ ^
, ■ ' Х0 
х х i _  1,2'

< ¿ 1  Ш - х 0|^| (80
V  ' ; *о'

■ . "  л ; '■ ; \ Щ 'У :%V•, Tv/:• V.'- " S g íE  Ы  ' у  - '  ■ ;

;1:УзШ — У2 (х) \ < |  \ \f( t ,y 2 ( t ) ) — f ( t , y i ( t ) ) \ d i\ ^
*0

X 2 х I 13
■  ̂ Iy>(t) —//■(/) Ult- <  к | \t — x 0\2dt\ </г2-М - ;

Х0 Х0

Умуман,
\ '  ' х " ’

\Уп(х) - У п - Л х )  I # ,  y ^ Á t ) ) ~ f { t , y n_ 2{t))\ d t\<
^ ' ' ■ 1' \ 

ífj¿—хп\п
< f e n“ VH- ■■■■ 8 " )п\

булади.  (Кейинги тенгсизлик мат ем атик индукция усули ёр дамида  
исботланади.)

Энди ¡X — хо| <|/г булишидан фойдалансак,  ун да  юкоридаги (8 ) ,  
(8 ' )  в а - ( 8 " )  муносабатлар куйидаги
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куринишга келади.  
Ушбу

k2-h3 kn~'hnМ  ■ h +  М ~ ~ -  + М - Щ -  + ...+  М л л!" +... (10)

сонли каторни карайлик .  Д а л а м б е р  аломатидан фойдаланиб,

k'lhn+[м  —— ■—— (я+ 1)! ‘ .. ' kh n 1 'l im - -----4 L  — l i m — —  = 0 < 1 .
n - t - oo  k h  /г—>■ oo Я - j - 1м ----- -—

n\

(10) каторнинг  якинлашувчи эканини топамиз.
Д е м а к ,  (7 ' )  функционал каторнинг вдр бир хадининг абсолют 

киймати,  (9) муносабат га  кура  якинлашувчи (10) сонли каторнинг  
мос х,адидан ка тта  эмас.  Вейерштрасс аломатига  биноан (7') 
функционал катор [эсо — /г, xo-\-h] д а  текис якинлашувчи.  Д е м а к ,  (7 ' )   ̂
функционал каторнинг кисмий йигиндилари кетма-кетлиги п-уоо  i1 
д а  у (х) лимитга э г а  ва бу лимит функция узлуксиз  булади.

Агар
Sn+iix) = у п (х)

эканлигини эътиборга олсак,  унда

■ уо, y i(x ) ,  У2 (х) у п (х ) , . . .  

функционал кетма-кетлик учун

•im у„ ( х ) = у ( х )  ( V x e [ x 0— k , x 0+ f i ]

булади.
Энди топилган у (х) функция

X
У{х) = у о-f J f{t, у- ( t ) )d t

хо

тенгламанинг  ечими булищйни курсатамиз .



Юкоридаги (6 ' )
, . X
У п  (х) =Уп+  $/(/, Уп-\ ( 0 )  dt 

*0

генгликнинг унг  томонига
х
^ f ( t , J ( t ) )  dt

х0

ни хам ку шами з ,  хам  айирамиз.  Унда
X X

У п (х )= у о+ J [ f ( t , y n- Á t ) - f ( t ,  J ( t ) ] d t +  \ f ( t , J ( t ) ) d t  (10 ' )
•r0 0̂

оулади.  Бу тенгликдаги
X
\ U(t> Уп- i i t ) )  — f(t, J ( t ) ) ) d t
х0

интеграла и Липшиц шартидан фойдаланиб бахолаймиз :
X

I J [ f ( t , y „ - M ) - f ( t , J ( t ) ) ] d t | <

X х
< 1  ) \f(t, y n- i ( t ) ) - í ( t j ( t )  \ d t \ ^ k - l  J \yn. ^ ( t ) - J ( t ) \ d t \ .  ( 1 1 )

{y„(x)} функционал кетма-кетлик [xQ— h, x 0+ h] д а  J(x )  га текис 
якинлашганлигидан,  V e > 0  сон олинганда хам  шундай натурал 
по сон топиладики,  Vn ~>по ва Vx(E[xo— /г, x ()-f-h] учун

\Уп-\{х) — / (х) ¡ <  (12)

тенгсизлик уринли булади.
(11) в а  (12) муносабатлардан

I \ [ f ( t , y n- i ( t ) ) - f ( t , l ( t ) ) ] d t < k -  - ¿ ц  I \dt\ <  
х0 *0 

<  ! X — X 0i <  - £ • /г == 8

булиши келиб чикади.  Бу эса
X

l im \ [ f ( t , y n- A t ) ) - f ( t , H t ) ) } d t  =  0
п—*- ОО J

Х0

эканини билдиради.
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(1(У) тенгликда,  п-*-оо д а  лимитга  утиб топамиз:
X

l im у„(х) =  l im{i/0+  i  [ f ( t ; y ( t ) ) )  — f(t, J ( t ) ) ]d t  +
n—*~ oo n—*- OO j*0

X  x

+  \ f ( t , j ( t ) ) d t ) = y n+\im   ̂ [/(/,£/„_:(/)) —
■ ' -J  n-*-oo J

X0 X q •

X X
- / ( / ,  / ( 0 ) ] d i +  / ( 0 ) ^  =  Уо+ \ f ( t , J ( t ) ) d t .

x0 x0
Д ем ак ,

J ( x ) = y ti+  \f(t, J ( t ) ) d t  ■
xo

ва  x = x o  д а  J (xo)= yo-
Шундай килиб, / (x) функция (2 ' )  тенгламанинг  ечими, айни 

пайтда
у ' —f (x, у)

дифференциал тенгламанинг  х,ам ечими эканлиги исботланди. Бу 
ечим бошлангич шартни каноатлантиради.

Энди топнлган J (х) ечимнинг ягоналигини исботлаймиз.  'Геска- 
рисини фараз килайлик ,  (2') дифференциал тенгламанинг  у  =  ] ( х ) 
ечими билан бир к а т о р д а , ‘бошлангич шартни каноатлантирадиган 
иккинчи y — Ü(x) ечими хам м авж уд  булсин. (х £\х0—h, х 0 +А],  x = x Q 
д а  U (xq) =  ¿/о; / (х) Ф  U (х ) ) .

/ (х) ва U (х) функциялар [xo— h, x 0-\-h] д а  узлуксиз  булганлиги 
сабабли | / (х) — U (х) | функция хам шу сегментда  узлуксиз  булади.  
Узлуксиз  функцияларнинг  хоссаларига  ку ра  [х0— к, х 0+ Л ]  да  
шундай х* нукта  топиладики,

IJ (х*) — U(x*) | = m a x | / ( x )  — U(x) \ = А  (13)

булади.
Иккинчи томондан J (х) ва  U (х) функциялар (2') тенгламанинг  

ечимлари булганлиги учун
* X

j ( x ) = y 0+  \f ( t , J ( i ) )  dt, U(x) =  i/o+ \ f ( t ,U ( t ) ) d t

булиб,
X

\ J ( x ) - U ( x ) \ ^ \  $/(*, J ( t ) ) - f ( t ,  U (t)\ d t\<
*0

|  ̂ \J(t) — U (t)\ d t\ ^ k -A \ x —x 0\ < k -A -h
x0
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Лулади. Агар ft =  m i n ( a ;  -^) булиши билаи бирга / г < ~  хам  булса,  

уида
k - A - h c A

Сулиб,
| / (х) — U (х) | <  A (Vx:Ç[xo— h, л'о+/г]

I Пулади. Бу эса (13) муноеабатга  зиддир.
Бу зиддиятнинг  келиб чикишига са баб  (2) тенгламанинг  ечими 

[ иккита булсин деб олинишидир. Д е м а к ,  J (х) функция (2) диффе- 
I ренциал тенгламанинг  ягона ечими.

Теорема тулик. исбот булди.
Исбот этилган теорема,  D нинг хар бир ички (хо, уо) нуктасидан 

, у) тенгламанинг  ягона интеграл эгри чизиги утишини 
нфодалайди.

М а з ку р  бобнинг кейинги параграфларида  турли хилдаги (турли 
гипдаги) биринчи тартибли дифференциал те нглам алар  ва  уларни 
ечиш билан шугулланамиз .  .

‘ •
2- §. У З Г А Р У В Ч И Л А Р И  А Ж Р А Л А Д И Г А Н  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е НГ Л А М А Л А Р

Ушбу
. y' =  f i { x ) -/2 (у) О 4 )

I ку.ринишдаги те нг лам а узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
I тенглама дейилади.  Бунда  ¡\ (х) функция (а, b) да ,  ¡2 (у) функция эса 

(с, d) ораликда  аникланган узлуксиз  функциялардир.
Аввал о  (14). тенгламанинг  баъзи холларини караймиз.
Г .  (14) тё н глам ада  /2 (у) =  1 булсин. Бу холда (14) тенглама

у '  =  / .(х)  , (140

куринишда булади.  Равш анки,  (14 ' )  тенгламанинг  умумий ечими

y  — )f\(x)dx +  C — F(x)  + С

булади,  бунда  С — ихтиёрий у з г а р м а с  сон, F (х) эса f\(x) функция- 
нинг бирор бошлангич функцияси:  F ' ( x ) — f i ( x ) .

Агар (14 ' )  дифференциал тенгламани

у  I х = х0—уо

бошлангич шартд а  ка райдиган булсак ,  унда
уо =  F (хо) -(-С,

яъни 1
C = y o  — F(xo)

булиб,

y =  F ( x ) + y o  — F ( x o ) = y o +  \F(x) -F ( X i) ) ] = y . ,+  ^fi(x) dx
*0

б у л ад и .
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Шундай килиб, берилган (14 ' )  дифференциал тенгламаниш 
бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими (хусусий ечими)

• X
У = У о +  \1:(х)с1х

*0

булар экан.
2°. (14) т ен гл ам ад а  (х) =  1 булсин. Бу холда (14) тенглама

У ' = Ь { у )  (14")

куринишга э г а  булади.  (14")  тенгликда. ¡■ ¿(у )ф 0 булсин деГ) 
караймиз .

Агар I

У'— т -ах

эканини эътиборга  олсак,  унда  ( 14 " )  тенгликдан

ва  ундан эса

с!хт  ау
¡■¿(у)

булиши келиб чикади.  Кейинги тенгликнинг хар икки томонини 
интеграллаб'  топамиз:

 ̂ йХ =   ̂ ЛУ ' =Ф- Х =   ̂ - : - У +  С.
Л 3 /2 (у) 3 /2 (У)

Д ем ак ,
, У'±=12 (У)

дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

булади.
М и с о л. Ушбу

У'=  5 л/у
дифференциал тенгламанинг

У | д:= о=  25

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими топилсин.
Берилган тенгламани
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и V | > и нишда ёзиб оламиз.  Кейинги тенгликдан

йу -<1х

Пулиши келиб чикади.  Бу тенгликнинг хар икки томонини 
ни геграллаб топамиз:

5 2Л у = х  +  С ^

Л/ у = х  +  С ^ у  =  ̂ - ( х  +  С )2.

Демак,
и =  - 4у  =  4 - ( *  +  С ) 2

клралаётган дифференциал тенгламанинг  умумий ечими булади.  
Бошлангич шартг а  биноан х — 0 д а  у =  25. Шунга  ку ра

2 5 =  (0 +  С ) 2=>С =  2

булади.
Д е м а к ,  тенгламанинг  бошлангич шартни каноатлантирувчи 

хусусиц ечими

( X  ¡ '  2 ) 2

булади.
3°. Энди

У' =  1- (х) -¡2 (у) 
дифференциал тенгламани караймиз .  У ни куйидагича

2 = / ,  (х)Ч*(У)

ёзиб оламиз.  Бу тенгликдан,  /г (у) ф 0 булга нд а

— /, (х) -е̂ л:
/¿(у)

булиши келиб чикади.  Кейинги тенгликнинг хар икки томонини 
интеграллаб топамиз:

Н Ъ = ^ {х)йх+с-
Бу тенглик к а р ала ёт ган

У' =  {.(х) :Ы У)
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини беради.



М  и с о л.  У  шбу

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг. 
Берилган тенгламани куйидагича

dy
dx — (a' + I )  ( i/ +  1)

ёзиб оламиз.  Бу узгарувчилари а ж р а л а д и га н  диф ф еренты ;  
тенгламадир. Уни у ф  — 1 деб ечамиз:

dy
у + 1 : ( * + 1  )dx=>\j § (х +  \ ) dx+\r\C=$- In |у-\- 1 1 =

(х 4- n 2 i ii±lL_
—  —— InCT-=>- (y-\- I) •—= e  2 =>

(*+»■ (i + l) 
2 l i . . '  . .  ^  _  2-y-\-\ =  C-e  2 =>y =  C-e ■ 1.

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг  умумн( 
ечими

(i+D2
у  =  С-е 2 — 1

булади.
4°. Энди уз г арувчилари а ж р а л а д и га н  т ен глам ала рга  келадиган 

баъзи дифференциал тенгламаларни караймиз .
Ф а р а з  килайлик,

y' — f (x, У) (2)
дифференциал тенглама берилган булиб, бундаги f(x, у) функция'  
учун

f(tx, ty) = f { x ,  у) (15)

булсин. (Бу  х,олда f(x,y)  нол улчовли бир жинсли функция, 
(2) тенглама эса бир жинсли дифференциал т е н г л а м а 1 дейилади. )

(15) тенгликда

* = - ’ (хфО)

дейилса,  у х,олда

/<*.!/> =  f ( i . f )

Дифференциал тенгламанинг  бир жинсли деб  атадиши f(x, у) пинг бир жинсли;  
функция эканлигидандир.
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■
Ылпб ,  / (х, у) функция эса ~  нинг функцияси булиб колади:

Цх,у)  =  ф (|).

М л т и ж а д а  (2) дифференциал тенглама

1=10 (16) 
кУринишга келади.  Бу тенгламани ечиш учун

-У-=и, (и — и(х))

деб оламиз.  Унда

Оулади.
Энди

я ъни

у  =  и • X

у ' =  (и -х)' =  и-\-х-и',

йу , йи 
с1х ах

жанлигини эътиборга  олиб, сунг  уни (16) те'нгликка куйиб,  ушбу

ы + х . ^ ==ф(ц)

тенг лам аг а  келамиз .  Равшанки,

= ф  ^  =* х ’ ^ " ==ф ^  ~~и=>

=^Х-С(М =  1ф(и) — и]-йх =»- (̂ и) ‘.~и ~  X (ф(м) :7^и)- 

Кейинги тенгликнинг иккала  томонкни интеграллаб топамиз:

=\пх +  С (и==Л\
3 ф(и) —и \ X )

Бу тенглик берилган дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини 
беради.

М и с ол .  Ушбу
2 , 2 

/  ̂ “I- Уу ху

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг. 
Берилган тен глам ада

2 , 2
¡ { х , у ) - х + уху 
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( П у  1и\ —  ( ^ ) 2. +  ( ^ ) 2 __¿2 (х2 -\-у2) ______  х2 +  у 2 ____ Г ,  >

П [ Х ’ 1у )  Ш) (1у) - р ху ху П Х ’ У>

булади.  Д е м а к ,  к а р а л а ёт г а н  тенглама бир жинсли дифференциг 
тенглама  экан.  Куйидаги

у = и -х  (и =  и(х))
алмаштиришни б а ж а р а м и з .  Унда

у' =  и-\-х-и'

булиб,  берилган дифференциал тенглама  ушбу
2 2 2

^ 1 х  -4-и х  -|- Ы = ------------ (

булиб,  унинг учун

яъни
йи __  1 
йх и

куринишга келади.  Бу узгарувчилари а ж р а л а д и га н  тенгламадир.  
Уни ечамиз:

йи 1 . йхх — - = — =ф-м*йы=—  
ах и х

с1х и2 ̂ и.с1и=  ̂ —-==>- ■—  =  1п|х| +1пС= 

=>«2 =  21п|х- С|.

Бу тенгликдаги и нинг урнига у  ни куйиб топамиз:

4 = 21п | х - С |

=»-г/2 =  2х21п|х-С|.

Д е м а к ,  берилган дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

у=\х\ - д/21п|х-С|

и. .

3 -§ .  ЧИЗИК.ЛИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Номаълум функция у = у { х )  ва  унинг у ' = у ' ( х )  х,осиласига 
нисбатан чизикли булган

у' +  р ( х ) - у  =  17 (х) (17)



К'пглама биринчи тартибли чизик,ли дифференциал тенглама 
Ггйилади. Бунда  р =  р (х ) ва  <7 =  ^ (х )  лар (а, ¿ ) с г ^ д а  аникланган 

на узлуксиз  функциялардир.
1°. Аввал о  (17) д а  д ( х ) — 0 бул ган хусусий х,олни караймиз .  Бу 

чолда (17) те нг лам а ушбу
у ' + р ( х ) - у = 0 (1 7 0

куринишга эг а  булиб, уни бир жинсли чизикли дифференциал 
к 'нглама дейилади (берилган (17) тенгламани эса  бир жинссиз 
чизикли дифференциал тенглама дейилади) .  (17 ' )  т енглама уз г а -  
рувчилари а ж р а л а д и га н  дифференциал тенгламадир.  Уни ечамиз:

У' +  Р (х) •У =  0=> - ^ =  — Р (х) - У = > г у =  —Р (х)йх=^

=>- 1п|у| =  —-  ̂ р (х)йх-\-\п\С\ => \ri\y\ — 1п|С \ =

, | г  -  \ р(х)Лх
— — \ р (х)йх=>-1п I = — \ р (х) с1х=>- у — С- е •>

Д ем ак ,  бир жинсли (17 ' )  тенгламанинг  умумий ечими

— \ p(x)dx
у = С - е  У (17")

булади,  бунда  С — ихтиёрий у з г а р м а с  сон.
2°. Энди

У' +  Р ( х ) ' У  =  (] (х)

тенгламанинг  умумий ечимини топиш билан шурулланамиз .  Бу 
тенгламанинг  умумий ечимини топишда

— \ Р\х)Лх
у =  С -е  -5

ифодадаги С ни х нинг дифференцналланувчи функцияси С = С { х )  
булсин деб ка раб ,  (17) тенгламанинг  умумий ечимини '

У
I — \ рАх)ёх

=  С {х )-е  •) (18)

куринишда излаймиз.  Равш анки,

-  \  р(х )йх  —  V  р( х)йх
у' — С'(х)-.е  ̂ - р ( х ) - С { х ) - е  •>

Бу у  ва  у' ларнинг  ифодасини (17) тен глам адаг и у  ва  у' ларйинг  
у рш га  к у ям и з :

—  \ \ р ( х ) с 1х —  \  р(х) йх  —  \  р{х)11х
С (х) ■ е  ̂ - р ( х ) - С ( х ) - е   ̂ р(х) ■ С(х) ■ е •) =



дифференциал те н гл а м а га  келамиз.  Унинг ечими

-  \ p(x)dx
С(х) =  \ q ( x ) -е J dx-\-C{

яъни

Н а т и ж а д а ,  С (х) ни топиш учун

бÿлaди,  бунда Ci — ихтиёрий у з г а р м а с  сон. Топилган С (х) ни ■ 
(18) тенгликдаги С (х) нинг ÿ p H n ra  куямиз .  Н а ти ж ад а ,

булади.  Бу (17) дифференциал тенгламанинг  умумий ечими булади.  
М и с о л л а р .  1. Ушбу

чизикли дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг. 
Аввал о  бу т е н гл а м а га  мос бир жинсли тенглама

Д е м а к ,  бир жинсли тенгламанинг  умумий ечими

булади.
Энди бу тенгликда  С = С ( х )  деб

и—_ с  (*) ,■/... СЧ*)-*-С(х)
X  ’ У  х 2

ларни бернлган тенглам ад аг и  у  ва  у' ларнинг  ;урнига ку ям из :  
С '( х ) - х  — С(х)  1 С(х)

¿  +  х '  х  - Х=>

У '  +  - ~ У  =  Х

ни ечамиз:

С_
X  '
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С (х) =   ̂хЧ х С , =  ^ С ь

I бунда С|.— ихтиёрий у з г а р м а с  сон. Д е м а к ,  берилган чизикли 
| дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

! ' = £7 1 = Т ( 4 + С ' ) = - Т + Т -
I  булади.

2. Ушбу
у'-\-у =  ех

[ чизикли дифференциал тенгламанинг

У |*=.0 =  1

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топинг.
Биз нжорида

у ' + р ( х )  ==4{х) 

тенгламанинг  умумий ечими

- Д  „  с  \ р{х)<1х 1
у =  е ■> |_6, +  ^ ( х )  .е-> (1х\

булишини курдик.  Берилган дифференциал тенглама учун
р (х) =  1, д(х) =  ех

булиб,

5 г  г \ рМ  ** г  1 о
р{х)(1х=  \с1х =  х, \ д ( х ) - е )  =  \ ех-ехй х =  у  е1х

булади.  Д е м а к ,
у' +  у — ех‘ /

тенгламанинг  умумий ечими

у = ‘ - [ с > + \ ‘ г-}

булади.
Энди бошлангич шартдан фойдаланиб, у з г а р м а с  С\ ни топамиз:

Д е м а к ,  берилган тенгламанинг  бошлангич шартни ка но ат ланти ­
рувчи ечими

Койинги те нг лик дан  топамиз :

бу л ад и .

203



у' +  р(х)  -*/ =  <7(лг)-у 1'1 (ИМ

куринишдаги биринчи тартибли дифференциал тенглама Бернулл1 
тенгламаси  дейилади.  Бун да  р(х)  ва  ц(х)  — (а, Ь) д а  аникланган ш 
узлуксиз функциялар ,  т  эса у з г а р м а с  сон.

Равшан ки ,  т  =  0 бул ганда

У' +  р(х)  - £/ =  <7(лг)

булиб, чизикли бир жинссйз дифференциал тенгламага ,| 
т =  1 бул га нда

у ' + [ р ( х ) — д(х)]у =  О

булиб, чизикли бир жинсли дифференциал т е н г л а м а г а  келамиз.
Куйида  т ф О ,  т ф  1 деб караймиз .  (19) тенгламанинг  хар икки 

томонини у т  га ( у ф 0 деб) булиб топамиз:

7 + > И 7 = ч м .  ' 1
яъни

у - " У  +  р ( х ) . у ' - т  =  у(х ) .  (19' )

Кейинги т ен гл ам ад а
и = у 1~т  (*,)|

алмаштириш б а ж ар ам и з .  Унда

и ' = ( \ - т ) - у ту'. 
яъни Щ Щ

у - ту, }  ,

4 -§ .  Б Е РН У ЛЛ И  ТЕ Н ГЛАМ АС И

У ш бу

булади.  Н а т и ж а д а  (19 ')  тенглама

¿ “. +  ( 1 — т )  -р(х)  • « =  (1 — т )  у (х) (19")

куринишга келади.  Бу эса чизикли бир жинссиз дифференциал 
тенгламадир.

Шундай килиб, Бернулли тенгламаси (*) алмаштириш ёрда мид а 
чизикли тен гл а м а га  келар экан.

Маълумки"
у' +  р(х) -у =  д(х) 

дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

у  =  е - \ р ( х ) с 1 х  г  \д\х) йх  , ,
)у(х)-е-> с1х-}-С
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r.\ lap эди. Шунга  кура  ( 19 " )  тенгламанинг  умумий ечими

— Д  (1 — m) p ( x ) d x  Г г  \ (1 - m ) p ( x ) d x
u =  e J (1 - m ) q ( x ) - . e J  - + С  J  1

оулади. и =  у [~т  эканини эътиборга  олиб топамиз:
1

1>у берилган Бернулли тенгламасининг умумий ечимидир.
М и с о л .  Ушбу

7  3  3 2
У ~ У — ~ х У

дифференциал тенгламани ечинг. Бу т  — 2 булган Бернулли 
тенгламасидир.  Берилган тенгламанинг  х,ар икки томонини — у 2 га 
булиб топамиз:

- i r V + 4 - i r W

Кейинги т ен гл ам ад а  

алмаштириш б а ж а р а м и з .  Унда

булиб, тенглама куйидаги

и = У  1

и' — —У~2-у'

3и ' + — и =  х 3 (20)х

куринишга келади.  Шундай килиб, Бернулли тенгламаеини ечиш
(20) чизикли тенгламани ечишга келди. (20) чизикли тенгламанинг  
умумий ечими (18 ' )  формулага  ку ра

и  =  [$  x 3- e ^ ~ dXd x  +  c \ = e ^ m x l  [С +  J jc V " : Xd x ] =

[ С +  J X3-1*|-Чх]=\х\  - 3 | с + - 4|7- -  +  с ] =  у  1 С‘=  х
W 3

булади.  Д е м а к ,
*4 . С, 1и —-— -\-------т , и ——.
7 |х|3 ■ У

Бундан
7UI3 

У ~  ?С{+х*\х\ъ

булиши келиб чикади.  Бу  берилган дифференциал тенгламанинг  
умумий ечимидир.
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5- §. ТУЛИК,  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ТЕ НГЛА МА

1°. Бирннчи тартибли ушбу

y' =  f(x, У), Ч J
яъни

= f ( x , y ) 1

Я
дифференциал те нг лам а берил,ган булсин. Бу тенгламани

—f { x ,y ) d x  +  dy =  О л|

куринишда хам  ёзиш мумкин. Бу хол умумийрок
М(х, у) dx-\-N(x> у) dy — 0 ' (21;

дифференциал тенгламани к а р аш  масаласини юзага келтиради.  
Агар (21) тенгламанинг  чан томонидаги

М(х, y)dx-\- Щх, y)d y

ифода бирор и(х, у) функциянинг т ули к  дифференциали, яъни
du(x, у) =  М (х ,  y)dx-\-N ( х , y)d y  • 'j

булса,  у х,олда (21) тулик, дифференциал тенглама дейилади.
Айтайлик,  (21) тулик дифференциал тенглама булсин. Унди

(21) тенглама ушбу л
du(x, у) — 0 ,

куринишда ёзилади.  Бундан эса  i

и (х, у) =  С

булиши келиб чикади (С — у з г а р м а с  сон) .  Бу тулик дифференциал
(21) тенгламанинг  умумий ечими булади.

Тулик дифференциал те нглам алар  мавзусинн урганишдл,  
биринчидан тенгламанинг  чан томонидаги 1

М(х, y)dx-\- N (х, y )d y

ифода бирор и(х, у) функциянинг тулик, дифференциал булишини 
аниклаш,  иккинчидан шу и(х, у) функциями топиш мухимдир.

2°. Айтайлик,
М(х, у) dx-\- N (х, y )d y  — О

тенглама берилган булиб, М(х, у) ва N (х, у) функциялар D со хада  
(D czR 2) аникланган ,  узлуксиз  х а м д а  узлуксиз

д М ( х ,у )  д Щ х }у) 
ду  ’ дх

хусусий хосилаларга  э г а  булсин.
Агар D сохада

дМ (х, у) _  dN(x, у) , 9 9 ,
ду  дх  "  ’ /
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М(х, y)dx-\-N(x, у) dy

■фода бирор и(х, у) функциянинг т ули к  дифференциали булади  ва 
шоинча (бу т асди к  кейинчалик,  Грин формуласи ва унинг 
Иитбиклари баёнида келтир ил ад и) .

3°. Ф а р а з  килайлик,
М(х, y)dx-\-N(x, у) dy =  0

К'пгламанинг чап томонидаги ифода бирор функциянинг тулик 
шфференциали, яъни М (х, у) д ам да  N (х, у) функциялар учун
(22) шарт баж ар и лган  булсин. Энди м асал а  шу функциями 
ишишдан иборат.

Изланаёт ган функция и(х, у) булсин. Унда бир томондан
du(x, у ) = М ( х ,  y)dx-\-N (х; y )d y f

мккинчи томондан эса икки узгарувчили функциянинг ту лик 
дифференциали таърифига кура

d u ( x , y ) ~ d̂ d x + â d y ,

булади.  Бу икки тенгликдан

Щ р - = М ( х , у ) ,  a- ^ f - - N ( x , y )

булиши келиб чикади.
Энди

ш а ж = м ^ . у)

тенгликда у  ни у з г ар м ас  дисоблаб,  унинг х,ар икки томонини 
х буйича интеграллаймиз.  Н а ти ж ад а ,

и (х, у) = \ М {х , y )dx  +  C(y) (23)

булади,  бунда С(у)  — ихтиёрий дифференциалланувчи функция.  
Сунг  кейинги тенгликнинг иккала  томонини у  буйича дифференци- 
аллаймиз:

■ =  4  iS M (x ,y )d x  +  C (y)\ =  ( \ M { x ,y )d x )+ C '{ y ) .

Агар
Щ ^ = М ( х ,  у) ду v

эканини эътиборга  олсак,  унда  ушбу

С ' { у ) М { х ,  y)dx) = N (x ,  у)

Л\ к а, у х,олда
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тенглама хосил булади.  Бу тс нг лам ад ан  С (у ) ни аник,лй| 
нат нжасида  к а р а л а ё т г а н  тулик дифференциал тенгламанинг  ечимг 
и(х, у) топ ил ад  и.

4°. М и  с о л  л а р. 1. Ушбу

(2ху +  Зу2) d x (х2 - f  бху — Зу2) dy =  О

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу те н глам ада

М(х, y) =  (2xy-\-3y2) ,N ( x ,  у) — х2 -\-6ху — Зу2
булиб,

ЗН(Х̂ У) ^ _ 0 _  ( д; - Qxy 3 у  2) = 2x +  6y,

(2ху +  3 у 2) =  2 * +  6у

булади.  Д е м а к ,
дМ(х, у) __ dN (x ,y )

ду  д х

Бу эса  берилган тенгламанинг  чап томонидаги ифода бирор 
функциянинг т у л и к  дифференциали булишини билдиради:

du(x, у) =  {2xy-\-3y2)dx-\- (х2-\-6ху — 3y2)dy.

Равшанки,

^ „ 2 4 , + З Л

д- ^ - = к 2+ Ч х у - З у \  (**)

Энди ' •
ди(х ,  у) -■2ху +  3у ’2

дх

тенгликнинг хар икки томонини х  буйича интеграллаб топамиз:  

и (х, у) =   ̂ {2ху +  Зу2) dx =  2у  +  Зу2х +  С (у) =

= х 2у  +  Зху2 +  С ( у ) .

Бу тенгликдаги С (у) ни топиш учуй . » .
и(х, у) = х 2у +  Зху2+ С  (у) ( ***)

ни у  буйича дифференциаллаймиз:

"~~дуУ)'=  ду (х2/У +  Злг/у2-)- С ( у ) ) — х2-)гЬху-\-С' (у).
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Домак, (**)  муносабат га  кура
х2 +  6ху +  С' (у) =  х2 4- 6ху — 3у 2,

иъни
С'(у) =  - 3 у 2

оулади. Бу узгарувчилари а ж р а л а д и га н  дифференциал тенглама- 
дир. Уни ечамиз:

С' (у) =  -  3 ^ , - М -  =  -  3 у 2̂ й С  (у) =  -  3 у Ч у ^

=>С(у) =  —у л +  С\.
Бунда С\ — их гиёрий у з г ар м ас  сон. Топилган С (у) ни (* м  ) 
тенгликдаги С(у)  урнига  куйсак ,  унда

и(х, у) = х 2у +  3ху2— уА +  С\
-жанлиги келиб чикади.

Шундай килиб, берилган тенгламанинг  ечими

и(х, у) =  х2у + Зху2—у г-\-С\ — С,
яъни

х2у  +  3ху2 — у 3= С *
булади.  Бунда С * — у з г ар м ас  сон.

2. Ушбу

2х  (1 +  д /х2—у  ) й х — -\]х2—у й у ~ 0

тенгламани ечинг. 
Бу т енглам ад а

М (х ,у )  =  2х(1 +  д/х2—у ) ,  М(х, у) — — д/х

булиб,

д М ( х ,у )  д

2

¡2х(1  +  д / х 2— г/ ) ] =  -
ду  ду  I V J ^  у  ' 

дЫ (х ,У) _д_ ( _  / ¿ Г 7и ) = __
дх дх  V \/Л У )  . 2 '

V *  — У

Д е м а к ,
д М ( х ,у )  сЩ- У. у )  

ду дх

Бинобарин, берилган тенглама тулик дифференциал генглама экан:  

с1и(х, у) —2х  (1 +  д/х2—у  )й х — д/х2— у (1у:
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Иккинчи томондан

d u (x, y ) = aa i f f l d x + ^ ! l c l y .

Бу тенгликлардан

^ _ 2 , < 1 + У ^ ) ,

булиши келиб чик,ади.
Энди

2 x ( l  +  V ? = i )

тенгликнинг х,ар икки томонини х  буйича интеграллаймиз:

и ( х ,у ) = \  [2х(1 +  д/x 2-\ -y )]d x  =  \ (2х +  2хл/x 2—y ) d x  =

=  x 2+ f  (х2- у ) 3/2+ С ( у ) .

Бу тенгликдаги С (у) ни топйш учун
—

и ( х , у ) = х 2+ -~ (х 2— у ) 2 +  С(у) 

ни у  буйича дифференциаллаймиз:

Щ И - =  - ^  ( * ! +  -§ ( * ! - !/)1  +  С ( » ) )  =  -  +  С  (■»)

Иккинчи томондан

Д е м а к ,

-  д/х2- ! /  4 - С /(у )  =  -  л ]х2- у .

Кейинги тенгликдан

С'  (у) =  О, С (у ) =  Ci — const

булиши келиб чикади.
Шундай килиб, берилган тенгламанинг  ечими

" ' ■ 3 ' ' ' -
и (х, у) ==х2 i  (х 2 — у) 2 + С  =  Сь 
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бу лад и.  Бунда.  С —  у зг ар м а с  сон.
5°. УУрганилаётган дифференциал тенглама 

М(х, у) йх +  Ы(х, у) с1у= 0 (2 1 )

куринишда булиб, унинг чап томонидаги ифода бирор функциянинг 
тулик дифференциали булмасин.  Баъзи лолларда  шундай [¿(х, у ) 
функцияни топиш мумкин буладики,  (21)  тенгламаии шу функцияга  
купайтиришдан х,осил булган

й {х, у) ■ М (х, у ) ¿ х  +  р, (х, у) -/V (х, у) йу ~  О

генгламанинг  чап томонн бирор функциянинг тулик, дифференциа-
лига айланади:

йи (х, у) =  {х, у) -М (х, у) йх +  \х (х, у)-Ы  (х, у) Фу.

Одатда  бундай р. (х, у) функция интегралловчи крпайтувчи
дейилади.

Модомики,
р, (х, у) ■М (х, у) с1х +  \1 (х, у) ■ N (х, у) йу

ифода бирор функциянинг т ули к  дифференциали экан,  унда
(22) шартг а  кура .

- { у  У )  ■М(х;у) ]= - -~  [¡я(х,  г/)-Л/(х,у) ]

булади.  Равш анки,

Унда

яъни

бу л ад и .



Кейинги тенгликнинг *ар икки томонини [ i (x ,  у )  га булиб, 
ду (х , у)  дц(х,у)

М ( х , у )  — J y - — - N { x , y )  ,
Ii ( x , y )  \i{x,y) dx dy

сунг

ду(х.  У) d\i(x, у)
д у __ д\п]х(х, у) дх __  д[гц1(х,у)

'Ч(х,у) ду ’ |х{х,у) ~  дх

эканини эътиборга олиб, ушбу

м и  у )  £ ! ш е д . _ д г (*  „) д1п^ х’М1 =  т * - У )  _  (24)
v 31  ду  v > » /  дх дх ду v >

т ен гл ам ага  келамиз.
Шундай килиб, (21) тенгламани т у л а  дифференциал т ен глам аг а  

айлантирадиган интегралловчи купайтувчи [х,(х, у )  (24) тенгламадан 
топ ил ар экан.  Бу тенгламани ечиш анча м а ш а кк а т л и  ишдир. 

К,уйида битта содда  холнн к а р аш  билан кифояланамиз.  
Айтайлик,  топиладиган интегралловчи купайтувчи ф акат  л: гаги- 

на боглик булеин:  ц =  р,(;е).
Ун да

^ = 0

булиб, (24) тенглама

ду

дМ(х,у)  dN(x, у)
d 1п|х(х) ду дх

dx N (х, у)

куринишга келади.  Бу тенг лам ад ан  jj, (л:) ни топамиз:

дМ(х, у) dN(x,y)

d InjLA (х) =  -----°У- ------ дх—— . d x = ^
N(x,y)

дМ(х,у)  'dN (х, у)

■ ^ I n i x W - j  -djr +  InC-

дМ(х,у)  dN(x,y)

- I _ й _
N{x, у)

_ ' c J-|x(x) =  C -e
1 Г дМ(х, у)  dN(x, y)  

N(x,y)  L dy &x
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f  I , ГОМ(Х.У) dNj x.u)  1 ,

(x ( . x ) = e J NU' ,J) *  J '

интегралловчи купайтувчига  эга  буламиз .
М  и с о л. Ушбу

(х +  у2) dx — 2xydy =  О 

тенгламани ечинг. Бу т енглам ад а

М(х, у) = х  +  у 2, N(x, у) =  — 2ху

булиб,

д М ( х ,у )  _ 0  ÖN (х ,у )  _ 0  
ду У ’ дх  У

булади:
д М ( х ,у )  ÖN(x,y)  

д у  дх

Берилган тенглама  т ул а  .дифференциал тенглама эмас.  Интеграл­
ловчи купайтувчини топамиз.  Аввал о

д М ( х ,у )  dN (x,y)
■ д у  дх

Щ х ,у )  “

ни х,исоблаймиз:

д М ( х ,у )  dN (x,y)
д у  дх  _  2 у — ( — 2у)

N (x ,y )  ~  — 2 ху

Унда
dlr i ( i (x)  __ 2

dx х

булиб,
1п|л(л:) =  — 21п|л;|, ix(лг) =

*

булади.  •

Хусусан,  С = 1  б у л г а н д а  битта
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Берилган те н г л ам ан и ц ( х ) = - ~  га купайтирсак ,  у т у л а  диффе­

ренциал т ен гл а м а га  аиланади:

х+у" dx- 2 ху d y  =  0.

Бу тенгламанинг  чап томонидаги ифода учун

-dx- 2 ху dy — -—dx - 2xydy  — у dx

=  d\n\x\ — d--!-~==d ^ln \x.\ — j  

булади.  Унда т енглам а ушбу

d ( l n U |  - ~ : )  =  0

куринишга келади.  Бу тенгламанинг  ечими

яъни

булади.
х =  С • е

6- §. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Н И Н Г  М АХСУС ЕЧ ИМЛА РИ

э. Биз мазкур бобнинг 2- § ида

y' =  f ( x , у) (2)

дифференциал тенглама  ечимининг м авж удли ги  х а м д а  ягоналиги 
х аки д а  теорема келтирган эдик. Бу  теоремага  кура ,  D =  {(x,y)  6 
ER2: \х — х0\< а ,  \у— г/о| да :

1) Цх, у) функция узлуксиз,
2) иккинчи аргумента  буйича Липшиц шартини б а ж а р с а ,  унда

(2) тенгламанинг  (х0, уо) нукта да н утувчи ягона интеграл эгри чизиги 
(ечими) м а в ж у д  булади.

f(x, у) функция шу шартларнинг  бирини ёки иккаласини 
б а ж а р м а с а ,  унда  (2) тенглама ечимга э г а  булиши мумкинми деган 
савол т у г и л а д и .М и с о л л а р  келтирайлик.
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1. Ушбу
/ х у = — у

дифференциал тенгламани карайлик .  Бу тенг лам ад а  /'(ж, у) —■ 
|Ь=— булиб,  у  (0, 0) н уктада  узлуксиз  эм ас  (1- шарт б а ж а р и л м а й д и ) .

1’авшанки,  У(х, у) ЕЯ2, {х, у ) ф ( х ,  0) да

у ' = —^ ~ ~ -= -^^уйу= хйх= > у2= х 2-\-С 
У ях у

булади.
Д е м а к ,  у 2= х 2-\-С тенгламанинг  умумии ечимидир. Айни пайтда 

берилган тенгламанинг
у \х=о= 0

шартни каноатлантирадиган. ,  яъни (0, 0) нуктадан утадиган  
ечимлари м а в ж у д  булиб,  улар иккита:

у =  х, у =  —х

булади.
2. Ушбу

У' =  д/У

дифференциал тенгламани карайлик .  Бу тенг лам ада  ¡(х , у) =
_ 2

=  У У булиб, Гу(х, у ) =  } у̂ ~ булади.  Ох у к д а ги  н уктал ар д а

(у =  0 булади)  бу хосила чексизга айланади.  .Бинобарин, бундай 
(х, 0) н уктал ар д а  функция Липшиц шартини баж ар майди .  Берилган 
тенгламанинг  У(х, у) ЕЯ2, (х, у) ф  (х, 0) булган нук та лар да ги 
умумий ечимини топамиз: '

1 2
у ' =  л ] у = ^ = у 3 = > у  ^ у  =  й х ^ у 3 = х - С .

К,уйидаги
у \ х =  с = 0

шартни каноатлантирадиган ,  яъни (С,  0) нуктадан утадиган 
ечимлар ха м  м а в ж у д  булиб, улар

2х—2С \ 4 .л  / 2х — 2С V 
У — 0 ва у =  -----3 — )
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3. Уш бу

у ' = х -f  sjy

дифференциал тенгламани карайлик .  Бу т енглам ад а  f ( x , y ) =я|
з _ ; щ

—■х -f- -у у  булиб, Ох укининг нукда лар ид а  у  иккинчи а р г у м е н т  *
буйича Липшиц шартини баж ар ма йд и.

Юкорида келтирилган мисоллардан кУринадики, y ' = f ( x ,  у) 
тенглама ечимининг мавж удли ги  х,амда ягоналиги х,акидаги К 
теореманинг шартлари б а ж а р и л м а г а н  и уктал ар д а  шу дифференци- ‘ 
ал тенгламанинг  ё ечими м а в ж у д  булмайди,  ёки бундай нукталарш  
оркали тенгламанинг  икки ва ундан ортик, интеграл эгри чизиклари ! 
(ечимлари) утади.

Одатда  дифференциал тенгламанинг  бундай ечими унинг махсус  I 
ечими дейилади.

Д е м а к ,  берилган (2) дифференциал тенгламанинг  махсус  ечими 
шундай эгри чизик, эканки,  у биринчидан (2) тенгламанинг  интеграл 
эгри чизиги булади,  иккинчидан эса бу чизикнинг х,ар бир нукдасида  
м а в ж у д л и к  теоремасининг шартлари бажарилмайди.

ф араз  килайлик ,  ,|
У' = ((*> У)

дифференциал тенглам а берилган булиб,

F ( x , y , C ) =  О * (25)
унинг умумий ечими,

у  =  ср(х)

эса топилиши лозим булган махсус ечими булсин.
Унда х,ар бир (х 0, уо) € D нуктадан (бунда уо =  ф(хо) ) (2) т енглам а­

нинг хеч б у л м а г а н д а  битта интеграл эгри чизиги Утади. Шунинг
учун

F (x0, уо, С) =  0 '

булади.  Бу муносабатдаги С олинган Ха га безлик:  С — С (хо). 
Умуман,  хо ни ихтиёрий х дейилса (хо — х ) ,  унда

F(x, у, С ( х ) )  = 0

булади.  Ошкормас функция хосиласини хисоблаш коидасидан
фойдаланиб топамиз:

F'x +  F'yy' +  F ' .C  =  0. (26)

Иккинчи томондан (2) тенгламанинг  умумий. ечими

F(x, у, С ) — 0
ни дифференциалласак,

F'x +  F'ÿ -y'r=  0  (27)
бул ади .
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(26) ва  (27) муносабатлардан

F[ =  О

■Лулиши келиб чикади.  Бу тенглама  (2) дифференциал тенглама 
[ махсус ечимидаги нукта лар  учун уринли булади.

Шундай khjÍh6,
(F \ x ,y ,C )  =  О,

I F'c=  О

тенгламалардан С ни йукотиш нат и жаси да  берилган тенгламанинг  
махсус ечими келиб чикади.

М и  с о л .  Ушбу
У '= х  y i — /

дифференциал тенгламанинг  махсус  ечимларини топинг . ,
Бу тенг лам ада

f(x, у) = х  д/1 — у*

булиб, (х, — 1) х а м д а  (х, 1) н ук тал ар д а  Липшиц шарти бажарил-  
майди.

D =  {{x, у) £R2: (х, у ) ф { х ,  — 1),  (х, у) ф  (х, 1)} д а  берилган 
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топамиз:

y ' = x ^ \ - ^ = ^ - dj ^ = = x ^ l - y ‘¿^

^  ~-M=^==xdx=^arcsiny — ^ — С => y  =  s in (~ — C^

Дем ак ,

y  =  sin ( ~ - С )

тенгламанинг  умумий ечими.
Берилган тенгламанинг  махсус  ечимларини топиш учун, унинг 

умумий ечими

F{x, у, С) ==у — s i n ^ — С ) = 0  

да  С =  С (х )  д е б ^  буйича хосиласини хнсоблаймиз:

F'c =  (у -  sin ( f - С) ) '  =  c o s ( ^ - С ) = 0.
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Энди
F(x, у, С) = у  — sin ( у — с ) = 0 ,

Г  =  с о з ( | - С ) = 0

дан С ни йукотамиз .
Агар . _______

sin ( | - С ) =  ±  д /l - c° s2( | - с ) ~  — 1

булишини эътиборга олсак,  унда

У =  ±  1
эканини топамиз.

Д е м а к ,  у =  — 1, у =  1 берилган тенгламанинг  махсус  ечимлари 
экан.

7 - § .  Х.ОСИЛАГА НИСБАТАН Е ЧИЛМ АГАН БИР ИНЧИ ТА РТИБ ЛИ 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Маълумки ,  биринчи тартибли дифференциал тенглама умумий 
куриниши

-Ф ( х , у , у ' ) = 0  (28)

булади.
М а зкур  бобнинг аввалги  па раграфларида  досила у' га  нисбатан 

ечилган

y' =  f{x, у)

тенгламани к а р а д и к  ва  ургандик .  Шуни айтиш керакки,  купинча 
кейинги тенгламанинг  ечими о ш к о р м а с 1 функция куринишида 
топилди. Бундай ва зият  (28) т ен гл ам ага  нисбатан х,ам руй беради.  

Ушбу параграф да
Ф (х, у, у') = 0

тенгламани ур ганар  эканмиз,  а в в а л о  унинг ошкормас х,амда 
параметрик куринишдаги ечимлари тушунчасини эслатиб утамиз .  

Агар
F(x, у) = 0

тенглама у  н и х  нинг функцияси сифатида ани класа  ва  бу функция 
(28). тенгламанинг  ечими булса,  у холда

F(x, у) = 0

(28) тенгламанинг  ошкормас куринишдаги ечими булади.
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А г а р х  =  <р(£), У =  'Ф(0 функциялар ( а ,  Р) д а  аникланган,  узлуксиз  
• имда узлуксиз  ф ' ( 0 , ф'(/) хосилаларга  эга  булиб,

ф(ф<о.  т .  ^ щ ) - °

Оулса, у холла
х =  ф( / ) ,  
у=1|з(0

1'.!8 ) тенгламанинг  параметрик куринишдаги ечими булади.  
Ка ра лаё т ган  тенглам ад а

А' =  ф (  и ,  V ) ,

у =  Ц(и, о), 
у' =  х(и, у)

к'б, уни параметрик куринишда ифодалаймиз,  бунда ф(и, и), 
|| >(«, и)< х а м д а  %(и, и) дифференциалланувчи функциялар.  

Р а в ’шанки,

^  ¿У = У '-й х .

Шуни эътиборга  олиб топамиз:

с1у=у'-с1х =>- й[^(и, v)] =  x ( u, и ) [ф(и, и) ]  =ф-
д\\>(и, и) | д 1\>(и\ и)

д и ди
д ^ (и ,и )  , д-ф(и, и) й и__

ди дv йи ^

. ¿ 0 - х к ») • ]
, , Г ^ ф (и, V )  . дф(м, V ) йV  1

^ ^ ■ [ Л Т и ~ + о Т - - й и \

„ (IVКеиинги тенгликдан ни топамиз:  йи

(¡V Г<5х|)(«> » )  5ф(и, и) 1____¡ "  „л  .вф(и>-,о) <51|>(и, и)_
[  й.  • X I « . » ; ;  а ? . ] = х * и . ■

< ?ф (« ,  V ) V )

; о» .....  За
йи Зт1)(¡г, и) . , (5ф(и, у)

— г ' - - х ( « . ») —  д„:ОТ 1 ои

Бу хосилага  нисбатан ечилган дифференциал тенгламадир.
Шундай килиб, (28) дифференциал тенгламани ечиш хосилага  

нисбатан ечилган тенгламани ечишга келар экан.  (28) дифферен­
циал тенглама хар доим хам осон ечилавермайди.

Энди баъзи хусусий холларни караймиз .
1°. .Айтайлик,

ф (X, у , у') = 0  

тенгламани х га нисбатан ечиш мумкин булсин:

х — ? ( у , у ' ) .  (29)
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Бу холда  гг ва и параметрлар сифатида у  ва  у' =  р (и =  у , «  =  //') 
олинади. Сунг  й у = у 'й х  тенгликдан фойдаланиб топамиз:

с1у= у'-й х  => й у — рй [/(у , р ) ]  =>- й у — р р - ^ — ¿У +

, а/(у, р) . 1 _1__ дЦу,р) . а/(у,р) ¿р 
<?Р ] Р 3(/ - др с1у~

Хеки.I булган дифференциал тенгламани ечамиз.  Ф а р а з  килап 
лик, бу тенгламанинг  ечими Т7(г/, р, с) =  0 булсин. Унда

ечимига келамиз.

Э с л а т м а .  (29) тенгламанинг х;ар икки томонини у  буйича дифференциаллаш  
натижасида

Р(У> Р . с) = 0 ,  Х  =  [(у, р)

лардан р ни йукотиб,  к а р а л а ё т г а н  дифференциал тенгламанинг

=  3[(у, р) +  д[(у, р) Лр_ 
р ду др йу

тонглама хосил булади .  
Хак икатан  х,ам,

Р ду др йу
келиб чикали.

М и с о л .  Ушбу

1= 3/(у, р) | д!(у,р) ёр

х - \ п ~ - = 0У
дифференциал тенгламани ечинг.

Бу тенг лам ада

Ф ( х ,  у , у') — х  — 1п^ = 0

булиб, у тенглама х га нисбатан ечилади:

У
Кейинги те н глам ада  у ' = р  деб,

X— 1п-  ̂=  1П I р I — \n\y\
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Пулишини топамиз.  Бу  тенгликнинг хар икки томонини дифференци- 
лллаб,

dx= L-dp— -du 
Р у

< V11 г
d y = y 'd x= p -d x

жлнини хисобга олиб, dy =  p(-^-dp— - ¿ г / ^ я ъ н и  -----^~-р= \ тенг-

шмага келамиз.  Бу биржинсли бу л м а га н  чизикли тенгламадир.  
Уиинг умумий ечими (18 ' )  формулага  Kÿpa

Î - dy Г -  î-dÿ 
Р — е Lc + $ e dy],

р =  е^ “"\_С +  \>е~^у ÿdy\,

яъни
P=\y\(C+\n\y\)

булади.  Энди

p = \ y \ ( C + ln \ y \ ) ,

■ X=\n\p\ — l n l y l

муносабатлардан p ни йукотиб (бунда  ln|p| =  ln|г/1 + l n | c  +  ln|i/| | 
жанини эътиборга оламиз) ,

x =  ln|c +ln|y| | ёки ex=  |c +  ln|y\\

булишини топамиз.  Бу берилган дифференциал тенгламанинг  
умумий ечимидир.

2°. Айтайлик,  Ф ( х ,  у, у ' ) = 0  тенгламани у га, нисбатан ечиш 
мумкин булсин:

y =  f ( x ,y ') .  (30)

Бу холда  и ва  v, параметрлар сифатида х ва  у '= р  (и = х , v==y') 
олинади. Сунг

* y =  f(x> Р)

ни дифференциаллаб топамиз:

y =  f(x, p) =>dy =  d [f(x, p ) ] ^ d y  =
_ J Ü ££Ldx +  JüiU H dp.

dx 1 dp
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dy _ _  df (х, р) , d f{x ,p )  ■ dp 
dx d x dp dx ’

ЯЪНИ

П _  I df'(x ’ P) dP
" Зх <3p dx 5

булиши келиб чикади.  1
Ф а р а з  килайлик ,  (3(У) дифференциал тенгламанинг  ечими 

F(x, р, с ) = 0  булсин. Унда

F(x, р, с ) = 0 ,  y =  f(x, р)
лардан р ни йукотиб,  к а р а ла ё т га н  дифференциал тенгламанинг  
ечимига келамиз.

М  и с о л. Ушбу

y'2- y ' - x ~ y + j = 0

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу т енглам ад а

Ф (х ,  у, у') = у ' 2 — у ' - х ~ у  +  ~  =  0

булиб,  у  тенглама у  га нисбатан ечилади:

‘2#2 / * УСУ = У  - у  -х +  ~ .

Кейинги т ен гл ам ад а  у ' —р деб, унинг х,ар икки томонини диффе- 
ренциаллаймиз:

2 I X2у  =  р* — рХ +  —

d y = d ( p 2—p x -\ -^ j= 2 p d p  — xdp — pdx-\- xdx =

=  (2p — x )d p — (p — x )d x .

Энди dy — y '-d x  — p-d x  булишини эътиборга олиб топамиз:

p dx— (2p — x )d p — ( p - x ) d x  =ф- p =  { 2 p ~ x ) ^ j - — p-\-,x =>-

=► ( 2 p - x ) -  dJ j = 2 p —x => =  l (2p—хф О ).

Равшанки,
dp _ _  <
dx

Кейинги тен гликдан

тенг лам ан ин г  ечими p — x-\-C б у л а д и .
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Юкоридаги у - - р 2— рх-\- х- х а м д а  р =  х +  с. тепг .шклардаи р ни 

нукотиб топамиэ:

у = ( х + с ) 2- ( х  +  с)х +  ̂ ^ + С х + С 2.

1>у берилган тенгламанинг  умумий ечими булади.

8 - § .  Л А Г Р А Н Ж  Т Е Н Г Л А МА С И

Ушбу
у =  <р(у')-х + М у') (31)

куринишдаги дифференциал тенглама Л а г р а н ж  тенгламаси дейила-  
ди, бунда ф ва  ф лар  дифференциалланувчи функциялар.

Бу те н глам ада  у ' = р  деб, сунг  унинг х,ар икки томонини х  буйича 
дифференциаллаймиз:

У ^ У ( р ) - х  +  У(р),  
dy = dfy(p)  -л: +  ф (р )]= ф (р ) -dx + x -d y ip )  + dty{p) =

=  ф(р) ■dx + x-(p'(p)dp-\-^'(p)dp.

Нати жад а

^  =  ф (р )+ х .ф'( р ) .2 + г | ; , ( р ) £ )

яъни

р-=ф(р) +  |х-ф'(р) Н-ф'(р) J

тенг лам аг а  келамиз.  Бу т енглам ад а  лг ни номаълум функция,  р ни 
эса унинг аргументи сифатида караб ,  уни куйидагича  ёзиб оламиз:

d x _ _ x-<f'(p)+^'(p) dx ф '(р) у ( р )  , / , _ n / m
dp Р - Ф ( Р )  dp фСр) ~ Р  " p - y ( p ) \ W(P> P¥=V)

Шундай килиб, Л а г р а н ж  тенгламасини ечиш

( ф ( р ) _ р ^ 0 )
dp ф (р )—р р — ф(р)

чизикли тенгламани ечишга келади.  Айтайлик,  бу чизикли 
тенгламанинг  ечими F(x, р, с ) = 0  булсин. Унда

( F ( x ,p ,c )  =  О

I У = щ { р )  + ^ ( р )

система Л а г р а н ж  тенгламасининг  параметрик куринишдаги ечими- 
ни беради.
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М  и с о л.  У ш бу

у = 2 х у '  +  1пу'

дифференциал тенгламани ечинг. Бу Л а г р а н ж  тенгламасидир.  
Берилган т ен гл ам ад а  у ' = р  деб, уни куйидагича

у =  2хр +  \пр (32)

ёзиб оламиз. Кейинги тенгламанинг  х,ар икки томонини дифференци
аллаимиз :

с1у =  с1(2хр-\-\пр) => у ' • йх =  2рс1х +  2хс1р +  ~^1р

р-йх =  2рйх +  2 хйр +  ^ р .

Н а ти ж ад а ,
йх
<1р

- 2 Х - Л
Р . ,йР

о *  _  X  
Р р2

тен глам ага  келамиз.  Бу х  га  нисбатан чизикли дифференциал 
тенгламадир.  (18 ' )  формуладан фойдаланиб чизикли тенгламанинг  
ечимини топамиз:

х =  е
Г.:,,, 1

С +  "йр ] = е - 21" ^ -  \ ^ е ш”с1р ) =

, =  е ^ ( С -  ^ е^ р ^ ( с -

Топ ил га н х ни (32) даги х  нинг урнига ку ям из :

У =  ‘¿Р ( р  —~  )+• 1 п р =  1 пр +-~  -  2.

Н а т и ж а д а ,  берилган дифференциал тенгламанинг

I  .

~  Р2 Р ’

у = \ п р -\-~— 2 

параметрик куринишдаги ечими келиб чикади.

9 - § .  К Л ЕР О Т Е НГ ЛА МАС И

Ушбу
у = х - у ' - Ш ( у ' ) (33)

куринишдаги дифференциал тенглама Клеро тенгламаси дейилади, 
бунда  ^(г/') дифференциалланувчи функция.
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Клер о тенгламаси Л а г р а н ж  тенгламасининг  ф ( у ' ) = у '  булган
Ьусусй® холидир.

(33) т ен гл ам ад а  у' — р деб оламиз.  Унда (33) тенглама

y =  px +  ty(p) (33 ' )
иуринишга келади.  Бу  тенгликнинг хар икки томонини дифференци- 
.1ллаб топамиз:

у =  р . х +  ̂ (р)  =ф- dy =  d(px +  ty(p)) =>
=> y' -dx  =  x-dp-\-pdx-\-ty'(p)dp =>■
=>- p-dx=x-dp-\-pdx-\-\\:' (p)dp =>

=>- x-dp +  ty'(p)dp — 0  => k + 4 - , (p)]i/p =  0.
1) dp =  0 булсин. У холда  p =  C — const булади.  Бу топилган

I) нинг кийматини (33 ' )  тенгликдаги р нинг урнига  куйиб, Клеро 
к'пгламасининг  умумий ечимини топамиз:

У = С - х + я|>(С).

(33) ва  (33 ' )  муносабатларни солиштириб, (33) тенглам ад аг и  у' нинг 
урнига ихтиёрйй у з г а р м а с  С ни куйиш нат ижасид а  Клеро 
тенгламасининг умумий ечими хосил булишини курамиз.

2) x-\-ty'(p) = 0  булсин. Бу тенгликдан х =  — г|/(р) булиши келиб 
чикади. Топилган х нинг бу кийматини (33) даги х нинг урнига  
куямиз :

y = ( - V ( p ) ) - p + ' t > ( p )  =  — p ¥ ( p )  +Ф(/>).
П атижа да  берилган дифференциал тенгламанинг

(х== — \|/(р),

1 у — - р - У ' ( р )  + У ( р )

параметрик куринишдаги ечими келиб чикади.
М  и с о л. Ушбу

y = x y ' + w  >
дифференциал тенгламани ечинг. Бу Клеро тенгламасидир.  Унинг 
умумий ечимини тенглам адаг и  у' нинг урнига  ихтиёрий у з г а р м а с  
с ни куйиш билан топиЛади:

у — С-Х-\-~2 £-

Берилган т ен гл ам ад а  ^ ( у ' )  =  булиб, г|/(р) =  — булади.  Шу
¿У 2 р

сабабли .
х =  — г|/(р)

тенглик
1

куринишга келади.
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Ун да

у =  рх +

2р

2 р
берилган тенгламанинг  параметрик ' ку  рн н и ш дап* ' ечим'й (махсуе!  
ечими) булади.  1

10-§ .  ОШ КО Р МА С  К УР И  НИ Ш Д А Г Й  Б ИР НН ЧИ  Т А Й Й Б Л И  
А Й Р И М  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Энди
Ф (х, у, у') =  О ' (34)

дифференциал.тенгламанинг  ч-ап томрн.идаги ф(х, у, у') функцияда  
айрим - аргументларнинг  ошкор куринишца ка тн а п ш а га н  холла]) и ни 
караймиз.

1°. (34) т - е н г л а м  а-д а  х  в а  у л а р  к а т н а щ м а с и н. Бумдай!  
холда  (34) тенглама куйидаги

ф  ( / / )  ~  о (340;
куринишга эга  булади.  Айтайлик,

у' =  а (а — еоп8 (34 " )
булсин.

Унда (34")  тенгламанинг  ечими ах Ц-с га тенг:
у  =  ах-\-с.

У — сБу тенгликдан эса а-- булиши к пб чикади.  .Демак ,

■ф(г/') = 0  тенгламанинг  у мумий ечими <!>( ' ^~-{) булади.
М  и с о л. Ушбу

(у ')6- 3 ( у ' ) 3+ У '2 +  У ' - 7 = 0  
дифференциал тен.гламани ечинг: Бу т ен гл ам ад а

Ф  (У') =  (У')е-  3 (У')у+  Ху ' ) Ч у ' Щ  
булади.  Юкорида айтилганга  ку ра  .берилган тенгламанинг  ечими

ф ( - ' ~ ) = о .
яъни

булади.
2°. (34) т е н г л а м а д а  у  к  а т н а ш  м'а :с и н Б у м д а й ,  холда

(34) тенглама куйидаги
Ф (х , г / /) = 0

куринишга эга  булади.  Б у  теш ламани / параметр киритиш билан
х==ф (/), у' =  Ц (I)
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иккита т ен гл а м а га  алмаштирилади.  Бунда  й у —у'йх эканини 
эътиборга олиб топамиз:

йу =  у'-йх=>с1у==1\> (ср(())=Ф-
=>йу— \|з (¿) -срЧО •сИ=^у='\^ (¿) -ф'(0 сИ-|-С.

Н ати ж ад а ,
|х =  ф(/),

I */ = № (0  - ф' ( 0 ^ + с

системага келамиз.  Бу берилган дифференциал тенгламанинг  
параметрик куринишдаги ечими булади.

М и с о л. Ушбу .. '

(у'}? - у ' - х - \ =  0 (35)
дифференциал тенгламани ечинг.

Бу т ен гл ам ад а  у  узгарувчи ка тнашмайди .  Агар параметр 
/ сифатида у' олинса, ' .

1 =  У', ■
унда  бир томондан (|35) те нглам ага  кура

х = 1 л !, у /. '
иккинчи томондан эса

с1у= у'(1х=х1у =  I ■ й (¿3 — /— 1)=>- 
=  / (З/2— 1) сИ=>у — - ^ А~ ~ { 2-\-С 

булишини топамиз.  Н а т и ж а д а

■ Гх =  /3— / — 1,

' 1 у = | / 4- | / 2+ с

система Хосил булади.  Бу берилган тенгламанинг  параметрик 
куринишдаги ечимидир.

3°. (34) т е н г л а м а д а  л: к, а т н а ш м а с и н. Бундай холда
(34) т ен глам а куйидаги

ф (У, у ' ) =  О
куринишга эга булади.  Юкоридаги 2°- холга ухшаш,  бу т е н г л а м а ­
ни I параметр киритиш билан

У =  Ч> (О, У' =  Ц (*) 
иккита т ен гл а м а га  айлантирилади.  Бу х;олда х;ам

йу=у'с1х  
эканини эътиборга олиб топамиз:

йу =  у'йх =ф- их =  =>■ с1х =
* * у 1)-(0

=>с1х= =>х— ( -■■■— ■ сИЛ-С
а х  ^ х ~  3  ф ( / )  +  и
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Н ат иж ад а ,

Ь ( 0  +  ’

и / = ф ( 0
системага  келамиз .  Бу берилган дифференциал тенгламанинг  
параметрик куринишдаги ечими булади.

М  и с о л. Ушбу
(у ')5+ ( у ' ) 3+ у ' - у  +  5 =  0

дифференциал тенгламани ечинг. Бу  те н глам ада  х  узгарувчи 
катнашмайди .  Агар  параметр / сифатида у' олинса:

¿—у'* 
у = ? + ? + 1 + Ь

булиб,
Лу<1у =  у'с1х=>с1х = 4х- <1((5+13+ 1 + 5)

^ й х  — (Е>/3+3/- [—у^Ш=> 

=>х =  —4 4 -\-~zt2~Ь 1п | /| С
4 ' 2

булиши топилади. Н а т и ж а д а
_3

4"  1 2 

(у  =  / ^3—}-  ̂Н-  5

* = 4 ' 4+ 4 ' 2+ 1 п т + с ,

система х,осил булади.  Бу берилган тенгламанинг  параметрик 
куринишдаги ечимидир.



9 - Б О Б

ИККИНЧИ ТАРТ ИБЛ И Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ТЕНГЛ АМАЛАР

1-§.  ИККИНЧИ Т АР ТИ БЛИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е НГ ЛА МАНИ НГ  
УМ УМ ИЙ К УР ИНИШИ

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг  умумий курини- 
ши куйидагича

Ф ( х , у , у ' , у ' ' ) = 0  (1)
цулади. Бунда х — эркли узгарувчи,  у = у ( х )  — номаълум функция, у' 
на у"  лар  эса  номаълум функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 
уосилалари.

М а сала н ,  ушбу
1) у у " - у ' 2= 0 ,
2) у " = ^ ,

*
3) х2- у - у " = ( у  — х у ')2,
4) у ” — Зу' — 2у — 4х

тенгламалар иккинчи тартибли дифференциал тенгламалардир.
(1) тенгламанинг  баъзи хусусий холларини караймиз.
1°. Ф а р а з  к и л а й л и к ,  ( 1 )  т е н г л а м а д а  у  к  а т н а ш - . 

м а с и н:

Ф(х, у', у") = 0 .  (2)
Бу холда у ' = р  алмаштириш нат и жаси да  у ' '= р '  булиб,  (2) тенгла- 
ма Ф(х, р, р') =  0 — биринчи тартибли дифференциал т енглам ага  
келади.

М и с о л. Ушбу
у " - лх у ' = 0

дифференциал тенгламани  ечинг.
Бу  т ен гл ам ад а  у' =  р деб оламиз.  Унда у" =  р' булиб,  берилган

тенглама куйидаги р '— ~р =  0, яъни - ~ ——р =  0 т енглам ага  ке-
х  сис УС

лади. Уни ечамиз:

, -£■■= р -=ф- — ,1х- = И п ' /?! =  1п! х!  +  1пС?=>р — С\-х.
йх X р X

х2
Д ем ак ,  р =  у' =  С 1 -х. Кейинги тенгламанинг  ечими у  =  С , - у + С 2 

булади.
Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг  умумий 

ечими:

У — С\ 2 + с 2.
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2°. Ф а р а з к  и л а й л и к , ( 1 ) т е н г л а м а д а  л: у з г а.р у в 
к. а т н а ш м а с и н :

Ф  (У, У', У " ) = 0 .

Бу холда у' =  р алмаштириш баж ар иб ,  р ни у нинг функция 
сифатида к а р а л с а ,  унда

аУ' dP___dP с1У __ dP ¿Р
dx dx dy dx dy . dy  '

булиб, берилган дифференциал тенглама куйидаги

Ф

. биринчи тартибли дифференциал т ен гл а м а га  келади.  , I
М и с о л. Ушбу

У У " - У ,2 =  О 
дифференциал тенгламаии ечинг.

Бу т ен гл ам ад а  у'=-^~-=р  дейилса,  унда  у"=р--~^- булиб, б<

рилган тенглама куййдаги у-р -£ -— р2= 0  -куринишга келади.  Ке 

йинги тенгламаии ечамиз:  I
у . p. ; f - p W 0> = = > 1 ”

dy • (рф  0) Р У

=Mn \р\ = ln|y| +lnCi=i>p =  C i -у.
Энди р =  у' эканини эътиборга олсак,  унда

y' =  Ci ■у
тенглама хосил булади.  У ни ечамиз:

y' =  C r y ^ f x = C r y ^ = C r dx=>

=>ln|//| = C r x-{-\nCf^~\n I - f -  I =  С, • х=±у =  С2-е°'х.
I I

Шундай килиб, берилган тенгламанинг  ечими
/-> С,ху  =  С2-е

булади.

2- §. ИККИНЧИ Т А РТ ИБ ЛИ  Х.ОСИЛАГА НИСБАТАН 
ЕЧИЛГАН Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Айрим холларда
Ф (х ,  у, у\ у") = 0  

тенгламани у " га нисбатан ечиш мумкин булади:

y " — f(x, У, У')- (2
Одатда  (3) тенглама иккинчи тартибли цосилага нисбатан ечилга 
дифференциал тенглама дейилади.
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(1 ) ,  (3) дифференциал тенгламаларнинг  ечими тушунчалари 
.•ишалдагидек киритилади.

Ф а р а з  килайлик ,  (3) т енглам ад аг и  f(x, у, у') функция (учта 
узгарувчининг функцияси сифатида)  R3 фазодаги бирор D соха да  
.шикланган ва  узлуксиз  булсин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас мусбат N сони мавжуд  
булсаки, ихтиёрий (х , y, y')ED , (х, у, y ')E D  нуцталар учун

I f(x, у, у ') — f (х, у, y7) \ ^ N ( \ y  — y\ +  \y'—p\)
генгсизлик бажарилса, у х,олда f(x, у, у') функция D cocada у ва у' 
узгарувчилари буйича Липшиц мартини бажаради дейилади.

(3) дифференциал тенглама ечимининг м авжуд ли ги  ха м д а  
ягоналиги хак и д а ги  теоремани исботсиз келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар
у " — fix ,  у, у')  

тенгламада f(x, у, у') функция
/ )= {(* ,  у, y')£R \\x—xo\ ^ a, \у—уо\^Ь, \у'—у'о\^Ь} 

да узлуксиз булиб, у ва у' аргумёнтлари буйича Липшиц шартини 
бажарса, у х,олда (3) дифференциал тенгламанинг [л« — h, ^ -f- h] да
( / t = m i n M —m&xf(x, у, t/)) бошлангич

У\х=х0 =  Уо, у'\х=х0=у'о
шартларни щноатлантирадиган ечими мавжуд булиб, у ягона 
булади.

Энди (3) дифференциал тенгламанинг  баъзи хусусий холларини 
караймиз .

I o. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  ф а к , а т  х  г а  б о г  л и к, б у л с и н :

y " = f  ( X ) . (4)
Агар  у"=-^У-  эканини эътиборга сшсак, унда  (4) тенглама у' га

нисбатан биринчи тартибли ушбу

тенг лам аг а  келади.  Равш анки,  бу тенгламанинг  ечими

У ' —  \f(x) d x + C y  ■
булади.

Кейинги те нглам ад ан  топамиз:

d y — ( ^f(x)dx-\-C,)dx=>y=   ̂ ^f(x)dx-\-C¡)dx~{- 

+  У  —  ̂ ( jjf (х) dx) dx +  С t^dx - f  С 2=>

=>У — $ ( §/ (x) d x )d x + C lx }-С 2, 
бу ерда  Сь Сг — ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар.
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Шундай килиб, у"  =  f (х) дифференциал тенгламанинг  умумий 
ечими:

У—  ̂ (х ) йх) а? х +  С , х +  С2.

М  и с о л. Ушбу
у " = х е х

тенгламани ечинг. Бу тенглама куйидагича  ечилади: 

у" — хех= ^~-== х-ех=>с1у' =  хехс1х =ф- 

=>.у' =  ^хе*й?х +  Ср>-г/' =  хе*— е*-|~С=>- 

= ^ - = х е * -  е * +  С ,=̂ с/у -  ( х е х-  е ' +  С ,) ¿ х  =*-

=>у—  ̂ (хех— е*-\-Сх)(1х-\-С£=>у — (х — 2) ех С ¡ х С 2.

2°. А й т а . й л и к ,  ( 3 ) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  фа  к а т  у  г а  б о г л и к  б у л с и н :

У"=1(У)- ' (3 ' )
Бу тенгламани ечиш учун унинг хар икки томонини 2у'йх га 
купайтирамиз :

2у'-у"с1х=2у' -1{у)йх.
Агар 2у'-у"йх — с1(у')2, у'йх — йу булишини эътиборга  олсак,  унда  
кейинги тенглик ушбу

<1 (у'2) =  2{{у)с1у 
куринишга келади.  Бутенгликнинг  х,ар икки томонини интеграллаб

У'2= 2 ^  (у) йу +  С {,

яъни

У' =  - ф \ ц у ) с 1 у  +  С х

булишини топамиз.  Н а т и ж а д а ,  узг арувчи^ари а ж р а ла д и га н  диффе­
ренциал тенглама хосил булади.  Уни ечамиз:

¿у
йх =  л/2 5 Ну ) с 1 у + С ^ у =  д / г 5 ¡ (у )  й у + С хйх =

$— т йу — Х +  С 2ау ~-йх-
/ (у) (¡у + Сх / (у) Лу +  Сх

Д е м а к ,  (3 ' )  тенгламанинг  ечими

\ I = * + с  
Д /2  ̂ ¡ { у )  А / + С ,

булади.  ‘



У" =  У
дифференциал тенгламанинг

¿/о1 ^ = 0—  1. Уб1*0= о = 0

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
Берилган тенгламанинг  х,ар икки томонини 2у'йх га купайти­

рамиз:
2 у'у"йх =  2 уу'йх.

Равшанки,
2у'-у"йх =  й(у '2) , у'с1х=с1у.

Унда кейинги тенглама й (у '2) = 2 у й у  куринишга келади.  Бу 
тенгликнинг х;ар икки томонини интеграллаб топамиз:

2

М и с о л .  Ушбу

у '2=:йЛг + с 1= у 2+ С2

Бошлангич шартга  биноан 0 =  1 +  С\, яъни Су— — 1 булади.  Дем ак ,
у ' 2= у 2- 1 .  (5)

Энди (5) дифференциал 'тенгламани ечамиз:

--у2-  \=>у’ =  ±  д/у2-  1 =»
± д/г-'У'2-

=Ип|у +  д/у2— 1 | =  ± х  +  С 2.

Яна бошлангич шартг а  кура  1п|1+ д/1 — 1 1 = 0 - } - С2, яъни Сг =  0

булади'.  Д е м а к ,  1п|у+ д/у2— 1 =  ± х .  Бу тенгликдан

у + д / у 2— 1 =  е ±х ва  ундан ------* — е булиши келиб чика-
у +  л ]у2 - 1

ди. М а х р а ж д а  иррационалликдан кутулиш натижасида

у — д/у2— 1 — е +х хосил булади.  Н а т и ж а д а  у + д / у 2— 1 =  е ±*, 

у — д/у2— 1 =  е ч1х булиб, ул ар да н  у =  — т ~-— булишини топамиз.

Шундай килиб,. берилган дифференциал тенгламанинг  бош­
лангич шартни каноатлантирадиган ечими

ех +  е~х
у = — ^ -

булади.
3°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у й г т о м о н и д а г и  

ф у н к ц и я  ф а  к а т  у '  г а  б о г л и к, б у л с и н :

у" = / ( у ' ) -  (6)
Бу холда у '— г  деб белгиласак,  унда  у" =  г' булиб, 2 '  =  /(г)  булади.
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Равш анки,  .

Ф а р а з  килайлик ,  кейинги тенгликдан г  ни топиш мумкин булс
Я'ЬНИ

2 =  ф(д:, С\).
Унда.

г — у '= - ^ -= ц > { х , С ])= > с1у=  ф (х , С,)^х=>-

булади.  Бу эса  (6) дифференциал тенгламанинг  ечимидир. 
М. и с о л. Ушбу

/2ч 2

тенгламани ечинг. 
Бу т енглам ад а

деб оламиз.  Унда

булиб,

У" =  ( 1 + У ' 2)

у'==г 

у " ~ г '

г ' = ( \ + г 2) 2 

булади.  Кейинги тенгламани ечамиз:

“7 = ( 1 + ^ )  2=>-
(1+г2) 2

= Л -----— 3- =  X +  С г » - ? ™  =  X +  С
(1+22) 2

Д е м а к ,

Бу тенгликдан эса

у/== ■/----------------2±  Д/ 1 — (лгН-С,)2

булиши келиб чикади.  (7) тенглама куйидагича  ечилади:  

ау -  Х+С1 = ^ /  = ------- ; + С ’ ...... ^¿л: д/ 1 - ( х + С , ) 2 ± д / 1 - ( х + С , ) 2

=Ф".У +  С,2=  ±  д/1 — (х -}- С {) 2 (х С (г/ +  С2) 2=  1. 

Бу берилган тенгламанинг  ечимидир.
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4°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  у \ а м д  а у ' л а р г а б о р л и к ,  б у л о и н :

у " = 1'(у, у ') .  (8)
I.у т енглам ад а  у' =  р алмаштиришнй б а ж а р а м и з .  Унда

у „ _ _  <.'7! ... , Щ  _ _
йх йу йх Лу

(">улиб, (8) тенглама к\йидаги

Р - %  =  1(У,Р)
оиринчи тартибли дифференциал тенглам ага  келади.

М и с о л .  Ушбу

У
1 +у'2

: у
шфференциал тенгламани ечинг.

Бу т ен гл ам ад а  у' — р алмаштириш б а ж ар ам и з .  Унда

1/" — р- булиб, берилган тенглама у - р - ~ у -\-р2+  1 = 0 ,  яъни

р— йр — — тенг ла ма г а  келади.  Уни интеграллаб топамиз:  
,/ + 1 ^

5 ) ¿Р =  —' 5 ' ! ;  =>г о ,п (Р 2+  1) =  -  !п I г/| +  1пС, =Ф- 

=>(р2+ 1 ) - у 2 =  С 1
дУ С2_¿/2

Дем ак ,  (г/2+  1 ) -у 2— С2. Кейинги тенгликдан ------булиг

ши келиб чикади.  Бу узгарувчилари а ж р а л а д и га н  тенгламадир.  Уни 
ечамиз:

с !у _  + ,_____ у____. Г у<1у
ах У ■ V/ /-2 „2 3 ,  / С2 _ у2

. =■^йх=>± д/ .Ср-  у 2 = х + С ^ ( х + ' С 2) 2 +  У2 =  С 2

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг  ечими:
(х-\- С г )2Н~у2 =  С|.

5°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  х  х а м д а у '  л а р г а б о р л и к  б у л с и н :

у" =  Цх, у').

Бу тенгламада  у' — р алмаштириш баж ар ам из .  Унда у" =  ™  

булиб, берилган тенглама куйидаги

биринчи тартибли дифференциал те нглам ага  келади.
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М  и с о л.  У ш б у
,/ 1—2х3Ы 

У —------

дифференциал тенгламани ечииг.

Бу тен глам ада  у' — р алмаштириш б а ж а р а м и з .  Унда у
<9

булиб, берилган тенг лам а куйидаги — ~.А яъни -~-р
и Х  у иХ  X

чизикли тен гл ам ага  келади.  8 - боб, 3- § д а  келтирилгл
X

(18 ' )  формулага  кура  

р — е

булади.  Бундан

С ] 1 - о с,
демак ,  р — —̂ ------- 5-. Бу тенгламанинг  ечими и =  - ~ ------ - + С 9 була<|

■хг хл X2 х I
Ди.

Щ
з - §. И ККИНЧИ Т АР ТИ БЛИ ЧИЗИК.ЛИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  

Т Е Н Г Л А М А Л А Р

1 . Ч и з и к, л и д  и ф ф е р е н ц и а л т е  н г л а м а  т у ш у н ч а с и .  
Номаълум  функция у — у ( х ) ва  унинг у', у" \осилалари биринчи 

д а р а ж а д а  катнаш^ан

У " + Р \ ( х )  -У'  +  Р2 ( х ) -у  =  <7 (х) (9)
■ ' Ж

тенглама иккинчи тартибли чизикли тенглама  дейилади. Бу ерда 
р 1(х), р2 (х) тенгламанинг  коэффициентлари, д(х)  эса озод х;ад 
дейилиб, улар бирор (а,  Ь) ораликда  аникланган функциялардир.

(9) тенг лам а иккинчи тартибли чизикли бир жинссиз диффе- ; 
ренциал тенг лам а х,ам деб юритилади.

Агар (9) т ен гл ам ад а  (7 ( х ) = 0  булса ,  яъни тенглама ушбу

у" +  р\ (х) ■ у '+ р 2(х) - у = 0  ( ( 1 0 ) ■

куринишга эга  булса ,  уни иккинчи тартибли чизикли бир жинсли, | 
дифференциал тенглама дейилади.

Масалан„ ;
и"4-хи'-\- (х2 +  1)и =  созх, 

у" -  4ху' +  (4х2 — 1) у =  -  3 •
2
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тенгламалар бир жинссиз дифференциал тенгламалар ,

У " - - - У ' - Х у  =  О,

У"— У '+  ( *  +  V х ) -У =  °
тенгламалар эса  бир жинсли дифференциал те нглам алар  булади.

Энди чизикли дифференциал тенгламаларнинг  иккита хоссасини 
келтирамиз.

1°. (9) тен глам ада
х  =  ф(/)

(ф(/) икки марта  дифференциалланувчи ф у н к ц и я ) . а л м а ш т и р и ш  
б аж ар и лс а  у яна  чизикли т ен гл ам ага  айланади.

И с б о т .  (9) т ен гл ам ад а  *  =  ф(/) алмаштириш б а ж а р а м и з .  
Равшанки,

йу  _ йу й1 ¿У 1 _  йу 1
йх сН йх йх

ИГ
м ф ' ( 0 ’ -

Ч ¿у\ ¿ 2у 1 лУ ф" ( 0
йх V йх ) Ш2 Ф'2 ( 0 м ф ' 3 ( 0 '

( ф ' ( 0  ФО)

Н а т и ж а д а  (9) те нг лам а ушбу 

яъни

у " —(  р ( ( р ( 0 ) < р ' ( 0 ) - у '  +  й  ( ф ( 0 ) - у = < 7 ( ф ( 0 )

тенглам ага  келади.  Бу иккинчи тартибли чизикли тенгламадир.
2°. (9) т е н гл а м а д а  номаълум функция

у = и ( х ) - г - { - и ( х )  ( г = г ( х ) )
чизикли алмаштириш нат ижасида  ( и ( х ) ,  у ( х )  и к к и  марта  диффе­
ренциалланувчи функциялар) яна  чизикли тенглам ага  айланади.  

И с б о т .  (9) те н глам ада
у =  и(х) ' 2 -\-у(х)

алмаштириш б а ж а р а м и з .  Равшанки,

у ' = - ^ = - ^ ^ ( х )  - 2  +  у ( х ) ] = ы  (х ) - г '  +  и ' ( х ) - г  +  и'(х),

У " = ^ =  [ « ( * ) -г' +  и ' ( х ) - г  +  Ь'(х)] =

— и ■ г"  +  2и' ■ г' +  и" ■ г  +  и" .
Н а т и ж а д а  (9) тенглама ушбу

и ■ г"  +  2 и'г' +  и"г +  V" +  р , (х) [и ■ г' +  и!г +
+  и ' ]+ р 2 (х) [ы - 2  +  и] =  <7 (х ) ,
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яъни.

z " + - - { 2 u ' + p l{ x ) -и) ■ z '+ — (ïi" +  p i ( x ) - u ' + p 2( x ) - u ) -г  — 
и м

= — [q{x) — v" — p](x) -v' — p 2 (x)-v]и
тенглам ага  келади.  Бу иккинчи тартибли чизикли дифференциал 
тенгламадир.

Э с л а т м а .  (10)  бир жинсли т е н гл а ма д а  у = и ( х ) - г  алмаштириш бажарилсл ,  
тен гл ама  я на  бир жинсли т ен г л а м а г а  айланади.

Энди (9) дифференциал тенглама ечимининг м авж удли ги  хам да 
ягоналиги хаки да ги  теоремани исботеиз келтирамиз.

2- т е о р е м а. Агар
y " + P \ (x )-y ,Jr P ï(x ) -y  =  q(x) (9)

тенгламада р\(х), p i(x) х;амда q(x) функциялар X тупламда 
(ХсzR ) узлуксиз булса, у %олда X да  ( 9 )  тенгламанинг

У I х—ха =  ÿo, у \х~ха==Уй 
бошлангич шартларни к,аноатлантирадиган ечими мавжуд ва 
у ягона булади.

4- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ БИР Ж И Н С Л И  ЧИ З ИК Л И 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

1°. Ушбу параг раф да

y " + P i(x )  •у' +  р2(х ) -у  =  0 (10)
бир жинсли чизикли дифференциал тенглама ва  унинг умумий 
ечимини топиш билан шугулланамиз .

Аввал о  баъзи т асди клар  ва  тушунчаларни келтирамиз.
3 - т е о р е м а .  Агар у\=у\(х) функция ( 1 0 )  тенгламанинг ечими 

булса,  С- у{ xiaM (С — ихтиёрий узгармас сон) шу тенгламанинг 
ечими булади.

И с б о т .  Ш а р г г а  ку ра  у\ функция (10) тенгламанинг  ечими. 
Д ем ак ,

У\+Р\ (х) -y'i+ p 2 (x)yi =  0. ( 11 )
Энди

(С-У1)"+Р\(х) ■(С'У0 '+ Р 2 (х) ■С -у х 
ифодани караймиз .  Равшанки,

(С -у .)"  =  С-у?,
{С • y t) '  =  С • у'\.

Шу тенгликларни хам да  (11) муносабатни эътиборга олиб, топамиз:

’(С-у\)” -\-р\(х) • (C - y i ) ' Jr p2(x) • С - у 1= С ‘ у('-\-р\(х) -C -y i - f- 
~\-р2(х) - С-у\ =  С ( y i '+ P i  (х ) •у\ -\-р2{х) -у\) =  С- 0 =  0.
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|)у эса С-у\ функция берилган  ( 10 )  дифференциал  те н гл ам ан ин г  
•шми -экаиини- .би-лдирчди'. Теорема. ,исбот булд и.

4 - т е о р е к  а:  Агар ог----;П(х) цамда у 2 — у2(х )  функцияларнинг 
\пр бир'и ( ! 0 ) '  генгламам^яг ечим/шри булса, г/Г+Уг функция цам 
т у  тенгламанинг ечими вулади.

' И с б о т .  Шар/г г а  кур;: -у, хам да у 2 фун кци яла р  ( 10 )  тенгламанинг  
счимлари.  ^Демак,

у'{+р\ (;х) ■у[+р2 {х) ’у\= ъ ,
г/" +  Р I '(*) > У?- +  р А х ) • 0. (12)

¡■»иди

( у\  + У з ) "  +  Р \ \ х )  (г/1 +  У?.)'  +  рг.(х) ( у I +  у 2) 

и ф ода ни Караймиз,  Р а в ш ^ к и ,
■ ( •{ //•>) \ у'!у

(У\+У2)' =У'\+У2-
Шу теигликларни дам да (12) муносабатларни- эъТиборга сшиб, 
топамиз:  .

(У 1 + У з ) " -{~р1 (#) (У> + У а ) ' + Р г  (х) (г/1 ~\-у2) ~
=  УТ+У2+ Р ] {х ) -У [+ Р 1 (х) -уЬ+рЦ х)-У\ -\-р2 (х) -У2 =

■ ~  (У'{+Р1 (х) -Ух +  Рч (Х) -У0  4 -  (г/2 +  Р\ (х) • у 2 -+■■ р2 (х) - г/г) = 0 .

Бу эса г/|+г/2 функция берилган  ( 10 )  дифференциал  тен гл ама ни нг  
ечими экаиини' б.илдиради.  Теорема и с б о т б у л д и .

1 - н а д  и ж а.  Агар ¡и хчмда у 2 функциялар (10)  тенгламанинг 
ечимлари булса, у халда С\у\-\-С2у 2'функция хам  (С 1, С2 —  кхтиёрий 
узг армас  сонлар)  шу п'нгламвнцнг, ■ ечими ;0$лади.

Бу натижанинг  исботи кжорйд-а келтирилган  т е о р е м а л а р д а н . 
келиб чпкади.

2°. Ш уид ай килиб,  у\=у\  (х) д а м д а  у 2= у 2{х) функциялар
(10)  те н гл ам ан ин г  счимлари б у л с а ,  у х о л д а

И ”- О  -//] “г С-2-у, 
функция д а м  ( 3 0 ) 'тенгламанинг  ечими б у л а р  экан.

Табиий рав иш да,  бу  ечим берилган  ( 1 0 )  дифференциал  т е н гл ам а-  
иииг .умумий ечими б у л а д и м и  деган  сав ол  т у г и л а д и / Б у  саволни.  хал  
дидиШ ' функцияларнинг  чизйдлй эркли д а м д а  чизикли б о г л и к  
бул иш и т у щ у нч ал ар и ни  киритищни та к о з о  килади,

Ф а р а з ; ки л ай л ик  (а, Ь) ин терв алда  фг(х) ва фг(л') функциялар  
берилган.  булсин

2- т а ъ р  и ф. Лгар ¡ицидай а\ х;амда а г  ' 'сонлар ' топилсаки, 
уларнинг камида: биттаси нолдан фарщли булиб, ушбу

а1ф)(х)  + а 2-ф2(х) = 0
тенглцК бажаркл'-и щ (х) уамда  фг(х) функциялар ( а ,  Ь) да  чизищли
бор у̂ш̂  '.¡Дейнлади' .•

8 - т  а !> р и ф /*• 'ар ^ (х } х;амда фг(х) функциялар учун
й| а  у-<р, (х )  +  а 2 ■ фг (х)  ==.0 
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Щ х)

--------------------------  Iтенглик фак,ат « 1= 0 , а 2 =  0 булгандагина бажарилса, ф1 (х) Щ 
ф2 (х) лар (а, Ь) да чизик,ли эркли фунщиялар  дейилади.

3°. Ф а р а з  к,илайлик, у 1 (х) х а м д а  уг(х)  функциялар

У "+ Р у (х )  ■У' +  Р 2(Х) -У =  0 
дифференциал тенгламанинг  ечимлари булсин.

Ушбу
У \{х) У2(х)

У\{х) У2(х)
функционал детерминант Вронский детерминанта  дейилади.

5 - т е  о р е м  а.  Агар ( 1 0 )  тенгламанинг у\(х) уамда у2(х) 
ечимлари (а, Ъ) да чизищли боглищ булса, у %олда У х^ (а, Ь) да

ХУ(х) =  0
булади.

И с б о т .  у\(х) х а м д а  уг(х) ечимлар (а, Ь) д а  чизиади боглик 
булсин. Унда

а\-у\(х) + а  2 -У2 {х) = 0
булиб,  а,\ х,амда а 2 сонларнинг ка ми да  биттаси налдан фа ради 
Кейинги тенгликнинг хар икки томонини дифференциаллаб,  а\ 
х,амда а 2 л а р га  нисбатан ушбу

(&И\{х) +  а у 2(х) =0,
\ а г у \ ( х ) + а 2-уз(х)г= 0

системани хосил киламиз .  у\(х) х а м д а  у 2(х) лар чизиади боглик 
булганлиги сабабли бу система тривиал бул маган ечимга  эга. 
Бинобарин, системанинг детерминанти

=  0 ( У х € ( а ,  Ь))
У Лх) у 2(х) 
у \{х) у 2{х) 

булади (1-том,  7 - боб, 3 - § ) .  Д е м а к ,  (а, Ь) да

1 Г ( * ) = 0 .
Теорема исбот булди.  ;1

4°. Энди V? (х) =  0 булишидан у\(х) х а м д а  у 2(х) ечимларнинг 
чизиади боглик, булишини ифодалайдиган,  шунингдек Вронский 
детерминантини тенгламанинг  коэффициенти оркали ёзилишини 
курсат ад иган  теоремаларни исботсиз келтирамиз.

6 - т е  о р е м  а. Агар бирор х0 £(а, Ь) нуцтада \У(х0) — 0 булса, 
у %олда г/1 (х) х,амда у^(х) ечимлар чизщли боглщ  булади.

7- т е о р е м а.  Ушбу
х

—  ^  Р|

\Г(х) =  МГ(х0) . е  ( 1 3)

формула уринлидир, бунда хц£(а, 6 ) .
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Одатда  (13) Лиувилл (Остроградский — Лиувилл) формуласи 
дейилади.

Юкорида келтирилган тео ремалардан  куйидаги хулосал ар  келиб 
чикади:

1) Лиувилл формуласи у\(х) х а м д а  у 2(х) ечимларнинг Вронский 
детерминанти (а, Ь) д а  айнан нолга тенг ёки (а, Ь) нинг бирор 
нуктасида  нолга айланмаслигини курсатади.

2) Агар Вронский детерминанти и ? ( л : ) = 0  булса ,  у холда  у\(х) 
х а м д а  у?(х) ечимлар чизикли боглик булади ва  аксинча.

3) Агар Вронский детерминанти №(х)фО  булса,  у холда у\(х) 
х а м д а  у 2(х) ечимлар чизикли эркли булади.

5°. 4 - т а ъ р и ф .  Иккинчи тартибли бир жинсли чизикли 
дифференциал тенгламанинг у\(х) уамда у 2{х) ечимлари чизикли 
эркли булса, улар тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси 
дейилади.

8 - т е  о р е м  а.  Иккинчи тартибли бир жинсли чизикли диффе­
ренциал тенглама фундаментал ечимлар системасига эга.

И с б от .  Маълумк и,

у " + р Л х ) - у '+ р 2 ( х )  'У — О 
тен глама (бунда р\(х) ва р2(х) лар  (а ,  Ь) д а  узлуксиз  функциялар ) ,  
бошлангич шартларни каноатлантирадиган ягона ечимга эга.

Иккита  турли бошлангич шартларни караймиз :

У\\х =  ха г = ^ ’ У\\х =  х0 О,
У?\ х=х0— ®’ У 2\ х =  хп—  1 •

Бу шартларни каноатлантирувчи у\— у\{х), у 2= у 2(х) ечимлар 
м а в ж у д .  Дифференциал тенглама ечимларининг хо нуктадаги 
Вронский детерминанти

1 О
№(х0) =

О 1
1 ^ 0

булади.  Бинобарин, у\{х) ва  уч(х) л ар  .берилган тенгламанинг  
чизикли эркли ечимлари,  ягона  фундаментал ечимлар системаси 
булади.  Теорема исбот булди.

9 - т е о р е м а .  Агар у\(х) %амда у2(х) лар (а, Ь)да
У"+Р\ (х ) - !/+  Рг(х)- у = 0  (10)

тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси булса, бу тенглама­
нинг умумий ечими

у==С\-у\(х) +  С2-у2(х)
куринишда булади, бунда Су, С2 — ихтиёрий узгармас сонлар.

И с б о т .  у  1 (дс) х ам д а  у 2(х) лар  (а, Ь) д а  (10) тенгламанинг  
фундаментал ечимлар системаси булсин. Унда 8 - теоремага  кура

У\(х) у\(х )
У2{х ) у г(х)

ф (х) фО (х£ (а ,Ь ))
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булади.  1- натижага кура у= С \-у\ (х) Ч“ С2£/2(х) х,ам (10)  тенглама-  
нинг ечими булади.

(а, .Ь) д а  ихтиёрий Хо нукта олиб, бошланрич шартларни  
куйидагича

У\\х~^=УЛх0), у\\х=х0= у\{х0),

Уъ\х=х11==У2{Хо) > У21 х=х0 =  У2(Хо) 

а н и м а й м и з .  Равшанки,

( С 1у 1 (х0) +  С^у2(х о) — У о,
1 С 1'У\(хо) + С 2-у ’2(х0) = уо

система,_ №(хо) ф 0_  булганлиги сабабли ягона С\, С2 ечимга эга. 
Демак,  С , - у , ( х )  + С 2- у2 (х) ечим ихтиёрий бошланрич шартни кано- 
атлантирадиган ечим булганлигидан

У— С\-у\(х) + С 2-(/2(х)
нинг берилган (10)  тенгламанинг умумий ечими эканлиги келиб 
чикади. Теорема исбот булади.

М и с о л. Ушбу

У " - ~ Т ' У ' + ^ - У = 0 (х ф \ )

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
А в в а л о  у ¡( х ) = е х, г/2( х ) = х  функциялар берилган тенгламанинг  

ечимлари булишини курсатамиз:

У\ (х) =  <?*, у \ (х )= е х, у'{ (х )— ех;
у 2 (х )= х , у'2 (х) =  1 , у'{ ( х ) = 0 ,  

х -е * , I ех \
Х— 1 X— 1 \ X — 1

о -----------------------! - - . х  =  0.

Бу у\(х) = е х, у 2 (х) —х ечимлар берилган тенгламанинг фундаментал  
ечимлар системасини ташкил этади, чунки

Г ( х )  =
е х 
ех 1

=  в ' ( 1 —х)

булиб,  1^(0) =  1 Ф 0. Демак,  9 - теоремага кура берилган теорема- 
нинг умумий ечими

У — С\ • е '  +  С г - х

булади,  бунда С\, С2 — ихтиёрий узгармас сонлар.
6°. Агар

У" +  Р\ (х ) -у '+ р 2 (х)-у =  0 ( 10)
тенгламанинг битта ечими маълум булса,  унда (10)  тенгламани-  
биринчи тартибли дифференциал тенгламага келтириш, шунингдек
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бу ечим билан чизикли б орлик б ул ма ган  иккинчи ечимни х,ам топиш 
мумкинлиги х,акидаги теоремаларни келтирамиз.

1 0 - т е о р е м а .  Агар у2 (х) функция ( 1 0 )  дифференциал тенгла- 
манинг битта ечими булса, у х,олда ( 1 0 )  тенгламани ечиш биринчи 
тартибли чизщли дифференциал тенгламани ечищга келади.

И с б о т .  Шартга  кура  у\{х) функция (10) тенгламанинг  ечими. 
Бинобарин,

У " + Р Л Х) ■у\ +  р2(х) *¿/1 = 0 .
Куйидаги

У=У\-г  (г =  г{х))  
алмаштиришни б а ж а р а м и з .  Унда

у' =  У\'2-\-У\ •2/.
У" == у'{. г  +  2 у \ г ' + у  I • г"

булади.  Бу у , у', у"  ларнинг кийматларини (10) тенглам ад аг и  у, у', 
у"  лар  урнига  куйиб,  у\ функция (10)  тенгламанинг  ечими эканини 
эътиборга олиб топамиз:

у'{ ■2 +  2у'1- г ' + у [-г" +  р 1(х) • {у\-г +  у 1-г') +  р2(х)-у\-г  =  0=> 
=>(у"+Р1(х)у'\+Р2 {х) -у\) - г +  [2у\ +  р\{х) - у х) . г ' + у [ - 2 "=±0 => 

=>ух. г ' ' +  (2уЩ-Р1(х ) -г/,) . 2 '  =  0,

кейинги т е н гл а м а д а  г' — и ( и =  и ( х ) )  деб олинса, н а т и ж а д а  ушбу
У1 • и'-\- (2у\ +  р 1 (х) -у\) - и — 0 (14)

биринчи тартибли дифференциал тенг лам а х,осил булади.  ,
Шундай килиб, (10) тенгламани ечиш (14) тенгламани ’ечищга 

кел'ди. Теорема исбот булди.
7°. Агар

у = у \ - г  ва  г' — и, (и =  и (х ) )
м\носабатлардан г '

У=У\- }и ( х )с1х (15)

булишини эътиборга олсак,  унда  (10) т ен гл ам ад а  (15) муносабат  
билан алмаштириш б аж ар илса ,  (10) тенг лам а биринчи тартибли 
дифференциал т ен гл ам ага  келишини курамиз .

1 1 - т е о р е м а .  Агар у\(х) функция ( 1 0 )  тенгламанинг ечими 
булса, у %олда шу ечим билан чизщли эркли булган иккинчи ечим

У2~У2(Х) —У1' \ ----—"5----~<1х
 ̂ У\

формула билан топилади.
булсин 6 ° Т* Айтайлик ’ У '= У ' ( Х) функция (10) тенгламанинг  ечими

Уг\+р\ (х) у[-\-р2 ( х ) - у 1 =  0.
(10) т ен гл ам ад а  г

У ~ У и й х  (.16)
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алмаштириш бажарамиз:
у'*=у\- <\ис1х+у[-и,

У"=У\  ̂ийх-\~2у |« -{-у ,• и'.

Ьу у, у', у" л  а рн инг кийматларини (10) тенгламадаги у, у', у" лар  
урнига куйиб топамиз:

Уг ^ис1х +  2у\ и + уг и' +  р 1(х) [у\- Ч ^ийх+Уг^+Р^х) •у^и с1х=

=  0=^{у\'+Р\(х)у'\+Р2{х)у\) ■ \) ис!х+у\и'+ [2у\+р\{х)у\]и =

=  0=>г/, и' +  (2у[ +  р, (х) • у , ) и =  0.

Кейинги тенглама узгарувчилари аж раладиган дифференциал  
тонгламадир. Уни ечамиз:

у г и'+(2у\ +  р 1(х) •у 1)и =  0=^уг ~ =  — (2у\ + Р 1(х) -у,)м=>-

¡¡и ’¿у\ + Р\(х)-у. [Ъу\ + Р\(х)у,
=>■— = -----------------------(1х=>\п\ и =  — \— ------- 1------(1х=>-

и УI 3 у I

\ =Ип|м| =  — 2 (———   ̂р|(лг)йл:=>1п|м| =
¿ У  | J

— ̂  Р|(*м*
=  — 2 1 п|г/, | — [р!(х)с1х=>и= - ------г—

0 У\
(15)  муносабатдан фойдаланиб

— \Р\

У\

булишини топамиз. Бу эса теоремани исботлайди. Келтирилган  
теоремадан мисоллар ечишда куп фойдаланилади.

М и с о л. Агар ,, , 2 . , „
У + — У + У =  о

тенгламанинг битта ечими
ь'тх

У '=  1 Г

булса,  унинг умумий ечимини топинг.
Берилган тенгламада

у = у  1 ^и(х)с1х
алмаштиришни бажарамиз,  бунда и — номаълум функция, Равшан-
КИ’ ХСОв* —БШХ Г , . ЭШ*У = — ~2-------уйх-\— ~ и ,

— Л т *  — 2л:созл: +  28тх  С , , 0  хсоэл: — этл: . в т хS , . п хсоьх — этл: . 81пл: . иах +  2-------- „------ и -1-------- и .
X X

244



Бу кийматларни берилган тенглам ад аги у, у', у " л армии г урнига 
куйиб топамиз:

втх  Г , ссвх С , . п этх  Г , . п соэл: ^ эшл: ,----- -—  \ иах — 2— — \ иах +  2 — \ иах +  2-------и — 2 — - и -{-
х 3 х •) дг ' J х х

, э т х  „ соэх С , . „  0  з1плг Г , . , этл : С , „Т  ------ и +  2— ;) • \ иах +  2— , и — 2—“  \ и а х -|-------- \ иах =  0.

Бундан эса
~ соэл: . Ь тх  ,  п2-------и А-------- и' =  0X X

тенглама хосил булади.  Тенгламани ечамиз:

и БШХ 3 и 3 БШХ
С

=^1п| и\ =  — 21п|зтл:| +  1пС|=мг = — ~
БШ X

гч ' ь тх  г  ,Энди у ——~- \iidx эканлигини эътиборга олсак,

ь’т х  Г ^1 1 ^  э т *  , , , я  \ его* , э т х
У = ^ Г \ ~ - г а х = С Г 1 Г ( ~ ^ х + С 2) =  - С г ~ 1-— \-Cr~~-х л в т  х х х х

булади.
Д ем ак ,

собл : . ^  э т л :У ~ —С{ ~— 1- с у - — .

5 -§ .  БИР Ж И Н С СИ З ЧИЗИК.Л И Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  
Т Е Н Г Л А М А Л А Р

1°. Ушбу параграфда  иккинчи тартибли бир жинссиз чизикли
у " + р \ { х ) у '+ р 2{ х ) у = д { х )  . (9)

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топиш билан шугул- 
ланамиз .  Бунда  (9) т ен гл ам ага  мос булган

У"+Р\ (х) у' +  р2 (х)у  =  0

бир жинсли чизикли тенглама  хак идаг и  маълумотлардан  фойдала- 
намиз.

М аълумки ,  (9) тенгл.амадаги р 1 (х) , р2(х) в а д (х )  фупкцияларнинг 
хар бири (а, Ь) д а  узлуКсиз булса ,  у холда (9) тенгламанинг

У\хЛъ~Уь у '\* >•(, — У'<>

бошлангич шартларни каноатлаптирадиган ечими м а в ж у д  ва  бу 
ечим ягона булади.
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12-1 т е о р е м а .  Бир жинссиз чизщли дифференциал тенглама

У" А-Р.(х)- у'+р-2(х) • у = ч (х )

нинг умумий ечими шу тенгламанинг бирор хусусий ечими в а бир 
жинсли чизщли тенглама

у " + р 1( х ) -у '+ р 2( х ) - у = 0  (10)

нинг умумий ечими йигиндисидан иборат булади.
И с б о т  . Ф ар аз  килайлик,  ф(х) функция (а,  Ь) д а  (9) тенгламаниш 

хусусий ечими, и(х) функция эса (10) тенгламанинг  умумий ечими 
будсин. Унда .

ф " ( х )  + р 1 (х) ■ у'(х)-\-р2( х ) - ф ( х )  > = < 7 ( х ) ,  
и"(х) + р\(х) ■ и'(х) -\-р2(х) -и(х) т О

булади.  Бу тенгликларни х,адлаб кушиб топамиз:
и"{х) +  ф " М  + р\{х) ■и'{х) +р\{х)  •ф' (х )  +

+р.2(х) • и (х)  + р 2(х) • ф (х )  = < 7 ( х ) = ^ ( 6 , (х )  +  ф ( х ) ) " +
+ Р \ { х )  (Щ х)  + ф ( х )  )' +  р2(х) (и(х) + ф ( х ) )  =<7(х) .

Д ем ак ,

у =  и(х) + ф ( х )

функция (9) тенгламанинг  ечими булар экан.
М аълумки,  бир жинсли (10) тенгламанинг  умумий ечими

м ( х )  =  С] -у\ (х )  +  с2-у2(х)

куринишда булиб,  бунда  у\{х), у 2{х) фундаментал ечимлар система- 
си, с\ ва  с2 лар  эса ихтиёрий у з г ар м ас  сонлар булади.  Д емак ,

у =  с [- у 1(х) + ,с2-у 2(х) + ф ( х ) .  ( 17)

Энди (17) тенгликнинг х;ар икки томонини дифференциаллаб 
топамиз:

У' =  С1 ■ у\(х )  +  с2 ■ у 2 (х )  +  ф' ( х ) .

Н а т и ж а д а ,  ушбу .
с \ У \ +  с2у 2= у  —  ф ( х ) ,

/ 1 О \

с \У\~\~c2у 2= у — ф (х)

система х,осил булади.  Бу  системада  у, ( х ) , у 2{х) Лар (10). т е н г л а м а ­
нинг фундаментал ечимлар системаси.  Бинобарин, ¥х£ (а, Ь) д а

У Ах) у 2(х)

У\ (х)  у 2(х)
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Д емак ,  Ух0 6 ( « ,  &) Да ха м  д а  у ( х 0) = у о ,  у'  (х0) — у'о ва  <ро =  ф(л'о) 
лариинг х ар  к а н д а й  к и й м а т л а р и д а  (18)  си ст ем а  С\ х а м д а  с2 л а р г а  
мисбатан е ч нм га  эга.  Бу хол

у =  и ( х )  +  ф(х) =  с, • у I (х)  +  Сч • г/2 (х) +  ф(х)

нинг (9) бир жинссиз Дифференциал тенглама умумий ечим эканини 
(жлдиради.  Теорема « б о т  булди.

2°. Энди (9) бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечимини топиш 
усулларидан бирини келтирамиз.

Ф а р а з  килайлик ,

У"  +  Рл{х)  -у'  +  р 2 ( х ) у  =  17(х)

бир жинссиз тенглама бёрилган булсин. Бу тенг лам ад а  р ¡ ( х ) ,  
( х ) , </(х) лар (а, Ь) д а  берилган узлуксиз  функциялар.  

Тен гламага  моё бир жипсли

у" +  Р \ {х)у '+ Р 2 (х)у  =  0

тенгламани караймиз .  Айтайлик,  у\ = у 1 (х) ва  у 2 ~ У 2 ( х)  бу т е н г л а м а ­
нинг фуидаментал ечнмлар системаси булсин. Унда (10) т е н г л а м а ­
нинг умумий ечими

у  — С]у\-\-с2у 2

булади.  Бу ерда а ,  с2 ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар. Албатта ,  
у  =  С\у\-\- с?.у2 функция бир жинссиз (9) тенгламанинг  ечими 
булмайди.

у = Щ и 1-\-с2у 2 да ти  с | в а  с2 ларни  х  у зг а ру в ч и н и н г  шундай  
функцияси булсин де б  ка раимичкн ,

У === С \{х) • у  \ -{- С2.(х) ’ У 2 ( 1 8 ')

функция (9) бир жинссиз тенгламанинг  • ечими булсин. М а с а л а  
шундай С\(х) х а м д а  с2(х)  ларни топишдан иборат. Шу максадни
к у з л а  б (1/8'.) тенгликпиш хар икки т омонини диф ференциаллаймиз :

у' — с, (х) -//М-с:. ( х ) -у<2~\-с\(х) •//, ( -с£ (х ) -у 2 - . 

К,аралаётган С\{х), с2 (х)  лар учун

У\С\(Х) Н~¿/2̂ 2(х) =  0

булсин деб караймиз .  Н а тй ж ад а

у' =  С\ (х) -у\ +  С2 ( х ) - у '2 (19)

булади.
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у" — С\ (х) -у" +  С2(х) • у 2 +  с\ (х) -у\ +  с'2{х) ■ у'2. (20)

Энди (18) ,  (19) ва  (20) муносабат ларда  ифодаланган у, у', ;/" 
ларни (9) т енглам ад аг и  у, у\ у" лар  урнига куйиб топамиз:

С1(х) - у ? +  с2(х) -у'{ +у\с\(х) +у'2-с'2(х) +  

р 1(х) • ( с , ( х ) -у\ +  с2(х) -у2) + р 2(х) ■ (а (х )  -г/1 -\-с2(х)у2) ==^(|)=> 

=>с,(х) {у"-\-y\-р\ (х) + р 2(х.)у) + с 2(х) (у'{ +  р\{х)-у'2+  

+ р 2(х)у2)+ у 'гс\ (х )+ у '2-с'2(х )= д (х ) .

Агар
У \ + Р \ { х ) - у \ + р 2 { х)  -¿»1=0, 

у 2 + р 1  ( х)  - у 2+ р 2 { х)  - у2 =  0 

булишини эътиборга олсак,  унда  кейинги т енглам а ушбу 
у \ - с \ ( х )  + у 2 -с'2 (х)  =  </(*)

куринишга келади.
Н а т и ж а д а  с\(х) х,амда с'2(х) ларни топиш учун куйидаги

(19)  тенгликнинг хар икки томонини дифференциаллаймиз:

У\-с\{х) + у 2-с2(х) =  0 ,

. у \ -с \ (х )+ у 2-с2( х ) = д ( х )
(2 1 )

Г ( * )  =

системага  келамиз.  Бу система коэффициентларидан тузилган 
Вронский детерминанти

УЛх) у г(х)

У\{х) у 2(х)
У х б  (а, Ь) д а  нолдан,  фарклидир.  Д е м а к ,  система ягона ечимга 
эга .  (21) системани ечишда 1-том, 7-боб, 3-§ д а  келтирилган 
формуладан фойдаланамиз:

0 у2

с\ (х) =

с2(х)

Ч(х) У2
Ъ(х)

У\ 0

у\ Ч (х)
Щх)

— У2Ч(х) 

Я ( х )

У\-Я(х)

■ Щх) '

Шундай килиб с\ (х) х,амда с2(х) ларни топиш учун ушбу

У2-Ч\х) , УгЧ{х)
с , ( * )

Щ х)
с2(х)

ЧГ(х)
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уи-арувчилари а ж р а л а д и га н  дифференциал тенглам алар  косил 
булди. Уларни ечамиз:

УгЧ(х) _ аГс,(*) у2-ч(х)
с\{Х) — г  (л:) ^  йх ~  ~~ \Р(х) =>

. ' \  - У 2 -Ч(х) г у2-д(х) -
= * й с {( х ) =  ЩХ) ¿ * = ^ , ( * )  =  -

У\Я(х) йе2(х) УгЧ(х)
с2(х) =

Г  (л:) йх 

У\'Ч(Х) , . , Г У\-Я(х)У . . .  У\-Ч(х) . . Г УгЯ(х) -=>йс2(х) =  Г(у)  (1х=>С2{х) =   ̂ :-щ х~-й х  +  С2.

Топилган С\(х) х а м д а  с2 (х)  лар н и н гб у  кийматларини (18) ифода- 
даги С\(х) х,амда с2(х)  ларнинг  урнига  ку ям из :

у==[~~ 5'% х; 1 4 х + с ' ] у '+  ( $”1 ^ Г ^ + С 2 ) У2==
, ,  4 - . 6 2 (

У — -у Л— ¿У=х  — 1х X
Бу (9) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  умумий ечими 
булади.  Кейинги тенгликдан куринадики( (9) бир жинссиз т ен глам а ­
нинг хусусий ечими

Ф (х )= у2\ У̂ й х - у 1\ У- ^ й х  (22)

булади.
Хусусий ечимни топишдаги бу усул  Л а г р а н ж  усули деб 

аталаДи.
М и с о л .  Ушбу

// 4 ' . 6 2 1 
У — - У + - т У = х  -  1X X

бир жинссиз тенглама берилган.  Агар бу т ен глам аг а  мос бир 
жинсли

// 4 - . 6 п 
У— 7 У Л------- 2 0  =  °х X

тенгламанинг  битта ечими у \ = х 2 булса ,  берилган бир жинссиз 
тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Аввало  бир жинсли
// 4 - , 6 А

У — -у - \ — 2 У =  °х X
тенгламаниг  умумий ечимини топамиз.  Шартга  ку ра  бу т е н гл ам а ­
нинг битта у \ = х 2 ечими берилган.  Унинг иккинчи ечимини ушбу 
бобницг 3-§ д а  келитирилган

—  ̂Р|

У2=У\ - \ £— 2------¿х
■> У1

ф о р м у л а д а н  ф ой дал ан иб  топамиз.
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Равщанки,  р 1(х) =  — Унда — ^р(х)йх~-   ̂ А-йх==̂ Л\п\х\ — 1 т '

-  \ />, (х)Лх 4
булиб,  е •> = е  11 = х  булади.  Н а т п ж а д а :

у 2— х ’  ̂ х-й х = -х 2х — х*.

Бу у \ = х 2, У2 — Х3 лар  бир жинсли тенгламанииг  фундамента; !  
счимлар системасини ташкил этади.  Унд^а тенгламанииг  умумш'1 
ечими

у =<■ I*х '1 1 .

булади.
Энди берилган бир жинссиз тенгламанииг  хусусий ечими ф(л:) ни 

топамиз.  Хусусий ечимни гоп и шла (22) формула

Ч (х)~ = уг\  ¥ (л., < Ь - у ,\  ¥1х) йх

дан фойдаланамиз.
Агар

ха мда

Ш(х)-

У 1 =  х 2; у 2= * 3; ¿/(а:) =

У1 ,у2 | ж2 . А" 3

У 1 У 2 1 2х Зх2
= 3 х — 2х==х

булишини эътиборга  олсак,  унда

Ф : (1Х =

=  * 3  ̂ (1 —х ^ й х  — х 2  ̂ (х — -[х )йх —

“ ■'* ( * - - 1 т 4 ) - ^  ( т - | " М )

= х 4+ х 2— -~х4-\-х21п\х\ — х 2-\-х2\п\х\

эканини топамиз.  Д е м а к ,  берилган бир жинссиз дифференциал 
тенгламанииг  умумий ечими

У  =  У  +  Ц>{х) — с^х2-\ -о ^ +  |-х4-р Х 2+ * 2 111!а: 1 =

—  ( с  1 “Ь 1 +  1П IX | ) ДГ2- И ' ‘¿X'* +  ~2Х >
булади.



1 0  -Б О Б

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИК.ЛИ УЗГАРМАС 
КО ЭФ ФИЦИЕНТЛИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р

Ушбу бобда куйидаги

у " +  а ху'-\-а2у  =  д(х)< (1)
у" +  а ху' +  а 2у  =  0 (2)

и к к и н ч и  тартибли чизикли дифференциал тенгламаларни ургана-  
миз. Бу ерда  а\, а 2 — у з г а р м а с  х,ак,ик,ий сонлар,  <7 (х) эса узлу  ко из 
функция.

Одатда,  (1) тенглама бир жинссиз чизикли- узгармае коэффици­
ентли дифференциал тенглама, (2) тенг лам а эса бир жинсли чизикли 
узгар мае коэффициент ли дифференциал тенглама дейилади.  М а с а -  
лан:

у" — Зу' -\-2y~sinx,  
у" 4- 2у' — Зу =  Х2ех

тенгламалар бир жинссиз у з г а р м а с  коэффициентли тенгламалар ,

у" +  у ' - 2 у = 0 ,  
у ' ' - 2 у ' + у  =  0

тенгламалар эса  бир жинсли у з г а р м а с  коэффициентли дифферен­
циал тенглам ал ар  булади.

1-§.  БИР Ж ИН С Л И  У З Г А Р М А С  К ОЭФ ФИ Ц ИЕ Н ТЛ И  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

М аълумки ,  иккинчи тартибли бир жинсли
у" +  а ^ '  +  а 2у  =  0 (2)

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топнш учун унинг 
фундаментал ечимлар системаси у\(х) х а м д а  у2(х) ларни тониш 
етарлидир.  Шуни эътиборга олиб, а в в а л о  (2) тенгламанинг  хусусий 
ечимларини топамиз.  (2) тенгламанинг  хусусий ечимларини

куринишда излаймиз,  бунда1 /е — у з г а р м а с  номаълум сон.
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Равшанки,
у' =  к -е кх, у " = к 2екх

булади.  Бу у , у' х а м д а  у" ларнинг  кийматларини (2) тенглам ад аги 
У, У', У" ларнинг  урнига  куйиб топамиз:

Шундай килиб, (2) дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими 
буладиган

у  =  екх

ифодадаги/г (3) к в а д р а т  тенгламанинг  илдизи булиши керак  экан.

тенглама  (2) дифференциал тенгламанинг  характеристик тенглама- 
си дейилади.

Д е м а к ,  характеристик тенгламанинг  илдизларига  кура  (2) диф­
ференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари топиЛар экан.

М аълумки ,  (3) к в а д р а т  тенглама иккита турли хакикий. 
илдизларга,  ёки бир-бирига тенг булган битта каррали хакик,ий 
илдизга,  ёки комплекс илдизларга  эга  булиши мумкин.  Бу холларга  
к а р а б  дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари турлич-а 
булади.  Бу холларни алохида  к,араймиз.

1 °. (3) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
X а к  и к, и й в а  х а р  х и л  б у л с и н :

Бу холла

функциялар берилган (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечимлари булади.  Улар (2) тенгламанинг  фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этади.  Чунки, бу системанинг 
Вронский детерминанти 41'-/

1г2екх+  й • а {ек х а 2-екх=  О,
яъни

(3)

Одатда
к )— а  | к С12 — О

е
№(х)

&,е

булиб, £| фкч  булганлиги сабабли V/(х) фО  булади.
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Демак,
А.* /г̂х

У\ — е . У 2 = е

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

,<? +  С 2-<?

булади.
М и с о л .  Ушбу

у" — Зу'  +  2 =  О

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Аввал о  берилган дифференциал тенгламанинг  характеристик 

тенгламасини тузамиз .  У
/г2 — Зй +  2 =  О

булади.  Равшан ки ,  бу кв адр ат  тенгламанинг  илдизлари к\ — \, 
к2 — 2 булади.  Д е м а к ,  берилган дифференциал тенгламанинг  
умумий ечими

у==С,е*-±- С # 2*

булади.
2°. (3) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а  б и р -б и р и г а т е ш  

б у л г а  н к а р р а  л и и л д и з г а  э г а б у л с и н :  !г\ =  к.2 — к 
а\(к| = -----2“).  Бу холда

Ьг
У | =  е

функция (2) дифференциал тенгламанинг  битта хусусий ечими 
булади.

Берилган дифференциал тенгламанинг  иккинчи хусусий ечимини 
9- бобнинг 3-§ ида келтирилган

-   ̂Р\ мах

у * = у \ 5 - 2- - ..йх
У\

формуладан фойдаланиб топамиз.
Агар

у 1 =  ек\ р 1( х ) = а 1= — 2к ( * = — у )  

эканини эътиборга олсак,  унда

-  V ( - 2 к)(1х

У2 = е кх-  ̂ ------4 х = е кх- \ - ~ d x  =  ек*\с1х= екх ■ х

булишини топамиз.
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Д е м а к ,  (2) тенгламанинг  иккинчи хусусий ечими

у 2= х - е кх

булади.
Бу у .= 1 :екх, у 2= х е кх ечимлар (2) дифференциал тенгламани

фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.  Чунки, 
системанинг  Вронский детерминанти

Ш(х) =
екх хекх

: екх• екх 1 х
А ( 1 + Л * )

к.екх (1 +  кх) екх |

■ е2кх-(1 + к х  — 1гх)=:=е2кх

булиб, хар доим е2кх> 0  булганлиги сабабли №(х) = £ 0 булади.  
Д е м а к ,

У\ =  екх у 2= е кх-х

' функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

у = ,С г екх+ С 2-х -е кх

булади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

у" — 2у' +  у =  0

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Бу  дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

¿ 2- 2 А :  +  1 = 0

булади.  К в ад р ат  . тенгламанинг  илдизлари /г| =  /г2= 1 .  Унда б 
рилган дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари

У\ =  ех, у 2= х е х

булиб, умумий ечими эса
у =  С 1ех+ С 2-х -е х

булади.
2. Ушбу

у" +  4у' +  4 у = 0  

дифференциал тенгламанинг

Уо=г/1,0=2=4 у •,= у' | _ 2=  О

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
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Берилган дифференциал тенгламанинг характеристик тенглама-  
гини тузамиз:

¿ 2 +  4А: +  4 =  0.

1>у квадрат тенгламанинг илдизлари |̂ =  /гг =  — 2 булади.  Демак,  
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари

у 1 =  е - 2х, у 2= х -е ~ 2х

булиб, умумий ечими эса

у = с {е~2х-\-с2-х-е~~2х (4)
га тенг.

Энди бошлангич шартлардан фойдаланиб, с\ хамда Сг ларни
топамиз.

Хо =  2  да  у о =  4 булишидан

с г е~2'2+ с 2-е~22-2 = 4 ,  

хо — 2 да  г/6=0 булишидан

. • (с ,е _2'Ч- с 2-х • е ~2х) 'х=2=

=  с г е~2х- ( — 2) +  с2-е~2х— с# -е~ 2х- ( — 2)) х=2—
=  — 2 с , - е ~ 4+ с 2е _“4+ с 2-2-  ( — 2) • е - 4 = е “ 4( — 2 с , — Зс2) = 0

булиши келиб чикади. Натижада С\ хамда Сг ларни топиш учун ушбу

| с|-е~4+ 2 с 2- е ~ 4= 4 ,

( ( — 2с,— Зс^е~4= 0 ,
яъни

| С1 +  2 с 2= 4 е 47 

2с I —I- Зс2= 0

система хосил булади.  Бу системани ечиб

с , =  — 12е4, с2=  8е4
булишини топамиз.  с 1 ва Сг ларнинг кийматини (4) муносабатдаги С\ 
ва С2 лар  урнига куямиз:

у =  — 12е4 ■ е~2х -\-8е4 • х • е~2х—

=  — [2е4~2х+ 8 х -е 4~2х= е 4~2х(8х — 12) .

Демак,  берилган дифференциал тенгламанинг изланаётган  
ечими

у =  4е4~2х(2х— 3)
булади.



3 o. (3) х а р а к т е р и с т и к  т е  н г л а м а н и н г ил  д.и з л а р и 
к о м п л е к с  с о н л а р  б у л с и н :  k\— <x-\-i$, k2 =  a  — /р, р^=0.

Характеристик тенгламанинг  бу илдизларига (2) дифференциал 
тенгламанинг  ушбу

Ф,(х)  = e (a+ip)Jt, ц>2(х) = e (a_íp,j:

хусусий ечимлари тугри келади.
9-бобнинг 3- § ида келтирилган те оремаларга  кура

У + ф 2М ] ,

У 2 = ^ [ ф | (х )  — ф2(х ) ]

функциялар хам (2) дифференциал тенгламанинг  ечимлари булади.  
Энди куйидаги

e'T= cosY  +  /sinY

Эйлер формуласидан (каралсин,  [ 1] )  фойдаланиб топамиз:

У 1 = у ( 9 . М  + ф 2( х ) ) =  ^ ( е ^ )х+ е ы -*)х) =  

= ± ( е ^ - е фх+ е ах- е - 1̂ ) = ~ е ах(ефх+ е ~ 1̂  =

=-^-€M(cospx +  ¿sinpx-|-cospx — í'sinpx) = e ax-cosfix,

= ± ( e “x.e ‘fix--.e°‘x.e -W) = 1 -е ах(е х̂—е - фх) =

— ̂ “ (c o sp x -f  ¿s in P I— c o s^ x -f  ¿sin0x) — e aj£-s in p x  .

Шундай килиб, берилган (2) бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг  хусусий ечимлари

í/l =  e aj:cospx, г/2= е “ - sinpx

куринишда булар экан.
Бу  у  i х а м д а  у 2 ечимлар (2) дифференциал тенгламанинг  

фундаментал ечимлар системасини ташкил  этади.  Чунки, бу 
системанинг Вронский детерминанти
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г
Щх)<

е^-соьрх  • е ^ т р *  I

+  еах( — этрлт) р а е ах5 т $ х + реад:созр|

=  е2ах
собРл: втрл:
асоэ^х — рвтрл: автря +  рсоэр*

— е2ах ̂ оэр* ( а э т р л :  +  рссе^я)  — э т р *  (асоврл: — р51прл:) ] =

— е 2ахр • (сов2рл: 4- з т 2рх) =  р • е2<хх

Пулиб, х,ар доим е2ах> 0  ва  Р ^ О  булганлиги сабабли ]У (х )Ф 0
Оулади.

Д ем ак ,
ул==еах- соэрл:, у 2= е ах-^т^х

||)ункциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг  умумий 

счими
у  =  с\еахсоъ$х +  с 2- еах- 5'т$х — е ах(с ¡ - соъ^х +  с £,т$х)

булади.
М  и с ол . Ушбу

У"+У' +  У =  о

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Берилган дифференциал тенгламанинг  характеристик тенглама-  

сини тузамиз :
к2 +  1г +  \ = 0 ,

Бу кв адр ат  тенгламанинг  илдизлари

ь — ___1 +  .V I ; ь — ___А Ь
2 +  2 * 2 ~  2

[
1 л/ 3 'булади.  Д е м а к ,  а =  — - ,  р =  ^ - .

Берилган дифференциал тенгламанинг  хусусии ечимлари

~тх Vз 2х ■ Vзу { =  е - с о з ^ - х ,  у 2= е  - э т - ^ - х

булиб,  умумий ечими
л/з , т*  • V з_*___ V  _1_  Г  .  О  С 1 П — У------V  —у  =  с г е -со з~ -х -\ -с2-е э т - ^ - л :  

=  е 2 (с\ • 005 ~^ГХ +  С2 ■ э т

булади.
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2 -§ .  БИР Ж И Н С Л И  БУ ЛМ АГАН  У З Г А РМ А С  КОЭФ ФИ Ц И ЕН ТЛИ  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

М а зкур  китобнинг 9- боб, 5- § д а  иккинчи тартибли бир жп шЛ 
булмаган*  чизикли- дифференциал тенглам алар  ва улар ни сийЩ 
батафсил баён этилди. У ерда дифференциал тенгдаманинг кочфш 
циентлари р \(х) ва р г (х )  лар л: узгарувчининг  функциялари эди 

Ушбу пара графда ,  хусусий хол — р\ (х ) х а м д а  р2 (х) лар  узгармш 
сонлар булган ходни караймиз.

Ф а р а з  килайлик ,

У" +  а\У' +  а2у — q(x)  Я
дифференциал те нг лам а берилган булсин, бунда  a i ,  аг — у з г а р м т  
хакиций сонлар,  q(x)  эса узлуксиз функция.

Албатта ,  ук увчи бундай тенгламани ечиш масаласини 9- <жА 
5 - §  д а  келтирилган усул билан, яъни:

1) (1) дифференциал т енглам ага  мос

у"  +  а\у' +  а2у =  О {'J.)
бир жинсли тенгламанинг  умумий ечимини (бундай тенгламанищ 
умумий ечимини топиш 1-§  д а  урганилди)  топиш,

2) Л а г р а н ж  усули билан (1) тенгламанинг  битта хусусий ечимини 
топиш,

3) (2) тенгламанинг  умумий ечими билан (1) тенгламаншп 
хусусий ечими йигиндисини топиш билан хал к,ила олиши мумкии 
Бирок,  бунда (1) тенгламанинг  хусусий ечимини топишда анЧЙ 
кийинчиликлар содир булади.

Айрим холларда ,  яъни (1) тенгламанинг  унг томонидаги q(,\) 
функция маълум  куринишга эга  булган холда  (1) тенгламаншп 
хусусий ечими бирмунча соддарок йул билан топилиши мумкии 
Куйида  шу м а с а л а л а р  билан шугулланамиз .

1 °. А й т а й л и к,
у" +  СИ ■ у' +  0 ,2  ■ у =  q (х) (1)

т е н г л а м а н и н г  у н г  т д м о н и д а г и  q(x) ф у н к ц и я ,  / г - д а р  а 
ж а л и  к у п  х, а д  б у л с и н :

q (х) =  box'1 Ь\хп 1 Ьчх" -f- Ьп— \Х-)- Ьп-
Икки холни ал ох и д а  - ал охид а караймиз.

а)  (1) т ен гл ам ад а  О2ф0  булсин. Бу  холда (1) тенгламанинг  
хусусий ечимини куйидаги

v{x) =  А 0х п +  Л,х" +  А 2 ■ х п~2 +  ... +  А п- ix +  А п (4)
куринишда излаймиз.  Бунда Ао, А\, Аг, ..., А п номаълум у з г а р м а с  
сонлар.

v(x)  функциянинг биринчи х а м д а  иккинчи тартибли хосилалари- 
ни хисоблаймиз:

и' (х) =  п • Ао • х п 1 -f- (п — 1) * At • х п 2 -j— ... -j- 2 An—2X-\-An—i, 

v " (x ) = п ( п - 1 ) А о - Х П- 2+  (П — 1 ) ( n -  2) •A\-Xn~l i j r  ... + 2  - 1 • A n - 2 -
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||<V и{х) , и '(х) , и"(х ) х ам д а  д(х)  ларнинг  ифодаларини мос равишда 
1{ I ) тенгламада ги  у, у', у" \ам да  д(х)  ларнинг  урнига ку ям из :

п(п —  1)у4ох"~? +  (я  —  1) (п—2)А\хп~3-\- ... -\-2Ап~2-\-а\ {п-Аохп~л +

I (п— \)А\'Хп 2-(- ... -¡-2Ап—2Х-{-Ап— I) - Ь (Аохп-\-А\хп '-I-  ... 4-

А п— \х -\- А п) =  Ьохп Ь\хп 1 — ... —(“ Ьп—\Х-\- Ьп.

Кгйинги тенгликда  х нинг мос д а р а ж а л а р и  олдидаги коэффициент- 
[ ,’М|)ни тенглаштирилса,  унда Ао, А\, Ач, ...., А п ларни топиш учун ушбу 

ачАа — Ьа,
и | п А о “И ̂ 2 • А ! == Ь1,

2Ап—2~\-с1\ • А п—\-\-с1%Ап — Ьп 
гнстемага келамиз.

Бу  системани ечиб, топилган Ао, А 1, Лг, ..., Л„ ларни (4) ифодадаги 
/1о, ЛI, Лг, ..., А п лар  урнига куйиб,  берилган (1) дифференциал 
тенгламанинг  хусусий ечимини топамиз.

М и с о л. Ушбу

У" — Ту' +  12 у =  х
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Аввал о  бир жинсли

у" — Ту' +  \2у =  О
тенгламанинг  умумий ечимини топамиз.  Равшанки,  бу дифференци­
ал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

-  7к +  12 =  О
булади.  Бу к в а д р а т  тенгламанинг  илдизлари £¡ =  3, ^2 =  4 булганли- 
ги учун бир жинсЛи дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

С\еЪх +  С2е*х
булади.

Энди берилган бир жинсли бул маган дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечимини топамиз.  Тенгламанинг  унг  томонидаги^ функция 
д(х) = х  — биринчи д а р а ж а л и  купх,ад х,амда а 2 — ‘12 Ф  0 булганлиги 
учун хусусий ечимни

V (х) =  Аох — Л 1 

куринишда излаймиз.  Бу функциянинг биринчи х а м д а  иккинчи 
тартибли х,осилалари

У'(х) =  Ао,
У"(х)  =  О

ни берилган тен гл ам ага  куйиб топамиз:
— 7 • Ао -(" 12 (Аох-\-А\) — х.
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12 А 0=  1, 

- 7 Л 0+ 1 2 Л , = 0  

булиши келиб чикади.  Бундам

Бу тен гликдан

А 0 =  То"’ А]1-  А =  7 
1 2 ’ 1 144

булишини топамиз.  Шундай килиб, хусусий ечим

булади.  Унда берилган бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  
умумий ечими •

^3*  | /-* Л х  I х  I ^
12 1 144 

булади.
б) (1) т е н г л а м а д а  й2 =  0 булсин. Бу  холда  (1) т ен гл ам ага  мос бир 

жинсли тенглама куйидагича

у"  +  <31 • У' =  о 
булиб,  унинг характеристик тенгламаси

6 2 а1Й =  0
булади.  Равшан ки,  бу кв а д р а т  тенгламанинг  битта илдизи нолга 
тенг:  Де 1 =  0 .

, Бу холда  (1) дифференциал тенгламанинг  хусусий. ечимини

У(х) =  х (А 0х п +  А 1хп~ , +  ... + Л п - 1х-\-Ап) (5)
куринишда и зл ай м и з . .

Юцорида келтирилган а) холдагидек ,  . бу У(л:) функциянинг 
биринчи ва  икршчи тартибли хосилалари топилади, сунг  уларни 
(1) т енглам ага  куйилади.  Хосил булган тенгликда  а: нинг мос 
д а р а ж а л а р и  олдидаги коэффициентлар тенглаштирилиб,  Ло, А\, ..., 
А п лар,  демак ,  берилган бир жинсли б улмаган  дифференциал т ен гл а ­
манинг хусусий ечими (5) топилади.

М и с о л. Ушбу 7
у" +  у' =  х - 2

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимийи топинг.
Бу т ен глам аг а  мос бир жинсли тенг лам а

у"- +  у' =  0 
булиб, характеристик тенглама  эса

к2 +  £ =  0

куринишда булади.  Равш анки,  61= 0 , &2=  — 1- Д е м а к ,  бир жинсли 
тенгламанинг  умумий ечими

С1 +  С2е~х
бу л ад и .
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Энди берилган бир жинсли бул ма ган  дифференциал тенгламанинг  
[ хусусий ечимини топамиз.  Тенгламанинг  унг  томонидаги функция 

11( х ) — х — 2 — биринчи д а р а ж а л и  к у п х а д  ха м д а  аг =  0 булганлиги 
учун хусусий ечимни

У(х) =  х (А 0х +  А\)
г куринишда излаймиз.  Бу функциянинг биринчи х а м д а  иккинчи 
1 тартибли хосилалари

У'(х) =  2А0х +  А и 
У"(х) =  2А0

ни берилган т ен гл ам ага  куйиб топамиз:

2Ло “1“ 2Аох -(- А\ =  х — 2.
Кейинги тенгликдан эса

(2/10= 1 ,

I 2Л о +  Л , =  — 2 
булиб, ундан Л 0 =  у ,  Л,  =  — 3 булишини топамиз.

Шундай килиб, хусусий ечим V(х) = = х ( -^ х  — 3^ булади.  Унда 

берилган бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  умумий ечими 

// =  С ; +  Сге +  х ( ^ х — 3^

булади.
2°. А й т а й л и к,

у" +  а ]у' +  а,2у =  д(х)  (1)
д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ц{х) 
ф у н к ц и я  у ш б у

<7 (л:) =  еах(Ьохп-\-Ь\хп~ { ... +  Ьп-\Х-\-Ьп)
к у р и н и ш г а э г а б у л с и н: ,,

у " щ у '  +  а,2у  — еах(Ьохп Ь¡хп~ ' +••• + Ь п-\Х-\-Ьп) . (6)
(6) те н глам ада

• у =  еахи (и =  и (х ) )  
алмаштириш б а ж ар ам и з .  Унда

у ' — а  ■ еахи +  еах • и '=  ёах (аи-\-и'), 
у" =  а е ах(аи  +  и ' ) + е ах{а ■ и' +  и") =  еах ( а 2и + 2 а и ' +  и") 

булиб,
еах( а 2и +  2а,и'-\-и") +а\ ■ еах(аи+.и')  +

+  Й2 • еах ■ и =  еах{Ьохп-\-Ь\хп~ 1 +  ...-\-bn-\X-\-bn) ,

яъни
и” +  ( 2 а  +  а 0  м '+.  ( а 2 + а ю с  +  а 2) «  =

=  6оХЯ 4“ ^ \ХП  ̂ ...-\-bn-\X-\-bn
булади.
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Агар 2 -а  -\-а\ — й\, а 2 +  а 1а  - |-<22 =  ¿2 дейилса,  кейинги тенглам.ч I" 
пунктда  урганилган

и " -\-d\u'~\-й2 и =  Ьохп-\-Ь\хп~ { +  ••■ +Ьп~\х-\-Ьп (/')
куринишдаги тё н глам ага ,  келади.  Равш анки ,  бундай тенглам ад а

а)  й-2=/=0 б ул га нда ,  (7) тенгламанинг  хусусий ечими

У\(х) — А о Х п А\хп 1 А п—¡ х А п
куринишда,

б) ¿2 =  0 бул га нда ,  (7) тенгламанинг  хусусий ечими

1Л (х) = х  (Аохп -\-А\хп 1 А п—\ Х А п)
куринишда изланиларди ва  тониларди.

Агар й ? ф 0  бул ганда ,  & =  а  сон

Де2 -(- а  I /е -(- а 2 — 0
характеристик тенгламанинг  илдизи булмаслигини,  ¿2 =  0 булга нда  , 
эса ,  /г =  а  сон шу характеристик тенгламанинг  илдизи булишинн 
х,амда у =  еахи эканини эътиборга олсак,  унда  (6) дифференциал 
тенглама учун:

а )  & =  а  сон характеристик тенгламанинг  илдизи булма ган да  
хусусий ечим

У ( х ) = е ах(АоХп +  А1Хп- 1 +  - + А п- 1х +  А п)
куринишда,

б) & =  а  сон характеристик тенгламанинг  илдизи булга н да  
хусусий ечим

У(х) = х е а-х(А0хп +  А\х'1~ [ +  А п- \ Х  + А п)

куринишда изланади ва 1° даги каби топилади.
Э с л а т м а .  А гар  к =  а  сон характеристик тенгламанинг каррали илдизи булса ,  

хусусий ечим
У(х) = х 2ешс (А0хп-\-А\хп А„-  Iх-\-Ап)

куринишда изланади.
М й с о л л а р .  1. Ушбу

у"  — 2 у ' +  4у — е3х (х +  2)

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Аввал о  бу т ен гл ам ага  мос бир жинсли

у"  — 2у' +- Ау =  0
тенгламанинг  умумий ечимини топамиз.  Характеристик тенглама

к2- 2£ +  4 =  0

нинг 'илдизлари 1̂ =  1 —|—*\/Зг, й г = 1 — УЗг булади.  Унда бир жинсли 
тенгламанинг  умумий ечими

с\ехсоъл/ЗхС 2вх • втд/Зх
У

бу л ад и .
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Энди берилган бир жинсли б улмаган  дифференциал тенгламанинг  
IXN гусий ечимини топамиз.

Дифференциал тенгламанинг  унг томонидаги функция q(x) =  
\*=е3х(х +  2) х,амда а  =  3 сон характеристик  тенгламанинг  илдизи 
пулмагани учун хусусий ечимни

V (х) = е 3х(А0х +  А,)
куринишда излаймиз.  Равшанки,

У'(х) = е 3х{ЗА0х +  А 0 +  ЗА\),
V" (х) =  е*х(9А0х +  6Л0 +  9 А ,).

1>у кийматларни берилган тенглам ага  куйиб

^ ( Э Л о х  +  бЛо +  ЭЛ 1) —2 • ег‘ (ЗЛоХ +  Ло +  З Л 1) +
-\-4е3х (А ох-\-А1) = е 3х(х +  2),

яъни

7Аох-\- 4 Л о — 7 Л 1 =■х  -|- 2 
булишини топамиз.  Кейинги тенгликдан эса

булиши келнб чикади.  Д е м а к ,  хусусий ечим

У М  -

булиб, берилган бир жинсли бул маган тенгламанинг  умумий ечими 

у =  с\ехсо?>л[Зх +  счех ■ 8Н1 \ 3*  +  е3л ( 1 х 4- ^  )

булади.
2. Ушбу

у " ~ у  =  ех(х2- \ )
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Берилган т ен гл ам ага  мос бир жинсли тенглама у" — у =  О, 
характеристик тенглама эса !г2— 1 = 0  булади.  Характеристик 
тенгламанинг  илдизлари к 1 =  1, £2 = — 1 булганлиги сабабли бир 
жинсли тенгламанинг  умумий ечими

С\ех | Г;*' *

булади.
Энди бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топамиз. 

Тенгламанинг  унг  томонидаги функция д ( х ) = е х(х2— 1) хам да  
а = 1  сон характеристик тенгламанинг  илдизи булганлиги учуй 
хусусий ечимни

V [х) = х е х (Аох2-\-A\x-\-A2 )
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куринишда излаймиз.  Бу функциянинг биринчи х а м д а  иккннч 
тартибли хосилаларини хисоблаймиз:

У'(х) =  ех( А ^ + А  ■1х '2+ А -2х) +  ех(ЗА&' +  2А,х +  А 2) = .
— £ {А ох3 {ЗА о А |) х 2 (2АI -(- А 2) х -)- А 2 ),

V" (х) =  ех [Аох3-\- (ЗЛ 0+ Л  ¡ )х 2-\- (2Л 1 —Л 2) Л 2] —(—
~\~ех [ЗЛ ох2- р 2 (ЗЛ о Л  \) х-\- 2Л 1 Л 2]—

=  ех [А ох 34~ (6Л о-|- Л 1) х 2-)- (6Л о~Ь 4Л 14- Л 2) х  —2Л | -)- 2Л 2]. , ‘ 
Бу  кийматларни берилган тенглам ага  куйиб 

ех [Л (йг3+  (6Л о 4 - Л (6Л  о + 4 Л  | -|-  А 2) х - ( -2Л | —)— 2Л 2] —
— ех (АоХ'’-\-А ¡х2 А 2х) = е х (х 2— 1),

яъни

6 Л ,х 2+ ( 6 Л о 4 - 4 Л 1 ) х  +  2 ( Л |+ Л 2) = х 2- 1  
булишини топамиз.  Д е м а к ,  

' 6 Л 0= 1 ,  

■ 6Л04 - 4 Л 1 =  0, 

2Л; +  2 Л 2=  — 1.

Бу системадан

Л -  1 л  -  — 1  Л - " ¿ - - 1  Л 0 — 6 . — 4 . ^2  — 4

эканини топамиз.
Шундай килиб, хусусий ечим

У(х) = х . е х( ^ ^ ~ \ х ~ ^ )

булиб, берилган бир жинсли бул маган  тенгламанинг  умумий ечими

у =  с 1ех+ с.2е - х +  х  • ех(-~. х 2 -  ~ х  -

булади.
3°. А й т а й л и к .

у " + а \  • у ' +  а,2у  =  q{x) (1)
д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  
ц{х) ф у н к ц и я л

д(х) =  еахсо$&х{Ьохп +  Ь\хп~ 1 +  ... -\-bn-\xArbn)
ё к и

q(x) — еа'х,1,\п$х(Ьохп~\-Ь\хп~ х +  •■■ ~\-Ьп-\Х-\-Ьп) 
к у р и н и ш д а  б у л с и н. Бу холда:

а)  агар  /г =  а  +  Ф сон
&24 - а 1 £ 4 - а 2==0
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характеристик тенгламанинг  илдизи бул маса ,  у холда (Л ) тенглама-  
пинг хусусий ечими

V (х) — еах [ соэрх (Аохп-\-А\хп 1 -\-...-\-Ап—\х-\-Ап) ~Ь 
зтрх(А'охп-\- А\хп~ ' +  ... -\-А'„-1Х-\-А'„}}

куринишда,
б) аг ар  й ' = а + - ф  сон

к2 -\-a\k-\- а,2?=0
характеристик тенгламанинг  илдизи булса,  у холда (1) т е н г л а м а ­
нинг хусусий ечими

У(х) —х ■ еа-х [соъ$х(Аохп-\-А\хп~ х -\-Ап.-\х-\-Ап) +  
з1прл: (АЬхп А\хп 1 Ап — { X А п )  ]

куринишда изланади ва  аввал ги  холлардагидек  топилади. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

у" — 4у'-\-Зу — 2е*соэЗл:
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Аввал о  бир жинсли
у " - 4 у '  +  3у =  0

дифференциал тенгламанинг ,  умумий ечимини топамиз.  Бу  тенгла­
манинг характеристик тенгламаси

£2- 4 / г  +  3 =  0

. булиб, унинг илдизлари /г 1 =  1, &2 =  3 булади.
Д е м а к ,  бир жинсли дифференциал тенгламанинг  умумий ечими 

С\ех-\-С2е?,х булади.
Энди берилган бир жинсли бул ма ган  дифференциал тенгламанинг  

хусусий ечимини топамиз.  Тенгламанинг  унг  томонидаги функция 
д{х) = 2 £ хсозЗх х а м д а  а  +  /|3=1+3г  сон характеристик т е н г л а м а ­
нинг илдизи булмаганлиги сабабли хусусий ечимни

V (х) =  <?*(ЛосозЗл:+Л6зтЗл:)
куринишда излаймиз.  Бу функциянинг биринчи ва  иккинчи 
тартибли хосилаларини хисоблаймиз:

V' (х) =  е*(ЛоСОзЗлг+Л6з т З х )  -\-ех( — ЛозтЗх-3-{-  
+Л6созЗл: • 3 =  е*[(Ло +  ЗЛ6)созЗ;с +

-(“ (Ло — ЗЛо) • эшЗх],
У"(х) — ех [(Ло +  ЗЛ6)созЗх +  ( Л 6 - З Л 0) з т З х ] +
+  ех [— 3 (Л о +  ЗЛ 6) э т З х  +  3 (Л 6 — ЗЛо) соэЗл:]=

— ех[(6А'о — 8 Л о) с озЗх — (6 Л о +  8 Л 6) э 1 п Зх ].
У ( х ) , V' (х ) , V" (х) нинг ифодаларини берилган тен глам аг а  куйсак .  

ех [(Л66 — 8Ло)созЗх — ( 6Л 0 +  8Л 0) эшЗх] —
— \ех [ (Ло-(-ЗЛ6)созЗх+ (Л6 — ЗЛо)з тЗ х ]  +

+  Зе*(ЛоСОзЗл: +  Л&зтЗ;с) =  2е*созЗл:,
яъни

( — 9Ло — 6Л 6)созЗ х+  (6Ло — 9Л6)зтЗ ;с=2созЗл;  
тенгликка келамиз.  Бу тенгликдан
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| — 9 Л 0— 6Л0= 2 ,

( 6Л0— 9 л ; = о

л _  ___д ' _____ ____ 1_
0 1 3 ’ 0 39

булади.
Шундай килиб, берилган бир жинсли бул ма ган  дифференциал 

тенгламанинг  хусусий ечими

V(х) = е *(у— ^  с о э З х ----- э тЗл : )

булиб,  унинг умумий ечими

у = с ]ех-\-с2е3х-\-ех(' — ™ соэЗл:----- ^ - э т З л : ^

булади.
2. Ушбу

у"  +  У — З э т х
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Бу  т енглам ага  мое бир жинсли тенг лам а у"-\-у =  0 нинг 
характеристик тенгламаси  & 1 =  0 булиб, унинг илдизлари &!=/,  
/?2= — г булади.

Д е м а к ,  бир жинсли тенгламанинг  умумий ечими
^ с о э х  +  сгэтл:

булади.
Берилган бир жисли бул маган дифференциал тенгламанинг  унг  

томонидаги функция с/(х) =  3этл :  х а м д а  а-)-/(3 =  г сон характеристик 
тенгламанинг  илдизи булганлиги сабабли хусусий ечимни 

V(х) = х  (Л о со з х + Л б э т х )  
куринишда излаймиз.  Равш анки,

V  (х) — Лосоэх+Лозт-С +  Л  ̂— Лоэтх+Лбсовл :^
V" (х) =  — Ловтлт+Лбсовх- !-  ( — Ловтл:  +  Лбсовх) -)- 

-\-х ( — Лосоэх—Лбвтдс).
Бу У(х ) ,  У'(х), У"(х) нинг кийматларини берилган тенгламага  куйиб

— 2Ло8шл: +  2Л6со8х + а:( — Лосоэл;—Л б э т х )  +
+  * (Лосо зл :+ Лб5т х)  = 3 з т х ,  

яъни — 2Лозт;с-|-2Лосозл: =  З з т х  тенгликка  келамиз.  Кейинги
з ,

тенгликдан эса Л 0= — —, Л 0= 0  булиши келиб чикади.

Шундай килиб, берилган бир жинсли б улмаган  дифференциал 
тенгламанинг  хусусий ечими

V(х) — — \х совх
булиб, унинг умумий ечими

у  =  с ,созл: +  с25 т х  — ^хсоьх

келиб чикади. Бу системанинг ечими

булади.
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4°. К,уйида келтириЛадиган теоремадан бир жинсли булмаган диф- 
ференциал тенгламанинг  хусусий ечимини топишда фойдаланилади.

1 - т е о р е м а .  Агар У \ (х) ва Уъ{х) функциялар мос равишда
у" -\-a\y' +  а.2у =  я\(х), (8)
у" +  а\у' +  а 2у =  Я2 {х) (9)

тенгламаларнинг хусусий ечимлари булса, у уолда

У1 ( * ) - № ( * )
функция

y" +  a [y' +  a2y =  q\(x)+ q2{x)  (10)

тенгламанинг хусусий ечими булади.
И с б о т .  Шартга  кура  У\ =  У\(х) функция (8) тенгламанинг ,  

У-2= У 2(х) функция (9) тенгламанинг  ечими. Д е м а к ,

У I4 "а \У\~\~а 2У 1 =  я\(х ) >
У '2 4" 0.-)У 2 —■ ^г(л:) ■

Бу тенгликлардан

У ; + У 1 + а 1(У\ +  У'2) + а 2 ( У 1+ У 2) в* у [( х ) + у 2(х)

булиши келиб чикади.  Агар

(Ух +  У*У=У\ +  УЬ,
{У1 +  У2) ” =У\ + 1 / /2/

булишиии эътиборга  олсак,  унда  кейинги тенглик ушбу

(У 1 +  У2 )"  +  а 1 (У 1 +  У2)' +  а 2 (У [ +  У2) Щ (Ц (х) 4 -<7г(лс)
куринишга келади.  Бу эса У\4- Уч функция (10) тенгламанинг  ечими 
эканини курсатади .  Теорема исбот булди.

М  и с ол.  Ушбу
у" — 2у' — 2х-\- еЪх (11)

дифференциал тенгламанинг  у мумий ечимини топинг.. Бу тенглама-  
г а  мос бир жинсли у"  — 2у' — 0 тенгламанинг  характеристик 
тенгламаси к2—-2& =  0 булиб, унингилдизлари к\ = 0 ,  ¿2 =  2 булади.

Д е м а к ,  бир жинсли тенгламанинг  умумий ечими С1 -\-С2е2х 
булади.

Энди берилган бир жинсли б улмаган  дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечимини топамиз.

Бунинг учун куйидаги иккита

у"  — 2у' — 2х, (12)
У" — 2у' — е3х (13)

бир жинсли бул ма ган  дифференциал тенгламаларнинг  хар бирининг 
хусусий ечимларини топамиз.

(12) тенгламанинг  унг томонидаги функция д ( х ) — 2х хам да  
к =  0 характеристик тенгламанинг  илдизи булганлиги учун (12) 
тенгламанинг  хусусий ечимини
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У\(л:) = х(А ах +  А\) 
куринишда излаймиз.  Равшанки,

У\{х) =2Аох-\-А\,
У\'(х) — 2А(>.

Бу кийматларни (12) т ен гл ам ага  куйиб

2Ао — 2 (2Аох А |) =  2х,
яъни

— 4 Л о х +  (2Ло — 2у4 I) = 2 х  

тенгликка  келамиз .  Кейинги тенгликдан

а — ~ 1 л _ _ 1
о 2 ’  ’ 2 

булиши келиб чикади.  Д е м а к ,  (12) тенгламанинг  хусусий ечими 

У\(х) =  х  ( — у к  — ■ - 1 )  =  - ± ( * 2 + * )

булади.
Энди (13) тенгламанинг  хусусий ечимини топамиз.
(13) тенгламанинг  унг  томонидаги функция (х) — е3х хамда  

3 сони характеристик тенгламанинг  илдизи булмаганлиги сабабли 
хусусий ечимни

у 2(х ) = е 3х • Л о

куринишда излаймиз.  Бу функциянинг биринчи ха м д а  иккинчи 
тартибли х,осилалари

УЦх) — ЗА»е3х,
УК {х) = 9 Л о  • е3* 

ни (13) т енглам ага  куйиб

9А0е3х- 2  • ЗЛ0 • е3х =  е3х, 

яъни ЗАое3х= е 3х тенгликка келамиз.  Бунда  А 0= ~  булиши келиб
О

чикади.  Д е м а к ,  (13) тенгламанинг  хусусий ечими У2(х) =  ~~е3*

булади.
Юкорида 1 - теоремага  кура

УЛх) +  У 2 ( Х )  =  - ± ( х * + х ) + ± е 3х

функция (11)  дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими булади.
Шундай килиб берилган (11) бир жинссиз тенгламанинг  умумий 

ечими
у =  сх +  с $ 3х — у ( х 2+ х )  +  ~ е 3х :

бу л ад и .
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П -Т АРТИ БЛИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р

11- Б ОБ

М а з к у р  китобнинг 1—3- бобларида биринчи ва иккинчи тартиб- 
ли Дифференциал тенглам ал ар  батафсил урганилди.

Фаннинг  турли та рмокл ар ид а ,  айникса техникада  тартиби 
иккидан юкори булган дифференциал тенглам алар  билан боглик 
м асал ал ар га  дуч келамиз.  Бинобарин, уларни — п- тартиблн (п >  
> 2 )  дифференциал тенгламаларни  урганиш вазифаси юзаг а  
келади.  ■ ,

п- тартибли тенглам ал ар  наз ар иясида  хам,  биринчи в а  иккинчи 
тартибли дифференциал тен глам алард агй дек ,  дифференциал тенг­
ла м а ла р  ечимининг мавж удли ги ,  тенгламаларни  ечиш усуллари 
каралади .  Келтириладиган тасдикларнинг  исботланиши деярли 
авв ал д а ги д е к  м ул ох аза  юритиш асосида  олиб борилишини эъти- 
борга олиб, к,уйида тасдикларни  исботсиз келтирамиз.

1-§ .  Я  Т А РТИ Б ЛИ  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛА М АН И Н Г 
УМ УМ И Й  КУРИНИШ И

п- тартибли дифференциал тенгламанинг  умумий куриниши 
куйидагича

Ф (х, у, у', у", у м )  = 0  (1)
булади. Бунда х — эркли узгарувчи, у = у { х )  — номаълум функция, г/, 
у ” , у м  л ар  эса номаълум функциянинг биринчи, иккинчи ва X- к., 
п- тартибли'  хосилалари.

(1) дифференциал тенгламанинг  баъзи мухим хусусий холларини 
караймиз .

1°. (1) дифференциал тенглама ушбу

у м  =  f(x)  (2)
куринишга э г а  булсин. Бу холда  ни кетма -кет  п марта
интеграллаб,  (2) тенгламанинг  умумий ечими топилади.

М  и с о л. Ушбу

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
у"' функцияни кетма-кет  уч мар та  интеграллаб топамиз:
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^у'"йх' =   ̂ ^ч!х — =  1п|л;| +  С 1,

у"  ■== 1п|л:| + С ' ь
\̂ у"с1х =   ̂ (1п | лс | 4 - С,)  с/х =   ̂1п \х\ с1х-\- С {х =  х\п \х \ — х  +  С\х4- (у/ , 

у' =  х\п\х \ -Х -\ -С \ Х + С 2 ,
^у'йх =   ̂ (л:1п | д: |—х-\- С ,х 4 -  Сг) йх —

=  \х\п\х\йх — 1п|дг| — \ х2~~

—  2~ Х2-\- С 1 2—I" С^С-\-С3,
\ я и

у = У \ п \ х \ - ^ х 2+ С 1~  +  С2х +  С3.

2°. (1) дифференциал тенглам ад а  номаълум функция ва унинг 
дастл абки  бир нечта тартибдаги хосилалари к,атнашмасин:

-ф ( х , у {к\ у {к+>\ . . . , у ^ ) =  0 .  (3)

Бу  х,олда у {к) =  р — р (х) алмаштириш нати ж асида  (3) дифференци­
ал тенгламанинг  тартиби пасайиб ушбу

Ф (х, р, р',..., р {п~к)) = 0

куринишга келади.
М  и с о л. Ушбу

х у ^ - у  <1у)==0

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу т енглам ад а

У™=р =  р(х)

алмаштириш б а ж а р а м и з .  Унда у {У)= р '( х )  = - ^ с булиб, берилган

тенглама х - ~ — р =  0 куринишга келади.

Равшанки,

х -~-— р =  0 = ^ - ^ - = — =Ип|р| =1п|х|4-1п|С|| =>- р== С\х.
ах г р х

Энди
р =  У {ХУ) =  С\х

тенгламанинг  ечимини кетма-кет  интеграллаш билан топамиз:

« г  =  С, 4 +

у" =  С г ~ —ЬС,г^ 4 - С 3,
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у/==с' - ^ г + с 2 4 + с ^ + с 4’

У =  С , ~ + С 2- ^ + С г ^ - + С , х  +  С ъ.

3°. (1) дифференциал тен глам ада  эркли узгарувчи х  к а тн аш м а-  
син:

Ф  (У, У У " , - ,  У(п)) = 0 .

Бу холда у' — р =  р(х) алмаштириш билан дифференциал тенглама-  
нинг тартиби бир бирликка пасаяди.  Бунда

/ ¿У

* у/ Лр йу йр
У = йх (1у йх

= р -
йу »

. /// й ( п а р \  _ й йр \ Лу „2 й2р \ п (  ар\у - йх V ¿ у ) ’ йу [ р - йу ) ¿ у 2 К  а у )

булиши эътиборга  олинади.
М  и с ол.  Ушбу

у ' • у '" — Зу/2= 0

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг. 
Бу  т ен гл ам ад а

У' =  Р = Р (х )  

алмаштириш бажарамиз. .  Унда

у , ,= р ж у ^ р(м у + р . ж

булиб, берилган дифференциал те нг лам а куйидаги

яъни
л

^ гШ °  (4>
куринишга келади.

Шундай килиб, берилган учинчи тартибли дифференциал 
тенглама у ' = р ( х )  алмаштириш н ати жасида  иккинчи тартибли 
дифференциал т енглам ага  келди. (4) тенгламани ечиш учун

м = 2йу
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алмаштириш киламиз .  Унда булиб, р - г - ^ -----2 г 2 =  0
йу2 ¿Р  ¿ Р

яъни — ~ ~ =  0 булади.  Равшанки,

1п |г\ — 1пр2 =  1п|С11 =>- г =  С\р2

Н а ти ж ад а ,

¿У — С \Р2=̂ - -  £ =  С Ау  =►

^  р — С\У +  С 2^ - -----^ -  =  С,у  +  С 2 =>

йх

^  - ^ = С 1У +  С ^ Х= - С Г ^ - С 2 У  +  С 3'

. булади.  ■
4°. (1) дифференциал тенгламада Ф(х , г/, г/', у",..., «/<")) функция г/, 

у ' ,  у" , . . . ,  у ( п) л а р г а  нисбатан ¿ - т ар т и б л и  бир жинсли функция,  
яъни

Ф.(х, ¿у' ,  /у", . . . ,  /у1'") =  /*Ф(х, у,  у', у'',..., у (п])

булсин.
Бу холда

У =  е^гс1х, (2 =  2 ( х ) )

алмаштириш билан (1) дифференциал тенгламани тартиби бир 
бирликка ка майга н  дифференциал те н г л а м а г а  келтирилади.

М  и с'о л. Ушбу
х2у - у " =  (у - х - у ' ) 2

дифференциал тенгламани ечинг. Бу т ен гл ам ад а
Ф ( х ,  у,  у', у " ) = х 2- у - у " — ( у — лгу')2

функция учун

Ф  (х, /у, /у', t y " ) = x 2{ty)^(ty") — ( ty —x { ty ' ) ) 2 =

=  ? х 2у -у "  — ? ( у — х у ')2==?[с2у у " — ( у — ху ' ) 2] = ? Ф  (х, у,  у ' ,  у " )

булади.
К а ралаё тг ан  дифференциал те нглам ада :



Ун да

*йх , ,  . У  гс1х .  ч 1 \ г й х  о I А  ,  /  '  \ 9 \  \ 2=  (е> •г ' ) = е ■> - г ^ + е } - г ' — (г +  2 2) е 3У = е - >  - г ,  у

булиб, берилган те нг лам а куйидаги

2/  '  I 2\ 2\гйх  / \гйх  \, гйхч ох^(2 + 2 ^ ) е ' ) =  (е-> — х-г«?'1' )

куринишга келади.  Кейинги тенгликнинг хар икки томонини

е2\гЛх Га булиб,  х 2( г '  +  22) =  (1 — 2х ) 2, яъни х2гл  +  2x 2 = 1  булишини 
топамиз.  Агар х2г' + 2 х г =  ( х 2• г)'  .эканини эътиборга олсак,  унда

<*г- > ' = 1 - ^ - 1

тенглама хосил булади.  Равшанки ,  х 22 =  х  +  Сь Бу тенгликдан 
1 С12 =  — |— г- булиши келиб чикади.  Н а т и ж а д а ,
* хг

Г / ,  С, \ £ £

1пи|—Г +|П|С2' ^  Г  у =  е3 =  е 4 * ' = е  . = С 2хе

булади.  Бу берилган дифференциал тенгламанинг  умумий ечи- 
мидир.

2- §. Я -Т А Р Т И Б Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛА М А  
ЕЧИ М И Н И Н Г М А В Ж У Д Л И Г И

Айтайлик,  бирор я-тартибли дифференциал тенглама 
Ф ( х ,  у, у', у",..., у м )  = 0

берилган булсин, Баъ за н бу тенгламани у<п> га нисбатан ечиш 
мумкин булади:

г/(«)=/(х,  у, у у " , . . . ,  у « ' - » ) .  (5)

Одатда  (5) тенг лам а я - тартибли уосилага нисбатан ечилган 
дифференциал тенглама дейилади.

Ф а р а з  килайлик ,  (5) те нглам ад аг и  /(х, у, у',..., у<-п-Щ  функция 
( п + 1  та  узгарувчининг  функцияси сифатида)  фазодаги бирор
Ъ соха да  аникланган ва  узлуксиз  булсин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас мусбат N сони мавжуд

булсаки, ихтиёрий (х, у, у',..., у(п~ '))£ 0 , (х, у , у',..., у  ("~1)) ££) 

н ук та лар  учун |/(х, у, у',:.., г/('-+‘>) — ( (х, у ,  у',...,  

У <п_1)) I ^  \у— у  | +  \ у' — у "\ +  . . . +  | («— о — у  (я —1) |) тенгсизлик
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бажарилса, у уолда f(x, у, у',..., у^п~^) функция D cocada у, у', у", , 
í/<«—i) узгарувчилари буйича Липшиц шартини бажаради дейилади

1 - т е о р е м а .  Агар
y (n)—f(x, у, у', у",—, у (п~,})

тенгламада f(x, у, у', у'',—, у(л~,)) функция
D =  { ( x , y , t / у (п- ’>) 6 Rn + I л:— х0| <  а, \ у— у0\ <  Ь,

\ у' — Уо\<=ь>->\уп~1 — Уоп~‘)\<:Ь, да узлуксиз булиб, у0, у'\ .....
y(t-i) аргументлари буйича Липшиц шартини бажарса, у %ол<)п 
(5) дифференциал тенгламанинг \х—h, л г о Л ] да
( h  ^  min ( а ,  - ) )

у  | х=х0= у 0, у' I x=x(¡— y'0 у (',~ 1> I о1̂ !  ■

шартларни цаноатлантирадиган ечими мавжуд ва у ягона булади.
Одатда

У | *=*0= У »  У' | х -ч = У о ,- ,  У(п~” | х=*0= У  (<Г‘) 
шартлар бошланрич шартлар дейилади.

(5) дифференциал тенгламанинг  бошланрич шартларни кано- 
атлантирадиган ечимини топиш м ас ал аси га  Коши масаласи 
дейилади.

М и с о л. Ушбу

дифференциал тенгламанинг  куйидаги

í / L = i = 0 ,  у' | jc—i =  1, у"\х=\— 2

бошланрич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
Аввал о  берилган дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини 

топамиз.  Бунинг учун у"' функцияни кетма -кет  уч марта  интеграл- 
лаймиз.

— _ 1Пх С dx_ Inx 1 r
* + J \ 2 -  x

Д е м а к ,

y " = - ^ - ± + C í .

Иккинчи марта  интеграллаймиз:

\y"dx =  \ ~ + C , y x = — i l n 2x - l n U |  + C , x + C 2.



у' — — у  1п2х — 1 п | х | + С ' , г + С 2.

Учинчи марта  интеграллаймиз:

\у'йх=\1 (  — \ Лп2х~  1пи1 + С 1х +  С 2у х =

. =  1 1 п 2Х +  С, ~ - + С 2х +  С3 ,

Д ем ак ,  берилган тенгламанинг  умумий ечими

у — — — 1п " х + С 1— + С г)с+Сз (6)

булади.

Энди у|^= 1 = 0  шартдан фойдаланиб - у - 4 - С 2+ С 3= 0  булиши­

ни, г/ ' | л:=1 =  1 шартдан фойдаланиб С\-\-С2 = \  булишини, 
у //|х=1 = 2  шартдан фойдаланиб — 1 —|— С 1 =  2 булишини топамиз.  
Н а т и ж а д а  С\, Сг, С3 ларни аниклаш учун

' 2 + ^ ,2 + С 3= 0 ,

С , +  С2=  1,

. - 1  +  С, =  2

система х,осил булаДи. Уни ечиб топамиз:

С 1 =  3* С2=  2, С ; ) = —.

Буларнинг  кийматини (6) муносабатдаги С\, Сг, Сз ларнинг  урнига 
куямиз ;  Н а т и ж а д а ,  изланаётган ечим

У =  — у 1 п 2х +  | х 2— 2 х + у  

булиши келиб ч и кади.

3- §. П -Т А Р Т И Б Л И  Ч И З И ^ Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ТЕ Н Г Л А М А Л А Р

Номаълум  функция у = у ( х )  ва  унинг у', у ” ,..., г/*") х,осилалари 
биринчи д а р а ж а д а  катнаш ган

у {г,} +  р^ х)  у ("“ ' ’ +  р 2 (* )  у {п- 2) +  - + Р п - \ ( х ) У '+ Р п (х) У =  я(х)  (7)

тенглама п- тартибли чизи^ли дифференциал тенглама дейилади.  Бу 
ерда р\ (х) , рг(х ) ,..., р Д х )  — тенгламанинг  коэффициентлари, эса 
озод х,ад дейилади.  Улар бирор (а, Ь) оралицда берилган функция- 
лардир.

•г
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(7) тенглама п- тартибли чизикли бир жинссиз диффер ент ! .1.1 
тенглама х,аМ деб юритилади.

Хусусан,  (7) д а  <7 =  0 булса,  яъни тенглама ушбу

у}п) +  р Л х)У 1п~1)+ Р 2 (х)У{п~2) +  -  +  Рп-\(х)У' +  Рп(х)У =  ® <н>

куринишга эга  булса ,  уни « - т а р т и б л и  чизикли бир жинсли 
дифференциал тенглама дейилади.

2 - те  о р е м а .  Агар (7) тенгламадаги р\ (х), р2 (х),..., рп (х) %ам- 
да у(х) функциялар X тупламда ( Х а Я )  узлуксиз булса, у х,олда 
X да (7) тенгламанинг

У  I х= х0=т ' У 0) У I х= х0 Уо> У  I х =  х0 ‘ ~ У о у . '"> У  I х— х0 У о

бошланрич шартларни щноатлантирадиган ечими мавжуд ва 
у ягона булади.

1°. л - т а р т и б л и  ч и, з и к, л и б и р  ж и н с л и  д и ф ф е р е н ц и  
а л т е  н г л а м а л  а р.  я

Энди .

У ' Н-р, ( х ) у {Г1 и + р . , ( х ) у ~ 21 + . . . + Рп - М у ' +  Р „ ( х ) у = 0 (8)

дифференциал тенг лам а тугрисидаги маълумотларни келтирамиз.
3- т е о р е м а .  Агар у\=у\(х) функция (8) тенгламанинг ечими 

булса, с-у\ функция л$ам (С  — ихтиёрий узгармас сон) шу 
тенгламанинг ечими булади.

4- т е ор ем а. Агар у\ %амда у2 функциялар (8) тенгламанинг 
ечымлари булса, у х;олда С\у\-\-с2у2 функция %ам (с\, с2 — ихтиёрий 
узгармас сонлар) шу тенгламанинг ечими булади.

(7) дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини ани кл аш да  
функцияларнинг  чизикли эркли х,амда чизикли богликлик тушунча-  
лари мухимдир.  К,уйида уларни келтирамиз.

Ф а р а з  килайлнк ,  (а, Ь) интервалда ф|(х),  фг(х) ,  фз(х), . . . ,  ф„(х) 
функциялар берилган булсин.

2- т а ъ р й ф. Агар шундай а\, а 2,..:, а„ сонлар топилсаки, уларнинг 
камида биттаси нолдан фарщли булиб, ушбу

а 1ф1 (х) + а 2ф2 (х) + . . .  +  а„ф„(х) = 0

тенглик бажарилса, ф1 (х ) ,  фг(х) ,..., ф„ (х ) функциялар (а,  Ь) да чизикли 
б орлик, дейилади.

3- т а ъ р и ф. Агар фч (х) ,фг(х) , . . . ,ф„(х) функциялар учун

« 1ф1 (х) + а г ф 2(х) +  ... +  апфя(х) = 0

тенглик фак,ат а \ = 0 ,  а 2 =  0,..., а п =  0 булгандагина бажарилса, ф; ( х ) , 
ф2(х) , . . . ,  ф„(х) функциялар ( а ,  Ь) да чизикли эркли функциялар 
дейилади.

Ф а р а з  кидайлик,  у\ (х ) ,  у 2 (х) , . . . ,  уп (х)  функциялар

Г "1+ р ; ( х ) у 'я" 11 |-р 2(х ) у ‘п 2) +  . . . + р п.г](х )У '+  Рп (х)у =  0

дифференциал те н гл ам ан ин г  ечи млари булсин.



Уш бу

W (x).=

У \{х) У2(х) ■■■ Уп(х) 

\{х) у 2(х) -  у'п(х)

у\п-'Ч х) у ^ 1\(х) . . . у ! Г !)(х)

функционал детерминант Вронский детерминант  деб аталади.
5- т ё о р е м а. Агар (8) тенгламанинг у\ (х),..., Уп(х) ечимлари 

(а, Ь) да чизицли боглик, булса, у уолда  V x £ ( a ,  Ь) да

булса, у уолда у\ (х) , г/2 (х),..., уп (х) ечимлар чизицли боглщ булади.
7- т е о р е м а .  Ушбу

формула уринлидир, бунда хо f  (а, Ь).
(9) формула Лиувилл (Остроградский-Лиувилл) формуласи 

дейилади.
4- т а  ъ  р и ф. Агар у\ (х) , у 2 (х ) уп (х) функциялар (8) тенглама­

нинг ечимлари булиб, чизищли эркли функциялар булса, улар
(8) тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси дейилади.

8 - т е  о р е м  а. Агар у\(х), у2(х),..., уп(х) лар (а, Ь) да 
у<.п)-\-р\(х)у(" >>-\-р2(х )у (" - 2>+ . . .  -f-р„_ [(х)у' +  р„(х)у—0 диффе­
ренциал тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси булса, бу 
тенгламанинг умумий ечими

ренциал тенгламанинг  фундаментал ечимлар системасини ташкил 
этишини курсатинг  ва шу дифференциал тенгламани тузинг.

Берилган у\ = х , у 2 =  х2, уз =  ех функцияларнинг  Вронский 
детерминантами топамиз:

W (x) =  W(x0) .e х ( (9)

У — С\У} (х) + С 2У2 (х) f  ... +  С„уп (х)

булади, бунда  с\, с2,..., сп — ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар. 
М и . с о л ,  Ушбу '

у 1 (х) =  х, i/2 (х)  =  х 2, у я ( х ) = е х.2

функциялар бирор учинчи тартибли чизиклй бир жинсли диффе-

W (х) =  1 2х е х =  х - 2 - х - е х-\-х2-е х-0-\ -\ -2-ех-

0 2 е1

- 0 - 2 х - е х- х - 2 - е х- 1 - х 2-ех=,ех(х2~ 2 х  +  2 ) = е х [ ( х - 1 ) 2+ 1 ]



Равшамки,  Vx Ç/? учуй
W (х) =фО.

Д е м а к ,  у\ (х) =±=х, у г ( х )  — х2, у\(х) — ех функциялар бирор учипчи 
тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг  фунда ; 
ментал ечимлар системасини ташкил этар экан.  Айтайлик,  .бундам 
дифференциал теш ла м а

У'" +  ъ ;(х )у "  +  <х-2 (х)у'  f  а з  (х)у  =  0 (10)

булсин.
Энди бу т енглам ад аг и  нбмаъЛум a i ( x ) ,  ос2( х ) х ам д а  аз{х) 

функцияларни топамиз.  Бунинг учун у , ( х ) = х ,  у 2{ х ) — х2 х,амдл 
уз{х) = е х ларни (10) т енглам ага  куямиз :

yV'-j-’a I [х)у'\ -\-а2(х)у\ -\-а:\(х)у\ = 0  =>
=>■ 0 - f a i  (х) -0 +  a 2(x) -1 +  а з ( х )  -х =  0, 
у¥' +  a i  ( х ) у 2' +  а 2( х ) у'2 +  а з  (х)у2 =  0 =>- 

=>■ 0 - ( -a i  (х) -2-\-а2(х) -2х -| -а з (х )  ■х 2 — 0 , 
у'з" +  a i  ( х ) у'з +  а ? (х)у'з +  а 3( х ) уз =  0 =ф- 
=> e  ̂+  a i  (х )е*  +  а 2 ( х ) е *  +  а з ( х ) е* = 0 .

Н а т и ж а д а ,  a i ( x ) ,  а г ( х ) ,  а з ( х )  ларни топиш учун ушбу 
О- a i  (х) +  1 а 2(х) + х а з ( х )  = 0 ,

2 - a i  (х)  + 2 х а г ( х )  -|-х2а з ( х )  = 0 ,  
еха\(х)-\-еха 2{х)-\-ехаз(х) = — ех

системага келамиз.  Бу енстеманн Крамер коидасидан фойДаланиб 
ечамиз:

А =

О 1 х

2 2х  х~ ■ ех(х2— 2х +  2) =  -  [ (х -  1 ) 2+  1 ],

0 1

2 2х

- е х ех

0 0 х
2 О х

е\ ех е

О 1 О 

2 2х  О

ех ех — ех

=  x V ,

— 2х<?',

--2ех,

278



ех (х 2 —  2х-\-2) х2 —  2х  +  2

А 2 - -  2хех 2х

А —  ех {х 2 —  2х +  2 ) х 2 —  2х  +  2

х 2 — 2х  +  2

2

Бу топилган а \ ( х ) ,  а г ( х ) ,  а з  (х) ларни (10) га куйсак ,  унда

дифференциал те нглам ага  келамиз.  Бу изланаётган учинчи тартиб- 
ли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламадир.

2°. я - т а р т и б л и  ч и з и к л и  б и р  ж и н с с и з  д и ф ф е р е н ­
ц и а л  т е н г л а м а л а р .

Ушбу пунктда  п-тартибли чизикли бир жинссиз дифференциал 
тенглама

У{'" +  Р \ ( х )  У(п 1)+ р 2 ( х ) у {п, 2) +  ... +  р п-  1(х ) у' +  рп (х) у =  17 (х) (7)

нинг умумий ечимини топиш билан шугулланамиз .  Бунда  (7) т ен гл а ­
мага  мос булган

бир жинсли тенг лам а х,акидаги маъ лум отлардан  фойдаланамиз.  .
Ф а р а з  килайлик ,  (7) те н глам ада  р\( х ) , р 2( х ) рп(х) х а м д а ^ ( х )  

функцияларнинг  хар бири (а, Ь) д а  узлуксиз  булсин. Унда
(7) тенгламанинг  ечими м а в ж у д  булади.

9 - т е  о р е  м а. п-тартибли чизицли бир жинссиз дифференциал 
тенглама ( 7 )  нинг умумий ечими у(х) шу тенгламанинг бирор 
хусусий ечими ф(х) ва мос бир жинсли дифференциал тенглама
(8)  нинг умумий ечими и(х) ларнинг йигиндиси

дан иборат булади.
Энди (7) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  хусусий 

ечимини топиш усуллар идан  бирини келтирамиз.
Айтайлик,  у\( х ) , г/2 ( х ) ......уп (х) лар (8 ) тенгламанинг фундаментал

ечимлар системасини ташкил этсин. Унда ( 8 ) тенгламанинг  умумий 
ечими

булади.  Бу ерда сг, сг,..., сп ~~ ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар. Равшанки,  
у =  С\у\-\-c2y 2 -\-■■■ + спуп функция бир жинссиз (7) тенгламанинг  
ечими булмайди.

Энди у  =  С\у\+С2у 2-\- ... +  спу п даги с\, с2,..., сп ларни х узгарувчи-  
нинг шундай функцияСи деб караймизки,  н ати жада

(х 2 — 2х +  2 ) -у'" — х2у " -\-2xy'- - 2у =  0

У(п)~>гР \{х)у{п 1)+ р 2(х ) у {п 2) +  -  +  Рп-\{х)у' +  Рп(х)у =  0 (8)

у(х) =  и(х) +  у (х )

у  — С\у\ -(- С2у 2 •{-... -+- СпУп



у =  с\(х)у\+'сг(х)у2 +'... +  сп(х)уп (II

функция (7) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  счЦ| 
булсин.

Бундай а  (х ) ,  с2 (х) , . . . ,  сп ( * )  ларни топиш учун авв ал о  

' с \ ( х ) у 1 +  с2( х ) у 2+ . . .  +  с'п( х ) у п= 0 ,  

с \ М  У\ +  с2(х)  у 2+ ... +  с'п(х) у'п= 0 ,

' Ш
с 1( х ) у ^ Г 2) +  с2( х ) у ^ - 2) +  ,-  +  с'п( х ) у {Г 2) =  О, 

с'1( х ) у (Г >) +  с'2( х ) у (2- 1) +  -- +  с'п( х ) у {Г ,) =  (1 (х)
системадан с'\(х), С г ( х ) с ' п (х)  ларни топиб оламиз.  (Бу  сиолН 
коэффициентларидан тузилган детерминант Вронский д е т е р я  
нанти булиб, у  нолдан фарклидир,  чунки у\, у 2,..., уп (7) тенгламашщ 
фундаментал ечимлар системасини ташкил этади. )

Айтайлик,
с !(х )= а/ (х)  (¿=1,2,3 ,.. .,  п)

булсин. Унда
с\ (х)  =   ̂ он ( х ) ’ йх-\-с\, 

съ(х) =  5 а ? ( х )  х1х-\-С2,

сп(х) = \ а п(х) с1х +  с*п

булади.  Бу ерда с*, с*п — ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар.
Бу С1 (х), с2(х),.. . ,  Сп(х) нинг кийматларини (11) тенгликдаги сч, < •, 

сп ларнинг  урнига куйиб,  (7) бир жинссиз тенгламанинг  хусуо) 
ечими

ф(х) = а\(х) ( 1х  +  с1]у\+ а2(л;)а!х + с% 2  + ...+ 
+  [5 (Хп ( X )  йх~\- Сп]уп =  С\у\ — С 2 ^ / 2  —|— —  — Спу п -\-у\\а\(х)(!\  I 

+  £/2$ а 2 ( х ) с 1 х  +  • ■• + У пО Сп(х ) с1х
булишини топамиз.

Унда 9- теоремага  к у р а  (7) бир жинссиз тенгламанинг  умулп 
ечими:

У - = С\ У \ + С 2У2 +  СпУп -\ -С *У \ -} -С 2У2-\- . . . - \ г С п У п +  £  & ,(*■) йХ  Ш
/'= 1_ I '_ 1 _ п

=  с 1У1 +  с2у 2+ ...-\ -спу п+  £  у ,5сс,(х)с1х
¿=1

( а = а - \ - с 1  / =  1,2,3,.. . , л ) .
М и с о л. Ушбу

у"' — —у " -)- ^ у ' — /у— д - ( х ф О )  
х хг х л/х+1 ’

дифференциал  те н гл ам ан ин г  ум уми й ечимини топинг.
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Б у  т е н г л а м а г а  мос бир жинсли т ё н г л а м а

кури нишда  булади.  Бевосита текшириб куриш мумкинки,
У\=х, г/2= х 2, г/з =  х 3

фун кциял ар  шу бир жинсли тенгламанинг  ечимлари булади.  Бу 
еч и м лар дан  тузилган Вронский детерминанти

=  2х3ф 0

б улга нлиги  сабабли у\, г/2, уз лар фундаментал ечимлар системасини 
т а ш ки л  этади.  Д е м а к ,  бир жинсли

У| У 2 Уз X * 2 х 3

г  ¿ 1 1 = у\ У 2 Уз = 1 2х Зх2

У\ Уг Уз 0 2 6х

У -у =  О

т ен гл ам ан и н г  умумий ечими:

и  (х )  = С \ у \  - Ь с 2г/2 +Сзг/з-

Энди бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечимини топамиз.  
Х усусий  ечимни

ф ( х )  =  С\ ( х ) у \ + С 2  ( х )  у 2 +  с3 ( х )  уз

кури н и ш д а  излаймиз.
Б у  холда  (12) система Цуйи'даги

' С1(х ) х +  С2(х ) х2-|-Сз(х) х3==0

с\{х) ■ 1 -\-с2{х) -2х-\-с'3(х) -3х2= 0

с\ (х )  -0  +  с2(х) • 2 +  сА{х) • 6х х
л1х + 1

к у р и н и ш га  э г а  булади.  Уни ечиб топамиз:

с\ (х) 

С‘2 (*) 

4  (х) =

1
2 V х + Г

X (
л! х + 1 

1
2( л/х +  1)

Н а т и ж а д а :  

с , ( х ) == Г х 2(1х

}”У Т+ 1
V X5 д/х3

У X + 1 5 4
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■ • , о/ -  Ш Ш
— 1п (л -V— 1) с2 ( * ) ' =  — $ - .Д£̂ - -  +  ^ = = — - -  ^ х  ’ +  л' - 2 у’х  +

+  21п ( Д/Х +  1) -|- с 2, с3(х) —  ̂ °3== V *  ~ 1п  ̂ V х +  1 ) +  С3>

бунда,  с I, Сг, Сз— ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар.
Д е м а к ,  бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечими:

ср(х) =  с I (х)  г/1 +  со(х)у> +  с3( х ) у я ~

— [13 V * 5 — т х2~̂ ~и~ »Vх !  _ ‘ ' 2”‘+г V *  1°  ( V х “Ь ^  |■х +

+  [ — - |  л / х 3 + х - 2  д/х + 2 1 п  ( д/х +  1) ] - х 2+

+  [ д/х — 1п ( д/х +  1 ) ] х 3+ с 1 х + с ^ 2+ с ^ 3.

Шундай кнлиб, берилган дифференциал тенгламанинг  ум.умий 
ечими:

У =  и(х) + ф ( х )  =С|Х+С2Х24-СзХ3 +

+  В  У * 5 - Т * 2+ Т  У * 3 - Т х  +  л / х — \п ( д/х +  1 ) ] х  +

+  | -  з V х3 + . х  — 2 д/х + 2 1 п  ( д/х +  1) ] г 2+

+  [ д / х - 1 п  ( д / х + 1 ) ] х 3, с,-=с, :+ с ; ,  /=1 ,2 ,3 .

4- §. П -Т А Р Т И Б Л И  Ч И З И М И  УЗГА РМ А С К О ЭФ ФИ Ц И ЕН ТЛ  И 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ТЕ Н Г Л А М А Л А Р

Ушбу параграфда куйидаги

у ш) +  а ,у ,п- ' ) +  а . у ^ 2) + . . .  +  а п_  ¡г/ +• а,,г/ =  </ ( х ) , (13)

у (',) +  а 11/('‘ - 1) +  а 2£/(л” 2) + . . .  +  а „ _ |у / +  а г1г/ =  0 (14)

я - т арти бли  чизикли дифференциал тенгламаларни урганамиз .  
Бу ерда  дифференциал тенгламаларнинг  коэффициентлари ал, а 2, 
аз,. . . ,  а„ у з г а р м а с  хакикий сонлар,  д (х )  эса узлуксиз  функция.

Одатда ,  ( 13) тенглама чизикли бир жинссиз, узгармдс коэффици- 
ентли дифференциал тенглама, (14) тенглама эса чизикли бир 
жинсли узгармас коэффициентли дифференциал тенглама дейила- 
ди.

1°. « - т а р т и б л и  ч и з и к л и  б и р  ж и н с л и  у з г а р м а с  
к о э ф ф и ц и е н т л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р

Ф а р а з  килайлик,

у (п) +  а 1у {п- ' ) +  а 2у 1п- 2) +  ... +  а Г1__1у' +  а„у =  0 (14)
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дифференциал тенглама берилган булсин. Унинг хусусий ечимлари- 
ни

У — е
куринишда излаймиз,  бунда к номаълум уз гармас  сон. Равшанки,  

у' =  к.екх, у" =  у ,п " =  Г  'скх, у {п̂ к пекх

булади.  Бу у, у', у",..., ларнинг  кийматларни (14) тенглам адаг и  у, 
у', у",..., лар  урнига куйиб топамиз:

+  а,/г" “ 1 +  а 2к"^2-\-... +  а„_ +  а „ = 0. (15)
) /

Бу (14) дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси 
дейилади.

Д е м а к ,  характеристик тенгламанинг  илдизларига  кура  (14) диф­
ференциал тенгламанинг  хусусий ечимларц тонилар экан.

1) (15) характеристик тенгламанинг  илдизлари к\, /гг,..., к„ 
хакикий булиб, улар турлича булсин. Бу холда

к,х кпХ. к„ _ ,х к х
У, =  е , у 2= е  ~ ,..., у п. \ =  е -  , у п— е

функциялар (14) дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари 
булади.  Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.  

Демак ,  бу холда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

к,х  . кпХ . . К  ¡х , К.хУ =  с,е + с 2е - +  спе .

М и с о л. Ушбу
у"' — 2у"  — Зг/' =  0

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Бу дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

к3 — 262 — 3/г =  0 '

булади.  Унинг илдизларини топамиз:

!гл — 21г2 — 3& =  (к-\~ 1) (к — 3) = 0 = ^ = 0 ,  * 2=  — 1, Аз =  3.'

Д е м а к ,  характеристик тенгламанинг  илдизлари х,акикий ва 
турлича.  Унда берилган Дифференциал тенгламанинг  умумий 
ечими

у =  с\е°'х-\- с2е~х-\-с3е3х— с , +  с2е~х-\-с-ле3х
булади.

2) (15) характеристик тенгламанинг  илдизлари кп х а ­
кикий булиб, ’’ улар орасида  карралилари -булсин. М асалан ,  к\ —
— ко =  ... — к,п — к. яъни к (15) тенгламанинг  т  каррали илдизи, 
колган п — т  та  км+1,к,п̂ 2>...,кп илдизн турлича булсин. Бу холда
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функциялар (14) дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари 
булади.  Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.  

Демак ,  бу х,олда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

с2хе1‘х+  с:)х 2екх+ .. .  +  стх т ~-'екх-{- ет+ спеК\ |

М и с о л. Ушбу
у"' +  2у"  +«/1 =  О

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Бу Дифференциал тенгламанинг  характеристик,  тенгламаси

' А-' 4 2/г 4-к , ,г ()

булади.  Унинг илдизларини топамиз:  ,63-|-2&24 - * = ' 0=>£1 =  £2 =  — 1',
&з =  0. Д е м а к ,  характеристик тенгламанинг  илдизлари хакикий  ва

I икки каррали илдиз. Унда берилган дифференциал 'т енглама­
нинг ум.умий ечими:

у ~=с,е ‘ -|- <• ->•(■ ~х-\- с3е°'х= с 1е~х+  с.,хс ' с ,.

3) (15) характеристик тенгламанинг  илдизлари орасида комплекс 
илдизлар булсин. М а сала н ,  /г, =  сс-|-¿Э, 'къ’— а —Хр, ' кз =  у-\-1б, 
*4 =  7  —гб булиб, колган барча кг,, /г6,:.:, кп илдизлар хакикий ва 
турлица булсин. Бу холда

у , = : ^ хео$§х, у 2= е а*зт|3х, у^Щсо&8'х^
ух  ■ о Ьс\Х. ' к„хУ4= е 1Х81пбх, у ъ= е  ". ,у6= е  ,..:.,уп= е

функциялар (14) дифференциал Тенгламанинг хусусий ечимлари 
булади.  Улар фундаментал ечимлар системаСини ташкил этади.  

Демак ,  бу холда (14) дифференциал тенглаМаьцшг умумий ечими:

у  =  с :еах соэ^х +  с2е'‘ %1'прх-(- с: "'’лС08бх +

+  +  с5е/'°л +  'с#** + . . .  +  спе"х.

М и с о л. Ушбу
у'" М.«/" (• 1 Зу' =  0 

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Бу дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

к' \ 4/г ) 1 ЗА’ — 0 

булади.  Унинг илдизларини топамиз:

й 3+ 4 й 2+  13/г- 0  =>1г (к2+ 4 к  +  13) ~ 0  =*■

=>-& 1 =  0, & - } -  13 — 0 | == 0,  к2==1~ 2  — 3/, &з— — 2 3/.



Д ем ак ,  характеристик тенглама битта хакикий,  иккита комплекс 
илдизларга  эга  экан.  Унда берилган дифференциал тенгламанинг  
умумий-ечими

у  =  С[ +  с2е~2х соэЗл: с3е~2хвтЗх

булади.
М  и с о л. Ушбу

у С Л ) —  4 у " '  -| -о у ”  —  4 у '  - } - у ~ 0  
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Бу дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

6 4 — 4 6 3+ 5 й 2— 4/г+ 1 = 0

булади.  Унинг илдизларини топамиз:

к 4— 4 / г Ыг2- 46 +  1 =  0 =>!г2+ — ■-4 (к +  ) +  5 -  0 =>- 

^ [ ( б + |  ) - 1 1 ( б  +  - ‘ )~ -3 ] - 0 =^/г+ ‘ =  1. ‘ = 3 ;

6 +  у =  1 =^/е2—& +  1 = 0  =>6 у-<, /у———  ----г,

*■+-¿■=3 =̂ /г2-3/г +  1 =  0 = . - > £ 5 . /г -  л “ 2^ 5 .

Д е м а к ,  характеристик тенглама  иккита комплекс х а м д а  иккита 
турли х,ак,ик,ий илдизларга  эга.  Унда берилган дифференциал 
тенгламанинг  умумий ечими:

_!_г /о 1,  /о ; 3+ V3 ..
у =  — |-с2е 2 — \-с3е 2 + с 4е 2

4) (15) характеристик тенгламанинг  илдизлари орасида комплекс 
илдизлар булиб, у л а р '  каррали илдизлар булсин. М асалан ,  
£, =  а  +  г|3 илдиз т  каррали булсин. Унда &2= с£ — г|3 илдиз хам т

каррали булади Колган к 2т+ь к 2т+2...,1г„ илдизлар хаки-

кий булсин.
Бу холда

у х — еахсоэ^х, у 2= е ах?,т$х, у 3== хеахсо$,$х, 

Уи=хеах&т$х, у $ = х 2е*х,со?>$х, у 6— х 2еахэт^х , . . . , .  

У2т - \ = х т ~'1еахсоэрх, у 2т= х ’п~ ‘е“ з1прх,

У2ш + ! =  <?<1""'1'Л. У2т+ 2 =  е'1% * Х>-~,Уп== ек'!Х

функциялар (14)  дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари 
булади.  Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.
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Демак ,  бу холда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими: 1 
у  =  с {еахсо$$х +  с ^ ь т ^ х  +  с3хеахсо5^х +  с4л:еах&т$х +  ... +

+  с2ш- |х га-~1£?“ со8|Зх +  с2„^т ~'еах5\п$х +  с2т+]е'12'"+'х + . . .  +  с,,еК,х.

М и с о л. Ушбу

Ут - У ^ + У " ' + У " - У '  +  У =  О
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Бу  дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

к5— 6 4 +  й3+ / г  — * + 1 = 0

булади.  Унинг илдизларини топамиз:

* 5— /:4 +  * 3+ & 2— /> +  1 = 0 = ^ ( * 5+ * 2) — (&4+ £ )  +

+  (£3+  1) =0=^(/г8+  1) ( * 2— * +  1) = 0 ^

=$~(к-\-I) (к~ — /г +  1 ) 2= 0 ;  * + 1 = 0 = ^ * | =  — 1,

(^ _ & + 1)2==0=>*2= * з  =  у + 4 3 *'•

*4~ к г>= ~  у ' ! ¿.

Д е м а к ,  характеристик тенглама битта хакикий  ха м д а  иккита 
икки каррали комплекс илдизларга  эга  экан.  Унда берилган 
дифференциал тенгламанинг  умумий ечими:

У =  с 1е~х-\-с2е 2со$-\~-х +  с3е г& тУ ~ х +  СьХе2со$^уХ -\-с£ е2$ , т ^ х .

2°. я- т а р т и б л и ч и з и к .  л и б и р  ж  и н е е  из  у з г а р , м а с  
к о э ф ф и ц и е н  т л и д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а  р .

Ф а р а з  килайлик,  -

У{"]Л'а \У{и +  а 2У{" а п-\У й"пУ~ Я (х) (Ю)

. тенглама берилган булсин.
Маълумки ,  бу бир жииссиз дифференциал тенгламанинг  умумий 

ечими унга мос бир жинсли

У{п> +  а аУ<п 1 Ь «¡¿/! “' +  ••• +  « „ ..|/у+а„г/ =  0 (16' )

дифференциал тенгламанинг  умумий ечими билан ка рала ёт гап
(16) тенгламанинг  хусусий ечими йигиндисидан иборат булади.

Ушбу параграфнинг 1 °- бандида бир жиНсли , дифференциал 
тенглама (16 ' )  нинг умумий ечимини характеристик тенглама .

* я+ а 1* '1“ 1 +  а 2*' ,“' 2+ ... +  а„_,/г +  а „ = 0  (10")
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нинг илдизларига  к,араб тонилишини курдик.  Д е м а к ,  (16) т е н г л а м а ­
нинг умумий ечимини топиш м асал аси  унинг хусусий ечимини 
топишга келади.

Умуман,  бир жинссиз дифференциал тенглама  (16) нинг хусусий 
ечимини 3 - §  д а  келтирилган усул билан топиш Мумкин.

Куйида (16) тенгламанинг  хусусий ечимини топишнинг амалий 
ж и х ат д ан  кулай  булган усулини келтирамиз.

Бу усул  берилган (16) тенгламанинг  унг  томонидаги г/(х) 
функциянинг куринишига ка р а б  хусусий ечимни маълум  куринишда 
изланишига асослангандир.

1) (16) т е н г л а м а н и н г  у  н г т о м о н и д  а г и ф у н к ц и я  т  - 
д  а р а ж  а л и к у п х, а д б у л с и н :

<7 (х) =  Р т (х ) ,

Бу  холда  (16) тенгламанинг  хусусий ечими:
а )  £ =  0 сон (16 " )  характеристик тенгламанинг  илдизи булма-  

ганда

Ф ( х ) = Р т (х),
б) 6 =  0 сбн (16 " )  характеристик тенгламанинг  5 каррали илдизи 

б у л г а н д а .
ф(х) = Х 5-Р т {х)

куринишида изланади.  Бунда Р т (х )— т - д а р а ж а л и  купхад .
М и с о л. Ушбу.

У'" — У "+ У ' — У =  х2+ х

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Аввал о  бу те нглам ага  мос бир жинсли

У " '-У "  +  У ' -У  =  0

тенгламанинг  умумий ечимини топамиз.  Равшан ки,  унинг х а р а к т е ­
ристик тенгламаси &3— к2-\-/г— 1 = 0  булади.  Бу тенгламанинг  
илдизларини топамиз:

63 — 6 2 +  й — 1 = 0 = И £ - 1 )  ( 6 2+ 1 ) = 0 = ^ : ,  =  1, /г2 =  — г* кз =  г.

Бир жинсли тенгламанинг  умумий- ечими у =  С\вх +  С2СОЭх +  
+  с з з т х  булади.

К,аралаётган дифференциал тенгламанинг  унг  томонидаги 
функция 2 - д а р а ж а л и  ку п х а д  х а м д а  £ =  0 сон характеристик 
тенгламанинг  илдизи булмаганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг  
хусусий ечимини ушбу

ф(х) =  А |Х“ —(— А%х-{-А3 
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куринишда излаймиз.  Номаъ лум  А\,А%,Аз сонларни топиш учун

Ф  (х) = А {х 2 + А 2х + А 3, 
ф' (х) = 2 А\х-\-А2 , 
ф" (х) =2А\  
ср'" (х) = 0

уЛарни берилган т ен гл ам ада ги  у, у', у", у'"  ларнинг  урнига ку ямиз .  
Н а т и ж а д а

— А\х2 (2А I — А 2)х-\- (А 2 — 2А\ —А 3) = х 2 -¡-х 

булади.  Бундан эса
' А , =  -  1,

2 А ,—А 2=  1,

А 2— 2А , — А 3= 0

булади.  Бу системада  Л| =  — 1, А ч = — 3, Лз = — 1 булиши келиб 
чикади.  Д е м а к ,  бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечими 
Ф  (х) =  — х2 —  Зх —  1 булади.

Шундай килиб, берилган тенгламанинг  умумий ечими:

УумумИй= с\е* +  Сгсоэх +  Сзэтх  — х 2 — Зх — 1.
М  и с о л. Ушбу

у '" — у " = \ 2 х 2 +  6х
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Бу  т ен гл ам ага  мос бир жинсли тенглама

у " ' - у "  =  О
булнб,  унинг характеристик тенгламаси /г3 — Дг2= 0 булади.  Равшан-  
ки,

6 3— &2= 0 = ^ 6 2(6 — 1) = 0 = ^ й | =  й2= 0 ,  /г3=  1.

Д е м а к ,б и р  жинсли тенгламанинг  умумий ечими
у =  а  +  с2х +  с3е\

булади.
К а ра лаё т ган  дифференциал тенгламанинг  унг томонидаги функ­

ция 2 - д а р а ж а л и  купх,ад х а м д а  /е =  0 сон характеристик т е н гл ам а ­
нинг икки каррали илдизи булганлиги учун бир жинссиз т е н гл ам а ­
нинг хусусий ечимини ушбу

Ф  ( х ) — Х2(А 1Х2+ А 2Х + А з)  
куринишда излаймиз.

Номаълум  А \,А 2, А 3 сонларни топиш учун '

ф (х) = х2(А\х2-\~А2х -\-А3) 
ф' (х) =4А\ХЪ-\-ЗА2х 2-\-2АзХ, 
ф" (х) =  12А 1х2 +  6А2х +  2А3 

ср"' (х) =  24А[Х +  6А2



лардан ц>'"(х) х а м д а  ц>" (х) ларнин'г кийматларини берилган 
тенгламада ги  у"', у"  ларнинг  урнига ку ям из .  Н а ти ж ад а ,

-  12 А ,х2+  ( 24А 1- 6 А 2) х +  (6А2- 2 А 3) =  12х2+ 6 х  

булиб,  ундан

' — 12Л , =  12,

• 24Л,  — 6Л2= 6 ,

6Л2— 2Л3= 0

системага  келамиз .  Бу системан)инг ечими

А | =  — 1, А 2=  — 5, А з =  — 15 

булади.  Д е м а к ,  бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечими 

ф (х) — — х4 — 5х3— 15х2

булади.
Шундай килиб, берилган тенгламанинг  умумий ечими 

Уумуяий—  С\ 4 -  с г х + с 3е * — х 1 —  5 х 3 —  1 5 х _

буладй.
2) (16) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я  у ш -

6 У
д ( х ) = Р т (х)еах

к у р и н и ш д а  б у л с и н .  Бу холда (16) тенгламанинг  хусусий 
ечими:

а)  £ =  а  сон (16")  характеристик тенгламанинг  илдизи б\ лма- 
ганда

Ч > ( х ) = Р т ( х ) е ах,

б) £ =  а  сон (16")  характеристик тенгламанинг  5 каррали илдизи 
бул га нда

Ф (х) = х Ф т {х)е™

куринишда изланади.
М и с о л. Ушбу

у " ' + у " = 3 х е х
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Бу т ен гл ам ага  мос бир жинсли тенг лам а

,у"' +  у" =  О

булиб, унинг характеристик тенгламаси
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булади.  Равшан ки,

¿ 3+/г2=0=>/!г2( й +  1) = 0 = ^ ^ 1 =  /е2= 0 ,  Л3=  — 1.

Унда бир жинсли тенгламанинг  умумий ечими

у  =  с {-\-с^с-\-с3е - х

булади.
К а ра лаё т ган  дифференциал тенгламанинг  унг  томонидаги 

функция
д ( х ) = 3 х е х ^

куринишда х,амда а  =  1 сон характеристик тенгламанинг  илдизи 
булмаганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечимини

<р(х) =  (А 1х + А 2)ех 

куринишда излаймиз.  Равшанки,

ф/ (х) = е х(А\-\- А 2 -\-А\х),

Ч>" (х ) — е* ( 2 Л 1 -|- Л 2 +  Л \х) ,

<р'" (* )=<?*(  2Л, + 2Л 2+ Л , х ) .

Буларни берилган тенглам ага  куйиб

е*(4Л, +  ЗЛ2) + 2 А ,х е х=  Зхех,

яъни
4 Л 1 —(— ЗЛ 2 2 Л ¡х =  Зх 

булишини топамиз.  Бундан эса

|4Л,  +  ЗЛ2= 0 ,

I ' 2 Л , =  3

булиб,
[з
2

келиб чик,ади. Д е м а к ,  бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечими:

ф(*) =  ( -§* — 2 )ех.

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг  умумий 
ечими

^ / у м у м и й  “  С  1 +  С2х + С 3е * +  (—х — 2 )ех

булади.
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у ' "  — Зу" +  Зу' —  у  =  е2х

дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими кандай  куринишда 
йзланади?

Бу т ен гл ам ага  мое бир жинсли тенглама у ' "  — ‘¿ у " -!-З у'— у — О 
булцб, унинг характеристик тенгламаси k3 — 3k2-\-3k— 1 = 0  булади.  
Равш анки,

fe5 — 3 k 2- \ - 3 k - ~  1 =  0--^(/е —  1) ( k —  2) ' =  0=^/f! =  ^2 =  2, / г з = 1 .

К а ра лаё т ган  дифференциал тенгламанинг  унг томонидаги функция 
g ( x ) = e 2j: куринишда хам да  а  — 2 сон характеристик тенгламанинг  
икки каррали илдизй булганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг  
хусусий ечимини

ср (х) — А х2е2х

куринишда изланади.
3) (16) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я

q(x| =  /3m(x)cos|3x+Q„(x)sin|3x

к у р и н и  ш д а  б у л с и н , бунда  Р т [х) х,амда Q„ (х) лар  мос равишда 
т  ва я - ' д а р а ж а л и  купхад .

Бу холда (16) тенгламанинг  хусусий ечими:
а ) f e = ± i ' P  сон (Гб1") характеристик тенгламанинг  илдизи 

бул га нда

ф(х) = P ,  (x)cos(3x4-Q>.(^)sin|3x ,

б) £ = ± ¿ [ 3  сон (16")  характеристик тенгламанинг  s  каррали 
илдизи булга нд а

с р ( х )  = x s ( P , ( x ) c o s p x  +  Q , . ( A : ) s i n p x )

куринишда изланади,  бунда A, =  max{m, п}.

М и с о л. Ушбу
у (,v> +  Ay" +  4у =  xs in2x

Дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими кандай  куриш и i i 
изланади?

Бу те нглам ага  мос бир жинсли тен глам а y<IV) +  4 y "  | ■!// 11
булиб, унинг характеристик тенгламаси fe4 +  4fe2-f-4 =  0 (>\ ........
Равшанки ,

к ' + 4 /г+ 4  =  0=#(/г2+ 2) 2=0=>k , =  k2— i д/2,

& з = & 4 =  — i  д / 2 .

Ка ралаё тг ан  дифференциал тенгламанинг  унг  томонидаги <|>-............

М и с о л.  У шоу

q  (х) = x - s i n 2 x
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куринишда х а м д а  ¿ = ± 2 г  сон характеристик тенгламанинг  илдизи 
булганлиги учун бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  хусусий 
ечими

Ф (х) =  (А хх-\-А2)$\п2х-\- (Аэх -{- А 4) со$2х

куринишда изланади.
4) (16) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я

<7 (х) =  еах ( * ) с о в ^ + <?„(*) з т р * ]

к у р и н и ш д а  б у л с и н .
Бу  х,олда (16) тенгламанинг  хусусий ечими:
а )  & =  а ± / р  сон (16")  характеристик тенгламанинг  илдизи 

б ул ма ган д а

Ф (Х) = е ах Р  созрл: +  ^ ( х ) э т р х ] ,

б) ¿  =  а ± / р  сон (16")  характеристик тенгламанинг  я каррали 
илдизи булга нда

Ф (х) = х в-еах р х(х) соврх-!- 0 х(х) этрх]

куринишда изланади.
М  и с о л. Ушбу

У ' " + у ' ~  ( соэ2х +  э т 2 х )

дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими ка н дай  куринишда 
изланади?

Бу т ен глам аг а  мос бир жинсли тенглама у"'-\-у' =  О булиб, 
унинг характеристик тенгламаси к3Ц-/г =  0  булади.  Равшанки,

/г3-[-£ =  0=Ф.£(£2+  1) = 0 = ^^ , — 0, ¿2= г ,  ¿3=  —  г .

К,аралаётган дифференциал тенгламанинг  унг  томонидаги функ­
ция

д(х) = е х(со82х+ зт2х)

куринишда х,амда ¿  =  1 + 2 г сон характеристик тенгламанинг  илдизи 
булмаганлиги учун бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечими

ф(х) = Л - ^ ( с о з 2 х  +  з1п2х) 

куринишда изланади.
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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р  СИСТЕМАСИ

1-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ ЕЧИМИНИНГ 
МАВЖУДЛИГИ ВА ЯГОНАЛИГИ

Ф а р а з  килайлик
У ' / '  (х» У\, У ^ у ч У п ) , у 2==/ 2 (х, у 1, у%,...,уп) , р 1г (х ,  г/1, У2,...,Уп)

п та  дифференциал те нгламалар берилган булиб, улар да н ташкил 
топган,

12- Б О Б

у\ — !\ (*• У1, Уъ~ . У  я )

У.2— ¡2 ( х , у ь у 2,,. . У „ )

Уп— \п (х,У  1, г/2.- •,*/«). .

системани карайлик .  Бунда  х  — эркли узгарувчи,  ^ — г/1(х ) ,  г/2— 
=  У 2 ( х ) , . . . , У п = У п ( х )  — номаълум функцйялар ,  г/1, у'2 ,...,у'п л а р  эса 
шу функцияларнинг  х,осилалари.

Одатда  (1) система дифференциал тенгламалар системаси 
дейилади.

М асалан ,

У |= У г+  '> 1 У1 — У1 +  У2 У\'У2\>

У-1=У\-г • } У2= ~~~У\ У2+ У Г У 2 

г / ^ г / ^ п х ,  |  

у ' ^ у . е ^  |

дифференциал те нглам алар  системаларидир.
Ф а р а з  килайлик ,  ф ( х ) ,  ф г (х ) ,  ..., фп( х )  функцияларнинг  х,ар бири 

( а ,  Ь) интервалда аникланган,  узлуксиз  х,амда узлуксиз  ф '( * ) ,  
фб(х) фп(х) х,осилаларга эга  булсин.

Агар ( 1) сиетемадаги у \ ,  г/2,.--, Уп л.арнинг урнига ф1 (л:), фг(д:),..., 
Фп( х )  лар,  у \ ,  у'ч у'п ларнннг  урнига  эса ф 1 ( х ) , ф г ( х )  ф £(х) лар 
куйи лганда  унда^и 'тенгламалар .  айниятга  айланса :

ф,1= / , ( Х , ф 1,ф2,...,ф„),

ф2= /,(х ,ф „ ф 2 ,. . . ,ф „ ) , .

ф 1 = / | ( х , ф 1,ф2,--,ф„),
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v' M’.u.' i  (|'i (x ) . (дс),...,ф„(лс) функциялар (1) дифференциал
! пи laMa.m.p сисгемасинииг .ечими дейилади.

M a ca . i a a ,
у i - y - 2 , V

У 2= — у.I j  .

1' iU'ivMiiiiiiHi ечими *’

(pi (х )  = C ) C o s ( x  — С2),
(Ci Сз =  const)  

ф2(дс) =  — Cisiri  (х — С2),
буладл ,  чумки

ф( — ф| (х) = f ; , c o s ( х — С2), ф'| =  ф,(х) =  — C|Sin(x — Со), 
ф. .^ф2(,к) =r — C*i sin ( х —г С2) , ф2= ф г М  =  — C,cos(x — C2)

. lap учун
ф!(х) =<р2(х),

<р2(х) =  — ф|(х)

булади.
Дифференциал г е ш л а м а л а р  системасини ечиш усулларини баём 

Я’ншдап а вв ал  ( I )  система ечимининг м авж удли ги  х,амда ягоналиги 
\а к h i a i n теорем а ни исботсиз келтирамиз.

Лита или к, /, (х, у и г/2, . . ,  у„), h { x ,  у\,у2,..„ у » ) f„( x,  y t,y2, - ,  у п) 
фупнцияларниш \ар бири п-f - 1 узгарувчининг  функцияси сифатида 
R" ' ' фазодаги

D = {(x , у\, у 2,..., уп) £Rn+': |х — х°| < а ,
\у\—у'\\ ^ b \ ,  Iг/2 — <й>| <¿>2 \уп — уп\ </>„}

ёпик. «тугри тур т б ур ч а к »д а  берилган булсин. (а, Ь, Ь2,..., Ь,,') — 
уз гар мас  му'сбат сонлар,  х0, у°, у2,...', yZ)£Rn+i.)

I т а  ь р и ф.  Агар шундай узгармас мусбат k сон мавжуд
пуле аки. ¡, (х, у |, у -j,...... у„) функция ( i =  1,2, ..., п) х аргументнинг
\х- \ ^ . а гснгсизликни к,аноатлантирадиган ихтиёрий к,ийматла- 
р in hi. у 1, г/2,..., у„ аргументларнинг

Iг/1;— у°\ ^ Ь и  Iг/г-г/21 <6 2,...,Iу п —  г/21 < Ьп

тенгсизликларни цаноатлантирадиган ихтиёрий у и у 2, ..., у п хам да  
г/ь г/2........ у„ кийматлари учун

\ f i (x,yi ,  г/2,..., г/«) fI ( х , у \, У2,-.,Уп) I <
</г( |г/-г/| | +  ! у  а ! - f  •••+  ¡г/« — г/„|)

(<= 1.2,8. ..., п) генгсизлик уринли булса, /, (х, у\, у 2, ... , у п),
/ <л • Уи У;г.........У"). ••• - М * . У и г/г, ... , Уп) функциялар у и у 2, ... , £/п лар
пуйичи , Iипшиц шартини бажаради дейилади.
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! 1 l - ' f  ё о р е м а.  Агар р
у\ =  /i (х, уи г/2, -. . ;  i'yk);
y'2 =  f2(x, у  1, г/2, ... , г/„), .

y'n =  fn (x ,  г/1, г/2, ... , г/я) 
дифференциал тенгламалар системасида fi (х, у \, у 2, . . . ,  уп ), f2 (х, у i , 
У2, ••• , у n) ,—,fn(x, у\, у 2, ... , г/л) функцияларнинг %ар бири D да 
узлуксиз булиб, у ,, у 2, . . . ,  у п аргументлари буйича Липшиц шартини 
бажарса, у х,олда (1 )  дифференциал тенгламалар системасининг
[xo— h, Xq-\-h\ сегментда ( mi n (а, ~ ) ,! /, <vVf, i=  1 ,п  )

бошлангич
У>I х=ч =  У°1> У2 1 г/«1 *-,„== У"

шартни щноатлантирувчи ечими мавжуд ва у ягона булади.

2- §. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р СИ СТЕМ АСИ Н И  ЕЧИШ У С У Л Л А РИ

Г .  Д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и н и 
б и т  т а юк , о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а г а  
к е л т и р и б  е ч и ш ,

Дифференциал тенглам алар  системасини ечишнинг турли 
усуллари м а в ж у д .  Шулардан бири' маълум  шартлар бажар ил-  
ганда  дифференциал тенглам ал ар  системасини битта кжори 
тартибли дифференциал т ен гл ам ага  келтириб ечиш усулидир.  Бу 
ус улда  (1) системага  кирган те нглам алар  билан бирга,  шу 
системага  кирган тенгламаларни дифференциаллашдан х,осил 
булган тенглам ал ар  бирга ка рала ди .  Сунг  топилган функция 
х,осилаларнинг урнига  куйиш йули билан битта номаълум функция- 
га нисбатан кжори тартибли дифференциал тенглама хосил 
килинади.

Соддалик учун икки номаълум функция ва  уларнинг  х,осилалари 
катнашган иккита дифференциал те нг лам ад ан  иборат

y\ =  f \(х, г/i, г/г),
У2 == f 2(ху у |, г/2) (2)

системани караймиз .  Бу  системанинг  бириичи тенгламаси

y\ — j\\x, у  и г/г) (3)
ни дифференциаллаб топамиз:

<5/, df, , df,

Е>у тенгликдаги у\, у 2 ларнинг  урни; . :  (2) системадаги унинг 
кийматларини ку йсак ,  унда

„ <5/, df- df, df, df, of , , ,
y '=~J7+ ^ ' f 1 +W | f 1,i/2) (4)

булади.
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(3) тенг лам ад ан  у 2 ни топиб (бу у 2 функция х, у\, у\ лар  оркали 
ифоДаланади) уни (4) тенгликдаги у2 нинг урнига куйсак ,  натижада

у[‘=  Ф (х ,  у и у',)

иккинчи тартибли дифференциал тенглам ага  келамиз .
М  и с о л л а р. 1, Ушбу

у\=Уъ  I

У 2=  ~~ У \ )

системани ечинг.
Бу системанинг  биринчи тенгламасининг  х,ар икки томонйни 

дифференциаллаймиз:

У\'=У %
Сунг  у 2 нинг урнига'  (б е р и лга н . системанинг иккинчи тенгламаси-  
га  ку ра )  — у  1 ниж уйиб  куйидаги

У"-\~У\ = 0

иккинчи тартибли дифференциал т ен гл ам ага  келамиз .  Бу тенглама- 
нинг умумий ечими

ух =  С1С05Х+ Сгэшх

булади.  .
Берилган системанинг биринчи тенгламасидан фойдаланиб 

у2 —  у\==  ( С ^ о э х + С г э т л : ) ^  — С ^ т х - р  Сгсоэх

булишини топамиз.
Д е м а к ,  системанинг ечими

У\ =  С ^ о в х - р  С г в ш х ,
у  2 =  — С ^ ш х  +  Сгсоэх

булади.
2. Ушбу

у \ = у \ + $  1пх, '

системани ечинг.
Бу  системанинг  биринчи тенгламасининг  х,ар и^ки ' томонини 

дифференциаллаймиз:

'  у'{~  2/у2 • у'г -{• соэх.

Берилган системанинг иккинчи тенгламасидан

2У2-У2 =  У\
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булишини топамиз.  Кейинги икки тенгликдан 

ч у ' \ — у \ = С О $ Х

булиши келиб чицади. Бу чизикли бир жинссиз тенгламанинг

1
умумии ечими

СОёХ

булади.
Сунг

у'\=у2 +  5 т х ,
У1 — С,ех-\- С2е соэх

тенгликлардан
у 1 = С 1ех— С2е-

булиши келиб чикади.
Д е м а к ,  берилган системанинг ёчими

у 1 =  С 1ех+ С 2е~-х— ~ с оба: ,

1
С ех— С £ ~ х— ~ эшх уУ 2~

булади.  ! ■
2°. Д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и н и и н ­

т е г р а л  л а н у  в ч и к о м б и н а ц и я л а р н и  т о п и ш  б и л а н  
е ч и ш .

Дифференциал т енглам ал ар  системасини ечишнинг бу усулида ,  
системага  кирган тенглам ал ар  устида арифметик ам алла р  б а ж а -  
риш н ати жасида  интегралланувчи комбинация хосил килинади,  
яъни ам ал ла р  н ати жасида  х, у\, уц,..., уп л ар га  боглик шундай 
номаълум •

и =  и(х, у,, у 2,...,Уп)
функция ва унинг х,осилалари богланган тенглама топиладики,  
у енгил интегралланувчи булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

У\~-

У2--

У2_
X ’ 

X
системани ечинг.

Аввал о  системага  кирган тенгламаларни х ад л аб  кушамиз :

у\ + У 2 =  — ~(У\-\-У2)=> (У\-\-У2) ' =  — ~(У\~\~У2) ■
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Р авш анки ,

¿ (г / ,-!/,>) 1 , . Л(У\+У2) (1х
■ ,/л-' • = -  +  ^  . = -  7 ^

С,
=Мп|г/, +  г/2| == — 1п |дс.1 +  1п| С ,\=>уI +  у 2= - у -  

Сунг  системага  кирган тенгламаларни х,адлаб айирамиз:  

«/{— г/г =  ■у  (г/ 1 — г/2) => (У 1 -  Уг)' =  ■у  (УI — Уз) ■

Равшан ки,

Н а т и ж а д а

¿(У\~М) Г ,  . ¿{У\ — У2) Лх
ЛУл—У ^йх X 1 У, — у ,2 X

-1п | £/, — г/2| =Гп|х| +\п\С2\=>у{ — у 2= с 2х.

У\-\~У2—
с,

У\ у 2—

система х,осил булади.  Бу системадан

У\— 2 ( д: +  С 2х ) < ^ |

1 С,
/У 2 =  2 ( х-----С 2*)

булиши келиб чикади.  Бу берилган дифференциал тенглам алар  
системасининг ечими булади.

2. Ушбу -
\У\=УгУь

, У? 2 У 2 = у — У1-У2
системани ечинг.

Берилган системадаги биринчи тенгламани у2 га,  иккинчи 
тенгламани эса у\ га купайтириб х,осил булган тенгламаларни 
ха д л аб  ^ушамиз:

/ | / 2 2 | Уу'У? 2 2 / \ / У\'У2У у ’ У 2Л~ У2 • У \ =  У г  У 2-\----- -- —УгУг>У2' У \ + У \ ' У 2 = - — ■

Агар '
у 2 -у\ + у\ -у2= { у \ - у 2)'  

булишини эътиборга олсак,  унда  кейинги тенг лам а куйидаги

1

куринишга  келади.
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Равшанки,
¿(у,-у2) 1 ¿ (у г у2) ,/л
~ " л - = Т  < * • * > *  1 " . ^  -  

=^1п!у,-г/2! = 1 п | л :| + 1п|С ||=^у,-1/2= х - Г ; | . ([>)

Бу тенгликни эътиборга олиб, берилган систёманйпг б при мчи. 
тенгламаси у \ = у \ 'у 2 ни ушбу  ..

у\=у\ 'С\-X (6) '
куринишда езиб оЛамиз. Энди (6) тенгламани ечамиз:  *

(1ц, йу,■С\-х-ул=>--- =  С , • л; • п | у ,

— Н1п|С2|= г̂/|==С2-е 1

(5) тенгликдан фойдаланиб топамиз:

с|—  1 С, ..
У\‘ У2 — С\Х=^у2-С 2-в =  С|Л'=Ф-у2= “  л><? ( ( . .  / П)ь 2

с,
Шундай килиб,

^  С'- 2 У\ =  С2-е
2

Г' —с -Ч 1 2у , — х -е
2

берилган дифференциал тенгламалар системами мши сними булади.  .
3. Ушбу

у1 =  3у,  +  5 у 2, |

У2— — 2у, — 8 у 2 | 

дифференциал те нглам алар  системасининг

У)!* —0 ~ 2 ,  У 21х = 0 ~  ,Г)

шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
Системада ги  биринчи тенгламани 2 га кунайтириб,  уни иккиичн 

тенглама билан х ад л аб  кушиб топамиз:

2 у 1 + у /2 ' = 2 ( 3 у | + 5 у 2) +  ( — 2у\ — 8 у 2)=^(2у| +  у 2) '  =  2(2/у| +  //2) 

Кейинги тенгламани ечамиз:
^(2{/,+У2) (̂2.</| 4 .

= 2 (2У, +  У2) =2^х=>с1х 2 у , +//._,

/2= с у
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Агар у 2 нинг бу  ифодасини берилган системадаги бирипчп 
т енглам ад а  катнашгнн у 2 нинг урнига куйсак ,  унда

У\ — ЗУ\ +  5 ( С Хе2х-— 2у\) ,

яъни
У ' \ = - 7 у : +  БСг е2х

чизикли дифференциал тенглама х,осил булади.  Бу чизиклп 
дифференциал тенгламани 8 - боб, 3 - §  д а  урганилган усул билап 
ечиб, унинг ечими

У1 =  С2е~7х+ ^ С г е2х

булишини топамиз.
Юкоридаги (7) тенгликдан фойдаланиб,

У2= С г е2* - 2 ( С ^ + ^ С ^ )  ,

булишини топамиз.
Шундай килиб,берилган дифференциал те нглам алар  системаси- 

нинг ечими:

у ^ с 2е~1х+ \ с {-е2\

У2— ~~~^С,е2х— 2С2е~7х. (8)

Энди У х = о = 2, У2\х=о~§

шартларни эътиборга олиб, (8) тенгликлардаги х нинг урнига 0 ни, у { 
х а м д а  у 2 ларнинг  урнига  эса мое рави шда 2 ва  5 ларни куямиз .
Н а т и ж а д а

2 =  С 2+ | С „

С ! 2 С2 (9)

булади.  (9) системани ечиб
С* 1 =  9, С2 =  — 3

булишини топамиз.
Д е м а к ,  берилган дифференциал тенгламалар .  системасинипг 

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечими

■ У \ = { — 3) • е~ 7х-\--~-е2х-9 =  5е2х— Зе~7х,

У2=  -  ‘ 9е3х- 2 ( — 3)е ~ 7х=  — е2х+  6е~ 7х

булади.
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