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С У З  Б О Ш И

Кптобхон эътнборпга ха вол а кнлпнаётган мазкур «Олий 
математика» дарслпгн олий техника ннстнтутларининг талаба- 
ларн учун мулжалланган.

Унда келтирилган мавзулпр олий уцув юртларпнпнг мухан- 
днс-течник ва кишлоц х\жалпк мутахассисликларн учун мате­
матик фанларнпнг амалдагн даст\рнга ту л а мое ке!адн.

Дарслнк пккп жплддап иборат б^либ, унннг биринчи жнл- 
днга чизнцлн алгебра ва аналитик геометрия элементлари, 
математик анализга кирпш, бир узгарувчили функцияларнинг 
дифференнпал хпеобн, фунышяларнн хосилалар ердамида тек- 
шириш, хацпцпп узгарувчининг вектор ва комплекс функция- 
лари, бир Узгарувчили функцияларнинг интеграл хнеобн, бир 
неча узгарувчилн функциялар хамда оддий дифференциал тенг- 
ламаларнинг асосларн киритилган.

Дарсллкда келтирилган мавзуларнинг иложи борича катъий 
ва тушлнарлн булншпга чаракат килинди хамда куп ми^дорда 
мнеоллар бплан таъмпнландп, бу эса назариЛ мазмуннинг маъ- 
носини очишга ёрдам беради ва даренн баён цплишни аннц 
ва тушунарли кплади. Ундан тацщарл, 5'т,1ЛГан мавзуларнн 
мустаз^камлаш учун 5'з-узинн текшириш мацеаднда саволлар 
келтирилган ва мустацнл счиш учун машклар тавсия этилган; 
уларнинг тартпб рацамларп I бобда В. П. Мипорсышнинг «Сбор­
ник задач по высшей математике». М., Высшая школа, 1977 ва 
долган бобларпда эса Г. Н. Берманнпнг «Сборник задач по 
курсу математичес ого анализа», М., Наука, 1985 китобларн- 
дан ьГ рсатилган.

Дарсликнп ёзпшлан чаксад амалдагн *Даст\р» га тула 
мос келадиган ягона в китобшпжг н\ цлигпдир. Унн ту- 
зишда «Даст>р~да тавсия кплпнган асоснн ва кСшнмча ада* 
биётлардан хамда узбек тилнда чоп этилган дарелпк ва 5'КУВ 
цулланчаларидан кенг фойдаланнлди. Мазкур дарсликнн 
«Олий математика мпсол ва масалаларда» viftB ^лланмаси 
билан тулдириш к\'зда тутплган.

Муаллиф дарслимш тузншда, унннг анрим цисмларннн
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ёзншда берган маслачатлари ва ёрдамларн учуй «Олий ва ама- 
лий математика» кафедраси уцитувчиларнга мнннатдорчилик 
бнлднрадн.

Узбекистон ФА. нинг ^а^и^нй аъзосн, фнзнка-математика 
фанларн доктор», профессор В. 1у 1\об\ловнннг дарслнкка нлиц 
муносабати учун муаллнф уз миннатдорчнлигнни бнлдирадн

Узбекистан ФА иинг мухбир аъзосн, ТошДУ с Амалии мате­
матика» кафедрасннинг мудпри, фнзнка-математика фанларн 
доктори, профессор Н. Ю. Сотимовнннг дарслик мазмунинн 
мукаммаллаштнриш борасидагн фнкрларн учун муаллиф уз 
ташаккурннн билднрадн.

Холнсона та^рнз, танкнд ва дарслнкнн бнр хил булган 
узбек ва рус тилларидагн шсхаларнни ёзишда йул ^унилган 
камчнлнкларнн к\ рслтганларн учун Ломоносов ночндагн МДУ 
профессорн, физика-математика фанларн доктори А. С. Ан- 
дреевга, Россия ФА А. А. Благонравов номпдагн машинасозлик 
ннститутининг профессор», физнка-матеыатнка фанларн доктори
Э. Л. Анрапстовга. Тошкеит цишло1\ хужалигини иррнгациялаш 
ва механцзациялаш м\чандислари инстнтутн «Олнй математи­
ка» кафедраси муднрн, профессор Э. Ф. Фанзнбоевга, ТошДУ 
«Умумнй математика» кафедрасннинг катта >*1\нт\вчнсн, физи- 
ка-математика фанларн номзоди А. А. Ра.чимовга. тазфир 
-\айъатинннг аъзоларн фнзнка-математика фанлари номзодла- 
ри, доцентлар М. Жураев, Е. А1. Хусанбоев, А. А. \амдамовлар- 
га муаллнф уз ташакмрннн билдиради.

Дарслик камчнликлардан холи эмас, албатта, шу сабабли 
муаллнф Сртоцларнннг унн янада такомиллаштнришга кара- 
тилган фикр ва мулох.азаларннн мамнуннят билан цабул ^кла­
ди ва олднндан уз миннатдорчилпгннн билднрадн.

Муаллнф



I- боб

ЧИЗМКЛИ АЛГЕБРА ВА АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ 
ЭЛЕМЕНТЛАРН

I- §. Текислнкда ва фазода тугрн бурчакли Декарт координаталарн

Математика ни иг геометрик масалалар алгебрапк усул бнлан ечн- 
ладигаи булнми аналитик геометрия деб аталадн. Аналитик гео- 
метриянннг асоен координата лар усул и булнб. унн XVII аерда фран­
цуз математиги га фыйласуфп Реие Декарт киритгаи ва бу усулнн 
к^пгнна геометрик масалаларга татбн^ этган. Координаталар 
усулн нуцтанниг газнятини координаталар снетемаспин \оснл ь̂нла- 
дигаи бирор чизнкларга нисбатан ^арашга асосланади. Дастлаб. тур- 
ри чизи^да ётган ну^танинг газнятп ка и дай анпкланишиип курайлик. 
Ихтиерий ту Fpn чиз1Щ оланлнк, уида бошлакп!Ч О иуцта танлаиган, 
санокнннг мусбат йуналншн «—*■» билаи курсатнлган чамда узунлик 
бирлиги (масштаб) таилангаи булени (1-шакл). Бчндай тугрн чизиц 
уц деб аталадн.

М — бу тугрн чшш^нпнг нхтнёрий ну ь̂ таси бу ленн. 0 .1! йунал- 
гаи кесманинг (яъии бошлангич ну ̂ тасн О ьа охирги т^тасн .VI 
курсатнлган кесманинг) катталнги (узунлиги) ОМ ни царайлпк. Эс- 

латиб утамнзки, 0.11 иннг йуналншн у^нинг йуналншн бнлан устма- 

уст тушганда ОМ *= 1ОМ 1 булади. О W нннг йуналншн укнннг йуиа- 

лншига }\арама-̂ аршн булгаи \олда эса О\1 =  — | ОМ | булади. бу 

ерда | ОМ | йу налган ОМ кесманинг узуилнгшш бнлднрадн.

Бунга асосланиб, эндн Л1 иу^танинг укдаги вазиятинн О И йу нал­
ган кесчанипг 0Л1 катталнгн ёрдампда ани^лаш мумкин. Бу соннн 
биз Л/ ну^танннг координатаси деб атаймиз Еа х .\арфн билан бел- 
гилаймиз. Шундай цнлпб, х =  ОИ. Ох уцни координата у^н деб 
атанмнз.

___ о м
------1------ *— — 1------ 1------ 1— -   ̂ ‘------1-------- г

-4 -з Z ч  0  1 2 з  /,

I- шакл.
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Энди текнслнкда ётгаи нуь̂- 
танннг вазияти ь̂ андаГ! аингузанн- 
шпнн курнб чш̂ айлпк. Боши уму- 
ми» ва бир хил масштаб бнрли- 
гига эга булган нккита узарг 
перпендикуляр Ох на Оу уцлар 
текнслнкда тугрн бурчаклн Де­
карт коордннаталар системаснни 
доил цплад». Ох \̂ нн абсцисса- 
лар у^н (горизонты ук), Оу 
у^нп ординаталар укн (верти­
кал УЧ\), уларнн биргалнкда эса 
координата гар деб атаймнз 

Координата у^ларннинг кеашлш н> 1\тасн — О нуцтанн координа­
та/юр боши, Ох ва Оу утугар жойлашган текиеликни эса коорди* 
наталар текислиги деб атайчиз ва Оху билан белгнлайчиз (2- 
шакл).

Л!— текнсликнннг нчтнёрпй ну^таси булснн, унннг вазияти бпт- 

та сон бнлаи эчас, балки иккнта сон бнлан анн^ланадн. И ну̂ та- 

дан Ох ва Оу у ь; л ар га АЫ ва MB перпенднкулярлар туширамиз. Л1 

ну^танннг х ва у т№рп бурчаклн координата зари деб. мос равншда 

ОА ва ОВ й у налган кесмалзрнннг 0.4 ьа ОВ каттали сларига айтн- 
ладп. Шундай ^илиб, х — 04, у ~ ОВ.

И ну^танннг х ва у коэрдннзтзрп мз: равншда унинг абсцнс- 
саси ва ордннатасн дзб атазздн. М ну^таншг х ва у коорднната- 

ларга эгалнгн бундай кчрннншда ёлиади: М(х: у), бунда цавсда 

биринчи уриндэ иуцпшпнг аб:ци2саси, пккннчн уринда ордннатасн 
ку рсатнладн.

Шундай цилпб, танланган коордннаталар снстечаснда текнслик- 
иннг хар бир М н> цтаспга хакн̂ нй сонларнпнг бнргина тартнблан- 
ган жуфти [х; у)— унинг координата лари мос келади, ва акспича.

хакщнй сонларнпнг \ар бир 
тартнбланган жуфтн {х, у) га 
Оху текнслнкда шундай бнр- 
гнна \1 нуцта мос келаднкп, 
унинг абсинссасп х га, орди- 
патасн у га тенг буладн.

Координата yiyiapn текис- 
лнкнп чораклар деб аталадн- 
ган турт булакка буладн. 3- 
шаклда чоракларнннг тартчб- 
танишларн, ^унидагн жадкал- 
да эса кукталарнииг у ёкп бу 
чоракоа жонланншпга кФаб, 
улариннг координагаларн ншо- 
ра зари курсатплган:



Энди фазодагн иу^танннг 
вазнятиии аии^лашга утамнзЛ*
Бигга О иуцтада кесншалнган 
ва бир хил масштаб бирлнгига 
эга булган учта узаро пер­
пендикуляр Ох, Оу ва О г  4 -  ш я к л .  

у^лар фазода тутрн бурчак-
лн Дек. рт координаталар спстемасипп анш>лайди ва у бундай бел- 
гнланадн: Оху г. Бунда О иуцта коордннаталар бошн, Ох— абсцнс- 
салар yi\ii, О у  —  ордина: a ia p  \iyi, O z —  апплнкаталар уь;и дениладн.

М — фазоиниг нхгнёрий иу^асн булсни, у орцали Ох, Оу, Ог 
координата укларнга перпендикуляр булгаи учта текнслик утказа- 
миз (4-шакл). Бу текнсликларнинг уцлар бнлзи кесншиш нуцтала- 
рнни мос равншда Л, В, С срь;алн белгилаймнз. Л! нуцтаиинг х, у,
г тусрн бурчакли коордииата- 

ларн деб. мос рагншда.0.4. ОВ, 

ОС й у иал гаи кесмала рнлигО/4, 

ОВ, ОС кат та лик та рига айтн - 
ладн. Шуидан sguii6, х — О А, 
У =  ОВ, г =  ОС. Бунда х со - 
ни Л! иу^танпнг абсцнссасн. 
у сони ордината си, г соня ап - 
пликатасн деб аталадн. М 
нуктаиииг V, у ва г коорди- 
наталарга эга экаилпгн куйн- 
дагнча ёзиладн: 1! (v; у; г). 
Шундлй ^нлпб, танланган ко­
ординаталар системасида фазо- 
нннг \ар бнр \f нуцтаснга 
адикни сонларпннг бнргнна 
таргиСланган учлнгн (лг; у; 
*)— тугрн бурчаклн координа­
таларн мос ке ладн ва аксннча, 
xaî ibyirii сонларнинг чар бир 
лартнбланган учлнгн (\; у; г) 
га фаэода бпргпнл \1 ну к та 
мос келадн. хОу. уОг, ва хОг 
текнсликлар координата текис-
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ликлари деб аталадн. Улар 'бутун фазони октантлар деб аталадн- 
ган саккиз булакка (^нсмга) булади. 5-шаклда октантларнннг тар- 
тибланиши. цуйндагн жадоадда эса нуь;талариннг у ёкп бу октантда 
жойлашншпга борлнц равншда уларнннг ншораларини анн^лаш кур- 
сатилган:

I п ill IV V \| VII VIII

к + - - + + - - +

У + + - - + + - -

г + + + + - - - -

2- §. Векторлар. Векторларнинг тенглнгн

Физик, кпмёвиГ[ ва бошца ходнсаларнн урганнщда учрайдпган 
катталпкларнп пккн сннфга булнш мумкпн. Скаляр катталиклар 
деб аталаднган катталнклар снифп мазжудкн, уларнн характер таш 
учун бу катталпкларнинг сон кинматларннн курсатнш етарлндпр. 
Булар, масалан, хажм. масса, зичлнк. харорат за бошцатарднр. 
Лекнн шу ндаи ка! галнклар мавжчдкп. улар фаь̂ ат сон цнймагларп 
билангина эмас, балки йуналншн бнлан хам характерланадн

Улар йуналган каттхыик гар ёкп вектор катта.шк гар деб ата­
ладн. Масалан. харакагланаётган иу^танпнг бнр вазнятдан нккннчн 
вазнягга кччншида таъенр этаетгаи кучнн характерлаш учун куч- 
нииг улчамтарннн курсатнш кнфоя ь̂ илмасдан. балкн бу кучнпнг 
нуналишннн хам к\ рсатнш зарурднр. -\араьат тезлнгн, магнит ёкн 
электр мандоннинг кучлангантит ва бош^а каттачнклар хам шунга 
ухшаш характерлаиадн. Бутарнинг хачмасн вектор катталнкларга 
онд мисолдир. Уларнн таевнрлаш учун вектор тушунчасн кнрнтнл- 
ган булнб, у математиканннг \зн учун хам фонда ти булиб чн^дн. 
Бпз юкорнда йуналган кесма хасида гапнрганнмнзда, унда йуналнш 
аппклэнгаи. яънн унннг четки ну кталаршан кансн бнрн бошн, цай- 
сп бнрн охирн эканлнгн курсатнлган кесма эканлпги хакида айтган
ЭДИК.

I -таърнф. Йуналган кесма вектор деб агалади.

Векторнн А В к\рннншд°. белгилаймнз, бунда бнрннчн \арф век- 
ториинг бош шцтасинн, нккннчн х.арф эса унннг охнргн нуь;гаснин 
белгилайдп. Векторнн, шунннгдек, ус гига «-*■* чпзнлган бигта ^арф 

бнлан \аи белппайчиз: а. АВ векторнпнг узунлнпши унннг моду­

ли деб атаймиз ва J Л#| курннншда белгнлаймиз. Агар вектор а 

бнлан белгнлапган булса, у холда унннг модули | а \ ёкн а бнлан 
белгпланадн.
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6- шакл. 7- шакл.

Боши охнри билаи устма-уст тушгаи вектор ноль вектор деб 

аталади ва~0 билан белгилаиади. Бундай сектор тайин йуналншга

эта эмас. у нинг модули иолга теиг, яънн , 0 1 =  0.
2-таърнф. Бнтта тугрн чнзн^да ёкн параллел тугрн чизицлар-

да ёгувчи а ва b векторлар ког шнеар векторлар деб аталади.
Коллииеар векторлар бир хил ёкн царама-^аршн йуналган бу- 

лишн мумкни (6-шакл).

3-таърнф. а ва b векторлар коллпнеар, бир хил йуналган ва 
узунлнкларн теиг булса, улар теиг вектор гар деб аталади.

'а ваЬ векторлар тенг булса, бундай ёзиладн: а ~  Ь. Агар бе­
ри лгаи векторни уз-узига параллел кучирсак, 3- таърифга асосаи, 
яна берилган векторга тенг ректор хосил цилачнэ. Шу маънода 
аналишк геометрняда векторлар эркнн векторлар деб хнсобланади.

4-таъриф. Бигга текнслнкда ёкн параллел текнсшкларда 
ётувчи векторлар компланар векторлар деб аталади.

Агар компланар векторларнинг бошларн у мумий ну^тага эга 
булса, улар бшта текнслнкда ётншннн курсатиш кшн;н эмас.

Л Б ва В А векторлар ^ара ua-fiaptuu вектор гар деб аталади. Агар 

ЛВ *=а кабп бглгилдноа, у холда унга ^арама-^аршн PGKiop ВА =  

=  — а билан Селгнланади (7-шакт).

3- §. Векторлар у стида чизн^ли амаллар

Векторлар устида чизиклн ачаллар деб. векторларни цушнш ва 
айнриш хамда векторни сонга ку пантпрншга аптнладн. Бу ? мал л ар­
ии ало\нда курнб чикамиз.

Нолдан фарклн нккнта нхтнёрнй а ва b вектор берилган бул­

снн. Ихтнёрнй О ну^танн оламнз ва 04 =  а векторни ясаймнз, сунг- 

ра А нуцгага А В =  b векторни ^уямнз. 11ккнга аъа b векторнниг 

йириндисп а-{-Ь деб бнринчи 1̂ шнлу'ьчн векторнннг бошннн ик- 

кинчн цушнлувчн секторнинг охнри бнлан туташтирувчн ОВ век- 
торга айтиладн. Векторларни бундай ^ушнщ усули учбурчак усулн 
Дейнладн (8- а шакл).

Векторларнинг йнгпнднепип бошкача усул билан хам анн^лаш 

мумкии. Бнрор О ну^тадан 04 =  а ва ОС — Ь векторларни ^у яынз.

9



А

О а *  6

а ) с 6)
8> шакл.

Бу векторларни то.монлар сифатнда олпб, ОАВС параллелограмм 

ясаймнз. Параллелограммшшг О j  чндан у гказилган диагонали О В 

вектор, а ва b векторлар нигннднсп а + Ь векторднр. Векторларни 
бундай цушнш усулн параллелограмм ^ондаси деб аталади (8-6 
шакл).

Нккп векторни цхшпшнпиг нккннчи усулн синпь; чнзш̂ да кет- 
ма-кет жонлашт ирнлган нсталган сондагн векюрлар уч} н >;ам яро^- 
лидир. Б>нда йиншдн синн^ чнзш\ни купб^рчакка ёпадиган вектор 
булнб, унннг бошп биринчи векторнинг бошн бнлан, охнри эса суиг- 
пi векторнинг охнрн бнлан устма-уст тушадн. Бьр неча гектории 
бундай 1\>шиш усулн к\'пбурчак ^оидасн деб аталади (9- шакл).

1\\шнш амалшшнг асоспй хоссасинп шаклларда туш> нтнрпш 
мумкнн.

1. $ рнн алмаштирнш хоссаси ( 10- шакл) а + b =  b — а.

2. Гр> уют хоссаси (11-шакл) {а -4- Ь) 4- с =  а + ф с).
Эндн векторларни айириш амалнни шишга тескарн амал снфа-

тида аннклаПмнз. а ва Ь векгорлзри.шг анирмаси деб, а — b билан 

белгнллнаднган ва Ь вектор билан йипшднси а век горни берадн- 
ган век торга айтнлади. Бундан векторларни аГшрнш кондасн келнб 

чнцади, агар а ва b векторларнинг бошн уму мни н>ктага ь^пнлса,

у \олда а — b гектор хосил бхлгап сиинк чизикнн ёпади ва айи- 
рплчвчи иекторнннг о\придан камаюичн ьекторнинг охприга йунал­
ган булади (12- шакл).

Энди векторнн сои га к\пангпрнш амалнни к\ рампз:

а

Q
10- шакт.У шакл.
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I f  - шакл. 12- шакл.

Г  векторнинг т  4й О сонга купайтмаси деб, а  векторга коллнне- 

ар, узунлпги | т  \ - |с| га тенг булгаи. т >  0 булганда а вектор би- 
лан бир хил йуналншдагн. т < 0  булганда эса унга карама-царшн 

йуналган хамда та  бнлан белгиланаднгаи векторга айтиладн. Шун- 

дай цнлнб, т а  =  b бу.тса, у .\олда таърпфга кура b \ а ва [& | — 

=  |m|-|al. Бу а мал купайтнрнш амалнгашг асоснй хоссаларнга 
эга.

1. Ŝ piiH алмаштирнш хоссасп:

т-а =  а-т.

2. Скаляр соига купайтирншга ннсбатан грухлаш хоссаси:

т  (л а) =  (т  п) а.

3. Скалярларнп (сонларни) цушншга инсбатан тацснмот хоссаси:

(т  ■+■ п) а  =  т  a -f- п а.

4. Вектор л арнп ^ушншга ннсбатан та^симот хоссаси:

т{а + b) =  tn а-^ mb.

Бу хоссачар геометрпк йул бнлан осон исботланади.

( — а) царама-царшп векторнн а векторнн (— I) соинга купай- 

тирнш иатнжасп деб цараш му мкннлнгпнп айтнб утамнз: ( — о) =  

=  (— 1) а. а  ^  0 векторнн т  ч* 0 сонга булишни донмо а  векторнн

I  . . . .  - О I *-*■ «
— сонга купантнрнш деб тушчнамиз: —  — — а . Агар а векторнн
п т т

Узнпинг узунлпги [оI га булсак, у холла \оснл булгаи — вектор,

?
о векторнинг йунашшпга эга булнб, узунлпгн 1 га тенг бу лиши

Равшан. ^ацпкатан хам. агар ~q° деб белгнласак. у холда

И

И



Й - Н - 1.
\а\

Узунлиги 1 га тенг булган вектор бирлик еектор деб аталади. 

Шундай килиб. нсталган а векторни унинг узунлиги |п| ва уша 

йуналишлн а° бпрлнк векторга купайтмаси сифатида нфодалаш чум- 

кнн:а =  |о|-аР.

4- §. Чизикли эркли векторлар снстемаси

п та ау, а2, . . . ,  а п вектор ва шунча at, а 2......... ап соннп царай-

мнз. Бу сонларнпнг мос ьекторларга купайтчалари йнгнидисп

a , Gi + схг а2 ~г - - . + ап а , векторларнинг чизикли комбинациям 
деб аталади.

Т аъриф . а, а ...........а„ векторлар снстемаси учуй ка.чнда 6ni-
таси нолдаи фарклн шундай п та а „  а». . . . , а„ сонлар чавжуд 
булсаки, векторларнинг чнзшуш кочбинаиняси нолга тенг. яъни

а ,о , -l « 2o. + . . . + а „ а я =  0 (4.1)

бСлса, у система чизицли боглиц система деб аталади. Акс >;олда 

Oj. о о ,. . . ,  а„ векторлар чизикли эркли деб аталади, улар учун (4.1) 
тенглик фа^ат а г а2 — . . . =  а„ — 0 булганда у рпнлн булади.

Агар at, а.,, . . а„ векторлар чичжлп боялнь; деб фараз ьнлсак 
ва, часалан. а, ^  0 булса, у чолда

“*■ а »  -*• сса “*■ а п "*■
а2 0-1 - • • ■*” ап-at aj ai

Бу ерда

деб белгиласак, у холда

Gi =  P2° 2“L Рз^з 4- 4- Ря ап

га эга булачиз. Bv тенглпкпинг унг юмонида о2, . . ап век- 
торлариинг чнзшуш комбинаиияси турибдн. Шундай ь̂ нлнб, агар п 
та вектор чизикли боглпь; булса, у чолда уларнинг камнда битта- 
снни цолганларининг чизикли комбинаиияси сифатида нфодаташ 
мумкин. Бунга тескари даъьо хам урннли. агар гекторлардан бнрн 
долган векторларнинг чизикли комбннациясн сифатида пфода танга н 
булса, у \олДа бу векторлар чизикли боглщушр. Акс >;олда барча 
векторлар чилнуш эркли булншн равшаи.

1-м пс о л. Иккнга а  ва b вектор коллннеар булганда ва фа- 
цат шундапша ч!чпцлн бог лик бу лишний исботланг.

12



Ечиш. \ацицатан хам улар 
чизикли боглик булса, у холл- 
ушбу тенглнк урпнлн булади:

~Ь — а  а (а Ф 0);

бундан а ва b векгорлар коллн- 
неар эканлигн (векторнн сонга ку- 
пайтнриш амали таърнфига кура) 
келнб чнцади. Тескарн даъво \ам 

тугрн. )\а̂ иьатан хам, агар а ва b векторлар коллинеар булса, у 

,\олда сонин донмо шуидай танлаш мумкинкп, Ь =  а  а  тенг-

лик тугрн буладн, бу эса а га b г>екторлариннг чизицли богли^ш- 

гнни билднрадн. Бу мисолдан колчннеар булмаган нккнта а  ва b 
векторнинг доимо чизн^лн эрклплигп келиб чн^адн.

2-ыисол. Учла а. Ь, с векюрлар компланар булганда ва фа- 
цат шундагнна чнзн^лн богли^ булншини курсагннг.

Ечнш. Хакш^атаи хам, улар чпзшуш боглнк булса, у холда 

с =  а а  -1- fib (а =/= О, 0 =/= 0) тенглнк тутрн. Ленин а  а вектр а  век­

торга коллинеар. 0 b вектор Ь векторга коллинеар ва уларнинг аа 4* 

+ Р b йипшднсн а ва b векторлар билаи компланар булган векторднр

(векторлар йнгннднсн таърнфнга кура). Демак, а, b ва с вектор­
лар компланардир.

Тескари даъво хам тугри. \аьикатан, а. b ва с компланар век- 
торларин умумин О бошнга келтирамнз, ОАСВ параллелограммни 
ясаймпз (13- шакл).

Равшанкн. ОС =  ОА -+- ОВ.

Шу бнлан бнрга О А ва ОВ векторлар мос равищда а  ва b век- 

торларга коллинеар. Шунннг учун 0.4 = а а  ва ОВ =  {}£>. бу ерда а,
0 — нолга тенг булмаган соилар.

Шундай килнб. ушбу тенглнкка эгамнз:

с =  а  а  Л- fib,

бу эса а, Ь, с ьекторларнннг чизиклн боглнцлнгиин билднрадн. Бу 
мнсолдан келнб чнцаднкп, учта компланар булмаган вектор доимо 
чизикли эрклндир (улар ораснда иккита коллинеар булгани fiyiO-

Худдн шунга ухшаш фазодагн .\ар цандай туртта a, b, ct d, век- 
торнннг донмо чизиклн боглщушгшш курсатнш мумкнн.

5- §. Базис. Базнс бунича ейилма

Т а ъ р н ф. 11сталган а векторнн п та чизшуш эркли е,, е2, . . .  , еп 
векторларнинг чизнцли комбннацияси ор^атн ифодалаш мумкин 
булса. у .\олда бу векгорлар фазонинг базиси деб аталадн.
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Базнсни хоспл кнладнган век. 
торлар соин фазонннг улчами деб 
аталадн. Базисга кир>рчп вектор, 
лар базис секторлар деб аталадн. 
T\Fpn чнзикнииг улчами 1 га тенг 
эканп равшан, ч\ нкп t \f p ii  чизи^д  ̂

нсталган е ректор базис хоенл н̂- 
ладн, колган векторлар эса у ор^а- 
лн б\ндай курннпшла ифодаланишп 
мумкин:

14- шакл.
а =  ае  (а ф  0). 

Текислпкнпнг улчами 2 га тенг, чу нкп текиелпкда коллинеар бул­

маган нсталган нккпта et ва е2 вектор чнзпклп эрклн булнб, базис 
хоенл ь;тади, долган барча векторлар эса уларорь;алн ушбу кури- 
нншда пфодалаиишн мумкин:

а — а е, -г Р (<*• Р Ф  

Фазонннг улчами 3 га тенг, чулки фазода нсталган учта комп­

ланар булмаган е,, с2, е3 векторлар чиз.иуШ эрклн гбулнб, базис 
хоенл цпладн, колган барча векторлар эса улар оркалн ушбу курп- 
нншда ифодаланишп мумкин:

а = ша  +  Ре2 + уе3 (а, 0, Y^O ).

Векторнн базис векторларнннг чнзпклн комбинациями кj рпиншида 
нфодалаш базис буйнча ённш деб аталадн.

Мисол nf рай л ПК. 14- шаклдаги еи с», е3 векторлар базис .\о- 

СП1 1\нладп. Масала а векторнн базис векторлар оркалп нфода- 
лашдан пборат. Шакл дан курпнаднкн,

^  =  OV =  ОА + AV,-r \'Л (5.1)

Лекпи 04 вектор ех га колишеар, ANl =  ОВ воктор е2 га коллп-

иеар, NtN =  ОС вектор ел га коллнн ар, шунпнг учуй AV, =  § elf

O A ~ aev AVV — у «Ч бу ерда а, 0, у ф  0. Шундай ^илнб, (5.1) 
формула

и => ael 4-fie, + у es

курпиишнп олялч, яьнп а кктор базнс векторларнннг чизн^лн 

комбннацнясндир ёкн а век гор е,, с.. ел базис буйнча ёйнлма шак- 
лнда пфпдиангля. \уоу,яи, Г.ч- ;>е «чкторЯЯр бпрлпк гекторлар 6у- 
лчшм >гучу.1п|.
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Туррн бурчаклн коордннаталар 

снстемаси кнрнтнлгаи уч улчовли 

фазода базис сифатида координата 
Уцларлда ётувчн ва нуналнши коор­

дината yiyiapiiHiiHr мусбат йуналн- 

ш н  билан устма-уст тушувчи i , /, 

£  векторлар олннади.

е»

15- шакл.

6- §. Векторлар проекция ларн ва уларнииг координата лари

Фазода бнрор / у к ва бнрор АВ вектор берилган булснн. А га 
В иукталардан бу уэда перпендикуляр туширамнз, Л, ва Вх нуцта- 

лар хосил буладн. уларнп АВ векторнинг А бошн ва В охиринннг 
/ уцка проекция гари деб атаймнз (15- шакл)

|АВ вектор бошнннпг проекцнясннн унннг охлрннинг проекцнясн

билан туташтнрхвчи АХВ% вектор АВ векторнинг I уцдагн ташкнл 
этувчнсн ёкн кочпонентаси деб атаймнз.

АВ векторнинг / укка проекцнясн деб унннг -4,5, ташкил этус- 
чисининг I у^ нуналнши да ёкн унга карача-царшн йуналганлнгнга 
караб, мусбат ёкн манфий и шор а бнлан олингаи узу нл и гига айтиладн 
(16- шак'1). Векторнинг I укка проекцнясн бундан белгнланади: 

П р^В . Шундай догаб, бундай ёзиш м ум кин: Пр,.4Я =  i M A I -  
Проекцияларнинг асоснй хоссаларинн караймнз:

1. а векторнинг I ytŷ a проекцнясн а Еектор модулннинг бу 
вектор билан ук орасндагн бурчак косннуснга к^пайтмаснга тенг, 
яъни

Пр, а =  [o|cos(p.

Бу 17- шаклдан курнпнб турнбдн.
2. Иккн’ вектор йигиндисниинг уцка проекцнясн цушнлувчн век- 

торларнинг^шу у^ка проекция лари Лнгнндиснга тенг, яънн

Пр,( а + b ) =  Пр, а + Пр| Ь.

Бу 18- шаклдан куриннб турнбди.

пр 4А°1А‘Ё>‘ nPg AR - IД» В« 1

16- шакл. 
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18- шакл. 19- шакл

3. Я соннпнг а векторга купайтмасннннг I проекцнясн Я

соннп а векторнннг шу yi^a проекцняснга ку пайтмаснга теиг, яъни 
узгармас соннн проекцнядан ташкарнга чпцарпш му.чкпн:

Пр^Х а =  ХПрха.

Бу 19- шаклдан курпннб турибдп.
Оху г фазода т^ри бурчаклн коордннаталар снстемасннн олай- 

лик. ^ларнниг ,\ар бнрнда и у нал нш и 5^иннг мусбат Луна лиши бн­

лан устма-уст тушадиган бнрлнк вектор оламиз, у'ларнн /, j, k 
бнлаи белгилайчнз. Бу учала узаро перпендикуляр бнрлнк сектор 
ортюр деб аталади. Улар узаро компланар эмас, яънн базис таш- 
кнл циладп (20- шакл).

ZI

20- шакл 
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=  О А векторнинг коорднната укларига проекиняларннн ал. ау, az 
оркали белгилаймнз. Нсталган векторнн уиинг узунлигнни уша ну- 
налитДагп бнрлнк векторга купайтмасп снфатида нфэдалаш мумкин 

(3- § иинг охнрн) булгаилнгн учун а векторларнннг у^лардагн 
ташкнл этувчнлари

ОАх =  axi, 0А2 ayj, 0Л3 =  aji

булади Бнроц, а =» ОАх + АХВ -1- В А, бунда АХВ =  СМ«, ВА «  

=  О шу еабаблн узил-кеснл ^уйндагпнн .\осил ^плампз:

a =  oxi + ayj + a ji. (6 .1)

(6.1) формула а векторнинг», /, ft базис векторлар ёки коордя- 

иата у^ларп буннча ёГшлмасннп беради. а векторнниг ах, аг про* 
екцпяларн унннг координата гари деб аталадн. Агар векторнннг 
бошн координаталар бошнда, охирн эса Я (л:, у. г) ну цтада б\лса, 
у ^олда ах =  х, ау — у, ах = г  булади.

Бу холда ОА вектор г оркалп белгиланади ва .4 нуцтанннг ра- 
диус-вектори деб аталадн.

7- §. Координата шаклида берилган векторлар устида 
чизи^ли амаллар

Агар векторларнннг координата уцларндаги проекцняларн маъ- 
лум булса, у долда бу векторлар устндагп чнзн^лн амалларнн улар- 
нинг проекцняларн устидаги арифметик амаллар бнлан алмаштнриш 
мумкин.

о =  ох i + a ,i -f a,k, b =  bx i + by j  + bzk 

булсин. У -\олда

a ± b  =  (o ,±  bx) i -f (oy ± by) j  + (a. ±b-)k,

Xa =  Xaxi + f.ayj  + АвЛ 

яънн векторларни фшншда laimpnimai уларнннг бир нсмли проскцня- 
ларн ^ушплади (аГжрнладн), векторнн сонга купангнришда унннг 
Чар бир проекцияси бу сонга купайтнрнладн.

Мне о л. Агар АВ вектор бошн 
ва охирннннг коорднната лари А (х,;
!fv> г,) ва В (х2; у2; г.2) булса, унннг 
коорднната укларига проекция ларн- 
ни топинг.

Ечиш. О А ва ОВ ларнннг ра- с 
Днус-векторларн бунда и буладн (21-



Шаклдан' АВ =  ОВ — 04 =  г., — г,. Ю^орнда таърифланган вектор- 
ларнн анирнш цондасндан фойлаланпб,

Ш  =  (х2 —  * , )  I +  (у . —  !/,> / +  (г2— г ,)Т  

ни хоонл цилачнз. Шундай килнб. бошн ва охнринннг координата- 
ларн маълуч булган векгорнннг проекцияларинн топиш учун унннг 
охпринннг коордннагаларндан бошннинг координаталарннн айнрнш 
л озим.

Масалаи. А16. — 1, 2), В (— 3. 1, 4) булса, у ходда А В =

— — 9 1 -г2j + 2k буладн.

S' з- уз кии текширнш учун саволлар

1. ^андан вектортар кол чинеар, комтанар тенг деб аталади?
2. Векторнинг модми нимаэ
3. Векторлар устндаги ^атси лма.пар чизикли амаллар деб аталади’
4. КаидпЛ векторлар чизикли бопи^ ва а̂кдай векторлар чизикли эркти деб 

аталади*
5. Фазонннг базисл ва улчэми ннма?
6. Векторнинг Салаги ташкил эту вчпси нлма?
7. Векторнинг увда проекинясн ниыа3
8. Векторлар >стида чизикли амалтарга уларнинг координагалари устнда ш> ндаЛ 

амаллар мос келлшини лсботланг.
9. 372—398- масаталарни ечинг.

8- §. Скаляр купайтма

Таъриф. Иккита а ва b векторнинг скаляр купайтчаси деб, 
бу векторлар уз> нлпкларннн улар орасндаги бурчак косннусига ку- 
пайтмаспга тенг булган скалярга (сонга) айтнладн.

а ва Ь векторларнинг скаляр купангмасн бундай белгнланади: 

а • Ь.

Шундай цнлиб. таърнфга кура

а • Ь =  |а|-1Ь1 cos?. (8.1)

|а |cos<р — Пр-̂ -а ва Пр-*b =  \b\ cos<p б^лганлнги учун (8.1) 

форчуланн бундай ёзиш мумкнн:

а *6 =  |6 |Пр-~ а ёкн а • b =  |а[Пр^-6, (8.2)

бу ердан бнр векгорнннг нккинчн вектор йуналншига проекцияси 
учун ушбу нфодалар келнб чицади:



Xvc) сан, векгорлардаи бирн, масалан, а бнрлнк вектор, яъни 

| а | =  1 б> лса, у .ухода (8.3) формула ушбу куринншни олади:

Пр-Т =  ^ -  = 7 -Т.
а  I

яънн векторнинг бнрлнк векторга проекцнясн бу векторларнинг ска­
ляр купайтчаснга тенг.

I. Скаляр купайтманинг хоссаларн
а) Урин а лмашгнрнш .хоссаси

а-Ь =  Ь ■ а

Бу хосса скаляр купантча таьрифидзн бевоснга келнб читали: 

а • b =  |о ,fc| cos<p ва b ■ a =  ,fc| - ,o, cos(p,

демак. a b =  b a.
б) Сонга купантнрншга нисбатан г\ру\лаш хоссаси:

(>.a) b — >.(а ■ b).

Бу (8.2) формуладан келиб читали:

(>. а) • b =  [ b Пр_» (?.а) 
ь

Лекин проекцияларнннг хоссасига асосан у̂йндагнга эгамнз;

ПР7(7-а) =  >.Пр_а!
Шу сабаблп

(\а) Ь =  |й| Пр-»(?.а) =  |*|?. Пр— а =  /-(|6 | Пр— а). 

Иккннчн томоидан (8 2) форчу.лага асосан:

| £> | Пр-»о — а - Ь.

Демак, (?. а ) ■ b =  Я. ( i b | Пр— а ) =  X (а ■ Ь).

Ш)ндай цилиб,

(X и)» Ъ =  >. ( а • Ь).

в) Векторларни Kj"шншга ннсбатан та^симот хоссаси:

а (Ь + с ) =  а Ь + а с.

Бу (8.2) формуладан келнб чпн,ц;1:

о (Т  + с) =  |а|Пр~(*|-г^)

Йнпноятпг проекцнясн хз^мдаги хоссанн т :л 

Пр— (b -Ь с ) =  Пр~ b + Пр— .
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Шундай цилиб,

a {b + с) =  j а  I Пр-~ ( b 4* с) =  | а I (Пр-* b 4* Пр-j с) =

=  \а Пр-~& 4- |о Пр-̂ -с = а  Ъ 4-а с.

Демак, =

Бу хоссалар векторли купхадларнн скаляр купайтирншдаги амал- 
ларни а̂дма-\ад бажаришда к\ пайтувчиларнинг тартибнга эътнбор 
бермаслик хамда скаляр купайтмадаги ухшаш хадларнн жамлаш 
хукукшш беради. Масалан,

(3fl — £) $7+4d) = \5a -7+ 12 Г- 10Т ■ 7— 8/Г-1.

1-м и с о л. I, /, k базис векторларнннг скаляр купайтмаларини 
хисоблгнг.

Ечиш. I, /, k бирлик векторлар. яъни |i | =  |/| =  \k\ =  1.
Шу сабабли

i . i  =  j  . j =  k - k =  I , (8.4)

чунки бир хил йуиалпшдаги тенг векторлар орасндагн бурчак нолга 

тенг ва cos0° =  l. i, /, k векторлар узаро перпендикуляр, шунинг
учун _______ _____

i • / =  /' • k =  k ■ i = 0 , (8.5)

чунки перпендикуляр векторлар орасидагн бурчак 90э га тенг ва 
cos 90° =  0. _

2- ми с о л. а ва Ь векторларнннг скаляр купантмасини улар- 
нинг координаталарн оркалн ифодаланг.

Ечиш. ах, Оу, а2 лар а векторнинг координаталарн булсин, 

яъни a ~ a x i т О у / 4* агк\ Ьх, Ьу, Ьс лар Ъ векторнинг коордниа- 

талари булсин. яъни Ь ~ bx i 4- by / -f bjk. Векторларнннг хоссала- 
ридан хамда (8.4) ва (8.5) тенгликлардан фойдаланнб, цуйндагнни 
^осил килам из:

fl - Ъ =  (flr i 4- fly/ 4-ajt)- {bxi-bbyj  + bzk) =

=  ажM  • I 4- axbyi ■ j  + axbzi - k + a ybxj • i +

4- flybv / • j  4- flyfe, j  ■ k 4- azbx k • i 4- k • j  + azbtk ■ k. 

Шундай цилиб, пкки векторнинг скаляр купайтмаси бир нсмлн ко- 
ордннаталар купайтмалари йнпшдиспга тенг, яъни

а ~Ь =  ахЬх 4- ауЬу 4- сфя. (8.6)

(8.6) формула жуда куп цулланилади. К,упнда улардан баъзилари 
бнлан танишамиз.
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2. Векториииг узунлиги. а векторнинг уз-узнга скаляр купаит- 
niaciiHii цараймиз. Б> ндан купайтма векторнинг скаляр квадрати 
деб аталади:

а ■ а =  \а\- |о[ - cosO° =  |а||о| =  |о,3.

Скаляр квадрат бундай белгнланадн: а-. Шундай килиб, о2 — j а |2, 
яъни векторнинг скаляр квадрати унинг модули квадрат ига тенг. 
Бундай цуйидагнга эгамиз:

|а| =  1 (8.7)

яъни векторнинг модули унннг скаляр квадратидан олинган квадрат 
илдизга тенг. Бироь; вектор узннинг базис векгорларга ёГшлмасн би­
лан бертган. яъни унинг координаталари маълум булса:

а = а х i-t-Oyj+ аг к,

у холда (8.6» формулага асосан а 2 =  a2t ~ a l  4- сГг ни хосил кнла- 
мнз. Бунда (8.7) формула ушбу курннишни шади:

|fl|=| о; -  (& + v;. (8 .8)

яъни векторнинг узунлиги унинг координаталари квадратлари Гш- 
рннднсндан олннган квадрат нлднзга тенг.

3- мнсол. a =  2 i — 2 / к векторнинг узунлигини хисобланг. 
Ечиш. (8.8) формуладан фоидаланачиз:

|7Г/ =  1 2=-L(_2)a+ I2 = 3 .

4- мнсол. с векторнинг узунлигини хисобланг, бунда с =  о —

— 2Ь, |aj =  3. |Ь| =  4 хамда а ва b векторлар орасндаги бурчак 
60° га тенг.

Ечиш. (8.7) формуладан фойдаланнб, ^йндагини хосил кила- 
миз:

| с | =  I с ~ =  I ( а — 2b )2 =  I а'1 — 4 а • Ь -г 4 Ь2.

Суигра <Г2 =  |о|2 =  З2 =  9, ~Ь- =  [В|* =  42 =  16.

а • b — \а -| Ы-соБф =  3 4  cos60° =  3-4—  = 6

бЪлганлиги учу н \с - i 9 — 4 6 ^  4 16 =  i 49 =  7

3. Икки вектор орасидаги бурчак. Икки векторнин1 скаляр ку- 
пайтмасн



нн топамнз. Агар бу векторларнинг базис векторларн буйича ёГшл- 
малари маълум, яъни

а =  ах i -Ь а у ■ / + a. k,

~Ь =  Ьх i -f byj  + btk

булса. у ухода (8.9). (8.6). (8.8) формулалардан фон дала ннб, век* 
торлар орасидагн бурчак косинусини топнш учун у шоу формулами 
хосил киламнз:

я rbх 4- оъ Ьу 4- oJ},
COS(r =  — = = = 4^ »  = £L = = = = . (8.Ю)

5- мнсол. a =  / 4* k, b — <4*2/ + 2 k векторлар орасидаги 
бурчакнн топинг.

Ечиш. (8 .10) формулага асосан топам из:

1-1 4 0 .2 4 - 1 2  3 1 4-в
COS (Г =  ■ -----______- - Z =  ----  --- ф == 4о .

I 1*40*4-1* -1 1*4-2*4-2* 3| 2 | 2

4. Икки векторнинг перпендикулярлик шарти. Агар а ва b век- 
торлар перпендикуляр булса, у ухода улар орасидаги бурчак 90э га 
тенг ва cos 90° =  0. Демак, бундай векторлар учун скаляр купантма

нолга тенг: а ■ b =  0 (я=?*=0, Ь ^0 ) . Аксинча, агар икки векторнинг

скаляр ку пантмасн нэлга тенг. яъни a b — 0 ёки 1а | 161 cos ф =  0

булса, у холда а ф О  еки Ъф 0, бинобарнн, со5ф = 0  (яъни век­
торлар перпендикуляр).

Ш> ндан килиб, нккита нолмас а ва b векторларнинг скаляр ку- 
паитмасн нолга тенг, яъни

о- Г = 0  (8.11)

ёкн (8.6) формуладан фойдалансак,

ах Ьх + ауЬу 4- агЬг = 0  (8.12)

булганда ва фацат шундагина улар перпендикулярдир. Векторлар 
базис векторлар ор^али ёйилмалари

a =  axi  + ау j 4- az kt 

b =  bx i 4- by j  4- b. k 

бнлан берилган халда шу шарт ахЬх -+* ауЬу 4- a.bz =  0 га тенг куч- 
лидир

Шундай цилиб. (8.11) ёки (8.12) форму лалар икки векторнинг 
перпендикулярлик шартинн нфэдалаиди.

6- мнсол. Параллелограммнинг учларн берилган: Л (1, — 2, 2). 
В О , 4. 0». С (—4. 1, 1). D{—5. —5, 3). ^инг АС ва BD диа- 
гоналлари перпендикулярлнгнни исботланг.

Ечиш. АС ва BD векторларни цараГпчв:
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/ С = { — 4 — 1; 1+2; I — 2 } =  { — 5, 3. — l}.

BD =  { — 5 — 1. — 5 — 4, 3 — 0} =  { — 6, — 9, З}.

Бу векторларнннг скаляр купайтмасинн (8.6) формула буйнча эртсоб- 

лай̂ из:

AC BD =  (—5)-(—6) + 3-(—9) + (— 1) 3 = 0 .

Демак, ACJ-BD экан.

1 . Ккки векторнинг скаляр купайтмаси деб рнмага айтиладн?
2. Проекция лари бнлан бернлган векторларнннг скаляр купайтмасн цандай хи- 

собланадн?
3. Скаляр купайтманинг ^андай хоссаларн бор?
4. Вектор уэунлнги учун формула кетшриб чнцаринг.
Б. Узларннинг координаталарн бнлан бернтган икки ну^та орасидаги ыасофа 

учун формула келтнриб чн^арннг 
6„ 1!ккн вектор орасндагн бурчак учун формула келтирнб чицарннг.
7 Пкки векторнинг £заро перпенднкулярлик шартн ннмадан иборат?
8. 399-425- масалаларнн ечинг.

9-§. Иккинчи ва учинчи тартибли детерчинантлар, уларнинг хос.атари

I. Иккинчн тартибли детерминант. Туртта сондан иборат ушбу 
жадвалнп ^арайчиз па уни матрица, аннкрогн, нккннчн тартибли 
квадрат матрица деб атанмнз:

Д =  апа22— сон (9.1) чатрпианинг детерминанта ёкн од- 
дий кнлиб, иккинчи тартибли детерминант деб аталадн. (9.1) мат- 
рнцанпнг детерминант бундам белппанадн:

Шундай цнлнб, таърнфга ва белгнлашга асосан эднндагнга эгачиз:

(9.1) матрица бнлан унннг (9.2) детермииантнн» ча чкаштнрчас- 
лик л озим, чунки матрица бори йугн туртта иондан иборат жаднал 
булнб, детерминант эса шу жадзатдзн (9.3) з,д курсатнлг*.ни каби 
Чоснл килингии бнргниа сондир.

Детерчннантнн ташкил ьнладпган сонлар унннг элементлари деб 
аталадн. Нккннчн тартибли детерминант Никита сатрга ва иккита 
устунга ira. Исталган элечентнннг белгнланншнда бнрннчн индекс 
шу элемент турган сатр тартнбинн, нккннчн индекс лса уступ тир- 
тибнни куреатадп.

$ шз - у з н н и т е к ш н р н ш у ч у н с а в о л л а р

(9.1)
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fliip an элементлар биринчи сатрни, а21, ati элементлар нккинчн 
сатрнн ташки л этади.

аи. а21 элементлар биринчн устунни, а12, агг элементлар нккинчн 
устуннн ташкил этади

дп, а22 элементлар жойлашган диагонал детерминантнинг бош. 
диагонали, а.л а |2 элементлар жойлашган диагонал эса ёрдамчи ди­
агонали деб аталади.

Ш у н д а й  цилиб,

|Ац
I

детерминант мос равншда бош ва ёрдамчи диагоналларда турган эле- 
ментларнннг купайтмаларн аГшрмаснга, яъни а1Х аг2— га тенг.

1-мнсол. |1 1| =  8 5—3-(—1) =43.

2. Учинчи тартибли детерминант. Учинчн тартнбли квадрат мат­
рицам!, яъни 3 3 та сондан нборат ушбу жадвалнн цараймнз:

I  °11 а 12 а 13 \

I  а 21 а '25 а 23 1 (9 - ^ )

'я 31 а32 ам /.

Бу матрицаниш учничн тартнбли детерминанти деб цуйндагн

Д =  “f* Ql2a;3°3l ~f" ̂ 21̂ 3:̂ 13 3̂1̂ 22̂ 13 ÎC^21̂ 33 2̂3̂ 32° II
сонга айтнлади. Учинчи тартнбли детерминант бундай белгнланади

flll С

<*21 О

j °31  а 32  С

Шундай килиб,

f lu  o 13j
Д =  Q., с н ЙИ — + °1га23<̂ 1 + /Q с.

- “  - — О л а ^ а — О п а ^ —ъм^Оц.
I WJ1 “32 °3.1

Учинчн тартнбли детерминант учун сатр, устун, бош ва ёрдамчи 
диагоналлар тушунчалари нккинчн тартнбли детермииантдагц кабн 
кирнтнлади. (9.5) нфоданн хотнрлаб колнш учун бундай иул тута­
ми*. Детермннантдаги (9.5) ифодага мусбат ншора бнлан кнраднган 
>̂ ар бир купайтманннг учта элементинн пунктир чиэиц ердамнда 
туташтирамиз. (9.5) ифодага манфчй ншора бнлан кнраднган купант- 
матар учун хам шундай кнламнз. Осон хотнрлаб цолинадиган схема 
(учбурчаклар цоидаси) хоснл буладн (2 Г-шакл).

2- м н с о л. Ушбу учинчи тартибли детермннантни \исобланг:

1 2  3 

[О 1— 1 
|2 4 6

Ечиш. (9.5) формуладан фопдаланнб, нзланаётган детерминантни 
^нсобланмнз:

а„ а .

\ V '  ' 
\ - Ч  /

V  у

X  Л
V

О.Г. Ох?

G)

w / '  /
\ /  " >л /
Л

Л'>\
V  А  

51 й}2

п

21'* шакл.

1 2. ?| =  11 6 + 2 (—1) 2-г 0 4 3-3  . 12-2-0-6-

2 4 " б !  - 4  ( - 1) 1= 0

3. Детермина нтнинг хоссалари. Бу хоссаларнн учинчн тартнблн 
детерминант учун кетгирамиз.

а) Детермннантнинг сатрларндаги элементларн ва усту нларндаги 
элемент лари урннлари алмаштнрнлганда унниг ми^дори узгармайдн:

°И °1 2  °13 «и

fl2 l а 22 а ез ~  ° 1 2  °22  а зг 

а 31 °3 2  а з з ! а 1Я а зэ I-

Бу хоссани исГюглин учун Юуэрндагн детерммнантлтрга (9.5) фэр- 
мулани татб1»\ этиш ча олннган и Jm  трнннг т\грнлнгига пшонч 
зрснл кнлнш ки|)эядир. Бу \occa детермннантнинг сатр ва устун- 
ларн элементларннннг тенг хуку клигинн белгилаб беради. Шу са- 
баблн барча кейииги хоссаларнн сатрлнр учун хам, уттуилар учун 
з̂ ам таърифлаб, уларнн бир суз билан t\umop деб атаймнз.

б) Агар детермннантнинг нккнта параллел ь,атор элементлари- 
нннг урннлари алмаштнрнтса, унинг ишораси карами-^арши ишсрага 

алмашади. Масатан,

fl3i  а чг ° з э  а и  Qvi а 1з 1
fljl а ОО fljj == 2̂2 2̂3 I

f l u  Gla  fl13 j fl31 a32 А зз|

Бу хосса \ам олдинги хосса каби нсботланадн.
р) Агар детермнианг нккнта бир хил элементли каторга эга бул­

са. у нолга тенг. \зкн^атан, иккнта паралле т бир х»п элементли 
|\аторларнинг уринирннн алмаштирнш Стан детерминант узгармай- 
ди, бирок б) хоссага асосан унинг ишораси узгарадн. Демак, Д =  
=  — Л, яъни 2 Д 0 еки Д =  0 . .Масалан, 12 3 71

4 5 6 '- 0 .
14 5 6 |
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г) Детерминант бирор цаторинннг барча элементларинн нсталган 
X сонга купайтнрнш детермннантни бу сонга купайтиришга тен; 
кучлидир:

л л п «18 ! а „ « 1 2 «13
> .а „ «22 «2 3 =  ?. a , t «22 «23
Aasl «J2 «33 | «31 « 3 2 «33

^ ш1»у даъво оу хоосаиннг натижасн булади: бирор 
^атор элементларннинг умумий купайту счнсннн детерминант белгн- 
сидан ташцарнга чи^арнш мумкин.

д) Агар детерминант ноллардан иборат булгаи каторга эга бул­
са, у нолга тенг. Бу хосса олдингн хоссадан X = 0 булганда келнб 
читали.

е) Агар детерминант иккнта параллел пропорциоиал цаторга эга 
булса, у нолга тенг. .\акнкатан. агар иккнта параллел ^аторнинг 
хадларн пропорциоиал булса, у халда г) хоссага асосан, бу ь̂ атор 
лар элементларннинг умумнн купайтувчнсинп детерминант белгнси- 
дан ташцарига чн^ариш мумкин, иатнжада иккнта параллел бир 
хил ь;атор ьрладн, у эса «) хоссага асосан нолга тенг. Масалан,

;з
[6

2
4 = 2

2
2 = 0 .

ж) Агар детерминант бирор Каторинпнг хаР бир элементи ик- 
кпта кушнлупчниннг йигннднспдан иборат 6\лса, у холда бу детер­
минант IIKKH летепминянт --- ---

•1 -Ь., а ,2

!1 +&з «3^

«£3
а ,

Ю, I «12 «1«! Ьг а, 2 «13
а ,, «-2 «г* *т ь, о,г <3аз
«41 «32 «7, | Ь3 а32 «33

.. -- --ч»ир>1\.1*шн 1\\лтш11ш он лай тек-
ширнладн.

з) Агар бирор цатор элементларига бошк̂ а параллел ^аторнннг 
элементларинн нсталган умумий купаГпуьчнга ку паГлирнб цу шитса, 
детермии 'нт узгармайдн. Масалан,

<7,1 Й|2 Д,з Iflji 0|Я j 

Йо| (3j9 fljg fl-м fljj j

lh l  Й Ц «J3 I «3 1  ‘̂ « 3 2  « 3 2  «3 3

Бу хоссанн у иг томонга ж) ва е) хосса тарнн к; ллаб текшнрнш мум- 
кин:

| 0 | , «12 ^];i « и  Й]1 « п  A fljo  fl|Q Oj-j
Ia î-rXfi.o a22 a.:3 a2l u,2 /. ay

« : i l 4 “ ^-«32 « 3 2  «- ' «У| «32 «.tJ ^ -«3 2  «3 2  0 - -jj |

4. Алгебранк тулдирувчилар ва минорлар. Ианбатдаги хоссаларнн 
таърифлаш учун минор i?a алгебранк тулдирувчи тушунчаларини

26

,,1

««  «ж =  | fl2i Woo а ,3 

«33, «31 «3» Й33

оу .«««.. —  .
тартибли детермннантни оламиз

j«u  «12 «13
А = | « ; : 1  «22 «23 

a31 a 32 Й33

Д етерм инант  a k элементинннг минори lfjA (г. k =  1,2.3) билан бел- 

гиланадн Масалан. ди элементнннг мин ори Мп  =| ̂  ^  J сон, ati

элементнинг минорп эса lf3; =  | сон булади на х к. Детер-

мннантнинг бирор о,-* элемент»! турган сатр ва устун тартнб ракам- 
тарннннг йипшдиси i+ k жуфт ёкн то^ сон бу лиши га 6of.ihf; равнш- 
да бу элемент жуфт ёкн тоь; жонда турнбди деб аитнлади. Масалан. 
аи элемент детермннантда жуфт жойнн эгаллаган, чунки у биринчи 
сатр ва бириичн усту н кесншган жо!1да ту рибдн, I — 1 =  2 эса жуфт 
сон- йзг элемент эса ток жойнн эгаллаган, чу нкн 3 -г- 2 =  5 то^ сон 
ва х. к. Детерминант бирор элементинннг алгебранк тулднрувчнсн деб 
унннг бу детермннантда жуфт ёкп то^ жон эгаллаганига боглнк ра- 
вншда м\сбчт ёкн манфнй ншора бнлан олннган мннорнга аитнлади. 
a,k элементнннг алгебранк ту лдирувчисн 1,-* бнлан белгиланадн. 

Масалан, «ц элементнинг алгебранк ту гзнрувчисн -41г =  (— I)11-1 а 

хЛ4и =|д“  сон булади, чунки Оц элемент жуфт жоГда туриб* 

ди, с32 элементнинг алгебранк тулднру вчнси

сон булади, чунки а32 элемент ток жойда г\рибдн, ^а х.к.
Детермииантнинг алгебранк тулдирувчнларга 6of.ihi^ хоссаларн 

бнлан танишишда давом этамнз.
Детерминант бирор ^атор элементларн билан уларнинг алгебра- 

ик тулдирувчиларига купайтмаларн йигннднсига тенг. Шундай ь̂н- 

либ, ушбу тенглнк уринли:

Д =  аиАп -j- Qy :A \2 + «13̂ 13» А =  “Ь fl-2" ̂ 22 "Г 023̂ 23-

Д ~ - 4“ «32̂ 42 4~ «ЗэДт!* А =  « 12̂ 12 0̂ 2 ̂ 22 НЬ «32̂ 32» (®-6) 

Д  =  « 1 1 ^ 1 1  "Ь  « 2 1 ^ :1  «31^ 31»  А  =  « 1 3 ^ 1 3  4 ~  « 2 3 ^ 2 3  4 “ О зз А п -  

Детерминпнтнпнг (Я.6) формулаларнинг бнрн буйнча ёзнлишн унннг 
|\атор элемент лари буйнча ёйилмаси деб аталадн. Бу тенглнклар- 
нинг бнринчисини исботлаймиз. Буиянг учун (9,6) формуланииг унг 
Кнсмнии ушбу курннишда ёэнб атамиз:

Д =  (йцй-.̂ йзз (°12а;1«зя flX2®25flJl̂   ̂ (^21^13
— а л1а г._ак\.

З^ар бир ^авсдан умумнн купайтувчшш чнкарамнз.



А  —  ^ 11(^ 22 3̂0 а 32а 2э) ° l c ( fl21°33 ^23a 3 l)  +  01 з(0 32°а1 G3la 2s)- №  ^)1

1̂ авсларда турган мгадорлар а11ш а17, а13 элементлариннг алгебраг* 
тулдирувчнларидир, яъни Д =  1 ■

119 —9

а2г°зз °з2°аз =  |
|аа
|а,2 аи| =  •4...

|°л
К , йи| =  Л«. (9.fc

I °21 
|fl3l

а,. I
=  «J„.

Д — <2ц Ац £112-4,2 4- ̂ 13̂ 13* 

ана шунн нсботлаш керак эдн
3- мисол. Ушбу детермннантни ^нсобланг:

1 О — I |
Д =  3 2 —2 

1 4  5

Е ч и ш . Бунда биринчи сатрда нол булганлиги учун бнрннч! 
сатр элементлари б\ннча ёнпш формуласидан фонда ла ниш цулай- 
днр Куйндагнни гопами.?:

п  _ “о|= - 190  +99=---91

ССнгги хоссага утамиз.
к) Детермннантнинг бнрор цаторн элементларнни параллел ь̂а- 

уор мос элементлари ниц г алгебраик гулднру'вчиларнга купайтмалари 
Йириндиси нолга тенг. Масалан.

О ц А 21-}-а12А 23+ а 1эА и  =  О 

эканлигнни исботлаимнз. ^аь^атан хам.

j QlI

Лц^21"Ь012^и4-А13̂ 23 =  —О,
1 °3 1  °3 2  а 33

ана шунн нсботлаш талаб дилинган эди.

10-§. л-тартнбли детерминант ^а^ида тушунча

п- тартибли матрица г: и, яъни пуп  та сондан иборат ушбу жад- 

ралнн цараймиз:

Д =  1-
13 2

1 1 4 ( =  I i I 0-fe)— 1 (12—2) =  8.

Детерминант бирор каторннннг бнтта эл*.ментидан ташкарн барча 
элеменгларн нолга тенг булганда детермннантнинг бу цатор эле­
ментлари буГшча ёйнлмасн айннкса содда кчрнннщда буладн. Бунга 
эса 3) хоссадан фойдаланнб эрншнш мумкин.

4- м и с о л. Ушб> детермннантни \нсобланг.

1 — 3  2  |

Д =  5 4 1

13 2—4 ‘

Ечиш. Детермннантнинг кнйматннн узгартирмасдан у ни шун­
дай алмаштирамнзкн, унинг бнрор каторннннг Снтта элементндан 
бошка хамма элементлари нолга тенг бvлени. Б\нннг учун I- ца- 
тор бнлан шугулланамнз. Нккинчн устунга биринчи устуннниг 3 га 
купайтнрилганнни. учинчи устунга эса биринчи устуннниг (—2) га 
к j пайтнрнлганннн ^чшамиз. Шу алмаштнришллрдан су иг ^ишдаги- 
ни \оснл ктамнз:

1 —3 2 1 0  0 1 
5 4 l i  =  |5 19 — 9 I
3 2 —4 j 3 II — 10.

Нккнта нол ни уз нчнгэ олган цатор элементлари б\йпча ёйнб >ш- 
бунн топам!ь:

a,i all ■■ ■ <

°S1 a„ . ■ ■ <hn

“nl an2 ■

Бу матрмцанинг п- тартнбли детерминанта деб бундай белгиланади- 

ган соига айтнлади:

Д =

“ и  a t i

at l  а 22

п- тартибли детерминант учун ю^орнда айтилган барча хосса- 
лар, жумладан, детермннантни бирор ^атор элevIeнтлapн буннча ёйнш 
формуласн бу ерда хам уринли.

Исталган тартибли детермннантни ^исоблашда айни шу фэрму- 

ладан фойдаланнлади.
Мисол.  Ушбу туртннчи тартнбли детерминаитни нккинчн сатр 

элементлари буйнча ёниш н?лн билан ,\нсобланг;

2 1 4 31

5 0 — 1 0 1

2 — 1 6 3 1 

1 5 — 1 2

Ечнш. 1̂ уйндагига эгамиз:

Д =  ̂ 21̂ 21 ^22̂ 23 "f* ̂ *3^23 "Ь ^2*̂ 24 =



1 4 3 2 4 3 2 1 3

=  _ 5  . - 1  6 3 + 0 2 6 3 + 1 - 2 - 1 3
| 5 - 1  2 1 — 1 2 1 5 о

2 1 4 1 4 3 12  1 3

-l-O- 2 - 1  6 --- 5 — 1 6  3 + 1 2 — 1 3

| 1 5 — 1 5 — 1 2 | 1 5 2

Детермннантни бирор каюр элементлари буйнча ённш формула - 
сп бу кагордагн элеменгларнннг бнттасидан бош^аларн нолга тен 
6\ л ганда анннкса содда к^рпнишга эга б) ладн. Юкорида айтнлг 
нндек. б\ ига содда алмаштирншлар нули бнлан эрншнш мумкин 
б\нда з) хосса асос булади.

Г з - J- з и н н текшнрнш учун с а в о л л а р

I Нккннчн ва учннчн тартибли детер.мннантларни ^необлаш учун формул ала р 
ёэннг.

2. Учннчн тартибли детерминантларнпнг хоссалариин айтпб берииг.
3. Учинчи тартиблн детерминант бнрор элементанинг ымиорн деб ннмага айти- 

лади?
4. Учинчи тартибли детерминант бнрор элементииннг алгебранк т$лдирувчисп 

деб нимага айтилади?
3. Учинчи тартибли детерминант бнрор элементларннннг алгебранк минорн ва 

алгебранк тглдирлвчиси узаро цандай бопанган?
6. Учинчи дан юцори тартибли детерм ннэнтлар цандай ^исобланади?
7. 586—GlO-мнсолларии ечинг.

1 1-§. Еектор купайтма

Уч вектордан нбораг система маълум тартнбда берилган, яънг 
бу векторларнннг цайснниси бирннчи, канснниси иккинчи ва кайсн- 
ннси учинчи эканлигн курсатнлган б\лса, \нн тартнбланган де>. 
атанмнз. Векгорларнинг бирннчи уринда ёзнлганнин бирннчи. иккин­
чи уринда ёзплганиии нккннчн ва учинчи уринда ёзллганнни учннч! 
деб хнссбланмнз. Тартнбланган векгорлар > члпгннн уму мни бошлании 
нуктаснга келтнрамнз. Компланар булмаган тартнбланган век горло? 
>члигида учинчн вектор >чидан кузатнлганда бнринчи вектордан нк

кннчи векторга энг ^нска б\ 
i -г Г рнлнш масофасн соат ми '

апланнщпга тескарн нуналнш- 
да булса, у унг учлик деС 
аталадн. Акс \олда вектор- 

т лар учтнгн чап ичлик деб
‘V  г Т аталадн (22-шакл).

> ^  х  Фа^ода Декарт координата­
лар си гемаларн хам >нг ва 
чап система тарга булинади. 

а- елкл. I, /. k умумнн О бошдан чн̂ -
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цан ва Ох, Оу, Ог координата уцлари б\нлаб йуналган учта узаро 

перпендикуляр бнрлнк векторлар эдн. Агар i , / ,  к векгорлар >ч- 
Л11ГН >нг учлнк б\лса, у холда коордннаталар снстемаси унг сис­

тема, агарда i . j , к чап учлнк булса, у холда коордннаталар сис- 
темасн чап спстечаднр (23-шакл).

Энди вектор купайтманинг таърифнии берамш.

Та ъ риф. а векторнинг b век торга вектор купайтмаси деб 

ушбу шартлар бнлан аинкланаднган с векторга айтнлади:

а) с вектор а ва b к j паит\ вчнларга перпендикуляр;

б) а , b , с векторлар унг учлик хосил килади;

в) с векторнинг узунлиги |а| |b|sinqp (ф— б>нда а ва Ъ век- 

торяар орасидаги бурчак), яъни с векторнинг модули а ва Ь век- 

торлардан ясалган параллелограммнинг юзнга тенг. а ва b вектор­

ларнинг вектор Kf пайтмасн а X b деб белгнланадн.

1. Вектор купайтманинг асоснй хоссалари

а) Ур ин  алмаштнрмаслнк х о с с а с и  Кйпайтувчилар- 
нинг уринларини алмаштирганда вектор купайтманинг ншорасн тес- 
карнснга алмашади:

а X Ъ =  — Ь Х а .

Э^ицатан, вектор купайтманинг таърифидан а X Ь ва Ь Х  а  век­
торлар бир хил узунликка эга булншн келиб чнцадн (унннг узун- 
лнгн купайтувчнлар тартнбнга богли^ эмас), яънн

|а X Ь\ =  |а| \b\ sin ф ва \Ьа\ =  |Ь| |а| • эшф.

Бундан таш^ари, а X Ь ва ЬХ  а векторлар коллипеар, чуики улар 

а  ва Ь векторлар ётган текисликка перпендикуляр, лекин !\арама- 

царши йуналган, чункн а х  b , а  ,Ь  ва b , a t b X а  лар унг учлнк-



шакл. Бу хосса X =  О ёкн а ва Ь векторлар кол­
линеар б\лган \ол учун расшан, шу сабаблп 

а ва Ъ векторлар коллинеар эмас .\ачда X ф  О деб фараз ^иламнз.
Х > 0  булсин, у -\олда вектор купайтма таърифидан фойдала- 

ннб, ^унндагннп оламиз:

|(Ха) Ь\ =  )Ха|\b\sin<p =  Xia| |6|sinq>,

| X (а х  Ь) | =  X [ а х b | =  X | а J | b | sin с[>, 

бу ерда <р— берилган а ва b векторлар орасидаги бурчак. Демак, 

(Ха) X b ва Я (а X Ь) векторлар бир хил уз>нликка эга.

Бундан таш^ари, а ва Ь , л а ва Ъ г.екторлар битта текислнкда 

ётади, шу сабаблп Х(а х  Ь) вектор а ва b векторларга перпендику­

ляр, (Ха) X b вектор хам шу векторга перпендикуляр. Шундай ь;п- 

либ, (Ха) X b , Х(а X Ь) векторлар коллинеар ва бир хил узунлнк- 

ка эга. Нпхоят, улар бнр хил н\налган, чунки Ха ва а вектор­
лар бир хил йуналган.

Шундай ^илиб, ^уйидагинн \ос\\л ^иламиз:

(X а) х  b — X (а х  b).

Бу хоссанинг Х С О  булган зцол учун хам т\гр1пнпши шунга ух- 
шаш исботлаш мумкин.

в) Векторларни ^ушншга  ннсбатан та^симот х о с ­
са с и:

а :< (Ь + с) =  а \ b + а х  с .

Бу формуланннг исботини келтирмаичиз.
Бу хоссалар векторли купхадларнп век юр к\пантирншда амал- 

ларнп \адма- хад бажариш ва ухшаш вектор купайтувчнларнинг сон 
коэффициентларнни жамлаш имконпни беради. Лекпн шуни хотира- 
да тутиш керакки, векюр купайтмада ку'пантувчиларнинг тартиби 
мухим булнб, купай1увчиларнинг уринларн алмаштирилганда вектор 
купайтманинг ишорасн узгартпрнлнши лознм. .Масалан,



13> ерда a < a =  О, b x fc =  0, чунки а ва о ,

Ь ва b коллинеар векторлар, ср =  0, sin tp =  О 

ва | а х  a | =  0, | b х  b | =  0.

1-м не о л. a =  р -Ь 2д ва b =  2>p—q вектор- s '  

ларнннг вектор купантмасини хисоблаиг.
I: чн т. 1\уйидагига эгамиз: 25 шакл.

a X Ь =  (/)+ 2д) * (Зр— =  3(р X р) — (р x"J) + 6(5 х р) —

— 2(<7 X q) =  7(q < р) , 

чу нкн р X р =  0, <7 \ <7 =  0. p X q  =* — <7 X р .

2-мисол. i ,  / , ft унг учлик ташкнл цилувчи базис вектор­
ларнинг вектор купайтмаларнни хисобланг (25-шакл).

Ечиш. Булар узаро перпендикуляр бнрлнк векторлар ва унг 
учлик \осил цнлганлнгн учун, вектор купайтманинг таърнфига ку- 

Ра: ______ _______ ___ ______ „ _
i >. / =  ft. / X k =  I, k X t =  j  .

Су игра, равшанки,

/ X / *  —* , ft X / =  —/ f i х  k =  —j .

Шуннигдек, i X i *  0, / X /' =  0. ft X A =  0.

2. Вектор кулайтмани детерминант ор^али ^нсоблаш. а ва Ь век­

торлар i , j , к базис векторлар буйнча ённлма шаклида беритган 
булсин:

a = a x i+ a llj+ a t /i , b ^ b j + b j + b t k.

а гя b векторларнинг вектор кчпангчасини уларнниг а ,, аи, аг , 

вл bt , by. bz праекштларп ор^али ифодалаймнз. Ушбу теиглнк 

т\грилигинн исботлаймю:

-  U  7  *
а 6 =  с, а , о,

к 6 , К,

Вектор купайтманинг а), б) ва в) хоссаларидан э̂ амда шу параграф- 
даги мисолнинг натнжасидан фойдаланнб, цуйндагинн \осил цнла-



+  a vb„ ( i  x  / ) +  a „ f t ,( /  X  * )  +  0,6 ,( *  X  ( )  +  а Д  (£  X  / )  +

+ a,ft , (* X * )  =<!,&,,*+ 0 ,6 ,(—7) + a ,A (  - 4 + a ,li , i+  

+ a, ft, i  + o, bt (— i) =  (af ft, — a, b j i — (a, ft,— o, b j  j  +

+ (“,* „— оД )*-

К,авслар нчидаги аГшрмалар нккннчн тартибли детермннаитлардир:

I ,а о,
° л - “л =  / ; • а Л - “ Л  = Ь. ь.

а, а,
Ь, ь„

Шу сабабли сунггн тенгликии бундай |у:Г|Та езиш мумкин:

а X Ь =
Ь Ь, Ь. Ь. i  + k ( I I I )

Бу нфодага детермннантни бирор р̂ атори элементлари буйича ёниш 
формуласинн цуллаб, ушбуни \оснл цн.тамиз:

а X Ь = (11 .2 )

К Ь„ 6,1

3-мисол. Ушбу векторларнннг вектор к\пантмасинн топиш. 

a =  3i — 4 /' + * . 

b~i-\-2j — 2k.

Ечиш. (II .2) ра (II I) формулаларга бниоан, цуйидагини ола-

а '■< b — 6 i -j- 7 j  -f- 10 k .

4-мнсол. Учлари /4(1; I; 1). 5(4; 2; — I), C (—3; I; 4) Hyiy 
таларда булган учбурчакнинг юзини топннг (26-шакл):

Ечиш. a =  >45 =  Si + / — 2/г, 6 =  / 4 С = —4/ + 36 вектор-

___  ларни а̂раймиз, улар A ABC иинг

томонлари бнлан устма-уст туша- 

ди. Изланаётган юз ^уйидагича бу­

лади:

S.. =  -i-|axF| =  -L|/B xH C | ,



ч\ iikii учГлрчакниш юзи параллетограчм юзннинг ярмп а тенг, у 
эса yj навбатида шу параллелограммы» ясаган ве горлар вектор 
к}пайтмасининг модулнга тенг. Аввал вектор кСпайгчани хнсоблай-
М1П

а \ Ь АВ 4С =
i j  к

3  1 — 2 

-4 0 3

=  3 i — j + ik .

Демак, |о X ]Г| -  | АВ X АС\ - | З2 -f (— I )2 + 42 - | 

бундаи S = “ 1 26 кв. бнрлнк.

26

12- §. Аралаш купантма

о . д, с векторларни ^араймнз ва ушбу купайтманн тузамнз:

[а X Ь) - с .

Бу ерда а вектор аввал b векторга купайтнрнладн, кенин олинган 

(ovfc) вектор с векторга скаляр купантириладн. Векторларнинг 
бхидай купайтмаси ара юш купайтма деб аталади. С\ нгги амал 
скаляр купайтма булганлиги >чун натнжа скаляр буладн.

Аралаш купайтма оддин геометрик маънога эга: у берилган век­
торларни ^ирралар сифатида олнб ясалган параллелепипед \ажмига 
ншора анн^лигида тенг.

а , Ь, с векторлар компланар эмас деб фараз цилиб, бу вектор- 

ларда параллелепипед ясайадиз ва d — а X Ь векторни \ач ясаймнз 
(27- шакл). Бундай белгилаймнз: S — параллелепипед асосннинг юзи 

(асои а ьа b векторларда ясалган), h — унннг баландлнгн, а  эса

с ва d =  a x b  векторлар орасидаги бурчак. 'Скаляр купайтманинг 
таърифнга кура ^унндагнга эгамиз:

(о X b )  - с — | а X Ь | • | с | cosa =  S • | с | cos a.

27- шаклдан куриннб турибдикн,

;c|cosa ~ h .

Демак, (a X b) с = S h , бу эса параллелепипед .^ажмига тенг. 

Шакдда а , 6 , с векторлар унг учлнк ^осил 1\нлган ва cosa:>

0. Агар а , Ь. с чап учлнк булса, у >;олда а  утмас бурчак 

булади ва cosa<c0. Бу >;олда |с| cosa<0, лекин абсолют ь̂нй- 
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j - - £ мат буйнча у параллелепипед
d - баландлигн h га тенг.

Шундай ьртлиб, бундай ху- 
лоса ^илиш мумкин- аралаш 
купайтма вектор купайтувчн- 
ларга ясалгаи параллелепипед 

27- шакл. \ажмига ишора аницлигида
тенг, шу билан бирга бу к>* 

пайтма агар (^абул цилинган \нг сиетемада) векторлар учлнгн унг 
учлик булса, мусбат ва секторлар учлнгн чап учлик булса, ыанфнн 
булади, яъни

V =  ±{а х.~Ь) ~с. (12.1)

I. Аралаш купайтманииг асосий хоссалари.
а) Аралаш купайтма ^амалларнннг >ринларини алмаштирищдан 

>згарманди, яъни

а ■ (Ь х  с ) ^ ( а  X Ь) ■ с . (12.2)

Бу аралаш купайтмада «•» ва «X» белгиларинннг урнини алмаштп- 
риш мумкинлигини билдиради. Мдоицатан а̂»т, скаляр купайтманииг 
урин алмаштириш хоссасига асосан

( о х б ) - с  =  с - ( о х Ь ) .  (12.3)

С\нгра. (12.1) формула га кура

V =  ± ( а х  Ь) ■ с ,

V =  ± (Ьх~с) ~а (12.4)

и, Ь , с ва Ь , с , а учликлар бир хил нуналишли, яъни икка- 
ласн ё унг учлик, ёки чап учлик. У >*олда аралаш купайтманииг 
геометрнк маъиоснга кура (12.4) тенгликларнинг унг томонларида 
бир хил ншора олнш л озим. Шундай ^илнб,

(b X с )  • а =  (а  X Ь) ■ с , 

ва (12.3) тенгликка асосан

f l ( b x c ) * ( f l x  b)'- с , 

яъни (12.2) тенглнкни олдик.

Бу айниятга асосан а ■ (b X с )  =  (а  X Ь) с аралаш купайтма- 
ни оддийрок, цилнб, вектор ва скаляр купантмалар бглгилари цаер- 

да турганинн курсатнб утирмасдан а Ь с каби белгилаш мум- 
кии.

б) Аралаш купайтма купайтувчиларнннг урннларнни ^заро (доира- 
вий) алмаштнрншдан узгармайдн:



^а^и^атан, а) хоссадан ва скаляр купайтманинг урнн алмаштирнш 
хоссасндан фойдалансак, кетма-кет ^уйндагинн хоснл ^иламнз:

а Ъ с =  а - (Ь х  с) =  (Ь X с) - а =  b с а  ,

Ь с а —Ь - (с Х а )  =  (с х  а ) ■ b — с а b .

Шундай цилнб,

а Ь с = Ь  с а =  с а b

хосса тугрн экан.
в) Иккита цушни купайтувчининг >рни алмаштирилганда аралаш 

купамтмп ншорасшш тескарнснга алмаштирадн:

а b с =  — b а с .

Бу хосса нн ушбу тенгликлар занжирн бу йнча нсботлаш мумкнн:

а Ъ с =  (а х Ь ) - с  =  — (Ь ^  а ) ■ с — — b а с .

2. Аралаш куп ант мани детерминант буйнча ^исоблаш Вектор­
лар базис векторлар орцали ённлма шаклида берилган булсин:

a ~ a , i  + a ^ i+ a ,k ,  + 6у/+Ь,й,

с = c xi + cyj +ct k.

Ушбу тенгликни исботланмнз:

а b с = " ,  ЬУ Ь,

С С С

^аци^атан ^ам, d a X b  вектор купайтма (11.1) ва (11.2) фор- 
мулплар буйнча \нсоблаиадн.

f l X

1 1

У >рлда d с =  (a x b )- c  скаляр купайтма ушбу курннншни 
олади:

Ч с  =  (а X  Ь )  с  =  l j c x -  f f t c ,  +  | £  £ j c , .

Бу олннган йигнндннн детермннантнинг учинчи сатр буйнча сйил- 
маси деб ^араш мумкнн. Шундай ^нлиб, здйидагини олднк:

а., а .

а Ь с —
а* .
к  к
С, С..
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I-мнсол. Учлари /1(1; 1; I), В (4; 4; 4). С(3; 5; 5). D (— 2;
— 4: — 7) ну^таларда булган пнрамиданниг хажмнни топннг.

Ьчнш. Элемеитар геометриядан маълумкн, пирамндаиинг ^ажми

АВ, /1C, AD векторларга ясалган параллелепипед хажмннинг олти- 
даи бирнга тенг. Бун га к\ра

— V
6  п-пед \АВ AC AD.

Б\- аралаш к>пайтчани топачиз Энг аввал АВ. АС, ва AD всктор- 
ларшшг коордчпаталариии аниклапчнз.

ЛВ =  3< -+ 3 / + 3* ,

AD 3i

АС 2/ 

5/ — 8к

4 /  + 4 * .

Шундай кнлиС,

{АВ ■ АС ■ AD) =

3 3 3 3 0 0
2 4 4 = 2 2 2

—3 —5 —8 —3 2 —5
=  — 18.

18 3 куб бирлик■ п-псд = , — Ю | = . о .

3. Уч векторнинг комплаиарлиги. Учта компланар а, Ь, с век- 
торин. яънн бнтта текнслнкда еки параллел текислнкларда ётаднган 
векторларни караймиз. Бу нолга тенг бул.магап векторларнинг ара­

лаш купайтмасшш тузамиз: ( а Ь) • с . Равшанки, d = о  xfc 

вектор к\пайтма берилган а ва b векторлар ётаднган текнслнкка 

перпендикуляр, ва демак, с векторга хам перпендикуляр. Ш\ са- 

бабли d - с =  ( о Х б ) - с  =  0. Демак. компланар векторларнинг 
аралаш к\паЙ1маси нолга тенг. Тескарн даъво хам тугри, яъин 
аралаш кчпайтма нолга тенг булса, векторлар компланардир. )\а̂ и- 

катан, агар а Ь с *- 0 булса. бу ушбу чолларда 6>лнши мумкин:
а) куиайтувчнлар орасида камнда битта иол-вектор бор;
б) улардаи нккитаси (ёкн учаласи) коллниеар;

в) векторлар коллииеар, чунки бу холда (a b ) -Lс , ва демак,

( а х  Ь) с = а  b с =  0

Учинчи хат аслида бирннчн икки холии уз ичига олади. Шундай 
килиб, учта вектор компланар булнши учун улар н ни г аралаш ку- 
пантмаси нолга тенг булиши зарур ва кифояднр:

а b с 0
ёки

а <|
Ьх Ьу Ь,\ -- о.

с. си
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2- м и со  л. Ушбу ну^талар битта текисликда ётаднми: 
A iI; 2; 3), В(— 3; 2; 4), С{2; — 3; I). D(0; I; — 2)? 
Ечиш. Ушбу векторларни а̂раймиз:

АВ — — 4 i + k . /1C - ■ i — 5 / — 2 k , Л£) =  — i — / — 5k .

Уларнинг аралаш купайтмасини хисоблаймиз: 

—4 О I

(ЛВ Тс -a d ) =  1 —5 — 2 =  — 98.

— I — I —5

Векторларнннг аралаш купайтмаси нолга тенг эмас, у ^олда улар 
компланар эмас ва А, В, С, D ну^талар битта текисликда ётманди.

1. Чап ва унг учликлар деб ниыага айтиладн?
2. Нкки векторнинг вектор кчпайтмаси нима?
3. Вектор купайтманииг геометрик ыаъносн нима?
4 Проекцннларн билан бернлган векторларнннг вектор купайтмаси ^андай ифо- 

даланади?
5. Уч векторнинг аралаш кчпайтмаси деб нимагг? антилали7
в. Аралаш купайтма ^андай хссгаларга эга?
7 Аралаш купайтма цандай геометрик маълога эга?
8. Проекцняларн билан берилган уч векторнинг аралаш купайтмаси цандай нфо- 

далащди?
9. Уч векторнинг компланарлик шарти иимадаи иборат?
10. 426-449- мнеолларни ечинг.

Аналитик геометриянииг энг мухим тушунчаси чизиц теигламаси 
тушунчасидир. Текисликда турри бурчаклн координаталар сисгемаси 
ва бирор L чизи  ̂ бернлган булсин (28- шакл). Ушбу

теигламани фэцат L чизнкда ётувчн исталган М иу^таиииг х ва у 
Координаталарн ца ноатлантирса, бу тенглама L  чизи^нинг теиглама­
си деб а та чади.

Бундан L чизиц текнеликиииг координаталарн (13.1) теигламани 
цаноатлантирадигаи барча нукталари тупламндан иборат экаилиги 
Келнб чи^ади. (13.1) тенглама L чи- 
зи^ни ани̂ лайди ёкн L чизи^ни хосил 
циладн деб аталадн. Лекии истагаи ц 
г (х, у) =  0 теиглама ^аидайдир чи- ы

зи^ни аин̂ лайди деб уйламаслик ке- У,
рак, масалаи. х~ 4- у2 + I =  0 теигла-

Уэ- у з кий т е к ш н р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

13- §. Текисликда чнзи^нинг ва фазода сиртнииг 
тенгламаси ^а^ида тушунча

F(x. у) =  О (13.1)

Ма \еч а̂ндай эодиций чизн^ии анн̂ - 
ламайди, чунки тек исликнинг .\еч бир 
а̂кнцнй ну^тасининг координаталарн _ 

бу теигламани ^аноа тлантнрмайди.

д

28- шакл



29- шакл

Иккнта чизикнинг кесишиш 
ну^тасини ант\лаш масаласи 
бу чнзицлар тенгламакарн снс- 
темаснни ечишдан нборат.

Энди фазода О ху  г тугрн 
бурчаклн коордннаталар сис- 
гемаси ва бирор 5  снрт бе- 
рилган булсии (29- шакл) 
Ушбу

F (х, у, г) =  О (13.2)

тенгламани фа^ат 5  сиртда 
ётаднган ik тал гаи М iiyjyra- 
нииг х, у ва г координатала- 

снртнинг тенгламаси деб ата-ри 1\аноатлаширса, бу тенглама 
лади.

Бу таърифга биноан, S сирт фазонннг координаталари (13.2) тенг- 
ламаин ^аноатлантираднган барча нукталари тупламидир. (13.2) 
тенглама S сиртни .\осил килади ёкн аницланди деб айтнлади.

Фазодаги чизикни нккнта сиртнинг кесншмасн деб цараш мум- 
кин Шундай цнлиб, ушбу

F t (х, у, г) =  О, 
Г2{х, у, г) — О

(13.3)

тенгламалар системасини фа^ат L чизшуца ётаднган неталian нуцта- 
нннг координаталари ^аноатлантирса ва унда ётмайдиган нуцталар- 
нннг координаталари цаноатлантнрмаса, бу система L чнзн^ тенг­
ламаси деб аталади.

Текисликдагн чизи^ниш F(x, у) — 0 тенгламаси ёкн фазодаги 
сиртнинг F {х, у, г) =  0 тенгламаси берилган булса, бу чизин; ёкн 
сиртнинг хоссаларини текшнриш ва шу бнлан чизп^ ёки сирт нима- 
дан нборатлигини ани^лаш мумкнн

Тескари масаланн ^аранмиз: Ну^таларнинг берилган хоссаси 
буйича, (\аралаётган чизи^ ёкн сирт тенгламасини тузишни курай- 
лик.

I. Аила на тенгламаси. О ху  тугрн бурчаклн коордннаталар сне-
темасида ,\ар бири берилган С (а, Ь) 
ну^тадан R ма софа да жойлашган 
барча ну^талар геометрик урни 

м(х,у; тенгламасини келтириб чнкарамиз. 
Бошкача айтганда, радиуси R ва 
маркази С (с; Ь) нуцтада булган ай- 
лана тенгламасини келтириб чн^а- 
рамиз (30- шакл).

Масаланн ечнш учун ихтиёрий 
а я VI (х; у) нуктанн оламиз ва ундан
* —  берилган С (а; Ь) ну^тагача булган

30- шакл масофани .\исоблаймнз:
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|МС| =  | (х —  аГ +  ( у - Ь ?  .

Агар М  ну^та айланада ётса, у холда Д1С| — R  ёкн VIСг =  R2, 
яъни Л1 ну^танннг координаталарн ушбу теигламани каноатлантн- 
ради:

(х — аУ +  (у —  b)* =  R°-. (13.4)

Агарда И ну^та айланада ётмаса, у .холда jvVfCl2 ф  R-, яъни М 
нутуганнпг координаталарн (13.4) теигламани ^аноатлантирмайдн. 
Шундай ^нлнб. н ’ланаётган айлана тенгламасн (13.4) курииншда
б)ладн.

Агар (13.4) тенгламада а = 0 ,  6 =  0 десак, бу холда радиус» R 
ва маркази координаталар бошида булган айлана тенгламасини хо­
енл ^пламиз:

x'-+t/- =  R\

2. Сфера тенгламасн. Бернлган О ху  г тугри бурчаклн координа­
талар системасида хар бир бернлган С (о; b; с) иуцтадан R масофа- 
да жонлашган нукталар геометрик урни тенгламасини келтириб 
чикарамнз Бош^ача айтгандй радиусн j? са маркази С (о; Ь\ с) нуц- 
тад.1 булган сфера тенгламасини келтириб чикарамнз (31- шакл).

Масала юкорндагнга \хшаш ечнлади. М (х; у; г) нхтнёрнй нуту- 
та булсин, ундан С (а ;Ь ,с )  нуцтагача булган масофа ушбу форму­
ла буйича хисобланадн:

|МС| =  \ (х —  а)2 +  {у— ЬУ+ (г — с)г .

Агар М нуцта сферада ётса, у холда jAtfC| =  R  ёкн |Л1С|* =  /?2, 
яъни Л1 нуцтанинг координаталарн ушбу теигламани цаноатланти- 
радн:

(х — а)'- + (у — Ь)Е+[(г — c)2 =  R 2. (13.5)

Агарда Л1 ну^та сферада ётмаса, у \олда Л1С|г Ф  R2, яъни М ну^- 
танннг коордннаталари (13.5) теигламани ь^аноатлантирмайди.

Шундай цилнб, сферапннг изланаётган тенгламасн (13.5) кури- 
нишда булади. Агар (13.5) тенгламада а — 0, Ь — 0, с =  0 десак, 
радиуси R fa маркази координаталар бошида булган сфера тенгла- 
маенни хоенл киламнз: х~ +  у* + г2 =  R2. Сунгида шунп айтиб 

утамизки, текисликдаги чнзицлар 
ва фазодагн сиртлар тугри бур- 
чаклн координаталар системасида 
узларининг тенгламаларига кура 
алгебранк ьа траисцендент чизиц- 
лар ва сиртларга булннади.

п- тартнблн алгебранк чнзиц 
(сирг) деб, узгарувчиларга писба- 
тан л-тартибли тенглама бнлан 
бернладиган чнзп^ни (енртнн) ан- 
тамиз. Масалан, айлана иккинчи 
тартибли чкзик. сфера иккинчи > 
тартибли енртдир. 31-шакл.

41



14-§. Берилган иу^та ор^али 
утувчи ва берилгаи нормал 
векторга эга текислик теигла- 

масн

Ох у z тутрн бурчаклн ко­
ордината лар снстемаси, ихтиё­
рий л текислик ва у ада ёгув- 

у чи /И„ (лг„; у0. г„) ну^а ^амда 
бу текисликка перпендикуляр

п = A i  4 - В j  4-С к вектор 
32-шакл. берилгаи булсин. л текислик

тенгламасини келтириб чи̂ а- 
рамиз. Масалани ечиш учун 

ихтиёрий М (дг; у: г) иуцтаии оламиз. М0М па п векторлар узаро 
перпендикуляр булганда ва фа^ат шундагина бу ну^та л текислик-

да ётади (32-шакл). МпМ векторнинг координаталари х — х0, у —
— Уо* г — го булганлигн учун икки векторнинг перпендикулярлнк 
шар гига асосан ((8.12) формула) М иуцта

А(х — х0) + В (у  — У*) + С(г — г0) =  0 (14.1)

булганда ва фа^ат шундагииа л текнслнкда ётадн. Бу эса иэланл- 
ётган л текислик тенгламасиднр, чункн унн бу текнслнкда ётаднган 
нсталгаи М ну^танинг координаталари ^аиоатлантиради ва бу ге- 
кисликда ётмайдиган хеч бир ну^танинг координаталари а̂ноатлан-

тирмайди. Бу текисликка перпендикуляр n — A i  + B j  -\-Ck 
вектор бу текисликнинг нормал вектори деб аталади Шундай ци- 
либ, бнз ,\ар цаидай текисликка х, у, z координаталарга ннсбатан 
биринчи тартибли тенглама мос келишнни курсатдик.

1- ми со л. Л10 (3; — 4; 2) иуктадан утувчи па п =  i  — 21 -f- 

+ ЗА векторга перпендикуляр булгаи текислик тенгламасини ту- 
зннг.

Ечиш. Бу ерда А — I, В —— 2, С =  3. (14.1) тенгламага асо­
сан изланаётган тенгламани хосил циламнз:

I I (х — 3)]—12-(«/+ 4 )+;3(z — 2 )=  0 ёки х — 2у + З г — 17 = 0 .

2-мнсол. К,уйидагн учта ну^тадан утувчи текислик тенглама- 
сиии тузииг:_М0(1; I; I), Af4(3; —I; 0), М2(2; I; 3).

Ечиш. М0Мг ва М0М2 векторлар излаиаётган текисликда ёта­
дн, шунинг учун уларнииг вектор купайтмаси бу текисликка пер­

пендикуляр булган вектордир. Шу сабаблн п вектор сифатида М0М , 

ва М0М2 векторларнинг вектор купайтмасинн олиш мумкнн. Бу 
векторларни ва уларнииг вектор купантмаснин топамиз:

М0М1 =  2Т — 2~J—1г, л £м а- Т  + 2 *Г.
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п — M0Mt л М0/М2 =

1 / /г
2 —2 —I 
I 0 2

Шундай кшшб, А =  — 4, В 
изланаётган тенгламани оламиз:

— 4 ( х — I) — 5(# — I) -Ь 2(z — I) = О

ёкн

А х-{-5у — 2г — 7 =0 .

=  — 4* — 5/  + 2 k .

5Р С =  2. (141) [формулага аеосаи

15- §. Текисликнииг умумий тенгламасн

Биз юкорида >;ар а̂ндай текнслнкка х, у ва г координаталарга 
ннсбатан бирннчи даражалн тенглама мос келпшинн к\рсатдик, 
яънн текислик бирннчи тартибли спртднр.

Тескари даъао дам тугрилшннн, яъни х, у ва z координаталар­
га ннсбатан биринчн тартибли чар а̂ндай тенглама бернлган коор­
динаталар системасида текислик ни аи шалаши ни курсатамиз.

,\а̂ н̂ атан хам, Оху г тугрн бурчакли координаталар снстемаси 
ва нхтис ) ий /1, В. С, D коэффициентли бирннчн даражали

Ax + By + Cz + D =  0 (15.1)

теиглама бернлган. шу билан бирга, бу коэффициентлардаи камида 
биттаси нолдан фар^ли булсин.

Аннцлнк учун С=?^0 деймиз ва (15.1) тенгламани ^уйидашча 
ифода пай ч из:

/1(v-0) + BU/-0)  + C ^  + -|) =  0. (15.2)

(15.1) ва (15.2) тенгламалар тенг к учли. (15.1) тенгламани (15.2) 
тенглама бнлан солиштирадиган булсак, у ва демак, унга тенг

куч л и (15.2) тенглама .\ам М0 (0; 0; — ^  j ну^тадан утувчн ва

п =  A i  В j Ck нормал векторга эга булган текислик теигла- 
маси эканлигнни к\рамиз. Шундай ^нлиб, биз х, у, г координата­
ларга ннсбатан биринчн тартибли хар а̂ндай теиглама текнсликнн 
аниь̂ лашнни курсатдик.

Текислнкнннг (15.1) умумий тенгламасида баъзн коэффиинент- 
лар нолга айлангаида текислик координата у^ларига ннсбатан а̂н- 
дай вазиятни эгаллашнни курайлик.

1. D 0 булса, (15.1) тенглама

Ах + By ■+- Сг =  0

куринишни олади ва уни х =  0, у =  0, г =  0, яъни кoqpдинaтaлap 
бошинннг координаталарн ь̂ аноатлантиради. Демак, текислик коор­
динаталар бошидан утади.
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2. С — 0 булса, (15.1) тенглама Ax + By + D =  d куринишни 

олади ва унинг нормал вектори п — A i  + В j  Ог у^ига перпен­
дикуляр булади Демак. текислик Ог у^ига параллел б>лади-

Агар В = 0  булса. Ах -f- Сг 4-0=0 текислик Оу укига перпенди­

куляр п =  A i + Ck нормал векторга эга булади. Шунииг учун те- 
кислик Оу у^ига параллел.

Нихоят, А — 0 булса, текислик By + Сг + D =  0 теигламага 

эга булиб, унинг нормал вектори п =  В j  -f С к Ох £кига перпен* 
дикуляр Шунинг учун текислик Ох у^нга параллел.

Умуман олганда текислнкнинг умумий тенгламасида координа- 
талардан бири ^атнашмаса текислик уша координата у^нга парал­
лел дир

3- Энди иккцта коэффициент нолга тенг булган \олни курай- 
лнк. Масалаи, D =  О, С ~ 0 булсин. Бу .̂ олда Ах + By ~ 0 булиб, 
текислик коордннаталар бошидаи утади (D =  0) ва Ог укига па­
раллел (С =  0), яъни у Oz увидан утувчи текислик булади.

D =  О, В ~ 0 булса. Ах + Сг 0 тенгламага эгамиз па у коор­
дината бошидан утадиган {D =  0), Оу у^ига параллел (В =  0) те- 
кнсликни аниклайди, яъни Оу увидан хтадиган текислик булади.

Ва иихоят, D — О, А — 0 булса. By + Сг =  0 буладн ва бу 
тенглама координата бошидан утадиган (D 0), Ох у^ига параллел 
(А 0) текисликни аниклайди, яъни у Ох увидан утадиган текис­
лик булади.

4. Агар иккита узгарувчи олдидаги коэффициент нолга тенг 

булса, масалан, А =  О, В ~  0 булса. нормал вектори п =  С к, Ог 
укига параллел ва тенгламаси Сг + D =  0 булгаи текислик ^осил 
булади. Демак, текислик Ог у^ига перпендикуляр ва Оху текис- 
лигига параллел булади.

Ю^оридагидек By + D ^ O  тенглама Охг текислигнга параллел 
текисликни. Ах + D =  0 тенглама эса Оуг текислигнга параллел 
текисликни аниклайди.

5. Ни\оят учта коэффициент нолга тенг булса, масалаи, 6  =  0. 
С — О, D =  0 булса. Ах =  0 ёкн х =  0 тенглама коордннаталар бо- 
шндаи у тадигаи [D — 0) ва Оуг текисликка параллел текисликни 
аниклайди, яъни у Оуг координата текнслнгининг >зи булади. Худ- 
ди шундай By =  0 ёки у =  0 тенглама Охг координата текислигнии, 
Сг =  0 ёкн г =  0 тенглама эса Оху текислигини ани^айди.

Раишанки, текислнкнинг умумий тенгламасида барча коэффи- 
цнентлар нолга тенг булмаганда текислик барча координата у»ушри- 
нн кесиб утади. Текисликни ясаш учун бу ну^таларии топиш ло- 
зим. Бунииг учун иккита координата га нолга тенг ^ийматлар бериш 
ва текислик теигламасидан учинчи координатани топиш кифоя.

I-мнсол.  2>х + 2 у г — 6 =  0 текисликни ясаиг.
Ечиш. Текислнкнинг координата у^лари билан кесишиш нуц- 

таларннн топамиз. Текислнкнинг Ох у«\И билан кесишиш ну^тасиии 
топиш учун текислик тенгламасида у =  0, г =  0 дейиш лозим 
(чункн Ох уцииинг исгалгаи нуцтаси учун у =  г =  0 га эгамиз).
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Зх — б =  0 ии оламиз, яънн х — 2. 
Демак, текислик Ох у^иии Мх{2\ 
0; 0) иухгада кесиб утади. Шунга 
ухшаш, текислик тенгламасида 
х =  0 ра у =  0 деб г =  б ии чосил 
^иламиз. Демак, текислик Ог уци- 
нн И4 (0; 0; б) нуцтада кесиб ута- 
ди ва ни\оят, текислик тенгламаси­
да х — 0, г =  0 деб 2 £/ — 6 =  0 нн 
оламиз ёкн у =  3. Шундай килиб, 
учинчи нуцта Му (0 3; 0) ни топ- 
дик, у Оу у^ига ва берилган текнс- 
ликка тегишлн. Бу Мх. Мг ва М3 
иукталар буйнча текисликни ясай- 
миз (33- шакл).

16-§. Икки текислик орасидаги бурчак

Умумий тенглама лари

Ахх + В}У -{- Схг -f- Dx =  О

ва

А^х + В2у + Csz -h D2 =  О 

билан бернлган Hi ва п2 текислнкларни ^араймиз (34- шакл).

Икки текислик срасидагн <р бурчак дейилганда бу текисликlap 
билан чосил цилинган иккнта иккиёь̂ ли бурчакдан бнрн тушунила- 
Ди Л! ва л 2 текисликлар фазода хар а̂ндай жойлашганида \ам 

улар орасидаги <р бурчаклардан бири л, =  Аи Вл, С, ва 
=ЧА». В,, С2| нор мал векторлар орасидаги бурчакка тенг. Шу са- 
бзбли бу бурчак (8.9) ва (8-10) формулага кура чисобланади.

--- П| * ПД _ 4- ВдВ5 + Q Ps_______

1 Ax Bj r-Cf 1 Ai ' Bl 1-C5 

Иккинчи бурчак (180°— q ) га теиг. Агар п х ва л2 текисликлар па­

раллел булса, у дал да улариииг пх ва п л нор.мал векторлари ксл- 
лниеар ва аксинча. Бироц бу холда

А\ В , С

СОБф =-
KI



(16.2) шартлар Л! ва п2 текисликларнинг параллеллик шартлари- 
дир. Агар jti ва л2 текисликлар узаро перпендикуляр булса, у .\ол- 
да уларнинг нормал векторлари .\ам бир-бирнга перпендикулярднр 
ва аксинча. Биро^ бу ,%олда

AxAt + ВхВ г + С £  2 =  0. (16.3)

(16.3) шарт л, ва л2 текисликларнинг перпендикулярлик шартидир.
1-мисол Ушбу текисликлар орасидаги бурчакни топинг:

х —  у | 2 + 2 — 1 =  0 ва х-\-у\ 2 — 2 +  3 =  0.

Ечиш . (16.1) формулага кура

1 . 1  — / 2 " ■ / 2~ +  1 • ( —  1 ) 2 1
C O S  ф  =  --------- -  —  -  ------------— —  ---- ------------------ = -----------—  .

л 1 + 2 + 1  . / 1  +  2 +  1 2 -2  2

Демак, иккиё^ли бурчаклардан бири ф =  120°, иккинчиси 60°.
2-мисол М п(2; — 1; 3) нуцтадан утувчи ва Зх  — у +  4 г —

— 5 =  0 текисликка параллел текислик тенгламасини топинг.
Ечиш . (14.1) формулага асосан М0 (2; — 1; 3) ну^тадан утув­

чи текислик тенгламасини ёзамиз:

А {х - 2 ) +  В (у +  1) + С (г - 3 )  =  0. (16.4)

Изланаётган ва берилган текисликлар параллел булгани учун изла- 

наётган текислнкнинг =  A i +  В / +  С k нормал вектори сифати­

да берилган текисликнинг п =  3« — ] +  4 /г нормал векторини 
олиш мумкин Демак, А — 3, В =  — 1, С =  4. Коэффициентлар- 
нинг бу кийматларини (16.4) тенгламага к>уннб, изланаётган текис­
лик тенгламасини ^осил ^иламиз:

3 ( * - 2 ) — (У+ 1) + 4 (2 - 3 )  =  0

ёкн

3.v — у + 4 г — 19 =  0.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Аналитик геометрияда чизи^ деб нимани тушунилади? Чизицнннг тенпамгси 
деб ннмага айтилади5

2 Тенгламалари берилгаи икки чизнцнинг кесишиш нуцтасини цандай топиш 
мумкин?

3. F (х, у) =  0 тенглама >;ар доим >;ам текисликдэ бнрор чнзнцни аник;лайдими? 
Мисол келтнринг.

4. Аналитик геометрияда сирт тенгламаси нима?
5. Фазода ЧИ31Ц тенгламаси ^андай аншушиади?
6. F (х, у, г) =  0 тенглама *,ар доим х,ам бирор сиртни атцлайдими? Мнсол 

келтиринг.
7. Нук,та берилган чизи^да ва сиртда ётишига цандай ишоич хосил цилиш мум­

кин?
8. Декарт координаталарида текислик тенгламаси бошк,а сиртларнинг тенгламала- 

ридан цандай характерли белгиси билан фарц цилали?
9. Текисликнинг нормал вектори нима?
10. Агар текисликнинг тенгламасида у ёки бу х,ад булмаса, у координата уцла- 

рига нисбатан к,андай жойлашади?
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11. Икки текислик орасидаги бурчак цэндай ани^ланади?
12. Икки текисликнинг параллеллик ва перпеидикулярлик 

иборат?
14. 452 — 487- мисолларни ечинг.

шартлари нимадан

(17.1)

17- §. Фазода ва текисликда тугри чизиц.
Тугри чизи^нинг йуналтирувчи вектори

Маълумки, фазода чизиц тенгламасн иккнта кесищувчи сиртнинг 
>̂ ар бирига тегишли нуцталарнинг геометрик урни сифатида ^арала- 
ди. Агар бу сиртлар FY (х, у, г) =  0 ка F2(x, у, г) =  0 тенгламалар 
билан бернлган булса, у >̂ олда уларнинг кесишиш чизиги ушбу 
(13 3) тенгламалар системаси бнлан аницланади:

| F l (х, у, г) =  О,
[F2(х, у, z) =  0.

1. Фазода тугри чизик. 1\уйидаги биринчи даражали тенглама­
лар системасини царайлик:

(Агх +  4- CjZ -f- D x =  0, (л,)
[Л2х +  Bj j  -f- С*г 4- D2 =  0. (л;)

Бу тенгламаларнинг ^ар бири текисликни беради. Агар бу л, ва л2

текисликлар параллел булмаса (яъни уларнинг пл ва п2 нормал 
векторлари коллинеар булмаса), у .^олда (17.1) система икки текис­
ликнинг кесишиш чизиги сифатида, яъни фазонинг координаталарн 
(17.1; системанинг хар бир тенгламасини цаноатлантирадиган нук- 
талари геометрик урни сифатида бирор L тугри чизицни ани^лайди 
(35-шакл). (17.1) тенгламалар фазода тугри чнзи^нинг умумий 
тенгламалари деб аталадн.

Тугри чизи^ни ясаш учун унинг иккнта ну^тасини билиш етар- 
ли. Энг осони тугри чизикн1'нг координата текисликлари билан к,- 
сишиш ну^таларини топишдан иборат. Бундай ну^талар тугрн чи- 
зи^нинг излари деб аталадн. Тугри чизикнинг, масалан, Оху текис- 
ликдаги изнни топиш учун (17.1) тенгламаларда 2 =  0 деб олиш 
,\амда х ва у ни

(Ахх +  -j- Оу =  0,
\А2х +  В2У 4  О 2 =  0

системадан топиш лозим. Тугри чизикнинг бош^а координата текнс- 
ликларидаги изини -\ам шунга ухшаш топиш мумкин.

(17.1) тугри чизиода параллел 
ёки унда ётадиган нсталган век­
тор бу тугри чизикнинг йунал­
тирувчи вектори деб аталади.

Тугри чиз1Ц текисликларкинг

nt ва п2 нормал векторларига 
перпендикуляр булган и учун (бу

ерда пх =  { A lt В х, Сх}, п2 =  {А2 35- шакл.
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В,, С2!) L т\гри чизикнинг s йуналтирувчи вектори (у хам п1 ва

п2 векторларга перпендикуляр) сифатида пх X п2 [вектор купайтма- 
ни олиш мумкин:

s =  «j X п2 =

j k 

Аг В х Cj
Аг В-2 С2

[(17.2)

1- мисол.  Ушбу

2 х + у — 2 3 =  О, 
X  +  #  + 2 —  1 = 0

тугри чизикнинг йуналтирувчи векторини ва унипг координата те- 
кисликлари билан кесишиш нукталарини топинг.

Е ч и ш. щ =  2 1 +  / — k, п2 =  i + / +  k булганлиги учун йу­
налтирувчи вектор (17.2) фэрмулага кура бундай булади:

=  2 i  — 3  j  + k .

i j  k 

s = fi[  X n2 =  2 1 — 1
1 1 1

Тугри чизикнинг Оху текислик билан кесишиш ну^тасини тугри чи- 
зи^нинг умумий тенгламаларида 2 =  0 деб гопамиз:

(2х + у — 3 =  0,
[х +  у — 1 = 0 .

Тенгламалар системасини ечиб х =  2, у =  — 1 ни топамиз. Шун­
дай ^илиб, M i (2; — 1; 0).

Шунга ухшаш, тугри чизикнинг О у z текислик билан кесишиш 
ну^таси М 2 ни тугри чизикнинг умумий тенгламаларида х =  0 деб 
топамиз:

\у — 2 — 3 =  0,
[у +  2 —  1 = 0 .

Бу тенгламалар системасини ечиб, у =  2, z =  — 1 ни хосил цила- 
миз. Шундай килиб, М 2(0 , 2 — 1). Ва, ничоят, тугри чизикнинг те­
кислик билан кесишиш ну^таси М 3 ни тугри чизикнинг умумий 
тенгламаларида у =  0 деб топамиз:

{
2 х — z — 3 =  0, 
х  +  2 —  1 = 0 .

Бу тенгламалар системасини ечиб, х =  —

ламиз. Шундай ^илиб, М 3 ; 0 ; --

2. Текисликдаги турри чизиц. ^уйидаги биринчи даражали 

|Ах + By +  С z -J- D =  0,
(17.3)
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тенгламалар системасини ^араймиз. Бу тенгламаларнинг хар бнри 
текисликни беради, лекин z =  0 тенглама Оху координата текисли- 
гини беради, шунинг учун (17.3) система ёки

Ах -J- By -J- D  — 0 (17.4)

тенглама Оху текнслнкда L тугрн чизикни аниклайди. (17.4) тенг­
лама Оху текисликдаги турри чнзнцнинг умумий тенгламаси деб 
аталади. Бу (17.4) ёки (17.3) турри чизи^нинг йуналтирувчи векто- 
ринн топамиз. Турри чизикни берадиган (17.3) текисликларнинг нор­

мал векторлари n l =  Ai -f- Bi +  Ck, п2 =  k куринишда булганлиги 
учун (17.4) тугрн чизицнинг йуналтирувчи векторини (17.2) фор­
мула буйича хисоблаймиз:

i j k 
A B C
О 0 1

=  Bi — Aj.

(17.4) турри чизиеда перпендикуляр булган п вектор бу турри чи-

31щнинг нормал вектори деб аталади. У s йуналтирувчи векторга

хам перпендикуляр булганлиги учун п = A i + Bj куринишга эга бу­
лади. Шундай ^илнб, текисликдаги умумий тенгламаси нх+ By -\-D=О

булган турри чизи^ п =  Ai' Bi нормал векторга (у турри чизиц- 
î a перпендикуляр), текисликнинг умумий тенгламаси эса Лх +  By +

+ Cz +  D =  0 нормал вектор п =  {А, В ,С) га эга. Шу сабабли 
текисликнинг умумий тенгламаси учун айтилган барча фикрлар те­
кисликдаги турри чизицнинг умумий тенгламаси учун .\ам турри 
булади. Масалан, текисликдаги икки

(/-,) Ах х -f- Вх у -f- D x =  О,

(L2) А2 х -f- В2 у -f- D2 =  О

турри чизщ орасидаги <р бурчак сифатида nl =  _4j i +  B}j, п2 =

=  A2i -f- B2 j  нормал векторлари орасидаги бурчак кабул килинади 
ва шу сабабли ушбу формулалар буйича хисобланадн:

_ * П2 _ А-± А о —}- В \ В2
COS ф  =  — ---- —  =  —--- 1 ' 1— z—  .

I"T|-RI \ И2+В2 .у Г nl+Bl

Агар Lx ва Ь2 турри чизи^лар параллел булса, у ^олда улар- 

нинг щ  ва п2 нормал векторлари коллинеар ва шу сабабли

4 - = ^ .  (17.5)
иа в3 4

(17.5) шарт текисликдаги икки тутри чизи^нинг параллеллин шарт.5) 
дир.
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Агар Ц  ва L, тугри чнзщлар перпендикуляр булса, у >̂ олда

уларнинг ггх па п2 нормал векторлари ^ам перпендикуляр, шунинг 
учун куйидагига эгамиз:

А1А2 +  В1В2 =  0. (17.6)

(17.6) шарт гекисликдаги икки тугри чизикнинг перпендикулярлик 
шартидир. Агар (14.1) тенгламада z — z0 =  0 десак, у \олда

А (х ~  х0) + В(у — у0) =  0 (17.7)

тенгламани ^осил ^иламиз, у Оху текисликнинг М0 (х0, у0) ну^та- 
сидан утадиган шу текисликдаги тугри чизщ тенгламасидир. А Ра 
В координаталар текисликдаги тугри чизи^ нормал векторининг ко 
ординагалари булади, яъни

п =  A i +  В /.

2-мисол. Учбурчакнннг учлари бернлган:

АМ.2; 1). М , ( —  1; — 1), М 3(3; 2)

М 1 учдан утказилган баландлик тенгламасини тузинг.
Ечиш.  Баландлик тенгламасини (17.7) куринишда излаймиз:

А(х — 2) +  В (у — 1)=0 .  (17.8) 

Баландлик М 2М 3 томонга перпендикуляр булгани учун нормал 
----■—>-

вектор сифатида М 2М 3 векгорнн олиш мумкин, яъни 

п  =  М 2М 5 =  М  +  3  / .

Бундан А =  4, В — 3. Бу кийматларни (17.8) тенгламага ^уямиз:

4 (х — 2) + 3 (У — 1) =  0 ёки 4 х + 3 у — 11 = 0 .

Изланаётган баландлик тенгламасн топилди.

18-§. TyFpH чизикнинг вектор ва каноник тенгламасн

Текислик ва фазодаги тугри чизикнинг умумий тенгламалари ма- 
салалар ечиш учун хар доим >̂ ам цулай булавермайди, шу сабабли 
купинча тугри чизиц тенгламаларининг махсус куринишларидан
фойдаланилади.

Гап шундаки, тугри чизикнинг вазияти бирор тайинланган М 0

нуктасининг ва бу тугри чизнвда параллел ёки унда бтадиган s 
йуналтирувчи векторнинг берилиши билан тули^ анщланади.

L тугри чизи^ М 0 (х0; у0; z0) нуцта ва s =  / i +  т  j  +  р  k йунал- 
тирувчи вектор билан берилган булсин. L тугри чизикда ихтиёрий 
М(х\ у, г) нуцта оламиз (36-шакл).

Шаклдан бевосита



ни ^осил циламиз. М 0 ва М 
нукталарнинг радиус-векторла-

рини мос равишда г0=ОУИ„, г—

—ОМ билан белгилаймиз. М0М 
вектор тугри чизнвда ётади, шу

сабабли у s йуналтирувчи век­
торга коллинеар, ва демак,

М0М =  t s (18.2)

36- шакл.тенглик турри, бу ер да t ~  
параметр деб аталадиган ска­
ляр купайтувчи, у М нуцтанинг турри чнзи^даги вазиятига ^араб, 
исталган ^иймат ^абул ^илиши мумкин.

(18.2) форму лани ва киритилган белгилашларни хисобга олиб,
(18.1) тенгламани ушбу куринишда ёзамиз:

r =  r0 + ts . (18.3)

(18.3) тенглама турри чизи^нинг вектор тенгламаси деб атала­
ди. У t параметрнинг ^ар бир ^ийматига турри чизикда ётадиган 
ихтиёрий М ну^танннг радиус-векторннн мос цуяди. (18.3) тенгла- 
маии координата шаклнда ёзамиз. Куйидаги

г =  ОМ =  x i+ y j+ z k ,

r0 =  ~ОМ =  x j  + */0 / + г„ k, (18.4)

i s  — lt i+ m t j- \ - p tk  

ларни эътиборга олсак,
х =  х0 + It, 

у = у  0 +  mi, 

z =  z0 +  pt

ни ^осил 1̂ иламиз. Бу тенгламалар тугри чизи^нинг параметрик 
тенгламалари деб аталади. t параметр узгарганда х, у, z коорди-

-- •—►

наталар узгаради ва М нуцта тугри чизи^ буйлаб кучади. М0М

вектор s векторга коллинеар булганлиги учун бу векторларнинг 
проекциялари пропорцнонал. Сунгра

М^М =  (х — х0) i +  (у-у0)Т+ (2 — z0) C

s =  / i- hm f +  pk

булганлиги учун

х ~ х 0 _  y  — yt  _  г_

I тп
(18.5)
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37- шакл

ни ^осил ^иламнз. Бу тенглама 
турри чизщнинг каноник тенг­
ламаси деб аталади. Турри чи- 
зицнинг текисликдаги вектор 
тенгламаси (18 3) фазодаги каби 
булади, лекин вектор тенглама- 
лардан параметрик тенгламалар- 
га утишда у учта эмас, балки 
ушбу иккита скаляр тенгламага 
келтирилади (37- шакл):

Где =  х. +  U, (18 6)
[У =  У0 +  rrd.

Чунки бу \олда М 0 ва М ну^талар фацат иккитадан (х0; у0) ва

(дс; у) координагага эга, s йуналтирувчи вектор хам иккита коорди- 
натага эга. (18.6) тенгламалардан t параметр чицарилса, текислик­
даги TVFpn чизн^нинг кгноник тенгламасига утиш осон булади:

х ~ х 0 |/ —  I/o
(18.7)

I т

1-мисол /И„(1; 2 ;— 3) ва М 1 (— 2; 1; 3) ну^талар орцали 
утулчи тугри чизикнинг каноник тенгламаларини тузинг.

Ечиш. s йуналтирувчи вектор сифатида М 0 М 1 =  — 3 * — / +

+ 6 k векторни оламиз. (18.5) формуладаги берилган ну^та сифа­
тида М 0 ёки ну^талардан исталганини олиш мумкнн. Натижа- 
да тугри чизикнинг ушбу каноник тенгламасини хосил циламиз:

х — 1 __у — 2 ___z-f- 3

= 1  6

2- ми со  л Ушбу

турри чизикнинг

У+ 1 _ (18.8)

(18.9)

текислик билан кесишиш нуктаенни топинг.
Ечиш. Бу ну^таларни топиш учун (18.8) ва (18.9) тенглама- 

ларни бнргаликда ечиш керак. Энг осони берилган (18 8) турри чи- 
зик; тенгламасини куйидагича параметрик шаклда ёзиб олишдир:

x  =  t  +  1 , 

y =  — 2 t— l, (18.10) 

z =  6t.

Бу ифодани текисликнинг (18.9) тенгламасига цуямиз:

2{t +  1) +  3 (—  2 t —  1) +  6 / — 1 = 0 .
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Бундан f =  1. Тугри чизикнинг 
(18.10) параметрик тенгламала-  ̂
рига параметр t =  1 ^ийматини 
куйиб, X — 2, у — — 3, 2 — 6 ни 
оламиз. Демак, тугри чизи^ ва 
текислик М (2; — 3; 6) нуктада 
кесишади.

19- §. Нуцтадан тугри чизиодача 
ва текисликкача булган масофа 38-шакл.

1. Ну^тадан тугри чизи^а- 
ча булгаи масофа Оху текисликда М0 (х0; у0) нуцтанн ва

Ах +  By + D =  0 (L)

умумий тенгламасн билан бернлган тугри чизицни цараймиз. Л10 
ну^тадан тугри чизи^кача булган масофа d =  |Л4„М,| ни ани^лаймиз 
(38- шакл)' М 0 нуцтадан L гугри чизивда туширилган перпендику- 
лярнинг асосини Л1, (х» у,) билан белгилаймнз. Изланаётган d ма­
софа бу перпендикулярнинг узунлигига, ^яъни

~d = м Я  =  (х0 — хг) i 4- {у0 — i/i) j

векторнинг узунлигига тенг. d вектор билан L т '̂гри чизикнинг

нормал вектори n =  Ai-\-Bj нинг скаляр купайтмасини тузшю. 
Бу векторлар коллинеар булганлиги учун улар орасидаги бурчак ё 
нолга, ёки 180° га тенг. Шу сабабти coscp=± 1 ва скаляр ку- 
пайтманинг таърифига кура:

n d  — ± \п | • \d\ =  ± \п\а. (19.1)

Иккинчи томондан, [координаталарн билан берилган векторлар- 
нинг скаляр купайтмалари ушбу формула билан \исобламишн мум­
кин:

n d =  А (х0 — Ху) 4- В(у0 — ijt). (19.2)

Бирок* М , (xf, у,) ну^та бгрилган L тугри чизицда ётадн, шунинг 
учун унннг координаталарн бу тугри чизиц тенгламасини каноат- 
лантиради:

А х1 +  В yl + D =  0.

Бундан A x t + В у 1 =  — D. Буни хнсобга олсак, (19.2)ифэда ушэу 
куринишни олади:

n-d — А х0 4- В у0 +  D. (19.3)

(19.1) ва (19.3) фэрмулаларни ^исобга олсак, [куйидагини оламиз: 

±ln|rf =  Ах0 +  В у 0+ D,
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бундан

___ . Л х0 +  В  у„  - f -  D

1*1

Бироц (п|=  | Л2 + б-, шу сабабли (19.4) формула ушбу куриниш- 
ни олади:

d  —  : j_ — хо ~h В  l/o -h D

( А- +  &

ёки

а =  \Лхл + ВУо±Р\ (Ш5)

/  А" + В'2

Сунгги формула Af0(xn; у0) нуцтадан Ax-\-By-\~D =  0 турри чн- 
зиккача булган массфани топиш учун хизмат ^илади.

1-мисол. Учбурчакнинг учлари берилган:

М ,[4; 1), М.,(0; — 2), М 3(— 5; 10).

Mj \чден уткас-илган баландликнинг узунлигини топинг
Ечиш. Дастлаб М 2 ва М я ну^талардан утувчи тутри чизнк 

тенгламасини (18.7) формула буйича тузамиз. Йуналтирувчи вектор

сифатида s =  М.,М3 =  — 5 i + 12 j векторни оламиз, бундан I =  
=  — 5, т =  12. Шунинг учун тенглама ушбу куринишни олади: 

х  —  0 1/4-2

Г Т  =  —  - (19.6)

Бу тенгламани умумий куринишга келтириб, ^уйидагини ^осил iyi- 
ламиз:

12 х +  5 у Л- 10 =  0.

Еаландлккнинг узунлигини Л1, иу^тадаи (19.6) тутри чизидача бул­
ган массфа сифатида (19 5) формула буйича хисоблаймиз:

d  =  I 12-4 +  5-1 +  101 _  63 ^  ^

I 12а +  52 13

2. Ну^тадан текисликкача булган массфа. Энди А^0 (х0; у0\ z0) 
ну^та ва

А х + В у +  С z +  £) =  0

умумий тенгламаси оркали текислик берилган булсин. Улар ораси­
даги d масофа, яъни М 0 нуцтадан л текисликка туширилган пер- 
пендикулярнинг узунлиги ушбу формуладан аникланадн:

^ _ М*о+ДУо + Сг0+Р| (19 6)

I Лг +  В2 +  С2

Бу формулаларнинг келтириб чикарилиши ну^тадан тугри чизи^качя 
булган масофа формуласи (19.5) га ухшаш.
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2- мисол. Ушбу

х — 2у — 2z — 12 =  0, Гл,)

х — 2у — 2 z — 6 =  0 (л2)

параллел текисликлар орасидаги масофани топинг.
Ечиш. Л! ва л2 текисликлар орасидаги масофа улардан бирор- 

тасида ётувчи ну угадан иккинчисигача булган масофага тенг. Бир 
текисликнинг, масалан. л, текисликнинг ихтиёрий нуцтасини топа­
миз. Бунинг учун бу текислик тенгламасида у — 0, г =  0 деймиз ва 
х— 12 =  0 ии ,\осил ^иламиз, бундан х =  12, Л10(12; 0; 0) ну^та 
Лх текисликка тегишли. М0 ну^тадан л2 текисликкача булган мя- 
софани (19.6) формула буйича ^исоблаймиз:

d =  I 112—2 0 — 2 0— 61 =  _6 =  2

1 1а +  (—  2)2 +  (—  2)2 3

У  з-v з и н и т е к ш н р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Фазодаги туфа чизи^ни-ir йуналтирувчи вектори нима?
2. Агар фазодаги т\гр \ ч-пиц умумий теигламалари билан б'рилган булса, 

унинг йуналтирувчи векторини цандай аницлаш мумкин?
3. Текисликдаги тугри чизтцнинг нэрмал вектори нима?
4. Координата уцларини координата тскисликлаоининг кесишмаси сифатида 

| а̂раб, уларнинг тенгламаларини ёзинг.
5. Тугри чизикнинг вектор тенгламасини келтириб чицаринг.
6 Тугри чизикнинг каноник тенгламасини келтириб чицаринг.
7. Текислнкд1 ну^тадан тугри чпзчедача булгаи масофа формуласини келтириб 

чицарииг.
8. 488—513- масалаларии ечинг.

20- §. Икки ва уч номаълумли иккита ва учта чизи^ли тенглама­
лар системаси. Крамер ^оидаси

1. Икки номаълумли иккита чизи^ли тенгламалар системаси. Икки 

номаълумли иккита чизшуш тенгламалар системасинннг

|ап х -f- а12у =  blt (20.1)
($21 % "4“ ̂ 22 У 2̂

ечимини топиш учун детерминантлар назариясидан фэйдаланамиз. Бу 
ерда х ва у номаълум сонлар, долган барча сонлар эса маълум. 
Номаълумлар олдидаги купайтувчилар система коэффициенглари. bt 
ва />2 сонлар эса озод хадлар деб аталади.

Мактаб математика курсидан баъзи маълумотларни эслатиб утай- 
лик. Чизицли тенгламалар системасини ечиш деган суз, х ва у сон- 
ларнинг шундай тупламини топиш демакки, уларни система тенгла- 
мапарипинг хар бирига мос номаълумларнинг урнига ^уйилганда 
улар айниятларга айланади. Бундай сонлар тупламини системанинг 
ечими деб атаймиз. Камида битта ечимга эга булган система бирга- 
ликдаги система деб аталади. Биргина ечимга эга булган биргалик- 
даги система анщ  система деб аталади. Чеке из куп ечимларга эга
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булган биргаликдаги система анщмас система деб аталади. Битта 
Лам ечимга эга булмаган система биргаликда булмаган система деб 
аталади.

Энди баъзи белгилашлар киритамиз. Система козффициентлари- 
дан ^уйидаги иккинчи тартибли детермннантни тузиб, уни А билан 
белгилаймнз ва система детерминанта деб атаймиз:

д =  Й11 а \2
0-2\ ^22

Сунгра бу детермннантда мос равишда бирннчи ва иккинчи устун- 
ларни озсд хадлар билан алмаолириб, Ад., Ау билан белгиланадиган 
ушбу детерминантларни туза^из:

А *  =

(20 .2)

bi а12 А = «11
ь2 а2 2

» у
#21 1

Arfcp Д ^ О  бутса, (20.1) системанинг ечимини ани^лайдиган

А,
х  =

А у

формуланинг тугрилигини исботлаймиз. Исботлашда алгебранк 
^ушиш цоидасидан фойдаланамиз. (20.1) система биринчи тенглама- 
сининг нккала ^исмини (а22) га, иккинчисини эса (— а12) га купай- 
тириб ва сунгра олннган тенгламаларни ^ушиб, ^уйидагини оламиз:

(ап а 22 — а.п а12) х =  а п — Ь2 а12. (20.3)

Шунга ухшаш, (20.1) система биринчи тенгламасииинг иккала ^исми- 
ни (— а.п) га, иккинчисини эса (о„) га купайтириб, сунгра олинган 
тенгламаларни ^ушиб, куйидагини оламиз:

(йц«22 аг\а \2) У =  а цЬ2 шЧцЬ1. (20.4)

(20.3) ва (20.4) формулаларда турган айирмалар биз юцорида ки- 
ритган иккинчи тартибли детерминантлардир:

(Х.упЛ  “ 22 а 12

а п  и  22

b\ С1\2 

^22

- < а »  = I"11 аА  =Д,
U9

— Ах, ои  Ь2 а 21
o 2 i l 1

; А . (20.5)

Бу белг илашларда (20.3) ва (20.4) тенгламалар бундай ёзилади:

{^д=д;: <20-6)
Уч х.ол булиши мумкин. а) Агар система детерминанти А 0 

булса, у хслда (20.6) формулалардан (20.1) система биргаликда

(20.7)
А |* и»

х =  — , у =  —
А *  Д

формулалар билан аникланадиган биргина ечимга эга эканлиги ке- 
либ чицади. (20.2) формуланинг тугри лиги исбот ^илинди. Олинган
(20.7) цоида Крамер коидаси деб аталади.
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б) Агар система детерминанти А =  0, лекин А,, ва Ау детерми- 
нантлардан камида биттаси нолга тенг булмаса, у холда (20.6) фор- 
мулалардан (20.1) система биргаликда эмас, яъни битта >̂ ам ечим- 
га эга эмаслиги келиб чи^ади.

в) Агар система детерминант А =  0 ва Дх =  0, Av =  0 булса, 
у ,\олда (20.6) формуладан (20.1) система аницмас, яъни чексиз куп 
ечимларга эга экани келиб чикадн.

1-мисол. Ушбу тенгламалар системасиии ечинг:

(Зх — [/'= 5,
\х + 2у =  4.

Ечиш. Детерминантларни -\исоблаймиз:

3 — 1
- 7 ,  А =

5 — 1
=  14, А =

3 5

1 41 2 4 2 ’ уА =

Крамер ^оидасидан фойдаланиб х па у ни топамиз:

=  7.

7
х =  —  =  — =  2- =  —

А 7 У Д

2-мисол. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

Зх +  у =  2,

6х +  2у =  3. 

Ечиш. Детерминантларни ^исоблаймиз:

А =
13

6 =  0, А = = =1. \  = =  — 3 .

Система биргаликда эмас, ечимларн йу .̂
3-мне о л. Ушбу тенгламалар системасиии ечинг:

13х — у =  2,

| 6.V — 2у =  4.

Ечиш. Детерминантларни хисобтаймиз:

А = =  0, А =
2  — 1 

4 — 2
=  0, Ау = =  0 .

Система аницмас, чексиз куп ечимларга эга. Агар иккинчи тенгла­
мани 2 га ^искартпрсак, система ушэу битта тенгламага келади:

Зх — у =  2.

Номаълум х га ихтигрий кийматлар бериб, у нинг мог ^ийматла- 
ринн ,\осил килнш мумкин. х =  0 булгин. у \о1да у = — 2. х =  1 
булсин, у -\олда у — 1 ва х. к.

Яна (20.1) системага ^айтиэ, унда озод х.адлар нолга тенг дей- 
миз. Бундай чизикли тенгламалар снстемаси бир жинсли система 
деб аталади:
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апх + а12у =  О, 

а21х + а2гу =  0.

Бунда

0, А, _  |Оц
=  О

булганлиги учун бундай система А ф О  булганда ани^ ечимга эга 
ёки А =  0 булганда чекснз куп ечимга эга. Биргаликда булмаслнк 
.\ам истисно ^илинади.

2. Уч номаълумли учта чизицли тенгламалар системаси. Энди 
ушбу уч номаълумли учта чизикли тенгламалар системасини карай- 
миз:

' ап х + а 1гу + а юг =  Ь»

а.п  х  + а 22 у  + а  2;/ г =  Ьг, (20.8) 

an x +  a32y + as3z =  bs.

Ушбу белгиларни киритамиз:

« и а 12 °1 3 ьх °12 °13
А = а 2 j й 22 ° i3 ь2 а 22 а 13

а Л1 a 32 а зя ь3 ° 3 2  а зз

О ц b i а 13 а 12 b i

II а 21 ь 2 а 23 а 21 а  22 Ь 2

а з \ Ь 3 О а а - я а З-2 ь з

(20.8) система коэффицнентларидан тузилган А детерминантнн сис­
тема детерминанта деб атаймиз. Ах, Ау, Дг детерминантлар А де- 

терминантдан унда мос равишда биринчи, иккинчи ёки учинчи 
устунни bt, Ь2, Ья озод .\адлар билан алмаштиришдан >;осил була­
ди. Агар А ф О  булса, (20.8) система ечимини ани^лайдиган ушбу 
формулаларнинг тугрнлигини исботлаймиз:

х  — У — z =
&г_

Д
(20.9)

Исботлаш учун (20.8) система тенгламаларидан у ва г номаълум- 
ларни йуцотамиз. Системанннг биринчи тенгламасини А детерми­
нант ап элементининг Аи алгебраик тулдирувчисига купайтирамиз, 
иккинчи тенгламасини а21 элементининг A2i алгебраик тулдирувчи­
сига купайтирамиз, учинчи тенгламасини аз1 элементининг А31 
алгебраик тулдируЕчисига купайтирамиз, кейин эса бу тенгламалар- 
ни ^ушамиз. Натижада куйидагиин оламиз:

(й ,,Л ц  +  Я 21Л 21 +  Од 1 i43 l) x  +  (0 12^ U  +  ^ 22^21 +  a 32^31 )У  +

+ (а 1з^и  +  а2з^21+ о33 А:ц) z =  blA11 -)- b2A21 +  b3A31.

Детермннантларнинг и) ва к) хоссаларини (9- §) бу тенгламанинг 
чап томонига татбиц цилиб,
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х-Д— ЬхА1 г Ь2А2 1 ЬЯА-Л (20.10)

га эга буламиз.
Шунга vxuiaui куйидагини хосил циламиз:

у - A — biA 12 + Ь2А 22 + Ь3Л32, , . .  

г - А =  ЬхА13 + Ь2А.,3 +  Ь3А33.

Бу тенгликларнинг чап томонларинн юцорида киритилган белгнлар 
билан алмаштирнб, ( 2 0 . 1 0 ) ва ( 2 0 . 1 1 ) тенгликларни 1\айта бундай 
ёзамиз:

х-А =  Аг,

У - Ь  =  *\.

г-А =  Д_.

(20.12)

Агар система детерминанта А ф О  булса, у холда (20.8) система 
биргаликда ва

х  =
А ,

д
У = z =

д
(20.13)

формулалар билан аиицланадиган биргина ечимга эгалиги келиб чи- 
кади.

(20.9) формуланинг тугрилпги исботланди.
Олинган (20.13) цоида уч номаълумлп учта чнзнцли тенглама- 

ларнп ечишнинг Крамер коидаси деб аталади.
4-мисол. Ушбу тенглама тар системасиии ечинг:

( х + 2у +  z =  8, 

j Зх +  2у + z = 10,

( 4х + Зу — 2г = 4.

Ечиш. Д, \х, А , Дг детерминантларни ^исоблаймнз:

=  14,

1 2 1 8 2 1

д 3 2 1 =  14, Дх = 10 2 1

4 3 —2 4 3--2

1 8 1 1 2 8

А* = 3 10 1 =  28, Дг = 3 2 10

4 4 —2 4 3 4

Крамер цоидасидан фойдаланиб, х, у, г ни топамиз:

Д,
2  =

42.

: ! 2 = 3 .
14А 14 X 14 Д

(20.8) тенгламалар системасига 1̂ айти5, озод ^адлар нотга тенг деб 
^исоблаймиз. Ушбу бир жингли сигтеманн цараймиз:

a1Ix + a I2y + a l3z =  0,

а21х + а 22у + a.l3z =  0, (20.14)

« 31*  +  «32^ +  а ззг =  0 .
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Детерминантлар Ах — Ау =  А2 =  0, чунки улар ноллардан иборат 

устунга эга. Шу сабабли бир жинсли система А ф О  булганда бнр- 
гина ноль ечим х  =  0, у =  О, 2 =  0 га эга ёки Д =  0 булганда 
чексиз куп ечимларга эга.

3. п номаълумли п та тенгламалар системаси. Умумий хол­
да п номаълумли п та чизикли тенгламалар системаси бундай ёзн- 
лади:

а 11 Х1 а 12 Х2 а 1 пХп ~ by

а 2\ Х 1 + 0-22 Х2 + ‘ • ‘ °2пХп ~  ^2' (20 15)

ап\ *1 +  ап2Х2 +  ‘ ‘ +  аппХп =  К

Бу ерда x v х,„ . . . , хп номаълум сснлар, долган сонлар эса маъ- 

лум, Ьг Ь2, , Ьп озод хадлар, ап, а12. . . . , апп система коэф- 

фициентлари. 1-бандда икки номаълумли иккита чизшуш тенгла­
ма системаси учун Еа 2-бандда уч нсмаълумли учта чизицли тенг­
ламалар системаси учун слинган Крамер коидаси номаълумлар сони 
чизикли тенгламалар сони билан бир хил буладиган исталган (20.15) 
система учун уринли. Бу кридани келтириб чи^армасдан кабул i\H- 
ламиз.

Агар п номаълумли п та чизнцли тенгламалар системаси (20.15) 
нинг детерминант А ф О  булса, у холда система биргаликда ва 
ушбу формулалар билан ифодаланадиган биргина ечимга эга:

Бу ерда Д детерминант (20.15) система номаълумлари олдидаги 
козффнциентлардан тузиладн. А ,, Д2, . . . , Дп эса А дан ундагп 

>̂ ар бир номаълум олдидаги мсс коэффициентларни озод ^адлар би­
лан алмаштиришдан хосил булади.

21- §. Гаусс усули

п номаълумли п та чизшуш тенгламалар системасини Крамер 
цоидаси буйича ечиш п =  4 дан бошлабо^ катта ва машаццатлн 
ишга айланади, чунки бу иш туртинчи тартибли бешта детерминант- 
ни хисоблаш билан боглик. Шу сабабли амалда Гаусс усули му- 
ваффацнят билан кулланилади Еа у система биргаликда ^амда аник 
булса, уни соддаро^ куринишга келтириш еа барча номаълумлар- 
нинг кийматларинн кетма- кет топиш имконини беради. Гаусс усу­
ли шундан иборатки, у алмаштпришлар ёрдамида номаълумларни 
кетма-кет чикариб, сунгги тенгламада фа^ат битта номаълумни 
цолдиради.

К,уйидаги п та чизикли алгебраик тенгламалар системасини ка- 
райлик:
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a \oX 2 +  • • •  +  a i n X n  ~~ f\’

@21 '^1 ~Ь ^22 X2 ‘ ! @on Xn / 2*

G „ l * l  + a n 2 X 2 +  ■ • ■ + a n n X n  =  f n -

(21.1)

Бу системани Гаусс усули билан ечиш жараёни икки босцич- 
дан иборат.

1-бощич. (21.1) система учбурчак куринишга келтирилади. Бу 
цуиидагича амалга оширнладн: аиФ 0 деб (агар Ац=0 булса, 1-тар- 
тиблн тенглама билан а ^ ф О  булган г-тенгламанинг (i =  2, . . - , п) 

уринларини алмаштирамиз) цуйидаги нисбатларни тузамнз.

тп  - °21

ап' m 3i —  • - т п\ ------
а п\

° 1 2

Системанинг /-тенгламасига 1-тенгламани mix га купайтирилга- 

нини кушамиз. Бунда бнз системанинг 2-тенгламасидан бошлаб 
^аммасида х1 номаълумни йу^отамиз. Узгартирилган система у̂йи- 
даги куринишда булади:

a u X l + a l2 x 2 + a l3 x 3 +  . . . + a l n x n =  / , ,

f l22 *2  +  <  *3 +  • • • +  а 2пХп =  /о11’

Х 2 +  « Й  * 3  ■ ■ ■ +  а пп Х п =  № ■

aty Ф  0 деб фараз цилиб цуйидаги нисбатларни тузамиз:

(21.2)

Ш-.о =
°32

а(1)’22

„(2)
а А2

т 42  т  > • ■ • т пЧ
а (|)“ 22

Г7(1)
ап2

Г7( 1 )  ‘22

(21.2) системанинг i- тенгламасига (< =  3, 4, . . . , п) унинг 2-тенг­
ламасини mio га купайтириб ^ушамиз ва натнжада цуйидаги систе­

мани ^осил циламнз:

Й П Х \ +  ° 1 2Х2 +  ■ • ■ +  Й1 n * n = f v

х2 +  а») х3 +  . . .  + < > х„ =  /<»,

4 з )хз+  • ■ • +  а£ Ч  =  /з2)’

Бундан

д<.1) =  а .. —  
1/ »/

п . '  ̂■
и 11 * и ц и Ц

ah(1)

а Ф .
„а» 12

а 11 “ 22

Юьрридагидек жараённи п — 1 маротаба бажариб ^уйидаги учбурчак 
Куринишидаги системани ^оснл ^иламиз:
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°11 X1 Q12 X2 Q13"̂ З "t" - - - 4 ain xn f \’
°22 X2 +  flfl X3 +  - • ' +  a ' n X n  =  W ’

“а  хъ +  • • ■ +  aSi xn — / ?  > ^1

—  j ( n - 1)
Л И  П * tl

Шу билан ечимни топишнннг 1-боскичи якунланади.
2- бос!\ич учбурчак куринпшидаги (21.3) системани ечишдан нбо- 

рат. Охирги тенгламадан хп топилади. Ундан олдинги тенгламага 
хп нинг топилган киймати цуйилиб, xn_i топилади. Шундай мулохаза- 
ларни давом эттириб ни\оят 1 - тенгламадан топилади. хи х„  . . . , 
хп номаълумларни топиш учун цуйидаги формулалардан фондала- ( 
ниш мумкин:

k =  n, n — l .......... 1, /(0) =  / ft, fljo» =  aki.
tl  ®Гаусс усулинннг 1- босцичида — та цушиш, шунча купайтирш

ва — та булиш амаллари бажарилади, 2-бос^ичда — та цушиш,
2 2 

шунча купайтириш ва п та булиш амали бажарилади.
1 - мисол .  Ушбу

х — 2у  +  Зг =  6,
2х +  Згу — 4г =  20, (21 4>
Зх — 2 у  — 5г = 6

тенгламалар системасини Гаусс усули билан ечинг.
Е ч и ш.  Усулнинг биринчи кадами (21.4) системанинг иккинчи 

ва учинчи тенгламаларидан х номаълумни чик,аришдан иборат. Бу- 
нинг учун бу системанинг биринчи тенгламасини (— 2) га купайти­
рамиз ва олинган тенгламани иккинчи тенгламага ^ушамиз, кейин 
эса биринчи тенгламани (— 3) га купайтирамиз ва олинган тенгла­
мани учинчи тенгламага цушамиз. Бу ишлар натижасида берилган
(21.4) системага тенг кучли ушбу системани оламиз:

(х — 2у +  Зг =  6,
Ту — Юг =  8, (21.5)
Ay — 14г =  — 12-

Бу системанинг учинчи тенгламасини 2 га кисцартириб,

х — 2у +  Зг =  6,
Т у— Юг =  8 , (21.6'.
2у — 7г =  — 6
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И с б о т и .  З а р у р л и г н .  (27.1) система биргаликда ва
•vi =  « к  х, =  а.,..........хп — ап

(fc-шмга эга, яъни ушбу тенглнклар т\три булсин: 

a n « i  +  о|2а , Ч-  ■ • • + a hia n = b v

а1\а  1 +  °;2 а 2 +  • • • +  а2па п =  ЬТ (27.4)

В матрицанинг сунггн устунндан a j га купайтирилган биринчи 
устунни, кейин а , га купайтирилган иккинчи устунни ва хоказо, 
нихоят ап га купайтирилган л-устунни айирамнз. В матрицага экви­
валент ушбу матрицами оламиз, унда (27.4) тенгликларга асосан 
сунгги устунда ноллар булади:

гв =  гв  эканлигн равшан, чунки В, матрица В матрицадан эле- 
ментар алмаштиришлар натижасида хосил булди. Бирог;, rB t—rA, 
чунки нолинчи сатрни учирнш билак (элементар алмаштириш) А 
матрицага келамиз. Демак, г д =  г в  булиши зарурлиги исботланди.

Е т а р  л ил и г и. Эндн fA = r B = r  эканлиги берилган булсин. 
А матрицанинг нолдан фаркли г- тартнбли А мннори чап ю^ори бур- 
чакда жойлашган деб фараз килиш мумкин, чунки акс холда но- 
маълумлар ва тенгламаларнинг уринларини алмаштириб А ни айтил- 
ган жойга келтира оламиз. Бу минор В матрицага хам киради. А 
ва В матрицаларнинг k ( >  г) - сатри биринчи г та сатрнинг 
чизикли комбинацнясидан нборат (олдннги параграфдаги 2 -теоре­
ма). Бу эса (27.1) системанинг k ( >  г) - тенгламаси биринчи г 
та тенгламанинг натижаси деган суздир. Яъни иомаълумларнинг
бирор =  oclt х* =  а г.......... хп — ап кинматлари дастлабкн г та
тенгламани каноатлантпрса, у холда бу кийматлар к- тенгламани 
хам каноатлантиради. Шунинг учун m — г та тенгламани тушнриб 
^олдириб, (27.1) системами ушбу кнскарок система бнлан алмашти­
риш мумкин:

' (27.6) системани ечишда ушбу икки ,\ол булиши мумкин: г =  п 
ва г<Сп. Агар г =  п булса, у ^олда (27.6) системанинг тенглама- 
лари сони унинг номаълумлари сонига тенг, шу билан бирга, снс-

0

(27.5)

и

° И  А 1 +  °1 2  Х 2 +  • ■ • +  °1п  Х п ~  Ь  I ’ 

floi +  ат2 х2 4- . . . +  а2п хп =  b„t
(27.6)
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теманинг детерминант» нолдан фаркли булади. Шунинг учун (27.6) 
система, ва демак, (27.1) система хам ягона ечимга эга.

Агар г <  п булса {г >  п бута олмайди, чунки А матрнцанннг 
ранги г булнб, унда бэр-йуги п та устун бор), (27.6) системанинг 
тенгламаларн сонн номаълумларн сонидан кам. У холда (27.6) ни 
бундай ёзачиз:

А . X, +  Й12х2 +  . ■ • + а ХгХг =  Ь. ~ а 1г+ 1ХГ+1 ~ °1 пХп’
й21*1 -f- Ол-iх2 +  ■ - + ° 2 г Хг =  ь2 — а2Г+ 1*г+ . -  • • °2п Хп’

«П +  Ог2х2 +  . . ■ +  аггХг =  ьг -~ аг. Г+1 • - ° г п Хп•

хг+1, хг+2, . . . ,  хп номаълумларга нхтиёрий кшшатлар берамнз 
ва А ф О  булгани сабабли (27 7) системани ечиб, х,, х2, . . . ,  хг 
ларнинг кпнматларнни топамиз.

xr+l, хг+9, . . . хп «озод номаълум» ларга хар кандан кийматлар 
бериш мумкин булганлиги учун (27.7) система, бинобарин, берил- 
ган (27.1) система хам чексиз куп ечимларга эга булади. Исбот 
тугалландн.

Шундай килиб, А ва В матрицаларнинг ранглари номаълумлар 
сонига тенг, яъни гА — гв  — п булса, у холда (27.1) система яго­
на ечимга, агар бу матрицаларнинг ранглари узаро тенг булиб, ле- 
кин номаълумлар сонидан кнчик, яъни гА =  гв < п  булса, у ^олда
(27.1) система чексиз куп ечимларга эга булншннн курдик.

Энди Ь1 =  Ьг =  Л  . ~ Ь п =  0 булган системани ^араймиз. Ушбу 
бир жинсли

an xl + a l2x2 +  . . . + a lnxn =  О,1 
an. х. +  а ,2 x0+ . . .  +  a x =  0,

. ................. *. . . (27.8)

a m \ * \  ~ ^ ~ a m 2 X 2 +  ■ ■ ■ +  a m n  X n

система донмо биргаликда, чунки В матрица А матрицадан фа^ат 
элементлари ноллардан иборат устуни билан фар^ 1\илади ва шу 
сабабли тл =  гв . Бу системани х, =  0 ,  х, =  0, . .  . ,  хп =  0 ^иймат- 
лар хам цаноатлантиради. (27.8) бир жинсли система ^ачон нолмас 
ечимга эга булиши ^ацидаги саволга ушбу теорема жавоб берадн.

2 - т е о р е м а .  (27.8) система нолмас ечимга эга булиши учун 
А матрицанинг гА ранги номаълумлар сони п дан кичик булиши 
зарур еа етарлидир: гД < .п .

И с б о т  и. Агар гА = п  булса, у ,\олда 1-теореманинг исботига 
кура системамиз биргина ечимга эга. (27.8) системанинг нол ечи- 
ми бор булганлиги учун энди унинг бош^а ечими йуц. Агарда 
гА < .п  булса, у ^олда система чексиз куп ечимларга зга (1-теоре­

манинг исботига царанг), ва демак, нол ечимдан ташцари бош^а 
ечимлар хам мавжуд булади.
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Н а т и ж а .  Агар бир жинсли системанинг тенгламалари сони т 
номаълумлари сони п дан кнчик булса, у холда система нолмас 
ечимга эга булади. Хакикатан хам, гд ^  г п < п .

1 - мисол .  Ушбу
Xj —1“ Ао 3 -- 1 .

2 хх + х 2 — 2 х3 =  1, 
хх -j- х» х3 =  3,
Xl -f- 2 х3 — 3 х3 =  1

система биргаликдами?
Ечиш.  Ушбу

А =

матрицанинг ранги 3 дан ортик булиши мумкин эмас. Уни эле­
ментар алмаштиршилар ёрдамида топамиз;

Хосил булган эквивалент матрицанинг ранги г — 3, чунки
1 1 — 3

О 1 О
0 0 4

=  1-4 =  4=^0.

Демак, А матрицанинг ранги хам 3 га тенг: гл =  3. Кенгайтирилган
1 1 —3 — Г
2 1 —2 1
1 1  1 3

1 2 —3 1

В =

матрицанинг рангини хисоблаймнз. Элементар алмаштнришлар бажа- 
рамиз:

В-

/1 1 - 3

1 0
— 1 4

0
0 4

\ о 1 0

1 1 —3 — 1 '\ ( 1 1 —3
0 — 1 4 3 — 1 4
0 0 1 1 ° 0 1
0 0 4 5 у/  \ о 0 0
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Эквивалент матрица гв =  4 рангга эга, чунки

1 1 —3 —1
0 — 1 4 3
0 0 1 1
0 0 0 1

— 1 4  3
= 0 1 1

0 0 1

j  4 га тенг:

=  — 1-1 =  — 1 Ф  0.

ларн \ар  хил, демак, система биргаликда эмас.
2 - мис ол .  Ушбу

-Vi — 2 л'2 -f- л'з -(- х4 =  1, 
хл —  2 х 2 +  х 3 — Xt = ~  1, 
.Yx — 2 х2 +  х3 - f  5 х4 =  5

система биргаликдами?
Ечиш.  А матрицанннг рангини хисоблаймнз:

/ 1 - 2 1  14 
А =  1 — 2 1 — 1

\ 1 —2 1 5 /

гд — 2, чунки Д =

1\ / ! —2 1
- 2  U 1° 0 0

4 / 0 0

л
— 1 Ф 0 . Кенгайтирилган В матрииа-

нинг рангини хнсобланмиз:
1 —2 1 1 1
0 0 0 —2 —2

0 0 4

—2 1 1 1
0 0 11

гв  =  2, чунки

Д =

Система биргаликда, чунки гА =  гв =  2. Ранг номаълумлар сонидан 
кичик булганн учун система чексиз куп ечимларга эга. Бу ечим- 
ларни топамиз. Учинчи тенглама биринчи иккнта тенгламанинг чи- 
зицли комбинацняси булганн учун \-ни ташлаб юбориш мумкин.

1 1
Д = 0 1 О

минор х3 ва хл номаълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган- 
Бу номаълумларни тенгликнинг чап кисмида цолдириб, долган 1̂ у- 
шнлувчнларни унг кисмига кучирамиз:

so



*3 +  *4 =  1 — *1 — 2 .V;, 
х3 — л» =  — 1 — хх — 2 х2. (27.9)

a\ ва ,v2 «озод номаълумларга» ихтиёрий цнпматларнн, масалан, 
хг =  1, х2 =  0 кнпматларни берамиз. Система ушбу куринишни ола- 
ди.

. v3 +  х 4 =  О,  

х3 ~ х 4 = — 2.

Уни ечиб, ха — — 1, х4 =  I ни топамиз. Демак, берилган система­
нинг чексиз куп ечимларидан бири г, =  1, ,г2 =  0, х3 = — 1, х4 =  J 
анщланди хг ва х2 «озод номаълумларга» нсталган цинматлар бе- 
риб бнр эмас, балки чексиз куп ечимлар тупламинн аниклаш мум­
кин. Умумий куринишда бу бундай ёзнладн:

[ Хз =  — X i ~ 2.v2,
Х \  ~  1-

((27.9) снстемадан х 3 ва хл номаълумларни чикариш нули билан ^о- 
сил цнлинган.)

3 - м и с о л .  Ушбу система биргаликда булса, уни ечинг:

х\ +  *2 — хя =  4,
2 Vj +  4 х 2-Ь*з =  9, 
х1 ~ х 2 +  х3 =  — 2,

+  5 .v2 — Зх3 =  15.

Е ч и ш.  А матрица рангини ^исоблаймиз:

гл =  3, чунки

А =
1 — 1
1 — 1
0 1

=  1 # 0 .

Кенгайтирилган В матрица рангини ^нсоблан.миз: 
1 — I 4 \  / 1  1 — 1 4'>

2 4 1 9 1 1 0  2 3 1
1 — 1 1 — 2 I — I 0 —2 2 —6

,2 5 —3 15 /  \ 0  3 — 1 7

В  =  \
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rB =  3, чунки

Д =
1 1 — 1
О 1 — 1

О О 1

1 — 1

=  1 = ^ 0 .

гА =  гв  =  3 булганлиги учун система биргаликда, бундан таш^ари 
матрицалар ранги номаълумлар сонига тенг, шу сабабли система бир- 
гина ечимга эга. Д=#=0 минор биринчи учта тенглама коэффициент- 
ларидан тузилган, шу сабабли туртннчи тенглама биринчи учта тенг- 
ламанинг чизикли комбинациясидан иборат ва уни ташлаб юбориш 
мумкин.

Берилган системанинг биринчи учта тенгламасидан тузилган сис- 
темани ечиб, х, — 1, х2 — 2, .v3 =  — I ни топамиз.

4 - м и с о л  Ушбу бир жинсли системани ечннг:

(2л-1 4х, -f- эл'з -(- 3.v4 =  0,
13xt — 6.v2 -f 4л'3 +  2х4 =  0,
U x , | — 8 л' 2 - j -  1 7 x 3 -+- 1 1 х 4 =  0 .

Е ч и ш. Система нолмас ечимга 'эга, чунки тенгламалар сони 
номаълумлар сонидан кичик (2-теореманинг натижасига царанг). А 
матрица рангини хисоблаймиз:

/2  —4 5 3 '  
А =  3 — 6 4 2 

\4  —8 17 1 L
П - -2  - 1  — П 

~  0 0 7 5 .
\0  0 7 5^

/3  —6 4 2 \ 
2 —4 5 3 ■ 

\4  —8 17 11/ 
г\ —2 — 1 — Р
0 0 7 5 

ч0 0 0 О/

'  1 — 2  — 1 — I N

2 — 4 5 3  

чО 0 7 5/

, 1 — 2 — 1 —  Г ,

О 0 * у .

гл =  2, чунки

Д = - 1

7 =  2 = ^ 0 .

Учинчи тенглама биринчи иккита тенгламанинг чизикли комбинация - 
си, шу сабаблп уни ташлаб юборамиз. Д =  2 минор х3 ва х4 но­
маълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган, шу сабабли би­
ринчи иккнта тенгламани бундай ёзамиз:

Г5х3 -|- 3x4 — 2xj -f- 4хо.
[4х3 -f  2х4 =  — 3xj +  6х2.
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х3 ва х4 номаълумларни чнцарнб, куйидаги системани хосил ци- 
ламнз:

(х4 =  3,o.Vi 7v2 
\х3 =  — 2,5-Vj +  5.v2.

Бу ерда хх са х2 «озод номаълумлар». Уларга ихтиёрий цинматлар 
бериб, х3 ва х4 номаълумларнпнг мос цппматларшш хосил кнламнз. 
Шундай килиб, система биргаликда ва чексиз куп ечимларга эга.

28-§. Чизикли оператор ^акида тушунча

Агар фазодаги .\ар [бнр х векторга уша фазонинг анн^ у =  А х  
ьектори мос к у нил га н булиб, у ушбу

A ХъХ̂ ) ~  T-j/lxj-t- ^2А х2 (28.1)

чизиклилик шартига буйсунса, бу ерда хл ва х2 ^аралаётган фазонинг 
ихтиёрий векторлари, Ах ва л2 псталган сонлар, у ^олда бу фазода 
А чизикли оператор (ёки чизикли алмаштириш) берилган деб айти-
лади. у  вектор х  векторнинг акси деб аталади.

1-мисол .  Фазонинг Гхар бир х векторига уша х  векторнинг 
узинн мос 1̂ 'ядиган Е оператор чизикли оператор 'эканини курса- 
тинг.

Еч и ш .  Шартга кура

Е х =  х.
♦  u

Е операторни х = Я 1х1 +  Я2х2 векторга кулланиб,

Е (^1^ !+  AjXj) — хх +  А, х2 =  ХгЕ хх +  Е х2

ни ^осил киламиз, бундан (28.1) шартнинг бажарилиши ва Е чизик­
ли оператор экани куриниб турибди. У бир лик оператор ёки ай- 
ний оператор деб аталади.

2-ми со л. Фазонинг >̂ ар бнр х  векторннн k марта (k — нолдан 
фар^ли исталган сон) чузадиган А оператор чизикли оператордир.

Е ч и ш.  Шартга кура А х =  k х га эгамиз. А операторни 
-  >- — >• ■ >
х =  Яххх +  }.2 х2 векторга ^улланиб, ^уйидагинн ,\осил ^иламиз:

A{/-i Xi -j- Я2 х2) — k (Я1х1 +  -̂2 -'•2) =  ~Ь х )̂ =
=  )-iAxy -j- %2А х2-

Бу ерда (28.1) шартнинг бажарилиши ва А оператор чизшуш экани 
куриниб турибди. Бундай оператор ухшашлик операторы деб ата­
лади.

3 - ми с о л .  Бирор текнслнкда ётаднган хар бир х векторни би­
рор О ну^та атрофида бир хил томонга Еа бир хил а  бурчакка бура-
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у-В / диган В оператор чнзш^-
ли оператордпр (39- 
шакл).

Е ч и ш.  у  — Вх бул-
снн, бу ерда у  вектор
v векторнн бернлган бур- 
чакка буриш бнлан хосил 

39- шакл кнлинган. Шакл дан (28.1)
шартнпнг бажарнлишн 

ва В чизикли оператор экани куриниб турнбди. Бундай оператор 
бурши оператора деб аталадн.

'S' з- у з и н и т е к ш н р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

]. Л1атрицатарни кандай алмаштиришлар этементар атчаштнриш lap деб аталадн?
2. Кандай матрицалар эквивалент матрица лар деб аталади11
3. Матрица ранги нима ва у  цандай хисоблг.нади?
4 . Чизикли тенгламалар системаснкннг матрицаси ва кенгайтирилган матрицаси- 

нинг ранги деб нимага айтилади?
5. Кандай чизшуш тенгламалар системаси биргаликда деб аталади?
6. п нэмаълумти >п та чизикли тенгламалар системаси ь;ач)н биргаликда булади?
7. п  номаътумтн гп та чизикли тенгламалар системаси ^ачон нолмас ечимга эга?
8. Чизшуш оператор деб нн\шга айтилади?

29-§. Чизикли оператор ва унинг берилган] 
базисдаги матрицаси ^ацида тушунча

Чизикли оператор ва квадрат матрица орасидаги богланишни ку- 
риб чикамиз.

Фазода бирор ег, е2, ел базис векторларнн танлаймиз ва базис 
векторларнннг хар бнрнга А чизикли операторнн татбик киламнз:

А ^  = b  =  ° l lS l  +  a'21J 2 +  ° 3i 5 3’

А (е,) =  =  al2 - f  а12е2 +  а3,е3, (29.1)

A (е3) — f3 — «13' “Ь ai3ei т  азз ̂ з-

Бу ерда Д, fa гекторлар еи е2, е3 векторларнннг образлари, улар
elt е2, е3 базис буйнча ёнилган.

(29.1) формулаларнннг берилиши бнлан А чизикли оператор ани^- 
ланишнни курсатамиз.

Фазонинг ихтнёрий х  векторинн оламиз ва уни базис буйнча 
ёзамнз:

х =  х1е1 +  х2е2 т  х3е3,

бу ерда хх, х2, х3 лар х гекторнинг elt е2, е3 базисдаги координата* 
лари. У ^олда
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у =  Ах =  А (л-,сг -I- х2е2 +  .v3 е3) =  ххА {е^ +  х2Л (е2) +  хяЛ (е3).
(29.1) формулалардан фойдаланнб ва ухшаш хадларни нхчамлаб, 
цуйидагини хосил киламиз:

у  =  х1 (оц^ -f- а21 е2 -г а31е3) +  х2 (а12 е1 +  а,,е, +  о32<?3) -f

4“ Хз (а13е1 “1“ @23в2 ~Т @33 Сз) ~  (Яц*1 "Г Ql2-̂ 2 “Ь а13А’з) е1 +

+  (Оцх1 +  @:гх 2 +  @23X3) t’2 +  («31*1 +  а3,х2 +  а33А-3) е3.

у  векторнинг ех, е2, е3 базнсдаги коордннаталарнни уг, у.2. у3 ор- 
кали белгилаб, уларни анш<,лайднган формулаларнн хосил килампз:

[Ух =  аи\\  +  й1 х2 +  a l3.v3,
\Уг =  @1 i-Vi +  а ,2х2 +  а 23х3, (29.2)
■ Уз ~  @31Х1 “Ь @32^2 ~Т 033-*3- 

Бу формулалардан куриниб турнбдикн, фазо нхтнёрнн х векторинннг
у  акси (29.1; формулалар билан берилган 0 ,7 (1' . / =  1,3) коэффицн- 
ентлар оркалн бир кийматли аннкланадп.

Шундай килиб, фазода таъснр этастган Л чизикли операторга
с,, с2, е3 базисда (29.2) тенгликларнинг унг томонларидагн коэф- 
фициенглардан тузилган ушбу матрица мос куйилдн:

( All а13 I
А =  I а21 а22 а23 I (29.3)

@31 @32 @33' •

Л^матрица берилган чизикли операторнннг ег, е2, е3 базисдаги маш- 
рицаси деб аталади. Агар векторларнинг бу базнсдаги координата- 
ларини устун-матрица шаклнда ёзсак, у холда (29.3) даги Л мат­
рица Л чизтуш операторни ушбу формула буйича аниклайди:

I У Л  /@ 1 1  @12 а 13 \ 1 Х1 |
I У2 ) ~  I °21  @22 @2 3 I ■ I Х 2 I
W  @31 @32 @33 -V3 •

(29'4)-‘33' хз ■

Бонщача айтганда, у =  Ах векторнинг коордннаталарнни топиш учун
Л чизикли оператор матрицаснни х вектор координаталари устуннга 
куиантнриш л озим.

Аксннча, берилган ег, е2, е3 базнсда операторга тула бнр кий- 
матлн равншда Л матрица турри келадн га операторнннг таъсири
(29.4) ёкн (29.2) форм\ла буйича амалга ошади.

Демак, фазода таъсир этадиган чизикли оператор тар бнлан квад­
рат матрицалар орасида бнр кийматли мослнк мавжуддир

30-§. R2 ва R3 даги чизикли операторларга мисоллар
29-§ да каралган чизикли оператсрларнннг матрицаларн ^анлай 

куринишда булишини аниклаймиз.
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1. Бирлик оператор. Е бирлик оператор булсин, у холда
Е х =  х, tj =  E x  ва х векторларнннг ихтиёрий Сц е2, е3 базисдаги 
координаталарн ушбу

мослик билан богланган. Бу форму лаларни (29.2) формулалар кури- 
нишида ёзсак, цуйидагини оламиз:

Vi =  1 Xi +  0-.Yo’4 - 0 x =,"
I J 2  —  0  ■ Л - !  +  1  • А ' »  +  0  ■ А ' д ,

у3 =  0 • Л*1 +  0 ■ Д"2 +  1 ■ А'з.

Бундай [Е [чизикли [операторнпнп, ихтиёрий базисдаги Е матрицаси

курннишда булиши келнб чикадн.
Шундай кнлиб, бирлик оператор матрицаси бирлик матрица була-

ди.
2. Ухшаш ли к оператори. А оператор R3 да таъсир этаётган ух- 

шашлнк оператори булсин, у ^олда Ах =  k х. у  =  А х ва х вектор­
ларнннг ихтиёрий е1ч ег, е3 базисдаги координаталарн ушб\ муно- 
сабатлар бнлан бокланган:

l / l~  k-\i, У 2 — J lX v ,  у3 —J iX 3.

Бу муносабаттарни (29.2) формулалар курннишда ёзнб, куйндагини
о. амиз:

Бу ердан ухшатш к операторининг ихтиёрий базисдаги А матрицаси

курннишда булиши келнб чицадн.
Шундай цилиб, ухшашлик оператори матрицаси скаляр матрица 

булади.
3. Буриш оператори. В — бнрор R- текиглихдт таъсир этаётган

буриш чизикли оператори булсин. Бу текисликда i, j  базисни (узаро 
перпендикуляр бирлик векторларни) оламнз. 1\утб координаталар

♦
системасини кнритамиз (40-шакл). У холда х tвекторнинг координа-

У1 — A'i, у2 — х2, уз — х3

1 О 0 '

iji =  к ■ х1 -f- 0 • х2 +  0 - х3,
у 2 ~  0 ■ х± -f- k • х,'-f- 0 ■ А‘3, 

У 3 —  0  • -Vj -i- О  A", - j -  k - x 3 .

jk  0 ON 
A =  0 k 0 

о 0 k!

талари
X x =  p  COS <p, A'o =  У  61П (f
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куринишда ёзнладн, бу ерда р, <р — ка- т
— * j f  * “ 

ралаётган х вектор охиринннг коорднна- ^ у г
талари, у  =  В х  вектор х векторни О  ̂|  *
нукта атрофнда а  бурчакка буриш бнлан 0  ____ _ с
.\осил ^нлингани уч>н \нинг коорднна- Г „ s
талари бундан ёзнладн: 40-шакл.

i/i =  P c°s ( ф+ а , /  =  р (cos ф cos а  — sin ф sin а), 
у  о =  р sin (ф +  а) =  р (sin ф cos а  +  cos <р sin а).

Бундан буриш чизикли операторинннг В матрнцаси i, /  базисда 
ушбу

В =  Icos а  —sin а )
\ s i na  cos а

к\ринишда булишн келиб чикали.

31-§. Чизикли операторларнинг хос векторлари 
ва хос цийматлари

Агар бирор К хакикий сон ва хар кандан нолмас х  вектор учун

А х  =  К х  (31.1)

б>лса, х Еектор А чизикли операторнннг хос вектори, X сонн эса 
шу чизикли операторнннг хос t\иймати деб аталади. Агар бирор
базисда А чизикли оператор [ва х вектор

/ « 1 1 «12 « 1 3 ^ || j(*Л
« 2 1 а12 « 2 3  1|. х - |

*
' « 3 1 « 3 2 « 3 3 ' ' \х 31

матрицалар билан берилган булса, у холда [(31.1) _теиг;шкка ушбу 
учта

[й ц * 1  -I- o , 2.v2 +  а13х3 =  / \\ ,
« 2 1 * 1  +  « 2 2 ‘* 2  +  « 2 3 -* 3  =  * 2 .

«31*1 -г [а 3к*2’+  а33х3 =  }.х3
ёки

((«и — ' )  -*i +  ап х, - f  013*3 =  0.
« 2 1 * * 1  ~  ( « 2 2  —  / - )  *2 +  « 2 3 ‘* 3  =  0 ,  (31.2)
« 3 1 * * 1  |  «32**2  1~ ( « 3 3  А )  —  О

соня и тенглпк мос келадн Хосил килннган хх, х,, a3 ларга ннсба- 
тан чизикли тенгламалар снстемаси (31.2) \ нинг детермннанти натга 
тенг булган холда ва фаьат шундагина нолдан фарклн ечимга эга
булади ( х ф О  булганн учун нол ечим бнзни кпзнктнрманди). Бун­
дан
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On Я a i2 fli3
С,  ] ЙЛ2- =  0 .  

0 31 f l 32 0 33 /

(31.3)

Бу тенглама бернлган чизикли оператор матрицасининг характерис 
тик тенгламасн деб аталади.

Бу тенгламанинг .хар бир Я хакнций иддизи чизикли оператор- 
нинг хос кинмати булади. /. сонга мос хос векторнинг коорднната- 
лари (31.2) системадан топилади.

1- нзох .  Агар .V бернлган чизикли операторнинг хос вектори бул­
са, у холда унга коллинеар булган ^ар цандай нолмас вектор ^ам 
бернлган операторнинг уша хос сонли хос вектори булади.

2- и з о х. Агар барча хос ^ийматлар \акикий сонлар булса, у хол­
да уларга мос хос векторлар доимо чизикли эркли булади га улар- 
ни янги базис сифатида кабул цнлиш мумкин. Бу янги базисда А 
матрица хам соддалашадн:

3- и з о х. Агар Л симметрии матрица булса, у ^олда унннг барча 
хос кинматларн хакнкий сонлар буладн, хос векторлар эса узаро 
перпендикуляр бхлади.

М не о л Бнрор базнсда ушбу

матрица билан берилган чизикли операторнинг хос цнйматларини ва 
хос г.екторларинн топннг.

Матрица симметрии, шу сабабли унннг барча хос цннматларн ха- 
цикнй сонлар булади. Уларни топамиз. Бунпнг учун характеристик 
тенгламани тузамиз:

Детермннантни хнеоблаб,
Я3 — 12 Я2 +  39 Я — 28 =  0

тенгламани оламиз Бу тенгламанинг коэффициентларн йнпшдиси 
нолга тенг б\лганлнги учун унннг нлднзларидан бири /п =  I була­
дн. л3 — 12 л2 — 39/ .  — 28 купхаднинг колган илдизларинн топиш 
учун уни (Я — 1) га булнб, ушбу КЕадрат тенгламани оламиз:

Бу тенгламанинг нлднзлари Я2 =  4, Я3 — 7 булади. 'Шундай килиб, 
характеристик тенглама нлдизларн: Ях =  1, }.2 =  4, Я3 — 7 ни— бе­
рнлган чизикли операторнинг хос кнйматларннн топднк. Хос вектор- 
ларнн топиш уч\н (31.2) тенгламалар системаси

3 — 1 2 0
2 4 — ). — 2 = 0 .
0 — 2 5 — /.

(31.4)

Г- — 11 Я +  28 = |0-
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(3 — Я,) *i 4- 2х „ =  о,
2-v, +  (4 — Я) x2‘— 2-v3 =  0, (31.5)
—2x, -j- (5 — Я) A'g =  0

ян >. =  Xlf Я =  Я =  Я3 да ечамиз.
1) Я =  ?■! =  1 булсин, v холда (31.5) система ушбу курннншни 

оладн:
( 3 — 1) Xj -f- 2-v, =  0,
2х1 +  (4 — 1) х, — 2х3 =  0.
— 2х2 -г (5 — 1) х3 =  0,

еки

еки

(2xj -1- 2х, =  О,
2хх 4- Зхо — 2х3 =  0,
— 2-V.i Ч- 4х3 =  О,

[л*! +  х2 — О,
2хг +  Зх> — 2х3 =  О,

1л2 — 2х3 =  0.

Бу бир жинслн системанинг (31.4) детерминант» нолга тенг булганн 
учун у нолмас ечнмтарга эга Демак, генгламалардан бири (масалан, 
иккинчи тенглама) цотган тенгламаларнинг чизикли кочбннациясндан 
иборат. Иккинчи тенгламани ташлаб юборнб, кунидагини хосил ци- 
лачиз:

(х± 4- Х2 =  0.
[х., — 2х3 =  0.

«Озод номаълум» битта. Натижада система ечимини хосил 1\иламиз:

[X! =  —Х2,
j х3 =  — х2.

х2 «озод номаълумга» ихтиерий цнймат бернб, исталган нолмас 
ечимнн оламиз. х, =  2 бу теин, у холда хх =  — 2, х3 =  1. Демак,

=з 1 хос ^илматга мос хос вектор х' ушбу курннишда булади:

х' — ^ 2 ёкн х — — 2 1 +  2 /  +  к.

Бунга коллинеар истатган вектор х;ам хос вектор булади.
2) л =  К, =  4 хос кинматга мос хос векторнн хам шунга улшаш 

аниклаймиз.
Ушбу

[ х1 +  2х2 — 0,
2х1 - 2 х 3 =  0,

2х2 -|- х3 =  0
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системани ечиб, хъ х2, х3 нн топамиз. Бу системадаги биринчи тенг­
ламани ташлаб юбориб,

Г 1
• * 2 -------у  Х3

ни хосил килам из. х3 «озод номаълумга» ихтиёрий киймат бериб, 
исталган нолмас ечимни оламиз. х3 =  2 булсин. У холда

A'l =  2, Х п  =  1.

Демак, А, =  4 хос цнйматга мос хос вектор х" ушбу куринишда бу­
ладн:

х"— ^ 1 j  ёкн х" — 2 £ +  /  +  2k.

3) Худдн шунга ухшаш, учннчи [А =  А3 =  7 хос кийматга мос 
хос векторни хам ушбу ‘

(— 4 ^ 4 - 2л\, =  0.
2хч — Зх, — 2.v3 =  О,

I— 2х, —~2.y3 =  0
тенгламалар системасндан хосил циламиз. Спстемадан нккинчн тенг­
ламани ташлаб юбориб

к  =  {  х,,
l-Yg =  — ,Y2

ечимларни .\осил кнламиз.
х2 =  2 булсин, у ^олда xl =  1, ,v3 =  — 2. Демак, А3 =  7 хос кнй- 

матга мос хос вектор куйидагича буладн:

х" =  I 2 j  ёки х'" / + 2  j  — 2 k.

А матрица симметрии эди. У чала хос вектор узаро перпенди­
куляр эканини текшириш осон, чунки х -х" =  0, х " '-х '= 0 , х"-х"'— 0 
Бу хос векторларни янги базис сифатида олнш мумкин ва унда А 
матрица

/1 0 0
Л ' =  0 4 0

■о 0 7.
куринишда булади.

з- у  з и н и т е к ш и  р’и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Чизшуш операторнннг матрицаси гоша?$
2. Чизикли операторга мнсол келпринг ва унинг матрицаскни ёзинг.
3. Чизикли операторнннг хос цийматлари ва хос векторлари деб нимага айтнлади
4. Чизшуш оператор матркцасининг характеристик тенгламаси нима?
5. Чизикли операторнннг хос цийматлари ва хос векгсрларини топиш усулиш! 

айгиб беринг.
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32-§. Квадратик формалар

Соф математик ва амалий характердаги купчилик масалаларда 
бир неча узгарувчининг квадратик формалари учраиди.

Бир неча узгарувчининг бир жинсли иккинчи даражали купхади 
бу узгарувчиларнинг квадратик формаси деб аталади. Масалан, хг, 
х2, х3 узгарувчиларнинг квадратик формаси

F  =  atlxf -J- а22х~ +  а 334  +  2о12а,,х, -f- 2а13х1 х3 +  2а23х2х3 (32.1)

куринишдаги купхад булади, икки узгарувчининг квадратик формаси 
эса

F  =  ап х\ +  а22х\ +  2 а,,*,*, (32.2)

куринишдаги купхад булади. Бу ерда ап , а22, а33, а12, а13, а ,3 лар 
узгармас хакики!! сонлар.

Квадратик форма фазодаги хар бир х =  (л'15 х2, х3) векторга F
сонни (32.1) формула буйича ёки текисликдаги хар бир х =  (х1, х,) 
векторга F  сонни (32.2) формула буйича мос куяди

a,j сонли коэффициентлар квадратик формани тула аншушйди, 
уни матрица куринишида ёзиш мумкин. Буни икки узгарувчининг
(32.2) квадратик формаси учун келтирамиз. (32.2) ни бундай ёза- 
миз:

F  =  а,лх\ +  а12 х.х2 +  а12х.х2 +  а22х~ =
=  x i («11*1 +  а12х,) +  а-2 (o12a'i -т- а ,2х,) =

- = *■> (£  Й  Й . (32-3)
Агар х =  А"> устун- матрицани, транспоннрланган х* =  (xlt х2)

\х 2
сатр-матрицани ва коэффициентлардан тузилган

Л =  ( ° и а 12) (32.4)
a l2 ai2 1

матрицани киритсак, (32.3) квадратик форма ушбу матрица кури- 
нишни олади:

F  =  ж* Ах. (32.5)
А матрица икки узгарувчи квадратик формаси F  нинг матрицаси 
деб аталади. У симметрии матрицаднр. Шунга ухшаш,

I Й11 GL2 Gi3V
А =  I а12 аг,г агз 

й13 а2з азз
матрица уч узгарувчи квадратик фэрмаеининг матрицаси булишини 
курсатиш осон У симметрии .матрицаднр.

1- мис ол  Икки узгарувчининг квадратик формаси
F —  17.vj+ 12х,^ +  8х£

нинг матрицасини тузинг.



Еч иш.  Раншанки, ou  =  17, а22 =  8, а1г~  6. F юадратик фор- 
манинг матрицаси бундай ёзнладн:

У симметрии матрнцадир.
2 - ми с о л .  Уч узгарувчинннг квадратик фор\аси

F =  — Зх~ -+- — 8.V‘ +  2.V:ух  — 10x,.t3 +  2х2х3

нинг матрнцасини ёзинг.
Е ч и ш.  Равшанки, оп  =  — 3, а 22 — 1. ass— — 8, а12 =  1, <з13=

— — 5, а 23 — 1. Демак, киадратик форма матрицаси бундай ёзнла- 
ди:

i - З  1 —5 
Л =  1 1  1 

' —5 1 —8 .
У симметрии матрицаднр.

33-§. Квадратик <1 ормаларни каноник 
куринишга келтчриш

Узгар^вчиларнинг факат кгадратларпни уз ичига олган кЕадратнк 
форма каноник куринишга эга дейилади. Шу сабабли кЕадратнк фор- 
мани каноник к\рпнншга келтирнш деган суз, шундай янги базиснн 
(янги коордннаталар спстемаспнп) топпшдзн нборатки, унда кЕадра- 
тик форма узгарувчиларнннг купайтмаспнн уз пчнга олмасин. Бу 
янги базисда (32.2) ёки (32.3) квадратик форма ушбу

F --= a (jc'j)2 +  Ь (д-;)2 (33.1)

куринишни олади ёкн унннг матрица шаклидаги ёзуьи

(5)
куринишда буладн. Буни куйидагича ёзнш мумкнн:

F — х’* А ’ х'.

Бунда х' =  ( * l j  х  Еекторнннг янгп базнсдаги координаталаридан

тузилган устун, =  .*')— транспонпрланган устун, А ’= \ ^

кгадратнк форманннг янгп базисдагн матрицаси Юкорида айтилга- 
нндек (31- §, 2 ва 3-нзохлар), агар янги базис сифатида А матрн- 
цанинг хос векторлари олннса, у холда А матрица бу янги базисда 
бош дпагоналда хос кийматлар жойлашган

л' IХ-, 0  \



диагонал матрица куринишини олади. У холда (33.1) квадратик 
форма ушбу

f  =  к  (а-,)2 +  к  (л-:у-
куринишни олади, бу ерда , К, лар А матрнцанинг хос циймат- 
лари. Шундай ^илиб, А матрицани квадратик куринпшга келтириш 
учун А матрицанииг хос кнйматларнни ча хос векторларини тоинш 
лозим.

Ю^орида айтнлгантарнинг хаммаси уч узгарувчининг квадратик 
формаси учун \ам тугрндир, у каноник курннишда ^унидагича ёзн- 
лади:

F =  (xty- +  Я2 (х2)- Я3 (x3)2,

бу ерда ?>!, Я2, Я3— квадратик форма А матрицасининг хос циймат- 
лари.

1- мисол .  F — \7.х\ 1 2i'1.vJ -J- 8хг, квадратик форма ни каноник 
куринпшга келтиринг. янги базиснн (хос вектортарни) тоиинг. 

Ечиш.  Квадратик форма матрицаси ушбу

4 = ( 17 6 ]1 6 8 1
курннишда булади. 1 матрицанннг хос ^ийматларини топамиз. Бу- 
нинг учун

1 I — А 6 _ гч
6 8 — Я

характеристик тенгламани тузамнз. Унннг ечимлари ?vj =  5, Я2 =  20 
булади. Берилган квадратик формашшг каноник шзкли цуйидагича 
булади:

F =  5(л-;г2 4- 20 (Л-')2.

Бернлган форма каноник шаклни оладиган янги базисни топиш учун 
Я] =  5, Я2 =  20 хос кнйматлар буйича хос векторларни ушбу

j (17 Я) х\ +  6х' =  0,
16а-; + ( 8 — я) 4  =  0 ( )

системани ечиб топиш лозим.
а) Агар Я =  Ях =  5 булса, (33.2) система ушбу

1 2а'. -}- 6д., =  0, I 2а. -4- х„ =  0,
6 а ; +  З а ; =  О ек н  [2 а ; +  а ' =  о

куринишни олади. Бу система чексиз куп ечимларга эга. а ,  =  1 бул­
син, у хрлца х2 =  — 2, ^  =  (1, — 2) хос векторга эга буламиз.

б) Я =  Я2 =  20 булсин, у холда (33.2) система ушбу

- З а ! +  6 а ' =  0, .. I х\ — 2х' =  0.



куринишни олади. х2 =  1 булсин, у холда =  2, е2 =  (2, 1) хос
векторга эга буламиз. е1г е3 векторлар узаро перпендикуляр булиб, 
янги базисни -\осил килади ва унда, юкорида айтилганидек, квад­
ратик форма ушбу

F — о (х[)-\+ 20 (х )2

куринишни олади.

34-§* Иккинчи тартибли чнзицларнинг ум^мий тенгламаси

Рп{х, у) =  0 тенглама билан берилган (бу ерда Р^{х, у) ифода 
х, у  узгарувчиларнинг n-даражали купхади) чизикни п- тартибли 
алгебраик чизщ  деб атаймиз. п — 2 деб иккинчи тартибли чизик 
тенгламасини оламиз. Р2(х, у) ифода бу холда иккинчи тартибли 
куп^аддир. Шундай цилиб, текисликдаги иккинчи тартибли чизиц- 
иинг умумий тенгламаси ушбу

Ах-}+  2 Вху +  Су? +  2D.v +  2Еу +  F =  0 (34.1)

куринишда булади. Бу тенглама А, В, С, D, Е, F узгармас коэф- 
фициентларнинг ^ийматларига боыиь; равишда турли чизи^ларни 
тасвирлаши мумкин. Масалан, А =  1, В =  0, С =  1, D ~  0, Е =  0 
F =  —[R2 булганда (34.1)

х * ] + у * = 1?
куринишни олади, бу эса маълумки, радиуси R ва маркази коор- 
динаталар бошида булган айлана тенгламасидир. Агар биз маркази 
ихтиёрий О(х0, у0) иуцтада булган айланани 1̂ арайдиган Сулсак, у 
,\олда унинг тенгламаси

( х - х 0)* +  ( у - у 0У =  Ф  
куринишда булади, уни ушбу

х2 +  у 2 — 2хх0 — 2 уу0 +  Х20 +  yl —  I?  =  0.

ёки
Ах- — 2 Вху +  Су2 +  2 Dx +  2Еу +  F  =  0

формага келтириш мумкин, бу ерда А =  1, В ]=  0, С =  1, DJ= 
=  — х0, Е =  — yv, F =  x20 + y 20 — R2.

Шундай килиб, айлана иккинчи тартибли чизикдир.
Иккинчи тартибли чизицнинг умумий тенгламасини текшириш- 

га цайтамиз. (34.1) тенгламадаги иккинчи тартибли хадларни ало- 
хида ёзиб оламиз:

L ~  Ах" 2Вху -)- Су-.

Олдинги параграфда курсатилганидек, квадратик формани цуйидаги 
каноник куринишга келтириш мумкин:

М 2 +  Х л / .
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Бу янги базисда бэрилган чизи^ тенгламасн ушбу

V 2 +  ^ 4 л +  2D x  +  2 E y  +  F =  0 (34.2)
курннишда ёзиладн.

1) Я1=т̂ О, Я2 =£ 0 деб фараз цилайлик. х ли ва у  ли ^ушнлув- 
чиларни йигиб ва т>та квадратларни ажратиб, (31.2) тенгламани

Xi( * + l r )  +Я,2^ + ^ )  + ^  =  0
к>ринищда ёзамиз, бу ерда

И,уйидагкча
-  Dх =  х Ч—=—» 

Л1

~  ~  , Е
У =  У +  Т~7.2

олиб, эски базисга параллел булган янги базисга утамиз. Бу янги 
базисда тенглама

I ix -+ X ,y 2 + f  =  О

куринишни олади. Бундай кейин, соддалаштириш мацсадида харф- 
лар уствдаги «х:» белгини тушириб цолдирамиз ва оддий цилиб, 
бундай ёзамиз:

7пх°- +  F =  0. (34.3)
a) F ^ O  булсин. (34.3) тенгламани бундай ёзамиз:

У2
=  1.1 (34.4)

-̂1 ?-2
. Р  р
А г а р ------- > 0  ва — —  > 0  булса, у ^олда (34 4) тенгламада

_____ F  _____  F

белгилаш киритсак, тенглама ^уйидагн куринишни олади:
у2 ##2

^T +  i - 1' (344-)
Каноник тенгламасн (3i'4) курннишда булган иккинчи тартибли 

эгри чизик эллипс деб аталади.
А г а р -----— > 0 , ----— С  0 ( ё к и ---- — < 0 , -----— >■ ()\

1̂ 2̂ V -̂2 /
булса, у ^олда (34.4) тенгламада 

а 2 = ------- — , b2
F F  ,  F  F \— , 62 =  —  .еки =  — , Ъ- — -------
К  h  V Xi h, )
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белгилаш киритсак, тенглама бундан ёзнладн:

*1 - У 1  =  1 (ёки - £ - = 1 )  (34.4")
а2 Ъг I Ь2 сР )

Каноник тенгламаси (34.4") кмрннишда булган иккинчи тартибли
F Fэгри чизи^ гипербола деб аталади. Н и .\о ят ,--------< 0 ,  — -— < 0

б^лса, у холда координаталари (34.4) тенгламани каноатлантиради- 
ган битта хам ну^та мавжуд эмас. Бу холда тенглама мавхум эл- 
липсни аниклайди, деб айтилади.

б) F  =  0 б>лсин. (34.3) тенгламани бундай ёзамиз:
+ Ал/2 =  0. (34.5)

Агар Ах ва А, нннг ишораларн бнр хил булса, у холда (34.5) 
тенгламани ягона (0; 0) ну^та каноатлантиради.

Агар Ai ва А, нннг ишораларн турлича, антайлик, Ах> 0  ва 
А2 <  0 булса, у ^олда (34.5) тенглама ушбу иккита

1 Ai-v— | —Ао  у  =  0,
1 Avr + |  — А2(/ =  [0

тенгламага ажраладн. [Уларнинг хар бири (0; 0) оркали утадиган 
TVFpn чизикни аниклайди, демак, (34.5) кесишувчи туFpn чизиклар 
жуфтини аниклайди.

2) Хос кийматлардан бири, масалан, А2 =  0 булсин. (34.2) тенг- 
ламада тула квадрат ажратнб, уни

Aj.v2 +  2 Еу +  F  =  0 (34.6)
куринишга келтирамиз (яна « » белгиларни тушириб цолдирамиз).

£
Агар Е'-ф 0, F =  0 булса, (34.6) тенгламада р ---------- белгилаш-

Ai
ни киритсак, тенглама ушбу куринишни олади:

х2 =  2 ру.  (34.6')
Каноник тенгламаси (34.6') ёкн у 2 — 2рх куринишда булган иккин­
чи тартнбли эгри чизиц парабола деб аталади. Агар Е =  0, лекин 
F Ф 0  булса, Оу уцца параллел иккита ТуТри чизиц >;осил булади:

х =  ±  (агар булса, улар мавхум т^гри чизи^лар-
дир). Ни.^оят, агар £ = 0  ва F = 0 булса, у холда х = 0  тугри чизвд 
^осил булади.

Ю^орида баён цилннганларга асосан цуйидагн хулосага келамнз: 
икки узгарувчнли иккинчи даражатп умумий тенглама ё эллипсни, 
ёки гиперболани, ёки кесишувчи, параллел ёкн кушилиб кетган тур- 
ри чизиклар жуфтини, ёки мавхум чизикни тасвирлаши мумкин. 

М н с о л .  Тенгламаси

4.v2 +  12 ху +  4 у2 +  10х +  10у — 3 =  0

куринишда булган иккинчи тартибли чизикни текширинг.
Еч и ш.  Иккинчи даражали х.адлар
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F =  4v2 - f  12ку 4- 4«/2
квадратик формани ^осил цилади Уни, олдинги параграфдаги каби, 
каноник курииишга келтирамиз. Квадратик форма матрицасини ту-
замиз:

M S  ?).
Ушбу характеристик тенгламани ечиб,

V х 4 - Л  =  (4 Л)2 36 =  О

А матриианинг — — 2, Я2=  JO хос ^ийматларини топамиз. Квад­
ратик форманинг янги базисдаги (координаталардаги) каноник кури- 
нишини бирданига ёзиш мумкин: F  — — 2х2+ 1 0 у г. Форма шу ку­
ринишни оладиган базисни топамиз, Шу ма^садда ушбу

№ - Х ) х + 6у  =  0 ,
\6х +  (4 — %)у =  0

тенгламалар системасини ечамиз. Бунга К =  =  — 2 ни ^уйиб,
( 6х +  бу =  0 

6v +  6i/ =  0
ни оламиз, бундан х =  1 булганда у =  — 1 га эга буламиз ва 
\ех =  i — j  базис векторни оламиз. Унга мос е, бирлик вектор 
бундай булади:

ej 1 1 “Г

1 -1 in » " * : [  — 6x -f  6f/ =  0,А =  л 2=  10 ни цуииб, | __бу _ о  ни оламиз, бундан

х =  1 булганда у =  1. Иккинчи базис вектор =  i +  / ни олднк. 
Унга мос бирлик вектор бундай булади:

-*■ е* 1 -*■ . I
- ГЙ- 7Г" 7?''

Шундай килиб, эски ва янги координаталарнинг богланиш форму- 
лалари бундай булади:

* ~ 7 Г * + 7

y  =  — S - x  +  -^ Г У.

Бу формулалардан фойдаланиб, янги координаталарга утсак, берил- 
ган тенглама ушбу

—2х2 +  10 ̂  +  -̂ дУ  — 3 =  0
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куринишни олади. Тула квадрат ажратиб,

■ 2 > + ю ( 9  +  - 4 г )а =  8

тенгламани хосил киламиз. Энди коордннаталар бошини х =  О,
1у  = ------ — координатали ну^тага кучирсак ва янги координаталар-

х 2 i/2
ни х, у  оркали белгиласак, у х о л д а -----^— 1- =  1 га эга була
миз. Бу ердан берилган тенглама гиперболани аншумши куриниб 
турибди.

У з - у з и  ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Квадратик форма ва унинг матрицаси деб ни мага айтилади?
2. К,айси ^олда квадратик форма каноник куринишда деб айтилади?
3. Иккинчи тартибли чизиц тенгламасини каноник к\ринишга келтиришда квадра­

тик формалар назарнясидан ^андай фэйдаланилади?
4 . 316—325-масалаларни ечинг.

35-§. Эллипс, гипербола ва парабола тенгламаларининг каноник
формалари

х ва у  координаталарга нисбатан иккинчи даражали тенглама 
билан аникланадиган чизи^ иккинчи тартибли эгри чизиц деб ата- 
лишинн биз энди биламиз.

Агар эгри чизи!\ нукталари бирор ну^тага нисбатан симметрик 
булса, бу эгри чизи^ марказий чизиц, ну^та эса эгри чизицкинг 
маркази деб аталади.

Биз иккинчи тартибли эгри чизшуюрнинг каноник тенгламалар 
деб аталадиган тенгламаларини куриЗ чикамиз. Бу эгри чизикнинг 
маркази ёки учи (бу хакда цуйирокда айгамиз) коордннаталар бо- 
шида, симметрия уклари эса координатала р бошн билан устма-уст 
тушган ^олдир Бу тенгламаларни санаб угамиз.

д-2 у 2
------(- —  =  1 — эллипс теигламасининг каноник шакли.

а2 №

—  У— — 1 — гипербола теигламасининг каноник шакли.
о 2 fc2
у- =  2рх — парабола теигламасининг каноник шакли.

36-§. Эллипс, гипербола ва параболанинг геометрик хоссаларини
текшириш

Эллипс, гипербола ва параболанинг куринишини ва хоссаларини 
тегишли эгри чизицнинг каноник тенгламасига асосланиб текши- 
рамиз.

1. Эллипс. Олдинги параграфда айтилганидек эллипс каноник 
тенгламаси

-S  +  V  =  1 (36-1),
куринишда булган иккинчи тартибли эгри чизиедир.
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С и м м е т р и я .  (36.1) тенглама координаталарн инг фа^ат квад- 
ратларини уз ичига олади, шу сабабли эллипсга М(х\ у) нукта мос 
келса, у ^олда унга М (— х; — у) >;ам тегишли булади. Демак,
(36.1) эллипс координата укларига ва координаталар бошига нис- 
батан симметрик. Координаталар боши (36.1) эллипсиинг симметрия 
маркази, координата уклари эса унинг симметрия уклари деб ата­
лади.

К о о р д и н а т а  у к л а р и  б и л а н  к е с и ш и ш и .  Агар Jt =  О
ii2

булса, у ^олда (36.1) тенгламадан =  1 ёки у — ± Ь  булиши
ь2

келиб читали. Бу эса эллипс ординаталар укини Вх(0; Ь) ва В2(0; 
— Ь) иуцталарда кесиб утишини билдиради.

Агар у =  0 булса, у холда (36.1) тенгламадан =  I ёки х  =
=  ±  а булиши келиб чикади. Бу эса эллипс абсцнссалар укини 
А (°; 0) ва /12(— а; 0) нукталарда кесиб утишини билдиради.

Чизикнинг симметрия уклари билан кесишиш нукталарини чизи^- 
нинг учлари деб атаймиз Эллипснинг учлари орасидаги масофалар 
I^i^42 I = 2 a, j B jB ,j =  2Ь унинг уклари деб аталади. Уклардан кат- 
таси катта ук, иккипчиси эса кичик ук деб аталади. а ва Ь лар 
ярим ytyiap дейилади

К о о р д и н а т а л а р  н и н г  у з г а р и ш  со  ^ ас  и. Эллипснинг 
(36 1) тенгламасидзн куриниб турибдики,

—  <  1 ва — ёки х2 <  а2 ва у 3 <  Ь2.
а 2 б2

Бундай х ва у координаталарнинг узгариш сохаси келиб чикади:

— a ^ X i ^ a ,  — b ^ y ^ b .

Эллнпснинг снмметриклигига асосан уни фа^ат биринчи чоракда тек- 
етарли. Биринчи чоракда эллипс тенгламасини у  =

х2 курннишда ёзиш мумкин. Бундан х координата 0

дан и гача ортса, у координата Ь дан 0 гача камаяди. Демак, 
(36 1) эллипс чегараланган 
чизие\, у маркази координа­
талар бошида > а̂мда томон- 
лари 2а ва 2b булган туг­
ри туртбурчак ичида жой- 
лашган (41-шакл).

Ф о к у с л а р .  Фараз ки- 
лайлик с >  6 булсин. Эл­
липснинг катта у^ида фо­
куслар деб аталадиган Fx{c,
0) ва F2(—c, 0) нукталар 
мавжуд булиб, улар ушбу 
хоссага эга: Эллипснинг ис- 
талган М(х, у) ну^тасидан 
Ft ва F2 фокусларгача бул-

шириш 
ь

= —  |  a  
a
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ган масофалар йигиндиси узгармас катталик булиб, катта уц узун­
лиги 2а га тенг. Ха^икатан хам, М(х, у) эллипсга тегишли булсин 
ва

| MFr | =  1 ( x - c f + y 2, | MF21 =  i (х + сГ -+ у\  | MFl \+ \M F i \ =  2a 
ёки

1 {x— c f + y 2+  y  {x +  c f  +  у - =  2a,
бундан

2a—^ (x + c ) 2+ y 2 = i  (x—c)2+ y 2.

4 fl2 — 4a , '  (x+ c)2+ y 2 +  (x +  с)'2 +  У2 =  (x -  c)2 +  y \
4a2 +  4cx — 4сц (x + c f + y 2 ёки c2 +  cx ~  a / (x-\-c)z+ y 2.

Бу ердаи
a4 +  2a2cxl+ c2x2 =  a2(x2 - f  2xc +  c2 +  y2), 

x2(fi- — c2) +  a2y3 =  a 2(a2 — с2).
Бундан

y2 »/2
■ ^ + - r h  =  l (36.2)

тенглама келиб чикади. (36.2) ни (36.1) билан та^ослаб, ушбуга 
эга буламнз:

а2 — с2 =  Ь2 ёки с — | а 2 — 62.

Хоссанинг тугрилиги исботланди.
Фокуслар орасидаги | F̂ F* | =  2с масофа эллипснинг фокус масо- 

фаси деб аталади; бундан с =  | а2 — Ь-, с <  а лиги равшан, шу- 
нинг учун фокуслар ва А2 лар орасвда жойлашган. Эллипснинг 
фокуслар жойлашган катта уци яна фокал уц деб ^ам аталади. 
| MFi I ва \MF21 катталиклар фокал раднуслар деб аталади, ^амда 
гх ва г, билаи белгиланади.

Шундай цилиб, эллипсга куйидагича геометрик таъриф бериш 
мумкин: эллипс деб текисликдаги шундай нукталарнинг тупламига 
айтиладики, бу нукталарнинг .\ар биридан шу текисликнинг фокус­
лар деб аталувчи икки ну^тасигача булган масофалар йигиндиси 
узгармас мнедордир.

сэ к с ц е н т р и с и т е т  в а д и р е к т р и с а л а р  е =  -jp  катталик 
эллипснинг эксцентриситети деб аталади. О <Са булгани учун
0 < е < 1 .  х =  —  ва. х = -----— тугри чизиклар эллипснинг дирек-

8 8

трисалари деб аталади. Эллипс учун е<С 1 булгани сабабли х^>а 
(I ва IV чоракларда) ва х < — а (II ва III чоракларда), эллипс­
нинг директрисалари бу эллипсдан тацщарида жойлашган тугри 
чизшушрдир. Ушбу тасдик уринли. Эллипснинг исталган М 
ну^тасидан Fx (ёки F2) фокусгача булган масофа билан мос дирек-
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трисагача булган масофалар нисбати узгармас катталик булнб, е 
эксцентриситетга тенг, яъни — е ва г}  — е; бу ерда dL ва d , —

й  1 Gj
эллипснинг М ну^тасидаи директрисаларгача булган масофалар.

1-мисол.  Эллипснинг катта у^и 2а =  8 ни ва директрисалар 
орасидаги масофа —  =  16 ни билган холда унинг каноник тенгла­
масини топинг.

2 у2 ^
Ечиш.  Эллипснинг каноник тенгламасн-^- +  -р- =  1 куриниш- 

да эканн маълум. Бундаги а ва Л кийматларни топиш лозим. 2 а = 8  
шартдан а — 4 булиши келиб чикади. Иккинчи шарт — = 1 6  дан

1 с  
е =  —  экани келиб чикади. Бирок е =  — , шу сабабли

О.

с =  а е  =  4- —  =  2, Ь2 =  а 2 — с2 =  42 — 22 =  12,
2

бу ердан & =  2 |А3.
Шундай ^илиб, эллипснинг изланаётган каноник тенгламасн цу- 

йидаги куринишда булади:

—  + —  =  1 .
16 12

2. Гипербола. Каноник тенгламасн

(36.3)

булган иккинчи тартибли эгри чизик гипербола деб аталади.
Гиперболанинг шаклн ва хоссаларини унинг тенгламани ёрдами- 

да текширамиз.
С и м м е т р и я .  (36.3) тенгламага координаталариинг фацат квад­

рат лари киради, демак, гипербола координата утуюрига ва коордн­
ната бошига нисбатап симметрик чизи^дир. Координата уклари унинг 
симметрия уклари, координаталар боши эса симметрия маркази бу­
лади

К о о р д и н а т а  у к л а р и  б и л а н  к е  си шиши.  Агар х = 0  булса
(36.3) тенглам адан---- 1 булиши келиб чикади. Бунинг були-
ши мумкин эмас. Шу сабабли гипербола Оу ординаталар у^иии кес- 
майди

/?,(0; Ь) ва В,(0; — Ь) ну^талар мав%ум учлар, \В ХВ2\ кесма 
мавцум ijn деб аталади. Агар у  =  0 булса, у >;олда (36.3) тенг- 

х ‘̂ламада =  1 ёки х = ± а  булиши келиб чикади. Шу сабабли
гипербола Ох абсциссалар уцини А у(а\ 0) ва А2(—а; 0) ну^таларда 
кесиб утади. Бу ну^талар гиперболанинг усщиций учлари деб ата­
лади. =  2а гиперболанинг %ащщий щи, а ва Ь лар эса %а- 
циций ва мав\ум ярим уклари дейилади.
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К о о р д и и а т а л а р н и н г  у з г а р и ш  с о ^ а с и .  (36.3) тенгла-
мадан —  >  1 булиши куриниб турибди, бундан х- >  а2 ёки х >  а 

с2
ва х < :— а булиши келиб чи^ади. (36.3) тенгламадан у  =
=  ± — I хг — а2 ни .\оеил киламиз, бундан х координата а дан оо 

а
гача ортганда у  координата 0 дан ±  оо гача узгариши, х коорди­
ната — а дан — оо гача камайганда у  координата 0 дан ±  оо га­
ча узгариши келиб чикади. Демак, гипербола чегараланмаган чизиь; 
булиб, у х =  а ва х =  — а турри чизщушр билан чегараланган со- 
хадан таищарида жойлашган ва иккита тармо^ка эга.

Ф о к у с л а р .  Гиперболанинг ^а^иций укида фокуслар деб ата- 
ладиган иккита ну^та FY(c\ 0) ва Fs{ — с; 0) мавжуд булиб, улар 
учун ушбу хосса уринли: гиперболанинг исталган М(х; у) ну^таси- 
дан Fx ва Р2 фокусларгача булган масофалар айирмаси узгарма 
катталик булиб мусбат ёки манфий ишора билан олингаи фокал ук 
узунлиги 2а га тенг.

Ха^и^атан ^ам. М(х\ у) гиперболага тегишли булсин, у ^олда

IMFl | = / ( х - с ) - + у \  \MFz \ = y r { x + c f + y 2, J MF1 | — | MF2\ =  ± 2 а  
ёки

\ г(х—с)-+у- —у л(х+ с)2+ у 2 =  ±  2а,

V  (х—с)-+ у-  =  ±  2а +  1 (х+ с)2+ у 2,

(х -  с)2 +  у 2 =  4а°- ±  4а, r{ x + c f + y 2 +  (х +  c f  +  у \

4 а- +  Асх =  ± 4 fl| А(х+с)2+«/2, 

а? +  сх =  ± а \  (х+с)2+ у 2,
бундан

а4 +  2а~сх +  сгх~ =  а2(х2 +  2хс +  с2 +  г/2),
(с2—а2) х2 — а2у2 =  а2(с2 — о2),

ёки

(36.4) ва (36.6) ни таццосласак, с- — а2 =  Ъ~ деган хулосага кела- 
миз ёки с = 7  а- +  Ь~. Хоссанинг туррилиги исботланди.

Фокуслар орасидаги масофа эллипсдаги каби гиперболанинг фо­
кус масофаси деб аталади: | =  2с, бу ерда с =  ^  а1 +  Ь2. 
Равшанки, с > а ,  шу сабабли фокуслар 2а ^а^икий уадан таищари- 
да жойлашган. Бу фокал у^ деб ^ам аталади. \MFX\ ва | MF2 1 
катталиклар фокал радиуслар деб аталади, ^амда гх ва г2 билан 
белгиланади.

Шундай ^илиб, гиперболага куйидагича геометрик таъриф бери- 
шимиз мумкин: гипербола деб текисликдаги шундай нуцталарнинг 
тупламига айтиладики, бу ну^таларнинг j^ap биридан шу текислик-



У

42- шакл.

нинг фокуслар деб аталувчи икки ну^тасигача булган масофалар 
айирмаларининг абсалют ^ийматлари узгармас микдордир.

« Ь ьЛ с и м п т о т а л  ар.  у  =  -— х ва у  =  — ■— х тутри чизиклар ги-
а а

перболанинг асимптоталари деб аталади. Улар ушбу хоссага эга: 
гиперболанинг ихтиёрий М нуктасидан унга якин асимптотагача 
булган масофа М  ну^та гипербола буйлаб кучиб, чексиз узо^лаш- 
ганида нолга интилади (42-шакл).

Э к с ц е н т р и с и т е т  ва  д и р е к т р и с а л а р .  е =  —  катталнк
а

эллипсдаги каби гиперболанинг эксцентриситета деб аталади. с > а
булгани учун е >  1. х =  —  ва х =  — —  тугри чизиклар дирек-

е е
трисалар деб аталади. Гипербола учун г >  1, у холда x < ia  (I ва IV 
чоракларда) ва х >  — а (II, III чоракларда), яъни гиперболанинг ди- 
ректрисалари унинг учлари орасида жойлашган тугри чизщлардир. 
Эллипсдаги каби ушбу хосса бу ерда ,^ам уринли: гиперболанинг 
исталган М  нуктасидан Fx (ёки F2) фокусгача булган масофа билан

1 мос директрисагача булган масофалар нисбати узгармас катталик 
булиб, е эксцентриситетга тенг, яъни
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бу ерда dt ва d2 — гиперболанинг М ну^тасидан директрисаларгача 
булган масофалар.

2 - м и с о л .  Гиперболанинг асимптоталари тенгламалари у  =
=  —  х ва у  — -----—х хамда фокуслари орасидаги масофа 2с =  203 3
булса, унинг каноник тенгламасини тузинг.

Ечи'ш.  Гиперболанинг каноник тенгламасн —-------у—=  1 эди. а
а2 Ьг

ва Ь нинг ^ийматларини топамиз. Масала шартидан 2-с =  20, демак,
с --  10, бундан таищари, у  =  + — х, демак, —  =  — , Ь2 =  с2 — а-

3 а 3
булгани учун бу тенгликка Ь =  — а ва с =  10 ни ^уйиб ^уиида-

3
гини оламиз:

— а* =  100 — а \
9

бундан а2 — 36, а =  6. Эиди Ь ни ^ам ани^лаш мумкин:
62 =  102 — 62 =  64 ёки 6 =  8.

Шундай цилиб, гиперболанинг изланаётгаи каноник тенгламасн куйи- 
дагнча булади:

JHL — -у1 =  i
36 64

3. Парабола. Каноник тенгламасн
У2 =  2рх (36.5)

куриниишда булган иккинчи тартибли эгри чизиц парабола деб ата­
лади. Бу тенгламадан х координата билан р параметрнинг ишорала- 
ри бир хил булиши кераклиги келиб чицади. Аниклик учун р >  0 
деймиз.

С и м м е т р и я .  (36.5) тенгламадан куринадики, х нинг мумкин 
булган ^ар бир кийматига у  нинг ишора буйича карама- ^арши ик­
кита ^иймати^мос келади, чунки у =  ± 1  2рх. Шу сабабли Ох у^и

параболанинг симметрия у^и деб атала­
ди (43-шакл).

К о о р д и н а т а  у к л а р и  б и л а н  
к е с и ш и ш  и. Агар х =  0 булса, у хол- 
да (36.5) тенгламадан у =  0 булиши ке­
либ чикади. Шу сабабли парабола Оу 
у^ини параболанинг учи деб аталадиган 
0(0;0) нуцтада кесади. Шундай цилиб, 
парабола координаталар бошидан утади.

К о о р д и н а т а л а р н и н г  у з г а р и ш  
с о ^ а с и .  Парабола тенгламасвдан кури- 

43-шакл. надики, х координата 0 дан + оо  гача
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У3гарганда (р >  0 булган холда) у  координата 0 дан ± о о  гача уз-
гаради. Демак, парабола чегараланмаган чизи^.

П а р а б о л а н и н г  ф о к у с и ,  д и р е к т р и с а с и  ва э к с ц е н т -

директрисаси деб аталади ва улар ушбу хосса билан богланган: 
параболанинг исталган ну^тасидан фокусгача ва директрисагача 
булган масофалар узаро тенг. ^аки^атан, М(х; у) ну^та парабола-

Шундай килиб, хоссанинг тугрилиги исботланди.
Демак, параболага ^уйидагича геометрик таъриф беришимиз 

мумкин: парабола деб текисликнинг фокус деб аталувчи берилган 
F нуцтасидан ва директриса деб аталувчи берилган тугри чизиадан 
тенг узоцликда жойлашган барча ну^талари тупламига айтилади.

| OF | =  -у- масофа фокус масофа. Ох симметрия у^и фокал yî

деб аталади. \M F\ катталик фокал радиус деб аталади ва г =  | MF \ 
билан белгиланади. М нуктадан директрисагача булган масофани d 
ор^али белгиласак, яъни / MN | =  d, у >*олда исботланган хоссани 
бундай ёзиш мумкин:

Эллипс ва гиперболанинг хоссаларини ёдга олсак, параболанинг 
эксцентриситета бирга тенг деб ^исоблаш мумкин, яъни 8 = 1 .  Па­
рабола асимптоталарга эга эмас.

И з о х .  Агар параболанинг фокал уки Оу у^и сифатида олннса, 
парабола тенгламасн ушбу куринишни олади: х- =  2ру.

3 - м и с о л .  Параболанинг у 2 =  Ах каноник тенгламасн берилган. 
Директриса тенгламасини тузинг ва фокуснинг координаталарини 
топинг.

рис и те т и .  Симметрия у^ида (Ох у^ида) жойлашган

нукта параболанинг фокуси деб, х = -----тугри чизик эса унинг

у J ну^та директрнсага тегишли булсин, у ^олда

\MF\ =  \M N \
еки

рх +  —— f- у- — х~ +  рх +
4 4

бу ердан
у 2 =  2рх.

г =  d ёки =  1. 
d
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Ечиш.  у2 =  2рх каноник тенглама билан такфсласак, 2/7 =  4 
деган хулосага келамиз, яъни р =  2. Парабола директрисаси х =
= -----— куринишда, фокус координаталари х =  — , у =  0 булгани

учун директриса тенгламаси х =  — 1 ва фокус F(l] 0) булади.

У з- у  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о'л л а р

1. }ушдай чизиц эллипс деб аталади? Унннг каноник тенгламасини ёзииг.
2. К,андай нуцта элчипс маркази деб аталади?
3. К,андай нуцталар эллипснинг уччари деб аталади?
4. Эллипснинг эксцентриситеги деб нимага айтилади ва у доимо кандай тенгсиз- 

ликни цаноатлантирад!?
5. Эллипснинг директрисаси нима? Эллипснинг фокуслари цаерда ётади?

Улар цандай хосса билан богланган?
6. Кандай чизиц гипербола деб аталади? Унинг каноник тенгламасини ёзинг.
7. Кандай нуцта гиперболанинг маркази деб аталади?
8. К,андай нуцталар гиперболанинг учлари деб аталади?
9. Гиперболанинг эксцентриситета деб нимага айтилади ва у  доимо цаидаи тенг- 

сизликни цаноатлантиради?
10. Гиперболанинг директригасн нима? Гиперболанинг фэкусларн цаерда ётадн?
11. Гиперболанинг асимптоталари нима?
12- Кандай чизи к; парабола деб аталади? Унинг каизник тенгламасини ёзинг.
13. Параболанинг фэкуси ва директрисаси нима? Улар ^андэй хосса билан боглан­

ган?
14. 1 7 9 — 193,  211 —- 2 1 3 -масалаларни ечинг.

37-§. Иккинчи тартибли сиртлар

Маълумки, фазодаги сирт учта узгарузчи х, у ва г ни боглай- 
диган тенглама билан аншуганади.

х, у ва г га нисбатан иккинчи даражали алгебраик тенглама 
билан ани^ланган сирт иккинчи тартибли сирт деб аталади. Бун­
дай сиртнинг умумий тенгламаси ^уйидаги куринишда буладн:

Ах~+ By2 +  Сг- +  2 D x z  +  2 Е  у г +  2F х у  +
-f- ах -}*■ by +  cz “I* cl =  0, (37.1)

бунда А, В, С, D, Е, F коэффициенглардан а^алли биттаси нол- 
дан фарцли. А, В, С, D, Е, F, а, Ь, с, d узгармас коэффициент- 
ларнинг ^ийматларига боглик равишда бу тенглама турли сиртларни 
ани^лаши мумкин. Масалан, А =  В =  С =  1, D =  £  =  F =  0, а =  
=  Ь =  с =  0, d =  — R1 булса, бу тенглама х2 +  у2 +  г 2 =  R2 кури­
нишни олади, бу эса, маълумки, радиуси R ва маркази координа- 
талар бошида булган сфера тенгламасидир. Лгар маркази Oj (<с0: у0\ 
z0) нукдада булган сферани карайдиган булсак, унинг тенгламаси 
бундай булади:

(х.—'л )2 +  (У — УоТ +  (2 — 20)2 =  R2.
Буни

*2 + \у \ +  22 2 хх0 2 уу0 — 2 220 +  х20 +Уо +  2о — R2 =  0
куринишга келтирамиз ва сиртнииг умумий тенгламаси (37.1) билан 
солиштирамиз. Равшанки,
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44- шакл. 45- шакл.

А =  1, В =  1, С =  1, D =  E =  F =  0, с  =  — 2 х0, Ь =  — 2 у 0, 
c = — 2 z0, d = x l  +  y20 +  z20 — R2.

Шундай килиб, сфера иккинчи тартибли сиртдир. Иккинчи тартибли 
сиртларнинг хусусий холларини куриб чиедмиз.

1. Ясовчилари координата у^ларидан бирига параллел булган 
сиртлар. Бирор берилган чизтши кесувчи тугри чизикнинг бу чи- 
зи^ буйлаб ва берилган йуналишга параллел харакатидан з^осил 
булган сирт цилиндрик сирт деб аталади. Даракатланувчи тугри 
чизи^ ясовчи, берилган чизик эса йуналтирувчи деб аталади.

Ясовчи Ог у еда параллел, йуналтирувчи чизи^ эса Оху текис­
ликда ётадиган ва F (х, у) — 0 тенглама билан анщую надиган хол- 
ни к;араймиз (44- шакл). Сиртнинг ясовчисида ихтиёрий М (х, у , г) 
нуцта оламиз, унинг биринчи иккита координатаси N (х\ у; 0) ну^~ 
та координаталарн билан бир хил булади. Шу сабабли цилиндрик 
сиртнинг М (х; у, г) ну^тасининг координаталарн йуналтирувчи чи- 
зик тенгламасн F (х, у) =  0 ни едноатлантиради.

Демак, бу тенглама ясовчилари Ог уеда параллел цилиндрик 
сиртнинг тенгламасидир. Шундай ^илиб, г  координатани уз ичига 
олмаган ва фазода царалаётган F (х, у) =  0 тенглама ясовчилари Ог 
у еда параллел ва йуналтирувчиси Оху текисликда уша тенглама 
билан ани^ланадиган цилиндрик сиртни аншутайди. Шунга ухшаш 
х координатани уз ичига олмаган F (у, г) =  0 тенглама ва у коор- 
динатани уз ичига олмаган F (х, г) =  0 тенглама ясовчилари мос 
равишда Ох ва Оу у^ларга параллел булган цилиндрик сиртларни 
ани^лайди.

1- ми со л у2 +  г- =  R2 тенглама билан аншутнадиган сирт ци­
линдрик сирт булиб, у доиравий цилиндр деб аталади. Унинг ясов­
чилари Ох уеда параллел, Оуг текисликдаги йуналтирувчиси эса ра- 
диуси R ва маркази координаталар бошида булган у- +  z2 =  R2 
айлана тенгламасидир (45- шакл).

2 - ми со л. Ушбу
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46- шакл. 47- шакл.

тенглама билан ани^ланаднган цилиндрик сирт эллиптик цилиндр 
деб аталади. Унинг ясовчилари Ог уеда параллел, Оху текисликда­
ги йуналтирувчиси эса ярим уклари а ва Ь булгаи эллипсдир 
(46- шакл).

3- м ис ол .  Ушбу

о2 fc2
тенглама билан аншуинадиган цилиндрик сирт гиперболик цилиндр 
деб аталади. Унинг ясовчилари Ог уеда параллел, Оху текисликда­
ги йуналтирувчиси эса ,\аедкий уед а ва мав\ум уед b булган 
гиперболадир (47- шакл).

4- м и с о л .  Ушбу
х2 =  2 рг

тенглама билан аншуинадиган цилиндрик сирг параболик ци гиндр 
деб аталади. Унинг ясовчилари Оу уеда параллел, Охг текисликда­
ги й\налтирувчиси эса парабочадир (48-шакл).

2. Айланиш сиртлари. Оуг текисликдаги F(y, г) =  0 тенглама 
билан берилган L чизицни едрайлик. Бу чизикнинг Оу у^и атрофи- 
да айланишидан ,\осил булган сиртнинг тенгламасини топамиз. Бу 
сиртда ихтиёрий М (х; у; г) нуктани оламиз ва у ор^али айланиш 
уедга перпендикуляр текислик утказамиз. Кесимда маркази айланиш 
уеддаги /V (0; у; 0) ну^тада булган айлана ^осил булади. Бу айла- 
нанинг радиуси х- +  г2 га тенг (49- шакл). Лекин, иккинчи то- 
мондан, бу радиус берилган L чизи^ М л (0, Y; Z) ну^таси аппликата- 
синииг абсолют едйматига тенг. Бу ну^танинг ординатаси у га тенг. 
Демак, берилган тенгламада

Y =  у, Z =  ±  у х2 +  г~



л
48- шакл. 49- шакл.

(.Vfj нуктанинг координаталари) деб изланаётган айланиш сиртининг 
ушбу тенгламасини хрснл киламиз:

Шундай цилиб, L чизикнинг Оу уки атрофида айланишидан хосил 
булган сирт тенгламасини олиш учун бу чизиь; тенгламасида г ни 
±  I а‘- +  г2 га алмаштириш керак. Шунга ухшаш коида чизш-̂ лар- 
нинг боцща координата уклари атрофида айланишидан хосил бул­
ган снртлар учун хам уринлидир.

5- м и с о л .  Охг текисликда жойлашган

эллипснинг Ох уци атрофида айланишидан ^оснл булган сирт тенг­
ламасини г ни ±  Y  У2 -Ь г2 га алмаштириб, х координатанн зса уз- 
гаришсиз цолдириб э^осил циламиз, яъни

Агар эллипс Ог уки атрофида айланаётган булса. у \олиа унинг 
тенгламасида х координатани ±  i х2 4- у- га алмаштириш, г коор- 
дннатани эса узича колдириш лозим. Натижада

± 1  х2 +  22) =  0.

V2 +  у2 , £ 2
_ О О

Z
1

50- шакл,
X
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булади. Хосил булган сиртлар айланиш эллипсоидлари деб аталади. 
а =  с булганда сферага эга буламиз (50- шакл).

6 - ми с о л .  О у г  текиеликда жойлашган

* ! _ i 1 = 1  
ь2 с2

гиперболанинг Ог уци атрофида айланишидан ^осил булган енрт 
тенгламаси

х2 +  у2
ь2 ^  =  1

булади. Бу бир паллали айланиш гиперболоиди деб аталадиган 
сиртдир.

Агар шу гиперболанинг узини Оу у^и атрофида айлантирилса,
>̂ осил булган сирт =  1 тенгламага эга булади. БуЬ2 с2
икки паллали гиперболоид деб аталадиган сиртдир (51-шакл).

7 - мис о л .  О у г  текиеликда жойлашган у 2 — 2рг  параболанинг 
Ог у^и атрофида айланишидан ^осил булган сирт тенгламаси

х3 +  у2 =  2 рг
булади. Бу айланиш параболоида деб аталадиган сиртдир (52-шакл).

3. Конуссимон сиртлар. Конуссимон сирт деб конуснинг учи 
деб аталадиган берилган нуктадан утувчи ва конуснинг йуналтирув-

чиси деб аталадиган берилган чизикни ке- 
сувчи барча тугри чизиклардан ташкил топ­
тан сиртга айтилади. Бунда берилган нуц- 
та берилган чизи^да ётмайди. Конуссимон 
сирт ташкил этадиган тугри чизи^лариинг 
j;ap бири конуснинг ясовчиси деб аталади.

Учи коордннаталар бошвда булган ик­
кинчи тартибли конуссимон сирт ^ар доим 
х, у ва г  координаталарга нисбатан иккин­
чи даражали бир жинсли тенглама билан

ПО



берилишини исботсиз айтиб утамиз.
Масалан, х2 +  у 2— г2 =  0 тенглама 
учи координаталар бошида булган дои- 
равин конусни аниклайди (53- шакл).

38- §. Асосий иккинчи тартибли 
сиртлар тенгламаларининг каноник 
шакли. Сиртларни кесимлар усули 

билан текшириш

Иккинчи тартибли сиртлар тенгла- 
маларннинг каноник шаклларини ка- 
раймиз. Бу сиртларнинг хусусияти 
шундаки, координата уклари улар 
учун симметрия уклари булади, улар­
нинг учи ёки симметрия маркази эса 
координаталар боши билан устма-уст 
тушади. Сиртнинг тенгламасн буйича 
унинг куриниши хасида кесимлар усу­
ли ёрдамида тасавсур .^осил килиш мумкин булнб, у куйндаги- 
дан иборат. Берилган сирт координата текисликлар» ёки координата 
текисликларига пара тлел текисликлар билан кесилади ва олинган 
кесимларнинг тури буйича сирт тури текшнрилади.

1. Эллипсоид. Каноник тенгламасн

53- шакл.

1 (38.1)

курннишда булган иккинчи тартибли сирт эллипсоид деб аталади, 
бу ерда а, Ь, с — берилган узгармас мусбат сонлар.

Эллипсоидиинг шаклини аншугаймиз. (38.1) тенглама коэрдшп- 
таларнннг фа^ат квадратларини уз ичига олади. шу сабабли эллич- 
соидга М (.х; //; г) ну^та тегишли булса, у холда унга ншораларн 
истатганча комбинацияланган М (± х ;  ±  у, ± z )  ну^талар ,\ам киоя- 
ди. Демак, эллипсоид координаталар боши ва координата yiyiapnia 
нисбатан симметрикдир.

Бу эллипсоидни координата текисликлари билан кесимларнпп 
каранмш. Эллипсоид О х у  координата текислиги (z =  0 текислик) 
билан кеснлганда ярим уклари а ва b булган

— Ч- — =  1 *
а2 Ь2

эллипс хосил булади. Эллипсоид О у г  координата текислиги (х =  О 
текислик) билан кесилганда ярим уклари Ь ва с булган

/<2 ->2 
^ -  +  — =  1 
62 с2

эллипс ^осил" булади. Эллипсоид Охг координата текислиги 
текислик) билан кесилганда ярим уклари а на с булган

г2 г2
— +  — =  1

(«/ =  О
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эллипс -^осил булади. Эллипсоиднинг О х у  координата текислигнга 
параллел z = h  текислик билан кесимнни курамиз.

тенгламани оламиз. Агар h =  ± c  булса, у ^олда (38.2) тенглама

зи^ мавхум эллипсни аниклайди, яъни эллипсоиднинг z =  h текис- 
лик билан кесишиш нуцталари йук.

Агар \h\ <  с булса, у ^олда (38.2) ни бундай ифодаташ мум­
кин:

булган эллипсни аниклайди. |h\ камайганда а, ва Ь1 нинг ций,мат- 
лари орта боради ва энг катта ^ийматларига h =  0 да эришади. 
У холда эллипсоиднинг О х у (г =  0) координата текислиги билан 
кесимида ярим у ь; лари =  a, bt = b  булган энг катта эллипс ^о- 
сил булади.

Шундай и,илиб, ^аралган кесимлар эллипсоидни ёш«\ овал сирт 
сифатида ифодалаш имконинн беради. а, Ь, с катталиклар эллнп- 
соиднинг ярим щлари деб аталади, Агар а, Ь, с сонлар орасида 
тенглари булмаса, эллипсоид уч учли эллипсоид деб аталади. Агар
а, Ь, с сонлар орасида цандайдир иккитаси узаро тенг булса, у ^ол- 
да айланиш эллипсоидига эга буламиз (54-шакл).

2. Бир паллали гиперболоид. Каноник тенгламаси

Ушбу
h*
с2 (38.2)

куринишга келади, у (0; 0; ±  с) ну^таларга айлаиади
Агар \Ы >  с булса, у холда — +  — <С0 булади ва (38 2) чи-

а2 Ь2

Бу тенглама z =  h текиеликда ярим у^лари

z
У 2 tJ2 2 2
— +  ~  — — =  1 (38.3)
а2 й2 с2 '

булган сирт бир паллали гиперболоид 
деб агалади, бу ерда а, Ь, с — берилган 
мусбат сонлар.

54- шакл.

■У Бир паллали гиперболоиднинг шакли- 
ни атцлаймиз. (38.3) тенглама коорди- 
наталарнинг фа^ат квадратларини уз ичи­
га олади. Шу сабабли бу сирт координа- 
талар боши ва координата у^ларига нис­
батан симметрик.
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Гиперболоиднинг координата текисликлари билан кеснмини ка- 
раймиз.

Гиперболоиднинг Оху (г =  0) координата текислиги билан кеси-
мида ярим уклари а ва Ь булган — 4- — =  1 эллипс хосил була-

а2 Ь2
ди. Гиперболоиднинг Охг(у =  0) координата текислиги билан ке- 
симида ярим уклари а (ха^и^нй ук) ва с (мавхум у к) булган

2 ̂
— — =  1а с2

гипербола ^осил булади. Гиперболоиднинг Оуг (х — 0) координата 
текислиги билап кесимвда ярим уклари а вл с булган

Hi — —  =  1
Ь2 2г

гипербола хосил булади.
Берилган гиперболоиднинг Оху коорднната текислигига парал­

лел z = h  текислик билан кесимини ^араймиз. Ушбу тенгламани 
оламиз:

— + — =  ! +  — 
а2 Ь2 с2

ёки
х̂  у̂

Бу тенглама z — h текисликда ярим уклари

а

булган эллипсни аниклайди. Бу ярим у^лар энг кичик кийматлари- 
га /i =  0 да эришади, яъни берилган гиперболоиднинг Оху (г =  0) 
координаталар текислиги билан кесимвда ах =  а ва by =  Ъ ярим у^- 
ли энг кичик эллипс ^осил булади. /г->-оо да а, ва Ь, нинг к̂ ий- 
матлари чексиз ортади. Шундай кдшиб, бу куриб чи^илган кесим­
лар бир паллали гиперболоидни Оху текисликдан (иккала томонга) 
чексиз узо^лашилган сари кенгайиб борадиган чексиз труба сифати­
да тасвирлаш имконини беради. а, Ь, с катталиклар бир паллали 
гиперболоиднинг ярим уклари деб аталади. Агар а =  b булса, 
у ^олда бир паллали айланиш гиперболоиди ^осил булади (55-шакл).

3. Икки паллали гиперболоид. Каноник тенгламасн

—  +  ^  — — =  — 1 (38.4)
а2 Ь* с*

булган иккинчи тартибли сирт икки паллали гиперболоид деб ата­
лади, бунда а, Ь, с — берилган узгармас мусбат сонлар. (38.4) тенг­
лама координаталарнинг фа^ат квадратларини уз ичига олади, шу 
сабабли сирт координата у^ларига ва координата бошига нисбатан
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симметрии. Гиперболоиднинг Oxz (у =  0) координата текислиги би­
лан кесимида ярим уклари а (мавхум уц) ва с (ха^и^ий у^) булган

гипербола хосил булади. Гиперболоиднинг О у г  (х =-- 0) координата 
текислиги билан кесимида ярим уклари b (мавхум у^) ва с (хаки- 
^ий ук) булган

У- ^  ^  j 
Ь2 с2

гипербола хосил булади. Гиперболоиднинг Оху координата текис- 
лигига параллел г =  h текислик билан кесимини курамиз:

дг2 у 2 h2 . ..----- h —  = -------1 еки
а2 62 с2 к2 + =  I. (38.5)

(38.5) тенгламадан келиб чи^адики, |/г| >  с булганда текислик ги- 
перболоидни

ярим уцли эллипс буйича кесади ва h -> оо да аг, Ьх лар ортиб бо- 
ради. )г =  ± с  булганда (38.5) тенгламани (0; 0; с) ва (0; 0; — с) 
нуцталар ^аноатлантиради (яъни г =  ±  с текисликлар бу сиртга 
уринади). h<Zc булганда (38.5) тенглама мавхум эллипсни аии^- 
лайди, яъни гиперболоид г =  h текислик билан кесишмайди.

Шундай ^илиб, куриб чи^илган кесимлар икки паллали гипер- 
болоидни иккита алохида палладан иборат сир г сифатида тасвирлаш 
имконини беради. а, Ь, с катталиклар икки паллали гиперболоид­
нинг ярим у^лари деб аталади. Агар а =  b булса, у холда икки 
паллали айланиш гиперболоиди хосил булади (56- шакл).

4. Эллиптик параболоид. Каноник тенгламаси

+  —  =  2г  
я

55- шакл.

булган иккинчи тартибли сирт эллиптик па­
раболоид деб аталади, бу ерда р ва q бир 
хил ишорали берилган сонлар (масалан, 
р >  0, q >  0).

Эллиптик параболоиднинг шаклини аник- 
лаймиз. (38.6) тенглама х ва у  координата- 
ларнинг квадратларини уз ичига олади, ш\ 
сабабли М (х; у, г) нукга параболоидга те- 
гишли булса, унга ишораларн исталганча 
алмаштирилган М (±  х; ± у \  г) нукталар 
Хам тегишли булади. Демак, сирт Охг, Оуг 
координата текисликларига ва Ог коорди­
ната у^ига нисбатан симметрик. Параболо-

114

(38.6)

Г* 11*— +  А  = 2  h
Р Q

еки ■* , у 
2 ph  2 qh

(38.8) тенгламадан куринадики, h >  0 булганда г 
липтик параболоидни ярим уклари

=  1. (38.8)

h текислик эл-

ах =  7 2 ph =  j 2 qh

булган эллипс буйича кесади. h оо да ^  ва’ ^  иинг катталикла- 
ри ортади. h =  0 да эллипс ну^тага айланади (г]= 0 текислик бе­
рилган параболоидга уринади). h<z0  булганда (38.8) тенглама 
мавхум эллипсни аниклайди, яъни г =  h текислик параболоид билан 
кесишмайди.

Шундай ^илиб, куриб чи^илган 
бу кесимлар эллиптик параболоид- 
ни чексиз каваРиК идиш сифатида 
тасаввур ^илишга имкон беради.

О (0; 0; 0) нукга эллиптик пара­
болоиднинг учи, р ва  q сонлар унинг 
параметрлари деб аталади. р =  q 
булганда айланма параболоид хо­
сил булади (57- шакл).

5. Гиперболик параболоид. Ка­
ноник тенгламаси

у2
— — —  — 2 г  (38.9)
Р Q

булган иккинчи тартибли сирт ги­
перболик параболоид деб аталади,

1 i f ;

57- шакл.

нднинг координата текисликлари 
билан кесимини ^араймиз. Пара­
болоиднинг Охг (у = 0 ) коорди­
ната текислиги билан кесимида 
учи коордннаталар бошида ва 
симметрия уки Ог булган

у2 =  2 qz
56- шакл.

парабола хосил булади.
Параболоиднинг Оху координата текислигнга параллел г =  h 

текислик билан кесимини ^араймиз:

х2 = 2 p z  (38.7)

парабола х;осил булади. Парабо­
лоиднинг Оуг (х =  0) координа­
та текислиги билан кесимида учи 
коордннаталар бошида ва симме­
трия уци Ог булган



бу ерда р ва q бир хил ишорали берилган сонлар (масалан, р > 0 , 
<7> 0).

Гнперболик параболоид шаклини аншушймиз. (38.9) тенглама х 
ва у координатапарнинг квадратларини уз ичига олади, шу сабабли 
бу сирт координата текислигига ва Ог у^ига симиетрик.

Параболоиднииг координата текисликлари билан кесимларини 
Караймиз. Параболоиднииг O xz  координата текислиги билан кеси- 
мида учи координаталар бошида, симметрия уци Ог булган

х- =  2 рг
парабола хосил булади. Бу парабола ю^орига йуналган.

Сиртнинг Oxz координата текислигига параллел у =  h текислик­
лар билан кесимида хам ю^орига йуналган

*■ =  2 p { z + f ,

парабола \осил булади.
Берилган параболоиднииг Оуг (х =  0) координата текислиги би 

лан кесимида пастга йуналган, Ог yi\K\a нисбатаи симметрии ва учи 
координаталар бошида булган парабола хосил булади.

Параболоиднииг Оуг координата текислигига параллел х - h те­
кислик билан кесимини караймиз. Ушбу тенгламани оламиз:

Бундан келиб чицадики, исталган х =  h кесимда пастга йуналган, 
параболоидда ётадиган парабола ^осил булади.

Ни\оят, параболоиднииг Оху координата текислигига параллел 
г - h  текисликлар билан кесимлариии цараймиз. Кесимда

у2 tl 2 v2
-i- — JL =  2 h ёки —-------- =  1

p q 2 ph 2 qh

чизиц хосил булади. Бундан келиб чикадики, h >  0 булганда ке­
симда Охг текисликни кесиб утадиган гиперболалар, /i С  0 булган-

58- шакл.
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д а  кесимда Oyz текисликни кесиб утадиган гиперболалар ^осил 
булади, h =  0 булганда гипербола кесишувчи тугри чизиклар жуфти

х у  _О в а  х -f- -  __О
» г  1 Q 1 р л ч

га айланади.
Шундай цилиб, куриб чикилган кесимлар гиперболик параболоид­

ни эгарсимон сирт сифатида ифодалашга нмкон беради. 0(0; 0; 0) 
ну!\та гиперболик параболоиднинг учи, р ва q сонлар эса унинг 
параметрлари деб аталади (58-шакл).

39- §. Чизикли сиртлар

Турри чизи^нинг харакатланишидан хосил булган сирт чизикли 
сирт, унда ётаднган тугри чизиклар эса ясовчилар деб аталади.

Иккинчи тартибли цилиндрик ва конус сиртлар бундай сиртлар- 
га мисолдир. Бир паллали гиперболоид ва икки паллали гиперболоид 
^ам чизикли сиртлар жумласига киради Ушбу бир паллали гипер- 
боловдни ^арайлик:

v2 I /2 у2
а1 о1 с2

Уни бундай ёзамиз;

х2 г2 , у 2 .. I х  . г \ ( х г \
- . - ё - ' — ё  еки U + T j U ' T j "

=  ( | - f j ( l + i ) .  (39 2)

Ушбу биринчи даражали тенгламалар системасиии ёзамиз:

i  +  (393)

)•
j _  У

а с к b

бу ерда k  Ф  0 — ихтиёрий сон.
k  нинг маълум ^ийматида бу тенгламалар фазода тугри чизикни 

аниклайди. Координаталари (39.3) системани каноатлантнрадиган хар 
кандай нукта (39.2) сиртда ёки шунинг узи (39.1) сиртда ётади. 
Шундай цилиб, (39.3) турри чизиклар оиласидаги хар бир тугри 
чизиц бир паллали гиперболоид да тула ётади.

Шунга ухшаш муло\азалар ёрдамида гиперболик параболоид
------ — =  2z сиртида .%ам турри чизикли ясовчилар жойлашганли-
Р Q

гига ишоич ,\осил ^илиш мумкин.
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1. Уч номаълумли иккинчи дзражали умумий тенглама к;айси шартлард ! марка­
зи координаталар бошида булган сферани ани^лайди?

2. Цилиндрик сиртнинг таърифйни айтиб беринг. Йуналтирувчиси О х у  текис- 
лнкда ётадиган ва ясовчнси Ог уеда параллел цилиндрик сиртнииг тенглама- 
сини келтириб чицаринг.

3. 1\унидагилар»и ёзннг: а) ясовчиси Ох уеда параллел эллиптик цилиндр тенг­
ламасини, б) ясовчиси Оу уеда  прраллел гиперболик цилиндр тенгламасини, 
в) Оху текислик симметрия текислиги ва ясовчилари Оу уеда параллел 
булган параболик цилиндр тенгламасини.

4 . Уч укли эллипсоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини кесим­
лар усули билаи текширннг.

5. Эллиптик параболоиднииг каноник тенгламасини ёзинг ва унннг шаклини ке­
симлар усули билаи текширинг.

6. Гиперболик параболоиднииг каионик тенгламасини ёзинг ва унинг шаклинн 
кесимлар усули билан текширинг.

7. Бир паллали гиперболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини 
кесимлар усули бнлан текширинг.

8. Икки паллали гиперболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклн- 
ни кесимлар усули билаи текширинг.

9 . f  (х, у) — 0 ясси чизикнинг Ох уед  атрофида айланишидан хосил буладиган 
сирт тенгламасн цандай курннишда булади?

10. х2 =  2 ру  параболанинг Оу симметрия уед  атрофида айланишидан цандай 
сирт хрсил буладн?
X* у2! 1. — -------- =  1 гиперболанинг Ох уед  атрофида, Оу у ед  атрофида айлаииши-
а2 Ь2
дан цандай сирт хосил буладн?

лс2 у2
12 . кандай шартда —-  +  —— =  1 эллиптик цилиндр уки Ог булган айланиш 

с -  о2
сирти булади?

У з - у з и и и  т с к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

2- б о б
МАТЕМАТИК АНАЛИЗГА КИРИШ

1- §. ^аци^ий сонлар туплами

Сон — математик гнализнинг асосий тушунчаларидан биридир. 
Бу тушунча бошлангич тушунча булиб, узо!^ тари.хий ривожланиш 
йулини босиб утди. Нарсаларни, буюмларни санаш зарурати туфайли 
натурал сонлар пайдо булди. Натурал сонлар туплами бундай белги- 
ланади: N ~  {I, 2, . . .  , я, . .  . | . Натурал сонлар тупламига уларга 
царама-карши сонларни хамда ноль сонини ^ушиш билан бутун сон­
лар туплами Z— I . . .  , — п, . . .  , — 2, —-1,0,  1,2,  . . .  , п,. . .) 
ни ,\осил н^иламиз.

Математиканинг янада таракциёти рационал сонлар Q =  |  (бун­

да р, q £ Z  ва ЦфО)  нинг ва кейин эса иррационал сонларнинг, яъни 
рационал булмаган сонларнинг киритилишини та^озо этди. Х,ар кан­
дай рационал сон чекли ёки чексиз даврий унли каср шаклида ёзи- 
лнши мумкинлигини ^амда >̂ ар ^андай иррационал сонни чексиз дав­
рий булмаган унли каср шаклида ёзиш мумкин эканлигини эслатиб 
утамиз.

Рационал ва иррационал сонлар туг,ламлари бирлашмаси ха^нций 
сонлар тупламини ^осил ц и лад и ьа у R билан белгиланади. Х,акикий 
сонларни сон у^ининг нуцталари билан белгиланади. Бу нуцталар 
ва ха^и^ий сонлар орасида узаро бир цийматли мослик мавжуд, 
яъни хар бир сонга уни сон уи^ида тасвирлайдиган ягона нуцта мос 
келади ва аксинча, сон укининг хар бир ну!\тасига у билан тасвир- 
ланадиган ягона сон мос келади. Бу — сон уки ну^таларини уларга 
юс сонлар билан алмаштириш имконини беради.

а ва b сонлар (ёки иккита ну^та) берилган, шу билан бирга
о. с  b булсин. a <  х <  Ь тенгсизликларни ^аноатлантирадиган х сон­
лар туплами кесма ёки сегмент деб аталади ва у [о, Ь\ ор^али 
белгиланади: а ва b лар кесманинг охирлари деб аталади. а < .х < .Ь  
тенгсизликларни ^аноатлантпрадиган х сонлар туплами интервал ёки 
оралиц деб аталади ва у (а, Ь) каби белгиланади. а  <  x < ib  ёки 
a <Zx ^  b тенгсизликларни ца i юатла нт и ради га н х сонлар туплами 
ярим mut  ̂ кесма ёки ярим ёпщ  интервал деб аталади ва у [а, Ь) 
ёки (а, Ь) каби белгиланади. Хусусан, мана бундай чексиз интервал- 
лар ёки ярим интерваллар ^ам царалиши мумкин:
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2£ л (—  оо, “I- оо), (— оо, а), (— оо, 
а], (а, +  оо), [а, +  оо).

с г '£ с ну^тани уз ичига оладиган, яъни
59-шакл. a< Z c < ib  булган (а, Ь) интервал с ну к-

танинг агпрофи деб аталади.
Маркази с ну^та билан устма-уст тушадиган, узунлиги эса 2е 

( е > 0 )  булган (с — е, с +  е) интервал с нуктанинг е-атрофи деб 
аталади (59- шакл). с нуктанинг е- атрофига тегишли булган истал 
ган х нукта с — е <  х <  с +  е тенгсизликларни ^аноатланти- 
ради.

Т а ъ р и ф .  Ха^и^ий соннинг абсолют циймати д,еб мусбат ва 
манфий сонлар тупламидан олинган мусбат сонга айтилади ва у 
куйидагича аницланади:

( х, агар х >  0 булса,
| х | =  0, агар х =  0 булса,

I — х агар х < 0  булса.

Масалан, 13 1 =  3, | — 3 | — — (— 3) =  3.
Со» укндаги х нуктадан коордннаталар бошигача булган масофа 

J х | га тенглигини айтиб утайлик.
Абсолют цийматнинг баъзи хоссаларини эслатиб утамиз.]
1. Бир неча ^ушилувчилар алгебраик йигиндисининг абсолют 

циймати бу ^ушилувчилар абсолют ^ийматларининг йириндисидан 
катта эмас:

2. Айирманинг абсолют циймаги камаювчи ва айирилувчи абсо­
лют кийматларининг айирмасидан кичик эмас:

\х — у | >  |х| — |t/|.
3. Купайтманинг абсолют киймати купайтувчилар абсолют кий- 

магларининг куиайтмасига тенг:

\*'У \ =  \Х\ ’\У\-
4. Булинманинг абсолют циймати булинувчи ва булувчи абсолют 

цийматларииинг булинмасига тенг:
I *1 __ 1 х 1
I У I \у\ '

1- м и с о л .  | х | < 3  тенгсизликни ь^андай тушуниш керак?
Бу тенгсизлик canoi^ бошигача булган масофалари 3 дан кнчик

х нукталар тупламини ифода 
лайди (60- шакл). Исталган .< 
нуцта (— 3, 3) интервалга тегиш-

. „ 2 , р г * 4  ли, яъни | х | < 3  тенгсизлик
— 3 <  х  <  3 тенгсизликларга 

60-шакл тенг кучлидир.



2 - м и с о л  | х — 2 1 <  1 
тенгсизликии ^андай тушуниш 
керак?

Бу тенгсизлик 2 нуктагача 61-шакл.
булган масофалари 1 дан
кичик х нукталар тупламини ифодалайди (61- шакл).

| х — 2 | <  1 тенгсизлик — I <С х — 2 <  1 ёки I <  х <  3 тенгсиз- 
ликларга тенг кучли.

3- м ис ол .  | х — а | < е  тенгсизликии цандай тушуниш керак? 
Бу тенгсизлик ушбу тенгеизликларга тенг кучли: — е < х  — а < е  
ёки а — е < х С а + е .  Демак, х £ ( а — е, а + е ) ,  яъни х нукталар 
а нукта нинг е-атрофига тегишли.

2-§. Бир узгарувчининг функпияси
Иккита х ва у  узгарувчи мнвдорни карайлик.
1 - т а ъриф.  Агар х ми^дорнинг D соха да г и \ар бир ^ийматига 

бнрор усул ёки ^онун буйича у нинг бирэр Е сочадаги апиц бнр 
^иймати мос цуйилса, у  узгарувчи мивдор х узгарувчи ми^дорнннг 
функцияси дейилади.

Узгарувчи х ми^дор эркли узгарувчи ёки аргумент, у  мивдор 
эса б; ГЛ1Щ узгарувчи ёки функция дейилади.

Функцияни курса гишда цупидаги белгилашлардан фойдаланилади:
У У •'= У (х), у  =  ф (х) ва ^оказо.

Агар х =  х0 булганда у =  /  (х) фу нкцияиинг ^иймати у0 булса, бу 
Уо =  /(*,о) екн у 1 х=Дп =  у0

каби белгиланади
2 - т а ъ р н ф .  Узгарувчи х нинг /(к) функция маънэга эга була- 

днгаи цийматлари туплами функцияпинг аникланиш сохаси дейилади 
ва D(f) билан белгиланади.

3 - т а ъ р и ф .  Функцияпинг кабул циладиган к^ийматларн тупла­
ми унинг учгарши со.\аси дейилади ва Е (/) билан бетгиланэдн.

I - м и с о л .  1\уйидагн у  =  | 4 — х2 функциянинг аникланиш ва 
узгариш сохаларини топииг.

Ечиш.  Берилган функция 4 —
—  Xs : >  0  булганда маъиога эга. Бу 
тенгсизликнинг ечнми х- <  4 ёки 
| х ; < 2 .  Бу тенгсизликии х нинг [—2,
2j кесмадаги цийматлари ^аноатланти- 
ради.

Демак, £ ( / )  =  [—2; 21, Е (/) =
=  [ 0 ;  2 \ .

Функция текисликда график кури* 
нишда тасвирланади

4- т а ъ р и ф. у  =  /  (х) функциянинг 
графиги деб Оху текисликдаги коор-
динаталари у =  /(х) муно^абат битан бэгланган Р(х,  у) нукталар 
тупламига айтилади.
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Бизнинг мисолимизда у =  |  4 — х2 функциянинг графиги R = 2  
радиусли ва маркази коордннаталар бошида булган айлананннг гово­
ри кисмидан иборат (62-шакл).

Функция турли усуллар билан берилиши мумкин. Функциянинг 
жадвал, аналитик ва график куринишда берилиш усулларини курай- 
лик.

Функция аналитик усулда берилганда х ва у  ми^дорлар оргсн- 
даги богланиш формула сркалн кфодаланади. Масалаи, у = х 2, 
у  =  ( x - 3 p ‘-

Функция уз аникланиш сохасининг турли ^исмларида тирлича 
формулалар оркали берилиши мумкин. Масалан,

I х~, агар х £ [— 1, 0J булса,
^  х, агар х(Е(0, +  оо) булса.

Функция жадвал усулда берилганда х ва у  микдорлар орасидаги 
богланиш жадвал куринишда ифодаланади:

X *2 хп

У Ух Уг Уп

Масалан, логарифмик, тригонометрик функциялар жадваллари 
маълум.

Функция график усулда берилганда унинг графиги маълум бу­
либ, аргумеитнииг турли кийматларига мос келувчи кийматлари бе- 
восита графикдан топилади

Энди функциянинг усиши ва камайиши, жуфт ва тетушгн, дав- 
рийлиги масалаларини ^искача куриб утайлик.

y =  f(x) функция бирор D(/) =  [a; b] сохада аницланган булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар х нннг шу сохага тегишли ихтиёрий иккита 

Xj ва х 2 ^ийматлари учун хх <С х 2 булганда f (хх) С  /  (х2) (ёки /  ( х , ) >  
1> /  (х2) тенгсизлик уринли булса, /  функция D сохада усувчи (еки 
камаюечи)  дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Аг а р х 1С х 2 булганда /  (х,) <  /  (х2) (ёки / ( х , ) >  
> / ( х 2)) булса, функция D сохада камаймайдиган (усмайдиган) 
функция дейилади. D(f) =  [a, 6] соха эса / функциянинг мос ра- 
вишда усиш ёки камайиш орал иг и дейилади.

3- т а ъ р и ф. Агар у  =  / (х) функцияда хар бир х £ D  (/) учун 
/ ( —х) =  /(х) тенглик бажарилса, у холда /(х) функция жуфт функ­
ция дейилади. Агар хар бир x£D( j )  учун / ( —х) =  —/ (х) тенглик 
бажарилса, у холда /(х) функция ток функция дейилади

Масалан, у  — х2, у =  cos х, у  =  ]п(1 +  х2) ва .у к. жуфт функ-
циялардир. у — х3, у =  sinx, у  — х +  —  еа к. лар эса то^ функ-

X
циялардир.

122



Жуфт функциянинг графиги ординаталар укига ннсбатан, юц 
функция графиги коорднната бошига ннсбатан симметрик булади.

4 - т а ъ р и ф .  Агар у — /  ( а )  да >;ар бир x£D( f )  ва a ± T 6 D ( / )  
учун / ( A'-f Т) =  f  (х) тенглнк бажарилса, у л;олда /(а )  функция дав- 
рий функция дейилади. Т — кандайдир ха^икий сон. Унинг энг ки­
чик м > сбат к^иймати Т 0 мавжуд булса, унга / ( а )  функциянинг даври 
дейилади.

Масалан, у  =  3 л| функция берилган булсин Унинг даврини 
топиш учун cos а =  +  cos (х -j- Т) тенгламани Т га нисбатан ечиб, 
7\ =  (2л — 1)л  — 2х, Га = ( 2 л  +  1)л, Т3 =  2 п л ~ 2 х ,  Tt =  2kn +  
+  2л ларни топамиз. 7, ва Т3 лар х га богли^, демак, улар давр 
була олмайди. п =  0 булганда Ts =  л  ва Т} =  2л эга булиб, улар­
нинг энг кичиги Т .2 =  л  бертган функциянинг изланган даври бу­
ладн

Аналитик усулда бериладиган функциялар ичида элементар 
функциялар му\;им урин тутадн. Аваало асосий элементар функ- 
цияларни карайлик:

1. У з г а р м а с  (констанга) ф у н к ц и я :

У= С.
бунда С — узгармас ^а^икнй сон. Унинг аникланиш со\аси бутун 
сонлар укидан иборат.

2 Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я :

У =  х* ,

бунда а. — нолдан фар^ли узгармас ха^и^ий сон. Унинг аникланиш 
со^аси ва графиги а  нинг киймагига боглиц.

3. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я -

бунда а >  0, а Ф 1 — узгармас хакикий сон. Аникланиш со^аси 
барча хакикий сонлар тупламидан ибораг.

4. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я :

у  =  \oga x,

бунда а >  0, а ф  I — узгармас хакикий сон. Аникланиш со^аси 
барча мусбат сонлар туплами.

5. Т ри  го  и о м е т р  и к ф у н к ц и я л а р :
а) у  =  sin х ва у  =  cos а.

Бу функцияларнинг аникланиш сохаси барча ^ацикин сонлар туп­
ламидан иборат.

б) у  =  tg а  ва у  =  ctg А.

Бу функциялардан бнринчиси х  =  "  -f-л  п (л £2), иккинчиси

х —л п  кийматлардан ташкари ^амма ^а^и^ий сонлар учун аниц- 
ланган.
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6. Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р :
а) у  = arc sin л ва у  =  arc cos х.

Функциялар [— 1, 1] оралшуи ани^ланган.
б) у  =  arc tg х ва у  — arc ctg х.

Функцияларнинг ани^ланиш сохаси— барча хакикий сонлар тупла- 
ми.

Энди мураккаб функция тушунчаси билан танишайлик. Фараз 
цилайлик, бирор D сохада х узгаруьчикинг фуккцияси ы = ф ( д )  
берилган булиб, унинг узгариш сохаси G булсин. Фараз килайлнк. 
G сохада y  — f(u) функция берилган булсин. У \олда х узгарув- 
чининг D сохадаги хар бири кийматига и узгарувчининг G сохадаги 
аннц бир киймати ва бу кийматга у  узгарувчининг ани^ бнр кий- 
мати мос келади.

Шундай ^илиб, х узгарувчининг D сохадаги хар бир кийматига 
у  узгарувчининг ани^ киймати мос келади, яъни у узгарувчи х нинг 
функциясидир еэ уни у =  F (х) билан белгилаймиз. F (к) функция f 
ва ф функциялари оркали куйидагича ёзилади:

у  =  F(x) — f ( ф  ( а )  ).

Бунда F (х) функция х узгсруЕЧИшшг /  иа ф функцияларидан ту­
зилган мураккаб функиияси дейилади. Бунда и =  ф(х) орали^ уз- 
гарувчн дейилади. Шундай килиб, функциянинг аргумента эркли 
узгарувчи ёки ералиц уэгаруьчи, яъни унинг узи эркли узгарувчи­
нинг функиияси 6} лиши мумкин. Масалан, агар у — \а и ва и =  tg х 
булса, у  мураккаб функция булади, у — Igtgx.

Мураккаб функция иккитадан ортик функниядан тузилган були­
ши хам мумкин. Масалан, агар у =  lg и, и =  tg v ва v - - |  а'2 -1- 1

булса, у  мураккаб функция булади: у  =  Igtg | х2 +  1 .
Асосий элемент ар функциялар ва мураккаб функция тушунчала- 

ри ёрдамида элементар функция таърифини бериш мумкин.
Элементар функция деб асосий элементар функциялардан чекли 

сокдаги ариф метик амаллар ва улардан олинган мураккаб функция­
лардан тузилган функцияга айтилади. Равшанки, асосий элементар 
функциялар элементар функциялар синфига тегишли. Куйидагилар 
элементар фушшияларга мисол була олади:

lg  fin (х2 4 - 1)
У =  '— — ’

1 х  —-1
— V

у =  sin2tgx, у  =  In arc tg2 .

3- §. Сонли кетма-кетликлар

1. Асссий таърифлар
1- т а ъ р и ф .  Натурал сонлар тупламвда аншуганган функция, 

яъни х =  f (п), п б N  функция сонли кетма-кетлик деб аталади.
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Лгар п га 1, 2, 3, . . на хоказо кийматлар берсак, бу функ­
циянинг

*1 = / ( 1 ) ,  *2 = /(2 ) ,  . . . , xn =  f(n)

хусусий кийматларинн оламиз, улар кетма-кетликнинг цадлари ёки 
элементлари деб аталади. Сонли кетма-кетлик |хп! ёки {/(л)j ор- 
кали белгиланади. Кетма-кетликнинг п- ^ади унинг умумий %ади 
деб аталади. Кетма-кетликнинг умумий ^ади маълум булса, у бе­
рилган ^исобланади.

1- м и с о л .  х =  - ? j функция ушбу турри касрлар кетча-кетли- 
jпни беради.

...........
2- м и с о л .  х = 2п — 1 функция ушбу то^ сонлар кетма-кегли- 

гини беради:

[хп\ =  {2п — I} =  {1, 3, 5, . . .  , 2п — 1, . . .}.

3- м и с о л .  х =  (— 1)" функция ушбу сонли кетма-кетликни бе­
ради:

W  = { ( - ! ) “ } = { - ! .  1, - 1 ,  1, . . . } .

4- м и с о л .  х =  sin ™ функция ушбу сонли кетма-кетликни бе­
ради:

K )  =  [sin y } =  {1, 0, - 1 , 0 ,  1____ ).

Барча мисолларда nQN, барча кетма-кетлик тар чексиз кетма-кетлик- 
лардир, яъни у'гарнннг >;ар бирида сунгги ?$ад мавжуд эмас. Барча 
.\адлари бир хил цитмат ^абул цшадигаи \хп | кетма-кетлик узгар- 
мас кетма-кетлик деб аталади.

Шундай М сон мавжуд булсаки, барча ti~N учун хп <Z М  тенг- 
сизлик бажарилса, !хп } кетма-кетлик ю рридан чегараланган кетма- 
кетлик деб аталади.

Шундай М >  0 сон мавжуд булсаки, игталган n£.W учун хп >  /И 
тенгсизлик бажарилса, \хп | кетма-кетлих цуйидян чегараланган 
кетма-кетлик деб аталади. Дам ^уйидан, ^ам ю^оридан чагаралан- 
ган \хп ) кетма-кетлик чегараланган кетма-кетлик деб аталади

Бу холда шундай М >  0 сон мавжуд буладики, исталган n£N 
учун | хп | <С М  тенгсизлик бажарилади.

Агар исталган n£N учун

Хп < Хп + 1
тенгсизлик бажарилса, \хп ) монотон усувчи кетма-кетлик деб ата­
лади.

Агар исталган n £ N  учун хп хп+1 тенгсизлик бажарилса, {хп} 
монотон камаюечи кетма-кетлик деб аталади.
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Агар исталган п £N  учун

Хп ^  Хп +1
тенгсизлик бажарилса, {хп\ усмайдиган кетма-кетлик деб аталадн 

Агар исталган n £ N  учун
х„ <  х„ ,

П  Л ; 1

тенгсизлик бажарилса, {хп} камаймайдиган кетма-кетлик деб ата­
лади.

5- м и с о л .  ;*„| =  {«} — {I, 2, 3, . . . , п, . . .) — усувчи, 
цуйидан чегараланган кетма-кетлик.

6- м и с о л .  {а'п} — {I —2/г} =  j — 1, —3, —5, . . . ) — камаювчи, 
ю^оридан чегараланган кетма-кетлик.

7- м и с о л .  {*„) = | “" ] =  ~2 г ~Ц' ' ' ‘] —камаювчи,чегаралан­
ган кетма-кетлик.

2. Кетма-кетлиннинг лимита, а узгармас сон ва {хп} кетма-кет­
лик берилган булсин.

2- та  ъриф.  Агар исталган е >  0 сон учун шундай N =  N (е) >» О 
сон мавжуд булсаки, барча п >  N лар учун

К — -° ! < е
тенгсизлик бажарилса, а узгармас сон [х } кетма-кетликнинг лими­
та деб аталади ва бу цуйидагича ёзилади: 

lim х„ =  а ёки х„->-а.Л ЛП
Агар \хп ) кетма-кетлик чекли лимитга эга булса, у щинлашуе- 

чи кетма-кетлик, акс ,\олда эса узо^лашуечи кетма-кетлик деб 
аталади.

\хп — а | <  е тенгсизлик а — e < x „ < c - f  е тенгсизликларга тенг 
кучли эканинн биламиз. Бунн ,\чсобга олсак, лимит тушунчаснни 
геометрик ну^таи иазардан бундай тушунтириш мумкин: агар истал­
ган е > 0  сон учун шундай N —N ( е ) > 0  сон топилсаки, \хп ( кетма- 
кетликнинг n > N  дан бошлаб барча хадлари а нуктанинг е -  атро- 
фига тушса, яъни а нуктанинг е-атрофига [хп ( кетма-кетликнинг 
чекли сондаги ^адларидан ташцари барча хадлари тушса, а узгар­
мас сон \хп j кетма-кетликнинг лимита деб аталади.

8 - м и с о л .  О сони (хп ) =  j  кетма-кетликнинг лимити экан- 

лигини, яъни lim — =  0 ни исботланг.
Я—>оо П

Ихтиёрий е > 0  сонни олайлик .------- 0 | < 1 е ёки —
п | п

сизликни тузамиз. Бироц п >  0, шунинг учун ■—  <  е ёки п >•—  .
п  е

Бундан куринадики, N =  N (е) сифатида —  дан катта исталган сон,
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I
яъни N (e) ;>  —  олинса, у ^олда барча t i >  N (е) учун —  < е  ёки 

е п

------0 1 <  е тенгсизлик бажарилади Бу эса lim —  =  0 эканини
П  j п —оо П

билдиради. Масалан, е =  0,01 учун N (г) =  100 ва / г > 1 0 0  учун
— С  0,01. 
п

3. Монотон чегараланган кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги.
Ушбу теоремаларни исботсиз келтирамиз:

1 - т е о р е ма .  Агар j хп ) кетма-кетлик монотон усувчи ва 
юцоридан чегараланган булса, у лимитга эга.

2 - т е о р е м а .  Агар j хп j кетма-кетлик монотон камаювчи ва 
куйидан чегараланган булса, у лимитга эга.

4-§- Тупламларнинг ю^ори ва цуйи чегаралари.
Больцано—Вейерштрасс теоремаси

Х,ациь;ий сонларнинг ихтиёрий туплами Е ни царайлик. Агар у 
чекли туплам булса, у \олда унинг элементлари орасида энг катта 
ва энг кичик сон мавжуд. Агар у чексиз туплам булса, у ^олда 
хар доим - а̂м шундай булавермайдм. Масалан, натурал сонлар туп­
лами N энг кичик сон—бир сонига эга, лекин энг катта сонга эга 
эмас. Бэшца мисол: (а, Ь) интервал энг кичик сонга ^ам, энг катта 
сонга хам эга эмас. Ихтиёрий туплам учун цуйн ва юцори чегара 
тушунчаларини киритамиз.

1 - т а ъ р и ф .  М чекли сон учун уш5у икки шарт бажарилса, у 
Е тупламнинг ани^ юкори чегараси деб ататади:

1) нсталган х £ Е  учун х <  М генгсизлик уринли;
2) исталган е 0 сон учун шундай х, £ Е ну^та мавжудки, унинг 

учун М — в<Сх1 < Л1  тенгсизликлар бажарилади.
Е тупламнинг аии^ ю^ори чегараси sup Е =  М ёки sup {х}—М 

каби белгиланади, бу ерда sup — лотинча supremum «энг говори» 
сузидан олинган.

2 - т а ъ р и ф .  т чекли сон учун ушбу и<ки шарт бажаршса , у 
Е тупламнииг ани^ цуйи чегараси деб аталади:

1) исталган х £ Е  учун х >  т тенгсизлик уринли;
2) исталган е >  0 сон учун шундай xt fF. нуцта мавжудки, унннг 

учун f?z <  X]- < /и +  е тенгсизликлар бажарилади.
Е тупламнинг ани^ цуйи чегараси inf Е =  т ёки inf (х| — т 

каби белгиланади, бу ерда inf — лотинча infimum — «эиг куй и» су­
зидан олинган.

1-мисол. Л ,  А ,  . . .  j,
Бу ерда

inf Е =  — , sup Е =  1.
2

2 - мис ол .  Е =  (а, Ь) булсин, бу ерда а, Ь — чекли сонлар. 
Бу щпда

inf Е =  a, sup Е — b.

> булсин.
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Агар Е туплам цуйидан ёки юкоридан чегараланмаган булса, 
унинг аниц юкорн чегараси деб +  ни, аиш\ куйи чегараси деб
— оо ни айтилади, яъни sup £  =  +  °°. inf Е — — оо.

3- м и с о л. N  =  11, 2, j . Бу ерда inf N =  I , sup N =
== о о .

4- мисол .  Z =  \ , —2, — 1,0 ,  1 . 2 , . . . ) .  Бу ерда

inf Z =  — оо, sup Z =  4- 00 ■
Ихтиёрий хакикий сонлар кетма-кетлиги ( хп ) ни цараймиз. Ун- 

дан чексиз сондаги элементлар тупламини ажратсак, янгк кетма- 
кетлик оламиз, уни ( хп ) кетма-кетликнинг ^иемнй кетма-кетлиги 
(кием туплами) деб атаймиз. Агар {хп ) кетма- кетлик я^инлашувчи 
булса, у .узлда унинг исталган ^исмий кетма- кетлиги ^ам яциила- 
шувчи булади. Бу даъроиинг тугрилиги фа^ат якинлэшупчи кетма- 
кетликлар учунгина хсс эуас, чуиончн: хар ^андай хакикий сопл >р 
кетма- кетлиги { хп | дан я^инлэшувчи цисмий кетма- кетлик ажра- 
тиш мумкин.

Масалан, ( * „ } = {  (— 1)” } =  ( — 1,1» — 1. 1, - ■ • ] узоклашувчн
кетма- кетлик, биро^ унинг (1, 1, 1, . . . ) цисмий кетма- кетлиги
1 га я^инлашувчи кетма-кетликднр.

Агар {хп ) кетма- кетлик чегараланмаган булса, у ^олда у 
(4- оо) га ёкн (— оо) га я^инлашадиган ^исмий кетма-кетликни уз 
ичига олади.

Т е о р е м а .  Агар {хп | кетма-кетлик чегарашнган булса, у  
цолда ундан чекли сонм якинлашадиган цисмий кетма- кетлик 
ажратиш мумкин.

Больцано — Вейерштрасс теоремаси деб аталадиган бу теорема 
чех математиги Больцано еа немис математиги Вейерштрасс точони- 
дан исботланган эди.

У з - у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у й  с а в о л л а р

1 . Каидай сонлар ^ациций сонлар тупламини хосил цилади?
2. Соннннг абсолют цнймати деб нимага айтилади?
3. Абсолют ь;ийматларнинг асосий хоссаларини айтиб берииг.
4. Кесма, интервал деб нимага айтилади?
5. Нуцтанинг атрофи. е-атрэфи тушунчаларига таъриф берииг.
6. Сонли кетма-кетликнинг таърифини айтиб беринг.
7. К,андан кетма-кетликлар юкоридан (цуйидан) чегараланган деб ататади? Ми- 

саплар келтирниг.
8. К,андан кетма- кетлнклчр монэтон усувчи (клмзюзчи). усмаадиган, камей млн ■ 

диган деб аталади? Мисоллар келтнринг.
9. Кетма-кетлик лимити таърифини айгиб бгринг. Я^инллшувчи кетма-кетликка 

мисол келтиринг.
10. Кетма-кетлик лимитинииг мавжудлиги ^ацидаги теоремани айтиб берииг.
11. Тупламнинг а ниц говори ва аниц цуйи чегаралари таърифини айтиб беринг. 

Мисоллар келтиринг.
12. Кисмий кетма-кетлик нима? Больцано— Вейерштрасс теоремасини айтиб 

беринг.
13. 176— 1 8 5 -масалаларни ечинг.•
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63- шакл.

5-§. Функциянинг ЛИМИТИ

1. Функциянинг нуцтадаги лимити.
5-т а ъ р и ф .  Агар г / = / ( х )  функ­

ция х  =  а нуцтанинг бирор атрофида 
аникланган булиб (х =  а нуцтанинг 
узида аникланмаган булиши мумкин) 
исталган £ > 0  сон учун шундай 6 > 0  
сон мавжуд булсаки, | х — а | <  6 тенг- 
сизликни ^аноатлантирадиган барча 
х Ф а ну^талар учун | f (х) —■ А | ■< е 
тенгсизлик бажарилса, А чекли сон 
у  =  /  (х) функциянинг х =  а ну^тада- 
ги (ёки х-*-а  дагн)лимити деб аталади.

Агар А сон f (х) функциянинг а ну^тадаги лимити бСлеа, бу 
куйидагича ёзилади:

lim f(x) =  А ёки х- +а  да /(*)->- А.
х  а

| х — а | < б  тенгсизликни а ну^танинг 6-атрофида ётаднган нут^га- 
лар, | /  (х) — А | <с £ тенгсизликни эса А ну^танинг г- атрофида ёта- 
диган /  (х) лар каноатлантиради. яъни / (х)6(Л — г; А +  е).

Демак, юцоридаги таъриф геометрик нуцтаи назардан ^уйидаги- 
ни англатади: агар исталган £ 0 сон учун шундай б "> 0 мавжуд 
булсаки, а дан масофаси б дан орти^ булмаган (а — б; а 4- б) ин- 
тервалдаги барча х лар учун /  (х) функциянинг ^ийматлари (Л — е;
А 4- £) иитервалга тушеа, А сон f (х) функциянинг х —>- а даги ли­
мити булади (63-шакл).

2-ми со л. lim -------—  = 2  эканини таърифдан фойдаланиб ис-
х—>-4 х

ботланг.

f  (х) =  — —  функцияни х =  4 нуктанинг бирор атрофида, маса­

лан, (3; 5) интервалда карайлнк. Ихтиёрий s >  0 ни оламиз ва 
| /  (х) — А | ни к ф  4 деб куйидагича узгартирамиз:

_-2- 16 _ . . 2 | U  — 4) U + 4 )  п х  +  4 \ х  —  4 !
х* — 4х I х ( х  — 4)

Z
X X

л:€(3; 5), яъни х > 3  ни ^исобга оасак, ушбу тенгсизликни .^осил 
циламиз:

JC2 — 16

х 2 — 4х
—  2 <

бундан куриниб турибдики, б = 3 е  деб олсак, у з^олда \х — 4 | <  6 
тенгсизликни 1\аноатлантирадиган барча х £ (3; 5) учун ушбу тенг­
сизлик бажарилади:
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16
х2 — 4*

Бундан 2 сони f(x)

< 1 Г  =  Е-

16
* 2 — 4л:

функциянинг х =  4 ну^тадаги 
лимити булиши келиб чикади.

2. Функциянинг чексизлик- 
даги лимити.

6 - т а ъ р и ф .  Агар у =  /  (х) функция х нинг етарлича катта кий- 
мат ларида аншуюнган булиб, исталган е >  О сон учун шундай N > 0  
мавжуд булсаки, | х \ >  N тенгсизликии ^аноатлантирадиган барча х 
лар учун | / (х )—А | < е  тенгсизлик бажарилса, узгармас А сон y=f ( x)  
функциянинг х —*■ оо даги лимити деб аталади.

Агар А сон /  (х) функциянинг х -^ о о  даги лимити булса, бу 
^укидагича ёзилади:

lim f(x) =  А.
Х -Ю о

Бу таърнф геометрик ну^таи назардан ^уйидагини англатади: агар 
исталган е >  0 сон учун шундай А" >  0 мавжуд булса, барча | х | V 
учун функциянинг ^ийматлари ( Л —-г; А 4- г) интервалга тушади 
(64- шакл).

3-м исол .

/(*) =
х4 2

х  { 2lim — ——  =  1 эканини исботланг.
х — *-оо X

функцияпи карайлик.

Ихтиёрий е >  0 ни оламиз ва Ц(х) — А)  ни узгартирамиз:
* 4 2  J __ 1 —  IX X
2

Агар N — — ■ ни олсак, у холда барча | x | > . V  учун ушбу

тенгсизлик бажарилади:
* 4 -2

Бундан 1 [сони /  (х) =  

булиши келиб чикади.

X
х + 2

< —  =  е 
N

функциянинг х -► оо даги лимити

3. Лимитга эга функциянинг чегараланганлиги,
7- т а ъ р и ф. (а, Ь) интервалда аншуган ган у  =  /  (х) функция учун 

шундай М 0 сон мавжуд булсаки, барча х£(а,  Ь) лар учун 
| / (х) | М  тенгсизлик бажарилса, у холда y =  f(x) функция (а, Ь) 
интервалда чегараланган деб аталади.
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Агар бундан М сон мавжуд булмаса, у .узлда у  = f  (к) функ­
ция бу интервалда чегараланмаган деб аталади.

4-м и с о л  у  =  s inх функция (— оо, +  оо) ингервалда чегара­
ланган, чунки бу интервалдаги барча х лар учун | sin х | <  I , яъни
М =  I.

5 - м и с о л .  у =  —  функция (0,1) интервалда чегараланмаган,

чунки — J ^  Л1 буладнгаи /VI >  0 сон мавжуд эмас.

Функциянинг лимити билан унинг чегараланганлиги орасидаги 
богланишни белгилайдиган ушбу теорема уринли.

1-т е о р е м  а. Агар lim /  (,г) — Л — чекли сон булса, у ,\олда
х - * а

y —f{x) функция а нуцтанинг бирор атрофида чегаралангандир. 
И с б о т  и lim f (х) =  Л тенгликдан исталган е > 0  учун шун-

д
дай 6 > 0  топиладики, а нуцтанинг 6 -атрофида ушбу тенгсизлик 
бажарилади:

\ } ( х )  —  А \ < е  ёки |/ ( * ) | — | Л | <  | / (х)  —  А  | < е .
Бундан | /  (х) | <  | А | +  г булиши келиб чикади. Агар .VI =  | А | +  е 
деб олсак, у ^олда а ну^танинг б-атрофидаги барча х лар учун 
| f (.*) I <  Л! тенгсизлик бажарилади. Шуни исботлаш талаб килинган 
эди.

Агар f(x) бирор интервалда чегараланган булса, у холда------ хам
f ( x )

чегараланган функция булишини айтиб утамиз {[(х)фО).

4. Бир томонлама лимитлар.
8- т а ъ р и ф. Агар у  =  {(х) функциянинг х =  а нуктадаги ёки 

х —̂ а даги лимити таърифида х узгарувчи а дан кичик (яъни х < а) 
булганича колса, у .\олда функциянинг А1 лимити функциянинг 
х =  а нуктадаги (ёки х а — 0 даги) чап томонлама лимити деб 
аталади.

Демак, \ар бир в > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон мавжуд бул­
саки, 0 <С а — к <; б тенгсизликии ^аноатлан гирувчи барча х лар 
учун | /  (х )— >4, ! <Г е тенгсизлик бажарилса, А, сон /  (х) функциянинг 
х = а  нуктадаги (ёки х-*- а — 0 даги) чап томонлама лимити деб ата- 
ладп.

/  М  функциянинг .V =  а нуктадаги чап томонлама лимити бун­
дай белгиланади:

Ay =  lim f(x), ёки Л1 =  Пт / ( х ) ,  ёки Л1 = / ( а — 0).
х—>а —0
х < а

Агар а =  0 булса, у ^олда бундай ёзилади:
А  - lim f{x) =  / ( —0).

х—*—0

9 - т а ъ р и ф .  Агар y —f(x) функциянинг х =  а нуктадаги ёкн 
х а даги лимити таърифида х  узгарувчи а дан катта (яъни х > а )
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булганича цолса, у ^олда функция­
нинг А 2 лимити х =  а нуцтадаги 

(X) (ёки х ■ а +  0 даги) унг томонла­
ма лимита деб аталади.

Демак, хар бир в > 0  сон учун 
шундай б !> О сон мавжуд булса­
ки, 0 <  х  — а <  б тенгсизликни ^а- 

'ноатлантирадиган барча л: лар учун: 
\ f(x)  — А2\ < е  

тенгсизлик бажарилса, А2 сон / ( х) 
функциянинг х =  а нуцтадаги (ёки 

х  -*• а +  0 даги) унг томонлама лимити деб аталди. /  (х) функция­
нинг х =  а ну^тадаги унг томонлама лимити бундай белгиланади:

Аг =  lim f (х), ёки А2 =  lim f (х), ёкн А 2 =  f (а +  0).
х->а x-*a-f-0
х> а

Агар а — 0 булса, у >£>лда бундай ёзилади:
Аг =  lim /(х) =  / (+ 0 ) .

х->4-о
f (х) функциянинг х —а ну^тадаги чап ва унг томонлама лнмитла- 

ри бир томонлама лимитлар деб аталади (65-шакл). Агар А, =  А  
булса, у >;олда f(x) функция х =  а ну^тада лимитга эга. Бунга 
тескари даъво ^ам уринли. Демак, /  (х) функциянинг а нуцтадаги 
бир томонлама лимитлари мавжуд ва улар узаро теиг, яъни f(a — 0) =  
=  f (а +  0) булганда ва фа^ат шундагина бу функция а нуцтада 
лимитга эга булади.

5. Чексиз катта функциялар.
10-т а ъ р и ф .  Агар f(x) функция а нукданинг бирор атрофида 

аницланган ва исталган /И>  0 сон учун шундай 6 > 0  сон мавжуд 
булсаки, \х — а | <  6 тенгсизликни цаноатлантирадиган барча х ф  а 
лар учун | /  (х) | :>  М  тенгсизлик бажарилса, х - > а  да /  (х) функция 
чексизликка иитилади деб айтилади ва бу куйидагича ёзилади:

lim f(x) =  оо (66- шакл).
х-+а

16 - ми с о л .

ни исботланг.
1

lim
X — 1

=  оо экани-

/(*) функцияни царайлик.
х — 1

Ихтиёрий М  >  0 сонни оламиз, | /  (х) |>  
>  М  ни алмаштирамиз. ------- >  М

X— 1

Iх ~~ 1 I < ~77" бУли’ м
ши келиб чи^ади. Агар б = ----- деб

М

булсин, бу ндан
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олинса, | х — 11 <  б тенгсизликии цаноатлантирадиган барча х лар 
уЧун ушбу тенгсизлик бажарилади:

еки
1

> М .

Бу эса х -> 1 да /  (л:) =
х — 1
lim-

X— ]

—> оо булишини билдиради, яъни 

1
,1 х - 1

11 - т а ъ р и ф. Агар /  (х) функция барча х лар учун аницланган 
булиб, исталган М >  0 учун шундай N  >  О топилсаки, | х |  > А  
тенгсизликии цаноатлантирадиган барча х  лар учун | /  (х) | >  М тенг- 
сизлик бажарилса, /  (х) функция х оо да чексизликка интилади 
дейилади.

Агар х  -  оо да /  (х) функция чексизликка интилса, бу ь^уйида- 
гича ёзилади:

1 im /  (х) =  о о .
X —>оо

7-мисол .  lim х 2 =  оо ни исботланг (67-шакл). /(х) =  х2 функ-
X —WO

цияни цараймиз. Ихтиёрий М > 0  сонни оламиз ва \ f ( x ) \ > M  
тенгсизликни тузамиз. х2 > М,  бундан \ х \ > \  М  келиб чикади. 
N =  у  М  деб олинса, | х | >  А тенгсизликии цаноатлантирадиган 
барча х  лар учун x2> N 2 =  M  ёки х 2 >  М  тенгсизлик бажарила­
ди. Бу эса х оо да f (х) — х2 - оо ни, яъни lim х2 =  оо экани-

X-+QO

ни билдиради.
12- т а ъ р и ф. Агар

lim f(x)  =  оо (lim f(x) — оо)

булса, у з^олда f(x) функция х *а  да (ёкн х -►оо да) чексиз кат­
та функция деб аталади.

Бу таърифдан куринадики, агар /  (х) чексиз катта функция бул­
са, у ^олда исталган М >  0 учун шундай 6 ■> 0 топиладики,
| х — а | <с 6 тенгсизликии ^аноатлантирадиган барча х лзр учун 
| /  (х) | > М  тенгсизлик бажарилади. Бундан чексиз катта функция 
чегараланмаган функция экани келиб чикади.

6. Чексиз кичик функциялар ва 
уларнинг чексиз катта функциялар 
билан богли^лиги.

13-таъриф.  Агар l i m / ( x ) = 0

(ёки lim /  (х) =  0) булса, /  (х)
X—*-со

функция х а да (ёки х->- оо да) 
чексиз кичик функция дейилади.

N
67- шакл.



Бу таърифдаи куринадики, /(х) функция масалан, х~* а да чек- 
сиз кичик функция булса, у .\олда исталган кичик е ;> 0  сон учун 
шундай 6 :> 0  сон топиладики, |х  — а | с б  тенгсизликни ^аноатлан- 
тирадиган барча х лар учун | / ( х ) | < е  тенгсизлик уринли булади 

Бундан чексиз кичик функция (каралаётган ну^тада) доимо че­
гараланган функция булиши келиб чикади.

Математик анализда чексиз катта ва чексиз кичик функциялар 
катта а.\амиятга эга. Улар орасида ушбу теорема бнлан ифодалана- 
диган богланиш бэр.

2 - т е о р е м а .  1) Агар /(х) функция х -* а  да (х -v  оо да) чек­
сиз кичик функция булса, у \олда —— функция х-+а да (х-+ оода)

f(x)
чексиз катта функциядир.

2. Агар ф(х) функция х-> а да (х— оо да) чексиз катта функ­
ция булса, у  \олда ——  функция х — а да (х— оо да) чексиз кичик 

Ф(х)
функциядир.

И с б о т и .  1) f(x) функция X—*- а да чексиз кичик функция 
булсин. х > а да чексиз кичик функциянинг таърифига кура ис­
талган кичик е > 0  сон учун шундай 6 > 0  мавжудки, |х  — а |<Сб 
шартни каноатлантирадиган барча х лар учун | /  (х) | <  е тенг­
сизлик бажарилади. Бундан I—-— (:>  —  булиши келиб чицади, 

j I fix) I е
-— =  М деб белгиласак, сунгги тенгсизлик бундай ёзилади:

1
/(*>

> . И .

Бу эса х - * а  да ------оо булишини, яъии lim ---------- =  оо ни
f i x )  Х -.С  I (х)

билдиради. х->- оо булган хол \ам шунга ухшаш исботланади.
2) ф(х) функция X-+- а да чексиз катта функция булсин. х а 

да чексиз катта функциянинг таърифига кура исталган М > 0  учун 
шундай 6 > 0  мапжудки, |х  — а | < 6  шартни каноатлантирадиган 
барча х лар учун | ф(х) | >  М тенгсизлик бажарилади. Бундан

< —  келиб чикади. —  =  е деб белгиласак, у холда сунгги 
м м

1
Ф(х)

тенгсизлик бундай ёзилади:
ф (х)

<Z е. Бу эса х а д а -------- *■ 0
ф (X)

ни, яъни lim —-—  =  0 ни билдиради.
х—а ф (х)

х оо булган ^ол >;ам шунга ухшаш исботланади.

Г з - у з н н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. у =  f (х) функциянинг х-*-а дагн лимити нима? Таърифиин тенгсизлик брда- 
мида беринг ва уни геометрик нуцтаи назардан тушуитиринг.

2 . х -*■ а да лимитга эга функцияга мисол келтиринг.
3 . у =  f (х) функциянинг х-*- оо дагн лимита таърифини айтиб беринг. Таърн- 

фиин тенгсизлик ёрдамнда келтиринг. Геомегрмк маъносини тушунтириб бе­
ринг.
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4. х оо да лимитга эга булгаи функцияга мисол келтирииг.
5. Бир томонлама лимитлар нима? Функциянинг нуктадаги лимити ва бир то­

монлама лимит тушунчалари кандай богланган?
6. Кандай функция чегараланган функция деб аталади? Лимитга эга булган

функциянинг чегараланганлиги ^акидагн теоремани исботланг.
7. Кандай y =  f ( x )  функщя х -» -а  да чексиз катта функция деб  аталади’ 

Геометрик маъносини тушунтнрнб беринг.
8 Каидай y  =  f ( x)  функция х - > - ю д а  чексиз катта функция деб  аталади? 

Таърнфии тенгсизликлар ёрдамида айтнб беринг.
9 х -* -а  да чексиз катта функцияга мисол келтиринг.
10- х->-оо да чексиз катта функцияга мисол келтнринг.
11. Чексиз катта функция чегараланган функция буладнмн? Агар булмаса, не- 

тллчгини тушуитнрипг.
12. Кандай // =  /  (х) функция х -* -а  да ва х-*-оо да чексиз кнчнк функция деб  

аталадн? Тенгсизликлар ёрдамидаги таърнфини айтнб беринг.
13 Чексиз катта ва чексиз кичик функциялар орасида кандай боглаинш бор? 

Шунга мос теоремани исботланг.
14 190— 195, 198— 2 0 6 -масалаларни ечинг.

6-§. Чексиз кичик функнияларнинг асосий хоссалари
1. Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг алгебраик 

йигиндиси.
1 - те о р е м а .  Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг ал­

гебраик йигиндиси чексиз кичик функциядир.
И с б о т и .  Иккита кушилувчи булган \олни ^араймиз. a(.v) ьа 

P(y) лар x -> fl да чексиз кичик функниялар булсин, яъни
l i m a ( x ) = 0 ,  limP(x) =  0.

х-*а х ~-*а

и (х) =  a(x) +  Р (-V) функцияни карайлик. lim и (х) =  0 булишини
х~*а

исботлаймиз. х а да а(х)  чексиз кичик функция булганлиги учун 
исталган е >  0 сон учун шундай >  0 сон топиладики, | х — а | <
шартни каноатлантирадиган барча х  лар учун | а  (л) | <  -5- тенгсиз­

лик бажарилади.
Р(с) чексиз кичик функция булгани сабабли яна уша е > 0  сон 

учун шундай 62 >  0 топиладики, | х — а  | < ; 62 шартни каноатланти­
радиган барча х лар учун | р (х) | <  -у- тенгсизлик бажарилади.

6, ва 62 микдорларнинг кнчигини олиб уни б билан белгилаймнз. 
У >;олда \х — а | С  б шартни каноатлантирадиган барча х лар учун 
ушбу тенгсизликлар бажарилади:

l a ( v ) l < - ^ r  т  1 Р ( * ) | < - | - •

Демак, а ну^танинг б атрофида ушбу тенгсизлик тугрн булади:

1 ы |= |а (.* ) +  р(х)|  |с ф )Ц -1  р ( х ) ~  =  е.

Шундай цилиб, | х — <2 ) С  б шартни каноатлантирадиган х лар учун 
| ы | < е .  Бундан и(х) чексиз кичик функция булиши келиб чикади, 
яъни
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lim и (x) =  lim [ a(.v) -f- (3 (x) J =  0.
x~*a x-*a

Теорема исбот килинди.
2. Чексиз кичик функциянинг чегараланган функцияга купайт- 

маси.
2-т е о р е м а .  Чексиз кичик функциянинг чегараланган функция­

га купайтмаси чексиз кичик функциядир.
И с б о т и .  х-*-а да а(х)  чексиз кичик функция ва z(x) чегаралан­

ган функция булсии. и(х) =  a(x)-z (х) функцияни цараймиз. 
lim и (х) =  0 булишини исботлаймиз. х —а д а  z(x) чегараланган
х-*а
функция булганлиги сабабли бирор М > 0  сон учун шундай 6, >  0 
сон топиладики, |х  — а | С  шартни каноатлантирадиган барча х 
лар учун | z ( x ) \ < M  тенгсизлик бажарилади. х — а да а(х) чексиз 
кичик функция булганлиги сабабли. исталган е >  0 учун шундай 
62 >  0 топиладики, | х — a ] <  б2 шартни каноатлантирадиган барча
х лар учун | а  (х) | <  — тенгсизлик бажарилади. бх ва 6» мшуюр-

ларнинг кичигини оламиз ва унн б билан белгнлаймиз, у ^олда 
| х — а | <  6 шартни каноатлантирадиган барча х лар учун ушбу 
тенгсизликлар бажарилади:

12 (х) | < М ва |с с (х ) |< - е
м

Демак, а нуцтанинг 6-атрофида ушбу тенгсизлик тугри булади:

| и I =  I а  (х) • z (х) I =  | а (х) | • | г (х) [ <  ■ М =  е.
А1

Шундай килиб, | х — а] С  6 шартни каноатлантирадиган барча х лар 
учун | и | <С е. Бундан и (х) чексиз кичик функция эканлиги келиб 
чи^ади, яъни

lim и (х) =  lim a  (х) ■ z (х) =  0.
х-+а х-*а

Теорема исбот килинди.

3. Чексиз кичик функцияларнинг купайтмаси.
3-т е о р е м а .  Чексиз кичик функцияларнинг купайтмаси чексиз 

кичик функциядир.
И с б о т и  а(х ) ва Р(х) лар х->-а да чексю кичик функциялар 

булсин. Лекин чексиз кичик функциялар чегараланган функциялар- 
дир, шу сабабли а(х)-(3(х) купайтмада функциялардан бири чега­
раланган функция, иккинчиси эса чексиз кичик функциядир. Шу 
параграфдаги иккинчи теоремани ^улланиб, ^уйидагини оламиз:

lim a(x)  P (х) =  0

Теорема исбот цилинди.
4. Чексиз кичик функциянинг нолдан фарцли лимитга эга бул­

ган функцияга булинмаси.
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4-т е о р е м а .  Чексиз кичик функциянинг нолдан фарцли ли­
митга эга булган функцияга булинмаси чексиз кичик функциядир.

И с б о т и .  х-+а  да а (х ) чексиз кичик функция, г (х) эса х->-а 
д а  лимити мавжуд функция булсин, бу лимитни А ф О  билан бел- 
гилаймиз. Бирок лимитга эга булган функция чегараланган функ­
циядир (4-§, 3-банд), шу сабабли z(x)  чегараланган функциядир.
У з^олда (4-§, 3-банд) —1— функция з̂ ам чегараланган функция-

2 (х)

пир. UIv сабабли 2 -^  =  а ( х ) - ----  булинмани а  (х) чексиз кичик
г ( х)  г  (г)

функциянинг -у у  чегараланган функцияга купайтмаси сифатида ша­

раги мумкин. Шу параграфдаги 2-теоремани цулланиб, lim 2 -^  =  0
t - м  г  (х)

ни з^осил циламиз. Теорема исбот килинди.
5. Лимитга эга булган функцияни узгармас ва чексиз кичик 

функция йигиндисига ёйиш.
5-т е о р е м а .  1) Агар y  =  f(x) функция х -* о  да лимитга эга 

булса, у %олда уни бу лимитга тенг узгармас сон ва чексиз ки­
чик функция йигиндиси куринишда ифодалаш мумкин.

2) Агар y =  f(x) функцияни узгармас сон билан ва х~+ а да 
чексиз кичик функциянинг йигиндиси куринишида ифодалаш мум­
кин булса, у \олда узгармас цушилувчи бу функциянинг х->- а да­
ги лимити булади.

И с б о т и .  1) lim /(х) =  Л булсин, у >;олда исталган е > 0  учун
х~*а

шундай б > 0  мавжудки, | х  — а | <  б шартни каноатлантирадиган 
барча х лар учун | f  (х)— Л | <  е тенгсизлик бажарилади. Бу тенг­
сизлик эса (/ (х)— А) функция х-+а  да чексиз кичик функция эка­
нини билдиради. Уни а(х)  орцали белгилаймнз, у з^олда f (х) — А — 
=  а  (л) ёки f (х) =  А -\ а  (х), бу ерда х-^ а  да а(х)  чексиз кичик 
функция, А эса f (х) функциянинг лимити.

Теореманинг биринчи цисми исботланди.
2) f(x) — A +  a(x)  булсин, бу ерда А — узгармас сон. а(х)  эса 

х~*а да чексиз кичик функция. У з^олда исталган е > 0 учун шун­
дай 6 > 0  мавжудки, | х — а | <  б 1нартни каноатлантирадиган бар­
ча х лар учун | а  (х) | О ,  тенгсизлик бажарилади. Бу эса | х  — а | <  
<  6 шартни каноатлантирадиган барча х лар учун | f (х) — А | =  
=  | а  (х) IС  е ёкн | f (х) — А | < е  булишини билдиради. Булардан эса 
lim f(x) =  А булиши келиб чикади. Теорема исботланди.
х а

[7- §. Лимитлар зодида асосий теоремалар

Лимитга утишнинг энг содда ^оидаларини, яъни функциялар­
нинг лимитларинитопишга ёрдам берадиган ^оидаларни келтириб 
чицарамиз. Бунда исботни факат х-*-а з$ол учун утказамиз (х-*оо 
да шунга ухшаш булади). Баъзан эса цисцалик учун, х-*-а ни з^ам, 
х — с» ни з̂ ам ёзмаймиз.
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1. Й и р и п д и п и н г  лимити.

1-теорема .  Чекли сондаги функциялар алгебраик йигиндиси- 
нинг лимити цушилувчи функциялар лииитларининг алгебраик 
йипшдисига тенг.

Исботни иккита кушилувчи булган хол учун утказамиз. и ва и 
иккита функция, а ва b лар эса узгармас сонлар булиб, бу функ­
цияларнинг лимитлари булсин, яъни lim  и =  a, lim  v =  b.

5-§ даги 5-теоремага асосан и =  а-\- a, v =  b +  Р деб ёзиш 
мумкин, бу ерда ос, р —  чексиз кичик функциялар. Демак, и +  v =  
=  (а +  ос) -|- (b +  Р) =  (а +  b) +  (а +  Р). Бу тенгликда (а +  b) уз­
гармас сон, (а +  Р) —  чексиз кичик функция. Бунга 5- § дагн 5-теоре- 

манинг иккинчи кнеминн ^улласак, lim  (и -f v) =  а +  b =  lim  и +  

+  lim  и эканлиги келиб чикади.
Теорема исбот ^илиндн.

1-мисол .  l im ——  4 * — lim f l +  — ] =  I i m l  +  lim — =  1.
х —ьоа X*' x—>oo \ X ' x —wo x .о с  X

2. Купайтманинг лимити.

2-т е о р е м  а. Чекли сондаги функциялар купайтмасининг ли­
миты функциялар лимитларининг купайтмасига тенг.

Исботни иккита функция булган ,\ол учун келгирамиз. lim и =
— а , lim  v =  b булсин, бунда а ва b узгармас сонлар. У  холда 
и =  а +  a, u = fc  +  p, бунда а , р —  чгксиз кичих функциялар (5-§,

5-теоремага кура). Демак,

и■ v =  (а +  а) (Ь -г Р) =  ab +  (ар +  ab +  оф).

Сунгги тенгликда ab узгармас езн (ар +  аЬ +  сф) —  чексиз кичик 

функция (5-§. 1, 2, 3- теорематарга а-оган). 5-§ дагн 5-теорема- 

нинг иккинчи ^игмини ^улласак:

lim  u-v — ab =  lim  ы-lim v.

Теорема исбот килинди.
2-м и с о  л. lim  (х +  1) ( х —  8) =  lim (х +  l)-lim (х —  8) =

х—*3 *-*3 х—*3

=  (3 + 1 )(3  — 8) = — 20.

Натижа. Узгармас с купайгпувчини лимит белгисидан таища- 
рига чикариш мумкин, яъни ,

Н т  с и (х )= с  lim и (х),

чунки

lim  с —- с —  узгармас сон.

3-мисол. lim 5 х2 =  5 -lim х2 =  5 -22 — 20.
х-*2 х -»2

3. Булинманинг лимити.
3-т е о р е м  а. Иккита функция булинмасининг лимити махраж- 

нинг лимити нолдан фар^ли булса, бу функциялар лииитларининг
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бйлинмасига тенг, яъни агар lim  и ф О  булса, lim  — =  -1-гп и б}ла-
v lim v

ДИ.

И с б о т и .  l i m u = a ,  \[mv =  bфQ) булсин. Демак, и — а-\-а, 
v =  Ь +  р. Ушбу айниятни ёзамиз:

и___а +  а ___ о /о +  а ____а \__ а , а b — aft

v * -Ь Р Ь Vb + P Ь/ Ь Ь(Ь + Р)‘

Бу теигликда — —  узгармас сон, —— ^  —  чексиз кичик функция 
Ь Ь(Ь Р)

(5- §, 1 .2 ,  3- теоремаларга асосан), чунки ab —  ар чексиз кичик 
функция, Ь(Ь +  Р)->62, шу билан бирга, Ь ф  0. Сунгги тенглнкка

5- §, 5-теореманинг иккинчи кисмини кулласак:

и a lim  и
lim  — =  — = --- .

v b lim  v

Теорема исбот килинди.
4Х_з

4-м и сол .  lim  ---— ни топинг.
а-,1 5х +  2

l im (5х +  2)]= 5 -1 + 2 =  7 Ф 0 .  нинг учун:

lim  (4х — 3)
lim  ------= = 4 - !- 3  = ±

х-*1 5 х + 2  Ит(5х +  2) 5-1 +  2 7
х->1

д-2__ (J.

5-м и сол .  l im ----  ни топинг.
х~>2 х  —  2

Бу ерда *->- 2 да сурат ва махраж 0 га интилади. Теоремани 

^уллаб булмайди х ф  2 булганда уринли буладиган ушбу айнии 
алмаштирншни бажарамиз:

*2 - 4  =  ( х - 2 ) ( х + 2 )  =  2 

х — 2 х — 2

Шу сабабли бундай ёзиш мумкин:

lim  х ~ 4 =  lim  (х~ 2)(х + 2) . _  i jm -f 2) =  4.
Х-.2 Х — 2 х ~*2 ( Х — 2)  x-w*2

6-м и с о  л. lim  -— - ни топинг.
х->2 Х — 2

Бу ерда х-+2 да махраж 0 га интилади Теоремани куллаб бул- 
май ди. Бироц сурат 1 га интилади. Тескари микдорнинг лимитини 
топамиз, яъни

1 • х— 2 о р. 
lim  ---  =  — =  0 .

X — 1 1

Бундан lim  -— - оо, чунки чексиз кичик функцияга тескари
х-»2 X  —  2

функция чексиз катта_функциядир (4-§ нинг 6-бандидаги теорема).
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4. Тенгсизликларда лимитга утиш.

4-т е о р е м а .  Агар а нуктанинг бирор атрофига тегишли бар­
ча х лар учун у =  / (х) >  О ва l im  / (х) =  А (А —  чекли сон) бул-

х~*а

са, у уолда А >  0 булади.
И с б о т и .  Тескарисини фараз ^иламиз, A<Z 0 булсин, у ^олда 

| f (х) —  А | >  | А |, яъни айирманинг модули | А | мусбат сондан кат­

та ва демак, х-*а да нолга интилмайди. Бирок бу ^олда х-+а да 

у =  f(x) функция А га интилмайди, бу эса теорема шартига зид, 
бинобарин А <  0 деган фараз зиддиятликка олиб келди. Демак, 
f(x) >  0 булса, lim  /  (х) =  Л >  0 булади. Теорема исбот килинди.

х-ьа

/ (х) <  0 булган хат .\ам шунга ухшаш исботланади.

5-т е о р е м  а. Агар fx(x) ва f2(x) функциянинг мос кийматлари 
учун fi ( X ) (х) тенгсизлик бажарилса, у .\олда 1 im /, (х)5» l im / 2 (х)

х~*а х->а

булади.

И с б о т и .  Шартга кура fx (х) 5* /2 (х), бундан fx(x) —  / 2 (х) >  0. 

Олдинги теоремага кура l im ( / i ( x )—  /2(х)) >  0 ёки [lim Д (х) —
х~>а х~*а

—  lim / 2(х)] > 0 , бундан

lim  fj (х) >  lim  /2(х).
х ->а х~*а

Теорема исбот ^илинди.

5. Орали^ функциянинг лимити*

6-т е о р е м а .  Агар fx (х), f 2(x) ва ц>(х) функцияларнинг мос 
цийматлари учун

/i(x) <  Ф (х) <  /2(х) 

тенгсизлик бажарилса ва бунда lim /, (х) =  A, lim  / 2 (х) =  А бул-
х~->а х->а

са, у %олда lim  ц> (х) — А булади.
л:~*а

И с б о т и .  Шартга кура l i m (х) =  А ва lim  / 2(х) =  А, демак,
х—>а х-*а

исталган е > 0  сон учун а нуктанинг шундай атрофи мавжудки, 

унда | (х) —  А | С  е тенгсизлик бажарилади. Худди шу каби, уша 

е > 0  учун а нуктанинг бирор бэшца шундай атрофи мавжудки, 

унда | /2(х) —  A\<Ze тенгсизлик бажарилади. Бу атрэфларнинг кн- 

чигида | /, (х) — А | <С е ва | /2 (х) —  А | < е  тенгсизликлар бажарила­

ди. Булар эса ушбу тенгсизликларга тенг кучли:

—  е < М х ) —  Л < е ,

—  е < / 2(х)— Л < е .

Энди теорема шарти fx (х) <  ф (х) <  / 2 (х) га ^айтиб, уларии ушбу 
тенг кучли тенгсизликлар билан алмаштирамиз;

f i(x) —  ^  <  ф (х) —  А <  /2(х) —  А.
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Агар бу тенгсизликларга (6.1) тенгсизликларни ^улласак, ^уйидаги- 
ни оламиз:

—  е <  Д (х) — А <  ф (х) —  А <  / 2 (х) — А < е ,  

бундам —  е<Сф(х) —  Л <С е булиши келиб чикади, яъни

lim  ф(х) =  А.
х - * а

Теорема исбот килинди.

Бу теорема функция лимитининг мавжудлик аломатини ифода- 
лайди.

У  з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Чекснз кичик функциялар йигиндиси .^а^идаги теоремани исботланг.
2. Чексиз кичик функциянинг чегараланган функцияга купайтмаси .^акндаги 

теоремани исботланг.
3. Чексиз кичик функциялар купайтмаси нимага интиладн? Исботланг.
4. Чексиз кичик функциянинг нолга тенгмас лимитга эга булган чегараланган 

функцияга булинмаси нимага нитнлади? Исботланг.
5. Лимитга эга булган функция бнлан чексиз кичик функция орасида каидай 

боманиш бор? Тутри ва тескари теоремаларни исботланг.
6. Купайтманииг лимити ха^идаги теореманн исботланг.
7 Функциялар йигиидисининг лимитн .^а^идаги теоремани исботланг.
8 Булинманииг лимитн ^а^идаги теоремани исботланг.
9. Тенгсизликларда лимитга утнш >;акидагн теоремани исботланг.
10. Оралнк функциянинг лимити >;акидагн теоремани исботланг.
11. 211— 215, 268 — 278, 281 — 286, 293 — 301, 306 — 312-мисолларн.1 ечнп'.

8-§. Биринчи ажойиб лимит

Оралиц функциянинг лимити ^а^идаги теоремани ушбу му.у:м 

=  1 лимит муносабатни келтириб чи^аришга 1̂уллаймнз. Бу1111!
х-г*1)

s in  X

лимит купинча биринчи ажойиб лимит деб аталади.

Т е о р е м а .
SID X

функция х -»0  да 1 га тенг лимитга ига.

И с б о т и .  R  радиусли айлана оламиз, радианларда нфодалаиган 

Зурчак 0 < л :< :  ор 

Шаклдан куринадики, А 

<  А

х бурчак 0 <Сл: <  -̂ - оралиьда ётади деб фараз [̂ илайлик (68-шакл).

ВО А ЮЗ

ВОА сект, юз СОА юз

Л
ВОА юз

. Бироц,

1 R2
- - О А - В О -sin х = - — sinx,

Л =  -  ОА2 ■ АВ =  
2

=  -  О А 
2

лс =

ВОА сектор юзи

R2
: =  —  X * ^СОА  юзн

R2
=  — tg х. Шу сабабли тенгсизликлар 

ушбу куринишни олади:
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R2 . _  R- ^ ,R 2 . „
— sin x <  — x < —  tg X

ёкн

sin x C x C  tg x.

Барча хадларни s i n x > 0  га буламиз ĵ O <  x < ; — j:

.  _ x _  1 __sin x _____1 < --- < ---- еки cos x <C---- <C 1.
sin x cos x x

sm * функция бир хил лимит lim cos x =  l ва lim 1 = 1  га эга
X x->0 x->0

булган функциялар билан чегараланган. Оралик функциянинг ли­

мити ха^идаги теоремага асосан (6-§, 6-теорема):

sin х , 
l im --- =  1.
х-»0 х

Теорема х >  0 булган .\ол учун исбот ^илинди. Энди х бурчак

—  — < х < 0  чегараларда ётади деб фараз килайлик. х = — z (г—-

0 , г >  0) алмаштириш бажариб, шакл алмаштирамиз:

.. sin х  s in f— z) sin г , 
l im ----=  lim  — i— - =  lim ----  =  1.
x-*0 x z-*0 (— z) о г
* < 0  z > 0  г -0

Шундай ^илиб, формула х < 0  булган хол учун ^ам исбот ^илпн- 

ди. Шундай ^илиб, биринчи ажойиб лимит формуласи lim  -sin * =  1
x->0 X

ни исталган (манфий ва мусбат) х лар учун исбот цилдик.

sin Зх 3 sin3x n I . sin Зх „
!-м и с о л .  lim ------- =  lim ------- - =  31im ---- - =  3.

х-> о х х-*0 Зх ж—о Зх

х х
— sin —

_ 1- 1 — cos х  .. 2 sin2 2 .. 2 .. х2-ми с о л. l im -------=  1нп------- =  l im -----  -lim sin _
I »I X x_»0 X x-»0 X X_»0 2

2

=  1 0  =  0 .

о i- tg x ,. sin x sin x I , ,
3--м и с о л .  l im —— = h m ---- = l im ---- - l im ---  =  1-1= 1.

x-»(l X x_»0  *  COS X  x-*0 x *-»OCOS X

. sin 2 x 2-sin 2x I 2
4- м и с о л .  hm ---- = l i m ------ • --------=  — .

x-»0 sin 5 к x-»o 2x 5-sin 5x 5

5x
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Мопотон чегараланган кетма-кетликнинг лимити ^акидаги теоре­

мани ушбу мухим
1 \ п

=  е

9- §. Иккинчи ажойиб лимит, е сони

( 1 \п  

I +  - )
П }

лимитни келтириб чикаришга татбик этамиз. У  иккинчи ажойиб 

лимит деб аталади.

сонли кетма-кетликни ^араймнз, бунда п £ N.

1-т е о р е м а .  Умумий хади хп =  ( I +  — ) булган кетма-кет-
\ П I

лик п-roc да 2 ва 3 орасида ётадиган лимитга эга.
И с б о т и .  Игботлашда бу кетма-кетлик усувчи ва чегараланган- 

лигини курсатамиз. Ньютон биноми формуласи

(а +  b)n =  ап -f — а "-1 Ь +  п(п~ 1} а г‘~"Ь2+
’ 1 1-2

п (п 1) (п 2) а ,.-зьз , I w(n — 1)(п — 2). . .(п — (я — 1)) , „

1-2-3 ‘ ' ' 1 -2-3 . . .  п

буйича кетма-кетликиинг л-хади ва (п +  1)-\ади учун ифодалар- 

ни ёзамиз:

^ “ (l + 7)"“ 1 + Т '7 +МТ¥^-(^2 +
п— 1)(л— 2 ) / I \з п (n _  1) (,1 _  2) . . . (п — (п — |)) М\п _

1-2-3 \п) "  ' 1-2-3. п ' ' п)

- 1 +  1 + r r ( | - 7 ) + r i r ( , - i ) ( 1- ; )  +  -  +  

+  <8 1 ’ 

( '+ ^т Г - 1 + 1+-гт('-гп)+-Vi =  I 1

1 ■ 2 ■ 3 v л 1 / \ и +

Н------ ------- ( 1 ---- — ) ( 1 --- — ) . . . 11 ----— ).
1-2-3.. . (п +  1) \ п +  1 / \ л + 1 /  V п+  I '

хп ва д‘н+1 ни та^косласак, хп+1 ^ад хп дан битта мусбат цуши-

лувчига ортиклигини курамиз. Сунгра 1 —  ---  > 1  — — , I —
п +  1 п

2------ 2 3 3 
------ > 1  , 1 ------ - > 1 ---- ва хоказо, булганлиги учун

/1+1 п П + 1 п
учинчисиДан бошлаб, хп+1 даги ?$ар бир ^ушилувчи хп даги мос 

цушилувчндан катта Демак, хп+} >  хп, бу эса умумий \ади хп —

=  1̂ +  —  j булган кетма-кетлик усувчи эканини билдиради.
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Энди бу кетма-кетлик чегараланганлигини курсатамиз. k =  1, 2,

3, . . . учун / 1---* Л < 1  эканини айтиб утамиз. У  холда (8.1) фор-
п

мула бундай ёзилади:

/ 1 \« 1 1  1
хп =  (1 +  —  < 1 + 1+ —--- h — —  +  . - Н --------- • (8 .2)

\ п )  1-2 1-2-3 1-2-3...и ’

Сунгра

1 < „4- , ......... '
1-2-3 22 I -2-3-4 23 1- 2 . . .  п

эканлилигини \исобга олсак, (8.2) формула ни бундай ёзнш мумкнн:

х, = ( l  + —  Г < 1  +  1 +  —  +  Ч--- !— =14- f 1+  — +
1 п )  2 2* 2 "- i V 2

Ь-}
К,авсга олинган ^адлар махражи <7 =  ва биринчи ^ади 1 булган 

геометрик прогрессия >^осил цилади. Шу сабабли

*„ =  1 + - L _  =  i +  2 =  3.

1 _  2

Демак, барча п лар учун куйидагнни .\осил киламиз:

* '■ = ( '+ 7 )  < 3 -

/ I \П
(8 .1) тенгликдан *„ =  П  Н---1 > 2  экани келиб чицади.

Шундай ^илиб, ушбу тенгсизликларни ?уосил цилдик:

2 < ( i  + v ) " < 3- (8‘3)

Демак, умумий ^ади хп =^1 +  — ^ булган кетма-кетлик чегаралан­

ганлигини курсатдик. Шундай цилиб, | j =  |[ 1 +  —  j  | кетма-кет­

лик усувчи ва чегараланган, шу сабабли у лимитга эга (2- §, 3- 
банддаги теорема). Бу лимитни с >^арфи билан белгилаймиз, яъни

умумий ^ади хп =  [l +  булган кетма-кетликнинг п-> оо даги

лимити е сони деб аталади:

е = lim ( 1 +  — (8.4)
Л-»00 \ tl J •

(8.3) тенгсизликлардан 2 - < е < с З  булиши келнб чицади. Теорема 

исбот цилинди.

144



е —  иррационал сон, унинг циймати вергулдан кейинги еттита ра­
зами билан ^уйидагига тенг:

е =  2,7182818 ____

2- т е о р е м  а. ^ 1+  — j  функция х-*-оо да е сонга тенг ли­

митга эга;

lim ( 1 +  — V =  е.
Jt-»oo \ х )

И с б о т и .  Исботлянган (8.4) форму лада п бутун мусбат циймат- 
ни ^абул ^илиб чексизликка интилади. Энди х бутун >̂ амда каср 

цийлатларни ^абул цилиб оо га интилсин.
1) х-> +  оо булсин. Унинг хар бир циймати иккита бутун мус­

бат сон орасида ётади.

п <; х<. п +  1.

К,уйидаги тенгсизликларнннг бажарилиши равшан:

п X п+1

i +  — >  i +  — >  1 + - Ц .
п X п + 1

'+ тГ>(’+тГ>('+^)"-
/ 1 \п

Агар х-> +  оо булса, у .\олда л-> оо. Энди|̂  1 Н---] функцияни уз

ичига олган ифэдаларнинг лимитларини топамиз:

lim  (1 +  — V!+1 =  lim  | 1 +  — У' • f 1 +  — ) — e-\ — e.
п~>оо \ П } п—>оо \ П / \ П J

lim  ( l  +  4 - Г =  l im (1 Н--- Ц )"+1 -f I +  — — ) 1 =  <?■ (1)~‘ =  е.
П-»оо \ П + 1 /  Л —>оо \ /2 —|— 1 /  \ П-\~ 1 /

Лимитлар тенг. Демак, орали^ функциянинг лимити ^ацидаги теоре­
ма га асосан (6- §, 6- теорема) цуйидагига эгамиз:

lim  [ 1 -f — Y* =  е.
х —>-] оо  \ X  у

2) х-*-- оо булсин. Янги х =  — (/ +  1) узгарувчи киритамиз.

х —> —  оо да /-> +  оо. Бундай ёзиш мумкин:

lim  ( i + J - Y  =  u m  f i - - i - r <,+,,=  i im Г (/+1) =
— оо \ X J t—>-J-oo \ t —f- 1 J 00 \t+ 1/

=  lim  /^± -iy+1=  l im ( ( 1+  -LV+1=  lim f l+  i- V .f  1+  J - W
<-+oc \ t j  \ t ) \ t } \ t j

Шундай цилиб, lim  [ 1+ — \ =  e эканлигини исботладик. Бу тенг-
Х-»±оо \ X j
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лик да — =  а  деб олсак, у >^олда х-^-оо да а-»-О (а =/- 0) га эга-
X _1_

ыиз ва lim ( 1 + а ) “ =-е булиши келиб чикади.
ct-*0

1-м исол .  l im/ 1+ — ) =  lim N  1 +  — ) | = е 3.
«-►со \ гг ' п—юо I \ п J I

\  3 J
2- мисол .  l im ( 14—- )  =  lim ( I-f — ) )2 =  е2.

Л - о о  \ п I п_ х  U  п ] )

3- м и с о л. lim f 1---— )"* =  lim  I (1 -j- — ?—  ̂ * I 1 =  e~x — — .
a'— V * 1 x->oc ' — x )  I e

/  3 \ * + 2 

/,+ 3/+ - / 1 —
4-мисол .  l im ( “ТТГ) =  l im l  ----

jt-+oo | 1
X

\ 2
=  lim  * '  {____ i !  _  J l ± _ = e *

П '- т Г - К Г ^ 1"

10- §. Натурал логарифмлар

Математикада асоси е — 2,71 булган натурал логарифмлар 

катта ахамиятга эга. Улар 1пА' билан белгиланади. Шундай цилиб,

InTV =  log,, А.

Бир асосли логарифмдан бош^а асослн логарифмга ушбу форму­

ла ёрдамида утилади:

I А 7 1 С Й „  N
log. N =  ~-а . 

loga Ь

Бу ерда —-—  к\пайтувчи а асосдан b асосга утиш (утказиш) мо-
lOgo ^

дули деб аталади. Натурал логарифмлардан унли логарифмларга ва 

аксинча утиш формулалари бундай булади:

InN  =  , lg N ^ lnN
lg е In 10

6v ерда —— =  2,30258 . . . . .  —-—  =  0,43429 . . . утиш модули.
lg е In 10

Шундай ^илиб, In JV »  2,3026Ig N, lg N «  0,4343 InW.
Сонли .^исоблашларда унли логарифмлар ^улай, ^арфий алмаш- 

тиришларда эса натурал логарифмлар цулланилганда купчилик фор­
мулалар соддалашади.
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М и со л .  In 32,94 ни ^исобланг.

Фор.мулага кура 1п32,94 да lg 32,94 -2,3026. Унли логарифмлар 
жадвалидан lg 32,94 г» 1,5177 ни топамиз. Демак, In 32,94 да 
да 1,5177 -2,3026 да 3,4947.

S’ з-\ з и и и т,е к ш н р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1 Оралнк функциянинг лимити хакидагн теоремани антиб беринг. 
sin х

2. lim  ---- =  I формуланн исботланг.
х->0 х

3. Кетма-кетлнк лнмитининг мавжудлиги хацидаги теоремани антиб беринг.

1 \п( 1 \“
• —  =  е формулани нсботл

п I( 1 V
5. lim  1 —  — е формуланн исботланг.

X —.о о  V X j
6. К,андай логарифмлар системаси нагурал логарифмлар деб аталади? Натурал 

систечадан унли системага ва аксинча цандан утилади?
7. 314—324, 351—361-масалаларни ечинг.

11- §. Чексиз кичик функцияларни таэдослаш

Келгусида а  ва р ни 'умумий аргументлари бир хит лимитга 

интиладиган чексиз кичик функциялар деб тушунамиз. Иккита чек­

сиз кичик а  ва р функцияни такдослаш учун улар нисбатинииг 
лимитини топиш лозим. Бунда бир нгча хол булиши мумкин.

1. Чексиз кичик функциянинг тартиби. а) агар Нт-р = 0  бул­

са, а  функция Р функцияга нисбатан юцрри тартибли чексиз кичик 
функция дейилади. Бу ерда а  нолга р га Караганда тезро^ инти­
лади деб айтилади.

1-м и с о л  а = х 3, р =  х ва х->-0 булсин. Топамиз:

lim  х3 =  0 , lim  х =  0 .
х-»0 л:~>0

CL t
У  >рлда l im —  = l im  —  =  lim x2 =  0. Бу эса a  =  x3 функция p = x

p x-*0 X *-»0

функцияга Караганда юкори тартибли чексиз кичик функция эканини 
билдиради.

б) агар lim  - ^ - = 0 0  булса, а  функция р га нисбатан ^уйи тар- 

тибли чексиз кичик функция дейилади.

2-м и сол .  а  =  х, р =  х3 ва х -*■ 0 булсин. У  э^олда lim  — =
Р

X 1
=  lim  —  = l i m  —- =  00. Бу а  =  х функция Р =  х3 функцияга ка-

х-*0 х3 д_*о X2

раганда ^уйи тартибли чексиз кичик функция эканини билдиради.
Куриб чи^нлган а) ва б) холлардан келибчикадики, агара  функ­

ция р функцияга Караганда юкрри тартибли чексиз кичик функция 
булса, у ^олда Р функция а  функцияга Караганда ^уйи тартибли
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1- Р да Inn —  = 00.
а

в) Агар lim  —  =  А Ф  О ва А чекли сон булса, у холда а  ва р бир
Р

хил тартибли чексиз кичик функциялар дейилади.
3-м и с о  л. cc =  sin 5х, р =  х ва х-^О  булсин. Равшанки, 

Hmsin5x =  0, l im х =  О, у >;олда
А —*0 v-*-0

sin 5х 5 sin 5* ~
п т  ----  = п т ------- =  5.
а'—о х х-*о 5х

Демак, а  ва Р бнр хил тартибли чексиз кичик функциялардир.

2. «о» ва «О» белгилари. Чексиз кичик функцияларни таедослаш- 
да «о» ва «О» бглгиларидан фойдалаиилади. «о» белги го^ори- 
роц тартибли чексиз кичик функцияни белгилаш учун хизмат ^кла­

ди. Агар а  чексиз кичик функция Р чексиз кичик функцияга 
нисбатан ю^ориро^ тартибли булса, у >̂ олда бу бундай ёзилади: а  =  

=  о(р).
Шу параграфдаги 1-миеолда х-> 0 да а ~ х 3 функция Р =  хга  

Караганда ю^ориро^ тартибли чексиз кичик функция, шу сабабли 
бундай ёзиш мумкин: х3 =  о (х).

«О» белги бир хил тартибли чексиз кичик функцияларни бел­

гилаш учун хизмат цилади а  чексиз кичик функция Р чексиз ки­

чик функция билан бир хил тартибли булса, бундай ёзилади: а  =  

=  О  (Р). Шу параграфдаги 3-мисолда х-> 0 да а  =  sin Ьх функция 
Р =  х билан бир хил тартибли чексиз кичик функция, шу сабабли 
бундай ёзиш мумкин: sin5x =  0 (x).

12- §. Эквивалент чексиз кичик функциялар

Агар а  ва Р бир хил тартибли чексиз кичик функциялар, шу 

билан бирга lim  =  1 булса, у ^олда улар эквивалент деб атала- 
р

ди. Эквивалент а  ва р чексиз кичик функциялар учун а  ~  р белги­

лаш 1̂ абул ^илинган.

1 гл 1 • sin х -1- м и с ол .  х-ьО да smx~^x, чунки lim----  = 1.
х->0 х

2-м и сол .  х - > 0  да t g x — х, чунки lim ^- ^  =  l .
А—♦{] X

3- м и с о л. х -> 0 да In (1 +  х) ~  х, чунки 

lim  1-- 1̂ =  lim  In (1 +  х) =  In е =  1.
х̂ -0 X х->0

X*
4-м и с о л .  х-*-0 да 1 — c o s x ~  — , чунки

чексиз кичик функция булади, яъни агар lim  — 0 булса, у хол-
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1. Эквивалентлик шарти. Иккита чексиз кичик функция экви- 
валентлигининг содда белгиси мавжуд.

1- т е о р е м а ,  а  ва Р чексиз кичик функциялар эквивалент бу­
лиши учун бу функциялар бир-биридан тартиби уларнинг \ар 
бирининг тартибидан юцорирок булган чексиз кичик функцияга 
фарп цилиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и .  а  —  р айирмани у ор^али белгилаимиз. у =  а — р 

чексиз кичик функциядир.
З а р у р л и г и :  а  — р булсин, у ни а  ва р билан таккослаймиз:

lim —  = l im  ^ = l im  I 1-- —'j =  1 —  lim —  =  1 — 1 =  0 ,
а  а  ' а  / а

lim -J- = l im ^ - ^ -  = l im  f—---1 ) = l im  —----1 =  1 -- 1 =  0,
P P VP / P

чунки lim  —  = l i m  —  =  1.
P а

Шундай 1\илиб, lim  —  =  0 ва lim  —  =  0, демак, у =  а  —  Р функция 
а Р

а  ва Р га Караганда юкорирок, тартибли чексиз кичик функциядир.
Е т а р л и л и г и :  у функция а  ва р га нисбатан ю^ориро^ тар­

тибли чексиз кичик функция булсин, яъни

l im—  =  0 в аП т  —  =  0 . 
а  Р

Алмаштириш бажарамиз:

l im —  —lim ^ =  l im (  1 -- — W  1 —  l im —  ,
а  а  \ а / а

бундан

1 —  lim —  =  0 ва l im—  =  1 
а а

ёки

бундан

lim-^— 1 = 0  ва l im— =  1.
Р Р

Шундай (\илиб, а ~ р .  Теорема исбот цилинди.

Амалиётдаги купчилик масалаларда шу теорема муносабати билан 
чексиз кичик функцияларни уларга эквивалент чексиз кичик функ­
циялар билан алмаштириш мумкин, яъни а »  р (та^рибан тенг) деб 

^исоблаш мумкин. Та^рибий ^исоблашларда бундан кенг фойдала- 
иилади. Масалан, кичик х ларда (х-> 0 да) ушбу та^рибий тенглик- 
ларни тугри деб ^исоблаш мумкин:
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sin x л; x, tg x «  x. In (1 +  л:) «  x ва ^оказо.

2 Лимитларни ^исоблашда чексиз кичик функцияларни экви­
валент чексиз кичик функциялар билан алмаштириш. Лимитларни

^исоблашда ушбу теоремадан фойдаланилади.
2-т е о р е м а .  Иккита чексиз кичик функция нисбатининг ли­

мити уларга эквивалент чексиз кичик функциялар нисбатининг 
лимитига тенг.

И с б о т и .  а , р —  чексиз кичик функциялар ва а  —  а 2,

булсин, нисбатнинг лишпини топамиз:

lim —  = l i m  —  . —  . —  = l i m  —  -lim—  • lim —  =  lim  —  ,
P rM Pi P p Pi

чунки lim  —  =  1, lim  —  =  I. Шундай ^илиб, l i m = l i m ~  .
a,  p P Pi

Теорема исбот килинди.

n I sin 3 x | 3 x q
о- м и с о л  lim ---- =  lim —  =  3.

дг-»0 X  x — II X

n 1 — cos2x 2(sin x)2 2x2 2 n
9-мисол .  l im -------  =  lim —---- — =  lim —  =  —  lim.v =  0 .

x-»o tg 3 x x +o tg3x 3x  3 *->o

m  t • In (1 +  2 x) 2x I10-мисол .  l i m — 5— 1---- =  lim ----- - =  l im — =  oo.
x-+u sin2 2x x- 0  (2 x)2 x-*0 2x

13- §. Функциянинг узлуксизлиги

1. Аргумент ва функциянинг орпирмалари. у =  / (х) функция 

(а, Ь) интервалда аишуганган булсин. Ихтиёрий х0 £ (о, Ь) ну^тани 
оламиз, унга функциянинг у0 =  / (х0) киймати мос келади (69- шакл). 

Бошка х £ {а, Ь) ну^тани оламиз, унга функциянинг у =  / (х) ь̂ ийма- 

ти мос келади х —  х0 айирма х аргументнииг х0 нуктадаги орт- 

т и р  мае  л дейилади ва Д х  билан белгиланади. f(x )— { (х0) айирма 

/ функциянинг аргумент орттирмаси А х  га мос орттирмасн дейила­

ди ва А у билан белгиланади. Шуи- 
у j  дан ь̂ илиб, Д х =  х— х0, Ay =  f (х)—

— /(х0). Бундан х =  х0 +  Дх, у 
У-Н*> холда

Д У =  / (х0 -f Д х) —  / (х0).

Д х ва Ду орттнрмаларни эгри чи-

-- зик буйлаб ^аракатлаиаётган ну^та
координаталарининг узгариши деб 

69- шакл. аталади.
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2. Функциянинг нуктадаги 
узлуксизлиги.

1 - т а ъ р и ф. Агар у =  / (х) 
функция х0 нуктада ва унннг 

атрофида аникланган булиб,

lim — f (х0), ( 12.1)
х-,х„

яъни функциянинг х0 нуктада­
ги лимити унинг шу нуцта- 

даги кийматига тенг булса,

У — f (х) функция х0 нуцтада 
узлуксиз деб аталади. Бу таъриф ушбу таърифга тенг кучли.

2-т аъ ри ф .  Агару =  /(х) функция х0 нуктада ва унннг атрофи- 

да аникланган булиб, исталган е > 0  учун шундай 6 1>  0 мавжуд 
булсаки, | х —  х0| < 6  шартни каноатлантирадиган исталган х учун

\f(x)-f{x0)\<Ze (12.2)

тенгсизлик тугри булса, у = /  (х) функция х0 нуктада узлуксиз деб 
аталади.

Агар (12.2) тенгсизликии ^уйидаги

lim  \[ (х) — f  (х0)\ =  О
Х~*Х9

куриншпда ёзсак, ундан lim  / (х) =  / (х0) келиб чикади. Шундай кн-
Х -* Х 9

либ, 1-таъриф ушбу таърифга тенг кучли. К,уйидаги таъриф хам 

юкоридагиларига тенг кучлидир.

3-т а ъ р и ф .  Агар у =  / (х) функция х0 ну^тада ва унинг атро­
фида аникланган булиб, аргументнинг чексиз кичик орттирмасига 

функциянинг чексиз кичик орттирмаси мос келса.яъии

I imAi/  =  0 (12.3)
Дд:-*0

булса, функция х0 нуктада узлуксиз дейилади. 70- шаклда функция 

х0 нуктада узлуксиз, чунки (12.3) шарт бажарилади, 71-шаклдч эса 
функция х0 нуктада узлуксиз эмас, чунки бу шарт бажарилмаган.

1-мисол .  у =  х2 функция х0 =  1 нуктада узлуксизлигини кур- 

сатннг. Бу функция барча з̂ ациций сонлар учун аникланган. \у ни 
тузамнз:

А У =  f(x0 +  А х) —  [ (х0) =  (1 +  Д х)2 —  I2 =
=  1 +  2 А х -f (Дх)2 —  1 =  2 А х +  (Дх)2.

Демак, lim  Ay =  lim  (2 A x +  (A x)2) =  0. Шундай цилиб, lim  Ay =
Д.с-»0 Д*—*0 Дх-*0

=  0 , демак, у =  х2 функция х0 =  1 нуктада узлуксиз, 1-таъриф вл

(12.1) формулага ^айтайлик. Функциянинг нуктадаги бир томонлама 
лимитлари узаро тенг булганда, яъни

lim  Дх) =  /(х 0 —  0) = / ( х 0 +  0)
X

70- шакл.
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да ва фа^ат шундагина функ­
циянинг лимити мавжудлиги 
маълум. Шу сабабли 1-таъ- 
риф ^уйидаги таърнфга тенг 

кучли.

4- т а ъ р и ф .  Функциянинг 
чап ва унг лимитлари х0 да 

мавжуд га узаро тенг булса, 
у =  f (х) функция х0 нуцтада 
узлуксиз деб аталади. Бу таъ- 

рифдан куринадикн:

1) [ (х) функция х0 иу^тада ва унинг атрофида аиицланган,

2) бир томонлама лимитлар мавжуд ва улар узаро тенг:

f (хо —  0) =  /  (.v0 +  0);

3) бу умумий лимит функциянинг х0 ну^тадаги лпмитига теиг. 

Яна (12.1) таърнфга цайтамнз ва уни бундай ^айта ёзамиз:]

lim  /  (х) =  f  ( l imxV

Ушбу даъво бунннг натижасидир.

Агар функция х„ иуцтада узлуксиз булса, у >£>лда бу нуцтада 
лимит ва функция белгиларин инг урннларини алмаштириш мумкин.

2- мисол .  l im ln(x2 + I )  =  ln l im(x2 +  1) =  In 2 .
x-»l л-П

3. Бир томонлама узлуксизлик.

5-т а ъ р и ф .  Агар у =  [ (х) функция (а, х0] оралицда ани^лан- 
ган ва lim  /(х) =  f (х0) булса, бу функция х0 нуцтада чапдан уз-

х~*-хп—0
луксиз деб аталади (71-шакл).

6-т а ъ р и ф  Агар */ =  /(х) функция [хп, Ь) сралиада анн^лаиган 

Balim J (х) =  /  (х„) булса, у ^олда бу функция х0 ну^тада унгдан
х-»д04-П

узлуксиз деб аталади.

S' з-у э и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Иккита чексиз кичик функцияни таадослаш нимадаи иборат?
2. Чексиз кичик функцияларни таццослашда to» ва «О» белгнларидан кандай 

фондаланилади?
3. Р\ансн х,олда бир чекснз кичик функция иккинчи чексиз кичик функцнядаи юцо- 

рироь; тартибли чексиз кичик буладк К,уйироц тартибли чексиз кичик булади?
4. р^анси ^олда иккита чексиз кичик функция эквивалент булади?
5. Иккита чексиз кичик функция эквивалентлигининг зарурий ва етарлн алома- 

тини келтиринг.
6. Эквивалент чекснз кичик мицдорларга мисоллар келтиринг.
7. Лимитни ^исоблашда эквивалент чексиз кичнк функциялардан кандай фойда- 

ланилалн? Тегншли теоремани исботланг.
8. у =  Цх) функциянинг хв нуцтада узлуксиэтнгн таърифини кеттнринг ва гео­

метрик талцин этниг.
9. Узлуксиз функция учун лимитга утнш цоидаси нимадан иборат?
10. у =  / (х) функциянинг хе нуцтада чапдан ва унгдан узлуксизлиги таърифла- 

рнни айтиб беринг.
11. 325—335, 345—350, 363—378, 221, 323, 224- мзсалаларнн ечинг.
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1. Йигиндининг узлуксизлиги.

1-теорем а .  Агар /  (х) ва <р (х) функциялар х0 нуктада узлук­
сиз булса, у %олда / ( х )± ф (х )  функция \ам х0 нуктада узлуксиз 
с/ ункциядир.

И с б о т и .  /(х) ва ф(х) функциялар х0 нуктада узлуксизбулган - 
лиги учун lim  / (х) =  /'(х0) ва lim  ф(х) =  ф(х0) булади. / ( х ) ± ф ( х )

х - * х 0 Х -* Х 9

функция лимитини топамиз:

lim  [/(х) ±  ф (х)] =  lim  f (х) +  lirrup (х) =  f (х0) ±  Ф {х„).
X  j  А —>Х0 X — q

Шундай цнлиб, lim[/(x) ±ф(х)] = / ( х 0) ± ф (х 0). Демак, / ( х ) ±
Х -* Х "

±  Ф (х) функция х0 нуктада узлукснзднр.

2. Купайтманинг узлуксизлиги.

2-т е о р е м а .  Агар f (х) ва ф(х) функциялар х0 нуктада узлук­
сиз булса, у ^лда / ( х )ф (х )  купайтма ,\ам х0 нуктада узлуксиз 
функциядир.

И с б о т и .  f (х) ва ф(х) функциялар х0 нуктада узлуксиз бул­
ганлиги учун:

lim  f(x) =  f(x0) ва lim ф(х) =  ф(х0).
ж—д. х-*х,

Бу функциялар купайтмасининг лимитини топамиз:

l im / ( x ) ^ ( v )  =  Пт/(х )-Птф^х)  =  / (х0)-ф(х0).
X —»Ав А— Ав А—►Ад

Демак, / (х)• ([ (х) функция х0 нуктада узлуксиз функциядир.

3. Булинманинг узлуксизлиги.

3-т е о р е м а .  Агар / (х) ва ф(х) функциялар х0 нуктада узлу к-
f ( * )

сиз булиб, ф (х0) Ф  0 булса, у холда уларнинг булинмаси —  \ам
Ф (•*•)

хв нуктада узлуксиз функциядир.
И с б о т и .  f  (х) ва ф(х) функциялар х0 нуктада узлуксиз булган­

лиги учун lim f(x ) — /(х0) ва Ьтф (х )  =  ф (х 0) ф  0. Бу функциялар
А->А0 А-»Ав

булнчмасииинг лнмитинн топамиз:

14- §. Ну^гада узлуксиз функцияларнинг хоссалари

lim f (х)
/(*) _  Х-.А. _  /(*,)

а-*хсф (а) lim Ф(х) ф(ха)
А-*А0

lim

Демак, функция х„ нуктада узпуксиздир.
ф(х)

4. Мураккаб функциянинг лимити ва узлуксизлиги. Ушбу тео­

рема уринлн булиб, биз уни исботсиз келтирамиз.

4-т е о р е м а .  Агар 1 im ф ( х )  =  уп ва lim  f(y) линитлар мавжуд
х~*х, и~>и%
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булса, у холда v0 nytynada, j  [ф jx)] мураккаб функция мавжуд, шу 
билан бирга

lim/|<pt*)| =  lim / (у).
'/—►г/о

Бу теорема лимитларни х узгарувчидан янги у узгарувчига утиб хп- 

собллш имконини беради.
5-т е о р е м а .  Агар у =  ц (х) функция х0 нуктада узлуксиз, шу 

билан бирга ф (х0) =  у0 булиб, /  (у) эса уп нуктада узлуксиз функ­
ция булса, у холда / [ф (л)] мураккаб функция х0 нуктада узлук- 
сиздир.

И с б о т и .  / (у) функция у() нуктада узлуксиз булганлиги учун 

функция узлуксизлигининг 2-таърифига кура исталган е > 0  учун 
шундай г/ >  О мавжудки, | у — уи | <С rj шартни каноатлантирадиган 

барча у лар учун

\f{y) — f(yu) \< е

тенгсизлик бажарилади. Бирок, у —<р(х) функция хам х0 нуктада 
узлуксиз, бинобарин, кандай г] >  О сон берилган булмасин, шундай 

6 > 0  мавжудки, 1 х —  х0( < 6  шартии каноатлантирадиган исталган 

х учун I ф (х) — (( (х0) | <  т] тенгсизлик бажарилади. Булардан келиб 

чикадики, кандай t  >  0 берилган булмасин, шундай 6 ;>  О .мавжуд­
ки, | х —  х0 1 С  б шартни каноатлантирадиган исталган х учун j ч (х) — 

— ф (х0) | <  г) ёки у —  у0 | <  11 тенгсизлик бажарилиши билаи ушбу 

тенгсизлик хам бажарилади:

1Ш — /(г/0) 1 < 8
ёки

1/М * ) ]  —  / 1ф (*о )]|< е-

Бу эса /]ф(х)] мураккаб функция х0 нуктада узлуксиз эканини бил­

диради Теорема исбот килинди.
Э с л а т м а .  Мураккаб функция узлуксиз булган холда лимит вл 

функция белгиларипннг урииларинн алмаштириш мумкин, яыш

lim / [ф(х)] =  /|Н т ф(х)].
х—>х0 х-*х„

5. Асосий элементар функцияларнинг узлуксизлиги.

6-т е о р е м а .  Асосий элементар функциялар узлари анщлан- 
ган барча нуцталарда узлуксиздир.

Мисол сифатида у =  sin х функция узи аникланган ^арбир х 6 R 
нуктада узлуксизлигини курсатамиз.

х0 нуцтани белгилаймнз ва Ду орттирмани тузамиз:

А .У =  / (*0 +  Ах) —  / (х0) =  sin (х0 +  А х) —  sin х0 =  2 cos (х0 +
. . Ах 

Н---sin —  .
2 ) 2

Хосил килинган функциянинг орттирмасини ба^олаймиз:
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A* I
|Д« / | < 2  sin ^  <ГЛх, чунки кичик бурчаклар учун sin а < Г а  

тенгсизлик исботланган эди. Энди лимитга утамиз: lim Л у =  0.
Ал—>0

Демак (нуктада узлуксизлнкнинг учинчи таърифига к\'ра), sin х 

функция х0 нуктада узлуксиз Бирок; х0 сои турри чизданнинг 
исталган нуктасп, демак, у =  sinx функция сонлар укининг истал- 
ан нуцтасида узлуксиздир.

6. Элементар функцияларнинг узлуксизлиги. Бу параграфнинг

1 — 5-баидларидаги барча теоремаларни хисобга олсак, ушбу тео- 
ргмани таърифлаш мумкин.

7-т е о р е м а .  Варна элементар функциялар узларининг аниц- 
лании сощтрида узлуксиздир лар.

7 И шора тургунлиги.

8-т е о р е м а .  Агар у =  f (х) функция х0 нуктада узлуксиз бул­
са , у холда бу нуцтанинг шундай 6 > 0  атрофи мавжудки, унда 
бу функция х0 нуцтадаги ишорасини са^лайди.

И с б о т и .  у =  f (х) функция х0 нуктада узлуксиз шу билан бир- 
га /1х0) > 0  булсин. Функциянниг х0 нуктада узлуксизлигидаи келиб 

чи^адики, исталган е > 0  учун шундай 6 > 0  мавжудки, х0 ну^та- 

нинг 6 атрофига тегиш.пп барча ну^талар учун | / (х)— / (х0) | <  е 

тенгсизлик бажарилади. Уни тенг кучли тенгсизликларга алмашти- 
рамнз: —е <  / (х) — / (х0) <  +е ёки / (х0)— е <  / (х) <  / (х0) + е . / (х0) >  

> 0  булгани учун / (х 0) + е > 0  буладн. е > 0  шундай кичик бул- 

синки, f (хп) — е > 0  булсин. У \олда f (х) иккита мусбат сон ора­

сида буладн, бу эса х0 ну^танинг 6 гтрофига тегншли барча х 
лардэ / (х) > 0  булишини билдиради.

Дх ) < 0  булган ^олнн хам шунга ухшаш исботлаш мумкин. 
Теорема исбот цилннди.

15- §. Узилиш ну^талари ва уларнинг турлари

1-т а ъ р и ф  Агар х0 нуктада у =  f (х) функция учун ^уйидаги 

шартлардан камида биттаси блжаршса, х0 ну^та / (х) функциянинг 

узилиш нуктаси, функциянинг узи эса узлукли функция деб ата­
лади:

1) функция х0 нуктада ани^ланмаган;

2) функция х„ нуктада анн^ланган, лекин /(х 0— 0) ва / (х0 +  0) 

бнр томонлама лимитлардан камида бирн мавжуд эмас;

3) функция х0 нуктада аншуганган, бнр томонлама лимиглар 

мавжуд, лекин узаро тенг эмас;

4) функция х0 нуктада ани^тангак, бю  томонлама лимитлар 

мавжуд ва узарэ тенг, лекин улар функцитнинг бу нуцтадаги ций- 

матига тенг эмас: / (х 0 —  0) =  /(х 0 +  0) Ф  /(х0).
Уч турдаги узилиш цуката iapn фар^ цилинадн.
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1. Йу^отиладиган (четлатиладиган) узилиш.
2-т а ъ р и ф .  х0 нуктада у =  / (х) функция аникланмаган, бирок; 

бир томонлама лимитлар мавжуд ва уэаро тенг, яъни f{x0—  0) =  
=  / (х0 +  0) булса, х0 нукта йукотиладиган узилиш нуктаси деб 
аталади.

Бу нуцтанинг бундай ачалишига сабаб шуки функниянинг бу 
нуктадаги циймати сифатида бир томонлама лимитларнинг киймат- 

ларинн оладиган булсак, биз гуё функцияни шу нуктада янгидан 

ани^лаб, узилишни йукотамиз.

1- ми с о л. х0 =  0 ну^та f(x) =  — функциянинг узилиш нук-
X

тасвдир.

Биро^, lim —П Х- =  1 ва lim --п — =  1, яъни f (— 0) =  / (  +  0)

бир томонлама лимитлар мавжуд Еа узаро тенг, аммо [ (х) маЕ- 

жуд эмас, демак, х0 йукотиладиган узилиш нуктаси, /  (0) =  /  (— 0) =  
=  / (+  0) =  1 деб оламиз. Шу билан узилиш нуктасини йукотамиз 

(72- шакл).

2. Биринчи тур узилиш нуктаси.

3-т а ъ р и ф .  Агар функция х0 нуктада аникланган ёки аниклан- 
маган, лекин бир томонлама лимитлар маЕжуд ва угаро тенг бул- 

мгса, яъни /(х0—  0) = ^ / ( х 0 +  0) булса, бу нукта биринчи тур 
узилиш нуктаси деб аталади. h =  f(x0 -j- 0) —  f (х„ —  0) сони функ­
циянинг х0 нуктадаги сакраши деб аталади (73- шакл).

I X |2- м и с о л. f(x) =  '— 1 функция х =  0 нуктада аникланмаган.
X

1*1 + Х 
/ ( + 0) =  lim  —  = l i m  —  =  1,

X—>“f- 0 X л:-*+0 х

f (—  0) =  l im — 1 lim  — — =  —  1,
0 v  A-—» ~ 0  X

яъни / ( + 0) ¥= f  (—  0) ва h =  1 — (—  1) =  2 .
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Демак х0—  биринчи тур узилиш нуктаси (74- шакл).

3. Иккинчи тур узилищ нуктаси.

4-т а ъ р и ф .  Агар х0 нуктада бир томонлама лимитлардан ками­

да бири мавжуд эмас ёки чексизликка тенг булса, х0 ну^та иккин­
чи тур узилиш. нуктаси деб аталади.

_j_
X — 1

3-м и сол . / ( х )  = 2  функция х = 1  нун^тадэ мавжуд эмас (75- 
шакл):

_1_

/ ( 1 - 0) =  lim  2*~ 1 =  2 ~ =  0,

_1__

/ (1  -f- 0) =  lim  2* ' = 2 ° ° = о о .
х-И+0

Демак, х =  1— иккинчи тур узилиш нуцтаси.
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4- м и сол .  f(x) — sin— функция x =  0 нуктада аниклапмлпш
X

(76-шакл). / ( ± 0) =  lim  sin — танин лимитга эга эмлс, демак, 

х =  0 —  иккинчи тур узилиш нуктаси.

16-§. Кесмада узлуксиз функцияларнинг хоссаларн

1-т а ъ р и ф .  y =  f{x) функция (я, Ь) ораликнииг ?\ар бир нук- 

тасида узлуксиз булса, у бу ораликда узлуксиз функция деб ата­

лади.

2-т а ъ р и ф .  у =  f (х) функция [я, Ь\ кесманинг барча ички нук- 

таларида узлуксиз ва унннг охирларнда бир томонлама узлуксиз 
булса, бу функция шу кесмада узлуксиз деб аталади.

Кесмада узлуксиз функцияларнинг баъзи хоссаларнни нсботсиз 

келтирамиз.
1. Функциянинг чегараланганлиги ^ацидаги теорема. Агар у=Ц(х) 

функция [я, Ь] кесмада узлуксиз булса, у шу кесмада чегаралан­
ган функциядир, яъни шундай узгармас чекли rn, М сонлар 
мавжудки, барч! х£\а,Ь] к<ийматлар учун т  <  /  (х) <  М тенг­
сизликлар уринли

Лгар интервал ёки ярим интервал олинадиган булса хосса тугрн

булмаслнги мумкин. Л\асалан, /(* ) = — функция (0 , 1) ёки (0, 1] да 

узлуксиз, бирок чегараланмаган, чунки ^ар кандай W >  0 сон от- 

майлик, шундай кичик х топиш мумкинки, —  >  М  б> ладн.
X

2. Функциянинг энг кичик ва энг катта кийматининг мавжуд- 

лиги ^акидаги теорема. Агар у =  f (х) функция [я, Ь] кесмада уз­
луксиз булса, у холда у бу кесмада узининг энг кичик ва энг 
катта цийматига эришади, яъни шундай х,, х 2 6 1я, Ь] мавжудки, 
барча. х £ [я, Ь\ учун / (xt) >  /  (х) ва / (х,) <  / (х) тенгсизликлар 
уринли булади.

77- шакл.
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79- шакл. 80- шакл.

77-шаклда х£\а, Ь\ учун /(.*,) <  f (х) b i / (b) >J(.x). / (6) функ­
циянинг кесмадаги энг катта, / (* ,)  эса энг кичик киймати.

Агар интервал ёки ярим интервал о тиса, хосса тугри булмас- 

лиги мумкнн. Масалан, х£(0,1) учун / (х) =  х узлуксиз, лекин энг 

кичик ва энг кагта цийматларни курсатиш мумкин эмас (78-шакл).
3. Оралиц ^иймат ^а^идаги тго^ема. Агар у =  / (х) функция 

| |а.Ь] кесмада узлуксиз б:]ли5, шу бишн бита т  ва М лар
функциянинг |а, Ь] даги энг кичик ва энг катта ^ийматлари 
булса, у .\олда функция шу кесмада т  ва М  орасидаги барча ора- 
лик киймсипларни кабул килади, яъчи т  <с u <  .И шартни цано- 
атлантирадиган исталган ц сон учун камида битта х =  с £\а,Ь] 
шундай нуцта мавжудки, унинг учун / (с) =  р, тенглик m ijFpu бу­
лади (79-шак1).

Бу хоссани, соддаро^ бундай и[)эдалац мумкнн: х аргумент их- 
тиёрпн оралнцда узгарганда, узлуксиз f (х) функциянинг цабул этган 

цнйматларн бирорта орзлнцни туташ тулдир.ади. 79- шаклда / (ct) — 

=  u. f (с2) =  [I булган икки га с, ва с2 нуи;та мав-куд.
4. Функциянинг нолга айланиши ^а^идаги теорема. 1 гар у =  

=  /  (х) функция [а,Ь\ кесмада узлуксиз ва ке:манинг охир гари:)а 
турли ииораги кийиатларни чабул цилса, у \олда \а,Ь\ кесмя!а 
ка.чида Питта шундай ну^та мазжудки, бу нщтада ф/нк^ич- 
нин' киймати нолга тенг булади.

80-шаклда / (Ь) > 0 , / (а) < 0  ва хи х,, х3 нуктадарда график 

Ох уциин кгсиб угади, демак, f(xl ) =  0, f(x,) =  0, / ( t 3) =  0.

1. Узлуксиз функциялар устида арифметик амаллар ха^ндагн теоремаларни
таърифтанг ва исботланг.

2. Узлуксиз функциялардан тузилган мураккаб функциянинг узлуксизлиги ^аки-
даги теоремани таърнфлаиг ва исоотлаиг.

Уз-узин н т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
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3. Асосий элементар функцияларнинг узлукснэчнги ^акида нима дейиш ^ум- 
кин? Элементар функциялар хацида-чн?

4. Узлуксиз функция ишорасининг тургунлигн г^а^идагн теоремани таърифланг 
ва исботланг.

5. Кесмада узлуксиз функцияларнинг хоссаларинн таърифлаб беринг.

6. Функциянинг узилиш нуктаси деб нимага айтилади?

7. Пукотиладнган узилиш нуктаси деб нимага айтилади? Мисол келгнринг.

8. Биринчи тур узилиш нуктаси деб нимага айтилади? Мисол келтирннг.

9. Иккинчи тур узилиш иуцтасн деб нимага айтилади? Мисол келтиринг.

10. 225—239- масалаларни ечниг.



З- б об

БИР УЗГАРУПЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛ

ХИСОБИ

1- §. Функциянинг ^осиласи, унинг геометрик ва] механик маъноси

1. Функциянинг нуктадаги ^ссиласи. у =  / (.v) функция (а,Ь) 
интервалда аникланган булсин. (а, Ь) интервалга тегишли х0 ва 
х0 +  Ах нукталарни оламиз.

У — f (а) функциянинг бу нукталардаги кийматларн / (х0) ва /(х0 +  

+  Дх) дан функипянпнг Aij =  f(x0 +  Ax) — f(x0) орттнрмасинн ту- 
замиз. У  аргумент Ах га узгарганда функция канчага узгарганнни

куреатади. ннсбатни караймиз. Уни аргумент Ах га узгарганида

функциянинг уртача узгариши деб аталади.

1-т а ъ р и ф .  Функция орттирмаси Ау нинг аргумент орттирмаси 

Дх га нисбатннинг Дх нолга интилгандаги лимитп у =  / (х) функ­
циянинг х0 нуктадаги хосиласи деб аталади.

Бу лимит ушбу белгилардан бнрн бнлан белгиланади:

У \ Г  (*о). f .
dx dx

Шундай килиб,

/' (х0) =  lim  ^  =  lim  1 К  + А*)-/(*«) ^
Длг->о Дх дг_>о Ах

Агар бу лимит мавжуд (яъни чекли сонга тенг) булса, хосила х0 
нуктада мавжуд деб аталадн.

2-т а ъ р и ф .  Агар lim  —  =  lim  r z J = р о  булса, у=>
ддг->о Дх д*->о Дх

— / (х) функция х0 нуктада чексиз уосилага эга деб айтилади.
Агар хосила таърифида Дх->- —  0 ёки Дх—>- 0 булса, бир то- 

монлама хосилаларга эга буламиз, улар f'+ (х0) ва f_  (х0) билан бел- 

гиланадн хамда

Гл. (хо) =  lim  —  —  х„ нуктадаги унг хосила,

/' (х0) =  lim  —  —  х0 нуктадаги чап ^осила. 
д*—_о Дх ' '

У — f(x)  функциянинг хп нуктада хссиласи масжуд булиши учун
унг ва чап .хосилзлар мавжуд ва тенг, ятнн
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f  ,.(*„) =  r _ w
булиши зарур ва етарлн- 
дир.

Хоснлани топиш жараё- 

ни функцияни дифферен- 
циаллти деб аталади.

2. ^осиланинг геомет­

рик маъноси. Бнрор (а, Ь) 
ннтервалда аникланган у =

81- шакл.

j_ =  [ (лг) функция берилган 

булсин. Унга мос эгри чн- 
зик L да М  (х0, у0) ва 

A V 0 +  A.y; у0 +  Д у) нуц- 
таларпни оламиз. Эгри чи-

зицнмнг иккита ну^тасини туташтир^вчи т$три чизпц кесувчн деб 
аталади (81- шакл). N  нукта L эгри чизш\Да харакатланиб, М  га 
я^ннлашса, М  V кесувчн М  нукта атрофида бурила бошлайди.

3-т а ъ р и ф .  Эгри чизиц L га унинг М  нуктасида утказилган 

уринма деб, N  нукта L  эгри чизнкда харакатлана бэрпб, М  нукта- 
га ̂ интилганда M N  кесувчн оладнган МТ  лимит вазнятига анти- 

лад и.
Шаклда уринма Ох ук билан а  бурчак, кесувчи эса Р бурчак

хосил китади. Д.ИЛГ К  дан tgP =  —  экани куршшб турибди. Эгри
Дх

чизи^ L буйлаб /V —<-И да Д\:-»- 0 булади вз Бу эса бун­

дай ёзилади:

Шундай кИЛ1-б. У ~f{x) функциянинг хп нуктадаги ^осиласн 
эгри чизикк3 абсциссали М  нуктада утказилган уринманннг Ох 
укнинг мусбат йуналнши билан ^осил кнаган бурчагининг танген- 
сига тенг. Х,осияанинг геометрик маъноси ана шундан иборат.

3. ^осиланинг механик маъноси. Бирор М  нукта тугри чизикда 
>;аракатланаёгган булсин (82-шакл). Бирор М 0 бошлангич вазиятдан 

М  нуктагача ^исоблападиган s масофа t ва^тга боглик, яъни s ма­
софа t вактнинг функцияси булади:)

Вактнинг бирор t мэментида М  нукта М 0 бэшлангич вазиятдан s

l i in tgp  =  l im —

Бирэц, lim  tg р =  tg a  ва lim  ^  = / '  (x0), демак, у' =  / ' (x0) =  tg a .
Дх->0 |;Дх-*0 A*

масофада, навбатдаги бирор t +  Д t мо-

82- шакл.

ментда эса бу нукта N  вазиятда бош- 
s лангпч вазиятдан s +  Д s масофада 

булсин. Шундан килиб, At ва^т ора- 

лигида нукта Д s масофани утган,
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яъни s катталик As га узгарган булади. Нуктанинг A i вакт ичида 

уртача харакат тезлиги с урт =  ~  булиши равшан. Бирок, Пгги».рт =
Д  ̂ Л/-*0

Д С
=  и —  бернлган t моментдаги харакат тезлиги, lim —  =  s' sea хоси-

д/— о Д t
ла. Шундай килиб v =  s', яъни тезлик йулдан еэ^т буйича олинган 
Хосила. Хссиланинг механик маъноси ана шундан иборат.

2- §. Функциянинг дифференциалланувчанлиги

1-т а ъ р и ф .  Агар у =  f (х) функция х0 нуктада чекли хосилага

эга, яъни /'(*„) =  l i m —- чекли сон булса, бу функция шу нукта- 
д*_»оД X

да \осилага эга дейилади.

2-т а ъ р и ф .  Агар у — / (л) функция (а, Ь) иитервалнинг хар бир 
ну^таенда хосилага эга булса, у шу интереалда дифференциалла- 
нувчи деб аталади.

3-таъриф .  Агар у =  /  (*) функция [а, Ь\ кесманинг барча и чк и  

ну^таларида дифференциаллануЕчи хамда чекли бир томонлама f'+ (с) 

ва f _  (Ь) хосилалар мавжуд булса, бу функция шу кесмада диф- 

ференциалланувчи деб аталадн.

Функциянинг узлукензлнги Еа Днфференциалланувчанлиги орасида­

ги богланишни бёлпиайдиган куйидаги теоремани исботлаймиз.
Т е о р е м а .  Агар у =  f (х) функция х0 нуктада дифференциал- 

ланувчи булса, у шу нуктада узлуксиздир.
И с б о т и .  y = f (x )  функция хп нуктада днфференцналланувчи 

булгани учун таърифга кура ушбу тенглик уринли:

«Пекин 5-теоремани (1-боб, 5-§) кулланиб бундай ёзкш’ мумкин:

бу ерда А х  0 да а  —  чексиз кичик функиияднр. Бундан А у =

— f  (х0) А х +  а  А х. Бу тенглик A х -v 0 да А у -* -0 булишини курса- 

тади, яъни l imAi/  =  0. Бу эса y — f(x) функция х0 нуктада узлук-

сизлигинн билдиради (1-боб, 12-§, 3-таъриф).

Тескари даъво, умуман айтганда, тугри эмас, чунончи бирор 

нуктада узлуксиз, лекин бу нукта дифференииглланувчи булмаган 

функциялар мавжуд.
Ушбу функцияни карайлик (83- шакл):

[lim —  =  / ' (хс) —  чекли сон.

y  =  f(x) =  1*1 =
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Бу функция х нинг барча киймат- 
ларида аникланган ва барча ну ̂ та­
ла р да, xycycaii х =  0 нуктада уз­
луксиз. У  шу нуктада днфферен- 

цналланувчи эмаслнгинн курсата- 
миз. Хосиланинг геометрик маъно- 
сидан (0 )= tg  135°= —  1, /+ (0) =  

=  tg45° =  I келнб чнцади- Шуи- 
дай цилнб, /1(0) ф } +(0). Бу эса 

х =  0 нуктада хосила мавжуд эмас- 

лигинн, яъни функция дифферен- 
цналланувчи эмаслнгинн билдиради.

3- §. Дифференциаллашнинг асосий ^оидалари

1. Узгармаснинг ^оснласи.

1-теорем а .  Узгармаснинг хосиласи нолга тенг:

С' =  0.

И с б о т и .  х аргумент Д х орттпрма олганида у функция ушбу 

орттирмани олади:

Д У~  / (* +  Д *) —  f(x) =  C —  С  = 0 .

Демак, у' =  lim  —  = 0 .  Шундай китиэ, г/' =  0 ёки С ' =  0 .
оД*

Ц' 2 . Й и р и н д и , купайтма ва булинманинг хосиласи.
2-т е о р е м а .  Агар и(х) ва v (v) функциялар .v0 нуктада диф- 

ференциалланувчи булса, у холда уларнинг алгебраик йитндиси, 
купайтмаси ва булинмаси (махражн нолга тенг булмаса) хам шу 
нуктада дифференциалланувчидир.

Бунда ^осилалар ушбу формулалар буйича тогштади:

а) {u±v)’ =  и’ ± v ’,

б) (u-v)' =  u’v + v'-u,

И с б о т и  ( б ул и н м а  учун ) .  y =  f(x) =  ^-~  булсин, бу ерда
V (XJ

v (х) Ф  0. х0 диамат Д х орттпрма олганида и ва и функциялар Д и 
ва Д v орттирмалар, у функция эса Д у орттпрма олади. Д у орттир­

мани царайлик:

Д|г_ , Л  +  Д д1, _ , М - £ & ± | А _ Л Ы -

— u (-v° +  А *) V W  — V (*п +  Д х) и (х„) _  

t»(<o)-t'(*0 +  Д*)

Iti)



_  {u (х„ + А х) — ц (х0)] I' (х0) — [и (х0 + А х) — у (х0)] и (х„) _

1'(х0) ■ v (х0+  Д х)

_  v (-Уд) • Д и — и (х0) Д V .

Я (*о) о (*о +  Д *)

и (х) ва v (х) функцияларнинг дпфференциалланувчанлигига гсосан:

lim  =  а , l i m =  v’, l i m v (х0 +  Дх)  =  v(x0). 
дс-» 0 Д« д .*->о Дх Ддт-»о

Демак,

Ли А у
. v(x0) —  — u(x0) ——

, Д У Д.г Дх и у — uv
у - lim —  =  Ьт

A-v-»o Дх Дх-»о у (хс) v (x0-f- Д х) v2

шундай килиб,

, и'у — чу' .. ( и У  и' v — v’u
У = ---;--- екн —  =  --- --- .

V- \ V ] V-

а) ва б) формулалар хам шунга ухшаш нсботланадн.
Бу теорема кушилувчилг.р ёки купайтувчилар нсталган чекли сон 

булганида хаv тугри буладн.

Натижа. Узгармас купайтувчинн хосила белгисидан ташкарига 

чикариш мумкин, яъни (Си)' =  Си', бунда С —  узгармас сон.

4-§. Мураккаб функциянинг к°силаси

Т е о р е м а ,  у — Ни) еа и — q (х) дифференциалланувчи функ­
циялар булсин. Мураккаб / (и) функциянинг эркли узгарувчи х 
буйича хосиласи бу функциянинг оралик аргументы буйича хоси- 
ласининг оралщ аргументининг эркли узгарувчи х б[,йича хосила- 
сига купайтмасига тенг, яъни

у: = / ; » • « » .

И с б о т и .  н =  ср (л) функция х — ,г0 нуктада, у =  / (и) функция 

эса и0 =  cf (хп) нуктада днфференцналланувчи булсин. У холда

lim  —— = / ' ( “о) ' гавжуд. Бундан кунидаги келнб чикади:
Aw

=  /' ^w0) -f а  ёкн А у — f' (u„) Д и +  а  Д и.
Л и '

бундл Ди —  0 да ос 0 . и =  ф(х) функция х — х0 нуктада дпф-

ферениналланувчн булганлиги учун lim  — ^  =  ф' (х0) мавжуд, бун-
Д х

Дан кунидаги келнб чнкадн: =  ф' (х0) +  (5 ёки Аи =  ф' (х0) Дх +

+  РД х, бунда Ах  0 дп р 0 . Д х — 0 да Д и 0 булишини 
айтнб утамиз (чунки и =  ф (.v) функция узлуксиз булиб, бу унинг 

Днфференциалланувчанлигндан келнб чикади). Энди Д и нинг кий- 
матнни А у та куямиз:
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Д «/ =  / ' ( “<>) ■ у (*0)A x  + f  {u0)$ Д x +  a <p' (x0) Д x +  офД x. 

Сунгра Д у ни Д х га буламиз ва Л х — О да лимитга утамиз:

ух =  lim  4 ^- =  lim  [/' (и0) ф' (х0) +  /' (н0) Р +  ос ф' (х0) +  а  Р] =»
Av-i-O Ax

=  Г  («о) • ф ' W -

Демак, исталган х нуктада: t/'x=  f'u (u) ■ ф*(х). Теорема исбот килин­

ди.

У з- у з и н н т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Функциянинг бернтган ну^тадаги xocinacii таърифннн беринг.
2. Чексиз хосила таърифини беринг.
3. Бир точончама хосилалар деб нимага айтнлади?
4. Чнзикца берилган нуктада уринма турри чизш\ деб нимага айтилади?
5. Функциянинг ну^тадаги хосиласининг геометрик маъноси нимадан иборат?
6. ^осиланинг механик маъноси нимадан иборат?
7. К,андай функция нуктада днфференциапаиувчи деб аталади?

11итервалда- чн? Кесмада- чи?
8. Функциянинг нуктада дифференциал ланувчанлнгннннг зарурин шарги нимадан 

иборат?
9. Узгармас соннинг .хосиласини келтириб чи^аринг.
10. Йшинди, купайтма ва булинманинг \оситасинч \исзэ!аи фэрчулатарини 

келтириб чикаринг.
11. Мураккаб функцияни дифференциаллаш цоидаси ннмадан иборат?

Уни келтириб чн^арннг.
12. 440, 441, 454 — 457, 462, 463- мисолларни ечинг.

5- §. Тескари функция. Тескари функциянинг узлуксизлиги 

ва дифференциалланувчанлиги

1. Тескари функция, [о, Ь] да ашпутанган усувчи ёкн камаювчи 

у =  f(x) функция берилган булсин, шу билан бирга f (a )~ c , f{b)~
— d булсин. Ани^лик учун f(x) усувчи функция булган ^олни ^я- 

раймиз [я, b] кесмада хи х> нккнта нуктани оламиз, бунда Х ! < х 2 
булсин, у холда =  / (хх) ва г/2 =  / (х2) булади, шу билан бирга 

У1<.У2- Тескари тасднх; хам т“три: агар yt С  у2 булиб, (д =  / ( x j  

ва у2 =  / (v_.) булса, у холда xL <  х2. Шундай килиб, х никг 
цийматлари б т ан  у нннг уларга мос ^шшатлари орасида узаро 

бир кийматли мослик бор. у ни аргумент, х ни эса функция 

сифатида цараЗ х нн у нннг функциями сифатида хосил кила­

миз:

* : = : ф "д о .

Бу функция у =  f (х) функцияга тескари функция дейилади. Кама­

ювчи функция учун ^ам шундай мулохаза юртггиладн. Шунн цайд 
^иламизки, y — f(x ) функциянинг кийматлар сохаси х = ф (у) тескари 

функция учун аникланиш сохаси буладн ва аксннча.
1-мисол. у =  х3 функция берилган булснн. Бу функция х £ R

3 —

лар учун усувчи, D  (/) =  R, E ( f )— R. х =  j у тескари функция 

мавжуд, шу билан бирга y £ R .
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2-мн с о  л. у =  ех функция бернлган булсин. У  x £ R  лар гчун 
аникланган ея усувчи. D (/) =  /?, f  (/) =  (0, +  оо). Унинг учун х =  

=  In у тескари функция мавж\Д, шу бнлан бирга у 6(0, +  оо).
2. Тескари функниянинг узлуксизлиги. Куйидагн теоремани ис- 

ботсиз келтнрампз.
1-те о рем  а. Агар усуечи (камаювчи) у = f (х) функция [а, Ь] кесма- 

са узлуксиз, шу билан бирга f(a) =  c, f (b) — d булса, у холда унга 
тескари х =  ф (у) функция [с, d\ кесмада аникланган ва узлуксиз 
булади.

3. Тескари функцияларнинг дифференниалланувчанлиги.

2-т е о р е м а .  г/ =  /(.г) функция .v0 нуктанинг бирор атрофида 
монотон еа узлуксиз булсин. Бундан т.ашкари у =  / (л) функция 
х0 нуктада дифференциаллануечи булиб, f  (*0) Ф  0 булса, у холда 
х=~ц (у) тескари функция y0 =  f(x0) нуктада дифференциаллануечи, 
яъни хосшага эга булиб,

булади.
Шундай кнлиб, тескари функциянинг хосиласи функция ^осила-

сига тескари микдорга тенгднр, яъни х'у =  —г— .
Ух

И с б о т и .  у — / (.v) функция хп нуктада узлуксиз булганлиги 

учун Д х - 0 да Д у —*■ 0 . Аммо тескари функцияпинг узлуксизлиги 
зодидагн теорема га кура х =  ф (у) функция хам у0 нуктада узлук­

сиз, демак, А у 0 да Дл: 0. Бу хулосадан бундан кейннгн ал- 
маштнришларда фойдаланамиз.

Хрсиланннг таърнфпга кура:

, ,  . ..  Д х 1 1 1
Ф (i/0) =  lim  —  =  lim

д^-оДу а^ о A i  i i m —  П *о)"
Л t Дх_»с Д х

Демак, ф' (у0) =  --- , шу билан теорема исботланди.
/ (хо)

6- §. Асосий элементар функцияларни дифференциаллаш

I. Логарифмик функциянинг ^осиласи. (In и)’ =  — • и' эканини
и

исботлаймнз, бунда и =  ф (х). у =  1л х функцияни караймиз. Агар х 
Д х орттирма олса, у холда функция Д у орттирма олади, бу орт-

тирманн бундай ёзиш мумкин: Д у =  In А * _ Ушбу — ^ =
х Д х

In (х + Д х) — lnx 1 . х + Дх 1 . /. . Дх\
—  ----- -------- =  — In ------  =  — In 1 Н--- \ нисоатни ту-

Д х Дх х Дх \ х j
замиз. Д х - > 0  да лимитга утамиз ва а - ^ 0  да In ( I + с с )~ а  зка-
нини хисобга олнб куйндагинн хосил киламиз:



Шундзй килиб, (In х)' =  —  эканннн исбот ^нлдик.
х

Агар у =  In и булиб, бунда и =  ф (х) дифференциалла! iувчи функ­
ция булса, у холда мураккаб функцияни дифференциаллаш ^оидаси- 
га биноан

(1пы)' =  —  • и '
и

тенгликка эга буламиз.

Хусусан, агар у =  logc и - булса, бунда и =  <р (х), у холда
In а

(Ioga и)’ =  ■ и’
\ In а 1 и-In а

(бунда а —  const, а > 0 , а Ф 1).
2. Логарифмик дифференциаллаш. Агар /(х) функция логарифм- 

лгнадиган булса, у холда бу функциянинг хоснласини излаш учун 

олдин логарифмлаш амали, сунгра эса дифференциаллаш амалини 

цуллаш мумкин.
Бу усулни логарифмик дифференциаллаш дейилади.
Логарифмик дифференциаллаш усулинн курсаткичлн ва даража- 

ли функцияларнинг хреилалариин топншга ь^уллаимкз.

3. Даражали функциянинг хосиласи. («“)' =  а. и ~К ■ и' экапини 

исботлаймиз, бунда и =  ф (х) дифференциалланувчи (a f  R).

у =  и ' функцияни караймиз. Унн логарифмлаб, ушбуга эга бу­

ламиз:
ln|y =  a  In\и.

у ни х никг функцияси деб ^исоЗлаб, тенглшшинг иккала цисмини 

х буйича диффэренцналлаймиз — =  а  —  Бундан:
у и

, , и' a—I t
У =  а  • у —  =  а и -и . 

и

Шундай килиб, (“ ’ )' =  ot,ua~1-u'. Шу бтан  формула исботланади, 

хусусан, а  =  —  да ушбуга эгамиз: (j ги )' =  • и'. а  =  —  1

да ушбуга эгамиз: {—  ] = --- — • и'.
\ и I и2

4. Курсаткичли функциянинг ^осиласи. (« " ) '=  аи \na-u' эканннн 
исботлаймиз, бунда и — <р (х) дифференциалланувчи функция (а >  О, 

а Ф  1). у — аи функцияни олдин логарифмланмиз, сунгра х буйича

диффгренциалллб, ушбуга эга буламиз: In у — ы In я, =  и' ■ In о .
У

Охирги тенгликдан у' ни топамиз:

у' — у\па-и' ёки у' =  (а“)' =  a-  In а-и'.

Формула иеботландн.
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Хусусий холла, агар а =  е булса, у ^олда In е =  1, шундай ки­

либ, (е'У =  е‘-и' тенгликка эга буламиз.

5. Курсаткичли-даражали функциянинг хосиласи. Асоси хам 

дарлжа курсаткичи хам х нинг фуикцияси булган, яъни у =  и ку­
ринишдаги (бунда и =  ф (х) ва v =  г|’ (х)) функция курсаткичли- да- 

ражалн функция дейилади.

У урннга у =  и ки цуйиб, алмаштнришларнг. бажариб, ушбуга эга 
буламиз:

Формула исботланди.

Шундай килиб, курсаткичли-даражали функциянинг хосиласи 

икки кушилувчидан иборат: и — даражали функция деб фараз ки- 

линса, биринчи цушнлувчи, и"'—  курсаткичли функция деб фараз 
цнлинса, иккинчи кушилувчи хоенл булади.

6 . Тригонометрик функцияларнинг ^осилалари. a) (sin и)' => 

=  cos и-и’ эканини исботлаймнз, бунда и =  у(х) дифференциалланув- 
чи функция.

У =  s inх функцияни ^араймиз. х га Ах  орттирма берамнз, у . о̂л- 
Да функция Д у орттирма олади:

Т X 9
I-мисол .  у = е  функция берилган. у ни топинг 

1/' =  ел,. ( Ху  =  З х 2ел'-

у
бундан ушбуга эга буламиз:

и

[и*)'—tu  ■ и' -f- и~’ In и ■ v’ .

=  2 *■(**+ 1 г ; - 1 • ( ~ j  +  m (^ + : i) ) ! .

Ушбу

Д у =  sin (х 4- Д х) —  sin х =  2 cos ̂ х 4-

Лл: 
s in---

2
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нисбатни тузамиз. Д х  ->-0 да лимитга \тиб ва sin ~  эка-
2 2

нини хиссбга олиб,

Дх
Sm

у' =  lim  -—А ~ ■ • cos ^х +  =  cos л:
Ax-*0 А х

га эга буламиз. Шундай цилиб, (sin х)' =  cosx.
Агар у =  sin и (бунда и =  ф (.v)) булса, у холда мураккаб функ- 

диянн дифферсщиаллаш ^оидасига кура:

(sin и)' =  cos и-и'.

3-м исол .  i/ =  sinx2 функциянинг хосиласинн топинг.

у' =  cosx2-2 x.

4-м нсол .  у =  sin2x функцнянинг хосиласинн топинг.

у’ =  2 sinx • cosx =  sin 2 х.

б) (cos и)' =  — sin и ■ и' эканиич исботлаймиз. 

cos и =  sin — iij келтириш формуласндан фойдаланиб, ^оси- 

лани топамнз:

у' =  (cos и)' =  ^sin —  и j j  - cos {—  — u'j • —  u j =

=  — s in u -н'.

Шундай цилиб, (cosh)' =  — sin и -и'.

5- ми с о  л. у =  cos— функциянинг ^осиласини топинг. у' =
х

1
sin —  

х\ ! . 1 \
= ---- —  sin — = ----

X2 V X ) X-

в) (tg«)' =  —!—  • и' эканннн исботлаймиз.
cos2 и

у =  tgu  функцияни караймнз, бунда и =  ср (х) дифференциалла­

нувчи функция, tg и = булгани сабабли касрни днфференциал-
COS и

лаш ^оидасига бнноап:

cos ы-cos и-и' —  (—  sin и) sin и-и' _  
cos2 и(tg«)' = ( — V =

V cos и 1 

(cos2 и -j- sin2 и) и' __ 1
; „ 2

■ W .
cos2 и cos'- и

Шундан ^нлиб, (tg и)' — — • и'.
cos -и
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г) (ctgu)' ----- -—  и' эканини шунга ухшаш исботлаймнз.
sin2u

(Ctgu)' =  (— ) =  
\sin и)

(—sin и*sin U — COS И-CDS u)uf

sin-ы

___ (sin2 h 4- cos2 u) • и' __ 1
•и

sinz и sin- и

Шундай килиб (ctgu)' = ---- ----и'.
sin 2 и

6-ми с о  л. Агар </=tg| -v булса, у холда: у' =  —
cosa > х 2i х

7-м и сол .  у =  lnctgх булса, у холда:

___2_

sin2x

д) К,уйидагиларни хам шуларга ухшаш нсботлаш мумкин:

у'= -Л-) =
CtgX V sin2x /

(sec и)' ------ и' ёки (sec «)' =  tgu-secu-u'.
COS2 и

(cosec и)' =  —  -°s а и' ёки (cosec и)’ =  — ctgu-cosecu-u'. 
sin2 и

7. Тескари тригонометрик функцияларнинг э^осилалари.

a) (arcsinu)' =  -=} и' эканини исботлаймнз.
> 1 — и2

Узлуксиз, днфференцналланувчи, у £ | ---лар учун

усувчи х =  sin у функцияни цараймиз. Унинг кнйматлар сохаси 
[— 1,1] дан иборат. Бу функция х £ [— 1; 1] ларучун аникланган, кий-

матлари у £ — булган у =  arc sin х тескари функцияга эга.

Тескари функциянинг дифференцналланувчанлиги хакидаги теорема-

га кура: у’х =  —г-.
ХУ

Шундай килиб: у’х =  (arcsin х)' =  1 1 1
(sini/)' cosy i- j 1—sin2!/ 

1
> 1 - x 2

[
XI TC 1

—  — . —  I лар учун cosy >  0 булгани сабабли ишора «+*

олиндн. Демак, (a rcs inх)' =  — —1—  

л • . О - * *
Агар у arc sin it булса, бунда и =  ф (х) —  днфференцналланувчи 

функция, у .ухтда мураккаб функцияни дифференциаллаш цондаснга 
биноан:

(arcsin и)' ---- 1— и’ .
■» 1 — и- 
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б) (arc cos и)' = ----i-u = .— эканннн хам шунга ухшаш нсботлаш

мумкин.

в) (arctg п)' =  — - и эканннн исботлаймиз.

х =  \g у узлуксиз, дифференциалланувчи, у 6 ^ ---Г ’ ~ f") лаР

учун усувчи функцияни ^араймиз, унинг цийматлари сохаси(— оо; + оо) 

дан иборат. Бу функция х 6 (— оо; -fоо) учун ашнучанган у =  arctg*

тескари функцияга эга, унинг кийматлари: у 6 ^ ----j- Энди

у ’х ни топамиз:

1 1 ! 1 1
у =  (arctg х)' =  — г- = --- = ----  --------------- ■

ху (tgу)’ sec-у 1 +  tg2y 1 +.*-

Демак, (arctgx)'=  —1— . Агар у =  arctgи бСлса (бунда и =  <р(х)

1 +Л’2 , 1 
дифференциалланувчи функция), у холда (arctg и)' =  ----; • и .

/

г) (arc ctg и)' = ------ эканннн хам шундай нсботлаш мумкин.
1 4-и2

I
8- м и с о л .  Агару =  arcsin2х булса, у холда: у’ =  2arc sin х -====.

у i * X

—дг

9-ми с о  л. Агар г/=  arctge“"A булса, у -\олда: у' —
1 -f е~2*

Уз- у з  и ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Кандай функция тсскари функцтя дейилади? Мисоллар келтиринг.
2. Тескари функцияни дифференциаллаш цопдаси нимадан иборат? Уни кел­

тириб ЧШуфИНГ.
3. Логарифмик функция хосиласи формуласини келтириб чицаринг.
4. Логарифмик дифференциаллаш цондаси нимадан иборат? Мисоллар келтиринг.
5. Даражали функциянинг, к\ рсаткичлн функциянинг ва курсаткичли- даражали 

функцияларнинг >;осилалари учун фэрмулалар шцарннг. Мисоллар келтиринг.
6. Тригоно.метряк функциялар хосилалари учун формулалар чицарлнг.
7. Тескари трнгонзчетрин функциялар хосплалари \-ч\’н формула тар чикаринг. 
8 .472  — 487,499 — 513 526 — 544, 561 — 569, 584' — 597, 611— 629,650 —
— 666-масалаларнн ечииг.

7-§. Гиперболик функциялар уларнинг хоссалари ва графиклари

1. Таърифлар. shx, chx, th х, cth.v каби белгиланувчи вт ушоу 

тенгликлар билан аннкланувчи функциялар гиперболик функция lap 
дейилади:

е * — е~х
shx = ----------- гиперботик синус,

, Iх-т-е~к
спх = --- -—- — гппер юлнк косинус,
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thx  =
sh x

cth x =

ch x

ch x

sh x

гиперболик тангенс, 

■гнпербслпк котангенс.

Функцияларнинг таърифларидан тегишли тригонометрик функция­

лар орасидаги муносабатларга ухшаш муносабатлар келиб чикади:

ch2x —  shiv =  1, ch2x +  sh2x =  ch2.v,

1
sh2.v =  2sh.v chx, cbrx =

l — th2jc

Масалан, биринчи айниятни текшириб курамиз:

г-a х.к.

ch
( „V  . — х',2 / „X —х , 2

-Ч^-) 1 =е-х +  2 +  е * _

Долган муносэбатларнииг т\трнлиги хам шунга ухшаш текшнрилади. 
Ушбу

Г х =  cos t,
\y =  smt

тригонометрик функциялар х2 -{■ у- =  1 айлананинг параметрик тенг- 

ламалари булганн каби

Г х — ch t,

1 У =  sh t

гиперболик функциялар гиперболанинг параметрик тенгламалчри бу­
лади. Бу функцияларнннг хам гиперболик деб аталишининг сабаби 

хам шу билан тушунтирилади. _
2. Гиперболик функцияларнинг хоссалари ва графикларй. sh.t, 

chx, th.v функциялар x £ R  лар учун аникланган, cthx функция эса 

х ¥= 0 лар учуй аникланган.
а) sh.v —  ток; функция, 0 да мусбат, х <  0 да манфий, х = 0  

да нолга тенг (84-шакл).

б) c h x —  жуфт функция, барча х лар учун мусбат (85- шакл).

у\
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86- шакл. 87- шакл.

в) th х —  ток функция, х > 0  да мусбат, х < 0  да манфий, х = 0  
да нолга тенг, |th х| <  1 .

Ушбу лгшитни топамиз:

Нш t h x = I i m  —
Хш& ± оо х ± оо ех g—х

i z i Z L  J
, Jim «‘ «■-- d l - i ,  
* -»+°° е* (1 +е 2х)

е~х(е2* — 1) ____
l l i m -— =  — I.
| л - »—оо е—* (е2*+  1)

Бу thx функция графиги у =  ± 1 тугри чнзшутарга якинлашишини бил­
диради (86-шакл).

г) cthx функция ток функция, х >  0 да мусбат, х < 0  да 

манфий, х =  0 да аникланмаган. lim  cthх =  ± 1, | c th x |> l,
X —*• ± оо

lim  cthx =  -j- со эканини курсатиш мумкин (87-’шакл).
х «■ ± 0

8-§. Гиперболик функцияларнинг ^осилаларини ^исоблаш

shx, chx, thx, cthx функцияларнинг ^осилаларини хисоблаймиз:

(sh х)' =  ( 

(chx)' =  (

е* - е-^'#
=  (е* ~е~хУ = -9* (е* +  е_х) =  chx,

+
2--- ) = ! Г ^  = Т

/"shjty chx-ch*—  shxsh*

+  e-*)' =  —  (e* —  e-*) =  shx, 

l

ch2A:

sh a: sh a: — ch a: ch a:

ch2x

I

sh2jt sh2A:

Хамма ^исоблашларда {ex)' =  e*, (e~x)' =  — e-* формулалардан 
фойдаландик. Шундай килиб:

(sh х)’ =  ch х, (ch x)' =  sh x,

(thX)' — -ij-. (cfh*)' =

174



т

I 9-§. ^осилалар жадвали

и — и (х), v =  v (дг) —  дифференцналланувчч функциялар деб ^и- 
гоблаймиз.

1.. Асосий элементар ва гиперболик функциялар хосилалари жад- 

валиии тузамиз:

1) С' =  0; С — const.

2) х' =  1, х —  эркли узггрувчн.

3) (иа‘)' =  а  иа~ 1 -и', а  —  const.

5) Хусусий ^01Да (— ) =  —- -и’.
\ и J и2

6) (аиУ — аи1па-и', а  —  const, а~> 0, а Ф  1.

7) Хусусий холда (еи )' =  еи -и’.

8) (uv У =  v и*~1-и’ + u v In u v’.

9) (log w)' = ----и', a —  const, c > 0 ,  а Ф  I.
a  t t  1 л  ли In a

10) Хусусий холда ( In и)' =
и

11) (sinи)' =  cosu-u'.

12) (cos u)’ =  —  sin u-u'.

14) (ctga)' =  — L - .U'.
sin2«

15) (arc s inu)' =  -T= L
V ' / I  _ Ы2

16) (arc cos u)' =
у 1 —  U2

- ■ u .

17) (arctg u)' =
1 + W2

8) (arcc tg u)' =  — L_
1 + Ы2

19) (sh«)' =  ch u-u’ .

20) (chu)’ — sh'u-u'.

■u'.
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2. Дифференциаллаш цоидлтсрнни тузамиз:

1) (« ± ’J)' — u '± v '.

2) (u-v)' — u'-v +  v -и.

3) С-и)',= С и ,  С —  const.

4) (— Y =
V ] г-

5) Агар у — f (и), и =  и (х), яъни у =  f(u(x)) булса, у ^олда

У'^У'и-К-

6) Агар y =  f{x) ва *  =  ф(у) узаро тескари функциялар булса,
у холда

1
Ух =  — г

ху

1-мисол .  у — ln2arctg -i. нинг хосиласнни юппнг.
X

(/* “  2 In arc t g — ---- L ------ ' ( - ± ) .

1
2-ми с о  л. у — (arcsine3t) J нннг ^осиласини топинг.

о

1 3 1
у' =  —  (arc sin е3*) ■ — - • е3х ■ 3.

3 7 1 — («зл)2

10-§. Ошкормас функция'ва уни дифференциаллаш

х ва у узгарувчилар орасидаги "функционал богланиш бирор

F{x,y) =  0 (10.1)

формула бнлан бертган булснн. Агар бнрор (а, Ь) оралшущ аник- 

ланган бирор у = /  (.*) функция (10.1) тенгламани ^аноатлантирса, 
яъни уни айниятга айлантирса, у ^олда у =  f (х) функция (10.1) 

тенглик билан аницланган ошкормас функция дейилади.
Функциянинг ошкор берилншига утиш учун (10.1) тенгламани у 

ia  нисбатан ечиш керак. Бундай утиш ,\ар доим ^ам осон булавер- 

майди, баъзан эса учуман мумкин булмайди.
1-мисол .  З.г —  2у —  6 =  0 тенглама ошкормас функцияни аник­

лайди. Унннг ошкор берилншига )тиш учун бу тенгламани у га
3v— 6

нисоаган ечамиз ва у =  — —  га эга оулампз.

2-м и сол .  .V2 +  у1 =  1 тенглама ошкормас функцияни аниклай­

ди. Ошкор холла у иккнга функцияни тасвирланди.



3-мисол .  у3—  3ху +  хг =  0 тенглама у ни х нинг функция- 
си сифатида аниклайди, аммо бу функцияни ошкор холда ифодалаш 

1 ва 2- мнсоллардагига Караганда анча кийинрок, чунки бунниг учун 
учинчи даражали тенгламани ечиш керак.

4-м и с о л  у х - 2 у = 1  тенгламани у га ннсбатан умуман ал­
гебраик ечиб булмайди, яъни у ни .v ор^али ошкор ифодалаб бул- 
май ди.

Ошкормас функция хосиласини уни ошкор холга келтнрмасдан 
турнб топнш мумкин. Ошкормас холда F (х,у) =  0 тенглама бтан  

берилган функция хосиласини топиш учун бу тенгламани, у ни х нинг 
функцияси эканини хисобга олган холда х буйича днфференциал- 
лаш керак.

5-м и с о л .  3.V —  2у —  6 =  0 тенглама билли берилган функция 

учун у' ни топинг. у узгарувчи х нинг функцияси эканини хисобга 
олган ^олда х буйнча дифференшшллаб, ушбуга эга буламиз: 3 —

—  2у' =  0, бундан //' =  —

6-м и с о  л. х2 +  г/2 =  1 тенглама бнлан берилган функциянинг у' 
хосиласини топинг.

Дифференциаллаймиз: 2х -f 2 у-у’ =  0, бундан у' = ---—.
и

7-м и сол .  Ушбу

у3 —  3ху -f -V3 =  О

тенглама билан берилган функциянинг у' хосиласини топинг.

Дифференциаллаймиз: 3у2 у' — 3у —  3ху' +  Зл:2 =  0, буидап

8-ми с о л. Ушбу

у +  х-2у =  1
тенглама билан берилган функциянинг у' хосиласини топинг. 

Дифференциаллаймиз: у' +  х-2у 1п2-у' + 2У =  0, бундан

У — — 2----------- •1 \+х-2у -1п2

х-2у ни 1 — у, 2у ни -— - билан алмаштирамиз, патнжада

лг(! --1п2— у 1п2)

га эга буламиз.

Шундай килиб, ошкормас функцияни, уни ошкор курннишда нфо- 

далаш мумкин ёкн мумкин эмаслигидан ^атгн назлр, диффсрсшшлл- 
лаш мумкин.
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11-§. Параметрик курини ида берилган функци 1лар ва уларни 
ди ££гренциаллащ

х ва у узгарувчиллр орасидаги функционал борланищни хар доим 
.ам y =  f(x) ошкор курнпншда ёкн F (х, у) =  0 ошкормас куриниш- 

;а ёзиш цулай булмайди. Баъзан ёрдамчи узгарувчи t ни киритиб,
: ва у узгарувчини t нинг функцияси сифатида куйидагича ифода* 

1аш кулай булади:

(х =  Ф (О,
I У =  $(*). (11.1)

(11. 1) тенглама функциянинг параметрик берилиши, t узгарув- 

и эса параметр деб аталадн. t нинг ихтиёрий кийматига х нинг 
ник киймати ва у нинг аник киймати мос келади. х ва у нинг 
.ийматлари жуфтига текисликда М (х, у) нукта мог келади. t пара- 

[етр аникланиш сохасидан з^амма кийматларни кабул кнлганДа 
Л (х, у) нукта Оху текисликда бирор чизикнн чизади. (11.1) тенглама- 

и шу чизикнинг параметрик тенгламасн дейилади. у нинг х га ош- 
ор богликлигини топиш учун ( 11.1) система тенгламаларидан t па- 
аметрчи чикариш керак. Бунинг учун бу системанинг биринчи тенг- 
амасидан t ни х нинг функцияси сифатида ифодаланади:

/ =  ы(х), буни иккинчи тенгламага КУ™6 . У — ^  {и(х)) га ёки 
=  / (х) га эга буламиз.

1-мисол.  Турри чизикнинг текисликдаги ушбу

(х =  .v0 +  m t 

{У =  У о+ п Г

5унда т , п — йунаятирузчи вектор коэрдинаталари) параметрик 

енгламаларини куйидагича ёзамиз:

* — *о _  f у — у о __ ^ 

т  ’ п

>ундан~ х~  *8 =  Уп —  тутри чизикнинг каноник тенгламасн келиб
т  п

икади.
2-м исол .  Айлананинг параметрик тенгламасн

(х =  R  cos /,
Iу =  sin /

ерилган булсин. Ундан t пи чикарамиз, бунинг учун тенгламанинг 

ар бирини квадратга кутарамиз:

(х2 =  R 2 cos2/,

1 У2 =  R 2 sin2/

а уларни кушамиз, бундан х% +  у1 =  R 2 —  айлана тенгламасн келиб 

икади.
Параметрик берилган

Гх =  ф(*),

\y = W)
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ф икция хосиласини топиш учун формула чи^арамиз; бунда .* =  ц(() 
фу нкция тескари функцияга эга. Бу ерда у ни х нинг мураккаб 
функиияси деб ^исоблаш мумкин, бунда t— оралик аргумент. Шу са- 

б или мураккаб функцияни дифференциаллаш ^оидасига кура:

у 'х= у :<>  ( п . 2)

а шо бунда х узгарувчининг t функциясн эмас, балки t узгарувчи- 

н 'нг х фуькцияси берилган, шу сабабли тескари функцияни диффе­

ренциаллаш коидасига кура t ’x =  ~Т' (11-3)
xt

(11.3) ни (11.2) га куйиб ушбуга эга буламиз:

- 1 у,
Ух =  У Г - г ~ Ц -

Шундай килиб:

1-мисол .

2- м и с ол.

y'x = * L .  (11.4)

( х =  R  cos /, . _  R cos t

{ y = R s m t. ** —Rsint

fx =  a (t  —  s in /), . _  asini _  . t

\y =  a ( l — cost). Vx c ( l —  cos/) ® 2 ‘

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Гиперболик функцияларнинг таърифини айтинг.
2. Гиперболик функциялар тавсифини беринг.
3. Гиперболик функциялар ^осилалари формулаларини чи^аринг.
4. Кандай функция ошкормас функция дейилади? Ошкормас функцияларга ми­

соллар келтиринг.
Б. Ошкормас ^олда берилган функциялар цандай дифференциалланади? Мисол­

лар келтиринг.

6. Функциялар ва чизиклар тенгламаларининг параметрик берилиши нимадан 
иборат? Мисоллар келтиринг.

7. Параметрик берилган функцияларни дифференциаллаш цандай бажарилади? 
Мисоллар келтиринг.

8. 634 —  649, 792 — 812. 936 — 946-мисолларни ечинг.

12- §. Функциянинг дифференциали

ужа f{x) функция [а, Ь] кесмада дифференциалланувчи булснн. Бу 
^ар кандай х£[а , Ь] учун

/ '(* )  =  l i m (12.1)
Лх-*о А х

чекли косила мавжуд эканини билдиради.
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П -v)* О деб фараз ^илайлик, у холда (12.1) тенгликдан 

А У = Г ( х )  +  а
Л  X

экани келнб чикади, бунда Д х —~0 да a-vO .

Агар охирги тенгликнинг з^ачча ^адини Д х  га купайтирилса, 
ушбу

Д у =  / '  (.v) Д х +  ос Д .V

ёки

Д у = / ' ( * )  Длс +  р (12.2)

муносабатга эга буламиз, бунда Р =  сс-Дх. Д х 0 да (12.2) фор- 

муладаги иккала кущщувчи нолга интилади. Уларни Д х  билан тац- 
цослаймиз:

Г (г) Д *

(12.4) тенгликдан

lim
A.v—>0 Д х

=  /' (.v)—  чекли сон.

I ■ Р 1 ■ а  Ах ,. _lim —— = lim ---=  пшос =  0.
Дх-*0 Д X Д1-.0  Д X Ах ->0

Шундай i-̂ илиб, биринчн цушнлувчи / ' (х) ■ Д х тартиби Д х тар- 

тибга тенг булган чексиз кичик мшуюрдир, у Д х га нисбатан чизи^- 
ли; иккинчи кушнлувчи р =  а-А х даражаси Ах  даражасидан ю^ори 

булган чексиз кичик мнкдордпр. Бундан (12.2) формулада биринчи 
цушилувчи р  (.г) Д х асосий эканлиги келиб чикади. Ака шу цуши- 
лувчи функциянинг дифференциалы дейилади.

Функциянинг днфференциали dy ёки d / (х) каби белгиланади. 

Шундай килиб,

dy =  f’ (x) Ах. (12.3)

Дема с, агар у =  f(x) функция х нуктада ^оснлага эга булса, у хол- 

да функциянинг днфференциали функциянинг ^осиласи f  (х) ни 
эркли узгарувчининг Ах  орттнрмасига купайтирилганига тенг була­

ди, шу билаи бирга A.v х га oof.hik; булмайди.
у  =  х функция днфференцнзлини топамиз. у' =  I булгани учун 

dy =  d x =  I -Дх ёкн ах — А х, яъни эркли узгарувчининг орттирма­

си унннг диффереиииалнга тенг. У  холда (12.3) формула бундай 
ёзилади:

dy =\Г[(х\ dx | =  у' -ах. (12.4)

Бу формула ^осила билан дифференциални бэглайди, шу билан 

бирга ^оснла чекли сон, дифференциал эса чексиз кичик мтуюрдир.
1-м и сол .  у =  cosх функция дифференциалннн топинг.

//' =  —  sin х булганн учун, dy =  —  sin v d x.
2-м и с о  л. у =  In x функция дифференциалннн топннг.

I dx
и' =  —  булганн учун di/ - —  .

X X

ISO

/ dy
У = - r

dx

га эгамиз, яъни .^осилани функция дифференцналининг эркли узга­
рувчи дифференциалига нисбатн деб караш мумкин.

Функциянинг дифференциалини топиш масаласи хоснлани топиш- 

га тенг кучли, чунки хосилани эркли узгарувчи орттнрмасига купай- 
тнриб функция дифференциалига эга буламиз. Шундай килиб, ^оси- 
лаларга тегишли теоремалар ва формулаларнинг купчилиги дифферен- 

циаллар учун хам тугри булиб колаверадн.
Агар и ва v —  днфференцналланувчи функциялар булса, у холда 

цуйидаги формулалар тутри булади:

d (и ±  v) =  du ±  dv, d(C-u) =  Cdu, С —  const.

, ,  4 , , , j  i и \ vdu  — и dv 
d (u-v) =  v d и +  и d v, с/ —  = --------- .

\  v  !  V 2

Шу формулалардан охиргнснни исботлаймнз:

v du — udv

13-§. Мураккаб функциянинг днфференциали. Дифференциал 

шаклининг инвариантлиги

Мураккаб функция дифференциалннн топамиз ва уни эрклн 

аргументнинг функцияси днфференциали билаи та^кослаймнз.

У =  f (и) функция и эркли аргументнинг днфференцналланувчи 
функцияси булсин, у холда

ay =  P (u )du  (13.1)

га эга б^ламиз, бунда du =  Д и.

Энди у =  / (и) оралиц аргумент и нинг дифференцналлаиувчи 

функцияси булсин, бунда и =  <j (л). у =  / (^ (х)) [мураккаб функция 
хосиласини соблаймиз:

dy =  у *dx =  f'u(u).q (a)dx. (13.2)

Ammo <p' (x) dx =  du, шу сабабли мураккаб функция "дгфференциали 
ушбу куринишни олади:

dy =  P(u)du, (13.3)

бунда

du =  ф' (х) dx.

Днфференциалнинг иккала нфодасинн такксслаш унннг шакли 
узгармаслнгини (инвариантлнгини) курсатади, яън!1 функциянинг ар- 
гументн бошка аргументнинг оралнк функцияси булиши ёкп эркли
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узгарувчи булишига бор лик бул маган ,\олда бир хил Шаклни кабул 

килзди.
Бу хосса (13.2) куринишпдаги ёзув узундан-узоК Р3 ШУ ^абабли 

хар хил амалларни бажэриш учун нокулай булганда диффе^нциал- 

нинг (13.3) курикншидаги ёзувига мурожаат килиШ имкоикн»* беради.

1-мисол .  у — In2 х  функция учун dy =  2 1пх ' —  дкфференци-
А

ал булади, аммо

dy =  2 Inxd ( lnx )

ёзувдан хам фойдаланиш мумкин.

2- м и с о  л. у =  (дс* +  а2)3 функция учун dy =  6 х (Xs -f a2)2dx диф­
ференциал булади, аммо

dy=3(x°- +  ar-d(x2 +  a-)

ёзувдан хам фойдаланиш мумкин.
— dx

3-м и сол .  у =  arcsini х функция учун dy =
2 j  х 1 — х

дифференциал булади, аммо

1 1 — X

ёзувдан хам фойдаланиш мумкин.
Дифференциал к\ рннишннннг инвариантлигндан интеграллаш амал- 

ларида бевосита фойдаланиладп.

14-§. Такрибий хисоЗлашларда дифференциалдан 
(J олдаланиш

( 12.2) тенглнкка кайтамиз:]

Д у =  /' (х) Д х +  (3,

бунда Р =  а Д х  (шу билан бирга A .v->-0 да а , Р — 0). / ' (л)Д х =  

=  dy эканлигини х.исобга олсак, ушбу тенгликка эга буламиз:

Ay =  dy + $. (14.1)

Фу'нкиияьинг А у орттирмаси ва функциянинг dy диффере шилли 
эквивалент чексиз кичик микдорлар эканггни исботлаймиз. Кунинг 

учун р  (х) ¥=0 деб улар нисбатларининг лимитиии .^исоблаймя»: _ Д

lim  =  lim  ^ ± 1* =|lim  (1 -f}—  )!=
Дл-*0 с !у Ал-»о] (1 у Дд»0 \ I С1у I j

=|lim  f l  +  - ? -* * -■)= 1 + I i m  —  =  I.
Д\-*о \ f'(x) S x J  b*+0 p(x)

p  (.y) ф  0 —  чекли сои булгани учун Д х - ^ 0  да а;-»-0. [Шундэй ки­
либ, Ay ~  dy, демак, Ау ва dy такрибан тенг ифодалар деб хи:об- 

лаш мумкин, яъни

A y ^ d y .  (1 -1.2)



(14.1) тенгликдан улар бир-биридан Д у ва dy ларга” ннсс 
юкорирок даражали чексиз кичик мпкдор j3 га кадар фарк кн. 

келиб чпкади.
(14.2) такрибнй тенглик Д х  нннг циймати канча кичик б’ 

шунча кичик хато беради, чунки бу хато р нннг киймати б 
аницланади. Шу билан бирга dy .шфференцнални хпсоблаш а 
Д у орттнрмани хисоблашга Караганда анча осондир.

1-мисол.  Кубнннг узунлиги 30 см булган цнрраси 0,1 см 

тирилди. Шу куб ^ажмлнинг канчалик узгарганини топиш i 

Килинади.
Куб кирраснни х бнлан белгнланмиз, у х,олда куб хажми 

v =  х3 формулага эгамиз.

Агар кпрранинг \згариш мпкдорини А х  бнлан белгиласак, у 
да куб хажминннг узгарнш микдори функция орттирмаси сифа 

аникланади:

Д и =  (х +  Д х)3{—  х3 =  3 х2 Д х +  3 х (Д х)2 +  (Д х)3. (

Агар бу \згаришнинг микдорини аннклаш учун берилган ф 

ция дифференниали

dv =  v'dx =  З х 2 Д х (1

олинаднган булса, у холда биз хажмнинг хакнкий хажми узгарш 
нисбатан хатога йул куямнз. Берилган х = 3 0 ,  dx =  Д х =  0,1 
матларини дифференциалнинг (14.4) нфодасига куйнб, куб хажми 
гаришининг такрибий кийматнни аниклаймнз:

dv =  3 900-0,1 = 2 7 0  (см3).

Хажм узгаришининг хакнкий киймати функция орттирмаси 
(13.3) ифодасидан аникланади:

Д у =  3-900-0,1 +3-30-0,01 +0,001 =  270,901 (см3).

Шундай килиб, хажминннг \згаришшш аншугаш учун длфференц 

дан фойдаланншда юз бераднган хато Д v —  dv =  0,901 (см3), 

хато 1 см3 дан хам кичик. Бу хаток и хпсобга олмлса хам бул 

чунки бу хато хажм хакнкий узгаришининг 0,4 фонзндаи кам.
Дифференциал ёрдамида такрибий хисоблашлар функция кий 

ларининг узгаришнни (орттирмаснни) излаш билан чеклан\ а
(14.2) такрибнй тенглнкка кайтамиз:

A ym dy . 

унн ёйиб кУ^нДаг»42 ёзиш мумкнн:

/ (х +  Д х) —  / (х) яг /' (х) Д х

ёки

/ (х + Д х )»  / (х) +  /' (х) Д х.

Бу такрибнй тенглик амалда ушбу масаланн еч! шда к\ ллаинл 
агар / (х), / ' (х) ва х маълум булса, / (х  +  Дд) такрибий кнйм; 

хисоблаш, яъни функциянинг х нуктадагн к.ийматпнн сплгаи хс 
функциянинг х +  Д х  нуктадаги кнйматини такрибнй хисоб
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мумкин. Бу киймат Д х  канча кичик булса, шунча аниц булади, 

яъни х  +  Д х .V га цанча я^ин булса, шунча аннц булади.
Бир нечта мисол караймиз.

п /—  dx Л х
2-мне о  л. у =  1 х бчлсин. dy = ---тг: - 1 ёки dy =  ~--- dx

п- 7 а" - 1 пх

га эгамиз. Демак, > х +  Д х л и  х +  ---- dx. Bv формулада
пх

dx =  Д X =  а  деб оламиз, у .\олда

х

п —
X

■ а. (4.5)

Хусуснй холда, агар х =  1 булса, (14.5) формула ушбу куринишни 
олади:

I 1 + а « 1 + - .  (14.6)
п

3 -

(14.5) формулани i 24 нинг тацрибий цийматини хисоблашга 

татбик, киламиз. Бу формулада гг =  3, х = 2 7 ,  а  =  — 3 деб, ушбу­
га эга буламиз:

3 -27-

1 '24 « 1  27 + W  (— 3) =  3 — -^- =  2,889.

(14.6) формулани j 1,1 нинг та^рибий кийматини топишга цул- 

ланмиз. Бу формулада п — 2, а  =  0,1 деб олсак, ушбуга эга була­
миз:

1 ~ТЛ« 1  +  - у - =  >-05.

З-мисол .  у =  s inx булсин. У  ^очда dy =  cosxdx га эгамиз. 
Демак, sin (х +  Д х) ^  sin х +  cos х dx. Бу формулада dx =  Д х =  а  
деб олал из, у холда:

sin (х +  о.) та sin х +  а  ■ cos д\ (14.7)

Хусуснй ^олда, агар х =  0 булса, (14.7) формула ушбу курнниш- 
ни олади:

s i n a ^ a .  (14.8)

(14.8) формулани sin 31° ни ^исоблашга ^уллаймиз. х = —  (30a
6

ли бурчакка тугри келади), с< =  -^— (1° ли бурчлкка тугри келади)
180

деб олиб, ушбугп эга буламиз:

- о , с  . / Л ,  Л .  . я  , я  я

sin 31 =  s i n ------ « s i n ---- --- -cos —  =
1 6 I801 6 180 6

=  0,5 +  0,0174 • 0,8652 =  0,5151.
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(14.8) формуланн кичик а  ларда куллаш мумкин, масалан,

sin 0,001 « 0,001 .

4-м н с ол .  у~\х\х булсин; dy =  —  dx га эгамиз. Демак, ln(.v+
X

+  Д х )«1п л 'Н ---dx. Бу формулада А х =  dx =  а  деб оламиз, у

з^олда:

In (л'+  а) «  In л'+  —  . (14 9)
Л'

Хусусан, агар х =  1 булса, у холда (14.9) формула ушбу куринпш- 
ни о ади:

In (1 +  а) « а .  (14.10)

(14.9) формулами 1п 782 ни хисоблашга куллаймиз. л: =  781»

а  =  1 деб оламиз, у х0ЛДа In 782 «  In 781 +  =  6,66058 +
781

+  — — =  6,66186.
781
(14.10) формула кичик а  ларда кулланпладн, масалан,

In 1,02 яа 0,02.

Такрибнй формулалар £(14.5 —  14.10) нинг '.\аммаспда а  кичик 

миедордир.

15-§. Дифференциалнинг геометрик маъноси

у — f {v) функция ва унга мос я ри  чизикни караймиз (88-шакл). 

Эгри чизицда Л/(а*, у) нуктани аг:миз, шу нуктада эгри чнзицца 

уринма утказамиз. уринма Ох укнинг мусбат йуналишн билан хосил 

киладиган бурчакнн а  билан белгилаймиз. Эркли узгарувчи х га Ах 
орттпрма берамиз, у холда функция А у =  [{х А х ) —  f(x) орттчр- 
мани олади. Чизм л да А (/ =  A'.V, N  нукта эса N (х -г Ах, f(x-j-Ax)) 

ёки N (х +  А х, у-г А у), д  МТК  дан:

ТК =  М/С tga.  п

Аммо tga = f '{ x ) ,  МК — Ах, 
шу сабабли

ТК =  Г (а) Д а-.

Дифферент и  л н и н г таърифига 

биноан dy =  /' (а-) Д х. Шундай 

килиб, T K = d y .  Бу тенглик 
f  (х) функциянинг х ва Дл'нинг 

берилган кшшатларига мос ке- 
лувчи дифференциали у =  / (.v) 

эгри чизицка х иуцтада утка­

зилган урннмаш'нг ординатаси 88-шакл.
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90- шакл.

орттнрмасига тенг эканлнгини 
билдирад! г. Дифференциалннн г 

геометрнк маъноси шундан 
иборат.

Чизмадан

ЛТ =  А у — dy

экани келиб чикади. Аммо 

А у ~  du, шу сабабли Дх-*- 0 
АТ

да уд,- — О. Чизмада A y>dy .

89-шаклдан А у су  дан кичик булиши мумкннлигини курамиз. Агар 
у =  j  (X)— тугри чизик булса, у холда А у =  dy (90-шакл).

16-§. Функцияни чизиклаштириш

у — / (х) функция бирор х0 нуктада ва унннг атрофида дифферен- 
циалланувчи булсин. Шу нуктада

A y m d y

ёки

/(х 0 +  Ах) —  /(х 0) « / ' ( х 0) - А х  (16.1)

такрибнй тенгликни тузамиз. Унда х0Ч-Д х = х  алмаштиришни бажара- 
миз, у холда: Д х  =  х —  х0.

(16.1) тенгликни шу белгилашлардлн фойдаланиб кучирнб ёзамиз:

| / (х) —  / (х„)«  /' (х0) (х —  Хо). (16.2)

у =  / (х) бу II анн учун у0 =  f (х0) деб белгилаймнз ва уни (16 2) 
формулага куямиз:

У —  У о ~  /' (*о) (А‘ —  *о) ёкн у tv y0 +  f ’ (х0) (х —  х0).

Охирги теьглик х0 нукта атрсфида у =  / (х) функция у ини тугри
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чизи^дек тутишини билдиради. Геомет­

рик жи.\атдан бу у =  / (к) функция 
графиги булган чизикни х0 нукта ат­
рофида шу чизикка (лг0, у0) нуктадаги 

уринма билан алмаштиришга тенг куч- 

лидир (91-шакл):

У — Уо =  Р (*о)(* — *„)■

Бундай алмаштиришни функцияни чи- 
зиклаштириш дейилади.

Бу усулнинг механик мазмуни 

шундан иборатки, ногекис харакат бирор ваг̂ т оралигида текис ха- 

ракат бтан  алиаштирилади.

У з- у з и н и те к'ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Функциянинг дифференциали деб нимага айтилади?
2. Функциянинг дифференциали унинг хосиласи оркали кандай ифэдаланади?
3. Функция дифференциалининг геометрик маъноси нимадан иборат?
4. Функция графигининг цандай нуцталари учун унинг дифференциали орттир- 

масидан катта буладн? 1\андай ну^талар учун кичик булади?
5. 1\яндай функциялар учун дифференциал айнан орттирмага тенг булади?
6. Функцияни чизнклаштириш нима?
7. Дифференциалнинг асосий хоссачарпни айтиб беринг.
8. Дифференциал шаклпнинг инварпантлиги чоссаси нимадан иборат?
9. Такрибий хисоблашларда дифференциал дан фойдаланиш нимага асосланган?
10. Функция кийматларини дифференциат ердамида такрибий ^нсоблаш форму- 

ласини келтиринг. Мисол келтиринг.
11. 887—889, 831—893, 896, 900. 902, 906-масалаларни ечииг.

17-§. Ю^ори тартибли ^осилалар

1. Ошкор х°лда берилган функцияларнинг ю^ори тартибли хо- 

силалари. у =  /(х) функция барча xg [а, Ь] лар учун дифференииал- 

ланувчи булсин. f'(x) хэснланннг ^ийматлари, умуман айтганда, х 
га богли^, яъни }'(х) ходила р(х) =  ф(v) функциядир, шу сабабли 

ф(х) функциянинг х о :т а си  хасида гапкрнш мумкин.
1-т а ъ р и ф .  Берилган функция хосиласндан олкнган хосила шу 

функциянинг иккинчи тартибли хосиласи ёки иккинчи урсила 
дейилади ва у'' ёки f  (х) каби белгиланади:

! f = ( y ' Y i = m .

2-т а ъ р и ф .  Иккинчи тартибли хосиладан олинган хосила учин­
чи тартибли %эсиля ёки учинчи %осила дейилади ва у'" ёки f "  (х) 
каби белгиланади.

3-т а ъ р и ф .  (п —  1)-тартибли хосиладан олинган хосила и - 

тартибли хозила дзппадн в- у(п) ёки f{n) (х) каби белгиланади:

у ^  =  ( у < " - " У = Г {х).

J^oeina тартибини дэража курсаткичи бнлан аралэштириб юбэрмас- 

лнк учун ^осила тартиои ^авслар ичига олинади.
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п =  0 булган хусуснй ^олда /(0)(.v)= f(x) деб оламиз, яъни нолин- 

чи .хосила функциянинг узнга тенг.

Туртннчи, бешинчи ва юкори тартибли хоеилалар рим рацамлари 

билан ^ам белгиланади: //IV, yv, г/ \ . . .

1-м и с о  л. у == хп функция бернлган. у п) ни топинг.

« / П—I
у = п х  , 

I f  =  п(п — \)хп~2, 

у'" — п(п —  1) (/z —  2)хп~3,

yln) =  п{п— 1)(п —  2) . . .  3-2-1-хп-п =  п\

(п! ёзув и факториал деб уцилади ва 1 дан п гача бул1ан нату­
рал сонлар купайтмаснни билдиради).

Шундай цилиб, ( хп )(п> =  п\ У  ^олда (хп ),fl+1) =  0.

2-мисол .  у =  а булсин. у ] ни топинг.

у' =  ах In а , 

tj' == а х 1п2 <7, 
у'" — ах 1п3а,

(гм X  1 п
у =  а In о.

Шундай килиб, (й1) 0 =  сх 1п"«.

Хусусий холда: ( ех ) 1) —ех.

3-м и сол .  у =  екк (k —  const) булсин. у(п) ки топинг.

У' =  кек\

У" =  к-екх,

У"’ =  к3ек\

у(п) = k n ек\

Шунда.^ 1у 1лпб, ( ekl )('l) — !i екх.

4-м и сол .  у =  sin.v булсин. у{п) ни топинг.

у' =  cos у =  sin |х -}— — J, 

у ' =  cos(х-\- - у ) =  sin (х + 2 -

i jn) =  cos' х +  (о — 1) ) =  sin (х+п y ) .  

Шундай килиб, (sin х)п) — sin х +  п-^- .
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5-м и сол .  у =  cosх булсин. у[п' ни топинг. Юкоридагига ухшаш

(cos х)'п) =  cos (*  4 - n )

эканини курсатиш мумкин.

6-мисол .  у =  \пх булсин. у(п) нн топинг.

1 -1и = --=  х ■
v  к

у" =  —  1 -лГ*. 

у”’ — (  1)“ • 2 * х 3 ,

..............................

/■> =  ( _  I)"- '. I-2-3 . . . (п— 1)х~п=  ( - 1)П~ ^(п- ' )! •

Шундай килиб, (1пх/ * =  (—  l )”' -1 (я—1)!
хп

2. Лейбниц формуласи. л-тартибли ^осилаларни топлшда куйи- 
даги коидалар тутрилигича цолади:

а) агар и =  и(х), v =  и(х) булса, у .уыща

(u± i>)(',, =  u("> ± v (n>;

б) агар и =  и(х), С —  const булса, у холда

(С-и)(п> =  С-и(п).

Икки и =  и(х) ва и =  v(x) функциялар купайтмасининг п-тар- 
тибли ^осиласнни топиш учун ушбу формула уринли:

{uvfl =  и(п)- v +  и{п~1) ■ v' 4  и{п~\" +  . . . +  uv(n\

Бу формула Лейбниц формуласи дейилади. Уни тузиш конДаси 

бундай:

(«’+  t)n нфодани Ньютон биноми буйича ёйиш керак:

/ , \Л п С , п п—I , п(п О  п—2 2 . . О п
(U +  v) — и V +  - j p  U Vt~\---- — ---и V +  . . . + U V .

Бу ёйилмада и ва v даряжа куреаткнчини ^осиланннг мос тар- 

тиби билан алмаштириш керак.

7-мне о л. (uv)'' ни ёзинг. Ёйилманн тузамиз:

(и 4  у) 2=  u-v° 4  2uv'+ v2u°,
бундан

(uv)" =  u v  +  2 u’v' -f uv".

8-мисол .  (uv)'" ни ёзинг: (и 4  и)3 =  u3v° 4  Зн^и 4- 3wi>2 4  u°v3. 
Бундан (uv)’" =  u'"v 4  3 u"v' +  3 u v "  -j- uv'".

9-мисол у =  ex-x берилган. уЫ) ни топинг.



In) „г  ■> tl „ п ( п — 1) „

У( > =  е - х  +  7 7 е -2.V +  -  21 е -2
ёки

г/п) =  е'(дГ +  2лд: +  п(п —  1)).

3. Ошкормас функциянинг юкори тартибли з^осилалари. F(x,tj)— 
=  0 тенглама х га боедиц у функцияни гницласин. Бунинг юкори 
тартибли хосиласини излаш учун бу тенгламани, у ва унинг барча 

хосилалари эркли узгарувчи х нинг функцияси эканини унутмаган 
Холга, тегишли сон марта диффереициаллаш керак.

10-м и с о л. —— Н —  =  1 тенглама билан ошкормас холда бе- 
а2 Ь2

рилган у нинг иккинчи хосиласини топинг.

Олднн у' ни топамиз. Тенгламани дифференциаллаймиз:

Шундай цилиб,

2jc . 2 у-у'

а2 b2

^ f ! lb2
— . У — ----
У а2

=  0.

( х  \#__ fc4 (// —  ху')

у" га топилган у’ ни цуямиз:

ГЪ2 х \у+*Ъ-т)у" -----—
а2 у“, а* сРу3

х2 ц2
А м м о--- Ь —  =  1 тенгламадан а”уг +  Ь-хг =  arb~ экани келиб чи-

а2 Ь2

кади. Шу сабабли у ' ушбу куринишни [олади:

”[а2(/3
IV

у , у ва X- к. >;осилаларни хам шунга ухшаш топиш мумкин.
4. Параметрик берилган функцияларнинг ю^ори тартибли хоси- 

лалари. х нинг у функцияси

f *  =  фКО 

\У= ^ ( 0
тенгламалар билан параметрик берилган булсин, бунда х =  <р(/) 

функция тескари функцияга эга. у'х ^осила (11.4) тенглик билан 

ани^ланиши исботланган эдн:

УХ =  ~Г- (17.1)
x t

Иккинчи хосила у"хх ни топиш учун (17.1) тенгликни х буйича диф­

ференциаллаймиз, бунда / функция х нинг функцияси эканини на- 
зарда тутамиз:

( »'А ‘ .. У a  xt —  xt i yt 1



» _  y<txt xtt vt.

J * * ~  [x ,f  . •

iC-x’ ш  ^ к- хосталарии хам шунга ухшаш тогшш мумкш 

Функциянинг параметрик берчшшидан механика да кенг фойд 
ланилади, унда I параметр вактнн билдиради. Ва^т буйича >;оеил 

лар штрих lap билан эмас, балки нукталар билан балгиланади:

х\ =  х , ха =  х , у\ =  у , у"и =  у ;

У* =  У- ■ • •

деб белгилаймиз, у холда ^осилалар формуласини бундай ёзи 

мумкин:

, у ,, у X —  X V
У — ~т~, У =  —-- :---— .

х х3

II-ми]с о л. Ушбу

Г х =  a cos t
\r/ =  asm^,  а  —  cons /

тенгламалар билан параметрик берилган, х нннг функцияси булга 
у нинг у' ва у" ^осилаларини топннг.

y ,=  J L ^  gcoW . =  - c t g i ,  Гу" =  ( - ctgO;-C =
д; — a sin *

_  _1____ 1_ _  _  1

sin2 t х a sin3/

18-§. Ю^ори тартибли дифференциал лар. Иивариантлик шаклинш
бузилиши

у =  /(х) функцияни караим из, бунда х —  эркли узгарувчи. Е 
функциянинг

dy^=f'(x)dx (18.

дифференциали яна х нинг фуикциясидир, бунда /'(х) биринчи к; 

пайтувчи х га боглик булиши мумкин, иккинчи к^пайтувчи эса а] 
гуменгнинг Дх орттирмасига тенг булиб, х га боялик эмас, шу с  

бабли бу функциянинг дифференциали ^ацида гапириш мумкин.
1-т а ъ р и ф .  Функциянинг дифференциалидан олинган диффере! 

циал иккинчи тартибли дифференциал ёки иккинчи дифференциа 
дейи!ади ва diy деб белгиланади. Шундай килиб,

d(dx) =  d2x.

' '2-таъриф.  Иккинчи тартибли дифференциалдан олииган дис] 
ференцидл учинчи тартибли дифференциал ёки учинчи диффереь 
циал дейилади ва d3y деб белгиланади. Шундай килнб,

Шундай килиб,
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d(d~y) =  d3y.

3-таъриф .  (п —  1) - тартибли дифференциалдан олинган диф­
ференциал п-тартибли дифференциал дейилади ва d''y деб белги­

ланади. Шундай килиб,

d dn~\y =  апу.

Ю^ори тартибли дифференипалларни хосилалар оркали ифодалай- 
миз. Иккинчи дифференциалнинг ифодаснки топамиз:

d2y =  d(dy)=d(y'dx) =  (y'dx)'dx =  y''dxdx =  y"dx"

(бу ис)х)дани чицаришда dx ифода .vra боглиц эмаслигидаи фойдалан- 
дик). Шундай килиб:

d-y =  ifdx-. (18.2)

Бу ерда dx2 =  (dx)-, чунки дифференциал даражасини ёзишда кавс- 
ларни тушириб ^олдирнш кабул килинган. Бундан кеиин (dx)3 ур- 

нига dx3 деб ёзамиз ва бу dx ифоданинг куби деб тушунамиз.

Учинчи дифференциалнинг ифодасини хам шуига ухшаш топамиз:

d3y =  d(d2y) =  d(y"dx-) =  (y"dx2)'dx =  y"'dx3.

Шундай ь̂ илиб,

d3y =  y’"dx3. (18.3)

Бу жараённи давом эттириб, /г-дифференциал" ифодасини топамиз: 

dn,j =  did" ' 1 у) =  d( ytn~l) dxn~l) =  (//”- ’> dxn- l)’dx =  y(n) dx\ 

Шундай цилиб,

dnу =  y(n) dx\ (18.4)

Юцори тартибли дифференциаллардан фоидаланиб, (18.1 —  18.4) 
формулалар ёрдамида хаР ^андай тартибли хосилани дифференциал- 

ларнинг нисбати сифатида тасвирлаш мумкин, чунончи:

,/» — азУ dny
У . * У J 9 * “ . ч* “ * * * "ч - , „•

dx dx2 dx^j dxn

Хозирга ^адар хамма формулаларда х узгарувчи эрклн булиб 
келди. Энди х орали^ аргумент булсин, яъни

У =  fix)

мураккаб функцияга эга булайлик, бунда х =  ср(/). Бу холда хам 

дифференциал шакли сакланишпнн текшириб курамиз. Биз биламиз- 
ки, биринчи тартибли дифференциал, х эркли узгарувчи ёки орали^ 

функция булншига караман, уз шаклини саклайди, яъни

dy =  y’dx, бунда dx =  ср'(t)dt ф  const.

Иккинчи днффзренциал учуй ифода топамиз:

dry =  d(ly) =  d(y’dx) =  d(y')d к +  i/'d(d.v)’=  y”dx2 +  y’d2x. (18.5)

(18.5) ва (18.2) формулаларни тацкослаб, мураккаб функция ик- 
киичн днфференциали (18.2) шаклга эга эмас дейиш мумкин.
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Шунга ухшаш, иккинчи дифференциалдан бошлаб, кейипги днф- 
ференциалларнинг \аммаси дифференциал шакли инвариантлнги хос­

саси га эга булманди, дейиш мумкин. Инварнантлик хоссаси фа^ат 

биринчи таргибли дифференциал учун уринли.
1-мисол .  у =  cos* фуикциянинг dy ва dry ларнии топинг, х — 

эрой узгарувчи.

Ечиш .  dy — y 'dx — — sinxdx, 
d-y =  y"dx- =  — cos xdx2.

2-м и сол .  y =  cos.v мураккаб функциянинг dy ва d-y ларини 

топинг, бунда х — \nt.

Е ч и ш .  dy =  y'dx — —  sin x ■ —  =  —  sin xdx, чунки -у- =  dx.

d2y=d(dy ) =  y"dx- +  y'drx =  — cosx- +  sinx-^- =  — cos xdx-—

—  sin.vd2*, чунки (-^dt^j =  dx2, ^— — ) =  d2x.

Шундай килиб,

d2y — —  cos x dx2 —  sin xdx

формула уринли.

У з-у з и п и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Берилгаи функцняпинг n-тартибли хосиласи деб ниманн айтилади0
2. Функциялар купайтмаси днфференциалинн топишнинг Лейбниц цоидасини ту- 

шунгирнб беринг.
3. Ошкормас ф\ нкцияларнинг ю^ори тартибли з^оснлалари цапдай топилади?
4. Параметрик берилган функцияларнинг юцори тартибли доилалари цандай то­

пилади?
5. Берилгаи функциянинг n-тартибли дифференциан! деб и ivana айтилади?
6. Пстачган тартибли дифференциал функциянинг эркли уларувчн буйича те- 

гишлн хосиласи оркали кандай ифодаланади?
7. Оралнц \згарувчи функция булганда мураккаб функция учун бнринчидан юцо- 

ри тартибли дифференциалларнинг шакли са^ланаднми?
8. 1 ООО— 1018, 1030— 1040, 1 Ооб— 1064, 1069— 1075, 1088, Ю9С— 1105- маса- 
лаларн.! ечинг.

19-§. Д |1 И ’еренциалланувчи функциялар з^а^ида баъзи тсоремалар

I. Ролль теоремаси (.\осилаиинг ноллари ^акидаги теорема). 
Агар у =  f(x) функция |а, Ь\ кесмада ашщланган ва узлуксиз, 
[а, Ь\ интервалда дифференциалаанувчч, кесчанннг охирларида 
тенг Да) =  f(b) щй чатларни абул цилса, у хрлда кесманинг 
ичида камида битта х =  с g (а, 6) ну^та мавжудки унда у м и а  
нолга тенг, яъни

Г(с) =  0.

И с б о т и .  [а, Ь\ кесмада узлуксиз функциянинг хоссасига кура 

функция шу кесмада узининг энг катта М  ва энг кичик т  киймат- 

ларига эга булади, яъни чегаралангандир.
Мумкин булган икки усилим караим из.
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а) Энг катта ва энг кичик ^ийматлар бир хил, яъни т  =  М 
булсин. У  холда f(x) =  const деган хулосага келамиз. Демак, кес­
манинг хар кандай ну^тасида f'(x) =  0. Теорема исботланди.

б) М ф  т  булсин. f(a) =  f(b) булгани учун функция энг катта М 
ва энг кичик т  ^ийматларидан бирини кесманинг охирларида эмас, 
унинг ичида кабул цилади. М  =  /(с) булсин дейлик, бунда с С (а,Ь).

f ’(c) = 0  эканини исботлаймнз. Бунинг учун с нуктага Дх орттирма 
берамнз, (с +  Дх) € (а,Ь) нуктага эга буламиз.

f(c) функциянинг энг катта кнйчати булгани учун

/(с +  Дх) <  / (с) ёки f(c +  Дх) — f(c) <  0 булади.

Ушбу муносабатларни караймиз:

/(с +  Д х)- /(0 )
Дх С  0 да

Дх
■ > 0

ва

Дх >  0 да
/(с + Дх) — [(с) 

Дх
:о.

Функциянинг X- 
буга эгамиз:

Шартга кура функция (а, Ь) интервалнинг х,амма ерида ва хусусан, 

х =  с € (а,Ь) нуктада днфференцналланувчи эканини унутмаган ^олда 
Дх-»-0 да бу муносабатларда лимитга утиб, ушбу лар га эга буламиз:

lim  flc+Ax) — /(с) =  f'_(c —  0) > 0,
Дх-+_ 0  Дх

Н т  Яс +  Д *)- /(с ) =  г  (С +  0) <  0.
-l-о Дх +

с нуктада дифференциаллану вчанлш и сабабли уш-

f j c  —  0) =  f+(c +  0) =  f(c).

f j c  —  0) >  0 ва f'+(c +  0) ^  0 муносабатлар /' (с) =  0 булгандагина 

биргаликда булади. Демак, [а, b] кесма ичида шундай х =  с ну^та 

мавжудки, унда ^осила нолга тенг, яъни f'(c) =  0 булади. Теорема 

исботланди.
Бу теореманинг геометрик маъноси бундай: f'(c) =  0 булиши 

tg a  =  0 эканини билдиради, бунда а  — Ох уцнинг мусбат йунали-
ши билан графикка абсциссаси х = с  
га тенг булган нуктада утказилган 

уринма орасидаги бурчак. Шу са­
бабли теореманинг шарти бажарилса, 

у ^олда (а, Ь) кесма ичида кам де- 

ганда битта шундай х =  с нуцта 
топиладики, графикка абсциссаси 

х =  с га тенг нуктада утказилган 

уринма Ох укка параллел булади 

(92-шакл). Теорема шартларидан 

акалли биттасининг бузилиши теоре­
ма тасдигининг бузилишига олиб ке­

лади.

194



У

X

93- шакл 94- шакл.

1-мисол. Ушбу

/(*) =  {
х, агар х € [0,1) булса, 
0 , агар х — 1 булса

функция берилган. Бунда биринчи шарт бузилган: функция кесмада 
узлуксиз эмас, х= 1  нуктада у узилншга эга, чунки

l im /(* ),=  1, аммо / (1) =  О

ва /'(с) =  0 буладиган х =  с гукта мавжуд эмас (93-шакл).

2-м и сол .  [ — 1, 1) кесмада Дх) =  |х| функция берилган. Бу 
холда иккинчи шарт бузилган: функция х =  0 нуктада дифферен­
циал танувчн эмас (94-шакл) ва демак, /'(с) =  0 буладиган с нукта 
мавжуд эмас.

3-мисол.  [0,1] кесмада f(x) =  х функция берилган. Бунда учин­

чи шарт бузилган: /(0) ^  /(1), чунки /(0) =  0, /(1) =  1 (95-шакл) ва 
f  (с) =  0 буладиган с нукта мавжуд эмас.

Ролль теоремасининг шартларида f(a) =  f{b) =  0 деб фараз кила­

ми!, х =  а ва х — Ь нукталарни функциянинг ноллари (ёки /(* )=
— О тенгламанинг илдизлари) деймиз, /'(с) == 0 буладиган х =  с нук- 
тани эса ^осиланинг ноли деймиз.

ч Ролль теоремаси функциянинг иккита ноли орасида уэсиланинг 

камида бигта цепи йавжуд экаилигини тасдиклайдн Шу сабабли 

Ролль теоремасипи ^осиланинг ноллари хакидаги теорема ^ам дейи­
лади. —

а, Ь лар у — f(x) функциянинг ноллари, с эса у' =  f(x) .уэсила- 
нинг иолидир (96- шакл).

2. Лагранж теоремаси (чекли орттирмалар ка1\ВДаги теорема). 
Агар у — }(х) функция \а, Ь\ кесмада аницланган ва узлуксиз, (а,Ь)

х->1—о

95- шакл. 96- шакл.
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интервалда дифференциалланувчи булса, у %олда \а,Ь] кесма 
ичида камида битта х =  с € (а, Ь) ну^та топиладики, бу нуцтада

т - №  = Г ( с )ф - а )

тенглик бажарилади.
И с б о т и .  Ушбу

F(x) =  f(x) -  J(a) -  {х -  а)
b —  а

ёрдамчи функцияни тузамнз, бунда Ь ф а .
F(x) функция Ролль теоремасининг барча шартларини ^аноатлан- 

тиради. Ха^и^атан, биринчидан, Г(х) узлуксиз функцияларнинг анир- 

маси булгани учун бу функция [о, Ь] кесмада узлуксиз; иккинчидан, 
у дифференциалланувчи функцияларнинг айирмаси сифатида (а, Ь) да 

дифференциалланувчи; уччнчидан, у орали^нинг охирларида бир хил 

тенг кийматларни кабул килади, чунончи:

F { a ) = f ( a ) - f ( a ) ~  f(b)~ f(a) ( а - а ) =  О,
о — а

F(b) =  f ( b ) - f ( a ) ~  .f{b)~ na) (b а) — 0.
b — а

Ш у сабабли Ролль теоремасига кура [а, Ь] кесманинг ичида камида 
битта х =  с ну^та мавжудки, унда F' (с) =  0 булади. F' (х) ^осила- 

ни топамиз:

F'(x) =  f '(x )—  f(b)~ f(a) .
b —  а

Демак, х =  с да

Г ’ (с) =  Г (с)----/(6)~ /(а) =  0.
Ь — а

Бундан:

! f ( b )- f ( a )  =  f{ c ) (b - a ) ,

бунда — ' "
a < c < Z b .

Теорема исботланди. Топилган формула ЛаграниПрормуласи де­

йилади.

Бу теореманннг геометрик маъносиии аниклаш учун Лагранж 

формуласини

f(b) — f (а) __ ^  ^

b — а
куринишда ёзамиз.

97- шаклдан -^  —  =  tg a  экани куриниб турибди, буида a  
Ь — а

бурчак АВ ватарнинг огнш бурчаги.
Иккинчи томондан,

/ '( c ) - t g p ,
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бунда Р —  абсциссаси с га тенг 
нуктада эгри чизиэда утказклган 

уринманинг огиш бурчаги (97- 
шакл).

Лагранж теоремасига кура 
tg а  =  tg р, бундан эса а  =  Р 
экани келиб чикади. Демак, эгри 
чизн^да камида битта нукта мав­

жуд булнб, бу нуктада эгри чи- 

зик^а утказилган уринма ватарга 
параллел булади.

Лагранж формуласига кайтамиз ва уни _____ ,---- —t— i-----»-
бошца шаклда ёзамиз. Бунинг учун а = х ,  сг^х с 
Ь — х +  Д х деб оламиз, бунда Д х >;ар 

кандай ншорали булиши мумкин. У  -\ол- 98-шакл

да ушбу тенгликка эгамиз"

f(x +  Д х) — /(х) =  f' (с) Ах.

х, х +  Д х ,с  нуцталарчи сонлар укида тасвирлаймиз (98-шакл). 
Шаклдан с —  х < А х  экани куринади. Шу сабабли с — х =  0Д х деб 

ёзиш мумкин, бунда 0 < 6 < 1 .  Бундан: с = = х + 0 Д х .

с ну^танннг бундай ёзилишида Лагранж формуласи ушбу кури- 
нишга 3ia булади:

f(x +  Ax) —  / (х) =  /' (х +  0 Д х) Дх, бунда 0 <  0 <  1.

/ (х -f Д х) —  / (х) =  Д у булгани учун Лагран к формуласи узнл- 

к сил ушбу куриншша эга булади:

Ау =  /' (х +  0 Дх) Дх, 0 <  0 С  1.

Бундач Лагранж формуласининг нега чекли айирмалар формуласи 

деб аталиши маълум булади.
3. Коши теоремаси (икки функция орттирмасининг нисбати >£- 

^идаги теорема). Агар иккита [ (х) ва ф(х) функция [а,Ь]кесмада 
узлуксиз, (а, Ь) интервалда дифференциалланувчи, шу билан бир-. 
га барча х £ (а, Ь) лар учун ср' (х) Ф  0 булса, у %олда [а, Ь] кесма 
ичида акрлли битта х =  с £  (а ,Ь ) ну^та мавжудки, унда

f (b )- f (a )  _ f ' ( c )

Ф (Ь) — ф (а) Ф' (с) 

тенглик бажарилади, бунда (р(Ь)=?=ц>(а).
И с б о т и .  Ушбу

F (х) =  (/ (Ь) —  / (с ) ) ф (х) —  (ф (Ь) —  ф (а)) / (х)

ёрдамчи функцияни тузамиз. Бу функция [а, 6] кесмада Ротль тео- 
ремасииинг ^амма шартларини ^аноатлантиради. Х а^нкатан ^ам, би- 

ринчидан, бу функция узлуксиз функцияларнинг айирмаси сифатида 
\а, Ь] кесмада узлуксиз; иккинчидан, у дифференциалланувчи функ­
циялар айирмаси сифатида (а , Ь) интервалда дифференциалланувчи; 

учинчидаи, бу функция [а, Ь] кесманинг охирларида бир хил ций- 

матларни кабул циладн. Чунончи:
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F{a) =  f(b)-(p{a) —  q>{b)f{a),
F  (b)= f  (t>) • q> (a) —  Ф (b) / (a).

Шундай килиб, F  (a) =  F  (b).
Шу сабабли Ролль теоремасига кура а^алли битта х =  с£(а, Ь) 

нуцта мавжудки, унда F '  (с) =  0 булади. F ' (х) ни топамиз:
F '  (х) =  (/ (b) —  f  (а)) • ф' (х) — (ф (Ь) — ф (о)) • /' (х)

х  =  с деб олсак,
F '  (с) =  (J(b)— f  (о))ф' (с) - (Ф(b) - ф (о))/' (с) =  0.

Тенгликнинг иккала цисмини
ф' (г) (ф (b) —  ф (а)) Ф  0 (шартга кура)

га буламиз. Натижада

Л^ъ\— L М  =  L Q  (бунда a C c C b )
ф (6) — ф (п) ф'(с)

тенгликка эга буламиз. Шу билан теорема исботланди.
Агар ф(х) =  х деб олинса, Лагранж теоремрси Коши теоремаси- 

нинг хусусий з̂ оли булишини таъкидлзймиз. Агар f(a) =  f  (b) деб 
хисобланса, Ролль теоремаси Лагранж теоремасининг хусусий холи 
б\лади.

У  з- у з  и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ролль теоремасини ифодаланг ва исботланг.
2. Ролль теоремасининг геометрик маъносиии тушунтиринг.
3. Лагранж теоремасини ифодаланг ва исботланг.
4. Лагранж теоремасининг геометрик маъносини тушунтиринг.
5. f  (х) =  рх2 +  qx +  г  функция учуй Лагранж теоремасиia цатнашаётган х =  с 

нукта каралаётган кесманинг уртасидан иборат булишини курсатинг.
6. Коши теоремасинн ифодаланг ва исботланг.
7. 11! 6 —  1121, 1127—  1134-масалаларни ечинг.

20-§. Аникмасликларни ечиш. Лопиталь ^оидаси

0  оо
Агар лимитларни хисоблашда -д-, — , 0- оо, оо —  оо, 0°, 1“ , оо°

куринишидаги натижалар з̂ осил булса, бундай >рлда биз аницмас- 
ликлар билан иш курамиз дейилади. Бу э̂ олда лимитни и̂соблаш 
аникмасликни ечиш дейилади. Аникмасликларни ечиш француз ма- 
тематиги Лопиталь курсатган коида буйича амалга оширилади. Бу 
^оида ушбу теорема куринишида ифодаланади

1-теорема. Агар [ (х) ва ф(х) функциялар х = а  нуцтанинг 
бирор атрофида узлуксиз, а нуцтанинг узидан таилцари шу ат- 
рофда дифференциалланувчи булиб, шу атрофда f  (а) =  0, ф (а)=

V (х)=  0 ва ф' (х) ф  0 хамда lim  — =  А лимит (чекли ёки чексиз)
х->а ф' (х)

мавжуд булса, у \олда lim  лимит мавжуд ва ушбу
х ф (х)
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lim  —— =  lim  — А (ф' (x) Ф  0)
x->a ф (x) x~>a ф (x)

тенглик уринли булади.
И с б о ти . Ушбу

f(x) _  f  (>■) - f  (a)
Ф W  Ф (*) —  ф (a) 

нисбатии кара°1МИЗ- Бу тенглик T \ F p n , чунки шартга кура

/ (а) =  0, ф (с) =  0.

Агар х а ну^танинг атрофига тегишли булса, у холда тенглик- 
иинг унг кисмига Коши теоремасини куллаб ушбуга эга буламиз:

И х ) _ Г ( с ) 
ф (х) ф '(с)'

с ну^та а ну^та атрофига тегишли булгани учун х —+а да с—►а 
муносабат з̂ ам уринли булади.

Шу сабабли охирги тенгликда х -+ а  да лимитга утиб, топамиз:

x—*q ф (X) х->а ф (с) х->а ф (х)

Шундай цилиб,

х-*а ф (х) х->а ф' (х) ф' (а)

Теорема исботланди.
1-эслатма. Агар f  (а) — 0 , ф'(а) =  0 ва /' (х) а̂мда ф'(х) х<о- 

силалар теорема шартларини каноатлаптирса, у холда теоремани
 ̂ нисбатга иккинчи марта кулланиш мумкин, чунончи:

ф' (х)

lim =  lim  =  lim -  — ва ^.к.
х -* а  ф (х) х--»с ф* (х) х~>а  ф/х ( * )

I -М ис ол .

lim  =  Ш  =  lim  (Ё И Ж  =  lim  4coŝ  =  -±-.
x->o Зх \ 0 / *-►() (Зд:) x->o 3 3

2-м исол.

l i m f n i l l L L  =  =  iim  -(дс— -in **' =  lim  ’ - “ ? *  =
x-+0 Xs \ (J j  x-*0  (Xs) ' x-*0 3x2

■■ (— \ =  lim
\ 0 )  x-0

(1—cos x)' _sin x ________  1
( 3 jc 2 ) '  x - > o  6 x  6

2-эслатма. Теорема x -*■ оо да / ( x ) 0, ф( x ) 0 булганда 
хам тутрилигича ^олади, яъии

lim  =  lim  Li^L^
х~ > о о  ф(ДГ) X—юо ф 'м
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Ха^щатан >;ам, х  =  — деб олиб, х->-оо да z - > 0  булишини ку­

рам из, шу сабабли

lim / f— ) =  0, lim  ф (—- ) = 0 .  
z-»o \ Z J г-* о \ г /

'(т)
<т) ифодага нисбатан Лопиталь коидасини куллаймиз: 

, im №  =  l im ! i l l  = l im X W
Х-Ю О  Ф W Z-t-0  „/_ L  \ 2 -> n  \ \ X->oo Ф M

Шундай ^илиб,

lim  £М _  Mm
x ~~>00 ф (л:) ф (л:)

3 - М И  СО Л.

3 / З У  3
sin —

lim  — -  =  ^  =  l im 4 , 2  !. = 1 ‘m

X

X—>оо ** \ U  / X —>оо / \ Х->оо

\ X 1
3 3 3 =  l im — cos—  =  — .

х -»о о  4 x 4

Ушбу теоремани исботсиз келтирамиз.
2 - теорема. Агар [ (х) ва ф(х) функциялар х — а нуцтанинг 

бирор атрофида узлуксиз, шу оралицда (х =  а пу^танинг узидан 
таш^ари) дифференциалланувчи булса цамда шу атрофда

lim /(x ) =  oo, lim  ф (х) =  оо, ф'(х)^=0
х-*а  х-*а

f' (х)булса ва lim  =  А лимит (чекли ёки чексиз) мавжуд булса, у
х - * а  ф '(х )

%олда lim  мавжуд булади ва ушбу
X—► оо ф ( х )

H m ^ = l im O ^  =  /l
х -*а  ф  (х )  х -*а  ф  ( х )

гпенглик уринли булади.
Бу теорема х -^  оо да э̂ ам уз кучини саклайди.
4- м и со л.

И т  =  = i im ( M  = lim  =  Ш  =
х - » о  c t g x  \  OO )  j r _ » 0  ( c t g  x ) '  x —kQ X  \ 0  j

=  lim  ~ =  —  lim  2 s in  x  cos x  =  0.
x ~ » 0  (л ^ )/ x —> 0
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1 ва 2- теоремаларни умумлаштириб ва эслатмаларни ^исобга 
олиб, Лоииталь коидасини бундай ифодалаш мумкин:

Агар *->- а ва х-*- схз да j  (х) ва <р(х) функциялар бир ва т̂да
О га ёки схз га интилса, у >рлда бу функциялар нисбатининг лими- 
тини улар >рсилалари нисбатининг лимити (агар бундай лимит мав­
жуд булса) билан алмаштириш мумкин, яъни

lim  =  (—  ёки — ) =  lim
Ф (X) \ 0  о о  / х ~ + а  ф/ (дг){Х̂+оо) (х̂ +ос)

=  А,

бунда А —  чекли ёки чексиз.
3-эслатм а. Агар охирги ифодапинг унг томонидаги (чекли ёки

чексиз) лимити мавжуд булса, Лопиталь цшдаси уринли булади.
Чап томондаги лимит мавжуд булган бир вактда унг томондаги
лимит мавжуд булмаслиги мумкин.

п i - _  лг -4- s in  дго-ми со л. п т  — ---------лимитни топинг.
х —*-оо X

Е ч и ш . Лопиталь коидасини куллаймиз:
"Jt  +  S i n x  I  оо \ 1 + C O S X  , .lim — --------=  —  =  hm — --------- =  lim ( l +  cosx)

\ оо / x-voo I Х-ъСо

х — схз да (1 +  cos х) ифода 0 билан j 2 орасида тебранади, яъии 
х —*■ оо да (1 +  cos х) ифоданинг лимити мавжуд эмас, шу сабабли 
Лопиталь коидасини кулланиб булмайди.

Изланаётган лимитни бош̂ а йул билан топамиз:
>. * - f - s in x  .. / ,  s in *\  , lim  —1--------  =  lim  1 -\--------=  1.
X—>oo X X—>oo \ X j

4-эсла тм а . Шуни эслатиб утамизки, Лопиталь коидаси кар 
доим хам жавобга олиб келавермайди.

7-м исол. l i m — -- лимитни т о п и н г .
X—юо у X1 -j- 1

Е ч и ш . Лопиталь коидасини куллаймиз:

lim  * =  ( -  ) =  lim  J L * ± ±  _
х —^уо j^ 2  1 \ ° *  /  х - ю о  X

t * ~\/ Х̂  1 |.=  lim  —------!—  =  lim
У * 2 + 1

Ани^ламасликни очмасдан дастлабки лимитга ^айтиб келдик.



Изланаётган лимитни бош^а усул билан топамиз:
X

lim  - х—  = lim  —  У =  lim  —  1 —. =  1.
Х^ОО уГ X 2 +  1 Х-кх> л /  X 2 , 1 *-►«> 1 /  . | 1

V +  ^  у 1 +

1. 0-оо куринишидаги аницмаслик. Бундай ани^маслпкни очиш 
дейилгалда lim / (х) =  0, lim  ср(х) =  оо булганда lim / (х)-ф(х) л и м и т -

х-+а х-*а  х-*а
ии топиш тушунилади.

Агар изланаётган ифодани

П т/(х)-ф  (х) =  lim  ёкн Пт/(х)-ф (х) =  lim
х - ю  х -*о  1 х » а  х -*а  I

«р М  /W
курннишда ёзилса, у .\олда х  -*■ а да 0 • оо куринишидаги ашщмаслнк-

0 •• ОО олар—  еки —  куринишидаги аникмасликларин очишга келтнрилади.
О оо

8 -ми со л. l im x 2/nx ни топинг.
х—>0

Е ч и ш . lim x'- =  0, lim  In x  = — оо булгани учун 0-оо куриии-
х - > 0

шидаги ани^масликка эгамиз. Берилган ифодани шакл алмаштира- 
миз ва ю^оридагига кура топамиз:

1

l im x 2/nx =  l im - ^ - =  ( — ) =  lim  — ~  =  — lim  — =  0.
jc—»0 x-»0 1 \ oo j  x->0 _ x-»0 2

x "  X3

2 . oo —  оо куринишидаги ани^мас.г.ик. Бундай ашщмасликни 
очиш дейилганда lim /(x) =  oo, Н т ф (х )  =  оо бир хил ишоралн чек-

V-+fl х —ю
сизлик булганда l im (/(х) — ф(х)) лимитни топиш тушунилади. Бун-

х-*а
0дай аиикмасликлар —  куринишидаги ани^масликларга келтнрилади.

9 -мисол. lim  (secx — tgx) ни топинг.
х  ------ 0

о

Е чи ш . lim  secx =  + ° ° - * lim  tgx = + оо булгани учун оо— оо
х —ъ —  — 0 х - »  -5 .  —о

2 2 

куринишидаги аницмасликка эга буламиз. Энг содда алмаштиришлар
~  куринпшга олиб келади:

lim  (secx —  tgx) =  lim  1 — sin* _  _  j j m ,r z .c°s x q
x * + —  - 0  x - » —  — о c o s *  , ^ 7 ^ *

2 2 2

3 . 1” , 0°, oo° куринишидаги аиикмасликлар.

202

-о



а) П т(/ (х ))ф,*) лимитни топиш деб, агар /(*)-»- 1, ф(х)-*-оо
х-> а

булса, 1°° куринишидаги аникмасликни очишпи;
б) агар / ( * ) - » -оо, ср(х)-> 0  булса, оо° куринишидаги аникмас­

ликни очищни;
в) агар О, ф (х)-»-0 булса, 0° куринишидаги аникмаслик­

ни очишни тушунилади.
Хамма холларда хам функция олдиндап логарифмланади, бундан

О-оо куринишидаги ани^масликка эга булинади, бу эса уз навбати-
да —  ёкн —  куринишидаги аникмасликка келтирилади. Шундан

О оо

кейин логарифмиинг лимити буйича берилган функция лимити топила- 
дн. Натижа потенцирланади.

10-мнсол. lim  (cosх )* ' ни топинг.
х-»0

Е чи ш . lim cosx =  1, lim  — =  оо булгани учун 1“  >рлга эга-
х -> 0  * - » 0  х 2

миз. Л =  lim  (cosx)** деб белгилаймиз. Бу ифодани е асос буйича
х—*0

логарнфмлаймиз:

in А =  lim  In (c o sx f =  lim  Ш  =  l im (-1̂ '  =
x->0 x->0 A'2 \ 0 J x-*0 (x2)

----- ( —  sin x )
cosx\ / 1 s i n x  1 =  lim  —-----i--------- — = -------- lim  ---------- =  —  — .

*-*o 2x 2 x-»o x  cos x 2

Шундан килиб, In A -- ------- бундан потенцирлаб,
__i_

A =  e 2 ни ^осил циламиз.

*2 1
Демак, lim  (cos x)x =  -  ------

_ V  e

1 l -м исо л. lim  (tgx)cos* ни топинг.
x-*. 71

2
Е ч и ш . lim  t g x = o o ,  lim cosx =  0 булгани учун oo° эрлга эгамиз.

Я  Ях-->—  х -> ---
2 2

А =  lim  ( tg x ) C0SX деб белгилаймиз. Бу ифодани логарнфмлаймиз:
Л
2

In А =  lim ln (tg x)cos* =  limcosA:ln(tgx) =  (0-оо) =
Я  ЯX ■#' X—►
2 2

1
=  lim  =  =  .tg *_ _ cosg =  1-------- о

Я  1 \ « /  Л  * т х  Я  t g * S № *
Х - ¥ ---------------------- - Х х * -------  “  X —>-----

2 COS X  2 COS^X 2
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Шунлай цилиб, In /1 =  0, бундан потенцирлаб, А =  1 ни >;осил tyi- 
ламиз.

Демак, lim  (tg x )cos* =  1.
Я

о

12-ми с о л. lim  (s in * ) ' ни топинг.
д:—*-0

Е ч и ш . lim  s in x  =  0, lim x  =  0 булгани уч\н 0°.\олга эгамиз.
д:->0 V—>0

А =  lim  (s in х)* деб белгилаймнз. Бу ифодани логарифмлаймиз:
х - 0

In А =  lim  In (sinx)* =  l im x ln s in x  =  — (0-oo) =
*--►0 *“»0

. .  In sin  x ( <*>\ ctgx ..  x2 I  0 \=  l im ---------- =  —  —  =  lim  — — - lim  ---------=  —  =
x-»0  _ j_  \ oo / X—0 _ j_  x-kO —  tg  X '  0  /

X хг
2x „=  lim  --------— =- 0.

x->0 1

COS2*

Шундай килиб, IrM  =  0, бундан A =  1.
Демак, lim  (sinx)* =  1. 

x->0

S' 3- у з и н  и т е к ш н р н ш  у ч у й  с а в о л л a p

0
1. х-*-а  (чекли) ва л -»-оо да —  аиицмасликин очиш учун Лопиталь цопда- 

сиии чицарипг.

2. х — а ва *->- «, да —  к\ринншидаги аникмасликни очиш учун Лопиталь
ОО

^ондасини баёи дилинг. Мисол лар келтирииг.
3. 1°“, оо°, 0° куринишидаги аниь'масликларни очиш учун Лопиталь цондасинииг 

^улланилишинн баси дилинг. Мисоллар келтирииг.
4. 1324— 1364-масалаларни ечинг.

21-§. Тейлор формуласи

1. Тейлор куп^ади. у  =  / (х) функция х  =  а нуцтанинг бирор 
атрофида (п +  1)- тартибгача ^осилага эга (п +  1 - ходила \ам киради) 
булсин. Даражаси п дан катта булмаган, х  =  а нуктадаги циймати 
/(х) функциянинг шу нуцгадаги кийматига тенг булган, п-таргибга- 
ча булган ^осилаларининг х — а нуктадаги цийматлари / (х) функция- 
дан шу нуктада олинган мог >;осилалари ^ийматларига тенг булган 
у =  Р п (х) куп^адни, яъни

Рп (а) =  f  (а), Р л (я) =  Г  (а), Р"п (а) =  [/" (а)-------- /*■> (а) =  /<"> (а)
(21.1)

шартни каноатлантирадиган куп^адни топиш керак. Бундай купхад 
баъзи маъиода /(х) функцияга я^ин булишини купил ^мумкин.
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Бу куп^адни куйндагн куринишда излакмиз:
Р п (х) =  С0 +  Сх (х — а) +  С2(х — а)2 +  . . . +  С„ (х — а)п,

(21.2)
С0, Сг. Cit . . . ,  Сп коэффициеьтларни (21.1) шартлар бажарила- 

диган килиб аниклаймиз.
Р п (х) нинг хосилаларичи топамиз:
Р п(х) =  С1 +  2 С2(х — а) +  . . . -j- п-Сп{х —  а)”- ' ,
Р^(х) =  2С2 + 3 - 2 С 3 (х— а) +  . . . + п ( п — 1)Сп( х - а Г - 2,

/*л>(х) =  л ( п  — 1)(п — 2) . . . 3 2 - 1  Сп • (21.3)

(21.2) ва (21.3) тенглнкларга х =  а кийматии куямиз, натижада 
I ушбуга эга буламиз:

Р п (а) =  С0, Р'п(а) =  Clt К  (а) =  2-1 -С2. . . . ,
Р М ( а ) = п ( п —  1){п —  2) . . .3 -2 - 1 -С,,. (21.4)

(21.4) тенгликларпинг чап томонларипи (21.1) тепгликлар асоси- 
да алмаштирамиз, натижада ушбуга эга буламиз:

f(a) = С 0, /' (а) =  Сг, f ”  (а) =  2 -1 - С2..........
/*">(с)=п(л— 1)(л — 2 ) . .  . 3 -2 -1  Сп,

бундан коэффициентларнинг ^ийматларнни топамиз:

с» — /(О), с, -  г (о), с , - ^ г »  -------  

С . - ^ Г ( 4

Бу С0, Cj. С2............Сп цийматларии (21.2) формулага ^уямиз ва и -
ланаётган куп.\адга эга буламиз:

рп (*) =  / (о) +  ф  (X -  о) -ь ^  (х -  ау- +  . . . +  (X -  а)" .
(21.5)

Бу куп\ад f  (х) функциянинг ( х — а) нинг даражалари буйича 
Тейлор кугцади дейилади.

2. Тейлор формуласи. Берилган f  (х) функция билан тузилган 
Рп(х) куп.\ад айирмасини R n{x) билан белгилаймиз:

R „ ( x ) = f ( x ) - P n (X), (21.6)

бундан /(х) =  Р п (х) +  R n (х) ёки ёйиб ёзилганда:

/(х) = f ( a ) + ^ ( x - a )  +  f̂  (х -а )*  +  . . . +

+  (х —  а)п +  R n (х). (21.7)
nl
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(21.6) формула f  (х) функция 
учун Тейлор формуласи номи бн­
лан юритилади.

R n{x) ни Тейлор формуласининг 
колди^ з̂ ади дейилади. У  f(x) ни 
Тейлор куп^ади билан алмаштир- 
гаиимизда кандай хатога йул эдн- 
ганимизни курсатади (99-шакл).

3. Лагранж шаклидаги ^олди  ̂
^адли Тейлор формуласи. 1\олди  ̂

^аднинг з̂ ар хил шакллари мавжуд. Биз Лагранж шаклини карай- 
миз.

Теорема. Агар f  (х) функция х = а  нуцтанинг атрофида (п +  1J- 
тартибгача \осилаларга эга булса, у холда бу атрофнинг що 
цандай х нуктаси учун цолдщ %ад ушбу курини'ига эга булади:

(п -h 1)!

бунда £ циймат а ва х орасида ётади.
И с б о ти . (21.7) ва (21.1) формулаларга кура:

№ „(<*)=  0.
! / ? > )  =  / ' (о) _ Р > ) | =  0 ,

(21.8)

чункн Р

р

<n+ V ) =  0.
чЛ-fI

(X) =  Г +1> ( x ) - P n + l)(x) =  f n+1l(x ) '

ф (х) =  ( х —  а ) '‘"г ‘ деб белппаймнз У  зрлда ф ( х )  ни
ренциаллаб ва хосилаларки х =  а да з̂ иеэЗлаб, ушэулзрга \ 
ламиз:

< Ф ( х )  =  (х —  а)п+К  ф (о )  - 0 ,  

ф' ( X )  =  (п +  1 )  (х — а)п , ф ' (а ) =  0 ,  

ф” (х) =  (п +  \)п(х—  а)-1-1, ф” (а) — 0,

д и | )1 )е - 

эга 6v-

(21.9)
ф ("> (х ) =  ( п  +  1)! (х —  а), ф(п) (а) = 0 ,

\ф,п+,) (*) =  ( « + ! ) !
(21.8) ва(21.9) фэрмулалардан ф>иалачи5, /?п(х)"ва ср(.у)_функ- 

цияларга Коши теоргмасини цуллаймнз:
R n(x) Р.п (x) —  R n (a) R n (xx) R'n (x,) —  R J g )  _  _

Ф (*) — ф (а)ф(х)

R ™ ( * n ) _
<р°° (  хп ) Ф(п) ( * „  ) —  Ф(' °  И

ф' ( Vi) ф' (*i) — ф' (а)

(х„ ) -  f t ?  (а) 4 " + V n + l ) /(”+ 1 )(*»+ 1 )

(«+1)1
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Бунда л, €(«>*). х2е (a, Xj), х3£(а,х2)...........  хп+16 (а,хп).
Демак.

=  1(г,+ц(хп+О
<Р (х) п + 1 ) !

Бундам xn+I =  Е деб белгилаб, ушбуга эга буламиз:

^ (Х )=  ^ т г | (х ~ а)"+1’ (2110)

бунда ё 6(«, х).
Теорема исботланди. (21.10) формула Лагранж шаклидагн кол- 

дш-; хад дейилади. (21.10) ни (21.7) га куйиб топамиз:

f  (х) =  f  (а) +  (х — а) +  -  (* — а)- +  . . . +

+  ^ { х - а Г  +  - £ ^ f  (х - а у + \  (21.11)

бунда a < z l < x .
(21.11) формула Лагранж шаклидаги R n (х) крлдик \адли Тей­

лор формуласи деб аталади.
(21.11) Тейлор формуласининг баъзи хусусий холларини эслатиб 

\ тамнз. п — 0 да f  (х) =  / (а) +  f '  (£) (х — а) га эга булиб, Лагранж 
формуласинн хосил киламиз. n =  1 да

f( * )  =  f  (а) +  Г  (а) (х -  а) +  ^  (х -  а?.

Бу формулада ^олди  ̂ ^адни ташлаб юбориб, дифференциалы! к у 
лашга асосланган маълум

/ (х) «  / (а) +  /' (а) (х — а)
такрибий формулага эга буламиз.

22-§. Элементар функцияларни Маклорен формуласи 
буйича ёйиш

(21.11) Тейлор формуласининг а — 0 даги хусусий куриншш 
Маклорен формуласи_ дейилади:

/ (х )  =  / ( 0 ) + ^ х  +  ^  +  . ■ . + - ^ - *»+ /? „ (*) , (22.1)

бунда R n (х) =  ^  —^  x'!+I , а <  | < х .  Бу формула функциянинг

эркли узгарувчи х  нинг даражалари буйича ёйилмасини беради.
1. / (х )  =  ех функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш. ех

функция барча х £ (— оо, -{- оо) лар учун а̂р кандай тартибли коси­
ла л ар га эга. Шу урсилаларнинг х = 0  ну^тадаги цийматларини хи- 
соблаймиз.
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f(x) =  et  / (0 ) = 1

f'(x )  =  ex / '( 0 ) = 1

f " ( x )  =  ex f " {  0 ) = 1

/(r,) (x) =  <?x /(n)(0) =  1

f [n+l) (x) =  e* f n+l1 (E) =  бунда 0 < 1  < x .
Хосилаларнинг топилган ^ийматларини (22.1) Маклореи фзрмуласига 
куйиб, е нинг ушбу ёйилмасинн ^осил ^иламиз:

ех = 1 + х  +  — +  <22-2)2! ’ ‘ ‘ л ! (п-f-l)! ■
2. / ( .* )  =  sin л: функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш.

Функция барча х £ ( — оо, +  оо) лар учун а̂р цандай гаргиблн х,о- 
силаларга эга. Шу ^осилаларнинг х =  0 нуктадаги ^ийматларичн ^н- 
соблаймиз:

/(х) =  s in x

Р  (v) =  cosx =  sin  ||x +  j

j "  (x) =  cos ^x +  j  =  sin (x  +  2 -£-j

[ пЦх) =  s in (x  +  n - ^ j .

/ (0) =  0 
/ '( 0 ) =  !
/ "  (0) =  0 
/ " '(0 )  =  —  1

f (n)(0) =  s in n ^  , f {n+')(l) =  sin ^  +  (n +  l ) f ) ,  0 <  1 <  x.

Тартиби жуфт булган ^осиллларнниг ,\амчаси >; =  0 да нэлга тенг. 
Топилган ^ийматларни (22.1) Маклорен формуласнга щлшб, s in x  
учун ушбу ёйилмани ^осит циламиз:

Sin ,  =  X -  f  +  f -  . . . +  ( _  I )"+' +

+  l r i r i T T s in (E + T ( 2'- +  1))- (223)
3) / (x )  =  cos x  функцияни Маклорен формуласи буйича ёГшш. 

Функция барча х £ ( — оо, +  оо) лар учун ?̂ ар цандай тартибли >;о- 
силаларга эга. Ш у о̂сила гарничг х  =  0 нуктадаги цийматларшш 
^исоблаймиз:

/ (х) =  cos х  / (0) =  1
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Г  М  =  -  Sin (х +  =  cos (х +  2 ) / "  (0) =  -  1

f n) (х) =  COS ̂ Х +  П -у  j  f {n) (0) =  COS (я  y j

f {n+i)(t) =  cos(t  +  ( n + \ ) f }

Хп-Н I ______
fln(*) =  7„-+ T)-, cos +  — 2— )• 0 < с < x.

Бунда то^ тартибли ^осилаларнинг хаммаси х  =  0 да нолга тенг. 
/ (х) =  cos х функция учун Маклорен формуласи ушбу куринишни 
олади:

X2 X* 2/1
т х ~  ' - Й + 5 Т -  • ' • + ( - ' > ”+ '-(Й о Г +

+  +  <2 2 4 )

4. / (х )  =  In (1 + х )  функцияни Маклорен формуласи буйича 
ёйиш. Функция х >  —  1 лар учун >;ар ь̂ андай тартибли хосилаларга 
эга. /(х) функциянинг х = 0  нуктадаги >рси!атарини .\исоблаймиз:

/(х) =  1 п (1 + х )  / (0) =  0

/'(*> =  7 ^  =  ( ! + * ) - '  п  0 ) = 1

Г М  =  - 1 ( 1 + * Г 2 Г ( 0 )  =  — 1
Г " ( х )  =  1-2(1 + х ) - 3 (0) =  21

f n\x) =  (— l)n+I . ( Л  —  1)1(1 + х ) - п /<п)(0) =  ( - 1 ) п+|-(п— 1)1 
/<Г1+ 1)(Х) =  (—  1)П.П1(1 + Х Г ' ' “ ' "  ' ' !-\ \ "(  х \»+i(х) : Ы £  f  *  .  f  

n n + l  \ ! + 6 /
Хрсилаларшшг топилган цийматларшш (22.1) Маклорен форууласига 
цуямиз:

х2 х3-2\ х ' - З  !
1п(1 + х )  =  х -------— Н— g-j--------------— { - . . . +

+  (— 1)n+1 - £ у -  ('«— •)! +  Я „ М -

Кнс^артиришлардан кейин:
j^8 ĵ 4

1П (1 + Х )  = Х —  -у  + -д ------—  +  . . .  +

+  ( - 1 Г + 1 - £ -  +  Я „ ( * ) .  (2 2 5 )
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5- /(■*")=( 1+-*‘)гх функцияни Маклорен формуласи буйича ёииш.
/ (Л‘) = !( I +  ХТ  Функциянинг х =  О нуктадаги хосилаларинн хисоб- 
лаймнз:

} (п)( х ) = а ( а - 1 ) ( а - 2 )  . . . ( а - п +  1)(1 +  *)““ " /(п)(0) =
=  а  ( а —  1) . . .  (а —

—  п +  1)
f n+l)(x) =  а ( а - 1 )  . . . ( а - п ) ( 1

^ ( - у) =  ( Д +1) !  “ (“ — !) • - • ( а — Л)( 1 +  S)“ _ 1 _ '1.

Хосилаларнинг топилган кийматларнни (22.1) Маклорен формула- 
сига у̂я.миз:

сс к\рсаткич п дан катта булмаган бутун мусбат сон булган ху­
сусий >;олда R n (x) нолга айланади, (22.6) тенглик эса Ньютон би- 
номи формуласига айланади.

! .  Тейлор к^пхадн нима?
2. К,олднц хади Лагранж шакл и да булган Тейлор фэрмуласиии ёзннг.
3. К,амлай >;олда Тейлор формуласини Маклорен формуласи дейилади?
4. ех, sin х, cos х, In (1 +  х) ва ( 1 - f х)а функциялар учун .Маклорен формула- 

сини ёзннг.
5. 1498—  1509-масалаларни ечинг.

23-§. Тейлор (Маклорен) формуласининг татбици 

(21.11) Тейлор формуласи ихтиёрий f  (х) функцияни та^рибан

Тейлор куп^ади деб аталувчи куп^ад куринишида тасвирлаш имко- 
нини беради, шу билан бирга бунда пайдо булган

хатони ба̂ олаш имконини беради (бу хатони куп ^олларда етарлича ки-

/ ( * ) = (  1 + x f  
Г ( х ) = а (  1 - f  л')*-1 

Г М  =  а ( а - 1 ) ( 1  + х )а~ 2

/ ( 0 ) =  1
/ '( 0) =  а
/ "(0 )  =  а(а — 1)

nl

У з -  у з п н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

Г ' (х ~ а ) п+\ a C t < x
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чик цилиш мумкин). Шу сабабли бу формула математик анализнинг му- 
хим формулаларидан бири ^исобланади ва бу формула назарий тад- 
^и^отларда >̂ ам, купчилик амалий масалаларни ечиш воситаси сифа­
тида (хусусий >рлда функциялар ^ийматларипи такрибий ^исоблаш- 
ларда) э̂ ам кенг кулланилади.

(22.1) Маклорен формуласи хам / (х) функцияни Маклорен куп- 
у я л и  куринншида та!фибан тасвирлаш имкониии беради:

г/ л r/m , f ' {0) i Г (0 )  2 , , i (n)(0) п/ ( х ) « / ( 0 ) + —[ Г Х +  ~ 2Г Х +  . . . Ч------ — х ,

бундаги хато

- ^ +1. о < ! < *

булади.
Бир нечта мисол ^араймиз.
1. /  (л-) =  ех функциянинг куп^ад куринишидаги тасвири (тац- 

рибий тасвири) (22.2) формуладан келиб чи^ади:
у2 уЗ /2

в ' « 1  + ^  +  -97 +-3J +  • • • + ^ г -  (23-П

Бу такрибий тенгликиинг хатоси Маклорен формуласининг

R n(x) =  (n +  iyy • g°, бунда 0 < ^ < х  (23.2)

колди^ .\адн оркали аншуганади, шу билан бирга барча х  лар учун 
£ хп+ 'lim  R n(x) =  0, чунки е — чекли, ■ . эса п оо да чексиз ки-

п—*оо ' ' '
чик. Бундан а̂р цандай х  да f*  функцияни исталган аникликдаги 
Маклорен куп.\ади билан алмаштириш мумкинлиги келиб чикади. 
п — 1, 2, 3 деб олиб, ушбу такрибий формулаларга эга буламиз:

ех та 1 +  х,

ех «  1 +  х  +  — .
2

Я  ,  , , X2 . X3е ~  1 +  х +  —  +  —  ,

бу формулалар ани^ликнинг ортиб бориши тартибида жойлашган.
1-мисол. е сонини 0,001 гача ани^ликда х,исоЗланг.
Е чи ш . х  =  1 цийматни (23.1) ва (23.2) формулаларга цуямиз:

е » 1  +  1 +  — +  —  +  . . .  +  —  .
2! 3 1 п\

е q
Хатолик: R n =  ^  |); <  1); , чунки 0 <  I  <  1 да е1 <  3.

з
R  (х) ^  0,001 ёки -----------< 0 ,00 1  тенгсизликни ечнб, бу тенгсиз-

(п +  1) !
лик п =  6 да бажарилишини курамиз. Демак,
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2! 3! 4! 5! ‘ 6!

(0,001 гача аншушкда).
2. / ( j r )  =  sin .x функцияни Маклорен кугцади куринишидаги 

та^рибий тасвири ёйилмаси (22.3) форму ладан келнб чикади:

s i n x ~ * - f . + ( - 1 ^ - ^ .  (23.3)

Бу такрчбий тенгликнииг хатоси Маклорен формуласннинг колдик 
хади билан апшутанади:

М = (гйпт.sin (Е + (2/г + 1) т )  * (23’4)
бунда 0 < £ < х ,

шу бнлан бирга з̂ ар цаидай х  учун lim  R 2n =  0, чунки \sin(E +
П-+00

Л  1 А-2” -*-1
+  (2п +  1) -2" < 1  чекланган,  ̂  ̂; эса п оо да чексиз ки-
чнк. Бундан \ар цапдай х да sin  х  функцияни исталгапча кичик ха- 
толи Маклорен купхади билан алмаштириш мумкинлиги келиб чита­
ли.

п = 1 ,  2, 3 деб олиб, s in x  учун энг содда тацрибий ифодаларга 
эга буламиз:

*3  д-3 '̂5
sin х «  х, sin  х  «  х  — — , s in x ^ x  — __+

6 6 120

Бу формулаларнинг иккинчнси биринчисидан, учинчиси эса нккин- 
чисидан аникро .̂

2 - мисол. sin 10° та^рибий ^ийматни 0,00001 гача аницликда 
хисобланг.

Е чи ш . Бурчакнинг радиан улчовига утамиз:

х =  10° =  — .
18

Л
х  — —  кийматни (23.3) ва (23 4) формулалар га ^уямиз:

18

• щ о  ЗТ J t  1 (  П  \ 3  . ,sin  10 =  s in ---»  —----------- ------  +  . . .  +
18 18 3! \ 18 /

+  (— i) n+1 — !—  • / — У "- 1 .
V (2п —  1)! \ 18/

Хатолик:
Jt \2п+ 1  , х л



Тацрибии тенгликдаги .̂ адлар сонини ани^лаш учун цолдик; хад- 
нинг мицдорини хар хил п ларда хисоблаймиз.

Агар п =  1 булса, у .уэлда \R2\ <  =  0,00089 >  0,00001;

агар п =  2 булса, у >;олда |/?4| <  jry  ̂ =  0,0000013 С  0,00001.

Демак, таьфибий формуланинг иккита олдинги ^ади олинса, .\и- 
соблашнинг берилган (талаб ^илинган) аниклигига эришилади:

sin  10° »  0,17453 — 0,00089 =  0,17364
(0,00001 гача ани^ликда).

3. 1 (х )  =  cos х  функциянинг Маклорен куп^ади куринишидаги 
та^рибий ёйилмаси (22.4) формуладан келиб чикади:

c o s* ~  1 -  f  +  £  -  . . . +  ( -  l)n+1 . (23.5)

Бу та^рибин тенгликнинг хатоси Маклорен формуласннинг цолдик 
хади билан ани т̂анади:

R *n+l =  (27й  cos (z  +  (2 n +  2) • - f ) . (23.6)

Бунда jcos(g +  (2n +  2) n то да эса -̂ Д - , 0, шу 

сабабли а̂р а̂ндай х  да

lim Я2„+1 =  о.
П - *  оо

Бундан хар кандай .v да cos.v функцияни исталган аиикликда 
Маклорен куп.\ади билан алмаштириш мумкинлнги келиб чикади.

п =  1, 2, 3 деб олиб, cos х учун та^рибнй ифодаларга эга була­
миз:

I  , А'2’COSX» 1 ------- I
2

1 х2 . х*COS X ~  1 -------------- >
2 24

■ I  1 X 2 l  | JC4 Л ®cos 1 — — ! + . -------------- ,
L 1 2 [24 720

бу формулалар аншутикнинг ортиб бориши тартибида жойлашган.
3 -мисол. cos 5° ни 0,030001 гача аникликда хисоблапг.
Е чи ш . Бурчакнинг радиан улчовига утамиз: х  =  5° =  — ва х  =

36

=  —  цийматни (23.5) ва (23.6) формулаларга ь у̂ямиз:
36



Хатолик:

|Л»+- <*>1 -  h rU r' [£Г* •005 <г + ”(п +1))
<  —  

(2
_ J ---------/ _л_\2п+2 <  о ,000001.
и +  2 ) !  \36 /

Такрибий тенгликда кечта хадни олишии аницлаш ёки берилган 
аки^ликдаги хисоблашларни олиш учун R 2n+\ ^олди  ̂ ^адларнинг 
кетма- кетлигини ба^олаймиз:

агар п =  0 булса, у ^олда \RA <  ( ~  j =  0,003808 >  0,000001,

агар п =  1 булса, у холда |/?3| <  ~  J =  0,000002 >  0,000001,

агар п =  2 булса, у холда \R̂ \ ^  j  =  0,00000003<0,000001.

Демак, берилган ани^ликка эришиш учун R & дан олдин келади- 
ган учта биринчи х;адни олиш керак:

cos—  «  1 — — ( —  У +  — V =  1 — 0,003808 +  0,000002 =
36 2 \ 36 / 4! \ 36 )

=  0,996194.
(0,000001 гача ани^ликда).

4. 1 (х )  =  ( 1 +  х )а функциянинг Маклорен куп^ади шаклидаги 
такрибий ёйилмаси (22.6) формуладан келиб чщади:

( l + x )a^ l  +  ^ x +  ^ ^ x 2 +  a(a~ l ) - - - (a- n + l ) ^ .  (23.7)
4 1! 2! и!

Бу такрибий тенгликнинг хатоси Маклорен формуласининг ^ол- 
дщ  хади билан аницланади:

r  д о  =  g ( « — 1) — я)  п + 1 , j  +  g « —п—1 2̂ 3  8 )

nV '  (я + 1 ) !
R n (х) хатони исталганча кичик мицдор ^илиш мумкин, яъни \х\ <  1 
тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча х  лар учун п оо да R n — 0. 
Бу цаторлар назариясида исботланади.

п =  1, 2, 3 деб олиб, ь у̂йидаги такрибий формулаларга эга бу­
ламиз:

(1 +  х)а ж  1 +  а х,

(1 + х ) “ ж  1 + а х  +  (а —  I ) * 2,

(1 +  х)а »  1 +  а х  +  -| (а  —  1)х2 +  -|-(а —  1)(а — 2)х3.

Бу тенгликларнинг кейинги хар бири олдингисидан ани^роцдир.
4 ------

4-ми сол. 1 83 нинг та1фибий кийматини 0,000001 гача аниц- 
ликда хиеобланг.
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Е чи ш . Берилган илдизни алмаштирамиз:

1 83 = ^ 8 l  +  2 = 3 ( l  + ^ - ) 4 .
81 /

2 I
(23-7) ва (23.8) формулаларни цуллаймиз, уларда х -= —  , а = —

8 1 4
деб оламиз:

4, ~  Ч ( I л- X  . А  , Т  ~  ’ ) / 2 \2 ,1 83 ~  3 I 1 +  п 81 + ------- ----------- ( — ) +  . . . +

Баъзи алмаштнришлардан кейин:

1/g3 ^  3 f I + ______________-_____ I_______ —________________  ̂ ^
\ 162 162-108 162-108 - 486 162-108-486-59 / '

Хатолик:

•(■й- Г (1+в
1 - п - 1

3 R = 3
(«+1)1

Хисоблашларнинг хатоликларн 3 |/?J кетма- кетлигини ба^олаймиз: 

агар п =  1 булса, у о̂лда 3 |/?х| < '~|^ 108 < * 0 ,00 0 2 >

агар п =  2 булса, у холда 3]/?2! С ---------- — ---------С  0,000003;
J 21 162 - 108 • 486

агар п — 3 булса, у холда

3 Ш  < ----------— ----------<  0,00000006 <  0,000001.
31 162 • 108 - 486 • 59

Демак, хисоблашларнинг берилган ани^тигига эришмоь; учун R 3 дан 
олдин келадиган туртта хад й и р и н д и с н н н  олиш е та р л н :

t A8 3 '« 3 ( l  + 0 ,00 6 -17 3  —  0,000057 +  0,000001) =3,018349.
(0,000001 гача аникликда).

5) f ( x )  =  In (1 + J f )  функциянинг [Маклорен куп^ади куриниши­
даги та^рибий ёйилмаси (22.5) формуладан келиб чикади:

ln ( l +  * ) « *  —  у  +  у  —  . .  . + ( —  1)"+ 1 - ^ .
2 3 п

|х| <  1 тенгсизликларни каноатлантирув чи барча х  лар учун п ->  оо
да хатолик: \R \ =  — • т^ -гГ * *  ~0. п =  1, 2, 3 да цуйидаги 

"  I +  siя + 1
та^рибий формулаларга эга буламиз:

215



In (1 +  x) & x ,

In (1 +  x ) » x —

l n ( l + x ) & x - f  +  f ,

бу формулалар анн^ликнннг ортиб борнши тартибида ёзилган.
1\араб чи^илгап мисоллар аргумент кичик булганда ^исоблашлар- 

да Маклорен формуласида унчалик куп булмаган сондаги ^адларни 
олиб, ани^ликка эришиш мумкинлигинн курсатадн.

Агар аргумент етарлича кичик булса, у холда купинча унинг би­
ринчи ёки иккинчи даражаси билан чекланиш мумкнн. Масалан, 
аргументнинг етарлича кичик цинматлари учуч цуйидаги тарфибнй 
формулалар \осил булади:

1) s in x s^ x ;

2) cos х  »  1 — —  ;
2

3) е »  1 +  х;
4) In (1 + х )  «  х;
5) (1 + х ) “ «  1 +  а х.

Бу формулалардан амалий ^исоблашларда купинча фойдаланишга 
тугрн келади.

Куйидаги такрибий формулалар охирги такрибий тенглнкдан а 
нинг турли 1\ийматларида келиб чи^ади:

6) — !—  « I  —  х;
1 + х

7) ] 1 +  х ~  1 +  ;

8) »  1 —  — ;
» 1 + *  2

9) I'7 1 “Ь X ~  1 ---д- •

10)
1 y i  +  x з

S' з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н с а в о л  л ар

1. ех , s in  х, cos х. In  (1 +  л), (1 -j- х)а функцияларнинг Маклореи кугцади кури­
нишидаги такрибий ёйилмаларини ёзннг.

2. Функцияларнинг берилган аншушкдаги тацрибий ^нйматларннн ^исоблаш учун 
Маклорен формуласидан к̂ андай фойдаланиладн3

3. 1524 —  ! 528-масалаларни ечинг.
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4- боб

Ф У Н К Ц И Я  J1А РНИ ХОСИЛ АЛ АР ЯРДАМИДА ТЕ К Ш И Р И Ш  

1- §. Функциянинг усиш ва камайиш шартлари

1 - т  а ъ р и ф. Агар аргументнинг (а, Ь) оралшда тегишли катта 
^ийматига функциянинг катта циймати мос келса, яъни х2 >  х\ тенг- 
снэлнкдан, бунда хг, х2 лар (а, Ь) интервал га тегишти, /(х2) > / ( A'i) 
тенгсизлик келиб чицса, у холда y = f  (х) функция шу (а, Ь) интервалда 
усувчи функция дейилади. Бу тенгсизликларни бундай ёзиш мумкин:

х 2 —  xi > 0  ва /(лГо) — /(a'i) > 0 .

Агар x.z — a'i =  А х, /(v.) — f  (.Vj) =  Д у деб белгиласак, Ах > 0  
ва Д у >  0 эканини, яъни бир хил ишорали эканини курамиз. Шун­
дай килиб, усувчи функция учун А у функция орттирмасининг А х
аргумент орттнрмасига нисбати а̂р доим мусбат, яъни > 0 .

А х
2- т  а ъ р и ф. Агар бирор (а, Ь) интервалда аргументнинг катта 

.̂шматига функциянинг кичик ^иймати мос келса, яъни агар х2 > х х 
тенгсизликдан, бунда х\, х2 £ (а, /;), f(x2) <  /( i'i) тенгсизлик келиб 
чн^са, у .\олда у =  f(x) функция (а, Ь) интервалда камаювчи функ­
ция дейилади. Ю^орндаги тенгсизликтардан х2 —  л* > 0  ва f(х2) —
— /(■*■ i ) < 0  экани келиб чикади. Бу .\олда А х =  х2 — хх ва Ду =  
=  f(x2) — /(Vj ) орттнрмалар .\ар хил ишорали.

Шундай цилиб, камаювчи функция учун Д у орттирманинг А х
аргумент орттнрмасига нисбати манфий, яъни - ^ - < 0 .

Дх
Функциянинг усиш ва каманншининг зарурий ва егарли шартлл- 

рини хосилалар ёрдауида ашщлгймиз.
1-теорема (функция усувчи булишининг зарурий шарти). Агар 

(а, Ь) интервалда дифференциалланувчи y — f(x) функция усувчи бул­
са, у холда бу функциянинг хосиласи интервалнинг .\амма ну^таси- 
да манфий булмаслиги зарур, яъни барча Х£ (а, Ь) учун f '( x )>  0. 

И с б о ти . Теореманинг шартнга кура функция усУвчи, шу са-
\ ибабли нсталган х£ (а, Ь) учун —  > 0 .  Мусбат функциянинг лимити
Д х

манфий була олмаслиги сабабли l im - ^ - > 0 .  Аммо теорема шар-
Ах->о Дх
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тига кура f(x) дифференциалланувчи, шу сабабли lim  —— —
Д.е->0 Д *

чекли сон. Шундай цилиб, барча х £  (а, Ь) учун /'(х) >  0. Теорема 
исботланди

2 - теорема (функция камайишининг зарурий шарти). Агар (а,Ь) 
интервалда дифференциалланувчи у =  f(x) функция камайса, у 
Холда унинг хосиласи интервалнинг хамма нуктасида мусбат бцл- 
маслиги зарур, яъни барча (а, Ь) лар учун }'(х) <  0.

И с б о ти . Теорема шартнга кура функция камаювчи, шу сабаб-
Ди

ли барча Х£(а,Ь) лар у чун —— <  0. Манфнй функциянинг лнмитн
Ах

мусбат була ол\аслиги сабабли lim  —  < 0 .  Аммо теорема шчртпга
At-vO Д х

кура f{x) функция дифференциалланувчи, шу сабабли lim = f '( x )—
Д х -» 0  Ах

чекли сон. Шундай килиб, барча х£(а,Ь) лар учун f('x) <■0. Теоре­
ма исботланди.

Куриб утилган теоремаларни геометрик тасвирлаймиз.
Усувчи функциялар учун уринмалар Ох ун; билан уткир бур- 

чаклар хосил ^нлади ёки Ох у^ка параллел буладн (100 -шакл). 
Уткир бурчаклар тангенслари мусбат. Уринма Ох уеда параллел 
б\лган жойларда тангенс нолга тенг, яъни

/'(*i)  =  tga5 >  0, /'(х3) =  tga3 > 0 ,  /'(х2)]=  tgO =  0.
Шундай килиб, усувчи функция учун f { x ) >  0.
Камаювчи функция учун э̂ам шундай: /'(х4) =  tga4<  0, /'(vc)=  

=  tgc/e<  0, чунки а.и ав — утмас бурчаклар, /'(х5) =  tg 0 =  0. Де­
мак, камаювчи функция учун /'(х) <  0 (101-шакл).

3 - теорема (функция усувчи булншининг етарлилик шарти). 
Агар [о, Ь\ кесмада узлуксиз булган у — [(х) функция хар бир ич- 
ки нуктада мусбат хосилага эга булса, у холда бу функция [а,Ь\ 
кесмада усувчи булади.

И с б о т и .  Иккита ихтиёрий х} ва х2 ^ийматнн караймиз, бунда 
х2 >  a'i ва хг , х2 (: (а, Ь). \хг, х2\ кесмада Лагранжнинг чекли айир- 
малар формуласини тузамиз:

/(х.) — /(X,) =  (X2 — Xl )f'(c),X l C C < X 2. (1.1)
Теорема шартнга кура, барча 

хб {а, Ь) ну т̂аларда f'(x) >  0, шу 
сабабли /'(с) >  0. Бундан тлшкарн, 
х2— Х ! > 0 ,  шу сабабли (1.1) нинг 
унг и̂сми мусбат, яъни (х2 — хг) х  
X  f'(c) >  0. Шундай килиб, (1.1) нинг 
чап кисми хам мусбат, яъни f(x2) — 

А — /(Xj) > 0 .  Бундан, агар x2> x j  
_ *~ булса, /(х2) >  /(Xj) экани, яъни f(x) 

функция \а,Ь] кесмада усувчи экан-
4 лиги келиб чи^ади. Шу билан тео- 

100- шакл. рема исботланди.
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4 - теорема (функция кама- 
ювчн булишининг етарлилик шг,р- 
тп). Агар I а,Ь] кесмада узлуксиз 
у =  f(x) функция бу кесманинг 
хар бир ички нуктасида ман­
фий хосилага эга булса, у yionda 
бу функция [а,Ь\ кесмада кама­
ювчи бцлади.

И с б о ти . (а,Ь) интервалга те- 
пшпн иккита ихтиёрий ва х2 
ну^тани ь;араймиз, бунда х2 > х х.
[X j,х2| кесмада Лагранж фэрму- 
ласини тузамиз:

Дх2) — fix ,) =

Теорема шартига кура барча Х£(а,Ь) нуь;таларда f'(x) <  0, шу са- 
баблн f'{c) С  0, бундпн таш^ари х2 — Х ! > 0 ,  шунга мувофин; (1.2) 
нинг унг ь;исми манфий, яъчи (х2 — х ,)/ '(с )< ;0  Демак, (1.2) нинг 
чап кисми хам манфий, яъни Д х.,)<  fix ,). Бундан, агар х2 ~>х1 бул­
са, Дх2) < /(хх), яънн Дх) функция \а,Ь] да камаювчи.

Теорема исботланди.
[«, Ь) кесмада фаь̂ ат усувчи (факат камаювчи) функция шу кес­

мада монотоп усувчл (монотон камаювчи) функция дейилади (101- 
шакл).

Функция фаь̂ ат камаювчи ёкн фаь̂ ат усувчи буладиган интервал- 
лар монотонлик итерваллари дейилади.

1 - мисол. у' =  Зх6 функциянинг монотонлик интервалларини 
анн1\ланг.

Е чи ш . у' ^осилани топамиз: у' — 18х5.
х < 0  да у '<  0 — функция камаяди;
х >  0 да у' >  0 — функция усади.
2- мисол. у =  2х — cosх  функциянинг монотонлик интервалла- 

рннн топинг.
Е ч и ш .  у' хосилани топамиз: у' =  2 +  s in x . Барча х лар учун 

у' > 0 ,  у функция (— оо, +  оо) да усади.

2- §. Функциянинг экстремум ну^талари

1- та ъри ф. Агар у =  f(x) функ­
циянинг х0 нуктадаги ^иймати шу 
функциянинг бу нуь;танинг етарлича 
кичик атрофидаги долган цийма- 
тидан катта булса, у =  /(х) функ­
ция х0 нуктада максимум (maxi­
mum) га эга дейилади

Бошкача айтганда, агар хар ^ай­
да it етарлича кичик мусбат ёки ман­
фий Дх да (102- шакл) /(х0 +  Д х ) <

У

— — „

Их.) f  (X»+\aX)

о Л.-лЛ Яш Хв+дХ

102- шакл.

101- шакл.

f'(c)(x2 —  x1), Х , < с < Х 2. (1.2)

219



У

\

^(Хо-дХ) f ( X 0> X о + А
X

О

103- шакл.

<  Дх0) булса, Дх) функция х0 нуктада максимумга эга дейи­
лади.

2- та ъриф. Агар// =  /(х) функциянинг х0 нуь т̂адагн ^ийматн шу 
ну^танинг етарлича кичик атрсфидаги ^ийматидан кичик булса, у хол­
да у =  Дх) функция х0 нуктада минимум (minimum) га эга дейилади.

Бошцача антганда, хар кандай етарлича кичик мусбат ёки мал- 
фий Д х ларда /(х0 +  Дх) >  Дх0) булса, у холда у =  Дх) функция 
х0 нуктада минимум га эга дейилади (103-шакл).

1-эслатма. Агар функция [а,Ь] кесмада аниклангак булса, у 
хо ада бу функция узинииг максимум ва минимумларига х нинг шу 
кесма ичидаги ^ийматларндагина эришади.

2 -эс ла тм а .  Функциянинг [а,Ь] кесмадаги максимум ва мини- 
мумлари а̂р доим хам унинг шу кесмадаги энг катта ёки энг 
кичик циймати булавермайди: максимум ну т̂аснда функция энг кат­

та кнйматни максимум нуцта- 
сига етарлича яцин пу^талар- 
даги кийматларига нисбатан 
(максимум ну^тасининг кичик 
атрофида) гши ^абул кнладн; 
минимум ну ̂ тасига нисбатан 
хам шуларни айтиш мумкин. 
Максимум минимумдан кичик

О а х »  Хг Хз X, ь л булиб ЦОЛИШИ мумкин.

104- шакл.
104- шаклда у =  Дх) функ­

ция [а, Ь] кесмада аншушнган.
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х  =  Xj вл x =  x3 да функция максимумга эга. 
л- =  х2 ва х =  Xt да функция минимумга эга.
Аммо х =  х.1 даги минимум х =  хх даги максимумдан катта, х =  

=  Ь да функциянинг ^нймати функциянинг fa, b] кесмадаги хар 
кандай максимумидан катта. Функциянинг максимумлари ва мнни- 
мумларн функциянинг экстр ем ум ллри  ёки э кс тр е м а л ций- 
матплари дейилади.

3- §. Экстремумнинг зарурий шартлари

1 - теорема Агар дифференциалланувчи у =  f (x)  фуикция х0 
нуктада экстремумга эга булса, у холда унинг шу нуктадаги 
Хосиласи нолга тенг булиши зарур, яъни f ' (x0) =  0 булади.

И с б о т и .  Ани^лик учун функция х0 нуктада максимумга эга 
деб фараз киламиз (105- шакл).

\и
1) У  .\олда х < л '0 лар учун функция усувчи ва —  > 0 ,  демак,

lim  - ^ - > 0 .
Да-*—О Д*

Аммо функция дифференциалланувчи, шу сабабли lim  — ^-=/_(л0).
А л:—» — О Д X

Дема к,
f j x 0) >  0. (3.1)

2) х~>х0 лар учун функция камаювчи ва — < 0 ,  демак,
Ах

lim  ~  =  f'A x0)- Шундай цилиб,
д .к—+0

Г + Ы  <  0- (3.2)

(3.1) ва (3.2) тенгсизликлардян 
Г(х0) =  0 экани келиб чикади, чун­
ки функция дифференциалланувчи, 
демак унинг чап хамда унг хосн- 
лалари ха нуктада узаро тенг були­
ши керак. Бу /'(л0) =  0 булганда- 
гина мумкин булади.

Минимум >;оли учун теорема 
шунга ухшаш исботланади.

Теореманинг геометрик мазмуни4 
шуни билднрадики, дифференциал­
ланувчи функция учун экстремум 105- шакл.
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106- шакл.

нукталарида уринма Ox уща параллел булади 
(106- шакл).

f ( * i)  =  tg0 =  0, 
r ( x 2) =  tgo =  o

Дпффсреншглланмайдиган функция холнда 
зкстремум иуцтасида хосила чексиз булиши 

-л ёки мавжуд булмаслиги мумкин.
1-мисол. у=\х\  функция у^нинг хамма 

ерида услуксиз, а = 0  нуктада унинг хосиласи 
мавжуд эмас (107-шакл), аммо бу нуктада у 
минимумга эга.

2- м и с о л ц =  (1 —  х 'А) Vs функция х =  0 нуцтада янм^ланган,
(!_**/,)•/.

хосиласи бу н уц-

ч

3

У
-1 О 1

108- шакл.

максимумга эга, аммо унинг у  =
Х~*~

тада чексизликка айланади: */' =  оо (108-шакл).
Х у л  оса: агар функция нуктада экстремумга эга булса, у хол­

да ^осила бу нуктада нолга тенг, чексизликка тенг булади ёки мав­
жуд булмайди. Бундай ну^талар кр итик нуцталор  дейилади. 

Демак, экстремумни критик (стационар) нук,таларда излаш керак. 
Тескари тасдиц тугри эмас. Нуцта критик нукта булиши мумкин, 

аммо унда экстремум булмаслиги мумкин.
f ’(x0) =  tgO =  0, аммо экстремум мавжуд эмас, функция моно­

тон усувчи (109-шакл).
f'(xi) =  tg90° =  оо, аммо экст­

ремум мавжуд эмас, функция мо- у  
нотон усувчи (110 -шакл).

х
X

109- шакл.
222

110- шакл.



4 -  § .  Экстремумнинг етарлилик шартлари

Теорема. Агар х0 критик нуцтани уз ичига олувчи интер­
валда узлуксиз у =  f(x) функциянинг f'(x ) хосиласи х0 нуктадан 
утишда шиорасини узгартирса, у холда ишора да» ,,— “ га
алмашганда хп нуцта максимум нуктам, ишора ,,— “ дан „ + “ 
га алмашганда х0 нукта минимум нуупаси булади.

И с б о ти  х0— критик ну^та булсин.
П f {x )  — хосила х0 нуктадан утишда ншорасини дан ,,— “ га 

узгартирснн Бу х  <  х() лар учун f(x )  >  0 га, х > х 0 лар учун эса 
/'(-'■) <С 0 га эга булишимнзни бшднради. Монотонлик нинг етарли­
лик шаргини цулланиб, х < х 0 ларда функция усувчи эканини, х > х 0 
лар учун эса камаювчи эха гини курчмиз, яъ:ш х <  * п да Дх0)>/(х) 
тенгсизликка, х  >  х0 лар учун эса [(х0) < ; f(x) тенгсизликка эга бу- 
ламнз. Шундай цнтиб, х0 ну^га максимум нуктаси, чунки х0 нинг 
атрофига тегиштн барча х ларда f(x)<Zf(x0).

2) f\x) хосила xrt нуктадан утишда ишорэсиня ,, — “ дан „ + “ ia 
алмаштирсин Бу барча х <С х() лар учун /'(х) <  Ога, х > х 0 лар учун 
эса /'(.v) >  0 га эга булишимнзни бтдиради. Монотонликнинг етар­
лилик шартини цулланиб, барча х  <  ха ларда функция камаювчи бу- 
лкшиин, х > х 0 ларда эса усувчи бутишши курамиз, яъни х <ZxQ 
лар учун f( x )> f( x n) тенгсизткка, х > х а лар учун эса / ( * )> / (х0) 
теигсчзл:;кка эга буламиз.

Демак, х0 —  минимум нуктаси, чунки х0 шшг атрофига тегишли 
барча v лар учун j\x) s> Дх,,) Теорема исбо гланд л.

Шундай 1\и1иб, функция экстремумга эга булиши учун критик 
(стационар) нукта атрофида унннг .̂ осиааси гуран ишорага эга бу­
лиши етарлм.

М исол. у =  х3 — 6х! +  9х +  3 функциянинг монотонлик иитер- 
валларшш ва экстремумини топинг .

L: ч и ш. 1) Бзрнлган функция (— сю, +  оо) да аникланган ва 
днффгрэнциэл чачувчи.

2) Ф\нкцнянинг хогигасини топамиз:
=  3х2 — 12х +  9.

3) Критик ну^таларци топамиз:

Зх2 — 12х +  9 =  0, 

х 2 — 4х +  3 =  0.

Xj =  1; х2 =  3 — критик нуцта 
лар.

ланиш си\исини учта интервалга оу 
лади: (— оо, 1), (1, 3), (3, -+ оо). ос

4) ^осиланинг ншорасини тек- 0 i 
ширамнз (111-шакл). Текшириш на- 
тижасини жадвалда келтирамиз: 111-шакл.

г з
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X (—00, I) 1 (1, 3) 3 (3. +  оо)

У ' + 0 — 0 +

У -1 max ч m in •г

Ут „ = / ( ! )  =  7, </min= / ( 3) =  3.

S' з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Кесмада усувчи ва камаювчи функция таърифини ифэдаланг.
2. Функция усувчи булишннинг зарурнн ва етарлилик шартларини исботланг. 

Бу теоремалариннг геометрик мазмуни нимадан иборат?
3. Функция камаювчи булишннинг зарурнн вт етарлилик шартларини исботланг. 

Бу теоремаларнинг геометрик мазмуни ню.ядан ибсрат?
4. Функинянннг экстремум иукталарини, функпиянинг экстремал кийматларини 

таърифланг.
5. Экстремумиинг зарурий шартини исботланг. Бу  шартнинг етарлилик эмаслн- 

гнни курсатувчи мисоллар келтиринг.
6. Функция экстремум» етарлилик шартипн биринчи хосила ёрдамида исботланг.
7. 1152 1182- масаллларни ечинг.

5- §. Функцияларнинг кесмадаги энг катта ва энг кичик
^ийматлари

Маълумки, fa, b\ кесмада уз чуксиз булган у =  /(х) функция шу 
кесмада узининг энг катта ва энг кичик ^ийматларнга эришадп. Шу 
^ийматларнн а̂ндай топиш мумкин?

Агар у — f{x) функция монотон булса (унинг хосиласи уз ишо- 
расиии сацласа, яъни у ё манфиймас, ёки мусбатмас булса), у \ол- 
да функциянинг энг катта ва энг кичик кинматларн [я, Л] кесмапниг 
охирларида —  х  =  й ва х  =  6 ну т̂аларда булади.

Агар у — /(х) функция монотон булмаса (яъни унннг хосиласи 
ишорасини узгартирса), у холда функция экстремумларга эга була­
ди. Бу ^олда энг катта ва энг кичик цнйматлар экстремумлар бн­
лан бир хил булиши мумкин, маълумки, экстрем у млар критик иук;- 
таларда булади.

Шундай 1\илиб, у =  /(х) функциянинг [а, Ь\ кесмадаги энг катта 
ва энг кичик цийматларини топиш уч^н:

1) функциянинг критик нуцталарини аниклаш;
2) функциянинг критик нукталардаги ва кесмаьинг охирларидаги 

кийматларипи хисоблаш;
3) топилген ^ийматлардан энг катта ва энг кичик циймагларнн 

танлаш керак, ана шу кий мат лар функциянинг [а, Ь\ кесмадаги энг 
катта ва энг кичик кийматларипи ифодалайди.

1-мисол. г/=  х3 +  Зх2 — 9х +  1 функциянинг [—2, 5] кесмада­
ги энг катта ва энг кичик ^ийматларини аникланг.

Е  ч и ш. а) Критик ну^таларни топамиз: //' хосилапи ^исоблаймиз: 
у' =  Зх2 +  6х —  9. у' =  0 тенгламани ечамиз: Зх2 +  6х — 9 — 0, 
х 1 = 1 ,  х 2 — — 3. Берилган кесмага факат хх — 1 ну^та кирадн.
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б) Функцияпинг х =  1, х — — 2, л =  5 нуь т̂а- 
лардаги цийматларини ^исоблаймиз:

/ (1 )------- 4. Д -2 )  =  23, /(5) =  156.

в) Топилган ^ийматлардан энг катта М  ни ва 
энг кичик т  ни танлаймиз:

М  =  Д5) =  156, т  -  Д1) =  — 4.

Шундай цилиб, функциянинг энг катта ^иймати кесманинг х = 5  
унг охирида экан, энг кичик циймати эса х =  1 нуктадаги минимум 
билан бир хил экан.

2 - мисол. Томони а га тенг булган квадрат шаклидаги картон- 
дан асоси тугри туртОурчак шаклида булган энг катта хажмли ус­
та счи  ̂ ^ути тайёрланг.

Е ч и ш .  Одатда, квадрат шаклидаги картонникг бурчакларидан 
тенг квадратларни киркиб ва унинг четларини буклаб, очи^ тутри 
туртбурчак шаклидаги кути ясалади. Агар кесилган квадратларнинг 
томонини х десак, кути асосининг томони а — 2х, ^утининг баланд- 
лиги эса х га тенг (112-шакл). У  холда ^утининг >̂ ажми

V = х ( а  — 2х?

булади. Масаланинг шартидан Х£ Ĵ O, - j- J  экани келиб чикади. Эн­

ди V функцияни |о, y j  кесмада энг катта ва энг кичик киймат- 

га сннаш цолади.
V" ни топамиз, уни нолга тенглаймиз ва критик ну^таларни аниц- 

лаймнз:

V  =  (а — 2х)2 —  4 х(а — 2х) =  (о — 2 х)(а —  6х).
V ' = 0 ,  (сС— 2х)-{а —  6х) =  0.

а — 2л; =  0 , х 1 =  — , а — 6 х =  0, х =  —
2 6

V функциянинг — , — , 0 ну^талардаги цийматларини и̂соб.чай-
2 6

миз:

Т о - о ,

Шундай цилиб, х =  —  да функция энг катта ^ийматга эга. Де-
6

2 амак, энг катта хажм асос томони •—  а, баландлиги -— га тенг
3 6

булганда хосил булади.

15—2478 225

112-шакл.



1. Икгинчи тартибли хосила ёрдамида текшириш
Теорема. Агар /'(а'п) =  0 булиб, иккинчи хосила мавжуд ва 

f" ( x 0)¥=Q булса, у холда х = х 0 нуктада экстремум мавжуд: агар 
/"(д о) < 0  булса, максимум, агар f " ( x 0)^> 0 булса, минимум булади.

И с б о ти .  a) /'(х0) =  0 ей / " ( * „ )<  0 булсин. х =  х0 нуктада 
максимумга эришилншнни курсатамиз. Иккинчи тартибли ^осиланипг 
таърифига кура:

/ "( *„ )=  l im ^ — —  ~ rfAni  =  lim  Г(х'1 +  Ах) .
Ах-*0 Л *  Ах ->0 Дх

/ "(л 0) <  0 экашши и̂собга олиб, ушбуга эга буламиз:

lim  i ^ L ± _ ^ l < 0 .
Д х-»0 Дх

Лимит манфий, шу сабабли кичик А х  лар учун узгарувчининг 
узи хам манфнй булади, яъни

/ '(* 0 +  Дх) ^  р 

Дх

Бу тенгсизликдан
Д х <  0 да f(x„  +  Дх) >  0 экани,
Д х >  0 да /'(х0 +  Дх) <  0 экани

келиб чицади.
Бу х0 ну^тадан утишда хосила уз ишорасини „ + “ дан „— “ га 

узгартиришини курсатади. Демак, функция х  — х0 нуктада макси­
мумга эга.

б) Г М  — 0 ва f"(xо) >  0 булсин. х  =  х0 нуктада минимум мав- 
жудли!ини курсатамиз. Иккинчи тартибли хосиланинг таърифига 
кура:

/"(*,о) =  lim  - Г(х° +  Ах) ■ 
дх-^о Дх

Г(А 0) >  0 эканини хисобга олиб, ушбуга эга буламиз:

l im J W L M .  > 0 .
Дх—►о Дх

Лимит мусбат, шу сабабли кичик Д х  ларда узгарувчининг узи 
хам мусбат булади, яъни

/'(*о +  Дх)

G-§. Экстремумларни юцори тартибли ^осилалар ёрдамида
текшириш

Д х
- > о .

Бу тенгсизликдан Д х < О д а  /'(х0 +  Дх) <  О эканига, Д х > 0  да 
/'(х0 +  Дх) >  0 эканига эга буламиз.

Бу х0 нуцтадан утишда хосила ишорасини ,,— “ дан га уз­
гартиришини курсатади. Демак, функция х =  х 0 нуктада минимумга 
эга булади. Теорема исботланди.
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Агар х  =  х„ критик нуцтада f"{x0) =  0 булса, у хсища шу nyi -̂ 
тада ё минимум, ёки максимум булиши мумкин, ёкн минимум .̂ ам, 
максимум хам булмаслиги мумкин. Бундай холда текширншни би­
ринчи ^осита буйича олиб бориш керак.

1-мисол.  у — х —  2 s i n x  функциянинг [0, 2 л] кесмадаги экс- 
тремумини топинг.

Е ч и ш .  а) Биринчи хосилани топамиз:
у' =  1 — 2cosx.

б) [0, 2 л] кесма га тегишли критик нуцталарни топамиз. у' ни 
нолга тенглаймиз:

1
>

2
1 —  2 cos х =  О, cos х =

х, = х, =я
Т '  ■ з

в) Иккинчи ^осиланн топамиз:
у" =  2 s in x .

г) Иккинчи ^осиланикг хх ва х2 ну^талардаги ишорасини аник- 
лаимиз:

X /'(*) гм №

Л

3 0 +
min

— 0,58

5л;
3 0 — max

6,96

2 -мисол. у =  хв функцияни экстремумга текширинг.
Е ч и ш .  а) у' =  6х5,
б) у' =  0, 6х5 =  0, х =  0 — критик нуцта.
в) i f  =  ЗОх1, г) у"(0) =  0 — критик нуктадаги ь̂ иймат.

Демак, иккинчи хосила жавобнн бермайди. Биринчи ^осилага му- 
рожаат килиб, топамиз: х < 0  да у’СО ва 0 да у’ >  0 Шундай 
^илиб, х — 0 да фушсцня минимумга эга.

3 -мисол у =  (х —  1 )3 функцияни экстремумга текширинг. 
Е ч и ш .  y ' =  3(.v— I) 2 =  0, х  =  1 —

критик ну^та. у" =  6 (х— Л, у"( 1) =
=  0 — критик нуктадаги киймат. Ик­
кинчи о̂сила жавобнн бермайди. х > 1  
ва х  <  I лар учун биринчи хосила 
у' >  0. Шундай килиб, х  =  1 да функ­
ция максимумга хам, минимумга хам 
эга эмас. У  сон укининг хачма ерида 
усувчи (113-шакл).

2. Зкстремумларни Тейлор форму­
ласи ёрдамида текшириш. Олдинги 113-шакл
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бандда, агар х =  хй нуктада ['(хд) — 0 ва f "  (лг) =  0 булса, бу нуктада 
ё минимум, ёки максимум булиши мумкинлигн, ёки униси хам, 
буниси хам булмаслиги таъкидланган эди. Бундай холда х0 нуктада 
нимага эга булишимнзни Тейлор формуласи ёрдампда аии л̂аймиз.

fix )  функция х =  х0 нукта атрофида узлуксиз п-тартибли ^оси- 
лага эга ва х — х0 нуктада ( п — 1)-тартибгача булган ^осилаларнинг 
хаммаси нолга тенг, деб фараз килам из:

/ V o ) = / > o ) =  = / (n-4 g  =  o, Г ( х 0) ^ о. (6 .1)
(6.1) ни угсобга олиб, /(а) функцня учун Тейлор формуласнни 

здамиз:

f(x) =  f(x0) +  ^ ( x -  д0) \  (6.2)

бунда Е; сони л'0 ва х  лар орасидаги сон.
f n){x) функция х0 нуцтанинг атрофида узлуксиз ва /<п’(хо)ф 0  

булгани учун, узлуксиз функциялар итораларининг са̂ ланиш хос- 
сасига кура, х0 нуцтанннг шундай кичик атрофи топиладики, бу ат- 
рофнпнг хар цайси х  нуктасида f (n\x) Ф  0. Бунда, агар f n\xo) > 0  
булса, у холда х0 нуцта атрофичинг барча ну^таларида / (х) >  0; 
агар f n\x0) С  0 булса, у хола х0 нукта атрофининг хамма х  нукта- 
ларнда /(п>(х) <  0. Узлуксиз функция ишорасинннг са^ланишинннг бу 
хоссаси бундан кенинги текширишларимиаа ёрдам бериши мумкин.

[6.2) формулани бундай курннишда lyiftга ёзамиз:

f ( x ) - f ( x 0) = - ^ ( х - х 0)п . (6.3)

Хар хил хусусий долларни царанмиз.
Б и р и н ч и  >;ол. п — жуфт сон.
а) f n) (х(1) <  0 булсин, у .\олда нуктаиинг кичик атрофига те- 

гишлн барча х пу т̂аларда /'(" > (х) с  0, демак, / " ' ( ? ) <  0, чунки Е 
книмат х0 ва х орасида ётади. Аммо п —  жуфт сон, шу сабабли 
х ф х 0 да (х — х0) " ;> 0 .  Шунга кура

хф  х0 да - ^ г ^ - ( х  — хо) " < 0 ,

демак, (6.3) дп-i х3 нуктаиинг атрофига тегишли хамма х лар учун

f(x) — f{x0) <  0 ёкн f(x0) >  f(x)
экаии келиб чнкадн. Бу эса х =  х0 да функция максимумга эга эка- 
нини билдиради.

б) f n)(x0) > 0 булсин У  холда х0 ну^танинг кичик атрофида 
f (n) (■*) >  0 тенгсизлик уринли буладн, демак, f n) (Е) >  0 тенгснз-

лик хам уринли булади, чунки s сон х  ва х0 лар орасида ётади. 
Демак,

; п) /t)
х ф х 0 да {х —  *„)'* >  0.
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Шу сабабли (6.3) дан х0 нуцта атрофига тегишли хамма х лар учун

/(*) — /(*„ )>  0 ёкн f(x0)<Zf(x)
экани келиб чицади.

Бу эса х =  хп да функция минимумга эга эканини билдиради. 
И к к и н ч и  ^ол. п —  ток, сог.
Бу ^олда п — ток сон ва (х — хп)’' микдор х < х 0 ва х  >  х0 да 

>;ар хилишорали булади.
а) /'”■ (х0) <  0 булсин, у .\олда х0 нуктанинг шундай атрофи то­

пиладики, унда /(п) (х) <  0, ва демак, /(п> (Е) <С 0. Шу сабабли 
х < х 0 лар учун

l ^ i l L ( x - x or > 0

га, х > х „  лар учун эса

- L _ ® ( x  — х0г <  о

га эга буламиз.
Демак, (6.3) дан 

х <  х0 лар учун f  (х) — / (х„) >  0 ёки / (х) >  f  (х0), 
х >  v0 лар учун эса / (х) — / (х0) С  0 ёки / ( х ) < / ( х 0) экани келиб 
чи^адн.

Бу эса х  - х„ да минимум хам, максимум а̂м мавжуд эмаслн- 
гини, функция эса камаювчи эканини билдиради.

Олинган натижаларчи ифодаланмиз:
Агар х  =  х0 да / (х0) =  f  (х0) =  . . . = /Чп~ 1) (х0) =  0 ва ?п\хо)ф0 

га эга булсак, у холда:
а) п жуфт булганда экстремум мавжуд: 

агар /(" ( (хп) <  0 булса, f(x) максимумга эга, 
агар /<п> (х0) >  0 булса, /(х) минимумга эга.

б) п то^ булганда экстремум мавжуд эмас;
f<n) (хо) <  0 булса, f(x) камаювчи, f n) (х0) > 0  булса, f(x) усувчи.

4-мисол. Ушбу функцияни экстремумга текширинг:
f(x) — х4 — 4х3 +  6х2 — 4х +  1.

Е ч и ш .  1) Биринчи хосилани топамиз:

Г(х) =  4x3— 12х2 +  12х—  4.
2) Критик ну^таларни ани л̂аймиз:

4Х3 — 12х2 +  12х — 4 =  0
ёки

х3 — Зх2 +  Зх —  1 = 0 .
Бундан

(х—  1)3 =  0.
х  =  1 критик ну^та.
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f"{x) =  12х- — 24 а +  12, / "( I ) =  О, 
f'"(x) =  24.v —  24, / " ( ! )  =  О,
/IV (д) — 24 >  0 (барча л: лар учун).

Демак, х — 1 да /(г) функция минимумга эга.

У  з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л  л а р

1. Функциянинг кесмадаги энг капа ва энг кичик кийматларипи ^андай толиш 
мумкин? Х,ар доим хам улар мавжудмн?

2. Нккинчн тартибли хосила ёрдамида функция экстремуминипг етарлилик шар­
ти нимадан иборат?

3. Функ ия экстрему мини толиш учун Тейлор форму тасидач ^аит.ан фсйдаланн- 
лади? Мисоллар келтиринг.

4. 1185— 1194, 1208—  1218, 1228, 1238- масалаларии ечннг.

7-§■ Функциялар графигини кавариклик e j  ботикликка текшириш.
Эгилиш ну^талари

1-таъриф. Aiap дифференциалланувчи у =  Д а )  функциянинг гра­
фиги узииииг (а, Ь) иитервалдаги хар кандай урипмасидан паст да 
жонлашса, у >̂ олда бу фупкциянимг графиги кавариц дейилади 
(114- шакл).

2 - таъриф. Агар дифферепцнлпланусчи у = [(х) функциянинг 
графиги узннчнг (а, Ь) интервалдаги хар ^андай урннмасидаи ю^ори- 
да жойлашса, у холда бу функциянинг графиги ботщ  дейилади 
(115-шакл).

0-таъриф. у — f(x) узлуксиз Функция графипшннг Согщ кие- 
мини навари  ̂ киемвдан ажратувчн нук;таси графпкнинг эгилиш nvty 
•гаси дейилади. (116-шакл). Эгилиш иу т̂аеида уринма, агар у мав­
жуд булса, эгри чизикни кесиб утади.

1-теорема (график кавариц булншншшг етарлилик шарти). 
Агар (а, Ь) интерватинг xav.ua нуктасида / (,v)<-0 булса, у 
Холда бу интервалда у — f  (х) функциянинг графиги киг.арибу­
лади

И с б о т и  f"(x) < 0  булснн. (а, Ь) нптервалдан х =  д:0 ну^тапи 
оламиз. Шу х0 абсцнссали М и нуктада гр.' /гкка уринма утказамт 
(117- шакл).

У1 */»

3) Критик нуктада функциянинг юцори тартибли ^осилаларини
текширамиз:

о Т>, с Ь

114- шакл 115- шакл.



116- шакл. 117- шакл.

Уринма тенгламасини тузамиз:
Y  —  Kx0) =  f\x0)(x —  x0), (7.1)

буща Y — уринманннг х  абсциссага мос келувчи ордикатаси.
(7.1) тенгламани бундан ёзамиз:

х f уцтада график ва уринма ордпнаталари айирмаси куйидагнга тенг:

f(x )— /(х0) айирмага нисбаган Лагранж фомуласнни цуллаймнз 
в; (7.2) га цуямнз:

У —  Y  =  f\c) (х — х0) —  Г(х0) (х —  х0)

f'(c) — f'(x0) айнрмани Лагранж формуласи буйича япа алмашти-

Шундай цилиб, у <  Y , демак, // функцня ординатаси бнр хил х 
ни i r  узнда уринма ординагасн У  дан кичик. Бу графикнннг к а ва­
ри липши билдиради.

Теорема исботланди. / "(х )> -0  булгаи \ол учун хам теорема 
ш ндай исбоглакадн.

2-теорема (графнкнинг ботнь; булишининг етарлнлнк шарти).
S. ар (а, Ь) интсрпалкинг Оарча нуктасида /"(х) >  0 йулса, у хол- 

оу интервалда у =  /(х) функция графиги • ботщ  булади. Бу 
т  оремаoapim геометр нк тасвпрлаймиз (118-раем).

Агар / '" (х )< 0  булса, у холда <С 0 булади. Ундан f (\) —
нкция камаювчи функция экани келнб чи::ади.

У =  f{x0) + Г  (х0)(х —  х0).

У — У =  f(x) —  f(x0) —  f'(x0) (к —  х0). (7.2)

У — У  — (Г(с) — Г(х0)) (х — х#), х„ <  с <  X.

рачиз:



X n > X i да / '(*2) < / '( * i)  
булади, яъни tg а, <  tg а ^  
=>■ а2 <  a j. Демак, функ­
циянинг графиги ^авари^
экан.

Агар /"(*)>• О булса, у 
>;олда (/'(*))' >  0 булиб, 
f\x) — усувчи функция эка­
ни келиб чи^ади. а2 ;>  да 
f '(xi) >  / '(* 1) булиб, tga2 >  
>  tg a! дан a2 ;>  аг келиб 
чицади. Демак, функция­
нинг графиги ботиц экан 
(119- шакл).

Эгилиш ну^таларини ик­
кинчи тартибли \осила нол­
га тенг булган ёки узилиш- 
га эга булган ну^талар ора- 
сидан излаш керак.

3 - теорема (Эгилиш 
нуцталарининг мавжуд були- 

119-шакл. шинннг етарлилик шарти).
Агар /"(*„) =  0 булса ёки 

/ (хо) мавжуд булмаса еа х0 нщтадан утишда иккинчи урсила уз 
ишорасини узгартирса, у холда абсциссаси х0 га тенг булган нуц- 
та У =  / (*) функция графигининг эгилиш нуктаси булади.

Исботи .  Масалан, /"(х0) =  0 булсин, шу билан бирга x < Z x n 
лар учун f'\x) <  0 тенгсизликка, хп лар учун эса f"(x) > О 
тенгсизликка эга булайлик. Бу х <С х0 лар учун график ^авариц, 
х >  х0 лар учун эса график ботиц эканлигини билдиради. Демак 
хо нуцта ^аварицлик интервалларини боти^лнк интервалларидан аж- 
ратади, яъни х0 эгилиш нуцтасипинг абсциссаси. Теорема исботланди 

Теоремани геометрик тасвирлаймиз (120 ва 121-шакллар).
1-мисол. у — х? -f- Зл;2— 9 x-f- 1 функция графигининг ^авариц- 

лик, ботиклик интервалларини, эгилиш ну^таларини топинг.
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Е ч и ш .  Иккинчи ^осиланн топамиз:

у' =  Зх2 +  6х —  9, у" =  6х +  6. 

Иккинчи хосилани нолга тенглаймиз:
у" =  0, 6х +  6 =  0, х — — 1. 

Ушбу жадвални тузамиз.

X | (_  оо. — 1) - I  | (—1, +оо)

У " — 0 +

У Г Л 12

Л(— 1, 12)— эгилиш ну^таси,
( — оо, — 1) — цаварицлик 
интервали.
( —  1, +  оо) — ботицлик 
интервали.

8-§. Эгри чизи^ларнинг асимптоталари

Таъриф. Агар y — f{x )  функция графигининг узгарувчи ну^та- 
си чексиз узо^лашганда ундан бирор тугри чизиццача булган масо­
фа нолга интилса, бу тугри чизи^ у — /(х) функция графигининг 
асимптотаси деб аталади.

Бундан буён вертикал асимптоталарни (яъни Оу у ада параллел 
асимптоталарни) OFMa (яъни Оу уада параллел булмаган) асимпто- 
талардан фарр; циламиз.

1. Вертикал асимптоталар. Вертикал асимптота з̂ олида lim  M N  =
х -*а —О

=  1 im 6 =  0 булиши таърифдан келиб чи^ади (122-шакл). Бу эса
х-*а —О

агар X— а. асимптота булса, у ^олда lim  f(x) =  оо булишини; ва
X—

аксннча, агар lim /(x) =  oo булса, у ^олда х =  а асимптота булиши-
х->а

ни англатади.
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У1

122- шакл.

Х уло са :  Вертикал асимптотанц 
из lain учун /(дг) функция чексизлик­
ка айланадиган х =  а циймагни топиш 

епт~спв керак. Шунда х =  а тугри чизнк вер­
тикал асимптота булади.

I -эслатма. У  му мл и аитганда, 
у — j (х) функциянинг графиги бир иеч- 
та вертикал аснмптоталарга эга були- 
ши мумкин.

1-мисол. Ушбу
1

у =  х  +
v  —  2

функция графнгшншг вертикал аснмпготасннн топинг.

Е ч и ш .  lim | j:-f-------- )  =  оо, шу сабаблп х =  2 Tv 'rp n  чизиц
х-*2  х  —  2 /

вертикал аенмптотадир.
2 - мисол. у — tg х функция графнгинннг вертикал аснмтотасинн 

топинг.
Е ч и ш .  lim  tg.v =  оо булгакн учун функциянинг i рафии: чексиз 

п ,
^ 2 + ',Л 

вертикал аенмп готаларга эга:

х  = я
о X  =  Н---------Л ,' 2

2. OiMa асимитоталар. l im M N  =  l im 5 — 0 ы^плиш  гаьрнфдан
л —*-}-о о  л -* -| -о о

келиб чнкадн. Асимптота тенгламасн у =  кх -f- Ь курннишга эга

(123- шакл). ЛЛ1.У/С дан Z .K M N  — а, шу сабабли М К =  аммо
cos и

берилган асимптота учуй а — const | а ШУ сабабли

lim  М К  =  l im - ^ -  =  0.
V -* - f -o o  оо с о  5 ОС

шу сабабли

M K  =  Y a~ Y a =  (kx+b)—  
- f i x )

lim  {{kx +  b) — f(x)) =  0.
V'—>-4-00

(8.1)
г .

Бундан: 

lim
123-шакл.

im x (k
-H-OO \
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Аммо lim  — =  0, шу сабабли l i m x l f t —  ̂ ^  =  0. Бу тенгликда
Х ~ + -\ -о о  X  Л'—> 4 - ° °  \  X  ]

Х -*  +  оо, шу сабабли иккинчи купайтувчн нолга ннтнлиши керак. 
Бундан

I im I Дг —  — ) =  О
X

ёки

к =  lim  — . (8.2)
x-,-j-oo X 4 '

k нинг топилгаи кинматнни (8.1) га куямиз:
b =  lim  (f  (.v) — кх). (8.3)

х — » - J - o o

Шундан ь̂ нлнб, огма аснмптоганн топиш учун (8.2) ва (8.3) ли­
митларни х.исоблчш керак.

2-эслатма Агар (8 2) ёкн (8.3) лимитлардап акалли биттаси 
мавжуд булмаса, у холда // =■ )(х) функцнянппг графиги х -*■ +  оо 
да огма аенмптотзга эга булмайди.

3-эслатма. х  —>-----оо да хам асимптота шунга ухшаш топнлади.
4 - эс лат.мл. Умуман антганда, х  —»- +  оо ва х - >  — оо да функ­

ция! шнг графиги иккигадан ортик б\л.\;аган ”ар хил огма асимптота- 
га эга б'Тлннш мумкнн.

х23-ми с о л. /у=------— функция графигининг аенмптотаенни топинг.
2̂

Е ч и ш .  lim  —  — = оо булгани учун х  =  2 тугри чнзнц верги- 

кал асимптота, у — кх Ь огма аснмптоганн изланмиз.

к =  lim  — =  lim  —^—-  l im ----- — =  1;
Х —+оо X  t —>оо Х ( Х -----2 )  А —>оо j  ____

b =  Hin(/(x) — кх) - l im( —--------- х) = l i : r i  —— =  2.
V —*  оо V—>оо Л*— 2  у —> со Л —  2

Демак, // ■ х  +  2 —  огма аепмптотаднр.
4 -мисол. у — ё~ sin х  +  х  функция графигининг аенмптотаенлн 

топинг
Е ч н ш .  Вертикал аепмптотатар мавжуд змас, чунки функция 

хамма жойда аниклашан. у — кх +  Ь огма асимптотами изланмиз:

1) /г -  lim ^  = H m ( ^ +  1 1 =  ],
* -> + 0 0  х *_»-|-оо\ х-ех 1

Ь =  lim  (f (х) — кх) =  lim (^ -^  +  х — х )  =  0.
Х~+-\-оо X -* -J-oo\ 6х  ]

У =  х огма аенмптога.
2) к 1 im ( £------ ] j мавжуд эмас, чунки биринчи цуши-

А —►— ОО \ X  J

лувчн чекам усади. дг-»-----оо да график огма асимптотага эга эмас.
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Функцня графигини ясашда одатда ^уйидаги схемага амал кнлн- 
иади:

1. Функциянинг аинцланиш со̂ аси ва узилиш нукталарини топнш.
2. Функциянинг жуфтлигини, то^лигини, даврийлигинн текшнриб 

куриш.
3. Графикиинг коорднната уклари билан кесишиш нукталарини 

аниклаш.
4. Функциянинг ишораси сацланадиган интервалларни топиш.
5. Графикнинг асимптоталарини топиш.
6. Функциянинг монотонлик иктерваллари ва экстремумларини 

топиш.
7. Р^авари л̂ик, ботшушк интервалларнни га эгнлиш нукталарини 

топиш.
Ю^оридаги текширишлар асосида графикни чизамиз.
М и с о л .  и = ------------ - функцияпи текширинг ва унинг графиги-

4(2 —  х)г
ни ясанг.

1. Функциянинг аникланиш сохаси:

*е { (  — ОС, 2) и (2, +00)1.

х  =  2 —  узилиш нуктаси.
2. Функция даврий эмас, жуфтлик ьа тоцлик хоссаларига эга 

эмас, чунки:

г(—х) = .  Ь * ? .  _______ ^ !_  ф  Г /(*).
4(2 +  x f  4 ( 2 + х )2 I  — /(а).

3. Функциянинг координаталар утугари бнлан кесишнши:
Оу уц билан х =  0 да у =  0;
Ox yi  ̂ билан у  =  0 да х =  0.

Шундай |ушиб, битта 0(0, 0) нуктада кесишади.
4. Функциянинг ишораси сацланадиган интервалларни бундай 

аищлаймиз: аникланиш со̂ асини нукталар ёрдамида функция нол- 
га тенг буладиган интервалларга ажратамиз, бу интервалларнинг 
>;ар бирида функциянинг ишорасини текширамиз. Жадвал тузамиз.

9 -§ . Графиклар ясаишинг умумий схемаси

X (— оо. С) 0 (0. 2) 2 (2. +оо)

У — 0 + СО +

Графикнинг
жойлашнши Ох уци остида Ох уци устида Ох уци устида

5. Графикнинг асимптоталарини топиш:
а) Оу уеда параллел у^лар — вертикал асимптоталар.
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l i m —--------=  +  oo булгани учун x  =  2 TyFpn чнзиц— сертина:
ж_2  4(2 л)2

асимптота.
б) Оу у цк а параллел мае уцлар — огма аенмитоталар. 
у =  kx +  Ь огма асимпготанниг формулаендан к ва b ларни хп- 

соблаймиз:
v3  1 уЗ 1

к =  l im ------------ =  —  lim ------- =  — .
х—>оо 4х(2— х)2 4 х-'оо j ____ j |” 4

I  * /
л3— x(2 — x)2

4 ( 2 - х Г -  
i

4 * з _ 4 х
=  l im -------- - =  lim

lim  -
X—>оо

Л'2 —  А'
= lim

(1—X)2 V—>оо (т - Г "
1 , iБундан: (/ =  — x +  1 —  огма асимптота.J 4

6. Функцияни монотонлик интервалтари г-а экстремумларшш 
текшнрамиз:

, =  у2(л — 6>
4(x — 2)3 '

а) ху =  0, х2 =  6, у ' =  0.
б) х =  2 , у '  =  оо.

X ( —  ОО. 0 ) 0 ( 0 ,  2 ) 2 Г-’ . 6 ) G (С. l - ' v )

у ' + 0 + — 0

У 0
f СО ч 2; 1 1 

8  | 1

Уу

7. Функцияпи кава- 
рицлпк, бопнушк интер- 
валларшш текшнрамиз 
а̂мда згилиш нуцталари- 

ни топамиз (124- шакл).

У" =
(х—2)*

а) хх =  0,
б) * 2 =  2,

У "  =  0, 

У "  =  оо.

И
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X (— с о , 0 ) 0 ( 0 .2 ) 2 (2 .  + с ю )

У " — 0 + со +

У Г \ 0 оо

У  з - у з н н н т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л  ар

1. // =  /(а) функиия графигинииг каваршушк ва ботицлик таърифини ,\амда эгняиш 
ну^алари таърифини беринг.

2. у =  /(*) функция ботшушги характери билан функцня иккинчи \осиласи ншо- 
раси орасидаги богланиш хацидаги теоремами ифодаланг ва исботланг.

3. Эгилиш нуцталари учун етарлилик шарти нимадан иборат? Уни исботланг.
4. I/ =  / ( а )  функция графигининг ь;аварик,лиги ва боти^лигн интерсалларн ва 

эгилиш нуцталари цандай топилади? Мисоллар келтнрииг.
5. Чизн^ асимптотасининг таърифини ифодаланг. К,андай асимп готалар мавжуд?
6. Вертикал асимптотанинг мавжудлик шарти цандай? Вертикал асимлтоталар 

кандай топилади?
7. Огма асимптотанинг мавжудлик шарти цандан? Ofm b  асимптоталар кандай 

топнладн?
8. Функцияни умумий текшириш ва графнгннн ясаш схемасини баён цилинг. 

Мисоллар келтиринг.
9. 1287— 1300, 1375— 1390, 1398, 1400, 1408, 1409, 1416, 1419, 1431, 1132, 

1435-масалаларни ечинг.



5 - боб
ХА^ИКИЙ У З ГА Р У ВЧИ Н И Н Г ВЕКТО Р ВА КОМПЛЕКС 

Ф УНКЦИЯЛАРИ

1-§. Ясси эгри чизицнинг эгрилиги

1. Ей узунлиги дифференциали. Текиеликда у =  f  (х) тенглама 
билан берилган эгри чизикда эга булайлик. М 0 (х0, у(1) ну^та шу 
эгри чизикпинг бирор тайинланган ну^таси, М  (х, у) эса узгарувчи 
иуцтасн булсин.

Л10Л1 ёй узунлигини s бнлан белгилаймиз, яъни s = M 0.И (125- шакл). 
/II нуцта абсциссасининг узгариши билан ёйнинг s узунлиги хам уз- 
гаради, яъни s х нинг функцияси:

М 0М — s(x).
s (х) функциянинг х буйича ^осиласнни топамиз. х  га Д х ортти[ма 

берамнз, у ^олда s ёй A s орттпрма олади: Д s =  AlM 1. У  да:

dx д«->о А х Av-*o \ х 
Куйндагини нсботсиз к,абул циламнз:

, , ч ds As AiAl, s (х) =  —  =  игл —  =  l im ------- (1 1)

яъни М.М, ~ M M i,  (1.1) форму- у t 
ла эса ушбу куринишни олади:

125- шаклдан

( 1.2)

м м 1 =  / Д х2 +  Д у- (1.3)

экани келнб чит^адн. (1.3) ни(1.2) 
формулага цуйиб, топамиз:

л.. а

125- шакл.
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=  >л1 + { у ' Г

ёки

(1.4)

Буидан ёй дифференциали учун цуйидагини топамиз:

(1.5)

ёки

ds =  V  dx2 +  dy - . ( 1.6)

Охирги ифодадан ёй дифференциалини чизик, уринмасининг тегиш­
ли кесмаси билан ифодалаш мумкинлиги келиб чикади (чизмада М Т  
кесма).

Агар эгри чизи^

параметрик тенгламалар билан берилган булса, у о̂лда dx =  xdt, dy =

2. Эгрилик. Эгри чизиц шаклики характерловчи элементлардан 
бири унинг эгилганлик даражасидир.

Уз- узини кесиб утмайдиган ва У[гр цайси нуктада маълум урин- 
мага эга булган текис эгри чизицми цараймиз. Эгри чизицда иккита 
Л ва Б  нуцтани оламиз, танлаб олинган нуцталарда эгри чизи^ка 
утказилган уринмалар ^осил цилган бурчакни а билан белгилаймнз, 
яъни уринманинг А нуцтадан В  ну^-rai а утишдаги бурилиш бурча- 
гини а билан белгилаймнз (126-шакл).

Бу а бурчак А В  ёйнинг цушнилик бурчаги дейилади. Бир хил 
узунликка эга булган иккита ёйдан (шакллардан куриниб тургани-

*  =  Ф (0. 
.У =  Ф (0

= y d t  ва (1.6) ифода ушбу куринишни олади:

ds =  V x °  +  у2 dt. (1.7)

\\

126- шакл.
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дек) цушнилик бурчаги катта булгани купро^ эгилган булади (эгри- 
лиги катта булади).

Агар >;ар хил узунликдаги ёйлар цараладиган булса, ^ушнилик бур­
чаги эгилганлик даражасини ба^олай олмайди. Шу сабабли цушни- 
лик бурчагининг тортилаётган ёй узунлигига нисбати эгилганликнинг 
тула характеристикаси булади.

1-таъриф. А В  ёйнинг уртача згрилиги k^p деб тегишли ^уш- 
нилик бурчаги а нинг ёй узунлигига нисбатига айтилади:

а
* *  =  — ■

У АВ

Битта эгри чизи^нинг узи учун а̂р хил и̂смларида уртача эгри- 
лик а̂р хил булиши мумкин.

Эгри чизи^нинг бевосита А нукта яцинидаги эгилганлик даража­
сини ба^олаш учун эгри чизи^нинг берилган нуцтадаги эгрилиги 
тушунчасини киритамиз.

2 - таъриф. Эгри чизицнимг берилган А ну^тадаги эгрилиги кА 
деб ёй узунлиги нолга интилганда (яъни В  А да) АВ  ёй уртача 
эгрилиги лимитига айтилади:

а
к . — lim  к. =  lim  . 

в - *  9Р а в ^ о А В

1-мисол. Радиуси г га тенг айлана учун а марказий бурчакка мос 
келувчи АВ  ёй уртача эгрилигшш ьа А нуктадаги эгриликнн топинг.

Е  ч ищ.
к а а 1 

*Р АВ  « г  г

kA =  lim  к =  - i - .
а-+0 1 т

Шундай ^илиб, айлананинг эгрилиги ну^танн таплашга боглик эмас
ва—  га тенг (127- шакл).

г
3. Эгриликни ^исоблаш. Узлуксиз иккинчи тартибли ^осилага 

эга булган У =  j  (х) эгри чизикни караймиз.
Абсциссалари х ва х +  А х булган иккита М  ва М у нуктада 

уринма утказамиз (128-шакл), уринмаларнинг ofhlu бурчакларичи ф
ва ф +  Д ф билан белгилаймиз. М М 1 ёйга мос келувчи ^ушнилик 
бурчаги ушбуга тенг: а =  |Д ф| (к,авариц ёй учун А ф <  0, ботик ёй 
учун Д ф >0 ) .

М М 1 булакдаги уртача эгриликни

а |Д ф]



4

127- шакл.

эгамиз:
k  =  lim  k., =  lim

' 0}

128-

M i да A s

Д ф _  | d ф

A s | ds

yp kM ra

- ~ J  формула буйнча ,\н-Шундай килиб, М  нуцтадаги эгрилик k =

собланади. Энди хосилани топиш цолади. Ушбу алмаштириш- 

ларни бажарамиз:

k =
dtp
ds

d ф
dv
ds
dx

(1.8)

ни топиш учун tgcp =  y ', ва демак, cp =  arctgy' эканини пай-

цаймиз. Охирги тенгликни х буйича днфференииаллаб, ушбуга эга 
буламиз:

d Ф _ у"  
dx 1 + ( < / Т  ‘

ds 

dx
d ф ds ,. га тенг. —— ва -— ни (1.8) га цуисак: 
d x d x

о̂сила эса илгари чикарилган (1.5) формулага биноан i  1 + (у 'У

k = У (1.9)
(1+({/')£)3/2

Шундай цилнб, (1.9) формула нуктадаги эгриликии и̂соблашга 
хизмат цилади. Бунда махраждаги илдизнинг арифметик цийматиниги- 
на олиш керак. Шу сабабли (1.9) фор му лани бундай ёзиш мумкин:

к -  \У"\
(1 + ( уГ ) 312

Агар чизикнинг тенгламасн

(1.10)
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X =  x(t),
У =  У (0

параметрик тенгламалар билан берилган булса, у холда у'

— у ~  * -  ва (1 10) формула бундай ёзиладн:У

k =  I х У— х у !
3/2

(1. 11)
( * а +  У2) '

2 -мисол. у =  х2 параболанинг исталгач нуцтасидаги эгриликни 
топинг.

Е ч и ш .  Биринчн ва иккинчи хоситаларни топамиз: у’ =  2х, 
у "  =  2. Буларни (1.10) формулага куниб, ихтиёрий нуктадаги эгри­
ликни топамиз:

k - ____ .
( I + 4 * V /2

Хусусий ^олда параболанинг (0,0) учидаги эгрилик k =  2.
3 - мисол. у =  ах-\-Ь т>гри чизицнинг эгрилигини топинг. 
Е ч и ш .  у' = а , у" =  0. Эгрилик k =  0.
Тутри чизтщ эгрилиги нолга тенг чизикдир.
4 - мисол. Циклоида эгрилигини топинг:

(х =  а { (— sin I),
{у  =  а (1 —  cos t).

Е ч и ш .  Параметрик берилган эгри чизик эгрилигини (1.11) фор­
мула буйича топамиз, бунинг учун хоеилаларни топамиз:

х — а (1 —  cos t), у =  a sin  t,
х =  a sin /, у =  a cos t.

Уларни (1 11) формулага цуямиз:
la1 cos/(1 — cos/) — «2 sin2/| fl2 ,cos/— 1|

k =
(а2 (1 —  cos /)2 +  a2 s in 2 t)3/2 а3 (2 (I —  cos /))'3/2

-2 s in 2 —  
2

2 sin2 — ■ 
2

t \3/2
8 а

t t
— sin 3 — - 4 а sin —
2 2 2

4. Эгрилик радиуси, маркази ва доираси.
Таъриф. Чизикнинг берилган М  нуктадаги эгрилиги k га тес­

кари R  микдор шу чизикнинг царалаётган нуктадаги эгрилик радиу­
си дейилади:

* - т
еки

(1 л-г/'2) ,,г 
\у"\
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129- шакл. 130- шакл.

М  нуктада эгри чйзщнннг ботшушгига йуналган нормал (уршшш 
нуктасида уринмага перпендикуляр тугри чизик) ясаймнз (129-шакл) 
ва бу пор\;алга М  нуктада! и радиус эгрилигига тенг (R  га тенг) 
МС кесманн куямиз. С ну1\та берилган эгри чизи^нинг М  нуктада- 
ги эгрилик маркази дейилади.

Маркази С нуктада булган R  радиусли дойра (ва айлана) бсрнл- 
ган эгри чизицшшг М  в'уктадаги эгрилик доираси (ва анлапаси) 
дейилади.

Эгрилик доираси таърифидан эгри чнзицнинг эгрилиги ва эгрилик 
допрасинниг берилган ну^гадагн эгрилиги узаро тенг экани келиб 
чнкади.

Эгрилик маркази координаталари учун формула чикарамиз.
Эгри чнзш\ у — f  (х) тенглама бнлан берилган булсин (130-шакл). 

Эгри чизикда ихтиерий М (х; у) нуктани белгилаймиз. С эгрилик 
маркази коордннаталарнни а вт р бта н белгилаймиз. Эгри чнзикца 
Л1 нуцтада утказилган нормал тенгламаси ушбу куринишда буладн:

бунда X, У  — нормал пин г узгарувчи координаталари.
С (а; р) нукта но[ мл га тегишли булгани учун унинг координа­

талари (1.12) тенпамани каноатлантириши керак:

Р —  У = - ----- 1т (а —  х). (1.13)
У

С (ос, Р) нуцта М (х; у) ну^тадан эгрилик радиуси R  га те::г 
масофада ётади, шу сабабли:

(1.13) ва (1.14) тенгламаларни биргаликда ечиб, а ва р ларни 
топамиз:

Y - y  = ------V  ( * - * ) •
У

( 1. 12)

(а - х ) 2 +  ( р - # =  R*. (1.14)

а =  х
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/| _L ,. '2\ 3/2
/? — — ~ j -----  кийматнн (1.15) га цуйсак:

у' (I +  у'2) а =  х ± - — '

Р =  fif=F

У I
1 +  у'2

у" > 0  ва у” <  0 булган доллар да охиргн формулалар куйндагича 
соддалашишнни куреатиш мумкин:

у' (1 + у'2)а =  х
У

V =  l ) + ^ - f -  (1-16)
У

Эгри чизикнинг нуцтаддгн эгрилик маркази координаталарн формула- 
ларининг узил-кесил куриниши шундай ибораг.

Агар эгри чнз1щ
(х =  х (1),
[У =  У (0

параметрик тенгламалар билан берилган булса, у \олда эгрилик 
маркази координаталарн ни (1.16) фор муладан олиш мумкин, бунинг 
учун унга ^осилаларнинг

I У // х У —  X V
У =  — , У ' =  — -------- —

X 1
кийматларини куйиш керак. У  ^олда

у (  х2 +  .Vs)а =  х-
X  у —  X  1J

p - y + i l i L t i l .  ( и ? )
X У —  X у

5- мисол. у = х -  параболанинг исталган иуцтасидаги эгрилик 
Маркази координаталарини аницланг.

Е ч и ш .  у' ва у" ни топамиз:
у ' =  2 х. у" =  2.

^осилаларни (1.16) формулага цуямиз:
2 jc (I +  4 jc2) ,



Эгрилик марказинниг координаталари:

а =  - 4 * 3, р = -1 -(6 л -2 +  1).

Хусусий холда параболанинг учида х =  0, шу сабабли эгрилик 
марказпнинг координаталари бундай буладн:

а ~  0’ P - f
6- м и с о л. Циклоида эгрилик маркази координлталарикн аник* 

лай г:

jjr =  a ( t  — sin/).
[у =  с (1 —  cos i).

Е ч и ш .  л ' = й ( 1 — cos/), y = a s in t ,

х = о мп t, х — a cos t.
Буларин (1.17) формулага ^униб, топамиз:

it/. =  a (t +  sin  t),
|Р =  — я(1 — cos/).

Г>. Эволюта ва эвольвента. Берилган чизицдагн -\ар бнр М  нук­
та! j  тула аниклапган эгрилик марка?и С (а; р) тугри келади. Берил­
ган чи .1КННПГ :...мма эгрилик мпрказларн тупламн бнрор чизнкнн 
хосил i-.пладн, бу чизи^ эволюта дейилади.

Берилган чичш; уз эволюгаснга нисбатан эвольвента (ёки сннлма) 
дейилади.

Агар берилгаи эгрн чил!ц у =  { (х) тенглама билан яникланеа, 
у холда (1 16) тенгламани эволютанпнг х параметрли параиепршс 
тенг гама iapu деб караш мумкин:

./71 Ч- »'*)а =  х-
У

/1I -У? - . » + ■  г

!3у 1ешлама1ардан х пара\теiр;пг чицариб, эволютанниг а ва р >з- 
гаруьчи координаталари орасидаги бевосита бегланншнн топиш мум­
кин.

Агар 6epinr'?n эгри чнзиц

,.Y =  A (0 ,
[у — у (О

параметрик тенгламалар билан ифодаланган булса, у холда (1.17) 
тет'лам.ялар параметра

1 1 х - +  if- 1
а  =  .v  —

XI)  ----  А’ у
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Р =  У ■ V2+  /г)

х  У —  х  У

дан иборат булган эволютанинг параметрик тенгламасини беради.
Эволютакннг хосса таридан бнрини исботсиз таъкндлаб утамиз: 

берилган эгри чнзикка (эво!вентага) утказилган нормал эволютага 
уринма булади.

7 - мисол. у  =  х1 парабола эзонотасн тенгламасини гопнчг. 
Е ч и ш  5-мнсолда параболанинг нхпгёрии пуктасн учун эгрилик 

маркази координаталари топилган эди:
jo. =  —  4 г*,

| P = i - ( 6 ^ + 1).

Бу тенглачаларнн у — х1 парабола эволютлсншшг параметрик 
тенгламалари деб цараш мумкнн. х марамегрнн чнкарнб, топамиз:

16 ( r 1 I3а- = —- В —  ■— .
2 7  * ’ 2  )

Бу ярим кубик параболанинг течглпмасндпр (131-шакл)

2-§. Фазовий эгри чнзи^кинг эгрилиги 

Оху текнслнкда чизнц
|.v =  .v(/),
{ y = U ( t t

параметрик тенгламалар билаа борнлнш:; му.:к;;а Фа яшй чн 'нкпр 
э$ам шуига ухшаш

21?



132- шакл.

(x =  x(t),
\у — y(t).
U  =  2 (t)

параметрик тенгламалар билан 
берилиши мумкин.

1- мисол. Ушбу
(х =  Г I +  х0 

У =  И +  У0, .
г = г 1  +  *о

тенгламалар тугри чизикнинг фа- 
зодаги параметрик тенгламалари- 
дир.

2-мисол.  Ушбу

1х =  a cos t, 
у =  a sin/, 
г =  Ы

тенгламалар a2 -f- у2 =  а~ доиравий цилиндрга жойлашган (132-шакл' 
винт чизицнинг параметрик тен г лама лари дир. /г =  2 л Ь — винт ч и з и к ­
н и н г  кадамн.

Фазовий эгри чизиц эгрилиги дифференциалини ва эгрилик мар­
кази координаталарини ^исоблаш формулаларини исботсиз келтира- 
миз:

ds =  ]  х1 +  у2 +  z2 dt,

k — 

а =  х +

Р = У Н

! лз +  д2 +  са

( л:а +  4'г +  гг)3/2 

X2 4- и2 +  22

Y =  2-Ь

Аг -\- £ 2 +  Са

*2 +  »/2 +  г* 
Л 2 +  В 2 +  С2

х 2 4 -  +  г 2

(В 2 - С у ) ,

(Сх —  А г), 

(Ау - В х ) .

(2 .1)

А- +  В 2 +  Са

Бунда кисцалик учун ушбу белгилашлар киритилган:

А = у г —  2 у ,

В  — z х —  х г  ,

С х у  — ух  .
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(1.7), (1.1 1), (1.17) формулалар — эгри чизиц эгрилиги дифферен­
циали ва тек ис чизиц эгрилик маркази координаталари формулалари

1. Ей  дифференциали формуласини чш^аринг. Б у  хулоса чизи^нинг цандай гео­
метрик хоссасига асосланади?

2. Кушпилик бурчаги иима? У  эгри чизи^нинг эгилганлик даражасинн кандай 
характерлайди?

3. Чизицнинг берилган ну^тадаги эгрилиги деб нимани айтнлади? Эгрилик учуй 
формула чи^аринг.

4. Эгрилик радиуен, маркази ва доирасини аниь,ланг
5. Эгрилик маркази координаталари учун формула чи^аринг.
6. Эволюта ва эвольвенталарнинг таърифини беринг.
7. Фазовий чизш^нинг берилиш уеулини басн дилинг.
8. Фазе в к й чизи^нинг эгрилиги нима?
П i c o n  I Г .О  A i n - л  1 CKQ 1 с; "70 U 8 0 _ i i n / » t r r 4 i v ^ n i f U9. 1529— 1534, 1543— 1546, 1554— 1557, 1568— 1573. 1581, 1582-масалаларни

ОМ =  г векторни караймиз, унинг бошн коордннаталар боши би­
лан, охири эса бирор М (х; у; 2) ну^та бнлан устма- уст тушади. 
Бундан вектор М  ну^танинг радиус-вектори дейилади. Бу векторни 
координата укларидаги нроекниялар орк.али ифдцалаймиз:

Агар г вектор.шнг нроекциялари бнрор параметрнинг функцня- 
лари булса, яънн

булиб, z = 2  =  2 =  0 деб олипса, (2.1) формуланинг хусусий долла­
ра сифатида хосил булади.

У з - у з и  н и  т е к ш и р и ш  у ч у й  с а в о л л а р

ечинг.

3-§. Скаляр аргументнинг вектор фунхциялзри

г = x i  +  у ; +  z к . (3.1)

булса, (3.1) формулани бундай ёзиш мумкин:

(32)

г = x { t ) i  +  у {() j + z ( t ) k (3 3)

еки и̂с̂ ача z

t параметр узгарса, х, у, z коордииата-

лар хам узгаради, у ^олда М  нуь;та — О И 
векторнинг охири фазода бирор чизикни чи-
задн, бу чизик г  =  г (t) векторнинг годогра­
фа дейилади (133-шакл).

г =  г  (0. (3.4)(3.4)

133- шакл.



(3.3) ва (3.4) тенгламалар чизшушмг фазодагп вектор тенглака- 
си дейилади.

(3.2) тенгламалар чизикнинг фазодагп параметрик тенгламала- 
ри дейилади.

(3.3) ва (3.4) тенгламалардаи t параметр узгаргаида г вектор 
умумий холда микдорн буйича хам, нуналнши буйича хам узгариши 
келиб чикади.

г вектор t скаляр гргументнипг вектор функиияси дейилади:
г =  r  (I), г (t ) ректор фу нкциянинг берилиши учта скаляр функция 
нинг —  унннг коордннаталар укларнга проекннялари х((), y(t), z(t) 
нинг берилншига тенг кучлидир.

Агар бирор г0 =  а'0 i  -f- Уо1 +  20 k вектор t t0 да
lim  x(l) =  а'0,
i~W Q
lim  y(t) =  f/0,
l-*I о
lim  z (0 z0 
t~*tQ

булса, шу 1ектор r  — x ( l) i  - f  y(t) j  -f z{t)k  вектор функциянинг 
лимити дейилади.

Агар г0 вектор г (/) вектор функциянинг t -*■ t0 дагн лимнтн бул­
са, у чолда бундай ёзилади:

1 irn г (() — г0.
t—rto

г (t) вектор функция t =  t0 да Еа t0 ни уз нчнга олувчи бнр »;) 
интервалда аиикланган булснн, у ^олда агар

lim  г (/) =  г (t0)

—
булса, г (i ) функция /0 нуктада узлуксиз функция дешпадн.

4-§. Скаляр аргументлн вектор функциянинг ^осиласи

г  (0 =  x ( l)  i  + y ( t )  + z ( l )  k В(ктор функция M (x, у, z) ну^та- 
нииг радиус-Iектппи, яъни

7  =  O.W
булснн (134-шакл). t параметр узгаргаида Л1 ну^та L  годографни 
чнзадн. t параметр кнйматиин танлаймиз ва тайинлаб куямиз. Унга
г  (/) гектор La М нукта мос келади.

Парамегрнииг Гошка t +  A t  кнйматиин оламиз. Унга г {( \- A t) 
вектор га Л/, нукта мос келади.
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А г Л Ш ! Г к:? А г =  г {t +  A O —  г {().

Уин r(/) вектор функцняшшг t нуы ,ги орттирмаси ден шз.

' л шгсблт А г векторга коллгнеар всчтор, чунки -  скаляр 
\/ ‘ 1 ^

к\ .. ггуьчн.
Таърнф . А г  вектор _[>\ шшня орттнрмэсшшнг аргумент шип мос

А / орттнрмасига писбатп ниг A t 0 даги лимитн г (/) ректор функ- 
шниниг t нуктадаги t скаляр аргумент буйича олинган хосиласи 
лени (адп.

Векгор функциянинг хосиласи бундан белгиланади:

г '  (/) ёкн 
’ dt

Шундай КПЛ1ГО,

г ' (О
dr  \ г

---- =  l im -----
at д \/

•Лнмитнннг таьр;;фпга к\рз г ' (!) вектордир
г (i) функцня хосиласини унннг координаталар укларидаги нрогк- 

пняларн оркалн и родалаймиз:
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r  [t -f- Д i) =  x (( +  A /) i -J- у (/ —(- A /) j  z (t -J- A t) k 
б\лганн учун

A r  =  r  (t - f  At) — r  (t) =  (a- (t +  A 0 — x (/)) i +

+  (У (/ +  A 0  — У (0 ) 7  +  (г (/ +  A 0 —  z(t)) k
ёки

A r  =  A x  i +  A у j  - f  A z - k .
Шундай килиб,

A г Ax~T , Ay . A z 7*
----- =  —  i  + —  у H------ к .
At At S t  S t

Бундан ушбуга эга буламиз:

г' (0=  lim ^ r—  —  i lim —  +  / lim —  +  к  lim —  =  
д/-*о A t д,-,о A t д,-.о A t д'_>о Д t

=  x’ {1)7 +  y’ (t)7  + 2' (t)~k.
Шундай цилиб,

7  (I) =  x' ( t ) l  +  y' ( t)J  +  z\t) 1  (4.1)

Бундан дифференцналлашнииг барча цоидалари векторлар учун 
хам т\гри булиши дар^ол келиб чикади:

1) (r x ( t ) ±  г2 (/))' =  г  4 0  ±  Г2 (/), ^

2) (/ (0 • г (0)' =  /' (О г (0 +  / (0 г ' (0. бунда / (/) — скаляр функ­
ции,

3) (с- г (/))' =  с • г ' (/), бунда с — узгармас сон,

4) (г7(о • Z  (0)' =  Z  (о • 7г ( о + м о  • Z  (о.

5) (Г! (О X  г 8(0) =  7  (') X  7 , ( 0  +  r j  (О X  г '(0 -

Мисол учун туртинчи формулаии исботлаймнз:

r i (0 =  *1 ( о ; +  Уг (о / +  г, (о  ̂•

г 2 ( 0  =  Х 2 ( 0  г +  у 2 ( 0  / +  г а (/) к

булсин. Шу Еекторларнинг скаляр купайтмасинн тузамиз:

' l  (0  • *̂2 (0  =  Х 1 ( 0  ■ Х 2 (0  +  Ух (0  • У 2 (0  +  2! (О • 22 (О- 

t  буйича хосилаии топамиз:



( ' i  (О ■ г2 (/))' =  (ху (I) ■ х, (ОУ +  ('Л (о ■ уг ({)У +  (г, (/) • г 2 (/))' =
=  (*', (0 • хг (t) +  у{ (t) ■ у2 (О +  (/) • г 2 (0) +  (Vi (/) • х '2 (/) +

+  У 1 (О У'2 (О +  (/)г; (/)) =  г', (О - г ,  (/) +  /7(0 га (/). 

Формуланииг т/грилиги исботланди. Бу формуладан фэндаланиб,

агар е бирлик ректор булса, eJL булиши»! исбэтлаш мумкин.dt
Скаляр аргумент вектор функциясининг ю^ори тартибли \о:ила- 

ларини кегма- кет дпффгренциаллаб топиш мумкин:

7 -  (о =  а-" (1)7 +  у"  ( о 7  +  г "  (о Х  

7 " ' ( t ) = X' " ( t ) 7 + у ” ‘ (t) 7  +  / " ( t n

ва хоказо.
Эслатма Агар фазовий эгри чизнц

7  =  7 (t)
тенглама билаи берилган булса, у холда эгри чизи^нинг эгрилиги 
А ((1.18) формула) цис^ача бундай ёзилиши мумкин:

*  =  1 2 x 2 : 1 : .
I г  г

5-§. Скаляр аргумснтли вектор функция хосиласининг геомгт рик
маъноси

Скаляр аргументли вектор функциянинг \осиласи таърифига

цайтамиз: г' (/) =  1 i m ва 2-§ дагн чизмани караймиз. г ' (/) нинг
/w_>о Дt

нуналнши ра узунли: ини анщлаймиз.

1. г' (I) векторнинг йуналиши. вектор А г  векторга колли-
А/

неар ва М М 1 кесувчи буйича йуналган. A/-vO да А'?, нукта М  
нукгага чексиз я^инлашади. М М , кесувчн эса .'И нуктада L  эгри 
чизшда утказилган Т  уринмага чексиз я^инлашзди.

Шундай килиб, г ( 1) р-ектор ОМ - г (t) радиус- вектор годогра- 
фнга уринма буйлаб параметр усадиган томонга йуналган.

г (t) вектор функция узгармас мэдулга эга, аммэ йуналиши уз- 
гарувчан булган хусусий ^олни таъкидлаймиз. Бу ^олда годограф
сферада ётади, щу сабабли г ' (t) ^осила, вектор сифатида, годограф- 

га уринма, радиус-векторга перпендикуляр булади, яъни агар r( t)
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вектор узгармас модулга эга булса, у холда г' (t) J_ г (/). Шундай 
килиб, модули узгармас векторнинг хосиласи векторнинг узига пер­
пендикуляр.

2 . г' (t) векторнинг модули.

7 '(/ ) =  * '( 0  T  +  y ' ( t ) T + z ’(t)~k 

экани исботлаигаи. Бундан эса

( 7  со | = ^ 7 Щ Т 7 Ч Г + * Ч )

экаии келиб чицади, бунда j  x '2(t) +  y'2(t) +  z'~ (t)di =  dl — эгри 
чизи'4 ёйи дифференциали. Бундан:

1  -  Р  (01-

Шундай килиб, вектор функциянинг ^осиласи модули годограф 
узунлигидан I аргумент б>йича олинган хосилага тенг. Шуни таъ- 
кидлаш кераккп, ^осилашшг модули модулнинг хосиласига тенг 
эмас, яъни

У  (01=^ Н О Г-

6-§. Скаляр аргументли вектор функция биринчи ва иккинчи 
тартибли хосиласининг механик маъноси

г — г  (/) ректор функциянинг годографи харакатланупчи мод- 
днй нуктанинг траекторняси булсин, бунда t  параметр ^аракат вгп;- 
тини билдиради.

Маълумки, ну^та ^аракатииииг t момеитдаги v =  v (t) тезлиги 
уриима буйлаб харакат йуналишига цараб йуналган вектордир. 
Бунда

— д/
| я| =  lim  -—

л/—о Ы

бу ерда ДI  —  At ораликда нукта томонидан босиб утилган йул (яъни 
Д /—  At вацт нчида утилган г одограф ё Ли узунлиги).

v =  г ' (0 эканини курсатамиз.

г ' (/) ва v векторлар бир хил йуналишга эга, чунки г ' (0 \ам

уринма буйлаб г вектор годографига цараб йуналган. Шу вектор­
ларнинг модуллари а̂м бир хил эканини курсатамиз. Д/ >  0 да ь;у- 
иидагини каранмиз:



буидп |Аг| мнкдор Л/Л/j Еатариинг узунлиги, \1 эса тегишли

уИЛ'г ёйнннг узунлиги.
Кепи нчалик

lim
Д /-.-0 А/

экани к\ рсатнладн. лекип у вактда

|а7lim
д/-»о Л/

=  lim 
дг->о

|д7|
А/

=  1,

ва демак,

бундан lim  
д«-»о

l im
Ai->0

А г

А/
=  lim I Д/ м

д/-*о Д/
•lim -— =  lim  —  . 

д(_»о А1 д<-»о А/

А/ г'(О (тезлнкнинг таърифидан), шу сабабчи yoijy-

га эгамиз: | г ' (() | — 1t>:.

Шундай цилиб, вектор функциянинг г ' (I) ^огиласи вактнинг 
бернлган моментидаги моддий нуцтанинг ^аракат тезлиги v( t) га 
тенг экан.

о =  7  (о.

Вектор функциянинг бирннчи гаргиблн ^озниси.чачг m ix iiMK 
маъноси шундан иборат. Иккинчи тартибли ^олгнсн

a ( t ) = r "  ( I )

эканини, яъни векгор функциянндг ичхчячя тарт.пчи ^огнласи модччн 
иу^та пацтнинг t момзнгнд 1ги ^аракати тезланил ira тенг эх нем i 
курсатиш мумкин.

Мисол.  Ушбу х ‘ +  /у2 =  R 2 а й- 
лана буйлаб узгармас бурчак тезл ик 
о) билан харакатланаётган модд ий 
ну^та М  нинг тезлиги ва тезлани- 
шинн топинг.

Е ч и ш .  ф — /VI нуцта радиус- 
векторининг Ох уц билан хосил 
цилган бурчагн булсин. ф =  соt ни 
^осил циламиз, 135- шаклдан:
(х =  R  cos ф, ё . (х =  R  cos at,
1̂ / =  /? sin ф [у =  R  sin at.
Демак, M  нуцтанинг радиус-век-
тори: 135- шакл.

—  х
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r ( / ) =  x i  + y j  +  zk =  R  cos at • i  +/?sinco//'.

Энди M  нуктанинг тезлигини топамиз:

v =  =  —  R  со sin a t i  +  R a  cos a t j  . 
dt

Тезлнкнинг модули | t>| =  со/?, г  ва v векторнинг скаляр к^пайт- 

маси нолга тенг булгани учун г  _L v.

а. =  r " ( t ) =  v' =  — R  a"1 cos at i  — R  or sin со//. Бундан

a — — co2r  экани куринади, яъни a || г  на к;арама- царши йунал­

ган. Демак, тезланиш айлана марказига йуналганднр.

У з - у з и и и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л  а р

1. Скаляр аргументнинг вектор функцияси ва унинг годографн таърифини бе­
ринг.

2. Вектор функциянинг хосиласи на унннг узлуксизлиги таърифини беринг.
3. Скаляр аргумент вектор функциясининг хосиласи таърифини беринг.
4. Х 0СИла,1И бнрлнк векторлар буйича ёйиш формуласини чикаринг.
5. Скаляр аргументли вектор функция ^осиласннинг геометрик маъноси нима? 

Х,осиланииг йуналиши ва модули ^андан?
6. Скаляр аргументли вектор функиияси хосиласининг механик маъноси нима?
7. Узгармас модулли вектор хосиласининг йуналиши кандай?
8. 3260 —  3 J 7 4 -масалаларни ечинг.

7-§. Комплекс сонлар

1. Асосий таърифлар
1-таъриф. z комплекс сон деб

z =  х  +  i  у

куринишидаги ифодага айтилади, бунда х ва у—хакнкий сонлар-, i  эса

i’ =  l г —  1 ёки г'2 =  —  1

тенглик билан ани^лэнупчи мазку и биплик деб ат.музчч бчрлик.
х  ва у ни г  комплекс соннинг ^ai^UvH.i апа мавхум цисчлари де­

йилади ва бупдай белгиланади:
Re г  =  х, Im z  =  у.

Хусусий холда, агар х  =  0 булса, у ^олда г  =  0 +  iy  =  iy coii- 
ни соф мавхум сон, агар у =  б булса, у ^олда z =  х  +  г'О =  х, 
яъни ^акик.ий сон хосил булади. Шундай килиб, ха^иций ка мавхум 
сонлар г  комплекс сокнинг хусусий ^олларидир.

2 - таъриф. Агар иккита г, =  хг +  г'//, ва г 2 =  х2 +  гг/, комплекс 
сонларшшг ^а^щий сонлари алохида, мавхум сонлари алохида тенг
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булса, бу комплекс сонлар тенг, яъни 
гг =  z2 булади, бош^ача айтганда 
Rezt =  Rez2 ва Imzj =  Im z2 булса, 
z1 =  z2 хисобланади.

3 - т а ъ р и ф .  z =  х-\- i у  комплекс 
соннинг ^ациций ва мавхум цисми нол­
га тенг булсагина, у нолга тенг була­
ди, яъни агар х =  0 ва у  =  0 булса­
гина z =  0 , ва аксинча.

4- т а ъ р и ф. Мавхум цисмлари билан 
фарц цилувчи иккита

z =  х  + /  у ва z =  х — i у
комплекс сон кушма комплекс сонлар дейилади.

5 - т а ъ р и ф .  XaIW ™  ва мавхум кисмларининг ишорглари билан 
фарц цилувчи иккита

гх =  х  +  г у  ва z2 =  — х — г у  
комплекс сон царама- царили комплекс сонлар дейилади.

2. Комплекс соннинг геометрик тасвири. Х,ар цандай
г =  х - f  i у

комплекс сонни Оху текисликда х ва у  координатали А (х, у) нуц- 
та шаклида таспирлаш мумкин ва, аксинча, текисликнинг хар бир 
нуцтасига комплекс сон мос келади.

Комплекс сонлар тасвирланадиган текислик г комплекс узгарув­
чининг текислиги дейилади.

Комплекс текисликда z сонни тасвирловчи нуцтанн z нуцта деб 
атаймиз (136-шакл). Ох укда ётувчи нуцталарга ^ациций сонлар 
мос келади (бунда у  =  0), Оу укда ётувчи нукталар соф мавхум 
сонларни тасвирлайди (бу холда х =  0). Шу сабабли Ох у к; ^аци- 
инн уц. Оу ук; мавхум уц дейилади. А (х, у) нуцтани координаталар
боши билан бирлаштириб О А векторни .^осил циламиз, бу ^ам z =  
=  х +  i у  комплекс соннннг геометрик тасвири дейилади.

3. Комплекс соннинг тригонометрик шакли. Координаталар бо- 
шини цутб деб, Ох уцнинг мусбат йуналишини кутб уци деб ком­
плекс текисликда коордитталарнинг кутб системасини киритамиз. ф 
ва г  ларни А(х,у)  нуцтанииг цутб координаталарн деймиз.

А нуцтанинг цутб радиуси г, яъни А нуцтадан цутбгача булган 
масофа z  комплекс соннинг модули дейилади га |z| каби белгилана­
ди. г =  |z| =  х2 +  у 2 экани равшал.

А нуь;танинг цутб бурчаги ф ни z комплекс соннинг аргументи 
дейилади ва Argz каби белгиланади. Аргумент бир цийматли аниц- 
ланмай, балки 2л& цушилувчи цадар аницликда аницланади, бунда 
k — бутун сон. Аргументнинг .%дмма цийматлари орасидан 0 < ф <
<  2л тенгсизликларни цаноатлантирувчи биттасини танлаймиз. Бу 
цинмат бсш циймат дейилади ва бундай белгиланади:
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Ушбу
(х =  rcoscp,
[У =  г sin q>

тенгликларни ^исобга олиб, г комплекс сонни бундай ифодалаш 
мумкин:

г  — х - f  г у  =  г  (cos ф +  t sin ф), 

бунда г  — |г| =  У  х2 - f  у 2 ва

arctg агар х > 0 , г/>  0 булса, 

л  +  arctg — , агар л: С  0  булса,
X

2п  +  arctg —, агар х ]> 0, у  С О
X

булса.

сг =  arg г.

Ф =  argz -

Ёзувнинг бу шакли комплекс соннинг тригонометрии шакли дейи­
лади. z — x +  iy  куринишдаги ёзув комплекс соннинг алгебраик 
шакли дейилади.

1 - мис ол .  Чизмада

z =  х -f  i y  ва г  =  х — i у
цушма комплекс сонлар (137-шакл), шуниигдек zl = x - \ - i y  ва 
г2 =  — х  — i y  ^арама-^арши сонлар (138-шакл) тасвирланган.

Чизмадан \z\ =  г =  \  х2 -f- у 2 ва | z | =  г =  \ г  х2 +  у 2 экани, 
яъни

\z\ =  I z  I ва argz =  — arg z
экани келиб чи^ади.

1\ушма комплекс сонлар бир хил модулга эга ва абсолют ций- 
матлари буйича тенг аргументларга эга булиб, ^а^иь^ий увда симмет- 
рик булган нуцталар билан тасвирланади (137-шакл). Чизмадан 
fzil =  |z2|, argz2 =  л +  argzx экани келиб чицади.

1\арама- царщи комплекс сонлар коордннаталар бошига нисбатан 
симметрик ну^талар билан тасвирланади (138-шакл).

137- шакл.
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2- м и с о л .  Куйида ги сонларни три­
гонометрик шаклда ифодаланг (139- 
шакл):

Zi — | 3 I, ?2 з, Zg 2 i.

1 ) 3  =  1 ~3 — г сон учун х =
1 3, у  =  — I, г =  2 ,

tg(p =  - V l ’ Ф =  2 л - агс^ у Т - =
я  М =  2л — —  =  —  л.
6 6

Шундай цилиб, z l =  2 (cos —- л - f  г sin —  л ).
\ 6 6 1

2) г2 =  — 3 — \акикий гон.
х =  — 3, у  =  0 , г  =  3, tg ф =  0 , ф =  л , г2 =  — 3 =  
=  3 (cos л +  i sin л).

3) г3 =  — 2г, х =  0 , у =  — 2 , г =  2 , ф = Зя

=  — 2 г =  2 ( Зл . . З я \cos —■— |- I sin---
2 2 J

8 -§ . Комплекс сонлар устида алгебраик амаллар

1. Комплекс сонларни цушиш. Иккита z l = x l - \ - iy l ва z 2 =  
=  х2 +  г У̂  комплекс соннинг йипшдиси деб,

zi +  z2 =  (х! +  i r/i) +  (х2 +  i у 2) =  (хг +  х2) +  г (yt +  у 2)
тенглик билан аникланувчи комплекс сонга айтилади. Бу формула- 
дан векторлар билан ифодалаиган комплекс сонларни цушиш век- 
торларни кушиш цоидаси буйича бажарилиши келиб чикади (140- 
шакл).

2. Комплекс сонларни айириш. Иккита zy =  xt +  i y t ва z2 =
=  x2 - f  i y 2 комплекс соннинг айирмаси деб, шундай сонга айтила- 
дики, у z2 га шилганда йипшдида z1 комплекс сон ^осил була­
ди (141-шакл):

Я1

140- шакл. 141- шакл.



Zi —  z2 =  (*,  +  i  y x) —  [хг +  i  У2) =  (*i  —  * 2) +  < O/i —  Уз)-

Шуни таъкидлаб угамязки, икки комплекс сон айирмасининг 
модули комплекс текиеликда шу сонларни ифодаловчи нуцталар 
орасидаг и масофа га тенг : \гг — z2\ — \/~(х1 — х2)2 +  ((/i — у2)г ■

1- м и с о л .  z l — 2 - \-i  ва г2 =  2 — 3г комплекс сонларнинг йи- 
гиндиси ви айирмасини топинг.

Е ч и ш. Z /+  г2 =  (2 +  0  +  (2 — 3 0 =  (2+2) +  i (1 — 3 )=  4—2/, 
zx — z2 =  (2 +  1) — (2 -  30 =  (2 — 2) +  i (1 +  3) =  4 t.

3. Комплекс сонларни кулайтирил. zx =  x± +  i  y l ва z 2 =  x2 +
+  iy2 комплекс сонларнинг купайтмаси деб, бу сонларни икки^ад 
сифатида алгебра цоидалари буйича купайтирищ ва i2 =  — 1 экани­
ни ^исобга олиш натижасида .^оеил буладиган комплекс сонга ай­
тилади.

2j ва z2 комплекс сонлар тригонометрик шаклда берилган бул­
син:

гх =  гх (соз ф х +  i sin ф ^  ва z 2 =  г 2 (соз ф 2 +  i sin ф 2).

Шу сонларнинг купайтмасини ^исоЗлаймиз:
Zi • г2 =  гг (соз ф, +)г sin фх) • r2 (cos ф2 +  г sin ф2) =

L =  ri 'r2 ((cos Ф1со3 Фг —'sin фх • sin ф2) +  i (sin ф1 с as ф2 + ]
+ со 5ф! sin фг)) =я rx r2 [cos (фх +  ф2) +  г sin (фх +  ф2)].

Шундай цилиб,
Zi -z2 =  гг г2 [соэХф! +  Ф2) +  г sin ^  +  ф2) ],

яъни иккита комплекс сон купайтирилганда уларнинг модуллари 
купайтирилади, аргументлари эса цушиладн.
' \ 2- м и с о л .  Zi =  j /~3  — 1, z2 =  2 +  2 1 ^ 3  i комплекс сонларни 
алгебраик шаклда ва тригонометрик шаклларда купайтиринг.

[Е ч и ш . 1) г г г 2 =  (Уг 3 — Г) (2 +  2 \ Г 3 0 ] =  (2 / " З  +  2 \ ГЪ) +

+  г (2 >/~3 /  3 — 2) =  4 1^3  + [ 4 1.

=  8 ^соб^2л +  -J +  I sin ^2л +  =  8 ^cos -5- +  г sin =  

=  8 ( 1 ^ -  +  1- 1- )  =  4 / У  + 4  i.
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3 - мне  о л. z =  х +  Су ва z  =  х — г у  ку шма комплекс сонлар­
ни купайтиринг.

Е ч и'ш. z • z  =  х- +  у 2 ёки z- z  =  ]г!2 =  | г |2, чунки

|г| =  N  =  > T 2T F -
Шундай цилиб, кушма комплекс сонларнинг купайтмаси улардан 

^ар бириничг модули квадратига тенг булган хаки^ий сон экан.
4. Комплекс сонларни булиш. Комплекс сонларни булиш амали 

купайтиришга тескари амал сифатида аникланади.
Агар z - z 2 =  булса, z сони г г =  хх +  г г/А нияг z2 =  х2 +  iy2

комплекс сонига булинмаси ( яъни г =  — дейилади.

Zi =  z ■ г2 тенгликкинг иккала кисминн z2 <= х2 — i у г га купай­
тирамиз, ушбуга эга буламиз:)

!•?] г2 =  г (г2- г2), бундан: г =  +  +
z2. г2 -*1 + ^ 2

, . —  Х1 Уг
+  1 ----2 i--- 2 *

3 +  У 2

Бундан ушбу коида чикади: гх ни г2 га булиш учун булинувчи 
ва булувчини булувчигг цушма булган комплекс сонга купантириш 
керак.

Агар комплекс сонлар г, =  rx (cos tf, +  i sin cp3) ва z2=  r 2(cos<j2+  
+  i sin cp2) тригонометрик шаклда берилган булса, у ^олда

z j  __ г  j  (cos -j- i  sin q?i) ____Гд (cos <jrt +  /  sin (fj) (cos ф2 — i  sin q?2) _

z2 r2 (cos <p2 +  г si n (p2) r 2 (cos2 ф 2 +  s i n2 <p2)

=  —  [(cos ф! cos ф2 +  sin cp! sin ф2) +  i  (sin фх cos ф2 — cos фх sin ф^] =  
Г2

=  —  r cos (фх — ф2) +  i sin (ф! — Фг)].

Шундай цилиб,

— =  —  [ cos (ф! — ф2) +  г sin (фх — ф2)],
22 Г-1

яъни комплекс сонларни булищда булинувчининг модули булувчи- 
нинг модулига булинади, аргументлари эса айирилади.

4- м и с о л. Zi =  1 — i ни z2 «= — 2 — 2 i га алгебраик ва триго­
нометрик шаклларда булинг.

с  1ч п  z i I — i  (I — г) (— 2 +  21)Е ч и ш .  1) 1) —  = ------------ . =  —'-------— -— ч  =
г2 — 2 — 2 I (— 2 — 2г)(— 2 +  2г) 

_  ( — 2 +  2 ) +  / ( 2 +  2)  4 £  1_ .
4  +  4  8  ~  2  1 ‘
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. /  i n  . 7п \
У  2 cos—  - f  i s m  —  / —  

г, \  4 4 /  V  2 I т  5л v ,
2) —  =  ---------------------------------- -- =  - -  I COS ------------- +

22 -| /~o~ (  5л 5л  , T / 8  \  4 4 j
V  8  ( c o s  —  +  l s in  —  I y

. . . /7 я  5 л \ \  I /  л  . . . л  \  1 .
+  l s i n --------— = -----  COS-------h I Sin ---- =  ---- I.

V 4 4 j )  2 \  2 2 / 2

5. Даражага кутариш. Купайтириш ^оидасидан даражага кута- 
риш коидаси келиб чицади. z =  г  (cos ф +  i sin ф) учун натурал п
да

г п _  r n  (c o s  щ  _)_ i  s Jn  П ф )

эканн келиб чи^ади. Бу формула Муавр формуласи дейилади. Бу 
формула комплекс сонни натурал даражага кутарнлда мэдул шу 
даражага кутарилиши, аргумент эса даража курсаткичига купайти- 
рилиши кераклигини курсатади.

5 - ми со л. Мавхум бирлик i нннг натурал даражаси учун фор­
мула топинг.

Е ч и ш :  г'1 =  i ,  t 2 =  —  1, i 3 =  i ■ i 2 =  —  i , t'4 =  г'2 ■ i 2 =  1,
i'6 =  i • t* =  i, i® =  i - i 6= i 2— — I, i1 =  i  i* =  — /, i8 = l .

Умуман, <4ft =  1, i4ftil =  t, /4ft+2 =  - 1 ,  i4fc+3 =  -  i.
6 - м и с о л .  (I +  i)w ни ^исобланг.
Е ч и ш .  z = l  +  i =  ) 2 ^cos +  i sin ).

z10 =  (1 +  i)10 =  ( »r2)1C ^cos ~  +  ( sin -^ -j10 =

=  25|cos 10—  +  i  sin 10- —  ) =  32 -(0 +  i) =  32 i.

Муавр формуласида г =  1 деб олиб, топамиз:
(cos ф -f- i sin ф)" =  cos п ф +  t sin п ф.

Б\ формула sin/гф ва cos п ф ларнн sinq) ва cosq) ларнинг да- 
ражалари орцали ифодалаш нмконини беради.

Масалаи, п =  3 да (cos ф i  sin ф)3 =  соэЗф +  i sin Зф га эга бу­
ламиз, бундан:

соз3ф + >3cos2 ф sin ф • t +  3 cos ф sirAp • i2 +  г3 sin ф =
=  cos 3 ф +  i  sin3 ф.

(соэ3ф — 3 cos ф sin4p) +  i  (3 соэ2ф sin ф — sin3 ф) =
=  cos3 ф +  i sin 3 ф.

Икки комплекс соннинг тенг булиши шартидан фондаланиб, топа­
миз:

cos 3 ф =  cos3 ф — 3 cos ф s in \ ,  
sin 3 ф =  3 sin ф cos2 ф — sin3 ф.
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6 . Илдиз чицариш. Бу амал дара- 
жага кутариш амалига тескари амал- 
дир. Комплекс соннинг п-даражали

илдизи у г деб шундай IIх сонга ай- 
тиладики, бу соннинг п- даражаси ил­
диз остидаги сонга тенгдир, яыш агар

W =  \  z булса, W" =  г.
Агар z =  г  (cos ф - f  i sin ф) ва W —

=  р (cos 0 +  i sin 0) булса, у холда:
п /
\  г  (cos ф +  i sin ф) =  р (cos 0 + i  sin 0).

Муавр формуласига биноан:

г  (cos ф +  I sin ф) =  рл (cos «0  +  i sin п 0). 

Бундан рп =  г, п0 =  ф +  2л/г. р ва 0 ни топамиз:
пл  го -I- 2 nkр =  V г , е =  — —

бунда k — исталган бутун сон, 1 г — арифметик илдиз. Демак,
п /  п г

У г (cos ф +г БШф)= V г
[ ф - f  2 лб ф +  2л£  
cos----------  + i s i n ---------- )•

к ia 0 ,1,2 , . . . .  п — 1 цийматлар бериб, илдизнинг п та э̂ ар 
хил цийматига эга буламиз, бу кийматларнинг модуллари бир хил.

k ~> п — 1 да илдизнинг топилган цийматлари билан бир хил 
булган цийматлар хосил булади. п та илдизнинг ^аммаси маркази

« —
координаталар бошида булиб, радиуси} г га тенг айлана ичига 
чизилган мунтаэам п томонли купбурчак учларида ётади.

6- м и с о л .  V l  нинг хамма кийматларини топинг. Уларни ком­
плекс текисликда тасвирланг.

Е ч и ш .  Сонни тригонометрик шаклда ёзамиз: агар г =  1 булса, 
у >^олда х =  1, у  =  0 , г  =  1, ф =  0 ва ушбуга эга буламиз:

2 =  1 =  cosO +  i sin 0.

2л k 2 n k
+  i sin —  ,У ^олда "1^1 =  T^cos 0 +  i sinO =  cos 

k =  0, 1, 2 (142-шакл).
k =  0 , Wi =  cos 0 +  i sin 0  =  1,
. * iiv 2я . . .  2л l i . - V 3ft =  1, \V2 =  cos -y  +  l sin - y  = -----g- + 1Л- 2~ ,

и  n  i v /  4 n  . . .  4 n  1 . 1 /  3  k =  2 , W3 =  cos -g----h i sin -g- ---------2-----1 ~ 2~'

Бу нуцталарни радиуси 1 га тенг айланада ясаймиз.
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9 -§ . Курсаткичи комплекс булган курсаткичли функция.
Эйлер формуласи, унинг ^улланиши

Т а ъ р и ф  Агар комплекс узгарувчи z нинг бирор комплекс 
кийматлар со^асидаги >;ар бир ^иймагига бош^а 117 комплекс микдор- 
нинг аниц циймати мос келса, у .\олда W комплекс узгарувчи г 
нииг функцияси дейилади ва W =  f  (z) ёки W =  \V (z) каби белги­
ланади

Биз комплекс узгарувчининг битта функциясини — курсаткичли 
функцияни ^араймиз:

W =  ег ёки \V =  ex + ly , 
бу функция бундай ани^ланади:

X +1У _  еХ ^CQS у  _|_ • g j n  у у

Агар бу формулада х — 0 десак, у холда: 

ely — cos у  +  I sin у.

Мана щунинг узи мавхум курсаткичли даражали функцияни три­
гонометрик функциялар оркали ифодаловчи Эйлер формуласидир.

Комплекс соннн тригонометрик шаклда ифэдалаймиз:
z =  г  (cos ф +  i sin ф).

Эйлер формуласи буйича:
■ .  • / ф  соБф +  I sin ф =  е .

Шундай цилиб, хар цандай комплекс соини курсаткичли шаклда 
ифодалаш мумкин:

г  =  г е  .

М и с о л .  1, i, 1 +  i, — i сонларии курсаткичли шаклда ифо- 
далапг.

Е ч и ш.  1) Агар Zj =  1 булса, г =  1, ф =  2л£ булади, шу са­
бабли

1 =  cos 2 nk +  i sin 2 n k  =  e 2nkl.

2) z2 =  i, r =  1, ф =  шу сабабли:
Я  .

я  . . . п  2  1I - co s----- Ь I sm —  =  е2 2

г — п
3) г 3 =  1 +  i, г  =  у  2 , ф =  —г , шу сабабли



4) z4 =  — /, г =  1, ф =  "у , шу сабабли

З л

Зл . . . Зя— i =  co s------Ь I sin —  =  е
2 2

Купайтириш, булиш, даражага кутариш ва издиз чицариш амал- 
лари курсаткичли шзклда осон бажарилади.

г, =  гх е'4’*, г2 =  гг е<<р* булсин. У ^олда:

г, г2 =  г, ■ r2 =  rr r2 ei(<Tl +  »■>, гп =  гп
<р | 2лк .

±L =  [ 1 ^ 1  =  Ll  У ~г  =  =  \ ~ г  - в " \
г2 г2 е1®' гг

Бу формулалар шу амалларнинг узи учун тригонометрик шаклда 
чицарилган формулалар билан бир хил

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Комплекс сон деб нимага айтилади?
2. К,андай комплекс сонлар тенг, ^андаЛлари ^арама- ^арши, н;андайлари ^ушма 

комплекс сонлар дейилади?
3. Комплекс сон цандай ^ичиб геометрик тасвирланади?
4. Комплекс соннинг тритон:)метрик шакли ^а^ида гапириб беринг. Комплекс 

соннинг модули леб, аргумента деб нимага айтилади? Уларнинг узгариш 
сохалари ^андай?

5. Комплекс соннинг алгебраик шакли билан тригонометрик шакли орасидаги 
богланиш ^андай?

6. Алгебраик шаклдаги комплекс сонларнн н;ушиш, айириш, купайтириш ва 
булиш н;олдатар:1 к;андай?

7. Тригонометрик шаклдаги к о м тек с  сонтарни купайтириш ва булиш форму- 
лаларини чи^аринг.

8. Тригонометрик шаклдаги комплекс сонларни даражага кугарипшинг Муавр 
формуласини ёзинг. Мисол келтирииг.

9. Комплекс узгарувчининг функцияси деб нимага айтилади?
10. Эйлер формуласини ёзинг.
11. Комплекс соннинг курсаткичли шакли цандай?

10-§. Комплекс сохада куп^адлар

Т а ъ р и ф .  п- даражали кущ ад  ёки полином деб

а0х ‘ +  а1хп~~1 +  о, / 1-2 +  . . . +  оп_, х +  ап

куринишдаги ифодага айтилади, бунда п >  0 — бутун сон, а Ф 0 , 
о„  о2, . . . , ап лар эса куп^аднинг коэффициентларидир.

Куп.^адлар ушбу белгилар билан белгиланади: Р(х), Q (х), R  (х), 
q{x), г{х).

Купхад п- даражали купхад эканини таъквдташ учун у

Р , М )
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каби ёзилади. х >згарувчи ва коэффициентларнинг ^аммаси сонлар, 
умуман айтганда комплекс сонлардир. ап ни озод ,\ад, а0 ни юцори 
коэффициент, п ни эса купхаднинг даражаси дейилади.

Хусусан, п =  0 да Ра (х) =  ап (бунда а0 Ф 0) нолинчи даражали 
куп^адга эга буламиз.

Агар иккита Рп (х) ва Qn (х) куп^адларнинг х узгарувчининг бир 
хил даражали олдидаги коэффициентлари тенг булса, бу куп>;адлар 
тенг дейилади:

р п (х )  =  Q n М -

Тенг куп^адлар х нинг барча цийматларвда бир хил цийматлар 
цабул цилади.

Куп^адларни и,ушиш, айириш, купайтириш га булиш мумкия.
Иккита Рп(х) ва Qm(х) купхаднинг йигиндиси (айирмаси) деб 

шундай куп^адга айтиладики, бу купхаднинг хар бир х нинг дара­
жаси олдидаги коэффициенти Prl (х) Еа Qm (х) куп^адлардаги х нинг 
шу даражалари олдидаги коэффициентлари йигиндиси (айирмаси) га 
тенг булади.

1 - мисол .  Ушбу

р 3 (х) =  3 х3 — 5 х2 +  х — 4,
Qt (x) =  х* +  2 х3 — 3 х +  5

куп^адлар берилган. Шу куп^адларнинг йигиндиси ва айирмасини 
топинг.

Е чи'ш. Р3 (х) +  Q4 (х) =  (3 х3 — 5х2 +  х — 4) +  (х4 + |2 х 3 —
— З х +  5) =  х4 +  5х 8 — 5хг — 2х  +  1;
Р3 (х) — С?4 (х) =  (Зх 3 — 5 х 2 +  х — 4) — (х4 +  2х3—
— 3 х +  5) =  — х4 +  х3 — 5 х2 +  4 х — 9.

Иккита Рп(х) ва Qm (х) куп^адни купайтириш учун Рп (х) куп­
хаднинг хар бир хадини Qm(x) купхаднинг хаР бир хадига купай­
тириш ва натижаларни цушиш керак.

Купхадларни цушиш, айириш ва купайтириш амаллари арифметик 
амалларнинг асосий хоссаларига эга.

2 - м и с о л .  Биринчи мисолда берилган Р3(х) ва Q4(х) куп.^адлар- 
ни купайтиринг.

Ечиш:  Ря (х) • Q4 (х) =  (3 х3 — 5 х2+ х  — 4) • (х4+ 2  х3 — 3 х +  5) =  
=  Зх7 +  6  X е —  9 х 4 +  15х3 —  5 х8 —  10х6 +  15х3 —  25 х2 +  хБ - f

+  2 х4 — З х 2 +  5 х  — 4 х 4 — 8 х3 +  12х — 20 =  З х 7 +  х6 —
— 9xs — 11 х4 +  22 х3 — 28 х2 +  1 7 х — 20.

Купхадларни булиш цолди^сиз (бутун) ва цолдицли булиши мум­
кин

Рп{х) ва Dm (х)—иккита купхад булсин, бунда п >  т.
Рп (х) куп^адни Dm (х) купхад га бутун сон марта булиш дегачи
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^ W  =  Dr: (A)<3n_ m(x) (10. 1)

тенгликни ^акоатлаитирувчи Qn_ m(x) ни ючиш демавдир. Бунда 
Рп (v) булинувчи, D m ( а ) булувчи, Qn_m(x) булинма куп.\ад дейилади.

Купхадларни хар доим хам бутун сон марта булиш мумкин була- 
вермаиди, масалан, х2 +  1 купхад х +  1 купхадга бутуч сон марта 
булинмайди. Аммо купхадларни ^олди^ли булиш хаР доим хам ба- 
жарилаверади.

Рп(х) купхадни Dm(x) купхадга ^олдикли булиш дегани шундай 
иккита Qn-m (х) ва R(x) купхадни топиш демакки, улар учун

PrM ) - D m(x ) .Q n_ m(x) +  R(x)

тенглик бажарилсич. Буида Рп (х) булинувчи, Dm(x) булувчи, R(x) — 
колдик, куп^адлардир. R(x) нинг даражаси Dm (х) булувчи даражаси- 
дан кичик. Хусусий холда. агар R (х) =  0 булса, у холда (10.1) 
формулага эга буламиз, яъни Рп{х) купхад От (х) купхадга цолди^- 
сиз булинади.

Купхадларни булишдан чикадиган булинма ва ^олдикнн топиш- 
нинг хар хил усуллари мавжуд. Купинча «бурчакли булиш» коида- 
сидан фойдаланилади.

3 - м и с о л .  Р 4 (х) =  2 х 1— 5 х 3 +  2х  куп\адни D2( x ) = x - — 1 
купхадга булинг. Булинма ва ^олдикни топинг.

Е ч и ш .  2 х4— 5 х 3 +  2 х х2— I
2 х4 — 2 х2 2 х2 — 5 х +  2
— 5 х3 +  2 х2 +  2 х
— 5 х3______ +  5 х

2 х2 — 3 х
~  2 х2 — 2

— 3 х -(- 2
Бундан:

2 х4 — 5 х3 +  2 х = (х 2 — 1)(2 х2 — 5 х + 2) +  (— Зх +  2),
Qz (x) =  2 х2 — 5 х +  2, Я(х) =  — Зх  +  2.

11-§. Купхаднинг илдизи. Безу теоремаси

Рп ( а )  купхаднинг илдизи деб х узгарувчининг шу купхадни нол­
га айлантирадиган цийматларига айтилади, яъни Рп (а) =  0 булса, 
у холда х =  а  купхаднинг илдизидир.

Рп (х) купхадни х — а  га булишдан чикадиган цолдицни булиш 
жараёнини бажармай туриб тоииш имконини берадиган мухим теоре­
мани исботлаймнз.

Б е з у  т е о р е м а с и .  Рп(х) купхадни х — а  иккщадга булиш­
дан чщадиган цолдиц Рп (х) кущаднинг х  =  а  даги цийматига 
тенг.
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И с б о т и .  Рп(х) купхадни х — а. икки,\адга булиб, ушбупи топамиз!
Рп (х) =  (*— «) Qn~\ М +  R '

бунда булинма Qn_, (а )  даражаси Р п (х) нинг даражасидан битта кам 
булган куп^ад, цолдик, R  эса бирор сон.

Бу тенгликда х узгарувчига а  цийматни бериб, топамиз:

р п («) =  R,
яъни R =  Рп (о). Шуни исботлаш талаб ^илинган эди.

1-м и с о л .  Р3(х) =  8 х3 +  4 х 2 +  1 купхадни: а) х — 1, 6) x  +  i 
иккихадларга булищдан чикадиган цолди^ни топинг.

Е ч и ш .  а) Я =  /> ,(|) =  8 • I8 +  4 • 12 +  1 =  13.
б) Я ' = Я , ( — i) =  8 (— 03 +  4 ( - г )2 +  1 =  — 8 Iя f

+  4 I* +  1 =  8 г — 4 +  I =  8 г — 3 =  — 3 +  8 г.
Б е з у  т е о р е м а с и  н а т и ж а с и .  Агар а  Рп (х) купхаднинг ил- 

дизи булса, яъни Рп (ос) — 0 булса, у холда Рп (х) купхад х — а  га 
цолдиксиз булинади, яъни

Рп(х) =  (х — сс) ■ Qn_ , (х)

купайтма куринишида тасвирланади, бунда Qn_, (а) булинма даража­
си булинуьчи купх;ад Рп (х) даражасидан битта кам булган купхад.

Бошцлча айтганда, Рп (х) купхаднинг а'  — а  иккихадга бутун 
булиниши учун а  Рп (х) купхаднинг илдизи булиши талаб цилинади.

2 - ми с о л .  Р3(х) — х3 — 6 х 2 + 1 1 х — 6 купхад х — 1 иккихадга 
бутун сон марта булинади, чунки Я3 (1) =  0. Шу купхаднинг бош- 
ца илдизларини топинг.

Е ч и ш.  Р3 (х) купхадни (х— 1) иккихадга булишдан чикадиган 
булинмани топамиз:

х3 — 6 х2 + П х  — 6 х — 1
X3—*2____________ * г _ 5 х  +  6
— 5 х2 +  11 х — 6 
-— 5 х~ +  5 х 

6 х — 6 
~ 6 х — 6

О
Шундай цилиб,

Р3 (х) =  (х — 1) • (х2 — 5 х +  6)

тенгликка эга буламиз. Агар х2 — 5 х  +  6  ни нолга тенгласак, Рл (х) 
нинг долган илдизларини топамиз: х2 — 5 х  +  6  =  0, бундан х1 = 2 ,  
х2 =  3.

Демак, Р3 (х) =  (х — 1) (х — 2) (х — 3).
Купхадни даражаси нолга тенг булмаган иккита ёки бир нечта 

купхаднинг купайтмаси шаклида тасвирлаш купхадни купайтувчи- 
ларга ажратиш дейилади.
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12- §. Алгебранинг асосий теоремаси. Купхадни чизикли 
купайтувчиларга ажратиш

Куйвдаги теорема хар кяндай купхад илдизга э п  буладими, де- 
гаи саволга жавоб беради.

А л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а с и :  хрр кандай п- даража­
ли кущ ад камида битта илдизга эга.

Теоремани исботсиз ^абул киламиз. Бу теореманинг натижаси 
сифатида ^уйидаги теоремани исботлаймнз.

Т е о р е м а ,  п-даражали %ар цандай Рп (х) =  а0хп +  агхп~  +
+  . . .  +  ап купхад х — а  куринишдаги п та чизщли купайтувчига 
ажралади, яъни:

Рп (*) =  аи (х — «г) (х — а 2) . . . (х — од .

И с б о т и .  Алгебранинг ясосий теоремасига биноан Рп(х) купхад 
камида битта илдизга эга. Уни щ  билан белгилаймнз. У холда Безу 
теоремасининг натижасига кура бундай ёзиш мумкин:

Рп(х) =  (х — CXi) (х),

бунда Qn_ t (х) купхад (п — 1)-даражали купхад. Безу] теоремасини 
^улланиш мумкин. Бунга нисбатан сс2 Qn_, (х) купхаднинг илдизи 
булсин, у холда

( * )  =  ( X  —  « 2 )  Q n - 2  ( * ) »

бунда Qn_ 2(x) (п — 2)-даражали купхад.
Жараённи давом эттириб,

Ql (x) =  (x — a r)  • Q0

га эга буламиз, бунда Q0 — даражаси «олга тенг булган купхад, 
яъни бирор сон. Бу сон х  олдидаги коэффициента тенг, яъни

Qo ~  ао
экани равшан.

Топилган тенгликлар асосида бундай ёзиш мумкин:

Рп( х ) = а 0(х — а 1)(х — а 2) . . . (х — ап).

Шуни исботлаш талаб ^илинган эди.
Энг охирги ёйилмадан а ъ а 2, . . . , ап сонлар Рп (х) купхаднинг 

илдизлари экани келиб чикади, чунки|

х  =  a lt х ]=  а г, . . . , х =  ап

ларни цуйилганда ёйилманинг унг цисми нолга тенг булиши келиб 
чицади.

Х у л о с а :  п -даражали купхад п тадан ортиц илдизга эга була 
олмайди.



13- §. Х,а^и^ий коэффициентли купхадни чизикли ва 
квадрат уч^ад куринишидаги купайтувчиларга ажратиш

1. Купхаднинг квадрат уч^ад куринишидаги илдизлари хасида.
Агар п- даражали купхаднинг чизикли купайтувчиларга ёйилмаси

Я „ ( х ) = о 0(ж — а !>(ж — ех*) . . . (х — ап) (13.1)

да баъзи чизикли купайтувчилзр бир хил булса, уларни бирлашти- 
риш мумкнн. У ,\олда (I3.I) ёйилма ушбу куринишни олади:

РпМ  =  а0 (х — а х)'!' (х — а 2)к‘ . . .  (л: — сст ) Ч

бунда k1 -\-k2 -\- . . .  + A m= n .  Бу ^олда а , илдиз карралилиги кг 
га тенг илдиз ёки кх каррали илдиз, а 2 эса k2 каррали илдиз дейилади 
ва ^оказо. Карралилиги 1 га тенг булган илдиз оддий илдиз дейи­
лади.

Масалан, Р6 (х) =  3 (х — 2)- (х +  З)3 (х — 4) купхад ушбу илдиз- 
ларга эга: «1 =  2 — карралилиги 2 га теиг. 

а 2 — — 3 карралилиги 3 га тенг. 
а 3 — 4 оддий илдиз.
Агар купхад карралилиги k га тенг булган илдизга эга булса, 

у холда купхад k та бир хил илдизга эга деб ^исобланади.
Х у л  ос а: п- даражали хар ^андай купхад роппа-расо п та нл- 

дизга (ха^и^ий ёки комплекс) эга.
2 . Купхаднинг комплекс илдизлари хасида. (13.1) формулада а и 

а 2, . . . , ап илдизлар хаКиК™ илдизлар булиши хам, комплекс ил- 
дизлар булиши хам мумкин. Куйидаги теорема уринли.

Т е о р е м а .  Агар ущ щ ий коэффициентли Рп (х) купхад а  —
=  у +  i б комплекс илдизга эга булса, у  холда a  =  у  — г 6 
цушма илдизга хам эга булади.

Бу теоремани исботсиз хабу л к;иламиз.
Бу теоремага асосан (13.1) ёйилмада комплекс илдизлар уз куш- 

ма жуфт лари билан катнашади.
(13.1) ёйилмада комплекс кушма илдизларга мос келадиган чн- 

зицли купайтувчиларни купайтирамиз:

(х — а)(х — а) =  (х — (у + 1 б)) • (х — (у — г б)) =
=  ( ( * - V) -  / в) • ((* -  V) +  * б) -  (x - У )2 ~  i2 б2 =

=  х2 — 2 x y  +  y2 +  62. (13.2)
— 2 у =  р, Y2 +  б2 =  Ц деб белгилаймиз, бунда р  ва q — хакиций 
сонлар. У ^олда (13.2) тенглик бундай куринишни олади:

(х — а) (х — а) == х2 +  рх  +  q.
Шундай цилиб, ед’шма илдизларга мос келадиган чизикли купай- 

тувчилар купайтмаснни хакикий коэффициентли, дискриминанта ман- 
фий булган квадрат учхад билан алмаштириш мумкин.

Агар a  =  Y +  i б карралилиги k га тенг илдиз булса, у холда 
a  =  Y — *б К1' шма илдизнинг карралиги хам худди шу k га тенг
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6v пади. Бу холда (v — а)* ■ (х — а  )к купайтмани ^аки^ий коэффи­
ц иен т™  шу k даражали квадрат учхад билан алмаштириш мумкин, 
яъни:

(х — a f  (х — а  )* =  ((х — а) (х — ос ))* =  (х2 +  рх +  q)k.
Шундай цилиб, хакикий коэффициентли хаР цандай купхад те- 

гишлича каррали биринчи ва иккинчи тартибли хациций коэффицненг- 
ли купайтувчиларга ёйилади, яъни:

Рп (X) =  о„ (х —  «1 .)*' ■ (* — a 2)kl . . . (х — ar )k'  • (x2 +  pxx  +  <?,)4 x  

X (x2 +  p2x +  q2Y' . . . (x2 +  ptx  +  QiY1' 

бунда kx +  k2 -f- ■ • • +  kr +  2 S! +  2 s2 +  . . .  + 2 sl =  n.
Бу ёйилмада (x — а)к куринишдаги чизшуш купайтувчилар кар- 

ралилиги k га тенг булган ха^и^ий илдизларга, (х2 +  рх +  qY кури- 
иишдаги квадрат учхадлар эса карралилиги s га тенг булган ком­
плекс цушма илдизлар жуфтига мос келади.

М и с о л .  Ушбу Р7 (х) =  хт +  х5 — х4 +  х3 — х2 — 1 купхадни ку­
пайтувчиларга ажратинг.

Е ч и ш .
Р7 (х) =  (х7 +  X5 +  X3) — (х4 +  X2 +  I) =  х3 (х4 +  X2 +  1) —

— (X4 +  X2 +  1) =  (х4 +  X2 +  1)(х3 — 1) =  ((х2 +  I)2 —
— х2)(х — 1)(х2 - f  х +  1) =  (х — 1) (х2 — X +  1)(х2 +  х +  I)2.

У з - у  з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Купхад деб нимага айтилади?
2. К,андай куп^адлар тенг куп^адлар дейилади?
3. Куп^адларни ^ушиш, айириш, купайтириш цоидалари ^андай?
4. Купхадни купхадга бутун сон марта булиш амали нимадан иборат?
5. Купхадни купхадга цолдшуш булиш амали нимадан иборат?
6. «Бурчакли булиш» га мисол келтиринг.
7. Купхаднинг илдизи дейилганда нимани тушунилади?
8. Безу теоремасини исботланг.
9. Безу теоремасидан келиб чи^адиган натижани ифодаланг.

Ю. Алгебранинг асосий теоремасини ифодаланг.
И . Купхадни чизшуш купайтувчиларга ажратиш хакидаги теоремани исботланг.
12. Купхаднинг ^андай илдизлари каррали илдизлар дейилади? Мнсол келти­

рииг.
13. Комплекс ^ушма илдизлар хасида гапириб беринг.
14. Купхадни чизикли ва квадрат уч^ад куринишдаги хациций купайтувчиларга 

ажратиш (ёйиш) жараёнини тавсифлаб беринг. Мисол келтиринг.



)

6 - б о б
БИР УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯЛАРИНИНГ ИНТЕГРАЛ Х,ИСОБИ

1- § .  Бошлангич функция

Дифференциал хисобликг асосий вазифаси берилган F(x) функ­
цияга кура унинг ^осиласи F' (х) =  /  (х) ни ёки дифференциали 
F' (x)dx =  f (x )d x  ни топишдир.

Интеграл хисобнинг асосий вазифаси бунинг тескарнси булиб, F (х) 
функцияни унинг маълум /(х) хосиласига ёки f(x)dx  дифференциалига 
кура топишдан иборат. Бу икки амал узаро тескари амаллардир.

Т а ъ р и ф .  Бирор оралнцда аникланган /  (х) функция учун бу 
оралицнинг ^амма ^ийматларида

F' (х) =  /  (х) ёки dF (x)  — /  (х) dx

шарт бажарилса, у холда F(x) функция /(х) нинг бошлангич функ- 
цияси дейилади.

1 - м и с о л .  F (х) =  sin х функция бутун сонлар тугри чнзигида 
/(х) =  cos х функциянинг бошлангич функцияси булади, чунки х  
нинг истаган киймати да

F' (х) =  (sin х)' =  cos х — f  (х)
ёки

dF  (х) =  d (sin х) =  cos х dx =  /  (х) dx 
тенглик тугри булади.

2 - ми с о л. F (х) =  х3 функция сонлар "тугри чиздаининг з^амма 
нуцталарида /  (х) =  3 х2 функциянинг бошлангич функцияси булади, 
чунки х нинг истаган цийматида унинг хосиласига нисбатан

F' (х) =  3 х2 =  /  (х), 

дифференциалига нисбатан
dF (х) — 3 x2dx =  f  (х) dx

тенглик тугри булади.
Берилган функциянинг бошлангич функциясини топиш масалас» 

бир цийматли ^ал килиимайди. Х,акик,аган ^ам, агар F (х) функция 
/(х) нинг бошлангич функцияси булса, у холда F (х) +  С функцш 
^ам (бунда С — ихтиёрий узгармас сон) / (х) нинг бошлангич функ-
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цияси буладн, чунки С нинг истаган киймати учун (F(x)  +  С )' =  /(л) 
булади. Масалан, 1- мисолда /  (х )= cos л: функциянинг бошлангич функ­
цияси фа^ат sin х эмас, балки sin х С функция ?\ам булади, чунки 
/sin х - f  С)' =  cos х. Худди шундай, 2- мисолда f  (х) =  3 х2 функция- 
1инг бошлангич функцияси факят х3 эмас, балки X я -Ь С функция 
;ам булади, чунки

[(.х3 +  С)' =  Зх2.
Энди, агар f{x) функциянинг бошлангич функцияси F (х) булса, 

у холда F (х) С функциялар туплами /(х) нинг хамма бошлангич 
функцияларини уз ичига олади, бунда С — ихтиёрий узгармас сон. 

Бу куйидаги леммадан келиб чикади.
Л е м м а .  Агар F (х) еа Ф (х) функция f  (х) нинг икки бошлан­

гич функциялари булса, у  .\олда Ф(х) =  / Г(х) +  С булади, бунда 
С — ихтиёрий узгармас сон.

И с б о т и .  F (а) ва Ф(х) функция /(х) нинг бошлангич функция­
лари булгани учун

F' (х) =  /  (х) ва Ф ' (х) =  f (х)

тенгликлар тугри булади. Ёрдамчи R(x) функцияни киритамиз:

R(x) =  0 ( x )  — F(x).

Унинг хосиласи х нинг хамма кийматларида нолга тенг, цгцщатап 
Хам,

R \ (х) =  [Ф (х) -  F (х)]' =  Ф ' (х) -  F  (х) =  /  (х) -  /  (х) =  0.

Лекин R' (х) =  0 тенгликдан R  (х) нинг узгармас сон экани келиб 
чикади. Фараз килайлик, х0 — аргументнинг тайинланган киймати, х 
эса унинг истаган ^иймати булсин. [х0, х] ораликда Ла1ранж фор­
муласини тузамиз:

R ( x ) - R ( x 0) =  R’ © ( х - х п), (1.1)

бунда В— х0 ва х орасидаги бирор циймат (х0<  £ <  х).
Биз R' (х) — 0 течглик х нинг хамма цийматида, шу жумладан, 

I да хам, R' (?)'— 0 булгани учун

R(x) — R (х0) =  0, яъни R(x) =  R (х0)

ни хосил кдгамиз. Бу холда R  (х) функциянинг циймати х нинг хамма 
цийматида бяр хих1 булишини билдиради, яъни R  (х) функция С =  
г  - R (х0/ ГоиЛИй к.ийматини саклайди. Шундай килиб, R{x) — C ёки

'ч Ч. (г' ( \ =  с.
г  Р (х'1 ~  F (х) -f- С экани келиб чикади, шуни исботлащ

$ -ди.
тенглик тхгри леммаДан> берилган функциянинг иккита бошлангич 

Ju функцияси Б\^иРидан Фак.ат узгармас соига фарь̂  цилиши мумкин, 
дейилади ^(х)  бошлангич функция маълум булса, у холда

1 Масалан, агшланрич функциялар F (х) +  С формула билан ифо-
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Т а ъ р и ф .  Агар F(x) функция бирор орали^да [ (х) функциянинг 
боплангич функцияси булса, у \ ,чда F (х) +  С (бунда С — ихтиёрий 
доимий) функциялар туплами щу кесмада f  (х) функциянинг анщ нас  
интеграла дейилади ва

\ f(x)dx  =  F(x) +  C

каби белгиланади. Бу ерда /’ (х)— интеграл остидаги функция, 
f ( x ) d x — интеграл остидаги ифода; х  — ннтеграллгш узгарувчиси, j  
белги интеграл дейилади.

Ани^мас интегрални топиш жараёни ёки берилган функциянинг 
бошлангич функциясини топиш жараёни интеграллаш дейилади. Кес­
мада узлуксиз булган истаган функция шу оралик;да бошлангич 
функцияга эга, демак, ани^мас интегралга ^ам эга эканини исботсиз 
айтиб утамиз.

1 - мис ол .  f cos х dx =  sin х +  С, чунки (sin л;)' =  cos х.
2- м и с о л. (' 3 x-dx =  х3 -f- С, чунки (х3)’ =  3 х2.
Бошлангич функцияларнинг графиги интеграл эгри ч и з и р и  деГш- 

лади, шунинг учун ани^мас интеграл геомгтрик жи\атдан ихтиёрий 
С узгармасга борли^ булган ^амма эгри чизиклар тупламини ифода- 
лайди (143-шакл).

3 - м и с о л. j- 2 xdx =  х- -f- С, чунки (х2)' =  2 х. Бошлангич функ- 
циялардан бири F(x) =  x- нинг графиги парабола булади. F (х) +  
+  С =  х2 +  С ани^мас интеграл— параболалар туплами булиб, уни 
ихтиёрий С га турли кинматлар бериб >^осил ^илиш мумкин.

Бу тупламни F (х) =  х2 нинг графигини Оу уки буйича параллел 
суриш йули билан ясаш мумкин.

Ани^мас интегралнинг хоссаларини цараб чицишга утамиз:
I. Ани^мас интегралнинг ^оситаси интеграл остиааги функцияга

тенг, яъни

( j/ (x )d * ) '= /(*)■

II. Ани^мас ИНТ1’11Ф ^р'нЧ^^“Ф" 
ференциали интегр-1̂  
тидаги ифодага - сб1  6е^ < *

2 -§ . Аницмас интеграл ва унинг хоссалари

III. Бирор q, i*) 
ласидан олинга
рал шу функция v^v

- хсО*- 
% 

(  .узгармаскинг ии> пищ масалас>. f 
яъни /•' (х) функция С

С F' (x\dx  - ) +  С ФУ“КЦ№J Г  ш л э н р и ч  функ-
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JV. Бирор функциянинг дифференциалиден олинган аникмас ин­
теграл шу функция билан ихтиёрий >згармаснинг йигиндисига тенг, 
яъни

j  dF{x) =  F { x ) + C .

Келтирилган хоссалардан келиб чикадики, бири иккинчисидан ке- 
йин бажариладиган дифференниаллаш ра интеграллаш амаллари бир- 
бирининг натижаларини йу^отади (бу хол уларнинг узаро тескари 
амаллар эканини тасдиклайди).

Келтирилган хоссалардан бирини, масалан, I хоссани исботлай- 
миз. Х,акикаган хам,

( J  f(x)dx)'  =  (F (х) +  С)' =  Г  (х) =  f(x).

II, III, IV хоссалар хам шунга ухшаш исботланади.
V. Узгармас купайтувчини интеграл белгиси ташкариснга чика- 

риш мумкин, яъни агар k =  const Ф 0 булса, у хо-чда

f k J (х) dx — k \ /  (x) dx.

VI. Чекли сондаги функцияларнинг алгебраик йипшдисидан олин­
ган аникмас интеграл шу функцияларнинг хар биридан олинган ашщ- 
мас интегралларнинг алгебраик йигиндисига текг, яъни

j  (fi М  +  / 2 М  — /з (*)) dx =  j  /, (х) dx +  j  / 2 (*) dx — j  /3 (v) dx.

Энди, V хоссани исботлаймнз.
^аки^атан хам, агар F (х) функция /(х) кинг бошлангич функ­

цияси булса, яъни F' (х) =  f(x) булса, у холда kF (х) функция k • /  (х) 
нинг бошлангич функцияси булади, чунки

(kF(x))' =  kF'(x) =  k[(x),
бунда k =  const ф  0. Бундан

]k f { x )d x  =  kF(x) +  C =  k [ F { x )  +  ^ )  =  k(F{x) +  C) =  k f f(x)dx

~c
келиб чикади, бу ерда С =

VI хоссани хам шунга ухшаш исботлаш мумкин.
VII. Агар F (х) функция /  (х) учун бошлангич функция булса, 

яъни
j 7  ( x ) d x = F  (х) +  С,

булса, у холда

J  f(u)du  =  F(u) +  C

тенглнк тугри булади, бу ерда и =  и (х) х нинг дифференциалланувчи 
функцияси. Бу хосса интеграллаш формулаларининг инеариантлиги 
Дрйилади.

Масалан, агар
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булса, у холда

[ cos xdx =  sin х +  С 

[ cos х- ■ dx2 =  sin x2 +  С

булади. Натижанинг туирилигига ишэнч ^осил ^илиш учун тенгла- 
манинг чап цисмининг ва унг цисмининг диф^еренциалини ^исоблаш 
етарли (И хосса). ^а^и^атан

Интеграллаш чиффзргнциалляшга тескари амал булгани учун 
асосий интеграллаш формулаларини бгвосита топиш мумкин, бунда
VII инвариантлик хоссасини \исобга олиш керак.

Х|амма формулаларда и ^арфи билан ёки эркли узгарувчи, ёки 
эркли узгарувчининг бирор кесмада диф {зеренциалланувчи ихтиёрий 
и =  и(х) функцияси белгиланади. К,уйидч келтирилган интеграллар 
интеграллар жадвали дейилади.

d (sin х2) — cos х2 dv2

ва

3- §. Асосий формулалар жадвали

(а  Ф  — 1).
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Интеграллашнинг иккита энг оддий усулнни к а раб чикамиз: бесо- 
cumci интеграллаш са дифференциал белгиси остига киритиш.

I. Б е п о с и т а  и н т е г р а л л а ш  у с у л и  интеграл белгиси ости- 
дагн функцияни алмаштириш, V ва VI хоссаларнн кулланиш, шунинг- 
дек, иктеграллашнинг асссий формулалари жадвалидан фойдаланиш- 
дан иборат.

1- м и с о л .  Интегрални топинг:

f ^ i f e l d x .
J > х

Е ч и ш .  Суратни махражга булиб, кеСин зса V ia VI хоссаларнн 
цулланиб, интеграл белгиси остидаги функцияни алмаштирамиз га ин­
теграллар жадвалидан фоидаланиб куйидагини ^осил г^иламиз:

J *2+ 5r '  d « ° J ( x f +  S x ^ - J U )  d x = J x ^ d *  +

+  5 j  x 2 dx — J  x 2 - f  Cx - f  5 • ^  x 2 +  C2 — 2 \  x + C 3=

=  2 / 7 ( | + | x - l )  +  C, C =  C , + C 2 +  C3.

Э с л а т м а .  Хар бир интегрални хиссблагандан су к г ихтиёрий уз- 
гармасларни куйиш (мисолда килинганидек) шарт эмас: одатда хамма 
ихтиёрий доимийлар жамлакади ва битта С харфи билан белгиланган 
жамлаш натижаси, дархол охирги натнжага ёзилади.

II. Д и ф ф е р е н ц и а л  б е л г и с и  о с т и г а  к и р и т и ш  у с у л и  
интеграл остидаги ифодани алмаштиришдан иборат. Масалан:

dx =  d (х +  a), dx — — d (kx) =  — d (kx - f  a), 
k k

x d x = - i ~ d x 2, cos xdx — d  (sin x), — =  d(Inx) ва к.
2 x

2- м и с о л .  (x - f  2) '00 dx интегрални топинг.
Е ч и ш .  dx =  d ( x - f  2) булгани учун к;уиндагиии ^осил киламиз:

f (х +  2),0° dx =  f (х +  2)100 d  (х +  2) =  (Х^ )1И +  С.

3- м и с о л .  j" cos 5 xdx интегрални топинг.
Еч и ш.  Интеграл белгиси остидаги ифодани 5 га купайтирзмиз 

ва буламиз. 5 купайтувчини дифференциал белгиси остига кнрита- 
миз:

d x =  — -d (5х).
5

4- §. Интеграллашнинг энг оддий усуллари
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К*уйидагини хосил киламиз:

J  cos 5 xdx =  - j  J  cos 5xd (ox) =  +  C.

л Г xdx4- м и с о л .  j _g^  t интегрални топинг.

Еч иш.  К-чсрнинг сурат ва махражини 2 га купайтирамиз. 2х ку- 
пайтувчини дифференциал белгиси остига киритамиз:

xdx =  — .2  xdx =  — d  (х2) =  — d(x- +  1).
2 _ - 2 . 2
J -

Бундан хуйидагини хосил киламиз:

Г Х*Х- = — Г d(xl ~ y j l)- = - 1 . 2 i V  +  1 + С  =
J л а2+  1 2 J , х * +  1 2

=  ) 'х г + Т + С .
с Г dx5- м и с о л .  I ------- интегрални топинг.

Ечиш.  Касрнинг сурат ва махражини 3 га купайтирамиз. Зх ни 
дифференциал белгиси остига киритамиз:

In 13х— 21 +  с.
J  Зде — 2 3 J  За: — 2 3 J  Зх — 2 3 '

Э с л а т м а .  Интеграл остидчги функциянинг сурати махражининг 
ХОсиласига тенг булса, у холда интеграл махражиииг абсолют кий­
мати логарифмига тенг булади.

Масалан,

Г ctgxdx =  Г с°- х- dx =  Г - 1- - dx =
J  J  sin х J  sin x

=  f rf- ( ^ L * L = i n | s i n x |  +  C.
J  sin x

5- §. Аникмас интегралда узгарувчини алмаштириш

Иитеграллашнннг яиа бир усули билан танишамиз. Жадвалга 
кирмаган | / (х)d к интегрални хисоблаш керак булсин. х ни / эрк­
ли узгарувчининг бнрор диф^ергнциалланувчи функцияси орцали ифо- 
далаб, иитеграллашнннг янги t узгарувчи:ини киритамиз: х =  <р (t), 
бунга тескари t =  ^(v) функция мавжуд булсин, у х°лда

dx =  ф' (0  dt
булиб,

f f ( x ) d x =  j  /(ф (О )ф '(О Л  (5.1)

эканини исботлаймнз. Бу тенгликни хуйидагича тушунамнз: тенглик- 
нннг \н г  цисмида интеграллашдан сунг эскн х узгарувчига цайтиш 
керак.
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Иеботлаш учуй (5.1) тенгликнинг чап ва унг киечидан олинган 
длфференциални топамиз, бунда 2- § даги II хосса дан фойдаланамиз. 
Натижада куйидагини хосил киламиз:

d (\ f (х) dx) =  / (v) dx, (5.2)

d  ( J  /  (cp (0) Ф' (0 dt) -  f  (ф (/)) ф' (0 dt =  f(x)  rfx. (5.3)

(5 2) ва (5.3) формулаларни такксслаб (5.1) генгликнинг чап ва унг 
киемларининг дифференциаллари тенг эканини курамиз. Бу эса бош­
лангич функциялар факат узгармас кушилувчига фарц килиши мум- 
кинлигини англатади. (5.1) формуланинг тугрилиги исботланди.

, ,  С dxМ и с о л .  \ ------  - интегрални топинг.
J  -«1 х + 1

Еч и ш.  х -}- 1 =  /2 деб белгилаймиз, бунда х =  t% — 1 ва dx =  
=  21 dt булади. Интегралда узгарувчини алмаштирамиз. Бундан

Г---- ------=  Г — 2tdt - = о  =
J x  у х + 1  J J / s - i  I

У Т + Т _ 1
<+ 1

=  In +  С.
у  X +  1 +  1

6- §. Булаклаб интеграллаш

Интеграллашнинг яна бир усулини караб чицамиз, у икки функ- 
циянинг купайтмасини дифференциаллаш формуласидан келиб чи- 
цади.

Фараз кнлайлик, и (х) ва v(x) — х нинг дифференциалланувчи 
функциялари булсин. Бу функциялар купайтмасииинг дифференциа- 
лини топамиз:

d(u-v) =  vdu +  udv,
бундан

udv =  d (uv) — vdu.

Охирги тенгликнинг иккала ^исмини интеграллаб, куйидагини топа­
миз:

| udv j' d (uv) — \ vdu

ёки
|  udv =  u v — \ vdu. (6 .1)

(6 1) формула булаклаб интеграллаш формуласи дейилади.
Ода!да, (6 . 1) формула остидаги функция турли синфдаги даражали 

ва курсаткичли, даражали ка тригонометрик, тригонометрик ва кур- 
саткичли ьа ^оказо функцияларнинг купайтмаси сифатида ифодалан- 
гандагина цулланилади. Бунда интеграллариинг икки турини ажратиб 
кУрсатиш мумкин, улар учун нимани и деб ва нимани dv деб кабул 
Цилиш кераклигини курсатиш мумкии.
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Б и р и н ч и т у р г а Р п (х) куп.\аднинг курсаткичли ёки тригоно­
метрик функцияга купаигмасини уз ичига олган интеграллар киради. 
Бу ерда и орхали Рп (х) купхад белгиланади, долган хамма ифода 
эса dv  ор^али белгиланади.

И к к и н ч и  т у р г а  P J x )  купхаднинг логарифмик ёки тескари 
тригонометрик функцияга купайтмаси ^атнашган иитеграллар киради 
Бу холда du билан Рп (х) dx ифода белгиланади, цолган хамма ифэда 
эса и билан белгиланади.

(о ни топищда узгармас С ни ёзиш керак эмас, уни биз охирги на- 
тижада ёзамиз).

(6 .1) формулани тузамиз:

Келтирилган турлар булаклаб ’интеграллаш ^ондасини ^уллаш 
мумкин булган хамма холларни уз ичига олмайди, атбатга.

Бу формула такроран бир неча марта хулланилищи мумкинлигиии 
айгиб утамиз.

Купинча шундай интеграллар хам учрандики, бунда (6.1) форму­
лани такроран хуллаш натижасвда дастлабки интеграл хосил булади. 
Бу холда хосил хилинган тенгламани дастлабки интегра тга нисбатан 
ечиш керак.

j  хе х dx  =  — хе х +  J е"тХ dx — С — хё~х — ё“ х

2- м и с о л .  ] In2xdx интегрални топинг. 
Е ч и ш .

I ?  Л ,  . { и — In х, du =  rf— I =  xIn2л: — 2 J lnxdx =  j x
I do =  dx, v — x

xln2x — 2 ( x l n x — j dx) =  x  1пгx — 2x l n x  +  2 t  +  C =a 
=  x (In2 x — 2 In x +  2) -f- C.

3- м и с о л .  /  =  J ex cos xdx ингегрални топинг.
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Еч и ш.
С ( и =  е* , du = е * dx) _

1 =  J е cos xdx — |  _  cos у _  sjn t  j —

f du =  exdx. ]
=  e* sin x -  j  e* sin xdx =  J dy =  sm ^  0 =  _ cosxj =

=  e* sin x +  e* cos x — J  e* cos xdx =  e* (sin x - f  cos x) — I.

>^осил ^илннган /  =  e* (sin x +  cos x) — I муносабатдан

2 /  =  e* (sin x +  cos x).

эканини топамиз, бундан цуйидагига эга буламиз:
ехI =  — (sin х -f- cos х) +  С.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Берилган функциянинг бошлангич функцияси деб нимага айтилади? Мисоллар 
келтиринг.

2. Бошлангич функциялар э^уидаги леммаларни исботланг.
3. Берилган функциянинг аннцмае интеграли деб ничага айтилади?
4. Аникмас интегралнинг энг оддий хоссаларини ифодаланг ва исботланг.
5. Лницмас интегралда булаклаб интеграллаш формуласини чшулрннг. Мисоллар 

келтиринг.
6. Булаклаб интеграллаш усули ёрдамнда амалга оширпш маьсалга мувофиц 

булган интегралларнинг турларини айтинг.
7. Аиицмас интегралда узгарувчини алмаштириш усули нимадан иборат? Мисол­

лар келтиринг
8. 1685—1700, 1709— 1720, 1832— 1850, 1860— 1885- масалаларни ечинг.

7- §. Каср-рационал функцияни оддий касрларга ажратиш

Бу параграфда келтирилган маълумоглар бизга асосан каср-рацио­
нал функцияларни интеграллащда керак булади.

Маълумки,

Рп(*) =  а0хп +  0 lxn- '  +  а2хп~2 +  . .  . +  х +  ап

функция даражали купхад дейилади, бунда а0, аи а2, . . .  , ап—куп­
хаднинг коэффицнентлари, п — даража курсаткнчи.

Т а ъ р и ф .  Икки купхаднинг нисбати каср-рационал функция ёки 
рационал каср дейилади:

/  Ч __ Q п ( х )  __ Ь 0 Х т  4 -  bxx"1̂ 1 -f- ■ ■ . +  fern —1 X-- f -  bm
P „ (x) a0xn +  a lA-"-1 +  . . . +  on—l x ~ r  an '

Агар m < n  булса, у ^олда рационал каср mi/Fpu, агар т >  п бул­
са, у ^олда рационал каср нотурр i каср булади.

R(x) рационал каср нотугри булган доллар да касрнннг Qrn (х) су- 
ратини Рп(х) махражига одатдагндек булиш йули билан унннг бутун 
Цисмини ажратиш керак:
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Qm (■*) I Pn (x( •

/•(*)
g(x) булинма ва r(x) колди^ купхад булади, бунда г (х) колдик- 

нинг даражаси Р п(х) булувчининг даражасидан кичикдир.
Qm (х) булинувчн р п(х) булувчи хамда q (х) булинманинг купайт­

маси билап г(х) колдикнинг йдаиндисига тенг булгани учун

Q m (x)=  Pn (x)-q(x) + Г (х)
ёки

Рп (х) 4 Рп (X)
айннятни хосил киламиз, бу ерда q(x) — бутун цисм деб аталувчи
купхад, р  ^  тугри каср, чунки г  (х) колди^нннг даражаси Р п (х) нинг
даражасидан кичик.

Шундай килиб, нотурри рационал каср булган ^олда ундан q (х) 
т (х)бутун цисмни ва турри касрни ажратиш мумкин. Бинобарин,

нотурри рационал касрни интеграллаш купхадни ва тугрн рационал 
касрни интеграллашга келгирилади.

I- м и с о л .  Ушбу

я н - - . - Г - нх2 +  х — 2

нотурри рационал касрдан бутун кисмини ажратинг
Е ч и ш .  /?(х) рационал каср нотурри каср, чунки суратнинг да­

ражаси махражнннг даражасидан катта ( 4 > 2 ) .  Купхадларни булиш 
коидаси буйича суратни махражга буламиз:

2л:4 — 3*3 +  1 | х 2 +  х — 2
2л4 +  2х3 — 4х2 J 2х2 — 5х

__— 5х3 -f- 4х2 +  1
— 5х3 — 5х2 +  10*

_  9х2 —  1 0 х +  1 
9х2 +  9 х — 18

— 19* +  19

Шундай килиб,

Л(х) =  2х2 — 5х +  9 +  — 19* + 1 9
х2 +  х — 2

ни ^осил киламиз. Масала ечилди.
Т а ъ р и ф .  Куйидагича касрлар энг содда рационал касрлар де- 

йиладн:
I.

х — а

11 • ( 7 Г ^ г (Л >  2 ва 6ут>'н)-
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УКЛ-К 1 «и te 1Д6
Ax+B Ц>тщ di£tfbiiAjiuuctfak &OMmi

ii] — ----- (махражнинг дискримннантн D < 0 ) .
x2+p* +<?

TV. -----5 с (s 3* 2 ва бутун, D <  0),
1V ( x * + p x  +  q)s y 1 ^

бу ерда Л, Л — бнрор ^ацикий коэффициентлар а, р, q лар з̂ ам з̂ а-
^икий сонлар.

Ушбу

R  (х) =  Q- ^
К Рп(х)

тугри рационал касрни ^араб чи^амиз, бу касрнинг Рп (х) махражи 

(х — а)*, (х1 + р х  I q f
куринишдаги чизикли ва квадрат купайтувчиларга ёйилади, бунда 
(л; — а)* куринишдаги купайтувчи k карраликдаги Ха^и^ий илдизга 
мос келади, (х2 +  рх +  q f  куринишдаги купайтувчи s карраликдаги 
комплекс-цущма илдизларга мос келади (дискриминант D < .  0):

Рп (х) =  а0 (х — a r f 1 ■ (х — к 2)'г’ . . . (х — a rf r • (х2 +  р гх  +  qrf1 X
X (х2 +  р2х +  q2)s‘ . . .  (х2 +  ptx +  qt)s‘. (7.1)

К,уйидаги теорема уринли:
Т е о р е м а .  )\ар цандай

^ ( x) =  QmW.
Р п W

рационал касрни, бунда Рп(х) нинг махражи (7.1) формула буйича 
купайтувчиларга ажратилган. I, II, III, IV турдаги оддий каср- 
ларнинг йиеиндиси куринишида ифодалаш мумкин. Бунда:

а) (7.1) ёйилманинг (х — а) куринишдаги купайтувчисига I тур­
даги битта

А
х  —  гх

каср мос келади-,
б) (7.1) ёйилманинг (х — a)k куринишдаги купайтувчисига I ва

II турдаги k та каср мос келади:
М j _____ A  _i____ As____ |_ _j_ Ak ш

(x — a)k ( x — a)k~ l (х —  а )  (х — а)

в) (7.1) ёйилманинг (х2 +  рх  -J- q) куринишдаги купайтувчисига 
III турдаги каср мос келади:

Ах-}- В 
x2 +  px +  q ’

г) (7.1) ёйилманинг (х2 рх +  q)s куринишдаги купайтувчисига 
III ва IV турдаги s та каср мос келади:

А\Х В\ . АоХ -|- В2 . , А$х -f- В$



Тугри рационал касрнинг оддий касрлар йигиндисига ёйилмасида 
А, В коэффициентларни аниклаш учун турлн хил усуллар мавжуд, 
улардан биттасини мисолларда тушунтирамиз: сон кийматларни урни- 
га куйиш усули ва номаълум коэффиииентлар усули.

2- м и с о л .  Ушбу

ж х ) = 4 ± *
X3 —X

рационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратинг.
Еч иш.  R (х) рационал каср тугри каср, чунки суратнинг дара 

жаси махражнинг даражасидан кичик (1 С  3). Касрнинг махражинн 
купайтувчиларга ажратамиз:

л:3 — х =  х (х2 — 1) =  х (х— 1) ( х +  1).
Келтирилган теоремага асосан R(x) касрни оддий касрларга аж­

ратиш бундай клринишда булиши керак:

R ( x ) = ------ =  (7 2)
Х ( Х —  1 ) (JC Ч -  1) х х —  1 * + 1

А, В, D  коэффициентларни топишга киришамиз. (7.2) тенглнк- 
иинг унг кисмини умумий махражга келтирамиз га хосил цилинган 
тенгликнинг иккала кисмида махражни ташлаб юборамиз. Бу амал­
лар натижаси куйидагн тенгликдан иборат буладн:

х +  2 = Л  (х— 1) ( х + l) +  B x (x -f  l ) - f  D x (x  — 1). (73)

х \згарувчига исталган \чта хакикий сонли киймат бериб, A, B J D  
ларга нисбатан учта номаълумли \чта тенглама системасини хосил 
^иламиз. Бу системани ечиб, номаълум А, В, D  коэффициентларни 
топамиз. Сонли кийматларни урнига цуйиш усули ана шуидан ибо­
рат. Агар х узгарувчига махражнинг илдизлари киймати кетма-кет 
берилса, янада содда тенгламаларни хосил киламиз, чунки уларда 
хар гал факат битта номаълум А, В  ёки D  колади.

^ацщатан хам, х узгарувчига дастлабки (7.2) каср махражининг 
илдизлари—О, 1 — 1 кийматларни берамиз. Агар х = 0  булса, (7.3) дан
2 =  А (— 1) ни топамиз, бундан А — — 2. Агар х = 1  булса, 3 =з
=  В  - 1 (1 +  1) ни топамиз, бундан В =  — .

Агар х =  — 1 булса, 1 =  D  (— 1) (— 1 — 1) булади, бундан
D =  — .

2
Энди (7.2) тенгликни куйидаги кхринншда ёзиш мумкин:

R  (х) =  ~ ~ ~ г  =  +  ■ 3 ' 1х (х г — 1) х 2 (а — 1) 2 (х-\-1)
3- м и с о л .  Ушбу

х(х — 2)2
рационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратинг.

284



£ ч и ш. Бу тугри каср, унинг махражи купайтувчи тарга ажратил- 
ган, шунинг учун ке.тгирилган теоремага асосан

х~ — 3 _  А , В D
х (х — 2)2 _  х (х —  2)2 х —  2

б\лади. Бу ерда 0 — махражнинг оддий илдизи, 2 сони эса икки 
каррали илдиздир (к — 2). Ёйилманинг А, В  ва D  коэффициентла- 
рини топиш учун тенгликнинг унг цисмини умумий махражга кел- 
тирамиз ва тенгликнинг иккала кисмидан бир хил махраж парни таш­
лаб юборамиз.

х1 — 3 =  Л (х — 2)2 Вх -\- Dx (х — 2). (7.4)

х узгарувчига махражнинг илдизларига тенг цийматларни бериб, 
куйидагини >;осил циламиз:

Агар х =  0 булса, (7.4) дай — 3 =  Л (0 — 2)2 ни ^осил ^иламиз,
3

бундан А --------—;
4

агар х =  2 б\лса, у ^олда (7.4) дан 1 =  2В га эга буламиз, бун­
дан В =  —.

2
D  коэффициентни топиш цолади, биро^ махражнинг илдизлари 

киймати етишмайди. Шу сабабли уни топиш учуй бошца усулдан: 
номаълум коэффициентлар усулидан фойдаланамиз; бу усулга кура
(7.4) айниятнинг чап ва унг ^исмларвда х узгарувчининг тенг дара- 
жалари олдида турган коэффициентлар узаро тенглаштирилади.

Мазкур ^олда х2 олдида1и коэффициент ларни та^цослаймиз:
1 =  А +  D, бундан D -= 1 — Л =  1 +  — =  —.

4 4
Энди берилган касриинг оддий касрлар йириндисига ёйилмасини 

ёзиш мумкич:
*2 — 3 ____ 3_ +  1 +  7

JC (JC — 2)2 4* 2 (х — 2)2 4 (х — 2)

4- м и с о л .  Ушбу
_____ х Ч~ _̂____
(*+2) (х2- х + 1 )

рационал касрни оддий касрлар йнгиндисига ажратинг.
Еч и ш.  Бу т>три каср, унинг махражи купайтувчиларга ажра- 

тилган: чизицли (х +  2) ва манфий дискриминантли (D =  — 3 С  0) 
квадрат уч^ад (х2 — х +  1) купайтувчиларга ажратилган. Берилган 
касрни оддий касрлар йигиндисига ажратамиз:

_____ х — — A L Bx-j-C (7 5)
( х + 2 ) ( * 2 — х +  1) х  +  2 *2 _ х + 1

(7.5) тенгликдан куйидагини э^осил циламиз:

х — 1 = Л  (х2 — х +  1 ) +  (Вх +  С) (х +  2).
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(7.5) касрнинг махражи фа^ат битта х = — 2 хакикий илдизга эга. 
Шунинг учун сонли кийматларни ва номаълум коэффициентларни 
урнига куйиш усулларидлн фойдаланиб, куйидаги тенгламалар систе­
масини .\осил киламиз ва ундан эса А, В, С коэффициентларни то­
памиз:

— 3 =  7 А, бундан А = ----

О =  А +  В, бундан В =  — А =

1 =  — А +  2В +  С, бундан С =  1 +  А — 2В = —-I

х =  — 2 да 

х2

X

Шундай килиб, (7.5) бундан ёзилади:
X— 1 3 Зх-

(д с+ 2) (*2 - х + 1 )  7 ( * + 2 )  7 (jc= — JC+ 1)

У з - у з и п и т е к ui и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андам рационал каср т\гри  каср дейилади? К,андай рационал каср нот\три 
каср дейилади?

2. Нот\три ранионал касрдан бут\н цисмн цандай ажратилади?
3. Р^андай рационал касрлар энг содда каср дейилади?
4. Тутри рационал каср оддий касрлар йигиндиснга ^андай аж раттад и ’
5. Номаълум коэффициентлар усулини мисолда тавсифланг.
6. Сонли кийматларни урнига ^\йвш  усулини мисо 1да тавсифланг.

8- §. Энг содда рационал касрларни интеграллаш

I ва II турдаги оддий касрларни интеграллаш жадвал ингеграл- 
ларига осон келтнрилади:

j. [ * ± = А  Г ^ ^ ) = Л 1 п | х - а |  +  С.
J х ^ а  J х — сс

Лйх =  А I (х — a ) ~ kd(x — a) =  А (х — Г *  +-  +  С =
(X— <у.)к J  —k-\- 1

_______ - _______и с
(1—k )(x—а)*- 1

III турдаги ингегралларни куриб чш<;амиз:

II.

J- Ах^ в  dx, бунда D =  —----- q c  0.
*2 +  Px +  q 4

Суратда касрнинг махражидан олинган ^осилани ажратамиз: 
(х2 +  рх  +  q)' =  2 х +  р.

Ар
. . (2 х 4 - р) — -— 4 - В

=  A_ i \  2 x +  p d x  +  l B _ _ A p \  С
2 J  x-+ px+ q  I 2 j J

dx
x2 +  px +  q
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еграллардан биринчиен In | х2 +  рх  +  q | га тенг. Иккинчи интег- 
рапии хисо^лаш УЧУН махражда тулиц квадратни ажратамиз:

х2 +  рх +  q =  (х +  - |- ) 2+  <7 — - р

буерда q — ЧУНКИ шартга кура дискриминант ^ = ~ — <7<0.
Демак, иккинчи интеграл жадвал интегралига келади. Юкорида ай- 
тилганларни инобатга олиб, куйидагини ^осил ^иламиз:

Г — Ax~Jr B ...dX — A . in |х2 +  рх  +  <7| +
| x* +  px +  q 2 н  41

=  In I х2 4- рх 4- q\ 4-

+  [ в  — — 'j • -  — . a r c t g ---- — ---- 4- С.
' V 2 ) Л Г  s  i  p2

К ff— 4 I 9~ —
Шуни айтиб утиш керакки, агар III турдаги касрки интеграллаш- 

да А =  0 булса, суратда махражнинг ^осиласини ажратиш шарт эмас, 
махражда дар^ол тули^ квадрат ажратиш керак.

1 - м и с о л .  Интегрални хисобланг:
I  =  Г— Зх +  8—  d x  

.1 х2 -I- 4 t  -I- 8х2 +  4 1 +  8

Еч иш.  Суратда махражнинг ^осиласини ажратамиз: (х2 4- 4х 4*
4- 8)' =  2х 4- 4.

, _ Г _ * ± * _ Л _  Г Л ь- + , Ь т л ; „ .
J  х2 +  4х +  8 1 х2 +  4х +  8

=  l f _ ^ ± i _ dx +  2 Г----- *L------
2 J х2 +  4х +  8 J *2 +  4х +  8

Биринчи интеграл In |х2 4- 4х 4- 8| га тенг. Иккинчи интегралнинг 
махражида тулиц квадрат ажратамиз:

(х2 4- 4х 4- 8) =  (х 4- 2)2 — 4 4- 8 =  (х 4- 2)2 4- 22.
Натижада куйидагини з^осил циламиз:
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1 =  |_ in |x 2 +  4x +  8 | + 2  j- d(x+ 2)
(x  +  2)2 +  22

=  In | x2 +  4x +  8 1 +  arc t g ^ ~ -  +  C.

2- м и с о л. Интегрални ^нсобланг:
_  Г _____dx

~  J *2- <
I

6 х +  14

Е ч и ш .  А =  О булгани учун махражда тулиц квадратни ажра- 
тишдан бошлаймиз:

х2 — 6 х +  14 =  (х — З)2 — 9 +  14 = ( х  — 3)2 +  (> Г ) 2.
Бундан

, Г d(x—  3) 1 , х — 3 гI =  1 ---------5 =  -  —- -arc tg — —  +  С.
J  ( x - 3 ) * + U  5 ) т 5 Б » 5

Энди IV турдаги интегрални хисоблаймиз:

Г +  . бунда D = i - f < 0 .
J (х" +  рх +  q>" 4

Яна суратда х2 -f- рх +  q учх;аднинг хосиласини ажратишдан бош­
лаймиз:

(х2 +  рх +  q)' =  2х +  р.
\* А АРг (2, +  р ) + В - т

------------------- ------ d x ={Х2 +  рх +  q f

\2 Р2\ П"

Л 1 * + т  '

Биринчи интеграл дар.\ол хисобланади:

J' ( f + t  +  q f  ' =  +РХ + ^ ~ П̂ Х2 + Р Х +  Я) =
1

(1 — п)(х% рх-\-  9)П—1

Иккинчи иитегралга келсак, (х +  — t, dx =  dt белгилаш ки-

ритиб, 0 <  q — — =  а2 деб уни цуйидаги куринпшга келтирамиз:
4

Г dt =  l_  ? ifl +  cP) — t*d t  =  J _  i’_____ _________
J  (/г  +  с2)п ) ( /2 +  а2)п о2 J  Г- -  о2)"-1

(81)
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ОхнрП1 интеграл га булаклаб интеграллаш формуласшш куллаймиз:
__ / dv =  — — —  Деб оламиз, шундан с\нг куйидагини хосил 

U ' “ (t2 +  с2)п J
^иламиз:

. ,, 1 f d ( r - - J - o 2) 1du =  dt, v =  —  ---------- = ------------------- —:.
2 J  ( /2+ о - ) '1 2(1 —  n)(t2 -J- о2)

ШуВДай цнлиб, (8.1) формуладаги [охирги интеграл_ бундай ёзи­
лади:

t2 dt ______________ t________  1 Г dt
(t2+cr)n ~  2(1 -  «ж 2+ о 2) ^ .  2(fi— 1) J (/* +  «*)"—» -

Агар энди
r dt

J-

P--J- (/2 +  с2)п

деб белгиласак, оддий алмаштиришлардан сунг (8.1) формула ушбу 
куринишни олади:

I — -------------1------------  I 2п~ 3 ]
п 2(п— l)a2( t - +  а2)”- 1 ~  2(п—  l)fl2 n_1

ёки

2(„ -  ■) („■+!■)"-■ +  Р » -  з к - 1  )• W

Бу формула буйича 1п_ х ни /п_ 2 оркали ифодалаймиз, сунгра 1 ^  
ни 1п_3 оркали ифодалаймиз ва хоказо. Бу [жараён цуйидаги интег­
рални ^оа;л цилгунимизча давом этади:

(8.2) формула келтириш ёки рекуррент (кайтувчан) формула дейи­
лади. Бундай номланишига сабаб 1п дан / п_ , га, кейин эса 1п_2 га 
цайтншга тугри келади ва хоказо.

Шуни айтиб утиш керакки, агар IV турдаги каср л арии интеграл- 
лашда /1 =  0 булса, у з^олда суратда (х2 4- рх  +  q) уч^аддан хосила 
ажратиш керак эмас, балки дархол махражда тулщ  квадрат ажра­
тиш керак.

3- м и с о л .  Интегрални ^исобланг:

dx
=  Г— -  

j  (**—■ х + \ ) 2

Е ч и ш.  Уч^аддан тулщ  квадрат ажратамиз:

**— *  + 1 ”  (*  г  )* +  1 Г “ (* г ) ! +
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НатПжада цуйидагини хоенл киламиз:

С  "Н -)I =

(К Г + т)’
^х------- =  /алчаштнриш;ш бажариЗ ва сг =  - j -  деб белгилаб,

/ =  Г— -----= / „J(/2+ 0 2)2

ни з^оенл циламиз. (8.2) формула буйича ^уйидагиларни топамиз: 

/  =  / о = ------- !------- / ------- -—̂ —г 4~(2-2—3)/i) =2(2 — 1>с2 \ (t -|- о ) ' )
2 /  1 t г \  2 (  * , 2 . 2/ \  „+  1! I =  -т~ ------ ч------Ь —=  arc t g —== | +  С.

' 3 ^ + f  J  3 (< -+ •!-  ' 3 ' 3

х узгарувчига кайтиб,

/ _ 1  dx 2 I 2 . 2  , 2х — 1 I , ~
J ( * 2 - * + l ) s  з ^ л-2 _ а + 1  ‘ , з - аГС g ' +

ни ^осил ^иламнз.
4 - м и с о л .  Интегрални .\исобланг:

/  =  Г------ - ------ .
J (1+А2)3

Еч и ш.  (8.2) формула буйича топамиз:

- Т ( Т Т Т 5 ? + 3 4  <8 3 >

бунда

/ 2 = -----'----- 7 +  (2-2 — 3)/i] =
2 2(2— 1) Vl +  JC2 1

=  — f  — -------- h  a r c  tg x )  +  C .  (8.4)
2 [ l + x Z  ^  ) l  +  x°-) 2 [ l  + x *  )

/ 2 нинг цийматини (8 4) форчуладан (8.3) формулага цуйиб, э^осил 
^иламиз:

I = Г— —----  . - -------- ----- +  - - - ------ - — + —  arc tg x  W  С.
J (l+ X 2)3 4 \ (14~ х 2) 2 2 1 + х * ^  2 6 Г

9- §. Рационал каср функцияларини интефаллаш
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7- § ва 8- § да айтилганлардан

наг\три рационал касрни интеграллаш масаласи q(x) купхадни ин-
теграллашга (унинг интеграли жадвал иптеграли б\ лади), -  T}Fpn

*п
рационал касрни иитеграллашга келтирилади, бу эса аслида I, II, III 
ва IV турдаги касрларнинг интегралларнни топишга келтирилади.

Шундай килиб, рационал касрни интеграллаш учун куйвдагилар 
керак:

1) унинг тугрн ёкн нотурри каср эканини текшириш; акс холда 
(яъни нот\ Fpn каср булганда) олдин бутун кисми ажратилади, шун­
дан кейин купхад (бутун кием) ва т\гри рационал каср хосил ки- 
линади;

2) т>три рационал касрни I, II, III ва IV турдаги энг [оддий 
касрлар ингиндиспга 7- § да ифодаланган теоремага мувефщ ажра­
тиш;

3) ёйилманинг коэффициентларини топиш;
4) интеграллаш1 а киришиш.
1- мисол .  Интегрални хисобланг:

Г (*г +  3) dx 
J  х ( х —  П (х -f- 2)

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция — тугри рашюнал каср, уни 
I турдаги содда касрлар йигиндисша ажратгмнз. Натижада 

■v2+  3 __ _А_ В D
х ( х — 1 ) (х + 2 )  ~  х х —  1 х +  2

ни хосил циламиз, бундан
х2 +  3 =  А (* — I) (х +  2) +  Вх(х  +  2) +  D x (x —  I).

А, В, D  коэффнциентла рни топиш учун кийматтарнн урнига цуйиш 
усулидан фойдаланамиз:

3х  =  0 булганда 3 =  — 2А, бундан А -- ------—;

х =  1 булганда 4 =  3 В, бундан В  =  — ;
3

х — — 2 булганда 7 =  6 D, бундан D  =  — .
6

Шундай цилнб, куйидагини хосил кичамнз:
р (х* +  3) dx 3 р  dx ( 4 f  d (x — 1)

J х(х-1)(х+2) “  Т  J Т  +  Т  J х - l  +

+  f  J  ̂ т г  —  f  и  +  > 1 *  - 1  l +  - f  in I*+ 2 1 + с.
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2- м и с о л .  Интегрални ^исобланг:
(.V3 — Зх-) dx

:(x+i>3 (х —2)
Еч иш.  Ингеграл осгидаги функция ryFpii рационал каср, уни 

I ва II турдаги содда касрлар йшшдисига ажрагамиз:
* * — Зх *  А  В  D . Е  

" г  ;------ “г  ;— — ----------Г(х + 1)3 (.v — 2) (х+1)3 ( t+ 1 )*  ( * + 1 )  х - 2

бундан
х3 — 3 V2 =  А {х — 2) +  В (v — 2) (v +  I) +  D (х — 2) (х +  I)2 +

+  Е {х  +  1)3.
Кийматларни урнига куниш ва номаълум коэффициентлар усуллари- 
ни аралаш цулланиб, Л, В, D  ва Ё  коэффициентларни топамиз;

х — — 1 да — 4 =  —'ЗЛ, бундан А =  — ;
3

х — 2 да — 4 =  27 £ , бундан Е =*-------4- ;
27

х3 лао отдидаги коэф {мциэнтдан 1 =  D +  Е, бундан D =  1 — 
- £ =

2 7 ’

х2 лар олдидаги коэффициентдан —[3 =  В +  3 Е, бундан

В =  — 3 — 3£  =  — — .
9

Шундай цилиб, цуйидагини >^осил цпламиз:

Г (х3 — Зхг) dx  _  Г rf(x +  !) _  23_ f  d ( x +  1) , 31_ Г d ( x +  1) _
J  (х+1)3 (х—21 3 J  ( х + 1 ) 3 9 J  (.V +  I)2 27 J х + 1

= ------- £____ +  _ ^  +  Л . 1п^ И П  +  с .
27 J  х —  2 3 (.V - t - 1 >- 9 ( a  -h 1) 27 |(х —  2)4

3-м и с о л .  Интегрални хнсобланг:
Г x d x

J  (х + 1 )(х *  +  4)

Ечиш.  Интеграл осгидаги каср — тугри каср, уни I ва III турда- 
гн содда рационал касрлар йигиндисига ажратамиз:

х _  А В х + Р
(х+ 1 )(х °- +  4) ~~ х+1 х* +  4

бундан
х =  А (х" +  4) +  (Bx +  D) (х +  1).

Коэффициентларни топишнннг говори да курсатнлган усулларшш ара­
лаш цулланиб, А, В  па D  ни топамиз:
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х =  — 1

X-

X

— 1 =  5А, бундан А = -----—;
5

О =  А +  В, бундан В =

1 =  В +  D, бундан D  =  1 — В =  — .
5

Шундай килиб, куиидагига эга буламиз:

xdx 1 Г d (х + 1) I

^J *+1 J.(
1 4

'i  —  х +  -—
5 5

( * + |) ( .v 2 +  4)

--------— In Ijc 4- Ц 4- — Г -f — f
5 1 1 5 J x2 + 4 5 J

=  _  _L]n | ^ + i| +  J ^ ] n |x 2 +  4| +  4 - a rc tg - f  + C-5 ln  R •

x2 +  4 

dx 
** +  4

dx =

10
4 - м и с о л .  Интегрални хисобланг:

x3 -Ь Зх — 2

к
dx.

) (х — 2) (х2 +  4 х +  8)2

Е ч и ш .  Интеграл остидаги каср — тугри каср, уни I, III ва IV 
турдаги оддий касрларнинг йигиндисига ажратамиз:

х3 + З х  — : Вх -f- D
+

Ex +  F
(х2 +  4 х + 8 ) 2 х- +  4х +  8,(х — 2) ( х2 +  4 х +  8)2 х — 2

бундан:
х3 +  З х — 2 =  А (х- +  4х +  8)2 +  (Вх +  D) (х — 2) +

+  (Вх +  F) (х — 2) (х2 +  4х +  8).

Коэффициентларни аницлашдаги юкоридагн усуллардан фойдаланиб 
ва уларни аралаш кулланиб, А, В, D, Е  вг F ни топамиз:

x  =  2 12 == 20 A, бундан А = 3 .
О

xi 0 = A + E , бундан Е =  —
’ 5 ’

X3 1 = 8A +  F +  2 E , бундан F =  — i 3 .
5 ’

JT 0 = 32 A + B  +  2 F, бундан в  =  — 14;
X 3 = 6 4 A  — 2B +  D — 16 E, бундан D =  — 73.

Шундай килиб, куйидагини хсеил киламиз:

(х3 +  З х — 2) dx _  _3_ Г d (х - 2) I* (— 14 у — 73) ах 
~  5 J х - 2  J  (л2 +  4х +  8)2f ---------J ( х - 2 ) ( х 2 +  4 х + 8 ) 2 

’ (Зх +  13) dx
x2 +  4x +  8

7 (2x +  4) +  4a 
(x2 +  4x +  8)2

dx —

293



1 I 2 ( 2 * +  4 ) + '  3 (2л: +  4) dx 

Г J  х2 + 4 л :  +  8 dA' — — J (jc* +  4x +  8)2

— 45 Г -------- —------------- — In \x~ +  4x +  8 |-----— Г -----—------
J  (л:2 +  4x +  8)2 10 5 J  *2 +  4 x + 8

-  — In \x — 2\ +  ---------------------- 45 Г d(x +  2)----------
5 (x2 + 4jf +  8) J ((л. +  2,2+ 22)2

---- -- In |лг2 4- 4л: +  8 | ----- — arc tg * +  2- +  C.
10 10 6 2

К,олган
f  < i(* + 2 )

((a- +  2)2 +  2 ”-) -

интегрални x +  2 — t, a- =  22, n =  2 деб фараз ^илиб, (8.2) рекур- 
рент формула буйича хисоблаймиз:

/ , = Г — ^ - - - =  - L -  ( - L .  +  - L  arctg - I VJ(/2 +  C2j2 2-22 \f2+ 22 1 2 2 /

Шундай цнлиб, охирида цуйидагига эга буламиз:

(л-2 +  Зx - 2 ) d x  _  3 о, . 7
=  —  1 п [ л г —  2J  +

( х —  2)(л2+4л: +  8 ; 2  5  1 л;2 + 4 * +  8

45 /  д: +  2 . I , л* +  2 \ 3 * . п , . r o i-----— / -------1----------------a rc tg ------ ---------- In \х- +  4х +  8 —
8 ( 1 a-2 +  4.v +  8 2 2 / 10 1

U - 2 ) 2----- - - arctg +  С — —  In
Ю 2 ю * 2  +  4 jc +  8

— 45 .у — 34 
8 (.v2 +  4х  +  8)

— —— arctg X-± 1  +  C.
80 2

Шундай цилнб, биз исталган рационал касрни интеграллаш маса- 
ласи оддий касрларни ингеграллашга келгирилишиии курдик. Нати- 
ж а  рационал касрлар, логарифмлар ва аркгангеислар билан ифода- 
ланишини ани^ладик.

$ з- у з  и н и т е к ш и  р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. I ва II турдаги содда рационал касрлар цандай интегралланади? Мисоллар 
келтиринг.

2. III турдаги оддий рашюнат каср кандай интегралланади? Мисол келш ринг.
3. IV турдаги оддий р а т и н а 1! ка:р кандай интегралланади? Мисол келтиринг.
„ Г dt1 гг------ Тп “ У Р - д а г и  иптагра1ларни топиш учун рекуррент формула кел-«J ( -I- &“)

тириб чикаринг. Мисол каттиринг.
5. Рационал касрни энг содда касрларга ажратпб, интеграллаш усулини тав­

сифланг. Мисол келтиринг.
6. 2012 — 2016, 2022 — 2525, 2036 — 2040, 2048 — 2052- масалаларни ечлнг.
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Ю- §. Тригонометрик фу нкциялар цатнашган ифодаларни
интеграллаш

Фараз кнлайлик, факат тригонометрик функиияларга рационал 
р а в и ш д а  боглнц булган ифода бернлггн булсин. Уни доим sinx ва 
cosx нннг рационал функиияси деб хисоблаш мумкин, чунки хам- 
ма тригонометрик функцияларни sinx ва cosx оркали рационал ра­
вишда ифодалаш мумкнн. Бу ифодани R (sinх, cosx) орцали бел- 
гилаймиз.

урннга 1<упиш бнлан доим z  узгарувчнли рационал функциянинг ин- 
тегралига алмаштириш мумкнн. Интегрални бундай алмаштириш 
рационаллаштириш дейилади.

,\а^ш^1тан,

урннга куйиш R (sinх, cosx) куринишдаги хар кандай функцияни 
ннтеграллашга нмкон беради, шунинг учун у универсал тригоио- 
метрик алмаштириш дейилади. Лекин амалнётда бу алмаштириш 
купинча анча мураккаб рационал функцияга олиб келади. Шунинг 
учун баъзан ундан фойдаланмасдан анча содда урнига куйишлардан 
фойдалаиилади.

1) Агар 7? (sinx, cosx) функция sinx га нисбатан toi  ̂ булса, 
яъни

R  (— sin х, cos х) =  — R (s in х, cos х) 
булса, у холда

Ушбу
[ # ( s i n x ,  cosx)dx

турдаги интегрални

sin х =

—  г2
cos х = - , х  =  2arctg2 , dx

шупниг учун

J  ft(sinx ,

бунда R, (z) — z  узгарувчнли рационал функция.

г  ■ cos х, dz =  — sin х dx 
Урнига куйиш бу функцияни рацисналлаштиради.
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2) Агар R (sinx, cosx) функция cos л: га нисбатан toi  ̂ булса, 
яъни

R  ysin х, — cos х) =  — R  (sin x, cos x)
булса, у .холда

z =  s inx,  dz==c<x,xdx
урнига ^уйиш бу функцияни рационаллашгиради.

3) Агар R ( sinx, cosx) функция sin л: ва cosx га нисбатан жуфт 
булса, яъни

R (— sin х, — cos х) =  R (sin х, cos х)
булса, у холда

z =  tgx, dx =  ■ - d- -
S 1 + г 2

урнига цуйиш бу функцияни рационаллащгиради. Бу ^овда
tg’-x- г2

Sln-X = =

cos2 X =

1 + tg 2* 1 + г 2 
I I

1 +  tg2* 1 +  z2
1-м и с о л .  Ушбу

- I  ix
I =

интегрални хисобланг.
4 sm  х  +  3 cos х +  5

Е ч и ш .  Универсал tg - ^ - =  2 урнига цуйишдан фойдаланиб,

цуйидагиии хосил киламиз:
/ч 2 dz

I = 1+г2 2 dz
2г 1 —г2 ~  \ 2г2 +  8г +  8

J 4-TP+3T hT+b J
= Г - Л -  = ,---— +  с  =  с---- -—

2 + 2  tg -^ + 2 '

2 - м и с о л .  Ушбу
I =  Г— - —

J  1 +  sin2 х
интегрални хисобланг.

Еч и ш.  Интеграл белгиси оствдаги функция sinx ва cosx га 
нисбатан жуфт функциядир, щунннг учун tgx =  z урнига цуйишни 
бажарамиз. Натижада цуйидагини х.осил киламиз:

/  =  1-----Щ г -  =  Г =  —  I - -  =  ^ a r c t g V b  + С =
1 + 2 г 2 2 1 J . +  г‘

I +  г2 * t ;  2

=  -ф=- arctg ( l ^ t g x )  +  С. 
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3- мне  о л. Интегрални ^исобланг:

/ =  Г - inS— dx.
J  2 +  cos х

Е ч и ш.  Интеграл остидаги функция sinx га нисбатан toi<j 
функция, чунки sinx ни — sinx га алмаштирганда функция ишораси­
ни узгартиради. Шунииг учун бу ерда

cosx[= z, sin 'xdx =  —’dz
урнига куйиш >ринлидир. Натижада куйидагини хосил ^иламиз:

j  _  f* sin2 л'-sin x d x  _ Г — (1 — z2)dz __ Р z- — I ^  _
J  2 +  cosx  J  2 + 2  J 2 +  2

"1(г_2+7+?Уг" Т _2г + 3|п,г + 2| + с”£Т_' _
— 2 cos x +  3 In 12 +  cos x j +  C.

4) Arap £?(sinx, cos.v) функция sinx ва cosx дгражаларининг 
купайтмаси булса, яъни агар

|  sin"x-cosmxdx

интегралга эга булсак, у холда т  ва п (бутун сонлар) даражаларга 
богоиц холда турли урнига куйишлар уринли булади.

а) Агар п >  0 ва тоц булса, у ^олда
cos х =  2, sinxdx ■ — dz

урнига кхйиш интегрални рашюналлаштиради.
б) Агар т >  0 ва тог; булса, у холда

sin х '=  z, cos xdx =  dz
урнига цуйиш хам интегрални рашюналлаштиради.

4-м и с о л .  Ушбу
C'jM x_dx

J  СОЗ4*
интегрални хисобланг.

Е_чи|ш. cos х =  z, sin xdz =  — dz урнига цуйиш ёрдамида ^уйи- 
Дагини хосил киламиз:

j  __  Г sin2 x -s in  x d x  _  р —(I —  z-)dz__________ С dz , , f* dz _____

J COS4*  J z1 J 24 J г- 

=  -- ---------- ■ +  С  =  — ------------- —  +  с .
З г3 z  “ ' 3cos3* cos x

в) Агар иккала n ва m ’курсаткнчлар жуфт ва команфий булса, 
У ^олда тригоиометриядан маълум булган

. 1— cos2* 0 l+ c o s 2 *S1H\X - ----------- , COS- X — —--------
2 2

даражани пасайтириш формулаларидан фойдаланнб, а), б) ёки яна в) 
з^олни хосил киламиз.
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/  =  f sin4 xdx

интегрални хисобланг.
Ечиш.  Даражани пасайтнриш формуласини ^улланамнз:

I — J(sin2x)2d x =  ~  J  (1 — cos 2x)2d x =  - j - j  (1 —2cos2x+cos22x) dx =

I Г / I n  n  , 1 -1- cos 4x \ , 3 1 . „=  —  J 11 — 2 cos 2x -}------- ) dx =  — x ------------ — sin 2x +

+  —  sin 4x 4- C.
32

г) Агар m -\- n — — 2k <  0 (жуфт, номусбат) булса, у .%олда 
tgx =  z ёки 2 =  ctgx урнига цуйиш ннтегралин даражали функция- 
ларнпнг интегр?ллари нипшдиснга олпб келади.

Агар бунда т <  0 ва п <  0 булса, у холда куйидагн сунънн 
усулни кулланиш мумкин: суратда турган бирни 1 =  (sin2x 4- cos2x)s 
билан ифодалаб, рационал функцняларнн ннтеграллашга келамиз, 
бунда

_ ! m —  п |

5 - м п с  о л. Ушбу

О

6 - м и с о л .  Интегрални хисобланг:
dx

- 1 .

_ Г dx
.1 sin3A-cSinaA-COS«

Ечиш.  Бу ерда п =  — 3, т =  — 1, ап 4- п — — 4 <С О, s  =  1.
cosxdxI
Sin А

=  Г sin * * 4 -c o s * a  d x  =  C _ d x _  +  r  

J  sin3A COSA J  sin.v С OS A J

=  2 f - * L . +  f i < «  = 1 n |1 g . t |-------- !— - + C .
J sin2x J sin3* 2sin2x

7-м и с о л .  Интегрални хисобланг:

J  со:
I =  I —  dx.

cos* x

Е ч и ш.  Бу ерда n — 2, in =  — 6, n +  tn — — 4 <  0. 1\унидаги 
алмаш гирпшн! i ь;улла! им из:

tgx =  2 , х =  ,'irctg2, dx ~  —— .
l + г 2

=  tg2x ( ) =  tg2x (I +  tg 2X)2 =  22 (1 4- z~)~.
COS6A \ COS A '

Натижада

/  =  f  ГЁЙ!£ dx =  Гг2 (1 +  z2)2- - ^ -  =  f г* (1 +  z2) dz =
J  cos®a J  \ + г г J

=  \ z - d z +  f 2 М г = 4 + Т - + С “ ^ ^  +  Т t ^  +  C.J  J 3 5 6 5
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8-м и с о л .  Интегрални хисобланг:

/  =  f ctg \xdx.

Еч и ш.  Бу ерда ctg4x =  £2Lit Шуцинг учун т =  4, п =  — 4,
sin4*

т +  п =  0. Ушбу

ctgx =  2, х =  arcctg2 , [dx =  —
1 “р  Z

алмаиггиришни флланиб, куйидагини хосил киламиз:

' = - j  ^  - - I i i T T T L i ^  “ - 1 ' ^  - ^  -

— Г -  d— - =  — — +  2 +  arcctgz +  С —------ ctg3at +  ctgA: +  x +  C.J 1+22 3 b 3 6 6
9 - м и с о л .  Интегралнн хисобланг:

dx
i  =

СОъьХ

Еч иш.  Бу ерда « =  0, т =  — 6, т -\-п  =  — 6 <  0. Урнига цуйшн- 
ни кулланамиз:

tgv =  2, cos2.v =  ■-------, dx-~ - dz.
1 . +  2 2 CCS2*

Бундан

I =  Г ----------- -----  =  f( 1 +  z-fd z\=  Г (1 +  22- +  24) dz =
J COS4 * COS2* J J

=  2 +  -2- 23 +  1  2B +  С =  tg* +  ^  tg3AT +  1  tg8X +  C.
3 5 3 5

д) Агар даражалардан бири [нолга тенг, иккинчпси манфий тоц 
сон булса, у холда

tg j  =  *

универсал урнига цуйишни бажарсак, у даражали функцияларни ин- 
теграллашга олиб келади.

10-мне  о л. Интегрални хисобланг:

=  1
dx

sin* х

Е ч и ш .  К^уйидаги урнига цуйишдан фойдаланамнз:
, х , 2dz . 2гtg — =  2, dx — --------, sin х =2 1+22 1 + г 2 

299



Бундан куйидагини хосил циламиз:

/ ■ [ - ! 1 + а . ф Л  Г dz =  -  r i ' - + l + t ) dzmm
J (1+г*).(2г)» 4 J г3 4 J U 3 г )

— +  — In )2 j + — + C = ---- - ctg4 — +  — In
.4  ‘ О  * * О  О  &  о  1 n8z4 2 8 8 2 2

+ 7*8-7 +  c.

tg -e 2 +

5) Ни.\оят, цуйидаги куринишдаги интегралларни караб чн^амиз: 

| cosnx ■ cosmxdx, 

j  sinnx-cosmxdx, 

j' sinmr-sin/zixd.v.

Улар тригонометрик функцияларнинг купайтмасини йипшдига алмаш- 
тирувчи маълум формулалар ёрдамида олинади:

cos a  cos р =  [cos (а +  (5) +  cos (а — $)], 

sin a  cos р =  [sin (а +  Р) +  sin (а — 0)],

sin а  sin р =  [cos (а — Р) — cos (а +  Р)].

11 - м и с о л. Интегрални ,\исоблян г:
f sin3x-cos2vd.v.

Еч иш.  Интеграл белгиси остидаги функцияни йипшдига алмаш­
тирамиз:

1 С 1 1— I (sin5x +  sinv) d x =  С ------- cos5x-------cos.v.
2 J 10 2

11 - §. Баъзи иррационал ифодаларни интеграллаш

Алгебраик иррацпоналликни уз ичига олган баъзи интеграллхрни 
узгарувчини тегишлича алмаштиргандан сунг рационал функциялар­
нинг интегралтарпга келтириш мумкнн.

Г п \ П2 "ft1) | к \ х ,  х , х х )  dx

турдаги интеграл (бунда R  — эркли х  узгарувчининг каср даражала- 
рининг рационал функцияси)

х  — zs, dx — s z —‘dz
урнига куйиш ёрдамида рационаллаштнрилади, бу ерда s nlt п2, . . ,, 
nk сонларнинг энг кичик умумий карралисп.
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2) Ушбу

2 Л \
(

М ч ::: : ) .’
П2/ ' C V + 6  \

' сх 4-  d 1 ’ ‘ " О  )dx

турдаги интеграл |бунда R ~ ~ ~  куринишдаги каср- чизицли функ- 

цияничг каср даражаларннннг рационал функцияси)
ах +  Ь
cx +  d

урнига цуйиш ёрдамида рационаллаштнрилади, бу ердл з nlt п2 
nk сонларнинг энг кичик умумий карралиси.

1- м и с о л .  Интегрални хисобланг:

/ =
J  * (1 т  Т1' х)

Е ч и ш .  3 ва 6 сонларнинг |энг кичик умумий карралиси 6 (га 
тенг, шуиинг учун

х  =  г°, dx - 6z3dz, г  — {  х 

урнига цуйишии бажарамиз. Натижада:

/  =  6  Г (г° + -г1- - г)- ^  =  6  Г г3г г-3+ 1. dz =  6 \ fr > +  - ? — )  dz =  
J 2° 0 +г*, J \ - r z -  J 1 1 + г 2 '

=  6 — +  6arctg2 +  С =  — i x* +  6arctg i x +  C.
4 2

2 - м и с о л .  Интегрални хисобланг:

/ =  I 1 2x - 3- dx.
1 1^2x  — 3-)-1

Е ч п ш .  2 ва 3 сонларнинг [энг кичик умумий 'карралиси 6 га 
тенг, шунииг учун

2х — 3 =  гв, dx -- 3zbdz, z  =  ] 2х —■ 3 

алмаштнришнн бажарамиз. Натижада:
/ Г> f Г ( 2в _ г4+ 22_ 1+ _ 1_ \ л  =

J *2+1 J *4-1 J I * + \ )

=  3 ^ у  — J -  +  J - — Z +  arctgzj +  С =  у  * (2 v—З)7 —

— — У (2 х  — З)3 +  \  2х—3 — 3 'i/~2x—3 +  3arctg у  2х— 3 +  С.
5
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3-ми с о л. Интегрални хисобланг:

2 3„ г  2—х
(2— х)ъ 1 dx.

2 ___ л -

Е ч и ш .  ------ =  z3 урнига цуйишни киритамнз, бундан:2 -f- х
2 — 2r> , — \2zhlz 0  4г3х =  ----------, dx --------------- , 2 — х —
1 +  г3 (1 +  23)2 I +  г3 

Демак,
/  =  Г — 2 (I +  г 3)2-г- I2z-dz =  _  3_ Г =  _3_ , ^  =

J 16г° (1 +  г3)2 2 J г3 4г-

= г У Ш + с -

3) У а х -  +  bx+ с  иррационал ифодага богли^ булган бир нечта 
оддий ннтегралларни ь;араб чикамнз:

а) Ушбу
dx

I V  ах2 -f- Ьх -f- с

турдаги интегрални квадрат уч\ядда тулик квадрат ажратгандан сунг 
18 ёки 19-тартибли (3-§) жадвал интеграл га келтириш мумкин.

4 - м и с о л .  Интегрални хисобланг:
dx

/ =  С " =J  V  > - 4 х + 8

Е ч и ш .  х2 — 4 v +  8 =  (х — 2)2 +  22 уч^адда нккихад квадратини 
ажратамиз. Жадвал интегрални хосил г^иламиз:

/  = Г -  'dx = \ n \ ( x - 2) +  V t i - 2 Y + 4 \  +  С.
' V  < х - 2 ) * А -  4J  У  (х — 2 )2 +  4

5-м и с о л .  Интегрални хисобланг: 

/  ==  Г dx 
. 1 / 6— *•—<У  6 — х2 — 4л;

Е ч и ш.  Квадрат уч^адцан икки^ад квадратини ажратамиз: 
6 — л2 — 4х =  10 — (л:2 +  4х +  4 ) =  10 — (* +  2)2. 

Сунгра цуйидаги жадвал интегрални ^осил ^иламиз:
л: 4 -2

(.х +  2)* У ю

б) Ушбу

,  Г dx . х 4 - 2 . пI =  I —  —  — =  arcsin — —  +  С. 
J У ю  — (х

I у  ах2 -f- Ьх +  с 
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куринишдаги интегрални суратда квадрат учхаднинг хосиласини аж- 
оатгандан кейин

(a.v2 +  Ьх +  с)' =  2 ах  +  b

иккита интетра тга ажратиш мумкин:
бири — даражали функциядан олинган интеграл; 
иккинчиси — аввалги а) бандда караб чикплган интеграл.
6 - м и с о л .  Ушбу

/  =  f  (4 у ~ 3) dx 
J  ] х- — 6л- -г Ю

интегрални хисоблаьг.
Е ч и ш. Суратда илдиз остидаги ифоданинг хосиласини ажрата- 

миз:
(х2 —  6.V-+ 10)' =  2х  —  6.

Бундан ^уйидагини хосил киламиз:
j  : f  2 (2х — 6) — 3 4~ 12 dx =  2 р (2х — 6) dx +

J  1 Гх- — блг -f- Ю J  V  х 2 — 6 х + Ю
+  9 Г —  d =  4 у х п__6 х +  ю  4- 91п|х — з 4-

J  У  (х — З)2 4-1
4- V х'1 — 6-v 4- Ю | 4 - С.

в) Ушбу
С dx

J  (х — а) У а х 2 +  Ьх 4- с 

турдаги интегрални, агар z =  — —  урнига цуйиш амалга оширилса,

а) бандда цараб чцкилган интеграл га келтириш мумкин.
7-м и с о л .  Ушбу интегрални хисобланг:

Г—- -
J  х 5л:2 — 2 v -j- 1 

Е ч и ш .  Урнига куйишип бажарамиз:
2 _ J _  х _J _ d x __ ___ dz

х  ’ г ’ z2

Сунгра ушбуни хосил ^иламиз:
I Г dz г  dz



4) Нихоят, ] rax2 +  bx +  c иррационал ифодага рационал 6 o f -  
лиц булган янада умумий куринишдаги интегрални караб чикамнз:

J R (х, \ г пх2 +  Ьх +  с ) dx.

Квадрат учхаддан тулик квадрат ажратгандан сунг

ах2 - f  Ьх +  с =  а (х  4------
V 2 а

Ь \з  Ь- — 4ос

2 a J 4 а

ушбу х  -Ь —  =  z, dx =  dz белгилашни киритиб, дастлабки интег­

рални а ва (Ь- — 4ас) нинг ишораларнга боглиц ^олда куйидаги ку- 
ринишдагп интеграллардач бирини топишга келтириш мумкин:

а) агар а >  0 ва Ь3 — 4ас С  0 булса, у холда

J 7?! (г, V m 2 +  П22' ) d2,

бу ерда п2 — а, т 2 =  — —----->  0;
4о

б) агар с^>  0, ft2 — 4 с с >  0 булса, у .\олда

i[T?2 (2, У л 5?  — tn1 ) dz
булади, бу ерда

о с Ь - ~  4 ас ^  „п2 =  о, rn- = ----------->  0;
4а

в) агар а С  0 ва Ь2 — 4 а с > 0  булса, у .уэлда

I R3 (2, / т 2- п 2г2 ) dz
буладн, бу ерда

п п Ь" 4 ас лп2- — — а, т~ = --------------->  0.
4о

Бу интеграллар
[ R (sin/; cost) dt

куринишдаги интегралларга цуйидаги урнига цуйишлар ёрдамида кел- 
тирилиши мумкин, бу урнига ^уйишлар тригонометрик урнига цушии 
дейилади:

\ т l j j  т dta) z =  — tg/, dz  =  — Of '
П  COS“ f

б) z =  — sec/, dz — — ■ sec/ • tg/d/,

в) z — — sin/, dz — — cos/d/.
n n

8-м 'исол . Интегрални хисобланг:
 ̂ d.v



Еч иш.  Квадрат уч.^аддан ту лиц квадрат а крагам из:
5 + 2 t  +  *2 =  (х +  I)2 + 4 .

фараз килайлик,
х +  1 =  z, dx =  dz

булсин, у холда

/ =  Г -  аг .
J  V ( 4 + г-)*

а) куринишдаги интегрални ^осил циламиз. Урнига цуйишни бажа­
рамиз:

z =  2tg/, dz =  - ~d[ - ,  4 +  z2 =  4 +  4/g2/ =  4
cos-t COS2/

Шундай цилнб,

/  =  Г--------— ------- — — I cosfr# =  — sin/ -4- С =
J j  “ I T  4 J  4

cos2/ V cos6/
I tg /

_______ + c =  --------+  C =
K l +  /g2t 4 4 -f- z2

x + l  ' C  =  ■■■ A' + 1 - +  C.
4]/Л(х+1)2 +  4 4 V  x2 +  2x +  5

9 - м и с о л .  Интегрални хисобланг:

/  =  J V  I — x2 dx.
Еч и ш.  в) куринишдаги ннтегралга эга буламиз. Ушбу 

х  =  sin/, dx =  costdt, 1 — x2 =  cos2/ 
урнига цуйишни бажарамиз. Натижада куйидагини ^огил циламиз:

/  =  j  cos4dt  == -i j  (1 +  cos2t) dt =  1  +  -1 sin2/ +  С =

=  — arcsinv +  — x У  1 —x 2 +  С.
2 2

У з - у з и н и  т е к ш н р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

г . J  R  (sinx, cosx) dx  куринишдаги интеграчларии топиш усуллариии к> рсатинг, 
бунда R  — рационал функция. Мисоллар келтирииг.

2- J sin"д:-cosmxdx куринишдаги интегралларни топиш усулларини баёи дилинг* 
бу ерда т, п — бутун сонлар. Мисоллар келтиринг.

3. К.упидаги куринишдаги интегралларни топиш усулларини баён килииг:



Г /  /  ах J- b \  1 I ах +  Ь , к\
4. \ #  д-, --------: , . . ., --------  dx кчринишдаги интеграчнн топи г

J  1 сх -4- а ' сх -f- а 1
усулларинн баён кчтинг. Мисоллар келтиринг.

5. К,уйидаги кхринишдаги ннтегратларни толиш усулларинн баён цилинг:

R  (л', |  ах2 -j-b x  +  c) dv, J  R (х, j  а- — х - ) dx. 
f R (х, | х~ — о2 ) dx, j  R (дг, j я2 a2 ) dx.

Мисоллар келтиринг.
6. 2090 — 2119, 2068— 2075, 1890— 1901-масаталарни ечинг.

12-§. Ани^ интефал

Аник интеграл — математик анализнинг энг му.\им тущунчалари- 
дан бириднр. Юзларни, ёйларникг узунликларини, ^ажмларни, наши, 
инерция моментлэрини ва хоказотарни хисоблащ масаласи у билан
бОРЛИК.

[а, Ь) кесмада у  =  /  (х) узлуксиз функция берилган булснн. Куйи­
даги амалларни бажарамиз:

I) [а, b] кесмани куйидаги ну^талар билан п та цисмга буламиз, 
уларни кисмий интерзаллар деб атаймнз:

а =  х0 <  xt с  xs <  . . . <  Xi-x <  xi <  . . . <  хп =  Ъ.
2) Кисмий интервалтарнииг узунткларини бундай белгилаймиз:

Д х, =  А', —а , Д х2 =  х ,—л-,, . . ., Д х ,=  x t— х._,, . . ., Д хп= Ь —

3) Х,ар бир кисмий ингервалнинг ичида биггадан ихтиёрий ну^та 
танлаб оламиз:

^ 1 ,  £ 2 * * * ' •  * - • • ч Ъ  .

4) Танлангач ну^таларда берилган функциянинг кийчатини j хн- 
соблаймнз:

/  Ch), /  (У , • ■ f а д .......... f  (?п).
5) Функциянинг ^исоэланган цнйматлари.чинг тегишли кисмий нн- 

тервалиинг узунлигига купайтмасини тузамиз:

f (?i) f  ( У Л х 2, . . ., f  (с,) Д х.------- /(?„) Д хп.

6) Тузилган купайтма тарни цушамиз ва йигиндинп о билан бел- 
гилаймиз:

а — f  (?i) Д *i +  f (=*) 'Д х2 +  • • • +  f  (s/) А -V/ +  . . . +  /  (| J ) Д xn.

а йиги 1ди f  (x) функция учун \a, b] кесмада тузилган интеграл йи- 
гинди деб аталади. а  интеграл йишнди цис^ача бундай ёзилади:

буила R  — рационал функция, т, п — бутун спнтар. Мисотлар келтиринг.



I

Интеграл йдаиндининг геометрик маъноси равшан: агар /  (v) >  О
булса, у ^олда о — асосларн Дя;,, Д ,v2......... А х г  А хп ва ба-
ландликлари мос равишда

/(£ ,) , /  (|а).......... /  (ЕД.......... /(?„)

булган тугри туртбурчак юзларшшнг йиптднсидан иборат (144- 
шакл).

Энди булишлар сони п ни орттира борамиз (п-*- ос) ва бунда 
энг катта ннтервллнинг узунлиги нолга интилади, яъни max Д х.->- О 
деб фараз киламиз.

Ушбу таърифни беришнмиз мумкин:
Т а ъ р и ф .  Агар о интеграл йип1нди [а, b ] кесмапи кнсмий [х;_ , , 

х ]  кесмаларга ажратиш усулига ва уларнинг -\ар бнридан Е, нуц- 
тани танлаш усулига борлнц булмайдиган чекли сонга интилса, у 
с о л д а т у  сон [а, Ь] кесмада f  (х) функциядан олинган _аниц ин­
теграл дейилади ва бундай белгиланади:

Г ь
)',/ (х) dx.
а

(«/■ (х) дан х буйича а дан b гача олинган аниц интеграл» деб уь;и- 
лади.) Бу ерда /  (х) — интеграл осгидаги функцня, [а; Ь] кесма — ин­
теграллаш оралири, а ва b сонлар интеграллашнинг цуйи ва юцори 
чегараси дейилади.

Шундай килиб, анщ  интегралкииг таърифидан ва белгиланпшидан 
цуйидагича эканини ёзиш мумкин:

С /  (х) dx  =  lim У  f  ( |t.) A x r
0 m ax Д x  ̂  -»0

307



Ашщ интегралнинг таърнфидан курннадики, анщ  интеграл з^амма 
вацт мавжуд б/лазермас экан. Биз ь;уйнда ашщ интегралнинг маз- 
жудлик теоремасини исбогсиз келтирамиз.

Т е о р е м а .  Агар f(x) функция [а, Ь] кесмада узлуксиз булса, у  
интегралланувчидир, яъни бундай функциянинг аник ичтеграли 
мавжуддир.

Агар кщоридан у  =  /  (.г) >  0 функциянинг графиги билан, куйи-
дан Ох уки бшан, ён томонлардан эса х = а  за х =  b тугри чиз1щ-
лар билан че1араланган со^ани эгри чизикли трапеция деб агасак, 

ь
у холда /  (.V) dx ашщ интегралнинг геомгтрик маъноси ашщ булиб

а
колади: /  (х) >  0 булганда у шу эгри чизикли трапецияиинг юзига 
сон жихагдан тенг булади.
^  1-изо^.  Ашщ интегралнинг цнймати функциянинг куринишига 

ва интеграллаш чегараларига бопиц, аммо интеграл осгидаги ифода 
з^арфга погчиц эмас. Масалан:

[ f (v) dx  =  J f  (0 dt =  f f (z) dz.
a* a a

2-изох. .  Ашщ интегралнинг чегаралари алмаштирилса, инте­
гралнинг ишораси узгаради:

Г f (х) dx =  —  f /  (х) dx.
a b

3- 'изох.  Aiap ашщ интегралнинг чегаралари тенг булса, з̂ ар 
цандай функция учун ушбу тенглик уринли булади:

/  f  (*) dx =  О
а

^ацикатан хам, геометрик нуцтаи назардан эгри чизикли трапе­
ция асосининг узунлиги нолга тенг булса, унинг юзи з̂ ам нолга тенг 
булиши уз-узидан разшан.

13-§. Аниц интегралнинг асэси! х ссаларн

Аниц интегралнинг хоссаларнни исботлашдч ашщ интегралнинг 
таърифн ва лимитларшшг хоссаларидан фойдаланамиз.

1-х о с с а .  Бир нечта функциянинг алгебранк йириядисининг аниц 
интеграли цушнлувчилар интеграл тарининг йигиндисига тенг.

Икки цушилувчи булган ^ол билан чекланамиз:

Г i7 (v) ±  Ф (-')] dx =  \ f  (х) dx ±  I' ф (.v) dx.
а а а

И с б о  г п.

f [/ (X) ±  ф (х)] dx =  lim v  [/ ( |.)  +  ф (£,.)] Д Х[ =
о m ax Дх (. |
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=  lim V  f (£.) A.v. ±  lim V  ^  (£.) =
m ax A x .  « J  m ax Л x ; —>C - \I L—1 I I-1

b b
=  j /  (x) dx ±  | ф (л) dx.

a a

2 - x o c c a .  Узгармгс к\пайтувчини аник интеграл белгисндаи 
ташкарига чикариш мумкин: агар k =  const бхлса, у .^олда

х  f k • f  (л-) dK =  k \  f  (A') dx.
Л a

И с б о т и .

\ k - f  (a) dx =  lim v  k f (?,) A X. =  k lim v  f  (^) д  X-t =
Ja  m ax Д x.  -»tl max Д x.  ->-U " j

=  A J /  (■*) dx.
a

3 - х о с с а .  Агар fo, /;] кесмада функция уз ишорасини узгартир- 
маса, у .^олда бу функция анщ  интегралининг ишораси функция 
ишораси билан бир хил булади, яъни:

а) агар [а, Ь] кесмада /  (х) >  0 булса, у холда

f /  (х) dx >  0;
а

б) агар [а, Ь] кесмада /  (а) <  0 булса, у .\олда

f  /  (дг) с/ а  <  0 .
а

И с б о т  и. г) A xL >  0, /  (х) >  0 булгани учун

f  (s,-) (* =  } ’п)-
Шунинг учун f (£,) Д x-t >  0, ва демак, о >  0. Бунд ан

lim а — lim v  f  ( t .) Д х . >  0 (А =  max Д хА
А—О Л«0 “ i

эканини хосил киламиз, чунки номанфий узгарувчининг лимити ^ам 
номанфийдир.

Шундай килиб,

j  / L(-v) dx >  0
а

ни ^осил киламиз. б) хол худди шунга ухшгш исботланади.
4 - х о с с а .  Агар [о, &] кесмада икки /  ( а )  ва <f (а )  функция

f (х) >  Ф (а)
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| /  (.y) dx >  j  <f (х) dx.
а о

И с б о т и .  Шартга кура /  (л;) >  ф(х) булганн учун f{x) — ф(х) >  О 
булади ва 3-хоссага кура

П / (*) — <F(*)1 d x >  О
а

ни ёзиш мумкин, бундан
ь ь
| f  (х) dx — | ф (х) dx  > 0  
а а

экани келиб чикади ва нихоят:
ь ь
| /  (.г) dx  3* f ф (х) dx.
а а

5-хос  с 2 . Агар [а; b ] кесма бир неча цисмга булинса, у ^олда 
[а, Ь] кесмп буйичл ани:^ ингэграт хар б яр кием буйича олинган 
аниц интеграллар йигиндисига тенг.

[а, Ь] кесма икки цисмга булннган хот бнлангина чекланамиз, 
яъни агар a < i c < . b  булса, у холда

Ь с Ь

\ /(*) dx  =  |' f  (x)dx +  | f  (x) dx.
a a c

И с б о т и .  Интеграл йигиндининг лимити [а\ Ь] кесмани булак- 
лар1а булиш ус> тига бор лиц булмагани учун х =  с нуцтанн булиниш 
нуцталари цаторнга киритамиз [а\ Ь] кесмадаги хамма интеграл 
йитндини иккита шкчшдига: [о, с] за [с, Ь] кесмага мос йишндига 
буламиз. У холда

V  /  (с.) Д х. =  V  / (|.) д  х. +  V  f Д х,..
L -  1 а с

Бу тенгликда к =  шах Д ,\\ ->  0 лимитга ути5, цуйндэпши хосил 
киламиз:

Ъ с Ъ

\ f ( x ) d x =  \ f(x)dx  +  Г f (х) dx.
а а с

с  нуцта [а; Ь) кесма таш ч ар йен да ётганда хам формула тугри булнб 
цолади.

6 - х о с с а .  Агар т ва М  сонлар /(х) функциянинг [я, Ь] кесмада 
энг кичик ва энг катга циймати булса, у ^отда

ь
гп (Ь — а) <  | /(.*)dx <  М (Ь — а).

а

шартни каноатлантирса, у  ^олда
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> ? '  ИIS - s '  s'S'' ''

И с б о т и .  Шартга кура у1

m  <  /  (л ) <  M

эканн келиб чикади. 4-xoccara fr=Av
асосан куйндагига эга буламиз: 

ь ь ь
f mdx  ^  f /(v)dx <  | Л/ dv.

a ° °
(13.1) l |

Бироц 145-шакл.
b  b  n

f mdx =  /л f'd.v =  r?z lim V  Д jr. =  /и (b — ft),
Ji-»0 ^  * a о i=l

b  b  n

f Mdx  =  Л1 j dx =  Л/ lim V  Д =  M (b — a)
■ я-»о 1a a j = I

булгани учун (13.1) тенгсизлик
ь

rn (b — a) <  | f(x) dx ^  M (b — a)
a

куринишни олади (145-шакл). Бу хосса аник интегрални бпхолаш 
,\акидаги теорема дейилади.

14-§. Уртача ^иймат ^а^идаги теорема

п та аъ а2, . . . , ап сонлар берилган булса, бу сонларнинг урта 
арифметик киймати деб

Ol "Ь °2 Ч- ■ • • +  о.п 
п

сснга айтнлади.
Энди [а, Ь] кесмада узлуксиз y = f ( x )  функцияни карайлпк. Унинг 

шу кесмадаги \ртача кнймаиши топамиз. Бунинг учун кесмани
X q =  CL, Л*2, *2» ‘ 1 • ’ X -_j , Л*\, . . . , X п  =  Ь

нукталар билан п та тенг кисмга буламиз. }\ар бнр оулакшшг узун­
лиги 

Ь — о
п

ёкн

=  х1 — а = х 2 — х1 =  . . .  =  х( — х{ 1  =  . . . =  b — хп_!

-— -  =  A Xj =  А х2 =  . . . =  А х. =  . . .  — А х п

га тенг. Хар Сир булакннгг ичида бттадаи нуцта оламиз: 
?i €Ах! ,  ?2е Д * 2, . . . , с#€Л*,  , . . , Е, 'САхг
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Бу нукталарда берилган f(x) функциянинг цийматларини ^исоб- 
л  а б кунидаги п та кийматнн з^осил киламиз:

f a  j .  f ( U ........... fQ t)............. / ( У -
Бу кийматларнинг урта арифметик кийматини хисоблаймиз ва уни 
[а, Ь] кесмада f(x) функциянинг уртача киймати деб атаймиз:

г _f  (Si) +  f  (»■■;) +  - - • +  /  (s,- ) +  . . . +  f  (s„ )
' Урт. n

Бу формуланинг унг цисмини (b — а) катталикка купайтирамиз 
ва буламиз, бундан:

h  РТ =  г ~  1Ш  —  +  /  &> —  +  • ■ ■ +УЬ1* 6 — а п п
Ъ — а

«ки

+ / а 1) д ^  +  . . . + / ( у д * „ ) .

Буни кискача бундай ёзиш мумкин:
П

' ^ т- Ь — а
i=i

Демак [а. Ь] кесмада f(x) функция учун интеграл йигиндисини 
хосил циламиз. Энди п —  оо {да к =  ш ахД х.  — О булгандаги ли­
митга утамиз, бундам

П
lim/ = l i m \ ' f ( l ) A x [ ■
?._о }.->о Ь — а

i= l

ёки

Бинобарин, [а\ Ь] кесмада функциянинг уртача киймати шу кес­
мада бу функциянинг аниц интегралини кесма узунлигига булинга- 
нига тенг. Кунидаги теоремани исбог килайлик.

У р т а ч а  к и й м а т  х а к и д а г и  т е о р е м а .  Агар f(x) функция 
[а; Ь] кесмада узлуксиз булса, бу кесманинг ичида шундай х — с 
нукта топиладики, бу нуктада функциянинг киймати унинг шу 
кесмадаги уртача кийматига тенг булади, яъни f  (с) =  / ?рт_.

И с б о т и .  Фараз килайлик гп ва М  сонлар f(x)  узлуксиз функ­
циянинг [а, Ь] кесмадаги энг кичик ва энг катта циГшати булсин.
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д ник интегрални бахолаш ^а^идаги хоссага кура кунидаги цуш 
^нгсизлнк тугри:

т  (b —  а) <  [ /  (.v) dx <  Af (ft —  а ) .

Тенгсизликнинг хамма кнсмларшш b — а > О га б\ламиз, иати-
жада О

1
Ь — а

f  (х) dx <  М (14.1)

ни ^оснл киламиз. Ушбу

1 п
|.i =  ------  I f ( x ) d x

b — a j

белгилашни киритиб, (14.1) цуш тенгсизликни ^анта ёзамиз:
т <  (J. <  М.

f(x) функция [г, Ь\ кесмада узлуксиз булгани учун у т ва М ора­
сидаги хамма орали^ киймагларни кабул цилади. Демак, бирор 
х =  с кийматда

И = / ( с )
булади, яъни

f  (с) =  ------ \ f (x)dx

еки
f ( c ) = f  у р т .*

Теорема исбот булди.
(14.2) формулани бундай узгартнриб ёзиш мумкин:

f f { x ) d x = f ( c ) ( b  — d)

еки

f(x)dx =  f 9рт ■ (b — a).

Уртача киймат ха^идаги теоре- 
манинг геометрик маъноси ь^уйи- 
дагича: юкоридан / ( а )  интеграл- 
ости функциянинг графиги билан 
чегараланган (b — а) асосли эгри 
Чизикли трапециянинг юзи ушап- 
Дай асосли ва баландлиги функ- 
циянинг уртача кийматига тенг 
тутри туртбурчакнинг юзига тенг- 
дош (146- шакл).

ij-fM

У //Л - L
. У //?47**? :

■ " у / : - , , , / л

146- шакл.

(14.2)
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1. Берилган кесмада бернлган функциянинг аниц интеграли деб нимага айтилз. 
ди?

2. Аниц интегралнинг мавжудлнк теоремаси нимадан иборат?
3. Аниц интегралнинг геометрик маъноси кандай?
4. Аниц интегралнинг энг содда хоссаларинн ифодаланг ва исботланг.
5. Аниц интеграл ншорасининг сакланншн хоссаси нимадан иборат?
6. Аник интегрални бахолаш хаки лаги теоремани ифодаланг ва исботланг. Унпнг 

геометрик маъноси нимадан иборат?
7. Функциянинг кесмадаги уртача киймати ии.ма?
8. Уртача кнймат хакндаги теоремами ифодаланг ва исботланг. Унинг геометрцк 

маънсси ннмадан иборат?
9. 22 9 6 — 2300, 2322, 2323, 2326, 2327- масалаларнн ечинг.

15-§. Ингегралиин г говори чегараси буйича ^осила

Агар аннг  ̂ интегралда иитеграллашнннг купи чегараси а ни 
танин килиб белгнланса еа юкори чегараси х эса узгарувчи булса, 
у холда интегралнинг киймати хам х  узгарувчининг функшшсн бу­
лади. Бу функцияни Ф (х) бнлан белгилаймнз:

=  \ fXOdt, х е \ а , Ь ] .
а

Т е о р е м а .  Агар /  (/) функция t =  x нукп.ада узлуксиз булса, 
у  холда Ф (л) функциянинг хссиласи интегралссти функцияси- 
нинг юцсри чегарадаги киймсапига ггенг, яъни

*
( J f ( t )dt )  =  / (х) ёки Ф' (х) =  / (л).

И с б о т и .  х аргументга А х  орттирма берамнз га цуйидагини х;о- 
еил циламиз:

х + Д х  X дЧ-Дд:

Ф (х +  Д х) =  \ /  (/) dt =  \  /  (0 dt +  J  /  (0 dt.
а  а х

Ф (х) функциянинг орттирмаси куйпдагнга тенг буладн (147-шакл);
x+At

Д Ф  =  Ф(л +  Д . г ) - Ф ( х ) = |  / (0 dt.  (15.1)

з- у з и ii и т е к ш н р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

УI Уртача киймат хакндаги теоре­
мани (14- §) (15.1) интегралга 1<ул- 
ланмиз,

Д Ф  =  / (с)Дх,  (15.2) 
бунда с ну^та х ва х +  Д х лар 
орасида жойлашган.

(15.2) тенгликнинг унг ва чап 
кисмларнни А х га буламиз:

Д Ф  .
=  /(с),

147- шакл. А х
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еЙин Д x-vO  булганда лимитга утиб, ушбу

lim =  lim f(c)
Д\'-»0 А X Дх—►О

НД *осил киламиз, бирок,

Н т  =  ф ' (.V), lim /(с) = /( * ) .
д х ^ о  Д х д г - .о

чунки A.v-<- 0 булганда с-*- х ва f(t) функция t =  х  да узлуксиз. 
Шундай цилиб,

ф ' (х) =  f  (х) ёки ( \ f ( t )dt  j  =  /  (л).
а

Теоремадан Ф (х) функция f{x) нинг бошлангич функцияси экани 
келиб чичади, чунки Ф' (%) =  /(*).

16-§. Ани^ интеграл ^исобнинг асосий формуласи

(Ньютон — Лейбниц формуласи)

Аниь' интегралларнн интеграл йипшдинииг лимити сифатида бево- 
сита хисоблаш куп холларда жуда кийин, узок хнсоблашларни та­
лаб ь;илади ва амалда жуда кам цуллаиилади. Интегралларни то­
пиш формуласи Ньютон — Лейбниц теоремаси билан берилади. 

Т е о р е м а .  Агар F (х) функция f  (х) функциянинг [а; b] кесма-
ь

даги бошлангич функцияси булса, у  хоада | f (x)dK сник инте-
а.

грал бошлангич функциянинг интеграллаш оралагидаги орттир- 
масига тенг, яъни

ь
\  f ( x)dx  =  F(b) — F(a).  (16.1)

а
(16.1) генглик ани^ интегрални хисоблашнииг асосий формуласи 

(Ньютон— Лейбниц формуласи) дейилади.
И с б о т и .  Теорема шартига кура F (х) функция f(x) нинг бирор

X
бошлангич функциясидир. Лекин 15-§ га к\ра Ф (х) =  \ f ( t ) d t

а
функция \;ам f  \х) функция учуй бошлангич фулкциядир, чунки

Ф' (л- )=/ (х) .

1-§ дан маълумки, берилган функциянинг иккита исталган бош­
лангич функциялари бир-биридан узгармас С кушилувчига фарц iyi- 
лади, яъни

Ф(х) =  F(x) +  C.
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Шунинг учун, бундан ёзиш мумкнн:
X
\ f ( t )d l= F (x )  +  C.

а

С ни тегишлнча танлаганда х нинг хамма книматларида тугри 
булган айниятни ^оснл кплдик. С узгармас микдорни аниклаш учун 
бу тенгликда х =  а деб оламиз:

а
\ f(t)d t =  F (a )  +  C.

а
а

Биро^ / (/) dt = 0, шунинг учун F  (а) +  С — 0 тенгламага эга була-
а _

мпз, бундан С = — F  (а) эканини топамиз. Демак, 

j f ( l ) d t = F ( x ) - F ( a ) .
а

Энди х — Ъ десак, Ньютон — Лейбниц формулаении зфсил цила- 
миз:

к
j  / (0 dt =  F  (b) —  F  (а) 

в

ёки интеграл узгарувчисининг белгиланшшши х га алмаштириб,
ь
I‘ f(x)dx = F (b )— F (а)

а

ни з̂ осил циламнз. Агар'

F  (b) — F  (а) =  F  (.v)l
а

белгилаш киритнлса, охирги фррмулани бундан кайта ёзиш мумкиш 
ь ъ
\] f (x )d x ^ F (x )\ = F {b )- F (a ) .

а а
Ь

F  (а) | белги куш урннга куйиш белгиси дейилади.
а

Шундай килиб, аник интегрални бевосита интеграл йинщди ли­
мита сифатида эмас, балки Ньютон —  Лейбниц формуласи буйича 
^исоблаш мумкнн. Бунинг учун аввал интеграл остидаги функциянинг 
бошлангич функциясиии топиш керак, кеннн эса интеграллаш интер- 
валида унинг орттирмасини хисоблаш керак.

1-мисол Интегрални хисобланг:
Л

I cos xdx.
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Е чи ш . j
Л Л

cos х dx =  sin x \ =  sin л — s in 0 =  0.

2-мисол. Интегрални хисобланг:
l

dvi r+  x2

1 . !
Ечиш - Г — —  =  arc tg x I = a r c tg l— arctg0 =  — 

.1 l  +  A 2 n 4
о

3-мисол. Интегрални хисобланг:
j  §“

xdx

1 +  x2
I  3

i F  i s'
xdx. 1 i ‘ d {  1 -f-x2)

1 3

f

Е чи ш . Г = —  | = y  i +JC*
1  l f X 1 ^  *'___1 1 +  X 2

1 3  i  з

*=1^9 — ] T  = I.
17-§. Ани^ интегралда узгарувчини алмаштириш

f f(x)dxСa
интеграл берилган булсин, бунда [  (х) [а, Ь] кесмада узлуксиз функ­
ция. х =  ф (() деб олиб, узгарувчини алмашт[фамиз, бунда <р (t) 
функция [а, (3] кесмада узлуксиз, ф' (/) косила хам бу кесмада уз­
луксиз булсин. Фараз ^илайлик, х=ср (7) функция а  ва р ни мосра- 
вищда а ва b га утказади, яъни

Ф (а) =  о, ф (Р )= 6 .

Бу шартлар бижарилганда
ь р
С fl(x) dx = |7  (ф (0) ф ’ {t)dt (17.1)

а а

формула уринли булади.
З а̂цицатан хам, агар F (х) функция f(x) нинг бошлангич функ­

цияси булса, у холда F  (ф (t)) функция / (ф (i)) ф' (t) функция учун 
бошлангич функция булади (бу 5-§ да исботланган эди). (17.1) фор­
муланинг унг ва чап кисмларига Ньютон —  Лейбниц формуласини 
Нуллаймиз:

ь ъ
f f{x)dx =  F(x) | =  F(b) —  F(a);

a a
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1 / (ф(0) ф' (0 d t = F (Ф (0) = F (9  (Р)) —  F ( ф(а)) =  F  (b) — F  (а).
а а

\осил булган ифодаларнннг унг кисмларн узаро тенг, демак 
чап томонлари хам тенг.

Аник интегрални (17.1) формула буйича хисоблашда янги узга.. 
рувчидаи эски узгарувчига кайтиш керак эмас, балки янги узгаруБ. 
чининг чегараларини кейинги бошлангич функцияга куйиш керак.

1 - м и с о л. Интегрални хисобланг:
8

(* х с!к 
3 * Х+ 1

Е  ч и ш. х +  1 =  t- формула буйича узгарувчини глмаштирамнз, 
бундан:

х =  i- — 1 ва dx = 2 1 dt.
Иитеграллашнннг янги чегараларини аннклаймиз: 

х — 3 булганда t =  2, 
х =  8 булганда t =  3.

S 3  3
(g --j^ 2 Ш  =  2 ( (/2 — 1)Л  =  2

= 2 ( 6 ~ т ) “ т  ■
2-м исол. Интегрални хисобланг:

I _____
j  У I  — х2 dx. 
б

Е чи ш . х =  sint деб алмаштирсак,
dx =  cos t dt, 1 —  x2 =  cos21 

булади. Янги интеграллаш чегараларини ани^лаймиз: 
х =  0 булганда t =  0, 

х =  1 булганда t =  —  .

I 51.
J У  1—x2dx— f  cos2/< # = — J  (l+ cos2/)< # =
0 0 0

фараз i-'илайлик, и(х) ва v(x) функциялар [о; b] кесмада диф- 
^еренциалланувчи функциялар булсин. Уларнинг купайтмасини туза- 
^„3 ва хосиласини ^исоблаймиз.

(uv)' — tt'v +  v'u,

тенгликнинг иккала цисмини а дан b гача интгграллаймиз: 
ь ь ь
j  {uv)' dx =  j* u'vdx +  f v'udx. (18.1)
a a a

b \b' dx — uv] , u'dx - du, v'dx =  doI a 
a

булгани учун (18.1) тенгликни бундан ёзиш мумкин:

ь ь ! f* uv =   ̂ vdu -f- \ udv.
а а

Бундан
ъ ь ь
f udv = uv j —  \ vd  u. (18.2)

a a a

Бу формула анщ интегрални булаклаб интеграллаш формуласи
дейилади.

1-мисол. Интегрални х.исобланг:
1
| х ё~х dx. 
о

Е чи ш . и =  х, dv — е~х—dx деб олайлик. Бундан du =  dx, v — 
=  \ е~х dx — — f e~* d (—  x) =  —  e~x- 
(18.2) формула буйнча ^уйидагига эга буламиз:

j* хё~х dx — — х e~*l0 +  j" e~x dx =  — e~l — e~x £ =  — e~l —
6 6

—  e~l +  1 =  1 —  —  .e

2-м исол. Интегрални хисобланг:

18-§. Ани^ интегрални булаклаб интеграллаш

j xdx 
V/*+  1



Е чи ш .

i
J  arc tg x dx = dv = dx,

dx

и =  arc tg x,

du v = x
— л; arc tgx 1 __  C xdx __

0 J  L-f x* “

=  arc tg 1---- In 11 +  x2| I' =  — ---— In 2.
2 1 10 4 2

S' 3- у з  и ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Аниц интегралнинг юкори \згар\вчи чегараси буйича >:осиласн нимага тенг? 
Тегишли теоремани исботланг.

2. Ньютон — Лейбниц формуласини ёзинг ва исботланг. Мисоллар келтиринг.
3. Ани!-; ннтегралда булаклаб интеграллаш усули нимадан иборат? Мисоллар 

келтиринг.
4. Аниц интегралда узгарувчини алмаштириш усулн нимадан иборат? Мисоллар 

келтиринг.
5. 2231 — 2268, 2275 — 2295-масалаларни ечинг.

1S §. Аниц интегралларни такрибий ^исоблаш

Хар 1\яндай узлуксиз функция учун э̂ ам унинг бошлангич функ­
цияси чекли элементар функцнядан иборат булавермайди. Бу каби 
аник интегралларни Ньютон — Лейбниц формуласидан фойдаланиб 
хисоблаб булмайди. Бундай холларда такрибий хисоблаш усуллари- 
дан фойдаланилади. А ниц интегралнинг интеграл йипщцининг лими­
ти сифатидаги таърифидан ва ант*; интегралнинг геометрик маъноси- 
дан келиб чикиб бир нечта усулни баён ^иламиз.

I . Тугри туртбурчаклар формуласи. Фараз цилайлик, {/ =  / (х) 
функция [а; Ь] кесмада узлуксиз булсин. Ушбу

ь
\f(x)dx

а
аниь; интегрални ^исоблаш талаб цплинади. [а; Ь\ кесмани

Q - Xq, X j ,  Л*2, . . . , Хр . . . , Хп =  Ь

нуцталар билан п та тенг цисмга буламиз.
Хар бнр булакнинг узунлиги

а Ь — аАх = ----п
булиши аник;.

/ (х) функциянинг х0, xlf х2, . . . ,  х., хп нукталардаги
цийматини

IV  У1» У • • • * У̂  • • • » Уп 
билан белгилаймиз ва куйидагини .%осил циламиз:
У о — / (*о)> У1 =  / Уъ =  /Ч*2>..........У1 =  /(*/). ■ • • . Уп =  / (О -
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К.укидаги йигиндини тузамиз:
л — 1

УоЬ х + у 1Ах +  у2Ь х +  . . .  +  yL A .v+  . . . + У „_ ,Д *  -  N ^ -Лд:,
1=0

у, Ах +  г/2 Д х +  . . .  +  yt Ах  +  . . .  +  упЛ х  =  V  у. Д *.
i=i

Бу йигиндилардан >jap бири [а; 6] кесмада f(x) функциянинг инте­
грал йигиндиси булиши равшан ьа шунинг учун та^рибан интеграл­
ни и ])Одалайди:

I / (х) dx : Ь — а

п—I
Ь — а

п ^ 41—0
Уг

f ( X)dX  :
Ь — а

(i/o + i/i + • • • + Vi + • • • + Уп~ l) —

(19.1)

(Ui +  Уг +  • - • +  +  • • • +  У,) =

</;• (19 2)п *шА1=1
Сиз аник интегрални тацрибий ,\исоблашнинг mijFpu туртбурчак 

формуласини ^осит килдик.
Агар /'(х)>  0 ва /(*) усувчи булса, у холда (19.1) формула 

«нчки» т>три туртбурчаклардан тузилган погонали фнгурашшг юзи- 
ни ифодалайдн, (19 2) формула эса «гашци» турри туртбурчаклардан 
тузилган погонали фигуранинг юзини ифодалайди (148-шакл).

Т\ Fpii туртбурчаклар формуласи буйича интегрални такрибий хи- 
соблашда нул цуйиладиган хато булишлар сони п цанча катта бул-

Ь — а

Ь - а  y i

са, шуича кам булади, яъин X х
чик б\лса, шунча кам бу­
лади Т гри туртбурчаклар <j 
формуласининг абсолют ха- 
тоси (исботлаш мумкнн)

(Ь— а)*

булиииш кадаъи канча ки-

Иг •
4 п

(19.3)

дан катта эмас, бу ерда ,И, 
If  (х)| нинг fa, b] кесмадаги 
энг катта кннматн.

2. Трапециялар форму­
ласи. [а, Ъ] кесмани булиш- 
Ни аввалгидек колднра-
21—2478

CJ-Ло лг х.-» At Лп-1 Хп

148 шакл

3*>1



149- шакл.

миз, лекин Д х хусусий интервалга мос келувчи у =  f  (х) чизикнинг 
>;ар бир ёйини бу ёйнинг четки ну^татарини туташтирувчи ватар бн­
лан алмаштирамиз. Бу берилган эгри чизикли трапециянинг п та 
тугри чизикли трапешшлар юзларннинг йигиндиси билан алмашти- 
рилганини билдиради (149-шакл).

Бундай фигуранинг юзи эгри чизикли трапециянинг юзини тугри 
туртбурчаклардан тузилган погонали фигуранинг юзига Караганда 
анча аник ифодалаши геометрик жихатдан равшандир.

Хусусий интервалда ясалган х;ар бир трапецнянинг юзи шу ии- 
тервалда ясалгаи тегишли тутри туртбурчакларнииг юзлари йигинди- 
сининг ярмига тенг булгани учун бу юзлэрни кушиб, 

ь
I* [(х) dx Уо + Уп +  У1 +  _ +  у. +  +

+  '/„_,) (19-4)
ни хосил ^иламиз. Бу гпрапециялар формуласидир.

п соии каича катта булса ва Ах = —— — булигшш радами к̂ аи-
п

чалик кичик булса, (19 4) формуланинг у иг кисмида ёзилган нигинди 
интегралнинг кийматини шунча катта аниклик билан беради.

Тугри туртбурчаклар формуласи холидаги каби трапециялар фор- 
муласининг абсолют хатоси

М 2 (fc~ a)- (19.5)
12  п2

дан кдтта эмаслигини исботлаш мумкин, бунда М 2 \f" (х)1 нинг [а, Ь\ 
кесмадаги энг катта киймати.

3. Симпсон формуласи. Бу формула 1 ва 2- бандда курилгаи
формулаларга Караганда янада анин; натижаларга олиб келади. [а, b]



кесмани п — 2 т  та жуфт 
ми^Д°РДаги теиг цнсмларга 
буламиз. Учта нуцта ола­
миз- (*о> Упi)> С̂ 1> У\)’ (*2> Уг) 
ва бу нуцталар оркали па­
рабола утказамиз:

у =  Ах2 + Вх + С, 
бу парабола билан у — f (х) 
функциянинг [х0, х2] кесма­
даги графигини алмаштира­
миз. Худди шунга ухшаш 
,/ =  f (х) функциянинг гра­
фиги [Х2, х4], [х4, хв] ва 
бошка кесмаларда узгарти- 
рилади. Шундай цилиб бе­
рилган // =  / (х) эгри чизиц 
билан чегараланган эгри чи­
зикли трапециянинг юзинн 
бу кесмаларда параболалар 
билан чегараланган эгри чи- 
зицли трапециялар юзлари- 
нинг йигиндиси билан ал- 
маштирамиз (150-шакл).

Бундай эгрн чизикли 
трапециялар параболик тр а ­
пециялар дейилади.

Парабола теигламасининг А, В, С коэффициентлари параболанинг 
берилган учта нуктадан утиши шартидан аницланади. Хисоблашлар- 
нииг кулай булиши учун коордннаталар бошинн укларнинг й> нали- 
шини узгартирмасдаи [л'0, х2] кесманинг ургасига жойлаштирамиз 
(151- шакл).

А, В, С коэффициентларни параболанинг
(— h; у0), (0; ух), (h\ у2)

ну^таларидан угиши шартидтн топамиз, бу ерда
, . Ь— а Ь — аII =  А х  — ----- = ----- ,

п 2 т

у0 — Ah? — Bli +  С, 
Vi — С, 

у2 =  Ah* +  Bh +  C.
Бу тенгламалар системасиии ечиб, аниклаймиз:

А = ; U/о — 2Ух +  У*)' с  =  Уи В  =  (у2 —  у0).

Энди параболик трапециянинг 5 юзини аник интеграл ёрдамида 
аниклаймиз:

'J f
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П h
S , = f  (Ax2 +  Bx +  C) dx = ( A ^  +  В  ~  +  Cx) | =  | {2ИЛ*+6С). 

-л - л
А ва С нинг топилган ^ийматларини \рнига ^уйиб, цуйидапцщ 

з̂ осил киламиз:

51 «  j  (г/0 +  4f/i +  У2)-

Х\дди щуига ухшащ цуйвдагиларни топиш мумкин:

5 2 =  -̂  (У2 +  4г/3 +  у4),

$з — — ('/4 +  ^Уъ +  Уе)'

$2т — g (i/гт—2 “Ь ^У2т—1 “b 1/2т)*

Параболик трапецияларнинг юзларинн кушиб, изланаётган инге-
грЦгнинг такрибий кийматини берувчи ифодани з̂ осил ^иламиз: 

ъ
( f (х) йхж-± (у0 +  у2т +  4 (ij! +  уз +  . . . +  у2т^ )  +

a

+ 2  G/2 +  */4 +  - • • +  У 2m—2))»
бунда

I  A ---f lII =  Д л' = ---- .2т
Шундай цилиб, интегрални такрибий х;исоблашнинг Симпсон фор­

муласи (параболик трапециялар формуласи) бундай куринишни олади 
ь

f (х) (у0 + у2т + 4 (у s + у 3 + . . .+  у2т_ г) +6т
a

+  2 (у2 +  г/4 +  . . . +  У2т—2))- (19.6)
Агар f (х) функция [а; Ь\ кесмада туртинчи тартибли узлуксиз з̂ о- 

силага эга булса, у холда Симпсон форму часининг абсолют хатосн

(19.7)
4 2880п4

дан катта булмайди, бу ерда М 4 | f lV (х) | нинг [а, Ъ\ кесмадаги 
энг катта ^иймати.

п4 катталик п2 га Караганда тезроц усгани учун (19.6) Симпсон 
формуласннинг хатолиги п ортиши билан (19.5) трапециялар фор­
муласи хатоликларига Караганда анча тез камаяди. Симпсон фор- 
муласининг трапециялар формуласига ^араганда каттароц аниклик 
билан олишга имкон бериши шу билан тушунтирилади.
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д\исол. Ушбу

. 1 +
1

+ *

интегралнинг такрибий кийматини тугри туртбурчаклар, трапеция тар 
ва Симпсон формулалари буйича топинг.

Е чи ш . Аввал берилган интегралнинг аник кийматини Ньютон— 
Лейбниц формуласи буйича хисоблаймиз:

С dx 1 п |1 + х |
1 + * = 1п2 «0,69315.

[П,1] кесмани
х0 =  0, X! =  0,1, х2 =  0,2......... х10 =  1

ну^талар билан унта тенг цисмга буламиз. Бу нукта ларда f(x) = ---
1 + х

функциянинг цийматиии хисоблаймиз. 1\уйидаги жадвални тузамиз:

t 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10

XI п 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Vi 1,0000 0,9091 0,8333 0,7692 0,7143 0,6667 0,6250 0,5882 0,5556 0,5263[0,5000

а) Т угр и  т у р т б у р ч а к л а р  ф о р м ул а си  б уй и ча .

п =  10, Д х = - ! ^  = 0 ,1 .
Ю

(19.1) формула буйича ортиги билан ^осил киламиз:
/ « 0 ,1  (1,0000 +  0,9091 +  . . . +  0,5263) =  0,71877.

(19.2) формула буйича ками билап хосил киламиз:
/ «0 ,1  (0,9091 +  0,8333 +  . . . +  0,5000) =  0,66877.

Хосил цилинган натижанииг хатосини (19.3) формула буйича бахо- 
лаймнз:

/ (*) =
1 + . V

булгани учун

Г  ( X )  =
( 1 + * ) 2

булади. [0, 1] кесмада ] /' (х) | <  1 га эга буламиз, шунинг учун 
М 1 = 1. Демак, з̂ осил килинган натижанинг хатоси

AU Ф — а)2
4 п 4-10

= 0,025

катталикдан ортмайди. Абсолют хато, яъни 0,69315 аниц натижа 
билан 0,66877 такрибий натижа орасидаги айирманинг абсолют кат- 
талиги 0,02435 га тенг. У  0,025 дан кичик. Бу олинган хатолик 
ба^осига мос келади.
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б) Т р а п е ц и ял а р  ф о р м уласи  б уй и ча . п =  10 булганда
(19.4) формула буйича

 ̂1_,00(10 -j- 0,5000 +  0 9091 _  +  0,5263j =  0,69377

ни хоенл киламиз. Досил цилинган иатижанинг хатосини (19.5) фор­
мула буйича ба^олаймиз. /' (л) = ---- !—  булгани учун (х)

2
= ---- булади. [0; 1] кесмада \f" (х)\ < 2 га эга буламиз, демак

(1+А-)3

М 2 =  2. Шунинг учун олинган натижанинг хатоси
J k S b_— aL  = — L  = _± _  <  0,002

12 п2 1 2 - 1 0 0  Ь0 0

катталикдан ортик булмайди.
Интегралнинг 0,69315 аник киймати билаи 0,69377 та1фибнй кий­

мати орасидаги абсолют хато 0,00062 га теиг. Бу хатоликникг олнн- 
гаи ба\осига мос келади.

в) С и м п со н  ф о р м ул аси  б уй и ча . п =  2 т =  10 булганда
А х = \ — — =  _ L , (19.6) формулага кура куйидагини >*оснл к,и-

3 ■ п 30
ламиз:

/ «  -1- ■ (1,0000 +  0,5000 +  4 (0,9091 +  0,7692 +0,6667+ 0,5882+
+  0,5263) +  2 (0,8333 +  0,7143 +  0,6250 +  0,5556)) =  0,693146. 

Хосил килинган иатижанинг хатосини (1^ 7) формула буйича ба-
холаймиз. f" (х) =  —-—  булгани учун (х) ----- -—  ва /iv(v) =(1+лг;3 ~ (1+х)* ' 49̂  jy
=  —1—  булади. [0; 1] кесмада | [  (х) [<  24 га эга буламиз, демак 

(1
М 4 =  24.

Шунинг учун хосил килинган иатижанинг хатоси
— = --- 24----_  0,000008

2880 I О4 2880-10000
катталикдан ортмайди. Аник 0,69315 ва тацрибий 0,693146 натижа- 
лар орасидаги абсолют хато 0,000004 га тенг. Бу олинган хатолик 
ба.\осидаи кичикдир.

Учала натижани ани^ киймат билан таедослаб, Симпсон форму­
ласи трапециялар формуласидан ва айшщеа, тутри туртбурчаклар 
формуласидан анча апиь̂  экан деган хулосага келамиз.

Уз - у  з ин  и т е к ш н р н ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Аник интегрални тацрибнй з^исоблаш учун тугри т\ртбурчаклар формуласини 

ёзинг. Мисол келтиринг.
2. Аниц интегрални такрибий >;исоблаш учун трапециялар формуласини ёзинг. 

Мисол келтиринг.
3. Аниц интегрални тацрибий ^исоблаш учун Симпсон формуласини ёзинг. Ми­

сол келтиринг.
4. 2347, 2348, 2350, 2351-масалаларни ечннг.
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20-§. Аниц интегралнинг геометрияга татби^и

1. Ясси фигуралар юзларини хисоблаш
а )Ф и г у р а л а р  ю зл а р и н и  Д е к а р т  ко о р д н н атал ар  

си стем аси д а  р с о б л а ш . 12-§ дан маълумки, агар [а\ Ь] кес­
мада функция / (х) >  0 булса, у холда у — f (х) эгри чизик, Ох уки 
ва х — а >̂ амда х — Ь тугри чизиклар билан чегараланган эгри чи­
зикли трапециянинг юзи

ъ
S  — \ f  (л) dx

га тенг булади. Агар [а, Ь] кесмада f (х) <  0 б\лса, у холда аник 
ь

интеграл |‘ / (х) dx < 0 булади (12-§, 3-хосса). <
а

Абсолют катталигига кура у тегишли трапециянинг юзига тенг: 

5 =  \f (х) dx
а

Агар f  (х) функция [а, Ь) кесмада уз ишорасини чекли сон мар­
та алмаштнрса, у холда бутун кесма буйича олинган интегрални ху­
сусий кесмалар буйича олинган интеграллар йигиндисига буламиз. 
/ (х )>  0 булган кесмаларда интеграл мусбат булади (152-шакл). 
f  (х) <  0 булган кесмаларда интеграл манфий булади (153-шакл). 
Бутун кесма буйича олинган интеграл Ох укидан юкорида ва куйи- 
да ётувчи юзларнинг тегишли алгебраик йигиндисини беради (154- 
шакл). Юзларпинг йигиндисини хосил килиш учун курсатилган кес­
малар буйича олинган интегралларнинг абсолют катталиклари йигин­
дисини топиш ёки

5 -  Я /  (х)| dx

интегрални ^исоблашни курайлнк
Агар уг — f, (х) ьа у2 — /2 (х) эгри чизиклар хамда х — а на х—Ь 

TVFpn чизиклар билан чегараланган фигуранннг юзнни хисоблаш ке­
рак булса (155-шакл), у \олда

152- шакл 153- шакл
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f i  w w . w
шарт бажарилган фигуранинг юзи цуйидагига тенг:

5 =  J  Л (*) dx -  Г/, (дг) dx = f f t  (х) -  /2 (х)) dx.

Л'2 V21-мисол. •— Ч— - =  1 эллипс билан чегараланган фигуранинг а2 Ь2
л

т ъ г -

юзини хисобланг.
Е чи ш . Эллипснинг координата 

укларига нисбатан симметриясидан 
фойдаланиб изланаётган фигуранинг 
юзи

S  =  45j
эканини топамиз (156- шакл), шунииг 
учун

S  =  4 |‘ ydx,
о

бунда у  — — ]/ а2—х2 эллипснинг I чоракдаги тенгламаси. Шундай 
а

килиб,

156- шакл

5 =  ~  j  Г а 2 — x2dx.

х =  a sin t деб олиб, dx = ocos tdt ни ^осил киламиз. х узгарувчи 
х = 0 ва х =  а кийматлар орасида узгаргани учун t узгарувчи О
ва кийматлар орасида узгаради. Демак,

71
2

5 = — J  V сг  — а^'т'Ч ■ acostdt = 4  ab Ц cosHdt =

71

2

=  2ab J  (1 +  cos20 dt =  2ab ^  4-
0
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У  А

157- шакл.

Шундай ь̂ илиб, эллипс билан чегараланган фигуранинг юзи
5 =  nab (кв. бирл.)

га тенг. Хусу сан, агар ci =  b булса, доиранинг юзини хосил цила- 
мнз:

S  =  л с~ (кв.бирл.).
2-м исол . у  — cosx, у =  О чизиклар билан чегараланган фигу- 

ранннг юзини хисобланг, бунда х£[0, 2 л].
Е чи ш . х£ О, ва хе 3 л 

~2
да cos х <  0 булгани учун (157-шакл)

•, 2 л| да cosx > 0 хамда х£ Г у , y j

з л 
2

j  cosxdx
2 тс

+ 1 cos xdx — 
Зл

=  S1 ILV + 1 sinxj

3 3T 

2
+  sinx

2 я

+
. Зяsin-- ■

2
• sin -

3 Jt

3 jt

=  sin----sinO +
2

+  sin 2л — sin —  =  1 — 0 +  [ — 1 — 11 +

+  0 — (— 1) =  4
булади Демак, 5 =  4 (кв.бирл.).

3-ми с о л. у =  х2 +  I ва у =  3 — х чизиклар билан чегаралан­
ган фигуранинг юзини ^исобланг.

Е ч и ш . Фигурани ясаш учун аввал ушбу
( у = х 2 +  1,
{У  =  3 — х
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-2 -1 О 

158- шакл. 159- шакл.

системани ечиб, чизикларнинг кесишиш нукталарини топамиз (158- 
шакл). Бундан х2 х — 2 = 0 ни \осил киламиз. Тенгламани ечиб, 
х, =  — 2, х2 = 1 илдизлари» топамиз. Мос холда у, = 5 , у2 = 2. 
Демак, берилган чизиклар: А ( — 2; 5), В  IV, 2) нукталарда кеснша- 
ди Демак,

1 [ 1
S  — \ (3 —  х) dx — | (а'2 +  1) dx = \ (2 — х — Xs) dx =

2 _2 ■_2

-  (2* - ^ ) 1>  (2 ■ ^  > - !  " > ■  
Агар эгри чизикли трапециянинг юзи

X = Ф(0,
X =  xl> (f)

параметрик шаклда берилган чизик билаи чегараланган булса (бун­
да /£[сс, PJ ва <р (а) =  a, ф (8) =  b), у х;олда бу тенгламалар \а, 6] 
кесмадаги бнрор у = /' (х) функцияни аниклайди (159-шакл). Би.чо- 
барин, Э1ри чизицли трапециянинг юзи

ь
S  = I ydx

а

формула буйича ^исобланиши мумкин. Бу интегралда узгарувчини 
алмаштирамиз:

х =  ф (0, dx — ф' (it) dt,
y =  f  М = /(ф (0) =  'КО.
а =  ф (а), b = ф (8).

Шундай килиб куйидагини хосил киламиз:
Р

5 == J г|з (/) ■ ф' (/) dt.
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2а-.

Бу формула чизиц параметрик 
тенгламалар билан берилганда 
эгри чизикли трапециянинг 
юзини хисоблаш формуласи- 
дир.

4-мисол Ох ук ва 
х = a (/ — sin /), 
у — a ( I — cos/), / 6 [0,2гг]
циклоиданинг бир аркаси би- I
лан чет ара ланган фигуранинг 160 шакл.
юзини хисобланг.

Е чи ш . Ш у фигурани ясаймиз (160-шакл). Изланаётган фигура-
2 я а

нинг 5 юзи | ydx га тенг. Бу интегралда узгарувчини алмаштира-
о

низ, бунда
х — a (t — sin /), dx = a (1 — cos/) dt, 
у =  a (I — соsi)

деб оламиз. Циклондат ннг тенгламаларидан, х узгарувчининг 0 дай
2 па гача узгариши t параметрнинг 0 дан 2 л гача узгаришига мос 
келншн келиб чикади. Шундай килиб, куйидагиларни топамиз:

2 па |2 я 2[я
5 = (' ydx = [ а- ( I —'cost)2 dt — a2 f (1 — 2 cost +  cos2/) dt =

о ; oi о
!-’ я

1 cos2 / \= a 2cos /-
2 Я

- J dt — a2  ̂ —  2 cost +  j  cos2/j dt=

a2 ^~t — 2sin/+-^ sin2/j

о
2 я

=  a2 ■ — - 2л = З л й 2.' 
2

Демак, изланаётган фигуранинг юзи S  =  3 л о2 (кв.бирл.).
б) Ф н г у р а л а р  ю зл ар и н и  к у т б  ко о р д и н атал ар д а  

х и со б л а ш . АВ эгри чизиц кутб координаталарида (х =  р cosq», 
у =  р sin ф)

Р =  Р (ф)
формула билан берилган булсин, бунда р (<р) функция [а, р] кес­
мада узлуксиз.

j» = р  (([) тенглама билан берилган эгри чизик ва кутб уклари 
билан а  хамда р бурчак хосил цилувчи икки q = а, ф = [3 нур би­
лан чегараланган фигурани эгри чизицли сектор деб атаймиз. Бу 
еекторнннг юзини анпклаймиз. Бунинг учун фигурани ф = а, ф=фц 
Ф = ф2, . . ., ф =  ф/, . . ., ф_= р нурлар билан п та ихтиёрий цисм-
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ларга буламиз (161-шакл). Утка­
зилган нурлар орасидаги бурчак- 
ларии Аф,, Афо, - . Афг1 лар би­
лан белгилаймнз.

Фараз килайлик, S  — бутун эгри 
чизщли секторнинг юзн, A S/ эса

р Ф = Ф/—1. Ф =  ф/ нурлар бнлан че-
0 гараланган кичик эгри чизикли сек­

торнинг юзи булсин. У  холда161- шакл.
П

s  = V  Д S i.
1=1

A S i юзни хисоблаймиз. Бунинг учуй хар бир кичик секторнинг 
ичида ф =  ф( нур(ф1-_1 < ф,- < ф() утказа\:из. Нурнинг эгри чизнц 
билан кесишгаи ну^тасини Л1,- билан белгилаймнз. У  холда 0 M i =
— Р (Ф;) =  Pi- ч̂аР бир кичик А{_ гОЛ{ эгри чизикли секторни р,- =  
= р (ф,-) радиус билан чизилган таш^и доирав ш секгорга алмаш- 
тирамиз.

Ĵ ap бир шундай доиравин секторнинг юзи

га теиг ва кичик эгри чизикли сектор юзининг такрибнй кнйчатини 
беради:

га тенг булади. S  'юзнинг аник киймати бу йигиндининг Аф,—>-0 
булгандаги лимитига тенг булади. Аммо бу йигннди [а, Р] кесмада 
Р2 (ф) функция учун интеграл йншиди булади, шунинг учун унинг 
тахАф,—»-0 булгандаги лимити ани^ интегралдир:

Демак, эгри чизикли секторнинг 5 юзи хам шу аниц шпегралга 
тенг:

_  ф. = _  рч- (ф.) д ф.

д 5(- » - ра(Ф,-) Дф,-.

У  холда з̂ амма эгри чизикли секторнинг S  юзи такрибан
П

2J2ра (ф*') Аф‘‘

р

а

S  = | j p sd V.
а
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5-мисол. р =  а(1 +coscp), 
а >  0 кардиоида билан чегаралан­
ган фигуранинг юзини хисобланг:

Е чи ш . Ш у чизиц би тан чега­
раланган фигурани ясаймнз (162- 
шакл). Чнзмадаги эгри чизицнинг 
симметриклигидан изланаётган фигу- 
ранпнг S  юзи

? ?
5 =  2SX = 2 ■ — | р2 d ф =  j р2 cf ф

а а
га тенглиги келиб чикади, бунда ф узгарувчи а =  0 кнйматдан р=л 
цийматгача узгаради.

Юзни хисоблаймиз:

5 = а2 (1 +  cos ф )2 d ф = a2 f (1 +  2cos ф +  cos2 ф ) d ф =
о

Л

=  а■| [ 1 +  2cos ф +  ~  +  — cos 2 ф̂  d ф = а2 | +  2cos ф +

J \ / ^ 1
+  — cos2 ф ) d ф •= а2 ф +  2sin ф +  — sin 4 ф =  — я  а .  

2

Демак, изланаётган фигуранинг юзи цуйидагига тгнг:

S  =  ~  л а2 (кв.бирл.).

2. Ан 1ц интегралнинг жисмлар з$ажмини хисоблашга татбичи.
а) Ж  н с м н и и г % а ж м и и и к у н д а л а и г к е с и м н и и г ю з и 

б уй и ча  х и со б л аш .
V хажми хисоблаб топилишн керак булган бирор жисмнн караб 

чикамиз. Бу жисмнинг Ох укига перпендикуляр текислик билан ке- 
симпнниг юзи маълум булсин. Бу юз кесувчи текисликнинг вазия- 
тнга боглик булади, албатта, яъни х нинг функцияси булади: 
S  = S  (л). Фараз килайлик, 5 (дг) узлуксиз функция булсин. Берил­
гаи жисмнинг хажмини хисоблаш учун бундай иш киламиз. [о, Ь] 
кесмани

ft *̂ 0* -̂1» -̂2* * * ** _1* * * '’ == Ь
нуцталар билан ихтиёрий буланка буламиз ва бу нукталар оркали 
Ох укига перпендикуляр текисликлар утказамиз (163-шакл). Бу те­
кисликлар жисмни п та катламга ажратади, уларникг ^ажмларини

A V 2........ДК,-, . . . .  Д К „
п

билаи белгилаймиз. У  з̂ олда V = ^AV’t- булиши равшан, ва я,- абс-
f=i
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163- шакл.

циссали кесимлар \осил цилган ^атламлардан бирпни ь̂ араб чикампз. 
Унинг Д V{ .̂ ажми баландлиги Д л'г- =  л'-— х(_ ,, асоси бирор Е,- абс- 
циссали жисмнинг кесими билан мос тушадиган тугри цилиндрпинг 
хажмига та^рибан тенг, бунда х(-_, <  £■ < xi ва шунинг учун хам
5 (Е() юзга эга булади.

Бундай цилиндрнинг ^ажмн S  (|() • Д хг- га тенг. Шундай килиб, 
Д Vj ~  5 (£,) Д х(-. Шунинг учун бутун жисмнинг хажми учун ^уйи- 
даги та^рибий тенгликни ^осил киламиз:

V * V S ( E , . )  Д а;-. 
i= i

Жисм хажмининг анн^ киймати Д х--+0 булганда шу [йипшдшшнг 
лимитига тенг булади. Лекин бу йигинди [а,Ь] кесмада S  (.г) функ­
ция учун интеграл йигинди булади, шунинг учун max Д ,г-->0 бул­
ганда унинг лимити

С 5 (х) dx
а

анн1̂ интеграл булади. БнноЗзрин, жисмнинг V ^ажми ,\ам сон жн- 
^атдан шу ани^ ингегралга тенг булади:

6-ми со л. Ушбу

V =  Г S  (А-) dx.

—  + — + — =  1 a2 fc2 с2

эллипсоид билан чегараланган жисмнинг ^ажмини хисобланг.
Е ч и ш . Эллипсоиднинг Ох у^ига перпендикуляр ва Оуг коорди­

наталар текислигидан х бирлик масофада ётувчи текислик билан  ̂ке­
симида

b l , b y 7 Z F , c, , c y ^ T
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ярим УЦЛИ

эллипс хосил булади. Лекин [бундай эллипснинг юзи 5 - л Ь 1-с1 
булади, бу 20-§ даги l-N-исолдан келиб чикади. Шунинг учун

S ( x ) = n & . e (  ! - ■ £ ) .

Эллипснинг ^ажми куйидагига тенг булади:
а

V — n be  ̂ ^1---dx =  zib-c л̂: —
—а “

= я  be- ---^ -\-а — |  j =  я  be-а 2̂ — ~  ^  Л а с̂~

Шундай килиб, V = — л abc (куб. бирл.). Хусусан, агар а — Ь — с3
булса, шарнинг ^ажмини ^осил киламиз: V =  — л а3 (куб. бирл.).3

б) А й л а н и ш  ж и см л а р и и и н г  х аж  м ини ^ и со б лаш . 
Агар каралаётган жисм у =  / (х) чизик билан чегараланган эгри чи- 
зикли трапециянинг Ох уц атрофида айланишидан хосил булса, Ох 
укига перпендикуляр х абсциссали кесим доирадап иборат булиб, 
унинг радиуси у = / (л) ординатага мос келади (164-шакл).

Бу холда S  (л) =  л у2 ёки 5 (х) =  л (/' (дг))а ва Ох уци атрофида 
айланаётган жисмнинг хажми формуласига келамиз:

V = л (' y-dx ёки Г  =  я  | (/' (х))2 dx.
а а

Оу \т\и атрофида айланаётган жисмнинг хажми формуласи хам 
худди шунга ухшаш хосил килиниши мумкнн (165-шакл):



V =  л f x-dy ёки
С

V = Л f (ф (у))2 dy,
С

*  бунда х = ф (г/) айланиш жисмпни 
хосил цилувчи чизикнинг тенгла-
маси, с ^ у  s^d.

х■2 У2 ,1-МИСОЛ.---= 1 эллипс-Q2 fc2
ни Ох уци ва Оу уки атрофида ай- 

166- шакл. лантириш билан з̂ осил кплин-
ган жисмларнинг ^ажмларини и̂- 
собланг.

Е чи ш . Эллипснинг тенгламасидаи цуйидагилар келнб чикади 
(166- шакл):

У2 =  ~  (о2 -  *2) ва л-2 У2)-о2 Ь2

Жисмнинг симметриясига кура цуйидагини ёзиш мумкин:
а а а

V = 2V\ = 2 л j" y-dx =  2 л ~  j* (а- — х2) dx = 2 я  а̂:х — -yj =
о о о

2 л  Ь2 (  ,  а3\ 4 , „ , ч
=  I <*5 —  — ) =  -  п (куббирл.).

Эллипсни Оу уци атрофида айлантириш билан з̂ осил цилинга! 
жисмнинг хажмини шуига ухшаш ^исоблаш мумкин:

ь ь
V =  2V,. =  2 л jV r fy  =  2 л £  j  (fc2 - i/ 2) dy =

о о
л2 / ijS \ I6 2  л й2 / »,з \ 4  _

= 2 л — ^  - Ь )  |о = ^ г -  (^3 - ^ )  =  —  orb (куб бирл.).

21-§. Ясси эгри чизиц кесмаси узунлягини аниц хи:облаш

А В  ясси эгри чизиц берилган булсин. Уни
A = N 0, N v N2........  Л',........ Nn =  В

нукталар билан ихтиёрий п булакка буламиз. 1\ушни булиниш нук­
таларини кесмалар билан туташтириб А В  ёйга ички чизилган синиц 
чизикни зфснл киламиз. Бу синиц чизиц A N {1 N {N2, . . ., ЛГ(_,Л^-, 
. . ., W „_, В  бугинлардан иборат булади, биз бу бугинларни Д /,, 
Д/2, . . ., Д /t-, . ., А 1п билан белгилаймнз.

У  цолда синиц чизицнинг пернметри цуйидагига теиг булади:
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Демак, (17.3) система ягона ечнмга эга, яъни шундай С,, С ,.........
Сп сонлар тупламига эгаки, буларда у = С, у, +  ~С2у2 +  . . . +  
-\-Спуп ечим (17.2) бошлаитч шартларни каноатлантира^и. Шун­
дай килиб, агар у, , у2, . . .  , уп— чизикли бир жинслн дифференци­
ал тенгламанииг фундаментал ечимлар сисгемаси булса, у = С,у, -}- 
-j-С2 у2 +  . . .  + С пуп функция бу тенгламанииг умумий ечнми бу­
лиши исбот килинди.

Остроградский — Лиувилл формуласи чизикли бир жинс- 
ли тенглама ечимлари системасининг Вронский детерминанта 
билан бу тенгламанииг коэффициентларини боглайди. Бу фор- 
муланн келтириб чикаришни иккинчи тартибли чизикли бир 
жинсли тенглама булган хусусий хол учун курсатамиз. Тенгла- 
манинг куриниши:

Агар у 1 ва у2— фундаментал система булса, у холда

г чринчи тенгликнинг ^адларинн у2га, иккинчи тенгликнинг 
цларини у I га купайтириб ва иккинчисидан биринчисини айи- 

топамиз:

ечимлар системасининг Вронский детермиианти. у, у”  — у,”  у2 = 
= W '(x ) —  бу детермннантнинг ^осиласи. Демак, (18.1) тенглик ку- 
лидаги куринишга эга булади:

(18.2) тенгламанииг умумий ечимини узгарувчиларни аж- 
тиб топамиз:

\ нки у\, г/2 ечимлар снстемаси фундаменталдир. Интеграллай- 
миз:

18-§. Остроградский — Лиувилл формуласи

у" +  (х) у ' +  а2 (х) у = 0.

[̂ У\У% У\ У2 ) “I” а\ (х) ( У\ У2 У\ У2) — (18.1)

Бу ерда у, у2 — у, у2 =  ^  = W  (х )— ух, у2 фундаментал

W '(x) +  a, (х) W  (х) =  0. (18.2)

^ - = - a i (x)dx, ХГ(х )ФО ,

W (х) = Се~ ' at ( t l  dx (18 3)
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Энди (18.2) теигламанинг
W (х0) =  W 0

боипанрт  шартни каноатлаптирувчи хусусий ечимини топа­
миз. Уларии (18.3) умумий ечимга куйиб, топамиз:

1Г0 =  C J~  ' а' <r) dv,| v=v0 . (18.4)
(18.3) ифодани (18.4) га буламиз:

W  (X) ё~: (Х) dX
е(— |'а, (л) dx)

I X—х0

Бу ердан
—  [ а ,  (.V) dx

W (л:) =  W0e (18.5)
экани равшан.

(18.5) формула Остроградский —  Лиувилл формуласидир, 
у иккинчи тартибли тенглама учун келтириб чи^арилди, биро^ 
у исталган тартибли тенгламалар учун э̂ ам уриилидир. Бу фор- 
муладан, масалан, W (х) ё айнан нолга тенг экани, ё ^еч бир 
нуктада нолга тенг булмаслиги келиб чикади.

(18.5) формула иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенг­
ламанинг битта хусусий ечимн маълум булганда унинг умумий 
ечимини топишга имкон беради.

М и с о л. Ушбу ху" —  (1 +  х) у ' +  у 0 тенгламанинг уу =  ех 
ечими маълум булса, унинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш . Тенгламани яга  б>либ, цайта ёзамиз:
п 1 X г . у ~у " ----=!—  у +  -2. =  0.

X X

(18.3) формулада Вронский детерминантини унинг киймати 
билан алмаштирамиз, натижада ц у й и д а г и г а  Эга буламиз:

У2У\ — y2y'i =  Ce~ 5a' lx)dx-
Бу ердан

_ Г _ 1+* 
у'2ех — у2ех =  Се J  *

^чунки у, =  ех, у\ =  е\ a l (х) = — ё

е* (у2 —  г/2) =  С еы х+х . 
е\пх __ х булгани учун ек га кис^артирсак, охирги тенгламадан:

У 2  У  2  =  С х .

Бу тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топамиз. У  бирин­
чи тартибли, чизи^лидир. К,уйидагича алмаштирамиз:
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v = u-v, y2 — u'v +  v'u, натижада u v +  uv' — uv = Cx, бу ердан 
u'v +  « iv' — : ) =  Сл-. Энди v — v = 0 деймиз, у холда ы'и =  Сх.

Бириичи тенгламани ечиб, v = ех ни, иккинчи тенгламани ечнб, 
й = Ci — Се~х(х +  1) пи топамиз. и, v функцияларни у2 га куямиз:

у2 — uv = ех (Ci — Се~х (х +  1)).
Хусусуй ечимни излаётганимнз учун Су = О, С = — 1 деб, у2 = 

= х +  • ни коси 1 киламиз. Иккита: у1 ~  ev, у? =  х4-\ хусусий
ечимлар — = —— ф  const булгани учун чизикли эркли. Улар фун- 

г/2 х *
даментал система ташкил этади, шунинг учун берилган тенглама- 
нинг умумий ечими

у — Сх ех +  С2(х 1) 
функциядан иборат булади.

У  з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 . п- тартибли чизицлп бир жинсли тенглама ечнмлари системасининг чнзпь*- 
ли эркли булиш шартини ифодаланг ва исботланг.

2 . Чизикли бнр жинсли тенглама ечнмларннинг фундаментал снстемаси деб 
нимага айтилади?

3. Чизикли бир жинсли тенглама умумий ечпмииинг структурасн тугрненда- 
ги теоремани ифодаланг ва исботланг.

4. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенглама булган хол учун Остро- 
градский— Лиувнлт формулаенни келтириб чикаринг.

5. 4238—4241-масататарнп ечннг.

19- §. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенгламалар

Чизикли бир жинсли тенгламаларнинг коэффициентлари 
узгармас булган хусусий ^олни цараймиз. Бундай тенглама- 

1 лардан куп фойдаланилади. Соддалик учун аввал иккинчи 
тартибли чизикли бир жинсли тенгламани муфассал куриб 

1 чикамиз, унинг натижаларини п- тартибли тенгламалар учун 
! умумлаштирамиз.

1. Узгармас коэффициентли иккинчи тартибли чизикли бир 
жинсли тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли чизикли 
бир жинсли тенгламани цараймиз:

y" + py' + qy = 0, (19.1)
бу ерда р, q — узгармас хающий сонлар. Чизикли бир жинсли 

I тенгламаларнинг умумий назариясидан (16— 18-§ лар) бундай 
тепгламаиинг умумий ечимиии топиш учуй унииг хусусий ечим- 
лари фундаментал системасиии топиш етарли экани келиб чи- 
кадн. Иккинчи тартибли тенглама булган ^олда фундаментал 
система иккита чизикли эркли хусусий ечимдан иборат була­
ди. (19.!) тенгламанииг фундаментал ечимлар системасиии 
^андай топиш мумкинлигиии курсатамиз. Бу тенгламанииг 
хусусий ечимини

i
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ij = ekx (19.2\
к\ринишда излапмиз, бу ерда к — узгармас.

Бу функцияни икки марта дифференциаллаймиз:
у ' = кекх, у" =  кгекг.

у, у', у " ларни (19.1) тенгламага куйиб, топамиз:
ек< (k-+  pk +  д) =  0. (19.3)

Бу ерда екх— купайтувчи х нинг .\еч кандай ^ийматида нолга тенг 
булмайди. Шунннг учун скс га кис^артирпб, куйидаг и тенгламани 
>̂ осил киламиз:

k2 + pk  +  q =  0. (19.4)
Шундай килиб, k сони (19.4) тенгламанинг илдизи булганда 
ва факат шундагииа у функция узгармас коэффициентли чи­
зикли бир жинсли (19.1) дифференциал тенгламани каноат' 
лантиради.

(19.4) алгебраик тенглама берилган дифференциал тенгла­
манинг характеристик тенгламасн дейилади. У (19.1) диффе­
ренциал тенгламадан \нда изланаётган функциянинг хосила- 
ларини номаълум k нинг тегишли даражалари билан алмаш- 
тиришдан хосил килинади, бунда функциянинг узи (нолинчи 
тартИбли хосила каби) k номаълумнинг нолинчи даражаси, 
яъни бир бнлан алмаштирилади. Характеристик тенгламанинг 
илдизлари k\ ва к2 сонлари булади:

Ь  = - § -  + У Р~ Я  ва к =  - ^ - У ^ - ч .

Бунда куйидаги уч ^ол булиши мумкин:
а) кх ва k2 —  ̂ акикий ва ^ар хил сонлар, яъни кх Ф  k2;
б) кх ва к2 —  хакикий ва тенг сонлар, яъни kt =  k2 = — —;
в) кг ва k2 — комплекс сонлар, яъни k , 2 = а  ±  ф, бу ерда

«= --§ . Р= \Г я -
}^ар кайси >;олни ало^ида-ало^ида к аРаймиз.

а) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и зл а р и  \ а к и- 
Кий ва ар хил: кхФ к 2. Бу .̂ олда хусусий ечимлар (19.2) фор­
мулага кура уг =  eklX ва у2 = ек*х функциялар булади.

Бу иккита у\ ва у2 ечимнинг чизикли эрклилипши тек 
шириш колаДи- 14- § даги таърифдан бунинг учун у { ва у? 
функцияларнинг нисбатини тузиш кераклиги келиб чикади. 
Агар бу нисбат х нинг барча кийматлари учун узгармас сон 
булса, у\ ва у2 функциялар чизикли 6 o f .h ik , акс холда улар

«г- гт У1 ,k,t t (ft, —чизикли эркли булади. Демак, — = —г— = е ¥=■ const, чункиу2 е*г
кх ва к2 лар шартга к\ра хар хил. Шундай килип, г/j — е 'х ва //, =
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___ ек>х ечимлар чизицчи эркли, демак, улар (19.1) тенглама ечимла- 
рининг фундаментал сисгемасини ташкил этади Демак, бу функ­
цияларнинг чизикли комбинацияеи

У =  С .е *1"  +  С ./ * *

берилган тенгламанииг умумий ечнмини беради.
1-м исол Ушбу у" — Зу' +  2 у =  0 дифференциал тенглама 

учун характеристик тенглама к” — ЗА; +  2 =  О куринишга эга була­
ди" Унинг илдизлари: кх = 1, k, =  2. Фундаментал ечимлар систе- 
масн: уг =  ех, у2 =  е2х. Дифференциал тенгламанииг умумий ечими 
цуйидагича булади:

у =  Сгв* +  С2е2г.
б) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и и г  и л д и зл а р и   ̂а ц и-

^ий в а тен г. kx =  k2= — Битта хусусий ечим: ух = ек̂ х юцо-
ридаги муло^азалар асосида ^осил цилинади. ek*x функция иккинчи 
хусусий ечим сифатида царалиши мумкин эмас, чунки ек2Х — ек*х. 
Шундай хусусий ечим топиш керакки, у биринчи ечим //, =  ек' х би­
лан чизикли эркли булсин. Иккинчи ечим у2 =  xekix функция були­
ши мумкинлигини курсатайлик. У  /д билан чизикли эркли, чунки

</2 , ,— =  —7— = х ф  const.
Уг

Бу у2 = хек1Г функция (19.1) тенгламани цаноатлантиришини текши­
риш цолди. Уни икки марта дифференциаллаймиз:

У2 — e>t'x (1 +  кгх),
УГ =  <ЛХ (̂ 2 х 2£j).

у2, у ', у”  ларни берилгаи (19.1) тенгламага куямиз:
[(к\ х +  2kj) +  р (1 +  ktx) +  qx\ =  0 .

1\ушилувчиларии цайта гуру^лаймиз еэ ек'х Ф  0 га кис^артира- 
миз:

х(Щ + р ку + 9) +  (2&t +  р) =  0. (19.5)
ку— (19.4) характеристик тенгламанииг илдизи булгани учун (19.5) 
даги биринчи цавс айнан нолга тенг, яъни k\-\-pkv -\-i7 = 0. кг —
каррали илдиз, яъни kY — k2 = — ~  ёкн 2кх =  — р булгани учун
(19.5) даги иккинчи цавс .̂ ам айнан нолга тен1, яъни 2kl -\-p— 0. 
Демак, уг =  хе*'*функция (19.1) тенгламанииг ечими булади ва 
й  = ек'' билан чизикли эркли. Шундай цилиб, y t =  ек,х ва у2 =  
=  хек'х ечимлар (19.1) тенглама ечимларининг фундаментал систе- 
масини ташкил этади. Демак, бу функцияларнинг чизикли комби- 
нацияси
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У — CiUi +  С2У-2 =  £kl (Ci +  C2x)
бу тенгламанинг умумий ечимини беради.

2- м и с о л. Ушбу у" +  4у' +  4у =  0 дифференциал тенглама 
учун характеристик тенглама k2 +  Ak +  4 = 0 курннишда булади. 
Унинг илдизлари: kt =  /г2 = — 2. Фуидаментал ечпмлар системаси 
уг =  е~~х ка у2 = хё~~х. Дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
куйидаги курннишда булади:

!̂  =  в“ 2*(С1 +  С2.«).
в) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и лд и з л а р и  ко м п ­

л е кс , куш ^ 1а: К  = ос +  ф, к,2 — се. — ф. Бу ерда а = — р =
Г~ ,2/ Р1-- I q —  i—. Хусусий ечимларни куйидаги шаклда езиш мумкин:

"  4

У1 = eklX = е(а + 1р) л = е“А' -
yt=seb* =  iF - i ■ е ~ * \  (19.6)

(19.6) ифодага ушбу
е!ф = cos ф + i sin ф 

Эйлер формуласини татбик ^илиб, уни цуйидагича ёзамиз: 
t/i =  еах cos Рх +  /e“ vsin (5.v,

CCV о • СС-К • оу2 = е cos рх — tc sin р.*.
Маълумки, бир жинсли тенглама ечимларинннг чизикли ком- 
бинацияси хам тенгламанинг ечими буладн. Шунинг учун куйи­
даги

“ i  =  У1±У2 =  ™  cos ^  =  =  bin

функциялар хам (19.1) тенгламанннг ечимлари булади. Улар чизик;-
ли эркли, чункн: ^  =  ctg $ х ф const. Демак, y lt у„ функциялар
(19.1) тенглама ечимларининг фундаментал системасини ташкнл эта- 
ди. Шундай килиб, бу функцияларнинг чизикли комбинациясн

у = еах (Сх cos p.v +  С2 sin (Зх)

берилган тенгламанинг умумий ечимини берадн.
3- м и со л . Ушбу i f  —  Ay' +  13// — 0 дифференциал теиглама 

учун характеристик тенглама к2 — 4£+ 13 = 0 булади. Унинг 
илдизлари: ку = 2 +  Зг, к» = 2 —  3/; ос = 2, р = 3. Ечимларнинг 
фундаментал системаси: уу =  e2t cos Зх, у2 =  e2\sin Зх. Берилган 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у =  е2‘ (С\ cos Зх +  С2 sin Зх).
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2. Узгармас коэффициентли п- тартибли чизицли бир Жинс­
ли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли 
п-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани 
цараймиз:

У(п) +  а1у(п~ 1) +  . . . +  апу = О, П9.7)
бу ерда а ,, а.„ . . . , ап — узгармас сонлар. Бу тенгламанииг уму­
мий ечимнни топиш учун унинг фундаментал ечимлар сисгемасини 
топиш етарлидир. п- тартибли дифференциал тенглама булган \олда 
фундаментал система п та чизикли эркли ечнмлардан иборат була­
ди. Хусусий ечимни у =  екх куринишда излаймиз. Бу функцияни п 
марта дифференииаллаб, ц ва унинг у', у", . . ., t/n) хосилаларини
(19.7) теигламага куйиб, куйндаги алгебраик тенгламани хосил ки­
ламиз:

kn +  fljft +  . . . +  ап = 0.
Бу тенглама (19.7) дифференциал тенгламанииг характерис­
тик тенгламаси дейилади. Характеристик тенглама п та илдиз­
га эга: kv k2, . . . ,  kn. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли генг- 
ламага ухшаш бу ^олда .\ам характеристик тенглама илдизларининг 
характерига кура уларга мос хусусий ечимлар каидаи богланишга 
эга эканини курсатамиз.

а) Характеристик тенгламанииг хар бир хацикии содда k нлди- 
зига ekt хусусий ечим мос келади;

б) ^ар бир s каррали ^акикнй k илдизга s та чизикли эркли
kx kx S—  I kxe , xe , . . ., x e ечимлар мос келади;

в) комплекс цушма содда илднзларнииг хар бир = а  +  ф ва 
k2 = а  —  t‘P жуфтига иккита чизикли эркли cos Рх ва еах sin fix 
хусусий ечим мос келади;

г) карралиги г булган комплекс цушма нлдизлариннг хар бнр 
kt — а-\-ф ва k2 = а  — ф жуфтига 2г та чизикли эркли хусусий 
ечимлар мос келади:

ах  п ач: о  г — I „ссс __ ое cos рх, xe cos рх, . . .  у х е cos рх,
a v  • n  ССХ •  о  Т — I CCJC ;  Г)е sin рх, xe sin рх, . . *, х е sin рх.

Характеристик тенгламанииг даражаси ёки чизикли бир 
жинсли дифференциал тенгламанииг тартиби цандай булса, 
хусусий ечимлар шунча буладн. Ечимларнинг чизикли эркли- 
лигиин Вронский детерминанта срдамида нсботлаш мумкин. 
Фундаментал ечимлар снстемаснни куриб, улариннг чнзицли 
комбинациясини тузамиз:

У =  Ci t/i -f- С2 у2 +  • - - +  Сп уп,
бу (19.7) чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанииг умумий 
ечими булади. Бу ерда Clt С2, . . .  , Сп — ихтиёрий узгармаслар.

4-ми с о л. Ушбу y1V — у — 0 дифференциал тенглама учун ха­
рактеристик тенглама ft4—  1 = 0  куринишга эгадир. J  ним г илднз-
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лари = 1, k2 = — 1, k3 = i, к i = — i. Фундаменгал ечимлар сис­
темаси г/, — ех, у2 = е~х, у3 = cos .v, yt = sinx . Берилган теигла- 
манинг умумий ечими:

у С^е С2е Ч- С3 cos х -f- С4 sin х
5-мисол. Ушбу y V — 2f/IV +  2 г/и = 0 тенглама учун характе­

ристик тенглама k5 — 2kx + 2 k 3 — 0 куринишга эга. Унинг илдиз­
лари: /г, = k2 = k3 = 0, &4 = 1 +  i, къ =  1 — i. Демак, тенгламанинг 
умумий ечими ^уиидагича булади:

у =  Ci -+- С2х +  С3х2 +  C4er cos х +  Сьех sin х.
6-мисол. Ушбу yv +  8(/ш +  16г/ = 0 тенгламанинг характе­

ристик тенгламасн &5 +  8£3 +  16& =  0 курннишда булиб, унинг 
илдизлари ft, =  0, k, 3 =2/, ki 5 =  — 2i булади. Демак, берилган 
тенгламанинг умумий ечими куйидагича булади:

у =  С-! +  С2 cos 2х +  С3 sin 2х +  С4х cos 2х +  Съх sin 2х.

У  з-у з н н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Иккиичи тартибли узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли диффе­
ренциал теигламани ечиш усулиии баён цилииг. Характеристик теиглама 
деб нимага айтилади ва у цандай тузилади?

2. Иккинчи тартибли узгармас коэффициентли чизикли бир кипели тенгла­
манинг характеристик теиглама илдизлари ^а^н^ий булганда умумий ечн- 
мини топнш формуласини келтириб чикарннг Мисол келтирииг.

3. 2  топшири^ни характеристик теиглама илдизлари теиг булгаи з̂ ол учун 
бажарниг.

4. Худди шунинг узиии комплекс илдизлар булгаи >;ол учуй бажарниг
5. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли п- тартибли дифференциал 

тенгламанинг умумий ечими характеристик теиглама илдизларига боглиц 
>;олда цаидай тузилади?

6  4251—4264, 4301— 4310- масалаларни ечинг.

20- §. Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламалар

Бир жинсли булмаган ёки унг томони берилган дифферен­
циал теиглама деб

У<п>+  Й1 (х)у(г1~]) +  а2 (х) у(п~'2) +  . . .  +  ап(х)у = f (х) (20.1)
куринишдаги дифференциал тенгламага айтилади. Чизикли диф­
ференциал операторнинг ифодасидан фойдаланиб, (20.1) тенг­
ламани

L \ y ]= f(x ) (20.2)
курииишда ёзиш мумкин. Бу — бир жинсли булмаган тенгла­
манинг ечими шундай функция эканини билдирадики, унга 
L  [у\ чизикли оператор берилган f(x ) функцияни мос куяди.

(20.2) тенглама билан бир кат0РДа
L  [у] =  0 (20.3)
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тенгламани хам каранмиз. Бу тенглама берилган бир жиисли 
булмаган "еигламага мос бир жинсли тенглама дейилади.

I. Уму; п1 ечимиинг структураси. К,уйидаги теорема чизикли 
бир жинс; булмагаи тенглама умумий ечиминииг структура- 
сннн аншу тнга ёрдам беради.

1-Teoj  м а. Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал 
щенгламан! > умумий ечими бу тенгламанииг хусусий ечими ва 
мос бир ж  г ели тсиламанинг умумий ечими йигиндисидан ибо­
рат.

Н е б о  . Бу (20 2) тенгламанииг бирорта хусусий ечпмн- 
нп У орка. , бу тенгламага мос бир жинсли (20.3) тенглама- 
нинг умум I счимини Y оркали белгилаймиз. Бу белгилаш- 
ларга кура куйидагини ёзиш мумкин:

L \'J] =  f ( a ) ,  L[V '] =  0.

Энди бу ечимларнииг пнгиидисини тузамиз:
У = У +  У. (20.4)

Бу функцияни (20.1) тенгламага куйиб, операторнннг аддитив- 
лик хоссасини эътиборга олсак, ^уйидагига эга буламиз:

L\1I]=~L [Y + y \ = L  [Y] +  L  [у] =  /(.v) +  0 = /(*).
Шундай к :либ, у = F  +  г/ функция берилгаи (20.2) тенгламани 

цаноатлангирамн, яъгн унннг ечими булади. Энди (20.4) ифода уму- 
мпй ечпм эканннн исботлаш цолдн.

Агар у,, у2, . . . , у„ функциялар бнр жинсли (20.3) тенглама- 
нинг фундаме .ал ечимлар системасиии гашкил этса, у холда унинг 
умумий ечими бу функцияларнинг чизикли комбинациясидан иборат 
бутади:

У — Cx'Ji +  С*у2 +  . . . +  Спуп ,
бу ерда С,, Со, , Сп — ихшёрий узгармаслар.

У  холда (10.4) ифодани куйидагича ёзиш мумкин:

i — У + Сгух +  С2//2 +  • • ■ +  С„ уп . (20.5)

(20.5) ифода '20.2) тенгламанииг умумий ечимн эканини кур- 
сатиш учун ) дбу

У ( д  У0, У ' ( ^ )  =  У'0 ------!/ *- "№  =  $ - "  (20.6)
бошлангич шар лар цандай булишидан ^атън назар С,, С2, . . . , Ся 
ихтиернй узгарласлариинг шундай кийматларипи топиш мумкинкн, 
узгармасларнпиг бу кнйматларида (20.5) ечим берилган (20.6) бош­
лангич шартла ги цанолтлангиришини курсатнш керак, яъни уму­
мий ечнмдаи берилган бошлангич шартларда уларга мос хусусий 
ечимни ократиб олиш мумкнн эканлигиии курсатиш керак.

(2С S) функция (20.6) бошлангич шартларни цаиоатлан- 
тирсин:
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Уи +  Cii/jo +  С2У20 -г • . • +  С„ уп0 — у0, 
Но +  С[У'\о +  СтУы +••• ' ! -  Сп у„0 =  у0 ,

< j ' : - " + c , y \ r " + c j :T " +  ■ + с у ; - " = !,г - '1
ски

С1У10 ^аУм ~Ь • • - Т  Сп У/10 = уп Уд,
Q  Ую ^  ^20 “I-  • • • “1“ Уп о =  М0 ?/0 ,

Г  #/"— ’> _Ц //(л _1 ) _L- 1 /"• „< "-• ) Г / " - 1» /9 0  7^I 1̂0 +  ^2^20 +■ + 4 ,^ ,0  “ /'О ~ ^0 • (Л -0
Бу ерда

У0’ Уо ' ■ • < Уо^" оркали у функция ва унннг ^оснлаларининг 
х = х0 нуктадаги кнймати;

у10, Ую. . . .  */1о~1) оркали yv функция ва унинг ^осилалари- 
нинг х = х„ нуктадаги киймати;

У to’ У2 о* • • • » У(2Э~1) оркали У 2 функция ва унинг ^осилалари- 
нинг х = х0 нуктадаги киймати ва К- к.;

Уп0, УпП, . . ., у(п~ 1) оркали ч функцияпинг ва унннг ^осилала- 
рннинг х = хп нуктадаги киймати белгилангаи.

Натижада С,, С,, . . . , Сп но.маълумларга нисбатан п та алгеб­
раик тенгламалар системаси (20.7) ни хосил киламиз. Агар бу сис- 
теманииг бош детермннанти нолга тенг булмаса, система ягоиа ечим­
га эга булади. Бирок, системанинг бош детермннанти ух, у2, . . .  , уп 
фуида.ментал ечимлар системасининг Вронский детерминантидан ибо- 
ратднр:

А = W 1Уш УIV ■ ■ - • Уп<] =  W  (*<>)•
Бу детерминант нолдаи фаркли, чунки y lt //2, функциялар
чизикли эрклн. Шундай кнлнб, (20.7) система ечимга эга, у ягона 
ечимга эга булнб, бу ечим Крамер формуласи ёки Гаусс усули 
ёрдамида аинкланади.

Бу ердаи (20.5) функция екч (20.4) каралаётгаи (20.1) ёки
(20.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечими экани келиб 
чикади.

Шундай килиб, бир жинсли булмаган чизикли тенгламани 
ечпшда бир жинсли тенгламани ечишга нисбатан фарк бир 
жинсли булмаган тенгламанинг бирорта хусусий ечимини то- 
пишдан иборат экан.

Хусусий ечимларни топишда куйидаги теоремадан фойдала- 
ннш максадга мувофик.

2 - т е о р е м а .  Агар бир жинсли булмаган (20.1) ва (20.2) 
тенгламанинг унг томони иккита функциянинг HuFunducudaH 
иборат булса, яъни

L  ЬЛ = / i (*)+ /■ (*)
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булса, у %олда бундай тенг.^аманинг хусусий ечимини унг то- 
монлари /i(x ) ва f2(x) булган мос тенгламаларнинг хусусий 
ечимлари йигиндиси сифатида хрсил цилиш мумкин.

И с б о т и .  Ушбу
L Uji\ =  /1 (л) ва L  [г/,] =  /2(а)

тенгламаларни цараймиз. Айтайлик, цл ва у, функциялар 
мос равишда бу тенгламаларни капоатлантирсин, яъни

L  ['/,1 =  /, (а-) ва L  [г/2] =  f, (х).
Чизикли дифференциал операторнннг аддитивлик хоссасига 
кура:

L  [У1+  г/,] =  L [//,] +  L  [г/2] =  fi О) +  /2 (х),
яъни L  [у] =  (х) +  /2 (а ) булгани учун у — уу +  г/2 функция (20.2) 
тенгламани каноатлантиради. Теорема исботланди.

Бир жинсли булмаган тенгламанииг хусусий ечимини то- 
пишнинг умумий усулини курсатамиз.

2. Лагранжнииг ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усу-
ли. (20.3) бир жинсли тенгламанииг умумий ечимини тузамнз:

У — CiUi +  С2у2 +  . . . +  Сп уп .
Бнр жинсли булмаган (20.2) тенгламанииг хусусий ечимини С,. 

С2, . . . .  Сп ларни х нинг функцияси деб, юкоридаги шаклда, яыш
у = Сх (а) г/t +  С2 (а) ;/,+  . . . +  С„ (а) у„ (20.8)

куринишда излаймиз. Бу функцияларни шундай топиш талаб 
^илинадики, (20.8) ечим (20.2) тенгламани цаноатлантирсин. 

К,уйидаги тенгламалар системасиии тузамиз:
С\ У\ +  С2 у2 +  . . . +  Сп уп =  0,
С, У, +  С2 г/2 +  . . . +  Сп уп — 0,

с; уГ 2) + С' у Г 2) + . . . + С ’ у<Г2) = 0, (20.9) 
с; у(г 1)+ с: + . . . + с п г/;-1’ = /  (а).

Номаълум С, , С, . . . ., Сп лардан иборат бу тенгламалар система- 
си ечимга эга, чунки системанинг С, , С2 , . . . ,  Сп ларнинг олди- 
ларидаги коэффициентлардан тузилган бош детерминанта чизикли 
эркли г/,, уг, . . . , уп хусусий ечнмларнинг Вронский детерминап- 
тндан иборатдир. Маълумки, бундай детерминант чизикли эркли 
функциялар учун нолдан фарцлидир.

Шундай ^нлнб, (20.9) система С\ , С2 , . . . ,  С п функцняларга 
нисбатан ечилиши мумкнн. Уларни топнб, иитеграллаймиз:

С i = f С, dx г Сь
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С2 — J Со dx с.*,

=  Г с ' ск +  Сп,

бу ерда С1( С2, . . . ,  Сп — интеграллаш узгармаслари.
Энди

У = С1у1 +  С +  . . . -f Сп уп (20.10)
бир жинсли булмаган (182) тенгламанинг умумий ечими эка­
нини исботлаймнз.

(20.10) ифодани п марта дифференциаллаймиз, бунда кар 
гал (20.9) тенгликни эътнборга оламиз. К,уйидагига эга була­
миз: _

У = Cly1 +  С2у2 -1 . . . +  С„ уп ,
У' =  С, у у +  С2у'2+  . . . +  Сп у'п.

=  С, у " - "  +  С ,у ? - "  +  . . . +  С „ и !Г "  ,
-  С, si”1 + с » Г  I- c j :  +1(х).

Бириичи, иккинчи, . . . . , нихоят, сунгги тенгламанинг ^адларини 
мос равишда ап, ап_ }, . . . , ах ларга купайтирамиз ва КУШИ6>
M iy ]~ f (x )  ни косил киламиз, чунки у,, у.,......... уп бир жинсли
(20.3) тенгламанинг хусусий ечими ва шунинг учун 

L  [i/j] =  0, L  [у2] = О, . . . .  L  [«/„]=  0.
Демак,

У = С,уг +  С2у2 +  - • • +  С„ уп
функция бир жинсли булмаган (20.2) тенгламанинг ечими булади, 
бу ерда C l С2, . . . ,  Сп лар (20.9) дан аникланган функциялар.
Бу ечим п та Си С2, . . .  , Сп ихтиёрий узгармасларга боглик- Де­
мак, бу ечим умумий ечимдан иборат булади.

1-м и с о л .  Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:
У"' +  У' =  tgx.

Бу тенгламаиинг характеристик тенпамаси к3 +  k = О, А’, — О, 
k23 = +  г илдизларга эга. Aloe бир жинсли тенгламанинг ечими:

у =  Ci +  С2 cos х +  С3 sin х,
яъни

Hi =  1. y2=cosx, у3 = sin х.
Хусусий ечимни кам ШУ курннишда излаймиз. Буидай тенг­
лама учун (20.9) система куйидаги курннишда булади:

С, +  С2 cos х +  С3 sin х =  О,
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— С, sin х +  С3 cos л: = О,
— Cg cos х — С3 sin х =  tg x.

Иккинчи тенгламанииг иккала кисмини sinx га, учинчи тенгла- 
манинг иккала кисмипи эса cos х га купайтириб, кушсак С ' =
= — sin х ни ^осил циламиз. У  холда иккинчи тенгламадан С3 = 

sir]2jf келиб чикади. Биринчи ва учинчи тенгламаларнинг иккала
cos х

цнсчларини ^ушиб, С, =  tg х ни топамиз. И н тегр ал л аш  куйидагини 
беради:

Ci = — In | cos x | +  C i, C2 = cos x +  C2,
C3 = sin x —  In +  Co.

Бу ердан берилган бир жинсли булмаган тенгламаиинг умумий 
ечимини ^уйидаги куринишда ^осил ^иламиз:

у = — In | cos х | +  C i +  cos2 x +  C2 cos x +  sin2 x —

Чт+f)! +  C3 sin x— sin x !n

ёки

у = CY +  C2 cos x +  C3 sin x — In | cos x | —  sin x In tg ^  | >

бу ерда sin2 x +  cos2 x = 1 булгани учун Cx = Cx +  1.
2-мисол. Ушбу дифференциал тенгламани ечинг: у" ----у'=х.

х
Бу тенгламанииг коэффициентлари доимий эмас.

а) Мос бир жиисли дифференциал тенглама у " ---— у' = 0 ёки
X

— = — нинг умумий ечимини излаймиз. Мос бир жинсли дифферен- 
у х
циал тенгламадан:

1п у’ = 1п х +  In Сх ёки у' = Ci .V. Ингеграллаб, топамиз: у =— - с
= Сх х2 + С2, бу ерда Сх = —- Шундай килиб, фундаментал систе­
ма: у1 — х2, у2 = 1 дан иборат.

б) Хусусий ечимни уша куринишда излаймиз. (20.9) сис- 
темаии тузамиз:

| Cj х2 +  С2 =  0,
| С, 2х -f 0 = х.

1 ' X2Бу ердан С , — С 2 = —  — . Иитеграллаймиз:

C i =  — x +  C u  С 2 = — ^- +  С 2.
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Демак, берилган тенгламанииг умумий ечими

у = ( 1 Л +  С1 )х 2 +  С2- ^  = C i *2 +  C2 +  ^ .

У з-у з и и и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Чизп^лн бир жиислн булмаган дифференциал тенгламанииг умумий ечими
• т\трисидап1 теоремаии ифодаланг ва нсботлаш.

2. Бир жинсли булмаган тенгламанииг унг томони маълум функцпял.к'чпнг 
ипгинднси куринишида тасвирланганда унинг хусусий ечими цанд^п ту- 
зилади?

3. Ихтиёрий узгармасларнн варнациялаш усулн нимадан иборат?
4. 4280—4282, 4314—4316-масалаларни ечинг.

21-§. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли 
булмаган дифференциал тенгламалар

Чизикли бир жинсли булмаган тенгламаларнинг коэффи­
циентлари узгармаслар булгаи хусусий ^олии 1\араймиз.

Чизикли бир жинсли булмаган тенгламани ечиш бир жинс­
ли тенгламани ечишдан бир жинсли булмаган тенгламанииг 
бирорта хусусий ечимини топиш билан фар^ ^илади. Чизикли 
бир жинсли булмаган тенгламанииг хусусий ечимини топиш- 
нинг ани^мас коэффициентлар усулини карашга утамиз. Бу, 
усул унг томони махсус куринишда булган тенгламалар учун 
татбиц ^илинади. Агар тенгламанииг унг томонида курсаткич­
ли функциялар, синуслар, косинуслар, купхадлар ёки уларнииг 
бутун рационал комбинациялари иштирок этаётган булса, бу 
усул бир жинсли булмаган тенгламанииг хусусий ечимини 
топишга имкон беради. Буида, табиийки, хусусий ечимни унг 
томоннинг шаклига ухшаш шаклда излаш керак булади. Бун­
дан ташцари, хусусий ечимнинг шакли тенгламанииг чап томо- 
нига хам боглиедир.

Аввал иккинчи тартибли дифференциал тенгламани муфас- 
сал ^араб чицамиз, сунгра унинг натнжаларини п- тартибли 
дифференциал тенгламалар учуй умумлаштирамиз

1. Иккинчи тартибли узгармас коэффициентли чизикли бир 
жинсли булмаган дифференциал тенгламалар. Ушбу иккинчи 
тартибли узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли бул­
маган дифференциал тенгламани ^араймиз:

У" +  РУ' +  qy = / W , (21.1)
бу ерда р, q — узгармас сонлар.

Ушбу
k- +  pk +  q = 0 (21.2)

берилгаи бир жинсли булмагаи (21.1) дифференциал тенгла­
мага мос чизикли бир жинсли

У " + р у ' + ЧУ =  0
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дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламасн була­
ди. f(x ) функцияни ^уиидагича ёзиш мумкин булсии:

f (х) =  еух [Рп (х) cos бх +  Qm (х) sin бх], (21.3)
бу ерда у, б — маълум coinap, Р п (х), Qm (х) — маълум купхадлар. 
Бу функциянинг хусусий холларини куриб чикамиз.

I 7 =  0, 6 = 0  булсин, у холда / (х) =  Р п (х), бу ерда Р„(х ) 
п- даражали купхад. у хусусий ечимии п- даражали ушбу купхад 
курннишида излаймиз:

у =  Rn (х) =  Л0 хп +  А , х"-' +  . . . +  Лп̂ х  +  Ап, (21.4) 
бу ерда А0, Л,, Л2, . . . , Ап — топилиши керак булган номаълум 
коэффициентлар. Уларни у = R n (х) функция (21.1) тенгламани айнан 
^аноатлантириши шартидан аницлаймиз. (21 4) ифодани икки марта 
ди |х})еренциаллаймиз:

у ' =  Rn (х) =  п А0 х"-1 + (п —  1) Ахх~~ +  . . . +  Лл_,, 
у" =  У?" (х) = п (п — I ) Л0 хп~- +

+  (п -  1) (п — 2) Л, х ‘~3 +  . . . +  2 Л „_2.

У, У', у" ларни (21.1) дифференциал тенгламага ^уйиб, 1̂уйнда- 
гини з̂ осил ^иламиз:

R n + p R n + 4 R n  =  pn(*)’ (21-5)
бу ерда R n— п-даражали купхад; Rn —  (п — 1)-даражали купхад; 
R n — (п — 2) - даражали купхад.

Мумкин булган ^олларни ^араб чикамиз.
а)i/=?t0 булсин (яъни характеристик тенгламанинг илдизлари 

кх ф  0, к2 Ф  0), у холда (21.5) тенгликнинг чап ва унг томонлари- 
да л-даражали купхадлар туради. х нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларни тенглаб, (n +  1) та Л0, Л,, А„, . . .  , Ап 
номаълум коэффициентларни аниклаш учун п +  1 та тенгламадан 
иборат системани .\осил киламиз. Шундай килиб, бу холда хусусий 
ечим у = R n (х) курииишда булади.

б) 17 =  0, р Ф  0 ((21.2) характеристик тенгламанинг илдизлари: 
кх =  0, к2ф 0) булсин. Агар хусусий ечим яна у — R n(x) шаклда 
излаиса, (21.5) тенглик куйидаги куринишга келади;

R a + p R a = P n(A. (21-6)
Чап томонда (п — 1)-даражали купхад, унг томоида эса п-дара­
жали купхад турибди. Демак, хеч кандай А0, Л,, . . . , Ап ларда
(21.6) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаълум 
коэффициентлар сонини оширмай (п +  1)-даражали купхад кури- 
нишида олиш керак. Бунинг учун R n(x) ни х га купайтириш етар-
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ли. Шундай килиб, бу холда хусусий ечим у = y.Rn (л) куринишга 
эга булади.

в) <7 = 0, р =  0 ((21.2) характеристик тенгламанииг илдизлари: 
kx = k2 = 0) булсин. Агар хусусий ечимни у = R„ (х) шаклда излай- 
днган булсак, (21.5) тенглик куйидаги куринишда булади:

Я ” = Я „(* ). (21 -7)
Чап томонда (п — 2) - даражали купхад, унг томонда эса п- даража­
ли купчад турибди. Демак, хеч бир Л0, Л,, . ., Ап ларда (21.7) 
айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни иомаълум 
коэффициентлар сонини ошнрмай (п — 2) - даражали купхад шакли- 
да олиш керак. Бунинг учуй R „ (х) ни х- га купайтириш етарли. 
Шундай цмлиб, бу холда хусусий ечим у = х1 R,, (х) куринишда бу­
ладн.

Х у л  ос а. а) Агар 0 сонн характеристик тенгламанииг илдизла­
ри билаи устма-уст тушмаса, у =  Rn(х) булади.

б) Агар 0 сони характеристик тенгламанииг битта илдизи билан 
устма-уст тушса, у =  х Rn (х) буладн.

в) Агар 0 сони характеристик тенгламанииг иккала илдизи бн­
лан устма-уст тушса, у =  х~R n(х) булади.

1-мисол .  Ушбу у " + 4у'+ 3у= х дифференциал тенглама- 
нинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  а) &2 + 4£+3 = 0 характеристик тенглама k\ = — 1, 
k2= — 3 илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал теиглама- 
нинг умумий ечими

У =  с хё~х +  C2c_3t
куринишда булади.

б) Чизицли бир жинсли булмаган дифференциал тенглама- 
нинг унг томони j (х) = х —Р\(х ) куринишга эга, шу билан бир­
га 0 сони характеристик тенгламанииг хеч ^айси илдизи билан 
устма-уст тушмайди, шунинг учун хусусий ечимни у —А х + В  
куринишда излаймиз. Номаълум А ва В  ларни топиш учуй у 
функциянинг ва унинг ^осилаларининг нфодаларини берилган 
тенгламага ^уямиз ва чап ^амда унг томондаги коэффициент- 
ларни тавдослаймиз. Бунииг учун у, у', //"ларнинг ифодала- 
рини ва уларнииг тенгламага кирган коэффициентларини ёзиб 
чикамиз. Натижада куйидагини ^осил киламиз:

3 у =  Лх +  В,
4 ?  = А

1 У" =  0.
Хисоблашларни бажариб, 3 (Ах +  В ) +  4А = х га эга буламиз. Бу 
ердаи коэффицнентларни тенглаб,

472



( 3/1 = 1,
[З В  +  4Л=0

I 4системани хосил киламиз. Бу системани ечиб, Л =  — , В  — —
о У

—  I 4ларни топамиз. Шундай килиб, хусусий ечим у = — х ---— бу-3 У
лади. Умумий ечим эса у =  У  +  у =  Схё~х +  С2е~3х -|— — х —

о У
дан иборат булади.

И. ст = 0 булсин, у холда / (а) = еухРп (х), бу ерда т — маълум 
сон, Рп(х) эса п- даражали маълум купхад. Дифференциал тенгла- 
маиннг хусусий ечимини

~у = ет‘ 7?п(*) (21.8)
курннишда излаймиз, бу ерда R n (а ) — юкрридагига ухшаш п-дара­
жали купхад, унинг ко£(}:фициентлари Л0, Л , ,  . . ., Ап — номаъ­
лумлар. Уларни у =  eyxR n{x) функция (21.8) тенгламани айнан ка- 
ноатлантириши керак деган шартдан аниклаймиз. (21.8) ифодани ик­
ки марта дифференциаллаймиз:

7 = еТ* ( я ;  +  т я в ) ,
= e ' 'K ( R " + 2 4  R ’n + у2 R n ) .

у , у ’, у" ларни (21.1) тенгламага цуниб,
R"n + (2 y  +  p )R n +  [y  + p y  +  q) Rn = P n(x) (21.9)

ни хосил киламиз. Мумкин булган холларни караб чицамиз.
а) v (21.2) характеристик тенгламанинг илдизи булмасин (яъни

V =5̂  А1, v ф  k2). У  холда (21.9) тенгликнинг чап ва унг томонида 
п- даражали купхадлар туради. .v нинг бир хил даражалари олди­
даги козЭДиинентларнп тенглаб, (п +  1) та А0, Л ,, . . . , Ап но- 
маълумларни аккклгш учун л -f- 1 та тенгламадан иборат система­
ни хосил киламиз. Шундай килиб, бу хглда дифференциал тенгла- 
манииг хусусий ечими

~ y= e yXR n{*)
куринишда булади.

б) у (21.2) харак I еристик тенгламанинг бир каррали илдизи бул­
син (яъни у =  къ у Ф  к̂ , ёки чф к\, Т =  £2)-

Агар хусусий ечим у =  е''К Rn (х) куринишда изланадиган булса, 
у ^олда (21 .9) тенглик куйидаги куринпшга эга булади:

Я ;Ч (2  v + p )R ’n = P n(x). (21.10)

Бу ерда чап томонда (п — 1)-даражали купхад, унг томонда эса
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?-даражали купхад турибди. Демак, х£ч кандай А0, А ,, . . . .  Ап 
чарда (21.10) айният булиши мумкин эмас. Шунинг учун хусусий 
зчнмда номаълум коэффициентлар сонини оширмасдан R n (л) урнига 
х Rn (л) купхадни елнш керак. Шундай килиб, бу холда ди;])ферен- 
днал тенгламанииг хусусий ечими

1/ =  xeyx-Rn(x)

куринишда булади.
в) v (21.2) характеристик тенгламанииг икки каррали илдизи

эулсин (яъни у =  kx =  ко). Агар хусусий ечим у =  еух R n (а) шакл-
ца изланса, у .\олда (21 9) тенглик куйидаги курипишга эга булади:

R ’ ^ P J x ) .  (21.11)

Бу ерда чап томонда (п—2)- даражали купхад, унг томонда эса п- 
царажали купхад турибди. Демак, хеч кандай Л0, А { , . . . , Ап 
ларда (21.11) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечнмда 
номаълум коэффициэнглар солиян оц чрмяедан R n(x) урнмга x2 R n(\) 
чуп^адни олиш кеэак. Шундай ^илиЗ, бу ^олда дифференциат 
тенгламанииг хусусий ечими

у =  х eyxR n (а)

куринишда булади.
Х у л  ос а. а) Агар у ф к г, k2 булса, у =  еух R n (а) .
б) Агар у — к у Ф  кг булса, у =  хеух R n (а).
в) Агар v =  ку =  к2 булса, у =  а2 еух Rn (а).
2- м и с о л. Ушбу

у" —  5у' +  6</ = е2х (За  — 2)

дифференциал тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  а) к2— 5& + 6 = 0 характеристик тенглама к\=2, 

&2 = 3 илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгла- 
манинг умумий ечими

Y  =  Схе2х +  С ./х
булади.

б) Дифференциал тенгламанииг унг томони f(x) = е2х(За  — 2) =  
=  еух R t (а)  куринишга эга. Бунда у — 2 =  ки шунинг учун хусу­
сий ечим: у =  х(Лх +  В ) е2х куринишда булади. Бундан у', у " 
ларни топамиз:

у ' — е1х ( 2Лх2 +  2Вх +  2Ах +  В  ) , у" =  е2х ( 4 Ах2 +  4fix +
+  8Лх +  4В +  2А ) .
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Берилган дифференциал тенгламага у, у , у " ларни куииб, цуйи- 
дагцга эга буламиз:

х2 (6 А — ЮЛ +  4Л) +  х(6В —  10 В  — ЮЛ +  4В +  8Л) +
+  (— 5 В  +  4 В  +  2 Л) =  Зх —  2.

х нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларини тенг- 
лаймиз, натижада:

х —2Л = 3, 
х° 2Л — В  = — 2

з
Системани ечиб, А = ---— , В  =  — 1 ларни топамиз Демак, ху-

__  2х (  3 \
с у сии ечим у — е |— — х2 — х| куринишда, умумий ечим эса

У =  У  +  ~У — С,е2х +  C j x +  е2х ( _ | -  х2 -  х)

куринишда булади.
111. у, булсин, у ^олда

/ (х) =  еух \Рп (х) cos 6х +  Qrn (х) sin бх] .

Хусусан, агар Р п (х) =  0 булса, /(х) =  evlQm(x)sin бх; агар Qm(x)= 
=  0 булса, у холда f (х) =  е*х Р п(х) cos бх. Ю^оридаги (I, I I  доллар) 
га ухшаш мулохаэалардан куйидаги хулооаларга келамиз:

а) Агар т +  г 6 ku k2 булса (ku k2 —  характеристик тенглама 
илдизлари), у холда хусусий ечимни унг томон шаклида излаш 
керак:

у =  еук [ и (х) cos б х +  v (х) sin б х ] ,
бу ерда и (х), v (л) —  нокаълум коэ<! фициентли куихадлар булиб, бу 
коэффициентлар у берилган (21.1) дифференциал тенгламани кано- 
атлантнриши керак деган шарт дан топилади. и (х) яа и(х) куи.̂ ад- 
ларнинг даражаси берилган Р п (х) ва Qm (х) купхадларнинг энг юко­
ри даражасига 1енг эканини ^айд ^иламиз.

б) Агар y + ib= kx булса, хусусий ечимни
у — хеук и (х) cos б х +  у (х) sin б х]

куринишда излаш керак.
/ (х) функцияда синус ёки косинус иштирок этмаганда ^ам 

хусусий ечимнинг шакли са^ланишини ^айд ^илиб утамиз. 1̂ а- 
ралаётган ^ол учун хусусий >;олни, яъни

f (х) =  М  cos б х -f N  sin б х
булган ^олни к;арайлик, бу ерда М, N  — узгармас сонлар.
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а) агар 6 1 ф  klt k2 булса, хусусий ечимни
;/ =  A cos б х +  В  sin б х

куринишда излаш керак, бу ерда А, В  — номаълум коэффициент­
лар;

б) агар 6/ = ky Ф  k2 булса, хусусий ечимни
у =  х(А cos б х +  В  sin б х)

куринишда излаш керак.
3-м и с о л .  Ушбу у" — 2y'-\-y=s\nx дифференциал тенглама- 

иинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  a) k2— 2/г +1=0 характеристик тенглама k\ = k2— \ 

илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгламанииг 
умумий ечими

Y  =  ех (Су +  С2х)
булади.

б) Дифференциал тенгламанииг унг томони f (л) =  sin х =  
== М  cos6x +  N sin бх куринишга эга. Бунда bi =  i ФИу, k2. Ш у­
нинг учун хусусий ечимни цуйндаги куринишда излаймиз:

у =  A sin х +  В  cos х,
у', у " ларни топамиз.

у' — A cos х — Б  sin х, у " =  — A sin х — В  cos х.
U< У\ У" ларни берилган дифференциал тенгламага куйиб, топа­
миз:

(А + 2В —  A) sin х +  (В  — 2А — В) cos х — sin х.
sinx ва cos х лар олдидаги коэффициент ларни тавдослаб, топа­

миз:
sinx 2В = 1, 
cos х —2А =  0.

Бу ердан А = 0, В  =  Демак, тенгламанииг хусусий ечими: у=  

= cosx. Умумий ечими: y = Y  +  y .  Шунинг учун: 

у  =  ех (Су -f- СоХ) -)- —  cos х.

4-мисол.  у" +  4у = cos 2х дифференциал тенгламанииг уму­
мий ечимини топинг.

Е ч и ш .  а) /г2 +  4 = 0 характеристик тенглама &12 = ± 2 /  ил­
дизларга эга, бу ердан а =  0, Р = 2. Мос бир жинсли дифферен­
циал тенгламанииг умумий ечими

Y  =  Су cos 2х +  С2 sin 2х
булади.
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6) Дифференциал тенгламанинг унг томони /(*) =  cos 2л = 
Л1 cos 6 х +  N sin бх куринпшга эга. Бунда: б i =  2i =  кх ф  к2. 

Шунинг учун хусусий ечимни куйидаги курннишда излаш керак:
у = х (A cos 2х -|- В  sin 2х).

у', у" ларни топамиз:
у" =  (Л +  2Bx) cos 2х +  (В  — 2Ах) sin 2л\

у" = (2В  +  2В  — 4Ах) cos 2х +  (—2Л —2Л — 4S.v) sin 2х.
У< У', У" ларни дифференциал тенгламага куйиб, цуйидагнга 

эга буламиз:
(4 Ах -|- 2В +  2В —  4Лх) cos 2х +  (4Вх —

— 2Л — 2Л — 4Вх) sin 2х— cos 2х.
sin 2а', cos 2х ларнинг олдидаги коэффициентларни тенглаб:

cos 2х 4 6 = 1 ,  
sin 2,v — 4Л = О

Л = О, В  =  эканини топамиз. Хусусий ечим:

у — —  лг sin 2х.
*  4

У холда дифференциал тенгламанинг умумий ечими 

г/ = Y  -J- у = Су cos 2х +  С, sin 2х Н— — х sin 2х
4

булади.
2. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли булмаган 

л-тартибли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас кп̂ ф- 
фициентли чизикли бир жинсли булмаган п- тартиЗли диффе­
ренциал тенгламани цараймиз:

у(п) +  о, у { п +  а.2 y in~2) +  . . . + a lty = f  (л), (21.12)

бу ерда й, , о ,, . . . , ап — узгармас сонлар. Мос бир жинсли

У{п) +  о, У(п~ 1) +  а2 у(п~2) +  . . . +  ап у =  0 (21.13)

дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламасн

kn +  а{ кп~ ] +  а2 kn~‘‘2 +  . . . +  ап =  О

булсин. (21.12) тенгламанинг умумий ечими y=Y-\~y каСи ту- 
зилиши маълум, бу ерда К  — мос бир жинсли (21.13) диффе­
ренциал тенгламанинг умумий ечими, у эса берилган бир жинс­
ли булмаган дифференциал тенгламанинг хусусий ечими. f(x) 
функция махсус (21.3) куринишга эга булган ^олда хусусий 
ечимни ^ам уша (21.3) шаклда излаш керак. (21.3) куриниш-

477



нинг хусусий ^олларини куриб чицамиз ва хусусий ечим шак- 
лини тузиш цоидаларини келтирамиз.

I. / (х) =  Р п (х) булсин, бу ерда Рп(х) маълум купхад. Агар О 
сони характеристик тенгламанииг карралиги г булган ечи ш булса, 
хусусий ечимни у = х R n (х) шаклда излаш керак, бу ерда R n (х) —  
купхад булиб, унинг даражаси Р п(х) нинг даражаси билан бир хил, 
лекин коэффициентлари номаълум.

II.  f (х) еух= Р п(л) булснн, бу ерда у — узгармас сон. Агар у сон 
характеристик тенгламанииг карралиги г булган илдизи булса, ху­
сусий ечимни

у = xr evxR n(x)
шаклда излаш керак, бу ерда R n(x) ^ам P i(v ) билан даражаси бир 
хил булган купхад.

III.  f(x) =  М  cos б х +  WsinSx булсин, бу ерда М , N, б — уз­
гармас сонлар. Агар б i сон характеристик тенгламанииг карра тнги 
г булган илдизи булса, хусусий ечимни

у =  х (A cos б х +  В  sin б х)
шаклда излаш керак, бу ерда А, В  — номаълум узгармас коэффи­
циентлар, f(x) функцияда фэкат синус ёки фгн̂ ат косинус катнаш- 
ган, яъни f (х) = М  cos б х ёки f (x )= N  sin6x з̂ олда .̂ ам хусусий 
ечимнинг бу шакли спуиниб ^олади.

IV . f (х) =  еух [ Р п (х) cos б х +  Qltl (х) sin б х ] булсин, бу ерда у,
б — узгармас сонлар, Р п (х), Qni (х) — маълум кугцадлар. Агар у +  
+  /б сон характеристик тенгламанииг карралиги г булган илдизи 
булса, хусусий ечимни

у =  х еух [и (х) cos б х +  v (х) sin б х ]
куринишда излаш керак, бу ерда и(х), v (х) — коэффициентлари но­
маълум купхадлар булиб, уларнинг даражаси Р п (х), Qm (х) куп.̂ ад- 
ларнинг энг ю^ори даражасига тенг. Хусусий ечимнинг бу шакли 
f(x) функцияла фа^ат синус ёки фз^ат косинус катнашган, яъни

f (х) =  е,хР  (х) cos бх ёки f (х) =  е‘ Qrn(х) sin б х
булганда ^ам са^ланади.

IV  хол аввалги I, II,  I I I  холларни умумлаштиришини ку- 
риш осон.

5-ми со л. Ушбу у 1У — у = х3+ 1  дифференциал тенгламани 
ечинг.

Е ч и ш .  а) Л4— 1 =  0 характеристик тенглама k, =  l, k2= — 1, 
k3 =  i, /г4 =  — i илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тенг- 
ламанинг умумий ечими

V  =  Схех -\- С2е~х +  С3 cos х +  С4 sin х 
куринишда булади.
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б) Дифференциал тенгламанинг унг томони /(л) =  x3-j- 1 = 
= Р я(х) к\рипишга эга. О сони характеристик тенгламанин 
хеч канси илдизига тенг эмас, шунинг учун г = 0. Хусусий ечну 
нн куйидаги куринишда излаймиз. Хоситаларни топамиз:

у =  Ах3 +  Bx- +  Сх +D, у 1,1 = 6Л,
Т?=ЗАх°- +  2Вх +  С, y ,V = 0.

у "=  6 Ах +  2 В,
Ушбу тенгликка эга буламиз:
— Л а3— Вх- — Сх — D = x3-\-\. Бу ердан А =  — 1, В  = С = ( 
Г) =  — 1. Хусусий ечим: у  =  •—х3 — 1. Демак, умумий ечим:

у =  Y  -J- у =  С\б -J- С.т£ -J- С3 cos х -J- С4 sin х — х — 1.

У з - у з и н и  т е к ш и  риш у ч у н  г а в о л л а р

1. Узгармас коэффициентли чизшуш бир жинсли булмаган иккинчи тартибли ди 
ференцнал тенглама (/ (х) =  Р п (х) купхад булганда) хусусий ечнминн тош 
кспдаспни баеII кнлннг. Мисоллар келтиринг.

2. Ю^оридагини / (х) — е''хР п (х) булган >;ол учун бажаринг.
3. Узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли булмаган дифференциал тенг/ 

манинг х\сусин ечимини тенгламанинг унг томони

Г (а) =  еух [ Рп (х) cos б х +  Qm (х ) sin б л:]
курниишда булгаи ^ол учун топиш коидасини ифодаланг. Мисоллар келт 
ринг.

4. Юцорндагнни [ (х) =  М  cos 8  х +  Л' sin б х булган >;ол учун бажаринг.
5. Чизикли бир жинсли булмаган п- тартибли дифференциал тенгламанинг хус 

cnii ечимпии / (х) =  Р п (х) булган ^ол учун топиш цоидасини ифэдаланг. Д\ 
соллар келтирииг.

6  Худди шунинг \31ши f (х) ■= еух Р п (х) булган ^ол учун ифодамнг.
7. Худди шунинг узини / (х) = М  cos бх +  N sin <5 х булгаи >;ол учун нфоцалан
8. Худди шунинг \зини / (х) =  еух [ Р п (х) cos б х -f- Qm (х) sin б х J булгаи xi 

учун нфлдаланг.
9. 426S—4279, 4314— 4320- масалаларнн ечнпг.

22- §. Дифференциал тенгламалар системалари

Баъзи жараён ёки ходисаларни тавсифлаш учун купинч 
бир нечта функция талаб ^илинади. Бу функцияларпи изла 
бир нечта дифференциал тенгламаларга олиб келиши мумкн 
ва бу тенгламалар система ташкил этади.

Бир аргументга богли^ булган п та номаълум функциядг 
иборат дифференциал тенгламалар системаси умумий холл 
цуйндаги куринишга эга:

Z7, (л% у { , У2 , ■ ■ ■ , уп , у\ , у [ .......... уп ) =  0,

F 2 ("*’ У\ ’ У2 ’ ■ ■ ■ * Уц ’ У\ ’ У2 • ■ • • > Уп ) ~
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> у a > у i » у 2 • ■ ■ • ’ Уп)
Бу ерда //, , у2, . . .  , уп, г/, , у.2 , , уп лар х га богли^ 

булган номаълум функциялар ва уларнинг ^осилаларн .
Биз 1-тартибли, >;осилага нисбатан ечилган оддий диффе­

ренциал тенгламаларнинг энг содда системасиии урганамиз.
1. Нормал системалар. Хрсилага нисбатан ечилган диффе­

ренциал тенгламалар системаси нормал система дейилади. Бун­
дай система ^уиидаги куринишга эга булади:

Ух = U ( х, у { , у ,, . . .  , уп) ,

У2 = к [ х’ У\ ' У2 ’ • • • ’ Уп ) > ( "  1)

Уп = /„(*• У, . У2........Уп)-

Нормал системанинг хусусиятлари:
а) системага кирувчи барча тенгламалар биринчи тартиб­

ли тенгламалардир;
б) тенгламаларнинг унг томонлари хосилаларга боглнц эмас.
(22.1) тенгламалар снстемасини каноатлантирадиган уг (х), у„(х),

. . ., уп(х) функциялар системаси бу системанинг ечими дейилади.
(22.1) тенгламалар системаси учун Коши масаласи шундай 

ечимни топишдан иборатки, х = л;0да берилган ^уйидаги 1\ий- 
матларни ^абул ^илснн:

011 =010’ 02 I =  020- ■■■’ 0 J  =Упо- ' (22.2)I %—Xq | X—Xq I X—Xq

Бу ^ииматлар (22.1) тенгламалар системасининг бошлангич 
шартлари дейилади. Уларнинг сони номаълум функциялар 
сони билан бир хил.

(22.1) нормал система учун Коши масаласи ечимининг 
мавжудлиги ва ягоналиги тугрисидаги теорема уринлидир.

Теорема .  Агар (22.1) нормал система тенгламаларининг 
унг томонлари узларининг хусусий хосилалари билам биргаликда 
Xq , у10, у20, . . .  , уп0 кийматларнинг атрофида узлуксиз булса, 
у цолда]

У\ (*о) = 010 ’ У2 W  = 020 ' • • • * Уп (Хо) ~  0цО

шартларни каноатлантирусчи ягона у 1(х), у2(х ), . . .’ , у п(х) ечим 
, мавжуддир.
. (22.1) нормал системанинг умумий ечими деб, п та ихтиёрий 
‘ С1, С2, . . . ,  Сп узгармасларга богли^ булган ушбу функциялар 

системасига айтилади:
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Бу система куйидаги шартларни ^аиоатлантириши керак:
а) С, , С9, . . . , Сп ларнинг хар кандай мумкин булгаи киймаг-

лари а (22.3) функциялар системаси (22.1) тенгламалар системасини 
цаноатлантириши керак;

б) Коши теоремаси шартлари бажариладиган сохада (22.3) 
функциялар системаси Коши масаласини ечади, яъни (22.3)

I бошлангич шартлар ^ар ^андай булганда хам ихтиёрий уз- 
' гармаслапнинг шундай С { , С.,, . . . , Сп кийматларинн топиш мум- 

кпнкн,
— Ф|  ̂х, С | у С2 1 • • ■ » Сп | ,

И2 Ф2 ( х, Су t С2 , ■ • • 1 С[г ^,

I

Уп ^ Ф „ ( * -  С1> С2----- Сп)
функциялар системаси берилган (22.2) бошлангич шартларни 
^аноатлантиради.

Умумий ечимдан ихтиёрий узгармасларнннг мумкин булган 
баъзи ^ийматларида ^осил буладиган ечимлар хусусий ечим­
лар дейилади.

2. Нормал системани чицариш усули билан ечиш. п та диф­
ференциал тенгламадан иборат нормал системани цушимча 
функция киритиш оркали битта п- тартибли дифференциал 
тенгламадан з̂ осил ^илиш мумкин. >^а^и^атан >;ам,

(П) г ( ' '* {П—1) \У — / { х, у, у  , у  , , у I
теиглама ю^ори з^осиласнга нисбатан ечилган я-тартибли диф­
ференциал тенглама булсин. К,УЙпДагича Фарзз киламнз:

У = У1
У =  у\ =  У2
У " =  У о =  Уз

У(п~1) =  Уп-х =  Уп
У{п) = У п = f [x ,  У\ > У2, --- Уп)-

Шундай ^илиб, битта п- тартибли тенгламадан биринчи тар­
тибли п та дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси

i ^осил буладн:



У1 = У.
У2 —Уз
Уз = У 4

Уп f (х> */[• Уг1 ■ ■ ■ ’ Уц)-
Умуман айтганда, тескариси л;ам турри. Биринчи тартибли п 
та дифференциал тенгламанинг нормал системаси битта п 
тартибли дифференциал тенгламага эквивалентдир. Диффе­
ренциал тенгламаларнинг нормал системасиии интеграллаш 
усулларидан бири — чи^ариш усули ана шунга асослангаи. 
^акикатан хам, (22.1) системанинг тенгламаларидан бирин- 
чисиии х буйича дифференциаллаймиз:

„  . д!г . а / , • d f , ,

" .  - ^ г  + ^ г  ■
// , ,  у уп >;осилаларни уларнинг (22.1) даги /,,
1 > /„ лаР оркали ифодалари билан алмаштириб, ^умидаги тенг­

ламани >рсил циламиз:

У\ — F 2 ( Х' У\ » У2 ’ • • • » Уп) •
Хосил ь;илинган тенгламани дифференциаллаб, яна кжорида- 
гидек пул тутиб, цуйидагини >;осил ^иламиз:

У1 = ( х> У\ » У 2 » • • ■ • У»? ̂ •
Худди шундай давом эттириб, охирида цуйндаги тенгламани 
^осил ^иламиз:

п Рп ( Х' У\ * 02 ’ ■ ■ • • Уп) ■
Шундай !\илиб, цуйидаги системага эга буламиз:

у\ =  F l ( х, у , , у2.........у„) , 
у\ = F 2( x , (/,, у.г ....... .. //„), (22.4)

1. УI ( Х' У\> Уг»• • •♦ •
Бу системанинг дастлабки п —  1 та тенгламасидан, умуман айтган- 
да, п — 1 та у2, у3, , уп номаълум функцияларни у функция 
ва унинг ^осилалари ((п — 1) тартибгача, у ^ам киради) оркали нфо- 
далаш мумкин. Бу ифодаларни (22.4) тенгламаларнинг энг охиргн- 
сига ь;уйиб, номаълум функция гд га нисбатан п - тартибли битта 
дифференциал тенгламага келамиз:

у Г  =  ф (*• У\ * у\ » • • ■» у Г _1) ) •
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Бу тенгламани ечиб, у i ни топамиз:
Уу = ф, ( х, Су, С2, . . . ,  С„) •

Колган функцияларни топиш учун топилган /д функцияни ва унинг 
^осилаларини у2, у3, . . .  , уп ларнинг ифодаларига цуямиз. Натижа­
да куйидаги функциялар системасини .̂ осил циламиз:

У у ф, ( х, Су , С^ • 1 ,
У о Фз ( X’ С | , . . - , Сп) ,

I Уп — 4>п ( х’ Су, С2 , . . ., Сп) .
Bv система (22.1)нормал системанинг изланаётган ечимини 
ани^лайди.

1- м и с о л. Ушбу

2

г’ =  у
дифференциал тенгламалар системасини ечинг, бу ерда эркли 
узгарувчи х.

Е ч и ш .  Системанинг иккинчи тенгламасини х буйича диф- 
ференциаллаб, z "= y ' ни ^осил циламиз. у’ ни унинг биринчи

//2тенгламадаги ифодаси билан алмаш гириб, г ' =  —— нп оламиз. Ик-
г

киичи тенгламага кура у ни г’ билаи алмаштириб, бир номаълум­
ли, иккинчи тартибли куйидаги тенгламага келамиз:

z" =  .

Бу тенгламада эркли узгарувчи ошкор холда иштирок этмай- 
ди, шунинг учун унинг тартибини пасайтириш мумкин. Биро^, 
уни

гг" — (г')2 =  О
куринишда ёзиб ва иккала цисмини г2 га булиб, чап томони 
ани^ хосиладан иборат эканини курамиз. Хакш^атан хам,

натижада тенгламамиз —) = 0 куринишга эга булади, бу ердан 
г'----- Сг ёки z' =  CjZ. Узгарувчиларнн ажратиб ва ингеграллаб,

бу ердан г ни оламиз:
2 =•= СовС'Х .



// = г булгани сабабли 2 учун топилган ифодани дифферентi. 
аллаб, // = C,C2eCl* нн хосил киламиз. Шундан килиб, системанинг 
ечими куйидагича булади:

у =  СуС/ ' * , г =  а е с'х.

2-м и с о л .  Ушбу дифференциал тенгламалар системасиии 
ечинг:

( У’ =  У +  2,
{ 2 '= 2 //-2 .

Системанинг

У =  2 ]/  3, 2
л:—О

=  0
*=0

бошлангич шартларни ь^аноатлантнрувчи хусусий ечимини то­
пинг.

Е ч и ш  Иккинчи тенгламани х буйича дифференциалтай- 
миз: z " = 2t/— z'. у ' ни биринчи тенгламага кура y-Yz билан ал- 
маштнрамиз.

г" = 2 (у +  г) — г' ёки z" =  2у +  2z — z'.

Иккинчи тенгламага кура 2у ни z'+гга  алмаштирамиз: г " = 3з. 
Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани х;осил килдик: 
z "— 3z = 0. Унинг характеристик тенгламаси k2— 3=0 булиб,
У &1 = К  3 , к 2 =  — Г З  илдизларга эга. Умумий ечим куйида- 
ги куринишда булади:

Уни х буйича диффгренциаллаб, г' = Сх | 3 е1 3 х — С„ I 3 е 1 
ни хосил киламиз. Иккинчи тенгламага кура у =  ~  (г' +  2) булгани 
учун

</= - j - ( l  + Г З " )  elTx + -у-  (1 — К З )  е " , 3 "

ни ^осил циламиз. Шундай ^илиб, системанинг умумий ечими то­
пил ди:

у =  с,-1+2/ Г  е, т * +  C2 '~ 2l X  VFx , 

г =  с / 3' х + С 2е - ’^  .

Хусусий ечимни топиш учун Сг ва С2 ларнинг уларга мос кипмат- 
ларнни бошлангич шартлардан фойдаланиб топамиз:

( с 1- ^ Ь - ? .+ С а- Ь ^ _ з .== 21^3 .

[ С, +  С2 = 0.
Бу ердан Q  = 2, С2 = — 2. Демак, берилган системанинг хусусий 
ечими цуйндаги функциялар системасидан иборат булади:

у =  ( 1 +1 ЛТ )  е 3х — ( 1 — [ " 3 ) е ~ у5х =2sh) A3v +
+  21 3 ch 1 Зх ,

2 = 2еу3 * — 2е~ ' Зх =  4 sh I У

S’ з - у з и п II т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламалар системаси деб нимага айтилади?
2. Дифференциал тенгламалар системасининг ечими деб нимага айтнлади?
3. 1\андай дифференциал тенгламалар системаси нормал система дейилади?
4 Дифференциал тенгламалар системаси учун Коши масаласи кандай нфо

даланлдн?
5. Дифференциал тенгламалар нормал системасининг умумий ечими кандай 

куринишга эга5
6  Нормал система ечимининг мавжудлик теоремаспнн ифодаланг.
7. п- тартибли дифференциал тенгламани п та дифференциал тенгламанииг 

нормал снстемасига келтириш усулини тавсифланг
8 . Нормал системани юцери тартибли битта тенгламага келтириш усулини 

тавсифланг.
9 43U4—4339- масалаларнп ечинг.



А Д А Б И Е Г

А с о с и й  а д а б и ё т

1. Я. С. Б у г р о в, С. М Н и к о л ь с к и й .  Элементы линейной алгебры и 
анатитнческой геометрии. М , «Наука», 1980.

2. Я С. Б у г р о в .  С. М. Н и к  о .1 ь с  к ий. Дифференциальное и интеграль­
ное исчисление. .М., «Наука», 1980.

3. Я С. Б у г р о в ,  С. М. Н и к о л ь с к и й .  Дифференциальные у равнения. 
Кратные интегралы. Ряды. Функции комплексного переменного, т. I, II. М. 
«На\ка», 1978.

4. Н С. П и с к у н о в .  Дифференциал ва интеграл ^исоб, 1-том. Т., «У киту п- 
чп», 1972.

5. Н. С. П и с к у н о в .  Дифференциал па интеграт з̂ исоб, 2-том. Т., «Укнтув- 
чи», 1974.

6 . Л. Д. К у д р я в ц е в .  Курс математического анализа. М., «Высшая школа», 
1981, т I. II

7. В. Г1. М и нор с кий.  Олин чатематикадан масалалар туплами. Т., «У^нтув- 
чи», 1963 йил ва кейннги нашрлари.

8 . Сборник задач по математике для втузов. Линейная алгебра и основы ма­
тематического анализа. А. В. Е ф и м о в  ва Л. П. Д  е м и д о в и ч та^рирн 
остида. М., «Наука», 1981.

9. Сбориик задач по математике для втузов. Специальные разделы математичес­
кого анализа. А. В. Е ф и м о в  ва Б  П. Д е м и д о в и ч  та^рири остила. Л\_, 
«Наука», 1981.

10. А. Н. Т и х о н о в ,  А. Б. В а с и л ь е в а ,  А. Г. С в е ш н и к о в. Дифференци­
альные уравнения. М., «Наука», 1980.

П . Т. А. А з л а р о в ,  X. М а н с у р о в .  Математик анализ. 1-кисм, Т., «Уки­
ту вчи», 1986.

12. Т. А. А з л а р о в ,  М а н с у р о в .  Математик анализ. 2- цисм. Т., «Уки- 
тувчи», 1989.

13. М. С. С а л о \ и т д и н о в, Г. Н - Н а с р н т д и н о в .  Оддий дифференциал 
тенгламалар, Т., «Укитувчи», 1982.

14. Т. А. С а р и м с о к о в .  \ацнкий узгарувчининг функциялари назарняси, Т., 
«Уцитувчи», 1982.

15. В. К- 1\обулов .  Функционал анализ ва хиеоблаш математикаси, Т., «Уки- 
тувчн», 1976.

1C. Л. А. К у з н е ц о в .  Сборник заданий по высшей математике (типовые рас­
четы). М., «Высшая школа», 1983.

К, уш и  м ча  а д а б и ё т

1. В. И. С м и р н о в .  Курс высшей математики. М., «Наука», 1974. т. 1,2.
2. Г. 11. Т о л с т о е .  Элементы математического анализа. М., «Наука», 1974. 

т. 1,2 .

486



3 . Д. В. К  л е т е  м и к. Сборник задач по аналитической геометрии. -М., «Нау­
ка», 1986.

4 Г  Н. Б е р м а н .  Сборник задач по математическому анализу. .М., «Наука», 
1985.

5 . Э. Ф. Ф а н з и б о е в ,  Н. М. Ц и р м н р а к а с .  Интеграл хислб курсндан ача- 
лнт иашгулотлар. Т., «Укнтувчн». 1982.

G. М. В. Ф е д е р к . к .  Обыкновенные дифференциальные уравнения. .М., «На>- 
ка», 1980.

7 . А. Г1. К а р т а ш о в ,  Б . Л .  Р о ж д е с т в е н с к и й .  Обыкновенные дифферен­
циальные уравнения и основы вариационного исчисления. М., «Наука», 1980.

8 . А. В. Е ф и м о в .  .Математический анализ (специальные разделы). М., (Выс­
шая школа», 1980, ч. I.

9. Л. В. Е ф и м о в ,  Ю.  Г. З о л о т а р е в ,  В. М. Т е р п нг о р о в а. .Матема­
тический анализ (специальные разделы). М., «Высшая школа», 1980. ч 2.

10. Л. С. П о  п тр  я г и  п. Обыкновенные дифференциальные уравнения. .М., 
«Нлука», 1974.



М У И Д А Р И Ж А

I -боб.  Чизикли алгебра ва аналитик геометрия элементлари............... 5
1- §. Текиеликда ва фазода т\три бурчакли Декарт координаталари . . .
2- §. Векторлар. Векторларнинг те п гл п ги .................................................  8
3- Векторлар ) ст ила чизикли а м а л л а р ...................................................  9
4- Чизикли эркли векторлар системае i ...................................................  12

Ji- j>  Вазис. Базис б\йьча ё й и л м а .............................................................. 13
Векторларнинг проекциялари ва уларнинг координаталари...............  15

7- §. Координата шаклида берилган векторлар устида чизикли амаллар . 17

У  -узини текшириш учун саволлар ..............................................................  18
8 - §. Скаляр купайтма ..............................................................................  18

I Скаляр купайтманинг хсссалпри (19). 2. Векторнинг узунлиги (21).
3. 1 'ккн вектор орагпдаги бурчак (21). 4. Икки векторнинг перпен- 
дикулярлнк шарти (2 2 ).

Уэ-уз.ши текшириш учун саволлар.............................................................. 23
9- §. Иккинчи ва учинчи тартнбли детермииантлар, уларнинг хоссалари . 23

1. Иккинчи тартибли детерминант (23). 2. Учинчи тартибли детерми­
нант (24). 3. Детермннантнинг хоссалари (25). 4. Алгебраик тул- 
дирчвчилар ва минорлар (2С).

10- §. п- тартибли детерминант ^а^ида т у ш у и ч а ........................................  2 Э
&~-узини пнкшириш учун "саволлар.............................................................. 30
11- §. Вектор купайтма ................................................................................  Зи

1. Вектср купайтманинг асосий хоссалари (31). 2. Вектор купайтма- 
пп детерминант оркали хисоблаш (33).

12 - §. Аралаш купайтма .................................................................... 35
I. Аралаш купайтптнипг г.ссспн хссеалари (36). 2. Аралаш к>пайт- 
мани детерминант б\мча .\исоблаш (37). 3. Уч векторнинг компла- 
иарлиги (38).

S'j-ysu.'iu текшириш учун саволлар..............................................................  39
13- §. Текиеликда чизи^нинг ва фазода сиртнинг тенгламаси ^а^ида ту-

шунча ..................................................................................................  39
1. Айлана тенгламаси (40). 2. Сфера тенгламаси (41).

14- §. Берилган нукта оркали утувчи ва берилган нормал векторга эга те­
кислик тенгламаси................................................................................  42

15- §. Текисликнинг умумий тенгламаси.......................................................  43
1 С- §. 11ккн текислик орасидаги б у р ч а к ....................................................... 45

S ' -дьини пи киа:риш учун саволлар..............................................................  46
17-§. Фазода вз текиеликда тугри чази^. Гу три чизи^нинг йуналтирувчи 

вектсри..................................................................................................  47
I. Фазода Tvrpii чизик (47). 2. Текиеликда тугри чизик (48).

18-.§. Тугри чпзикпинг вектор ва каноник тенгламаси.............................  50
19- §. Нукта дан тугри чизи^цача ва текисликкача булган масофа . . . .  53

I. Нуктадан тугри чизиккача булган масофа (53). 2. Ну^тадан те­
кисликкача булган масофа (54).

ини тсшшрши учун саволлар..........................................................   55
2 0 - ■ Ikkii ва уч номаълумли иккита ва учта чизикли тенгламалар снсте­

маси. Крамер цоид аси .........................................................................  55

С\з б о ш н ............................................. ...................................................  3

488



S. Чизикли тенгламалар сисгемлснни текшнрнш. Кржечср— Капелли

1. Икки номаълумли иккнта чиз1щ ш тенгламалар системаси (53).
2. > ч номаълумли учта чнзнкли тенгламалар системаси (5^. 3. п 
номаълумли п та тенгламалар системаси (GO).

21- §. Гаусс у с у л и ...........................................................................................
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