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С У З  Б О Ш И

Кптобхон эътнборига хавола килинаётган мазкур «Олин 
математика» дарслнгннииг иккинчи ж илдига ^аторлар, Ф урье 
алмаш тириш лари, каррали  интеграллар, эгри чнзнклн ва сирт 
ш п егралларп , векторлар анализи, математик физика тенглама- 
лари, э.угимоллик назарияси ва математик статистика, асосий 
сопл» усуллар киритилган.

М устакпл ечиш учун тавеня этилган маш ^ларипнг тартиб 
ра^ам ларп  9— 1 2 -бобларда Г. Н. Бермаининг «Сборник задач 
но курсу математического анализа», М., Н аука, 1985 китоСи- 
даи, 14- бобда эса «Сборник задач  ло математике для втузов. 
Теория вероятностей и математическая статистика» (под ред. 
А. В. Е ф им ова), .VI., 1990 китобидан курсатнлган.

Д арсликнинг иккинчи жилдипи ёзиш да хам олий укув юрт- 
ларннинг му.\анднс-техник ва кишлоц х^'жалнк мутахассислнк- 
лари учун математик фаиларнинг ам алдаги  «Дастур» ида тав- 
сия килннгаи асосий ва ь^ушимча адабиётлардаи  хамда узбек 
тилида чоп этилган дарслик ва укув цуллаималаридан кенг 
фойдаланилди.

М азкур дарсликни «Олий математика мисол ва м асалалар- 
да> учинчи жилдп ва олий математика фанининг кенгаитнрил- 
гап маълум ^нсмлари (чизикли алгебра элементлари, хакикий 
узгарувчииннг вектор ва комплекс фуикииялари, дифференциал 
теиглам алар назарияси элементлари, Фурье 1\аторлари, пара- 
метрга боглнц булган интеграллар, Фурье алмаш тириш лари, 
мандон назарияси, комплекс узгарувчилн функция назарияси, 
операнпии хисоб, математик физика тенглам алари, асосий хи- 
соблаш усуллари, э^тнмоллик назарияси, математик статистика 
элементлари, дискрет математика асослари, опгималлаш тирнш  
усуллари, оиерацнялар та^лили)ни  уз ичига олган «Олин м ате­
матика тан махсус м аърузалар»  хам да «М у.\апдпслик масала- 
рини математик моделлаш  ва ЭХ.Мда ,%исоблаш усуллари» 
кнемларндап иборат гуртннчн ва бешпнчи ж илдлари бнлан тул- 
днриш кузда тутплган.

Л К аллиф дарслик.ш иг ушбу жилдини тузиш да ва унга кп-
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рнтилган aiipiiM ^исмларш ш  ёзиш да бсрган м асла^атлари  ва 
ёрдам лари учун Тошкент меъморчнлпк-цурнлиш институти 
«Олий ва амалий математика» каф едраси уцитувчиларига, 
алохнда доцент Э. Л . А прапетовага. холисона тацриз, танцид, 
уни ёзишда пул куйилган камчиликларни курсатганлари учун 
Ургенч д авлат  университети профессори, ф изика-м атем атика 
ф анлари доктори Ш. Н оримовга, Тошкент цишлоь; хужалигини 
иррнгацнялаш  ва м еханизацнялаш  му^андислари институти 
«Олий математика» каф едраси мудири, профессор Э. Ф. Фай- 
зибоевга, Тошкент кимё-техиология институти «Олий м атем а­
тика» каф едраси уцитувчиларига ва унниг мудири, доцент
Н. С. Рахим овага, тахрир ^айъатининг аъзолари  доцентлар 
А. Омонов, М. Ж ураев , Ё. М. ^усанбоев, А. А. ^ам дам овларга 
уз миииатдорчилигинп билдиради.

Айникса, дарсликиииг «Эхтимоллнк назарпяси ва математик 
статистика» бобини ёзиш да доцентлар Е. Л1. Дусаибоев ва 
А. Омоновларнннг беминиат ёрдам лариии муаллиф эътироф 
этишни узининг бурчи деб биладн.

Д арсли к сифатн ва мазмунини янада такомиллаш тириш га 
карагилган  танкндий фикр ва м уло^азалар  билдирган урто^лар- 
га муаллиф олдиндан уз таш аккурннн билдиради.
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КАТОРЛАР. ФУРЬЕ АЛМАШ ТИРИШ ЛАРИ

1-§. Сонли каторлар. Каторнинг якинлашиши ва йигиидиси

Чекснз ^аторлар математик анализнииг му.\им цнсмлари- 
даи биридир. У лардан ф ункциялар ципматларнни такрнбий 
,\исоблаш лар, интеграллар кпйматларини хнеоблаш лар билан 
боглиц булган хар хил ам алий м асалаларни  ечишда кенг фой- 
даланилади.

Чексиз цаторлар билаи боглиц асосий тушунчаларни ка- 
раш га киришамиз.

Элементлари сонлар (хакикий ёки комплекс) ёки функцня- 
лар  булган

• • •* • ■ •
чексиз кетма-кетликии цараймиз.

1 -т а ъ р и ф . Ушбу
«j -f- ы, +  и3 -г  . . . -f- ип -г  - . . ( 1-1)

ифода чексиз катор ёки тугрндан-тугри цатор дейилади. ( 1. 1) 
цаторни белгилаш  учун бундай ёзувдан фондаланиладн:

ос

п ~ \

«р и2, и3, . . ип, . . . кетма-кетликнинг элементлари каторнинг 
%адлари дейилади.

Агар ^аторнинг хадлари  сонлардан (функцнялардан) нбо- 
рат булса, ь^атор сонли цатор (ф ункционал цатор) дейилади; к а ­
торнинг и -хадини  унинг у  мум ий .\ади  дейилади.

1- м и с о л. У ш б у -----Ь -  +  — -i- . .  . ^атор сонли ка-
1 2  3 п

тордир, унинг умумии хади — га тенг; бу каторни кискача оундаи
Сс

1г —.
пп=\

Ь



1 2  2-3 3-4 ' n (rt—l) '
. .. si пн ктор функционал катордир. упнпг умумин хади ип =  —-——  га тенг,

-  -  sinn.v
dv каторни киска б\ндаи езиш mvmkiih: > ----------

ляЛ п (rt-f I)
(1=1

Хсзирча сопли каторларни papain билан чекланамиз, функционал 
каторларни эса 13-§ дан бошлаб ^араймиз.

Хар бир цатор учун кучнладиган асосип савол бу унинг 
якинлаш иш и масаласидир.

2 - т а ъ  р и ф. ( 1. 1) цатор дастлабки п та хадининг iuifhh- 
диси

— и \ ~Ь и > +  Т  ■ - • и,1
шу каторнниг п- хусусий йигиндиси дейилади. Lily хусусий 
й n FH нд 11 л а рн и к а р а й м и з:

— Wj,

S., =  u l -t~ и.,.

■S„ =  « ,  + u , ~ . . . - r u n .

Равшапки, хусусий йигинднлар 5 ;, S_., ., S r, . чексиз ссмли 
кетма-кетликни хосил килади.

3 - т а ъ р и ф . Агар (I . I)  цаторнипг хусусий йигиидиларидан иборат 
кетма- кетлик S lt S 2, , S n, . . . чекли лимитга эга булса, бу катер 
якинлсииувчи цатор дейилади. Бу лимптиинг киймати 5  =  lim  S n

11—►ос
(1 1) каторнинг йигиндиси дейилади. Бу холда буидай ёзилади:

сс
S =  « [ - t - U ,+  « 3 +  . . . Т ИЛТ .  ■ ■ =  ип.

л= I
4 - т а  ъ р и  ф. Агар (1.1) каторнинг хусусий йигиндилари 

кетма-кетлиги чекли лимитга эга булмаса, бу кагор узоцлаш ув-  
чи катор дейилади.

Сонли каторлар  назариясининг мазмуни каторнинг я^ин- 
лаш увчи ски узо^лаш увчи эканлигини аниклаш  ва яцннлашув- 
чи каторлар йигиндисиии ^исоблаш дан иборат.

Э кг содда мисол сифагида геометрик прогрессияни царай- 
миз

2 -§ . Геометрик прогрессия

Чексиз геометрик прогрессия
а  +  aq - f  aq- +  . . . aqn~ l +  . . . 

энг содда, энг куп учрайдигаи цаторлардан  биридир. Бунда а —



+ — + — W
' 11 12 13 14 13 16/

келиб чикаверманди, катор узоцлашувчи булиши хам мумкин. Маса- 
лаи. гармоник катор деб аталувчи

1
2 3 п

1̂ атор ^чун lim Mn =  lim — =  0  булишига карамай у якинлашувчи
II—> у) ft

эмяслигини исботлаймиз. Гармоник каторнинг дастлабки бир неча ха- 
дини куйидагндек гурухлаб ёзамиз:

1 + -  +  ( -  + - )  +  ( — +  -  + -  +  - ' )  +2 \ 3 4 /  \5  С 7 8 '
I 1 , 1-г- — 1-----
1 9 10

Хар fy?.i:cii iyiBc ичидаги ^ушилувчиларни улариинг кнчиги билан ал- 
маштирамиз. Натижада

1 +  -  +  I — +  - ) + ( -  +  - +  — +  - W
2 V 4 4 ) \ 8 8 8 8 /

1 1G 16 16 1C 16 16 16 16 )

га эга б\ламиз.
Х.ар кайси кавс ичидаги ^уш илувчилар нигиндиси кпчик- 

лаш ди ва 1/2 га тенг булди. Охирги цатор чексиз куп цавслар- 
га эга булганлиги сабаблн уларнинг йигиндиси чексизликка 
мнтилади. Д ем ак, гармоник каторнинг йигиндиси албатта чек­
сизликка пнтнлади. Ш ундай ^нлиб, биз гармоник каторнинг 
узоклаш увчи эканлигини исботладик.

4-§. Каторлар устида содда амаллар бажариш: сонга 
купайтириш, ^ушиш ва айириш

К аторлар устида ам аллар  баж ариш нинг баъзи коидалари 
билан танпш амнз.

1 - т е о р е м  а (цаторни сонга купайтириш ^ацпда). А гар

ы, +  и2 +  . . . + и п +  . . . (4.1)

цатор якинлаш увчи  булиб, унинг йигиндиси S  га тенг булса, 
у  \олда

а  и , -f- Я и.2 +  . . . +  "К ип -г  . . . (4-2)

^ атор ,\ам якинлаш увчи  була д и  ва  унинг йигиндиси ). ■ S га тенг 
булади, бунда  /. — тайин сон.

П с б о т и .  (4.1) ва (4.2) каторларнинг n -хусусий йигиндиларини 
мос рэзишда S n ва оп билан белгилай.миз. У ^олда цуйидагига эга
буламиз:

ui ~г Ян3 - f . . . +  Кип =  X (ut +  и.у +  . .  . +  wn) =  К■ Sn,
бундан:



lim  О/; =  lim  (A, - S n ) =  X - lim S i  = ? . S.
П-* oo Я—*03 •̂“►cc

Шундай килиб, (4.2) катор якинлашувчи, унинг йигиндиси ?. S r a  
тенг. Теорема исботланди.

2- т е о р е и а (каторларни кушиш хакида). Агар

ui +  и2 +  • • • +  ип +  • ■ •• ^
у, +  v2 +  . . . +  va -f- . - - (4.4)

каторлар якинлашувчи ва уларнинг йипш ди три мос равишда s 
ва S  га тенг булса, у  \олда

(«1 +  »i) +  (и2 +  о.) + - . .  +  («„ +  у„) +  . . .  (4.5)

катор хам якинлашувчи ва унинг йигиндиси s +  S га тенг була- 
ди.

И с б о т и .  (4.3), (4.4) ва (4 5) ^аторларниаг п -хусусий йигинди- 
ларини мос равишда sn, S n ва оп деб белгиланмиз. У холда

ап =  +  °i) +  (и2 +  v.2) +  . .  . +  (ы„ +  vn) =  s„ +  S n.

Бундаи:
lim  ап =  lim (s;1 +  S n) --= lim sn +  lim S n =  s +  5 .4—KjO II—t со tl-+oo H—rzc

Шундай килиб, (4.5) катор якинлашувчи ва унинг йигиндиси s - f  5  
га теиг.

3 - т е о р е м а  (каторларни айириш хасида). Агар

ы, +  и2 +  и3 +  . . . +  ип +  . . (4.6)

р, +  02 +  »3 + . . .  +  о11- г . . .  (4.7)

цатор.шр якинлашувчи ва уларнинг йигиндиси мос равишда sea  S  
га тенг булса, у  %олда

(«1— »i) +  ( « i — у ,.)+  • . . +  («„ — и „ )+ -  • ■ (4-8)
щгпор .уам якинлашувчи ва унинг йигиндиси s — S  га тенг була- 
ди.

И с б о т и .  (4.7) ^аторнинг хар бир >*адини — 1 га купантирамиз 
( 1- георемага кура бу ^атор якинлашувчи ва унинг йигиндиси — 5  га 
тенг булади). Уни (4.6) катор ^адлари билан кушамиз вл (4.8) каторга 
эга буламиз:

(«1 — vt) +  (и2 —  v2) +  (ип — У„) +  • .

бу катор 2-теоремага кура якинлашувчи ва унинг йигиндиси ь — S 
га тенг. Теорема исботланди.

Юкоридаги теоремалардан кунидаги натижа келиб чикади.
ArapJ

«I +  и2 “Г •

у, +  v2 +  . . .  +  vn +  . . .
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каторлар яцинлашунчи ва упарнинг Гшриидилари мос равишда s ва 5  
га тенг булса, у холла

(A Ut +  fl v {) +  (X и2 +  ц  ц.,) +  . . . +  СКип +  ц vn) - f  . . .

катор ^ам яциилашувчн ва уншгг йигиндиси 'К s Ь ц 5  га телг, бун­
да К, [ I — тайни сонлар.

Ш ундай цилиб, яцинлашувчи цаторларни хадлаб  кушнш, 
айириш ва улгармас сонга купайтириш  мумкин экан.

Яна бнтта мухим теоремани исботлаймиз.
4 - т е о р е м а .  А гар цатор яцинлаш увчи  булса, у холда бе- 

рилган каторга чекли сондаги хадларни  цуш иш  ёки унда чек- 
ли  сондаги хадларни  ташлаб ю бориш дан х1осил булган цатор 
\а м  я \и н ла ш увч и  булади.

И с б о т и . Ушбу
ы, +  и , +  . . . +  ип +  . . . (4.6)

Катор якинлашувчи, унинг йигиндиси 5  га тенг булсии. (4 6) катоР 
дастлабкн п  та хадииинг йигиндисини S n билаи белгилаймиз, k  ( k e n )  
та ташлаб юборилган хадлар йигиндисини S k билан, колган п  — k та 
^адлар пигиндисини ап_ к билам белгилаймиз. Демак, S n =  S k +  o„_t . 
бунда S k— п  га боглик булмаган чекли сон, шу сабабли:

Нш S n =  lim (Sk +  оп_ к) =  lim S k +  Iim оп_ к.
П—+Х n-~* 2С .  / 2— 00 fl—>tn

Бундак:
lim 5 n =  S ft+ l i m  an_ k.
n—*OC fl->oо

Шундай килиб, агар lim S n мавжуд булса (яъни берилган катор
П—>со

якинлашувчи булса), у холда lim  оп_ к хам мавжуд булади (яъни хар
п—>00

Каича чекли сондаги хадларни ташлаб юборишдан хосил цилинган 
Катор ,\ам якиилашади). Чекли сондаги хадларни кушишдан хосил 
булган цаторнинг якинлашувчи булиши ю^оридагидек курсатилади. 
Теорема исботланди.

5- §. Мусбат хадли каторлар

Хамма хадлари бир хил и шор ал и булган каторлар узгарм ас 
ишорали цаторлар дейилади. Аниклик учун биз мусбат хадли 
Каторларни караймиз.

Шуки кайд киламизки, мусбат ишорали каторда барча п  >  1 лар 
учун >  S a тенгсизлик уринли, яъни хусусий йигиндилар усувчи 
кетма-кетлик хосил килади. Бундай к°лда п —>~ со  да иккита имкони- 
ят мавжуд булади: ё хусусий йигиндилар S n-*- -f- оо ва бу ^олда 
Катор узоклашади, ёки хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегараланган 
ва бу >колда лимит мавжуд булади, демак катоР якинлашувчи. 

Шундай килиб, мусбат ишорали каторларнинг якинлашишини ис-
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ботлашда S n хусусий йнгиндилар кетма- кетлигшшнг чегараланган 
эканшч! аниклашнинг узн етарлидир. Мусбат ишорали каторлар якшг 
лашувчи булншннинг хар хил аломатларини, яъни S n учун формула 
чнкарман ва S n нинг лимитшш чисобламан туриб каторнинг якчнла- 
шувчи ёки узоклашувчи экакини эниклаш имконинн бераднгач усул- 
ларнн ургаиамиз.

6 -§ . Так^ослаш теоремалари

Мусбат ишорали иккнта
И, +  и., +  . .  . +  ип +  - . . , (6 1)

V1 +  VJ +  • ■ ■ +  vn +  • • • (6 -2 )
каторга эга булайлик Булар учу» куйидаги теорзмалар урин ля.

1 - т е о р е м а  (яцннлаш увчанлпкннпг етарлн ш арти). А гар
(6 . 1) цаторнинг хаО.гарп (6 .2 ) цаторнинг мос 'хадларидан катта 
булмаса, яъни

un < va ( п =  1 ,2 ,3 ,  . .  .) (6.3)

булса  ва (6 .2 ) щтор якинлаш увчи  булса, у  ,\олда  (6 .1) чатор 
хам  якинлаш увчи  булади.

И с б о т и .  (6  1) ва (6 .2) каторлар л-хусусий пнгиндиларшп мсс 
равишда S n ва ап билан белгиланмиз. (6  3) тенгсизлнклардан S n <  ап 
экаилиги келиб чикади (6 .2) цатор якинлашувчи эканлиги туфайли 
lim оп= а  маьжуд. Бунда каторниниг ^адларн мусбат ишорали булга-
П-+Х

нн учун оп<С.о тенгсизлик уринли, демак, S n< a . Шундай килиб, (6.1) 
мусбат хадли катор хусусий йигиндилари кетма-кетлигн чегаралан- 
ган ва демак, бу катоР якинлашувчи. Шу билан бирга бу катор 
йигиндиси (6 .2) катор йдаиндисидан катта булмандн.

2 - т е о р е м а  (узоклаш увчанликнинг етарлн ш арти). А гар
(6 .2 ) цаторнинг %адлари (6 . 1) цаторнинг мос хаО ларидан ки ­
ник булмаса, яъни

Un ^ Vn (п =  •> 2 ’ 3 ’ ■ ■ ■) ((‘-3)
булса ва (6 1) кртор узоклашувчи булса, у  холда (6 .2) катер .\ам 
узоклаш увчидир

И с б о т и .  (6.1) ва (6.2) каторларнинг л-хусусий йигиндилари:м 
мос равишда S n ва оп билан белгилаймиз. (6 3) теигсизликлард-ш 
оп >  S n экани келиб чикади. (6.1) катоР узоклашувчи ва унинг хусу­
сий нишпдиларн ортиб борганц сабабли lim S n =  со. Бу холда lim стл=

П~*оо n —tao

=  оо. Демак, (6.2) катор узоклашувчи. Теорема исботланди
П ккала теорема (6.3) теигензлнклар барча п лар учун 

эмас, балки бирор n = N  дан бош лаб баж арилса хам уринли 
булаверади. Бу шу бобнинг 4- § идаги 4 - теоремадан курикиб 
турнбди.
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П ккала тсоремапн кисцача бундай нф одалаш  мумкин: ки- 
чик булмаган хадли цаторнинг якинлаш увчанлигндан катта 
булмаган хадли каторнинг яцннлаш увчанлиги келнб чицадн. 
катта булмаган хадли каторнинг узоцлаш увчанлнгндан кнчнк 
булмаган хадли каторнинг узоцлаш увчанлнги келнб чикадн.

1- м н с о л. Ушб\'

2 . 1 , 2 = . 1 /  2 , , 1 ; 2 пт + т 1? +  ¥ ( т 1 +  - - -  +  т  U I  +
цатор якинлаш увчи, чункн бу цаторнинг ^адлари

| +l| f+( | f+...+(| r+... 
каторнинг мос хадларндан катта эмас. Охнрги катор яцннла- 
шувчн. чункн бу каторнинг хадларн м ахраж н q =  2/3 га тенг, 
ннгинднсн ^са 2 га тенг геометрии прогресепянн ташкнл этадн. 
Д ем ак, бернлган катор ,\ам якинлаш увчи булади, шу билан 
бирга унинг й н п тд н сн  2  дан катта булмайди.

2- м н с о л. Ушбу

1 - г —W + - Л - +
1 ^ 1 0  1 п

катор узоцлаш увчн, чунки унинг хадларн, нккннчн хадидан 
бошлаб,

, +  !  +  !  +

гармоник цаторнинг мос хадларндан катта, гармоник катор эса. 
маълумки. узоклаш увчиднр.

Амалда таккослаш  аломатндан кунндагн кчрннишда фой- 
даланнш  энг цулайднр;

3 - т е о р е м а  (таккослашиинг лимит аломати). Агар —  нас Гаи-
1,1нинг лимита мавжуд булса ва у  нолга тенг булмаса, яъни 

l i m —  — А  >  0 булса, у  холда (6.1) ва (6.2) каторларнинг икка-
п— и  V ,,

ласи ё чкинлашади, еки узоклашади.
3-м н с о л. Ушбу

tg 1 +  tg tg  — - f  . .  .
2 n

цаторни

1 + JL  +  . . . + - L  +  . . .
2 n

гармоник катор билан таккосланмнз. — нисбатни тузамиз ва м т н г  

лимитинн топамиз:
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1
tg —

lim —  — lim — — =  1 >  0 ,
П -»cO Z'n n-*x

11

* 1 1чунки n —*■ oo да tg  — л  —.
n n

Ш ундай килиб, берилган катор узоклаш увчи, чунки гармо­
ник катор узоклаш увчи.

4-м и с о л. Ушбу
• 1 , - 1 , , . 1 ,sin — h s i n ------г  ■ • ■ г  s in ------ 1- . . .

2 22 2а
каторнн

J _  _r____ L  _ l  ■ _ L  ■
2 22 ' " ' Т 2'! Т ' "

катор билан таккослаймнз, охирги катор якинлаш увчи, чунки 
унинг хадларн  ма.\раж и 9  =  1/ 2 булган геометрик прогрессия 
таш кил килади.

и„
—- нисоатии тузамиз ва унниг лимитиии топамиз: п —*- оо да
v n
1 1 .. ип sin2~л л 1ТТsin — х  — булгани учун: lim —  =  I n n ----------=  1 >  0. Шундпи ци-

О й  O/Z J J  f , О — Л  J— '-'П п - * х >  —

либ, берилган катор якинлашувчи.

У з - у з и н и  т е к ш н р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Сонли катор деб нимага айтилади? Каторнинг умумнй \ади нима?
2. Каторнинг якинлашувчи ва узоклашувчи булишн таърифларини айтинг. 

1^аторнннг йирпндяси деб нимага айтилади?
3. Геометрик прогрессия ^адларидан тузилган каторнинг якинлашувчан- 

лигпни текширннг.
4. Катор якинлашувчи булишининг зарурий шарти ннмадан иборат? Бу 

шарт етарлн шарт булмаслигини курсатувчн мнсол келтиринг.
5. Катор узоклашувчи булишннинг энг содда етарли шартини курсатинг.
6. Якинлашувчи каторларни кушиш ^акидагн теореманн исботланг
7. Якинлашувчи катор ^адларипн узгармас сонга купайтирнш ^акидаги 

теоремани исботланг.
8. Каторга чекли сойдяги .\адларни кушиш ёкн унда чекли сондаги хад 

ларни ташлаб юборишдан кат0Рнинг яцинлашишн узгармаслнги \акидаги 
теоремани исботланг.

9. Мусбат ^адли иккнта каторпи тацкослаш ^aiyuani теоремани нфода- 
ланг ва уии исботланг.

10. 2727—2759-масалаларнн ечннг.

7- §. Даламбер ва Коши аломатлари

М усбат хадли каторларнинг якинлаш иш  ва узок-ташиш ало- 
матларпни урганишни давом эттирамиз.

1. Даламбер аломати
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Т е о р е м а .  А гар
(7.1)

мусбат тторда (п +  \)-хаднинг п-.хадга нисбати п-*- оо да чекли 
I лимитга эга булса, яъни

булса, у  >;олда: а) / <  1 да катор якинлашади, б) I >  1 да катор 
узоцлаишди.

И с б о т н .  Лимнтнинг таърифидан ва (7.2) муиосабатдан ихтпёрий 
е >  0 сон учун п нннг бирор N  номердан бошлаб барча кийматларн 
учун, бошкача айтганда п >  N  учун

бажарилздк. l  +  e — q деб белгилаймиз. е ни шундай кнчнк килиб 
танлаймияки. q пинг кнймати I <  1 да 1 дан кичик бу ic iih , я ъ и н  
О <  q <  1 тенгсизлил бажарилсин (1-шакл), демак,

(7.4) тенгсизликни \нга тенг к учли булган

тенгсизлик билан алмаш тирамиз. Охирги тенгсизликни п пинг 
N  дан бош лаб турлн кнйматлари учун, яъни /г ^ А  лар  учун 

ёзнб, цуйндагпларга эга буламиз:

(7.2)

— / < е  ёки — е < - U .  — / < е  (7.3)
Мп Utl

тгнгсизлик уринли булиши келиб чикали.
I <  1 ва I >  1 булгандаги иккала холни ^раймиз.

ищ I <
W:V+2 <~ 94v+I ^

Ui\'+3 ^  ^  Я' >

(7.5)

П ккнта ь^аторни караймиз. 

u i +  Щ ■+- - ■ . +  ил +  « VJ1 +  . . .
(7-1)

~0 7

U„

иы +  </« v +  . . .  (7.6)
1- шакл.

15



(7.6) цаторнинг хадлари  (/<  i 
мусбат м ахраж ли геометрик прог­
рессия таш кил ^нлади. Д ем ак,
(7.6) ^атор якннлаш ади.

(7.5) тенгснзликлар даiг (7.])
торпинг хадлари £^+ , дан бошлаб
(7.6) каторнинг мос хадларидай кичик. 

6 -§  даги 1-теоремага асосан ва 4-§ даги 4-теоремага асосан берил­
ган катор (7.1) якинлашувчи.

б) /> 1  булсин. У холда (7.3) тенгснзликлардан бнрор но­
мер X  дан бош лаб

«я-И . _ •• ип—I . .---------- / >  — е еки ------ - >  I — е
ип ип

эканлнги келиб чикади. I— е =<7 деб белгилаймиз, f  ни ш; ндай 
кичик килиб танлапмнзкн, натиж ада / > 1  да </ нниг ка ,тали гн  
1 дан катта булиб ^олаверсин, яъни I— г = Я > \ (2 - ш акл) ва, 
демак,

^ ± L > q , n ^ X .  (7 7)
«п

(7.7) тенгснзлнкни унга тенг кучли

un+i n > N

тенгсизлик билан алмаш тирамиз. Бу ь^аторнпнг хадлари (N +  1) 
номердан бош лаб усишини билдиради, шу сабабли каторнинг 
умумий ^ади нолга интплмапди. К атор яцинлашншининг зару- 
рий шарти баж арилм айди, шу сабабли (7.1) катор узоцлаш адн.

ип * ]
1 - э с л а т м а .  Агар lim  —— =  оо булса, у холда катор узокла-

U , ,
шади, чунки бу .холда — — > 1  вд и  , ,  >  ип, яъни lim ип Ф  0 (ззру-

ип /I—*ЭО
piiii шарт бажарилмайди).

2- э с л а т м а .  Агар lim  ——  мавжуд ва бирга тенг булса ёки
/2-»оо иП

мавжуд булмаса, у .\олда Даламбер аломати каторнинг якинлашувчи 
ёки )30клаш\вчи эканинн аннклаш имконини бермайди. Бу масалани 
хал килиш учун бош^а алочатдан фойдаланиш керак.

1 - ми с о л .  Куйидаги катории якинлашувчанликка текширичг:
2 , 22 , 23 . 2”

О 1
С

2- шакл.



демак, катор узоклашувчн.
2 - м и с о л .  1\уиидаги цаторни якшпашувчанликка текширннг

_ ! ____— _______ I_____ _-_____L —  2"  ~  '  -L
, 2 ( ,  2 Г ( ,  2 ? ' ’ ' ‘ ‘ и 2 г ' ‘ ‘ '

_  2л — ! 2л -)- 1
Е ч и ш .  Бунда ип =  ыя+1 =  ^  ,

. .  ",,+1 (2я+ 1) (» 2 ) я 1 2-1 -М  1
l im ------ =  lim — - г,---------- =  —— h m ------- =  — - <  1,
« - »  «в «-»* ( ,  2 )  (2п— 1) , 2 « - и  2я— 1 , 2

демак, катор якинлашувчи.
3 - мне  о л. Куйндагн каторнн якнплашувчанликка текширипг:

1 + ^  +  -Л : +  . . . - г 7Л ~ -
I 2 , 3  ,  Я

с- с  1 1Е ч и ш .  Бунда ип =  — , ипАЛ — 3

l im —1—  =  lim —1- ~ -  — lim I ——  =  1 ( / =  1).
ri— lift п' *30 | /Г-pi П-»со I Я -1

Каторнинг я^инлаш иш и хакнда Д алам бер  аломати асосн- 
да хулоса чикариш мумкин эмас. Таккослаш  аломатини кул- 
ланмнз. Узоклашувчн

1 +  \ + j  +

гармоник цаторнинг ^адлари , иккинчи .хадидан бошлаб, берил- 
гаи каторнийг мос хадларндан  кпчик, демак, 6 - § нннг 1-тсоре- 
масига бппоаи берилган ь^атор узоклаш увчн.

2. Коши аломати

Т е о р е м а .  Лгар мусбат %адли
Ui -f- и2 +  us -J- . . . +  ип -г  . . . (7.8)

П / ----
цатор учун I ип микдор п-*- со да чекли лимитга эга булса, яъни

lim J ип =  / (7.9)
П—* эо

булса, у  .уолда
я) I <  1 да цатор якинла'иади, 
б) / >  1 да катор узоклашади.
И с б о т и. Лимитнинг таъриф идан ва (7.9) муносабатдан бн- 

рор N  номердан бош лаб п нинг барча цннматлари учун, яъни 
n ^ N  дан  бош лаб
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I n r  —  n • _
| \ un — / | < Е С к и  — e < >  un — / < e  (7.10)

тоигснзл iik уринли булади, бунда e > 0  олдиидан таиланган  кн- 
чнк сон.

tl ~
а) / <  1 булсин У холла (7.10) тенгснзликдан J ип — / < е

ёки I и п <  I  —  е  экаилиги келиб чикади. Т е п г е и з л и к  бирор N  дан 
бои паб, я ъ н и  барча п  >  N  лар учун бажарнлади. /  T f  - q  Деб бет- 
гилгймиз, е ии шуид'п* кичик килиб тантаимизки, / <  1 да q микдор 
1 дан кичик булиб колавсрсин, яъни 0  <  / +  е =  9  <  1, ва де.мак, 
барча /г >  N  лар учуй

п Г
I ип < 9  ёки ип <  qn. (7.11)

Иккита цаторни каранмиз:
и1 +  и., +  . . . +  wv +  ыл,+1 +  > (7-8)

9 W + , +  <7V +2  +  . . .  ( 7 - 1 2 )

(7.12) lyrrop якинлашувчи, чунки унинг хадлари махражи q <  1 
булгаи геометрик прогрессия хосил килади.

(7.8) каторнинг хатлари u v дан бошлаб, (7.11) тенгснликка би- 
1Юс[г, (7.12) цаторнинг хадларидан кичик. Демак, (7.8) катор 6 -§  да­
ги 1-теорема ва 4-§ даги 1- теорема асосида якинлашувчи.

П
б) / >  1 булсин. (7.10) тенгснзликдан У ип — I > — е ёки

tl '
} ы >  / — е  экаилиги келиб чикади. Теигснзлик бирор N  дан бош­
лаб бажарнлади, яъни барча п >  N  лар учун уринли. I — e =  q деб 
белгилаймиз. е ни шуидай кичик килиб танлаб оламизки, I >  1 да q 
микдор 1 дан кагталигича колаверади, яъни I — е = q >  1 ва демак, 
бирор А’ дан бошлаб

П П
I ип >  q >  1 ёки \ ип >  1.

Аммо каралаётган каторнинг барча хади, их  дан бошлаб. 1 дан кат­
та бСлса, V \ойда катор узоцлашади, чунки унинг уму мни .\ади нол- 
га интилмайди.

Э с л а т м а .  Д алам бер  аломатидаги каби, 1=1 булган хол- 
да Коши аломатн цушимча текшнришни талаб  ^илади.

4 - м и с о л .  Кунндаги цаторнн яцинлаш увчанликка текши- 
ринг:

1\атор якинлашади. 
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5 - м и с о л .  Куйндагн катории якнплашувчанликка текширинг:

2 , | 3 , | 4 9 , ( л +  1 п1 .
T  +  l y l  +  I v i  + - - -  +  1 - Г - 1

Е ч и ш .  Бунда

I п "f“  ̂ \/2* 1' П 1' I п — 1 п 1, Ь т  I ы„ = l i m  ( - — ) = е >  1.\  гг / п -*.л я г
К^атор узоклашувчн.

8 -§ . Ка1°Р я^инлашишининг интеграл аломати
Т е о р е м а .  Лгяр

ui "Ь “ _> +  • • • +  ип “Г ■ • • (8  1)
цаторнинг уадлари мусоит си усмийдиган бу.гса, яъни  

ы, >  и, >  . . . >  ип >  . . .

булса ва /  (л) функция учун  /  ( 1) =  и и /  (2) ■= щ , . . f  («) 
тенгликлар уринли булса, у холда:

х,
1) огар j /  (л) dx хосмас интеграл я^ш иат са, каппр якинла­

шувчи,
00

2) ягар ( /  (л) d.v хосмас интеграл узоклашувчн булса, катор
1

узоклашувчн булади.
11 с б о т  и. Юкоридан у  /(л )  эгри чизиц Слпап чегаралашан, ассс- 

лари х =  1 дан -* п гача б \лга1>, бунда п~_ цхтиёрнн б\ туп мус­
бат сон, эгрн чихнут трапециями карлймнз (З-щакл). Бу трапешита
асосларн [1, 2], 12, 3]......... |/i — I, п] кесмалардац иборат ичкн ва пш -
ки зинапоясимон тургбурюклар чнзамиз, бупда функиияншг

У - f  (X)

3- шакл-
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“ - =  f  (2), U3 =  f  (3), . . . .  Un =  f  (n)

кийматлари ички чизилгаи т \ ртбурчакларга,
«, =  /(1 ) ,  ut =  f  (2).......... « „ _ , = / ( « -  1)

кийматлари эса ташки чизилгаи туртбурчакларга баландлик булиб хиз- 
ма г килади.

Куиидаги белгилашларии киритамиз: — каторнинг п- хусусий 
йигиндиси, S n — эгри чизикли трапециянинг юзи, S a ч, S T ч — мос ра­
вишда ички ва ташки чизилгаи зииапоисимои шаклларнинг юзлари.

_ tl
S n =  и х +  и., +  . . . -г  ип, S n — \ [ ( v) dx  экани равшан, Шаклдап

'|

5 , ,ч < 5 „ < 5 т.ч (8 .2)

экаилиги келиб чикади, бунда

5 п.ч = . ы2 +  U3 +  • ' • +  Un  =  S n —

5 т.Ч =  « , + « , +  . . • +  4 ,-1  =  —  «„•

Шундай килиб, (8.2) теигсизликпи бундай ёзиш мумкии:

еки
S n — и, <  S  <  S  — и/ I I  п п п

sn — и ,  <  I' /  (л) dx <  S n — Lin . 
i

Буидан и к кита тенгсизлнкка эга буламиз:

S n <  Щ +  j  f  (х) dx, (8.3)
I

S n > u n +  | f  (a ) dx. (8.4)
1

П
I ( с) функция мусбат, шу сабабли /г пинг ортишч билан \ f  (х) dx

1
интеграл хам катталашиб боради. Икки хсл булиши мумкии:

00
1) I /  ( 0  dx  хосмас интеграл якинлашувчи, яъни

1

I f  (л) dx  =  lim j1 f  (л) .d x  =  I
i ll-»cC -|

П

интеграл чекли сонга тенг булсин. У холда |' /  (a )  dx  <  /  ва (8.3)
i

тенгсизликдан .^ар цандай п да S n <  и, + 1 экаилиги келиб чицади. 
Шундай килиб, бу холда S n хусусий йигиндилар кетма-кетлиги че- 
гаралангаи ва, демак, (8 . 1) г^атор я^ннлашади.
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2) l / (v) d x  хосмас интеграл узоклашувчн булсин, яъни
I

Л "
| /  (.г) dx  — lim | /  (л) dx — - оо
I П->00 j

булсин. (8.4) тенгсизликдан S tl хусусий йигиндилар кеша- кетлигн че- 
гараланмагаплиги келиб чикадн ва, демак, (8 .1) катор узоклашади. 

Л \и с о л . Умумлашган гармоник цатор деб аталувчи

1 +  —  +  — +  . . . +  —  +  .
2 Р 3 Р пР

каторнинг узоклашувчн ёки якинлашувчи эканини аникланг.
Е ч и ш .  /(л ) фуикцияшшг —  дан иборатлиги равшаи, бунда р —

хР
тайинланган сон. Ушбу

|"  dx г- р - ] Г”  I I» 1
—  =  —------- =  —  lim x l~ p =  — —  Hm (n '~ p —  1), p  == 1

J x'' — P t  1 l| I —P 'I-'j: 4 1 —P И-»»

хосмас интегрални хисобланмиз. Агар р  >  1 булса, у холда lim п 1 ~р—
<‘->оо

со
r\ I* d* • , . . .=  0  ва I — = ---------- якинлашувчи; агар р  <~ 1 булса, у холда

J  Хр Р —  1 I
00

lim п 1~р =  оо ва I —  dx  — узоклашувчн; агар р — 1 булса, v \ол- 
П—> со J  ХР

I
<* dx .00

да J  —  =  In  л- I =  оо  — узоклашувчн. Шу сабабли умумлашган гар-
I

моник катор р >  1 да якинлашувчи вп р  <  1 да узоцлашувчи.

9-§. Катор ^олдигини интеграл аломат ёрдамида ба^олэш 

Якинлашувчи

«I +  (9 .1)

каторни карлймиз.
Т а ъ р и ф .  Каторнинг йигиндиси S билан уннпг я-хусусий йигин­

диси S n орасидаги aiiupMa каторнинг п-колдиги  дейилади ва R r би­
лан белгилаиади:

K  =  s - s n.

^аторнинг ^олдиги хам катор булиб, у берилган (9 . 1) ка- 
тордан дастлабки п та .\адии таш лаш  натнж аснда хосил бу- 
лади;



Бу катор 4- § лаги 4- теоремага кура якинлаш увчи, шу теиремага 
Kj'pa аксинчаснни хам тасднцлаш  мумкии: агар  цаториниг кол- 
л.нрг: якинлаш увчи булса, у ,у>лда катор якинлаш увчи булади. 

Катор колднпш инг таъриф ига кура
lim R n =  О
П—>сс

Сулишн равш ан.
Хацпцатан хам,

lim  R n — lim (S  — S n) — S  — lim S n =  S  — 5 = 0 .
n—*cc л—*эс и-»»

Шу сабабли етарлича катта п  лар учун

тй!\рибии тенгликка эга буламнз, п катталашгани сари бу тенглик- 
кикг аниклиги орта боради. К,атор йигиндиси 5  пи унинг хусусий йи- 
Fиндней S n бнлап алма1итнрилгандаги абсолют хато, равшанки, катор 
^олднрининг модулига тенг:

A  =  |S — S J  =|/?,;|.

Шундай килиб, агар катор йнгиндисини г ^ 0  гача аникликда то- 
пиш талаб килинса, у холда шундай п сондаги дастлабки хадлар йи- 
рнндисини олиш керакки, | R n | <  к тенгсизлик бажарилсин. Шунга ^а- 
рамай кун холларда биз р п коллизии аниц топа олмаймиз. Шу са­
бабли колдикнииг модули берилган е сондан кат га булмайдигаи ьрл- 
дикнинг п номерини кандай топиш кераклигини аниклашимиз керак.

/Мусбат иш орали ^атор колднгини интеграл алом ат ёрдамн- 
да бахолаш  .^акидаги ушбу теорема айтилган савелга ж авоб 
беради.

Т е о р е м а .  А гар мусбат .\адли
и [ +  и2 +  . . • +  ип +  • • .

4- шакл.

22



катор интеграл аломатнинг талаиларига жавоб берса, у  холдп 
унинг колдиги Rn цуйидаги тенгсизликларни каноатлантиради:

Д  /  (v) dx  <  Rr <  \ f  (л) dx.
л+1 и

И с б о т  и. 8 - § даги (интеграл аломатдаги) шаклии канта чи- 
замнз (4 -ш ак л ) . Бнрор п номерпп танннланмиз. Ю коридан 
y = f ( x )  функция графиги билан чегараланган, асосн х  = п 
дан х = п + т  гача булган эгрн чнзиклн трапециями цараймиз. 
8 - § дагига ухшаш

n+m
S, , 4 < f  /  (л) dx  <  5 Т ч

еки Un-r\ +  • ■ Un+m <  f  /  (* )  d x  < « „  +  • • •  +  Un -̂т—I ТСНГСИЗЛИКЛПр-

ни тузиш мумкин. Равшанки, охчрги тенгсизликни S n, S n+m, S n 
хусусий йигиндилар оркали ифодалаш мумкин:

П~гГП
S„+m~ S n < \  /(.v) d x <  V , , , - .  -  V , -

n

Бундан купидаги иккита тенгсизликка эга буламиз:
п-\~т п\-т

\ f  (х) dx  <  5 f,+m ] -  S„_, ва j /  (д) d.r >  S n+m - S r. (9.2)
n h

Якинлашувчи каторлар учун m —>-оо да (9.2) тенгсизтикларда ли- 
митга утамнз.

п+т я,
lim \ f  (х) dx — I I (х) dx  якинлашувчи,

J

lim =  5 , lim S a^ m =  S ,
m -f со т-+зо

(бунда S  — катор йигиндиси) эканнни ^нсобга олиб (9.2) нн бундяй 
ёзиш мумкин:

\ f  (х) d x <  S  —  5 П_ „
h

/  ( v) dx > S  —  S a
П

ёки

| f  (a) dx  <
(9-3)

f  /  (a )  rf.v >  /? „ . 
fl
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(9.3) ни11г бпрмнчи тенгсизлш нда п пи п +  1 билан алчаштириб, 
ушбу

| /  (л) dx <  Rn ва | /  (л) dx  >  /?п
tl—l П

тенгсиз; икларга эга буламиз. Бу теигсизлнкларни цуш тенгсизлик 
шаклида бирлаштнриб,

С f  (л ) dx  <  Rn <  f  f  ( v) rfx
rz —|— I n

ифодага эга буламиз. Шуни исботлаш талаб килингаи эди.
-Мне о л. Ушбу

s = 1 + i  +  - - -  +  - T + - - -2J п3
катор йирииднепнн 0,1 гача (яъни е = 0 , 1) ани^ликда топинг.

Е ч п ш. Якинлашувчи (умумлаш ган гармоник, р =  3 > 1 )  
каторга эгампз. 1\аторнинг \ад л ар и  монотон камаювчн

f  (л)= 4X
функцияиниг мос кийматларидан иборат. Шу сабабли катор­
нинг п- колднш

Яп =  — —  +  — —  +  • • ■п (п I)* (n 2(3 
учун ушбу бахога эгамнз:

R <  Г —  =  ----
"  J  2/;-

п

„  -  I 1
к„ <- в еки —  <  —  n 2rfi Ю

теигсизликпи ечнб, 2п- >  10 ёки /г >  | 5 яг 2,24 теигсизликка эга бу­
ламиз. п =  3 деб кабул киламиз. Шундай килиб,

—  +  —23 З3
Бу кийматии яхлитлаб катор йигиндиенкинг такрибий кийматини то- 
памиз: 5  «  1,2 .

Уз - у з  н ни  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1 Даламбер аломати нпмадан иборат? Уни исботланг. Мисоллар келти- 

ринг.
2 Кошн аломати ннмадан иборат? Уни исботланг. Мисоллар келтиринг.
3. Интеграл аломат нимадан иборат? Уни нсботланг.
4. Ушбу

S * =  1 + ^ Г + ^ Г ~  U 6 -



цаторшшг р>  1 да якинлашувчи ва p c i  да узоклашувчи эканнни аницланг.
5. Мусбат з^адли ^аторнинг колдигн интеграл аломат бнлан ^андай ба- 

^оланади?
6. 2751—2770-масалаларни ечкнг.

10-§. Ишоралари навбатлаш увчи каторлар

Х гдларининг иш оралари хар хил булгаи каторларни урга- 
иишга утампз. Энг аввал иш оралари навбатлашувчи цаторлар 
деб аталувчи каторларга тухталамиз. Бундан каторларда хар бир 
мусбат хаддан кейин манфий хад ва \а р  бир манфпй хаддан 
кенин мусбат лад келадн. И ш оралари навбатлаш увчи каторни 
бундай езиш мумкин:

и, —  и2 +  и3 —  . .  . +  (— I f  1 ип -  . . . =  V  (— ])"- J unt
Г2 = I

бунда и,. и,, . . . .  ип, . . . — мусбат со: г лар.
1. И ш оралари навбатташ увчи каторлар якинлашишинииг 

старли шартпни уз ичига олган купндаги теоремани исботлам- 
миз.

1 - т е о р е м а ( Л е й б н и ц  т е о р е м а с и ) .  А гар ишорала­
ри нсебаг лаш увчи

u t — и , u.j — , . . — (— I)' "г1 ип 4 - .  - • (Ю. 1)

f^amoj да китор хадлирининг абсолют кийматлари камтовчи, яъни 
u l > u 2 > u .J > .  >  ut ,> (102)

булса, ш у билан бирга ип умумий хад нолга интигса:

lim ип =  0, (10.3)
п * х

У холда (10.1) катор якинлашувчи булади, шу билан бирга унинг 
йигиндиси биринчи хадидан катта бул найди ва мусбат булади:
0 <  5  <  u L.

И с б о т и .  Олдиц жуфт индексли S ,m хусусий йигицднлар кетма- 
кетлнгнни каранмиз, уларни ушбу куринишда ёзамиз:

S 2m =  (U, U.,) +  (U3 — U|) +  . . . +  (U2m_ | — U>m).

Демак, S ,m >  0  на S im хусусий йигиндилар кетма- кетлиги усувчи.
( 10.2) шартдан хар бир ^авс ичидаги нфоданннг мусбат экани келиб 
чикади.

Энди S ,m хусусий йшиндпп ! бундай кучириб ёзамиз:

S>m fa* U-J . . .  (Ц'т—j Ц> /«— I) Щт-
( 10. 1) шартдан хар бир кавс ичидаги ифоданииг мусбат экани келиб 
чикади. Шу сабабли бу кавсларпи и 1 дай айириш натижасида биз их 
дан кичик соцга эга буламиз, яъни

S->m <-- и1-
I
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Шундай килиб, S.2m хусусий йигиндилар кет.ма- кетлиги пг билан 
биргаликда усувчи ва юкоридан чегаралангаи. Демак, у лимитга эга, 
яъни

lim S 2m =  S ,
rn—юо

шу билаи бирга 0 <  S  <: иг.
Энди ток нндексли 5 .2.-л- 1  хусусий йигиндилар хам 5  лимитга ин- 

тилишинн исботлаймиз. Хакикэтап \ам ,

^ 2т 1
булгапи учун т -*-оо  да

lim =  lim S 2m +  Iim «2т-м =  lim S.2m -= 5
•п~* оо n i—>yo m —*  x  m ^-y o

га эга 6 j  ламиз, б\ида (10.3) шаргга кура lim и2,п [ — 0. Шу билан
т—

биз жуфт п ларда хам, ток п ларда хам lim S n =  S  эканинн исбот-
И ->оо

ладик. Демак, (10.1) катор якинлашувчи, шу билаи бирга унинг йи- 
гиидиси мусбат ва каторнинг бирннчи хадидан катта булмайди, яъни

0 < 5 < и , .
2. Катор колдирини бахолаш . Лейбниц теоремаси ишорала- 

ри навбатлаш увчи катор колдиш ни бахолаш  имконнни боради.
2- т е о р е м а. А гар  иш оралари навбат лаш увчи

и1 — и2 +  и3 — - +  (— 1)ч+ 1 ип -г  • • • ( 10.1)

цатор Л ейбниц  теоремаси шартини цаноатлантирса, у  %олда 
унинг п- ko.iOufu R„ абсолют циймати буйича т аш лаб'ю борил- 
ган хадларнинг биринчисининг м одулидан катта булмайди.

II с б о т  и. И ш оралари навбатлаш увчи (10.1) катор Лейбниц 
теоремаси ш артлариин ^аиоатлантиргани учун у якинлаш увчи. 
У холда каторнинг п- цолдиш

К  =  =  К +1 — “ ,,+2 +  ■ ■ ■)
нинг узи иш оралари навбатлаш увчи каторнинг йигиндиси бу- 
ладн. Лейбииц теоремасига кура бу йиш иди абсолют киймат 
буйича катор бирннчи хади модулидан катта булмаслигн керак, 
яъни

(10.4)

булиши керак.
Д ем ак, каторнинг 5  йипшдисини S n хусусий йнгиндн билан 

алмаш тирнш да йул куйиладиган хато абсолют кийматп буйича 
таш лаб  юборилган хадларнинг биринчисидан катта булмайди. 
Охиргн тенгсизликдан ^олднкнинг модули берилган анш уш к е 
дан катта булмандиган п номерни топиш да фойдаланнладн.

1-м и с о л. Ушбу



каторнинг якпплаш ншини текширииг.
Е ч и ш. l\afop iin iir ^адларн  абсолю т цнймати буйпча ка- 

майиб боради:
I I I

—  >  —  >  . > ---------- >  . . .
2- З2 (и -!)2

ва

lim и =  lim — -— =  0 .
П-»Ж /I —► ЗС {II--1*- *

Шу сабабли катор якинлаш увчи.
2 - м и с о л .  1-м нсолдагн ь^атор йнпшдпсини е =  0,01 гача 

акшутнкда тонинг. Каторнинг п- коллиги

R n =  ±  (— --------------—  +  • • •)" '(п- 2)2 {п -З)2 / 
учун ушбу бахога эгамиз:

I
in — 2)-

Ушб\

теигсизликпи ечио

\R | <  е ёки ----------<  — -
{п 4- 2)- 100

(п - f  2)2 >  100 ёки п >  8 

га эга бчламиз. п =  9 деб оламиз.
Шундай килиб,

S» =  — -----. .  +  _!_ « 0 .1 8 2 .
J 2 - З2 42 I O ’-

Бу цийматнн ю здан бирларгача яхлитлаб, катор йигиндисннииг 
тацрибип кнйматига эга буламиз:

5  «  0 ,16 .

11- §. Узгарувчан ишорали каторлар

Агар каторнинг .\адлари ораснда мусбатлари хам, мапфнй- 
ларк  хам булса, у .\о [да бундай 1̂ атор узгарувчан ишорали к а ­
тор дейилади:

u i +  и 2 +  • - .• +  %  "г • • • , 

бунда и и и,,, . . . , ип% . . . соилар мусбат хам, манфий хам булиши 
мумкии (10-§ дагидан фар^ли). Олдчнги шраграфда куриб утилган 
ишоралари навбатлашувчи ^атор пар узгарувчан ишорали каторлариииг 
хусусий холидир.

1. Абсолют ва шартли якинлашувчи каторлар. Узгарувчан
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иш орали каторнинг абсолю т ва ш артли якннлаш увн казн му- 
^и \1 туш унчаларни киритампз.

1- т а ъ р п ф .  Узгарувчан иш орали
и у +  и., . . . -j- ип -j- . . . (П - 1)

^атор хадларн абсолю т цииматларндан тузнлган

!u i l  +  1ыз1 - г  . . .  - г  | « „ |  +  . • ( 1 1  -2)

катор  якинлаш увчи булса, ( 11. 1) абсолют якинлаш увчи  цатор 
дейилади.

2- т а ъ  р и ф. А гар узгарувчан ишорали (11.1) катор я.чпнла- 
шувчи булиб, бу каторнинг хадларн абсолю т кипматларидан 
тузнлган ( 11.2 ) катор узоклаш увчн булса, у холда б^рплган 
узгаруъчан ишорали ( 11. 1) катор шартли ёки ноабсолют яцин- 
лаш увчи  цатор дейилади.

1- м и с о л. И ш оралари навбатлаш увчи

. 1 - 1  +  1 - - .  - +  ( - 1/ * 1 - L .Z о п

катор ш артли якинлаш увчи катордпр, чункн у якинлаш увчи 
(Лейбниц аломати бупнча), унинг хадлари  абсолю т кипматла- 
ридан тузнлган

1 I ' '
l + i " r " '  Т 7 Т ' "

катор эса узоклаш увчиднр (гармоник катор).
2 - м н с о л .  И ш оралари  навбатлаш увчи

1 — 1 + - - - . .  . . .22 32 п*

катор абсолю т якинлаш увчи каторднр, чункн у якиилаш увчи- 
дир (бунн Лейбниц аломати буиича текшнриш осон), унинг 
хадларн  абсолют кийматларидан тузнлган

катор хам якинлаш увчи (курсаткичи р =  2 > 1  булган умумлаш ­
ган гармоник катор).

2. Абсолют якинлаш увчи каторнинг якинлаш иш и хакида 
теорема. Узгарувчан ишорали кагор якинлаш увчанлигнпииг 
мухи.и етарлн шартинн келтирамиз.

Т е о р е м а .  А гар  узгарувчан  иш орали

« 1 +  и ,^ г  . • . +  ип +  . . .  (11.1)

цатор хадлари  абсолют цийматларидан тузнлган

K I  +  \u i ! ~ г  - - - +  \ип\ +  . . . ( 1 1 . 2 )

^атор якинлаш са, у  хо лд а  берилган узгарувчан  иш орали  ( 11.2 ) 
цатор ,\ам яцинлаш ади.
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И с б о т и .  S n Еа оп мсс равишда (11.1) ва (11.2) каторларнинг п — 
xycyctiii Гшгнидилари булсин. 5 Н билап барча мусбат, 5,7 билан эса 
S n хусхсий мип-шдидаги барча манфий ишорали хадлар абсолют кий­
матлари йнгнндисини белгилаймиз. У .холда

5„ =  5 , 7 - 5 7 ,  о , =  5 7 + 5 7 .

Шзртга кура (11.2) катер якинлашувчи, шу сабабли ап нигинди а  
лимитга эга. 5 *  ва S ~  лар эса мусбат ва усувчк, шу билан бир­
га 5 7  <  о„ <  сг ва 5 7  <  оп <  о  (чегаралангаи), демак, улар хам ли­
митга зга:

lim 5,1” =  5 ” , lim S ~  =  5 _ .
П -ю о  П—*оо

S  =  5 7  — 5 7  мунссабатдан 5„ хам лимитга эга экаилиги келиб чи- 
^ади:

lim 5 fi =  lim 5,~ь — lim S ~  =  S ~  — 5~ .
tl—* 00 n—>OC П—Юо

Д ем ак, узгарувчан ишорали катор яцинлаш адн.
Абсолют якинлаш иш  тушунчаси ёрдам ида б\ теорема ку- 

иинча бундай нф одаланади: хар  ^андай абсолю т якинлашувчи 
|\атор якинлаш увчи катордир.

3- м и с о л. Узгарувчан ишорали

sincc sin 2 а  , , sin п а  . . .
Н-----™----’f  • • • --------;------г - ■ • I* 1 -о)12 22

цаторнинг якинлаш иш ини текширинг, бунда о.- ихтиёрии хачи­
ки й сон.

Е ч и ш. Берилган ь^атор билан бирга
sin a

|2 +
sin 2 п.

2 2
+  . . . + +  . . .  (11.4)

цаторни кара нм из. Бу ^аторни якинлаш увчи

1 + J L +  . . .  + - L +  . . .  ( 1 1 . 5 )

гармоник катор билан таэдослайм нз.
(11.4) каторнинг хадлари (11.5) ^аторнинг м°с х.адларидан 

катта эмас, шу сабабли так^ослаш  аломатига кура (114) ца- 
тор якинлаш увчи. Аммо у холда, исботланган теоремага асо- 
сан. (11.3) катор >*ам якинлаш увчи.

Абсолют ва ш артли якинлаш увчи ^аторларнннг куиидаги 
хоссаларннн канд г^иламиз:

а) агар  катор абсолю т якинлаш увчи булса, у холда бу ца- 
тор хадларинпнг урни х;ар канча алм аш тирилганда хам у абсо­
лю т якинлаш увчи булиб ь^олаверади; бунда каторнинг йишндиси
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унинг хадларн тартибига бог лик булмайди (бу хосса шартли 
якинлаш увчи к.аторлар учун сакл ан м ай д и );

б) агар катор ш артли якинлаш увчи булса, у холда бу ка - 
тор хадларинпнг уринларинп шундай алмаш тириб куйнш мум- 
кники, натиж ада уиинг йигиндиси узгаради; бунннг устнга 
алмаш тпрнш таи кеннн хосил булган катор узоклаш увчн катор 
булиб колнши мумкин.

М исот учун ш артли якинлаш увчи

1 ------ Н---------1 + 1 — 1 + 1 ------1 +  . . .
2 3 4 5 0 7 8

каторни оламиз. Унинг йигнндисини S  билан белгилаймиз. Ка­
тор хадларини хар бнр мусбат хаддан кемпн иккита маифий 
хад  турадиган килиб алмаш тнрамиз:

‘l - l - l + l - l _ l + . . .  .
2 4 3 0 8

, \а р  бнр мусбат хадни ундан кенин келадиган манфий .\ад би­
лан куш амиз:

1 - - +  1  — 1  +  . . .
2 4 6 8

Н атиж ада хадлари берилган 1\атор хадларини 1/2 га купайти- 
ришдан .\исил булган ^аторга эга буламиз. Аммо 4 -§ д а г и
1- теоремага кура бу ^атор якинлаш увчи ва унинг йигиндиси

-1.S  га тенг. Ш ундай цилиб, катор хадларининг жойлаш иш
тартибиии узгартирш и билангина унинг йигинднеини икки м ар­
та камайтнрднк.

12-§. Комплекс ^адли цаторлар

К,аторлар назариясининг купгина м асалаларн  деярлн ,\еч 
^апд'ай узгариш ларспз хадлари  комплекс сонлардан нборат 
булган каторларга утказиладн. Д астлаб

г„ га------ -- гп.------

комплекс сонлар кетма-кеттигининг лимити таърифини кири- 
там из, бунда:

гп =  хп +  1У* « = 1 , 2 , 3 , . .
1 - т а ъ р и ф .  Агар х;ар кандай е > 0  учун шундай N  нлтурал сон- 

ин танлаш мумкин булсаки, барча п >  N  лар учун

К ~  го \<  8
тенгсизлик бажчрилса, у холда z0 =  а +  ib комплекс сон г , =  хп +  
+  itjr комплекс сенлар кетяа- кетлигининг лимити дейиладч. 

zn — z0 =  (.v„ — а) +  i (уа — Ь) булгани учун \гп — го1 =
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=  |^(л- —а)~ г (у п—Ь)-. Шу сабабли lim zn =  г0 лимитнинг мавжудлиги
П -*оо

хаки^чй соилар кетма-кетлигининг иккита лимите мавжудлигнга тенг 
кучлидир:

lim .vrt =  a  lim Уп =  Ь. 112.1)
/I—*QO П—ЮО

Бу таърнф  катор якинлаш иш ииинг таърифини комплекс 
хадли каторга хеч бир узгариш сиз утказиш  имконнни беради. 
Комплекс соплардан иборат.

rt'j -J- w2 -f- . . .  +  v>n +  . . .  (12.2)

катории тузамиз, бунда

*п =  ип +  “ 'п< п =  1 , 2 , 3 ------
Бу каторнинг дастлабки п  та хади йигиндисини караймиз, уни 

S t билан белгилаймиз:

S n =  w t ~  ю* +  . - f  К'„,

5  — комплекс сон:П
S n =  (и1 +  и, -f- . . . 4- wn) -j- i  ( l \  +  . +  vn). (12.3)

2 - т а ъ р и ф .  Агар (12.3) каторнинг S n хусусий нигиндилари кет­
ма- кетлигининг лимити

lim S n =  S  =  А  -г  iB
П—ьоо

мавж уд булса, у холда (12.3) комплекс хадли катор я^инла- 
ш увчи  /£атор, S  эса унннг йигиндиси  дейилади.

(12.1) га асосан (12.2) каторнинг якинлаш увчи эканидан ^а- 
ки^ий коэффнцентли иккита

А  =  +  и.. -Ь . . . 4- ип +  . . . ,

В  =  v1 +  v, +  . . .  +  vn - f  . . .

каторнинг якинлашувчи экани келиб чикади
3 - т а ъ р и ф .  Агар lim S n мавжуд булмаса, у холда комплекс

П-*оо
хадли (12.2) катор узоклашувчи цшпор дейилади.

(12.2) каторнинг якинлаш иш ини текш ириш да ушб> теорема 
жуда му^имдир.

Т е о р е м а .  А гар

ИИ +  Иг! +  • ■ ■ +  |йУ„1 +  . . . ,

бунда ju>J =  |  ип +  vln чатор якинлашувчи булса, у  %олда (12.2) 
цатор хам  якинлашувчи булади.

И с б о т и .  Мусбат ^адли

l^'il + 1®21 +  . .  - +  K I  +  . . .
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каторнинг якинлаш увчанлиги ва

:«Я1 <  1 ип +  V'n =  К ' -  W  < 1  “п -Г Vn =  K J  
шарглардаи, мусбат хадли каторларми таккослаш аломати асссида 
(6- §, I - теорем^)

i«li +  1Ы2 -Г ■ • . -1- '«„I -Ь . . . ,
fall +  1̂ 2

(12-4)

каторларнинг якинлаш увчанлиги келиб чикади. (12.4) катор- 
лариинг якинлаш иш ндан 11-§ даги теорема асосида

«1 +  и2т  . . • +  ип -г - • - ,

и, +  у , т . . . т  Vn - f  . . .

цаторларшшг якинлашиши, ва демак,
t£.'i +  Ш2 +  . . . - г  ZZ>n +  . . .

каторнинг хам якинлаш иш и келиб чикади, шуни исботлаш та- 
л аб  килинган эди.

Исботланган теорема кOiMплeкc хадли каторларнинг я^нн- 
лашншиин текширнш учун мусбат хадли каторлар я|\инлашиши- 
пинг барча етарлилнк аломатларнпн куллаш й^ имконинн бе- 
ради.

4 - т а ъ р и  ф. А гар комплекс ^адли цаторпинг хадлари мо- 
дулларндаи тузилгап катор якинлаш увчи булса, бу комплекс 
х;адлн катор абсолют якинлаш увчи  цатор деиилади.

Комплекс хадли абсолют якинлаш увчи каторлар хакяк^ий 
х;адлн абсолю т якинлаш увчи каторларнинг хамма хоссаларига 
эга.

I , ,  ,  со; 1 -J- i sin 1 . cos2 -f- i s in 2 . .
1 - м и с о л .  Ушбу ----------------- ------------------------

! - 22
cos n -j- i sin n , --J----------- ---------------p • • катор абсолют якинлашади, чунки унинг

н2
хадлари модулларндан тузчлгап

1 , 1 , , I ,
1 7  +  ^ +  • • •  + - Г - * -  • • •

^атор якинлашувчидир.

У з- у з н н и т е к ш н р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Ишоралари навбатлашувчи катор деб ^андай ^аторга антилзди? $’згарув- 
чан ишорали катор деб- чн?

2. Ишоралари навбатлашувчи катор учун Лейбниц аломати ннмадаи иСорат? 
11сботлаиг.

3. Ишоралари навбатлашувчи ^атор }^олдиги рандам ба^олаиади? Л1исол- 
лар келтиринг.

4. Узгарувчан ишорали катор учун якинлашишнинг етарлилнк шарти иима? 
Исботланг.

5. Абсолют якинлашувчи ва шартли якинлашувчи каторларнинг таърифшш 
беринг. Мисоллар келтиринг.
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6. АОсплют якинлашувчи каторларнпиг хоссасшш ифодаланг.
7. Абсолют якинлашувчи lyiTopmnir яцинлашпши хакидаги теоремани исоот- 

ланг.
8. Комплекс сонлар кетма- кетлнгншшг лимит» таърнфпни ва комплекс >ад- 

ли якинлашувчи катор таърифини беринг.
9. Комплекс учдли каторларнннг якпнлаши'ин кандай текши рилади?
10. 2790 — 2801-.масайайарни ечннг.

13-§. Функционал каторлар. Якинлашиш сохаси

Х.адларн функциялардан иборат булган ^аторларнн караш- 
га утамиз:

«1W  -г  и-2 (*) - f  . . . + н „  {х) +  . . .  (13.1)

Бундай каторлар  ф ункционал цатор ла р  дейилади. щ (х ), и_(х), 
. . .  функцняларнинг х;аммаси бирор чекли ёки чексиз интервал- 
да апиклаиган ва узлуксиз.

Ф ункционал ^аторнинг ^ади, хусусан, узгарм ас булишн ^ам 
мумкии. Бундай холда функционал катор сонлп каторга айла- 
нади. Ш ундай килиб, сонлн катор функционал каторнинг хусу­
сий холи экан.

(13.1) иф одада х  узгарувчнга баъзн х 0, Х\, . . .  ^ниматларни 
бернб, у ёки бу сонлн каторга эга буламиз:

111 ( *о) +  и2 (-'о) + • • • + « „  (-v0) + •  - ■ , - 
ui ( vi) +  и2 (vi) +  • • • +  ип (х  i) -т- • - •

ва х. к.
х  узгарувчининг оладиган кинматига караб  (13.2) катор 

якинлаш увчи ёки узоклаш увчи булади.
х  узгарувчининг (13.2) сонли катор якинлаш увчи буладиган 

кинмати (13.1) ф ункционал ^аторнинг якинлаш иш  нуцтаси де- 
ниладн. х  узгарувчининг (13.2) сонли цатор узоклашувчи бу­
ладиган ^иймати (13.1) ф ункционал цаторнинг узоцлаш иш  нуц- 
таси дейилади.

Т а ъ  р и ф. х  узгарувчининг (13.2) катор якинлашувчи бу­
ладиган хамма ^ийматлари тупламн (13.1) функционал катор­
нинг якинлаш иш  сохаси  дейилади.

Агар х  узгарувчининг *0 кийматн (13.1) функционал катор­
нинг якинлаш иш  сохаснга тегишлн булса, у холда бу катор­
нинг х = х 0 ну^тадагн  Гшпшдиси ^а^ида гапирнш мумкин:

5  (*о) =  и, (Д'о) +  н, (л-0) +  . . .  + и п (дг0) +  . . .

Ш ундай килиб, функционал катор нигиндисинннг кпнмати х  
узгарувчининг кнйматига боглик. Шу сабабли функционал к а ­
торнинг пнпшдиси унинг якинлаш иш  сох;аснда х  нинг бмрор 
функцияси булади ва S  (х )  билан белгиланади.

1- м и с о л. Ушбу

1 +  х  -h х2 +  . . .  +  х" +  . . .
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функционал каторнинг хадларл махражи q =  x  га тенг б\ тгак гео­
метрик прогрессия ташкил киладн. Демак, унинг якинлашиши учун 
|д '[< 1  булиши керак ва (— 1,1) ннтервалда каторнинг йигиндиси
— — га тенг. Шундай килиб, (— 1, 1) ннтервалда берилган катор
I — к

5(л-) = I — X

функцияни аниклайди, бу эса каторнинг иигинднсидир, яъки 

1 = 1 4 - л- т лН . . . + а- Ч
1 — х

2 - м и с о л .  Ушбу

1 , 1  , 1+  г г —:-------1~ - • • 1--------гг—:------г2 + sin х 3+s i n J C n-j-I+ siiiA T

функционал катор х  нинг хар ^андан цийматида узоклаш увчн. 
Х акнкатан, барча х  лар  \ ч у н — 1 sin 1, шунингдек, г^атор- 
нннг хадларн барча х  лар  учун мусбат. Шу сабаблн мусбат 
хадли каторларнинг такдослаш  алом атннг цуллаймиз, берил­
ган каторни

1 +  J - + 1  +  ±  +  . . . +  _L +  .
2 3 4 п

гармоник [^атор билан таккослаймнз. Берилган каторнинг ^ад- 
лари  гармоннк каторнинг мос хадларндан (учинчи ^адидан 
бош лаб) кичик эмас, гармоннк катор эса, маълумкн, узо^ла- 
шувчи. Д ем ак, берилган катор х  нинг ^ар  кандай кийматида 
узоклаш увчн, шунн исботлаш  талаб  цилинган эдн.

(13.1) каторнинг дастлабки  п та >\ади йигиндисинн S n (x) 
билан белгилаймиз. А гар бу катор х  нинг бирор цийматида 
якннлаш са, у ^олда

S W  =  S „ W t  га (х) 

булади, бунда S ( \ ) — ^аторнинг йигиндиси,

Гп (-'") =  Un + l  (*) +  и п ± 2  (-О +  • • ■

гп (х) мнкдор (13.1) каторнинг крлдиги дейилади. х  нинг барча 
к;шшатлари учун ^аторнииг я^инлашяш сохасида

lim S n (х) =  5  (х)п—><х>
муносабат уринли, шу сабабли lim ( S (х) — S r (л)) =  0 ёки Н т г п(л') —

/I—>ЭО ' /1-400
=  0, яъш! якинлашувчи каторнинг колдиги п оо да полга интила-
дк.
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14-§. Текис якинлашиш. Вейерштрасс аломати 

13-§ да биз якинлашиш сохаснда lim гп (\) =  0 эканини аиикла-
П—ЮО

дик. Бу нхтпёрий кичик б >  0 сон учун е  ни х  га боглик шундай 
N  (t:, л) сои топилиб, барча п  >  V (е, л) ларда \rn (л ) | <  е теигсизлнк 
бажарилншини билдиради.

Функционал каторларнипг шундай синфи мавжудки, бу каторлар 
учун юкоридаги тенгсизлик каторнинг якинлашиш сохасига тегишли 
барча х  лар учун п >  А’ булншн биланок бажарнлади, бу холда N  
факат е нннг узнга боглик, яъни N  =  N  (е). Бу ^аторлар текис якнн- 
лап!увчн каторлар деб аталадн.

Т а ъ р и ф .  Агар ихтнёрий исталганча кичик р > 0  сон учун 
ф а^ат е га боглш^, шундай N (е) сон топилиб, барча n ^ .V  да 
курсатнлган сохага тегишли .v лар  учун

\гп (л')1 <  е
тенгснзлик бажарилса,

u i (х ) +  и± (л) "Ь • • ■ +  ип (л) +  • -
функционал катор курсатнлган со^ада текис якинлаш увчи ца- 
тор дейилади.

1^атор текис якинлаш иш ининг ам алда кулан булган етарлн- 
лик аломатнии исботлаймнз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  А гар

u i (х ) +  и± (л ) +  (1-1-1)

ф ункционал каторнинг хадлари  бирор [а, Ь\ со.хада абсолют 
циймати буйича бирор яки нла ш увчи  мусбат иш орали

ci +  сг +  • ■ • - (14.2)
цаторнинг мос %адларидан катта булмаса, яъни

1 ип (л.) | <  сп (14.3)
булса (бунда п — 1, 2 , . . . ) ,  у  хо лда  берилган ф ункционал катор 
курсатнлган [а, Ь] со \а да  текис якинлашади.

И с б о т и .  (14.2) катор нириндисини о  билан белгилаймиз:

°  — c i +  сг +  - • • +  сп +  - - - ,

у холда о =  ст;1 -j- еп, бунда оп — п- хусусий йнгииди, гп эса бу 
каторнинг п- ^олдиги, яъни

еп =  Сп+ | 1" Сп+1 +  • ■ ■ U 4 4)

(14.2) катор якинлашувчи б^лгани учун lim ап =  о ва, демак,

lim еп — 0.
П-̂ оо

(14.1) функционал катор ннгиндисиии
5  (.v) =  S , (л) Ь гп (л) 

куринншда ёз1М:13, бунда
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S a (x) =  u l (x )+  -+- Un (x).

r„ (*) =  “„ | W + “^ W  +
(14 3) шартдаи

K + i  Wl <  cr,-:-i. K^-2 (•'■)'. <  cn+2' 
экаин келиб чикади ва шу сабабли  (14.4) дан  каралаётган  
соханннг барча х  лари  учун

К  (л')1 <  е«
теигснзлик баж ариладн . Бу эса (14.1) цатор \а, b ] да текис 
я^ннлаш нш ини курсатадн. Шунн нсботлаш талаб  кплннган 
эди.

!- м н е  о л. Ушбу
sin I2 х , sin 22 х . чп  n-x

Н------г:------• ■ — ;---------- Г12 2-
функцнонал катор х  нинг барча хакикий ^ним атларн учун те­
кис якинлаш ади, чунки барча х  ва п  лард а

yiu6v
_ L + _ L _ ^  +
I* 2з 1 ' ‘ п*

i^arop эса, маълумкн, якинлаш увчи, чунки бу курсаткичн 
р — 2 > 1  булган умумлаш ган гармоник катордир.

Текнс якинлаш увчи функционал каторлар учун функция- 
лар  чекли йигиндиси хоссаларинн татбиц килнш мумкин.

1- т е о р е м а. А гар
uL (лг) +  и2 (л) +  . . .  + и к (л) +  . . .

ф ункционал цаторнинг %ар бир %ади [а, Ь] кесмада узлук си з  
булиб , бу ф ункционал цатор [а, Ь] да текис якинлаш увчи  б ул ­
са, у  %олда цаторнинг йигиндиси S ( x )  \а м  ш у кесмада у з л у к ­
сиз булади  .

2 - т е о р е м а (цаторларни ^адлаб  интеграллаш  х аси д а). 
А гар

« I  (х ) +  и 1  ( А)  - г  ■ ■ • +  ип ( а )  - г  . . 

ф ункционал цаторнинг %ар бир хади [а, b ] кесмада узлук си з  
булиб, бу ф ункционал цатор [а, Ь\ да текис якинлаш увчи  б у л ­
са, у  холда

ь ъ ь
f и1 (a )  dx  +  j  и2 ( v) d x Jr . . . +  f ип (a )  dx  +  . . .
а а а

b
Чагпор %ам якинлашувчи булади ва унинг йигиндиси [ S  ( с) dx га

а
тенг булади.
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Ю коридаги теоремаларнннг исботини келтпрмаймиз.
2- м и с о л. Ушбу

. +  ( _  ] ) ' ■ / " +  . . .

функционал катер |.y| <  1 да текис якинлашувчи ва унинг йнпшдион 
(каралаётган катер хадлари геометрик прогрессия ташкил килада)
5  (л) =  — *—  эканини курнш осон. Берилган каторнн 0 дан бчрор

1 — X̂
х  <  1 гача хадлаб интеграллаимиз, ьатнжада

X* Xs „ 2п+1
г  +  - - . . . + ( - 1 ) п 2- ^ Г г + . . .

каторга эга буламиз, бу катор |.v] <  1 да текис якинлашади ва унинг 
йигиндиси ^уйидагига тенг:

X X

Г 5  (.v) dx — I -  d-X - =  arc tg  x  
J J l - M *  6

X

=  arc tg x.
о

Шундай цилиб, !-v| <  1 да текис якинлашувчи
X3 .V5 „ Jn+\

arctg.v =  x  1)» * _ _  +  . .  .

каторга эга бчлдик.
3 -т е  о р е м  а (каторларни хадлаб днфференциаллаш хацида). Агар

щ  (л) +  и,{х) т  . . .  t « „ ( v ) + . . .

ф ункционал катор бирор [а, Ь] сохада якинлаш увчи  ва S ( x )  
йигиндига эга булса, шу билан бирга ун и нг хадлари  шу сохада 
у зл у к си з  ,\осилаларга  эга булса  .\амда

и \ (л) +  и2 (л ) +  • • • +  ип ( ' ) + . .  •

гуатор [а, Ь] да текис якинлашувчи булиб , о  (л) йигиндига эга бул­
са, у  .\олда берилган катер текис якинлашувчи булади ва S  {у) =  
=  о(л) булади.

Бу теореманннг исботини хам келтнрманмнз:
3 -м  и с о  л. Шу параграф даги  2- мнеолпи караймиз:

X3
arc tg  v =  .V — _  -j- . . . + ( _  j)

Б> ндан
X1 2п4- 2

x-arc tg.v =  х 2----- Т  -  . . . - ( - \ ) п .J— T - . . .  V 4-5)

экани келиб чикади. Бунда унг томонда бирор катор турнбдн. 
Шу каторнн хадлаб  днф ф еренцналлаб, куйндагннн топамиз:



Бу каторга Д алам бер  аломатнни ^уллаймиз:

lim U"+1 =  lim -
И—юо

2 п — i

2  П +  2  2 п + |
2 п -  1 2(л-1- 1)(2 п — I) .=  l i m —----------— -------хг =  а .

(2 я 1) 2 п

Ш ундай килиб, катор абсолют якинлаш увчи ва барча |* |< 1  
лар  учун эса текис якинлаш увчи булади.

Д ем ак, ^осилаларнииг ёзилган катори (14.5) ^атор hhfhh- 
дисидан олинган хосилага Я1\инлашади:

t , х о 4x3 ’ , / 1ч*(2п +  2)*2л+‘
a rc ‘g - v + r ^ r  =  2 -v------3- т  + ( ~ 1) 2 п ^ С - +

Бу якинлашиш барча |.v[ <  1 да текисдир.

У з-у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Качдзй 1$атор функционал ^атор дейилади?
2. Функционал ^аториннг яциилашнш со^асн деб к и мага антилади?
3. Кандай функционал цатор текис якинлашувчи цатор дейилади?
4. Функционал каторнинг текис яцннлашишининг Вейерштрасс аломати 

нима?
5. Текис якинлашувчи каторларнинг коссаларини санаб чи^инг. Мисол"!,п 

келтиринг.
6 2802—2820- масалаларнн ечннг.

15-§. Даражали ^аторлар

Т а ъ р и ф. Дараж али катор деб

а0 +  at (х — -v0) +  a3(.v — v0)2 -f- . . . +  ап (х — х0)п -+- . . . (15.1)

куринишдаги функционал цаторга айтилади, бунда а0, a lt . . . , ап, . . . 
узгармас сонлар даражали щ т эрнинг ксэффицигнтлари дейилади.

Хусусий >*олда, агар лг0= 0 булса, у ^олда биз хадлари х  
нинг дараж аларп  буйича жойлаш ган

а0 +  а1х  +  а,х~ . . . +  апх ‘ +  . . .  (15.2)

д араж али  цаторга эга буламиз.
Биз бундан кейин (15.2) куринишдаги д араж али  цаторлар- 

ни урганамиз, чунки буидай катор а ''= а '—х0 алмаш тириш  билан
(15.1) куринишдаги каторга келтирилади.

Кулайлик учун апхп .^адни, унинг (ft 1)- у ринда туришига ка- 
рамап, ^аторнинг п- хади дейилади. Каторнинг озод хади а0 цатор- 
нинг нолинчи %ади дейилади.

Д араж ал и  цаторнинг яцинлашиш сохаси хар доим бирор ин- 
тервалдан иборат, бу интервал, хусусий >;олда ну^тага айла- 
нйб 1̂ олиши мумкин. Бунга ишомч ,\осил килиш учун д ар аж а­
ли каторлар назарияси учун мухим булган куйидаги теорема- 
ни исботлаймиз.

38



1. А б е л ь  т е о р е м а с и  .А г а р

а0 -f- ajX +  а2х2 -г  . . .  +  ап х  +  - • • (15.2)

даражали катор ,г0 Ф 0 нцктада якинлашеа, у холда бу катор х  
нинг |х\ <  Lv0| тенгсизликни канчагплантирадиган барча кийматла- 
рида абсолют якинлашади, яъни  (— ].v0|, |xni) интервалда якинла- 
шувчидир.

И с б о т н. Теоремаиииг ш артнга кура

ао +  aixo +  а2Х0 +  - - - + алг-ч’о т  ■ - ■ 
in, шу сабабл]

lim ап х пй =  О,

сонли i^arop яцинлашувчи, шу сабаолн унинг умумии х.ади нол- 
га интиладн:

шунга кура бу каторнинг хамма хади чегараланган, яъни шун­
дай  М > 0  узгарм ас мавж удки, барча п  ларда

i V * o l < V f  ( 1 5 - 3 )

тенгсизлик уринлн булади.
(15 2) каторни куйидагнча куриниш да ёзамиз:

-iLVI I х \ I 2 / X \2 , , п[ Х\п |
О0 +  а »л' о ( - |  +  а2*0 I —  j -1- • • • -  апх0 j  +  . . . 

Шундан кейин бу катор хадларининг абсолют кийматларидан

(15.4)

I - + а,х20 . X
1*0 хо

I \п I х Г
м  га

- I  +  • ■ . (15.5)

каторни тгзамиз ва шуиингдек, хадлари махражи q =  — ва onpi н-
I *ol

чи ^ади л /  га тенг булган геометрик прогрессиянинг хадларндан 
иборат каторнн караймиз:

(15.6)М -г  -V/ .V +  м X 2+  . . . + .U X
*0 *0 хо

Агар q =  — с  1 ёки |х| <  ]х0| булса, у холда (15.6) катор якинла-
■vol

шади. Шу сабабли абсолют кийматлардан нборат (15.5) катор хам 
якинлашувчи, чунки унинг хадлари (15 3) тепгсизликлар чу фа или
(15.6) якинлашувчи каторнинг мос хадларндан кнчик. У холда (15.4) 
ёки (15.2) каторнинг узи хам абсолют якинлашади.

Шундай килиб, агар берилган катор х  =  х0Ф О  да якинлашувчи 
булса, бу катор |.v| <  |.v0| учун абсолют якинлашувчи булади. Шуни 
исботлаш талаб килинган эдн.

Н а т  и ж а. Агар (15.2) даражали катор х =  х„ да узоклашувчн 
булса, у холда бу катор х нинг J.v| >  ].v0| тенгсизликни каноатлан- 
тирувчн хар кандай кийматида узоклашувчн булади.

И с б о т  и. Катор бирор |л,| >  |л0| да якинлашувчи деб фараз кн- 
лайлик, у холда Абель теоремасига биноаи у |л| <  |.Vj| тенгсизликни
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к;акоатлантирувчи х  ларда, хусусан х  =  х0 да, абсолют якинлашувчи, 
бу эса шартга зид. Демак, фаразимиз нотурри, бу эса иатижанинг 
тасдири туррилигиии билдиради.

1 - э с л а т м а. Комплекс узгарувчининг

- ао "Ь aiz а >г2 “г  • • ■ ~ranz Н-  • • • (15.7)
даражали цатори учун Абель теоремаси тлтрилигича колади, бунда 
а0, c lt . . .  , ап, . . . комплекс сон тар — каторнинг коэффициентлари. 
Абель теоремасига кура (15.7) каторнинг бирор z0 нуктада яцинла- 
шувчанлигидан унинг

И <  \zQ\
тенгснзлнкларни ^аноатлантирувчи барча г ларда абсолют яцинлаши- 
ши келиб чикади.

ДО пор' 
Узок,лашсди"

К,а-пор а5солю т  
Я Кинлош ади Кат ор  

'у з о к  л о ш а д и

5- шакл.

2. ^а^и^ий ^адли цаторлар учун якинлашиш доирасн, интерва- 
ли ва радиуси. Даражали каторнинг яцинлащиш сочасини аницлашга 
киришамиз. Абель теоремаси даражати цаторнииг якинлашиш ва узок- 
лашиш нукталаринииг жойлашиилари хакида мулохаза юритиш нмко- 
никн берадк. ^акикатаи, агар х0 якинлашиш иу^таси бу лса, у холда 
(— l-vo!> 1л'о1) иигериалнинг хаммаси абсолют якинлашиш иуцталари 
билак тулдирплган. Агар х 1 ну^та узоклашищ нуктаси булса, у  хол­
да ta l  дан унгдаги чексиз ярим т\три чизикнинг ва— |.vx| дан чапдаги 
чексиз ярим TVFpn чизикнинг хаммаси узо^лашиш "ну^тасидан иборат 
булади (5 -шакл). Бундан шундай R  сон мавжуд экан таги ва U'j <  R  
да абсолют якинлашиш, \х\ >  R  да эса узо^лашиш ну^таларига эга 
булишимиз келиб чикади. Шундай цилиб, даражали каториинг щ и н -  
лаишш сохаси маркази координата тар бошида булган иитервалдан 
иборат.

2 - т а  ъ  р и ф .  a0 + a t х + а 2х 2+  . .  . + ап х п -г  . . . дараж али ка­
торнинг якинлаш иш  сохаси  деб шундай (— R, R) интервалга 
айтиладики, бу ннтервалнинг ичидаги ^ар  1̂ андай х  нуктада 
цатор я^инлаш ади  ва шу билан бирга абсолю т якинлаш ади, 
укдан таш карида ётувчи х  нукталарда цатор узоклаш ади. R  
сони д ар аж ал и  каторнинг якинлаш иш  радиуси дейилади (6- 
ш а к л ).

Н нтервалнинг четки ну^таларида, яъни x = R  ва х = — R  ну^- 
тал ар да  берилган каторнинг якинлаш пш и ёки узоклаш иш и 
м асгласи  катор учун алох;ида хал килинади.

Б аъзи  каторлар учун яцинлашиш интервали нуктага айла-
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Катор адсолют 
якинлашади

6- шакл.

ннб колади, у холда R =  0 булади; баъзнлари  учун эса бутун 
О х  укини 1̂ амраб оладн, яънн R =  оо булади.

Д ар аж ал и  катор якинлаш иш  раднусини аниклаш  учун фор­
мула чицарамиз. Яна

а0 -j- aLx  -f* a2x z +  Пa x (152)

цаторни караймнз. Унинг ^адларининг абсолю т кипматларидан 
^атэр  тузамнз:

|o0i +  I M  +  |a2.v2j +  . . .  +  |anxnl +  . . . (15.8)

мусбат хадли каторга эга буламиз. (15.8) каториинг яцннла- 
шншини аниклаш  учун Д алам бер  аломатини цуллаимиз.

lim
П—*оо

ип+1
=  l i m

П ->оо
° «+ 1 ^  I -  П т °п+1|

и,. ап хп 1 ап 1
• 1*1 =  I  • И

лимит мавжуд булсин. У холда Даламбер аломатша кура 
(1-5.8) lyiTop, агар I ■ |.v| <  1, яъни |а( <  ~  булса, якинлашувчи, агар

I • |.v| >  1, яъни |.v| >  - j  булса, узоклашувчи булади.

Демак, (15.2) катор |л| <  —• да абсолют якинлашади ва [а'| >  — 

да узоклашади.
I I

Юкоридагиларлан I ------ , — ) интервал (15.2) каторнинг якннла-
/ I !

шиш иитервали экани келиб чикади, яъни

R =  — =  lim
I  п~+ оо

(15.9)

Якинлашиш интервалини аниклаш  учун шунингдек Коши 
аломатндан хам  фондаланиш  мумкии, у холда

7 ~ . ‘ ( 15Л0>lim , |ап I
R  =

2 - э с л а т м а .  (15.9) ва (15.10) ф орм улалардан  ^атор хад- 
ларн тула, яъни катор коэффпцнеитларн полга айланмайдиган 
^олларда якинлаш иш  радиусларинн топиш учун фойдаланиш
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мумкин. Агар 1\атор ф акат  ж уф т д араж аларн и  ёки ф ак ат  то^ 
дар аж ал ар н и  уз ичига олса ёки д ар аж ал ар и  карралн бул­
са ва х. к., у холда якинлаш иш  иитервалинн топиш учун бево- 
сита Д алам бер  ёкн Коши аломатндан, (15.9) ёки (15.10) фор- 
мулаларии чикарнш да килинганндек фондаланиш  керак.

3 - э с л а т  м а. Ушбу

а0 +  (л- — х0) -f- а2 (х — х0)2 т  • (х —  х0)п — .

куриниш даги д ар аж ал и  каторлар учун юкорпда айтилганлар- 
нииг хаммаси уз кучида колади, бунда ф арк шундай иборат- 
ки, энди якинлаш иш  маркази х =  0 нуктада эмас, балки -V=-V'o 
иуцтада ётади. Д ем ак , якинлаш иш  интервали (х0— R, Xq—R ) 
интерватдан иборат булади, бунда R (1 5 9 ) ёки (15 10) фор- 
м улалар буйича аникланади, шу билан бирга 2 - эслатма бу 
каторлар учун уз кучида колади.

4 - э с л а т м а .  Ю ^орида айтилганларнинг хам маси комплекс 
узгарувчнли

а0 +  a<z - f  а2г2 +  . . .  +  anzn +  . . . (15.11)

д ар аж ати  катор учун хам уз кучини саклайдн. Бу каторнинг 
аникланиш  сохаси z комплекс узгарувчи текислигидаги м ар ка­
зи координаталар бошнда булган донрадан иборат. Бу дойра 
якинлаш иш  доираси дейилади. Яцинлашиш доираси ичида ёт- 
ган нукталарда (15.11) ^атор абсолю т якинлаш ади. Якинла- 
шпш доирасининг радиуси дар аж ал и  каторнинг якинлаш иш  ра- 
днуси дейилади. Д ем ак, якинлаш иш  сохаси радиуси R  бул­
ган доирадан иборат булади: | г |  < R , бунда (15.11) катор аб­
солют якинлаш ади (7 -ш ак л ).

1-м  и с о  л. Д ар аж ал и  каторнинг якинлаш иш  интервалини 
топинг:

2J L  _  (l £ ) l  _L < li) l  _  (  .yH-l <2 x)n ,
1 2 ' 3  n
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Е ч и ш .  Б уш а
„  __ ( n " + l 2" , пП+2 2п+!

Шу сабабли
,. 2п (п — 1) 1 л +  I I--- lim — 5-------- - lim —2— =  —

Я-»» П-2''+1 2 n-*a> n 2
/? =  lim

Л--»эо /Z—}— i.

Демак, ^ , ~  j интервал якинлашиш интервали булади.

х  =  — да 1 — ~  +  — — . . .  каторга эга буламиз, бу цатор Лейб-

I . I Iниц аломати буинча якинлашувчи. х  =  — — да — 1 — ——  — — . . .

цаторга эга буламиз, бу цатор гармоник катор сифатида узоклашувчи. 
v 2- ми  со  л. 1\аторшшг якинлашиш интервалики аннкланг:

X —  I (х —  1)- | ( х —  I ) 3 I ) '1 _J_

1.2 2-2- 3-23 П.2п

{ Е ч и ш .  Бунда а =  —*— , о . .  = -------- 1 —гг , шу сабаблиv п п _2’‘ "+I (,1 +  1)2П+ 1 ’ J

n  1- I ап I г  (п ~  1)-2'1+1 П1. п-т-1 R  — l i m __!L_ =  lim — 1—--------=  2 lim —— - 2
л—* Э5 I Qn_J j n—rcc fi. 2n n-+3o tl

Якинлашиш интервалишшг маркази x  — 1 ну^тада, шу сабабли 
(— 1, 3) интервал каторнинг якинлашиш интервали булади. х =  — 1
да — I +  — — — +  . . . ^аторга эга буламиз, бу катор Лейбниц

аломатига кура якинлашувчи, х  =  3 да 1 +  -— |-------f  . . . цаторга
2 3

эга буламиз, бу катор гармоник катор сифатида узоклашувчи.

3 -м и с о л . К,аторнинг якинлашиш доирасини топинг:

[ 1 + >  +  г2 +  - f z " .+  ! ! . ' И  

^  Е ч и ш .  Бунда ап =  1, an+l =  1, R  =  lim

2*45

Я =  1. Демак, ра-
агг-|-1

диуси R =  1, маркази координаталар бошида булган дойра якинла­
шиш доираси булади, яъни \z\ <  1 дойра якинлашиш доираси булади. 
Бу дойрада ^атор абсолют яцинлашади (8 -шакл).

4 - ми  с о  л. Каториинг якинлашиш доирасини топинг:

■ , г ~ 1 , ■ , (г - 1 ) п
1 N  1 2 ! ' ‘ • 1 а ' ‘

г  с  1 1Е ч и ш .  Бунда а а , — --------- , шу сабабли
п п\ " + 1 (п -{-11! J
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R  — lim
ri->

a'1 1 =  lim -*■■■ =  lim (n T  1 ) =  oo.
сп+1 I ti!

Демак, якинлашиш донраси бутун комплекс текисликдан иборат 
булади.

16- §. Дараж али каторнинг текис якинлашиши хакида 
теорема. Дараж али каторларнинг хоссалари

Якинлашиш радиуси R  га тенг булган
S  (дг) =  а0 +  atx  +  а.,х2 +  апх'г . . ,  Пб.1)

^аторни караймиз. Бу каторга нисбатан 11-§ даги натижаларн i 
кулланиш  учун цуйидаги теоремани исботлаимнз.

Т е о р е м а .  Д араж али цатор якинлаш иш  интервалы ичнда  
ётган хар  цандай  [— Ь, Ь\ орам щ да текис яцинлаигувчидир.

И с б о т н .  х 0 нуктанн b < x 0< R  тенгсизлик уринли булади- 
ган килиб танлайм из (9 -ш ак л ). Б у  иуцта якинлаш иш  ннтер- 
вали ичнда ётади, шу сабабли А бель георемаснга биноан

ао +  c iA’o а -2хо • • • ”Ь ап%о +  • • •

сонли катор абсолют якинлашувчи булади. Ихтиёрий .v £ [— Ъ, Ь] 
нукта учун |дг| <  |а'01 тенгсизлик уринли, шунга кура

К А  <  К / о  I. 
яъни ихтиёрий х  £ [— Ь, /;] ну^та учун

\апхп\ < \ а п а-" I
тенгсизлик уринли, бошцача айтганда, (16.1) каторнинг хадлари яцин- 
лашувчи мусбат каторнинг хадларндан кнчик. Демак, Вейерштрасг 
тсоремасига курп (14- §) барча л ;£[— Ь, Ь\ лар учун (16.1) катор 
якинлашувчи. Шу теорема га асосан, шунингдек, текис якинлашувчи 
каторларнинг хоссаларига биноан даражали каторларнинг куйидаги 
хоссалари урнили.

1. Йигиндиникг узлуксизлиги. Д ар аж ал и  каторнинг нппш - 
диси шу каторнинг якинлаш иш  интервалнда узлуксиз.

2. Даражали каюрларни инлеграллаш. Д ар аж ал и  каторни 
узининг якинлаш иш  ш первалида хадлаб  нитеграллаш  мум­
кин.

X X X  X
j' 5  (,v) dx  =  I' а0 dx  - f  f aLxdx - f  . . .  -f- Г anx dx  - f  . . . =
и 0 0 0

=  c0.v +  4 1 v2 A-"+! -I- . , .v e ( -  R, R).

t 3. Д ар аж ал и  каторларни днф-
\  ф еренциаллаш . Д ар аж аи и  катор-

c ' fJ -  '  ни узининг якинлаш иш  интер- 
валида ихтиёрий сон марта хад- 

9_ ц;аКл. л а б днф ф ереннналлаш  мумкил:
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5  ( v) =  al Jr  2 а л  — 3 a.tx~ - - nanx'1 ' +  л:£ (—R, R)

S (v) =  2a., 3-2a-jX ~r . . .  — n (n — 1} anx ‘~~ - . . , 

x t ( — R, R)
ва x. к.

F  з-у з и и н т e к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р
1. Кандай катор даражали катор дейилади?
2. Абель теоремасинн пфодалаиг ва исботланг.
3. Даражали каторнинг якинлашиш радиуси ва иптервалшш аницланг.
4. Даражали каторшшг якинлашиш радпусипи .укюблаш формуласини 

чикаринг.
5. Комплекс узгарувчи даражали ^аторинннг якинлашиш радиуси ва до­

ираси кандай аиикланади?
6. Даражали цаториииг текис якинлашиши докидаги теоремани исбот­

ланг.
7. Даражали каторнинг хоссаларпин айтинг.
8. 2878—2889- масалаларни ечнпг.

17- §. Тейлор катори

3-бобнииг 2 1 -§ н д а  (Олий математика, 1-жнлд. 2 1 - § . ) л + 1 -  
тартиблигача хамма хосилаларнга эга булган f(x )  функция учун 
х  =  а нукта атрофида

f(x )  =  f(a )  +  Х~ ~  Г (а) +  • • • +  — г 1  Г '  (а) +  /?„(.«) (17-1)

Тейлор формуласи уринли экапи курсатилган эди, бунда цолдик хад 
деб аталувчи Rn(x) хад

K W = {j = r ^ f (n+l)®  (17.2)

формула буйича хисобланади, бу ерда а <  s <  х  ёки х < \ <  а 
(10- шакп).

Агар /  (л*) функция х — а пу^та атрофида хамма тартибли хоси- 
лаларга эга булса, у ^олда Тейлор формуласида п  сонини исталгаича 
катта килиб олиш мумкин. 1\аралаётган атрофда

lim Rn(x) =  0

деб фараз цилайлик.
У холда (17.1) формулада /г -> о о  да лимитга утнб, унгда чек­

сиз каторга эга буламиз.
Т а ъ р и ф. /  (а) функциянннг

/  (*) =  /  (®) +  - j j — Г  (а) +  . . .  +  - ^ — / (> )  +  • • •  ( ,7 -3)

куринищдаги ифодаси бу функцни-
нинг Тейлор цатори дейилади. * * * *7

Охирги тенглик п  -*• оо да 
R n ( x \ - +  0 булсагина уринли. Бу * * Т: Т

>*олда унг томондаги цатор я^инла- 
шувчи ва унинг йдаиндиси берилган 10- шакл.
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f  (л-) функиияга тенг. Шуни курсатамиз. ^акицатан хам, /  (л) — 
=  Рп\х) +  R n {x), бунда

р п (-V) =  /  (с) +  Г (о) +  • • • +  & = £ £ - f n) (а).

Аммо шартга кура, lim R n (л) =  0, у холда / (х) =  lim Рп (х). Биро^
п->-\

R n (x) (17.3) каторнинг п- хусусий пигиндиеи, унинг лимита г(17.3) 
нинг йигиндисига тенг. Демак, бу (17.3) тенглик уринли.*

Шундай килиб, lim R n (л) =  0 булгаидагпна Тейлор катори берил-
/I—

ган функцияни ифодалайди.
1. Даражали ^атор ёйилмасининг ягоналиги хакидаги тео­

рема. , \а р  цандай функция хам Тенлор ^аторнга ей мл а берман- 
ди. Аммо функцияни бирор дар аж ал и  каторга ёйнш мумкии 
булса, бу ей ил м а Тейлор цатори буннча ёйнл.ма булади.

1- т е о р е м а .  Агар

f (х) — а0 +  at (х — а) +  . . . +  ап ( х - а ) п +  . . . (17.4)

булса, унгда турган катор х  6 [а — R, с  +  /?] лар учун  / ( х) функ- 
цияга якинлашади, ш у сабабли бу катор Тейлор катори булади, 
яъни

а" п\
бунда п =  0, 1 , 2 , . . . .

И с б о т и .  (17.4) тенгликка д ар аж ал и  каторларни п марта 
хадлаб  диф ф еренциаллаш  хоссасини цуллаймиз. Н атиж ада i$y- 
йидагиларга эга буламиз:

/ '  (a)  =  aL +  2 а, (х — а ) ~  . . .  +  пап (х —  а)п 1 +  .

/ " (х) — 1-2а,  +  3 -2 -а 3(х — а) +  . . .  +  п (п  — \)а п (х — а)п 2- f  . .  .

Г М = п !  ап +  . . .

Агар бу тенгликларда х = а  деб олннса, у ^олда биринчиси- 
дан бошца хам ма ^уш илувчнлар нолга айланади ва биз

г  (а) -  1! а и Г  (а) =  2 \ а2, . . ,  Г  (а) =  п\ ап, . . .

тенгликларга эга буламиз, бундан п  =  О, 1, 2, . . . булганда

a (17 5)

тенгликка эга буламиз.
Бу теоремадаи /(* ) функиияиииг бнтта сохашшг узчда иккита

/(.v) =  a 0 -b o 1(.r — a) +  . . . - f  а„(х — а)п +  . . .
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Fa

i(x )  =  b0 - r b 1(x —  a )n - . . . +  ba (x —  a)n +

каторга ёйилмаси булса, у холда бу иккала катор битта Тейлор ка- 
торииииг \зи  булиши ва шу сабабли улар бир хил булиши, яъни

a0 =  b0, a t =  blt . . . а п = Ь п, . . .

ъкани келиб чшчадн.
2. Функциянинг Тейлор каторига ёйилишининг етарлилнк 

шартлари. Ф ункциянинг Тейлор каторига сйнлишинипг куйида- 
ги аломати амалий кулланиш лар учун кулаидир.

2 - т е о р е м а. А гар  f ( х )  ф ункция х —а нщ т анинг бирор ат­
рофида абсолют циймати буйича айнан бир соннинг узи билан  
чегараланган исталганча ю ^ори тартибли \о си ла ла р га  эга б у л ­
са. у  %олда бу ф ункция курсатилган х  = а ну^та атрофида Тейлор 
каторига ёйилиш и мумкин.

И с б о т н Биз х  =  а атрофшшг хамма нуцталари учун п оо да 
R „  колдиц хаднииг нолга интилишини исботлашимиз керак. Теорема- 
нинг шартига к\ ра шундай мусбат узгармас сон М  >  о мавжудки, 
курсатилган атрофдаги барча х  лар учун

1/(п+1>(д-)1 <  М
тенгсизлик бажарилади. У .\олда (17.2) шарт буйича / ( а )  функция­
нинг Тейлор ёйилмасидагн R n (х )  котдиги учун ушбуга эга буламиз:

R (v) =  \ х __a)n+l ^П+1> ®  <  М  1х ^ а1п+1 (17.6)
Г  а) (п +  I)! ( п + 1 ) !

Бундан, х  =  а атрофнииг барча нуцталари учун lim |/?п(х)| =  О,
4-1 I п-+'х>

чунки /VflitrJ-— =  0, (lim \х ~ а— . =  0 якинлаш\вчи каторнинг 
п-*\. (/2 —|— 1)! (л Ц- 1)!

умумий ^ади сифатида, 15-§ даги 4- мисолга каранг). Теорема исбот-
ланди.

18- §. е х, sin;r, cos;r, In(l-f-aj), (1 +гг)а функцияларни а:нинг дара- 
жалари буйича ёйиш. Купинча функцияларнинг х  нинг даражалари 
буйича ёйилмаларидан фойдаланилади. Бу \олда (17.3) формулада 
а  =  0 деб олиб, ушбу цаторга эга булинади:

f  (А) =  f  (0) +  ±  Г  (0) +  . . . +  £  Г  (0) -Г . . (18.1)

Б у  катор Тейлор каторишшг хусусий холидир, у Маклорен катори 
деб аталади.

Элементар функцияларни Маклорен каторига ёйишпи куришга \та-
миз.

1. ех функциянинг х  нинг даражалари буйича ёйилмаси. f  (х) =
— е функциями (18. П Маклорен каторига ёямиз. / '  (а )  =  f ' ( x )  =  
=  . . . =  f n> (а ) ~  е булгани учун х  =  0 ну^тада

'

47



х  =  0 да

f  (0) =  1, / '  (0) =  а . П О ) =  а ( а -  1), . . . Г ’(0) -  
=  сс (а — 1) . (а — л + 1 )  

ларга эга буламиз. Хосилаларннпг топнлгаи кийматларини (18.1) фор- 
мулага куямиз, натижада ( 1 — л)“ функциянинг Маклорен каторига 
эга буламиз:

l + J L x - Z < * = V . x* +  . +
1* 2 !

oi (а. — 1) . . . (п — п +  1)
(18.4)

Бу катор биномиал катор дейилади. Шу каторнинг якинлашиш ин- 
тервалини топамиз:

R  =  l im

=  lim
ух — n|

Куриб турибмизки, биномиал катор (— 1,1)  интервалда абсолют 
якинлашар экан.

1\олди^ хадни бахолашга киришамиз, бунда 0 <  х  <  1 хол билан
чекланамиз. Бу интервалда (1 4-х) =  ------- (а - в  ^  1 (барча

(I 4- )̂
п >  сс — 1 лар учун) ва шу сабабли

|Г +П M l =  |а  (а  -  1) • • • (а  -  п) (1 +  x f ^ - ' l  <  |а  (о -  
- 1 )  . . .  ( а - л ) | .

Бу ерда функцияни Тейлор каторига ёйишнинг етарли ш ар ­
ти хацидаги теоремадан (17-§, 2 - теорема) ф оидалана олмай- 
миз, чунки хосила учун топилган чегара п  га борли^. Ш у са­
бабли (17.6) тенгсизликни куллаймиз:

а. (я  — ! ) . . . ( «  — п) ^+ 1

Тенгсизликнинг \ нг кисми |л| <  I да якинлашувчи (18.4) даражали 
катор (п - f  1)-хадкнинг абсолют кийматидан иборатдир. айтилган ка­
торнинг якинлашишшш <хозиргина юкорида исботладик. Демак,

lim Rn (x) =  0.

1

ап
=  l im

л-> -с

а ( а -  1) . . . (сс — /1 -1- П (п — I)!

an-f\ п! а  (а — I) . . . (а — п - f  I) (а — п)

Ш ущай килиб, (18.4) _биномиал катор (— 1, 1) да (1 -т х) функ­
цияни ифодалайдн:

( ! - x f  =  l +  ^ - x - . a  (rt — 1) . . .  (у. — i -J- I) и , 
------- х  т
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л € ( - 1 ,  1).
а  нинг турли кийматлари учун биномиал каторларнинг Gh d  

нечта хусусий курнннш ларинн хосил кнламиз:

1. /(.«) функциянинг Тейлор ^атори деб нимага айтилади? Тейлор ^атори- 
нннг колдиц г^ади деб нимага айтилади?

2. Функциянинг даражали каторга ёйплмасшшнг ягоналнги хацидаги те- 
ореманн исботланг.

3 Функцнянинг Тейлор каторига ёйилмасининг етарлилик шартн хакпда- 
ги теоремани исботланг.

4. е v функцияни даражали ^аторга ёйинг ва ^олднк ^ад ёрдамида ^осил 
булган каторнинг берилган функцияга яцинлашншини исботланг.

5. cos х функцияни даражали ^аторга ёйинг ва ^осил булган каторнинг 
берилган функцияга Я1\инлашишини колдиц ^ад ёрдамида исботланг.

6. sin х функцияни даражали каторга ёйинг ва ,\осил булган каторнинг 
берилган функцияга яцинлашишини колдик -%ад ёрдамида исботланг.

7 In (1+лг) функцияни даражали каторларнн интеграллаш ,\а^идаги 
теоремадан фойдаланиб ^аторга ёйинг.

8. ( l + x f  функцияни даражали каторга ёиииг ва .^осил булган цаторнннг 
яцинлашнш интервалнни топинг.

9. 2841—2868-масалаларнн ечинг.

19-§. Дифференциал тенгламаларни ечишга даражали 
каторларни татбик 1\илиш

Ф ункцияларни дар аж ал и  каторларга ёйиш ёрдамида хар 
хил дифф еренциал тенгламаларни такрибан интеграллаш  мум- 
кин. М ураккаб  назарий тасаввурларга берилмасдан, хусусий 
ечимни топишнинг иккита усулини ^арайм из.

Биринчи усул. Д ифф еренциал тенглама ва хусусий ечнмин 
аникловчи бошлангич ш артлар  берилган булсин. Тенгламанинг 
ечимиин бошлангич ш артлар берилган .v0 нукта атрофида 
(х—л:0)нинг д ар аж ал ар и  буйича ж ойлаш ган каторга ёйиш мум- 
кин:

г/ =  о0 +  fl'jfv — .v0) +  а2 (х — л0)2 4- . . . +  ап (х — л /  +  . . . 

>^озирча номаълум коэффициснтли бу каторни тенгламанинг

а) Агар =  — булса, у холла биномиал катор бундай ёзилади:

, *€ [— 1 ; 1].

б) Агар сс =  — -  булса, у холда биномиал катор бундай ёзила­

ди:

( - D -

-г  . . . , л'£(— 1 ; 1J.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р
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тартиби ^андан булса, шунча м арта дифференциаллаймиз. 
Ш >ндан кейин тенглам ада номаълум функция ва унинг уоси- 
л ал ар н  урнига тегишли каторларни цуйиб, айниятга эга була­
миз, ундан каторнинг номаълум коэффициентларини аник- 
лаймиз. Бунда каторнинг дастлабки  ко^ффнциептларн (улар- 
нинг сони тенглама тартибига тенг) бошлангич ш артлардан 
аницланади. Анннкса чизикли тенгламаларни бундай усул би­
лан ечиш кулай.

1-м и со  л. Иккинчи тартибли чизикли у "  =  ху  дифференциал 
тенгламани у  |*=0 =  1, у ’ \х=0 =  0 бошлангич шартларда ечинг.

Е ч и ш .  Д'о =  0 булгани учун ечимни х  нинг даражалари буйича 
тузилгаи цатор куринишида излаймнз:

Бош лангич ш артлардан  фойдаланиб, х — 0 цийматии (19.1) ва
(19.2) каторларга цуйиб, дастлабки  коэффициентларни топа- 
миз:

Ш ундан кейин берилган тенгламадагн у  ва у "  лар  урнига 
уларнинг (19.1) ва (19.3) ёйилмаларини ^уйиб

айниятга эга буламиз. х  нинг бир хил д ар аж ал ар и  олдидаги 
коэффициентларни тенглаб, топамиз:

Бундак а0 = 1 ,  С! =  0 эканини хисобга олиб, куйидагиларни куриш
о сон:

у  =  а0 +  о, х +  а2 х2 -Ь . . .  +  ап х п -1- 

Бу каторни икки м арта дифф еренциаллаймиз: 

у ’ — с, Л- 2а2х  +  . . . +  папх п~ 1 +  . . . 

у "  =  1 -2а., +  . . п (п  — 1) а,, хп~ 2 -г  . .

(19.1)

(19.2)

(19.3)

« 0 =  1. ах =  0.

1 • 2а2 +  2 • За х  +  . . .  +  п (п — 1) апх п~ 2

1-202 =  0,
2-3а3 =  а0,
3 -4 а4 =  a L

(п —  \)п а п =  ап_ 3.

■а 3-

Бошкача айтганда (19.1) кат орда
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, 1 1-4 1-4-7- . . . .  (Зи —2)
Я0 = — Ов — --- , . . . , = ----------------- 5-------- ,0 J 3! ’ 6! Зп (3 п)\

бу каториинг колган коэффициентлари эса нолга айланади.
Шундай килиб, биз тенгламанннг катор курннишидаги ечи- 

мпга эга буламиз:
, 1 з 1-4 „ , , I - 4 (Зи — 2) з 

у  — 1 Ч-----л-3 Н------ л-8 -г  -т--------------------5-------- * — • - •
3! 61 (Зи;!

Бу катор х  нинг хар кандаи кинматида якинлашувчи эканини 
Д алам б ер  аломати ёрдамида курсатиш мумкии. Шунн кайд iyi- 
ламнзкп, тенгламанинг тартиби уни катор ёрдамида ечиш усу- 
лига хеч бир таъсир этмайди.

Иккинчи усул. Агар тепглама чизикли булмаса, у холда у  
урнига унинг каторга ёйнлмасн

У =  а0 +  а1(х —  х0) +  . . . - \-ап (х —  х() п (19.1)

ни цуйиш номаълум коэффициентларни аниклаш учун мурак- 
каб тенгламаларга олпб келади. Бундай холларда цуйидагича 
иш куриш фойдали. Тенгламада у  ни х  нинг фуикцияси деб ка- 
раб, уни бир неча марта дифференциалланади. Тенгламанинг 
узида ва унинг хоснлаларида х = х 0 (х0 учун бошлаигич ш арт­
лар  берилган) деб олнб ва бошлангич шартларии пнобатга 
олган хрлда (19.1) катор коэффициентлари кетма-кет топилади. ,

2 - м и с о л .  у "  =  л-2 - f  у'2 тенглама ечимининг даражали каторга 
ёйилмасининг бир неча ладили у  \х=х==\, у'1*=1 =  0 бошлангич 
шартларда топинг.

Е ч и ш .  Ечимни
у  =  а0 +  а, (.V— 1) +  . . .  -г ап (х — \)п — . . .

катор курннишида излаймиз. М аълумки, бу каторнинг коэф- 
фициентлари Тейлор коэффпцнентларидир, улар у  функция- 
нииг л =  1 нуктадагн хосилаларн оркалп куйндаги формулалар 
билан ифодаланади:

а0 = - !/(!), а, =  у  (!), о* =  4 ? ............а„ =  ^ ,  (19.4)
2! п.

Бунда ушбу белгилашлар киритилган: у{\) =  у  1 х==1, у '  (1) =  у' | г=1,
• , / / п) (1) = У{'1)\ х=1, . Берилган тенгламани бир неча марта диф- 

ференниаллаймпз е \рсилаларнинг ,v =  1 нуктадагн кнйматларини 
хисоблаймиз. Ш\'ндай килиб:

у " = х г - т у \  у (  1 ) = 1 ,
у '" = 2 х  +  2у-у ' ,  i / ( l )  =  О,

у™ =  2 -т2у'* +  2уу", 

y v =  6у 'у "  2у у " .

У"<1) -2 .
у ' "  (1) =  2, 
//IV(1) -6 ,  

и (!) =4
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ва х. к.
Хоснлаларнннг топилган кийматларнни 1\атор  коэффнциент- 

ларинннг (19.4) ф орм улаларига куямнз. Куйидаги кийм атлар 
хосил булади:

1 л 2 I 2 1 6 1cn =  1, с , — и, о , =  — =  1, а3 =  — =  — , а.  =  — — —,
0 ’ 1 - 2! 3! 3 4 4! 4

_  4_ _
° Ь ~  5! _  30’

Шундай килиб, тенгламанинг

у = 1 +  ( х  1) "  +  1 ( . V -  I ) 3 r { ( v -  l ) 4 +  ~  ( V - -  l ) s +

катор куринишидаги ечичгга эга буламиз Ечишшшг бу усулини 
хар ^андай тартибли тенгламлга цуллай оламиз.

20-§ . Такрибий хисоблашлар

Такрибин хисоблаш ларда >;ам д ар аж ал и  ^аторлардан  фон- 
далакнладн . f ( x )  функция ^ийматини х = х 0 да берилган ани^- 
ликда хисоблаш талаб  килинсин, дейлик. Функцняни (a — R, 
a + R ) ннтервалда Тейлор каторига ёйиш мумкин ва х = х 0 нук­
та берилган интервалга тегишли деб ф араз циламнз. У холда 
f ( x )  функциянинг бу нуктадагн аник циймати Тейлор цатори 
буйича, такрибин циймати эса шу ^аторнннг хусусий нигинди- 
си буйича х.исобланиши мумкин, боцщ ача антганда:

f ( x 0) ^ s n (.v0).

п  нинг катталаш нш и билан бу тенглнкнинг анпЕуШгн орта 
боради. Бу такрибий тенглнкнинг абсолю т хатоси катор цолди-
FHHHHr

1 / ( . д - м * о ) 1 = = М * 0>1
модул ига тенг.

Агар I (хо) функция кннматннн е > 0  аиикликкача .\исоблаш 
талаб  1\илинса, у холда биз шундай дастлабки ,\адлар iIhfuh- 
дисинн олнш имиз кераккн,

\ f ( x0) - S n (x0)\ =  \ r n (x0) \ < e

тенгсизлик уринли булсин.
1\атор колдиги мусбат ишорали цаторларга тааллуцли

(19.2) интеграл аломат буйича ёки иш оралари навбатлаш увчи 
каторларга тааллукли (10.4) Лейбниц аломати буйича бахола- 
нади.

Пайдо булган хатони Тейлор каторининг колдик хади билан ба- 
холаш мумкин. Бу холда абсолют хато, яъии l f ( x 0) — S n ( vQ) | Тей- 
лор ь^аторининг колдик _\ади модули га тенг:
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I/  (л-ц) -  S„ (Л'0) \ = \ R n (x0) I =  I (,V0 - a ) '^  |.

бунда с кнймат а билан .v ораснда ётади.
Колднкнп бахолаш  усули аник холга ^араб  кулланади.
1-м  и с о .! . е сонинн 0,001 гача аниклнкда хнсоблаиг. 
Е ч и ш .  М аълумкн, е 'нн н г х  дар аж ал ар и  буйича каторга 

ёнилмаси куйндагича м р и н н ш га  эга:
г2 *п

бу хар кандай д- учун уринли. х — I да 

е =  1 - f  I О* и:
булади.

Дастлабки (п -j- 1) та хадни олсак,

9« п:

такрибий тенглнкка эга буламиз Якинлашиш хатосини .Маклорен на­
тори к,олдик хади ёрдамида бахоланмнз / (п+,)(х) =  ех булгани учун 
цолдик хад

/?„ (л) =
(«—!)•

*
*- С̂га тенг бчлади, б\нда 0 <  е < л \  х  =  1 да Я„(1) =  ------- , бунда 0 <

(п+1)!
< Ъ <  1.

<  е <  3 эканини хисобга олнб,

* „ ( ! ) <  3( » - 0 !
тенгсизлнкка эга бчламиз. Талаб килииаётган аникликка эрншмс^ 
учун п 6 деб олнш етарли эканиии текшнриш осон, яыш Rv (\)  <  
< 0.001.

Шундай килиб, 0,001 аниклнкдаги

о , 1 . 1 , 1---------------- г  ■ ----------
2! .3! G!

такрибин тенглнкка эга буламиз. Биз пул кунган хатога куши- 
лувчпларнп яхлнтлаш да яна хато куиш лмаслнгн учун хар кай- 
си кушплувчшш бнттадан эхтнёт ракам  билан ёза.мнз:

1,0000^- 1,0000 +  0,5000 +  0,1667 +  0 ,0417-г 0,0083 
+  0.0014 =  2.7181.

Демак, е 0,001 гача аниклнкда 2,718 га генг, яъни е ^  2,718.
2 - м и с о л .  sin 18 ни 0,0001 гача аниклнкда хпсоблапг.
Е ч и ш .  <in.v учун .V нинг хар кандай кинматида i \ r p i  булган 

.V нинг даражалари буйича ушбу ёйплмага эгамнз:
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18’ Hit радяаилардз ифэдалаймиз: х  =  Де.мак,

,оо л л л 3sin 18 =  sin — =
Ю Ю I03-3!

Хадлари абсолют киймати буйича камаювчи ва умумий -чади нолга 
ннтилувчи ишоралари навбатлашувчи каторга эга булдик. Шу сабаб- 
лк. каторнинг колдиги (10.4) нинг ташлаб юборилган биринчи хадч-
дак катта булмайди. — — > 0 ,0 0 0 1 , —- — ■ С  0,0001 бчлгани са- 

103-3! 10*-5!
баб л и 0,0001 гача аникликда

I о- Л лsin 18 л ; ------
10 Ю3-3!

таг;ркбнй ^ийматга эга буламиз. ^исоблаипарнинг хаммасини бигга 
орт и: \ рацам билан бажарамаз:

л  ^ 3 ,1 4 1 5 9 , л 3 =  31,00620,

sin 18J ^  — 31'°- 6 - -  «  0,31416— 0,00517 «  0.30899.
10 0000

Ш ундай килиб, 0.0001 гача анш уш кда sin 18°л;0,3090. 
Б аъ зан  дар аж ал и  ^аторлар  ёрдам ида аник ннтегралларни 

хнсоблаш  мумкии, бу интеграллар юкорн чегаранинг функ- 
цияси сиф атида охнр-окибатда элементар ф ункцнялар билан 
нфодаланмайдн. Бир иечта мнсол караймиз.

а
З - м и с о л .  Ушбу \ е~х ' dx  иитеграти  хисобланг.

б'
Е ч и ш .  е~х2 нинг боиланрич функцчяси элементар функция эмас. 

Бу интегралии хисоблаш учун интеграл оетидаги е~ х‘ функцияни 
[•аторга ёямиз, ех нинг (18.2) ёйилмасида х ни (— х-) билан алмаш- 
тирамиз:

1-2 у-* X2'1
e~xi =  1 — -  - f ( — 1)п —  +  . . .

I ' . Г .  п\

Бу тенгликпинг и к кала кисмини 0 дан а гача чегарада интеграллаб, 
куйидагини топа миз:

Г е- *2 d x  =  I — ___ —  — 1 )" ----- -—-------- Ь
’ l.’-З ‘ 2!-3 n ! (2 « +  О

+  . ' а =  -------- —  ~ ( ~ \ ) п +  .
0 l 1!-3 2!-5 ‘ п\ (2/1 — 11

Бу текглик ёрдамида хар кандай а да берилган интегралии исталган



V3
даражада аникликда хисобташ мумкин. Масалан, \ е~х‘ dx  интегра i-

о
ни 0,001 гача аникликда хисобташ керак. Шланаётган иитегргл 
ишоралари навбатлашувчи ^атор йигиндисига тенг:

1/3
_** j  1 1 . 1е х dx  — — -------—г  +J 113-3 2!5-З5

— Ц - <  0,001, — Ц - >  0,001 булгани учун ишоралари навбат- 
2!5-3 3 - 1!3

лашувчи холила хатоликни бахолаш ^оидаси асосида 0,001 гача 
аникликда куйидагига эга буламиз:

1/3

Г е~*г dx  ^  ---------—3 «  0,3333 — 0,0123 =  0,3210.
J 3 з-з3

Шундай ^илио,
i/з
( е~х' dx ж 0,321.

6
а

4-ми с о  л. * dx  ни хисобланг.

Е ч и ш .  Интеграл остидаги 51П-~ функцияни каторга ёямиз. 

sin а; =  -  — + ( — !)"+' *~П~ 1 ■
II 3! '  (2п—I)!

теигликдан барча х  ларда якинлашувчи

Sl." * — 1 __- 4 -  4 - С— 1УИ-1 —-------- Ь
х  3! v (2л— I)!

^аторга эга буламиз. Дадлаб интеграллаб, куйидагига эга буламиз:

“ - „з 02п-1\n+I. -------- “------------ Ldx =  a —  - 4 -  +  (— !)'
О

3!3 (2/1— 1)!(2п—I)

Катор йигиндиси хар кандай а да исталган аникликда осон 
^исобланади.

Уз-} з и н и т е к ш и р и ш  учун с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламаларни даражалн каторлар ёрдамида интеграл­
лаш усули нимадаи иборат? Мисоллар келтиринг.

2. Функциялар кийматларини цаторлар ёрдамида тацрибий ,\исоблаш усу- 
лиин баён дилинг. Мисол келтирннг.

3. Интеграллар цийматларини каторлар ёрдамида тацрибий >{чсоблаш 
усулнни баён килннг. Мисол келтиринг.
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4. Каторлар ёрдамида функцияларни ннтеграллаш усулинп баён дилинг. 
Мисол келтиринг.

5. 2894—2914, 2920—2938, 4109—4116, 4246—4250-масалаларни ечинг.

21-§ . Фурье ^атори. Фурье коэффициентлари

Энди амалий фанларнинг ва математиканинг турлн масала- 
ларн  келтириладиган каторлар сннфини таш кил этувчи Фурье 
каторларини урганишга киришамиз.

Ушбу
— +  (a, cos х  -Ь b ] sin л) -Ь ~г (ап cos nx  +  bn sin nx) -f- . . . == 

=  — +  V *  (ап ccs пх +  bn sin пх) (21.1)
п = \

куршшшдяги катор тригонометрии катор деб аталади, бунда а0, аи 
Ьи . . . , ап, Ьи, . . . — узгармас сонлар, булар каторнинг коэффи­
циентлари дейилади.

Тригонометрии каторлар иккинчи мухнм функционал к а ­
торлар сннфини таш кил килади (дараж али  каторлар синфи би- 
ринчи сииф хисобланади).

(21.1) катор х  га каррали аргументларнннг синуслар ва кс- 
синусларинн уз ичига олганлнги учун улар 2л га тенг умумий 
даврга эга булади. Агар бу катор якинлаш увчи катор деб ф а- 
раз килннса, у холда унинг йигиндиси хам даври 2л га тенг 
булган даврий функция булади.

Ушбу масалани куямиз: даври 2л га тенг булган берилган 
/ ( л)  функция учун шу функцняга якинлаш увчи тригонометрии 
цатор тузинг.

Олдиндан бнр неча ёрдамчи ф ормулаларнн аннклаб оламиз. 
Хар ^андай п ^ О  да цуйидагиларга эгамиз:

я
, sin пх |Я _ 

cos nxdx  = -------  — 0,
п - я— л

я лcos пх
(212)

sin nxdx =  0 ,
—Я

| cos2 nxdx  =  — j (1 - r  cos 2 nx) dx — л ,
—Л —Л
л л

| sin2 nx dx  =  J  (1 — cos 2 nx) dx  =  я .
—Я — я

Тригонометриянинг маълум ушбу

cos a  cos р =  — (cos (а-  (?) - f  cos (a— fj))

(21.3)
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sin a  sm (3 -= — (cos(ct— (3)— cos(a-|-ftO ,

sin a  cos P =  ~  (sin (a  +  P) +  sin (a  — (3))

ф орм улаларига биноан, шунингдек (21.2) ва (21.3) формула- 
л арга  биноан, нхтиёрнй мусбат п  ва т  лар  учун купндагнлар 
уринли булади:

Яс . ГО, агар т ф п  бчлса,\ cos пх  со, m x d x =  [ я> ^  п==т
—Я

Я , ( 0, агар т ф п  булса, 
sin пх  sin m x d x — |  л> агар т  =  п  булса,

(21.4)

— Я

Я
j" sin пх  cos тх dx  =  0.

К,уйилган м асалага ^антамнз.
Д аври  2л га тенг булган f (х) даврий функция узига (—  я ,  

л) интервалда якинлаш увчи тригонометрик ^атор билан тасвир- 
ланадиган  булсин, дейлик, яъни шу тригонометрик ^атор йн- 
риндисидан иборат булсин, дейлик:

■X)
/  (х) =  ^  (с„ cos пх - г  bn sin пх). (21-5)

П = 1

Бу цатор х£  [— л, л] лар учун я^ишашувчи ва уни хадлаб инте­
граллаш мумкин деб фараз цилайлик. Бундан а0 коэффициента;! хи- 
соблаш учу» фойдзланамиз. (21.5) тенгликнинг иккала ^исмини — л 
дан л  гача интегра л лай миз:

я я  х я  я

i /  (v) dx =  — [ а0 dx  +  у  (ап \ cos пх dx  +  bn Г sin nxdx).
J 2 J  ^mu * *'

— Я  — Я  П —  l  — я  — л

(21.2) формулаларга биноан йиршгдч бглгиси остидаги иктеграл- 
ларнинг хаммаси нолга тенг. Демак,

Я

f  f ( x ) d x =  л а0,
—  Л

бундан
Я

ао — ~  \  f  (х) dx.  (21.6)
—  Я

k  ф  0 нинг бирор ани^ цийматида ак коэффчциентни топиш учун
(21.5) тенгликнчнг иккала ^исмини cos kx  га купайтирамиз ва косил 
булган ифодани — л  дан л  гача хадлаб интеграл лаймиз:
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Я  Л  ос Я

| f  (a )  c o s  kx dx  =  ~  j  cos kx dx  -f- (an j  cos nx  cos kx dx  4-
—Ln —Я —я

я
г*

— bn \ sin nx  cos kx dx). 
tj

—Я

(21.2) ва (21.4) формулаларни эътиборга олсак, унг томондаги ак 
коэффициеитли ннтегралдан бошка хамма интегралларнинг нолга текг 
эканиии курамиз.

Демак,
я я
[ f (x)  cos kx dx  =  ak ( cos2 kx  d x  — akz ,

—'J l  — Я

бундан
я

cu= — \ f  (.v) cos kx dx. (21.7)ТГ 1Я —Я

Ьк козффициентнн топиш учун (21.5) тенглнкнинг иккала к и с т ­
ям sin kx га купантирамиз ва хосил булган тенгликни — л  дан л  
гача иигеграллаимиз:

Л Я

\ f  (a) sin kx dx  =  ^  j" sin kx  dx  -j-
— Я ■—Л

Я я

+  V (an J cos nx  sin kx  dx  -f- bn j sin nx  sin kx dx).
as=I —я —я

(21.2) ва (21.4) формулаларни хисобга олсак, унг томондгпГ 
коэффициеитли ннтегралдан бошка хамма интегралларнинг нолга текг 
экаииии курамиз.

Шундай килиб,
Я Я
1 /  (a ) sin kx dx  =  bk | sin2 kx dx  =  b, л,

—Я •—Я

бундан
я

fcfe=  1  J* /  (л) sin kx  dx. (21.8)
— Я

(21.6), (21.7) ва (21.8) ф орм улалар бунпча аннкланган ко- 
эф ф иш кнтлар /(л )  функциянинг Ф урье коэффициентлари  дейи­
лади. Ш ундай коэффициеитли (21.1) трнгонометрнк катор зса 
/ ( а )  функциянинг Ф урье цатори дейилади.

Хосил килпнган григонометрик катор берилган f (х) к-
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gKs.ra якинлаш иш и масаласи хали аннклаимаганн учун биз 
бу Фурье каторн f ( x )  функция ёрдамида вужудга келтнрилган 
дея илампз, холос. /(х )  функция билаи у хосил кнлган Ф \рье 
цатори орасидаги богланиш бундай белгиланади:

Ос
f  (х) ~  (ak cos kx  +  bk sin kx),

2 жшв
fe=l

б}нда a0, ak, bk тар (21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар б\йича хи- 
собланади.

Бундай ё з \в  f  (х) функцняга унг томонда ёзилган Фурье ца- 
тори мос келишннигнна билднрадн. Биз каторнинг якинлашн- 
шини ва унинг ингинднси /(х )  га теиглигини исботлаганимиз- 
дан кеннпгина ~  белгнни =  белги билан алмаш тнриш  мум­
кин.

Бу масалани хал килнш дан олдин «уртача якинлаш иш» ту- 
шунчаси билан таниш амиз.

22-§ . Уртача якинлашиш. Фурье коэффициентларининг 
минималлик хоссаси

Агар бирор функция чексиз цатор ш аклида тасвирланса, у 
^олда каторни п- хадида узиш натиж асида .\осил булган чек­
л и  й и п т д и  ёйнлаётган функциянинг такрибий ифодаси дейи- 
лади. п  нинг етарлича катта ^ийматини танлаш  йули билан 
унн исталганча аии^ликда хосил кнлиш мумкин.

Даври 2 л  га тенг f (x)  даврий функцияни
Л

т п W  =  § ° +  cos k x  +  ^  sin  k x ^
k=i

n - тартиблн тригонометрик купхад  билан такрибий тасвирлаш- 
да хато улчови учун

Я

6* =  ^  j  ( f { x ) - T n ( x ) f d x  (22.1)
—Л

тенглик билан аникланувчи, урта квадратик четташиш деб аталувчи 
6“ олинади. /(х) функциянинг Т п (х) трнгонометрнк купхад билан 

бундай якинлашиши \ртача(ёки \рта  маънода) якинлашиш дейитади, 
бунда хато улчови учун 6;’ уртача квадратик четлашиш олинади. Баъзи 
Т г (х) тригонометрик купхадтар учуй fr жуда катта булади ва 
бу холда Т п (х) купхад f (x)  функцияни такрибий тасвирлашга яра- 
майди, баъзи Т п (х) лар учун у  жуда кичик булади. Энди Ь2п 
хато энг кичик буладиган Т п (х) тригонометрик к^пхадни излаш ма­
саласи куйилади, яъни шу купхаднинг а 0, a ,,  р; , . . . , а п, |5„



коэффициентларини топиш талаб килинади. Масала 2 п-\-\ та а0, сс,, 
р,, . . . , а п, Р„ узгарувчига боглик булган 6~ функция минимумн- 
ни топишга келтириладн.

Бу экстремал масаланинг ечилиш натижаси куйидаги тесремадан 
иборат булади.

Т е о р е м а , п-тартибли тригонометрик купхадлар ичида 
( — л ,  л )  интервалда f(x) узлуксиз функцияга энг я.хши уртача 
якинлашиш берадигани

s n ( д )  =  Т  +  2  c o s  k x  +  b* s i n  kx>i (-2 2  '2 )
*=i

тригонометрик купхаддир, бунда ас, а/:, bk — Фурье коэффициент­
лари.

Раршанки, бу купхад Фурье каторининг п- хусусий йириндисидир. 
Айии шу S n(x) купхад /(л) функциядан энг кичик уртача квадратик 
четлашишга эга булади; бу четлашишнинг катталиги куйидагига тенг 
эканинн исботлаш мумкии;

Л 2 !1
=  L  + ^ ( ° 1  +  Ь1 ) )  (22.3)

—Я *=|
п катталашгани сари 6- нинг микдори камая боради, чунки унинг
(22.3) ифодасида янги манфий кушилунчилар кушила боради. Шу 
сабабли п катталашгани сари (22-2) S n купхад ^аратаётган f(x) 
функцияга шунча «уртача» я^ин боради (бу (22. 1) дан келиб чикади).

(22.3) тенгликдан мухим натажа келиб чикади. 6% >  0 булгани 
учун хар кандай п да:

2 ч я

~  +  \  K  +  b l X 1  (> (* )  dx. (22.4)2 jmU л Jft=l —л
Бу тенгсизликнинг уиг кисми п га боглшч эмас,т демак, каторнинг

- Y + V J k + ^ 2)
*=1

хусусий нигиндилари п->оо да чегаралаигаилигнча колади. Б у 
цатор мусбат ишорали булгани уч\н у якнилашувчи булади. 
Шундай килиб, узлуксиз функции Фурье катори коэффициент­
лари кватратларн хар донм икннлашувчн катор хосил килади. 
Хусусан, бундай п->-оо да узлуксиз функция учун донм куйи­
дагига эгамиз:

lim  ап =  0, lim Ьп — О
П -+00 П ->  оо

Энди (22.4) теигсизликпи бундай ёзиш мумкии:



2 оо Л.

Y + ^ (a* +  <  ~  j'/2 Wd*. (22.5)
*=I —П

Бу муносабат Бессель тенгсизлиги дейилади.

2 3 -§ .  Фурье тригонометрик каторларининг уртача 
якинлашиши ва нуцтада якинлашиши ^ацида теорема

Энди / (.v) функциянинг Фурье катори якинлашувчи булиши 
ва бу каторнинг йигиндиси айнан шу функцияга тенг булиши 
учун /'(.V) функция кандай хоссаларга эга булиши керак экан- 
лиги хакидагн масалани каранмиз.

Бу хоссалар кслтирилган теореманинг нфодасини баён ки- 
лишдан олдин баъзи таърифларнн кнрнтамнз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар х0 нуктада f(x) функциянинг чаи ва унг 
лимитлари м авж уд булса-ю, (чекли соилар) аммо узаро тенг 
булмаса, яъни

f(x0 — 0) Ф  f  (х0 +  0), бунда 1(хо — 0) =  lim f(x),
х -*х 0
X .Xо

/ ( а-о +  0 )  =  lim f(x)
х -* х в 
X х 0

булса, у .\олда х0 н\кта f(x) функция учун биринчи тур узилиш 
нуцтаси дейилади ( 11-ш акл ).

2 - т а ъ р и ф .  Агар f(x) функция \а, b] кесмада фацат чекли 
сонда биринчи тур узилиш ну^таларига эга булса, у холда f(x)  
функция шу кесмада булакли узлуксиз функция дейилади.

12-ш аклда тасвирланган функция графнги иккита биринчи 
т\р узилиш ну^тасига эга.

3- т а ъ р и ф. Агар f(x) функция [а, Ь\ кесмада биринчи хо- 
силаси бнлан биргаликда узлуксиз б\лса, у >^олда бу функция 
шу кесмада силлиц функция дейилади.

Геометрик иуктан назардан бу уринманинг эгри чизиц б>й- 
лаб силжишнда уринманинг нуналнши сакрашларсиз узлуксиз
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Силликфункция

13- ш акл.

узгарншинн билдиради. Снллпц функция графиги бурчак н\)у 
талари булмаган текис эгри чизш\дан иборат (1 3 -ш акл).

4 - т а ъ р и ф .  Агар (а, Ь) интервалнн чекли сондаги кисм- 
интервалларга булиш мумкии булиб, бу кием интервалларничг 
хар бирида функция силлиц функция булса, у  холда бу функ­
ция шу интервалда булакли силлиц функция дейилади.

Булакли си ллщ  функциянинг графиги чекли сондаги силли;^ 
ёилардан иборат ва у  чекли сондаги биринчи тур узнлиш ну]у- 
таларнга эга булиши мумкин (1 4 -ш акл).

Функцияни Фурье каторига ёйншнинг мумкинлнги ,\акида- 
ги теоремани ифодаланмиз.

У р т а ч а  я к и н л а ш и ш   ̂а к и д а г и т е о р е м а .  (—л, л ) 
интервалда булакли узлуксиз f (х) функциянинг Фурье на­
тори уни вужудга келтирган f(x ) функцияга уртача якинлаша- 
ди, яъни Фурье %аторининг

К

S n (•'•') =  ~  COS kx - f  bk sin kx)

хусусий йипшдилари п->оо да f(x) функци.чга уртача квадра­
тик четлишши маъносида интилади, бунда

~2 +  +  л I <Х) dX
—Л
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формула уринли, б у формула Л я ­
пунов— Парсеваль тенглш и дейи­
лади (бу ерда а0, ак, Ьк— /(л) функ- 
ццянинг Ф\рье коэффицнентларп).

Ы у к т а д  а я к и н л а ш и ш  
)( а р  д а т е о р е м а .  (—л, л) 
интервалда булакли силлиц /(х) 
функциянинг Фурье катори шу 
интервалнинг хар бир нуцтасида 
якинлашувчи. Шу билан бирга, 
f(x ) функция учун Фурье цато- 
рининг йигиндиси S (x )  булса, у 15-шакл.
холда бу функция узлуксиз бу-
ладиган нукталарнинг хаммасида S (x )= f(x ) ,  I тур узилшига 
эга булган нукталарнинг хаммасида эса

S(x ) =  ~  (/ (-V — 0) - f  / (  v -J- 0)).

Бундан ташкари

S  (л) =  S  ( -  л) = -  0) +  / ( -  я  +  0)).

Бу теорема Дирихле теоремаси дейилади. Бу теореманинг 
шарти — функция булакли узлуксиз булиши кераклнги ушбу 
иккита шартга тенг кучли: функция чегараланган ва булакли 
моногон булиши керак.

Охирги шарт функция каралаётган интервални чекли сон- 
дагн иитервалларга булиш ва бу интервалларнинг >;ар бири- 
да функция монотон булиши кераклигинн билдиради.

Шундай килиб, агар j (х) функция (—я , л) интервалда бу- 
лакли монотон булса, у холда бу функция учун нуктада якин­
лашиш теоремаси уриилн. Бу шартлар Дирихле шартлари де- 
нилади.

М асалан, у — х функции (—л, л) ннтервалда Дирихле шаот- 
ларини каноатлаитирадн, чунки у  чегараланган ва монотон 
(усувчи) (15-ш акл).

2 4 -§ .  Ортонормалланган система, системанинг тулалигм 
тушунчалари, тула  система буйича ёйиш

ъ
1-таъри ф . Агар \ <Г„(•'■')Фт  (л) dx =  0 (бунда п ф  т )  булса,

а
функцияларнинт ф0(л), ф, (л), . . , <f r, ( v ) , ..чексиз системаси [а, Ь] 
кесмада ортогона i система дейилади.

Биз тригонометрик фушшняларпинг
1, ros.v, ''in v, . . cos nx, sin nx, . .

системаси бчлчн mu к\рг<и1 адик. бу система [— л, л] кесмада ортс- 
гоиал эдм, ч\ нки
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л
агар т ф  п булса. | sin пх sin tnx dx =  О,

—  Л 

Л

агар т ф п  булса, fcos пх cos tnx dx — О,
— Л

Я

хар кандай т  ва п учун | sin пх cos tnx dx =  0.
— Я

Бу (21.4) дан келиб чикади. Бошка тригонометрик функцияларнинг 
^ам ортогокаллигини исботлаш мумкии:

1, cos х, cos 2.г, • ■ , cos пх, . . .  [О, л] кесмада,
sin х, sin 2.v, . - . , sin их, . . .  [О, л] кесмада.

. ЛХ JTV Я  пх . ппх . . . .
1, c o s y , sin у ,  . . .  , cos ——, sin - j—, ■ • ■ I— /, /] кесмада.

2- т а ъ p и ф. Агар

f 4 l(x )d x =  1
а

булса, функцияларнинг

«Го М . <Ti (*)............ фЛ л'). • • •
чексиз системаси [а, Ь\ кесмада нормалланган система дейилади. 
Функцияларнинг хар кандай ортогонал системасини нормаллаш мум- 
кин. Бунинг маъноси ^уйидагидек: хар долм u0, ,и,, . . . .  ц(1, . . 
узгармас сонларни

Н0Ф0 М. И1Ф1 W. • • ■ . ИПФВ(*). ■ • •
функцнялар системаси аввалгидек ортогонал, шу билан бирга,
энди нормалланган буладиган килиб танлаш мумкии. 

ь
Хаки^атан, агар f (л) dx — 1.2п (бунда \  Ф  0) булса, у >рлда

а
. Шундан кейии

/у/1
b ь

f  К  ФП W  dx =  72 I (*> dx =  ТТ К  =  1
а а

тенгликка эга буламиз. Кп микдорни фл (л) функциянинг нормаси деб 
атаймиз ва I i куринишда белгилаймиз. Шундан килиб,

!• Ф« " =  ]  f t f W d x .
а
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Агар система нормалланган булса, у  холда равшанки, !! ф = 1 
булади.

3- т а ъ р и ф. Агар функцияларнинг
То М . rJ 1 ( v), ф„ (-¥), •

чексиз системаси ортогонал ва нормалланган булса, бошкача антган- 
да, агар

с / ч , . , |0, агар т ф п  булса,
\ Ч'г, (Л) Ф,„ (*) dx — 111 arap n =  tn булса

a
бу ica, у холда система [a, fc] кесмада ортонормалланган система 
дейилади. Масалан, функцияларнинг 1, cos х, sinx, . . . ,  cos пх, 
sin пх, . . . системаси [— л, л] кесмада ортогонал, аммо нормалланган 
эмас, чунки

я л

[ cos2 пх dx =  л,  ̂ sin2 пх dx =  я ,
—Л —Я

бу чар цандай п ф  0 да (21.3) дан келиб чикади. Бу системани нор- 
маллаш учун ундаги функцияларнинг хар биринн | л га булнш ке- 
рак. Функциялар системасииииг [— л, л] кесмада ортонормалланган

I I  1 1 1—=, —__ cos х, —=3. sin х, . . . , —= cos пх, ■— sm пх, . . .
I Л  I Л  I Л  | Л  I л

систем?,сига эга буламиз.
Ихтиёрий [а, /;] кесмага кайтамиз. Бу кесмада функцияларнинг 

бирор
Ф0(А'). Ti (') , . . . .  Ф„(а), . . .  (24 1)

ортогонал системаси берилган булсин дейтик. Мацсадимиз [а, Ь] кес­
мада аникланган /(х) функцияни (24.1) система функциялари £буйцча

/(-V)= сс%(\) +  с,Ф, (а ) спфгг(х) +  . . (24.2)
куринишдаги каторларга |ёйишдан 'иборат. Бу ёйилмаиииг коэффи- 
циентларипи аниклаш учун биз хусусий ^олда (21- §  да) килгани- 
миздек ёйилмаиииг нккала кисмини rpfc(x) га купаитириб, уни хадлаб 
интеграл паймиз:

6 so Ь

f  (х) 'I, (A )dx =  V  сп \ ф„(х) <рк (х) dx.
а п=0 а

(24.1) система ортогонал булганлиги сабабли, унгдаги интеграл- 
ларнинг биттасидчн бошка хаммаси нолга тенг булади ва

ь
 ̂ 1--------  j / ( а )  Ч, ( a )  dx (24 3)

I 41 (\) dx а
и

экани осопгина тонилади.
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Коэффицнентларп (24.3) формулалар буйича тузнлган 
(24 2) катор берилган /(л) функциянинг умумлашган Фурье 
цатори, коэффициентларнннг узн эса функцияларнннг

%  (X), «г, (.V), ■ • , Ч„ (-V), . . .

скстемаснга нисбатан умумлашган Фурье коэффициешплари дейила­
ди.

(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар (24.3) формулаларнинг хусу­
сий холлари хисобланади. Ортонсрмалланган система холида (24.3)

ь
формулалар айникса содда булади: | if ~k (л) dx =  1 булганда, ck —

СЬ
=  ) f (х) %  (х) dx булади.

а
21-§ даги мулохазаларни такрорлаб, умумлашган Фурье 

цатори учун уртача квадратик четлашнш куйидаги курннишга 
эга эканыни курсатиш мумкин:

6 ^ [ r - ( x ) d x -  V  (24.4)

а  к = 0

Бу ифода, п катталашгани сари 6;г микдор мусбатлнгича цолиб, 
факат камайиши мумкин эканини, яъни п нинг ортиши билан Фурье 
цаторининг хусусий йигиндилари /(х) функциянинг аиицроц та!фи- 
бий тасвирини беришиии курсатади. £г >  0 булгаки учун (24.4) дан

2 ^ с\ I! %  II 2 <  f f  (х) dx
k=0 а

п
экаки келиб чикади. Бунда V  с| || <pft II 2 йипшди п -*• оо да чекли

к=о ь
лимитга эга, чунки у  унгдан п га бсглш\ булмаган | / 2 (.v) dx мик-

а
дор билан чегараланган. Шунинг учун

оо

к=О
кратер якинлашувчи ва Бессель тенгсизлигига эга буламиз:

С1II Ф* Ч 2 <  J /2 (*) dx-
к=0 с

Биз бу тенгсизликнинг хусусий холи булган (22.5) тенгсизликни 
.уэсил кнлган эдик.

4- т а ъ р и ф. Агар квадра'ти билан интегралланувчи ихтиёрий 
f ( x) функция учун Бессель тенгсизлиги урнига
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f  /2 (A ) dx =  V  c2k и <rft: : 3
a A?=0

(24.5)

тенглик Уринли булса, |a, fc] кесмада ортогонал булган

«ГоС'Х Ф, (v), • - . , ф„(л), - - • (24.6)

функциялар системаси тула  система дейилади. Бунда ck — / (л) 
функциянинг Фурье коэффициентлари ((24.3) формула).

(24.5) тенглик (24.6) системанинг тулалик шарти деб ата- 
ладн. Бу шартни унга тенг кучли булган

lim (  \f2 (x)dx — 
n*t «Д '0

тенглик билан алмаштирамиз Агар (24.4) формула хисобга олинса, 
охирги тенгликни lim 6  ̂= 0 куринишда ёзиш мумкин.

П—»оо
Шундан килиб, (24.6) функциялар системаси [а, Ь) да тула 

булса, у холда Фурье ^атори f(x) га уртача якинлашади де­
ни л ади.

Шунн канд килнш кераккп, (24.6) функциялар системаси 
тула булишига карамай, Фурье каторининг узинн вуж удга кел- 
тирган функцияга одднн нуктавни яцинлашпши хар доим урин­
ли булавермайдн. Шунга карамай, тула системалар учун ур­
тача яцннлашнш хар доим уринли. Бизнинг таъкидимиз уртача 
якинлашиш тушунчасннинг ишончли экапини яна бпр марта 
курсатадн.

У з у з  н н н т  е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а  р

1. (\андай катор  тригонометрик катор  дейилади?
2. Д аври  2л  га тенг даврий функциянинг Ф урье коэффициентлари учун 

ф ормула чицаринг.
3. Уртача яцинлашиш нима? Уртача квадр ати к  четлашиш иима?
4. Тригонометрик кугщ адлардан  кайснниси функцняга энг яхши Я1у 1нла- 

шишни беради?
5. Тригонометрик цаторларнинг я^инлашишн (уртача ва  н уктада  я^инла- 

шиш) \акндаги  теоремани ифодалаиг.
6. Ф ункцияларнинг кандай  системаси ортогонал система дейилади? Ф унк- 

цияларнннг кандай  системаси нормалланган, ь;аидай системаси ортонормал­
ланган  система дейилади?

7. Функцияни ортогонал система буйнча каторга ёйиш м асаласи  нимадан 
иборат? ЁГшлма коэффициентлари ^андай излаиади?

8 Ф ункцияларнинг каидан  системаси тул а  система дейилади? Функцияни 
тул а  система буйнча като рга  ёйишнииг хусусияти  нимадан иборат?

9. Системаларнинг ортогоиаллигиии исботланг:
1, cos х, cos 2а\ . . . , cos пх, . . . иииг [0 , л ] кесмада,
sin  х, sin  2х, . . .  , sin пх, . . . нинг [0 , я ]  кссмдда.

Ш у системаларни ортонормалланг.
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25 -§ .  (—л, л ) интервалда берилган жуфт ва тон; функцияларни 
Фурье тригонометрик цаторларига ёниш

1 Жуфт ва тоц функциялар. f(x) функция еонлар укинннг 
хамма ерида ёки коордннаталар бошпга инсбатан снммегрик 
б>лган бнрор интервалда аншуланган б\лсин. Тоц ва жуфт 
функциялар таъриф тарнии эслатиб утамиз.

Агар каралаётгап хамма .v лар учун —x ) —f(x) тенглик 
уринли булса, у холда f(x) функция жуфт функция дейилади.

Жуфт функциянинг графиги ординаталар укига нисбатан 
симметрии (16-ш акл).

16-шакл 17-шакл.

Агар царалаётган цийматларнинг .\аммаснда /(—А') = —f(x) 
тенглик уринли б\лса, f(x) функция то$ функции дейилади.

Toi\ функциянинг графиги коордннаталар бошига нисбатан 
симметрии (17-ш акл).

Иккита жуфт функциянинг ёки иккнта тоц функциянинг ку- 
пайтмаси жуфт функция, жуфт ва тоц функцняларнннг купаит- 
маси ток функция.

Агар f(x)  функция [—а, а] кесмада интеграллаиувчи булса, 
у >*олда

( /(v) d.v= С /(v) dx+  j" Да) dx. (95 1)
—а —а О

Аммо х ни — х билаи алмаштиришда унг кисмдаги биринчи 
интеграл бундай ёзилади:

С Да) dx=  f /(—a) d{ — х) =  — f /(—a) dx =  ( f ( — x) dx.
—a a a 0

Бунинг кийматнни (25 1) га цуйсак,

X f(x )d x = {[f(x )  +  f( -x )\ d x ,
—a О

бундан
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| /(л) dx— 0 — ток функциялар учу»,
■—а

а а

( /(.г) dx — 2 1 /(.v) dx — жуфт функциялар учун.
—а О

Бу натнжадан Фурье коэффицнентларини хисоблашда фон- 
даланамиз.

2. Жуфт ва тоц функциялар учун Фурье катори. f(x) функ­
ция даври 2л, [— я ,  л) кесмада Дирихле шартларини каиоат- 
лантирадигаи жуфт функция булсин. Унннг Фурье ^атори ко­
эффициентлари учун ^унидаги формулаларнн топамиз:

Я Я

ас =  ~  j  f(x) dx= ~  J  f(x) dx,
— Я О

я  Я

ak— —  j* f(x) cos kx dx =  —  J  f(x) cos kx dx, 
e 0

я

bk— j  f(x) sin kx dx =  0.
—Л

Шундан килиб, жуфт функциянинг Фурье каторида синусли 
хадлар катнашманди, жуфт функциянннг Фурье ^атори факат 
косипусларни уз ичига олади ва бундан куринишда булади:

оо

/W== V  +  cos kx> (25.2)
k=\

бунда
я

«с = ~ | 7 (а)^л-,_
о

яО /»
я  —  I /(л) cos kx dx.я  J

о
Энди /(л) даври 2л, [ — л, л] кесмада Дирихле шартларини ка- 

ноатлаитирадиган ток. функция булсин. Унинг Фурье катори коэф- 
фициептлари учун куйидаги формулаларнн топамиз:

Я

*«, =  —  \f(x)d x=  О,Л .»—Я
Я

аА=  j  Да ) cos kx dx =  О,
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Шундай килиб, ток функциянннг Фурье каторнда озод ^ад ва 
косннуслн хадлар катнашмаиди. Ток функциянинг Фурье ца- 
тори факат сннуслн хадларни уз ичига олади ва бундан кури- 
нишда булади:

бунда

/(.v)= V  bk sin kx, (25.3)

2bk= —  | l(x) slnkxdx.
31 f I

Чикарилган формулалар, аслида ^ap цандай даврии функ­
ция хам жуфт ёки тоц функция булавермаслиги равшан бул- 
са-да, жуфт ва тоц функцияларнинг Фурье коэффицнентлари- 
ни .\мсоблашни соддалаштириш имконинн беради.

1-м и с о л .  Даври 2л булган

— х£(— л , 0), 

х € (0, л)

функцияни Фурье цаторига ёнинг.
х =  яп (бунда п £ Z) пукталарда /(л) — 0 булади, деб фараз ки- 

ламиз (18-шакл).
Функция ток;, Дирихле шартларяни цаноатлантирзди, шунга кура 

(25 3) тенглик асосида куйцдагига эга булэмчз:

и  2 С я • и  J  1 Г ■ и  J  c o s^ x  I яb. =  —  I — sin kx dx =  —  V sin kxdx =  
k я  .1 4 2  J

cos 0—cos ak __ 1 . .  . . . ;

~2k ~  2k ^

I

Демак,

2k I Q

, агар k TOi-; булса,
я

0, агар k жуфт булса.

I

-4- г-п /

Ь1 — 1, Ь} — О, Ь3 — ■

ь4 =  0. . . .
Изланаётган ёйилма
« . л  . » •



дан кборат. Бундан х — —  да

± = 1 1_
4 3

+  ^ + ' 2—  -̂ ■ ■ ■
2-м и со л . Даври 2л га тенг

I

Hr\ _  I v-1_[ — х- агаР *G( — я , 0) булса,
' 1 х, агар х £ [0, я) булса

функциями Фурье каторига ёйинг (19-шакл).
Равшанки, f(x) функция жуфт, Дирихле шартларини цаноатлан- 

тирадя, шу сабабли (25.2) муносабатга асосан

2 Ж®
я 2

=  л.

2 Г , , 2 / х siаь— —  л; cos kx dx =  — -----
я  J  л  V

о
sin  kx cos kx 

h*

= ------~(cos лк — cos 0) — —— — ((— l)fc — 1) =
л  k- n k 2

4
— агар k ток( булса,

0, arap k жуфт булса.

0, . . .

Изланаётган ёйилма куйидагидан иборат:

f{x)= —--------— ( cos х +  —cos Зх +  . .
2 я  V 32

co s  (2  п —  1)дс +  • • •  j -

4 _4
Демак, = ------- , о, =  0, а3 =  —  а 4

п 9 л

1
(2 п~  1)2

Бундан, хусусий холла х= 0 булганда ^уйидаги тенглик келиб чикади:
1

0  =  — ---------- —  ( 1  - ь  —  4 -  . . .
2 л 32

+

Г2« — 1)2 

1
бундан

-Л- =  I - _ 1
"И 32 ■ ■ (2л — 1)2

Бу катор йинщдисини билган холда

S =  1 +  —  +  — +  . . . +  — 
22 3 2  п»

ни топиш осон. Ха^и^атан,
I , !

)■



Демак,

Бундан 5  =  — , яъни
6

со

I

2 6 -§ .  [—/, /] кесмада берилган функцияларни Фурье 
цаторига ёйиш

Энди ихтиёрий 21 даврли, Дирихле шартларини цаноатлантирувчи 
f(x) даврий функцияни караймиз. х — — t урнига куйиш бизни 2лЯ

' I \даврли/^— t j  функцияга олиб келади, бу функцияни Фурье цато- 

рига ёямиз:
«о

f [ — t ) = ~  +  (оА cos kt -j- bk sin kt), 
л 1 2

A—1
zi

бунда og =  j  f{~ -t ) dt,
— Zl

Я

« * = "  | /( т / \c™ktdt'

bk =  —  | — /) sin /г/ dt.
—Л

Каторда ва Фурье коэффициентлари формулаларида янги t узгарувчидан 
эски х узгарувчига кантиб ва 

олиб, куйидагига эга буламиз:

эски х узгарувчига кайтиб ва t — ~ х, d t ~ ~ d x  эканини .^исобга



Коэффициентлари (26 2) формулалар билан ани^ланадиган
(26.1) ^атор ихтиёрий 2 1  даврли f{x) функция учун Фурье к а* 
торн дейилади.

21 даврли жуфт функция учун ^амма bk =  0 булади, демак, 
Фурье катори факат косинусларни уз ичига олади:

/(*)= Y  +  V a t cos — , (26.3)

буеаа
i i

a0 =  —  | fix) dx, ak =  —  f  fix) cos ~  d*.
о 0

2 / даврли toKj функция учун эса хамма ak =  0 ва а0 =  0 була­
ди, демак, Фурье катори факат синусларни уз ичига олади:

00
V I  l ■ яЬх 

/(*)= 2 j  bf m — > (26.4)

бунда
1

bk=  —  \ f{x)s in ~ -d x .
о

Купинча [0,/] кесмада берилган f{x) функцияни синуслар 
буйича ёки косинуслар буйича каторга ёйиш масаласи талаб 
этилади.

fix )  функцияни косинуслар буйича каторга ёйиш уч\н функ­
ция жуфтлигича [0, /I кесмадан [—I, 0J кесмага давом этти- 
рилади (2 0 -ш акл). У >^олда «давом эттирилган» жуфт функ­
ция учун Фурье катори факат косииусларни уз ичига олади. 
Агар f(x) функцияни каторга синуслар буйича ёйиш ни истасак, 
у холда функцияни токлигича [0, /] кесмадан [—I, 0] кесмага 
давом эттирамиз, бунда /(0 ) = 0  деб олишимиз керак (21- 
ш акл).

«Давом эттирилган» ток функция учун Фурье ка-гори фа- 
Кат синусларни уз ичига олади. Аслида кесмадан кесмага



-L\ О

s'у

l  Л

20- шакл. 21- ш акл.

давом эттнришни амалга оширмаса хам булади, чункн Фурье 
коэффициентларини хисоблаш формулаларида жуфт ёки тоц 
функция ^олида f  (х) функциянинг [0,/] кес.мадаги кийматлари 
цатнашади.

1-м  и со  л. f ( x ) = x 2 функцияни [0,/] кесмада синуслар бу­
йича цаторга ёйинг.

f ( x) функцияни [—/, 0] кесмага тоц давом эттириш ва ун- 
дан кеиннги даврий давом эттириш графиги 22- шаклда кур­
сатилган.

Функция тоц ва у  Дирихле шартларини каноатлантнрадп. 
Шу сабаили куйидагига эгамиз: 

i
, 2 (‘ 2 . л kx , 2 I I ,  якх  11 .Ьь == —  I jr sm  — a x — — -------г 4 cos—  -f
k I J  l l V як l Id

l \ 2 ( l3 и = — ------- cos л/г—
о / / \ ЛЙ

. 2/2H-------xsin(Л̂ )2 I
2l3 nkx----- cos-----

(л к)3 I

+  —  (cos л/г — !) ')  =  — ( (  — l)*+l —  4- —  ( (— l)ft — 1) Y
(лА>)3 J  I \ я к  (л/г)г I

Изланаётган ёйилма куйидаги куринишга эга:
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2- ми с о л. f(x) =  sin х функциями О, кесмада косииуслар

буйича каторга ёйинг.
Жуфт давом эттириш ва ундан кейинги даврий давом эттириш 

буйича графикпи ясаймиз (23- шакл). Функция жуфт функция, Ди­
рихле шартларини цаноатлаитиради. Бунда I — Шу сабабли, (26.3) 

га биноан кунидагига эгамиз:

Я  2

23- ш акл. 

4а0 =  2 ---- sin xdx — — ( — cos х)л .1 л

п/2

О

_4_
л

я '2  я/2
4 (’  4 Г 1ak — ~  j s inх cos2 kxdx= —  \ — (sin(2 k +  l)x

1 cos (2k +  I)jc]+

2k +  1 2k
1 \ ______4_ 1
— 1) n 4fe2 — ;

-4----- -— cos(2fe — \)x ) |Я/* — —  (
2k- 1 J\0 n V

Демак,

f(x)= — ------ - cos 2x+  -J-COS 4x +  — cos 6x +  . . . V
л  л  \ 3 15 35 )

x — 0 да кунидагига эгамиз:

о - ± - ± У  "n n
Бундан

4*2—1
A=1



Г з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ф ункциянинг бирор коордииаталар бошига ннсбатан симметрик нн- 
тер валдаги  ж уф тлик ёки то^лик хоссаси ннмадан нборат?

2. [—я ,  я ]  кесм ада ж уф т функциянинг Ф урье коэффициентлари учун фор- 
ы улалар  чикаринг.

3. [—я ,  л ] кесм ада то^ функциянинг Ф урье коэффициентлари учун фор- 
ы улалар  чикаринг.

4. 4372, 4376, 4373- масалаларни  ечинг.

27- § . Фурье интеграли

fix) функция .v£(—оо, о о ) да Ганшуганган ва шу интервалда аб­
солют интегралланувчи булсин, яъни

то
j  \f{x)\dx=Q (27.1)

бунда

хосмас интеграл мавжуд булсин. 1\аралаётган функция шундан бул- 
сиики, у  ихтнёрин ( — 1,1) орали^да Фурье каторига ёйилсин:

/(*)= у  +  2 3  ( G*C0S +  sin Т * ) ’ (27-2)

а к =  у  (7  (/) cos bk =  ~  [  /.(0 sin ~  dt  (27.3)
— I  — 1

(агар ak нинг формуласида k — О деб олинса, а0 коэффициент хосил 
булади). Коэффшшентларнинг (27.3) ифодаларини (27.2) каторга 
куйиб, куйидагиии топамиз:

/(*)= —  J № ^  +  т 5 ] (  I /(0cosТ cosТ  +
— I *-=i -/

1 1л . т  23 ( f/(/)sin т  л) sin Т  = 1Г ] /(°d/+
*=  I —I —I

сс I
I 1 Г с/л !  k n t knx . Ы  knxV  j .Ч----- - Л  I f(/) cos — cos----- b sin —  sin — Ы/

/ *mA J  / / I 1 Г

еки

f / ( 0 * + - f 2 S  f / W c o s ^ y - ^ л .  ( 2 7  4 >
— I A=I —I

Энди / ни чексиз катталаштирамиз ва бунда (27.4) форму­
ла нимага утишини танннланган х да к араймиз. Шу ма^садда 
бундан ^илиб оламиз:
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л  2л kn
=  Т". =  a k+\ — *k =  ~ ■f * / ’

Энди бизни цизиктираётган (27.4) иирииди цуйидаги куршшшни 
олади:

I оо I
f(x)=  - -  \ f{t)dt +  V (  | /(OcosaA(/ — X)dt)tak. (27.5)

—I к= I —I
Бу ифоданинг у нг кисмидаги биринчи чад I -*■ оо да нолга иитилади. 
Хацицатан,

(

i r  f / » л
—I

4  Й «'> 1 л < -5 -  f l « 0 trf< =  —-0 —0. 
-1/ —

бунда /(*) функциянинг абсолют интегралланувчн булишииинг
(27.1) шартидан фондаланилган.

(27.5) ифоданинг унг цисмидаги иккинчи хад а  га боглиц
i

1 1 / (/) cos а(/ —х) dt.
71

- 1

функциянинг [0, оо) оралицда тузнлган интеграл ингиндисини 
эслатади. Шунинг учун I-*- оо да (27.5) икки каррали интегралга 
утишини кутиш табиий:

оо оо
I

Бу формуланинг унг цисмида турган ифода /(х) функция учун 
Фурье интеграла дейилади. Бу тенглик /(х) функция узлуксиз 
булган нуцталарнинг хаммасида уринли. Узилиш нуцталарида 
эса

эс «о

—  fd a  f/(/)coscc(/— x ) d / -  /(х + 0) + /(х 0)
0 —С»

тенглик бажарилади, яъни унинг чап ва унг лимитишшг урта ариф­
метик цийматига тенг булади.

Агар айирманииг косинуси формуласи

cos a  (t — х) =  cos at cos а  х + s in  a t  sin а  х
дан фойдалаиилса, у холда Фурьенинг интеграл формуласи (27.6) 
куйидаги куринишни олади:

оо оо

f(x)=  -у- J  ̂ j  / (/) cos ос t dt'j cos ax  da -f-
0 - »
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оо со

+  —  | f (/) sin о. tdt  ̂sin ctxd u  (27.7)
О —с»

ёки т

/'(л)= j  (a(«)cosa.v - f  fc (a) sin a  x) da, (27.8)

бунда ao oo
a(a) =  —  [ f(t) cos a t  dt, b (a) =  —  \ f (t) sin at dt. 

я J я ,J-OO —CO
Фурье кат°Рн билан ухшашликни пайкаш осон: йигинди 

белгиси интеграл белгисн билан алмашди, бутун сонли k пара­
метр урнига узлуксиз узгарувчи а  параметр келади, а  (ос) ва 
Ь(а) функциялар Фурье коэффициентларнни эслатади.

f(x)  функция жуфт ёки ток булган холларда (27.7) Фурье 
интеграл формуласинииг хусусий холларини караймиз. f(x) 
жуфт функция булсин, у холда f(t)cosat хам жуфт функция 
булади, j( t)s in a t  эса ток функция, биз кунидагига эга була­
миз:

оо

| f (t) sin a t  dt — О,
" “ со

СО со

j f  (0 cOS atdt =  2 \ f  (t) cos a  tdt.
— со 0

(27.7) формула жуфт функция учун бундай кчринишнн олади:
со со

f  (а) =  — | | / (t) cos a  / d/j cos ос .гd a . (27.9)
о о

Энди f  (х) — ток функция булсин. Бу холда / (/) cos a t  — ток 
функция, / (/) sin a  г1 эса жуфт функция булади, биз куйндагига эга 
буламиз:

 ̂ f  (t) cosat dt =  0, \ f  (t) sin a  t dt =  2 j f  (f) sin a  t dt.
— oo — 0

Toi  ̂ функция учун (27.1) формула бундан куринишни олади:
оо оо

f ( x ) ~ — j* ( j  /’ (0 s in a f  dtj s in a x d a . (27.10)
о о

28- §. Фурье интегралининг комплекс шакли
Фурье интегралини комплекс шаклда ифодалаймиз. (27.8) 

формулага кура:
со

f  (х) =  J (a (a) cos a  х — b (a) sin a  v) d a, (28.1)
в

ео



ос

а ( a ) = - ^ j  / (/) cos сс / dt,

(28.2)
■х,

Ь (a) = — | f (t) sin a  / dt.
— a

Эйлернннг трнгонометрнк функцияларнн курсаткнчли функ­
ция бнлан борловчи машхур формуласндан фойдаланамиз:

е1 ф =  cos ф +  i sin q:, г  =  — 1.
Бу айниятдан осонлнк билан

е̂ _ и е-1Ч
cos ф —---------------, smcf —----------------

2 2i
тенгликларни хосил килиш мумкин. Шу сабабли [бундан ёзиш м} м- 
кин:

бунда

cos а  х — ■

sm ax  =  - 21
Буларни (28.1) формулага куйиш цуйидагшш беради:

ei a x ^ e — i a x  gi  а х _e— i a xJr  г л п  х -- t a x  t a x  —l a x .
(а ( а ) -------- ------------ f-b (a)  --------—-------  d a  =

0
00

=  J  j  (a (a) — ib ( a ) )  eiax  +  (a ( a )  +  ib ( a ) )  e~iax) da. (28.3)

Бундай белгилаймиз:
с (a) =  л  (a (a) — ib (a)).

(28.2) формулалар буйича a  (a), b (а) лар учун

с (a) =  | f  (t) (cos a  t — i sin a t) dt =  \ f(t)e~ l a i dt (28 4)
—  30 ---oo

ни топамнз. Ш\ндан кейин с (а) цушма комплекс сонни топамиз: 

с (а) = п  (а (а) +  ib (a)) =  Г / (t)ela t  dt.
—-“Ю

Агар с (a) =  с (— а) деб белгиланса, у  хочда (28.4) формула барча 
а  ларда, яъни мусбат а  ларда хам, манфий а  ларда хам с (а) ни 
аишутайди. с (а) функцияни (28 3) Фурье интегралига куйиб, ^уйида- 
гини топамиз:
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J _  r
2 я .

Я  Г

f W — тг- f  (c (a ) e‘ “ '  +  c (—a) e~I a *) d a  =  Г с (a) e‘ a ' d a  - f
£ TX a I ^ 31

0

- j с (— a) e~ ax d a  =  j' с (a) e a * d a  4 -
o о

— Г5 ОС
+  —  ̂ с {rt) e a * d (— a) =  ^ -  [ с (a) e‘ a * d a  +

0 0

^
-i— — Г с (zl) e a * d a  =  —  ( с (a) e1 “ * d a .

2 л J 2 л J  w
— 30 —X)

Шундай килиб,
30

/ (*) =  ^  J c ( a ) e ,3jr d a , (28.5)
— 00

бунда

с (a) =  J  f(t)e~ i a t dt.
‘— oo

Охирида Фурье интеграли бундай куринишни олади:

/ М = ̂  f ( J  е-‘a (|-*» / (О Л) da (28 6)
— зо —оо

(28.5) ва (28.6) формулаларнинг унг кисмлари комплекс шаклдаги 
Фурье интеграллари дейилади.

29-§. Фурье каЮрининг комплекс шакли

Ф\рье каторларини комплекс шаклда тасвирлаш хам Фурье ин- 
тегралларини тасвирлагандек амалга оширилади. / (х) функциянинг 
Фурье каторига эга булайлик:

оо

/ (*) =  -г  V 1 (ak cos kx +  bk slnkx), (29.1)

6} ида

a .~  — Г f (x) cos kx dx, 
я  J

Л
1

— П 
Л

(29 2)

bk— — J  f (x) sin kx dx.
— Л
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Эйлернинг
Jt* .

cos kx --------—------ , sin&.v =
21

формулалар» буйича алмаштирншЛарни бажарамиз Бу урлда (29.1) 
ни бундай ёзгмиз:

г / ч • S*x -  <-~lkx и fikx ~  e~ikx/ (x) =  - °  +  V  К  ------- -------- b k ------- - ------ 1 =
*=1

I _

+  {eikx (a> ~  ibJ + e ~ l t x  (°* ibk))’ (29 3) 
* i

ck — ak — ibk белги пашни [киритамнз. У [холда (292) формулаларга 
к\ра

Я  Я

ск =  — j  / (х) (cos k\ — i sin kx) dx =  j  f  (x) e~~!kx dx. (29.4)
—  Я — Я

Агар (29.4) формулада k ни — k билан алмаштнрилса, ундан

с к =  a k +  i b k

комплекс сон келиб чикади. Шу сабабли бундай белгилаш мумкин:
Я

сь =  с »=  -  Г f  (X) е,кх dx,| f (х) е,кх dx. (29.5)

Я
1 ^а0 =  — J / (х) dx булгани учунЗуни k =  0 да ак нинг (29.2) форму-

—  Я

ласидан топиш мумкин. Шу сабабли а0 =  с0 деб ёзиш мумкин. Ки- 
рнтилган алмаштиришларни хисобга олиб (29.3) цаторни ушбу

/ w  = : ^ л + < ■ »  ^ . + ' 5 ;
А  г  v*-i ‘ Я  >

ёки цисцароц

/ м ч - V ,‘ 2 _
* = —  о

куринишда ёзиш мумкин, бунда ск = '— [  7  (х) е 1кх dx. Шунинг узи
П

— я
Фурье каторининг комплекс шаклидир.

Топилган натижанн комплекс шаклдаги Ф\рье интеграли билан 
таццослаймиз. Унда ск сонлар
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(■ (а) =  \ f (0 е ‘ ' dt
— -х

функция билан алмашинади, бу функция а  билан биргаликда \зга- 
ради.

йиринди эса кунидаги

| с (а) i  а х d а
—• эо

интеграл билан алмашинади.
Комплекс шаклдаги интеграл

[ ^ f  f(l)e~ i a t dt] ei a x dn
— У. —' 00

ёки цисца

f { x ) — \ с (а )е  а* d a ,
—-т>

тоJ п  .

бунда с (а) =  —  \ f (/) е~ “ dt, каби ёзилади а  тулцин сон дейи-
2 x i j

— да
лади, г/ — оо дан +  оо гача хамма ^ийматларни ^абул килаДи- 
с (а) функция спектра г зич.гик ёки спектрал функция деб аталади.

30- §. Фурье алмаштириши

f  (t) функция берилган булсин.
00

F ( a ) =  ~ =  [ f ( t ) e - l a t d t  (30.1)
1 2 я  J

— Оо
функция f( l)  функциянинг Фурье алмаштириши дейилади. Агар 
f(x )  функция учун комплекс ш аклда олинган Фурьенинг интег­
рал формуласи уринли булса, у холда (28.6)га биноан:

оо

/(*) =  —!=  Г F (a)e ia x  d a . (30 2)
/ 2  n J  

•—00
Бу функция F (а) функция учун Фурьенинг тескари алмашти­
риши булади. F (а) функцияни (30.2) интеграл тенгламанинг 
ечнми сифатида ь;араш мумкин (}(х ) функция берилган, F (а) 
функция изланади).
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1. Ф урьен и н г синус ва косинус-алм аш тириш лари .

Ф (а) -  у '  1  | / (0 sin a t  dt (30.3)
о

фуакцияии f (t) функция учун Фурьенинг синус- алмаштириш три. 
дейишга келишиб оламиз. (27.10) формуладан

/ ( а )  =  "J | Ф ( a )  sin а  xda, (30.4)
о

яъни f(x) функция уз навбатнда Ф(сс) функция учун синус- 
алмаштириш булади. Бошкача айтганда / ва Ф функциялар 
узаро синус-алмаштиришлардир.

Шунга ухшаш,
___  со

F (а) =  1 | / (0 cos а  / dt (30.5)
г ^  с/О

функцияни f(t)  функция учун Фурьенинг косииус-алмаштириш- 
лари деймиз. Агар f(x) функция учун Фурьенинг интеграл 
формуласи уринли булса, у холда (27.9) формуладан:

__ _ оо

f (.v) = |/"~  j F (a ) cos axel a, (30.6)
o

яъни f(x)  функция уз навбатида F (а) учун косинус-алмашти- 
риш булади. Бошкача ангганда / ва F функциялар узаро коси- 
нус-алмаштиршилардир. (30.3) функцияни (30.4) интеграл тенг- 
ламанинг ечими сифатида цараш мумкин (/(х )— берилган, 
Ф(ос)— нзланадн), (30.5) функцияни эса (30,6) интеграл тенгла- 
манинг ечими деб цараш мумкин (/(х )— берилган, F (а ) — 
изланади).

2. Фурье алмаштиришларининг хоссалари. Фурье алмашти- 
рншларииинг бир нечта хоссасини таъкидлаб утамиз.

а) Агар f(x)  функция (—оо,оо) оралнкда абсолют инте- 
гралланувчи булса, у .^олда F(x) функция барча х лар учун 
узлуксиз ва \х\ —>-оо да нолга интиладн.

б) Агар х" I(х) (гн^.Х) функция (—о о ,  оо) оралнкла абсо­
лют интегралланувчи булса, у з^олда F(x) нинг п марта .хреи- 
ласи мавжуд, шу бнлан бирга

вс

F<k) (х) =  Ь Ж . Г ; (/) t'!e~itxdt. k =  Т7п 
, 2 л  J

—оо
ва бу хосилаларнинг хаммаси |.v| —► эо да ио.:га имтнла.ди.
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в) Aiap f  (х) функция (— оо, оо) ораликда абсолют интегралла-
X

нувчи б) либ, | х | оо да |’ f(t)dt-+ - 0 булса, у холда
в

03 J

|' [  С f (a) d а ) dt =  F (х).

г) Агар /(я) функция узлуксиз ва |х|-+-ос да нолга ин- 
тилса, f'(x) эса (—оо,оо) ораликда абсолют интегралланувчи 
булса, у холда

00

— 1—  Г Г {t)e-ltx d t=  — -Z -F  (х).
I 2л   ̂ 1

Охирги икки формуладан кунидаги хулосани чикариш мум- 
кин:

f(x)  функцияни" дифференциаллашга унинг алмаштирил-
ган F (х) функциясининг— га купайтирилгани жавоб беради,
интеграллашга эса унинг шу ми^дорга булингани жавоб бе­
ради.

Мисол сифатида Фурье алмаштиришларини баъзи интеграл- 
ларни ^исоблашга куллаймиз.

1-м и со л. / ( а )  — е~"х (а >  0, х >  0) функция берилган булсин. 
Бу функция барча х > 0 лар учун интегралланувчи ва ^амма жойда 
хосилага зга. Булаклаб интеграллаш ёрдамида Фурьенинг синус 
ва косинус-алмаштиришлариии топамиз:

_ эс __

F (t) =  | J е~аи cos iu du ==■ j  Г  — —-—
с

г

п а2 + 1Ъ

ф(0 = ~ J е aU Sln tudu = У "7 a \ Р
О

У холда (30.6) ва (30.4) формулалар куйидагиларни беради:

_ „х 2а соь/дс , ,  пе а =  —  1 -------  dt, х >  0 ;
я J а* +  Ро

оо_ а,  2 р /sink: ,, nс — — ------- d/, х >  0.
. - i j  a* +  P
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2-м и со л .

f (х) -

1, 0 < х < а  учун,

—, х =  а 
2
О, х >  а

учун,

учун

булсин. Фурьенинг косинус- алмаштириши цуйидаги куринишга эга 
зкани равшан:

а

1 /  2 sin  a  t 
л ~~Г 'F ® - V \  1о

бундан (30.6) га биноан

cos tu du =

2 i* sina/cocx<
J ' /о

dt

1, 0 <  x <  а уч) и, 

учун,—, x =  a
2
0, x > a учун.

Хусусан, x =  a да

sin  2at1   I i sin  2
•2 я J t

о
I ,  л Г sirо — — деб олинса, у .\олда — =  I —

dt.

sin  t dt.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у й  с а в о л л а р

1. Ф урье интеграли деб иимага айтилади?
2. Функцияни Ф урье интеграли билан тасвирлаш  шартини к>рсатннг.
3. Ж уфт ва  тоц функциялар учуй Ф урье интеграли цандай ёзилади?
4. Ф урье интегралининг комплекс шаклиии ёзииг.
5. Комплекс ш аклдаги  Ф урье цаторини ёзинг.
6. Ф урье алмаштиришларининг таърифини беринг.
7. Фурьенинг синус- в а  косииус-алмаштиришлари нима?
8. Ф урье алмаштиришларининг хоссаларнии айтинг.



10- б о б

КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

1- §. Икки улчовли интеграл ва унинг хоссалари

Бир узгарувчининг функцияси дифференциал хисобн тушун- 
чалари ва усуллари 7- бобда исталган сондаги узгарувчининг 
функцнясн учун жорий килииган зди. Интеграл хисобнинг асо- 
снй гояларини >̂ ам куп узгарувчили функцияларга кучириш 
мумкин, бу фикр энг аввал интегралнинг аник турдаги h h f h h - 
динпнг лимиты эканлиги х.акидаги F o n r a  тегишлидир.

Оху текисликда L чизик билан (ёки бир неча чизнк билан) 
чегараланган ёпик D сохани караймиз. Шу сохада узлуксиз

функция берилган булсин. 1\уиидаги амалларнн бажарамиз:
1) D со\ани .\ар кандай чнзиклар билан (хусусий ^олда бу 

чизиклар Ох ва Оу координата укларига параллел тугри чн­
зиклар булиши мумкин) п ихтиёрий кисмга буламиз:

бу кисмлаРН11 элементар юзчалар деб атаймнз ва шу символ- 
ларнинг узи билан тегишли юзчаларнинг юзларини белгилай­
миз.

2) Бу A S j юзчалвршшг ^ар бирида биттадан Pi (х,-, у() пукта ола- 
миз, бу нукта юзчага тегиш ш булиши шарт. п та нуктага эга б\ ia- 
миз (24- шакл):

2== f(P) ёки z =  f(x ,y )

3) Танлаб олинган нукталарда 
z =  f(P) =  f  (х, у) функция кий- 
матларини хисоблаб, ушбу га эга бу­
ламиз:

f(P l) =  f(xl , У1), f ( P j  =
=  f ( x *  Уг), ■ ■

с

24- шакл.
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4) Ушбу куринишдаги купайтмани тузамиз: / (Я,) Д S ; =  / (х{, у{) • Д
П п

5) Бу купайтмаларни йнрамиз: V  f  (Р$ Д 5,- =  f ( x {, «/,) • Д S-.
P i  “

Бу iinFUHAHHii z = f(P )= f(x , у) функция учун D сохада интеграл 
йигинди деб атаймиз. Бу интеграл йигинди бир хил п да D со­
баки AS,- ларга булиш усулига ва х.ар бир кием ичида Р£ нук­
та ни танлашга боглшу

Шундай цилиб, тайинланган п да интеграл йигиндилар кет- 
ма-кетлигига зга буламиз. п-*-ос да Д5 t- юзчалар диаметрла- 
рининг энг каттаси нолга интилади деб фараз циламиз (юзча- 
никг чегараендаги нуцталар орасидаги масофалардан энг кат- 
тасн шу юзчанинг диаметри деб аталади). ^уйидаги тасдик 
уринли.

Т е о р е м а .  Агар чегараланган ёпиц D сохада z= f(P ) =  
=f(x, у) функция узлуксиз булса, у холда бу сохани щемларга 
булиш сонини S S i юзчалар диаметрларининг энг каттаси нолга 
интиладиган 1\илиб катталаштирилганда (п-*-ос)

* F ( P , ) A S i =  V/f c,  y j b S i
i = i i= i

куринишдаги интеграл йигиндиларнинг лимити мавжуд брлади.
Бу теоремани исботсиз цабул киламиз.
Бу лимит D сохани Д 5,- цисмларга булиш усулига ,\ам, \ар цак- 

си кием ичида Pi нуцтаии танлаш усулига хам борлиц булмайди, 
z =  f  (Р) =  f  (х, у) функциядан D со^а б\ йича олинган икки улчовли 
интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

f j 'f(P )d S  ёки f| 'f(x ,y )d S .
"d  V

Ш_ ндай цилиб, таъриф ва белгилашларга биноан ушбуга эгамиз:

еки

f f  f(P )d S =  lim V f  (/>,-)
V  rriaxdiam Д  S i  -*0 'I*-

L> *■ L

[ j ' f ( x ,y ) d S =  .j,

A S ;

=  lim 0 ) a s
maxdiam Д S j -»0

Бунда D шггеграллаш со.\аси, 
f  (P) — f  (x, у) интеграл остидаги 
функция, f (P) aS  =  f (x, y) dS ин­
теграл остидаги ифода, x, у инте- 
граялаш узгарувчилари, dS юз эле- 
менти дейилади.
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Икки улчовли интеграл D сохани кисмларга булиш усулига бсг- 
лик булмаганлигн учун уни координата тар утуирига параллел тугри 
иизиклар билан томонлари A xit А г/(- га тенг булган тутри туртбур- 
чакларга булиш мумкин (25- шакч), бунда

A 5,- =  А л,- Д у(.

Икки улчовли интегралнинг таърифига биноан:
П

Г Г / (х, у) dS =  lim v  / (*,-, yt)  A.v Д у£.
1 J v  axdiamЛ  S i  f " *D 1 1=1

Шунинг учун икки улчовли интегралии

f j  f (x. У) dx dy

каби белгилаш мумкин.
Шундай килиб,

П
\ f /(Л-, у) dxdty =  lim  У  f yL) \ x i А г/,-.

maxdiam Д S i  ->0 |
D 1 i = l

tixdy нфода юзнинг декарт координаталаридаги элемента дейи- 
лади.

Икки улчовли интегралнинг геометрик маъносини аниклаш 
учун куйидаги тушунчани киритамиз.

Т а ъ р и ф. D соха, тенгламаси z = f(x ,y)  дан иборат осирт, 
нуналтирувчиси г .\амда ясовчплари Oz увда параллел булган 
цилиндрик сирт билан чегараланган жисм цилиндрик жисм деб 
аталади.

Агар D сохада }(х, у ) ^ 0 булса, у хотда хар бир 
f(P i) A S i =  f(xi, y J I S i

кушилувчини асоси A S { дан, баландриги эса f(P I-) =  f{xi, y i) дан 
иборат кичкина цилиндрик жисмнинг .\ажмн сифатида геометрик тас- 
вирлаш мумкин (26-шакл). Бу хотда

V / ( P .) Д 5 . =  V  /(v. y.) 1 S l
i=l i=I

интегра.I иптиди курсатнлган цилиндрик жисмларнинг .\ажм- 
лари нппшднсидан, бошкача айтганда, бирор зинапоясимон ци- 
лнндрик жисмнннг хажмидан иборат булади. f(P )= f(x , у) функ- 
цпядан D соха буйича олинган икки улчовли интеграл куйидан 
D со\а билан, юкоридан эса z = f(P )= f(x , у) сирт билан чега- 
ралаиган пилиндрик жисмнинг V ^ажмига тенг булади:

V -  Cf i ( P ) d S =  J| f(x, у) dS,
'aj D
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7  = *. Э ) > (*  Ьбунда D соха г =  f (Р) =  f (х, у) 
сиртиннг Оху текисликдаги проек- 
циясидир. Инки улчовли ннтеграл- 
ккнг геометрии маъноси шундан 
иборат.

Агар D сохада интеграл ости- 
дагн функция f(P )= f(x , у) =  1 
булса, у холда инки улчовли 
интегралнинг кийматн сон жихат- 
дан ннтеграллаш сох.аси D нинг
5  юзига тенг булади:

dxdy.
'D

( 1. 1)
Агар интеграл остидаги фуни- 26-ш акл

ittin f(P )= f(x , у) сохада масса
таксимланишинннг зичлиги булса, у холда икки улчовли ин­
теграл D пластиниага жойлашган модда массаси т  ии бе- 
ради:

5  =  [  j* dS ёки 5

I
\

-  1 / О -J,---
/  1

т =  j  j  f (Р) dS =  f f f  (x, y) dS. (12)

Ииии улчовли интегралнинг механик маъноси шундан ибо­
рат.

Икки улчовли интеграл аниц интегралнинг ^амма хосса- 
ларига эга, икки улчовли интеграл аниц интегралнинг бевосита 
умумлашмасидир. Икки улчовли интеграллар хоссаларининг 
исботи аниц интегралнинг мос хоссаларини исботлагандек ба- 
жарнладн. Шу сабабли икки улчовли интегралнинг хоссалари­
ни, баъзи холларда геометрик интерпритациялаш билан чекла- 
ииб, исботсиз келтирамиз.

1- х о с с а .  Узгармас купайтувчини икки улчовли интеграл 
бглгисидан ташцарига чнцариш мумкин, яъни агар k — узгар­
мас сон булса, у ^олда:

\ f k f  (х, у) dS =  k [ " / (x, у) dS.
'if 'd

2 - x o c c a .  Бир неча функциянинг алгебраик йигиндисидан 
олинган икки \лчовли интеграл кушилувчилардан олинган ик­
ки улчовли интегралларнинг алгебраик йигиндисига тенг (ик- 
кита цушилувчи булган >{ол билан чекланамиз):

(f (х, У) ± Ф (*, у)) dS =  j  f f  (.V, у) dS  rh f f  ф (x, y) dS.
D D D

3 - x o c c a .  Агар D интеграллаш сохаси бир нечта ^исмга 
б>лннса, у .\олда бутун со^а буйича олинган икки улчовли ин­
теграл ^ар цайси цисмдан олинган икки улчовли интеграллар
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йигиндисига тенг (иккита кием 
булган хол билан чеклапамиз, 
27- ш акл ):

\\ f  (х, У) dS  =  \ J  / (.V , у) dS +

-  j j  f (х, у) dS.

6 j A 4- x о с с а. Агар интеграллаш
сохасида интеграл остидаги функ-

27- шакл. ция уз ишорасини узгартирмаса, у
холда икки улчовли интеграл шу 

ишорани саклайдн, Гошкача амтганда, агар D сохада / (х, у) >  0 булса, 
у  холда j  /(х, у) dS >  0; агар D сохада / (х, у) 0 булса, у  >:ол-

ъ
да

f(x, у) d S < 0.
Ъ"

5- х о с с а. Агар интеграллаш сохасида иккита функция би­
рор тенгсизликни каноатлантирса, у  ^олда бу функциялардан 
олинган икки улчовли интеграллар хам шу тенгсизликни кано- 
атлантчради, бошцача айтганда, агар D сохада f  (х, у ) ^ ц  (х,у) 
булса, у ^олда

f j  f(x, У) dS >  j j  (x, у) dS.
*D D

У р т а  к и п м а т  х а к и  д а  т е о р е м а .  Агар }(х ,у )  функ­
ции ёпиц чегараланган D сохада узлуксиз булса, у уолда бу со- 
хаОа шундай Ро(х0,у0) нуцта мавжудки, D соха буйича олинган 
икки улчовли интеграл интеграл остидаги функциянинг шу нуц- 
тадаги цийматини D интеграллаш со^асининг юзи S  га купай- 
тирилганига тенг:

j  j  f(x, У) dS =  f (х0, y 0)-S .
D

Бу теореманинг геометрик интерпритациясн куйидагидан 
иборат: агар D сохада f ( x , y ) ^ 0  булса, у холда цилиндрик 
жисмнинг хажми шундан цилиндрнинг хажмнга тенгки, бу ци- 
линдриинг асоси цилиндрик жисмнинг асоси D га, баландлиги 
эса интеграл остидаги f(x ,y )  функциянинг D соханинг бирср 
Р0 (.■•■„, и0) нуктасидаги f  (х0, у0) кийматига тенг. Функциянинг

П f  (*> у) dS 
f(x0, У о) — ~~-----^-------

киймати / (х, у) функциянинг D со <адаги у рта кийматн дейилади 
(28- шакл).
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И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н  л и г и  a i\ и д а т е о ­
р е м а .  Агар f ( х, у) функция ёпиц D сохада узлуксиз цамда № 
ва т  — унинг шу со.\адаги энг катта ва энг кичик цийматлари 
булса, у \олда икки улчовли интеграл энг кичик цийматнинг D 
интеграллаш сохаси S  юзига купайтмаси билан энг катта ций- 
матнинг шу юзга купайтмаси орасида ётади (яънн функция 
чегараланган б>лса, икки улчовли интеграл ^ам чегараланган- 
днр):

in-S  <  ( j  f (х, у) dS <  M -S.
'd

Бу теореманинг геометрик интерпритацияси бундай: агар 
D сохада f(x, у ) ^ 0 булса, у уэлда цилиндрик жисмнинг хаж- 
ми асосларн шу цилиндрик жисмнинг асоси D га, баландлик- 
ларн эса мос равишда D сохада энг кичик m ва энг катта AI 
цийматларга тенг булган цилиндрлар хажми орасида ётади 
(29- ш акл ).

М и с о л .  {^уйидаги иккн улчовли интегрални ба^оланг: 

f j  \f  1 — г 2 — i f  dS,

бунда интеграллаш сохаси D маркази координата lap бошида булиб, 
радиуси г =  1 га тенг доирадан иборат. Шунингдек, интеграл ости­
даги z =  I 1— ,v2—у2 функциянинг D сохадаги урта цийматини то­
нн нг .

Е ч и ш.  Интеграл остидаги функция маркази коордикаталар 
бошида, радиуси r=  1 булган юцори ярим сфера шаклида гео­
метрик тасвирланади. Равшанки, бу сох.ада М =  1 ва т  = Ога 
эгамиз. Интеграллаш сохаси D дойра булиб, бу доиранинг юзи 
5 = л г 2=п:12=л; (кв . бирлик). Бахолаш хакндагн теореманн 
цуллаб, цунидагинн топамиз:
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0-л < f j* j/ ”I — x-—у2 dS  <  1 - л.
D

Демак, икки улчовли интеграл- 
нипг киймати

О <  | j  ) 1 — х2 — у2 dS  <  л

тенгсизликни каноатлантиради.
2 = > i — х2 — у2 функциянинг 

у рта киймати .\ацидаги масалани 
ечиш учун олдин маркази координа- 
талар бошида, радиуси г =  1 бул­
ган D доирада

30- ш акл. I I ]  1 —  Xй — у2 dS
dl

интегралнинг кийматини топамиз.
Икки улчовли интегралнинг геометрик маъносидан бу кий- 

мат радиуси г — 1 булган юкорн ярим сферанинг ^ажмига тенг^ 
шу сабабли

f [ ] I — xz — у2 dS — —л (куб. бирлик).
V  3

Энди урта циймат хакидаги теоремани куллаб, функциянинг у рта 
кийматини топамиз:

/ (*о> Уч) —

2
— л3

Функция урта цийматларига эга буладиган нуцталарни то- 
пиш ^ам цийин эмас:

> 1 — х2 — */2 =  —, бундан x2 - f У2 =  ~  

Шундай цилиб, функция урта кийматига

X -г У' — ~*  9

айлана нуцталарида эришади (30-шакл).

2 -§ . Уч улчовли интеграл ва уиинг хоссалари

Уч улчовли интеграл ^ам икки улчовли интегралга ухшаш 
аннцланади. Эндн фазонинг бирор со со.^асида ва шу со.\анинг 
а  чегарасида аннцланган учта узгарувчинипг узлуксиз функ- 
цняси
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и =  f'{P) ёки и — f [х, у , z)
ни караймиз. 1\уйидагиларни бажарамиз:

I; о  co\airu хар хил сирт пар (хусусан бу сиртлар координаталар 
гекисликларига параллел текисликлар булиши мумкин) билан п та 
кхтиёрий жисмга буламиз:

Дсо„ Дсо2, . . Дсо-...........Дыл,

бу жигмларни биз элементар ,\ажмлар деб атаймиз ва тегишли жисм- 
ларнинг ^ажмларинн хам худди шундай белгилаймиз.

2) Хар бир Д со,- (i — I, л) элементар хажмдан биттадан Pi (дс(, у( f 
z-) нукта олиб, п та нуктага эга буламиз:

(Л1. У It Zl)> P-i (*2> У ъ  z i)< ■ ■ •»

Pi (ХГ Уr  Z<>’ • ■ •. Р„ (х„. УП• z-)
3) Таплаб олинган нукталарда и =  j  (Р) — / (х, у, z) функциянинг 

Кийматларини хисоблаймиз:
f(Pi) =  f  (*i, Ух, гД  f  (Рг) =  1(х., уг, г ,) ...........

-  f (xt, г/,, г(), .. f(P„) =  / (.v.t, г/г>, z j .

4) Ушбу
f(P,-) Д ©,. =  /(*-,■, yt, zL) Д o)j

куринишдаги купайтмаларни тузамнз.
5) Бу куиайтмаларнинг нигиндисини хосил киламиз:

<=1 i=i
Еу йигинднни со сохада и =  f  (Р) =  f  (х, у, z) функциялар учун ин­
теграл йигиндн деб атаймиз. п нинг тайинланган кийматларида бу 
интеграл йигиндн со со.^ани До,- цисмларга булиш усулига ва хар 
бкр бундай кием ичида Pl (v,-, у,, нуцтани танлаш усулига бор- 
лик. Шундай килиб, тайинланган п да интеграл йигиндилар кетма- 
кетлигига эга буламиз. Д со,- элементар хажмлар диаметрларининг энг 
каттаси (maxdiam Д со,) п->-оо да нолга интилади деб фараз киламиз 
(Д со(. хажмнинг диаметри деб унинг чегарасидаги нукталар орасидаги 
маесфаларнинг энг каттасига айтилади). [\уйидаги тасдик уринли.

Т е о р е м а  Агар и — f (Р) = f (х, у , z) функция ёпик чегаралан- 
ган со сохада узлуксиз булса, у холда бу сохани Дсо кисмларга 
булиш сонининг opmuuiu билан (п —*■ ос) элементар хажмлар диа­
метрларининг энг каттаси нолга интилса,

П

куринишдаги интеграл йигинди гарнинг лимита мавжуд булади.
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Бу лимит со сохани Лю,- цисмларга булиш усулига хам, %ар бир 
кием ичидан Я, нуктани танлашга \ам боглиц. эмас.

Бу лимит и — / (Р) =  f  (v, у, z) фупкцнядан со соха буйича олин­
ган уч улчовли интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

j  И f  (Р) Jco= J j j  f  С*. У’ z) d a -
* <Ь О)

Шундай килиб, таъриф ва белгилашларга мос равишда ушбуларга 
эгамиз:

П
[\\ f (Р) а со =  lim v  / (Р() А со;
». • с m ax diam  Дсо/ f - *и * 1—1

ёки

\ [ / (-V, У, z) da  =  lim V  / (Х[., у; , z() Л со,..
v - J  max diam  Л а)/->0о 1 1=1

Б\ нда со — интеграллаш сочаси, f  (Р) — f  (.у, у, г) — интеграл остида­
ги функция, / (Р) d a  =  / (х, г/, z) rfco— интеграл остидаги ифода, d ю 
эса хажм элементи деб аталади.

Уч улчовли интеграл со сохани кчечларга булиш усулига боглиз* 
булмагани учун vmi икки улчовли интегралга ухшаш бундан белги- 
лаш хам мумкин:

j  \ f f  (*. у, z) dx dy dz,
СО

бунда dx dy dz ифода декарт координаталаридаги хажм элементи 
дейилади. Уч улчовли интеграл содда геометрик маънога эга эмас. 
Аммо интеграл остидаги функцня со сохада / (Р) =  f (х, у, z) =  1 
булса, у  холда уч улчовли интегралнинг циймати со соханинг V хаж- 
мига тенг булади:

V =  J J  j  d o  ёки V — [ j  j  dxdydz. (2.1)
CO CO

Агар интеграл остидаги f ( P )  = f(x , у, z) функция со сохада 
масса тацеимланишининг зичлиги булса, у  ^олда уч улчовли 
интеграл V х;ажмдаги модда массасиии беради:

т  =  \ f j  f (Р) rfco =  \ \ \ / (.V, у, z) d со. (2.2)
(Ь О) ^

Уч улчовли интегралнинг механик маъиоси шундан иборат. 
Олдинги параграфда икки улчовли интеграл учун айтнб утил- 
ган хоссалар уч Улчовли интеграл учун тулалигича кучирилади.

1- х о с с а .  Узгармас купайтувчинн уч улчовли иитеграл бел- 
гисидан ташкарига чикариш мумкин, яъни k узгармас сон 
булса, у холда:
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f j j  k f  (x, y, z) dco =  k j f  J  f  (x, y, z) d со.
CD 0)

2 - x o c c a .  Бир неча цушилувчининг алгебраик йигиндисидан 
олинган уч улчовли интеграл цушилувчилардан олинган уч ул­
човли интеграллар алгебраик йипшдисига тенг (иккита цу- 
шилувчн булган з̂ ол билан чекланамиз):

j j j  (/ (*. у, z) ± «р (х, у, z)) d со =  J j j 1 / (х, у , z) dco±
*” СО СО

± j  f j  ф (х, IJ, z) d со.
(О

3- х о с с а. Агар интеграллаш соз^асн со бир неча цисмга бу- 
линса, у з^олда бутун соха буйича олинган уч улчовли интеграл 
з̂ ар цайси цисм буйича олинган уч улчовли интегралларнинг 
йигиндисига тенг булади (иккита цисм булган з̂ ол билан чек- 
латтм и з):

j  J J  / (х, у, z) dco =  j  J  j  f  (x, y, z) d со +  j  f  f  / (x, y, z) d  со.
(0  l£>i (02

4 -x o c c a . Агар интеграллаш сс.^асида интеграл остидаги функция 
уз ишорасини узгартирмаса, у  з^олда уч улчовли интеграл худди шу 
ишорани сацлайди, чунончи: агар со сохада / (х, у, г) >  0 булса, у  
з^олда J  С J  / (х, у, z) d со >  0, агар со сохада / (х, у, z) <  0 булса, у

ID

з^олда J  J J  f  (х, у, z) d со <  0.
СО

5 -х о с с а . Агар интеграллаш со^асида иккита функция бирор тенг­
сизликни цаноатлантирса, у з^олда бу функциялардан олинган уч ул- 
човли интеграл хам шу тенгсизликни цаноатлантиради, 'бошцача айт- 
ганда, агар со сохада / (х, у , z) >  ф (х, у, г) булса, у  з̂ олда

J J  [  / {х, у , z) dco >  j  [ j  ф (х, у, z) dco.
(0  СО

У р т а  ц и й м а т з ^ а ц и д а г и  т е о р е м а .  Агар f(x ,y ,z )  
функция ёпиц чегараланган  со сохада узлуксиз булса, у %олда 
бу сохада шундай Р0 ( х„, у0, z0) нуцта мавж уд буладики, со со%а 
буйича олинган уч улчовли интеграл интеграл остидаги функ­
циянинг шу нуцтадаги урта цийматини интеграллаш сохаси со 
нинг V цажмига купайтирилганига тенг:

ДО / (х, у, z) d со =  / (х0, у0, z„)-V.
со

Функциянинг

/ (х0, У о, го) =  J  j  J  / (х, У, z) did
со

циймати / (х, у , z) функнияниннг со соз^адаги урта циймати дейилада.
И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и  з ^ а ц и д а  т е о ­

I1
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р е м а .  Агар f (х, у, г) функция ётщ  чегараланган о  сохада 
узлуксиз хамда М ва гп лар функциянинг шу сохадаги энг кат- 
та ва энг кичик /уиймати булса, у \олда уч улчовли интеграл 
функциянинг энг кичик цийматининг интеграллаш со^асининг
V цажмига купайтмаси билан энг катта /{иймати М нинг уша 
%ажмга купайтмаси орасида ётади (яъни функция чегаралан­
ган булса, уч улчовли ннтеграл ^ам чегаралангандир):

m ■ V s£ j j  J f  (x, у, z) do <  M ■ V.
Ы

У з - у з и и и  т е к ш и р и ш  у  ч ) н с а в о л л а р

1. Берилган ф ункциядан берилган со\а буйича олинган икки улчовли 
интеграл деб нимага айтилади? Унинг геометрик ва механик маъиоларнии ту- 
шунтиринг.

2. И кки улчовли интегралнинг м авж удлнги  ^ацидаги теорема нимадан 
иборат?

3 . Ясен ш акл юзиии икки улчовли интегрг.л ёрдам (!да ^нсоблаш форму- 
ласиии асосланг.

4. И кки улчовли интегралнинг хоссаларини айтиб беринг.
5. Икки улчовли интеграл учун урта цнймат ^а^ндаги теоремани ва инте- 

гралнинг чегараланганлиги хацидаги  теоремаларни пфодаланг, уларнинг 
геометрик маъносини курсатинг.

6. Берилган ф уикциядаи берилган со.\а буйича олинган уч улчовли инте­
грал  деб нимага айтилади? Унинг геометрик маъносини курсатинг.

7. Уч Улчовли интегралнинг м авж удл и ги  ^ацидаги теорема нимадан ибо­
р ат?

8. Ж исм ^ажминн уч улчовли интеграл билан ^нсоблаш формуласини асос­
ланг.

9. Уч улчовли интегралнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Уч улчовли интеграл учун урта циймат ^а^идаги ва  интегралнинг 

чегараланганлиги >;акндаги теоремаларни ифодаланг.
11. 3466—3476, 3513—3516- масалаларни ечинг.

3 -§ .  Икки улчовли ва уч улчовли интегралларни кетма-кет 
интеграллаш билан хисоблаш

Икки улчовли ва уч улчовли интегралларнинг интеграл 
йишнднларнинг лимитлари сифатида берилган таърифлари 
хнсоблаш усулларнни .\ам курсатади. Аммо бу жараён нихоят- 
да узундан-узо^ ва купгина ^ийинчиликлар билан боглик. Ик- 
ки улчовли ва уч улчовли интегралларни .\исоблаш масаласи 
амалда мое равишда иккита ва учта ани^ интегралии кетма- 
кет хнсоблашга келтнрилади.

1. Икки улчовли интегралии хисоблаш. Олдин икки улчовли 
интегралии ,\нсоблаш масаласини караймиз:

IГ  / С*, у) ах йу.
D

D со^ани куйидагнча деб фараз цнламиз: у у=у\,(х), у = 
=У2 {х) функцияларнинг графиклари хамда х = а  ва х=Ь  тугри 
чизицлар билан чегараланган (3 1 -ш акл). D со^анинг исталган
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ички нуцтасн оркалн Оу укига параллел тугри чизи^лар утка- 
зампз. Бу тугрп чизиц D соханинг L чегарасини иккита Р ва Q 
нуктада кеенб утади. СРВ чегарани кириш, AQB чегараии эса 
чицши чегараси денмиз.

Т а ъ р и ф. Лгар D соха ушбу икки шартни каноатлантирса, 
яънн

а) унинг ички нуктасидан утувчи Оу укка параллел хар 
Кандай тугри чизик L контурнн икки нуктада кеенб утса;

б) кириш ва чи^нш контурларннинг хар бири алохида тенг- 
лама билан берилса, бу со.\а Оу уки йуналиши буйича мунта­
зам со.\а дейилади.

Оу уки йуналиши буйнча мунтазам булган coj^a тенгламалар 
системаси билан куйчдагича бернлиши мумкин:

31- ш акл. 32- шакл.

( а <  X <  Ь,
\ У1 ( х ) < у <  уг (х),

бунда
У л М  <  У 2 (х).

Ох уки йуналиши буйича мунтазам булган со^ани з а̂м 
т у н га  ухшаш аниклаш мумкин. Бундай соз^а (32- шакл)

с <  у < d ,
X! ( у ) < х < х 2 (у) 

тенгензликлар системаси билан берилиши мумкин, бунда 
Х Л У )^ Х2(У)-

Агар таърифдаги шартлардан акалли биттаси бузилса, у 
з^олда соз а̂ у  ёки бу йуналншда номунтазам соха дейилади. 
Бундай зфлда сохани Оу ёки Ох укига параллел тугри чизик* 
лар билан з а̂р бири у ёки бу йуналишга нисбатан мунтазам 
буладиган кисмларга ажратиш мумкии.

33- шаклда Оу укн йуналиши буйича номунтазам соз а̂ ми- 
соли келтирилган, чунки бунда биринчи шарт бузилган: бунда 
соз^а чегарасини туртта нуктада кесадиган Оу укига параллел 
тугри чизик мавжуд. Бу со^анн Оу укига параллел тугри чи- 
зик билан учта D\, D2, D3 мунтазам соз^ага булиш мумкин.
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34- ш аклда Оу уцига нисбатан номунтазам соха мисоли бе­
рилган, чунки бунда иккинчи шарт бузилган: чикиш чегараси 
иккита тенглама билан берилган. Оу уцига параллел тугри 
чизиц билан сохани иккита D, ва D2 мунтазам со^ага булиш 
мумкин. Со.\а бнр йуналишда мунтазам, иккинчи йуналишда 
номунтазам булиши мумкин. Хар икки йуналишда мунтазам 
булган со>;а тугридан-тугри мунтазам со>;а дейилади.

Энди икки улчовли

f  f  f  (х > У) dxdy
Ь

интегралга цайтамиз. D интеграллаш сохаси Оу уци йуналиши- 
да мунтазам деб фараз циламиз. Бундан ташцарн интеграл ости­
даги функция f(x, у ) > 0 деб фараз циламиз. Бу икки улчовли 
интегралнинг цилиндрик жисмнинг з^ажми сифатидаги геомет­
рик мазмунидан фойдаланиш имконини беради, яъни

V =  Jf f  (х' У) dxdy
D

тенгликдан фойдаланиш имконини беради.
Энди цилиндрик жисмнинг V ^ажмини кундаланг кесим- 

лар усулидан (6- боб, 21 -§) фойдаланиб з^исоблаймиз (35- 
ш акл).

К^ралаётган цилиндрик жисмни Ох уцига перпендикуляр 
булган ихтиёрий x = const (a^ .x^ .b )  текислнк билан кесамиз. 
Кесимда MNQP эгри чизицли траиецияга эга буламиз, унинг 
S(x)  юзи х  узгарувчннинг функциясидир. Жисмнинг хажми, 
маълумки,

ь
V =  f S  (х) dx

а

формула билан ифодаланади. Шу формулани биз цилиндрик 
жисм ^ажмини ^исоблашга цуллаймиз. Бунинг учун MNQP эгри 
чизшуш трапециянинг юзи булмиш S (x )  функция куринишини 
аницлаш цолади. М аълумки, бу юзни аниц интеграл ёрдамида
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Z- / X,y)

в У=Уг (Х)

^исоблаш мумкин, бу интеграл­
нинг интеграл ости функцияси 
z = f(x , у) сирт билан х = const 
тскисликнинг кесишишидан ,\о- 
сил булган M.Y чизик; тенглама- 
сидан иборат булади, шу билан 
бирга у узгарувчи узииинг Р 
ну^тадаги у { (х) ва Q нуктадаги 
tj2 (x) кийматлари орасида узга- 
ради:

у ,х )
5  (х) =  \ / (х, у) dy,

Уг (X)

бу ерда /(х, у) бир узгарувчи- 
нинг функциясидир, чунки х  =  const.

Хосил килинган формула цилиндрик жисм кундаланг кеси- 
мининг 5 (х ) юзини ифодалайди. Энди жисмнинг з^ажмини то- 
пиш мумкин:

ь  Уг {X)

V =  J  (|  / (х, У) dy) dx.
а у£(х)

Аммо иккинчи томондан цилиндрик жисмнинг хажми икки ул­
човли интегралга тенг: V =--  ̂j  / (х, у) dxdy. Шу сабабли

35- ш акл.

Уг W
j  j  / (X, у) dx dy =  j' ( j  / (x, у) dy) dx

У l (* )

еки
в, <*)

j  j  f (x, y) dx dy =  j  dx j  f  (x, y) dy. (3.1)
У* (x )

Ана шунинг узи икки улчовли интегралии з^исоблаш учун 
изланаётган формуладир. Унгда турган интеграл икки каррали 
интеграл дейилади, шу билан бирга

Уг (X)

j  / (х , у ) dy
Уг (X)

ички интеграл деб аталади, бунда х узгармас ^исоблана- 
ди, интеграллаш у буйича олиб борилади, интеграллаш чегара- 
лари эса умумий ^олда х нинг функциялари булади (узгармас 
булишлари х.ам мумкин). Ички интегралии з^исоблаш натижаси 
умумий з^олда х нинг функцияси булади. Бу натижа таш^н ин­
теграл учун интеграл ости функцияси булади, ташки интеграл х 
узарувчи буйича а дан b гача чегараларда хисобланади.

(3.1) формула D сохада на фа^ат f(x, у ) > 0  булгандагина,
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балки f { x ,y ) <  О булганда ^ам ёки f(x ,y )  D сохада уз ишора- 
сини ^згартирганда ^ам тутрилигича цолади

1 - э с л а т м а .  Агар D интеграллаш сохаси Ох уци йунали- 
ши буйича мунтазам булса, яъни уни

с <  у  <  d,
(у )<  х < Хо (у)

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин булса, у холда 
икки 5/лчовли интегрални ^исоблаш учун цуйидаги формулага 
эга буламиз:

л  *2 (У )

f  (х, у) dxdy = \  dy \ f (х, у) dx. (3.2)
с X I (У )

Бунда ички интеграллашда у  узгарувчи узгармас деб хисобла- 
нади. Бу интеграллашнинг натижаси умумий ^олда у узгарув- 
чининг функцияси булади, шундан кейин уни с дан d гача че- 
гарада у  буйича интеграллаш керак.

2 - э с л а т м а .  Ташки интегралнинг интегралланиш чегара- 
лари доим узгармас булади.

3 - э с л а т м а .  Агар D интеграллаш сохаси номунтазам бул­
са, уни бир неча мунтазам со.^аларга булиш, бу сохаларнинг 
^ар бирида икки улчовти интегрални ^исоблаш ва шундан ке­
йин натижаларнп жамлаш  керак. М азкур бобнинг 1- § идаги
3- хоссага кура D со^а буйича олинган интеграл шу йигиндига 
тенг булади.

4 - э с л а т м а  Агар интеграллаш сохаси D
а ^  х<: Ь, 
с < ,у  <  с?

тугри туртбурчакдан иборат булса, у ,\олда (3.1) ва (3.2) фор­
мулалар цунидаги куринишларнн олади:

b d
j  j  / (х, у) dxdy =  j  dx j' f (x, y) dy, (3.3)
D a с

d b
J J  / (X, y) dxdy =  j  dy j  f (x, y) dx. (3.4)
D С a

1 - м и с о л .  Агар p зичлик пластинканинг исталган нуцта- 
сида p = .r+i/ формула билан берилган булса,

1 <  х <  2,
1 < у < 3

тенгсизликлар системаси билан берилган пластинканинг т  
массасини хисобланг.

Е ч и ш. Икки улчовли интегралнинг механик маъносидан 
келиб чикилса, бу масала р дан олинган икки улчовли инте- 
гралга тенг ( ( 1.2) формула):

Я
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т  =  f J  (x +  у) dx dtj,
D

бунда D — томонлари
x = l ,  X = 2, y =  1, у  =  3 

булган tvfPji туртбурчак билан че­
гараланган coxa.

D интеграллаш со^асинн тас- 
вирлаимиз, у Ох уци йуналиши 
буйича хам, Оу уци йуналиши 
буйича .%ам мунтазам. Интеграл­
ни хисоблаш учун (3.3) форму- 
лани цуллаймиз (3 6 -ш акл):

т  = I J  ^  ^  d x  d lJ  =  j  d x  j3' (x +  У)

Олдин ички интегрални хисоблаймиз, у н.,я / узгармас деб ^и- 
собланади: ’

j  (х +  у) dy =  j  (х +  у) d {х -f- у) ^  2  (X +  У),2 |3  =

=  4  (Х  +  З Г - -  (* +  \у (X +  2)-

Демак,

т  =  j* 2 (х +  2) dx =  (х 4- 2)2 | 4! З2 =  7.

Биз (3.4) формуладан фойдаланганимизла * аМ шУнДай »ати- 
ж ага  эришган булардик:

3 2
m = \ d y  f  ( х + у )  d x^ T .

Г i
2- м и с о л .  1\уйидаги сиртлар билд., чегаралаиган жисм 

хажмнни топинг:
г = х 2 +  у2, 2 =  0, у =  а-2> х ^  у2.

Е̂ 4 11 ш- Берилган жисм цилицдрцк ^исм : У юкоридан 
z = x 2+ y 2 айланма параболоид, цунидан ^ 0  коордннаталар 
текислиги, ён томонлардан ясовчнлари О* УЦига параллел 
булган у = х 2, х = у 2 параболик цилиндрла„ йиДан чегараланган. 
Унинг хажми V ушбу ^

V =  П' / {х, у) dx dy
't> а

формула буйича х.исобланади.
Жисмни юцоридан чегараловчи сиотИинг тенгламаси 

г = х 2+ у 2 интеграл ости функцияси булади Р  интеграллаш со­
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г— еки
1,

1 а-2< у ^  у х 
Шундай ь;илиб,

F = f f (х* +  у2) dx dy

^аси эса 2 = 0  текисликдаги 
у = х 2 ва х = у 2 параболалар би­
лан чегараланган шаклдан ибо­
рат булади. Цилиндрик жисмни 
юцоридан чегараловчи z = x 2+ y 2 
параболоиднинг кисми худди шу 
сохага проекцияланади (37- 
ш акл).

D со.\а мунтазам, уни куйи- 
даги тенгсизликлар системаси би­
лан бериш мумкин:

0 < г/<  1,

интегралии хисоблаш учун (3.1) ва (3.2) формуладан исталга- 
нини куллаш мумкин. (3.1) формулани куллаймиз:

1 Vx
I7 =  j  dx j  (x2 +  y2) dy.

Олдин ички интегралии ^исоблаймиз, унда х узгармас деб з̂ и- 
собланади:

VI
j  (я* +  У2) dy =  (х2у +  - i  у3 j
ха

Демак, V =  (л:5/2+  А'3 2— х 4 —  x°j dx. =  
о

— L x7)
15 5 21 )

Vx  5/2 1 3/2 1
=  x н—  x — X*-------- Xе.

3 з

=  t l  J P  2 .5/2 2_ _2____ |____ l_ _  6
o_  7 15 5 21 ” 3 5 '

Шущ u'i к-пи"), бзрлтган жисмн i;ir хзжми; V =  —  (куб биртик).
35

(3.4) формуллдаи фэлдхтани-^а хам шу натижага эришиш мум­
кин:

1 1У
I ' = \ d y \  (x2 +  y2)dx  =  -°-.

3 -м исол . Ушбу
7 = Г Г / (х, у) dx dy

D
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икки улчовли интегралии икки каррали интегралга келтиринг, 
бунда D — у = 0, у = х 2, х -[у  = 2 чизи^лар билан чегараланган 
соз^а.

Е ч и ш.  D интеграллаш соз^асини тасвирлаймиз (3 8 -шакл). 
Бу Ох у^и йуналишидаги мунтазам соз^а, уни

0 < у < \ ,  
> у ^ х ^ 2  — у

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин, шу сабабли
(3.2) формулага биноан:

* - 1[И у
'/У/

38- ш акл 39- шакл.

1 = \ d y  f / (лг, у) dx.
U }  у

Агар интеграллаш тартиби узгартирилса, у з^олда натижа- 
ни бир интеграл куринишида ёзиб булмайди, чунки D соз а̂ Оу 
уки йуналиши буйича номунтазам соз^а (ОБА чикиш чегараси 
з а̂р хил кисмда з а̂р хил тенгламага эга). D со^ани иккита Di ва 
Do мунтазам сохаларга буламиз (3 9 -шакл) :

Dl 11 0 <  у  s£ х- Б3 \ 0 <  у  <  2 — х.
Натижада кУ™дагига эга буламтз:

/ =  | |’ / (г, у) dx dy =  \[ f (х, у) ds: d>j 4- С \ f (х, у) dx d j  =
о, о.

Xа
=  dx j  f  (х, у) d j +  j  dx \ f  (v, tj) dy.

0 0 1 0  
Бу мисол интеграл таш тартибини тугри танлаш канчалик му- 
з̂ им эканнни курсатади.

2. Уч улчовли интегралии хисоблаш. Уч улчовли

[  f \ f  (X, у, г) dx dy dz
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z интегрални ^исоблаш учта аниц 
интегрални кетма-кет интеграл- 
лашга келтприлади. со интеграл­
лаш сохаси пастдан г = г ( (х, у) 
сирт билан, юкоридан эса 2 = 
= г 2(х, у) сирт билан чегаралан-

2 --г лун)[_у) ган деб фараз цнламиз. Бу жисм 
Оху текисликдаги D сохага про- 
екциялансин. D со>;а У = У \ { х )  вау \ ZJ ZJ * \ t
у = у 2 (х) чизицлар билан (б>нда 
у 1( х ) ^ у 2(х) ва х = а, х = Ь 
(а> Ь ) тугри чизнклар билан 
чегараланган булсин. со жисмнинг ис- 
талган ички нуцтаси оркали Oz 
укига параллел тугри чизиц ут-

о . 
У/ У=Уг (Х)

40- шакл.

казампз (4 0 -ш акл). У си жисм чегарасини иккита Р ва Q нуц- 
тада кесиб утадн. Уч улчовли интегралнинг цниматн

формула буйича хисобланишини исботлаш мумкин.
Унгда турган интеграл уч каррали интеграл дейилади. Бу 

интегрални хисоблаш учун олдин икки интегрални, х ва у  
ни узгармас деб олиб, z узгарувчп буйича интеграллаш керак. 
Хисоблаш натижаси х ва у га боглиц булган функцияднр. Бу 
функция урта интеграл учун у  буйича интеграл ости функция- 
си булади, бунда х узгармас деб хисобланади. Ни.^оят, иккин- 
чн интеграллаш натижасн фацат х га боглиц функция булади. 
Уни b дан а гача чегарада интеграпаб , уч улчовли ннтеграл- 
нииг цийматини топамиз.

4- м и с о л. Ушб\

>ч улчовли интегрални хисобланг, бунда со — координата те- 
кисликлари ва x + y  + z=  1 текислик билан чегараланган жисм.

Е ч и ш .  со интегра тлаш сохасини ва унинг Оху текнеликда- 
ги D проекциясини ясаймиз (4 1 -шакл) со сохада ушбу тенг- 
сизликларга эга буламиз:

Шундай цилиб, уч улчовли интеграл уч каррали интегралга

J f  \  f  (*, у , z) dx dy dz =  f  dx \ dy f  f(x, y, z) dz
a Уг (X) z, (X. y)

1 ■= \ Й  ('V +  IJ +  г) dx dy dz
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41- ш акл. 

t 1—ж 1—* —у

/ =  [ dx j" dy j1 (x +  У +  z) dz 
o' 0 6

формула орцали келтирнлади. Ички интегралии ^нсоблаймнз, унда z 
интеграллаш узгарувчиси, х ва у  узгармас деб хисобланади:

I—X—у
J (х +  У +  z) dz= j  (х + У  +  z f

l—x—y

о

(Х +  У +  I - x  — y f  — -~ (x +  y f  =  j  (1 ~ ( x  +  y)2).

Энди урта интегралии ^исобланмиз, бунда у интеграллаш узгарув­
чиси, х эса узгармас деб хисобланади:

1 — * j _

j j  (1 — (х +  У?)  dy =  1  (у — (x + # ) | o =

=  + l ~ H “
=  -  ( l  - X - -  +  -  JC3 | = -  ( l . v 3 - J C  +  - ) .

2 \ 3 3 / 2 I 3 3 )
Нихоят, та ищи интегралии ^исоблаймиз:

/ = Г —■ ( х3 — х +  —) dx =  — ( — х4---- - х2 +
J  2 \ 3 3 /  2 V 12 2 
о

+  1  * ) ! '  = 1  ( J - - 1 +
3 / 1о 2 V 12 2  3 / 8
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У з \ з  и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К андай  соха мун тазам  со^а дейилади?
2. Икки улчовли интегрални м ун тазам  со^а буйича икки каррали интеграл 

ёрдамида .\нсоблаш формуласини чикарннг.
3. Н омунтазам  со>;а булганда икки улчовли интеграл ^андай ^исоблана-

ди?
4 Уч улчовли интеграл уч каррали интеграл ёрдамида кандай  хисоблана-

ди?
5. 3485—3497, 3506—3512, 3517—3 5 2 4 -масалаларни ечниг.

4- §. Икки улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш

Биз аннц интегралларни хисоблашда узгарувчиларни ал- 
маштирнш усули му^нм эканиии биламиз. Шу усул ёрдамида 
интеграл остидаги ифодани бошка осон интегралланадиган 
ифода билан алмаштириш мумкин. Икки улчовли интеграллар 
учун шундай усулни цараимиз.

z = f(x> У) функция бнрор ёпиц чегараланган D сохада у з ­
луксиз булсин. Бундай функция учун икки улчовли

формулалар ёрдамида янги и, v  узгарувчиларга утамиз, (4.2) 
формулалардан и, v  узгарувчиларни ягона усул билан топиш 
мумкин булсин:

(4.3) формулалар ёрдамида D со^анинг хар бир Р (х ,у ) 
нуцтасига (Оху коордннаталар текислигининг) я н ги ^ О ^ о  
тугри бурчакли коордннаталар _системасндан бирор Р(и, у) 
нуцга мос келтирилади. Хамма P (u ,v )  нукталарнинг туплами 
D ёпиц чегараланган сохани хосил цилади (4 2 -ш акл). (4.2) 
формулалар координаталарнн алмаштириш формулалари, (4.3) 
формулалар эса тескари алмаштириш формулалари деиилади.

(4.1)
D

интеграл мавжуд 
Интегралда

X =  X (и, V), У — У (и,  и) (4.2)

и  — и  (х, У), V — V ( X у ) . (4.3)

9

\

К О, JО
42- ш акл.
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Агар (4.2) функциялар D сохада узлуксиз биринчи тартибли 
хусусий ^осилаларга эга булса ва агар шу сохада детерминант

1 =

дх дх
ди dv
ди д у
ди dv

Ф  О (4.4)

булса, у  ^олда (4.1) интеграл учун узгарувчиларни алмаштириш 
формуласи уринли:

f j f  (*, У) dxdy =  j  \ f (x (и, v), у (и, v)) 7| dudv. (4.5)

I детерминант x= x(u , v) ва y = y(u , v) функцияларнинг и ва 
v узгарувчилар буйича функционал детерминант  дейилади. 
У шунингдек немис математиги Якоби номи билан якобиан деб 
^ам аталади.

1-м и с о л. Ушбу

(2х—у) dx dy

интегрални хисобланг, бунда D ушбу
х +  у =  1, х +  у =  2, 2х — у — 1, 2х — у — 3

тугри чизицлар бнлан чегараланган соха.
Е ч и ш .  Интеграллаш сохасини цараймиз, у Ох уц йунали­

ши буйича з$ам, Оу уц йуналиши буйича хам номунтазам со^а. 
Шу сабабли интегрални ^исоблаш узундан узоц булади, чунки 
D соцани мунтазам цисмларга булиш (улар учта булади), 
сунгра эса шунга мос учта интегрални хисоблаш керак булади. 
Агар соддагина

х +  у =  и, 
2х — у =  г'

(4-6)
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алмаштиришлар бажарилеа, интегралии ^псоблаш анча осон- 
лашади. Бундай алмаштирнш асосида х + у =  1 ва х + у ~ 2 туг- 
ри чизи^лар координаталарнинг янги 0 {uv спстемасида и=  1 ва 
и = 2 тугри чизикларга утади, 2х—у =  1 ва 2х—у = 3  тугри чи- 
зшулар эса v = l  ва v = 3 тугри чизикларга утади. D паралле­
лограмм D тугри туртбурчак билан алмашади, бу эса содда 
интеграллаш сохаси булади (4 3 -ш акл).

Энди / якобианни хисоблаш колади. Бунинг учун х ва у 
узгарувчиларни (4.5) формула буйича ифодалаймиз:

х = - 3 (U +  V),

* = { < 2  и V ).

и ва v узгарувчилар буйича хусусий ^осилаларни топамиз:
дх __ 1 дх __ 1
ди ~  3 ’ ~до ~ ~3’

JhL — Л  d,J  —___L
ди  3 ’ dv 3 ’

уларнинг кийматларини эса (4.4) формулага куямиз:

1 =

1 1

т 7 1 2 ]
2 1 9 9 3
3 3

(4.5) формула буйича' узил-кесил куйндагига эга буламиз:
2 з

J j 1 (2х — у) dx dy =  j* j* v •— du dv =  -i- j  du j" vdv =

-  v
2

и
3 1 f* Я ^

du =  -  ( 9— 1 )d u  =  -  и 
( 6 J  v ; 6

_4 
3 '

1
l \y тб к о о р д и н а т а  лари,  л: ва у  декарт координаталари

X =  Г COS ф,

у — ГЭШф
формулалар ёрдамида К У Т 6  координаталари г ва ф билан ал- 
машинадигаи хусусий з^олни каРа,”1МИЗ> бу амалий татбиклар 
учун мухимдир.

г ва q узгарувчилар буйича хусусий ^осилаларни топамиз: 
дх дх



(4.5) формула цуйлдаги курииишни олади:

[  ( f  (х< У) dxdy =  J f  f  (rcoscf, rsin qj rdrdcp. (4.7)
D D

rdrdq ифода цутб координаталаридаги юз элементи дейилади.
(4.7) формула купннча D соха маркази коордннаталар боши­
да булган

доирадан_иборат булганда кулланилади (44- шаклда чапда). 
Бу холда D сох.а цунидаги

тенгсизликлар билан аникланадн. (4.7) икки улчовли интеграл­
ни хисоблаш г ва ф узгарувчилар буйича икки улчовли инте­
грални хнеоблашга келтирилади (4 4 -ш аклда унгда).

{^утб коордннаталар систем асида цутбнинг жоилашишига 
боглиц холда интеграллаш чегараларини жойлаштириш цои- 
дасини курсатамиз.

а) О цутб ф = а  ва ф=р нурлар орасида жойлашган D со- 
^ада ётмасин, бунда ф = const координата чизицлари чегарани 
иккита нуцтада кесиб утенн (4 5 -ш акл).

Р

45- ш акл. 46- шакл.



47- шакл.

ARB ва AQB эгри чизицлар- 
нинг цутб тенгламалари мос ра- 
вишда г=Л1(ф)ва г = г 2(ц) бул­
син. Берилган интеграллаш со^а- 
си учун икки улчовли интеграл­
ни хисоблаш формуласи цуйида- 
ги кур и ниш ни олади:

f [ / (г cos <р, г sin ф) rdrd ф =
D

Р т,  №)
=  j £?ф J /(гсоэф, г sin ф) rdr. (4.8)

О г , «?)

б) О цутб D интеграллаш сохаси ичнда ётсин ва ф = сопз1 
координата чнзицлари чегарани битта нуцтада кесиб у теин. 
Чегаранинг кутб тенгламаси /’=г(ф ) булсин (4 6 -ш акл). Бе­
рилган интеграллаш сохаси учун икки улчовли интегрални ^и- 
соблаш формуласи цуйидаги куринишни олади:

2л г «Г)
f  (г cos ф, г sin ф) rdrd ф =  j" d ф| / (г cos ф, г sin ф) rdr (4.9)

D Ь о
в) О цутб D интеграллаш со^асининг чегарасига тегишли 

булсин, бунда D со^а ф = а  ва ф = р нурлар орасида ётсин 
(47-ш акл). Чегаранинг цутб тенгламаси г= г(ф ) булсин. Бе­
рилган интеграллаш сохаси учун икки улчовли интегрални ^и- 
соблаш формуласи цуйидаги куринишни олади:

Р г ТО)
ĵ J"/(г cos ф, г sin ф) rdrd ф =  J d ф J  /(гсоэф, r s h ^ ) r d r .  (4.10)
Ъ а о

Чицарилган (4.8), (4.9), (4.10) формулаларда ички интеграллаш 
узгарувчиси г, ташци интегрални хисоблаш узгарувчиси эса ф.

2 -м и со л . Устки ярим сфера z =  | 4 — х2— у2, 2 =  0 текислик 
ва х2 +  у2 — 2 у  =  0 дойравий цилиндр билан чегараланган жисм 
хажмини \исобланг.

Ечиш.  ^ажмини хисоблаш керак булган жиемни ва бу жисм 
проекцияланадиган интеграллаш со^асини тасвирлаймиз (48-шакл).
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Изланаётган >;ажм: V =  2 ff ]  А4 — х2— у2 dxdy. Бу интегралии,
Ъ

х ни rcoscp билан, у ни г sin ф билан, dxdy ни rdrd ф билан алмаш- 
тириб, (4.7) формула буйича ь у̂то координаталарида ёзамиз:

V =  2 Г Г  1 4 — г2 rdrdy.
Ъ

Интеграллаш ссхаси чегарасшшнг х2 +  у 2 — 2 у  = 0 тенгламаси 
1̂ утб координаталар системасида г =  2 s in ф курншшии олади. К,утб 

„ лФ = 0 ва ф =  — нурлари орасида жоилашган интеграллаш со^аси-
нинг чегарасида жойлашганини пайцаган холда интегралга (4.10) 
формулани цуллаб хисоблаймиз:

я/2 2sinq> л/2 2sinq> I
У =  2|с/ф| / 4 _ r-2 rdr =  _ 2 - 1  j '  dtp  ̂ (4 — r2) 2d (4 —

О 0 0 0

-2 3 я/2 2  2
2  Т  2 » п »  0  . 2 2

— г-) =  — j  - ( 4  — Г2)  ̂ d ф =  — [(4 — 4 sin2 ф) — 4 Мф=
о о

л
П/2 -§- Y  2

=  — j  J  4 [(1 — sin ^ ) — 1]^ф  =  — • 8 J  (cos3 ф — 1) ^ф =
о о
л '2  п/2 Л/2

= ---- ^ [ j  cos2  Ф c o s  Ф ^  <Р—  j  ^ф| =  - — у  [  j  ( 1 —sin2 ф) d (sin ф)—
о о о

|л/21 № Г • l - з  i f *  16 / , 1 я  v
Г - т [ ш" р- з 511̂>ч>— <pj|о = 5 - ( 1 - 7 - 7 )  =

___16 / 2 _  л \  ___ 16 | л  __  2 \
— ~3 \ 3 ~  Т )  ~  Т" \~2 ~  "з Г

Шундай цилиб, изланаётган хажм: V =  —  i — — — j (куб. бирлик).
3 \ 2 3  /

3 -ми с о л. Ушбу

(X2 +  у2)3 =  X* +  f
чизш  ̂ билан чегараланган шакл юзи- 
ни топинг.

Ечиш.  Чизиц тенгламасида х 
ни г cos ф билан, у  ни г sin ф билан 
алмаштириб, цутб координаталарида 
ёзамиз:

г =  )^3 +  COS 4 ф .
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Шу чизик билаи чегараланган сохани тасвирлаймиз (49- шакл). Бу 
соханинг симметрнклнги хамда ( 1.1) формулага биноан изланаётган 
юз бундай нфодаланадн:

5  = 8 ff dxdy.

К,утб координаталарида dx dij =  rdrd ф, шу сабабли:
I

л/t “ УЗ +  cos 4 ф

|Т * 3 + cos 4 ф
п_
4

0 f  г* 2 - - г — ^  f  ! 
- 8 j  -  rftf =  4 j  —

r dr =

(3 +  cos 4 ф) d ф =

4
=  f (3 +  cos 4 ф) d ф =  ^3 Ф +  — sin 4 фj

Л

~  _  3 
— Т л -0 4

3 л
Шундай килиб, изланаётган юз 5  =  —  (кв. бирлик)

5-§ . Уч улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш

Уч улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш j^avi 
икки улчовли интегралдагидек ам алга оширнлади. f( x ,y ,z )  
функция фазонинг бирор чегараланган ёпи^ со со^асида узл ук­
сиз булсин. Бундай функция учун уч улчовли

J J f  /(*, У, г) dxdydz (5.1)
(О

интеграл мавжуд. Ушбу
х =  х(и, v, W), у — у (и, V, w), z =  z (и, о, ад) (5.2)

формулалар ёрдамида интегралда янги и, v, ш узгарувчилар- 
га  утамиз. (5.2) формулалардан и, v, ларни ягона усул би­
лан аншуташ мумкин булсин:

и =  и{х, у, z), v =  v(x, у , z), w =  w(x, у  г). (5.3)
(5.3) формулалар ёрдамида си соханинг хар бир Р(х,у,г) 

нуцтасига координаталарнннг Ô uvid системасидан бирор 
Р(и, V, ш) нуцта мос кунилади. Хамма P (u ,v ,w )  ну^таларнинг 
туплами фазонинг чегараланган ёпиц о  сохасини ташкил ь̂ и- 
лади. (5.2) формулалар координаталарни алмаштириш форму­
лалари, (5.3) формулалар эса тескари алмаштириш форму­
лалари  дейилади. Шу фаразларда исботлаш мумкинки, агар
(5.2) функциялар со сохада биринчи тартибли узлуксиз хусу­
сий хосилаларга эга булса ва бу сохада детерминант
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?X c X c X

га C*L'

i n c'lf

ди CZH'

<?г bz
~гй c>V hw

Ф 0. (5.4)

булса, у холда (5.1) интеграл учун узгарувчиларни алмаштн- 
риш формуласи уринли:

J JJ  /(*> У> г) dx dy dz =
Cl>

=  ГГГ / (* (« , v, w), у  (и, v, w), z (и, v, a))-|/| dudvdw. (5.5)
W

I детерминант x= x(u ,v, w), y = y (u ,v ,w ) ,  z = z (u ,v ,w )  
функцияларнинг и, v, w узгарувчилар буйича функционал де­
терминанты ёки якобиан деб аталади.

1. Цилиндрик коордннаталар. Oxyz ксординаталар систе- 
масида /VI нуцтани цараймиз. Р иуцта М нинг Оху текислнкда- 
ги проекциясн булсин. М ну^танннг фазодаги холатини Р нуц- 
танинг 1\утб координаталарини Оху текисликда бериш ва М 
нуцтанинг z аппликатасини бериш билан аницлаш мумкин. Бу 
г, ф ва г  сонлар (учта сон) М нуь^танинг цилиндрик координа­
талари дейилади. 5 0 -шаклдан ну^танинг цилиндрик координа­
талари унинг декарт координаталари билан цуйидаги муно- 
сабатлар билан боглангани куринади:

I?</
- г  =  sm ф,ёг

' COS ф,

ё г

^  = 0,
ё г

IX =  Г  COS ф,
\У =  Г БШф,
U =  z,

бунда г >  0, 0 <  ф <  2 я, — оо <  г <  оо г 
хосилаларни топамиз:

ёх ёх ёх  „
—  =  С05ф , —  =  —  Г51Пф, —  =  0 , дГ сф

Ьу—  =  г
<?ср

£ - 0, 4 -  -  о. f - 1.ё г  <?ср ё г  
бундан:

cos ф — г  sin ф 0
sin ф г cos ф 0 =  г.

0 0 1
(5.5) формула 1\уйидяги куринишни 
олади:

i .f  J Я*, у, z) dx dy dz =  (5.7)
CD

=  | f J/(A С05Ф. r  sin ф, г) rdr d cp dz.

(5.6)

Ф , z буйича хусусий

50- шакл
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1 -м и со л . Уч улчовли

.Щ  (х2 +  у - )dxdydz
О)

интегрални ^исобланг, бунда со 
со^а г  — х" 4- у2 параболоид ва 
z— 1 текислик би лан чегараланган.

Ечиш . со интеграллаш со­
хаси ва унинг Оху текисликдаги 
D лроекциясини ясаймиз (51- 
шакл).

Интегралда цилиндрик коорди- 
наталарга утамиз: интеграл ости­
даги / (х, у, г ) =  х2 +  у2 функция 
/ (г cos <f, г  sin (р, г) = г 2 ку ринишни 
олади, со со.̂ а чегарасинингг=л:'э+  
+ у 2 ва г= 1 тенгламалари бундай 
ёзилади: z — r2 ва z =  1, D соха 
чегарасининг х2 +  у2 =  1 тенгла­
маси г  =  1 булади. Шундай ки­
либ, уч улчовли интегрални ци­
линдрик координаталарда ёзчш 
ва (5.7) буйича хисоблаш мумкин:

f f J  (х2 +  у2) dx dy dz =
(О

— §§§ r2 r dr d y  dz =  [ d y\  dr [ r3dz =  f d y  (r3 z) г dr =
<o o' о г* о о r

2л 1 2Л , .

0 0 0 
2л 2л

,1 V 4 6  ) 12 . )  12 6
0 0

2. Сфсрик косрдикаталар. Oxyz коордннаталар спстемасида 
M  нуцтанн цараймиз. М  ну^танинг фазодагн .\олати унингкоор- 
динаталар  бошигача булган масофаси (Л1 ну^та радиус-век- 
тори узунлиги), радиус-вектор билан О г  у^  орасидаги 0 бур- 
чак х.амда ну^та радиус-векторининг Оху увд а  проекцияси би­
лан Ох  орасидаги ср бурчак орь;али аницланади. Бу учта г, <р, 0 
сон М  нуцтанинг сферик координаталари дейилади. 52- шакл- 
дан М  нуцтанинг сферик координаталари унинг х, у, z декарт 
координаталари билан куйидаги муносабатлар ор^али боглан- 
ганлиги куриниб турибди:

х =  г  sin 0 cos <р,

52- ш акл.

2 я
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53- ш акл.

у — г sin 0 sin q\
г =  г cos 0,

бунда г >  0, 0 < ff <  2 л, 0 <  0 < л .
Алмаштириш якобнанн

/ =  г2 sin О
эканини хисоблаш мумкин, шу са­
бабли (5.5) формула ьуиндаги кури- 
нишни олади:

\ \ | f(x, У, z)dxdydz =
«- v  

О)
sin 0 cosq-, r sin 0 sin ф, rc o s0) r s s in 0 drd(p£/0. (6 .8)

(О

2 - ми  с о л .  Радиуси R га тенг шар ^ажмини хисобланг. 
Е ч и ш.  (2. 1) формулага биноан ва изланаётган .%ажми V 

га тенг жисмнинг симметриклиги туфайли з^ажм цуйидаги фор­
мула буйича хисобланади:

У =  8К =  8 § \  ̂dx dydz =  8 j  []* г2 sin 0 dr cf <р d 0,
"  a

бунда V — шар хажмининг саккиздан бир цисми (53- шакл):
О <  г <  R,

О <  <р < — .
2

Демак,
71 _Я
2 2

V =  8 f d <р j  d 0 J  r2 sin 0 dr =
О О О

Л  Я
Я/2 л/2 2 2

=  8 j  d ср j  sin 0 - j d 0 = ^ - J d c p j '^ 3s in 0 d 0  =  
о о  0 о о

л/2 л/,  л/2

=  — /?3 J  cos 0 1 d <р =  — R3 j  (cos — — cos 0 j  d <p = 
о 0 о

n/2 ji
=  - R 3 \ drp =  - f l 3.<p|2

3 J  3 Q
— — л R3.

Шундай цилиб, радиуси R га тенг шар хажми
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V =  — jt R (куб бирлик)
3

4

дан иборат.

У з - у з и н и  т е к ш н р и ш  у ч у й  с а в о л л а р

1. И кки улчовли интегралда узгарувчи  кандай  алмаш тирилади? Алмаш- 
тнрнш якобиани инма?

2. И кки улчовли интеграл ^утб  координаталарида ^андай  иф одаланади? 
Д екар т  координаталарини цутб координаталарига алмаштириш якобиани нн- 
м ага  тенг?

3. К,утб координаталарида икки улчовли интеграл икки каррали интеграл 
ёрдам ида кандай  ^исобланади?

4. Уч улчовли интегралда узгарувчилар  кан дай  алмаш тирилади? Алмаш- 
тнриш якобиани нима?

5. Уч улчовли интеграл цилиндрик координаталарга кан дай  алмаш тирила- 
ди ? Д екар т  координаталарини цилиндрик координаталарга алмаштириш яко- 
биаии нимага тенг?

6. Уч улчовли интеграл сферик координаталарга ^андай алмаш тирилади? 
Д екар т  координаталари сферик координаталарга ^андай алмаш тирилади? 
Д екар т  координаталарини сферик координаталарга алмаштириш якобиани 
нимага тенг?

7. 3525—3540, 3547—3558- масалаларни ечинг.



t

l l - боб

ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР ВА СИРТ 
ИНТЕГРАЛЛАРИ

1 -§ . Эгри чизикли интегралларга олиб келадиган м асалалар

Интеграллаш сохаси бирор эгри чнзиц кесмаси булган хол 
учун ани^ интеграл т^шунчасннн умумлаштнрамнз. Бу турдаги 
интеграллар эгри чизицли интеграллар дейилади Улар мате- 
матиканинг турли булимларида ^улланилади. Эгри чизикли 
интегралларнинг икки тури фар^ ^илинади: биринчи турдаги 
ва иккинчи турдаги эгри чизикли интеграллар. Бу тушунчалар- 
га келтирувчи масалаларни цараб чи^амиз.

1. Эгри чизи^нинг массасини хисоблаш хацидаги масала. Фараз 
цилайлик, бирор АВ яссн эгри чизикда масса узлуксиз тацсимланган 
булсин. Агар эгри чизицнинг хар бир М нуцтасидаги р зичлиги маъ- 
лум булса, яъни р =  р (Л1) б\ лса (бунда р =  ( (М) — М нуктанинг 
берилган узлуксиз функнияси), АВ эгри чизи1\нинг т  массасини топа­
миз. Бунинг учун АВ эгри чизикни А и А2, . . , At_ u Аг . . . , Ап_, 
ну^талар билан п та ёйга (кисмга) ажратамиз (54-шакл). АВ эгри 
чизикни булиш натижасида хосил булган ёй узунлигининг энг кат- 
тасини d билан белгилаймиз ва булиниш диаметри деб атаймиз. Агар 
диаметр d-*- О булса, у холда ёйларга булиш сони п -*• оо булади.
A i_ {Ai ёйларнинг хар бнрида ихтиёрий равишда биттадан (jc(j г/() 
нуцта танлаб оламиз ва унда эгри чнзикнинг зичлигини ^исоблаймиз:

Р£ = Р ( ^ ) - Р ( ^ ,  ^)-

Агар эгри чизикнинг хгр Сур кисмидаги хамма нукталарда зичлиги 
узгармас ва унинг Mt н\ктадаги кийыатига тенг булади деб фараз 
цилинса, у  холда хар бир ёйнинг 
пц массаси такрибан кунидагига у, 
тенг булади:

mi «  Р (Щ  д  h =  Р (*i, ~yL) Alt, 
бунда Д /{- катталик Ai_ 1Ai ёйнинг 
узунлиги. Хамма ёйларнинг масса- 
ларини цушиб, АВ эгри чизкц т  
массасининг такрибий ь^ииматини 
хосил циламиз: 54. шакл.
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m fist У  р (М{) A lt =  ^  Р У,-)А (1-1)
t=i i=i

Эгри чизиц канчалик кичикроц булакларга ажратилса, бу тенглик 
шунчалик аниц булади. Моддий эгри чизгщнинг массаси булиниш 
диаметри d нолга интилганда ( 1.1) тенглик унг цисмининг лимитига 
тенг бу тади, яъни

т  = limZ р (Mi) A Zf- = lim v  Р (*,-, у{) А/г> (1 2)
d—►О f —I d—t 0 t-_.j

бунда
d =  max А

Шундай килиб, эгри чизикнинг массасини з^исоблаш масаласи (1.2) 
лимитни з^исоблаш масаласига олиб келшгди.

2 . Кучнинг эгри чизи^ буйлаб бажарган иши ^а^идаги масала. 
Фараз килайлик, М моддий нуцта АВ ясси эгри чизиц буйлаб з^аракат- 
ланганда координата уцларида узининг Р ва Q проекциялари билан
берилган F =  F (х, у) куч таъсирида, яъни

F =  F (х, у) = Р (х , у) i +  Q(x, у) j  (1.3)

куч таъсирида А з^олатдан В зсолатга утган булсин. F кучнинг А В 
кучиришда бажарган W ишини топамиз. АВ эгри чизицни А, Аъ 
Ао, , А ;_и Аь . . , Ап_ {, В нуцталар билан яна п та цисмга 
(ёйга) буламиз. Энг катта ёйнинг узунлигини d билан белгилаймиз 
ва уни булиниш диаметри деб атаймиз. Дар цайси цисмда (ёйда) их-
тиёрнй (xt, yj) нуцтани танлаймиз ва унда Ft =  {Pt, Q-} кучаинг 
кийматини топамиз, бунда

Fi -= Fi (хр У[), p .= p ( x it i/7), Qc =  Q (xh yt).

Куч ёйнинг нуцталарида узгармас сакланадп ва унчнг таъстпида 

нуцта ёй буйича эмас, балки бу ёГинпг ватарл А 5 - =  Л (-_,/1; =  { A x h 
А //,■} буйлаб кучади деб фараз киламиз. Д'.рбир ёйдаги ишнинг таг -̂

рибий цийматн куч векторл F; ва кучяш вектор:! A S- нинг скаляр 
купайтмасига тенг (35- шакл):

Wi =/',■• A Si =  Р (xL, yt) A xt + Q  (v-, у.) А у..

Хосил килияган кием ишларни жамлаэ .43 эгри чизи;  ̂ буйлаб F куч 
бажарган т^лик ишнинг такрлбий цчйматчпп узеил киламиз:

Г  «  v  [Р (7,.,77() Ах,. ~  Q (х-,7/.) А;/(]. (1.4)
!= I
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55- шакл. 56- шакл.

Моддий нуцтани АВ эгри чизиц буйлаб кучиришда F куч бажарган 
иш учун d булиниш диаметри нолга интилганда (1.4) йигиндининг 
лимитини цабул циламиз, яъни

П
W =  lim У  [Р (*;, У;) Axt +  Q {х0 yL)  AyL]. (1-5)

d~* 01=1
Бу ерда ^ам кучнинг бажарган ишини ^исоблаш масаласи (1.5) ли- 
митни хисоблашга келдч.

Кейинчалик (1.2) ва (1.5) формулаларнинг унг ^исмлари 
АВ  эгри чизиц буйлаб биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли 
интеграллар эканини курамиз.

2-§. Биринчи тур эгри чизикли интеграл

1. Таърифи ва асосий хоссалари. Оху текисликда хар бир нуцтаси- 
да / (а', у) функция берилган бирор АВ силлиц эгри чизикни ^араб чика- 
миз. Бу эгри чизикни А, А {, Л2, . . . , А{_ и At, . . .  , Ап_,, В нуцталар 
билан п та булакка (ёйларга) ажратамиз ва хар бир ёйда биттадан 
Mi(Xi, У[) нуцта танлзб оламиз. Бу ну^таларда берилган /(.V, у) 
функциянинг ^ийматларини ^исоблаймиз ва куйидаги йигиндшш ту- 
замиз:

V / ( , M . ) A / .  =  V / £ . t £ . ) Д / . ,  (2.1)

/3 __  ̂ /3
бунда A/t- катталик A[_ lAi ёйнинг узун лиги (56- шакл). (2.1) куриниш­
даги йигиндилар f(x, у) функция учун АВ ясси эгри чизиц буйлаб 
олинган биринчи туп  интеграл йигиндилар деб аталади.

Т а ъ р и ф .  Булиниш кисмларининг энг катта Д/г- узунлиги 
(уни d диаметр деб атаймиз) нолга интилган шартда (2. 1) 
интеграл йнгнндинннг лимити биринчи тур эгри шшщли интег­
рал дейилади (ёки ёп узунлиги буйича эгри чизикли интеграл 
дейилади) ва

| /(*, У) dl
АВ

121



каби белгиланади. Шундай ^илиб,

f f(x, у) dl ■-= lim У  /(*., //.) (2 .2 )
ав а- °  т

бу ерда АВ эгри чизикни контур ёки интеграллаш нули деб атай- 
миз. Агар f(x, у) функция АВ контурнинг хамма нуцталарида узлук­
сиз булса, бу лимит мавжуд булади. Биринчи тур эгри чизщли ин­
теграл АВ интеграллаш йулининг йуналишига богли^ булмайди, чун­
ки А/,- ёйнинг узунлиги Ai—l ёки Л,- нукталардап i^aiicn бири ёйнинг 
боши учун ва ^айси бири охири учун цабул цилинганига боглиц 
булмайди, яъни

\f(x, У) dl =  \f(x, у) dl.
А В В А

(2 .2) ва ( 1.2 ) формулаларни тавдослаб, зичлиги р (х, у) бул­
ган моддий АВ эгри чизикнинг т  массаси р (х, у) знчликдан 
АВ эгри чизи^ буйича олинган биринчи тур эгри чизикли ин- 
тегралга тенг, яъни

т  =  | р (х, у) dl (2.3)
АВ

булишини курамиз.
Агар АВ контурнинг ^амма ну^таларида интеграл остидаги 

f ( x , y ) = s  1 булса, у  ^олда биринчи тур (2 .2 ) эгри чизикли интег- 
ралнинг киймати сон жихатдан АВ эгри чизикнинг L узун- 
лигига тенг булади, яъни

L =  f dl. (2.4)
А В

Агар АВ эгри чизикнинг ^ар бир ну^тасида интеграл ости­
даги функция f(x ,y)~ ^ 0  булса, у ^олда (2 .2 ) эгри чизикли ин­
теграл сон жихатидан ясовчилари Oz у^ига параллел булган 
цилиндрик сирт булагининг S  юзига тенг булади. Бу сиртнинг 
йуналтирувчиси АВ контур булади, у ю^оридан z = f(x ,y )  сирт 
билан, пастдан 2 = 0 текислик билан чегараланган (57 -шакл). 
Шундай 1̂ илиб,

S = \ f ( x , y ) d l .  (2.5)
АВ

Ясси АВ эгри чизиц буйича олинган эгри чизикли интегралнинг 
геометрнк маъноси ана шундан иборат.

Эгри чизикли интегралнинг асосий хоссаларини биз санаб 
утамиз холос, чунки уларнинг исботи ани^ интегралнинг мос 
хоссалари исботига ухшашдир.

1- х о с с а .  Узгармас купайтувчини эгри чизицли интеграл 
ишорасидан ташкарисига чнкариш мумкин, яъни агар k узгар­
мас сон булса,

122



57- шакл. 58- шакл.

f k fix , у) dl =  k \ f  (x, y) dl.
А В А в

2 - x o c c a .  Бир неча функциянинг алгебраик йигиндисидан 
олинган эгри чизшуш интеграл кушилувчилардан олннган (ик­
кита ^ушилувчи билан чекланамиз) эгри чизикли интегралтар- 
нинг алгебраик йигиндисига тенг:

f [fix, у) ± Ф (*, у)] d l— f Цх, у) dl ± [ ф (х, y)dl.
АВ АВ АВ

3- х о с с а. Агар интеграллаш нули АВ бир неча ^нсмга бу- 
линса, у ^олда бутун йул буйича олинган эгри чизикли инте­
грал ^ар бир ^исм буйнча (икки цисм билан чекланамиз) 
олинган эгри чизицли ннтеграллар йигиндисига тенг булади 
(58- шакл).

[ fix , у) d l=   ̂fix , y)d l +  ^ fix , y)dl.
АВ АС С В

Пировардида шуни 1̂ айд ^иламизки, агар АВ фазовий эгри 
чизиц ва унда f(x ,y ,z )  функция аникланган булса, у з^олда 
ясси эгри чизиада ухшаш холда бу фазовий эгри чизиц буйлаб 
биринчи тур эгри чизикли интегралии аниклаш мумкин, у 
^уйидагича белгиланади:

\ f i x , y ,z ) d l .  (2.6)
АВ

2. Биринчи тур эгри чизикли интегралии ^исоблаш.  ̂f(x, у) dl
АВ

эгри чизшуш интегралии ^исоблаш ани^ интегралии ^исоблашга кел- 
тирилади. Фараз цилайлик, ясси силлиц АВ эгри чизикнинг параметрик 
тенгламаси

( х  =  х(/),
[y  = yiO

куринишда булсин, шу билан бирга x't, у[ уз чуксиз .^осилалар мав­
ж уд  булсин. Фараз ^илайлик, t параметр а  дан р гача узгарадиган 
булсин, шу билан бирга а  <  р. У ^олда ёйнинг дифференциали

dl =  Vx't2+y't2 dt.
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ва эгри чизщли интеграл аник, интеграл срцали

Г f  (х, у) d l = \ f  (х (О, У (0) ] V  +  У? dt (2.7)
А В а

формула буйича ифодаланадн. Жумладан, агар АВ силлщ эгри чи- 
зиц у  — у (х) ошкор тенг лама билан берилган булса (бунда а <  х  <
<  Ь),

С fix , У) dl =  \ fix, Uix))  ̂ i -ту"1 dx (2  8)
А В  а

булади.
(2 .6 ) фазовий эгри чи31Щ буйнча олинган биринчи тур эгри 

чизицли интегралии хисоблаш техиикаеи ясеи эгри чизи^ буйи­
ча олинган интегралии ^исоблаш техникасидан фар^ цилмай- 
ди, хусусан:

Р _______________
J  fix , у, г) dl = \f(x(t), уЦ), г (/)) V  х?  + У? + *,'2 dt, (2.9)

А в а

бу ерда x — x{t), У — у it), z =  z{t) тенгламалар АВ эгри чизикнинг 
параметрик тенгламалари, шу билан бирга t параметр а  дан § гача 
узгаради (а <  (3).

1-мисол . Ушбу

\ ix +  y  +  z)dl
А в

интегралии хисобланг, бунда АВ — ^уйидаги параметрик тенгламалар 
билан берилган винт чизи^ урамининг ёйи:

х =  cos t, у =  sin t, z — t, бунда 0 <  t <  —.

Ечиш. (2.9) формулага кура цуйидагиларни топамиз:
я/2 _______________________

j" ix +  у +  z) dl — J  (cos t +  sin t+ t) ]  r(—sin t)2 +  (cos t)2- f  I2
А В  0

=  1^2 (sin —---- cos — +  —) — V~2 (sin 0 — cos 0 +  0) =
\ 2 2 8 /

=  V 2  ( l  +  1 +  =  V 2  (2  +  I ) .

2 -м и со л . Интегралии хисобланг:

f x2 dl,
AD

бунда A В — 1 <  x <  2 булганда, y=\nx  текис эгри чизикнинг ёйи.
Ечиш. (2 .8) формуладан фойдаланиб, хосил циламиз:

1
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2   2 2

J x 2 rf/ =  J x 2 у  1 +  dx =  Jx " K x 2 +  1 dx =  у  j*l/'.x2+ 1 d(x2-f- 
Л В  I I 1

+  1) =  !  ■ -  (1 +  x2)3/2 I2 =  -  (53/2 — 23/2 ) =  -  ( К б 5 — У 2s).
2 3 11 3 3

3- §. Иккинчи тур эгри чизикли интеграл
1. Таърифи ва асосий хоссалари. Фараз цилайлик, Оху те- 

кисликда йуналтирилган АВ силли^ эгри чизи1\ берилган бул­
син, унда унинг А боши ва В охнри з^амда шу эгри чизи^даги 
Р(х, у) функция курсатилган булсин. Бу эгри чизикни

Л, Л[, Л2, . . . , Лг-_[, Л j , . . . , Лп_ 1, 5

нуцталар билан Л дан Б га караб йуналишда ихтиёрий узунликдаги 
п та булакка (ёйга) буламиз (59-шакл). Дар бир ёлда /И,- (х,, г/,- ) 
ну^тани танлаб оламиз. Р(х, у) функциянинг шу ну^талардаги ций- 
матларини ^исоблаймиз. Дар бир ёй учун

Р (х,-, ^ )  Дх,-

купайтмани ^исоблаймиз, бунда Дх,- — At_ { Л,- ёйнинг Ох уадаги про- 
екцияси. Ёйнинг Ох у^даги проекцияси деганда бу ёй ватарининг Ох 
у^идаги проекцияси тушунилади, яъни

д *£ =

бунда xt- ва xt-_t— Л(-_, Л,- ватарнинг Л,- охири ва Л,_, бошининг 
абсциссалари. Досил ^илинган купайтмаларни кушамиз:

П
v P(xt, у,-) Дх,-. (3.1)
i=  I

(3.1) куринишдаги йигиндн Р (х ,у )  функция учун Л В эгри чи- 
зи^ буйича х координатага нисбатан иккинчи тур интеграл 
йигинди дейилади. Иккинчи тур (3.1) интеграл йириндининг 
биринчи тур (2 .1) интеграл йигиндидан фар^и шундан иборат- 
ки, у ерда функциянинг циймати булиниш ^исмининг узунли- 
гига купайтирилади, бу ерда эса 
бу ^исмнинг Ох уцдаги проек- 
циясига купайтирилади.

Т а ъ р и ф. Энг катта були­
ниш цисминннг узунлиги нолга 
интилганда (3.1) интеграл йирин- 
дининг лимити иккинчи тур эгри 
чизикли интеграл (ёки х коорди­
ната буйича эгри чизикли интег­
рал) дейилади ва бундай белги­
ланади:
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f P(x, у) dx
A B

( 3 .2)

Бу ерда АВ контур ёки интеграллаш нули дейилади ва А нуц- 
та шу контурнинг бошланрич, В эса охнрги ну^таси дейилади.

(3.1) и н теграл  йириндининг ту зи ли ш н д а н  иккннчи тур  эгри  
ч изи кли  и н теграл  уз  цийматини АВ  и н т е г р а л л а ш  н у л и  у зга р -  
г а н д а  к а р а м а -к а р ш и сн га  алм а ш т и р и ш и  к е ли б  чикади, яъни

Да iyi катан хам, агар эгри чизицнинг йуналнши узгартирилса, у хол- 
да (3.1) йигиндидаги Дх,- проекцияларнинг ишоралари хам узгаради. 
Демак, йириндининг узи ва уни ir (3 2) лимит» ишорасини узгарти- 
ради.

у  координата буйича иккинчи тур эгри чизшуш интеграл 
х.ам шунга ухшаш аникланади, у бундай белгиланади:

(3.2) ва (3.4) эгри чизнцли интегралларнинг йигиндиси ик­
кинчи тур умумий эгри чизикли интеграл (ёки координаталар 
буйича эгри чизикли интеграл) дейилади ва бундай белгила­
нади:

Агар Р (х ,у)  ва Q(x, у ) — F кучнинг координаталар у^идаги 
проекцияси булса, у ^олда (1.5) муносабатдан иккинчи тур 
умумий эгри чизикли интеграл шу кучнинг АВ йулдаги ишини 
ифодалаши келиб чикади. Иккинчи тур эгри чизикли интеграл­
нинг механик маъноси шундан иборат.

Иккинчи тур эгри чизикли интеграл биринчи тур эгри чи- 
зи^ли интегралнинг ^амма хоссаларига эга булади, бундан i^y- 
йидаги мустасно: интеграллаш контури йуналиши узгарганда

(3.3)

С Q (х, у) dy. (3.4)
А В

(3 5)
АВ

интеграл (3.3) нинг ишора- 
си узгаради.

А
60- шакл.

Агар контурнинг охирги 
В ну^таси бошланрич А 
ну^тасн билан устма-уст 
тушса, А В эгри чизиц ёпи^ 
булади (6 0 -шакл). Бу ?;ол- 
да (3.5) интегралда АВ 
ёпи^ контур з а̂р донм мус­
бат йуналишда айланиб 
утилади, бунда шу контур 
ичида ётувчи со^а айланиб
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утувчи ну^тага нисбатан чап томонда цолади деб ^исоблан- 
миз. Контурни айланиб утншнинг 1̂ арама-царши йуналишини 
манфий йуналши деб атаймиз.

Эгри чизикли интегрални L ёпи^ контур буйича белгилаш 
учун

§  Р  (*, у) dx +  Q (х, у) dy 3̂ gj

белгидан фойдаланилади.
Пировардида, агар А В — фазовий эгри чизиц ва унда 

Р(х, у, z), Q(x, у, z), R (х, у, г) функциялар аншуланган булса, 
ясси эгри чизиц ^олига ухшаш бу фазовий эгри чизиц буйича 
олинган иккинчи тур эгри чизикли интегрални ани^лаш мумкин. 
Интеграл бундай белгиланади:

f Р (х, У, г) dx +  Q (х, у, г) dy +  R (х, у, z) dz. /3 7)
А В  '  ' '

2. Иккинчи тур  эгри чизикли интегрални ^исоблаш. Иккинчи 
тур эгри чизикли интегрални ^исобташ хам аниц интегрални ^исоб- 
лашга келтирилади.

Фараз килайлик, АВ силлиь* ясси эгри чизиь̂
(х  =  х (/),
I У =  У(&

параметрик тенгламалар билан берилган булсин, бунда t параметр- 
нинг а  дан Р гача узгаришига эгри чизи^ буйлаб бошлангич А нуь̂ - 
тадан охирги В ну^тага цараб >;аракат мос келади. Бу ерда а  миц- 
дор Р дан кичик булиши шарт эмас. У холда f Р(х, у) dx эгри чизиц-

АВ
ли интеграл

\ Р (х, у) dx =  j Р (x(t), у (t))x\t) dt (3 .8)
АВ а

формула буйича ани^ интеграл билан ифодаланади. f Q (х, у) dy ин-
АВ

теграл учун хам худди шунга ухшаш формулани хосил киламиз. 
Шундай килиб, иккинчи тур умумий эгри чизикли интеграл ^уйида- 
ги формулага кура ани^ интеграл билан ифодаланади:

f Р(х, у) dx+Q (х, у) dy=  f  [Р (x(t), y(t))x'(t) +
Ав а,

+  Q(x(t), y(t))y'(t)\dt. (3.9)
Агар ясси эгри чизи^ ушбу

у  =  у  (а), а <  х <  b
ошкор тенглама билан берилган булса, у  з^олда (3.9) тенглик

J Р (х, у) dx+Q (х, у) dy=  Г [Р (х, у (х)) + Q (x, у (х)) у'(х)] dx (3.10)
А В  а
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куринишни олади, бу ерда а ва b катталиклар АВ ёйининг А ва В 
учларининг абсциссалари. Иккинчи тур эгри чизщли интегралии
(3.7) эгри чизиц буйича хисоблаш техникаси ясси эгри чизи^ буйича 
интегралии хисоблаш техникасидан фарц цилмайди:

f Р (х, у, z)dx +  Q (х, у, z) dy+  R (х, у, z) dz =  J [P(.v(/), y(t), z{t))x'(t)+

+  Q (x (/), у (t), z (/)) i f  (t) +  R(x (t), у  (/)“ г (/)) z' (/)] dt, (3 . 11)

бу ерда x =  x(t), у =  y{t), z= z(t) — АВ згри чизикнинг параметрик 
тенгламаларн, t параметр а  д?н j3 гача узгаради, бу эса эгри чизи^ 
буйнча А нуктадан В нуцтагача йуналишга мос келади.

1-м и со л . Интегралии хисобланг:

J (х +  у) dx +  (x — z)dy +  (у +  z) dz,
А В

бу ерда АВ — тугри чизикнинг А ( — 1; 2; 0) нуцтадан В(3; 1; 2) 
ну!\тагача ораликдаги кесмаси.

Ечиш. Аввал икки А ва В ну^та ср^али утувчи тугри чизиц 
тенгламасиии тузамиз:

х +  1 _  у —2 _  2_
4 — 1 2

Бу эгри чизицнинг параметрик тенгламаси ^уйидаги куринишга эга 
булиши равшан:

x — At— 1, у  = —/ +  2 , г  =  2/.

Бунда А ну^та параметрнпнг 1 =  0 кийматига мос келади, В ну^та 
эса параметрнинг t =  1 ^ийматига мос келади. Шундан сунг х' (t) =  
=  4, y'(t) =  — 1, z’(i) =  2 ларга эга буламиз. (3.1) форму ладан фои- 
даланиб, ^уйидагини топамиз:

('(х +  y)dx +  (х — z)dy +  ( у -\-z)dz=  f [(4/—1 —t +  2)4 +
А В О I

О 11

+  (4/— 1 — 2/)( — 1) +  ( —/ +  2 +  2t) 2] d t=  f [ ( 3 / + l ) 4 -
оi

— (2t — 1) +  (t +  2) 2] dt =  j (12/ +  9 )eft =  (6/2 +  90
0

2 -м исол . Интегралии хисобланг:

=  6 + 9 =  15.
о

f xy2 dx - f  xhj dy,
AB

бунда A B — y — x2 параболанинг Л( 1; 1) ну^тасидан В (2, 4) нукда- 
сигача булган ёйидир.

Ечиш. х ни параметр учун ^абул щшб, (3.10) формулага кура 
^уйидагини ^осил ^иламиз:
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\ ху2 dx -j- x2y dy =  \ ( x x 4 +  x2 x22x)dx ~  3 \ x5dx =  
a b  l i

=  —
I ~  2 '

3- m h c o л. Ёпик контур буйича олинган куйидаги эгри чизикли 
интегрални хисобланг:

\ (-V2 +  if)  dy,
L

бунда L — учлари А (0: 0), В (2; 0), С (2; 4), D(0; 4) ну^таларда жой- 
лашган (нукталар айланиб утиш тартибида жойлаштирилган) туртбур- 
чакнинг контури.

Е ч и ш. L контурни айланиб утиш йуналиши шаклда курсатилган 
(61- шакл).

Интеграллаш контури L ни турт *кисмга булиб, куйидагини хо­
сил киламиз.

j  ixr +  ir) dy =  } (.v2 +  у2) dy\+ f (x2 +  y2)dy +  [ (x2 +  y2)dy '+
:  А В BC CD

+  j  (*' +  y-)dy-
V A

Хрсил булган ифоданинг унг томонидаги хар бир интегрални хисоб- 
лаб чикамиз: (х'~ +  у'-) dt/ =  0, чунки А В контурда у —0 ва dy= 0. 

а в
ВС контурнинг тенгламаси х =  2 булади, у параметр 0 дан 4 гача 
узгаради, шуиинг учун куйидагини хосил киламиз:

-1
[  (х2 - г  у2) dy =  j (4 +  y2)dy =  (-Uj+ i f )

4

0 ’ 3 3=  l 6 + ^  =  ^ 2

| (x2 +  if)dy =  0, чунки CD контурда у — 4 ва dy =  0. DA контур-
си
нинг тенгламаси х =  0 булади, у параметр 4 дан 0 гача узгаради, 
шуиинг учун куйидагини хосил киламиз:

о
У  +  =  \ (0 + y 2) d y = ± y 3

DA 4

Шундай килиб, натижада куйидагини хосил киламиз: 
f t  п ’ ' '2 64I (х~ -г  у )dy — —------ - =  16.

L

Пировардида, биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли инте­
граллар орасидаги богланишни курамиз.

АВ эгри чизивда М (х,у)  ну^тада утказилган йуналтирил- 
ган уринманинг координата уцлари билан ^осил ь^илган бур-

9 -2 6 4 0  129
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61- шакл-

X Х*йХ

6 J  шакл.

чакларни а  ва ,3 оркали белгилаймиз (уринманииг мусбат 
йуналиши учун нуктанииг А дан В га караб эгри чизиц буй­
лаб харакат нуналншшш кабул киламиз) (62- ш акл). 

Шаклдан
a v =  cos a  ■ dl, d’j  — cos p - dl

мупоеабатии хосил кчламш. Пккчпчн тур эгри ч: иикл и иитеграллар- 
да dx ва dy ни олингаи мунссабатлар билан алмаштприб, уларни 
биринчи тур эгри чизшуш иитегралларга алмаштирамиз:

Р(х. y)dx= \ Р(х, //)cos a  dl, | Q(x, y)dy =  j  Q(x, y) cos p dl,
A B  ЛИ A В

P(x, y)dx +  Q{\, y)dy =  f (P(x, y)cos a  -f- Q(x, //)cosp)c//. (3.12)
ль ли
Шундай цилиб. биз биринч![ ва иккинчи тур эгри чизшуш 

интеграллар орасидаги боглаиншнн ифодаловчи формулаларнн 
хосил цилдик.

А В фазовий эгри чнзиц б\лгаи хол учун хам шуига ухшаш 
формула уринли булади:

\ Р (л-, у, z)dx +  Q (х, у, г) dy +  R (л\ у, z) dz — ( I/1 (х, у, z) uos a  +
А В л и

+ Q( х, у, z) cos Р +  Р(х, у, г) cos y]dl, (3.13)
бу ерда a ,  Р, у — \В эгри чизицка утказилгаи й\ налтирилгаи урин­
манииг координата ухлари билан ташкил этган бурчаклари.

У з -у з и н к т  с  к  ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а  р
1. Эгри чизикнинг массасн ^андан аникланадн?
2. Ну^ганннг куч т аъ е н р щ а  эгри чнзнц буйлаб .\аракатланншнда бажа- 

рила шгаи иш каидан  аннцланади?
3. Берилган чизиц буйича бнрннчн тур  эгри чизнцлн интеграл деб нимага 

айтилади?
4. Биринчн тур  эгри чизнцлн иитегралнниг хоссаларини сапаб утинг.
5. Интеграллаш контури йуналиши бпрннчи тур  эгри чизи^ли интеграл­

нинг катталнгнга таъенр циладнмн, тушунтиринг.
6. Агар интеграллаш контури тенгламасн параметрик куринишда берилган 

булса, биринчн тур  эгри чнзшу-ш интеграл цандай хисобланади? Формуланн 
келтиринг.



7. Агар интеграллаш контури тенгламаси i/=i/ (.v) ёкн х = х  (; ;)  мрнниш да 
ошкор берилган булса, бнрннчн тур  эгри чизикли ннтеграл кандай -\исобла- 
иадн? Мнсоллар келтнрннг.

8. Эгри чизнк буйлаб олинган иккинчи тур  эгри чизикли интеграл деб 
нимага аитнлади?

9. Интеграллаш контури йуналншн иккинчи тур  эгри чизикли ннтеграл- 
нниг катталнгнга  цандан таъснр курсатадн?

10. Интеграллаш контури ёпик булган \олда айланнб утишнннг мусбат 
йуналншн кандай белгиланади?

11. Агар интеграллаш контури тенгламаси параметрик курннншда бернл- 
ган булса, иккинчи тур эгри чизикли ннтеграл кандай  хпсобланади? Форму- 
ласнни келтиринг

12. Агар интеграллаш контури тенгламаси ц = у  (д.) ёкн х = х  (//) курннншда 
ошкор берилган булса, нккннчн тур  эгри чизикли интеграл кандай .\нсоблана- 
дн? Мнсоллар келтиринг.

13. Биринчи ва иккинчи тур  эгри чизикли интеграллар узаро  кандай 6 of- 
ланган?

14. 3770—3799, 3806—3821, 3869 - 3 8 , 5 -  масалаларнн ечннг.

4-§ . Грин формуласи

Бу параграфда сник контур буйича олинган нккинчн тур э г ­
ри чизикли интеграл хамда шу конг^р билан чегараланган соча 
буйича олингаи икки улчовли интеграл орасидаги боглаиишни 
курамнз.

Т е о р е м а .  Агар Р (х ,у )  ва Q (x,y) функцичлир D сохада 
узларининг биринчи тартибли хусусий ,\осилалари билан уз­
луксиз булса, у холда

j>PUV, y)dx +  Q(x, y)dy =  J  j  [~ j - ^ j d x d y  (4 I}
L I)

формула уринли булади. бу ерда L — D со.\анинг чегараси (L) 
буйича интеграллаш мусбат йуналишда амалга ошприлади)
(4.1) формула I рин формуласи дейилади.

И с б о т  и Фараз кнлайлнк, L контур билап чегараланган 
D соха мунтазам булсин (10- боб, 3 -§ )  Бу соха куйидан AM В 
эгри чизш\ билан (унинг тенгламаси у=у\ (л )) юцорндаи Л.ХВ 
эгри чизи1ч билан чегараланган (унинг тенгламаси у = у 2 (х)) 
булсин, шу билан бирга у, (.v) ^ у 2(х) ва (63 -шакл).
Бундай D сохани куйидаги тенгсизликлар системаси курини- 
шида ифодалаш мумкин:

J а  <  .v <  Ь,
{У,(х) <  у <  у2(х)

Иккала А MB ва 4 \'В эгри чизнклар бирга пжда Л \1B\A ёпик 
контурни ташкил этади.

Авв.1л ( I — dxdy икки улчо вти  интегрални ка раб чикамиз ва 
J J  Оу

D
уни эгри чизикли иитегралга алмаштирлмнз. Бунинг учун уни икки 
каррали интеграл куринишндч нф' д̂а. шйшз:
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63- шакл. 64- шакл.

ь у2м  ь УгМ ь
dx dy = | ^ |  l ^ d y = \ Р(Х’ ^ dx =  i 1Р(х, у2(х))

a y t(x) ’ а 
b

У i(* ‘ а b
—Р(х, y1(x))]dx=  | Р(Х, iJz(x))dx

а

— j P(x, iJi(x))dx.
a

(4.2) пинг унг ^исмида турган интегралларнинг .хар бири иккинчи 
тур эгри чизикли интеграл булиб, улар тегишли эгри чизик буйича
о.- инган:

ь
\ (Р(х, У2 С*)) dx =  f P(.v, y)dx=  — \ P(x, y)dx,

a AN В Ь \ A
b

(’P(V, y, (x))dx= \ P(x, y) dx.
a A.\IB

Шундай 1\илиб, (4.2) ифодани бундай ёзиш мумкин:

и 
яъни

Ушбу

ЬХ AM В
j  | dx dy =  — | Р(х, у) dx+  (' Р (х, у) d.vj =  — j' РЦх, y)dx,

” ВХА АМВ '

J J  ^-dxdtj =  — (j Р{х, y)dx.
D L

=  y)dy

(4.3)

(4.4)

формула ^ам худди шунга ухшаш исботланадн. Бу ерда L кон­
тур билан чегараланган D соха (64-шакл) куйндаги тенгсиз- 
ликлар снстемалари билан ифодаланади:

f с s£ у <  d,
U i l(У )< х ^ х 2(у).

(4.4) тенгликдан (4.3) тепглнкни хадма-хад анириб, изланаёт- 
ган (4.1) формулами хосил ь^нламиз.

Грин формуласинн исботлашда биз D сохани мунтазам деб 
фараз ^илган эдик. Бу формула чекли сондаги мунтазам со^а-
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ларга ажратиш мумкин булган хар кандай ёпиц D соха учун 
хам уринли булиб ц олади.

М и с о л .  Грин формуласи ёрдамида куйидаги эгри чизикли 
интегрални хисобланг:

I (x— y)dx +  (x +  y)dy,
L

бунда L — х~ +  у- =  R2 айланадир.
Ечиш. Р (х, у) =  .V — у, Q(x, у) — х +  у функциялар ва уларнинг 

дР . 0Q .—  = — 1, — =  1 хусусип хосилалари буту текисликда узлуксиз, 
ду дх
демак, х- +  у2 <  R2 ёпик доирада хам узлуксиздир. Бинобарин, ис- 
ботланган теоремага кура Грин формуласи берилган интегралда цул- 
ланилиши мумкин. Шуиинг учун кунидагига эга буламиз:

(.(.V — y)dx +  (х -f у) dy = j  j ( l  — ( — 1)) dx dy =
L D

= 2§ \ d x d y  =  2■S =  2лR2,
D

чунки |'|' dxdy =  S, бунда 5  —  интеграллаш сохаси р и н г ю зи . Бизнинг
V)

^олда бу доиранинг юзидир: 5  =  я R2.
Олинган натижани берилган интегрални бевосита хисоблаш 

билан текшириш мумкин. Бунинг учун айлананинг тенгламаси- 
ни (интеграллаш коитурини) параметрнк курннншда ёзамнз:

х =  R cos /, у — R sin t,
бунда 0 <  / < 2 я .

(3.9) формула буйича эгри чизикли интегрални хисоблаймиз:
2л

— y)dx +  (х +  у )dy -= J [(7?cost — R s in/)( — Rsint) +
о

2 л

~Ь (R cos / +  R sin t)R  cos i\dt =  R*J (—cos t sin t +  sin2£ —
о

+  cos21 +  sin t cos /) dt — R2 j  dt — 2 л  R2.
о

5- §. Биринчи тур сирт интеграли

1. Сиртнинг юзи. Сирт интеграли деб аталувчи тушунчани 
киритишдан олдин о сиртнинг юзини хисоблаш х.а^идаги маса­
лани у а̂л киламиз.

Фараз килайлик, о сирт z =  z(x, у) тенглама билан берилган 
булсин, унинг Оху текисликдаги проекцияси а  соха булади. Бу со­
хада z =  z(x, у) функция узлуксиз Еа г'х(к, у), z'y(x, у) узлуксиз ху-

133

№
L

■



65- шакл. 66- шакл.

сусий хосилаларга эга булсин. Сиртнинг юз;нш аниклаш учун аду 
соханн ихтиёрии ДS i% i — 1, п юзлн п та кисмга Пулами .̂.

Сиртнинг Оху текнслнкдагн проекциясн \ S- булган кисмини Да- 
билан белгилаймиз (65- шакл). Шу'ндан к.и.шб. а  сирт хам п та бу- 
лакка булинган булади. Хар бир \Sf кнсмда бнттадан ихтиёрин 
(а , ,  //,-) нукта танлаб оламиз, о снртда унга /И,-(л,-, //•, z() нукта меч: 
келади, бунда г, -  z(xh t/(). .VI t нукта оркалн сиртга уринма текис- 
лик утказамиз (7- бобдаги (9.4) формула) (66- шакл):

Ф ь  Уд (х — хд  +  zy(xi< У'д (У ~  >Ji) — (г — 2,) =  О,
бунда X, у, z — текислик истатган нуктаеннинг координаталари, 
хс • lJi • zi =  г (А7 » У/ ) — уриншп нуктаенникг координаталари,
ni — [zfaj, //,-), 2 (̂х(, //,), — 1} текиеликка перпендикуляр вектор (шу
текисликиинг нормал векторн). Агар нормал /г, вектор билан Ог yi\ 
орасидаги бурчакни у,- билан белгнласак, у \олда маълум формулага 
кура

соьу,-
I 1 (<-'( . щ )]2 [ г'у{ Ч . т  )Г

ни хосил ^иламиз (cos у,- > 0 , чунки у,- — уткнр бурчак).
Л1; нуктадаги уринма текисликнинг VS;- га проекциялападигап 

циемниинг юзшш До,- билан белгилаймиз, у холда

Д S, =  Др • cos Vi-
бундан

I 1 I | А-,-, У, ) j 2 +  [ zy\ Х(, 1/,-jj* • A S / .

Х.осил килииган юзларни кушиб, уринма текнелнкларпинг хамма 
булаклари ташкил килган сиртнинг юзшш хосил киламиз:
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^  j  1 “Ь [ гх\ лр -U) f  ! zi/(xfr -U) Г (5.1)
1=1

Бу йигипдини о сиртнинг книга такрнбан тенг деб хисоблаш мум­
кин. о спрт юзннннг аник киймати учун ясалгаи сиртнинг A-S,- 
юзчаларнинг энг катта d диаметр!! нолга интилгаи шартдаги (5.1) 
юзннннг лимити олинади. Агар бу юзнниг катталипши S  билан бел- 
гиласак,

5  Й - 11=1
га эга буламиз. Лимит белгнсн остида турган йиншди

1 1 -\гхЬ,У)\-+1Цх,У)?

5 =  j ' !  1 (г'х(.\\ у))1 {гу(х, у))2 dxdy. (52)

Шундай цнлиб, (5.2) муносабат г =  z(x, //) тепглама билан берилган 
сиртнинг юзи хисобланадигап формуланн нфодалайдн. Бу ерда оку — 
бу сиртнинг Оху текисликдагн проекцияси.

1-мисол. 3.v -1- 2у 6z = 12 текисликнипг биринчи октантда 
жонлашган кисмннинг юзини хнсобланг.

Ечиш. Кунидагига эгамиз (67-шакл):

67- шакл.

г =  ^ - ( 1 2 - З л ' - 2  у), 6
о
Ч

аху соха Ох, Оу координата j клари хамда // =  - - ( 1 2  — 3v) тугри

чиз1Щ билан чегараланган учбурчакдаи иборат (68- шакл). Изланаёт­
ган 5  юзни (5.2) формула буйича хиеобиймиз:

5=JJl 1 + "Г Г + (~ "Г f dxd,J = JJl § dxd,J =
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dx =

2. Биринчи тур сирт интегралининг таърифн ва асосий хосса- 
лари. Фараз цилайлик, силли^ о сиртда fix, у, г) функция берилган 
булсин (агар текисликиинг хар бир нуктасида вазиятн нуктадаи нук- 
тага утганда узлуксиз узгарадиган уринма текислик мавжуд булса, 
сирт силлиц дейилади). Бу сиртни юзлари До,- га тенг булган п та 
ихтнёрий кисмга буламиз. Хар бир цнс.ч сиртда ихтнёрий Л1{-(х£, г() 
нуктани танлаб оламнз ва йшиндини тузамнз:

г?

^  Кхг у Г zi)Aoi (5.3)
/=I

(5.3) куринишдаги йитнди а  сиртда f(x ,y ,z )  функция учун 
биринчи тур сирт интеграли йигиндиси дейилади.

Т а ъ р и ф. До, юзчаларнинг энг катта d диаыетрининг узун- 
лигн нолга интилгандагн (5.3) интеграл й и р и н д и н и н г  лимита 
f(x, у, г) функциянинг сг сирт буйнча олинган биринчи тур 
сирт интеграли дейилади ва бундай белгиланади:

f [/(*, У, z)do.

бунда о — интеграллаш сохаси.
Агар а  сиртда f(x, у, z ) =  \ булса, у холда

( ( da =  S

булади, бунда S  — а  сиртнииг юзи, яъни биринчи тур сирт 
интеграли ёрдамида сиртларнинг юзларини хисоблаш мумкин.

Бундан тацщари, улар ёрдамида сиртнинг m массасннн 
аниклаш мумкин. Агар масса та^симланишининг сирт буйича 
р = р (х, у, г) зичлиги маълум булса, у холда

m =  j  j  V(x, у, z)do 4)
a

Энди сирт интегралининг асосий хоссаларини исботсиз кел- 
тнрамиз.

1 - х о с с а .  Доимий купайтувчини сирт интеграли ишораси- 
иинг таш^арисига чи^ариш мумкин, яъни

f Г k f{x, у, z) da =  k f [ fix, y, z)da,
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бунда k — узгармас сои.
2 - \ о с с а. Бнр нечта функцня- 

нинг алгебраик iiiiFHii диен дан олин­
ган снрт интеграли кушнлувчнлар- 
дан (нккп кушилувчи билан чекла- 
намиз) сирт буйича олинган 
интегралларнинг алгебраик hhfiih- 
дисига тенг:

f j  I/ (v, у, г) ±  у, 2)] da =  f f f(x, у, z)do ±  f \ ц(х, у, z)do.
G  О  О

3 -х  о с  с а. Агар о интеграллаш сохаси бир неча кисмга бу- 
линса, у холда бутун сирт буйича олинган сирт интеграли ? а̂р 
бир иисм буйича олииган (иккнта кием билан чекланамнз) сирт 
ингеграллари нигиндисига тенг булади (69 -ш акл ):

f \ Я-v, у, z)da =  \ f(x, у, z)da +  ( f f(x, у, z)da.
a Ot o'2

3. Биринчи тур сирт интегралини ^исоблаш. Биринчи тур сирт 
интегралини хисоблаш уни каррали интегралга келтириш билан амал- 
га сширилади. о сирт г =  г(х, у) тенглама билаи берилган булсин, 
бунда г(х, у) финкцияиинг узи ва унннг z'x{x, у), z'y(x, у) хусусий ко­
сила.тари а  ёпик сохада узлуксиз булиб, бу соха о сиртнинг Оху 
текисликдаги проекниясидир. [(х, у, г) функция о сиртнинг хар бир 
ну^тасида узлуксиз булсин. Бу£сиртии До,-, i= \ , t i  юзли п та кисм­
га буламиз. Бу булинишларни Оху текисликка проекциялаймиз. Мос 
лолда о соханинг ДS,-, i =  1, п юзли п та булакка булинишини хо­
сил ^иламиз. (5.2) формулага кура сиртнинг .\ар бир булагининг Да, 
юзи куйилагига тенг:

ДСТ(. =  f J]  К+  №  У)? +  Щх, yWdxdy.
ДО[

Бу каррали интегралга урта киймат ха^идаги теоремани цулланиб, 
ушбуни хосил циламиз:

* 4 = 1  г1 + № ,  У,)]2 +  U f a ,  (5.5)

бунда ASi — Да,- сирт ^исмииинг Оху текисликдаги проекциясининг 
юзи, xit yt — AS,- сохадаги бирорта ну^та. Да,- цисм сиртдаги xit yit
2, =  2(.v(, yt) координатали нуктани Mi билан белгилаймиз, бунда 
(Х[, у,) (5.5) формуладаги пуцта о сиртда f(x, у, г) функция учун 
ингеграл йигиндини тузамиз:

П
У fU'i, yh г,-)Дст,- =
1 = 1

69- шакл.
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t= 1
Бу тенглнкнлнг уьг кнсмидэ о сохада узлуксиз булган

/(v, У, г(х, у)) | I +  [z .̂v, г/)]’ [zjx, у)]2

фушшиидаи одииган каррали интеграл уч^н интеграл йиг.пдч жсы 
лашган Шушшг учуц (5.6) теиглама унг î ii 'мяплиг ллмитл Счрллч! 
тур сирт иитегралига тенг:

Бинобарин (5.6) теш лнкда Аст( диаметр, шрдаи энг каттзс i i т г  
нотга интнлгандаги лнмитига утиб, куйидагини хосил кнламчз:

Бу формула о сирт буйнча сирт интегралининг о сиртнинг О у текис- 
ликка аху проекцияси буйича олинган каррали интеграл орка i.i ифэ- 
дасини беради.

о сирт буйича олинган интегралии шу сиртнинг Oijz ёки Охг те- 
кнсликларга о ёки о(г проекциялард бушна олинган каррали .штег- 
раллар оркаш ифодаловчи формулапар хам худди i ну ига ухшлш 
сил килниади.

2 -м исол . Биринчи тур сирт иитегралшш хисобланг:

бунда о сирт х +  у  +  z =  1 текисликиинг бир шчи октантда жсйллш- 
ган ^исми.

Ечиш. о сирт

\ \ f(x, у, г) do.

J j ’/Cv, у, z)do =
С

=  С \ f  (л-, у, z (х, //))] 1 +  [г;(л-, у)I2 -г- \ZU(X, у)\-dxdy. ^  ?)

О

г = \— х — у

70- шакл. 71 шакл
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теиглама билан берилган (70-шакл). Бундан г’х =  - 1, г ' =  — 1 га 
эга буламиз Ох, Оу координата укларн ва //= 1 \ т\гри чизнк 
би он чегараланган учбурчак о интеграллаш сохаси булади (71-шакл). 
Из'ганзётгам интегрални (5.7) формула буйича хнсоблаймиз:

ГГ ГГ1 1 (—  ̂с с dxdy _
J J (TT7-IH -  .1J dxdlJ  ] 3JJ ~
° %  °ХУ

=  } 3 Г dx Г - ^ -  = 1 зГ2-1— dv = 1  3 Г( ---- 1---------J .1 (2-1/)= .1 2-У  n J \2— I -ло о о и о
I

т ) Лг =  , '3 .П г Ь - т ) " ' л =  , "5 ( 1пМ + д ' | _

— S ( t a 2 - 4 ) . i 2 < ! ^ .

3 -м исол . Аг^р
Z~ X2 +  l f  ( 0  =£ 2  <  1)

конусснмон снртиннг зичлиги р сиртнинг хар бир нуцтасида бу нук- 
танинг ко;1ус уцпгача маеофасига иропорциоиал булса, шу конуеси- 
мон сиртнинг массаснин топинг (72- шакл).

Ечиш. Коиусннпг неталган М(х{, y t) нуктасидан унинг укигача
масофа

d = j rF + 7 2
форму з буйича чисобланади, шуиинг учун р зичлик

р = к\ х- +  i f
куркингнда ёзилади, бунда k — пропорционаллик коэффициент)!, дои- 
мий сон.

Шундан к,нлиб, Ю1\орндаги конусснмон сиргиниг т  массаси (5.4) 
формул) бунича .чисобланади:

т  =  f \ р(х, у, z)da =  [  j‘ k } rx~ +  i f  da
О О

о комуссимоп сирт
2 = 1  А3 +  £/2

тенгллма билан берилгани учун
х . ч

Z =  — = ^ = -  2  =  ----- -
* ) Jt*+V2 ’ У } X- ! У°

т

га эга буламиз.
Изггаиаётган интеграл (5 7) формула буйича хисобланади:

| \ к\ а -  +  i f  da =  f  [  k\^х- +  у2 I 1 +  +  / 7 Tdxdy =
l  i t. \j * ■' _ I и л , уо Лу

к j ‘ j \ F T ?  •)/ 2 dxdy=k\' 2 f f K F T ?  dxdy,
°XU Oxy
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73- шакл.

бу ерда о — радиуси I га тенг булган дойра (73- шакл).
соха буйича хосил цилинган каррали интегралда ,v h:i гсобф 

га, у ни г sin (р га, dxdy ни rdrdy га алмаштириб, кутб коорди- 
наталарига утамиз. Шундай килиб, куйидагини хосил киламиз:

т  =  k \ У  х2 +  У2 dxdy =  k V 2 [ j V  r2cos2 ф - f  r  2sin2 ц rd rd ф =
иху

‘2Л 2л

k\ 2 j  \ r2drd<f> =  £j/*2 \ j  r~dr =  2 |
о

2л 
t/ф

d>p=

J3 £
3 Jо

У з -J' з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л a p
1. Грин теоремаснни ифодаланг в а  исботланг.
2. Каррали интеграл ёрдамида  сиртнинг юзнни хисоблаш форм} ласини 

келтириб чш^аринг.
3. Биринчи т ур  сирт интегралининг таърнфинн айтннг.
4  Биринчн тур сирт интегралининг хоссаларини санаб  £тннг.
5. Бирннчи тур  сирт интеграли рандам ^исобланадн?
6. 3626—3639, 3822—3825, 3876—3886- масалаларнн ечинг.

6 §. Иккинчи тур сирт интеграли

1. Бир том он лам а ва икки том он лам а сиртлар. Аввал сирт­
нинг томони тушунчасини киритамиз. о сил лиц сиртда ихтиёрий
М нуктани оламиз ва ундан сиртга нормал килиб п векторни 
утказамиз. М нуктадан утувчи ва сиртнинг чегаралари билан 
умумий нуцтага эга булмаган бирор спиц контурни караб чица-
миз. Агар М нуцтани шу контур буйнча п вектор билан бирга 
бу вектор о сиртга доим нормал буладиган цилнб (74- шакл) 
узлуксиз кучирилса, у холда М нуцта бошлангич вазиятига 
нормалнинг 5”ша йуналиши билан ёки унга царама-царши Луна- 
лиши билан цайтиб келади.
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Биринчн холда сирт икки то­
монлама сирт, иккинчи холда бир 
томонлама сирт дейилади. Текнс- 
лик, сфера, эллипсоид, ва умуман, 
г = г(х. у) тенглама билан ифодалан- 
ган (бунда z(.v, у), г'х(х\ у), zy(x ,y )~  
Оху текисликиинг бнрор D сохаси­
да ги узлуксиз ф\ нкциялар) истал- И о
ган текис тик икки томонлама сирт- о ;  
га г.'исол б\ тади

М&бнус яп р о т  бир томоила- 74-шакл.
ма CI ртга энг содда мисол бу­
лади. Бу сиртни .\осил цилиш учун ABCD т^три туртбурчакда 
АВ ва CD томонларни А ва В нуцталар мос равншда, С ва D 
нуцталар билан устма-уст т^шадиган цилиб елимланади (75- 
шакл). Мёбиус япропшинг нормал векгори унинг урта чизнт 
буйлаб айланиб чикншда йуналншини царама-царшисига уз- 
гартнради.

Б\ндан кепнн биз фацат икки томонлама сиртларнигнна ца_ 
раймнз. Сиртнинг маълум томоншш таилаш сиргни ориентация 
цилши дейилади. Агар сирт ориентацияси танланган булса, у 
цолда сирт ориентацияланган дейилади

Сирт чегарасининг ориентацнясп тушунчаси енртнпнгтомонн 
тушунчаси билан боглик. Агар о — L контур билан чегара 1ан- 
ган ориентацияланган, узинн кеепб утаднган нуцталари бул­
маган сирт булса (76-шакл), у  ^олда бу контурни айланиб чн- 
цнш иуналншннн мусбат деб хисоблаймиз, агар бу контур бу­
йича ^аракатланишда о сирт айланаётган нуктага ннсбатан 
чап тор.тонда колса, юриш иуиалишнни мусбат деб хисоблаймиз
(бунда п нормалнинг охиридан контурни айланнб утиш соат 
милига царшп кузатилади). Контурни айланнб упмннннг 
цараг.та-карши йуналиши манфий йуналиш дейилади.

2. Асосий таърнфлар ва хоссалар. Энди иккинчи тур сирт нч- 
тегралининг таърифига утамиз. Фараз цитайлик ст — силлик чегарл- 
ланган ориентацияланган сирт булсин Агар нормаллар Oz уцн ( и- 
лап уткир бурчаклар ташкил этса ,"у  ,\олда сиртнинг устий томонн 
танланган деймиз, агар утмас б\рчаклар ташкил этса, сиртнинг ост-

75- шакл. 76 шакл.
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ки гомон I танланган ден\:чз. Бу 
с ирг да R(x, у, г) чекланган функция­
ми караймиз (77- шакл). Б\ слртни 
нхтиёрий п та Аа( кисмларгн ажра- 
гампз гл До,- снргнинг Оху тскнс- 
лмкдагн проэкниясшынг юачин 
(Act-)vv билан белгилаймиз. .Хчр бир
Аа( кчсм сиртда ихтнёрнл -Vl,-(.v,-t 
у(, г£) пуктани белгилаймиз, Г у иук- 
таларда R(x, у, г) фуикнияоии '.г цч'1- 
матипн хисоблаймиз ва ;уйидаги 
ннгиндипи тузамнз:

(xi>l/i. 2,)(Ао()Х!„ (С 1)'
i 1

бунда агар а снртнннг устки томонн танланган булса, (До,-)»., 
нфода мусбат пшора билан олинади, агар сиртнинг остки гомо­
ни танланган булса, у холда бу нфода манфий шпора бнлан 
олинади. (6 . 1 ) курпнишдагн нпншдн о сиртда R {:<„ у, г) 
функция учуй иккинчи тур сирт интеграли йигиндиси дейила­
ди. Иккинчи тур (6.1) н те гр ал  йнгнндннннг биринчи тур (5.3) 
интеграл йнгиндидан фарцп шундакн, у ерда функцняиинг 
кнпматп кнсмнй снртнннг юзнга купантирилса, бу е р 'а  лса 
функпняипнг кнпматп кисмии сирт юзининг Оху тскислгм аги  
нроекнняснга (мусбат ёки манфий пшора билан) к\па, . :ри- 
ладп.

Т а ъ р н ф .  (6 . 1) интеграл йнгнндпннпг \а,- юзллр ^:ir Kirra
11 дпаметримнпг узуплпгн нолга интплгандаги лпмитн о сирт- 
нннг танланган томонн буйича -V ва у  координаталар б) "г а 
R (х, у, z) функцнядан олинган иккинчи тур сирт интеграли 
дейилади хамда бундам белгиланадн:

\ С R (х, у, z)dx dt/. (6.2)
О

Р (х, у, г) функциядан у ва z координаталар бунп-:.' одчн- 
ган ва Q (х, у, <) функциядан х ва z координаталар буйнча 
олппган иккинчи тур сирт питегралп шунга ухшаш аницла- 
нади:

\ \ Р (,v, у, z)dy dz, \ \ Q (г, у, г) dx dz. (6.3)
’ О О

Бу интегр 1лларннпг

| 1 Р(х, у, г) dy dz +  \ j  Q(x, ;/, г) dz dx +  И R(x, У, г) dx dy
о о a

пигпнднсн коордчматалар буйича иккинчи тур умумил сирт 1пт?грдли 
дейилади b:i бундай белгиланлдн:
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i \ P (x, {>, z)dydz-\ Q{\\ y, z)dzdx - f

-t R[x,y,z) dxdy. (6.4)
Икки i'i тур сирт интеграли 
бнрнмчп тур сирт интеграли 
эга бу ган хоссаларга эга, би­
рок Сирпичп тур сирт п т е г -  
ралидам фарклн равншда 
енртшнг томонн узгарганда 
(яъни ориентация узгарганда) 
у ишораснин узгартирадп.

3. Иккинчи тур сирт интег- 
ралларчни хисоблш. Икктгчн тур 
сирт K.iTcrpa тлари каррали ннтег-
ралларга келтирплнб хисобланади. Фараз киланлнк ориентация кн- 
лииган (устки томопинн т а т аб  оламиз) о силлнк сирт г г(д,г)  
тенгла <а Сяит ифодалангаи булсин, бу ерда z (у, у) функция аху 
спик с.)- ада аннклангаи булсин, оХ11 соха а  сиртнинг Оху текислик­
даги f.p'tfKHiincii, R{x, у, г) эса шу сиртнинг хар бир нуктаендаги уз­
луксиз пункция (78- шакл).

сг с;.глии нхтнёрий п та Аст(- кнемга ажратамнз ва бу булшпшшн
Оху темклчкка проекциями mi 13. а соча мос холда A St-, i — \,n 
юз''и /: т_ киемга б\ лшкпн. Куйидаги интеграл йигиндшгя тузамиз.

78- шакл.

V / ? ( v f,  У,, Z ;)ASit
i 1

Сут.да AS,- И(|юда — \о{ нннг Оху текисликдаги проекцнясшпкг юзи. 
г (- z(\i, //,-) бхлгаин учун

‘J i ^)А8{ =  V  R(xh yjt z(x{, //,)) A Si (6.5)

булад .
(6.5) тенглнкнинг j'iir кисмида с  сохада узлуксиз булган 

R (х, у, г(х, //)) функция каррали интеграли.шиг ннтеграл иигиндиси 
жойлашган. (6.5) да d —*- 0. да лимитга \тнб

1 I R(x, У, ?)d v dy =  \\ R( v, у, z(x.yt )dv dy (6 .6)
xy

формуланн хоенл цнламнз, бу формула v ва у коордннаталар 
буйича иккннчи тур енрт нитегралннн каррали ннтеграл орка- 
лн ифодаландн. Агар сиртппнг пасткн циемн танланса, (6 .6 ) 
нинг унг томоиидаги интеграл олдида маифин ишора пандо бу­
лади.
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Цунидагп формулаларнинг тугрнлиги хам худдп шундай ис- 
ботланади:

f j  Р(х, У, г) dy dz— \ \ Р(х{у,г), у , г) dy dz,
о о уг

\ 1 Q(x, У, •?) dx dz =  \ \ Q(x, у (х, z), z)dx dz,
о" ° и

бу ерда о сирт мос равишда x =  x{y,z) ёки y — y(x,z) тенглама би­
лан ифодаланган; оу ва аХ2 — о сиртнинг Oyz на Охг текисликлар-
даги проекииялари.

1 -м и со л . Интегралии хисобланг:

f \ (У2 +  г-) dxdy.

бунда а  ифодаларда z = V 1 — х2 цилиндрнииг у =  0 ва у  =  I текис- 
ликлар билан кесиб олинган устки томонн (79- шакл).

Е ч н ш. Берилган о сиртнинг Оху текисликдаги аху проекнияси

( — 1 < v <  1,
\0 < у  < 1

тенгсизликлар билан аникланувчн тугри туртбурчак булади (80- шакл).
(6 .6) формула буйича куйидагнларни топамиз:

\\ (у-+  z2) dxdy— f f [г/2 +  11 r \ —x2)2]dx dy =

I I
Jj* (У- +  1 - X 2)dxdy=  |' dx f (y2+  1 ~ x-)dy=
°'xy - I  о

-  j  ( f + » — \ ldx=  J  I t  ) dx “  ( f  ■' - г ) L.  “ 2 -

2 -м и со л . Интегралии хисобланг:

| | xdy dz -j- ijdz dx +  zdx dy,
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бунда о сирт x + z — 1 = 0 текнс- 
ликнинг у = 0 , у = 4 текислнклар 
билан кесиб олинган ва бнрин- 
чн октантда ётган кисминннг 
устки томоии (8 1 -шакл).

Ечиш. Таърифга кура
i i xdy dz +  ydzdx +  z dxdy =

= jj.v:dydz +
81- шакл.

- г > [ ydzdx-}- \ j  zdxdy.
О С

Унг томондагн ннтегралларнинг хар бнрини хисоблаймиз (82, 83- 
шакллар):

t [
С J xdy dz— ( i (1 — г) dy dz -  \ dy 1 ( 1 — z)dz =  2 .

Ш Ш ж

82- шакл. 83- шакл.

I ( ydz dx =  0 , 

чунки а  сирт Оу уцига параллелдир;
i

j j zdxdy  -= j i ( l  — x)dxdy^§dy  j  (1 — x)dx =  2.
I I-JC

uxy 0 0
Шундан килиб, куйидаги хосил 
булади:

j" j  xdy dz -j- ydx dz +  zdxdy =
о

=  2 +  0 +  2 =  4. 
Пнровардида биринчи ва иккинчи 

тур сирт интеграллари орасида бог- 
лэниш урнатамиз.

84- шаклдан Aa cos у кулайтма 
Да юзнинг Оху текисликдаги проек­
цияси экани, яъни

А оху —  Д а  cos у 84- шакл.
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келиб 'iiiiyijn. niyirra ухшаш:
A oXJ:— \ocos|J, \ c i/2 - -  Act cos a ,

t'y ерда А а \стдг. Act нфодалар \a юзчаиипг тегиш ш коорди­
ната тек пел и гида ri I проекцпяларн. Oiimrair (6.4) формулалар асоси- 
да иккинчи тур сирт интегралиин биринчи тур сирт интеграли 
шаклида ёзиш мумкин:

\ \ Р (х, у , z)dtj dz +  Q(x, у. г) dzdx-1- R ( v, z) dx dy—
' С

\ \ (P (V, y. z) cos a  +  Q(x, y, z) cos [J> -f- R ( v, //, z) cos y) do (6.7)
a

У  з -у  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. 1\апдай сирт икки томоиля сирт дейилади? 1\андайлари бир томоили 
сирт лап дейилади? Мпсо.плар келтиринг.

2. Снртнннг ориентацияси цандай аницланади?
3. Иккинчи тур  сирт интегралининг таърифинн аитниг.
4. Иккинчи тур  сирт интеграли цаидан .цнсобланадн?
5. Биринчн вя иккинчи тур  сирт интеграллари узаро цандаи богланган?
6. 3887—3893 масалаларни ечииг.



1 2 - 6  о б

ВЕКТОР АНАЛИЗИ

1-§ .  Скаляр майдон

Фпзикада, механнкадаги купгпна масалаларда скаляр ва 
вектор катталиклар билап пш курпшга тугри келади.

Скаляр кагталик узннпнг сон цннматн билан тула ифода- 
ланади (масалан, \ажм, масса, знчлпк, харорат ва хоказо- 
лар).

Т а  ъ р н ф. Фазоннпг бирор цисмп (ёки бутун фазоннпг) 
хар бир М нуцтаснда бирор и скаляр мпцдорнннг сон кнймати 
аницлапган булса, бу мнцдорнппг скаляр мандонп берилган 
денпладп. Масалан, харорат мандонп, бнр жпнслнмас мухптда 
зпчлпк мандонп, куч майдон потенппалн.

Агар и катталнк t вактга боглнц булмаса, бу катталик ста­
ционар (ёки баркарор) k u i талик денпладп. Акс холда мандон 
ностационар (ёки баркарор булмаган) майдон денпладп. Биз 
факат стационар маидонларпп цараб чпцампз. Шундай кплпб, 
и скаляр катталик t вактга боглик булмасдан, балки факат М 
нуцтанпнг фазодаги урннга боглиц булади, яънн и катталик М 
пуцтаннпг функцияси сифатида караладн ва и = и(М) курп- 
нишда белгнлаиадн. Бу функцияни майдон функцияси деб 
атаймиз.

Агар фазода Охуг координаталар системаспни киритсак, 
у холда хар бир М нукта маълум х, у, z коордппагаларга эга 
булади ва и скаляр функция шу коордпнаталарнинг функннясн 
булади:

и и(х, у. г).
Шундан цнлпб, биз уч узгарувчплп функнняпннг физик тал- 

кпнпга келдпк.
Текнслнкнпнг цисмида (ёки бутун текпсликда) аницланади- 

ган скаляр майдоннн хам цараб чициш мумкии, унинг кар 
бнр М нуктаспга и скаляр катталнкпинг сон кннматп мос ке- 
ладн, яъни и = и (М).

Агар текисликиинг Оху координаталар системаси кпрнгнл- 
са, у холда хар бир М нуцта маълум х, у  коордннаталарга эга 
булади ва и скаляр функция шу коордпнаталарнинг функцня- 
си булади:
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и =  и(х,у).
Скаляр мандонларнинг хоссаларнми сатх; сиртлари ёки сат.\ 

мнзикларн ёрдамида урганнш мумкин, у'лар шу мандонларнинг 
геометрик тасвнри хисобланади.

1. Сат^ сиртлари.
Т а ъ р и ф. Скаляр мандоннниг ram:у сирпш деб фазонинг 

шундан нуцталарп тупламига аитиладики, \нда мандон функ- 
цияси и = и (х, у, z) узгармас цннматга эга булади.

Бу сиртлар
и (х, У ,2) — С

тенглама билан аншупаинши равшаи, бунда С — узгармас сон.
С га турлн цинматлар бериб, сатх сиртлари оиласини чосил 

киламиз. Бу сиртларда скаляр функция узгармас булиб ко­
лади.

Агар, масалан, мандон
О I 9 I _■'и — х- + у- +  z-

функция билан ифодаланган булса, у холда маркази коорди- 
наталар бошида булган

х2 + i f  +  2- = С (С >  0)
сфера сатх спрти вазифаснни бажарадп

2. Сатх чизи^лари. Ясси скаляр майдон геометрик жихатдан 
сатх чизшутари ёрдамида тасвнрланади.

Т а ъ р и ф Ясси скаляр мандоннниг сатх  чизиги деб текис- 
ликнинг шундан нукталарн тупламига аитиладики, унда 
и = и (х, у) мандон функцияси узгармас цинматга эга бу- 
лади.

Бу чпзшутар
и (л , у) = С

тенглама билан ашнуланадн, бунда С — узгармас сон.
С га турлн цнйматлар бериб, сат.% чизиклари оиласини .\о- 

снл цнламиз. Бу чизицларла скаляр функция донмий булиб 
цолади Шаклда сат.\ чизикларннннг бир-бирндан тенг оралнц- 
лардан кейин келадиган и нинг маълум ^ннматларига мосла- 
ринн чнзнш 1̂ абул цилинган, масалан, ы=10, = 15, и = 20,

и = 2Ъ, и — 30, и = 35 (8 5 -шакл). 
Сатх чизиклари бнр-бирпга камча- 
лик яцнн килиб чизнлган булса, и 
шуичалик тез уснб борадн.

Агар, масалан, скаляр майдон- 
лар и = ху  ёки и = х2+ у2 функция­
лар бнлан берилган булса, улар 
учун сат.\ чизицлари вазифаснни 
мос равишда гиперболалар ва кон- 
центрнк айланалар онласп бажара- 
дн (86 , 87-шакллар).
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86- шакл 87- шакл.

2- §. Берилган йуналиш буйича ^осила

Скаляр майдоининг мухим тушунчаси берилган йуналиш 
буйнча хосиладир. Фараз циланлик, скаляр майдоининг диф- 
фсренцналланувчи функцияси «  = « (.г, у, г )  берилган булсин. 

Бу майдон даги бирор М (х, у, z ) нуцтани ва шу нуцтадан
чицувчн бирор I нурнн цараймиз. Бу нурнинг Ox, Otj, Oz укла- 
ри бнлан ташкил цилган бурчакларини а ,  р, у орцали белгн-
лаимнз (88- шакл). Агар /0 бирлпк вектор бу иур буйнча йу- 
налган булса, у холда кунндагнга эга буламиз:

/0 = i cos а  +  j  cos Р +  k cos у

Фараз килайлик, бирор Мл (х +  Дх, у +  A//, z +  \z) нукта шу 
нурда ётгап булсин. И ва М1 нуцталар орасндагл масофани ДI би­

лан белгилаймиз: Д/= \ММУ\. Скаляр майдон функцияси кийматлари
анирмасини шу функциянинг /0 йуналишда шу нукталардаги орттир- 
маси деб айтамнз ва Дг и билан белгилаймиз У холда

ДI и =  и (Hj) — и (М)
ёки

Д ,и  = и (х +  Ах, у +  Ау, z +
+  Д z) —  u (а-, у, z)

Таъриф . и — u(x,y,z) функ­
цияларнинг I йуналиш буйича 
М (х, у, z,) нуктадаги .\ouuucu 
деб

lim — —



тезликпкмг кат-

лч.мтга антиладн. бу лимит —  тарзпда белгилаиади. Щ}пдай кн-
fl/

ди \,н—  =  11111 -J— 
dl д 1 .о S i

Агар Л/ нукта танинланган булса, у холда хссилапинг катталнгп 
факат I иурппнг иупалишигагииа боглик булади.

/ нуналиш буйича хоснла хусусий хосилаларга ухшаш и функ- 
цияпипг мазкур нуналишдагн узгарнш тезлнппл характерланди. Хо-
силапнпг / нуналиш буинча абсолют макдс p:r I —

I 01
тглнгпии апицлапдп, .\ocii.iaiiiinr ипюраси эса и функция узгарнши-
кгнг хярактершш аиик.тайдп: агар > 0 б\ лса, у холда функция

. <)1 
ди п г -бу нуналншда усади, агар —  < 0  б\леа, камаяди.
01

Берилган пупалпш буйича хосиланн хисоблаш куйидаги теорема 
ёрдамида амалга оишриладп.

Т е о р е м а .  Агар и(х,у,г) функция диффсренциалланусчи бул­
са. у холда унинг ихтиёрий I йуналиш буйича \осиласи мавжуд 
са куйидагига тенг:

0и £.и . ди о , ди—  — cos ос Н — cos р -+----- cos V
dl дх ду Ог

бунда со^а, со-р, co sy— I чекторнинг йуналтирувчи косинус- 
лари.

II с б о т  и. и функции теорематшг шартнга кура дифференциал- 
Л2 ;:увчп булса, у холда унинг М (х, у, г) пуцтадаги Л и срттирмасинп

. 0и . Он ,  . ди . . /г. 11А и - —  Да- -|-------\// Н--------- \ г  4 -  е (2  1)
дх ду dz

куринишча 03 1 in мумкин. бунда е катталнк <> - | (Да)'- | (Ау)" ; (Дг)2
га нисбатан юкорп таргибли чексиз кичик микдор, яъни lim — ^-0

(> — и (>
(7 - С СП, I - §  га карамг).

Агар функция орттнрмасп I вектор нуналишндаги iivp б)йлаб 
карался. у холда

V/ \, и, j) — \ /,
Дх Д/ cos а ,  Д// Л/-cosfi, Дг Д/cosv 

Гу.тишн равиюн. N холда (2 . 1) тенглик бундай курпнкшпн олади: 
а ди 1 * ди . » Ои » •Д,и —  \/ cos а  -|----- А! со  ̂р —  Д/ cosy е.

дх <‘у  Ог

Teiir.iiiKHiHir пккала кие-мини А / га буламиз вч Д/—>-0 да лимитга 
ута’ тиз Натижада
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ч у н к и

Ои ди Он г, ди— со<« Н----- соср Н------- cos 7 , <2 2)
01 <)х dii дг

lim —  l im —  0 .
Л( >9 V  р-*0 р

du <-)и ди .. „ ,
— , —  , - — хусусии хосилалар па ну на. it .ip y b ti к о см услар  V r i  
дх ду  дг ' - -
боглик булмапди.

Шундан килиб, теорема исботланди. (2.2) формуладч, агар / йула- 
лиш координаталар уки.пмг йупалиииарндан бнрл билан бф ;; и  
булса, у холда бу йуналиш буйича хоста  тегишли хугусчн \ос:си­
га тенг, масалан, агар I -  i булса, у холда а  Л, р у -L. була-

дч, шунннг учун cos а  1, cosp cosy 0 в-i бинобармм,
ди ди
dl дх ’

(2.2) формуладан курппаднкп, / йуналшига кпрлмл-карш i V
йуиатнш буйнча хосила / йуналиш буймча теекарл ниюрд Г паи 
олинган хоснласига тенг.

Хакпцатан бунда, а ,  р, у бурчаклар л га узгарншп керак, 
натижада куйидагини хосил циламиз:

ди <ш . . . ди . ,, , ди .
—  —  cos (л -I- сс) +  —  cos (л I- |j) I---- cos (л 4- у) =
dl <)х Oil d:

ди Ои ,, дч ди— —  cos гл — —  cos р ---- — cos у — ■-------.
дх ду дг 01

Бу йуналиш карама-царшнсига узгаргапда и функциянинг 
узгариш тезлнгининг абсолют микдорн узгар.майди, унинг фа­
кат йуналиши узгаради холос.

\гар, масалан, I иупалншда функция усса, у холда к:флма-к,ф-
ши Г иупалншда у камаяди, ва аксиича.

Агар майдон текис булса, у холда / нурнинг нупал.-ини уплчг
абскнссалар укига опии бурчагн а  билан тула ан;жланади. / fty.ia- 
лиш буйича \осила учуй формулам:-! текис май том холнда (2 .2) фор­
муладан олиш мумкии, бунда

о 71 яР —  -се, 7  —

деб ачинадн. У холда
ди ди , ди—  — cos сс , -— sin а. 
dl дх ду

М исол . и xtjz функциянинг ,\1(—1 ,2 ,4 )  нуктада, шу муг.та- 
дан М1 (—3 ,4 ,5 )  нуцтага томом йуиалншдаги хрем чаем мл топ |мг.
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Е ч и ш.  М векторни топамиз'

Ш [  =  (— 3 +  1)7  +  (4 — 2) 7 +  (5—4)7=  — 2 7 + 2 /  + 7
ва унга мос бирлик векторни хам топамиз:

Г  -  ~ 2i Zl E L ± 1- _  2 - г , 2 1 -
0 17.7^ , _  > (—2)2 -2* ; г  ̂ з  3 '  - 3  *|М.И,|

Ш\ндай ь;илиб, /„ вектср куйидаги йупалтирувчи косинусларга эга.
2 2 1cosa = ------- , cosn =  — , c o s v = — .
3 3 3

Энди xt/z функциянинг хусусий \0силалари;|и топамиз:
ди ди ди

—  =  4». - г  =  т '  = XLJдх ди dz

ез уларпи М (— 1, 2, 4) ьуцтада хисоблаймиз:
ди
дх

Хусусий .узснлаларнннг ва йуналтнрувчи косипусларнинг 
топилган кийматларини ( 2.2 ) ф ормулага  цуямиз :

8, —  i = — 4, —  I
М ду  |М dz I Af

—  =  8 — 4 - —-----2 —  =  — (—8 — 4— 1) = — — .
dl ' 3 / 3 3 3 v 3

« — » ишора берилган йуналиш да ti = xyz функция камайиш и- 
нн курсатади .

3 -§ .  Скаляр майдон градиенти. Градиентни инвариант ани^лаш

Т а ъ  р п ф: и = и(хш у, г) дифферепциалланувчн функция 
билан бернлган с к а л я р  майдоннннг М(х, у, z) ну^тадаги гради­
енти деб , gradw  билан белгиланувчи векторга  айтнлиб, унинг 
проекциялари вазифаснни шу функциянинг хусусий ^осилаларн 
^пнматлари  б а ж а р а д н ,  яъни

, du ~ г . du~T ди~?~ /о i\grad гг =  — I + —  / +  — k. (3.1)
дх ду дг

Градиентнииг прТ>екцнялари М (х, у, г)  ну^тани т ан л аш га  o o f -  
лиц булади  ва  шу иуцтанинг координаталари  узгариш и билан 
уз гар ад и .  Бипобарин, и (х, у, z) функция билан бернлган  с к а ­
л яр  мандоннннг ,\ар бир нуцтасйга  м аъ л ум  бир вектор — шу 
ф ункцияни нгградиенти  мос цуйилади

Градиентнииг тгърифидап фойдаланиб, I йуналиш буйича .\осила- 
н« ифодаловчи (2 .2) формулами куйидаги к>ринишда ёзиш мумкин:

~  — grad и • Т0, (3.2)
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бунда tv =  cos a - i  +  cos f>- cos у ■ k — l йуналншдаги бирчик век­
тор. Демак, берилган / йуналиш буйича хосила функция градиенти
битан шу и йуналишнинг /0 бирлнк вектори купайтмаснга тенг. Ска­
ляр купайтма таърифидан фойдалэниб, (3.2) форм улан и

~  =  I grad и | • | 70 1 cos cfOl
куринишда нфодалаш мумкин, бунда cf — бирлнк вектор /0 билан гра­
диент орасидаги бурчак (89- шакл). | /01 = 1 булгани учун

= | grad и 1 cos ср (3.3)

булади. Бундан йуналиш буйича хосила cos•( — 1 булганда, яъни 
Ф — 0 да энг катта цннматга эришадн Шу билан бирга бу энг кат­
та кнймат | grad и | га тенг, яыш бу холда

max I  ̂  ̂ rrmri и ■ f t  ди \~ t ди ,- _ I ди \-I grad и % f + l £ f .  (3.4)
М '  дх ' ' ди ’ ' дг

Шу ндай килиб, | grad и | катталик —  хосиланинг М нуктадаги
dl

мумкин булган энг катта циймати булади, grad и пинг йуналиши эса 
А1 нуктадан чикувчи шундай нурнинг йуналиши билан мос тушади- 
ки, у  буйлаб функция хаммасидан кура тезрок узгаради, яъни гра- 
диентнииг йуналиши функциянинг эпг тез ортишндаги йупалишидир. 
Бу юксрида келтирилган градиентнинг координаталар системасидан 
фондаланилган таърифи урнига энди бошца, координаталар система- 
снни танлашга бсглиц булмаган инвариант таърифни беришга имкон 
беради.

Т а ъ  р н ф. и (.V , у, г )  с к ал я р  майдоининг градиенти деб, бу 
майдон узгарншпнннг энг к атта  тезлпгинн пфодаловчп векторга 
а нтитадн.

А гар  cos ф= I (7 — л ) б улса ,  у  холда йуналиш буйича хо- 
снта | grad м| га тенг энг кнчнк кнймат булади . Бу йуналнш да 
(царама-царш н йуналн ш да) и функция хам м аси дан  тезрок ка- 
маядп.

Агар cos ф =  0  ̂ф = ±  —  булса, йуналиш буйича \оснла нол-

£ a rc d  0

U(X.4.Z)=Ui

<

О У
У У

9гас/ ц

89- шакл. 90- шакл.
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га тенг. Энди скаляр липдонмчнг градиенти нуналншн о;па» сатх 
сиртлари opicinani боглапппп.1 ургацамиз.

и = и (х, у, z ) функциянинг майдоннинг хар бир нуцтасидаги 
граднентпппнг нуналншн шу нуктадап утувчп скаляр майдон- 
нпнг сатч текпслпгпга утказнлгап нопмалиннг нуналншн бллан 
мсс 1 \шш|ши:| нсботланмпз. Бхннпг уч\н пчтпёрпп М0(л'„, а0, г„) 
нуктанп таплаб олампз (90- шакл). Бу нукюдап утувча сатх 
ciiprn гспгламасн

и (.V. //, г) -  ип
курннншда ё з и д а ,  бунда ип -  и (v0, »/0, z0).

,W0 (v0, //„, ги) цуктадш шу тех не икка утказнлгап норма, гми-ь- iei*r- 
ламаеппн тузамиз:

-у — у — у, I _  ? -
ди I ди | <>ч__ I
< х Ь » „  ду | 'И0 д ; |Д/0

Бундан,
ди 0 и | ди j 
d.v ду М о  д: Ы 0

лроекшипарга эга булган порма.тпинг йупалтирувчи вектгра и(х,у,г) 
фупкния.тнг .W()(.v0, ;/„, zn) иуктадаги градиенти булачи.

Шундан кнлнб, хар бнр иуктадаги градиент берилган нуктадан 
утувчп сатх спртига утказнлгап урпнма текпеликка перпендчьуллр 
булади, яъни упппг текне.чикка прсекцияси нолга тенг. Де\Ю1 , бе­
рилган нуктадап утувчп сатх спртига урнпма булган ист,агам iiyna- 
ЛИ1Н буйича хосила патта тенг. Якколлпк учун олинган натчжшт 
геометрик жнхатдаи тасвирлаймиз (91- шакл). Бупппг учун 'J0(.vc, 
//„, z„) пуктада grad и векторни ва бу вектор диаметр буладигап сфе- 
рани ясанмиз, Л/0 пукта— и(х, у, z) tin сатх енрги билан урнншц 
нуктасн. Кунндагилар равшап:

<Г<^-у бум ганда = | grad и ,'cos ср | .W0.W,

—  бСлганда 0 ,
01

чунки бу холда / йуналиш сгт\ сир- 
тнга утказчлган уринманинг нупали- 
шп бн.ган мос тушади:

— = ! grad и |, бунда ср = 0 , 
dl

чункн бу холда / йхналчш нгрмал- 
пнпг ёкн сатх спртига утказнлгап 
grad и нинг йуналпшига мос ке.тлди.

Функция градиептипипг баъ.-л хос- 
саларнни куреатамиз:
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I) gradCw С grad u, Gyina С — узгармас катталик.
0  grad(u,-f и.) grad « j - J  grad u ,.
3) grad iti ■ u., grad u„ - - u, grad u,:
4) grad /(h) /'(h) grad и
Б̂  чоссалар функциянинг хоспласппп тогппп копдалари би­

лан "ос г\'шиiliII равшан.
М и с о л .  и | .V- +  /г — z- функиняпппг .Н (х. у. г) пуктадаги  

грн д  i ;€н ти i 111 \ нсобла иг.
t  ч и ш . Аввлл хусусий хосплаларип хисоблаймиз: 

ди Рх х х
дх 2| л2 и- г- , -V- //- г1- и
ди 2// V и

ду  2 ,  x * -f if- 1 - (Г .т- и
ди 2 г ~ У

дг 2 [ л-2 — у- ! -  | х- у- г- и

(3.1) формулага мувофик пхтпёрпи М (х, у, z) пуктадаги 
граднептпнпг пфодасп цуГтдагпча булади:

grad и = — ( +  —  / +  — /;. и и и
Скаляр майдиипинг сатх сиртлари концстрнк сфералардан 
иборат булгани учун gradw унинг радиуси буйлаб йуналган 
булади, шу билли бирга

I grad и] \/ —  — - — 1 д2 -,/2 ~~ —  I,
* и- и- и- и и

яънн и функция усншпнппг энг катта гсзлигп I га тенг.

4- §. Вектор майдони
Купгпиа масалаларнн ечншда скаляр катталнклардан таш- 

карн вектор катталикларга ,\ам мурожаат цилишга тугри ке- 
лади. Агар скаляр катталик узнппнг сон цппматн билан тула 
нфодаланса, вектор катталик учуй бу етарлн булмапдп. Уни 
иф( далаш учун яна бу катталикнннг нуиалшиппи хам (маса- 
лан, тезлнк, куч) бнлпш зарур. Скаляр майдон тушунчаспга ух- 
шаш вектор майдон тушунчаси х.ам кирптпладн.

Т а ъ р н ф. Хар бнр М нуктаенга бнрор а вектор мос куннл- 
ган фазанннг бнрор кис.ми (ёки бутун фазо) вектор майдон де- 
инладн.

Куч маидоии (огнрлнк кучи майдони), электр майдони, 
электромагнит майдон, оцаётган суюклпкиннг тезлпклари мяй-
дон и вектор ман ди н га  мисол  б у л а  о л а д н .  Бнз а вектор ф ацат М 
нуктан ни г в азн ятн га  бо глн ц  б ^ ла д п га и  ва вак тга  6 of.ihk б у л -

маидкган « = « ( ^ 1) стационар мандонларнп караб чнкамиз.
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Агар фазода Oxyz координаталар системаси кнритилса, у 
холда хар бнр М нукта маълум х, у, z координаталарга эга
булади ва а вектор бу коордпнаталарнинг функцияси булади,
яънн а = а(х, у, г ) , а векторнинг координаталар уцидагн проек- 
цняларинн Р, Q, R билан белгилаймиз. Улар хам координата- 
ларнннг ф^нкцпялари хисобланади, яъни

Р =  Р(х, у, z), Q =  Q(x, у, z), R =  R(x, у, г).
Шундай килиб, б\идай ёзиш мумкин

а = a (М) =  а(х, у, z) = Pi - f  Q j +  Rk.
Агар P, Q, R — узгармас катталиклар булса, у .\олда а век­

тор узгармас булади, бундам вектор майдон бир жинсли де- 
нилади, масалан, ошрлнк кучи майдони бир жинслидпр.

Агар майдон текислнкда берилган булса, яъни унинг про- 
екцияларпдан бири нолга тенг булиб, цолгап проекцнялари эса 
тегишли координатага боглпц булмаса, у  холда текис (ясси) 
майдонни хосил циламнз, масалан,

q(.v , у) =  Р (х, у) 1 +  Q(x, у )/.

В е к т о р  ч н з и ц л а р. В е к т о р  н а й ч а л а р и .
Т а ъ р и ф. а(М ) вектор майдоининг вектор чизиги деб 

шундан чизикца антиладики, унинг хар бнр нуцтасида уринма-
нннг йуналиши шу нуцтага мос келган а (М ) векторнинг йуна- 
лншн билан бнр хил булади.

Аниц майдонларда вектор чизнцлар маълум физик маънога
эга булади. Агар а(М) окастган суюкликнннг тезликлари ман- 
дони булса, у  ^олда вектор чизицлар суюкликнинг оцнш чнзиц- 
лари булади, яънн суюцликнинг заррачалари .^аракатланаётган 
чнзицлар булади.

Агар а(М) электр майдон булса, у холда вектор чнзицлар 
бу майдоининг куч чизгщлари булади (92 шакл).

а сирт булагннинг нуцталари орцали утувчи ^амма вектор 
чизпклар туплами вектор найчалари дейилади

Вектор чизицлар тенгламасини келтприб чицарамиз.
Фараз циланлнк, вектор майдон

а =  а (Д4) — P i  - Qj -j- R k

функция билан аникланган б)Л -  
спн, бунда Р, Q, R лар х, у, z 
коордпнаталарнинг функппяла- 
ри. Агар вектор чпзиц ушбу

X = x (t) , у  — y(t), 2 =  2(0
параметрнк генгламага эга бул- 

92- шакл. са, у холда бу чнзицца утка-
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зилган урннманннг йуналтирувчи вектори проекцияларн x'(t), 
у '  (t), z' (t) ,\осилаларга ёкн dx, dy, dz дифференциалларга 

роиорцнонал булади.
а (М) вскторнпнг ва вектор чизнвда урпнма килиб нунал- 

-нрилган векторнинг колленеарлик шартини ёзнб, цуйндагинн 
хосил ^иламиз:

( 4 . 1 )
Р Q R

(4.1) тенгламалар системаси а(М) мандоннннг вектор чи- 
знцларн опласн дифференциал тенгламалари спстемаснни ифо- 
далайди.

Шундай килиб, а(М ) майдоннинг вектор чнзицларинн то- 
пиш хакидагн масала (4.1) системадаги ннтеграл эгри чпзи^- 
ларнн топишга тенг кучли.

(4 1) тенгламалар а(М) мандонинг вектор чизицлари диф­
ференциал тенгламалари дейилади.

М и со  л. Майдоннинг вектор чизшупарини топинг:

о(.И) =  xi +  y j -Ь zk.
Е ч и ш. Вектор чизнцларнннг дифференциал тенгламалари 

бундан куринишга эга:
dx tiii dz 

х у  г
ёки

dx __ dy_
X У

dx dz
X г

Бу системами иитеграллаб, хосил ^иламиз:
In\у\ =  In |.v| 4- In С,,
In | z I =  In | x | +  In C2,

бундан:
у =  ClX, z =  Сгх,

бунда С,, C2— ихтиёрий донмийдир.
Коордннаталар бошндан чицаётган нурлар вектор чизиц- 

ларн булиши равшан. Бу чизицларнинг кононик тенгламалари 
бундан куринишга эга:

* сГ =  с Г

У з - у з  и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. С каляр  майдон деб нимага айтилади?
2. Сат>; сирти, сат>; чизиги деб нимага айтилади?
3. Йуналиш буйича >;осила учун формулани келтириб чицаринг.



4. С каляр  майдон граднентпнпнг таърифинп коорднната шаклида мфода- 
ланг.

5. Пуналнш буйнча хосил а градиент оркали iy-шдан нфодаланади?
6. Граднентнпиг инвариант таърифинн айтннг.
7. Градпеитиинг хоссаларинн санаб утннг.
8. Вектор майдон деб нимага айтилади?
9. Вектор чнзпк деб нимага айтилади? Вектор нанча деб нимага шйтила-

дн?
10. Вектор чизикларнннг дифференциал тенгламаларпнн келтнриб чш^а- 

рннг.
11. 3439—3444, 3451—3459, 4401—4 4 0 4 -масалаларнн ечннг.

5- §. Си.рт оркали утадиган  вектор майдон  
окими. Унинг тезли клар  майдонидаги физик маъноси

Фараз кплайлнк, Oxyz фазонннг V сохасида

а (Л/) Р (.V, у, z) i +  Q(x, у, z) j  +  R (x, у, z) k
вектор майдон берилган булсин, бунда Р(х, у, z), Q(x, у, z), 
R(x, у , z ) — шу сохада узлуксиз булган функцнялар.

Бу сохада орпентпрлапган а  снртни оламнз, унинг хар бир 
нуктаспда нормалнпнг мусбат йуналиши

—> - »  -♦ 
п„ -  cos а  • I +  cos р •/ +  cos у ■ k 

бирлнк вектор оркали аппкланснп, бунда а, р, у — нсрмал
«онииг координаталар укларн билан ташкил кплган бурчак- 
лари. ^

Т а ъ р и ф. а(М) векторнинг а  сирт орцалп утувчи П оки­
ми деб цуйндаги иккинчи тур сирт ннтегралпга айтилади:

П J   ̂Р(х, у, z) dy dz -|- Q(x, у, г) dz dx +  R(x, у , z) dx dif. (5.1)
О

11-бобдаги (6.7) мунпсабатни хисобга олпб, (5.1) форму пани 

П =  | ("I Р(х, у, z) cos а  +  Q (х, у, г) cos р +  R(x, у, г) cos у]da
О

куринишда ёкн япада соддгрок

П =  I fa • n„do (5.2)
0

—► —>
куршпиида ёзиш мумкии, чунки Р cos a  + Q cos p + /? cosy —a-n0.
Бу ерда da нфода a сирт юзшппг элемента. (5.2) формула а век- 
торпнкг П оцнминн вектор ёзувкда ифоталаиди.

Вектор майдон оцимининг физик маъносини анпклайчнз.
Фараз кплайлнк, а (М) вектор окаётган суюкликнннг тезлик- 
лари майдонипи а  сирт орцали аницласнн. Бу тезлик вектори 
,\ар бнр М нуктада суюклик заррачаси интилаётгап йуналиш, 
вектор чнзпклари эса суюцликнинг оким чизпклари булади 
(93 -шакл). о сирт оркали вакт бирлнги пчнда оциб утадкган



93- шакл. 94- шакл

суюклик мпкдорннн хисоблаймиз. Бунинг учун спртда М нуц- 
тани ва сиртнпиг do элсмептини ка ид цнламнз.

Вакт бпрлигнда бу элемент орцали ок.пб утган суюцлнк
микдори асоси da ва исовчпсн а булган цилиидрнинг хажми 
билан аншутанадн. Бу цилпидриипг баландлнгп унинг ясов-
чнсини п0 нормал бирлик векторпга проекипялаш нули билан 
хосил цн пшадп. Шунииг учун цнлппдрнпнг ,\ажми

—> —у
а-п0■ do

катта шкка тенг бу пдп. Baiyi бнр.шгн ичида бутун о сирт бу- 
нича окпб утгаи суюклпкиипг тулпк хажми ёкн суюклик мпк- 
дг.рп о буинча интеграллаш па гпжаенца хосил булади:

\ f а ■ п0ао.
' О

Бу натпжани (5.2) формула билаи таедослаб, бундан хулоса
чнкарамнз: о сирт орцали утаётган а тезлпк вектори П окпми 
шу сирт орцалн вацт бнрлпгп ичида сирт орпентацняланган 
йуналишда окпб утган суюклик мшуюрпднр. Векторлар о^пми- 
нипг физик маъноси аиа шундан иборат. о спрт фазонинг би­
рор сохаспнп чегараловчн ёпнц спрт булган >̂ ол айпнкса катта
кнзикпш у fiFoiадп. Бу холда п0 пормал векторпни доим фазо- 
нинг ташки цпемпга йуналтнришга шартлашиб оламнз (94- 
шгкл). Нормал томоннга цараб харакат сиртнинг тегишли 
жопида суюцлик м со\адан о^нб чн^ншннн англатадн, нормал- 
нннг царама-царшн томоннга караб харакат эса суюклик сирт­
нинг тегишли жонида шу сохага оциб киришини англатадн. о 
ёпи^ спрт буинча олниган интегралнинг узи эса

П ( f  a rt0do
О

курннншда белгнланади ва ы спртдаи окиб чнкаётгаи суюцлнк 
билан унга окиб кнраётган суюцлнк орасидаги фар^нн беради.
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Бунда, агар /7 = 0 булса, м сохага ундан цанча суюцлнк окиб 
чнкиб кетса, шунча суюцлик окнб киради.

Агар П> 0 булса, у холда о) сохадан унга оциб кираднган 
суюкликдан кулроц сув оциб чикади.

Агар П <  б булса, бу ^ол курдум (сток)лар борлигинн курсатади, 
яъни суюцлик окимдан узоклашадиган жсйлар борлигиии курсатади

(масалан, бугланади). Шундай килиб, ( ) a ti0 do интеграл манбалгр-
* О

нинг ва курдумларпинг умумий кувватини беради.

6- §. Вектор майдоининг ёпиц сирт буйича  
окимини хаж м  буйича олинган интеграл орцали  
иф одалаш  хакидаги  О строградский теоремаси

Епик сирт буйича олинган сирт интеграли (вектор майдон 
окнми) хамда шу сирт билан чегараланган фазовий соха бу­
йича олинган уч каррали интеграл орасидаги богланншни аннк- 
ланмиз.

Т е о р е м а .  Агар
а(М) - Р  (х, у, z)i +  Q (х, у, z)j +  R (х, у, z) k

вектор майдон проещиялари ю со.\ада узининг биринчи тар- 
тибли хусусий цосиласи билан бирга узлуксиз булса, у %олда о
ё п и с и р т  оркали а вектор окимини шу сирт билан чегаралан­
ган о) хажм буйича уч каррали интегрални цуйидаги формула 
буйича шакл алмаштириш мумкин:

f f P  (*, у, z)dy dz +  Q(x, у, z) dz dx +  R(x, y, z)dx dy -

,6I)tо

бу ерда интеграллаш о сирт­
нинг таищи томони буйича 
амалга оширилади (сиртга ут- 
казилган нормал фазонинг 
ташци цисмига йуналган).

(6.1) формула Остроград­
ский формуласи дейилади.

И с б о т и .  Фараз цилай- 
лнк. D со.\а — о снртнннг (ва 
со соханннг) Оху спртдаги 
проекцияси булсин, z — z\{x,y) 
ва z =  г, (х, у) эса шу сирт­
нинг пасткн ва а2 юко- 
ридагн цнсмларннниг тснгла- 
масн булснн (95- шакл). Ушбу
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If)

)ч каррали интегрални спрт пнтегралпга алмаштнрамнз.
Бунинг учун унн икки каррали интегралга келтнрамиз ва 

z буинча интеграллаймиз. Бундан:
У) _ г,(Х.у) ,

1 dxdydz =  \ | ( J  dz )dxdy-\  j (R(x, у, г) dx dy —
*i(* V) '

D г,(*.у) D

= | | Я (*. у. z2 (x, У))dx dy — I \ R(x, У. zi(x, //)) dxdy. (6.2)
l i>  ̂ lo

D coxa хам ai сиртнинг, хам a2 сиртнинг Оху текисликдаги 
проекцияси булгани учун (6 .2 ) формуладагн икки каррали нн- 
тегралларни уларга тенг булган 1 1-бобдагн (6 .6 ) сирт инте- 
граллари билан алмаштириш мумкин. Натижада куйидагини 
хосил ^нламиз:

j l j  ^  dxdydz =  z)dxdy— J \ R(x, y, z) dx dy.
<0 Oj Ol

Иккинчи цушилувчида oi сиртнинг ташь^и томониии ички- 
спга алмаштпрнб, кунндагинн .\осил циламиз:

j j j ^  dxdydz = j \R(x, у, z)dx dy-- R(x, y, z)dxdy =
 ̂io a, o\

=  f j R (x, y, z) dx dy, (6.3)
(J

бу ерда о ёпик сиртнинг ташки томони олинади.
куйидаги формулалар хам худди шунга ухшаш .\осил цилинади:

J И i h dx dy d z = P ( ‘X’ y’ dy dz'W О

J И dx A,J dz = §  §  ® y' ^ dx dz' (6 5)
10 о  *

(6.3), (6.4), (6.5) тенглнкларпн хадма-.\ад цушиб, Остро- 
градскнииннг (6 . 1) формуласига келамиз, шуни исботлаш та­
лаб цилннган эди. Бу формула теореманинг шартини цаноат- 
лантирувчи сохаларга булиш мумкин булган исталган со фазо- 
вин соха учуй тугри булади. Бу формула ёрдамида ёпик сирт- 
лар буинча сирт нитегралларннн хисоблаш цулаи булади.

М н е  о л. Интегрални \исобланг:

\ \ xdy dz — ydz d x — г dx dy,
i  t 

Q.
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х ==0 , // = 0 , z 0 , л- т~ у  z — 1 
текнслнклар била» чегараланган 
нирамиданниг ташки томом» 
(96-шакл).

Ь ч и ш. Остроградскнн фор- 
муласпдан фондаланнб, цунида- 
гннн .\осил циламнз:
11 xdydz  -(- у dz dx -f- гак dy =
о

=  1 ГГ(1 +  1 +  1 )dxdydz=

бунда о цуйндагн

I I  —X I —Х—у  I 1 —л  J _

= 3] j  f dxdydz =  3 \ dx \ dy \ dz =  3 fdv j  z j dy =  
io' 0 0 "<> о 0 1

I I—* I
=  3 jd x  \ (1 — x — y)dy  =  3 — xy— -v r )|0 dx =  

о о о

=  3 J (  I — x ---.Y (1—A')— Tj—-) dx = 3 f ( ( I  - x f - {~ ^ ) d x  =
b d i

1
3 . 3 ( l - x ) 3 |l 3 1 I

= T j ( I ~ x)' dx =  ~ T * l °  = ' 2“ ~  =  — ■

I I —~x l l - x - y

7- §. Вектор майдон дивергенцияси

Oxyz фазонинг и сохасида

а (Л1) =  Р(х, у, z)i +  Q ( а-, у, z) j  +  R (х, у , z)k
вектор майдон берилган булсин, унда Р(х, //, г), Q(x, у , г), R(x, у, z) 
функциялар дифференциалланувчи функциялар.

Та'ъриф. а (.И) вектор майдоннннг дивергенцияси (узоклашув-
чиси) деб М куцтанииг скаляр майдонига айтилади, у d iv a (M ) ку­
ринишда ёзилади ва

—► ЛГ> ДЛ 2D
(7.1), ■ дР , dQ dRdiv a (M )= -— +  f -  +  —

дх dy dz

формула билан аннцланадн, бунда хусусий хосилалар М нуцта- 
да хисобланади.

Дпвергенцнядан фойдаланнб, Остроградскийнинг (6.1) фор- 
муласннн вектор шаклида цаита ёзиш мумкин:

4 f  а п0 do = |*И div a(M)doj. (7.2)

1С5



Уни бундай нфодалаш мумкин: ёпик снрт орцалн утувчи (бу
сирт ташки п нормали йуиалишида ориентирланган) а вектор 
мандон окимн шу сир г билан чегараланган хажм буйича май- 
дон дивергснцняспдан олииган уч каррали интегралга тенг.

Дивергенцнянн хисоблашда куйидаги хоссалардан фойда- 
ланилади:

1) div(fi(.H) +  H U)) div^(VI) -J- div Ь( VJ);

2) di vC a(.VI) = Cdivo (.Vf), бунда С узгармас сон;

3) div и ( VI; о (.VI) =  u ( . l i )d iv  а(М) +  a(AI)grad и(А1),

бунда и(.М) — скаляр майдонин аншутончи функция.
1. Д ивергенциянинг инвариант таърифи. Дивергенциянн

(7.1) формула ёрдамида аннклаш координата укларини тан- 
• 1зш билан борлик. Остроградскнннннг (7.2) формуласидан 
фондаланнб, дивергенциянинг коордннаталар укларини танлаш 
билан боглн^ булмаган боил^а таърнфини бернш мумкин.

Бу формуланинг унг ^нсмнда уч каррали интеграл турнбдн. 
Урта кннмат хакидаги маълум теоремага кура ( 10- боб, 2-§) бу 
ннтеграл V хажм бнлан ннтеграл ости функциясннннг со соха- 
нннг бирор All ну^тасндаги цинмати купантмаснга тенг. Шу- 
нинг учун (7.2) Остроградскнн формуласннн куйндагича ёзиш 
мумкин:

f [ andc — V div и (.VfJ
а

ёкн
divo( \Jj) = -* 7  J J a n do.

I' ‘ a
Агар со coxa .VI нуктага тортнлса ёкн I/—>-0 булса, у холда Д1| 

ну^та М га ннтнлади. Натижада лимитга утнб, цупидагннн хо- 
сил ^нламиз:

lim div о ( V/,)= lim — &  f )a  nda
м ^ м  V 1 v - o  V }  У

О
ёкн

|| а  п do
div a (-V1) — lim - —- — = Iim-^-. (7 3)

l  - .0  v  l ->0 V

Энди дивергенциянинг координата у^ларннн танлаш билан 
борлиц булмаган инвариант таърнфини бериш мумкин.

Т а ъ р н ф. М нуктада вектор майдоннинг дивергснцияси 
деб, М нуктани ураб олган ёииц снрт ор^алн утувчи маидон 
оцимшшнг шу снрт билаи чегараланган кнсмнипг I хажмнга 
ннсбатннинг бу хажм пуктага тортилгандагп, яъни Г->0 даги 
.'iiiMHTiva •>:• :■ ia.ni.
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2. Дивергеицияиииг физик маъиоси. (7.3) дивергенция ту- 
шунчасига физик талкин бсрамиз.

Ф араз килайлик, со сохада о^аётган сую^ликнинг тезликла- 
ри майдони a (Af) берилган булсин. 5- § да a  (Af) вскторнинг 
а  ёпик сирт орцали ташки нормал йуналишидаги Я  окими шу 
сирт билан чегараланган ва^т бирлиги ичида окиб киргак ва 
о^иб чиркан суюклик мивдорлари орасидаги аиирмани ифода- 
лаши аникланган эди.

Ушбу
4 ( а  п da 

П _ ‘в 
V ”  I

нисбат хажм бнрлигига булинган суюклик микдоришг аннц- 
лайди, яъни манбанинг (/7>0 булганда) ёки курдум (/7<0 
булганда) уртача хажмий ^увватини ифодалайди. Бу иисбат- 
нинг лимиты

t \ ando
-----  = div ~а(М)

(7.3) дивергенция булиб, у  берилгаи ну^тадаги суюклик сар- 
фининг хаж м  бирлигига нисбатшш ифодалайди.

Агар div а (.И) >  0 булса, суюклик сарфи мусбат, яъни 
М ну^тани ураб олган чексиз кичик сирторцали таш^и нормал йуна- 
лишида сую^лнк 01916 киргакидан к>проц оциб чн^иб кетади. Бунда 
М  иукта манба булади.

Агар div а (Ж) <  0 булса, у  холда М нукта курдум булади. 
div с  (/И) катталик манбанинг ёки курдумнинг [^увватнни ифодалайди.

Агар div а (М) =  0 булса, у  холда М нуктада на манба ва на 
курдум булади. (7.2) вектор шаклида ёзилган Остроградски»! теоре- 
маск 01\аётган сую^ликнинг тезликлари майдонида ёпн^ сирт ор^али 
оцувчи сую^ликнинг 01\ими хамма манбалар ва |\урдумлар цувват- 
ларинкнг йигиндисига тенг булишиии, яъни 1\эралаётган сохада вакт 
бирлиги ичида пайдо буладиган суюклик мицдорига тенг булншини 
ифодалайди.

У  з-\ з  и н и т е  к  ш и р и ш у ч у н  с а  в  о л  л  а  р

1. Сирт орцали утувчи вектор оцимн деб нимага айтилади?
2. Суюцликнннг тезликлари майдонида вектор оцимининг физик маъноси 

цандай?
3 . Остроградскнй теоремасини нфодаланг ва  исботланг.
4. Вектор майдон дивергенцнясига коорднната шаклида таъриф бериш
5. Дивергенциянинг хоссалариии санаб 5'тинг.
6. Дивергенциянинг физик маъноси ^андай?
7. Дивергенцияга инвариант таъриф берннг.
5- Остроградскнй теоремасннн вектор игак-ида ифода.: ва  укпиг фи­

зик маъносини курсатинг.
9. 3896—2900, 4405—4408- масалаларни ечинг.
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8- §. Соле нон дли найчасимон майдонлар.
Соленоидлн майдоининг таърифн ва асосий хоссалари

7- § да нстаган а вектор майдон div а ёрдамида скаляр майдонни 
вужудга келтириши аникланган эдн.

Т аъриф . а (.VI) вектор майдоининг дивергенцияси со соханинг ^ар 
бнр нуктасида нолга тенг булса, яъни

б^лсэ, бу вектор майдон шу сохада соленоидли (ёки найчаси­
мон) майдон дейилади.

Шунииг учун солеиондли майдон учун Остроградский фор­
мул асига кура

формулани хосил циламиз, бунда а  — ёпиц сирт б^либ, со со- 
хани чегараловчи таищп иормал йуналишида ориентирланган. 
Бу майдоида бирор с0 юзчани оламиз ва унинг чегарасининг 
хар бир иуцтасидан вектор чизи^лар утказамиз (9 7 -ш акл). Бу 
чизнцлар фазонннг вектор иайча деб аталувчи (1 2 -боб, 4 -§ )
кисмиии чегаралайди. Агар а (М ) вектор оцаётгаи суюцлик- 
нииг тезликлари мандонпин ташкил этса, у  холда суюцлик 
o^ituii давомида бундай найча буйлаб уни кеенб утмасдаи ^а- 
ракатланадн.

оо гозча бирор Oi кесим ва найчанинг о ён сирти билан че- 
гаралангаи шундай нанчаиинг бирор кисминн куриб чикамиз.
( 8 .1 )  тенглик бундай ёпи^ сирт учун ц у й и д а г и  курииишии 
олади:

d iv a (At) О

(8.1)о

f j а «о dc 4- f f a n0do + f fa л0 dc = 0, (8.2)
о, о

бу По— ташки нормал буйнча й^налган бирлнк вектор.
Иайчашшг ён енртида нор-

Шунинг учун (8.2) формула буидай ч 
курииишии олади:'

маллар а  вектор майдонига пер­
пендикуляр булгани учун

о

97* шакл.

165



f f c  n0dc-r\  \an0d(j =  0,0« ol
бундан

\ \ a n f}d G  — — 1 j a - / i0 <Ja " o'0 o,‘
келяб чикади. o0 юзчадаг? нормалкинг йчналишнни ташцидан ичкига 
алмаштириб,

f  1 arif/d с =  \ \arifflc 
«ь "с,

муносабатнн Зфспл циламиз. Бу соленоидлн мандонда вектор 
найчанинг >̂ ар бнр кесимидан утказилган вектор чнзицлар 
нуналишидаги векторлар оцими бир хил булади, яъни манба- 
сиз ва цурдумсиз майдонда (чунки d iv a (A f)= 0) вектор найча- 
иинг хар бнр кесимидан бир хил микдор да сую^лик о^иб ута ­
ди. Соленоидлн майдоидаги вектор чнзнцлар ^еч а ерда йуцол- 
майди ва яигнсн пайдо хам булмайди.

9- §. Вектор майдоидаги чизицли интеграл. Куч майдони бажарган 
иш. Вектор майдоии циркуляция си

Фараз кплайлнк, to сохада вектор майдон

в  (ДО— Р(х. У, г) i +  Q(v, у , г) j  — R (х, у, z)k 
вектор оркали ^осил ^нлинган булсин. Бу со\ада бнрор L чи- 
зиции оламиз ва унда маълум йуналишии танланмиз.

Т аъ р и ф . Йуиалган L чизй^ буйнча олинган ушбу

\ Р(х, у, z) dx +  Q (яг, у , z) dy +  R (х, у , z)dz
1

иккинчи тур эгри чизшучи интеграл ёки век гор шакл и даги

интеграл а (М) векторнинг L чизик буйича олинган чизи\ г и интег­
рали дейилади (98- шакл).

Агар а  (Л1) вектор куч майдони цосил ^илса, а векторнинг L чя- 
зиц буйича чизшдо интеграли маълум йуналншда L чизиц буйича 
бажариладигаи ишга тенг булади.

Т а ъ р и ф .  Епнц L контур бу- 
йкча чизицли интеграл вектор 
циркуляцняси дейилади ва Ц би­
лан белгиланадн. яъни

Ц = ^ й  dr — jP (x , у, z)dx +

+  Q (* .  У. г) dy - f  R (  V, у. z) dz 
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10- § . Стокс теоремаси

II- бобдаги сирт интеграллари учуй (4.1) Грин формула- 
сига ухшаш формула уринли булиб, ннтеграл пи о сирт буинча 
хисоблаш масаласнни бу енртни чегараловчи L коитур буйича 
иккннчн тур эгри чизикли интегрални хисоблашга келтирншга 
н м кон беряди.

Т е о р е м а .  Агар Р(х, у, z), Q (х, у, z), R(x, у, г) функция­
лар узларининг биринчи тартибли хусусий цосилалари билан 
бирга с сохада узлуксиз булса, у хо гда куйидаги формула урин­
ли булади:

1 (а - , у, z)dx-\-Q ( v ,  г / ,  z) dy - f  R(x, yt z)dz =j><*

-ш-
dP dQ\ , ( i-----— —  cosa +  I
dy dz ‘ '

, . dQ dP \ л 
4 -  ( —  —  —  COS V  
^ \  dx dy *

dP_
dz

y W

dR\ . 
■^)cos|i +

(Ю.1)

6v ерда cosa, cos|3, c o s t  — бирлик вектор n0 нормалинннг a  енртга 
йуналтирувчи косинуслари, L — бу сиртнинг чегараси.

(10 .1) формула Стокс формуласи дейилади (9 9 -ш акл). Бу 
формулада L контур буйича интеграллаш йуналиши о сирт- 
нинг танланган томони билан цуйидагп цоида буйича мослаш- 
тириладн: «0 иормалнинг охиридаи коитурни айланиб утиш со- 
ат милнга царшн йуналишда кузатиладн (айланиб утишнинг 
бундан нуналншн И - бобдаги 6- § да  мусбат нуиалиш деб атал- 
ган).

И с б о т и. а  сирт хамма координата текнеликларнга бир 
кийматлн проекциялансни. Бу сиртнинг тенгламаси 

г  =  г(х,у),
бу ерда г (  V. у )  функция £>, со х ада  ди ф ф ерени нап ащ вчи  фуык- 
1ШЯ булиб, у ft сиртнинг Оху те- 
кисликдаги проекцияси булалн.

D| сохаиннг чегарасинн бн- 
лаи белгилаймиз, шу билан бирга 

контур L нинг Оху текнелпк- 
даги проекцияси булади.

о сиртнинг юцорн томоннни 
танлаб олампз, бунга мос холда 
ундаги ориентациями хам танлаб 
оламнз.

Ушбу
fP (x , у, z)dx

эгри чизикли интегрални аввал
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конт\р буйича, кепнн эса Грин формуласидан фойдаланиб 
Di со\;а буйича каррали ннтсгралга алмаштирамнз ва нн\оят,
о сирт буйича сирт интегралига алмаштирамнз.

Чегара с  сиртга тегишли булгаин учун L коитур ну^тала- 
рининг координаталари z — z(x, у ) тенгламани каноатлаитира- 
ди ва бинобарин, Р (х, у, г) ф\икциянинг L даги кийматлари 
Р (х, у, г (х, у)) функциянннг Ly даги мос ^ийматларнга тенг. 
L ва Zj мос булинишларнинг Ох у^идаги проекциялари мос 
тушади, демак, L ва L\ контур буйича иккинчи тур эгри чи- 
з lily !и интеграллар уч\п интеграл иигинднлар хам мос туш а­
ди. Шунннг уч\н

I Р(х, у , г) dx =  I  Р(х. у. z(x, y))dx.
'L i-,

Бчнииг унг цнсмига 11 -бобдаги (4.1) Грин формуласини
ва мураккаб функцияни дифференциаллаш цоидасинп ^ул- 
лаб,

Р(Х, у ,  z)dx = -  I ■ iL'|dxdy
L « J  oy dz 61/ 'Dl

ии топамиз. dxdy ни dx dy =  cos у do  формула бчйича d o  сиртнинг 
элемент оркали алмаштириб, coj^a буйича каррали интегра пни 
снрт буйича интегралга келтирамиз:

iPQc. у. z)iv =  -  +  f  ■ |  )coSTrfc (.0 2)
О

Маълучкн (7 -боб, 9-§),
di , dz ~Т ~Г—  I ----- / — k
дх dy

вектор 2 =  z[x, у) сиртга перпендикуляр, ва бинобарин, п0 нормал-
нинг бирлнк векторига коллинеар:

п0 =  cos а  I -Ь cos р / +  cos у  к.
Шунннг учун бу векторлариинг коллннеарлик шарти бажарилиши ке-
рак:

cos а  _ cos р _ cosy
dz di — I
dx dy

Демак,
dz 0—  cos у  =  — cos p.
by

Бу муиосабатдан фойдаланиб, (10.2) ифодани бундан куринишда 
цайта ёзамиз:

4 У• z) dx = C0SP cosVj da  (10 3)
L  V
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Куйидаги формулалар шунга ухшаш здоил цилинади:

f  Q К  У, z)dy =  f  \ ( cos у  — cos a )  d а, (10 4)
L 4(1

j )  R (v, у, z)dz =  j j | -^ -c o sa  — -^ -c o sp ld c . (10.5)
L  l o ^

(10.3), (10.4), (10.5) формулаларни цушиб, Стокс формуласига 
келамиз:

\ Р (*, У, z )d x - Q(x, 11, z)dy +  R(x, у. z)dz =  f f  —

- Jf ) C(fca+( i f - i r ) cosp+( f - - f - ) H do (106)
Уни цунидаги к\ ринншда канта ёзиш мумкин:

у. z)dx +  Q(x, у, z)dy-^R(x, у , z)dz =  [ f ( J ^  —

о0-7'
Хусусан, агар с  соха L контур бнлан чегараланган Оху те- 

кислнкнннг сохаси б\лса, у  .\олда dzdx ва  dydz буйича ннтег- 
раллар нолга аиланадн ва Стокс формуласи (И-бобдаги)
(4.1) Грин формуласига утади.

Стокс формуласи эгри чизнцли интегралларни ёпкц контур 
буйича сирт интегралларн ёрдамида ^исоблашга нмкон беради. 

М и с о л. Ушбу

а — ху I —- yz j  -rxzk

вектор майдоннинг 2х—Zy+Az— 12 = 0 текнсликнииг координа­
та текисликлари бнлан кссншиш чизнги буйича Ц циркуляция- 
сини хисобланг.

Е ч и ш.  а  текисликнинг юцори томонинн шунингдек, шу 
томонга мос келган АВСА берк контурни айланиб чнкнш й\на- 
лишини ^араб чнкамиз (100 -ш акл ). Ушбуга эга буламиз:

Р — ху, Q = у z, R — xz, 
хусусий хосилаларнн топамиз:

Ру = х , Рг =  0, ( ? ;= 0 .  Qz ~ у , Rx = z, Rv - 0 .
Бу ифодаларни (10.7) Стокс формуласига цуямиз:

Ц =  г) ху dx +  yz dy xz dz =  — f j* ydy dz -}- zdx dz +  xdx dy.
'/- о

<j сирт буйича олннган интегрални бу сиртшшг координата те-
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z
В. I

\

/
0 V

100- шакл. 101- шакл.

кисликларидагн проекииялари булган каррали ннтеграллар би­
лан ифодалаймиз: з о  3 о

 ̂j  ydydz  =  J  j ydydz =  ) dz J  ydy = dz =

_B ( г -3 ) »  |3 
*» 3 |o

=  — —  ’ 27 =  — 8 (101-шакл).

t f z d t d z  J i t o f  г *  =  - Щ '  dv =
а Х4ЛО 0 0

=  - 1  5L= - 9  (102-шакл).2 J  4 6 3 Jo 8 -3

102- шакл.
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Ц •= — (— 8 — 9 -Ь 24) ------ 7.

П -§ . Вектор майдон уюрмаси

Фараз ^иланлнк, Охуг фазонинг о  со^асида куйидаги век­
тор майдон берилган булсии;

а(М )**Р(х. у , z)i +  Q(x, у , z) j  +  R(x, у, z)k. 

Т аъриф . а ( VI) вектор мандоннннг уюрмаси (ёки ротори) деб 
М иуктаиииг [rot а (М) билан белгилаиадиган ва

rot?(<М) = 1 -̂----— )Т-г (—-----— )7т( —— —) ~it (11.1)
\ ду дс ' \ Ог дх ’ '  дх ду  

формула билан ашн^ланадиган вектор майдонига айтилади, 
бунда хусусий хосилаларнн Af (х, у, г) иу^тада топамиз.

Л1н с о л . Ушбу

a (Af) — гг i +  зг / 4- у1 k 
вектор майдоннинг уюрмаси!.и топинг.

Ечиш.  Р =  г1, Q х~, R =  у~ га эгамиз. Хусусий хосилаларнн 
топамиз:

i L _  №. = 2г, i c _ i P =2x.
ду дг дг дх дх ду

Демак,
ro ta =  2 y i  +  2 z j  ~ 2 x k .

Уюрма тушунчасидян фойдаланнб, (10.7) Стокс формуласини 
вектор шаклнда кайта ёзиш мумкин:

f  a d r  — \\ п ro tad o  (II-2)L о
ва бундай ифодалаш мумкин: а векторнинг о сиртнн чегараловчи L 
контур![» айланиб чициинииг мусбат йуналиши буйича цирку гяшдаси 
rot а векторнинг шу сирт орцали утадиган о^имнга тенг.

Уюршнинг таърифидан фойдаланнб. куйндаги хоссаларнинг тугри 
экапига ишонч хосил цилиш мумкин:

1) rot (а — b) =  ro ta  +  rotfr ;
2) rot ( Со)  — С rot о ,  бунда С — уз* ар час скаляр.

Ш ун дан  ьд ти б ,



3) rot (u o )^ u  rota-r(grad и) а, бунда 
и =  и(Щ  скаляр майдонни аницловчи 
функции.

1 . Уюрманинг инвариант таърифи.
Уюрчаиннг юкорнда берилган таъ- 
рнфн координаталар снстечасинн тан- 
лаш га боглик. Эн ш хюрмалн мапдои- 
ia  инвариант таъриф берамнз:

Фараз ^иланлнк, п — нхтиёрин белги- 
ланган бирлик вектор ва D эса VI нуц- 
тани уэ ичига олган L чегарали ясси
шакл булиб, у  п векторга перпендикуляр 

булсин. (11.2) Стокс формуласини

f  a d r  =  f  f  го tnada1 'd
куринишда ёзамиз, чунки п • rotn =  rotna  (104-шакл).

Урта циймат хацидаги теоремага мувофн^:

^  ad  г = S rotna ( VfJ, 

бундан rotn а (Л1,) — ф  a d r ,  бу ерда 5  юз — D со>:анинг юзи,
L

М j  — бу сохадаги бнрор нуцта.
Охирги тенгликда D сохани V/ нуцтага тортиб (ёкн S -^О да), 

лимитга утамиз, бунда Мг нуцта At нуцтага инталади:

lim rot а (М4) =  lim —  Л a d r
д-.о  S  j

L

ёкн

rot с  Ш ) =  lim Ь a d r  lim —  .
L

Т а ъ р и ф .  Вектор мандой уюриаси деб, шундай векторга 
айтиладнкн, унинг бнрор нуналншга булган проекцнясн шу 
нуналишга перпендикуляр булган D яссн юзиннг L контур бу­
йнча вектор майдон циркуляцнясннинг 5  юзнннг катталигига 
иисбатига тенг, бунда юзиннг улчамлари нолга пнтилади 
(S—*0) . юзиннг уз и эса иу^тага тортнладн.

2. Уюрманинг физик маъиоси. Вектор чандон уюрчаси тушун- 
часининг физик талцннипи берачиз. Кат ти^ жисмнинг лузгал мае н> -̂ 
та атрофидаги ^аракатнни караб чикамнз. Кннечатнкада тезлнклар 
майдони v нсталгап моментда
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v = (о X г 
формула билан аниклаиади, бунда о  
оник бурчак тезлик, г — жисчпннг их­
тиёрий М иу^тасшшиг радиус-вектори 
(105- шакл).

Агар

г = x i  -г у j  -г г к,

о  =  taK i -г  j  — о)г k
экаки'маълум булса, у  \о.тт,а кднида- 
гига эга буламиз:

* I
—“»</)‘ - К*—“*г)i ■' К'/—v)к

v у г

Энди rot и векторшшг проекцияларшш топамиз: 

ср, (rot V) =  ~  (<лху — w^v) — J -  (ьус — М,2) = ш, +  (0Х =  2 ш,, 

пр„(rotV) =  (и ^  — a y )  — J -  (су/ — tô v) =  m, +  =  2

прг (roi и ) =  (ш/с — ш г̂) — (ш^ — м//) =  ш1 +  ю, =  2 о,. 

Шундан цилиб.

rot v - 2 о)х i +  2 / -г  2 Л «= 2 са 
экашши ^оснл цилдик.

Демак, и тезлик майдоии уюрмаси цаттиц жнем айлаиишшшнг 
онин бурчак тезлиги вскторига коллииеар вектордир:

rot v =  2 6) .
F 3-$-3 hhk т е кшириш учун с а в о л л а р

1 К аилан майдон соленоидли мандон дейилади?
2 Соленоидли майдоннинг хоссаснни ифодаланг.
3 Чизикли интеграл деб нимага айтилади?
4. Векторнинг циркуляцняси деб нимага айтилади?
5. Стокс теоремасини ифодаланг в а  исботлаиг.
6 Вектор майдон уюрмасини координата ш аклида таърнфланг.
7. Вектор майдон уюрмасинииг таърифкнн антинг.
8 Стокс теоремасини вектор шаклида ифодаланг.
9 Вектор майдон уюрмаеннинг физик маъноси к а т а й - ’
10. 3894—3895, 4450—4465- масалаларнн ечинг.
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12- §. Чизицли интегралнинг интеграллаш 
йулига боглин булмаслиги шартларн

Ф араз ^иланлик, кунндаги вектор майдон берилган булсин:

а Р(х, у, z)i - г Q(х, у , г)/ R (х, у, z)k .
Бчидаи кеГшн Р, Q, R функциялар узларишшг биринчи тартиб- 
ли хусусий чосилалари билан бирга ёки Oxyz фазонниг хам- 
часнда, ёки фазоиинг бирор о> сохасида узлуксиз б\лади деб 
фараз цилачиз.

Фараз кплайлнк А ва В нукталар со сохаиниг иккита их- 
тиёрий ну^таси булсин. ю сохада ётувчи ва Л хач да В иу*\та- 
ларнн туташтирувчи турлн эгри чнзицларни караб чицамиз 
(106-ш акл). Агар

\ Р(х, у , г)dx 4- Q(v, у, Z)dy -'-R(\, у, z)dzL
чнзшуш интеграл бу нулларнинг ихтиёрннси буйнча аннн бир 
хил цшшатлар ^абул цнлеа, у  интеграллаш пул ига боглш$ бул- 
майдн дейилади.

Чизнцлн интегралнинг интеграллаш йулига боглиц булмас­
лин шартларн кунндаги теорсчалар билан берилади.

1 - т  е о р е ч а. Ушбу

В

106- шакл. 107- шакл.

f Р (V, у, z)dx — Q(x, у, z)d y-r R (х, у, z)dz
L

чизикли интеграл бирор о  сохада интеграллаш йулига oofauk 
булмаслиги учун Оу со\ада ётган истаган ёпик контур буйича 
олинган интеграл нолга тенг булиши зарур ва етаргидир.

И с б о т и .  Е т а р л и л и г и. Ф араз кплайлнк, о> сочада ётув­
чи истаган L ёник контур учун

I Р(х, у , z) dx -- Q (х, у, z)dy — R (.v. у, z)dz 0
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булсин . Ч нзнк .ш  ш п егр а .ш н ш  и н тегр ал лаш  йулига б о п ш ^  
эч асл и гн и н  курсатам н з.

Хаки^атан, Л ва В иукталар w сохага тсшшли булган нук- 
талар булсин. Бу нуцталарни ta сохада ётувчи иккита турлн 
А тВ  ва АпВ эгри шииклар билан туташтнрачиз { 10 .-ш акл). 

йидагича булишини курсатамнз:

\ Р ( а ,  у, z) dx -г  Q ( а ,  у, z) dy +  R (х, у, z) dz — Г Р(х9 lJ . z)d\ 4- 
a Z-b  а Гв

-7 Q (х, у , z)dy ~  R ( V, у, z)dz.
АпВ ва АтВ  ёйлар АтВпА ёпиц к о т  урин чосил килади. Эгри чи- 
зш\ли интегралларнинг хоссаларнни хисобга олиб, хшбуни хоснл 1̂ и- 
ламиз.

I Р (х, у , z) dx ~  Q ( а ,  у , z) dy - f  R ( a ,  y t z) dz = \ Р{ х, у, z) dx ~Ь
АтВпА л ~в

Q (-V, у, z)dy +  R{х, у , z)dzJT f  Р(х, у , z)dx~rQ(v, У, z)dy +  
в ТГа

-*- R{x. у, z)dz =  j  Я ( а ,  у, z)dx +  Q(x, у, z)dy~rR(x, у, z)dz —
Arii В

— f  Р(х, у, z)dx Q(x, у, z)dy +  R(x, у, i)dz,
А пВ

чунки

f Р(х. 'J. г) dx +  Q (х, у, z)dy +  R(x, у, г)йг
\ ЬпА

= — j  Р(> . У, г) dx -J- Q (х, у , z)dy - R(x, у, z)dz
АпВ

Бироь^

j  Р(х, у, z) dx +  Q (А , у, z) dy +  R ( a ,  у, z)dz 0
AmBnA

интеграл ёпиц контур буйича олинган интегралдир. Демак, 

f Р(х, у, z )dx+ Q(х, у, z)dy +  R (х, у , z)dz— Р(х, у, z)dx-i-
Лги В  АгВ

-i-Q(x, у, z)dy-\-R{x, у, г ) dz — 0
[н ндаи

j  Р(х, У. z) dx +  Q (V, у, z)dy -j- R (х, {/, zjdz =
ЛтВ

=  1 Р(х, у, z)dx Q(x, у, Z)dy— R(\-, у. г/dz
АпВ

экатиш -\осил киламиз.



Шундай килиб, чизикли интег­
рал интеграллаш йулига боглик 
булчаслнгини исботладик.

3  а  р у  р л и г и. Ф араз килайлнк 
со сохада

J  Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z)d'j +

-R(x, у, z)dz
чизикли интеграл интеграллаш иу- 

108- шакл. лига боглик булмасин.
Шу сох.ада ётувчи истаган ёпик 

контур буйича олинган интеграл нолга тенг булишинп курса- 
тамиз.

Хакикатан (о сохада ётувчи ихтиёрин епик контурни караб 
чи^амиз ва  унда иккита ихтиёрин Л ва В иуктани оламиз (108- 
ш акл ). У холда
f Р(х, у, z)dx-~Q{x, у, г) dy -г  R(v, у, z)dz =  J Р(х, у, z)dx+

ЛтВпА ^

+  Q (х, у, z)dy +  R(x, у, z)dz-r j' Р(х, y,z)dx +
ВпА

— Q(,x, у, z)dy +  R(х, у, z)dz =  j  Р(х, у, 2)dv — Q(х, у , z)dy +
AinB

+  R(x, у, z)dz— 0 ( .v ,  у, z)dx -\-Q(xt y t z)dy-\-
A nB

4- R (.V, yt z) dz =  0,
чунки шартга кура

j  P (-V, у, 2) dx +  Q (a-, y, z) dl! - f  R (x, y, z)dz =
A m b

=  j  p  y, z)dx +  Q(x, y, z)dy-bR(x, y, z)dz.
AnB

Шундай килиб, истаган ёпик контур буйнча олинган интеграл 
нолга тенг. Теорема исботланди.

1\уйидаги теорема ам алда кУллаииш учун цулай булган 
шартларии беради, бу шартлар бажарилгаида чизикли интег­
рал интеграллаш йулига боглик булмайди.

Теоремани нфодалашдан олдин фазода бнр борламли со^а 
тушуичасшш киритамиз.

Т а  ъ  р и ф Агар со сохада ётувчи ихтиёрин L ёпнк контур 
учун шу сохада ётувчи а  сирт м авж уд  булиб, унннг учун L 
контур чегара булса, фазоиииг со сохаси бир борламли соха 
дейилади. Бу холла L коитурга ю со\ага тула тегишли булган
о сиртнн тортиш мумкин деинлади. М асалан, куб, шар, бутун 
фазо бнр борламли со.ха булади. Торнинг («теижумча») ичи 
бир борламли булмагаи со.^а -\нсобланди.
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I

1

2 -т е о р е м а : a = P(x,yt z ) i  — Q (x, z) / +  /?(.v, y, z) к век­
тор- функциянинг

\P(x, у, z)dx~ Q(x, y, z)dy- P(x, y, z)dz (12.!)
L

чизикли интеграли Gup Our ш или со солона интегра глаш йулига 
бог ищ бу.шас. шги учун бу со ка нинг \амма мой ид а

rot и - 0  (12.2)
бу шиш эарур ва стар шдир.

Етарлнлнгини нсботлаш бнлан чегараланамнз.
И с б о т и .  Е т а р л и л и г и.
Фара I килайлик, и» сохада rot о = 0 бу теин.
<|) сохада ётувчи' нсталгап L  ёпн^ контур буйнча олинган 

ушбу чп-Ш^лн интеграл нолга тенг булснн:

|Р (а\  у, z)dx -г Q(v, у, z)dy— R(x, у, z)dz 0.

со сохада L  контур бнлан чегараланган а  сиртнн ^аранмнз 
(соханинг бнр богламлилнгн сабаблн бундай со-\а доим топи- 
ладн). Стокс формуласига кура

j a d г =  f \ п rot a d о 
L "с"

о  сохада, жумладан, о сиртда ro te  =  0  тенглнк уринли була­
ди. Шунииг учун

( J  п rot a d о =  0.
о

демак,

(  a d r  =  0I
ёки

| Р{х, Uf z)dx -'r  Q(x, y t z) dy -I R(x, y, z) dz =  0.L
Шундай цилиб, cd сохада исталган L  ёпиц контур буйича олин­
ган чизикли интеграл нолга тенг. I-теоремага асосан чизикли 
интеграл интеграллаш йулига боглиц эмаслигннн хул оса ^к- 
ламиз,

rotr = ( ^ — * \ т + ( ^ ~ * 1 7 + / * - - «ел*
\ ду дг !  ^ 1 дг д х ! 1 [ д х  еу  I 

булгани учун 2 -теоремани кунидагича ифодалаш мумкин: ушбу 

\ Р  (х, у, z) dx +  Q (v, у, z) dy — R (x, у, z) dz



чизикли интеграл пир бог л а мл и сохада интеграллаш йулига 
бог лик пулмаслиги учун шу соханинг \ар бир нуктасида

dR _ dQ дР dR dQ дР f 12 31
ду дг ' д? дх * dt ду 

муносабат бажарилиши зарур ва етарлидир.

l -м кс о л. Ушбу

\ (2 ху -г z-) dx -J- (xs -г z) dy-h (у + 2  xz) dz
L

чизикли интеграл интеграллаш йулига боглик булиш-булмас- 
лигннн текширинг.

Е ч и ш . 2-теореманнпг (12.2) ёки (12.3) шартларшш тек- 
шпрамиз. Буидан куп и даги га эга буламиз:

Р  =  2 ху -г2, Q =  х2 г. R  — y - r2  xz

Бундан

Бтюбарин 

буидан

i f  -2*. JS. 2 v,
% дх дх

дР 

ду
~ = 2 г  - ^- = 1  —  =  1

= °Е-=ЛЕ- = 22 й0 - ВР 2х'
ду дг дг дх ’ дх ду

rote — О

Шунинг учун бернлган чизикли интеграл интеграллаш йулига 
борлиц булмайди.

2-м п с о л. Ушбу

\ ydx— xdy +  zdz
L

чизикли интеграл интеграллаш йулига боглик; булиши ёкибул- 
маслнгини текширинг.

Е ч и ш . (12.2) ёкн (12.3) шартларни текширамиз. Р  =  у, 
Q =  —л\ R =  z га эгамиз. Бундан:

Бниобарин. 

бундан ушбу га эга буламиз:

дР _

ду
-1 м

’ дх
— 1.

dR

дх
0,

дР

дг
- 0, 0Q =

дг
= о,

6R

ду
= 0.

__ dQ

дг

0R
— 0,

дР

дг дх ду
dR _ dQ = Q = .„0 дР ~f~ dQ
ду дг дг дх ’ ду дх



dx dy '

Шунннг учун берилган чизик ni ннтегр i и раллаш i
боглнк булади.

13-§. Потенциал майдон. Потенциал лик шартларн

Т аъ риф . Агар

а (.11) Р (-V, //, z ) i у, z ) j - R (v, , г) к

вектор майдоининг уюрмасн о> со.чанннг чамма нукталарнда 
нолга тенг булса, бу майдон шу соч.ада потенциал (ёкн гради- 
диентли, ёкн уюриасиз) мийдон денпладп.

Потенциал майдоининг таърпфнга кура майдоининг чар бир 
ну^тасн учун

Шунннг учун (13.2) айииятлариииг бажарилнши вектор 
майдониннг пптенцналлиги шарти буладн.

Шу айкиятлар (12.1) чизикли нитегралиннг L ёпш^ контур 
буйнча нолга аилаиишн учун зярур ва етарлидир, шуиингдек, 
унинг интеграллаш йулига боглик булмаслигшшнг зарурий ва 
етарлн шартидир.

Т а ъ р и ф .  Градиенти а  (х, у, г) скаляр мандонни вужудга 
келтирувчи и(х, у, z ) скаляр функция шу вектор майдоининг 
потенциал функцияси (ёки потенииали) дениладн.

Шундай килиб, потенциал майдон

муиосабат билан ифодаланади, бунда

а = Р  (л-, у, г) i  +Q{x, у, г) / -Ь R  (х, у. z) k 

булиб, шу билан бирга rot а 0 ёки rot grad и =  0.

М и сол . Ушбу

а  ~= (ж® —  2 иг) . i  (у2 — 2 хг) ■ j  ~h (г2 — 2 ху) к 

май тон потенциал майдон булиши ёки булмас шги.чн текншринг.

(13 !)

булади, яъни куйидаги айниятлар уринли булади: 

dR =  _6Q дР_ =  oR_ dQ _  дР 

ду дг * дг дх дх ду
(13.2)

к =  а
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2 г.

= 2ч. *  
дг

дР

дх

dR

ду

- 2 ху булгани учу н 

- 2  у.

Е ч и ш  Р  х- -  2 уг. Q !Г 2 Л 
6v ердаи ху су с nit хосилаларнн топами.г

ая в 2 а?

дР 

дг

1\уйидагилар равшан,

№ .. 5Q= _ 0у. of
бг ’ wc

яъни (13 2) шарт блкариииди. шуиинг учун берилган майдон потен­
циал майдондир.

dR _ 2 у .
0JC 01/

22,

14- §. Потенциал майдон холида чизикли 
интегрални ^исоблаш

Агар ш фазовий соха бир богламли булса, у холда потен­
циал майдондаги чизикли интеграл интеграллаш йулига бор- 
лик булмасдан. балки шу нулнинг бошлангич А хамда охирги 
В иуцталарининг коорднпаталарнга богли^ булади ва и (х, 
у, г) функциянинг шу нуцталардагп орттирмасига тенг булади, 
яъни

f  Р(х, у, г) dx -J- Q (V. у, z )dy Jr  R (х, у, z) dz =
АВ

ув, гв) —  и(хА, ул, zA), (14.1)

бу ерда А В йул— Л(хА, уА, гА) нуцтадан В(х;в, ув, г^) нуцтагача 

ихтиёрий интеграллаш кули. Одатда буилай йул тарзида АСОВ си- 
ник чизш\ олинади, унинг AC, CD ва DB бутинлари коордннаталар 
М\ига параллел (109-шакл). Бу холда потепциални хисоблаш форму­
ласи куйидаги курииншга эга булади: 

в
и (у, у, г )=  i Р{X, у, z)dx +  Q(x, у , z)dy +  R(\\ у, z)dz =

А

х У

*■= г/с, г„) dx+ у, 2„)dy->r
Х„ Уа

г

+ \R(x. I/, г) г!г. (14 2)

__ бунда

/!(* ., //о. г„). C(v, у„. г„).

_____________________ _ D (y , У, г„), В (к, у , г),

АС =  (v — л„) i , CD (у — //„) /, 

109- шакл. ~ го) ̂



Агар потенциал майдон куч майдони булса, у холда буидай 
майдойди Нуриин кучирншда бажарилган иш майдоннннг бир 
А иуцтасндан иккинчи В иу^тасига кучнриш йулига боглиц 
булмандн ва (I4 .I) формула буйича .^исобланишн мумкин.

Потенциал вектор мапдоида бнр богламлн сохада ётган хар 
цандай L ёпнц эгри чизнц буйича циркуляция нолга тенг. Куч 
майдони учуй бу майдон кучларннннг хар цандан L ёпи^ эгри 
чнзш\ буйича бажарган ниш нолга тенг булади.

М н е  о  л. Ушбу

~а (\- 2 уг) / {у1 — 2 дг) / — (г- 2 ду) k

майдоннннг потсицналнни топннг.
Е ч и ш. Бу векторнинг мандоии потенциал эканини куреат- 

гаи эднк (13- § даги мисолда).
и (х, у, z) потенциалнн (14.2) формула буйича топамиз:

* Ч ?
и (.V, у, г) - j  (х- —  2 //,/„) dx ■ \ [у- — 2 хг0) dy +  \ (гг — 2 лу) dz =

*■ У, *•

=  ( f iS- 2 w 'C  ( т  у3- 2 * ™ £ + (  1 г3--2л^ ) | ! . =

= (т ̂  + “з ’’"Г **) — 2 1* ~ 2 лг°у — 2 хуг ~ 7 +

+  У% +  2xz0y0 — jzj>  + 2 хуг0 =  ^  (г3 +  t? -

4- г3) 2 луг j  J-i (л* +  у* -f г") - 2 v ^ j .

У з-у з и н и т с к ш и р и ш у ч у н  с  а в о  л л а  р

1. Чтнкли интегралнинг интеграллаш й>'лнга боглиц булмаслиги нимгни 
билдиради3

2. Чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглик бхлмаслиги чнпнг 
иста л гаи контур Глйича нолга тенглнгнга эквивалент эканини курсатинг,

3. Чнзшуш интегралнинг интеграллаш йулига боглш\ булмаслигннннг за- 
рурий ва етарлн шарти .\а^идагн теоремани нфодаланг ва исботланг.

4. Кандай майдон потенциал майдон дейилади?
5. .Чандон потенцналлнгининг шартларн гландай?
6. Потенциал деи нимага айтилади? У ^аидан хисобланади’
7. 4430-4437- \псалаларни ечннг.

15-§. Гамильтсн оператори 
(Набла оператори)

Вектор ана.шзнннг grad, div, rot дифферента. 1 амаллириии сим- 
волнк у  вектор ёрдамида (Набла- вектор - Гамильтон онератсри) 
ифодалаш ьлланлир:



Bv векторни v ёки бу (скаляр ёки вгктор) катталикка цулланшп- 
ни бундай тушунмоь; керак: вектор алгебра ^оидаларига кура бу век­
торни бернлган катталикка купайтириш амалини бажариш л озим, 

д д д „ 
слнгра — , — , —  символларнинг бу капа.тикка к\’пантиришни 

дх Си dz 

тегишли хосилани топиш сифатида цараш керак.
Бу вектор билан амаллар бажариш ^оид*ларини караб чипами j :

1. у  иабла векторнинг «(V/) скаляр функцияга купайтмаси шу 
функциянинг градиентини беради:

(  д ~Т , д ~г , д

^u = '~z 1 + ~ I +_в7
ди -

- —  k — grad и.
, дч ~Т

— — I
ду ис

Шу ндай цилиб, v  и = grad и.
2. v  набла- векториипг

а (W  Р(\\ у, z) i — Q(а, у, г) J  + R(х, у, z)~k

вектор функция билан скаляр купайтмаси шу функциянинг дивергеи- 
ЦИЯСИ1Ш беради:

“*■ { д Т  , д Т  . д ТГ•а = — i --] i- — к
' дх ди '  дг

■ (Р(х, У. 2) С -h

+  Q(X, У. 2) /  — R (v, у, г) к) =

дР . dQ dR —
-f-r5 +  —  =  diva, 

ox oy dz

Шундай цилнб. V * a =  div a .
3. v  набла-векторнинг

а(.Щ  =  P{\. у, z)7 - г Q (x, у, z ) J + R (x ,  у, z)k 

вектор функцияга вектор купайтмаси шу функциянинг уюрмасици 
беради:

V а  =

i  j  к
д_ j )  д_

д х  ди дг

Р  Q R

■ ( S - £ i 7 +

£/? , 

дх J

. ,dQ  дР \ Т*-

/+ *аГ—* *= ro,a-
Шундай цилнб, \ а  a rot о.

Градиент, дивергенция, уюрмани олиш амаллари бириичи 
тартнбли дифференциал вектор амаллардир.
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I 16- §. Вектор майдонидаги иккинчи 
тартибли амаллар

Вектор майдонидаги иккинчи тартибли амалларни курамиз. Шуни 

айтиб утиш кераккн, gradu, rota амалларн вектор майдоиларин ву- 

жудга келтиради, d iva амали эеа скаляр майдонии вужудга келти­
ради. Клрсатилган амалларнинг ьуйидаги комбннациялари булиши 

мумкии: divgradu, graddivfl, rot rot a, divrot я, булар икк»шчи тар- 
тиблн амаллар дейилади. Улардан ьнг мучимларини караб чикамиз.

1. divrot а  0.
Хакикатан хам, агар вектор майдон

л =- Р(х, у, г) I -  Q (v, уу г) / -j- R  (х, у, z) k 

булса, у  холда иккинчи тартибли аралаш хосилатариинг тенг лиги учун

д , dR dQ. д , дР aR\ д , DQ д Р . 
divrot а =  —  j ------- И --- ------- — ---I — — ) =

йх ду дг ' ду \ дг дх} дг дх ду J

=  d iR Д20  д & Р d*R  ̂ дЩ д*Р = 0  

дх ду дх дг ду дг ду дх дх дг дг ду 

б>лади. Шу натижаиинг узшт набла-оператор

divrot a V ‘ (V ': fl)

ёрдамида хам олиш мумкии, чунки бу ерда учта векторнинг аратащ

купайтмасини хосил ^иламиз: v. V ва с, буларнииг иккитаси бнр хил. 
Бундай купайтма нолга тенг булиши равшан.

2. rot grad и =  0.
^акикатан,

, ди ои ~Т ди 'Т
grad и =  —  i —  J - —  k

дх ду дг

булгани учун иккинчи тартибли аралаш купайтмалариниг тенглиги 
туфайл!:

rotgr.du 7 [ - |  ||-| ф ] -  7 [ f  ( х 1

• ди

) ] + 7 й

1 ____ eL . ди

дх ' дг ду ' оч
I ,1х

- I 1
д”и Т  . (J-u 

^ * /1- i)x
"и

1 1 JZ дг ду' <. О.-

л. Г | - ^ -
\ дх ду

а
ду дх)

Шу иатижанинг \зини у  набла-оператор ёрдамида \ам 
мумкин:

rotgradи =  у  - v и (\ и 0,



чунки бир xi' f векторларшшг вектор купайтмаси пол векторы тенг.

о , - , д-и д-и д-и
3. divgrad и — — ■ t ----- i----

дх1 ди2 д~2

Хчкнкатан хам,

, Ьи , ди '-'г , ди ~Т 
grad и = — » +  — /- —  * 

дх оу дг

булганн учун

Л- - 1 О I ои , , о , ии , .

d,vgrad“ 'Ц U J + -5 '- | +
д_ I ди . ,___д_ ’ ди

ду I  ду ' дг ' дг >

£ + $ + £  (16|)
булади.

(16.1) тенглнкнинг унг томони символик тарзда бундай белгнла- 
иади:

. д-и , д-и . д-и Д и ------ j------ 1----
дх- ду- дг-

ёки

. j д'2 , д'1 . д- 
Д и =  I ----1----- ----и.

дх2 ду* дг* »
Буи да

+ ̂  (16.2)
олг- ог/а с?г-

символ Лаплас оператора дейилади. Бу оператор»! v  векторнинг 
скаляр квадрати тарзида караш табиийдир.

^акикатаи хам

Шунинг учун (1G.2) тенглик v  оператор ёрдамида 

div grado =  v  (V и) =  V2 u

курннншда езилади. Шуии аитиб утиш керакки.

Aw = 0

тенглама Лаплас тенгламаси тейнладн. Д и — 0 шартнн бажарув- 
чи и(х, у, z ) скаляр мандон Лаплас майдони ёкн гармоник 
майдон дейилади.

17-§. Лаплас оператори, унинг цилиндрик 
ва сферик коордииаталарда ифодалаииши

Аввалги нараграфла биз Лаплас операторинииг декарт 
коордннаталаридаги ифодасини ^оснл цилган эдик:

А —  +  — -г — . (17.1,
дх- Оу- дг-

184



Bv операториинг цилиндрик коордпнаталардаги нфодасини ю- 

памнз:
v —rcoscp, у rs inv , г — 2.

Б\иинг учун и =  и(х, у. z) мураккаб функциядан (бунда
х =  rcostf, y=/'sin<f, 2= 2 ) эркли узгарувчилар буйича олинган
биринчи ва иккинчи тартибли хусусий зосилаларни топамиз:

ди ди , ди /,-* .V
—  =  —  cos ф *т— j- sin ф, (! < I )
дг дх ду

ди ди , ди
—  = . ---г sin ф 4----г cos (! / .2)
дф дх ду

д-и дРи о д-и - о , о  д*и • /1-7 0»
—  = ---cos- (f ----- sin2 Ф -г 2 ----cos <р sin ф, (17.3)
дг- дх2 ду- дхду

д-и д-и « - о . д*и ди ди . _---  = ---  Г- sin- ц ------Г- cos- ф ----- Г COS ф ------rsm ф —
д q>2 дх- dy2 <9* d#

—  2 г-sin (р cos tp. ( i 7.4)
дхду

(17.3) ни г- га купайтириб ва (17.4) билан цушнб,

„ д2и , 5% I д2̂  , &-и \ « „ (  ди I ди . \
Г------ -------- ------- ------г —  г ----  C0STO Н---- sin Ф I

дг* дъ- \djfl ду2 1 \ дх ду )

нфодани хосил киламиз, у эса (17.1) ни ^улланилгандаи [суиг 1\уйи- 
даги кФринишни олади:

« д2и

дг*

Бу ндан,

д-и д-и _  дэи , _1_ дги 1 ди 

дх* 1 ду3 дг2 * г2 д «р2 г or

. д-и , д2и , д-и д7и I ди . I д-и , д'-и
Д U = ----J-----1---------- 1-- »--- {--------J--—

дх? ду- дгг дг2 г дг г- д <р3 дг1

келиб чикиши равшан. Энди Лаплас операторини цилиндрик коорди- 
наталарда ёзиш мумкин:

Д =  —  + - • —  4-—  —  + —  - (175)
дг1 г дг г- д «р* д7:

Худди шу'нга ухшаш Лаплас оператори учун нфодани сферик 
координат алярда келтириб чи^ариш мумкин: 

х =-=rsin6 cos ф, 

у =  Г sine 5Шф,

2 =  Г COS0.

и = и (х , у, г)  мураккаб функциядан эркли узгарувчилар бу-J 
йича биринчн ва иккинчи тартибли хусусий ^оснлаларни то­
памиз:

ди ди . г, , ди . п . ди „
—  =  —  sin 0 coscp -j---sin 0 Sin ф i---- COS 0 =
dr dx dy dz



=  s in 0 ( —  coscf-p—  sinff| +  —  cos0, (17.6>
\ dx di/ ' дг

du du . . du . n
—   ----rsin 0 Sin ф --- r Sin 0cOS(p=
0 Ф dx dy

rsin Of — —  sin(jp + —  соэф), (17.7)
dx dy

du du n , du n - du . a 
— =  — г cos 0 cos tp ---r cos 0 sin ф----r sin 0 =
d 9 dx dy дг

c\ i du . du ■ ■ du • r\ / 1 ~т о  \=- r cos 0 I—  coscp-j-- smcp---- rsin0, (17.8)
' dx dy 1 dz

d2u ■ о n i d2u у , d-u • o \ . d2u ,  n  ,
--Sin- 0 -----COS- Ф 4--- Sin- ф 4--- cos- 0 -f
dr2 \ dx* dya 1 dz*

r. • *л - d-и. . n . .. _ d2z ,~ 2 Sin- fl Sin ф COS ф---- г 2 sin 0 cos 0 COC ф —— -f
dxdy oxdz

-f- 2 sin 0 cos 0 sin cp • (17.9)
dydz

d~u „ . о n i d2ti . * , d2u 9 .
—  = r- sin- 0 -- sin- ф H--- COS2 ф —дц? 1 0x2 v di/2 4

— r bin 01 — cosф —  sinф j — 2r2sin20 sinфcosф (17.10)
\ dx dy 1 dxdy

62u ■ n i du , du . . d*u о . о n 
--- =  — r sin 0 - COS ф — -— sin ф Н --- r* sin- 0 —
d e 2 1 ax 1 dz2

du 9 9 л . д2ы „ . cPu . Q \ .
--- Г COS 0 -г r2co$2 0 ---  COS2 Ф -j--- Sin- ф I -f

dz \djfi dya v  I

4- 2 r- cos2 н s in ф cos ф --2 r- sin 0 cos 0 cos ф ---
dxdy dzdx

— 2 л2 cos 0 sin 0 sin ф ——— (17 11)
dydz

(17.10) ни r2sin20 га, (17.1!) ни г2 га булиб, ва натижани (17.9) би­
лап к ушиб, куйидаги ифода ии хосил киламиз:

д2и , 1 d2u ,___1_ д*и __ д2и . д2и д2и

* 2  "И r2smW д ф  г‘  д в2 ~  дх? дуг ‘ дг"-

1--Г . ~ , ди , ди . v . п Л Л  
--- Ism 0 (—  cosф -j---- sin ф + cos0 —  —

г I  dx dy J дг J

1 / ди , ди .
---— —  С05ф + —  Sin ф |.

г ып 0 \ дх ду '

Бу ифода (17.G), (17.8) лар татбиц килингандан сунг
д-и 1 д2и , _1_ д2и __ д2а  ,

<>2 r2sin* е д ф2 г2 d в2 ~  Ibc* 

л . л . J * i  —  1 . _  c»gB ди 
dy2 dz2 г dr г2 dQ 

куринишни олади. Бундан
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. д-и , д2и , сРи
Д и = --------- ----дхп- ду4 а.»2

_
r-q*F  . .  . . .

дх- ду2 д2- дг'2 г2 sin-6

, _!_ д2и _i_ ct"  ^  ди

~г* д № г ‘ дг г- ' д О 

келиб чикади. Энди Лаплас операторини сферик координаталарда ёзиш 

мумкин:
д =  Л  , ___1______

дг2 r2sin2 0 д <р2 д0>'

дг

ctgO 

г- дВ

У  з-у з и к н т е к ш к р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Гамильтон оператори нима?
2. Гамильтон оператори билан амал цоидаларннн курсатинг.
3. Иккинчи тартнблн ^ам.ма мумкии булган дифференциал вектор амал- 

ларнн сана б утинг.
4. Лаплас оператори нима?
5. Лаплас операторининг цилиндрик координаталардаги нфодасини келти- 

рнб чицаринг.
6. Лаплас операторининг сферик координаталардаги нфодасини келтирнб 

чикаринг.



13- б о б

МАТЕМАТИК ФИЗИКА ТЕНГЛАМАЛАРИ

1- §. Математик физика тенгламаларининг 
асосий турлари

Математик физиканннг иккннчн тартнбли асосий диффе­
ренциал тенгламаларн икки ^згарувчнли номаълум и(х, у ) 
функция ва унинг хусусий хосилаларига нисбатан чизицлн б^- 
либ, бундай тенгламаларнинг уыумнн куриннши цуйидагича 
булади:

я д2и . гз о2«  ^  д2и , г-, ди , ди . г с , \ / 1 «л

А Т Т '1 В Т Т  ~rC  + + Ь T  + Fu =  f i x. У), (11)дхду ду* дх ду

бу ерда А, В, С, D, Е  ва F  лар умуман х ва у ларга бонлвд 
булиб, хусусан \згармасларднр, f(x, у ) эса берилган функция. 
Агар тенгламанннг унг кисмндаги f(x ,y ) функция нолга тенг 
б?лса, у холда бу тенглама иккинчи тартнбли бнр жнисли чи- 
зикли хусусий хосил ал и тенглама дейилади:

А Л ^ + В —  +  С  —  + D  —  +  E —  + Fu  -0. (1.2)
<?x2 дхду , ду2 дх ду

Агар (1.2) тенгламанннг берилган сохаснда:
В2— 4 А с >  0 булса, (1.2) тенглама гипербол и к,
В2- -ЛАС—0 булса, (1.2) тенглама параболик,
В2—4.10 < 0  булса, (1-2) тенглама эллиптнк турга тегишли 

булади.
Торнниг кундаланг тебраннши, металл стерженнинг узуна- 

снга тебраннши, снмдаги электр тебраиишлар, айланувчи ци- 
лнндрдагн айланма тебранншлар, газнннг тебранншларн каби 
масалалар гиперболнк турдагн энг содда тул^ин тенгламаси

&и о д*и . .
---=  а- ---  (I о)
dt* дх2

га олиб келадн.
Исснклнкнинг таркалнш жараёни, говак мучитда суюклик 

ва газнниг окиши масаласи, эчтнмоллар назариясинннг баъзи 
масалаларн параболик турдагн энг содда нссицлнк таркалнш 
тенгламаси {Фурье тенгламаси)

(1.4)
d l дх2

га олиб келади.
Электр ва магнит маидонлари ха^идагн масалаларни, ста­

ционар исснклнк холат ха^идагн масалаларни, гидродинамика,
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диффузия ва ш\нга ухшаш масалаларии ечиш эллиптик тур- 
пагн Лаплас тенгламаси

^  +  ^ - 0  (1.5,
дх* ду2 1

га олиб келади.
Биз (1.3), (1.4) ва (1.5) тенгламаларда изланаётган функция 

и иккита узгарувчнга боглиь^ булган холни келтирдик. Агар 
изланаётган функция учта эркли ^згарувчига богли^ б^лса, 
т\'ли;ин теигламаси:

^  -- I —  — V 0-3')
dt2 ' дх- ду2 1

иссшутик таркалиш тенгламаси:
du .? , д-и , д-и \ ...
— = Q "-- 1-- , (!•** )
dt оа2 ду2 )

Лаплас тенгламаси эса:
6-и. d-и с)*и п .. с ,.
—  -г— -: —  =0  (!.5 )
дх- ди2 дг2

куринишда булади. Умуман куп узгарувчили функция учун те- 
гишли булган тенгламаларни цараш мумкин.

Келтирилган (1.3) —  (1.5) тенгламаларга нисбатан ^уйила- 
диган масалаларнинг турлари, умумий ва хусусий ечимлари- 
нииг (мавжудлиги, ягоиалиги, устворлиги) хусусияти, берила- 
днган бошлангич ва чегаравии шартларнииг мохиятлари куйи- 
да келтирилган нараграфларда куриладиган масалалар орка- 
лн тушуитирилади.

2- §. Тор тебранишлари тенгламасини келтириб 
чодариш. Бошлангич ва четки шартлар

Узунлиги I га тенг булган эгилувчан ва эластик ип (тор) 
берилган булнб, унинг учларн тугри бурчакли декарт коордн- 
наталарида х = 0  ва х —1 нуцталарга бириктирилган деб фараз 
^нламиз. Агар таранг тортилган торни дастлабки холатидан 
четлаштнрнб, сунгра уз холатнга цуйиб юборсак ёки унинг ну^- 
таларига бирор тезлнк берсак, у ^олда торнинг нуцталари >̂ а- 
ракатга келади, яънн тор тебрана бошланди. Биз исталган мо- 
ментда тор шаклинн аницлаш ,\;амда торнинг ?;ар бир ну^тасн 
вактга боглик; равишда цаидай цоиун билан \аракатланишини 
аниклаш масаласини курамлз.

Тор нукталари бошлангич 
холатидан кичик четланиш- 
ларга эга деб караб, тор нук­
та ларин инг харакати Ох у еда 
перпендикуляр ва бнр текис- 
лнкда вужудга келади, деб 
фераз киламиз. У холда тор- 
нннг тебраннш жараёни бнтта 
и ( , /) функция оркали ифода 
зтнладн, бунда дг тор нукта -
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( и ни иг t моментдагн снлжпш мицдорини бнлднради (110-шакл). 
Торнинг барча нукталарнда тараиглик Т бнр хил деб фараз 
киламиз. Торнннг ЛИГ элементнга таъснр этувчи кучларнннг
О и укдагн нроемшяси:

Т sin (ц \<[) Тчпц ъ  T ig  (<р 4- i  (f) — Т tg (р —

— Т  I 0“  \х,1) __  ди (л, /) ~| у, tfiu (.V — 0 А X, t) д  ^ __
L дх дх дх-

(бу ерда б\рчак <[ кичик б>’лгаин учун tg<f«sinrf ва квадрат 
кавсдагн нфодага Лагранж теоремасини татбиц этдик). Х ара­
кат тенгламасинн ^оснл цилиш учун М М ' элементига ц$гйнлган 
ташки кучнп инерция кучига тенглаш керак. Торнниг .ИД/' эле- 
мсптга t моментда тенг таъсир этувчи куч

Су ерда ММ' «  х , —  хх ^  dx, g  fv, /) —  тор буйлаб узлуксиз таксим- 
ланган, Ои \кига иараллел кучлар зичлиги. Ториинг чизнцли зичлиги 

р булса, М М ' элементининг массаси р \J V/' р  dx булади. Элемеит- 

нинг тезланиши га тенг. Демак, Днламбер принципигп кура (2.1) 

ва (2.2) формулаларни хисобга олиб, ушбу тенглнкка эга буламиз:

Бу тенглама торнииг мажбурий тебраниш тенгламаси ёки бир 
улчовли тулцин тенгламаси дейилади.

Агар g(x, / ) =  0 булса, (2.3) тенглама ташци куч таъсир 
этмагандагп бир жинсли эркин тебраниш тенгламаси дейи- 
лади.

Оддий дифференциал тенглачаларда умумнн ечимдан ху­
сусий ечимларни олиш учуй ихтиёрий ^згармасларни аииклаш 
керак эди. Бунинг учун боцманим шартлардан фойдаланар 
эднк. Бу ерда хам тор харакатинн тула аииклаш учун

тенгламанннг узигниа етарли эмас. Яна кушнмча иккита чега- 
равни (л =  0 ва \=/) шарт хямда бошлангич =0) момеигда- 
гн шарт бсрнлишн керак. Чегаравий ва бошлангич шартлар 
г^нлами четки шартлар деб а та л.ч дм. Масалан, т = 0  ва х=1  да

a т Л=а (г. 0 d< 0<е< | 
/)»-2 (21)

F ~  g(v, 0  Ч-Ч' ~  g (*■ t)dx. (2.2)

190



т<>рн:шг учлари кузралмас булсин. У холда t кандай булганда 
xiiM ушбу тснглпклар бажарнлнши керак:

и (0, /) =  0, и (I , t) =  0. (2.5)

Бу теигликлар масаланинг чегаравий шартларидир. Бошлан- 
рн ч  момент (/ =  0 ) да тор маълум шаклга эга булнб, унинг >̂ ар 
бир нуцтаси тезлиги аникланган булсин, яънн

и 0) =  u| =  f(v),
*-0

и, (V, 0)=-^-| F Ь ) (2-С)
'i =0

Бу шартлар тенгламанинг бошлангич шартларидир.

3-§. Торнинг тебраниш тенгламасини 
Даламбер усули билан ечиш

Биз кщорида торнинг учлари лузгал мае деб фараз цилган 
эднк, яънн торнинг узунлиги чекланган эди. Энди торнинг 
узунлнги жуда катта булсин. Унинг ^ртасидан бирор тезлик 
берсак, унг ва чап томонга тулцинлар нуналадн. Натижада 
торнннг учларига тугри туллиилар бориб, сунг тескари тул- 
^нилар кантади. Биз акстаиган тескари тулкннларни хисобга 
олмаймиз, яъни чексиз булган торнинг тебраинш масаласини 
курамнз. Бир жинелн (2.4) тенгламани (2.6) бошлангич шарт- 
ларда ечамнз. Бу ерда f(x ) ва F (x) функциялар бутун сонлар 
укида берилган. и(х, t) функция учун чегаравий шартлар бул- 
майдн. Масалада фа^ат бошлангич шартлар бернлеа, бундан 
масала Коши масаласи дейилади. Уни Даламбер усули билан 
ечамнз. Тенгламанинг умумий ечимннп иккита ихтиерин функ- 
цнялар нншнднен сифатида ^нднрамиз:

и (х, t) - rp (х — at) -f (л: 4- at). (3.1)

Бу (р ва if фу'нкцнялариинг нккинчн тартибли хосилаларн
мавжуд булсин. У  вактда, кетма-кет ^осилалар олсак,

их у ' (х — оО -Ь^ ' (лг-Ья/), ихх ср" (х а() -'-\\-" (х at),

и\ =  — ац.' (х — at) — а  х\' (a* at),

ии а2ц" (х — я / )  +  а 2 \[" {.V at)

лар ,\ос«л булиб, натижа (2.4) тенгламани каноатлантиради. 
Демак, (3.1) функция умумий ечим булади. (2.6) бошланрич 
шартлардан фойдаланиб, tp ва -ф номаълум функцняларнн то- 
памнз: 

t =  0 да

[ ф М  + i  (а) =  f  (■'),

I ~-а<р‘ (\) +a<j-' (v) - F (v,
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систем ага келамиз. Иккинчи тенгламани 0 дан х гача булган 
эраликда ннтегралласок,

X

-  j  1<1 (V) -  <f (0)1 -  a [if (v) -  ф (0)1 =  f  F  (х) Их

ёки
X

— (дг) — $ (х) =  — I F  (л) dx -f С  (3.3)

куринишдаги ифодага келамиз. Бу ерда С = — ?(0 )+ ф (0 ) —  
Узгармас сон. (3.2) ва (3.3) тенгламалардан q:(.t), \f(.v) ночаъ- 
лум функцияларии аниклаймиз:

Ч (*) = J  / W--^  J FW

(Я4>

♦ m = t / w + f  (.V) d v + — • 
2

Бу формулаларда аргумент х ни х — at bj .v +  at ларга алмаштириб,
(3.1) форыулага фйсак, и (х, t) функция топилади:

“  (*. 0 = 4  l ( x  — at) —

I—CJI

—  ̂  [ F (v) d< +  J  f (n + o/) +

0
x-faf

F(x)dx=
i (* -ufl-'-Цх- til.)+

X-J-O*

+  ̂ j  F (v) dx (3.5)

X—fl/

Бу (3.5) формулага тор тебраниш 
тенгламаси учун Коши масаласининг 
Далачбер ycv. in билаи ечилишн 
дейилади.

Олинган (3.5) ечимшшг физик 
маыюсипи аиглаш учуй и (v, 0 
ечимга киргаи »i (v - ut j па *[ ( v 
at) фуикцинларии ало \ иду- алочнда 
текширамиз. «[ (х — at) функцияни 
олиб, t га / — /0, / /,, / /, ва 
хоказо усувчи кийматларни бериб, 
унинг графигини исаими; (Ш-шакл).



Шакл дай курннадики, иккинчи график бириичисига нисбатан о/, 
мицдорга, учинчиси at2 ва .\сказо микдорга унг томонга сурилган. 
Агар бу графикларнинг проекцияларини навбат билан экра- га тушир- 
сак, гуё уларнинг ю^сридаги бирннчиси унг томонга «чопиб» утаёт- 
гандек булади. Торнинг бундай четланиши тулкин деб аталади. Тейт­

ум Т
ламадаги а  — Л ' — ко з^фииист эса ггС.лнииларнынг тарксмиш 

г Р
тезлиги дейилади. Энди (х+о/) функцияии к5райлик. / га t0
цийматларни берсак, ! ! !- шакл даги графикларда биринчиси пастдагиси 
булиб, 1 улкин унгдан чапга а тезлик билан тарцалади. Энди Далам­
бер фсрмуласи (3.5) ёрдамида слинган ечимни текширамиз. Икки хол- 
ни курамиз. Биринчисида тср нукталарининг бошлангич тезлиги нолга 
тенг булиб, тор бошлангич четлатиш ^исобига тебрансии, яъни F (х)= 
=  0 деб олсак, (3.5) формуладан цуйидаги ечимни хосил циламиз:

и (X, о  =  / (*- °0  +  / + (3.6)

Бу ерда / (х) бсрнлп н функциядир. Фсрмуладан куринадики, ечим 

и (х, t) иккпа тулкин йигиндиси дай ибсрат: биринчи f  (х— af)i ул-

цин а  тезлик билаи уиг томснга, иккинчи — / (х at) тулкин шу 

тезлик билаи чап тсмсига тарцаладигаи тулцинлардрр.

/ (х — at) т$гри тулкин, у  f  (х +  at) эса тескари тулцин деб

аталади. Бошлангич / =  О момент да иккала тулкин профили устма- 
уст тушади. Фараз циламнз, бошланрич моментда / (х) функция ( -1, 
О интервалда нолга тенг булмасин .\амда жуфт функция булсин. 

112-шаклдаги чап устуида — f (x +  at) тулкиннинг чап томонга тар-

цалишн, уиг устунда эса вацтнинг турли моментларида — f  (х — at)

тулкиннинг унг томонга тар^алиши, уртадаги устунда эса тулкин- 
лар йигиндиси, яъни тор нуцталари умумий четланиши курсатнлган. 

/ <  — моментда иккала тул^инлар бир- бири билаи устма-уст туша-
а

ди; t =  — момеитдан бошлаб 6v тулцинлар устма-уст тушмайди ва а
турли томонга цараб узо^лашади.

Знди иккинчи ^олни курамнз. Торнинг бошлангич четлани- 
ши нол булсин ва бошлангич моментда тор иуцталари бош­
лангич тезлик олиши натижасида тебранснн. Бу ^олда тор буй­
лаб импульс т^лцинлар тарцалади. (3.5) формулага /(х )=0ии  
К$йиб, и(х, t) функция учун ^уйидаги ифодани оламнз: 

x+at

и (X, t) - -L-f F (х) dx Ф  (х +  а1)--ф (X -at), (3.7)

x~ai
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бу (рда

Ф W = — J F (х) dx. (3 8)

Бу формуладан куринадики, ечим и (v, 0  кхедзидип каби, турри « 1— 
=  — Ф  (х— а/) ва тескарл ^  =  Ф  (х +  о/) тул^инлардаи иборат 
экан. Боцпанрич f =  О моментда и, = — Ф(х), =  Ф  (х) булиб, 
u (v, 0) =  О булади. Агар F (л:) (—  I, I) интервалда аницланган бу­
либ, F  (х) =  v0 бошлангач узгармас тезликка эга булса, у вацтда

X

Ф  (х) =  -- I tv dx = ~  х булиб, бу ерда —  I =S х <  I булади. 
2а J 2а

о I
х >  I кийматларда Ф  (дг) =  —- f v0 dx =  —  =  — ва к <  — I цкммат- 

2а ,1 2а 2



ларда Ф  (х) =  —  | v0 dx =

■ —  =  — ~  булади Бу ерда

Л =  —  булиб, Ф  ( а )  узлуксиз 
а

ва тоц функциядир (113-шакл). 113- шакл.

-/ .‘i I ж

-К
I V 21 * -( *> f \

А

Энди и (х, /) ечимнинг t нинг турли кийматларидаги графигини ясай- 
миз. 114- шаклда чап устунда тескари тулцин и2 =  Ф  (х а() нинг 
турли моментдаги ^олати, уиг устунда тугри тулкин их= — Ф (х—at) 
нинг графиги, урта устунда эса тор иукталари умумий четлашшг 
графиги келтирилган. Биринчи ^олдан фаркли уларок, / =  0 да 
и (х, 0) =  0 булиб, t катталашиши билан ну^та юцорига кутарилади, 

чунки (3.7) формуладаги интеграллаш интервали кенгаяди. t =-- — 

булганда
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^осил булади. / >■ — булганда зрм и (0. /) =  Л булади, чунки (— I,

I) дан таш^арида F (х) нолга тенг. Шунннг учун четлашиш функци­

яси и (0, /) шаклда узгармас булиб цолади. Мисол учун xt =  —

булсин. У долда t ьинг —  дан кичик цийматларяда тескари ва туг­

ри тулцинларнинг биргаликда таъсири натижасида нукта кутари7иб 

боради. моментда тескари тулкин четлашиши бу нуктада до-

имин — га тенг булиб, нуцта тугри тулкин таъсирида юцорига кута- 

3/
рилишни давом этади. t >  —  моментда иккала тулмшнииг четланиши 

2 а
у  га^тенг булади ва и / j функциянинг киимати h га тенг була­

ди. Шундай цнлиб, и (х, /) функциянинг графлгн t нинг турли ции- 
матларида >\уйидагича булар экан. / = 0 д а  ы =  0 — тугри чизик;;

ж /
0 <. t <  — да чизиц профили трапеция шаклида булиб, унинг ю^ори 

а

асоси кутарилиб, катталиги камаяди, / =  — да профил учбурчак ва 

/ >  — да профили кеигаядиган трапеция куринишда булади (114-

шакл). Ш\ндай »упнб, торга берилган (— I, I) интерьалдаги бошлан­
гич тезланиш натнжасида тор тебраниб, h баландликка кутарилади 
ва Ra^T утиши билан шу баландликда цолади (снлжишининг цолдиги). 
Oxt текислигини олиб, х —  ai =  ± I ва х 4-at =  ± I —  характерис­
тик тугри чизшутарни юкори ярим текисликда чизамиз (1!5-шакл). 
Ф  (х) функциянинг ифэдасидан фоидалаииб, тескари тулкин Ф  (х+а/)
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пинг II, IV ва \1 зоналардаги четланиши — узгармасга' тенглиги ке­

лий чицади. Ill, V ва VI зоналарда т\гра тул^ин — Ф  (х ~ at) нинг 

четланиши \ам — га тенг. Шуиинг ju jh  VI зона еилжиш ^олдири-

дан иборат булиб. бу зсиага мсс келган нкциямиз и (v, 0 =
— Ф  (х 4- at)— Ф  (х— at) =  к бч'лади IV зонада т$трн туллии чет- 

h ., 
ланиши--- га тенг; ш^нака четланиш V гонада теекари тулкинда

мавжуд. Ш>нинг >ч>н IV ва V зсналар тср н>^талари учун сскин 
зоналар булади. Нукта текисликиниг IV зонасидан VI зонасига утгаида 

h h
— дан — :
2 2

Шу мулохазалардан фг йдаланиб, х0 >  I булганда и (х0, /) фуик- 
циинииг куйидаги ифодзсини ёзачнз:

о, О < /<

и (х„, () = !L I | *0- 0<\ *0 — 1 < *о + 1
2 \ I Г  а а *

,  дги ё2и I ,  du I л
1- м и с о л. ---=  —— тенпламани и I =  х ,  —  I = 0  булган

dl2 дх3 |/-0 dt |/=о 

бошлангич шартларда ечииг:
Ечиш . Бу ерда а  =  1, /  (х) =  х2, F (х) — 0 эканини ва (3.5) фор- 

мулаии дисобга олиб ёзамиз:
» (.у ,/) = ./> - 0  + Нх + О

аммо Ц х ) — х2 булганлиги учуй Цх —  /) =  (л — /)’ , j(x +  t) =  (л -f-/)1 

булиб, и (v. I) =  ** = х5 +  /2 булади.

о  д2и . д2и I .  ди I
2-мисол .  =  4- — тенгламаии и\ = 0 ,  —  = х  шарт-

dt* дх* |/=о dt /—о
ларда ечииг.

Ечиш . Бу ерда а = 2, f  (х) =  О, F (х) =  х эканини ^исобга олиб,
(3.5) форму лани ёзамиз:

*+21
и (х' l) =  7  i 2<;г = 7  г" =  7  и * + 201 -  ( V -  Э Д  = XI.

x~2t

4- §. Торнинг тебраниш тенгламасини узгарувчиларни 
ажратиш усули (Фурье усули) билан ечиш

Биз икки томонндан мп\камланган торнинг эркии тебра­
ниш тенгламаси

д-и дги



И  =  Ж .  ~\ “  F  М  (4.2)1/=о Л |/=о
ва четки шартлар

= “^  = 0 <43>
берилгандаги хусусий ечимини топамиз. Бунииг учун Фурье 
уеулидан фойдалаиамнз. (4.1) тенгламанинг (айиан иолга тел г 
булмаган) хусусий ечимннн иккита Х (х ) ва T(t) функциялар 

купайтмаси шаклпда цидирамиз:

и(х, /) =  Х (х ) Г  (/). (4.4)

Бу к;ийматлардан хосилалар олнб, (4.1) теигламага ^униб, уш- 
буни доспл циламмз:

X (x )T '( t ) = a *  X  ' (к) Т (0 

ва бу тенгликн'шг ^адларинн а1 XT  га булиб,

= ( t5 )  
a* T{t) A M

тенгликни .\осил цнламнз. Бу тенглик Узгармас сонга теиг бул- 
гандагина уринли булади. Уни — X билан белгилаймиз. Шун­
дан килиб,

с* Т X

Бу тенгликлардан иккита тенглама хосил булади:

Х "  +  Х Х  =  0, (4.6)

Г " +  (?\ Т = Ъ . (4.7)

Бу тенгламаларнннг умумий ечимларини топамиз. Характерис­
тик тенгламанинг илдизлари комплекс булганлиги учун

X  (х) =  A cos » Я х +  В sin \ Х х, (4 8)

Т (f) — С coso } A, t -f D  sin a » К t (4.9)

ечнмларга эга буламиз. Бунда А, В , С, D  — ихтиёрий узгармас 
сонлар. Х (х ) ва Т(t) лар учун топилган нфодаларии (4.4) 
тенгликка куямнз:

и (г. /) =  (4 zos I Я х -f - В  sin » Я х) (С cos а  у А, / +

-г O s ina  I Я /). (4.10)

Энди 4 ва В узгарчдс сондзр:м (4.3) шартлардач .фойдалан^б топа­
миз. (4.8) га к — 0 Вт х  =  I цийматларни цуйсак,

0 = 1 !  +  S-0, 0 =  .4cos 1 Г / 4 -Bsin i К I 

тенг гамлар 43j.it бу па, бчрлнчн:иды (Л =  0, ичкинчисидлн 

В sin у А / = 0  эканигд келиб ч-я̂ адч. В ф  0, чунхиакс холда Х=^0 
булиб, и =  0 булиб ^олади. Бу шартга зад. Шунннг учуй

нинг бошлангич шартлар



булиши кергк, бундан i  X — (л =  !, 2, 3, - .) хсс кийматларни 

топамиз. Уларга мос келадиган хос функциялар

Х = В $ in-y-x  (4 11)

тенглик билан ифодаланади. Топилгаи л X нннг ифодасини (4.9) га 
цуйсак, у

T it) Ceos ^ Y ~ t  + D  sin <(n =  1, 2. . . .) (4.12)

куринишни олади. n ьинг хар бир ^иимати учун топплган ифодаларии
(4.4) га цуниб, чегаравий шартларни цаиоатлантирувчи ип (лг, /) ечим-

ларни хосил циламиз:

/  л  I „ ап JX * I p. an л • \ - n n 
«n (*. t) =  ^Cn eos ——  t +  Dn sin —  / ]-sin —  x.

Тенглама чизикли ва бнр жинсли б j'л га ни учун ечимларнииг йигинди- 
си э̂ ам ечим булади ва шунинг учун

/ л  / /-• - ОЛ П . _ . СП Я  , . Л Л
и (дг, /) =  >  ^C^cos ——  t -f Dn sin —-—  l)  sin —  x (4.!3)

^атор билан ёзилган функция хам (4.1) тенгламанннг ечими б$лади. 
Сп ва Dn узгармас сонларни аницлаш учуй бешлангич (4 2) шартдан 

фойдаланамиз. / =  О булганда

/(x) = V c „  s in-^x  (4 14)
JmmA Ii„=i

булиб, [ (а )  функциянинг (0, /) интервалда Фурье цаюрига сйнлмаси 
мавжуд деб фараз ^илсак,

i
Сп =  ~ Л  f W  (4 15)

О
га тенг булади. (4.13) тенгликдан t буйича хссила олиб, / =  0 да 

г  / \ V 1 г> ап л . л т

( ^2м  "~г 5Ш т  *
и—1

тенгликии хосил ^иламиз. Бу [катернинг Фурье коэффициентларини 
ани^лаимиз:

i
П  и я я  2  I* Г  / ч • е л
Dn - у -  -  \ F (х) sin —  Xdx

о

s in i X / О
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ёки

D„ =  —  Г F (л) sin —  xdx. (116)
СП Я .) I

0
Шундай ^или5, биз С„ вз Dn коэф{нцч*нгтарзи ани^тадж, демак че- 

гарзвчй ва бошзанрич ипрттэрн! ^анэзтлзнг |рувги (4.1) тенглама- 
нииг ечими булган и (к, t) функцияи.1 ани-\тзд'1:<. Фурьэ усули мате­
матик физлканинг куп маса1зтаринт ечишдз жудз цул келади.

Изо\  Агар юь^орлдз — К ypmra ~Ь К =  k2 ифэдзии о  тсак, тенг­
ламанинг умумий ечими (4.8):

X =  Ae'x -\-Bc~kx 

булиб, чегаравий (4.2) шартларни цаноатлантирмайдч.
W г т Ж Л\ Я У'"' Л  # , Т-. . ak ЗХ . \ « fi JX X
Хос функцияни uh (х, 0  =  j Сп cos - у  1 4- Dn sin -j— г1 sin — — 

куринишда эрсил килган эдик. Уни шзкллн узгартирсак,

и„ (v, /) =  F „ sin -sin < +  q>»j (4.17)

кСринншга келади. Бу ерда Fk =- i С* +  £)- ва tg =  — . (4 17) 

фэрмулздан кур«пди< с, тора шг бато ну^глир i бчз х и  ш k 

частота ва «рй фззл б:пан гармэик тгбрзчар эхм Т»5р1<ил ачпн- 

тудаси Fb sin га тенг булл5, у х га бо?Л1^ зет . k =  1 бул­

ганда (4.17) форму ладан биринчи гармоника учун

u, (.V, о  =  f  1 sin J5* sin / +  <p,j

формулами .\осит i^-памчз. х =  0 bi х =  I булгачда кузралмас нук- 

талар торнинг четлари булиб, х =  — да торнинг четланчши экг катта 

булиб, Fy га тенг булади (Пб-шжл). k =  2 булганда

/ .« г-. . 2 я х . / 2 л й  ,  , \
и2 (X, о  =  F2 sin — — sin I — J— t -f <p2)

булиб, кузралмас нуцта учта булади: 

х =  0, х  =  х =  /. Амплитуда энг

катта кийматига иккита х== — в зх =  
4

3/
=  — иуктада эришади (117-шзкл). 

4

Умуман sin ~~~~ — 0 тенгламанинг

илдизлара цаича булса, [О, /J кесма- 
116-шакл. да шунчц цузратмас иуцталар булади
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I  л

117- шакч. 118- шакч.

(улар тугун ну^талар дейилади) Тугун нуцталар орасида шундай 
битта нуцта мавжуд буладики, бу нукта за четланиш максимучга 
эришади; бундан нуцталар «тутамлик» нуцталари дейилади. Торнинг 
Энг котик уз частотаси

(4.18)
п а  л щ Т

С), =-- =  — I —
1 1 l i p

га тенг булади, бунда Т — тор таранглигн, р — зичлиги.
(4.18) формуладан куринадики, тараигдик Т цанча катта 

булиб, тор ^анча снгил (/ ва р лар кичик) булса, овоз шунча 
юцори б^лар экан. Долган юл, частоталарга мос келган овоз- 

лар обертон ёки гармоникалар дейилади.
1-мисол. Чет лари х =  0 ва х — / мз\камланган тор берилган 

булиб, тор нуцтатарининг бошлангич тезлиги нолга тенг. Бошлангич 
четланиши учи (с, ft) нуцтада булган учбурчак шаклида булса (118- 
шакл), торнинг тебранишлн:! топинг (Т9 — таранглик, р — зичлик вз 

/  т
а  =  1 —  лар беритгап).

1 Р
Ечиш . f  (а )  =  и |/= 0  функциянинг анатигик ифодаси берилган 

(118- шакл):

— , 0 < х  <  с,

f (*)
fl (l ~ X)

I —с

Масалашшг шлрти буйич! F (х) — —  J = 0 ,  демак (4.16) га асо-
о/ |/.-=0

сан ечимда барча Dk коэф1)ицнентлар нолга генг. Ск коэффициент- 

ларни (4.15) формула ёрдамида топамиз: 

i
л 2 f с , ч - кпх ,
С„ =  -\ Ц *) sin —т- dx

, 2 Г а г  . кях 
ах — — — I х s in ---

' I е )

+ Y Z J  I (/ —  V) Sin dx j.

dx-\~
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Хар бир интегрални булаклаб интеграляайлаиз ва ушбу нзтижага ке­
ламиз:

1 . к л х ,
х s in ---ах —I

lx £лдг р  . £л ж  \С
-- COS ----  Н---- sin ----  —
k Л  / .0 А2 Л2 I jo

lc ft л с /2 k л с
= -----C O S----- 1-----sin --- ,

k л I ft2 л2 I

I
‘ . . h x  , I 11— c) knc . 12 . k n c
( , _ * )  Sln _ d.v =  _ _  cos—  + _  s,n — .

Шундпй килиб,

c* =
2Л/2 . Л л с

--------  s in---
А* л2 с (/ -  с) I

эканини аникладик. Ск нинг ифодасипи (4.13) форму лага куямиз ва 

ушбу ечлмни олзмиз:

и (.1 , t) =
л2с ( /—  с) ft2

* = 1

к п с  . А л х Ала/
--- s in ---

I I

Агар торнинг уртасидан тортилган булса, яъни с =  булса, к- у  =  

=  ~  булиб, к нинг барча жуфт ^ийматллрида ~  нукта кузгалмас 

ну^та булади. Ш\ нчнг учун ечимда то«̂  гармоникалар булади, яъни 

/ 8ft (—1)" . (2/i+i) Я-Y <2л-}-1)ла*
и (х, () — —  Л  ----- sin '---- ---- cos----—--- .

' л2 (2n-f-l)2 I I

2-ми с о л. Юь;ор'1*дагн 1 - мисол шартида торнинг бошлангич шак- 

ли парабола булиб, у тор уртаси га нисбатан симметрии ва макси-

мал четланиши h га тенг (119-шакл). Тор тебрзнишини аникланг 
Ечиш . Параболанииг тенгламаси

I  (х ) -  у  X  ( I  - л )

булнб, (4.13) формуладйги 
коэффициептлардан D k = 0 , Ck 
эса куйидаги формула ёрда- 
мила .\исобланади:

i
S' /Г \ -• k Л * Ас,: — j А- (/ — х) sin -j- dx.

о
Бу интегрални икки марта бу­
лаклаб интеграллаймиз ва 

119-шакл. гшбу натижага келамиз:



г

Сц - (1 — cosfc jt)
•* kart

Бундан курян' ди ;н к жуфт булса, Ск =  0. k =  2п I гск булса,

С,. — — --- ; (л =  0. '1. 2. I
(2,i + 1)3 л3

Ечич зса кунлдаги кур:ш;ипга эга буладч:

. А 32/1 1 . (2/i -f- 1) n .t (2л + li л Ji
и (г, Л = --  >  ----- sin -— 1—----  CCS -— 5-----

л3 ^  (2л+03 I I
и-О

5- §. Торнинг мажбурий тебраниши

Юкорида курилган Фурье усули торнинг мажбурий тебра- 
ииш тенгламаси (2.3) ни хам ечиш учун цулай эканлигини ку- 
рамиз. Торнинг таш^и куч таъсирида мажбурий тебраннши ма- 
саласн бир жкнсли булмаган тебранма харакат тенгламасига 
олиб келган оди (2-§):

д-и я д*и , ~ . „  /- i\
----- Q2 ----г G (.V, t). (d 1)
dfi дх* '

Бу ерда G (л:, /) =  — g  (х, t) белгилаш киритдик.

Бошлангич ва чегаравий шартларни торнинг эркин тебра- 
нишидаги каби кабул киламиз:

“ \ - /(.V), ff-| -  F  (t) 
t=o dt 7=0

“U> = 4=/ = °-
Чизикли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли оддий диффе­
ренциал тенгламаларни ечишга ухшаш, (5.1) тенгламанинг ечи- 
миаи нккита функциянинг иитндиси куринишда киднрамиз:

и (х, t) -= v (х, /) 4- w (х, /) (5 2)

Бу ердаги v (с, t) функциянл шундай тапдзб олачязки, у бир жинс

ли —— =  а2 тенгламани бошлангич v I =  / (х), —  I =  F (х) 
dt2 дх- |/=о dt |/=о

ва чегаравий v'x=3 =v\x=sl =  0 шартларда каноатлантирснн. w (х, /) 

функция эса бнр жинсли эмас.

(53)

тенгламани вл куйидаги боипанкгч чаяла чегаравий!

а> | - ! — 0, ш I „ ■= w! , 0 
'/-о si |,_о 1 '



шартларни цаноатлантнрсин. v(x. t) торнинг эркин тебранишнни ифода- 
лагани учун унчнг тенгламасннл юцорндагн бошлангич ва чегаравий 
шартларида ечишн i баён этдик (4- § га ^араиг). Биз бир жинсли булма­
ган тенгламадан tc(.v, /) фунчнияна аницдршнн курсатамнз. w> (х, t) функ- 

цняни бнр жинсли масала ечимпдаги хос sin —— ■ функциялар буйи- 

ча катор к\ринишда излаймиз.

w (a, t) =  ук (/) sin (5.4)

к^ 1

бу ерда у* (0 хозирчэ номаълум t га богли^ функция w (х, t) функ­

ция чегаравий шартларни цаноатлантиради. Хакнкатан, х — О да 
w (0, /) =  0. х =  1 да хам к1 (/, t) =  0. Барч а (5.4) даги хос функ- 
циялэр нолга тенг булади.

Агар (5.4) цаторда \к (0) =  0 ва (0) =  0 булсин деб талаб Фи­

липсе;, 1C (а , /) функция учун бошлангич шартлар хам бажаридадн.
(5.4) цатордап х  ва t лар буйича икки марта хусусий хосилалар 

олиб, (5.3) тенгламага куямиз. Штижэдч

[% (0 +
/г2 л5cfi knx ~ / с  г”\
-t — w jsm — = G < * • (55>

Энди G (a, /) функцияни (0, /) интервалда x аргумент.™ синуслар 
буйича Фурье натори га ёямнз:

С (дг, I) =  V  gt (t) sin (5.6)_ /k= 1
бу ерда

Sk (l) =  -j G (x, t) sin dx (5.7)

(интегралда t узгармас).
Агар G (.V, /) =  G (а) булса, gk (f) функция узгармас булади. Агар 

G (x, t) =  G (t) бутса,

■ jtG W . А - ток  булса, (5g), .  2(j (/ ) I . к n x  ,
gt (t) an —  dx =

0, k — жуфт булса

(5.5) ва (5.6) ёйилманинг хос функциялари олдидаги коэффи- 
циентларини тенглаштирамиз ва номаълум yk{t) функциялар 

учун ушбу тенгламаларга эга буламиз:

й Ю- (5-9)

Бу тенгламани 
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Y* (0) =  0, yk (0) =  0 (5.10)

бошлангич шартларда ечамнз. (5.9) га мос келган бир жинсли тенг­
ламанинг умумий ечими

. к л at , п . к л at
Аь cos------L В. s in ----
* l k I

куринишда буладн. Бир жинсли булмаган (5.9) тенгламанинг хусу­
сий ечимини gk {/) функцияга ^араб, танлаб олиш усули, яъни анн^- 

мас коэффициентлар усули ёки узгармаснн вариациялаш усули ёрда­
мида аниклаш мумкин. Натижада, бсшлангич шартлардан фойдалаииб, 
ушбу ечимга эга буламнз:

Tt (<) =  1 Bt (Т) sin - d i  (5 11)
о

Топилган yk Щ ларни (5.4) га ^$ииб, ^иднрилаётган w(x, t) фуикция- 

ни анн^лаимиз.
1-м и с о л . Ошрлнк кучи таъсирида торнинг мажбурий теб- 

ранишини топннг.
Е ч и ш . Бу ^олда G(x, t) — — g  бз?либ, масала соддалаша- 

ди. (5.8) формулага кура

i
2g f  . клх . 2g .

gk = ---- J sin --- dx =  (1 “  cos& л),

0
бундан

ft„ = o. g.„+, = -- Ae'-'l+1 (2n + 1) л
{5.9) тенглама иккига ажралади:

Жуфт индекслар учун

Т-„ Л Т,„ -  о, Y ,„ U  =  о ва т;, =  0.

Тоц нндекслар учун

. (2п+ _ 4 g (
Т2„+1 + ----- Т„„+1-----(гг- ТуТт (э 12)

Юкоридаги тенгламадагн \\2п (0 функциянинг берилган бошлангич 

шар^лардаги ечими айтан нол булади. Иккинчи (5.12) тенгламанинг 
хусусий ечими

____ Ш2 :
(2/i-|-1)3 я3 а3

га, умумнй ечими эса



га тенг булади. (5 !0) бошлангич шартлардан фойдаланнб, А2п [ ва 

В П/1+1 ларни тспамнз:

4 , -------- , В = 0
-"+1 (2л+1)5--1=а* 1 

Напжада Ta,xi W ушб\ курпшшлп олади:

т ----- < £ f f _  (5.13)
i_n-l У (2n~r 1J a* 1 / v 9

Топилган (5 13) ифодани (5.4) формулага куйсак, масаланинг жаво- 
бига эга буламиз:

w (x  i i i i v  - i —  fl - c o s 'g -" 4-0-11'-' 1 sin (2-n + 1)
У • 9 n3a* (2n~I)3 [ / J /
Ечнмдаги айирув ишораси тебраниш бсшланишида тор ну ̂ талари 

пастга четланишини к\рсатади.

х — ~  ва / =  — да
2 a
sin . ±«= < _  i r . cos е « ± Л « £  ../ ,--- ,

1 2  I a

эканлигини хисобга олсак,

i,-.| -L.,-'- L (- »)* _ 8 si* я3 _  g/a
I Imax | » 2  * e  / j Я8 д2 ^  (2n -L |)> n s o* 32 4d*

хосил булади. Торнинг уртасида t =  — моментда энг катта четланиша
юз берар экан. Кейинги энг катта четланиш тор уртасида t =  —

а
моментда юз беради ва хоказо.

2-мисол. Зичлик фуькцняси g  (\\ t) А р -inсоt. х га богли^ 
булмаган (р — торнинг чизикли зичлиги) теьис та^симлангаи куч тор­
га таъснр эгади. Бошланпп силжишсиз ва тезликсиз булган торнинг 
мажбурии тебранишини топицг.

Ечиш . G (х, 0 =  — — — — A sin <at булиб, у х га боглик б\л- 
Р

магачлиги учун (5 8) формуладан фойдаланамиз. У  ^олда 

g ,r (/) =  0, , (t)~ — ——  sin to/.
Bln W  S2'I+1 ' '  (2п+ 1)л

Ю^оридагн бирчнчн мисол каби бу ерда \ам ум (0 =  0 булиб, 

T»«a-i (0 эса (511) формулага кура цуйидагнга генг:



(2л -f- I) л а л ,
-— Y----=  co:n^, део белгнлаш киритамиз ва интеграллаш амалини

бажарамиз. У  вз^тда

« _  АА1 ы.,п+| sin со f—и sin t

?2п+1 (2я }• I)2 л- a tojn_ I со*

ифодага эга буламиз Бу ерда барча п лар учун со2л., ф  со (резонанс 

^атати цачнашмайди) деб фараз циламиз. у'„-и (0 иинг топилган нфег 

дасини умумий формула (5.4) га цуйиб, масала ечимнга келамиз:

. л  41А Х ' '  I “ ->л-Ч s in m (  —  m s n r n ^ j . ,  / . к п х
w (y, /) — —  г -------------- ------ у—----sin —

я* с (2n-f-l)a ci».̂  , , —со" *
#«=о ”

Й ириндининг бирор k  ^ниматида частоталар соА+1 =  со га тенг бу

либ lexica, >ша хзднч

2/А <*2кг|< costP2<4_,/— sinco2fc. ,  /

я*л (2А -f I)* <°2к+1

21*А . . . . .ч
= ----------- ( s in СО,.,,, I —  СО,, . Г О.-SCJ,b , 1 I)

n*d*(2fc-j-l)* 2ft+1 - +
хад билан алмаштириш керак. Мустацил текшириб куришии 
у^увчига хавола цщамиз.

6-§. ^аришлик курсатувчи му^итда торнинг 
тебраниши

Шу вацтгача торнинг тебранншида атроф-му^итнинг царши- 
лигнни хнеобга олмасдан келган эдик. Натнжада сунмайдиган 
тебранишлар доспл булган эдн. Энди торнинг царшшшк кур­
сатувчи му^итдаги тебранишинн курайлнк. ^аршилнк кучн у̂ а- 
ракат тезлигига пропорционал деб кабул киламиз. У ва^тда 
торнинг ММ ' чексиз кичик булагига (2-§, ПО-шаклга царанг) 
таъсир этувчи ^аршилик кучи цунидагн куринишда булади:

= а dx- (6 » 

бу ерда а  —  пропорционаллнк коэффнциенти. Бу ерда э̂ ам (2.3) 
тенгламани келтириб чи^арншдагп мулохазаларни такрорлаб, 
фацат каршнлнк кучини чаракат нуиалишига тескари йунал- 
ганлигннн хнеобга олиб, ушбу тенгламага келамиз:

д2и 2 д-и „ ди , 1 . л— = Q---2т-- --РЧл' П. /с 9̂
dt* дхз dt р ^

Бу ерда 2т  — —  (колган белгнлашлар (2.3) текгламадагннинг узи- 
Р

днр). Эркин тебранншлар бнлан чегаралансак, у холда (6.2) тенгла­
манинг куриниши куйидагрча булади:
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д2и , 0  ди .> dbi
---2т —  — а- — . /к
a/2 dt difl ° }

Бошланшч ва четки шартлар аввалги курннншда цоладч, яънн

“ I = /W -  § 7  -- 1(х). и | =  и| = 0 .  (6-4)
11=0 dt I <=о I v=0 I x = l '

(6.3) тенгламанннг ечимнни (6.4) шартларда Фурье усули би­
лан цидирамиз. Тенгламанннг ечимнни и(х, t )= X (x )  T(t) ку- 
ринишда ёзнб, 4- § дагн кабн амалларни бажариб, ушбу тенг­
лнкка келамиз:

_{_ / Т" +  2тТ’ \ X '  

а* I  Т  ) ~  X  '
(6.5)

Бу ердагн Х(х) функция учун четки шартлар царшиликсиз мухитда- 
ги каби узгаришсиз цолганлнгн учун (6.5) тенглик уринли булиши 

мумкин, агар икки томоки — К\ га тенг булса, демак =  —  (k =  

=  1, 2, А  .) хос сонларга мос келган X k(x) хос функциялар (4.11) 

га кура (коэффициентлар бирга тенг деб олинди)] 

v  . knx
Х„(х )=  sin—  (6.6)

формула билан ани^лаиади. Tk(t) функцияни ани^лаш учун ушбу 

теигламани зрсил циламиз:

(kna\2 rj, n
Тк + 2тТл+[Т ) Т„ =  0. (6.7)

Уникг характеристик тенгламаси

r\ + 2m r+  0 ^  =  0

нннг илдизлари г[2 =  — |  m2__б^ладн. Ишцаланиш

коэффициента етарлича кичик булганлиги учун \т <С y j  дискрими- 

нат манфнй булади.

( —  т * =  я\ Деб белгнласак, г12 =  —  m ±  iqk буладн. У  вацт- 

да (6.7) тенгламанннг у мумий ечими цуйидагига тенг:

Tk(t) =  e~mt (ak cos qkt -f bk sin qkt).

Топнлган X k(x) ва Tk{t) лардан хусусий ечимлар тузамиз:

uk(x, t) =  e~mt (akcos qkt +  bk sin qkt) sin y .

Бундан куринадики, щу бир тул^ин e~mt га купайтирнлганлиги учун 
сунувчан булади. Хусусий ечимлар йигиндиси



ни оламиз ва акУ Ьк ксэффициентларни берилган (6.4) шартлардан 

фойдаланиб аниклаймиз. t =  0 булганда

и| = V  oftsin^=/(A)
I /=0 1

булиб, бу ердан

fl* = 7-J/M sin -f dx
О

Энди —  хосилани хисоблаб, t урннга нол цуямиз: 
dt

i l l  =  V I — mah + bkq„) sin ̂  =  F(x) 

булиб, бундан
i

—mah +  bt qk ~  j  F (x) sin ̂ ~dx

D
булади Ea

М н сол . 4-§ даги 1 -мисолни мухит царшилигинн хнеобга олиб

ечинг. Мисолни ечганда ишкаланиш коэффициента т  = — <С —- бул-
Р I

син.

Ечиш . Бошлангич тезлик F(x) =  0 булгаилигн учун bk=  —  ak
г. 2 ____  qk

булади. Бу ерда qk =  ] —m2 . Эндн ак ни хисоблаймиз:

I с
2 Г г, ч . кпх , 2 Г h С . knx . . 

ak =  —  \ f (.v) sin —  dx =  —  —  j a: sin —  dx +
о о

" b y ~  J  —  x ) s i n ^  dx J.
с

Булаклаб интеграллаймиз. Натижада



2 ft/* . knc
- sin -

* k*n*g{l — с) I 

Масалаиинг ечими ^уйидаги^куринишга эга булади:

, .. 2Л/а —«iV^ * ■ knc - л t т - *\
u(xt t) -------- е % —  sin — sin -г- cos q j  -\--- sin q J  ).

яЗД-с) ^  *> / 1 \ к 4t к J

7-§. (Металл стерженда иссит^лик тарцалиш тенгламаси

Узунлиги / га тенг бчр жчнсли металл стерженки царай- 
миз (120-шахл). Металл стерженнянг ён сирти таш^я музрттга исси^- 
лик утказмайди ^амда кундаланг кесимикикг барча ну^таларчда ис- 
сицлйк бир хил деб фзрзз ^нтамиз. Абсцчсса у цини металл стержгн 
у^и буйлаб йуналтирамиз. У  холда и иссюутлк х коэрдината ва t

вацтнииг функцилси булади. хусусий ^огила э^а Ох буйтаб

йуналгак иссикликиинг уз^ариш тезтйглн ! блтдчрэди. Абсцчесадарч 
х\ ва х2 (х2— л*1 =  Ддг) булган кесимдар орасидаги кичик булагин! 
курамиз. Хх кесимдан At гщтда угадиган исси^чик ми^дори:

SM  (7.1)
дх | *=*,

х2 абсцчссалч кеснм учун уша млкдорьчзг у з 1

&Q, =  — k —  I S M  (7.2)
дх I *«*:,

булади. Бу формула тажриба йули билан топилган булиб, унда k—  
исси^лик утказувчанлик коэффициента, S — царалаётган металл стер- 
жен кундаланг кеснмц юзи.

At вацтда металл стерженнинг Ах булагига оциб кирган исси^лик 

ми^дорн AQX —  AQ2 га текг булади, яъни

^ k — A x S M  (7 3)
дх*

| 6v ерда —- — — I аГгфмага нчсбатан Лагрзнж теорема-
• дх ,= * , йл I»-»,

СИНЬ к\лладик) Шу М ва^т ичида металл стержен Ах булакчаси- 
нннг иссицлиги Ли га кутари/ыди. Мссицлж оцими кунидагига тенг: 

Д Ql — 4 Q2 =  с рД х 5Д и

ёки

Д<2, — AQ2«rpA>tS-^A<. (7.4)

Бунда с —металл стержен ясалган 
моддаиинг иссицлик ciifiimii, о— 
металл стержен ясалган модда-

ъ---- f»--S---- н-

210



пинг зичлигн (рД xS =  рД V — металл стержен элементининг ’ мас- 
саси).

(7.3) ва (7.4) формулаларни тенглаштириб, ушбуии \осил киламиз:

k — SxSSt =  с рД xS — A t
дхa dt

ди 9 д2и г—\
■= а2 — . (7.5)

dt дх*

k
Бу ерда а2=  —  деб белгиланган. (7.5) тенглама бир жинсли 

ср
металл стерженда исеи^ликкииг таркалиш тенгламаси дейилади. Бу 
тенгламанинг ечими тула ани^ булиши учун и(х, f) функция масала- 
нинг физик шартларига мос четки шартларни ^аноатлантиришн керак. 
Четки шартлар турлича б\ лиши мумкин. Масалан, 0 t ̂  Т учун 
бошлангич шарт:

и (х. 0) =  « | /=0 =  f(x). (7.6)

}(х )— берилган функция. Четки шартлар .v=0 ва х=1  бул­
ганда металл стержен учларида доимий харорат са^ланса:

и (0 , Q e =  и |^=0  =  щ , и | х_ , =  Ы, ( 7  7 )

булади. «о ва и, лар берилган сонлар. Агар металл стержен уч­
ларида мухнт билан харорат алмашиб турса, четки шартлар 
вдипдагича булади;

кт~1 — «о ].дх ; Х=С  [ I * = о  J

j. (7.8)

бу ерда u0(t), u{(t) —  ташки мухитнинг берилган хароратлари, 
Л0 ва h i— таш^и исспцлик алмашиниш коэффициентлари. Ар— 
металл стерженшшг чап охиридаги, h / —  унг охиридаги коэффн- 
циентлар.

Агар металл стержеиннпг баъзн бмакларида иссиклик хосил 
булса ёки нссшуиж ютилса, у холда металл стержен нчнда 
исстели к манбан мавжуд булади. Исснцлик хосил булиши (ёки 
ютилнши)ни иссицлик манбаининг зичлнги F(x, t)  оркали ифо- 
далаш мумкин, яъни кичик Ах булагидан кичик At вацт орали- 
гида ^уйидаги микдорда иссиклик ажралиб чикади:

F(x,t)AxAt. (7.9)

(Агар F(x, /)<^0 булса, иссиклик ютнлади). Масалан, металл 
стержендан доимий электр токи утказилганда ундан иссиклик 
ажралади ва бу холда F(xt i) = c o n s t= I2R. Бунда /— ток, R — 
металл стержен узунлик бирлнгидаги каршнлик.

Шундай килиб, нсси^лик тар^алнш тенгламаснни келтириб
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чицаришда (7.9) ифодаии ^ам ^нсобга олсак, курилаётган бу- 
лакда иссяклик баланс» тенгламаси ^уиидагича булади ((7.5) га 
^араиг):

k — AxSM +  F(x, t)\x\t =  rp ix S  — 4 1.
dx* dt

Теигликнинг иккала ^исмини SXxSt га булсак,

ди . д*и . I rv rs 

cp̂ =k^ +~sF{r-l)

хосил булади. Эняи бу теигликнн ср га булиб, F(x, t) =  g(x , О
cpS

деб белгиласак, бир жннсли булмаган

%  =  * % + & *  (7.10)

тенгламага келамиз. Бу ерда a =  J ^арорат утказУвчанлик

коэффициента.

8-§. Чегараланмаган металл стерженда иссиклик 
таркалиши

Икгнчка, ён сирти исси^дан изоляцияланган, етарли дара- 
жада узун. иссиклик утказувчи чегалл стержен тенгламаси, 
иссиклик манбаларисиз булганда, ушбу куринншга эга 6J- 
лади:

'ди «> д*и /с I» 
-- =  С2----  (8.1)
dt дх2

Бу тенгламада фа^ат бошлангич шарт берилади:

“\ыо = ?(■'•)■ (8.2)
f(x) функция бутун сонлар уцнда (—о о < л < оо ) аницлан- 

гандир. и(х, t)  функция учун четки шарт ^уйплмайди. (8.1) 
тенгламани (8.2) шартда ечнш масаласи Коши масаласи де- 
йнлади ёки бошлангич шарти берилган масала дениладн.

(8.1) тенгламани соддалаштирамиз. Бунинг учун i  ^рннга 
янгн узгарувчнни киритамиз:

т — аЧ. (8.3)

У  \олда

ди_ ди dx _  ̂ ди

~dt ~ ~дх dt дт:

булади ва (8.1) тенглама ушбу куринишнн шали:

*1 (8.4)
dz дх2
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Бу тенглама металл стерженнинг физик хоссасига борлиц эмас. 
t =  0 булганда т =  0 булганлиги учун бошлангич шарт

« | х=о =  /<■*■) (8.5)

булади. Бу тенгламанн ечиш учун Ф\*рьенннг узгарувчиларни 
ажратиш усули ва хусусий ечимлар с> перпозициясидан фойда- 
ланамиз. Бу усул икки цисмдан иборат. Аввал (8.4) тенглама- 
нииг ечнминн л (.v) Т (т) курннншда кидирамиз. Бу купайтма- 
даи хосилалар олиб, (8.4) тенгламага к\йсак,

Т (т) Л(х) (8 ' )

тенглик \осил булади. Тенглнкнинг унг цисми т га, чап кие- 
ми х га боглн^ булмагани учун бу тенглик узгармас с га тенг 
булганда уринли булади. У холда (8.6) тенглама куйидаги 
иккита тенгламага ажралади;

г а =с, *та=с. (87)
Г(т) Х{х) К 9

Булардан биринчисининг умумий ечими:

Т( т) =  Сесх.

Металл етерженнинг бирорта кесимида и(х, t) =  X (x ) -Т{т) 
иссицлик чексизга интилиши (т—*оо да) мумкин эмас. Шунинг 
учук с =  — X2 деб оламиз:

Т( т) =  Се~1'х.

Иккпнчн Х ”{х) №Х(х) =  0 тенгламанннг умумнй ечими 

Х(х) =  A cos Хх +  В sin Хх.

Демак, (8.4) тенгламанннг хусусий ечими ^уйидагига тенг:

и - (a cos Хя + Р sin Хх) (8.8)

Бу ерда c l — А С ва =  X  лар ихтиёрий узгармас сонлар. 
(8.8) формула X нинг аввалдан берилган хар бир ^нйматида
(8.4) тенгламанннг ечнми булади. Демак, X никг .\ар бнр ций- 
матида турлн а  ва р ларни аницлаш мумкин, яъни а  ва р лар 
X иинг ихтиёрий функциялари сс =  а (Х ) , р =  р(/.) Суладн. У хол­
ла. хусуснй ечимлар оиласи ушбу куринишни оладн:

Uh(x, х) == [а(Х) cos X* +  Р(Х) sin Х(х)] е~ к'г gj

Бу ерда X параметр — оо дак + °о гача ь;ийматларнн олади. Шу ер­
да Фурье усулннинг Сиринчи кисми нихоясига етадн. Фурье усули- 
нннг иккинчи ^нсми—хусусий ечимлар u.J.х, т) суперпозидиясн куйи- 

дагидан иборат.
Бернлган (8.4) тенглама чгзиьли 'ва бнр жинсли. Унинг чексиз 

куп хусусий ечимлари мавжуд ва бу ечимлар узлуьсиз узгарувчи X 
параметрга беглкц эканкни кцерида курсатдик.

213



ик(х, т) — хусусий ечлмларнинг икгегрлли кач (8.4) тенгламанинг 

ечими булади.

и(х, т)— и.к(к, т) d). =  j  [a(A)cos Kx 4- f,(l) sin A .v] dK  (8.10)

Бошланрич (8.5) шартдан фойдаланиб, номаълум а{Ц вд (3(A) ларии 
аии^лаймиз:

и j *=о = f C0S kx + ̂  S1 п Х = № * (8.10 

Бу ер т-i берччган ffv) функциянч бутун Ох у^тда абсолют ннтегрп- 

ланувчi ва j 1 f(x) dx я^чнташувчл деэ караш мумхлн. (f(x) функ­

ция— нссюушквинг боилангич та^симош.) Иккинчи талаб .%ам ури.1- 
ли, чунки стержекнинг иссиклик энергияси чекли, хосмас интеграл 
якинлашувчи. У  холда, f(x) функциянинг Фурье интеграли:

оо оо оо оо

/ (« )=  i d l  j f (i )c o s >.(; —  x) d l  =  I { ( - —  j j c o s X a : +  

j" ■£— f (;) sin >-l d i J sin Ix  j d l.

Бу тенгликни (8 11) билан таэдослаб, ушбу ни хосил ^ичамиэ:

(8.12)
Р(>.) =  Л  ('«E )sin /.ld l.

Д-V) — чегараланган булган лиги учун а  Х) ва [3(A) лар хам чега- 
раланган:

j'l/oidi. I pm ! < j im id i

(8.12) дан топнлган а(/.) ва (3(A) ларни (8.10) ечимга ь$й- 
сак,(8.4)тенглама ва (8.5) бошлангич шартни каноатлантирув- 
чи функцияни хосил киламиз:

ЯР °?
и(х, т) = “  i dX \ f(l) [соз A.vcos А | -f- sin Хх sin A|J е~}*х dt, =

—ЭО — 00
ОС Ос

= 2̂Г ' d% \t& C0S 1 (Х ~ ® е~}" di' <8-13)



Ш у билан чегараланмагаи металл стерженда иссиклнкнинг тар- 
цалиш масаласн ечилади.

Энди (8.13) иктегралларда иьтеграллаш тартибини узгартирамиз:

со сс

и(х, т) =   ̂ / (с) | | e~'JX ccs X (х — i) d а| d l (8.14)

—сс — сс

Катса кавс кчидаги интегрални хисоблаймиз: ?*.= алмаштчрчш ба-

х —  Е
жарамиз ва ~у =  ~ ш Д^б белгилаш киритамиз, натижада

ОО со

Г е~?‘г ccs "к{х —  Ш Х =  [ е~с* cos cto do =  —т= /(со)
J '  } т ,) 1 т

—ОО _оэ

^осил булади. Бу ерда

СО

I  (сс)  ̂е~с* cos сгсо d о

булнб, /(0)— \е do = )  л — Пуасссн интегралидкр. У(ю) функ-
— со

циядан хосил а олнб, интегрални булаклаб ннтегралласак, куйидаги 

дифференциал тенгламага келамиз: /'(to) = — ~  /  (ы). Тенгламанннг

умумий ечими /(со) — Се га тенг булиб, ихтиёрий /(0)=1 zi=C  >з-
со2

— ~т
гармаснг топнб, урнига куйсак, /(to) —) не буладн. Интегра! эса

сс _  (*~ g)"

f  е~кН ccs Цх — £}d% =  — =  [ —  е

Л  ^
га тенг булади. Бу цийматни (€.14) фсркулага куямиз:

a

и(х, т) ^ — I id )e  “  d l (8 15>
2) лт

Энди т =  аН эканини хисобга олсак.

00 (*—I)1
и(х, 0 =  ‘ I f(c)e 401 dt (8.16)

W Л/ _С0

булнб, берилган = а й~  тенгламанннг [ и | =  f(x) бошлангич 

шартни' кансатлантирувчи ечими булади.



Агар | х — А'01 <  е цийматда Цх) =  и0 узгармас, | х —  *01 >  е да

О га тенг булса, яъни бошлангич иссиклик та^снмота иссиклик им- 
пульсндан иборат булса, у ̂ олда цуйидаги интеграл косил булэдя ва 
укга урта циймат ^а^идаги теоремани ^уллаб, ушбуга эга буламиз:

и(х, t) ==-- f  е4 ’ ’ 9я1 rnt

(x-D*
4 £ 2eu0dl =2aVnt " 2a\rri

(*-!)*

Spc 2ау яt

Бу ерда £ x0— e <  !  <  *'o -h e интервалдаги ихтиёрий ну^та 2̂еы0 =

= —— га тенг]. Агар юборилгаи иссиклик ми^доря 0О — Spc булса, 
Spc /

“^ o = W s - r ’Gir (8-17>

е-^0 да |->-х0 ва (8.17) ечим нуцтатч иссифнк импульсига ута­
ди, яъни параметр £ =  л'0 ^ийматдаги фундамента л ечимга аиланади:

(ж—х0)ъ
. 1 4 аЧ

и(х, /) = ---т=—е’ 2a\r Tit

Бу функцнянииг графигини t нинг берилган турли мусбат 1$ий- 
матларнда чизсак, Гаусс эгри чизи^лариии хосил циламиэ 
(и (х, t) функция ва унинг графигн эхтнмоллар назариясида 
мухим рол уйнайди).

1- м и с о л. Исси^ликнинг бошлангич тацсимоти:

£0, агар <С *  <  х2 булса, 
агар х < х г ёки х >  х2 булса 

(121-шакл).
(8.16) формуладан фэйдаланиб, масаланаиг ечимини ёзамиз:

Ф .  0  =  — ~=~  i е 4“ ' d l. (g 18)
2аут '

/М = {оГ

Бу функцияни ^уйидаги эхтимоллар 
интеграли оркали ифэдалаймяз (14- 
бобга к )

ф 1г> = J е (819>

>^аь;икатан, (8.18) ечлмда * ^



алмаштириш бажэрамиз. d\~— 2a\/rtd\i эканини хисобга олиб, ушбу- 

га эга буламиз:

к—*я 
2aVt

<Ги (/ц=
Х—Х!
2 aYt

Ф(г) функция учун махсус жадвал мавжуд. Унинг графиги 122- 
шаклда берилган.

2-мнсол. Иссшушкнииг бошлангич тацсимоти:

| «o(l--у-). 0<x</f

Кх) = «о (2 + —), —1̂ х 5$ о,

| д:| >  / ва |х|^ —  I

123- шакл.

булсин (123-шакл). У  ,\олда (В. 16) формуладан:

и(х, ! + Up
2а у sit

~р|г =  ji, dq — —■2d]/rtd\x алмаштириш бажарамиз. Натижада ечим 

куйидаги куринишга келади:

х+1

2 aVT 2aVt

2a VT



2at t

-I
lav F

+=т{(1+т ) И Ш - фШ ]
_(jtr+У _

4c»/ 4£*<
e —

■g*

4G*t

+.''")- ?- l(l+f)®(sw)- 

- 2т ф 1д>г)-(|- т ) ф (1г?))+
Ix-rh* __x* (x—у

о. «1 ‘ОЧ ~ 2e to4+e ""1+ "<.— 1 — Г  ]

9- §. Фазода иссикликнинг тар1\алиши

Уч улчовли фазода нотекис ̂ изднрилган жнем берилган бул­
син. Унинг хар бнр нуктаендаги иссиклик t пайтда и(х, у, z, t) 
функция оркали аншутанади. Иссиклик майдони — скаляр май­
дон булиб, биз анализда унинг стационар майдон булган холи- 
ни курган эдик, яъни иссиклик вактга богли^ эмас эди. Бу ерда 
скаляр майдон ностационар булган ^олни, яънн t га боглик 
булган холни курамиз. Агар t нинг тайин ^ийматида и(х, у, z, t) 
нссшучнк бнр хил кийматларни ^абул цилса, изотермик сирт 
(юксаклик енрти) хосил булади. Бу енрт вацт узгарнши би­
лан узгаради. Иссиклик и нинг энг катта узгариш тезлиги 
и функция градиенти йуналишида буладн:

, , ди~^ ди . ди
grad и =  —  i —- Н ---k .

дх оу дг

Изотермик сиртнинг >;ар бир ну^тасида градиент шу енртга 
утказилган ва иссицликнинг ортиб бориши томонига караб 
йуналган нормал билан устма-уст тушади ва унинг модули 
ь;уйидагига тенг булади:

| grad и | — р -  
оп

Изотермик сиртнинг кичик булаги До дан Дt вацт ичида 
утадиган иссицлик о^ими

AQ =  — fe-^-ДоД/ (9.1)
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формула билан аникланади: бунда £= co n s t—  царалаетган му- 
хитнинг нссн1у 1ик утказувчанлик коэффшшенти (жисмни бир 
жинсли ва изотроп деб хисоблаймиз). Майдон иазариясидан 
маълумки, нормал вектор йуналиши буйича олинган хосила 
grad и нинг шунормалга туширилган проекцняснга тенг, яънн

ди ,
—  =  grad и ■ п 
дп 5

-*■ - ди
п — нормал буиича иуналган бирлик вектор. —

(9.1) формулага цуйиб, ушбуни хосил киламиз:

\Q — — kn- grad и So -At

Бу формулада — k grad и — А деб олсак, Лп — прп .4 - — kn grad и 

булиб, иссицлик о^ими AQ =  ЛпДаА t булади. Жисм 5  сирт билан 

чегараланган булса, уидан чи^аётгап иссиклчк ospnm At вэцтда 
кунидагига тенг булади:

Q =  At- £ \ A ndo,

's-

бунда Ап А векторнинг ташки нормалга проекцияси (124-шакл).

(9.3) формуладаги сирт интегралига Остроградскнй — Гаусс 
теоремасини куллаимиз'

нинг ифодасини

(9.2)

(9.3)

Бу ерда V S сирт бнлан чегараланган жисмнинг ^ажми ва div А -

. / д2и д2и г)3/х\ , . . и- .
- k ------- i---=  — kAu. А = ---- Ь

lr ?t 2 Оу” дг*) dxa f i -  
ду3 дг*

=  — fcdivgrad и-

—Лапллс оператори дейилади.
V ^ажмга кнрувчи Qi иссицлик мицдори бу хажмдаги модда 

>;ароратини кутаришга кетади ((9.3) формуладаги Q нинг ишо- 
расига тескари булади) ва ушбуга тенг булади:

Qi — f f j  kAudV.

Ф араз цнлайлик, жисмда исси^лик 
манбалари мавжуд булсин. Уларнинг 
зичлиги F (х, у, z, t) б\лсин. У холл: 
(/, t-j-Al) оралн^та жисмнинг карала- 
ётган ^исмидан Q -2 мш^дорда иссиклпь 
ажралати ва бу иссшушк (юкорн гар 
тнбли чексиз кичик ми^дор аниклиги- 
да)

Qi — At j  ГГF(x, у, г, t)dV
(9 5)

(9.4)



формула ёрдамида аникланади. У  холда ДУ хажмдаги неси^лик 
микдори Q 1+Q 2 йигнндига тенг булади. Бу иссиклик микдори- 
нн бошцача йул билан, S  сирт билан чегараланган жисм иу^- 
тасидаги иссикликнинг ^згаришини хисобга олган ^олда хисоб­
лаймиз. {x ,y ,z ) нуктада At вакт оралнгида иссиклик ^уйида- 
ги микдорга узгаради:

и (*» У» z, t +  ДО — и (х, у, z, t) =  —  Д t.
dt

A V  элементар хажмни ^араймиз. At ва^тда нуцтанннг х;арорати

— At га кутарилган б\лса, AV элемент хароратини шу даражага ку- 
dt
таришга сарф бутган иссиклик мицдсри куйидагига теиг булиши 
равшан:

cVA V — At,
dt

бунда с —  модданинг солнштнрма иссиклик сигими, р —  зичли- 
ги. У .\ажмда харорат кутарилишнга сарф булган иссн^ликнинг 
умумий микдори бундан булади:

С3= A < d ’ |’ c p - | d V  =  Q1 +  Qa. (96)

Демак,

Щ с р - |  dV=  [ ( j  + [[)> (* , У, г, f)d V .
''v "■  ̂V

Бундан

=  °  (9.7)

■'у
булиб,

c p ^ - M u - F - 0  (9.8)

тенгламани хосил ^иламиз. Икки томонини с р  га булиб юборамиз, 
у \олда

—  =  с 2Д и +  —  F (9.9)
dt ср у '

чнзи^ли бнр жинсли булмаган иссиклик тарцалиш тенгламасига 
келамиз. Агар жисмда иссиклик маибалари мавжуд булмаса, 
^  =  0 булиб, тенглама бнр жиисли теигламага айланади:

^ = а > А и = а * ( * И -  +  ^  + - ] .  (910)
dt \ вх* ду* dz'ъ) '  ’

fr~k
Бу ерда а  =  J — — -\арорат \тказувчанлик коэффициенти. Бу

тенгламанинг бошлангич шарти
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и (у-. У, 2, 0) =  и |,_0 =  /  (х, у, г), (9.11)

чегаравий шарти

= ft(u|r — и].
дп |г

(9-12)

курннншда булиши мумкин. Бу ерда Г — сиртнинг чегараси, 

h  —  иссицлик алмашнниш коэффициента, и —  таш^и мухнт >*а- 
рорати.

Агар жнем исси^лнкдан нзоляцияланган булса, h =  0 булиб, 
чегаравий шарт

—  1 = 0 .  (9 13)
дп |г

Агар иссицлнк алмашиниш коэффициента жуда катта булса 
(Л-^ообулса), (9.12) формуладан

келиб чнцади, яъни жнем чегарасидаги иссицлик ташци мухит 
^ароратига тенг булади.

(9.10) тенгламадан ^арорат г га борлиц булмаса, текнелик- 
да иссицлик тар^алиш тенгламаси:

досил булади. Агар и функция z га ^ам, у га хам бог лиц бул­
маса, металл стерженда иссицлик таркалнш тенгламаси .уэсил 
булади:

Лаплас тенгламаенга келтириладиган баъзи масалалар ^арала- 
ди. Тенгламанннг декарт, цилиндрик ва сферик координатала- 
рндаги куриниши ^уйидагича:

«1г =  и (9.14)

ди 2 д*и 
—  =  а  —
dt дх*

10- §. Лаплас тенгламасига келт.фнладиган 
масалалар. Четки масалаларни ифодалаш

Бу параграфда
Ды = 0 ( 10.1)

(10 2')

( 10.2)

Ди =  —= _L -^1+-^.
г* дг \ дг j  га  s in  6

I 1 д*и

/■2 s in 3 б  д <ра

г* sin б

( 1 0 2 ")
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Лаплас тенгламасини ^гноатлантирувчи и функциялар гармо­
ник функциялар деб аталади.

I . Б и р  ж и н с л и  ж и с ч д а  и с с и ц л и к и и н г с т а ц и о ­
н а р  т а ц с и м о т и м а с а л а с и .  о  снрт билан чегараланган 
бир жинсли V хажмлн жисм берилган булсин. Жисмнинг турли 
нхцталарида иссиклик манбалари булмаса, / '—О б)либ, [9.10) 
тенглама

—  _  - ■ д~и | д3и д2и . 
dt ~~ °  { дх* ду* '

нн хосил килган эдик. Агар жараён стационар (урнашгаи) булса, яъни 
харорат вактга богли^ булмасдан, балки жисм нукта парииинг коор-

динаталарига боглш\ булса, у холда —  0 булади ва и .харорат
dt

Лаплас тенгламаси

—  +  —  +  — = 0  (Ю З)
дхг dy* d l2

ни ^аноатлантиради. Бу (10.3) тенгламанинг четки масаласида 
q снртдаги харорат берилиши керак:

«I = f W ) .
| о

Ш)ндай цилиб, V ^ажм ичида (10-3) тенгламаин цаноатлаи- 
тирувчи ва о  сиртнинг хар бир AI нуктасида берилган

=  f  (AI) (10.4)

цийматнн ^абул цилувчи и (х, у, г) функцияни топиш керак. Бу маса- 
ла Дирихле масаласи. ёки (10.3) тенглама учун биринчи четки ма- 
сага деб аталади.

Amp сиртнинг .\ap6iip нуктасида харорат эмас, балки иссиклик о^ими

берилган булиб, у (нормал вектор йуналишдаги хосила) га ПР°"
dn

порциоиал булса, сиртда (10.4) четки шарт урнига ^уйидаги шартга 
эга буламиз:

= g (M ) . (10.5)
dn Jo

(10.3) тенгламанинг (10.5) четки шартни цаноатлантирувчн 
ечимннн топиш масаласи Нейман масаласи еки иккинчи четки 
масала деб аталади.

Агар иссшушк тар^алиши г га боглиц булмаса, масала те- 
кисликдаги Лаплас тенгламасига келади. Четки шартлар текне- 
ликдаги контурда бажарнлади.

II. С у ю ц л и к  ё к и  г а з н и н г  п о т е н ц и а л  о ц им и .  
У з л у к с и з л н к т е н г л а м а с и .  о  сирт билан чегараланган 
£) Хажм ичида суюклнк окадиган булсин. р —  суюклнк зичлиги 
булсин. Сую к л ик тез липши

v =  vxi + v yj  +  v2k (10.6)
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билан белгилаймиз, бунда vx, уи, vz —  вектор v нииг координата уц- 

ларидаги компонеиталари. Q ^ажмдан s сирт билан чегараланган ки­
чик о  > а̂жм ажратамиз. У  холда A t вакт ичидаги s сиртнинг хар 

бир Л s элемента орцали Д Q =  рип Д $ Д t мш^дорда суюклик о^иб 
утади. Сую^ликнинг умумий Q мицдори куйидаги интеграл билан 
ифодаланади:

Q — Д / JJ p yds .  (Ю.7)
%

Бунда d s =  п ds булиб, п — ташки нормал буйича й\налган бирлик 
вектордир. Иккинчи томондан t пат да со хажмдаги суюклик мицдо- 
ри бундан булади:

I f f р do .
ш

Д/ вацт ичида суюцлик ми^дори, зичликиинг узгаришига биио- 
ан, куйидаги ми^дорга узгаради:

(.0.8)
Cl) <i)

со >;ажмда маибалар йуц деб фараз ^илсак, (10.7) ва (10.8) 
ифодаларни тенглаш мумкин. Д* га ^исцартириб, ушблга эга 
буламиз:

(109)
S <11

Тенглнкнинг чап ^исмидаги сирт интегралини Остроградский 
формуласига кура алмаштнрсак, (10.9) тенглик бундай кури- 
нишни олади:

j  j j  div(!.D)rito - ||)

К
(—  — div(p!)))dw =  0
\ dt

— div(ptT) = 0  (10 10)
dt

булиб, div (p v) ни очиб ёзсак,

dp d(pvx ) a<p vy \ d(pvz ) = n  ( 1 0 1 0 )

dt дх ду дг

сикиладиган'суюклик оцимининг узлуксизлик тенгламаси .^осил була- 

ди. v ни цуйидагича ^абул киламиз:
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бунда р  — босим, k — утказувчанлнк коэффициента, яз X ,
dt dt

Х =  const. Буии (ШЛО) узлуксизлик тенгламасига кунсак,

dt dx ' дх) dy\ ду) дг \ дг) 

ни \осил цнламиз. Агар k узгармас сон булса, тенглама

* £- = _| д  р (10.11)
at К

куринишни олади. Бу иссицлик утказувчанлик теигламасига ухшай-
др

ди. (10.10) тента мзда суюклик сщшшасэ, р =  const ва —  =  0 бу-
dt

либ, тенглама

div v = 0

куринишни олади. Агар ^аракат потенциал булса, 

v =  grad <р

булиб, (10.10) тенглама ушбу куринишни олади: 

div grad <р =  О
ёки

дЧ дъ + ̂ ? =0 (Ю.12)
дх* ду* дг*

яъни v тезликнинг <р потенциал фуикцияси Лаплас тенгламасиии 
цаноатлантирар экан.

Купинча v тезликни v =  — kY grad р деб цабул ^илиш мумкин, 
бунда р  —  босим, kx — узгармас сон. У  ^олда р босимга иисбатаи 
Лаплас тенгламаси ^осил булади:

—  +  — + — ==0. (10.13)
дх* ду2 дг‘ 1

(10.12) ёки (10.13) тенгламалар учун четки шартлар ^уйида- 
гнча берилиши мумкин:

1. а  сиртда изланаётган р  функциянинг цийматлари —  бо- 
симлар берилади:

РI = НЩ-1о
Бу Дирихле масаласи.

2. о  сиртда — — нормал буйича ^осила цийматлари берила-
дп

ди — оцим сирт оркали берилади:' 

др



Бу Мейлин масаласи.
3. о  сиртнинг бир кисмидл р  йосимлар, яла fjiip к не миди чоси- 

ла —  бернладп. Бу Дирихле — Нейман масаласи.
дп
III. ( Стационар  э л е кт р  т о кни ин г  потенции л и. Бирор Г 

з^ажмпн тулдирувчи бнр жинсли мухитдан хар б!ф ну^тасидаги зич- 

лиги /(-V, //, г) вектор булган электр токи у теин Ток зичлиги вакт­
га боглик эмас at V хлжчда гок манбаллрн йук деб фнраз киламиз 

У  вактда / векторнинг «жпми иолга тенг булади:

| | 7  d S  О

Остро! радскин форму. гасили куллас,

I1 | 1 dS \\\ div 1 cV = 0  дан div/ 0 с 10.14)
• ч* • j.. •

деган хул оса га келамиз Агар чухнтни.чг у гказувчанлигини л деб, 

электр кучннн Е деб белгиласак, ток зичлиги учучлагнган Ом ко* 
нуиига кура:

7  / .£  110.15)

булади. Жараен стационар булгани учун векторлар майдони Е уюр- 

масшдир. яъни rot Е  = 0, демак, векторлар майдони потенциал чай- 
дондир. Шундай скаляр функция чавжудки, ушбу тенглик уринли 
булади:

Е  gradff. (10)6)

(10.15) га (10 16) ифодаии ку'ячиз:

/  =Agrad»f. (10 17)

(10.17) ил (10.14) га куниб,

Adiv(grad‘{) - 0
ёки

+  о  (10.16)
дзА 0.J- дг

Лаплас тенгли мнении хоенл киламиз. Уни бернлгаи четки тизртларда

ечнб, ц скаляр функцияни. сунгра (10.16) дан Е ни, (10.15) дан / .и 
топамиз.

II- §. Дирихле масаласиии х.алка учун ечиш

kt : х~-{-у~ = R\ ва . .v2 - у2  ̂R] айлаиалар бнлан чегараланган 

D  сохада (халкадл) Лаплас тенгламасининг ушбу

U — £/,, (11.1)
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L u- (112)

чегаравий шартларн бсрнлгаидаги ечимнни тонам j. бунда Ui 
ьа i<2 —  узгармас соилар.

Лаилас тенгламасшшнг цилиндрик координагаларда сзилган 
(И 2') тенгламасндан z ва гр ларга боглнц бчлмаган тешла- 
маин ёзамиз:

д2и _ 1 vu q

с)г- г *г

Бу Т 1гламаш1 ннтеграллаб, ушб\н.1 топами

и - ф г -  с2. (М-3)

I I I  1) ва (112) чегаравий шартлар«I с, ва с, л*рни топамиз 

fu, -
[и . Су In R, i ,

„  и»- и, и, hi /?•> — ib  In P j я 
Системвдан —=----—  i —--- ----1---- ларнииг цииматиии

in —— in ——
Р\ Pi

(113) га 1\уйиб, маса.ининг ечимнни чоси. i рилами?.

•h In - j r
и ----^ ( 114)

12- §. Дирихле масаласини дойра учун ечнш

x2-ry2= R 2 дойра бернлган булиб, унинг анланасита бирор 
//(f) функция берилган булсин (ср— цутб бурчагп).

Лаплас тенгламаси ни кутб координаталарида ((10.2") да 

г = 0  деб) ёзамиз:

* 1 ^ 0 .  (12.1) 
дг* г дг г* д ф!

Функциянинг дойра анлаиасидаги ^ннмати бернлган;

и /(ср). (12 2)

Ечимни

ы== ф (ч,)./?(г) (12 3)

деб фараз килиб, Фурье ус>лпдаи фондаланамиз. Хдгилалар 
или б. (12.1) тенгламага куямиз:

г2 Ф  (ч) R" (г) г Ф  (ср) R' (г) +  Ф'' (Ф) R  (г) =  О

Узгарувчиларни а жратамнз:

Ф " (ф) _  __  г* R" (г) - rR' и  _с __ (12 4)

Ф(<Г) П '>



Бундан иккнтл тенглама V-сил б\лади:

Ф  ’ (<\) * - Ф  ) = 0. 112.5)

r-R" (г) —-/•/?' (г) — k2R (г) 0. [ 12.6)

Биринчи (12.5) тенгламанинг умумий ечими:

Ф(¥) = -1 cosftff--г В sin ft «f, (12.7)

иккинчи (12.6) тенгламанинг ечимннн R(r) = г" куринишда нзлайммз. 

Бу ерда т  нн топнш керак. гп ни (12 6) тенгламага ку йиб, ушбу ни 
хосил к нлим из:

ггт (т — I) г” -2  + гт г17,-1 — к2гт =  0

ёки

тг - к2 0.

Бундан т  = ± к  экани курннадн. Хусусий ечимлир г* ва г~к бу- 
либ, умумий ечим:

R =Crk -t-Drk (12.8)

булади. (12.7) ва (12.8) ларнн (12.3) форму лага куйсак, ушбу чрснч 
булади:

ик =  (Л* cos к ф +  Вк sin к q ) (Ckrk +  Dkr~k). (12.9)

Б т  доирада узлуксиз ва чекли ечимни нллаймпз. г 0 булганда 
(12-9) формуладг Dk 0 булиши керак. Агар k 0 булса, (12.5). (12.6) 

тенглама лардан:

Ф " (<р) =  0, г R" (г) -f R ' (г) =  0.

Буларии интегралланмиэ ва и0 =  (Л0 +  В0 <р) (С0 +  D0 In г) ни Х'ил 
киламиз, (12.9) бнлан к = 0 да солтитириб, В0 — 0, D0 =* 0 экашши 

топамиз. У  вацтда и0 булади. Бу ерда — = .  10С0 деб белги-

ладик. k =  I, 2, . .  , л, . .  . мусбат кинматлар билан чегараланамиз. 
Ечим лар йигиндиси яна уз нанбатида ечим булгани учун

и <*\ Ч) =  у  +  V  ((ап cos nqi +  bn sin n *f) r". (12 10)

Бу ерда ап —Сп-Ап, Ьп Сп- Вп деб белгилаш киритдик. Энди нх- 

тиёрпи ап ва Ьп узгармасларнп четки (12.2) шартдан топамиз: г =  R 

да (12.10) дан



/ (/) cos nt dt. bn
1

л /?'
/ ( / )  s in / i / r f /  (1 2 .1 2 )

коэффициентларни аниклаб, (12.10) га 1\уямнз. Тригонометрии алмаш- 
тнрщшш бпжарнб. ушбуни хосил кнламнз:

п л

и(', Ч) -М + — V  | /(/)с№/;(/ =
2 Л , Л « /

1 —  I СО> /I (/ 
^  Я 1- | W[i

—Л

9  y i  g "1 (1—4 ) g—in it— « I

4 )\dt

I — I л

Г,[ '«[ i +

i = . H
i +

|л =

= r J  /(/)

2 n  .1

—_ et (1-<Г)
I +  - 5 ------- + ■

>'«-«
/?

<tt =

fO)
•- It )' I dt =-=

- 2 —  co> (/ — «r>

± f /</,---- £ = £ --
2 л J  i?2 — 2 Rr co^ (I q)

—я

■ dt. (12 13)

Бу (12.13) формула Пуассон интеграли дейилади. Дирихле* 
нннг дойра учун купилган маеаласшишг и(г,ц) ечими Пуассон 
гнтегралига кслди. Бу формула (12.1) тенгламани ^аиоатлаи- 
тнрали хамда r-+R да и (г, (fj-*-/(<p), яъни ечнзд булади.

У  з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с  а в о  л л а р

1. Иккинчи тартнбли бир жинсли хусусий \осилалн тенгламаларнинг тур- 
ларпнн айтпнг.

2. Бошланрнч ва четки шартлар нима?
3 Даламбер усулини баён дилинг.
4. Ф\рье усулини тушунтириб беринг.
5. Тенглама учун Коши масаласннн тушунтирнб берииг.
6 Дирихле масаласннн ифодаланг
7. Нейман масаласн ^андай ь;уйиладн?
6. Тенгламани Фурье усули билаи ечишда ечим кандай курннншда бу- 

лади5
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14- б о б

Э\ ГИМОЛЛИК НАЗА РИЯСИ  ВА МАТЕМАТИК 
СТАТИСТИКА

I- §. ^одисалар алгебраси

Эхтимоллнк назарнясн асоенда матсмлтикаинпг бошка бу- 
лнмларндагн кабн бирор бошлангич тушунчалар ва таърнфлар 
ёгадн. Унда ишлатиладпган асосин туш\ичалардан бири \сдп- 
садир.

Эхтимоллик назарписнда ходнса деб синов (тажрнба) нати- 
жаенда, яъни маълум шартлар м а жму и а мал га ошиши нати- 
жасида рун беришн мумкин булган .\ар кандай фактни айти- 
ладн. Ходисаларнн одатда А, В, С  ва х. к. харфлари билан 
белгнланади.

^одисаларга мисодлар:
1. Ту п да и бир марта у ц отишда нншонга теккизиш (тажри- 

ба —  у^ отиш, ходиса — у|\нниг нншонга тогиши).
2. Таигаин уч марта ташлашда икки марта герб ту шиши 

(тажриба—-танганн уч марта ташлаш, ходнса — икки марта 
герб тушиши).

3. Бирор физик катталикнн улчашда берилгаи чегараларда 
улчаш хатолигннинг нандо булиши (тажрнба — физик катта­
ликнн улчаш, ходнса — берилган чегараларда хатоликнннг юз 
беришн).

Берилгаи тажрнбада рун беришн мумкии булган барча чоди- 
салар тунламн ходисалар мандони S дейилади. 5  га яна бу 
тажрнбада му^аррар рун бераднган U ходнса ва бу тажрнбада 
руй беришн мумкии булмаган V ходнса хам кирнтнлади. Ч а са­
лак, битта уйин соккасинн ташлашда U камнда бнр очко 
чицнши, V етти очко 4ui\uuni.

Агар А ходиса руй берганнда В ходиса му^аррар рун берса, 
А .\одиса В  ходнеани ургашгнради екн А дан В келнб чикади 
деб айтилади, бу факт бундан белгилаиади:

А а В .  (1.1)

Тажриба 36 ^артали дастадаи битта картани тортишдан 
иборат булсии. А ходиса «гиштин» карта, В  ходиса эса цизил- 
белгили картанинг чнкишидан иборат булсин. У  холда рав- 
шанки, А а В .
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Агар AczB ва бир вацтда B d A  булса, у* холда .4 ва В  ходи- 
сала р эквивалент ёки тенг кучлн деб аталади. Бу факт бундай 
бел гил а на ди:

А =  В. (1.2)

А ходисанинг руй бермаслпгпдан иборат ходиса унга тес­

кари ходнса деб аталади ва А билан белгиланадн. А билан А 
Ходисалар царама-царши цодисалар дейилади.

1\арама-^аршн ходисалаРга мисоллар: у к узишда нишонга 
теккизиш ва хато кетказиш, асбобнииг бирор ва^т интервали 
ичида ишдан чнцшии ва шу ва!\Т иитервалида бузнлмасдан 
ншлашн.

Ходисалар майдонида кушиш ва айириш амаллари аншула- 
нади. Иккита А ва В  ходисадан камида биттасннинг руй бери- 
шидан иборат х°Диса уларнннг йигиндиси деб аталади ва 
А + В  бнлан бел гил а нади.

4 вл В хошсаларнинг бнр га.чикла руй беришидан иборат 
ходнса уларнинг купайтмаси деб аталади ва АВ билан белги- 
ланади.

1 - м и с о л .  Тажриба дастадаи битта цартанн тортиш х°Д11- 
сасидан иборат. А ходнса «дама» цартасннинг, В  ходиса эса 
«чилдин» картасининг чн^ншидан иборат булсин. У >;олда 
С = А + В  ходиса чик^ан ^арта «дама» ёки «чилдни» булишини, 
Е = А В  эса чиккаи царта «чилдин дама» булишини билдиради.

©3 Щ О
л в

QD СР
з  А+В А В

125- шакл.

' • м и с о л  (Вьенн диаграммаси). Тажрнба квадрат (125- 
шакл) ичида таваккалига иукта танлашдан иборат. А оркали 
«танланган н\кта чапдаги айлана ичида ётибди'> ходисаснЕш, 
В  оркали эса «танланган нуцта унгдаги айлана ичида ётибдн», 

.\ъдгнасини белгилаймиз. У холла А, А, В, В, А -\ В гза АВ ходн-
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салар танлаш ан нчцтанииг тегишли шакллардаги штрнхлан- 
ган сохаларга ту шиш и ни билдиради.

Ходисаларни ^ушиш ва купайтириш амаллари куйидаги 
хоесаларга эга:

1) А В В .4: ЛВ — ВЛ.
2) [А В )- ^С  - Л - iB - ^C ), (ЛВ)С 4 (ВС).
3)А (В + С )  АВ -  АС:
4) а  -г V_=  A; A U  =  А.

5) А + А =  U, .4.4 — V. _

6) А-\-В^-АВ\ АВ =  Л + В .

Шуидай килиб, ходнсалар алгебрасида цушиш ва анирнш- 
нинг одатдаги барча хоссалари бажарпладн, шу билан бирга 
нол ролинп V мумкин булмаган ходиса, бнр ролини эса U 
му^аррар ходне а бажаради.

1-т а ъ р и ф .  5  ходнсалар мандоиидаги А ва В  ходнсалар 
учун А В — V, яъни уларнннг бир вактда руй берншн мумкин 
булмаса, улар б иргал и кони ас ходнсалар деб аталади.

М и с о л .  Тажриба унии соккэдшп ташлашдан иборат. А Ха­
диса 4 очко Ч1ЩИШИ, В чодиса эса 3 га каррали очколар чики- 
ши булсин. Бу ходисалариннг бнргаликдамаелпги равшан.

2-таъриф.  Агар у4,+.42Н- ■ . +  Аа =  U, яъни бу тажрибада 

.4,, А,, . . . , .4П, ходнеалардаи чеч булмаганда бнттасп руй берса, бу 

ходнсалар ходиса трнинг т у т  гуру хини хосил кишди дейилади.
Хар иккитаси Оиргаликдамас ходнсалар тула гу рухинн, яъни 

А\ +  /1« -Ь . . .  Ari =  (J, AjAj = I (i ¥=}) тенгликлар билан г.иик- 

ланадиган ходнсалар гуру хини энг куп текширишга тугри келадя.

2- §. Эхтимолликнинг классик таърифи

Эхти-моллнк назарияеила чоднеалар гуру'.чндаги хар бир 
А чодисага таГшн Р{А) сон — бу чодиса рун бериш нчко- 
нииинг объектив даражасини акс эттнрадиган А х°диса эхти- 
моллнги мос ii ил ад и. Э\гимолликлар S дан биргалнкдамас 
ва тенг имкониятли А и А2, . . А* х°дисалар тула гурчмшн 
ажратнш мумкин булган ва классик схема деб аталадиган 
холда энг оддип аниклаиади. Тенг имкониятлилик шуни бил- 
дирадики, Аи А2г .. , А п \однсаларнинг Xе'1 бири рун берпшда 

цолгаиларидап хеч бнр объектив устунлпкка эга эмас (масалан, 
уйии соцкасннинг симметрии ва бир жннелнгидаи 1, 2, 3, 4, 5, 6 
очколардан исталганннинг чи киши тенг имкониятлилиги келиб 
чикади). \нтилган /1,, Л., , А г ходнсалар тажрнбанииг элементар 

натнжалари (ёки нмкониятларн. \о.1ларн) деб аталади

Э х т и м о л л и к н и н г  к л а с с и к  та ъри фи .  .4 чодиса ,4j, AZi
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1/г .тархан бирор т  таен а мал га ошганида р\н Сере-пн. У  хол-

да

Р(Л) (-М)
п

сон А х о д и с а н н н г  эхтнмоллиги деб аталади. Бошкача айтгаида, 
А ход не а н ini г эхтнмоллиги тажрибанинг цулайлнк беруочи иати- 
жалари сониии унинг барча иатижалари сонига ннсбатнга теиг. 

Бу ердан, хусусаи, иста л га к А ходнса учун

Бу чоссаларнннг нсботннн укувчига машк сифатида тавсия 
киламиз.

1 - м и с о л .  Иккита унии с о х а си  ташланади. Чпвдаи очко- 
лар сонинииг 7 га теиг булнш эхтнмоллиги канча?

Е ч и ш. УГшн соккасн олтита турли усул бнлан тушнши мум­
кин. Уларнинг хар бири иккинчи совда тушншидаги олтита 
усул бнлан комби на цн нл а нади. Шундан килнб, жами элементар 
натижалар сони 6-6 =  36 га тенг. А ходнеага (очколар сони 7 га 
тенг) кулайлик тутдирувчн элементар натижалар сонини санаи- 
чиз. Агар бнрннчи ва иккинчи соткал ар да мос равишда 1 ва 6,
2 ва 5, 3 ва 4, 4 ва 3, 5 ва 2, 6 ва 1 очколар чнкса, очколар 
йигиндиси 7 га тенг булади, яъни А ходнеага кулайлик тугди- 
рувчн жами 6 та натижа бор. Демак, изланаётган эхтимоллик 
кунидагнга тенг: Р (А ) =  6/36=1/6.

2-м н с о л .  Танланма хасида масала. N  та буюмдан иборат 
нартияда М та стандарт буюм бор, Партнядан таваккалига п 
та буюм олинади. Бу « та буюм ичида роса m та стандарт 
буюм борлншнннг эхтнмоллигнни тонииг.

Е ч и ш .  Тажрибанинг мумкин булган элементар иатижалари 
жами Д’ та буюмдан п тасиин олнш мумкин булган усуллар 

сонига. яъни X  та элементдан п тадан гурухлашлар сони Сд га 

тенг. Таваккалига олинган п та буюм ичида гп та стандарт буюм чи- 
ь;иш ходисаскни А оркали белгилаймиз. Стандарт буюмлар Д1 та бул- 

гаи лиги учун m та стандарт буюмни а  пип усуллари сони Сд, га 

тенг Калган п m  та буюм эса иостаидарт булиши .tojhm: п — m 
та костандарт буюмнн N  М  та иостандарт буюмлгр ичидан эса 

Сп~2м усул билан олнш мумкин. Демак. А .ходнеага кулайлик туг- 

дирувчи натижалар сони Cjj ■ га тенг. Шунннг учун ипанаёт-

г"н эхтимоллик куйндагнга тенг:

(2.2)

булиши келиб чикади ва, бундан ташцарн.

P {U )~  1; Я ( Г ) - 0 . (2.3)

(2.4)
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3-§. Геометрик эдтимоллик

Эхтимолликнинг классик таърнфида элементар натижалар 
сони чекли деб фараз килииадн. Амалиётда эса кугшнча мумкни 
булган натижалари сони чексиз булган тажриб'алар учранди. 
Бундай холл ар да классик таърифни цуллаииб булмайди. Бироц 
бунда» холларда баъзан эхтнмолликни .\исоблашнинг бош^ача 
усулидан фойдаланиш мумкин булиб, буида \ач аввалгидек 
баъзи ходисалариннг тенг имкониятлилик тушунчаси асоснй 
ахамиятга эга булиб колаверади.

Эхтимолликнинг геомстрик таърифи деб аталаднган усулдан 
тасодифий иуктанннг бирор соханинг исталган кисмига тушиш 
эхтимоллиги бу соханинг улчовига (узуилигига, юзига, хаж- 
мкгг) пропорциоиал булиб, унинг шакли ва жонлашишига бог- 
лик б\лмаган холда фойдаланиш мумкин.

Ани^тнк мацеадпда икки улчовли хол бнлаи чекланамиз. 
Тек .мнкда юзи 5/,га тепг бирор D соха берилган булиб, унда 
ю т  Sd га тенг d со.\а жойлашган булсин (126- шакл). D  со^ага 
таваккалнга нуцта ташланади. Буида бу нуктаиииг D со^аиинг 
истатгаи кисмига тушиш э\гнмоллнги бу соханинг юзнга тугри 
пронорционал ва унинг шакли, жонлашншига эса богли^ эмас 
деб фараз килинади. Бундай холда бу иуктанинг Sa сохага 
тушиш эхтимоллиги

формула бнлан аниклаиади.
1 м и с о л .  Квадратга ички допра чнзилган. Квадратга 

таваккалига ташлапган нуцтанинг донра ичига тушиш эхтимол­
лиги канча?

Н ч и ш. г оркалн донра радиуси узунлигннн бе. ггн iaifMii3. У  хол­
да » tнг юзи 5^ - л г~ га, квядрзтнинг юзи эса S Kn 4 г2 га тенг- 

Излаклётган эхтнчоллик эса Р  л 4 га тенг

ПЛ)

£0

126- riTaR.i- 127- имкл.
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2-м и с о л .  Учрашув хакндаги масала. А ва В кншнлар 
бирор ж  он да соат 12 бнлан соат 13 орасида учрашувга кели- 
шишди. Учрашув жойнга келган киши шернгини 15 минут даво- 
мида кутади, кейин зса кетиб колади. Агар курсатнлган соат 
давомнда улардан хар биришшг келиш пайтлари тасоднфпн 
ва богликмас булса, яъни биришшг кслиш паитн нккничиси- 
нпнг келиш пайтига таъсир этмаса, бу киншлариннг \чра1.'иш 

эхтнмоллигини топинг.
Е  ч и ш. А кишининг келиш вацтини х оркали, В кишининг 

келиш ва^тини эса у оркали белгилаймиз. Учрашув булиши 
учун

|у — х\ <  15

булиши зарур ва кнфоядир. х ва у ни текислнкда декарт коор- 
дннаталари сифатида ифодалаймиз (127-шакл), масштаб бир- 
лиги сифатида I минутни танлаймиз. Барча мумкин булган 
натижалар томонн 60 га тенг квадратнннг нукталарн билан 
тасвнрланди, учрашувга кулайлик тутдирувчн натижалар зса 
штрихланган сохада жойлашади. Изланаётган эхтимоллик эса 
штрихланган соха юзининг бутун квадрат юзига нисбатига 
тенг, яъни

СО2 — 2-0.5-452 _ 10-,-
р  -------- ^ --  — 0,43/ о.

602

4- §. ^одисанинг нисбий частотаси

п та бир хил тажрпбалар кетма-кет утказилган булиб, улар­
нинг хар бирнда А ходиса руй берган еки руй бермаган булсин.

Т а ъ р и ф .  Л ходисанинг берилган тажрпбалар кетма-кетли- 
гидаги нисбий частотаси деб А ходиса рун берган тажрпбалар 
сонннинг утказилган барча тажрпбалар сонига нисбати айти­
лади.

А ходисанинг ннсбин чз тотаеннн Р*(Д) оркали белгиласак, 

Р*(Л)- —  (4 1)
п

булади, бу ерда m — шу А \одисаишм' гг та тажрнбад . pv;, бе­
риш сони, п —  жами тажрпбалар сони.

М  и с о л .  Буюмлар сифатини назорат цнлиш учуй партиядаи 
таваккалига 100 та буюм олннди, улар ичида 4 та буюм ярок- 
енз чицди. Яроксизлик нисбий частотасинн топинг.

Е ч и ш .  А оркали яроксиз буюм чикишндан иборат ходи- 
сани белгиласак, цуйидагига эга буламиз: пг= 4, «=100  ва 
Р * И )  =0,04.

Нисбий частотанпнг баъзи хоссаларини нсботсиз ке.мирнб 
утамиз:

1) Исталган ходисанинг нисбий частотаси бирдан ортнк 
булмаган манфнймас сон, шу бнлан бирга P*{U ) =  I, Р  ( i  ) - ' l
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2) Р*(А-*-В)=Р*(А)-±-Р*(В), бу ерда А ва В  —  биргалнк- 
дамас ходнсалар.

^одисанинг тажрнбадан олднн аникланадиган эхтимоллигн- 
даи фарцли уларо^ ходисаиннг иисбнй частотаси тажрнбадан 
кейин топнлади.

5- §. Эхтимолликнинг статистик таърифи

Аитайлик, бирор тажриба чекланншсиз такрорланади ва 
>;ар бир тажрибадан сунг к.аралаётган ходисанннг нисбнй часто­
тасн барча утказнлгап тажрибалар серняси буйича хисобла­
нади. Бунда ушбу нарса пайкалади: бошида, утказилган тажри­
балар булганида, хар бир тажрибанинг тасодифнй натижаси 
ходиса нисбнй частотаснни сезиларлн узгартиради. Бироц таж­
рибалар сони ортнб боришн билан хар бир янги тажриба нати- 
жасининг таъсири камая боради. Масалан, мннгинчи тажриба­
нинг натижаси нисбнй частотани 0,001 дан камга узгартиради. 
З^одисанннг нисбий частотаси гуё тасоднфий булмай колади ва 
бирор сон атрофида тургунлашади. Дна шу соннн царалаётган 
ходисанннг статистик эхтнмоллнги деб аталади.

Масалан, агар биз бир ёки бир неча оила ва хатто бирор 
кишлок ахолиснни \'ргаииш бнлан чекланадигаи булсак, янги 
тупыган чакалокларнннг жинсн буйнча та^симотн хаР ^аидай 
булиши мумкин. Ахолпсн куп булган катта худудни ургани- 
ладигаЕ! булса, нш бутунлан бошь;ача б\;ладн. Бунда киз ва 
угил болалар тугилиши иисбнй частотасннинг тургунлнги тули^ 
намоён булади. шу билан бирга у турлн худудлзр учун бир хил 
булиб чикади.

Швед статистикаси маълумотлари буйича 1935 йилда киз 
болалар тугилиши ннсбий частотаси ойлар буйича ушбу жад- 

валда курс а тил га ни дек тахсимлаиган.
Бу нисбнй частоталар 0,482 сони 

атрофида тебраниб туради. Юцорида 
баёи килингаиига асосан 0,482 сонини 
киз болалар тугилиши статистик зхти- 
моллиги деб хисоблаш мумкин.

6- §. Амалда мумкннмас х°ДисалаР

Амалда мумкинмас ходиса деб, 
э\тим0.1лигн нолга аник тенг булма­
ган, бироц унга жуда яции булган 
ходиса га айтилади.

Амалда мумкинмас ходнсалар э\~ 
тнмоллик назариясида катта ахами­
ятга эга, бу фанннигбарча ачалий тат- 
бицлари ана шуларга асосланадн, бун­
да амалии ншонч принциин дегаи 
коидага амал ^илиннб, уни бундан 
таърнфлаш мумкин:

Ой

Туниган 
циз бола­
лар ннс- 
бий час­

тотаси*

Январ 0.480
Фев рал 0,489
Март 0,490
Апрел 0,471
Май 0,482
Чюи 0,478
Июл 0,402
Август 0,484
Сеитябр 0,48>
Октябр 0,491
Ноябр 0.482
Деюбр 0.478

Пил б\йича 0,4826
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Агар Л ходнсанинг берилгаи тажрнбада эхтнмоллиги уда 
кичик булса, у .холда б\ тажрнбани бир марта уткали" нн- 
ia А ходиса руй берм а иди деб а малин ишонч хосил -лчи 
мумкин.

Бошцача антганда, агар /1 ходиса пи иг эхти.моллш н б*рпл- 
гаи тажрнбада ж уд а кичик булса, бу тажрнбани утказ шга 
кнрншаётгаида гуё бу ходиса умуман мумкннмас деб, яънн 
vuiiiir pyii берншига к\з тулмасдан иш олнб бораверп i к̂ - 
р а к .

Амалий ишонч нрннциии математика воситаларн лам 
исботлаиннш м\мкин эмас; у инсоннмтнннг б\т\н амалии чрн 
баси билаи таедн^ланадн.

\одисани амалда мумкин мае деб хисоблаш мумкин б; шши 
учун унинг эхтнмоллиги канчалнк кичик булиши керак деган 
масалани хар бир алохида холда тадкн^отчининг узн ам^лнн 
мулохазалардан келиб чикиб хал кнлади.

Масалан, отишда портлатгичшшг ишламай цолнш эхгн -юл- 
лиги 0,01 булса, биз гортлатгнчнинг ишламай колншинн амалда 
мумкннмас ходиса лоб хисоблашнмиз мумкин. Бирок сакр^-i 
парашютнннг очилман цолнш эхтнмоллиги хам 0,01 га тенг г,у л- 
са, биз уни амалда мумкннмас ходнса деб карамасдиг .миз 
лозим ва иарашютнн катта ншончли цилишга харакат килишп- 
миз зарур.

У з-у з и и и т с к ш и р и ш  у ч у н  с  а б о j  л а р

1. Кандай ходисалар тасолифий. мукаррар ва мумышмас \одис?лг** деб 
лтзладн? Б\ндай .^одисаларга мисоллар келтиринг.

2. Ходисалар т^ла гуручн таърнфини айтнГ) беринг ва мнсол.1 • чм- 
тирииг.

3. Ходнсаларнинг биргаликдамаслик таърнфини айтинг ва мисолл.»*' кел 
тпрниг.

4. Кандай чодпеал-ф эквивалент ходисалар чеб атялащ>
5. Ходисал.фнинг йигиндиси ва купайтмаси деб нимага айтилади^ vn ол 

лар келтиринг.
6. Вьенн диаграммаснин ифодалайднган мнеолни баён дилинг.
7 ^сдисаларнн kyhihih ва купайтириш амалларинннг асосий хосс. lapiitiH 

курсатинг.
8. Э\тцмоллнК111Шг классик таърнфини айтиб беринг. Унинг асосий хосса- 

ларннн ифодаланг.
9. Таил?нчл хакндагн маезланинг к\ йнлишини таърнфланг ва бу м лт 

нинг ечиминн бераднган формулами ёзннг
10. Геометрик э^тимоллик таърнфини айтиб беринг.
11. Учрашув ха^ндаш масалани баси дилинг ва унннг ечплиш шин 

курсатинг.
12. Холнсанинг ннсбий частотаси деб ннмага айтилади? Мисол ье инг
13. Нисбий частотаиинг хоссаларини курсатинг.
14. Статистик э\тимоллнк тушунчаси ь;андай кнритнладн?
15. Ходнсаларнинг амалда мумкннмаслик приицнпн ннмачан иборгтэ Ми­

сол келтиринг.
16. Амалий тлонч принцип» нимадан иборат? Мисол кечтирииг.
17. 14 35— 14.41, 14.66— 14.159- масалаларни ечинг
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7-§- Биргаликдамас ходнсалар учуй эхтимоллнкии цушиш 
теоремаси

1- теорем а. Иккита биргаликдамас А ва В урдиса йигun­
due ининг э̂ тимоллиги бу \одисалар э^тимолликлари йигиндй- 
сиеа тенг. яъни

P(A-rB) P{.\) P(Bi. (7.1)

Б^ теоремаии синовлар схемаси учун исботлаймиз. Тажри- 
Cai г мумкин булган натнжаларн я та синовда келтирнлеин. 
биз у ларпн и к кол булиши учун п та н\цта курннншда тасвир­
лаймиз:

'-л

Бу п та холдан m таен А ходне а га, k таен В чодпеага цулан- 
лик тугднреин. У холда

Р(А) — , Р(В)
п п

А ва В ходнсалар бпргалнкдамаслигн сабабли, бир ва^тда 4 
ходне а га хам, В ходиса га хам ^улайлнк тугдируичи \оллар 
йук. Демак, А + В ходнеага m+k та хол цулайлнк тугднрадн ва

PIA В) -  РП)-гР(П).
п п п

'.г. шучи нсботлаш талаб этилган эди.
I-м и с о  л. Агар ь̂ абул цнлиш шартларига кура 50 та буюм- 

дан кунн билан битта буюм яро^сиз булганда кабул ь̂ нлиш 
мумкин булса, ичнда 5 та яро^ензп булган 100 та буюмдан 
таваккалига ярми олиб тскширнлганда бу партнянинг хаммаси 
цабул ^плиннш эхтнмоллигнни тонниг.

Ечиш . А орцали 50 та буюмнн текши рил ганда битта \ам 
яро^сиз буюм чн^маганлигн ходисасини, В ор^алн *са фа^ат 
битта яро^енз буюм чицканлигн ходисасини белгилаймиз.

Кабул шартларига кура, агар А + В ходиса юз берса, буюм- 
лар нартияси ь̂ абул цилннади. /1 rJO В ходисалариннг бирга- 
ликдамаслипшн хамда (2.4) формуланн хисобга олсак, Гшда- 
гини хосил киламиз:

С*° С ! - С 1*1 
Р Р{\'-В) Р(А) 4 Р(В) -Д —ГгЬ— 0,181

4 l)0  С ю  1

Шундан килиб, ^абул шартлари буйича бу буюмлар пар- 
тияск 0,181 эхтимоллик бнлан цабул кнлниншн мумкин.

Куншш теоремаси ихтиёрий сондаги биргаликдамас хрднеа- 
лар бчлган хол га хам умумлаштирнлншн мумкин.
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2-те орем а. Агар Аи А», . , , .4Л ходнсаларнинг хар иккита- 
си биргаликда мае булса, у .\олда ушбу формула уринли:

P(At -г А, + . . +  Ап) = PiA,) -  Р (Л ) +  . . .  -г Я(ЛП). (7 2)

И сб о т и . Учта биргаликдамас Аи А2, Лз ^одисани карай- 
лик. 1-теоремага кура

Р(Л, Л, - До) +
-  Я(Л3) =  Р(А1)-Г- Р(А.) -  Р(Ал).

Умумий холда теорема математик индукция усули билан 
исботланнши мумкин.

1-иатнжа. Агар Др А*, , Дп ходисалар хар иккитаси Гнр- 

галикдамас ходисалар тула гурухини хосил кнлеа, у холда улар 
эхтимолликлари Лигиндиси I га тенг:

PiAJ + P W  + . •. + р  CV  = I. (7.3)

Исботи. Бнр томоидан, Аи А2, . Ап ходисалар г\ру\и 

■пла булганлиги учун

/>(.4, + , ! ,+  . . .  + Л„) ~ P{U)= 1.

Иккинчи томоидан, At, А............Ап ходнсаларнинг хар иккитаси

биргаликдамаслиги сабабли

Р{А1^ А Л + . . .  + Д|1)-=Р(Л1) + /, (>У + Р(Ап).

Бу иккита формулани тавдослаб,

Я(Д,) + Р (Л 2) + . . .  + Р(ЛП) =  I

ии .\осил киламиз, шуни исботлаш талаб килинган эдп.
2- и а т и ж а. ^арама-царши х;одисалар эхтимолликлари 

йигиндиси 1 га тенг :

/>(Л) + Я(Л) =  1 (7.4)

Бу иатижа 1-иатнжанинг хусусий .̂ олн, дарха^икат, А ва А ходи- 
салар тула гурух хосил килади ва биргаликдамас.

Э^тимоллик иазариясинииг амалнй татбикларида 2- натижа 
муким а^амиятга эга.

Амалиётда купинча А >;одисанинг эхтимоллигиии ^исоблаш* 

дай кура А ходисанинг эхтимоллигнни хисоблаш осоирок була­

ди. Бу ^олларда Р(А) ни хисобланади ва

Р(А) = \-Р(А) (7.5)
ни тоиилади.

2- м и сол . 7 та ок ва 3 та кора шар солинган идишдаи та­
ваккалига 5 та шар олпиади. Олинган шарлар ичида хеч бул- 
маганда битта кора шар булиш эхтимоллигиии топинг.

С ч н ш. А оркали олинган 5 та шар ичида хеч булмаганда 

биттаси кора шар булиши .\одисасини белгилаймиз. У холда А 
^одиса олинган шарлар ичида битта хам кора шар нуклнгшш
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ftuuiipain. P{\) пи топамиз. А1авж\д шарлар ичндан 5 ia шарни 

C10 i.i \c\.i билаи олаш мумкин. 7 га ок шардян 5 vi шарни С . та 

) су л билаи олиш м\мкин. Ш\ сабабли

Я(Т) \ =0,083. 
ci

6\к дан Р(.1) - 1— Р(Л) =  0,917

8-§. Биргаликда ходнсалар учун эхтимолликларни кушиш 
теоремаси

Биргаликдамас ходнсалар учун эхтимолликларни кушиш 
теоремасидан фойдаланнб, биргаликда ходнсалар учун эдтимол-
• нмарнц кушпш теоремасини исботлаймиз

Т е о р е м а .  Иккита Сиргаликдаги фдисадсш \еч булмаган- 
va Г при нинг руй ncpuiu эхтимо миги бу %oduca.iap эхтимоглик- 
лари йигиндисидан уларнинг биргаликда руй бериш эхтичол- 
лигини айирилганига тенг:

Р(А-гВ) Р(А) — Р(В) -Р(\В). (8.1)

И с б о т и .  А, В ва А + В ходиса л арии цунидагача биргалик- 
дамас ходнсалар йигиндиси кчрииншида ифодаланмиз:

А=А{В~ В) АВ + АВ, В В(А + А)*-АВ-тЛВ.

А - В АВ А В АВ.

Ел, алнкдамас ходнсалар учун эх.тнмоллиьларнн цушнш тео- 
ре-'асига кура

Р(А)- = Р(АВ)-гР(АВ).

Р(В) = Р(ЛВ) + Р(ТВ),

Р(1-*-В) = Р(\В)-\-Р(ЛВ) + Р(4В)_

Бу учта тенгликдан (8.1) формулани ocoir хосил киламиз:

Р(Л -f-В) =  Р(АВ) -f Р (Щ  + Р (Щ  = Р(АВ) 4-Я(4В) +

-f Р {АВ) + Я (А В) — Р (ЛВ) =  Р (.4) -j- Р (В) -Р( 4 В)

Теорема нсбот кнлииди.
(S.1) формула содда геомстрик тал- 

';шга эга (128- шакл).
Учта биргаликдамас ходиса йипш- 

диеннинг эхтнмоллиги \шбу форму- 
та буйича хисобланади:

Р(Л + В - г О - Р (Л ) + Я (В)4 
Р (С )- Р (Щ  — Р(АС)- Р (ВС)^

-гР(АВС)
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»хтимол шкларнн купайтириш тсоремасини баси этпшдан 
аввал богли^мас ва боглнц ходисалар ха к и да г и ушбу м\\им 
тушунчани баён этамиз.

1-т а ъ р и ф .  Агар А ходисанинг эхтнмоллиги В ходисанинг 
рун берган ёкн руй бермагаилигнга боглик булмаса, А ,\одиса 
В цодисага богл1щмас дейилади.

2-т а ъ р и ф .  Агар 1 чодпеанипг эхтнмоллнги В ходне* :инг 
рун берган ёкн бермаганлигпга боглиц равишда узгарса, А хо­
диса В ходнеага бог лиц дейилади.

1-м и сол.  Омборда 500 дона лампа булиб, улардан 100 
таен бнр заводда ва 400 таси бош^а заводда танёрланган. 
Биринчн заводда тайёрлаиган лампаларнпнг 80 фоизи маълум 
стаидартни цаноатлантирсип, иккннчн завод махсулотн учун бу 
60 фоиз булсин. А х;однсанинг— омбордан тасодифнй олинган 
uiura лампанинг стандарт шартларини ^аноатлантирнш э\ти- 
моллнгинн топинг.

Стандарт ламналар жами сони биринчи заводда таиёрлан- 
ган 80 та лампадан ва иккинчи заводда танёрланган 400-0,60= 
=  240 та лампадан иборат, яъни 320 га тенг, демаь, Р\А) = 
=  320 : 500= 0,64.

Хисоблашда олинган лампа кайси завод махсулотн jvaJi- 
лигн ха1\идагн хеч ^андан тахмии килннмади. Агар бу хилдагч 
тахмин цнлипса, у холда бизнн кнзи^тираётган эчтнмоллнк 
узгаради. Масалан, олинган лампа биринчн заводда таиёрлан- 
г.чи {В ходиса) леб фараз Е̂ илайлпк. Бу холда унинг стандарт 
булиш эхтнмоллиги эндн 0,64 эмас, балкн 0,80 булади. Бундан 
А ходиса В ходнеага боглнц деб хул пса чиь^арамиз.

3- т а ъ р н ф. А ходисанинг В чоднеа рун бердн деган шарт- 
ia хисоблапган эхтнмоллнги .1 х°дисанинг В \одиса руй "е^’чи 
шартидаги шартли :->\тимоллиги деб аталадн ва Р(А/В) 
белгиланади.

Олдинги мнеолда Р (Л) =0,64, Р{А/В) =0,80.
.4 ходисанинг В чодисага Соглнкмаслик шартинн у i6y

Р(А1В) = Р(А) (9.1)

формула оркали, боглнклнк шартинн эса

Р(А/В)ФР(А) (9.2)

формула оркали ёзиш мумкин.
К у п а й т и р и ш  т е о р с м а с и. А ва В ходисалар купайт- 

масининг эхтнмоллиги бу yодисалардан бирининг эхтилюлли- 
гини иккинчи ходисанинг биринчи ходиса руй берди де<,ан 
шарт да шартли )\тимоллигига купайт масига тенг:

Р(АВ)=Р(А)Р(В1А). (9.3)

II с б от  н. Теоремани классик схема учун исбот кнлаадиз.

9-§. Эхтимолликларни купайтириш теоремаси
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Бпj  уларни кургазмалн булиши учун нуктгмар куринннш ш 
тасвирлаймиз.

А чрднсага т  та чол, В чодиса га эса к та чол кулайлик 
т\Faiipcuu. Ьу А ва В ходнсалар биргаликда деб фараз килай- 
■1нк, демак, умумап антганда, А чодисага хам, В .чрднсага хам 
кулайлик тугднраднгап чоллар бор. Бундан .холл ар сопи / та 
булсин. У холда

Р(.\В) P l.li — .
п /I

Р(В/А) ни, яъни В чоднсанинг А ходиса рун берди деган 
шартдаги шартли эхтнмоллигини хисоблаймиз.

Агар А ходиса рун бсрган булса, у холда илгариги мумкин 
булган л та холдан Л чодисага кулайлик тугднраднгап фа к а г 
т  та хол колади. Улардан / та хол В чодисага кулайлик ту г- 
дирадн. Демак,

Р(В А) т
Энди теореманннг исботини якунланмиз:

Р(\В) -  — ■—  Р{А)Р(В.\)
II И I

Шунн нсботлаш талаб цнлинган эди.
II зоч .  АВ = ВА эканини хисобга олсак, (9.3) формула ип 

бундан курннншда ёзиш хам мумкин:

Pi IB) P iB)P(lB). (9.4)

Купайтириш тсорсмасидан келнб чикаднган натижаларнн 
колтнрамиз.

1-натижа.  Агар А ходиса В ходнсага боглн^ булмаса, 
у холда В ходнеа хам А чодисага бог лиц булмайди.

И с б о т и .  (9.3) ва (9.4) формулаларни таккослаб, 

Р('\)Р{В А) Р\В)Р( I В)

ни хосил киламиз.
Р(А/В)=Р(А) эканини хисобга олсак, бу ердан 

Р(А)Р(В I) Р(В) Ру\) 

нч хоап килимиз. Бу теигликдан Р(А)Ф 0 деД ферм килиб, 

Р{В/А) =  Р(В)

ни ^осил киламиз, бу эса В ходиса А ходисага боглик эмасли- 
гини билдиради.
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Бу натнжадан ходнсаларнинг бнргаликда ва биргаликдамас- 
лиги узаро эквивалент экаилиги келиб чикади. Шу муносабат 
билан бу ндан таърнфни кнритамиз.

4-т а ъ р и ф. Агар иккита лодисадан бирининг рун беришн 
чккинчнепнниг рун Г'срнш ичтимоллнгннн узгартнрмаса, бу 
ходисалар боглиьиси деб аталади.

2-на т н ж а. Йккнта богликмас ходнса кулаитмасииииг рун 
бериш эхтнмоллиги бу ходисалар эхтимолликларннинг купайт- 
масига тенг:

Р( 1 В)=Р(А)Р(В). (9.5)

И с б о т и .  Р(АВ) = Р(А)Р(В!А) — Р(А)Р(В), шунп нсбот- 
лаш талаб килинган sin.

Агар А ва В ходисалар богликмас булса, у \олда эхтимол- 
.шкларнн ку'шиш умумий коидаси (8-§  даги (8.1) формула) А 
ва В ходнсаларнинг hiifhiuhch эхтнмоллигнни бевосита А ва В 
ходнсаларнинг эхтимолликлари оркали топиш имконнии 
беради:

Р(А + В) =Р(А) +Р(В)— Р(А)Р(В) (9.6)

2-мис ол .  Иккита мерган бир-бнрнга богли^мас равишда 
битта нишонга карата у к узншмокда. Нншонга юккпзиш эхтн­
моллиги биринчн мерган учун P(/4]) =  0,9, иккинчи мерган 
учун Я(Лг) — 0,8. Агар нншоннннг яксон кнлнниши учун битта 
укнннг тегнши кифоя 1\илса, нишоннинг яксон ^илиниш эчтп- 
моллигинн тонннг.

Ечиш.  А! ва Ао ходисалар (нншонни биринчи ва иккинчи 
мерган уришп) богликмас, шунннг учун изланаётган эхтимол- 
ЛНКН11 чнеоблашда (9.6) формуланн цуллаймнз:

Р{А\Л А2) —0,9 + 0,8—0,9• 0,8 =  0,98.

Эхтимолликларни купайтириш теоремаси исталган сондаги 
эхтимолликлар учун умумлаштнрилиши мумкин, чунончи ушбу 
теорема Гринли.

1 - т е о р е м а. К^унидаги формула уринли

P{AtAz . . .  /!„) -  Р(А,) PiAjAJPiAJAt-A,

. . .  P iA jA J*  . . .  .4n_|). (9 7)

Теореманинг исботи математик индукция усули билан бажа- 
рилади.

3-м и сол.  100 та деталдан иборат гуру\ танланма иазорат 
килнимо^да. Бутун гуру^нинг яроксизлик шарти текширилаётган 
бешта деталдан хеч булмаганда биттаеннппг яроцсиз булиши- 
днр Агар гурухда 5% яроксиз детал бор булса, бу гурухнпнг 
кабул ^илинмаслик эхтнмоллиги ^анча?

L ч и ш. Деталлар гурухн кабул кнлинишидаи иборат кара- 
ма-карши А ходисанинг эхтнмоллигнни топамиз. Бу ходиса 
беи- чодисанннг купайтмаси булади: Л = . 4 - .4Й5. бу
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ерда А, (6 =  1, 2, 3, 4, 5) текилфИлran k- детал снфятлп экан- 
лигини билдиради.

Суигра Я(Л,) =95/100 га эгамиз, чункн барча деталлар 
100 та, яроклилари эса 95 та, li ходчса руй бсргалидаи с\'нг
99 та детал колади. улар ораси га 94 таси яроклн, шуиинг 
\чун Я(4, Л,) 94 99 Ш] пга ухшаш, куйндагиларнч топамиз:

Изланаётган эхпшоллик: р Р (Л) 1— Р(А)~ 0,23, Знди ушбу 
таърнфнн кнритамиз:

5- т а ъ р и ф. Бир неча ходисалардан исталган бири цолган- 
ларинииг исталган туиламннинг купантмаенга боглиь; булмаса, 
бу ходнсалар биргаликда боглгщмас деб аталади.

Бу таърифга асосан (9.7) формуладан ушбу теоремани ^осил 
киламиз:

2- тео р см а .  Агар Л,, Л2, . . . . А, ходисалар биргаликда 
боглицмас булса, у холда б у ходисалар купайтмасининг э%ти- 

моллиги улар эхтимолликларининг купайтмасига тенг:

Хусусий холда, Л,, Л2, . -. , Л;1 ходисалар бнр хил р эхтимоллик- 

ка эга булганда (9.8) формула куйидагини беради:

10- §. Хеч булмаганда битта ходисанинг руй бериш эхтимоллиги

Бу эхтимолликин биз аслида (8.2) формула орцали хисобла- 
шнмнз мумкин. Биро^ ходисалар сони халн унча катта булма- 
гандаёц, бу формуладан фойдаланиш катта хисоблаш ишлари 
бнлан боглик. Шу сабабли бу эхтпмолликни хисоблаш >чун 
бошка формуладан фойдаланилади.

Т е о р е м а .  Биргаликда боглицмас булган Ль Аъ 4„ 
Ходисаларнинг %еч булмаганда биттасининг руй беришидан ибо­
рат А ходисанинг эхтимоллиги

Р(А) = Р ( А  + Л2+ . . -М„) =  1 — <7,92 • ?„ (101) 

га тенг, бунда qi =  Р  (Л{)

И с бот и. А =Л 1+Л2+- -.+ Ап булганлгги учулг Л = Л Х Л, . . .  Ап.
(7.5) ва (9.8) формулалардан фойдаланьб, куйидагини хост киламиз* 

Я(4) =  \-Р(А)^1 -Я(.4, Л2 . 4 j  =  1 - Я (4 1)Я(47).. Я(Л„)=

=  1 — Я\Яг ■ ■ ■ Яп- Шунн нсботлаш талаб цилннгаН эди.
Хусусан, А1ч Ло, . . .  , Ап ходисалар р га тенг бир хил э\тимол-

Р(АУА, . .  . Лл) =  Я(Л,)ЯГЛо) . . Р(АП). (9.8)

Я (.4, Л о . . .  Лп) =  рп. (9-9)
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.г'мп зга булса. у v/лд* ул фдат хеч б\'."млга:ца ичттасип нгг руй
Гс*р| ни ЭХТ11\10Л, ШГИ

Р (4) 1 - q  U I -Р) ПО 2)

га тенг.
1-м п с о л. Учта тупдан отншда нншонга текнзиш эхтимол- 

лнгн мос равишда р| =  0,4, р2 =  0Д рл = 0,7, нишон яксон цнлн- 
iitHiiii учун битга укнннг тсгншн кнфоя килеа, учала тупдан 
бнр пула огншда нишошшнг яксон ^нлнниш эхтнмоллигннн
ТОП «'ИГ.

Ечиш.  А |, Л-2  ва Аз х°ДисалаР пншонин мос равишда би­
ринчи, иккинчи ва учинчи туплардаи уришнн билдирсин. Бу 
ходисалар биргалпкда богли^маслнгн равшан (хар бир тундан 
нншонга теккизнш эхтнмоллиги бошка туплардаи отиш натижа- 
ларига богли^мас). Сунгра ^ i= l—pi = 0,6, q%= 1—/?2= 0,4, 
^з=1—рА= 0,3. Изланаетган э^тимолликии (10.1) формуладан 
топамиз:

Р (4) 1 -4yq«q.s 1 0,6 0.4-0,3 0,928.

2-м н с о  л. Системада мух нм ^урнлма булиб, у п та эле- 
ментдан иборат ва уларнинг хар бнрининг бузилмасдан ишлаш 
эхтимоллнгн (ишончлилигн) р га тенг. Агар бу элементлардаи 
\еч булмаганда биттаси ншласа, курплма ишланди. Бу курил- 
манинг ишончлилигн берилгаи Р дан ортнк булиши учун у иеч- 
та элемеитга эга булиши керак?

Ечиш.  Бу курилмаиииг факат барча элсмснтлари ншдан 
чикцанидагииа унинг бузнлиши рун беради. Элементлариииг 
ишдаи чицишпнп богли^мас ходисалар деб, п та элементнннг 

Хаммасинн ишдап чнкиш эхтнмоллигнни топамиз: у (1 — р)п га тенг. 
Шунннг учун курилмаиииг бузилмасдан ишлаш эхтнмоллиги 

1 (1 -р)п га тенг. Эндн масала 1—(1 — р)п >  Р  тенгсизликни капоат- 
ла:пираднглн п сои in  топишдан иборат, бу генгсизлик

led п
га тенг кучли. Масалан, элементнннг ишончлилигн р =  0,8 га, сис­
тема ^урилмасннииг талаб кшшиаётган ишончлилнги эса 
Р=0,99 га тенг булса, у холда

IgO.Oi -2 ~
п J> — ------ ------, яъни п^о.

Ig0.2 —0.699

Шундай килиб, бу шартларда система учта элемеитга эга 
булиши кифоя.

У з-\ з н н и т е к ш и р и ш учун с а в о л л а р

1. Биргалпкда мае о̂дисалар учун эхтимолликларни кушиш теоремасинн 
таърифлаб беринг.

2. Биргаликдамас ходисалар уч>н эхтимолликларни г̂ ушнш теоремасининг 
асосий иатюкаларшш айтиб беринг.
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3. Биргаликда ходнсалар учун эхтимолликларни кхшиш теоремасини - ■ 
рифлаб берннг.

4 Ход не г) нпп г шартли э.\тнмоллигн деб нимага айтилади?
5 Йкыгта .^однса ник г борликмаелнгп таърнфини айтиб берннг 1\аид Г 

,\однсалар биргаликда боглнкмас деб аталади?
6. Э\тнмоллнклярни купайтириш теоремасини айтиб берннг.
7. Купайтириш теореч^сининг натижасшш айтннг ва чнеол ьелтнринг
8. Хеч булмаганда битта .\одисанинг руй бернш эхтнмоллнгннп \ncofj 

^акндагн теоремаии айтиб берннг. Мисол келтиринг.
9 14.160— 14.224- масалаларни ечинг.

11-§. Тула эхтимоллич формуласи

Б';pop А ходиса биргаликдамас усдисал«рн:«:г тулл г\ ру* чч-* 
хост киладиган //,, Н.,, . . , Нп .ходисалариннг (улар гни тез. . с о 

деб аталади) бири билан руй бериши мумкин бу’лсип. Бу гипот.г-и- 
ларнинг :«\ти\юлликлари маълум, яънч Р (//,). Р(Н2), . . , РШ И) бе­

рилган. Бу гнптезаларнинг хар бири амллга ошганидн Л ходчеанипг 
руй бериш шартли эхтичолликлари \ам маълум. яъни Р{А //,), 
Р {А А/.,), . P(A/Htl) эхтгшолликлар берилган. 1 у>днсаи inr э 

моллшиии хисоблаш талаб кчпчнадн.
Бу холда ушбу' формула урлнл-л бутшшимч исботлаймиз:

Р(А) Р(Нг)Р(А/Н,) г Р(/У,)Р(.1 //,) . Р(И..)Р(А И). (11.1)

И с бот и. //,, Н.,, . . Н,г гипотезаллр тула г\рук булглнт!- 

гн учун A AU Аа/у-гН.т -f Нп) АН, ЛИ,

— АНп. //,, /У2. . , Н гнпотезчллр бирга. шкд.пис, шун:иг учу л 

1 Ни АН,,, , 1 Нп ходисалар vim бирга мкдзм jc. Буларга ку'чг. ч 

теоремаси, кейин купайтириш геордмасчп i куллаб, куйндапш* иослч 
цчламнз:

Р{А) Р(АН,) Р (АН.-.) : . г РИН.)

P(Hi)P(А //,)- Р(Н)Р{Л / у .

ана шуни исботлаш талаб килинган эди.
М н сол.  Имтнхон билетлари ичида талаба бплмайдиганларн 

хам бор. 1̂ айси >рлда талаба учун у биладнган бнлетни олиши 
эхтимоллиги катта булади: у билетни бнринчн булиб олгандами 
ёки нккинчи булиб олгандами?

Ечиш.  п — барча билстлар сони ва k — талаба биладнган 
билетлар сони булсин. А ор^алн талаба узп биладнган билетни 
олиш ^одисасинн белгилаймиз. Агар талаба билетни биринчи 
б^либ оладиган булса, у лолда бизни ^изиктираетгаи э чти мол - 
лмк P(A)—k/n га тенг.

Агар «бизнинг» талабамнз бнлетни иккинчи булиб оладиган 
булса, биз бу ерда табини ушбу иккита гипотезаин куямиз:

Н\ — биринчи талаба «бизнинг» талаба бнладиган бнлетнн 
олди.



Н2 — биринчи талаба «бнзнинг» талаба билмаидиган билет- 
IIи олди.

Бу гипотезаларнинг эхтимолликларини топамиз:

Р(И,) — , PIH.) - - .  п п
* “длсан'шг Н1 ва //., гнпотезалардаги шартли эхтимолликлар-,!

Р( \ Н,) = '-4  Р(А'нМ ~
п —  I и —  I

Iа тенг (11.1) формулага кура А ходисанинг тула эхтимоллигини 
топамиз:

Р(.4) = —  • —  —  —
п п —  I и к  —■ I п

Шундай килнб, бизин 1\нзн^тирастган э.^тимоллнк иккала 
холда хам бнр хнл экан.

12-§. Гипотезалар теоремаси (Бейес формулаларн)

-М а с а л а н и н г к у и и л и ш и. Б фгалнкдачае Я „  Н.г, . . . , И ч ги­

потезалар тула гуру\и берилган. Б\ гипотезаларнинг хар бирянинг 
эхтимотшгн P(Hj), Р (//_,), . . , Р(Нп) маътум. Тажриба утказн- 
ладч вд укннт иатижасид! А \одиса руй беради, бу ходисанинг хар 
бир гипотеза б\йичт эхтимоллнги, яънн Р(А #,), Р(А И.2), . . , 
Р{А Нп) маълум. А ходиса р\й бериши муносаблти билаи ги­

потез иарнинг эхтимэллцклариии н̂ ита бахолаш, бошцача айтганта. 
Р (//х А), Р (Н2 Л), , Р(ИпА) шартли э\гомо-ишкларни топиш 

талаб килинади.
Бу цуйнлган масалага ушбу гипотезалар теоремаси жавоб 

беради.
Г и п о т е з а л а р  т е о р е м а с и .  Масала шартларидаги си- 

новдан кейинги гипотезалар эхтимолликлари ушбу формулалар 
буйича хисобланади:

P (H t 1) P W i m A H i )  | 2 ........ н) (12. U

^PiHk)PlA И
k=:

Исбоиг.  к> паптириш т еоремасидан:

Р{АН() - P{A)P(Hi А) 8.1 PiAHt) - Р(Н,)Р(А //,).

Бу форчулзларни таккоглаб.

P (A )P (H l 1, P(H0 P (A H J  

ни \Осил киламиз. буидан

WiWHt)
Р(н, 1) - -- m  .
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P (A ) fi'i (11.1) тула эхтимоллик формуласи ёрдамида и. лаб, 
исоотл«:иабтгс1гг формулапи чоснл киламиз:

P(Ht .A) - Р '" ‘ ' Р(АЯ, > ]о_ п)

^  Рун ) р (л //„)
fr-I

Xycjcaii, тажриба уткязилнншдан отлип барча гипотезалар тенг 
э\тимодяик, яънн Р{НХ) — Р{112) Р{Н)  б\дса, > олда

(12 1) «формула ушбу куринишни олади:

P(Hi 1) Р,А Hi >___

У р м Hi)кГ |
М и с о л. Телевцзорга урнатилган лампа иккита партиядан 

бирига pi — OA ва р% =  0,6 э.чтимоллик бнлан тегишли булсин. 
Лампанинг i соат давомида ншлаш вакти бу партиялар учун 
мос равишда 0,9 ва 0,7 га тенг. Телевизорга Урнатилган лампа 
t соат бузилмасдан ишлаган б^лса, унинг биринчи партияга 
тегишли булиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Иккита гнпотезани кара Им из:
Я , лампа биринчи партияга тегишли:
/ / ,— лампа иккинчи п.ртиига 1егншди.
Тажриба дан о.цин бу пшотеэыарнннг э'.ипюлликлари:

Р(//,) 0,-4; Р(Н,) -= 0,6.

Тажриба натижасида А ходиса рун бсрган — лампа i соат 
бузилмасдан ишлаган. А .уздисанинг ~НХ ва Н2 гипотезалардаги 
шартли э.унмолликлари кунидагига тенг:

Р( 1 //,) О Я  Р{ 4 Н2) 0,7.

(I2.I) формуладан Я, гипотезанинг тажрибадан кейинги 
эхти мол липши топамиз:

Р {Н, А) --- -------- - 0,-162.
0,4 0.0 -0.fi.| ,

13-§. Боглнкмас синовлар кетма-кетлиги.
Бернулли формуласи

Га ьрн , Талр')рлаиихиган синор1арчач .ар б.чр и
Оки бу Ь.ПИл ......  !Г j\TIIMll 1 ШГ I бщцья МИОВЛЭПЫ
нити* л-1-р бул! нлигпга 6of шц б\ iaca, \лар бог ли •' и- 
новлар кетма-к?iлигини хост  цта<)и теннладн.

М и с о л .  Унин соккаснни ташлашдан иборат тажриба утка- 
зилмокда. >^ар бир ташлашда у екн бу соида очколар чикнш 
эхтимоллиги бошца ташлашларда кандай очко чикганлигига 
боглицмаслнгн равшан, бинобарпи биз бу ерда боглнкмас сииов- 
лар кетма-кетлигига эгамиз.

Энди цунидагнча цуйилган масалани к.араилнк: бнр хил ша-
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ронтда лтказиладигаи п та богликмас снновиннг \ар бирида А 
\одиса Р{А)=р эхтимоллик билан рун берса, унинг бу п та 
синовда роса т  марта руй бернш а\тнмоллнгинн топинг.

I !зтан гётган з\тим01.тик!1и Pjfti) билаи белгилаймиз. Мага таи, 

Р..{2) — богликмас 3 та сшговда 1 ходнса роса 2 марта рун бериш 
эхтчмоллнгнд-ф. Бу эчтцмолликнн бевосита хисоблаш мумкии:

PJ2) Р(Л 1.1 - /П.4—.4Л 1 Р (А 14) Р(ЛЛЛ) Р{А\ \) 3р%

У'мумий холда Рг1(т) эхтимоллик Бернулли формуласи деб аталади- 

ган ушбу (|юрмула билан хисобланади:

Р„("1) С™ рт 1р-т. (13.1)

6} ерда <? = 1—р. Бу формулами исботланмиз.
п та богликмас синовда А ходисанинг роса т  марта маълум 

тартибда, масалан,
.44 4 1 1 .  1

I ^мбипаиняда рчй бериш эхтнмоллиги богликмас ходисаларии
i-л пайлириш тсоремаспга кура p " 'q " ~ га тенг. Равшанкн, А 

плиса и пег яна т  марта, онрек бошкача тартибда рун бернш 
эхтнмоллнги яиа шундай булади. .4 ходиса т  марта турли 
тартибда учршиигш бунга учшаш комбинацпялар сони гурух- 
л шлам сони га тенг. Бинт цпзнкгнраётгап В ходнса —

.4 ходи-анинг п та богликмас синовда роса т  марта рун беришн 
ажраладнгаи бу коменнашыларнииг хаммаси биргаликдамас 
\однса ларднр. Шунннг >'чун бпргалнкдамас ходиса л арии ку- 
liifini теоремаенга кура

Рп (т) Р(Вг С- р'п ц" 

шуни нсГотлаш талаб килинган эдн.

Хусус.ш, P in ) - рп ва Я„(0) q'\ б\ ларии богликмас ходиеалар- 

v I кхпантпршм теерсмасига курз хам беьослта хосил кчлчш мумкин

!- мисол .  >![ар бир деталнинг стандарт булиш эхтнмоллиги 
р = 0.8 булса, таваккалига олинган 5 та деталдан роса 2 таси- 
нинг стандарт булиш эхтимоллигини тонннг.

[! ч и ui. Ичланаётган эхтимоллнкни п = 5. т  = 2. р = 0.8 на 
5 =  0.2 да Бернулли формуласидан топамиз:

Р, (2) С-:-0,8' 0,2; — • 0,00.) 12 0.0512

2-мисол .  Автобаза нормал ишлаш» учуй йулда камида 
£ та автомашина юриши керак. Базада !0 та машина бор. Хар 
бир автомашинанинг иулга чи^маслик эхтнмоллиги 0,1 га тенг. 
Автобазанннг ^ртага нормал ишлаш зхтнмоллнгини топинг.

Ечиш. Агар иулга 8 та машнна (.1 ходнса), ёкн туккизта 
машина (В ходнса), ёкн 10 та машина (С ^одиса) чикса, авто­



база нормал ншлайдн (£  \однса). Эхтимолликларни цуишш 
теоремасига кура Р(Е) =  Р(Л -f-B + С) =Р{Л) + Р(В) + Р(С). >^ар 
бир кушнлувчинн Бернулли формуласи буйича гопиб, натижада 
куйидагини хосил ^иламиз;

РОЛ 0.9* 0.!-' - Q  O.9’  0,1 0,9'°

0.1937 0.3874- 0.3487 0.9298.

3-м и сол.  Бирор корхонада битта деталнинг ну к сопл и бу­
лиш эхтимоллиги 0.005 га тенг. 10 000 та дсталдан иборат лар- 
тияда: а) роса 40 та нуксонлн детал; б) купи бнлан 70 та нук- 
сон.иг детал булиш э\тимоллиги канча?

Биринчи саволга Геволгга Рп(т) С™рт q"-™ фсрмула сркали

ж. А берилади ва бунда р 0,005. q 0,995, п 10 000, т
10 деб олниа in; демак, изланаётган эхтимоллик

Pint) Р „,,(10) — '00п0— .(О.ООЗ)"’ (О.ОЙЯл)»”™.п ' ш ии*» 40'-9%0!

Иккинчи саволга жавоб бериш учун эхтимолликларни ^\шнш 
теоремасидан фондаланамнз. Изланаётган эхтнмоллик ушбу 
йингндн билан ифодаланади:

Р(0*^/и<;70) Р(т  0)- Р(т  I) Р(т  70)

1  Pu.mJml ^  1иь(0.00йг (0.!Ш)"»»'
™=П гг (Г ‘

Ш\идан цнлнб, биз иккала саволга \ам жавобнн олдик. Би­
рок; бу ерда талаб ^илниадиган чиеоблашларнн амалда бажа- 
pniy жуда киннн. Бу иа бунга ухшаш масалалар Муавр — Лап- 
ласнинг локал ва ннтеграл теоремаларида бернладнган форму­
лалар ёрдамида ечилади.

14-§. Муавр — Лапласиинг лимит теоремалари

М у а в р  — Л а п л а с н и н г локал  т е о р е м а с и  Агар 
А уодисанинг руп бериш эхти моллиги хар бир синовда узгар- 
-.Юс ва р (0 р<  1) га тенг пум а, у холда етиршча патта п лар 
УЧУ*

Р . (///) ̂  -4= <[ (л ), (14 1)
I "Р-1

би ерда

Ч1Ч —•■=== ' — = -
, 2п , При

Млавр— Лапласнииг интеграл теоремаси.  1гар 
А щШсанинг п та богликмш синовда руй бериш з.хпшмол- 
лига узгар мас ва р(0<р  1) га тенг булса, у %ол<)а стар ища 
капича п ларда I ходшанинг /??, пшдан пи тагача руй бериш эх- 
пш г.. г гиги Р {т у <  т  <  т.) пшкриОан
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Р  (тх <  т  <  т 2) ~  Ф (vj —  Ф (дг,)

го б// <?рда

(14 2)

ГГ>1 — чр

} »РЧ

т я —  пр 

I пРЯ

Бу иккала теореманн исботсиз ^абул кнламиз.
1-и зоч.  Синовлар сопи канчалик катта б\лса, (14.1) вэ

(14.2) форчулалар шунчалик яхшироь* якинлашишлар беради.
2-изо-\. q (х) ва Ф{.\) функциялар учун жадваллар бор, 

лекин улар фа^ат аргументнинг мусбат ^ийматлари учун тузил- 
! JH. чунки f[ {vj жуфт, Ф(Л ') эса ТОК ф>НКЦНЯД[ф.

М и с о л .  (14.1) ва (14.2) формулалардан фондаланиб, ол- 
динги параграф 3- мисолидаги э^тимолликни .\исобланг.

Ечиш. У\ .салапинг биринчн кисми \чуН: р - 0,005, q =  0,995, 
и 10 000, т  -30 га эгадшз. Шу сабабли

Л1«саланинг иккинчи кисми \чуи р 0,005, <7 =  0,995, п 10000, 
т} = 0, т, - 70 га эгамиз. Lily нинг учун

. '--  7 п"- V Щ  — пр '____ 10 I• 0-0.005

Полино\ш<-л схема биномиал схемашшг (Бернулли схемасининг) 
\ мумлашм с̂идпр. Агар Бернулн схсмасида 2 та ходиса: Л ва Л кграл- 
гаи булса, полнномнал схемада п та ходиса караладн.

.Масала н и и г куйилиши. Тажриба шундан нборатки, узгар­
мас шарой глирда п та богликмас синов Отказалади ва уларнинг хар
бирида гула гурух хосил кнладиган к га Л10 4 ........ .. .4,, ходиса-

нинг it Cijn»vH руй Слриши мумкин, бунд,.» бу ходисалар.. if?г

\ npq  | 10 0Г 0 0,005-0,995 7,05: —- 02-
, npq

-10 10000.0,00--,

Ч( -1,42) ff <1.42) 0,1456

Шундан ь.нлиб,

р , « п №  = 0,0200.

15- §. Полнномиал схема



устунлари бирлашттнриладн, бунда мос эхтимолликлар куши- 
ладн.

2-мнсол. Агар X тасоднфпй микдорнпнг таксимот ко- 
иуии

х =
\ 0,2 0.1 I 0.4 0.3

са, ) =А'? тасоднфпй микдорнпнг таксимот цонуннни ёзниг.
Ечнш.  У' = А2 учуй ёрдамчи жадвал буидан булади:

>-=[— I- — L —  »■ ^I 0,2 I 0,1 0,4 0,3 1 0.4 I 0,1 0.5

II. И к к н т а т а с о д и ф и й  м и к д о р н п н г  и и f  и и  д  и с  и

в а К < п a ii т м а с и. У шоу иккита тасоднфпй мнкдор берилган 
булсин:

х  Х1 . * • ! * «  Е у  I У| I ‘h >■ -I Чг 

Р I 1 /’! ■ Рп I Vl </■ 1

1-таъри!1.. A ни У тасодирнн чикдорларшшг йигиндиси v
z , -*■ v. - ?/;. ку ршшшддги кинчат, гарии pi{ - Р  (Л' = х£-, У = yf) э\- 

тимоллик билан к и Пул киладигун Z тасодифий микдорга айтилади.
Буида рц Р (А аь У i/j) ифода X  микдор л",- кийматни, У 

миг iop эса у- кийматни кабум кнлиш эушмоллнгнин, еки бошцач  ̂

айтгандэ, X  ■ vf- ва У — у{ ходисалариннг биргаликда рун Cepiiiii
ЭХТИЧОЛЛИГНШ! нфО.ЦЕЙЫИДН.

Шундай цилнб, агар барча мумкин булган цийматлар т\р- 
лнча булса, у холда Z —X- } тасодифий чнкдор ушбу курнинш- 
даги та^симотга эга булади:

t Z = X + У = 1 xi !fa | //| | А1 //я 1 ys ~4~ и г 1 • *' (|g •>)
„ I I’ll I Рп  Р-1 I Pi J i f a  I -

Агар бир хил цииматли йигиндилар бор булса, у холда (18.2) 
с куринишдаги ёрдамчи жадвал тузнб олинади ва бир 1ч||Гшатли 
, устунлар мос эхтимолликларни кушиш билан бирлаштнриладн.

Тасодифнн мнкдортарнинг к\найтмаси 1̂ ушншга ухшаш 
!• аниклаиади, биро5\ бунда (18.2) жадвалнинг юкорн сатрида 

йигиндилар у рии ia мос купантмалар турадп.
2-таърчф. \гир А ва У тлсоди|лш мчкдорлар учун исталгаи 

X = \‘{ ! >’ = yt ходисалар ж у ' тп fit лики. : г ' icj, у холда X  ва 

} fof лик мае тасодифий микдорлар ten аталади.
Узлуксиз X  ва У тасодифий мнклорларнпнг б^пикмаслигп 

t г iran А'< а ва Y<b ходнсалар жуфтинниг богли .маелнгини 
бнлдиради.

Агар дискрет тасодифий микдорлар боглнкмас булса, у хол­
да э.хтнАЮлликларгш купайтириш теоремасига acocair р£ ~= pi qf , бу 

ерд! р( Р(Х =  vt), qi =P (Y  =» /М
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3-м н с о л. U=X + Y ва I =Л У тасошфип чикюрлар >нг 
1Лцсимот ^онунларини т\чинг. б^нда Л ва ) богликмас та - 
дифии ми^дорлар б\либ, уларнинг таксимот конунлари Гш- 
дагича:

х /-^-1—!—. > = l _ U _ * _ L 3_.
I 0,4 1 0,6 I 0.3 I 0,3 I 0.2

1ч и in Ммпшди уч\н ушПу срдамчн жидкими туэамт: 

1 : 1 1 - 1  + 21-1+31 1-г1 | 1 -г2 I 1 - 3U
I 0,4 ■ 0,5 | (1,4 • 0,3 10,4 ■ 0,2 | 0,6 - 0,5 I 0,(3 • 0,3 | 0,0 0,2 

Бпр хил кийматли инпшдилар тчрган )стунларнн бнрлалтн- 
рнб, ва бунда мос эхтимоллнкларнн кушнб, \шб\ таксимот 
кону шиш хосил киламиз:

i л V ' 0 ' 1
I 0,20 | 0.12 10.38 I 0.18 | 0,12

Т о к in и р I* in: 0,20 + 0,12 - 0,38 + 0,18 0,12 1, 
Кчпиигмд \4vii кушиашга эпамнз:

, 1 - Ы  | -!•-> 11 3 1
1-1 |

12  !
l-.i

1 0,4 0,51 0,4 0.3 1 0,4 0,2 ! 0,0 0.5 1 0.0-0,3 0,6 0,2

Бир хил кииматли кЧнантмалар турган устунларпи бнрдаш- 
тнрнб ва б\нда мос эхтимолликларни кушиб, кунндагинн о- 
спл киламиз:

V X ) (  - з  I - 2  i - ч  1 1 2  II  3

1 0 , 0 8  | 0 . 1 2  | 0 , 2 0  |  0 . 3 0 ! 0 , 1 8 0  1 2

Темни рн т: 0.Г8 + 0,12 + 0,20 -- 0,30 -г 0,18 -0,12 = 1.

19- §. Таксимот функцияси

Тасодифий ми^дорнинг таксимот цонуни хар доим хам (18.2) 
жадвал билан берилавсрмаслигн мумкии. Масалан, узлуксиз 
тасодифий микдор учун унинг барча мумкии булган цнимат- 
ларини санаб чициш мумкин эмас.

I -таъриф .  >^ар бир х е ] —оо, +оо[ учун X тасодифий 
мицдорнинг дг дан кичик 1\андандир киймат цабул цилиш '̂ти- 
моллнгнпн бсрадиган

F(x) = P{X< х) f 19.1)

функция X тасодифий мшуюрнннг таксимот функцияси ёки ин­
теграл таксимот функцияси деб аталади.

Агар X тасодифий мицдорни Ох уцда тажриба натижаснда 
у ёки бу вазнятнн эгаллайдиган тасодифий нукта деб *;аралса, 
у холда F(x) таксимот функцияси х нинг чар бнр аник i*i- 
мати учун тажриба натижаснда X тасодифий нуктанинг х нуц- 
тадап чапга тушиш эхтимоллш инн билдиради (130-шакл).
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■

Таъриф дан я на таксимот 
функцияси узлуксиз тасодифий ~ л
микдор лар учун \ам. дискрет q X х
тасодифий мнкдорлар учуй \ам
мавжудлнги келиб чикади. 130-шакл

Энди узлуксиз тасодифий 
мнкдориинг аник таърнфини 
берамиз.

2- т а ъ р н ф. Агар Л тасодифий мнкдориинг таксимот функ­
цияси ^амма ерда узлуксиз, бу функциянинг хосиласи эса истал- 
ган чекли оралШ\даги чекли сондаги нуцталарни истисно эт- 
ганда, барча нукталарда узлуксиз булса, А узлуксиз тасодифий 
мицдор деб аталади.

Таксимот функциясинииг умумий хоссаларини курнб чика- 
миз.

1-х о с  с а. /- (л) таксимот функцияси маифинмас функция 
булиб, унинг кийматлари но л ва бир ораента жонланнаи:

0 < / ( х ) ^ 1 .  (19.2)

Бу исталган х цинмат учун F(x) функция бирор эхтимол- 
ликни аниклашидан келиб чицади.

2- х о с с а. \ тасодифий мнкдориинг [сс. pf ораликка ту шиш 
эхтнмоллиги тацеимот функциясинииг бу орали^даги орттирма- 
сига теиг, яъни

Р{а < Х < р )  F(P) -F(v) (19.3)

Нсботлаш учуй ушбу учта ^однсаии караймиз: Тажриба на- 
тижасида X тасодифий мицдор р дан кичик цинматни цабул 
цилишидан иборат, яъни Х < р  булган А з^одиса, Х < а  дан ибо­
рат б^лгаи В ходиса, а ^ Х < р  булган С ходиса.

В ва С ходисалар биргаликдамас ви 4 =  В 4- С экаилиги равшан 
1\ушиш теоремаенга кура Р(А) =  Р(В) 4- Р{С) ёки Р (Х < Р )
=  Я(Х <  а) 4- Я (а<  Х <  Р). Бундан куйидагини хосил килами-3- 
Р(п <  А <  р) Р(А <  Р) Я (А <  a) -\F(P) — F{а).'

1- натижа. Таксимот функцияси камаймаидиган функция, яънч 
х2 >  булса, у холда F(x2)^F  (л,), Эдоицатан, (19.3) форму ладан 
F (.V o) — f(jf,) =  Р (.v, <  Л2 <  х2) экаилиги келиб чикади, бундан эы 
F(\2) — F(xt) >  0 ёки F(x,) >  f(v,)

2- и а т н ж а. Узлуксиз тасодифий мнкдориинг тайни кнй- 
матни ^абул килнш эхтнмоллиги но.иа тенг

Исботи.  Р(Х с 0 =  I imP(aC \ < р )  lim С/7 (Р) — F(rx)) =  0,
Р-»« Ji-»a

чунки F(x) функция а  нуктада узлуксиз.
Бу патнжадан куйидаги келиб чикан.:

P (a < X c  Р) Р (ъ < Х <  Р) P ( c t < X <  р) Р (а< Х < Р )-  

=  /Ч р )- Я а ) . (19.4) 

Масалан, Р(а <  А <  Р) — Р(п <  Y <  р) Р (Л Р) - F ф) — F(>z).
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3- х о с с а. Таксимот функцнясн - оо да 0 га тенг. +оо да 
дса 1 га тенг, яъни

F( оо) — 0; Г<-г ос) 1 (19.5)

\лкицатаи, х нут\та чапга томоп чексиз силжиганид! Л тасоди­
фий иуцгаиииг х дан чапрокка ту шиши мумкинмас чодисага айлаиа- 
ди, шуиинг учун К  - ос) limF(x) 0

Х-*—сх

Шу ига ухшаш, х нукта унгга томоп чексиз сиджигапила А тасо­
дифий нуктанинг х дан чапрокка тушишн му ь̂ аррар .чодисага ai'uia- 
иади. Шуиинг учун /г(+ оо)=  limF(x) =  1.

X *- X.

1- мисол. А' тасодифий микдор ушбу таксимот функциясига

F(x) =

0, аглр х

1̂ 
ю

0 булса,

, агар 0 <  а- <  2 булса,

Л

х -- —, агар 2<х<  —  б\лса,
4 4

1, агар х > —  бчлеа.
F 4

а) У шин грмфигини ясанг; б) А тасодифий микдорнпнг 
[1.6: 3| оралнкка тушиш эчтимоллнгини хнеобланг.

Ечиш. Г(х) функциянинг графигннн ясаймнз (131-шакл). 
Птланастган эчтимоллнкнн {29.4) формула буйича ,\исоб- 

лаймиз:

Я(1,6 <  А’ <  3) =  F(3) — Г(I,G) I — (1.6)- 16=0,84

2-мисол. А дискрет тасодифий микдор

I 0,2]0,5|0.3

жадвал билаи берилган. Унинг тацеимот функциясини топинг ва 
графигиии ясанг.

Ечиш. Равшанки. ' д^) оо: 1] учун /^г) —0. чунки бу 
холда X с  х .чодиса мумкин булмаган ходиса булади. 1 <  л: <  3 
булсин. У ,\олда V *€1 1:3) учун F(v) Р(А' <  х) Р {А —!)

0,2; 3 <  .V ^  5 булсин, 
v чо.гди V *€13: 5| учун 
F(x) Р[Хсх) Р(Х

1) Я (А 3) =
0.2 , 0,5 0.7; х >5 

булсин. У чол да F (л) — 
Р  (А<л) - 1 булади, 

с чунки Y  х >  5 учун 
А <  .V чодиса му»\аррар 
чодиса булади.



\ г (к)

/ (А)

Э 1ди биз F(x) таксимот 
ф\ нкцижннииг аналитик нфо- 
даеиии ёзиш им из вл унинг 
графнгнпи нсашимиз мумкин 
(132- шакл).

| 0, jf <  — I да.

I 0.2. I <- да,

I 0.7, 3 <  .V <  5 да,
I 1, х >  5 да. 132- шакл.

КУрамизки, график иогонавий чизнкдан иборат. х узгарувчи X 
узлукли микдорнпнг мумкин булган кинматларпдан бири ор- 
кали утишнда F{x) функция сакраб узгаради, бунда сакраш 
катталнги бу кнйматнннг эуимоллнгига тенг.

20- §. Эхтимолликнинг таксимот зичлиги

X узлуксиз тасодифий микдор булсин.
Т а ъ р и ф .  \ тасодифий \ищ<)ор ытимОллик тацсимотининг 

дифференциал функцияси деб,

/(.V) F'(x) (20 1)

формула билан аникланадиган /(.г) функшшга айтилади.

(20.1) формуладан

/(V) lim F,x ix] F,x) lim
дх-о Дх дх .0 Л х

келиб чи^адч. Р (х< Х < х-  Ay) сурат А" тасодифий микдор \х, х—
Л л ) ораликда етган кийматни кабул килиш эхтимоллиги «масса- 

синн» билдиради
п Р( х ̂  X  х ~ , . .
Демак, ------ -------- эчтимоллнкшшг |v, .v-t-Av] ораликда-

■ , ( ,  ч , .  Р[х с  X  ^  ж - - \х) . 
ги \ртача зачлигинн. / (v) lim -----— —------ эса А тасоди-

Лх-»0 \ х

фий микдорнпнг „V иуктадаги 'эхтимоллиги зичлигини билдиради. Шу 
муносабат бнлан таксимот дифференциал функциясини таксимот зич­
лиги, унинг графиппш эса таксимот эгри чнзиги дейилади.

Таксимот зичлнгинннг асосий хоссаларини келтирамиз
1- х о с  с а. Таксимот зичлиги манфиймас, яъни

fix) >  «). (20 D
Бу хосса f(x) камаймайдиган F(х) такснмот функцнясининг 
х.осиласи эканлигидан келиб чн^ади.

2-х о с  с a. F(x) таксимот фуикцияси маълум булган Цх) 
таксимот зичлигидан

Fix) [ / (/)dt (20 3)

формула б\ нича топилиши мумкин.



Хакикатаи эрм, Нъютои—Лейбниц формуласига асосан:

3-хосса.  Ушб\ формула уриили:
Р

Р(а ^  А <  ft) ( /(.r)d.v. (20.4)

Р(а <  v <Р) =  F (Р) — F('A = j' i(x)dx \ /(v )d v =  | /(v)djt.

Исботлаиган бу хосса, геометрик нуктаи назэрдан, А' тасодифий 
микдорнинг |а, fij кесмага тушиш эхтнмоллиги сон жичатдан Ох ук. 
таксимот эгри чизиги ва х =  а, х Р тугри чишклар билан чегара­
ланган эгри чизикли трапеция юзига тенглигнии билдиради (133 -шакл).

4-хосса.  Ушбу формула уринли:

Исботи.  Ньютон—Лейбниц умумлашган формуласига асосан

ана шуни нсботлаш талаб ^илннгал эди.
И з о ^ .  Агар X тасоднфии мнкдориинг мумкии булган ций- 

матлари [о, b j оралнк булса, у холла (20.5) формула ушбу 
курннншни олади:

Бу формула геометрик нчктап назардан Ох уц, таксимот 
эгри чизиш ва х=а, х=Ь гугри чнзиклар билан чегараланган 
эгрн чиниу’Ш траиецнннннг юзи 1 га тепглнгинн билдиради. 

М и с о л: X тасодифий мнкдориинг таксимот зичлиги

а

f Цх) dx 1. (20.5)

\ f (л)dx — F (.v) =  F( , оо) — F{— оо) 2.

\ f(x)d*= I. (20.6)

С л г

шартдан топамиз:

133- шакл.
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Бу ердаи A arc tg х j^ °  =  л .4 ! => 1 = 1/я. 

б) (20.4) формулага ассхган:

Р(0 <  А <  5) =  \ - - ~  arc tg к |° =  —  arctg 5 «  0,-J 37.

У з-у зн н и  т е к ш н р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий микдор таърнфини беринг. Мисоллар келтиринг
2. Узлуксиз тасодифий мицдор таърнфини айтиб беринг. Мисоллар келтн- 

ринг.
3. Э.\гнмоллик таксимот конуни деб нимага айтилади? Мисоллар келти­

ринг.
4. Таксимот купбурчагн нима?
5. Дискрет тасодифий мнкдорнинг функцияси нима ва унинг таксимот цо- 

нуни цандай ашиуганадп? Мисоллар келтиринг.
6. Дискрет тасодифий мицдорлар учун цушиш ва айнриш амаллари ^ак- 

дай таърифланади? Мисоллар келтиринг.
7. Тасодифий миг^дорларнннг богпшдоаслик таърнфини айтиб беринг.
8. Э.\тнмоллнк та^снмоти функцияси таърнфини айтиб беринг.
9. Таксимот функциясинииг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Дискрет тасодифий мнвдор таксимот функцияси графнгинннг хусусив* 

ти нимада?
П . Эдегимоллик таксимот и зичлиги деб нимага айтилади? Таксимот зич 

лнгинннг механик маъносн ва хоссаларини айтиб беринг.

21-§. Тасодифий микдорнииг сонли характеристикалари 
хакида тушунча ва уларнинг вазифаси

X тасодифий мнкдорнинг таксимот ^онуиини билиш эхтнмол- 
лнк иуцтаи назаридан А мицдор хакида тулш\ маълумот бе­
ради. Амалиётда эса кунинча бундан анча кам нарсани билиш 
кифоя килади, чунончи таксимотни тавснфлайдигаи баъзи сон- 
ларнигина билиш кифоядир, булар тасодифий микдорнииг сонли 
характеристикалари деб аталади ва уларнинг вазифаси тасоди­
фин мнкдорнинг чиг мухпм хусуснятларннннг киска шаклда 
нфодалашндпр.

22- §. Математик кутилиш

1. М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г т а ъ р и ф и в а б е л- 
г и л а н и ш п.

Ушбу дискрет тасодифий микдор берилган булсин:

х = I Iх» 1‘" I  х"
I Pi I Pi I -I Гп

!-таъриф. V дискрет тасодифий мщдорнинг математик ку- 
тилшии СИ (А) ёкн тх билаи белгиланадн) деб, А мнкдорнинг мум­

кин булган кийматллриии мос эугншмлнкларга купайтмалари йигин- 
диснга тенг сонга айтилади, яъни
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-VI lA I A.p.-iAo/), Xr pn
k

V тасодифий микдорнпнг мумкин булган кнпматлари сони 
чексиз, яъни X микдор

I Р , I Рг I • ■ ■ I P i I ■ - 

гя*\си.мо1 га *га булган холда унинг математик кутилиши

.И (А | Л ,р , .Vjft Г  -V, рп V  ' Р'
г"1

формула билан аникланади. Бунда (22.2) катор абсолют 
Яглшлашади деб фараз ^илииади. Акс холда бу тасодифий миц- 
дор математик кутилишга эга булмайди.

Математик кутилиш тасодифий микдор бнлан бнр хил ул- 
•«оьга эга булншиии айтиб утамиз.

!-мисол .  Ушбу тасодифий микдориинг математик кутили- 
шинк топинг:

a  ! = M J L
0,3 10.2 0,5lo.i

Ечиш. (22.1) формулага асосан .И(А) = — 2 0.3+4 0,2+ 
-ь 6 0.5 - 3.2.

2- мисол .  X — нишонга биринчи марта теккунга цадар 
отиладиган уклар сони, буидан хар бир ук узишда нишонга тек- 
кизиш эхтимоллиги узгармас ва р га тенг. Л4(Аг)ни топинг.
, Ечиш.  X тасодифий микдорнпнг таксимот конунини ёзамиз:

1 |_2_] п ■■■

р W 1\рч~ ■ ■ 1 пч" '■■■х  ;

('J2.2) формулага кура 

ЛТ(\) I р 2рц 3pq--r -L- прц />(I 2q 1-

3q-- . 4  nq— ) p(q q! + . — 1f -  Г

I q \ i — q~ q _l____ I

^  I q 1 ^  (1 q)*  ̂ p"1 P

2- т а ъ р и ф .  Мумкин булган кинматлари (а, b) иитсрвалга 
тегишли булган Л узлуксиз тасодифий ми^дорнииг математик 
кути i/шт деб

ь
VI < \) ( v/(aW.v (22 3)

анн^ интегралга айтилади, бунда f(x)— такснмот зичлиги. Бу 
формула (22.!) формуланинг интеграл шаклидир.
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Агар X мнкдорнинг мумкин булган кийматлари бутун Ох 
уции ^опласа, у холда унинг математик кутилишн ушбу фор­
мула билан ифодаланади

И (A) \xf(x)d\ (22 4)

Бунда хосмас интеграл абсолют нкннлашади деб фараз 
^илинади. Акс холда А' микдор математик кутнлншга эга бул- 
майди.

3-м и сол.  А гасодифин микдор J0,1J кесма ia f(x)= 3vz 
знчлнк бнлан берилган, бу кесмадан ташкарида /(х) = 0. 
Л/(А\)нн гонинг.

Е ч и ш. (22.3) формулага асосан
I

.И (А) \ х ■ 3x~dx 0.75 а-4 0.75.
о ‘°

II. М а т е м а т и к  к у т и л и ш и и и г э\т и м о л л н к м а ъ- 
н о с и. А’ тасодифий микдор устида п та синов утказилган б\л- 
син. Синов иатижалари ушбу жадвалга келтнрилган:

X ( *1 I *« I' "  I **
I «1 I П. I- - |п*

Юцори сатрда X мнкдорнинг кузатилган кийматлари, паст- 
ки сатрда эса мос нийматларнннг частоталари курсатнлган, 
яъни масалан, п.у сон щ та сниовда X микдор Ху га тенг кнймат 
цабул кнлганлигини билдиради ва х.к.

X оркали кузатилган барча цинматларнинг урта арнфмети- 
гиин бел гил а йл нк, у \олда

— -Y| -r»i -- JCa-nK ‘ - . . — Xh-nt,
п

- V- ” * f,2 «V • • •еки A .v, ~~ - дга xk-± х1р1 -г xs р, . - хкрк,

бу epia р\. р’, .p i—мос равишда v,. л2. , хк кийматларнннг 

иисбин частоталари Синовлар сони етарлича катта б\лганда 
р] ~  pi. , р'к ~  pk бчладп (Бу 33-§ да нсботланади.) Шуиинг 
}чун

А »  Д1(А), (22 5)

яъип X тасодифий мнкдорнинг математик кутилишн унинг куза- 
тиладиган кийматлари урта арнфметнгнга та^рибан тенг.

III. М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г х о с с а  л а р  и

I- хо с с а .  Узгармас мнкдорнинг математик кутилишн шу 
У'л армиенниг \ шга тенг, яъни

М (С ) =  С  (22 6)
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И с б о т и. С узгармас мнкдорнн ягона С кийматни 1 га теиг
э хти.мол л и к билан цабул биладнган тасодифий микдор деб ца- 
раш мумкин. Шу сабабли Af (С) =  С-1 = С.

2-х о с  с а. Чекли сондаги тасодифий микдорлар йнгиндиси- 
нинг математик кутилиши улар математик кутилишларинииг 
йигннднсига тенг, яънн

1ЦА, -г Хг -г . . -t-А',,) Л1(ЛВ) — -VI C.V*)— . -  И(Л„). (22.7)

3- х о с с а. Чекли сондаги боглнкмас тасодифий микдорлар 
купайтмасининг математик кутилиши улар математик кутилиш- 
ларннкнг купайтмасига тенг, яыш

Л ^А 'Л  А'„) .И(Л,) .И(Л’,» 11(A) (22 8)

2-вз 3- хоссаларни исбогсш кабул киламиз.

4-хосса . М(аХ Ь) «оЛ1(Л)-&. (22.9)

11 с б о т и. \акI(катан, .11 {о\ г Ь) ■ = -VI (сА) \ЦЬ\ VT (а) Vf(.Y)+
flAf (А) + b.

(22.9i формуладан. хусусан. куйидагини хосил китам из:

М(Х С) .И (А) С (22 10)
па

Д1 (A 11(A)) -0 (22.1!)

Х=Х—М(Х) тасодифий микдор X тасодифий мнкдорнн узининг 
математик кутил пшпдан четланиш и (огишн) деб аталади.

Шундай цнлиб, (22.!!) формула ушбу фактни ифодалайди: 
тасодифий мивдорнннг узининг математик кутил пшпдан четла- 
нишннииг математик кутилиши нолга тенг.

23-§. Тасодифий микдорнинг дисперсияси.
Уртача квадратик четланиш

! . Т а ъ р и ф л а р  ва  б е л г и л а ш л а р .
Купчилнк холларда тасодифий микдориниг узнни билиш 

5 ни етарли даражада тавсифлаш учун кифоя килмаиди.
Мисол келтирадшз. X ва } тасодифий микдор тар ушбу та^- 

симот конунлари билан бернлган булсин:

-0,1 - 0,01 0 |0.(>1| 0.1 j | —20 1— 101 0 |10 

0 1

20

0.1 0,2 |0,4 0,2 | 0.1 ’ 1 0,3 |0,1 0,2 0,3

M(.Yj =  0 ва А!{У ) — 0 эданлнгнни хисоблаш осон. Бироцулар 
т^симотларннннг мохняти турлича: V микдорнинг мумкии 
булган ^ийматлари унинг математик кутилншидан хам фарц 
кпладн. шу бнлан бнр ва^тда У микдорнинг кнйматлари унинг 
математик кутилншидан жуда фар^ циладн. Жумладан икки 
жойда бнр мил давомнда ёккан ёгнннинг уртача микдори бир 
хил булганлигидан бу жойлардаги шушм бир хил деб айтиб 
булмайди. Шунга ухшаш, уртача иш ха^и юцори ва кам иш 
хаки оладиган ишчиларнинг сони хакнда фикр юритяш имко-
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ниии бермайди. Бошкача айтганда, математик кутилишни бнлиш 
ундан каидай четланишлар булншн мумкинлнгн хацнда хукм 
юритишга хам имкон бермайди.

\ тасодифий микдор кийматларининг М(Х) математик кутн- 
лиш атрофида сочилншнп х£ — М(Х) аинрмалар тавсифлайди. 

Биро^ уларнннг уртача цииматн (22.И ) формулага асосан нол­
га тенг. Шу сабабли бу четланишларнинг квадратлари царала- 
ди. Уларнинг уртача кинмати тасодифий мицдор цийматларини 
хзининг математик кчтилнши атрофида сочилиш даражасинн 
тавсифлашц равшаи.

1-таъриф.  А тасодифий мнкдорнинг дисперсичси (D(X) 
ёки D\ оркали белгиланади) деб, унинг математик кутилнши- 
дан четлапшип квадратииинг математик кутилншнга айтилади, 
яъни

D(\) Л1(Х ЛИХ))2. (23.1)

Дискрет тасодифий микдор учун (23.1) формула ушбу кури- 
нишнн олади:

D(\) V ,.v  mxf- pt, (23.2)

1̂1

D(\) mxf  Pi. (23.3)

i-i
Ул. > KCirj тасодифий мнцдор учун (23.1) формула ушбу к\- 

рниишии олади:
ь

0{ \) \(х mxf  / (v)dx. (23.4)
а

Дииюрсиининг >лчови тасодифий мнцдор квадратииинг ул- 
чови С план бир хил булиши равшан.

2- т * ъ р и ф. X тасодифий микдорнииг уртача квадратик чет- 
ланшии (сг(Х) еки ох билан белгиланади) деб дисперсиядан олинган 

квадрат илднзиинг арифметик кинматига айтилади, яъни

о (X) 1 'ЩХу (235>

1-м и сол.  Шу параграфиииг бошнда каралган X ва Y та- 
содифии мицдорларнинг дисперсиялари ва уртача квадратик 
четланншларннн топинг.

Ечиш,  (23.2) формулага асосаи,

Di А) =(—0,1 -О)2 0,1 + (—0,0! 0 f  ■ 0,2 + (0—0)“ 0,4 —

4~ (0,01 — 0)- 0.2 4- (0.1 -О)2 0.1 =0,00204:

£><*) =  (—20 — О)2 0,3 + (— 10 — О)2 0,1 4* (О—О)2 0,2 -  

4* (Ю- Of  О, Ц- (20 —О)2 - 0.3 =  260.

(23.5) ((юрмулага асосан:
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о ( \) | 0.00204 0.01517. а(К) | 260 ^  16,12 

Шундай килиб, математик кутилишлар бир хил булган и холда
V микдорнинг игсиерсняси анча кичик. > микдорнинг im i е-'- 
енясн эса анча катта Бу юцорида уларнннг тацеичотида курнн- 
ган фарцнинг натнжаенднр. Уму мни холда, агар А’ тасодифий 
микдорнинг диинерсияси кичик булса, у .\олда (23.2) пиптди- 
нинг барча \ачларн манфиймас булгани учун уларнннг хаммаси 
хам кичик. Шу сабабли математик кутилишдан жуда фар^ 
киладигая цнйматлар мавжуд булса-да, улар кичик эхтичол- 
ликдир. Агар дисперсия анча катта булса. бу нарса тасодифий 
микдорнинг математик кутилишдан катта четланадиган анча 
катта ^хтимол.1 и к кийматлари мавжудлигини курсатздн.

2- мисол.  Агар А ходисаиннг рун бериш эхтимоллиги р га 
тенг булса, у холда А ходисаиннг битта синовта рун бериш 
сонининг математик кутилиши, тиеиерсияси ва уртача квадра­
тик четлаиишнни топинг.

Е ч н ш. Л' тасодифий микдор А ходисанинг бу синовда р\й 
бериш сопи булсин. У холда унинг такснмот катори ушбу курн­
нншда булади:

■v = ( Ч —
п. п 1 4Шуиинг учун

-И(А) \ р —0 q Р,

D(X) (1 —pf р (О—рУ q q~p — p~q qp iq - p) pj,

о (v) | pq.

Тасодифий микдорнинг днсперсияси уиииг квадрати у'лчо- 
вига, уртача квадратик четланиши эса тасодифий микдорнинг 
улчовнга эга булишини айтиб утамнз.

24- §. Дисперсияни хисоблаш учун формула

Диснсрснинн хисоблаш учун куиннча ушбу формула тан >jfi- 
даланиш кулан б\ладн.

D(X) И (А-) — .И2 (А), (-4 1)

яъни дисперсия тасодифий мнцдор квадрати математик кути- 
тиши билаи унинг математик кутилиши кнадратн орасидаги 
а ни1 шага тенг

Мсботи. D(X) =  M ( А -  Ч (А))2 М (А- — 2.Y И (А) +
-f М3 (А)) И (А*) — \1 (2А М (А)) -г И ( If- (А» И (А ’)
- 2  И- (A) h V-f2(А) VI(А-) — -И’ (\)

Мсботда 6 iij математик кутилншнннг хоссаларидан - мл а 
М(А) ва А42(А) нинг узгармас сонлар экаплигидаи фойталан- 
дик.

ДА н сол.  А' тасодифий микдорнинг диснерснясинн (24.1) 
формула буинча .хнеобланг.
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— 21 4 | 6

0.3 |о.2 |0,5

Г ч п ш. II (\> - 2-0,3 +4 0,2 — 6 0,5 3,2.
>1 (Л-) 4 -0,3 + |6 0,2 36 0,5 - 22.4,

D (А) И (Л*)— .И2 (Л) =  22,4 — 10.21 = 12,16.

Д и с п е р с и я  н инг х о с с а л а р и.
1- ко с  с а. Узгармас мнкдорнинг диснерсняси нолга тенг, 

яъни
D (C )-0 . (24.2)

И с б о т и .  С чзгармас микдор ни 22-§ даги каби С га тенг 
ягона кийматни 1 га тенг эчтимоллик билан кабул кнладпган 

1нфин микдор деб караймиз. Унинг математик кутилишн 
.ига, яънн С га тенг. Шу сабабли D(C) = (C — С )2-1=0.

2-х о с с а .  Узгармас купаитувчинн квадратга кутариб дис­
персия белгисидан таин^арига чицариш мумкин. яънн ушбу фор­
мула уринли:

D {k Х) =  k2 D (А). (24.3)

Исботи: D (А V) .11 (АЛ W (АЛ))2 =  Л1 (АЛ — кМ (Л)); =
М (А (Л .1 (Л)))- = Л1 (/г (Л - Л !  (Л*))-) -  А* И (Л -Л1 (Л))- 
VD (Л).
3-х о с с а .  Чекли сондаги богликмас тасодифий мицдорлар 

иишндиеннииг дисперсияси улар дисперсияларииннг йигинди­
сига теиг:

D(\t -r - V  + X fl) - D ( A 1) ^ D ( \ 2) ^  . -UD(Y„). (24.4)

И с б о т и и иккита богликмас А ва У тасодифий микдорлар 
у \н \тказамнз. (24.1) формулага асосан ва математик кути­
ли "пинг хоссаларидаи фоидаланиб. куйидагини \осил цилампз:

D (Л Y) .11 (Л + Y f — 11- (X + Y) ДГ (Л- + 2Л Y + Y-) —

-  ( И (Л) -J- II (> ))- »М  (Л2)-*- 211 (А) М (V') +.11 (Y-) -  1Н (Л) - 

— Л1ЧП-2Л1 (Л) И (V) (11 (Л2)— И* (Л)) L 

(11 (К2) — Л!2 (К)) D ( \) + D (К),

ача un пи иссотлаш талаб килинган эди.
4-х о с с а .  Богликмас тасодифий микдорлар анирмасиипнг 

дисперсияси улар диспсреияларининг йигиндисига тенг, яъни

D (X — Y) =  D (X) -г D (У). (24.5)

Исботи.  D (А Г) D ( X  + (— \)Y) D (A )+ £>(( 1)У)- 
D(A) -(— I)- D (Y) D (A') + D  (V).

25-5. Бошлангич ва марказии момеитлар

1-таъриф. Л' тасодифий микдорнииг s*тартибли боп.гангич 
мои шли дсо, Xs мичдорнииг математик куипишига айтилади, яъни

п> И ( Л Л). (25. |)
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Дискрет тасодифий микдор учун бу формула

а , =  V  Pi (25 2)

~I
курннншда, узлуксиз тасодифий микдор >чун эса

= Г** i ( v) dv (25 3>

курииишда булади.
Хусусаи, а , =  .И (Л). а2 -- /VI (X2) ва, демак, (24.1) формулани 

бундай едки мумкин:

D(X)  - а 2 — ctj. (25.4)

Марказий момент таърнфини бершлдан олдии янги «марказлангаи 
тасодифий микдор» тушуичасинк киритамиз.

//гж математик кутилишли Л тасодифий микдор берилган булсш:.

А тасодифий микдорга мос чарказла»тан X тасоди|кш микдор деб, 
X микдорнинг узинииг математик кутилиши да и чет л а ниши га иптилади, 
яъни

X X — тх. (25.5)

М (X) =  О эканини таъкидлаб утамиз ((22.11) формулага царапг)
2-таъриф. X  тасодифий микдорнинг s-тарпшб.т марказий 

моменпш деб, марказланган X тасодифий микдорнинг s- тартнбли 
бошлангич моментига айтилади, яъни

Р, =  li (Ху -  Л1 (X — т у .  (25.6)

Дискет тасодифий микдор учун бу формула

Pi (25.7)
i = i

куринишни, узлуксиз тасодифий мицдор учун с̂а

P = { ( x - m x)s f(.x)dx (25.8)

куринишни олади. Хусусан рд == 0, р_, D (Л).
р3 марказий момент амалиётда асимметрияни тавенфлаш 

учуй, р4 эса та^симотнинг «циялигини» тавсифлаш учуй ишла 
тилади.

Бошлангич ва марказий моментларнн боглоичи ymCv муно 
сабатларии келтириб чикариш ^ийин эмас:

I5.. - “г — “ }.

Р3 =  с1, — З а .а ,+ 2 а ;‘, (25 9)
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р4 а4 — За^а, + 6a ,a j—За{

Бу формулаларнн келтирнб чицаришнн машь; сифатида уцув- 
чига тавсия киламиз.

И з о  х. Бу параграфда каралган момситларни кузатиш маъ- 
лумотлари буйича хпсобланган момеитлардаи (уларни эмпирик 
момеитлар деб аталади) фар^ли уларо^ назарин момеитлар деб 
аталади.

1 Агар А дискрет тасодифий мнкдориинг таксимот конуни

куринишда булса. А' биномиал кону и буйича та с̂имланган дейилади.
Д I ____ 1 | * « ft  f\ II — k I ri # ■ .f l . „

q + npq 4- . . + Cnp q + + p — (p + (f) =  I бу лишини 
айтиб утамиз.

Бернулли схсмасидя А тасодифий микдор \ар бирида -4 ходнса- 
нинг рун бериш эхтнмоллиги бир хил ва р га тенг булгпм п табог- 
ликмас синовда Л .\одисанниг руй боришлар сонини ифодаласин. Бу 
холда, илгарн курсатилганндек, Р (А к) — С*,рР цп ~к, иъии A' vm4- 

дор биномиал таксимотга эга.
1-мисол. Пигпонга царата учтл уц узнлди. Битта у к узишда ии- 

шоига теккюиш эхтнмоллиги р 0,4. X тасодифий микдор - пинии- 
ia тегишлар сопи. Уиипг таксимот ^онунинн ёлшг.

Е ч и ш. X тасодифий мицдор биномиал таксимотга эга ва 
унинг мумкии булган кийматлари 0, 1, 2 ва 3. Шунннг учун

Р(Л =*) = *7Тг Ь[! (0-4»1 (0’6)" ‘
Бундан

Р (А 0) - 0/21(3; р  (А* =  1) 0,432; Р (X = 2) = 0.2Ь£. 

р  (А -  3) -  0,064.

А тэгОднInin микдорнииг такснмогн ушбу куринишда булади.

II. А с о  с и и с о и л и х а р а к т е р и с т и к а л а р и .  Биномиал 
таксимланган X тасоднфнн ми^дорни з̂ ар бирида А \одисанннг 
руй бериш эхтнмоллиги р га теиг булган п та богликмас си­
новда руй беришлар сони деб цараш мумкин булганлиги учуй 
уни богликмас тасодифий микдорлар йигиндиси куринишнда 
бундан ифодалаимиз:

бу ерди А,- — шу .1 ходисанинг i- синовда рун бериши сони

26- §. Биномиал таксимот

(26 1)

| 0 I 1 I 2 I 3 

I 0,216|0,43210,288 |0,0б4

А =  Х , + Х 2 т . . . +  Ап,
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((' - I, 2, . . и). Плгарн биз VI (Л.) - p, D (A,-) = pq бу.тншши 

курсатган эдик. LLIy сабабли

М (\)«Л1 (Л,-А*.-г -А,,) М (А ,)+ .11 (\2) -  

- - II (Ля) р р  ~Г • - . .-р — пр,

D (Л) D(\ А\ Ля) D (A,) D(A.) -

-- D (A. ) pq pq т т pq npqч

о (А) » я/»у

Иироварднда куйидагини исботсиз таъкщ.таб утамиз: биномил 
гакеимланган тасодифш микдорнинг энг эчтимо глпк соли, агар пр - л 
бу.’ун сон булмаса, ц - \пр ч- р| га тенг: а гарда пр р Gyiyn сон 
булса, у чолда X тасодифий микдор куйидаги иккита элг эчтнмол- 
лик кийматга (модага) эга: р, пр - р ва и2 ц, - 1.

Масалан. р 0,6 ва п 10 булса, у чолда пр - р 6,6. м 
16, 6J 6. Агар р 0,5 ва л 9 булса, у .чолда рп — р 5 IlJy 

сабабли р, 5 ва ц„ 4.

27-§- Пуассон таксимоти

I Агар А тасодифий микдор О, 1. 2. . , k, . . . кчйматларн *

р, Р (X к) -£■ е~‘- (/.>0) (J7.I)

э.хтимолликлар билаи кабул килса. яъни унинг таксимоти

А
0 1 1 2 . . ,  | . - к . . . .

[

е | *-е
/.

—  с 
2! k1

куринишда булса, у Пуассон копу ни буйича таксимланган деб а*, 
лади.

Эчтимолликлар йигиндиси 1 га теиглигини текширнш кийин эма1
>. - а2 /-*■ /. | , - А-

е /.е —  е ---е ~ е II к --

. -— о- . 1  е '  . е>. |.
*! 1

1\унидагиии исботлаш мумкин: агар Бернулли схемасида 
снновлар сони п етарлнча катта, р эчтнмоллик эса кичич 
(р^0 ,1 ) булса. у холла ушбу такрибин формула уринли:

Р {X - k) —  е , б\ нда /. 
к'

Пр. (27.2)

Шундай килиб, биномиал такснмот снновлар соии катта бул­
ганда Пчассон такси мотига якинлашади.

М нсол.  800 та урчукнинг хар бирнда т вакт ичида нпнинг
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узилнш эхтнмоллиги 0,005 га теиг. Курсатнлган вацт ичида роса
4 та ип узилнш эхтнмоллигнни топинг.

Ечиш.  Бу масалани счишда (27.2) формуланн ку'ллаш чум 
кнр чунки /1= 8 0 0  сонини катта, р = 0.0(15 *\тимолликнн *са 
кичик деб хисоблаш мумкин. Бу формуладан фондаланиб топа­
миз, X =пр = 800 X 0,005 = 4;

Я„„„ (4) «  ~  е ' ~  0,018 ! 0,1932

Аниц формула буйича \исоблаш 0,1959 ни беради, дсчак, Пуас­
сон формулаеннн кулланишдагн хатолик 0,0007 булади. Лаплас 
локал формуласи буйнча \неоплат билаи эса 0,2000 ни хосил 
циламиз, демак хатолик 0,0051 булади, яъни Пуассон формула- 
сидан фойдаланнлганидан кура 6 марта ортиц булади.

II. Л с о с и и с о н л и  х а р а к т е р и с т и к а л а р и .

1 1 ( \)  V f ( \  к) \ ' k — e >- i . e  V — '
—и *! -*=1 I I

} .е  ’ <■>

U ( . V )  V  к- Р  ( \ к)  V

: . * |

, V I  . Л" ' Л ’ щ -и  и — 1
—4 (*■ I ' —I Ф I)!
J I t - '

4  v 1.1 а* * ~11 * м v  - >ке Л  (к — 1)----Л  — — кс Л  ------  с .
I (к— 111 (Л - 1 <! | (А-— 2)! j к

КС~У ( а с С) /.,

0  (Л) И (Х-> — .If- (А) о.- а) V  Л. о (Л) I Г

Шу.тдай килиб, И (Л) л. Г>(Л) л, а (Л) i X. 
Пуассон такенмотн ia тасоднфнн мнкдориинг шсперсниси 

утя ir математик кутилишн га тенг.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с  а в о  л л а [*

1 Дискрет тасодифий ми м о р  математик кутилншшшнг таърнфини беринг. 
Мисол келтиринг

2 Узлуксиз тасоднфнн микдор математик к\тнлншннннг таърнфини бе­
ринг Мисол келтиринг.

3 Математик к\тнлишнннг э\тнмоллик маъносини айтиб беринг 
-1 Математик к\тилишнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
5 Тасоднфнн мнкдорнинг дисперсияси деб нимага айтилади? Унинг вази- 

фаси нимадан иборат0
6 Дне перс ни hiiiii нсоспй хоссаларини антнб беринг
7 Уртача квадратик четллннш теб нимага айтнлалн?
Ь. Днсперсияни хисоблаш формулаеннн ёзниг
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9. Бшюмиал таксимот i ôh jh iih h  ёзннг ва >нпнг acocnfi coh.h i \ рактерис- 

тикаларнни \нс«>Г>ланг.

10. Каплей эугнмоллнклар таксимот» П уассон  таксимоти деб аталади ва 
унинг асосий сонли характернстикалари ннм-пдян иборат^

И . 14 258— 14.268. 14.317— 14 326, 14 352— 14 355- масолпл.фни р ч н н г

28- §. Текис таксимот

I Таъриф. Текис таксимланган А узлуксиз тасодифий иш\- 
дор деб зичлиги бирор [а, Ь] кесмада узгармас ва fj{b а) га 
тенг, бу кесмадан ташкарнда эса нолга тенг, яъни

I О, агар дг <  а булса,

/ (х) —-—, агар а <  b бхлса,
I ft — л
! О, агар х > Ь  бчлса (134-шакл). 

булган тасодифий мн^дорга айтилади

\ j (v) dx 1 эканлигини текшириш осон. ^акиьаын,

*, ь

\ I (v) dv 1 riv 7 ~  х = Г ^ “ (Ь а) 1 J  J  Ь — а Ь — а \ а Ь ч
— со а

Текис таксимот учун F (д) таксимот функциясини топамиз. Ar<jp
х  х

а <  y <  b бу.тса, V холда F (vj I j  it) dt = I —-— dt
• .1 b и

Ь —a |o b — a
Равнннки, x < a  да F (x) =0, x b да F (v) =  I. Шундай ки­

либ.

ft<) I Ft*)

134-шакл. 135-шакл.

I 0. агар x < a  б\лса,

F (.v) —— —, агар a <  x <  b б\ лса,
\ b — a

I 1, агар x > b  б$лса (135-шакл).

II Асосий сонли характеристика тари:



d  (A) w (V) - w-(\; 1,3 ^  1,1 - 1 —

о (A)
2 , 3

О (A)

III. Пировардида антиб ч'тамизки, биз текис таксимот бнлан 
улчаш амалнётнда улчаш натижасини шкаланннг эиг яь;ин бу- 
тун булннмасига яхлитлашда дуч келамиз. Яхлитлашдаги хато- 
лик текис тацсимлангаи тасодифий микдор булиб, унииг мумкин 
булган цийматлари шкала булинмаснпинг —0,5 дан +0,5 гача 
оралигида жойлашган булади.

Текис такснмот яна тасодифий тебранишлар фазаси учун 
\ам хосдир Амалиётнинг купгина масалаларида тасодифий 
амплнтудали ва фазали гармоник тебранишларни урганишга 
тугри келади. Бундай холларда фаза тебраниш даври чегара- 
ларида текис тацсимланган тасодифий микдор булади.

кч'ринишдл булган X  тасодифий микдор курсаткичш такси мотга 
эга дейилади. бу ерда бирор тайин мусбат сон (13С-шак.г).

J f (a) dx 1 шартшшг бажарилишиЕШ текширамиз. ,\акикатан,

кчрсаткич.ги такеимотнинг шпеграт ф\ икиияси куйидаги кчринншда 
эканлигини текшириш осоп:

II. Дсосин сонли характсристикаларн: а) математик кутитишни то-* 
памиз:

29-§. Курсаткичли такснмот

I. Т а ъ р и ф. Таксимот зичлиги

г . | X е~̂  * , агар .V >  О бчлса, 

I О, агар х <  О булса

f е > xd ( ).х) = е~‘ ж 0 + 1-1
О
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и < ?(*)

И (Л) \ xfix )dx=  f xle : dx- >- \ хе f x dx.

Ь\ \с\к. 1лб итеграллаш кшдасшгч т<лбик это в-t и \\ di 
е~) х dx деб о. то, кушдлпшл ухил к/памчз:

И (Л) Л' < / xl dv

dx

Шуи iaii килиб,

И (Л) 1 /.

б) Диенер^ияни b j уртача квпдратик четлашиилп топ »мил:

(29 I)

1 А " /- С с dx „г

dx )r

И К идуй  M l inn ,

D (A) 1 (29.2)

о (A) i D (A) I л (29.3)

III. Бнрор курилманинг (элементнннг) бузилмасдан ишлаш
иацтндан иборат тасодифий микдорни Т билан белгилаймиз. 
Ушбу

t f( f )- P (7 > /)  (29 4)

формула бнлан аиикланаднгаи функции ишонч.шлик фуикнияси 
деб аталади.

Иинжчлилнк ф\нм<нясн \ар бнр / кнймат \чун элементнннг 
I вакт даномида бузилмасдан ишлаш эхтимоллигини беришини 
айтиб \ та мнз. Уни бчндан ифидалаш мчмкинлнги рантам: 
R{r) = \—P(T< 1 ) ёки
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Я(/) =- !- /(/). (29.5)

Чмалистда Г тасодифий чнкдор курсаткичли таксимотга »га 
булган масалалар жчда к\п ччрандн. Б) холла инюнчли.шк 
функцияси буидан курннншда булади:

RU) I f ( 0  е ' ' и »  О) (2ЧИ)

М и со л .  Т тасодифий микдор — бирор элементнинг бузил­
масдан ншлаш вакти курсаткичли таксимотга эга булсин. Агар 
элементнинг уртача ишлаш вакги 1000 соат бчлеа, унинг ншлаш 
вакти 800 соатдан кам б ул маслик з.угимоллигини топинг.

Г чинк Масал-i шаршгл курл Т тасодифий микдорнпнг математик 

к\Т11.[И1нн 1000 соят га гонг, демак, к 0.001,/?(/) е 0‘01111 Шу- 
нлнг учун иАчанаётгаи эчтичоллик кунидагига тенг:

Р (Т > 800) .<■ и',ю1 '0J «> ' 0.45

30-§. Нормал таксимот (Гаусс таксимоти;

I Таъриф.  А тасодифий микдорнинг таксимот «<ч шп
(X of

f (X) ---(о 0) (.30.1)
о  , 2 л

курннншда бчлса, ч нормал цонцн иуСшча таксимланган деб 
аталади.

f{x) функциянинг мусбатлиги равшаи. (26.3) шартипнг ба- 
;карнлншнии, яъни

1̂1
\ / (л) dv — \ с dx 1

о ,  2л-1

тенглнкнинг тчгрилигиии текширладиз. Бу интегралда узгарувччи.т

t ~— -- деб чзгартирачшз У \очда .v at — a. dx о dt
о

■' ul« X X —
BJ —“  I р dx —-— I е dt —!— 2\ г ‘ dt

0 , 3 .1 .» 1 2 л  I | 2 л ’

- 1.

Нормал таксимланган А’ тасодифий микдорнинг таксимот 
знчлпмг икки га параметр а ва о ia боглпклнги (30.1) форму­
ладан куриннб турибдн.

/ ( а )  функцияни  а^~0 бул ганд а карай мнз:

/ (V)  —
о , 2 л



У

ва унинг асосий хоссаларини анн^ланмиз (138-шакл).
1. Бу функции бутун сои укпда аникланган, узлуксиз ва 

мусбат.
2 Бу функция жуфт ва, демак. Оу укига нисбатан снмметрнк
3. О дан -г оо гача камаювчн, оо дан О гача усувчи.
4 а'— ► ± оо да графиги Ох асимптотик якиплашади.

5. А' =  0 нуктада функция I а | 2л га теиг булган ягоиа мак- 
снмумга эга. о нинг ортнши билаи макснмумнинг кинмати кама- 
яди, бу фуикции графиги ва абсциссалар уч\и билан чегаралан­
ган кма 1 га тенг булганлиги учун о  ортишн билаи зичлик эгрн 
чили и яесиланнб боради. у аста-секин Ох укка якннлашади, о 
камайиши билан эса зичлик эгри чизиги Ох уциинг кичик 1̂ ис- 
мида узинииг максиму ми атрофнда юкорига чузилади, кеннн эса 
унга (Ох ур^а) тез тортилади.

6. Функция графиги х а ва х о да бурилиш нукталарига 
эга эканлнпшн иккинчи хосила ёрдамида аниклаш оеоц.

а =« О булганда f (л) — -—г е~1Х ~ а)*' ~ °* зичлик графиги юко-
о ) 2тт

рида ясалган график дан, агар а  ^>0 булса. а  цадар унгга, aiap а  <  О 
булса. | а  | цадар чапга еуриш билан хосил килииадн.

а О ва о 1 параметрли нормал таксимот нормалашан нормал 
таксимот деб аталади. Унинг зичлиги

Ж  ~ е  '■ 2 (30 .2 )
> 2 п,

Га тенг. Бу функниянинг кийматлари жадвали тузилган.
II. f (х) таксимот зичлиги ва F(x) та^енмот функцияси ора- 

сидаги богланишдан ^уйидагнга эгамиз:
х

Г  (V) — ! _ _  I (30 .3 )

a i 2 я  .)

Нормалаиган нормал таксимот учун F (л) функция ушбу куринишга
эга:
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'

M v> = - !=  I e-p -dt -4=\
i  2 л .  > '2 л*-

1 2 , л

&riutiv

dt 0,5 Ф  (v).

Ф  i.ri =  —l— \ e 1 dt
, 2л.)

(.30.4)

функция Лаплас функцияси деб аталади.
Куйидаги хоссалари» курсатнш осон (139-шакл):
1) бу функция бутун сон укида аннкланган ва узлуксиз;
2) бу функции ток, демак, унинг графиги координат ал эр 

бошига нисбатан симметрии;
3) функция бутун сон \кнда усувчи;
4) lim Ф  (х) 0,5: lim Ф  (х) -0.5.

Х~» ю х -*■—30

Ф (х) функция кийматлари жадвали тузнлган.
IIГ Асосий сонли хараюеристикалари.

\1 (Л) \ х / (v) dx — i=-  { хе и~т'
о | 2 л .)

= |(х — а),а /, v at —а, dx adt \

dx

l
о  | 2 л J  I 2 л «

H— тзг \ e ,J' dt — -—  (a-0 — и i 2  л) 
, 2 л . 1 , 2 л

Шундай килиб, 

Сунгра

И (Л) а . (30 5)

D (X) =  — -—  \ (х - а)- е (х ,и* dx о2 (30<>)
о  | 2 л .

Биз бу ерда D(AJhh хисоблашнн келтирмас иш, уни муста- 
кил м а lint сифатида колдирдик.

о (Х )=  | £>(А) булганлигн учун а (Х )= о , яънн X норма.1 тасо- 
днфин чнкдорнннг уртача квадратик четланниш а иарам^трга 
те иг.

277



I
IV. Нормал такснмлапган Д тасоднфнн мнкдорнинг J«x. р| 

интервалдагн ^ннматнн кабул кнлиш эхтимоллигини хисоб­
лаймиз:

Р
Р (rc <  А <  р) \ I (л) dv —  

г< •

-— — /, су / a. dx adt
а

;х я)* 

-  о1
dx

*-\ « |_Р_.
/ \гл—а) а (ft а) а

ip и) а  I. -о| о  (х и) р

---  ̂ dl —-— \ п " dt — \ е 1 ' dt.
I 2 л . | 2 л , 2 л .'

Узижесил кунидагига эглмпз:

Я ( а < Х < Р )  «1> | -С— ^  ) Ф | ^ - Н  (-10.7)
О П 1

6\ ерда Ф(.\) - (-30.4) формула билан аннкланадиган Лаплас 
функцияси.

V. Берилган четланншнинг эхтимоллигини хисоблаш талаб 
кплпнсин, я Min нормал такснмлапган тасоднфнн мнкдорнинг 
макматик кушлмасмдан чстланншн абсолют кинмати буйнча 
Гшрор мусбат сондан кичнклнги эх.тимоллнгпнн хисоблаш ладим 
булсин.

(30.7) формула дан фоидаланамиз.

Р ( \ а | < ft) Р (a ft \ и 6) Ф  | —  h ° |

ф  I _2— £— !L , <|) [ А | ф  I ±  |
<7 ' Л ' П '

Шундай килиб.

Ф 1-1 2*1» |-|
п а  '

Я (, А й | <  ft) 2*1» | —) ( Ю 8)

Л ot деб о..ампз. У холда (30 Ь) формуладан 

Я (IА а\ сп/) 20» (п 
нч хост киламиз. Х\с\сан / 3 бхлганда

Я (I V и : - Зл) 2Ф(3) 2-0.498Ы) 0.9973 (30 9)



щ

га эгамиз. яъни нормал таксимланган тасоднфпй микдор чет- 
ланишинниг абсолют кннматн буйича учланган уртача квадра­
тик четланншдан кичик булиш эхтимоллиги 0.9973 га тенг. Де­
мак, четланиш абсолют кинматининг учланган уртача квадратик 
четланишдан орти^ булиш эхтимоллиги 0,0027 га тенг. Бундай 
^одисаларнн кичик э\тимоллнк .ходисалариннг м\ мкинмаслик 
нринципига асосан амалда мумкнн булмаган ходнсалар деб 
\исоблаш мумкнн. Боил^ача айтганда, агар тасодифий микдор 
нормал таксимланган булса, у холда битта сннов иатнжаснда 
унинг четланншннинг абсолют киймати уртача квадратик чет - 
.1анишнннг уч баробарндан ортик булмайди деб шионнш мум- 
шн. Бу 1г*сди̂  «уч сигма» коидасн деб аталади.

У з-vзи  н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л  т а р

1 Текис таксимланган тасодифий мнцдор таърнфини лйтнб берннг
2 Текис тацсимланган тасодифий мнцдорннш асосий сонли хлрзьтсрнс- 

тикялари цнйматларнни курсатинг.
3 Токио тицсимланган тасодифий мнцдорларга awj.iim мисолл i келти-

рннг
4 Кандай тацснмот нормал тацснмот деб атолади9
5 Кчрсаткичли тацснмотнннг знчлик ва такснмот ф\нкнняллрининг ipa 

фнклариии ясанг.
6 Курсаткичлн таксимотнннг асосий сонли характернстнка.ири кнймяг 

iflpHHH ьурсатннг.
7 14.282— 14 307. 14 361— 14.377- масалаларни ечннг.
8. IiuioH4.ni.iiiK функция™ ыърнфннн айтно берннг. К\ рент кич.пи т.1 псп 

МОТНИНГ ИНЮИЧЛНИ'К ф\нкцнягинн СЗИНГ

9 |\андай тацсимот нормал таксимот деб аталади?
10 Норм j  л т я цеп мот ЭНЧЛ11ГНН11НГ графипнш ясанг ва б\ знчлнкнннг асо- 

снй хоссаларнни к..'рсатнб берннг.
Н Нормал таксимланган тасотфий микдор асосий сон.ш харакгернст 

к.1ларинпиг кннматларини кСрсатиб берннг
12. Нормал таценмланглц тасодифий мицдорнннг берилган интервалгв т>- 

шпм эхтимоллнгинн хисоблаш учун фор мул а нн курсатиж
13. Бернлг.ш четланиш эхтимоллнгинн хисоблаш лч\н фпрмуланн ёзннг
14. «Уч сигма» копдаеншшг мо\нятн нимадан иборат9

3 1 - § .  Ч е б и ш е в  т еи г си зл и ги

Оммавин тасодифий ходисалариннг тургуилнк хоссаси инсо- 
ннятга жуда кадимдан маълум. У цайси сохада намоён булма- 
сни. ма 1м\ ни куйидагнча: хар бнр айрнм чодиса нинг аник 
ххсусиятлари бундай ходисалар мажмуиппнг уртача натижасига 
деярли таъсир этмайди; уртача натнжадан хар бнр анрим \о- 
дисада буладнган тасодифий четлаиншлар узаро нуцотилади, 
енлликланади. Лини шу уртача натижалар тургунлиги кенг маъ- 
нода тушу ниладнган ушбу «катта сонлар конуini»>iifиг мазм\ 
нинн ташкил цнлади: катта сондаги тасодифий ходиса ларда 
уларнннг уртача натижаси тасоднфнйлнгини йу^отадн ва уни 
катта мукаррарлнк билан бангорат килпш мумкнн.

Эхтимоллик назарияси да «катта сонлар кону ни» дейилгаида 
тор маънода бнр катор математик теоремалар тушунилади ва
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F

уларипиг хар бирида катта сон- 
Г~~£ ""Г с Ц - , даш тажрпбалар уртача харак- 

А гпх & тернстнкаларининг у ёки бу
шартларда бирор маълум \згар- 
мас мицдорларга якинлашиш 

ПО-шакл факт» белгиланади.
Катта сонлар цонуни эхтимол- 

лик назариясининг амалиётга 
тат'нклари учу» пазарий асос булади.

Ч е б и ш е в  т е нг си з л иг и .  Чекли дисперсияга эга бул­
ган исталган X тасодифий мицдор учун J\ар бир е> 0  да

Р(\Х (31.1,

тенгеизлик уринли булади.
Исботи. X тасодифий микдор узлуксиз, /(а) у пинг таксимот 

зичлиги булсин. Сонлар уцида АВ \ту -е. mx-he\ оралик ажрата- 

миз (140-шакл). У холда

D(X) -f (.v mxf  / (л, dx | ,v тх \- / (л) dx >

>  \ (v -mxf  f (v) dx,
,*-Лх\ ,

бу ерда интеграл остидаги |лг- тх\ > f  езув инте! ратлаш А В кес- 

манииг ташки кисми буйича бажарилишшш билдиради. Интеграл ос­
тидаги (.Y —  /пх) пи е га алмаштириб, куйидагини хосил киЛамиз:

D(X) 5» J е- f (л*1 dx er j  j  (л ) Ас еа Р  ( IЛ тх j >  *).
\Х гпх \ , 1 х - т х \ Е

бу ердан эса узлуксиз тасодифий микдор учун Чебишев тенг­
сизлиги келиб чикади.

Дискрет тасодифий микдор учун исбот шунга ухшаш булади. 
Мисол. Математик кутилиши тх ва дисперсияси о'~ булган X 

тасодифий микдор берилган булсин. А микдор узининг математик кути- 
лишидан катила .1 ох га четланиш эхтимоллигини юкоридан бахшанг. 

Ечиш. Чебишев тенгензлнгида е 3ох деб оламиз:

Р (  |X т , | > З о , ) < ^ ’ =  | .
Во; 9

Бу мисол дай куриннб турибднкн, Чебишев тенгсизлиги анча 
|\упол ба.чо берганлигн учуй унинг амалиёт учун а.\амннти 
чекланган (нормал таксимот учун биз юцорида аннклагаи 
э^тимоллик аслида 0,003 га тенгг яъни жуда кичик).

Чебишев тенгсизлиги бош^ача шаклда — ^арама-^арши 
^одисага ннсбатан хам ёзилиши мумкин: тасодифий микдорнииг 
математик кутилишидан четланишииинг е> 0  дай кнчик булиши 
эхтнмоллнги
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P (i x mx\<t)-^\ e~ (31.2)

32-§. Боглнкмас тасодифий микдорлар учун катта сонлар 
цонунн. Чебишев теоремаси

Чебишев теоремасини куриб чицишдан олдни ушбу таъриф- 
ии берамиз.

Т з ъ р и <|). Агар исталган е> 0  (хатто исталгаича кичик) учун 

l imPdA' ^  <2|<е) I (32.1)

тенглик хрипли б>лса, X,. А'„ , А'и. тасодифий микдорлар 

кетма-кетлнги а узгармас лшкдорга эхтимоллик буйича якинлашади 
дейилади. яъни б > 0  сои ни цанчалкк кичик килиб олинчаснн. шун­
дай N (е, 6) сон топила дики, кетма- кетликиииг барча п ^  N иомерли 
.\адларп учуй

Р (|А'„- а\се) - 1 * (32.2)

Tei ire  из тик бажарилади.
Чебишевнинг умумлашган теоремаси.  Агар А',, Аа,

. , X кетма- кетлик хар иккиташ богликмас булган тасо­
дифий микдор.гардан иборат булиб, уларнинг дисперсия гари текис 
чегараланган, яъни шундай С сон мавжудки, D (А\) <; С, D (Х„) <  
<  С, .. D (Л'л) <  С, булса, ц холда тасодифий микдорлар

(32.3)

Л1 (Л̂  - М (\ л
кетма- кетлиги --- -------- -

буйича якинлашади, яъни 

lim Р П А ', А» . -|- А„ VI (А]) VI (А'2)— . . — Л1ГЛ„> |

II п " 1
<€) I. (32.4)

Бош1\ача айтганда, теорема буидан даъво килади: дисперсия- 
лари текис чегараланган етарлича катта сондаги боглицмас 
тасодифий микдорлар учун бу тасодифий микдорлар урта ариф- 
метигниинг улар математик кутилншлари урта арифметнгидаи 
четланишниинг абсолют Е̂ иймати истаганча кичик булишини 
амалда мукаррар ходиса деб хисоблаш мумкин.

И с б о т и .  Боглнкмас тасодифий микдорлар нигиндисининг 
математик кутилиши ва дисисрсняснни топнш коидаларн буни- 
ча куГшдагиларни хосил ^иламиз:

М ' У ,  -■■■ + ДНУа!>
\ п * п

D ( y ,  О  'V-'-. V Ц<У,. в ы  Д.У.̂
■•I . „ I пг
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с с . . .  с с
nJ п

ЧеГнииев тенгсизчнгинн Уп тасодифий микдорш татбик килиб,

Р ( V 11 (1 )|- г) = I —
" Я f 2

пи хосил килммиз. Б\ ерда эхтимол.шк I дан катта бу.и олм.* 
гнии \исобга олсак

A, \g__________V, И (\,) Ц . . 1ЦА„) j ^

п п |

булади. Tt ope ми ncooi килкиди.

Чебишев умумлашган теоремаси нинг таърнфида биз тасо- 
дифий мицдорлар, умуман антганда турли математик кутнлишга 
эга деб тахмин цилдик. Амалда зса купннча, барча тасодифий 
микдорлар бир хил математик кутилишга ва текис чегаралан­
ган дисперсияларга эга булади. Агар бу мнкдорлардан \ар 
биринннг математик кутнлишнни а билаи белгиласак, у .холда 
ум ар иии г математик кутил шил арии и иг урта а риф мети г и хам, 
равшаики а га тенг булади. Энди биз .хусусий Чебишев теоре- 
маеннн таърифлашимнз мумкии.

Чебишев теоремаси X ,, X.., XJ(, дup иккитаси 
Гof шк vac бЦлсин тасодифий микдорлар кстма-каплиси булиб, бир- 
га шьда чегара тнган дисперсия гарга (истаган i учун D ( Л( ) ^  С) 
ш пир xui \/ (Хг-) а математик кутили илирга ка пу.иин У 
холда к 1 О кандай буямасин

lim  Р | - -  — ----Ь . _ о | < , , |  | (32 5)

тенг гик уринли.

Б\ теорема махсус исботи и талаб кил часлигн равшаи.
(32.!>} формуланииг мохнятп кунндагича: теорема шартларн 

бажарнлганда етарлича катта сондаги богликмас тасодифий 
микдорларнннг Урта арнфметиги тасодифий микдор характерный 
иукотадн ва «деярли» нотасодифий микдор булиб цолади. чунки 
у а га истаганча я кин кийматларнн муцаррарликка яцнн э.хтн- 
моллик билан кабул циладн.

Пироварднда бу хусусий Чебишев теорсчасннинг амалиёт 
учун фавкулодда мух.нмлигини таъкндлаб утамиз: у улчашлар 
иазарпясида доимо ишлатиладиган урта арифметик кнймат 
коидасига асос булади. Бунннг маъносини тушунтиранлик. Би­
рор физик катталнкнннг хакикин ^иймати «н и  (масалан, бн­
рор деталнинг у'лчамини) топиш талаб килииаетган булсин. 
Бунинг учун бнр катор бнр-бирига богликмас улчашлар утка- 
зам из. Хар ка ид ап улчаш бирор хатолик билаи булади. Шунннг 
учун хар бир мумкии б\'лгаи кнймат Л/(£ — улчаш номери)

2*2
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тасодифий микдордир. )\ар бир хлчашда систематик чатолнк- 
лар иуц деб фараз киламиз, яъни а хакикии кииматдан \ ёкн 
бу томонга четланншлар тенг эхтимоллнкдир. Бу холда барча 
1 Г тасодифий мн!\дорл арии иг математик кутилиши сир хил ва 

а га тенг, иънн Af(А,-)=g. Инхоят. хлчашлар бирор кафолатли 

аииклик билан утказиладн, деб фараз киламиз. Бу барча улчаш- 
лар учун D{Xj)^ZC демакдир. Ш\идай килиб, хусусий Чебишев

• оре.масн шартлари бажарнлади, шу сабабли агар улчашлар 
1 '»яч отарлича катта булса, у холла амалда мукаррарлнк бнлан 
буидан тасдиклаш мумкин: улчаш натижаларинннг урта ариф­
метик киймати а хакикии кииматдан истаганча кам фарк 
килади.

Я. Бернулли теоремаси катта сонлар конунннинг жуда му.хим 
ва тарихан биринчн шаклндир. У ходисаиннг нисбий частотаси 
билан унинг эхтимоллиги орасида!и богланишни аницлайдн.

Б е р н у л л и  т о о р е м а с и. Бир хил шароитлардаги бог-
i циас снновлар сони чексиз ортганида цара.шётган I ходи- 
санинг р' нисбий частотаси унинг хар бир аирим синовдаги 
эхтимоллиги р га .->\тимоллик буйича якинлашади, яъни

f> ерда ft* = — ии/ /1 vодшанинг биринчи п т а  синовдаги hul- 
п

Сии частотиси.

Бош^ача антгаида, етарлича катта п ларда кузатилгаи р* 
киимат р эхтимолликнинг такрибий кийматини юкори даражада 
аииклик бнлан беради, iefi амалда ншониш мумкнн.

И с б от и. Ушб\- тасодифий мнкдорларни киритампз:
А', — ^аралаётган А ходисанинг Г синовда р\ Г< бериш соии: 
Д'2— каралаотган А ходнеанинг 2-синовда руй бериш соии 

6а \. к. Ьу тасодифий миидорларнннг хаммаси бнр хил такси- 
vот конхнига эга тлнб, у \шб\- катор кхринншда булади.

Г\ ерда ц 1 р-
Уларнипг хар бнрчнинг математик кхтилинш р га тенг, дченер- 

сияси эса I pq га тенг (23-§, 2- мисол га к.). Суигра

pq р{  I р) (/)* р) 0.25 (/> 0.5)- <0,25.

71 I днеиерсиялари чегараланган. Шу сабабли Чебишев Теор^часига 
купз

33-§. Я. Бернулли теоремаси

lim Р [\р* р \ < р ) I, (33 I )

| 0 1

lim Я||—'---2
п

28-}



Р* —--—— — ---— гчганшш хнеобга олсик, lim Р( |р —р\ <

<г) I.
Теорема исбот цилинди.

1 ! у а с с о и г е о р с м а с и .  Богликмас синовлар уткаэилаёт- 
гин булсин ва А ходисанинг i- синовда руй бериш -жгилюллиги 
pt га тенг булсин. У долда синовлар сони чексиз оргпгинида 
Л ходисанинг нисбий частотаси ри р2, рп эхтимолликлар- 
нинг урта арифметигига э.\тимпллик буйича яцинлашади, яъни 
ушбу тенглик уринли:

Бернулли теоремаси Чебишев хусусий теоремаендан /андан 
келтириб чицарилган булса, Пуассон теоремаси Чебишев умум- 
лашган теоремаендан шундан келтириб чнкарнладн.

М а р к а з и  й лимит т е о р е м а. Маркази ii лимит теоре- 
малар тасодифий микдорлар Гшгиндилари кетма-кетликлари- 
нннг ^ачон нормал таценмотга буйсунншини а никл а б берувчн 
теоремаларднр, Улар бир-бирларндан Гшшндини хосил цилади- 
ган тасоднфнн микдорлар таксимот цонуиларнга куйиладнган 
шартлар бнлан фар^ цилади.

Бу ерда биз марказий лимит теореманннг энг содда шаклини 
таърифлаймиз, у ^ушилувчилар бир хил та^симланган хил учун 
хосдир.

Теорема.  Агар X,, X ,........х а — богликмас тасодифий лищ-
дорлар булиб, математик кутилишн т  ва диспсрсичси о2 бцлган 
бир хил таксимот конунига эга Оулса, у холда п чексиз ортгинида

V  Х ^ п т

*="1--- = ---нинг таксимот конуни математик кцтиъичч* 0 ва
I по

дисперсияси I  булган нор маг пшкашотга якинлашади.
Муавр — Лапласиннг локал теоремаси бу теореманннг чуеу- 

сий холи эканини антиб утамиз.
М и со л .  }^ар бири [0,4J кесмада текис таксимлангаи 75 та 

богликмас тасодифий микдорлар кушилмокда. Бу тасолифий 
микдорлар Гшгиндигининг зичлиги учун такрибнй нфодани ёзинг 
ва Ги1П1Ндп 120 дан 160 1ача орали^да булиш эхтнмоллигнни 
топинг.

Ечиш А' ^  X,, бунда Xk лар [0,4] ораликда текис .аксим-
k= I

ланган тасодифий микдорлар. У холда

,п, .И,Л„, 2. ЩХ„) - ^  = J

Марказни лимит теореманннг шартлари бажарилмокла Шу- 
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нинг >чун тасоднфпй микдор такснмот зичлиги f(x) таь;рибаи 
нормал таксимот зичлигига тенг булади, яъии

Ж
Or I 2 я

бу ерд;

ва, демак,

.И I V А'(. ) =  v  \1 (А,) 75-2 150.

I i

о"к D | V  А'. ^ 75 - 100

— (JC—150)1

f / v 1 ’°°f (А) ̂  --- —  е
10 , 2 л

Энди изланаетган эчтнмолликни .\исоблаймиз:

Р (120 <  X <  160) Ф  |n— J Ф  =

Ф (I) — Ф (3) 0,3413 0,49865 к  0,84 

У З'у з н н н т е к ш и р и ш  у ч у н  с  а в о  л л а р

I. Катта сонлар цонуншщнг мохияти нимадац иборат?
2 Чебишев тепгсизлнгинн ёзинг.

Г-Ктпмоллик буйича ямишшпш таърнфини айтиб берннг.
4 Чебишев умумлашган теоремасини айтиб берннг. Уни исботланг.
5 Чебишев хусусип теоремасини айтиб беринг ва унинг амалиёт учун фав- 

Нулолда мухнялиги ннмадан иборатлигнни курсатиб беринг.
6 Бернулли теоремасини айтиб беринг. Уни исботланг.
7. 1 Ivaccon теоремасини айтиб берннг.
8 '\арк,1янн лимит теорема нинг мадмуни ннмадан иборат? Унинг энг сод­

да шаклинн айтиб берннг.
9. 14 М2— 14.572-масалаларни ечннг.

34- §. Тасодифий аргумеитиииг фуикцияси

I Эчтимолликлар назарпнешпшг бнр катор амалин масала- 
ларида X тасодифий мщдор билан боглангаи

i '= iw
тасодифий мнкдорнн урганишга тугри келади, бу ерда у=ц(х) 
берилган функция. Масалаи, автоматик системанинг чицишидаги 
сигнал бу система бирор параметр» тасодифий ^ийматииинг 
фуикцияси, квадратнинг юзи Y —X2 (бунда X — квадрат томо- 
нинн улчаш натижаси)— тасодифий функция.

II. X — дискрет тасодифий микдор булсин:
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\олла ) ч( \) тасоднфнн мнкдорниш математик кутил пи к 
на дисиерсиясн ушбу формулалар билан аннкланадн:

и (>) V  ч iXj) рг

D{\) М (> myf  V  (q mhf  pt. (i-i 2)

А узлуксиз гасоднфин микдор булган \олда эса Г = 
тасоднфнн микдорнииг математик кутилишн ва дисперсияси уш­
бу формула.lap билан ани^ланади:

III. Амалиётнннг купгина масалаларида. апнн^са, математик 
статистикада, тасодифий аргумент функциясинииг математик 
кутилишн ва днсперсиясиин тонишнинг узи купннча етарлн 
булмаиди, унинг таксимот ь;оиуиинн \;ам тониш зарур булади. 
А аргумент дискрет тасодифий микдор булган \олии 22- § да 
куриб утгаи эдик.

Бу ерда бундан масала куйнлади; таксимот зичлиги маълум 
ва / ( а ) га тенг булган \ тасодифии микдор берилган; бошка V 
тасодифии микдор у билан У = ц(.Х) функционал богланн;л 
оркали боглаигаи, бу ерда (j (Л)— шу А' мнкдорнинг барча мум 
^ии булгаи ^ннматларн жоилашгаи бирор )и, Ь\ ораликда уз-

134 3)

DO) f (q (г) тч)г !  <v) dx (34 4)

луксиз функция (a = —oo, b — -+ос 
булиши истисно килинмаиди) У 
тасодифии мнкдорнинг g(y) так­
симот знчлигини топиш талаб 
килииади

Бу масалани хал этишда ик- 
щ чолни караймиз:

D X

1) М о н и т о н  ф у н к ц и я  
б у л г а н  \ о л. Аввал ^ (\) 
функция юкорнда курсатнлган 
ораликда монотон усувчи ва унга 
тсскарн а’=  tj‘ (//) фчнкиия тегиш­
ли ораликда монотои усувчи, 
узлуксиз ва дифференциалланув-

111 ЧМК.1

г чн функция булсин. Оу укда 
tit, i/Ч- \у) интервал ни оламиз ва
у ни v =  ф ункция  ёрд ям ; п
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0\. \i\H3 акслантирачиз: (л\ х 4 \х) интсрвалии хосил киламиз 
(141 шакл).

(//< У и \ у) ь.1 (v < А <  л Ад) чодосалар эквины^нт. 
яъ ри  Р [у < У  < у  \ f/) P(v<'  А < а \х) вч. демак.

. . _ г I/ ̂  I я. н » hi _
g (//) lim — —---- ------  lim

■ - , r  'Л V  .»  V  Д J  A 1 Л - , . , . . .
|,m  --------------------------------------  | f (v) v /  (v) i| (;/>
M  *0 \д \ I/ 1
\ и -и

Агар / (v) ф\ нкция мо! ют он камаюччи булса. > \олда юкоридаги м\ - 
.'лчазалар кати

Я <//) / *<!/( 1Ч‘ (у)\
[г» \осил киламиз Нккала \олни бирлаштнрамнз:

/?(//) / (Ф <//)> 1ф'(#)(- П4.5)

I-мисол. А тасодифий микдор J -̂| интервалда текис так- 

симланган. ) sin Л тасодифий микдорнинг g (у) такснмот зичтигн- 
Ш1 топинг. 

1-чцш. X тасодифий микдорнинг / (к) знчлнгшш топамиз. А ми̂ -
I Л Л I -

дор j —: — | ннтервалда текис таксимланган. шуиинг >чун б> нн­

тервалда

бу нтервалдан Таткарида эса fix) 0. у

валда лсувчи ва. демак. изтаиастган знчликни тонтин учун (34.5) фор- 
мулаин ^улланшн мумкин. if (//) arcs in у булгаилши учун (//)

I » I — у1 Су игра /(л) I л булгани сабабли f (*j- (у)) I л. 
(34 5) формулага асосач у€ I I, I I интервалда

g (ы) I л » I —у\ 

б\ интервал дан т.шжарща g {у) 0.
■ •

I екшнрн iu: ( g (у) dy — \ — 1 d,/— -

_1 яи ' 1 "‘о * 1
— arcsin у I - — I 
л * |о л 2
2) Но мои отон |i\ нкция б\ л га н \ол. Зичлиги /(«•) булган 

узлуксиз А тасодифий микдор вл у q (а )  функции \ микдорнинг 
Гирча мумкнн булган кнйматларн жонлашган jo, />[ ораликда ;ш|)фс- 
ренцналланувчи ва булакли-уз i\ кеш булсин.

(о. а‘,1. ]д-,. Vo|. . . .. ,, 1>[ шу q (v) функшшнши минлонлик opa-



ликлари ва ij’, (у) функция fj (.v) функцияга ]a, .v,| ораликда тескари 
функция, \J’o (у) функция ф f.v) функцияга ]А-„ д2| ораликда тескари 
функция булсин ва хоказо. У холда У т (А) тасодифий мнкдор- 
нинг зичлиги

g iU) f ($1 (У)) 1 (y)\~f (tj (//)) 

т ! (Ч „ (г/)) I (!/) I

f to) I
(34.6)

форму la б\йича хисобланиши мумкин. Бу даъвони биз исботсш ца- 
бул киламиз.

2-мисол. X тасодифий микдор тх Ра ох параметрли норм, i так- 

ашлннгаи. V' А'2 тасодифий мнкдориинг зичлигинп топинг.
Ечиш. Бу холда ц (л) к2, а — — о о , Ь —ос. у (г)- \- 

функция 1 оо ; + оо| ораликда моиотон эмас. Бирок .v(j | -- эо , 0| 

ораликда камаяди ва i}:, (у) = I у тескари функцияга эга, |0. +- эо| 

ораликда эса усади ва х}2 iif) I у тескари фупкнияга эы. V тасо- 
днфий мнкдорнинг зичлиги

f t v) —1— е
I 2л

кчрннншта эканлигинн хисобга одно ва (346) формула ни татби эпиб. 
кмшдагипи \ocin киламиз:

g Of) := ——  е
I 2 л

-1

2 1 у 

1

+ — е
I 2 л

_!_
|з Г Л

35-§. Нормал та^симлангаи аргумент чизикли 
функциясинииг хусусиятлари

V тасодифий микдор

fix)
1

O f р 2 л

зичлик бнлан нормал та^симланган булсин, Y тасотнфнн ыиц- 
дор эса у бнлан Y=aX+b чизикли функционал богланиш бнлан 
богланган булсин. Y тасоднфнн мнкдорнинг таксимот конунинн 
топиш талаб этилади. Ечимни ушбу жадвалда икки устунда 
жойлаштирамиз: чапдаги устунда масалаиинг умумий ечимида 
кабул цилинган функциялар, унгдаги устунда эса ^аралаётган 
масалага мос аник функциялар жойлаштирнлган.
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/<*) 1 2

о г | 2 л

у =  ф (л) у — ах+ Ъ

Х = Ч (м)
и — Ь 

с

(у)
1

а

1 ф' (I/) 1
1

1«1

В {у) =  f № (»/)) N># ('/)!

| У~ь т »•

1 2°;
е (</) — \г— е 

!о| ох> 2 я

g {у) ифодани алмаштирамиз:
[у—(от

«(!/) = - '
Jcl ох 1 2 я 

Бу эса

ту =  атх + Ь

о„*=|в|о, (35.1)

параметрлн нормал ^оиуининг узидир.
Шундан цилиб, нормал конунга бунсунадиган тасодифий 

аргументиинг чизикли функцияси >̂ ам (35.1) формулалар бнлан 
ани^ланаднган нормал цонуига буйсунади.

36-§. Боглицмас тасодифий микдорлар йигиидисииииг 
таксимоти

Ил гари биз шу бобнинг 14- § ида иккита дискрет X ва Y та­
содифий микдорнинг

Z =  X-\-Y

йнтндиснни урганиб, унинг тацсимот цонунини топган эдик. 
Агар Л ва У узлуксиз ва боглицмас тасодифий микдорлар бу­
либ, уларнинг зичликлари маълум ва мос равншда fi (дг) ва 
f2(y) га тенг булса, у ^олда Z=X+Y  тасодифий микдорнинг 
g(z) знчлик функцияси

19—26 О 289



формулаларнииг исталган биридан тол ил и ши мумкин. Агарда 
А' ва У тасодифий микдорлар нинг мумкин булган ^ийматларн 
манфиймас булса, у ^олда £(г)ни ушбу формулалар оркали 
топилади:

Богликмас тасодифии микдорлар йигиндисииинг таксимот знч- 
лигини таксимот цонунлари композициям деб аталади.

Эхтимолликлар таксимот цонунлари композицияси яиа фа^ат 
параметрлари билан фарклаиадиган \ша цоиунпииг узн булса, 
бундай таксимот цонуни тургуи таксимот деб аталади. Нормал 
цинун тургунлнк хоссасига »̂га зканлнгиии курсатпш ^ииииэмас: 
иормал 1\онунлар композицияси яна нормал та^симотга эга бу- 
лади (бу композициянинг математик к\тилиши ва дисперсияси 
кушилувчиларнипг мос равишда математик кутнлишлари ва 
дисерсиялар йишнднларига тенг). Масалан. А ва 1 боглик­
мас тасодифий микдорлар б\либ, иормал та^симлангаи ^амда 
математик кутилишлари ва дисперсиялари мос равишда ai=2,
о2 = 3, =  1, £)2=1,5 булса, у долда бу мнцдорларнннг компо­
зиция си (яъни Z —X+Y нигиидииннг таксимот зичлиги) >̂ ам 
нормал тацеимлаиган, бунда композициянинг математик кути- 
лишн ва дисперсияси мос равишда а=2+ 3 =  5. D=  I -1-1,5=2.5 
булади.

.Мисол: X ва Y богликмас тасодифий микдорлар к\рсат- 
кичли таксимот цонунларига эга:

Бу ионуиларнкнг композициясинн. яъни Z = А } тасодифий 
микдорнииг таксимот цонунини ёзинг.

Ечиш. X  ва У тасодифий мивдорларнинг мумкии булган lyiii-

0 о

О, —  оо  <  л' <  О,

матлари манфиймас. Шу сабабли g(z) - \ (л) f. {z— л) dx =



У  з-i з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тасодифий аргументнинг функиняснга дойр мисоллар келтиринг.
2. Тнспднфий аргумент флнкцнясинннг математик кутилиши ва дне > лш- 

си кандай «ши^ланадн?
3 Битта тасидифнй aprweHT монотон ф\нкциясшшнг таксимсл миги 

^андай тошгладн?
4 lii if ia  тасо шфий аргумент номонотои функциясниинг та.«.пчот i.uirii- 

нн ёзинг
5. Нормал таксимланган аргумент чнзицлн функцнясининг таксимот цо- 

нунн ^андан?
6. Иккита боглицмас тасодифий микдор йигиндисининг таксимот зичли- 

гинн ёзинг
7. Такснмот ^онуиннинг тургунлик таърнфини айтиб беринг.
8. 14 148—14.511, 14.528— 14.536-масалаларни ечпнг.

37- §. Тасодифий микдорлар системаси э^ацида тушунча.
Икки улчовли дискрет тасодифий микдор здтимоллигинииг 

таксимот коиуни

Шу ва^тга ^адар биз ^ар бири битта сон билан ани^ланади 
ган тасоднфпй микдорларни урганднк. Бундай микдорлар бир 
улчовли деб аталади: ну^сонли буюмлар сони, тешик диаметри, 
снаряднниг учиш узок.лиги ва бошкалар.

Бир улчовли тасодифий мицдорлардан таш^ари, мумкнн 
булган кииматлари иккита, учта, . . . .  /2 та сонлар билан аннкла- 
надиган тасодифий микдорлар хам ч'рганнлатн. Бундам микдир-
лар мос равишда икки, уч........ п улчовли тасодифий микдорлар
деб аталатн.

Икки улчовли тасоднфпй микдор (Л, К) оркалн белгила 
нади. .Y ва У микдорларшшг хар бири ташкил этувчилар (ком- 
понентлар) ц?б агалади. Бу нккала тасодифий микдор бир вакт- 
да кара палила иккита тасодифий микдор снстемасинн хосил 
килади. Ulyura ухшаш, уч улчовли (A, Y, Z) тасотифнн 
микдор учта А', У , Z тасоднфпй микдор системасини анн^- 
ланди.

I- мисол .  Станокда пулат кунмалар ипимиаланади. _\iар 
назорат кнлннудпгаи улчвмлар унинг бупи \ на чин ) бу ica, \ 
холда икки улчовли {А, У) тасодифий микдор! а. агар б\'нга 
Кушимча Z баландлиги хам назорат килинса, у \олда уч улчов- 
.111 (А, У, Z) тасодифий микдор! а эга буламиз

Икки улчовли (.V, Y) тасодифий мнкдорнн гсомегрик ,г\!•;- 
таи назардан текисликдаги \IfЛ', У) тасо.шфиП нукта енфатнда, 
яъни координаталари тасодифий ну^та енфатнда талцин этиш 
мумкин.

Икки \ 1човлн дискрет тасоднфпй микдорнинг такснмот крну- 
нн деб, бу микдорнинг барча мумкин булган кииматлари ва 
уларп пп =>v имоллари р,-- Р{ \ v,-, ) //,), i I, 2, • , \ ;

1.2. . т  рчнхатнга шгил.1 in. Рамнмог к*«пхнн oli.h и ;w_ia-Li 
inns-iu.*1 ufpii.»>an.

21» 1



\  Х1
*1 ! *3 *п

У\ Рп 1 р, I Psi ■ | Рп\
Ух Р.а ! Р,. Г,, . Рп2

.. j . . .  | . . .  I . . .  j ..

Ут Р\т Pin Pin, . Рпт

( * н = 1. 2, п. j =  1, 2, » т ходнса тар

>̂ ар иккитаси биргаликда булмаган ходнсаларнинг тула гурухини \о- 
сил ^лгани уч\н

Икки улчовли дискрет тасодифии микдорнииг таксимот 
^онунини бил га н \олда > ни ташкил этувчнларииинг хар бнри- 
нинг таксимот доиуннни топиш мумкин. ^аь^атан ,

(X  =  jc,: У =  уд. <* =  а-,. У  =  Уд. . <* == д.: У =  УJ

ходисалар бнргаликда булмаганлнгн учун цушяш теоремаснга кура 

р Ы  =  Р(Х  =  *.) =Р{Х  =  xv Y =  yx) +

+ P (X = Xl; У = ^ +  . . .  + P(X =  xt-, Y = y m). 

p(x2), p(x3), . . . , p (xr)  э^тимолликларии хам шунга ухшаш .̂ исоб- 

лаймнз.
Y ташкил этувчннинг таксимот ^онуин -\ам шунга ухшаш 

топи л а дн.
М и с о л. Ушбу /кадвал бнлан берилган икки \ лчовлн (Л, Y) 

тасодифий мнкдориинг Лг ташкил этувчисинииг таксимот цону- 
нини топииг:

X

К '
4

I I 8
I

0 0,10 0,05 0,10 j 0,13

- 1
0,07 0,12 0,10 i о,об

4 0,05 0.03 0,07 | 0,10

Ю^орида айтнлгаиларга асосан Аг тасодифий мнкдориинг тац- 
симот цонуии бундай булади:

X.
1 1 ' 1 4 1 7 6

pi
| 0,22 j 0,20 | 0,27 I 0,31

Текшириш: 0,22 + 0,20 + 0,27 -Ь 0.31 =  1.
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38-§. Иккита тасодифий микдор системасининг таксимот 
функцияси

Т а ъ р и ф .  Икки улчовли (Л*. У) тасодифий миклорнинг тац- 
сичот функцияси деб. у \ар бир (лг, у) сонлар жуфти учун X 
тасодифий микд р х дан кичик кийматни ва бунда У тасодифий 
микдор у дан кичик кийматни кабул цилиш эхтимсллигига 
айтилади, яънн

Fix, у) =  Р(Х  с  х, Y с у )  (38 1)

Геометрик нуктаи назардан. F (х, у) функция э̂ ар бир (х, у) 
нукта учун (X, У) тасодифии мнкдорнинг учи шу (х. у) нуктада 
булган пастки чап квадрантга тушишиип билднрадн (i42- Шакл). 

у) таксимот функциясинииг асосии хоссаларини келти-
рамиз.

1-хосса .  0^Г(х, у.)^\.
Бу хосса Fix, «/) функция .чар бир (а\ у) н\ь/га уч\н бирор 

э^тимолликин ифодалаши, э\тимоллик эса 0 ва 1 орасида булн- 
шидаи келиб чикади.

2-х о с с а .  F(x, у) функция аргументларнннг ^ар бири буйн­
ча камаймайдигаи функция, яъни

F (х2, у) >  F(xj, у), агар х2 >  хл булса,

F{x, y2)>F{x, уд, агар //»>(/, булса 

Бу хосса геометрик иуктан назардан луда аеч. Хакнкатаи, х 
ортиши билан (квадрант чегарасинннг унгга сурилишн билан) 
ёкн у нинг ортишн бнлан (квадрант чегарасинннг к^орига сури- 
лиши билан) (Л, У) тасоднфнн ну ктанинг буидай квадрантга 
тушиш эхтнмоллиги, яъни Р(Х<х; Y<y) =  F(x.y) э^тимоллик 
каманмайдн.

3- х о с  с а. Ушбу тенгликлар уринли:

F (— оо, у) — 0, F(x, оо) =  О, F{— оо, — оо) =  О

Хдь^атан хам, / '(— оо, //) = Р (X <  — оо, У <  у) =  0, чунки 
(X < —оо) мумкин булмаган ходиса булганлигн сабабли (X <  — оо,
Y <  У) ходиса \ам мумкин булмаган >;однса.

Долган икки тенглик ^ам шунга ухшаш исботлаиади.
4- х о с с а. Ушбу тенглнк у ринли:

F ( -г оо; оо) =■ 1.

Хакнкатаи, (X <  + оо, Y <  -]- оо) му 
*\аррар ходиса, шуиинг учун

F(+ оо; -J- оо) — р(Х  <  оо;
У <  -f оо)

5-хо с са  Ушбу течгликлар уринли:

F{x: Н- оо) =  Fj (х), F{+ оо; у) =  F* (у),

бу ерда Fi(x) икки улчовли тасодифий

<

- V - - T

142- шакл

* \х,у)
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мшудор Л' ташкил этувчнсииинг так­
симот функцияси, F2(y) эса У ташкил 

,£ .j) этувчнсииннг такснмот функцияси.
Хакикптан хам, Y <  -г оо мукаррар

• ШМ с) ХОДИСЙ. lilviIHlir учун

F(x, 4* оо) =  Я (А’ <  х\ У <  -г оо) —
-c j— а-----Т  =  Р(Х <  X) -  Fx (а).

Юкоридаги тенгликлариинг иккин- 
чиси хам шунга $хшаш исботланади. 

143-шакл 6- х о с с a. (.Y, Y) тасодифий мик­
дорнинг х=а, x=b, у=с, y=d  тутрн 
чизиклар бнлан чегараланган тугри 

т\. урчакка (143-шакл) тушиш эхтимоллиги

Р(а <  X <Ь\ с <  Г <  d) F(b, d) — F(a, d) —

— F(b, c)-~F(a. с) (38.2)

i , ла оркалн хисобланншн мумкин.

39-§. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг 
таксимот зичлиги

Такснмот функцияси F(х, у) булган ( \, )) икки улчовли 
узлуксиз тасодифий мнкдорнн карайлик.

Т а ър и ф. Ушбу

г / ч дгР (.V, ij\ с - . .
f ( x ,y )= ---т-=- -Fxg(x, у)

&л ду у

тенг л : бнлан аникланаднган f(x, у) функция икки улчовли узлук- 
си \. Y) тасодифий микдор биргалнкдагн таксимотинннг зичлиги 
ёки iA, Y) система таксимотинннг зичгик функцияси деб аталади.

Б нда F (дг, у) функция и к к и н ч и  тартибли аралаш Fxy{x, у) дои­

ли »rd вз бу хосила бутун Оку текtfсликда, чекли сондаги эгри 
4ii тарни истисно этганда, узлуксиз деб фараз килинади.

. игранж теоремасидан фойдаланнб,

F{x— &x\ и — \ и\ — F {х. ,/Т А#) — F (х— Ад:, i/i-f- F (х. <;) 
г ( , v) =  игл ------- 1--- ------------ ----------------- —

дх-»о &х±у
А!/-*0

эка 1 mi исботлаш кийин эмас. Шунинг учун (38.2) га асосан

I  (л. У) =  1.Ш у <Г (39 1}
д*-»о Ах-Д у

Шундай кИЛИб, f{x, у) функция .^ар бир (х, у) нуктада сои
жичатидан (Л, }) тасоднфпй нуктанниг элементар тугри турт- 
бурчакка тушиш э^тимоллигннинг унинг юзнга нисбатини бу



тугри туртбурчак (х, у) иуктага 
тортилгандаги лпмитига теиг (144- 
шакл).

(39.1) фор мул а дан куиидагнни хо­
сил киламиз: (Л, У) тасодифии нуцта- 
нинг учи (а% у) нуктада ва томонла- 
р» Д-v. Д// булган элементар ту'грн 1 
туртбурчакка тушиш эхтнмоллиги 
бундай ёзилишн мумкин:

Р (х < Х  <  х+  Да" у <  Y < у 4- Д у) =  144- шакл.
=  U (-V, у)-Ь е) Ах & у, (39.2)

бу ерда Да -^0 ва Л//->0 да е->0.
Шунннг учун (X, У) нуктанинг Оху текислнкдаги бирор D сохага 

тушиш эхтнмоллиги ушбу тенглнк билан ифодаланади:

РЦХ, Y )£D )=  |f / (v, у)dxdy. (39.3)
D

(38.2) формуладан фойдаланиб ва F(x, у) функция хар бир 
(лг, у) нуктада (X, Y) тасодифий нуктанинг учи (х, у) нуктада 
булган пастки чап квадрантга тушиш эхтимоллигини бери шин и 
хнеобга олиб, F(x, у) таксимот функцнясини (f(x, у) таксимот 
зичлиги оркали бундан нфодалашлмиз мумкин: 

х у

F(x, у) = \ j1 f(u, v)dudv. (39.4)

Энди иккита тасодифий микдор системаси таксимот знчлн- 
гннинг асосий хоссаларини келтнрамиз.

1- х о с с а .  Таксимот зичлиги манфиймас функция, яъни

К*, У)>  0.

Бу (39.2) формуладан аннан курпннб турибди, чунки \л > 
Д#>0, е—>-0, тенгликнинг чап томонн эса манфиймас.

2-хо  с с а. Таксимот зичлнгидан олинган икки каррали ин­
теграл бирга тенг:

л.-, 4-.

f  /(-V, y )d x d y  =  I.

Хакнкатаи, (39.4) формулага асосан, куйидагнга эгамиз:

\ \ f(-W y)dxdy =  F(+  oo :- foo )= l .

.Мисол. у- ~ у2 <  4 доирада таксимот зичлиги f (х, у) =  С (2 —

— Vx-- if1 ) формула билан берилган; доирадан ташцарида f(x, у) =  
=  0. а) С узгармас ни топинг; б) (X, Y) тасоднфнн нуктанинг марка­
зи координаталар бошида булган радиуси бирга тенг дойра ; ®ига 
тупшш ЭХТИМОЛЛИГИНИ топинг.

Ечиш. а) Таксимот знчлнгипинг иккинчи хоссасидан фойдаланамиз:



J \C(2-Vx- + y* )dxdy — I . 
**+»■ 1

Бундан

C =
' 2 — | x2—  y-)dx 'ij

ХлА-ул-,Л

К,утб координаталарга утнб, куйчдлгнн I \j:»n цчлдмчж

С =-5— т-1----- - i .8 л
' d i p  (2 — f . ) p d f,

А о

Шундай килиб,

I 3
(2 — 1 х1+у- ). д- -Ь Т  <  4,

К*' Й = |®“ .^-И/*>4

б) Тасодифий нукташ.нг айтилган доярага (D соха) тушчш э\ти- 
моллигинн (38.3) формула буйича топам и:

P((X,mD)=~ П (2-1 ^  + ̂ )d.vrfi/
“ п J  J x'+̂-l

Кутб координаталарга утиб, изланаётган эхтимолликни топамиз:

p = i ^ j d(fj <2- p)fJdp=i '

(X, Y) снстеманинг таксимот энчлигини билган .\олда ташчил этув- 
чиларнинг таксимот зичлигини топиш мумкин, чунончи:

h  (*) =  ]' f(x, y)dy, fA'j) =  f f(*. y)dx,

бу ерда f M — тасодифий X микдорнинг таксимот зичлиги, f.2(y) эса 
тасодифий К микдорнинг таксимот зичлиги. 

кунидагига эгамиз:

Ft (.v) =  /  (c, + о о )=  j  | !(и, v)dudu,

буидан

м*)= ;̂ м = j к*. v ) d °-

—со

Иккинчи тенглик \ам шунга ухшаш топ:клади.
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1. Тасодифий микдорлар системаси таърнфини айтиб беринг, Мисоллар 
келтиринг.

2. Икки улчовли дискрет тасодифий мнкдорнинг таксимот ^онуннни ёзинг. 
Ташкил эт\вчиларнинг таксимот ^отнларн ^андай ёзнлади?

3. Икки улчовли тасодифий мик »рнинг т«>,снм< ; 11< ни 
аитннг У геометрик нуктан назардан нгмани англатаднэ

4. Так/' от функциясинииг е:осий хоссаларини «й.н* ' м 1 i >нп ис­
ботланг.

5. Икки 5 човли узлуксиз тасодифии мнкдорнинг та сииот зичлиги кан­
дай таъгмфланади?

6 II ки >л >вли узлуксиз тасодифий микдорнип б  ш ■ 1 iT ’ чш 
эхтимоллигини \исоблаш формулгснни езинг.

7. Таксимот функцияси зичлик функцияси оркали кандай ифодаланади?
8. Икки улчовли тасодифий микдор таксимот зичлнпшинг асосий хосса- 

ллрини айтиб'"* - инг.
Р Икки _ л човли узлуксиз тасодифий микзор ташкил этувчнл^ндан \зр 

бирг* • нг • л таксимоти i шдай аникланади-*
14 З?4— 14 382, 14 38°— 14 3QQ 14404— 144' ч: *ала.7аррп еч, ..

40-§. Икки улчовли тасодифий микдор ташкил эгувчиларинииг 
шартли таксимотлари

а) (.V, У) таксимот цонунч \ръл\ч 6Ктган нчкн улчовли дискрет 
тасодифий миьдор булсин:

Айтайлик, синов натижаснда А тасодифии микдор д’,- и̂йматни 

цабул цнлган булсин; бунда Y тасоднфнн микдор узининг mjmkhh 
булган yt, i'o, . . , ут кнйматларидан исталган бнрини бирор эхти- 

моллик билан г̂ абул цилишн мумкин. Бу эхгимоллик, у му май айт- 
ганда, р(у1) Я (>' =  //,) (бунда j I, 2, , т) эхтнмоллнкдан 

фар^ цичадн
Купайтириш теоремасига к\рз:

р(с,- , » ,)  =  / > ( *  =  v,: У у )  Р ( .\  V,) P ( Y  —  (/, | л  =  х ,)  =

= P(-V,)P(;/(|V.

бунда />(»,-. у )  —  шу Л .V,- ва ¥  — и ходиса тарнннг биргаликда 
руй бериш э\тимоллигл, р (у \) эса Y ~ у. \одксанчнг X xt \о- 
диса кузатилганл!1ги шэртлн эхтнмоллчг [. Бу формуладан Яуйидаги- 
ни .\осил киламиз:
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Ушбу

р(«/,М =
p U; . г/f) 

p(*i »'

У 1 4,1 1 й  1 • j Ут

j P(«/al*,-) ! ■ | Pteml*.')

Жадвал Y ташкил этувчииинг X =  x-t даги шартли таксимоти 
деб аталади.

Шартли э^тнмолликлар нигиндиси бирга тенглигшш айтнб утамиз: 
/ 1 ч , / , ч , , I ч Vl\ , P(*i > Vi) ,

р Ш  +  р Ш  +■■■ + p ( y J * i )  =  т ^ т р  +  т ^ - г ~

■ P t e j - y J  l><xi  > =  J

P(*i) P (« il
Шунга ухшаш, X микдорнинг тайин.танган Y — y t (j-= I, 2........... m)

цийматдагн шартли тацсимот цонунларипи царашнмиз мумкнн:
. , ч Р (*f • Vi)

1-мне о л. Икки улчовли (X, У) тасодифий микдор берилган:

-Y
У

I 4 7 8

0 0.10 0,0Г. 0,10 0,15

- 1 0.07 0,12 0,10 0,06

4 0,05 0,03 0,07 0,10

X ташкил этувчишшг Y ташкил этувчи Y =  4 анимат кабул килди 
деган шартдагн шартли таксимот ^оиуннни топинг.

Ечиш . p (i;3) = р(х„ у 3) +  л (-'s. !h) + P('‘*  y J ^ P U *  Ил) - 
=  0,05 +  0,03 +  0,07 +  0,10 =  0,2Г>.

= ^  =0,20.РШ
р(*.Ы = ̂  = т !  = 0''2,Р(</з) °-2° 

p(^ = “ = i f  = 0'28- 

Р(Х*М ^ ^ Г = ^ Г  а4°
Т екш и р и ш : 0,20 - f  0 ,1 2 -  0,28 + 0 ,40  -  I.
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Ж а в о б н .

А’ 1 - • 7
1 Я(Х|У =  4) 1 0 . 2 0 0 . ,2 0.26 0.40

б) (X, У) икки улчовли узлуксиз тасодифий микдор булсин. Ушбу 

/ {.х/у) =  lim PJ * <  \ Х±У <  у < - 1  'А
&Х~*0 Д X
Ду—»0

формула бнлан аницланаднган f  (л|//) функцияни X ташкил эту вчи­
ним г берилгаи У =  у  цийматдаги шартли зичлиги деб аталади. Унинг 
счратида X  тасодифин микдорнинг У микдор ) у ,  у  А у [  орали^дан 
ь^иймат цабул цилдн деган шартда J х, х +  А х [ ораликда ^иймат ка­
бул килиш эхтимоллиги турибди.

Купайтириш теоремасига асосан:

f(41/) = Иш =
Д*-*0 Д *
Ду-*0

_ |jm f( i< A '< x-a r .)< l '< iT M  _
Лл:-.0 Л \ -Р  (*/< К С  I/-+- Д у )Ау-* О

_  | jm  Р ( Х <  X  <  X — \ A: |/ " > '< / /  - A j / 1 ___________1_________ __  / {X,  у )

Д» -0  \ ‘ А»/ У<У~г &У) /2 (у) 
Ду~»0 ----------------------------

Шундан килиб

fulwl =
Ш

Ь .у

1Ш  -~ Т ' <40|>
Ш\'нга Ухшаш,

! ( ’чх) (40 2)Г1 (*)
ни хосил киламиз. Б\ нккн формуладан

/('. у) h(y)f (x\y),
IU. (40 3)

ууносабатлирии хосил киламиз.
Шартли зичлик шартсиз такснмот зичлигинннг барча хос- 

аларига эга, хусусан,

f  {х'у) >  О, С / (ф )й х  = | ;

f(y\x)>  0, f f{ ll[x )d y=  I.
~ СО

Бу хоссалариинг т>трилипшн текширнб куришни уцувчига тав- 
сия ^иламиз.
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Тасодифий мнкдсрлариинг боглнклнк ва богликмаслик ту ­
шу нчалари эхтнмоллик назарнясинниг эиг мухпм тушуичалари- 
дан биридир.

Узлуксиз тасоднфнн мигдоплар >чун \ ни : \ > боглиц- 
маслнк шарти исталгаи у  да

/Ч V)- (41.1)
к_ рингшда ёэилиши м\чкнн Агарда V т («нй мицдор X 
тасодифий микдорга боглик булса, у холда

1 Hi
Тасодифии микдорнииг богликлиги ёкн боглькмаслиги доимо 
хзарилигннн, яънн агар } микдор Аг га боглик булмаса , холда 
А микдор Y мицдорга бс • ликм* лигннл (40 3) у  -радул; лардаи 
фойдалаииб курсатамнз.

Чакнкатан, > мп дор \ га б^глнк t  лмасии У холда (41 I) 
■кнглик уриклн. Нм.ннчн тсч.' идан, (40.3) форм>лаларга асо- 
саи

fs(i/)ir-'v; 1
буидан, (41 1> ни эътиГ эрга оли

/"'у) МА
ана шуни исботлаш талаб килиигаи эди.

Тасодифий микдорлар богли^маслигинннг содда аломатини 
келтнрамнз, у  ушбу теорема шаклида ифодаланади.

Т е о р е м а .  А ва 1 тасодифий м гщ дорлар боглицм ас 'j .m u tu  
уч ун  (X, Y) сист сманинг такси нот зичли ги  ташкил этувчи тасо­
дифий микдор.* ар зичлик ю рининг купайтмаси га  тенг булиш и  
за р у р  ва  етарлидир:

Rv, и) = [,(х) Ш  (41.2)
И с б о ти  3  а р у р л и г и А' ва Y богликмас тассдн fua чшкдор- 

лар булсин. У холда

№. у) A W -fW 1 !М Ш
Е т а р л и л и г 11 / (.¥, у) =  /, (х) /£ (у) бу. iciih. ^ Y  л~а 0 0  1) ва 

(40 2) тенгликлардан фоидаланиб куйидагини хосил киламиз:

ш  i m  ш  !f r x/а /| И
Теорема исбот килнндн.
Н а т и ж а .  Агар [(х , у )  таксимот зичлигини бнри фа^ат 

х га богли^, нккинчиси эса факат у  га боглн^ иккита фучкция- 
иинг купайтмаси куринишида ифодалаш мумкин булса, у >;олда 
А ва У тасоднфнн микдорлар боглнцмасиф.

И сбо ти . f  (,v, »;) =  а  (а )  - (3 (и) булиш. V холда

4 1 - § .  Б о гл и к  в а  б о гл и к м а с  тасоди ф ий  м и к д о р л ар
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\ a(*)di- \ p{y)d:/ = 1
—»  J-jC

/ ,W  =  J f (x ,i i )d 'j - f a (v )P (i')dy o (r) l
--SO —St ---со

+ 00 Г» —SO

h  (у) = \ I (*• У) = f  »  W P fe') dt  -  P (") l’ П (a) dx. 

Бундан л  (дг) ■ /, (у) =  а  ( л )  (  p (//) d'/ P(i/) \ a  (.v) d.v =

=  a(.v) P ( j/ ) i a(v)<tr\ P ('/)dy -  a M  p(y) =  / (v, //)

Шундан ^нлиб, биз / (,v, t/) =  /,(v) ■ /2(у) ни \осил килднк, 6v 
эса А Ра 1' тасодифий мнкдорларгагнг борлнкмаслнгннп англатадн, 
ана шуни нсботлаш керак эди.

2 -м н со л . Hkkii улчсвли (Л, Y) тасодифий мн\дор ушбу

I (*, У) - ■----------- '-----—лЧ1 + **-*! 4-*V>
таксимот зичлиги билан бернлган. А' ва Y тасодифий мнкдор- 
ларнинг борли^ ёки богли^маслигини аницлаиг.

Е ч и ш . Бу таксимот зичлигини ушбу купайтма куринишида 
ифодалаш мумкин:

f (х, У) =  - - ■- - • - - 1—  7. -  h  М • U Cl/)-я  (I -1- г») я  (1 - у~)
У э^олда натнжага асосан X ва Y микдорлар боглнкмас.

3-м и с о л . Икки улчовли дискрет (А, У)  тасодифий микдор 
бернлган:

f / (» .  y ) d * d y  -  1' l‘ a(x)(>(y) i lxdy  =

2 4 5 I
1 0,03 0.07 0,10 1

3 0,20 0,10 0.50 j

А' ва У тасодифий мнкдорларнииг богли^маслигини к$'рсатинг.
Е ч и ш . Х = 2, А'= 4, А’ - -5  ^одисаларнинг э^тимолликларини 

топамиз:
0,03Р(Х =  21У =  1) =  ^ ̂  ~ ‘ ^  ^ =

1 '  Р (У  =  I) 0 ,03  } -0 ,0 7 + 0 .1 0
=  0,15,
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Р ( Х  =  4 У -  1) -  Р-<Х = <- У= П  _ -----------0 ,07----------=
1 ’ Р (К =  1) 0 ,0 3 -1 -0 ,0 7 + 0 ,1 0

Я{X = 5|У =  1) =  р ^ =а5:- Г = Ч  в  --- -----° i i° --------- =  0,50.
'  1 7 Я (К = 1 )  0 ,0 3 +  0,07-{- 0,10

Олинган иатижаларнн ушбу жадвалга ёзамиз:

\ * * 5

Р  ( X  -  Ч ) 0,23 0,17 0,60

Р (Х  =  Ч | Г = 1 ) 0,15 0,35 0,50

Жадвалдан куршшб турибдики, Р(Х  =  xt) Ф Р(Х  =  xi | У =  I).
Бу эса А' ва Y тасодифий микдорлар боглш^ деб хулоса чи^а- 
риш учун етарлидир.

42 -§ . Корреляция момеити ва корреляция коэффициеити

Т а ъ р и ф . X ва Y тасодифий ми^дорларнинг корреляция 
моменти (ёки ковариаци яси )  деб, цуйидаги сонга айтилади:

к ху =  М  ((.X -  тх) (У -  m j) .  (42.1)
Дискрет А ва У тасодифий микдорлар учун бу формула уш­

бу куринишни олади:

Кжу =  -  <*.- -  т.)  (УI— ту> Рц- t’f
X ва Y узлуксиз тасодифий микдорлар учун формула бундан+00 +00

булади: Кп = \ j  (х—m j ( y  — m JH x, у ) dxdy.

Корреляция моменти ифодаси математик кутилиш хоссалари 
асосида бундай алмаштирилиши мумкии:

•И ((X — тх) (У' — ту)) = М (Х-Y — mx Y —ту Х -+ тх • ту) =
■■= М  (ХУ) — М СmxY) — М (туХ) +• .И {тх - т )  =  М {X • У) —
— тх М (Y)—ту Ч  (X) 4- тхту - М (ХУ) — .И JX ) М  (У) —

— .Vi (У) ■ М (X) 4- М (X) ■ М (У) = И (ХУ) — М (X) М  (У).
Шундай килиб,

Кху =  VJ (ХУ) - VI (X) • VI (У). (42 2)

К  нинг маъносп ва вазифасшш ондинлаштирамнз. Кху кор­
реляция моментн X ва У тасоднфнн микдорлар орасидаги борла- 
нншии тавсифлашпнн курсатамиз. Шу ма^садда ушбу теоремани 
исботлаймщ.
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Т е о р е м а .  Борлицмас тасодифий м щ дорл ар  уч ун  к орр ел я ­
ц и я  моменти нол га  тенг.

И е б о т  и. Боглнкмас тасодифий микдорлар учун .VI (XY) — 
= М (Х).М (У) эканлигинн хисобга оладиган булсак, теорем а - 

нинг исботи (42.2) формуладан дар^ол келиб чикади.
КХу микдор X ва Y ми^дорларнн нфодалайднган улчов 

бнрликларига ботлиц, шу сабаблн унинг узи богланнш курсат- 
кичи була олмайди. Шу муносабат билан корреляция моменти- 
нинг бу микдорлар уртача квадратик четланишларн к$'пайтма- 
сига нисбатндан иборат булган улчамсиз ми^дордан фойдала- 
ннлади:

Бу ннсбат корреляция коэффнциенти деб аталади.
Корреляция коэффицненти абсолют ^иймати буйича бирдан 

ортиц булмаслигини, яъни
- К г ху<\ (42.4)

ни исботсиз келтирамиз.
Корреляция коэффицненти таърифидан ва олдннги теоре­

ма дан ушбу теорема келиб чикади.
Т е о р е м а .  Агар X ва  Y тасодифий м икдорлар боглицм ас 

б ул са , у  %олда ул арнин г к ор р ел яци я  коэффициенти нол га тенг.
Бнроц бунга тескарн хулоса цнлиш мумкнн эмаслигини антиб 

утамиз: микдорлар > а̂тто функционал борланган булса >;ам, 
лекнн уларнинг корреляция коэффициенти нолга тенг булиши 
мумкин. М асалан, А' мнцдор таксимоти ординаталар уцига нис­
батан симметрнк жойлашган б^лсии, демак, М(Х) = 0. Сунгра 
}'=А'2 булсин. У холла X нинг симметриклигнга асосан,

М (YX) = М (Xs) =  О =  М(Х)'М  (>0 
ва, демак, Y микдор X нинг функцияси булишига царамасдан, 
Кху =  0 .хамда гхи 0 .

Т а ъ р н ф. Корреляция моментн (ва , демак, корреляция 
коэффициенти ^ам) нолга тенг тасодифий мицдорлар к орр ел я - 
цияланм аган м икдорлар  деб аталади.

С^нгги теоремадан куринадики, тасодифий ми^дорларнннг 
борлицмаслнгндан уларнинг корреляцияланмаганлиги келиб 
чи^адн, ундан кейин келтирилган мисолдан эса тескари тасдиц- 
нинг, умуман айтганда, тугри эмаслиги келиб чикади.

Пнроварднда я на бир теорема ни келтирамиз, у  тасодифий 
микдорлар орасидаги борланншнн тавсифлашда корреляция 
коэффицнентинннг ахамнятини яна ^ам батафснл ойдинлаш- 
тнриб беради.

Т е о р е м а . Агар Y тасодифий мифор X тасодифий мщдорнинг 
чизикли функцияси , яъни  Y =  аХ +  Ь билса , // холда агар а  > 0 
булса, гху — 1 , агарда  с  <  0 бул са , у  .\олда гху — — 1 брлади.
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И с б о т и .  К гн н даги га  эгам пз: К ху М  ((Л  — т х)  (Y  — т ^ )  =  
=  М  ((Л' — т х) (аХ  4 - Ъ —  а т х — ЬУ) =  с М  ((.V —  т х)2)  =  aD{, :

D (У') — D (аХ -f-Ь) = а~-D(X) -  с2 с у = 'а  • с х.
Бу натижаларни (42 3) формулага куйио, куГщдашни оламиз:

_  Кху _ с-сг“ I. f l > 0  д а ,

ХУ °х с у  с! о х а  С  0  д..

У з -у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 Икки улчовли дискрет тасодифий микдор ташкил этувчиларннинг шарт­
ли таксимотлари цандан топила ди? Мисол келтиринг.

2 . Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдор ташкил этувчиларннинг 
шартли таксимотлари кандай топил а ди?

3. Кандай тасодифий микдорлар богаиц, кандай тасодифий микдорлар 
боглицмас деб аталади?

4. Узлуксиз тасодифий микдорлар богликмаслигининг зарурий ва етарли- 
лик шартинн ва ундан келиб чи^адиган натижани айтиб беринг.

5 Корреляция моменти таърнфини айтиб берннг. Корреляция коэффици­
ент!! деб нимага айтилади?

6. Богликмас тасодифий микдорлар учун корреляция коэффициента нн- 
мага тенг?

7. Корреляция коэффициента кайсн чегараларда 5-згариши мумкинлигини 
курсатинг. Чизикли боглиц тасодифий микдорлар учун корреляция коэффи­
циента нимага тенг?

8 Кандай тасодифий микдорлар корреляцияланмаган деб аталади? Та­
содифий ми^дорларнинг корреляцияланмаганлиги бнлан богликмаслиги ораси- 
да цандай богланиш борлигини курсатинг.

9. 14.389—14.403, 14 416—14.422- масалаларни ечинг.

43- §. Марков занжирлари. Утиш эхтимолликлари

26- §  да богликмас синовлар кетма-кетлиги, хусусан Бернул­
ли схемаси ва полиномиал схема царалган эди.

Энди боглнц сииовлар кетма-кетлн клари бнлан таиишамиз.
Ek, . идишлар тупламн берилган ва хар бнр идиш- 

га Ег, Е2, . , Ek, . белгилн шарлар солинган булсин. /-идиш- 
дан Ek белгили шарнц олиш эхтнмоллнги p lk булсин.

Биринчи синовда битта идиш танланади. Е{ идишни танланиш э^- 
тимоллиги pi га тенг. Биринчи танланган идишдан шар тасодифий 
олинади, агар бу шар Е{ белгили булса, у  холда кейинги шар Е{ 
идишдан олинади ва \оказо.

Равшанки, (Ekn Ekt . EkJ  идишлар кетма- кет тагининг пайдо
булиш эхтимоллиги

Р  {(EkoEki . EkJ  — Pk0 Pk0ki Pkikt ■ ■ • Pkn_i (^3.1)

Бу идиш моделини умумлаштирамиз. Синошинг мумкин булган на- 
тижалари тупламн £1? Е*_, . . . , Ек, . . .  ни карайлик. Синов бошида
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El% E2, . ■ . Ek, . натижаларнинг эхтпмолликлари мос равишда р,, 
Ра. * Р*. ■ булсин.

Т а ъ р и ф . Б ир ж инсли М арков занж ири  деб, хар бир нав- 
батдаги синовнпнг натижаси ф акат ундан плдпнгп спновнинг 
иаткжаснгагина боглш^ булган снновлар кетма-кетлигига айти­
лади.

Шундай ^плиб, хар бир снновлар жуфти (Eit Ek) га p ih шартли 
эхтнмоллнк мос келади, яъни бирор спнопда Ek натижанинг олдин- 
ги синоьда Е{ натижа руй бердн деган шартда руй беришининг шарт­
ли эхтимоллиги pik га тенг.

У ^олда иккита, учта, т^ртта ва хоказо сииовлар мос нати- 
жалар  кетл-а-кетликларининг эхтпмолликлари ушбу формулалар 
билан берилади:

Р{(£ ; , Eb)) = p; pit,
Р Щ , Ег  Е,)} =  p ip i i p,t , (43.2)

Er  Et , Er)) = p i p i l pp ipkr,

P { (E U, Ej t , . , Ein) } = P itP U i . . . P in_ U n .

1 -м и с о л .  Тасодифий кучишлар. Турри чизиеда иккала то- 
монга чексиз давом этадиган бутун нуцталар кетма-кетлк- 
ги ...—2, 1, 0, 1, 2 ,... да кучишнн ь^арайлнк. Бнр кадам да зарра 
фа^ат ь^ушни бутун ну^тага кучншн мумкин булсин. Бундай 
тасодифий кучиш Марков занжири булади, шу билаи бирга 
бунда 1 булса, pik =  0.

Агар Еи  Ег, . . , Ek, . . . натнжалар тупламн тула гуру^ хосил 
|$илса, у  холда биринчи синовда Ek нинг руй бериш эхтимоллиги 
ушбу шартни каноатлантирадн:

^  pk =  1, pk>  0 барча k лар учун. (43.3)
к

Агар бирор синовда Ei натижа руй берган булса, у  .^олда кейин- 
ги синовда Еъ  Еъ  . . натижаларнинг исталган бири руй бериши 
мумкин, демак, ра  +  pi2 +  . . .  Ч-/> ,•*+ .-. =  1, Pik >  0 , исталган 
i да.

Мумкин булган Ек натнжалар одатда системанинг мумкин булган 
холатлари деб аталади Агар /i-синов натижасида Ек руй берган бул­
са, у  \олда п- кадам Ek ^олатга келтирди деб айтилади, p ik эхтимол- 
лик Ei дан Ек га утиш эхтимоллиги дейилади.

Исталган натижалар кетма- кетлигининг эхтимоллнгини (43.2) фор­
мула буйича \исоблаш учун эхтимоллнкларнииг бошлангич таксимоти 
Pi ларни ва £■ холатдан Ек холатга угшш э^тимолликлари p jk ларни 
билиш лозим.
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pjk эхтимолликлар утиш эхтимолликлари деб аталади ва ушбу 
утиш эхтимолликлари матрицаснни хосил килади:

Утиш эхтимолликлари матрицаси квадрат матрицадир. Бу 
матрицаиинг элементлари манфиймас хамда ^ар бир сатрдаги 
элемеитлар йигиндиси (43.3) шартга асосаи 1 га тенг.

Элементлари бу шартларни ^аноатлантирадиган матрица 
стохастик матрица деб аталади. Истагаи стохастик матрица 
утиш матрицаси булиб хизмат ^илиши мумкии.

2 - м и с о л .  Система иккита холат: Е\ ва Е2 дан фа^ат бит- 
тасини олиши мумкин булсин. Е\ ^олатдан Е2 зфлатга ^тиш 
э^тимоллигн р  га  тенг, Ё2 ^олатдан эса Ех холатга ^тиш э^ти- 
моллиги q  га  тенг, у  х;олда утиш эхтимолликлари матрицасн

куринишда булади, чунки х;ар бир сатрдаги элементлар йигин- 
диси 1 га теиг булиши керак.

М азкур схема ушбу тасодифий кучишлар модели оркали 
ам алга оширилиши мумкии.

Зарра бнрор т\три чизиц буйлаб узгарм ас тезлик билаи ха * 
ракатланади, биро^ ^аракат йуналннш тхсатдан узгаришн мум­
кин, шу билан бирга агар зарра унгга томон ^аракатланаётган 
булса. у  холда х.аракат йуналишининг узгариш эх.тимоллиги 
вацтиинг хар бир моментида узгарм ас ва р  г а  теиг. Агар зарра 
чапга томон х;аракатланаётган булса, у  ^олда ^аракат йуиали- 
шииинг узгариш эхтнмоллиги ва^тнинг ха Р бир момеитида q га 
тенг. Шунга мувофи^, ^аракат йуналишинииг са^ланиш э^ти- 
молликларн унг томон г^аракатда 1—р  га, чапга томон з^аракат- 
д а  зса 1—q га тенг.

3- м и с о л. Ютилишли тасодифий кучиш. £0. ^ 1’ ■ ■ • » '
снстемашшг барча мумкин булган холатлари б\лсин. Е0 ва EN х°‘ 
латлардан ташкари исталган з^олатдан ё £ г-_, холатга р  э^тимол- 
лик? билан. ёки холатга 1 —p  =  q  эчтимоллик билан утиш
мумкин.

Агар k Ф  i  ± 1 булса, система ^олатдан Ек холатга ута ол- 
майди.

Агар система Е0 ёки EN холатга тушган булса, у  доимо узгар- 
май колади.

Бу холда утнш эхтимолликлари матрицаси ^уйидагнча булади:

(43 4)
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1 О О О . . .  О 0 O'
q 0  р  0  . . .  О О О'
О q О р  . . .  О 0  0 |

0 0 0 0 . q 0 р '
0 0 0 0 0 0 1/

Бундай схема зарранниг [О, Л] кесманинг нуцталари буйича 
кучиш модели орцали амалга оширилади, бунда зарра исталган 
ичкц нуктадан битта кадам да ф акат кушни ну^таларга кучишн 
мумкин, кесманинг охирларида эса зарраиинг ютилншп юз бе- 
радн. Агар зарранниг харакатн бернлган k £ [О, N\ нуктада 
бошланса, у  холда бошлангич эхтимоллик таксимоти ушбу курн- 
нишда булади:

рк =  1 ; Pi = 0, i ^ k .

Агар бошлангич холат тасодифий тацлаиса, у  холда бошлангич 
эхтимоллик таксимоти рк = — — формула билаи берилади.

(4 3.5)

4 4 -§ . Лимит э^тимолликлар ^а^идаги теорема.
Стационар э$олатлар

рц  эхтимолликлар системанинг битта кадамда Е{ холатдан Е. хо- 
латга утиш эхтимоллигинн белгилайди. Системанинг £t холатдан 
Е- холатга роса п  та кадамда утиш эхтимоллигинн р {р} оркалн бзл- 
гилаймиз. У холда ftp ) эхтимоллик системанинг бошлангич холати 
Ei булган шартида /i-кадамда Е. холатга туш'лшипниг шартли эч- 
тимолидир.

Эхтимолликларни цушиш теоремасига асоеан эхтимоллик EL 
дан Е. га олиб борадиган барча п  та кадамли йуллар эхтимоллик- 
лари йигиндисига тенг. Чунончи

f l}  =  Pit'
P'il =  P il f t ,  +  P iiP y  +  • • • +  PikPkj +  • ■ - +  P in Pnj -

=  Pit Pkr

Математик индукция усули буйича ушэу yuyxn i фэрмулани исбот 
килиш мумкин:

,р'Я~. Рч- К  (44. 1)[*~]
Ана шу математик индукция усули дай яиа бир март i ^  >йл аланиб.
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р ' » V/̂ j>p<4 (4t 2)
fc-i

эканлигина исботлаш мумкин. Бу тенгликни бундай Таллин этнш 
мумкин: агар система бнринча п та цадамдаи сунг орали к  Ек холат* 
га эришган булса, у  холда Ек ^олатдан кейинги Ej холатга у 1'1101 
эчтимоллигк Eh холатга цандай эришилгаилигига борли^ эмас.

Ушбу матрица хам стохастик матрица булади:

/ Mr />!"’ с  \
Р(П) - I • • . (44.3)

А"’ р:« ■ /с I
(44.1), (44.2) ва (44 3) генгликларии матрща шаклида ёзиб, цуйида- 
гиии оламиз:

Л1) р ,
Р(2) = Р Р  = Р>

Шундан 1чилнб,

Р (п +  1) Р Р ’,=  Р "+1

Р(п +  т ) = р ’р" = Р"+т.

Р(п) =  Р". (44 4)

1-т е о р е м а . Агар бирор  п0 дан бошлаб Р п* матрицанинг 
барча р(̂  элементлари мусбат  бул са , у  %оада уш бу  лимитлар 
мавжуд:

}1™P'V = U>- (44 5)
(44.5) сонлар лимит э\’ти молликлар деб аталади.
2- т е о р е м а . uk лимит э.\тимолликлар уш б у  тенгламалар 

сист емасини каноат гантиради;

ft=i
v

=  2  ui Pi* k =  1 (44.6)
i=I

Э с л а т м а . (44.6) тенгламалар матрица шаклида ушбу куриниш- 
га эга:

U =  U-Р, бу ерда U =  (ы1? и.2, . . . , uN), (44.7)

Т а ъ р и ф .  и{, и2, . . .  , эхтимолликлар тацсимоти стационар
таксимот  деб аталади.
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5 - м и со л . р {, , /?д, бошлангич эхтимоллик таксимоти б>лсин, 
яъни Pi — нолинчи сиьовда £ £ р.,ню*, нинг э\тиголлигн. У холда 
системаиииг я-кадамда £* холатга хтчилчшнг шартсиз эхтимоллиги 
т$ла ьхтимоллик фсрмуласига кура

Pi  (4 4 8 )

га тенг.
Жараён тайинланган Е1 хо.г; т :  Г* шланали деб хисоблаймиз, 

> холда P j=  1; рй =  0, & i У v i ’3J ('44 8j формулаг. асосан 
РкГ) = Р(1* п  сРтиши билан бсш _ ич т< химотнинг таъснрн еу^аииб 
борншини сезиш мумкин. Хакикатан хам, 1-теоремадап >шб\ лпмит- 
ларнниг маЕж\ длиги келиб чикади:

Лтя(̂ 1!тр1 ик.
П-*ос п -*СС

Бирср шартларда бошлангич таксимотдан катъи назар Ек латнинг 
Эхтимоллиги ик га интилади.

Иккинчи томсндгн, агар бошлангич таксимот стационар, яъни 
рк =  uh, k =  I, N булса, у  .холда (44 8) дан

д?1 - щ РТ =ик
б$лиши келиб чикади.

Стационар жараённинг физик маъносини англаб олнш \чуи бир 
хил т\рдаги тассдифий к\чадигаи N та ззррачани тасавзур этап лик. 
л-кадамда \ЕЬ хслатда бу.’|£диггн заррачалар \ртача сони X р[к° га 
тенг. Лимит тесремага к\ра п —► о о  да

лтя»—лЧ-
Агар ва^тни дискрет ва 0,1,2, кииматларни кабул

1\илади деб хпсобласак. у  дол д а  \зоц вакт утиши билан зарра- 
лар т\'плами мувозанат долатга келади, яъни хар бнр г-лох^да 
зарра доимо кучиб турса-да ва бу якка тартибдаги жараёп \чун 
лимит теорема хеч ^андай натижа бермаса-да, лекин хар бир 
дискрет вацт момеитн t д а  Е„ холатларнинг лар бирида б\л- 
гаи зарралар сони амалда узгарм ас булади ва такрибан A'/fc 
га тенг.

6- м и с о л .  Ютилншли тасодифий к\чншни караимиз. Утиш 
э^тпмоллари матрицаси ушбу куринишда б\лади ( 3 - мисол):

1 0  0 0 . ООО', 
q 0 р  0 . 0 0 0 \

P = ' j  С q 0  р  . . .  0 0  0  ,
I ■ (‘*-*9)

0 0 0 0 . . q 0 р
0 0 0 0 .  . 0  01
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Лимит теореманннг цуллаиилиш шарти //£*’ >  0 ни текшЕ1р,1ш жуда 
цийин Бироь, бу ^аралаётган мисолда стационар эхтимолликларни 
топиш учуй (44 б) тенглама парни оажор кСринишда ёзиш мумкин. 
(44.7) формулага асосан U — U Р, бу ердэ Р — (44.9) матрица. 
Ушбу тенгламалар снстемасинн хосил циламиз:

« != «! + W2.
ы2 - q-u3,

=  Ри 2 +  9^4.

4v =  Р“ х-1 +  “д-
X
^  и1 = 1 булган лиги учун б\ система 6'  =  (и,, 0 , 0 , . .  , ыл.) ечим-
fe=i
га эга: ы, ва их лар ы, — ыч — 1 шзртдан тантанади. Шундай ци- 
либ, ютилишлн тасодифий кучиш албатта стационар з^олзтга эга бу­
лади.

Уз-узини текшириш уч ун  саволлар

1 Бнр жинсли Марков занжнри таърнфини айтиб беринг.
2 . Утиш эхтимолликлари матрицаси нимага тенг5 
.j. Бнр жинсли Марков зэнжирнга мисол келтиринг.
4. Стохастик матрица кандай аницланадп?
3 E i холатдан а  та  ка_* «д а  > f уолатга шартли эхтимоллигини

\m \ч\н формулани ке i ipinii
Лимит эхтичолликларнннг мавжутлнги хацидагн теоремани айтиб бе-

ринТ
7 Ь шдай таксимот стационар таксимот деб аталади?

Лимит эхтимолликларни хнюблаш хасидаги теоремани айтиб беринг 
' Бир жи ели Марков яянлгнрннннг 6irr чолатдан иккннчи холатга бир 

f . I* . гиш э\щм (лликла] i матрииаси

; 1 - 0 ,о\
Р  0 .2  0 , 5 )

с • 0, 3 0, 2'

Г». 1, \ и бир > i 4  кадамда ' wu эчтнмолликлари матрица- 
сини топинг.

45-§ . Бош туплам. Танланма ва уни ^осил ^илиш усуллари

.Математик статистика статистик чаълумотларнн туплаш, 
гурухларга ажратиш (агар  улар ж уда куп булса), уларни 
та.хлнл цнлиш усулларини ишлаб чи^иш ва шулар асоепда xv- 
лосалар чнкарншдан иборатдир. У ёки бу ходнеаларшг (жа- 
раёнларни) математик статистика усуллари бнлан урганнш 
фан ва техника илгари сураднган ж уда куп масалаларнн хал 
этишда мучим омнл булиб хизмат килади.
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даланиб, А' белгили бош тутамнииг номаълум таксимот функция- 
сини бахолаш.

Математик статистиканинг ушбу масалани ечиш билан шу- 
рулланувчн б? л ими нопараметрик бахолаш  н а за ри я си  деб ата ­
лади.

2. Фараз 1\илайлик, X бетгили бош тупламнинг таксимот 
функцияси к та номаълум параметрга боглик булган аник ку- 
ринншдаги функция булсин. (лг,, х2, . , v„) танланманииг ку­
затилган кииматидан фойдаланиб, k та  иоъмалум параметрлар- 
ни бахоташ математик статистиканинг навбатдаги масала^идир.

Математик етатистикада бу масалани ечиш бнлан шугулла- 
нувчн булим параметрик бахолаш  н а зари я си  дейилади.

3. Ф араз кплайлнк, баъзи мул».хазаларга ас.» ланиб A бет- 
гили биш тупламнинг таксимот функииясини F(x) деб хиа~5- 
лаш мумкии булсин, шу F(x) функция хакикатаи хам A бет- 
гили бош тупламнинг таксимот функциясими ёки нукми деган 
савол статистик гипотеза хисобланади.

У ёки бу гипотеза ни текшириш учун танланманииг куза- 
тилган {хь х2, . . , хп) кииматидан фондаланилади. Агар олин- 
ган .маълумотлар хакикатан хам назарии жихатдан кутнлгаи 
маълумотлар билан мос келса, у  вактда уша гипотезани 1̂ абул 
килиш учун асос булади, акс .холда гипотезани кабул ^илишга 
асос булмайди.

М атематик статистиканинг бу масалани ечиш билан luv- 
рулланувчн бу лими статистик гипот еза tap  на за ри я си  дейнладн.

47- §. Вариациои катор. Эмпирик таксимот функцияси

Фараз циланлик, X белгили бош тутамнииг таксимот функцияси 
F(x) булиб, (A'h  х 2,  . ,  х п> тупламдан олинган танланманииг куза­
тилган ^иймати булсин. Кузатилган xi цийматлар варианталар дейи­
лади. $сиб бор:иц гартибида ёзилган варианталар кетма-кетлиги 

х\ «£ х\ *£ . . . «£ х\
вариациои катоР дейилади.

Агар танланмада xi варианта п { марта, к2 варианта п0 марта, 
•!• • » xk варианта пк марта (бу ерда п { + л ,  +  +  лА = п ) куза-
тилгаи булса, у  холда nlf л2, , пк сонлар частоталар, I F =  — (i =

п
=  1 , 2 , -  , к) сонлар нисбий частогпалар дейилади.

Танланманииг статистик еки  эм пирик таксимот  деб вари­
анталар, уларга мос частоталар ёки нисбий частоталар руиха- 
тига айтилади:

1 *■ h i - - I - , xi ! *■ 1 *  1 ■ ■ h
ni 1 "■ 1 !• •I

еки
i ". 1 ^  1 ' ■ •
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1-м и сол . Танланма частоталарииинг эмпирик таксимоти берилган: 

—1 0  1 2

Нисбий частоталар эмпирик та^симотини топинг.
Е чиш . п  = ~  п2 - j-п3 +  пл «= 5 4- 3 - г  7 +  5 =  20.

ТГ, =  0,25; Ф , = ±  =  0 ,.5 ; V, =  -£  =  0.35; ТГ. = ^ = 0 ,2 5 .
20

- 1  о 1

0,35 0,250,25 0,15 

Шу билан бирга
0,25 +  0,15 +  0,35 +  0 ,2 5 =  1.

Т аъриф . Варианталарнииг х сондан кичик булган кийматларл 
нисбнй частотаси

* »  = —Л

эмпирик таксимот функцияси  дейилади, бу ерда п  — танланманннг 
^ажми, пх — х дан кичик булган варианта л ар сони.

2 -м и с о л . Куйидаги эмпирик таксимот берилган:

1 о 1

0,25 0,15 0,35 0,25
унинг графигиии чизишЭмпирик таксимот функциясини тузинг ва 

Ечиш:
|0 , агар *«£— 1 булса,

0,25, агар — 1 <С х <  0, булса,
I 0,25 +  0 ,15= 0,4, агар 0 < х « £  1 булса,

0,25 -1- 0,15 +  0,35 =  0,75, агар 1 <  х <  2 булса,
У 0,25 т  0,15 -г  0,35 +  0,25 1, агар х >  2 булса. 

Топилган цийматлар асосида графикни ясаймиз (145-шакл). 
Эмпирик таксимот функцияси X белгили бою тупламнииг номаъ- 

лум Fix) таксимот функциясининг такрибин киймати снфатида î apc.- 
лнши м\мкин.

^аки^атан хам, Бернулли теоремасига к\ра
lim  F* (jc)— F  (jc) | <  е) =  1

экани келнб чикади.
Эмпирик такснмот 

хоссалари га эга:
1. О <  F* (.y ) <  I .

функиияс», таксимот функцнясшшнг барта
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Fn <*

• 0.75 -----------

0-
огь

2 О 1 Z

145- шакл.

2. F* (х) монотон камзймандиган функция.
3. Агар хх эиг кичик варианта ва xk энг катта варианта булса, 

у  холда
р*  ( 0» агаР х *£ Xi булса,

" 1 1 , агар х >  Xk булса
б> ладн.

4 8 - § . Полигон ва  гистограм м а

Частотатр полигона деб кесма аарн (х[, n j ,  (х*. .............
(»■', пй) ну^тааарни туташгцрунчи синиц чизида айтилади. Частота- 
.'тар полигонинн ясаш учун абсциссатар у к и га ларни, орди­
ната тар уцига эса уларга мос пс часготаларнн цуямнз. Су игра (л£, 
nj) нуцталарни кетма-кет туташгириЗ, ч^сгогааар пэлигонннн з о̂̂ на

!'■! ИМИ?.
Н исбий частопалар п ош гони  деб кесчалар-i (a * , W J, Гу*. W2),
, (aJ ,  Wk) нукта ларни ту таштирувчи: сшш^ чизи^а айтилади. 

Нисбий частоталар поаигонннл ясаш учун абсциссалар уцига х"- лар- 
ни, ордчнаталар укига эса мос равншда Wt н 1сбий частоталарни куя- 
миз. Сунгра (v*, \Vj ) нуь;та аарни кетма-кет туташтириб, нисбий час- 
_ эта л ар полигонини хосил киламиз.

1- м и со л . Ушбу эмпирик та^снмотнннг нисбий частота чар по- 
л«;гонинн ясанг:

А
1

—2 0 
1

1 3

W i 0,1 0 ,3 0 ,2 0,4

Е чи ш . Бсрилгаиларга асослаииб полигонни з̂ осил циламиз 
Г: 4о- шакл).

Кузатиш чар сонн кагта булганда ёки X узлуксиз беаги булгаи-
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146- шакл

да гистограмма яеаш чаксйдга ч\ вофнвднр. Бунинг учун Л' белги- 
нинг к\ зашладиган кийматлари тушадиган сралнц Сир хил h узун- 
ликдагц А,- интервалларга булинади ва \ар бир интервал учун n-t — 
At ннтервалга тушган варианта тар ссни топи л ад н.

Частоталар гистограчмаси  деб ясослари h узунликдагн интер­
вал ■,?рдан, баландликлари эса i =  1 , k дан ибсрат б\лган tyf-/1
ри туртбурчзклардан тудилган погинасимон шаклга айтилади.

ЙисСий частоталар гист огра мл<аси деб асссларц h  узунликдаги
интерваллардан, бялгндликлзги эсч =  ——, i  = 1, k д ан  иборатh tih
булган тугри ту ртб\ рчаклардан тузилгги пегенаенмон шаклга ай- 
тнлади.

2- м и со л . Ушбу танланманииг частоталар ва нисбин частоталар 
гнстограммасини ясанг:

—20: —Id) 1-Г . —107 (_ю. -5 ) l - i ; «) (0; 5) iC; 10) (10: 15)

п, о
8 1 17 24 “6 13 10

и , 0,02 7,08 0.17 0,24 0,26 0,13 0 1

Е ч и ш . h  -= 5

\ (—20- —15) I - » - . * ! 1—10;—:-) (-3 : 0) (0: Б) f5: 10) (10; 15)

П{
h

0,4
‘■6 1

3,4 48 5 ,2 2 ,6 2

tt'i
h 0.004 0 016 i 0.034 0.018 0.052 0.026 0,020

Берилган танланмалар асосида частотадарнииг (147-шакл) ва ннс- 
бий частоталарнинг (148- шакл) гистеграммаашн >оспл киламиз.
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-о и э
147- шакл.

148- шакл.

Таърифга кура нисбий частоталар гистограммасшшнг юзи

П:  =  ----- -П — I

эканини курамиз.
Равшанки, агар нисбий частоталар гистограммасининг учла- 

рини снллнк чизиц билаи туташтириб чиксак, бу чизи^ тацри- 
бан X белгининг таксимот функциясига мос келувчи таксимот 
зичлиги нинг графиги ни акс эттиришини курамиз.

Агар танланма з^ажмнии орттнриб, интерваллар узунлигн 
h  ни нолга ннтилтирсак, таксимот зичлигининг графигига борган 
сари я^инлашамиз.
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Уз-\ з н н н  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1- Бош туплам ннма°
2 . Танланмага таъриф беринг.
3. Танланманннг ^андай турлариии бнласнз*
4. Варнацион каторга мисол келтиринг
5 . Эмпирик такснмот фуикцпясига таъриф берннг.
6. Эмпирик таксимот функциясннннг графиги кандай куринишга эга*
7. Полигон ва гистограмма кандай ясалади?
8. 15.1—15 21 -масалаларни ечииг.

49- § . Таксимот функцияси параметрларииииг иуктавий
бадолари

Фараз килайлпк, А белгили бош тупламнинг таксимот функция- 
си F (л:, в) булиб, 6 — номаълум параметр булсин. X lt А2, . . . ,  Хп 
шу бош туплачдаи олинган танланма булиб, xlt х2, . .  , хп тан- 
ланмашшг кузатилган киймати булсин.

Т аъ р и ф . Танланманииг ихтиерий L (X,, X ,, , Хп) функция­
си статистика дейилади.

Кунида куп учрайднган статистнкаларга мисоллар келтирамиз.

1 -м и со л . Л =  —  \ ; — TtiiLганмининг \рта киймати.п * . г  .
I ■

2 -ми со л. S 2~ \  (X ,—X)2—тенгламанннг дисперсияси.

Нуктавий бахолашда номаълум 0 параметр учун шундай 
L (X j, А ,, . . .  , Хп) статистика ^идирнладики, L (vb v2, . . . , v.) 
ни 8 параметр учун такрибин киимат деб олинадн. Бу ^олда 
L (А'„ Х2, . .  , АП) статистика Ь пара метрики г бахоси  дейилади.

3- м и с о л . X =  —— X- — танланманииг урта киймати X бел-
и *aU  i=l

гили бош туплам математик кутилиши а =  М (X) иинг ба\оси сифг- 
тида н;аратиши мумкин. Бу з^олда а  нинг такрибий киймати сифатида

х =  —  X: олинадн. п 1—!
50- §. Бахоларнинг асослилиги ва силжимаганлиги тугрисида

туш у нчалар

L(А„ X», ., \ ) статистика номяълх м U параметрпниг б • ■ • - и Г 
сип. Буидан маълумки, номаълум параметр учун купгиш бачолар 
мавжу д  экан. Бу бахолардан кайсн бнпн 0 параметр! л якинроц эюипши 
били hi учун бахоларнинг анрим га. шб. Kipini каноатлантиринш т^к- 
ширилишн лозим.

I -т аъ р и ф . Агар \JL(A'„ . , X .) -0 шарг бажарилса. 
L (\ ,, . . \ ;) Гп\о (» параметр учун си  i ьлишгин пахо дейилади.
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Силжимаган бахо систематик хатолардан \оли булишга ка^юлат 
беради.

1- т е о р е м а . X =  Xi ба\о X  белгили бош туплам матема-
£=1

тик кутилншининг силжимаган бахосидир.
И с б о ти . Л1(Х) =  я  булсии. X ,, Х2............Хп лар узаро боглиц-

riac ва бир хил таксимлаиганлиги учун М (X,) =  М  (Хг) =  . . .  =  
=  М  (Х„) =  а  булади.

М атематик кутилншиинг хоссаларидан фондаланиб, 1\уйн- 
дагнга эга буламиз:

М(Х) = М| — W ,-') = — .wV,Y- , — V.vi(,v.)= — па =а,
V п .—ч / п мтт П п

i=l i-l

демак, Л1(А) =  а, яъии А =  —  X- бахо а  =  Л1(Л) учун силжи-
«  -Smd

чаган бахо бчлади.
Силжимаган ба^о ба^оланаётган параметр учун ^ар доим 

хам яхши якинлашишлар беравермайди. Шунннг учун батога, 
шуниигдек, асослилик ва самаралилик талабларц хам цуйи- 
ладн.

2 - таъ р и ф  Агар L(Xlt Х>, . . . »  Хп) 0 параметр учуй ба.^о 
булса ва хар кандай к 0 \чун

lirn Р ( \ЦХ19 . .  , Х„) -  61 <  е) -  1 (50 1)

тенглик бажарилса, L (Xlt Х£ , . . ,  Хп) бахо в параметр учу и асосли 
бахо дейилади.

2 - т е о р е м а . L(X lf . , Хп) ба.\о 0 парамстрнинг асосли б а -  
хоси булииш учун

М Щ Х , , . .  , , Х„)) =  0, (50.2)
lim  D(L(Xlt . Х„)) =  0 (50.3)

булиши етарлидир
Теореманнш исботи Чебшшв теоремаендан кещб чикади.

3- т  е о р е м а. X =  —  X.* баур а  =  At (X) уч ун  асосли ба\оn /= |
буга ди .

И сбо ти . Юкоридэ 1 - теоремада М (Х )= а  булишини курсатгаи 
Эдик. Шундай к;илиб, (50.2) шарт бажарнлади. С\-пгра, дисперсияшшг
хоссаларидаи фойдаланиб,



Л 'Л ) =  o i - i .  V a-,.j =  V . v,J=
i=1 «=1

= i V D ( 4 = i , f l ( A > M '
n• . « J  П2 Пi=l

ни з̂ осил циламиз.

Бу ердан IimD(X) =  lim -Q-ft-  = 0
Я-»Эе п-»* л

экани келиб читали, яъни Х =  —  \ ^  X,- бахо а  =  Л1(А) учун аеос-
/=1

ли ба^одир
3 - таъ р и ф . Агар

Н тди м л :,, . . .  ,х „ ))  = е
П-Cjn

уринли булса, L (Хь  . . . ,  Хп) ба^о 0 параметриинг асимптотик сил­
жимаган бахоси  дейилади.

4 -т е о р е м а . S2 =  (X,— X)2 бахо X б е я г и ш б сш  туп-п ^41=1
ламнинг ди сп ер сия си  уч ун  асимптотик силжимаган ба.\осидир.

И с б о ти . Хь  Х2 . . . . ,  Хп тасодифий микдорлар узаро эркли 
ва бир хил тацсимлаиган, яъин

Л !(Х ,) =  с . D (X,) =  о8, i^ T T n
булгани учун ^амда математик кучилиш ва дисперсиянинг хоссалари- 
дан

Л? (S-) =  М  (— V ,  (X, — X )2]  =  о ' — —  =  оа • (50.4)
\ п  )  Я Л1=1

экаииии, яъни S 2 о2 дисперсия учуй асимптотик силжимаган ба.\о 

lim  М (S2) =  lim  1 а2 =  а2
п-»сю п-*>- Л

булишини курамиз.
4 - таъ ри ф . 0 параметрнинг иккита силжимаган Lx{Xlt . . ,ХП) 

ва Z.2(X,, . . . , Хп) ба\олари берилган булиб,

(АГ,............ Хл)) с  D(L2(Xlt , Хп))
тенгсизлик бажарилса. Z-1 (X1, . . . , X ,) ба^о L2 (Хх, .. Хл) бахо- 
га нисбатаи самаралироц ба\о дейилади.

Берилгаи п  з^ажмли танланмада энг кичик дисперсияга эга 
булган бахо самарали ба.\о дейилади.
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Олдинги параграфнинг 4- теоремасида 5 3 =  —  {Х; — X)2 бахо

бош туплам дисперсияси учун асимптотик силжимаган бахо экани 
курсатилган эди.

У ерда

A) (S-) =  —  о2 tl
формула исботлангаи эди.

Бош туплам дисперсияси учун силжимаган бахони досил 
килишда тузатилган танланма дисперсиядан фойдаланилади:

Ss = — (511)  
£=1

З^ицатан хам

M(S2)=M(’-^------ - V (X ,-X )! \ =
\ п — 1 /г )

i - 1

=  /VI ( - 0 — 5*)=  Af (S=) =  ——  • о2 =  о3
— I / n — 1 n— 1 n

булади. Шунинг_учуи S2 бахо о2 параметр учун силжимаган ба^о 
булади. Худди S 2 бахо каби S- ба^онинг хам о2 учун асосли бадо 
эканнии курсатиш мумкин.

У з - у з и н н  т е к ш и р и ш  у ч у й  с а в о л л а р

1. Ну^тавнй батога таъриф беринг.
2. Е\андай ба^о силжимаган баз^о дейилади.
3. Силжимаган ба\ога мисол келтиринг.
4. Асосли батога таъриф беринг.
5. Асимптотик силжимаган бауэга таъриф беринг.
6. Асосли ба\ога мисол келтиринг.
7. Танланмаиинг тузатилган дисперсияси ^андай анн^ланадн>
8. 15.24—15.54- масалаларни ечинг.

52-§ . М атематик кутилиш ва дисперсия учун ишончлн 
иитерваллар ^акида тушунча

1. Ишончли интервал тушунчаси. Нуктавий бахо тегишли 
параметрнинг танланма маълумотларига кура сонли ^нйматн- 
ни беради, лекин у  мазкур бачонннг анпклнги ва ишоичлнлиги 
тутриснда фнкр юритишга им кон берма иди. Шуиинг учун ба.\о- 
нинг ишончлилнги тушунчасиии киритиш маънога эгадир.

(Хь  Х2, . .  . ,  Xn) X бел гили бош туптамнииг тан лайма си булиб, 
унинг таксимоти бирорта 0 параметрга боглин; булсин.

5 1 - § .  Т ан лан м аи и и г тузати л ган  дисперсияси



Z(Xv X2t . Xn) в параметр учуй бахо булсин.
Т аъриф . Агар исталган а > 0  учун шундай 8 >  0 топиш мум­

кин булсаки, унниг учун
P(,Z{Xlt Хъ  . . . , Х(1) — 0 1 <  6) =  I —а, (52.1)

булса, у  холда ] Z — 6, Z +  6[ тасодифий интервал 0 пара иетрнинг 
1 —а  ишончгилик дараж аш  ишончли интсрва ш дейилади

] Z — 6, Z н- 6[ ишончли интервал, ш унтгдек. ишончли ба\о деб 
\ам аталади. 6 сон бахонинг аншушги дейилади.

\Z — б, Z — 6 [ ишонч in интервал 0 пара метрик 1— а  эхчимол 
билан крплайди деб айтилади.

Берилган а  учуй 6 ^аичалик кичик булса. Z бахо шунчалик 
аннкро^ булади, а  канчалик кичик булса, бу бахонинг ишонч- 
лилиги шунчалик катта булади.

2. М атематик кутилиш а  учуй ишончли интервал. А белги- 
си нормал та^симтанган бош тупламни караймнз, бу такси- 
мотнинг о2 дисперсияси маълум булсин.

Бу таксимотнинг математик кутилиши а  учуй ишончли ин- 
тервални топамиз

X бел ги нормал таксимланган булгани учун — \^Х ,ч ;ам
1=1

нормал таксимланган, шу билаи бирга, X учун параметрлзр куйида- 
гича:

М(Х) =  a: DIY) =  —П
Нормал таксимланган тасодифий микдорнинг берилган интер- 

валга тушиш эхтимоли куйидаги формула билан ифодаланади: 
Р(,Х — а\<  6 )= 2Ф (6 'о ).

Бу форму лани X тасодифий микдор учун куллаб, топамиз:

Р С Х - а | < 6 )  =  2 ф ( 6 '-?=). (522)

я. 'ТГ * °/ =  ——  деймиз, v холда 6=  — =" булиб. (52.2) ^юрмулаО - J л

Р (Л  — о | < - £ - )  2ф (0  
I Л

ёки

P t X — -^= са< Я +  =  (52.3)
\ | n  I п 1

куринишга келади.
Шундай ^илиб, ишончли интервал

1 X — . X +  - =  Г (52.4)
J > л I п I
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дай иборат булади. Бу ердан J , X +  -7=  ̂  тасодифий ин­

тервал а  параметрни 1 — а  =  2Ф (/) эхтимол билан - -*L- аникликда

доплати келиб чикади.
Хосил ^илингаи формулалар танланма хажми ортнши би­

лан ба^олаш аишучиги ошишини курсатади. Бунда агар 1—а  
ишончлилик орттирилса, натнжада t параметр ортади ва де­
мак, ба^олаш аншушги камаяди.

М и с о л. Нормал таксимлангаи бош тупламдан олинган таи- 
ланма берилган, бунда о = 1 .

( I *1: i xi i xi

1 — 1,90 9 0,40 17 0,98 25 —0 ,32
2 1 ,37 10 0,69 18 — 1,38 26 —0,42
3 —0,89 11 —0,90 19 1,48 27 0,77
4 —0,13 12 0, 15 20 —0,65 28 0,08
5 0, 15 П 0,90 21 1 ,10 29 0 17
6 —0,79 14 0,82 22 0,30 30 0,87
7 —0,96 15 1,53 23 —0 .1 3
8 1,55 10 —0,34 24 — 1,90

М атематик кутнлнш учун а= 0 ,0 4  ишончлилик даражали 
ишончли интервални топинг.

Ечиш . X =  0,087 ни топамиз. 1 — а  =  2  Ф (0 тенглик дан Ф(0= 
=  0,48 ни ^осип киламиз- Жадвал буйича: t = 2,06. li ly  нинг дек, 
п  — 30, о = 1 ,  у  \олда

Шундай 1\илнб, ишончли интервал J—0,289; 0,463 [ дан ибо-* 
рат. Бу — параметрнинг хаци^ий кинмати 0,96 э^тимол билан 
хосил цилинган интервалда ётишини билдиради.

Агар бош т\плам нормал такснмотга эга булмаса (52.3) 
формула T V F p ii булмай колади, бироц п-+ оо д а  марказнй лимит

теоремага кура X — — V *  Xi тасодифий микдор таксимош X- нпнг п i=i
дисперсиялари чегараланган ва о- га тенг булса, норма т таксимотга 
интилади. Бу — п  катта булганда (52.4) ишончли интервал а  матема­
тик кутилиш учун ишончли ннтервалнинг якинлашиши бчлиб хиз- 
мат килиши м\мкннлигини билдиради.

Агар о2 номаълум булса, п катта булганда (52.3) формула- 
ларда о2 ни унииг бахоси 52 билан алмаштириш мумкин ва 
ишоичли ннтервалнинг якинлашиши сифатида
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интервал ни караш мумкин, бу ерда tn_ l а Стъюдент тацсимотинниг 
жадвалидаи олинади.

53-§ . Назарий таксимотни таилаш

Таксимот конуии номаълум булган А' бечппи бош туплам­
нинг етарлнча катта п хаж м  ли танланмаси берилган булсин

Биз А бетги билан бнр хил такснмлапган узаро богликмас 
компонентларга эга булган тасодифий вектор сифатида 1\арала- 
ётган (А,, Х2, . . . , Хп) танланма назарий тацсимотнинг матема­
тик кутилишн ва дисперсияси учун ба\олар олишга имкон бе- 
ришини курсатгаи эдик. Умумий муло\азалардан фойдалапиб, 
назарий таксимотнинг куриниши тутрисида фикр пайдо цнли 
шимиз керак.

Марказии лимит теорема А' белгининг нормал таксимотга 
буйсуниши учун зарур буладиган шартларни таърифлашга им­
кон яратади, у  ^олда бу цонуини топиш масаласи иккита а  ва
о параметрии аниклаш бнлан ечилади. Бу параметрлар учун 
танланманинг урта ^ийматини ва танланманииг тузатилган днс- 
персиясннн цабул 1̂ илиш мумкин.

Агар X белги фацат мусбат бутун сон цинматларни ^абул 
килса, танланманинг урта ^иймати ва танланманинг тузатил­
ган дисперсияси бир-бнрндан унча фарц цнлмаса, А тасоди­
фий микдор Пуассон ^онуни буйнча тацсимланган деб фараз 
килиш мумкин, у  битта К параметр билан аннклаиадн. Бу 
\олда X учун танланманинг урта ^иймати X пи олнш керак.

Белги узлуксиз булган холда гистограмманн ясаш керак. 
Маълумки, у  таксимот эичлиги эгрн чизнги тугрисида тушун- 
ча беради. Баъзан гистограмма назарий таксимот маъпум бул­
ган конунлариинг бирортаси билаи бир хил булади деб фараз 
^нлишга имкон беради.

54-§. Эмпирик таксимотларии текислаш

X белгнсининг та цс и мот и номаълум булган бнрор бош туп- 
ламдан п \ажмли танланма ажратамиз. А тасодифий микдор 
бирор F(.v) 1\Оиун буйича тацспмланган дейншга асос бор деб 
фараз киламиз.

т{ назарий частота деб А = дг,-, i  1, k ходисанинг 
р , = Р ( Х = л - , - )

э^тимоллик билан п  та  эркли синовларда руй бернш сонининг 
математик кутилншига айтилади.

Эркли синовлар (тажрпбалар) схемасига кура тасодифий 
X = x t ходисанинг п  та эркли синовларда руй бериш сони би­
номиал коиун буйича тацсимлаиган, унииг математик кутнли- 
ши эса цуйидагига теиг:
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mf = V/ (Л) npt .
m lt mz, . . mk частота тар назарий  ёкн т екис ловчи частотапар 

дейилади.
X белги узлуксиз булган ^олда белгининг ^ийматлари узга- 

рнш иитервали узаро кесишмайдиган

деб белгилаймиз. Танланма олдннгндагидек чекли ва /I ^ажм- 
га  эга булгани учун назарий частоталарни

каби лнсобланмш
1 -м и с о л .  Бош тупламнинг А белгиси нормал таксимлаи- 

ган деб фараз ^илишга асос булсин. Текисловчи частота­
ларни тогшш талаб килинади.

Е ч и ш . Таърифга кура

Нормал таксимот учун тасодифий микдорнинг берилган ин­
т е р в а л а  тушиш эугнмоли

формула билан хисобланади, а  ва о микдорлар номаълум булгани 
учун уларнн мос равишдч ва 5  ба\олар билан алмаштирамиз- 
Натнжада у-ил-кесил кунидагига эга буламиз:

Назарий частота m i ларни топиш учун нормал та^снмот- 
иинг зичлиги формуласидан фойдаланиш мумкин.

(X — fl)*

hi, лр, = п (F (р ,) — F (а,))

m, лр, />(<*,• <  X <- р()

у  холда
P ia , < X c f t )  = /,/(*,), 

бу ерда х( — i- иитеркалнинг урта иуктаси. У холда
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бу ерда с  ва с  ларни мос равишда уларнинг танланма бачолари 
X ва S2 билан алмаштириб, кунидагига эга буламиз:

П ftj

бу ерда

/ , 1 2 а,+Р,—2 XФ (и) =  —  е  , и; =  ---------------
w  | 2л * 2 S

2- м и со л . Мингта хотии-цизнинг буйига кура таксимоти бе­
рилган:

Буйи (см) Хотин кизлар сони Б̂ Аи (см) Хотин цизлар сонн

134—137 1 155-158 186
137—140 4 158-161 121
140—143 16 161—164 53
143—146 53 164-167 17
J46—149 121 167—170 5
149—152 193 170-173 1
152-155 229 Жами 1000

Та^симотнинг назарий конунини танланг, унииг параметр- 
ларини топннг ва частоталарнинг назарий цаторини ^исобланг.

Е ч и ш . Таксимотнинг гистограммасини ясанмиз (149- 
ш акл).

Белгининг циймати учун интервалларнннг урталарини олиб, 
танланманинг уртача кийматини ^исоблаймнз:

Х =  153,5; 5 s =  28,1; S  =  5,3.

] л. ‘t

Л. А? А5 Де &7 Aq Ад &)q Дя Aj2 Дц X

149- шакл.

Берилган белги нормал ь^онун буйича таксимланган деб на­
зарий частоталаряи хисоблаймиз:
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1 ni X• —А 1
Xi —X

Ui  ~^~~Т
ф

nh{ 
™-= —

135.5 I - 1 8 - 3 .4 0.0012 I
138,5 4 — 15 - 2 .8 3 0,0073 4
141,5 16 - 1 2 —2,26 0,0310 17
144,5 53 —9 — 1,7 0.0940 53
147,5 121 —6 — 1,13 0,2107 119
150,5 193 —3 - 0 ,5 7 0,3410 193
153,5 229 0 0 0,3989 226
156,5 186 3 0,57 0.3410 193
159,5 121 6 1,13 0,2107 119
162,5 53 9 1.7 0,0940 53
165.5 17 12 2 .26 0,0310 17
168,5 5 15 2 .83 0,0073 4
171,5 1 18 3,4 0,0012 1

Эмпнрик частоталар полнгонини ва назарий нормал эгри 
чизнцнп ясаймиз (150 -ш акл).

К,аралган мисолда эмпирик ва назарий частоталарнииг бир 
хил эмаслигинн курамиз.

Бу бнр хил булмасликларнннг цапсп бирини музрш, цайси- 
л арии и мухим эм ас деб хисоблаш керак?

Бунда мос келмаслик кузатиш натижаларииннг тасодифии- 
лигн ёки назарий та^енмотнинг танланиши билаи тушунтири- 
ладими? Назарий таксимот копуни т\трн танлаиганлигини цаи- 
дай текшнриш мумкни?

Бу саволларга куйида жавоб беришга харакат киламиз.

55- §. М атематик статистикада фойдаланиладиган 
таксимотлар

1. Озодлик даражалари к булган у? таксимот.
Т аъриф . Агар k та узаро богликмас нормаланган X тасодифий 

мивдорлар нормал такснмотга эга булса, у  холда уларнинг квадрат-
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лари йигиндиси =  V  Х\ нинг таксимоти озодлик даражалари k 
Ы\

б£/лган х2 таксимот  дейилади. %г тацси.чотнинг зичлиги:

[О, х <  0 да

Pk ( v) = 1 2 2
е  х , х >  0 да,

I 2*'2 Г (к/2)

бу ерда Г (х) = f tx~l  е~‘ d t — гамма- функция,
о

Л —► ос да х 2 таксимот матема'» ик кутилиши k ва дисперсияси 2k
булган асимптотик нормалдир. У =  — %2 тасодифий микдорнинг таь;-k

и 2 _chvioth k —► ос да математик кутилиши ва дисперсияси — булган асим-
k

птотик нормалдир. Y =  I 2у~ нинг таксимоти k -*» оо да математик 
кутилиши I 2k—I ва дисперсияси I булган асимптотик нормалдир. 
Xя тацсимотнииг озодлик даражалари k <  30 булса, унинг циймат- 
лари жадвалдаи юпилади, агар озодлик даражалари k >  30 булса, 
уии нормал цонуи билаи етарлича аниклнкда алмаштириш мумкин.

2. Стьюдент таксимоти. X — нормалаиган нормал та^сим- 
лаигаи тасодифий микдор, У эса озодлик дараж алари  k булган 
X2 тацсимотга эга тасодифий микдор. Агар X ва боглнкмас 
булса, у  долда

Т _  х

1 7
тасодифий микдор /-таксимот ( ёки k озодлик даражали Стъю- 
деит таксимоти) га эга дейилади. I таксимот &->-оо да асимпто­
тик нормалдир. t- та^симотнинг зичлиги:

Аг+1

У пкГ (к '2 )  \ к 1} я к  Г (к'2)

3. Фишер таксимоти. Агар X ва У — боглнкмас тасодифий 
микдорлар булиб, улар /г, ва к2 озодлик дараж али х2 цонун бу­
йича таксимланган булса, у  ^олда

р  — Х!кх 
Yi * 2

тасодифий микдор F тацсимотга (ёки k\ ва k2 озодлик дар аж а­
ли Фишер тацсииотпга) эга дейилади. F тацсимотнинг зичлиги:



Г (*./} Г (Ы?)

z = log 1 F таксимот (klt /?2) озодлик даражали г- таксимот дейи­
лади.

56- §. Дисперсия учун ишончли интервал

Айтайлик, (Xj, Х2, . . .  , Ха ) X белгили бош тупламдан олин­
ган танланма булиб, номаълум сг2 дисперсияли нормал тацси- 
мотга эга булсин.

Ушбу

тасодифий микдор (я-—I) озодлик дараж али х2 таксимотга эга 
эканини, шу билаи бирга бу таксимот X тасодифий мивдорнннг 
математик кутилишига боглик булмаслигнин нсботлаш мумкии.

Энди х2 та^симотиинг жадваллари буйича берилган а  ва 
озодлик дараж аларн  сони п— 1 буйича шундай х' ва х" л арии 
топамиз кн:

(561)
У холда

Р  <■“ ■ < х"\*= 1— а  (56.2)

Сунгра цунндагига эга буламиз:
г, ! ' п$2 „ г, j riS2 nS2Р \ х С -----<  X =-- Р \------<  о- с  — —

1 (V I I xv X

=  я ( 5 |  ~  <  о < 5  J Л  1 =  1—я .  (56.3)

(56.3) дай о параметр j - S j  j ,  -S J ~  ишончu i интервала
эга булиши келиб чикади, бу ерда х ва х" лар (56.1) тенглик лар дан 
ант^лаиади.

У з-у зи н  и т е к ш н р и ш  у ч у н  с а в о л  л а р

1. Ишончлилик интервалига таъриф беринг.
2. Назарий таксимот ^андай такланади?
3. Назарий частоталар кандай \псобланади?
4. Математик кутнлиш учун ншончлн ннтервзлни курсатинг



5. Дисперсия учун ишончли интервални куреатинг.
6 Назарий нормал эгри чизиь; цандай ясалади?
7. 15.151—15 205-масалаларни ечннг.

57-§ . Гипотезаларии статистик текшириш

Купинча А' белгили бош тупламнинг номаълум таксимот цо- 
иунини бнлиш керак булади. Агар таксимот î o hyhii бирор т а ­
нин F(x) куринишга эга деб тахмин килишга асос булса, у 
холда куйидаги гипотеза нлгари суриладн: А' белгнлн бош туп­
лам ани^ F(x) куринишлн таксимот 1\Онунига эга.

Агар таксимот кснунининг куриннши маъл^м. аммо унда 
номаълум параметр булса, номаълум 6 параметр тайин в0 
кииматга теиг деган гипотезани куннш мумкин. Ш\ндай ^нлиб, 
б\ гипотезада ran та^снмотнинг номаълум параметри хасида 
борадн.

Статистик гипот еза  деб номаълум таксимотнинг куриинши 
хакидапс ёкн маълум тацснмотнинг номаълум параметрлари 
хакидаги гипотезага айтилади. И огинчи  (асосий) гипот еза  деб 
нлгари е^рилган Н0 гипотезага, конкурент  ( зи д )  гипот еза  деб 
эса нолинчи гипотезага зид булган Н( гипотезага айтилади.

Асосий гипотеза т\три ёки нотугрн булиши мумкин.
Статистик критерий деб нолинчи (асосий) гипотезани ^абул 

килиш ёки кабул »\илмаслик хакидаги кондага айтилади.
Бу коида куйидагндаи иборат. Бунинг \ч>н кандайдир 

Z(.Vi, X ,,) статистика отиниб, унинг (аник ёки такрибий) 
таксимоти асосий гипотеза уринли б>;лганда топилади. Сунгра 
статистиканннг цийматлар сохаси нккига ажратнлади. Агар 
статистиканинг кузатилган Z (хи х„ ) кнймати бу сохалар- 
нннг бириичисига т\шса, Н() гипотеза кабул килинади, агар ик- 
кинчисига т\шса гипотеза ^абул килинмайди Биринчи 
соха гипот езанинг г^абу? ^илиниш со.\аси, иккинчиси эса критик 
со.\а дейилади

Z fА|, _ . ,Х Я) статистнканннг кабул ^нлишн м\мкин булган 
барча кийматлари бирор интервалга тегишли булади. Ш\ са­
бабли критик соха ва гипотезанинг цабул килиниш сохаси хам 
интерваллар булади. Уларни н\цталар ажратиб ту ради. Бу 
ьу^талар критик ну^талар дейилади ва Z„p билан белгила- 
иади.

Критик сохалар куйидагича б? л ниш мумкнн:
a l унг томонлама критик соха:

Z>ZKp;
б) чап томонлама критик соча:

Z < ZKp;
в) икки томончама критик соха-

|Z|^ZhD.
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к (к)

Колмогоров кри терн леи м^нДагич* татби^ Еупинади:
К  (X) учун жадва члзрдля!бери i  ran ct аии^шшк дарэжасига мос 

шундай Яа юпнладики, унинг уч\н К  ( \ )  =  I —а  бу лади. Су игра 
танланма маълумотлзрнга курл Dn нинг циЪаатн тошпади

Агар Dn <  —дз булса^^/о-тнпотеза ^абул ^и1ин1ди.
, пК

Агар Dn >  - 1 3  булса, F (v) — бош тупламнинг таксимот фуик- 
»• «

циясн деган гипотеза рад эттади .

У з-5' з и н и  т е к ш и  р и ш у ч у н  с  а в о л л  а р

1. Критерий тушунчаенга таъриф беринг.
2. Гипотеза 1арни текшириш нимадан иборат*
3. Гипотезаларни статистик текширншда цандай хатоларга йул ^уйпш 

мумкин0
4. Пирсеннннг мувофи^лнк критернйси нимадан иборат?
5 Колмогоров крнтернйси цандан таърифланади?
6. 15 296—15 311- масалаларнн ечннг

тенглич уринли булишини и:бот цилди, бу ерда

60- §. Функционал ва статистик богланишлар

34- § да тасодифий микдорлар орасидаги функционал 6 o f- 
лаииш ^аралган эди.

Амалда тасодифий микдорлар орасидаги катънй функцио­
нал богланиш ж уда камдан-кам холларда кузатилади, чунки 
тасодифий ми^дорларнинг ^ийматлари купгина тасодифий 
омилларга борли^дир.

X ва У тасодифий мнкдорларга таъсир этадиган тасодифий 
омиллар ичида умумий омиллар булган холлар тез-тез учраб 
туради.

X — ласодифий омиллар: г {, z t, . zk, u{t . ип лариинг функ­
цияси, Y эса Zj, г  и, uls , vm тасодифий омилларнинг функ­
цияси булсин, яъиц

Х --= Ц г„ г2. .  ■ ui. ■
^  =  g (z „  г ., . .. г4, v .......... . !',„)■

Бундай .\олда X ва Y тасодифий мицдорлар статистик (ёки  
стохастик)  борланган  дейилади.

Статистик борланишда тасодифий ми^дорлардан бирннинг 
5/згаришн бошца тасодифий микдор таксимот ^онуиининг узга- 
ришига олиб келади. Тасодифий микдорлар орасидаги статистик 
богланишлар корреляция назарияси усуллари ёрдамида урга-
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нилади. Корреляция назариясинииг иккита асосий масаласи
бор.

1 Коррсляцион богланнш шаклини ани^лаш.
2. Корреляцион богланишнннг зичлнгнни (кучини) аншу- 

лаш.
Хусусан, А тасодифий микдорнинг уртача ^ийматлари та^- 

симотини бош^а У тасодифий микдор кнйматларнга богли^ 
равишда \рганиш алохида кнзикиш уйготади.

61-§ . Регрессия чизи^лари

Икки улчовли (Л, У) тасодифий миь^дорни караймиз. Бир 
тасодифий микдорнинг бош^а тасодифий микдорнинг узгари- 
шига таъснринн текшириш учун X тасодифий микдор тацсимо- 
тининг шартли ^онуниитларн У тасоднфпй микдорнинг тайин- 
ланган 1\инматларида ва аксинча, ^аралади.

(X, У) дискрет тасодифий микдор ушбу тацсимот жадвали opt â- 
ли берилган булсин:
Ч  X 

у  Ч ч
X, X, хп

п
V  „ (л,.. v  
1-1

У\ Р  (х 1, //,) р  (хъ. у г) ■ Р (*л. i ’l l Г  (Уг)
У2 Р  (XI, у 2) р (х2, Уъ) ■ Р  (*л. !fc) р  1уг )

Ут о  (ДГ1, у  и) Р  (х2, у ■ ■ Р (*/!■ Ут) Р  (Ут)
т

V  р (х„ yk)
к=  1

Р  (*i) Р  (*г) Р Ы

Ягона X = а { ь^ийматга мос р  {tj t Х{) ,  ■ • . Р л,) шартли эхти-
моллар У нинг X = xt дагц шарт ги таксимоти  дейилади.

Р o ,jx ,)  =  />(V = % !*= *,.) =  (61.1)

ва

р (х;- у к) = р (*,)■ (61.2)<=1
Шартли та^симотиинг энг мучим харэктеристикалари тайинланган 

X;, i  =  1 , п  да шартли математик кутании М  (К| xt) ва шартли дис­
персия о4 (>'| xt) днр.
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m
-И (У>,) V  ,jkP (//J.v,.). i l , n .

X • I
о - (КЧ -) If ((К — M ( Y ^ fx J .

a2 (V'j.vf) ни яна У нинг X га цплдиц дисперсияси деб \ам атала­
ди. х,- узгариши билан И (К \ ) \ам ^згаради. яъии у  (v) = _\1 (К|д) 
функцияни цараш мумкии, бу ерда X аргумент х{, . хп циймат- 
ларни кабул ^ишиш мумкин.

Бу функшгя Y нинг X буйнча р егр есси я  функцияси  дейилади.
(61.1) на (61.2) формула лар дан фойдаланиэ, топамиз:

^  Уk Р (*. yk)
У (v) ^ --------------- (61 3)

^  Р (*. !/„>к- I
X нинг Y га регрессияси \ам ху ддн шундай аинцланлдн:

1  v. р ь  , у)

х (it) =  \I (X j у )  - —п---------------  (61-4)
^  р  (х . у)
/= 1

Узлуксиз та^снмотлар булган холда (40.1) ва (40 2) форму_,алар- 
дан фойдалашб, куйидагини \оснл ьумамиз:

у  (V) = М (>'| V) -- [ у р  (!/| V) d y  =

У  холда

I и Р (X. у) dy

(61 5)
i Р (X, у) d y

] Xр ( t , у) dx
1- (у) = М (Х\и) -  ---------------  (61.6)

I р fx, If\ dx

62-§ . Регрессиянннг асосий хоссаси

Т е о р е м а . Агар (X, Y )—тасодифий вектор булиб, MY- с  оо 
булса, у  холда А =  М ((Y — и (х))-| X) шарт ги уртача квадратик 
четланиш хакщий узл ук си з и (х) функциялар синфидаги эн г  ки-
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чик киймотиии и (х) -  у  М  6,;,лганСа /)абул чилади еа  б у  эн г  ки- 
чик циймат о- (У|х) га  т енг.

Исбот ушбу айниятдан келиб чикади:
M J(Y  -  и (x)f\X] = Л1 [ ( ( Y -  f ix ) )  +

-Г (У (л) -  и (x))fiX\ = Л1 [((К (л))2 +

+  2 (Y —7  (*)) (У (л) — и  (х)) -г {у (л) — и  (х))=)!Х] =
-  о2 (У\х) +  Д1 [(7  (V) -  и  (х))*|Х].

Шундай цилиб, Д минимумга и  (х) -  у  (х) да эришади ва у
о2 (К|л) га тенг.

Агар у  (х) ва х  (у) регрессия функциялари чизнцли булса, у  холда 
X ва Y тасодифий микдорлар чизикли коррсчяцияланган дейилади.

X ва У тасодифий микдорлар чизикли ксце.-’яиияланган- 
ми-йуцмн деган масала ва яна умумийро^ у (х )  ёки х (у )  рег­
рессия функциясинииг кайси функциялар синфига тегишлили- 
ги камдан-кам ^олларда аииц курсатилиши мумкин.

Хусусаи, ^уйидаги теоремани исбот ь^илиш мумкин:
Т е о р е м а .  Агар (X, У) — зичлик ф ункцияси

2ткахсг\ 1—р2
дан иборат иккиулчовли нормал та^симотга эга  тасодифий м щ дор  
бул са , у  холда у  (х) регрессии, ф ункцияси чизикли функция 6iJ- 
лад и:

~у (х) =  fl2 +  р Пг- (х — о,).

Бу ерда

Q (х, у )  ^  — —  Г-{JC~ t>l)2 +  — 2 р U/ — a*\
1 — Р2 I of 03 Ol o2

a u a2 — А ва } тасодифий микдорларннпг математик кутилишлари, 
Oj, а„ — уртача квадратик огиштар, р — корреляция коэффициент 

Назчрнй текширмш мумкии булмаган холларда тан^'шма усуллар- 
дан ва регрессиянииг эмпирик чизирцни ясашдац фоидаланиш керак.

63-§ . Чизикли регрессия танланма тенгламасининг 
параметрларини энг кичик квадратлар усули 

буйича топиш

X ва К белгили икки улчовли бош ту плам да к п  угжмли танлан­
ма оламиз.

(*/? y k) жуфтларнннг кузатилган ^ийматларцни тегишли частои- 
лари билаи ушбу ксрреляшюн жадвалга жойлаштирпмиз:
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Жадвал дагн маълумотлар буйича Оху текис лик да (xit у к) коор- 
динатали ну^таларни белгилаб таркрклнк диаграммасини тузиш мум­
кин (151-шакл).

Бу днаграммани хар бнр н>цтаеида n ik масса жойлашган (xt-, 
ну^талар туплами деб талкин этнш мумкин.

У холда

ни X — XI вертикал т\гри чизи^да жойлашган ва у к ординатага эга 
булган nik масса лар нннг маркази сифатида тал^ин этиш м\мкин. Бар­
ча (xit у  (х()) нуцталарни т^таштирлб, Y нинг X га регрессиясннинг 
эмпирик чизипшн хосил киламиз.

X нинг Y га регрессиясннинг эмпирик чизирн хам худди шундай 
ясалади. буида \нинг хар бир н^тасн у  = у к горнзонтал тугри чи- 
зикл-фда ётиб, х\ абсцнссага эга булади.

Шу тарзда регрессия чнзнгн- 
нннг умумпй куршшшн хасида 
тасаввур хосил цилиб, регрессия- 
нннг эмпирик функцияси тенгла- 
масини энг кичик квадратлар 
усули билан топиш мумкнн.

М асалан, 1̂ уиидаги тарко»\лик 
диаграммаларнни кчраплпк (152- 
ш акл).

Бу ерда а ) холда, равшан- 
ки, регрессия чнзпги парабола, 
б) холда ryFpn чизнц, в) холда 
эса корреляция афтндан мавжуд 
эмас деб фараз к ил иш мумкин. 151-шакл.
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6)

152- шакл.

в)

У нинг Y га регрессия функцияси чизикли функция, яъни
у  ( а )  = ах Ь

деб фараз кил и ш га асос булсин.
о ва b  коэффициентларни энг кичик квадратлар усули бу- 

йича топамиз.
Ордината буйича (x,-, yK)t i 1 ,т\ к  1,/ координа!али иу^талар- 

нинг TVFpn чизик даги мос н\ цталардан четланиш квадрэтларишшг йи - 
ринднснни ьараймиз:

Л (a, b) V  (аг; +  b — y t f  пх (63 2)

Д (а , Ь) нп икки узгарувчининг функцияси сифатида ^араб, 
а  ва Ь учун шундан ^ийматлар топамазки, Л (я, Ь) нинг ^ийма- 
ти энг кнчик булсии.

Бир неча узгар\вчилн функция учун экстремум м авж уд  бу- 
лишпнннг зарурии шартлари унинг барча узгарувчнлар буйича 
хусусий хосилаларининг нолга тенг булншидаи иборатдир. Бу 
шартни А га 1\уллаймиз:

7 i f  2 (0^ + * - у , ) х ,  п ,..

■ ^  =  V 2 iaxi +  b - y d nx.

(63.3)

(63.4)

-\,ij: иккала теиглачанн 2п га булиб ва а  \ачда !  га 
эга \а щрии г\ру\лаб, кунидагига эга буламиз.

+  Ь ±

----\-Ь

т
^  пх . 
-  '

т
V У1 nxi

п п

1  *,• п х . У . Н  W

(63.5)



£ -ч
Бизга маълумки,

-1,

1  <л "*,■ _ '^.4nxi
i - i ------- - у ,  ' - i -------- * х г, (63 6)

т  ^  У ь  Л;
IV 1  -  I V  Г  *— > X. </: Пг — Л X- tl ---------------

n ___A - l *l « _____J Ч

(63.8)

I  У '  V  X :  У к  Л/.

(63'7>fe
У холда (63.5) тенгламалар ушбу к\ринишга келади:

j  G £ +  b _  у,__
1 ах2 +  bx =  ху.

Хосил булган системани ечиб, куйидагини хосил циламиз;

У — У=Рух (* — *), (63-9)
бу ерда py,iX =  jr-r— — У  нинг X га регрессия коэффициента, —

танланма уртача квадратик четланнши.
(63.9)’ тенглама У нинг X  га регрессияси тугри чизиринниг 

танланма тенгламаси дейилади.
А нинг У га регрессияси т\гри чизишнинг танланма тенг- 

ламасини худди шунга \хшаш куйидаги куринишда доснл i\ii- 
лнш мумкин:

V— F = p ,1У( у —~у). (63.Ю)

х у  — х - у  —бу ерда р , - _ , о — танланма уртача квадратик четланнши. 
у о- у

К^рамизки. танланма регрессия тугри чизшутари (х, у )  ко- 
ординатали нуктадан, яъни массалар марказидан утади ва рег­
рессия коэффициентлари бир хил ишорага эга, бинобарин, тан­
ланма регрессия тх'рри чизицларининг бурчак коэффициент­
лари бир хилдир.

Илгари, корреляция коэффициентига таъриф берилган эдит 
шундан фондаланиб танланма корреляция коэффициент ту- 
шунчасннн киритамнз:



Танланма корреляция коэ{фшиентн г т корретяцил коэффициент 
.  _  М (ЛГ) - М (Л/ W (К)
Г х у Ох Оу

нинг бахоси бчлишини исбот килиш мумкин. 
гт ни (63 9) ва (63.10) га цуйиб,

(63 II)

Рх!у гт ^  (63.12)
Оу

ларнн топамиз.
У чолда танланма регрессия tvFpn чизнкларининг (63.11) ва 

(63.12) тенгламаларини куйидаги снмметрик ш аклда ёзиш 
мумкин:

(63 13)

М и с о л .  Тутри туртбурчак плиткалариинг узунлнклари 
х (с м )  ва массалари у  (кг) буйича таксимоти куйидаги ж адвал- 
да  берилгаи:

Регрессия тугри чизи^ларининг танланма тенгламаларини 
тузииг.

Е ч и ш .  Агар формулаларда узгарувчиларни ^уйидагича 
алмаштирсак, барча коэффициентларнинг хис°бланиши аича 
соддалашадн:

С] ва С2 — мос равишда х ва у  узгарувчиларнннг вариацион 
^аторнииг тахминан уртасида жойлашган кийматлари;

340



Л, ва /*2 — мос равишда х ва у  узгарувчиларнннг цушни ^ий- 
матлари орасидаги масофа.

С] —40, ft, = 5 ; С2= 10, ft2= 2 деб оламиз, натижада куйидаги 
ж адвал  га эга бу;ламиз:

' 7 — ____ ^ - 2 —1 0 ■ 1 , j

—2 2 17 9 3 31
- 1 — 10 17 9 — 35

0 3 24 16 13 56
1 _ о 24 12 42
2 — — 2 11 22 35

п 2 30 58 Г*Л 47 200=п

Жадвал ерда г/н да к\ i идагиларии >исобляйадиз:
2-31 -  1-26 - 0-56 1-42 2-35

— 1.™ — 2-2 — 1-30 — 0 - 58 1-63 2-47

--------- 1,11, V --------
/J п

о и = | и2 — ( u f  = 1 ,3,

а г, I r s — (у)2 1,67.
^ n uviiv йигиндини лнссблаш учун ушбу хисоблаш жадвзлини ту- 

замиз:

-2 — 1 1 0 1 2 V'=2>»u«< u-V

—2
Izi

2
=i|

»- 17
17

_3»/
IJL

П 7 ! 9

iA
3

- 6 1
- — 18 36

—I
1—'0

__ 10-Ю|

с
17

-17]
. 1

__ 9_9 | -
1

0
lr ?

3
0 1

l_o
24

0 1
!J 6

160 1

|?6 
13" 

0 1
> 0

1 - -
LL

в
ei

l2±
- f 2424 1

1=5
12

151
4b 48

1102 - 2 1-
■» /

111
11-2 |

11122
441

55

U = t  ипи. —4 44 25 31 56

195

195

v.U 8 44 0 31 112
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Корреляцион жадвал хар бир катагияинг юкоридаги унг бурчаги- 
ra  vnuv купайтмани ёзамиз. Катакнинг ^уйи чап бурчагига unuv ку- 
пайтмани ёзамиз.

Барча катакларннпг юкоридаги унг бурчагида ва куйидаги чап 
бурчагида жойлашган сонларни кушиб, V = V  ва U =  V  ипи1, 
кийматларни хосил киламиз. Барча uV ва vU купайтмаларни хигоб- 
лаб, натижаларни кушимча сатр ва устунга ёзамиз, бунда V  l7ы = v  Uv 
купайтма назорат учун хизмат килади. У холда 

v  n uv uv — v  Yu =  v  Uv.

Ушбу формула буйича танланма корреляция коэффициентини хи­
соблаймиз:

„ _ 2 п и1МУ— гГ й ~  _  195 — 200 0.07 0.062 п  лг>' т ’ — _ — и.тО.
n a u a v  200.1,3-1,67

Энди регрессия тугри чизи^ларининг тенгламаларини тузамиз: 

У — У =  гт (х— х),
°Х

~Ху— ^  =  Г1 ~  (У  —  У)-
оу

х ва у  лар учун х =  uhl +  С„ у =  vh„ +  С2 формулаларнн осон- 
гина хосил ^илиш мумкин. Шунинг учун

7 =  0 ,0 7 -5  + 40 =  40,35, 

7 = 0 , 6 2 - 2 +  1 0 =  11,24,

=  6 -5 - 

° у  =  h i a v  =  3 >3 4

У ^олда Y нинг X  га танланма регрессия тугри чиздаи тенгламаси

17 — 11,24 =  0,43 ( а- — 40,35)
6,5

ёки

J x =  0,22* +  2,32

куринишда, X  нинг Y га танланма регрессия тугри чизиги тенглама­
си эса

~ху =  0,84*/ +  30,94

куринишда булади.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 1\андай богланишлар функционал богланишлар дейилади?
2. 1\андай богланишлар статистик богланишлар дейилади?
3. Регрессия тугри чнзиги ь,андай топиладн?
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4. Регрессиянинг асосий хсссаларини таърифланг
5. Энг кичик квадратлар усулини басн дилинг.
6. Таиланма регрессия тугри чнзиги ксэффнциентлари кандай ант^лана-

ди?
7. 15.322—15.349- масалаларни ечинг.

6 4 -§ .  Танланма корреляция коэффиииентининг богланиш  
зичлигига таъсири

Т ан ланм а  корреляция коэффициенти куйидаги  тенглик би­
лан аницланади :

V  П . . X; Ч : — п х уГТ 1.1 1 1

бу ерда (х,, (/,)— белппарнинг кузатилган кииматлари, n i t — (х( у {)  
жуфтнинг частотаси, п — танланма хажми, ох, — танланма уртача
квадратик четланишлари, .v, у  — тлнланманинг урта киймати.

(64.1), ш унингдек. (63.11) ва  (63 .12) ларни эътиборга олиб, 
ушбуни ^осил циламиз:

(6 4 2 ^
Т е о р е м а ,  г = ± 1  шартнинг бажарилиши уртача квадра­

тик регрессия тугри чизицлари устма-уст тушиши учун зарур  
ва етарлидир.

Иеботи (63.13) ва  (63 14) тенглам аларн и  кар аш дан  келиб 
чикади.

Б у тенгликдан  гт коэффициент ± 1  га  кан чали к якин б ул са ,  
X  ва Y  \ртаснда  чизикли богланнш м авж уд л и гн д ан  д ал о л а т  
беради.

А гар  г г = 0 булса ,  X в а  Y орасидаги  чизицли богланиш йу^- 
лиги х ак и д а  ф араз килиш га асос булади.

Ю корида а г ар  X ва  Y л ар  боглнкмас булса ,  у  х;олда г — О, 
а г ар  г = ± 1  булса ,  X ва У чизикли боглик булиши исбот ки- 
линган эди.

Т ан ланм а  корреляция коэффициент» г , корреляция коэффи­
циенти г нинг асосли бахоси бул са -да ,  корреляция коэффици- 
ентининг нолдан фаркли булиши бош туп л ам  корреляция ко- 
эффициентининг нолдан фаркли булишини билдирмайди. Бун­
дай  ^олда т ан л ан м а  корреляция коэффициентининг кииматли- 
лиги хацидаги  гипотезани текшнриб куриш керак .

Агар  корреляция коэффициентининг нолга тенглиги хацида- 
ги гипотеза р а д  этилса, у >;олда А' ва  ) микдорлар  корреля- 
ц ияланган  ва тан л ан м а  корреляция коэффициенти А’ ва  } 
орасидаги  богланиш улчови булиб хизм ат  килади .

Бирга якин булган  | г, | А' ва  У лар  зич богланишини бил- 
дирса, 0 га яцин булган  |гт | X  в а  У лар  ё ж у д а  буш богла­
нишини, ё бундай богланишнинг йуцлигини билдиради.
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6 5 -§ .  Н ормал тацсимланган тасодифий мицдорларнинг  
корреляцияси

Айтайлик, икки улчовли (X, Y) бош туплам нормал та^симлан- 
ган булсин. Бу тупламдан п хажмли танланма оламиз ва танланма 
корреляция коэффициента гт ни хисоблаймиз. Бу холда гт коэффици- 
ентни (г сг) параметрли (бу ерда г — назарил корреляция коэф-

1 “ '
фициенти, аг = -----) нормал та^симланган деб хисоблаш мумкин.

V  п '
Назарий корреляция коэффнциенти гху учун ишончлилик даража- 

си q% булган ишончли интервал куйидаги куринишга эга:

г т t q  ■ —Т <  Гху <~ r r  +  tq  ^
I л У п

бу ерда tq нормал таксимот жадзалидан топилади
гт нолдан фар^ли булиб чи^син. гт нинг ^ийматлилигл ха^идаги 

гипотезани текширамиз.
Нолинчи гипотеза ^уйидагича булсин:

Н о : Гху =  О-

У холда конкурент гипотеза Н4: гху ф  0 булади. Агар нолинчи ги­
потеза рад этилса, яъни конкурент гипотеза ^абул цилинган булса, 
бу  танланма корреляция коэффициент и ^нйматлчлигини X  ва V ора­
сидаги чизикли борланиш зичлигикя ифодалаши мумкинлигини бил­
диради.

Агар нолинчи гипотеза ^абул цилинса, у  холда X  ва Y чизикли 
богланиш билан борланмаган.

Агар Н0 -Гху =  0 гипотеза уринли булса,

ГТ1 _ Г r\ tl —

тасодифий микдор озодлик даражаси п — 2 булган Стъюдент та^- 
симоги билан тачсимлангандир.

Берилган а  ани^лик даражаси ва озодлик дарджалари сони k =
— п — 2 буйича Стъюдент таксимот и критик ну^талари жацвати 
ёрдамида икки томонли критик соча учун ta (сс, к) критик ну^та то­
пилади.

Агар Т <  ta бул^а, нолинчи гипотеза» i рад э гил  га а ;о ;  йу^.
Агар Тj >  t булса, нолинчи гипотеза рад этилади.
М и с о л .  6 3 - §  даги мисолда топилган танланма гт корреляция 

коэффицигнтининг сс =  0,05 аншулик даражасчда цяпматлилмги ш тек­
ши ринг.

Е ч и ш .  6 3 - §  даги мисолда топилган гт корреляция коэффици­
ента 0 ,43 га теиг.

Критерийнинг танланма кийматини топамиз:
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Берилган а  =  0,05 аншушк даражаси ва k =  198 буйича /а =  
=  1,96 критик ну^тани топамиз. Т >  ta булгани учун нолинчи гипо­
теза рад этилади.

Демак , бош тупламнинг корреляция коэффициенти г Ф 0 экан.

66- §. Чизикли б ул м а ган  корреляция
Тасодифий мицдорлар орасида чизикли б ул м аган  корреля- 

цион богланиш лар ^ам  м а в ж у д  булиши мумкин.
И ккита  тасодифий мицдор орасида  чизикли б ул м аган  кор- 

реляцион богланиш м а в ж у д  б ул ган д а  чизикли б улм аган  рег­
рессия тенглам аси  регрессия тугри  чизи^лари тенгламасини 
и з л а г а н д е к  изланади.

Икки улчовли (X, Y) бош туп л ам д ан  п ^ аж м ли  тан лан м а 
олинган булсин. ^ а р  бир xi учун шартли ур тач а  yi ларни хи­
соблаймиз (1 5 3 -ш а к л ) .

(.г,-, у {) нукталар тахминан параболада жойлашган деб фараз цн- 
ламиз. Y нинг X  га параболик уртача квадратик тенгламасини

у  (х) =  ах2 +  Ьх +  с
куриниш да излаймиз.

а, Ь, с коэффициентларни топиш учун энг кичик кв ад р атл ар  
усул и д ан  фойдаланамиз.

А (а, Ь, с) =  V  (axj +  bxt +  с — tJifnx. (66.1)
i

4 д\  ЗА д\булсин. А н;шг экстромумини гопиш учун ■—  -----в а ------ ларни н м -
да ' дЬ дс

га тенглаймиз. Гуру.утш тардан сунг куйидагиларни хосил ^иламиз:

° 2 1  Х1 пх . + Ь пх. +  с 2 1  '1* = 2 А  Пхс’
i  1 i  i  i

а У Х1 nx. +  Ь 2 / J  nx. +  c 21  П* Г  2 1  n*-’l I l II I I t
a  V  x\ nx +  b V  x) nx +  с V  x] nx =  V  л-? у . . 

i ш"  l l l

Х,осил цилинган бу системани 
ечиб, \ (а , Ь, с) четланиш лар 
квадр атлар и н и н г  йигиндисига энг 
кичик ^нймат берадиган  а, Ь, с 
коэффициентларни топамиз.

X  ва Y орасидаги богланиш ма- —
салан, у — —  ёки у  =  ак% -fftv2 -f-

х  153- шакл.



+  сх +  d функциялар ор^али ифодаланади дейишга гссс булган хол- 
ларда хам худди шундай йул тутилади

67- §. Корреляцией богланиш тугри си да  туш унча
Чизикли корреляцион богланишнинг зичлигини бахолаш  

уч\н корреляция коэффициенти г дан  фоидаланиладн .
Чизикли б ул м аган  богланиш зичлигини бахолаш  учун уш бу 

янги хар актер и сти калар н и  киритамиз:
\JX— У нинг X га корреляцией муносабати ва ц — X  нинг У 

га корреляцион муносабати
Бу курсаткичлар регрессияичнг у (г) ва х (у) эгри чизнклари ат­

рофида таксимланишнинг зичлигини ифодалайди.
Таърифга кура

п2 =  (6 ?  j )
°у

ЧГху=  М (;/) 7  М (К))2 . (67.2)
°Х

Куйидаги айниятни исбот цилиш мумкин:

° 1  = = 01.х +  м  ( у  w  —  

бу ерда о у — У нинг дисперсияси, с-ух =  М (Y — у  (X))2 шартли дис' 
персияларнинг уртачаси. У холда (67.1) ва (67.2) ифодалар куйида­
ги куринишга келади

(67.3)

4% =  1 — — (6 7 -4)
°х

(67 3) ва (67.4) тенгликлардан корреляцион муносабат куйидаги 
текгеизликларни ^аноатлантириши келиб чикади:

0 < Ц а д <  1,

а1/х =  0 булганда ва факат шундагина г)  ̂ =  1 булади, яъни бу­
тун таксимот У нинг X га регрессия эгри чизигида тупланган, ва 
шундай ^илиб, X ва У орасида функционал богланиш м авжуд

Сунгра, о~х =  а2у булганда, яъни М (У — у  (х))~ =  М (У—M {Y)f, 
яъни у (х) =  М  (У) =  const булганда ва факат шундагина л\-ух =  О, 
яъни У нинг X  га регрессия чизиги таксимот марказидан утувчи 
горизонтал тутри чизикдан иборатдир. Бу холда X ва У керреляция- 
ланмаган дейилади.

г] корреляцион муносабатнинг хоссалари хам худди шундай 
текширилади.
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t\xy ва r\yx курсаткичлар узаро содда муносабат билан борланма­
ган.

Агар т] =  t]yx — 1 булса, у  холда Y  нинг X  га борланишини 
ифодаловчи функция тескари панувчи, ва демак, монотондир. Доимо 
| гху\<ч\ух эканини иеботлаш мумкин. Агар г\ух —>■ 0 булса, у  холда
о у/х — 0, яъни шартли дисперсия нолга интилади, демак, Y нинг X  
билан борланиши зичлашиб бориб, rj =  1 да функционал борланиш- 
га  утади

Корреляцион муносабатнинг корреляция коэффициентига 
нисбатан афзаллиги шундан иборатки, корреляцион муносабат 
^ар  кан дай , шу ж у м л а д а н ,  чизикли богланишнинг зичлигини 
ба^олайди.

У з у з и н н  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 Танланма корреляция коэффициента нимани ифодалайди?
2. Танланма корреляция коэффициентининг хоссаларини айтиб беринг
3. Нормал таксимланган тасодифий микдор корреляцияси з^акидаги теоре­

мани баён цилинг
4 Чизшуш булмаган корреляция тушунчасини таърнфланг
5 Корреляцион муносабат цандай ани^ланади?
6. Корреляцион муносабат нимани ифодалайди?
7. 15.267— 15.273-масалаларни ечинг.

68- §. Регрессия параметрларини тан л ан м а  буйича аниклаш

Р е г р е с с и я  м а с а л а с и н и н г  ^ у й и л и ш и .  Y тасодифий миЦ- 
дор k та Xj, хг, - . , хк узгарувчиларга богли^ булсин. хъ х г, . . ,,хк 
узгарувчилар, умуман айтганда, тасодифии микдорлар булмай, ку- 
затишларнинг ^ар бир сериясида олдиидан режалаштирилган ани^ 
^ииматларни кабул ^илишлари мумкин

Y тасодифий микдор xv  х2, . . .  , хк ларга боглик^ булмаган о2 
дисперсия билан нормал таксимланган деб фараз ^илинади.

Y  тасодифий микдорнииг математик к ути лиши xlt хг, . . . , xk 
узгарувчиларга чизикли борлиь,, яъни

M(Y) = 7 = a + P l A'I +  . . .+ V kxb (68 1)

деб фараз ^илинади
Бундай холда xi узгарувчилар Y ни фа^ат уртача ани^лайди деб

айтитади
1 - м и с о л. Техникада купинча

F  =  a  +  M  +  M 2 +  - • . + £ ktk +  z(t)
куринишдаги тасодифий микдорлар учрайди, бу ерда t — вакт, г (/) 
эса математик кутилишн а  =  0 ва уртача квадратик четланиши о 
булган нормал га^симотга эга тасодифий функция. У холда x— t1 ,
i =  1, k деб (68.1) тур даги тасодифий ми^дорни \осил циламиз.
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2 - м и с о л .  Купгина физик масаталар ушбу к\ринишдаги тасоди- 
фпй микдорларни урганишга олиб келади:

У =  сс +  Pj СОЗ (kyt -f- фх) +  . . . +  Р,- cos (ktt +  ф() +  z (t),

бу ерда t ва г (/) лар ]- мисолнинг шартларини каноатлантиради, 
к г-, ф£ — маълум сонлар.

х,- =  cos (£,- t 4- <р,-) деб, (68.1) турдаги тасодифий миедорни хо- 
сил ^итамиз. Регрессия масаласи п та (//-, хи, х.,{, . .. , xki), i — l,n  
богликмас синовлар сериялари ёрдамида (68.1) муносабатга кирувчи 
номаълум a ,  pif . . . , [\ параметрларни бахолашдан иборатдир.

А гар  параметрларни бахолаш  м асал аси  х ал  этилса, х и х 2, 
х к номаълумлар узгариши битан >' тасодифий микдор- 

нинг тавсифини бирор ишончлилик билан олдиндан айтиб бе­
риш нмкони пайдо булади .

Масалан, М (У )  м атем ати к  кутилиш учун ишончли интервал- 
ни курсатиш  мумкин булади.

Д а с т л аб  битта омилга  боглиц булган  холни царапмиз.
У тасодифии микдор х ар гум ен тга  «у р т а ч а »  чизикли бог- 

лик булсин, яъни

/ И ( У »  =  сс +  Р а-. (6 8 .2 )

х  =  л-,, х„, . . , хп деб п та эсклн куза.ишлар утказамиз, на- 
7ижада кузатилган п та у}, у 2, . . , у п кийматларни хосил к,иламиз.

Чизиклиликдап ошшлар 6,, 62, . . , Ьп хатоликлар билан берилади 
деб хисоблаб,

у. =  м  (К>, ) = - «  +  Р Л'• +  6, (68.3)

каби ёза оламиз
Улчаш хатоликлари 6, =  y l — a  — P * ( ушбу шартларга буйсунади 

деб, фараз киламиз-
1) М 6,- = 0 ,  i — 1, п,
2) D 6- =  M  6? =  a 2, i =  1, n (X га боглик эмас),
3) 6£ тасодифий мицдорлар уззро богликмас ва нормал та^сим- 

лангаи
У холда бд 62, . , 6(1 тасодифий микдорлар системасининг 

таксимот зичлиги куйидаги куринишда булади-

4
20= 2о2 20г _  __

е е  е  I  1 \" ‘О2
У a  V i n  a  | 2  л  a \1/2 л о )  е

Демак, кузатилган у,- ми^дорларнинг таксимот зичлиги куйидагига 
тенг:
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а ,  р, о2 параметрларни бахолаш  учун .^а^и^атга энг к атта  
ухш аш л и к  усули дан  ф ойдаланамиз.

У сул  ном аълум  параметрларни бахолаш  учун бу параметр- 
ларн и нг ^а^и ц атга  ухш аш лик функциясининг (68.4) максимум- 
г а  эрнш тирадиган кий м атлари дан  фойдаланишдан иборатдир.

Яъни о2 беритганда а  ва Р лар учун ба.\они топишда

др
дт

др
<?Р

=  0,

=  О
(68.5)

системани ечиш керак .
Курсаткнчли функция нолга айлаим аганлиги  учун цунида- 

ги т ен гл ам алар  системасини ^осил циламиз:

П
- 2 ^ ( у г а - p.vt) =  О, 

i=i 
П

— 2 V  (у. — а  — р xL)xi =  0.

Б у системанинг шаклини узгартирамиз:

1 = 1 1 = 1

(68 6)

(68 7)

(68.7) системани е ч и ш д а^  X; =  0 деб, яъни х  нинг кииматлари
г=I

системаси марказлашгаи деб фараз киламиз.
У  ^олда (68.7) тенгламалар цуйидаги куринишга келади:



I n
V  у .  =  Па ,

i =I

2 ^ х,-//,■=p ^ r  
j=i i=i

Бу ердан а  ва р параметрларнинг бахоларини топамиз:

1  y t ' l xi y i 
i= i р «= "Т . Р = п

i = I

(68 .8)

Агар V  х (. =  о шарт бажарилмаган булса, у  долда а  ва р бахо-

лар учун анча мураккаб ифодаларни ^осил киламиз:

- /=1 1-1 о_«г!_________
П > Ра  —

V ( * (- * ) 2
1=1

(68.9)

Сунгра топитган а  ва Р цийматларда о2 нинг бахоси S 2 ни топиш 
учун (68.4) ни о2 буйича дифференциаллаб, куйидагини эрсил ^иламиз:

n 5 2 = V  («/, — «  — Р ^ )2

еки
/=I

п

S 2 =  — V . ( % —  а - Р ^ ) 2, (68 . 10)

i = i

бу ерда а  ва р лар (68.8) ёкн (68.9) формулалар буйича ангоуинади.
Энди а ,  р ва о2 параметрларнинг (68.9) ва (68 10) бахоларининг 

аниклиги ва ишончлилигини бахолаймиз

Яна ~У х,- =  0 булсин, у  >рлда 
i=i

^  Vi =  2 ]  (« +  P-Vi +  в/) =  л о +  V  6-
i= i i= i i= i

еки

а  — i=i i=i
= S - _ L V . e ,-.

i = i
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яъни

i \
1^1

Худди шундай топамиз:

a - a  =  ~ ^ 2 d 6r (68И)

-  Ь':
Р — P = lT Lr ;------  (68.12)

X  xi 
1 = 1

(68.11) ва (68 12) тенпикларнинг унг юмонлари бнр хил конун 
буйича нормал таксимланган тасодифий микдортарнинг чизикли функ-

цияларидан иборат, ва демак, а — а  ва Р— Р онш пар нормал ~щ- 
симланган.

6 9 -§ .  Регрессиянинг умумий масаласи

Y тасодифий микдор k та х , ,  х2, . , хк параметрга «уртача» 
бсглик булсин, яъни

М (Y) — а  +  pt х1 +  +  Pfe xk (69 .1)

а > Pi. Pa, • . P* параметрлар учун бахоларни топамиз. хъ 
х 2, . , хк аргумент тар ^ийматларининг п та си темасини оламиз:

,.(Ч ,-(1) х-(1)A j , Л. 2 , > R *
у( 2) х(2) у{2)

1 ’ 2 * * *

х {п) г (/г) Ап)
1 » 2 * * * ' * ’ к ’

Хар бир х[‘\ х[1\ . . . , х(‘] система учун Y =  yt тасодифий мик­
дорнинг кийматини улчаймнз.

Хисоблашларни соддаташтириш учун (69.1) муносабатии

у  =  а  +  P i (х—  X i) +  . . . +  Pfc{xk — Xk)  (69 2)
П

куринишда ёзамиз, бу ерда х  =  —  х\!) — х  нинг п та тажриба-
п  ‘

i=1даги урта арифметик киймати.
Олдинги параграфдаги мулохазалардан фойдаланиб, сс ва р пара- 

метрларнинг бахоларини хосил киламиз:

п
i=i

1\уйидагича белгилаймиз
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п

I =  —  V  (4 ‘> — ~xr) ( x V - J s) (1 <  г <  s <  *), 
r s  t l

i =1
шу билан бирга

ft
; rr= - i - V ( 4 ‘>- 7 / .  

i=l
Энди

/ц /12 . . .  l lk 
I■ _  4 i  h i ■ ■ hk

Ifil ^2 • ' •
булсин. L ' — L дан s- устунни /о1, /02, . . , l ok хадлар билан [(бу

ft
ерда L  =  —  — f/X^s’ — *,) алмаштирипгдан хосил булган

п
(=i

детерминант булсин. У холда Р параметр учун

р =  i n
L

бахони хосил киламиз.
У з -у з  и ни т е к ш и р и ш  у ч у й  с а в о л л а р

1. Регрессия масаласини таърифланг.
2 Чизикли регрессия ^андай аниклаиади?
3. Тажриба маълумотлари буйича чизикли регрессия параметрларини то- 

пиш усулини курсатинг.
4. Умумий регрессия масаласиил таърифланг
5. 15.350—15.384- масалаларни ечинг.

70- §. Тажрибани ортогонал режалаштириш. Икки ва  уч ом илли  
тажрибанинг реж а матрицаси

Амалиётнинг купгина м а с ал а л а р и д а  ц ар ал аёт ган  ал о ы ат  
(белги) га у  ёки бу омил (ф актор)нинг таъсири цанчалнк му- 
хим эканлиги  м асал аси  к а т т а  а .^амиятга эгадир .

Бнр нечта бир хил турдаги  станок ва  бир неча тур даги  хом 
ашё бор деб ф араз ^йлайлик. Турли станокларнинг в а  турли 
п ар тн ялар д агн  хом ашё сифатининг ишлов бериладиган  детал -  
ларнинг сифатига таъсири сезиларлими ёкн нтацми эканини 
ани клаш  та л а б  килинади.

Б у  холда иккита  омил — станокларнинг таъсири в а  хом 
ашёнинг таъсири текшириладн, шу билан бирга омилларнинг 
хар  бири бир нечта д а р а ж а л а р г а  э га  (яъни бир нечта станок 
в а  хом ашёнинг бир неча партияси).

Омилларнинг текш ирилаётган  белгига таъсирини текшириш 
ва  бахолаш  учун п та  кузати ш  уткази л ад н ,  уларнинг н ати ж а-  
лари  ку зати ш  м атрицасига  ёзилади .

т  д а р а ж а г а  э г а  булган  битта омил булган  ^олда п та  ку -  
зати ш лар  нати ж аларини  куйидаги  ж а д в а л г а  жойлаштириш 
мумкин :
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F ом ил 
даражаси

Кузптнш.ир
номерн I 2 . . .

v'f’ ■
x<!> A-'j’ ■. . x<?>

Fm V(I)mXm x'->' m * . xin)■ ’ /71

Энди иккита Л ва В омнл булган \олнн караймиз.
В

4
В i Вг " .

. - ( ! )  ,(-4
>Ц . A [ ,  , ■ ,

A 11

J U  J 2 )■4j , 4_> • - • ■ •

A1J
• • -

< ! •  ..................

AnJ

a 2

J 1,) 

2 1

x %  x*;}, 

г'_Й
. . .

. о  M )
* 2 V  2 J ’ • • • »

x in)2V

■
• • • • .

A r
x r 1 ’ rl i - • • 1
r<”>-Vi

(I) Jt2 )
г  2 ’ r 2 ’ 

. .  . ,  .irj
. . .

V(D■Vil’ Tt,11 
A(,,)■ • > -Vy

Хар бир ((, /) яч еп кага  п га ку зати ш л ар  иатижаларнни 
жойлаштнрамнз. А гар  яч ен кал ар дагн  ку зати ш лар  сони узаро  
тенг булса ,  буи таи комплекс ортогоналдир.

Учта А, Ь, D омнл булган  холда  кунндаги  кузатиш лар  мат- 
рицаснни тузиш  мумкин:

A Л2 . . .

В ^1 . . . Bv Si . . . B.

D, •'in VIi.l -<211 . . . .Vo-,, -Vn . . . x rv l

D
d2 v112 -'’212 . . . X2V2 aV'2 . . . ХП'2

:
’

| ;

D t ( 11( VU7 *21/ x 2 l't I x r \ t
. . . *Гс/

.\ар бир ((', /, к) ячейка га xi ,. микдорни кузатиш патижаларннн 
ёзамиз.
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7 1 - § .  М атематик моделнинг айрим таш кил этувчиларининг  
кийматлилигини бахолаш

Бир в а к т д а  таъсир кплувчп тур.'шча ом плларга  боглик б ул ­
ган ку зати ш лар  н ати ж аларнни  тахлил  килнш, энг м ухнч  омил- 
ларни танлаш  ва  уларнинг таъснрш ш  бахрлаш пинг статистик 
усули  днсперсион тахлил (ан али з) дейилади .

Дисперсной тг тнлнннг fohcii тасоднфпй мпцдорпинг ум у- 
мий дисперсияспнп у  ёкн бу омнлнинг, еки уларнинг узаро  
таъсирнни тасвирловчи боглнкмас  тасоднфпй куш нлувчи ларга  
аж р ати ш д ан  иборатдпр.

М асалан ,  А' — текш ирилаётган  тасодифий микдор, А ва  В — 
ун га  таъсир этаднган  омиллар , х — А’ микдорнинг ур тач а  кий­
мати булснн. А пинг четланпшпни цуйндагича тасвпрлаш  м у м ­
кнн булснн:

А  — х +  а  - f P - f - v ,  (71 О
бу ерда

ос—- А  омил кетгирнб чшуфгап четланиш,
Р — В омил келтирнб чикарган четланиш,
Y — бошка сабаблар кечи гриб чнцарган тасодифий четланиш. 
ос, р, у  лар боглнкмас тасодифий микдорлар деб фараз циламиз. 
А’, ос, р. у  ларпннг дисперсияларнни мос равншда о-, о - ,  о^, 

оркали белгилаймиз. У  холда
^  =  ° 2a +  ^  +  °v- (71.2)

о;х, ag ларни о- билан тацкослаб, А ва В омилларнинг таъсир 
даражасини хисобга олннмаган омиллар га нисбатан аншутлш мумкин. 
° а ,  сгр ларни бнр-бнрн билан тацкослаб, А иг В омилларнинг А  га 
таъсирини таккослаш мумкнн.

Таксимот нормал деб фараз цилинганда днсперсион гахлнл тан- 
ланмалар асоснда о~а, ag, о- ларнннг кийматини аниклашга, шунинг- 
дек, тегишли критернйлардан фойдаланнб, уларнинг текширилаётган 
мнкдорга таъсирннннг му.химлнгнни бахолашга нмкон берадн.

Л ва В омплларга боглик X  тасоднфпй микдор учун кузатишлар 
матринаси м а в ж у д  булснн. Содда лик учун хар бпр ячей када  
ф акат  битта кузатиш  булган  холнн карайм и з :

К В ! в , - в , - в . , А /*

* 1 1 * 12  • А 1 / • **1с х и
А, * 21 *22 ' X2i ■

A‘j-, X 2 *

а - *71 *И  • ' *»7 ■
. хи. х /*

* __.
л г * Л1 Х,Г . • x r j . А>: . х г*

_ __ — - — —-

х ч X . , X * • х V • * • А*- , X
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т

Кдчап пилар  м атр и аасм ла  г сатр  А омплшшг г д а р а ж а с н гэ ,  
v \с г\ м jc a  И омилипнг v д а р а ж а с и г а  мос ке . ia .n i. ((, /) ячей­
ка] ;i 1 ва В омнлларнн мос холда i- в а  д а р а ж н л а р д а  
бир в а к т д а  текнш рнш да хосил кнлнпган кузати ш лар  ёзн- 
л J  111.

Хар камеи уступ ва c a rp  буйича у р г а  кнймат ва \ мумии _ р- 
тачанн хисоблаймиз. Энди ур та  ки иматлариинг сатрлар  буйича 
теиглиги ва ур та  кииматларнииг устуи лар  буйича генглигн ча- 
кидаги  гипотезани текширамиз.

\ii I аплпк,

| V  V-. -  -L - ■1- t !/• л • r '
/ = 1  i - i

7  • ;  v v , „  |7, 3)
/  1 i = i

Ъ холда х(/ нниг v дан четлаииш квадратларииннг нипшднепнн то­
памиз, яъии

Q = V  V(x, , .— ^.,.4-
1 = 1  I , = 1  1

-L А - — V +  \\- — x f  a V (  л*.. — X f  —
1 = 1

*  , V  (7,-154-V  V ^ _ ^ .  - 7 , +  7?
/ = 1  1 =  1 1=1

<714)
Q1 куш нлувчи сатр л ар  буйича ур та  ки й м агл ар  билан умумий 

ур та  кп йм атлар  орасидаги  айирмаларнниг к в ад р атл ар и  нишн- 
шепдан иборат булиб, \ болгинппг .1 омнл буйича узгарпипши 

хар актер л ай ди .
Худдн ш унга ухш аш , Q2 куш нлувчи X белгининг В омил 

бчйича днсперспяспии хар актер л ай ди . Q- куш нлувчи квадрат-  
ларнннг колдик йигиндиси дейилади ва  хнеобга олнпмгган  
омплларнинг таъсирнин тавсифлаиди.

Дисперсия учун куйидаги  бахо л ар га  э гам и з :

Г{- ‘  ̂ жеяё jCWXzA FV—• J
i = i /=1
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5 - = - ^ - ;  S 3 =  — —---------  (71 .5)= t f - 1  3 (r— l ) (f— 1) V ’
М аъ лум ки , а г ар  Л' тасодифий микдор нормал такси м лан ган  

булса .  у холда т ан л ан м а  дисисрсняларнинг нисбатн F та^си- 
мотга  эга  булади .

Ш ундай цнлнб, т ан л ан м а  м аъл ум о тлари  буйича х.исоблаб
S-, S:,

F . =  —  на F „ =  —
S ]  s ’.

х;амда танланган q аииклик даражасида (F , <  Fr l . (r_|)(£._i, „ ва
F <  _| (Г____ I j.. да) уртача кийматларнннг тенглиги тутрнсидаги
нолинчи гипотеза рад этнлмаслнпшн курамиз, яъни А ва В омиллар- 
нинг текширилаётган бел гига таъсири катта эмас.

И ккита  омнлли днсперсион тахлилнииг у  му мин схем аси  цу- 
иидаги ж а д в а л  курпниш пда берилншн мум кин :

Дис перснянкнг 
компонентной

К вадратлар 
йи риндиси

Озодлик дараж аси  
сони Дисперсиянннг 6а.\оси

О трлар буйича
г

Q i =  v^ L ( x i - ~  
i = i

- * г -

Г —  1 r.1 Q i 
S l ~  г  1

Устунлар буйича

1
11

J
'1 1 V 1

-  Л
1\олдик Q , -

i i
— х,-« - х >(+ х )г

( г  —  I ) Q.,

Л~  ( г —  1 )(С — 1)

Ту лик Q =  Q i Н Q i  f- Q3 rv  —  I s- =  — —
rv —  1

Ю корида олинган п ати ж ал ар  А белгининг нормал тацси- 
мотга  э га  булишнни т а л а б  кнлишннн эсда  тутиш лознм.

У з - у з н н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тажрнбани ортогонал режалаштнрнш ^андай амалга оширилади?
2. Иккита ва учта омнлли кузатншлар матрицасини тузннг.
3. Днсперсион тахлил масаласини баён цилниг.
4. Умумнй диеперсиянниг ташкил этувчилари цандай хисобланади?
5. Хар бир омилнипг X белгига таъсири цандай ба^оланади3
6 15 284—15.291-масалаларни ечинг.
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АСОСИЙ СОНЛИ У С У Л Л А Р

15- б о б

1 - § .  М икдооларнинг такрибий кийматлари

1. Х атоликлар. Хатоликларнинг манбалари. Мнкдорларнннг 
сопли цнйматларнпп ап и клаш да  купинча уларнинг такрибий 
цийматларигнна топиладн. Б ун да  а г ар  х  сон берилган мнкдор- 
нинг ха кик ini кинмати а  га  якнн булса ,  х сон шу а  мнкдорнинг 
такрибий кпйматн ёкн якинлаш иш и деб  ат ал ад и  в а  бундай 
ёзилади : azzx .

М а са л а н ,  я « 3 , 1 4 1 5 9 ;  е ~ ‘2,71828; —  « 0 ,3 3 3 3 .  К н скалнк
3

учун мнкдорнинг такрибий кинмати тацрибин сон, уиинг хаки- 
ций кинмати эса аник сон деб  атал ад и .

Такрибий сонлар о д атд а  чекли унли каср лар  куринпшида 
тасвнрланади .

А малий м асал ал ар н и  хал  этиш да пандо булади ган  хатолик- 
ларипнг ва , д ем ак ,  такрибий сонларнинг уш бу асосий манба- 
ларини антиб утам и з .

1. М оделнинг хатолигн — моделлаш тирилаётган  ходнеага 
таъенр этаётгаи  барча омнл (ф актор)ларпни г етарлича тула 
хисобга олннмаелнгн. Бу омилларнинг хам м аснин  а м а л д а  хн­
еобга олншпинг нложи йуц ва  м а к с а д г а  мувофиц хам  эмас . 
М а сал а н ,  физик ходиса булган  холда биз б аъзаи  ншкаланиш, 
м ухнт царшилнгинн, хароратпи ва ш унга ухш аш ларпп эътн- 
борга олманмиз, шу сабабли  хам  модель такрибий хатолпк- 
лар  бнлан булади .

2. Бошлангич м аъ л ум о тлар д аги  хатоли клар  — м а са л а  шар- 
тига кнрувчи м икдорлар  (п ар ам етр л а р )н н н г  кнйматларини у л ­
чаш н ати ж асн да  хосил булади  ва ,  д ем а к ,  такрибий характер- 
д а  булади .

3. Услубий хатоликлар . Бу цабул  цилннган улчаш  услуби 
натн жасп  булиб, ун д а  о д а т д а  такрибий ф ормулалардан 
ф ойдаланиладн .

4. А м ал  хатоликлари  — булар  ф ойдаланиладнган  хисоблаш 
воситаларн  билан боглик, х усусан ,  Э ^ М л а р  чекли унли каср ­
л ар  устнда , д е м а к ,  такрибин сонлар устнда  а м а л л а р  б аж ар а-  
ди (м аъ л ум о тл ар  ва оралик а м а л л а р  и ати ж ал ар и  яхлнтлана-
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1

ди. бунинг н ати ж асн д а  у ёкн бу д а р а ж а  ia  хатоли клар  тупла- 
на l i t ).

Тa i iни бир масалани  ечшпда у  ёкн бу хато л и кл ар  баъзан  
бу'лмаслнгн ёки уларнинг таъсири х аддан  зиёд кичик булиши 
мумкин. Бирок хатоликларнн тул а  тахлил этпш учун уларнннг 
барча турларинн тул а  хисобга олиш лознм.

2. Абсолют ва нисбий хатоликлар . 1 акрибий сонларнпнг 
асоспн хар актер н сти кал ар н  абсолют ва  нисбий хатолнкларднр 
Бирор мпцдорнппг такрибий кппматн л. аник  кнйматн эса а 
булснн.

1 -т а ъ  р и ф. а —х аннрма .v такрибин сопнпнг яцин.тшши  
хатп.шги ёки хато.шги деб атал ад и .

Агар л < «  o y . ica ,  ,v сон а сонпииг камн билан олинган так-  
pcoiu'i кппматн деб а т ал ад и  ва  бу чолда чатолнк и—д > 0  бу- 
ладм.

Агар \>и б улса ,  .v сои а соипинг о р т и т  билан олинган та^- 
рпбпи кппматн деб а т ал ад и  па бу холда хатолнк а —х < 0  бу-
Л2ДП .

I - м и с о л .  ]  2 сопи учун 1,41 камн бнлан олинган, 1,42 эса 
о р ти т  бн.нн олниган такрибий кийматлар булади. чункн 1,41 <  
<  | 2 <  1,42.

А гар  х < а  б улса ,  х  сон а соннннг ками  билан олинган таь^- 
рнбнн кнйматн булади , чунки я > 3 ,1 4 .

3- м и с о л .  2,72 сони е сонннинг ортнги бнлан отннган так-  
рнбнй кннмати булди , чунки е< 2,72 .

'2- т а ъ  р и ф. а ^ х  яцинлашишнннг абсолют хатолнгн Д деб, 
хатолнкнпнг абсолют цинматига айтилади , яъни

Д = \а— х\.
Б\идаи а - х — \ ёкн а - х = — \ экаплпгн  келиб чнцадн, яъни 

а =  х — А ёкн а — х — А. Бундан чолларда  кунндагнча ёзнладн :
а =  дг±А.

а нинг такрнбнп кнйматн купинча ном аълум  булганлиги  са- 
баблн яцннлашнш хатолнгнни бачолаш  учун чегаравий абсо­
лют хатолнк туш унчаси киритилади.

3 - т а ъ р н ф .  а т х  якнплашишнннг чегаравий абсолют хатолнгн 
деб, шундай мусбат Аа соини аитиладики, \ абсолют хатолнк ундан 
катта була шмайдн, яъни

Д =  I-V -— а| <  Ас.
(Чегаравий» сузи куиннча тушнрпб колдирилади. Бу тенгликдан 

л — Afl <  а <  л- 4- Да

булиши келнб чикади, демак, дг — До — камн билан якинлашиш, 
л: — Да — ортнги бнлан якинлашиш.

Агар чегаравий абсолют хатолик Д^ берилган б\лса, \ холда х
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ни а  иннг Ая гача аникликдагн такрибин кинмати деб аталади ва 
бундай ёзплади: а х ±  Ап.

Такрибин сонларнп уларнинг куринишн абсолют хатолпкни 
курсатпб  турадн ган  килиб ёзпш ка б ул  кнлинган.

Унли каср курннпшпда ёзнлган  х тацрибнп соннинг ракам и  
а т х  якинлаш нш пинг А абсолют хатолиги бу р акам  турган 
хоиа бирлнгндап орти^ б ул м аса ,  бу р ак ам  ишончли р акам  деб 
атал ади .  Акс холда уни ш убхалн р ак ам  деннладн .

Барча м атем агн к  ж а д в а л л а р д а ,  физика ва  техникада  сон- 
ларнн ф акат  ишончли р акам л ар н  билан ёзншдан фойдалани- 
лади  ( а г ар  хатолик  ку рсатп л м агаи  булса ,  шундай келишил- 
г ан ) .  Бу холда такрибин соннинг ёзувидан  якинлашиш хато- 
лигшш аниклаш  мумкин.  М а сал а н ,  3,1416 соннинг ёзуви унинг 
абсолют хатолиги 0,0001 дан  ортикмаслигини курсатади .  370 
сони учун унинг абсолют хатолиги 1 дан  ортиц эм ас . А гар д а  
бу сон 0,01 дан  кичик абсолют хато л н кка  эга  булса , уни энди 
бундан ёзиш лозим: 370,00. Ш ундан килиб, 370; 370,0; 370,00 
такрибин сонлар турли аницлик д а р а ж а с и г а  э г а ;  уларнинг че- 
гаравии абсолют хатоликларн  1; 0,1; 0,01 га  тенг.

Агар бутун сон охпри ia нолларга  эга  булиб, улар  ишончли 
р а к а м л а р  б у л м а с а ,  бу нолларнн I01 купайтувчи  билаи алм аш - 
тнрилади, бунда п — шундай ноллар сони. М асалан ,  Ердан 
К уёш гач а  булган  масофа 1 4 9 5 -105 км такрибий сони билан 
иф одаланади, бу ер да  биринчи тур тта  р а к а м  ишончли, колган 
барча ноллар эса шчбхали (чегаравий  абсолют хатолик 
100 000 км) .

О датда  ишончли р акам л и  такрибий сонларни стандарт 
ш аклда  бундан ёзиладн :

,v — о0,alai . . ak 10 ", бу ерда n£Z, 1 s S a 0 <  10,

бу ерда н — соннинг тартибн деб аталади.
Масалан, Аа 100 булган 40000 сони стандарт шаклда бундай 

ёзилади: 4,00 104
Такрнбнн соннинг хатолигнии у  нечта ишончли кийматдор 

р а к а м г а  эгалнгини курсатпш  нули билан бахолаш  мумкин.
4- т  а ъ  р и ф. Соининг унлик ёзуви даги  нолдан фарклн би­

ринчи рац ам дан  чан да  тур ган  барча ишончли р а к а м л а р  кий- 
матдор р а к а м л а р  деб атал ад и .

М а салан ,  пшоичли р а к а м л а р  билан ёзнлган  0,002080 сони 
туртта  кнйм ат  юр р а к а м ;  2, 0, 8, 0 га  э га ;  1 дюйм = 2,5400 см 
сони бешта кинматдор р а к а м г а  э г а ;  370,0 сонн туртта  киймат- 
дор р а к а м га  э га .  3 , 7 - 102 сони иккита кинматдор р ак а м га  эга.

А гар  тацрнбин сон куп микдорда ь,ийматдор р а к ам л ар га  
эга  булса , уларни яхлитлаш  лозим.

Сонни я х л и т л а ш — уни кам микдорчагн  кинматдор ракаы- 
лар  бнлан ёзиладиган  сонга алмаш тириш  дем акдн р .

Такрибий соннн яхл и тл аш да  уш бу яхлитлаш  копда^нга
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рноя ки.чган холла ортикча ёки ш убхали  р а к ам л а р  таш лаб  
юборнладн:

— а гар  таш лаб  ю борнладпган р ак а м л а р д а н  бпрппчисн 4 
дан кичик булса ,  у  .холда охирги колдпрнладпган  р ак ам  уз гар -  
тирнлманди.

— а гар  таш лаб  юборнладпган р а к а м л а р д а н  бнрннчнси З г а  
тенг ёкп ундан к а тта  булса ,  у холда  колдпрнладпган  охирги 
р а к а м  1 га орттприладн.

— агар  ф а1Чат  5 р акам и  ёки 5 бнлан ниллар таш лаб  юбо- 
рнладпгаи булса , у  холда  колдпрнладпган  охирги р а к а м  ж уф т 
булса , узгартнрилм апдп , а гар  у ток б утса ,  1 га  орттприладн.

4 - м и с о л  Агар Аа =  0,001 булса, д- = 10,5478 ни 4 та ншонч- 
ли ракамгача яхлитланг

Е ч и ш . х 10,548.
5 - м и с о л  Агар Аа =  0,01 булса, л — 3,875 пн 3 та ишончли ра­

камгача яхлитланг.
Е ч и ш. х  =  3,88.
Абсолют хатолик  хисоблаш апиклигинн тавснфлай олмандн. 

Хисоблаш н атп ж ал ар и  аниклнгининг хацпкий курсаткнчи унинг 
H i i co i n i  хаголнгпдир.

о- т а ъ р и ф .  Бернлган микдор д- такрибий кпиматпнинг 6 
нисбий хатолигн деб, бу сон абсолют хатолигннинг .v такрибин 
цнимат м одулига нисбатнни айтилади , яъни

6 =  —  
М

.V такрибин ^пнмат а  дан  к а м  ф арк килганлнгц учун ам а-  
ли ётда  бундай хам  олинадн:

И
Нисбий хатолнк берилган якпилашншипнг енфат курсаткн - 

чи булиб, уни купнича ф оизларда ифодаланади.
6 - т а ъ р и ф .  а х  х яцинлашишиииг чегаравий нисбнй хатолиги 

деб. 6 нисбий хатолик катта була олмайдиган 6 мусбат сонпи ai'i- 
тилади, яъни

6 =  ~  <  6в, бу ерда Л <  Ьа |.v

Шундай ^илиб, чегаравий нисбий хатолнк \ч\н

Аа =  1*|

е к  олиш мумкин. Д емак , а  аник гоннн бундай ёзиш мумкнн:

а  =  х  ±  М  6а.

6 - м и с о л .  Ушбу тенглнклардан кайси биринннг аниклигн катта: 

х =  ]  46 6 ,78 ми ёки у  — —  — 0,54 ми?
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Е Ч И ILI.

х =  I Тб учун Л =  0,01; 6 = - ^ - = 0 ,0 0 1 5 ( = 0 ,1 5  %),
в, /8

и -7-  \ч\н А = 0 ,0 1 ,  6 = = .2 ^ 1  =  0 ,0 1 9 (=  1,9 %).
l:i - - G 0,34

0,15 ^ <  1 ,9 % . Биринчи тенгликшшг ашнушги юцсрн.
3. Такрибий сонлар усти да  а м а л л а р .  Тацрнбнй сонлар ус- 

тида а м а л л а р  натн жаси  яна  тацрибин сон булади . Н атн ж а-  
нинг хатолиги д астл аб ки  м аъ лум отларн ннг хатоликларн  орца- 
ли ушб\ кои далар  ёр дам и да  топилиши мумкин.

1. А лгебраик Гшгиндишшг чегаравий абсолют хатолиги к у ­
п и т  вчпларнипг чегаравий абсолют хато ли ктар и  йипшдисига 
тенг.

2. А лгебраик йишндининг нисбий хатолиги цупшлувчилар- 
нинг нисбий хатоликларидан  энг к а ттаси га  тенг (днйматн бпр- 
бирега  якин булган  сонлар аинрмасп бундан мустаси о).

3. К уп ан тм а  ва  булинманпнг нисбий хатолиги купайтув- 
чпларнннг ёки мос рави ш да булинувчи ва  булниманинг нис­
бий хатоликларн  йигиндисига тенг.

4. Такрибий сон п- д ар аж асн н и н г  нисбий хатолиги асоснинг 
нисби I хатолигини такрибин соннинг д а р а ж а  курсаткичига  ку- 
пай тмасига  тенг.

М асалан ,  такрибий сонлар куп ай тм аси : х  = 25.3-4,12 = 
= Ш4.236; куиантувч-пларнннг чегаравий абсолют хатоликларн 
мос равиш да 0,1 ва  0,01 га тенг. Купайтувчиларнннг барча 
рацам лари  ишончли деб олсак , чегаравий  нисбий хатолик бун­
дай б ;л а д н :

6 -------------- - 5 ^ -  =  0,0039 +  0,0024 =  0,0063.
25.3  4,12

У чо.,да куи ай тм аш ш г чегаравий абсолют хатолиги цуйндагича: 
=  6и |лг| =  0,0063- 104,236 =  0,657 <~ 1.

Д е м а к ,  ж а в о б д а  ф акат  уч та  ишончли рацамни ьрлдприш лозим: 
25 ,3 -4 ,12= 104 .

А лпётда такрибий сонлар устнда  оммавнн хисоблаш иш- 
л а р щ а  уш бу соддароц цоидалардан  ф ойдаланилади ; улар  иш 
хаж мннн камаитириб, етарлича аннцликка эришиш пмконини
беради.

1. Унли касрларнп кушиш в а  айиришда унлик белгилари 
энг кам  бул ган  сонда печта унлик белги булса ,  н атн ж ад а  шун- 
ча унпик белгн цолдирнлади (соннинг унлик белгилари деб, 
ьергулдан  ун гд а  турган  барча р акам л ар н и  айти лади ) .

2 . Бут\ н сонларнн кушиш ва  айнришда уларни стандарт 
ш аклда  сзилади  ва  уннинг эпг говори д ар аж аси н и  ^авсдан 
т а ш к а р а г а  чицарнб, юкоридаги кондадан  ф ойдаланилади.

3. Тацрибнн сонларнн купайтириш ва булиш да энг к-ичик 
сонда нечта ^ннматдор раь^ам б улса ,  н а т и ж ад а  шунча кинм ат­
дор |’й ам к о л д и р т а д и
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4. К в а д р а т га  ва  к уб га  кутар п ш да д а р а ж а  асосида нечта 
кийматдор р акам  булса ,  н а т и ж а д а  хам  шуича кийматдор р а ­
кам  колдириладн.

5. К вад р ат  ва  куб  илдпз чикариш да илдиз остндагн ифо- 
д а д а  нечта кийматдор р ак ам  булса , н а т и ж а д а  хам  ш\нча кий­
матдор р а к а м  колдириладн .

6 . Оралик чисоблаш ларда юкорпдаги ко п д алар д а  тавсня 
кнлганидан  битта ортик ра^ам  колдириладн Якунпй н а ти ж ад а  
o j р а к а м  яхлнтланади .

7. А гар  м аъл\м отлар  т\рти сондаги унлик белгнларга  эга 
булса (кушнш ва анирнш да) ёки турлн сондаги кийматдор 
р а к а м л а р га  э га  булса  (цолган а м а л л а р д а ) ,  уларнн энг кичик 
аницлнкдаги  сонгача битта цушнмча р а к ам  бнлан яхлн глан ади ,  
бу  р ак ам  якунпн н а т и ж а д а  яхлнтланади .

У з у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 Хатоликтарнннг кандай манбатарн бор?
2. Такрибий сон деб иимага айтилади3
3. Якинлашиш хатолиги деб нимага айтилади?
4 Яцинлашишиииг абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
5. Яцинлашишнииг чегаравий абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
(i. Якинлашпш.тар спфатннн уларнннг абсолю т хатолнкларп буш  так- 

Кослаш мумкннми?
7. Нисбнй хатолнк деб нимага айтилади?
8 . Чегаравий нисбий хатолик деб нимага айтилади?
9 Ушбу улчаш натижаларидан ^айсиннсн аницрок? 0 0025 ч мм ёки

0,372 м мн?
10. (\айсн якинлашиш а ник рок: 2 56±0,01 ми ёки 37G± 1 mii?
11. Такрибий соннннг кандай разами ишончли ракам деб аталадиJ Шуб- 

з^алн ракам деб-чн?
12. Соннннг кийматдор разами деб нимага айтилади?
13. Соннннг унлик разами деб нимага айтнладн?
14. Такрибий сонлар ^ачон ва кандай яхлнтланади?
15. К,уйидагн такрибий сонларнннг ёзувнда неча Унлпк белги бор. «  = 0,37; 

Ь = 0,04551; с= 0 ,003072; d = 0,056890? Уларнинг .\ар бпрнда нечта кийматдор 
ракам бор?

16. Унлик белгилари соии- а) кийматдор рацачлари сонидаи ортик; 
б) кийматдор рацамлари сонндан кичик; в) кийматдор ра^амлари сопш а тенг 
булган такрибий сонларга мисоллар келтиринг.

17. Битта кийматдор ракамга, иккита кийматдор ракамга, учта кнймат 
дор ракамга эга булган сонларнннг чегаравий нисбнй хатолнкларп канча бу­
ла ди?

18 273.521. 0,03984, 1.0053 сонларнни: а) иккита климат юр pa . ми;
б) нккнта унлик белгнгача яхлитланг.

19. Куйидаги сонларнннг чегаравий нисбнй хатолнкларннн топнш а) 2
0,2; 0.02; б) 17; 1 7. 0.17; в) 3,71, 37,1; 371

2- §. Тенгламаларни  такрибий ечиш
1 . У мумий м аъ лум о тлар .  Ушб\

/ (л) =  0 (2 .1)
тенглам ани  ечнш х аргумеитнннг ( 2 . 1) т ен гл ам ага  у' аил- 
ган д а  уни тугрн тен глн кка  айлантнрадиган  барча кийматлари- 
нн тониш дем акдир . х аргументнннг бу кииматлари  ( 2 . 1) тенг- 
л ам ан ч н г  нлдизларн ёки f(x )  функциянинг илднзлари (нолла-
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ри) деб ат ал ад и .  Бундам тен глам аларн и  ечммлшнг ушбу уч 
усу*"и м а в ж у д :  аналитнк усул , график усул  ва сомлм усул.

Аналитик усул  дейи лганда  шундай формуланпнг м авж уд-  
лигм туш униладнки , изланаётган  илдизлар унинг ёрдамида
(2 . 1 ) тенгламанинг чап томонпга ки раднган  у з г а р м а с  микдор­
лар (>лар  иарам етрлар  деб а т ал а д и )  оркали ифодаланади 
(бун га  намунавин мисол — к в а д р а т  т ен гл ам а  млдпзларининг 
м аъл\м  ф ормуласм ). Хмалнгик усулннпг асосий устунлнги 
ш ундакн , илдизлар бу курсатнлган  формула оркали псталгаи 
аии кли кда  хпсоблаппши мумкии. Бпро1\ мучандпслик амалнё- 
тнда учрайдиган х ам м а  т ен гл ам ал а р  \ам аналитик у с у л д а  ечн- 
лаьерм ай дн . Б аъзан  (2.1) тенгламани ёки яна хам \мумийрок

М * ) = Ы - « )  (2 .2 )
тенгламани ечиш учун уш бу график усул даи  фойдаланилади: 
текнеликда y = f i ( x )  ва у = 12(х) ф ункцияларнинг графнкларп 
яс а . . гд н ,  у  холда б у  граф пклар  кеепшнш нукталарпнинг абс- 
циссаларн ап а  шу ( 2 .2 ) тенгламанинг плдпзлари б у л а д и ( ( 2 .1 ) 
тен гл ам а  учун y = f 2(x) функциянинг графиги у = 0 абсписсалар 
уци б ул ад и ) .

Бу усулнинг ижобий томони унинг универсаллиги , исталган 
турдаги  т е н гл а м а л а р га  цуллаб  булншлиги ва  кургазм алигидан  
иборат булиб, салбий томонн эса анча сермех.нат иш ва одат­
да  ж у д а  ка м  ани кликда  булншидир.

Тенгламаларни  сонли ечиш усул л ар и  иккита ж у д а  мухим 
ижобий хоссага  э г а :  улар  график усул  кабн универсал  ва  аннц 
(яънн илдизларнн исталганча юцори аннцлнк бнлан хосил цн- 
лиш м ум ки н ) .

( 2 . 1 ) тенглам ани  сонли ечнш асосий усулларинииг хар бири 
ушб\ иккита боскнчга булпнадн:

а )  илдизларнн я к к а л а ш , яъни f(x )  нинг аникланнш соха- 
сига кпраднган  х а м д а  б т г а  ва ф акат  битта нлдпзнп уз ичига 
оладиган  [а ,  р] кесмапи аж р ати ш . Бундай кесм а  илдизнинг 
як^аланнш  о р ал и щ  деб ат ал ад и ;

С) илдизларнн аншулаштпрнш, яънн нлдизнн исталганча 
юкорн аш щ лпк бнлан хосил кнлнш учун яккал аи п ш  оралншнн 
торантнрпш.

Турли сонли усул л ар  бнр-биридап иккинчи бос^нчда фарц 
ки ла_  бнрпнчн боецпч— илдизларнн я к к а л а ш  эса  барча 
усул л ар  учун умумнйднр.

2 . Илдизларнн як кал аш . Узлуксиз функцияларнинг хосса- 
ларидан  келиб чикадики, бундай функциянинг [сс. р] кесмада 
илднзи м а в ж у д  булиши шарти

f  (*)■/( Р ) < 0

дан , яънн функция ншорасинннг бу к е см а д а  узгаришидан 
иборат: 154- ш акл да  [ос., р] кесма , 1 5 5 -ш акл д а  [сс, сч] ва 
№. .PI кесм алар .
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154- шакл. 155- шакл.

О

156- шакл 157- шакл

Биро^ бу ш арт з а  рур и Гг ш арт эм ас .  М а салан ,  156- ш акл д а  
ш арт б аж ар и л м ап д н , бирок функция [а ,  р] к е см ад а  нлдизларга  
эга  ва  :\атто (сс, а , ]  к е см а д а  иккита илднзга эга . Бундач таш- 
кари, бу шартпннг бажарплиш и илдизнпнг ягоналнгнга  кафо- 
л ат  бермаиди (157- ш аклдагн  [сс, р| к е с м а ) .

[а, р] кесм а  узл укси з  f(x )  функция нлдизннннг я к к а л а ш  
оралиги булиши учун юцорида келтнрнлган / (и) •[((>) < 0  шарг- 
д ан  таш кари  бу функциянинг [а ,  р] к е см а д а  мопотон булиш 
тал аб н  баж арплиш и, яъни дифференцпалланувчп /'(л) функ­
ция учун унинг хоснласн [сс, р| ке см ад а  ннюрасини саклад ш  ло- 
зим: 1 5 4 -ш аклда  [a ,  p j ке см а ,  1 5 5 -ш акл д а  [сс, сс,] ва |Pi, р] 
кесм алар .

Бирок шуни айтиб утам и зки , бу т ал аб л ар  хар  доим \ам ба- 
ж а р и л авер м ай д и :  ж уф т каррали  илдизлар деб а т ал ад и ган  
шундан илдизлар м а в ж у д к к  (156 ш аклдагн  ; 3 кабн члдиз- 
л а р ) ,  ул ар  учун юкорида келтирилган и к к а л а  т а л а б  хам  б а ж а -  
рплмаидн. М уханднслнк ам ал и ёгн да  жуф т кар рали  илд 1злар  
ж у д а  к а м  учрайдн.

Ш ундай килиб, икки марта диф ф сренциалланув 'и  }(х) 
функциянинг илднзларини аж р ати ш  учун куйидаги  ншларин 
б аж ар и ш  лозим:

а )  [а ,  р| кесмани топиш (м асал ан ,  график усул  бнлан ёки 
купи ла  келтириладиган  синов усули би л ан ) ;

б) f ' (х) хоснлани ва  унинг илдизларинн (хоснланипг ишо- 
ра у з г ар м ас л и к  оралицларнни) топиш. А гар  [сс, (3J кесма .у> 
снланинг ишора у з г а р м а с л и к  оралнгида бутунлай  ж ойлаш ган
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бу^са , у холла [сс. p>J плдпзнипг яккал ан н ш  о р а л и т  булади. 
Л кс  .олда оралнкпи ro p a i i гириш лозим.

Экдп  такрибий плдизпинг хатолиги бахосини берамиз. 
\а. р! кссма /'(а' ) = 0  т ен гл ам а  илдизининг яккал ан и ш  о р а л и т  

булсин: 5 бу  тенгламанинг анпц нлдизн, .v эса тацрнбнн 
илдизи, шу билаи бирга /' (л) ва  /" (л) уз  ишораспни 

j к е с м а д а  сакласин  х а м д а  \f'(x)\^tnl булсин ( т , учун 
Г  (л) нинг ccs£xsg[) даги  энг кичик цнйматини ол ам н з) .  Бу 
шар г ар д а  уш бу бахо уринли:

\ х -* \ /П!

Бу тенгсизликнииг тугрилпгинн исботлаш учун Лагранжнннг |.v. =)
ёки а' | кесмадагн чекли орттирмалар формуласи

/ ( v ) / (?) =  /' (с) ( а  — t), б\ ида v с с  < 1
ни та г ' я к  киламиз. Су игра

I/ ( -V) —  f  (5)| =  I/ (.V ) j >  т ,  j A- —  V ;

бунда:»

|7 _  t| ^  \пЛ_ t (2.3)
"'1

бу ерда tnx шу / ' (.v) чосиланинг [a . р| даги энг кичик ^иймати.
(2.3) формула якинлашиш аниклигннянг бахосини беради.
1- т и с о л. а 3 — З а — 6 0  тенглама нлдизини ажратниг.
Ь ч и т .  у  =  а 3 — З а — 6  /(\) функцияни караймиз. О^онгина 

куриш мумкинки. f (0) = — 6  <' 0 , f  (3) 12 >  0 , яъни f  (0) ■/ (3) <  0 
Пулгач. inin учун |0; 3| кесмада нлдиз бор. ^«хнлани топамиз: у' =
— З а -  - 3 .  унинг илдизларн .v, 1 ва х,  I Куриш осонки. 

х-€ (  -  I. I) да г/' <  0  ва * € { ( — оо, — l j| J ( I ,  +  оо)} да у ’ > 0 .  
Ton.i ган |0, 3] кесма бу сохаларнинг хеч бнр ига бутуилай кирман- 
дт. Уни Topainнра.миз: а  1 деб оламнз, у чолда/(1) =  — 8 <  0 ва 
/(3) 12 > 0 . [ 1, 3] кесма изланаетган плдизпинг яккаланнш оралн- 
FH, бу ерда / '(а) >  0 ва /(1) /(3) <  0.

2- v n  с ил. . Y l g A = l  тенглама илдизининг яккаланиш оралигани 
топинг.

Е ч и ш. Бу тенгламани унга тенг кучли

lg.Y =  1
X

тенгламага алмаштирамнз хамда у  =  l g x  ва у —— функниязарпнпг
X

графикларнни ясаймиз (15 8 -шакл).
И злан аётган  илднзнинг яккал ан и ш  о р а л и т  [2, 3|. 
Т енгламани гацрнбнй ечпшиипг иккинчи босцичнга— пл- 

ди з: апнцлаштприш, яккаланн ш  оралнгнпн торайтпрншга 
т и н , .  Сипов усули , в а г а р л а р ,  ури н м алар  ва  нтерациялар 
усу . ,  гп  пин кур но чпцампз.
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I.j8- шакл.

3. Ярми 1ан б\лиш (ёки синов) усули. Ушбу

/ (•'■) =  О
генглама берилган булиб. foe, Р )— илдизнннг яккалаииш грзлиги, 
яыш  / (а ) -/ (Р )<  0  ва / '(л) хоенла [a , р| да шпор ic*i:m сак . " ш .  
Равшапки,

ва
изланаетган

хоенла
С ИЛДНЗ

а  <  I <
тенгсизликни каноатлантиради. Илднзнниг биринчи якинлашиши 1.]за-

*  Р п .тида — 1L соннн, яъни [а , Р) кесманинг ургасии i олиш м\ мки т.
2

Агар f  | О б\ лса.

сс.

излашетган нлдиз и 

Р оеки орл-

ликлариинг каиси бнрининг охирларида функция карами- каршн ишо- 
раларга эга булса, шунисини олачиз. Янги торантирилган оралимп 
(уни [ « , ,  р ,1 билаи белгилаймиз) яна тенг иккига буламиз. яъни унинг 
уртасини топамиз ва жараённн шу тлртибда даьом эттнрамш. Баъзан 
кесманинг уртасини эмас, балки илднзнниг яккатапнш оралш нн шг 
бирор ихтиёрий н\ ктасиии олиш кулай булади (уни танлашда /(.*) 
функциянинг хусуснятларн хисобга олинади). Аииклик бауоси учун 
формула аввалгипинг узн булади:

\х —  <  \f ^  .

бу ерда  т ,  — шу /'(.г) 
нпнг такрибин кннмати.

159- шакл.

нинг энг кичик кннмати, х  эса илдиз-

4. В атар л ар  усули  (чизикли 
интерполяциялаш  усул и ) .  f(x ) =  О 
тенглам ан нн г  илднзннн ярмндан 
булиш усули  бнлан аншуташти- 
рпш усулинннг FOHCll од дни б ул ­
са х ам ,  лекнн у  мухим камчи- 
л н кка  эга : етарлнча ю^ори да-  
р а ж а д а  ан и клп кка  эрнш пш учун 
анча к а тта  сондаги к а д а м  т а л а б  
этнлади  ва  д е м а к ,  хисоблаш иши 
х аж м и  .хам к а тта  булади . Ва-
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т ар л ар  усули  эса  о д атд а  алча нам сондаги кад ам лар н н  тал аб  
этадн .

Геомстрнк нуктан пазардан бу усул  у  =  / (л) функциянинг с ил- 
дизининг [а, Р| яккалаииш оралигндаги графнппги А В тугри чизнк 
бнлан алмаштирншдап иборат (159 шакл). А В ватар тенгламасини 
А (а , /(а)) ва В (р. / (Р)) нукталар оркалн \ тадигаН тугри чизнк тенг- 
ламгсн си(|)атнда ёзамиз:

п -  I (сс) х — а
/ сР) — Р — «  

с илдизнннг биринчи якинлашиши сифатида а 1 ни — А В пинг Ох ук  
билан кесшннш нуктаси абсинссасинн оламиз. Бу (а , ;  0) ну к. танин г 
координаталарини ту Fpn чизнк тенглама?ига куямиз:

О— /(сО а 1 — а
<Г(Р) — /(«) Р —а

бундан
f (а.) (Р — а)а .  а
f (Р) / W

а  а 0, \ г/.() а ,  а 0 деб белгилаб, бу тенгсизликни бунтай 
канта ёзнб оламиз:

_  /(<*оНР —«о)i-\ Un -- --* -------------------  .
/ lP> --

Натижада биринчи якинлашиш учун

а .  =  а 0 +  А а 0

формулани хосил цитачнз. |а,, р) ор инкка  яна шу ватарлар усули­
ни кулланиб, биз илдизнииг ушбу иккинчи якинлашншнни хосил 
киламиз.

л * / (<* iMP —«0 а.> о .,— А сс., Д а ,  = --------- J
/(P)-/(*i>

Ватарлар усулини кетма- кет п марта такрорлаб, ушбу якинлашишлар 
кетма-кетлигннн хосил киламиз:

а„, ............. а . ,  . . , а  ,

бу ерда

/ (P)— /
Илдизнннг такрибий кнйматларшш бернлган в аниклнкда хнеоблашни 
иккита кушпи якинлашиш орасидаги айнрма модули буинча е  дан 
ортик булмаган захоти, яъни \ап — а „ _ , |  <" е  б\ тган захоти тухтатиш 
мумкин.

5. Уринмалар усули (Ньютон усули). fix ) -  0 тенгламани урнн- 
малар усули бнлан ечиш учун Е илдизнннг яккалаииш оралиги [а ,  Р] 
да / (х) функция ушбу шартларни каноатлантнрншиин талаб киламиз;
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в
/(а) 7 (р) <  0 , / ( v) Bd /'" (д) нинг 
ишоралари узгарчасдан колени. 
Сунггн шарт нлднзнинг яккала- 
пнш оралишда функция графлги- 
l i i i i i r  букилпш нукталарн йуклн- 
гннн билдиради (каварнклнк ёкн 
ботик лик йуналишннннг >згар- 
маслигн).

Л Э "А

160- шакл.

Урнпмалар усу ли геометрик 
пуктаи пазлрдин f(x) функция ;  
илднзшшнг яккаланиш орашги 
fa. Pi ди уиннг графигни i бу
графиккг1 Р абсциссалн нуктадан 

утказилган урннма бнлан алмаштирншнн бнлднради (160- шаклда бу 
В  ну^та).

Графнкка В (р, /(Р)) нуктада утказилган урннма теигламапши 3  
нуктадан утаднган ва к ■= f  (р) б\ рчак коэффициент л н тугри чизик 
тенгламаси куринишида ёзамиз:

с илднзнннг биринчн якиилашишн сифатида р, ни — урннманинг 
Ох ук бнлан кееншнш нукт.'сн абсци.сасшш оламнз. Бу (Р,, 0) нук- 
танинг коордгшаталарнпн уринма тенгламаси га куямнз:

Бу ердан

га эга буламиз. Р ро деб белгилаб, сунггн тенглнкни бундай кан­
та ёзамиз:

Натнжада биринчн якинлашиш учун

формулапи хосил киламиз [a , P J  ораликда яна шу \рннмалар усулн- 
нн татбнк киламиз ва ушбу иккинчи якиилашшпнн хоенл к т а м и з :

Урннмалар усулини кетча-кет  п марта татбнк килиб, ушбу якнн- 
лашншлар кетма- кет шгнни х о с т  киламиз:

0 - / ( Р )  Г Ф) (Рх— Р)

Рх Ро+ А ро

Р, =  pt 4- А рь  бу ерда Л Р, =

Ро, Pl  Рг. • • . Р*. • • Р,-

бу ерда
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f'(M>D
f:x)>o 
f"(K)> о 
f(H)>0 
f(d)< 0

163 шакл. 164 шакл.

Илдизнннг такрн.'мм кийматини берилган е аниклнкда миоолаш- 
нн иккита кушнн якинлашиш орасидаги ииирмапнпг абсолют кннмаги 
е дан кичик булган захоти, яыш  |Рн — Р„_,! <  е булганда гчхтатиш 
мумкин

6 . Ватарлар ва уринмалар аралаш усули. Ц\) 0 тенгламанннг 
изланаётган с нлдизн \а. |3| яккаланшн оралишда ётган булснн ва 
юкорида келтнрилган нлднзиннг яккалаииш шартларн бажарилсин, 
яыш Р )< 0 ;  /'(■'') ва Г  (а) нинг ишоралари бу ораликда узгар-
майдн. // =  /(л) функция биринчи ва иккинчи хоснлалари ишораларн- 
ннпг барча мумкнн булган комбннацняларнни курнб чинами< (161 —
—  16 4 - шакл. lap) 161 — 164- шаклларда бундан буен fl оркалн якка- 
ланнш оратишнинг f(x) ва /"(v) бнр хил ншорага эга буладнган 
охнрини белгилаймиз. Бу охнрда уринмалар усулини кулланмнз. Бу 
холда у  =  / (л) эгри чнзнкка В({\ f  ф)) нуцтадаги урннма Ох укни 
р нукта билаи I илднз орасида кеснб утадн, А В ват ар эса эгри чн- 
зикпи а  нукта бнлан £ нлдиз орасида кеснб утадн Ватар ва урннма- 
нинг Ох ук  бнлан кесншнш пукталарн а  ва fi лар га Караганда я.х- 
шнрок якннлашншнн беради. Иккала ус\ линнг аралаш ишлатнлниш 
илднзга якин ишишнн тезрэк беради а п ва Р;1 якннлашишлар учун 
.хисоблаш формулалари ушбу кчринншда булади:

О
Г ( Х ) * 0

iM ?oгм
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р р  f ® n - 1> п = - п , ------------------1 п  • «  — I с '  /а \
f (Рп—I»

Жарчён нихояснга етгаиндан супг с нлдизнниг кн й м ат  сифатида ях- 
шиси сл'нггн кнйматларнниг урта арифметик кпйматнни олнш лозим:

Р.»-
Мисол сифатида I-мисолда х3 — З.г — 6 0 тенглама учун хосил 

кнлипгаи нляпзни аниклашгирамиз, яъни II, 3 J яккаланнш ора.шгани 
торайтирамиз. Шундай килиб, f(x) х3— 3 х — 6 . /(I)  — 8 <  О, 
/(3) 12 >  0 ва [1, 3| яккаланиш оралигнда /' ( v| 3(.v-— I) >  О, 
яна шу ораликда f  "(x) Бх > 0 .  Р сифатида р 3 ни оламнз, чун- 
кн /(3) >  0  ва /"(д) >  0  булганлнги учун бу ораликда уринмалар 
усулини куллапнш мумкин. Хисоблашларпн юкорида келтирнлган 
формула лар буйнча бакарамиз 1 1атпжаларнп жадвалга ёзамиз. Пл- 
днз 0,001 гача аникликда гониладн.

Лс-
i  =э*  X
-  а

/ (дг) =  Xя ---- 3 л: —• 6
Р — а
/ W  -  
- / ( « )

Д а  W | f lx)  Л(х,  „
а  ; \ а
Р ^РX А » —З х /<х>

/

S f , -  Ш
Г <Р>

X’- х * - 1 / ' (X)

<*П j 1
М  з

1
2 7

- 3  
— 9

8
12

2
2 0

0 , 8
0 . 5 О 8 2 4

1 ,8
2 . 5

P i
1 . 8

2 .5
5 .8 3 2 0

i;.,6_VjO
- 5 . 4

7 . 5
—о..”>680 

2.|2л0

0.7

7.0'ЛЮ
- 0 . . 7 М 6
— 0 .1 3 4 9 6 . 2 5 5 , 2 5 1 5 ,7 5

2 ,3 0 6 0  
2 ,3 6 5 1

п . ,  2 . : ;о  >()
P i  | 2 .3(551

l i .2 7 :!0
l.i.L’ l’!)?

—li.'.ll'lK

—7,095.1

-0 .Ы 7 8

0 .I J I1

О.ОГ.В.»
0.7h.>l!

0 .0 4 8 4
- 0 . 0 0 9 8 Г,.Г.'|.17 1.Г>'1.(7

— 2 . 3 5 5 0  
I3.7RII 1 2 .3 5 5 4

“ ч
Ря

2 , .45.7)1 
2 .3 5 5 5

0,000о

1Гзлаиаётган илдиз

интервалда етади.
2 .3550 <  £ <  2.3555 

Хисоблаш |р.,— а :1\ 0,0005 <  0,001 булганлнги
егбаблк тухтатилгаи. Илдиз 0,001 гача аникликда 1\уйидагнга теиг:

I ~  г/> .  Р» =  2,3552 ^  2,355.
9

7. Итерация усули . Т ен гламаларни  сопли ечншпнпг энг 
мухим усуллар н дап  бири итерация усули ёкн кетм а -кет  якнн- 
лаш ш плар усули ian иборат. Усулпинг мохпяти цуиидагнча.

1. X и с о б л а ш ф о р м  у л а с  и. Ушбу тен гл ам а  берилган 
б\лснн:

!(*)=  о, (2А)

бу ер ia / ( .v )— узл укси з  функция. Бу тенгламанинг хакпкпн 
илдизпни тоннш керак . (2 .4) тенглам ани  унга  тенг кучлн

370



тенглам а бнлан алмаш тирам из. Бнрор-бнр усул  билап плдиз- 
нинг .Vrj такрибин кийматини танлайм из, уни (2.5) тенгламанннг 
унг гомонига кун сак ,  бнрор

-V'l = (| (%)
сонпп хосил киламиз. Сдигра (2.5) тенгламанннг унг томоннга 
олинган .V] сонпп куй сак ,

,V2 =  (( (v ,)

соннп хосил киламиз. Бу ж араёпни  давом  эггирпб,

-V, f f (v 0). v , ч (г,), , Д'„ ff(.Yn ,) 

сонли кетма-кет.гикни хосил киламиз. Агар бу

(л„ ‘1 (■'',,-!)) <-Ч>
кегма- кетлик якпнлашхвчи, яъни lim \шп мавжуд булса, \ холда (2 .6 )

тенглнкда лимпгга \тнб (буида q (v) функция узлуксиз деб фчраi 
кили')),

lim хп ([ (i im v„_,) ёкн с q Cz)
П—► оо П—»оо

пн топамиз. Ш ундан килиб, | (2.5) геигламанинг плдизп б у л а ­
ди. У (2.6) формула буинча п ета .п аи  ани клнкда  топнлшпн 
мумкин.

2. Г е о м е т р  и к Т а л л и н н .  И терация усулини геометрии 
нуктан  назардан  бундан  тушуитнрнш мумкнн. Оху текнелнкда 
//=х  ва у = ч (х )  функцияларнинг графнклариин ясанмнз. (2.5) 
тенгламанннг хар бнр £ илдизи y  — f(x )  эгри чизикнинг у = х  
тугри чизнк бнлан кесишнш иуцтаси М нииг абсциссасн б ул а ­
ди. Бирор Л (|(.г0, y t:) пуктанп танлаб , A lt В } A t В2А 2 енник чи- 
зикнп («зип аи п ») ясанмн з : унинг бугиилари Ох у к к а  ва Оу 
у  К ка  п араллел , А 0, Л ь  А , учларн у =  ц (х )  тугрп чизнкда, 
В {,В 2, . . .  учларн ^са у —х  тугри чизнкда ётади . А, ва В,. Ь ва

*  =  <((-*) (2 5 )
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167- шакл. 168- шакл.

В . нукталарнпнг умум ий  абсциссалари эса с иллизнниг мос 
равиш да кетм а -кет  .v2, . . .  якиилаш пш лари булади .

1 6 5 -ш аклда  эгри чизик ботик, яъип |«Г(А' ) 1 < 1  ва итерация 
ж а р аён и  яцпнлаш адп.

Сниик чнзпциииг бош кача п р и п и ш и — «сп ирал»  чизик хам 
беляш и мумкин (1 6 6 -ш акл .)

Ч измадан  куриш осонкп, r f ' ( .v )> 0  бул ган да  ( 1 6 5 - ш акл) 
ечим «зн н а»  куриппшида, ф ' (х )< ( )  б ул ган да  эса ( 1 6 6 - ш акл ) 
сп : '/  «сп прал» ш аклпда хосил булади.

Лгар |ff'(x ) l > l  булган  холнн (тик эгри чизик) к а р ас ак ,  
итерация ж а р аён и  узоклаш пш н мумкии, бу 167— 168- ш акл- 
л ар д ан  курпниб турибди.

3. И т е р а ц и я  ж а р а ё н и  и и и г я к и н л а ш у в ч а н л н- 
г и. Итерация усулиш ш г а м а л д а  кулланилиш н учун итерация 
ж ар аён и  якнплашпшиппнг етарлнлпк шартларини келтирампз.

Т е о р е м а .  <| (.v) функция \а, Ь\ кесмада аникланган еа диффе- 
I енциалланувчи, шу билан бирга унинг барча кийматлари [«, Ь] 
га тегишли булсин У  холда шундай q tw'jrpu каср мавжудки, 
х С_ \а. b3 да

бЯлса. у холда.
а) д-,. <| (.vn_,), п 1 , 2 , . . .  итерация жараёни хп £ [а, Ь\ бши- 

лангич киймат кандай булшиидан катъий н аsctp щинлаишди.
б) z - i im .v n киймат х -  <( (\) тенгламанинг [а, Ь\ кесмадаги

яг( на илдизи булади.
1- з с л а т .м а .  q сои сифатида х о с т а  модулинппг, яънн <г’ (л) шшг 

. f\a. b\ даги энг кичик кпйматнни ёки купи чегарасини олнш мум­
кин.

2- ъ с л а т м а. Агар ц (х) функция барча a-g ( — оо, + оо ) учун 
аникланган  ва дпфферепциалланувчн ва  бунда барча х  л ар  
учун (2.7) тенгснзлнк б аж ар и л са ,  теорема т\трилнгича ко ­
лади .

•3 ъ с л а т м а. Теорема ш артлапида итерация усули .v0 бош-

(2.7)
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.iai!FH4 кн йм ат  \a, b\ дан хар  кандай  танлапгапнда хам  > ;нн- 
лаш ади , яъни хисоблаш ларда пул куйнлган [а, Ь\ дан  четга 
чнкмайдиган айрим хатолик я куний н атн ж ага  таъсир э^мгйди, 
чункн хато кийматни янги .v0 бошланкнч кнймат деб к а р а т  
мумкнн. ш\ сабабли  бу усул  уз-узипи тутрнландиган  усулдир. 
Бундан уз-узинн тутрилаш  усули итерация усулинииг энг 
ншончлн хисоблаш усул л ар и дан  бнри эканлнгпнн билди- 
радн.

4. Я i\ и и л а И1 и ш а и н к л и г и и и и г б а х о с и. У шоу 
тенгсизлик тутрилнгннн исботлаш мумкнн:

IS— JC-J к ,  — -'-„-i!. O S )I — q
бу ерда £— (2.4) ёкн (2.5) тенгламанннг нлднзи, хп1< хп эса иккита 
якинлашиш, q эса ]ф' (д-)| нннг [а, Ь\ дагн энг кичик кнйматн

Бу тенгсизликдаи якннлашншнн бахолаш  учун фойдалана- 
миз.

А гар  илдизип к ани клнкда  хисоблаш тал аб  этилса, у  холда 
равш анки ,

I —  V. I <  е ёки —-
. - й  ,Д"

бундан

<2 5)

ни чосил киламиз. Демак, итерация жараёнинн иккита кетма-кет якин- 
лашнш хп_( ва хп учун (2.У) тенгсизлик бажарнлгапига кадар давом

эттириш лозим. Хусусан, q — булса, у  холда |лл — _vfl_,| <  е.

М и с о л .  д'3 +  х — 10 00  тенгламанннг энг катта мусбат плднзпни
0,0001 гача аниклнкда топинг.

Е ч и ш. Аивая нзлаиаётгаи £ илдиз ётадиган оралнкнн то- 
намиз. / (д) — .V3 +  х —- 1000 деб белгилаймиз ва бу функциянинг ьип- 
матини иккита иуктада хисоблаймиз: /(9) =— 262 <  0 ьа /(10)

10 > 0 .  Равшанки, илдиз ££(9, 10) (Бу шггервалнинг узиии Олу 
текисликда у  — х3 ва у  1000 — х фупкиняларнинг графлкларинл 
ясаб хам топиш мумкин эди). Берилган тенгламани ушбу курннншда 
унга тенг кучли тенгламага алмаштирамиз:

х  =  100 0  — л-3 ff (л-), ёки v 1000 — <( (л-),
-V2 х

ёки

х =  j 1 0 0 0  — л' =  ф (а ) .

Биринчи ифодаланнш нокулан, чунки бу холда <['(.v)| = 3 ~ >  1 
булиб, бундан бчрча а  £ (9, Ю ) учун <(/(а ')  - З а ' - ’ Сулади, Су эса 
итерация жараёпи узоклашишини билдиради.

Охирги ифодалаш кулайднр:
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л | 1000 .v ff (v).

чу пки бу холда <| ’ (v) — — -----------, бу срдан (9, 10) ипгер-
3 | (1000 -V)-

ь.длда кунидагига эгамиз:

J 1
.4 , (1000  VI - .4 |

' ( * ) 1 ------ —...............<  -| -^ = Г - ^  —  =  Я <
VI - .4, 990- •#>’

Теорема ш артлари б аж ари лдн . шу сабабли  итерация жа- 
раенп якинлаш увчи. К етм а-кет  яцинлапшшларнн

л-, I -  , 1000- д - ,

формула буйича битта кушнмча кнйиатдор ракамни caiyiao хисоблаймиз. 
у - 1000 — хп< - I уп деб белгилаб, патижаларпн жадвалга

еъамиз:

п х п Уп

0 10 990
I 9.96655 990.03345
о 9.96666 990.03334
.4 9.91)667

а  ' < — бчлгаплигн \ ч\Т! |.v — ,v„ , I <  е да е =  0,0001 гачач ,по 2 " “ 1
аникликда тенгламанинг ? нлдпзппи

Е Аз 0,96667 да 0,9667
деб олнш мумкин.

Э с л а т м а .  Ушбу /(v) =0 тенгламани (2.5) курниишдаги
-V ч (-V) (2 . 10)

т ен гл ам ага  келтнрнш учун (2.4) тенгламанинг чап ва  унг цнем- 
ларнпн хозпрча номаълум  /. сонга купайтириш ва хосил б ул ­
ган тепгликппнг ч а [1 в а  уиг ки см ларн га  х  ни цушнб, (2.4) 
тенгламани ун га  экви вален т

л- л -  'kf(x) (2 . 11)
ш.’клда езиш кпфоя. Энди q (.v) x -r-} .f(x )  деб олиб, (2 . 10) дан 
х cf (.v) га эга буламиз. X параметрни (2 . 11) функция итерация 
жараённнииг якинлашиши учун етарлн булган (2 .8 ) шартни каноат- 
лантирадиган килиб, топиш мумкии:

|ф' (v)| =  11 + k f ' ( x )К  I. (2-12)

Агар 1 -Ь>./(л'0) деб олпнадиган булса. .v„ якинлашиш атрофида 
(2.12) теигсизлнк V3- узндан бажарнлади, 6 v ерд"н / ' (л0) Ф  0 булгап-

I
да к -----------.

Г <*„)
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I . Тенгламани ечиш нимани билдиради?
2 Тенгламанннг плдизп деб нимага айтилади?
3. Сизга тенглама парни ечшннинг кандай асосий гсгллари маъл\ч?
4. Бу усулларнинг хар бнрннпнг афзаллик ва камчнлнк томонлари т<чз- 

лардан иборат3
5 Илднзнниг яккалаииш оралнги ннма ва уни ^андай топнладн?
6 . Синов усули иимадан иборат3
7. Ватарлар усули ннмадан иборат?
8 . Ватарлар усулннпнг сннов усулндан афзаллппт нпматан иборат-
9 Уринмалар усули ннмадан иборат?
10. Функциянинг илдизинп топишда уринмалар усулпии ^уллаш мумкнч 

булиши учун бу функция унннг илднзнни яккалаииш оралигнда 1у)нд.н1 шарт- 
ларнн 1̂ аноатлантнрн11!н лозим?

II. Аралаш усулнинг ватар усули ва уринмалар усулндан афзал.'шгн ни- 
мадан иборат?

12 Куйидаги тенпамялар ечимнни £ = 0,01 гача аниклнкда сннов усули 
бнлан ечннг:

.;> мидс лг-f- 1 -  0: 61 In л .v 2 0: b i  III x — sin x.
13. Ушбу тенгламаларнинг хакикии илдизнип 0,01 гача аниклнкда аралаш 

усул бнлан топинг;
а) 2х  — In х — 4 ~ 0; б) .v In ж — 14 =  0; в) 4.V — cos х 0.

бунда аввал бу нлднзларнинг яккалаииш оралнкларннн сннов усули билан 
ёки график усулда ажратинг.

14 Итерация усули ннмадан иборат3
15 Итерация жараённнннг яцннлашншн учун етарлилнк шартларн \акн- 

дагн теореманн айтнб берннг.
16. Итерация усулнда эрншнладиган аннклнкнп бахолаш учун форчулани 

ёзинг.
17. Ечнлаётган тенгламани итерация жараённ албатта якнилашадиган 

килиб кандай алмаштириш мумкнн?
18. Нолинчи якннлашншнн график усул бнлан топттб, ушбу тенглачалар- 

нинг хакикии нлднзларннн е - 0.01 гача аниклнкда топинг
а» д 8 — 2 v - 1 = 0  б) л- In .V — If) =  0
в) 3.Y — Ocos-v— 0. г) ех х — 0

У з-J  з и н н  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л  л  а р

3 - § .  Чизикли тен гл ам ал ар  системаларини ечиш усуллари

1 . Умумий м аьл ум о тл а р .  Чизикли тен глам а  тар система­
ларини ечиш усулларини асосап икки гур ух га  аж ратиш  мум- 
кии:

1) аник у с у л л а р — бу у с ул л а р га  олий м атем ати ка  куреидан 
м аъ л ум  булган  К рам ер  коидасн, Г аусс  усули , тескари  матрн- 
цалар  усули киради. Бу усул л ар  системаларни ечиш учун сис­
тема коэффициеитларига боглик булган  ф ормулаларни хосил 
кнлиш имконини беради ;

2 ) итерацноп ус у л л а р  ул ар  катори га  итерация усули. 
Зейдель усули  в а  хоказолар  кирадн. Бу у сул л ар  системанинг 
берилган апи кликдагп  ечнминп топиш имконини беради.

2 . Ж о р д а н о — Гаусс усули . Чизикли тен гл ам ал а р  система­
ларини детерм ипантлар  ер дам и да  сопли ечиш (К рам ер  конда-
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си) икки ва учта тен глам а  спстемаларш ш  ечишда куландир. 
К атта  сондаги т ен гл ам алар  спстемаларш ш  ечишда эса Гаусс  
у сул  ид а и фойдаланпш апча цулайдир. М аъ лум ки , бу усул  но- 
м аълум ларн и  кетм а -кет  йукртшндан иборатдир.

Ж о р д ан о — Гаусснинг моднф икациялангаи усули бнлан та- 
нншамиз. М уло хазаларн и н г  умуминлигига з ар а р  етк а зм а га н  
:.олда ф акат  турт  иомаълумли туртта  тен гл ам а  системасини 
к а р а т  билан чекланам и з :

бу ерда л,. До, д"3. .v4-  номаълум сонлар, aih(i 1,4 ва к 1 .4) — 
система коэффициентлари, d„  d2, а 3, d, — озод хадлар.

Т а ъ р и ф .  (3.1) системанииг ечими деб  номаълумларнинг 
шундай кийматлари  тизмасига  аитиладнкн , уларии система 
те : гл ам ал ар и га  кун ган д а  тчтри теигликлар  .\осил булади.

(3.1) системанииг ечимнпн lomiui учун цуиндагича нш тутамиз. 
Бирор а1к Ф 0 коэффициентни, масалан, a lt ф 0 ни танланмнз. Уни 
хал килуечи элемент деб атаймиз. (3.1) системанииг биринчи тенг- 
ламасинн я п га булиб, кейин х о с т  булган тенгламани кетма-кет 
£(| (/ 2.4) ларга к пайтириб ва (3.1) системанииг мос « -тенгллмаси- 
ни аиирнб, биз бнриичн теигламадан ташкари, барча тингламалардан 
.г, номаълумни йукотамнз. Натижада (3.1) системага тенг кучли куйи­
даги системага эга б\ гамиз:

(3.2) системанииг a'ik(i — 1,4) коэффццегпларнпи хосил килиш 
fp.f~acniiH кейннрок курсата из.

Агар а',.,ф 0 булса, у  хЬлда жараён такрорлаиади, натижада биз 
(4._) системанииг биринчи тепгламасидан ташкари барча теигламала- 
ридзи л, номаълумни иукот^миз (Жордано усулининг Гаусснинг маъ­
лум  ус\лидаи фаркц \ам шундан иборат) ва (3.2) системага тенг 
кучли к\ нпдагн системага эга бу памиз:

(3.3) системанииг янги коэффнциентларнни ва  озод х ад л а -

a i I-' I “Ь  а 12л 2 т  а  |.чл :1 “Г  а 14л 4 d l<

t i l  [Д I С . » 4Д 4 d .£ '

Й :11Л Е “ Г  a 32X 2 G .S.4A .4 '  -  й .ЧЧА  4

Qjl-Xj - f l j 2A 2 "Ь а 4Э-'з ^ 1 4 ^4'

(3.1)

ОцА1 -[ о12д2 al3\3 I А|[л4 di
а.,г\ а . ,  ,хл -f- а.,Ад4 — d,2,

+  a'.i/i +  = -  d 'y

аГ2Х< "Ь а | (Д j Д14Л4

(3.2)

a i i A’.i "b a u A’i d t, 
a .,, x., - r  a.,t,v4 +  a n a', -■ d2,

(3.3)
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р:ж^ ft ос и л килнш коидасиип параграфнпнг охнрнда баси цнла- 
миз

Ж’араёпни ( а ”, ф 0 булса) шчпга ухшаш давом эттнрнб, учинчи 
тенгламасндан ташкарп барча тепгламаларидан .v3 номаълум пукртпл- 
ган тенгламалар системасннп хосил киламиз:

а -»хз ■ * ' (3 .4)

Ва. пихоят, (3.4) системанинг туртинчи тенглам асндан  таш- 
т^ари барча тен гл ам аларн дан  .v4 номаълумпи нукотиб куйидаги 
систсмага  эга  булам из :

flU А 1 d\.

а п Х  4 - d ‘„

ац х '
d..

А 1 =  d‘l

ttt
a n x \

a7n A'_, =  d - ; .

a .t:i X 3

a ; 4 x  4 - d : .

.1

Бу снстемадан  д , ,  д 2. д.,, д-4 номаълум  1арнпнг кииматлари  топн- 
ладн . Т ен глам алар  системасинн ечишинпг номаълумларнп кет- 
м а-кет  нукотпшга асосланган  баёп этилган м азкур  усули Жор- 
дано — Гаусс  усули деб атал ади .

Бу' усулнн тен гл ам ал а р  системасига эмас , балки шу спсте- 
манинг элементар  алмаш тнриш лар ёр дам и да  диагонал м ’рн- 
нишга келувчп кенгантирилгап матрпцасига кулланнш  кулап- 
рокдпр.

Ш\ндан килиб, системанинг кенгантирилгап матрпцаен ку- 
иидагн куринишга эга  булснн:

И GIJ а 1з а ч d t \
@21 ^2'- ^23 ^21

а .-|1 @32 a33 ^31 d:t
II  f l 42  ° V t  Ы41 d * /

Хал i.ti ivrwii племенI енфатида бош диагоналда тургап элемент ели- 
нздн (а/[У i 1,4). .\ал килувчи элемеитда кесишувчн сатр га устун 
мос рившпда хал кигувчи сатр  ва хал килувчи устун  деб аталади.

Кенгантирилгап А м атрицада  и эквивалент м атрп ц ага  утиш 
(яъни (3 .1) система дан  (3.2) си стем ага  утиш) учун

1 ) хал  килувчи элементнн танлаш  (м ас ал ан .  а п ф 0 ) ;
2 ) эквивалент м атри ц ад а  хал  килувчи сатрнн узгарпш енз 

колднриш;
3) эквивалент м атрицада  хал  килувчи устунни (хал  ки- 

лувчп элементдан таш ^арн) иоллар бнлан алмаш тириш ;
4) эквивалент матрпцапипг колган  элемептларини эса « t\ f- 

рк туртбурчак» коидасн деб  аталувч и  крнда буйича канта с а ­
на ш к рак.
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Бу конда куиидагидан  иборат: учнда хал килувчи элемент 
жоилаш гап  тугри т\ртбурчак  тузамн з . Хал килувчи элементни 
а  билаи, дастлабки  матрицанинг алм аш тп рп лаётган  элементи- 
ни а билаи, хал килувчи сатр ва  хал  килувчи устун да  ;кой- 
лаш гаи  элементларни b ва  с билан белгилаймиз. Янги а' эл е ­
ментни а ,п ,Ь ,с  элементлар  буйича топиш схемаси  клйидаги- 
ча б\лади:

/ Ц
а  = а- а —Ьс

\

.Масалан, vnroy

А-\
------ j

матрицада хал килувчи элемент сифатида о,, -  2 ни оламнз. У ^элда 
й ,2 элемент а'.„ элемеитга куйидаги формула буйича'алмаштирнлади:

2 - 5 — 4 ■ 3 - - 2 .
= ------ -------- = — — '■

а32 элемент а.р =
2 • 1 — i ■ i — элемьнтга алмаштирплади:

А -

-7

Агар хал килувчи элемент сифатида а :13 =  — 1 олииса, холда 
а22 элемент а '„ ------ ~  3 ' 1 = 8  элемеитга алмаштирплади:

V f a -
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т
1-м  и с о л. Чизикли тен гл ам ал а р  системасннп /Кордано— 

Гаусс  усули билан ечинг:

л', л-2 — 3 л'3 - 2 v4 6 ,
г ,  — 2 л, — хх — Ь.

л, v.j -t - 3 v4 16.
2 л , —  3  л-о -  2 л-3 6

Е [ и ш. Кеигиитирплган .1 матрпцаип тузам и з ,  ва юцорида 
баён этилган коид алард ан  фойдаланнб, сатрлар  устида эле- 
ментар алмаш тирпш ларни а м а л га  ошнрамнз:

1) Х ат килувчи э юмент енфатида а 11 = 1Ф 0  пн олампз. Хал 
^илувчи еатрни кай та  ёзам из , янги матрицапинг х ал  килувчи 
устун ига  эса (х ал  цилувчи элемеитдаи  таш кар п ) нолларнп к у я ­
миз К алган  коэффициентларни « т у f рп т у р тб у р ч ак »  цоидасн 
буйича алм аш ти рам и з :

j )  Иккинчи сатрии (— 3) га буламиз. Хал кнлуг.чн элемнп 
фзтида а.,, 1 ф 0  ни оламиз ва жараённи такрорлаймиз:

си-

/1

0  — 2 1 2

1 — 1 1 4
0 2 2 12

0 3 1 14,

1 0 — 2 1  2 

0 1 — 1 1  4
0  0  [|TJ| 1 | 6

0 0 3 I 14

4  0  0  3 14
0  1 0  2 10

0  0  1 1 6

>0 0  0  — 2 — 4

'\ 0  0  0 , 8

0 1 0  0
0 0 1 0  
0 0 0 1

Натижада системанинг куйидаги ечнмига эга буламиз: 
=  8 , х, — 6 , х3 4, xt 2.
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Ж ордано — Гаусс  усулинн юкори тартибли детермилант- 
ларин хисоблаш !а  кулланпш  мумкин.

2 - м н  с о л . Ж ордано Гаусс  усули  ва  шунннгдек дегерыи- 
наитлар  хоссаспдан ф ойдаланиб детермииаитин хисобламг:

I 3 2 4
— 1 3 2 1 

4 —2 3 5
О 1 — 1 3

Л =

Е ч и ш . > а̂л килувчи элемент сифатида а и 1 ии оламнз.

Л
ш з 2 4

— 1 3 2  1

4 — 2 3 5
0 1 - 1  3

3 2 4
6 4 5

14 —5 - 1 1

1 — 1 3

(иккинчи ва  туртпичи сатр  эле.ментларпнинг урииларини а л ­
м аш тирамнз ва  ( — 1 ) купантувчинн учничи сатрдаи таш кар и га  
ч и к а р а м н з ) .

1 3 2 4 1 0 5 — 5
0 ш —  1 3 0 1 —  1 3

0 14 5 11 0 0 \ \ и \ -3 1
0 6 4 5 0 0 10 —  13

1 0 0
60

1 0 0 0
19

0 1 0
26

0 1 0 0
19 —

0 0 19 — 31 0 0 19 0

0 0 0 |6.i 1
1 0 0 0 6.i

[|l9 19

63
I I  1 9 - - - = 6 . 3 .

Ж о р д а н о — Га\сс усулинн, шунннгдек, яна А .чоеыас 
к в а д р а т  м атри ц ага  тескари матрицани топишга цуллаш  мум- 
кни. Б ун да  кунндаги  ншлар б аж ар н л ад и :  Л м атри ц ага  \_,дди 
шундан тартибли Е бирлнк матрнцани бнрнктнриш бнлан TyF- 
рн бурчакли  матрицами тузам и з :

(А\Е\.
С атр лар  устида  элементар  алма[итнрнш лар Сажариш билан ту- 
зилган  матрицани (£ |В) куринишга келтнрамиз . А гар  А — 
хосм ас  матрица булса (яъин унинг детерминанти иолга 
теиг б у л м а с а ) ,  бупи а м а л га  оширнш мумкин. У  холда В 4 1 
б\ла тн.
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3 - м  п с о л. Берилган м а грицага  тескари  матрицами топннг:

Е ч и ш  |Л| 
тузамиз

А =
1 2 — 1
3 I О
4 5 —2

— 1 экаиипн текшириш осон. Ердамчи матрииаии

(Л]Е) 3
4

1 1 0 0 /> 2 — 1 1 0 0
0 0 1 ° ~ 0 —5 3 — 3 1 0
2 0 0 1 'о -3 2 —4 0 1 )~

2 —  1 1
3

0 / 1 о  4-
1 9

|Т|
3 I

0
1 г, 

~  1 0  1 —
г» 5I1__1 5 5 5 •J 1

| о 4 0  -
1

-  У '
~5 Г)1 —  з- 3 \о  о — -т4- 11 1

О

.1 /
3

Демак, ушбу

матрица бернлган

. Г 1 —

\ 1 ] 0 0 2 1

L  ° 1 0 - - 6  — 2

1 \ 0 0 1 — 11 —3

о 
— 6 
—  1 1

Л =  |3 
4

I — 1
-2 3 
- 3  5

м агр и ц ага  тескари  матрица экан .
3. Чизикли тен гл ам ал а р  системасинн ечишнинг итерация 

усули . П о м аъ л ум л ар  сони к а т т а  б ул га н д а  Гаусс усулпиииг 
аник ечимлар берувчн чизикли система схемасн ж у д а  мурак- 
каб  булиб колади . Бундан х о л лар д а  еистема илдизларнни то- 
ниш учун баъзан  тацрибий сонли у с у л л ар д ан  фойдаланиш ку- 
ландпр. Ш ундан усул л ар д ан  бирп итерация усулидпр.

А йтаплик, куй идаги  т ен гл ам ал а р  системаси бернлган булсин:
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а п.' 1 ^ |oAjj а 1ЯЛ’з т* ~ а 1пХп
« 21-Lj ] О,оо̂ 2 _ °23Л3 "Т" -г а2пхп Ь2,

(3 5)

апХ1 +  Яп2Хо -г а„гх, -Г ■ -Г (1,и,Хп =  К-
Кунндаги матрицаларии к притаит:

.4

/ «11 flI2
а ,Л / *1 \ / 1 \

I °21 ^22 ' аЛ Х2 j , Ь2
,

\ «,| - - апп) \ - v j \ к  1
У чолда (3.5) система матрица шаклнда кунндаги курннипшн олади:

Ах Ь.
Дна гона л коэффициеиг.тар полдап фарклн (яъии а п, а ,2. , 

а п Ф 0) деб фараз килиб, (5.1) системапппг биринчн тенгламасини 
л*! га нпсбатан, иккинчи тенгламасини х2 га нисбатан, учинчнсини х3 
га ннсбатан ечамнз Натижада (3.5) системага тенг кучли куйндзги 
системага эга буламиз:

X l  — P j  +  0  -f-C ijgA o  a \3X 3 • т  & 1пх п,

Х а =  Р2 « 2 .Л'| -Г  о  - f  « 2зЛ'з  • -Г  
..........................  .......................................... ;  . . (3.6)

Р„ + + a nJx 2 -г • + а , + о.
Ушб\'

а

0 с/.12

«2 1 0  .  .

« „ 1 **«2 - О 
’ ва р £]

К '
матрицаларии кирнтиш бнлан (3.6) т ен гл ам алар  снстемасинн 
матрица ш аклида цунидагича ёзиш мумкин:

.V = р -|- а -х . (3.7)
(3.7) сисгемани кетма кет якинлаш иш лар  усули билан еча- 

миз. Нолинчи яциилашиш сифатида, м асал ан ,  озод <\адлар ус- 
туннни каб ул  ^иламиз

. / >  =  Р-

v(0) ни (3.7) нинг унг  томоннга куннб, д̂ 1' биринчи якн н ла- 
шишга эга  буламиз:

л-1'* =  р +  а  х(Щ-
Кении лг(|) ни (3.7) нинг унг  томонига куинб, х12' иккинчи якин- 
лаш иш га эга  буламиз:

х{2) =  р 4- а  VйО)
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л," - |» = - Р + « л,п) (3.8)
формула буйича хосил килпнувчи куйидаги  якннлашншлар 
кетма-кетлнгига  эга  булам из :

. Л  . , Л-"0 -

Бу кетма-кетликнинг лимити, а гар  у м а в ж у д  булса , (3.5) 
системанинг изланаётган  ечими булади . п номаълумли п та 
тен глам а  системаси учун ж араён н и н г  якинлаш увчи булишининг 
етарлилнк шартинн нсботсиз келтирамиз :

Т е о р е м а .  Агар келтирилган  (3 .6) система учун ушбу
П П

<  1 (i =  1, П) ёкн < 1  (j =  I, ri)
i=i (=i 

шартлардан камида биттаси бажарилса, у %олда (3.8) итера­
ция жараёни бу системанинг бошлангич я^инлишишни тан- 
лаш га боглик булмаган ягона ечимига якинлашади.

Бу ш артлардан  келнб ч и сдан  холда уш бу натижанп хосил 
Килиш мумкнн.

Н а т и ж  а. А гар  куйидаги  тенгсизликлар  б аж ар и лса ,  (3.5) 
т ен гл ам ал а р  системаси учун итерация усули  якинлаш увчи бу­
лади .

( П
!а п 1 >  2L К/Ь 

/=i

- 2̂2! 1̂ 2/̂

Жараёнии такрорлаб

K J  >  K,-!.
/=*

яъни (3.5) системанинг хар бир тен глам аси  учун дпагонал ко- 
эффнциентлар модули, озод хадларни  хисобга олм аган да ,  тенг- 
л ам ани н г  бошца барча коэффициентлари модулларн  йигинди- 
сидан катта .

М и с о л .  Уч номаълумли учта тен гл ам а  системасннннг ечи- 
мини тоиинг:

f4x , + ;o,24.v2 — 0,08 д-3 =  8 ,
0,09д-j + 3 д „  —  0,15ж, =  9, И 9)

*0,04.V, —  0,08д2 +  4д’з =  20. ‘ ’

Е ч и ш .  Ж ар аён  якинлаш увчи булишининг с у н г г и  шарти 
б аж ар и л ад и :

Iаи \ =  4 >  |0,24| +  [— 0,08/ - 0,32,

Ы  = 3  >  10,09| +  J— 015| — 0,24,
|аю| -  4 >  |0,04| +  |— 0,08[ =  0,12.
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Ш у и и н г  у ч у н  и т е р а ц и я  ж а р а ё н н  я к и н л а ш у в ч и  б у л а д и .  (3 .5 )  
с и с т е м а н и  \ ш а  т е п г  к у ч л н  к у й и д а г и  с и с т е м а  б и л а н  а л м а ш т и -  
р̂ кмпз:

f.Vj 2 — 0 . 0 6  д-„-ЬО .02 А-3,
v2 == 3  —  0 , 0 3  Д-; -т- 0  - f  0 , 0 5  дг3.  ( 3 . 1 0 )

I А'3 =  5  —  0 , 0 1 .V, 4 -  0 , 0 2  х ., +  0 .

С и с т е м а н и н г  м а т р и ц а  ш а к л и л а г н  ё з у в н  к у н и д а г и ч а :

О — 0 , 0 6  0 .02\ (хх
—  0 . 0 3  0  0 , 0 5  

.5/  ' — 0 .0 1  0 , 0 2  О'3
ёкн х (5- f a  .V, б у  ерда

I X, X 1 1  , и -  U.Ub 0 .0 J
V =  д -2  I р =  з , a  = ( - 0 , 0 3  0  0 , 0 5  .

,x.J  \5/ — 0,01 0.02 0 /

Нолинчи якннлснннш енфатида куйндагнин оламнз:

а-10’ =  р ( 3  1 ёкн а',,0) = 2 ,  A ' f  =  3 .  x f  =  5.
\ 5 '

(Ч'  ,41) /

J 1'
ни (3 10) системанинг ? н г  томоннга куниб, а'( * =  I х1!' 1 бн-

рничи я к н т а п ш ш г а  эга булам из:

х\[) =  2 —  0 , 0 6  ■ 3  +  0 . 0 2  ■ 5  =  1 ,9 2 ,

а'!,1* = 3  0 , 0 3 - 2  +  0 . 0 5 - 5  =  3 , 1 9 ,  ёкн л ' 1' =  ( 3’ j у  )

4 °  =  5  —  0 ,0 1  -2  +  0 . 0 2 - 3  =  5 . 0 4  5 ,0 4

а (1) ии (3 .10 )  системанинг ун г  точонигг*. куниб, иккинчи • щ;ла-  
шишга эга булам из:

А ' , 1 , 9 0 9 4 ,  /1 9 0 9 4  \
а?  =  3 , 1 9 4 4 ,  ёкн а ^  =  ( s ’, 1 9 4 4  

V1; '  =  5 , 0 4 4 6  , 5 , 0 4 4 6 /  •

ха) ин ш унга ухш аш  топамиз:

v,3) =  1 9 0 9 2 3
' ’ ’ (3> / 1 , 9 0 9 2 3  ,

х2 =  3 , 1 9 4 9 о ,  еки х '} =  3 , 1 9 4 9 5
x f  =  5 , 0 4 4 8 5  ' . 5 , 0 4 4 8 5  )  ■

Натижаларин куйидаги  ж а д ь а лг а  ёзамиз:
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Яцинлашиш.-ир \i i *3

0 2 1 3

1 1.92 ■5.19 | 5,04

2 1.90Э4 .5,1944 5.0446

< 1.90Э23 3,19495 5,04485

Шундай килиб. итднзларнннг такрибин кийматлари кчйидагнлар зпан:
.г, 1,90923; 3,19495; 5,04485.

5' з-у з и н  н т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тенгламалар системасннинг ечими деб нимага айтилади?
2. Чпзшуш тенгламалар снстемасини ечншнннг Жордано— Гаусс усулинн 

баён этинг.
3. Чизикли тенгламалар снстемасннн ечишнннг итерация усулнпи баён

ЭТ1ШГ.
4. Чизикли система итерация жараснннинг якинлашиш шарти нимадан 

иборат?
5. Куйидаги снстеманн Жордано — Гаусс усули бнлан ечинг:

| A'i .V;--2 Д я 6 ,
2 Afj - 3 х.ъ — 7 ,v3 16, 

(5 хх 2 х2 х3 16.

б) 4 a'i 4 д\> J  - 5 хя Г> а 4 0,
2 -v, г  3 л-3 л4 10,

Л-, L л» — о х3 - — 10,
5 х г 2 \ = 1.

С. Куйидаги днтермипаптни хисобланг:
а) 3 — 2 5 I б) 1 1 - 6 - 4

2 — 3 1 о 3 — I — 6 — 4
1 2 0 — 4 2 3 9 2
1 — 1 - 4  9 3 2 3 8 •

К.уйилаги матрицага тескари А 1 матрицами топинг:
3 — 1 0 , 3  2

а) / -  2 I I ; б) А =  I 3 И
2 1 4 1 \ 5 3 4 '

8 . ^упидагн системами итерация усули билли . чинг:

4 д | -0 .2  л*2 — 0 ,2  л'3 — 4,
) 0 .2 х ,  — 4 х2~г 0 ,4  л:4 =— 8 , 
.— 0.2  л-, 5.v3 — 0 ,1  д-4 5 ,
(О 4 х2 0,1 лг3 — 5 дг, 15.

4- §. Интерполяцнялаш

1 . М асаланинг цуйилишн. Энг содда интерполяцнялаш м а­
саласи  кунндагича н ф о далан а 1н:

[a, £>] кесмада п 1 та нукта берилган:

Л'о> Vi, v2, . . . , л',-, . . , xrl,

бу нуцталар  интерполяция тугунлари  деб атал ад и .  Бнрор , (л) 
функциянинг бу н у к тал ар д а ги  ^иймати куй и даги лар  булади :
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/ Ы  ='/„• /(л-,) У,. /('•■>) =у4, ■ , /(-V,) = //,. . , f ( x n) =  yn.

Маълум сиифга тегишли булган ва интерполяция тугунларнда 
/ ( v) функция кабул килгаи книматларин, яъни

F U о) = У*  / (-v j =  y t , F ( x . J  =  у. . ,  . . . , / (л,)  =  . , /’ ( -О  =  Уп

ки нматларни каб ул  килувчи F (x)  функциями (ннтерполяцияла- 
нувчи функцияни) ясаш  т а л а б  этнлади . Геометрик нуктаи 
н азардан  бу берилган нукталарнинг куйидаги  тизмасн оркали 
утувчи  бирор м аъ л ум  тур даги  y  =  F (x)  эгри чизикни топншни 
ан гл атад н  (1 6 9 - ш а к л ) :

W /■ *4
М.: 7 j у  = г 7/»

/ ■v _
У -  f(A 1 / '  / I 1 л  

с  \/ T V  Kt f ' ' /

Ч  / !  \  ' А ;0У  /  х  м - /

Ь п 1 4' ? 4<. - 1 . 1
У„

0 X ̂  х - X р А ■ * п

169- шакл.

Ж * о -  У о), М ^ Х у ,  у ,) ,  М ,  (х,, //,), . . , .Щ х{, y t), . . .  , Мп(хп, уп).

М асалаи нн г бундай ум ум ий  куйилиши чексиз к\н ечнмга э га  
булиши (айтиб ути лган  нуцталар  оркали  чексиз к\п эгри чи- 
зик уткази ш  мумкин, 1 6 9 -ш акл ) ёки уму.ман ечнмга эга  бул- 
маслиги мумкин.

Бирок, агар ихтиёрий F (х) функция урнига куйидаги шартларни 
каноатлантнрувчи п-даражали Рп (л) купхад нзлаиса. бу масала бир 
кийматли булиб колади:

Р,  (*о) //с Р п ( х д = У и  Р ,М- )=Уг>  - • ■ P r M i )  ; у  г  ■ • Р г М У У п -

Хосил кнлинган шперполяция формуласи о^атда бернлган / (х) 
функциянинг л' арг\ментиинг интерполяция тугунларидан фаркли 
кийматларидаги кийматлариин такрибий хисоблаш учун кулланилади. 
Бундай а.мал f(x) функцияни ннтерполяциялаш (дг€1-г0, хп\ булганда)

ва экстрополяциялаш (л € [л п, л>,1 булгандч) деб аталади.
2. Чекли ай и рм алар .  Интерполяция формулаларннн тузиш
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х.а^ндаги м асалани  м у х о ка м а  килиш га утиш дан олдин чекли 
айи рм алар  туш унчаси бнлан таншинб чицамиз.

Айтаплик, y = f ( x ) — берилган функция, аргументнннг Ах 
о р тти р м аси —-тайинланган  микдор булсин.

1- т а ъ р и ф .  Ушбу
А у  / (.V- +  A ,v) — / (л)

айирма y = f{ x )  функциянинг биринчи чекли ийирмаси (ёки 
биринчи таргибли чекли айирма) деб  атал ад и .

IOt{opu тартибли чекли айирмалар  хам шунга ухш аш  таъ- 
рифланади:

А" у  А (А ' 1//), бу ерда а 2, 3,
1- м и  с о л .  Иккинчи гартибли чекли анирмаии хисобланг:

Е ч н ш. Таърифга кура  куи и дагп га  эга б улам и з :

А - // - A (A//) \(f(x  A.v:) — /(*)) [f(x +  A x  +  Л х ) -
— f  ( v A .v)] — | f  (v + А л") f {v)] - f { x  -2  \ x) —

— 2 /' (.v 4- A .v) 4- f  (x).
Ш ундан килиб, иккинчи тартибли чекли айирма учун кунн­

даги  ф ормулага  эга  булам и з :

А* у  L - [ (х - г  2 А л) — 2 / (л: +  А л) +  f  ( а ) .

Учинчи тартибли чекли айирмани хам  ш унга ухш аш  хосил 
кнлиш мумкин:

\3// =  /(х -ЬЗА л-) — 3/(.г +  2 А д )  3 / (а* - г  А х) — / (.?) 
ва \;оказо.

2 - м и с о л .  Р (л) =  л-3 функции учун чекли айнрмаларии тузннг, 
бунда A .v =  I деб хисобланг.

Еч и ш.  Р(х) V3 га эгамиз, бундан
А Р  (х) Р(х  4- А х) — Р  ( а )  - (х -  А л)3 — г3 = (а- +  ] ) 3 —

—  л'3 З а 2 - у  З а  - 1 .

А- Р  ( а )  [3 ( а  4 -  \ а ) -  +  3 ( а  +  А а )  - Н  ] —
-  [За* л - З а -  1] = [3 (а  +  I)2 +  3 ( а  +  1) - г  1] — [З а2 г  

- З а +  1] = 6 а +  6 ,
А3 Р  ( а )  =  [6  ( а  - г  А а )  +  6 ]  —  [6  а  . 6 ]  =  [6  ( a  - f  1) +  6 ]  —

—  [6  а  +  6 ]  --= 6 .

А 1Р ( а )  = 0 (барча п >  4 учун).
Учинчи д а р а ж а л и  куп.хаднннг учннчи тартибли чекли аннрмасп 
хар  доим а  га боглик булмаслнгини таъ к и д л аб  утам и з .  Учин­
чи д а р а ж а л и  куп х ад л ар  учун тартнби учдан  юкори булган 
барча чекли айи рм алар  эса нолга тенг. В а  у.муман куйидаги 
тасди к  уринли:

1  е о р е м  а. Агар Рп(х) п-даражали купхад булса, у  урлда унинг 
п- чекли айирмаси узгармас ва у куйидагига тенг:
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Д "Р " (х )  =  а 0 п! (Ал)",

тартиби п дан  катта  барча чекли ап нрм алари  эса нолга тенг 
(б у  ер да  Ах — у з гар м ас ,  ис — кунхаднинг бош коэффициенту 
п — куп.хаднннг д а р а ж а  к\'рсаткичн).

2- т а ъ  р п ф. А орттнрма символпни у = \ (х )  функцияни унинг 
i\\ ппдаги чекли айирма ф ункцняснга мос куювчн оператор си­
ф атида i^apaui м ум кин :

А у  =  / (х +  А л) — / (л).
бу ерда \ х — узгармас.

Б\ А оиерпторнинг асосин хоссаларини текшириш осон:
i ) А (и 4- v) — А и +  Д ь\
2\ А (Си) =  С Аи, С — const.
3) А " ( А ";/) -  \т+"у, 

бу ерда у, и, и —-функциялар, т ,  п — номаифий сонлар, бунда 
Д° I, — у  деб фараз цилннади.

3 . Чекли айирмалар жадвали. Тенг масофаларда ётувчи
До» -Vj, Л2 , , , XJI% .

(бу ерда хг — л'0 =  л'2 — л'х к — const, к ни ка дач деб атай­
миз) нукталар учун ушбу

У о* //i > Уч - ■ - 1 //1 * • ■ > //„«

жадвил кнйматлар билан берилган у  =  f  (х) функцияни караймиз, 
бунда

f  W  Уоу 
}(х,) -  f(x0 +  h) =  y l , 

f(Xt) =  f(x 0 +  2h) =  ys,

f(x t) f  (х0 +  ih) => y t.

Чекли айирмалар куйидаги муносабатлар билан ани^ланади:

Д  У о =  //1 —  //o'. Д 2 У о -  А  (Д  У о) =  л  О/i —  //о) Д //. —  А Уо- 
Д3 у0 \ (А- у0) \(А у1 — А у п) — V и, — А- //„.

A//i ■ У2 — Уг Д ' /Zi 4 ^A//i) =  А(г/2 — /Л) =  л //2 — A//t; 
Д;‘ //, =  А (А- #,) =  А (А //, — Л //,) =  Л * у, — А- */„

Д '— /̂з */2* Д" Уч Д Уз Уш'  ̂ Уч А Уз ^ Уъ

л //,■ =  //,■ I— //,-. Д-У,- Д//,-4-[— Д//,-: лп//. V y f+I — А2//,-
» п К ' \ П—~[ва хэказо Л у,- =  \ //I+l — Л //, .

Турли тартибли чекли айирмаларни икки хил куриниш даги 
ж а д в а л л а р  ш аклида жоплаш тирпш  к у л а н :  апп рм аларп  го- 
рнзонтал ж а д в а л л а р  (I ва  2 - ж а д в а л л а р )  ва  аннрпшлари диа- 
гонал ж а д в а л л а р  ( 3 - ж а д в а л ) .
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1- Ж й Д В ЭЛ

X у Л .У \ ' у А* у Л* У

А'и I/o ! 4  Чч ^  I/O V ' l o  | Л 1 а 0

V, 1/1 I ^  i/i Д 2  H i Л * //, ^  •/!

х 2 1/2 | N //2 Д З ,/ 2 |

А‘з Уч  | ^  \Н А 2 1/3 А 3 -/3 | V i /з

у  4 i '  '/4 ' 2 .'/1 **</4 ' 4 ч

Ж адвалн и  тулдириш п- чекли айи рм алар  у з г ар м асл ар  бу­
либ колгунча ёкн ул ар  бнр-бнрндан абсолют кииматлари бу­
йича е д ан  хам  кичик сонга ф арк 1\илгунича давом  эттирилади, 
бу ерда е -— берилган ашиулик.

3- м и с о л .  Ушбу

у  = 2 х3 — 2 х2 +  3 *  — I
функциянинг чекли айирмалар жадвалини бошлангич v0 0  ь.шшат 
буйича ва кадамни h I деб ь^абул килиб тузииг.

Е ч и ш. л0 =  0, дг, =  1, д-2 =  2 деб фараз килиб, функциянинг 
мос кннматларини топамиз: г/0 — 1, у ] 2, у2 =  13. Берилган функ­
ция учинчи даражали купхад булгани учун учинчи чекли айирма уз­
гармас ва Л3 у  =  2 -3! h3 12 га тенг, юкори тартибли барча чекли 
айирмалар эса нолга тенг Чекли айирма лар жадвалини тузамиз:

2- ж а д в  а л

X * ДУ ( i ’ i/ i ’ y д‘ у

0 —  I 2 — (- - 1) 3 11— 3 = 8 12 0
I 2 13 2 =-. 11 20 | 12 0
2 13 .31 | 32 12

3 44 * 63 44
4 107 107
5 214

Ж адвалн и  бундан буён тулдиришни энди к у ш и т  ёрдам ида 
а м а л га  ошириш мумкин.

Т узнлган  ж а д вал н и  диагонал  ш акл да  ^ам  ёзиш мумкин:

X * л у Л 2 у у

0
1
2
3
4
5

—  1 
2 

13 
44 

107 
214

3
l i
31
63

107

8
20
32
44

12
12
12

0
0
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4. У м ум лаш ган  д а р а ж а .  К елгуснда  бизга умумлашган да ­
р а ж а  туш унчасн зарур  булади . Шу туш упча билан таиншцмнз. 
х ва ft бернлган булсин.

3- т а ъ  р и ф. .V сонннинг ум ум л а ш ган  п- д а р а ж а с н  деб би- 
риичнси л' га тенг булиб, хар  бир кейиигнсн узи ia ii  олдингнсндан 
/. к а д ар  кичик булган  п та  кунайтувчининг куп ай тм асига  ай- 
тила ди:

а 1" 1 = .г  (.V —  f t )  (.V —  2  ft)  . (а  —  (/г —  1) f t ) ,

бу ерда л1" 1 умумлашган п -дараж а. \ f01 1 деб фараз кнлииади 
ft 0 булганда умумлашган даража о дат да ги даражага мос ке-

f'l] Плад»: лА =  л* .
Л .V =  Л деб фараз килиб, умумлашган даражалар учун чекли 

айирмаларни хисоблаймиз.
Биринчи айирма учун кунидагига эгамиз: у  х1" 1

А у  Д л1" 1 =*(х-гЛ) 1"3 — х1"* = (х :г h) х (х—ft)(v—2 h) (л—(п -2 )  ft)—
— х (х — ft) (л: — 2 ft) (х — (п — 2 ) ft) (л — (/г— I )ft) —

=  .v(.v — ft)(.v— 2 ft) . . . (x — (n — 2) ft)(л -t-ft — .v -f  (n — l)ft) =

=  .vln- 1 1 //ft.
* [ : z ]  / [ « — 11яъни A r  =  n n x

Пккннчн айирмани лисоблаб, кунидагига эга буламиз:

д ;  V["J =  \ (nh.xl'l~,J) — nh Д xl"~ 1

n ft • (п — 1) /и1"-21 - n (п — I) /г2л1,' - 2).
ЙЫСИ

Л 2 А1"1 —  п ( п  —■ 1) /Лг1"” **

Амил ларни такроран бажарнб, куйидаги натижа ни оламиз:

a V " 1^ hkn(ti — l) . . (n — k - r  I ) * 1"- 4 -

Хусусан k п булганда \ " =  n\ ft": k > n  булганда \ :cf 1 =
— О булади.

5. Ньютоннинг биринчи интерполяция формуласи. Ай гай лик, 
у  =  / (х) функциянинг эрклн узгарувчининг тенг узоцликда ётувчи  
х0. -V,. х3, . . ., -V,, (бунда а’| =  х 0 +  ft, -V2 =  A'0 — 2/i. . .. хп л 0 +nh  
ва ft — интерполяциялаш радами) кииматлари учун уш бу

Уду У\i У2' ' ' " У: 
кииматлари берилган булсин. xi нукталардч

У» =  С*/) (* =  о!й) (4 |)
кийматлар кабул килувчи даражаси п дан катта булмаган Рп (х) 
купхадпи тацлаш талаб этилади.
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(4.1) шарт куйндагига эквивалент:

А™ Рп f.v(J) =  \m //0 ( т  — О,п) (4.2)

Купхадин куйидаги куринишда излаймиз:
Рп ( v) ап - -  а, (л- — лр) +  аг (х— лр) (х — х,) +

+  а 3 (Л- —  л0) (л- —  A-,) (,v —  а*о) +  . . . +  а п ( v —  х0) (х —

—  А ',)  (V  —  .Го) . . . (а- —  л- „ _ , ) .

Умумлашгап даражадап ((юйдазаниб (4 2) и|юдаин бундай езамиз

'Р„ ( v )  а и +  о ,  (.V —  ,v0) [ l ]  + o 2 (.v  —  а '0 ! М  +  а 3 (х — х0)[ 1

а„ (х — х0)1п\ (4,3)

jMaeana Рп (л) купхаднинг а0, а„  а2, ., а;1 коэффициентлари ни то- 
пишдан- иборат.

(4.3) тенглнкда .v г0 деб фараз килиб, куйндагига эга буламиз: 
\Р,г (А.,) //„ а„. б\ ндан о0 у 0.

a t коэффициентни топиш учун Рп (х) купхаднинг биринчи чекли: 
айирмасини тузамнз:'

А Р„ ( v) =  a j i  -  a , 2h ( .v -  a-0) (11 - f  3a j i  (x— a 0) [21 +

— . . -t- a n nh ( x — r0)r"~l].

Бу ep ia x — .v0 деб фараз килиб, куйндагига эга буламиз:

А Рп (х0) =  А 1/0 ath, бундан а ,  =  .

ог коэффициентни топиш учун иккинчи чекли айирмани тузамнз: 

А"Ра (х)*~ о2 -2! /г - г  о.,-3 ! -Ii~ (д — л0) [,1+  a 4 - 4 - 3/ i 2 ( x — x j ' 1 +

-  . . . -т а п п (/г — 1) /i2 (,v- — л0)[ "—-1. 

x — xn деб фараз килиб, \шбуга эга буламиз:

А2 Рп (д 0) V y{, as -2\ /г2, бундан а а =  *.

Жараённи кетма-кет такрорлай бприб. биз

— v  Уоа,

эканини топамиз, б\ ep ia  0 ! =  I ва А° ; /0 =  г/0 деймиз.
а0, a lt о ,, . . ., ап коэффициентларииипг топилган кийматларини

(4,3) ифодага цуйиб. Ньютоннннг нитерноляшш купхадинн хосил ки­
ламиз:

, А 1/„ , . ч[1] , А- г >.



ri! n (4.4)

(4.4) куп чад куйилган масаланннг талабларипп бутунлай каноат- 
лантиради Ньютоннииг (4.4) интерполяция формуласи и и амалда кул-

__ д-
лаш у чун у  лиги q —— - узгарувчини киритиш билан шаклан ал- 

маштирилгаи курннишда ёзнладн. У холла
(t --  У — л7* ■ х — Ха -  2 ь 1) h

i,'

— q (q — I) (q 2) . . .  (q — i +  \), бу ерда i  0 ,n 
Бу ифодани (4.4) га куниб, кунидагига эга буламиз.

р п (*> = Уо +  Я А Уо
7̂ - 1) я <<? •> <я 2i А3 „ , ,

i  Уо 1 --------------- —-------------А Уо~ ■ ■ ■ +
2 ! 3 !

j_  ч (Я П {д 2) . . (у м 1> (4 5)

бу ерда <7 =  -— — .v0 т ц т а д а н  чикиб х нуктага етгунча зарур бул- 
ft

гаи кадамлар сониии ифодалайди. (4.5) формула Ныотоиннпг якушш 
биринчи интерполяция формуласиднр. Бу формуладан функцияни бош­
лангич л0 кийматиннг атрофида иитерполнциялашда фойдаланиш цу- 
лай. бу ерда q — абсолют ккймати буинча кичик сон.

п — 1 булганда чизикли интерполяциялаш формуласига эга була­
миз:

Л  (-'■) Уо +  Я д  Уп 
п -  2 булганда параболик ёкн квадратик интерполяциялаш фор­

муласига эга буламиз:

Рг (х) =  У0 +  Я А Уо +  -  (У2~ -"  Л* уа.

4 - м и с о л .  Жадвалда берилгаи у  /(.у) фу'нкция учун Ньютон 
формуласини ёзинг:

X . 1 0 1 2 3 4 | 5

V, 5,2 8 10,4 | 12.4 14,0 15,2

Е ч и ш. Чекли айирмалар жадвалини тузамнз:

* * ь у Д*у Д» у

0 5.2 2.8 —0.4 0
1 8 2.4 - 0 . 4 0
2 10.4 2 —0,4 0
3 12,4 1.6 - 0 , 4
4 14,0 1,2
5 15,2
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Ж атва.цан фойдаланнб, Ньютоннииг (4.5) формуласинн тузачиз: 

Рп (л) 5.2 +  q • 2,8 +  Я-~ Г 1  (—0,4),

бу ерда q — у -  — ,v Натижада куйидаги га эга булчмиз:

Р  (л) = 5,2 +  2,8л-— х (х *- 0,4.П '  ' 1 1 2»

Изланаётган функциянинг якунмй куринншн кунндагнча:
Р , (л) -  5,2 +  Зл-— 0,2л-2.

Э г л а т . м а .  у  / (л ) функцпянннг х  иуктадаги книматинн та^рн- 
бен миоблаш учун у  ^  Рп (\) деб фараз кнлннади, бу ерда х нукта 
л'0 га я ни нукта

6 . Ньютоннииг иккинчи интерполяция формуласи. Ньютоннииг 
биринчи интерполяция формуласи функцияни бошл'шгнч л0 иуктага 
яки;г ну кталарда интерполяциялаш учун кулан, лекин охирги хп нук­
тага кип нукталарда эса но^улайдир. Бундан холларда, одатда, Нью- 
tohi.hi г иккинчи интерполяция формуласи куллашпади.

Функциянинг аргументнипг тенг масофаларда ётувчи

л'о, х, =  л-0 +  Л, хг = л0 +  2Л, . . ., хп =  л0 +  nh

(б у  ерда h — интерполяциялаш к п д а м н )  кииматлари уч\ н куйидаги 
Кнйматлгрн системаси га эгл буланлик:

//о =  / С'о), lh - / (v,), . Уи f (хп).
Ингерполянияланувчн купхадии куйидаги курннншда ёзамиз:

Р, (х) а0 + П[ (х — хп) +  а2 (.V -  хп) (х — *„_,) +  . . +

+  cin (а — .¥„) {х — л';1_ ,)  (а- — А',). (4.6)

Олдннш банддагига \хшаш амалларни такрорлаб, а0, a v ., ап 
коэффи; нентларпн топамиз. (4.6) купхаднинг топнлгг.н коэффициент- 
лар ( и ля и Якунин ёзилишн куйидаги куринишга эга:

р  (х) Уп +  — -я- 1- (л — А- ) [11 +  — у .̂- г (А- — л- 
1 1! h 2 ! /г2 п

+  ^ Щ Г {Х- Хп ^ '  +  - - • +  £ £  (4-7)

Я н г и  д  =  - — —  узгарувчшш киритамиз ва (4.4) формуланн кай- 
h

та сза\:из:

Рп(') = У ,Л  Я -  - ^ 9 ( 9  +  1 ) + - ^  ? (< 7 + 1)(< 7  +  

+  2 ) +  . .  . + ^ f - ? ( 7 + D  (<7 +  2) +  . . , + ( ^ + / 1 — 1). ( 1.8)
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(4.8) формула Ньютоннннг иккинчи интерноля пия куп и ли :н р .
5 - м и с о л .  у  =  lg V функциянинг кийматлари ж а д в п н  Оернл-

ган:

1
1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 2 0 1(130 1 0 4 0 1 0 0 0

У 3 , 0 0 0 0 0 3 , 0 0 4 3 2 3 , 0 0 8 6 0 3 , 0 1 2 8 ) 3 , 0 1 7 0 5 • > ,0 2 1 1 9

lg 1044 ни топинг.
Е ч и ш. Чекли айирмалар жадвалини тузамнз:

X - А !/ Д ' у A ’  -J А* У Л‘ у

1 0 0 0 3 , 0 0 0 0 0 0 , 0 0 4  52 - 0 , 0 0 0 0 4 - 0 . 0 0 J 0 1 0 , 0 0 3 0 3 — :> ,0 0 0 0 6
1 0 1 0 3 , 0 0 4 3 2 0 . 0 0 4 2 8 — 0 . 0 0 0 0 5 - -  0 , 0 0 0 0 2 — 0 , 0 0 0 0 J
1 0 2 0 3 , 0 0 8 6 0 0 , 0 0 4 2 3 — 0 , 0 0 0 0 3 - 0 . 0 0 0 0 1
1 0 3 0 3 , 0 1 2 8 3 0 , 0 0 4 2 0 — 0 , 0 0 0 0 4
1 0 4 0 3 , 0 1 7 0 3 0 , 0 0 4 1 6
1 0 5 0 3 . 0 2 1 1 9

<7 =
1 0 4 1  - 1 0 5 0

o n o i i n  0 , 0 0 4 1 6  .  „  у х  3 ,02119-|------------ (— 0 .6 )—.

10

0 , 0 0 0 0 4

0,00001 •

1! 2 ! 

(—0 ,6) (— 0.6 1) ( 0.6 2)
3!

= 0.6,

( - 0 .0 ) 1— 0 ,6 -  !) 

^  3,01870.

7. Лагранжнинг интерполяция формуласи. Ньютоннннг н т^ р ю - 
ляцня (|юрмулаларн факат тенг масофаларда ётувчи Интерполом ла.н 
тугунлари холи учун ирокли. Ихтиёрин равишда беритглн и герпо- 
ляпнялаш тугунлари учун Лагранжнинг интерполяция ф)рчулАн 
аталувчи анчагнна умумийрок булган (формуладан фойдалиин иди.

Лита или к, аргументнннг п -f- 1 та турли

-V Л1* Л2' • • •» Хп 
кийматлари ва / (л) функция учун маълум булган унга мое 

/ ('о) г/0. f  (*i) У и / (а'о) -  г/2, • . .. / (хп) =  уп
цнйматлар берилган булсин. Даражаси п дан юкорн булмаган вз ие- 
рилган а ,- тугун  нукталарда / (а )  функция кабул кнлган 1\инм<ггд .рга 
эга булган, яъни

L„ (Vj) t’i 0  0 ,n) 

булган Ln (л) купхадин ясаш талаб этилади.
Лагранжнинг изланаётган Ln (x) купхадннн ке.ппрнс чикар'МГДЗ!1 

каб\’л киламиз:
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(Л V,,) (X X ,)  (.V -Vo) . (Л- v(_ , )  (х х, ,) . . . (х Xnl 

 ̂ (Л\ Л0 > (*< x l )  (X , A’ . )  . . . (л ,. -ЛГ4-__! > ( * ,  Х( , )  . . .(А ; Л„|
I =U

(4.9)
Агар интерполяипя тугунлари тенг масофалардд ётса, у  холда 

Лагрснжиииг (4.9) интерполяция формуласн Ньютоннннг интерполя­
ция '.ормуласн бнлан устма- уст тушадн 

Хусусан, (4.9) формула
х — Х1 . „ х ~ хп .п =  1 булганда L, (л) = у0 ——-  - f  у 1
А'о — .Vi А , —  Ay

г , - -  / / .  (V  V .)  (V  —  д . ,)  , (.Г Аи)  ( х  Х;\п — 2 о\ лганда / „ (а) //0 --------------------— — //, -------- ----------- -— L-
( Х „  А , )  ( А „  —  Д о ) • U i  X , , )  ( X ,  -  А_>)

(X  Х „) ( V —  A j)
У 2 (л\. *„) (Х-. -X,)

курииишии олади.
S .  Лагранж коэффициентларини ^исоблаш. (4 4) формуланп сод-

далаштира.миз. Бундай белпглаш киритамиз:

Я,,_I (а) =  (а — а,,) (д — л,) (д — лл). (4.10)

Хосилзнн топамиз.

f -n^l (*) (-V— А-,) (.V — А-„) -r(-V — А'о) (л — А,) . (д — A;1) J - 

+  (А — А'о) (л — -V,) (а — Ад) . (x— x j -  .

У  (х — Хс) (л — А,) . . . (-V A'j-_j) (д — А,-^,) . . . (л- — А„) -Г 

- г  . . . — (-V— А0) (X А",) . . . (А — А„_|).

Б у 'ер да  x — xt, / 0, п деб хисоблаб, к\нидагига зга буламиз: 

Л 'п+ 1 ( а , )  (а,- —  а ь) (л ,  — а , )  . ( а -  — *,■_,)  ( а -  —

— */+,) ■ (vt — л,;). (4 11)

(4.10) зз (4.11) ифодаларни (4.9) формулага куямиз:

V 4  / 7 _ , (X)
L (д) \  ------  ijL. (4.12)

j m J  п п  И  К ) l x ~ xi) 
i -0

( t  12) фсрмуладагн //■ "лар олдидаги ксэффнииентлар Лагранж 
коэс , ициентлари д ( б аталади ва куйидагича белгиланади:

L *  (Ч " "  И
(-*■/> -*,)

Бунд.' Лагранжиииг (4.12) ([юрмуласи куйидаги куринишга "эга бу­
лади
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К  (.v)

Л агранж  формуласини к у д л а т  уч\н .v,- — анирчалар л а д в э л т и  

тузамиз:

I -0

0 0 1 2 3 i n D Уо y / D

0 .V —  А-0

!■*1О - v „  , v 2 ■V.I X3 . v , - v u — /I t  ’n </n 1 o ' D B
1 Xl  v o л:— х г х х— -V2 X, — -V;, -V, -V, * r n D , у  I У, D ,
2 . v . ,  а 0 X . — Xi .V До v 2  V 3 AV V, A '.— n t>2 y± y 2 j ) 2

3 -v : i  -v ii Х-л— ■'•J х 3 ~ х 2 .V— А’з Л У -Л Г ; * . ! - n d 3 У-Л tf^ D a

i Л"| л0 -Vi— V i X j — X t V,—  * 3 X — X i A; n D{ u .1 и ID .' I

п ■Vn — -Vn Хп  Xj х „ — х.. х'п л  я Xn  ■ X, A \n D n D n ‘J n Dn

Жадвалда D(l, D„ D2, . Drl — мос сатрлар купайтмаси:

Di =  К '  ~ хо) (*/ ~  х \) (*/ — *>) ■ - (■' — х0  ■ (xi — х, ) ■
Л п ] (л) — остнга чияпган  дшгонал купайгузчшлр кунэЛтмаси- 

п п - \ {х)  (-V — -v0) (л — .V,) f v — л . ) (л x j .

Демак,

W  <х) i  ОГп

ва коэффнпиентлар топилди.
Демак,

П у
К  (V) = я,|+1 (л) V —,

I =0 1
П

6v ерда Л  —  S ;i , — жадголпннг охирги ycrvnii йнриндисн.’Шун- 
D iI-о

дай килиб,

( ' )  = ^ , 1+1 (-*) Яг-1

6- м и с о л  / (а) фунлциадншг 1\и ’|млгларн жадваъс бгритгаи

X 81 85 87 88 89 0

У 0.012346 0,011765 |0,011494 0,011364 | 0.011236 0,011111

I (84) ни топинг.
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Е ч н Л  Жадвал ту т ш З

i *,■ А V , - A l V, -  A, U Xi X , Of Vi V i / D l

0 81 { t I» — i 8 - 9 — :56288 0 ,  12540 — 0 ,  .54022.5. 10 c

1 85 Д 1 _2 — ■> — 4 — !> -  480 0  11765 — 2 4 , 5 1 0 4 1 0 -  1 0 - 6

2 87 С 2 — Л -  i __О :5 210 0 ,1 1 4 9 4 5 -5 ,2 !2 i )0 -  1 0 '  «

3 88 / з 1 4 ] 2 -  168 0  011:564 - 6 7 , 0 4 2 8 5 7 -  lO - o

4 8 9 8 4 2 1 5 —  1 3 2 0 0 .0 1 12 .4 6 3 5 , 1 1 2 5 - 1 0 - 6

5 90 0 5 '» < > о 1 — 0 — 1 0 2 0 0  0 1 1 1 1 1 —6,858042- l i J -o

г г ,  = !)•< :») i 4i-( (i;= - -  10.40

5

i  y i 
i  о

- - 1 1 ,0:50078-1 0  0

М 8 4 ) » / 7 6- 5 н —  1080 (— 11,030676)-10 ° ^ 0 , 011920

Г<. Интерполяция формулалари хатоликларини ба^олаш. Биз л0, 
л'р л', ну^таларда берп irau //„, (/,, i/2, . , уп кнчматларпн
кабул Килувчи (бунда у 0 f  (л'0), //, / (л,), . уп / (л;)) / (л) 
функций учун Лагранжпннг (л) интерполяция купчаднни туз- 
ди:<. Т>:илган купхад кол га н нукталарда / (л) ф\ нкиняга каичалик 
якиилагмади, яъни Ra (л) = /(v) / ;1 (л) крлдш\ \ад канчалик катта? 
Бу санолга цунидаги теорема жавоб беради.

Т е о р е м а .  Агар у  /(л)  функция узининг (п \)-тартиб- 
гача (иг 1)- тартиблиси хам) барча хосилалари билан бирга 
узлуксиз булса, у  холда Лагранжнинг t\олдик ходи куйидаги кури- 
ни'^га эга булади:

?" Г*»Р  (л ) (4.13)
(/. Ы

бу ерда = —  х(1 ва д- нукталар орасида жойлашган н\^та,

П „1  (*-• (А‘ — -Yo) I * — *,) (х

Лгар [л0. л„] кесмада VI max |/( ‘ 1 (х)| деб белгиласак, у  хол­
да Лагранжнинг интерполяция формуласшншг абсолют хатолиги учун 
куйидаги батога эга буламиз:

\Rn{x) |< M ' V , W

Агар : '01 а , ,  д*2 -

(я 1)!
лп интерполяцнялаш тугунлари тенг масс-

фаларда жойлашган ва бунда lIr l Xj h булса, у  холда (4.13)

фг>рм\л?да х j — --  q деб фараз 1\илнб, Ныотоннипг биринчи форму- 

ласининг кол дик, хадига эга буламиз:
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бу ерда л*0 <  С <  хп.

Шунга ухшаш, (4.13) формулада q -—- — деб фараз - -пнб, 

Ньютоннииг иккинчи ((юрмулясииинг колдик чади га эга б\ламп 

R (д-) = 1)-‘ - ■ l2-  .'-lL j'n-'> (с.).
" (п .- 1)!

Псботлаш мумкники , а г ар  интерполяциялаш да интерполя- 
циялаш  тугун лари  х  нинг з ар ур  кнйматн атрофида етарлнча 
знч тап лан са , у ,\олда интерполяция ф орм улаларп дан  олинган 
кн н м атлар , ж а д в а л  маьлу.мотлар неча чонага лга б у л с ; , шу ii- 
ча ани к хона бирлигнга эга  булади .

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Интерполяциялаш масаласп ннмадан иборат?
2. 1-, 2-, /(-тартнбли чекли айирма деб нимага айтилади?
3. Чекли айирмалар жадвали ^андай тузилади?
4. Умумлашган даража деб ннмага айтилади?
5. Ньютон формулалари ва Лагранж формуласи цачон ^улланиладг?
6 . Ныотоннинг биринчи интерполяция формуласинннг хулосаспин л?лти- 

рвиг.
7. 1\уйндап| ж адвал  к ’̂ринншида бернлган функция учун Ньютсннинг 

нккала интерполяция купч.адннн ва Лагранж купчадннч гузпнг. К ,>- 
нп таедосланг:

0 1 2  г '  0 I 3 4
-I ------------------

R i  (.v) л - ! i L ^ i a  •"*- r  !' (;),

в)

------ ; <5)1 1 3  |/| 0 2 0 1

0 1 2  3

1 2 0 3

S. 7 саволдагн б) ж адвал  учун Ньютоннииг интерполяция купд;адш:и ту- 
зпш мумкпнмн?

5 -§ .  Биринчи тартнбли оддий дифференциал тен гл ам ал а р  
учун Коши масаласин и  ечишнинг такрибий усуллари

1. М асаланинг куйнлнши. Биринчи тартнбли уш бу диффе­
ренциал тенглам ани  кар ай м и з :

У" — f  (х> у)- (£»1)
Б у тенглам анннг ечими деб, уни тутрн тен глн кка  ай.тантн- 

рувчи исталган  у  '(.v) ф ункцияга антилишннн эслатнб ута -  
мил. Бу ечнмин топиш жараёнини дифференциал тенгламани 
и нтеграллаш  деб а т а га н  эдик. Ечимнинг графиги ннтеграл эг- 
рн чнзик булади .

Т схникага  оид купгина м а с а л ал а р  бошлангич ш артлар  деб 
аталувчн  бернлган уш бу

У\х х Уо ёк11 У (А'«) '  Уо (5.2 )
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ш ар тлар н »  цаноатлантирувчн ечнмларни топиш кер ак  б ул ган ­
да (5.1) тенглам а учун Коши масаласнн и  ечншга келтнрнладн. 
Г с , . -  рнк нуктан  !ы за р д ан  бу берилган (л0, //,) н уктадан  у т у в ­
чи г/ = (, (v) интеграл эгри чнзикни топиш кераклпгннн ап~ла- 
та~тт. Леки и ихтиёрин дифференциал тенглам анинг бундай 
еч; v  ш тонншнннг ум\мин усули  м а в ж у д  з -..с. О датда  бун­
д а  г  ечишни ф акат  тенгламанинг баъзи хусу< и i холла psi учун 
(м 2 :  . ;ан. б и л  а м аълум  булган  чизикли, бнр жинсли, Бернул- 
.. г r a C av j i i  бошка т ен гл ам алар  учуй) топиш мумкии булади. 
Lily, пнг учуй муханднелик ам ал и ётн д а  Коши масаласнни ечнш- 
нигг такрибий усул л ар и га  м у р о ж а а т  этилади .

У лардаи  асоснйларинн икки гуру\га  аж р ати ш  мумкин.
1) ан алитик  якинлашиш усуллари  — бунда ечим такрибий 

ф .гу^ .л а  куринишнда хосил булади  (м ас ал ан ,  ь^аторлар ёр^а- 
м и д а ) ;

2 ) I. о.члч ициплашпш усуллари  — бунда хусусий ечпмлар- 
нннг тацрнбнй цнйматларн ж а д в а л и  тузн ладн  (м ас ал ан ,  Эйлер 
усул  , Р унге  — К утта  усул и ) .

Эн ui бу у с у .п а р н и  батафенл баён этишга утамиз .
2. Дифференциал тен глам аларн и  като рлар  ё р д ам и д а  ин­

теграллаш . Айтанлнк, ушбу

бо> !Л2 :<шч ш артларпн каноатлантируичн ечимини топиш талаб  
этила тган булсин.

i/\.x) ечим м а в ж у д  ва х—л*0 нинг д а р а ж а л а р и  буйича 
/..он ^.^ган Тейлор катори куриниш нда нфодалаигац деб фараз
кн лз ;1л:.’к :

Кгто;жппг ксэффшшентлагшпи топиш учун бундай п:и тутамнз. 
у (У') нииг кинмати бизга (5.4) ш артдан м аълум . //'(•') ни 

тог :г;г уч; н (5.3) тенгламанинг унг  томонида х  в а  // нинг уп- 
уларнинг х = х  бул ган даги  кипматларипи к у я м н Н а т и -  

>Ki.za йпдагига эга булам и з :  у '(х 0) =/(.’\:, уи) .
1!И топиш учун д ас т л аб  у  ни х  нинг фумкинисп ,7 с 5 

кг: а С (■'>■ 3) тенгламанинг и ккал а  томонннн л- узгарувчи  буйича 
дпфЬерснциаллаймнз:

к ir-iii j  а хосил булг ан (5.6) ифояага // ва и' нинг х — Хи б ; л-

(5  6 ) тенгдиклн л о\иича яна  оир м арта  дифференцналлаб

(5.3)

У\х- х, Уо ёчи //(*«) Уо 15.4)

(5.5)
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ва хосил булган  нфодага у, у', у" ларнппг .v =  .v0 б ул ган лгги  
цпй.матларпнп 1\униб, у'" (хо) пи топамиз ва  хоказо . Хоснлалар- 
иинг х;ссил кнлинган кийматларини Тейлориннг (5.5) като ; -га 
куям из . У л- нинг бу катор я^иплаш^вчн булган  кииматлари  
учун (5.1) тенгламанннг ечимнни ифодалайди.

Бу усул  исталган  тартнбли тенгламани такрпбап  счи:ч учун 
яроклиднр.

1 - м и с о л. Ушбу
у '= х у2 + 1 (3.7)

тенгламанннг
У( 1 ) = 0  (5.8)

б о ш л а н т ч  шартни каноатлантирувчи  ечимнни топинг.
Б ч и ш. Бу тенглам анннг ечимнни Тейлор цатори курннн- 

шпда излаймиз:

У = yU) +  ( х -  1) +  ^  ( -V -  I) 2 т

(v — 1)3 +  . . ■ (5 9)

У( 1) коэффициент (5.8) б о ш л а н т ч  ш арт билан берилган, и »  
К11НЧН у'(\ )  коэф ф и циент ! !  тинпш учун берилган (5.7) i e i r -  
лам ан и н г  унг ва  чап томопларига л = 1  ва г/(1 ) = 0  кн йматлар- 
ни куям и з .  Н а т и ж а д а  у ' ( 1) =  1 га  эга  булам из . 1\олган коэф- 
фпциентларни топиш учун олднн (5.7) тенгламани х  буйича 
бир неча м ар та  дифференциаллаймиз:

У" =  у- 4- 2 хуу', 
у " ’ -  2цу' +  2у у ’ +  2ху"1 +  2 хуу” = 4 уу' +  2 ху"- +  2 хуу'. 

у ,v =  4 у'~ +  4 уу" +  2у'~ +  4 y 't fx  +  2 у  у" +  2 ху'у" +  2 хуу"'
- 6 у"1 - f  6 у  у" +  G хуу"  +  2 хуу'" па \. к.

Энди бу тепглихларга у, у', у ' , у'"  ларнинг а- =  1 булгандаги 
кийматларини кетма-кет куниб, ^уйтатиларга  эга буламиз:

у"(\) =  О, у ” ' ( 1 )= -2 ,  1/гч (1) =  С ва хоказо.
КоэффицНсНтларпннг топнлган кийматларини (5.9) каторга ,ун- 

мнэ:
fv— I)3 С jc — 1)4

У - - ( х - \ ) -  з 4

2- м и с о л .  Ушбу
у" =  2 ху  +  4у

тенгламанннг
у(0) - 0 , у' (0) =  1 

б о ш л а н т ч  ш артларни каноатлантирувчи  ечимнни топинг.
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Е ч и ш .  Тенгламанинг ечнмшш .Маклореи катори куричи-хи- 
д а  изланмиз (чунки дгс = 0 ) :

у  у (Щ +  У^Ъ х ^ !Г Ф )хг С В  г->
1* 2* ,>!

Каторнинг д астлаб ки  иккита коэффициента бош лапш ч шачт- 
iap ;а берилган : //(0 ) = 0 ,  //'(0) = 1 . Учинчи у" (0) коэффпнне-.т- 

нн берилп.н тен гл ам а  ва бошлангич ш артлардан  тиР2 \'Из: 
у" (0 ) = 0 .  Кол гаи коэффицпептларпн, берилгаи тенгламани о. 
дин бир неча м ар та  дифферепциаллаш билаи топамиз:

у'"  2у' +  2ху” 4  4,/ С//' +  2ху", 

у 1% (>//" 4- 2 .V//' +  Чу" 8у ” 2ху'", 

у'х 8и " +  2у" ‘ 2 х у п 1 0 //'" 2 л7/14',
'■I I / * IV п  IV \ 1 0  IV 0  Vу  - 10 у  - 2 у 2 ху 12 у  - 2  ху ,

/ , '” 14//' г- 2 .«/' 1 ва хокиг).
Хосилалар \ч\н топилган нфодаларга //, у', у", у'". . . . л а р т п г

х U булгандаги кинматларннн куямиз. Нашжада куйндагнл?рга 
эга буламиз

у"'(0) =  6 ; y IV(0 ) 0; y v(0) 60;//vl(0) = 0 ; //U V0 ) GO 14 ва ч. к.
Топилган коэффнциентларпн Л\аклорен каторига куйиб, ечим га 

эга буламиз:
X3 X5 Х‘

У =  х - ± ~  + —  f  —  - • • • + - , —  ' • •

3. Зйлер усули Б\- усулшшг мохпяти куйндагндан н'юрзт. Б -  
рнлган [.v0, V ] кесмада биринчи тартибли

У' fix , у) (5.10)
дифференциал тенгламанинг

У(хо) У0 (5.1 U
шартнн каноатлаитпрувчн  ечимннн топиш т ал а б  этилаётган 
б\ленн. Геометрик нуктан  н азардан  б) (5 10) дифференци- 
а I тен глам а  учун М {х0, у„) н уктадан  утувчи у = у {\ )  интеграл 
эгри чнзикни ясаш  кераклигинн ап глатадн . [л0) х п| кесманн п 
та  тенг кисмга бул ам и з  ( 1 7 0 - ш а к л ) ,  .v0<  v i<С,v2<  хп Гули- 
ниш нукталари  булсин. Бу н уктал ар  оркали  Оу у к и га  парал­
лел т у f ри чизиклар у т к а за м и з .  М аъ лум ки , (5.10) тенглама 
Оху текиелн кда  йуналиш лар майдонннн аниклайдн, яъни 
(5 10) тен глам анинг хар цайси интеграл эгри чнзпгн унинг 
исталган  н уктасида  б урчак  коэффициенти k булган  уркн мага  
эга . k нинг к,иймати / (х, у) функциянинг шу п уктадаги  кий- 
м атига  тенг, яъни

k-=f(x, у)
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'PJ

л и

170- шакл

Шунпнг учун изланаетган  xycycii i i  ечнмга мос келувчн ин- 
г  грал  эгри чизикни такрибан  ясаш  учун бошлангич M(x„,t/n) 
нукта  оркалн k = j( x 0,t/l,) б\рчак коэффициеитли т у Fpn чнзш\ 
у т к а з а м н з  ва уни л =  х, тутри чнзик билан кесншгунча давом  
ьттнрамиз. У холда г/j ординатаснпи ^унидаги м уносабатдан  
топиш мумкнн булган  -И, (v, ,  //,) нукта  га эга  булам и з :

У i У« / .Vn) (•' 1 -'«) (г5 -1 —)
Кейин Л/, (а’ь у,) нуцта оркалн k = f(x \ ,y -)  бурчак коэф- 

фицнентли тугри чнзи^ у т к а з а м и з  ва  уни х = х 2 тугри чнзик 
билан кеснш гунча давом  эттнрамлз. Б у т а н  у 9 ордннатаснпн 
кунидагп  м уносабатдан  гониш мумкин булган  ДТ_.( а"2. lh) пук- 
т а г а  эга  буламиз:

У2 УI /(*!• У,К-'г — X’.) (5  13)
Шумга ухш аш , Л/ 2 (.v2, у  ) нуктанниг координаталарини бнл- 

ган холда Мз(хг„Уз) ну^танинг координаталарини топамиз ва 
хоказо . Ш ундан цилиб, г узгарувчипинг х.ар бнр кичик ора- 
лнцдаги узгариш н тутри чнзи^ (урп н м а) кесмаси бнлан ал- 
маш тирнладн. Н ати ж а  та интеграл эгри чизикни тацрнбаи а т- 
маштнрувчи ва  Эйлер сшпщ чизиги деб  аталувчи  синнк чизнк- 
к а  эга буламиз.

Эйлер синиц чизигидаги н:талган Л/-(л,-, //■) нукта.цпг yL грди- 
иатасини (5.12) ва (5 15) мупссабатларга \ м п а т  лшбу

У[ -  /(*/_,. %■_iK-vf -  дг,-.,) (5.14)

муносабатдан топиш мумкнн. (д„, д-J кесма тенг кпсмларга ажратил- 
ганлиги уч) к дг,— д0 .v2 — a'i (v -— дг, ,) -  h, бу ерда
h — бирор дсимий сон. i  чолда Л/ (хг  у,) нуктанниг ,v( абсциссаси- 
ки куйидаги

xi х0 - ih (5.1 о)

формула буинча. и зланаётган  хусусий ечи.миипг унга  мос так, 
рибий цнйматннн
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У; У, /(*,- -i. У,' \)h (5--6)
формула буйича  хисоблаш мумкин.

Н атн ж аларн и  ж а д в а л г а  сзам и з  (5.15) ва  (5.16) муиос&Оат 
лар д аги  к доимий ж а д в а л  к а л ам и  деб атал ади .

3- м и с о л. Эйлер усулидап  фойдаланиб, уш бу
у' =0,5 ху (5.J7)

1екглг.мажшг [O.i] кесмала к 0,1 калам билаи

У( 0) 1

бошлангич шартни каноатлантнрувчи  хусусий ечимларинииг 
такрибин кийматлари  ж адвал н н и  тузииг

Е ч и ш .  (5.15) ва  (5.1(>) форму та буйича v, = 0,1 ва у, = 1 
кинматларии, кейин .v2 ва  у 2 кнйматларпм на хоказо хпсоблай- 
миз. Х нсоблашлар натнжаларини кунндаги  ж а д н а л га  ёзамиз :

I / ■ у ; ) / (Л ,- .  Г  :

0 0 П. О
] 0.1 1 и.о.) 0.005
9 0.2 1.003 0.1005 0.0100
5 0 ,5 1.0150 0.1522 0 0152

4 0 .1 1,030.5 0 .201)1 0 .02(«;
5 0 .3 1.0509 0 .2 6 .7 о, од:.)
в 0 .0 1.0772 0.32.52 0.032.5
/ ".7 1 . юог. ' ':-83 0 ,0 .5^
ь 0.8 1.1483 '» 4 j ) i 0.0459
<) 0 ,9 1.1942 0.5374 0,9517

10 1,0 1.2479

Шундай килиб, у(\) 1,21/9 Такко^лаш учун аник ечнчшп 
хам топиш кийнн эмас ((5 17) тенглам а— чизикли тенг.има) у

— ' J_
—е 4 Б\ cpi.au г/(1) е 1,2840

4. Р у т е  — К утт а  усу  ж .  Эйлер усули  хисоблаш учун жу.^а 
осич, л еки »  кам чи лн кка  э га .  v нинг сезнларли узгариш i t j  ида 
у  н ин гтакр и б и н  кийматлари  аник ки н ч атдаи  к а гт а  фар к кили- 
шн мумкин, чунки хатолик хар бир к а д а м д а  ортпб боради (170- 
ш акл га  к ) .  Эйлер усул н да  купичагндан  иборат теиглаштириш- 
ш; /,'ллаб, анча яхшн нати ж алари н  олнш мумкии. (5.16) фср- 
м у л а д а  .хнсобланган ^ к и й м а т н и  у  '■ оркали  белгилаймиз ва 
бу |,1и:м;.т ':и куйидаги  формула буйнча аникланм из:

УГ' / / ■ - 1 ” Г l/f vi —,■ У, ]> 4 - У р >)!*. (5 18)

Топилган кийматни яна (5 18) муносабатп: ухшаш к\ йидаги формула 
буйнча аниклаш .мумкин.
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У? =  У, I 1/(а-, I- У, 1» /(-V/. У?)\'1 ( 5 1 9 )

еа ■ гжазо Б\ жараснни берилган аииклик чегарал?рнда иккита кет- 
r/й-кет хнсоблашлар натижалари устма-уст тушгунча давом этгнра- 
VH3 . Кейп.1 шу усул  бнлан , пи хисоблаймиз ва хоказо

4- м н с о л. Р ун ге  — К утта  усулн дан  фойдаланнб, 3- чпсол- 
ни ечииг. Хисоблашларнн 0.0001 гача аницлик бнлан б аж а -  
ри :г.

Е ч и ш .  3 - мнсолдагн ж а д в а л д а н  ф ойдаланачи з. 1\уйндагн- 
л ар га  эга булам из :

У о 1 • / (л’о> 0,
У\" 1. /(-V,. у',1’) 0 .5 0 . 1 1  0,05.

(5.18) формула буинча цуйидагипи топамиз:

!/ ['- У о Уо)

1 + 0 , 5 ( 0  1-0.05) 0.1 -  1.0025.
Ку,:!1дап 1ни хисоблаймиз: /(v,, у\:)) 0 ,5  0,1 • 1,0023 = 0 ,0 5 0 ! .  

У .\олда (5 19) (формула буинча ушб\га эга буламиз:

tfi* 'Л 0.5 |/ ( v0, yL) г- { (л„

1 + 0 , 5  (0 +  0,0501) ■ 0,1 1,0025.
ИКндай цнлнб, 0,001 гача аниклнкда

//(,-' =  //<,’’ =1,0025.

^исоблашларпн давом эттнрьмиз ва натижаларпи цуйидчги жадвалга
ii -а ми-,:

1
| L X1 ,Ji /,дг  V /(*,. i', »'1

1
0 0 Чв =  1 О 0 1

1 0 . 1 =  Г/1 1 .(ИШ 0,0501 0,0050 1,0025
2 о._> № -  1/1 = 1,0100 0,1010 0,0101 1.0100

3 о .з '/г> =  Из ■ 1,0227 0,1534 0,0153 1,0227

4 0 .4 =  //* - 1,0408 0,2661 0,0266 1.0643
■» 0.5  ̂о *  Иь = 1,06-41. о . з :8.з 0.0,128 1,0942
G 0,6 V ^г/е = 1.0943 0,3283 0.0328 1,0342
7 0.7 l/i11= I/- = 1.1305 0.3957 0,0396 1.1303

8
о

10

0,8

0 ,<)
1,0

( -»_
Ун ~
</9) =

-'Г

с

“ 1'8 = 
=  -S =
"  -Ло —

1. 1738 
1,2218 

1,2845

0.4693
0,5312

0,0170
0,0551

1,1735
1,2241
1,2840
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Берилган (/' =  0,5 ху тенгламанинг аник кнмчлшпн топии муч- 
кип (узгарувчнларн ажралгаи тенглама). У (/ =  1 куринпшга зга, бу 
функциянинг кийматлари тузилган жадвалнниг о.чнрги устунига мол- 
лаштнрилган. y i нинг иккала жадвзлдагн книматларини (Эйлер усу­
ли ва Руиге — Кутта усули) таккослаб, Рунге — Кутта усули Э/.лер 
усулига Караганда и \ широк, натижа олншга имкон беради, деган ху- 
лосаги келамиз.

У з-у з н н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1 Дифференциал тенгламанинг ечими деб ннмага айтилади?
2. Биринчн тартибли дифференциал тешламалар учун Коши масаласи 

нимадан иборат?
3. Эйлер усулнни баён этинг.
4. Руиге — Кутта усулинн баён этинг.
5. Эйлер ва Р унге— Кугта усулларидан фойдаланиб, куйнд.пи генгламч- 

нинг [0, l j кесмадагн 0,1 цадлм билан хусусий ечимларинннг такрибий кий­
матлари жадвалини тузинг:

а) у '  = л* _  0,3 „2 +  1, ,Д0) =  0 
(0,01 гача апиклик билан);

б) у '  =  — 2 ху2, (/ (0) =  1 

(0,001 гача апиклик Снлаи).
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якинлашувчи ^аторнниг якинлашиши хакида теорема (28)

12-§. Комплекс ^адлн каторлар . .

Уз -у зини текшириш у ч у н  с а в оллар

13 $ Функционал ^аторлар. Якинлашиш сох.аси
14- § Текис якинлашиш. Вейерштрасс аломати

Уз -у зини текшириш уч ун  с ав оллар  . . . .

15- §. Даражали к а т о р л а р ......................... . . . .  . . . .
I Лбе. и, теоремаси (.19) 2. \аци^ин \адли цаторлар учун я^ни- 
лашпш доираси, интервали ва радиуси (40)

16 § Даражали ^аторнннг текис якинлашиши ^ацида теорема. Дара-
ж.чли цаторларнннг хоссалари . . . . .

Уз у з ини  текшириш у ч у н  с ав оллар  . .

17 § Тейлор цатори ............................. ..................................
1 Даражали катор ёйилмасининг ягоналиги ^ацидаги теооемэ
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.('•6 ). 2. Фунышяпшп Тейлор lyiTopiiia снилнншпннг етарлилнк 
'ipT.iapn (47)

18- f  'in v. соьх. In (1 x), (1 + x ) rl функцняларин л ниш даражалари
буинча eiiiiiu . .
1 i,l‘ функциянинг x н и ii г даражалари буйича ённлмасн. (47j 
1 . sin .v ф\ икцняпп х нинг даражалари буйича ённш (48)

. cosv ф\I1M1HHH11 .V нинг даражатарн буйича ёмшн (4У>. 
I i ( l  х) функциями х нинг даражалари буйича ё inm (19).

з (1 -1--V) а  функциями .V мннг даражалари буинча ённш (49)

S3-i/зини текишрши у ч у н  с а в о л л а р ..............................................................
19- §. Дифференциал тепгламаларнн ечишга даражали каторларин тат-

би^ килнш
20 § Такрибин .\псоблашлар

S з - у з ини  текшириш учун  с а в оллар  . . . .  ..................
21 § Фурье катори Фурье коэффицнентлари . .
22- §. Уртача якинлашиш. Фурье коэффициентларининг минималлнк хос-

с а с и ..................................................................................................................................
23-§ Фурье тригонометрик цаторларннннг уртача я^ннлашншн ва ну^- 

Тада якннлашиши ^ацида теорема .......................  . .
24 § Ортонормалланган система, системанинг тулалнги тушупчаларн 

тула система буйича ённш . . . . . .  .

Ь з - у з и ни  текшириш у ч у н  с ав оллар  .
£5 §. (—л. л) ннтервалда берилган жуфт ва Tofy функцияларни фурье 

трнгонометрнк цаторларига ёйиш . . .
1. Жуфт ва то!  ̂ функциялар (70). 2 . Жуфт ва то^ функциялар 

учун Ф\рье ^аторн (71)
26 § [ -/, /] кесмада бернлган функцняларнн Фурье ^аторига ёйиш

S з - у з ин и  текшириш учун  с а в оллар . . . .  .
27- §. Фурье интеграли
28 $. Ф>рье интегралmiiinг комплекс шакли
29- $ Фурье ^аторинниг комплекс шакли
30  ̂ Ф\рье ал м аш ти р н ш и ........................

1 Фурье синус ва косинус-алмаштнришлари (й5) 2 Фурье ал 
паштирншларннннг хоссалари (85).

а з - у з и н и  текшириш уч у н  с а ооллар
10-б о б. Каррали интеграллар

1 § Икки Улчовли интеграл ва унинг хоссалари
2 § Уч хлчовли интеграл ва унинг хоссалари . . .

Л I 1/зини текшириш уч у н  с а е ол  \ар
3 §. Пккн улчовли ва уч улчовли интегралларни кетма-кет интеграллаш

билан х и с о б л а ш ........................................................................................................
1 Икки улчов in интегрални ^псоблаш (98) 2. N4 улчовли шг 

тегралин ,\нсоблаш (105).

£з - у з ини  текшириш уч у н  с ав оллар  . . . . -
4 § Икки улчовли пптегралда узгарувчиларни алмаштириш
5 §. \ч улчовли интегралда Узгарувчиларни алмаштириш

1 Цилиндрик коордннаталар (115). 2. Сферик коордннаталар 
V116).



1 Г  б о б. Эгри чизикли интеграллар ва сирт интеграллари IJЭ
1-§. Эгри чизикли иитегралларга олиб келадиган масалалар . . 119

1. Эгри чизикнинг массасини хисоблаш хакидагн масала (119)
2. Кучнинг эгри чизик буйлаб бажарган иши .\акидагн маса­

ла ( 120).
2 -§ .  Биринчи т>р эгри чизикли интеграл . ............................................. J21

1. Гаьрифи ва асосий хоссалари (120). 2. Биринчи тур эгри чизи^-
ли интегралии хисоблаш (123).

3-.§. Иккинчи тур эгри чизикли и н т е г р а л .............................................................. 125
1. Гаърнфи ва асосий хоссалари (125). 2. Иккинчи тур эгри чн- 

знкли интегралии хисоблаш (127).

Уз -у зини текшириш. у ч у н  с ав оллар  . . .  i 30

4 -§ .  Грин ф о р м у л а с и .......................  . . . .  131
5- §. Биринчи тур сирт ннтегралн . . .  . . . . .  . . .  133

I. Снртнннг юзн (133). 2. Биринчн тур сирт интегралининг та ь- 
рнфи ва асосий хоссалари (136). 3. Биринчи тур сирт интегралннн 
.хисоблаш (137).

Уз -у зини текшириш у ч у н  с ав оллар  . . .  140

6- §. Иккннчн тур енрт интеграли . . .  ................................................... МО
1. Бир томонлама ва икки томонлама сиртлар (140). 2. Асосий 
таърифлар ва хоссалар (141). 3. Иккннчн тур сирт ннтеграллари- 
нн .хисоблаш (113).

Уз -у зини текшириш у ч у н  с ав оллар  . . - .............................  145

12-б о б. Вектор анализи . . . . . .  147

1- §. Скаляр м а й д о н .................................  . 147
1. Сат>; сиртларн (48). 2. Сат.х. чнзиклари (148).

2- §. Берилган йуналиш буйича х о с и л а ............................. .....  143
3 -§ .  Скаляр .майдон градиенти. Градиентни инвариант аниклаш . 152
4- §. Вектор майдонн . . . . . . . .  155

Уз -у зини текшириш у ч у н  с а в оллар  .......................  15’

5- §. Сирт оркали утадиган вектор майдон окими. J  нинг тезликлар
майдонидаги физик м а ъ н о с н ......................................................................  158

6- § .  Вектор майдоннннг ёпик сирт буйича окичиин хажм буйнча олрн- 
ган интеграл оркали ифодалаш хаьидаги Остроградский теоре­
ма"" . . . .  . . . . . . . • над

7 -§ .  Вектор майдон ди верген ц и яси ..................................................................  1'’,2
I. Днвергенцнянннг инвариант таърнфи (163). 2. Дивергенцняиинг 
физик маъносн (164).

Уз-у зини текшириш уч ун  сав оллар  164

8- §. Солеиоидли найчасимон майдонлар. Соленондли м. йдоннинг таъ-
рифи ва асосий х о с с а л а р и ...........................................................................  165

9- §. Вектор майдоидаги чизикли интеграл. Куч майдони бажарган ши.
Вектор майдони цнркулянняси . . 166

10- §. Стокс теоремаси . . .  . . . 167
11-§. Вектор майдон уюрмаси . .......................  . . . .

I Уюрманинг инвариант таърнфи )172). 2. Уюрманинг физик 
мат,иоси (172).

\
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•- з-узини текшириш учун саволлар 173

12-v  Чизикли интегралнинг интеграллаш н\лнга боглик бхлмаслиг 
н . а р т л а р и .................................. .....

13-?. Потенциал майдон. Потеициаллик шартлари . .
14- §. Потенциал майдон холида чизикли интегрални ,\нсоблаш

15
з - у з и ни  текшириш уч у н  с ав оллар  

§. Г ам тьто и  оператори (Набла оператори)
16- §. Вектор майдопидаги иккиичи тартнбли амаллар .......................
17- §. Лаплас оператори, унинг цилиндрик ва сферик коордииаталард

нфодаланншн

А з - /зини тек ш и р и ш  у ч у н  с а о о л л а р  . . .

13- б о б. Математик физика тенгламалари
1 F Д\атематнк физика теигламаларинииг асосий турлари . . . .
2- §. Тор тебранишларп тенгламасини келтириб чицарнш Бошланги

ва четки ш а р т л а р ................................................................................................
3- $. Торнинг тебраннш тенгламасини Даламбер усули билан ечиш
4- §. Торнинг тебраниш тенгламасини узгарувчиларни ажратиш усул

(Фурье усули) бнлан ечиш .
5- §. Торнинг мажбурий т е б р а н н ш и ........................................
6- 6 . Каршнлнк курсатувчи мухитда торнинг тебраннши
7-§ .  Металл стержеида иссиклнк таркалнш тенгламаси
8- § .  Чегараланмагаи металл стержеида нссиклик таркалиши
9-.§. Фазода исснкликиинг т а р к а л и ш и ..................................  . . . .

10- §. Лап.г ас тенгламасига келтнрадтаи  масалалар. Четки масалаларн
нфодалаш . . . .

11-§. Дирихле масаласннн халца учун ечиш
12- £ Дирихле масаласннн домра учун ечиш

S3-03UH U тек ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

14-б о б. Эхтимоллик назарияси ва математик статистика
1-5. Ходисалар а л г е б р а с и ........................
2- §. Эхтимолликнинг классик таърифи
3 -§ .  Геометрик эхтимоллик
4- {! Ходисаиннг нисбий частотаси

§. Эхтнмолликиннг статистик таърифи 
§. Амалда мумкинмас ходисалар

Хз и ин.и текшириш уч ун  с ав оллар

7 -§ .  Биргаликдамас х.одисалар учун э.\тимолликни цш иш  теоремаси
8- §. Биргаликда ходисалар учун эхтимолликларни цушиш теоремаси
9- 5 Эхтимолликларни купайтириш теоремаси .

10- - Хеч булмаганда битта ходнеанинг руй бериш эхтимоллиги

'/зини текшириш уч у н  с а ооллар
11-ч.  Ti’.ia эхтимоллик формуласи ......................
12-§. Гппотезалар теоремаси (Бейес формулалари)
13-§. Боглнкмас енновтар кетма-кетлиги. Бернулли формуласи
14-§. Муавр — Лапласнннг лимит теоремалари .
15- §. Полиномнал схема ^

Л'з-//: iHu текшириш уч у н  с ав оллар

16- Тасодифий микдорнинг таърифи . . .
17 § Дискрет тасодифий микдор эхтимолликларинннг таксимот ь;оиуш
18- § Дискрет тасодифий микдорлар устида амаллар . . . . . . .

171 
179 
i 80

181
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188 
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197 
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19- §. Таксимот ф у н к ц и я с и ........................ . 2.;6
20- §. Э\тимоллнкнинг тацсимот зичлиги . 259

J  з - у зини  текшириш уч ун  с ав оллар  261
21 §. Тасодифий мнкдорнинг сонлн характеристикалари \ацида тушун-а

в а  уларнинг вазиф ал ари  . 261
22-§ . Математик к у т и л иш ............................................................................... ............2>,;|
23- 5f. Тасодифий мнкдорнинг дисперсияси. Уртача квадратик четланиш 2 4
24 ^ Дисперсиянн хисоблаш учун формула 26 >
25 ^ Бошлангич ва марказий момеитлар . . . . .  207
26 <> Биномиал таксимот . 209
27- §. Пуассон такснмоти 270

Уз у з ин и  текшириш уч у н  с а в о  i j ap . 271
28- §. Текис таксимот . . . .  . 272
2 9 - К\рсаткичлн таксимот . . .  . . .  271
30-§ .  Нормал таксимот (Гаусс такснмоти) 275

Уз -у зини текшириш у ч у н  с ав оллар  . . 273
31-§ .  Чебишев т е н гс и зл и г и ...........................................................  . . .  273
32- §. Богликмас тасодифий мицдорлар учун катта сонлар ^онуни. Че-

Оишев т е о р е м а с и ......................  . 281
33- Я- Бернулли теоремаси . • 283

Уз -у зини текшириш у ч у н  с а в оллар . . . ogj
34 § Тасодифий аргумеитнннг функцияси . . 285
35- § Нормал таксимланган аргумент чизикли функциясинииг хусусият-

л а р и ........................................................................................................................................ 288
36- §. Богликмас тасодифий микдорлар йигиндиспнинг такснмоти ogg

Уз -у зини текшириш уч у н  с ав оллар  . . .  . . .  291
37 §. Тасодифий микдорлар системаси ^а^ида тушунча. Икки улчовли

дискрет тасодифии микдор эхтнмоллигннинг таксимот цонунн . 9?1
38-§  Иккита тасодифий микдор снстемасининг таксимот функцияси 993
39- §. Икки улчовли узлуксиз тасодифий мицдорнннг та цен мот зичлиги 994

Уз -у зини  текшириш у ч у н  с а в о л л а р ............................................................... ......097

40- §. Икки у л ч о е .hi тасодифий мш^дор ташкил этувчнларииниг шартли
т а к с и м о т л а р и .....................................................................................................................297

41- §. Б огли к  в а  богл и км ас  тасодифий м и кдо рл ар  . . . 300
42- § Корреляция моменти ва корреляция коэффициенти ЗО?

Уз -у зини текшириш цчцн с а в о  i гар 304

43- .Марков заижирларн Утиш эхтимолликлари ............................... 304
44- §. Лимит эхтимолликлар ^а^идаги теорем::. Стационар ^опатлар 307

Уз -у зини текшириш уч ун  с ав оллар  310
45- §. Бош туплам. Танланма ва уни >;оснл килнш усуллари 310
46- §. Математик статистиканинг асосий масалалари 312
47- Вариациои i^arop. Эмпирик таксимот функцияси 313
48-§ .  Полигон ва гистограмма . . 315

Уз -у зини текшириш уч у н  с ав оллар  . 318
49-.§. Таксимот функцияси параметрларинннг нуцтавий ба\олари................. 318 
5 0 $ .  Бахоларнинг асоелнлигн ва еилжимагаилиги тугрисида тушуй .а..........318 
51- §. Танланманинг тузатилган дисперсияси ....................................... ...... 321
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52 § Математик кутилиш ва дпсперсия учун ишончлн интерваллар \а-
кида т у ш у н ч а .............................................................................................................  321
1 Ишончлн шиервал тушунчаси (321) 2. Математик кутилиш а  
учун ишончли интервал (322).

53- Назарий тацсимотнн танлаш 324
54- Эчнирнк тацснмотларни текнслаш 324
55- §. Математик статнстикада фойдаланиладнган та^симотлар 327

I Озодлнк даражаларн к булган у- таксимот (327). 2. Стъюдент 
таксимотн (328). 3. Фншер тацснмотн (328).

5 6 -1 Дисперсия учун ишончлн интервал 329

$ з - у з ин и  текшириш уч у н  с ав оллар  329
57- Гчпотезаларнн статистик текшириш 330
58-<}. ГТирсоннннг мувофиклик критеринси ва унинг цулланилиши 331
59-.§. Колмогоров критернйсн ..........................................  . . . . .  332

Уз-у зин i текшириш учун саполлар . . .  .................................333

60- §. Функционал ва статистик богланишлар . . . .  . 333
61-§ . Регрессия чизиклари 334
62- § Регресснянинг асоснй хоссалари ..............................................  335
63- §. Чизшули регрессии танланма тенгламаеннннг параметрларини энг

кичик квадратлар усули буйича топиш . . 336

Уз-у зини текшириш учун  сав оллар  342

64-§. Танланма коррелацня коэффнциентининг богланнш зичлигни
т а ъ е н р и ............................. ............................................................................................. 343

65- §. Нормал таксимланган тасоднфнн мицдорларнннг корреляциясн 344
66- §. Чизикли бСлмаган к о р р е л я ц и я ....................... .........................................................345
67- §. Корреляцион богланнш тутрисида тушунча 346

Уз-узини текишриш уч ун  с аволлар  347

68- Регрессия параметрларнии танланма буйича аиик.лаш 347
69-§. Регресснянинг умумий масаласи 351

Уз-у зини текшириш уч у н  сав оллар . . 352

70-§. Тажрнбани ортогонал режалаштнрнш. Икки ва уч омнллн тажри- 
банчнг режа м а т р и ц а с и ....................... ............................................................... 352

71-§. .Математик моделиинг айрим ташкил чтувчиларининг кнйматли- 
лигини ба^олаш . . .  354

Уз-узини текшириш уч у н  с а воллар  . . . . .  356

15-б о б. Асосий сонли усуллар . . .  . . . . .  357
1-§. .Микдорларнинг такрибий кийматлари . . . .  357

1 Хатоликлэр. Хаголикларнннг манбаларн (358). 2 Абсолют ва 
нисбий хатоликлар (358). 3. Такрибий сонлар устида амаллар 
(361).

Уз-у зини текшириш у ч у н  сав оллар . ......................................... 362

2-.§. Тенгламаларни тацрнбий е ч и ш .........................................................................  362
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