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3 Берилган тенгламалар системасининг биргаликда эканлигини 
текш и р и н г . агар биргаликда б у  лса, уЛарни: а) Крамер коидасидан 
ф о й д а л а и и б . б) матрица усули, в) Гаусс усули билан ечинг:

3.1. а)

3.2. а)

3.3. а)

3.4. а)

3.5. а)

3.6. а)

3.7. а)

3.8. а)

3.9. а)

За-j +  2х2 -(- х , — 5,
2 a, +  3 a 2 +  а 3=  I , б )

2 к j -j- х 2 +  За j =  1 1;

4 а ,  —  З х 2 +  2 а 3= 9 ,

2 а , +  5 а 2— З а 3 =  4. б )

5 а  , +  6а  +  2а 3=  18,

2а , —  а 2—  * з = 4 ,

За, +  4а-, — 2а3=  11, б)
За , — 2а2+ 4 а 3=  1 1;

а , +  а 2—  а 3=  1,

8х, +  3х2— 6х3= 2 , б)
— 4а ,— а2+ З а 3= — 3;

7а , —  5а 2= 3 1 ,

4а , +  11 a t =  — 43, б)
2Х| +  З а 2+ 4 х 3=  — 2 0 ;

а , — 2а2+ З а*3= 6,
2а , +  За , — 4а ,=20. б )

За, — 2 v2— 5а ,=  b

а ,  +  х 2+ З а 3=  — I,

2 а  , —  х 2 ~\~ 2а 1 =  — 1 , б )

4х,+  а2+ 4 а ,=  — 2,

Зх ,+  4а2+ 2 а 3= 8 ,

2а , —  а 2—  **,== —  I ,  б ) 

х , + 5 а 2+  а , =  — 7;

а  , —  4х 2 —  2а '( =  —  7,

За ,+  а2 — а ,— 5, б)
— За , -j- о с2 +  6 v ц =  /;

X i +2A;.— А3=6.
2а , +  За 2 +  5а3=  11. 
Зх , +  5х 2+ 4 а3= 8

*■ +  * 2— а3=7, 
2а | -{- 8ао -j- 5а3 =  1 о, 
Зх , +  9х 2+ 4х 3=  10

4а , +  6х >+За3=  17. 
2а , +  6а2+ 5 а3=  12. 
За , +  6х 2+ 4 а3=9

2а ,— х2 +  3х,=3, 
а , +  За2— 2а3=2. 

За , +  2а 2+  а .,=8.

5а , -  а 2+ З а3=2.
- A]-(-3t2 2х3=  1, 
4а , +  2а 2+  '̂ з= 7-

а ,—9а*2+  2х3=5, 
а , За 2 — 8*3=3. 
а , — 3х2— 2а3= 8

За , — За 2— а3=  — 5, 

ЗА ) -|- 5 а 2 +  4a'jj =  17

4 v , —  2 а 2+ З а 3= 8

За , +  а 2— а 3=4, 
а , — 2а 2+ 2 лг3=  I 

4а ,— а 2+  а ,=  3.

За ,4  2а 2— а ,=4 
а . — За 2+ 2  а , =  I,

7 а | +  у  3 =  6
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3 * , +  2 * 2—  * з — 0, 4 * , +  5 * 2—  * 3= 0 ,

4.16. а) ■4 * , +  З х 2+  4 * 3= 0 ,  б ) 2 * , —  x 2-J-3x3= 0 .

2 * , —  * 2+ З х 3= 0 ; 3 * , +  2 * 2+  * 3= 0 .

2 * , —  * 2 +  3 * 3= 0 , ' b * , +  2x2 — З х 3— 0 ,

4.17. а) * , —  2 * 2—  5 * 3= 0 ,  б ) 2* , —  * 2+ 2* 3= 0 ,

3 * , +  4 * 2—  х  3 —  0 v 4 * , +  3 x 2— 5 * 3= 0

' 6* ,  +  5 * 2—  * з = 0 . 3 * , +  4 * 2—  3 x 3= 0 ,

4.18. а) 3*, +  4*2+2*3=0, б) 2*,— 3*2 +  * 3=0,
2* ,  —  * 2+ 3 * 3= 0 ; * ,  +  7 * 2— 4 * 3= 0

7*| +  2 * г—  * 3 = 0 , 7 * , —  * 2+  3x 3= 0 ,

4.19. а) 2 * , —  * 2+ 3 * 3= 0 ,  б ) 2x, —  3 * 2+  * 3= 0 ,

З х , — 4л:2— 2 * 3= 0 ; *i4-7*2— 4*3=0.

2х | -(— 5* 2 Злг3— 0, 6* ,  +  3* 2 —  * 3= 0 ,

4 .20. а ) * , —  3 * 2— 2 * 3= 0 ,  б ) 2 * , +  5 * 2+ 3 * 3= 0 .

. *, +  8*2+3*3=0, 2*,—  * 2— 2*3= 0

' З х , +  2х 2 +  З * 3= 0 , ' 3* | +  5*2 +  2*3=  0,
4.21. а) х, — 4 * 2+ 5 * 3= 0 ,  б ) * , —  * 2+ 4*з=0,

2*,— 2*2+4х3 =  0, * i  +  3 * 2— 3 * з = 0

5л:, —  7*2+ ь * 3=0, * ,  + 7*2— 8*з=0,
4.22. а) 3 * , +  4 * 2+  * 3= 0 ,  б ) 3*,— *2+ 2*3=0,

2*, +  5*2 — 4*3=0, * ,  —  4*2+5*з=0.

'б * !—  * 2 +  2*3=0, * ,  + 3*2— 7*3=0,
4.23. а) * ,  +  2*2+  * 3=0, б) 2*| *2+ 4t3=0,

3v, +  2*2— З*3=0; 3 * , +  2*2— 3 * з = 0

*, +  5*2 — * 3=0, *, +  2* 2— 4 * з = 0 ,

4 24. а) 2 * , —  3 * 2+ З * 3= 0 ,  б ) 2 * , +  9 * 2— 2* 3= 0 ,

3 * , —  8 * 2 +  5 * $= 0 , * ,  —  5*2 + 3 * з = 0
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6 * , - 7 * 2+ 2 * 3= 0 , * ,  +  2* 2— 4 * з = 0 .

4.25. а) 3 * , +  хг— 4 * з = 0 ,  б ) 2*, +  3*.,+ *3=0.
*1 +  8*2 —  2* з = 0; З * , +  5 * 2— 3 * , = 0

' 3 * | —  2* 2+  * } = 0, *1 +  7*2 — 2* з = 0 ,

4.26. а) 2* |  +  4 * i — 5 * з = 0 .  б ) 3 * , —  5 * 2— 4 * ,= 0 ,

* ,  +  б * 2— 3 * ^ = 0 ; * ,  —  6*2— *з=0

'2 * !  —  * 2+  4 * з = 0 , *1 —  8* 2+  7 * з = 0 ,

4.27. а) 3 *| +  2 * t —  5 * з = 0 .  б ) 2*  | +  5*2— 3*з= 0,
* , +  *2— 2*i =  0; 3*,— i*2+ 4*з =  0

* ,  —  8* 2+ 7 * з = 0 , * , — 8*2 + 7 * , =  0 ,

4.28. а) 4* + 3 * ,— 5*з=0. б) 2*| +  5* 2 —  3 * ,= 0 .

2*|+  *2 +3*1=0, З * ,  — 3* 2+  4 * з = 0

2х, +  4 * 2—  * з = 0 . * ,  +  5*2+ * , =  0,
4.29. а) 4 *| —  3 * 2—  3 * з = 0 .  б) 2* ,  —  3*2— 4 i , = 0 .

2* ,  +  5*2— 5*3=0; * ,  —  8*2— 5*з=0

*1 —  3*2— 4 * з = 0 , ' З * ,  +  2*2 +  3 * , = 0 ,

4.30. а) 2*|+  3*2+ 7 * з = 0 ,  б )  • *i — 4л2— *з =  0.
*, +  2*2 + 5*з=0; 2*,— *2-(- * j= 0.

4-§. Вектрлар устида чизикли амаллар.
Базис. Базис буйича ёйиш. Координаталар оркали берилган 

вскторлар устида чизикли амаллар
1.4.1. Боши Л нуктада, охири В  нуктада б лган йуналтнрилган 

кесма вектор деб аталади ва у 4/i ёкн а каби белгиланади а век- 
торнинг узунлиги унииг м<х)ули деб аталади ва а каби белгилана- 
Ди Очири бошн билан уст.ма-уст тушадиган вектор нагь-вектор 
Дейилади ва 0 билан белгиланади Бундам вектор тайин ймылишга 
*га эмас, \нинг \ин\ ш нолга тенг

Узунлиги бирга тенг вектор бирлик вектор дейилади а всктор- 
нинг бирлик вектор и и каби белгилана in.

Бир тугри чизнкда еки параллел тутри чизикларда етувчн 
вскторлар колшнеир вскторлар К'йиладн.

Агар икки вектор чзаро колли неар, бир хил йунялгаи ва 
модуллари тенг булса. б\ вскторлар тенг вектор гар деиилади

4 >



а а
3- шакл2- шакл

Бир текисликда ёки параллел текнслнкларда ётувчи векторлар 
ни компланар векторлар дейилади.

1.4.2. Векторларни куш ит, айириш ва векторни сонга купайтн- 
рнш амалларини векторлар устида читали  амаллар дейилади.

и векторнинг к сонга купайтмаси деб, а векторга коллинеар, 
/->() да у билан йуналиши бир хил, /.<0 да эса йуналиши карама- 
карши хамда моду iи |X| -1а га тенг булган ка (ёки а>.) векторга 
айтилади.

(Г =  - fy  бирлик вектор булиб, у а билан бир хил йуналган.
а ва b векторларнинг Сщгин<)иси хеб а ва b векторлар билан 

компланар булган й-\-Ь векторга айтилади. Икки векторнинг 
йипждиси параллелограмм (2-шакл) ёки учбурчак (3-шакл) 
коидалари буйича топилади.

Кир не <та векторни кушиш учбу рчак коидасини кетма-кет 
куллаш билан амалга оширнлади. Натижада шу векторларга 
курилган с,шик чнзикнн ёпувчн вектор бир нечта векторларнинг 
йигиндиси_булади (4- шакл).

Икки а ва Б векторнинг айирчаси деб. b векторга кушнлганда 
а векторни косил килувчи a — b векторга айтилади (5- шакл).

а = О Л  ва 8=013 векторларга курилган параллелогряммиинг 
ОС диагонали иС  =  а-\-Ь га, ВА диагонали *са В А = а  — В га тенг 
(6- шакл).

1.4.3. а =  АВ векторнинг / ук буйича ташкил этувчиси (комио- 
ненти) 1еб, шу вектор боши bj охирннинг проекиняларини 
бнрлаштирувчи А ХЬ Х векторга айтилади (7- шакл)

4 шакл 6- шакл



--—А В  векторнинг I укдиги проекцинси деб, А В, векгорнинг
й н а -1 иши / >к йуна жши билан бир хил ёки бир хил эмаслигнга 

паб, «+ * ёки «—» и шора билан олинадиган та ш к ил этувчиеи- 
нинг узунлиги га айтилади

пР/ А В =  ±  C A M  . 

а векторнинг / \кка проекнияси а/ деб белгиланади, яънн:

пр, а =  а ,.

Проекцияларнинг асисий хоссалари:
а) np/Q =  I a cos<j ёки и/ =  a coscj

Бунда tf — а вектор била и у к орасидпгн бурча к;
б) пр/ {а +  5) =np/fl +  np/6 ёки np, (а +  b) = a t+br,
в) пр/Я.и =  /Л1р/и еки пр /.а =  ?.0/

1.4.4. а |, аг. Оп векторларнинг чизикли кочбинацичси и*б

Q =  AiOi -|- hl(lz “f- ... -|-\nQ-n

формула билан аникланунчи и векторга айтилади. бунда /и, /.2. ....
— тайин сонлар
Агар а к .... а„ векторлар системаси учун камида бнттясн нолдан

фаркли шундай У.\.......  ая сонлар мавжут булиб, + ...+
-f*A„an =  0 шарт бажарилса, у система чизикли боглик, система 
дейилади. Агар юкорндаги тенглик факат t.\ =  ... = Х„ =  0 булганда 
уринли булса, «|, , и,, векторлар системаси ни шк я̂и эркли юйнла ш.

Иккита коллинеар вектор чар доим чизикли богли клир. 
Шунингдек, учтя компланар вектор \ар тоим чизикли богли к. 
Фазатаги нхтиёрий турт ёки ундан ортик векторлар чар юим 
чизикли богли к

п та чизикли боглнкмас векторлар системаси оi, С2, ...с„ берилгаи 
булиб, агар ихтиёрнй а векторни улариинг чизикли комбинанияси. 
яъни

a  =  X i^ i +  ... -j-Лл^я 

Шаклнда ифодалаш м\мкин булса, у холла берилгаи система базис
Лейнладн.

Бу тенглик а векторнинг с ....сп базис б\йнча сиигиаси
Дейилади

Фазода чизикли боглик булмаган хар нандай \чта t>i, tjv, ел 
вектор базис ташкил кнлади, шу сабабли фазодаги чар кандай а 
ВсктоР ш\ базис буйича ёйилиши мумкин:

a  =  hu>\ .tN -f }.лд\.
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Ai, дг. >.з сонлар а векторнинг берилган базисдаги коорс)ината- 
шри булиб, бундай ёзилади:

а =  {/II, /.2, >.з}.

\гар базиснинг векторлари узаро перпендикуляр ва бирлик 
узунликка эга булса, бу базис ортонормаллинган ба.шс дейилиб, 
у орт гар пеб аталувчи i, j, k векторлар оркали белгиланади.

Агар /, /, k мос равишда 0V, ОУ, 07 \ кларп бу йича йу налган 
ортлар булса, у холда нхтиёрий а векторнинг i. у, к базисдаги 
ёйилмаси куйидагича ифодаланади:

а =  axi +  ач\ -|-а к ёки а =  \ах, а , а,}, 
бунда ах. а(/, а — а векторнинг координата лари, а вектор узунлнги

« =  V а*+
формула буйича аниклана ш.

а йуналиши унинг координата уклари билан \осил килгаи гх, р 
у бу^чаклари билан аниклана ш

а векторнинг йуналтирувчи коеннуслари

а аX Xcosa = ti V  ai+ ai+ ai

аиcosp = —Л =

а
cosy

формулалар билан аникланади на улар

cos a  +  cos2p -(- cos2y =  1

муносабат билан богланган.
1.4.5. a =  aJ-\-u j-\-uk ва b =  bxi b yj -f b к векторлар берилган 

булсин У ход ia

a ± b =  (ax± b x) i+  (av± b y) j+  [azZ£ b z)k,

i.a =  a  axi +  >M„i +  Ум,к

Vfi(<4, у i, Z\), M ■> (X2, у2. z i) нукталар берилган булсин чолда 
M \1г векторнинг ортлар б\иича ёйилмаси

ДТ7 W‘ =  (х2— х,) 1+ {у2— //,)?+ U>— г,) к 
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кури ни in id булади Vfi на W2 нукталар орасидаги масофа ёки 
А!, -Иг векторнинг узунлиги

I/VI, Vl~| =  V (*2—* i)2+  {У'2—У ) 2+  (22—г ,)2 
формула билан чисобланади.

ЛЬ \Ь кесмани берилгаи X ннсбатда булувчи И нуктанннг 
координаталари кунидагича аникланади

jf, +  'кх2 у { +  ку2 г, +  Хг2
* =  I +). ' У = _ Т+Я ’ 1+А '

Хусусан, агар ).=  I булса, V/ нукта Л/iA I> кесмаиинг уртасида ётади 
ва унинг коор пшаталари

+ А 2 У1+//2
X  =  г . у  =  , . Z =  ..

муносабатлардан топилади
М и  с о л . а =  {3; 2; — 5} ва 6=\ 2; — 3; 1} векторлар берилгаи. 

Куйидагиларни топинг
а) 2а — 6 векторнинг координата укларидаги нроекцияларнни;
б) 2а — b векторнинг узунлигини;
в) 2а — Ь векторнинг н\налтнр>вчи косинусларини
Е ч и hi. а) 2а — 6 =  {2-3 — 2; 2 - 2 - ( - 3 ) .  2-( — 5) -  1} =  {4; 7; 

-11 }
б) |2«-/?| = /̂42+ 72+ ( — I I ) 2 = у 1б + 4У+121 =  v I8(j .

4 f, 7 I Iв) eosa =  —7-Fr̂ < cosn =  —~̂ =r, c u s v = ---- ==-=• .
7 v lhb v 186

4- riapcxoHU топшириги

1. Берилгаи и ва b векторлар буй и ча улариинг куйидаги 
чизикли комбинаиинларини ясаиг:

а) За; б) — Ь; в) 2а-\-^Ь, г) — 3/> .

2. Л ВС  учбурчакда А В  =  т  ва А С =  п векторлар бери л га н Уш-
f... . т + п  т — п . п — т  . ш +  лоу векторларни ясанг: а) — ~— ; б) —— ; в) — -— ; г ) ---- —̂

3. A BC  учбурчакда А В  том они Р  ва N нукталар ̂ >илан учта тенг 
Кисмга булинган: \Р =  Р \ | =  \В  | Агар СА =  а, С В — h 6l.ica, 
СР векторни топннг

Ж  С Р =  (2d +  fc)/3
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4. Иккита а =  \ — I, 2, 3} ва В =  \2, — 4. 5} вектор берилган. 
Куйидаги векторларнинг координата укларндаги нроекцияларнни 
топинг:

а) 2а -f-b; б) а — 36; в) 3а-\-5Ь.
Ж. а) {О, U. II}. б) { — 7. 14. — 12}; в) {7, — 14. 34}
5. а ={2, 3, 6} векторнинг йуналтирувчи косинусларини топинг.
м/ 2 о 3 t>Ж  coscc= 7« cosp =  7, cosv= .
6. а =  {2. — 3, 6} ва 5 = {— 1. 2. — 2} векторлар хоснл кил га н 

бурчак биссектрнссаси буйича йуналган е бирлик векторнинг 
координаталарини топинг.

1. а =  {8, — 5, 3} ва />={ — 4, I, — 1} вектор гарга куриАган 
параллелограмм днагоналларн узунлнк lapmin топинг

Ж  а-\-В = 6; \а — Ь\ =  \4.
2. .1(1, 2. 3) ва В  (3, — 4, б) нукталар берилган. А В  вектор 

узунлигини ва йуналишини топинг
Ж : \А В| =7, cosoc =  | ,  cos{J =  — cosy =   ̂ .
3 а ={3, 4, — 12} векторнинг ортини топинг

4. ЛВС  учбурчакда ЛВ =  \2, 6, — 4} ва /1С={4, 2, — 2} вектор- 
ла_р берилган. С училан утказилган медиана би ian устма-уст тушувчи 
CD вектор узунлигини топинг.

1.5.1. Иккита и ва b векторнинг скаляр купайтмаси деб, а 'В  
куринишида белгиланувчи ва шу векторлар узунликларн купайтма- 
сининг улар орасидаги бурчак косинусн билан купайтмасига тенг 
бСлган сонга айтилади:

4- муста t\u г иш

Ж : | СГ)\ =  у  10

5-§. Скаляр купайтма. Векторнинг узунлиги. 
Векторлар орасилаги бурчак

а-Ь= \а ■ \Ь\ • cosq

Скаляр купайтмаиинг асосий хоссалари:
а) a - b  =  b-u  (урин алмаштириш кому ни);
б )  а ■ ( 6  +  с ) = a b А ~ас  (т а к с и  м от кону н и ) ;
в) (>.а)-b = a (}.b ) =  'к(а-Ь) (гурухлаш копуни);
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■
г) агар а =  б> ёки 6=0. ёки a l f t  булса, а*6 =  0 (нолга тенг 

булмаган векторларнинг ортогоналлик шарти);
д) a-a= a| еки u =  а\\
е) a-b =  |а| *пра6= |6|npft-a.
1.5.2. Координата v клари ортларининг скаляр купайтмаси

= 1,_ /2= J . £*= l, /• у =  0, /'•£ =  0, j-k=  0 a = aKi Ь ва
6 = 6*/ +  6„у -j- б.,/-' векторлар берилган булсин У холда:

a . ft =  a ,. Ь t -f- auby -f агЬг\ 
P = | a l 2=H*+a*+a*.

а ва В векторлар орасидаги бурчак ушбу формула буйича 
хисобланади:

_  tf.fr _  в А + цД + ° А
С О М Р  ~  • | 6 ‘ ~  y j a i  +  a l + u ]  ■ \ j b ' i  +  >'l +  b2,  '

а ва В векторларнинг перпендикулнрлик шарги: 
а-5 =  0 ёки axbx-\-aybj-\-U;bz =  Q _
1.5.3. Л куч жиемни I вектор йуналншла ВС масофага кучи-

риш натижасида бажарган иш ушбу формула билан хисобланади:

А — Т • BC = \F\ * |ЙС| • cost .

бунда tj — кучнш йуналиши I  ва F кучнинг таъсир чизиги орасидаги 
бурчак

М и с о л  Агар |а|=2, |6|=3 булиб, улар узаро Ь0 ли бурчак 
ташкил этса, 2a — Ь ва 2а-\-ЗЬ векторларнинг скаляр купайтмасини 
топинг

Е ч и in. {2а — b) • {2а-\-ЗЬ) =  2а-2а -{- 2а-ЗВ — В-2а — b-ЗЬ = 
= 4a-a -f 6а *В - 2 а 'В  — ЗВ-В =  4а-а la *6 — 36*6 =  4|a|-|a| -f
-f 4|a| • |6|cosf>0°— 3|6| • |6| =  4-2-2-|-4-2-3*~-— 3*3*3= lfi -f 
-1-12-27=1

5- дарехона топ ширш и
I Агар a| =3, b\ =4 булиб, а на В векторлар орасидаги б\рчак 

ф =  -~л булса, куйилагиларни хисобланг:
а) а -b, 6) аг\ в) В2\ г) (a +  б )2; д) (а — В )2;

е) (3а — 2В) - (а + 26).
Ж : а) —о, б) 9, в) 16; п  13; д) 37. е> —61
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2. Агар ОА =  а ва О В = Ь  векторлар vjapo cj=60° ли бурчак 
чосил килиб, а = 2  ва В =  4 б\лса, ЛОВ учбурчакнинг 
()М  медиапаси билан ОА том они орасидаги 0 бурчании топинг.

Ж  eosO =  2-, 0^41 °.
\ 7

3. а =  \т. 3, 4} ва В =  {4, т ,  — 7| векторлар берилгаи. т  нинг 
кандай кииматида бу векторлар перпендикуляр булади?

Ж  т  =  4
4 Учбурчакнинг учлари берилган:

А { — 1, - 2 . 4). Я (- 4 ,  - 2 , 0), С(3, - 2 . I) .

Учбурчакнинг В учидаги ташки бурчакни хисобланг.

ж  -Т--

5. Р =  {3, — 2. — 5} кучнинг куйилиш нуктаси T\Fpn чизик 
буйлаб чаракат килиб VI|(2, — 3, 5) чолатдан yVIa<3. — 2, — 1) холат- 
га утади. Ь\ кучишда Р куч бажарган ншни хисобланг.

Ж  .1=31 и ш бирл.

5- мустацил иш

I. Т\ртбурчакнинг учлари бери iган:
А (1, - 2 .2), В <1.4."0),С ( —4. 1, l ) ,D  ( —5, —5,3). IUy туртбур- 

чакнинг АС ва BD  диагоналлари узаро перпендикуляр бутишини 
исботланг.

2 А ( —2,3. - 4 ) ,  В (3 ,2 ,5 ). С (1, — 1,2), D (3.2, — 4) нукталар 
берилган. АВ векторнинг CD вектордаги проекциясини чисобланг.

Ж : - 6 ,  .
3. Учбурчакнинг учлари берилган:
1 (1, 2. 1). В { 3. -1 , 7). С (7, 4, - 2 ) .

Унннг ички бурчакларини хисобланг.

6- §. Векторларнинг вектор ва аралаш  купаитмалари

1.6.1. а векторнинг В векторга вектор купайтмиси деб с  =  « х  
Х Ь  курили шда белгилан\вчи ва куйидаги шартларни каноатлан- 
тирувчи с векторга айтилади:

а) с вектор а ва В векторларга перпендикуляр;
б) с вектор учидаи кара л га ила а всктордан b векторга эиг 

киска бурилиш соат мили йуналишига теска ри йуналшнда
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8- шак.1 9- шакл

кузатилади (а, В, с векторларнинг бундам жойлашувини унг учлик 
дейилади);

в) с векторнинг модули а ва В векторларга курилган паралле- 
лограммнинг 5 юзига тенг, яъни с =  S = |a |£  sinq (ц — а ва 
b векторлар орасщаги бурчак) (8 шакл)

Вектор куиаитманинг аеосий хоссалари
а) а х В =  — В х а .
б ) (У.а) X b  =  a X  {>b) = l ( a X b ) ;
в) а Х  [Е +  с) = a X b  +  a X c t
г)_ Агар а =  6, ёки 8 =  6, еки а\\В булса. у холла a X  6 — 0 Хусу- 

сан a X  a =  О
1.6.2. Кооршната уклари ортларининг вектор купайтмаси

•\гар

ГхГ= б . /Х/ =  0, k X  £ =  о
Гх J=k, j  х £—£ ь х l=J-

a =  axi-\-ayj-\-azkt 
b =  bxt “H b..j bzk

булса, у кол да

а X  b =
bx b„ ь г

Агар а ва b векторлар коллинеар булса, у холда

1.6.3. Жисм А нуктасига куйилган F кучнинг О нуктага нис- 
батан М моменти(9 шакл)

М =  ОА X  У  
формула билан хисобланади
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10- мн со л . a =  '2i—3j ва B =  3t-\-4k векторларга к\рилгс1н 
параллелограмм мни н г юзини топинг

К ч и in а ва Ь векторларга курилган параллелограммнинг
i  юзи шу векторлар вектор купайтмасинннг модул и га тенг 
5 = |u  X  Ь | Вектор купайтмани топимиз

а Х Ь  =

i ] к
2 - 3  0

3 0 4
=  — 12i —8/ +  9А

Демак, 5 =  д/( — 12)2+  ( — 8 )2+ 9 2 =  д/144 +  64-|-81 =  17 кв 
б и р л и к

1.6.4. а. В, с векторларнинг аралаш купайтмаси деб (а Х Ь )  
векторнинг с векторга скаляр купайтмасига айтилади.

Аралаш купайтманинг хоссалари:
а) ( _Ь ) - с - а - ( Ь Х с )

Бу хоссадан аралаш купайтмани abc куринишда белгилаш 
мумкин эканлиги келиб чикали.

б) a8c =  8ca =  cab, я ьни купантирилувчи векторлар уринлари 
дойравий а 1маштирилгандн аралаш купайтма киймати узгармайди;

в) a b c = — bac, abc =  — cba, а Ь с = — асЬ,
я ьни кушни иккита векторларнинг уринлари алмаштирилганда 
аралаш купайтма ишорасини \згартиради;

_г) агар векторлардан а калл и бнттаси ноль вектор ёки а, 
8, с векторлар компланар булса. у холда abc =  0 булади.

1.6.5. Агар

булса, v \олда

a =  a,/ +  av/-f a,k,
8 = bxi -f- Ьц] btk, 
C =  Cxl +  Cyj +  с k

axay аг 
abc =  bxbybг 

C x С у с г
Агар abc векторлар компланар булса, у холта

а, а,, а'х  “ <у “ г

b,b ь =  0
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I 1.6.6. Аралаш купайтма купайтнрилувчи векторларга курил га и 
параллелопнпед хажмига и шора аниклигида тенг, яъни V =  ±abc.

V\ и с о л. Учлари А ( 1, 2, 0), В ( — 1.2, 1) ; С (0, —3; 2) ва D (1, 
0, I )  н\кталарда б\лгаи nupdми ханинг хажмини хисобланг.

Е ч и  ш. Пирамиданинг А учидан чиккан кирраларига мос 
келувчи векторларни топамиз

Л Я = { - 2 ; 0 ; 1 ) ,  А С = {-  1; - 5 ;  2}, Л £  =  {0; - 2 ;  I). 

Пирамиданинг хажми шу векторларга курилган парамелопипед 
хажмининг -г- кисмига тенг бчмганлиги сабабли

О

1/=±i
—  2 0 I 

- 1  - 5  2 

0 - 2  I

=  4- . 4 =  — к\б бирлик. (> 3 - f

6- дарсхона топшириги

1 а ва Ь векторлар узаро перпендикуляр булиб, |а |= 3  ва 
|£ |= 4 булса, куйидагиларни хисобланг:

a) \{a +  b) X  (« — Ь > |; б) | (За — b) X  (а — 26)|.
Ж  а) 24; б) 60
2 а ва Ь векторлар узаро q =45 ли бурча к ташкил килиб, 

|а| =  |Ь |= 5  булса, р =  а — 2Ь ва q =  2>a-\-2b векторларга курилган 
учбурчак юзини хисобланг.

Ж  50 2 кв бирлик
_3 А (2, — 1 ,2 ), В (1,2 . — 1), С (3, 2, 1) нукталар берилган. 

А В х В С  ни хисобланг.

Ж  {6, - 4 , - 6 }
4. Учлари А (7, 3, 4), В [ I, 0, 6), С(4, 5, — 2) нукталардан иборат 

учбурчак юзини хисобланг.
Ж  24,5. кв. бирлик.
5. А ( 1, 2, — 1), В (0, 1, 5). С ( — 1, 2, 1). 1) (2. I. 3) нукталвр бир 

текисликда ётадими-*
6 Куйидаги векторлар компланарми
а) а Н — I. 3, 2}, Ь =  {2. - 3 , -4 }, с =  |- 3 , 12, 6};
б) а =  {3, - 2 , I}, Ь =  {2, I, 2}, с =  {3, - I .  -2 }?
Ж  а) компланар; б) нокомпланар
7. а =  {3, 4. 0}, £> =  {0, — 4, 1}, г =  {0. 2, 5} векторлар кандай 

учлик ташкил этади'-*
Ж  чап учлик.
8 Пирамиданинг учлари берилган
А (2, 3, 1), Я (4, 1, — 2), С (6. 3, 7). D ( — 5. — 4, 8)
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Учбурчакнинг D учндан туширилган баландлнги узунлигини 
топинг

Ж : 11 узун. бирл.
в-му ставил иш

1 а =3. b =  26, а X  61=72 булса, а -b ни чнсобланг.
Ж  ±30.
2. Учбурчакнинг учлари берилган.
А (1, - 1 , 2), В (5, - 6 . 2), С (1, 3, - 1 )

Унинг В учитан АС томоннга туширилган баланллигининг 
узунлигини хисобланг

Ж : 5 узун. бирл.
3. 1 (4, 2, — 3) нуктага куйнлган F  =  [2, — 4, 5} кучнинг В ( 3, 2,

— I)  нуктага нисбатан куч моментини топинг.
Ж : Vf =  {— 4, 3, 4}.
4 Учлари \ (2. — 1, 1), В (5, 5, 4), С (3. 2, — 1). D (4. 1.

3) нуктаяирда булган пирамида чажмини хисобланг
Ж . 3 куб бирл.

2- назорат иши

I \BCD параллелограмм да Р  ва \ нукталар ВС ва CD 
томонларнинг урталаридир. А Р —а ва А\ =  Ь -жанлиги маълум 
булса, векторларни а ва 6 векторлар оркали ифолалаиг:

1.1. АВ, AD 1.2. B P , DX
1.3. PD, AC 1.4. 7\B. A T .
1.5. HP. 4 С 1.6. BW, A C .
1.7. AD, AC 1.8. D\,ГАС
1.9. В V, Ж . 1.10. A l l BD
1.11. ВР, BD 1.12. DP, PC
1.13. AD , BD 1.14. d K\, BD
1.15. BN. BD 1.16. Ж , CD
1.17. PD, Ш . 1.18. DP. BD
1.19. ВС, AC 1.20. BP, A B
1.21. P D , AC. 1.22. CD, CA.
1.23. AD, Ш . 1.24. PD , BC
1.25. ВС. BD. 1.26. CB, DN
1.27. АС. A В 1.28. DC, DB
1.29. CD, BP. CO p AD, BN
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2 а . В, f, d вскторляр берилган я ) d векторнинг и, В. с векторлар 
оркали ёйилмасинн. б) сш +  р/? векторнинг уг +  6с/ вектор йуналиши 
даги проекинясинн топинг:

2.1. а =  [3, 2. -4 }. Ь = {- 2 ,  - 7 , I). 
с =  [6. 20. -3 }. <?=={— !. 4, 3};
ос =  4, р=  — 3, у = — 2, 6 =  6

2.2. а =  {14, 9. — 1}. 6 =  {5, 7, -2|. 
с =  { — 3, 1. 3}. <? =  {!. - 4 ,  6); 
а  =  5. р =  3. у =  — 4. 6 = - 2

2.3. 5=|1, - 3 , 1}, В = {- 2 . - 4 , 3|.
с =  {0, - 2 . 3}. Л =  { — 8, -10 . 13}. 
а  =  6, р =  — 7, у =  — I, 6 =  — 3

2.4. а =  {— 3, - 6 , 7}, В= [ 1, 3, I}. 
с =  {4, 5, I}. </ =  {7, 3, 8},
а =  — 3, р =  4. y =  5. 6 = — 6.

2.5. а =  {4, - 5 . -1 J, В =  \ - 2, 4, 1J. 
с =  {3, - 1 . 2}. rf =  |l, — 11. -9 }; 
а  =  — 3; р =  5. у= 1 . 6 =  7

2 .6 . а  =  \2 , 3, 4}. 6 =  { - 4. 3, - 1 } .  
с =  {3. 1. 2}, </ =  {4. 4. 9};
а  =  5. р = — 8. у = — 2. 6 =  3.

2.7. а =  {4, — 3. 2). 6 =  {3. 2. — 7}.
с =  { — 2, 5. 1}. d =  [ — 4, 22. -13}; 
а =  - 5 . р = — 7. у =  - 3 . 6 =  2.

2.8. а =  { —6, 4, 5], 6 =  { — 5. 3, - I } .  
с = { 1. 2, 3}. rf =  {3, -9 . 2};
а  =  2, р = — 6, y =  4. 6 =  5

2.9. а =  { — 4, 3, -4}. 5 =  {3, - 5 , 6}. 
с =  {7. 2, I}. J = {— 9, -16, 12}; 
а =  6. р =  4. у =  2, 6=  — 7.

2.10. 5 =  {4, — 7. 4J. Ь =  | — 3. 2, I}, 
с={9. 5. 3}. d=[\0, 13, -8 } 
а =  7, р =  2, y = — 6. 6 = —5.

2.11. а =  {- 4 , - 2 , 7], Ь =  {- 3 . 3. 4}. 
г = {— 1. 1. 2}, d =  {2. -14 . 0}; 
а  =  3, р = — 2, y = — 5. 6 =  3.

2.12. а = { —7, 4, -3}. В= {2. -5 . 1}, 
с = {5. 3. 2}. rf =  {3. 12. 1}.
а  =  3, р =  — 1. y = — 5 6 =  4

2.13. а =  {6. - 2 . 1J. />' =  { — 2, 7. -5 }. 
г =  {3. 5. 4}. d =  { — 5, 26. 5};
а  =  6, р =  2. y =  - 3 . 6 =  7.
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2.14. а =  {— 3, 4, 5}. b =  [5, 1. -2}, 
tT={7, 2, I}. d =  (IO, 17, 151;
а =  5, р = — 2, у =  3, Л =  4.

2.15. о =  {1. 7. 2}, £ = {- 3 ,  4. -5).
с =  {I. 3. 6}. <7 =  {- 8 . -10 , — 10}; 
а  =  4, 0 =  2, 7  =  3, 6 = — 5.

2.16. fl =  ( — 5. — 3. — 1|. £ =  {3, — G, 2}. 
г =  {- 2 . 1, 3}, t/ =  (7, 22. 2);
ct =  2, р =  5, v = — 3, 6 =  4

2.17. а ={2, — 4, 5}. b =  \ — 3. 1, — 8}. 
£: ={4, 2, 3}. J  =  {5, 15, -1>.
а  =  1, р =  5, у  =  — 3. 6 =  2

2.18. а = {— 1. — 3, 4}. /7 =  { — 3, 2, 1},
г =  {G. 1, — 3}, б/ =  {— 3, — 19. 14}. 
а =  2, р =  — 1, у =  3, 6 =  4

2.19. а =  {1, - 2 , 5}, 6 =  {— 2. 4, 1}. 
f  =  {3. 1. - 3 }, J = | l l ,  6, 5}, 
а =  1, р =  3, у = — 4, 6 = — 2

2.20. а ={3, — 4, 2}. 6 = {-1 , 2, -3}, 
с = \5, 3, 1}. J  =  {11, 2G, -9}; 
а = — 2, р =  3, у =  — 3, 6 =  6

2.21. а = {4. —5, — 3}, 5 = {-2 , 3, 1},
с =  {3, - 1 , 2}. d = (26, -23, -1 }; 
а =2, р =  4, у  = — 3, 6 =  5.

2.22. а =  { — 5, - 4 ,  0}, £ =  {4. - 3 , -2 },
с Н О . 2, — 3}, J= {6 , — 14, -17};
а  =  5, р =  1. у  =  - 2 , 6 = — 3

2.23. а =  {4, - 3 .  5}. Ь =  [ - 2. I, -3},
с =  {6, 1. 2}. ^  =  {- 6 , 11, — 12};
ос =  5, р =  2. у = 1 , 6 = — 4.

2.24. а =  { — 4. 3. 5}, 6 =  {2, 7, -3 }, 
г =  { — 3, 0. 1}, <7 =  {— 7, 37. 4}; 
а =  — 2, р =  — 4, у =  2, 6 =  3

2.25. о = { — 4, 0, 3}, b =  { — 7, — 2, — 4|. 
с =  {3, I. 2}, </ =  {0. 5, 22},
а =  2, р = — 5, у = — 3, 6 =  4.

2.26. а =  {2, - 1 , 0}. Ь =  \ - 5, - 3 , 4}, 
с={1. - 1 . 1}, rf =  {- 3 . - 2 , -3 }, 
а =  3, р = — 2, у = — 4, 6 =  5.

2.27. а =  {3, — 2. — 4}, 6 =  { — 2, 5. 0}, 
с= | 1. 3, 4}, J  =  {7, 10. -  12}; 
а = — 4, р = — 6, у =  2, 6 =  5.
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2.28. J  =  {- 6 . 3, -  I], 6 =  {2. — 3. — 5}, 
f  =  { - I .  I. 2}. d =  [ ~  1. - 5 .  -15}, 
a =  — 1, p =  — 3, у =  — 2. 6 =  5.

2.29. a =  {4, 5, -3 }. 6 =  |- 3 , 0, — 2}, 
c =  [2, - 1 ,4 }, J  =  {3. 1. 7};
a =  — 1, P =  4, y =  3, 6 = — 2

2.30. a =  {2, — 1, 3J. 6 =  { — 3, 5, 2}.
r =  {5. 4, 1}. d =  {— 10. - 1 1 . 11}; 
a =  6, P =  3, у =  — 4, 6=  — 5.

3 A BCD  пирамиданинг учлари берилган.
а) Пирамиданинг берилган кирралари орасидагн бурчак 

косинусини топинг;
б) пирамиданинг берилган ёги юзипи топинг:

3.1. А (6, - 4 . 1). 3 (6. 3. -  1 ), С ,2. 5. 7). D ( - 4 . - 2 , 3), 
а) \В вв А С Ш, б) UBC.

3.2. А (6. 4, - 7 ) ,  Ь (5. 7, - 4 ) .  С ( - 5 ,  - 4 , 2). D (4, 2, 3), 
а) ВС  ьа B D ; б) ACD

3.3. А (- 2 ,  8. 7), 5 (6, - 2 . -  3), С (8, 2, - 3 ) ,  0  (3, 5. 3); 
а) С/1 ва CD; о) BAD

3.4. А (4 4, 3), в  *2. - 4 , 5). С  ( — 1.3 — 4). D (4. — 7. - 9 ) .  
а) D/4 ва D B . б) ЛбС.

3.5. Л (- 5 ,  - 3 , 2), В (4. - 2 ,  — 4). С (5. 7, 2). D (1. 3, 4); 
а) 1В  в а AD\ б) CBD

3.6. А ( — 5, Н. 4). Я ( - 6 ,  2, 4 ), С (9, — 5, 3), D (7, 2, - 8 ) ;  
а) ВС  ва ВА, б) D/1C.

3.7. 1 (1. - 9 . 7), Я (3, - 5 . l j .  С ( - 9 .  3. - 5 ) .  D (2, 4, 7); 
а) СВ ва CD, б) Л Я 0

3.8. А (4, - 2 . 9), В  (3, 5, -  1). С (5, I. 7). D ( - 6 ,  - 3 , 5); 
а) D/1 ва DC; б) /1ЯС

3.9. Л (4. 1.2), В  (1. — 5, 4), С (9. - 7 . - G ) ,D  ( - 1 , - 5 ,  - 2 ) ;  
*) Л С в 1 A J :  б) /i CD.

3 tfi \ ,2 -Г» 1 Л (3 -6. — 7). С ( — 9. — 6. 7). D (7.2, 5); 
а) ?D  ва ВА, б) C4D

• 1 • ; -5. - 3) h (9. 7. 3 ), С (8, 7, I ) .  D ( — 2, — 1, 7);
| 1 ва C/i; Г ) /16D

l l  I > /5 (О. — 4, 8 ), С ( — 3. 1. 5), D ( — 5 ,— 6 ,— 7); 
.и . )В ва DC; б) ABC

з 13. А ( - 9 ,2 .6 ) , В  <— 7, 2, 3 ). С (5. — 6, — 4 J.D  (4, — 4,5;, 
а ) ЛВ ва ЛС; б) ОЛС.
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3.14. 1 ( — 3. О 4) В  (8, — о, 5). С (4, - 4 , — 3), £>(6 3 5) 
а) ВС  ва B D , б) 1 CD

3.15. А (- 3 ,  8, 2), В  ( - 8 ,  2, 4), С (3, - 7 ,5 ),  D (5, 4, - 6 ) ,  
а) СА ва CD. б) BCD

3.16. А (5, - 3 , 9). В  (8, - 5 , 1), С (- 7 ,  5. - 3 ) ,  D (4, 2, 5). 
a) DA ва DC б) В  \С

3.17. А (5, - 1 . 6 ) , Б  (- 6 ,  7,5). С (2, 1,3). D ( - 3 ,  - 5 . - 4 ) ,  
а) АС  ва AD, б) BCD

3.18. А (1 .2 ,3 ),Я (3, - 3 , 2 ) , С (7, - 5 ,4 ) ,D  ( - 3 ,  - 7 , - 4 ) ,  
a) BD  ва ВА, б) CAD.

3.19. А (4, - 3 , \ ) , В  (О, - 3 . - 5 ) ,  С (- 3 .  - 2 , \ ) , D (9 ,4 ,7 ), 
а) СА ва СВ, б) ABD

3.20. А (5. - 4 , - 2 ) ,  В  (7, 5, 1), С (3, 2, - 4 ) ,  D (- 2 ,  - 5 .3 ) ,  
a) DB ва DC\ б) ЛВС.

3.21. А (- 7 ,  2,3), В  (0, - 2 ,6 ), С (- 1 ,3 ,7 ) ,  D (- 3 .  - 4 , - 5 ) ;  
а) А В  ва AD, б) CBD

3.22. А ( — 7,6. Л), В  ( - 4 ,  1, 1), С (3, — 2, — 6 ),/ ) (6, — 2,3), 
а) В С  ва ВА, б) ACD

3.23. А (- 4 ,  1, 5), В  (5, - 3 , 2), С (3. - 5 , - 4 ) ,  D (8, 5, 7); 
a) DA ва DC; б) ABD

3.24. А (- 5 ,  4. 2) В  ( - 4 ,  6, 2). С (1. — 5. 3), D) (3, 6, - 4 ) ;  
a) DA ва DC, б) ВАС

3.25. Л (3, - 5 , 6), В  (6, - 3 , 4), С ( — 5, 3, - 2 ) .  D (2, 4, 3); 
а) А В  ва АС, б) D BC

3.26. Л (4, - 2 .8 ) ,  В  ( - 2 ,2 ,3 ) ,С (6,4, 1), Л (- 4 ,  - 3 , - 5 ) ;  
а) ВС  ва BD, б) ACD

3.27. Л (- 3 ,  2, 4), В  ( - 2 ,  5, 3), С (4, - 2 , - 3 ) ,  D (1, 4. 2), 
а) СА ва CD, б) BAD

3.28. А (- 4 ,  4, 3), В  (4, - 3 , - 2 ) ,  С (6, 4, -  1), D ( 1, 3, 1); 
a) DA ва DB, 6) САВ

3.29. А (2, 2, \), В  (4, - 2 , 3). С (- 3 ,  5, - 2 ) ,  D (6. 5. - 7 ) ;  
а) АС ва AD, б) BCD

3.30. А (- 3 ,  - 6 , 3), В  (6. - 3 , - 2 ) ,  С (1, 2, 1). D (5. 4, 3),
a) BD  ва ВА, б) CAD

2- намунавии %исоб топшириклари

1 а, Ь, с векторлар базис хосил килишини текширинг. d 
векторнинг шу базисдаги ёйилмасинн топинг;

1.1. а =  {0, 3, 1}. Ь =  [ 1. —2, 0), с =  [ 1, 0. 1}, d = {2, 7, 5}
1.2. а =  {— 1. 0, 1}, Ь =  {3, — 1,2} ,  с =  {0, 1. 5}, d =  {8, - 7 ,  — 13}.
1.3. а = {4, 0, 1), В=\3, 1. — 1}. с =  {0, — 2, 1}, J  =  {0. —8, 9}
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1.4. а = 1. 2, — 1). £ =  {- 3 . 0, 2}, с =  {1, 1, 4}, J = { — 13. 2, 181-
1.5. а = — 1. 1, 1}, £ =  {3, 2. 0}, с= { 1, - 1 , 2}, J= { 1 1, -- 1 -4}-
1.6. а = 2, - 1, 0}. 6 =  \ 1, — 1, 2}. с =  {0. 3 I), d =  |- 1, 7, 0}.
1.7. а = 4, 2 I}. Ь = [ 1, 0 1}, с =  {2 1, 0}, J  =  {3. 1. 3}.
1.8. а = —3, 2, 5}, 6 =  {|, - 1 , 0}, с =  {2. 1. о}, d =  \- 9, 3. 15}.
1.9. а = 1, 3. 0} £={0. - 2 . 1}, с =  { 1, 0, 1}, d =  {8, 9, 4|
1.10. а = — 1, 1, 0}, Ь =  {3. 2, — 1}, с =  {0. 5, 1}. d =  [5, 0. 3}-
1.11. а = 4, 1, 0}. Ь =  [3, - 1 .  1}, с =  {0, I. -2}. J  =  {1, -4, I}-
1.12. а = 1, - 1. 2}, £ =  {- 3 . 2. 0}. с =  {1, 2. -1 }, J  = {8, 8 7}-
1.13. а = — 1. 1, 1}, 6 =  {3, 0, 2}. с =  {1, 2, I}, t/ =  !8. 5, 7}-
1.14. а = 2, 0.

0II»тCN1*<Cj 1, 3}, d =  {5. 4 5}.
1.15. а = 4, 1, 2}, * =  {1, 1, 0}, с =  {2, 0, 1}, rf={3. 5. 0}
1.16. а = 2. 5, — 3}, £ =  {- 1 , 0, 1}, с =  \ 1, 0 2}, d =  \ — 3 -5, 7}.
1.17. а = 1. о, 3}, Ь= {0 , I, — 2}, с =  {1, 1, 0}, rf =  {7, - -I, 19}
1.18. а = 0. - I, I}, £ = {- !•  3, 2}, с =  \ 1, a, 5}, </={5, — 15 0}.
1.19. а = 1, 0. 4}. £ = {- 1 , 1, 3}, с =  {1, - 2, 0}, 6/ =  |- b. 2. 0}.
1.20. а = 2, 1, 

-9|.
-1}, 6 = [0. — 3, 2}, с =  {1, 1. 4}, d = 1- 6, — 14

1.21. а = 1. 0, 4}, £ = { -  I. 1, 3}, с =  { 1, - 2 0}, J  =  {0, 7 29}.
1.22. а = 2. 1, — 1}, Ь =  {0. - 3 ,  2}, с =  {1, 1, 4}, d=\4. 9, — 14}-
1.23. и = 2, 0, 1JтIt*C) 1. 2, 1}, d =H -1 1. 11

-1 4 }
1.24. а = I. - 2, I}, Ь =  {— 1, 0, 2}, г =  {--3, I, 0}, </ == {16, — 19

()}.
1.25. а = 1,0, 2}, 6 =  {3. — 3. 4}, с =  {0, 1. !},</ =  {— 16 13, — 25}.
1.26. а = 3. 1, 0}. £= {1, 2, 2}, с =  {1, 0 1}. J  =  {6, 7, 9}
1 27. а = 1,0, — |}, 6 =  {3, — 1.2}, с =  {0, 1. 5 U  =  {- 1 1, 10. u-
1.28. а = 1 0, 4}. fc =  { - l ,  3, 1}, г =  {1, 0, --2 ),d  =  { - l . 15, 33}.
1.29. а = 1. 2 -1}, 6 =  { — 3, 0. 2}, с =  \ 1. - I .  4}, d = !- 7. 16

-25}.
1.30. а =  \ 1. — I. 1}, b =  {2, 3, 0}, F={-1, 1,2}. J={—1. - 4 , 10}.

2 А, В  ва С нукталарнинг координаталари берилгаи.
а) а ва b векторлар орасидаги бурчак косинусным;
б) + векторнинг а вектор йуналиншдаги ироекинясинн 

топинг:

2.1. /1 (9, 10, 1). В  17, 6, — 1 С (4. 0, — 4), 
а =  2АВ — ЗАС. Ь =  4ВС  +  АС, сс=1. р =  2

2.2. А <0, 2, 1). В  (К  2, 0) С (0. 3, - 1 ) ;
£= ЗЛ Г: +  ЗАС Ь =  2АВ +  ъВС ; а =  — 1. р =  2

ы



2 Л. J 
а- 

2 V А 
а - 

2.5. 1 
а = 

2 Ъ. 1 
а = 

2 7. 1 
а =

2.8. Л 
а =

2.9. А  
и =

2. 10. 1 
а =

2.М. 1 
«  = 

2.12. Л 
а = 

2 13. 4 
а  = 

2.14. 1 
и = 

2 15. 1 
а = 

2.16. 1 
а  = 

2.17. 1 
а - 

2 18. 1 
а - 

2 19. I 
а = 

2 20 1 
и = 

2.21. 1 
а = 

2 22. 1 
а =

0. 1 8). В  1— 5, 4 — 2). С ( — 1. 4, I ) ;
\В-4  1C. 6 =  ЗЛС +  2 1/i ос =  — 2 0 =  3

3. U D . f i  i — 2, 3, 2). С ( I.  1 — 2);
3ВС  — АН, 6=Г>ЯС +  5ЛС; а. =2, 0 =  - 3
4. 1. — 3), /i_(5, 1. —2к С ( — 1. 3, 3);
4ЛС — 2 (£  6 =  7 Ш  + 5ДС а =  0 =  3
4, 1. 1), В  (3, 1. 2), С (0. 1. — 2);
ЗВС  — 4С \, 6 =  fa/i \ — АС. а  =  3. 0 =  2
-3 . 4, — (0, 1, — 2). С ( — 1, 2. 3);
4~ЛВ — ЗЯС, 6 = 5 С Л — 2ЯЛ; а  =  — 2. 0 =  5
7, 5, - 2 ) .  /i (b, U 0) С £7, 2. 2).
4ЛЯ — ЗЯС, б' =  2С£4-5ЛС; а = —4. 0 =  2 
-3 . -7 . — 3), В (- 1 . -3 . - 1 ) .  С (2, 3, 2) 
2ВС -5 Л В . 6 =  5 1C — C/i, а = - 3 ,  0=1
2 — 18) ,  В (3, 1, 7). С (2, 0, 7);
А В — ЗВС, Ь =  ЬС В  — 2АС, а  =  5, 0 =  6 .

—  L  — 1 8 ) 1 .й  <4 - -  *• — 2 ) ’ с  (0 , — 1. 1 );
Г>ЯС +  2 1/i, 6 =  2 1C — 5 1/i, а =  - 4  0=  i
- 2  4, — 2), В  (3, 1, 0). С (О, 3, — 4);
U B - 4 1C, 6 =  2/iC +  5C4, а =  3, 0=  — 6
1 1, 4), В ( — 2. 1, 5), С ( — 1, 3, 3),
4 lC - 2 / iC , 6 =  2 1С +  ЗЛЯ, ot= - 5 , 0 =  3
4, 2. 6) в  (2, 2, 8), С ( — 4. 2, 0); 
оАВ — 7 1C, b =  2ВС  +  2>ВА, а =9. 0=12
15, — 12J J )  /i (6, — i 0), С (У. - f a  1),
Л С — (i/iC, 6 =  ЛД +  ЗвС ; а = — 7, 0 =  Г,.
— 1. - 5 , - 2 ) ,  /i (0, — 6. 1). С ( — 1. - 8 . 2) 
ЗЯС  +  5 \В. 6 =  5 1C — 3 1/i ос =  — 3, 0=1

1 — Ю. - 5 ) ,  В  ( I,  - 6 . - U  С (О О, I).  
2ВС  — 3 1C, 6=4 l/i +  ЗЛС; а =  4, 0=  — G

3, 3, 7) Zi ( - 2  3, Г,). С ( — 3. 2, »));
4 Ш  +  1C. 6 =  2/iC — ЗЯ4, а =  — 3. 0 =  8
2, - 2 , - 8 )_ / i  (5, - 2 , - 4 ) ,  С (1. - 2 .  - I )
5 1£ — ЗвС , 6 =  4СЛ +  1/i; а = — 4,0=1
1 2. 1) В  ( — 4, — 1. ii). С ( — 1. I. 2);
\СА — 2 1/i. Ь = 2 В А + \ С В . а =  3 0 = — о
1 1. ( — 2, 5, 1). С (- 1 .  3. 3);
А В  +  ЛС, 6 =  2 Я С - 3  1/i; а =  3. 0 =  -  1 .
0. 1. - 2 )  В (3. I. 2). С (1 I. 1);
2ЯС + З Ж  6=3/iC— I Л/i; <а= —2. 0=6*

»>2



2.23. 1 (6. — 8, 10), В (0, — 2, 1) С (2, — 4 0); 
а =  ЗЛ$4-6Св, Ь =  2АС — ЬАВ, а  =  2, р =  е .

2.24. Л (0. а, 2). В  ( — 2 — 1, 0), С ( — 5, — 7, — 3), 
а =  ЬВС  — 2СЛ. 6 =  6ЛЯ +  4ЛС; а  =  — 2 0 =  5

2.25. Л ( - 1, 4, 6 ), В (0, 2J> ), С ( -  1. 3, 5);
а =  8ЛС — 4ДЯ. /> =  2Й С -6 Л Й . а =  — 3. 0=  — 4 .

2.26. Л (1 ,^ 2 ,  3). Я_(4, — 2. — И, С (0. - 2 . 4), 
а =  2ЛС +  ЗЛв, b =  3AB — 4BC. а  =  2 0 =  1 .

2.27. 1 ( — 1 I. l )^ f i ( — 6. 4, 3) С ( — 3, 2. — I ) ;  
а =  4'ЛЙ — ЗВС , 6 =  ЛС+Л/1; а = 4 , 0 = — 6

2.28. 1 (1, I 4; В ( — 2. 5. 5), C J — I 3. 3);
и =  2 Л С - З Я С . Ь =  2АВ +  ЬСА\ а =  - 2  0 =  6

2.29. Л ( - 3 ^ - 1 ,  - 2 ) ,  В  ( — 4. - 1 , - I ) .  С (0 - I ,  2); 
а =  З Я С - 4  Ш\б =  2ЛС +  ЗЯС ; « = - 6  0 =  4.

2.30. Л (5 — 4. 3 j . f i  (2 — 1.0 ), С ( 3 , - 2  1); 
а = В С - f- 1C, 6 =  2 Л Д - ЗС Л ; а =  — 5, 0 =  3

3 Агар а , b, а. р lap маъ 1ум булса, с i =  « ia  -j-Pi6 ва С2= а > а  -\-fcb 
вскторларнинг коллинеар булиши булмаслигини тскширинг:

3.1. а = {4. -3 . 1}, £ = {- 5 , 0. 2} а\ =  — 2, р =  5 аг = — 5, р2=2
3.2. а = {- 3  0.5} Е = { - 7,2.4} ai =  — 2, р =  6 a = — 3, Рг = Ь
3.3. а =  {0,-1. 2}. 6 ={4,3, --И; ai =  —3, P« =  1, CL2= -2, р2=6
3.4. а =  {7, 1, - 3}, Ь =  {8 0 5}; а | =  — 9, ii == 12. аг = 4, р2 = 3.
3.5. и=  {8, 3. - 1},6={6, - 1.2} at =  —5>P =  2 «2= — 2. 02 = 5
3.6. а —13. -1 , 0}; Ь= {У. 2 4}; ai =  —3. Pi =  4. аг —4, р2= — 3
3.7. а =  {-2 , 1, 7}, 6 =  {3. 5 _ 9}; а, =5. P i = 3; аг = 1, 02 = 2
3.8. а = {7,0. 6};Ь = {-2 , 1,5} а ,=4. р = -6 т = -2. Рг =  3
3.9. а =  (-Ь , - 7, .}}. Ь= [4, 1, 2}; at = -2 , P.==3; «г = —3 Рг = 2
3.10. и= 1-1, о 4}; £ = {0, 7. 3}, «| =  - 7 P. =  5 а 2 =-2, р2=3.
3.11. а =  {5, 3. 7} Е ={4, — 2 И: ai =  l. Pi = -2 ; аг = -3, 02=6.
3.12. а = {10 7, г>}, Ь={Ь, — 1. 3}, «1 =  1, pi = — 2; «2 = -2. 02 = 4
3.13. и= {3, 1,4} Ь — {— 1, 3, К}, «| =6, Pi = - 10 « 2 = -3 . р-=5
3.14. и = {3. 4, 6} b=\ — 2, 0 5}; a, —4, p = 3; «2 = 3. 0 = —2
3.15. а = {3, 4, 5}. Ь =  \-2, 9. 7}; a i= 4  pi — 1; а 2 -1 . 02=4
3.16. а-={1 -7, 2|, М - 1 , 2. - 1}; ai =  1. Pi =  --3; «2 = —2 р2 = 6
3.17. а = {4, -3 , 1}. Ь =  \0, 7 3}, «1 =  1, p = 2, a 2 = 2, р3=4.
3.18. а = {2, 5, - 3}. 6 = { -  1 7, -2}; « ,= 2, P.= 3, а.»=  3. 02=2.
3.19. а = {1. -2 , 1}, Ь =  [-2 , 3, 0}. а, =  5, P. = 3; «2 -2 , Рг = 5.
3.20. а = {3. 2. 7} Ь =  \- 1, 0, 51; « i= 3 . Pi = -6 ; а>= 1, Рг = 2

*>з



3.21. о* =  |0. — 2. 6}. 6 =  J2. 1. — 1}. a ,= 3 . 0, =  — b ;a 2=l.p,>= — 2
3.22. J= {5 . О, I}. 6=1 — 2, — 3. — 2}, a, =  — 3, pi =  — I: 'x = 9  p> =  3
3.23. о =  {I , — 1.2}, 6 =  {— I, 1.3}, a ,=  I, p ,=  — 2; a  =  — 3. P> =  G
3.24. « =  {0. — I. 3}. 6 = {5. — 2. 1}; a ,=  1. p ,=  — 2; n : =  — 2 p, =  4
3.25. o =  | - l .  I. I}. 6 =  { - 2. 4, 1}, a ,= 2 , p ,=  4, T ti= l. pf =  I.
3.26. о =  {7, <♦, 5}, b =  H. 5. 3}; a, =  — 2, p ,= 3; a ,=  1, p3= - 2 .
3.27. « =  {— 1. — 1.2}, 6 =  { — 3. 2. 1}; cti=  — 1, p ,= 8; a 2 =  3. p> =  4
3.28. o =  {7. - 2 , 1}, 6 =  {1, 1. -2 }. a, =  — 1. p, =2. a 2 =  3, P̂  =  5.
3.29. a =  {5, 3. -2 }. 6 =  {I. 0, I}, a, =  — 1. p,= 3; a> =  2. p>=l
3.30. o = { — 1. 0. 3}. £ =  {3. - 2 . 1}. a ,= 3 . p, =  — 1; a 2 =  4. p = 2

1 a b вя с векторлар компланар б\ лиш булчаелигинн аииклннг:
4.1 а =  |9. 5. 8j, b =  \\. 3. 3}. с =  (5. 3. 4}
4.2. J  =  |ii. 11. 8}. Л =  {0. 1. ]}. tT={2, 4. 3}
4.3. о =  | — 4. - 1 , 2}. 6 =  |- 7 . - 3 , I}. с =  \ - 6. - 1 . »}.
4.4. a =  { 1. 2. 1}. 6 =  { — 5, — 4, — 5}. f  =  |0, I, 3}.
4.5. a =  {— 1, 1. I}. 6 =  {f>, 1. 8}. f = {3, 0. 3}
4.b. o* =  {8. - 3 . 1}. 6={3. 0. I}, c =  [4. — 1.1}
4 7. J  =  {2, 1. 2}, 6 =  {— l. — 2, — 1). tT={4, 3, <»}.
1.8. o =  {G. 2. b}, 6 =  { - J ,  — 4. - %  r =  {l. 1. 1}.
4.9. й =  {— 1. 0. 3}. 6 =  |b, 7, — 1}. с =  {3. 3. - 3 }
4.10. o = { — I. 4, -2}, 6 = { - l .  2. 0}. c =  { — \  10. -7}.
4.11. a =  {2. 2. 2J. 6 =  { - l ,  0. —-1}. c =  \ 1. 3, 2}.
4.12. t; =  { _ K , l .  3}. 6 ={4, 3. 2}. c H I .  2, 3}.

4.13. J  =  {1, l . ’ l}. 6 =  {— l. I, — I), c =  \2. 5. 1}.
4.14. J  =  {4. 3. 2}, 6 =  |1. 2, 3}. c =  { — 3. — 1, — 1}
4.15. o*=[l, 1, 1}, 6 =  {|. - 2 , 1}, f  =  11, 3, 3}
4 16. <2 =  1— 1, 2. 5}. 6 =  {0, — 1, — 2} c =  \— I, I. 3}.
4.17. a =  (2, 2, 2}, 6 =  {1, — 2. 1}, 5=(1. 3, 4}
4.18. J = { - 1. 0. 2}, 6 =  {4. 7, 6}. c =  {l, 3, 4}.
4.19. o =  {3, 2. I}. 6 =  1— 7. — 3. I}, c =  |l, 2, 3}.
4 20. J  =  {1. 2, 2}. 6 = {— l. 0. -2 }, f = {2, 7. 3}.
4.21. J  =  {I7. — fi. 2}. 6 =  JI, 0, I}. c =  |G. — 2, 1}
4.22. J  =  {2. I. 2}, 6 =  |— l. — 2. -1 }, Г={4, 3. b}.
4.23. J  =  {4. 2. 4}, 6 =  1-1, - 2 .  -1 }. r =  |4, 3. 7}
4.24. 0= 1— 1. 0. 2}. 6 =  {Г>, 7, I}. c =  {2, 3. 2}.
4.25. о =  (4, 2, 4), 6 = (— l. 0. — 1}, r =  (4, 3. 5}
4.2fc. J  =  {3. 1. 2}. 6 =  { — 3, — 2. — 2}. c =  \5, 10. 3).
4.27. о =  (4, 7, (ij, 6 =  11. 3. 4}, t: = | —  3. — 4. -2}.
4.28. o =  {- 2 , 3, ttj, 6 =  1-1. 0. 1}. f  =  j— !, 1. 3|.
4.29. o =  {2, 1. 2}. 6 = { — 3. - i .  3}. c =  [2. 2. l|.
4.30. o H -  I. I. 1}. 6 =  {5. 2, 4}. <* =  {2. 1. 1}



Г) I Iii(>dми ldiiitin учлари 1. В. (\ 0  бери.иан.
а) Курсатилгаи с к юзшш; б) мирами шминг / киррасн ва берилгаи

иккита учила» ут\нчи кесим юшпи. в) мирами.шнинг хажмини
\исоблам1

5.1. 1(1. О. — 3). « ( - I .  1, 0 |, С [2. — 1. I ) .  0 (0. 2, И ; 
а) I ВС ; ft) /=/10. В  ва С.

5.2. l«f». 1, 2). В ( 1. - 2 , 2). С( — 1. 2. 1). 0 ( 2. 0. 1»; 
a) BCD; С» / =  /М, С на 0.

5.3. 1<_4 - 5 .0 )  Я (6 — I. 2|. С(1. 0. I ) .  0 ( — 3. 2. 1>: 
а) 1Г 0 . О) / =  СД 1 на 0

5.4. 1(2. - I .  П . Ж - 3 .  0 . - 6 >. С (- 5 .  3. - 2 )  0 < - 1,10.3): 
а) 1 ВО; б) l =  CD, 1 ва Я

5.5. 1( 1. - 3. 7». Ж - 1  0. * ) . Г ( - 1  - 2, h ,  / Ж .  2. - И :  
а) 1ЯС; б) / =  Я0 . 1 ва С

Г».ь. 1 ( — 1. 1. 31. /ЯГ). - 1 . 2) С (2. 1 - 4 ) .  0(1. - 3 . О), 
a) BCD; б) / =  1 С, В  ва 0

5 7. 1(5. 3. — 4), В [\ 0. 3). С*{2. — I. 4). 0 (0 . 3. 1); 
а) 1Г0. б) 1 =  АВ. С ва 0.

5 8. 1(3. 7, -  I).  В ( — I. 1. 3). С<2. 3. 01. 0 ( — 1. - 1 . — 2).
а) 1Я0; б) l= B C , 1 ва 0

5.9. 1 (— 8. 2. — 5). Д( — 1, — 3. 0). С ( — 1. 1, 2). 0 (6 . — 5. — 3),
а) 1 ВС; б) / =  С0. 1 ва В

5.10. 1(7. —8, — 10). В [ — 3.3. — 1).С (0 . — в. 5). 0 (  — 3. - 4 .2 );
a) BCD; б) / =  .10. В  ва С.

5.11. 1 (— 3. 0. — 4,. Д (1. 0. — 1). С(1. 2. 2). 0 (6 . 3. I ) ;
а) 1С0. б) / =  Й0, 1 ва С.

5.12. 1( — I. 2. — 5). « ( 8, 5. — 10). С (0. — 3. 2), 0 (6. 2. - 4 ) .
а) 1Д0; б) 1= АС. Я ва 0

5.13. .1(1. 2. — 4), /3(1 3. 3). С ( — 2. — 1, " ) .  0(1. 2. 7),
а) 1 ВС; б) / = 1 0  В ва С

5.14. 1(6. - . 1. - 6 ). й(2. - 3  - 7 ) .  С(2. 5. - I ) .  0 (4 . 1. 2 )
а) /1С0; б) / =  ЛД. С ва 0

5.15. 1(7. 6. — 10». /*(— *3. 6. 3», С ( — 3, 0. — 6». 0 (2 , — 5. — I ).
а) 1С0; б) l =  CB. 1 ва 0

5.16. 1(3. — 6. - I ) .  Я ( — <>:и— 5. 1), С(Г>.3. — 2) 0 ( — I . - I . 0).
а) 1 В/); б) / =  <70, 1 ва Я.

5.17. 1( 1. I. — I) .  «(4 . 2 I).  С(0. 5. 2), 0 (0 . >. 5);
а) 1 ВС; б) / =  « 0 . 1 на С

5.18. 1 ( — 7. 9. - 10). « ( - 6. 0. 5). СМ . 2. 1). 0 ( - 2 .  - I .  2);
a) BCD; 6) 1 =  АС. В  ва 0

5.19. 1(6. — 1,. В [ — 1. — 8. 4). 6 (1. 7. — 1). 0 (  — 4, 0. —2);
а) 1 СП; б) /= 1 В. С ва 0

5.20. 1( — I 2. — 2). Я ( — З Л —  6. — 2). С(2. - 3 . - 5 ) .  0 (5.4 11).
а) 1ВП; б) l= B C . 1 ва 0
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5.21. 1 (— 9. 1 . «), /#(ti 2 . 5). C ( — 3. о. 3). O f0. 2. 1);
d) 1ЛС; 6) J= C f j t A Hd /5

5.22. Л(5. 2. — 4). /5(1, 2, 3). C< — I, 2, 1). 0 (2. — I. 2):
a) BCD , 6) /= 10. В  Bit C.

5.23. U — 2, 0. — I),  /5(1. — 2. 2». CO- I. — I) .  ^<2, I. 1). 
n) ICO. 6 ) 1 =  BD, 1 ом С

5.24. Л ( - . 3. 5. 7). /5(7. 3. 6). С ( — 2. 1, 1), 0 (1 . 3. 2|:
d) l ДО; 6) /= 1C. /5 ва D

5.25. Л (- й .  9, 5), « ( I .  2. 3). C(2. 3. 1). D ( - l ,  I. 1).
a) 1BC. 6) /= 40. /5 ва С.

5.2-6. 1( — 12. 8. — 4), /5(3. 7. — 2). C<3. b. — 3). Of — 7. 5. I ) ;
а) ДС/Л 6 ) /= 1/5. С на D

5.27. Л (4. 5. 2). /5 (0. — 2. — 5). C ( — 4. 5. 1). 0 ( — 7. 1. — J).
a) ICO. ft) / =  C/5, 1 ва /J. .

5.28. Л(Г>, I, 3). f l ( - 2 ,  I. 2). C(0. - 1 . 4). D ( — 3. 2. - 1 ) .  
a*), ABD , 6) l= C D , А ва В

5.29. Л ( — 6. 2, « ). /5(1. — 5. 0). C(0. I. — 2). /)(3. — I. 1);
a) 1/5C; б) /= ЯО . 1 ва С.

5.30. Л ( — 4. - 2 . 2), /5 ( — I , I. 2). С П . О - 2 ) .  0 (1 . - I .  1). 
а) /5СО; б) /= 1C, /5 ва О

7- §. Текяслиннинг тенгламаси.
Текисликнинг умумии тенгламасини текшириш.

Ту ри чиликнем! тенгламаси

1.7.1. 0\yz тугри бурчакли коордннаталир сиетемаеиДа хар 
каилай текнелик тенгламаси и и л*, у, z узгарувчиларга ннсбатан 
куйидагн чизикли тенглами шакл ила ёзиш мумкин:

1 л —f— By -j- Cz-j- 0=0.

Бу'тонгЛама текисликнинг умумий тенгламаси тейилали Бу ерда 1. 
В  С ко^ффиниентлар берилган текнсликка перпендикуляр булган 
ва \нинг нормал всктори и'б аталувчи « =  {Л. В, С\ векторниш 
коордипиталаридир Текнсликнинг фазолагн чолати 1. В, С коэффи* 
циентлари ва оэод »\адинннг кииматларига боглик Хусусан. агар:

I. 0  =  0 булса. у холла \x-\-By-\-C'z — 0 ва текнелик координата 
lap бошн 1 ■* ’у тали

II. а) С = 0  булса. у колта U  -f В у+  0  =  0 ва текнелик Oz укига 
параллел булади:

0) В  =  0 булса. \ \aru i 1г +  Сг +  0  =  0 ва текнелик Оу \кига 
параллел булади;

в) 1=0 булса. \ холла By +  С г-f 0  =  0 ва текнелик Ох Скита 
парал.к 1 бчла ш

(>()



I l l  a) 0  =  0, C =  0 булев, у холла \<-\-By =  0 ва текислик Ог 
Ски оркали у та ли.

Г>) 0  =  0, В  =  0 булса, > чолда 1д*-|-Сг =  0 ва текислик Оу 
у mi оркали Стали.

в) 0  =  0, 1=0 булса, у холда Ву-\-Сг =  0 ва текислик Ох 
уки оркали у тали.

IV. а) С =  0, /3 =  0 б< ica. \ холла li-{-D =  0 ва текислик Oyz 
коорлииаталар текислигига иараллел (ёки Ох \кка перпендикуляр) 
булади;

б ) С =  0. 1=0 булса, \ чолда B y + D  =  Q ва текислик Ох г 
коорлииаталар текислигига иараллел (ёки Оу укка перпендикуляр) 
б\яади;

в) 1=0. fi =  () булса. у холла Сг +  О =  0 ва текислик Охи 
коорлииаталар текислигига иараллел (ёки Ог \ККа перпендикуляр) 
булади.

V а) 0  =  0. 1=0 ва В  =  0 булса. у чолда Сг =  0 ёки г= 0  ва 
текислик Оху координата.lap текислиги билан устма-уст ту шали;

б) 0  =  0. .1=0 ва С =  0 булса, у холла Ву =  6 ёки */ = 0 ва 
текислик 0\г коорлииаталар текислиги билан устма-уст тушадн;

в) 0  =  0, В  — 0 ва С =  0 булса, у чолда U = 0  ёки х =  0 ва 
текислик Оцг текислик билан устма-уст тушади.

1.7.2. Купила маълум шартларнн каноатлаитиру вчи текисликлар 
тенгламалари келтирилган:

а) берилган \f ( z ) нуктадан утувчи ва берилган «={.*!. В, 
С\ нормал векторга зга текислик тенгламаси:

А (х — Xt.i +  В (у  — у„) -f C iz  — zii) =0;

б) текисликнинг кесмаларга нисбатан тенгламаси

* + I + - = 1.а Ь с

бунда а. Ь. с — текисликнинг мос координата Скларндан кесадиган 
кесмалари;

в) берилган учта \/i(V|, у х, г ( ). Vf̂ (*». у2. г>) ва \1»(.г». уи 
нуктадан \тувчи текислик тенгламаси:

л — л , у  — у  | г  — Z\ 

л? — и i — У\ z> — z\ 
А , —  Х Х ул —  у\ Z i —  Z\

=  0.

1.7.3. Тугри чизикнинг фазода (мирили ш \ су л ига ка раб унннг 
тенгламаси турАича булиши мумкин:

а) берилган М,(дгп. у и г ) нуктадан чтувчи в* v =  (/. rn, р\ 
йуналтирувчи векторга *га булган тугри чизикнинг каноник 
шакл лаги тенгламалари
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6 > тчгри чишкнннг muрамирик теш ламнлари

х — х „+//, 

г =  г0+/>/.

Г>\ нда / — параметр,
it) берилган икки \li(Xi. у\. zt) ва ( г . i/.. Zj) нчктадан утувчи 

утри чизик тенгламаси:

¥~У\ г —г.
г,-г.Ч - х  I

I)  фаииаги тчлрн чишкммнг умумиА тенглачалари:

А Хх -f В ,1/ + Схг -f-I) , =  0.
'1 Л С /2 "Н ^ j=  0,

Лун .и

Ьч ту * ри чизикнинг йчналтнрч вчи Beктори

1 7 *
А*— Я| ХП2 = h с ,

1 В , с 2

формч .1(1 бчйича аниклан<1 ш
1.7 4. 4 a + % + C ? + D  =  0 на z = 0 и  кис.

ч т и т  Оху текислнкда ётчвчн

W  + «i/-f С = 0

тугри чизнкдпн иборат бСлили Бу тенглама текисликлаги тугри 
чиниьнинг умумий тенгламаси дейилади Берилган тчфи чи:«икка 
иерпенликулир булган л= {Л . В\ вектор тугри чизикнинг нормал 
векторы дейилади. ТеКиелнклаги тугри чизикнииг тенгламалар»



а) бери.mill VI (д„. //,,) нуктадан ут\вчи ва берилган I i j 
норм j. i вектор rj *ra TVipn чнзик тенгламаси

К а —д )+/$(// — f/i ( = 0;

б) т\i ри чизикнинг каноник тенгла.маси

* —*0 __ *—Уи
I т

бунди s =  (/, /и}— тугри чизнкниш Ггуналтнрувчи вектор.1. W,(v>. 
и ) — тмрн чизикли ётувчн берилган иукта:

в) тугри чнжкнинг бурчак коэффициент.™ тенгламаси

у =  кх -J- h.

буи ы b — тугри чизикнинг Ои у клан кееа шган кеемаеи; к — тугри 
чизикнинг бурча к коэффиаиенти: Аг =  t (ос— тугри чизик билан 
Ох укиннг чуебат йСналниш ораснлаги 6yp4dK);

г) W ( t у„) ну к.тнлан утувчи ва к бурчак кслффиинентлн тугри 
чизикнинг тенгламаем

и — уп =  к (х  — х,,)4 

U т\«рн чизикнинг кесиаларга нисбатан тенгламаси

л +  ;« = 1.
о h

б\нлн а ва Л — тугри чизикнинг коорлииаталар укларидан 
ке< .• лиг jh  к маем,

с) крниан им VM i , | 1 \t // ) нчктадан Фтунчн тугри 
чизик rem la мнен

JT — . 0—0\
л: ~ 1 *.

М и с ол VI ( — *2. I. — I» иуктьлан утувчи ■> =  JI * — I; 2} век 
торга иараллел тугри чизик тенгла.маеини топинг

I ч и ш s вектор тСгри чншкка иараллел булгини чччн у т\грн 
ч и зи к н и н г  йСна.мнрувчи вектори булади Шч сабаблн. тугри

г — г у —у, —г 
чизикнинг к,тоник тенгламалари =  t.» легкая

т  »

иманаетган тугри чшнк генгламалари

r-f-'J ч - 1 .*1
I - I

кчриннш ia Лулаш
нч



7- Оарсхона тмшириги

Кл й и лаги текнс I л к тенглнмаснни тузинг ва тегишли шаклми 
чичиш

а) ,W>(7 — 3. 5) нуктадан утувчи ва Oxz координаталар 
гекислиппа параллел текнелик;

Oz \к ва \ f„(— 3, I, — 2) нукта оркали утувчи текислик.
в) Or \кка параллел чамда икки (4. О. — 2) ва \f (5. 1. 7) 

иуктадан утувчи текислик;
I)  М (2. I. — I)  нукта да и утувчи ва норма т вектори « = {1. — 2. 

3} булган текнелик;
1) Vf (3. 4. — 5) нуктадан утувчи хамда J= |3 . 1. — 1} ва £= { 1,

—  2 ,  1} векторларга параллел бчлган
Ж . а) £/ +  3 =  0; б) jc +  3t/ =  0; ' в) 9« — г — 2 =  0. г) л _ 2 у  +  3г + 

+  3 — 0; Д) a +  4i/ +  7z+ 1(> =  0
2. А/( — 1, 2, 1), \ (2. 3, — 2) ва /'(3. 4. 2) нуктадардан утувчи 

текислик тенгламасини топинг
Ж  7* — 15// +  2г +  7 =  0

3. W „(7. — 5, I ) нуктадан утчвчн ва координаталар укларидан 
генг кесмалар ажратувчи текислик тенгламасини т\ »иш.

Ж : х +  У +  г — 3 =  0
4. Фа * ода \ мумий тенглачалари

| х — «/ +  2г +  4 =  0. |
(Зг + z/ — 5г — Н =  () J

билан берилган тугри чичикнинг каноник тенгламасини емнг.

5. VI,(2. 0, — 3) нуктадан утувчи ва кушпаги шлртни кано 
атлантнрувчи тугри чичик тенгламасини ту чинг: a) s =  {2, 3,
— 4) векторга параллел, б) VI, ( — 3, 1. 4) нуктадан утувчи

А- а , х= ? =  » : б, i - 2 =  “ =  L f l
2 Л — 4 — о I 7

6. Берилган тенгламалари буйича тугри чичикнинг шаклини 
чичннг, унинг к б\рчак коэффипиентннн ва коортннаталар 
\кларидан кесадиган а ва b кесмадарини топинг:

а) 2а — // +  3 =  0, б) ол +  2 м — 8 =  0. 
в» Зл + 8jy +  16 =  0; rj За — t/ =  0.

Ж  а) * =  2. а = — Ь =  Л. б) к = — 5; а =  \  Ь = \2 2 5 *
О) ^ = — 4 - « = — 6 = — 2 г) к =  3; а =  Ь =  0Л
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7. Куйидаги т\1(»м чи тклар  тенгламаларини ту шнг: 
i ) V/ (3. — 1» иукта inn утувчи ва ордннаталар чкнга мяраллел;
б) VI (3. — 1) ну ктадаи \т\ вчи ва абсцисса лар \ кига иараллел:
в) VI (3, — I) нуктадан утувчи ва и =  (3, — 2} векторга 

иараллел;
г) V/ (3. — I) нуктадан утувчи ва А =  (1. — 4} векторга перпен­

дикуляр
А :  а) х =  3; б) и— — 1, в) 2.v +  3y— 3 =  0. П х— \у — 7 =  0

7- m/CTat\u.i иш

1 Иккита Vf, (3. — 1. 2) ва W (4. — 2. — I) иукта берилган. Vf, 
нуктадан \т\вчи ва VI, VI векторга перненликулнр текислик 
тенгламаси ни тузинг

/К \—у — Лг +  2 =  1).

2 Vfi ( i,  — 1. 2). \Ь (-4. — I. — 1) на VI t (2. 0, 2) нукталарлан 
утувчи текислик тенгламасини ту шнг.

Ж : Здг- f-3 i/  ̂— 8 =  0

3 Учбурчакнинг уч гари берилган V/ (3.6, — 7), \ ( — 5.2.3) ва 
Р  (4. — 7. — 2) Р  учидап угкашлган медиа на нинг параметрик 
тенгламасини тч д и и г

Ж
х =  5/ +  4
y = - \ \ t - 7
г =  - 2

4. N hi6v
Г а  — 2i/ +  3z — 4 =  0, 
I За  +  2// — 5г —4 = 0

тенгламалар билан берилган тугри чизикнинг каноник теш лама* 
ларини ту «иhi

м, х — 2 у+1 *

5. 2х +  2у — 5 =  0 тугри чизикнинг абсцисс.i.iap укининг мусблт 
Гнналишн билан ташкил килгап б\рчагинн топит.

Ж  13.)°.
6. Учбчрчак томонларннннг урталари берилган VI, (2.1). ЛМ5.3),

VI (3. — I) Учбурчак томонларн тснгла.М'аларини тузи иг
Ж 7х — 2у— 12 =  0. Гул f  у 28 =  0. 2л 3// — 18 0.
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7. Учбурчакнниг учлари берилган. Vli(2, 1). W,( — 1. — I I на 
Vf (3. 2) Учбурчакнит бяландлнклари тенгламаларини тузинг.

Ж  4 \ + З у —  1 —  U .  \ + i /  + 2  =  0 .  ; 3 - t - | - 2 i / — 1 3  =  0

S-§ Гекис.чиклар ва ryipn чизикларнинг узаро жоилашуви. 
Текисликлар орасидаги бурчак. T\fpn чигиклар орасидаги бурчак. 

Нукгадаи т>fри чизиккача ва текисликкача булган масофа

1.8.1. Текисликлар .1 л + /i,y +  Ci£ +  /Ji = 0  ва \ iX + B iy  + 
'rC>z-\-Di =  О тенгламалар билан берилган булсин Улар ора*

си la г н if бурчак куРшдаги формула асоенда хисобланади 
пх'п , Л, 1, + #,£1>+С,С\

COS«| =  ---V -  =  -----j------ '  - ----- *- а * .
п< • п* Л 4f + £»‘ + Cf • \ ^+£Н + С{

бунда п | ={-*11. В I. Ci} ва «2 =  |Ал. В:. C i}— берилган текисликлар- 
нмhi нормал векторлари.

а) Агар текисликлар нерпен шкчлир 6v ica, v Холда « |*«2=0  ёки 
li Ь  +  Й1Й2-ЬС|С> =  0.

б ) \гар текисликлар параллел булса. ч холда

- I  =  =  С' - -
Л.  в С ,  ^  D,

в) \гар текисликлар четма-чет ту шея ч хил la
■̂i _ __ **i _
\ ~  в, ~  с2 ~  п

г) Vf,I( Vi, t/o, г») нуктадан U  + B y -f Cz +  D =  О текисликкача 
булган d масофа:

lx(, -+• Btf0 -f- Сгп +
\ 12+ B *  +  C*

формула буйича хисобланади
1.8.2. Тчгри чизиклар

.- .г , у —и 1 *~*1
м , Р\

х~ х2 1

1 г — г у

h  ‘ т 2 Р>
каноник тенгламалар билан берилган оу'лснн. Ьч тугри чизиклар 
орасидаги <( бурчак куиидаги формула чан тонилади



а) \гар тугри 4ii.uiK.Kip перпендикуляр булса, \ xui.ui 
si-s2=0  ёки l\ij +  nuт-2 -f р 1 (>i =  О

/. т  р
б) \гар тугри чшиклар иараллел булса, у ч а щ  =  =

2 ,п2 Pi

в) \iap ту 1 ри 4n.iHK.iap устмл-чст rvinca. у холла l i  = — р\ ,
I. т> р,

ту билан бирса

»/» — *!
Л■I "»i Р I

г) Агар тугри чшиклар кесишса. \ чол ла
х2 ■'■l У‘ У\ г2 г I 

/, т, Pl

t'2 т 2 Р2
Л) \гар тугри чшиклар айкаш булса, у холла

х2-*\ У 2 У\ г2 ~ г  I

=0

гг.,

ntf,
р I

Р2
/ О

, . х~ хо У-Уо * —Vf. ( jci, (/i. л )  нуктаяан— — = ---- = -----  т\гри чшиккача/ т р '

булган масофа куйидаги формула буйнча чисобланали
\sx

a — --- г---  ,

бунда AI(.(t«, у,it ZiA нукта шу тугри чизиккв гегишли ни .ч =  {/. т .  
р\ унипг нуналтирувчн векторн.

Икки айкаш
х — хх у —у х __ 2 — г, х — хг у —Hi г —г2

11 "»! Р | I* т > Р>
тугри чшиклар орасидагн энг киска d иасофа куитагича 
а ни клана тн.

d =
I-vi.aQ-s, сг| 

| s , X < 2l

б у т а  V/! ( Г|, у |, г|) ва V/ (г , ы . Z2 ) нчкта lap чос равнина бу тугри 
чшикларга теги шли. $i=|/i, mi. р\\ ва ŝ  =  \h, т>. р>) лир *са 
уларнинг й\налтирувчи векторларн

U и со л . \ — 2y +  2z — М =  () ва t-f-г — 6 =  0 текислнклар ораси- 
iarn бурчакнн топинг.
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I ч и ill Икки текислик орасидши бурчак формул пси га к ура.
л,/»2+А|Я8—с{сг 1 1 + ( —2>-o+a i _  \ -

'  l*"1 ~  V + ~В] + Cj - V Л* + + Ci \ 1+4 + 4 \ 1 + 1 *
2)

Бунда и q= arcca&  х ~ =  45 келиб чикали.

1.8.3. A.x +  By-\-Cz +  D=Q текислик билан У{>—

— —р тугри чнчик орасидаги (j бурчак ушбу формула буйича 
хисоблана ди:

s,n,‘ =  п ■
пч  _ А1 + Вт-\-Ср

\ 1? +Я‘ + с- ф^+т^+р1 *

бунда п =  \А, В. С} — текисликнинг норчал вектори. д={/. т .  р\ — 
тугри чичикнинг йуналтирувчи вектори.

а) \гар текнелик билан тугри чизик перпендикуляр булса, п ва
t e cs векторлар коллинеар ёки - =  =  — бчлали.I m p

б) \гар текислик билан Tyipn чизик параллел б$лса. \ холла 
п ва s векторлар перпендикуляр ikh М +  В т  +  С рФ О  булади.

в> \гар текнелик билан тугри чичик устча-уст тушеа, \ холи 
\l +  Bm + Cp =  Q, шу билан бирга АХи +  Вхо +  Сга+ />=() булади.

И \гар текнелик билан тугри чизик кесишса \ хама
4 / -}- В т  + СрФ  О

1.8.4. Текисликдаги т\»ри чнжклар
1ц +  Я +  C i= 0  на А к  +  Й.1/ +  С. =  <)

тенгламалар билан берилган булсин. Улар орасидаги <| бурчак 
ушбу формула буйича хисобланади

П, -rtj 1,1 4-В В

1 П,1‘ ',J \ A\ +  B ] • \ A l +  H\

бунда ni =  {11. /ii|. n-2 =  \Ai, B i\— чос равишда берилган т>i ри 
чизикларнинг нормал некторлари

а) Агар бу тугри чншклар Счаро перпендикуляр булса.
\ 40,1 1Л

Ь- b  +  /ii-/i2 =  0 
6 j \ i а р б\ тугри чичиклар параллел булса. у халда

Ai/Ai = B l/B2 
л ) \tap бу тугри чичиклар устча уст гушеа, \ холла

1 й. с
1 В г .

74



Текисликлаги тугри чшиклар
ц=к\х-\-Ь\ Hit y=zkiX~\-b.

тенгламалар билан берилган булсин Улар орасилаги ц б\рчак 
чшбч формула бчйича чнсобланадн*

Б> тугри чнзнклирнннг ицрпенднкулирдик шартн k\*ki= — I 
дан ибораг, параллеллнк шартн *са k\= ki булади

V/i,(jr<>. (/.,) нуктадан \*+ Bu  +  C =  Q тугри чиннккяча б\лгаи 
J  масофп ушбу

^ Й70Ч-С 

форм\ла буйнча чнсобтанади

8-ди- \они тппишриги

1 Коорлииаталар бошидмн \т\вчи 2х — y-\-3z— 1=0 па 
* +  2|/ +  г =  0 текнсликларга перпендикуляр текислик тснгламасинм 
тузииг

/К 7дг— у — 5г =  0
2 Я ( — 1. 1. — 2) нукта laн M i( l.  — 1. 1). V|2< — 2. I. 3) на 

Vfj( I. — 5. — 2) нукталар оркали утувчи текиелнккача бчлган d 
масофанн чнеобланг.

Ж  d =  I vuvii бир л
3 Ушбу

( х — у — U  — 5 =  0. Г к — 6t/ — 6г +  2 =  0.
I ва {
[2< +  у — 2г — 4=0 l2v + 2<+ 9 г— I =0

т\грн чн.шклар орасилаги q бурчак кисинусини хисобланг.
Ж : comj =  ±  *
I Тугри чнзик билан гекнеликнннг у iapo чолатини аннкланг, 

\лар кесишган чолда. кеситиш нчктаси координаталарнни топинг:

„ I  ± ?J = .!Lz i= S  аГ-3(, + 2г-5=0.

« I Ч п  =  “ 7 1 =  V -  •1+ 2!/ - ^ + | = о -
х — 7 у — 4 2 — 5 , . ... _ „

В )  - ~  Т ~ =  4 • 0  +  2 г  —  0 = 0

/К а) иараллел; б) т\гри чишк гекислик п  стали в) Л\(2. 3. I)
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н\кта la кесиша in
5 Vfi(5. 1 0 ) ва lf_> ( — 2, — 17. — 8) нукталардин чтувчи тчгри 

чичикка нисбатан Р ( 2. — 5, 7) нчктага симметрнк Q нчктани 
топинг

Ж  Q (4. — I. — 3)
(> Учбчрчакниш 1 ( — 10. — 13) ва Н ( — 2. 3) учлари берилган 

Унинг С учила н 1/i томонга уткачилган мед и а на cut а В училан 
туширилган перпендикуляр узунлигини хисобланг

Ж  4 узун,бирл

8- мустацил иш

1 If г ( 1, — I, 2) ва Vl2 (3, 1. I) нукталардан чтувчи г— 2у-\- 
-f- 3z 4- 5 =  0 текисликка перпендикуляр текислик тенгламаси пн 
т\ чинг.

Ж  4 V — у — 2г — ч =  0 .
2 Ушбу тчгри чишкларнинг псрненднкчлнрлигннн исботланг:

( х =  2/ - Н .
„ - 3, - 2. ^  +  .'/-4г +  2 =  0. 

I ---- 0 / + I b * - V - S *  +  4 - 0

3 Ушбу

2г — 3*/+6г — 14=0 ва \х — Ыу +  12г +  21 = 0

текисликлар орасидаги d масофнни хисобланг.
Ж : d — 3,5 у зу или к бирлиги
1. Ушбу

<+2_ и _ г—I t — I _ у I _ 1 — 7
2 ~  —3~  4 W / i 2

тчгри чичиклар / пинг кандаи книматида кесншади?
Ж  1=3 

Ь шбч

.г ~Н 7 __ у +  4 __ г +  3 х — 21 __ у +  5 __ г — 2
3 ~  4 ~  — 2 Л  ~ Ь  ~  — 4 ~  - I

тири чичиклар орасидаги *нг киска масофанн хнсоблаш 
Ж  13 узуилик бирлиги
, *  — 2 у — 3 г + I f |<о =  —— =  9 т>1ри чи чикла н утувчи ва х-\-4у —

— 3? +  7= 0  текисликка перпендикуляр текислик тенгламасини 
тч шнг.

Ж : 1 \х— 17i/ — 19*4-10 =  0
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7 **;/ +  2г 5 0 - ш ,„, , „ к т 1ц| |л — 3|/ 7  ̂— 7 = 0 те- 
[2 х—у — г — 1 = 0

кисликди ётишнни исбот.шнг.
8 1(5, — !) нукта гомон.чаридаи бирн 4v — 3  ̂— 7 =  0 тугри 

чизнкда ётунчн квадратнинг учидир Шу квидртнинг калган 
томонларн тенглама.шриин ту:<ннг.

Ж  иккита квадрат масала шартиии каноитлантирадн

а) 3*+4i/ — I 1=0. lv — 3// — 23 =  0. Злг +  Ау — 27 =  0:
б) 3t-f-l£/— 11=0. Ах —  3«/ —  2 3 =  0. 'Зл -f- A y -f- 5 =  0.

J  нанорит иши

1 1 НС учбурчак учларининг координата лари берилган.
а) С учдан чтка.шлган медиана геигламнении тузинг ва уиинг 

узунлиги ни топинг;
б) A yu an  утказилгнн бала и ми к тенгламасини тузинг ва шу 

баландлик узунлнгнни топинг,
в) В  бурчак бнссектрисаси тенгламасини тузит ва унинг

у IV НЛНГИНН ТОПИНГ

1.1. ■4(4. 1). B id  - 2), С ( — 5. 10)
1.2. м - 7. 3). В ( 5. — 2). С (8. 2)
1.3. 1(5, 1), Д (1. -  1). С ( — 4. 8)
1 4. и  - 1 4. <)). В (- - 2, 1). С(1, 5)
1.5. l(t, 0 ). В { 2. - 3). С (- 3 .  9)
1.6. 1( - 9. 2). В ( 3. - 3 ) .  С(б. 1)
1.7. 1(7. - 4 )  В (Х - 7 ) .  С ( — 2, 5)
1.8. I f - 8. И, / Ж . - 1), С (7. 3)
1.9. К З . - 3 ) .  В [ - 1, — ()). С( — fi. г>)
1 10. к - б, 5). /J(t» U). С (9. 1)
1.11. 1( 1. И ).  — 1.. - 1 ) .  С (7. 5)
1.12. КЗ . 13). В ( - 2. 1). С(Г), 7)
1.13. 1(7. 11), « ( 2. --1). С (10. 5)
1.14. /КС. 13). Я ( 1. 1). С (9. 7)
1.15. 1(4. 14). Н { — \. 2), С (7, 8)
1.1 в Кб . 10). В [\ , --2). Г (9. 4»
1.17. -К4. 13). Н( — 1,. П . С (7. 7)
1.18. Кб. 11). « ( 1. -- 1). С(9. Г>)
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1-19. А (4. 10». 1Ц . I — 2). С (7. 4)
1-20. /1 (6. 141. Д(1. 2h С (9. Ь)
1.21. Я ( — 10. - П .  « ( - 6. — 4). С(0. I )
1.22. 1(1Ь. б». Л (12. 0|. С(0. 5).
1.23. 4 (- ь .  -3 » . й ( — 2. -b>. С (Ю . - I )
1.24. 1(14 10). Я<8. 2). С( — 4. 7)
1.25. 1 ( — 2. — И . Л (2 — 4). C (I4 . I)
1.2Ь 1(8. 7». Я(2. - I ) .  С<-10. 4)
1.27. 4(1. 0». fi(5. — 3). С( 17. 2)
1.2Н. -1 (2(1. 2|. /*(14. — (Я, C(2ti, — II
1.29. 1( — 1 7>. й ( 1. 1|. С( 15, <>)
1.30. 1(7. Ь). Д (|. 2». П  - I  I. 3»

2 Af. P. Q н\ кталарнинг координаталари берилган
а) V. P. Q нукталардан утувчи текисликка перпендикуляр 

булган ва VI нуктидан утувчи тугри чндикнинг тенгламасини 
и лш г;

б) VI нуктадан V, P. Q нукталар аркали Утувчи текисликка­
ча булган масофянн топинг:

2.1. VI |1. 7. 5) V (2. 3. 5» . P i -  1. 12. -4» Q ( l  6,. 4)
2.2. VI (2. 1. 3), V(3. 1. 4). РЦ>, 2, - 3 ) . Q( 2. — 2.

2.3. W (l. 1. 1) . V (2. 2, 5) . Я(3. 2. 2i . Q l2. (i. 3)
2.4. И (5. i. — 2). \ ( 2. 1. 4). P i 1. 3. 5). Q( 2, 0. 2)

2.5. VI (5. 2 6) . \ (0. 1. — 4), Р [\ . H, 3). Q H . 2, 1).
2.6. V! (G 5. U V (2. 5. 1) . Р [ 4. - 1. 2». Ql 1. 1. l>
2.7. W (l. 1. 3) \ < 1. 1. <>), Р [ 2. >. 1) . Q(5. 2 3»
2.8. VI ( 1 1. ♦>) 4 1 1. 3J . Я (5. 2. 3) Q(2. 2, 1)
2.9. VI (2. 2, И. \ (5. 2 3* . P i 1. 1. 3» . Ql I 1. Gi
2.10. VI (5. 2 3).■ V (2, 2, 1) . /J (4, 1. 5) . Q( 1. 1. 3)
2.11. VI (7. 3. 01,. \ ( 2. 4. 7) . P i 5. 4. 7) . Q (‘3. 6. 2)

2.12. VI (7. ч. G), \ (4 5. 7) . P i 9. ». \) . Q(7. o, 3)
2.13. Vhl 0 *»). V (4. 2. 0» P i 1. <>. *>». Qio 1. 1 )

~н



2-11. VI (5 2) .М 3 .  5. 10), /J |3.8 . 1». 5. h

2.13. VI |3. <1 8» , \ (4. ft. M . Pi 1. 1. 5) Q(0 7. I)

2. lb. M(ft. 2» . M5. 7, 8) P 1 - 3. ". 1). У  (У. 5. 5»

2.17. м»з. b. Г ». \ 14. У. 3>. P i7. ft. 3» QV2 t. 3».

2. Is. VI Mi. 1 M . V| 1. У. •J) . P (5. a. QH 5. 4)

2.19. m is . 5. M . M l.  7. и . P 1 ft. 9. h Qi 3 3. 0»

2.21). VI (fl 4 — h . M - 1. 1. ft). / ( - 1. b. 1). (̂•3. 1. 1)

2.21. M il. 3. — 1». MO. 0. »»». P{ 0. 0. 0» (1. 1)

2.22. M(4. — 1. 3). M - J. . h . /'(2. 3 -  h Q ( - \ -3. n

2.23. M(3. — 1. 4). M - 2, 4. 5). /J (2. -3. — h . Q(0, 0. 0)

2.24. Ml 5. 2 4) . М3. J. — 4l, Pi 2 _ 3>. Q( 2. I. h
2.25. M(3. I. — 2). M - ♦>. 1I -  3» . Pi--«>. 2. 3). Q(2. 2, 41

2.2t>. M<- 1. 3, 1). M - 1. . — 41. />(0 — Qt<>. 0. — 21

2.27. Mltv 3. — 3). М2. 3. 5). 3. - 2. b). Q i 2. 2 5)
2.2S. vi(0 — 1. 21. V | o. — *!. - h . Ж З 3. 4) . QI3. - i. — 2»
2.2*1. tf(3. 3. 4) М3. - 1. -- 2) Я(5. - 2 _ h . Qlb. 1. 2)

2.30. M (2. — 5. 31. V (5. 2, l l ,  P i — 5. »> — h Q( 3. o. — 4)

3  Гнри.м.ш A h>kt;i Bd Г)ори.1Гс1И
a __ if —b __  г — i

I m p

rvrpii Mil 1K& С»рК<1.111 чтувчн ггкис.шк U IN.KIM.к ими ту.мшг

3.1. 1(3. — 2. h . * + .i __ i j - l  
1

_ г-1 
1

3.2. U  1. 5. —2).
Х+У _ 

1
У — ’>

I
г 
__»

3.3. A i -  3. 1. 2» r —4
2

__ у  
~  — 1

_ г-Н 1
t

3.4. Л ( — 1. 2, 1). l ±_?
1

_  ц 
~  -3

1NII

3.5. 1(2 I. 2 i . < + 7 _ 
4

y — 5 _  
-  i

г + 2 
h

гм



з.ь.

3.7.

3.8.

3 9.

3 10

3.11. .*

3.12. .

3.13.

3.14. 

3.13.

3.1 ft.

3 17. 

3.1Ь 

J.I4.

3 20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

_  9.

— 4,

- 3 .

I. 2.

1 .  —

— i.

4. —

4, 5.

4. 2.

0, 2.

3. —

4. 2. -  I

— I.

— 4

2. 3

5. 0

— I

3. 0

3. I) 

- I .  2 ) .  

0. 2»,

11

1. -2>,

2. 4», 

i ,  h .  

l l .

- 2).

I ),

I. 2».  

- I ) .

I. 5).

— I. 2), 

- I ) .

I),

3. 3).

2i

3. -4 » .

t __ и — I __ 7 + 5

1 ~  4

If — ■'> __ IV + 2 __ 7 — 1

I —  i ”  - 2

x _  у-*» __  7 + 4

T 1 — 3

Л + 7 __ l/ — h __ 7 + b

3 ~  2 ~  - 2

1   ц — 5 __ г х  1
1 =  2 ~

х — Л __ v +  1 __ г

2 ~  I -  3

x — 5 _  ы + 5 __ *
1 “  - 4  “ 5

r  — I __  v  +  2 __  7 — 2
T “  2 ”  - 1

f + 4 _  v — 2 __ 7+  1

2 2 i

t-f-2__j / — I ___  7

2 —  — I J

r — 3 __ b + l  __  7

2 5 — 4

jr — 3 _  и -  1 7+1 

— > ~  2 1

Д __ I/ —2 __ 7+ 1

3 ~~ J ~  i

X — 1 __ t + J __ 7

♦» —  4 _  - 3

X + i _ _  # — 5 __  7 

2 i - 1

» __ V — 2 7 — 1

-3 ~  2 —  I

X — t _  * + >  __ 7 — 2

Г  ”  5 2

r + 2 _ gf — I _  7 — 2 

I ~  — 5
Г— J V+3 __ 7

2 *» 3



3.23. 1(4, 3. I ). r - 2 _  ь +  1 _  г-| 2
I ~  з" — - I

3.2b. U  -  I I.  - .3 » . * + -i_ u — •’>_ г — 2
- 3  2 .i

3.27. 1(2. 3. 0). * + 3 _  p г - 1
2

3.28. 1 ( —  о. 2. — I» . — 5 __ y + 2 __ 7 
i 4 ~

3.2*f. 1 ((i. 2. 01. jr~ I I/+J _  г+1
ti

3.30 1 ( —  fi. 3, 2».

«7 начинаний Jjucon тшишри^шри

I l/i<? учбурчакнинг учлари берилган.
K\нидагидарни топинг: <0 1/i томом тенгламасини;

б) С \ читан 1Я томоша туширилган бадан длин тсмглама* 
сини;

и) 1 учидан ВС  том ом га туширндгап медиана тенгламасм-
пи;

г) «б» ва «и» баи мар ia том ил гам баландлпк билан медиана* 
иинг кесмшган нуктпсини;

1) С мчктада м утувчи 1/i томоша параллел тугри тми к 
(снгламаснии;

с) С нуктадан 1/i тугри чи шккачи булган масофлнн

I I. 1(1. - 3 ) .  В  (Г>. 9). С (- 4 .  - I )
1.2. 1(1. - 3 ) .  Я ( - 5 .  I), С ( — 2. 10)
1.3. 1(1. 8). Я ( - 5 .  — 1). С( — I. - 3 )
1.4. 1(0. 1). Н (3. - 3 ) ,  С ( - 6, - 2 )
1.5. l(h . - П .  Я ( - 8  3). С ( — 2. — 7) 
1-0. 1(2, 3). /i ( - 4 . — 7). С (2. 0>
1.7. А ( - 4. - 8 >, Я ( I.  I ) .  С (0, 7)
1.8. 1(4. — 2). Я (7. 0», С( - 3 , I)
1.9. 1(4. 1), В  ( - 2 .  8 ). С(1. - г »
1.10. 1(4. 0). В  ( 1. - 3 ) .  С (5. 2).
I.M . 1(7. 10). Я ( I.  3). С(4. - 2 )
1.12. 1(8. 0). В ( I. 3). С( — 2. - 3 )
1.13. 1( 11. - 3 ) .  Я ( — | 3). С(7. I)



1.14. 1 (5. <»). в (4 . — 1). С (0. 1)

1.15. 1 (7. 3) . в (1 . 7) . С (-_ 2, I»

Ы<>. 1 (1. «>) , в (<*. 1) . С (--3. — 2)

1.17. 1 (2. о», в (0 . — 0). С (2, — 4)

1.1 Ч- А <Н>. 1). в (3. 7), С: (— :3, 1)

1.19. 1 (». 3) . в (2 . 8) . С (--1. 4)

1.21). А (7. 7) . в (-- 7. о). с (--3. - 3 ) .

1.21. 1 (3. — 3). В (4. 3). с (--0. 1)

1.22. 1 (0. 2) . в ( --6. 8). с (2, — И

1.23. 1 (7. 5) . в ( -- 1. 0). с (2. — ">).

1.24. 1 (8. — 1). В (2. 0). с ( -- \. 4).
1.25. \ ( — 5. 0). в (2. - 0 ) . С (8, - 3 )

1.26. 1 И, — 4). в ( - 1. 10).. с (--У. 6 ).
1.27. 1 ( - 3, 7). в ( — 1. 3). с (2. - 4 )
1.2N. 1 (Ю П. в ( — 1. 0) . с“ ( — 1. 3).
1.29. А (2. — 0), в ( 3. И ) . с  ( — 1. 3)
1.30. \ ( - 5. 5). в (4. - 7 ) . С ( - 2. - 7 )

2. \liCD пирамиданинг учлари берилган КчЛидагнлирнн то- 
нииг:

а) 1 ВС  гекислик тешламаенни;
б) \В кирра тонглам«1снии;
в) D учидан утувчи \НС >кка перпендикуляр тугри чшик 

геигла мл сини;
г) С учидан утувчи 1/i киррага иараллел тугри чиинк 

геигламасиии;
U П учи да и утувчи 1/i киррага перпендикуляр текислик 

геигламасиии;
е) \1) кирра билан \ В  С ёк орасилаги бурчак синусиии:
/К) 1 ВС  ва 1 HI) Г-клар ораендагн бурчак коеннчепии;
») О учдан 1 ВС  еккача булга и мас(к}>инн.

2.1. I (7. 3. 5», В (5. 3. 2». С (Ю . 2. 4), I)  (7, - 2 , I)
2.2. \ ( - 8. — С. — 3), В (1.2, 11 С (0, 5, 2). I) (О. 2. 5)
2.3. 1 (7, - 3 , 14). В ( - 0. 0. 5), С (1, 2. 1). П ( - 2  - 1, 2)
2.4. 1 (о. Г», —«и, В ( —4. - 8. I). С ( I.  7. — И. U (- 4 .  0, — 2 )
2.5. 1 (7, - 8, - 1 ) .  В  ( - 3 .  - 0 . - 2 ). С (2. - 3 . - 5 ) .

D (5, 4, I 1)
2.b. А ( 10. - 8. — 13). В  п». 2. 5». С ( — 3. 0, 3). I)  (0. 2. I) .
2.7. 1 (7. 3. -Гц . В  ( I.  2. 3), С (- 1 .  2. I ) .  I) (2. - I .  2»

*2



2.8.

2.9.
2.10. 
2. 11.

2.12.
2.13.
2.14. 
2.13. 
2.16.
2 . 1 7 .

2.18.

2.19.
2.20. 

2.21. 
2.22.

2.23.
2.24.
2.25.
2.26.
2.27.
2.28.
2.29.
2.30.

b. 3. 2). Д (4, - 2 .  2). С (3. I. - 1 ) .  I) (2. I. I)
8. — I. - 5 ) .  В  (7. 3. 0). С ( - 2 .  I. 4), D  (I, 3. 2\
(i. — 7, - 3 ) ,  Д (I. 2. 3). С (I. 3. 2). I) (2, 1. 1)

—  12. 7, —  1). Д (0. — 2. — 3). С (— 4. 5. I),

—  7. 4, — 3)

- 5 .  — 6. П. В  ( - 2 .  I, 2). С (О. — I. И. D { - 3. 2. - I )

—  1.0, — 7 ). Д (4. — 5.3). С (— 2. 1, — 9), D (I. —  I. —
2, 4. - 2 ) .  Д ( - 1 .  I. 2). С (3. 0. - 2 ) .  U (I. -  I. I)

4. — I. 2). В ( —  1, I. 0). С (2 — I. 1). D (0. 2. 1)

16, —9, — 5). В  ( I .  — 2. 2), С ( — 1. 2. I) .  I )  (2.0. I)
- 9 . — 2.3). В  (6. -  I. - 2 ) .  С (1.0. I),/) ( - 3 . 2 .  I)
- 1 0 ,  7, -О). В ( - 3 .  0. -Г»). С ( - 5 .  3. - 2 ) .
- I .  10. 3).
5.3. - 2 ) .  В  ( - 1. 0. 3). С ( - 4 .  - 2 .  - I ) .  (4, 2. — И
—  5.4, — 3), Д (5. — 1. 2). С (2. I. —  I). I) (I. — 3.0)

0. 3. о , В (| . 0. 3). 6’ (2. - I .  4). I) (0. 3. 1 ).
-1»>. 20. - 2 1 ) ,  В  ( - 4 ,  I. 3). С (2. 3. 0).
— I. - I .  - 2 )
2. — 1, I ) ,  В  (3. 7. — 2). С (3, б. — 3). D ( - 7 . 5. I)
8. — 10. 2). В  ( — 3. 3, — I).  С (0, —0.5), D ( —3, —4. 2)
7. 2. - 3 ) .  В (4. I. 1). С (2. I. 2). D (2. - I .  I)
5, _ 4. 5). В  ( I.  0. - I ) .  С ( I.  2. 2). D (6. 3. I)
8. I. — 12). Д (8. 5. — 10). С (0. — 3.2). D (6, 2. — 1)
8. I. 10). Я ( — I. — 2. - 5 ) .  С (- 2 .  — 1.7). D (4.2.7). 
й, 1. - 3 ) ,  В  (2, - 3 . - 7 ) .  С ( — 2. 5. 3). /) (4. 1. 2)
— 7. — 8. 10). Д ( — 3. G. 3), С ( — 3. 0, — G).
2. - 5 . - I ) .

3 Тугри чишкнннг каноник тенгламаларнни ёзинг:

( г — 3у + г +  3 =  0.
3.1.

3.3.

3.5.

М .

( 2х +  Зу — 2г -f 6 =  0. 
}3|г +  3(/ +  г — I =0,

f 3 f + l y + U + l= 0 .  
(lit — 5t/-}- 32 +  8 =  0.

( x — Ли +  г +  2 =  0. 
l5v +  3y +  2z —4 =  0.

)л +  3« +  2г+  I 1 =  0, 
(Г>г +  3// + 2г— 1=0.

3.2.

3.4.

3.6.

3.8.

h.i

[2\ — Лу — 2г +  0 — 0

f 2дг — 4t/ — 2г+  1 =0. 
[G*-f-5t/— 4г+  1=0

{ t +  5y — z +  11 = 0,
[8x — 5y — 3z — 1= 0 .

I  x — у -\-2z — I = 0. 
и  + // +  г + И = 0



•jq f г +  5*/ +  2г— 5=0. 
(2v — 5y 4- г +  6 =  0.

f | |  /2\ — Ъу — г +  5 =  0.
I v -f- by -2z-f  3 =  0,

tit — Ту — z — 2 =  0.
*  +  7j/ — г -f 8 =  0.

; n 5  f < +  7 .‘ ' - 4 ^ - 5 = 0  
(2л — 7|/ +  2г +  8 =  0,

3.17. / * - *  +  * - 2 - 0.
|t>.t + y — 4г + Й = 0,

) I 9 I < - 2< /-.г-Н = 0. 
lfn+2i/ + .te+ t =  0.

, 2 , [ г - . » - г - 2  =  0.
[t +Зу-(-2г — 6 =  0,

3.23. { Г,г +  » — ‘** +  -* =  »• 
l5.v — 3y — г +  8 =  0.

я 2Г, I + *У —-г+ I =0. 
l« — 4y — 2*- +  .i =  0.

3 27 /Jr+ 5"  +  '-- ?+ H = 0. 
l ) f  — it — 2г +  7 =  0,

3.2u. { 3 ( + г / - ^ - о = о .
(2 v— it/ + г — 8 =  0,

[lit — у — 4г — 3 = 0

3.12. / * - »  +  * +  » - « .  
17г +  у +  г - 5  =  0

, ,4  1 2 х - у - Я г - 2 =  0. 
U r —у — ->г—1=0

3.16. ( 2» - *  +  * + 6 - в .  
1-5г +  у +  2г — 4= 0

3.18. ( * « + »  +  * +  *-«'• 
12а —у — Зг +  4 =  0.

3.20. f a » — в — о.
('2 х — 5у -f- 2z — 4 = О

Я22 ( г - 2у +  г + 1= 0. 
|2л +2и +  г — t= 0

3.24. j ' - »  +  S* +  2- t t
U  — Зу — г +  4= 0 

3.2В. ( 2 ‘ -4|/ +  Зг +  4 =  0.
Ь  +  \у +  г — 6 =  0

3.28. (2л-4|/ +  Зг +  4=0. 
\х+ \y-\-z— в =  0.

3.30. (5^-«/ +  2 г- 4  =  0. 
l2.t +  3j/ — 2г +  0 =  0

*.10.

I Ьери.пан тугри чизнк билли гсКисликниш коси шиш нуктл-

х -f 2« — 2г -f 25 =  О 

2а — 7у — Зг — 21 = 0 

Ьх — 2у — г — 13 =  0

мни топинг:

4.1. _г-3 _ У + 2 _ г —5
о i 10

4.2. х 4” 1 __
1 ~

V + 3 
0

г - 2
- 2

4.3. <-1 _  
У

9 - 2  _
Л

г — 3 
1

*4



i 4. д+2
—i

_  * -  1 _  
1

2-  2 
J * l l  — £/ + Зг +  «» = о

4.3. *+ •"»
з I

г-  1 "> i — 2 if 4- Зг — 3 =  0

4 6 r *■ 1
I

_ ч _ г + 1
“  U ~  —2 5. v — 2 if +  Зг — 3 =  0

■1.7. r H 
0

_  У ~t~ ~_
~  -1

2-3
1 1 л .-f-0i/ +  5z =  0.

4.8. A + *
7

_  _  
1

г— 1 
-1 ’ 0-V — у — 4 z — 3 =  0

4.9. A —  I 

2
=  y + * _

5
г —5 
-1 ‘ 3v — 7 v — \z 4-11 =  l

4.10. \ + 5 
0

_  _  
-  1

2-3 
1 ‘ 3r + 7i/ +  z 4-11 = 0

4.11. x -f 5 
12

_  *- *  _
— 5

2— 1 
H 3x — 2y — г — b =  0

4.12. i + l 
-1

_  {/-2 _  
0

2 — 5 
-2 * 1 x —  5//-|-2г4--1 =<

4 13. jr + 3 
>

_  V +  l _ 2 - 3
J 7i 4-4f/4- ^ —  lb =  l

4.14. x — 3 
1

__ v + 5 _
2

2
1 31 4  4 w —  Ъ г 4- 20 =  ( J

4.15. * - 1
ft

__и — 1 ___
i

2 4. 3
i a —  3ty 4" 2г *— 2ь =  1

4.16 i 1
2

f i
I* - b y - 7 г 1 »

4.17. x-4
\

_  * -  2 _  
~  -1 ”

2 - 2  
2 ’ 31 — Ли 4-г — 3b =  0,

4.16. i± l _  HZ* —— 5
2 + 3 

1 • 4л — </ +  ог4-3 =  0.

4 19. л -f-3 
2

_  V -  1 _  
1

2-»- 2 
-1 ’ v — 2/ — г 4- 2 =  0.

4.20. л — I 
-1

—  у * 1 _

0
2-1

1 4д 4 2t/ — 3z4-Н — 0.

4.21. x + 2
л — -1 ~

2-1
•> v — 2// — 4г4-11 = 0.

4.22. jr + 3
- 0

M  2 5\ f  Ли 2z -г Г - о



4.23. i  г = ^ =  . 3 x - V +  2z + 2 i =  0

4r — 2// +  г - 1 9  =  0. 

"~T 1 =  У_  |Д ~  ~ i~  ■ 3.v — 2_</-f г — 8 =  0

5л+2у + г — 15 =  0

х 4 
-  1 = у - ' _  

1
г +  2 
- 1

х — 4 у - 2 _ г -  1
1 0 2

*+ 1
1 =

у — 3 _  
- 1

г — 2 
1

х— \ У +  з _ г+ 1
5 - 4 3

к - 2 г — 1
> 4 - 1

JL+ I у _  г - 1
2 0 1 *

х - 2 V - 3 г —5
0 - 1 1

х — Л У +  2 г+ 1

4.27. ^  =  . 7 * + 3 * + г - 2 5  =  0.

4r — t/ +  2z =  0.

5x — v — Зг +  10 =  0.

4.30. ^ = У ± ± = 1 ± 1 ,  .r-f-30 — 5z — 21 =0.

9- §. Эллипс, гипербола на параболаниш 
каноник тенгламалари

1.9.1. Эллипс деб текислик urn шундаи иукталар туплачига 
аитиладики. бу нукталнрнинг чар бнридан ш\ текисликпинг 
фокус лар деб яталувчи икки нуктасигача булган маечк^алар 
пигиндиси узгармас чикдор шр

Фокусларн Ох укда коорлииаталар бошига ннсбатан енмметрик 
етувчи эллинснинг ( 10- шакл) каноник тенгламаси ушбу к\ри- 
ни ни а -на:

4 + 4 = > .  « > *а Ь
Ьундл а ва Ь *ллипснннг катта b«i к н ч и к  ярим уклари узунликлари 
Фокуслар орасидаги часофаин 2с юсак. с2 =  а2 — b2 ччносабат 
Оринли Эллнпснннг *ксиентриситети к*б

г _ г _
а а

га айтилади.
Эл.шпснипг М (х. у) нуктасидан фокусларш ача бутпн  час(*|><1 

tap (г ( ва г г билан белгиланади) унииг фоках радш/слари 
icfl ил а ли

Тенгламалари
(1 О* gг=  =  ±  . а >  Ь.

ы,



И) иык .1

uni иборат иккита тчгри ч т и к  эллииснииг директриса, гири 
дейилали ва улар \шб\ хоссага *га*

Г| Т ̂ 
d, =  d>= *

Агар а< .Ь б> ica, ) \ол ia эллипснинг фокусларн Ои укда стали
(II-  шакл). 2b унинг катта \'кн, экснентриснтети *са у =  с б\ла-ь
ш. бунш с‘ =  Ь ' — а*. Лирсктрисалари тенгламаларн:

ь . Ь‘ 
y — ziz~ =  :£ ~J  t с

\гар а =  Ь булса, эллипс ради у си а. марклзн координаталар бошила 
булган х ’ +  у1 =  а лйланадан иборат булади

1.9.2. Гиперопш деб текислнкдаги шчнци н\ктаыр тупламига 
айтнладики. бу нуктнларнинг \яр бирндан ту  текисликнинг 
фокус шр к*б лталувчи икки нуктасигача булган масофалар 
айирмаларинннг абсолют кинматлари чзгармас микдордир

Фокусларн Од укда коордпкатилар бошига иисбатан симметрик 
\ai ш ётувчн гипербола ни нг каноник тенгламаси

л* _  ,
ь‘

кчринишга эга Бунда а — гннерболинннг хакнкнн ярим \ки 
улунлнги; Ь — .мавху.м ярим \ки \ ш и ш  и Агар фокуслар орасн. umi 
мас<к})ани 2 с леса к. Ьг=с~ — а* була ш

Гипербола чксцентристети юб

\oi 7b1 >  I

га аитилали
н7



Гипербоданиш фоки.i puOuyi лари деб. унннг Vf(.v. и) нуктасидан 
фокусларигача булган масофаларига (n  ва п  билан белгиланади) 
айтилади

Гинсрболанинг директриса гири деб. тенг ламаляри

дан иборат бСлган ва куПидягн хоссаларга эга иккита т>|ри 
чи шкна айтилади:

тога га **га
\iap u =  b булса. гипербола тенг томонли гипсрГхии дейилади 

в» унинг тенгламаси

курннншни одали. аенмнтоталарн тенгламаси *са i/= -±.х дан 
иборат бутади.

\rap гиперболанннг аенмнтоталарн Оу укда коорлииаталар 
бошнга ннсбатан симметрии ётса, у чолда унинг тенгламаси

курининши олали. Гипербоганинг VKciu-нтриситетн г=  *, ли

ь Ь‘ ь гректрисаларн у — ±  - =  ±  - . аенмнтоталарн у= ± : -•* булади.

у

IJ  111.1 1 13 шакл



\  —  ^  —  1 Bel *- —  —  1 ГИ П ербоЛ а-
а2 Ь1 а2 Ь2

/lap к,ушми гиперпшалар лепил ал и 
М2- шакл |.

1.9.3. Фокус деб аталувчи берилган нук- 
млан ва директриса 1еб аталувчи бе­
ри л ran тугри чишк laм теш у ткликда 
ету вчн текие.шклагн иукталар тупламн 
парада ш лей илали.

Учи коорлииаталар бошила ётувчи. 
симметрия уки Ох у клан иборат булган 
нараболпниш к»ионик тенгламаси

14 uidKi

У' =  2рх

курннишга эта (13-шакл). Бунда р > 0 (парабола парлметрн)— 
фокусдан лиректрисагача булган мпсофа Директрисанииг тенгла-
маеи х =  —  ̂ курннишга *га.

\гар г параба1анинг \f(t. у) нуктасидан парабола фокусигача 
булган масофа. d — шу (дг. у) нуктадан лиректрисагача булган 
масофасн булса. у холла унннг *ксцентрнснтети

Учи коорлииаталар бошила. симметрия уки Оу б\лгаи иарабола- 
нинг канопик тенгламаси ушбу кчринишга эга (14- шакл):

х7 =  '2ри (р > 0).

Унннг лиректрисаси тенгламаси *са: у —
Ми сол  Фокуслари орасилаги масофа 10 га ва мйвхум ярим 

уки 3 га тенг бу тган гипербола ни н г каноник тенгламасини ту шиг.
I: ч и in. Л\асаланинг шартн га кура Ь =  3 ва 2t =  IO. бунлан

с =  Г> ва а =  \ с2— Ь2 =  ^25 — 9=4 келиб чикали. Лемак, ичлана-
етган к*поник тенглама

кури ни шла булади
1.9.4. Ушбу

нч

{X — х0) 2+  (I/— у„\1= а 2, 

ix -  x ,y  ( Ч - % ) 2 _  

и~ +  **



(1-л01 _  _

~ Ьг
(у — У ) 2 =  2р( X— т..),
1х — хи)* =  2р\у — у )

тенгламалар мос равншда марказлари Cljr.i, у ) иуктадп булган 
айлана. эллипс гипербола ва учи С (ay.. у )  ну кта id ётувчи 
нараболаларнн а никла иди.

У Оарс хона тппшириг и
1 9\J  +  25y2 =  22 > эллипс берилган Унинг ярим укларнни. 

фокус мри коорлинаталарини эксцентриситет мректрисалирн 
генгламаларини топииг ва шаклини чизинг

Ж : а =  5. Ь — Л; Fi ( I, 0 ); F >{ — 4. 0>; *- =  0.8: х =  ±  ^
2 16л — 9//2 =  N4 гипербола берилган Унинг ярим укипи, 

фокусларн коорлинаталарини, эксцентрпси тетин, директрпсасп ва 
1снмптотплпри тенгламасини топинг Шак шни чнзиш Ж  а — 3,
Ь =  4. /' | ( >. 0) ва / г (— 5. 0) f =  4 - и = ±  !а5 1

3. у2 =  0v парабола берилган. Унинг р параметрнни. директри- 
саси тенгламасини топинг ва шаклини чизинг.

А  Р = 3. /••(!; 0 ) :  ж-----
1 Фокусларн лбсиисса укида ётувчи на к\ шпаги имртларии 

каноатлантирувчи эллнпспинг каноник тенгламасини тузинг:
а> унинг кичик \ки 24 га. фоку ела р орасидаги масофа 10 га

тенг;
б) шректрисалари орасидаги масофа 32 га, эксцентриситета

0.Г» га теш
") Эллипснинг фокусларн ординаталир укида ё тб .

а) унинг кичик \кн 16 га. эксцентриситет»! эеа 0.6 га тенг:
б) унинг фокусларн орасидаги масофа 6 ia ва директрисалари

орасидаги массива 16  ̂ га тенг булса, унинг каноник тенгламаси 
ни ту шнг.

Гиперболаннш фокусларн абсцнссалар укида етиб.
а) унинг фокусларн орасидаги масофа 6 га ва экснентриси- 

’ <*гц 1.5 id тенг;
б) унинг хаки кии ярим \ки 5 га тенг, учлари ?са марка зн 

билан фоку си орасидаги масофани тенг иккига булса. унинг каноник 
тенгламасини тузинг.

Гипербола пинг фокчслари Ov укида етиб.
12а) асимптоталари тенгламалари и= ± : . г  ва учлари ора

сндагн масофа 16 га тенг,
б) фокус три орасидаги масофа 10 га. «ксиентриситети

уи



га тенг булса, унннг каноник гонг шмаенпн тузинг.
8 Параболанииг каноник тенгламасини тузинг:

а) парабтанинг фокусн F{0, 4). б) парабола Ох \кк.д нис- 
6(1 тан симметрии ва 1(9. Ь) нуктадан утади

9 Чншклар тенгламаларинн соддалаштиринг, уларнинг т\ри 
ни аникланг, параметрларини топинг ва шаклинп чншнг:

а ) х -Ь у — 4х 4- бу -+■ 4 =  0;
б ) 2х2 4- Ъу2 4- 8х — I Оу — 17 =  0,
в) х2 — йу — 12х 4- i6t/ — 48 =  0.
г) х' — 8t-J-2t/-f* 18 =  0,
д) у2— 1*4-4//4-16 =  0

9- мустацил иш

1 х2-\-\у2 =  4 эллипс фокуслариднн утувчи ва маркази эл- 
липснинг кжорн учила булган айлана тенгламасини тузинг

Ж  х 4~ (У— I ) ' =  4
2 а) Катта \кн 6 га тенг, фокчеи *са F (  у 5 .0 ) нуктада 65 л га и 

эллипс;
б) мав\\м \ки 4 га тенг ва фокуса F ( — у 13,0) нуктада

булган гипербола;
в) лиректрисаси у =  —3 булган параболанииг каноник тенг- 

ламасини тузинг.

Ж ; a) ^ 4- v4‘ =  I ; 6 ) -у =  1; в) х*=\2у.
3 \ар бир нуктасидан /1(3. 2) нуктагача бч.иаи v i е(к}>а 

щ  — |t ()) нуктагача булган мнеофалан 3 марта ортик булган 
чнзик тенгламасини т\ тн г

10-§. Иккинчи тартибли сиртларниш 
каноник тенгламалари

1.10.1. Иккинчи тартибли енртлар
2 2 2

~  4- Уг 4- =  1 — vn укдн 'эллипсоид;_2 .2 1 -2 а  о с

2 2 ^2
* 4~ У, — г =  1 )̂f,P наллали гиперболоид;
а : h i~

91



Ir 4- 4--- ~w= — I — икки иаллали гиперболоид:- ' 1.2 -2 а О с
J

=  — h — j.i.iuiiTiih параболой i 2p 2q
иuiоралаpii бир \ил»; 

z =  * — v — гнперболнк параболоид2P 2q
иш орал при бир хил К 

\ +  ~ = 0  конус;а Ь~ с
* 2 h =  I— ЭЛЛИНТИК ЦИЛИН ip.

и' Ь~
j 2

— v = 1— гипербич и к цилиндр;
и' Ь~
t/ =  2px — параболик цилиндр
\иланип1 сиртларн даетлабкн туртта иккинчи тартибли сиртпииг 

\усусиft холи лир:

1 • -f* *■> =  1— айлапиш эллипсоид и;a tr
г■+-«/*’ г2 , r  г---- =  1 — бир наллали аиланиш гиперболоид и;

a I
Г  W  г2— =  — I— икки наллали аиланиш гнпсрболоиди:

о* с
* + у ‘ =2pz — шланнш параболоили

(0 dapixoHu то т  иричл

I Ьерилган тенгламалар билан нпиклинунчи сирлларншп 
шаклини чн шиг.

1) 4 r - f У +  2г’ =  2 
6) 2г+ < ч/— 2г-= ;т . 
н) 4 r- f  у2 — 8z2=  — 10;
i ) '2y =  4л* г1*. 
л) х2 +  Аг2 =  А: 
е) ц — 4z =  0
2. Сирт турини аинкланг ва унниг шаклиии чн шиг:

а) 4а‘, +  у2 — г2 — 24х — 4у +  2г +  35 =  0;
х f -f- у2 — г2 — 2х — 2и -\-2z-\-'2 =  0: 

в» x2+ y 2 — fu' +  fiy — 4г +  18 =  0;
) ** +  </ — z — 2.1/4 2г =  (1

[р ва q ларнииг

ip на q ларнииг

Q2



10- и in iat\u i иш

Kyнмлаги смртлар била» чегнралаигаи жнсмларнннг гнамнни 
чизинг:

1 г=  t -f-у~. х1 +  у ' =  4 ва г =  0;
2 г = у 2, t ‘’ +  i/J = 9  ва 2 =  0.
.} г = 4 — у на х2-\-у2 — 4у.

«а юрит шин

I Ч т н к  тенгламаси ни каноиик куринишга келтирннг вя унинг 
шаклини чизинг:

1.1. a) 4a:2 +  2i/2— 10x +  4i/+ l0 =  0;
б ) 51 — Cw/ +  30а +  12и +  9 =  0; 
и) х +  10а' — 4у +  33 =  0

1.2. а) Здг -f 5|/2 +  fit — 20(/ +  8=0;
б) 4г — , / + 10г +  12 =  0.
и) V* + 3-t +  1Оу 40^ U.

1.3 а) а + 2̂  + 6* — 4// + 9 =  0;
б) х2 — 4у2— 2л +  1Г>1/— 19 =  0
в) а — 1лг + 2у — 2 =  0

1. 1. а) хг+  1|/‘ +16у+12 =  0;
б) 2л2 — 3</ — I2х — 1 — 15 =  0:
в) // +  8* + Ю г+ 9  =  0

1.5. а) Ьх2 +  г>у2 — I Ov — 2,") =  U.
б) 5.v2 — бу2 — ох — 25 =  0,
в) х2 +  $х — 9(у — 29 =  0

1.6. а) 5 а-2+< if/* — I Or— 25 =  О;

б) f>v2— S//“ +  10|/ — 35 =  О,
в ) у2 — I t»A* — бу +  25 =  О.

1.7. а) 2\ +  3у2- 1 2 *+ l&i/ +  39 =  0;
б) х — 4у — 16// — 20 =  0;
в) лг2 + 8л — 2у +  I -1 =  О

18. a) jr2+ l v 2—'2х— 16у + 13 =  0;
б) аг2 — 2f/2 +  6 r +  4f/ +  5 =  0;
В) у2 +  х — 4y-f-2 =  0



1.9. d) 4<2 +  v2 +  16*+ 12 =  0;
Г» a t2 -  rty2+ bx +  20y — 32 =  0; 
и ) a 1 +  6 < +  5j/ —  G =  0.

1.10. а) 5a +  6i/2 +  3U.t — 12t/ +  21 =  (»;
6 ) 4 k — 2//— 8x — 4v +  6 =  0;
и) v — 2x +  6j/ +  17 =  0

1.11. d> 16x2 +  9y2+ 96i — 18//+9 =  0;
б ) I ()x2 — 9//2 -  I bOx — 3b// +  220 =  0
H) x*— H +5//+ 14=0.

1.12. a) 4x2 +  5//г — 24 x +  70// +181=0:
6) 4r — UU/ — 72x — b4t/+ 196 =  0. 
r ) y 2 — iwr +  2// — 1 1 = 0.

I.IS . a) 3a2 +  2i/2— 6л — I2y +  15 =  0;
б ) ix2 — 9i/2 — 16a — 18// — 29 =  0;
в) x2 — bx — 3i/ +  19 =  0

1.14. a) 2a2 +  3//j — 4a' +  6// — 7 =  0.
б) 2x2— 1/2 +  4 v +  4//— 10 =  0,
в) tj2— 5t +  b// +  4=0.

1.15. i) 4x* +  3fy2 — 8x +  12//-3 2  =  0;
б) 4х2 — 25y2 — 24x — 100/;— 164=0
в) x2 — 6x +  5j/ —6 =  0

1.16. a) 6x2 +  5* 2+ I 2a — 20y— 1 = 0;
б) 25x2 — 9i/2 — lOOr— tbi/ — 161 = 0
в) у 2 — 3a — 2// +  7 =  0

1-17. d) 5x2 +  3t/2 +  20x + 2 1// +  53 =  0,
0 ) 5a f — by +  30a +  1 t>v — 3 =  0;
в) x2 — 7//+ 12x +  50 =  0

1.18. a) 3x! +  Ay2 — 12x — 16// +  Ib =  0,
б) 8x2 — 9t/2 — 16v +  36// — 100 =  0.
в) y2 — 4*+1// +  8 =  0

1.19. d) 4 +  by2 +  24x +  10// +  21 =  0;
6 i 9x2 — 5i f  — 3bx — 30ju — 54 =  0;
B) x2- S y - H a  +  31 = 0

1.20. a) |6x2 +  9//2- 6 1 x — 18// — 71=0;
б) 9x2— 41/2+  Its* +  24  ̂— 63 =  0;
в) //2 +  2x — 6z/+ 1 1 = 0



1.21. <i) 9лг* +  \у*+ l*x — 24i/+  9 * 0 .
6 » 16 г2 — 9 у2 — 64* +  \ Ьу — 62 =  1).
H) *2 +  4// +  10* — 3= 0

1.22. a) 9*2— 5 у ' — 1Ьл+30// +  36 =  0;
6) 4** — 5у2 +  21 v — 10// +  11 = 0.
H) //2 +  3*+Ю// +  28 =  0

1 23. a ) b.v2 +  9 у1 — 1 Их — 36// — 28 =  0;
6 ) 3v'J — 1г>2 — I 2v + 16jy — 16 =  0.
в ) х2 +  4// — 4 v +  24 =0.

1.24. в ) 5**’ +  by1 +  30л — 16y + 13 =  0;
б) -  5y1 +  121 +  20// -  И  =  0;
В) if2 +  • > t +  Su +  1 =  0

1.25. а ) ‘Лох2 +  9y — I 0(Ja +  3bf/ — 8‘) =  0.
Г>) 5л-2 — V  +  20 л — 24y — 13 =  0.
н) x2 — 4</+2л+9 =  0.

L 2fi. а ) It  ■' +  9 у2 — 241 +  36f/ +  36 =  0;
б) 16 v2 — 2 5 /  -  32 x +  100// -  481 =
в) «/2+#.дс — «// +  22 =  0

1.27. а) ox2 +  itiJ2 +  20л- — 12// — 1 =  0;
6 ) 9 v2 — I h i2 — 51л — 32// — 79 =  ();
в) x* — 4y — 6* +  1 = 0

1.28. и ) X2 +  I//2 — I f  — by +  4=0;
б) b*2— 5y2— 32 r +  lOw — 13=0;
в) у2 —3.x -{- 1 ()// +  16 =  0.

1.2». а ) 9 a2 +  16//2 — 34 x +  32// — 47 =  0.
Г>) 5*2 — 6v2 +  20* -f-12 у — 16 =  0;
В) r* +  3y+  Ю л+  19 =  0.

1.30. а ) 16 x2 +  25 у2 — 32* — К Юу — 281 =
б) 4*2 — 9y 2 — 3*>* —36// — 36 =  0;
в) у2 + 5* + by — 1 = 0

2. Сирт тчрипн аникламг:

2.1. *2 + 2г/‘ + 4г2=1 2.2. v2
2.3. л“ — 2//2 — 4г2=  1 2.4. 4 х
2.3. 9*г— 2и+ г2 =  18. 2.6. j

У'
2.7. 1 v2 + 2z2 — // =  0 2.8. и



2.9. Зг/ “ — 22 +  3v == О. 2.10. ыг — 2 =  0
2.11. &е* +  у* +  322 == 18 2.12. x2 +  Az =  ()
2.13. \х2+у*-:1и*== 12. 2.14. _ > ог* — л =  0.
2.15. 5 xJ — y2 — r  = 5. 2.1 Г». 2г2-т 5t/ =  0
2.17. Зх‘ +  у2 — 2z = 0. 2.18. 4 v* +  3г-= 12.
2.19. 2у* +  2 — 3 с2 = 0 2.20. 2 у2 +  5 z~ =  10.
2.21. 9jT +  3(/2+522=  45 2.22. Лг2- V = I 2
2.23. (>д ‘ — .it/ +  z1 == 6. 2.2-1. х2-- Ik '! =  4
2.25. l.r  — 9 /  — 2 г’2= 18 2.26. 3 У2—лг = 3
2.27. 3i/J +  5 /  -  15х =  0 2.28. 4 у9— 5г*=50
2.29. \z2—\ S  — 12 ц=  0. 2.30. Зг2— *иг=  12

7 нимуншшй \uC(*i топшириклари

! Клйилагилар мпьлум:
Л. В  — *гри чншкда ётувчи иукталар; 
h — фокус;
а — катта ярим чк (ёки хаки кий ярим чк), 
b — кичик (еки мавчум) ярим чк. 
у — эксцентриситет;
у — ± кх  — гипербола асимптота.три тенгламалари;
I ) — грн чи.чиК шректрнсаси;
2с — фокус масофаси.
а) гллнпснинг; 0 ) гинерболанннг. в) параболанииг каноник 

генгламяснни т> ш ш :
I I. д) а =  9. ? =  ; Г>) Ь =  7, / ( — ^130.0); в) симметрия уки 

Оу, П I — 1. 321-
1.2. Ь =  ,3. /'( — v 55. 0); 6) а =  Н. р =  *: в) I) а=  3

1.3- 1(5, |  д/N ). Я  ( - 4 .  б) k = 2 * =  V *  ; 

в ) D у =  — 4
1.1. a) t =  \  1 ( —4, , ) ;  б) 1( — 5, г ) »<» В (  **\ — 4». в) сим.) 5 4 )

метрия уки Ох, 1(— О, И))

1.5. a) 2u =  18, 6) к =  7 ' f =  V s5- н) П У =  Ъ

1.в. а) Ь =  5, г =  2} \  б) /? =  J ; 2а=  14, в) /): г = - 3

1.7. а ) а — Г», r =  - J'* ; б) b =  I, Л (— ^17. 0); в) симметрия \кн

Оу. А { -  1. — 10)
1.8. а) /?=1. Г ( — 3. 0); б) а =  3. f =  \  в) О дг =  8

«»



5 л/1 Оо
1.9. а) /1 ( - 3  V 5. 4) ва Д (6. - 2 ^ / 5 ); б) к =  ~ , е =  - * у  :

в) Ь у =  — 16.
1.10. а) ^3 ); б М ( - 0 .  Ь - )  ва В  ( '"7' h.5 ).

в) симметрия $ки Ох, /4 ( —- 3. 6).
1.11. а) 2а=  12, е =  б) k =  j ,  2с =  4 л 10; в) I)  у= Ь .

1.12. а) 6 =  2. е =  -^-; б) * =  2а=18; в) D :x=  — 5

1.13. а) а = 9. t =  . б) 6 =  4, f ( — 4л5. 0). в) симметрияУ
\ки Of/. >4( — 3, 4)

1.14. а) 6 =  2, f ( — 2-\)\5. 0); б) и =  5, р =  -^— ; в) О х  =  | .

1.15. а» /W — 3. у У Ш )  ва V 5 - “ 2>: б > * =  =  

в) l ) - y = - j .

1.16. a) p =  1(6. б) > < - ■ £ . “>) на Я(3.

—  -~̂ 10); в )  симметрия уки Ох, /1( — 3, 3).

1.17. а) 2а=  1C. е =  б) k = ] ,  2с =  2л/73; в) D i j= 0

1.18. a) 6^ 2, г т- .Ц * , б, /? =  -|, 2а = ! 2, в) U  х ^ - - - .

1.18. a) а — 1 е-= — - ; б) 6 =  3, F ( — -\Щ 0); з) симметрия

уки Ot/. Д ( — 3 —4'.
1.20. э) Ь^-Ь F {  \А \ б) а =  9, р =  в) /) х =  6

1.21. е) я(4. 4\ — ) ва Н ( - 1 ) 7- 3); б) Л =  -|,7 4 7 7
в) D : y =  — б

1.22. а) е=  V4‘- Л ( - 3  ^7); б) 1(8. --VT7/ ва 3(10, 4);
в) U :y = - 8

1.23. а* 2а =  6, ? — б) & =  2с =  2\41; в) симметрия уки 
Од:, . 1 ( — 2, 6).

1.24. а) о =  5, е =  : б) =  1  2 а -= 1 8 ;  в) D х = - 5
_  у/15 _—1*25. а )а  — 8, р =  — ; б) 6 =  5, F (  — уЪч. 0); в) симметрия £ки Оу,

Л ( - 2. 6)
7- &>ь о у



1.25. а) Ь =  2, F ( — 1У->. 0); б) a =  b. г =  4'J '\  в) /J v =  9

1.27. а) 1(6, — л*>) на Ж — 3\5, 2), 6) k — \ . k = ^ - t

и) D y  =  — 3.
1.2Н. d) ь=  V*. К - г‘- -Л/7). Г.) /1( 10. ( Я -J--. - 2);

в) 0:t/ =  9.
1.29. d) 2а=10, t =  —_2- ; 6) k =  J-, 2с =  4\17, в) симметрия5 -1

\кн Or, 4(3. — 5)
1.30. d) b — \, ь =  - v *-: 6) k =  j .  2a =  14, в) I) x= -  j

2. \ap бир \ н\ктасн куйидаги шартларни каноатлантнра- 
шгаи чизнкларнинг тенгламасини ту шнг:

2.1. \ иукта А (О. — 4) нуктадан ва у-\-2 =  0 тугри чизиклан 
бир хил \ юклашган

2.2. \ нуктадан И — I. 3) ва /i (7.3) иукталар га ча булган
масофалар йнгинлиси v «гармас микдор, чамда С(Г>, 2 ) иукта из*

ланаётган чишкка теги шли
2.3. \ нуктадан 1(8, 0) нуктагача б\лган масофа мпан 

с — 2 =  0 тугри чизиккача б\лган масофалан икки марта каттл
2.4. \ нукталан коорлииаталар бошигача ва 1(0. — 4) иукта- 

гача булган масофа lap квалратлари йнгинлиси lb га тенг
2.5. V иукта 1( — 1, 3) ва Я(1. — 2) нукталардан бир хил 

узоклашган
2.6. \ иукта 4(0. 2) иукта га В (  0. G) нуктага караглнла 

икки марта икин туради
2.7. V иукта *4-6= 0 тугри чизик ва коорлииаталар бошила и 

бир хил у шклашган.
2.8. X  нукталан 1(0. 1) нуктагача булган масофа у план 

у — 3в =  0 тугри чишккача булган масофалан уч марта кнчик
2.9. V нукталан 1(0, — I) нуктагача булган масофа у клан 

(/4-9 =  0 тчгри чидиккача булган масофа да и уч марта ортик
2.1н. Д иукта ордннаталар у кила н ва А { 2. 0 ) нукталан бир хил 

\ шклашган
2.11. Д иукта 1(5, — I) ва В (0 , 4) нукталардан бир хил 

у зоклашган.
2.12. \ нуктадан /1(0, I)  нчктагача булган масофа унлан # (0. I) 

нуктагача булган масофатан икки MdpTa кичик
2.13. V нуктадан коорлииаталар бошигача ва 1(5. 0) нукта»а- 

ча булган масофалар иисбати 2:1 га тенг
2.14. \ нуктадан 1 ( — 1, 1) нуктагача булган масофа унлан 

x-f-4=0 тудрн чизиккача булган масофалан икки марта кичик.
2.15. V нукталан х — 1=0 тугри чншккача булган масофа 

унлан 1(4. I)  нуктагача булган масофалан икки марта кичик
и



2.1b. \ нуктадан U 2 0 ) нуктагача ва 5чг-f-8 =  0 тугри 
чизнккача букам  масофалар нисбати 5:4 га тенг.

2.17. \ нукта координаталар бошилан на *4-4=0 гугрн 
чизикднн бир хил уюклншган

2.18 \ нуктадан 4 ( —о. П нуктагача булги и масофа ундан 
v-}-2 =  0 тугри чизнккача булган масофа дан икки марта катта

2.19. N нукта /1(2. 2) нуктадан ва абсцисса lap укидан бир хил 
у нжлашган

2.20. \ нуктадан 1(3, 0) нуктагача булган масофа унын 
ординаталар чкнгача булган масофадан икки марта катта.

2.21 \ нуктадан координаталар бошигача ва Зл-)-1в =  0 тугри 
чизиккача булган масофалар нисбати 3 5 га тенг

2.22. \ ну кталан 1( 1, 0 ) нчктагача булгаи масофа у план 
В { — 2. О) нуктагача бул1ан масофадан икки марта кичик

2.23. \ нуктадан координаталар бошигача ва 1(0. 5) нуктага 
ча масофалар нисбати 3:2 га тенг.

2.24. \ нуктадан 1(0, I)  нуктагача булган масофа ундан 
у — 4= 0  гугри чизнккача б\ пан масофада» икки марта кичик

2.25. \ нукта 1(4. 2) нуктадан ва ординаталар укидан бир хил 
у шклашган.

2.2Ь \ нуктадан /4(1, 0) нуктагача булган масофа ундан 
х — 1=0 тугри чизиккяча булган масофадан икки марта катта

2.27. \ нуктадан Л (| ,  4) нуктагача булган масофа унхан 
r-f-7=0 чизнккача булган массх|)адан уч марта катта.

2.28. \ нуктадан 1(4, 0) на Щ — 2, 2» нукталаргача булгаи 
масофалар квадратлари иигиндиси 28 т тенг

2.29. \ ну ктадан А ( — I, 7) иукгагача булган мас<к|>а ундан 
х — 8 =  0 тугри чизнккача булгаи масофадан икки марта кичик.

2.30. \ нуктадан/1 (3, — 2) ва В(4, Ь) нукталаргача масофалар 
нисбати 3 5 га теш

3. с ирт почини аникланг ва шаклини чи.шнг:
3.1. а) 1 v2 4- и /  + 5 r  — 20= 0, б) «л24-4/ =  ЗЬ.
3.2. п) 5 v1 -j- 5у2 — 6.r — 30 =  0; б) г2=  \х — 3
3.3. а) \x 2- 3 i/2 +  2z2 — 24=0; б) 2л*-Зг-’ =  0.
3.4. а) 5^4- // — 3г =  0; б) г‘ =  2у4-4
3.5. а) х2 +  1 г2 — Ьу =  0; б) U ‘ 4-32-= 12.
З.Ь. а) 8.V2— у2 +  4г*4-32 =  0; б) itr 4-2г ' =  Г>
3.7. а) Ьл 2 4 -5 /- Ю Г - 3 0  =  0; б) 5.x: — =  20
3.8. 2хг— 2 if +  5г* — 10 =  0, б) 1г*4-3л =я 12
3.9. а) 3/4-5г*— 5.г =  0; б) г" — 21/4- 3 =  0
3.10. а) 5х2 Ь в|/~ 4- 15г~ — 30 =  0; б) Hi"'4  Гм/* — 10 = 0
3.11. ») Зл +5// — 42 =  0; б) 5л* 4- \г =20
3 12. а ) 0v* 4- 12у"-|- 1г‘ — 72 =  0; б» 1. Г — к/  12
3.13. а) 10.Г* I.V 90 = 0; б | и/ — _>-

>• >



3.14. а ) 0z? — Зу2 — 2 а2 — 18 =  0; 6 ) Зу2 1 N
к. II= 12

3.15. а 1 Зх2 — 9//2 +  ̂  +  27 =  0. б> А2--4г2 = 10.

3.16. а ) 4 а2 4-г2— 2у = 0; б) У2 == А +  3

3.17. а ) ‘2о~ 6z2 =  Зх, б) г2 == х—А
3.18. а) 4 * 2 — 12t/2 +  Зг* — 24 =  0. б) З а2+  г2 = 30.

3.19. а ) 2A2-j-4i/2 — 5г = 0 ; б) 7а2- 5 /  == 35

3.20. а ) 7 а2 + 2у2 -|- 6г‘ — 42 =  0; б) А‘ +  4г2 = 4

3.21. а ) 2дг2 — Зу2 — 5г2 30 =  0; б) Зг2— 2а  = 6.

3.22. а ) л'2 — Gy2 -f- z — 12 = 0 ; б) 2а 2— Зг2 == 6.

3.23. а) 3z2 +  9i/2 — a =  0: )) За24 *ог2 == 15

3.24. а ) У - 4г2=3л*; б) А2 -- 1г2 = 4.

3.25. а ) 8a2 — у2 — 2г2 — 32 =  0; б) 2х2+ Зг2 == 6.

3.26. а) 6а2 +  j/2 +  6г2 — 18 =  0; б) 2а2- 6/  == 12
3.27. а ) 3*2-f 12t/2+  1г2 — 4S =  0; б) 2 /  +  Зг = 6
3.28. з ) A2— 7t/2— 14г2— 21 = 0 ; о) V +  3г2 == 12.

3.29. а) За2 +  f/2 -Н 9г* — 9 =  0; о) 3/> — 2а 2 == G.

3.30. а ) 4 а2 +  2 +  36г2 =  72; б) V — 3v = 12.



2- б о б

М АТЕМ АТИ К ЧН АЛИ ЗГЛ  К И РИ Ш

1-§ Элсментар функциялар

2.1.1. \гар х микдорнннг бирор D тупламдан олинган \ар бир 
кийматига бирор Е  тупламдан олинган у микдорнннг бирдан-бир 
аник киймити мос куйилган булса v холла у удгарувчи миклор 
v \ 1гарчвчи микдорнннг функцияси дейилади.

х микдор эрклн чиар\вчи ёки аргумент, у микдор ъсв богли к 
удгарувчи ёки функция дейилади Функцняни белгиляш \ч\н ушбу 
ёп  влардан фойдаланила гм

у = Ц х ) ,  у = у ( х ) ,  у =  г, (д)

ва ч к.
х \Згарувчининг /(х) функция маьногл *га буладиган кииматла- 

ри тчпламн функцнянши ини^мниш со.\аси деиилади ва l ) ( j )  
куринншда белгилаг.ад.д ••■=п х) функциянинг a=jco д а т  киимл- 
ти. бунда to £D(f) .  фуишияиинг xtjcycuCi kjuumqtu дейнла ш ва t/n ёки 
/(ли) куригишда ^елгилана im. П1\ндай килиб.

Л,- ; . V , “К*’. У\'.ь = У

Функциянинг кабул шладигаи кийматлари туплами унннг ./згариш 
соцаси юииладн ва ^.(/) (/план Оелгидлнпли

Оху тскасдикншь у — /( а) пносабатнн каноатлантирувчи 
Vf ( t . г/) нуктгларн туплами г = ; (л ) фу нкциянинг г/9ш/м<и 1сйиладн.

2.1.2. \rap y = f (  х) функция I)  (/) соха ни /?(/) соха га у.*аробир 
киймлтли акслантирса. у x iu ia  * ни у оркали Лир книматли 
нфоталаш мумкин:

(У)

\оснл булган функция i/ — [ (\ )  функцияга иисбатан ,ескари 
функция К'йилади

y = f ( x )  ва jr =  «| (//) функциялар унаро тескари функцняларгир
•01



x= «j(y) тескари функциями, одатда. л ва у мрнинг уринларнни 
алмаштнриш билан стандарт куринишда ёшладн

</ =  1Г(ДГ).
N чаро тескари у =  Цх) на t/=<|U) функцияларнинг графиклари 

биринчи ва учинчи координата чоракларнннш бнссектрисасига 
нисбатаи симметрик. y =  f[x) функциянннг аникланнш соха си 
w — ,j(.v) тескари функииянинг кииматлари сочаси булади

M =  фчнкииянинг а ни клали ш сочаси I), кийматлар сохаси
I бчлснн. y = f ( u )  функииянинг аникланншсочаси \ булиб, учгариш 
сохаси / булсин. у чал да у  =  [ (ц  (а*) ) аннкланиш сочаси D ва у чгариш 
сочаси / булган мураккаб функция ёки / ва ф>нкиняларнинг 
компшицичси дейилади.

и учгарувчи оралик, уэгирунчи дейилади. y =  f {x ) куринишидаги 
функция <>шкор функция дейилади F(x, у) =  0 куринишда! и 
тенглама чам, умуман аитганда х ва у узгарувчнлар орасидаги 
функционал боглынишни беради by чодда таьрнфга кура у >зга 
рувчн х иииг ошкормис функнияси б>лади Часалан. х2 +  у1 =  4 
тенглама у ни х нинг ошкормас функнияси сифатида аниклайди 
Аникланнш сочаси /)(/) координагалар бошига нисбатаи симметрик 
булган /(х) функция х нинг чар кандай *££>(/) киймати учун 
/( — х)=1(х )  (ёки i ( — х) =  — f ( х ) ) м\ носабат бажарилса. т уфт (с ки 
ток,) функция деиила ш.

Ж\фт функция графиги ордннатлар укига иисбатан симметрик, 
ток функция графит *са координатлар бошига нисбатаи симмет- 
рикдир

\гар О у зга р мае сон мавжуд булиб. чар бир x£D( f )  во 
[х +  Т) £D(f)  да /( х +  Т) =  /( г) тенглик бажарилса, /(а) функция 
даврий функция деиилади

Art тил га и хоссага *га булган I  л арии иг лнг кичиги Го функция- 
нинг даври дейилади

2.1.3. Куиидаги функинялар асосий элементар функциягар 
1ейнлнли:

а) у =  х* даражали функция, бунда а  6/?. /)(/) ва £(/) лар а  га 
боглкк;

б) у =  а* курсаткичли функция, бунда а > 0  ва а±  I; D(f )  =  R ва 
(/) =  (0. +  х>);

в) у= \оках логарнфмнк функция, бунда а >  0, аф А ,  0 (7) =  ((). 
+  ) ва £ (/) =  R,

г) тригонометрик функинялар
у =  si па, D (f )  =  R па / '(/ )= (— |. |j; Го =  2л, 
у =  cost. D ( f ) = R  ва £ (/ )= [- 1 ,  IJ. Го =  2л.

 ̂+  дА?, k£Z\ ва E ( f ) = R ,  Го =  д;

// — ctjjjt. 0 ( / )= { г ^ л k k£Z\ на E ( f )  = R: Г« =  л. 
у =  МХА, 1 )(1 )= [хф  к. k£Z) ва

/;(/) =  ( - « * .  — I J ( J [ I . + х ); /’о =  2л
11*2



f/ =  соьссдг, />(/) = { a Ф  nfc, к £Z\ на
£(/) =  ( — * .  — lj ( J [ l .  +  00 >• Го =  2я

Л) тескарн тригонометрии функиинлар

Элеменгар функции деб асосий «дсчснтар фуикинялардан 
чекли сондагн арифметик амаллар ёрламидн туаилгаи мурлккаб 
функиняларги айтилади

I Купила!и ф\нккияларнин! а ни клавиш сохасиии топинг:
. 1  г . дг—2а) у =  ~ ----- . о) y =  dresin —— ;

\'х-—лх+2 2

Ж : а) ( - о с .  1) U (2. -f оо ), б) [О. 4].
в) ( - 2 .  - \ 3 JU ( - V 3 .  \3 )U (V 3 . 2). г) [- 5 .  — л) U (0*

2 Клин лаги фу икинялариинг узгариш сочасини топинг
а) у =  ту lb  — хг\ б) у =  3cosjc— I, в) у =  3 _J*.

Ж ' а) {0.4]; б) [- 4 .  2]; в) (0. (|
3. Куйидаги ф\нкниялариинг жуфт ёки ток функция *канини

а) у =  хК мп }г; б) у =  х*— х2 +  а; в) */=lgcosA 
Ж : 1 ) ток. б) гок хам <мас, /Куфг хам эмас; в) жуфт
4 Куйидаги функиияларнинг даврларини топинг 

а) у = sinojr. б) h/=1^cos2a, в )  у  =  tg3x-f-cos4A.

о Мураккаб функииялйрни аеосий элементар функиияларнинг 
компоэиниялари тарчида ифодаланг:

I- (Шрсхпна Toruuupufu

аникла иг:

Ж ' а| . б) л; в) л9

ИМ
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l Функцияларнинг аникланнш c o v  финн тонннг:

y1 — bx -f 5
B) «/ =  1K( — — *i.t + 5).

Ж  a) 0 0 ^ ,6 ) ( — oo. I ) U (5. -i v в) ( —5. 1)
2 Берилган функцияларга мос келувчи тескари функцияларни 

тонннг Берилган ва тонилган тескари функция графикларини 
чи шнг:

а) у  =  х2, агар О,
( — х. а га р х <  I ,
1 д2 — 2, агар д >  1;

(д. агар д <  0; 
д . агар д > 0;

г) */ =  \ 1 — х7, агар д 6( — 1. 0J;
х, агар д <  1,

д) у =  д2, агар 1 < д < 4 ,
2\ агар д> 4

3 Куйндаги функцияларнинг жуфт ёки токлигини аникланг:

а) У =  \/{\— х )2+  \/(1 +  д) 2 ;
1 — хб) // =  IГ1

в) у — In (* +  \  I + * 2)
г) у — 2Х+ 2 ~ Я
/К а) жуфт; 6 ) ток; в) ток; г) жуфт.

2-§. Элементар функцияларнинг график.мри

j (х ) функция графигини чизишда хар хил усуллар кулланила- 
ди: нукталар буйича. графиклар билан амаллар бажариш, гря- 
фикларни алмаштириш f(x) функция графигидан фойдаланиб 
содда алмаштиришлар ердамида мураккаброк фчнкциялар гра- 
фикларини Косил килиш мумкин.

а) у — I (д — с2) функциянииг графиги у — fix) функция графнгн- 
дан, б\ графи кии Ох у к буйлаб а >  0 да \нгга. а <  0 бу л ганда ?са 
чангл а бирлик суриш билан чосил килинади.

ми



б ) i/ =  f(x)  +b  ф\нкция графиги у — fix) функция графигндан. б\ 
гряфикни Оу \к бСйлаб Ь > 0  дп юкорнга. Ь < 0 да пастга Ь бирлик 
суриш билан косил килинади.

в) у — j [kx ) (кФО,  к Ф \ )  функциянинг графиги y = f i x )  функция 
графигндан. унннг нукталари ординаталарини саклагаи чолда
k <  1 да абсциссаларини — - марта чузиш билан, /?|>1 да эса

абсииссаларинн |&[ марта сикиш билан хосил килинади
г) у =  щ((х) { т Ф 0, m=/=l) функция графиги y =  f ( x ) функция 

графигндан. унннг нукталари мос абсциссаларини саклаган
холла ординаталарини |/«| <С I да —~  марта кнсиш, | w , >  I дат
с̂а |m марта чузиш оркали хосил килинади.

д) у =  / (— х) функция графиги y = f { х) функция графигндан, бу 
графнкнн Оу Укка нисбатан симметрии акслантириш ёрдамнда 
хосил килинади.

е) у = — [(х) функция графиги y = f ( x )  функция графигндан. бу 
грификнм Ох укка нисбатан симметрии акслантириш ерда ми да 
хосил килинади

ж ) Jy =  I /' (л:) | функция графиги Ох укнинг f ( x ) ^ 0  буладиган 
кнсмларида у =  [ (х) функция графиги билан бир хил булади. Ох 
укнинг / ( t )< 0  буладиган кисмида бу графики»! y — f{x) функция 
графигинн Од укка нисбатан симметрии акслантириш ердамнда 
хосил килинади.

Ми сол  у — — 2sin (2v-f-2) функциянинг графигинн у =  $юх 
функция графигндан фойдаланиб чизинг.

Е ч и ш  у =  sin* функция графигитан фойдаланиб, 
у = — 2sin (2х-\-2) функция графигинн чишш куйидаги шакл 
алмаштиришлар оркали амалга ошириЛади

у\ =  ып2Х|, 1/2 =  — 2sin2x_, 
у =  — 2sin2(x-f- I ) =  — 2мп(2д +  2)

Геометрии иукта и назардан б\ 15- шаклдаги ясашларга олиб 
келади.

1 2л ораликда jy==sinx синусоидани чнзамиз.
2 Синусоида да бир нечта иукта белгиланмнз ва ординаталари­

ни узгартирмай. абсциссаларини икки марта камайтирамиз:
х = ~ х ,  у\—у Хосил булган нукталарни силлик чизик билан

бирлаштириб, у i =  sin2xi функциянинг графигинн чизамиз.
3 Хосил булган графиидаги нукталар абсциссаларини узгар­

тирмай, ординаталарини 2 марта орттирамнз ва уларнинг ишорала- 
ринн алмаштирамиз: г/>=— 2у \. х> =  х[. Хосил булган нукта­
ларни силлик чизик билан бирлаштириб, у2=  — 2sint2 функция- 
иинг графигинн чнзамиз

4 Охиргн графнкнн абсцнссалар уки буйнча ( — 1) га кучирамнз 
Х — Х2 — i. у == у 2 Хосил килинган нукталарни силлик чизик билан 
бирлаштириб, у =  — 2м п (2дД-2) функция графигинн чизамиз 
(15 шлкл)
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2- itapLXUHO топшириги

Функция lap график.ирини чизинг:
• у=2мп (2х — 1| - '"г j ГТ0 « . 1  о и =  —  V х ' — -4 л -J-42 у =  — ctg i + l '  1
1 t/=  1 4 Itr(а +-2» G W =  I — 3 *.
I у = 1<»kj| I —A'I 7 У — !л — 7v +  121.

?- мустали i иш 

Фчнкниялар график, мри ни чизинг:

I . у =  | За +  4 — v
2 Ц= ИоЦ;(21 — !>
3 г/ =  2 ( г — I ) 4

4 у =  2с os л я *
5 у =  sirî A
о w==| _ 2  \

3- §. Икни функция ИИ1ИН1И1И, лиирма^и, 
купаитчаси ыа оу жнчасининг график ари

\ с < н и й  1. ю м с ш а р  ф ч ч к и и и  i . tp м н с а л а р и д а н  ф п и л а л а н н б ,  
\ l a p n m i i  г р н ф н к . ш р и н н  о н  и . ш  ч и д л а .  к а т т а  ч н с о б л а ш  и н м а р и н и  
' м *  , ; т а г  т у р и б  б< ф \  ч к ц н я  м р н и н г  ч ч р а к к а б  г р а ф и к л а р н н н
• и ' ш п и к  г р а ф и к л а р .  и к о ч б и н а и и я с т  а  ( й и г и и л и с и ,  а н и р м а с и ,  

к ч а а н 1 ч » к н  на  б у  i h h m . i . н« i t  к г л т и р и ш  ч ч ч к и н
2 1. 1. Шчн.ай ч« m i; «Лгаликн. u = f {x )  функция |рафигини 

рафик 1ари <к ош нно :а hi iih/i =/i ( г) ни у* =  /_*(a) функинялар 
нш ин i*it и uiaK.ui ■ к . ij ■> i.iyr ччччкин булади. У ила и =  } (\) 
фчикпия »рафигина ‘. и ■ *«* орлинагалярни кчшотрнк кушишга
КГ I гири III и m •

МП
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Шуми d ьки i. аичи кн. икки нкаин ийнрчаг.ини икки ф ик 
цнянин тегишли иигиндмсига кол тир и ui ч\ чкнм

У= /|(д ) — fi(x)  =f\ix)  4- { —/_•(.Г))

I* м н с о л Ъ hi6v
У  =  г- }-  SII1A

функция графи! ими чнэинг.
1 ч и in у |=дг ва */̂  =  siiia' деб сляб, битта чизмашшг J »i w 

кушилувчи функниялар графикларннн чипами* (пунктир ч ти  к 
лар)

Шу функниялар графикларннн кеса лигам бир Катор вертикал 
тутри чнликлар \тказамиз Шунлан кеимн бу графикларнинт мск- 
орл н мата л ар ими геометрик кучниб, ичланаётгам гряфнкнинг бир 
катор ткталариии топами *, бу нукталарни учлукеи'з jrpn чи.шк 
билан бирлаштириб. изланаётган графикии ясаймип ( It»- шакл таг и 
туташ чизик) \осил булган график, гакрибий була ш

2.3.2. Of) in на талари и геометрик к\иаитирнпг анча книин. \ммо, 
шчнга карамаи, агар у\ =  /i (jc) в = фуикииилир графикляри 
ни олдинлнм исаб олинса, икки функциянинг I =/| ( X) */j(A) 
кумайтчасиш! тахлил кили in кунинча осонлаитади Тахлил кил и шла 
у | ва у? функниялар 0. I ва — I га тент булади гам иукталар* 
та алохида чьтибор бериш керак

2 ми с о л  у =  х «sirur функция графигинн чтинг
Е чн ш Берилган функция иккита ток функциянинг кСпайтмасн 

сифатмла жуфт функция булишини пайкайми.) на шу еабаблн 
'  тахлилни д> 0  лар учум уткаыми*. у =  д- на =  sin.r грифнкларми 

(пунктир чизнклар) битта чюмала чи«л.ми» (17 шакл).
I"-



17- шакл

£/2= s in x = 0 бОлядиган нукталарда у =  у 1-у2 =  0 га эга буламнз. 
i/? =  sinx= I булади гам нукталарда у =  у\ *У2 = х  га эга буламни.
£/> =  sin;r= — 1 буладигун нукталарда у=у\ ’fh=  —у\ =  — х 

[ул= — х функция графнгинн чизамиз).
Бир катор шундай нукталарни белгнлаб ва оралик нукталар 

учун \у\ =  jcsin* <С IJf| эканини хисобга од и б. х ^ О  лор учун 
тланаётган графикка (туташ чизик) зга буламнз. х < 0  да 
берилган функция жуфт функция булгани учун график Оу 
укка нисбатаи симметрик акслантирнш билан косил килинадн 
(17- шакл).

2.3.3. Икки фчнкциянинг купайтмаси хаки да айтилган муло- 
чазаларнннг хаммаси икки функииянинг

_  /|и;
У~

булинмаси учун хам бир хил да тегишли дн р.
Битта чизманинг узила y l = f i (x) ва in= lz {x ) функинялар

графнкларини чизиб, уларни тахлил килиш нули билан // =  —у
булинма х га боглик холда кандай узгаришинн текширамиз ва шу 
йул билан изланаётган графнкнннг уму мни курннншига эга 
буламнз. Тахлил Килишда асосий эътиборнн у\ ва уг функинялар 
кийматлари 0. 1 ва — I га тенг буладиган нукталарга, улар узаро 
тенг буладиган ёки ишоралари билан фарк киладиган нукта­
ларга ка ре тиш керак.
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|й- шакл

Е ч и in. Функция ток, шу еабабли х ^ О  лар у чу н гм па тахлил 
киламнз.

у\— х ва у? =  х2— \ лсб ачиб, бу функцияларнинг х ^ О  даги 
графикларннн (пунктир чизик) чизамиз.

и/ иирир х =  и да у\=уч иулио , у = — = i  оулиши равшан;
У2

УIв) бирор х — Ь да у | = — у2 булиб, у — —= — I булиши рав-

г) х= 1 да </2 =  0, у\= I, шу сабабли х=1 тугри чизик вертикал 
асимптоталнр.

д) х- — ос. да у-А) мусбатлнгича качали, яьни абсциссалар 
уки горизонтал асимптота булишини курамиз. 1>у фикрларнинг 
хаммаенни бирлаштириб графикиинг у мумий курннишига (тутан! 
чизик) эга буламиз.

у =  -тг-—  функциянинг гок эканлиги tv  фа Али дг< 0  да графикх — |
коорлииаталар бошига нисбатан симмотрик акслантиришдан 
иборат булади (18-шакл).

шан;

3- * )арсхона топ шири г и
Функниялар графикларннн чнзннг:

1. у= х* +  2х7.
2 у =  2х +  sin*.
3. _t/ =  sin2*-f- 2cosx.

4 i/=x3cosx



3 .и уставил иш

Функниялар графикларннн чизинг:

| </ =  Д' +  ДГС(|»<’
2 у =  ',(<•’ + г ■)
i У =  х +  cost

4- §. Кетма-кетликнинг лимнти.
Функциянинг лимити

2.4.1. Натурал сонлар туплами.ш аиикланган функция сонги 
кстма-кетлик дейилади на (*„) кчринишы белгиланади

\rap шундаЙ \f мусбат сои манжуд булиб. хар кандай 
иатурал сон п учуй

Хп\<М

теигсизлик урннли булса. {х„\ чегира.шнган кетма-кет лик дейилади. 
\гар хар кандай иатурал сон п учуй

Хп + | Хп

генгсизлик баж. филса, {.*„} Осу очи кстма-кетлик гейилали 
\гар хар кандай иатурал сон п учу и

Хп +-1 <С. Хп

теигсизлик бажари ica. {х,} камакшчи Кетма кетлик деиила ш
Факлт усунчи ёки камаюнчи кетма кетлик миногой кстма- 

кетлик ийиладн
Агар исталган t J>() сон учуй шундаи V = А  (г) > 0  сон мявжуд 

булсаки. барча « ^  \ лар учуй

х« — а\ О

генгсизлик бажарнлеа, \ нармас а сон {л„} кетма-кетликинш шмити 
И'йилади на 6v куйндагича ешлади:

lim х = а

\гар рг,| кетма кетлик лимит!а эга булса. у я^иншшувчи, акс 
xai ia ую^гашупчи кетма-\ет.шк ц*йил.чдн.

\ар кандай чегараланган ва монотон мтма-кетлик лимит!а *га
I МИСОЛ Inn " I ММИГИНН ИсбоТ кнлинг на \ (г) нип - » ■( I

.1 НИ к 1.1 ИГ

I (О

1 // =  Г-С ОМ'.

5 .*»1ПА



IT ч и ш. Лгар ихтнсрий к > 0  учун шундай \ (к ) сони маижх i 
булсаки. барча V {»■- > лар >чуи

тенгсизлнк бажарилса, лнмитнинг таьрифнга к\ра кунилган 
масала чал бчлали. Юкоридаги тентм лнк миидагига ими 
куч л и

бундан

2п -j- I >  - ёки п >  1 ~ **

тснгсизликка на бчлам т Демак. V =  A ( k ) =   ̂ к ИКндай2»

килиб, lim Г,ПТ ? ~ *  •я . .  2/1+1
2.4.2. \гар чар канчаи сон учун шхнлаи Л =  Л(t-) > О сон

мавжуд булиб, |.v — а| < Л  i«i |f(x) — b\о  тенгсизлнк бажарилса, 
Ь сони fix) функииянинг х-*а дагн лимити юйиладн ва бундан 
ёзилади

11гп/(.V) = Ь  .

Дгар ичтиёрий t > 0  учун шунлай V =  V (*-) > 0  сон мавжч i  бу шб, 
барча |дг| >  V лар >ччн \f[x) — b\< у  тенгсизлнк бажарилса. Ь сини 
/(х) функииянинг х * » lain ih-miiih дсйн га in ва бундай ёзилади:

lim \(х) — Ь .
» * *

Агар ихтиёрин М > 0  учун шундай Л =  Л( \/ )> () мавжуд булиб. 
х — и < Л  ia \f(x) I >  VI тенгсизлнк бажарилса.j {x )  функциях «■</ 
la чексия катта юйиладн ва бундан ёзилади:

11111 / (А ) =  ао
Е *U

Агар л -а да х > а  булса. > чипа к *■«+0 бсин. агар л *а la 
д < о  булса, v холла х — 0 бслги кч манила in f(x) |)ункция- 
нинг a HVKTu iain чап ва цнг гимитгари и-б мос равнина

){а  — 0) =  Inn f(x) ва /(u-f O )=  lim fix)
€ II -* •

сонларга айтилади.
ill



f ix) функциянинг x-*-a даги лнмити мавжуд булиши учун 
f {a — 0)=fia-\-0) булиши зарур ва етарли *

2.4.3 Лимитлар хаки да куй иди ги теоромалар J ринли (ли 
митга утиш коидалари):

а) Агар С узгармас булса,

lim C = C .I

б) Агар lim /(x) ва lim<f(x) чавжуд булса,
ж~*С l- * f l

lim (f(x) -f ц (x ) ) = lim  f ix) -f lim <f(t) .
с ж~*а я

в) \rap lim f(x) ва lim (x) лимитлар чавж\д булса, у холла
л -а ж—л

lim f(x) (х) = lim  /(х) -lim cj (x)
x *a i-*a i-*o

тенглик \ринли
г) Агар lim /(x) на lim <j-(x) фО б£лса, у холла

A -<J Г“*0
lim/(г)

lim =  -f-—----
, ци> lim <4 (x)

П'НГЛИК у ринли
\гар бу теоремаларнинг шартлари бажарилчаса. у холла 

О-*  куринишилаги аниьмас.тыар пайло булиши чучкинЖ) О
Ь у аникчасликлар бт.аи хшларда алгебра и к алмаштиришлар 
ордамила очилали

2 м и с о л. Лимитни хисобпанг:

, Зп2 + 5я — 1lim ----5------ч -* п +3
К ч и ш  Ьу чисолда касрнннг сурат ва чахражн чексизликка 

интилали, яънн куринншлаги аникчасликк* #гачиз.30
Касрнннг сурат ва чахражиии п1 га булса к

з + А _ _ 1
I m J d t» ?  —1 =  lim --- — 5—  =  ] = 3п * эр я 3 »»*-•« I * 3 ■

-2

3- ч и с о л Лимитни хисобланг:



fc, ч и in Бунд а—  куринишдагн аникмасликка агами*
<«+2)! =  <м +  1 )!(л + 2 ) ва (n + 3 )f =  (п + 1 >!(n +  3 j ( n+2 j  алмаш 
тиришларнн бажарсак.

п  <« +  2 ) ! + ( л  +  И '  , .  lJL±Win+3)_____ и  — L  —  о .
Л ™  (л +  3)! :1 Т  <л +  1>Чл +  2> (л+ 3| л +  2

4 - Оарсхона топширши 

I. ( *  ) =  ( ■ -} кетма кетлик и =  3 ли.митга ага *канлигини не-
л +  3

бот кнлинг на \(е)  ни аниклаш
2 Клйидаги лимитларни топинг:

а) ,1П1 Ж : О
л ■+■ 2л — I 

f t . , Злг -  4л +  К .б ) lim — г-----1—  Ж :  оо
я • * 4/1 +  5л— 9

В )  | , | D  ( я ~ t 2)J —  .  Ж :  1{л - 1) ' +( я+2)'
, |П1 3 + 6  +  9 + , + З л Ж ;  3

• -  . Л* +  « *

Д) lim - 5 " ж  — 72̂  — 7
5е) lim \п( у]п +  2 — -\Jп —3 ) Ж :  -=-•

4 - мусто^и г иш 
К>иидаги лимитларни топинг:

1 lim ж  _ о о
п - *  (Л — 1 — (Л +  I ) 3

2 lim --- (3 ~ )---- j . Ж  I
«-•» (я  +  1) — (л +  1)

3 |lm (2л + 1).'-Н2л Ж ; 0 
л . "  <2л+3»!-<2л +  2 )!

4 ,im Ж : оо.
, - *  (ft н-л  •



5- §. Функциянинг лнмитини хнсоблаш

Функциянинг лимитннн амллда хнсоблаш оллинги параграфда 
баён кнлннган теорсчнлар ва бо ьзн шакл алмаштиришларга 
асосланади 

I м и с о л. Лимитни хисобланг:

.. Лх — 2
l i r n  , ----.
л -2 XJ + I

Е ч н ill л' *-2 да касрнннг суратн 3-2 — 2 =  4 га, махражи эса
2 + 1= 5 га имтилади Демак.

, \х—2 I
I n n  - = ---- =.-2 **+1

2- м и с ул. Лимитни хисобланг:

.. х1—х2— г+1
l i m  - г — 5---- .

« -I л -f X — х — I

Е ч и ш. bv мнсолда касрнннг с\рати хам, махражи хам
.  о  .  *х-~\ да нана ннтиладн — куринишлаги аникмаслнкка ьгамиз.

Касрнннг сурат ва махражини купайтувчиларга ажратсак:

. х1 — х* — х + | , г2(х— И — (х— I)
МГЦ ,— ,---- -—  =  l im  ;---------------- =

I -I Г +  Х — JT — I I .1 зг (х +  I ) — (х +  I )

(л —l )U * —I) 1;„  X— I О п=  l i m ------ —  =  lim — =  , — 0 .
.1 (х +1 м* — И * *1 * + ■ 2

3- м и с о л. Л  ими гни хисобланг: 

Н ч и hi. ос,— х* куринишлаги аникмаслнкка эгамнз \исо6- 
лаимиз:

l i |n (  Т ~  ~  =  l im  ^ —  -
. - • W - l  х~ 2 /  *-2 Xj - A  . i t 1- I

_  .. — («г —2) .. I |~ lim =  — lim — =  —, .j (x 2l (x4-2| , . v * 2 I

I 14



4- м и с  о л Лимитны хисобланг:

l i m  V  *. + ? _- v *
» х' -\-2х

I' •) - LЬ ч  и ш. — куринишда ги аннкмасликка «гамиз Касрнинг су рати 

на махра ж и ни ( \j2-\-x +  \1'2 ) ифодага куиайтирсак.

lim \'* + * ~ V* =  Mm < ~  ^  >( У* + * + У5 > =
« -о +  • -о *(•* 4-2) { \f2 {• х у  2 I

=  lllll
\ » ) * •« * ( х 4* 2) ( \ 2 +  х +  \ 2 )

. __ ! __ 1 _  V ̂
~  л"и (х + 2к  v * + * f  \2 I 22 \2 "

5- l̂apcxt ьни топ шири/ м 
Лимитларни хисобланг:
. . Зл‘ + и 3-1 лшI lim -7—-^---. Ж  оо

. . .  2л* + Зж2+5
2. lim ( -\/j»r2-f-tfx +  3 — \/.r2+-ljr +  3 ). Ж : 2

х— »

i lirn ^-------—- Д  Ж ‘ — I
ж -I \ « 1- JrV

x-‘_3j^ + 3 1
» lim---5- -s— Ж  — _

*.2 X - l  3
- t'_3;ri +2 .... io lim , — - Ж : _

, — 7jr -f Ь

r> lim h V ~ V  'К : —, . v M  — 7 — 1 I "

5- пустили 1 utu

Лимит, i фии хисобланг:

1. lim » - « '+ * Ж : l
t - x  —H* +-12 2

2. |i,n^ - 7* +-"i. Ж .i
. -J j T - A x  -f 12 i

Л lim
\ \ • X 1

Ж :



6- §. Ьиринчи ва иккинчи ажойиб лимитлар

К\нгина лимитларни топи шла куиидаги маълчч формула 
ларлам фон халанилалн:

lim - =  1 — (ш пинии ажойиб шчит:1 .« *

lim A -j-—\ =  е иккинчи ажойиб лимит* V  ̂/ а ̂ »0
Мис(х1лар ечганда куйидаги генгликларни назнрда тутиш 

фондали

lirn

Ип, M + JO  _  I .
с-*С)

lim - —  =  I ;

lim —— - =  Ina, ( t i> 0) .д̂Г» *
1 м и с о л  Лимитни чисобланг:

siii3j(iim

1 ч  и h i курннишдаги аннкмасликка *гамн:«. Ьиринчи ажоииб 
ли мнтдаи фондала на чиз:

Inn ^  =  lim =  31 im =  3
, -О х . -о ,А «-о и

2 м и с о л  Лимитни чисобланг



I  о „I ч I! ш — куринишлаги аникмасликка эгамиз — < =  г бел 

гилаш кирнтсак, у халда г +* ы г *0 булади Чнсоблаймиз:

1  «о я 2х /-̂ о

г _  I
о

11П sin*
2г 2

3 м и с о л  Лимитни хисобланг:
2*+ I у*-»

Г: ч н ill Касрнннг суратиии махражига булиб. бутун кисмини 
ажратиб оламиз:

Шундаи килиб, х *оо да берилган функция асски 6npia 
интилувчн. кчреаткичн эса чеке и зли к ка интилувчи гаражани 
нфодалайли. яъии I 'куринишлаги аникмасликка агамиз Функция 
ни иккинчи аж<жиб лимитдан фон дала ниш мумкин булади rail 
килиб узгартирамиз:

2х+1 (2 х - 3 ) +  4 4

х „ * ltl — —̂ ♦(_} булгани сабабли иккинчи ажойиб лимитга 
2х —  3

к\ ра

4 (4 ----)
lull л =  н *канини хнеобга олиб. узил-кссил

х
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6- I ' apex t т а  топшириг и 

Лимитларни хисобланг:
, , I — . in > _  >  ,I lim --- — . Ж: 5. |fm w, . 0 гмгкм 5 J ' " 1 3x 3

2- lim - 1"■?* *  -  3 й i «  r V  w, j  f> lim (3 — 2x) A  e
* - i

‘ 'К < ” - 7. | щ ,^ = *  Ж- ,’ ln2 ., .о *«nz» 1
4 lim '"-Ut«£L. Ж ; ‘

6- hitfTa^u i uui

, , ЯП 1 (  .1I. Inn -- Ж. tR.̂ x 5
О I I — МП* ... |2 lim ----- - А  г .

J- *• (S.T * f
4 lim i2x-f I» ( In (3 x + l )- ln f 3 x - 2 ) )  Ж  2

7- §. Эквивалент чексил кичик функинялар 
ва улар ёрламнта лимитларни хисоблаш

\гар a U )  R<i fi{ t) г ► * холла чсксш кичик функинялар булиб.
се 4 jt ) .Illll =  I

булса, \ Холла улар лкниваинт и пили in ва х - *» да а (х )-^р (х ) 
каби белгиланади Масалан, lim —пх =  |, шу сабнбли х ►() î i

.о х
sin г - х

Шунга ччшаш х *0 1а куниыгн чекенз кичик jtyHKunni.ip 
эквивалент тир:

I *<ircsmx^x, I — сочг — , . t^ r ~ x .

aretgx <. «■’ — I —’ a. a' — 1 — xlna.
In 1 1 -f- x) — x. |l +  r) \ rn * на ч к

M*



Иккита чекги:* кичик функниялар ннсбитининг лим ит уларга 
*КВ1П1аЛСНТ 40KCIIJ КИЧИК фчикциилар НИСбаТИНИШ ЛИМИТИГИ тенг, 
HMIII агар дг-* to да ct(\| — cti(v) ва р (* ) ~  fM-O булса. \ чипа

l i m  =  l i m  * ' WР<*) д., Р,(А»

1 м и с о л  Лимитни чнеобланг:
, I —с<»ъ4дlim — ,---л .о 1(ГЗ.Г

[  ч и ш N лбу \— с<»4д ^Ндг\ 1сгЗл — 9д эквивалент чскеиз 
кичик фу нкиия 1арган фон шлансак:

. I — к М х  , fur ч lim --- ;--- =  I mi —  —
lR*3x X  .  <bx -*

2 h u c o j . Лимитни чисоЛланг

1 at I О
lim ув-#-Злг—f
* \ ff» + 5x — 2

I ч и ill Касрнннг сурат ва махражиии 2 ia бчлиб, счшра уларни 
эквивалент чеком кичик функниялар билан алмаштирамиз:

п т , -2 ... УЧг'-1lim Г т  =  lim
- { ПН ■>. -> -- +

\  I t)

ко-
( l + , V ) ' - '

7 dantX'jHa топширищ

I _  . -
, у ■ ✓ . ,1 ь=  lim — , =  lim

J -о 1 .
1 * И>

К ии и (и  жчиг.мрни эквивалент чеке ни кичик фу нкцинлар ia» 
фонда ланиб чис <>б пин

I |]гг] 41 * Ж 1 1 lim /f\ Iii.T
i 14 2 • I I I

. - 1ггяг 2 ,> 2
* - 1 \L » l ll l  /К2 lim J Ж

\ ■ In I I — 4 »T . IV Inn A

I Hi».»

I



7 Mycrut\u i иш

1 l.m  ,2' ч,п"  Ж :  4 4 lim  ' " c“ f  Ж :  4  •, _o I — c<*m  i -я lncc*>4x 4
x *; i.m ln(2 + cosxj |

tR<n|l+ l> 5 l,m %lnt 2 Ж  — ,
2 lim 2 Л .  J  ‘ 2,nJ 

, ... In ( x + l ;  2 2J l  — 32* I

3 lim sm5x Ж ' __ — (> *"*® ',in7jt — sin2x* *5̂ П 9
' , щлх 3 *

8- §. Чексиз кичик функциыларни таккослаш
х- *~хо да а (х )  на p(jc) чсксш кичик функция.iap булсин. Б> 

функцияларни таккослаш учун улар ннсбатинннг х^дго даги 
лимити хисобланади:

а) Агар lim в О  булса, v холла а (х )  функция р(*| га

нисбатаи юк,ори тартибш чекси» киник функция (ейилади на 
а =  о(Р) каби белгнланади

б) Агар lim а х) =  х бчлса. у чил ia сс(х) функция р(д> га
* р <дг

нисбатаи Цуйи тартибли чекси* кичик функция дейилади Равшанкн 
б\ холда lim = 0  ёки р =  о (а )

« »ж, а
a (jt)в) Vrap lim = Л  Ф О  ва А чекли сон б\лса, v ходда а (л) ваt р (*>

р(дг) бир хиг тартибш чексиз кичик функция tap дейилади
Хусусан, агар А =  I булса, у хачда экнивалент чекси:* кичик 

функцияларга *га буламнз
г) \гар а (х )*  ва Р(х ) бир хил тартибли чексиз кичик функциялар 

булиб, k > 0  бчлса, у хана р (дг) чексиз кичик функция а(дг) га 
нисбатаи /г-тартибга эга дейилади

М н е  Owl дг-*-0 la  у =  /̂1 -f-jcsiriJt — I чекенз кичик функция- 
нинг х га нисбатаи тартибинн аникланг

F чи ш. -у нисбатнинг jr~*0 даги лимитини карайми» ва k нинг
х

бу лимит мавжуд ва нолдан фаркли б\ладнган кийматини аник- 
мнмит

.. у  .. V>4 -nirur - I  W  l +  *sinx - | > (  y i  +  xsinx +  1)lim \ =  lim *— -— r-----=  Inn ------ 1------------------  =
, -О X* ж -fl X* >-0 * M x/l+ xsnu  I D  

, l+ x s in x — I , ----— Inn—-- ---  =  lllll
«- X * ( \  I+ x s in x  +  I ) 0 x * (  ̂ I +  xsinx  I t

<inx
X _  I

ir *0 x* 2 ( \ T + - x s in x  - f- I) 2 „ .o

lim sm- =  I. lim ( л I -f jrsm.v +  I ) = 2i *0 X i-*0
120
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Равшанки k =  '2 да limx *= 1 Демак. lim и' =  * Шундай 
, -о * -о х? *

килиб. у ва х2 чсксиз кичик микдорларнинг тартиби бир хил Ш 
сабабли у микдор х чсксиз кичик мнкдорга нисбатан иккинчи 
тартибли (ft =  2) чексиз кичик микдор булади

8- clapcxtma топшириги

1. дг-*0 да a=.vsm х ва p =  2.vsin.r чексиз кичик функцияларии 
таккооланг Ж . a  =  o((i)

2 х -0 да а  =  х 1п (1-|-дг) ва p= rsru r чсксиз кичик функции- 
ларни тнккосланг. Ж : а ^ р

3. х-*-1 да а = 1— х ва р = | — \jx чсксиз кичик функция. ар-
иинг бир хил тартибчи булишига ишонч хосил килинг. Ьулар 
эквивалент булади ми?

7 i104 дг-*-0 да чексиз кичик б\лган у =  , нинг х га нисбатан
* * 4 i

тартибини аннкланг Ж ' fc= I0

8- му ставил иш

1 х =  0 да a= .v sinf* ва р =  jt * ttj,v чексиз кичик функцияларии 
таккосланг. Ж  а  =  о(Р)

2. х =  0 да a  =  a ' — 1 ва р =  дг Ina чексиз кичик функнияларнн 
таккосланг. Ж : а ^ р

3 х' >■ j  Да a  =  sccjr — tgjr ва р =  д — 2х функниялар бир хил
тартибли чексиз кичик булишига ишонч хосил килииг Улар 
эквивалент булади мм?

4 а) у =  I+ jc3 — 1 ва б) у =  I — cosjc чексиз кичик функция
ларнииг х чексиз кичикка нисбатининг тартибини аникланг 
Ж  а) * =  3; б) k =  2.

9-§. ФуНКЦНЯНИИ! у *лукси 1ЛИГИ.
Функциянинг уш л и ш  нукталари ва уларнинг турлари. 

Функциянинг ноли

2.9.1. Агар дго на у нинг атрофида аникланган y =  f( х) функция шу 
нуктада чекли лимитга *га булиб, бу лимит функциянинг х 
нуктадаги кийматига тенг, яьни

lim/(лг) = /( х0)
•—«г

б\лса, у хот да бу функция х нуктада у*лукси.< деиилади
121



Функи и ими иг у-1.1 у комли ги чакидаги куйидаги таьриф юкорнда 
гп таърнфга тенг кучлидир.

\iap y =  f( х) функция хи нуктада на у нинг атрофида аникланган 
бСднб. аргументнинг чсксиз кичик орттирмаснга функциянинг 
чеке и 4 кичик орттирмасн мое келса, яъни

lim \i/ =  О
Vi

булса. у \сх1 ia функции г# нукгалн узлукеиз дейила in Ьу ерда 
\х — х — х» ва \у =  /(хо4  \x )— f ( Хч) — мое равишда аргумент ва 
ф\нкини орттирчалари

/(х) функциянинг х.\ нуктада узлукеиз булиши учун узлукеиз 
пикни hi куйидаги шартлари Гажарилиши зарур ва етарлидир: 

а) функция а'о иукта на унннг атрофида аникланган, 
б» функциями!!! *=*»> нуктадаги чаи ва унг лимитлари тенг: 

fix» — 0) =  /(дго+ 0);
в) д=хо нуктадаги бир томонли лимитлар [(ха) га тенг. яыш

/ ( а - о ) = / ( 1« Ч о ) = / ы
2 9.2. fix) функция jco нуктаниш атрофида аникланган, аччо  

бу нуктанннг у зила узлукеизлик шартлари да и а калл и биттаеи 
бажарилмаса, бу функция ха нуктада узилишга *га кинлади

Агар fix) функция учун чскли бир точонли f(xo— 0) на 
/(jTb-j-O) лимитлар манжуд булса на. шу билан бирга. f(xn), 
/(.to — 0). /(JCo-fO) сонлар узаро тенг булмаса, у холда д:о иукта 
/- тур ушлиш нуцтиси дейилади.

Хусусан. агар f(xo— U) = / (JCn-j-0) ^ f(xo)  булса. у холла хобирта- 
риф к>и линадиган улпиш  нуцтаси дейилади

Aiap f(xо — 0) ёки /(хо-}-0) бир том он л и личитлардан акаллн 
биттаеи оо га тенг б'улса. tn ну кта 2- тур ушлиш ну^таси дейилади.

2.9.3. \гар функция ора жкниш хачча нуктаеида узлукеиз 
булса, у шу ораликда узлукеиз юиндади Элементар фуикция- 
ыриинг чаччаси узларииит аннкланиш сочаларнда узлукеиз- 

лир
2.9.4. Aiap f(x) ва «4 ( j t ) функниялар хо нуктада у глуксиз булеа. 

у чолда:

1) f ix )± t f lx ) ,  Г)* /(-t|-*| (JT|; в) ,х( («| ( г 1=̂=0) функниялар ха

< ну кта la у «лукеиз бу тл шлар
\rap f{x) функция [<j. b) кесмада узлукеиз бСлса. у
а) шу кесмада чегаралинган;
б) шу кесмада *ш кичик ва пн катта кннчатларга эришади;
в) берилган иккита кинмати орасилаги барча кийматларин 

кабул кнлади. яьни агар / (a  I =  А. f (0) =  В  (и ва 1 ф В  
булеа, у холла А ва В  ораеида отгаи С сони \ар кандай бу л ганда 
vim  х нинг акаллн битта v =  y кничатн тоннладики. 
/(у) =  (.' б у. j a in



Хус>снм, агир / (а ) ва /(р) \ар чил и hi орал и бчлса (яънн 
/ (а ) */(Р) < 0  б\лса), шундай х =  у ( а < у < р )  климат тоииладикн, 
унда f i y ) =  0 булади

/(у) = 0  буладиган г =  у нукта функииянинг «о.ш дейилади 
Пч агар f (a )  -/(р) < 0  булса, /(jr) = 0  тенглама (а. pj ора 

ликла акалли битта иллизга *га бчлишнни билли ради
Ьч хоссадан /(х) функция ншини уз ичига олган »раликни 

топи шла ф<41даланилати

9- дарехона топширши

I. |/= Функииянинг узилиш нуктасини топинг ва узилиш

тчринн а ни клан г.
2 y= nrctg  ——- функииянинг узилиш н\ктасини топинг ва

узилнш турини апнкланг.
3. и нинг кандай кийматларила

( J .irap х -ф. 3,
/<*) =  j * ~ 3 *

I о, агар дг=3
функция v =  3 нчктада чзлукси.» бхлали5 Функция графигиии 
чизинг.

4 У шбу

f(x) =
— - -, агар 2,

х, агар дг> 2

функииянин! узилиш иукталарини топинг ва у жлиш тчринн 
аникланг. Функция графигиии чизинг.

5 j t s  — Здг =  1 тенглама |1; 2| кос ма ла акалли битта ил ли ira *ia 
*канига ншонч чосил кнлинг.

I У шбу

/<*) =

9- чу с ищи А иш

2 \ х , агар I,
4 — 2х. агар 1< Г*< 2..'>.
2г — 7, агар 2 .5 ^ i < 4- *

функииянинг узилиш нукталарини топинг ва уларнинг турини 
аник lain Фчнкиия графигиии чи tmir.

2 и ниш кандай кийматларнла
f г-h 1. агар 

fix)  =<
[ 3 — ах , агар

а <  I

4 ^ 1
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функция узлуксиз булади? Функция графигиии чизинг
3. Ушбу

и  \ 2* — If ix )  =  ---

2х + 1
функииянинг узилиш нукталари турини аникланг.

4 f(x) = — -—  функииянинг узилиш нукталарини топинг ва
Х? + Х

уларнинг турини аникланг.
5. х-2х=  \ тенглама акалли битта 1 дан катта булмаган муебат 

илдизга эга булишини курсатинг.

5- назорат иши

1 Лимитларни топинг: 

1.1. П т -3̂ + 4х~ 6 .
2х — 7х -J-2

1.3. 2х2- З х +\
л—оо x2-j-2x— 3
lim

1.5. lim 2*4- 3*2 +
4jc3 -(- 3jc — 5

1.7. lim - **- 2* * 1 .
oo 2x4-f-x +5

1.9. lim _5*3—fe! + 4
OO 6x3 -j- x — 5

1.11. l i m - 14x21 I х 
x-+oo 7x2-f-2x — 8

1.13.
oo 3x -f-4x —2

1.15. H m Jl 4- 2 ^ ± l
x - » o o  X4-3x

1.17. l i m J - 2**— *4 ,
X— oo 4 + jc2 + 5x4

1.19. lim ~ x?~ 4x5+3 .
oo х +  3 *5 _б х 7

1.21. lim — 6--1- .
*-«» 4jc4 — 5x

1.2. lim x4 — 4* + 1
 ̂ oo X-j-3x2-f-2x4

I л l ■ 3jc -J- 2x — 5 I.4. lim ---
00 X -J— Z)X -j- 1

1.10. lim
x—► 00

1.6. hm A t 3* -
л—00 2jc —jc -)— 4

1.8. lim-3~ 2x+4— ,
X— 00 6-|-5х— 3x2

x4 -|- 3x2 — x 
^ - х Ч з х 4 ■

1.12. i,m J ”LZ14*2 + 5
jt- oo 2дг3 — Зх2-f 1

1.14. lim -3V - 2x+ 3 

v— 00 5дг--Я*-)-2

1.IH. lim - * ~ 4*+ 5
ix_7

Sx2 — /x-j-51.18. iim
.2

2-J-x— 4x

1.20. lim —  ~ 3х~ 1 . 
x-*oc Зх2 -f- 5x — 2

1.22. lim — 3~ 2<2+3 
ж-.оо 3 — 4x— 1 Ox3
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1.23. lim
лг-*-оо 4 A' — 7

1.27. lim-^ 4— . ^ t 3 . 1.28. |im J^ = 3 £ ± l
дг^оо 2x +  I x .oo 5x3+  4*2 —  3

1.29. lim - ,—5х8+ 7 , чп x2+4x—2
„ „  I —2x—5x5 ' ‘ -30- T  -̂-- Г ТЛГ— oo О —  2x —  3x

2. Курсатилган лимитларни топинг:

2. 1. lim _У ~ 7*+ 4 2 2 |jm 2S-7X+3
*-3  x3 — 27

0 j H 2.2. lim ----*—2 x — 8 о 3

2.3. lim I х + 4x~ 3 . 2.4. liTi З^-бх-45
'■■-I 6* + 4* - l  « 5  X2 — 2x— 15 '

2.5. lim — 7 l2,t+20. 2.6. lim 3x* ~ 7*-6
„ 2  л: +  x - 6  „ 3  6 +  x - x 2 ■

2.7. lim -f 2+ 3x+‘ . 2.8. lim -g + f r - i
x — I 3 *  + X - 2  4x2+ 3 x - 1  '

2.9. lim - ^ - f + 6- . 2.10. lim — ~ 5x+ 4.
*"* ^  9x+IO x2_ j 6

2.U .  l im ^ ± £ = ^ . 2.12. lim 4 ± £ ^ L
3x — 4 jf-i—  i x — 3x2~ 2

2.13. lim ~ — ^ z 10 . 2.14. I|m г^-зх-за
►2 x — 3x— \0 

3x2 — x — 2

.2 _

3x —  10

2. ,6. , i m ^ ± L .

2' 19' *--2 2.20. lim' *-3 2x2 — 3x  — 9

2.21. lim 2.22 l.m 3x2+ 8x+4
2 x *- x - 3  «- 2 3 ? + 7 Z 7 T '

2.23. lim — . 2 24 lim Здг2-f-x—4
м  40 + 2x— Зх 2-24- j ™  T O T F -
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2.25. lim .
x-*2 jr- f 5x— 14

2.27. lim *2-4
-2 4x2 + 7x -2  ' 

O on i* x2 —6x —272.29. lim — -̂-----
x-» — з Зл -J- I Ox -J- 3

2.26. lim -lT.±£.~5 
*-• 2x2 — x — 1

2.28. hm X-—X — 2
'—i x —4c — 5

2.30. lim
x — 5x + 6

3 Курсатилган лимитларни топинг.

3.1. f 3x~ — 4x4 1 3.2.
JC— 1 V x  +  8 -  \J \0 — x

3.3. limX *6
tJx — 2 — ^ 4 — x 3.4.

x*-\-2x— 15

3.5. lim
---1

Зл2-Ь4х +  1 3.6.
\l8—x — \J 4 —5*

3.7. limж— -5
y3 x - f 17 -  V7 +  x

x2 4 4x — 5
3.8.

3.9. limx—► — 2
X2 — X — 6 3.10.

У2  — x — \Jx-\- 6

3.11. lim<r-l

11rsX

3.12.
yj3 4 ^  -  v 'x + 4 ’

3.13. limx~+ 1
У x 4" 3 — 'J 5 -j- 3x 

4x2 + 1x- 1 3.14.

3.15. limx *-5
\jx + 4 — У 2 х — T 3.16.

x2 — 4x — 5

CO lim
jr—2

у 2x+ 1 — V (J  — 2x 3.18.
: x — 2x— 8

3.19. lim V 4x—3 — V 2 x 4 3  
x2 — 2x — 3

3.20.

3.21. x2— 10x49 3.22.
r-9 У 2 x 4 7 -  V 3 v-2

3.23. 3x2 — 2 3.24.
A .1 v >"427 - 3 '

3.25. limд —5
\ x — 1 — Jx  — 11 

x2+ lx — 10 3 26.

3.27. lim \ x 4 l  — \ 3x —5
x5 -  У 3.28.

l im 2jc2 +  3x  —  9
* — 3 'Jx - f l 0 — У4 —x

l im  —  V * H H
x-~i JC2 -h 5jc — 14

l im  — 2£2 ~  7*  ~  ^
*-*5 \'x + 4 — y5x— I "

l im  ___ 2x2- x -2J ___
»-*—3 \j7 + x  — \J I — x

l im  V * * 2 ~  У 6 3 *  
*-2 x2—3x 4  2

l i m - ^  +  ̂ - ' g  .
*-3 У 5x4 1 — 4

l im  V ^ - H  -  V * + 6
'-5 x2 — 8x+ l5

12<i

lim V *+ 2Q ~  V 12- *
*--4  x2 + 3x — 4

lim V * ~ *  -  у зх ~ ю
x-« jf2— Ifi
lim —  З л ^ и —7
т -I \/8 +  x — \/4x +  5 

lim У*+Зх — y2 + x
*— I X2 — 7x— о

lim — ___ yJ~ 8 _____ .
x—2 v 4jf4-l — \Jx + 7

lim \ 5 + a -  \ 2x+9 
t — t x3 + (>4
lim 4 5 x 4 2

* *■— i \/ч1 — Зх — \ G — x



3.29. lim \x2 — Зх— 10
3.30. lim к2+ x —2I I I  ------- — •

Jt .2 -\/3X — 4 — \lx --- 2 ^',i — x —  V^ — 2x

4. Курсатилган лимитларни гопинг
4.1. lirn

jt—0
1 — cos6x 

4x2
4.2. limx—»ll

COSX —  CO S'X

Зх2

4.3. lim*-.0
cos5x— cosx 4.4. limДГ--1)

sin3x — sinx
2x* i X

4.5. lim
x—O

1 — COS X 4.6. lim
x .0

tg2x — sin2x
x tgx x2

4.7. lim
jt—0

5x 4.8. lim
x -0

cos2x — c«s22x
sinx-}-sin7x ’ x2

4.9. lim
JC—0

tg4* 4.10. lim
x-0

arc sm Ix
3sin3x sin5x

4.11. lim sin22x — sin2x 4.12. lim
*—o

cos4x — cos34x
x—O Зх2 4x2

4.13. limx—0
1 — cos22x 

x-arc sinx
4.14. Jim

x—0
1 — cos5x 

3x2

4.15. limx—0
arc tg2x 

tg3x 4.16. lim
x—0

cosx — tos; x 
x • sinx

4.17. lim (- L _______ U . 4.18. . tgr —sinx
x—/) \  s ,n 2 *  i^ x  J 11П1 —

x—0 x3

4.19. lim
x—1 ( 1 - * )  t g - ^ . 4.20. lim -arc sin5x 

x2—X

4.21. l,m —°~ ~ s'njf
x jL  l- t g x

4
4.23. lim

x-n I — cos8x

4.25. lim -v/cOSX ~~1 .ДГ ►() X2

4 27. lim i ” 3* - ™ »
jt—0 1 — cos3x

4.29. lim £+»■"*- l. 
x—ft I — cos2x

4.22. lim -J-—— —
x~-*-0 sin3x *>inx

4.24. I ini (— — x'jtgx

4.26. hm
jt— о

4.28. hm
x-~f) CO SX—  COS X

I —sint
i  — 2x

4.30. lim — 1
, ,0 arc

5 Курсатилган лимитларни топинг:
c i  i /4х — I V* + 2
5 L  J l ™ ( s + s )  52- lim(3x—2) '
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I I
7.15. / (* )=  6 '-4 . 7.16. /(*) = 9 r+2

7

7.17. f (x )= 5 ^ 7 .
3

7.18. f (x )= 6 ^ T
1

7.19. f(x) =4 *-5 .
1

7.20. f(x) = 8 r+4
2

7.21. f(x) =  З7̂ .
3

7.22. /(x) = 5 ^
3

7.23. f { x ) = 5 ~ .
4

7.24. f (x) = 5 xTr
1

7.25. f ( x ) = 6 ^ .
4

7.26. f(x) = 5 3~
3

7.27. /(jc) =  4 3-Jf .
2

7.28. f (x )= 3 xlT.
2

7.29. f (x) = 6 ^ 7 .
3

7.30. f (x )= 4 xTY.



3- б о б

БИР УЗГАРУВЧИ  ФУНКЦИЯСИНИНГ 
Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  Х.ИСОБИ

1-§. Хосила. \осилалар жадвали

3.1.1. y =  f( х) функциянинг хо нуктадаги орттирмаси А у нинг 
аргумент орттирмаси Ах га нисбатининг Да: нолга интилгандаги 
лимити мавжуд булса, бу лимит y = f(x ) функциянинг хо нуктадаги 
цосиласи дейилади.

Хосиланинг белгиланиши:

у' ёки Г (*о) ёки -^-ёки-^-.' ах ах

Шундай килиб, таърифга кура:
. . .  Ду Цх0 + &*)-Цх0)Г W  =  1, т д7 = lim ----- —-----Лт—О лх Ал—О Лх

Агар y =  f(x) функция хо нуктада хосилага эга булса, у холда 
f(x) функция хо нуктада дифференциалланувчи дейилади, х.осила­
ни тоииш жараёни дифференциаллаш дейилади.

3.1.2. Геометрик ну кта и назардан y =  f(x) функциянинг хо нук­
тадаги хосиласи унинг графигига M(xo. f(xо)) нуктада утказилган 
уринманинг Ох укининг мусоаг йуни мни билан хосил килган 
бурчагининг тангенсига тенг (19- шакл).
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1. и =  — эгри чизикка х«=2 нуктада утказилган уринма ва
4+*2

нормалнинг тенгламасини тузинг.
Ж : y = ~ Y  + 2 ва у =  2х — 3.

о у_о
2. у = ~ ——  функция хосиласини таърифдан фойдаланиб 

топинг
29

1- му ставил иш

Ж : (4* + 7)2
3. Куйидаги функцияларнинг хосиласини топинг:

3*+ V* . б) w =  2 -д :
a ) y ~ ^ 7 T i '  V '  + v * '

в) t/ =  3xsin3x-|-3cosx — cos х; г) y =  tg4y — ctg4y ;

д> Н т Т ^ ) 2; е) у = cosec2-i.

2- дарсхона топшириги

Куйидаги функцияларнинг хосилаларини дифференциаллаш 
коидалари ва формулаларидан фойдаланиб топинг:

1. а 

в

Д

2. а 

в

Д

3. а

в

д

4. а

t/ =  x2sin2x;

У =  д/х -f sin х ;

i l * 3 - с“ 33';

*/ =  (Зх3 — ctg4x )3; 

i/ =  ln tg  х; 

t/ =  sh2x3; 
</=(2'’- t g 42*)3;

i/= lg4(x5 — sin 2x); 
y =  (sin2x)cos4jf;

У =
(x - 2 y

V (x - l )5(x-3),1>

6) y =  e4xtg2x;

r) */= д/х2-1-1 -ctg23x;

e) t/ =  e-arcsinVi.

6) // =  ln3(V *—2~*2); 

r) y =  e~ ^*t~3x+3 ;

e) t/ =  arc tg д/1 -}-x2 .
6) t/ =  x3th3x;

r) f/=arcctg ~\J \-\-e ** ; 

e) y =  (x2+  l ) clR2x.

6) */ = V*— *
д/(* + 2)2 . V u + 3 )3
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2- муста^ил иш 

Куйидаги функцияларнинг хосилаларини топинг:

1. а) у = х2- cos32jc;

в) t/= (3sin2jt—cos3x)2; 1 )  y  —  V -COS X  .

6) y=  (sin Зх-f-cos 2x)2; 
r) y — sin33*- tg22x.
6) y=  (x -f ctg 2x)2;
P  \ f t  -----  Л  A C  O v .  Д

2. a) y = x •ectg.ix;
в) у =  Inarctge- *;

3. a) t/ =  A-ctg 4%;
в) y =  cos(x4 — tgV), r) y=cos2x-e 2x.

6) f/ =  ex'\/l — e2jt — arcsine*;

в) у — x'nt ■

2- §. Юкори тартибли хосилалар

3.2.1. y= f(x ) функииянинг иккинчи тартибли ёки иккинчи 
уосиласи деб унинг биринчи тартибли хосиласидан олинган 
хосилага, яъни (у ') ' га айтилади.

Иккинчи тартибли хосила куйидагиларнинг бири билан белгила- 
нади:

y = f(x ) функииянинг п-тартибли ёки п-х,осиласи деб унинг 
(п — 1)-тартибли хосиласидан олинган х.осилага айтилади п-тар­
тибли хосила учун ушбу белгилашлардан бири кулланилади:

1- м и с о л. у =  In* функииянинг п- тартибли хосиласини топинг.
Е ч и ш. п марта кетма-кет дифференциаллаб, куйидагига эга 

буламиз:

Белгилашга кура
y i n )  =  ( y i n - l ) y

1 „ 1 2 iv
У х> У х '̂ У *з ’ ^

2-3
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3.2.2. х узгарувчининг у функцияси ошкормас шаклда F(x t 
у) =  0 тенглама билан берилган булса, у х,олда if хосилани топиш 
учун F(x, у) =  0 тенгликнинг иккала кисмини х буйича дифференци- 
аллаб, су игра хосил булган у' га нисбатан чизикли тенгламадан 
хосилани топиш керак. Иккинчи ва ундан юкорирок тартибли 
хосилалар хам шу каби топилади

2- м и с о л. Ошкормас холда

х2 +  у2 =  64

тенглама билан берилган у функииянинг у' ва у " хосилаларини 
топинг.

Е ч и ш. у узгарувчи х нинг функцияси деб хисоблаб, берилган 
тенгламанинг иккала кисмини х буиича дифференциаллаймиз:
2х-{~2у-у' =  0 Бундан у =  — —. Топилган биринчи у' хосиланиУ
яна х буйича дифференциаллаймиз:

у" =  [У У =  — у~ хуу2
, хЭнди и = --- эканини хисобга олиб,

У

'-В)
У = 2у

ни хосил киламиз.
t i l  и - "  и -(- х "  64Шундай килиб, у = — — т—  еки у = ---- , чунки шартга

У У
кура х2-}-*/2 =  64

3.2.3. Агар у функииянинг х аргументга богликлиги

* =  * (0 .
У =  У(П

тенгламалар билан параметрик шаклда берилган булса, у холда
{

У(
Ух =  —

3- м и с о л. Ушбу

" — ( А \  1 _  у‘‘х ~ х"у‘
\ х1), х, (хУ

{jc =  8cos/, 
y =  8sinf

параметрик тенгламалар билан берилган функциянинг биринчи ва 
иккинчи тартибли хосилаларини топинг.
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Е ч и ш. Юкорида келтирилган формуладан фойдаланиб, 
куйидагиларни осон топамиз:

x 'i= —8 sin/, y't =  8 cos/;
У1 8cos / , .

У‘= ~  =  =  — ctR •*/

— 8sin/ g .sin3/

5- дареxона roniuupuFu

1 (/= In (x-j- - \ j\ -\-x2) функциянинг биринчи ва иккинчи тартиб­
ли хосиласини топинг

1 I X2 у = —±— функциянинг «-тартибли хосиласини топинг.
3. Куйидаги тенгламалар билан ошкормас холда берилган

функцияларнинг биринчи ва иккинчи тартибли хоенлаларини 
топинг:

а) у2 =  2рх, б) y =  x-{-arctgy.

4 Параметрик тенгламалар билан берилгаи функцияларнинг 
иккинчи тартибли хосиласини топинг:

Гдг=1п(1 + t2), i x = u ( l  — sin/), 
а) { „ б) <

\ y  =  t-, \ y = a ( \ — cost).У
5. Ушбу

ы
~  1 +  /2’

5/2у —--- ^I +12

параметрик тенгламалар билан берилган эгри чизикка Afo(2, 4) 
нуктада утказилган уринма ва нормал тенгламасини топинг.

3- му ставил иш

*2
1 а) у — —  (2\пх — 3) функциянинг иккинчи тартибли хосила­

сини топинг.
б) Ушбу

( A: =  arccos д//,

У =  V 1 —
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параметрик тенгламалар билан берилган функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини топинг.

в) ек-\~еу — 2ху— 1 =0 тенглама билан ошкормас холда берилган 
у функциянинг иккинчи тартибли хосиласини топинг.

2. a) y= x 2s\n (5л: — 3) функциянинг иккинчи тартибли хосиласи­
ни топинг.

б) Ушбу
х=  1п/,

1
у =  Т

параметрик тенгламалар билан берилган функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини топинг.

в) х -\-у — 3ху =  0 тенглама билан ошкормас холда берилган 
у функциянинг иккинчи тартибли хосиласини топинг.

3. а) У — ̂ In2* функциянинг иккинчи тартибли хосиласини
топинг.

б) Ушбу

параметрик тенгламалар билан берилган функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини топинг,

в) х* — ху + у* =  I тенглама билан ошкормас холда берилган 
функциянинг иккинчи тартибли хосиласини топинг.

3-§• Функциянинг дифференциали

3.3.1. y =  f(x ) функциянинг дифференциали деб, унинг орттирма- 
сининг эркли узгарувчи х нинг орттирмасига нисбатан чизикли 
булган бош кисмига айтилади.

y =  f(x) функциянинг дифференциали dy билан белгиланади. 
Функциянинг дифференциали унинг хосиласи билан эркли узга­
рувчи орттирмасининг купайтмасига тенг:

dy =  f'{x)Ax ёки dy=y'- Ах 
Равшанки, dx =  Ax. Шу сабабли

dy= f' [x)dx ёки dy = y'dx.

Дифференциал геометрик жихатдан y =  f(x) функция графигига 
М(х, у) нуктада утказилган уринма ординатасининг орттирмасига 
тенг (20-шакл).

Функциянинг дифференциали dy унинг А у орттирмасидан Ах га 
нисбатан кжори тартибли чексиз кичик микдорга фарк килади.
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20- шакл

3.3.2. Агар и =  и(х) ва v = v(x) функциялар дифференциалла- 
нувчи булса, у холда дифференциалнинг таърифи ва дифференци- 
аллаш коидаларидан бевосита дифференциалнинг асосий хоссала- 
рига эга буламиз:

1. d (C )= 0 , бунда С — узгармас.
2. d(Cu) =  Cdu.
3. d (u z k v ) =du±zdv.
4. d(u-v) =udv-\-vdu.
5. =  бунда ифО

6 df (и) = f 'u(u) • u'dx =  f'(u)du.
1- м и с о л. y =  tgA2x функция дифференциалини топинг.
Е ч и ш. Олдин берилган функциянинг хосиласини топамиз:

у  =  8 t g 32x • — ^—  =  e t g ^ x s e c ^ j c  . 
cos 2.x

У холда dy =  8tg32x’ sec22xdx.
3.3.3. y= f(x ) функциянинг иккинчи тартибли дифференциали деб 

биринчи тартибли дифференциалдан олинган дифференциалга 
айтилади ва

d2y =  d(dy)
каби белгила на ди

y =  f(x) функциянинг п- тартибли дифференциали деб (n — 1) -тар­
тибли дифференциалдан олинган дифференциалга айтилади, яъни:

dny= d (d n- 'y ).

У- f i x ) функция берилган булиб, бунда х — эркли узгарувчи 
булса, у холда унинг юкори тартибли дифференциаллари ушбу 
формулалар буйича хисобланади:

d2y = y"dx2, dzy= y "'d x zy ... , dny =  y(n>dxn.
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2-мисол.  у =  х{\пх— 1) функциянинг иккинчи тартибли диффе­
ренциации топинг.

Е ч и ш. Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 
хосилаларини топамиз

у' =  \пх— I -j-x • 1 плг, у "= — .

Демак, dy=  \nxdx, d у — —dx
3.3.4. Функциянинг dy дифференциали унинг Ау орттирмасидан 

Ax =  dx га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик микдорга фарк 
килади, шу сабабли Ayzzdy ёки

f{x +  Ax) —f(x )& f'{x )A x ,
бундан

f(x + Ax) zzf(x) + f'(x )Ax

формулага эга буламиз, бу формула функция кийматларини 
такрибий хисоблашларда кулланилади.

3-мисол.  arcsin 0,51 нинг такрибий кийматини хисобланг.
Е ч и ш. (/ =  arcsinjc функцияни караймиз х =  0,5, Дх =  0,01 деб 

олиб ва arcsm(x-f Дх) «arcsinx-|-(arcsinjc)'Ajc формуладан фойда­
ланиб топамиз:

arcsm0,51 «  arcsin0,5 -I--- , 1 • 0,01 =
V 1 — (0,5)2

=  -2- +  0,011 ж  0,534 .

Шундай килиб, arcsin0,51 «0,534 радиан

4 дарсхона тотиириги

1 у =  2х* -\-5х2 функция берилган. Унинг
а) орттирмасини топинг;
б) орттирмасининг бош кисмини топинг

Ж : а) Ау=  (6jc2+ 10*)Д* + (6а: + 5)Ддг2 + 2Дл:3; 
б) dy= (6x2+\0x)Ax.

2. Куйидаги функцияларнинг биринчи тартибли дифференци- 
алларини топинг:

а) */= У \+х \ б) у =  arcsin-  ̂ ; в) у=  In(х+  д/1 + х ) .
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3. Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли дифференци- 
алларини топинг:

__ 3
а) у =  е х ; б) у =  х(\пх — I ); в) у =  arccosx.
4. Куйидаги функцияларнинг учинчи тартибли дифферении- 

алларини хисобланг
а) у =  cos22x; б) у=  (2х — 3) , в) у = ^ - .

5. Куйидаги функцияларнинг такрибий кийматларини вергул- 
дан кейинги икки хонасигача аникликда хисобланг:

а) *=1,03 да у= х  —4jc2-|-5jc-|-3;
б) jc =  0,2 да у=  д/1 -j-л: .
Ж : а) 5,00; б) 1,10.

4 ____
6. д/17 нинг такрибий кииматини вергулдан кейинги икки

хонасигача аникликда хисобланг.
Ж : 2,03

4- муста^ил иш

1 Агар
а) у =  х lruc; б) у =  е~3х‘cos2x 

булса, dy, d у, d у дифференциалларни хисобланг.
2. Функцияларнинг такрибий кийматларини вергулдан кейин­

ги икки хонасигача аникликда хисобланг:
з

а) х=0,1 да у —

б) х =  0 08 да у =  -\Jx —7х-\- 10 .
Ж : а) 1,03; б) 2,09.

4- §. Ролл, Лагранж, Коши теоремалари. 
Лопиталь коидаси

3.4.1. Р о л л  т е о р е м а с и .  Агар y =  f( х) функция |а, Ь) кесмада 
узлуксиз, (а, Ь) ораликда дифференциалланувчи ва f(a) = f{b ) булса, 
у холда акалли битта ш>ндай х — с (a<ic<ib) нукта мавжудки, унда 
}'{с) =0 булади.

Бу теорема хосиланинг на! лари ёки илдизлари чакидаги 
теорема хам дейилади.

Л а г р а н ж  теоремаси .  Агар y =  f(x) функция [а, Ь] кесмада 
узлуксиз, (а, Ь) ораликда дифференциалланувчи булса, у холда 
акалли битта шундай х =  с (а < с < Ь ) нукта мавжудки,

f(b) —f(a) = f '(c ) • (b — a)
булади.

151



Бу теорема чекли айирмалар хакидаги теорема хам дейилади. 
К о ш и  т е о р е м а с и .  Агар y —f(x ) ва у — ф(х) функциялар [а,

b] кесмада узлукеиз, (а, Ь) ораликда дифференциалланувчи, шу 
билан бирга бу ораликда ц>'(х)фО булса, у холда акалли битта 
шундай х =  c(a<Cc<Cb) нукта мавжудки,

f(b )- f(a ) =  Г (с)
Ч>(Ь)— Ф ( ° )  ф (с)

булади, бунда ц(Ь) Фц>{а).
1- м и с о л. [1,5] кесмада f(x) — х2— 6х-\- 100 функция учун Ролл 

теоремаси уринлими? х нинг кандай кийматида f ' (х) =0 булади?
Е ч и ш. f(x) функция х нинг барча кийматларида узлукеиз, 

дифференциалланувчи ва унинг [1, 5] кесма охирларидаги киймат- 
лари тенг: f( 1) =/(5) =95 булгани учун Ролл теоремаси шартлари 
бажарилади. х нинг f '(x )=  0 буладиган киймати f ' (х) =  2х — 6 =  0 
тенгламадан аникланади, яъни х =  3.

2-мисол.  f (x )=  2х—х2 эгри чизикнинг АВ ёйида шундай 
М нуктани топингки, бу нуктада эгри чизикка утказилган 
уринма АВ ватарга параллел булсин, бунда А ( 1, 1) ва В (3, —3).

Е ч и ш. f (x )—2x — х2 функция х нинг барча кийматларида 
узлукеиз ва дифференциалланувчи. Изланаётган М нуктада 
утказилган уринманинг бурчак коэффициенти шартга кура 
f(b )—f(a) п-- -- га тенг, иккинчи томондан, Лагранж теоремасига кура b — а
иккита а =  1 ва 6 =  3 киймат орасида

f{b) —f(a ) = f'(c ) (b — a)
тенгликни каноатлантирувчи х — с киймат мавжуд, бунда 
f '(x )—2 — 2х. Тегишли кийматларни куйсак,

/(3) —/(1) =  (3— 1)П с)
ёки

(2*3 — З2) — (2-1 — I 2) =  (3— 1) (2 — 2с).
Бу охирги тенгламани с га нисбатан ечсак, с =  2, /(2 )=0. Шундай 
килиб, М нукта (2, 0) координаталарга эга.

3/------
3- м и с о л. f(x) =  д/ (х — 8) функция учун [0; 10] кесмада

Лагранж теоремаси уринлими?
Е ч и  ш. f(x) функция х нинг барча кийматларида узлукеиз,

, 2
аммо унинг / (х) = — -̂---  хосиласи (0; 10) ораликнинг х =  8 нук-

3 % х  — 8
тасида мавжуд эмас, шунга кура Лагранж теоремаси уринли 
эмас.

3.4.2. А н и к м а с л и к л а р н и  о ч и ш н и н г  Л о п и т а л ь
. 0 .. сю „к о и д а с и  (— еки --  куринишдаги аникмасликларни очиш). f(x)

ва ф(х) функциялар хо нуктанинг бирор атрофида (хо нукта-
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нинг узидан ташкари) дифференциалланувчи ва у '(х )Ф О  булсин. 
Агар lim f(x) =  lim (р(х) =  0 ёки lim f(x) =  lim (p(x) = oo булиб, 

*—*0 x̂ *0 x-*x0 x~**0

lim ^}x̂  мавжуд булса, у холда lim —■̂ = lim Ц — булади. 
ф (*) x-*x(i Ф (*)

х->оо да хам Лопиталь коидаси уринли.
О• оо ёки оо — оо шаклидаги аникмасликлар алгебраик алмаш-

0 .. оотиришлар оркали — еки куринишдаги аникмасликларга келти-
рилиб, сунгра Лопиталь коидасидан фойдаланилади.

0°, оо° ёки 100 куринишдаги аникмасликлар логарифмлаш
и •• сю ооркали — еки --  куринишдаги аникмасликларга келтирилади.0 оо

х_sinx4- м и с о л. lim---=—  ни топинг.
*-*0 X

Е ч и ш. Ифоданинг сурати ва махражи л:-̂ 0 да нолга интилади, 
шу сабабли шаклидаги аникмасликка эгамиз. Лопиталь коида­
сидан фойдалансак,

х — sinx 1— cos* sirur 1lim--- -—  =  lim--- —— =  lim-
3 X2 jc- 0  6x  6  '

Бу ерда Лопиталь коидаси икки марта кулланилди.
5- м и с о л. limjt2lm: ни топинг.

о
Е ч и ш. 0• оо шаклидаги аникмасликка эгамиз, *21пл: купайтма-
1пдс ^ о , оони ---оулинма шаклида ифодаласак, натижада ---  шаклидаги1 оо
~7

аникмасликка эга буламиз. Лопиталь коидасини куллаймиз:

lim*2ln* =  lim -^ =  1
jc-»-0 х—►О ‘

lim-
►о

— - limx2=0

6- м и с о л. lirT^sinx)* ни топинг.
jc-»-0

Е ч и ш. 0° шаклидаги аникмасликка эгамиз. Берилган функци- 
яни у билан белгилаб: у=  (sirut)*, буни логарифмлаймиз:

, , . In sinx \пу — Х  In Sin* =  -- j----.

jr
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Лопиталь коидасини куллаймиз:

lnsinx sinxlimln у — lim— -—  =  lim--- —
лг-̂О x—+0 ___L

* X2
X 2 c (— =  — ill-о \
X ^ C O S X  , .  /  X  \  rv=  — lim— :---=  — lim (x • ——  • cosx ) =  0 .X—о slnjc X—o V sinjc /

Шундай килиб, limy =  e °— I .

5- дарсхона roniuupuFu

1. [— 1; 0] ва [0; 1] кесмаларда / (x )= x — x3 функция учун Ролл 
теоремаси уринлими? Агар уринли булса, у холда х нинг тегишли 
кийматларини топинг.

2. f(x) =  х2 — 4х + 3 функция илдизлари орасида хосиланинг 
илдизи борлигини текширинг.

4  ̂j—3. [ — 1, 2] кесмада — ва 1 — д/х2 функцияларга Лагранж тео-
ремасини куллаб буладими?

4. Каиси нуктада / (х )= 4 —х2 функцияга утказилган уринма 
А ( —2, 0) ва В(1, 3) нукталарни тортиб турувчи ватарга параллел?

Ж : ( —0,5-3,75) нуктада.
5. /(х) = х ва ф(х) = х 2 функциялар учун Коши формуласини 

ёзинг ва с нуктани топинг.
6. Лопиталь коидасидан фойдаланиб, лимитларни топинг

\ 1 • х — 7х -)- 4х -j- 2 . .a) lim--- -̂------- , д) limtgx-lnx;
x—i х — 5х +  4 х-*о

б) lim ; е) lim (tg x )sl“ ; 
х-о  ̂— sinx х̂ 0

в) l i m - ^ i ;  ж ) lim ( l + y Y -
х_̂ 0 Sin3x дг->-оо V X '

г) lim f— ---
x̂ o \ x  ex- \ )

Ж : a) б) 3; в) -J-; г) -Ь д) 0, e) 1; ж ) 3.

5- муста^ил uiu

з _
1. [— 1; 1] кесмада /(x) =  l — д/х функция учун Ролл теоремаси- 

ни куллаб буладими^
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2. Ушбу
а) f(x) =  arctgx функция учун [0; 1] кесмада;
б) f\x) =arcsinx функция учун [0; 1] кесмада;
в) f (x) — \пх функция учун [1; 2] кесмада Лагранж формуласини 

ёзинг ва х =  с ни топинг.

Ж : а) д / F 7 - 6) V ^ 1 В ) ^ '

3. Ушбу
а) sinx ва cosx функциялар учун [0; —] кесмада;

б) х ва -yjx функциялар учун [1; 4] кесмада Коши формула­
сини ёзинг ва х — с ни топинг.

>*•>* «> \Ш-
4. Лопиталь коидасидан фойдаланиб куйидаги лимитларни 

топинг:
, лх

f - e — „  t(?Ta) lim , . ■ , ; б) lim
х^ 0  1п(1+дг) х_ |  ln ( I- J f )

в) lim arcsinx-ctgA:; г) lim (A ?— ctg2jA ;х—►О Jt—0 V X )
I

д) lim (л — 2х) с0ьж; е) lim (х-\-2х) х .

Ж : а) 2; б) оо; в) 1; г) -|; д) I; е) 2.

5- §. Тейлор формуласи

3.5.1. Агар y = f(x) функция хо нуктанинг бирор атрофида 
(«+ ! )-  тартибгача хосилаларга эга булса ( (п + 1) - тартибли хосила 
Хам киради), у холда бу атрофнинг хар кандай х нуктаси учун 
п- тартибли Тейлор формуласи уринли:

с / \ с 1  V i  И * о )  , ч . Г  ( * о )  . . 2 .f(x) = f(x 0) Н---—  (х—х()) н---—  (X—*с) 2+

/(Л) (х0)
+  ... +  ( x - x 0)"  +  R n(x) ,
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»(л + I) j t  j
бунда Rn ( j c )  =  ln +  l )\ —  Х °^ П ' Т е ^л о Р  формуласининг Лагранж
шаклидаги цолдик; %ади дейилади, £ нукта х ва хо нукталар 
орасида ётади, яъни £ =  хи + 0(х—хо) ва О<0<;1-

1-мис ол. f(x) =х — 2х2 -\-Зх-{-5 купхадни (х — 2) иккихаднинг 
бутун мусбат даражалари буйича ёйинг.

Е ч и ш Масалани хал килиш учун купхадни ва унинг 
хосилаларининг jco =  2 нуктадаги кийматларини топиш керак. 
Тегишли хисоблашларни бажарамиз:

f '( х) — Зх2 — 4а:+  3; f "  (х) = 6х — 4; / " ' ( * )  = 6; «> 4  учун f<*>(x) =  0.

Бундан: /(2) =  11; /'(2) =7; /"(2) =8, / '"(2) =6.
Демак,

I (X )  — х' 2х2-\-Зх-\-5 — 11 + у г ( * - 2 )  + | ( х - 2 ) 2+  36 ( * - 2 ) 3
ёки

/(х) = х3 — 2*2-ЬЗ* + 5= 11 +7(х — 2) +4(лг — 2)2+  (х - 2 ) 3.

2- м и с о л. хо= — 1 да f(x) = ех функция учун учинчи тартибли 
Тейлор формуласини ёзинг

Ечи ш .  Барча п лар учун /<">(х )= е х ва f (n,( — 1 ) = — экание
равшан.

Демак,

, 1 , 1 х+\  1 (х + 1 )2 I (дс+1)3 „
е — 2 Г ~ + Т  — з Г “ .

шу билан бирга R 3(x) =  1 - , бу ерда £ нукта л: ва — 1 орасида
ётади ёки

£ = _ 1+ е ( * + 1), О < 0<  1.

3.5.2. Агар Тейлор формуласида *о =  0 олинса, у холда, 
п- тартибли Маклорен формуласи хосил булади:

fW = / (0 )  +  I J^-x+ L ^ - x 2+  ... +  l̂ - x ”+ RA x ),

c(n-t~ I ) /t\
бунда Rn(x) =  * — колдик хад, £ нукта x ва 0 нукталар
орасида ётади, яъни £ =  0;с, 0<в<1-
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Баъзи функцияларнинг Маклорен формуласи буйича ёйилмаси- 
ни келтирамиз:

г V2 гп />0хрх~  I _i_ —L- 4--—-1___ -___хп+ •' 1! 2! ^  ' п } '  («+1)!
„  „3 5 2л-1

+ < - 1>"cos6* W T 7 ’ ;
г 2 г 4 х 2п , «2л+1

c o s x = l- ^ - + 4 - -  ... _ ( _ i ) - ^ _ + ( _ i ) - + ' c o s e x2! 1 4! •" v '  (2 л )! 1 '  ; (2 «+ 1 )! ’

( 1 + * Г = 1 + ^ + ^ Р ^ 2+  »("-■>(— » )^ + ... +
т ( т  — \ ) . . ( т  — п + \) п т ( т — \ )...(т  — п) - т _ „ _ ,  „ + ,

+  п\ Х  (я  +  1)! *

f(x) =  (1 -\-х)т функциянинг ёйилмаси биномиал ёйилма дейила­
ди

3 м и с о л .  Маклорен формуласи ердамида f(x)  =  In ( I -\-х) 
функцияни х нинг даражалари буйича ёйинг.

Е  ч и ш. /(0) =  0 экани равшан. Берилган функциянинг х,осила- 
ларини хисоблаймиз:

П * )= т - г т ;  П * )  =  -  — -Ц»; Г ( х )»+*’ ' ' ~ и+ *)2’ ' v (1+-)3 ’
f im (x) = --- ; ...;/ (п>(л:) =  ( - 1 ) п+| (” ~ 1)! .

(I+ *)4 (1+х)п

Шундай килиб,

/ '(0 ) =  I; / " (0 ) =  — 1; / " '(0 )  = 2 !; /civ»(0) =  — 3!......
/<->(0) =  ( — !)"+'(« — 1)1; f l" + "(x ) ([+n̂ +, .

Буларни Маклорен формуласига куйсак,

« /• ■ » x2 j  *3‘2' 4̂-3-' , ,In (I +Х )  = х - — -\-- ЗУ----- ^— I- ... +

+ ( - i ) " +l

ёки

1п(1 +ЛГ) =лг— Y + 4 — 4 +  -  + ( - | ) “+,4  +  Л*<') - Бу ерда 

колдик хад =  • -ТТ^Гн  нукта эса 0 вахнукта-

лар орасида ётади
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1 f (x )= 2 x  — 3x2-j-5x-|- 1 купхадни х-|-1 иккихаднинг тара- 
жалари буйича ёйнинг

Ж : / (* ) =  -  9 + 1 7 (* + 1 ) - 9 ( * + l ) 2-|-2 (л :+ l)3•
2. АГ(»= 1 нуктада /(х) = V *  функция учун учинчи тартибли 

Тейлор формуласини ёзинг.

Ж :  / (* ) =  1 +  /?з(^) .

бу ерда R 3(x) =  .
I 2

3. f ( x )= ig x  функция учун иккинчи тартибли Маклорен форму­
ласини ёзинг.

Ж : И * ) = *  +  ̂ г l+2si"2E

6- дарсхона ronuiupuFu

4уCOS I

4. f (x )—xex функция учун п- тартибли Маклорен формуласини 
езинг.

Ж : / ( * ) - * + 4 + 4 + “  +  l ^ i ) i  + Т £ Т Й  № +  » + 1>'‘ ‘ -

6- му ставил иш
1. Купхадлар ёйилмасинн ёзинг:
а) f(x) —х5 — 2jc4-f-л:3 — х2-\-2х— 1 ни (х— 1) иккихад даража- 

лари буйича;
б) f(x) =  х4 — 5х3 +  х2 — Зх + 4 купхадни (х —4) иккихад даража- 

лари буйича.
2. а) хо =  2 нуктада /(х) =  ^  ■ функция учун учинчи тартиб­

ли Тейлор формуласини ёзинг;
б) хо=1 нуктада / (х )= — функция учун учинчи тартибли

Тейлор формуласини ёзинг.
3. a) /(x)=arcsinx функция учун учинчи тартибли Маклорен 

формуласини ёзинг;
б) f(x) =  sin2x функция учун 2п- тартибли Маклорен формуласи­

ни ёзинг.

6-§. Такрибий хисоблашларга 
Тейлор формуласининг татбики

Тейлор формуласи ихтиёрий f(x) функцияни



купхад шаклида такрибий ифодалаш имконини беради. Бу 
купхад п- тартибли Тейлор купцади дейилади. Хусусан, х о  = 0 да 
п- тартибли Маклорен куп^адига эга буламиз.

Баъзи функцияларнинг Маклорен купхади шаклидаги такри­
бий ифодаларини келтирамиз:

V хп
е ~ ‘ + й + 1  +  - + 4 :

„3 5 2п — 1
X  I X  , /  I V n J . I  ^siIUW Jt_ i . + i . _ . . .  +  (_ , ) .+■ (2п_ 1и

х2 х4 х2пC O S X « I -  —  +  —  -  ... +  ( - 1 ) "2! 1 4! 1 '  ' (2л)! ’

( 1 + * Г « 1 + ^ *  +  ^ ~ ^ х 2+  ... +  "Ч "> - П - Л т- п + Ч  х,

/2=1, 2, 3 деб олиб, куиидаги такрибии формулаларга эга 
буламиз:

6 ’
X3sinx«x, s in x «x-- —; sinx«x6 ’ 6 1 120 ’

2 2 4 2
cosx«  1 ; cosx» I —-y +  ̂ -; cosx» 1 ——  +

X4 _  x V
‘ 24 720 ’

(1 -f-x)m»  1 -fmx; (1 - ( - x ) 1 + mx-\- x2•
/ i i  \ m i t  i m ( m —  1) 2 i m ( m —  1) (m  —  2 ) 3(I-j-x) »l-j-mx-|---5— — -x + —----^----—x .

Келтирилган функцияларнинг хар бири учун такрибий формула- 
лар аникликнинг ортиб бориши тартибида берилган.

Тейлор (Маклорен) формуласи функциялар кийматларини 
берилган аникликда хисоблашларда кулланилади.

Масалан, f(x) функциянинг х =  а нуктадаги кийматини хатолиги 
е Дан катта булмайдиган аникликда хнсоблаш учун Тейлор 
купхадини шундай к- тартибгача олиш керакки, бу k сон | /?п (<з) | <Се 
тенгсизликни каноатлантирувчи п ларнинг энг кичиги килиб 
танланади.

1-мисол. е сонини 0,0001 гача аникликда хисобланг.
Е ч и ш. х =  а — 1 эканлигини хисобга олсак, Маклорен форму- 

ласига кура:

 ̂=  /(1 ) =  1+"[7 +  ̂ 7 +  ••• •
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п нинг /?л(1) = (я +1)! ^  .̂0001 шартни каноатлантирувчи энг 
кичик киймати k =6 булади, бунда 0<£<1- Демак,

е~ 1 +17 +  +  -  +  it  =  2,718 •
з __

2-мисол  у 29 нинг кииматини 0,001 гача аникликда хисоб 
ланг.

Е ч и ш Берилган илдизни бундай ифодалаимиз:

л/29 =  {/27 +  2 =  З3д / Г + Т  =  3(1 +-§jrf ■

Ушбу биномиал ёйилмадан фойдаланамиз:

(1 + * Г = 1 + - ^ +  т { т ~ Х) х2 +  +

Бу ерда
/?„(*) =  m(m п) х" + ,(1 + |)"- "- ',0 < 5 < 1  .

R n (x )  нинг кийматини урнига куйиб,
(1 + * г ^  I + ^ х +  ... 4- такри.

бий тенгликка эга буламиз. Rn(x) хатоликни |jc| <  1 ва етарлича кат­
та п ларда исталганча кичик килиш мумкин.

2 1 * х — —  ва т  — — деб олсак,

Хисоблашларнинг кетма-кет хатоликлари катталиги 3\R„\ ни 
бахолаб, топамиз:

3 | / ? , |< - ^ - <  0 002, 3\R2\ <  <0,000381 81
Демак, берилган аникликда хисоблаш учун учта хадни 

(6 =  3) олиш етарли экан, яъни

{/29 »  3(1 +  0,024 -  0,0006) =3,072 .
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7- дарсхона топшириги

1. у = ——j- функция учун ло = 2 нуктада \чинчи тартибли
Тейлор купхалини ёзинг. Берилган функция ва унинг купхади 
графикларини чизинг.

х2 I2 е »  1-{-а+ — такрибий формуладан фойдаланиб —— ни то-

пинг на хатоликни бахоланг.
Ж : »  0,78; «<0,01.

\'е
3. Куйидагиларни 0,001 гама аникликда хисобланг:

a) cos41°; б) /̂12Г 
Ж : а) 0.754, б) 4,946.

7- мусгацил иш

1. f (х) =  arcsiriA" функция учун учинчи тартибли Маклорен 
купхадини ёзинг. Берилган функция ва унинг купхади графикла­
рини ясанг.

2. Куйидагиларни 0,0()1 гача аникликда хисобланг:
а) д е ; б) ^129; в) sin36° .
Ж : а) 1,395; б) 2,002; в) 0,587.
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4- б о б

ФУНКЦИЯЛАРИИ Х.ОСИЛАЛАР ЁРДАМИДА Т ЕК Ш И РИ Ш

1-§. Биринчи тартибли хосила ёрдамида 
функцияларнинг экстремумларини текшириш

4.1.1. Агар (а, Ь) ораликнинг x_>>xi тенгсизликни кано- 
атлантирувчп иккита ихтиёрий х\ ва х? нукталари учун f (x 2) > / (x i)  
теигсизлик бажарилса, /(х) функция (а , Ь) ораликда усувчи 
дейилади.

Агар (а , b ) ораликнинг х-2 > х\ тенгсизликии каноатланти- 
рувчи иккита ихтиёрий a'i ва xi нукталари учун / (хо) < / '(x i) 
теигсизлик бажарилса, f(x ) функция (а, Ь) ораликда камаювчи 
дейилади.

Ораликда усувчи ёки камаювчи функциялар монотон функция- 
лар дейилади.

М  о и о т о и л и к н и н г з а р у р и й ш а р т л а р и :
1. Агар (а, Ь) ораликда дифференциалланувчи у — [(х ) функция 

усувчи булса, у холда f ' ( x ) > 0.
2. Агар (а, Ь) ораликда дифференциалланувчи y =  f (x ) функция 

камаюячи булса, у холда / '(лг> < ;0.
М о и о т о н л и к н и н г е т а р л и л и к ш а р т л а р и .
1. Агар (а. b ) ораликда дифференциалланувчи y =  f(x ) функция 

мусбат хоснлага эга булса, яъни f '(x ) > 0, у холда функция шу 
ораликда усувчи функция булади.

2. Агар (а, Ь) ораликда дифференииаллаиувчп y =  f (x ) (функция 
манфий хосилага эга булса. яьни f '( x )< .0, функция шу ораликда 
ка-чаювчи функция булади.

Функциянинг биринчи гартнбли хосиласи нолга тенг ёки 
узилишга эга буладиган нукталари критик нукталар дейилади.

Энг содда холл ар да y — f(x ) функциянинг аникланнш сохиси- 
ни чекли сондаги критик нукталар билан чегараланган монотонлик 
ораликларга булиш мумкин.

4.1.2. Агар хо нуктанинг шундай атрофн мавжуд булсаки, бу 
атрофнинг хар кандай х Ф х ч  нуктаси учун f(x )< z f{x о) тенгсиз- 
лик уринли булса, у холда y =  f (x ) функция хо нуктада макси­
мум га эришади дейилади.

Агар хо нуктанинг шундай атрофи мавжуд булсаки, бу 
атрофнинг \ар кандай х Ф хо нуктаси учун f ( x ) > f ( x о) теигснз-
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лик уринли булса, у холда y =  f (x ) функция хо нуктада минимумга 
эришади дейилади.

Функция максимум ёки минимумга эришадиган нукталар унинг 
экстремум нукталари дейилади. Функциянинг экстремум нуктала- 
ридаги кийматлари функциянинг экстремал (максимал ёки мини- 
мал) кийматлари дейилади.

Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .  Агар y =  f (x ) функция 
хо нуктада экстремумга эга булса, у холда f ' (хо) нолга тенг ёки 
мавжуд булмайди.

Аммо хар кандай критик нукта хам экстремум нуктаси 
булавермайди.

Э к с т р е м у м н и н г  е т а р л и л и к  ш а р т и .  Ага р хо нукта 
у =  f (х) функциянинг критик нуктаси булиб, функциянинг хосила- 
си бу нуктадан утишда ишорасини узгартирса, у холда хо — бу 
функциянинг экстремум нуктаси булади, шу билан бирга:

1. Агар хо нуктадан чапдан унгга утишда f '(x ) уз ишорасини 
мусбатдан манфийга узгартирса, у холда хо нуктада функция 
максимумга эришади.

2. Агар хо нуктадан чапдан унгга утишда [' (х) уз ишорасини 
манфийдан мусбатга узгартирса, у х.олда хо нуктада функция 
минимумга эришади.

Шундай килиб, монотонлик ораликларини ва функция экстре- 
мумини топиш учун олдин функциянинг аникланиш сохасини 
критик нукталар ёрдамида монотонлик ораликларига булиш ва 
уларда хосила ишорасини текшириш керак.

Шундан кейин монотонлик ва экстремумнинг етарлилик шартла- 
рпдан фойдаланиб, усиш ва камайиш ораликларини, максимум ва 
минимум нукталарини топиш хамда функциянинг бу нукта- 
лардаги кийматларини хисоблаб, натижаларни тегишли жадвал- 
га ёзиш керак.

1- м и с о л. у =  х3 — За:2 функциянинг монотонлик ораликлари­
ни ва экстремумларини топинг.

Е ч и ш. Берилган функциянинг аникланиш сохаси — бутун Ох 
уки булиб, унинг \осиласи у ' =  3х{х — 2).

Хосилани нолга тенглаштириб, критик нукталарни топамиз: 
х | =  0 ва Х2 — 2. Ох уки бу нукталар билан учта ораликка булинади: 
( — оо; 0 ) ,  (0; 2)  ва (2; - f o o ) .

Бу ораликлараа хосиланинг ишорасини текшириб, натижа­
ларни куйидаги жадвалга ёзамиз:

X (— оо;0) 0 (0; 2) 2 (2; +ро)

У' + 0 — 0 +

У шах
0

min 
—  4

У,,,,= 1 (0 ) =  О3 — 3• О2 =  0; y m,„= f(2 ) = 2 3- 3 - 2 2=  - 4 .
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4.1.3. y = f (x )  функция [a, b\ кесмада узининг энг киник ( т  =//*„,.,) 
ёки энг катта (М  =  у , кат) кийматларига (а, Ь) ораликда ётувчи 
критик нукталарида ёки [а, Ь\ кесманинг охирларида эришади.

2- м и с о л .  у =  хА — 2х 2-\~3 функциянинг [ — 3; 2] кесмадаги энг 
кичик ва энг катта кийматларини топинг.

Е ч и ш. Берилган функииянинг хоеиласи: у ' — 4 (л:3— х). 
у ' — 0 шартдан * i = 0, х -2 — 1 ва хл= — \.

Критик нукталарнинг хаммаеи ( — 3; 2) ораликка тегишли. 
Берилган функциянинг бу нукталардаги ва кесманинг охирларида- 
гн кийматларини хисоблаймиз:

у (0 )= 3 , у ( [ ) — 2, у( — 1) =  2, у ( — 3) = 66, у (2) = 11. 
Шундай килиб, [ — 3; 2] кесмада у э ка1 =  66. у ъ К1|Ч =  2.

1-дарехона rutruupuru

1. Функцияларнинг монотонлик ораликларини топинг:
а) у =  2 — Зх +  х*; б) у =  х{ 1+  yjx ) ;
в) у =  х — 2sin,v, 2л.
Ж : а) ( — о о , — 1) ва (1, -(- оо ) да усади, ( — 1, 1) да камаяди;
б) [0, -f оо ) да усувчи;

ва 2л ^да камаювчи.

2. Функциянинг экстремумлариии топинг:
v r v I I v in*а) б )У = х + - -  в )</ =  — -

Ж : а) х =  0 да y ma, =  0; х =  4 да y mw =  8;
б) х = \  да у т{п =  2; *  =  () да y max=  — 2;

Iв) л; =  е да у т .̂  =  — .

3. Ушбу
у_ |а) у —----функциянинг [0, 4] кесмадаги;X -f- 1

1 _ у
б) у =  arctg-y-j— функциянинг [0, 1] кесмадаги энг кичик ва энг

катта кийматларини топинг.
Ж :  а) /И =  0,6, т =  — 1; б) М  =  --, т  =  ().4

/- му ставил иш

1 Функцияларнинг монотонлик ораликлари ва экстремум 
нукталарипи тонинг:

а ) у =  х ~\j \ — х~; б) у =  х — 2\пх\ в) у — 1пл:— arctgx .

в) (f-.-f-) да усувчи; (o.-f)
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Ж:  a) ( - l ' - 7 f ) Ba ( ^ '  ' ) да камаювчи; ( — 7 i - 7 l ) 'Td

усади, ут,„ =  у (  ^ f )=  = ) = "2 '

б) (0, 2) да камаювчи; (2, -)-сю) да усувчи; у ти =  
=  у (2 ) = 2(1 — 1п2) «0 ,61 :

в) (0, -)-оо) да усувчи.
2. Ушбу

а) у =  1 ~ х+х.2 нинг [0, 1] кссмадаги;
\ -{-х — х
л---- з -- —

б) у=  \Jx-\-\ — Vх - * нинг 10, 1] кссмадаги;

в) у =  х-\-2л/х нинг [О, 4J кесмадаги энг кичик ва энг катта 
кийматларини топинг:

Ж :  а) утм =  I, утл =  0,6;

б) Утл, =  2, у пт=  '{/2 ;

Утах Уmin O’

2-§• Функциянинг кавариклиги ва ботиклиги. 
Эгилиш нукталари. Асимптоталар

4.2.1. y =  f(x ) функциянинг графиги (а, Ь) ораликнинг исталган 
нуктасида утказилган уринмадан пастда ётса, у холда функция 
графиги цаварик, дейилади.

y =  f (  х) функциянинг графиги (а, Ь) ораликнинг исталган 
нуктасида утказилган уринмадан юк^орида ётса, у холда функция 
графиги ботик, дейилади.

Функция графигинипг каварик кисмини ботик кисмидан ажра- 
тувчи М о (хо, f (хо ) нукта графикнинг эгилиш нуктаси дейилади.

Ф у н к ц и я  г р а ф и г и н н н г  к а в а р и к  ё к и  б о т и к  
б у л и ш и н и  н г е т а р л и л и к ш а р т л а р и .  Агар (а, Ь) ора­
ликда дифференциалланувчи y =  f (x ) функциянинг иккинчи тартиб­
ли хосиласи манфий, яъни f "  (х) <с 0 булса, у холда бу ораликда 
функция графиги каварик булади.

Агар (а, Ь) ораликда дифференциалланувчи y =  f(x ) функция­
нинг иккинчи тартибли хосиласи мусбат, яъни f "  (х) >  0 булса, 
у холда бу ораликда функция графиги ботик булади.

Кавариклик оралигини ботиклик оралигидап ажратиб турувчи 
эгилиш нуктасидан утишда функциянинг иккинчи тартибли хосила-
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си ишорасини узгартиради. Бундай нхкталарда функциянинг 
иккинчи тартибли хосиласи ё нолга тенг, ёки мавжуд булмайди.

f "  (х) =  0 ёки f " (x )  мавжуд булмайдиган нукталар иккинчи тур 
критик нукталар денилйли.

Э г и л и ш  н у к т а л а р и  м а в ж у д  б у л и ш и н и н г е т а р -  
л и л и к  ш а р т и .  Агар хо нукта y  =  f (x ) функция учун иккинчи тур 
критик нукта булса ва f " (х) иккинчи тартибли хосила бу нуктадан 
ути шла ишорасини узгартирса, у холда бу функция графигининг 
-Vo абсциссали нуктаси эгилиш нуктаси булади

Демак, функция графигининг кавариклик ва ботиклик оралик- 
лирини, эгилиш нукталарини тоииш учун олдин функция аникла- 
ниш сохасини иккинчи тур критик нукталар билан ораликларга 
булиш ва б\ ораликларда иккинчи тартибли хосила ишорасини 
текшириш керак. Шундан ксйин етарлилик шартларидан фойдала­
ниб, кавариклик, ботиклик ораликлари ва эгилиш нукталари 
аникланади

1- м и с о л .  у =  хех функциянинг кавариклик, ботиклик оралик- 
ларини ва эгилиш нукталарини топинг.

Е  ч и ш. Берилган функциянинг аникланиш сохаси бутун Ох 
укдан иборат. Биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларни топамиз:

у ' =  ех(\ +х)\ у "  =  ех( 2 +  х).
Иккинчи тартибли хосилани нолга тенглйштириб, иккинчи гур 

критик нуктани топамиз: х = — 2 Ох: ук бу нукта билан иккита 
ораликка булинади: ( —  оо; — 2 ) ,  ( — 2, + о о ) . ’

Бу ораликларда иккинчи тартибли хосила ишорасини текши- 
риб, ушбу жадвални тузамиз:

X ( - 0 0 ,- 2 ) - 2 ( - 2 . + « )

У" — 0 +

У ^ -------
—2 е~ 2

х = — 2 да графикда ординатаси у — — 2е~2 булган эгилиш 
нуктасига эга буламиз.

4.2.2. Агар y = f (x )  функция графигидаги нукта шу график 
буйлаб чсксиз узоклашгапда ундан бирор тугри чизиккача 
булган масофа нолга интилса. бу тугри чизик y =  f{x) функция 
графигининг асимптотаси деб аталади.

Агар lim/(x) =  oo булса, х =  а тугри чизик y = f ( x )  функция
х-+а

графигининг вертикал асимптотаси дейилади.
Агар

k =  lim —  ва 6=  lim ( f ( x ) - k x )
X— + 00 Х X— -1-ЭО

ёки
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k — lim ва b ~  lim (f (x ) — kx)
X —-----OO X-~  —  Ю

лимитлар мавжуд булса, у холла y — kx-\-b тугри чизик у =  }(х ) 
функциянинг o f.на асимптотаси дейилади.

Хусусан, /? =  0 да горизонтал асимптотага эга буламиз.
^_2̂  | ^

2- м и с о л. и = ------ ф\'нкциянинг асимнтоталарини топинг.
J  л+2

Е ч и ш .  lim у =  сю булгани \ч\н х = — 2 вертикал асимптотаX
булади. Огма асимптогаларни топамиз:

i г  f(x )  .. х~ —  2х-\-3 . к =  lim LL-L  — lim — ;—-2— =  I ,
X-~ -X <r(x + 2;

b =  lim (/ (x) — kx) =  lim (^-— x \ —
X  - *  Xj JC—► ОС \  X  - p  Z  /

г — 4x +  3 .=  lim --- =  — 4 .. v. x + 2

Шундай килиб. огма асимптотанинг тенгламаси у =  х — 4 кури­
нишга эга

2- дарсхона топширигц

1 Куйидаги функцияларнинг кавариклик, ботиклик оралик­
ларини ва эгилии1 н\кталарини топинг:

a) f/ =  jc° +  5x — 6; б) у = (х  — 4 )5-J-4л:-j-4; в) у =  е 2 .

Ж :  а) ( — оо, 0) да каварик; (0, о ° ) да ботик; эгилиш 
нуктаси: ,W n(0, 6 );

б) ( — оо, 4) да ботик; (4, -|-оо ) да каварик; эгилиш нуктаси: М()(4,

в) ( — оо, — 1) ва ( 1, -}-оо) да богик; ( — 1, 1) да каварик;

эгилиш нукталйри: М , ( — 1, е 2)  ва M 2U , е 2) .
2. К уй идаги функцияларнинг асимитоталарини топинг:

а ) У =  д / ~ у  ; б) у =  3x + arctg5x; в) t / = I L  _|_ 2 х .

Ж :  а) х =  2 ва у =  1,
б) £/ =  3x-}--  ̂ (*-> +  оо Да) ва у =  3х — ~  (х—*~— оо да) ;

в) х =  0, у — 2х, х — — 1 (х->—  1 -(-0 да)
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1. Куйидаги функцияларнинг кавариклик, ботиклик оралик- 
ларини ва эгилиш нукталарини топинг:

а) у =  In(1 -j-х~): б) t/ =  arctgA' — х.
Ж  a) ( — oo. — I)  ва ( 1, + о о )  ла каварик; ( — 1 1) ia  ботик; 

эгилиш нукталари: Л Ы 1, 1п2) ва М ){ — 1, 1п2)
б) ( — оо, 0) ла каварик; (0, +  оо) да ботик; эгилиш нуктаси: О (О, 0).
2. Куйидаги функцияларнинг асимптоталарини топинг

> с" л \а) у=  —= = ; б) у = ------- .
\  г — 1 4 (х +  1)

Ж : а) * =  +  1, у =  ± х\ б) х =  — 1, у =  -х-\- 1 .

3-§. Функцияларнинг графикларини чизиш

y =  f (x ) функция графигинн чизишда олдин унинг асосий 
хусусиятларини аниклаб ш иш  керак Бунинг учун куйидагиларга 
амал килинади:

1. Функциянинг а никла ни in сохаси топилади.
2. Функциянинг жуфт-токлиги ва даврийлиги текширилади.
3. Функция графигининг координата уклари билан кесишиш 

нукталари топила ш
4. Функциянинг ишораси узгармайдигаи ораликлари топилади.
5. Функция графигининг асимптота тари топилали.
6. Функциянинг усиш, камаинш ораликлари ва унинг экстре­

му млари топилади
7 Эгри чизикнинг кавариклик, ботиклик ораликлари ва 

унинг эгилиш нукталари топилади.
х* +  4М и с о л .  ( /=— функцияни текширинг ва унинг графигинн

х
чизинг.

Е ч и ш. 1. Функциянинг аникланиш сохаси:

£>(/) =  ( — ОО 0 ) и (0> + о ° )
2. Функция жуфт хам, ток хам эмас, даврий хам эмас.
3. Графикнинг координата уклари билан кесишиш нукталари­

ни топамиз:

Ох \к билан: — ~̂ 4 = 0 . буи 1ан *  =  — яъни А ( — \ 4 , 0)

Ох ук билан кесишиш нуктаси.
х ф О  булгани учун график Оу ук билан кесишмайди
4. Функциянинг ишораси узгармайдигаи ораликларини топа­

миз: \;3 да функция манфий (график Ох укЛан пастда

2- мустаци г uiu
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4 —
жойлашган); х >  — yj3 да функция мусбат (функция графиги Ох
\кдап юкорида жойлашгап).

5. Функциянинг асимптоталарини топамиз.
Оу >к, яъни а: =  0 тугри чизик эгри чизикнинг вертикал 

асимптота сиди р, чунки

и ш  2 ^  .х—О X

у =  kx -j- Ь огма асимптотани аниклаш учун k ва b ни топамиз:

/ г  / (*) .■ х'} +  4 /г= lim ——  =  lim —  — =  1 ,
JT-* оо Х  Х - *  ос лг'

=  lim (f {x ) — kx) =  lim ( x -̂ 4 — x \= lim - y = 0  ,
J —  X  X  » oo  \  X -  J  X - *  oo X

Демак y — x чи зи к  oFMa асимптота экан.
6. Функциянинг усиш, камайиш ораликларини ва унинг экстре-

^ _g
мумларини биринчи тартибли чосила у '— -— —̂ дан фойдаланиб,

у '=  0 ва у '— оо тенгламалардан эса критик нукталарни топамиз:
Х\=2 ва Х2 =  0 (функциянинг узилиш нуктаси)

Кдйидаги жадвални тузамиз:

X (— 0°; 0) 0 (0;2) 2 (2; +оо)

У' + оо — +
У _________ —— * ~ 3 ___ ___ — ---

узилиш
нуктаси min

7. у =  —  иккинчи тартибли хосиладан фойдаланиб, эгриX
чизикнинг кавариклик, ботиклик ораликларини ва эгилиш нуктала- 
рини тонамиз. Иккинчи тартибли хосила хамма жойда мусбат, шу

х3 4  4боис функция графиги ботик, эгилиш нукталари иук. у =  —

фчнкпия графигиии чизамиз (21- шакл).
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У

21- шакл 

3- дарсхона топ ми риги

Функцияларии тула текширинг ва уларпинг графикларннн 
чизинг:

*' y==~̂ ZJ ' 2- у= л/(х + 3)х2 3 у=х'е 4- У = Тпх-
3- му ставил иш

Функцияларии тула текширинг ва уларпинг графикларннн чизинг:

1. у — —5——  2 {/ =  In (х2+2а: +  2 ) . 3 у =  ( ‘& — х )е2~*.г —4
б- назорат иши

1. Функнияни тула текширинг ва графигинн чизинг:

1.1. у =  3^~2 х  ̂ 1.11. у — — \x-\-x
1.2. у  W - 9 * 4  2 4 * - 1 5 .  1 1 2  у =  U + I )  ( д г - 2 ) 2.

,.3. „  =  '-13- </ =  ̂ ’- 3 ^  +  4.
3 1.14. у =  х6 — 9х 2 +  24х — 7

1.4. i/ =  2x +3х2— 12г — 5. u s .  у =  хА — 8*2+16.

; t  и ~ (хг ? К 1? - 2} -  . - ' б .  4 * * + б * * - з * _ 1 .1.6. =  x -J- Ibx . ^
1.7. =  ~ .  1.17. у = х '— \х2— 4х+2

1.8. 0=-i- (2г,-6л '2-18х+15). 1.18. 1/ =  -^(.И-12л:).

1.9. у =  х’— л:3 — 2х. 1.19. у — хА — 2х2-\-3.
1.10. у =  1 -л :2-  х* . 1-20 у =  (х +  2) (х -  1 ) 2.

J  8
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1.21. y= x ' — 3*2-f2
1.22. у =  8 +  2х2 — ха.
1.23. у=  ]̂ х°—4х2.
1.24. у =  2хл — 15л:2 -}- 36л:.
1.25. у =  ̂ - - 2 х 2-  9 .

v 1 4

1.26. у =  2xj + 3jc2— 1.

1.27. у —х4— 10лг2-(-9.
1.28. у =  ̂ т--4л:2.

J  2
1.29. у =  ЗхА+ 4л:} + 1.
1.30. у =  ( v + 3) (jc— 2)2

2 Функцияни тула текширннг ва

2.1. У =
л - 1 

/-2л: 2.16. У = (*- |)2
х2+1

2.2. */ =
2-4х2 
1 — 4х2 ' 2.17. У =

х*+1
х2 ■

2.3. У =
2х2 2.18. У = л:

4л:2— 1 3-л-2 ’
2.4. у =

2л: + 1
х2 2.19. У = (*+1)2 

(х— I)2
2.5. У =

1 2.20. 0 =
х

х2 —9 (*-1)2
2.6. У =

4х2 2.21. */ =
2х — 1

9 * •> •х — 1 (х— 1)
v3

2.7. .V = X 2.22. = 2(x+l)2
2.8. У = лг2 — л: — 1 2.23. = 1

л:2-2л: 1-х2 ‘

2.9. (̂  — З ) 2 
4(х-1) •

2.24. 2
У = *7 2х2 +  * - ц

2.10. у =  -х2 + 4х +  1 2.25. У =
х3-1

х2 4х2
2.11. У =

х2+ ]6
4х

2.26. У = е т

2.12. У =
Зх 

\+х2 ' 2.27. У = Х3+16
X

2-13-»  =  - Ь т -  2.28. 1/ = — ——- .
*  +  2 ( Х + 1 ) 2

2.14. t/ =  — — 2 29. ty = _Jf2~ 3-y+3X -20 » х-1
2.15. у =  *2+ ! . 2.30. у =  - 4 . .

х лГ + 2х—3
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3. Функцияни тула текширинг ва графигинн чизинг:
X — 1е

х — \3 1 - y = 4 z r  3.2. у  =  \ п - ^ - 2

3.3. у =  (а' — 2 )е л х. 3.4. у =  !п(2а' -f-3).

3.5. у =  - . 3.6. у =  х — In ( a  - f l )
1

3.7. у =  е х+2 . 3.8. у — х\пх.
3.9. у =  Х3е~х. 3.10. у =  1п(х2 — 4).
3.11. у =  I l L _  3.12. y =  21n^ i— 3.

3 — х Л
3.13. у =  (4 — * )е * - 3. 3.14. £/ =  1п(лг2 — 2* +  6).
3.15. v _  _ J —  3.16. у =  х — 1 па'.

е1к— 1
I

3.17. у =  е7^ .  3.18. у =  1 — In V
I

3.19. г/ =  a-V . 3.20. у =  In (а-2 — 4) + * .

3.21. v =  — ---- .------- 3.22. у =  I n— I .
2 (х — I ) У X +  D

3.23. у =  — (2а-|-3)e'2i*+'2'. 3.24. у =  — а'1п2а.
3.25. у =  - . 3.26. у =  х — In (1 +а:2) .

1
3.27. у =  е л+4 3.28. v =  х2\пх.
3.29. f/ =  x V - 1. 3.30. у =  а 2 — 21пх.
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5- боб

ХАКИ КИ Й  УЗГАРУВЧИНИНГ ВЕКТО Р ВА 
КОМ ПЛЕКС ФУНКЦИЯЛАРИ

1-§. Скаляр аргументнинг 
вектор функциясини дифференциаллаш

5.1.1. Агар t£ D c^ R  узгарувчининг хар бир кийматига маълум 
а вектор г\три келса, у холда бу вектор / скаляр аргументнинг 
вектор функцияси дейилади ва бундай белгиланади:

a =  a (t ) .

а — а(1) вектор функциянинг берилиши учта скаляр функция: 
a x(t),  ау ( ( ), сь(/) — а вектор координаталарининг берилишига тенг 
кучлн:

a =  ax{t)i-\-ay{ t ) j  +  az{t )k

ёки кискача: a =  {ax[t), ay(t), az{t)\.
Агар узгарувчи а векторнинг боши координаталар боши билан 

устма-уст тушса, я ьни у М (х , у, z) нуктанинг радиус-вектори 
булса, у холда вектор функция бундай белгиланади:

r =  r { t )  = x (t)I- {- y (l)]- {- z (t)k .

г векторнинг охири фазода чизадиган L чизик r =  r { t )  вектор 
функцияни!гг годографи дейилади. Координаталар боши годограф 
к,утби дейилади.

Агар г векторнинг модулигина узгарса-ю, йуналиши узгаришеиз 
катса, годограф кутбдан чикадиган нур С лади.

Агар г векторнинг модули узгаришеиз ( | г| =  const) колса-ю, 
унинг_ йуналишигина узгарса, у хатда маркази кутбда, радиуси 
эса |г| га тенг булган сферада ётувчи чизик годограф булади.

Фазанаги хамма чизикни бирор векторнинг годографи дейиш 
мумкин.

Годографнинг параметрик тенгламалари ушбу куринишда 
ёзилади:

х: =  x {t ) ,  y =  y ( t ) ,  z =  z(t ) ,  

бу ерда t узгарувчи параметр дейилади.
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5.1.2. а =  а ( ( )  вектор функциянинг / параметр буйича хосиласи 
янги вектор функция булиб. ушбу тенглик билан аникланади:

da Ла , \/)— a(t)- - = l i m —  ̂ =  lim ——— —--- - .
dt \,_0 v —о V

u =  a ( t )  =  \ax( t ), ay(t ),  az(l)\.

Вектор функциянинг хосиласи ушбу формула буйича хисобла- 
нади:

da —• da da —аа . “ “г ,
ш -  - JT ' +  ~Ш~< +  ~ а Г к

Вектор функцияни дифференциаллашнинг асосий коидаларини 
келтирамиз (бунда a =  a { t ) ,  b =  b { t ) ) :

1 ^ /~* , Т\ da . dbI- T l io ± b ) =  —  ±  — .

✓У Z' - »  и

2 —  =  0 , б) ерда с — узгармас вектор

3. ^г(ам) — а ~ - , бу ерда а  — узгармас сон. dt dt "

4 +  ф ^ .  бу ерда ф =  Ф (0  — 1 нинг скаляр 

функцияси.

5 = а - ^ + ч , - ъ -

6 - (#х?)+(“х #)
7 | о (ср (0 )=-~  • -^.буердаф = ф(/) — / нинг скаляр функци­

яси.
Агар r =  r ( t )  = [x {t ) ,  y ( l ) ,  2 (0 } булса, у хатда хосила век­

тор булиб, ? { t )  вектор функциянинг годографига утказилган уринма 
буйлаб t параметрнинг усиши тарафига йуналган булади.

1- м и с о л .  r =  (t2— 1)Г+  (/-j- \)]-\-Pk вектор функциянинг 
/=1 даги бирлик уринма векторини топинг.

Е  ч и ш. г векторнинг годографига уринма бирлик векторни 
топамиз:

£  =  2/7+ 7+ з /^
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Бу векторнинг модул и ни чисоблаймиз:

I 4 H  =  V « ' 2+ 1 + 9 ' 1 •
|^у-| нинг /=1 даги киймати ^14 га тенг, = 2l-\-J-\-Зк

Шундай кил и б, изланаётган бирлик вектор бундай ёзплади:

(2 7 + 7 + 3 *) .
V 14

2- м и с о л .  r { i )  =  /cos/-f-/'sin/-\-k ва векторлар узаро пер­

пендикуляр векторлар эканлигини курсатннг.
Е  ч и in. Берилган скаляр аргументли функция хосиласини

топамиз: -J- =  — /sin/-J- /cos/ . Энди r { t )  ва векторларнинги/
dr _г-—--- скаляр к\паитмасини чисоолаимиз.at

г ■ - j- =  — cos/-sin/-f"sin/-cos/ =  0 Демак, г ва векторлар 

узаро перпендикуляр экан.

1- дарсхона топшириги

1. Вектор функцияларнинг хосилаларини топинг:

а) r =  sin/-Г-f-cos /• sin/cos/•£;
б) r =  (/4-cos/)/ +  //-+-sin/-/г;

в) r =  e 'i-|-cos/• / —f— С/“ —|— 1) /г•

Ж : a) ^  =  cos// — sin2//-f cos2/£;

б ) ( l- s in / )7  +  7 +  cos/.^ ,J/

в) -^  =  e'/ — sin//-f-2/£ .

2. Харакат килаётган миндий нуктанинг / вактдаги радиус- 
вектори r ( t )  = a ( t  — sin/)/-)-a( I — cos/)/ тенглама билан берилган.
/ =  -̂  ва / =  л лар учун векторини топинг.

Ж : a(/-f-/); 2а/.
4

3. r =  e2ti — (1-\-Ь)л j вектор функция годографига / =  0 даги 
бирлик уринма векторни топинг.

Ж: 0.6 Г—0.8 J
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I-му ставил иш

1 Вектор функциянинг хосиласини топинг: 
r==/ch2/-|-/sh/ch/-|-/eslr/.

Ж '  dJ - — sh2ti-\-jcht-\-ksh2t

2. Агар r=Tsht-\-Jcht-^k д/ch“/ — 3sh2/ булса, г нитонинг.d(r') 
dl 

Ж :  0 .

3. Агар 7\ = it  -\-]t2-\-kt\ г'2 =  it~-J- jt*-f- kt булса, ' * ■ -2> ни то­

пинг.
d (г, X г9) „ с , —Ж : \ц = 3 (/ 2- 2 / 5)/ + (5 / 4- 2 / )/ .

4. r =  2t-T-{-]\nt-\-k-t2 вектор функциянинг t — 1 даги уринма 
векторининг йуналтирувчи косинусларини топинг:

3’ 3’ 3 '

2- §. Скаляр аргументли вектор функция 
х.осиласининг татбики

5.2.1. Кинематика да моддий нукта харакатини урганишда 
унинг г радиус-вектори / вактнинг функцияси булиб, r =  r ( t)  
тенглама уаракат тенгламаси дейилади, r =  r ( t ) вектор-функция- 
нинг годографи харакат йулининг шаклини (траекториясини) аник 
лайд и.

Агар / скаляр аргумент вакт деб каралса, у холда —~ =  v —и I
— d2 г —г вектор охирининг тезлик вектори, — — =  w jca тезлаииш вектори

dr
дейилади.

1-м и с ол .  Моддий нуктанинг харакат тенгламаси r =  2{t —
— sin/)/ +  2 ( I — cos/)/ куринишда берилган. Ихтиёрий вактдаги тез­
лик ва тезланишни топинг.

Е  ч и ш. v тезлик ушбу формула буйича хисобланади:

v =  ~  =  2 ( 1 — cos/) i +  2sin/ • j .

Тезланиш эса,

w =  =  dJ°  — 2sin// -|-2cos// . 
dr dt

17(i



5.2.2. r =  x (t)i-\-y(t)j-\~z(t)k  фазовий эгри чизикнинг /() пара- 
метрга мос келадиган Ми(хо, у», zo) нуктаси даги уринма тенгламаси 
ушбу куринишга эга:

Х— Хр _  У — Уь _  Z — Zp

х0 Уо Z<)
бу ерда а'о =  дг (/о), yo =  y(tu), zo =  z(to),

\ __ dx I * __ dy I * __ dz I
A , ,_  di I ' = У {)~  dt I ' = dt I ’

л\ у, z — уринма нуктасининг узгарувчи коортинаталари.
Уриниш нуктасидан утиб, уринмага перпендикуляр бу 1ган 

текислик нормал текислик дейилади.
Эгри чизикнинг Мо(хо, у о, z о) нуктасидагн нормал текислик 

тенгламаси ушбу куринишга эга:

*„(* — *„) + y n{y — ytt) + z„(z — zv) =  0.

2-ми с ол .  Параметр /=  га' тенг булганда A' =  asin2f, у —

=  bsin/cos/, z =  ccos~t фазовий эгри чизикка утказилган уринма ва 
нормал текисликларнинг тенгламаларини ту'зинг.

Е  ч и ш. Тегишли \осилаларни топамиз:

x = a.sin2/, y =  bcos'2t, z =  — csin2/ 

t =  * нуктада А'о=- ,̂ г0=-^-; x0 =  a, yn = 0; zo=—c була­

ди, демак, уринманинг тенгламаси:

a b c

а 0 — с

нормал текислик тенгламаси:

о(л:_1)_ г (г~ т )=0
ёки

а2 — с2 п ax — cz---- -— = 0  .

Шундай килиб, уринма Оу укка перпендикуляр, нормал 
текислик эса Оу укка параллел экан.
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2- дарсхона топшириги

1. \аракатдаги моддий нуктанинг радиус-вектори r =  4ti — 3tj 
тенглама билан берилган. Харакат тезлиги ва тез.шнишини топинг

Ж : t» =  -^7=4/— 3/; w =  ^ 7 =  0 .J/ 1 д/
2. Моддий нуктанинг харакат тенгламаси r =  3tf-f- (4/ — / )/  

куринишда берилган. Унинг тезлиги ва тезланишини топинг.

Ж : v =  ~ - =  37 +  2(2 — /)7; w =  ^ j J = — 27-
3. r =  acos/i-j-fcsin// харакат тенгламаси берилган. Харакат 

тезлиги ва тезланишини топинг.
Ж :  v =  ^ r =  — asint- i 4-bcost* j ;J/

оу =  =  — acosti — bsint' j .at
4. Берилган нуктадан утувчи уринма ва нормал гекислик 

тенгламаларини тузинг:

а) u =  4sin2/, y =  2s'm2t, 2 =  2cos2/, t =  0 да;

б) х =  У = - 2 = j / 4, / =  2 да;
в) x = a-ch/, f/ =  Q-bh/, z =  at, t = 0 да

Ж : а) =  г~ 2 (уринма),

у =  0 (нормал текислик);
8г/---

б) =  — J L  = -lz±, 3jc + 0y-h 12г-70 = 0;
R\ * ~ a _■ У г 
' 0 1 1 1

</ + 2 =  0.

2- мустак,ил иш

1 r = 2cos/*t+ *in/-£ харакат тенгламаси берилган. Харакат 
тезлиги ва тезланишини аникланг.

Ж : v = — 2sin/■ i 4-cos/• /г,

w — — 2cos/•/— sin t-k.
2. Харакат тенгламаси берилган: r =  (2/2 — 3)/ — 3//4- (4/2 — 5)6. 

\яракат тезлиги ва тезланишини аникланг

Ж : и =  4ti — btj-\-8tk\ 
w =  4i—6/ 4- 86.
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3. Моддий нукта харакатинннг /- =  c o s V H - s in 2/•/ тенгламаси­
ни билган холда, унинг параметрнинг / =  ^ ва t =  ~  кийматлар- 

даги тезлик ва тезланиш векторларини топинг.
Ж  , =  |  да: +

—  З^ З-г 15-Г =  — i ---/ •8 ~  6 1 '
/ л „ . "* 3 V'12 -г 3 у 2 -г/ =  -- да. и =  -  , .

—  3 д/2-г 3V2-T ^ —̂ i И— ~ i .4 ' 4 1
4 Эгри чизикка берилган нуктада утказилган уринма ва 

нормал текислик тенгламаларини тузинг.
а) x =  cos2-̂ , г/ =  sin/, z =  sin-̂ , / =  л да;

б) х =  /, у = ( \  z =  t\ / =  1 да.

Ж  а> -5 -= Т = ^ ±; У = 0;

б) =  Л Т ~  =  *  +  2у +  З г - 6  =  0 .

6- намунавий уисоб тппшири^лари 

1 Биринчи тартибли хосилани топинг:

1. 1. у — \/х2 +  Зх — д/(6х — 1) 2

'•2- ^ = - v f e - 4 V i + x
1.10

, . 3 . у = д / ; ^

1.4. (/= + V;

1.5. £/= V ^ 2-b 1 + V * 3* 1
1.6. у = х л ]\+ х  

1.7 t/ = 5 д/4х +  3

д/х2 — 6

" з-

^  ** + *+ ' V<2—ж2)3

1.8. у =  3 -\Jxb+5x' — ~ . 1.16. у = ~  \Jx 2+A

3
1.9. у = ---- === . 1.17. г/ = 2 V (2  —дг3)

дг + V I + /
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1.18. y =  -yJxTjx2+ 1 .

1.19. у =

_+l 
-1

1.20. у =

1.21. // =

\  4 х - х 2

л/В

1.24. ^

'•25- С;;:)

‘•22- У
\9х +  4

1.23. у =
V \ — х2

1.26. у=  ч/(2а — 3) (3 — V)2

'•27. У =  ̂ ~ -  

'•28. )

^■’+1» 1.29. у = (  V* + l>( ' v — > )

• 30.
\ к1 — 4* — 5

2. Биринчи тартибли у' косила ни топинг:

2.1. у = 1 + tg-y
1 - tg x  

.if2.2. у =  sin 2л\
2.3. у = б>|+|Л.
2.4. у=  tgln v a- .

2.5. t/ = sin д/ l-|-х .

2.6. у =  cosln2v.
2  у  __ 1 +  sin3x

^ 1 — sin3x

2-8- У= \Л + ln 2.v

2.9. t/ =  .varcsin - " t l .
^ 3

2.10. у = £>_a'2cos3(2a, +  3)

2.15. y =  - tgV — tgx+ л '.

2.16. y=  In л [ ~ [*Х -  v

2.17. In д/V
1 — sinx
1 + с USX

2.18. </=ln(e'+ -\/l + ?2>) .

2.19. u= 4 ^ =  .
\ x2-  1

2.20. £/ =  tg2(.v*-|_ I ) 

2-21- У=  \ tg^.v
I

2.22. y =  5 'iA .
2.23. у =  sin*’ I Ox +  cosf> 1 Ox.

2 . 11 . y  =
l+e
1 — e~x

2.12. y =  s\ri23x.

2.13. у = \ I — In \x

2-24* У=  \% 6 х + |

2.25. y= e sinx — cosx ( s i ИХ -J- C O S X )

2.14. y = 41ru 
1 — Inx

2.26. y = I
1 + C O S

2 X
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2.27. f/ = r2'(3sin2x —cos2x). 2.29. y=  --~ • l± l^ x
*  10 1— tg5x

2.28. y =  \JI-|-sin4x — \/l — sin4x 2.30. y —
sin I Or

3 Биринчи тартибли у ' косила ни топинг:
3.1. у =  arctg д/х — у *  . 3.17. г/ =

3.2. у = х - arcsinx-{- д/ 1—х

3.3. £/ =  arcctg-~.

3.4. ;/ =  3cos\
3 #—3.5. t/ =  lnctg yx .

3.6. у =  (£»s’njt — 1)2

y=jr Vi3.7
l + X

3.8. y  =  e x .

3.9. y =  e-co*bx.
3.10. f/=x- arctg35x + Intgx.

3.11. у =  1 n (x -f- д/l-j-x2)
3.12. y =  x2e~2x-

I
3.13. </ = 2T
3.14. y — x- lirx.
3.15. iy =  3<?sin2'r.

3.16. y =in ; ± - .V I —X

3.18. y =
3.19. y =

3.20. */ =

ЛI n Jf 
1 — Inx

jxT  -r- 2x

e~x• lnx .
X

3.21.

3.22. y  =

3.23. // =

\ k - x 2

| ln J (3ctK5x + 2)

In

Т 1П I---o , / 2Д/х -

10
e — <? 
x + !

-5*

2x

InVtg+  4

3.24. у = 1 n "д/1 - } - с

3.25. y =

3.26. y =
3.27. </ =
3.28. y  =

In ( x/2x+I -  \/2x) 
(1 -j- lnsin2x)2

3.29. y =

3.30. y =

In д/6,2A-(-e-2't . 

In3(l -\-e' ).

1пс‘* ( т — 0

4. Биринчи тартибли у' хосилани топинг:

4.1. у =  х*

4.2. у  =  х г

4.3. у =  xarcsinjr.

4.4. */ =  (cosx)

4.5. у — X х .
4.6. у=(1пх)*.
4.7. у = 2хГ* .

4.8. у=  (cosx)
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4.20. t/= (cos(*-f5 ))arcs,n,\
4.21. y=  (tg3*4) vIT\
4.22. y = (  ln(*4-3))smv*.
4.23. y=  (arctg2x)smjt.
4.24. y =  (In(7x-J-4)) KX
4.25. y=  (\r\(lx — 5 ) )arctR2x
4.26. y =  (arcsin(2 + .r)) lnU+3>.
4.27. y=  (arccos (л*-|- 2)) 'Kix.
4.28. y =  (arcsin5x) gv*.
4.29. y=  (ctg(7A: + 4 )) v7+\
4.30. y=  (ctg3*4) ^ .

тенгламалар билан берилган 
у ' хосиласини топинг

4.9. у  = (sinjc)cos\
4.10. у =  (arctg2x) sinx.
4.11. t/ = xarcc04X
4.12. y = xlgx.
4.13. y=  ( In(5jc — 4 ) )arcc,*\
4.14. y =  (sin (7x-|-4)) arccosjr
4.15. y=  (urcsin2;t) tR,x+
4.16. y = ( sin3x) Hrccos\
4.17. y=  ( л/Зх + 2 ) arcc(̂ .

4.18. у  = (arccosx)
4.19. y =  (ctg2;c3) smv\

5. Ошкормас х а п а  куйидаги 
ф\нкиияларнинг биринчи тартибли

5.1. xsin2y — ycos2x = 10
5.2. (cy — x )2 = x2 4
5.3. х Л щ  — x2 + y =4
5.4. y —x =arct fry.
5.5. еху- х 2 + у3 =  0
5.6. y =  x-{- rsint/
5.7. _L-  ̂= 1 X
5.8. + e~y = 4x.
5.9. Ill (x 4-y ) -f-arctg x =  0

5.10. хыпу — ycosx = 0
5.11. 3x+y — xy\n3= 15.
5.12. cxy — X2 -\-y2 = 0.
5.13. tysinx-j-cos (x — y) = cos у
5.14. cos (x — y) —2X + 4 у = 0.
5.15. xe 4- ye* = *4
5.16. cosxy= У .

5.17. ху -\-\ny — 2\пх =  0
5.18. ex+y =  s\n-y-.X
5.1». (х +  (/)2- ( л - 2 у ) '  = 0.
5.20. г/1 пv — х\пу = х-\-у
5.21. /у3 — Зу -f- 6 v =  0
5.22. ф  +  у]у = ЬУ
5.23. х2 + у3— \0х + у =  0

5.24. х =6у —у
5.25. х2 — 2ху 4- у =1.
5.26. фс + ^ у = 3 + \ у г.
5.27. у3 — Зх*<у + 9 =  0.
5.28. ys'\nx = cosy.

5.29. t/4 — -J- 9 = 0

5.30. V * ’ + V</’ = V ?

182



в. Берилган функциянинг биринчи тартибли у ' на иккинчи 
тартибли у "  хосилаларини топинг:

6.1. у — I п (х -j- \J 1 + хJ )

6.2. У = - А -
х~ — I

6.3. у = х 1 гиг

6.4. у =  arctg -j —-,

6.5. 0 =  1п1к(* +

6.6. у — хе
6.7. у = х- arctgv:
6.8. у = х — arctgx.
6.9. у = со ы — ■■

6.10. // =  arcctgx
6 .1 1 .  y - j= \ e - ‘

6.12. у== arctgx2.
6.13. у =  х Inx.

,-cosV

3.14. у =  д /11 -JC1 
X

6.15. // =  lnctg4x
6.16. у =  д/(’ 1 — х )2 .
6.17. у =  cos2x

1
6.18. у =  х-ек .
6.19. у= х-е х.
6.20. у =  In (Inx)
6.21. // =  (1 -f-x2) arctgx.
6.22. y =  e'~x

6.23. y =  — Ц-.
i+*2

6.24. y =  ^ 4 — x2 .

6.25. // =  1
y  4 + V f

6.26. y =  \J 1 — x2 • arcsinx
6.27. t/ =  x*
6.28. y =  sin' r-f-cos'x
6.29. г/= In (x-f- \/* )
6.30. t/ =  f,-Jrsinx.

7 Параметрик куринишда берилган у функцняниш х буйича 
биринчи тартибли у' ва иккинчи тартибли у "  хосилаларини топинг:

7.1

7.2.

7.3.

7.4.

! х — 1псоь2/,
г/ =  sin 21.

„л.х —

[*/ =  -* [ем +  е

I —/
i2 

| + / 
У = ~Т~'

fx = sm 4/, 

[у=  {cos ^

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

fx=  ^/3-f /,

[*/= 1п(/ + 1) 
\x =  W ,

\У: sin“/

j x  =  In ( 1 -f-t2). 
I y =  t — arete/У

X = sin/
I +  sin/1

__ cos/
1 -j- sin/'
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7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

\У —

4 — е 21, 
3

*>2'+ Г

У =
2 (/ — sin/). 
2(1 — cos/) 
/cos/,
/sin/.

A' =  c os —, 

ку=  t — sin/.

(a = / -f-sin/ 
t/= 1 — cos/.

[ a: =  /2,

= cos 3/,
= sin3/.

7.16. x = sin--,
r =  cos/.

: =  Л
'=  cost.

tg/+ctg/,
2lnctg/

7.19.
x =

,У =  е

/ 4 1 ;
r1

7.20.

7.21.

j , -  
l*/ =

7.22. (
U/ =

7.23.
x =

3c os2/,
2sin V.
/-|- Incos/,
/ — Insin/
2/ — sin2/, 
sin /

/ +  ysin2/.

7.24. \X
iy=

7.25.

=  cos7.

/5-f 2/,

/3+  8/ — 1.

arcsin (/2— 1) 
= arccos2/. 
-t2+ t + \ .  
/’+/.

=  Ct 0 ,

7.29.
x = 2 - 1

У =

7.30. \X
l У =

2 + /2’
/2 

2-f/2 
2cos 52/, 
sin^/.

3- §. Комплекс сонлар ва улар устида амаллар.
Эйлер формулалари

5.3.1. z=x-\-iy куринишлаги ифода комплекс сон дейилади, 
бунда х ва у — хакикий сонлар, i эса /2=  — I тенглик билан 
аникламади ва у мавуум бирлик деб аталади.
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х ва у сомлар г комплекс соимииг мос равншда %ак,ик,ий ва 
комплекс ^исми дейилади ва x =  Rez, y= \m z куринишда белгилана­
ди

Агар у =  0 булса, z =  x — хаки кий сон, агар jt =  0 булса, 
z =  iy соф мавхум сон булади. Шундай ки шб хакикий ва 
мавх\м сонлар z комплекс соннинг хусусий холидир

Агар z\=x\-\-iy\, ва Z2 =  *2 +  /J/2 икки комплекс соннинг 
мос равишда хакикий ва мавхум кисмлари тенг булса, я ьни 
х\=хо ва у\ = у 2 булса, б\ комплекс сонлар тенг дейилади, я ьни
Z| = Z 2-

Мавхум кисмларининг ишораси билангина фарк килувчи 
z =  x-\-iy ва z =  x — iy комплекс сонлар к,ушча комплекс сонлар 
деии тали

5.3.2. Агар z\=xi-\~iy\ ва Z2 =  X2 -\-iyi иккита комплекс сон 
берилган булса, улар устида алгебраик амаллар куйидагича 
бажарилади:

zi +  z2 = (x i+ iy i) + (x2 -\-iy2 ) = (x\ + x2) +  /(// i + у 2 ) > 
z\ — Z2=  {x\ -\~iyi) — (*2 + й/2) = (Xi — Xo) -\-i{y\ —y-2 ),

Z1 • Z2 =  {X\ +  ///l) • (X2 -\-iy>) =  [X\X2 — y\y2 ) +
+  i(x\y2 +  x2y\),

z \ Z\-Z2 __  ■ {x2 — iy.2) ^  x lx2 +  y iy.2

22 Z2 'Z2 (x.2-\-iy.2) (x.2 iy2)

. . x3y , - x ty2
+ 1-- 2-- “  •x2 + У2

Комплекс сонларнн даражага кутариш икки>;адни даражага 
кугариш каби бажарилади, бунда / соиининг даражалари куйидаги 
формулалар буйича аникланади:

/'=/, г =  — 1, /' =  — /, /4=1 ва X. к.
Умуман, i x = 1, i4k+l= i, /“u + 2 = — 1, /4<Г+3= — /.

1- м и с о л .  Ушбу z i= 3  — /, Z2= — 2 +  3/, г.з =  4 +  3/ комплекс
Z. — Zo'Z ,

сонлар берилган б\лсин. z = — =—-—  ни хисобланг.

F. ч и ш. Кетма-кет хисоблаймиз:

22*211=  ( — 2 +  3/) (4 +  3/) =  ( - 8  — 9) +  / (1 2 - 6 ) =  — 17 +  6/;
21 _ 22-z.j= (3 — 1) -  ( -  17 +  6/) =  (3 +  17) + / ( -  1 — 6 ) = 2 0 - 7 / ; 
z\=  (3 — /)л =  27 — 27/+  9/2 — /3 =  (27 — 9) + / ( — 27+  I)  =  18 — 26/; 
zi +  2.!=  (18 — 26/) +  (4 +  3/) =  (18 +  4) + / (- 2 6  +  3) = 22-23/.

Шундай килиб,

20 — 7/ (20 — 7/) (22+ 23/) (440+ 161) +/(4*30— 15-1)
2 ~  2 2 -  23/ —  (2 2 - 2 3 / )  (22  +  23/) ~  222 +  23‘

601 зоб 
~  юн! ' 1 1 с j i з '
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5.3.3. Хар бмр z =  x-\-iy комп­
лекс сон геометрик жихатдан Оху 
координаталар текислиги пинг (х, 
у ) нуктаси ёки ON вектори би- 
ian тасвирланади. Комплекс сон 

тасвирланадиган Оху текислиги 
комплекс текислик дейилади ва 
(г) каби белгиланади. г =  х 
хакикий сонлар уа^и^ий у к, деб 
аталувчи Ох ук нукталари билан 
тасвирланали. Соф мавхум z =  iy 
сонлар мавхум ук̂  деб аталувчи 
Оу укнинг нукталари билан тас- 
вир.чана in.

г комплекс сонига мое хглувчи нуктаншп ЧоЛНтипи г ва 
(| кутб координаталари билан хам аниклаш м\мкин (22 шакл) 
Бунда координаталар бошила н N нуктагача булган масофага тенг 
г =  | ON сони комплекс соннинг модули дейилади ва г билан
белгиланади; ON векторнинг Ох укининг мусбат йуналиши билан 
хосил кил га н (( б\рчак комплекс соннинг аргумента дейилади ва 
у Argz деб белгиланади

Хар кандай z =  x-\-iy комплекс сон учун куйидаги формула 
лар уринлидир:

х =  rcostp, t/ =  rsill(| 
r =  yjx2+ y  , tg<jp= L-

бунда q; =  a rgz нинг бош киймати 0 ^ a r g z < ;2n шартни кано- 
атлантирали.

2- м и с о л. г =  — V5+ / комплекс соннинг модули ва арг\менти 
ни топинг.

Е  ч и ш. х =  — д/3, у =  1 булганлиги учун г =  д1х2-\-у2 = 2

lg<l = --- тенгламадан q аргументни топамиз:
v 3

5л
Ч ' = - - в + л =  е

Шундай кидиб, г =  2, г[ =  .

5.3.4. Комплекс соннинг z =  x-\-iy куринишдаги ифодаси ком 
плекс соннинг алгебраик шакли деиилади

Комплекс соннинг z =  r(cosq -|— /sincf) куринишдаги ифодаси 
унинг тригонометрик шакли дейилади.

Эйлернипг
cos(p-|-/sinq: == ещ 
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формуласидан фойдаланиб, комплекс сон ёзнлишининг курсаткич- 
ли шаклига ^га бч'ламиз:

z — гещ.

2- мисолда г = — д/3 / комплекс соннинг модули г =  2 ва 
5ларгументи q=-^— зканини аниклаган эдик.

Шуларни инобатга олсак, бу соннинг тригонометрик ва курсат- 
кичли шакллари мос равишда куйидагича булади:

z =  2^cos-y—j-isin-^-^, z =  2 е ь .

5.3.5. Комплекс сондарни купайтириш, булиш, даражага кута- 
рнш, улардан илдиз чикаришда комплекс сон ёзилишининг 
тригонометрик ва курсаткичлн шаклларидан фойдаланилади:

Агар
z\ =  r\ (costpi +/sincpi),

Z2 =  /-2(costp2-Msinq)2) 

булса, ушбу формул ал ар уринлидир:

Z\'Z2 =  r\' Г2 (COS ( j| —(— (j;2) -j- /SiП (ф1 +  ф'2) ) = Г  \ • Г2в‘^' +Ч-),

1 7  =  Т  ( c o s  (<Pi —  ф 2) — / s i n ( ср, (jp2) ) =  - V ‘4' ~ 4* ' ,
2 2 r.j

z" =  r '(cosrtq -j-/sin/гф) = г п>е,Пч.

Охирги формула Муавр форму.шеи дейилади
Тригонометрик ёки курсаткичли шаклдаги комплекс сондан 

п даражали илдиз чикариш учун ушбу формуладан фойдаланила- 
ди:

+  / s in S ± M  =  ^ ге
П V

tt'*= V2 =  V r (с05ф-|-|Зтф) =  д/г (cos
< (у + 2 л * |

k га 0, 1, 2, п — 1 кийматлар бериб, илдизнинг п та хар хил
Кииматларша эга буламиз (бунда г арифметик илдиз)

Илдизнинг барча п та кийматларини тасвирловчи нукта-
ларнннг геометрик талкини маркази кутбда, радиуси г булган
айланага ички чизилган муптазам п бурчакнинг учларини 
а н г л а т и I п и д а н и б ор а т д и р.

187



3- м и с о л. ( — л/3 +  /)в ии хисобланг.
Е ч и ш. 2- мисол ва Муавр формуласидан фойдаланиб куйидаги 

ечимга эга буламиз:
z6= 2fi(c o s ~ 6  + / sin ■ 6 2е'е5™ =

= 64 (cos5:i+  / sinSjr) =  —64.

4- м и с о л. д/— 1 ни топинг.
Е ч и ш .  2=  — 1 сон учун r =  1, ф =  л- Ш у сабабли унинг 

тригонометрик шакли куйидагича ёзилади:

г =  1 • (cosn +  /sinn)
п- даражали илдиз чикариш формуласидан фойдаланиб, ушбуга 

эга буламиз:
•5 /-----------т—:----- л  4- 2л/г . . л +  2/гл

W k =  y c o s n  +  z з т л  = c o s ---— ---- |- iS in--- ----  =

t(n  ̂2sik)

=  e 3 , бунда k — 0, I, 2-

k га кетма-кет 0, 1, 2 кийматларни бериб, илдизнинг учала 
кийматини топамиз:

л . . .  л у  1 . . \/3w Q= cos— +  is\ rij =  e +  

wi — cosn-|-/ sin.-i = <?'л =  — 1,
- Зл< f—
5л . . . 5л I • V 3^ 2 =  cos—  -И sm—  = e = ——i .

5.3.6. Эйлернинг

elil =  coscp +  / s i n cp
формуласи даража курсаткичи комплекс узгарувчидан иборат 
курсаткичли функцияни тригонометрик функциялар оркали ифода- 
лайди. Тригонометрик функциялар cosq ва sinq;' курсаткичли 
функциялар оркали куйидагича ифодаланади:

ё1 + еcos<p=-------- , smcp:
2 ’ 2/

3- дарехона топшириги

1. Агар z | =  I —/, 22 =  3 + 4/, 2.5= — 1+3/ булса, г:

нинг кийматини хисобланг.
Ж -  227 I 99 ;
Ж ' 274 + Ж ‘
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2. 21=3 — 2/'; Z2 =  4 +  /; 2з =  — 2+ / комплекс сонлар берилгаи.
г, (22 —г3) 

z.i + zi
ни хисобланг. 

ж-
41 41 ‘

3. (z) комплекс текисликла куйида берилган шартларни кано- 
атлантирувчи z =  x-\-iy нукталар сохасини аникланг:

a) 0< Re3z/< 2 ; б) Im (/ z )^ 2;

в) |г - 3  +  4/|< 3; г) 1 < |г  — /|2;

д) 2 <  |г| < 3 ,

0< a r g z < y .

4. Куйидаги комплекс сонларни тригонометрик ва курсаткичли 
шаклларда ифодалапг:

a) 2i =  3 — 3/; б) 22=  — 1— /; в) 2.5= — /; г) zi =  — 2.

Ж :  а) 2, =  3 х/2 (c o s (— - i)+ / s in (— ^ ) ) = 3  \/2 е 4 ;

б) z2=  д/2 ( c o s ( - - ^ )+ i s in (— ^ ) ) =  y 2 e

в) z3 =  co s (— | )+ / s in ( — 2 ;

г) 2_, =  2 (cos.i -|-/sin;n) =  2<:,','.

5. Куйидагиларни хисобланг:

а) {/ —Т ; б) {// ; в) V  — 1 И- \;3/ .

Ж : а) к — 0. ayo =  cos --4-/sin — ;ь 1 6

k = \ , ££.’1 =  COS Л . . ■ Л
I + ' s m I :

II to 102 =  COS
5л . . .  5л
6 + isin- r :

k =  3, W t =  COS 7л . . 7л 
—  +/sm , ; ь 1 6 ’

II 4ь. &4 =  COS Зл . . .  Зл 
■2- + < 8 Ш -  ;

6 =  5, Ы’5 =  COS 11л . . . 11л
- —— / s in ---ь ' (5
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б) k =  О, ^o =  cos — +/sin — ;
n o

■ i 5л - - о j tk = l ,  W\ = cos 4-tsm ;
b b

, n Зл . . . Злk =  2, w 2 =  cos +  *sin —  ;

в) /? =  0, ^o =  д /2  (cos y + / s in  ;

Л=1, wi =  д/2 (cos -^-+t'sin -y-); 

k =  2, wo= д/2 (cos-y-+/sin - y

k =  3, w3=  д/2 (cos -y^+Zsin -y- ).

<3- му ставил иш 

1 Агар z \ = i— 1, 22= — 2 +  i, 2.j =  3 — 4/ булса,
Z\(z2 +  z ])

2 =  -----------

НИ ТОПИНГ.

Ж : у*.5 о
2. Агар 2i = — 3 —(— /, 22 =  4 — /, 23= 1+ 3/ булса,

г \ +  г 2г 3 
2 =  — j ----------

г2~23
ПИ ТОПИНГ.

W  396 I 812 ;
5101 ' 5101 '

3. (2) комплекс текисликда куйидаги шартларни каноагланги- 
рувчи z =  x-\-iy нукталар сохасини аникланг:

a) R e ~ >  1; б) Im (2 /z )> 3 ;

в) 3 <  12 +  1 — 2г 1 < 4 ; г) y < a r g z < t t ,

3 <  12| < 4
4. Комплекс сонларни тригонометрик ва курсаткичли шаклда 

ифодаланг:

а> 2i==T T 7 ; б) z2= — д/3—
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в) z3= — г) z4— 1+д/З/.

Ж: a) z,= д/2 ( c o s (- j )+ ts in (—
5л

б) 2, =  2 (cos -y-+tsin -^ )= 2е с ;

в) z3 =  y  (cosn +  isinn) = - j<?л' ;
л

г) z4 =  2 (co sy  + tsin - |)= 2 r3 .

5. Куйидагиларни хисобланг:

а) -у/f, б) д/1 ; в) д/— 1 .

Ж : а) & =  0, ay0 = cos-^-+ts in;
, 5л . . .  5лЛ = 1, m;, =  c o s — + ism — ;

б) k = 0, ayo = cosO° +  /sinO°; 
k = l, w, =  cos ^-H'sin — ;4 1 4

k — 2, w2=cos y+Zsin ;

fc = 3, ш3=со5 - -̂-j-/sin ;4 4
& =  4, 11У4 =  cosn —I— /sinjt ;
k =  5, =  cos -^-+/sin ;4 1  4

6 = 6, w6=cos +/sin ; 

k =  l, ay7 = cos -̂ --|-/sin ;

в) 6 =  0, Ш()=со5 —̂—I— /sin ~  ;4 4
i 1 Зл , > - Злк=1, w ,=  cos—— k/sm —  ;4 4

k = 2, w.2 = cos -̂ --f-/sin —  ;4 4

k = 3, ш, =  cos - -̂-(-/sin ;4 1 4
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6-6 об

БИР УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ 
ИНТЕГРАЛ \ИСОЬИ

1-§. Аникмас интеграл ва интеграллашнинг 
содда усуллари

6.1.1. Бирор ораликда аникланган / ( а )  функция учун бу 
ораликнинг чамма кийматларида

F'(x ) = f(x ) ёки dF(x) =  f(x)dx
шарт бажари lea, у чолда F(x) функция f(x) нинг бошлангич 
функцияси дейилади.

Агар /(л ) функция F(\) бошлангич функцияга Э1 а булса. 
у чолда F (\ )+ C  }(х) пинг чамма бошлангич функциялари 
туплами булади, бунда С — ихтиёрий узгармас. Шуига кура 
берилган f(x) функциянинг чар кандай иккита бошлангич функция­
си бир биридаи ихтиёрий узгармасга фарк киладн.

/(л) (ёки (ix)dx нфода)дан атпган аникмас интеграл деб, бу 
функциянинг барча F(\)-j-C бошлангич функциялари туплами- 
га айтилади ва бундам белгиланади: \f (л )dx= F(x) -f- С.

Аникмас ипгегрални топиш жараённ ингеграллаш дейилади.
6.1.2. Аникмас интегралнннг асосий хоссалари (ннтегра.маш 

коидалари):
а) (\f (x)dx)' =  ({х );
б) d i\f(x )dx)= f{x )dx;
в) \dF(x) =  F(x  I +  С,
г) \kf (x)dx =  k\f (x)dx (к — узгармас):
Д) \ (f(x) dr<f (x) )dx = \f(x)dx± (x)dx\
с) агар \f(x)dx = F(x) + C  ва м = Ф(.г) чар кандай диффе­

ренциалланувчи функция булса, \ чолда:

\f(u) du =  F (и) -f С.
6.1.3. Аникмас питеграллар жадвали:

I \du =  и С
2. \ ifdu  =  ■■ 4-С, а Ф  — 1J 'х 1
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3‘ \ ~ ir= ln iu i +  c - 

4- S ^ l = 2 ^ + c .

5 \audu = ~ — [- C.
J  Ino

6. \eudu =  eu C-
7. Jsin«rfu= — cosu-l- C.
8 J cos«£/w =  sinu-f-C
9 t- ^ - = tg « + c .

J  cos и

10 5~nr~= — ctf?w + CJ  sirr и
11 ^igudu= — ln|cos«| -fC
12. ĉtgwc/w =  ln|sinw -J-C-

13. С _ ^ = in |tg-£-I+C=ln I-t̂ --- ctga|+C.J  sinu I & 2 I I smu to I 1

14 J cos и
15 f du

J a2 + u2

16. r du
) a 2- u 2 '

17.
J Vo2-«2

18. t —̂ —  =
^ л!it1 ± a A

2 и
L i . / >  W .= arc sin— f- C=  — arc cos— f-C.

Интеграллаш натижасииинг тугрилиги топилган бошлангич 
функцияни дифференциаллаш билан текширилади. Келтирилган 
жадвалда и эркли узгарувчини, [иунингдек, дифференциалланувчи 
функпияни ифодалайди.

6.1.4. Интеграллашнинг куйидаги содда усулларини келтира- 
миз:

а) интеграл остидаги функцияни содда функциялар йигиндисига 
ейиш ва интегралларнинг хоссаларидан фойдаланиш усули;

б) дифференциал белгиси остита киритиш усули. Масалан:

dx =  ~d {kx-\-а), агар a, k — узгармас булса;

xdx =  ~d(x2), cosxdx=d (sinx),

^  = d ( In x ) .- + = d  ( t g =
X  COS X  1 -f-X

~ d  (arc tgx) ва x к.
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г 1 -I- 2х21- м и с ол. \-5- — Trdx аникмас интегрални топинг.
J*2(H-*2)

Е  ч и ш. Интеграл остидаги фхнкцияни шаклан алмаштирнб, 
аникмас интегралнинг д) чоссасидан фоидалансак

\ Ы^+75ТЛ>-
- K ' ?  +  T T ? ) ' " ” S 7 '+ S ,T 7 —  i  + «o i»>  + c.

2 м и с о л .  ^4соьг * dx аникмас интегрални топинг.

Е  ч и ш. Интеграл остидаги функпияни даражани пасайтириш 
формчласидан фоидаланиб алмаштирамиз:

2cos2y  =  1 -f- cosx.

Сунгра аникмас интегралнинг г) ва д) хоссаларидан фойда- 
лапсак,

 ̂ 4cos 2~^dx=  ̂ 2( 1 -f-cosx) dx =  2 j  (1 -f-eosx) dx =

=  2^dx -f- 2^cosx dx =  2x +  2sinx -f- С

3- м и с о л. Аникмас интегрални топинг:

$ 3 -е dx

Е  ч и ш. \ 3 • c udx = \(3 - (yi) Xdx =  -f-С
J  J  In (Л1>л)

1 м и с о л. Аникчас интегрални топинг:

dx
J jl3x-5\ ‘

•3. ч п in. jJ нфференпмаг ост^га чиритиш усулини куллаймиз.
r f- г yuy. с[х — ~-d(3x— 5) ie6 олиб, кадвалдаги (4) интеграл-з

(;)сй .''аланам из
Г dx Г к з > -  5) 2\ I IOJ — OJ А /0 с „

.Т^гг/Зл-- 5 3 J  >/Зх— 5 3 

.к- .с 1 н"ге '“•г .и т̂ пи:-' :
' X— _ 51ПЛ .=  dx



Е ч и ш. Ейиш ва дифференциал белгиси остига киритиш 
усулларидан биргаликда фойдаланамиз:

(* х — arc sinx (“ хdx (* arcsinx ^ __

I f  r f ( l - x 2) f
=  — 2 J ~ ^  — )arc sinxd(arc sinx) =

=  — aJ\ —x — arc sin2jr-fC.

6 - м и с о л .  Аникмас интегрални топинг

Зх2 — АхГ Зх 
J  х3-

dxх — 2x̂  + 4

с  Г Зх2 — 4х Г d(x3 — 2x2-f-4)Е Ч и Ш. \ —--- 7---dx — \ ---- -  - =
J  х3 — 2x̂  + 4 J  х — 2х 4- 4х3 — гх'' + 4 J  х3 -  2х2 4- -

= 1п|*5-2 х 2 +  4| + С 

/ - дарсхона топширит

Аникмас иитегралларни топинг, интеграллаш натижаларини 
дифференииаллаш билан текширинг:

1 . ц ? + - » - - ± у х.

Г о  n f л/arc Igx— X ,
2- \ (tg-f + ctgx) dx. 9- ] 1^5-- dx

3. t r 2\  dx .0.
J  cos дг-sin x J  cos' x

4. ( H + 4 - 11. t — ‘ , 
J  x d + x 2) j  ( X  — 2)2 + 4

_ f dx 12. f _ ----.
5. \------ J x -f 6x + ] 3

J  (3x — 4)
r 13. t ----*

6. xdx J  д/в+6х-9х2

r 2. \ c o s * r fx?  Г x dx J
J l+x3 ‘ 15. J sin2xdx.
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Г 1 lit1 - м и с о л .  \-5-т — Trdx аникмас интегрални топинг.
J * 2(l +х2)

Е ч н ш .  Интеграл остидаги функцияни шаклан алмаштирнб, 
аникмас интегралнинг д) чоссасидан фоидалансак

1-7&, i Ы& +-*ти >-
-K'?+Tr?),,'”S?+SiT?" _-+"'да+с

2 м и с о л  ^4соь2 g dx аникмас интегрални топинг.

Е ч и ш  Интеграл остидаги функцияни даражани пасаитириш 
формуласидан фоидаланиб алмаштирамиз:

2cos2y  =  1 -j- cosx.

О  игра аникмас интегралнинг г) ва д) хоссаларидан фоида- 
лапсак,

 ̂ 4cos y d x =   ̂ 2( 1 -fcosx) dx =  2  ̂ (1 -f-cosx) dx =

=  2^/x +  2^cosx dx =  2x +  2sinx-f- С

3- м и с о л. Аникмас интегрални топинг:

 ̂3 -е dx

Е ч и ш .  t 3 •c]xd x = \ (3 ' ( J ) xd x =  \  -f-С 
J  J  In (.V*)

1 м и с о л. AiiHKv.ac интегрални топинг:

dx
J 3jf —51 ‘

£чи;н. j J ифференпиа~ ост-;га чиритиш усулини куллаимиз. 
Г г г yuy- c'x — Z d d x  — 5) ie6 они б, кадвалдаги (4) интеграл-

д- фслЦ'.аланамиз
г dx Г ИЗ>-5) 2

/ ’•л - 5 3 3 >/ Зх— 5

5 4. с 1к~е 7-г ни тч-пи -• : 
' х~~ -smjt



Е ч и ш. Ейиш ва дифференциал белгиси остига киритиш 
усулларидан биргаликда фойдаланамиз:

Sjc — arcsinx С xdx f  arcsinx w __

1 Г d (l —х2) Г 
= — 2 J — jarc sin;td(arc sinx) =

=  — д/ l- x — {  arc sin2x-f-C.

6-мисол  Аникмас интегрални топинг
f  Зх2 — 4x ,
\ — >--- 5---dX'J  x — 2x2 +  4 

c  f Зх2 — 4x f  d(x3 — 2x2-|-4)E ч и in. \—--- ----d x = \ - 4 --- о —— =
J  x3 — 2xJ +  4 J  x3- 2 x 2 +  4

= lnU  — 2x2 + 41 + C

/- дарсхона топилирит

Аникмас интегралларни топинг, интеграллаш натижаларини 
дифференниаллаш билан текширинг:

L  5 ^ - 2  f a  + - * - - ± у х. 8- \ ~ ^ dx-

2- S (tB-c+ctg*) dx *■ Р - ТС+8;  * dx

3. \ dx 10.
J  cos дг-sin x J  COS X

4. t i l  + Л ^
J xjl-t-x2) j (X — 2) + 4

,  f  dx 12. ----- •5. \------ ; .  J x2 -|- 6x +13
J  (3x —4)
,  13. f  . . .

6. yg 4 xdx. j  д/8 + 6x—9x2

r 2 . *4. \cos cxdx7 f  xdx J
)  i -f-x3 ' 15. J sin2xdx
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Е ч и ш .  Илдиз остидаги ифодани t2 билан белгиласак, 
{ 2х— 9 =  /2; / =  ^ 2 x ^ 9  ; )

dx
.к У  2х — 9

___ =  2\ ~
J -^«2+9)-( 9 + '

х =  — (/2-|-9); dx =  tdt

2 ♦ * ■ ^ 
2 - Т агс ‘К т + С =

2 , yj2x — 9 _
=  Т агс

4- м и с о л. Аникмас интегрални топинг: 
f с?л:

(л:-)- 1) Д1х2 + х— 1

Е ч и ш .  t ■
* + 1

dx

янги узгарувчини киритамиз:
1 1 1

/= T + r ; t
( J r +  I )  л/х2+ х - \ dx— ---- dt

- !■ л/(т-024
= t "  = _ \ -  

J  л/ l — t — t2 J

1 - 1
=4 dt

-К)
VFFTI

V 1 —  2t +  t'2-\-t — 2t2

'+ T-= arc cos — —  +  С =

2t -f~ 1 - x-\- \= arc cos— — |-С = arc cos
-+l

V 5

=  arc cos jc +  3

\/5

+ c.

V5 
2

H-C =

V5 (JC+1)

6.2.2. Булаклаб интеграллаш усули
\j udv =  uv — \vdu

формулага асосланади, бунда и ва v — х нипг интегралланувчи 
функциялари.

Бу усул хар хил синфдаги функциялар купайтмаларини 
интеграллашда фойдаланилади:

(x )eaxdx, (x )cosaxdx, $Р п (x )s inaxdx,
(x )a rc tg x  dx,  ̂Pn (x) arc sinxdx,

\ P n (x)cosx dx, \ P n (x) Inxdx.
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Дастлабки учта интегралда и учун Р п{х) купхад кабул 
килинади, охирги туртта интегралда эса и учун arctgx, arc sinx, 
arc cosx, Inx кабул килинади.

Баъзи холларда булаклаб интеграллаш формуласини бир неча 
марта куллаш зарур булади. .

5 - м и с о л .  \j xe~oxdx ни тонинг.
Е ч и ш. и = х  ва dv =  e~5xdx деб оламиз, у холда

и =  х, du =  dx. )
 ̂ хе 5xdx =  |

J \dv =  e~ DXdx. « - j > Mdx=  — -e'
5

1 _5X
5 2d

+ c.

v ни топишда интеграллаш доимийсини хар доим нолга тенг деб 
хисоблаш мумкин.

6- м и с о л. $ are tg xdx ни топинг.
Е ч и ш. и =  агс tgx деб оламиз, у холда

 ̂ arc tgxdx =
и =  arc tgjc, du = dx

1 -f- X

dv =  dx, v =   ̂ dx — x

f xdx , 1 Г d( l + x2)
=  *• arc tg* — 3777-— х ' агс

=  x-arctgx— —In I 1 -\~x2\ + C .

7- м и с о л. $(х2Н- l)cosxdjt интегрални топинг.
Е  ч и ш. Бу мисолда булаклаб интеграллаш формуласини икки 

марта куллашга тугри келади.
и =  х2-\- 1, du =  2xdxdx \ ) 

inx J\ (x2-\- 1 )cosxdx=
J v [d v  =  cosxdx, v =  s\nx

= (x2 + 1 )sinx — 2( — x-cosx-f-^cosxdx) =
=  (x2 +  1) sinx-f2xcosA: — 2sinx+ C =

= 2xcosx+ (x2 — 1) sinx-l-C- 
8 - м и с о л .  Аникмас интегрални хисобланг:

$eaxcospxdx.
E  ч и ш. Бу интегрални икки марта булаклаб интеграллаймиз.



= x-sinрл: — -j J eaxs\n$xdx =

( и =  еах, du — a-eaxdx j
j  dv = sin|3xdx, v =  — j ĉos^x j

=  y<?at-sinpx— — ^— l*«fcosp* + -!$ eaJtcospxJx^=

eax cl2 Г=  —— (Bsinpx-f-acospx)--- -\ e“Acospxdx.p2 p2 J
Бунда

l ~  j еа*соь&хс1х 
деб ушбу тенгликка эга буламиз:

еах а 2/ =  —^-(psinpx-f acos|3x)--- -/
Р Р

Бу тенгламани / га нисбатан ечсак,
г еах/ =  \ eaxcosfixdx =  —-- - (psinpx-f-acospx) +С.
J a +Р

дарсхона топшириги 
Аникмас интегралларни топинг:

'• S~  f — Ж:  4(ж + 1 )^ - 3 (х + | )^  + 31п||+^/1+Т|1 +  у Х +  1

2- S ' Ж : * + | * 7 + | * Т+2л:7+ 3 ^  +V* — У* о ^
+  6хт  +  61п | { / х - \  1 + С .

3. \ ---% =  . Ж : -С— V-*2 + 4j 2̂Л/ 2 . . 4*
j t *  V * 2 + 4

4 г. Г _V> £2d j ; . ж . c _ j / L z
J  X arc sinx

a:x 2

5- \ ------?  ■ Ж : С — In | _ i T + l  +  ̂ p
^ ( j c - h l )  ~\/l — AT —  JC2 I X + 1  2 x + 1

6.  ̂ x-arc tgxdx Ж : A±l-drctgx- S  + c.
j f  xdx

J  Я1 n 2jc

2 2 

Ж : C — x-ctgx-f-ln|sinx|.
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8.  ̂ arc sinxdx Ж : xarcsinx-f- д/1—x2 -f- С .

9.
J  X

10.  ̂ x2sinxdx.

11.  ̂ sin In xdx

Ж  С — — (ln3x-|-31n2x-|-61nx-f-6)

Ж  С — x3cosx-|-3x2sinx-f-6xcosx —6sinx

Ж ' — (sin Inx —cos Inx) + С.

12. 5 V4 + -t’ dx- Ж- -f V4 + *2+ 2 ln l *+  V 4+ x2l + c-

2- мустак,ил иш 

Аникмас интегралларни топинг:

1.

2.

3.

4.

5.

6 .

7.

8.

х д/х— 1 dx. 

dx

V* + л/х

Ж : f ( x - l ) 2Н - | (х - 0 2+С.

Ж  2 д/х — 4 ух  -f-4 In11 -(- д/х | -f-C 

x2^ 4 - x  dx. Ж : f ( x 2- 2 ) V 4 ^ 5+2arcsin4+C.
dx . -------------

(x+1) У * Ч 2*+10 Ж : C - y l n  + 1 |.

In(x -f- 1 )dx.

-dx.

e 2 • x2dx. 

cos Inxdx.

Ж : x In(x2-f-1) — 2x-f2arctgx-f-C.

Ж: c - i b k + ^ x)  
x

Ж : C -2 e  t (x 2+ 4 x + 8).

Ж : (cos Inx-f-sin Inx) +C.

3- §. Каср-рационал функцияни энг содда касрларга ёйиш. 
Рационал функцияларни интеграллаш

6.3.1. Иккита купх,аднинг нисбатига тенг
Qm(x)R(x) =
рМ )

функция каср-рационал функция ёки рационал каср дейилади, бун­
да га ва п Qm (х) ва Р п (х) купхадларнинг даража курсаткичлари 
булиб, улар натурал сонлардир m e n  да R(x) каср-рационал 
функция тугри каср, т ^ п  да эса нотугри каср дейилади 

Куйидаги тугри касрлар энг содда касрлар дейилади:
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I. — .x — a

II — -— бунда k > 2 — буту н сон.
(х — а )

Ш  Ах+ В—  бунда D =  p — 4<7<сО 
х -\-px-\-q

IV. — --- "Ь——  , бунда 5 ^ 2  — бутун сон, D =  p — Aq<.0. 
{x -+ Px + q )s

Юкоридаги касрларда А, В , р, q, а  — хакикий сонлар
6.3.2. Хар кандай хакикий коэффициснтли /7-даражали Р п(х) 

упхад хакикий сонлар тупламида ушбу куринишда тасвирла- 
иши мумкин:

Р п (х )= а 0(х — а ,)* '• . ’ (х — а р) {x2+ p x  +  q

• (х +ppc +  q ) s ,

унда at, аг а р Р п(х) купхаднинг мос равишда k .... kp каррали
акикий илдизлари, хамма квадрат учхадлар учун.дискриминант
>,-<0 (/= 1,/); k \ k p- \ - 2 s \ -\-<2.Si =  п, k\,...,kp, s i....  si
ату рал сон тар, сю— Р „ (х ) купхадда х олдидаги коэффициент 

Qm(x)Агар R ( x )=  -р——  тугри рационал касрлинг махражи Р п (х) 
“п(х)

'корида курсатилгандек ифодаланган булса, у холда бундай 
асрни I — IV  куринишдаги энг содда рационал касрлар йигиндиси-
1 ёйиш мумкин. Бу ёйилмада Р п (х) купхаднинг хар бир к каррали 

илдизига, яъни (х — а )*  куринишдаги купайтувчига, ушбу к та 
асрлар иигимдиси мос келади:

А 2 Ак
4------ 2 + ■ Н----- h

(х — сс) (д: — ос)

Р п (х) купхаднинг s каррали комплекс кушма илдизининг хар 
ир жуфтига, яъни (х2-\-рх-\- q )s куринишдаги купайтувчига ушбу 
та касрдан иборат йигинди мос келади

Af j л: -|- • V , i M 2x-\-N2 ( M sx + N s

х2-\-px +  q (x2 +  p x + q f  ( х2 - f рх +  q)s

Ёйилмадаги А,, М , М, коэффициентларни топишда хусусий
1Йматлар у сули ёки номаълум коэффициентлар усулидан фойда-
1 нилади. Баъзан бу икки усул биргаликда кулланилади

Г- Qm(x)R (x ) — ----- рационал каср нотугри каср булган холда бутун
“ „v*)

исмини ажратиб, сунгра тугри каср кисми юкоридаги каби энг 
пдда касрларга ёйилади
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1 - м и с о л Ушбу
15дг2 — 4х — 81R(x)  =-

(х — 3) (дг +  4) (дг-1)

рационал касрни энг содда касрларнинг йигиндисига ёйинг.
Е  ч и ш. Берилган R(x)  рационал каср тугри каср. Махражининг 

Хамма илдизлари (3, —4, 1) бир каррали (оддий) ва хакикий, 
шунинг учун

п , ч 15лг2 — 4jc — 81 А , В  , СR(x) = (х — 3) (дг +  4) U — 1) (х — 3) (* + 4) (х — 1)

бунда А, В, С — аникланиши керак булган коэффициентлар. 
Тенгликнинг унг кисмини умумий махражга келтириб, иккала 
кисмининг хам махражларини ташлаб юборсак

15х — 4х — 81 = А  {х-}-4) {х — 1) +
+  В (х  — 3) {х — \) + С {х —%  ( а  +  4)

а) Хусусий к^ийматлар усулининг мазмуни шундаки, унда хосил 
булган айниятга х нинг хар хил (одатда махражнинг хакикии 
илдизлари) кииматлари куйилади Каралаётган мисолда бу 
куйидагича амалга оширилади:

х =  3 
х =  — 4 
— х= \

42=  14 А,
175 =  35В, 
70=  — ЮС.

Хосил килинган тенгламалар системасидан /4=3, Б  =  5, С = 1  
Шундай килиб,

* ( * ) =  уЛ " — 4̂  м =  ̂ А г  +(х — 3) (* +  4) (лг — 1) х — 3 х + 4  х — 1

б) Номаълум коэффициентлар усулининг мохияти шундаки, 
унда хосил булган айниятда х нинг унгдаги ва чапдаги бир хил 
даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб, А, В, С коэффи­
циента рни топиш учун тенгламалар системаси тузилади, яъни:

'2- 15 =  Л4-£ +  С,
— 4 =  3/1 — 4Я +  С,

-8 1  =  — 4 Л + З Б — 12D.
х :
„ о .

Хосил булган тенгламалар системасини ечиб, А =  3. В  =  5, 
С =  7 эканини топамиз.

2 - м и с о л  Ушбу рационал касрни содда касрлар йигиндисига 
ёйинг:

R(x ) = (х I ) ( x + l ) 2
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Е чи ш. Тугри рационал касрни куйидагича ёямиз: 
х А , В  , СR (x )

(л:_  | ) (д:+|)- 1 х+ 1 (дг -J-1) :

>ундан
х =  Л (х +  1) 2 +  В (х — 1)  (х+ 1 ) Н -С (х-  1) .

(оэффициентларни топиш учун юкорида баён килинган иккала 
сулдан хам биргаликда фойдаланамиз:

х =  1 
х =  — 1 
х2ла

1 =  4 А,
-  1 =  — 2 С, 

О =  Л +

Системани ечсак. А=^~, В  = — С =  4-.4 4 2
Хемак,

R (x )
(X _ 1 ) ( X + 1 ) 2 4 (дг 1) 4 (х - 1 )  2 (jc-h 1 )2 ’

3- м и с о л. Куйидаги рационал касрни содда касрларга ёйинг:
х4 -(- 4аг3 +  11 х2 +  12х +  8R (x ) =

(х2 +  2х +  3 )2 (х + 1)

Г ч и ш. Рационал каср тугри касрдир, уни энг содда касрларга 
‘Ями с

*4 +  4x'j + l l x 2+12x +  8 А , Вх +  СR (x ) -
(х2 +  2х+ 3) (х+ 1 ) x+l  ̂ /  + 2x + 3 +

+
Dx +  £

Ушбу
(х2 +  2х +  3 )2

jc4 +  4x 3+  11*2 +  12jc +  8 =  А (х2 +  2х +  3 )2 +
+  (Вх  +  С) (jc+  1) (х2-\-2х +  3) +  (Dx-j-E) (х + 1 ).

енгликдан фойдаланиб номаълум коэффициентларни топиш учун 
енгламалар системасини тузамиз:

X =  — 1 -"tII

х4 да 1 =  А + В
х да 4 =  4А + 2В  +  С,
х2 да 1 1 =  1(M +3B +  3C +  D
х да 12=\2А-\- B  +  5C +  D +  E.

Тенгламалар системасини ечсак,
А =  1, В  =  О, С =  0, 0 = 1 ,  Е =  — 1.
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D t  jc4 +  4x3+ 1 1jc2+ 12jc +  8 _  1 . x — l

~  (x2 +  2* +  3 )2(*  +  1) * +  1 ( x2 +  2x +  3 ) 2

6.3.3. TyFpw рационал касрларни интеграллаш энг содда каср- 
ларни интеграллашга келтирилади.

Adx

Демак,

\ [ = А\п\х-а\ +С-J х — а
, у f Adx __ А . р

J (х — a )k (1 — k) (х — а )к~ 1

I I I  \ Ax^-— dx =  ̂ \n\x2-\-px+q\-\-
J х 2 +  px +  q 2

*+-Р
+ (s ~ ) — Г = ^ агс tg / 2,_2 +  с

Y - т  V "

|у  f [Ax+B)dx _ Л Г  fa+pUlx /р ЛР\Г______ rf(* + 2 )
J  ( х 2  +  рл: +  <7 )*  2 J  (x 2  +  /9>: +  a ) s \  2  / J  / /  p  \ 2  p2 Y  '

( Ы )  + * - t )
2

a2= q — I _»^==a:+ 'T  белгилашлар киритиб, иккинчи интеграл

бунда
=  /7---

, [  dtI S= Y 2 куринишга келтирилади ва у куиидаги рекуррент 

формула ёрдамида топилади:

/ _ _______ _1_________ __2s~ _̂ /
5 2 ( s - l ) a 2 ( i 2-j-a2) s _1  2 ( s - l ) a 2

4-м и с о л .  Интегрални хисобланг: \ Зх~ 1—
J *2 + 4л: +  8

Е ч и ш .

3 (2х —4) +6-1

\ ^ T s dX=  S  2 / - 4 ,+  8 ~dX =
3 С 2х —  4 f  dx-

= Т  b 2-4x + 8d X + 5 Jx 2-4^ + 8 _

=  | l n U 2- 4 x  +  8|+5$ —(х — 2)2-f-22

— Iп|х2 — 4x-f-8| +-|- arc tg - - 2 -[- С.
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5 - м и с о л .  Интегрални топинг:

Зх+2 dx.
(х* +  2х+ \0)

Е ч и ш. ^ —  Здг — --- 2 d x = \
4<2х  +  2 )- 3  + 2

(х -\-2x-\-10) J (jr +2х+ Ю)"
__3 Г (2x +  2)dx _  Г dx _  f + 2x+10)

2 J  (л:2 H- 2лг+ Ю)2 '  (x? +  2x +  10)2 2 ' (a:2 +  2a:+ I0)2
d ( x + 1) =  _  3 1 f

[(*  + l ) 2 + 32]2 2 x 2 _ | _ 2 j c _ | _ 1 0  2‘

нда /9=  ( — , s =  2, w =  j c+ 1  ва a 2 =  9 деб белгилаб, 
j  [ ( x + i ) 2+ 32]2

чОридаги рекурреит формуладан фойдаланамиз:

/2= $ д а ? = ^ г ( - ^ + (2 -2- 3 )/ ' )=

= _ is ("7+ 9  +  5 l ? ^ 9 ) =  18 ( 'Т + 9 +_3 аГС18з ) '

Узгарувчи х га кайтсак,

. 1 / ЛГ —|— 1 . 1 . AT —|— 1 \/2= —Гв“(----“S ---- h т  arctg — т— ) =
• 8 \ (х + 1 )2 +  9 3 3 /
1 /  ЛГ —}— 1 . 1 , ЛГ -j- 1 \

= l ? U + 2 , + l0 + ^ arCtg~ ) -

Шундай килиб,

f (Злг-Ь2)£/а: ______________3_________________ Jf+ J________
J  (x2 -\-2x-\-10)2 2( /  +  2х + 10) 18(x2+2x+10)

c -

„ „ . Qm(*)6.3.4. —--- рационал касрни интеграллашдан олдин куйидаги
(•*•)

гебраик алмаштиришлар ва х,исоблашлар бажарилади:
а) берилган каср тугри каср эканини текшириш; агар каср 

тугри булса, у х,олда унинг бутун кисмини ажратиш, яъни

, . г(х)= q(x) +
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шаклга келтириш, бунда q(x) —  купхад, г(х)
рп(*)

эса тугри рационал

каср;
б) касрнинг махражи Р п(х) ни (х — а ) к ва (х2 рх-\- q )s кури­

нишдаги чизикли ва квадрат купайтувчиларга ажратиш 
(р 2 —  4 < 7 < 0 );

в) тугри рационал касрни энг содда касрлар йигиндисига ёйиш;
г) ёйилманинг коэффициентларини хисоблаш.
б - м и с о л .  Интегрални топинг:

*5+1
х — 8х +16

dx .

Е ч и ш .  Берилган рационал каср нотутри каср булганлиги учун 
унинг бутун кисмини ажратамиз:

Демак,

* 5-Н

л:э — 8л: +  16л: 
8а:3 — 16л: -Н I

х4 — 8 ^ + 1 6

х° -f- 1
х4 — 8л:2 16

=  Х
8л: — 16л: —|- 1 
х4 — 8 л:2 +  16

=  X 8х — 16л: -|- L 
(лг-2 )2(лг +  2 ):

Тугри касрни энг содда касрлар йигиндисига ёямиз:
8х —  1 6л: — 1 

(л: — 2 ) 2 (лг +  2 ) 2

D
х  ̂ (л: — 2 )2 х-\-2 (х +  2)

Махражлардан кутулсак,
8х3— 16х +  1 =  Л (х +  2 )2(х — 2) + B (jc 4 - 2 )24- 

+  C ( * - 2 ) 2(x +  2) + D ( x - 2 ) 2.

Номаълум коэффициентларни топиш учун тенгламалар системаси­
ни тузамиз:

х =  2 33 =  16 В, 
х = — 2 — 31 =  16 D, 
х3да 8 =  Л-|-С 
*2да 0 =  2Л +  В - 2 С  +  О

Бу системани ечиб, коэффициентларни топамиз:
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Д е м як .

+  1 )dx
х' —  8х + 16

1L 
16

2

=  U +

127
32

33
16

(* + 2) ) « = т

129 
32 

х +  2

. 127, , 01 33
+  32 П 1Х 2 * 16 (х —2)

* - 2  (х  — 2 ) ;

+

31
+  - ~ l n | X  +  2 H  1 6 ( j f + 2 ) + с

<?- дарсхона топшириги 

Берилган аникмас интегралларни топинг:

х4 — Зх2 —Зх —2 ,—г-- ------ dx.
х — х — 2х

2Х2 —Зх + З2. C * f-
J  х — 2х +  х

+2 
х (х —  1)'

xdx

х3 + 1

dx.

(x  +  1 )dx
5 [J  (x2 + x + 2) (x 2  +  4x +  5)

(x + l ) (x *  +  x + l )

ж ( x + l ) ‘ I x|

3 (x — 2) (x+  1) +  C.

Ж : С ----i T +  In-r l i l T
X — 1 r  Ix — 11

Ж : С 1*1 ‘

Ж : C + i l n ^ b l ± l  +  j L l a rctg2* - '
(X- l)
1
6 ( X + l ) ‘ V3 '

Ж : c  +  " ^ arctK - ^ f ---j  arctg(x +  2).

Ж : C +  l l n -(,'I+ ' >2 +2 jcz + x+1 
x +  2 . 5

3(x" +  x + l )  Зд/3
arctg 2x+ l

v/3 •
3- муста^ил иш

никмас интегралларни топинг:

• S
5х +  9х — 22х —

х — 4х 
dx

dx

2 / ,(х+ 1) (х  +  2 ) (х  +  3 )

Ж : 5х +  1пх2(х +  2 )4|х - 2 |3+С.

ж- Эх2 +  50х + 68
4(х +  2) (х +  3)' +

-)—-In ’ 8
( х + 1 )  (х  +  2 ) 

(х  +  3 ) 17
4-С.

dx
(х 2 — 4х +  4) (х2 — 4х + 5)

Ж : С — х ~ arctg(x — 2)
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4* \ ( i +jr) (1+х2) (1+л3) ■ с  - б т т ^ 1п t ^ _ V +

H - ^ - ^ - c t g ^ i .

5. С--- ^± 3--  dx ж  _^±2--- |_2arctg^H-ln + С
J (лг+1) (дг̂ +П 2(х +1) ь {/7+7

6 Г _ (| t _ l)4_rfx ж  З а _ _ 5,3+ 15/± .8_,  + Ь с
J (*‘ + 2* + 2)3 » 8(дг+ 2дг + 2)

4-§. ^ (s in x ,  cosxjdx куринишдаги интеграллар

(sinx, cosx)dx куринишидаги интеграллар (R  — sinx ва cosx
га нисбатан рационал функция) tg —=/ алмаштириш ердамида
рационал функцияларнинг интегралларига (3 §) келтирилади. 
Чунки,

smx =
2tg— ь 2 2/

2^ 1 -И2

i-<g24
cosx =

l+tg 2
1

,2j* I + 17

x =  2arctg/; dx-- 2dt
1-И2 '

Бундай алмаштириш куп холларда мураккаб хисоблашларга 
олиб келади. Шу сабабли баъзи хусусий холларда курсатилган 
хилдаги интегралларни топишда куйидаги содда урнига куйиш- 
лардан фойдаланилади:

а) агар /?(sinx, cosx) ифода sinx га нисбатан ток функция, яъни
R ( — sinx, cosx) =  — /?(sinx, cosx)

булса, у холда cosx =  / урнига куйиш бу функцияни рацио- 
наллаштиради;

б) агар R ( sinx, cosx) ифода cosx га нисбатан ток функция, яъни
R ( sinx, — cosx) =  — R (sinx, cosx)

булса, у холда интеграл sinx =  / урнига куйиш билан рационал 
функцияларии интегралланл а келтирилади;

в) агар /?(sinx, cosx) ифода sinx ва cosx га нисбатан жуфт 
функция, яъни

R ( — sinv. — гочv) — /?(sinx, cosx)
1 4 - 6 0 5  209



булса, у холда бу функция tgx =  / урнига куйиш билан рацио- 
наллаштирилади. Бу холда

1
1+/2 ’ 
л

С OS X =
I +  tg2x

• 2 tg2* sin x=-
I+ tg 'x

x =  arctg/ ; dx —

t_
1 +/s 
dt 

1 +<2
г) агар /?(tgx) булса, у холда интеграл остидаги ифода яна 

tgx =  t урнига куйиш билан ранноналлаштирилади.
1-м и сол.  Интегрални топинг:

dx
4sinx +  3cosx +  5

F. ч и in. tg— = t  урнига куйишдан фойдаланиб, интегрални
тонамиз:

dx
4sinx +  3cosx +  5

2 dt

t g f S1Г1 A* =  -

dx 2 dt
1+Г

cosx-

21 
1+/2 
l- /2
l + r

( ________ 1+'!_______ __o [ ____ - ____= \ -
J  , 21 j  2l2 +  8l +  8 j  I4 ----- - +  3---- -  +  5

dt

T + 3 2 1+Г 1+f2
+ 4/ +  4

С
■nf + 2(/ + 2)'

2 ми сол.  Интегрални топинг:
Г (sinx +  sin3x) ,
) — dx-

li ч и ш . Интеграл остидаги функция sin* га нисбатаи ток 
эункция, шунинг учун cosa: =  / урнига куйишдан фойдаланамиз:

г , . 3 fcosx =  /; sin-jf =  1 — /э,f  sinx +  sm у
J cos2x [sm xdx=  — (lt\ cos2x =  2/2 — 1

Г ( I +  s irrv)sinx f  (2 — / ) ( — dt) __  f  / — 2 f
~ J  cos2.t ’ J  2/2 — I J  2/2— 1 2 '

1 f (2t2 — 4)dt
2 Г  -  1
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- т Ц ' - i ^ h - T - T S p r
t 3 , I y j2 t— 1 I _  1 3 , 1  V~2cosx— 1 I „=  - ----- -=ln -=-=---- 4- С =  —cosx---- -= n - V ------  +- C.
2 4 ^ 2  ' V 2 * + l 1 2 4д/2 I д/2 cos* + I M

3 - м ис о л .  Интегрални топинг:

f  cos jc +  cos х ,
\ 2 4J  sin x +  sin X

Е ч и ш  Интеграл остидаги функция cosx га нисбатан ток 
функция, шу сабабли sinx =  / урнига куйишдан фойдаланамиз:

f  cos jr +  cos х __г cos jf(l +  cos~x)cos.y ^ ___
J  s.in2jt +  sin4jc J  sin2jr + sin4*

fsinx =  /, cos2x = l — t 1 f ( l —/2) (2 — /) f /4 — 3  ̂+ 2 . 
“ ( с « * £ х - л  1= J

Энди нотугри рационал касрнннг бутун кисмини ажратиб ва 
тугри рационал касрни энг содда касрларга ёйиб, интегрални 
топамиз:

Шундай килиб, эски узгарувчига кайтсак:
53Jf-|-COS5A 

sin2A: -|- sin4A:

4-м и с о л  Интегрални топинг-
dx

Г с os3* +  cos5*  , 2 с  i /■ \ г г '\ . о 4 <** =  sinx — — 6arctg(smx) + С
J  sin jr-t-sin х sm*

\
J  sin2je +  3

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция sinx ва cosx га нисбатан 
жуфт функция, шу сабабли tgx =  t деб оламиз:

г dx 
J sm2>:4sin а: +  3

. - 2 /2tgx =  t, sin х —--- -,
& 1 +/2

x =  arctg/, dx =  d 
l+/2

dt

[ l + f2 
j  t2--- r  + 3

1+/2

-i dt [ Г d(2t)
3 +  4t2 2 J  ( ^3  ) 2+  (2 ty

= ^ l a rd ^ + c = ^ l arct^ + c .
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5-м исол .  Интегрални топинг:
dxь+tg*

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция факат tgx га боглик бул- 
гани учун tgx =  / деб оламиз:

____[ {SX =  U * =  } _ г ____ i±
1+'в-' \d x = ~ ^ f  j ' (1+'2)(1+0

Интеграл остидаги функцияни энг содда касрларга ёйиб, 
интегрални топамиз:

\ (1+ / 2) ( 1 + 0  = 5 ( 2(1 + 0  2 ( l + * 2) ) rf / —

=  y ln | 1 +t\ — - J  In | 1 -И 21 +  yarctg/ +  C 

Эски узгарувчи х га кайтсак,

r ^  ± ln | |+ t g x | - 4 ln ( l+ t g 2x) +  4 x + C =J  l+ tg jc  2 ’ ■ ^ ■ 4 v i e / .  2

_ 1 I | 1 + tg* | , 1 , ^ 1 ,„ | |
~  2 I V i+tg2*  ̂ +  T * + C “ T ln |cosx (l+ tgx ) I +

~\~\x “h ^  =  Icosx +  sinx| -|-C.

4- дарсхона топишрит 

Берилган аникмас интегралларни топинг:

’■ S 3+5sinx+3cosAr ‘ Ж : “5 1п |518 т + 3  I + С- 

2 - 5 5— 3cosx ' Ж: y a r c t g ( 2 t g f ) + C .

3. С— y -s xdx . Ж :  In ls in x l— sinx+ C .
J sin x-|-sinx

4 -  1 —2----- Ж : In I t g 4 |+ - + ln  I 1± V-C0S* l + C .
J sinx(2cos х— I) 1 2  1 yj2 I 1— у 2 cosx I

5- \ . ~ 2 X, r  ■ 2 * Ж :  y a r c tg (3 tg x )+ C .
J 4 — 3cos x +  5sin x 3

a Г sin2xcosxdx , т, 1 - | . . . I
J sinx+cosx ' Ж: -yln I slnAT-j-c0SAT| —  ̂ -cosx (sin* +  cosx) +  C.
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[ ----— ---- - Ж : - jU - ^ > | t g x  +  2 |-fj  4 +  tgx +  4ctgx 25 25 5(tg* +  2)

1.

— -|rln|cosx| 4-C.

• \ № + 3)^ -  Ж  ln (tg2x +  2 )+ ^ a r c t g i * |  +  C 
J sin x + 2cos x V 2

4- мустащ л иш

Берилган аникмас интегралларни топинг:

5tĝ - + 4 
dx w  2 __ . ё 2 ^

S t ^ E T  Ж ' -larctg— f — + C

2' \ l T ^ dx- Ж : ln(2 +  c o s x )+ ^ 5 a rc tg (^ 5 t g f ) + C.

3. Г cos xdx . 1 j ̂  5 sinx . ^
J  — fisinjr4-5  ̂ I sin*sin л: — 6sinx-f-5

4. t ---Ж : | a r c t g ( - f  )+ C .
J  1 +3cos x 2 \ '

f  dx W  1 i V 31^*
\ — 2------ т ш ж ' ~ m arctg 7 rJ  3sin x +  5cos ж v *5 \/5

 ̂ 1+tgx-dx- Ж  С — In I cosx — sinx| 
J 1—tg*

5-§. Таркибида тригонометрик функциялар 
булган баъзи интеграллар

6.5.1. $ sin^xcos'^x^x куринишидаги интеграллар куйидагича 
топилади:

а) агар п >  0 ток булса, cosх =  /, sinx d x = — dt урнига куйиш 
интегрални рационаллаштиради.

1-м и с о л  Интегрални топинг:

 ̂sin3x-cos2xdx.
Е  ч и ш sin3x даражада битта sinx купайтувчини ажратамиз ва 

уни дифференциал остига киритамиз:

 ̂sin x*cos2xcfx =  \ sin !xcos2xsinxdx =
=  — ^sin xcos2xd (cosx) =  — $ (1 — cos2x) cos2xd(cosx) =

=  — $ (cos2x — cos4x)d(cosx) =  С — ~cos3x -}--g-cos5x;

б) агар m >  0 ток булса, у холда sinx =  f, cosxdx =  dt урнига 
куйиш интегрални рационаллаштиради.
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I
2 м и с о л  . Интегрални топинг:

f  cos3jcdx
J  3/— 'V sin х

Е ч и ш

Г cos3xdx__ f  cos'xcosxdx__
J  sin4y3x J  sin^ 4x

=  \ (I — sm x)rf(sinx) _  Г з* _  sin 3X )<i (sinx) =
J  si r\ x J

=  — 3sin 3x — |-sin3x +  C =  C --- -3 — ^-д/s inx .
5 ^  sin* 5

в) агар m ,n ^ 0  жуфт булсалар, у холда

sinotcosa =  YSin2a, sin a  = — (\ — cos2ct),

cos2ot =  — (1 -|-cos2a) формулалардан фойдаланган х.олда икки-
ланган бурчакларга утиб, синус ва косинуснинг даражасини 
пасайтириш керак.

3- м и с ол . Интегрални топинг:

\ sin4xdx.
Е ч и ш.

 ̂ sin4xdx =   ̂ (sin х) dx—  ̂ * ^dx =

=  -̂-  ̂ (1 — 2cos2x-|-cos22x)dx =  -̂ -(x — sin2x +

+  J cos22xdx) =  -i(x — sin2x +  y  ( (1 +  cos4x)dx) =

— — sin2x-|-- -̂x-|-- -̂sin4x) +  C =

= t  ( i r ~  sin2*+ - ^ sin4* )+ c .

г) агар m , n ^ .0  ва улардан бири ток булса, у холда сурат ва 
махражни sinx ёки cosx га, буларнинг кайсиниси ток даражада- 
лигига караб, кушимча купайтириш усулидан фойдаланиш керак

4- м и с ил. Интегрални топинг:
Г dx 

J  sinx'
Е ч и ш .

f  dx f  sinxdx f  d(cosx)
J  sinx J  gin2x J  1— cos  ̂x
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— -in
1 -(-COSX
1 — cosx

+  C = ln - J  tg2i + C  =  ln | t g f  l+ C .

д) агар m +  n < 0 ва жуфт булса, у холда tgx = t  ёки ctg* =  / 
урнига куйишдан фойдаланиш максадга мувофик Агар бунда 
m<Z0 ва п<сО булса, у холда сунъий усул кулланиши мумкин, 
бунинг учун суратдаги 1 ни (sin а  +  cos а ) *=1 «тригонометрик

„  , , | т  +  п 1 . бир»га алмаштириш керак. Бу формулада k = -- ----- 1.
5- м и с о л. Интегрални топинг:

dx

1 1 3  Г\Е ч и ш. Бунда т = — п — — —. /м +  л =  — 4< 0.
*5 о

dx-
t g  x =  t. dx -=dt\

1+r

f  tg xdx _  f
J COS2JCCOS2JC J

Г  dt

\ + t ‘

=  J t 3 (1 + t 2)d t=  J 0  +  * ) d t =  J  t 'd t+  J t 3d t= - jt3 +

10 4 10

+-П)/” + с = т ‘е Гл;+ - т? ,е 1* + с '

6-ми с о л  Интегрални топинг
dx

S - .  .Sin XCOS X

E ч и ш Бунда m =  — 2, n — — 4, m +  n = — 6< 0,
h _  \rn +  n\ , 6 , 0 rir
« — -- 2---- l==Y ~  Шундай килиб:

С d x _______ f  ( s in ~ x  +  c o s 2x ) 2 ^ ____  r  ( s in 4x  +  2 s in 2x c o s 2x  +  c o s 4 x) d x ___

sin xcos x J  .sin Х СOS X J  Sin2JfCOS4r
,2

^ d x + C ^ L + f
J COS X j COS д J

dx

f sin xdx ,
-  J ~ 2 „ „ 2.:+ 2tKJr- ct^ + c =cos XCOS X

=  } t g ^ ( t g x )  +  2 tg *-ctg * +  C =  i-tg3x-h2 tg x-ctg * +  C

6.5.2.  ̂tg x dx ва $ctg!xdx шаклдаги интеграллар, бунт.а t i> О 
бутун сон
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Бу хил интегралларни топишда tg х ёки ctg х купайтувчилар
а ж р а т и л а д и  ва улар t g *  = — Ц---1 ва ctg х =  — \----1 формула-

cos * sin х
лар буйича алмаштирилади, бу формулалар тангенс ва котангенс 
даражаларини кетма-кет пасайтиради. Бу хил интегралларни 
tg x ^ i/ёки ctgx =  / урнига куйишлар ёрдамида хам топиш мумкин.

7- м и с о л. Интегрални топинг:
\ tg ‘x dx.

Е ч и ш .  Бу мисол га юкоридаги усулни куллаймиз:

/-усул. \ tg4xdx =  \ tg'2x-tg xdx =  \ ig 2x—Ц ---\ tg xdx =J J J cos X J

=  J ig 2x d (tg x )— J ~  — l ^ J x = = ^ t g x  — igx +  x +  C.

2- усул.
f  4 , r  ( 4d t  r  (/4 _ 1) +  1

y g  xdx=  j jr= a rc tg/, dx =  - ~ ^ =  J T f ? "  J dt =
1+ r1 +/'

=  \ (*  ~  [ + Y + ? ) d t= zT ~^ +  arctgf +  c  =  - ^ — tg* +  * +  C

6.5.3. ^secnxdx ва ^cosec"x dx куринишдаги интеграллар И к ­
кита холни курамиз:

а) агар п ток булса, у холда tg ~^— t алмаштиришдан фойда- 
ланилади;

б) агар п жуфт булса, у холда tgx =  / урнига куйишдан 
фойдаланилади ёки sec2*, ёки cosec2x купайтувчи ажратилиб,
sec2xdx =  d (tgx ) ёки cosec2x =  d(etgx) деб олинади, колган даража- 
лар эса

sec2x =  1 + tg  х еки cosec2x =  1 + ctg ^
формулалар буиича алмаштирилади

8 ми с ол. Интегрални топинг:

f  dx

гг хЕ ч и ш .  tg —=  / универсал урнига куйишдан фойдаланамиз*

2 dt

5 - ?тj  sm X 2 dt 21--- -, Sinx = --- ¥
\ + Г  1 + Г
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' ■ т ( - ^ + 2" 1|' | + т ) + с = т 1п|' |+ - ^ - + с =

=  | ln | t g | | +  *g 2 ' + C = l | n  | t g | |  +
8*g2|

/ 2 x 2 ■* \ , ( s in  —  —  COS —  )• 1V 2 2 )+  — -- i----- 1Z— + C = -i-ln|tg-|-|--- ^ L + C .
c°s2f  ««Af-cos^ 2 2

9- м и с о л  [ — —  интегрални топинг.
J COS X

Е ч и  ш. -- —■ купайтувчини ажратамиз ва -- =  d(tgA:) деб
COS X COS X

оламиз

\ - ^ - =  \ — 1--- Н Г =  d(tgx) =  \ ( l + t g  x) rf(tg*) =J  COS * J  COS JC COS Jt J  \ cos- / J

J (1 +  2tg * +  tg*jr)d(tgx) =  tgx +  -|tg x +  Jrtg5*+ C .

6.5.4. \ s'mmx'Cosnxdx, $ cosmx *cosnxdx, $ sinrnjr- s\nnxdx кури­
нишдаги интеграллар куйидаги маълум тригонометрик формула- 
лардан фойдаланилса, осон хисобланади:

sina *cosp =-y(sin (a +  0) + s in (a  — 0) ) ;

cosa -cosp =  -^-(cos(a +  p) + co s (a  — 0)) ;

sina-sinP =  -^-(cos(a — P) — cos(a +  0 ) ).

Бу формулалар тригонометрик функциялар купайтмасини 
йигинди шаклида ифодалаш имконини беради

10-ми с о л .  J sin2xcos5xdx интегрални топинг.
Е  чи  ш. Тригонометрик функциялар купайтмасини йигинди 

билан алмаштирамиз:

 ̂ sin2Arcos5xdx=Y  ̂ (sin7jc-|-sin( — 3x)dx =  ̂ ^  sin7xdx —

---^ ^sin3A:rfjc=-- j^-cos7x +  -̂ -cos3a: +  C.
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11- м и с о л. Интегрални топинг:
5 с osx • с os2x • с os4 xdx.

Е ч и ш .  Келтирилган формулаларни икки марта куллаймиз: 

ĉosA:-cos2A:-cos4A:rfA: =  (cos3a: +  cos ( — х) ) cos 4xdx =

=  ~ ^  cos3x cos4rfx +  -|-  ̂ cosxcos 4xdx =

=  T ^  (cos7* +  cos(— х) )dx-|--|-  ̂ (cos5x +  cos ( — 3x)) dx =

=  -j sin7xH-ySin5A:-|—'-sinSx-f- sinx^-l- C =

=   ̂ ( 7 sin7A: +  -̂- sin5A:-j— sin3x+sinx^-j- C.

5- дарсхона топшириги 

Берилган аникмас интегралларни топинг:

[ с os3*-sin ̂ xdx. Ж : С-\--- Ц------Ц—.
J  3sin х 5sin х

J sin5x{/coszxdx. Ж : -|^/cos18x — y jcos8* _ _ A .^JCOs2sx +  C. 

 ̂sin2-̂ ' cosVrfx Ж : — -^-sin4x +  ~ s in 32A:+C.

С . dx ^  (tg2x I ) (tg4x - | - 1 Otĝ 2x П j ^
J  sin4xcos4x 3tg3x

Г sin2xdx 1 5 1 3
\--- — ■ Ж : i f ^  +  T [Z X +  CJ  COS X О о

Jtg'Vrfjc. Ж : -^tg2x + ln  cosxl+ С .

\“ п Ь  Ж : С — ctgx — -|ctg\ — -^ctg5x.
J  sin jt  ̂ 5

Г 1 1 1\ cosx-cos23A:d;c. Ж : C +  —sinx +  — sin7x + — sin5xJ Z 2o Z\j

218



5- мустак,ил иш 

Берилган аникмас интегралларни топинг:

1.  ̂ sin xdx. Ж : С  — cosx +  -с-°  ̂* -}-С.

2.  ̂ cosA~dx. Ж : ^ + J | £ + ^ f i + C .

3. \— ‘‘Х—  Ж : C - - V + 3 1 n | t gJ:H - | t g2x +  | tg V .
J  sin л * cos х 2tg х z 4

а Г ^  t j/ sinx . 3 sinx * 3 1 , - i i  г-,4. \-- r—. Ж : --- 5-+ -r--- j— l"T  I tgx +  secx +  C.
J  cos x 4cos ДГ °  COS X °

5- \-^Г- Ж : 4̂ + - 1 ^ + С-J  COS X °

6-^sinx-sin2x-sin3xdx. Ж :  -j^cos4x gC0s2x+C.

6-§. Иррационал ифодаларни интеграллаш

(££ Г"- ) dx
куринишдаги интеграллар ( R —  рационал функция ва mi, ri\, тг ,

ч ах4 - .с „п2 — оутун сонлар) cx_^d = ‘ урнига куйиш ердамида интеграл-

ланади, бунда 5 — ri\, п2, ... сонларнинг энг кичик умумий карралиси 
(Э К У К ) ,  яъни s =  Э К У  К  ( « |, п, ...).

/п |

Хусусан,  ̂ R (x , (ax-\-b) "2, (ах-\- Ь) "2,...) dx куринишдаги 

интеграллар ax-\~b =  ts урнига куйиш ёрдамида топилади,
т  j т 2

 ̂ R (x , х Л| , х ,...) dx куринишдаги интеграллар ^са x =  ts урнига

куйиш ёрдамида янги узгарувчи t нинг рационал функцияси 
интегралига келтирилади, бунда умумий холдагидек, 5 =  Э К У К (« | ,  
п2, ...).

1 - м и с о л .  Интегрални топинг:

dx

V ( 2 x + l )2 -  V 2 x + l 
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£ ЧИ ш. Э К У К  (2, 3 )= 6 , шунинг учун:

J dx
2х-\-1 = Г ;

У(2*+1)2 -  V2jc+ 1 I  * 2 ^  1); —

= 3 ^ + 1 + ^ )  d/ =  2 (/ + |)S+ in | / - l | + C =

=  { / =  ^I2x =  1 / ( -̂ 2v+  1 -|-l) ~Mn I ĵ~2x-\-1 — 1 +  С

6.6.2.  ̂ R  (x, -yjax2-\-bx-\-c)dx куринишдаги интеграллар (R  
рационал функция) квадрат учхаддан тула квадрат ажратилга- 
нидан ва узгарувчи z =  x-\--jZ деб олинганидан кейин куйидаги

куринишдаги интеграллардан бирига келтирилади:

а)  ̂ R (z, д/m — z )dz,

б) jj R  (z, -\Jm + z  )d z ,

в)  ̂ R  (z, л ]г2— m )dz.

Агар
а) z — ms\nt ёки z= m cost,
б) z =  migt ёки z =  mctgt\
в) z =  msec/ ёки z =  mcosec/

тригонометрик урнига куйишлардан фойдаланилса, бу интеграллар 
^ (sin/, cos/)df куринишдаги интегралларга келтирилади.

2- м и с о л .  Интегрални топинг:

Г dx

V  ( х 2 +  4х +  7 )2

Е ч и ш .  Квадрат учхаддан тула квадрат ажратамиз ва янги 
z узгарувчини киритамиз. Шундан кейин юкорида келтирилган
б) тригонометрик урнига куйишдан фойдаланамиз:

[ -  йх С dx (x-\-2 =  z , ) _
Л1(х2 + 4х +  7 )3 J  VfU  + 2)2 + 3f  \dx =  dz )
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= 5 dz

V  (г2 + 3 )3

2= V 3 ^

COS l ,
- J

уз J/
cos2/

V  (34^ + 3)3

У З  Г _  dt__________ 1 Г dt
3 у з  cos2/ V  (1 + tg 20 3 3 cos2/---^

cos /

+ C =

=  costdt =  ±s\nt +  C =  -jr- . tg/—  +  -~/ 3 -- +  C =
J 3 V ‘ + t ^  -л L ^ z

л/з + z2 3 У з + ( х  +  2 )2 Зл/х2 +  4х + 7

Г dx6.6.3. \ —  ..=  куринишдаги интеграл квадраг учх,аддан
J Д/ал̂  + бх + с

туда квадрат ажратиш йули билан [ — .du ёки [ — ?===
J  а2 —и2 J V«2 + <i

жад-

вал интегралларидан бирига келтирилади.
3- м и с ол Интегрални топинг:

J dx

д/ х 2 +  2х +  5

Е ч и ш .  Квадрат учхадни ушбу куринишга келтирамиз: 
х2-J-2х-(-5 =  (х +  1) 2 +  4 Бундан фойдаланиб, интегрални топамиз:

=  5 /-(- - 1)2-  =  l n | * + l  +  У * 2+2х +  5 I + с -

/4x-ffl---- — куринишдаги интеграллар суратдан квадрат
V ах2 Ьх +  с

учхаднинг хоеиласини ажратиш натижасида иккита интегралга
келтирилади улардан бири \—4= жадвал интеграли, иккинчиси эсаJ У и
6.6.3- бандда каралган интегралдир.

f  Зх +  44- м и с ол . \—  ___-- dx интегрални топинг.
J Vfix-x2 —8

Е ч и ш .  Суратда интеграл остидаги ифоданинг хосиласини 
ажратамиз:

221



Зх + 4 — - ( - 2 х  +  6) +  13 
dx=  J  ---- 7=  == ---dx[ ________

л/ 6x —x2 —8 J л/бх— jt2 — I 

=  —4 \ — ?~ 2- - 6 r f*+13t  - =
2 J Убх —x2 —8 J V I — — 3)2

=  — 3 д/бх — х — 8 +  13arc sin(jt— 3) -+C

1.6.5. 5. dx куринишдаги интеграллар =  /
(x — a ) "\/ax2 +  ftx +  c

урнига куйиш ёрдамида 6.6.3- бандда каралган интегралга келтири­
лади

5- м и с о л  . ^

I

dx интегрални топинг

Е ч и ш .
Х+1

(х + 1 ) V * 2 +  Зх — 3

=  t урнига куйишдан фойдаланамиз:

dx

(х + 1 ) л/х2 +  3х +  3

1 / 1 1— г г = ^ ;  Х  =  ~ — 1; х+1 t
1 , 1 , dt

Х +  1 =  — ; d x =  — -  
t t2

df

dt

4
-T+l

С — In| t -b-^+

+  V /2+ /+ 1l= C - ln 1 1 д/х2 +  3х +  3
x+1 x + l

6.6.6. ^*"l (a +  6x'!) pd;c куринишдаги интеграллар (m, n, p 
рационал сонлар) дифференциал биномлари интеграллари деб 
аталиб, учта холдагина элементар функциялар оркали ифодалана- 
ди:

а) агар р — бутун сон булса, у холда интеграл x =  t урнига 
куйиш ердамида (бунда s — касртар махражлари т  ва п нинг энг 
кичик умумий карралиси) рационал функция интегралига келтири­
лади;

б) арар --- бутун сон булса, у холда интеграл a-\-bxn =  t*

урнига куйиш билан рационаллаштирилади, бунда 5 — р касрнинг 
махражи;
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в) J 1± L -|-р — бутун сон булса, у холда a-\-bxn =  t*-xn деб

оламиз, бунда s — р касрнинг махражи.
6- м и с ол . I yjx (2-f- д/дг) dx интегрални хисобланг.
Е ч и ш . р =  2 — бут>н сон, демак, биринчи а) холга эгамиз:

С М х + х 2 )d x = \ m ^  3’ П==~2' 1 =
'  Ь  =  ЭКУ К (2 , 3 )= 6, x = f6,d x = 6 t5dt]

=  5/2(2 +  /Уб*5Л  =  6$ (4<7+ 4 / '°+ < 'V ' =

= 6(2 /“+ Г | <" + 1Т(М)+ С = ( /= ^ 1 =

= з  у 1 * + % № = т № + с .

7- м и с ол . Интегрални хисобланг:

г V '  + V
J /—
л!*2

dx.

о  с  2 1 I т  -f-1 / 2 . , \ 1Е ч и ш .  Бунда m = — j .  п =  ~ , р =  ~ . — — =  ( - - +  1 ) .  -  =  
=  1 — бутун сон. Иккинчи б) холга эгамиз:

\  1 + dx —
1 +  * 3= /2;

х 3 — /2 — 1

</х

: i^ ?
=  2/с//

8 м и с о

=  J 6/2Л  =  2/-'+С =  2 ^ 7  +  \/x)3 +  C

Г dxл . \ --- интегрални топинг:
J  х "  V I  +* '

IT Г' I 11 /I  ̂ - 1 1 —|— 1Е ч и ш .  Ьунда р =  — - т  =  — 11, « =  4 , ---- =  -— ,--- =' 2 я 4

=  — — — каср сон, аммо — +  Р =  — £ — —= — 3 — 6 vtvh  сон.2 п ' 2 2 - ’
Учинчи в) \олга эгамиз:
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J x ~ " ( l + x 4) 2dx =
I \+ х 4 =  Г-х\

1 dx— ______ —---, а л —  „ , .2 ..5/4
2 4 2 ( Г  —  1)(/2- l ) 4

.....- Ш
T tdt

(f2- ! ) 4

(/2- l ) 4

__r ___ £ _ , j L ___i = r  _  V (]_± i4)5 , V l L ± f V _  V i+ * 4
1 0 ^ 3  2 10x10 3JC6 2X2

6- дарсхона топшириги 

Аникмас интегралларни топинг:

'• 5 д/ 1 —2х — \J 1 —2х

Ж : С — у/Т^2х — 2^1 — 2л7— 2 In | 1 — 2дг — 1 |.

2. С - 5 ^ ,  Ж  4  V * 5 “ 2 V *  +  6 л/* ~  fiarctg д/i + С
J  1 -L- л I r D

3-  ̂ a / It * “ • Ж ; !n I +  2arctg д / J— Jc +  С
J  V  •+* * ■ V l + x  +  V l—^ V  !+*

4. t -" ^ +2 . dx 
J д/л:2 + * + 2

Ж : 3 ’у/х +x-}-2-j-— In |x +  —+  д/х 2 +  л: +  2 J +C .

5* S -- / 2~ Ж : C — arc sin ̂ ±=-.
J  x \ 2 x 2- 2 x -  1

6* 5 — o ~ i 2 " t ~ ж - c + л/7+2-J  (x  +  2) yjx2 +  2x V *  +  ^

С d x  1 4
\ / 4,- . . По- Ж- С — —гтт— Гй +

V ' K ' *  + 1 )  2 ( ^ + l ) 8 9 ( ^ + 1 )
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8.  ̂ \lx у 2 +  \ l*2dx .

ж I ( V 2+ V*1 ) + С

9. [ ---% = .  Ж : ' 2 / - | ) У Т+7  +  С.J Зл:3А \/ 1 -|- Л

i. J \Jx2— 4dx. Ж :  у  \Jx' — 4 — 21n|x+ л] x2— 4 I +  C.

6- мустацил иш 

Аникмас интегралларни топинг.

1. ^—  -■ ----  . Ж : 4 д/х +  З — 4 1 п | -\Jx-\-3 — 1 +  С.
j  \ х +  3 ( \/х +  3 — 1 )

2. f — V i r J — d*
J ( v * + 1) v*

Ж : - | У * * - 3 ^ х - 6 ^ + 3 1 п |  ^  +  1 |+ 6 a rc tg ^ / x + C

3. ^ Ж :  д/х̂ -(-х-(- 1 — -In I л *—о--̂  л/х ̂  "1“ ̂  ~I- I I "КС-
J у *  +*+ i

4- ^------ Г  ~  Ж : С - 4 - Л/ Н 1 .
(х — I) \/бх —х2 —5 V * Г

5. J V ' - 2 ^ 2dAr Ж  ^ ± ± V ^ 1 2 ^ 7 - | - a r c s i n ^  +  C

6. t — . . Ж : С  + ---
J  л/(дг2+ 1 Г  З д / ( 1 + х 2) 3

7- ж : ^ 7д / ( н ^ л Л * ) * + с

7-§. Аник интеграл. Ньютон — Лейбниц формуласи.
Аник интегралда узгарувчини алмаштириш.

Булаклаб интеграллаш

6.7.1. f (x ) функция [а, Ь] кесмада аникланган ва узлуксиз булсин. 
Бу кесмани а =  хо<СХ\ <ZX2 <C...<ZXn =  b нукталар билан п та кисмга 
буламиз. Хар бир xt) ораликдан ихтиёрий нуктани оламиз ва
ушбу йигиндини тузамиз:

(=1
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бунда \х, =  х — х, 1. Ушб\ X  f(^ )A x
(= I

куринишдаги йигинди интеграл йитин- 
ди, бу йигиндининг тахДх,—*-0 даги 
лимитини, агар бу лимит мавжуд 
булса, f (x ) функциядан а дан b гача 
олинган аник, интеграл дейилади ва

* я
[ f (x )d x =  lim 1  f ( l , )  \хi
J m a\ir-»0 ■ i

куринишда белгиланади. Бу холда f(x ) функция [а, b] кесмада 
интегралланувчи функция дейилади. а ва b сонлар мос равишда 
интеграллашнинг к,уйи ва юк,ори чегаралари дейилади.

Функция [а, Ъ] кесмада интегралланувчи булиши учун унинг шу 
кесмада узлукеиз булиши етарли.

ь
Агар [а, b] кесмада / '(* )> 0  булса, у холда ^f (x ) dx интеграл

а
геометрик жихатдан у  =  [ (х ) ,  у =  0, х — а ва х =  Ь чизиклар билан 
чегараланган эгри чизикли трапеция куринишилаги шаклнинг 
юзини ифодалайди (23-шакл).

6.7.2. Аник интегралнинг асосий хоссаларини келтирамиз.
b о

а) у  (X )d x =  — ^f(x)dx:
а Ь
а

б) ^f(x )dx =  0;
и
Ь с b

в) J f (x )d x =  ^f{x )dx +  ^}'(x)dx;
a 11 с
b b b

r ) ± fx (x ))d x  =  ^fl (x )d x zt  y 2(x )dx.
a a a
b b

д) (x )d x =  k J f (x )d x , бунда k — узгармас;
a ci

b

е) агар fa, b\ кесмада f ( x ) ^ 0  булса, у холда (x )d x ^ 0 ;
Cl

b

ж ) агар [a, b] кесмада f(x ) ^ g ( x )  булса, у холда ^f (x )d x ^
a

b

>  \g(x)dx\
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з) агар т  ва М  мос равишда f (x ) функциянинг [а, Ь) кесмадаги энг 
кичик ва энг катта киймати булса, у холда

ь
m(b — а) <; (x )d x ^ .M (Ь — а)

а

теигсизлик уринли (аник интегрални бахолаш хакидаги теорема);

ь
и) (x )dx — f/ (с) (Ь — а ) , бунда с 6 (а, Ь) (урта киймат хакидаги

а

теорема).
6.7.3. Агар F  [х) [а, b] кесмада узлукеиз f(x ) функциянинг 

бошлангич функцияларидан бири булса, у холда Ньютон — 
Лейбниннинг куйидаги формуласи уринли:

ь
^f(x )dx =  F (x ) | bu= F {b )  — F (a ) .
а

Б\ формуладан аник интегралларни хисоблашда фойдаланилади.

1-м и с о л .  Интегрални хисобланг: ^ dx
х\пх'

е2 е2
dx г d(\nx)Е ч и ш .   ̂ 5 —j~~-= In | In* | * =  In (lne2) — 1п ( 1п<?) =  1п2

2

2- м и с ол .  ̂ sin3xdx ни хисобланг.
о

Л я л

~2 ~2 У
Е ч и ш .   ̂sin3xdx=  ̂sin2xsinxdx= —  ̂ (1 — cos2x)d(cosx) =

о о о

— COSX | * + yC O S:'x 11 =  — (c o s y — cosO^+ у  (с os3* — cos30 )=  J ,

6.7.4. Агар f(x ) функция [a, b) кесмада узлукеиз, х =  ф(t) функция 
эса дифференциалланувчи булиб, шу билан бирга а =  <р(а), Ь =  ф((3) 
булса, у холда ушбу тенглик уринли:
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Купинча х =  (| (/) уринга куйиш урнига / =  Тескмр. ллмашти- 
ришдан фойдаланила [и Бу холда интеграллашнинг ямги чегарала- 
ри а  ва р бевосита а = ф ( а )  ва р = ф ( 6 )  тенгликлардан топилади. 
Бунда интеграллаш чегараларини алмаштиришни куйидаги жадвал 
шнклида ёзиш кулан:

X t

a a
b P

3- м и с о л. \ I dx интегрални хисобланг.

Е ч и  ш. x = s im  урнига куйишдан фойдаланамиз:

I5% i ^ = r =sin/’
х [dx — costdt.

&
2

1

1 =

-s V i - sin I cos tdt
sin /

z 2 2 2
Г cos t , r 1 — sin t ..

=  \ — ~Tdt=  \ ---- 2--dt =J  sin / J  sin /

=  ( — ctg t — t) |=  ( - c t g f - f ) -  ( - c t e f - f  ) = . “ T

4- м xdx интегрални хисобланг.

Е ч и ш .  /=  л/х-\- 1 формула буйича узгарувчини алмаштирамиз:

и

S
xdx

V* + 1 ( x = t 2— 1,
dx =  2tdt

X *

3 2

8 3

( r — \)2tdt

=  2(9 — 3) — 2 (®  — 2 )= - 3j2 -
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6.7.5. Агар и =  и {х ) , v =  v (x ) функциялар ва уларнинг хосилалари 
[а, Ь\ кесмада узлуксиз булса, у холла

и и

 ̂ udv =  uv | ha—  ̂vdu
а а

тенглик уринли (булаклаб интеграллаш формуласи).
С

5- м и с о л .  ̂ x\rrxdx интегрални топинг.
I

Е ч и ш .  Булаклаб интеграллаш формуласини куллаймиз:

x\n2xdx =
u =  \r\~x, du =  21 па'•

dv =  xdx, v =  -

dx

— --х2\п2х | ' — ^xlnxdx-

и =  Inx, du = dx

du =  xdx, v =  —~
xdx

7- дарсхона топшириги 

Интегралларни хисобланг:

1- j ( Vх +  ^ x 2)dx.
0
2
Г dx
J  ~2.Г-Т1
С
Г dx
)  V ( I -I- In 2 VT)

2 .

4. b dx

V  2 +  Зл: — 2x

dx

* II-
Ж  y ln 3

Ж :

Ж

I -|- у Зх — 2

2V2 ‘

Ж : |(з+ 1п|).
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dx

7.

8.

ex +  2

dx

л/ 1 +4д:2 
Г
Л

T
9. £̂?,usin *xdx.

0

10. arctgxdx.

Ж  ^ B arclK

Ж  4 — л

Ж :  ln^-5- ± i

(

' Зл 

_  e” +1

w  ■ л
4 2

7- мцстак^ил uiu

Аник интегралларни хисобланг:

1.

2.

^  + 3dx .

dx
4х -\-4x-\-5

Ж : -^+71п2

Ж  -j-arctgy.

3.  ̂ sin xdx
о
5

4.

5.

dx
х + у 2х— 1

V*2- ' dx

Ж  21п2

Ж 2  \ ]3  л

3 '

6 .
dx

I -t-2sini jc

ж.
3 V'3

7. \ x'cos2xdx. Ж л  - 8  

$2

230



D r arcsinxdA-
8- 1“ 7 Т + Г(I

I
Ж : л д/2 - 4

8- §. Ясси фигураларнинг юзларини хисоблаш

6.8.1. y =  f (x ) функция графиги, х =  а, х =  Ь иккита тугри чизик 
ва Ох ук билан чегараланган фигура эгри чизикли трапеция 
деииладн.

Бундай эгри чизикли трапециянинг юзи f(x) ^ 0  булса,
ь ь

S  =  ^f{x)dx =  J ydx
а и

формула буйича хисобланади (24-шакл).
у — f \ (х) ва y — f2(x) (f?{x) (х) ) эгри чизиклар ва х= а 

хамда х = Ь  иккита тугри чизик билан чегараланган фигуранинг 
юзи

ь
5 =  $ [Ы *) — fi(x)\dx

а

формула буйича хисобланади (25- шакл)
Агар эгри чизикли трапеция x =  f(y ) функция графиги, у =  с, 

y =  d тугри чизиклар ва Оу ук билан чегараланган булса, унинг 
юзи f(y ) ^ 0 учуй

d d 
-S =  ty(y)dy =  x̂dy

С

формула б йича хисобланади (26-шакл).
х\=\\(у) ва x =  f>(y) (f2 ( y ) ^ f ] ( y ) )  эгри чизиклар, у =  с ва 

y =  d иккита тугри чизик билан чегараланган фигура юзи
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5 =  J (/ 2(i/) —JAy))dy
с

формула буйича хисобланачи (27-шакл).
6.8.2. Агар эгри чизик x =  x (t), y =  y ( t ) параметрик тенгламалар 

билан берилган булса, у холла шу эгри чизик, х =  а , х =  Ь тугри 
чизиклар ва Ох ук билан чегараланган эгри чизикли трапения- 
нинг юзи

/2 /2 
5 =   ̂ y (t )- x '(t )d t=  ^y(t)dx (t)

формула буйича хисобланади, бунда 11 ва /2 a =  x(t\), 
b =  x(t>) (y ( t )^ O )  тенгламалардан аникланади

6.8.3. r =  r(( р) функция графит ва (р =  а, ty=|i икки га нур билан 
чегараланган фигура эгри чи тал и  секгор дейилади, Оунла <| ва г 
кутб координаталари (28-шакл). Эгри чизикли секторнипг юзи

5 =  j  \ r 'd 4
а

формула буйича хисобланади.
*21-мисол.  у =  —  парабола, х = \ , х =  3 тугри чизиклар ва Ох

ук билан чегараланган фигурапипг юзини хисобланг.
Е ч и ш .  Аввал шаклни чизамиз (29-шакл). Изланаётган км 

ушбу формула буйича хисобланади:

■5= ^ yd x = ^ ^ d x =  xe | ;*= ~ (3 ‘*— I 3) =  ^  ~  (кв. бирл ),
и I
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2-м и с о л .  х — 2 —у — у2 эгри чизик ва ординаталар уки билан 
чегараланган фигуранинг юзини хисобланг

L  ч и ш. Фигура Оу укка ёпишиб туради (30 шакл), унинг юзи
d

S — \xdy формула буйича хисобланади.

S = ^ x d y =   ̂ (2 — y — y 2)dy =  (2У— у — 1~) 1-2=

=  (2- { - { ) ~  ( ~ 4~ { + т )  =  1 (кв биРл )-

3-м и сол.  у =  2 — х ва ул =  х2 эгри чизиклар билан чегара­
ланган фигуранинг юзини топинг.

Е ч и ш  Берилган тенгламалар системасини ечиб, эгри чизик- 
ларнинг кесишиш нукталарини топамиз: А ( — 1, 1) ва В ( 1, 1) 
Пнтеграллаш чегаралари булиб х=  — 1 ва х= \ хизмат килади. 

d
Фигура юзи 5 =  J (/2(*) — f (x ))dx формула буйича хисобланади 

(31- шакл)

30 шакл 31- шакл
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| з -
5 =  J (f2(x) — /,(*) )djf =  J (2 — хг— ^ х  )dx =

- V - T - T ^ ) ! ' . , -  (2- T - l ) -
- ( -

4-м исол .  Эллипснинг

x =  acost, 
y =  bsint

параметрик тенгламаларидан фойдаланиб, унинг юзини топинг.
Е ч и ш. Эллипснинг симметриклигидан фоидаланиб, излана 

ётган юзнинг т\ртдан бирини х.исоблаймиз (32-шакл). x =  acost 
тенгламада дг =  0 ва х =  а деб олсак, ушб\ интеграллаш чегаралари-
га эга буламиз: /, =  у , / 2= 0. Хисоблаймиз:

'■< о Т
--S =   ̂ ydx =   ̂ bs\nt(— as\nt)dt =  ab =

/, П О
2

2 л
ab С , ,  аЬ . . I . п .. \т  ab л лab=  —   ̂ (1-ссв2/)Л= -г « ~ Г >,пИ) |о’ = — . т = — .

О

Демак, бутун фигуранинг юзи

S  =  n.ab (кв бирл ).

5-м и с о л .  r =2cos2(j Бернулли лемнискатаси билан чегара- 
чанган фигура юзини топинг

„ , 1 , 3  4 1 6 , 1 6  32 , л . 
2 +  Т + ^ )= П 5  +-15 =  1̂  бирл.).
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Е ч и ш .  Эгри чизикнинг симметриклигидан фойдаланиб, олдин 
изланаётган юзнинг т\ртдан бирини топамиз (33- шакл) Излана-
ётган юзнинг туртдан бир кисми <р нинг 0 дан — гача узгариши-

га тугри келади.
Фигура юзини куйидаги формула буйича хисоблаимиз:

Шундай килиб, изланаётган юз: S  =  — (кв. бирл.).

8 дарсхона топшириги

Берилган чизиклар билан чегараланган фигуралар юзларини 
хисобланг:

321. у =  4х — х ва Ох ук билан Ж- -гг (кв бирл.).

2. у = ( х - \ ) 2 ва х2--12-=1 Ж  Ц °  +  ^ - 1 п ( 3  +  V 8 > ~
»4,58 (кв бирл.).

3. ( Х ^  (бир аркаси) ва у =  О- Ж : 12д (кв. бирл.),
[ у =  2(\ — cost)

4. r =  2acosq ва r =  2asin«(,

Ж : { j ~  1 ) q2 ( кв- биРл ->

5- уНг - ж ^ | - т (кв б“Р* >

о 1256. у =  х -\-4х, у =  х-f-4 Ж : (кв. бирл.).

7. хг +  у2 =  4, х -\-у2 =  9, у =  х, у = — ху]3. Ж : (кв бирл.) .

8. jc =  3t2, y =  3t — t Ж : ” /-3- (кв. бирл.) .

8- му ставил иш

Берилган чизиклар билан чегараланган фигуралар юзларини 
хисобланг:
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1. у = — х2, х +  1/4-2 =  0. Ж : 4,5 (кв. бирл.).
2. ху =  20, х2 +  у 2= 4  (1чорак). Ж : -^-arcsinA_ +

4-20 1п0,8 (кв. бирл.).
О J ^ ,»

3. x =  acos t, у =  аsin /. Ж : -̂ -ла (кв. бирл.).
о

4. х =  2/, y =  4t2 — 6t ва t/ =  0. Ж  у  (кв бирл )

ла25. r =  asin3<( (битта \алка). Ж : —у  (кв. бирл.).

6. г =  oeoscj, r =  2acos<j. Ж- у л а  (кв. бирл.).

9-§. Эгри чизик ёйлари узунликларини хнсоблаш

Агар тутри бурчакли координаталарда y =  f ( х) функция [а, Ь] 
кесмада силлик (яъни y '- j ' ( x )  хосила узлукеиз) булса, у холда бу 
эгри чизик мос ёйининг узунлиги

/= W 1+ ( у,) dxа

формула буйича хисобланади.
Эгри чизик

ix = x (t )
1 y — y(t)

параметрик тенгламалар билан берилган булса, бу эгри чизикнинг 
/2] параметрнинг монотон узгаришига мос ёйининг узунлиги

'■2 __________
1= 5 л! (* ) 2+  (y Y d t

формула билан хисобланади.
Агар силлик эгри чизик кутб координаталарда г =  г(ф) ( а ^  

^ с р ^ Р )  тенглама билан берилган булса, у холда ёй узунлиги

р __________
/= 5 д/г?+  div

а

формула билан хисобланади.
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2 ко

35- шакл

1-ми сол.  у2 =  х ярим кубик параболанинг координаталар 
бошилан Л(4, 8) нуктагача булган ёйи узунлигини топинг.

Е ч и ш .  Аввал шаклни чизамиз (34-шакл). Парабола тенгла­
масини дифференциаллаймиз:

2 ' 3 2 у =  х , у =-гДГ .

Формулага кура:

>= \ д /  +  ( | ^ )  dx=  \ y i  + jx d x  =
Q 3

=  ~ Л  0 + i XY  I = ^ 7 (1° V 10 -  п  (узун. бирл.)

2- м и с о л. Битта циклоида узунлигини топинг:
x =  a (t — sin/), 
у = а {  I — cos/).I

Е ч и ш. Циклоиданинг барча аркаси бир хил, каиси арка буйлаб 
/ параметр 0 дан 2л гача узгарса, уша аркани оламиз (35- шакл):

х '=  а { 1 — cos/), y' =  as\nt.
Ш у сабабли:

2л _________________________________  "  ______________

/=  J  д/а2(1 — cos/)2+ a 2sin2/ dt =  a J ^2 — 2cost dt =

2л

=  2a J sm-^dt =  — 4acos =  8a (узун бирл.).

3- м и с о л. r =  a sin4-̂  спи к эгри чизикнинг узунлигини хисоб­
ланг.

Е ч и т . Берилган функция жуфт функция. Illy  сабабли берилган
эгри чизик кутб укига нисбатаи симметрик. Н\кта бутун эгри
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чизикни cf 0 дан 4л гача узгарганда чизади, шунга кура эгри 
чизикнинг ярми <р 0 дан 2л гача узгарганда чизилади (36- шакл)
r' =  asin34- • cos— . Демак,4 ф

~  =   ̂ i  a sinb̂  +  a2sin6-~cos2-j dy =  
о »

2л 2л

=  а  ̂ sin —<̂ ф= — 4а  ̂ sin2y  cf^cosy^ =
о о

2л (  соь3-̂
=  — 4а ^ 1  — cos2'^ d  (cos^ — 4a \cos-^----

»
=  4а I — -^=-~а. Демак, / =  -. а (узун. бирл.)

9- дарсхона топшириги 

Эгри чизиклар ёйлари узунликларини хисобланг:

1 //=lnsimr, дг =  у  дан х =  у  гача. Ж : —In 3 (узун. бирл.).
2 4 _ 2 4 / —

2 y =  —x \ Jx — — д/л: абсциссалар уки билан кесишиш нукталари 

орасидаги. Ж : ~  дJ— (узун. бирл.).

3. * =  у / 3— t,y  =  t -j-2, / =  0 дан t =  3 гача.Ж 12 (узун. бирл.).

4. х =  elcost, у  =  е -sin/, / =  0 дан / =  1пл гача. Ж : ^2 ( л — 1 ) 
(узун. бирл.).
5. г =  ф2, <(• =  0 дан ф =  л гача Ж : [ (л 2+ 4) д/лй-)-4 ~ 8 ] - у  (узун 
бирл )
6. r =  asinO Ж  ла (узун бирл).
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9- му ставил иш

Эгри чизиклар ёйлари узунликларини хисобланг:
2

1. У — \ » *= 0 дай х=\ гача Ж : 0.5 [л/2-|- In( 1 -+ д, )̂ ](узун. бирл.).

2. г/= 1 — Iiicosa:, а =  0 дан х =  гача. Ж : ~0 IпЗ (узун бирл.).

3. A =  8sin/-|-6cos/. у =  6 sin/ — 8 cost, / =  0 дан гача. Ж  5 л  

(узун. бирл.).
4. х =  а(2  cos/ — cos2/), у =  а ( 2 sin/ — sin2/) .Ж  16 а (узун. бирл.).
5. r =  acos1-̂ , ф =  0 дан <(=-£- гача. Ж : -§-(2л-|-3 v;3 ) (узун. бирл.).

о  -С о

6. Г=  1 — С05ф Ж- 8 (узун бирл.)

10-§. \ажмларни хисоблаш

6.10.1. Агар S (x )  юз жнсмнинг Ох \ кка перпендикуляр текислик 
билан кесишишидан хосил булган кесими булиб, [а, Ь] кесмада 
узлуксиз функция булса, жнсмнинг ха ж ми

ь
V =   ̂ S (x )dx

а
формула билан хисобланади.

6.10.2. y =  f(x ) г̂ри чизик ва х =  а, х =  Ь, у =  0 тугри чизиклар 
билан чегараланган эгри чизикли трапеция Ох уки атрофида 
айлантирилса, у холда айланиш жисмининг хажми

ь
V =  л  ̂ y 2dx

а

формула билан хисобланади.
Агар т у  фигурапинг узи Оу уки атрофида айлантирилса, v хитда 

айланиш жисмининг хажми
л

I  = 2 л   ̂xtfdx
а

формула билан хисобланади
6.10.3. Агар у 1 =  /1 (А') ва у 2 =  } 2{х) (бунда fi(x ) ^ ) ' г{х )) эгри 

чизиклар хамда х =  а , х = Ь  тугри чизиклар билан чегараланган 
фигура Ох уки атрофида айланса, айланиш жисмининг хажми

ь
V =  л [ (y2,— y\)dx

а

формула буйича хисобланади.
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Агар шу фигуранинг узи Оу у к атрофида айланса, аиланиш
жисмининг хажми

ь
Г= 2 л  J x (y 2 —y\)dx

а

формула буйича хисобланади.
6.10.4. Агар эгри чизикли трапеция x =  j {y )  функция графиги, 

у =  с, у =  а тугри чизиклар ва Оу уки билан чегараланса, бу 
фигуранинг Оу уки атрофида айланишидан хосил булган жисмнинг 
хажми ,i

Г  =  л ^x'dy
С

формула буйича хисобланади.
Агар шу фигуранинг узи Ох уки атрофида айланса, аиланиш 

жисмининг мос хажми
d

V= 2n ^xydy
С

формула буйича аникланади.
6.10.5. Агар x\= f\(y) ва X2 =  f‘2 (y) (бунда Х 2 ^ х \^ 0 ) эгри 

чизиклар ва у =  с, y =  d тугри чизиклар билан чегараланган фигура 
Оу уки атрофида айланса, у холда айланиш жисмининг хажми

d
V =  n  ̂[x\— x\)dy

С

формула буйича топилади.
Агар шу фигуранинг узи Ох уки атрофида айланса, у холда 

айланиш жисмининг мос хажми ушбуга тенг булади:
d

V =  2n J y {x 2— xi)d y .
С

6.10.6. Агар эгри чизик параметрик ёки кутб координаталарда 
берилса, у холда келтирилган формулаларда мос уринга куйишлар- 
ни бажариш кер^к булади.

2 2 2
1-м и с о л .  -̂—4--̂ —4-^-=  1 эллипсоиднинг хажмини топинг. 

а2 Ь2 с2
Е  ч и ш. Эллипсоиднинг Ох укка перпендикуляр бирор текислик 

билан кесишдан хосил булган кесимининг ярим уклари
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булган

-Н ) "Н )
элли пели р. Демак, кесим юзи (8-§, 4- мисол):

S  (х) =  nb,c, =  nbc 1̂ — ~

бунда х узгарувчи а дан а гача узгаради. Шунга кура эллипсо­
иднинг хажми ушбу га тенг:

V -  |  S ' W - x b c  \ ( l - ■ $ ) * * =  * * ( * - £ )  | ” =

=  я * с £ ( а — ^ _ a +  -?-? ^ J = A nafcc (куббирл)

2 - м и е о л  г/ =  sinjf синусоиданинг битта ярим тулкини ва Ох 
укнинг [0, л] кесмаси билан чегараланган фигуранинг а) Ох 
уки атрофида ва б) Оу уки атрофида аиланишидан хосил булган 
жисмларнинг хажмини хисобланг (37- шакл)

Ь л л

Е ч и ш .  а) l/ =  n^i/dx =  JT^sin xdx — у   ̂(1 — cos2 x)dx =

1G—665

л / sin2x \ I * л , . л2 ,
~  ~2\*--- 2 ~ )  1о = Т<л) = Т  (Куб б"РЛ)
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б) \ =2n^xydx =  2n ^v-sinxdx =
о о

=  х, du =  dx 
dv =  s\nxdx, v =  — cosxI йI  d

|= 2 л ( — x-cosx|^-f-  ̂ cosxdx) =

2л ( — ncosn-)-sinx | *) = 2 л 2(куб. бирл.)

3- м и с ол. х2-f- (у — b )2^ .R  (b > R )  доиранинг Ох уки атрофида 
айланишидан хосил булган торнинг хажмини топинг (38-шакл). 

Е ч и  т . х2 (y — b) 2 =  R айлана тенгламасидан:

У\ =  Ь —  д /я  — х - ,

У~2= Ь +  д / R1—х ' ,

Шунинг учун

I '  =  Л  ^iyl—y2i)dx = n ^ [ { b + ^ R 2— х ) 2 —  (b— ^ R J—x ) 2\dx =

х =  Rsint,
- R

=  4fib  ̂ дfR 2— x2dx =
- R

dx= Rcostdt,

X t
я—R 2

яК 2

=  4лb  ̂ л ]R ' — /?!sin t ■ Rcostdt =
л

~~2
i  л

T  7
=  4л bR1  ̂ cos'ld( =  2nbR  ̂ (1 -J- с os 2 /) dt =

л  **1

J  ~T
л

=  2xbR2( t -f-~sin2/) | 2 л =  2n2bR2(Ky6. бирл.).
2~

4 -м исол .  y =  x2 ва 8x — у2 параболалар билан чегараланган 
фигурами Оу уки атрофида айлантирпшдан хосил булган жисм 
хажмини хисобланг (39-шакл).

Е ч и  ш.
( у =  х2.
[ у 2= 8х

тенгламалар системасидан нараболаларнинг кесишиш нукталарини 
топамиз: 0(0, 0) ва А (2, 4)
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2
x2(y )=  \ jy ^ X \ {y )— \  га эгамиз, узгарувчи у 0 дан 4 гача 

узгаради. Демак,

V = n  x l— x\)dy =  n J (*/ — ) dy =

= л( т ~ ш ) I *,=л(8-т1)=̂ (к>б бирл->
(  X  =  OCOS'V,

5-м и с о л .  < астроида билан чегараланган фигу-
( t/ =  asin t

ранинг Ох >ки атрофида айлантирнлишидан хосил булган жисмнинг 
хажмини хисобланг (40- шакл).

Е ч и ш. Изланаётган хажм ОАВ фигурани айлантиришдан хосил 
булган хажмнинг иккиланганига тенг. Шунинг учун

а

V =  2n ^у dx .
о

Узгарувчини алман!тирамиз: 

x =  acos t
dx=  — 3acos2t'Sintdt,V=2n ^y'dx =
y '~as\n t.

к t

п
0

2

а 0

=  2л J a2sinb/ ( — 3acos2ts\nt)dt =  6лал  ̂sin /cos tdt =

i
=  — бло  ̂ (1 — cos20 3cos2/rf(cos/) =  — 6na(^ c o s 3/— |cos5/-)- 

o

+lcos;,-icos') I» = 6л0 (i~4+T~ $)=ilha (хуб бир..»
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1. х =  2 ва * =  3 текисликлар билан х -\-y2-\-z2 =  16 шардан
29киркилган шар катламннннг хажмини хисобланг: Ж  -j л (к\б 

бирл.) I 1
2 Координата уклари ва х 2-\-у2= а 2 парабола билан чегара- 

ланган юзни Ох уки атрофида аилантиришдан хосил булган жисм
ла1хажмини хисобланг. Ж  —— (куб бирл.) .
I О

3. у =  sinx синусоида ёйи, ордннаталар уки ва у =  1 тугри чизик 
билан чегараланган фигурани Оу \ки атрофида аилантиришдан 
хосил булган жисм хажмини хисобланг.

Ж : —-л- ( куб бирл.)

4 y =  -jX2-\-2 парабола ва 5х— 8^-|-14 =  0 тугри чизик билан

чегараланган фигурани Ох \ки атрофида аилантиришдан хосил
булган жисм хажмини хисобланг. Ж : (куб. бирл.) .

1280

(x =  a (t — sin/),
5. Ушбу < циклоиданинг бир аркасини Ох уки ат-( у =  а ( 1 — cost) г 1

рофида айлантиришдан хосил булган жисм хажмини хисобланг. 
Ж ' 5а*л (куб бирл.).

10- мустак,ил uiu

2 2

1 Z =  ва z = \ сиртлар билан чегараланган жисм 
хажмини хисобланг. Ж ' л 2 (куб бирл.).

2 а) у =  —̂ ——  ва х = 8 у, б) у = х  ва х2 =  и чизиклар билан
дг2+16 У I

чегараланган фигураларни Ох уки атрофида айлантиришдан хосил 
булган жисм хажмини хисобланг.

Ж : а) (5л-(-8) (куб бирл.) ;б)0,3л (куб. бирл.) .

3. а) у =  х'\ у =  0, х — 2, б) х 1 — у =4, у =  ± 2 чизиклар билан 
чегараланган фигурани Оу >ки атрофида айлантиришдан хосил
булган жисм хажмини хисобланг. Ж  а) -^-л (к>б бирл );

10- Оарсхона топилирит



4. х =  а { ( — sin/), y =  a ( \ — cos/) циклоиданинг бир аркасн ва Ox 
уки билан чегараланган фигурами: а) Оу уки атрофида; б) фнгура- 
нинг симметрия уки атрофида ай шнгиришдаи чосил булган жнем 
хажмини чисобланг.

Интегралланиш чегаралари чексиз булган интеграллар ёки 
чегараланмагап функниялардан олинган интеграллар хос мае 
интеграллар дейилади:

6.! 1.1. [а, + о о )  ораликда узлуксиз булган f(x) ф>нкциядан 
олинган интеграл

тенглик билан аникланади.
Агар шу лимит мавжуд булиб, чекли булса, хосмас интеграл 

я^инлашувчи, акс холда хосмас интеграл узок,лашувчи дейилади 
Агар F(X ) функция f(x) нинг бошлангич функцияси булса, 

у холда:

Ж  а) 6л а3(куб. бирл.); б) - “-(9л~— 16) (к\б. бирл.) .

11 - §. Хосмас интеграллар, 
якинлашиши хосмас интегрални хисоблаш.

f(x)dx=F{-\- оо) — F (a ) ,  бунда /г( -)- оо ) =  lim F(x )
а

Куйидаги интеграллар хам шунга ухшаш аникланади

ь ь

ь n 2

\ f (x )d x =  lim [ j(x)dx-\- lim [ f{x )dx
J —00 J  V2—► + 00 'I

+ ̂
I- м и с о л. J e~**dx хосмас интегрални хисобланг (бунда а.

о
узгармас мусбат сон)

Ь ч и ш. Таърифга кура:



+ 00
С e axdx=  lim fe  axdx=  lim ( -- | V =

J  J  .V-»-4-oo \  a  / * 0

=  lim ( — -e_a,v-j- — \ = — lim (1 -----Л=— .
V -»  +  oc \ «  CL J  a  v ^  +  oo \  ear> J  а

Демак, берилган интеграл якинлашувчи.
2- м и с о л. а > 0  нинг кандай кийматларида

+ «>
Г dx 
)  ха

интеграл якинлашувчи, кандай кийматларида узоклашувчи экани- 
ни аникланг.

Е ч и ш .  а  =  1 деб фа раз киламиз, у холда:

оо V

\ —  =  lim [ —  =  lim In* I v =  lim InN =  oo .
J  X *V—► -(- oo J  -*■ ,V-»-(-00 I I V —-J-oo

Демак, берилган интеграл узоклашувчи. Энди а ф \  деб фараз 
киламиз, у холда:

+ оо N
Г dx ..\ —  =  hm
J  Х а  jV— -J-cI I

=  lim —  (N 1 *— 1)
.v-^ + oo 1—a

Демак, a  >  1 да
-|

f dx __ I
j  7  ~  * - i  ’

4- oo
dx

яьни берилган интеграл якинлашувчи, 0 < а < 1  да эсн
+  оо

[ —— =  оо, яъни берилган интеграл узоклашувчи. Шундаи
J  хаI

+ ОО
С dxкилиб, \ —  хосмас интеграл а > 1  да якинлашувчи ва

0 < a ^  1 Да узоклашувчи.
6.11.2. 2- мисолдаги интеграл интегралнинг якинлашувчи ёки 

узоклашувчи эканини та^ о слаш  аломатларидан фойдаланиш а̂ 
кулланилади.
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1. Агар/(х) ва q (х) функциялар барча x^ jg лар учун аникланг ан 
ва [a, -h оо) да интеграллан> вчи хамда барча х ^ а  лар учун 
О<^/(х) <!ф(х) булса, \ холда

+ 00 + оо

а )  ̂ <$(x)dx интегралнинг якинлашувчанлигидан  ̂ f (x )d x
а а

интегралнинг якинлашувчи экани келиб чикади, шу билан бирга

+ оо + оо

 ̂ f (x )d x <:  ̂ (f (x)dx ;
а а

4- оо 4 - ОО

б)  ̂ f{x )dx интегралнинг узоклашувчанлигидан  ̂ ф (х )^х
о а

интегралнинг узоклашувчи экани келиб чикади.
2. Агар f(x ) функция барча х лар учун аникланган ва

+ оо
 ̂ 'f (x ) dx интеграл якинлашувчи булса, у холда J f(x)dx ин-

“ а
теграл хам чкинлашади; бу холда у абсолют якинлашувчи интеграл 
дейилади, бунда

+ оо + оо

J f(x )dx <  J \f(x)\dx.
а а

4- оо

3. Агар  ̂ f{x )dx интеграл якинлашувчи, J \f(x) |dx узокла-

+ оо

шу вчи булса, у холда J f(x )dx интегрални шартли якинлашувчи
а

интеграл дейилади.

3-ми сол.  [ ---------  интегралнинг якинлашувчанлигини
J 1лг4 + 2лг2+1

текширинг.
Е ч и ш .  f(x ) =  . - -Ч ---<  - ‘у  <  V =  <Р(Х> 1 да) ва

Зх +  2 л +  1 Зд: х4

интеграл якимла[нувчи (2-мисол а =  4 > 1 )  булгани учун

S

dx 

х '

берилган интеграл х,ам якинлашувчи (таккослаш аломати асосида)
+ оо

.-Л4-ми сол .   ̂ е~ dx интегралнинг якинлашувчанлигини тек-
I

ширинг.
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Е ч и ш .  j c ^ I  да f(x) =  е~х'< е ~ х =  ц (х) ва ^e~*dx интеграл
1

якинлашувчи (1-мисол, а = 1 )  булгани сабабли берилган интег­
рал якинлашувчи

+ *
г С dx5-ми сол.  \ ——  интегралнинг якинлашувчанлигини тек- 

J х — sin х

ширинг.
+ оо1 1  Г /У YЕ ч и ш  х ^  \ да f ( x ) = -----—=  ц (х) ва \ интеграл

х — sin̂  X х J х
-I ■»

узоклашувчи (2-мисол, а = 1 ) ,  шунга кура [ -- dx интеграл
j  х — sin'jc

узоклашувчи.
6.11.3. [а, Ь] ораликда узлукеиз, b нуктада узилишга эга f (х) 

функниядан олинган хосмас интеграл

Ь Ь — г

\f(x )dx=  lim [ f(x)dx
J v—►4-0 J

тенглик билан аникланади.
\гар бу лимит мавжуд булиб, у чекли булса хосмас интеграл 

якинлашувчи, акс чолда хосмас интеграл узоклашувчи деиилади. 
\гар F (x ) функция f(x) учун бошлангич функция булса, у холда

ь
J f(x)dx =  F {b ) — F {a ) ,
а

бунда F (b ) =  lim ^(л:)
х  -+b

Агар функция а нуктада ёки [а, b] ораликнинг бирор ички 
с нуктасида узилишга эга булса \ам интеграл юкоридагига ухшаш 
аникланади:

ь ь
[f (x )d x =  lim [ f (x ) dx
J  r . -f 0 Jи a + r

*1 b
\f(x )dx=  lim \ f(x)dx-\- lim t f(x )dx. J r-* + 0 J + J(l и С +

I
6 м и с о л .  \ — хосмас интегрални хисобланг:J \ I - х
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Е ч и ш  Интегра i остидаги функция х =  1 нуктада узилишга ;>га. 
Демак, таърифга кура,

\ =  lim \ =  lim ( — 2 ^1 — х ) =
J  V I — .х f->+o J  V 1 ~ x v 1

=  — 2 lim ( i 1 - 1 + 6  -  л/1-0 ) =  — 2 lim ( e — 1 )= 2 ,
+0 f-+0

демак, беричган интеграл якинлашувчи.
I

7-м и с ол. \ —  (а  — узгармас мусбат сон) хосмас интеграл- 
oJ

нинг якинлапшш ва узоклашиш шартларини топинг.
Е ч и  ш. Интеграл остидаги функция х =  0 нуктада узилишга эга. 

Агар а= 1  булса, у холда ушбуга эгамиз:
I I
[ —  =  lim [ —  =  lim Inx I 1 =  lim ( In 1 — Ine) =  oo,
J x J x Е - » +0 I г г-* + ()0 r

яъни интеграл узоклашувчи 
Агар а ф \  булса, у холда:

A — a  I I

С Mm C J* i  =  lim 4 —  I =  lim — (1 — f 1-*)
J  Xa t— + 0 j  Xa r—■+0 1 ~ a 1 P f—+ 0 1 "

I
Демак, 0 < a  C \ да куйидагиларга эгамиз: , яъни

I
dxf dxинтеграл якинлашувчи; a > l  да эса \ —  =  oo, яъни интеграл

о х
узоклашувчи.

I
г d xШундай килиб, хосмас интеграл 0 < а < 1  да якинла

шувчи, а ^ 1  да узоклашувчи
6.11.4. Охирги мисол натижасидан га^ослаш  аломатларида 

фойдаланилади:
1. Агар f(x ) ва ф(х) функциялар a^.x<Zh ораликда аникланган 

хамда [а, Ь — е] (0<.? <.Ь — а) кесмада интеграллапувчи ва агар 
0 ^ / ( х ) ^ ф ( х )  булса, у холда:

ь ь

а) ^ф(х)^х интегралнинг якинлашувчанлигиidii  ̂ {x)d\ интег-
а и

ралнинг якинлашувчаплиги келиб чикади. бунда ^f{x)dx^.
Ь «/

^  (̂f (х) dx ;
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О
б) ^f(x )d x  интегралнинг узоклашувчанлигидан (j c ) интег-

а а
ралнинг узоклашувчи эканлиги келиб чикади.

2. Агар f(x ) функция [а, Ь) ораликда аникланган ва [а.
ь

Ь — е] кесмада инте( ралланувчи булса, ^ \f(x )\dx  интегралнинг
а

Ь
якинлашувчанлигидан f̂ (x )d x  интегралнинг якинлашувчанлиги

а
Ь

келиб чикади. Бу холда ^f(x )d x  интеграл абсолют якинлашувчи

интеграл деиилади.
ь

3. Агар ^f(x )dx  интеграл якинлашувчи, ^\f(x)\dx интеграл
и и

Ь

узоклашувчи булса, у холда ( * ) dx интеграл шартли як,инлашув-
а

ни интеграл дейилади.
1

8-м и с о л  [ „ dx--- интегралнинг якинлашувчанлигини тек-
J 1 '~ х+ 2 х3

ширинг.
Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция х =  0 нуктада узилишга эга.

t U )  ==~ar " b ^ < 4 r  =  J r  =  ф(х)ух  -f 2х Vх -JX
I

dx
\

0 X1
ган интеграл хам якинлашади

ва  ̂ ~ г  интеграл якинлашади (7-мисол, а = — <  1), дсмак, берил-

/ /- дарсхона ronmupuFu

I. Хосмас интегралларни хисобланг ёки уларнинг узоклашувчи 
эканини аникланг.

I С dx Ж  *
J 1+*2 8

2. t А г -  Ж :  ~  ■
J  4 -f х“ 4
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+  оо

7.  ̂ 1 dx. Ж :  узоклашувчи.
1

+ оо

8.  ̂ 1̂ — Ж : якинлашувчи.
I

1
9. [ —, е dx . Ж :  узоклашувчи.

J  y l — COSX

II. Интегралларнинг якинлашувчанлигини текширинг:

2
10. [ Ocos х— dx . Ж : якинлашувчи.

I VI - , 2

11- мустак,ил иш

I. Хосмас интегралларни хисобланг ёки уларнинг узокла- 
шувчанлигини аникланг:

+ оо
dxа) ( . Ж :  1 — 1п2.

J  х2(х + \ )

+ °°
б) [ xdx0- • Ж : узоклашувчи 

J 1 ч-дг2



e) f г dx ж  узоклашувчи
Vv5

2. Иптегралларнннг якинлашувчанлигини текширинг:
(■ ^

а) \ — Ж  узоклашувчи.J  -Vlll ( 1ПАГ)

I

б > S0
у г dv

\ 1 - V 1
Ж  якинлаш\вчи 

7- назорат иши

1 Аникмас интегрални топинг:

1.1. х !ln xdx 1.2. xdx
J ‘cos~x

1.3. xarctgxdA 1.4. д/ V' 1 nxdx

1.5. x2e~:xdx . 1.6. 111* . — dx
X

1.7. x“cos5 xdx 1.8. li rxdx .

1.9. xarcsinxdx . 1.10. aretg \j4x— 1 dx

1.11. In (4x‘ +  1 )dx 1.12. tCOSA ,— — d x .
sin дг

1.13. xsin xdx 1.14. x -1 g2xdx

1.15. xdx-
siir.r

1.16. xs'mxdx 
с os2*

1.17. у a' In 2xdx 1.18. ln2vdA

v ' / '
1.19. x • lr rxdx 1.20. x ‘ln \dx

1.21. In “л , dx
V * 1.22.

X
(x'-f-2)e2dx .

1.23. (x-f-3) 2sin2xdx 1.24. In (x2-\-\)dx

1.25. arctg^tfx. 1.26. x- arcsin 1 dxX



1.27. (jx-3 'dx 

1.29.  ̂ x • «j rc Igxdx

2. Аникмас интегрални топинг:

2x— 12.1. 

2.3. 

2.5. 

2.7. 

2.9. 

2. 11. 

2.13. 

2.15. 

2.17. 

2.19. 

2.21. 

2.23. 

2.25. 

2.27. 

2.29.

\ л — 4дг+ I

4x* +  4* +  5

jc-M

dx .

dx

\ Jx2-\-x  — 2 

2x — 3

V «  — 2x — j?  
Sx +  3

dx . 

dx.

V 5  +  2x — x2 
Зх- I

— dx

x — 6* 4-10
dx

x + \
4x— 12* + l<i

dx

3x — 2
5 x - 3 x  +  2 

4x — 3

dx .

5x + 6x + 18 
2x— I

dx .

bx — x -f 2 
x - 8

dx . 

dx

5x +  3
x2+ !()*+ 2 9  

*+ I

dx .

dx .

dx .

5лг +  2лг +  I 
2x — 5 

x2 +  b.t +  13

2*+ 3 - d*. 
15 — 1x* + 4x

1.30.

1.28.

2.2.

2.4.

2.6.

2.8.

2.10.

2.12.

2.14.

2.16.

2.18.

2.20.

2.22.

2.24.

2.26.

2.28.

2.30.

arcsin t
V ^ i
Inc Ob V dx

dx

x +  2
x2 +  2x +  2 

.v-j-5

dx .

2x2 +  2x +  3 
x + l

dx

3 +  4a — jf 
x — 2

dx

x2 +  x + \ 
x — 7

xz +  4x + 13 

дг +  5

dx . 

dx .

\/зх2 + Г.х+1
x +  2

dx

\/з — x2 -\-2x 
2x +  3

\/15 — 4x2 +  4x 
Зх- I

dx . 

dx

л! x2 +  2x+  2 
x — 3

л ] з - 2 х - х 2 
x — 2

л] 4 — 2x — x2 
x - 2

л] x2 — 2x +  I

2x— 1

д/ ЛГ2 — 4jc -h 1 
2x +  1

V-vJ + 4jc + 2 
л: — 5

V6 + 4 i- .t2

dx . 

dx .

d.V .

dx .

dx . 

dx . 

dx .
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3 Аникмас интегрални топинг: 

dx3. 1.

3.3.

3.5.

3.7.

3.9.

3.11.

3.13.

3.15.

3.17.

3.19.

3.21.

3.23.

3.25.

3.27.

3.29.

4дг3 дг

Г xdx
J  х3 — Зх-х — Зх +  2 

х 2dx 
х — 16 

х — 2

f  x2d;
3 *43

dx
хч +  4х

х dx 
x4 +  bx2 +  8 

х— 1 
2х3 +  Зх2+ х

dx .

X -(- X — I
х3 +  х2- 6 х

dx .

X — 6
J  х4+6х +  8 
f  x2dx 
'  х4+ х 2 — 2 

Г dx

dx .

х4 — х3 + х2 — X
* + 2

X3  —  2 х 2 +  2 х
dx

xdx
з~ . x — I

x4dx
x* -I- 5x̂  +  4 

dx
34x° — л 
dx

3.4.

3.6.

3.8.

3.10.

3.12.

3.14.

3.16.

3.18.

3.20.

3.22.

3.24.

3.26.

3.28.

3.30.

3.2. x —_L
x3+ 1

dx .

x2 — 3
x4 +  5x2 +  b

dx .

x +  3
x3 +  x - 2 x

2x2 — 3x — 12 
x3 +  x2 — 6x

6x4 — 1

dx .

dx

dx

dx
1 2x —x+ 1 

x-J-4 
1 x +  6x2 +  9x 

dx
x4 +  x3 +  x2 +  x ‘ 

dx
x4 +  5x2 +  4 

2x2 — 3x — 3 
(x - 1 ) ( x2- 2 x  +  5)

(3x — 7 )dx 

*3 +  x2 +  4x-H
x -  1
x3 +  x

d x .

xJ - 6
x -J- 6x -J- 8 
x5 +  x4 — 8

dx

x-5 — 4x
dx .

\—J  ( X —I—1( x  +  2 )2(x +  4) 
x +  5

x4 +  2x3 +  x2
dx

4. Аникмас интегрални топинг:

u .  J dx

\Jx + y/x )
4.3. V* + 1bp J  / о

dx
л/х3 -

4.2. \ . p - - l dx
1 + V*
■\Jx-\- 1 — 14.4.
\/ x 1 -J- 1

dx .
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4.7.

4.9.

4.11.

4.13.

4.15.

4.17.

4.19.

4.21.

4.23.

4.25.

4.27.

4.29.

4.5.
s -

\Lf
yjx +  2

\ x dx

i + V ?

i
f  dx

'  \x + Jx
f xdx

'  V 1 +  * 
f  xdx
J  (2 +  5x) y jf+ S x  

f dx_
J yjT^Ox — !

b
yj \ — 2x —  ̂ 1 — 2x 

dx

I \/x3 — 2 V*2
dx

yx ( V *3 - 1 > 

J *
i +  ^ /x + з

hx + l

V 2дг -J- 1

xdx 
2+ V2.V+1

dx

y] x + 3 (1 +  yjc +  3 )

j f c i -  dx 
v'x-i +1

Г V*~
3 b-^r

5. Аникмас интегрални топинг: 

5... 5 sinxdx 
5 +  3smx

5.3.

5.5.

sin xdx
(1 +  cosx +  sinx) 

cosxdx 
1 + cosx +  sinx

2 ‘

4.8.

4.10.

4.12.

4.14.

4.16.

4.18.

4.20.

4.22.

4.24.

4.26.

4.28.

4.30.

4.6. dx

dx

хД - l
f c + l

1+ \J*

dx
V x — I 
dx 

x J x + l  
xdx

b------ГV ox — 1
6 - / ^/xdx

I + '{'x

dx
^ X  ( \jx +  I )

\j  л/г— 1
dx

yj x — 2 (1 +  \ x — 2 )

dx .~y * + I + i 
yj x + 1 — I

aJ  x  +  1 

( V *  + 4 > V * 3

1 — \/jc +2 y'x

dx

— з dx
x +  2 \ / t3 +  x 'x4

14 \'x

V*5 ( i + 5 x )
dx .

2 \l x +1 dx .
\ ! хл [ V* +  4)

5.2.

5.4.

5.6.

dx
С OSX ( 1 +  COSX)

— sinxf  I — sinj
J  СOSX( 1 +COSX)

dx

\ - 1
J l+l-

1 +sinx
1 +  cosx +  sin x

dx .
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5.7.

5.9.

5 .1 1.

5.13.

5.15.

5.17.

5.19.

5.21.

5.23.

5.25.

5.27

COSX — SIMA

( I +  sinx)~ 
I -|-ctgx

dx

(sinx-|-2cosx)2

5t«* + 2 Ну 
2sin2.v-(- 5 '

- - ^ X dx 
■i +  3cos2x

sinx ,. dx

dx

dx

cos xdx . 

ctg'xdx 

cos4xsin 2xdx. 

sin xdx.

.27 f ----
Js irT r -

tgx +  2
sin'x -J- 2cos x — 3

5.29. [ ______ ___  . .
J  (3tgx +  5)sin2x

dx

5.8.

5.10.

5.12.

5.14.

5.16.

5.18.

5.20.

5.22.

5.24.

5.26.

5.28.

5.30.

8 +  tgx
l8sin2x +  2cos2x

6 +  tgx

dx

9sin2x-J-4cos x
dx

36 dx
(6 — tgx)sin2x 

dx

dx .

\l sinx 

sin2x

4 x ,si n '^ d x\

cos2xsin4xJx. 

jj tg 'xdx

dx

sinx • sin2x • sin3xdx

dx
s in x (l— sinx)

cos xdx 
( I — cosx)3

7- намунавий уисоб топшириклари
I. Аник интегрални хисобланг:

■ I
v? Т

1. 1. (arccosx) — 1 dx . 1 2  f  8x — arctg2x 
J l+4v2

dx

1.3. \ (gx lncosxdx

1.5.

1.7.

x dx

U2+ l)2

x dx 
x2+ l

1.4.

1. 6.

1.8.

x2+  Inx2dx
i
sin I

(arcsinx) -f- I 

V I  - x 2

x— (arctgx)4

dx

dx
\+ х г
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L9- S ixdx
+T

i n . ( 1 ± ^ Н р "_л
«?-!- I
Л

1.13. j| eM'*xsm2xdx 
0
1

u s .  5
0

, , ,  5

2u“ x**'d< 
1 +  4.»2

1.19.

sin.vt/r 

о \/cos2jr-(-2
Л

f dx
J cos'ix(2(K.v+ !)

I 21 r \ -> + Jln.r dx

1.23. д̂г2? _2л dx:.

1.25.
2 rdx

} лЛ + 4J

1.27.
Г X <lv 
J cub2*1

1.29. \ dx
J v *

1.10. [ л
J CO S' ( X  -(- I >- 1

I
1.12. [

1 \U-x"

ft
1.14. J cos'\ \ sinx dx 

0
2

1.16. С ' " ’ i + i * .
J  jrlmr 
e

1.18. (  — 1
J  • + *“

1.20. t T - ' —— Uk
о ' I +cos'jf

1.22. J eu dx
io+<«hJ

.24. [ — 0-*-
,, \A >-*’
I

.26. J
0

.28. J

eilx
X  . —  Xe' + e

sin lux

i t
1.30. \

J  sin ;

v*-

2. Аник интегрални хисобланг:
0

2.1. \ (x2 —  3* +  2)sinxdx. 2.2.  ̂ (x2 +  7x +  12)cosxdx.
o. ‘

17 W>5 217



2.3. J (.v— 1) 1 n - ( v — 1 )dx.
2

2.4.
2
 ̂ (x2— 5x +  6)sin3xf/x

2.5.
Д
 ̂ (2x2-f- 4x -(- 7) cos2xdx. 

0 2.6.
1 X

 ̂ x с dx. 
i

2.7.
0
 ̂ (x -|-6r-f-9)sin2xdx

- 3
2.8.

JI
J (9x2+ 9 x + 11 )cos3xdx
0

2.9.
2

 ̂ xlirxdx.
i 2.10.

Л
T
 ̂ (1 — 5x2) sinxdx.

n
2.11.

Л

 ̂ (8x2+  16x-f- 17)cos4xdx 
0 2.12.

u

 ̂ x2c'ixdx.

2.13.
3

 ̂ (3x — x2)sin2xdx.
л
T

2 14.
2 л

 ̂ (3x2-f-5)cos2xdx
0

2.15.
0

 ̂ (x-b2)4n2(x +  2)dx.
- i

2.16.
1
 ̂ xaretgxdx.

0

2.17.
2л
 ̂ (1 — 8x2) cos4xdx.

0
2.18.

0
 ̂ (x2-f-2)e2dx.

—  2

2.19.
8~
 ̂ x2sin4vdx.

0
2 20.

Л

 ̂ xsinxcosxdx.
— Л

2.21.  ̂ arctg~dx. 
i

2.22.
0

 ̂ (X+  1) ln2(x-f- 1) dx. 
— i

2.23.
j
 ̂ (x2— 3x)sin2xdx 

0

2.24.
0

 ̂ (x-f-2) 2cos3xdx
- 2

2.25.  ̂ \x - ln 'xdx. 
i

2 26
1

J arc sin(l —  x)dx 
i

2.27.
c>
^ ( x 2 +  2x-f 1 )sin3xdx. 2.28.

0
 ̂ (x2-{-5x-f-6)cos2xdx.

I -2

258

2.29.
i л/S

8 о
2.30. xdx

cos23x

3. Аник интегрални .хисобланг:
arc tg.i

(sinx +  2cosx)‘
3.2. cos xdx 

2 +  cos.v

3.3.  ̂sin8x dx

n _ f cos* — sinx ,3.5. \ 7 dx.
J  (1 -fsm.r)

arc lg2

3.7. t — J 2 + Ii;* , dx.
J  3sirfx-l-l2cos~xо

2.1

3.9.  ̂sin2xcos x dx
0

3.1 I. 1 +  sinx
1 +  cosx +  sinx dx.

3.13. \ 5i**+ ±dx. )  2sm2x-|-5о

3.15. \ ± z l^ d x .
J  2 +  3lgx

3.17. I +  cosr
1 -|-cosx +  sinx dx.

3.4. t - dx.J  3cos2x — 1 о
2л

3.6.

3.8.

3.10.

6— cos2—dx.

hсоbxdx 
5 -)~4 с osx

(7 + 3t &x)dx
(sint-t-2cosx)‘

2

3.12.  ̂ cos xdx.

3.14. cosxdx
I + sinx — cosx

5sn0
1
T

3.18.  ̂ ctg xdx

3.19. tg2*
4 +  3cos2x dx. J  5 +  3-sinx

3.20.
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«irclK-З
3.21. \ cos8 ~  dx. 3.22

3.23. t
J  cos*

dx
( I +COSV)

3 .2 5 .  dx.J 4 — igA0
*1

3.27. J tg W

\ ----~ X °  -  - dx.
J 1 — siii2-v + 4co.4fc\'
4

3.24.  ̂ sin2— cos6-jdx.

Ct|J

3.29. sirm/x
(1 +  S l l l *  +  CO S*) 2 ‘

4. Аник интегрални хисобланг:

4.1.

4.3.

4.5.

4.7.

4.9.

г \j 3* -f- 5 -J- 2

s I ~b \ 3* -f- 5
Г
\

\
\
2

S v

dx.

2 / 2 \ -2 ,- -j— dx.
\2

In2

M I 6 I о V г 1 — у * + 2 V *

I х  +  2 \ / х л + \ ! х *

'г5 *

dv

Vd+ jf2)1*
In.)

dx

In2 V 1 + 4’
2'.»

4.13. .3 dx.
Л 3+  V  ( * —2)"

2i

2drctg2

3.26.

3.28.

3.30.

sin*( 1 -|-siri*)

J 8 + tg*

2л
18mii t-(-2cos'*т  dx.

In5

4.2.

4.4.

4.6.

4.8.

4.10.

4.12.

4.14.

V ,‘- |
+3

dx.

v-f \. 3* —2 -  10r -y-t- \- j -у—
J  y 3 *  — 22 + 7

dx.

rfv
2) \ U + X

r  dx

)  - , V , - V * T

!i <4 + Jr

In2

__ (2+ \ * )j7r
fx .  3 -  . i -( 4 * +2 v x + v x > X*

f л/х2— I .i — 7 ~  dx-

S dx

Л1е' +  Л

2t»0



4.15.

4.17.

4.19.

4.21.

4.23.

4.25.

4.27.

4.29.

Г x'dx

о V 16— х2

\ —— — dx J„ \+el
ln.3

450
1

dx
1 "b \ 2x -f-1 

\Td.xг x'dx

) л/а- х2
in.i

_ , / л _
3 ox- , - x

dx
о V * + 1 + \ (* ~H ) 

dx

0
in:5 dx

ejr(3 + <- t)

4.16. ( v-'+J + i ,
J V-v+1 -1

4.18. J x2\j4 — x2d\
— i
i-ln2

4.20. [
J cx 4- e xо

4.22. J

+ < 

dx

1+ \ x + \

2

4.24.

4.26.

dx

}  V  ( Ib — x2)3

f  dx
J сx —112

4.28. [ -  
J ^0
1

dx

4.30. x dx

5. Хосмас интегралларни хисобланг ёки уларнинг узоклашувчи 
эканини исботлапг:

5.1. a, J xdx 
х1 +  4 v +  5

б) \- - j- d x .
j  cos *

5.3. а) С - 2 3 ^  dx; 
J 1+4/

б > \ ----/I \ 1 х - х — 4

5.2. а)

5.4.

\ 4 ^  dx - 
о * +4

Л

Zб' UО V

+  4 

cos3xdx

a) J

( I — sin'.Jx)' 

(х 2) dx

«* V (х2-Ь*4л-+ 1 )4

^  v г sinjct/jc
0) \ ' y =Л Vcosv
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б)

5.7. а)

б)

5.9. а)

б)

5.5. а) г dx
J  1*2 +  4х +  5

Ог dx

X  л'Т+й '
з

г Varc'gg, d x _ 
J I -\-4x

dx

j v  3-4JT
J

X)
 ̂ xsinxdx;

dx

i V I — 2x

5.11. a) \
i
T
i

6)

5.13. a)

6)

dx
(1 +  9x2)arctg23x

x'dx

о V 1--
OO
f dx

x2-f 2x

Г sin
w

sin xdx
cosx

dx
x (1 пх — I )2 ’

6)

5.17. a)

6 \
dx

/1—4*

dx
x -f4x +  5

5.6. a) ^ xdx 
4x2-f 4*+ 5

j Ve4-

5.12. a dx

2 (4 +  A '  д / агс' к |

0 V У —
OO

5.14. a) J -  dX
■3 +  X2 ’

6) s dx
( 2 x - l ) 2 ’

5.16. dx

5x-(- 1

xdx

о V  (4 — x2) 3 

5 .8- a) 5 ^ =
/ y i 6 x 4- i
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б)

5.19. а)

б)

5.21. а)

б)

5.23. а)

б)

5.25. а)

б)

5.27. а)

б)

5.29. а)

б)

о
J2

2

3
dx

2
xdx

\J (3 — х)5 ■ V * 2 — 6* +  9

f **dx • 5.20. a) { — —  rfjf -
V iav'1+ ! 4 V ^ 2 — 4x+ l

Г jtt/je
J T I 7 -  б) - Ц
0 J  Л

f . xdx “
J  Ifije4— l 5-22* a ) J

dx.

лгс/л"
и V (Jt2 + 4 )3 ’ 

- " d x .
I

In (Зл: — l ) 
Зл: -  I

з‘
r x dx ж

5-24- a >
V ( 't+ li| » V ( i6 + / )5

с ______—_____ ___________________ i
J  ( I  — jc)ln2( l  J— x) 6 > \

20л:2 — 9л: +  I

f dx °°
5 9/-9x+2 ; 5.26. a) f *1

J  X~ — 3jc3x +  2

 ̂ dX 6) ( dx
0 V; l-3* 3 (5a- — l )2

00 ~f xdx r
7 3 , ,  + 5 ; 5-28- a >1 n

l  \I4-X2 6) 5
0

OO

f xdx oo

J I6.t4+ i ’ 5.30. a) J

2
dx

о \/2 -4 лг

x dx
I fо l 6jc4 + I

\ хЧпхйх. r ,]yJ 6>
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6. Бери.нам чизиклар билап чегараланган фигуранинг юзини

6.1. х =  4 — {у — 1 ) 2, х =  у2— 1 у — 3
6.2. х =  2 \2 cos/, у =  3л]'2 sin/ ( у ^ З ) .
6.3. r =  6cos.3q. г^З-
6 4. х = ( у — 2) \ х =  4у— 8
6.5. a = 8 c o s 5/, г/ =  4sin3/ (х^ЗдЗ)-

67- У— (* +  1)", у2 =  х +  1-
6.x. х =  4 (/ — sin/), у =  4 (1 — cos/) (0 < х < :8 л , у ^ 4 )
6.9. r =  4cos3(|).
6.10. у = ( х  — 2)\ у — 4х — 8
6.11. х =  д/2 cos/, у =  4^2 sin/ {у ^ 4 ) .
6.12. г =  2 (1 — cos(|),
6.13. у = ( х — I ) 2, у2= х  — 1.
6.14. x =  24cos3/, t/ =  2sin'1/ (х^>9д/3).
6.15. r2 =  2sin2((.
6.16. у =  4 — х~, ч =  х~ — 2х
6.17. а =  / — sin/, // =  I — cos/ (0< а < 2 л , f/^1).
6.18. A =  3sin4cf.
6.19. ху — 4, а — 1/ =  5.
6.20. а  =  6 сos/, */ =  4sin/.
6.21. г =  2 (1 -f-cos(p) ■
6.22. г/2=  16— 8а, </2 =  24х +  48.
6.23. a  =  32cos3/.  ̂=  sin1/ ( х ^ 4 ) .
6.24. r =  2sin3<f
6.25. у — х2 — За, За -\-у — 4 =  0.
6.26. х =  6 (/ — sin/), у =  6 (1— cos/) (0< а< 1 2 л , у ^ 9 ) .
6.27. r =  4sin3q ( г>2) .

6.29. a  =  4cos'1/, у — 4sin V.
6.30. r =  cos2(f.

7. Берилган чизик ёйининг узуплигини хисобланг:

7.1. у =  д/1— х2 +  arc sinx, О ^ а ^



7.2. г =  2cos'5/. // =  2sin /, 0 ^ / ^

7.3. г =  1 — siruj, — — л.2. о
7.4. у =  1— In cosx,

7.5. x =  2(/ — sin/). y =  2 (1— cos/), 0 < / <

7.6. r =  8 ( I — cosq ), — ~  ^  ^  0

7.7. x =  £'(cos/-J-sin/), y =  e'(cost — sin/), 0

7.8. // =  ? ' +  13, I n l n ^ 4
•H

7.9. r =  3e 4 ,

7.10. x =  4(/ — sin/), t/ =  4 (1 — cos/), 2л
3

7.11. i/=Insinx, y ^ x ^

7.12. r =  8sinq, O s ^ q ^ A

7.13. x =  10cos4/, i/ =  1 Osin */, 0 < / < 4 .2
7.14-y =  \  ( l - f 1— Г ' ) , 0 < х <  3

7.15. r =  4q, 0< (( <  -2.

7.16. x =  5cos2/, t/ =  5sin2/, 0 ^ /^ - ^ .^  ^  2
7.17. f/=lnx, \/3<x< \/l5.

7.18. r =  7 ( l — sinif), —
b o

7.19. x =  3(/ — sin/),  ̂=  3 (1 — cos/), л < / <  2л
7.20. y =  — In cosx, 0 x <  .6
7.21. r =  2 (1— cosq ), — д ̂  (j ^

7.22. x =  3(2cos/ — cos2/), f/ =  3(2sin/ — sin2/), 0 ^ / ^  2л.
7.23. у =  2 — e\ In 3 ^ x ^  In у 8

7.24. r =  Ae 0<^q <

7.25. x =  8cos /, jy =  8sin t, 0 <C / ̂  .
6 *

7.26. y =  1 — In (.r2 — 1), '



7 28. х =  (/2 — 2 )sin/-f-2/cos/, у =  (2 — /2)cos/ +  2/sin/,
i t

7.29. г/ =  2 -f-6* O ^ x ^  2.
■ц__

7.30. r  =  3t> 4 , 0 < ( f

8 Функниялар графиклари билам чегараланган фигурами 
берилгаи координата уки атрофида айлантиришдан хосил булган 
жисм хажмини хисобланг:

7.27. г =  6(1 -j-sirity), —

8.1. У = (х — 1) х =  0, х =  2, у =  0 (О//).
8.2. У = — х +  5х — 6, у =  0 (Ох)
8.3. X — 3eos2t, у =  4sin2/, (Ot/)

8.4. у 2== (х - 1 )3, х =  2 (Ox).
8.5. У= оо II >< (Оу)
8.6. х = 6(/ — sin/>, «/=6(1— cos/) (Ox).
8.7. У = х2 — 2х-J- 1, х =  2, у =  0 (Оу).
8.8. У = 2х — х2, у =  0, 2х2 — 4х +  у = 0  (Ох)
8.9. х = 2cos/, у = 5sin/ (Оу).

8.10. У = 3sinx, у-= sinx (О ^ х ^ л )  (Ox).

8 11. У = arc sinx. у =  arc cosx, y =  0 (O y ) .
8.12. X — 7cos V, у =  7sinV (Ox).
8.13. У = (х - 1 )\ y =  1 (Of/)
8.14. х = \jy — 2 , x =  1, y =  1 (Ox)

8.15. х = V3 cos/, y =  2smt (Ou) .
8.16. У = 2х — х , у =  — х +  2 (Ох)
8.17. У= 1* y =  0, y =  1, x =  0,5 (Oy)

8.18. х = 2(/ — sin/). у =  2 (1— cos/) (Ох)

8.19. У = / + 1 .  у =  x, x =  0, x =  1 (Oy).
8.20. у — е '~\  у =z0, x =  0, x =  1 (Ox)
8.21. х = 2cos/, у-= 6sin/ (Oy).
8 22. ‘>

У~ == 4х, х =A  у (Ox)

8.23. У = 2— х +  у =  2 (О/у).
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8.24. у =  cos3/, е/= sin3/ (Ox).
8.25. t/ =  5cosx, y =  cosx, x ^ O  (Ox).
8.26. j/ =  lnx, x =  2, г/ =  0 (Ot/).
8.27. x =  3cos/, </ =  8sin/ (Ог/).
8.28. y =  x2, y2 — x =  0 (Ox)

8.29. jy =  arc cos y ,  y= a rc  cos -j, y =  0 (Oy).
8.30. y — ex, x =  0, y =  0, x — 1 (Ox).



7- б о б

БИ Р Н ЕЧА  У З ГА РУ В Ч И Н И Н Г  Ф У Н КЦ И ЯС И

1-§. Бир неча узгарувчи функциясининг хусусий 
хосилалари ва тулик дифференциали

7.1.1. Агар бирор О тупламнинг хар бир (х, у) хакикий сонлар 
жуфтлиги бирор коида билан Е  тунламдаги ягона z хакикий сонга 
мос куйилган булса, у холда D тунламда икки у згару вчиниш 
функцияси z аннклапган дейилади ва куйидаги куринишларда 
белгиланади:

z =  f{x , у ),  z =  z{x, у ) ва к.
D тунлам функциянинг аникланиш сохаси дейилади.
Геометрик нуктаи назардан z =  f (x , у) функциянинг Oxyz тугри 

бурчакли координаталар системасидаги тасвири (функциянинг 
графиги) бирор сиртдан иборатдир.

Исталган чекли сондаги узгарувчининг функцияси хам кжорида­
ги каби аникланади.

1- мисол .  г =  v^4— х~— у 2 функциянинг аникланиш сохасини 
тонннг.

Е ч и ш .  Берилган функция 4 — х2 — у2^  0, я ьни х2-\-у2^  4 шарт- 
да хакикий кийматлар кабул килади. Демак, функциянинг 
аникланиш сохаси маркази координаталар бошнда булган, радиуси 
2 га тенг дои рада и иборат.

2 мисол .  и =  In(1— х — у 1 — z2) функциянинг аникланиш соха­
сини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функция 1— х2— у  — 0. яъни 
х2 у2 z2<С. 1 шартда апикланган. Бинобарин, берилган функция- 
ниш аникланиш сохаси маркази координаталар бошида, ради\си 
1 га тен1 шар булади, бунда шар сирти (сфера) аникланиш соха си га 
кирмай ш

7.1.2. Агар х узгарувчпга бирор \х орттирма бсриб, у ни 
узгаришеиз колдирсак, у холда z =  f(x. у) функция \vz оргтирма 
оладн, бу орттирма z функциянинг х узгарувчи буйича хусусий 
орттирмаси дейилади:

\v2 =  f (х —|— \х, у) ~ Ц Х .  LJ).
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Худди шундай. у узгарувчи \у орттмрма олиб, х узгарншсиз 
колса, у хапда г функциянинг у узгарувчи буйича хусусий 
орттирмаси куйидагича ёзилади:

\ z  =  f{x, у +  \у) — /(а. у).

Агар lim чекли лимит мавжуд булса, у z =  [(x, у)
\г—-0 Vv

функциянинг эркли узгарувчи х буйича хусусий хосиласи дейилади 
ва ^  ёки } ' (х, и) билан белгиланади. Демак.ох х

I , Цх- Лдг. I/) — Их. у) dz
й" =  111,1 ---Ч , =  J7  =  tA-r.y).' х \Г •() ОХ

\ Z
Агар lim —-- чекли лимит мавжуд булса, у г =  /(л\ у) функции-

о V/

пинг эркли узгарувчи у буйича хусусий хосиласи дейилади ва
—  ёки ( ' (х. и) билан белгиланади.
(1 г/ ' у х v

Хусусий хосилалар учун бир узгарувчи функциясиии диффе- 
ренпиаллашнинг коида ва формулалари сакланади.

Исталган чекли соплаги эркли узгарувчи фупкцинсинипг хусусий 
хосилалари хам юкоридагидек аникланади.

3- м и с ол. 2 = arc sin ^ функциянинг хусусий хосилаларини 

топинг.
F ч и ш. у ни узгармас деб, х бу йича ху сусий чосилани топамиз:

пг
о х

л /- &
ft)- /и2- .V У

Энди х пи узгармас деб хисоблаб, у узгарувчи буйича хусусий 
хоенлапи топамиз:

,lz  1
лу

4 мисол.  и =  \ 1 — х2— у 2— z1 функциянинг хусусий чосилала- 
рипи юпинг.



7.1.3. Агар х ва у узгарувчилар мос равишда \х ва \у 
орттирмалар олса, у холда z =  j(x, у) функция Az =  f {х Ах, 
у-\-Ау) — f(x, у) тулик орттирма олади. Бу тулик орттирманинг Ах ва 
Ау ларга нисбатан чизикли булган бош кисми функциянинг тулик 
дифференциали дейилади ва dz оркали белгиланади.

z =  f(x ,y )  функциянинг тулик дифференциали куйидаги формула 
буйича хисобланади

бу ерда dx= \х, dy=  \у.
Тулик дифференциалдан купинча функциянинг такрибий 

кийматларини хисоблаш учун фойдаланилади, чунки \zzzdz, яъни
f(x  +  Ax, y +  Ay)zzf(x, у) +Az.

5-м и с ол. z =  arc t g функциянинг тулик дифференциалини 
топинг.

Е ч и ш . Дастлаб хусусий хосилаларни топамиз:
dz _  1 (  У >! У . дг 1 1 л:

i + i
2 1l  г ) ^  i +  , I2 *  x2 +  y2

Тулик дифференциал формуласига кура:
, __ — ydx . xdy __  xdy — ydx
Z ~  *2 +  У2 x2 +  y2 ~  x2 +  y2

6- ми сол. u =  л]х2-\~У '-\~z2 функциянинг тулик дифференциа­
лини топинг.

Е ч и ш . Хусусий хосилаларни топамиз:
ди 2х
dx 2 V  x2 +  y2 -\-z2 л1х2 +  у2 +  22

du 2 У У
dy 2 л/х2 +  у2 +  г2 л /^+ - /2 +  г2

du 2 г г

dz 2 л ]х2+ у 2 +  г2 Дlx 2 +  y2-\-z2

Демак, тулик дифференциал:
^  __ xdx , ydy zdz __  xdx -J- ydy +  zdz

л / 7 7 7 + 7  4 7 7 7 7 ?  1 7 + 7 7 ?  ~  4 7 7 7 7 ?



7-м и с о л . 1,02301 ни такрибий хисобланг.
Е ч и  ш. г =  х" функцияни караймиз. Унинг jc =  I ва у =  3 лаги 

киймати 2= 1 =  1 га тенг.
z =  xy ф\нкциянинг тулик дифференциалини топамиз:

dz =  yxy~ \.t-(-,vyln.v\f/.
.v =  1, у =  3, Дх =  0,02 ва \г/ =  0,01 - Шунинг учун dz =  3-12-0,02-f- 
+1 Mn 1 -0.01 =0,06 булади. У холда изланаётган киймат:

(1,02)301 «/(л-, у) -f-dz= 1 +0,06= 1,06.

I- дарехона топшириги

1 Функцияларнинг аниктаниш сочасини топинг:

а) г=  \jx2-\-y2— 9 ; б) г=  arc sin (х +  у ) ; 

в) г=  In (у2 — 2х +  4 ); г) и
In (1 —  х 2 —  у 2 —  Z )

2 Куйидаги функцияларнинг хусусий хосилаларини топинг:

a) z =  x +  у - 3 аху: б) г =

в) z =  e х ; r) z= arcsin
\ х2+ у2

Д )  2 =  In |х+  л]х2+ у 2\ ; е) z = ln s i i i^ ~ J  ; 

ж) u = zxy\ з) и =  (ху) *.

3 Куйидаги функцияларнинг тулик дифференциалини топинг:

a) z = ln tg —; б) 2=  In {х2-\-у2) ;
2 2

> X —у . i *iyв) г=   ̂ ; г) // =  агс tg — .
*2+ /  г2

4 Такрибий хисобланг:

а) 1п(0,091 +  0.99л); б) ^/(4,05) *+ (2,93)2 

Ж : а) — 0,03; б) 4, 998.

/- му ставил иш 

1 Функцияларнинг аникланиш сохаеини топинг.

a) z =  1п(у  — х ); б) г =  \Jcos(x -\-у ) ;
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B) r = in V ? ;
г) и =  yjx +  y +  z

2. Куйидаги функцияларнинг хусусий хосил

a) 2 —  е хУ ^  +У21 . б) 2 == arc tg у о :
1+JC-

в) г= у-х ч\ Г) 2 =- агс t g y + агс  tg *

Д) 1 Х~У и =  х 4---- —.У-г

3. Функцияларнинг тулик дифференциал и ни

a) 2=  In cos—;У б) 2 = •п(//+ V  х2+ У 2)'’

4. Такрибий хи с об.ланг:

a) \/ (1,02) 3+  (1,97)3; б) sin28>*cos6l °.
Ж : a) 2,95; 6) 0,227.

Х~ +  У~

2- §. Мураккаб функциянинг хосилалари.
Ошкормас функциянинг хосилалари

7.2.1. Агар z = f(x ,  у ) ,  х =  x( t ) ,  у =  y ( t )  функциялар дифферснци- 
алланувчи булса, у холда z =  f {x( t ) ,  у (1 )) мураккаб функциянинг 
.хосиласи ушбу формула б\иича топилади.

d z __ dz dx . dz dy
dt dx dt dy dt

Агар z =  f(x , у ) , y — y {x)  булса, у холда z =  f (x, y ( x ) ) дан x буйича 
гулик хосила куйидаги формула буйича топилади:

dz __ dz . dz dy
dx dy dx

Худди шунингдек, x =  x(«, v ) , y =  y (u , v) булса, у холда z =  f(x, у) 
нинг хусусий хосилалари куйидаги формулалар буйича топилади:

dz __ dz dx , dz dy dz __  dz d\ . dz dy
du dx du dy du dv dx dv dy do

1- ми с ол  Агар x — e ва y =  \n( булса, г = — функциянинг хоси­
ласини топинг.

F ч и ш.

d z __ dz dx dz dy _  1 , x 1 __ tye —x
dt dx dt dy dt 1) в  y i t y2-t '
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2-м исол . Агар у =  х булса, z=arctg-^ функциянинг тулик
хосиласини топинг.

Е ч и  1и. Тулик хосила формуласига кура
d z __ dz . пг dy __ 1 / у \ I 1
dx- ~  A t dy ' dx — l+ ( A y \  .v" / , +  p f  ' X

— у 2 x~ __ 2x~ — у __  2 x — x~

• — • 2.V =

JT2 -(- l/- X2 + if  A 2 +  у2 X2 -f- .V' I 4- -V2 

v  i)Хусусий хосила: , = --- г--т-
'  '  , J*' Х2 +  У2

3- м и с о л .  \rap v =  hi\ y =  u булса, z =  In (x2-f-y2) функциянинг 

хусусий хосилаларини топинг
dz dz дк . dz dy 2x , 2y IE  Ч и 1U. - - ----^“ +*~--- ^- =  —5— Г ' Н -- , * =
du ox du dy ou x2+y2 x2 + y2 v

=  — 54 < f - ’ +  - > = - :X~ -)- у v u ou ox dv dy dl'
____2x 2у / и \ 2 / j/u \ 2U'4—1)

r  "  +  - x i  • ^  ) = — 2— f  t» - Щ )<~+У \ e / У V /*~ +  y 'T + IJ \ I' J  *  4-IJ \ v  J  (c-'4-l)!-'

7.2.2. Агар F{x, t/) = 0  тенглама бирор y(x) функцияни ошкормас 
куринишда аникласа ва Fy(x, у) Ф 0  булса, у ха1Да куйидаги 
формула уринлидир:

dy __ _ F\jx,y) 

lLx Fyix. у)

Агар F(x, у, z) = 0 генглама икки узгарувчили z(x, у) функцияни 
ошкормас ку ринишда аникласа ва 1:/г(х, у , z) Ф 0 булса, у хана 
куйидаги формулалар уринлидир:

dz _ Fxlx' У>г) dz _  f'y(x,y,z) 

dx Рг[х,у,г) °y Fz{x.y,z)

4- м и с о л. Ошкормас куринишда

( <2 Ч~у~)3 — 3 (х2-\~у2) I — 0

тенглама билан берилган у(х) функциянинг хосиласини топинг.
Е ч и ш . Тенгламанинг чап томонини F(x, у) оркали белгилаймиз 

ва хусусий хосилаларни топамиз:
Г'Лх, у) =  3 (х2 +  у2) 2<1х— 6х =  ( [х2 +  у2) 2- 1 ) -6 г; 

Г'„(х. у) =  3 ( .с2 +  у1) ‘2у — tt;/ =  ( (xJ +  !j2— I ) -6у.
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n dy f-'А^У) (i.t((x2 +  y2)2- 1) xЛема к, -------- = ------ J - o-o— - = --- -
Fy (x .y ) 6 £/((* - fy ") — l)  У

5- vi и с о л. Ошкормас куринишда х2 — 2//2 +  3z2 — t/z +  «/ =  0 тенг­
лама билан берилгаи z(x, у) функциянинг хусусий хосилаларини 
топинг.

Нчи  т . Тенгламанинг чап томонини ^(г, у, г) оркали белгилаб, 
хусусий хосилаларни топамиз:

Fx= (х, у, z) =  2х\ F'y(x. у , z) =  — 4у — z+1; F'z(x, у, г) = бг — у.
Демак,

<Э_г _  _  Fx(x, у, г) ^ ____ 2* J ? £ _  _  Fy(x' у' z) _  I —хУ ~ г
д х ~  Fz( x , y , z ) ~  Ьг - y  ’ <?у —  Fz(x, у, г)

дарсхона топшириги

1. Агар г =  1п-̂ , 6v ерда u =  ig х, y =  ctgx  булеа, ни то­
пинг

2. \гар z=--- ~ y , бу ерда t/ =  З а:-f- 1 булса, ни топинг.
х +у

3. Агар z =  x2y . бу ерда y =  cosx булса, 4^ ва ни топинг.
<?х ах

4. Агар z =  w2lnu, б\ ерда и = —, и =  х24- г/2 булса, — ва ни
■ * . J  «?х <5у

топинг.
5. Агар z =  x2y — у2х, бу ерда jt =  wcosr ва f/=usint' булса,

<?z г? г-тг— ва —  ни топинг.
О U d l '

6 Агар w =  1п (хл-\-у: — г'1), бу ерда x =  uv, y =  ~ t z =  е и v
- dw dwбулса, --- ни топинг.пи UL'

7. Ошкормас куринишда
a) sinху — еху — х2у =  0; б) ух— ху тенглама билан берилгаи 

у(х ) функциянинг хосиласини гопинг:
8. Ошкормас куринишда
а) е’ =  х:yz\ б) г3-f-Zxyz =  а

тенглама билан бери 1ган z(x, у) функциянинг хусусий хосилаларини 
топинг.

2- чуста^ил иш

1 Агар г= агс  sm(x — у), бу ерда х =  3/. y =  4ti булса, пи
топинг.
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2. Агар z =  arc igxy, бу ерда у =  ех булса, —  ни топинг.

3. Агар z =  u2+ v 2, 6v ерда и=х-\-и, v =  x — и булса, ~r  I  ̂ г ^ ^ ах оу

ларни топинг.
4. Агар z =  u2v — v2u, бу ерда w =  xsinf/, v =  ycosx булса,

дг дг——, —  ларни топинг.
дх ду к

5. Ошкормас куринишда
а) 1 -\-ху — In (еху-\-е~ху) =0; б) t/sinx — cos(x — у) =  0

тенглама билан берилган у(х ) функциянинг хосиласини топинг.
6. Ошкормас куринишда

а) х3 2у3 z3 — 3xyz — 2t/-f-3 =  0; б) z\n{x-\-z)— у-=0

тенглама билан берилган z(x, у) фу нкциянинг чусусий хосилаларини 
топинг.

3- §. Уринма текислик ва сиртга нормал. Юкори тартибли 
хосилалар. Тейлор формуласи

7.3.1. Сиртга Мо нуктада утка зил га н уринма текислик деб 
сиртда Мо нукта оркали утказилган барча эгри чизикларга 
утказилган уринмалар жойлашган текисликка айтилади.

Сиртга Мо нуктадаги нормал деб Мо нуктадан утувчи ва бу 
нуктада утказилган уринма текисликка перпендикуляр булган 
тугри чизикка айтилади.

Агар сирт z =  j(x, у) тенглама билан берилган булса, у холда 
Мо(хо, уо, zo) нуктада бу сиртга утказилган уринма текислик 
тенгламаси:

Z — Z0 =  fx(xv, Уо) {x — Xa)+fy(xa, уо) (у — уо)-
М )(х  о, уо, zo) нукта оркали сиртга утказилган нормал нинг 

каноник тенгламаси куйидагича булади:
*- *о  _  У-Уо  z ~ zo

}'Х(х0’ У0) fy (x0' Уо)

Агар сирт F (x , у, z )= 0  тенглама билан ошкормас куринишда 
берилган булса, сиртнинг Мо(хо, уо, zo) нуктасида утказилган уринма 
текислик тенгламаси
F ' (хо, уо, z ) {х — лгс) + F 'y{xo, уо, zo) (у — уо) + F 'z(xо, уо, zo) (z — zo) =  0 
куринишда, нормал тенгламаси эса

х ~ хо У Уо _  z~ zo
ГА хО’ Уо-го) F ’y (xO' Уо< zo) ^ г(х0' у O' zo) 

куринишда булади.
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1 м и с о л .  z =  x2 — 2ху-\-у — v-f-2у сиртга V/.j(1, 1, I) нуктада 
утказилган уринма тскислик на нормал тснгламалариин гу мшг.

Е ч и ш .  Хусусий хосилаларни топамиз:

^ = 2 д * — 2 у- \  ва - ~ = — 2х +  2у +  2 

Ь> хосилаларни ел V/ о (1, 1,1) нуктадаги кинма гларпии хисоблаимиз:

-4— I м =  2 — 2 — 1 =  — 1 ва - ^ l х, =  - 2  +  2 +  2=2.
ox I ' < а у I 1 1

Шундай килиб, /£(1, 1) =  — 1,/'(1. 1 )=2  Демак, урннмн тскислик 
тенгламаси:

г — 1 =  — (х — 1)+2(//— 1) ёкн х —  2«/ +  г =  0, 
нормал тенгламаси:

X — I __ у — I __  2 — 1
I ~  - 2  —  I

2-м и с о л . *  +у +  z +*//2  — 6 =  0 сиртга Л10 (1,2, — 1) нуктада 
утказилган уринма текислик на нормалнинг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш . Тенгламанинг чаи томонини F(x, у, z) оркали белгилаб, 
хусусий хосилаларни топамиз:

F'x( V, у, г) =  Зх +  //z; A' (v,  у, г) = 3y2 +  xz\
р'г( -V, у, г) ='Лг2 +  ху.

\осилаларнинг Мо(1,2, — I) нуктадаги кийматларини хисоблаи 
ми у.

f'x (1.2. - 1 ) =3 — 2=1; A id , 2, — 1) =  12— 1 = 11;
в (  1.2 - 1 )  = 3  +  2 =  5.
Шундай ки шб, уринма текислик теш шмаси:
I (* — 1) +  11 (// — 2) + 5 (г  +  1) = 0  ёки г +  11// +  5г— 18 =  0.

нормал тенгламаси:
X— I _  у — 2 _  2+1

1 II 5
7.3.2. z =  f(x. у) функцияниш иккинчи тартибли хусусий хосила 

лари деб биринчи тартибли хусусий хоси шлардан олинган хусусий 
Хосилаларга айтилади. Иккинчи тартибли хусусий хосилалар 
ку й и да ги ч а бел г и л а на д и:



fxy(x, if) ва f'n'xix, у) хусусий чосилалар ара гаш уocu.ia.iap 
дейилади. Аралаш хосилалар узлуксиз булгаи нукталарда уларнинг 
кийматлари тенг булади.

Учинчи ва ундан юкори тартибли чусусий чосилалар хам шундай 
аникланади.

-*п
Ушбу ----—  ёзун г функцияни т  марта г узгарувчи буйича ва

дхт ау” т
(п — т )  марта у узгарувчи буйича шфференциалланганини билли- 
ра ш.

3-м и со л . z =  arctg v функциянинг иккинчи гартибли хусусий
хосила шрини топинг.

Е ч н  т . Дастлаб биринчи тартибли хусусий хосилаларни топа­
миз:

д г _ _ ___ I I __ у

Пх~  l + x2 + yi * 

д г __ 1 / г \ __ х

~ * У ~  l +  £ £ j  Ч “ > /  _  *2+ 7

Иккинчи марта дифференциаллаймиз:
д1г __ д / у  Ч 2 ху
д Г  дх \ V2-f у" / 1Х2 +  у-)2

дгг _  д / _  г Ч 2ху
ду2 * У \  x2W )  (х2 +  уг)2 ’

д~г _  д /  у___\  1 • (х2 +  у2) -_у-2у =  _х2 ~ у 2
дхду д у \ х 2 +  у1 )  (a;J + У 2)2 1-r +  jT )2 ’

д г  __ д / х Ч__ I ■ (х2-\-у2) — х-2х __ х2 — у
дцдх d i \  x2 +  i?  )  (х2 +  у2)2 (х2 +  у2)2 '

Кейинги иккита нфоданн таккослаб. ?-*-= " 2 зканлигига ипюнчохну дцдх
хосил киламиз.

7.3.3. Агар г= /(х , у) функция Ри(хн, у^) нукта атрофида 
(п +  1) -тартиблигача (п -+ I - тартпблнен хам) узлуксиз хусусий



хосилаларга эга булса, у холда каралаетган н>кта атрофида ушбу 
Тейлор формуласи уринлидир

=!(*о,Уо) +^U'x(x» уи) (x — Xo)+fy{Xn,y0) (у—у0)] +

+  -^,Uxx(x0, Уо) (х VqJ + 2fXy(Xy, у и) (х х0) (у i/o) +

“Ь / уу(хо • Уи) (У У о)  ̂+  - •• + ^ 7  (У Уо) nf (хо> У о) Н-

+  Rn(x, у ),

бу ерда R„(x, у) =  Ĵ (-v х,-,) ~?—+  (У — У^~ду\ f
— X.,), i/o+  0(1/ — */<»)). 0 < 0 <  I .

Тейлор формуласининг хи =  уо =  0 булгандаги хусусий холи 
Маклорен формуласи дейилади

4- м и с ол. г =  х — 5х2 — дсг/ +  «/ +  10х +  5г/ — 4 функцияни 
Ро(2, — 1) нукта атрофида Тейлор формуласи буйича ёйинг

Е ч и ш . Берилган функциянинг хусусии хосилаларини ва улар- 
нинг Ро(2, — 1) нуктадаги кийматларини бирин-кетин чисоблаймиз

/ (х, у) = х 3 — 5x2 +  j/2+  10х +  5(/ — 4 — ху, /(2, — 1)= 2;
f'x(x, у) =  3х2 — 10х — 1/+ 10, /И2. — 1) =3;
/'(*, </) =  - х  +  2</ +  5, ft(2. — 1) =  1;
fx'x{x, у) =  6х— 10, ГЛ (2, — I ) =2;

</) =  - ! .  ДИ2, — 1) =  — 1;
П'У(Х, у) =  2, /й(2. — 1) =2;
/'-(X, t/)=6, fxxx(2, - 1 )= 6

Кейинги барча хосилалар айнан нолга тенг. Топилганларни 
Тейлор формуласига куйиб, изланаётган ёиилмани хосил киламиз:

г =  Цх, у) = 2  +  3 (х - 2 )  +  l y + l )  +  { х - 2 ) 2-  (х - 2 )  (у+ 1 ) +
+  (У + 1 )2+ ( х - 2 ) 3.

3- дарсхона топшириги

1. Берилган сиртга берилган Мп(хо, уо, 2о) нуктада утказилган 
уринма текислик ва нормал тенгламаларини тузинг:

а) z=  \+ х 2 +  у2, Ми( 1, 1, 3);
б) х2 +  /  — z2=  — 1, Мо(2, 2, 3);
в) 2= 1п(х2 +  «/ ), М(|(1, 0, 0);
г) х2 +  z2 — 5yz +  Зу =  46, Мо(1,2, — 3).

2 Берилган ф\нкиияларнинг иккинчи тартибли хусусий хосила­
ларини тонинг ва аралаш хусусий хосилалари тенг ёки тенг
эмаслигини текширинг:
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a) z =  xy +

в) z= xe~xy\
д) г =  In ( Г  +  г/2) ;

1ж) и =

3. z =  exy функция
Лг , г?г <>2г ~

а -- +^-т---г —— =  — 2гг?лг г?у
тенгламани каноатлантиришини текширинг.

4. z =  xy функции

г/ =  ( I -\-у 1пх) ~—
J  i)-K(Jy fix

тенгламани каноатлантиришини текширинг.
д~г д2г5. z= e 'c(xcosy-—i/siny) функция —4 +  -^4 =  0 тенгламани кано-
дхГ ду~

атлантиришини текширинг.
6. f{x, у ) =  — х2 4- 2ач/ -f- Зг/2— 6л:-—2// — 4 функция Яо ( — 2, I ) нук­

та атрофида Тейлор формуласи буйича ёйинг.
7. f{x, у) =  cxs\ny функцияни учинчи тартибли халларгача (улар 

хам киради) Маклорен формуласи буйича ёйинг.

3- му ставил иш

1 Берилган сиртга берилган М»(ао, уо, го) нуктада утказилган 
уринма текислик ва нормал тенгламаларини тузинг:

а) z=  1 4-х24-у , Мп(2, — 1.6 );
б) х2 — у — z "-f-xz +  4х -+- 5 =  0, М о (— 2, 1 ,0 ).
2. Берилган функцияларнинг иккинчи тартибли хусусий хосила­

ларини топинг ва а рала ш хусусий хосилалар тенг ёки тенг 
эмаслигини текширинг:

a) z==tg^fxy\_ б) z — \n{?>xy — 4);
в) z =  sin~\[л у, г) 2 =  arctg(2x — у) ■
3. Берилган функциялар курсатилган тенгламаларни кано­

атлантиришини текширинг:

. д2г . д2г . д2г п 1

а ) - г т + ^ 4 - —т  = ° .дх* ду2 dt2 \/ х2 4 у2 4  Г
2. 2 п -у_ У— +  у — 0, г ~ 47tfjr ~ г?// «э*б) х2-^—  ху ~ 4-4/2= 0, г =  arc sin (*//).
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4 f{x, ty) =  v — 2ул +  3ху функцияни Po (l, 2) н\ кта атрофида 
Гейл op формуласи буйича ёйинг.

5. f(x, у )= с х+у функцияни Р>( 1, — 1) нукта атрофида учинчи 
тартибли хаАЛар (улар хам киради)гача Тейлор формуласи буйича 
ёйинг.

4- §. Бир неча узгарувчи 
функциясининг экстремумлари

7.4.1. Агар z =  f(x, у) функциянинг Ро(хо, уо) нуктада ги киймати 
унинг бу нуктанинг бирор атрофидаги и стал га н Р{х, у) нуктасидаги 
кийматидан катта, я ьни / (хо. , уо) > f{x , у) булса, z =  f {х, у) функция 
Ро(хо, уо) нуктада максимумга эга дейилади.

Агар z =  f (x ,y )  функцияниш Ри(*о, уо) нукта чаги кнймаги унинг 
бу нуктанинг бирорта атрофидаги исталган Р{х, у) нуктасидаги 
кийматидан кичик булса, яъни fix  о, i/o) </(.*, у) булса, z =  f(x, у) 
фу нкция Р„(аго. уо) нуктада минимумга эга дейилади.

Функциянинг максиму ми еки минимуми унинг экстрему ни 
дейилади Функция экстремумга эга булган нукта унинг экстремум 
нуктаси дейилади.

7.4.2. Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ша р т л а  ри: агар 
Ро(хо,уо) нукта узлуксиз z =  f(x, у) функциянинг экстремум нуктаси 
булса, у холда f[(xи, уо) =f'y(xо, уо) = 0  булади ёки бу хосилаларнинг 
акалли биттаси мавжуд булмайди.

Бу шартлар бажарила 1иган нукталар критик нукталар дейила­
ди. \ар кандай критик нукта хам экстремум нуктаси булавермайди.

7.4.3. Иккинчи тартибли хосилаларнинг Ро(хо, уо) критик 
иуктадаги кийматларини

А == fx х ( Хо, Уо) , B  =  fXy(Xo, Уо) , C ==fyy{Xo, Уо)
оркали белгилаймиз ва \ = А С  — В 2 дискриминантни тузамиз.

Э к с т р е м у м н и н г  е та  рли ш а р т и .
а) агар \ > 0  булса, z =  /(x, у) функция Ро(хо, уо) нуктада 

экстремумга эга булиб, бунда А с 0 (ёки С<с0) булганда Ро нукта 
максимум нуктаси А > 0  (ёки С > 0 ) булганда миним м нуктаси 
булади;

б) агар \ < 0  булса, Ро нуктада экстремум мавжуд эмас;
в) агар \ =  0 булса, экстремум мавжуд булиши хам. мавжуд 

булмаслнги хам мумкин
1-м исол . z =  xy(x-\-y — 2) функциянинг экстремумларини то­

пинг.
Е ч и ш  Функция бутун Оху текисликда аниклангаи
Критик нукталарни куйидаги тенгламалардан топамиз:

\Ь =2хУ +  У2— 2у=0,

= х 2-\-2ху — 2х =  0.
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Бу системами ечиб, туртта критик нуктани топамиз: Р\ (0, 0), Pi(2, 0), 
Рз(0 2), — ), Иккинчи тартибли хусусий хосилалар.

/м(х, у) =  2у: (х, у) = 2 х  +  2у — 2: fyy(х, у ) =  2х.

Хар бир критик нуктадаги дискриминантни чисоблаймиз:
а) Я, (0,0) нуктада: \ =  АС — В 2 =  (2-0) • (2-0) — (2-0 -f- 

+  2 • 0 — 2 )2 = — 4< 0, демак экстремум йук ( экстремумнинг етар- 
ли MjapTiira м\вофик);

б) P-z(2,0) нуктада: Л = — 4 < 0, лемак экстремум мавжуд эмас;
в) Р.((0, 2) нуктада: Д = — 4 < 0, демак экстремум мавжуд эмас;
г) Р |^ } , нуктада: \=  1с)2 > О, A =  - i> (), демак функциянинг

г / 2 2 \ 8минимум нуктаси га эгамиз, бу нуктада г ш|„=/Г- , - ) = —

7.4.4. Чегараланган ёник D сохада дифференциалланувчи 
функция узининг энг катта ва энг кичик кийматига ё D соча ичида 
ётувчи критик нуктада, ё бу соха чегарасида эришади.

Епик D сохада функциянинг энг катта ва эш кичик кийматини 
топи in учун: а) соха ичида на унинг чегарасида ётган барча критик 
нукталар топилади; б) функциянинг бу нукталардаги ва чегарадаги 
кийматлари хисоблапали; в) топилгаи кийматлар орасидан энг 
катта ва энг кичик кийматлар топилади.

2-мисол.  z =  x2-\-у2—ху-\-х-\-у функциянинг 0, у ^ 0 ,
х-\-у^ — 3 сохадаги энг катта ва энг кичик кийматларини топинг.

Е ч и ш .  D соха АОВ учб\рчакдан иборат (41-шакл).
а) Ушбу системадан соха ичида г и 

критик нукталарни топамиз:

О г 
дх 
дг 
<}У

=  2х-у-\. I — 0 \

== 2 у — х -f~ 1 — 0.

демак.Бу ердан: х =  — 1, у =  — 1 
Ро(— 1, — 1) нуктага эгамиз.

б) Функцияни соха чегарасида текши- 
рамиз. Тенгламаси у =  0 булган АО  
чегара ia z =  x -f- х функцияга эгамиз; 
критик н\кталарнинг абсциссаларини 
z'x =  2v-f-l=0 тенгламадан аниклаймиз:
х = — j. Лемак критик нукта' Р  ^ 0^
булган В О  чегарада z =  y2 +  y функцияга эгамиз; критик нукта- 
ларнинг ординаталарини z'4 =  2y-\-\ = 0  генгламадан топамиз:
у =  — у. Лемак, критик нукта Р 2(®, — 2 )  Тенгламаси у = — ‘Л—х

41- шакл

Тенгламаси а = 0
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булган А В  чегарада z =  3x +9х +  6 функцияга эгамиз; критик 
нукталарнинг абсциссларини 2* =  6л' +  9 =  0 тенгламадан топамиз:

3 3х= — —- АВ тенгламасидап у = — — Де.мак, критик нукта:

в) Берилган функциянинг Ро. Pi, Р>, Рз критик нукталардаги 
хамда чегаралар туташадиган А, В  ва О нчкталардаги кийматлари- 
ии хисоблаймиз:

zo =  f(Po) = / ( — 1, 1) =  — 1; 
г , = / ( Р , ) = / ( - | ,  0 )—  ̂ ;

Z2 =  f{P i )= f  0, — i \ = _ L :

Z i= [ ( О) =/(0, 0) =0;
Zo =  f ( A ) = / (  — 3, 0 ) = 6 ;

Zb =  f (В )  = / ( 0, — 3) = 6

г) Функциянинг топилган барча кийматларини таккослаб, 
-гИг кат. = f ( A ) = f { B )= 6  ва 2 ,нг. кич. = /(Р» ) =  — 1 деган хул оса га 
келамиз.

4- дарехона топшириги

1. Функцинларни экстремумга текшириш:
а) 2 =  х2 +  х у у 1 — Зх— 6у\
б) z =  \ x y+ (4 7  — Jr — ( |  | ) ;

в) z =  xy2( \ — х — у ):
г) z =  x*-\-y — 15ху.
Ж- a) 2 mm 9, в) zП1ах =  ^  ,

б) 2п1ах=282; г) 2mjn=  — 125

2 Функцияларнинг курсатилган сохадаги энг катта ва энг кичик 
кииматларини топинг:

а) z =  x'2 — xy +  y 2 — 4х; *> (), */>0, 2* +  3*/< 12;
б) г =  х2 +  3/у2 +  х — у; 1. 1, x +
Ж  - а ) 2 ,мг кич д-, 2 JHr кат 16,

б) Z  JHI K(I.| l i  Z m i  кат
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I. Функцияларии экстремумга текширинг:
а )  z =  ( а  —  1 ) 2-\-2у2\
б) z =  х2 +  ху +  у2 — 2х — у ;
в) z = ex~y(x2 — 2у2).
Ж : a) zmin =  0; б) zmin=  -  I; в) zmax= 8e~2:

4- мустацил иш

2. Функциянинг курсатилган сохадаги энг катта ва энг кичик 
кийматларини топинг:

а) z = x 2 -\-2xy — 4v +  8t/; а ^  0, у ^ О ,  а ^ 1, у^ . 2;
б) z =  x2— 2у2-\-Аху — 6а+  5; а^ О . у ^ 0. v +

а) 2ЭНГ кич 3, zJHr кат 17,
б) кич 9, 2ЭНГ кат о.

5- §. Шартли экстремум

z =  f(x, у) функциянинг шартли экстремуми деб бу функция­
нинг х ва у узгарувчиларнинг богланиш тенгламаси деб аталувчи 
ф(л;, у) — 0 тенглама билан богланганлик шартида эришадиган 
экстремумига айтилади.

Ушбу Ф ( а , у , к) =  f ( х, у) +  Atf ( а , у) функция Лагранж функцияси 
дейилади, бу ерда к — бирор узгармас купайтувчи. Шартли 
экстремумни топиш Ф (х , у, к) функциясининг оддий экстремумини 
излашга келтирилади. Лагранж функцияси экстремумининг зару- 
рий шарти куйидаги курннишга эга:

-?«о.ох
г5Ф п - —— =  0, еки 
ду
дФ
дК = о

1 L + i ^ l = o.ах ох

J L + >*l = o.
ду ду

Ч (*, у) =  о.

Aiap А ) (Ао, уо), /.и 
0

\ =  —

б> системанинг исталган ечими ва 
Ср (А)), у о) Ц- (Aq, у )

Ф*(*о» Уч) У о» К )  (•*<)» У()1 Ао)
%(Хо, Уч) (̂ jri/( А̂о» У а* л о) ^уу(х о> У(ь ^о)

булса, \ < 0  да z =  f ( х, у) функция Ро(хо, уо) нуктада шартли 
максимумга, А > 0  да шартли минимумга эга булади.

М и с о л .  z =  х-{-2у функциянинг х ва у узгарувчилар v + у 2 =  
=  5 тенглама билан богланган шартдаги экстремумини топинг.
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Е ч и ш. Лагранж функциясини тузамиз:
<1> (л, у , л) =  x  +  2i/ +  a ( x 2 +  i/ ‘  —  5) •

Куйидагига эгамиз:
ДФ | . о л « Ф  о I о - ^Ф  2 I ’ с—— =  1+2хЯ., - - = 2  +  2///„, -тг- =  х-+у — 5.дх ду бк '

Ф(х , у, ?.) функция учун экстремумнинг зарурий шартлари у шоу 
тенгламалар системасини береди:

Г 1+2ах =  0,
| 2 +  2/j/ =  0.
{ х* + у2 =  Ь

Б\ системанн ечиб, иккита:

в а
х ,=  — 1, У\= — 2, -

Х2= 1 . у 1=2,

ечимларни топамиз. 
Энди

оЧ =  2х; <?ч
дх ду

~ = 2 а ; - ^ - = 2  а;
r/Х (?1/“

=  2у.

д2Ф 
дхду =  0

эканлигини эътиборга олсак, у холда
1
2) XI =  — 1, У1 =  — 2 ла

A i=  -
0 

- 2  
— 4

=  20 >  0.

я ьни функция Р\ ( — 1, — 2) нуктада шартли минимумга эга: 
■̂min 1 4=  5,

2 ) А2 Х -2 =  I , У 2 =  2 да

2ш,1х— I +2-2 =  5.

0 2 4
А>= — 2 — I 0 =  — 20 < 0.

4 0 -- I

Р'2 ( I , 2) нукта да шартли максимумга эга

284



5 дарехони гопшириги 

Функциянинг шартли экстремумини топинг:
1. ? =  х1-\-у1 — ху +  х-\-у— 4; х-\-у +  3 =  0 шартла.

3 . 19/К ■ х у  ̂ ду z mjn ^

2. z =  ху\ 2v-(-Зг/ — 5 =  0 шартш.
... 5 5 '25А .  г — 4-</— Да 2тах— 24

о  •> . •> х  . I/ .3. z =  x~ -\-у~\ —+  -̂  =  1 шартда.
36 18 144

Ж  * =  2.V У=  13 2,П1П= 25 •
4. 2 = 6  — Ах— Зг/; а“ +  //2=1 шартла.

/К • Л- —, у v  Ja  21IldV I I ,  л ~, у  ̂да zmn, 1.

5. 2 =cos2A-j-cosJ//, у — х =  * шартда.
• I/ 7л . . 9л , , 2+ у 2Ж : * =  8 Н-л/г, г/ =  — +  л/г да 2[П„Х= — -

Зл . , 5л , , 2— у 2х — — -j-л/г, у — ■- —(— л/г да 21П1П— —

6. 2 =  а:-(-1/; ~ ^ + - шартда.
х У

Ж  х = у =  — 2 да 2тах= — 4; 
х =  у =  2 ла г1П|м= 4

5- муПсщил иш 

Функциянинг шартли экстре\пмини топинг:
1 , 1 I о1. 2 =  — \- ; х у  =  2 шартла.X У

Ж : х =  у =  1 Да 2Ш1П= 2.
2. 2=  ; х2+г/2=1  шартла.

\ 2

/К- а= : , у =  ^  да 2n,jn 1 2  ̂2 ,\ 2 V 2 
а =  1- , г/=--- — Да гтач=  1— 2^2  ;\ 2 V 2

3. z =  xy2\ х~\~2у=1 шартда
I IЖ  х =  у =  1 да 2mrn= 0; х =  у =  -  Да zm<JX= 2_..

4. 2 =  2x +  iy; ,v2 + t/2= l  шартда.
Ж  х = ---у = -------U- да 2ГШП= — х/5 ;v о \л
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2 1 inx — ~=. у гг zmax \ 5 .V 5 \ 5
5. z =  xy\ x +  y= \  шартда.

Ж  л- =  y = ±  да zmax =  y .
I I

8- назорат uiuu 

1 Берилган функциянинг аникланиш сохасини топинг:

1.1. z = In ( — X — £/) 1.2. У + •z =  arc cos —---.X
1.3. Z = \Jx +y~ — 2x 1.4. 1
1.5. z = I

\fy— \'x

? _____________
Vy2-4x-t-8

1.6. X
In (y — x2).

z =  arc sin — .
1.7. z = y2
1.9. z = In (x2-\-y).

Zxi/ 1.8. 12 — __  __
1.11.

1.13.

У- ~\J 4 x — y2

г =  л !* ' +  2у +  у
 ̂■ 

z =
2x — 5y ‘
v ? - ? .

1.10.

1.15.
V ^

3x 1.12. z =  arc sin (x — t/)
— 1.14. z = ln (4 — x2 — y2)6

1.17. 7- 4 xy 1.16. z=  д/х^+*у — 8
2 2 • * —У 1.18. 2 = e V ^ - 5

1.19.
1.21.

z =  
z =

arc cos (x-f-^y). 
ln(t/? — x ). 1.20. z=  д/16 — X2 — t/

1.23. z — 3 1.22. z =  arc sin —.
6- x 2- y 2 '

\J 3 — X — */2

У

1.25.
1.24. z =  arc cos(x-f-2t/)

z = 1.26. z=  /̂1 — x — y.
1.27. z = In (2x — y ) . 1.28. z =  arc sin (2x — y)
1.29. 2 — 4xу

1.30. у/Зх-2 у
x — : iy + 1 ‘ х2 +  У2 + 2'

2 Берилган функциянинг иккинчи тартибли хосилаларини то-
д2г д2гпинг ва -— — — эканини текширинг: 

дхау дуах г

2.1. z= x-e7 2-2- * =  \п(х-\-е~у)
2.4. z =  exy.

2.3. z =  arctg-^-. 26 siu(x-y)

2.5. г =  е-я-** • sm(x +  3y). /+у2
2.7. z =  <?7. 2.8. z =  £> 2 •
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2.11. z =  ctg(.v +  t/). 2‘12' z =  s in<v — «/)■
2.13. 2 =  arc s in ( x — y) 2‘,4 ‘ г = Ш ( ^ - 2 г )
2.15. z =  tg.vi/2. 2' ,6 ‘  ̂=  ln (3 .v y - 4 );
2.17. 2 =  arcctg(.v — 4f/>. 218* 2— ln (o jr  3i r ) .

2 19. 2 =  с os (3.v2 — y~). 2-20- 2 =  sin л xy.

, _ . 2.22. z =  e/ - ,/.2.21. 2 =  arccos (x — t>y) •
2.23. 2 =  arcsin(4.v +  t/) 2 24- г=1п(4л — 5у1).
2 25. 2 =  arctg(2.v: — у). 2.26. 2 =  cos(v у' 5)
2.27. z =  c ' T¥y. 2.28. 2 =  с tg —.

X

2.29. 2 =  tg x/*t/- 2.30. 2 =  6?2y2+‘/2.

3. Берилган z =  f(x, у) мураккаб функциянинг курсати.нан 
хосиласини топинг:

3.1. z =  ey~2x, i/=lnsin/, х =  с os t. -~~=?

3 2. r =  arccos(3x — y), x =  4/, y =  3t2. -^-= ?

3.3. 2 =  hsIiil\ u = —, v =  2x — 3y. 4 ^ = ?у о*
3.4. 2 =arcctgjq/, */ =  ecos4  ~JX= ?

3.5. 2 =  a rc tg A  y = x 2.

3 6. z = e x~'2y, A =  sin/, у =  / -4^=?u dt

3.7. 2 =  I n ( f,v — c~y) , x =  l2, y = t\  - ^ = ?

3.8. 2 =  w lnu, u = —, У =  A2-|-f/2 ~ = ?* J  dy

3.9. z =  xy, у =  InsinA". -^-=?J  dx

3.10. 2 =  In (еЛ+ e v) , =  +  *■

3 ,1 ‘ 2 = 7 T T ’ A =  1 _ 2 / - # = агс1£л ^7 =  ;J

3.12. 2 =  \/-V —|— 2 — 3 . A' =  In/, y =  t . ■

3.13. z =  u v — v u. u =  xs\ny, v =  ycosx. - ^ =  ?

2.9. z =  ~\J~- 2.10. 2 — tg -.

3 14. 2 =  arctg , y =  eix+l)\ — ̂
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3.15. z =  —  , // =  3.v 4~ 1. j -  —  ■
Х- +  У ил

\2 , dz 33.16. z =  arcsin x =  sim. t/ =  cosf. -rf/ =  ■
J ■> 0 ') , «'« 'J3.17. z =  w'-}-tr. u= \.— i r . L’= v  -j-//. ^ —

3.18. z =  arcctgA//. =  -~ =  ?
Г / о | | dz3.19. z=  arcsin ^. */= y j r + l  =  •

3.20. z =  xV". v =  cos/, // =  sin/. ^  =  0

3.21. z  =  a " , a  =  o', £/ =  1п/. 4 y = ?J t
dz

3.22. z = ln (w  — cr ), u =  xy, v =  ~- ~oy =

3.23. z = ln (e r — 1>"). f/==A;,+  l- ^ 7 ==?

3.24. z ~ e u~ '\  л =  sin/, t/ =  /' “j f — ?

3.25. z = ln (^ * - M y). х =  Л  */=' 4 / = ?dt
dz3.26. z =  arcsin--, A  =  sin/, у — cost. — — ?

у dt

3.27. z =  w2lni', //= \  c' =  3// — 2v — ?
d 2 •3.28. г=гг/2, // =  sinx. — = .J

3.29. z =  arccos-—, x =  sin/. y — cost. cff =  ̂у

3.30. г =  - ^ у ,  x = l — 2t, y= a rc tg t ~dy = ?

4 Ошкормас куринишда берилган z ( a , f/) функциянинг хусусий 
хосилаларини тонннг:

4.1. z2 =  x — z-f-x2— I
4.2. x~-f-у — xz +  yz — 3 x = l l .
4.3. x2 +  y2 — 2z2 — 2y =  Q.
4.4. 2x2-f-2/ +  z2 — 8xz — z +  6 =  0.
4.5. lnz =  x-f-2i/— z-f- ln3.
4.6. x 5 -f- ?>xyz — z3 =  27
4.7. A2 -j- f/2 +  z2 — 2x/y — 2az — 2//z =  17.
4.8. a:2 -f- 2/y2 -f- 3z2 =  59
4.9. д / а  —(— у ~ —f— z2 — 3z =  3.
4.10. x2 — y 2 — z 2 +  6z-|-2a— 12 =  0.
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4.11. х2 -|- у2 4- z2 4* 6z— 4x4-9 =  О
4.12. x2-\-y2 — xz— yz =  0.
4.13. х3 -j- 2y! +  z3 — 3xyz — 2y =  15,
4.14. e! — xyz — x+  1 = 0
4.15. 3x2y2 +  2xyz2 — 2x3z-f- 4ymSz =  4.
4.16. z i -\-3yzx~t-3y =  7.
4.17. ег -\-x~\-2y-{-z =  4.
4.18. x2 +  y2-\-z2 — 2xz =  2
4.19. x +  y-\-z-{-2 =  xyz.
4.20. xc os у -f- ус os z 4- zc osx =

4.21. x2 4- y2 +  z2 4- 2xz =  5.
4.22. cos2x4~cos t/4-cos‘z =  Y '
4.23. y2 — z24-x — 2xz4-2x =  z.
4.24. x-\-y4-z =  e*.
4.25. x 4-// 4-z — 3n/z =  0.
4.26. x — zln —=  0.

У
4.27. x« //z 4"xz =  I .
4.28. e* — xyz =  0.
4.29. x2 — 2y2-\-z2 — 4x4-2z — 5=0.
4.30. 2x2 — //2-j-z2 — 4z +  y =  13
5. Куйидаги функцияларни экстрсмумга текширинг:
5.1. z =  2{x-\-y) — х2 — у2
5.2. z=x//(12— х — и)
5.3. z =  (х — 5 )2 4" У т  1 ■
5.4. z =  х2 х//4~У + х  — у+ \
5.5. z =  x 4-3(г/4-2)2.
5.6. z =  x2— х//4-//2 +  Зх— бу 4~ 20.
5.7. z =  (х — 2 )2 4~ 2у2— 10.
5.8. z =  Зх3 4- 3у2 — 9ху 4* 10.
5.9. z =  1 4-6х — х — х у—у

5.10. z =  xy — 3x1 — 2yl .
5.11. z =  y л1х — у — х4-6у.
5.12. z =  2xu — 5х2 — Зу2-{-2
5.13. г =  2х -{-2ул — Ox//-j-5.
5.14. z =  y aJ x — 2у2— х4-14//.
5.15. z =  (х — 1)2 4~ 2i/2.
5.16. z =  х3 4i _8//1 — 6х// 4- 1.
5.17. z =  x ^ jy — х — г/4- 6x4-3
5.18. z =  х2 4 - + //2 — 6х — 9//.
5.19. z =  х3 4- у~ — 6ху — 39х 4-18//4- 20.
5.20. z =  V2-j-ху4-у2 — 2х — у.
5.21. z =  2ху — Зх2 — 2у2 4- 10.
5.22. z =  2x// — 2х2 — 4//2.

IУ —665 289



5.23. z =  6(x — /у) — Зх2 — 3/у2 5.27. z =  x + y  — 3xy
5.24. z =  1 +  15x — 2 x — xy — 2y 5.28. z =  4(x — y ) — x — y .
5.25. z =  x -\-y2 — x y - \ - x у 5.29. z =  x ;-f-8/y — 6x/y+5.
5.26. z — xy — x — y -j-9. 5.30. z =  x/y (6 — x — y)

6. Куйидаги чизиклар билан чегараланган ёпик сохада z =  /(x, у) 
функциянинг энг кичик ва энг катта кииматларини топинг:

6.1. г =  х2- у 2- х  +  у ; 6.2. 2= - З х 2 +  2/у2+12х-4/у;
х =  0, х =  2, у — 0, у =  1 у =  0, Jt — 0, Здс-|-4г/ =  12

6.3. z =  x2-+ 2ху — 4х +  8у\ 6.4. z =  х2 -f- 2ху — у2 — 4х;
х=0, у =  0, 5х — Згу+ 45 =  О х =  3, у =0, /у =  х + 1

6.5. z =  2xy — Зх2 — 2/у! +  5; 6.6. г =  х2 — х/у +  5;
х +  /у =  5, х =  — \ , у =  — 1. у =  0 х2 +  /у =  1 -

6.7. z =  3y — 2x — xy, 6.8. z =  x l — 4х/у +  /у2 +  6/у;
х =  0, у — 0,3х— 4/у =12. у =  х, у =  0, х =  4

6.9. z =  x2 — 2х// +  -|/у2— 2х; 6Л0- z =  3x/y — 6х — Ьу +  15х,
х =  0, х =  2, у — 0, у =  1.

х =  0, х =  2, у — 0, // =  2 6.12. 2 =  Ьху — у г\
6.11. z =  x -|- бдсгу — х +  3/у; х =  4, гу2 =  5х +  5

х =  0, х =  3, /у =  0, у — 3.

-х2
6.13. z =  x' +  2x/y— 10, 6 14 г =  * ^ ;

у — О, у х  4. у — ц —- j — л
6.15. г =  х 2х/у /у + 4х+ 1, 6.16. z =  x ! +  2x/y +  4x— /у;

* = — 3, у =  0, х +  /у +  1 =0. х =  0, у — 0, х +  /у +  2 =  0
6.17. z =  х/у 2х /у, 6.18. z =  х2 +  2х/у +  /у2 — 2х +  2/у; 

х =  0, х =  3, у — 0, у =  4 х =  2, у =  0, /у =  х +  2.
6.19. z =  x3 +  /y3-3x/y, 6-20- 2 =  ̂ 2 +  ̂ - > 2: ,

х =  0, х =  2, /у =  0, /у =  3 У ’ У
6.21. z =  5х2 — Зху +  /уг +  4; 6.22. 2 =  —х2 — х/у;

х =  — 1, х =  1, у =  — 1, /у= 1
у = 3, у =  ̂ .

6.23. г =  6дг1/-9х2- 9 у 2 +  4х +  4у, 6'24' ^ =  Q ^  { ____ , 2
х =  0, х =  I, /у =  0, у =  2 х — и, х— 1,/у— 1,/у — z

6.25. z =  4 — 2х2— /у2; 6.26. z =  2x2+2x/y— -/у2— 4х; 
v2 +  /y2<  1

х =  0, у =  2, у =  2х.
6.27. z =  х +  х/у; 6.28. z =  2x +  /y— х/у;

х =  1, х =  1, /7 =  0, /у =  3. х =  0, х=  4, /у =  0, у — 4
6.29. z =  x2 +  2x/y— у — 4х; 6.30. z =  4 (х — у ) — х — /у2;

х =  3, гу =  0, х — /у +  1=0 х= 0, х+2/у =  4 х — 2/у =  4
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8- б о  б

ОДДИЙ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

1-§. Умумий тушунчалар. Узгарувчилари ажраладиган 
ва бир жинсли биринчи тартибли дифференциал 

тенгламалар

8.1.1. Эркли узгарувчи, номаълум функция ва унинг хосила 
(дифференциал)ларини богловчи

Их. у. у у " ......у ш ) =  О
муносабат оддий дифференциал тенглама дейилади

Дифференциал тенгламага кирувчи хосила (дифференциал)лар- 
нинг энг кжори тартиби дифференциал тенгламанинг тартиби 
дейилади.

Дифференциал тенгламанинг ечими деб тенгламага куйганда 
уни айниятга айлантирадиган дифференциалланувчи */ =  ср(х) 
функцияга айтилади.

Бундай тенглама учун Коши масаласи бошлангич шартлар деб 
аталувчи ушбу

У I х=х0== У(ъ У'\Х=Х0 =  У0, ... , у (п~ {)\х=хп =  у (0 ~ ц

шартларни каноатлантирувчи ечимини топишдан иборатдир
«-тартибли оддии дифференциал тенгламанинг умумий ечими 

деб, тенгламанинг тартиби канча булса, шунча ихтиёрий узгармас- 
ларга боглик булган шундай у =  ф(х, С\, ..., с«) функцияга айтилади- 
ки, бу функция учун куйидаги шартлар бажарилади

а) у функция с 1, С2, сп ихтиерий узгармасларнинг исталган 
кииматларида берилган тенгламани каноатлантиради;

б) бошлангич шартлар хар кандай булганда хам, ихтиёрий 
узгармасларнинг шундай кииматини топиш мумкинки, бу киймат- 
ларда у =  (р(х, с |, с2, ..., сп) ечим бошлангич шартларни каноатланти­
ради

8.1.2. Ушбу
М (х) dx N (у) dy =  О

куринишдаги тенглама узгарувчилари ажралган дифференциал 
тенглама дейилади. Унинг узига хос томони шундаки, dx олдида 
факат х га боглик купайтувчи, dy олдида эса факат у га боглик 
купайтувчи туради Бу тенгламанинг ечими уни хадма-хад 
интеграллаш йули билан аникланади

\M(x)dx +  \N(y)dy =  C.
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Дифференциал тенгламанинг ошкормас \олда ифодаланган 
ечими бу тенгламанинг интеграли дейилади.

Интеграллаш доимийси С ни ечим учун кулай куринишда 
танлаш мумкин

1-м и с о т  t gxdx— c\gydy=0  тенгламанинг ум\мии ечимини 
топинг.

Е ч и ш .  Б\ ерда узгарувчилари ажралган тенпамага эгамиз. 
Уни хадма-хад интеграллаймиз:

\igxdx — \c\gydy =  C
ёки

— In | cosx | — In | sin//1 =  — InC,
6v ерда интеграллаш доимийси С ни — Inc, я ьни С = — \пС оркали
бел гил а ш кулайдир. бу ердан In sin*/ • cosx =  InC ёки sin t/X 
Xcosx =  С — у му мнй интеграл.

8.1.3. Vui6y
.Mi (х) ■ M>(y)dx-\-N  (х) • N >{y)dy =  О

тенглама узгарувчилари ажраладиган, дифференциал тенглама 
ейилади. Бу куринишдаги тенглама М 2 (у) • .V, (х) =^0 га булиш 

натижасида узгарувчилари ажралган дифференциал тенгламага 
келтирилади.

2- м и с о л .  Ушбу
(1 + x 2)dy +  ydx =  0

тенгламанинг у |х=,=  1 бошлангич шартни капоатлантиру вчи 
ечимини топинг.

Е ч и  ш. Бу epia узгарувчилари ажраладиган тенгламага 
эгамиз. Тенгламани

куринишга келтириб, интеграллаймиз:

+  d+ ~ 2 =  С ёки ln!«/l+arctgx =  C.

Тенгламанинг интегралини хосил килдик. Берилган у х= i =  l 
бошлангич 1нартдаи фойдаланиб, ихтиерий узгармас С ни топамиз:

In 1 +  arctgl =  С

яъни С =  А  Демак, ln// +  arctgx =  , бу ердан изланаётган ечимни 
Хосил киламиз:

л
--- arctgx

у =  е*
8.1.4. Агар /(х, у) функцинда х ва у узгарувчи тар мос равишда /х 

ва ty га алмаштнрилганда (/ ихтиёрий параметр)
f{tx, ty) = f(x , у)
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шарт бажарилса, у колла f (х, у) функция бир жинсли функция деб 
аталади.

Бир жинсли функция f(x, у) ни

/<*.{/) =4i ( J

куринишда ёзиш мумкин.
Агар y '= j (x , у) дифференциал тенгламада f(x, у) бир жинсли 

функция булса, бундай тенглама бир жинсли дифференциал 
тенглама дейилади. Бир жинсли дифференциал тенгламалар

У

курннишга келтирилади ва у =  и-х урнига куйиш ёрламида 
узгару вчи лари ажраладиган дифференциал тенгламага келтирила­
ди (и =  и(х) иомаьлум функция):

xdu= ((f (и) — u)dx.
3 м и с о л .  Ушбу

(х2 -(- 2ху) dx +  xydy =  О 
тенгламанинг ечимини топинг.

I 2>с иЕ ч и ш .  Берилган тенгламани и '= ----——— курннишга келти-ху
л-2 | 2хирамиз. f(x ,y ) = — бир жинсли функция у =  их, у/ =  и'х-\-и 

урнига куйишни бажарамиз. У холда берилган тенглама
, . х2 +  2их2 .. , . I +  2иих и = — — еки и х-\-и= —

куринишга келади, бу ерлан

/ _ I 2и-\- и~ .. f ( I -(- и) ̂и х = ----1--- 1—  еки и х =  — -—1——

Узгарувчиларни ажратамиз: — м<- _  = — — . Интеграллаб, топа-
l l  +  « Г  *

миз:
г _udu = с _  г dx ёки г in±±L=±du =  c _ \п\х 
J <l+«>2 J * J (1+«)2

Натижада куйидагига эга буламиз:

]п| 1 +  м| -|---!— =  1пС — Inx ёки — =1пI + и 1 + и X (1 + и)

1п-£-х + У  х + у
и =  эканлнгини хисобга олиб. —— =1п—-— ни хосил кила­

миз.
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8.1.5. Ушбу
/ а 'Х + ^  + с, \ 
\O2* + *20 + c2 /

I а. 1 1 2 1 11 ̂ 2 ь21 1 1 2 I

куринишдаги тенглама 0162 — а2Ь \ Ф 0  булганда
х =  х, +  а, t/ =  t/i + Р

урнига куйиш ёрдамида бир жинсли тенглама куринишига 
келтирилади, бу ерда а, 0— Qi>: +  fcii/ +  Ci = 0  ва a2x-l- b2y-hc2 =  0 
тугри чизикларнинг кесишиш нуктасининг координаталари. Агар
а,Ь2 — а2Ь ,= 0  булса, у холда a\X-\-b\y =  t урнига куйиш ёрдамида 
узгарувчилар ажратилади

4- м и с ол. (2х-\-у-\- 1 )dx-\- (х +  2 у — 1 )dy =  0 тенгламанинг уму­
мий интегралини топинг

Е ч и ш .  Тенгламани куйидаги куринишга келтирамиз:
2 х +  у + ]

У х + 2у— 1'

=  3 ф 0  булга ни учун бу тенглама бир

жинсли тенгламага келтирилиши мумкин. Ушбу
( 2 х + у =  — 1 
[х-\-2у=\

тугри чизикларнинг кесишиш нуктасини топамиз: х =  а =  — 1; 
у =  р=  1. Энди

Х =  Х [— 1, dx =  dx 1,
У =  У\ + 1, dy =  dy\, 

деб, тенгламада узгарувчиларни алмаштирамиз:
dy\ _  2*,+«/,
dxt ~  ж, + 2 у,

Хосил килинган бу бир жинсли тенгламада у х=их\ белгилаш 
киритсак, у\ =  и'х\ +  и булади. У холда

2 х^+их{ 2 + и
и'х1 +  и = — — Г7Г-  еки и'х1 +  и =х, +  2шс, 11 1 + 2  и '

Натижада узгарувчилари ажраладиган тенгламага эга буламиз:
_____ 2 (« 2 +  « + 1 )  ( 2 u + l )d u  2d*,И Л | - ~ ; ~ сКИ

1 ь 2ы и2 +  и + \

Интеграллаб, топамиз:

1п|ы2 +  «+ 1| =  _21п \х\ | +1пС
еки

w2+ u+ l  =  - 
*1
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jci ва y\ узгарувчиларга кайтсак,

( 7 7 )  +  7 7 + 1 =  ~^ еки У* +  Х'У '+ Х* =  С-

х, — у \ = у — 1 алмаштиришларни хисобга олиб, ечимни
х ва у узгарувчиларга нисбатан ёзамиз:

( у -  1)2 +  [ у - I) (х +  1) +  (х+  I ) 2 =  С
ёки оддий шакл алмаштнришлардан сунг

х:2 +  ху-\-у2 +  х ~  у =  С
куринишдаги умумий ечимга эга буламиз.

1 - дарсхона топшириги

1. Келтирилган у(х, С) функциялар (С — ихтиёрий узгармас) мос 
равишда берилган дифференциал тенгламаларнинг ечими була­
дими:

I
а) у =  х* (1 +  Сеж) , x2yf-\- (1 — <2х)у =  х2\
б) у = С е х — е~х, ху"-\-2у'— ху =  0\
в) х2 уА =  Су2, x yd x= {x2 — yA)dy\
Ж авоб- а) ха; б) йук; в) ха.
2. Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг:

а) (1 + х 2)у '+  1 +t/2 =  0;
б) {х2-\-х)у' =  2у+  1;
в) ХУ +  У2=  (2х +ху)у'\
г) ху' +  2 л]ху =у\
д) (х — 2у — Ъ )у '+ {2 х  +  у — \)=0\
е) (х —y +  4 )d y+  (х +  у — 2)dx =  0.

С —  Х  г-v л  I 1 С ХЖ : а) б) 2</+1 =

в) у2=Схе г)

»+Сдс* (l+jc)2’

лр-  =  In—, х > 0  да,\ X X

=  InCjc, x < 0  да;

д) х2-\-ху — у — х-\-Зу =  С\ е) х2-\-2ху — у2 — 4х-\-8у=С.

3. Коши масаласини ечинг:

а) sec2* igydx-\-sec2y tgxdy =  0', у 1х_ » = ^

б) х у '- у  =  х ig±- у \ jr=1 =-̂ -;

в) 2 (х-\-у)у'-\- {2>х-{-Зу— 1)= 0; y\x=Q =  2 
Ж : a) tgxtgt/=l, б) у =  jtarcsinx;
в) Зх-\-2у — 4 -\-2\n\x-\-y~ 11 =0.
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1 Келтирилган у {  v. С) функциялар (С ихтиёрий узгармас) мос 
равишда берилган шфференциал тенпамаларнинг ечими б\ тади 
ми:

а) ех =  Су\ хуу' — у 2=х-у'\

б) y =  Cx +  j;-, х у '— у +  ̂ = О?
Жавоб: а) ха; б) йук

2 Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг
а) ( ijxy — д/х )dx+  ( ^ху +  д i/ )dy =  0\
г \ / i о i / — У Iб) ху-у' =  у +  2х ; в) гу = — — - .

Ж : а) х +  у — 2 д/х + 2  д/у + 2 ln| ( д/х +  1) ( — I) | = С ;
б) */2 =  4х21пСх; в) х — х*/ +  у2 +  х — у =  С
3. Коши масалаеини ечинг:

а )  л р ± ?Щ 1 + у ’ =  0; i/| , = 0 ;
V  1+sm y *  у *=т

у_

б) ху' =  хех+у\ у |*«, =  0;
в) (2х — f/ +  4)di/+ (х — 2// +  5)dx =  0 
Ж : а) д/2 sinx +  siny — cos<y =  0;
б) ty =  — х In| 1 — 1пх|; в) (x —j— ty — 1)2 =  С (x — у -f- 3).

2-§. Чизикли, Бернулли, тулик дифференциалли 
биринчи тартибли дифференциал тенгламалар

8.2. 1. Ушбу
y ' +  P (x )y  =  Q{x)

куринишдаги тенглама чизикли дифференциал тенглама дейилади. 
Бу ерда Р (х )  ва Q(x)  ларх нинг маълум узлуксиз функциялари. Агар 
Q(x)=£0 булса, тенглама чизикли бир жинсли булмаган тенглама, 
агар Q (a :)= 0  булса, чизикли бир жинсли тенглама дейилади.

у =  и(х)и(х)  урнига к\ йи ш (б\ ерда и ва v номаълу м функция lap) 
ердамида тенглама

u'v +  uv' +  Р  (х) ии=  Q (х)
ёки

u'v +  u[v' +  Р  (х) v] =  Q (х)
куринишга келтирилади.

и ва v функциялардан бири (масалан, v) ихтиёрий танлаб 
олнниши му.мкинлнгидан фойдаланиб, v функцияни охирги тенгла-

/- муста^ил иш
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мала кавс ичпда турган (и -f-Ро) ифода naira тенг буладиган кнлиб 
ашнади. У чапда иккинчи номаълум функция и ни топиш учун 
u 'v= Q (x ) тенгламани ечиш кифоя.

Шундай килиб, берилган тенглама у= и и  урнига куйиш 
ёрдамида узгарувчилари ажраладиган ушбу иккита тенгламага 
келтирилади:

v' +  Р (х ) v =  0, 
u'v =  Q(x)

Буларни интеграллаб берилган тенгламанинг умумий ечими 
топилади:

y = e - Spax(C +  \Qe'pdxdx).
Баьзан дифференциал тенглама у нинг функцияси х га нисбатаи 

чизикли булган, яъни
x' +  p (y )x  =  q(y)

куринишга келтирилиши мумкин. Бу тенглама x =  uv урнига куйиш 
оркали юкоридагидек ечилади

I - VI и сол.  Ушбу
(л — х )у ' +  у =  х2{'2х— 1)

тенгламанинг умумий ечимини топинг
Е ч и ш .  Тенгламани (х~— х) ^ 0  га булиб, ушбу куринишга 

кел тирам из:
/ I и _  х2(2х - 1 )

У Т  2 2
.V — X X — X

ёки
Г . У Х(2х— I )

С(ДГ— 1) х— I

1 х (2х ■”  I )Тенглама чизикли булиб, бу ерда Р (х ) = ——— —, Q(x)  =  - - — р-.
у =  ии, y ' =  u'v-\-uv' урнига куйиш натижаснда берилган тенглама 
куйидаги куринишга келади:

/ I /  / I v \ х(2х — 1)u'v +  u [v '-\— --- — )=  ----\ х (х — 1 ) /  X — 1 

и нинг аъчндаги купайту вчини нолга тенглаб

у' +  7 ? Ь т = а

U'v=̂2x~ " I

тенгламаларни хосил киламиз. Дастлаб биринчи тенгламанинг 
исталган хусусий ечимини топамиз:

dv dx . . . f  dv f  x — (x— I) ,еки \— =  — \ —— тт-dx
t (ДГ — I ) J f  J  ДГ ( ДГ — I )
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Бундан
Iп | и | = — Iп | л:— 1 | -\-lnx

еки
X

Топилган v функцияни системанинг иккинчи тенгламасига 
куямиз:

, х х (2х— 1)и ---- =  —---- —,х— \ х — 1 ’

бу ердан и '=  2х— 1. Интегралласак:
и =  х2 -х-\-С.

Берилган тенгламанинг умумий ечими:

2-м и с о л .  (2х — у2)у ' =  2у тенгламанинг у\х=1 =  \ бошлангич 
шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама л: га нисбатан чизиклидир. 
Хакикатан хам,

x =  uv, x' =  u'v +  uv' урнига куйиш натижасида берилган 
тенглама куйидаги курннишга келади:

(2х — у 2)~ = 2 у , ёки 2х — у2 =  2х'у, ёки х '— — = — (бу ердах У 2
p(y) = —j ,  Я {у) = —~)

бу ердан ушбу иккита тенгламага эга буламиз:

v '— —=  0 ва и'и =  — у
у_
2

Биринчи тенгламани ечиб, топамиз.
dv_= dy_ ёки v =  y.
V у

Иккинчи тенгламага v =  y ни куямиз:

Берилган тенгламанинг умумий ечими.

1 __ Уеки и — С — g-
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у |х=1 =  1 бошлангич шартдан

1 = С  — ̂  ёки С =  -1 .

Шундай килиб, берилган тенгламанинг хусусий ечими
\ у  (3—у)-
8.2.2. Ушбу

y' +  P (x )y  =  yaQ{x)

куринишдаги дифференциал тенглама Бернулли тенгламаси дейи­
лади. Бу тенгламада а — const, а=^0, о .Ф  1, Р (х ) ва Q(x) функциялар 
х нинг узлукеиз функциялари. Янги z =  y '~ a функция киритилиб, 
Бернулли тенгламаси 8.2.1 бандда куриб чикилган

z' (1 — a )z P (x ) =  (1 — а)О(х )
чизикли тенгламага келтирилади.

Бернулли тенгламасини янги z узгарувчи киритмай, чизикли 
тенглама сифатида y= u v  урнига куйишдан фойдаланиб хам ечиш 
мумкин.

о / I у 2 In*о -ми со л .  у' -\-^-=у*—— тенгламанинг умумии ечимини то­
пинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама Бернулли тенгламаси булиб, бу ерда 
a =  2. y =  uv, у' =  u'v-\-uv' урнига куйишни бажарамиз, натижада:

/ I / / I v \ 2 2 In* и V +  и lv + — )= и V -J-.

и, v функцияларии топиш учун ушбу системани тузамиз:

✓ + f - 0 ,
/  2 2и V =  и V ---.х

Биринчи тенгламани интеграллаб, v = — хусусий ечимни оламиз,

унн иккинчи тенгламага куйсак,
. I 1пх о и' -------иX X

га эга буламиз. Узгарувчиларни ажратамиз ва интеграллаймиз:
du __ 1пх
.2  „2

еки
Ipjc

- - Н -
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бу ерда

5 =  I пх, d s=  —

d t= — t=  — 
х

X

X

Демак, С, бу ердан и
Берилган Бернулли тенгламасининг умумий ечими:

8.2.3. Агар
М (х, y)dx-\- N{x, y )dy =  О

куринишдаги тенгламанинг чап кисми бирор и(х, у) функциянинг 
тулик дифференциали, яъни

du =  M{x, y)dx-\- N (х, y)dy

булса, у холда бундай тенглама тулик, дифференциалли тенглама 
дейилади.

Юкоридаги тенглама тулик дифференциалли тенглама булиши 
учун

шарт бажарилиши керак.
Тулик дифференциалли тенглама таърифидан du =  0, бундан 

и(х, у )= С  эканлиги келиб чикади (С — ихтиёрий узгармас).
и(х, у) ни топиш учун у ни узгармас деб хисоблаймиз, у холда 

dy =  0 эканидан du =  M (x, y)dx булади. Бу тенгликни х буйича 
интегралласак.

Охирги тенгликни у буйича дифференциаллаймиз ва натижани 
N (х, у) га тенглаймиз, чунки ~ =  N (х, у ) .

дМ _  (1N 
ду дх

y)dx +  fF(y)

еки

Ф '( y )= N (x ,y )  — \ ^ y dx-

Бу ифодани у буйича интеграллаб, ц(у) ни топамиз:

ч (у ) =  у ) — \ (-jy dx) dy+C-
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и (х, у) =  ^М (х, y)dx-\-  ̂( N (х, у) —  ̂ dx)dy-\-C.

Бу ифодани ихтиёрий узгармасга тенглаб, тенгламанинг умумий 
интегралини хосил киламиз.

4- м и с ол. (Зх2 -\-6xy2)dx-\- (6x2y-\-4yi )dy  =  Q тенгламанинг уму­
мий ечимини топинг.

Е ч и ш. Бу ерда М(х,  у)  =3х2 +  6xy2, N (х, у) =  6х2у-\-4у\

6М п д.У 0 дМ 6N —г—=\2хи, —  =  \2хи, я ъ н и ---= ---.ду v  дх v ду д к

—  — М ( х , и )  булганлиги сабаблидх J

^ - = 3 х 2+ 6  ху2.

Бу тенгликни х буйича интеграллаймиз:

и =  х3 Зх2у2 +  ср ( ty).
Бундан

-—=1\/(хуц) эканлигини хисобга олсак,оу
Ф'(«/) =  6 х2у +  4 у* — 6 х2у =  4 у*.

Бундан
ч (у) —уА +  С.

Демак,
и =  Xs -f 3 х2у2 -f-уА =  С.

ёки
* 2 +  3 х У  +  у4 =  С.

Демак,

2- дарсхона топширит

1. Тенгламаларнинг умумий ечимини тонинг:

а) у ' — -у =  1; б ) (1 + х 2)у ' — 2ху= (1 + х 2) 2;
XI р I tjf _...._____ ____  •

в ) у ' — -----2ц\пу + у — х ’
2х — и~ п , -

е) и' \ 2у=  Vj/-~Д) У' — y\gx-\-y2cosx =  0\ 4 ^  х cos2̂ 1 
ж ) (jc-|-s\ny)dx-\- (xcost/-f-siny)dy =  0;
з) (y-\-exsiny)dx-\- (x-\-excosy)dy =  0.
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Ж : a) y =  Cx ex -\-x2\ 
б) y = (x  +  C ) (\ + x 2)-,
в) x = C e ly-

r) jc =  «/ln£/-h-̂ ;

2 Коши масаласини ечинг:
а) y' —  ytgx =  secx, y\x= 0 =  0,

б) 2аг£/̂ /л:-h (y — x )dy =  0; y\x=
в) [y 2 +  2y +  x2)y'-\-2x =  0, у I 
r) x +  yex+  (y +  ex)y ' =  0, t/l

Ж : a) y =

I
д) t/(x + C ) =secx,
е) v = (C +b .Jcy l+tgJ(y ;

ж) -|-A:2 +  XS*n^ ~ C0Si/=

з) Х{/ +  вх51П1/=С

-2 =  4;
*= i =0; 

x = o  —  4

—— ; 6) x2— y\n—; cosx у
в) x2-\-y2 =  e~y\ r) x2-\-y2-\-2yex =  24.

2- мустацил иш 

1 Тенгламаларнинг умумий ечимини топинг: 

а) у' =  е2х — еху\ / -2

^  ^ xcosy-|-sin2y ’

г) xdx =  ( ^ — у )  dy\

8> ^ '+ 7 i r +!/2=(); д)

Ж ‘ а) у =  Се ^-\-ех~  1; 
б) (/ =  Ce~s,nJt-l-sinx— 1,

V _  I

В' У~  (|+jc)(C+ln|l+x|)’
г) х2-\-у (С — у );
д) x-(-arctg~=C.

2 Коши масаласини ечинг:
а) у ' =  2у — х-\-ех\ у |ж=0=  — 1;

_ I
б) y 2dx=  (х +  уе y)dy\ y\x=G= ~ 3 \

в) У '~ 7 у  =  е3ху2; у\х=0 =  2\

г) xdx И- ydy =  У\х= i= l
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б) х= е  У(3 + у ) ; в) у = - '®е ■■■ ;е1 —6

г) y ( x 2+t/2) +  arctg*-=l + у .

3- §. Юкори тартибли дифференциал тенгламалар

8.3.1. y ln) =  f(x) куринишдаги тенглама унг томонни кетма-кет 
п марта интеграллаш ёрдамида ечилади.

1-ми сол.  у" =  хе~х тенгламанинг у |х=0=1, t/U=о =  0 бош­
лангич шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани кетма-кет интеграллаб, умумий 
ечимини топамиз:

Ж : а) у =  —х — ех+ — (1 —  е2х)\

г ( и =  х, du =  dx, 1
у '= [х е ~ хй х = { [=
у J \dv =  e~xdx, v = - e ~ x }

’= - х е - х- е ~ х+ С „

у =   ̂(С ,— xe~x — e~x)dx =  C ]x — ( — хе~х— е~х) -\-е~х-\-С2

ёки у =  хе~х-\-2е~х-\-C\X-\-C2- 
Бошлангич шартлардан

П = 2  +  С2, 
lo=-i+c„

бу системанинг ечимлари С| =  1 ва С2 = — 1- Шундай килиб, 
берилган бошлангич шартларни каноатлантирувчи хусусий ечим:

у =  хе х-\-2е х-\-х— 1.
8.3.2. у [п> = f(x , ..., у (п~ п ) куринишдаги тенгламада номаълум 

функция ва унинг (k — 1)-тартибгача хосилалари катнашмайди. 
Бундай тенгламанинг тартибини у (к)= р (х ) урнига куйиш ёрдамида 
пасайтириш мумкин.

2- м и с о л. у "  =  У- 1п-̂ - тенгламанинг умумий ечимини топинг. 

Е ч и  ш. у ' =  р(х), у "  =  р '(х ) деб, берилган тенгламани

р' = — In--X X
курннишга келтирамиз. Биринчи тартибли бир жинсли тенгламани 
хосил килдик. Энди р =  их, р' =  и'х-\-и деб, куйидаги тенгламани 
хосил киламиз:

, , . du dx и х 4-и =  ulnu еки — , ---= — .1 и(\пи — 1) *

303



In11гш— 11 =  lnje+ InCi ёки Inw— \=Cx, 

6v ердан u =  eC>x Дастлабки у узгар\вчига каитиб.

Унинг ечими

Ci лг -f-1

тенгламани оламиз. Бу тенгламани интеграллаб. умумий ечимни 
топамиз:

8.3.3. yln,= f (y t у', ... , уы~ ” ) куринишдаги тенгламада х эркли 
узгарувчи катнашмайди. Бундай тенгламанинг тартибини у '= р (у )  
урнига куйиш оркали пасайтириш мумкин.

3- м и с о л. и " =  тенгламани ечинг.
у

Е ч и ш .  у '  =  р ( у ) 1 у "  =  р 'р  урнига куйишни амалга оширсак, 
тенгла ма

куринишга келади. Бу — узгарувчилари ажраладиган тенгламадир 
Узгарувчиларни ажратиб ва интеграллаб, топамиз:

s =  x.х, ds =  dx.

_pdp_̂ = dy_ ёки J  In 11 -\-p21 =  \n\y\ -(-III C „ 
1 + p  У 1

бу ердан
1-|-p-=C]y ёки p =  ±  д/C'iy2— 1.

у узгарувчига кайтсак

У '=  ±  V C]y2— I ски y . =  ±dx.
V е? » - I

бундан,

С, ln|C|i/-(- \ JC \ y 2— 1 I —  ± ( *  +  C 2).

3- дарехона топшириги

1 Куйидаги тенгламаларни ечинг:
a) y'"s\nAx =  sin2jc; б) у "  =  \пх:
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ж

2 .

Ж

1.

Ж

2 . 

Ж

20—665

в) (1 — х2)у "  — ху' =  2, г) (1 + х 2)у " +  1 -ft/,2 =  0;
д) у"(2у-\-3) — 2у'2 =  0\ с) у у " ' — у '2= у 2\пу.
а) у =  In sinx-|- С\х -\-С>х-\-Сй
б) t/ =  ̂ ( ln x  — -|)+ С ,лг+ С 2;
в) у =  (arc sinx) J +  Ciarc sinx +  С2;
г) у =  (1 + С| 2) 1п (С\Х-(- 1 )— С | |-C‘2i
д) 0,5ln(2t/-j-3) = C iX  +  C2i
е) \пу =  С\ех-\-С2е~х.

Коти  масаласини ечинг:
а) у " '  =  хе~х\ t/|x=o =  0, у'\х=о =  2. у"\ х=о =  2;
б) «/"— =  х(х — 1); у\х=2= \, у'\х=2=  — 1;

в) у у "  — у/2 =  0; t/|r=n = l, //I г-о =  2 . 

: a) t/ =  — (х + 3 )-<?~x +  y ^ + 3 ;

б )  у =  ( 3 x 4- 4 x 3- 3 6 jc2 +  7 2 x  +  8 )

В )  ц = :(> '2х.

3- муста^ил иш 

Куйидаги тенгламаларни ечинг:

а) у "  =  У-~|-х; г) у "  =  2s\nxcos х — sin**;
б) y”  =  arclgx; д) i/ "-2cte*- j,' =  sin *;
в) у у " = ( у ' ) 2\ е) 2УУ" — 3 (у ') = 4 у-.

: a) i/ =  — -(-С*|ЛГ2 —(— С2\

б) у = _ 5 ^ (Д;2_ | ) — | ln ( l+ x 2)+ C ,jr  +  C2;

в) у = С е  . Г) у — 1 sin Л-+С|Л: +  С 2;

I . л г- / х  s in2*  \  г-
д) U =  ~ l SlU * + C|U  _  ■ 2’
е) ycos2(x +  C i) =  Ci- 

Коши масаласнни ечинг:
а) у " '  =  хsinx; t/U=o =  0, у'\х=о =  0; у"\ х=о =  2;
б) ху" +  х (у ')*  — у' =  0; t/|^=2 =  2, //'|*=2= 1;
в) У У "= (У ')  ~{у'У\ у\х=\ =  I ; 1/|,= ,=  -1.

: а) /у =  xcosx — 3sinx +  x2 +  2x;

б) у =  2-\-\п ; в) у — х =  2 1п у
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8.4.1. Ушбу
y ln} +  a t (х )уы~ 1) +  а2{х )уы~ 2) +  ... +  ап(х )у  =  0

куринишдаги тенглама п-тартибли бир жинсли чизикли (диффе­
ренциал тенглама дейилади. Бу ерда ai (x) ,  а2{х), ..., ап(х) бирор 
[а, Ь] ораликда аникланган ва узлуксиз функциялар булиб, улар 
тенгламанинг коэффициент лари дейилади.

Агар у |, у2...... уп функциялар n-тартибли бир жинсли чизикли
дифференциал тенгламанинг [а, Ь] ораликда аникланган чизикли 
эркли ечимлари булса, у холда унинг умумий ечими

у =  С\у\{х) С2У2 (х) +  •■• +  Спуп (х)
куринишда ёзилади.

Чизикли эркли ечи мл ар ечимларнинг фундаментал системаси 
дейилади.

8.4.2. Агар п-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг а,, а2, •••, а.п коэффициентлари узгармас сонлар булса, 
у холда хусусий ечимлар y =  ekx куринишда изланади. Бу ердаги 
k п-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
характеристик тенгламаси деб аталувчи ушбу

kn -\-a{kn~ ' -\-a2kn~ 2-\~... -\-ап =  0

тенгламанинг илдизлари булади.
Характеристик тенглама п та k it k2, .... kn илдизларга эга. Бу 

илдизларнинг характерига кура уларга мос хусусий ечимлар 
куйидагича булади:

а) характеристик тенгламанинг чар бир хакикий содда 
k илдизига ekx хусусий ечим мос келади;

б) хар бир m каррали хакикий илдизга m та чизикли эркли ekx,Ь y m_- 1 Ь yхе ......х е ечимлар мос келади;
в) комплекс кушма содда илдизларнинг хар бир k\= a  +  ф ва 

k2 =  a — /р жуфтига иккита чизикли эркли eaJtcos|lx: ва eaxsmpjt; 
хусусий ечим мос келади;

г) карралиги г га тенг булган комплекс кушма илдизларнинг хар 
бир &|=а-|-ф, k-2 =  a — ifi жуфтига 2г та ушбу чизикли эркли 
хусусий ечимлар мос келади;

raJtcosp. xpajrcospx......^''“ '^“ 'cospx,
t^sinflx;, ja^sinp*......xr~ 'eaxsinpjf.

Олинган хусусий ечимлар — ечимларнинг фундаментал систе- 
масининг чизикли комбинацияси

у =  С\у\ -\-С2у2-\-■■■ -\~Спуп
ни тузиб, узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли диффе­
ренциал тенгламанинг умумий ечими хосил килинади

4-§. У зг арм ас  коэффициентам  би р жинсли  чизикли тенглам алар
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1-м и со л  у ’— Ту -f-6f/ =  0 тенгламанинг умумий ечимини 
топинг.

Е ч и ш .  Характеристик тенгламани тузамиз:
А:2 — 76 +  6 =  0,

унинг илдизлари k\ =  \ ва 62 =  6 — хакикий ва оддии, демак, 
берилган тенгламанинг хусусий чизикли эркли ечимлари (фунда­
ментал ечимлар системаси): у ,= е х ва у2 =  е ; тенгламанинг умумий 
ечими эса

у =  С,ех -\-С-2е х
булади

2-м и с о л .  у 1V— 13j/" +  36i/=0 тенгламанинг умумий ечимини 
топинг

Е ч и ш  Характеристик тенгламани тузамиз: 
k* — 13&2 +  36 =  0

унинг илдизлари fci.2= ± 3, &з.4= ± 2 — хакикий ва оддий. Бу 
илдизларга ушбу хусусий чизикли эркли ечимлар мос келади:

У\ =  е х, у2 =  е~'Лх, уз =  е2х, у̂  =  е~2х.

Умумий ечим куйидаги куринишда булади:
у =  С , е3* +  С2е ~Зх+  Сзе2х +  С*е ~ 2х

3- м и с о л. y v— 1 Ьу' =  0 тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и ш  Характеристик тенгламани тузамиз:

/г5_  166 =  0,

унинг ечимлари: А, =0, ± 2  — хакикий, k4.5= ± 2i —_комплекс
кушма (а  =  0 р =  2) Фундаментал ечимлар системасини езамиз:

yl==e0x= L  У2 =  е2х, у3 =  е~2х, у4 =  е0хcos2x =  cos2x, f/5 =  sin2*.

Умумий ечим
у= С\ +  С*е2х+  Сзе~2х+  Cicos2x+C5sin2x

4-ми с о л  у "  — у' — 2х =  0 тенгламанинг у |х_ 0 =  0, у'\х=0 =  3 
бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш .  Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси 
k — k — 2 =  0 куйидаги илдизларга эга: ki =  2, 62 = — 1. Демак, 
умумий ечим

у =  Схе2х-\-С2е~х 

куринишда булади. Унинг хосиласи

у' =  2С1е2х- С 2е~х.

307



Бошлангич шартларни умумий ечимга ва унинг хосиласига 
КУйиб С\ ва С? га нисбатан ушбу тенгламалар системасини хосил
киламиз-'

( 0 =  C,-f-C2,
( з  =  2С, — С2,

бу ердан Ci =  l, Сг=  — 1 Демак, берилган бошлангич шартларни 
каноатлантирувчи хусусий ечим куйидагича булади:

9г — гу =  е — е .

5-м и с о л .  у "  — Ау' -\-Ьу =  § тенгламанинг умумий ечимини 
топинг.

Е ч и ш .  k2 — 4k -|-5 =  0 характеристик тенглама /г, 2 =  2 ±/ 
кушма-комплекс илдизларга эга. Буларга мос фундаментал 
ечимлар системаси куйидагича булади:

у i= e 2xcosjt;, y i =  e2xs\Y\x.
Умумий ечим:

y= C \e2xcosx-\~C2e2xs\nx ёки t/ =  e2jr(Cicos;e+C2Sinx).
6-ми сол.  y lv- \ - 2 y '" у "  =  0 тенгламанинг умумий ечимини 

топинг.
Е ч и ш .  Характеристик тенгламани тузамиз:
k*-\-2ks k2 =  0, бу тенглама &l2 =  0 (m  =  2); ^34=  — 1 ( т  =  2)

каррали илдизларга эга. Буларга мос фундаментал ечимлар 
системаси

у i= e °* = l;  у 2 = х Л = х \  у3 =  е~х, у4 =  хе~х 

курннишга ^га булади. Демак, умумий ечим
у =  С I -j- С2Х -j— СЧ<? х — Сахр х

ёки

У = Ci 4~ C2X с х (Сз -j- СлХ).

4- дарсхона топшириги

1. Тенгламаларнинг умумий ечимини топинг:
a) у"-\-Ау'-\-Зу =  0\ б) у" — Ау'-\-Ау =  0\ в) у"  +  Ау' +  8у =  0.
Ж : а) у =  С ^ - х+ С 2е-3х-,

б) у =  е2х(С\ 4-С2х ) ;
в) у =  е~2х (Cicos2jc 4- C2sin2x).

2. Тенгламаларнинг умумий ечимини топинг:
^а) t/Vi— 13 îv4-36t/// =  0; б) у ^ - Ъ у "  +  16t/ =  0;
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в) t/v— 6t/lv-f 9t/"' =  0; г) у " ' — 3у"-\~3у' — // =  0;
д) 64t/v,I!-f 48*/VI +  12у1Х-\- у "  =  0.
Ж : а) у =  С,е3х +  С2е~3х-{-Сзе2х+С4е 2* +  Cs +  С6лг;

б) у =  е2х(C i+ C ix ) + е ~ 2х(Сл +  Сьх)-,
в) у =  е3х( C t С-2х ) С з С 4Х Csx ,
г) у =  ех(С\ +  С-2Х~\- CiX2) ;
д) // =  cosy (C. + C ^ + C a X ^ + s in y  (С4+ C ^ - f С*х2) +

-|- С 7 -)- Сях.
3. Коши масаласини ечинг.

а) у "  -Ь4*/' +  29// =  0; у I*=0— 0, у I г=о= 15 ;
б) y i = y ,\ *=о=0;// I х=о= I ; У I дг=о=0; у L=o= 1 ;

//IVI *=0=2  .

Ж : а) у =  3e- 2xsin5x;
б) у =  ех-\-cosx — 2.

4- мустак,ил иш

1. Тенгламаларнинг умумий ечимини топинг:
а) 4у'" — 8у' +  5у =  0\ в) у "  — 6у" +  9у =  0;
б) Зу" — 2у' — 8// =  0; г) у™ + у '' =  0.
Ж : a) // =  £x^CiCOS-|--f-C'2s ir iy ^ ;

4х

б) y ~ C ,e 2x-j- Ctf ^  ;
в) у =  е^~ (C, +  C *x )+ e v (С 3+ С 4л:) ;
г) г/= Ci +  C 2̂ -f-C.3COSx-|-C4sinx.

2. Коши масаласини ечинг.

а) //" — 2//'+ // =  0; 0 |х=2= 1, //'1*=2=  — 2 ;

б) //'" — //' =  (); г/1„0=3. //, |jr=0=  — 1; У" 1*=о=1 •
Ж : а) у = (7 - З х )е х~2\ б) у =  2 +  е~х.

5-§. Узгармас коэффициентли бир жинсли булмаган 
чизикли дифференциал тенгламалар

Ушбу

у ,п' +  а 1у ,п- ,, +  а2у {п- 2,+  ... +  a„y =  f(x ) ,
бу ерда f(x ) ф 0, at ап — узгармас сонлар, куринишдаги тенглама 
п- тартибли узгармас коэффициент ли бир жинсли булмаган чизикли 
дифференциал тенглама дейилади.
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Берилган бир жинсли булмаган чизикли дифференциал тенгла­
манинг умумий ечими y = Y -\-у формулага кура аникланади,_бу 
ерда Y — мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими, у — 
берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг бирорта хусусий 
ечими.

Бу тенгламанинг у хусусий ечимлари тенгламанинг унг томони 
ушбу

f{x ) = e y3\Pn(x)cosf)x+ Qm(x)sin6x]
махсус курннишга эга булганда аникмас коэффициентлар усули 
билан топилади. Бу ерда у ва 6 — берилган сонлар, Р п (х) ва 
Qm (х) — мос равишда л-ва т-  даражали маълум купхадлар Бу 
холда берилган тенгламанинг хусусий ечими у куйидаги куринишда 
мзланади:

у =  х'еух[щ (х) cosfix +  vt (x) sin6x],
бу ерда г

kn-\~P\kn '-j-P'ife” 2 -j- ...-j- Pn =  0
характеристик тенгламанинг у -|~б, илдизининг карралилиги (агар 
характеристик тенглама бундай илдизга эга булмаса, г =  0); 
ui(x) ва vt(x) — /-даражали купхадлар, шу билан бирга / сони т  ва 
п ларнинг каттасига тенг

ui(x) ва v/(xj купхадларнинг коэффициентари берилган тенгла- 
мада у урнига у ни куйгандан сунг унинг чап ва унг томонларидаги 
ухшаш хадлар коэффициентларини бир-бирига тенглаш натижаси 
да хосил булган алгебраик тенгламалар системасидан топилади 

Агар берилган бир жинсли булмаган чизикли тенглмада 
f(x ) =J\ (х) -f-h(x) булса, унинг хусусий ечими у=у\-\-уч булади, бу 
ерда у\_— унг томони /i(jc) булган берилган тенгламанинг хусусий 
ечими, у2 эса унг томони f2 (x) булган бу тенгламанинг хусусий ечими.

1 - м и с о л. Ушбу
у™— 3у" =  9х2

чизикли тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  kA — 3k2 =  0 характеристик тенглама k\ =  ̂ 2 =  0,

=  zb л]3 илдизларга эга, буларга ушбу у i =  l, у? =  х, t/3= e v3\
у4 =  е~^3х фундаментал ечимлар системаси мос келади, бу
ердан мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини хосил 
киламиз:

Y =  C\ +  С2х+Сзе ^ х+ С 4е ~ ^ х.

Берилган тенгламада f(x )= 9 x 2, у =  0, 6 =  0, шунинг учун 
y-|-t'6 =  0. Бу сон характеристик тенгламанинг иккала k\ =  k2 =  0 ил- 
дизлари билан бир хилдир, шунинг учун г =  2 ва хусусий ечим у ни

у =  ( А х 2 +  В х + С ) х 2 =  А х а +  В х * + С х 2 

куринишда излаймиз.
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у', у"у У "\ У,v хосилаларни топамиз ва уларни куйидаги 
схема буйича жойлаштирамиз (тик чизикнинг чап томонига 
тенгламада булар олдида турган коэффициентларни ёзиб чикамиз):

0 у =  Ах4 +  Вх3 +  Сх2,
0 у' =  4 А х3 4- 3 Вх2 4- 2Сх,

- 3 ~у"  =  [2Ах2 +  ЬВх +  2С,
0 у '"  =  24Ах-\-6В,
1 у 1Х =  24 А

Топилганларни тенгламага куямиз:
y w _  з у "  __ — ЗбАх2 — 18Вх - 6  С +  24 А = 9х2.

Бу ерда чап ва унг томонда х нинг бир хил даражалари олдидаги 
коэффициентларни тенглаб, А , В, С ларни топиш учун алгебраик 
тенгламалар системасини хосил киламиз:

* 2 — 36/4 =  9, 
х — \8В =  0, 
х° 6С 4-24/4 =  О,

бу ердан А = — В =  0, С — — 1 .
Лемак, у хусусий ечим куйидаги куринишда булади:

у — — \-х4— Сх2. 
v  4

Берилган тенгламанинг умумий ечими

У =  Г +  У = с , +  С** +  С3е ^ '  +  С,е ~ &  ‘ -  -  Сх2.

2- м и с о л. Ушбу

у "  — ̂ у'-\-6у =  хех', у х=0=  1, у'\х=0= 3 .

Коши масаласини ечинг.
Е ч и ш  k2— 7k-\-6 =  0 характеристик тенглама k\ =  \, fo =  6 ил- 

дизларга эга, шунинг учун мос бир жинсли тенглама 
у "  — 7у' +  6у =  0 нинг умумий ечими Y =  Ciex-\- СчеЬх функциядан 
иборат.

Тенгламанинг унг томони f(x ) =  хех, у= 1 , 6 =  0, у4**6=1=6, 
шунинг учун г =  1; Р i(x )= x , демак, хусусий ечим у ни

у =  хех (Ах-\- В ) ёки у =  ех(Ах2 +  Вх) 

куринишда излаймиз.
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I мисолдаги каби топамиз:
б у =  ех (Ах +  Вх) ,

— 7 у = е х(Ах2-\-Вх-\-2Ах-\-В),
I у "  =  с>х(Ах2+  Вх +  2Ах +  В +  2Ах+ В +  2А). 

Тенгламага куямиз:
7у' +  6у =  ех(6А — 7 А + А )х 2 +  ех(ЬВ  +  7В — 14А +  £ +  -М).г +

-f е1 ( — 1В -f- 2В +  2А ) =  хех.
Б\ айниятнинг иккала томонини ехфО га булиб ва чап хамда унг 
томонла х нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларпи 
тенглаб, куйидагини хосил киламиз:

'2 0 =  0,
х
<)

— 10̂ 4 =  1, б\ ердан А =  — В = — ~ .
2А— 5В =  0,

Демак, хусусий ечим: у =  ех̂

Умумий ечим: у =  С\ех+ С # Ъх— ех( ^ + - ^ .
Коши масаласини ечиш учун i/ ни топамиз:

у = с ^ + 6c?-K4+̂ +f+i)
Бошлангич шартлардан фойдаланиб, ихтиёрий узгармаслар 

Ci ва Сг ларни топиш учун чизикли алгебраик тенгламалар 
системасини хосил киламиз:

1 =  С, +  С* 1 =— С j -{— С-2,
3 =  С, +  6С2— ~  ёки -™ =  С, +  6С2,

*  ~ 74 „  51бу ердан C, =  w  С2=  —  .

Х1смак, берилган бошлангич шартларни каноатлантирувчн 
хусусий ечим куйидаги куринишда булади:

74 51

У  125 6 125 С V ю  ^  25 /  

3- м и с о л. Ушбу
у"-\-у= (х2— \)е л -J— sinjc

тенгламанинг \ мумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  k +  1=0 характеристик тенглама k\,2=  zti (ос =  0, 

Р= 1 ) мавхдм ил шзларга эга, демак, мос бир жинсли тенгламанинг
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Y умумий ечими Y=  Cicqsjc+ C2Sinx функция куринишида булади. 
Тенгламанинг унг томони ушбу /'i(x) ва fiix ) функцияларнинг 
йигиндисидан иборат:

/i (а-) =  (х2 — 1 )е~ х\ /2(х) =  sinx,
шунинг учун тенгламанинг у хусусий ечимини у =  у\-\-у2 куринишда 
излаймиз. 

у | учун:
/,(х) =  (х — 1)е“ \  у =  — 1, 6 =  0; у -\-ib- — 1 фк\, ki,

демак, г =  0 ва у\= (А х  + Вх-\- С )е~ х. 
у2 учун:

/2 (х) =  sinx, у =  0, 6= 1; y =  ib =  i =  k\=jt=kz,

дсмак, r=  1 ва у2=  (D sinx 4- £cosx)x.
Шундай килиб,

у =  е~~A(/lx2 +  /iv +  C) +  (Dx sinx-j-fxcosjo.

у ' =  t* x( —A 2 — B x — С -\-2Ax B ) +sinjir(D — Ex) + c o s j<{E-\-Dx), 

y "  =  e ~ x(Ax2 +  Bx +  C — 2 A x ~ B  — 2Ax — B  +  2A) +
+  siru( — E  — E  — Dx) +  cosx(D — E x +  D) .

Топилганларни тенгламага куямиз:
y "  +  y' =  e~x(A + A )x 2 +  e~x(B  +  B  — 2A— 2 A )x+ ex(C +  C -
— В  — B-j-2 1) -fsmx(Dx — 2 E — Dx) 4- cosx (Ex  -{-2D — Ex) =

=  (x2— l )e~x4-sinx.
Охирги айниятнинг чап ва унг томонларидаги бир хил хадлар 
олдидаги коэффициентларни тенглаб, А , В , С, D, Е  ларни топамиз:

х 2е х II N3 :ь.

н1sJ* 0 =  2/3 — 4/1,
— 1 =  2C — 2tf+  2Л,

sinx 1 =  - 2  E,
cosx 0 =  2 D.

бу ердан А =  -̂-. В = \ ,  С =  0, 0  =  0, Е = — . Бинобарин у xycv- 

сий ечим у =  е~х(^~—(- х^— ^cosx ф\нкциядан, умумий ечим эса 

i/ =  C,cosx4-C2sinx4-£-f^~4-x^— ^cosx 

функинядан иборат булади.
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1. Тенгламанинг умумий ечимини топинг:
а) у "  — Ьу' +  8у =  3х2-\-2х+ \ \
б) у "  — 6y' +  25z/ =  2sinx-}-3cosx;
в) y "  +  3t/'— \0у =  хе~2х;
г) у "  — 2у'+  2y =  exs\nx,
Д) y lv— y =  xex-\-cosx,
е) у "  — Зу' +  2y =  3x-|-5sin2x;
ж ) У " ~  4у' +  4у =  8(х + e 2x-f sin2x).
Ж ’ a) у =  С,е4х+С2е2х+-^-(24х'+52х +  41) ;

б) y =  e'jx(C|COs4x-t-C2sin4x) ( 14cosx +  5sinx)

в) y =  C,«2'  +  C2e-5'+ 7 j r (l-12x )(> -2' ;

г) 1/ =  е*(С|С05х-{-С25тх)— -̂xe*cosx ;

д) у =  С\вх+  С2е~х-\- C 5sinx +  С4сosx +  —~-х-сх— ~

е) у =  С^ех +С?е x-f--|-x +  -̂ -(9 +  3cos2x — sm2x) ;

ж ) у =  е2х(С ]-\- Czx) +  2x2-|-4x-f-3-|-4xe *-1-со52х .

2. Коши масаласини ечинг:

а) у '"  — у' = 3 (2 — х2); у\х=0= у ' I Х=0= У "  l*=o= 1 ;
б) г/" Н-1/= — sm2x, у\х=п =  у'\х_ л=  1 .

~ I IЖ : a) y =  e*-fх ; б) £/ =  —sin2x— -sinx — cosx.
О  u

5- му ставил и ил 

1. Тенгламаларнинг умумий ечимини топинг:

а) у "  — Зу' +  2у= х — е~2х-\-1;
б) 2y"-|-5y' =  29xsinx;
в) у " — 4f/'-|-4£/ =  sinx-cos2x.
Ж : а) у =  С хе*+ С # 2* + \ х + \ — ^ е - 2х-

б) y= C ,-f-C^ +  ( — 5х — cosx— (2х—

в) у =  <? (С, +  С ^ ) + - ~ (  — -|sm3x +  6cos3x) — 

 —  (3sinx +  4cosx) .

5- дарсхона топшириги
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2 Коши масаласини ечинг
а) у" — Зу' +  2у =  еЛх{х2 +  х)\ у\Хяя0= \, у'\х=0=  — 2 ;
б) у '"  — у '= — 2х\ у 1Х_ 0=0, у'\х-о = у"\х=о= 2 ;
в) у "  — 2y' +  2y=4excosx-, у\х=п= пе\ у ' \х_ я =  ел .

Ж  а) у =  4(ех- е 2х)+ ± (х 2- 2 х + 2 )е 3х\
б) у = е х — e~x-f-x2;
в) у =  ех[(2х — л — l)sinx — ncosxj.

6- §. Узгармас коэффнциентлн бир жинсли булмаган 
чизикли дифференциал тенгламаларда 

узгармасни вариациялаш усули

Бир жинсли булмаган чизикли тенгламани ечишнинг умумии 
усули ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усулидан иборат

Агар мос бир жинсли тенгламанинг у\, у2, ..., уп фундаментал 
ечимлар системаси маълум булса, у холда бир жинсли булмаган 
тенгламанинг умумий ечими куйидаги куринишда топилиши 
мумкин:

у =  С\(х)у\ +  С2 {х )у2 +  .. + С п (х )уп,
бу ерда Ci(jc), С2{х), ..., Сп(х) функциялар ушбу тенгламалар 
системасидан топилади:

С 'М У \  +  С2{х )у2+ ... +  Сп{х )уп=  О 
С\{х)у\ +  С'г(х)у2+  + С 'п{х )уп= О,

С\(х)у\п-2' + С2(х)у<Г2)+-- + С'п(х )у }Г 2) =  о,

. C\(x)y[n- u +  C'2( x ) y r ' ) +  ... +  C'n(x )y ln- '' =  f(x ).
Иккинчи тартибли

у "  +  Pi (х )у ' +  Р 2{х )у "  =  f (х) 
тенглама учун мос система куйидаги куринишда булади:

(С\(х)У\ +  С2(х )у2=0,
{ C l(x )y l +  C2{x)y'2= f{x )

1- м и с ол у "  y =  tgx тенгламанинг умумии ечимини топинг
Е ч и ш  k -|-1=0 характеристик тенглама k\,2=±zi илдизларга 

эга, шунинг учун мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими 
K=Cicosx-f-C2Sinx булади.

Берилган тенгламанинг хусусий ечимини аникмас коэффици­
ентлар усули ёрдамида топиб булмайди. Шунинг учун ихтиёрий 
узгармасларни вариациялаш усулидан фойдаланамиз, яъни умумий 
ечимни

у =  С I (х) cosx+  Сг(*) sinx
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куринишда излаймиз, бу орла С\(х) ва С2(л:) функциялар

{ C,(x)cosx +  C (v)sinx =  0.
— С (x)sinx-{- C>(x)cosx =  tgx

системадан топилади. Системани ечсак:

Г . / . sin х С (А ) = ------ , С (x )= sm xcosx

Интеграллашдан сунг куйидагиларни хосил киламиз:

C|(jt) =  -  \ ^ - *d x  =  -  ( ± = ^ -  dx =J  COSX J  cosx

=  sinx— In |tg(-* +  4 )  I + C , ,

C 2(x) =  ^sinxdx =  — cosx-f С ,

бу ерда Ci ва Сг — ихтиёрий интеграллаш узгармаслари.
Шундай килиб, берилган тенгламанинг умумий ечими

у =  ( с  (—j— s in л: — I п | +  | '̂Osx-I- (С 2— cosx) sinx

ёки
t/ =  C,cosx +  C2sinx — cosxln | tg^* I

6- дарехона топшириги

1. Куйидаги тенгламаларнинг умумий ечимини ихтиёрий узгар- 
масларни варианиялаш усули ёрдамида топинг:

а) у " - 2 у ' +  у= 4-; б) у”  +  ̂ у' +  2у2 ех-\-1

В) у" + у' =  г) У " +  ̂ У' ~\~̂ У — е~2х1 пх

Ж : а) у =  (Ci +  С-2Х)ех +  хех\п\х\\
б) у =  С\е~х +  С 2е-2х+  (е- х +  е~2х) 1п (^+ 1);
в) £/=Cicosx-f-C2smx +  xsinx-(-cosx- ln|cosx|:
г) у =  (Ci +  C‘i x ~ х 2\пх — -~х2)с~ 2х.

2 Коши масаласини ечинг:

y" + y '= l b -  у | , . л = | ' у 1 „ л = °
2 2

Ж  t/ =  ̂ ,cosx-(-sinx — xcosx-(-sinxln sinx .
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6- муста^ил иш

1. Тенгламаларнинг умумий ечимини топинг:

1 у " - 2 у ' +  у = — .£ =
Л/4— х2

Ж : у =  (С ,+  д/4 — х2 +  arcsin|-+C2x)e*.

2. y"-\-y =  —-J== .
д/cos2jf

Ж : у =  C,cosx-|-C9sinx-|— ^cosxlnlcosx-|-
\ 2 I

+  -^cos2x — ~ -|— ^sinx-arcsin ( ^2 sinx)

3: у "  — у' =  — e2x д/1 — e2x .

Ж : y =  C { +  C/,x-\--̂ ex(arcs\nex-\-ex yj \— e2x) +

3

II Коши масаласини ечинг: 

у "  +  4г/ =  — ; // л = °;  у'
2

Ж : i/= — cos2xln | sinx I — xsin2x — cos2x.

8- намунавий уисоб топшириклари

1 Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг:
1. 1. 2>{x2y-\-y)dy +  ^ 2 + y 'd x  =  0 .

1.2. (3 -\-ех)уу ' =  ех.
1.3. у\пу-\- ху' =  0
1.4. 2xdx — 2 dy =  x ydy — 2xy dx.

1.5. у'у-л \ = 4  +  l= l ) .
у  1 - у

1.6. д/4 +  у2 dx — ydy =  x2ydy .
1.7. 2x-\-2xy2-\- \j2 — x2y ' =  0.
1.8. xdx — ydy =  yx dy — xy2dx.
1.9. \J\ — x y '+ x y 2+ x  =  0 .
1.10. (ex-\-8)dy — yexdx=X).
1.11. хдjb +  y dx +  y ^ J t+ x  dy =  0
1.12. 6xdx — Sydy =  2x2ydy— 3xy dx.
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1.13. 4xdx — 3ydy =  3x yd i — 2xy dx.
1.14. хд/34-y2d x + y ^ 2  +  x2dy =  Q
1.15. у (4 -j- ex) dy — exdx =  0 .

1.16. V 5 + » 2 +*/'</ V * - ^ = o .
1.17. 6xdx — 2ydy =  2yx2dy — 3xy2dx
1.18. ^/5 +  t/2rfx +  4(x2//-fy)dy =  0 .

1.19. хд/ l- fy  -+-уу'\/1+ * 2 = °
1.20. (e2*-f-5 )d t/- |-y£ 2x<fx =  0 .

1.21. д/4 — x у'-+-ху2+ х  =  0
1.22. 6xdx — ydy =  yx2dy — 3xy2dx.
1.23. y ( l  -f Iny) +  xy' =  0.
1.24. ( l + ^ ) y y '  =  ̂ .
1.25. д/з +  у dx — ydy =  x2ydy.
1.26. 6xdx — 6ydy =  3x‘ydy — 2xy2dx
1.27. x д/4+02***+0 д/l -f x d y = 0.
1.28. (1+<?')//'==!/£?*
1.29. д/з +  //2 +  д/l — x yy' =  0 .
1.30. 2xdx — ydy =  yx‘ dy — xy с/х.

2. Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг:

2.1. (2x — y)dx+{x-\-y)dy =  0. 2.2. (х2 +  у )dx-\-2xydy =  0

2.3. xdy — ydx= л]х2-\--y2dx

2.5. (у — xy)cfx +
-f (x‘ — dy =  0

2.7. {xye4 -f y2)dx =  x2ev dy .
2.9. xy2d y=  (x’ -j-y3)dx.
2.11. y~dx= (xy — x2)dy.
2.13. XZ/ +  t/2(2jt2-f *£/)£,'.
2.15. 2xy' •y =  x2 +  y2L_
2.17. xy' =  4 д/2х2+ у 2+ у .
2.19. xy' =  3 ^2x2+ y 2 + y .

2.21. xy' = _Зу3 + бух2 
2y2 +  3*2

2.23. xy'=y{\n-y-— 1)

2.4. у' =  Л±У_ 
х - У  ' 

2. 6. x\n-^dy —  yd x = 0 . 

2.8. (x — y)ydx — x2dy =  0.
2. 10. (x —  y2)dx =  2xydy
2.12. (y2 — 2xy)dx-\-x?dy =  0
2.14. х уу '= у2 + 2х2.
2.16. (5xy —x )y ' — 5y2 =  0

2.18. 4£/' =  4 + IoJ/+ 5X *
2.20. y '(2 *2 +  2xy )= x2 +  2 x y - y 2. 
2.22.

2 x - y  '

2.24. ху ' — y =  (х  +  у )1 п ^ * ^ - .
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2.25. х у '= у  — хе1 . 2.26. ху' — у =  хtg^-.
У_ .  V

2.27. Ху' =  у — sec* . 2.28. х у '=  усоь(\п-^j.

2'29' у' =  ' 2'30' ху' =  V ^ + У5 + У

3 Коши масаласини ечинг.
3.1. xy' — y= x '2cosx: </(|Л=1 .

3.2. *i// +  £/=*1; £/(!)=  О-
3.3. t/eosx-f-f/sinx =  1; г/(0) =  1
3.4. y’ +2xy =  xe~J‘; </(0) =  — 1 .
3.5. f/ (l) =  I .

X JC
3.6. у' — i/cobx =  sin2x; t/(0) =  — 1.

3-7- < / '- ^ r = ( ^ + D 3; у < 0 )= | .
3.8. i/ + 2xy= — 2*3; г/( 1) = e ~ l.
3.9. y ( I ) ---- 1.

3.10. y '- ± = x \  y ( 1) = 0

3.11. y ’ — -£= — 1/ (1) =  1 .ДС X
3-12- //' +  -^-=sinx; у ( л ) = ^ .

3.13. //' — ̂ -=xsinx, i/ (- f)= l

3-14* У '- т Ь =х2+ 2а:; ^ ( _ 1 ) = = '2

3.15. г/(0) =  1 .

3 J 6 - ^ ( O ) - f

3.17. y '- ^ L -  =  e*(x+  l ) 2; f/(0) =  I .

3.18. i/'+ //tgx =  eos x, y (~  ) = Y ‘

3.19. i/' +  ycosx=-^sin2x; */(0)= 0.
3.20.  ^ - = l + x 2; y (\ ) = 3

I + *2

3.2,. ✓  +  K f ) = l '
3.22. ja/, +  t/ =  lnx +  1, y(\ ) = 0 .
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3.23. y'etgx — £/ =  2cos2xetgx; y(0) =  0
3.24. x y ' |.v+ 1 )у =  3л2е~х: y ( I ) = 0

3.25. (x y '— 1) lux =  2y\ y (e ) =  0.
3.26. y =  x (y '— xcosx); t/ (y )= 0 .

3.27. xy' — 2y =  2xA\ y (\ ) =  0.
3.28. t/' +  //tgx-|-sm*, у(0) =0
3.29. (x2+  l ) y '  +  4xy =  3. y(0) =0.

3.30. !/ '+ -f= f У = i/(0) =  ln5

4 Коши маса.шсишип ечимнми топинг:

4.1. у ' — ylgx=  — -jj/*simr; у (0 ) =  1 .

4.2. у' — у =  ху\ у (0) =  1
4.3. 4у' +  х 'у= (х *  +  Ъ )е-1х1П //(0) =  I
4.4. у '- у  =  2ху\ у<0)=-| .

4.5. Зу'-\-2\у =  2ху~ • с~2х\ у (0) =  — 1
4.6. х//' — t/ =  — i/(lnx +  2) In v; t/(l) =  l.
4.7. i/' +  4xfy =  4 ( r J+  \)e-4xy2:y(0) =  1

4.8. i/x +  y =  ̂ ;  z/ (l)= 3

4.9. 2//' +  З у со ьх = (8 + 1 2 с о $ х )Л г '; y ( 0) = 2

4.10. у ' +  4x2t/ =  4y2eAx( I — x2) ; y ( 0) =  — 1.
4 11. 2 (y -\-xy) =  (x — 1 )ex— y , i/(0) = 2
4.12. 2y' — 3t/cosx =  — c 21 (2 +  3cosx)y ~ l: y{()) =  \
4.13. y'-\-xy= (x — 1 )exif  \ y(0 ) =  1 -
4.14. xy* +  y =  y2Inx; //(1) =  1

4.15. 2y' +  3ycosx =  elx(2-(-3cosx)у г/(0) =  1.

4.16. 2//'+t/cosx=y_ lcosx( 1 -J-sinx); //(0) =  1.
4.17. 2(xy' +  y) =  xif \ y ( l )  =2
4.18. xy' у =  2y2\nx\ y ( 1 ) = ^  ■

4.19. 3(xy' +  y ) = y 2\nx\ y( l ) = 3
4.20. 3xy' +  5y=  (4x— 5)t/\ y ( l )  =  l
4.21. y ' -f- 2xy =  2x V  ; у (0) =  V2.
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4.22. 2 (y ’ -\-y) = xy ; t/(0) = 2
4.23. y ' +  y  =  xy2; </(0) =  l.
4.24. y ' +  xy=  (1 -f-x)<?~xi/ ; t/(0) =  1
4.25. 2(</' +  ху) =  (1 + х )г - У ;  y (0 )= 2

4.26. 2 x y '- 3 y = - (5 x 2 +  З )у 3, t / ( l )= 4 * -
\ ^4.27. 2xy' — 3y— — (20x2+  12)у 3; < / (|)= - Ц ,.

2 v 24.28. 8ху'-12у=  — (5х2 +  3)(Д  f/(1 > ==
4.29. 2 ( x y ' у ) = y  Inx; y ( 1) = 2
4.30. xy' +  y  =  xу , y (\ )  =  1

5. Дифференциал тенгламанинг умумий интегралини топинг
5.1. (у2 +  ysec2x)dx +  (2ху -{-\gx)dy= 0

5-2' (7+-£>'->-°
5.3. 4 r fx - ^ ± . 1dy =  0.

5.4. (у  -j-cosx)dx-j-(3xt/2-f-e")£/t/ =  0.

5.5. (sim/-f г/sinx-f —) с/х-f- (xcosy — cosv-j—l-)dy =  0
^ У

5.6. х*̂ с/х +  1/(х2 +  г/2)<̂ / =  0.

5.7. (3x -f-6x2y-\-3xy )dx-\-(2x + 3x2y)dy =  0

5.8. (x2 — Axy — 2y2)dx (y2— 4xy — 2x2)dy =  0
5.9. eydx-\- (cosy +  xey) dy =  0
5.10. * L - ^ ± I- d y = 0.у У2

5.П. ^xt/2- f-^ -^ v+ ^ x 2y —-^^с/г/ =  0 .

5.12. ^ 2 x - l — - j 'jd x — ( 2 y - ^ d y  =  0

5.13. (^xz-\-Ay7)dx-\- (8xy +  ey)dy =  0
5 14. (sin2x — 2cos(x-f*/) )dx — 2cos(x-f-y)dt/ = 0
5.15- L+/± d x  +  l - ' « d!/ =  0 

5,0

2| (.•»■> j2,



5.17. (cos(x-1-у2) +  sinx)dx +  2t/cosU +t/2)d// =  0.
5.18. (6xt/2 +  4x})dx +  (6x2y +  y )2dy =  0.
5.19. (3x2-f-^cos —  ) d x ---^.cos-— dy =  0

\ У У J  у2 У

- J - + J - W +  (  y - + ± — JL\dy =  Q. 
x y )  \\/r2+y2 y У )

5.20.

5.21
■2 ' f e + ' ) " + ( ' + l * 7 ) ‘, , " °

5.22. (\0xy— ~ ) dx +  ( 5x2+ ~ ^  “  y2s'ny ̂ d y  =  0 .

5.23. (5xy2 — x )dx+  (5x y — y)dy =  0
5 24 (* — y)dx+ (x+y)dy _ q

x2 +  y2
5.25. 6x2eydx-\- (x3̂ — 1 )dy =  0.
5.26. (3x2t/ +  2</ +  3)dx-f (x3 +  2x +  3t/2)di/ =  0
5.27. -ycos^-dx — ^-cosy +  2//^di/ =  0

5.28. (xex-\-~^dx— ~dy =  0 .

5.29. х Л х + ( х 2̂  +  ig2y)dy =  0.

5.30. ( l  +  -j^7) dx+  ^1---^eT ^dy =  0.

6. Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг:

6.1. y'"+y"tgX =  0. 6.10. у " + ^ г— у' =  2х. 
jr- f1

6.2. у"'х\пх =  у" ■ 6.11. tgx • у" — у' -h —г— =  0 ”  v sinx
6.3. г/ ху =  —  ■У

6.12. (1 +  х2)у"-\-2ху' =  х

6.4. х2у" н- ху' =  1. 6.13. y'"-ctg2x +  2y" =  U

6.5. y"--JLT = x ( x - \ )  . 6.14. igx • у'" =  2у".

6.6. y"clgx +  y' =  2. 6.15. х2у" +  ху'=1.

6.7. ХУ " '+ У "= - Г Х - 6.16. у "  -\-2xy'2 =  0.

6.8. ху’" - 2 у " = \ .
х

6.17. ху" =  у'-\-х2.

6.9. x V '  +  x V  =  4 . 6.18. х у " '- у " =
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6.20 (х +  1 )у " ' +  У" = * +  1 6.26. y " 'tg x = y "  +  1.
6.21. х у '" +  2у "  =  0. 6.27. хъу '"  +  хАу "  =  1
6.22. ху'"-}-у" +  х=0. 6.28. ху" +  у' =  \пх.
6.23. y'"tg5x =  5y". 6.29. ху" — у' =  2xV .
6.24. (1 + s\nx)y'" =  y"cosx. 6.30. ху" =  у'\п^-.

6.19. Ху '"  + у " =  1- 6.25. х у  -\-х2у =  у[х

7. Коши масаласини ечинг:

7.1. у 'У + 1 = 0 ;  i/ (l) =  — 1, у '{\ ) =  - \ .
7.2. |+ у '2 = уу"; 1/(0) =  1. у '(0 )= 0 .
7.3. j/"(/J +  36=0; 1/(0) =3. у '(0 )= 2 .
7.4. 4 у У '= у '- 1 ;  У(0) =  V 2 - </'(0)=-^-.
7.5. у "= 18у3; у(1) =1, у '( | )  =3,
7.6. у " =  2 —у; у(0) =2, у '(0) =2.
7.7. у |2 + 2уу" = 0; (/(0) =  1, у'(0) =  1.
7.8. i / V  +  9 =  0; у ( ! )  =  1. у '(1 )= 3 .
7.9. 4</V" = f/4— 16; у (0) =2 V2 ; У'(0) =-^--
7.10. уц" + у12 = 0, у(О) =  I, у '(0) =  1.
7.11. у3у "  =  4 (t/ '- l) ;  y(0 )= V2. </'(0) =  V2.
7.12. уу" — 2у' =0; 1/(0) =  1, у'(0) =2.
7.13. у "  + 2уу12 = 0; у(0) =  1, </'(0) =  1.
7.14 y"tgy =  2y 2; у(1) =  -|, у  (1) =2
7.15. у "у3 + 25 =  0; у(2) =  — 5. у '(2 ) =  — I.
7.16. у (1-1пу)у"+ (1+ 1ш /)у|2 = 0; i/(0) =  I. у '(0) =  1.
7.17. у"<1 + у )  =  у12 + у'; у (0 )= 2 , у '(0 )= 2 .
7.18. у "  + 18sinycos'y = 0; у (0 )= 0 , у '(0) =3.
7.19. 2уу" = у12; у(0) =  1, у ' (0) = I
7.20. у "у3 +  4 = 0; у (0) =  — 1. у '(0 ) =  - 2
7.21. у " (1 + у )= 5 у 12; у (0) =0. у'(0) =  1
7.22. у у " - у |2= у 4; у(0) = 1, у'(0) = 1.
7.23. у "  =  у'е»; у(0 )= 0 , у '(0 ) = 1.
7.24. у "  =  32у‘; у(4) =  1, у'(4) =4
7-25- У '= - ^ т ;  У<0)=~. у '(0 )=  \/2 •
7.26. у’у "  = у4-16; у (0) =2\^2, у ' ( 0 ) = ^ 2
7.27. 4у"2= 1 + у 12; у(0) = 1, у '(0 )= 0
7.28. у "=  1 —у у (0) =0, у '(0 )= 0 .
7.29. у "(2у + 3) =  2у12; у (0 )= 0 , у '(0) =3.
7.30. yy "-2 yy 'ln y  = y 12; у(0) = 1, у'(0) =  1.
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8 Диффе} 'кциал тенгламанинг >м\мий ечимини топинг
8.1. i/'v+ t / " '-- 12х +  6;
8.2. у "  +  2 у " ' f  У " =  2 — З.-2;
8.3. у "  +  2у у "=  4х2;
8.4. у '+ З у "-  Уу'=,\— Х - 
8-5. у"' +  у " = ‘ <2 — 1 ;
8.6. и у = ?  -24а-2;
8.7. . / — 5у +  c;/ =  Gx2+ 2 x — 5 ;
8-8. у " — у "=  6 1-Зх ;
8.9. у 'ч+4г/'"+- =  х — х2;
8.10. у --2у =3/ л — 4,
8.11. у '- у = х 2+
8.12. 7i/ — у =  12х
8.13. у — 13у +  12у ~ л- 1 ;
8.14. у — 3t/"+3t/'- у= 2 х\
8.15. у " + 3 i/ +2г/= о*2+2х ;
8.16. у ^ - у "= х  ,
8.17. у л --у '"= Ь{х  +  у>х?.
8.18. у "  — у '= 3х2— 2x4-1
8.19. у "— «/"=6х +  5 ;
8.20. у 1у-2«/'"Н-у”= 2 л (1 - х ) ;
8.21. у у ” =4х2— Зх +  2 ;
8.22. t/'" 4 З у "+ 2 у= х *+  2х +  3;
8.23. t/lv4-2f/'4t/"=x2+ x + l  ;
8.24. y ‘v — Зу " +  3у — у = x  — 3 ;
8.25. у 5y "+6y =  (x — 1) ;
8.26. y v— y K =  2x +  3;
8.27. £/lv+2f/ +  y =  12x2— 6x ,
8.28. i/1 —j— 6// — 91/ = 3 x — 1 ;
8.29. 3i/n +  t/ =  6x— 1 .
8.30. y " — 13*/"+ 12t/ =  18x2— 39 .

9. Дифференциал тенгламанинг vm\ мий ечимини топинг:
9.1. у "  +  Ау"-\-Зу =4(1 — х)е~*\
9.2. у — 4у'"— 3у = — 4хе* ,
9.3. у — Зу — 2у=  — 4хех:
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9.4. у — у — 9у -\-9y-- i 12— \6х)еж.
9.5. у '— 5у -\-7у — 3.;=- (20— \§х)е~х.
9.6. у + у - у '- у = ( * у  +  4)ех.
9.7. у '"+ 6у + 9 у ‘'=  (10v +  24)e*.
9.8. у "+3t/ +  2i/ =  (1 — ~х)е~х.
9.9. у '"  +  6у" — Зу' == (4 +  2)ех.
9.10. у ’"-\-2у + у =  (13х +  2\)е2х.
9.11. y'-\-2y"— 3y'=(8x-\-t
9.12. у" — //— 4i/+ 4 у=  (7 — 6х)е*.
9.13. у — 4i/ + 4 у '=  (х— \)ех.
9.14. у — 2у — Зу =  {8х— \4)е~х.
9.15. у — 3у — у -1-Зу= (4 — 8х)ех.
9.16. у -5у , ау — 4у =  (2х — 5)ех.
9.17. у "-\-5у"-\-7у + 3 у=  (16х +  20)е\
9.18. у -\-4у -\-4у =  (9x-f- 15)е*.
9.19. у "'— 3 у+ 4 у= (\8 х  — 2\)е~х.
9.20. у '"— у — Ьу'— 3у=  — (8х +  4)е*.
9-21. у " + у  — 2 у (бх +  5)е*.
9.22. у " — 2у"-\-у'= (2х +  5)с>2\
9.23. у" — 7у"+\5у — 9у=  (8х — \2)ех.
9.24. у - у  — 2 у '= (6 х — \\)е~х.
9.25. у — у — у + у = (3 х + 7 )е 2х.
9.26. у — 6у"-\-9у=4хех.
9.27. у +Ау"-\-Ьу + 2 у=  (12х +  16)е\
9.28. у — 3у +  2у =  (1 — 2х)ех .
9.29. у ' " - 5у "+  Ъ у+ 9у =  е~х{32х-32\
9.30. у З у  -\-2у — (4х-\-9)е2х.

10. Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг
10.1. у"-\-у =  2cos3x — 3sin3x.
10.2. у "  — 4y'-\-4y=z — e2jt*sin4x.
10.3. у "- 4 у '- \  8у =  ех( — sinx +  2cosx).
10.4. у"-\- 2у '=  \ех (sinx-|- cosx).
10.5. у "  -\-2у' -\-Ъу= — 2sinx.
10.6. у " - \ - 6 у ' \ З у  =  е~3х-cos5x.
10.7. у "  — 4у'-\-4у= — е2х-sin6x
10.8. у "  — 4у' -\-8у =  ех • ( — 3sinx +  4cosx).
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7- §. Дифференциал тенгламалар системаларини ечиш

8.7.1. Ушбу
| y ’\= f\(x ,y i, y 2,..... уп),

< */'2= Ы *,*/|. У*
I у п=1п(х,УиУ»...,Уп)

дифференциал тенгламалар системаси нормал система дейилади, бу 
ерда у I, i/i: . , у, — эркли узгарувчи х нинг номаълум функииялари

Бу системани каноат лантирувчи у\ = ^ i (х), у2 =ц>2 { х ) , yn =  q>n(x) 
функциялар системаси бу системанинг ечими дейилади.

Берилган дифференциал тенгламалар системаси учун Коши 
масаласи шундай ечимни топишдан иборатки, бу ечим х =  хо да 
берилган Vi|х=ль:=*/10, У2\ х - ^ У м  -  >Уп\х=х0=Упо бошлангич шарт­
ларни каноатлантирсиг

Нормал систем анинг умумий ечими деб л та С i, С2.....Сп ихтиерий
узгармаслпрга ооглик булган

' у х =  <р,(х, С|, С г, .... Сп),
■ 1/2=ф2(*- с „  С2, ..., С„), 

у„ фп(л\ С „ Су, С )

функциял ip систсмасига айтилади. Бу ечим берилган тенгламани 
ихтиерий узгармасларнинг \ар кандай мумкин бул1ан кийматлари­
да аиниятга айлантиради ва берилган бошлангич шартларни 
каноатлантирадиган килиб танланса, Коши масаласининг ечими 
булади

Умумий ечимдан ихтиёрий узгармасларнинг мумкин булган 
баъзи кийматларида хосил буладиган ечимлар хусусий ечимлар 
дейилади.

8.7.2. Нормал системани ечишнинг усулларидан бири номаълум 
функцияларии йукотиш усули булиб, у п та дифференциал 
тенгламалар системасини бир номаълум функцияли битта п- тар­
тибли дифференциал тенгламага келтиради

1- м и с о л. Ушбу

(у ' = у+г,
\z' =  y — z

дифференциал тенгламалар системасини у\х_ 0=  2, z|x=0= 0  бош­
лангич шартларда ечинг.

Е ч и ш .  Номаълум Функция z ни йукотиш учун биринчи 
тенгламани х буйича дифференциаллаймиз:

у " = у ' +  г\
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бу ерда z' урнига унинг иккинчи тенгламадан аникланган 
ифодасини куямиз

У" =  У' + У -2

Энди z урнига унинг биринчи тенгламадан олинган ифодасини 
куйсак,

у" — 2у =  0

тенглама хосил булади Бу тенгламанинг k — 2 =  0 характеристик 
тенгламаси k\t-2=  илдизларга эга.

Демак, умумии ечим куйидагича ёзилади:

у =  С хе ^2х-\-С^-^х.

z учун умумий ечимни системанинг биринчи тенгламасидан 
топамиз:

2  =  у '- у=С Л л 12- \ )е 'Г2‘ - С 2( л/2 +  1 )е- ‘2' .

Ихтиёрий узгармасларни топиш учун бошлангич шартлардан 
фойдаланамиз:

С ,+ С 2 =  2,

С,( д / 2 - П - С 2( д/2+ 1 ) = °

Бу ердан:

Шундай килиб, биз излаетган хусусий ечим куйидагича булади:

у = ( 4 + 1 ) е ' ’ ' + ( | - 4 К ' ! ' '

2 _  v 2 * _  JVj L -  vb
2 2

8.7.3. Агар дифференциал тенгламалар нормал системасининг 
унг томонлари номаьлум у|, у2, ..., уп функцияларга нисбатан 
чизикли функциялар булса, у холда тенгламалар системаси чизикли 
система деиилади п та номаълум у\, у2, ..., уп функциялар катнашган 
коэффициентлари узгармас булган, п та чизикли бир жинсли 
тенгламалар системаси куйидаги куринишга эга'

329



У I --а \\У\~\-а \‘2У'2~\~ ■■■ ~\~а \пУю

у 2 =  а21У1 + а2.2у2+ ... +  а2пуп,

.Уп=ап\У\ + ап-2у2+ ...аппуп.

Б> системанинг ечими

у\= а\екх, у -2 =  а 2ек\ ..., уп =  а.пекх

куринишда изланади. у\, у2, ..., уп ларни берилган дифференциал 
тенгламалар системасига куйиб, он, аг, а п ларга нисбатан чизикли 
алгебраик тенгламалар системасини хосил киламиз:

(а,, — k) а,-|-а|2а 2+ ... +  а|Ла „ = 0, 

а2\а \~\~ (а22— k )a2-\-... -\-а2па п =  0.

• а л 1а 1 -\~а п2а 2 ~\~ ■■■ +  ( а пп  ^ ) а п --- 0 .

k куйидаги п- даражали тенгламадан топилади:

а и —  * а \2 .. а ы

0,1 CL 22 —  * а2п
=  0

а п\ а п2 - a nn —  k

Бу тенглама берилган дифференциал тенгламалар системасининг 

характеристик тенгламаси дейилади. k нинг турли кийматларига oci, 
а.2, ..., осп ларнинг маълум туплами мос келади. Характеристик 
тенгламанинг илдизлари турлича булсин: k\, £ 2, ..., kn.

У холда k\ илдизга бирорта ап , « 21, ал , ..., а п\ туплам мос келиб, 
унга биринчи ечим тугри келади:

у ч = а ц е к'х, Уи =  а 21ек'х yni =  а п/ ' х.

Шунга ухшаш 62 илдизга a 2i, агг ,... а 2« туплам мос келади, унга 
уз навбатида иккинчи ечим тугри келади:

k2x k2X  k2X

У\2= а \2е > У22 =  се'22е >-■■■> Уn2=CCn2?

kn илдизга <Xni, а п2,--., 0Lnn туплам мос келади ва унга п- ечим тугри 
келади

УI п 6̂ 1 пр » У2п ®я2̂" У tin &пп̂-

Фундаментал ечимлар системасини хосил килдик. Умумий ечим 
куйидаги куринишда ёзилади:
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УI =  City I I +  C?y 12+  ... +  Cn*yin. 
1/2 =  Cl t/21 +  C2//22+ ... +  СпУ2п,

yn =  C\yn\ +  C2t/n2+  ■•■ +  СпУпп-

2- м и с ол. Ушбу

У =  7у+  3z, 

z' =  6t/ +  4 z

тенгламалар системасининг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Ечимни у =  aekx, z =  fiekx куринишда излаймиз. 

Характеристик тенгламани тузамиз:

6 4 — k
=  0 ёки /г2 — 11/г +  10 =  0.

Унинг илдизлари: ki =  \, /гг =  10 — хакикий ва хар хил сонлар.
a) fe i= l да а  ва р ларни топиш учун тузиладиган система

куйидагича булади:

Унинг битта a i =  l, P i = — 2 ечимини олайлик. ki =  \, a i =  l, 
р, =  — 2 га мос хусусий ечим куйидаги куринишда булади:

у\=е\ z ,=  - 2ех.

б) /22 =  10 да а  ва (3 лар куйидаги системадан топилади:

Бу тенгламанинг а г = 1 ,  р2= 1  ечимини атайлик. &2= 1 0 , а г = 1 , 
р2= 1  га мос хусусий ечим

куринишда булади.

Шундай килиб, бу холда фундаментал система куйидагича 
булади:

(7 — 1 ) а  +  ЗВ =  0, ..
еки

6 а +  (4— 1)0 =  0

6а + 3р =  0, 

6а + 3р =  0.

(7 - 1 0 ) а  +  3(3 =  0, 

б а +  (4 — 10) (3 =  0 еКИ

— 3а + 3р =  0, 

6а — 6|3 =  0.



t/=C l«/l +  C2t/2,
z =  C 1Z1 -j- C2Z2

3 - м и с о л .  Ушбу

Умумий ечим:

ёки y =  C\ex-\- CieWx, 
z =  — 2C\ex -\-C2e

(У  =  — 7 y+z,

{ 2 ' =  —  2  y — 5z

I Ojt

сиетеманинг умумий ечимини топинг.
Е ч и in. Ечимни куйидаги куринишда излаймиз:

у =  аекх, г =  р<?/?А. 

Характеристик тенгламани тузамиз'

— 7 — k 1 

— 2 — 5 — k
=  0 ёки k2-\- 126 +  37 =  0.

Унинг илдизлари: &i,2 =  — — комплекс сонлар. k\ =  — 6 +  / учун 
а  ва |3 лар куйидаги системадан топилади:

[ ( — 7 +  6 — 0 а  

1 — 2а +  ( — 5 -f
— i) а  +  (3 =  0,

+  6 — /)|3 =  0
еки

( — 1 —о а  +  Р =  0,

— 2 а +  (1 — /)Р =  0

Система (3= (1+ *) а  тенгламага келтирилади. Бу ердан ai =  1 десак, 

(3i =  1 + / .  к\ =  — 6 +  /, я  =  1, (3= 1 + /  сонларга мос хусусии ечим’

t/1 =  t, ,-(1+')* =  £,_6*+<jr= e _6x(cosx +  /sinx) =  £>_6jccosx+£>_bjrsinx ; 

2 , =  (1 + /)в ,_6ч<’х=  (1 +  0<?~bx(cosx +  /sinx) =  £>-6x(cosx — sinx + 

+  / (cosx +  sinx)) = e  6*(cosx — sinx) +  /e_6jr(cosx + sinx) .

Ю корида топилган хусусий ечимда унинг хакикии ва мавхум 

кисмларини алохида-алохида олиб, иккита ечимни хосил киламиз, 

улар берилган дифференциал тенгламалар системасининг фунда­

ментал ечимлари системасини хосил килади:

у{ =  е~Ъх-cosx, 2̂ =  e_6jf-sinx, 

z\ = е ~Ьх(cosx — sinx), z2 =  e~6jr(cosx +  sinx)

У холда берилган системанинг умумий ечими куйидаги куринишда
булади:

У —  С\у\ +  С 2У2, ёки у =  e~bjr(Cicosx+ C2Sinx), 

z =  Ciz, + C2z2 z =  ec,x{C\ (cosx — sinx) +  C2(cosx + sinx)).
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Характеристик тенгламанинг иккинчи 62 = — 6 — / илдизидан 
фойдалансак, яна шу ечимларни хосил киламиз.

4- м и с о л. Ушбу

Ы  =  Ъу — г,

\z'=y + 3z

тенгламалар системасинииг умумий ечимини топинг. 
Е ч и ш.  Системанинг характеристик тенгламаси

5 — 6 — 1 
1 3 — k

=  0 ёки 62— 8 6 1 6  =  0

каррали илдизларга эга: 61=62 =  4
6 =  4 икки каррали илдизга мос хусусий ечим куиидаги 

кури ниш га эга булади:

у =  еlx (а  I х -j- 0С2) ,

z =  t,lv(pi*-bp2).

а  ва р ларни топиш учун у, г, у', z' ларни берилган системага 
куимиз:

ai +  4(aix +  a2) = 5 (a ix  +  ct2) — (Р1Х + Р2) , 

р ,+ 4(р ,*  + р2) =  ( a ,x + c t 2) + 3 ( p , x + p 2).

х нинг олдидаги коэффиниентларни ва озод хадларпи тенглаб, 
куйидаги алгебраик тенгламалар системасини хосил киламиз:

4а, =  5а, — р, 

4р, =  а, + 3р,
ва

{“ I f

, +  4a2= 5 a 2— Р*

p, +  4p2= a 2+ 3p2.

Бу ердан:

a i = p i ,  Gt2 — p2 =  ai =Pi- Энди a\ =  Ci, а> =  Сг (Ci ва С2 — ихтиёрий 
узгармаслар) деб, Pi =  Ci. Рг =  С2— С\ ни топамиз. Демак, система­
нинг у мумии ечими

y =  i‘u (C ,x+C г). 

г =  £?4'(С|Х + С2- С ,)

куринишда булади.

7- дирсхона топшириги

1. Куйидаги бир жинсли системаларнинг умумий ечимини 
помаьлумларни йукотиш усулидан фойдаланмай топинг:



a) ( y ' = — 7y + z, (y' =  y — z + w

\zf =  — 2y— bz, в) | z' =  у -f- z — w

[y'—y — 3z, \w' — 2y — z.

\z' =  3y + z,

Ж: a) f/ =  e~6* (C]C0sx-f-C2sinx),

z =  e~6x( (Ci +  C2)cosx— (Ci — C2)sinx);

б) // =  ̂ r(CiCOs3A:-t-C2Sin3x), 

z =  ex (Cisin3x— C2cos3x);

в) y=C\ex +  C2<?2x+ C 3e~\ 

z =  C\ex-3C,e~x

w =  C\ex-\- C?e2x — 5C^e~x

2 Тенгламалар системасининг умумий ечимини номаълумлар- 
ни йукотиш усули билан топинг

( у =  — 5y-\-2z + ex.
а ) \ .

\z =y-\-§z-\-e ■

б) С:
=  3 у — 2г-\-х, 

3y — 4z,

в)

у =  5y-\-2z — 3w, 

г =  4 y-\~bz — 4 w, 

w =  6y-\-4z — 4w.

Ж: а) у=С>е-'х+ С £ - х-\--е+-е

2 =  ± С1е~4х- С 2е-7х̂ е х+
ю

б) у =  2С1еУх-\-С2е~3х— ~х ^ ,

Z =  С ]€*Х ЗС2? 3 2^ 12" ’

в) у =  С\ех-\- Сге2х + C$eix, 

г = С 1ех + 2Сзе3\

w =  2Ciex.+ C2e2x + 2С*е3х.

3 Берилган дифференциал тенгламалар системаси учун Коши 
масаласини ечинг:

а)

y = w  + z — y ,

z =w-\-y — z , г/1 ̂ =0=  1. z\x=0= w  \х=о= 0 ;  

w '=y-\-z-\-w ,
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б)

У =  z +  w ,

z' =  W +  y , У | х = 0=  1 ^ I Х = 0 =  1 . Н *  = о = ° -

W = y  + z .

Ж  а) у =  \е х+\е2х+\е 2х,

I —  х  I I 2х  1 — 2х

z = T f  + 6 *

1 — * I  ̂ , 2х
® =  -  т е + т  ;

7- муста^ил иш

1. Дифференциал тенгламалар системасипинг умумий ечимини 
топинг:

а) +  * ’ б ) I* ' ==^  +  2 ~  cos* ’

U  =  — У +  tgx ; [z =  — 2у — z-(-sinx-f- cosx .

Ж ' a) у =  C,cosx +  C2sinx-|-tgx , 

z =  — C,sinx-|-C2cosx-|-2 ;

6) y =  C,cosx-(- C2sinx — xcosx ,

2=  (C2— C,) cosx— (Ci -j- C2) sinx x (cosx -j- sinx)

2 Коши масаласини ечинг:

[у =  — 2у — 2-t-sinx , , . i n
а )  \ _  , f / L = o = - >  . 2 L = o = ° -  

[г =4t/ + 2z +  cosx ;

б) гу' =  4у +  2 +  36х ;

^/ =  — 2у +  2 +  2гЛ , у | х=0= 0  , г|х=0= 1

Ж: а) у =  2sinx— 1, б) у =  10е2х — Не3х — ех +  6х — 1,
2 =  2 — 3smx — 2cosx ; z =  — 2Qeix + ЬеЛх -\-Ъех +  12х +10
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9- б о б

КАТОРЛАР. ФУРЬЕ АЛМ АШ ТИРИШ ЛАРИ

1-§. Сонли каторлар

9.1.1. Сонли mi, и? ,..., и„ , ... кстма-кетлик берилган булсин. Ушбу
эо

U\ -J- U.2 -f-... -j- Un -f- U n
n— 1

куринишдаги йигинди сонли к,атор дейилади, и\, и%...у сонлар
цаторнинг х,адлари, каторнинг п- хади ип эса каторнинг умумий 
.\ади деб аталади

Сонли каторнинг дастаабки п та хндининг йигиндиси S,, 
оркали белгиланади ва каторнинг п- хусусий йигиндиси деиилади-

Sn —  U\ -f- U2 -|- ... -|- Un-

Агар limS„ =  S— чекли лимит мавжуд булса, катор яцинла-
п -*>оо

шувчи, S — унинг йигиндиси дейилади. Агар lim S „= oo  булса,
П —► оо

ёки мавжуд булмаса, катор узоклашувчи дейилади.
Куйидаги

Rn =  ип+х-\- ип + 2-\~... +  ип + т~\~ •••

ифода к,аторнинг п-к,олдиги дейилади.
Геометрик прогрессиянинг хадларидан тузилган

oo

a-\-aq + aq2+  . + aqn~1 + ... =  S  aqn~]
n = I

катор |g| ^ 1  булганда узоклашувчи, |^|<1 булганда якинла- 

шувчидир (бунда у 5 =  йигиндига эга)

Ушбу

Ч - Т + Т + - + Т + - -
П =  I

катор гармоник цатор деб аталади, у узоклашувчидир.
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У нумлашган гармоник к,атор (ёки Дирихле катори) ie6 
аталувчи

i + | ,+ | p+ . . . + ^ + .  =  ^
П = |

катор 1 да узоклашувчи, р>\  да якинлашувчидир.
Каторнинг якинлашувчи булишининг зарурий шарти: Агар

оо

1! ип катор якинлашса, у холда Пггш„ =  0 .
п= I п̂ сс

Катор узоклашувчи булишининг (катор узоклашишининг)
оо

етарли шарти. Агар булса, 1! ип катор узоклашади.
п *°° л= I

М и с о л  Ушбу каторнинг йигиндисини топинг:

— -_|---!---1--- !---1_ _|------I----  
1 ■ 2• 3 2-3-4 ^  3-4-5 ^  л ( л +1 ) ( л +2 )

Е ч и ш.  Каторнинг умумий хади ип = ---- -----  ни содда
л(л + 1)(л + 2)

касрлар иигиндиси куринишида ифодалаймиз:

1 =  А +- В 4- С n(n + l)(n + 2) „ +  „ + | +  п + 2-
Бундан

1 = А  (п + 1) (п + 2) +Вп(п + 2) +Сп(п+  I) ,

Бу ерда кетма-кет /2=1 , л =  2, п =  3 кийматларни бериб, хосил 

булган чизикли тенгламалар системасини ечиб, , В =  — 1 ,

С =  -̂- ни хосил киламиз.

Шундай килиб,
1 1  1 , 1  1

ип=  —

еки

Бу ердан:

2 л л+1 2 п-\- 2

_  2  _ 1 _  1 \ 
п= 2 п + 1 -1- п + 2 )

— - к > - т + т )=

— т ( 7 - 1 + т )  =
1/1 2 . 1 \ 

“3 = т(~з_ 7 + т , ) ;

1/1 2 . 1 \ 
и< =  т ( т _  " 5 + т ) ;

__ 1/1 2____I \
2 \л  л+  1 ' п + 2 / '
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Чап ва унг томонларни жамлаймиз:

S n ~  2  ( : п +  1 п + 2 ) '
Шундай килиб, l im S ,^ — . Демак, катор якинлашувчи ва

п—► оо ^

унинг йигиндиси S =  — га тенг.
4

9.1.2. Якинлашувчи каторларнинг хоссалари:
оо

а) Агар V ип катор якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси
п =  I

оо

S га тенг булса, у холда 2  }мп {X- узгармас сон) катор хам
П= 1

якинлашувчи булади ва унинг йигиндиси Х-S га тенг булади;
оо оо

б) агар У, ип ва 2  vn каторлар якинлашувчи булиб, йигинди-
п = I  п = I

оо

лари мос равишда S хамда 6 га тенг булса, у холда 2  (un± v n)
п =  I

катор хам якинлашувчи булиб, йигиндиси (5± 6 ) га тенг булади;
в) агар катор якинлашувчи булса, у холда унда исталган 

чекли сондаги хадларни ташлаб юбориш ёки унга чекли сондаги 
хадларни кушиш натижасида хосил булган катор хам якинлашувчи 
булади.

1- дарсхона топшириги

Каторларнинг якинлашувчи эканини исбот килинг ва уларнинг 
йигиндисини топинг.

оо

1 v _______ !______ 1
^  (2/1 — 1) (2п + 1) ' Ж: 5 =  — .

п =  I ^

оо

2. 2  ----- ------ • Ж . С _______ 1
^  (3/1 — 2) (Зга + 1) Ж- ^  — у .

п =  1

4. У  -----— ------- w  с __ 1
(2/2 — 1)2 (2/г + 1 )2 714 ■ 8
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Каторларнинг якинлашувчи эканини исбот килинг ва йигиндиси- 

ни топинг.

1- мустак,ил иш

1 . S  , ' • Ж: 5  =  - ^ .л(л +  3) 1о
п = 1

2- 5  ( 3 - .Н З .+ » ) Ж : 5 = Т -
п =  1

3. 2  £ ± * L m Ж; S =  A
10я 4п =  1

4. V  2п+1 Ж: S = 1  .

5- S l2 n _ , ; (2„ ^  Ж : 5  =  § .

2- §. Мусбат хадли каторларнинг 
якинлашиш ва узоклашиш аломатлари

9.2.1. Т а к к о с л а ш  а л о м а т и .  Агар мусбат хадли иккита
оо оо

^  ва 2  vn катор берилган булиб, бирор N номердан бошлаб
п = I  п = I

Un^Vn теигсизлик бажарилса, у холда:
оо оо

а) Z  каторнинг якинлашишидан 2  ип каторнинг хам якин-
п = I  п = I

лашиши келиб чикади;
оо оо

б) 2  ип каторнинг узоклашишидан £  vn каторнинг хам узок-
п — I п =  1

лашиши келиб чикади.
1 - м и с о л. Ушбу

V =  ___l  1 , _|___ !__|_
п-2п 1 -2 2-22 ' 3-23 ' п-2" '

л =  I п

каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи эканини текширинг.
оо ^

Е ч и ш .  ип =  ——- -1- =  vn эканлиги равшан. 2  —  катор мах-
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ражи q =  ̂ <c, 1 булган геометрик прогрессия хадлари йигинди-

сидан иборат ва у якинлашувчи. Таккослаш аломатига кура 
берилган катор хам якинлашувчидир.

2- м и с о л. Ушбу

v'i Inn 1п2 , 1пЗ , IП/1

п 2 6 п
п =  2

каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи эканини текширинг.

Е ч и ш.  Барча п ^ 3  учун ип= ^ - >  — = v n. v  --- гармоник
п п — п 1

П = I
каторнинг узоклашувчанлигидан ва таккослаш аломатидан бе­
рилган каторнинг хам узоклашувчи булиши келиб чикади.

9.2.2. Т а к к о с  л а ш н и н г лимит  а л о м а т и .  Агар хадла-
гю оо

ри мусбат иккита 2L ип ва V Vn катор берилган булиб, чекли ва
л =  1 п =  I

ип
мусбат lim— = А  лимит мавжуд булса, у холда иккала катор бир

/l-^ОО Vn

вактда якинлашади ски бир вактда узок 1ашади.
3- м и с о л. Ушбу

у  — !—  =  1 - f _|---L
I 1 Q I с  I I f ,“ ■2/1 — 1 I 1 3 1 5 1 1 2 /1-1

п =  1

каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи эканини текширинг.
ос

Е ч и ш.  Берилган каторни гармоник У> — катор билан так-
п

п = I

кослаимиз:

I

I ■ ип I • 2л— 1 I ^  Л 
lim =  lim -- --- = —> 0 .

n-оо I 2

Гармоник кагор узоклашувчи эканидан берилган каторнинг 
Хам узоклашувчи экапи келиб чикади.

4- м и с о л. Ушбу

V 1 — __!___ I___
^  2n-t-l 2+1 ' 22+1 1 1 2'+1 
п = 1

1 - 1 2' + Г +'■

каторнинг якинлашчвчц ёки узоклашувчи эканини текширинг.
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Е ч и ш .  Таккослашнинг лимит аломатини куллашда доадра- 

жи -у га тенг булган геометрик прогрессиядан фойдаланамиз.

|im 2" ± I =  ,im -?— =  lim _ ! — =  1 > 0
п.—► оо * п—̂ оо ^ I ' п -оо | |

2п 2"

ОО |

ва 2  —  катор якинлашувчи булгани учун (^ = —< 1 )  берилган 
/2=1 ^

катор хам якинлашади.
х>

9.2.3. Д а л а м б е р а л о м а т и. Агар мусбат хадли ^  ип ка-
п =  1

тор учун lim —+| =  d мавжуд булса, у холда бу катор d <  1 да
п »  X и п

якинлашади, d >  1 булганда узоклашади

5- м и с о л. Ушбу

V  _  1 I 3 . 5 . 2л; — 1 .
2”  ̂ 22 ^* ’’* 2" I ***

п = I

каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи эканини текширинг
г. с  2л —  1 2п 1
Е ч и ш .  Бу ерда ип= — ^ — ва ц„+,=  .

шунинг учун

lim lim J^±_LL2!_ =
u n 2n+ (2n  — 1)

i+-!-

2 /1->-оо 2,2 I 2 n-* OO I
2 n

Демак, берилган катор якинлашади оо

9.2.4. К о ш и  а л о м а т и .  Агар мусбат хадли Z «л катор
п = 1

учун lim ип= С  мавжуд булса, бу катор С < 1  булганда якинла­

шади, С;>1 да узоклашади.
6- м и с о л. Ушбу

каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи эканини текширинг

34 I



Е ч и ш.  un=-^-(l +^-)" булга и и учун

lim Ц1Гп=  I i m | ( l + ^ Y = | > 1  •
/1-*>оо n—̂ oo z  \  /

Демак, берилган катор узоклашади.

оо

9.2.5. К о ш и  ни нг и н т е г р а л  а л о м а т и .  Агар 1! и
п =  \

каторнинг хадлари мусбат ва усмайдиган булиб, х >  1 да 
аникланган, узулуксиз, мусбат ва манотон камаювчи f (x)  функция
учун f (\)=u\, f ( 2 )=U2 . . . . ,  f (п) =  Un__ тенгламалар уринли булса,
у холда

хосмас интеграл якинлашса, берилган катор хам якинлашади ва 
аксинча, хосмас интеграл узоклашса, катор хам узоклашади.

7 “  2п
7-ми с о л .  2j ------?, каторнинг якинлашувчи еки узокла-

n=i («2+1) 
шувчи эканини текширинг.

2х
Е ч и ш.  f(x ) = — ^ ^  деб олайлик. Бу функция Кошининг 

/v (*2+ 1 ) 2
интеграл аломатининг барча талабларини кондиради.

оо N

f 2xdx ,. f d ( l+ ; t 2) /  1 \i N

= J ™  ) 1 7 T T ?  = , ' ™ ( - 7 Т г ) I | “

yV-»- oo \ Л Г +  1 2  /  2

Демак, хосмас интеграл якинлашади, шунинг учун берилган 
катор хам якинлашади.

2- дарсхона топшириги

1. Куйидаги каторларнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи эка­
нини текширинг:

а) 2
л

sin--. Ж: якинлашади

п =  1 2"

б)
оо
V

п =  1

4. л
Ж: узоклашади.
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В)

Д)

VJ—i
п =  1

1п(/г+1) Ж : узоклашади.

оо
V

я =  1

З/г — 1 

( v' 2 ) П '
Ж : якинлашади

оо
V 1

Ж
п =  1

( 2 / 1 + 1 ) !  ‘ якинлашади.

оо

2

п = \

пп 
п\ ' Ж : узоклашади

2
л =  1

Ж : якинлашади

оо

2
л =  1

1

(/г +  I ) 1п2(/г +  1)  ' Ж : якинлашади

2. Исбот килинг:

a) lim-^-=0 ; б) lim п- = 0 .  
л! (П\)

2- мустак,ил иш

Куйидаги каторларнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи эканини 
текширинг.

1 V  п Ж .  у зокл аш ад и .
' ' 2п-1 '

п =  \

г2 
п

о V  п
*■- 2j - Ж: якинлашади.

3. 2  arc g п . якинлашади.
п =  I

оо
л 41 Л

slrH2/T ‘ Ж- узоклашади

5. 2
п2 + 2/г + 5 ‘ Ж : якинлашади.
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3-§. Узгарувчи ишорали каторлар

9.3.1. Хадларининг ишоралари гурлича булган катор узгарувчи 
ишорали к,атор дейилади. Каторнинг хар бир мусбат хадидан кейин 
манфий \ад ва хар бир манфии хадидан кейин мусбат хад келса, 
бундай катор ишоралари навбатланувчи к,атор дейилади. Ишораси 
навбатланувчи каторни бундай ёзиш мумкин.

о о

2  ( — 1) Un= U  | — и2-\-и3— .. .+ ( — 1)' ип-(- . ( « „ > 0 )  .
п =  1

Л е й б н и ц  а л о м а т и .  Агар ишоралари навбатлашувчи 
каторда катор хадларининг абсолют кийматлари камаювчи, яъни

U\ > ы 2>  и3 .

булиб, унинг умумий хади ип нолга интилса: Пггш„ =  0 , у холда
П—► о о  л

бу катор якинлашувчи булади ва унинг иигиндиси 5 ушбу 
0<zS<C U] шартни каноатлантиради

Ишораси навбатланувчи катор колдиги \ Rn \ с и п + \  тенгсиз-

лик билан бахоланади.
1- мисол. Ушбу

2  ( - 1 ) " +|| = 1 - 1- + | - .. .+  ( - 1 ) " +|| + .. .
п — 1

каторнинг якинлашувчанлигини текширинг
Е ч и ш.  Берилган катор учун Лейбниц аломатининг шартлари 

бажарилаяпти, яъни

I 1 I
1 > т > у > . . . > -  > . . .

ва

\\п\и= lim— =  0
П

Шу сабабли катор якинлашади.
9.3.2. А б с о л ю т  ва ш а р т л и  я к и н л а ш у в ч и  

к а т о р л а р .  Узгарувчи ишорали их +  и2-\- иъ-\-...-(- ип-\-... катор

берилган булиб, унинг хадларининг абсолют кийматларидан 
тузилган

I U \ I —(— ) « 2  I I из \ —|— ... —|— | ип \ -(-...

катор якинлашувчи булса, берилган катор абсолют якинлашувчи 
н,атор дейилади.

Агар узгарувчи ишорали катор якинлашувчи булиб, бу катор 
хадларининг абсолют кийматларидан тузилган катор узоклашувчи
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булса, у холда берилган узгарувчи ишорали катор шартли 
якинлашувчи к,атор дейилади.

оо

о  V' sinna sina . sin2a . . sirma .
2- м и сол . £  =  +

n = 1 1 L  n

каторнинг якинлашувчанлигини текширинг.

|sirma|

n =  ]

E V  binna о , . i ~
ч и ш. 2j ---5—  каторни караимиз. | s in n a| ^  1 булганли-

ги учун
|sirma| .. 1

“ п = ---- 5---<  — = v n
tl п'

ни хосил киламиз. 2  —т катор якинлашувчидир, чунки у умум-

лашган гармоник катор булиб, р =  3 > 1 . Таккослаш аломатига
оо .
v, I smnal ^  -

кура, 2j --- —̂  катор хам якинлашувчи. Демак, берилган
п= ]

у  sinna

п =  ]

V* ъшлос
2 j — —  катор абсолют якинлашувчидир.

п

3- дарсхона топшириги

Куйидаги каторларнинг шартли ёки абсолют якинлашишини 
текширинг:

оо

1 у  / __ | \ п+1 п
* ^  1 > п2+1 ’ Ж-' шартли якинлашувчи.

2- 2  ( — 1) п+1̂ ~ _ 2. - Ж: узоклашувчи.
п — 1
о о  ^

3 2  ( — 1) "+ j , , п • Ж: шартли якинлашувчи.
п =  I ' ' '

ОО

4. 2  ( __1)" + |___—
, п.2" ' Ж: абсолют якинлашувчи.

5. V
п=] 2" Ж: абсолют якинлашувчи.

в. 5  J b i i i
n=i п~ ,пп Ж: шартли якинлашувчи.

7. 'Z (— 1)" + l-g-n , 5 • Ж: узоклашувчи.
п =  I '
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3- му ставил иш

Каторларнинг шартли ва абсолют якинлашишини текширинг: 

 ̂ у, cos—а_ Ж̂ : абсолют якинлашувчи.
п= I ^2 +

°° 1 I
2- Z  ( — 1)” —: —. • Ж  шартли якинлашувчи.V п + 1

* 1 3"
3* ^  ( 1) —  ■ Ж узоклашувчи.

п= 1 П

оо п  1

4- 2  ( — 1) —у  • Ж: шартли якинлашувчи.
п= I п +« + !
оо .

к V f __П  "+ 1
— ' ' „2 , , Ж- абсолют якинлашувчи.

л = 1  л  т- 4

4-§. Функционал каторлар, 

уларнинг якинлашиш со\аси

9.4.1. Хадлари х нинг функцияларидан иборат булган

оо

Ы|(*) + М * ) +•■■ + “ « ( * ) + - =  - иЛ*)
П = 1

катор функционал к,атор дейилади.
оо

Агар 2 ип{х0) сонли катор якинлашеа, функционал катор х =  Хо
п —  I

ОО

нуктада якинлашувчи дейилади. х нинг X ип(х) катор якинлашув-
П= 1

чи буладиган барча кийматлари туплами функционал каторнинг 
якинлашиш сохаси дейилади.

Sn(x) = щ  (лг) +ич{х) +  ... +  М * )  йигинди функционал каторниш 
п- к̂ исмий йигиндиси дейилади. S (x )=  limS„(x) функция функцио-

я — оо

нал каторнинг йигиндиси деб, Rn(x) = S (x ) —Sn{x) айирма эса к,атор

цолдиги деб аталади 
1 - м и с о л. Ушбу

v ___I__ __— !--- j---!---л------ !---
„Г, 1+*2" 1 + * ^  ^  1+ж2' ^

функционал каторнинг якинлашиш сох,асини топинг.
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Еч и ш.  Каторнинг умумий хади: ип(х) = --Агар |х|<1
I { А

булса, у хат да limw„(x) =  lim-- — бирок,  lirm/„=^0 булга-
«-*■ ОО л—►оо 1 -}- X  п-+ то

ни учун, катор узоклашувчидир.

Агар х = 1  булса, яна узоклашувчи

1 + - + - +! Т ! Т 1 Т "

каторни хосил киламиз.
Агар \х\ >  1 булса, у холда берилган каторнинг хадлари ушбу

-у 4— Ь--
X X лгл

чексиз камаювчи геометрик прогрессия хадларидан кичик булади, 
демак таккослаш аломатига кура, катор якинлашади.

Шундай килиб, берилган функционал каторнинг якинлашиш 
сохаси ( — о о , —  1) (J ( оо ) дан иборат булади.

оо

9.4.2. Агар якинлашувчи 2  чп{х) функционал катор учун хар
П= |

кандай е > 0  берилганда хам шундай /V(t) номер топиш мумкин 
булсаки, N булганда [а, b] кесмадаги исталган х учун | Rn(x) | 
теигсизлик бажарилса, берилган функционал катор а, b] да текис 
якинлашувчи дейилади.

Ф у н к ц и о н а л  к а т о р н и н г  т е ки с  я к и н л а ш у в ч и
оо

б у л и in и н и н г В е й е р in т р а с с а л о м а т и: агар 2  ип(х)
п = I

оо

функционал катор учун хадлари мусбат сонли шун *ай 2  сп катор
П= 1

мавжуд 6v тиб х 6 [а, Ь) да ыл(х )| ^ с „  булса, \ холда ф нкциона 
катор бу [а, Ь\ кесмада текис якинлашади.

2-м и с о л Ушбу

п+ 1
х*+1 х“ + 2 ' ' ' ' х2п + п ‘

Катор х нинг барча кииматларида текис якинлашишини исбот
КИЛИНГ

Е ч и ш .  Лейбниц аломатига кура берилган ишораси навбатла- 
шувчи катор х нинг исталган кийматларида якинлашади, шунинг 

учун бу каторнинг колдиги | Rn (х) | <  ип+ \ (х ), яъни |/?п(х )| <

<  , , - теигсизлик ёрдамида бахоланади. 
х2" + 2 + п + 1 я+1
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Равшанки, исталган е > 0  учун шундай V номер та ила ш 
мумкинки, барча п >  V ва исталган х учун Rn{х) тенгсизлнк
бажарилади.

Шундай килиб, берилган катор текис якинлашади.

3- ми с о л .  Вейерштрасс аломати ердамида

cu s t , cos2jc , , cosnx .

I2 1 22 л2 катор барча хлар \чун текис якинла­

шишини исбот килинг.
Е ч и ш.

Iw„ ( * ) l= l— %—1 ^ ~ ва М — — J +  - катор якинла-
п пг 2 3 п

шувчи булга ни учун берилган катор барча х лар учун текис якинла­
шади.

9.4.3. Текис якинлашувчи функционал каторларнинг хоссалари:
а) агар текис якинлашувчи функционал каторнинг хадлари 

\а, Ь] кесмада узлуксиз булса, унинг йигиндиси S(x) хам бу кесмада 
узлуксиз булади;

оо

б) агар ^  ип(х) функционал каторнинг хадлари [а, b] кесмада
п =  I

узлуксиз булиб, катор бу кесмада текис якинлашувчи булса, 
у холда

Ь h b b оо *

^S(x)</x =  ^u](x)dx-\- ^u2(x)dx ^w„(x)dx-{-...= Ц ^uri(x)dx,
а и а и n = ' a

бу ерда S(x) — катор йигиндиси;
то

в) Z ип(х) функционал каторнинг хадлари [а, Ь\ кесмада
П — I

аникланган ва бу кесмада и'п{х) узлуксиз хосилаларга эга булсин. 
Агар бу кесмада берилган катор якинлашувчи ва унинг хадлари 
хосилаларидан тузилган

00

1  и'п (х) =и\ (х) + и2(х) +  .. + и'п(х)
П = I

катор текис якинлашувчи булса, у холда функционал каторнинг 

йигиндиси S(x) хам [а, Ь\ кесмада хосилага эга булади ва

S' (х) =  2  и'п(х) .

4- м и с о л. Ушбу

arctgx +  a r c t g ^ |  +  a r c t g j ^  +  ... +  a r c tg - ^  +  ...

каторга каторларни хадма-хад дифференциаллаш тугрисидаги 
хоссани татбик килиш мумкинми?
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Е ч и ш  Берилган каторни якинлашувчи

х , X X
Jf + ‘J.l72' + "£V2‘+ -  + fj

катор билан таккослаймиз (исталган тайин х да).

Етарлича катта п ларда arctg——— булгани \ч\н ва так-
nd/Z л ~ '

кослашнинг лимит аломатига кура берилган катор хам якинлаша­
ди. Берилган катор умумий хадининг хосиласини топамиз:

„3/2

Un(X)
х2 + гг3

Хосилалардан тузилган катор куйидаги курннишга эга:

I ■ 2 ,  , п у я 

х* + Г*“Г х Ч 3 3+  **+.** х2 + п3_Г-

Бу каторнинг хадлари якинлашувчи

* 2у¥^~1Г д^п каторнинг мос хадларидан кичик

эканини курамиз. Демак, Всйерштрасс аломатига кура хосила­
лардан тузилган катор ( — о о , -|- оо ) ораликда гекис якинлашади, 
бинобарин, каторларни дифференциаллаш хоссаснни берилган 
каторга куллаш мумкин.

4- ()арсхона топшириги

1. Каторларнинг нкинлашиш сохасини топинг

а )
V
—J аг" - 1 ; б ) V In '1* ; в)

V

гг = 11 п = 1 л= 1 1

г)

оо
V АГ

s m — ; Л )

-к
V (х+2)п .

е)

ОС 

2  €
г. =  1 2п л =  1 (2/i — 1 )4п ’ п = 1

Ж: а) - 1 < Х < 1 ; б ) — < х < е ;  в) х ф ±

„2л ’

(л — I )х

Г

д) — 8 <  х < 2  ; е ) 0 <  * <  +  оо .

2. Ушбу

2х+1 . I /2*+1 V , i/2x±j_\3 , ±(*±±[ V . 
- ^ + 2 " + 2 V  х  +  2  l U  +  2 Г в и  +  2 ^

катор [ — 1, 1] кесмада текис якин шшишини курсатинг.



оо . оо
V  SinrtJT cosnx

а) 2 .-- ;— ; б) 2. ----- •п Оп
Л=I л =I

Ж : а )  — оо < * • <  оо ; б ) — оо <Са <  +  оо

3. Каторларнинг текис якинлашиш сохаеини топинг:

4- мустацил иш

1 Функционал каторнинг якинлашиш сохасини топинг:

а ) * ^ 7 + — ’2 3 4 п

1 . 1 , 1 . I ____ }____  _1_

} х2+1 22(x2-f-1 )2 32(х2+ I)3 f iV + U "  ’

В) ^ tg y + x 2t g y + . . .  +  x "tg^r+ . . . .

Ж ‘ а) 1 < а <  + 00.
б) —  оо <CX<Z +  оо ;

в) — 2 < х < 2 .

2. Ушбу

х

каторнинг ( — 2. 2) ораликда текис якинлашишини текширинг.
3 Ушбу

c o s x -(--^-c o s 2 jc-(--^c o s 3 a: +  - ^ c o s 4 x -1- .. -f- cosnx-|-...

каторни Г^, y j  кесмада хадма-хад интеграллаш м\мкинми^

Ж: Мумкин, чунки берилган катор ( — о о , -f-оо ) да текис 
якинлашувчидир.

5- §. Даражали каторлар

9.5.1. Ушбу

ос

а 0+ а ,(х  — х0) + а 2(х — х0) *+... + ап(х — х„) " + . . .=  2  ап(х — х0) п
п =  I

куринишдаги функционал катор даражали к,атор дейилади. Бу ерда 

а» ^ 1» о2, ...,ап,.. .— узгармас сонлар даражали каторнинг коэффи- 

циентлари дейилади.
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Хусусий холда, а:<)=0 да ушбу даражали каторга эга буламиз:
х

an+ a ix + a<jc'2+... + anxrl+ ...=  2  artxn .
п — О

х

А б е л ь  т е о р е м а с и .  а) Агар I  с /  даражали катор би-
п =  О

рорта х =  Х\ФО нуктада якинлашса, у хш д а  у а нинг а'| <  х\\ 
тенгсизликни каноатлантирувчи х.ар кандай кийматида абсолют 

якинлашади;
по

б) агар X altxn даражали катор бирорта х =  х\ кийматда узок-
л =  0

лашса, у холда у х нинг x|>|x i шартни каноатлантирувчи 
исталган кийматларида узоклашади.

оо

2 даражали катор учун шундай ( — R, R ) оралик мавжуд-
п =0

ки, у мазкур оралик ичида абсолют якинлашиб, ундан ташкарида 
эса узоклашади; бу оралик каторнинг якинлашиш оралиги 
дейилади. R сони якинлашиш радиуси дейилади. у хусусий холларда
О ёкиоо га тенг булиши хам му мкин Якинлашиш оралигининг четки 
нукталари x = ± R  Да даражали каторнинг якинлашиши ёки 
узоклашиши масаласи алохида хал килинади.

9.5.2. Агар каториинг барча ао, а |, а 2, ...,ап, ... коэффиниентлари
оо

нолга тенг булмаса, 2  а„х" даражали каторнинг якинлашиш
п =  0

радиуси ушбу формула оркали аникланади:

R =  |im|— — | ёки R =  lim n 1 -
“n+1 n^oo Ĵ\an\

Агар катор факат жуфт ёки ток даражаларни уз ичига олса ёки 
даражалари каррали булса, ва х.к., у холда якинлашиш оралиги 
бево’сита Даламбер еки Коши аломатларидан фойдаланиб топи­
лади.

оо

X апхпр катор учун якинлашиш радиуси куйидагича топилади:
П = 0

1-мис ол.  Куйидаги каторнинг якинлашишини текширинг:

1 +A-+-J\х2+  Ч  ... ...
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Ечиш.  Бу ерда an= —,u n+i= —— . Каторнинг якинлашиш ра­

ди vсини топамиз

R =  lim °п =  lim lim Л + —} =  1
П~*ао a rl -J- | И » *  Я П—г оо V Л /

Демак, берилган даражали катор (— 1, 1) ораликда абсолют 
якинлашади, ( — 00; — I ) U (1 • +  00 ) Да эса узоклашади Берилган 
каторнинг бу ораликнинг чекка нукталарида якиташувчи ёки 
узоклашувчи эканлигини аниклаимиз х=\ булганда берилган

оо

катор 2  — куринишдаги гармоник узоклашувчи катор булади
п = |

00 I
х =  — 1 да эса 2  ( — 1)"+|— каторни хосил киламиз, бу катор

гг — 1

якинлашади, чунки у Лейбниц аломати шартларини каноатланти- 
ради.

Шундай килиб, берилган даражали каторнинг якинлашиш 
сохаси |— 1, I)

2 мис ол.  Ушбу

х3 х6

l + ‘ lo + ^ + lS r + - '+ 7o; r + "

каторнинг якинлашишини текширинг.
с  IЕ ч и ш  ап =  — —, шунинг учун якинлашиш радиусини

R -  -д /lim п 1—  =  , /limlO =  (/10
у —  д/ lип\ V

формуладан топамиз. Демак берилган каторнинг якинлашиш оралиги
з __ з __

( — А 10. 10) булади Каторнинг якинлашишини ораликнинг чекка
3-

нукталарида текширамиз. Агар х =   ̂ 10 булса, катор 1 +  1 + 1+...

з —
куринишга эга булиб, бу катор узоклашади Агар к = — 10 булса, 

катор 1 — 1 + 1— . куринишда булиб, у \ам узоклашади.
з —

Шундай килиб, берилган каторнинг якинлашиш сохаси ( — д/Ю, 

(/Ю )

3- мис ол.  Куйидаги

л *2 хп
1 +  —+

1! 2! п\

Каторнинг якинлашиш сохасини топинг.
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" п\' л+' (л + 1)!'

Каторнинг якинлашиш радиусини топамиз:

R =  lim — —  I =  lim 1.‘ (fl+|1)! — lim(n +  I ) =  oo.
n-~oo I &П 4 ~1 I n -*oo  n . ' \  oo

Демак, берилган катор бутун сон укида якинлашади

9.5.3. Агар умумий куринишдаги

со

а0+ а ,( х  — х()) -\-а2(х— х0) ... — х0) ”-|-...= 2  ап(х х0)
п = О

катор берилган булса, унинг якинлашиш радиуси R олдинги 
формулалар билан аникланаверади, якинлашиш оралиги эса 

маркази х =  хо нуктада булган (х0 — R} хо +  R) оралик булади.
4- м и с о л. Ушбу

х - 2  (х - 2 )2 (х - 2 )3 , п „ (х - 2 )п

2 \J2 4V3 8V4 > 2 "

=  ;  ( П п и-?)*

„=о 2” \1 п + 1

каторнинг якинлашиш сохасини топинг.

Е ч и ш.  Каторнинг якинлашиш радиусини топамиз

D  . .  | а п | - 1 2n +  '.V « + 2
R =  lim ---- =  lim

п—+ оо ^ п -+* 1 rt—► оо 2 П П - f- 1

=  2 lim лт  =  2 lim -\/l+— ^-  =  2
\ П+\ л..со V «+ 1

Демак, катор (0; 4) ораликда абсолют якинлашади.
оо

* =  0 да У, —т=т  каторни хосил киламиз, у узоклашади, чунки
v/n+l 

n =  0 V Т

унинг хадлари узоклашувчи гармоник каторнинг хадларидан катта

( “ " = W T > ^ T = U» >

00 1
х =  4 да 2  ( — 1)"—, .... каторни хосил киламиз, у Лейбниц

„=о V« + 1

аломатига кура якинлашади

Шундай килиб, берилган каторнинг якинлашиш сохаси (0.4J.



9.5.4. Даражали каторларнинг хоссалари:
а) якинлашиш оралигининг ичида ётувчи хар кандай [а,

b] кесмада даражали катор текис якинлашади. Унинг йигиндиси 
якинлашиш орали гида узлукеиз функция булади;

б) даражали каторларни уларнииг якинлашиш оралигида 
хадма-хад интеграллаш ва дифференниаллаш мумкин.

5- мисол.  Ушбу

х +  ^—\~~е. К-3 ' 5 1 1 2п— 1 ' "

каторнинг йигиндисинн топинг.
Е ч и ш Каторнинг якинлашиш радиусини топамиз:

R =  д /lim  =  д /l
“п +1 (2л — I) • 1

Демак, (— 1, I) ораликда катор якинлашади, шунинг учун уни 
якинлашиш оралигида хадма-\ад дифференциаллаш мумкин. 
Берилган каторнинг йигиндисинн 5 ( f )  оркали белгиласак,

S'(x) =  I +  x2 +  *4 + . . .+ jr n“ 2+ ...

Хосил килинган катор — геометрик прогрессия хадлари йигин- 
дисн ва у (— 1, 1) ораликда якинлашади, унннг йигиндиси:

S 'U ) = — L-
1 — х~

Хосилалардан тузилган каторни интеграллаб, берилган катор­
нинг йигиндисинн топамиз:

f dx
- 1 III 1 I+ *  I

J \-х2 2 1П 1 1 — х 1
( U K 1 ) .

5- дарехона топшириги

1. Куйидаги даражали каторларнинг якинлашиш сохасини 
топинг:



Ж: а) оо < х <  -|- оо . б )  1 < A ' < j ;  в) v =  0 ; г) I < * <  2;

я) х =  0. е) — е< х < ; ж ) --—U ; з) — 1<л <1-
\ 1 \ 2

2. Катор йигиндисинн топинг.

гп * 2п — 1
а) 2 (/г +  1)хп; б) 2  — ; в) 2  т"

«-1 п ’ «-1 2п~ 1 '

Ж: а) --1— -, | х| <  I ; б) — In ( I — х), ( — 1 < л < 1 ) ;
(л-1)2

в) arctgx, U | < 1 .

5- му стадия иш 

1 Даражали каторнинг якинлашиш сохасини топинг.

п — I (■* **) у  I * 3)

,7-3" ’ „=| i« + I )1п(л+ I )

'*  п ' х 00 Vя
в) 2  г) v 1

— | "" „=. я- '

Ж: а) 2 < х ^  8; б) 2 < х < 4 ;  в) — £><х<£>;

г) — оо < :л :<  + с»

2. Катор йигиндисинн топинг:

а) 2  ( — I ) rt — 1 (2/i — 1) х~п ~2 ; б) v п(п-\-\)хп~1.
"=■ п= 1

Ж: a) U K I ;  б 1 -- -— г,, |дг| < 1 .
(!+*“)“ ( I— хУ

6-§- Функцияларии Тейлор ва Маклорен 
каторларига ёйиш

9.6.1. Агар у=Ц х )  функция х =  хо нукта атрофида (л+1)-тар- 
тиблигача хосилаларга эга булса, у чолда куйидаги Тейлор 
формуласи уринлидир.

f (Х„) /"(X„)
Ц х ) =  / ( * „ )  Н---- —  (х —  х()) +  —  - -  (х —  хи) - + . . . +

/"(*  о)
+ —£ ( Х - Х 0)а+ Ц Й(.Х).
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бу ерда Rn (х) =  f--- “  (х — x0)'! + 1 ( О < 0 <  1). Rn (х) -

Тейлор формуласининг Лагранж шаклидаги (3- боб, 16- §) к;олдик; 
уади дейилади.

Рп{х) = f  (xQ) И- 1;— (*—х0) + — (х — х0) 2+ ... -J- — (х — х0) "

купхад y =  f(x) функциянинг п-даражали Тейлор купуади 
дейилади.

х =  0 да Тейлор формуласининг хусусий холи— Маклорен 
формуласи хосил булади:

/ 'W  = / (0 )  + ^ * 4 -  ^ * 2+ ...+  ' ^ - x ’ + R Jx ),

бу ерда Ra=  1 (f[+(,*, хп ( 0 < 0 < 1 ) .

9.6.2. Агар y = f(x )  функция хо нукта атрофида исталган марта 
дифференциалланувчи булса ва бу нуктанинг бирорта атрофида

lim/?„(x) = 0
/I—► ОО

булса, Тейлор ва Маклорен формулаларидан ушбу

/'(*(]) Г(хо) 
f (х) = f  (х0) -\----—(х — х0) + ... И---——(х — х0) ”+ ...

ва

/ W = / ( 0 )  +  t '^-x  + ...+ ?Ш-х"+...

чексиз каторлар хосил булади. Буларнинг биринчиси Тейлор 
к,атори, иккинчиси Маклорен к,атори дейилади. Бу каторлар х нинг 

R п(х) = 0  буладиган кийматларида f(x) га якинлашади.
П + оо

1-мисол.  j/ =  x4 — 3x2-|-2x-j-2 функцияни (х— I) иккихад дара- 
жалари буйича ёйинг.

Ечиш.  хо =  1 учун Тейлор формуласидан фойдаланамиз. 
Функциянинг хосилаларини ва уларнинг хо=  1 нуктадаги кийматла­
рини топамиз:

У( 1 ) = 2 ;

у' (\) =  (4х3— 6х + 2) | лг =, =  0; 

у"( 1) =  (12х 2- 6 )|я_ , = 6 ; 

у'" (1) =24х| , = 24 ;

^ IV=24; 

f/v= 0  ва X. к.
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Демак,

у =  х '~ 3a:42.v +  2 =  2 +  |  ( * - 1 ) 2+-|- U - 1 1  J+-fr < * - П 4 

ёки

y =  xA — 3*2 +  2* +  2 =  2 +  3(* — 1)2 +  4 (x — 1)3 +  (x — 1 )4.

2-мис о л .  y =  — функция учун jto = l нуктада n- даражали

Тейлор купхадини ёзинг.
Е ч и ш. Функциянинг хосилаларини ва уларнинг хо=1 нуктада­

ги кийматларини топамиз:

У( 1) =  1;

=  ~  | — I;

г/- ( |) =  _ ± 1 ± |  3!
X х—'

y'v( l ) =  1' 2̂ ' 4 |,_, =  4!.....{/'”-(1) =  ( - 1 ) ”- ^ т |>_ = ( - 1 ) ”и !

Демак, Тейлор купхади куйидаги куринишда булади:

P„W  =Н - ^  + 1  ( * - '  D ’ + f  < * - 1 ) 4+ -  +

+  ' " I T  (х — I ) ”=  I — (х— 1) +

+  ( * _  I ) 2 _  (JC—  1)*Н- (JC—  I ) Ч . . .  +  ( - 1 ) " ( * - 1 ) ” . 

Берилган функция учун колдик хад

/?„(*) =  ( - 1 Г +|------1--- гх2 (х- 1 г +1, 0 < е < 1
(I + ()(* — 1))я + 2

куринишда булади.
3- м и с о л. у =  2х функцияни Маклорен каторига ёйинг.
Е ч и ш. Хосилаларнинг х =  0 нуктадаги кийматларини топамиз:

у (0) =  1; у'(0) =2*1п2|,=о =  1п2; у" (0) =  2х1п221 ж=0 =  1п22;

г/"'(0 )=2 '1п32и_о =  1п32....

уп( 0 )= 2 'ln ”2U _„= ln "2 .

Маклорен каторини тузамиз:

у =  2*=  I +xln2 +  -l̂ x 2+-1̂ x 3+ ...+ - ĥ ^ + . . .
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Топилган каторнинг якинлашиш радиусини аниклаймиз:

R =  lirn I —
п - » I un 4- 1

(я + 1)!  In"2 .. л - f - l
lim -- — =  lirn , , =00

п-+ ос In '2  1п2 ^ n— o*

Демак, катор сонлар укининг барча нукталарида абсолют 
якинлашади.

Rn (х) колдик чад:

0 < 1п2<;1 булгани учун тайин * учун ушбу тенгсизлнк 
\ринлидир

I 1 ., "  + 19  9 ° *  I l i r l n + l

Бирок исталган х учун lim 7 =  0 (5.2-§, 3-мисол), шунинг
П » X. П

учун \imR„[x) = ()  (исталган .г да) Бу топилган катор йигиндиси.
Л —- ОО

исталган х ларда хаки катан хам 2х га тснглигини билдиради.

6- дарсхона топшириги

1. f (x )= x  — 4х +  2* -f-2x-f-l куп\адни (x-f-l) нккихаднинг 
даражалари буйича ёйинг.

2. f (х) = х А—5х*-\-х2— Зх-\-4 купхадни (х — 4) иккихаднинг да­
ражалари буйича ейинг.

3. /'(л-) =  1 пл: функцияни хп= 1 нукта атрофида Тейлор каторига 
ёйн нг.

4. f (x )=  \/х функцияни лго =  1 нукта атрофида Тейлор каторига 

ёйинг.

5. /(х) = -~-j-функцияни Маклорен каторига ёйинг

6- иустак,и.г иш

I. f(x) = x iU — Злг°+ 1 функцияни (л:— 1) иккихаднинг дараж а­
лари буйича ёйинг.

2- — Функцияни хо =  3 нукта атро(|)ида Тейлор каторига

ёйинг ва якинлашиш сохасини топинг.
3. i ( x )= x 2ex функцияни \\аклорен каторига ёйинг ва якинла- 

шнш сохасини топинг.
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7-§. Баъзи функцияларниш 
Тейлор ва Маклорен каторллри

9.7.1. Баъзи ф\ нкиияларнинг Маклорен катори га ёйил.малирини 
келти рамиз:

Бу срла хар кайси катор учун соха курсатилган булиб, унда 
даражали катор гегишли функцияга якинлашади Охирги кагор 
оиномиал к^атор дейилади.

9.7.2. Умумий \аиа функцияларии даражали каторга ёйиш 
бевосита Тейлор ва Маклорен каторларидан фойдаланишга 
асосланган. Бирок, амалда купгина функцияларнинг сражали 
каторларнни олдинги бандта келтирилган формулалардан ёки 
геометрик прогрессия \адлари йигиндиси формуласидан фойдала- 
ииб топит мумкин Баъзан каторга ёйишда хадма ча i дифференци- 
аллаш ёки интеграллашд^н хам фоидаланиш мумкин.

1-ми с о л .  f (x )= e  * функцияни х нинг даражалари буйича 
каторга ёйинг.

Е ч и ш. Юкорида ех учу н келтирилган катор формуласида

Тоиилган катор исталган v ларда якинлашади.
2-мис ол.  /(а) =  с os л/х функцияни х нинг таражалари б\йича 

каторга ёйинг.
Е ч и ш. Юкоридаги cosa учун келтирилган кат орда х ни д v билан 

алмаш гнрсак,

SII1A =  X-

1 <  А <  1 .

а урнига — а ни куйсак.

cos л А = 1 — ^7 + г  —  . . .+  ( — I)"  +
V 2! ' 4! ' У ' (2п)'. ~



Бу катор исталган х ларда якинлашувчидир, бирок cos~\[х 
функция х<сО да аникланмаганлигини хисобга олсак, топилган 
катор cosV*" га факат х <  + оо да якинлашади.

з
3- м и с о л. } (х) = ------- функцияни Маклорен каторига ейинг.

2—X—JC
Ечиш.  Берилган функцияни энг содда рационал касрлар 

йигиндисига ажратамиз:

3 3 I . I
2 — д г  — д г2 (2 + j c )  (1 — д г )  2 + х ' 1 — д г

I °°
Маълумки, ----=  2  хп катор — 1 < х < 1  да якинлашади.

Х п=0

1 1 1  1 ^  , п ХП , X
— — = ----- - 2  ( — 1) —  катор эса — 1 <  —<  I еки
2 + х 2 , , х 2 ' 9я 2

— 2 < С *< 2  да якинлашади. Шунинг учун янги

_ оо оо оо / х

— ( -1 ) " ^ -=  2  6 + i = ^ 1 V ''.-о 2 п-о 2 „ _ о \  2 + )

катор берилган функцияга — 1<*<С1 да якинлашади

7- дарсхона топшириги

Берилган функцияларни х нинг даражалари буйича каторга 
ёйинг.

1. f (x )= e ~ 2x\ 2. f (x )= x cos3x;

ч ft \ 1 х г \ — *■ Да -
3- / ( х ) = ^ / 4“ ‘ W M 4  -

5. f (х) =  In( 10 + х ) ; 

7. /(*) = a rc  sinx

I, х =  0 да;

6 + Х— X

7- мустацил иш

Берилган функцияларни х нинг даражалари буйича каторга 
ёйинг:

I. f(X) ; 2. Цх) = _ - 5 _  ,

3. Ц х )= Щ 1 + х - 1 2 х 2)-, 4. f(x) =2xcos2̂- — х;

5. f(x) =  V8 — jr3 . 2
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8- §. Даражали каторларнинг татбики

9.8.1. Ф у н к ц и я  к и и м а т и н и  т а к р и б и й х и с о б л а  ш. 
Баъзи холларда функциянинг такрибии кииматини берилган 
аникликда хисоблаш учун унинг даражали каторга ёйилмасидан 
фойдаланилади.

1-мис ол.  е сонини 0,00001 гача аниклик билан топинг.
Ечиш.  х =  1 да ех нинг каторга ёйилмасидан фойдаланамиз:

(>= 1+ Т' +  ̂ ! +  " + ^ + ' "

п сонни шундаи аниклаймизки,

' 2! 3! ‘ п\

такрибий тенгликнинг хатолиги 0,00001 дан ошмасин. Колдикни 
бахолаймиз:

^ п~  (л + 1)! (л + 2)' + -  —  л ;[ л+1 (л+|) (л + 2> +•■■]<

<  —Г —-- (-- 1 -|- ----п-
* 'L ”+' ^  („+ 1)2^  J я!

я+1
Энди

/? < - 4 - <  0,00001 
nln

тенгсизликни ечиб, 8 ни топамиз. Демак,

о . 1 . 1 , 1 . 1 . 1 . 1 , 1£>«2 + - + -  +  - + -  + - + - + - .

Буни хисоблаб, талаб килинган аникликдаги жавобни оламиз:

еял 2,71828.

2-мис ол.  д/1ЗС) ни 0,001 гача аниклик билан хисобланг. 

Ечиш.  Равшанки,

{/130 =  У ь '+ ь  = 5 д /Г + ^ 5  = 5 (1  +0.04) \

Аввал танишган биноминал катордан фойдаланамиз 

(т  =  у- * =  0,04 у.

Г -Ч1-г)
\ 130 = 5  [ l+  ~ 0 ,04  +  - ^ i — - 0.042+
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+ - ( "  " 3 2-^0.(Xfl+ ... ]  = s [ l  +  ~-0.0« 32.21'- -  . 

-f 1T--0,0*13 — ... 1 =  =  5 + -- ’ 0,2 — -[ • 0,008 + ~  0.00032 — ...;}•'. I о У о I

bv ишоралари навбатланувчи катор Лейбниц аломагнни каноат- 
лантиради. шунинг учун код шк: Rn < н п + |. Мазкур халда туртин

чихал '* -0,00032 <0,001, ле мак, {/130 ж  5 + 0.0667 — О.ОООУ, яъни

д/130 «  5,066.

9.8.2. II и т е г р а л л а р и и  кат о р л а р  ё р д а м и да х и с о б - 
л а ш  Интеграл остидаги f(x) функциями даражали каторга ёйиб, 
сражали ка горла рни интеграллаш тугрисндаги теореиани куллаб.

\/*I v i(/v интегрални даражали катор куринишда тасвирлаш хам да

(i

унинг кяима гимн бу кагорниш якинлашиш ора.’мгидаги х пинг хар 
камлай киймати la берилган апиклик билян */5ла'м мумкин.

мис ол.  d.\ интегрални гопипг
•>

t ч п иг е функцияни даражали кат * ая.мпз.

е - '* г 1 - х * + я - $  + ...-Ц --  ч-'2-

У бутун сонлар укида якинлашади, демак, уни ха гма-хад 

нитегра т.таш мумкин:

У  1,1 =  1 “  ■! +  Х-х ~  ГГ:к + ••■+<- 11 ,ул + 11-.! +

1ар.1жали клорпи иптеграллзшда унинг якинлашиш оратиги 
у и арма!ап.пп и сабабли, хосил Килннгап ка гор хам бугун сонлар 
укида нкин lama.m.

-1 мис о л  ^siiurt/л: ни 0,001 гача аниклик билан хисобланг.

tl

Н ч и in sinx функциянинг сражали каторга ёйилмасидан 
фойдаланамиз (у ерда х ни х2 билан алмаштирамиз):

<> ..11> 4я — 2

s\nx2= x 2— +  - -- ...+  ( — 1 ) ------- (-- •3! 5! 1 ’ (2л — I ) * 1

Каюр бутун сонлар укида якинлашади, шунинг учун уни хадма- 
\ад интеграллаш мумкин, я ьни

I I
Г С /  г1' V 10 — 2 \
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=  (— — —— I— — — —  1)"—1---- --------- +  ) l '  =
\3 7-3! 11-5! “  ' ' (4/7 — 1) (2« — I )! /  I о

=  ----- l---(- ---- — 1 -----------!----- + . . .

3 7-3! II -5! ' v ' |4n — 11 (2я — I )! '

Хосил килингаи ишоралари навбатланувчи каторнинг учинчи 
хади 0.001 дан кичик, 1иунинг учун

. niA~i1xzz 1 — „ 1 =0,295.
) 3 /*3:

9.8.3. Л и ф ф ;• ;> ч- н н и а л г о и г л а м а л а р и и т ак  р и б и й 
е ч п hi Агар лифф'Ч'мт::ал тенгламани элемент ар функниялар 
ёрдамида анм! и «i. • * > а б булмаеа. унинг ечимини Тейлор ёки 
VVik.трсннниг д ~ . аюпи к\ришшжда излаш кулайдир.

чиффрренниа ; > i 

;ы'»| чаетлабк». к. 

L ч и ш Г'^ч о ■ [

-=;/ — л, и |. — I» =  1

I чмипннг заражали каторга ёйилмаеи
. . rOHillll

.' катор куринишида излаймиз:

Ч I , 1/"|-г0 )

у ( х ) = у \  д,.)-' ,, ( а — V,,) +  -г— -(А —  А(1) +

уП(Х"] ,——  (А— А0)

г =  0 да куйидагига эгамиз:

У{х) =У(0) +  • - х + хг+ ...+  у-  пТ!-хп + ...

Берилган у' =  у }— а дифференциал тенгламадан 
//'(0) =  I J — 0 = 1  ни тонамиз. Берилган тенгламани шфферепии- 
аллаймиз ва чосилаларнинг Ао =  0 даги кийматини хисоблаймиз:

у“ = Зу 2-у'-\. у"(0) = 2 ;

у'" =  6у-у'2 + 3у2-у". у '"( 0) =  12;

у^' =  6уг'+\Ну-у'-у"-\-Зу2-у'", у''( 0 )= 7 8  нм х.к.

Тонилган кийматларни каторга куйиб, изланаётган ечимни 
хосил киламиз:



1. Даража in каторлар ёрдамида куйидаги мнкдорларни
0.0001 гача аниклик билап такрибий хисобланг:

8- дарсхона топшириги

а ) — ; б) sin !2 ; в) 520 ; г) In 1,1-

Ж а) 0,3679; б) 8.0411; в) 0,2094; г) 0.095-3.

2. Куйидаги аник интегралларни даражали каторлар ёрдамида
0,01 гача аникликда хисобланг:

1/2 0.1 0.1 
а) j A=?p_*dx. б) J !ПИ± £ L djc; в) J ^ - d x

Ж а) 0,248; б) 0,098; в) 0,102
3. Аникмас интегралларни даражали катор куринишида топинг 

ва хосил килингаи каторларнинг якинлашиш сохасини куреатинг:

f sinx Г ех ,
Г  — dx-. б )  ) у х

Ж а ) — оо <с А' <С со б) — оо< А :< с0 в а 0 <А:<; +  оо.

4 Берилган бош 1ангич шартларни каноатлантирувчи диффе­
ренциал тенгламалар ечимларининг даражали каторга ёйилмаси 
нинг дастлабки бешта хадини ёзинг:

а) y' =  2cosx — xy, 0 (0 ) =  1,
б) у " = —2ху, у (0 )=у '(0 )  = 1;
в) у' =  2у-\-х— 1, у( 1) =  1.

8- му ставил иш

1. Даражали каторлар ёрдамида 0,001 гача аникликда хисоб­
ланг:

a) sin 1 °; б) ^/70; в) cosl°.

Ж а) 0,841; б) 4,125; в) 1,000.
2 Куйидаги аник интегралларни 0,001 гача аникликда хисоб­

ланг

I 2 _________ A

а)  ̂ д/l +  х4 dx\ б)  ̂е dx.
О I)

Ж  а) 0 508; б) 2,835
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3. Дифференциал тенглама ечимииинг даражали каторга ёйил- 
масииинг дастлабки учта хади ни топинг:

а) у' =  х2 — у, у(1) =  1; б) у' =  х2у + уя, у(0) =  I .

9- §. Фурье каторлари

9.9.1. Агар y =  f(x) функция (а, Ь) оратикда чегараланган (яъни 
a cx < cb  да |f(x) с  И, бу ерда A J— узгармас) ва булакли 
монотон (яъни (а, Ь) ораликни чар бирида бу функция моиотон 
булган чекли сондаги ораликларга ажратиш мумкин) булса, у халда 
бу функция (а, Ь) ораликда Дирихле шартларини каноатлантиради 
дейилади.

9.9.2. Агар y =  f(x) функция узунлиги 2л га тенг ( — л, л) 
ораликда Дирихле шартларини каноатлантирса, у холда бу 
ораликнинг f(x) узлукеиз булган хар кандай х нуктасида функцияни 
Фурье тригонометрик каторига ёйиш мумкин, яъни

а ™
f{x)=-j-+  2  (atlcosnx + bnsinnx),

I

бу ерда ап, b„ — Фурье коэффициентлари булиб, улар куйидаги 
формулалар буйнча хисобланади:

Л

an =  —  ̂ [(x)cosnxdx (п =  0,1,2,...),

—  Л 

Я

bn — ~   ̂ f(x)sinnxdx (п =  1,2,...).
—а

Агар х 6 ( — л, л) нукта f(x) функциянинг узили ш нуктаси булса, 
Фурье катори йигиндиси 5(х) функциянинг чап ва унг лимитлари- 
нинг урта арифметигига тенг:

S U )= - ± t f (x - 0 )+ /< * +  ()) |.

Оралик охирлари х =  п ва х = — л нукталарда;

5(л) = S (  — л) =-^{/'(— л + 0) +  /(л — 0) ].

9.9.3. Агар/'(х) — жуфт (яъни f ( —x) = f (x ) ) булса, у холда Фурье 
каторида факат косинуслар катнашади, чунки барча Ьп =  0 булиб,

л

а =  - ^  I (x)cosnxdx булади. Агар /( г) функция ток (яъни 

о

/( — х) =  —f(x )) булса, Фурье каторида факат синуслар катнашади,
Л

чунки барча а„ =  0 булиб, bn=  —  ̂ f(x)s\nxdx булади.

о
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9.9.4. (О, я) ораликда берилган f(x) фуикция ( — я, 0) ораликга 
ё жуфт, ё ток функция каби давом эттирилиши мумкин. Демак, уни 
зарур булса, (0, я) ораликда косинуслар ёки синуслар буйича тулик 
булмаган Фурье каторига ёйиш мумкин

9.9.5. Да ври 2я булган хар кандай да ври й f (х) функция ва 
исталган a^R  учун

J f(x )dx=  J f{x)dx

булга ни учун Фурье коэффициентларини куйидаги формулалар 
буйича хиеоблаш мумкин:

2л 2л

an= —  ̂f (x)cosnxdx, bn =  —  ̂f(x) s'mnxdx,
о о

бу ерда п =  0, 1, 2...
1-мис ол.  Даври 2я булган ушбу

ГО, агар — я <Са < :0 булса,

(jt, агар О ^ х ^ я  булса

функцияни Фурье каторига ёйинг.
Ечиш.  Берилган функция булакли узлуксиз ва чегараланган 

булгани учун уни Фурье каторига ёйиш мумкин (42- шакл).

Фурье коэффициентларини топамиз:

а « = 4  S ^ x)dx= i \ xdx=^ 2 1.’ Ч г ;

и =х , du =  dx 

dv =cosnxdx,

l .

v =  —sinnx 
n

=  — (--sinnx\n-- - [s'mnxdx |
л \ n I 0 n J J -Lcosnx |'"=—Ц-(( — i ) n— I);
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п — жуфт булганда, а„ =  0; п ток бу.папда

а .=  —

Л л

b , =  —  ̂ f (x)s\nnxdx =  — x̂s\r\nxdx =

и =  х, da =  dx 

dv =  su\nxdx, 

l
v = -- cos nx

n

=  - 4 - - fcusn*  I ’ -f-i-jcosnxrfx j - ^ ( — Icosnn +  ̂ sm n x  | ^ )=

Л + 1

Топилган коэффициентлар ian фойдаланиб. Фурье каторипи 
тузамиз:

л(2п— 1 )

( — 1 )"+1
, COS (2 /7 —  1)JC-|- -------- si 11 /7 V

Бу катор берилган функцияга барча х ф  (2п — 1,)л ларда 
якинлашади. х = (2 п — 1)д нукталарда катор йигиндиси

s I (2,1 -  |)л) =  » Т Д + 0Ш ( Л—°> =  «±£.=  £

формула 6\iiii4i. \:)со6..анади (42-шаклга каранг. ).
9.9.6. Дг р f(x) функция узунлиги 21 булан бирор ( — /, 

/) ораликда Дирихле шгртларини каноатлантирса, функциянинг бу 
ораликка тайный узл\ксизлик нукталарида функцияни Фурье 
каторига ейиш мумкин:

Г . . %  . f  л п.: , , . ля г \
f ( x ) = ~ 4 >. r „ c o s  t \-bn51П t у

n — 1

бу ерда

a n =  \ \ /U K u s - y - r f *  (n =  0 , i ,2,...),

6 „ =  J J /(л) sin-™- (/* (/2= 1 ,2 ,...).

/(jc) функциянинг узилиш нукталарида ва оралик охирлари 
x = z t l  да Фурье катори йигиндиси ( — л, я) ораликда ёйиш 
х,олидаги каби аникланади.
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9.9.7. f (х) функциями 21 узунликдаги ихтиёрий (о, а + 2/) 
ораликда Фурье каторига ёйганда ап ва Ьп коэффициентлар учун 
формулаларда интсграллаш чегараларини мос равишда а ва а-\-21 
билан алмаштириш зарур.

9.9.8. Жуфт ёки ток функцияни ( — 1,1) ораликда Фурье каторига 
ёйишда Фурье коэффициентлари ( — я, я) ораликда булгани каби 
соддалашади.

9.9.9. (О ,/) да берилган/(х) функцияни ( — /,/) да косинуслар ёки 
синуслар буйича Фурье каторига ёйиш мумкин.

2- м и с о л. Ушбу

( — х, агар — 2 < х < 0  булса, t ix\ _ ) r J
[ х, агар 2 булса

функцияни Фурье каторига ёйинг.
Ечиш.  Функция Дирихле шартларини каноатлантиради 

(43- шакл).

43- шакл

Берилган функция жуфт, шунинг учун у факат косинуслар 
буйича Фурье каторига ёйилади, барча Ьп =  0. ап коэффициентларни 
топамиз (/ =  2):

/ 2
2 Г г , . ппх , Г ппх .

an =  Y  у  (x)cos — а х =  \jtcos-£-dx =

и =  х, du =  dx

, ппх ,
dv =  cos——dx.

2 • ппхV=- sin— -
nn 2

2x ■ nnx
= --sin——

nn 2 0 nn J

nnx ,
in ——dx =

4 nnx
— rCOS—— 2= —^~ ( ( — 1)"- 

0 n2n2 1 1 '

■8
n — жуфт булганда a„ =  0; n — ток булганда ап= ——т.

n n

ao= 7 \f(x)dx =  \xdx==JY I 0 =  2

1);

Берилган функциянинг Фурье катори куйидаги куринишда 
булади:



3-мис ол.  f (х) =  l —х функцияни [0, 1] кесмада синуслар бу­
йича каторга ёйинг.

Ечиш.  Берилган функцияни [— 1, 0) ораликда ток функция 
сифатида давом эттирамиз, яъни

/(*) =

деймиз (44- шакл).

Ток функциялар учун барча ап =  0. Энди Ьп ( /=  1) ларни топамиз:

bn=~Y ty(x) s\n^^-dx =  2  ̂(1 — х) s in- ^dx  =  
о о

[ и=\— х , d u = — dx,

1 [ = 2 ^ —---- ^-rsin«x I J -
— СОБЯnx  I V nn u /I dv =  sinnnxdx v = ---- cosnnx I \яЛ n2n2 ° /  nn

К ЛП )

Топилган коэффициентларни Фурье каторига куйиб, синуслар 
буйича ушбу каторни хосил киламиз:

f(x) = — 2  —smnnx 
л п

П —  I

9- дарсхона топшириги

1. — я ^ х ^ я  ораликда f (x )= x  функцияни Фурье каторига 
ёйинг.

Ж: f (x )= 2  2  ( _  1)"+L ^ L
п — 1

2. Ушбу функцияни Фурье каторига ёйинг:

— 2х, агар — л ^ х с О  булса, 

Зх, агар О ^ х ^ я  булса./ м  =  {

. г / ч 5л 10 /  cos{2п I )х j | __j j  л-f i sinnx \

4 ~  л \ (2гг — 1 )2 п )
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f[<)
Г1 агар 

\ — 1. ara

ip — 2 < л ^ 0  булса, 

ар 0 < x ^ 2  булса

функциями Фурье каторига ёйинг.

I / . v 1 , 2 \т /  2 л (2/ /— 1) I л / n  \
/ К : / х = — + — 1 ( ------ cos —'-х---- s i n- J.

2 Я Л=1 \ л (2п —  I ) 2 п 2 )

4 f (x )= x 2 функцияни (0, л) ораликда синуслар буйича Фурье 
каторига ёиинг.

Ж: / U ) = 4  2  ( - 1 ) п+1 ] sin«*

5. f(x) =  \— 2х функциями [О, 1J да косимуслар буйича Фурье 
каторига ёйинг. ,

3. Ушбу

Ж /(х) =  4- 2  s s ?! * 1— и* .
л п=| ( 2 п —  1 Г

9- MjJCrai\UA ЫШ

1. Ушб\'

, — 2, агар — л < х < 0  булса, 
! ( * ) =  {

1, агар 0 < х ^ л  булса(
функцияни Фурье каторига ёйинг.

(i sin (2/2 — 1 )х

2«-1
П ~  I

2. f(x) =  \x| функцияни [— 1, 1) да Фурье каторига ёйинг.

лг . - I 4 v  cos(2/1 — I ) лх 
/tv / ( 4  =  7,---7 — -----

3. /(x )=sin ,v  функцияни [0, л] да косинуелар буйича Фурье 
каторига ёйинг.

оо

Ж: /'(.*■) =  - +  ^  соь2"*

4 f(x) =  \ — ~ функцияни [О, 2J да синуслар буйича Фурье като­

рига ёйинг.

Ж . с / \ 2 v  I лпх
■ (х) =  -  1  -sin---.

л п 2
п = I
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10-§. Фурье интеграли

9.10.1. Агар y =  f(x) фунция Ох укининг исталган чекли о р а ­
лигида Дирихле шартларини каноатлантирса ва бутун ук буйича

-f- х

абсолют интегралланувчи булса (яъни J \f(x)\dx интеграл

—  оо

якинлашса), унинг уч\ н Фурьенинг интеграл формуласи уринлидир

4- ОО +  ОО

f{x) =  ̂ dz  ̂ /(w)cosz(w — x)du
0 —  оо

1 тур узилиш иукталарида f(x) нинг киймати учун аввалгидек,

у ( / ( * „ - 0 )  +  /<*„+0))

кабул килинади, 6v ерда хо —  узилиш нуктасининг абсциссаси 

Фурье интсгралини комплекс шаклда хам ёзиш мумкин:

j- оо +  00 -j- оо -j- оо

/(* )= - £-  5 dz \ f(u)eU[u-x)du=-±-  ̂ elzxdz J ei2Uf(u)du.
—  оо —  оо —  оо —  оо

Жлфт фчнкция учун Фурье интеграли куйидагича булади:

сю 4~ ° °

f (х) =  ̂ с оbzdz  ̂ f(u)coszudu,

о о

ток функциянинг Фурье интеграли:

4-оо -f- оо

f [ x )= — \ sinzxdz \ f(u)s\nzudu.
л j  J

о о

9.10.2. Куйидаги

-j“  оо

F { z )= —j== \ etzxf{x)dx
—  оо

муносабат билан аникланган F(z) функция f(x) функциянинг Фурье 
алмаштприши дейилади

4“ оо

f(x) \ e~lzxF(z)dz
—  оо

муносабат эса Фурьенинг тескари алмаштириш формуласи де­

йилади.
Хусусий холда



a) f(x) ж\фт функция булса.

(бу формулалар Фурьенинг косинус-алмаштиришлари дейилади);
б )  / ( а ) функция ток булса.

(бу формулалар Фурьенинг синус алмаштиришлари дейилади) 
Фурьенинг синус ва косинус алмаштиришлари факат Ох нинг 

мусбат ярим уки да берилган, бу ярим уки буйлаб абсолют 
интегралланувчи ва унинг исталган чекли кесмасида Дирихле 
шартларини каноатлантирувчи функцияларгагина кулланиши мум­
кин.

1-мис о л  Ушб\

Равшанки, биринчи ва охирги интеграллар ншга тенг. Котган 
интегралларни мос равишда h, 12 ва /» оркали белгилаб, хисоблай- 
мич:

о

о

а <  — 1 да О,

f(x)

2 х  1 да, —  а  —(— 1,

. а  >  1 да О

функциянинг Фурье алмаштиришини топинг. 
Е ч и ш Ушб\

F(z) =  - щ  J f (и) e,z“dи.
—  оо

Фурье алмаштириши формуласига кура

- 1/2 1/2

F ( z ) = - j ^  0-e'2udu+  j  (и+\ )eizudu+  J 1 • e,2udu +

m



(  s =  «-|-l, d<; =  d u ,

/ , =  5 ( « + 1  ) c - d u  =  \ d l  =  e , ^  1  = 0 ' + ' ) < ’'“

•)l>
I It li

~ 7 ___ I _ T _ i _  1 “ 7 " _  I -<?_  1 ~ T  I _ L  _ 7 _________ i p - 1

' ' ~ ̂  2 ̂  О ,/  > 2 ̂  1
Z Z 112 Z Ziz 2

1 2 

I
e uud u  =  — eI I I 2

iz ' — 1 /2 iz
= ± { e {"2,z- e - ' r2i*) =

2 sin—2

- 1/2

I

/ 3=  ^ ( — ы-j- 1 ) e uud u  =  
1/2

=  6 l < 7 7

s =  — u - \-1, d s =  — d u , ) 

d t  =  e 'zud u , t  =  -r2e ,za [ “

1ги\ 11 — __L p1?__i  ._ L ? 2 ___
)  I 1/2 z-2e2 iz 2

________L e; — _  -Lf>,z______ £>2 ____________

fz2 ,2 2zi

Пкндай  килиб,

у 2л |_2;г^(г ) =  -7= 1^77^ 2+ - V e 2-- I е

2 s i г 1
- e  —

---<?2 +
2 z i ~

I 7  ~|__ I I 2c 0:

"7  ̂ J L 7

* z

. г z
sin— 2cos—

2cusa . 2 . 2

]

2- м и с о  л. Ушб\

/(*) =

' ( ) < x < g да 1,

х > а  да О

функциянинг косинус ва синус алмаш тириш ларини  топинг.

Е ч и ui. Берилган функциянинг косинус-алмаштиришини топа 

миз:

fc(z)=-\J^-  ̂ f(u) coszudu =  ^JcOS2«£/« +  

-j- f 0 -coszudu \ =  "v/^- ^coszudu=
a /  0
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Энди синус алмаштиришини топамиз:

(̂г) ̂  V? S ,(и) zudu== VI (^sinzwJw-i- J O-sinzwt/w
Vo о /

=  У л '  Ss,n^ u=  V f -
I —cosаг

Уз навбатида fc (2) ва fs(z) функцияларга косинус- ва синус- 
ал маштиришларни куллаб, / (х) функциянинг узи ни топами з, яъни

' 0 ̂  V <  а да 1;
4- ■*-

2 Г ятаг\ -cos xzdz = х =  а да
2 ’

х >  а да 0;

0 ̂  х <г а да 1;
+ оо

1 — COSQ2
sinjKzdz =

1
х =  а да ^ , 

х > а да 0.

10- Оарсхона ютиириги

I Ушбп

1х| ^  л да cos4, 
f(x)=\ 2

I U l >  л да 0

функциянинг Фурье алмаштиришини топинг.

1 4
Ж F ( z ) = ~ • С OS Л 2

\! 2л 1 — 4г2

2. f (х) = е~ х (х ^О )  функциянинг косинус ва синус алмашти- 
ришларини топинг.

ж 1‘{г)= л / 1 - 7 ^ - 1Лг) =  лЛ - 7 Т )

10- мусгак,ил иш

1. Ушбу

— 1 ^  v < 0  да е~\ 

f(x) =  < 1 да р*,

\х\ >  1 да 0

функциянинг Ф\рье алмаштиришини топинг.

Ж F (z )=  21 • .
V2л еП+е2)
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2. Ушб\

fix) =
___ I

2

— I : - 2 ла - 1 . 

: 4- ла О,

1 да 1

фумкцияниш Фурье синус ва косинус алмаштиришларини топинг.

/К f (г) =
sine — sin—

/2 C°S 2 С0Ь' f'2 

V - . -, ' ( г ) = — ;— V » -

У- назорат шин

1 Каторнинг якинлашу вчанлигини исбот килинг ва йигиндисини 
тоиин г:

1.1. I
п -i-2/i

1.3. у ,

1.5. V

49// — 14л — 48

_

4 /Г — 9

1.7. V
. 19/Г +  7га— 12П ~ I 1

1.11.

fi=0 1/^+32/.+вз

ОС
V ____L_
_„ rt~ + + 12

м 3 .  2
. 9м +15/1 +  4П = I

1.15. V
45/i* + 7n — 12

1.17. X
9/i + 6/j — 8

1.2. V

1.6.

ft + I 1ft+30

1.4. V
l

«=1 ft +5/1 + 6

„ =  i 9/t“ +  3/1 — 2

1.8. V 24

,  9/?^— 12//— 5П = I

1.12. У
, 9// +3/i — 2л = 1 1

v _____ L

e«o  4 1 .4 2 4 » .+  35

1.18. 1’

n — 1

V

n~ +  15« +  56 

I

An + l,in + 15
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1.21.

1.23.

1.25.

1.27.

1.29.

2 .

2.1.

2.3.

2.5.
J

2.7.
I

2.9.
I

2.11. 

2.13. 

2.15.

1.19.
8

n = , 1 6 /r— 8 n — 15

OO

V 1
/г2+ 13/1 +  42 '

OO

V 1

„ f ,  «2 + 9/г + 20 ‘

OO

V  1

9n2 + 2l/2-f 10

OO

V  I

OO

1.22. У _____ I____

1.20. У  _____ 9_____
n = l 9/j2 + 21/7-8

„ = i  49/Г +  35/1 — 6

п= I 4rI 4 4/2 —3

1.26. 2

П =  I /f2 + /i — 12

,, =  i 9/i — 3/1 — 2 

1.28. ^  _____!____
n=i n +4/1 + 3

„=1 n  +  6/i +  5

Каторнинг якинлашишини текширинг:

с о  ОО

V  1 4 1
^  Г*n J /Iп = I v

/I — In/I

(1 — cos—)
П

3" - 1 -I- /г — 1
2
n= 1

3/~
V"2.2. 2  sin—  — .

n = i у л5+ 2

2.4. 2  arcsin ——-—— .
(п2 + 3)э/2

2.6. 2 !- ^ a rc tg
n=i V« 4^ n

2.8 . 2
n — 2

с*-,).

-i — I
(e - 1 ) .

V 2/1 + 1
2  sin -■ .

л=1 я (n + 1)'

oo

V 1 - IZj —^ s m — 
yjn n

o° 2

2.10. 2  In- +5.
n =  i /i2 +  4

2-12. 2 ^ J _ _ dr c t g - ^
л = | У л + 2 n +  5

2л
oo S in  -------

2.14. 2 ___
v«

n =  2 V Я +  5
/I — 1

2.16. V
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2.17.

оо

V

л= 1

4 + Зл 

, 5" + * '

2.19.

оо

2
п= 1

(л2 + З )2 

л5+1п4л’

2.21.

оо
V

л ~ I

3 , —
a rc tg

J

2.23.

оо
V 1

" • s m - r z
л* I

2.25.

оо

2

п=|

2" -f-cosn 

3" + sin л

2.27.

8 
М 

IIс

AZ' t̂g5— . 
л

2.29.

оо

2
л = 1

n

n2 n -j- 5

2.18.
oo
V In — ^ ± 1  .

л 1 n +л + 2

2.20.
oo
V

И-1

I

n ( e n —  I ) 2.

2.22.

■x>

2
л3+ 2

n —  [I rt5-f-sin2n *

oo 3
2.24. V In —~—  .

n = 1 л* + 1

2.26.
oo
V arctg- -----------!

л =  2
( n —  1 )

2.28.

oo

V 1

n  =  1 n — cos26n

2.30.

oo

V
5 _________ s in -----:

л =  I \ / n  + l V

3 Каторнинг якинлашишини текширинг

3.1.

OO
V 3"(«2- l )

3.2.

oo

2
л — |

1-3-5-...- (2 л - I

л — 1 я!
3n • (« + 1)!

3.3.

oo
V
j—J

n = 1

(л+1)! 1

Зл -f- 5 2" 3.4.

oo
V

n = I

3,—

3n V « 2

3.5.

oo

2

л= 1

1 • 4 • 7....■ (Зл — 2) 

7-9-ll-....(2n + 5) *

n

3.6.

Oo

2

1

л!(2л + 1) 

(Зл)!

!

3.7. V

Л — 1

n2

3n '
3.8.

oo
V

n= 1

(л + 2)!

nn

3.9.

oo

2
nn

3.10.

oo
V 2-5-8-... • (Зл —

Л — 1
(л+3)! -J

n — 1
3-7-11 -... • (4л

3.11.

oo

2

Л = I

5n 
4 л! 3.12.

oo

2
л — I

2л+  1

V n-2"

3.13.

oo

2
(л !)2 
2л~ * 3.14.

oo
V

arctg—

/1=1 -̂1

л = 1
л!

3 77



3 . 1 5 .

х>
V л "

3 . 1 6 . V
( л ! ) 2

п =  1, ( л ! ) * п =  I
( 3 "  +  1 )  ( 2 л ) !

3 . 1 7 .

к

2

/ I *  1

5 я ( л  +  1 ) !  

( 2 л ) !
1

3 . 1 8 .

х>
V
Z J

п =  1
1 0 п - л 2

3 . 1 9 .

оо

V 5 л  —  1
3 . 2 0 .

ОО

V
f i - Y r t 7 .

п =  1 5 " ( л + 1 ) ! п  ■=■ 1
v  ю  J

3 . 2 1 . V

п —  1

( н  +  1 ) Т  

/1!

3 . 2 2 .

|

л 2 +  3  

( л  +  1 ) !

ОО
л +  2  

л !  '

3 . 2 4 .

оо

V n n
3 . 2 3 . V

/ 1 =  1

jLJ
П =  1

7 ^ + 1 7 ! '

п Я 3 . 2 6 .

оо

у 3 - 5 - 7 - . .  - ( 2 / i  4 - 1 )

3 . 2 5 V Z Z j
2 - 5 . 8 -  . . ( 3 v  - 1 )

г—  1 5 " ( 2 н  —  1 )  '
л  =  1

3 . 2 7 .

X)

V л ! 3 . 2 8 .

X.
V

( 2 / i  +  1 )  i R - r b

7 — 1
( З л , ! '

п =  1 0

3 . 2 9 .

ОО

V
«—J

п =  1

< " - И ) л

, i !

3 . 3 0 .

V5 

/1 —

/ ; !  , ! 

( 2 л ) !  ^  ’

4  К а т о р н и н г  я к и н л а ш и ш и н и  т е к ш и р и н г :

4 . 1 .

DO

V  j(  п +  2  \  и2
4 . 2 .

ОО

V / ______n _____ v

п—  I
и л  — 1 / л-- 1

V  3  n  +  1 )

4 . 3 .

оо
V

п =  1

/  л - 2  \  л

V "  Ы + т )  •
4 . 4 .

оо

V

ГТ=г J

f a r c s m - ^ j j - )  .  
\  2 л +  3  /

4 . 5 .

оо

2
П =  I

' н  +  3  у 2

Ч 2 л  )
4 . 6 .

? 
>} 

ис К Т -

4 . 7 . V  /
(  2  п \ п 2

4 . 8 .

оо

V
/  n  \ 2 n  +  l

-
п — 1

И л + з У
« — I

\ 3 « + l /

4 . 9 .

JO

п **- 1

Г 2 л  +  1 у 2 

, 3 л - 2  ) 4 . 1 0 .

оо

V-__ 1

П =  1

/  I V "  
( a r c s i n  )  .
V 2 n )

4 . 1 1 .

• с*
V

Л 1
'(ЧгГ-

4 . 1 2 . VJ
п — 1

/ Л + 1  у 2 1
, V n  ) '  5 " '
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4.13. VV  1 -f — ) " 2. J .
„ = Л  n )  4"

„5 in
4.15. 2  

4.17

4.19. 

4 21. 

4.23. 

4.25.

„ = , (2н + 1)" *

V /:in* + 4n + i> V 

\6м2 Зп — 1 /  '

Е (arCS'"lte
п =  1

£  а̂,с18 ^ т ) -П —  I

з т у
я» 1

S  (tg-2- V r )" .
п = 1

4.14. У  Р П + 3 У ‘

“ Л  " + 1 '

4.16. J
Л = I

4.18. 2  Г— —  V
. V Зп + 1 /п =  |

4 20. V
п — I

4.22. v  (la .!± i \

«=, \ «2+i У

оо
4 ?л. у  о ... "

п= I

4.26. £  4п(— — Y
U -ыУ-

4.28. v i . ^ . y (lI + |J,

п= I

“ г,/: + 2 

4.30. Ц -- 1
Л = 1 {2п2 1)п'2

4 27 У  ( /г2 + 5»-г^ Y

• • r , V  з«2- У

4.29. £  V.
J ЧЗи + 1 /

5. Ишоралари навбатланувчи каторнинг шартли ва абсолют 
якинлашишини текширинг:

5.1. Z  ( — 1)"Л — c o s - - ^  52
Я = |  V V "  /

5.3. V ( — l)"cos л
л - i  6 п

ОО „  ,

5.5. v
. и- 5"л= I

ОО о
с; 7 V  ( — I ) -2п

—;-- т2---

5.9. v  ( — 1) "sin —
2я

5.11. £  ( — Р п —  .
12"

V __ |  ̂П » +  1

Я = 1 \/«3 

5.4 . V
з,-

/1 = 1 пуп

5.6. 2  (- 1 )1 п (| + - ± Л

5.8. V ' ^ Г - '
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эо
V ( _ ! , "  + '
—J

/1 =  2
1п(л + 1)

5.24.
оо
V

п =  I

| [j,, sinn V л 

л \  а

5.26.

со

2

/1=1

( _ ! ) ”  + '

(я + 1)3/2'

5.28.

оо
V ( - 1 ) "

л =  3
(л-f 1) 1пн

5.30.
оо
V

п =  1

( —  1 )  " In ( l+-±

6 Каторнинг якинлашиш еохасинн топинг:

6.1.

оо
V

п= 1

п п
~тх ■Л1

6.2.

oo
V

n = 1

3я xn 

л! *

6.3. V

/1 = 1

(я + П V

л!

6.4.
oo
V4_1

n = 1

(П!)2 
(2л)!

6.5.

по
V—J

П=1

2я

л(л -f 1 (
6.6.

ЛО
V
4—J

Л = 1

(л+1).г" 

2"(л2+1) ’

6.7.

оо
V

п = 1
\Л + 6 )

6.8.
oo

2

n =  1

5я „
~ Г Х 'у/п

6.9.

оо

2

п — 1

xin 6.10.

oo
V 3я-л!

8" ’ n = i, (« + П Я

6.11.

оо
у 6.12.

;ieo

oo
V

, 0 0л_1

/I =
1 *2 * 
2 л1п Л n = 1



6 . 1 3 . V х пш 6 . 1 4 .

оо
V

п —  1 ( П + \ ) П п =  1
U  +  I А

6 . 1 5 . V

л —  I

3  п -п\ „
--------  X  .

п п
6 . 1 6 .

ос

V

п =  1
З п

6 . 1 7 .

оо
V

0
л______  у  " 6 . 1 8 .

оо
V ( 2 « > !

П =  1
п + 1

л =  1

11 Л  ■
п п

6 . 1 9 .

ОО
V х "

6  2 0 . V п '.х "

п =  1 п 3 ’ Л =  I ( л + 1 ) л *

6 . 2 1 .

'*■
V п ьх п

6 . 2 2 .

ОО

V

п

л 2 /1

л =  1 ( « + ! ) " *
rt =  1

( r t  +  1 ) !

6 . 2 3 .

оо
V 3 " - * "

•2 — 6 . 2 4 .

DO
V х "

л =  I V  « п =  I
п ( и  -f- 1 )

6 . 2 5 .

оо
V V «

1 6  2 6 . V
2п х п

л — 1 4— }

л =  I V (2и —  1)3'

6 . 2 7 . V (rj +  D 'V
6 . 2 8 .

оо
V лг2" - 1

л — I 2"
л = 1

2г? — 1 ’

6 . 2 9 .

оо
V
4-J

п =  1

У

гг-3" 6 . 3 0 . V

Л = 1

^ + 1  

2м +  1 ‘



10- б о б

КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

1-§. Декарт координаталарида икки улчовли 
интегралларни хжоЬлаш

10. 1. 1. z =  J (х, у ) =  f (Р) функция / чизик билан чегараланган 
ёпнк D сохада аникланган ва узлукеиз булиб, \si, Дs2, ... \sn — 
D сохани п та элементар булакларга булиш натижаеида хосил 

булган юзчалар булсин. \ар кайси \s, ^леменгар сохада ихтиёрий 
Pi(Xi, у,) ну кта ни танлаймиз ва функциянинг Р, нуктадаги кийма- 
тини хисоблаб, ушбу купайтмани тузамиз:

f(Pi) - А-. — Ч W

Шундай купайтмаларнинг барча<_и;:инг

X  f yP f \s=  Ц / (х,, у,) Vs 
i= 1 i— 1

йигиндиси z =  f (х, у ) = [ ( р )  функция учун D сохадаги интеграл 
йигинди дейилади.

\s, элементар юзчалар с >ни чексиз орттир:.лса, у холда у л ip 
шаметрларининг энг каттасн нолга т п  гандагп интеграл 
мигиндининг лимити z =  f (х, у) функциядан ^ х а  бу'^г'я 'хшкгач 
икки у 14овли интеграл дейилади за бундам бел пиана, i :

♦”ч:н * iJc.
•}. “г

LlIv 1 да и кг.либ
/ч Л

\\f{x,y)&=-- .’ип \v 
ДД ты .dm \« -о,_I
I) I -

Бунда D — ишеграллаш сохао  , - кх. у) н./ ^гра" остим: г1, функция, 
ds — юз элементи дейпла.г.и. I  ела;>т к^п^йнаталаркВ;. ds =  dxdy 
булганлиги учун икки улчов д: !ыrei«su.:

)\f(x- y iu s=  У) ахс1У
l) n

булади.
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Агар f(x, у) ^  О булиб, v — пастдаи интеграллаш сохаси 
D билан, юкоридан D га проекнияланувчи z — f(x, у) сиртнинг 
булаги билан, ён томондан эса ясовчилари Oz укка параллел ва 
йуналтирувчиси D соха чегараси L дан иборат цилиндрик сирт 
билан чегараланган жисм хажми булсин У холла

/(*,*/) dxdy.

Агар f(x, / /)= 1  булса, у халда икки улчовли интегралнинг
киймати сон жичатдан интеграллаш сохаси D нинг 5 юзи га тенг 
булади, яъни

§ d x d y - § d s - s .
I) D

Агар f(x, у) функция D сохага жойлашгаи пластинка массаси 
таксимланишинипг зичлигини ифодаласа, у ха!да икки улчовли 
интеграл шу пластинка моддасипипг массаси М ни беради:

М =  ^/(*>  у) dxdy =  y)ds.

10.1.2. Икки улчовли интегрални хисоблаш иккита аник 
интегрални кетма-кет хисоблашга келтирилади.

Агар D соха у = у х(х), у =у ,(х )  функцияларнинг графиклари 
хамда х =  а ва х =  Ь тугри чизиклар билан чегараланган (45- шакл), 
яъни

I
b

УЛх) ^ у ^ у 2(х)

тенгсизликлар билан аникланган булса, у холда икки улчовли 
интеграл куйидаги формула ёрдамида хисобланади:

Ь -У><х> “ 1 Ь У2 , г >

\\f(x, y)dxdy=  J J f{x,y)dy L/jf= ^dx J ,
£> a _| a v,(r)

fix . y)dy.
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Бу ерда

у2(х)

\ f(x.y)dy

У\ <*>

инки интеграл еб аталади ва уни хисоблашда х ни узгармас деб, 
интеграллаш у буйича олиб борилади. Ички интегрални хисоблаш 
натижаси ташкой интеграл учун интеграл ости функцияси булади. 

Агар D соха куйидаги

Г c ^ y ^ d  

\х1( у ) ^ х ^ х 2 (у)

тенгсизликлар билан аникланган булса (46- шакл) икки улчовли 
интеграл ушбу

формула ёрдамида иккита аник интегрални хисоблашга келти­
рилади.

Агар D соха 47- шаклда курсатилгандагидек х =  а , у =  с, х =  Ь, 
y =  d чизиклар билан факат битта нуктада кесишса, у холда икки 
улчовли интегрални хисоблашда юкорида келтирилган хар иккала 
формуладан хам фойдаланиш мумкин булиб,

тенглик уринли булади.
Агар интеграллаш сохаси 48- шаклда курсатилгандагидек 

контурга эга булса, у халда икки улчовли интегрални хисоблаш учун 
соха х =  хо чизик билан булакларга булиниб, юкоридаги формула- 
лардан фойдаланилади.

Ь d

У
У

d

47 ■ шакл 48- шакл



^  (x~y)dxdy . 
и

бу ер ia D соча у =  2— х: ва у =  2х— 1 чизиклар бмлан чегараланган.
Е ч и ш.  D сохани чизамиз (49-шакл). Учи 1(0. 2) ia булган 

у =  2 — х2 парабола Оу укка нисбатан симметрик булиб, 
у =  2х— 1 тугри чизик билан иккита: 6 ( 1 .  1) ва С ( — 3, — 7) иук- 
таларда кесишади. Интеграллаш сохаси D ушбу тенгсизликлар 
системаси билан аникланади

Г — 3 <  х<^ 1 

{ 2х— 1 2 — х1.

Икки улчовли интегрални хисоблаймиз:

I 2-i?

I - м и с о л .  Икки улчовли интегрални чисобланг:

§ (*  — y)dxdy=  j  dx J (x—y )dy=  j  |xy — ~i/2J | =

n  — 3 2x- 1 - 3

=  J [ х (2 - х 2) - | ( 2 - х 2) 2-х(2лг-1)+ 1(2х-1)-]</л- =

— J

=  5 ( 2* — X3— 2 + 2x2- - y - 2 * 2H-jc-f 2x2— 2x + j ) d x  =

—3

=  \ ( — \x*~ х3+ 2х -(-x— | )d x  =

-  4 '* + - ? '•- !']  L - - S

2- ми с о л .  Ушбу

I 1
\ dx J f(x ,y )dy

интегралда интеграллаш тартибини узгартиринг.
Е ч и in. Интеграллаш сохаси О ушбу теигсизликiap системаси 

оркали аникланади:

( — 1 < х <  I,

[ — л/1 — х ^  у ̂  1—х

Бусохани чизамиз (50- шакл) ва уни D i ва D2 сохаларга ажратамиз. 
Бу сохалар куйидаги тенгсизликлар системалари билан аникллна- 
дилар-
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D
\

0 1. - 1 «  0,

-  д/l — y\ r \ — д/l - 02< * <  + -\J 1 — y2 

У халда

1 l- J ?  i + v ' i - у  о + V i - V

J dx J f{x, y )dy=  ^dy J f(x,y)dx-\- J dy J f(x,y)dx.

_ >/"П7 0 -■ _V 7 I7

1- дарсхона топшириги

1 Интегралларни хисобланг:

3 дг 4 «*

a) ^dx^(x  — y)dy, б)

1 3  0 1

в) \ dy \ {x + 2y)dx

~3 f-4

Ж : а) 112- Ip  б) 8; в) 50|
IU5 о

2. Икки улчовли y)dxdy интегралнинг интеграллаш соха-

D

си D'
а) лг =  3, х =  5, Зх — 2у-\-А=0 ва Зх-2у-\~ \ = 0  тугри чизиклар 
билан;

б) х2-\-иг — 4у =  0 чизик билан;
в) yi=x -1- 1, х =  0, х-\~у =  А чизиклар билан чегараланган. Ички 

ва ташки интегралларнинг интеграллаш чегараларини аникланг.
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3. Куйидаги и к к и  у л ч о в л и  интегралларда интегра ллаш тартиби- 
ни узгартиринг:

1 \.у г 2г

а) ^dy  ̂ f{x.y)dx\ б) \̂dx  ̂f{x,y)dy ;

О у х

1 1 — у

в) \dy J f(x,y)dx.

0 -VTI7

4 Куйидаги интегралларни х,исобланг:

а) dxdy, бу ерда D соха у =  х2 ва у2 =  х чизиклар билан

D

чегараланган.

б) dxdy, бу ерда D соха х =  2, у =  х, ху=  1 чизиклар билан

D У

чегараланган

Ж: а) -33 ; б) —.
’ 140 ' 4

5. у =  х2 — 2х, у =  х чизиклар билан чегараланган юзни 
хисобланг:

Ж-' 9/2 кв. бирл
6. z =  x2-\-y2, х-\-у= 1, х =  0, у —0, 2 =  0 сиртлар билан 

чегараланган жисм хажмини хисобланг.

Ж ’ куб бирл.

7. Агар х = ( у — \)\ у =  х — 1 чизиклар билан чегараланган 
моддий пластинка массаси таксимланишининг зичлиги у =  у булса, 
унинг массасини аникланг.

Ж  —  масса бирл.

1- му ставил иш

1 Куйидаги икки улчовли интегралларни х.исобланг:

а) (cos2x +  siny)dxdy, бу ерда D соха х =  0, у =  0
D

Ах-\-Ау — л =  0, у =  0 чизиклар билан чегараланган;

б) Qylnxdxdy, бу ерда D соха ху=\,у =  \!х, х =  2 чизикла

о
билан чегараланган.

в) sin (*-}-*/) dxdy, бу ерда D соча ,v =  0, У ~ ^>  У =  х чн
D

зиклар билан чегараланган.

387



г) [[xdxdy, бу ерда D соха—учлари А (2, 3), В(2, 7), С(4, 5) нук-

D

таларда булган учбурчак.

Ж: а) ± (п+ \ —2у/2) \ б) -|(21п2-1): в) 1; г) 26.

2 Интеграллаш тартибини узгартиринг:

2 2 — х 1 V  1 — х2

a) \ d x  \ f(x ,y)dy ;6) \dx J f(x,y)dy;

x2 --1

i i + V i- i/2

в) ^dy J f(x,y)dx\
2 —у

-i V2- /  0 /

Г) J £/* J f{x,y)dy+ \ dx ^f(x, y)dy\

-y/2 0 - 1 0

1 V*/ V2

a ) j  /(* . !/)<** +  5 f(x,y)dx.
0 0  1 0

3. y =  2 — а, г/2 =  4а +  4 чизиклар билан чегараланган юзни 
хисобланг.

Ж: -у- кв. бирл.

4- a2-f-у2 =  1, г =  0, x +  y-f-z =  4 сиртлар билан чегараланган 
жисм хажмини хисобланг.

Ж: 4л куб. бирл.

2- §. Декарт координаталарида уч улчовли 
интегралларни хнсоблаш

10.2.1. f(x, у, z) = f (P )  функция о сирт билан чегараланган ёпик 
фазовий Q сохада аникланган ва узлукеиз булсин; Ди|, Ди2, ... , 
Дия — £2 сохани п та булакларга булиш натижасида хосил булган 
сохаларнинг хажмлари булсин, хар кайси Дvi сохачада ихтиёрий 
Pi(xi, //„ zt) нуктани танлаймиз ва функциянинг Р, нуктадаги 
кийматини хисоблаб, ушбу купайтмани тузамиз:

f(Pi)-&Vi =  f(Xj, у„ г,-)*Ди,-.

Куйидаги

2  f(P)Avt ёки 2  f(x„ уь 2,)Ди,
1=1 <=i

йигинди \(х, у, z )= f{P )  функция учун Q соха буйича интеграл йи- 
гинди дейилади.
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f(лг, у, z ) =  f{P) функциянинг Q coxa буйича уч улчовли 
интеграли деб интеграл йигиндининг элементар сохалар диаметрла- 
рининг энг каттаси Haira интилади деган шартдаги лимигига 
айтилади:

ГГГ п
f(x, у, z )d v =  lim 2  f(xt,y„ 2 ,) Дvr

mdxdidm.\t)--̂ 0 j_ |

Декарт координаталарида уч улчовли интеграл (л:, у, 2 )dxdydz
<)

куринишда ёзилади.
10 2-2. Уч улчовли интегрални хисобааш учта аник интегрални 

ёки битта икки улчовли ва битта аник интегрални кетма-кет 
хисоблаш га келтирилади 

Агар Q соха, ушбу

а ^ х С  Ь,

У\(х) С У < У 2 (*). 

z t(x, у) < 2< 22 (х, у)

тенгсизликлар системаси билан аникланган булса (51-шакл). 
у холда уч улчовли интеграл куйидаги формула буиича хисобла­
нади:

„  (̂х.у)

f (х, у, z)dxdydz =  ^dx J dy J f (x ,y ,z )d z

# , ( X )  * ,(* .1 /1

еки

z^(x.y\

f (x, y, 2 )dxdyd2 =  dxdy  ̂ /(лг, у, z) dx.

М и с о л .  Ушбу y^zdxdydz интегрални хисобланг, бу ерда 

и
12 coxa x-\-y~\-z= \, 2 =  0, у =  0, лг =  0 текисликлар билан 
чегараланган.

Е ч и ш .  Интеграллаш сохаси Q ни чизамиз (52- шакл) Бу соха 
ушбу тенгсизликлар системаси оркали аникланади:

0< л г<  1,

0 < г /<  I — лг, 

0 ^ 2 ^  1 —X—у.
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51- шакл 52- шакл

Берилгаи уч улчовли интеграл куйидагича хисобланади.

I 1 —х I — х — у ! ! —х

\^zdxdydz= ^dx  ̂ dy J zdz =  ^dx J | '~*~4̂ dy

о 0
I l- x

=  \\dx 5 (1 - x- y)4y  =  \\ (-  11 * »|J |‘- ) dx=

0 0 0

2- дарехона тотиириги

1 Уч каррали интегралларни хисобланг:

X хи

1. ^dx \dA  х у zdz.
О О О

Ж: '
110

е— 1 е — х— I х+у + е

2. \ dx | dy J
In (г —х — у)

(х — е) (х + у — е)

3. ^^xydxdydz — уч улчовли интегрални хисобланг. Б>
а

S2 coxa z =  ху гиперболик параболоид хамда х-\-у 
z =  0 (z ^ 0 )  текисликлар билан чегараланган.
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4. ^ y c o s  (z-\-x) dxdydz уч улчовли интегрални хисобланг. Бу
О

ерда о  coxa у =  -yjх цилиндр ва у =  0, 2 =  0 хамда x-\-z=~ те ­

кисликлар билан чегараланган.
w .  л2___L

16 2 '

2- мустацил иш 
Уч каррали интегралларни хисобланг:

3 2х \'ху

1. ^dx  ̂dy  ̂ zdz.
0 0 о

Ж=

2. ^^cyzdxdydz— уч улчовли интегрални хисобланг. Бу ерда
О

Q соха у =  х2, х =  у2, 2 =  ху ва 2 =  0 сиртлар билан чегараланган.

3. ^ ( 2 х-\-у) dxdydz - уч улчовли интегрални хисобланг. Бу ерда 
и

{} соха у =  х, х= \ , 2 = 1, ва z =  1 +  х2-(-у2 сиртлар билан чегара­
ланган.

Ж ;  w

3- §. Икки улчовли интегралда узгарувчиларни 
алмаштириш

10.3.1. И кки каррали интеграл Q f(x ,y )d x d y  да узгарувчи-
D

ларни алмаштириш куйидаги
х =  х (и, и), у =  у (и, v)

муносабатлар ёрдамида амалга оширилади. Бу ерда х (и, v) ва у (и, 
v) D сохада узлуксиз биринчи тартибли хусусий чосилаларга эга 
функциялар. Юкоридаги муносабатлардан и ва и узгарувчиларни 
ягона усул билан

и =  и {х, у ), и =  и {х, у)
куринишда топиш мумкин булсин. У холда Оху координаталар 
текислигидаги D соханинг хар бир Р(х. у) нуктасига янги 0\uv тутри 
бурчакли координаталар системасидаги бирор P(u ,_v ) нукта мос 
келади. Хамма Р{и , и) нукталар туплами бирор ёпик D сохани хосил 
килади.
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Лrap Якобиан
dx
(lit

iiy
du

dx
di>
d y
dv

Ф0

бу.ica \ чолда икк улчовли интеграл учун ушбу узгарувчиларни 
алмаштириш форм\ласи уринлидир:

ЭД/ (л. у) dxdy =  ((/' (л(//. v ) ,y  (и, v))\/\dudv.

1 м и с о 1. Ушб\ икки улчовли интегрални узгарувчиларни 
алмаштириш усулидан фоидаланиб хисобланг:

ЭД (x +  y)dxdy.

бу ерда D\y =  х 1 //=\-f2. у — — х — 2 ва у -  — х-\-3 чизиклар
билап чс1 аралаш аи соха.

I ч и in. Оху и* кисли к la in  D соха ни чизамиз (53- шакл) ва

(и = у  — х,
\v =  y + x

яиги у згару вчилар 
у =  а — I в а у =  х 2 
чолда и=  — 1 на

кирнгамиз. У холда Оху текисликнинг 
тчгри чизикларига 0\uv текисликнинг мос 
и =  2 тугри чизиклари, у = — х — 2 ва 

у = - \ - f - 3  ту|ри чизикларига эса v — — 2 ва у =  3 тугри чизиклар 
мос кела и О соча аксланадиган янги D сохани чизамиз (54- шакл). 

v в<1 у узгару ичиларин « ва d лар оркали ифодалаб,

д.=  _  ( V  —  U ) ,

у — \  ( V +  U)

Якобнаини чисоб.чаймнз:

dx dx 1 1
ии d v 2 2
d y 1 1
пи 2 2

я Ы1 к

1/1=1-
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">.4- HUlki Г) I шак.I

Интеграллаш сохаси I)  куйилаги генгсизликлар системаси 
оркали аникланади:

| — 1 2,

Лемак,
J Л

^  (x-\-y)dxdy =  ^  ijV iludv=  I  J du J  vdi> =
i> -  - I — 2It

=  '■ S С > И 1 , ) </"  =  \ (9 — !!< /«= “ "  | '1 ,=
I - I

10.3.2. Маълумки. 1\гри бхрчакли x, у ка к\ то г, <| коорднната- 
лар упаро

(
х =  rc ()S<j  ,
у =  rsiinj

муносабаглар билан боглангаи. Г>у ерда 2л.
Икки улчоити интегралда гугри бурчакли координаталардаи 

кутб коорлннагаларга утнш куиидаги формула оркали амалга 
оширилади:

[\ПХ. y)dxdy — 55/(rcos<f, rsim j) rdrd>\
п

Интеграллаш чегаралари Окугбниш на ним ига бог:шк булади.
а) \гар О кутб <( = а  ва <j nvp.iap \амда г =  г,{ц ) на

г =  г-_. («|) (Л[ («|) сг>  (<|) )  чизиклар билан чегараланган D  со.\а гашка-
ш



рисида ётса, икки улчовли интеграл куйидаги формула билан
хисобланади:

Мф)
§ f(x , y )dxdy=  Jdcp J f(rcos<p, rs\r\y)rdr.

ri (ф)
б) Агар О кутб D соха ичида жойлашган булса ва бу соха 

чегараси кутб координаталар системасида г =  г (ср) куринишга эга 
булса, у холда икки улчовли интеграл ушбу формула буйича 
хисобланади:

г (ф!
Q f (x,y)dxdy =   ̂dip  ̂ f(rcosy, гБЮф) rdr.
D  0 0

в) Агар О кутб ф =  а  ва ф = ( 3 ( а < ( 3 )  нурлар билан чегараланган 
D соха чегарасида ётса, шу билан бирга, чегаранинг кутб 
координаталар системасида тенгламаси г =  г (ф) куринишда булса, 
икки улчовли интеграл ушбу формула буйича хисобланади:

(х, y )dxdy=  ^dy  ̂ f (rcosy, rs'my) rdr
D a  0

2- м и с о л. Ушбу икки улчовли интегрални хисобланг:

BV х2-\-у2 dxdy,

бу ерда D соха х2 +  у2^ .а 2 доиранинг биринчи чораги.
Е ч и ш .  Агар интеграллаш сохаси D дойра ёки унинг булаги 

булса, куп интеграллар кутб координаталарида осон хисобланади. 
Бизнинг х.олда О кутб D соха чегарасида жойлашган (б) хол). D  соха 
кутб координаталар системасида ушбу тенгсизликлар системаси 
оркали аникланади (55-шакл):

Демак,

Q-\Jх2+ у 2dxdy =  W ^ r2cos\-{-r2sin2y rdrdy=  Q r2drdy—

2 a 2 л/2
1= \ d v \ r 2d r=  J ( | r ’ |o°)d< p= T  J  |0! =

0 0 0 0 

3- м и со л . Ушбу интегрални хисобланг:

ЭД|п (х2-\-у2) dxdyf
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55- шакл 56- шакл

бу ерда D соха х2-{-у2 =  е2 ва х2-\-у2 =  е' доиралар орасидаги 
халкадан иборат.

Е ч и ш .  D сохани чизамиз (56- шакл). Кутб координаталарида 
D  соха чегараси г =  е ва г =  е2 куринишга эга. О кутб чегарадан 
ташкарида ётади (а ) хат).

Интегралда кутб координаталарига утамиз:
2л

In (x2-f y2)dxdy =  ln r2-rdrdy =  2 ^  r\nrdrdy =  2  ̂ d<± ^\nrdr.
о D D О с

Ички интегрални хисоблаймиз:

и =  lnr; d u = — dr

dv =  rdr: v =  — г2 
2

1 2l I &
= - r  И  -

\ r \ n r d r  =

e

j

\\r2~7dr =  \ (e'\ne2- e 2\ne)-±- \rdr =
e

=  y  (2e4— e2) —~ r2| f = y  (2e' — e2) —

1 , 1  2\ 3 4 1 9 e2 /0  2 i \_ _  (e'- e 2) = T e4- Te2= —  (3e2- l ) .

Шундай килиб,
2л 2 2д

In {x2-{-y2)dxdy =  2  ̂— (3e2— 1 )dy =  ̂ e 2(3e2— 1) ^ 4  =
D o  0

=  ~ e 2(3e2— 1 )ц |^Л=  ле2 (3e2 — 1).
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3- дарсхона топшириги

Куйидаги икки улчовли интегралларни кутб координаталар 
системасига утиб, хисобланг:

а) ^  ^  — ^^dxdy, бу ерда D соха х2-{-у2^ л 2 дойра;

б) ( ( — бу ерда D соха у =  л!\ — х2 ва у =  0 чизиклар 
J J  л2 4-и2 4-1! + у2+1 

билан чегараланган;

в) 55 (x'2-\~y2)dxdy, бу ерда D сох.а х2 -\-у2 =  2ах чизик билан
D

чегараланган;

) dxdy, бу ерда D соха х2-\-у2= ^ -ъа  х2 -\-у2 =  п2.
п л/*2+У2 

чизиклар билан чегараланган.

Ж :  а) 2л3; б) ул1п2 ; в) л а4; г) Зл.

2. Икки улчовли интегрални хисобланг:

55 у х у )  xdxdy, бу ерда D соха 2х +  у = \ , х — у =  2, 2х-{-у =  3,
D

х — у =  — 1 тугри чизиклар билан чегараланган.
Ж :  2,5.
3. r =  asin2(p, а > О  чизик билан чегараланган шакл юзини 

хисобланг.
Ж :  ла2/2 кв. бирл.

3- мустак,ил иш

I. Куйидаги интегралларни кутб коордипаталарига утиб 
хисобланг:

а) J J  ~\Jx2+ y 2dxdy, бу ерда D соха х2-\-у'=сг па х2 -\-y' — 4ir чи- 
п

зиклар билан чегараланган;
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б) arctg^dxdy, бу ерда D соха х2 +  у ’ =  1, х2 +  у2 =  9,
D

у =  — = х, у =  л!3х чизиклар билан чегараланган халканинг бир 
V 3 

кисми.
Ж :  а) -^-ла3; б) -̂ -л2.

О О

2. Агар D соха х-{-у— \, х — у =  1, х-{-у =  3, х — у =  — 1 тугри 
чизиклар билан чегараланган квадрат булса,

+  (х — у ) 2 dxdy
D

интегрални хисобланг.

Ж : *



П - б  о б

Э Г Р И  Ч И З И К Л И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р  ВА  
С И РТ  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р И

1-§. Биринчи ва иккинчи тур эгри чизим и интеграллар

11.1.1. f(x, y )= f(P )  функция АВ ясси силлик эгри чизикнинг 
барча нукталарида аникланган ва узлуксиз булсин; бу ёйни 
узунликлари \[{, Д/2, ..., Д/„ булган п та элементар ёйчаларга 
буламиз. Хар кайси /-булакда ихтиёрий Я, (xit у,) нуктани танлаб 
олиб, функциянинг Я, нуктадаги кийматини мос элементар ёйча 
узунлигига купайтирамиз. Бу купайтмаларнинг ушбу

£ /(Я,)Л/г ёки £  /(*,, y )M t
/= I i=i

куринишидаги йигиндиси f(x, у) = f(P )  функция учун АВ ёй буйича 
интеграл йигинди дейилади.

Бу интеграл йигиндининг элементар ёйчалар узунликларининг 
энг каттаси нолга интилгандаги лимити биринчи тур эгри чизикли 
интеграл ёки ёй узунлиги буйича эгри чизикли интеграл дейилади:

\ f(x,y)dl=  lim I f i x . y j l l ,
J  т а х Л / ->-0 |

ёки

\ f(P )d l=  lim £/(/>fjA/f
"  maxA/(-vO |

AB
W

Агар АВ эгри чизик фазода берилган булиб, бу эгри чизик 
буйлаб узлуксиз f(x, у, z) = f(P )  функция берилган булса, у холда:

\ f(x, у, z)dl =  lim £  f(xiy yt, 2 ,)Д/,
J  тах.\/(->-0 j

AB

ёки

\ f(P)dl=  lim
J  maxA/(-<-0 j

AB
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Биринчи тур эгри чизикли интеграл АВ ёй кайси йуналишда ути- 
лишига боглик эмас, яъни

\hP)d l=  \ f(P)dl.
АВ ВА

11.1.2. Биринчи тур эгри чизикли интегрални хнсоблаш аник 
интегрални хисоблашга келтирилади:

а) Агар ясси АВ эгри чизик

x =  x (t), y = y ( i ) ,  а < / < р

параметрик тенгламалар билан берилган булса, эгри чизикли 
интеграл ушбу формула буйича хисобланади:

Р ________
J  f(x , y )d l=  \ f (x (t ), y ( t ) )  -\jx2+ y 2dt.
v-/ a
A B

A B  эгри чизик фазода x =  x ( t )1 y =  y (t ),  z =  z(t) 
тенгламалар билан аникланган булса, у холда

Р __________
J fix, у, z )d l— \ f ( x { l ) , y ( t ) , z ( t ) )  -\jx*+y2+ z 2dt.
 ̂ a

А В
w

б) Агар АВ ясси эгри чизик у =  у(х ) (а ^ .х ^ Ь )  тенглама билан
берилган булса, эгри чизикли интеграл куйидаги формула буйича 
хисобланади:

ь _ _ _ _ _

5 f{x, y )d l =  J f{x , у (х )) -yj 1 + y ,2dx.
v-' a
AB

w

в) Агар A B  ясси эгри чизик x =  x(y) (c ^ .y ^ .d )  тенглама 
билан берилган булса, эгри чизикли интеграл

d  _______

J f(x, y )d l— J f (x iy ) , у ) V I  + x '2dy
^  С

A B

формула буйича хисобланади.
1-ми с о л . Ушбу эгри чизикли интегрални хисобланг:

\ (x — y )d l,
L

бу ерда L — тугри чизикнинг Л (0, 0) дан В (4, 3) гача булаги.
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Е ч и  in А В  тугри чизик у =  -л: куринишга эга. if '=  3 ни то-
4 ' 4

памнз. Демак,
-I _ _

$<л:-y)d l=*  J ( . V - Лд) ^ 1 +  f e ^ = *
/ О О

_  5 1 а | * _ _ 5
~  16 * 2Х I о 2 *

2- м и с о л. J  (22-— ^ x 2+ y~ )d l интегрални хисобланг, бу ерда 
/.

L :x  — /cos/, t/ =  /sin/, 2 — /, 0 < [/ ^  2л винт ч и з и г и н и н г  биринчи 
у рам и

Е ч и ш .  Хосилаларни хисоблаймиз: jc =  c o s  / — /sin/, 
t/ =  sin/-f-/cos/, 2 = 1. У холда

_______ 2 л ________________
 ̂ (22 — -yjх2 у 2) dl —  ̂ (2/— д//2с os2/ /2siп2/ ) X

X  \/(cos/ — /sin/)2+  (sin/-f-/cos/)2-f 1 dt=   ̂ (2/ — /) -yj2-\-t2dt =

=  J / V 2 + / 2̂ = | - 4 V ( 2 + /L>) 3
о

=  |  ( V (2  +  4 ^ 3 -  У 25 ) =  j / £ (  - / (T  +  2.-IV  -  1).

11.1.3. Я(х , t/) ва Q{x, у) функциялар бирор ясси силлик

А В  эгри чизикнинг барча нукталарида аникланган ва узлуксиз
булсин; &Х\, A*2, ••• , А*« ва A y  1 , \у>, ... , \уп элементар ёйчаларнинг 
(11.1.1. банд) Ох ва Оу укларга проекциялари булсин.

Ушбу

2  [/>(*» у,) Лх,--(- Q (х„ у ,.) At/,]
/= 1

йигинди Р (х , f/) ва Q (x, */) функциялар учун координаталар буйича 
интеграл йигинди дейилади.

Бу интеграл йигиндининг тахДл:,—>-0 ва тахД^-^О даги лимити

АВ  ёй йуналиши буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграл ёки 
координаталар буйича эгри чизикли интеграл дейилади:

\ P {x ,y )d x + Q (x t y)dy =  lim ^  P {x h yl)A x i-\-Q(x„yi)\ y l.J n,«ur o.= |
AH тлх.\у.-*и
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Иккинчи тур эгри чизикли интеграл шггсграллаш йулиниш  
йуналишига богли к, яъни

J Р[х. y)dx +  Q(x, y )d y =  — J Р{х. y)dx +  Q (xt y)dy.
В A 1/i

Агар интеграллаш йули ёник эгри чизикдаи иборат булса, у холда 
ёпик контур буйича эгри чизикли интеграл айланиб утиш 
йуналишинн курсатиб

ф  Я (л, y)dx-\-Q( х, у) dy

каби белгиланади.
Агар ёпик контурни айланиб утиш соат мили харакатига 

карама-карши булса, у мусбат дейилади (бунда контур билан 
чегараланган соха чап томонда колади). Буига тескари айланиб 
утиш манфии дейилади. Келгусида, агар таъкидлаб утилмаган 
булса, контурни айланиб утиш йуиалишини мусбат деб олаверамиз.

11.1.4. Иккинчи тур интегрални хисоблаш хам аник интегрални 
хисоблашга келтирилади:

а) Агар ясси А В  эгри чизик х = х  (/), y — y { t )  параметрик 
тенгламалар билан берилган булиб, / параметр йулнинг бошланиши 
А га мос / А кийматдан, йул охири В  га мос / „ кийматгача узгарса, 
иккинчи тур эгри чизикли интеграл ушбу формула буйича 
хисобланади:

(И
J Р(х. у) dx + Q(x, y )d y =  J [ P ( x ( / ) , i / ( / ) ) i ( 0  +

-f Q {x (t), y {t ))y (t )]d t .

A B  эгри чизик фазода x =  x (t), y ~ y ( t ) ,  z =  z {t) параметрик 
тенгламалар билан берилган булса, у холда

 ̂ Р (х , у , e)dx-|-Q(x, у, z )d y-f-R{x, у , z)dz =
АН

‘н
=  \ [P (x U ) .y  О) z (t ) )x (t )  +  <?(* { t ) , y ( t ) , z ( t ) ) y ( t )  +

>A

+  R (x (t ),  y { l ) ,  z {t))z (t)]d t.

б) Агар ясси A B  эгри чизик y ~ y (x )  тенглама билан берилган 
булиб, х узгарувчи йул бошланиши А га мос а кийматдан йул охири 
В  га мос b кийматгача узгарса, эгри чизикли интеграл куиидаги 
формула буйича хисобланади Ь

5 Р(х, y )d x + Q (x , y )d y =  \ [P (x ,y (x ))+ Q {x ,y (x ))y '(x ) }d x .
 ̂ а

АП
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в) Агар ясси А В  эгри чизик х =  х (у) тенглама билан берилган 
булиб, у узгарувчи йул бошланиши А га мос с кийматдан йул охири 
В  га мос d кийматгача узгарса, эгри чизикли интеграл куйидаги 
формула буйича хисобланади:

d

J Р{х, y )d x + Q {x , y )d y=  \ [Р {х (у ), у)х ' (у) + Q {x (y ) ,  y)]dy.
С

АВ

3-ми с о л . Ушбу эгри чизикли интегрални хисобланг:

\у dx-\-x2dy,
L

бу ерда L контур x =  acost, y =  bs\nt эллипснинг соат мили харакати 
буйича айланиб утиладиган юкори ярми (57-шакл).

Е ч и ш .  Йулнинг бошланиши параметрнинг t А =  я  кийматига 
мос А нуктада жойлашган; йул охири параметрнинг t fi= 0  киимати- 
га мос В  нуктада жойлашган. Шундай килиб, куйидагига эгамиз:

о

^y2dx-{-x2dy =  ^ yd x  +  x d y =  ^[b2s in /( — asin/) -f-
L  vj л

AB
0 0 

a2cos2t • bcost]dt =  — ab2 ^sin3tdt-{-a b ^cos3tdt =
Jl л

Ji я  ji

=  ab2 ^sin 4dt — azb ^cositdt=  — ab2  ̂( I — cos2t)d(cost) —
o o  о

Л

— a b [ (1 — sin2/)<i(sin/) =  — ab (cost— -̂cos t) I —
J 3 i о
о

— a b  (sin/ — -̂sin /) I =  — ab ( — 1 H— —̂  1 +
3 I 0 о

+ j > = > 2-

57- шакл
402



ф  2xdy — 3ydx ,
L

б\ ерда L — учлари Л (1, 2), В (3, 1), С (2, 5) нукталарда булган 
учбурчак контури (58- шакл)

Е ч и ш .  Контур ушбу тенгламалар билан берилган кесмалардан 
тузилга н:

1 5fy— --- -a'-J----- АВ нинг тенгламаси;
3 2 2
у =  — 4л:-f- 13 — ВС  нинг тенгламаси; 
у =  Зх— 1 — АС нинг тенгламаси

Куйидаги га эгамиз:
<§)(2xdy — 3ydx) =  J 2xdy — 3ydx +

АВ

+  ( 2xdy — 3ydx-\- ^2xdy — 3ydx.
в с  СА

Хар кайси интегрални хисоблаймиз
з

J  2xdy — 3ydx=  5 (2а '(— у ) — з ( — \ x +  ̂ ) ) d x  =
АР I

3 3 
=  $ (— *  +  J ( x - I 5 ) r f x = | ( x - I 5 ) * | ; «

4-ми с ол .  Ушбу эгри чизикли интегрални хисобланг:

=  ̂ (1 2 2-  142) =-j-2b- ( - 2 )  =  — 13 ;
2

J  {2xdy — 3ydx) =  J ( 2 x ( — 4 ) — 3 - ( — 4x+ \3))dx  =
BC  3

2

= — 8дг-(-12х — 39)dx=  J (4x — 39)dx =  (2x2 — 39л:) I\—
3 3

=  (8 — 78 — 18-hl 17) =29 ; 

J  (2xdy — 3ydx)=  J  (2x-3 — 3(3x— I )dx=  ^(6^ — 9jt-|-3)<ijt=
CA 2 2

=  3 j  (1 - x ,d x  =  l (x  +  ±x>) | = 3(1 +-' - 2 - 2) =
2

Шундай килиб,
<§>(2xdy — 3ydx) =  у  .
L
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1.  ̂ — - - интегрални хисобланг, бу ерда L контур у = \  х — 2 
J х — ч 1
L

тугри чизикнинг А (0, — 2) в а В (4 ,0 )  нукталар орасидаги кесмаси.
Ж :  ^/5\n2
2. ^у dl интегрални хисобланг, б> ерда / контур x =  a (t — sin/),

L 256y =  a ( l — cost) ( a > 0) циклоиданинг биринчи арки. Ж  —r^-a3.
I О

3. ^xydl интегрални хисобланг, бу ерда L  — учлари /4(0, 0)
i

В (4, 0), С (4, 2), D (0, 2) нукталарда булган тутри туртбурчак кон- 
тури. Ж :  24

4. J xyzdl интегрални хисобланг, бу ерда L контур тутри
I

чизикнинг А ( 1, 0, 1) ва В  (2, 2, 3) нукталар орасидаги кесмаси.
Ж- 12.
5- J  (х2— 2xy)dx-\- {2xy+ y2)dy интегрални хисобланг, бу ерда

/
L контур у =  х‘ параболанинг /4(1, 1) нуктадан В (2, 4) нуктагача
ёйи. Ж :  4 0 - ^ .

6. fi^ydx — xdy интегрални хисобланг, бу ерда L контур мусбат
L

иуналишда айланиб утиладиган x =  acos/, y =  bsint эллипс.
Ж :  — 2паЬ.
7. Агар L  Л (0 , 0) ва В (\ ,  1) нукталарни туташтирувчи чизик:
а) у =  х\ б) у =  х2\ в) у2 =  х\ г) у =  х3

тенгламалар билан берилган булса,
^xydx-{- (y - x )d y  интегрални хисобланг.
I.

W -  \ * . / ? \  I .  \ I? , v IЖ .,  а) 3 , б) — , в) г) 20 .

8. [xdx-\-ydy-\- (х-{-у— I )dz интегрални хисобланг, бу ерда
L

L А (  1, 1, 1) ва 6 (2 , 3, 4 )нукталарни туташтирувчи тугри чизик 
кесмаси. Ж :  13.

/- мустак,ил иш 
Эгри чизикли интегралларни хисобланг:

I. J xdl, бу ерда L  0 (0 , 0) ва >4(1, 2) нукталарни туташтирувчи
L

тугри чизик кесмаси. Ж ' .

I - дарсхона топили риги
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2. J.v y d l, бу epici L x -f-у = 9  аиламанинг биринчи квадрантда 

ётувчи кисми. Ж  27
с dl3. \ --- , 6v ерда / f/=v-l-2 т\три чизикнинг 1(2. 3) на
J  х + уi

В  (3. 5) нукталарини туташтирувчн кесмаси.

Ж

ia ни иг\ {x +  y )d x +  (х — y)dy, бу ерда I  у =  х2 парабола 
/.

А ( — 1, 1) ва В  ( I .  1) нукталар орасидаги булаги.
Ж  2.
5. \ ix - y r d x + (x  +  y)*dy. бу ерда L ОАВ  синик чизик булиб.

1360(0, 0), А (2, 0). В  (4. 2) Ж :

6. <^>ydx-{-2xdy. и\ ерда L томонлари 2\ +  Зу=  ± 6 ,
/

2х — 3//==±б тутри чизикларда ётувчи, соат мили харакатига 
тескари йуналишда айланиб угиладиган ромб контури. Ж :  12

2- §. Биринчи ва иккинчи тур эгри 
чизикли интегралларнинг татбики

11.2.1. Биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида эгри 
чизик ёйининг узунлигини, моддий ёй маесасини, цилиндрик сирт 
юзини хнсоблаш мумкин

а) J dl — lAH, б\ ерда 1ЛН 1В  ёй узунлиги (биринчи тур эгрн

АН
чишкли интегралнинг геометрик маьноси);

б ) J  / <л', у, z)d l — m, бу ерда т  — моддии А В  ёй массаси, f(x . 
ли

у , z ) =  y — бу ёйнинг чизикли зичлиги (с»гри чизикли интеграл- 
ниш механик маьноси),

в) J fix, y )d l =  S, бу ерда S  — ясовчилари Oz укка иараллел ва

АН

\В ёй нукта.'придан \1\вчи, пастдан бу ёй билан, юкорндан 
цилиндрик сиртнинг z =  f{x, у) {fix, у )>  0) сирт билан кесишиш 
чизиги билан, ён гомонлардан эса А ъа В  нукталар 1ан Oz
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1-м и с о л . х ]-\-у2 =  4 цилиндрик сиртнинг Оху текислик ва 
х2 сирт орасидаги кисмининг юзини хисобланг.

К ч и ш. Ш акл ни чизамиз (60-шакл).

укка параллел утган чизиклар билам чегараланган цилиндрик
сиртнинг юзи (59 шакл).

Цилиндрик сиртнинг изланаётган юзи S  ушбу интеграл билан 
ифодаланади:

S = \ ( 2 + 4 - )u i .
L

бу ерда L Оху текисликдаги айлана: х -j-t/2 =  4, 2 =  0 ёки пара­
метрик шаклда: x =  2cos/, y =  2s\nt, 0 < / < 2л.

У холда с?/= \x2+ y 7d t=  {\ — 2sint)2-\-(2cost)2dt =  2d( 
Демак,

2 л 2л

S =  J  (2 + у  • 4cos2/^2cf/ =  4 J (1 +  cos2f)d* =
о 0

2л

=  4 J I H-y-h-|-cos2/^ dt =  4 ( 3/-|--|-sin2/) | л =
n

=  6 • 2л =  12л кв. бирл.

11.2.2. Иккинчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида 
шаклнинг юзини, к\ч ишини, функцияни унинг маьл\м тулик 
дифференциали б\йича топиш мумкин.
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а)  ̂ Р(х , y)dx-{-Q(x, y )dy =  A, бу ерда A F = P (x ,  y)i-\-Q{x,

А В

y ) J  куч бажарган иш, бу куч таъсирида жисм А В  йул буйича 
кучади (иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг механик маъноси)

б) у  (̂ ) (xdy — ydx) = S ,  бу ерда S  —  ёпик L  контур билан

чегараланган фигура юзи
2-м и с о л .  x=acost, y =  bsmt, 0 ^ / ^  2л эллипс билан чегара­

ланган шакл юзини хисобланг.

Н ч и ш .5  =  у  ф (xdy— ydx) формуладан фойдаланамиз.
L

d x = — asintdt, dy =  bcostdt

2л 2л

Демак, 5 =  у   ̂ (acost ■ bcost — bs\nt( — as'mt) )dt =  — ^a6 (cos2/-f-
o

2л

-|-sin2/)fif/=-y- ^dt =  nab кв. бирл
о

11.2.3. Агар L D соханинг чегараси булса ва Р(х, у ), Q(x, у) 
функциялар ёпик D сохада узларининг хусусии хосилалари билан 
биргаликда узлуксиз булсалар, у холда ушбу Грин формуласи 
уринлидир:

ф  P (x t y)dx +  Q(x, y ) d y = ^ ( ^ ~  ddP-^jdxdy,

бу ерда L контурни айланиб чикиш шундай танланадики, D соха чап 
томонда колади (мусбат йуналиш)

Агар бирор D сохада Грин формуласи шартлари бажарилса, 
куйидаги тасдиклар тенг кучлидир

а) ф Pdx-j-Qdy — 0, бунда I D сохада жойлашган исталган
I

ж  контур
б) J Pdx+ Q dy  интеграл А ва В  нукталарни туташтирувчи

интеграллаш йулига боглик эмас, 6v ерда А В D сохага тегишли.
в) Pdx +  Qdy =  du(x, у ), бу ерда du(x, у) и(х, у) функциянинг

тулик дифференциали.
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(i (J d Pг ) D соханииг чамма н\кталарида , .' (IX о у
Агар dm,л. у )= Р [х ,  y )d x + Q (x , y)dy  булса, и(х. у) функция

1 У
и ( V. у ) =  J  Р  ( .V, у ) dx +  5 Q (А'о, У ) dy -t- С

ч„
ОКИ I II

и (-V. у ) — 5^1 X. !!„) dx +  5 Q (X, у ) dy +  С
•*»» Mi

формула ёрдамида аникланади, бу орда ЛМхо, у») на М {х , у) 
нукталар D соха га тетишли, С — ихтиёрий узгармас.

3- м и с о л. Грин формуласи ian фойдаланиб, ф  у ( I — x ')d  д +
/

-fj- (1 -j-у )xdy интегрални хисобланг, бу ерда I. контур 
д - =  4 айланадаи иборат булиб. у мусбат йуналишда айланиб 
чтиладп.

F. ч и т .  Грин формуласи буйича икки улчовли интегралга
утамиз:

ф у (1 — a ')dx  -+ (1 +  у'2)du — I -(-у~ — 1 +  -v ’)dxdy —
i a

=  §(*~ +  y ')dxdy ,
i)

бч орда D coxa х~-\-у2̂ . 4 теигсизлик билан аникланадиган дойра. 
Интегрални хнсоблаш учуй кутб коордн на тала рига утамиз

(л‘“ -{- у~) dxdy=  r cos (| гЧ'ш ц ) rdrdi\ —
I) и-

J t  '1 '2 л

=  уу'л(1Ыу =  \ d' l \ r*dr =  \ {  (r'\l)d*\ =
[Г О II о

2л

=  ^d4 =
<>

4 м и с о л. Ушбу

G O ' + d - f ) dy

шфференииал ифояа бирор функциянинг ту лик шфференциали 
эканини курсатинг ва бу функцияни топинг.

К ч и ш Куйидагиларга эгамиз:

Р ( Х ,  //) =  Q (x ,y )= ~  — \  ;
А У и у-

ИМ>



--  ------ бинобарин, берилган ифода чакикатан \ам он
ду г/-’ дх

pop и(х у) функииянинг тулик днфференштдидир
Демак, Ми\ха, уо) деб ,М«»(1. I)  ни аш б, куйидагини топамиз:

u (x .y )= \ (± + ± )d x +  \ ( 1 - ± у и =

= (m i*\ + | )  | ;+  (2 \пУ + - i )  | ;= m ix i + j -  ‘ + 

+  2 In y l + j - l + C = l n  *|+21п|y l + j  +  C .

2- дарсхона топишриги
1. x =  cost, у =  sin/ айлана ёйининг массасини аникланг. Унинг 

(v у) н>кыдаги чизикли знчлиги у га генг. Ж  2 масса бирл.
2. R  радиусли доиравии цилиндр билан худди шчндай цилиндр 

тчгри бурчак остида (уклари тчгри б\рчак остида) кесншади. 
Кесимда чосил булган сирт юзини хисоблаш Ж  8R 2 кв бирл.

3. a ) x =  acos /, y =  asm i астроида билан;
б) х =  a (t — sin/), у =  а (1 — с os/) циклоиданинг биринчи аркасп 

ва Ох уки билан чегараланган шакл юзини хисобланг.
Ж :  а) Зла2 кв. бирл.; б) Зла2 кв бирл.
4. Т улик  дифференциали б\йича и(х , у) функцияни топинг
а) du =  (2х — Зху! -\-2y)dx-±- (2х— Зх2у-\-2у) dy\

б) du=  (arcsmx — х Iny)dx — ^arcsim/-f--j~)d</

5. F = (x  -\-y2-\- 1 )i-\-2xyj куш инг у =  jc2 нараболанинг A (0, 0) вл 
f i ( l ,  1) нукталар орасидаги ёйи буйича бажарган ишини хисобланг.

м/ 11-,(» ^Ж  иш. бирл.Н)о
6. Грин формуласидан фойдаланиб, (^•2(x2+ y-)dx+  (*+ //)'./«

/.

интегрални хисобланг, бу ерча L учлари А( I, 1), В { 2, 2), С ( ! ,  3) 
булгаи учбурчак контури. Натижани Оевосита интеграллаш бн-
лан текширинг Ж  — —

2- муста^ил иш

1. х -\-y~ =  R 2 цилиндрик сирыинг Оху текислик ва г =  хи

сирт орасига жойлашган кисмининг юзини хисобланг. Ж  R2 кв. 
бирл.

2. у =  х2 ва у =  у *  чизиклар билан чегараланган сохаинш 

юзини хисобланг. Ж  кв бирл.
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3. Берилган тулик дифференциали
(x +  2y)dx +  ydy

du =
ix +  y ) 2

буйича и{х, у) функцияни топинг.
4. F =  2xyI-\-x2J кучнинг /4(0, 0) ва В { 2, 1) нукталарни туташ ­

тирувчи й^лда бажарган ишини хисобланг. Ж :  4 иш бирл.
5. Грин формуласидан фойдаланиб, § y 'd x  +  (х + у )Ч х  инте-

L

тегрални хисобланг, бу ерда L —  учлари /4(3, 0), В ( 3, 3), С(0, 3) 
нукталарда булган учбурчак контури. Ж :  18.

3- §. Сирт интеграллари

11.3.1. о —  бирорта силлик сирт ва / (х, у, z )= f (M )  функция о 
сиртда узлуксиз булсин; Aoi, W 2, лар а сиртнинг элементар
сиртларга булиниши булиб, уларнинг юзларини х.ам шу символлар 
билан белгилайлик; хар кайси элементар сиртда ихтиёрий ;И,(х„ у„

П

Zi) нукта танлаймиз ва ушбу 2  f(xlt y t, 2()Д а ( интеграл йигиндини
1= I

тузамиз.
Элементар сиртларнинг диаметрининг энг каттаси нолга 

интилганда интеграл йигинди интиладиган лимит биринчи тур сирт 
интеграли (ёки сирт юзи буйича интеграл) дейилади:

еки

В'О

В

(х, у, z)do =  lim V f ( Xy Уь Zi) \ а .
maxdiamAa,-^ , _ |

f (M )d a  =  lim Z f(x lt y lt z ) l o t
maxdia Д -►O ,■__i

Сирт интегралининг киймати о сиртнинг кайси томони танлани- 
шига боглик эмас.

Аник интегралнинг барча хоссалари биринчи тур сирт интеграл­
лари учун уринлидир. Агар о сиртнинг Оху текисликка проекцияси 
Оху бир кийматли булса, яъни Oz укка параллел хар кандай тугри 
чизик о сиртми факат битта нуктада кесса, мос биринчи тур сирт 
интегрални хисоблашни ушбу формула оркали икки улчовли 
интегрални хисоблашга келтириш мумкин:

У, z )d a=  ЭД/(х, у, z(x, у ) ) д/1 +  z 2x +  z*dxdy ,
О о

ху

бу ерда z =  z(x, у) — о сиртнинг тенгламаси. Равшанки, ^£/а =  5,
О

410



бу ерда 5 — о сиртнинг юзи, (х, у, z)do =  M  , бу ерда М —
а

— о сиртнинг массаси, f(x , у, z) =  у — о сиртнинг сиртпй зичлиги.
1-м и с о л .  J J (x 2-f-*/2)da  интегрални хисобланг, бу ер. а о —

а

x2 +  y'2 =  z2 конус сиртнинг z =  0 ва 2=1 текисликлар орасилаги 
кисми.

Е ч и ш .  Берилган о сирт тенгламасидан унинг каралаётган 
кисми учун 2 =  л]х2 +  У2 эканини курамиз. Куйидагиларга эгамиз:

Демак, _________________ _

Ц ( * Ч ( Л А , =  $$<г +у>) Д / + - J ^ + - J ^ d x d y ~
°  а ху V

=  \J2 § (x 2+ y 2)dxdy.
%

Икки улчовли интегралнинг интеграллаш сохаси аху х2-|-У2^  1 
доирадан иборат (конус сиртнинг Оху текисликка ироекцияси). 
Икки улчовли интегралда кутб координаталарига утамиз:

2л 1

-̂ 2 <̂(x 2 +  y2)dxdy =  л]2 § r 3drdq>= ^2  J  dy Jr'Vq =
а о 0 0
ху

= V2 j(Tr4HK=J^  \df=^--
о

11.3.2. о силлик сиртнинг хар бир нуктасидан п нормал вектори 
утказилган томони мусбат, бошка томони (агар у мавжуд булса) эса 
манфий том он дейилади.

Хусусан, агар о сирт ёпик булса ва 52 фазонинг бирор сохасини 
чегараласа, у холда сиртнинг мусбат ёки таш^и томони деб унинг 
нормал векторлар Q сохадан йуналган томони, манфий ёки ички 
томони деб унинг нормал векторлари Q сохага йуналган томони 
айтилади. М усбат (гаш ки) ва манфий (ички) томонлари мавжуд 
булган сиртлар икки томонлама сиртлар дейилади. Улар учун 
куйидаги хосса уринлидир. Агар п нормал векторнинг асосини 
бундай сиртда ётувчи исталган ёпик L  контур буйлаб узлукеиз 
кучирилса, дастлабки нуктага кайтганда п нинг йуналиши 
дастлабки йуналиш билан бир хил булади.

Бир томонлама сиртлар учун п нормал векторнинг бундай 
кучиши дастлабки нуктага кайтилганда ( — п) векторга олиб кепади. 
Маълум томони ганланган а сирт ориентацияланган дейилади.
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11.3.3. а + — бирор силлик сирт булиб, унда n =  {cosa, cos(3, cosy} 
йуналиш билан хар^кк-рланувчи мусбат томон танланган булсин; 
Р(х, у, г), Q (А', у , z ), R {x , у, z) узлуксиз функциялар булсин, у холда 
мос иккинчи тур сирт интеграли куйидагича ифодаланади:

Pdydz +  Qdzdx +  Rdxdy =  ^(Pcosa-f- Qcosfi-\- Rcosy) d o .

j\ формула биринчи ва иккинчи тур сирт интегралларини узаро 
боглайди. Сиртнинг бош ка а - томонига ути л ганда бу интеграл 
ишорасини карама-каршисига узгартиради. Агар а сирт ?==
=  z(x. i/) тенглама билан ошкор чолда берилган б\лса, \ холда п 
нормалнинг йуналтирувчи косинуслари куйидаги формулалар бу­
йича аникланади:

1 дг 0 I дг 1cosa = -- ; cosp — — -==- • cosy = — ,
z fc  I n | d x  r t \ n \  О у ± |и '

бу ерда \n\=  -f- ( " p  J Ba ишора танлаш сирт томони

билан мувофиклашган булиши керак.
Агар а сирт тенгламаси F (х, у, г) = 0  ошкормас холда берилган 

булса, бу сирт нормали п нинг йуналтирувчи косинуслари куйидаги 
формулалар буйича аникланади.

I д F q 1 д F I dFс os a == — • — -, cosB =  — • ——, cosy — - ■ • ——,
D dx D ду I) dz

I/ (J p \ 2 / ̂  p \ '2. / ̂  p \ 2
6v ерда D = z t  ~ V ва илдиз олдидаги ишо-

рани танлаш сирт томони билан мувофиклаштирилиши керак.
Иккиичи тур сирт интеграли, шунингдек, координаталар буйича 

сирт интеграли деб хам аталади
Иккинчи гур сирт интегралинм хисоблашни бевосита икки 

улчовли интегрални хисоблашга келтириш мумкин.
Агар о сирт z =  z(x, у) тенгламага эга булса, у холда иккинчи тур 

сирт интеграли куйидаги формула буйича хисобланади:

R  (л, у, z) dxdy =  zt R (х, у, z (х, у ) ) dxdy ,

бу ерда о„/ сирт <т нинг Оху текисликка проекцияси
zt ишоралар сиргнинг иккита турли томонларига мос келади; 

бунда «+ »  ишора танланган томопда co sy> 0  булган да, «— » эса 
cosy< 0  булганда олинадн.

а сирт у = у  (х. z) ёки х =  х (у , z) тенгламалар билан берилган
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\олларда калган интеграллар хам худди юкоридагидек хисобла­
нади:

у, z)dzdx =  dz У (х> z)< z)dzdx ,
°  °« 

бу ерда Охг — сирт ст нинг Oxz текисликка проекцияси, «+ »  ишора 
танланган томонда cosp > 0  булганда, « — » ишора эса 
cosp< 0  булганда олинади;

у , z)dydz=  ±  z)- z)dydz ,
°  V

бу ерда оУг —  сирт о нинг Oyz текисликка проекцияси, « +  » ишора 
танланган томонда c o s a > 0  булганда, «— » ишора эса 
co s a < 0  булганда олинади.

2- м и с о л. Ушбу интегрални хисобланг:

=  ^  zdxdy +  xdxdz -f- ydydz ,

бу ерда ox y-\-z=\ текисликнинг координата текисликлари 
билан кесишишидан хосил булган учбурчак; сиртнинг танланган 
томонида нормаль Oz уки билан уткир бурчак ташкил этади.

Е ч и ш .  Ш аклни чизамиз ва 
интеграллаш томонини п нормаль ёрда­
мида танлашни курсатамиз (61- шакл). 

z =  1— х-\-у сирт тенгламасига эга-
d z  , dz , пмиз, —— =  — 1, — - =  1 , С OSV >  О, 
ох о у

нинг учун

ш у

cosa - 1

co sv= ^ i -
Берилган интегрални хисоблаш учун 
куйидаги формулани хосил киламиз:

/ =  \^zdxdy-\-xdxdz-\-ydydz= § (у '

Z t

п \ *  

-г /Щ Ш о

1 6

У

W
/ /

61 - шакл

V 3
1 I I ^do =

~ ^ з 5 5 « * - * >  + 2^ (7==“^ f  S (у — х + (\ — х + у ))  V 1+1 +  1 dxdy=
о XIJ

=  55(2y — %x+\)dxdy, бу ерда оху с сирт (оАВС) нинг Оху
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текисликка проекцияси (Л/4ОС) Икки улчовли интегралда чегара 
ларни куйиб чикамиз:

ГГ г г
/ =  — 2х-\- 1 )dxdy =  ^dx  ̂ (2у — 2х-\- I ) dy =

аху 0 х — 1

1  j ( 2 » -
1 0

2х-\-\)2 d x = T  S
0 1 0

( I  — 2 х ) 3
- х ) \ 1 1

\  8 3 4 /  1 о 24 4 24 6

3- дасрхона топшириги 

1- ЭДУ* + у da интегрални хисобланг, бу ерда о сирт
о

9х2-\-9у =  162 конус сиртининг 2 =  0 ва 2 =  3 текисликлар
•V гг 1 60лорасидаги кисми. Ж :  — —̂ .

2. ^ ja/2fifcT интегрални хисобланг, бу ерда а сирт х -f-у z =  1 те-
а

\/3кисликнинг биринчи октантда жойлашган кисми.

3. 2=  д/4 — х2 — у2 яримсферанинг массасини хисобланг. Унинг 
хар бир нуктасидаги сиртий зичлиги у — х2у2 га тенг деб олинг.
, , г 128л -Ж  — масса бирл.1о

4. Qyzdxdy-\-xzdydz-\-xydxdz интегрални хисобланг, бу ерда
а

а —  биринчи окгантда жойлашган хамда х2-\-y2 =  R  цилиндр ва 
л: =  0, «/ =  0, 2 =  0, z =  R текисликлардан тузилган сиртнинг ташки
томони. Ж

5. Qxdydz-\-z dxdy интегрални хисобланг, бу ерда
о

а — х1 -f-у2-f-22 =  1 сферанинг ташки томони. Ж :

3- муста^ил иш

1- Q{z-\-2x-{-^y)do интегрални хисобланг, бу ерда а —
а

6x-f-4t/4-32— 12 =  0 текисликнинг биринчи октантда ётувчи
кисми. Ж :  ~̂ =г .

v'6i
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2. Q x 2y do интегрални хисобланг, бу ерда о z =  -\Jr 2 — x 2— у~

яримсфера. Ж :

3. Q{y +  2z)dxdy интегрални хисобланг, бу ерда о — биринчи
О

октантда жойлашган 6x-f-3t/-f-22 =  6 текисликнинг юкориги кисми
Ж : | .

4. у  zdydz-\- (Зу — x)dxdz — zdxdy интегрални хисобланг, бу ер-
а

да а — 2 =  0, x2-f-t/2= l ,  z — x2-\-y2-\-2 сиртлар билан чегаралан­
ган жисм сиртининг ташки томони Ж : 5л

10- назорат uuiu

1. Интеграллаш тартибини узгартиринг:

4-х2 2 f+2
L1 ‘ \dx \ f(x ,y)dy. 12- j  dy J f(x ,y)dx.

0 4-2*2
3 V 25-/2 1 .2

1.3. \dx  J  f (x ,y )d y  1.4. \dx \ f(x ,y )d y .
0 ,A ,

2

4 j *  +  4 I 4 - f J 2

, 5 ’ S ^  5 f(x ,y )d x .  *-6. J  dy J  f (x ,y )d x .
0 ^ +| 0 2j/+l

1.7. \d y  ^  H x ,y )d x . '-8- \ dx \
О 3 T*

T ' y ______

4 7 — у 4 V 25-X 2

1.9. t f (x ,y )d x .  l -Ю- j dx J  f (x ,y )d y .
0 -V .2 £
1 3 —x 2 1/ + 3

1.11. J  dx J  f (x ,y )d y .  1*12. \ \ f ( x> y)dx .
0 2x2 0 2lf

0 x +  3 I 3 — 1/

1.13. f ( x,y )d y . } dy  ̂ f (x ,y )d x .
2«* 0 2̂
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1.15. \ dx  J f (x ,  y ) d y .

, \, >T— r

1.17. J dx  ̂ f (x,y)dy
0 ±r \
1 «г 4-1

1.19. J  dx  ̂ fix, y)dy .

о -I

4 У  25 — Г

1.21.  ̂ dx  ̂ f(x,y)dy
0 0

1 -i

1.23. J dx J f(x ,y)dy .
0 2 л
•2 2<y

1.25. J dy J f(x , y)dx .
I 0
i? :} — v

1.27.  ̂ dx J / (x, y) dy .
(i n
I .r +1

1.29. J dx J f(x,y)dy

I V
1.16. J dy J /'(x. у ) dx

1,18 S dy \ l'(x .y)dx
- V'J+iT

4 \ 2 5 - , /

..20. $ dy J  /(x, y )d x  . 
u j

4 H

4 y fl

1.22.  ̂ dx J /(x, г/)dt/.
0 0

2 </
«.24. \d y  J /(x, y )d x .

1 0
1 2 — 1/

1.26.  ̂ dy  ̂ / (x ,y )d x .
о 0

2 V у

1.28. $ ^у  ̂ ^ X' ‘
0 у
1 4 — r

1.30. J dx J f (x ,y )d y .
I) 0 () 0

2. Берилган чизиклар билан чегараланган шаклпинг юзини 
хисобланг:

2.1. у — —,у  =  4ех, 

у =  3, у =  4.

2.3. у1 — 2t/ —|— =  0, 
у1 — 4у +  х = 0 , 
у =  х, х =  0

2.5. у2 — 6у +  х2 =  0,

2.2. х =  8 — у\
х =  — 2 у.

2.4. х2 — 4х +  у2 =  0, 
х2 — 8х у2 =  О,

rv *
^ 0-у =  7 5 -

2.6. у =  —, у =  8ех.X
У =  з , у =  8
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2.7. у
У
У

2.9. у
У
У

2.11. у
У
У

2.13. х
х
У

2.15. х:
х‘
У

2.17. х‘
х‘

У

2.19. х

2.21. х
х
У

2.23. у
У
У

2.25. у
У
У

2.27. у
У
У

2.29. у
У
У

27—665

2 — 8// +  х2 — 0, о « ,,__ У*
2 _ I O , v  +  х 2 =  0.  ^

т т  у =  V 3 *

’ у = _ 7з

V 3’

2.8. у - ^ . у - л . ,  

*='*■

-4 у-
-6 у-

-х, х =  0.

у22 — 4г/ +  х2 =  0, 2.10. х =  5 — у ,
2 — 6// +  х2 =  0, х =  — 4//. 

v, х =  0.
- 6 у  +  хг =  0, 2.12. у =  4  ^  ,
— 10// + х = 0 , 1

=  х, х =  0. у =  —— х =  9 .
^ 2х

2- 2 х  +  //2 =  0, 2.14. // =  з у * , / / = А
— 6х +  // =  О, *х =  4

~ ^ ' У== ^ З х -
г — 2х +  //2 =  0, 2.16. // =  —, // =  5<?*,
г- 8 х  +  //2 =  0, *

* /о У =  2, У =  5.

г — 2х +  //2 =  0 , 2.18. // =  32 — х2,
" — 4х +  у2 =  0, // — — 4х.

2 — 2 х  +  //2 =  0 , 2.20. // =  2 0  — х2,
— 6х +  //2 =  0, У— — 8х.

, =  0’ ^ ="^/з •
2 — 2 х  +  //2 =  0, 2 .2 2 . и = —  —  х 2
2 —6х +  </2 =  0, 4 
=  0, //=* 5Ч — х -- —у 2

| - 6 у  +  ̂  =  0, 2.24 y = V ^ . ! /  =  T '
2 —8// +  х2 =  0, *
=  х, х=0. *=16.
— 4// +  х2 =  0, 2.26. // =  —,// =  7е*,
— 8// +  х = 0 , *

=  х, х =  0. У — 2, // =  7.
2 — 4г/ +  х2 =  0, 2.28. х =  2 7 - у 2,
2 — 8t/ +  х = 0 , х = — 6//
=  д/3 х, х =  0 .

2 — 2// +  х2 =  0, 2.30. //=11 — х2,
2 — 10// +  х2 =  О, У — — Юх.

х =  0 .
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3. Сиртий зичлиги y маълум булса, берилган эгри чизиклар 
билан чегараланган D пластинканинг массасини топинг:

3.1.

3.3.

3.5.

3.7.

х2 +  у2 =  1, х2 +  у2 4,
х =  0, у =  0 (х ^ О , у ^ О ), 
У =  -£±У,
1 *2+у2 '
х -\-у2 =  9, х -\-у2=\6, 
х =  0, у =  0 (х ^ О , у ^ О ),  
у =  2 (х* +  у2).

х =  2, у =  О, 
у ‘ =  2 х (у^ 0 ),

7x2 I оy = - 8 -+2//. 

х =  2, у =  О,

3.9.

У -  j  (У > 0 )  ,

7л? , _т =  ~  +  6 у

х =  1, у =  0. 
у 2 =  4х (у > 0 ), 
У =  х +  3 у .

3.11. х =  \, у =  0, у2 =  х, 
(у > 0 ),у  =  3х +  6у2

3.13. Х= 2 ,у  =  0уу> = х- 

(y'&zV), у =  2х +  3у

3.15. х = ± у  =  0 .

у2 =  8х (у ^ О ), 
у=7х-\-Зу2.

3.17. jc =  1, у =  0,
*/2 =  4 х  ( i/ > 0 ) ,  
у =  7х + 2у.

3.19. х =  2, у2 =  2х,
</ =  0 (у > 0 ) ,

7 г УУ=  4 +  |  •

3.2. * = 1 . у  =  0,
у =  4х ( у > 0 ) ,

3.4.

3.6.

3.8.

7 =  7* +  у

у =  4х, х =  1,
</ =  0 (у > 0 ) ,

7x2 J CV = — + 5г/.

jt2- fy 2= l ,  jc2 г/2 =  1 6, 
x =  0, y =  0 (x ^ O , y ^ O ),
v==_ i± IL

x2 + y 2 =  4, x2 +  //2 =  25, 
x =  0, z/ =  0 ( x ^ 0, yz^.0), 

__ 2x — 3y
V 2” ■* +i/

3.10. x2 +  / = l .  x2 +  y2 =  9>
x =  0, y =  0 (x!>0, 0) 

x ~ yY = " 2- " 2 ■
* + </

3.12. x2-f-y2 =  9, x2 +  </2 = 
x =  0, y =  0 (x <  0,

2y — x
Y — Т Г Т  ■* + «/

3.14. x + y  = 4 , x ?-f-z/ = 
x =  0, у =  0 ( x ^  0,

2y—Зх

-25,
0 ) .

= 16, 
y>  0),

3.16. x2 +  y2 =  9, x2 -j-y2- 
x =  0, y =  0 (x ̂  0,

2y — 5x

V= W
3.18. x2 +  y2= l ,  x2 +  y2-- 

x =  6, у =  0 (x ^ O ,
Y =  X+3!L.
V Z + s 2

3.20. x2 +  y 2= l ,  x! +  y2-- 
x =  0, y =  0 (x > 0 ,

x + 2i/
Y =  -2 T ^ -x +  У

= 16, 
*/>0)

= 16. 
y>  0).

-4,
£/>0).
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3.21. х =  2, у =  0,
у ! =  2х ( у > 0) 

7х2 ,
Y = — +i/ •

3.23. л-=  2, у =  0,
У2=~2 (У > ° )

7х2 . ы
y = ^ - + « * /

3.25. х =  1, у — 0, 
у2 =  4х (у> 0 )
Y =  6x-f 3 у

3.27. х =  2, у =  0,
</2= |  (i/> 0 ) .

Y =  4x  +  6i/

3.29. х =  \ , у  =  О,

у =2х (у> 0 ) 
у =  4х-\-9у ■

3.22. х2 +  //2= 1 , х2 +  //2 =  9,
х =  0. у =  0 (х > 0 , 0)

2х — у
V = -----  -' . 2, 2 Л +у

3.24. х2 +  у2= 1, x2 +  i/2 =  25
х =  0, у =  0 (х > 0 , //< 0)

дг— 4 и
Y ~ ^ + 7

3.26. х2 +  //2 =  4, х 2 +  //2=  16,
х =  0, у =  0 (х > 0 , t/< 0). 

Зх — и
V _ " 7 T 7 '

3.28. x2 +  t/2 =  4, * 2-ку2= 9,
х =  0 у =  0 (х <  0 //>0) 

у — 4.v 

v = ^ > -

3.30. X2 +  /  =  4, х2 +  (/2 =  9,
х =  0, у =  0 (х <  0, £/>0).

у —  2х

v = 1 ^ 7 '

4. Эгри чизикли интегралларни хисобланг:

4.1.  ̂(х -\-у )d ly бу ерда L —  х2-\-у2 =  4х айлана
1

S
') _  j __

(4 ух  — 3 угу )dl, бу ерда L — x =  cos /, у =  sin'7 асгроида-
L

нинг >4(1, 0) ва 5 (0 , I )  нукталар орасилаги ёйи.
4.3. [ xydl, б\ ерда L —  томонлари к= 1 . х =  — 1, у =  1,

L
у =  — 1 булган квадрат контури.

4.4. \^ydl, бу ерда L — х = /  — sin/, г/ =  1— cos / циклоида ни нг
L

биринчи арки.
4.5. J xydl, бу ерда L — учлари /1(2, 0), £ (4, 0). С(4, 3), D ( 2,

L
3) дан иборат тутри туртбурчак контури

4.6.  ̂ yd/, бу ерда L — у2 =  2х параболанииг х2 =  2у парабола
L

кесган ёйи
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4.7. [ — , 6v ерда L — тугри чизикнинг /4(4, 0), В (6, I)J  х — у
L

нукталар орасидаги кесмаси.
4.8. J  (x2-\-y2)2dl, бу ерда L — г =  2 айлананинг биринчи

L

чораги.
4.9. ^ (x — y )d l, бу ерда L — х2 -\-у’ =  2х айлана.

4

4.10. х2-\-у2 dl, бу ерда L — х2 +  у2 =  2х айлана.
L

4.11. ^xydl, бу ерда L — учлари 0(0, 0), Л(3, 0), £(3, 4), D(0, 4) =
L

булган тугри туртбурчак контури.
4.12.  ̂ (A'2+t/2)d/, бу ерда L — х2-\-у2 =  4 айлана.

L

.13.  ̂ dl - , бу ерда L —  0 (0 , 0) ва В  (2, 2) нукталарни 
L \1ъ-х2- у2 " 

туташтирувчи тугри чизик кесмаси.
4.14. J (4 \jx — 3 yjy )d l, бу ерда L —  А ( — 1, 0) ва 6 (0, 1) нукта-

L

ларни туташтирувчи тутри чизик кесмаси.
4.15.  ̂ J 1— , бу ерда L — /4(0, 4) ва В ( 4, 0) нукталар орасидаL X у

жойлашган тугри чизик кесмаси.
4.16. [ —  у * dl, бу ерда L — r =  2( 1 -f-cos<p), Kap­

il V^-kv2 2
диоида ёйи.

4.17.  ̂ ydl, бу ерда L — x =  cosЧ, г/ == sin1/ астроиданинг /4(1,0)
L

ва В ( 0, 1) нукталар орасидаги ёйи.
24.18.  ̂ ydl, бу ерда L —  у2 — —х параболанинг 0 (0, 0) ва

L

. (  у 35 л/35 \/4 ( ) нукталар орасидаги еии.

4.19. J  (4 д/х — 3 \!у )dl. бу ерда L —  /4(1,0) ва Б (0, 1) нукталар
L

орасидаги тугри чизик кесмаси.
4.20. ^arctg ~̂ dl, бу ерда L — r=  ( I+ co s if ), O ^ t / ^ y  кардио-

L
ида ёйи.
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4.21. ^xydl, бу ерда L —  учлари 0(0, 0), /1(5, 0), £(5, 3), С(0, 3)
L

булган тутри туртбурчак контури.
4.22.  ̂ дf x2-\-y2dl, б\ ерда L — х2 -\-у2 =  2у айлана.

L

4.23. x-\-y)dl, бу ерда L —  r2 =  cos2cp, — Вернул-
i

ли лемнискатасининг ёйи.
4.24. ^(x-\-y)dl, бу ерда L — учлари 0 (0, 0), А ( — 1, 0),

L
В  (0,1) булган учбурчак контури.

4.25.  ̂(х2 у2) dl, бу ерда L — г =  4 айлананннг биринчи чораги.
L

4.26.  ̂ [x-{-y)dl, бу ерда L — учлари А (1, 0), В  (0, 1), 0(0, 0) бул-
L

ган учбурчак контури.
4.27. ^xydl, бу ерда L —  учлари 0(0, 0), А {4, 0), В { 4, 2), С(0, 2)

L
булган тугри туртбурчак контури.

4.28. [ (у dl, бу ерда L — r =  9sin2u?, O ^ i r ^ -^эгри чи-
j  (х у ) Т 4

зик ёйи.
4.29.  ̂ —  dl , бу ерда L  —  0(0 , 0) ва А (1, 2) нукталарни

l V * 2+ y 2 +  4

туташирувчи тугри чизик кесмаси.
4.30.  ̂ -\]2у dl, бу ерда L —  л: =  2 (/ — sin/), у =  2 (1 — cos/) циклои-

L
данинг биринчи арки.

5. Эгри чизикли интегрални хисобланг:

5.1.  ̂ (х2— 2xy)dx-\-(у2— 2xy)dy, бу ерда А В — у =  х2 парабо­
ле

ланинг А (  — 1, 1) дан В (  1, 1) гача ёйи.

5.2.  ̂ -х dy_ — dx_  , бу ерда А В  —  x =  2cos3/, y =  2sin3/ астрои­
де 3 V * 5 + V у5

данинг А (2, 0) дан В { 0, 2) нуктагача ёйи.
5.3.  ̂ (x2-\-y2)dx-\-2xydy , бу ерда А В — у-\-х3 кубик парабола-

л в
нинг >1(0, 0) дан В{ 1, 1) нуктагача ёйи.
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5.4. §(x +  2y)dx-\- (x — y)dy  , бу ерда L — x =  2cost, y =  2sin/
L

айлана (айланиб утиш мусбат)
5.5. ф(х2у — x)dx-\- (у2х — 2y)dy, бу ерда L — x =  3cost, у =  2sin/

L

эллипс ёйи (айланиб утиш мусбат).
5.6. J {ху— 1 )dx-\~x2y d y , б\ ерда L — x =  cost, y =  2s\nt эл-

L

липснинг А {\ , 0) нуктадан 6(0 , 2) нуктагача ёйи.
5.7.  ̂ 2xydx — x2dy, бу ерда 06/1 — 0(0, 0), 6(2, 0), Л (2 1)

ОБА
нукталарни туташтирувчи си ни к чизик.

5.8.  ̂ (х2— у2) dx-\- xydy , бу ерда А В  — Л (1 , 1 ) ,6 (3 , 4) нукта-
АВ

ларни туташтирувчи тугри чизик кесмаси.
5 9. ^cosydx — sinxdy, бу ерда L — А В  тугри чизик кесмаси

L

А (2л, — 2л), 6 ( — 2л; 2л).
5.10. С ydx+ xdy  ̂ ерда L — А В  т\три чизик кесмаси А (1, 2),

L J  + f  '
6 (3 , 6).

5.11. ^xydx-\- (у — x)dy , бу ерда L — у =  х̂  кубик параболанинг 
/

/4(0, 0) нуктадан 6 (1 , 1) нуктагача ёйи
5.12.  ̂ (х2 у2) d x {x - \ - y 2)dy , бу ерда L — A BC  синик чизик

L

А ( 1, 2), 6 (3, — 2), С(3, 5).
5.13. ^y2dx-\-x2dy , бу ерда L — x =  acost, y =  bsint эллипснинг

L

соат мили буйича айланиб утилган юкори ярми.
5.14. J  {ху — y2)dx +  xd y , бу ерда L -  у =  2л/х параболанинг

L

0 (0 ,0 ) нуктадан 6 (1 , 2) нуктагача ёйи.
5.15. ^xdx-\- xydy , бу ерда L — х2-\-у2 =  2х айлананинг контур-

L

ни мусбат айланиб чиккандаги юкориги ярми.
5.16.  ̂ {х — y)dx-\-dy, бу ерда L — х2 +  у2 =  R 2 айлананинг

L

контурни мусбат йуналишда айланиб чиккандаги юкориги ярми.
5.17. ф(x2— y)dx  , бу ерда L контур х =  0, у =  0, х=  1, у =  2 тугри

L

чизиклар хосил килган тугри туртбурчак (контурни айланиб утиш 
йуналиши мусбат).
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5.18. ^4xsin2ydx-{-ycos2xdy, бу ерда L — 0(0, 0) ва 8(3, 6)
L

нукталарни туташтирувчи тугри чизик кесмаси.
5.19. фydx — xdy, бу ерда L — x =  6cos/, y =  4sin/ эллипснинг

L
контурни айланиб чикиш йуналиши мусбат булгандаги ёйи.

5.20. ^2xydx — x2dy, бу ерда L — х = 2 у2 параболанииг 0 (0 ,0 )
L

нуктадан А (2, 1) нуктагача ёйи.
5.21.  ̂(х, у — х) dx +  ̂ x 2dy , бу ерда L — у2 =  4х параболанииг

L

/1(0, 0) нуктадан Б (1 , 2) нуктагача ёйи.
5.22. ф(x2-\-y2)dx-\-(x2— y2)dy , бу ерда L — учлари Л(0, 0),

L

£ (1 ,0 ), С (0, 1) булган учбурчак контури (контурни айланиб чикиш 
йуналиши мусбат).

г г25.23. \ (xy-x)dx-{-—  dy , бу ерда L — АВО  синик чизик: 0(0, 0),
L

/4(1, 2), f i ( y ,  3) ; контурни айланиб чикиш йуналиши мусбат.

5.24. [ {ху — y2)dx-\- xdy , бу ерда L — 0(0,0 ) нуктадан Л (1 ,2)
L

нуктагача тугри чизик кесмаси.
5.25. [xdy — ydx , бу ерда L — y —xi кубик параболанииг 0 (0 ,0 )

L
нуктадан А {2, 8) нуктагача ёйи.

5.26. ^2xydx — x2dy , бу ерда L — параболанииг /4(0,0)
L

нуктадан В  (2, 1) нуктагача ёйи (булаги).
Г х25.27. \ (ху — x)dx-\--^-dy, бу ерда L — у =  4х2 параболанииг
L

0 (0 ,0 ) нуктадан А ( 1, 4) нуктагача ёйи.
5.28.  ̂(x-\-y)dx-\- (х — y)dy  , бу ерда L — у — хг параболанииг

L
А ( — 1, 1) нуктадан 8(1, 1) нуктагача ёйи.

5.29. фxdy — ydx , бу ерда L —  учлари А ( — 1, 0), В (\ , 0), С (0, 1)
L

нукталарда булган учбурчак контури (контурни айланиб утиш 
йуналиши мусбат).

5.30. з (x2-\-y)dx-\- (x-\-y2)dy , бу ерда L — A BC  синик чизик:
L

А ( 2, 0), В ( 5, 3), С (5, 0).
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6. Берилган ифодалар и(х, у) функциянинг т>лик дифференциа­
ли эканлигини куреатинг. Эгри чизикли интеграл ердамида ы(х. у) 
функцияни топинг:

6.1. (1 Оху3 12хя 6) dx4- (15х2у — 5) ydy.
6.2. (y2e*S-f-6x — 8) dx-\- (2хуе*у — 8у) dy.
6.3. (cosx-cosy 46x4 -3 ) dx-\-(\8y2 — sinx-siny) dy.

6.4. ^ + = у * + т - с ° ч > » -

6-5- ( ^ - - ^ - ' ) d* + ( i ± T - ^ + 2y ) dy-

6 -6 - ( i w - ' ) & + ( i w - io h -
a  -i (  1 i cos*  i о \  j  i I — sinx ,6-7- { x= V + ^  +  3 x )d x + l y Z ^ d y .

6.8. ^2cos2xcos3y— ~ }d x 4  3sin2xsin3y^dy .

6 -9 - ( " ' “ i ) dx+ (sin3y“ ^ ) d!/-

6.10. (х у е ^ 4 с о э 2 х 4 ^ 2) <1*4- (-y- ^ lJ-\~y^dy .

« « •  ( т Ь - + 2 ) ‘" + ( ^ т - 3 Ь -
6.12. (x +  y • sin2y ) <2x4 (1 -f-xsin2y 4**/sin2y) dy ,

6.13. ± ^ d x + ^ y .
X У xyd

6 H -

6.15. ^ 2 x y - - jsjdx-\r ( x — ^ j d y .

6.16. ( - J _ 4 ^ W  +  l ^ d y .
\ x - l  y - \  )  (y - l  )2

6.17. ^ In y4 -y— x^cfx4  (inx 4--̂ -4-1 'jdy .

6.18. ^2cos2x-cos3y — -j^dx — 3sin2x-sin3y^dy .

6.19. (^-4-cos у ̂ <2x4-(У — xsin2y) dy .

6.20. ( - L + l W  +  J ^ / y ^ o .
\ X Z у J  yz
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6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.
6.29.
6.30.

6.21. (sin у — у-sin2x) dx+  (xsin2//-|-cos;:x-}- I ) dy . 

(^-\-\ny-\-2x^dx-\- (\nx-\- — -\-\ 'jdy

( - y ± y + ’ ' У - + Ь г ? г й + ’ У и

( т й у - ' ) л + ( т й у ' - ш ) ''»
I —  у t , 1 —  2x ,-~-dx-\--- —  dy .
xy У x

(— J^— 2 - i ) d x +  ( - ^ - 2+ - ) d y .\(x + y)2 X J  \(x  + y)2 У J

(x- ^ ) d x + U ^ - y) d y -

(ycosxy-f-2x— 3y) dx-\- (xcosxy — 3x-f-4y) dy . 
(5£/-}-cosx-f-6xz/2) dx -f- ( 5x -f- 6x2y ) dy .
(y — sinx) dx-f- (x — 2z/cosz/ ) dy .



12-6 о б

В Е К Т О Р  А Н А Л И З И

1-§. Скаляр майдон. Сатх, чизиклари ва сиртлари. 
Йуналиш буйича хосила. Градиент. Вектор майдон.

Вектор чизиклар

12.1.1. Агар фазодаги бирор D соханинг хар бир М = М (х , у , г) 
нуктасида и =  и (М ) — f(x, у , г) скаляр функция берилган булса, 
у холда бу сохада скаляр майдон берилган дейилади. u =  f(x, у, г) 
функция майдон функцияси дейилади.

Агар D соха текисликка теги шли булса, скаляр майдон ясси 
майдон дейилади.

Скаляр майдоннинг и(х, у, z )= C  (С  — узгармас сон) тенглама 
билан аникланган кисми сатх; сирти дейилади и(х, у )= С  тенглама 
ясси скаляр майдоннинг сатх; чизигини аниклайди

Агар 7= cosa• t +  cos|3/ +  cosy/г— бирор / нуналишдаги бирлик 
вектор булса, у холда скаляр майдоннинг дифференциалланувчи
u=f(x, г/, г) функциясининг / йуналиш буйича хосиласи куйидаги

ди ди . ди „ . ди
1 7 = ^ osa+  * , cosP +  tocosV

формула билан аникланади.
Скаляр майдон функцияси u =  f(x y у) булса, у холда

ди ди , ди „
7)7 =  •

бу ерда 7= cosa ■ Г-f-cosp • /, р =  ^ — a

« =  /'(*, у , г) скаляр майдоннинг градиенти деб, куйидаги

, ди *т . ди ~г , -гgrad« =  —— / Ч--г- / 4- “г— kдх ду dz

векторга айтилади.
и =  f (х, у . г ) функциянинг берилган нуктадаги градиенти билан 

бу нуктадаги йуналиш буйича хосила орасида куйидаги муносабат 
билан ифодаланувчи боглаииш мавжуд:
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Градиент куйидаги хоссаларга эга:

а) g ra d (« i+  ы2) = g ra d w i+ g ra d « 2i
б) gradCw =  Cgrad« (C  =  const);
в) grad (w i-«2) =  wigradw2 +  « 2grad«i

1- м и с о л и =  ху zi функция ва М  (3, 2, 1), V (5, 4, 2) нукта 
берилган. Бу функциянинг М  нуктадаги M N  вектор йуналиши 
буйича хосиласини топинг.

Е  ч и ш. и функциянинг М  (3, 2, 1) нуктадаги хусусий хосилалари:
ди 
дх 

ди I

ду I ,м 

ди 

дг

I м= У г2*\ м = 22- 1 1= 4  ;

2хугл\ и=  2 ■ 3• 2 • 13=  12 ;

| M=3jcy 'VU =3-3.22-l2=36

M N  вектор билан йуналиши бир хил булган 1 бирлик вектор

ТИУ 
_  \ M N \

га тенг, бу ерда
M N =  (5 — 3 )7 +  (4 — 2 )7 +  (2 — 1)£ =  27 +  2 7 + £ ,

|М N | =  д/22+ 2 2+  12 = 3 . Демак, 

Шундай килиб,

7 2 -  . 2 -г . I -г
з ,+_з ' +_3 *

^ = 4 . | + l 2 . |  +  3 6 . | = f .

2 м и с о л .  ы =  1п(х2+ г/ ) функциянинг vW (3, 4) нуктадаги 
и функция градиенти йуналишидаги хосиласини топинг.

Е ч и ш  Бу ерда / вектор функциянинг A f(3, 4) нуктадаги
градиенти билан бир хил йуналган, шунинг учун ~ j  =  lgrad«|. 

М (3 , 4) нуктадаги хусусии хосилалар:

ди I 2х  I 6 ди I 2у I 81 _  2х I 6 , ди 1 ~  2у I
1 м х2-\-у* 1 м 25’ ду 'м + 1 25

Демак,
gradu u = - | - / + - | 7 .



Шундай килиб.

я и _  / ( J L Y i  (  8_ Y  =  liL— 1
dl ~  у \  2о )  \ 25 / ~  25 ~  5 '

12.1.2. Агар фазодаги D соханинг хар бир V1 (л\ у , г) нуктасида 
а( VI) =  {Я, Q , /?} вектор (бу ерда Р  =  Р(х, у . z ) , Q =  Q(x, у, z ) , R =  R(x, 
у , г) — скаляр функциялар) аникланган булса, у холда D сохада 
вектор майдон берилган дейилади.

Вектор маидоннинг вектор чизиги деб шундаи ч т и к к а  аитилади 
ки, унинг хар бир нуктасида урпн.мапинг йуналиши шу нуктага мос 
ке.пан а (М )  векторнинг иуналиши билан бир хил булади.

Сирт булагининг нукталари оркали утувчи хамма вектор 
чизиклар тчплами вектор найчалари деиилади.

Вектор чизи клари ушбу дифференциал тенгламалар системаси - 
дан аникланади

dx __ dy __ dz
P (x ,y ,z )  Q(x. у, z) R (x  у, z)

Координаталари вактга боглик булмаган майдон (скаляр ёки 
вектор) стационар ёки бар^арор майдон дейилади.

3- м и с о л. а =  — yi-\-x]-\-bk вектор майдоннинг W (I, 0, 0) нукта­
дан утадиган вектор чизигини топинг.

Е ч и ш  Р (х , у, z) =  — у , Q(x, у, z) = х , R{x, у, z ) = b  эканлигини 
хисобга олиб, вектор чизикларнинг ушбу

dx __ d y __ dz
— у х b

дифференциал тенгламалар системасини хосил киламиз.
Уларни ечамиз:

dx dy
—y X

dy __ dz
X I T ’

[ xdx +  ydy=0,
| dz^__dy_
I b x

еки параметрик шаклда:

х =  Cicos/, 
f/ =  Cisin/,
dz CyCObtdi 
b C(cos/

x== C,cos/, 
у =  C,sin/, 
z =  bt-\-C2.
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Интеграллаш доимийлари вектор чизик V/( 1, 0, 0) нуктадан утади 
деган шартдан топиладн: См= 1 ва Q> =  0.

Шундай килиб, а = — yi-^xj-\-bk вектор майдоннинг вектор 
чизиклари ушбу x =  cos/, t/ =  sin/ г =  Ы  (винт чизик) тенгламалар 
билан аникланади.

/ - дарсхона топшириги

1. Куйидаги

а) и =  \п(х2 +  у -+-Z2); б) и =  2 0-
хг +  у

функциятар аниклайдиган скаляр майдонларнинг сат\ сиртлари 
тенгламаларини ёзинг ва уларни чизинг.

2. z =  xy ясси скаляр майдоннинг сатч чизикларини чизинг.
3. и =  In (3— х2) -\-xij2z функциянинг Mi (1, 3, 2) нукмадаги М> (0, 5. 0) 

нукта томон йуналиши буйича хосиласини топинг. Ж ---— .

4. 2=  \jx2-\-y2 функциянинг Мо (3, 4) нуктадаги:
а) а =  {1и 1} вектор буйича; б) Мо нуктанинг радиус-вектори 

бхйича; в) s =  {4, 3} вектор йуналиши буйича хосиласини топинг.
Ж :  а) б) 1; в) 0.

5. Агар и = х  yz — xy z-\-xyz булса, Мо (1., 1 1) нуктада grad и ни 
топинг.

Ж : grad« =  2/— 2j-\-2k.
6. u =  ̂ x 2-\-3y2— 2z2 ва v —jc2y£ 'функцияларнинг м(*2, ~  j  

нуктадаги градиентлари ораеплаги. (| бурчакни Т(яшнг. Ж

2х27. г =  —  сиртнинг V/(2, 1, 8) нуктадаги ^нг катта кутарилиш
У '

тиклигининг ц бурчагиии топинг. Ж- tg(f = 8  \ 10, ф »8 7  40'
8. Агар: a) u — wyi-\-wxj,w=£l):6) a =  o.v/+10у/; в) a =  4zj — 9yk 

булса, вектор майдоннинг вектор чизикларини топинг. Ж ' а) 
х2 — у2 =  Си z = C >; б) xJ  =  Ciy\ 2 =  С:?; в) ()у  +  42"-f С2, х = С 2-

1- му ставил иш

1. Ясси 2 =  4 — х2 — у2 скаляр майдоннинг сатч чизикларини ва 
Vf(l, 2) нуктадаги gradz ни ясапг.

2. //= х -}- In (у2 —|— 2 )̂ функциянинг V/(2, 1, 1) нуктадаги а =  — 2Г+
+  j — k векгор йупалншидаги чоснласини чисобланг. Ж  —
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3. 2 =  5jc2 — 2xy +  y l сиртнинг M ( 1, 1, 4) нуктадаги энг катта 
к у т а р и л и ш  тиклигининг бурчагини топинг.
Ж :  tgcp =  8, ^3

4. Агар
а) а =  (х +  у)Т— х ]— xk\ б) a =  2xi-\-8zk
булса, вектор майдонларнинг вектор чизикларини топинг.

Ж : а) X24-у2 +  zl — Сз, у — z =  Ci;
б) 2 =  С|*4, у =  С 2-

2- §. Вектор майдон окими. Остроградский теоремаси.
Вектор (майдон) дивергенцияси

12.2. 1. С и р т  о р к а л и  у т а д и г а н  о к и м н и  х н с о б л а ш .  
Агар о сиртнинг хар бир нуктасидаги нормалнинг мусбат 

йуналиши
п =cosa/-f-cosp/-f-cosy k

бирлик вектор оркали аникланган булса, у холда а(М )={Р , Q, R} 
вектор майдоннинг о сирт оркали утувчи II ок̂ ими деб куйидаги 
иккинчи тур сирт интегралига айтилади:

II =  У' z)dydz-\- Q (x, у , z)dzdx R (х, у, z)dxdy ,
a

. . - В Ч Ч ,  , у , 2)cosa-f-Q(A\ у , z)cosf5 -+-/?(х, у, z)cosy]do

еки

еки вектор шакл да
|| =  55 a - n "do .

Агар a — ёпик булакли-силлик сирт булиб, ташки нормалининг 
бирлик вектори по =  {cosa, cos(3, cosy} булса, у холда бу сирт оркали 
окиб утадиган а= {Р , Q, R } вектор окими II ни ушбу Остроград­
ский — Гаусс формуласи ёрдамида хнсоблаш мумкин:

l l= ( ^ ( P c o s a - f  Qcosp +  /?cosy)do =  55SG!r+ ) dxdyd z ’
a i i

бу ерда £2 — фазопинг a сирт билан чегаралаган булаги.
а(М) ={Р, Q R] вектор майдоннинг дивергенцияси деб diva =
дР  . dQ . OR= -^ 7+ - ^  +  ̂ -  муносабат билан аникланган скаляр мик­

дор га айтилади
Остроградский— Гаусс формуласи вектор шаклида куйидагича 

ёзилади:
ф ф а *п• * dv =  d i xadxdydz
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Вектор майдони дивергенциясининг асосий хоссалари:

а) d iv (a-\-b) =  diva-f~ divb;
б) divc =  0, агар с — узгармас вектор булса;
в) div/'a=/diva-f-agrad/\
бу ерда f =  f(x, у , z) —  скаляр функция
12.2.2. Сирт оркали окиб утадиган окимни хисоблашга мисоллар 

курамиз.
1-м и с о л .  а =  xi — 2yj-\-zk вектор майдоннинг x-\-2y-\-3z—

— 6 =  0 текисликнинг биринчи октантда жойлашган юкори кисми 
буйича окимини хисобланг.

Е ч и ш .  Текисликнинг нормал бирлик вектори =
=  /•—1=г, булади. а вектор окимини куйидаги формула

I  v n  V 14 V 14 / *
буйича хисоблаймиз:

Н =  ф ф а - « ' =  § {x  — 4y-\-3z)do
о а

Бу ерда

z — ̂ (6  — x — 2y), do =’ da=  д /  +  ( “ т ) 2+  ( ~ т У  dxdy =  - {- d x d y

Шундай килиб,

II +  б — x — 2 li)d x d y= ^  Q(6 — 6y)dxdy =
D

6 —2i/
=  2 \dy J  ( \ — y)dx =  2 ^ (\ — y )(6  — 2y)dy =  2 \ (6 - 8 y  +  2y2)dy =

0  0  ft  о

3

=  4 $(*/’ — 4y +  3)dy =  4̂ -3y3— 2y2-\-3ŷ j ||| =
о

=  4 ( f — l8 +  9 )= 0 .

2 - м и с о л . a =  xz2i-\-yx2j-\-zy2k вектор майдоннинг x2-\-y2-\- 
-\-z2 =  a2 шар сирти буйича унинг ташки томонига окимини 
хисобланг.

Е ч и ш. Сирт ёпик булгани учун а вектор майдоннинг шар сирти 
буйича ташки томонига окими II ни Остроградский — Гаусс 
формуласи буйича топамиз:

И = ф ф а - « °^ о =  tt^di\adxdydz=  ТО {z2-\-x'2+ y 2)dxdydz .
п Q Q

Уч улчовли интегрални хисоблаш учун куйидаги формулалар 
ёрдамида сферик координаталарга утамиз:
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У хачда 

11 =

х =  rsinOcoscp, y =  rsinO sincp, 2 =  rcos0, 
dxdydz =  r2s\n0drdtydK),

О
0 < cp <  2 л,
0 < 9 < л .

Q

„t Z.JI

4sinQdrd(pdQ= \r*dr ^sinOdO  ̂ dip-- 4a" л

2- дарсхона топшириги

1. a =  (x — 3z)/ +  (x-\-2y-\-z)j-\- (Ax-\-y)k вектор майдоннинг 
x-\-y-\-z =  2 текисликнинг биринчи октантда ётган юкори кисми

26буйича окимини хисобланг. Ж :  -д-.

2. a =  8xi-\-\\yj-\-\7zk вектор майдоннинг x-\-2y-\-3z =  1 те­
кисликнинг биринчи октантда жойлашган кисми буйича окимини 
хисобланг. Нормал Oz уки билан уткир бурчак хосил килади. Ж-‘ 1.

3. а =  (xy-\-z2)i-f- (yz-\-x2)j-\- (zx-\-y )k  вектор майдоннинг M ( 1, 3,
— 5) нуктадаги дивергенциясини хисобланг. Ж :  — 1-

4. а =  (х — y)i-\- ( х у )  j z 2k вектор майдоннинг х2-\-у2= \,
2 =  0 ва г =  2 сиртлар билан чегараланган цилиндрик жисм сирти 
буйича ташки нормал йуналишида окимини хисобланг. Ж-' — 4л.

2- мустак,ил иш

1. Вектор майдоннинг дивергенциясини топинг.
а) а ^  xy2T+x2y]-\-zi:k, М (1, — 1,3) нуктада;
б) grad и, бу ерда и =  \n(x2-\-y2-\-z2) ;
в) grad ^ x 2+ y2-\-z2 .
2. Вектор майдоннинг II окимини хисобланг:
а) a =  xi-\-3yj-\-2zk нинг x-\-y-\-z=l текисликнинг биринчи 

октантда ётган юкори_ги кисми буйича;
б) a =  3xi — yj — zk нинг 9- z  =  x2-\-y2, х =  0, у =  0, 2 =  0 те­

кисликлар билан чегараланган бирор жисм буйича ташки нормал 
й\ налишида;

в) a =  2xi-\-zk нинг z =  3x2-\-2у2, х2-\-у2 =  4, 2 =  0 сиртлар буйича 
чегараланган сиртга ташки нормал буйича.

Ж :  а) 1; б) i i i ;  в) 20.
О
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3- §. Вектор майдонидаги чизикли интеграл.
Циркуляция. Вектор майдон ротори.

Стокс теоремаси. Циркуляцияни хисоблаш.

а =  {Р, Q , R } векторнинг L  эгри чизик буйича чизикли интеграли 
деб бу L  эгри чизик буйича вектор майдон бажарган ишни 
аникловчи ушбу эгри чизикли интегралга айтилади:

^Pdx-\- Q dy+  Rdz =   ̂a-d~r
L L

Агар L  контур ёпик булса, чизикли интеграл а вектор май­
доннинг бу контур буйича циркуляцияси дейилади.

Епик эгри чизик L фазода бирор а сиртни чегаралаган булиб, бу 
сиртда а =  \Р, Q, R} вектор берилган булсин, у холда циркуляция ва 
сирт интегралини богловчи ушбу Стокс формуласи уринлидир:

ф Pdx +  Qdy +  Rdz =  5 5 ( ( ^ ~ - f f )  cos“  +
L о

. ( д Р  dR \  а . f d Q  дР \ п \  ,

+  \ д г  дх  )  C 0 S P  +  J c o s Y  )  d o  »

бу ерда n° =  {cosct, cosp, cosy) —  интеграллаш бажарилаётган а 
сирт томони нормалининг бирлик вектори, бунда о сиртнинг шу 
томони буйича L контурни айланиб утиш мусбат булиши керак.

Грин формуласи Стокс формуласининг L эгри чизик ва о сирт 
Охи текисликда ётган холдаги хусусий холидир.

а =  {Р, Q, R } вектор майдоннинг ротори ёки уюрмаси деб ушоу

( d R  5Q V r  , r d P _ _ _ d R \ j ,  ( 9Q____ ? L \ - k  =

r o ia = = K T y --- +  U 7  d x J ^ K d x  d y )

i, j ■ k

d _d_ d 
dx dy dz

P  Q R

векторга айтилади. „
Вектор шаклида Стокс формуласи куиидаги куринишда езилади.

ф a d r=  ^  п °* rotada

Вектор майдони роторининг баъзи хоссаларм.
а) го1[а-^д) =  rota-^rotd;
б) rotс =  о, бу ерда с —  доимий (узгармас) вектор,
в) rot (фа) = ф  rota +  grad ц>-а, бу ерда if =  (*,•*/, z) скаляр 

функция.



1-м и с о л  v =  w X.r  чизикли тезлик вектор майдонининг 
фазонинг ихтиёрий М(х, у, z) нуктасидаги роторини топинг.

Е ч и ш  Чизикли тезлик вектори v ни хисоблаймиз:

=  ( н у  — wjy) I 4-
I j k

V = W X r =  wx wy wi 
X у z 

+  (w zX — Wxz )j 4- (<J2)xy  — W yX ) k

Демак, _
rotv =  2wxi +  2wyj-\-Wtk =  2w.

2 - м и со л . a =  yi-\~x j — zk вектор майдонининг L x2-\-y2 =  4,
2 =  3 аи 1ана буиича бирлик вектор k га нисбатан айланиб утишнннг 
мусбат йуналишда циркуляциясини икки усул билан

а) циркуляция таърифидан фойдаланиб,
б) Стокс формуласидан фойдаланиб хисобланг.
Е  ч и ui. Чизма чизиб, унда нормалнинг бирлик вектор п = k  

иуналишини ва контурни айланиш йуналишини курсатамиз 
(Ь2- П1акл)

а) Айлананинг параметрик тенгламалари:

x =  2cost, y =  2s\nt, z =  3, 0 ^ / ^  2я.

Изланаётган С циркуляцияни таьрифдан фойдаланиб топамиз:

2л

C=<^)ydx-\-x2dy — zdz =   ̂[2sin/( — 2sintdt) 4-

-j-4cost-2costdt — 3 -0J =  8  ̂cos ‘‘tdt —
о

2л 2.1

— 4 ^sirr/d/ =  8  ̂ (1 — sin2/) d (sin/) -
о о
2л

— 2  ̂ (1 — cos2/)J/ =  8 (sin/— ^-sin3/) j^ —
о

- 2 (< — { s in 2 / ) | * = - 4 n .
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С =  ^ r °tu *  л da =  ^ (2 к — 1 )dxdy =  — 1 )rdrdq =
П аху °ху

'2л 2 *2л

=  J dii \ <2гсо*Ч> — 1) rd r=   ̂( | r  JcoS(f — у г 2)  | rf.f =
о о о

=  5 ( §cos<r — 2 ) f/if. =  (js in cf — 2(f )  | ~’ =  — 4л .
о

(Икки улчовли интегрални чиеоблашда к\тб коорди на тала риги 
утилди )

3- * арсхона тотиириги

1. a= jcyz i+  U*-\-y +  z ) i+  (х2 ~{-у2 -\-z2)k вектор майдоннинг А !(1,
1 2) нуктадаги роторини топинг. Ж :  rota = — ЗТ— З' — к
2. a=yl-2zj~\-xk  вектор майдоннинг бир паллали 2хг — у2+  

-f-z2 =  R  гиперболоидни ц =  х текислик кесишидан хосил б\тган 
эллипс буйича циркуляциясини топинг. Натижани Стокс форму 
1аси ёрдамида текширинг. Ж  ± 3 nR

3. a =  zy2J-\-xz2J-\-yx2k вектор майдоннинг x =  y2-j-z2 параболо- 
идни лг =  9 текислик билан кесишиш контури буйича п‘> =  1 ортга 
нисбатан мусбат айланиб утишдаги циркуляциясини хисобланг 
Ж  729л.

4. а = — yJ-\-2j-j-k вектор майдоннинг х2-\-у2 — z2 =  0 конуспинг 
z=  1 текислик билан кесишиш чизиги L буйича n' =  k ортга нис­
батан мусбат айланиб утишдаги циркуляциясини хисобланг. Ж  л

3- муста^и i иш

\ а =  уТ— x]-\-zk вектор майдоннинг х2-\-у2-\-z2 — 4 сферанинг
x2-\-y2= z  конус билан кесишиш чизиги L буйича п' =  к ортга 

нисбатан мусбат айланиб утишдаги циркуляциясини хисобланг.
2. а =  yzl -j- 2xzj -f- у 'к  вектор майдоннинг г =  д/25 — х2— у2

ярим сферанинг х2-}-у =  16 цилиндр билан кесишиш чи'зиги 
L буйича п ] =  к ортга нисбатан мусбат йуналишда айланиб 
утишдаги циркуляциясини хисобланг.

3. а =  (x — y)7-\-x]— zk вектор майдоннинг х -\-у2= \  цилиндр- 
нинг z =  2 текислик билан кесишиш чизиги L буйича t i] =  k булган 
даги циркуляциясини хисобланг.

6) Шартга кура: п = £, rota =  (2х — 1 )k Сток формуласига кура:
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4-§. Потенциал майдон.
Потенциал майдондаги чизикли интеграл.

Гамильтон ва Лаплас операторлари

12.4.1. Агар фазонинг бир богламли О сохасининг хар бир 
муктасида rota =  б булса, а =  {Р , Q R } вектор майдон <2 сохада 
потенциал ёки уюрмасиз наидон деиилади.

rotorra*/tt =  0 булгани учун исталган и =  и(х, у, z) скаляр 
майдоннинг градиенти хосил килган вектор майдон хар доим 
потенциалдир. а майдон <2 сохада потенциал булиши учун икки 
марта узлуксиз дифференциалланувчи и =  и(х, у, z ) скаляр функция 
мавжуд булиши iapyp ва етарли б\либ, унинг учун a =  grada 
булиши керак. и =  и(х , у, z) функция а майдоннинг потенциали (ёки 
потенциал функцияси) дейилади.

а =  {Р , Q, R } потенциал майдон учун потенциални топишнинг 
ушбу формуласи уринлидир:

и (х, у } z) =  ( Р(х, у, z)dx+  Q{x, у, z)dy-\-R(x, у, z)dz-{-C,
.Н,л1

бу ерда уМо(аго, i/о, го) —  У  соха нинг бирорта тайин нуктаси, М(х, у ,
г) — соханинг ихтиёрий нуктаси, С —  ихтиёрий ччгармас.

Бу формуладан интеграллаш йулига боглик булмаган иккинчи 
тур эгри чизикли интегрални (.исоблаш формуласи хам келиб 
чикади:

 ̂ Pdx-\-Qdy-\-Rdz=u(B) — и {А ) ,
A b

бу ерда и( 1) ва и (В )  потенниалниш йу^нинг бошлангич А ва охирги 
В  нукталаридаги кийматлари.

Агар фазонинг <2 сохасидаги чар бир нуктада di\a =  0 булса, 
а вектор майдон бу сохада соле нош) л и ёки найчасимон майдон 
дейилади. divrota =  0 булгани учун исталган а вектор майдоннинг 
ротор майдони соленопдлн майдон булади.

Агар фазонинг <2 сохасила а вектор майдон бир вактнинг чзида 
хам потенциал^хам соленоидлп булса. яъни 12 соханинг чар кайси 
нуктасида d i\a= 0 , rota =  0 булса, а вектор майдон <2 соча да 
гармоник майдон К'йплади. Гармоник майдоннинг и потенциали

i'2 -,2 
О U . О U , О и  ____ .

т ■> ' 2 ' 2дх оу oz

Лаплас тепгламасинипг ечимитан иборатдир. Лаплас тенгламасини 
капоатлангнрупчи и =  и{х, у, г) функция гармоник функция 
дейилади.
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1-м и с о л . а =  \2ху -\- z, х2 — 2у, х) векторнинг мнйдони потенци­
ал, лекин соленоидли эмаслигини курсатинг. Берилган майдоннинг 
потенииали и пи топинг.

Е ч и  ш. Клйидагига эгамиз:

P  =  2xy-\-z, Q = x 2 — 2y, R =  x, шунинг учун:

i j k i j k
d d д d d d

dx dy dz - dx dx dz

P  Q R 2xy-\-z x2— 2y x
—] jO — 0) — j  (1 — 1) +  {2x— 2x)k =  0, яъни а —  потенциал майдон. 

а вектор девергенциясини топамиз:

,. —' d P . d Q . d R  0  о  I а  у а

<l,vu= ^ 7 + T 7 + - 5 r ==2'V- 2 + 0 ? t 0 '

бинобарин, а — соленоидли майдон эмас. Берилган а майдон 
потенциали и ни куйидаги формуладан аниклаймиз:

u (x ,y ,z ) =   ̂ Pdx-\-Qdy-\~Rdz-\-C,
.%м

чизикли интеграл бошлангич Мо (хо, у о , zo) ва охирги М  (а:, у , г) 
нуктага боглик. Аник интегралга утиб топамиз:

х  у  г

и(х, у, z) =  J  Р(х, у, z)dx-\- \^Q(xo,y,z)dy +  ^R{Xq, у{), z)dz +  C .
* о Уо

Мазкур холда Mo(xo, уо, zo) нукта си фа ти да координаталар боши 
0 (0, 0, 0) ни ш иш  мумкин. Шундай килиб,

u (x ,y ,z ) =  i  (2xy~\-z)dx-j-(x2 — 2y)dy-\-xdz-\-C =  
ом

х У г

=   ̂{2ху-\-z)dx~{- ^ (— 2y)dy-\- ^Odz-f- С =  (x~y-j-xz) Iо
о 0 0

- y 2\j'+C =  x2y +  x z - y 2+ C .

— X 2 9 9
2- м и с ол. Q =  [yz — ху, xz---Y  +  У2 ’ ХУ+ У г1 маид °н потен­

циал ёки потенциал эмаслигини текширинг, унинг потенниалини 
топинг хамда А (1, 1, 1) ва В (2, — 2,3) нукталарни туташтирувчи 
чизик буйича мос чизикли интегрални хисобланг.
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Е ч и ш  Берилишига кура:

P  =  yz — xy, Q =  xz — -^-+yz\ R =  xy-\-y2z ,

шунинг учун

д
l lx

I
д_

ду

k
д

Oz

yz — xy xz — — + yz xy +  y z

=  (x +  2yz— x — 2yz)T+ (y — y)7+  (z — x — z +  x)k =  0

демак, a — потенциал майдон, бинобарин, унинг потенциали 
мавжуд. Уни а 1динги мисолдагига ухшаш топамиз:

и(х, у, z) =  [ (yz — xy)dx-\- ^yz2dy-\- [Odz-\-C =
о o o

= ( x ^ - ^ ) | “ + |< /V |'+ C  = xyZ- 4 /+-Sy- + C

Шундай килиб.

u(x. у , z) =xyz--^-\--^-~\-C.

Потенциал майдонда чизикли интеграл А ва В  нукталарни 
туташтирувчи йулга богли к булмайди, шунинг учун уни

 ̂ P d x Q d y  Rdz =  и (В )  — и(А)
А В

формула буйича хисоблаймиз:

J  (yz-xy)dx-\-(xz — ̂ - +  yz2')dy-f- (ху +  y 2z)dz =
АВ

=  и (В ) - и (А )  =  ( 2 - ( - 2 ) - 3 -  - ( ~ 21 +  L- y - 3' ) -

12.4.2. Вектор анализнинг асосий тушунчалари (градиент, 
дивергенция, ротор)ни Гамильтон оператори деб аталувчи
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^  д -г | д -г . д т
v _  л Г '+ " %  , +  1 7 *

дифференциал оператор (символик V  вектор каби белгиланувчи ва 
«набла» 1еб укилувчи) ердамида тавсифлаш кулай

Векторни скалярга купайтириш, иккита векторнинг скаляр ва 
вектор купаитмалари каби маълум операциялардан фойдаланиб, 
асосий дифференциал амалларни V  оператори ёрдамида ёзамиз:

, -Г ди , т  ди , Т  диgradи =  i —— \- I —— \- * — V и ,& дх 1 1 ду 1 дг

... -  d P . d Q . d R  _  -  diva =  —— h -г^+ ^г-=  V  *a ,<?х <?у дг

rota =

l / k
д д д
дх dy dz
Р Q R

=  v x a .

Келтириб утилган амаллар биринчи тартибли дифференциал 
амаллар дейилади. Гамильтон оператори ёрдамида вектор анализи- 
нинг мураккаб ифодалари устида дифференциал амалларни 
(иккита еки купрок скаляр функинялар купайтмаси, скаляр 
функциянинг векторга купайтмаси, векторларнинг вектор купайт- 
малари ва \ к ) бажариш кулай. Бунда факат шуни эсда саклаш 
лозимки, бу оператор дифференциаллаш оиераторидир ва купайт- 
мани дифференциаллаш коидасини билиш керак.

3-м и с о л . Иккита скаляр функция и ва v купайтмасининг 
градиентини топинг

Е ч и ш .  Куиидагига эгамиз

еки
grad и • и=  V  uv =  и V  v -f- v V  и 

grad ии =  wgrady-j-ugradw.

12.4.3. Иккинчи тартибли бешта дифференциал амални ёзиш 
мумкин:

бу ерда

divgradw=  V  • V w =  V 2u =  \u,

A =  J T 4 - ^ r +  -1 y =  V 2
dx dy dz

ифода Лаплас оператори дейилади:
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rot gradu =  ( V  X  V  ) w; 
div rota== V  • ( V  a ) ; 
grad d iva=  V  ( V  a ) ; 
r o t r o ta = V  X  ( V  X  a)-

Гамильтон оператори V  нинг вектор маъносидан rot grad и =  б 
(иккита коллинеа£ векторнинг вектор купайтмасига эгамиз) 
эканлиги ва div roto =  0 (компланар векторларнинг аралаш купайт­
масига эгамиз) эканлиги келиб чикади.

4- м и с ол. функция, бу ерда г =  х2 у2 z2, гармоник

функция эканлигини ва a — grad и —  вектор майдон гармоник 
эканлигини исбот килинг.

Е ч и ш .  Дастлаб берилган функция учун Лаплас тенгламаси

:0 ёки Ди =  0 уринли эканини текширамиз. Бунингд2и , д2и . д2и 
дх2 ду2 дг2

д2и д2и д2и А - оучун -—— — - — - ва Ди ларни х,исоблаимиз: 
дх2 ду2 dz2

ди 
дх

д2и __ 1 , Зх2 д2и __ 1 , 3у2 д2и __  1 , 3z2
дх* г3 г5 ’ ду2 г3, г5 ’ dz2 г3" г5

3 , 3 (х2 + У2 + г2) 3 , 3_
,3

Демак, Д« =  0 Лаплас тенгламаси уринли, бинобарин, берилган 
и =  ——  гармоник функция.

x ди у ди
г3’ ду г3’ дг

д2и _
ду2 ~

» , Зу2 . 
гз -Г rs •

д2и
дг2

3 (х2 +  у2 +  г2)
-  +  Гг5

Мисатни ечишда давом этамиз. Топамиз:

5 =  grad « =  - ^ - 7 + ^ - 7 + - ^  к 
е дх ^  ду 1 ̂  дг

еки

а — ---\ {x i + y ]+ z k )  .
г

Маълумки, исталган и функция учун: rot а =  rot grad и =  б, яъни а 
нинг гармониклигини аниклашнинг биринчи шарти бажарилган. 
Иккинчи шарт: d iv a  =  0 х,ам бажарилади, чунки

div a =  div grad u =  Au =  0
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4 дарсхона топшириги

1. а майдоннинг потенциал эканини курсатинг ва унинг 
потенциали и ни топинг:

а) а =  {2ху, х — 2yz, — у2}',
б) а =  {3х2у — у3, х3-\-Зху2\,
в) а =  {у +  2, х +  2, у +  х)-
г) a =  {yzcosxy, xzcosxy, sinx//}.
Ж :  а) и =  х2у — y2z-\-C'7

б) и =  х3у — ху3-\-С'}
в) и =  ху4-yz4-xz4- С ;
г) w =  2s in x y+ C

2. a =  {yz-\-1, xz, xy) майдон потенциали и ни топинг ва
(2.3.2)

\ (yz -j- 1) dx4" xzdy 4 "xydz чизикли интегрални хисобланг.
(1. i, n

Ж :  u =  x 4-xyz4- С; 12.
3. Берилган функция гармоникми:
а) и =  \пг, бу ерда r =  ^Jx2~\~y2 ;

б) и =  г — х, бу ерда г =  д1х2-\-у2 ;
в ) у =  Ах-\-By-\-Cz-\-D.
Ж : а) ха; б) йук; в) ха.

4- мустак^ил иш

а вектор майдоннинг потенциаллигини текширинг, унинг 
потенциалини топинг ва а вектордан А (ёй боши) ва В  (ёй охири) 
нукталарни туташтирувчи ёй чизиги буйлаб олинган чизикли 
интеграл кийматини хисобланг:

1. а =  {2xyz, x2z, х̂ у\,
А (1, — 1,2), В  ( - 2 ,  4, 2). Ж :  34.

2. а =  {х2 — 2yz, y2 — 2xz, z2 — 2ху),
А (1, — 1, 1), В  ( - 2 ,  2, 3). Ж :

3. а =  {2ху-{- z2, 2xz-f-x2, 2xz +  у2),
А (0, 1, - 2 ) ,  В  (2, 3, 1). Ж :  25
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9 намунавий уисоо топширик, гари

I и =  и(х, у, z) скаляр майдоннинг Af нуктадаги I вектор 
йуналиши буйича хосиласини топинг

1.1. U = (x ,_+a? +  Z*) 3/2,
7=1 — / +  *,
М (1 . I, 1)

1.2. u =  x + Jn (z 2 +  t/2),
/ =  — 2 / +  у — k,
М (  2, 1, 1)

1.3. u = x 2y — yJxy-\-z2 ,
1=2]— 2k,
Vf(l, 5, - 2 )

1.4. ы = у ]п ( 1 +  x J  — arctgz, 
7= 2 i- 3 j—2k,
M (0 , 1, I ) .

1.5. w =  x (Inw — arctgz), 
/= 87+ 4/+  8*.
Af ( — 2, 1, — I)

1.6. w =  ln(3 — x2)+ x y  z,
7 = - *  +  27 -2 *,
M ( l ,  3, 2)

1.7. u =  sin(x +  2y) +  д/xyz ,
7=47+3/,

3)-
1.8. u. =  x2y2z — I n (z — 1),

7=5/ — 6/+  2^5*,
A f ( l,  1 ,2 )

1.9. u =  x3 +  У у 2+  z 1 ,
7 = 7 - £ ,
vVf(1, — 3, 4).

1.10. u =  ^ ----
У * + Vy

7= 27+ *,
Af(4, I, — 2).

1.11. u =  ~\Jxy -(- \/9 — z ,
7 =  — 2 7 + 2 /— k,
M ( l ,  1, 0)

1.12. и =  2 д/х +  у + yarctgz  ,
7 = 4 7 - 3 * ,
Af(3, - 2 , 1)

1.13. y=_z2 +  2arctg(x — y) 
7 = /+  2/ — 2k,
M (  1,2, -  1)

1.14. u = Jn (x 2+ / )  +  xyz, 
/ =  / — У +  5*,
M ( l ,  — 1, 2)

1.15. u =  xy — —,
7=5/ +  / — k,
M( — 4, 3 , - 1 )

1.16. w =  ln (x +  д/у2+ г 2)
7= — 2/— y+ £, 
A f ( l ,  — 3, 4). 

1.17. u =  x2 — arctg (y  +  z), 
7= 3/ — 4k,
A f(2, 1, 1)

1.18. W=X2£/+J/2Z +  Z2X,
7= 2Г+ 5/ — 3/e, 
A f(1, — I, 2)

1.19. и =  ln (xy +  yz +  x z ),
l =  4i — 2j — 2k,
M( — 2, 3 , - 1 )

1.20. w =  bx2yz — xy2z +  yz2.

1.21. и

/ =  8/ — 4/ +  8*, 
A f ( l ,  1, I )

10
jr2-|V + z2+ I ’ 

7 = з 7 — 2/+3*.
Af ( — 1, 2, 2)

1.22. u =
х2 +  у2+ г 2 ’

7 =  — 47— 3*,
A f ( l,  2, 2).

1.23. и =  Ъх2уг — jn/‘z +  yz2,
7 = 7 — 2/ +  2/г,
A f ( l ,  - 3 ,  2)

1.24. w =  x +  xy2 — 6xyz, 
7 = 3 7 — 7 +  3k,
A f(1. 3, - 5 )
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1.25. u =  \l\ + x 2+ y 2+ z 2 , 1.28. u =  x* +  y* +  z — 2xyz,
7 = 4 / +  2&,

;Vf (1, 1 ,1 ) M ( l .  — К  2b ^
1.26.  ̂=  1п(х3 +  //3 +  г + 1 ) ,  ! *29' « =  ln (x  +t/ + г  ).

/ = - 5 Г - 2 /  +  ЗЯ, Ш  I 2 1 )
M ( l .  3, 0). M ( - L  2, 1).

107 х . у  г 1.30. и =-—— —— — ,1.27. ы = -- 1-------. у z г

/=зг+2/+з£ т Г 2 я 2' ~ к'
М ( -  1, 1, 1) д

2 и =  и(х , у, г) функциянинг V/ нуктадаги энг катта узгариши 
катталиги ва йуналишини топинг:

2.1. u =  xyz, 2.16. « =  (X +  y )Z 2,
Af(0, 1. — 2) VI (0, — 1.4 )

2.2. u = x y2z 2.17. U = X2(y +  2),
М (1 . - 2, 0) М  (4. 1, — 3)

2.3. U =  X2y2iу 2.18. ы =  х (y-f-г ),
М ( — 1, 0. 3). И (3, 0, 1)

2.4. и =  п/222 2.19. и =  Х {у  + 2  ),
М ( — 2, i, 1). A f ( l,  — 2, 1).

2.5. и =  х2у +  у7 2.20. u =  x'z — y ,
А1(0. - 2, 1). A f ( l .  1, — 2).

2.6. и =  ху — xz, 2.21. U =  X 'у — 2,
М ( — 1, 2, 1). A f (— 2, 2, 1)

2.7. u= xyzt 2.22. и =  у (х  +  г ),
М (2, 1, 0) /W(0, 2, — 2)

2.8. ы =  х2уг 2.23. u = x 2yz ,

Л* (2, 0, 2) A f ( l .  0, 4).
2.9. « =  xuz2 2.24. и =  (x +  z)t/2.0со 1) M (2 , 2, 2)
2.10. u =  x2yz2 2.25. w =  (x2 +  z )y2,

М (2, 1, D M ( — 4, 1, 0)
2.11. u =  y2z--X 2 2.26. (x2 — y )2 2.

М (0 , 1. 1) M ( l .  3, 0)
2.12. Ы =  Х (// +  2), 2.27. U =  X2 +  3t/ — 22

М (0 , 1, 2) M (0  0, 1).
2.13. u = x 2yz 2.28. u= xz2 +  y,

М (\ , - 1, 1) M (2, 2, 1).
2.14. u =  xyz 2.29. U=xy  — 2,

М (4, 0, 0 M { — 1, 2, 1)
2.15. « =  2x2yz, 2.30. W =  2(X +  y ),

V f(— 3, о, 2) A f ( l.  — 1. 0).
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3. и =  и(х, у, z ) ва v =  v(xy у, 
орасидаги бурчакни топинг:

z) скаляр майдоилар градиситлари

3.1. и =  ~ +  6у3+ 3  yJ6z\

yz
V= JLT ■X
м

3.2. W =  ± ^ L _  

v — x2yz

■И(2’ T  VI)

— AX 9t/ т  г ’ 
u = x 2yz \

3.3. « =  9 д/2л:4---
V 2 \/2 V3

M ( i 2' VI)
3.4. и =  6 д/6 л:1-  6 д/6 y 3 +  2z;‘

M

3.6.

3.8. u =  3 J2 x 2---4 - 3  V 2 г 5
v 2

t» =
дгу-

3.9. u =  3 ^ 2x *---^ - 3 \ / 2 г !

*y

Af)

\J6 z
x3y2

У
1 \

3.11

("л/6 ’ "ve* 0

__ V& V6 , 2
2* 2у 3z ’

_  У*2
JC

. / 1 I I \ 3.12

("W* )■
_  3 , 4 1

x 1 У У 62

z
* y 3.13.

( l ' 2* 7 t ) -
=4"+6y ’+ 3 V6z3.

3.14.Ч
ъll

M (V5^ ^ )

4 V ’2 . V2 . 1

V =
x2yz '

m (2, 4-.-U-Y\ 3 /̂6 /

У =
У2г3

M ( V 2 ,  V 2 . ^ ) -

= x2-j- 9y2-j-6г*,
= xuz,
(iA-W)V з Ve  /

v =  xyz, 
M

3
2y

V 6
4г

" ( л ® -  V f - i )
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3.15. u =  f t x 2- ^ - 6 f t  z \

v =  xy z.

V з \  6 /

Q | C \/6 , V6 2
3.16. w = ---+  4 ------ о >2x 2y 3 z

.2 'yz
~  , - L - L Y

\ V 2 \ 2 v'3 /

S  . 7  6 I 2 3 V 33.17. и = — -------- ,
jt у 2 2 z

V  =

2 34/ г

M

3.18. u =

(V 2 . V 2 . ^ >
2 yj2 3 V 3

и =

>/2Jt 2 z

•4-S5- ^  # >
3.19. w =  6 V 6 ^ 3— 6 vW + 2 2 - 1,

Л4

у
2 ’хг

I I

v'6 \ <»
■9 О

:JT  — '/*-2.«/г
ЛГ

1

я - V 2

Зх2
: V 2 ‘

2г
* V

\'2

VI' ( !•  2. V I

v3 t/3 «-33.22. u = ~  — —

v =

\'2
x2

'3

</V ’

,M (V 2 . V 2 , 4 )

3.23. w =  | * 2+3t/2- 2 z 2. 

v = x 2yz\

м ( 2 . { .  1 )

3.24. u =  9 y /2 x 3— - f f r -

V  = ■ЧГ

M

3.25. « =  f t x 2 — ^ C — 6

v --
xy2z

M 0 4 Л )
3.26. u =  - 1---- 1 Й  _  .3

\ 2 А У

x

у-г3 *

■m ( t v  ^ M 1 )

3.27. *-  +
-V 9//

v =  x2yz ,
1 I

\ !  2

M

3.28. M =  j r  +  9*/~ +  6z'

I

дгуг *
1 1

V  =

M



3.29. ---х
V 2
</V

У__

V2
8г_
V 3 ’ 3.30. и = — ~

V 2
2 V2 у3

Ы = х~г

m ( V 2 ,

8 V3

4. « вектор майдондаги вектор чизикларни топинг:

4.1. a =  Ayi — 9xj. 4.16. a =  2xi-\-Ayj
4.2. a — xi-\-Ayj. 4.17. a =  Azi — 9xk.
4.3. a =  Ayi-\-8zk 4.18. a=2xi-\-8zk
4.4. a =  Azj — 9yk. 4.19. a =  6xl+\2zk.
4.5. a =  5 xi -f-10 yj. 4.20. a =  Axi-\-yj.
4.6. a = y j -\-Azk. 4.21. a =  xi 4  zk.
4.7. a =  9yi — Axj. 4.22. a =  7yj+\4zk.
4.8. a =  Axi -f- zk. 4.23. a =  9zj — Ayk.
4.9. a =  2 yi -}- 3 xj. 4.24. a =  xi -\-3yj.
4.10. a =  3 xi -J- 6z& 4.25. a =  2z/4-Зх/г
4.11. a =  yj 4  3z£ 4.26. a =  x/-f“ 3z£.
4.12. a =  2zj -\-3yk 4.27. a =  2xi-\-6yj.
4.13. a =  xlj-yj. 4.28. a =  5yi-\-7xj.
4.14. a =  2yj -\-6zk. 4.29. a =  9zl— Axk.
4.15. a =  ozi-\-7xk 4.30. a =  2x14 6z£

5 a вектор майдоннинг p текислик ва координата текисликлари
хосил килган пирамиданинг ташки сирти буйича окимини икки усул 
билан топинг:

а) оким таърифидан фойдаланиб;
б) Остроградский — Г аусс формуласи ёрдамида.

5.1. a =  3xT+(y +  z ) ]+ (x  — z)k,
Р ■ * +  3y +  z =  3.

5.2. а =  (3x~\)i-\- (y-x-\-z)j-\-4zk, 
p 2x — у — 2z =  2.

5.3. a =  x l+  (x +  z ) ]+  (y +  z)k.
p ' 3x-(-3// +  z =  3.

5.4. d =  (x +  z ) I+  (z — x ) J+  {x +  2 y +  z)k, 
P ■ x +  y +  z =  2.

5.5. a =  {y +  2 z )l+  (x +  2 z )J+  (x — 2y)k, 
p 2x -j- у -j- 2z =  2.
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5.6. a =  {x-\-z)i +  2y]+  (х +  у  — z)k, 
р : x +  2y +  z =  2.

5.7. а = ( Зх — y)i-\- (2y-\~z) j (2z — x)k, 
p 2x— 3y-f-z =  6.

5.8. a =  (2y-\-z)i-\- (x — у) j — 2zk, 
p : x — y +  z =  2.

5.9. a =  (x +  y )T+ 3y]+  (y — z)k, 
p : 2x— у — 2z=  — 2.

5.10. a =  (x +  // — z)i — 2yj-\- (x +  2z)£, 
p : x +  2y +  z =  2

5.11. a =  (y — z ) i+  [2x +  y)]+zk> 
p 2 x + y  +  z =  2.

5.12. a =  xi-{- (y — 2z)j-\- (2x-y-\-2z)k, 
p : x-\-2y +  2z — 2.

5.13. a =  (x-\-2z)i-\- {y — 3z) j-\-zk, 
p : 3x-\~2y +  22 =  6.

5.14. a =  4xi +  (x — y — z)/ +  (3i/ +  2z)£, 
p 2x-f-//-J-z =  4

5.15. (2z — x)/-f- (x +  2j/)/ +3z£, 
p : x-j-4y +  2z =  8

5.16. a =  4 z f+ (x — y — z )/ + (3 y  +  z)£, 
p : x — 2t/ +  2z =  2.

5.17. a =  (х +  «/)Г+ (y +  z)/ +  2(z +  x)^, 
p : 3x — 2y-|-2z =  6.

5.18. a =  (x-f t/ +  z)T-f 2z/+ (y — 7z)&, 
p : 2x +  3y-fz =  6.

5.19. a =  (2x — z ) /-f- (y — x)j-\~ (x +  2z)&,
P ■ x — y +  z =  2.

5.20. a =  (2y — z )/+  (x-f-y)/-|-x£, 
p : x +  2t/ +  2z =  4.

5.21. a =  (2z — x )/+  (x — */)/ +  (Зх +  z) k,
P ■ x +  y +  2z =  2.

5.22. o =  (x +  z )/+  (x +  3t/)/ +  t/̂ ,
P ■ x +  y +  2z =  2

5.23. a =  (x +  z )i +  z/-|- (2x — y)k,
p : 2x +  2t/ +  z =  4

5.24. a =  (З х -f- y ) / -\- (x-f- z) j -f- yk, 
p : x +  2// +  z= 2.

5.25. a =  (у  +  г )Г +  (2x — z )/ +  (i/ +  3 z )£  
p ' 2x +  y +  3z =  6.
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5.26. a =  (y-\-z)i -j- {x-\-6y) j-\-yk, 
p x +  2y +  2z =  2

5.27. a =  (2y — z)T+ (x +  2y)J-\-yk, 
p : Jt: +  3t/ +  2z =  6

5.28. q =̂ ( y z ) i x j ( y  — 2z)k, 
p : 2x-\-2y-\-z =  2

5 29. a =  (x +  z)/ +  z/-f- (2x — y)
p : 3x +  2y +  2 =  6

5.30. a =  zi-\- (x +  y)j-\-yk, 
p : 2x +  y +  2z =  2.

6 а вектор майдоннинг p текисликнинг координата текислнкла- 
ри билан кесишдан хосил булган учбурчак контури буйича 
циркуляциясини (бу текисликнинг нормал векторига нисбатан 
айланиб утиш йуналиши мусбат булганда) куйидаги икки усул 
билан хисобланг:

а) циркуляция таърифидан фойдаланиб;
б) Стокс формуласи ёрдамида

6.1. a =  z l+  (x +  y )]+ y k , 
р 2x-\-y-\-2z =  2

6.2. а =  (x-\-z)i-\-zj-\- (2x — y)k, 
р : 3x-\-2y-\-z =  6.

6.3 a = { y  +  z )T + x J+ {y  — 2z)k, 
p ■ 2x +  2t/ +  z =  2

6.4. a = (2 y - z )T + (x  +  2 y )J+ yk , 
p : x-\-3y -\-2z =  6

6.5. a =  (y +  z)7+ {x +  6y)]+ yk , 
p : x-\-2y-\-2z =  2

6.6. a =  (y +  z)T+ (2x— z ) J+  (y +  3z)k, 
p : 2x +  y +  3z =  6.

6.7. a =  (Зх +  у )Г +  (x +  z)/+yfe.
P '■ x-\ -2y z  =  2

6.8. a =  (x +  z)/ +  z/'+ (2x— y)k, 
p 2x +  2y +  2 =  4

6.9. a = { x +  z)T+ (x +  3y)]+ yk ,
P '■ x-\-y-\-2z =  2

6.10. a =  (2y — z ) f+  (x +  y )J+ x k , 
p : д: +  2гу +  2z =  4.

6.11. a =  (2z — *)/ +  (x — */)/ +  (3x +  z)k,
P ■ x +  y +  2z =  2

6.12. a =  (2x— z)T+  (y — x ) j+  (x +  2z)k, 
p : x — y + z = 2
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в. 13. q =  ( .V+ у -|- z )/ +  2zj +  (у — 7z) к, 
р: 2\' +  3// +  2 =  6.

6.14. а =  (х +  ;/>Г+ {y +  z) j +  2[x +  z)k. 
р: Зх — 2у 4-22 =  6.

6 15. a =  A z i (х — у — z) j ~\~ (Зу-\~z)k,
р: а — 2г/ +  2г =  2.

6 16. а =  ( 2г — л') / +  (.V +  2у ) j  +  3zk,
р: А +  4г/ +  2 2 = 8

6.17. J  =  4aV +  (.V — у — z)/ +  (3y +  2z)£, 
р: 2х +  у +  г =  4.

6.18. а =  (а-|-22)/+  (у — 3z)j-\-zk, 
р: З а +  2у+  22 =  6

6.19. a =  xi +  [у — 2z)j +  (2.v — y-\-2z)k, 
р: x-\-2y-\-2z =  2.

6.20. а = ( у — z) i +  (2 v +  у) j +  zk
p. 2x +  y +  z =  2.

6.21. a =  (x +  у — 2 ) i — 2yj +  (a +  2z)k, 
p : x +  2 ij +  z —■ 2.

6.22. a — (x +  y)T+3yj-\- (y — z)k, 
p 2v — у — 2г = — 2.

6.23. o =  (2t/ +  2 ) i+  ( v — y ) j  — 2zk,
Р x — y + z = 2

6.24. a =  ( 3x — 1/)/ +  (2// +  2 ) у +  (2г — a)£, 
/к 2a — 3t/ +  2 =  ().

6.25. g =  ( V +  Z)/ +  2l// +  ( v +  y — 2)fe.
/к a +  2// +  2 =  2.

6.26. a =  (f/ +  22) r+  ( v +  22) j +  (x — 2i/)k,
p: 2x +  у +  22 =  2

6.27. a = ( A  +  z)f +  (z — v )/+  (x +  2r/ +  z)
p: v +  £/ +  z =  2.

6.28. q =  a / +  ( v +  2 )/+  (i/ +  z)£,
/»: 3 v +  3t/ +  z =  3

6.29. a =  (За— 1 )i +  [y — a +  2 )j +  4z/e, 
p: 2a — у — 2 г = — 2

6.30. o =  3a/+ (i/ +  2 )/+  ( a  — Z)£  
p :  a  +  3// +  2 =  3.
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7 а вектор майдон соленоидлимм ( I — 11 - вариантлар), иотен- 
цмалми (12— 25- вариантлар), гармоникми (26—30-вариантлар) 
?ка>шни аникланг:

7.1. а =  (y + z)i'+xyj — xzk

7.2. а =  x2yi — 2xy2j +  2 xyzk.

7.3. a =  (2yz — 2x)i-j- (xz— 2y) j +  хук.

7.4. a =  (a2 — z2)i — 3xyj -j- (y2 -\-z2)k.

7.5. a =  2xyzi— у (yz-\- 1)/' -{-zk.
7.6. a= (2 x  — 3y)i-\-2xyj— z2k.

7.7. a =  (x^—y‘ )Г+  (y2 — z2) J +  (z2 — .v ) k
7.8. a =  t/z*+(A— y)j-i-z2k

7.9. c =  (y+_z)T+ (x +  z)/-HA +  t/)£.
7.10. a =  3x2yi — 2At/2/' — 2xyzk.

7.11. a =  (А +  у )Г— 2(y +  z )/+  (z — a ) £ .
7.12. a =  (yz-2x)i~\- (xz-\-zy)j-\-xyk.

7.13. a =  yzi-\-xzj -\-xyk

7.14. a =  6xyi-f- (3a -2y)j-\-zk.

7.15. a =  (2v — yz)i-\- (2a — xy)j-\-yzk

7.16. a = (y  — z)i-\-3xyzj(z — x)k.

7.17. (у — г ) Г +  (x +  z)/ +  (a2 — y2)k.

7.18. a =  {x-\-y)i — 2xzj — 3(y-\-z)k.

7.19. a =  z2i-\- {xz-{-y)j-\-x2yk.

7.20. a =  xy(3x — Ay)i +  a 2 ( a  — Ay) j -\-3z2k.

7.21. a =  6xJ/-j-3cas(3x +  2z) y +  cos(3i/-f-2z)£
7.22. a =  (x + y)T+ (z — y)]-\-2(x+z)k

7.23. a =  3(x — z)i-\~ (x2 — y2)j + 3zk.

7.24. a =  ( 2a — yz) i -J- (xz — 2y) j -(- 2xyzk.

7.25. <2 =  3jT/ +  4 (a — y)j -\- (x — z)k.

7.26. a =  x2zi-\-y2j — xz2k.

7.27. a =  (x + y )f+ (y + z )j+  (x-j-z)k.

7.28. a =  -7 + ^ 7 + —£.У г x
7.29. a =  yzi-\-xzj-\-xyk.

7.30. a =  {у — г)Г+ (z — a )/+  ( v — y)k



13- б о б.

М А Т Е М А Т И К  Ф И З И К А Н И Н Г  А С О С И Й  Т Е Н Г Л А М А Л А Р И

1-§. Тор тебраниш тенгламаси учун Коши масаласини 
Даламбер усули билан ечиш

13.1.1. Математик физиканинг купгина масалалари хусусии 
хосилали дифференциал тенгламаларга келтирилади. Булардан энг 
кун учрайдигани иккинчи тартибли тенгламалардир.

Умумий курипиши

л д и , п д и | л  0 и . i-ч д и j f-* д и . р __ г / «А — — Ь С — - + D  -— \-Е—— \-Fu= {х, у)дх2 дхду ду? дх ду

булган хусусий хосилали иккинчи тартибли чизикли дифференциал 
тенгламани караймиз. Бу тенгламада номаълум и(х , у) функция 
иккита узгарувчига боглик булиб, тенгламанинг Л , В , С, D> Е  ва 
F  коэффициентлари хам умуман айтганда х ва у ларга боглик 
маьлум функциялар. Тенгламанинг унг томоиидаги f(x, у) функция 
берилган функции булиб, у нолга тенг булса, тенглама иккинчи 
тартибли бир жинсли чи.ищли хусусий %осилили тенглама дейилади 

Агар тенгламанинг берилган сохасида:
В — 4/4С > 0 булса, тенглама гиперболик,
В  — 4/4С =  0 булса, тенглама параболик,
В  — 4/4С<0 булса, тенглама эллиптик турга тегишли булади. 
Торнинг кундалапг тебраниши, металл стерженнинг буйлама 

тебраниши, симдагн плектр тебрапишлар, айланувчи цилиндрдагн 
айлапма тебрапишлар, газнинг тебраншнлари каби масалала| 
гиперГюлик турдагп энг содда тулкип тенгламаси

2 д2и д2и п а — - — — - =  ()
д'Х ду2

га олиб келади.
Иссикликнинг таркалиш жараёни, гонак мухитда суюклик ва 

газнинг окиши масаласи каби масалалар параболик турдаги энг 
содда иссиклик таркалиш тенгламаси (Фурье тенгламаси)

2 д'и дии* —  -  = 0  
дх ду

га олиб келади.
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Тебранишлар, иссик iiik  утказиш ва диффузия каби масалаларга 
теги ни и стационар жараёнларнинг тадкикотила эллиптик турдаги 
тенгламалардаи фоидалаиилади. Бу турдаги эиг содда тенгл; ма

. д2и . д2и А
--Н --- О = 0дз? ду2

Лаплас тенгламасидир.
13.1.2. Умумий куринишда берилган хусусий хосилали иккинчи 

тартибли чизикли дифференциал тенгламанинг характеристик 
тенгламаси деб

A {d y )2 — Bdxdy +  С (dx )2 =  0
оддий дифференциал тенгламага айтилади.

Гиперболик турдаги тенгламалар учун характеристик тенглама 
<р(х, у) =  С | ва ij' (х, у) =  Сг интеграл га эга б лади. Уму мий тенглама

& =  ?•(*. У), Л — Ч’ (х, у) 
алмаштиришлар ёрдамида

д2и Г Д. ди ди \
дс.д*\ _  v ,l|> U' ~д1' ~д^)

шаклдаги каноник куринишга келтирилади.
Параболик турдаги тенгламалар учун характеристик тенглама 

битта ( ( (х, у) =  с умумий интегралга эга булиб, улар Н =  <| (х, у), 
r| =  »l(jc, у) — ( |] (|, га боглик булмаган ихтиёрий функция) алмашти­
риш ёрдамида

д2и г /«. ди ди \
7 ^ 2 = 4 -  ч- "• -5Г’ 1 ^ )

шаклдаги каноник куринишга келтирилади.
Эллиптик турдаги тенгламалар учун характеристик тенглама 

интеграллари ушбу куринишга эга булади: tf ( v, y )± n j '( * ,  у ) = С  ,2, 
бу ерда <f (х, у)  ва $(х, у) — хакикий функциялар.  ̂=  у), 
r] =  \j-(x, у) алмаштиришлар ёрдамида эллиптик турдаги тенглама­
лар ушбу

д2и д2и ди ди \
~V~\--- 7= Ч * ’ П. и, )d l2 дт]2 \ <3; дц )

каноник шаклга келтирилади.

1 - м и с о л .  Ушбу

1 1 Q Г , 2 “  I О  I д и  | О  д и  П

4 ^  + 8 тхГу + 37 /  +  т , + 2 т , =  0

дифференциал тенгламани каноник куринишга келтиринг.

Е ч и ш .  Бунда 1=4, В  =  8, С = 3 , А С — — = — 4 < 0 ,  демак,4
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гиперболик турдаги тенгламага эгамиз. Тегишли характеристик 
тенгламани тузамиз:

2 I4 (dy) — bdxdy +  3(dx) =  0
еки

4('4-Т-8 -^+3 = 0.\ dx / dx

lly ни топамиз: ~ ~ =  бундан у ва у' =   ̂ Характе-
dx dx 4 I  I

3 1ристик тенглама иитеграллари: у — - л = С , ва у — -х =  С эканлн-

гини эьтиборга аш б, z =  y — '^х, г \= у— 1-х узгарувчиларни ал-

маштиришни бажарамиз. Эски \згар\вчилар буйича хусусий хоси­
лаларни янги узгарувчилар буйича хусусий хосилалар билан 
ифодалаимиз:

ди __ ди dz
дх dz дх

. ди йт| __ ди / 3 \ . ди / 1 \
+  ~dj V 2 TiT \ 2 ) '

ди __ ди <?£ , ди <5ц __  ди , ди
ду д£ ду д i| ду дс, d <|

д ’и __ 3 д / ди \ 1 д / ди \ _______
fix' 2 dx \ д\ )  2 (Зх \ гп| /

3 / д'и dz , д2 и <?i| \  I /  д2и dz, . д и ch| \ __
2 дх dl,di| дх J  2 \ г?с<?г| дх dx J

3 /  3 d2u 1 d2u \  1 / ______3 д ~ и ___ 1 д2и
: _  2 2 df ~  2 ~д1д7] 2 <Пдц 2 )

9 д2и 3 д2и , 1 д2и
4 ,«2 +  2

д2и __ д / ди
дЩду дх \ dz. )+-h (Ю=

д2Ч С?Ц . д2и dz д2 и dz . д2и t?i] 
dx ^  dx dx ‘ (-)y2 dx

J_ d2u __ 3 d2u 3 d2u 1 d~u
2 <5Sr?i| 2 2 2 0rj2

_____ou _______^ d2u 1 d2и
~  2 d l2 ~  d ld 4 “  2 ^  ;

d 'u __ d / du \ , jr5_ / дм \__ d2u d l ’
dy2 dy \ dz. )  ду \г)т|/ (j t 2 dy
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д2и <?ti , д2и , О2и с?г) _
дт)д$ ду д^дг) ду ^т,2 ду

д2и , 0 д2и , д~и
J  ' Л£/5п '<?s2 dti2 '

Берилган дифференциал тенгламага иккинчи тартибли хосилалар 
учун топилган ифодаларни куямиз:

(г, д2и . а д2и . д2и \  . /0 д2и . а д2и .
(9 7 / + 6 Ш  ; + 1;1 + 6  ̂ г +

+  1 6 - ^ ---4 - ^ Уйг]2 / \ <3£2 drf /
, / ди , <?ы \ , / ~ <?м г?ы \ __п

+  "I" д., Л Ч — / '

Соддалаштиришдан кейин берилган тенглама ушбу
„  д2и . ди г. ■■ д2и . 1 ди «2 +  = 0  еки - = 0

»} ^5^1 <3г}  ̂ <5п
каноник куринишга (гиперболик тур) келтирилади.

13.1.3. Гиперболик турдаги ва параболик турдаги тенгламалар 
купинча вакт давомида содир булувчи жараёнларни урганишда 
кулланилади. Ш у сабабли бу холларда изланаётган и функция 
t вактга ва х координатага боглик булади, яъни и =  и{х, /).

Куйилган масалани тулик хал эти1п учун бу турдаги тенглама­
лар билан бирга чегаравий ва бошлангич шартлар хам берилган 
булиши шарт.

Б о ш л а н г и ч  ш а р т л а р  / =  0 да изланаётган и функция ва 
унинг хосиласи кийматининг берилишидан (гипербатик турдаги 
тенгламалар учун) ёки функция кийматининггина берилишидан 
(параболик турдаги тенгламалар учун) иборатдир.

Ч е г а р а в и й  ш а р т  л а р  да  и(х, I) номаълум функциянинг 
узгарувчи х ни узгариш оралигининг охирларидаги кийматлари 
берилади.

Агар каралаётган жараён учун узгарувчи х нинг узгариш 
оралиги чексиз деб каралса, у холда масала факат бошлангич 
шартлартагина ечилиб, и(х, t ) функция учун чегаравий шартлар 
куйилмайди. Масалада факат бошлангич шартлар берилса, бундай 
масала Коши масаласи дейилади.

Агар масала чекли оралик учун куйилса, у холда бошлангич 
шартлар хам, чегаравий шартлар хам берилиши керак. Бу хол­
да аралаш масалага эга буламиз.

Эллиптик турдаги тенгламалар одатда стационар жараёнларга 
теги шли масалалар каралаётганда кулланилади. Шунинг учун 
t вакт бу тенгламаларда катнашмайди ва изланаётган ечим факат 
координаталарга боглик булиб, масала чегаравий шартлардагина
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ечилади. Шартларнинг берилишига кура Дирихле масаласи, 
Нейман масапаси ёки аралаш масалалар куйилиши мумкин.

13.1.4. Торнинг кундаланг тебранишлари хакидаги масалани 
куриб чикайлик. Эркин эгила атадиган ингичка ип тор деб аталади. 
Торнинг кичик кундаланг тебранишлари торнинг тебраниш тенгла­
маси (тулкин тенгламаси)

д~и 2 д2и 
dt2 а  дх2

ни каноатлантирувчи и =  и{х, t ) функция билан характерланади, бу
тенгламада х тор нуктаси координатаси, t —  вакт, а — тор тай- 
ёрланган материалнинг физик хоссаларини акс эттирувчи доимий. 

Гипербатик турдаги тенгламага эгамиз. t =  0 пайтда торнинг
хапати м|/=0 =  ф(х) ва тор нукталарининг тезлиги ~  |/_ 0== ( х )

маьлум булсин (Коши масаласи).
Торнинг тебранишлари тенгламасининг ечими ушбу куринишга 

эга:

и(х 1 )=  ч (.*-<■')+ ф (*+ °о
X — ut

* Ь
Бу формула тор тебраниш тенгламаси учун Коши часаласининг 
Даламбер ечими деб аталади.

2- м и с ол. и I = х 2, —  I = 0  булса,I /=о ’ dt 1 (=о - ’

д'и __  д1и
сIt2 дх2

тенглама ечимини топинг.

Е ч и ш . а = 1 ,  ф(х) =  а , \|-(jc) =0, шунга кура и =  УИ "0 ±1  (*+*)•. _

бунда ( ( (х )= х “. Шундай килиб, и =  -'v~ ^  ёки u = x z-\-t2.

1-дарсхона топшириги

1. Тенгламаларни каноник куринишга келтиринг:

, о о  и  2 д2 иа) х2— — у 2 — =  0;
дх ду

д * 2  - 2 о  <322 . о d 2z  ..б) — — sin л — 2«sinA----- \-и --- = 0 ;а*2 У д х д у ^ У ду2 и ’
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в ^ _ _ 2 ^ + Ц = о .
дх2 дхдУ dy2 

Ж : a) б) В) -?21  +  Т Т = ()-(?5dt| 2; й>1 (5,j- i: +r) dz (7-2 г̂)

2. Агар w I = 0 , ° и I =  х экани маьлум булса,
* I / =  0 (?/ I Г =  0 - '

=  4 тенглама ечимини топинг Ж :  u=xt.
дх2

з2 .
3. Агар и I =sinx , I =1 булса, ^ - = и 2 тенглама

1/ = 0 о/ 1/=0 - о/2 ду2

билан аникланувчи торнинг (= --  пайтдаги шаклини аникланг.2 а
Ж :  w =  sinxcos«/-l-/; arap /=  —  булса, у холда и = — , яъни

2а * 2а
тор абсциссалар укига параллел.

I-мусга^ил иш

1. Тенгламаларни каноник куринишга келтиринг:

= 0;2 <Tz 
*  дх +  2 ху д z /у2 <9 ;г

дхду 1 */ Cj «■С ю
1

d2z 4 Q . d2z 9 dz
дх2 дхду О

dy2 dx

« • 2 2 5 =  */ , Г1 =  х •

б) _ ^ _ 4 - ^ ---3 ^ - 2 ^  + 6 4 ^ = 0 ;
ду2 дх dy

ч I d2z . 1 d2z „
в)

Ж  а) - ^ - = 0 , Z = f , 4  =  y\ б) J ? L - — £ .=  0,Z =  x +  ytA C/ĉ C/f] <7̂

о I t d2z . d2z . 1/1  dz 1 dz \n =  3X + y: в,

2. Тенгламаларнинг ечимини топинг:

\ <5?м д2и - I <5и Iа ) т = — г» бунда и = Х ,  —- = — JC ; 
dt2 дх2 ,= ° 4
2 9Л\ °  и 2 d и ^ I ды Iб) — = - =  < г — -, бунда W = 0 , - — , = c o s jc .

<9/ д*2 <?/ *'=о
Ж  а) и =  х ( I  — 1)\

б) u =  ̂ -cosx-s\nat.а
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3. Агар и I =sinA:, д̂ -\ =cosx булса, J- !L=  (3J i  тенглама F I /=о di l/=o dt-2 dx2
билан аникланувчи торнинг / =  л даги шаклини топинг.

Ж :  и = — siплг.

2-§. Иссиклик утказиш (тулкин) тенгламаси учун аралаш 
масалани Фурье усули билан ечиш

13.2.1. Берилган бошлангич ва чегаравий шартлардан фойдала 
ниб, стерженда температура таксимотипи апикловчн и(х, t) функци­
яни топиш талаб килинсин.

Масала и{х, t) \l=0 =  f (х) бошлангич ва и(х, t) | х==о =  и (х, 
/) U_/ =  0 ёки

ди I __ ди | __q
дх I х= 0  дх ' *=1

чегаравий шартларда

di

иссиклик утказиш тенгламасини ечишга келтирилади.
Хусусий хосилали тенгламаларни ечишнинг кенг таркалган 

усулларидан бири узгарувчиларни ажратиш усули ёки Фурье
оо

усулидир. Бу усул га кура хусусий ечим и(х, t) =  У, Ьпцп{х) \J)„ ( t )
/1=1

куринишда изланади. и|*=0 =  м|*=/==0 чегаравий шартлар билан 
куйилган масала учуй Фурье усулига мувофик ечим:

/ i\ V  I Р • лпхи (х, t) =  bne -sin— —ппхо пе -sin
п= I

куринишда булади, бунда
i

2
bn =  T  5/(^)sin —™ d x .

du I du I „ -—— = ^ — = 0  чегаравий шартлар билан к\'иилган масалаdx I *=о d x  I x = l  r  г к
учун эса ечимни

и (х, t) — 2  апе ‘ -cos—-— (-Qo
п =  1

( ao=-j\ f ( x)dx, an= ^ - ^ f (x )c o s ^ d x \  
\ о 0 /

куринишда оламиз.
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I - м и с о л .

ди _  ди (о <  *  <  /, / > 0 ) тенгламанинг
dt дх2

х, агар 0 < а ^  1 б\лса,

/ — х, агар [2 < х < 1  булса

бошлангич (партии ва и\х=о =  и | х - /  =  0 чегаравий шартларни 
каноатлантирувчи ечимини топинг.

Н ч и h i . Берилган чегаравий шартларни каноатлантирувчи 
ечимни ушбу куринишда излай.миз:

, ч V  и г  ЛПЛГu[x, t) =  bne • sin
п = I

б) н та

, 2 С , ллдг , 2 f  лнх , ,b„=  ( ) /(A')sin — dx= j J.v-sin —  t/v-f-
0 0

(s = x , ds =  dx,
. ли* . , / dt =  sin —- d x , t= ---

i>
nnx

.........  - - C O S  — —
/ ли /

2 /  /дг лих . /2 ■ ля t \  I 2 .
=  - r ( ------ COS— ---f- - — S ill  ) +I \  nn l л-п2 I J  10

2 / Z2 ~inx , Ix nrix 12 nnx \ l
+  , ( ----- -COS— --- ----- COS— ------- —7— 1 1 1

I \  nn t л h / Л'« 2 / I t

4/ лн
=  -.,Tsm  л-

Демак, изланаётган ечим ушб\ куринишга эга
Л 1,оо - ---

/ i ,  4/ V  1 'т"  г  !<( А, /) = —  1  —  SIH -  С
л пх .*111 -

еки
i-(2*-t- И 2

. , 4/ v  . * I ,2 л/(2/?+1)х
И (А , / ) =  2L ( —  1 ) С -S in  -~

л 2 ft=(J ( 2 * + 1)2 /

13.2.2. Бир томондан чегараланган (ярим чексиз) стержен учун
ди __  2 о‘и
dt дх2
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тенгламанинг u\l=[, =  f{x ) бошлангич шартни па £/|*=о =  ч (0  
чегаравий шартни каноатлантирувчи ечими ушбу формула билан 
аникланади

"(л-.П 2л
О

+ °° Г  _

я *  S -о

-t> Ju2' J ^  +  <ГЛ — \ ч (п ) (/ - Г ] )  2J y\.
-* 2а  \ л г  Jо

ди 12и2-м и с о л . тенгламанинг и\/=0 =  f(x) =  ыо бошлангичо/
шартни ва w|*=o =  0 чегаравий 1иартни каноатлантирувчи ечимини 
топинг.

Е ч и ш .  Берилган шартларни каноатлантирувчи ечим юкоридаги 
формулага кура ушбу куринишга эга:

и( V, /) =  Ц- \ ы0[?  4 — е *'z \ nt Jо
ёки

тирамиз, яъни

о° Г _  (£-*)2 _  l i W

“ и / |  = 1 Г 7 И ^  "о

jli, — 2 \jtd\x деб белгилаб, биринчи интегрални алмаш-

+»(&)]•О — оо

9 Г } х I ^бунда <D(.г) =  у= у  dt, 2 == |Li. dz='2^!tdn  деб белгилаб,

т Ь  5 J е ~и̂ =  2 [ |- " ’( ^ ) J ,a эга б^ а‘
Т^Т

миз. Шундай килиб, ечим ушбу куринишни олади:

и (х . , )= и 0ф ( 2^ )
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2- дарсхона топшириги

1. У/.унлиги / га тенг, ташки мухит таъсиридан мухофазаланган
с х ( !  — j ><ва и\l=u =  f{x) = —— —- бошлангич температурага эга булган бир

жинсли стержен берилган. Стерженнинг охирлари нолга тенг 
температурада тутиб турилади. Иссиклик утказиш тенгламаси 
ечимини топинг (стерженнинг / > 0  вактдаги температурасини 
аникланг).

Ж :  и (х, У  — !____ - ‘2 (2л+1)лх
_  (2п -  11

Р
,2

2 2 2.

е sin
я 5 „ = 1 (‘2п+ I ) '  I

2. Агар ярим чексиз стерженнинг л: =  0 чап охири иссикликдан 
мухофазаланган, температуранинг бошлангич таксимоти

О, агар jc< 0 ,
и | , _ „ = / ( * )= .  м(), агар 0 < х < / ,

. О, агар х>1
булса, иссиклик утказиш тенгламасининг ечимини топинг.

Ж: ^ = ^ Н Щ У фСФ\
2д 2л

3. Агар стерженнинг и\t=o =  f(x) — ~ х — sin-— х бош лангич 

температураси берилган ва охирлари иссикликдан мухофазаланган, 
яъни —  I = —  I = 0  булса, у з у н л и г и  / га тенг ва сирти хам

дх I * = 0 дх I х = 1 ' ' '
иссикликдан мухофазаланган стерженда температура таксимотини 
топинг.

Ж  и(х, / )= л +  2  --------х
к = 0 л (2& + 1) (2/г— 1) <2£ +  3)

/и(2Л-)-1)1 v2,
— ( < )  ̂ (2 к-\-\)лхX  е - c o s --- -— .

2- мустак^ил иш 

1- и\1 = о =  х(1 — х), u\x=o =  u\x==i =  0 шартларда
ди __ 2 д2и
dt а  дх2

иссиклик утказиш тенгламасини ечинг.

Ж : и (х, I) =  ~-г i  е у 1 ' sin -
п3 „=о 1 (2п+1)3

/ afin  + 11л * 2 f
( -- 7 ) ,-in (2n + 1 )я'у

460



2. Агар узунлиги / га тенг сирти иссикликдан мухофазаланган 
стерженнинг бошлангич температураси

fix ) =

2 ыл /
- р ,  агар

2 и,
у1 (/ — * ) .  агар ~2 < * < /

булиб, стерженнинг учлари хам иссикликдан мухофазаланган 
булса, шу стерженда иссиклик таксимланишини топинг.

\ипW7 / о ’“о VЖ- и (X, /) = —---- 2j

2(2rt + 1) cos ---- ---- лдг

(2п+1)2

2|2л + | I л а /

3- §. Дирихле масаласини доирада Фурье 
усули билан ечиш

Дирихле масаласини караймиз: дойра ичида Лаплас генглама- 
сини каноатлантирувчи ва дойра чегарасида берилган функцияга 
тенг булган гармоник функцияни топинг.

Масалани ечиш учун кутб координаталаридан фойдаланамиз. 
Маркази кутбда булиб, радиуси R  га тенг дойра берилган булсин. 
r ^ R  доирада гармоник, r =  R айланада и\ r=R= f  (ц ) шартни 
каноатлантирувчи (/(<{) — берилган функция) ва бу айланада 
узлукеиз булган u =  u (r , (f) функцияни излаймиз. Изланаётган 
функция доирада кутб координаталарида ёзилган ушбу Лаплас 
тенгламасини каноатлантириши керак.

2 д~и . ди , д2 и
г — + г~Т7-\--- 2=°-дг2 дг дц?

Фурье усули дан фойдаланиб дойра учун Дирихле масаласи 
ечимини топамиз:

i f -  R2 — г2
“ ( г’ Ч )= ^ г-  \ М т ) --------------- 2^т-

J  R —  2A?rcos( t  — <|) + г

Бу интеграл Пуассон интеграли деб аталади.
М и с о л .  Бир жинсли юпка доиравий пластинкада температура- 

нинг стационар таксимланишини топинг. Пластинка радиуси R га 
тенг, унинг юкори кисми 1° да, паетки кисми 0° да тутиб турилади.

Е ч и ш .  Масала шартига кура:

/( т) = ( Гагар — л < ;т< :0  булса, 
агар 0 < т < я  булса.
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Температура таксимоти

R 1 — ги (г, (р) =  1 \ — ---- -— 1-------2 dx1 2л J Р2_on-- -- „> I .1о R — 2/?rcos(T — Cf) -f л

интеграл билан аникланади.
а) юкори ярим дойра (0<Сф<С л) нукталари учун tg -- (> =  t

. 1 _ / 2 2dt алма!итиришни киритамиз, бундан eos(r — ц )— -----dт = 1 ------
I + 12 ' 1 +  г2

Янги интеграллаш узгарувчиси t t g ^ ^ a H  ctg^ гача узгара- 

ди. Шундай килиб,

C lg y

\ 7 D---^ ~ L ----T'l d t=  — arc I =л J (R — r)2 + {R-\-r)2t2 л &\R — r )  l-igi
_  tjJL

2

= i  [a 1rc 'g (-£=fc,g f ) +  ■arc *g (f= > '(g 2 ) ]  =

, ^ 3 7 ( c,4  + tf!'2 )  I /?2- r 2=  — arc ter------ ---------- —= --- arc tg ------
я  Л  Y  11 2/?rsintp

\ R~r )

еки
R2 — r2tgtm = ---——:— ,0 < ф < л . Бу тенгликни унг томони манфий,& 2Rrs\ny т

демак 0 < Ф<Сл да и функция -^ < и< \  тенгсизликларни кано-

атлантиради. Бу xa:i учун 0< ф<Сл да ушбу ечимга эга буламиз:

п-_Л | р2_ 2
tg (л — ип) =  .—  ёки и — 1---arc tg — .2/?rsiru( л 2AVsiri<|

б) Пастки ярим доирада жойлашган нукталар учун (л <С ф <С 2л)

Тctg— -— = / урнига куйишдан фойдаланамиз, бундан co s (t — (() =

t2 —  1 . 2dt  , / , ф \ =  —--- ,d z — ------ г , янги интеграллаш узгарувчиси t ( — ctg— )
, 2 . ,  , —i— / н 3 \ & 2 J

ф

эгамиз:

дан tg ~ гача узгаради. У холда qj нинг бу кийматлари учун ушбуга
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и (г

еки

и — --- arc tg
2/?rsin<f

Энди унг томон мусбат (sin ф < 0 ), шунинг учун 0

3- дарсхона топшириги

Кдтб координаталарини киритиб, 1 ^ г ^ 2  халканинг ички 
кисми учун Лаплас тенгламасининг

и\г=\ = 0 , и \г=2  =  У 
чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

Ж : и(г, ф) = — sh (ln r) -sinc|.

3- му ставил иш

,\и =  0 Лаплас тенгламаси учун Дирихле масаласининг
1 < л < 2  халкада u\r=\ =  sin3(f, и\г=г =  1 -|-cos2q чегаравий шарт- 
ларпп каноатлантирувчи ечимини топинг.

)  sin3q



14-6 об

Э Х .Т И М О Л Л И К Л А Р  Н А З А Р И Я С И  ВА  
М А Т Е М А Т И К  С Т А Т И С Т И К А

1-§. Эхтимолликнииг классик ва статистик таърифлари.
Геометрик эхтимоллик

14.1.1. Эхтимолликлар назариясида .\одиса деб, сипов натижаси- 
да руй бериши мумкин булган хар кандай факт га айтилади.

Си нов натижасида албатта руй бераднган ходиса мук,аррар 
(U ) .\одиса дейилади.

Сннов натижасида хеч качон руй бермайдиган ходиса мумкин 
булмаган (V7) .\одиса дейилади.

Синов натижасида руй бериши хам, руй бермаслиги хам мумкин 
булган ходиса тасодифий ,уодиса дейилади.

Синовнинг хар кандай натижаси элементар %одиса дейилади.
Агар бигта синовнинг узида А ва В  тасодифий ходисалар бир 

вактда руй бермасалар, улар биргаликдамас (биргаликда булма­
ган) уодисалар дейилади. Агар синов натижасида бир нечта 
Ходисалардак факат биттаеи руй берса, улар уодисаларнинг тула 
гурууини ташкил этадн дейилади.

Агар А ва В  ходнеаларнинг хеч бирини иккннчисига нисбатан 
руй бериши мумкин дейишга асос булмаса, бу ходисалар тенг 
имкониятли дейилади.

А ходисапинг руй бермаслигидан иборат булган А ходиса 
А ходисага 1\арама-к,арши уодиса дейилади.

Агар А ва В  ходисалардан бирининг руй бериши иккинчисииинг 
руй 6ерии1 ёки руй бермаслигига таъсир этмаса, бу ходисалар узаро 
эркли (боглик, булмаган) ходисалар дейилади. Лкс холда А ва 
В  ходисалар боглик, ходисалар дейилади.

14.1.2. Синаш натижасида тенг имкониятли п та элементар 
ходисалар руй бериши мумкин булсин. Бирор А ходисанинг руй 
бериши учун элементар ходисалардан m таен кулайлнк тутдирсин. 
У хшда А ходисапинг классик эхти мол лиги

Р ( А ) = -п
формула билан аникланади.

Э  х т и м о л л и к н и и г х о с с а л а р и:
1. Мукаррар ходисапинг эхтимоллиги 1 га тенг, яъни

P [ U )  =  1.
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2. Мумкин булмаган ходисанинг эхтимоллиги 0 га тенг, я ьни

Р(Г)= о.
3. Тасодифий А ходисанинг эхтимоллиги учун

0 <  Р (А )  <  1
уринли.

14.1.3. Эхтимолликларни бевосита хисоблашда купиича комби­
наторика формулаларидан фойдаланилади.

Урин алмаштиришлар деб п та турли элементларнинг бир- 
биридан факат жойлашиши билан фарк килувчи комбииацияларига 
айтилади. п та турли элементларнинг урин алмаштиришларн сони 
Р п =  п\ га тенг (п\ =  1 «2*3-...-«).

Уринлаштиришлар п та турли элементдан m тадан тузил га н 
комбинаниялар булиб, улар бир-биридан ё элементларнинг гаркн- 
би, ё уларнинг тартиби билан фарк кидади. Уларнинг сони

(п — ГП)\ ёки А — п (п — 1) (/? — 2 )...(п — m +  1)

формулалар билан топилади.
Группалашлар — бир-биридан кеч булмаганда битга элементи 

билан фарк килувчи п та элементдан m тадан тузилган комбинация- 
лардир. Уларнинг сони

s '  н!С ’ =  —гг----- ; га тенг.m! (п — гп)'

14.1.4. Ходисанинг нисбий настотаси деб ходиса руй берган 
снновлар сонининг утказилган барча синовлар солига нисбатига 
айтилади:

W(A) п

бу ерда m —  ходисанинг руй беришлари сони, п —  синовларниш 
умумий сони.

Синовлар сони етарлича катта булганда ходисанинг статистик 
эутимоллиги сифатида нисбий частота ни олиш мумкин:

IV(A) ъ Р ( А ) = -П

14.1.5. Г е о м е т р и к э х т и м ол л и к. D\ coxa D соханинг кисми 
(булаги) булсин. Агар соханинг улчамини (узунлиги. юзи, хажми) 
mes оркали белгиласак, таваккалига ташланган нуктанинг D со­
ха га тушиш эхтимоллиги

rncsD,
Р ( А ) = ----— га тенг.

mes/.)

1- м и с ол. К,утида 3 та ок, 7 та кора шар бор. Ундан таваккалига 
олинган шарнинг ок шар булиши эхтимоллигини тонинг.
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Г. ч н in. А олинган шар ок. эканлиги ходисаси булсин. Мазкур 
сппон 10 та тенг имкониятли элементар ходисалардан иборат булиб, 
уларпинг 3 таси А чолисага кулайлнк тугдирувчидир Демак,

2-м и с о л .  Гуручда 12 талаба булиб, уларнинг 8 нафари 
аълочилар. Руйхат буйича таваккалига 9 талаба танлаб олинди. 
Танлаб олннганлар ичида 5 талаба аълочи талаба булиши 
эхтнмоллигипи топинг.

Е ч и ш .  Синовнинг барча мумкин булган тенг имкониятли 
элементар чодисалари сопи С\> га тенг. Буларнинг ичидан С«-С1 
таси таплаб олингап талабаЛар ичидан 5 таси аълочи талабалар 
ходисаси (>1) учун кулайлик тугтиради. Шунинг учун

3-ми с о л .  Киркма алифбоиинг 10 та харфидан «математика» 
сузи тузилган. Бу харфлар тасодифан сочилнб кетган ва кайтадан 
ихтиёрий тартибда йигилган. Яна «математика» сузи хосил б\тиши 
эхтимоллиги пи топинг.

Е ч и ш. А —  «Математика» сузи хосил булди ходисаси. Тенг 
имкониятли мумкин булган элементар чодисалар сони л?=Ю ! булиб, 
А чодисага кулайлик яратувчилари /н =  2!-3!-2! булади. Бу ер и  
математика сузида «м» 2 марта, «а» 3 марта, «т» 2 марта 
такрорЛаниши чисобга (хтина ui.

■1- м и с о л .  Телефонда номер тераётган абонент о.хирги икки 
ракамни эсдан чикариб куйди ва факат бу ракамлар чар хил 
экаплпгини эслаб колгаи чо.тда уларни таваккалига терди. Керакли 
ракамлар терилганлиги эчтимоллигини топинг.

Е ч и ш .  А иккита керакли ракам терилганлик ходисаси 
булсин. Хаммаси булиб, унта ракамдаи иккитадан нечта ypmmain- 
тиришлар тузиш мумкин булса шунча, Я 1»ни Aui=  10-9 =  90 та турли 
ракамларпи териш мумкин. Шунинг учун классик эхтимолликка 
кура

5- ми с о л .  Француз табиатшуноси Бюффон ( XV I I I  аср) ташани 
4040 марта ташлаган ва бунда 2048 марта гербли том он тушган. Ьу 
сиповлар мажмуасида гербти гомон тушиши частотасини гопинг.

Л)  = I -2-3 ‘ 14
12-11-10 5512-11- К)

I -2-3
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Е ч и  in.

6-м и с о л .  R радиуели доирага нукта таваккалига тапиангаи. 
Ташлангап нуктанинг донрага ички чизилган мунтазам учбурчак 
ичига тушиши эчтимоллигини топинг.

Е ч и ш .  S ( / J i )  — учбурчакнинг юзи, S (D )  — лоираиинг юзи 
булсин (63-шакл) А — нуктанинг учбурчакка тушиши хошсасн. 
У чолла

7-ми с ол .  [О, 2] кесмадан таваккалига иккита *' ва // сонларн

тенгсизлнк iap системасини каноатлантиради. Б\ —  (а. у) нукта 
томони 2 ta тенг квадрат нукталари тупламидан таваккалига 
ганла ниши I in бил шради.

Бизни I' миктираётган А ходиса танланадигаи (х, у) нукта 
штрнхлангап фигурага тегишли булган чолда ва факат шу холда 
руй беради (64-шакл). Бу фигура координаталари х2^. 4у-^ \.х 
генгсизликпи каноатлангирадиган нукталарнинг туплами сифатида 
чосил килииган. Демак, изланаётган эхтимоллик штрнхлангап 
фиг\ра юзининг квадрат юзи га ннсбатига тенг, яъни

0  1 2 А

63- шакл 64- шак-i

танлаш аи. Б\ сонлар х2^  4у- .̂ \х тенгсизликни каноатлантириши 
ЭХТИМОЛ. шгинн топинг.

Е  ч и ш. (х, и) нуктанинг координаталари

( 0 < х <  2, 
{  0 < < /< 2

2

4

\ _  8
2 12

4 3'

Демак, Р (А )  =  -
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J- дарсхона топшириги

1. Таваккалига 20 дан катта булмаган натурал сон танланганда, 
v нинг 5 га каррали булиш эхтимоллиги ни топинг.

Ж : 0,2.
2. Карточкаларга 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ракамлари ёзилган. 

Таваккалига туртта карточка олиниб, уларни катор килиб 
терилганда жуфт сон хосил булнши эхтимоллиги ни топинг.

Ж :

3. Кутила 12 та ок ва 8 та кизил шар бор. Таваккалига
а) битта шар олинганда унинг ок булиши эхтимоллигини топинг;
б) битта шар олинганда унинг кизил булиши эхтимоллигини 

топинг;
в) 2 та шар олинганда уларпинг турли рангда булиши 

эхтимоллигини топинг;
г) 8 та шар олинганда уларнинг 3 таси кизил рангли булиши 

эхтимоллигини топинг;
д) 8 та шар олинганда кизил рангли шарлар 3 тадан куп 

булмаслиги эхтимоллигини топинг;

Ж : а) 4 ;  б) 4 ;  в) г) «0 ,35 ; д) «0,6117.5 5 9э

4. Иккита уйип соккаеи баравар ташланганда куйидаги ходиса- 
ларнинг руй бсрии) эхтимолликларини топинг:

А — тушгап очколар йигиндиси 8 га тенг.
В  — тушган очколар купайтмаси 8 га генг.
С — ту шган очколар йигиндиси уларнинг купайтмасидан катта.

Ж :  P { A ) = ib- P ( f l ) = l ¥ ; Р ( С ) = й -
5. Танга 2 марта ташланганда акаллн бир марта гербли томон 

ту шиши эхтимоллигини топинг.
Ж :  Р ( А ) =  Зл.4
6. Кутичада 6 та бир хил (номерланган) кубик бор Таваккалига 

битта-битадан барча кубиклар шинганда кубикларнинг номерлари 
усиб бориш тартибида чикиши эхтимоллигини топинг

Ж- Р < А ) = ^ .
7. Кути да 5 та бир хил буюм булиб, уларнинг 3 таси буялган. 

Таваккалига 2 та буюм олинганда улар орасида:
а) битта бу ял га ни булиши;
б) иккита булгани булиши;
в) хеч булмаганда битта буялгани булиши эхтимтлигини 

топинг.
Ж :  а) 0,6; б) 0,3; в) 0,9.
8. Учлари (0 ,0 ), (0, 1), (1, 1), (1 ,0) нукталарда булган квадратга 

(х, у)  нукта ташланади. Бу нуктанинг координаталари у<с2х
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тенгсизликни каноатлантириши эхтимоллигини топинг
Ж :  Р { А ) =0,75.
9. Таваккалига хар бири бирдан катта булмаган иккита мусбат 

сон олинганда, уларнинг йигиндиси х-\-у бирдан катта булмаслиги. 
купайтмаси ху эса 0,09 дан кичик булмаслиги эхтимоллигини 
топинг.

Ж :  Р ( Л ) « 0,2.
10. Айланага таваккалига ички учбурчак чизилади. Б у учбурчак 

уткир бурчакли булиши эхтимоллигини топинг.

Ж : - : -

11. Техник назорат булими таваккалига олинган 100 та китобдан
5 таси яроксиз эканини аниклади. Яроксиз китобларнинг нисбий 
частотасини аникланг.

ж  U7(/1)=-||r =0.05.

муста^йл иш
1 Домино тошларининг тулик мажмуасидан (28 та тош) 

таваккалига биттаси олинади. Куйидаги ходисаларнинг эхтимолли­
гини топинг.

а) олинган тошда 6 очко булиши;
б) олинган тошда 5 очко ёки 4 очко булиши;
в) чиккан очколар йигиндиси 7 га тенг булиши.
W  Ч 1 13  , 3ж  а) т ; б) 28; в, — .
2. Таваккалига 20 дан катта булмаган натурал сон танланганда 

унннг 20 нинг бУЛУВЧИСИ булиши эхтимоллигини тоиинг.
Ж : Р  =  0,3.
3. Ракамлари хар хил икки хонали сон уйланган. Уйлаиган сон:
а) тасодифан айтилган икки хонали сон булиши;
б) ракамлари хар хил булган тасодифан айтилган икки хонали 

сон булиши эхтимолллигини топинг.

Ж :  i o - б) т г
4 Алохида карточкаларга 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ракамлар ёзилган. 

Карточкалар яхшилаб аралаштирилгач, таваккалига турттаси 
ачинади ва кетма-кет катор килиб терилади. Хосил булган сон 
1234 булиши эхтимоллигини топинг.

Ж :  0,00033.
5. Кутида 100 та лампочка булиб, уларнинг 10 таси яроксиз. 

Таваккалига 4 та лампочка олинади. Олинган лампочкалар ичида:
а) яроксизлари йук булиши;
б) яроклилари й ук  булиши эхтимоллигини топинг.
Ж  Р ^ 0,65; б) 0,00005.
6. R  радиуели доирага нукта ташланади. Бу нукта доирага ички 

чизилган квадрат ичига тушиши эхтимшлигини топинг.
Ж '  Р  =  ~.
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7. Таваккалига чар бири 2 дан катта булмаган иккита х ва 
у мусбат сон олинганда бу сонларнинг купайтмаси ху бирлан катта 
булмаслиги, у/х булинма эса иккидан катта булмаслиги эчтимолли* 
гини топинг.

/К: Я я» 0.38
8. Танкка кариш мнналар г угри чизик буйлаб чар 15 м га 

жойлаштирилган. Энн 3 м булган танк бу т\гри чизикка перпенди- 
куляр йуналншда келмокла Танкнинг минага луч келииш эчти- 
моллигини топинг.

Ж : Р = [ .
9. Б\ю \1 партиясини синашла ярокли буюмлар иисбий частотаси

0,9 га тенг булди. \гар хаммаси булиб, 200 та буюм гекширилган 
булса, ярокли буюмлар сонини гоннш

Ж  180 та
10. Барча ёкларн буялган куб 1000 та тенг «кубча»ларга 

арраланган. Таваккалига олинган «кубча»нинг иккита ёги буялган 
бУЛНШИ ЭЧТИМОЛЛИГИНИ топинг

Ж  Р = 0.09b
11 Яшикча i l  га биринчи пав ва Ь та иккинчи нав деталь бор 

Таваккалига 3 та деталь олинади: а) олинган учала деталь биринчи 
пав булиши; б) олинган деталларнинг хеч булмагаида биттаСн 
биринчи нав булиши эхтимоллигини топинг.

Ж  а) Р & О Ж  6) р ж 0,9974
12. Таваккалига олинган телефон номери бешта ракамдан 

иборат. Унда:
а) чамма ракамлар хар хил булиши;
б) хамма ракамлар ток булиши э чтим шли гини топинг.
Ж  а) 0,3024; б) 0,03125
13 Шарга куб ички чизилган. Н\кта тавакка inra шарга 

ташланади. Нуктанинг к\бга тушиши эхтимоллигини топинг.
Ж : Р  =  -^г  «0 ,308л у/'Л

2- §. Х.одисалар алгебраси.
Эхтимолликларни кушиш ва купайтириш теоремалари.

Шартли эхтимоллик

14.2.1. Иккита 1 на В ходисапинг йигиндиси деб А чолисанииг, 
ёки В  ходисапинг, ёки бу иккала чашсанинг руй беришидан иборат 
С =  А-\-В чодисага айтилади.

Бпргаликда булмаган иккита 1 ва В  чодиса йигиндисининг 
эчтимоллиги бу чодисалар эхтимолликларининг йигиндисига тенг:

Р (Л +  В ) =  Р  ( А ) + Р ( В )
Бир нечта жуфт-жуфти билан биргаликда булмаган чодисалар 

йигиндисининг эчтпмоллиги бу чодисалар э чт и м ол л и кл а р и н и н г 
йигиндисига тенг:
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^ Л i-f-/42“Ь -..H- V»i) =  f} { 11) -f-Р ( Л_>) -}- Р{Лц).
Тула гр\ нпа ташкил эту вчи А\, А 2.......  1« чодисалар =»чти

молликларининг йигиндиси I га тенг, яъни

P (/ l , )+ / J (/ l, )+ . . .  +  />( Ь,) =  1.
Карама карши чодисалар эчтимолликларииинг йигиндиси 1 га 

тенг, яъни

Я ( Л ) + Я ( . 4 )  =  1
14.2.2. Иккита 1 ва В  чодисанинг купайтмаси юб бу чодиса 

ларнинг биргаликда руй бери шила н иборат С = А - В  чодисага 
айтилади.

Иккита эркли чодисанинг биргаликда рун бериши *чтимоллиги 
бу .чодисалар эхтимолликларинниг кунайтмасига тенг:

Р ( А В )  = Р [  1) -Р(В) .
Биргаликда эркли булган бир нечта чодисанинг руй бериши 

эхтимоллиги б\ чодисалар эчтимолликларининг кунайтмасига тенг:

P ( A {-At- \п) = Р (  1 , )-Р(Л2) • -Р(Лп).

В  чодисанинг А чодиса руй берди теган шартда чисобланган 
эчтимоллиги шартли эугимоллик дейилади Шартли эхтимоллик 
куйидагича белгиланади:

Р У(В)  ёки Р ( В ! А )
Иккита боглик чодисанинг биргаликда рун бериши эхтимоллиги 

учун куйидаги формулалар уринли:

Р { А В ) = Р ( А ) - Р а(В )  ёки Р ( А В ) = Р , Г Р И(А).
Бир нечта 6of.h ik  ходисаларнинг биргаликда р\й бериш 

эчтимоллиги куйидаги формула б\йича чисоблана иг

Я (Л , .  \ , . . . А „ ) = Р (  . ! , )-/>,(  12) - / \ 4 (Л ,)- .. . Р ЛА , ( 1 J .

14.2.3. 1 ва В  тасодифий чодисалар йигипдисининг эчтимоллиги 
учун куйидаги формула уринли:

Р(Л  +  В ) = Р { Л ) + Р ( В \ - Р ( А В ) .
14.2.4. Г у л а  э х т и м о л л и к  ф о р м у л а с и .  В  |, В .... В„ лар 

ходисаларнинг туда гуру чини ташкил эти б. 1 чодиса уларнинг бири 
билан руи бериши мумкин булсин. чолда

Р { А ) =  1  P ( l i J - P „ t {A) 
k- 1
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14.2.5. Б е й  ос ф о р м у л а с и  Ai ap А ходиса руй бергани 
ми uivm булса, у чолда Р ( В к ), к = Т м  эхтимолЛикларни кайта 
б а ш а ш  мумкин, яъни P A(Bk) шартли эхтимолликларпи ушбу Бейес 
формуласи ёрдами ха топиш мумкин:

I - м и с о л .  Цехда бир нечта станок ишлайди. Смена давомида 
бнтта станокнн созлашни талаб этиш эхтимоллиги 0,2 га тенг, 
иккита стаиокни созлашни талаб этиш эхтимачлиги 0,13 га тенг. 
Смена давомида икюпадан ортик стаиокни созлашни талаб этиш 
эхтимоллиги эса 0,07 га тенг. Смена давомида станокларни 
созлашни талаб этилиши эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш .  Куйидаги ходисаларни караймиз: А — смена давомида 
битта станок созлашни талаб этади чоднсаси;

В — смена давомида иккита станок созлашни талаб этади 
чоднсаси;

С —  смена аавомнда 2 тадан ортик станок созлашни талаб этади 
хо шсаси.

1, В, С ходисалар узаро биргалнкда эмас. Бизни куйидаги 
ходиса кизнктирадн: (Л +  В  +  С) — смена давомида созлаш зарур 
буладига н ста ноклар:

Р (А  +  В +  С) =  Р (А )  + Р ( В )  + Р { С )  =0.2 +  0,13 +  0,07 =  0,4.

2 м и с о л .  Иккита овчи бир паитда бир-бирига боглик булмаган 
чолда к\ёнга карата ук узншди. Овчилардан хеч булмаганда бири 
укни нишонга текказса. к\ён отиб олинган булади Биринчи 
овчининг нишонга уриш эхтимоллиги 0,8 га, иккинчисиники 0,75 га 
тенг булса, куёпни отиб олиш эхтимоллигини топи иг.

Е ч и ш  Куйидаги ходисаларни караймиз:
А — биринчи овчи нишонга текказиши;
В  — иккинчи овчи нишонга текказиши.
А ва В  эркли ходисалар Бизни ( 1 -\-В) ходиса кизиктиради.
M + f i )  — хеч булмаганда бнтта овчининг нишонга текказиши. 

\ ч с да

Р (А  +  В ) = Р ( А )  + Р { В )  — Р(А  • В)  =0,8 +  0,75 — 0,8-0,75 =  0,95.
Р (Л  +  Б ) =0,95.

3- м и с ол . Командада 12 спортчи б^либ, уларнинг 5 таси спорт 
\стаси. Спортчилар ичидан куръа ташлаш оркали уч спортчи 
танланади. Танланган спортчиларнинг хаммаси спорт \стаси 
булиши эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш .  Л| — биринчи спортчи — спорт устаси;
А 2 — иккинчи спортчи — спорт устаси;
Аз — учинчи спортчи — спорт устаси;
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1 = 4 , .  Ь- 1 учала сиортчн спорт > ста си 
Л|, А>, . Ь , чодисалар— боглик чодисалар Демак.

Р (  \ ) = Р ( Л 1А У\1) =  Р {Л , ) Р 1 Ш Р ЛЛ <А,) =  ,4, • -^=  { г

4 м и с ол . Талаба узига керакли формуланп 3 та маълумотнома 
дан кидиради. Формула биринчи, иккинчи, учинчи маълумотнома la 
булиши э.чти.моллиги мос равишда 0,6; 0 7 0,8 га тенг. Формула

а) факат битта маълумотномада булиши;
б) факат иккита ма ьлумотномада булиши;
в) учала маълумотномада булиши;
г) хеч булмаганда битта маълумотномада булипгн эхтимоллиги- 

ни топинг.
Е ч и ш .  Куйидаги чодисаларии караймиз:
А — формула биринчи ма ьлумотномада бор,
А 2 —  формула иккинчи маълумотномада бор,
Л.} формч ia учинчи маълумотномада бор.
а) А = А \A>A:i -f- А |Л2Лз +  Л|Л->Л| — формула факат битта ма ьлу­

мотномада бор.
AjAiA  , / I1/ I2, Aj, At А^А я \ (писал ар биргаликда эм ас ва А i, 

А >, Ау, А |, А >, А.й А |, А >, 1з\ичисалар боглик ^мас. Демак,
Р (А )  = Р (А Л Р ( А ч ) Р ( А ъ )  + Р { А х ) Р ( А 2) Р ( А г ) + Р $ \ ) Р ( М ) Р ( А ъ )  =  
=  0,6 • 0,3 • 0.2 +  0,4 • 0,7 -0,2 +  0Л • 0,3 • 0,8 =  0.188.

б) /1 =  Л ,Л 2лз +  Л IЛ 2Л i +  Л IЛ L>/1 л —  формула факат иккита маь- 
лумотномаДа бор. Демак,

Р (А )  =0,6-0 7-0,2 +  0 6-0,3-и,8 +  0.4-0 7-08 =  0452.
в) Л = Л  Л 0Л 3 — формула учала маълумотномада бор.
Р ( А ) =  0,6 - 0,7 - 0,8 =  0*336.'
г) /1=/1|+Лз +  Лз — формула хеч булмаганда битта ма ьлу­

мотномада бор. Мазкур холда Л ходисага карама-карши ходнеанн 
караш кулай.

Л — формула хеч бир ма ьлу мотномада йук.
Л = Л |Л  Ь ,  V халда Р(  1) =  1 — Р ( Л ) .
Р ( А )  =  1 — Р (А )  =  1 — Р (Л ,Л 2Л ,) =  I — P ( A t)P (A>)P (A  ) =

=  1— 0,4 0,3-0 2 = 1 — 0,024 =  0,976

Шундай килиб, а) Р ( А ) =0,188; б) Р ( А ) =0,152; в) Р (А )  =0,336;
г) Р (А )  =0,976.

5- м и с ол Биринчи кутнда 2 та ок, 6 та кора, иккинчи кутила эса
4 та ок, 2 та кора шар бор Биринчи кутидан таваккалига 2 та шар 
олиб, иккинчи кутига солннди. шундан кейин иккинчи кутидан 
таваккалига битта шар олинди.

а) Олинган шар ок булиши эхтимоллилиги кандай?
б) Иккинчи кутидан олинган шар ок булиб чнкди. Биринчи 

кутидан олиб иккинчи кутига солинган 2 та шар ок булиши 
эхтимоллиги кандай?

Е ч и ш .  а) Куйидаги белгилашларни киритамиз:
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А —  иккинчи кутидан олинган шар ок,
В - биринчи кутидан иккинчи кути га 2 та ок шар сашнган,
В ? —  биринчи кутидан иккинчи кути га 2 та турли рангдаги шар 

солинган,
В  з биринчи кутидан иккинчи кути га 2 та кора шар солннган.
В\, В), В.\- чодисалар тула гуруч ташкнл этади. У чолда тула 

эчтимоллик формуласига кура

P ( A ) = P ( B i) P Ri( A ) + P ( B , ) P ij A ) + P ( B l) P H (А).

B k, k =1.3 гппотезаларнпнг эчтимолликларнни ва Р а ( ‘1) шартли 
эхтимолликларни классик схема буйича хисоблаймиз:

С2, 1 С' ■ С]. 12

Р <В >=-& =  &  =

8

Топил га н натижаларни т\ла эчтимоллик формуласига куямиз:

P i А \ =  * •— —I— —L?_. _5_ —I— JfL. J  _  J L  
V ' 28 1 28 8 28 2 16'

б) Р ^ (В i) эхтимолликип Бейес формуласи буйича топамиз:

PU11) • Рв (А) с •  ̂ |

р '<в » =  —  ш  —  = ^ г  = т г
16

2- дарсхона топшириги
1. Курсант отиш буйича «синов» топшириши учун 4 дан паст 

булмаган бачо шиши керак Агар курсант отганига «5» бачони 0,3, 
«4» бачони 0,6 эчтимоллик билан олинш маьлум булса, курсантнинг 
«синов» топшира олиш эхтимоллигини топинг. Ж : /7=0,9.

2. Иккита мерган нишонга карата биттадан ук узишда. Биринчи 
мсрганнинг нишонга текказиш эчтимоллиги 0,6 га, иккиичнси учун 
0,7 га тсиг.'шги маълум булса, куйидаги ходисаларннпг эхти- 
молликларннп топинг:

а) мерган карнинг факат бирининг нишонга текказиши;
б) мерганларнинг чеч булмаганда бири нишонга текказиши;
в) иккала мерган нишонга текказиши;
г) чеч бир мерганшпп нишонга текказа олмаслиги;
д) мерганларнинг чеч булмаганда бири нишонга текказа 

ол мага ни.
Ж :  а) 0,46; б) 0,6; в) 0,42; г) 0,12; д) 0,58.
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3. Пигувчига зарур деталь биринчи, иккинчи, учинчи, туртинчи 
яшикда эканлиги эхтимоллиги мос равишла 0,6; 0,7, 0,8; 0,9 га тенг. 
Зарур деталь:

а) купи билан 3 та яшикда булиши;
б) камн билан 2 та яшикда булиши эхтимоллигини гопинг.
Ж :  а) 0,6976; б) 0,9572.
4. Гурухда 10 талаба булиб, уларнинг 7 нафари аьлочилар. Турт 

талаба леканатга чакиртнрилди. Уларнинг барчаси аьлочи булиши
эхтнчоллигннн топинг. Ж : - *.

О

5. Учта завод соат ишлаб чи ка ради ва магазинга жунатади. 
Биринчи завод бутун махсулотнииг 40%  нии, иккинчи завод 45%  
ини, учинчи завод эса 15% ини тайёрлайди. Биринчи завод чнкарган 
соатларнинг 80%  и, иккинчи завод соатларининг 70%  и, учинчи 
завод соатларининг 90%  и илгарилаб кетади. Сотиб олинган 
соатнинг илгарилаб кетиши эхтимоллигини топинг. Ж :  0,77.

6. Самолётга карата учта ук узилган. Биринчи огишда нишонга 
тегиш эхтимоллиги 0,5 га, иккинчисида 0,6 га, учинчнснда 0,8 га тенг. 
Битта ук текканда самалётнинг урнб туширилншн эхтимоллиги
0,3 га, иккита у к текканда 0,6 га тенг. Учта у к тегса, самолёт урн б 
туширилади. Самолётпинг уриб туширилиш эхтимоллигини топинг. 
Ж :  0,594.

7. Спартакиадада биринчи гурухдаи 4 талаба, иккинчи гурухдан
6, учинчи гурухдан 5 талаба катнашади. Институт терма жамоасига 
биринчи гурухдаги талаба 0,9 эхтнмоллнк билан, иккинчи гурух 
талабаси 0,7 ва учинчи гурух талабаси 0,8 эхтимоллик билан кабул 
килинишн мумкин. Таваккалига танланган талаба терма жамоага 
кабул килнндн. Бу талабанннг кайси гурухда укипш эхтимоллиги 
каттарок? Ж :  Талабаиинг иккинчи гурухда укиши эхтимоллиги 
каттарок.

8 Цех та тайёрлаиадиган деталлар иккита назорагчн томонидан 
текширилали. Деталиннг назорат учун биринчи назоратчига 
тушиши эхтимоллиги 0,6 га, иккинчи назоратчига туишши 0,4 га 
тенг. Ярокли деталнинг биринчи назорагчн томонидан ироксиз деб 
топилнши эхтимоллиги 0,06 га, иккинчи иазоратчи учуй эса 0,02 га 
тенг. Яроксиз деб тоиилган деталлар текширилганла улар ичидан 
яроклилнги чикиб колли. Б\ детални биринчи назоратчи текширган-

м/ 9лиги эхтимоллигини топинг: Ж : — •

2- чустак,и.г иш

1. Бнтта ук узи шла нишонга тегиш эхтимоллиги биринчи мерган 
учун Р  га, иккинчи мерган Учун 0,7 га тенг. Мерганлар бир вактда 
ук узишганда роса битта укнинг нишонга тегиш эхтимоллиги 0,38 га 
тенглиги маълум б\’лса, Р  ни топинг. Ж : 0,8.
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2. Мерганнипг битта ук узишда 10 очко уриш эхтимоллиги 
0,05 га, 9 очко уриш эхтимоллиги 0,2 га, 8 очко уриш эхтимоллиги 
0,6 га тенг. Битта >к узилди. Куйидаги ходисаларнииг эхтимоллиги­
ни топинг:

А — 8 дан кам булмаган очко урилган;
В  — 8 дан к\п очко урилган.
Ж :  Р (А ) =0,85; Р ( В )  =0,25.
3. Устахонада учта станок ишлаяпти. Смена давомида биринчи 

станокнинг созлашпи талаб этиш эхтимоллиги 0,15 га, иккиичи 
станок учу» 0,1 га, учинчи станок учун эса 0,12 га тенг. Станоклар 
бараварига (бир пайтда) созлашнн талаб этмайди деб хисоблаб. 
смена давомида хеч булмаганда битта станок созлашни талаб 
этиш и эхтимоллигини топинг. Ж : «  0,3268.

4 Яшикда 15 та деталь булиб, уларнинг 10 таси буялган. 
Иигувчи таваккалига 3 та деталь олади. Олинган деталларнинг 
барчаеи буялган булиши эхтимшлигини топинг. Ж : 0,264.

5. Бирор физикавий катталикни бир марта улчашда берилган 
аникликдан катта булган хатоликка йул куйилиши эхтимоллиги
0,4 га тенг. Учта боглик булмаган улчаш утказилди. Бу улчашлар- 
нинг факат биттасида йул куйилган хато берилган аникликдан 
катта булиши эхтимоллигини топинг. Ж : 0,392.

6. Талаба 25 та имтихон саволларидан 20 тасига тайёрланишга 
улгурди. Талаба таваккалига олинган учта са вол нинг камида

л * W  209иккитасини билиши эхтимоллигини топинг. Ж :  -----

7. Пигиш цехига учта автоматдан деталлар келиб тушади. 
Биринчи автомат 0 ,3%, иккинчиси 0 ,2%, учинчи 0,4% яроксиз деталь 
ишлаб чикариши маълум. Агар биринчи автоматдан 1000 та, 
иккинчисидаи 2000 та, учинчисидан 2500 та деталь келиб тушгани 
маълум булса, йигиш цехига яроксиз деталь келиб тушгаплиги 
эхтимшлигини тонинг. Ж :  0,003091.

8. Бензин куйиш бекати ёнидан енгил ва юк машиналари утиб 
туради. Уларнинг 60%  ини юк машиналари ташкил этади. Утиб 
кетаётган машинанинг бензин ш иш  учун тухташ эхтимшлиги юк 
машинаси учун 0,1 га, енгил машина учун эса 0,2 га тенг. Бензин 
куйиш бекатига бензин куйиб олиш учун машина келиб тухтади. Бу
юк машинаси эканлиги эхтимшлигини топинг. Ж : у .

3-§. Богликмас синовлар кетма-кетлиги. Бернулли формуласи.
Муавр — Лаплас ва Пуассон теоремалари

14.3.1. Агар синовлар натижаларннинг хар кандай комбинацияси 
богликмас ходисалар туплам и дан иборат булса, бу синовлар 
богликмас дейилади.

Чекли сондаги п та кетма-кет богликмас синовлар утказилган 
булсин. Бу синовларнинг хар бири натижасида маълум бир ходиса
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руй бериши мумкин булса, синовларнинг бундай кетма-кетлилиги 
Бернулли схемаси дейилади.

Б е р н у л л и  ф о р  м у л а с и . Хар бирила ходисанинг руй бериши 
эхтимоллиги р га тенг п та богликмас синовларда бу ходисанинг 
роса т  марта руй бериши эхтимоллиги

Р п( т ) =  C'"pmqn~n\ бу ерда q = \ — p.

п (п — т )\ т \

га тенг.
Р п { т \ ^  т  ^  т> )— п та богликмас синовларда А чодисанинг 

камида т\ ва купи билан пи мартагача руй бериш эхтимоллиги 
булсин. У холда куйидаги формула уринлидир:

til,

Р п ( т , <  т  <  т 2) =  1  C^pmqa~m.
т  =  /71 j

п та синовда ходисанинг камида бир марта руй беришииинг 
эхтимоллиги

Р п (1 ^  гп ^  п ) =  1 — qn, q =  1 — р
га тенг.

Агар ходисанинг синовлар натижасида то марта руй бериши 
эхтимоллиги колган синовларнинг мумкин булган натижалари 
эхти молли гида н катта булса, то  сон энг эхтимолли дейилади. 
У куйидаги формула буйича хисобланади:

tip — q^mo^np-^-q:
а) агар пр — q — каср сон булса, битта энг эхтимолли то сон 

мавжуд;
б) агар np— q —  бутун сон булса. иккита энг эхтимолли сон 

то  ва то-{-1 мавжуд;
в) агар пр — бутун сон булса, энг эхтимолли сон то =  пр булади.
14.3.2. J1 а п л а с н и н г л о к а л т е о р е м а с и (катта п ларда).

Хар бирила ходисанинг руй бериш эхтимоллиги р га тенг булган 
п га богликмас синовларда ходиса роса т  марта руй бериш 
эхтимоллиги такрибан куйидагига тенг:

P j m )  «  —L =  ц (л).

бу ерда

\ пРЧ

т  — пр .
*  =  ~ > Ц U )  = -\jnpq х/2л

( [ (х) функциянинг кийматлари жадвали иловада келтирилган, 
бунда (| (х) —  жуфт функции экаиига эътибор беринг.
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14.3.3. j l  a и л а с п и м i и н т е г р а л  т е о р е м а с и (катта п лар- 
да).  Чар бирида чодисанинг руй бериш эхтимоллиги р га тенг булган 
п та богликмас синовларда чодисанинг камила т\ марта ва купи 
билан //г2 марта руй бериш эхтимоллиги такрибан куиидагига тенг:

Р п {ni \ ^ . т ^ т о )  ~ Ф  (х >) — Ф  (X|),
бу орла

т  | — up rn.2 —  tip

' V пРЯ ’ 2 \ "РЧ

х jL-
(!) ix) =  — i -  \е~ 2dt\ 2 л Jи

Ф ( л )  — Лаплас функцияси.
Ф ( а ) функциянинг А'6[0; 5] учун киймаглари жадвали ил овала 

берилган. х;>5 учуй Ф (х )= 0 ,5  ва <|)(лг) — ток функция экани 
эм  иборга олинади.

Э с л а т м а .  Лапласнинг такрибий формулаларидан npq>\() 
булган чолда фойдаланилади. Агар npq <  10 булса, бу формулалар 
катта хатоликларга олиб келади.

14.3.4. П у а с с о н  т е о р е м а с и .  Катта п лар ва кичик р ларда 
куйидаги такрибий формула уринли:

Р п (щ )  ~  | с бу ерда /. =  пр.

1- м и с о л .  Бирор мерган учун битта ук узншда нишонга тегишн 
эхтимоллиги 0,8 га тенг ва ук узнш тартнбнга (номерига) боглик 
эмас. 5 марта ук узил ганда нишонга роса 2 марта тегиш эчтимолли- 
гини топинг.

Е ч и ш .  п =  5, /7 =  0.8, т  =  2. (/ =  0.2. Бернулли формуласи буйича 
чисоблаймиз:

Р-(2 )= С1  • 0,82-0,2*=0,0512.

2-м и с ол . Танга К) марта ташланганла гербли томон:
а) 4 тадан 6 марта гача тушиш эхтимоллигини;
б) хеч булмаганда бир марта тушиш эхтимоллигини топинг. 
Е ч и ш  /г =  10, //I| =  4. /«_. =  6, p = q  — 0,5.

а ) Р | » (4 )+ Я |0(5 )+ / J ю(0) =
С}„. (0.5) '• (0,5) ь _|_с?„(0 .5 )5- (0 ,5 )5 +  С||1(0 ,5 )(,(0 .5 )4 =

=■ (0.51 “ (С}.+  С?.+ С?.) — S ' Ж :

*> ,0, =  . - ^ ) ' " = . -
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3- м п с о л. A чоаисанинг 900 та богликмас синовнинг чар бирила 
р\й бериш э х т и м о л л и г и  р = 0 ,8  га тенг. 1 ходиса:

а) 750 марта, б) 710 дан 740 марта гача руй бериш эчтиматлиги 
ни топинг.

П ч и ш . //р̂  =  900-0,8-0,2 =  144 >  10 булгани учун а) бандида 
Лаиласнинг локал теоремасидан фойдаланамиз, б) бандда эса 
Лапласнинг интеграл теоремасидан фойдаланамиз.

Ф {  — 0.83) =  — Ф (0,83) «  — 0,2967.
Ф (  1,67) «0,4527.

Лию (710</// <  710) «0,4525 +  0,2967 =  0,7492.
Ж : а) 0,00146, б) 0,0236, в) 0,7492.
4- м и с о л .  Телефон станцияси 400 абонентга хизмат курсатаДи. 

\гар хар бир абонент учун унинг бир соат ичида станцияга кунгирок 
киЛиш эхтимоллиги 0.01 га тенг булса, к\йидаги чодисаларнинг 
эчти м а  I л и кл а ри н и т они н г :

а) бир соат давомида 5 абонент станцияга кунгирок килади;
б) бир соат давомида 4 та дан куп булмаган абонент кунгирок 

килади;
в) бир соат давомида камида 3 абонент станцияга кунгирок 

килади.
П ч и ш . /7=0,01 ж\да кичик, //=400 эса катта булгани учун 

/„ =  400-0,01=4 да Пуассоннинг такрибий формулаеидан фойдала­
намиз.

б ) Я 4.).. (0 т  <  4) «  0,018316 +  0,073263 +  0,146525 +  0,195367 +  
-f- 0,195367 =  0.628838,

в) Я 4и<.(3</н< 100) =  1 — Я4< )о(0< т<  2) =  1 — 0,018316 —
— 0,073263 — 0,146525 =  0.761896.
Ж : а) 0,156293: б) 0,628838; в) 0.761896.

5- м и с о л .  Бирорта курилманинг 15 та элементннинг чар бири 
синаб курилади. Элементларнинг синовга бардош бериш эхти- 
М0.1.1ИГН 0,9 га тенг. Курилма элементларинннг синовга бардош бера 
uia ипан энг катта э ч т и м о л л и г и  с о н и н и  го п и н г .

К ч и ш. п =  15, р =  0,9, v =  0,1.
Энг ЭХТИМОЛЛИ П Ь )  СОННИ \T Il6 v

750— 900-0.8 
V 9(ЙЬ0Т8~П.2 =  2,5, (| (2,5) « 0 ,0 175

Я 9Ш)( 750) ад —  • 0,0175 з» 0,00146.

б) * ,= 710 — 720 
12 ^  1.67.

а ) Р юн(5) «  е '«0,156293.



куш тенгсизликдан топамиз. Бернлганларни куйпб.

15 • 0,9 — 0,1 <  то  <15- 0,9 +  0,9
ОКИ

13.4^/«о<С 1 Ы  га эга буламиз.

т о -— бутун сон булгани учун изланаётган энг эчтнмолли сон 
Шо=14 бчлалн.

Ж :  14

3 - ди рсх она т on иш put и

Кайси чодисанинг эхтимоллиги катта:
а) Тенг кучли ракиб билан уйнаб. туртта иартиядан учтасини 

ютиб олишми ёки саккиз партиядаи бештасини ютиб ш ишми?
б) Туртта нартнянинг камида учтасини ютиб олишми ёки 

саккнзта партиянинг камида бештасини ютиб олишми?
Ж : а) на — 4 та иаргиядан 3 таеннп ютнш эхгнмоллнгн

катта;
5 чзб) —- ва - ' —  8 та иартиядан камида 5 тасини ютиб олиш1 и 2о(>

эхтимоллиги катта.
2. $иин соккаси 800 марта ташлангаила учга каррали очко 

207 марта тушиши эхтнмоллнгннп топинг.
Ж  Рооо (207) «0 ,03.
3. 100 та станок бир-бирига богликсиз ишлайди, шу билан бирга 

смена давомида уларнинг хар бирининг тухтовеиз ншлаш эхти­
моллиги 0,8 га тенг. Смена давомида 75 дан 85 тагача станок 
бетухтов и шла ши эхтимоллигини топинг. Ж : 0,7887.

4. Завод омборга 5000 та сифатли буюмлар юборди. Хар бир 
буюмпинг йул ia шикастланиш эхтимоллиги 0,0002 га тенг. 5000 та 
буюм нчидан йулда:

а) роса } таси шикастлапиши эчтимшлигипи;
б) 3 тадан куп булмагани шикастланиши эхтималлигинн;
в) 3 тадан к у п и  шикастлапиши эхтимшлнгиин топинг.
Ж : а) 0,063ГЗ; б) 0,981; в) 0,019.
5. Техника назораг булимн 10 та деталдан иборат партияии 

гекширади. Деталнинг стандарт булиши эхгимоллиги 0,75 га тенг. 
Стандарт деб тониладиган деталларнинг энг эхтимапли сонини 
топинг. Ж  /«о=8.

6 Узунлнги 15 см булган АВ  кесма С нукта билан 2:1 нисбатда 
булинган. Бу кесма га таваккалига 4 та нукта ташланади. Улардан 
нккитаси С нуктадан чапрокка, иккитаси унгрокка тушиши 
эхтимоллигини топинг. Нуктаннш кесма га тушиш эхтимоллиги 
кесма узунлигига пропорционал ва унинг жойлашишига боглик
эмас деб фа раз килинади. Ж  — .
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3- муста^ил иш
1 Уйин соккаси 10 марта ташланганда учга каррали очколар 

камида 2 марта, купи билан беш марта ту шиши эхтимоллигини 
топинг. Ж :  0,488.

2. Битта ук узилганда нишонга тегиш эхтимоллиги 0,8 га тенг. 
100 марта ук узилганда нишонга роса 75 марта тегиш эхтимоллиги­
ни топинг. Ж  Рюо(75) =0,04565.

3. t вакт ичида битта коиденсаторнинг ишдан чикиши эхти­
моллиги 0 2 га тенг. t вакт ичида 100 та бир-бирига богликсиз 
ишловчи конденсатордан

в) камида 20 таси ишдан чикиши;
б) 28 тадан ками ишдан чикиши;
в) 14 тадан 28 тагачасининг ишдан чикиши эхтимоллигини 

топинг. Ж :  а) 0 55; б) 0,98; в) 0,9.
4 Дукон 1000 шиша маъдаиЛи су в олди Ташиб келтиришда 1 та 

шишанинг синиб колиши эхтимоллиги 0 003 га тенг Дуконга 
келтирилган шиша идишларнинг:

а) роса 2 таен,
б) 2 тадан ками;
в) 2 тадан купи;
г) хеч булмаганда биттаеи синган булиши эхтимоллигини 

топинг. Ж :  а) 0,224; б) 0,1992; в) 0,5768, г) 0 95.
5 Товаршунос буюмларнинг 24 та намунасини куриб чикали. 

Хар бир намунанинг сотишга ярокли деб топилиш эхтимоллиги
0,6 га тенг. Товаршунос сотишга ярокли деб топган намуналарнинг 
энг эхтимолли сонини топинг. Ж  mo=14, mо"=15.

6. Узунлиги а булган А В  кесмага таваккалига 5 та нукта 
ташланади. Бунда 2 та нукта А нуктадан х дан кичик масофада, 3 та 
нукта эса А дан х дан катта масофада ётиш эхтимол тигини топинг. 
Нуктанинг кесмага тушиш эхтимоллиги кесма узунлигига про- 
порпионал ва унинг жойлашишига боглик эмас.

14.4.1 Синов натижасида олдиндан маълум булган кийматлар- 
дан бирини кабул киладиган микдор, тасодифий микдор дейилади.

Дискрет тасодифий микдор деб мумкин булган кийматлари 
чекли ёки чексиз сонли кетма-кетликлардан иборат микдорг 
айтилади.

X  дискрет тасодифий микдорнннг мумкин булган кийматлари 
билан уларнинг эхтимолликлари орасидаги богланиш тасодифий 
микдорнннг таксимот к^онуни дейилади.

X  дискрет тасодифий микдорнннг таксимот конуни куйидаги 
усуллар билан берилиши мумкин:

4-§. Дискрет тасодифий микдорлар. 
Баъзи таксимот конунлари
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а) биринчи сатри мумкин булган Xk кийматлардан, иккинчи 
сатри pk эхтимолликлардан иборат жадвал ёрдамида

X Х1 х2

р P i Рг . . . Рп
бу ерда S  pk=  1;

k= I

б) график усулда— бунинг учун тугри бурчакли координатлар 
'системасида (Xk, Pk) нукталар ясалади, сунгра уларни тугри чизик
кесмалари билан туташтириб, таксимот купбурчаги деб аталувчи 
фигурани хосил килинади;

в) аналитик усулда (формула куринишида):

P (X  =  xk) =  'v(xk)
ёки интеграл функциялар (таксимот функциялари) деб аталувчи 
функциялар ёрдамида.

14.4.2. Х,ар бир х 6 ( — оо ; +  с » ) учун X  тасодифий микдорнинг 
х дан кичик киймат кабул килиш эхтимоллигини аникловчи 
F(x)  =  Р(Х<Сх)  функция таксимот функцияси дейилади.

Т а к с и м о т  ф у н к ц и я с и н и  нг а с о с и й  х о с с а л а р и :
1. Таксимот функциясининг кийматлари [0; 1] кесмага тегишли- 

дир:

0<  F(x)  <  1.
2. Таксимот функцияси камаймайдиган функциядир, яъни агар 

Х2 >Х\ булса, F {x 2) ^ F ( x \ ) .
3 X  тасодифий микдорнинг [а, b] ораликдаги кийматларни кабул 

килиш эхтимоллиги таксимот функциясининг бу ораликдаги 
орттирмасига тенг, яъни

Р ( а < х < Ь )  — I [b) — F ( а ) .
4. Агар X  тасодифий микдорнинг барча мумкин булган 

кийматлари (а, Ь) ораликка тегишли булса, у холда

х ŝ Za да F {х) = 0 , 
х ^ Ь  да F (x)  =  1,

Дискрет тасодифий микдорлар таксимотининг баъзи конунлари- 
ни караб чикамиз.

14.4.3. X  дискрет тасодифий микдор — ходисанинг п та боглик­
мас синовларда руй бери шла ри сони, р — ходисанинг хар бир си- 
новда руй бериш эхтимоллиги, x i= 0 , xz= \ ,...,х„ + \ = п  — Х  дискрет 
тасодифий микдорнинг мумкин булган кийматлари булсин Бу 
кийматларга мос эхтимолликлар ушбу Бернулли формуласи буйича 
Хисобланади:

Р n{m) — C™pmqn~rn, q=  1 — p.

Бернулли формуласи ёрдамида аникланадиган эхтимолликлар 
таксимоти биномиал таксимот дейилади
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Биномиал конунни жадвал куринишида тасвирлаш мумкин:

X 0 1 2 ft

р яп C]pqn— X С2пр2Яп~ 2 рп

14.4.4. Агар синовлар сони жуда катта булиб, х,одисанинг хар 
кайси синовда руй бериш эхтимоллиги р жуда кичик булса, у холда 
дискрет тасодифий микдорнннг мумкин булган кийматларига мос 
эхтимолликларини Бернулли формуласи буйича эмас, балки ушбу 
Пуассон формуласидан фойдаланиб топиш кулай:

Р  ( т ) »  ), =  пр.

Пуассон формуласи ифодалайдиган эхтимолликлар таксимоти 
Пуассон таксимоти дейилади.

Пуассон таксимотини жадвал куринишида ифодалаш мумкин:

X 0 1 2 m . . .

р в - *
ке—К Х2е ~ к

1! 21 ml

I - м и с о л .  Кутида 7 та шар булиб, 4 таси ок, колганлари эса 
кора. Кутидан таваккалига 3 та шар олинади.

Л' дискрет тасодифий микдор — олинган ок шарлар сони булса,
а) А' дискрет тасодифий микдорнннг таксимот конунини топинг;
б) Х ^ 2  ходисанинг эхтимоллигини топинг.
Е ч и ш .  X  дискрет тасодифий микдор кабул килиши мумкин 

булган кийматлар: 0, 1,2, 3.
а) Мос эхтимслликларни классик усул билан топамиз:

Р (Х  =  0) 

Р ( Х =  1)

Р ( Х  =  2) 

Р ( Х  =  3) =

^  1
С? 35 ‘

cA.cl 12
с ; 35 ‘

с42-с.' 18
^ 35' ‘1

м ' Ч з ___  4

С? “  35-

Демак, X  — дискрет тасодифии микдорнннг таксимот копуни:
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X 0 1 2 3

р 1 12 18 4
35 35 35 35

экан.
I . 12 . 18 . 4 . .

(Т е к ш и р и ш: lg- +  l 5 + lg - + l F =  ' '

б) P (X > 2 )= P (.Y  =  2 )+ P (.Y  =  3)= -£+ -i= = f*-.
2- м и с о л. Нишонга карата 4 та у к узилади (богликсиз холда), 

бунда хар кайси ук узишда нишонга тегиш эхтимаклиги р — ОЯ га 
тенг. Куйидагиларни топинг:

а) нишонга тегишлар сонига ген г булган X  дискрет тасодифий 
микдорнинг таксимот копунини;

б) 1 3 ва Y > 3  ходисаларпинг эхтимол шгпни;
в) таксимот купбурчаги ни чизинг;
г) X  —  дискрет тасодифий микдорнинг таксимот функцнясини 

топинг ва унинг графигини чизинг;
д) таксимот функциясидан фойдаланиб Y < 3 , 1 . V 4 ходиеа- 

ларнинг эхтимшлигини хисобланг.
F. ч и ш. а) X  тасодифий микдорнинг мумкин булган кийматлари:

О. 1, 2, 3, 4. Мос эхтимолликларии Бернулли формуласи буйича 
чнеоблаймиз:

Р (Х  =  0) =  С? 0,8° -0,2' =  0,0016,
/ 3 ( * = i )= C i  0,8-0,2’ =  0,0256,
Р (Х  =  2 )= С 24 0,82-0,22 =  0,1536,
Р (Х  =  3 )= С 4  0,81.0,2 =  0,4096,
Я (^  =  4 )= С 1  0,84-0,2" =  0,4096.

Л дискрет тасодифий микдорнинг таксимот кону ни — бином пал:

X 0 1 2 3 4

Р 0,0016 0,0256 0,1536 0,4096 0,4096

(Текшириш: 0,0016+0,0256+0,1536+0,4096+0,4096=1. )
б) Я(1 < * < 3 )  =  Р (Х  =  1) +  Р (Х  =  2) +  Р (Х  =  3 )=  00256 +  

+  0.1536 +  0.4096 =  0.5888.
Р ( Х > 3 )  = Р ( Х  =  4) =0,4096.
в) таксимот купбурчагини ясаймиз (65-шакл).
г) F (x ) нинг таксимот кону нидан фойдаланиб, таксимот 

функцнясини тузамиз.
х ^  0 учун Fix)  =  Р ( X <ix) = 0 ,
()<xszZ 1 vчv н F {x)  =  Р ( Х С х )  — Р ( Х  =  0) =0,0016,
1 < * <  2 учун F ix )  = Р ( Х < х )  = Р ( Х  =  0) + Р ( Х =  1) =0.0016 +  

+  0,0256 =  0,0272,
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Fix ), 

1

o ,5 m
0,5

0,1808
0,02b? ......

0 1 2 5 Ч S  X

65- шакл 66 шакл

2 < х < 3  учун F(x)  =  Р ( V<А') — Р(Х  = 0 ) + Р (Х =  1) +  Р (Л  =  2) =  
=  0,0016 +  0,0256 +  0,1536 =  0,1808,

3 < х < 4  уч\ н F(x)  = Р ( Х < х )  = 0  0016 +  0 0256 +  0,1536 +  
+  0,4096 =  0,5904,

Лг> 4 \ ч\н /7(а ) =  Р ( А < дг)= Р (А ' =  0 ) + Р ( Х = 1 )  +  Р(Л ' =  2) +
+  Р (Х  =  3 ) + Р ( Х  =  4) =  1

Демак,
0. агар *< ; О,
0,0016, агар 0 < л :^  1,
U,0272, агар l < v ^  2,

 ̂  ̂ 0,1808, агар 2 < с * ^  3,
0.5904, агар 3<Cx^Z 4,
1, агар v > 4

Таксимот функцияси графигинн чизамиз (66-шакл). 
л) F(x)  =  Р { \ С х )  булгани учун 

Р ( \ < 3 ) = Р ( 3 ) = 0  1808
14 4 2 лаги 3- хоссага кура.

Р(1 < Л '< 4 )  = F ( 4 )  — F{\ )  =0,5904-0,0016 =  0,5888.

4- дарсхона топишриги

1. 6 та деталдан иборат нартияда 4 та стандарт деталь бор. 
Таваккалига 3 та деталь олинади. Олинган деталлар ичидаги 
стандарт деталлар сонндан иборат булган X  дискрет тасоцифии 
микдорнннг таксимот конунини топинг

X 0 1 2 3
]_ 3 1

р 0 5 5 5
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2. Иккита уйин соккаси биргаликда икки марта ташланади:
а) иккала уйин соккасида жуфт очколар тушиши сонидан иборат 

X  дискрет тасодифий микдорнннг биномиал таксимот конунини 
топинг;

б) таксимот купбурчагини ясанг;
в) таксимот функциясини топинг ва унинг графигинн чизинг;
г) ^ < 2 ,  1 2 ходисаларнинг эхтимолликларини топинг.

X 0 1 2
ж : а) р _9_ _6_ J _

16 16 16

б) 67- шакл.

в) F(x)  =

0, агар О, 
g

— , агар 0 < х < ! 1,I О

'5 ^  о— , агар 1 < х <  2,

1, агар х > 2  (68-шакл);

F (x )\

1
15
/6

9
16

/ 2  X

68- шакл

15
16 ’

7
1ёГ ‘

г) Р ( Х < 2 ) = Р { Х  =  0 ) + Р ( Х = \ )  =

3. Автомат телефон станция 1000 та телефон абонентига хизмат 
курсатади. 5 минут давомида АТС га абонементдан чакирик келиш 
эхтимоллиги 0,005 га тенг. 5 минут давомида АТС га келган 
чакириклар сонидан иборат X  тасодифий микдорнннг таксимот 
конунини топинг:

а) 5 минут давомида АТС га хеч булмаганда битта чакирик 
келиш эхтимоллиги кандай?

б) 5 минут давомида АТС га 4 тадан куп чакирик келиш 
эхтимоллиги-чи?
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X 0 1 2 1000

Ж .: Р 1 5 52 ... 51000
е5 еБ 2еь 1000!<?Б

а) 0,993; б) 0,561,
4. Л" дискрет тасодифий 

берилган;

F(x)  =

микдорнинг таксимот функцияси

0, агар 1.
0,25, агар 1 3,
0.4, агар 3> С  х ^ . 4,
0 8, агар 4 < * <  5,
1, агар х > 5 .

а) Х =  2, 2 < /V <  4 ходисаларинннг эхтимоллигини топинг;
б) берилган тасодифии микдорнинг таксимот конунини топинг 
Ж :  а) Р ( Х  =  2) = 0 , Р ( 2 < * <  4) =0,15.

б)
X 1 3 4 5
р 0.25 0,15 0.4 0.2

4- мустак,ил иш

1. Икки мерган битта нишонга бараварига биттадан ук узади. 
Битта ук узишда биринчи мерган учун нишонга тегиш эхтимоллиги
0,5 га, иккинчи мерган учун 0,4 га тенг. Дискрет тасодифий 
микдор —  нишонга тегишлар сони

а) X  тасодифий микдорнинг таксимот конунини топинг;
б) таксимот купбурчагини ясанг;
в) таксимот функниясини топинг ва унинг графигиии чизинг;
г) Х ^ \  ходисанинг эхтимоллигини топинг.

Ж :  а)
X 0 1 2
Р 0,3 0.5 0,2

б) 69- шакл.
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1
О,в

F(x)

в) F(x)  =

0, агар Х <  0,
0,3, агар 0 < х
0,8, агар 1 <  V

1, агар х > 2  1

t 2 
70- шакл

г) Р { Х ^ \ )  =0,7.
2. Маълум бир партияда ностандарт деталлар 10% ни ташкил 

этади. Таваккалига 4 та деталь танлаб олинади. Бу 4 та деталь 
орасида ностандарт деталлар сонидан иборат булган Л' дискрет 
тасодифий микдорнннг биномиал таксимот конунини топинг.

Ж X 0 1 2 3 4

р 0.6561 0,2916 0,0486 0,0036 0,0001

3. Милтикдан отилган хар бир укнинг самолётга тегиш 
эхтимоллиги 0,001 га тенг. 3000 та ук узилади. Отилган укларнинг 
самолётга текканлари сонидан иборат X  тасодифий микдорнннг 
таксимот конунини топинг.

X 0 1 2 3000
Ж : р 1 3 З2 33000

е3 е3 2е3 З0001е3

4. X  дискрет тасодифий микдорнннг таксимот функцияси 
берилган:

0, агар 2,
0.3, агар 2 < а: ^  3,

^  0,5, агар 3 < х г ^  4,
1, агар х > 4 .

а) 1 ^  X ^  3 ходисанинг эхтимоллигини топинг;
б) X  тасодифий микдорнннг таксимот конунини топинг.

Ж :  а) Р(  1 <  3) =0,5;

X 2 3 4

Р 0,3 0,2 0,5
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5- §. Узлуксиз тасодифий микдорлар.
Айрим таксимот конунлари

14.5.1. Бирорта чекли ёки чексиз ораликдаги барча кийматларни 
Кабул килишн мумкин булган тасодифий микдор узлуксиз 
тассх)ифий микдор дейилади.

Узлуксиз тасодифий микдор:
1) интеграл функция (таксимот функция)си оркали,
2) эхтимолликларнинг таксимот зичлиги (дифференциал функ­

ция) оркали берилиши мумкин.
Таксимот функциясининг таърифи ва хоссалари 4-§ да 

келтирилган.
X  узлуксиз тасодифий микдор эхтимолликларининг таксимот 

зичлиги деб, таксимот функцияси F (х) нинг биринчи тартибли 
хосиласи булган f(x)  функцияга айтилади.

X  узлуксиз тасодифий микдорнинг {а, Ь) ораликка тегишли 
кийматни кабул килиши эхтимоллиги куйидаги тенглик билан 
аникланади:

ь
Р ( а < Х c b )  — ^f(x) dx .

а

Зичлик функцияси f(x)  ни билган холда ушбу формула буйича 
таксимот функцнясини топиш мумкин:

X
F(x) =  J  f(x) dx

— оо

14.5.2. З и ч л и к  ф у н к ц и я с и н и н г  х о с с а л а р и :
1. Зичлик функцияси манфий эмас, яъни f ( x )^ Q .
2. Зичлик функциясидан—  оо дан +  оо гача ораликда олинган 

хосмас ингегра i бирга тенг:

+ оо
 ̂ f(x) dx— \ .

—  оо

Хусусан, агар тасодифий микдорнинг барча мумкин булган 
кийматлари (а, Ь) ораликка тегишли булса, у холда:

ь
^f {x ) dx— 1
а

Узлуксиз тасодифий микдорнинг баъзи таксимот конунларини 
куриб чикамиз.

14.5.3. \гяр X  узлуксиз тасодифий микдорнинг мумкин булган 
барча кийматлари тегишли булган ораликда эхтимолликлсфнинг 
таксимот зичлиги узгармас, яъни (а, Ь) да } ' ( х )= С  б\лса ва бу
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ораликдан ташкарида эса f ( x ) =  О ( С — узгармас) булса, А” тасо­
дифий микдор таксимоти текис дейилади.

/ (* ) =

'О, агар х^.а,

—-—, агар а С х С Ь ,  Ь — а

О, агар х > Ь .

F (х) =   ̂ f (x)dx  формула асосида таксимот функциясини топиш
—  со

мумкин:

F(x)  =

О, агар х ^ а ,
х — а , агар а<СхЬ — а 

.1, агар х> Ь .

X  узлукеиз тасодифий микдорнннг (а, Ь) ораликка тегишли (а , |3) 
ораликда тушиш эхтимоллиги

Р ( а < Х < Р) = \t(x)dx=  j ^ х =  |= |

га тенг.
14.5.4. Агар зичлик функцияси

f ( x ) = - j ^ e  2"
ад/2 л

(бу ерда а, о —  эркли параметрлар) куринишда берилган булса, 
X узлукеиз тасодифий микдорнннг таксимоти нормал дейилади.

Нормал таксимланган X узлукеиз тасодифий микдорнннг 
берилган ораликка тушиш эхтимоллиги ушбу формула буйича 
хисобланади:

Р  ( а < А'< Р) = Ф  Ф  бУ еР^а

ф (* ) =  _   ̂ е 2 dt-  Лаплас функцияси.
V 2ji и

Четланишнинг абсолют киймати 6 мусбат сондан кичик булиши 
эхтимоллиги

Р  (1* — а | < 6 ) = 2 Ф  0 )

га тенг.
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14.5.5. Агар зичлик функцияси

агар х ^ О
О, агар * < 0 ,

(бу ерда X — эркли параметр) куринишда берилган булса, 
X  узлуксиз тасодифий микдорнинг таксимоти курсаткичли дейила­
ди:

F ( x ) =  \ f (a:)dx формула асосида таксимот функцнясини топиш

Л' узлуксиз тасодифий микдор курсаткичли таксимотга эга булса, 
берилган (а , Р) ораликка тушиш эхтимоллиги учун ушбу формула 
уринли:

Агар Т — бирор элементнинг тухтовсиз ишлаш давомийлиги, 
\ эса тухтаб колишлар интенсивлиги (тезлиги)ни ифодаловчи 
узлуксиз тасодифий микдор булса, у холда бу элементнинг 
тухтовсиз ишлаш вакти t ни таксимот функцияси 
F ( t )  = P ( T c t )  — 1 — e~)J, X > 0  булган (у t вакт давомида эле­
ментнинг тухтаб колиш эхтимшлигини аниклайди) курсаткичли 
конун буйича таксимланган тасодифии микдор деб хисоблаш 
мумкин.

Ишончлилик функцияси R(t )  элементнинг t вакт ичида тухтовсиз 
ишлаш эхтимоллигини аниклайди:

1-м и с о л  X  тасодифий микдор ушбу таксимот функцияси 
оркали берилган: J

а) 4 та богликмас синов натижасида А" узлуксиз тасодифий 
микдор роса 3 'марта (0,25; 0,75) ораликка тегишли киймат кабул 
килиши эхтимшлигини топинг;

б) зичлик функцияси f(x)  ни топинг;
в) F (х) ва f (х) ларнинг графикларини чизинг.

X

мумкин:

Р ( а  <  А 'с  Р) р

R ( t ) = e ~ }J.

'0, агар 0,
F ( x ) =  х2, агар 0 < л :<  

.1, агар х >  1.
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fM,
1

Е ч и ш  а) Дастлаб битта синов натижасида X узлукеиз 
тасодифий микдорнннг берилган ораликка тушиш эхтимоллигини 
топамиз:

Р (0 ,2 5 < * < 0 ,7 5 ) =  Р(0,75) — Р(0,25) = 0,752- 0 ,2 5 2 =  0,5625 —
— 0.0625 =  0,5.

Энди 4 та богликмас синов натижасида X  узлукеиз тасодифий 
микдор роса 3 марта берилган ораликга тегишли кийматни кабул 
килиш эхтимоллигини топамиз. Бунинг учун Бернулли формуласи- 
дан фойдаланамиз:

Р 4(3) =С4р3<7=С4-0,53-0,5 =  4- (0 ,5)4 =  4*0,0625 =  0,25.

Шундай килиб, />4(3) =0,25.
б) f ( x ) = F ' ( x ) ,  демак,

/ (* ) =
0, агар 0, 
2х, агар 0 < х : 
0, агар х>> I

в) 71 - шакл.
2- м и с о л. X  узлукеиз тасодифий микдорнннг зичлик функцияси

fix) =

0, агар —,
6

3sin3x, агар —

0, агар

3’

берилган. Таксимот функцияси F(x)  ни топинг.
X

Е ч и ш .  F ( x ) =   ̂ f (x)dx.

Агар булса, f(x) = 0  булади, демак,
х

F  (х) =   ̂ Odx =  0 .
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Агар булса, у холда

Л/6 X
F  (х) =   ̂ Q-dx-\-  ̂ 3sin3x<±K =  0 — cos3xH =

—  оо л/6

=  — (cos3x — c ° s^-) =  — cos3x .

Агар булса, у холда

F (х) —  ̂ 0-cfx-f-  ̂ 3sin3xc?x-f-  ̂ 0-dx =  0 — cos3x | ;!-f-0 =
-  эо л /6  л / 3  6

=   ̂— cosji-f-cos ̂  =  1 .

Шундай килиб,

F(x)  =

0, агар л ^  - ,
6

— cos3x, агар

1, агар *>-j-

3- м и с о л. X узлуксиз тасодифий микдорнинг зичлик функцияси 
бутун Ох укида

, .  . 2 С1(х) -
ех+ е ~ х

тенглик билан берилган. Узгармас С параметрни топинг

Е ч и ш .  Зичлик функцияси  ̂ f (x )dx=  1 шартни каноатланти-
—  оо

риши керак Шунинг учун

\ — — — dx =  2C \ — — -=1,
J  ех +  е ~ х J  ех +  е ~ х

—  ОО

бу ердан С = ------ — --- Куйидаги аникмас интегрални карай-00 d  х2 J
— оо е + е

миз:
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Хосмас интегрални хисоблашга утамиз:

*  ; lim С цт = Л
а-* — oo J  е* -4- е х ь~* оо “ а 1 О

=  lim a r c t g e * l l i m  arctge*|o= Hm (a r c tg l— arctge“) -f-
a —►— oo 6—► oo a—*— oo

+  jim fa rc tg e6— a rc tg l) =  ( j — o )+  — - j ) = y  •

x>

Шундай килиб, t -— —— = ~  . Демак, С =  — -— = — .
J  ex + e~x 2 о JL  л

2'2

Ж : C =  - .л
4 - м и с о л .  Бир соат 1, t бирлиги соатларда хжобланган

вакт) ичида бекатга факат битта автобус келиб тухтайди. Вактнинг 
/ =  0 пайтида бекатга келган йуловчинииг автобусни 10 минутдан 
ортик кутмаслик эхтимоллиги кандай?

Е ч и ш  Бекатга /= 0  пайтда келган йуловчинииг автобусни 
кутиш вактини [0; 1J ораликда текис таксимланган X  тасодифий 
микдор сифатида караш мумкин. Бу текис таксимотнинг зичлик 
функцияси куйидаги куринишда булади:

1 J t  I . - J t  1 j r  I „ — X . 1 Jt | —  X
J  e -4- e a - +  — oo J  e -4- e b-* <x> J  e -4- e— oo 1 a 1 o '

f(x) =
0, агар x 0,
1, агар 0< :x ^  1,
0, агар x > 0 .

b — a =  1— 0=1  — тасодифий микдор X  нинг кииматлари жой- 
лашган [0, 1] ораликнинг узунлиги.

Р — а==^  — ® ~ "б "— кулайлик турдирувчи элементар натижалар 

жойлашган |0; -̂ -J ораликнинг узунлиги. Шунинг учун

\ Р - «
)  Ь — а

Ж : * .
5-ми с о л  X  узлукеиз тасодифий микдор курсаткичли конун 

буйича таксимланган:

/ (* )  =
ГО, а гг 

~  {2е-2\
агар х < 0 ,

агар х ^ 0 .
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Синов натижасида X тасодифий микдорнинг (0,3, I )  ораликка 
тушиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш .  Я (0 ,3  <С X <i  1) =  £-<2-cu) — e-(2i> —  е-°-6— е~2 =  
=  0,54881 — 0,13534 «0 ,41.

Ж  0,41.
6-м и с о л .  Эчементнинг тухтовсиз ишлаш эхтимоллиги 

f (t)  =0,02е~°-02' (/ >  0) курсаткичли конун буйича таксимланган. 
Элементнинг тухтовсиз 50 соат ишлаши эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш .  Ишончлилик функцияси R(t )  = e ~ Kt дан фойдалансак,
/?(50) =  ? _0 02'50= £ -1 «0,3679

булади
7 - м и с о л  X  тасодифий микдор эхтимолликлар таксимотининг 

а =  0, а =  2 параметрли нормал конунига буйсунсин X  тасодифий 
микдорнинг ( — 2, 3) ораликка тушиши эхтимоллигини аникланг.

Е ч и ш .  Ушбу

Р  ( а < А ’< Р )  = Ф  ( а^ )

формуладан фойдалансак:

Р ( - 2 < Х < 3 ) = Ф

=  Ф  (1 ,5 )— <1) ( — 1 ) = Ф  (1 ,5 )+ Ф  (1)
<1) (л:) функция жадвалидан:
(D (1,5) =0,43319, Ф ( 1 )  =0,34134.
Демак,

Р ( — 2 < Х < 3 )  =  0,43319 +  0,34134 =  0,77453.
Ж  0,77453
8 м и с о л .  X  тасодифий микдор нормал конун буйича так ­

симланган, а ва а параметрлар мос холда 20 ва 10 га тенг Абсолют 
кииматбуйича четланиш учдан кичик булиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Р (\Х  — а\ < 6 ) =  2Ф^—  ̂ формуладан фойдаланамиз.

Шартга кура 6 =  3, а =  20, а =  10. Демак, Р (\Х  — 201 < 3 ) =  
=  2ф (-^-)= 2Ф (0 .3 ) Жадвалдан Ф (0 ,3 ) =0,1 179 Демак, излана- 

етган эхтимоллик

Р (\Х  — 20| < 3 ) =0,2358.

5- дарсхона топшириги

1. X  тасодифий микдор [0; я] кесмада f(x)  =  A sinx, бу кесмадан 
ташкарида f(x)  = 0  эхтимолликлар зичлигига эга

а) А ни аникланг;
б) таксимот функцияси F (х) ни топинг;
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\ - Т ^ л « = Т л )в) Р I — 4; эхтимолликни топинг;

г) f(x)  ва F (х) функцияларнинг графигини чизинг.
'О, агар д :^ О,

Ж  а) Л = - Ь  б) F(x)  =

г) 72- шакл

2_5 
2

I, агар х > п .

sin2—, агар 0 < * < л ,  в) 3/4.

2 Автобуслар 5 минут оралик билан катнайдилар. Ьекатда 
автобус кутиш вакти X  текис таксимланган деб, куйидагиларни 
топинг:

а) F(x)  таксимот функциясини,
б) эхтимолликлар зичлиги f(x)  ни;
в) кутиш вактининг 2 минутдан ошмаслик эхтимоллигини 

топинг;
г) f(x)  ва F {х) функцияларнинг графикларини чизинг.

! 0, агар О,
0,2л:, агар 0<л:

1, агар х > 5 .
'0, агар 0,

б) / (* )= •  0,2, агар О с л :^  5,
,0, агар х > 5 .

г) 73- шакл.

о,

в) Р ( * <  2) = 0 4 ,

f(x)

0,2 I г
О 5 /

73- шакл

49G



3. X  тасодифии микдор эхтимолликлар таксимотининг пара- 
метрлари а =  20, гт =  5 булган нормал конунига буйсунсин. Сипов 
натижасида .V тасодифий микдорнинг (15; 25) ораликда жойлашган 
киймат кабул килиш эхтимоллигини топинг. Ж :  Р (1 5 < А < 2 5 ) =  
=  0 6826

4 Бирор модда систематик хатоларсиз тортилади Тортишдаги 
тасодифий хатоликлар \рта квадратик четланиши а =  20 г булган 
нормал конунга буйсунади. Тортиш абсолют киймат буйича 10 г дан 
ошмайдиган хатолик билан бажарилиши эхтимоллигини топинг.

Ж : Р{\Х\ < 1 0 ) =  2Ф (0,5) =0,383.
5. Телевизорнинг бузилмай ишлаши эхтимоллиги ушбу курсат­

кичли конун буйича таксимланган:

f(t) — 0,002е-°002' (/ > 0 ) .

Телевизорнинг 1000 соат бузилмай ишлаши эхтимоллигини топинг.
Ж :  R(\000) = е ~ 2ж 0  1359

f ix)  =

5- мустак,ил иш

X  тасодифий микдорнинг эхтимолликлар зичлиги берилган:

'0, агар 0, 
ах, агар 0 < * ^  2,
О, агар х> 2.

а) а ни аникланг;
б) таксимот функцияси F(x)  ни топинг;
в) f(x)  ва F (х) функцияларнинг графикларини чизинг.

'0, агар 0,
0,25лг, агар 0 < * ^  2,

.1, агар х > 2
в) Р ( Х >  1) =075/.
2. X  тасодифий микдор [0, 2] кесмада текис таксимот конунига эга,

а) эхтимолликлар зичлиги f(x)  ва таксимот функцияси F(x)  ни 
топинг; б) 0 < ^ < !0 ,5  ходисанинг эхтимоллигини топинг, в) f(x) ва 
F (jr) фукнцияларнинг графикларини чизинг

0, агар 0,
0,5лг, агар 0 < х ^  2,

.1, агар х> 2.

Ж  а) а =  0,5; б) F (х) =

Ж  a) F(x)  =

'0, агар 0, 
f ( x ) = '  0,5, агар 0 ^  2, 

Д  агар х > 2 .

б) Р (0 < А < 0 ,5 )  =0,25
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3. X тасодифий микдор эхтимолликлар таксимотининг пара- 
метрлари а =  30, о= 1 0  булган нормал конунига буисунади 
X микдор (10; 50) ораликка тегишли киймат кабул килиши 
эхтимоллигини топинг.

Ж :  Р ( 1 0 < Х < 50) =0,9544.
4 Y тасодифий микдор нормал таксимланган Бу микдорнннг 

\рта квадратик четланиши 0,4 га тенг Тасодифии микдорнннг 
абсолют киймати буйича а дан четлашиши 0,3 дан кичик булиши 
эхтимоллигини топинг

Ж  0,5468
5. Элементнинг тухтовсиз ишлаш вакти курсаткичли таксимотга 

эга:
F { t )  =  \— е~ш т  (/ > 0 ) . 

t =  24 соат давомида элементнинг:
а) ишламай колиш эхтимоллигини;
б) ишлаб тури!п эхтимоллигини топинг.
Ж :  Р(24) =0,3812, R { 24) =0,6188.

6-§. Дискрет ва узлукеиз тасодифий 
микдорларнинг математик кутилиши ва дисперсияси

14.6.1. X  дискрет тасодифий микдорнннг математик кутилиши 
М (Х )  деб унинг мумкин булган барча кийматларини уларнинг 
эхтимолликларига купайтмалари йигиндисига тенг сонга айтилади.

П
М {Х )  =Х\р\ -\-Х2р2 +  ...+Х„рп=  X  Xkpk.

k = \

Pi -\~P2~\- Рп=  I.

Агар ихтиёрий х ва у сонлар хамда X  ва Y тасодифий микдорлар 
учун

Р ( Х с х ,  Y c y ) = P ( X c x ) - P ( Y < y )

тенглик уринли булса, X  ва Y тасодифий микдорлар богликмас 
тасодифий микдорлар дейилади.

Математик кутилишнинг хоссаларини келтирамиз:
1. Узгармас микдорнннг математик кутилиши узгармаснинг 

узига тенг:

М (С )  =С.

2. Тасодифии микдорлар йигиндисининг математик кутилиши 
кушилувчилар математик кутилишларининг йигиндисига тенг:

M ( X + Y ) = M ( X ) + M ( Y )

498



3. Богликмас тасодифий микдорлар купайтмасининг математик 
кутилиши купайтувчилар математик кутилишларининг купайтмаси- 
га тенг:

A 1 (X Y ) = M ( X ) - M (Y )

4 Узгармас купайтувчи математик кутилиш белгиси олдига 
чикарилади:

М (С Х )  = С М { Х ).

С — узгармас сон.
14.6.2. X  тасодифий микдорнинг дисперсияси деб тасодифий 

микдорнинг узининг математик кутилишидан четланиши квадрати- 
нинг математик кутилишига айтилади.

Агар [X — М  (X)]  тасодифий микдорнинг четланиши булса, 
у холда

D(X )  = М [Х  — М {Х )\2.

Амалда бошка формуладан фойдаланиш кулай:

D(X )  = М ( Х 2) — [M (JQ ]2.

Дисперсиянинг хоссаларини келтирамиз:
1. Узгармаснинг дисперсияси нолга тенг:

D ( C ) = 0.

2. Узгармас купайтувчини квадратга ошириб, дисперсия белги- 
сидан ташкарига чикариш мумкин:

D ( C X ) = С  D (X ) ,  С — узгармас сон.
3. Богликмас тасодифии микдорлар йигиндиси (аиирмаси) нинг 

дисперсияси кушилувчилар дисперсияларининг йигиндисига тенг:

D ( X ± Y )  = D ( X )  + D { Y )

14.6.3. I. Дискрет тасодифий микдорнинг биномиал таксимоти 
учун

М (X )  =п-р, D(X )=n-p-q.

2. Пуассон таксимоти учун:

М ( Х ) = К  D (X ) = k .

14.6.4. Узлуксиз тасодифии микдор мумкин булган кийматлари­
ни бутун сон \кида кабул килсин, / (лг) унинг зичлик функцияси 
булсин.
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Агар  ̂ \x\f(x)dx интеграл мавжуд булса,  ̂ xf (x)dx  инте-
—  оо —  оо

грал X  узлукеиз тасодифий микдорнннг математик кутилиши 
дейилади, яъни

ос

М  (А') =   ̂ х f(x)dx .
—  оо

Агар мумкин булган барча кийматлар (а, Ь) ораликка тегишли 
булса, у холда

ь
М  (X ) =  / ( x )dx .

и

И з о х. Математик кутилишнинг дискрет тасодифий микдорлар 
учун хоесалари узлукеиз тасодифий микдорлар учун хам уринли.

14.6.5. X узлукеиз тасодифий микдорнннг мумкин булган 
кийматлари Ох укида ётса, унинг дисперсияси куйидаги тенглик 
оркали аникланади:

оо

D ( X ) =   ̂ [х — M ( X ) ] 2f(x)dx
—  оо

ёки
оо

D ( X ) =  J  x2f { x ) d x - [ M { X ) f .
—  оо

Агар X узлукеиз тасодифий микдорнннг мумкин булган барча 
кийматлари (а, Ь) ораликка тегишли булса, у холда

ь
D ( X ) =  x — M ( X ) ] 2f(x)dx

а

ёки
ь

D (X )  =  ^x2f(x)dx — [ M { X ) f .
а

И з  ох: Дисперсиянинг дискрет тасодифий микдорлар учун 
хоесалари узлукеиз тасодифий микдорлар учун хам уринли.

14.6.6. Тасодифий микдорнннг урта квадратик четланиили деб 
дисперсиядан олинган квадрат илдизга айтилади:

о(Х )  =  ^ Ъ ( Х )
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14.6.7. Математик кутилиш ва дисперсия:
1) текис таксимланган узлуксиз тасодифий микдор учун:

М (X )= S ± t ,  D (X )
2) курсаткичли таксимот учун:

М ( Л ) = | ,  D ( X ) = ± - .к А
3) нормал таксимот учун

М { Х ) = а , D(X )  =  гг2.
l -ми  с ол .  ^  тасодифий микдор ушбу таксимот конуни билан 

берилган:

X 0 1 2 3 4

р 0,2 0.4 0,3 0,08 0,02

M (,Y ), D (X ) ,  а(А ') ларни топинг.
Е ч и ш .  Тасодифий микдор дискрет булгани учун 14.6.1 ва

14.6.2 даги формулаларга кура:

М {Х )  =0-0,2+1 -0,4 +  2-0,3 +  3-0,08 +  4-0,02=  1,32.

X2 0 1 4 9 16

Я 0,2 0,4 0,3 0,08 0,02

М { Х 2) =0-0,2+ 1 -0,4 +  4-0,3 +  9-0,08+16-0,02 =  2,64.

D{X )  = М ( Х 2) — [М (^ ) ]2 =  2,64— (1,32)2 =  2,64 — 1,7424=1,8976; 

а ( Х ) =  л ]Щ Х )  «1 ,3775.

Шундай килиб, М (Х )  =  1,32; D {X)  =  1,8976; а ( Х ) «  1,3775.

2-м и с о л .  Иккита богликмас синовда А ходисанинг руи 
беришлар сонидан иборат X  дискрет тасодифий микдорнинг 
дисперсиясини топинг, бунда ходисанинг бу синовларда руй бериш 
эхтимолликлари тенг ва М (А Г)= 0 ,9  экани маълум.

Е ч и ш .  X  дискрет тасодифий микдор биномиал конун буйича 
таксимланган, шунинг учун М (Х )= п - р .  Шартга кура М (А ')= 0 ,9 , 
п =  2. Демак, 2р — 0,9, р — 0,45, <7=  1 — 0,45 =  0,55.
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D(X )  =  npq =  2 ■ 0,45 - 0,55 =  0,495.
Ш\ндай килиб, D {X )  =0,495.
3- м и с о л X  узлукеиз тасодифий микдорнинг зичлик функцияси 

берилган:

/ (* ) =

0, агар и

3sin3;c, агар —о 3

0, агар

М ( Х ) ,  D (X ) ,X тасодифий микдорнинг сонли характеристикалари 
о(Х )  ларни топинг.

Е ч и ш .
 ̂ л/З

М (X) =  ^х f(x)dx =   ̂ x*3sin3xcfx =
и л/6

л/З /  л/З \

=  3  ̂ x-sm3xdx =  3 ( — ^xcos3x | * -|—j   ̂ cos3xdx J  =
л/6 \  л/6 /

( u — x du =  dx

[du =  sm3xdx v =  — jCos3x

= 3- ( - i ) ( lcos:,- f cosf)+3l s,n3x lt =
= - ( - i - 0)+ T ( sinit- sinf ) = | - | = J ¥ i « a7133'

л/З

D (x ) =  — [M (A r) ]2 =  3  ̂ x2sin3j:cfx— ^л~  1 J  .

Кейинги интегрални хисоблаб оламиз:

п/З
3 \ x2sin3xdx =

л/6

U — X du =  2xdx
idv =  s\n3xdx v = — ^cos3x

л/З[ л/З -1

— c2*-^cos3x - f y   ̂ x cos3xdx 1 =  — x2cos3jt | ^  +
л/Г» J

+  2 $ * c o s 3 x r f * = - ( - ^ c o s j i — ^ c o s | ) + 2 (-ixsm 3x | ^ -
л/fi

--- t sm3xcfjc )  =  ( U
3 A  J  [ d v = i

du — dx

■ o.os3xdx j u =  —sin3x
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л , 2 / л .  л . л \ 2 /  I ~ о I \= --- {——(—sinjx— — sin—- )— -( — -cos3x ) =9 3 \3 6 2 /  3 V 3 I Л/6 /
л2 л . 2 / я  \ л2 л , 2 , , v л2 — л

=  - Г - ' 9 + 9'(С05Л- С05у ) = ^ — 9 + ¥ ( - | ) :----- <T

D (X)  —  ( i y J-)2=-

л — 2

л  ̂— л — 2 / л  — 1 \2 nz — л — 2 лг — 2л +  1
"9 9

л2 — л — 2 — л2 -J- 2 л — 1 л — 3 0,0155 .

о(Х )  =  д/D(X) =  д/0,0155 «0,1245 .

4-м и с о л .  Текис таксимланган X  тасодифий микдор зичлик 
функцияси билан берилган:

/ (* ) =

О, агар х ^ .а  — /,

агар а — / < х ^ а  +  /, 

.0, агар х>а-\-1.

М (Х )  ва D (X )  ни топинг.
Е ч и ш .  14.6.8 даги формулалардан фойдаланамиз:

a -j- b . . ,  q — / —1— о —)— / 2а M { X ) = — t~,  демак, М ( Х ) = ---- ±— t - = — = a ’

D (X )  =  — . демак,

D (X )  =  i a+ l~ a + 1̂  _  <2/>2 _  4/2___/2
12 12 12

|2
Шундай килиб, М ( Х ) = а \  D(X)=-^—.

и

5- м и с о л. X  тасодифий микдор нормал таксимланган булиб, 
математик кутилиши а= 1 0  га тенг. X  тасодифий микдорнинг 
(10; 20) ораликка тушиш эхтимоллиги 0,3 га тенг булса, унинг 
(0; 10) ораликка тушиш эхтимшлигини топинг.

Е ч и ш .  Нормал эгри чизик (Гаусс эгри чизиги) х =  а =  10 тугри 
чизикка нисбатан симметрик булгани учун юкоридан нормал эгри 
чизик билан, пастдан эса (0; 10) хамда (10; 20) ораликлар билан 
чегараланган юзлар бир-бирига тенг. Бу юзлар сон жихатдан 
X  тасодифий микдорнинг тегишли ораликларга тушиш эхти- 
молликларига тенг. Шунинг учун.

Р (о < л :< Ю )  = Р (ю < л :< 2 0 )  = о ,з.
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6- м и с о л .  Зичлик ф\нкцияси f(x) =  10е~,Ох (х^ О )  билан бе­
рилган курсаткичлн таксимотнинг математик кутилиши, дисперсия- 
си, у рта квадратик четланишини топинг.

Г  ч и ш. } .=  10.

/М(Л') =-i-=-j^-= °,l .

/)(x » = i = i k = ° ' 0L
a ( X ) = ^ D { X )  = Y = 0 . l  .

7-м и с о л .  Таксимот функцияси /г(х) =  1— г - (х > 0 ) билан 
берилган курсаткичли таксимотнинг М (Х ) ,  D (X ) ,  a ( Y )  ларини 
топинг.

Е ч и ш .  /. =  0,1, М (.V) =  -^-=-1-=10,/. 0.1

D ( X ) = A t= —г, =100, а ( Х ) = 4 - = Ю .'  ’  >2 ОДП V А

6- дарсхона топшириги

1. X  тасодифий микдор — уйин соккасини бир марта ташланган­
да тушадиган очколар сони. \1{Х), D (X ) ,  о(А^) ларни топинг.

Ж : М (X) =  3,5; D ( X ) =  2,92; ст(ЛГ) =  1,71 .
2. Нишонга карата х,ар бир отишда тегиш эхтимоллиги 

/? =  0,8 булган 4 та у к узилади (богликмас холда). Нишонга 
тегишлар сонидан иборат булган X  дискрет тасодифий микдорнинг 
сонли характеристикалари М {Х ) ,  D {X ) ,  о (Х )  ларни топинг.

Ж . УЦХ) =3.2; D (X )  =  0,64; а ( А )  =0,8.
3. А узлукеиз тасодифии микдор зичлик функцияси f(x) билан 

берилган:
‘ 0, агар л <  —

fix) =

л
~2’

0,5cosx, агар 

0, агар

J t  J t

Т < Х < ?

\t (X ) ,  D {X ) ,  о (Х )  ларни топинг.
Ж : М { Х ) =  0; D (X )  ^0,4649; а ( А )  ^0,68.
4. X узлукеиз тасодифий микдор зичлик функцияси f (x ) билан 

берилган:
'0, агар 2, 

f(x) =<0,5, агар 2 < х ^  4,
0, агар х> 4  

И ( V ), D (X ) ,  п {Х )  ларни топинг.
Ж :  И ( V) = 3 ; D ( X ) = ^ \  о (X) =0,58
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5. X узлуксиз тасодифии микдор зичлик функцияси f(x) билан 
берилган:

/ (* ) =
ГО, ап  
[5с-5х,

гар х<;0, 
агар х^О.

M (.Y ), D ( X ), гт(АГ) ларни тонинг.
Ж :  М (Х )  =0,2; D (Л ) =0,04; а (X)  =0,2.
6. Агар М (Л Г)= 3 , D ( X )  =  16 эканлиги маълум булса, нормал 

таксимланган X тасодифий микдорнинг зичлик функцнясини 
топинг.

6- мустак,ил иш

1. Кутида 7 та шар булиб, уларнинг турттаси ок, колгаплари 
кора. Кутидан таваккалига 3 та шар олинади. X  — олинган 
ок шарлар сони. М (Х ) ,  D (X ) ,  о {Х )  ни топинг.

Ж : М (Х )  =  l y ;  D(X )  «0 ,4 9  ; а ( Х ) « 0,7.

2. Иккита уйин соккаси бараварига 2 марта ташланади. X  — 
иккала уйин соккасидаги тушган жуфт очколар сони. М (А '), D ( X), 
п(Х)  ларни топинг.

Ж :  М (Х )  =0,5; D {X )  =  -§-= 0,375; п (А ) «0 ,612 .
О

3. X  узлуксиз тасодифий микдор зичлик функцияси билан 
берилган

0, агар А '^  0,
Д а ) =  • 2 а , агар 0<Са < ; I ,

0, а га р а  >  1.

М ( Х ) У D (X ) ,  о {Х )  ларни топинг.

Ж :  М (*)=-§-; D ( Х ) = ± ;  о(.V) =0,236 .

4 (2; 8) ораликда текис таксимланган .V тасодифий микдорнинг 
М {Х ) ,  D (X ) ,  о (Х )  ларини топинг.

Ж :  М ( Х ) =  5; D ( X ) =  3; а (Х )= л !з .
5. А узлуксиз тасодифий микдор зичлик функцияси

10, агар а < 0 ,
) П П / ( Л - Ч №  о  г-.(0,04б> °-04х, агар а ^ 0

билан берилган. М ( Х ), D {X ) ,  o(.Y) ларни топинг. 
Ж :  М (Х )  =25; £>(,V) =625; а (А ')= 2 5 .



6 Нормал таксимланган X тасодифий микдор зичлик фу нкцияси

1м = т к е

билан берилган. М {Х ) ,  D { X ) ларни топинг.
Ж  M ( X ) = l ,  D (X )  =  25

И- назорат иши

1 1 Цехда 7 эркак ва 6 аёл ишлайди. Таваккалига 8 киши 
ажратилганда, улар орасида уч аёл булиши эхтимоллигини топинг

1 2 Яшикдаги деталларининг 20%  и яроксиз Олинган 3 та 
деталнинг купи билан биттаеи яроксиз булиб чикиши эхтимоллиги- 
ни топинг.

1 3 Биринчи кутида 12 та шар булиб, уларнинг 8 таси ок, 
иккинчи кутида 15 та шар булиб, уларнинг 4 таси ок. Биринчи 
кутидан иккинчисига 2 та шар солинади. Иккинчи кутидан 
таваккалига олинган шар кора булиши эхтимоллигини топинг.

1.4. р(А)  =0,6 булсин. А ходисанинг 2400 богликсиз синовда роса 
1400 марта руй бериши эхтимоллигини топинг.

1 5 Партияда 12% ностандарт деталлар бор Таваккалига 5 та 
деталь олинади. Олинган деталлар ичида ностандарт деталлар 
сони— X  дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конунини ва 
М (Х ) ,  D (X ) ,  P ( l  < .X^L2 ), F(x)  ларни топинг.

2.1. Кутида номерланган олтита куб бор. Таваккалига биттадан 
хамма кублар олинганда хосил булган соннинг бешга булиниши 
эхтимоллигини топинг.

2 2 Буюмнинг стандарт булиши эхтимоли 0,8 га тенг. Туртта 
буюмнинг хеч булмаганда биттаеи стандарт булиши эхтимоллигини 
топинг.

2.3. Учта кутининг хар бирида 6 та кора ва 4 та ок шар бор. 
Биринчи кутидан таваккалига битта шар олиб иккинчисига 
солинади, шундан сунг иккинчи кутидан таваккалига битта шар 
олиниб, учинчи кутига солинади. Учинчи кутидан таваккалига 
олинган шарнинг ок булиши эхтимоллигини топинг

2.4 Янги тугилган 70 чакалокнинг камида 40 ва купи билан 
Ь5 нафари утил бола булиши эхтимоллигими топимг.

2.5. Бир-бирига боглик булмаган холда ишлайдиган 4 та 
асбобдан иборат курилма текширилади. Агар асбобларнинг 
бузилиб колиш эхтимолликлари р\— 0,3, р2 =  0,4, /?з =  0,5 ва 
рА =  0,6 булса, бузилиб колган асбоблар сонидан иборат X  дискрет 
тасодифий микдорнинг таксимот конуни F(x)  ни ва Р ( 2 < А '< 4 ) ,  
Vf(.Y), D ( X ), о(Х )  ларни топинг.

3 1 52 та картадан иборат тулик дастадан таваккалига 4 та 
карта олинганда роса 2 таси гиштин булиши эхтимоллигини топинг
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3.2. Курилма бир-бирига богликсиз ишлайдиган учта ^ле- 
ментдан иборат. Уларнинг бузилиб коли[ни эхтимоллари 0 05; 0,08; 
0,07 га тенг. Иккита элемент бузилиб колиши эхтимоллигини топинг.

3.3. 10 та милтикнинг 4 таси оптик нишонга ш иш  мосламасига 
эга Бундай мосламали милтикдан нишонга уриш эхтимоллиги
0 9 га, усиз 0,7 га тенг. Таваккалига олинган милтикдан 2 та ук 
узилган. Агар мерган иккала холда хам нишонга уролмаган булса, 
оптик мосламали милтик танланмаганлиги эхтимоллигини топинг.

3.4. Уйин соккасини 50 марта та'нланганда «олтилик» камида
10, купи билан 25 марта тушиши эхтимоллигини топинг.

3.5 Тукувчи 1000 та урчукка хизмат курсатади. Бир минут ичида 
битта урчукда ип узилиш эхтимоллиги 0,004 га тенг Ипи узилган 
урчуклар сонидан иборат X  дискрет тасодифий микдорнинг 
таксимот конунини ва М {Х ) ,  D (X ) ,  Р (  1 0 0 < Х < 2 0 0 ), F (х) ларни 
топинг.

4.1. 20 та команда иккита гурухга булинади. Иккита энг кучли 
команда бошка-бошка гурухларга тушиши эхтимшлигини топинг.

4.2. Турт мерган нишонга карата ук узишади. Нишонга тегиш 
эхтимшликлари мос хшда 0 4, 0,5; 0,6; 0,7 га тенг: а) учта мерган 
нишонга ургани; б) нишон мулжалга шингани эхтимшлигини 
топинг.

4.3. Биринчи кутида 12 та шар булиб, уларнинг 7 таси ок, 
иккинчи кутида 15 та шар булиб, уларнинг 5 таси ок Хар кайси 
кутидан биттадан шар шинди, сунгра бу икки шардан таваккалига 
биттаси шинди Агар танланган шар кора булса, олинган иккала 
шарнинг кора булиши эхтимшлигини топинг

4 4. Партияда 30%  яроксиз деталлар бор 50 та деталнинг 
ичидан 10 тадан купи яроксиз булиб чикиши эхтимшлигини топинг.

4.5. Иккита тупдан навбатма-навбат нишонга карата туплардан 
бири нишонни мулжалга олгунча ук узилади Нишонга тегиш эхти­
мшликлари туплар учун мос хшда 0,7 ва 0,3 Биринчи туп узган 
уклар сонидан иборат дискрет тасодифии микдорнинг таксимот 
конунини ва F (x ) ,  М (Х ) ,  D {X ) ,  ©(А-), Р ( 2 ^ А '^ 5 )  ларини топинг.

5.1. Узунликлари 1, 3, 5, 7 ва 9 см булган бешта кесма мавжуд. 
Таваккалига шинган учта кесмадан учбурчак тузиш мумкинлиги 
эхтимшлигини топинг.

5.2. Учта мерган нишонга карата ук узишди Нишоннинг 
биринчи мерган томонидан «яксон» килиниш эхтимоллиги 0,8 га, 
иккинчи ва учинчи мерганлар учун мос холда 0,7 ва 0,9 га тенг. 
Иккитадан куп булмаган мерган нишонни «яксон» килиши 
эхтимшлигини топинг.

5.3. Ичида 10 та шар булган кутига ок шар сшинди, шундан сунг 
таваккалига 2 та шар шинди. Иккала шар ок булиши эхтимшлиги­
ни топинг.

5 4. р(А)  = 0  8 булсин А ходиса 21 та синовнинг купчилигида руй 
бериши эхтимшлигини топинг.

5.5. Курилма 1000 та элементдан иборат булиб, исталган
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элементнинг Т вакт давоми ia ишдан чикиш эхтимоллиги 0,002 га 
тенг. Ишдан чиккан элементлар сони булган X дискрет тасодифий 
микдорнинг таксимот конунини, F ix) ,  М ( Х )  D {X ) ,  ©(А"), 
Р ( Х >  \00) ларни топинг.

b 1 52 талик карталар дастасидан таваккалига 3 та карта 
олинади. Булар «уч», «еттилик», «туз» булиши эхтимоллигини 
топинг.

6 2 Таваккалига олинган буюмнинг юкори навли б\тиш 
эхтимоллиги 0,7 га тенг. Олинган туртта буюмнинг факат иккитаси 
юкори навли булиши эхтимоллигини топинг.

6.3. Лабораторняда 6 та автомат ва 4 та ярим автомат бор. Б у ­
зилиб колиш (ишдан чикиш) эхтимоллиги автомат учун 0,1 га, ярим 
автомат учун эса 0,2 га тенг. Таваккалига олинган машина автомат 
булса. унинг ишдан чикиши эхтимоллигини топинг.

6.4. р(А)  =0,7 булсин. А ходиса 50 та синовда 10 дан 25 мартага- 
ча руй бериши эхтимоллигини топинг.

6.5. Овчининг 3 та уки бор. У нишонга карата биринчи ук 
теккунча отади Агар хар кайси ук узишда хато кетиш эхтимоллиги 
0.2 га тенг булса, сарф килинган уклар сонидан иборат X  тискрет 
тасодифии микдорнинг таксимот конунини, F (х ), М (Х )  D (X ) ,  о ( Х ) ,  
Р ( Х >  2) ларни топинг.

7 1. Кутида 12 шар булиб уларнинг 5 таси ок ва 7 таси кора 
Таваккалига 3 та шар олинади. Олинган шарларнинг 2 таси кора ва
I таси ок булиши эхтимоллиги кандай?

7 2 4 та богликмас ходисанинг хар бири мос холда 0,012; 0,01; 
0,006 ва 0,002 эхтимолликлар билан руй бериши мумкин. Хеч 
булмаганда битта ходисанинг руй бериши эхтимоллигини топинг.

7.3. Лампочкалар партиясида 100 та лампочкага 0 дан 5 тагача 
яроксизлари тугри келиши мумкин. 100 та лампочкадан таваккали­
га 10 таси олинди. Олинган барча 10 та лампочка ярокли эканлиги 
маълум булса, партиядаги хамма лампочкалар ярокли булиши 
эхтимоллигини аникланг.

7 4 Тенг кучли шахматчилар учун
а) 70 та уйиндан 60 таси ни ютиш;
б) камида 40 та уйинни ютиш эхтимоллиги кандай?

7.5. Автомобилнинг бутун йули давомида туртта светофор бор. 
Уларнинг хар бири 0,5 эхтимоллик билан ё йулни очади, ё харакатни 
такиклайди. Автомобилнинг биринчи тухташигача утган евето- 
форлар сонидан иборат булган X  дискрет тасодифий микдорнинг 
таксимот конунини ва F (х) , М (Л '), D {X ) ,  а (Аг) ларни топинг.

8.1. Яшикда 90 та сифатли ва 10 та яроксиз буюм бор. 
Таваккалига олинган 5 та буюмнинг 2 тадан куп булмагани яроксиз 
эканлиги эхтимоллигини топинг

8 2. Курилма учта элементдан иборат. Биринчи, иккинчи, учинчи 
элементларнинг тухтовсиз ишлаш эчтимолликлари мос чолда 0,6; 
0,7; 0,8 га тенг. Х.еч булмаганда битта элемент ишдан чикиши 
эчтимоллигини топинг.

8 3 3 та кутининг хар бирида 7 та кора ва 3 та ок шар бор. \ар
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кайси кутидан таваккалига битта дан шар олинади, сунгра бу учта 
шардан бири олинади. Б\ шар кора рангда булиши эхтимоллигини 
топинг

8 4 Уйин соккаси 60 марта ташланганда «учлик» 15 дан кам 
марта тушиши эчтимоллигини топинг

8.5. Курилма деталларни штамповка килади. Деталь яроксиз 
булиб чикиши эхтимоллиги 0,01 га тенг. 10 та деталь ичида 
яроксизларининг сонидан иборат X  дискрет тасодифий микдорнинг 
таксимот конунини ва F (x) ,  М (Х ) ,  D ( X ), a(.V ), P (5 < iX ^ .  8) ларни 
топи нг.

9.1. Таваккалига олинган икки хонали соннинг ракамлари 
йигиндиси 9 га тенг булиши эхтимоллигини топинг.

9.2. Биринчи тадкикотчининг хатога йул куйиши эхтимоллиги 
0,1 га, иккинчи ва учинчи тадкикотчилар учун эса 0,2 ва 0,3 га тенг.

а) хеч булмаганда битта тадкикотчининг;
б) иккита тадкикотчининг хатога йул куйиши эхтимоллигини 

топинг.
9.3. Бешта кути бор: 1-, 2- ва 3- кутиларда 2 тадан ок ва 3 тадан 

кора шар бор, 4- ва 5- кути ларда 1 тадан ок ва 1 тадан кора шар бор. 
Дуч келган битта кутидан таваккалига битта шар олинади Агар 
олинган шар кора булса, туртинчи кути танланганлиги эхтимшли­
гини топинг

9.4 Маълумотни узатишда битта белгининг бузилиш эхтимши 
0,1 га тенг. 10 та белгидан иборат .маълум от да 3 та бузилнш борлиги 
эхтимоллиги кандай?

9.5. Орасида 4 та яроксизи булган 10 та деталдан иборат 
партиядан таваккалига 4 та деталь олинади. Олинган деталлар 
ичидаги яроксизлари сонидан иборат дискрет тасодифий мик­
дорнинг таксимот конунини ва F(x ) ,  М (Х ) ,  <т(Лг), Р ( Х >  2) ларни 
топинг.

10.1. 8 та бир хил карточкага 2, 4, 6, 7, 8 11, 12, 13 сонлар ёзилган. 
Таваккалига иккита карточка олинади. Олинган иккита карточка- 
даги сонлардан тузилган каср кискарувчи булиши эчтиматлигини 
топинг.

10.2. Электр занжиридаги узилиш R  элементнинг ёки иккита г\ 
ва г2 элементларнинг ишдан чикиши туфайли руй бериши мумкин. 
(Б у  элементларнинг ишдан чикиши эхтимолликлари 0,3; 0,2 ва 0,1 га 
тенг. )

а) занжирнинг узилиш эхтимоллигини топинг;
б) элементлардан бирининг ишдан чикиши эхтимшлигини 

топиш .
10 3 Йигувчи 3 яшик деталь шди: биринчи яшикда 40 та деталь 

булиб, 5 таси буялган; иккинчисида 50 та деталь булиб, 10 таси 
буялган; учинчисида 30 та деталь булиб, 20 таси буялган 
Таваккалига танланган яшикдан таваккалига олинган деталь 
буялган булиши эхтимшлигини топинг.

10.4. Янги тугилган 50 чакалок ичида угил болалар ка ми билан 
25 ва купи билан 35 тани ташкил этиши эхтимоллиги кандай-*
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10.5. Дарслик 100000 нусхада чоп этилган Дарслик нотурри 
муковаланган булиши эхти моллигини 0.0001 га тенг Хамма 
китоблар орасидаги яроксизлари сонидан иборат X  дискрет 
тасодифий микдорнинг таксимот конунини ва F (x ) , М  ( Х ) , D (X ) , а (Х ') , 
Р {  100<ZX<Z 1000) ларни топинг.

11 1 Уйин соккаси ташланади. Туб сон ту шиши эхтимоли 
кандай?

11.2. Яшикда 100 деталь булиб, уларнинг 10 таси яроксиз. 
Таваккалига 4 та деталь олинган. Олинган деталлар ичида:

а) иккитаси яроксиз;
б) хеч булмаганда биттаеи яроксиз булиши эхтимоллигини 

топинг.
11.3. Деталлар биринчи партиясининг 2/3 кисми яроксиз, 

иккинчи ва учинчи партияда барча деталлар ярокли. Таваккалига 
битта деталь олинади. Олинган деталнинг яроксиз булиши 
эхтимоллигини топинг

11.4. Алока каналлари оркали 1000 та белги юборилади. Битта 
белгининг бузилиш эхтимоллиги 0,005 га тенг. Роса 50 та белгининг 
бузилиши эхтимоллигини топинг

11.5. 3 та асбоб текширилади. Хар кайси асбоб ундан олдинги 
асбоб ярокли (ишончли) булиб чиккандагина текширилади. Хар 
бир асбоб учун синовга бардош бериш эхтимоллиги 0,9 га тенг. 
Асбобларни си наш сонидан иборат булган X  дискрет тасодифий 
микдорининг таксимот конунини ва F (х ), М (Х ) ,  D (X ) ,  Р ( Х >  1) 
ларни топинг.

12.1 Таваккалига танланган икки хонали бутун сонни квадратга 
оширганда турт билан туговчи сон хосил булиши эхтимоллигини 
аникланг. ,

12.2. Мерган марказий дойра ва иккита концентрик халкадан 
иборат нишонга карата битта ук узади. Дойра ва халкаларга ук  
тегиши эхтимоллиги мос равишда 0,2, 0,5; 0,1 га тенг Укнинг 
халкага тегиши эхтимоллигини топинг.

12.3. Бензин куйиш станцияси жойлашган шоссе буйлаб 
утаётган юк машиналари сонининг енгил машиналар сонига 
нисбати 3 2 каби Ю к машинасинниг бензин олиш учун станцияга 
кириш эхтимоллиги 0,1 га, енгил машина учун 0,2 га тенг. Бензин 
олиш учун кириб келган маш ина— юк машинаси булиши эхти­
моллигини топинг.

12.4. Танга ташланади. Танга 11 марта ташланганда гербли 
томон 3 марта тушиши эхтимоллигини топинг.

12.5. Сокка 3 марта ташланади. «Олтилик» тушишлари сонидан 
иборат булган X дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конунини 
ва F (х), D (X ) ,  о (Х ) ,  Р(Х< С2) ларни топинг.

13.1. Битта токчадаги 10 та китоб таваккалига куздан кечирил- 
япти. Учта маълум китобнинг ёнма-ён турганлиги эхтимоллигини 
топинг.

13.2. Мерганнинг битта ук узишда нишонга текказиш эхтимоли

510



0,8 га тенг. Бешта ук узишда нишонга камида турт марта тегиш 
эхтимшлигини топинг.

13 3 Иккита автомат деталлар тайёрлайди Биоинчи авто- 
матнинг нестандарт деталь тайёрлаш эхтимшлиги 0,07 га, 
иккинчисиники эса 0,09 га тенг. Иккинчи автоматнинг ишлаб 
чикариш унумдорлиги биринчи автоматнинг унумдорлигидан уч 
марта юкори Таваккалига олинган деталниниг стандарт булиши 
эхтимшлигини топинг.

13 4. Тангани 80 марта ташланганда 50 марта «герб» тушиши 
эхтимоллигини топинг.

13 5 Курилма учта элементдан тузил^ан. Битта синовда хар 
кайси элементнинг ишдан чикиш эхтимшлиги 0,4 га тенг. Ишдан 
чиккан элементлар сонидан иборат булган X  дискрет тасодифий 
микдорнинг таксимот конунини ва F (х) , М (Х ) ,  D (X ) ,  а ( Х )  ва 
Р (А '> 1 ) ларни топинг.

14.1. Унта бир хил карточкага нолдан туккизгача турли сонлар 
ёзилган Бу карточкалар ёрдамида таваккалига тузилган уч хонали 
соннинг 36 га булиниши эхтимшлигини топинг.

14 2 Унта кулёзма 30 та папкага жойлашган (битта кулезмага
3 та папка) Таваккалига олинган 6 та папкада бирорта хам кулёз­
ма бутунича жойлашмаслик эхтимшлигини топинг.

14 3 Автобус паркидан 1- номердаги 6 та автобус, 2- номердаги
4 та автобус ва 3- номердаги 5 та автобус ихтиёрий тартибда чикиб 
кетди Иккинчи булиб чиккан автобуснинг 2 номерли булиши 
эхтимшлигини топинг.

14 4 Оилада 5 та фарзанд бор. Уларнинг 3 тадан куп булмагани 
утил болалар экани эхтимшлигини топинг

14.5. Ишчи 3 та станокка хизмат курсатади. Бир соат ичида 
станокнинг ишчига «эхтиёжи булмаслик» эхтимшлиги I станок учун
0 9 га, I I  станок учун 0,8 га, I I I  станок учун 0,7 га тенг. Бир соат 
ичида ишчининг аралашуви талаб этилмайдиган станоклар сонидан 
иборат булган X  дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конунини, 
F(x) ,  М (Х ) ,  D (X ) ,  ва а(А ') ларни топинг.

15 1 «36 дан 5» спортлото уйинида мукофот ш иш  эхтимшлиги 
кандай^ (Мукофот шиши учун камида 3 та ракам тугри топилиши 
керак.)

15 2 Йигувчига керак булган деталь биринчи, иккинчи ва 
учинчи яшикларда булиши эхтимшлиги мос холда 0,6; 0 7, 0,8 га 
тенг. Зарур деталнинг камида иккита яшикда булиши эхтимшлиги­
ни топинг.

15 3 Яшикда 1-заводда тайёрланган 10 та деталь,2-заводда 
тайёрланган 5 та деталь ва 3- заводда тайёрланган 15 та деталь бор 
Йигувчи деталларни битталаб шади Иккинчи шишида 2 заводда 
тайёрланган деталь чикиши эхтимшлигини топинг.

15 4 р(А)  =0,25 булсин. А нинг ходиса 243 та синовда 70 марта 
руй бериши эхтимшлигини топинг.

15.5. Икки тупдан нишонга карата галма-гал туплардан бири 
нишонга текказгунча ук узилади Хар кайси тупнинг нишонга
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текказиш эхтимоллиги мос равишда 0,3 ва 0,7 га тенг. Иккинчи тун 
сарф килган уклар сонидан иборат булган X  дискрет тасодифий 
микдорнинг таксимот конунини ва F (x ) ,  М (Х ) ,  D ( X ), а(А^,  
Р ( Х > 1 0 )  ларни топинг.

16.1. Туккиз йуловчи трамвайнинг 3 та вагонига чикиб жой- 
лашдилар. \ар  бир йуловчи вагонни таваккалига танлайди Бир 
вагонга турт йуловчи, бошкасига уч, учинчи вагонга эса икки йулов­
чи чикканлиги эхтимоллиги кандай?

16.2. Икки тупдан баравирига отилганда нишонга тегиш 
эхтимоллиги 0,46 га тенг. Агар иккинчи тупнинг нишонга текказиш 
эхтимоллиги 0,7 га тенг булса, биринчи туп учун бу эхтимоллик 
кандай булади? Тупларнинг чеч булмаганда бири нишонга 
текказиши эхтимоллигини топинг.

16.3. Иккита кутининг хар бирида 7 та кора, 3 та ок шар бор. 
Иккинчи кутидан таваккалига иккита шар олинди ва биринчи 
кутига солинди. Биринчи кутидан олинган шар ок булиши 
эхтимоллигини топинг.

16.4. Уйин соккасини 90 марта ташлашда 3 га каррали 
соннинг камида 100, купи билан 170 марта чикиши эхтимоллигини 
топинг.

16.5. Иккита мерган галма-галдан нишонга карата ук узишади. 
Битта ук узишда хато кетиш эхтимоллиги биринчи мерган учун 
0,2 га, иккинчиси учун 0,4 га тенг. Агар турттадан ортик ук 
узилмаган булса, нишонга теккунча отилган уклар сонидан иборат 
булган X  дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конунини ва 
F  (х) , М (X ) , D ( Х) ,  о (Х) ,  Р  ( Х > 2 )  ларни топинг.

17.1. Курилма 3 таси эскириб колган 5 та элементдан иборат. 
Курилмани тасодифан ишга туширилганда 2 та элемент ишлайди. 
Курилманинг ишга тушмай колиши эхтимоллигини топинг.

17.2. Ходисанинг хар бир синовда руй бериш эхтимоллиги 0,2 га 
тенг. Синовлар бирин-кетин, ходиса руй бергунча утказилади. 
Иккитадан куп булмаган синов утказилиш эхтимоллигини топинг.

17.3. 12 та милтикнинг 5 таси оптик нишонга олиш мостамасига 
эга. Бундай мосламали милтикдан нишонга текказиш эхтимоллиги 
0,9 га, мосламасиз милтикдан эса 0,75 га тенг. Мерган таваккалига 
олган милтикдан иккита ук узди. У иккала холда хам нишонга 
текказганлигининг эхтимоллигини топинг.

17.4. Битта ук узишда нишонга текказиш эхтимоллиги 0,8 га 
тенг. 5 та ук узилганда 4 таси нишонга тегиши эхтимоллигини 
топинг.

17.5. Иишон 1-номерли дойра хамда 2- ва 3- номерли кон- 
центрик халкалардан иборат. 1-номерли доирага текказишга 
10 очко, 2-номерли халкага— 5 очко ва 3-номерли халкага 
текказишга ( —  1) очко берилади. Доирага ва халкаларга текказиш 
эхтимолликлари мос холда 0,5, 0,3, 0,2 га тенг. Учта ук узилганда 
тупланган очколар сонидан иборат булган X  дискрет тасодифий 
микдорнинг таксимот конунини, ^( х) ,  М (Х ) ,  D (A '), а (А г) ва 
Р  ( Х >  10) ларни топинг.
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18.1. Кучада учраган биринчи автомошннанинг помери бир хил 
ракамлардан иборат булиши эхтимшлигини аникланг.

18.2. 100 та буюмдан иборат партияда 20 та стандарт буюм бор. 
Таваккалига 3 та буюм олинди. Уларнинг ичида камида иккитаси 
стандарт булиши эхтимшлигини топинг.

18.3. Тирда бешта .ми л тик. булиб. улардан нишонга текказиш 
эхтимолликлари 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9 га тенг. Таваккалига олинган 
милтикдан бир марта ук уз и шла нишонга гекказиш эхтимшлигини 
аникланг.

18.4 р(А)  =  0,7 булсин. А ходисанинг 2100 та синовда 1000 марта 
руй бериши эхтимшлигини топинг.

18.5. Иккита уйин соккаси бир пайтда ташланади. Пккаласида 
хам жуфт очко чикиш сонидан иборат булган А' дискрет тасодифий 
микдорнинг таксимот конунини, /г(х ), М (  X),  D (X ) ,  ст(А') ва 
Р ( А'> 2 )  ларни топинг.

19.1. «45 дан 6» спортлото уйинида ютиб олиш эхтимоллиги 
кандай? (Мукофот ш иш  учун камида 4 та ракам тугри топилиши 
керак. )

19.2. Икки спортчипинг хар бири учун бирор машкни нхшн 
бажариш эхтимшлиги 0,5 га тенг. Спортчилар машкни навбат 
билан бажарадилар, бунда хар бир спортчи уч мартадан уринади. 
Спортчиларнинг хеч булмаганда бири мукофотни шиши эхти­
мшлигини топинг.

19.3. Биринчи кутида 1 та ок ва 9 та кора шар,иккинчи кутида
1 та кора ва 5 та ок шар бор.Хар кайси кутидан биттадан шар олиб 
ташланди ва колган хамма шарларни учинчи кутига солинди. 
Учинчи кутидан олинган шар ок булиши эхтимшлигини топинг.

19.4. Уйин соккаси 70 марта ташланганда ток очколар 50 дан 
65 мартагача тушиши эхтимшлигини топинг.

19.5. Агар А тасодифий микдор иккита Х|< *2  кийматг* ->га 
булиб, P ( X  =  Xi) =0,3; М { А') =3.7, Ь (А Г)=0,21 булса, бу тасодифий 
микдорнинг таксимот кон нини топинг.

20.1. Таваккатига танланган икки хонали соннинг ту о сон 
булиши эхтимшлигини топинг.

20.2. Яшикда 15 та деталь булиб, уларнинг 10 таси буялган. 
Таваккалига 5 та деталь олинади. Уларнинг орасида камида 4 гаси 
буялган булиши эхтимшлигини топинг.

20.3. Автобус паркидан 1-номердаги 6 та, 2-номердаги 4 та ва
3- номердаги 10 та автобус чикиб кетди. Иккинчи булиб чиккан 
автобуснинг 1- померли булиши эхтимшлигини топинг.

20.4. / ?(Л )= 0 ,8  эканлиги маълум. А ходисанинг 100 та сипом ш 
камида 75 марта руй бериши эхтимшлигини топинг.

20.5. Иккита бомбардимончи самолёт нишонга теккунча гал . 
галдан бомба ташлайди. Биринчи самолётиинг нишонни аник 
мулжалга олиш эхтимоллиги 0,7 га, иккинчисиники эса 0,8 га генг. 
Агар самолётларнииг хар бирпда 3 тадан бомба булса, ташлапгап 
бомбалар сонидан иборат X дискрет тасодифий микдорнинг 
таксимот конунини, F(x) , М (Х ) ,  D (X),  а(А"), Р { Х > 2 )  ларни топинг.
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21.1. Ixxui.iap учун санаторийга 12 га, сайёхлар лагсрига 8 та ва 
спорт лагсрига 5 та нулланма ажратилди. Агар 3 уртокнинг ота- 
оналари бмр-биридан бехабар битта дан нулланма олган булса, 
бу 3 уртокнинг битта лагсрга тушиб колишн эхтимоллиги 
кандай?

21.2 Биринчи сганокнииг бир соат давомида узлукеиз ишлаш 
эхтимоллиги 0,75 га, иккинчи станокники эса 0.8 га тенг. Агар 
стаиоклар бир бирига боглик булмаган холда ишласалар. бир соат 
давоми та факат битта станок тухташи эхтимоллиги кап гай?

21.3. Лсбоблар иккита заводда тайёрлаиади. Биринчи завод 
барча махсулотнинг 2/3 киемкни тайёрлай ш. уларнинг 5 %н  
яроксиз, иккинчи завод 1/3 кисминм тайёрлай ui, уларнинг 7 % и  
яроксиз. Ярокли деталь олипгани эхтимоллигини топинг.

21 4 Тапганн 15 марта ташланганда «герб» 15 марта тушиши 
эхтимоллигипи топинг.

21.5. Овчи нарраидага карата, ук геккунча отади, лекин 
турттадан куп булмаган ук узишга улгураДи холос Агар битта ук 
узишда нишонга текказиш эхтимоллиги 0,7 га гонг булса, узилган 
уклар сонидан иборат булган X  тасодифий микдорнинг гаксимот 
конунини ва /-(л), И ( \ ) ,  D{X ) ,  лг(А') ларни топинг.

22 .1 . Уклвчинипг биринчи имтихонни топширнши ЭХТИМОЛЛИГИ 
0 ,9  га. иккинчисини топшириш эхтимтлиги 0 ,8  га, учипчисини 
топ ши ри h i эхтимоллиги 0 ,7  га гонг. Укувчининг: 1 ) барча 
имтихоиларни: 2)акалли битта имтихонни топшириш эхтимоллиги 
кан чай?

22 2 \втобусда 5 йуловчи бор. Колган 5 та бекатнинг хар бирида 
биттадан йуловчи тушиб колиши э хт и м ол л и ги пи топинг.

22.3. \сбоб икки хил тарз (режим) да и шла иди. Иш жараёнинипг 
80 %ила одатдаги (нормал) иш тарзи кузатила ш. 20 %ида одатдан 
ташкари (нормал булмаган) иш тарзи кузатилади. Одатдаги тарзда 
асбобнинг ишдан чикиш эхтимоллиги 0,2 га, одатдан гашкари 
тарзда ишдан чикиш эхтимоллиги эса 0.7 га тенг. Хсбобиипг ишдан 
чикиши ЭХТИМОЛЛИГИНИ топинг.

22.4. Кайси биринипг эхтимоллиги каттарок: гангапи гурт марта 
ташлагапда «герб»пинг 2 марта тушишипипгмп ёки 8 марта гашлан- 
гапда «герб»пинг 1 марта гушишиниигми?

22.5. К.НЗ ва угил болаларнниг туги пип эхтпмолликлари теш деб 
фараз килинади. Турт бодали оиладаги угил бехчалар сонидан 
иборат булган X тасодифий микдорнинг таксимот кагорини гузинг. 
F  (х), \1 (A f , I) ( X ) , a (.Y) ларии топинг.

23.1. 3 та станок и шлам окда. Б , стапокларнит бир соат 
la в ом и да созлашни талаб килмаслик эхтимолликлари мос равишда 
0,95; 0,8; 0.8 га тенг. Бир соат ичида хеч булмаганда битта 
станокнинг созлашни талаб этмаслик эхтпмоллнгини топинг.

23.2 Уч уртокнинг иккитаси учрашувга келди Агар уларниш 
учрашувга келиш эхтимочликлари мос равишда 0.1; 0,3; 0,5 га тенг 
булса, учрашувга биринчи ва учинчи уртокнинг келиши э.хтимачлп- 
гини топинг

23.3. Уч \ил идишлар булиб, 1-хнлда Ъ идиш, уппш хар бири
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ичида 5 га ок ва 3 га кора шар бор. 2- хилда 3 идиш, уларнинг хар 
бири ичида 6 та ок ва 2 та кора шар бор. 3- хилда 4 идиш, уларнинг 
хар бири ичида 7 та ок ва 9 та кора шар бор. Таваккалига танланган 
илишдан таваккалига шар олинади. Ь\ шарпинг кора булиши 
эчти м ол. I и гм ка нда й ?

23 4 Янги тугилган 200 чакалокнинг камида 90 таси угил 
болалар булиши эхтимоллиги кандай?

23.5. \ чта мерган битта нишонга карата ук уЗишади Нишонга 
текказиш эхтимоллиги биринчи мерган учун 0,8 га, иккинчиси учун 
0.6 га. учинчиси учун 0.5 га тенг Нишонга тсккан уклар сонидан 
иборат булган \ тасодифий микдорнинг таксимот конунини ва F(x) ,  
V/( \ ), D (\ ) ,  <т(А ) ларни топинг.

24.1. \втомат станок деталларни штамплайди. Бир соат ичида 
бирор та \ам ярокли деталь ишлаб чикармаслик эхтимоллиги 0,9 га 
тенг. 3 соат ичида чикарилган барча детаЛларпипг ярокли булиши 
Э\ТИ МОЛЛИ! иип топинг.

24.2. Пигув цехига 3 та цехдап четаллар келтирилди: биринчи 
цех ган 6 та; иккинчи цехдан 7 та, учинчи цехдан 8 га. Таваккалига 
бир на игла олинган иккита деталнипг 1-цехдан ёки 2-цехдан 
булиши эхтимоллиги кандай?

24.3. Иккита станокда деталлар тайёрланадн. бунда биринчи 
станок иккинчиспга писбатан 3 марта кун деталь тайёрлайди. 
Биринчи стапокниш яроксиз деталлари 2,5%ни, иккинчисиники
1,5 %ни ташкил этади Таваккалига олинган деталь яроксиз булиб 
чикди. Бу деталнинг иккинчи станокда тайёрланган булиши 
эхтимшлиги пи топинг.

24 4 Янги тугилган 200 чакалокнинг 100 таси угил бшалар 
булиши э чтим (xi лиги кандай?

24.5. Тупдан узилгаи битта у к билан нишонни мулжалга шиш 
эхтимшлиги 0,4 га тенг. Учта ук у зил га нда нишонга геккизишлар 
сонидан иборат булган X  тасодифий микдорнинг таксимот конунини 
ва Г  (х), Л1 (X ). D ( V). о (.V) ларни топинг.

25.1 Таваккалига олинган телефон номерп 6 та ракамдан 
тузилган. Барча ракамларнинг турлича булиши эхтимшлиги 
кап чай?

25.2. Кутида 9 та 10 ваттли, 11 та 60 ваттли электр лампочка- 
.iap аралашгнриб куйилган. Таваккалига олинган 2 та ламиочка- 
нинг бир хил кувватли булиши эхтимшлиги кандай?

25.3. Пигув цехига 1- цехдан 600 та. 2- цехдан 500 та, 3- цехдан 
900 та деталь келиб тутнади. 1-цехнинг яроксиз юталлари 5 %ни,
2- цехники 8 %ни. 3- печники 3 %ни ташкил этади. Таваккалига 
олинган 1еталнинг яроксиз булиши эхтимоллигини топинг.

25 4. \гар р( 1)=0,25 булса, А чодиса 6 та синовда 3 марта 
руй бериши эчтимоллигини топинг.

25 5. Ичида 5 та ок ва 7 та кора шар булгаи и шшдап 4 та шар 
слипали. Олинган ок шарлар сонидан иборат булган X  тасодифий 
микдорнинг таксимот конунини ва F(x) ,  i i ( \ ) ,  / J(V ), а(.\) ларни 
топинг.

26.1. Кутида 5 та ок, 10 та кизил ва 6 га кора шар бор.
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Тавакка лига 2 та uiap олинади. Олинган шарларнипг бири 
ок, нккипчиси кора булиши эхтимоллиги кандай?

20.2. \\срган нишонга кара га 4 марта ук узади. \ар кайси \к 
узишда нишонга текказиш эхтимоллиги 0,7 га тенг. Унинг хеч 
булмаган ia бир марта нишонга текказиш эхтимоллиги кандай?

26.3. Куйидаги ходисаларни карайлик: эртага нхши об-\аво. 
коникарли об-хаво, ёмон об-хаво булади. Уларнинг эхтимолликлари 
мос холда 0,3; 0,4; 0,3 га тенг. Яхши об-хавода 0,9 эхтимолли к билан, 
коникарли об-хавода 0,7 эхтимодлик бнлап, ёмоп об-хавола
0,2 эхтнмоллик би iaii сайрга чикилади. Эртага сайрга чикиш 
эхтимоллиги пи топинг.

26.1. Уйин соккаси 960 марта гашланганда 3 га каррали соннинг 
>00 марта чикиши эхтимоллигини топинг.

Л у.г). Иккита танга уч мартадан ташланади. Гербли томон 
vшиш iap сонидан иборат булган X  тасодифий микдорнинг 

гаксимот конунини ва f-'(x), /Vf(,Y), D ( X ) ,  о ( Х )  ларни топинг.
27 1 Олтита бир \ил карточкага 2, 4, 7, 8, Г2, 14 сонлари ёзилган. 

Иккита карточка олинади. Хосил килинган каср кискарадиган 
булиши эхтимоллиги кандай?

27.2. «п» та конверт ва улар га мос «п» ха г бор. Хатлар 
конвертларга таваккалига солинади. Хеч булмаганда битта хатнинг 
гсгишли конвертга тушмаслик эхтимоллигини топинг.

. Гурухда 3 а'ьлочи, 4 «туртчи», 6 «уччи» ва 1 «иккичи» бор. 
Билегда хаммаси булиб 20 савол бор. Аълочи барча 20 та саволга 
жавоб бера олади, «туртчи» 16 та саволга, «уччи» 10 та саволга, 
«иккичи» 5 та савана жавоб бера олди. Таваккалига чакирилган 
галаба 3 та саволга жавоб берди. Бу талабапинг «иккичи» экани 
эхтимоллигини топинг

27.4. Битта у к узишда нишонга текказиш эхтимоллиги 0,8 га 
теиг. 100 та ук узган ia 75 марта нишонга тегиш эхтимоллигини 
топинг.

27.5. Агар битта ук узишда нишонга гсгиш эхтимоллиги 3/4 га 
теиг булса, 3 та ук узишда нишонга тегишлар сонидан иборат булган 
X тасодифий микдорнинг таксимот конунини ва F ( x ), М ( Х ). D ( X ), 
г. ( V) ларни топинг.

28 I Мерган унта караб харакат килаётган нишонга карата ук 
Биринчи ук узишда иишонга теги1и эхтимоллиги 0,4 га тенг ва

у d p  бир кейинги ук узишда 0,1 га ортадп 3 та ук узишда икки 
м арт .пшонга текказиш эхтимоллиги кандай?

28~ Турли бир хонали сонлар билан номерланган 9 га 
жегоннинг 3 таси олинади. Уларни кетма-кет куйгапда ёзилган 
иомерларнннг усиб бориш тартибида жойлашиши эхтимоллигини
I опннг.

28.3. Гурухда 2 «аьлочи»,5 «туртчи»,18 «коникарли» укийдиган 
ва 2 та «иккичи» талаба укийдн Бир талаба чакирилади. Агар 
«а 1..ЮЧИ» факат 5 бахо, «туртчи» бирдай эхтимоллик билан 4 ёки
5 бахо, коникарли укийдиган талаба эса бирдай эхтимолли к билан
4. 3, 2 бахо олиши маьлум булса, чакирилган талаба 5 ёки 4 бахо 
олиши эхтимоллигини гопинг.
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28.4. р (у4) =  0,7 булсин. А ходисанинг 2100 синовда 1000 марта 
руй бериши эхтимшлигини топинг.

28.5. Иди шла 4 та ок ва 6 та кора шар бор. Ундан кора шар 
чикмагунча бирин-кетин шарлар олинади (кайтариб солинмасдан). 
Бунда чиккан ок шарлар сонидан иборат булган X  тасодифий 
микдорнинг таксимот конунини ва /VI( V). D ( X ) ,  а ( Х ), ^ (a) ларни 
топинг.

29.1 Бир хил карточкаларга 1 дан 25 гача булган натурал сонлар 
ёзилган. Таваккалига икки марта биттадан (кайтариб солмай) 
карточка олинади. Хар иккала карточкада туб сонлар ёзилган 
булиши эхтимшлиги кандай?

29.2 4 талаба бир хил лаборатория ишини хисоблайди. 
Уларнинг хатога йул куйиш эхтимшликлари мос хшда 0,2; 0,3; 0,1;
0,4 га тенг. \калли битта талабанинг хатога йул к\'йиши эхтимолли­
гини топинг.

29.3. 9 та кутига 10 тадан шар шундай сшинганики, иккитасида
5 тадан ок шар, учтасида 4 тадан ок шар, турттасида 3 тадан ок шар 
бор. Таваккалига олинган шар ок булиб чикди. Бу шар 3 та ок шар 
жойлаштирилган идишдан эканлиги эхтимшлигини топинг.

29.4 Уйин соккаеини 1000 марта ташлаганда ток очколар 
700 марта тушипш эхтимшлигини топинг.

29.5. Уйин соккаси 4 марта ташланади. Соккани 4 марта 
ташланганда b очконинг тушиш сонидан иборат булган X  тасодифий 
микдорнинг таксимот конунини ва М  (X ) , D ( X ) , a (A ), h (а) ларни 
топинг.

30.1. Тула домино тошларидан (28 та) таваккалига биттаси 
атпнади. Ундаги очкатар йигиндиси 10 дан кичик, 3 дан катта 
булиши эхтимшлиги кандай?

30.2. Идишда 10 та ок, 15 та кора ва 20 та кизил шар бор. 
Кетма-кет 3 та шар (кайтариб солинмай) олинади. Шарларнинг ок, 
кизил, ок кетма-кстликда чикиши эхтимшлигини топинг.

30.3. Асбобларнинг 30 %ини юкори малакали, 70% ини уртача 
малакалн мутахассис йигади. Юкори малакали мутахассис йиггап 
асбобнннг ишончлигн 0,9 га, уртача мутахассиспики эса 0,8 га тспг. 
Олинган асбоб ишончли булиб чикди. Унинг юкори малакали 
мутахассис тайёрлаганн эхтимшлигини топинг.

30.4. Агар /7(у4) =  0,8 булса, А ходисанинг 100 та синовда 
80 марта руй бериши эхтимоллигини топинг.

30.5. Ичита 4 та ок ва 6 та кора шар булган идишдан 5 та шар 
олинади. Чиккан ок шарлар сонидан иборат булган X  тасодифии 
микдорнинг таксимот конунини ва Л1(Х), D ( А), а(Аг),/-(А) ларни 
топинг.



7- §. Богликмас тасодифий 
микдорлар йигиндисинин! таксимоти.

Тасодифий аргумент функцияси

14.7.1. Агар V тасояифий микдорнинг чар бир мумкин булган 
кийматига Y тасодифий микдорнинг битта мумкин булган киймати 
мос келса, у -чол ui Y ни тасодифий аргумент X  нинг функцияси 
дейГшади ва K =  q(,Y) куринишда ёзилади.

1. .Y дискрет тасодифий микдор, х к — унинг мумкин булган 
кийматлари булсин, у .чолда:

а) агар Y =  <| ( Y) — монотон функция булса, у чолда К тасодифий 
микдорнинг мумкин булган кийматлари ук— ц(хк) тенгликдан 
тонилиб, X  ва У ларнинг мос кийматлари эчтимолликлари тенг 
булади, яъни

P ( Y = y k) = P { .  \ =  xk).
б) агар К =  (((А ) — монотон булмаган функция булса, X  нинг 

турли кнйматларпга Y нинг бир хил кийматлари мос' келиши 
мумкин. Бу холда Y ннпг мумкин булган кийматлари эчтимолликла- 
рини топиш учун X нинг Y бир хил киймаглар кабул киладиган 
мумкин булган кийматлари эхтимолликларини кушиш керак.

2. .V узлуксиз тасодифий микдор булиб, зичлик функцияси fix) 
булсин, у хот да:

а) агар у =  ц(х)  монотон, дифференциалланувчи функция 
булиб, тескари функцияси х=\[{у )  булса, К тасодифий микдорнинг 
ц(у)  .шчлик функцияси куйидаги генгликдан топилади:

#(//) =1ЬНУ)]-\'\1'(!/)\-
б) агар y  =  tp[x) — тасодифий микдор Y нинг мумкин булган 

кийматлари оралигида монотон булмаган функция булса, \ холда бу 
ораликни (| (а*) функция монотон буладиган ораликларга булиш ва 
чар бир монотонлик оралиги учун зичлик функцнясини топиш, 
супгра " { у )  ни йигинди шаклида тасвирлаш керак, яъни

И (У) =  -£*(//)•
14.7.2. Агар А ва К тасодифий микдорларпннг мумкин булган чар 

бир жуфтига Z тасодифий микдорнинг мумкин булган битта 
Киймати мос келса, Z микдор иккита .Y ва У тасодифий аргу- 
чентларнинг функцияси дейилади вн бу куйидагича ёзилади:

Z =  (j ( Y. К).

I X  ва Y — дискрет тасодифий микдорлар богликмас булсин.
Z =  X-\-Y функииянинг таксимотини топиш учун Z нинг мумкин 

булган барча кийматларини топиш керак, бупнпг учун А иипг хар 
бир мумкин булган кийматини Y нинг барча мумкин булган 
киймагларига кушиб чикиш кифоя. Z иипг топилган м у м к и н  булган 
кийматлари эхтимшликлари .Y ва У нинг кушилаётган кийматлари 
эчтимодларининг купайтм i си га тенг булади.
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2. \ ва Y — узлукеиз богликмас гасодифий микдорлар булсин ва 
чеч булмаганда улардаи бирининг зичлик функцияси ( — эо,+ оо) 
ораликда битта формула билан берилган булсин. N хана /  = V+ У 
йи» индининг зичлик ф\ нкнияси куй и. 1аги формула оркали тонила ш:

чХ>

tfU» =  5 /|( 0
- X.

ёки

t fU ) =  J f l iz — y) ■fAtj)dy,
— >1

б\ ерда /j ( v) ва />(у)— \ ва Y нинг зичлиК функциялари.
И зо  ч \гар аргументларнинг мумкин булган кийматлари 

манфий булмаса, юкоридаги формулалар куйидагича ёзилади:
г

# (г ) =  — x)d.\
о

ёки

g(z)  =  ^ftiz — y) 'f, (y)dy.
о

1-м и сол .  .V дискрет тасодифии микдор ушбу таксимот конуни 
билан берилган:

X 3 6 10

р 0,2 0,1 0,7

а) } =  2Х +  1 тасодифии микдорнинг таксимот конуниии топинг;
б) таксимот функцияси G (у) ни тонинг.
I: ч и in . а) У=2Л + 1 тасодифий микдорнинг мумкин булган 

кийматларини топамиз:
Ух = 2-3+  I =  7. у-. =  2-6+1 =  13. //, =  2-10+ 1 =21.

К=(| ( X )  = 2 а ' +  1 функция мопотон усувчи, шунинг учун X пинг 
гурли мумкин булган киймагларига } пинг турли кийматлари мос 
келади. }' нинг мумкин булган кийматлари эчтимачликларини 
топа мнз:

P ( Y =  7) = /J (V = 3 ) =0.2ро =  i3i = m = 6 )  = o ,i,
P ( Y = 2 \ )  =  P(.X =  10) =0,7.

У нинг таксимот конунини ёзамиз:

Y 7 13 21

Р 0,2 0.1 0,7
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G(7) = P { Y < 7 )  =  0.
G ( I3 )  =  Р (К < 1 3 )  = P ( Y  =  7) =0,2.
G (2 I)  = Я (К < 2 1 )  = P ( Y  =  7) + P ( Y =  13) = 0 .2 +  0,1 =0,3,
£/>21, G(y)  = Я ( К <  21) =  Я (У = 7 ) +  Я (К = 1 3 ) +  P ( K= 2 1 ) =0,2 +  
+  0,1 + 0 ,7 = 1 .

Шундай килиб,

0. агар //< 7,
0.2, агар 7 <С*/<; 13,

^  0,3, агар I3 < f/ ^  21,
1, а га р у >  21.

2-м и с о л .  X  тасодифий микдор куйидаги таксимот конунига 
эга:

б) таксимот функцияси G (у) ни топамиз.

X 0 1 2 3
р 0,1 0,3 0,4 0,2

а) K = s in f- |p Y j+ l тасодифий микдорнинг таксимот конунини 

топинг.

б) М {Х ) ,  D (X ) ,  о{Х)\ M (Y ) ,  D (Y ) ,  o(Y)  ларни хисобланг.
Е ч и ш .  Y нинг мумкин булган кийматларини топамиз:

у х =  s in (- |- o )+ l =  1, у ,=  sin ( у - 1 )+  1 = 2 , 

0 3 = sin (- f- 2 )+ l =  1« t/4 =  s in ( § '3 )+ 1 = 0 .

Куриниб турнбдики, X  нинг турли кийматларига Y нинг бир хил 
кийматлари мос келяпти.

0, 1,2 — Y пи]н мумкин булган кийматлари. Бу кийматларга мос 
эхтимолликларнн топамиз:

Р ( Г = 0 )  = Р ( Х  =  3) = 0 ,2 ,
P ( Y = \ ) = P { X  =  0) +  P { X  =  2) =0,1 +0,4 =  0,5,
P ( Y = 2 )  = Р ( Х =  1) =0,3.

Y нинг изланаётган таксимот конуни куйидаги куринишда 
булади:

У 0 1 2

Р 0,2 0,5 0,3
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б) М {Х )  =  0-0,1 +  1 -0,3 4-2-0,4 +  3-0,2= 1,7.
D (X )  =  М  (X2) — М 2(Х)  =  0+1 -0,3 + 4-0,4+9-0,2— 1,72 =  0,81 
а(А') =  д/0,81 =0,9,
M {Y )  = 0 +  1 -0,5 +  2-0,3= 1 Л,
D (Y )  = 0 +  12 - 0,5 +  22 • 0,3 — 1,12 =  0.49,
о ( Y) =0,7.

симланган. K =  sin X  тасодифий микдорнинг зичлик функцияси g(y) 
ни топинг.

ланган, шунинг учун X тасодифий микдорнинг дифференциал 
функцияси f(x)  (зичлик функцияси) бу ораликда куйидаги кури- 
пишга эга булади:

бу ораликдан ташкарида эса / (л:) =  0 булади. K =  s in X  функция 
( — ^  4  ) ораликда монотон, демак, тескари функцияга эга, яъни:

3- м и с о л . X  тасодифий микдор текис так-

Е ч и ш .  X  тасодифий микдор ^ о р а л и к д а текис таксим-

х =  i|?(у ) =  arc sin у.
ф( г/) хосилани топамиз:

Ф '(У ) = (74- ш акл ).

У g(y)  зичлик функцияни g{y)  =  Я 'Г (/У) J X  
X  I ф' ({/) I формула буйича хисоблай­
миз:

1 С  г/С 1. Шундай килиб
ораликда:

74- шакл

бу ораликдан ташкарида g(y)  =0.
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4-м и с о л .  X  тасодифий микдорнинг интеграл функцияси 
(таксимот функцияси) F(x)  берилган. У == — —Д -f 2 тасодифий

микдорнинг таксимот функцияси G(i/) ни топинг.
Е ч и ш .  Таксимот функниясининг таърифига кура: G(y)  =

2
=  P (Y< zy ) Бирок, у = — +  2— камаювчи функция, шунинг

учун Y< у теигсизлик Х > х  теигсизлик бажарилгандагина уринли 
булади.

Демак,

G ( y ) = P ( Y < y ) = P ( X > x )
X<Сх ва X > х карама-карши чодисалар, шунинг учун

Р ( Х < х )  + Р ( Х > х )  =  1 ва Р ( Х > х )  =  ! — P(X<Lx)  =  1 — F(x)

Шундай килиб, G (у) =  1 — F(x) .  
у = — —х-\-2 теигламадан х ни топамиз:

* =  'I (2 —у).

Узил-кесил куйидагига эга буламиз.

G ( , V ) =  I - F [ | ( 2 - ; / ) ]

5- м и с ол . X  тасодифий микдор (0; л) ораликда f(x)  *=-̂ - sin х

зичлик функция билан берилган; бу ораликдан ташкарида 
/ ( * ) =  0- Y =  X 2 нинг зичлик функцияси g(y)  ни ва M (Y )  математик 
кутилишни топинг.

Е ч и ш .  у =  х2=(\. (а:) функция (0, л ) ораликда катъий усувчи 
булгани учун:

g(y) =f[ (̂y)\-\̂ '(y)\
ф ({/)=  у 'у У — * 2 функцияга гескари функция,

. , I . /- I sin v г/
V v y j j -  4vV -

у =  х2 ва 0 < а*< л булгани учун 0 < г / < л 2, демак, Y пинг мумкин 
булган кийматлари (0; л~) ораликда жойлашган.
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.V/ ( Y) =  it/  • g (у ) dy =  ' \ у  - Ь1Л x y dy =
J 4 J \ у

у — t2 
dy =  '2tdt

У =  0, i =  ()

y =  л 2, / =  л
л

1 Г о siri/ , I f , > ■ , I о
= / ' 2 tdt= ~  y s m t d t = — (n-— 4j

б- м и с о j  . А' ва Y богликмас дискрет тасодифии микдорлар ушбу 
таксимот конунлари оркали берилган:

X 1 3 Y 2 4
р 0,3 0,7 Р 0,6 0,4

Z — X-\-Y тасодифий микдорнинг таксимот конунини топинг
Е ч и ш  Z нинг мумкин булган кийматларини топамиз:

г, =  1 + 2  =  3; г2= 1 + 4  =  5; гз =  3 +  2 =  5; г, = 3 +  4 =  7.
Бу мумкин булган кийматларнинг эхгимолликларини топамиз.
X  ва Y аргументлар богликмас (эркли) булгани учун 

А =  1 ва К =  2 ходисалар хам богликмас. Шуиннг учун 
P ( Z  =  3) = Р ( Х =  1 ) ' Р ( Y =2)  =0,3-0,6 =  0,18. Худди шундай:

P ( Z  =  o) =  Р ( Х  =  1 ) - ( У =  4) =0,3-0,4 =  0,12,
P ( Z  =  5) = Р ( Х  =  3) ■ ( У =  2) =0,7-0,6 =  0,42,
P (Z  =  7 ) = P ( X  =  3) • ( К = 4 )  =0,7-0,4 =  0,28.

Z =  z2 =  5 ва Z =  z.s =  5 биргаликда булмаган чодисалар, улар­
нинг эчти мол шклари куш плащи, я ьни

0,12+0,42=0,54.
Шу ндай килиб, изланаётган таксимот копу ни ку йидаги ку ри­

нишда булади:

Z 3 5 7

Р 0,18 0.54 0.28

7-м и с о л .  X ва Y богликмас тасодифий микдорлар зичлик 
функцнялари билап берилган:

/1 (А') =  с х (0 ̂  х <с оо ),
! Л У ) =  \-e~4f2 (0 < «/< о о ).
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Z =  A'-f-К тасодифий микдорнинг зичлик функцияснни топинг. 
Е ч и ш .  Аргумснтлариинг мумкин булган кийматлари манфий 

эмас. Куй и lai n формуладаи фойдаланамиз:
г

£( * )  =  -f.2(z — x)dx =
о

=  )2(-’~ u~'cU2\dx =  -- 2 dx =
и о

2 z  к г  Z  x

=   ̂ \*~x' e 2'(>2d x = ^ e  2 2dx =
о о

ш ,- ± е ~ .  2 $ e" d ( — § )=
(J

I г =  — e~z/2(e~z/2— 1) =  e~z'2( 1 — e~Z/2).=  — e -e
Демак, (0; oo) ораликда:

g(z)  = e ~ z/\i — e~z -],

бу ораликдан ташкарида: g ( z ) =  0.

7- дарехона топишриги
1. X  тасодифий микдор ушбу таксимот конуни билан берилган:

-2 -1 0 1 2
р 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1

У тасодифий микдорнннг таксимот kohvhiihii топинг:
a) Y= X '2+  I; б) K = 2 V.
М  (А’ ), D (A '), гг (А'), А/(К ). D (V ’), а ( Г )  ларни хисобланг. 
Ж : А1 (Х ) =0.1; D (А') =  1,29; ст(А ')«1.13С,

a) Y 1 2 5

Р 0,3 0,5 0,2

б )  Y 0 25 0,5 1 2 4

Р 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1

a, Af ( К) =2,3; 0 (  К) =2,01; ст (К )«1 ,4 2 ; 
б) М ( К) =  1,425; 0 (П « 1 .1 3 ;  а (К )= 1 ,0 6 .
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2. X  тасодифий микдор ушбу таксимот коиуии билан берилган:

X -1 0 1 2
р 0,1 0,2 0,5 0,2

К =  \'| тасодифий микдорнинг таксимот функцияси G(y)  ни 
топинг.
Ж :

О, агар //<:(),
0,2, агар 0<Сг/^ I ,

(г [и) = 0.8, агарI <Су^  2,
1, агар у > 2 .

3. Л тасодифий .микдор ^ ^ ^  j  ораликда текис таксимлан­

ган. Y =  cosA тасодифий микдорнинг зичлик функцияси g(y\ ни 
гоппнг.

Ж :  (0 ;I ) ораликда: ц(ц) =  — 6v ораликдан ташкарнда
л V I -1Г

£(«/) = 0.
4. X  тасодифий микдорнинг таксимот функцияси F {x )  берилган. 

У = — 5Х-|-1 тасодифий микдорнинг таксимот функцияси G(y)  ни 
топи иг.

Ж :  G(y) =  1 —  f j j r  (1 — у) J  •

5. X тасодифий микдор f0; ^ )  ораликда/ (х> =  cosx. бу оралик­

дан ташкарида /( . v )=0 булган зичлик функцияси билан берилган.
У =  Х2 функциянинг математик кутилишини тонннг.

Ж :  М ( У ) =

6. X  ва У дискрет тасодифий микдорлар таксимот конунлари 
билап берилган:

X 10 12 16 Y 1 2
Р 0,4 0,1 0,5 Р 0,2 0,8

Z =  X У тасодифий микдорнинг гаксимот конунини топинг
Ж :
Z 11 12 13 14 17 18

Р 0,08 0,32 0,02 0,08 0,10 0,40
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7. Л ва У богликмас тасодифий микдорлар узларннинг зичлик 
функииялари билан берилган:

f l ( x ) = - ^ e ~ x i ( 0 < х < о о ) ,

/о(у) =  i-e~у-!J (0 <  I) <  оо IО

Z =  . V У  тасодифий микдорнинг зичлик функцнясини тонипг.

( [е  ' (1 — е ~'1: ’), агар z ^ O .
А :  tf(z) =

[ 0, агар z < 0 .

8. X на У богликмас гасодифнй мнкдорларнинг \ар бири 
[0; 2лj кесмада текис таксимланган. Z =  X-\~) тасодифий мик­
дорнинг таксимот конунини топинг.

0, агар г ^ 0,
0.25г. агар 0 < г < 2 .

Л\: р‘ (г ) =
1 — 0.2nz. a rap 2 < z  <J4.
0, агар z >  4.

7- му ставил иш
1 X тасодифий микдор ушбу таксимот конуни билан берилган:

X -2 -1 0 1 2

р 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1

У — 2А— ! тасодифии микдорнниг гаксимот конунини гоппш.

Y -5 -3 -1 1 3

Р 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1

2. А тасодифий микдор ушбу таксимот конуни билан бк-рилган:

у я л Зл
А I 2 т
Р 0,2 0,7 0,1

а) У=  sin.V тасодифий микдорнинг гаксимот коиуннии гопинг.
б) М {Х ) ,  Г>( X).  rr(.V), M (Y ) ,  Р ( У ), п(У’) ларни хисоблаш’.
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у £ 1Ж :  а) 2
Р 0,3 0,7

б ) М  ( Л  ) ж  1.49; D ( Л ' ) ж  0 .9 2 ;  а  (Л ' )  ж  0,90,
М ( Y) =0.895; D ( У) ж  0,04; п ( У )=0 , 2 .
3. Л' гасодифий микдор ушбу таксимот конуни билан берилган:

X — 1 0 1 2
Р 0,1 0,2 0,5 0,2

Y =  X *— 1 тасодифий микдорнинг таксимот функцияси О(у)  ни 
гопииг

Ж : G (у) =

0, агар — 1,
0,2, агар — 1 < г/^  0,
0,8, агар 0 <Zy ^  3,
I агар у > 3 .

4. Л тасодифий микдорнинг шчлик функцияси берилган.

fix)
I . a r a p * e ( - | ;

0, агар Л- ё ( — 7,; о )

K =  tg,Y тасодифий микдорнинг зичлик функцияси g(y)  ни топинг.

Ж  - g ( y )  =  2  - -  о о  < t / <  +  О О .

-Т( I + [Г)

5. А гасодифий микдорнинг таксимот функцияси F{x)  берилган 
булса. а) У' =  4Л' +  6, б) Y =  aX-\-b тасодифий микдорларнниг 
таксимог ф\ икцняларнни топинг.

Ж : а) 0(г/) = /Г[ 'У7 - ] ;

б) G(y)  ] , (7> 0  да;

G(£y) =  1 — ] #« <0 д а .

6 .V гасодифий микдор (i)\ ораликда / ( x )  = cosa ', бу  оралик-
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дан ташкарида Д(л) = 0  булгаи зичлик функцияси билан берилган.
У — х~ функциянинг дисисрснясиии гонииг. Ж : 20— 2л2.

7. X  ва Y дискрет тасодифий микдорлар ушбу таксимот 
конунлари билан берилган:

X 4 10 Y 1 7
р 0,7 0,3 Р 0,8 0,2

Z =  X  +  Y тасодифий микдорнинг таксимот конунини топинг.

Z 5 11 17
Р 0,56 0,38 0.06

8. X  ва Y тасодифий микдорлар богликмас ва хар бири 
[0, 1] кесмада текис таксимланган. Z =  X-\-Y тасошфий мик юриинг 
зичлик фупкциясини топинг.

Ж : g{z)  =

( 0, агар г<С0, 
г, а га р 0 ̂  г <  1.
2 — г, агар 1 2.
0, агар г > 2 .

8-§. Икки улчовли боглик тасодифий микдорлар. 
Корреляция моменти 

ва корреляция коэффициенти

14.8.1. Мумкин булган кийматлари (х, у) сонлар жуфти билан 
аниклапувчи (X , К) тасодифий микдорлар системаси икки улчовли 
тасодифий микдор дейилати.

Ташкил этувчиларп X  ва У дискрет булгаи икки улчовли 
тасодифий микдор дискрет дейилади. Ташкил этувчилари А' ва
Y узлуксиз булган икки улчовли тасодифий микдор узлуксиз 
дейилади.

Икки улчовли тасодифий микдорнинг мумкин булган кпйматта- 
рн ва уларнинг эхтимолликларп орасидаги мослик икки улчовли 
тасодифий микдорнинг таксимот к о̂нуни дейи 1ади.

Икки улчовли дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конуни 
куйидаги усулларнинг бири оркали берилиши мумкин:

а) мумкин булган кийматлар ва уларнинг мос эхтимолликлари 
езнлган жадвал курипишида
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X
Y x i Х2 - 'я

Ух Р п Р \2 P in t

Уг Р 21 Р22 ... P2m

Уп 1 P n l Рп2 Р п т

P,j> 0, i=  \л, j=  \tni ва £  £  Pa= l'
i = 1 ;'= I

б) аналитик усулда (интеграл функции куринишида).
14.8.2. Икки улчовли тасодифии микдор таксимотининг интеграл 

функцияси деб

F(x, у ) = Р ( Х < х ,  Y с у )
функцияга айтилади.

И н т е г р а л  ф у н к ц и я м  и н г а с о с и й х о с с а л а р и
1. 0 <  F ( х, у) С  1.
2. Интеграл функция хар кайси аргументи буйича камай- 

майдиган функциядир:
агар x-2 > xi  булса, F (х-2. у) |, у),
агар у'2 >у\  булса, F(x, y2 ) ^ F ( x ,  у\).
3. F ( —  о о , у )  =  0. F ( —  о о , — о о ) = 0 ,

F  ( X,  -- ОО ) =  О, Z7 ( -j- OO , -j- оо ) =  1.

4 */=-4-00 да F (х, у) интеграл функция X  ташкил этувчининг 
интеграл функцияси га айланади:

F(x, -J- оо ) = F i  (*) .
х =  +  оо да F {x , у) интеграл функция V ташкил этувчининг 

интеграл функциясига айланади:

У) =  F 2 ( у ) .
Кд'йидаги формула уринли

Р (х  | <  X  С  Х'2, у\ c Y c y > )  =

=  f / r (-V2, у 2 ) F  ( А' 1, y 2 ) ]  — [ F ( X 2 ,  У\  ) — F ( X \ ,  у I ) ].

14.8.3. Икки улчовли узлукеиз тасодифий микдорнинг зичлик 
функцияси деб интеграл функциядан олинган иккинчи тартибли 
аралаш хусусий хосилага айтилади:

. # F [xaj)
/<*■-"> =  м Г
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Зичлик функциями билган х о и а  у шоу формула буйича интеграл 
функциями гони in мумкин:

Г  (хл/) =   ̂  ̂ / (X Л/) dxdy
X — X

fix. у) зичлик функцияга эг а тасодифий нукта (А. } )  нинг 
D сохага тушиш эчтимоллиги ушбу тенглик оркалн аникланади

Я [|\  > ) /J>J =  f{x.i/)dxdij
Ъ

Зичлик фу нкция куйидаги чоссаларга эга:
1. fix. у) ^ 0 .

V X

2.  ̂  ̂ fix. у ) dxdy=  I

\гар (V, У) пинг мумкин булган барча кийматлари чекли 
I) сохага гегишлм булса, 2- \occa куйидаги куринишда булади:

/ (х.у)dxdty =  I.

14 8 4. Икки улчовли днскре'1 тасодифий микдорнинг сонлн 
чарактериетикаларн: 1. Сисгеманн ташкил эгувчн .V ва ) дискрет 
гасодифий микдорларнипг математик кутнлишн куйидаги формула* 
лар буйича аникланади:

п т
\ 1 ( Х ) = ^  1 л  р..

Г=1 1=\
•• т

М  ( У ) =  I  1  ур ц.
_-1 ,=\

\гар \ ва ) гасодифий микдорлар бог шкмас булса, у чолда бу 
гасодифий микдорларнипг таксимот конуиларидаи И (А ) ва Л/ ( V > ни 
куйидаги формулалар оркали топиш мумкин:

VI (А ) =  V Л кР к'
к I

VI ( У) =  1 ур

2. Л ва } гасодифий микюрларииш тсперснялари у шоу 
формулалардан гонила ш:
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D(.Y) =  X I  /М -v, — Л/(.\)) '.
. = i —i

D O  )=r v  v  /> (i/.—  Af ) )-.
! = i - i

Дисперсия.irip1111 чисобл'ашда куйидаги формулалардан чам 
фойдалаииш мумкин:

Л ( \ i =  Vf (A'2) — [VI (Y) 1",

D(Y) = M  I Y~) —\M (> ) j2.

3. А, У дискрет тасодифий микдорларнниг ургача квадратик 
четланиши

о ( .Y) =  \ D (А7) , п ( Y ) =  \ D{ У )

формулалар ёрдамида аникланади.
14.8.5. Икки у л ч о в л и  узлукеиз тасодифии микдорнинг сопли 

характерис'тикалари: 1. Узлукеиз тасодифии микдорларнниг мате­
матик кутилиши ушбу формула буйича чисобланади:

-f X  т  х

-VI ( \ ) =  J J xf (х, у ) dxdy .

* Ю -f- 'V-

: И ( К ) =  jj  ̂ yf(x.y)dxdti .

6\ ерда fix. у) — зичлик функция.
2. Система га кирувчи \ ва У узлукеиз тасодифий микдорларнинг 

шсперсиялари Куйидаги формулалар буйича топилади:

О (А ) =  J J [ к — М  (X ) ] ( х.у) dxdy =
— > х

t- • X- * X-

=  5 5  x~f * Х'У) dxdy — [ V/ (А') I .

D iY ) =  J  ̂ l-,/ — ■ (  ̂> 17 ( 1 'У > ̂ v с1У =

=  5 5  //7 (л'.//) dxdy — [ V/ ( У > j2 ,
— Л V

бу ерда /(л, //) зичлик функция
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3. .V ва Y тасодифий микдорларнипг уртача квадратик 
чегланишлари куйидаги формулалардан аникланади:

ct ( .Y)= \ DTX ) , а ( У )  =  л D( Y).

14.8.6. Тасодифий микдорлар системалари назариясида корреля­
ция моменты (ковариаиия) К,.„ мухим роль уйнайди. Дискрет 
тасодифий микдорлар учун:

К ху=  I  X  ( х — М  (X ) ) (у — М  ( Y ) ) рц
' i

Узлуксиз тасодифий микдорлар учун:
-f- то ос

К ху=  J \ Iх — М  ) ] [У — М  ( у ) ] К Х'У)dxdy .
—  оо —  оо

Корреляция моментини яна куйидагича хам t o h h u i  м у м к и н :
Кхц =  М (Х-Y) — M ( X ) M { Y ) ,  бу ерда

У И ( Х - К ) = ^  Ъ х у р ч ,

‘ /
узлуксиз гасодифий микдорлар учун эса

-t- ОО +  X,

М  (X  • Y ) =   ̂  ̂ xyf (х,у) dxdy .
-- 5С — Xj

Корреляция моментининг асосий хоссаси: агар X ва К — 
богликмас (эркли) булса, Л ^  =  0.

14.8.7. X ва Y тасодифий микдорнинг корреляция коэффициент
Деб

XLI n (,Y )a (K )

сонга айтилади.
К о р р е л я ц и я  к о э ф ф и ц и е н т и н и  н г х ос с а л а р и :
1. \гар X  ва Y — богликмас тасодифий микдорлар булса, у \олда

г
2. г ху — улчамсиз кагталик (микдор), шу билан бирга \rul\ ^  1.
3. Агар У =  ЛХ-\-В, бу ерда А ва В  —  узгармас сонлар булса,

\гху I =  1-
14.8.8. f (х,у) зичлик функцияга эга булган (X, У') система учун X  ва

Y боглик булмаса
fix. у) =/| (х ) • / 2 (у )

булади, бу ерда мос холда f\ ( v) - X пинг, /•> (у) Y нинг зичлик 
функцияси.
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14,8.9. Иккита боглик X  ва Y тасодифий микдорларнипг 
дисперсияси учун куйидаги формула уринли:

D ( Х +  Y) = D ( X)  + Ь (  Y) +  2Кху.
Хусусий чолда, агар X  ва Y тасодифий микдорлар боглик 

булмаса, у холда
D ( . V + K ) = Z ) ( X ) + D ( K ) .

1-м и с о л .  Дискрет икки улчовли (X, У) тасодифий микдорлар 
системасининг таксимот конуни берилган:

3 10 12

4 0,17 0,13 0,25
5 0,10 0,30 0,05

Ташкил эту вчи X  ва Y микдорларнинг таксимот конунларини 
топинг.

Е ч и ш .  X  нинг мумкин булган кийматлари эхтимолликларими 
топамиз, бунинг учун эхтимолликларни «уступ буйича» куш иб 
чикамиз:

Р ( Х  =  3) =0,17 +  0,10 =  0,27,
Р ( Х =  10) =0,13 +  0,30 =  0,43,
Р ( Х =  12) =0,25 +  0,05 =  0,30.
Демак,

— ташкил этувчи X нинг так ­
симот конуни.
Т е к ui и р и ш . 0,27 +  0,43 +  
+0,30=1.

Y нинг мумкин булган кийматлари эхтимолликларнни топамиз, 
бунинг учун эхтимолликларни «сатр буйича» кушпб чикамиз:

P ( Y  =  4) =0.17 +  0,13 +  0,25 =  0,55/
Р  ( Y  =  5) =  0,10 +  0,30 +  0,05 =  0,45
Ташкил этувчи У пинг таксимот конуни куйидагича булади:

Т е к  ши р и ш : 
0,55+0,45=1.

2- м и с ол . Тасодифий микдорлар системаси (Х, У) нинг таксимот 
конуни берилган:

X 3 10 12
р 0.27 0,43 0,30

Y 4 5
Р 0,55 0,45
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Vf(A'), V/(K), D(\), D(Y), rxt/ ларни гопинг.
Ечиш М{Х) = 1 • i +2.A + 3.±+I.-l+2-J- +

+  3 -4 +  ' - : i i + 2 - . V + 3 - . 2 = J -

М(У) = l-,'8 +2.^ + 3. Д + 1 4+2.±+3~± +
+  I 4  +  2 . 1  +  3.

/V ва )'тасодифий микдорларнниг диснерсиясини хнсоблаш учун (Y,Y) микдорлар системасидан (A",Y) микдорлар системасига утамиз, б\ ердаX = Х — М (X), Y=Y — M(Y),X = А - 7,)- = У— 113 6Жадвал тузамиз:
Y

X
—5/6 1/6 7/6

-4/3 1/18 1/12 1/36

-1/3 1/9 1/6 1/18

2/3 1/6 1/4 1/12

О(А') - (- 4( ) -4+ ( з ) • 1+ (з ) •+ (-.') • 4 +
i +

+  ( ~  : » )  ' 18 + (1) ' Ш =  9 •

» < » = ( - « ) •  * + Н У - * + ( - ! И +

+  ( ( ' ) '  12+ ( ( ' ) ’ ( ' + ( . ' ) '  4 +

+ ( 0  • : i  + ('?;) '  18 + Ш  ' 12 =  Ж ■

V 17 
<>(X,Y) система таксимоти жадвалидан фойдаланиб, КЛ{1 ни топамиз.

о  ( К ) =  л /ж  =
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л’ч '=  ( ~  I )  ( ”  О }  18 +  ( _  т К  ' J2 +

К > Н , + Н ) Н К + Н ) И +

+  ( ~ т )  в ' 18 +  "з ( “  6 )• в + ¥ '  6 ' Г+
_ l_ l .  7 . J  = _ i f ' _ _ 5 _ +  I , 7 I , _  5 
' 3 6 12 3 \ 10» '7 2  ~  2П) / 3 54 1

I 1— U - -— ^—)— ? ( --- - - — |- - \ =  4 -0 —  -  -0 -р —  -0 =
^  3() П 108 Г  3 V 36 ^  21 72 / 3 3 ~  3

0.

Kxtj — 0 булгани учун корреляция коэффициент!! хам нолга тенг 
булади: rxtJ =  0-

3-м и с о л  (Л", Y) тасодифий микдорлар системаси куйидаги 
зичлик функцияси билап берилган:

( a sin (л' +  t/), (л'ду) 6D.
0. (лму, 6 Л-

D:

Куйидагиларнн топинг: а) а коэффициентни; б) Л/(Л). . VI ( К ) пи;
в) а (Ад, о ( Y) ни; г) гх,, ни.

Е ч и ш  а) а коэффициентни

теп г л а м а дан топа м из.
д. '2 д 2

 ̂  ̂ sin (x-\-y)dy dx=  — а [ cos (a'-J- //) dx =
о о о
л 2
Г 1 л 1 1— a \ (siru'-f-cos.v)d.v= c(sin.r — cosx) j  ̂ — 2a.u =

a
о 0

Д 2

D сохада f(x,y) =  ~-sin (x-\-y) .

6) M ( K ) = ^   ̂  ̂ x sui(x-\-y)dy dx==~  ̂ xdx  ̂ sin [x-\-y)dy =
о о о о

=  — ‘ J cos( v-h/y) \* " xdx =  — l2 J [e os(x +  2 )  — c0SA” ~\ufx =
0
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А '2 1/2
=  i? 5 ;v ( s in j f  +  C O SA ')f/ .V =  -  A '(s ir iA ' —  C O SX ) J "  -  5 ( s in v  —

Q о

— с os .v) dx =  (cosx -j~ sinx) | 2 =  ~

Худди шунга ухшаш:
л/2 л/2

в) гг (/V) =  М {Х ~) — J .If (Д) ]' =  \ A'-si" (x-\-ij)dydx —
о о

■> л 2 я /2 2  1 2

— =  — у  5 *cos(x  +  i/) d x-- =  ̂  5 л'~ ( sin.v -j- cosa' ) dx
I) I) I)

— =  4-x2(sinx — cosa') — \ x(sin.v — cosx)dx— ~  =I b 2 1 о J  It)и

д- I я/2 ЯГ л2=  --— 1- A' (sinx 4- cosa ) — \ ( sinx-f-cosx) r/x— =о •() J  It)и
2 I л / 2 2 2л , л , . . , л л , л 4,=  т +  J +  (sm x-co sx ) |п — - =  -  +  - - 2 .

п- ',ц =  л> я^ .' 16
д 2 л 2

г) Kuj =  M {X Y )  — M { X ) M ( Y )  = -у ( ^-rt/sin(x +  //)f/ydx —
О II**

л -2 л /2  ,, л  /2

+  Гп =  2 S xc/v S «/sin(-v+y)r/£/— 7̂ -= — 2 S l^cos( v +  ̂  I"  
о <1 0

л 2 2 л  “

— 5 COS(х +  f/)<:/«/Jx Jx — jI- =  — Y  5 v [^ o s (x  +  f  ) - sin (x +  f  )+
II 0

+  sinx J  dx — — -j  ̂ 1 ( ~  2 sin v — c0SA +  si 11 v У^х ~~ fg =
0

I  ̂ 2 2
=  2  ̂ x ( y sin*  +  cosx— sinx^:/x— =  ^x^sinx— ^cosx-f-

I»
.1 2

+ C0S*)|„V* -{  J (si,u' — fcos.r+cos.v)rfjr--^ = f -
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8- дарсхона топишриги

1. Дискрет икки улчовли (X , Y) гасодифий микдор таксимот 
конуни оркали берилган:

26 30 41 50

2,3 0,05 0.12 0,08 0,04

2,7 0,09 0,30 0.11 0,21

Ташкил этувчи X ва У тасодифий микдорларнипг таксимот 
конунларини топинг.

X 26 30 41 50

Р 0,14 0.42 0.19 0,25

2. Иккита тасодифий микдорлар системаси (A\ Y ) нинг таксимот 
конуни берилган:

XУ 20 40 60

10 ЗХ X 0

20 2Х 4 X 2Х

30 X 2Х 5Х

Кд й и д а ги л а р ни г ош i н г:
а) а коэффициентни; б) М ( Х ) , M(Y )  ни; в) D (X ) , D (Y) ни; г) ги, ни. 
Ж : а) >.= 1/20; б) М ( Х ) =  22; Л/( Г) =41; в) а 2(Л') =56;

о'2(У) =  259; г) гхц= 0,56.
3. (А, У) тасодифий микдорлар системаси куйидаги зичлик 

функция оркали берилган:



D соча A'+ty— 1=0, v =  0, y =  0 турри чшиклар билан 
чегара.mиган учбурчак.

Куйндагнларнн гопипг: а) и коэффициентни; б) /И(А'), .V/( У');
в) 0 (  \ ). О (У) :  г) г \у

/К а) а =  24; б) VI(.V) =.Vf ( У) =  .;  в) D(A' ) =  D{ У) =  ;о Jo
2

^ r хиI 5 -

1 Икки улчовли (А; У ) тасодифий микдорнинг зичлик функнияси 
берилган:

fix, у) =  '---- —л2(1 + А- ( I -J- //- ) )

Клйидагиларин гонннг: а) /-*(() с  Х < 1 , 0 <; К С  1) ни;
б) таксимот функцияси Fix, у) ни;
в) чар бир А ва У гасодифий микдорнинг шчлик функиняларини.
/К а) Р =  ; б) Fi  V, у) =  \2 (arct£.v +  (arctg iy+  * J,

в) f \(х) =  - '— j- ; /_,(//) =
л ( I +  х~) '  л ( 1 I f  )

8- мустсо\и.I и in

1. Таксимот конуни билан берилган икки улчовли тасодифий 
микдор гашкил этувчиларининг таксимот конунларини тонннг.

\  X  
У 2 4 5

1 0.12 0,18 0,10

3 0,10 0,11 0,39

X 2 4 5 У 1 3

Р 0,22 0,29 0,49 Р 0,40 0,60

2. Таксимот функция

Г(х, у)  =  (  Larctg ;  +  {  )  ( > r c  1*f  +  А )

булгаи икки улчовли (А. У) тасодифий микдорнинг А ва У ташкил 
этувчилари синов иатижасида А < 2 , У<Г3 кийматларпи кабул 
килиши э\тн мол липши гонннг.

/К. Pi  г < 2 . У < 3 ) =  -9 .I (i

!S;w



[и ' — х2— 1Г, агар K~-\-ir^.a2 ( а > 0 )  
цх. у) =  { ' , ' ,

{ 0. arap v-H-у~>и2

булган таксимот кому ни га буйсунади.
Куйидагиларни топинг:
а) а коэффнциепгнн:
б) М  ( V ) . И ( К );
в) гг ( V ). гГ( У) ;
г) гХ1Г
Ж .  а) б) И(А’) = * И ( П = и ;

В )  a2(.V) =  г Г (  Y )  =  - - - ; г) rxif =  0
3 \ 2л

9-§. Вариацион кагор учун полигон ва 
гистограмма. Танланманинг асосий сонли 

характеристикалари

14.9.1. Текширилаётган аломат буйнча урганиладиган барча 
обьектлар туплами пени туплам дейила ui- Танланми туплам ёки 
танлами деб текшириш учун олинган объектлар гупламига 
айтилади.

Т плам (танлапма ёки бош туплам) хажми деб бу тупламдаги 
обьектлар соинга айтилади.

Бирор ,Y белгини (дискрет ёки уЗяуксиЗ) микдор (сон) жичатидаи 
урганиш учун бош тупдамдап п чажмли Ai, \„ танлапма
ажратилгаи булсин.

V белгининг кузатнладиган ai, Vl>....  v„ кийматлари вариангалар
дейилади.

Варианта.Чарнннг усиб бориш гартибида ёзилган кетма кетлиги 
вариицион к,агор гейилади.

Танланманинг статистик пщеимоти деб варпапталар на уларга 
мое частогалар ёки ппебни частоталардап ибораг жадвалга 
айтилади:

3. Гасодифий микдорлар системаеинииг шчлик функцияси

Xi Х1 х2 xk xi *2 Xk

ni п1 П2
еки

Ч  w i V . V „ Ч ,

Барча частоталар йигиндиси танлапма чажмпга тенг, яыш
п\ +//2 +  ... -\-nk =  n, бу ерда т .  п2....  /?/,■— частогалар.

Барча нисбпи частоталар йигиндиси бирга тенг. ят.нн
I Н- o i ' j 1. бу ерда л'\=п\ п, iv> =  n>/n,__ о1\ ш=пь/п

нисбий частоталар.



Волги узлуксиз булса, уники барча кузатилалиган кийматлари 
жойлашган оралик h узунликдаги кисмий ораликларга булииади ва 
/-ораликка тушган частота тар йигиндиси (ёки нисбий чаетоталар 
йигиндиси) топилади.

14.9.2. Чаетоталар полигоны теб кесмалари ( x i , « i ) ,  (аз, п>).........(хь,
паг) нукталарни туташтирадигаи синик чизикка айтилади, бу ерда 
Xi — танлапма вариаиталари, п, — мос чаетоталар.

Нисбий чаетоталар полигона деб кесмалари (х\, 0У1), (х-2, &'■:
(а>, ши ) нукталарни туташтирадигаи синик чизикка айтилади, бу 
ерда х, —  таиланма варианта лари; l:1, —  улар га мос нисбий чаетота- 
лар.

Белгининг узлуксиз таксимланишини я к к ш  курсатиш учун 
гистограммалар деб аталувчи диаграмма шрдан фойдаланилади.

Чаетоталар гистрограмчаси аеб асослари h узунликдаги 
ораликлар, баландликлари эса n,/h (частота зичлиги) нисбатларга 
теш булган тутри туртбурчаклардан иборат погоиавий фигурага 
айтилади.

S = П ’ = п ,—  киемии /-тугри туртоу рчакнинг юзи.
к

S =  1! п = п — чаетоталар гистограммаси юзи.
i=i

Нисбий чаетоталар гистограммаси деб асослари h узунликдаги 
ораликлар, баландликлари эса w jh  (нисбий частота зичлиги) 
нисбатларга тенг булган тугри туртбурчаклардан иборат погоиавий 
фигурага айтилади.

S = h • —  = w -— кисмий / тугри туртбурчакнинг юзи.
к

S =  Z  &',= 1— нисбий чаетоталар гистограммасининг юзи.
i = i

14.9.3. V белгили бош туплампннг таксимот функцияси ^(v.O)
б\.шб, 0 — и ом а т>л ум параметр булсин. Х\.......V,, шу бош тупламдан
олинган ганлама булсин. ТаиЬЯнманинг ихтиёрий функнияси 
L ( VI.... А',*) статистика хейилади.

Статистикаиинг кузатилган киймати И  х\.... а „ )  н и  0 пара-
метрпинг гакрибий киймати сифатп ia олинади. Бу холда 
L = L ( a'i....х„) статистика 0 параметрнинг бауоси дейилади.

1 ", 1 "Х =  — ^  X  — танламанинг урта киймати, 5 2= -  ^  (А'.— .V) 2
п I п ,l— I (=1

тапланмапинг дисперсияси дейилади.

Агар ML(X\ .... Хп) = 0  шарт бажарилса, L ба\о 0 параметр учун
силжимаган бах,о дейилади.

Агар L бахо ва хар капдай учун
М тР( | / — 0 | <!е) =  1

П~- тс
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уринли булса, L бахо 0 параметр учуй и с ос л и 6и\о дейилади.
Агар L бахо учун

lim/J (/.) = 0
- *  -X.

булса, L бахо 0 параметр учун асосли бахо булади.
Агар L бахо учуй

1ппЛ/ ( L) = 0
г*-- х

булса, L бахо 0 параметр учун асимптотик силжимиган ба$о 
дейилади.

Агар 0 параметриинг L\ ва L> силжимаган бахоларп берилгаи 
булиб, D(L\) c D ( L j )  булса, Li бахо L> бахога нисбатан самара.ги 
биуо дейилади.

Берилган п ха ж мл и тапланмада энг кичик днсперснялн бахо 
самарали оа.\о дейилади.

V бош туплам \рта киймати учун силжимаган, асосли ва 
самарали бахо булади.

бош туплам дисперсияси учун асимптотик силжимаган, асосли 
бахо булади.

— S 2 бош туплам дисперсияси учун силжимаган, асосли бахо п — 1 ' ' *
булади. Ганланмапинг урта киймати ва дисперсияларини хисоб- 
лашни соддалаш гириш учун баъзаи куйидаги формулалардан 
фойдалаиилади:

-  I "  -  -и =  — X  и., X =  u-h-f-с, 
п <= 1

S 'i=  ^  ( и — и )2,п
/ =  1

si=h2. si
б\ ерда с ва И. соплари хпсоблашпи енгиллашгирадигап килиб 
тапланади.

1-м и с о л .  Берилган танлапма таксимоти буйича частогалар ва 
нисбий частоталар полигонларини чизинг.

*1 1 2 4 5 8

ni 5 10 15 7 3
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7о- ш а к. i

Е ч и ш .  п = 5 +  10 +  15 +  7 +  3 =  40 - гаиланма хажми. Ниобий 
частоталарни топамиз:

_  п, 5 11» 15 7ш , _  4(1. (|), 4(). ш

u'’5— 10 ■

*. 1 2 4 5 8
Wt 5/40 10/40 15/40 7/40 3/40

75- шаклда чаетоталар пани они на 76- шаклда нисбий чаетота­
лар полпгони таевирлангап.

2-м и с о л .  Берилган ганланма таксимоти бч'йнча чаетоталар ва 
нисбий чаетоталар гнетограммаларини чизинг.

*.-*.4-1 5—10 10—15 15—20 20—25

", 2 6 12 10
1 1 2 1

1 15 5 5 3

Е ч и ш .  и = 2  +  6 + 1 2 + 1 0  =  30 - танланма чажмп.

ll =  5, 1 _
/1

"» 12 _
ft 5

2
h 150 *

= 0,4. ; = ! *  =  1.2;п о

ni _  10 } 
h о

0   12 _  1(>
1*>0 ’ /i 1 Г»< I ’ h 150

о 12



77-шакл ла частоталар политопа на /8- шаклда нпсбий частота­
лар гистограммалари тасвирлапгап.

3- м и с о л .  Бош тунламдан « = 5 0  чажмдаги танлапма ажра- 
гилгап:

2 5 7 10

ni 16 12 8 14
Бош туплам урга киймагининг силжимаган бахосшш топиш

Е ч и ш .  Бош туплам рта кпйматинипг силжимаган бачоси 
танланманинг у рта киймати. Шунннг у чуп

г; -А, 1в-2+12-5 + »-7-гИ.Ю - - гА =  — =  ... -= о ./6 .п .l()

4 м н с ол Бир асбоб ёрдамида стерженнинг узунлиги беш марта 
х'лчапганда (систематик хатоларспз) куйидаги нптижалар олинган. 
92, 94, 103. 105. 106.

а) сгержен у пплигипипг танлапма урга кииматини топинг;
б) асбоб йул кушан чатоларпипг танлапма дисиерсиясини 

топинг
Е ч и ш .  а) Ганлама \ рта киимати \ ни тониш учун шартли 

нариапталардан фонда.iana vnu. чу iikh дастлабки варпанталар 
катта сонлар тир:

и = Х . — [)2 

\ = 9 2 +  °  + 2 + 1 '_+ и  + 14 = ()9 +  8 =  !00.

б) Танлапма диснерсняни топамиз: 

X  |\ V)-
s - =

(92- - НЮГ* 4- (94— |00)2 +  ( Ю З— 100J2
+

( I ОТ, —  100  г  4- ( 1 0 0 -  I O f ) »- =  И

54.4



—

Г) м и с ол. п =  10 ха ж мл и танлаиманипг ушбу таксимоти буйича 
таплинма урта кийматини топинг:

1250 1270 1280

ni 2 5 3

Е ч и ш .  Дастлабки вариапталар катта сонлар. шунинг у ч у н  
//, =  А/ — 1270 шартли варианталарга утамиз:

— 20 0 10

ni 2 5 3

V =  С +  и =  1270 +  — 1- 201 ±  3 •''" =  1270 -  , =  1269.

6-м и с о л .  Ушбу п =  10 хажмлп танланма таксимоти буйича 
танланма дисперсиями топинг.

186 192 194

ni
Г

Е ч и  hi. u, =  Xi— 191 ni 

ut

2

артлп в 

— 5

5

арнант

1

3

аларга утамиз 

3

ni
v 2

5  —  ..

2 5

2-52

3

5- l2 + 3-32

Г 2 - ( —  5) +5 
L 10

n J
-1+3-3 ■

10

2= 8.2 — 0,16 =  8.04.

7-м и с о л .  Ушбу « = 1 0  хажмли танланма таксимоти бчйича 
ганлапма \рта кийматини на танланма дпеперсняни топннг:

*1 0,01 0,04 0,08

ni 5 3 2

Е ч и ш .  и,= 100Х, (Л =  100) шартли варианталарга утамиз, 
натижада куйидаги таксимотни хосил киламиз:

ui 1 4 8

ni 5 3 2
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« =  ' " р  = щ  (! -5 + 4.3 + 8-2) =0.33.

|~ J 2=  5-12-|-3-4- + 2-82 |~ 5-1 + 3-4 + 2-8 J  = ?  t}{

S l;=  1 . S l = - ~ -7.21 жО.0007.
И1 I002

9- дирсхона топшириги

1 Бирор дискрет тасодифий микдорпи урганиш чогпда 40 та 
богликмас синовлар натижаси ia куйидаги танланма хосил килин- 
гаи:

10,13,10,9.9.12,12.6,7,9,
8.9.1 1,9,14,13,9,8,8,7,
10.10.11.11.1 1,12,8,7,9,10,
13.3,8,8,9.10,11,11,12,12.
а) вариацион ка горим тузи иг;
б) нисбий частогалар жадвалини тузинг:
в) нисбий частоталар молигонини чизинг.
Ж :  а) 6,7.8,9,10,11,12,13,14;

б)

6 7 8 9 10 11 12 13 14
(О, 1/40 3/40 6/40 8/40 6/40 6/40 5/40 3/40 2/40

в) 79- шакл.

35 <>05 545



2. Берилган танланма гаксимоги буйича нисбий чаетоталар 
гистограммаси ни чизинг.

0—2 2—4 4—6

л, 20 30 50

/К 80- шакл. 

h

0,25 ■

О  / 2  3  U  5  6  Л 

80 шакл

3. Бош тчпламдап « =  60 хажмли танланма ажратилган:

1 3 6 26

", 8 40 10 2

Бош туплам урта кийматининг еилжимаган бахоеини топинг 
/К X =4

4 Таваккалига танлаб олинган 100 талаба буйини (см ларда) 
\лчаш натнжаларп берилган:

Б£йи 154— 158 158— 162 162—166 166— 170 170— 174 174— 178 178— 182

Талаба­
лар сони 10 14 26 28 12 8 2

Текширилган талабалар буйларининг танланма урта кийматини 
ва танланма диснерсиясини тонннг.

К у р е а т м а :  Ораликларнинг урталарини топинг ва уларпи 
варианталар деб кабчл к ти н г .

/К Y=166. S- =  33,44.
5 Гурухдаги 40 талабанинг ёзма ишлари ба.холарининг шетота 

лари жадвали берилган:

Б а ко — 2 3 4 5
Частота — 

ni
3 8 25 4

;>4ь



V, S~\ S  lapnn топинг 
Ж  Л'=  3.75; S  =0,5375; 5= 0.74
6 N шоу «= 1 00  хажмли тантанма таксимоти буйича танланма 

'шснерсиини топинг:

X l 2502 2804 2903 3028

", 8 30 60 2

К\ р с а т м а :  и. =  \ — 2844 uiap .in варианталарга утиш 
Ж : 6 ; =  5 :=  12603.

У- чу ста и,11.1 иш

I. Кирши имтихонларила *ллик абитуриент куйил.п.. ЗАЛДпрн 
олли:

12 14.19.15.14 18.13.16,17,12,20.17.15,13,17,16,20,14; 14,13.17.16,15,
19 16.15.18.17,15,14,16,15,15 18 15,15,19,14 16,18 18,15,15,17 15,16.16. 
14 14 17

а> карманной каторни тузинг;
б) нисбий чаетоталар жалвалинн тузинг:
в) нисбий чаетоталар пшигонини чизинг.
Ж : а) 12,13,14,15,16.17.18,19,20.

б)
12 13 14 15 16 17 18 19 20

W1 0,04 0,06 0.16 0,24 0.16 0,14 0,10 0,06 0,04

2 Берилган танланма таксимоти буйича нисбий чаетоталар 
гистограм.масини чизинг.

х - х м 10—15 15—20 20—25 25—30 30—35

", 2 4 8 4 2
« = 2 0

U . , - 1! 1

~ !0

4 1
i £ ' . , =  = — : iz' 

20 5 i —

£ £ ' , =
4

2 0  ~

1 .
5 ’

2 1 / 
“ ■•'= 2 , 1 =  1 0 ; ft == 5.

^1 _ 1 ю.. 1 1 _  1 ’̂i
А 50 ’ А ~ 25 ' h ~  25 ' h

К
20

1 .

25 * Л

3 Кдйидаги танланма берилган
2.1 З Д  1,4, },3,3,2.3,1,1,2,3,3,4.2,2,3,3.
а) вари а ни он каторни тузинг;
б) чаетоталар жалкалини тузинг;
в) нисбий чаетоталар полигонини чи.шнг;
г) V, S\  S  ларни гопинг 
Ж : а) 1,2.3,4,

50
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X, 1 2 3 4

wt 0,15 0,25 0,50 0,10

г) \=2,55: S 2 =  0,7175; S  =  C86.
4 Ушбу «= 100  хажмли танланма таксимоти буйича танланма 

дисперсиями топинг:

x t 340 360 375 380

ni 20 50 18 12

Кх  р с а т м а :  «, =  .Y,— 360 шартли варианталарга \типг.
/К 5 2(А)  = 5 - ( « )  =  167,29.
5. Ушбу «= 1 0  хажмли танланма таксимоти буйнча танланма 

дисперсияни топинг:

23,5 26,1 28,2 30,4

ni 2 3 4 1

К у р с а т м а :  « (= 1 0 а , — 268 шартли варианталарга угинг.

sl; - 4 = 4-89
1-лаборатория машгулоти 

Танланмаларнинг сонли характеристикаларини хнсоблаш

Берилган танланма таксимотинипг танланма урта кииматини,
А —с

танланма днсиерсиясппп и =  ' — формула ёрдамида соддалаш- 

тпрпб хисобланг.

1. \ 10.3 10.5 10.7 10,0 11.1 1 1.3 11,5 1 1,7 1 1,0 12,1
n , 4 7 8 10 25 15 12 10 I 5

2. X. 83 85 87 80 01 93 05 07 00 101
n fi 7 12 15 30 10 8 6 1 2

3. X 10.6 10.8 1 1.0 1 1.2 11.4 11.6 11.8
n 5 10 17 30 20 12 6

1. X. 15 20 25 30 35 40 45 50 55
n. 6 13 38 71 106 85 30 10 4

5. \ , 18.6 19,0 10,4 10.8 20.2 20.6
n 4 6 30 40 18 2

6. \ 65 70 75 80 85 00

11: 2 5 25 15 5 3
7. \. 20.2 20,4 20.6 20,8 21,0

tl } *7t 20 15 3
8. X 1.05 1.15 1,25 1.35 1.45

M 18 20 25 22 15
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9. Л 5 10 15 20 25 30
п, 10 20 40 30 15 5

10. Л 3.3 П.6 5.9 6.2 (5.5 6.8
п. 5 10 25 20 15 1

1 1. X. 6.4 6,8 7.2 7,6 8.0 8.4 8.8
п, 7 12 16 30 25 15 6

12. X 7.3 7.6 7.9 8.2 8.5 8.8 9.1
п, 10 15 18 24 20 14 5

13. X. 8,2 8.6 9,0 9,4 9.8 10.2
п, 6 12 30 25 20 1

14. V 9,1 9,3 9.5 9,7 9.9 10.1 10.3
п, 10 13 16 28 23 17 7

15. Л. 10.1 10,5 10,9 П.З 11.7 12.1 12,5
п, 20 25 30 45 40 35 15

16. X, 1.5 2,0 2.5 3.0 3.5 1.0 4.5 5.0
ih 15 18 23 25 35 32 22 13

17. X, 2.1 2.3 2.5 2.7 2.9 3.1 3.3 3.5
п. 19 25 28 30 40 35 24 15

18. Л 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3,8
п, 20 25 35 40 50 32 23 15

19. X 3.2 3,5 3.8 4,1 4.4 4,7 5,0 5,3
II, 10 15 20 22 35 30 25 12

20. X. 3,6 4.0 4,4 4.8 5.2 5,6 6.0 64
п, 15 25 30 35 45 40 30 20

21. X, 4.3 4,6 4.9 5.2 5.5 5,8 6,1 64
п, G 8 13 15 25 20 14 5

22. Л 4,5 5.0 5.5 6,0 6,5 7.0 7,5 8,0
11: 10 16 18 20 30 28 15 8

23. X 11,2 11.4 11.6 11.8 12,0 12.2 12.4 12,6
п, 5 8 12 15 25 22 13 7

24. X, 11.5 1 1.9 12,3 12,7 13,1 13.5 13,9 14,3
п, 10 14 18 20 26 21 13 8

25. X 12.3 12,5 12,7 12,9 13.1 13,3 13,5 13,7
п, 9 5 8 12 20 15 7 3

26. X, 12.4 12.8 13,2 13.6 1 1.0 14,4 14.Я 15,2
п, 3 10 1о 25 40 30 20 5

27. X, 13.2 13.4 13,6 13.8 14,0 14.2 14.4 14.6
п, 10 15 18 20 30 25 16 12

28. X, 13.К 14.3 14.8 15.3 15.8 16.3 16.8 17.3
п 4 7 9 1 1 15 10 6 5

29. X 1 1 16 18 20 22 24 26 28
п, 15 17 20 22 25 23 16 13

30. X , ни Hi. 1 16.7 17,0 17,3 17,6
п, 10 14 21 28 23 15



10-§. Математик кутилиш ва дисперсия учун 
ишончли ораликлар

14.10.1. А'|, Х -2....  А„ V - белгили бош тупламдан олинган
танланма булиб, унинг таксимот функцияси F(x,  0) булсин.
0 параметр учун Ц Х \ ....Х„)  бахо булсин.

Агар ихтиёрий сс>0 сон учун шундай 6 > 0  сон топиш мумкин 
булсаки, унинг учун

Р(\ L — 0| < й ) =  I — а

булса, у холда [ L  — й; / -J-6) оралик 0 параметрнинг 1— сс 
ишончли 1ик даражали ишончли оралиги деиила ш

14.10.2. X  белгиси нормал таксимланган бош туплампи карай 
миз. Бу таксимотпинг математик кутилиши а учун куйидаги 
ишончли ораликдан фойдалапилади:

а) X - < а< А -)-/а- -а--- ,
V П Д:

бу ерда а урта квадратик четлапиш, 1а — Лаплас функнияси Ф (/ ) 
нинг ф (/а)= а /2  буладиган киймати.

б) о — номаълум булиб, танланма хажми «> 3 0  булга нда:
А - / „ _ 1  a -S -( < а < А  +  Г„_, а 4= .бу ерда 

v " \ «
S 2 — танланма дисперсия, / я_ 1:а— Стыоденг таксимоти жадвали- 
дан берилган п ва а лар буйича топилади.

14.10.3. А белгиси нормал таксимланган таксимот функцияси­
нинг дисперсияси гг уч\н куйидаги ишончли ораликлардан 
фойдалапилади:

S 2( I — 9 ) “ < c t< S 2( 1 +  <7)2, V<1 булга нда,
0 <  а2 <  S 2 ( 1 +  q1), q >  1 бул га нда.

1-мисол.  'Гасодифий микдор г» =  2 параметр билан нормал' 
конун б\йича таксимланган. п =  25 хажмли танланма олинган. Бу 
гаксимотнинг номаълум а параметри учун у =  0,95 ишончлилик 
билан ишончли ораликни гопинг

Е ч и ш. сГ>(/> =-^-у==0,475 тенгликдан, Ф(/)  функция жадвалидан

I — 1,90соппп топамиз. У холда бахоаниклиги куйидагича булади:

6=  П-(=  ■ 1,96 =  0,784,
п 25 •

ишончли оралик эса

V — /• п ёки (А — 0,784, А +0,784).
ч п \ п
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Масалан, агар олинган танланма учун ^= 2,3  булса. у холда (1,5; 
3,1) оралик 95% ишончлилик билан номаълум параметр а ни 
к ом ла иди.

2- ми сол.  Бош тупламнинг нормал таксимланган X  белгисининг 
номаълум математик кутилиши а ни у =  0,95 ишончлилик билан 
бахолаш учун ишончли ораликни топинг. Бунда <7 =  5, танламанинг 
\рта киймати А' =  14 ва танлама хажми п =  25 берилган.

Е ч и ш .  ф  (/)=-£ муносабатдан: (!) (/) =  =  0,475. Жадвалдан 

/=1,96 ни топамиз. Топилганларни ~Х— /• - - ^ = - +  / г а
л П. \> П

ишончли ораликни топамиз.
3-м и с о л .  Бош тупламнинг X белгиси нормал таксимланган. 

«= 1 6  хажмли танланма буйича танланма урта киймат Л=20,2 ва 
танланма урта квадратик четланиш S  =  0,8 топилган. Номаълум 
математик кутилишни ишончли оралик ёрдамида у =  0,95 ишончли­
лик билан бахоланг.

Е ч и  ш. t я_ | ;т ни жадвалдан топамиз:

хосил булади. Шундай килиб, номаълум а параметр 0,95 ишоичли- 
лик билан

ишончли ораликда ётади.
4- м и с ол. Физик катталикни туккизта бир хил, богликмас улчаш 

натижасида олинган натижаларнинг урта арифметиги /Y=42,319 ва 
танланма урта квадратик четланишп S  =  5,0 топилган. Улчанаётган 
катталикнинг хакикий кийматинн у =  0,95 ишончлилик билан 
аниклаш талаб килинади.

куямиз:

еки
(12,04; 15,96)

7 =  0,95; « =  16; t n_ , .v= 2 ,13.

Буларни

<С о <Z К -}-1 S

формула га куй сак,

20,2 — 2,13*

еки
(19,774: 20.620)

19,774 < о  <20,626



Е ч и ш .  Улчанаётган катталикнипг хакикий киймати упинг 
математик кутилишига тенг Шунинг учун масала а номаълум 
булганда

ишончлилик оралит ёрдамида математик кутилишни бахолашга 
келтирилади.

Жадвалдан у =  0,95 ва п =  9 буйича tn~i. v=2,31 ни топамиз. 
У холда

42,319 — 2,31 ■ -т <  Q <  42,319 +  2.31 • |

ёки
38.469 <  а <  46,169.

Шундай килиб, изланаётган катталикнинг хакикий киймати 
0,95 ишончлилик билан 38,469 <  а <46,169 ишончли ораликда 
ётади.

5- м и с ол. Бош тупламнинг X  белгиси нормал таксимланган. 
я= 1 6  хажмли танланма буйича танланма урта квадратик 
четланиши 5 = 1  топилган. Бош туплам урта квадратик четланиш о 
ни 0,95 ишончлилик билан коплайдиган ишончли ораликни топинг.

Е ч и ш .  Берилганлар -у =  0,95 ва /1=16 буйича жадвалдан 
=  0,44< 1 ни топамиз. Топилганларпи 5 ( 1 — q) < г г < 5 (  1 -\-q) 

формулага к\ямиз ва
1 • (1 — 0,44) < о <  1(1 +0.44)

ёки
0 ,5 6 < у <  1,44

пи хосил киламиз.
6- м и с ол. Бирор физик катталнк битта асбоб ёрдамида 12 марта 

улчанган, бунда улчашлардаги тасодифий хатоликларнинг урта 
квадратик четланиши 0,6 га тенг булиб чикди. Асбоб аниклигипи
0.99 ишончлилик билан топинг.

Е ч и ш .  Асбобнинг аниклнги улчашлардаги тасодифий хато­
ликларнинг урта квадратик четланиши билан тавсифланади. 
Шунинг учуй масала урта квадратик четланиш а ни берилган 
у =  0,99 ишончлилик билан коплайдиган ишончли ораликни топишга 
келтирилади.

Жадвалдан у =  0,99 ва «= 1 2  буйича  ̂=  0,9 ни топамиз. 
5 =  0.6 ва </ =  0,9 ларни формулага куйиб, изланаётган ораликни 
топамиз:

ёки
0,6 (1 —0,9) < гг<0,6 (1 +0,9)

0,06<ст< 1,14.
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10- дарсхона топшириги

1. Бош тунламнинг нормал таксимланган X  сон белгисининг 
номаьлум математик кутилиши а ни 0,99 ишончлилик билан 
бахолаш учун ишончли ораликни топинг, бунда урта квадратик 
четлапиш а =  4, танламанииг урта киймати А"= 10,2 ва танлама 
хажми /?=16.

Ж :  7,63 < а <  12,77.
2. Бош тунламнинг нормал таксимланган X  белгисининг 

математик кутилишини танланма урта киймат буйича бахосининг 
0,925 ишончлилик билан аниклиги 0,2 га тенг буладиган танлама- 
нинг миннмал хажмини топинг. Урта квадратик четланишни 
а= 1 ,5  га тенг деб олинг.

Ж :  лг =  179.
3. Бош тупламдан п =  10 хажмли танланма олинган:

—2 1 2 3 4 5

л,. 2 1 2 2 2 1

Бош тунламнинг нормал таксимланган белгиси математик 
кутилишини танланма урта киймати буйича 0,95 ишончлилик билан 
ишончли оралик ёрдамида бахоланг.

Ж :  0 ,3 < а< 3 ,7 .
4. Бирор физик катталикни богликмас бир хил аникликдаги 9 та 

улчаш маълумотлари буйича улчашларнинг урта арифметик 
киймати ,Y=30,1 ва урта квадратик четланиши 5 =  6 топилган. 
Улчанаётган катталикнинг хакикий кийматини ишончли оралик 
ёрдамида у =  0,99 ишончлилик билан бахоланг.

Ж : 23,38 <  а <36,82.
5. Бош тунламнинг микдорий белгиси нормал таксимланган. 

п хажмли танланма буйича тузатилган урта квадра-тик четланиш
S  топилган.

а) уртача квадратик четланиш а ни;
б) дисперсияни 0,99 ишончлилик билан коплайдиган ишончли 

ораликни топинг, бунда п== 10; S  =  5,l.
Ж :  а) 0 < а <  14,28; б) 0< (72<203,92.
6. Битта асбоб ёрдамида (систематик хатоларсиз) бирор физик 

катталик 10 марта улчанган, бунда улчашлардаги тасодифий 
хатоларнинг урта квадратик четланиши 0,8 га тенг булган. Асбоб 
аниклигини 0,95 ишончлилик билан аникланг.

Ж : 0 ,2 8 < гг<  1,32.
7. Нормал таксимланган бош тупламдан п=  10 хажмли танлан­

ма олинган ва ушбу чаетоталар жадвали тузилган:

—2 1 2 3 4 5

wi 0,2 0,1 0,2 0,2 0,2 0,1
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Математик кутилиш учун у =  0,95 ишончлилик билан ишончли 
ораликни тойиг

8. 10 та богликмас (эркли) улчашлар натижасида стержень 
узунлиги (мм) учун куйидаги маълумотлар олинган: 23,24,23,25,25, 
26,26,25,24,25. &лчаш хатолиги нормал таксимланган деб фараз 
килиб, стержень узунлигининг математик кутлиши учун у =  95%  
билан ишончли ораликни топинг.

Ж :  2 3 ,8 < а <25,4.
9. Агар 10 та богликсиз улчашлар натижасида обьектгача 

булган масофа (м) учун 25025, 24970, 24780, 25315, 24097, 24646, 
24717, 25354, 24912, 25374 натижалар олинган булса, обьектгача 
булган масофанинг математик кутилпшн учун у =  0,9 ишончлилик 
билан ишончли ораликни топинг. Бунда улчаш хатолиги 
а= 100 урта квадратик четланиш билан нормал таксимланган деб 
фараз килинади.

Ж :  21948<а <25052.

10- му ставил иш

1 Бош тупла.миинг А' белгиси нормал таксимланган. Агар урта 
квадратик четланиш а, танланма урта киймати А ва танланма 
хажми п берилган булса (а  =  5, А=16,8 ; « = 2 5 ),  номаълум 
а математик кутилишни 0,99 ишончлилик билан бахолаш учун 
ишончли ораликни топинг.

Ж : 19,23 < а <  19,37.
2. Улчашларпинг тасодифий хатоликларн урта квадратик 

четланиши <7 =  40 м булган биргипа асбоб ёрдамида тупдан 
нишонгача булган масофа 5 марта (бир хил пшроитда) улчаиган. 
Агар улчашларнинг урта арифметик киймати А=2000 м эканлиги 
маълум бу ica, нишонгача булган а хакикий масофаии 0,95 ишонч- 
лилик билан бачолаш \ч\н ишончли ораликни топинг.

Ж :  1960,8 < а <  2039,2.
3. Дисперсияси номаълум нормал таксимланган бош туплам 

математик кутилиши учун танланма чажмн п б\йича_у ишончлилик 
билан ишончли оралигини топинг. Б^нда «= 2 5 , А =  2,4; S~ =  4; 
у =  0,95.

Ж :  1.5744 < а <3,2256.

4 Бош тупламдан «= 1 2  хажмли танланма олинган:

x i —0,5 —0,4 —0,2 0 0.2 0,6 0,8 1 1.2 1,5

ni 1 2 1 1 1 1 1 1 2 1

Бош тупламнинг нормал таксимланган белгиси математик 
кутилиши а ни 0,95 ишончлилик билан ишончли оралик ёрдамида 
бахоланг

Ж : -0,04 < о<0,88.
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о Бош тупламнинг нормал таксимланган микдорий белгнсидан 
олинган п хажмли танланма буйича урта квадратик четланиш
S  топилган.

Агар и =50 S =  14 б\лса, а) урта квадратик четланиш о ни 
0,994 ишончлилик билан конловчи ишончли ораликни топинг;

б) худди un ма Ьлумотлар буйича юкоридаги талабни дисперсия 
\ч\н бажарннг.

Ж  а) 7,98< гг<20,02; б» 6 3 ,9 < о2<400.8
6. Бир хил аникликдаги 15 та улчаш буйича урта квадратик 

четланиш S  =  0.12 топилган. Улчаш апиклтини 0,99 ипюнчлилик 
билан аникланг.

Ж  0,03 <  а <0,21.
7. Бирор физик катталик .V ни бир-бирига боглик булмаган 4 та 

улчаш натижасида 28,6; 28,3; 28,2, 28,4 кийматлар олинган Улчаш 
хатолиги пормал таксимотга эга деб фа раз килиб, нормал 
таксимланган А гасодифий микдорнинг а математик кутилиши учун 
95 %  ишончлилик бнлан ишончли оралик топинг.

Ж : 28,11 <  а <  28,65.

11-§. Гипотезаларни Пирсоннинг мувофиклик 
критерийси буйича текшириш

.V белгилн бош тупламдан олинган A'i, .V2..... V„ танлапма берилган
булиб, унинг а с осп да бош тупламнинг таксимот функцияси 
хакидаги //»: F(x)  = / ro(.v) асосий гнпотезапн //1; Г (х ) =£Fq(x ) конку­
рент гипотеза булганда текшириш керак. булсин. X белги 
кийматларини ( — 00, a i) =  \i, \2 =  [&i; «2),..., U - 1 =  fo/,—2; cik-1), 
\, =  [аь- к  + 00) ораликларга буламиз, n, танлапма киймагларн- 
нииг _\,—  ораликларга тушган кийматларинипг сони булсин ва

iz\= . р = Р ( Х £ \ ) .  N чолдаП

p\+P2 +  . . .+Pk=\,
1 11 =

НУ I -j— oi’ 2 ~f" • - - 4- iZ ! /• =  1
Куиннаги статистиками апиклаймиз:

v  ‘^ _ рУ_ _  v  ( Z "p,)2 
P ~  ,! = | nP-

Агар //л гипотеза уринли булиб, пр{>  5 булса. У1 [к — 1) - 
озодлик даражали хи — квадрат таксимот буйича таксимланган- 
дир.

\гар /*I.(л') таксимот функцияда / та номаьлум параметрлар 
> либ. улар танланма буйнча бачоланган булса, озодлик таражала- 
ри сони (/г — /— 1) га тенг булади.
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Энди Пирсоннинг мувофиклик критерийсини аниклаймнз. Б \ - 
нинг учун аввал а  аннклнлик даражасн ва х и — кватрат таксимот 
учун жадвалдан ,v*_i ;a нинг Р  (Y2> X k - 1 « ) = «  буладиган критик 
киймати топнлади.

Сунгра танланма кийматига кура Y2 • хисобланади, агар 
У2< л '*_, а булса, Но гипотеза кабул килинади ва бош туплам /чНл) 
таксимот функцияга эга деб хисобланади. агар К булса.
Нъ гипотеза рад этиладг

Агар озодлик даража 30 дан катта булса, критик киймат нормал 
таксим отдан фойдаланиб топилади.

1-м и с о л .  X  белгили бош тупламдан олинган танланманинг 
статистик таксимоти берилган:

Д i [0;5) [5;Ю) [10; 15) [15;20) [20;25) [25;30) [30;35) [35;40) [40;45) [45;50)

ni 2 12 8 4 14 6 10 2 1 11

X  белгининг таксимот функцияси текис таксимотга мувофик ёки 
мувофик ^маслигини 0,05 аниклик даражаси билан Пирсоннинг 
мувофиклик критерияси ёрдамида текширинг.

Е ч и in.
k

п =  l  п . =  7 0 .
i = i

Куйидаги жадвални тузамиз:

X 2,5 7.5 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37 5 42,5 47.5
W 0,029 0,171 0,114 0 057 0.2 0,086 0,143 0,029 0,014 0.157

ш ,=-^-=0,029; ю ,= Д |= 0 .1 7 1 ; а > ,= А - = 0 .1 14; 

» 4 =  -±-=0,057; Ю5=  '1  =  0.2; w „ = -£-=0,086;

s '7= j f  =  0.143; » » = | , =  0.029; =0.014; * ,„= - £ = 0 .1 5 7 .
10

х= V а.'Д( =  2,5-0.029 +  7,5-0,171 +  12,5-0.114 +
/= I

+  17,5 • 0,057 +  22,5 • 0,2 +  27.5 • 0.080 +  32,5 • 0 143 +
+  37,5 ■ 0.029 +  42,5 • 0.014 +  47,5 ■ 0.157 =
=  2,5(0.029 +  3-0.171 +5-0,114+ 7-0.057 +  9-0.2 +
+  11 -0,086 +  13-0,14+ 15-0,029 +  17-0,014+ 19-0,157) =
=  24,4285;
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A/J= 2 ,52(0,029 +  9-0,171 +25-0,114 +  49-0,057 +  81 -0.2 +
4-121 -0,086+ 169-0,1434-225-0,029 +
2 +  289 -0,014 +361 -0,157) =782,67:

S - = F _  Г  =782,67— (24,4285) 2=  782,67-596,75= 185,92;
S =  Л;Т«5,92 ж 13,63.

V бел и \ч\н

A f w  — n ( Л )  =  ■ ! * = * - ;  | = f"  + * ; D { \ ) =

булганиДан а ва b ни апиклаш учуй куйидаги системами тузам из:

\и +  6 =  48,86,^±-=24.4*3. 

13.632-уЗ

-О-
Ь — а =  47,16

-«►(6 =  48,01; а =  0,85);

— =  — — =0.0212. 
ft — и 47, If)

Шундай килиб.
( 0. агар х<с0.85.

0.0212, агар 0 .8 5 ^ .v ^  48.01.

0. агар л'>48,01,

б\ ерда )'(х) — А' белгининг зичлик функцияси.
Энди текис таксимот буйича X  белгининг [0; 5), [5, 10)....  [45;

50) ораликларга тушиш эхтимолликларини топамиз.
Д i [-o;0) [0.5) [5; 10) [10; 15) [ 15;20) [20;25>

pi 0 0,088 0,106 0,106 0,106 0,106

At [25;30) [30;35) [35;40) [40;45) [45;50) [50;55)

P i 0,106 0,106 0,106 0,106 0,064 0

р { =  />(()< V < 5 )= / ? (0 .8 5 < A '< 5 )=   ̂ 0.0212dx =  

=  0,0212 г I s . =  0,0212- 1,15 =  0,088.



tts.OI

p  0= P (4 5 < A < 5 0 ) = P(45<A<48,01 ) =  J 0,02I2J.v

=  0,0221 л =  0,0212 ■ 3,01 =  0,064

Y1 h i i хисоблаш учун куйидаги жадвални тузамиз:

wi p i w - P , К - p ,)2
( w — P )2

Pi

0.029 0.088 —0,059 0,003 0,034
0,171 0,106 0,065 0,004 0,038
0,114 0,106 0,008 0,006 0,057
0,057 0,106 —0,049 0,002 0,019
0.2 0,106 0,094 0,009 0,085
0,086 0,106 —0,020 0,000 0,000
0,143 0,106 0,037 0,001 0.009
0,029 0,106 —0,077 0,006 0,057
0,014 0,106 —0,092 0,008 0,075
0,157 0,064 0,093 0,009 0,141

0,515

Шундай килиб Y2= r i• 2  - * = 70-0,515 =  36,05, яъни
1=1 1

К2 =  36.05.
хи — квадрат таксимот жадвалидан маълумки

•*■10 — 2— 1: 0.05==Л'7; 0,05 =  1 4 ,  1 •

К >14,1 булгани учун бош тупламниш таксимот функцияси
0,05 аниклик даража билан текис такси.мотга мех1 келмайди дегап 
хул оса га эга буламиз.

2-м и с ол. X  белгили бош тупламдан олинган танланмаиииг 
статистик таксимоти берилган:

A £ [0:3) [3;6) [6.9) [9; 12) [12,15) [15;18) [18,21) [21,24) [24;27) [27 30)

ni 1 3 4 6 11 10 7 5 2 1

X  бслгининг таксимот функцияси нормал таксимотга мувофик 
ёки мувофик эмаслигини 0,05 аниклилик ларажаси билан Инрсон- 
пинг мувофиклик критерийеи ёрдамида аникланг.

"> п _
Е ч и ш .  /7=  1  « ,=  50, w =  — , /= 1,10 деб олиб, куйидаги жад-

i = i п
вални тузамиз:
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*1 1.5 4,5 7,5 10,5
---

13,5 16,5 19,5 22,5 25,5 28,5
W. 0.02 0,06 0,08 0,12 0,22 0,20 0.14 0,10 0,04 0,02

Y =  3T — 1,5 алчаштнришни бажарсак, 7 ва Т~ учун статистик 
таксимот к\йилагича б\лади:

Т 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
W 0,02 0,06 0,08 0,12 0,22 0,2 0,14 0,1 0,04 0,02
Т2 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
W 0,02 0.06 0,08 0,12 0,22 0.2 0.14 0.1 0,04 0,02

Т =  0,2 +  0.12 -f 0.24 -f 0,48 +  1.1 +  1.2 +  0.9b +  0.8 +  0.36 +  0,2 =  5,5. 
T- =  0.02 +  0,24 +  0,72+ 1.92 +  5.5 +  7.2 +  6.86 +  6,4+3 24 +  2 =  34,1 

/V =  3 • f — 1,5 =  3-5,5— 1,5= 15.
S ' =  9 (Г2 — Г ) =34,65.

5 =  5,9.
Лемак.

л:— 15 
5,9

f i x )

■ и оулсин, \ чолда

_1_
5.9 \ 2л

■ —15)*
W. л

fix) 5.9 \j'2n
= е 0,17-(f.(«),

ov ерда (| {и) =  = е
V 2я

о\ла in.

Бу функциянинг кпиматларилан фойдаланиб яна битта жадва i 
тузам из (к =  3):

X и Ф(ы) fix ) h f(x ) X и Ф(и) № л /00
1,5 —2,29 0,029 0 005 0,02 165 0,25 0,387 0,066 0,20
4,5 — 1,78 0,082 0,014 0,04 19,5 0,76 0,299 0,051- 0,15
7,5 — 1,27 0.178 0,030 0,09 22,5 1,27 0,178 0,030 0,09
10,5 —0,76 0,299 0,051 0,15 25,5 1,78 0,082 0,014 0,04
13,5 —0,25 0,387 0,066 0,20 28,5 2,29 0,029 0,005 0,02

Энди куйидаги

Р ( а < Л ' < Р ) = Ф
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(бу ерла а —  математик кутилиш ва
х г  

(I>(.v) = - 1 - 2 dt.
О

формула ёрдамида ораликларга тушиш эчтимолликларннн чисоб- 
лаи.миз:

P ( 0 < V < 3 )  = 0 ,0 15 4»  0,02,
Р (  3 < ,Y < 6 ) =0,0425 «  0,04,
Р ( 6 <  \ < 9 ) =0,0905»0,09,
Р  (9 <  А' <  12) =0,151 «0 ,15,
Р (  12 <  А <  15) =0,1946 «0,19,
Р ( 1 5 < А <  18) =0.1946 «0 ,19,
Р (1 8 < * < 2 1 )= 0 .1 5 1  «0 ,15,
Р(21 <  Y < 2 4 ) =0,0915«0,09,
Р(24 < /Y<27) =0.0425 «0,04,
Р (2 7 < А  < 3 0 ) =0,0154 «0 ,02,
Натижада куйидаги жадвалга эга буламиз:

A i [0;3) [3;6) [6:9) [9:12) [12;15) [15,18) [ 18;21) [21 ;24) [24;27) [27;30)

P i 0,02 0,04 0,09 0,15 0,19 0,19 0,15 0,09 0,04 0,02

Юкоридагилардаи фойдаланиб, К2 ни хнсоблаш учун жадвал 
гузамиз:

wi Pi wi - p i ( v - P f
К - я , )2

P i

0,02 0,02 0 0,0000 0,00
0,06 0,04 0,02 0,0004 0,01
0,08 0,09 —0,01 0,0001 0,001
0,12 0,15 —0,03 0,0009 0,006
0,22 0,20 0,02 0,0004 0,006
0,2 0,20 0,00 0,0000 0,02
0,14 0,15 —0,01 0,0001 0,00
0,1 0,09 0,01 0,0001 0,0007
0,04 0,04 0 0,0000 0.00
0,02 0,02 0 0,0000 0,00

0,0387

Y2= n  1  — ---=50-0.0387=1,935;
Pi

х и — квадрат таксимот жа [валидан х,0_ 2_, ,)П5=  14,1.
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У/2<С14,1 булгани учуй бош тунламнинг таксимот ф/нкцияси
0,05 аниклилик лаража билан нормал таксимотга мос келади дегап 
хул оса га эга буламиз.

11- дарсхона топшириги

V белгили бош тупламдан олинган танланманинг статистик 
таксимоти берилган:

Ai [4,1 ;4.2) [4,2;4,3) [4,3;4,4) [4,4,4,5) [4,5;4,6) [4,6;4.7) [4,7;4,8) [4,8;4,9) [4,9;5,0)

ni 1 2 3 4 5 8 8 9 10

V белгининг таксимот функцияси нормал таксимотга мчвофик 
ёки мувофик эмаслигини 0,05 аниклик даража билан Пирсоннинг 
мув )фиклик критерийси ёрдамида аникланг.

Ж : Нормал таксимотга мос келади.
1 /- му ставил иш

X белгили бош тупламдан олинган танламапинг статистик 
таксимоти берилган:

A i [0:10) [10:20) [20;30) [30,40) [40:50) [50;60)

ni 11 14 15 10 14 16

-V белгининг таксимот функцияси текис таксимотга мувофик ёки 
мувофик эмаслигини 0,05 аниклилик даражаси билан Пирсоннинг 
мувофиклик критерияси ёрдамида аникланг.
Ж :  Текис таксимот билан мувофи'клашади.

2-лаборатория машгулоти 
Чизикли регрессия тенгламасини энг кичик квадрат.гар 

усули ёрдамида аник,лаш

X  ва К белгили икки улчовли бош тупламдан олинган п хажмли 
танланма берилган булсин. (д„ yk) кузатилган кийматларини мое 
частоталари билан ушбу корреляцион жадвалга жойлаштирамиз:

Y

х
У\ У2 •• У т

т

I " *  
/= i

*1 «11 п 12 п 1т п*\

*2 п 21 п22 «2т П*2

*1 % %  ' -  П'т П Х[

1 1 т

ПУ\ ПУ2 ПУ т — I  I " Ч
«=1 ,=1 /=1

3(> ()(*!) 5Ы



-  I ' | т
V — — Ц хп К =  — 2L УЛ, .П ' II ' 1= i ,= i

Куйидаги белгилашларии киритамиз:

А Т =  -  v  I  x y t i .  Х 2=  - I  х fn с,п /г
1

i = i i = i

7 2= Т  I  У]пв. о ;= Х 2- Т 2
" j-i

2
o l=  Y2-  Y , r  = XY-X-Y

-  ггY - Y = - - r { \ — л) энг кичик квалратлар усули билап топилган

} нииг /V га тугри чизикли регрессии тенгламаси тир.
Куиинчи б\ тенгламани гопишни соддалаштириш учун

и =  V' ~ C| и =  У,~ С'2 
U‘ h\ ' ' fl2

ал ма шти ри шл а р кирити ла ди.
Ci ва Сг мос равишда х ^ . . . ^ х ,  ва у ^ .. .- ^ .у т вариацион

каторларнинг урталарида жойлашгаи варианталар, hi ва /гг л ар зса 
варнанион каторлар кушни варианталарининг айирмаси.

Юкоридаги алмаштиришлардан фойдаланиб, чизикли регрессия 
тенгламасини топишда куйидаги формулалар ишлатилади:

1 1 1 т 
и =  Z  и,пх, и = — ^  v n  ,п I п I ч'= I 1=1
___ , I - г г  , «

о  1 -  -ч у - I у  2и — — 1  и;пх, и = — 1 Vjny.,П ‘ п 1 и1i=i /=|
2 ' ~2 —11 2 — •> —~Ои =  Ц~ — U , — V ,

I т 
V  V
_ J  «  L’jrt - n - U V

y= ^./ l2+ C 2, /•=--' —■ y=l ---ло a

Корреляцион жадвал маълумотлари б\иича К нинг X  га тугри 
чизикли регрессия тенгламасини энг кичик квадратлар усули билан 
топинг.
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X

Y
33 38 43 48 53 58 ПУ

65 4 8 1 — — — 13
75 — 4 4 2 — — 10
85 — 1 6 6 1 — 14
95 — — — 1 5 — 6
105 — — — 1 4 1 6
115 — — — 2 4 6

4 13 11 10 12 5 п =55

\  X  
Y 30 35 40 45 50 Пу

46 2 6 — — — 8
56 2 8 10 — — 20
66 — — 32 3 9 44
76 — — 4 11 6 21
86 — — — 2 5 7
«ж 4 14 46 16 20 п =100

X
3 7 11 15 19 23 пу

6 5 3 — 2 — — 10

16 7 10 1 2 — — 20

26 2 18 15 20 — — 55

36 — — 30 26 — — 56

46 — — — 19 12 — 31

56 _ — — — 21 7 28

14 31 46 69. 33 7

оосчIIс
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568

5 15 25 35 45 ПУ

2 3 14 — — — 17
12 — 16 18 — — 34
22 — — 20 10 11 41
32 — — — 6 2 8

3 30 38 16 13 о01 с

5бУ



29 3 7 11 15 19 пч

2 2 4 — — — 6
6 — 3 5 — — 8
8 — — 5 35 5 45
10 — — 2 8 17 27
12 — — — 4 10 14

"х 2 7 12 47 32 о01 с

Y 2 5 8 11 14 17 пу

1 2 4 — — — — 6
6 — 6 3 — — — 9
11 — — 6 35 4 — 45
16 — — 2 8 6 — 16
21 — — — 14 7 3 24
пх 2 10 11 57 17 3 о01 с

30.

/2- назорат uiuu

1.1 Л тасогшфий микдор ^(.v) таксимот функцияси оркали 
берил ran:

F(x)  =

0, агар v<  ̂ 1

~  (Зл-2+л- — 4). агар

1, агар х > 2 .

Зичлик функция /'(л), М (Х ) ,  D ( X ), ст(Л') ларни топинг.
/•(Л) па \{х) функцияларининг графигиии чи.шнг.
1.2. Нормал гаксимланган X тасодифий микдорнинг математик 

кутилиши о =  2 ва урта квадратик четланиши г>=6. Р (4 < Л '< 9 )  ни 
топинг.

1.3. Нормал таксн.мотпннг номаълум математик кутилиши а ни 
7 =  0.95 ишончлилик билан бачолаш учун ишончли ораликни топинг 
(А =74,69; п =  25; <7 =  2,5).

2 1. .V тасодифий микдор F (х) таксимот функцияси билап 
берилган:

F(x)  =

0, агар -- г,
о

5.V+1, а г а р -- 1 < л < ; 0,

1, агар .V> 0 .
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Зичлик функция / (.г), \1 { X ) , D ( X ) , а (Х )  ларни гопинг химда F (х) 
ва / ( а ) функцияларнинг графикларннн чизинг.

2.2. Нормал таксимланган А' тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а =  3 ва урта квадратик четланиши а =  2. P (3 < A ‘ *<10) 
ни топинг.

2.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 0.95 ишонч­
лилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг (А' =  74,70; 
п =  25; о =  3).

3.1. .V тасодифий микдор F(x)  таксимот фук ци я си билан 
берилган:

Ч), агар д ^  — л..

F(x)  = у 2 cos' t агар — л

1. агар , v > t

Зичлик функция j (х) , М [ Х ) , D ( X ) , а(А' ) ларни тоиннг чамда ^(х)  ва 
/ (а') функцияларнинг графнкларини чизинг.

3.2. Нормал таксимланган А' тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а =  4 ва урта квадатик четланиши а =  2. Р ( 5 < Х  <С$) ни 
тонинг.

3.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши и ни 
у =  0 .9 5  ишончлилик билан бахолаш v m v h  н ш о н ч л и  ораликни топинг 
(.V =  74.71; // =  49; <7 =  3,5).

4.1. \ тасодифии микдор таксимот функцияси F{x)  бимн 
берилган:

0, агар xs^ 0.

Г ( х ) = {  агар 0 C i < 4 ,

J .  агар х > 4

Зичлик функция /(л*). ,Vf(.Y), D {X ) .  гг(А') ларни топинг, чамда F ix )  ва 
fix)  функцияларнинг графикларннн чи.шнг.

4.2. X  тасодифий микдор нормал конун буйича таксимланган. 
Унинг математик кутилиши а =  5, урта квадратик четланиши 
а =  4. Р ( 2 <  \ <  10) ни топинг.

4.3. Норма I таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бачолаш учун ишончли ораликни 
топинг {Х =  74,72; и =  64: о =  4)

5.1. А тасодифий микдор таксимот функцияси F \ ) .''■и ши 
берилган:

0. агар х ^  4,

F ( х) = In ^, агар 4 < х <  4<>,

1, агар *;>4<\
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Зичлик функция /(А'), М (Х ) ,  D (X ) .  а (Х )  ларни топинг хамда Fix)  
ва /(А') функцияларнинг графикларини чизинг.

5.2. Нормал таксимланган Л' тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а =  6, урта квадратик четланиши ст =  2. Я (4 < А '< ;1 2 ) ни 
топинг

5.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни
Y =  0,95 ишончлилик билан коплайдиган ишончли ораликни топинг. 
(А" =  74,73; п =81; а =  4,5).

6.1. X тасодифии микдор таксимот функцияси F ( x ) билан 
берилган:

Зичлик функция / (а'), М ( A'), D { X ), ст(X)  ларни топинг хамда F (x)  ва 
f{x) ларнинг графикларини чизинг.

6.2 А тасодифий микдор нормал конун буйича таксимланган, 
математик кутилиши а =  1, урта квадратик четланиши
о =  2. Я (3 < А '< ;1 0 ) ни топинг.

6.3. Нормал гаксимотнипг математик кутилиши а пи
Y =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг 
(Х =  74,73; « =  81; сг =  4,5).

7.1 А' тасодифий микдор таксимот функцияси Fix)  билан 
берилган:

Зичлик функция f ix),  М  (X) ,  D {X ) ,  а(А ') ларни топинг хамда F ix )  ва 
f{x) нинг графикларини чизинг.

7.2. Нормал таксимланган X  тасодифий микдорнинг математик 
к у т и л и ш и  а =  8 ва урта квадратик четланиши ст =  5. Р (3 < а < ;1 5 ) 
ни топинг.

7.3 Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 и ш о н ч л и л и к  билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг
(А' =  74,74; «= 100; ст =  5)

8.1 X  тасодифий микдор таксимот функцияси F(x)  билап 
берилган:

'0, агар х 0.

(2а'2+ а ), агар о <  х <  1,

'0, агар 0,

F{x)  = 2
(а3+ а ), агар 0 < х ^  1,

. 1, агар х >  1.

'О, агар х ^  о.

F (x )  = З а 24-2а, агар о < а ^ 3 ’

1, агар х >  .
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Зичлик функция f{x), М(х),  D ( А'), гг(А') ларни топинг хамда F (х) ва 
f(x) нинг графигиии чизинг.

8.2. Нормал таксимланган X  тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а =  9 ва урта квадратик четланиши а =  6. Р (5С .V с  14> 
пи топинг.

8.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билап бахолаш учун ишончли ораликни то­
пинг (А" =  74,75; /г =  121; (7 =  5,5).

9.1. Л’ тасодифий микдор таксимот функцияси F(x)  билан 
берилган:

' 0, агар 0,

F {x )  = 2 sinx, агар 0< x^-jr,

1, агар х > ^ .6
Зичлик функция Ц х ) , М  (A' ) , D ( X ) , гг(А') ларни топинг хамда F {x )  ва 
f {x)  функцияларнинг графикларини чизинг.

9.2. X  тасодифий микдор нормал конун буйича таксимланган, 
математик кутилиши а =  10, урта квадратик четланиши а =  4. 
Р ( 2 < х <  13) ни топинг.

9.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончлилик оралигинн 
топинг ( j  =  74.76; «=114; а =  6).

10.1. X  тасодифий микдор таксимот функцияси F (x )  билан 
берилган:

0, агар 1,

F ix )  =• 4- (д24-3д' — 4). агар 1 < л '^ 2 ,О
1, агар х > 2 .

Зичлик функция f ix),  М { Х ) .  D {X ) ,  а(л') лартш топинг хамда Fix)  ва 
fix)  ларпппг графикларини чизинг.

10.2. Нормал таксимланган А' гасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а=11 ва урта квадратик четланиши гт =  5. Р il< ix < C \ l) 
ни топинг.

10.3. Нормал таксимотнинг математик к у т и л и ш и  а ни 
(7 =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг 
(Х  =  74,91; // =  729; гг =  13,5).

11.1. X  тасодифий микдор таксимот функцияси F { х) билан 
берилган:

0, aiap х ^ :Г
F(x)

1, агар х > 2 .
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Зичлик функция fix) .  AJ(A' ). D (\ ) .  о(л)  ларни гоиинг хам ia F{x)  на 
fix)  функцияларнинг графигинн чизинг.

11.2. Нормал таксимланган Л' тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а=\2  ва урта квадратик четланиши о =  4 Р { 7< х< ;18) 
ни тонипг.

11.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши и ни 
у =  0.95 и ш о н ч л и л и к  билан бахолаш учун ишончли орали кин и 
топинг ( V =  74,77. /г=169, о =  Ь,5).

12.1. Л тасодифий микдорнинг таксимот функцияси F ( a') билан 
берилган:

'0, агар л'<  ̂— I ,

Fix )  = \ х4-1 . агар — I < д '^  0.
1, агар л '>0.

Зичлик функцияси l'(x), М (Х ) ,  D(A’ ), a(,v) ларни топинг чамда f (A )  ва 
/(а) функцияларнинг графикларннн чизинг.

12 2 Нормал таксимланган X тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши «= 1 3  на урта квадратик четланиши а =  5. Я (9 < х < ;1 8 ) 
ни топинг.

12.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни
о =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг 
( *  =  74.78; «= 190; <т =  7).

13.1 Л' тасодифий микдор таксимот функцияси Fix)  билан бе­
рилган

'О, агар а ^  3

F ix )  = In— агар 3 < а ^  3с

1, агар а > 3 с.

Зичлик функция f(x) VI (ЛГ). D {X ) .  а (л) ларни топинг. хамда fix)  ва 
F(x)  функцияларнинг графикларннн чизинг.

13.2. Л' тасодифий микдор нормал конун буйнча такенм титан, 
математик кутилиши о= 14, урта квадратик четланиши о =  9. 
Р (1 1 < \ '< 1 7 ) ни топинг.

13.3. Нормал таксимотнинг математик кхтилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни тонн иг 
( *  =  74,79; п =  225; a =  7.5).

14 1. А тасодифий микдор таксимот функцияси ^(.v) билан 
берилган:



Зичлик функция / ( A ) ,  М (Х ) ,  О (Л) ,  а(х)  ларни тонннг, хамда Г(х)  ва 
}'{х) функцияларнинг графикларини чизинг.

14.2. .V тасодифий микдор нормал конун буйича таксимланган. 
математик кутилиши а= 15 , урта квадратик четланиши гг =  8. 
Р (9 < х < 2 1 )  ни топинг.

14.3. Норма т таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0.95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг 
( V =  74,8; /? =  256; гт =  8).

15.1.* тасодифий микдор таксимот функцияси F (\ )  билан 
берилган:

F(x)  =

0, агар х ̂  — 1,
■^-(.t+lj, агар — 1< а ^  1

1. а га р х >  1.

Зичлик фу нкнияси f (х ) , М { X ) , D ( \ ) , а (х) ларнп топинг хамда F(x)  ва 
f{x)  функцияларнинг графикларини чизинг.

15.2. Нормал таксимланган V тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а = 1 6  ва урта квадратик четланиши п =  6. Р ( 2< .v< ;9 ) 
ни топинг.

15.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни тонннг 
( *  =  74,81; « =  289; а =  8,5).

16.1. X  тасодифий микдор таксимот функцияси F ( v )  билан 
берилган:

'О, агар X О ,

Fix)  = — , агар 0 < х < ; 3,

1. агар а->3.

Зичлик функцияси / ( v), И(А ). D ( * ), о{х)  ларни топинг хамда ^(-v) ва 
/(.v) функцияларнинг графикларини чизинг

16.2 Нормал таксимланган V тасодифий микдорнш математик 
кутилиши а = 1 7  ва урта квадратик четланиши ст =  11 Я (9 < а < ;20) 
ни топинг.

16.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликп топинг 
( *  =  74,82; /г =324; гт =  9).

17.1. *  тасодифий микдор таксимот функцияси F(x)  билан 
берилган:

О агар 2,

F (x )  = 2 (х~ — За*-(-2), агар 2 < х ^ .  3,

1, агар v> 3 .
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З и ч л и к  функцияси f{x),  \f(.Y), D {X ) ,o {x )  ларни топинг хам да F(x)  ва 
Цх)  функцияларнинг графикларннн чизинг.

17.2. Нормал таксимланган Л тасодифий микдорнннг математик 
кутилиши а= 1 8  ва урта квадратик четланиши о =  6. P (10< ; v<;22)
ПИ Т О П И Н Г.

17.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши и ни у =  0,95 
ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг 
( *  =  74.83; к =  381; о =  9,5).

18 1. Л" гасодифий микдор таксимот функцияси F{x)  билан 
берилган:

ГО, агар л:<! 2,

F( X) = ± х - \ . агар 2 < х < 4 ,

.1, агар х > 4 .

Зичлик фу нкинясн f{x), \1 ( Л ), D ( V ) , а (л*) ларни топинг хамда F ix )  ва 
fix)  функцияларнинг графикларннн чизинг.

18.2. Нормал таксимланган Л' тасодифий микдорнинг матема­
тик кутилиши «= 1 9  ва урта квадратик четланиши о =  7. 
Я ( 11 < Л '< 2 3 ) ни топинг.

18.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни тоиинг 
( *  =  74,84; п =400; о =  10).

19.1. \ тасодифий микдор таксимот функцияси F ix )  ёрдамида 
бери л ган:

Fix)  =

0, агар л*^ .

т, {2х'2 +  х — 1), агар '

1, агар л >  1.

Зичлик функцияси f ix),  W ( * ) ,  D ( * ) , c t ( . v )  парни топинг хам да F  (х) ва 
fix)  функцияларнинг графикларннн чизинг.

19.2. X  тасодифий микдор нормал таксимланган. Унинг 
математик кутилиши а =  20 ва урга квадратик четланиши о =  7. 
Я (1 3 < * < 2 4 )  ни топинг.

19.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у==0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг 
( *  =  74,85; « =  441; а=10,Г>).

20.1. Л тасодифий микдор таксимот функцияси /; (.v) ёрдамида 
берилган:

0, агар 0.

F {x)  =

агар 

, агар 0 < а :^  2, 

агар xz>2.
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Зичлик функцияси f ix),  М (Х ) ,  D (X ) .  o( v )  ларни топинг чамда F(x) 
ва f{x)  функцияларнинг графикларини чизипг.

20 2 Нормал таксимланган \ тасодифий микдорининг мате­
матик кутилиши а =  21 ва урта ква фатик четланиши л =  9. 
Я ( 9 < х <  15) ни топинг.

20.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши и ни
Y  =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг 
( *  =  74,86: п =484; о=11 ) .

21.1. *  тасолифий микдор таксимот функцияси F ix )  ёрдамида 
берилган:

F[x)  =

'0. агар 0, 

j . j [х +  2х) , агар 0 < х ^  2,

1, агар х > 2 .

Зичлик функцияси fix),  V/ (Л ), D ( X ) , о ( V) ларни топинг хамда f i x )  ва 
fix)  ф; нкцияларнинг графикларини чизинг.

21 2 Нормал таксимланган *  тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а =  22 ва урта квадратик четланиши о =  8. Р  (10 С  А" С  18) 
ни топинг.

21.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг 
( *  =  74,87; /г =  529, а = 1 1,5).

22 I *  тасодифий микдор таксимот функцияси Fix)  ёрдамида 
берилган:

F (x )  =

0, а гар х^ 2 ,

Iriy , агар 2 2е,

, I , агар х > 2е

Зичлик функцияси fix), М  ( * ) ,  D{\  ), <т(*) ларни топинг хамда Fix)  ва 
fix)  функцияларнинг графикларини чизинг.

22.2. Нормал таксимланган *  тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а =  23 ва урта квадратик четланиши о =9. Я ( 1 1 <  
< *< С20)ни  топинг.

22.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни топинг 
( *  =  74,88; п =  576; а= 1 2 )

23.1. *  тасодифий микдор таксимот функцияси ёрдамида 
берилган:

F(x)  =

0, агарх<; 0.

/̂2 sin агар 0
2 ’

37 (>Г>5

1. агар х > ^
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Зичлик функцияси/(.V) Vf(.Y), D(X ) .  ст(А') ларни топит хамда F(x)  ва 
/ (х)функцияларнинг графикларннн чизинг.

23.2 А' тасодифий микдор нормал конун буйича таксимланган. 
Математик кутилиши о =  24 ва урта квадратик четланиши 
<т =  11. Р (1 3 < А '< 2 5 ) ни топинг.

23.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш >ч\н ишончли ора шкнн топинг
(А =  74.89; // =  625; a =12,5).

24.1. X тасодифии микдор таксимот функцияси F (. ) ёрдамида 
берилган:

г0, агарл'^0.

F  (х) =  • уд ', а га р 0 <  л ^  1,
А.  агар л'>  1.

Зичлик функцияси f(x), VI ( X ) , D ( X ), п(Х)  ларни топинг хамда F  (х) ва 
f{x)  функцияларнинг графикларннн чизинг.

24.2. Нормал таксимланган А гасодифий микдорниш математик 
кутилиши и =  2 ва vpTa квадратик четланиши а =  5 Р (4 < Л ’«<9) 
ни топинг

24.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш \чун ишончли ораликни топинг. 
(X =  74,9, п =  676, (т=13).

25.1 А' тасодифий микдор таксимот функцияси F(x)  ёрдамида 
берилган:

F (  v) =

0, агардг<; — —,

4-(2х+ 1 ), агар — 2,0 Z
1 агар х> 2

Зичлик функцияси f(x), М (  X)  D (X ) , o (X )  ларни топит <ам ia F(x)  ва 
/(*■) функцияларнинг графикларннн чизинг.

25.2 Нормал таксим 1анган Y тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а =  3 ва \рта квадратик чекланиши а =  5. Р (4 < А '< ;7 ) ни 
топинг.

25.3. Нормал таксимотнинг а математик кутнлишипп 
у==0,95 ишончлилик билан бахолаш \ч\н ишонч in ораликни топиш 
(А’ =  74,92; // =  784. гт= 14)

26.1 X  тасодифии микдор таксимот функцияси ^(.v) ёрдамида 
берилган:

r0, arap .v^  1,

F {  х) = (х2— х), агар 1 2,

1, агар v > 2  
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Зичлик функцияси fix) .  Vf (Y) ,  D ( A ) ,  a ( * )  ларни топинг хамда F(x) 
ва f{x)  функцияларнинг графикларини чизинг.

26.2 Нормал таксимланган X  тасспифий микдорнинг математик 
кутилиши и =  4 ва урта квадратик четланиши <т =  3. Я (3 < А '< ;1 1 ) 
ни топинг.

26.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши и ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни то- 
иинг (А =74,93; « =  841; а =14,5).

27 1 \ тасодифий микдор таксимот функцияси F ix )  ёрдамида 
берилган:

Зичлик функцияси f ( x ) ,M (X ) ,  D { X ) , a ( X )  ларни топинг хамда F(x)  ва 
f{x)  функцияларнинг графикларини чизинг.

27.2. Нормал таксимланган X  тасодифий микдорниш математик 
кутилиши а =  5 ва урта квадратик четланиши о =  4 Р ( 2 < А '< 1 1 ) 
ни топинг.

27.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учуй ишончли ораликни топинг 
(X  =  74,94; «= 841 ; а =  29).

28.1. А тасодифии микдор таксимот функцияси F ix )  ёрдамида 
берилган:

Зичлик функцияси f{x), М [X), D {X ) .  сг(Л') ларни топинг чамда F(x)  ва 
fix)  функция 1арнинг графикларини чизинг.

28.2 Нормал таксимланган X  тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а =  Ь ва \рта квадратик четланиши а =  3. Я ( 6 < А < 1 6 )  
пн топинг.

28.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0,95 ишончлилик билан бахолаш учуй ишончли ораликни топинг 
(Л=74,95; « =  ~84 о=28) .

29.1 X  тасодифий микдор таксимот функцияси F ix )  ёрдамида 
берилган:

'О, агар х^ 2 .

F{x)  =

„ I, агар х> 3 .

0, агарл '^  — 2'

2
.1, агар л > 0 .

0, агар I,
F ix )  = \Jx— I , агар 1 2,

I, агар х>2 .
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Зичлик функцияси f(x), \ 4 ( Х ) ,  D ( X ), a ( * )  ларни топинг хамда F(x)  ва 
f(x)  функцияларнинг графикларннн чизинг.

29.2. Нормал таксимланган X  тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши с1 =  7 ва урта кватратпк четланиши а =  3. Ж Б С Л '- С  13) 
ни топинг.

29.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни
7 =  0,95 ишончлилик билан бахолаш \ ч\н ишончли ораликни топинг 
(X  =  74,96; п =  729; а =  27).

30.1. X  тасодифий микдор таксимот функцияси F (х) ёрдамида 
берилган:

F  (х) =

'0, агарх^б.

In g, агар 5 < A '^ 5 t J. 

,1, агар .V> 5 с.

|члик функцияси f(x), М (X) , D {X ) , <т(*) ларни топинг хамда F (х) ва 
f ix ) функцияларнинг графикларннн чизинг.

30.2. Нормал таксимланган X  тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а =  8 ва урта квадратик четланиши гг=1 Р (4 < * < ;9 )  
ни топинг.

30.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у =  0.95_ишончлилик билан бахолаш учун ишончли ораликни то- 
пинг. ( *  =  74,97; « =  676; а =  26).

10- намунавий х;исоб топшириклари

1.1. Кутида 6 та ок, 4 та кора, 3 та кизил шар бор. Таваккалига 
олинган 3 га шарпинг чаммаси турли раигда булиши эхтимоллигини 
топинг.

1.2. 7 та урииликли каторга 4 киз ва 3 угил утиришади. Уч 
у гил ни и г ёнма-ён утириши эхтимоллигини топинг.

1.3. Кигоб токчасида алгебрадан 4 та, геометриядан 3 та кпгоб 
таваккалига териб чикилган. Хар кайси фанга дойр китоблар ёнма- 
ён туриши эхтимоллигини топинг.

1.4. Тангапи 10 марта тапктапганида 5 марта герблн том он ва
5 марта рака млн том он тушган. Герблп томоплариинг хаммаси 
дастлабки 5 марта ташланганда тушганлиш эхтимоллигини топинг.

1.5. Яшикда 15 га деталь булиб. уларнинг 5 таси буялган. 
Таваккалига олинган 5 та деталнинг 4 таси буялган, биттаси- 
буялмаган булиб чикиши эхтимоллигини топинг.

1.6. Спортлото уйинидаги бош ютукни (45 тадан 6 та номерни 
топиш) ютиб олиш эхтимоллигини топинг. 5 та номерни топиш 
эхти м ол.Iи ги ни а ни кла нг.

1.7. 52 талик уйин картасини 2 тадан таркатилганда «туз» ва 
«кирал» чикиши эхтимачлигини топинг.

1.8. Театрга 6 та чипта олинган булиб, улардаи \ таси
1-катордаги жойлардан иборатдир. Таваккалига олинган 3 та
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чиптанинг 2 таси биринчи катордаги жойларда булиши эхтимолли- 
гини топинг.

1.9. Футбол буйича мус оба кала рда 20 та жамоа катнашади. 
Тасодифий равишда бу жамоалар 10 тадан килиб иккита гурухга 
булинди. Бунда 2 та энг кучли жамоа битта гурухга туши б колиши 
эхтимоллигини топинг.

1.10. Кутичада 7 та ок ва 5 та кора шар бор.
а) таваккалига олинган шар кора булиши;
б) таваккалига олинган 2 та шар кора булиши эхти­

моллигини топинг.
1.11. Талаба укув дастуридаги 40 саволдан 30 тасини билади. 

Хар бир имтихон билетида 2 тадан савол б глса, талабанинг хар 
иккала саволни билиши эхтимоллигини топинг.

1.12. Куръа ташлаш катнашчилари яшикдан 1 дан 100 гача 
номерланган жетонларни тортадилар. Таваккалига биринчи булиб, 
олинган жетон номерида 5 раками иштирок этмаслиги эхтимоллиги­
ни топинг.

1.13. Олтита бир хил карточкаларнинг хар бирига куйидаги 
харфлардан бири ёзилган: а, б, с, м, р, о. Карточкалар яхшилаб 
аралаштирилгач, галма-галдан битталаб олинган ва катор килиб. 
териб чикилган туртта карточкада «ромб» сузинипг хосил булиши 
эхтимоллигини топинг

1.14. Барча ёклари буялган куб мингта бир хил улчамли 
кубчаларга булинади ва улар яхшилаб аралаштирилади. Тавакка­
лига олинган кубчанинг: а) битта, б) иккита ёги буялган булиши 
эхтимоллигини тонннг.

1.15. Саккизта хар хил китоб битта токчага таваккалига териб 
куйилганда, иккита маълум китоб ёнма-ён турнб колиши эхти- 
моллигинп топинг.

1.16. 10 та хар хил китобнинг 5 таси хар бири 4 сумдан, учтаси
1 сумдан, 2 таси 3 сумдан сотиляпти. Таваккалига олинган иккита 
китоб биргаликда 5 сум булиши эхтимоллигини топинг.

1.17. Гурухнинг 8 нафари кизлар булган 17 талабаси орасида
7 та билет уйналяпти. Билетга «эга чикканлар» ичида 4 та 
талабанинг кизлар булиши эхтимоллигини топинг.

1 18 Беш каватли уйиинг лпфти уч йуловчи билан кутарила * 
бошлади. Хар кайси каватдан биттадан ортик булмаган йуловчи 
тушиб колиши эхтимоллигини топинг. (Бунда йуловчиларни 
каватлар буйича таксимлашнинг мумкин булган барча усулларини 
теиг эхтимолли деб хисобланг.)

1.19. Натурал каторнинг 1,2, 3.........  100 сонлари таваккалига
жойлаштирилган 1 ва 2 сонлари ёнма-ён, ш> билан бирга, усиб 
бориш тартибида жойлашганлиги эхтимоллигини топинг.

1.20. Унта талаба тайин электропоездда кетишга шартлашиб 
олдилар, лекин кайси вагонда кетишга келишиб олмадилар. Агар 
электропоездда 10 та вагон б\лса иккита талабанинг битта вагонга 
тушиб колмаслик эхтимоллигини топинг. (Бунда талабаларнипг
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вагонлар буйича жойлашишларипинг барча имкопиятлари тенг 
имкониятли деб фариз килинади )

1.21 Таваккалига олинган учта ракамнинг: а) хаммаси бир хил: 
б) иккптаси бир хил булиши эхтимоллигини топинг.

1.22. 10 эркак ва 10 аёлдан иборат гурух тасодифий равишда 2 та 
теиг кием га булинади. Хар кайси киемда эркаклар ва аёллар сони
б и р  ХИЛ б уЛ И Ш Й  ЭХТИМ ОЛЛИГИНИ топинг.

1.23. Йигувчида бир-биридан кам фарк киладигап 10 та деталь 
бор Уларнинг турттаси биринчи т\рдаги, иккптаси иккинчи, 
иккитаси учинчи ва иккптаси туртинчи т\рдаги деталларднр. Бир 
пайтда олинган олтита деталнинг учтаси — биринчи т\рдаги, 
иккитаси иккинчи, биттаси— учинчи турдаги деталь булиш эхти- 
моллнгини топинг.

1.24. Таваккалига ошнадиган икки хонали соннинг а) туб сон; 
б) 5 га каррали сон булиши эхтимоллигини топинг.

1.25. Хар хил ракамлар билан номерланган 9 та жетоннинг
3 таси олинади. Уларнинг \сиб бориш тартибида чикиши 
эхтимоллигини топинг. Учала жетоннинг номерлари ж; фт булиши 
эхтимоллигини топинг.

1.26. Таваккалига танланган телефон номери 5 та ракамдан 
иборат. Уларда:

а) барча ракамлар хар хил булиши;
б) барча ракамлар ток булиши эхтимоллигини топинг.
1.27. Таваккалига олинган нат\рал сон 2 га хам, 3 га ха.м 

булинмаслиги эхтимоллигини топинг
1.28. 2,3,4,5 6 сонлари ёзилган бешта карточкадан тасодифий 

равишда уч хонали сон тузилади. Бу сон ток булиши эхтимоллигини 
топинг.

1.29. Берилган 1, 2, 3, 4, 5 ракамдан фойдаланиб турли ракам- 
ли турт хонали сон тузилади. Тузилган сон ракамларининг усиш 
тартибида булиши эхтимоллигини топинг.

1.30. Яшикда 40 та ярокли ва 6 та яроксиз саклагичлар бор. 
Яшикдан 3 та саклагич олинган:

а) барча саклагичлар ярокли булиши;
б) акалли биттаси яроксиз б\ лиши эхтимоллигини топинг.
2.1. Айланага таваккалига ички учбурчак чизилади. Бу учбур­

чак тенг ёнли булиши эхтимоллигини топинг.
2.2. Айланага таваккалига ички учбурчак чизилади. Бу учбур­

чак тугри бурчакли булиши эхтимоллигини топинг.
2.3. Айланага таваккалига ички учбурчак чизилади. Бу учбур­

чак уткир бурчакли булиши эхтимоллигини топинг.
2 4 200 м ли магнитофон тасмасига 20 м ораликда маълумот 

ёзилган, шу таеманинг 60 м дан 75 м гача булган оралигида 
узлуксиз ёз\в булиш эхтимоллигини топинг.

2.5. Икки урток мал.лум бир жойда соат 1400 билан 15°° орасида 
учрашишга келишдилар. Хар кайси урток 20 мин кутиб, кейин 
кетади. Учрашув руй бериши эхтимоллигини топинг.
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2.6. Томони а га тенг квадратлар тури чизилган текисликка 
таваккалига г< -̂°2 радиусли танга ташланади. Танга квадратлар-

нинг томонларидан хеч бирини кесмаслик э.угимоллигини топинг. 
Нуктанинг текис фигурага тушиш эхтимоллиги фигура юзи га 
пропорционал ва унинг жойлаишшига боглик эмас деб фараз 
килинади.

2.7. Текислик бир-биридан 2а масофада жонлашган иараллел 
тутри чизиклар билан булинган. Б> текисликка таваккалига 
радиуси г<Са булган танга ташланади. Танга тугри чизиклардан 
хеч бирини кесмаслиги эхтимоллигини топинг.

2.8. Парабола ярим доирага уринади ва унинг диаметри 
чегарадаридан утади. Ярим доирага таваккалига ташланган нукта 
ярим дойра ва парабола билан чегараланган сохага тушиш 
эхтимоллигини топинг.

2.9. Парабола квадратнинг пастки асосига уринади ва унинг 
юкори учлари оркали утади. Квадратга таваккатига ташланган 
нуктанинг квадратнинг юкори томони ва парабола билан чегара­
ланган сочага т\шиш эхтимоллигини топинг.

2.10. Таваккалига 1 дан катта булмаган иккита х ва у сон 
олинган. Агар бу сонлар квидратлариипг йигиндиси ~  дан катга

булса, уларпинг йигиндиси бирдан катта булмаслиги эхтимоллиги­
ни топиш .

2.11 Таваккалига хар бири иккидан катта булмаган иккита 
мусбат х ва у сон олинган. х у ^  1; у / х ^ 2  булиши эчтимоллигини 
топинг

2.12. Иккита х ва у хакикий сон л| ^  1, 0 ^ г / ^ 1  тенгсизлик- 
ларпи каиоатлантирадигаи килиб таваккалига танланади. х~<Су 
шартнинг бажарилиши эчгимоллигини топинг.

2.13. Иккита л' ва у хакикий сон |х| ^  3, \у\ ^ 5  тенгсизликларпи 
каноатлантирадиган килиб таваккалига танланади. - каср м\с-

у
бат булиши эхтимоллигини гопинг.

2.14 R радиусли яоира ичига г радиусли кичик дойра 
жойлаштирилган. Катта доирага таваккалига ташланган иукта 
кичик доирага хам тушиши эхтимоллигини тонннг. (Доирага тушиш 
эхтимоллиги дойра юзига пропорционал булиб, унипг жойлаишшига 
боглик эмас деб фараз килинади.)

2.15. Радиуси 15 см булган шар марказидан 25 см масофада 
ёругликниш н\ктавий манбаи жойлашган. Шар сиртида тавакка­
лига олинган нукта ёритилган булиши эхтимоллиги ни топинг.

2.16. Ичидан томони о =  14см квадрат киркнб олинган R — 25см 
радиусли доирага радиуси г =  2 см булган шар таваккалига 
ташланади. Агар шар албатта доирага тушеа, унинг бу тешик 
четларига тегмай ундап утиб кетиш эхтимоллигини топинг.
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2 17. R радиуели доирага мунтазам олтпбурчак ички чизилган. 
Дойра ичига таваккалига гашлаиган нуктанинг олтибхрчак ичига 
тушиш эхтимоллигиии топинг.

2.18. Квадратпиш тайпнланган учидаи унииг диагоналидан 
кичик ихтиёрий р и п ус  билан айлана чизилган. Айлана квадратнииг 
бу \ чга эга булган томонларини кесиб утиши эчтимоллигини топинг.

2.19. R радиуели айланада таваккалига нукта таиланади. Б\ 
нукi а айланада беЛгилаб куйилган А нуктадан R  ради\сдан кат 
та булмаган масофада ётиши эхтимолл’тини топинг.

2 20. Минл ар куйилиб килинган тусик мипалар ораси 100 м дан 
килиб, бир чизик буйича жойлаш тиртган. Кенглиги 20 м бутган 
кемаипнг бу тхсикни тутри бурчак остида кесиб утганда, минага 
дуч кетишн эхтимоллигини топинг. (Чизикнинг кенглигини чисоб 
га ш  масли к мумкин.)

2 21. Узунлиги 12 ем булган А В  кеемага таваккалига С нукта 
куйилади. А С  кеемага курилган квадрат юзи 36 см ва 81 см лар 
ораеида булиши эхтимоллигини топинг.

2 22. Учлари (0 ;0 ), (0; 1), (1; 1), ( I ; 0) булган квадратга тавак­
калига (х, у )  нукта ташланади. Бу нуктанинг координаталари 
ц < 2 х  тенгсизлпкни каноатлантириши эхтимоллигини топинг.

2.23. R  радиуели доирага таваккалига ташланган нуктанинг 
доирага ички чизилган квадратга тушиши эхтимоллигини тогшиг.

2.24. R радиуели доирага таваккалига ташланган нуктанинг 
доирага ички чизилган мунтазам учбурчакка тушиши эхтиадоллиги- 
ни топинг.

2.25. Тез айланаётган диск жуфт сондаги тенг секторларга 
ажратилган ва улар навбат билан ок ва кора рангларга буяб 
чикилган. Дискка карата ук узилади Укнинг секторлардан бирига 
тегиши эчтимоллигини топинг (Укнинг текис фигурага тегиш 
эхтимшлиги бу 'фигуранинг юзига прогюрционал деб фа раз 
килинади.)

2.26. Разведкачилар радиоприёмниги сигналларни узун тулкии- 
даги частоталарда даврий равишда хар 2 мин да 16 с давомида 
кабул килади. Агар сигнални кайд килиш учун кабул 1 с дан кам 
булмаслиги зарур булса, радиоириё.мпикнипг 10 с давом этадигап 
сигнални кайд килиши эхтимшлигини топинг.

2.27 Узунлиги L  булган А В  телефон линиясинииг С нукта с идя 
(унинг холати линия буйича тенг имкониятли) узилиш руй берди 
С нуктанинг А нуктадан / дан кичик булмаган масофада жои 
лашганлиги эхтимоллигини топипг.

2 28 А^ропортнинг кундириш системаси (тизими) мураккаб 
метеошароитларда самшётларни 5 мин дан кам булмаган оралик 
билан куидиришни таьмиплайди. Иккита самш ёт жадвал буйича 
бири соат 10 да, иккинчиси соат 10 у 10 минутда аэродромга 
кунпшлари керак. Агар биринчи самшёт аэр о д р о м га  жадвалга 
нисбатан 10 мин атрофида, иккинчиси 5 мин атрофида четланиш 
билан кириб келишн мумкин булса (б\нда жадвалдан курсатилган
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чегараларда четланишлар катталиклари теиг имкониятли деб 
фараз килинади). иккинчи самолётнинг кутиш зонасига кетиб 
туриши эхтимоллигини топинг.

2.29. Томони и булган мунтазам учбурчаклардан терилган 
паркетга г радиусли танга таваккалига ташланди Танга 
учбурчаклардан хеч кайсисининг томонига тегмаслиги эхтиматли- 
гини топинг.

2.30 а узунликдаги стержень таваккалига 3 булакка булинди. 
Хар кайси булакнинг узунлиги а /4 дан кагта бутиши эхтимаплиги- 
ни топинг.

3.1. Пул-буюм лотереясининг хар 10000 билетига 150 та буюм ва 
50 та пул ютукларн уиналади. Бир дона лотерея битети эгасининг 
б\ юм еки пул ют\ f h  ютиб атиш эхтиматлигини топинг.

3.2. Мерганнинг битта ук у'зиб 10 очко ш иш эхтиматлиги 0,1 га, 
9 очко (xiиш эхтимоли 0,3 га, 8 ёки ундан кам очко атиш эхтиматлиги 
0,6 га тенг. Л\ерганнинг битта ук узиб 9 тадан кам булмаган очко 
(хтииги эхтиматлигини топинг.

3.3 Партиядаги 10 та деталнинг 8 таси стандарт Таваккалига 
атинган 2 та деталнинг акалли биттаеи стандарт булиши 
эхтиматлигини топинг.

3 4 Яшикда 10 та деталь булиб, уларнинг 2 таси ностандарт. 
Таваккалига атинган 6 та деталь ичида биттадан куп булмаган 
ностандарт деталь булиши эхтиматлигини топинг.

3.5. .Мерганнинг унлик сохага урнши эхтимоли 0,05; туккизликка 
0,2; саккизликка 0,6 Битта у к  узилади Кдиидаги ходисаларнинг 
эхтиматликларини топинг

А — камида 8 очко олинган.
В  — 8 дан куп очко атинган
3.6. Яшикда 8 та ок ва 12 та кизил бир хил шарлар бор. 

Таваккалига учта шар атинади. Уларнинг акалли биттаеи 
ок булиши эхтиматтигини топинг.

3.7. Яшикда 8 та ок ва 12 та кизил шар бор. Таваккалига 
5 та шар атинади Уларнинг ичида биттадан кун булмаган ок шар 
бу шши эхтиматлигини топинг.

3.8 Яшикда 9 та ок ва 14 та кизил шар бор Таваккалига 6 та 
шар атинади. Уларнинг ичида камида иккитаси ок шар булиши 
эхтиматлигини топинг.

3.9. Жисмоний тарбиячилар купи талаба уйингохга борди. 
Футболга 0,3 эхтиматлик билан, баскетбатга 0,4 эхтиматлик билан, 
ватейбана 0,2 эхтиматлик билан чнпта сотиб атиш мумкин эди 
Талабанинг мусобакага ту шиши эхтиматлигини топинг.
Талабанинг баскетбат ёки волейбол мусобакасига кира атиш 
эчтимапнгини топинг.

3.10. Яшикда 8 та кизил , 10 та я шил ва 12 та кук рангдаги бир 
хил шар бор. Таваккалига учта шар атинади. Уларнинг акалли 
иккитаси бир хил рангда булнши эхтиматлигини топинг.

3.11 Уета.хонада учта станок иш.таб турибди. Смена давомида
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биринчи етанокнинг бузили ши эхтимоллиги 0,15 га, иккинчи 
станокники 0,1 га, учинчи станокиикп 0,12 га тенг. Станоклар бир 
пайтда бузилмайдн деб фараз килиб. смена давомида акалли бигта 
етанокнинг бузилиши эхтимшлигини тоиинг.

3.12. Кутида 15 та ок, 20 та кора, 25 та яшил, 10 та кизил шар 
бор. Таваккалига олинган шар ок. кора ёки кизил булиши эхгимол- 
ликларини тоиинг.

3.13. Кутида 10 та ок, 15 та кора, 20 та яшил, 25 та кизил шар 
бор. Таваккалига олинган шар ок, кора ёки кизил булиши 
эхтимолликларини топинг.

3.14. Ишчи учта станокка хизмат курсатади. Смена давомида 
ишчининг аралашувини талаб килиш эхтимоллиги биринчи станок 
учун 0,7 га, иккинчи станок учун 0,75 га, учинчи станок учун эса 
0,8 га тенг. Смена давомида ишчининг аралашувини кайсидир
2 та етанокнинг талаб килиши эхтимоллигини топинг.

3.15. Битта ук узишда нишонга текказиш эхтимоллиги биринчи 
мерган учун р га иккинчиси учун 0,7 га тенг. Битта ук узишда роса 
бир марта нишонга текказиш эхтимоллиги иккала мерган учун 
0,38 га тенг эканлиги мал>лум. Р  ни тоиинг.

3.16. Бирор физик микдорни бир марта улчашда берилган 
аникликдан ортик булган хатоликка йул куйиш эхтимоллиги 0,2 га 
тенг. Туртта богликмас улчаш утказилди. Купи билан битта 
улчашда берилган аникликдан ортик булгаи хатоликка пул 
куйилганлик эхтимоллигини топинг.

3.17. Бир дона пул-буюм лотереяси билан ютиш эхтимоллиги 
1/7 га тенг. 5 дона билет сотиб олиб: а) бешта билетнинг хаммасига 
ютиши, б) акалли битта билегга ютиш эхтимоллигини гопинг.

3.18. Бир бирига богликмас 3 та ук узишда акалли бир марта 
нишонга текказиш эхтимоллиги 0,9984 га тенг. Битта ук узишда 
нишонга текказиш эхтимоллигини топинг.

3.19. Абонент тераётган телефон померинннг охирги рака мини 
эсидан чикариб куйди ва уни таваккалига терди. Унинг 2 тадан 
ортик булмаган муваффакиятсиз уриниш килиши эхтимоллигини 
топинг.

3.20. Битта ук узишда нишонга текказиш эхтимоллиги 0,2 га 
тенг. 8 та ук узилди. Нишонни яксон килиш учун хеч булмаганда бир 
марта нишонга текказиш етарли булса, нишоннинг яксон килиниш
3 хти м ол л и г и н и топинг.

3.21. Талаба имтихон саволларинимг 25 тасидан 20 тасинигина 
гайёрлашга улгурди. Талабанинг таваккалига та ила га н 4 та 
саволнинг камида 2 тасини билиш эхтимоллигини топинг.

3.22. Овчи узоклашиб бораётган нишонга карата 3 марта ук 
узди. Нишонга тегиш эхтимоллиги ук узишнинг бошида 0,8 га тенг, 
у кейинги хар бир ук узишда 0,1 га камаяди. Овчи:

а) учала холда теккиза олмаслиги;
б) акалли бир марта текказиш;
в) икки марта текказиш эхтимоллигини тоиинг.
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3.23. Имтихон билетида 3 та сават бор. Талабанинг биринчи ва 
иккинчи саволга жавоб бериш эхтимоллиги 0,9 га, учинчи саволга 
эса 0,8 га тенг. Агар имтихонни топшириш учун:

а) хамма саволларга жавоб бериш керак;
б) акалли 2 та саволга жавоб бериш керак булса, 

талабанинг имтихонни топшириш эхтимоллигини топинг.
3.24. п та ок ва т  та кора шар булган кутидан 2 та шар олинади. 

Олинган шарлар турли рангда булиши эхтимоллигини топинг.
3.25. Кутида 10 та ок, 15 та кора, 20 та яшил ва 25 та кизил шар 

бор. Битта шар атинади. Олинган шар:
а) кизил, ок ёки кора булиши;
б) яшил ёки кизил булиши;
в) ок, кора ёки яшил булиши эхтиматлигини топинг.

3.26. Танга 4 марта ташланади. Гербли томон роса икки марта 
тушиши эхтиматлигини топинг.

3.27. Заём облигацияларининг ярмиси ютукли. Акалли битта 
облигаиияга 0,95 дан катта эхтиматлик билан ютук чикишига ишонч 
хосил килиш учун нечта облигация сотиб атиш керак?

3.28. Яшикда 90 та ярокли ва 10 та яроксиз деталь бор. Йигувчи 
кетма-кет (кайтариб сотмай) 10 та деталь атади. Олинган деталлар 
орасида:

а) яроксизлари йуклиги,
б) хеч булмаганда биттаеи яроксиз булиши эхтиматлигини

топинг.
3.29. Иккита уйин соккасини неча марта ташланганда акалли 

бир марта 12 очко тушишига 0,5 дан кам булмаган эхтиматлик 
билан ишонч хосил килиш мумкин?

3.30. Уйин иккита уйинчининг бири кетма-кет 2 нартияни 
ютгунча давом этади (дуранг натижа хисобга атинмайди). Хар бир 
уйинчининг партияни ютиши эхтиматлиги 0,5 га тенг ва атдинги 
партиялар натижаларига боглик эмас. Уйин 6- партиягача туташи 
эхти м ол л и ги н и т on инг.

4.1. 10 000 та киймат келтирилган логарифмлар жадвалида 
битта хато кетган. Жадвалдан таваккалига атинган 100 та 
логарифм киймати орасида акалли битта хато киймат борлиги 
эхтиматлигини топинг.

4.2. Олти лампали (хамма лампалар хар хил) радиопри- 
ёмникнинг битта лампаси «куйиб» катди. Приёмникни тузати!П учун 
запжирдаги элементдан таваккалига танланган лампани атиб 
аралаштирилади ва приёмник текшириб курилади. Пр иёмникнинг

а) битта лампани;
б) иккита лампани;
в) учта лампани алмаштиргандан сунг одатдагидек ишлаб 

кетиши эхтиматлигини топипг.
4.3. Турт овчи нишонга карата маълум бир тартибда ук узишга 

келишиб атишди: павбатдаги овчи ундан атдинги овчи нишонга 
теккиза олмагаи такдирдагина ук узади. Хар бир овчининг нишонга
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текказиш эхтимоллиги бир хил булиб, 0,8 га тенг. Нишонга карата:
а) битта;
б) иккита:
в) у ч т а Ч к  узилиш эчтимоллигини топинг.

4.4. Ра ка мл и кулф умумий укида туртта диск бор. \ар бир диск 
ракамлар билан белгиланган олтпта секторга булннган. Кулфнн 
диеклардаги ракамлар маълум комбинация (у кулфнннг «еири»дан 
иборат) ташкил этгандагипа очиш мумкин. Ракамларнипг ихтиёрий 
комбинацияеини териб, кулфнн очиш мумкинлнги эхтимоллигини 
топинг.

4.5 Механизмга учта бир хил деталь кпрадп. Агар механпзмнн 
йншшда учала деталь урнига улчамлари чизмада белгиланганидан 
катта булган леталлар куйилеа, ме.чанизмнинг иши бузилади. 
Пигувчида 5 таси катта улчамдаги 12 та деталь колди. Агар йигувчи 
деталларип таваккалига олса, бу и'таллардан йпгилган меха 
низмнииг нормал ншламаелнк эхтимоллигини топинг.

4 6 Корхонада яроксиз мачеулот умумий махсулотнинг уртача 
2 %>ни ташкил этади. Ярокли махсулотнинг 95 %  инн биринчи нав 
ташкил этади. Таваккалига олинган махсулот:

а) текширишдан утгап махсулогдан ошпган булса;
б) тайёрланган умумии махсул отдан ошнган булса, у иипг 

биринчи навли булиши эхтимоллигини топинг.
4.7. Овчи узоклашаётган нишонга карата 2 марта ук узди. Отиш 

бошлангапда нишонга тегиш эхтимоллиги 0,8 га тенг. кейинги хар 
кайси ук узишда »̂са у 0,1 га камандп Овчининг:

а) чар иккала холда хам нишонга текказа олмаелиги:
б) акалли бир марта текказиш эхтимоллигини тонннг.

4.8. « А »  ва «В»  чодисалар куйидагича: «А» чодиса — 4 та уйин 
соккаспни бир пайтда та шла ига нда акалли битта бир тушишп; 
«гб^ходиса — 2 та еоккани 24 марта ташлангапда акалли бир марта 
2 та бир ту шишп. Ь\ ходисаларнинг кайси бири эчтимоллирок?

4.9. Ишчп тайёрлайдигап деталларннпг 8 % и  яроксиз. Спиаб 
куришга олинган деталлар ораенла бирорта хам яроксизи 
булмаслиги эхтимоллигини топинг.

4 10. Иссиклик электростанциясида 15 смена мухандисларн бу 
либ, уларнинг 3 таси аёллар. Сменада 3 киши туради. Таваккалига 
танланган сменада ^ркаклар 2 тадан кам булмаслиги эчтимоллигн- 
нп тоиинг.

4 11 30 талабанинг ишлаб чикариш амалиёти учун Тошкентда 
15 та жой, Фаргонада 8 та жой, Олмалик-ла 7 та жой ажратилган. 
Икки уртокнпш битта шахарда амалиёт утиши эхтимоллигини 
топпнг.

4 12. 1ч тида а дона ок ва b дона кора шар бор. Кутидаги хамма 
шарлар бприн-кетнн, тасодифий равишда отпади . Тартпб буйича 
иккинчи олинган шарнппг ок булиши эхтим(плигини топинг.

4.13. Карталарнннг тулик дастаси (52 та карта)дан бпрварака- 
йига 4 та карта олинади Куйидаги чодисалар каралади:
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«А» — атинган карталар ичида чеч булмаганда бнтта «гиштнн» 
булади;

«В»  — ашнган карталар ичида чеч булмаганда битга «карга» 
булади.

1 —(-В  ходисанинг эхтимоллигини топинг.
-4.14. Касаба уюшмаси езда дам атишга кетаднган бачалар учун 

15 та спорт лагерпга, У та еайёчлик лагсрига ва 4 та согломлашги- 
риш лагерига йулланмалар ажратди. Агар учти уртокнинг ота- 
оналари бир-бирнга боглик булмаган чатда биттадан нулланма 
атнб келган булсалар, бу уч уртокнинг битта лагерда дам a i и um 
эхтимоллигини топинг.

1.15. Биринчи кутида 5 та ок, 11 та кора ва 8 та кизил шар, 
иккинчи ку тида эса 10 та ок. 8 та кора ва 6 та кизил шар бор. Хар 
иккала кутидан таваккалига биттадан шар олинади. Олинган 
шарлар бир хил рангта булиши эхтимоллигини топинг.

4.16. Яшикда тург раигдаги галтак и п/га р бор. ок — 5 0 % , 
кизил — 20 % ,  яшил — 20 % ,  кук — 10 % . Таваккалига атинган 
галтакнннг яшил ёки кук булиши эхтиматлигини топинг.

1.17. Тайёрланаётган деталларнинг уртача 3 % н  яроксиз. Си- 
иаш учун ашнган 5 та деталнинг орасида бпрорта хам яроксизи 
булмаслиги эхтимоллигини топинг.

4.18. Кдгичада 3 0 %  и ок. кат га ила ри кизил галтак иплар 
аралаштирнлнб куинлган. Таваккалига ашнган икки галгак ип бир 
хил рангда булиши эхтимоллигини топинг.

4.19. Техник каров станциясига 20 та машина келтирилди. 
N трнннг 5 тасида юриш кисмнда, 8 тасида моторда нуксонлар 
булиб, 10 тасида чеч кандай нуксон тонилмадн. Юриш кисмида 
нуксони булган машннанииг мот ори да хам нуксон борлнгн 
эчтиматлигинн топинг.

4.20. 12 утил баш  ва 18 киз б<хта бор гурухдан 2 киши 
таваккалига танлаиди. Уларпинг

а) иккаласи угил ocxia;
б) киз б(хта ва угил бсхта булиши эчтимаыигнни топинг.

1.21. Харидорга 41-улчамдаги понафзал зарурлигн эчтиматлиги 
0,2 га тен1 булсин. Дастлабки бешта харндорнипг 41-улчамдаги 
иойафзалип сураш эхгимоллигпни топинг.

4 22. 1 ва 2 деб белгиланган 2 та уйин соккаси гашланди. 
Биринчи соккадаги очкатарнинг иккинчи соккадаги очколардан 
катта бу тиши эчтимачлигини топинг.

4.23. .Viinn соккасинп ташланганда жуфт ёки учга каррали очко 
тушиши эхтимоллигини топинг.

4.24 Ишчн 4 та станокка хизмат курсатади. Ьир соат давомида 
биринчи станок ишчининг созлаш учун аралашувипи талаб 
килмаслик эхтиматлиги 0,2 га t c h i ; иккинчи станок учун 0,25; 
учинчи станок учун 0,6 га, тургинчи станок учун эса 0,4 га тенг. Бир 
соат давомида бирорта хам станокнинг ишчининг араЛашувини 
талаб этадаслиги эхтиматлигини топинг.
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4.25. Талаба олий математикадан имтихоига тайёрланиши учун 
математик тахлил фаиидан 20 саволга ва геометриядаы 25 та 
саволга жавоб тайёрлаши керак. Бирок, у математик тахлилдан 
15 та, геометриядан 20 та саволга жавоб тайёрлай олди, холое. 
Билет та 3 та савол бор: 2 та тахлилдан ва 1 та геометриядан.

а) талаба имтихонпи аьлога тонширпши (учала саволга хам 
жавоб бериши);

б) яхшига тоишириши (исталган иккита саволга жавоб бериши) 
эхтимоллигини топинг.

4.26. Деталларга 3 боскичда ишлов берплади Биринчи боскич ха 
яроксиз деталь ш иш  эхтимшлиги 0,02 га, иккинчисида 0,03 га, 
учинчисида 0,02 га тенг. Айрим боскичларда яроксиз деталь олиш 
богликмас ходисалар деб фараз килиб, 3 та боскичдап сунг ярокли 
деталь олиш эхтимшлигини топинг.

4.27. 1,2,3,4,5 ракамлардан биттаси, кшгаиларндаи яна биттаси 
ганланади. Ток сон танланган булиб, унинг

а) биринчи галда,
б) иккинчи галда,
в) иккала галда хам тантанганлиги эхтимоллигини топинг.
4.28 п- тартибли дитерминант ёйилмасинппг битта хади та ­

ваккалига танланади. Танланган хадда бош диагональ элементлари 
булмаслиги эхтимшлиги рп ни топинг. lim Р п ни хисобланг.

п-— X»

4.29. Уч киши галма-галдан тангани ташлайди. Кимда бнринчи 
булиб гербли томон тушеа, уша ютгап хисобланади. Хар кайси 
уйинчи учун ютиш эхтимшлигини топинг.

4.30. Икки киши галма-галдан тангани ташлайди. Кимда 
биринчи булиб гербли томон тушса, уша ютган хисобланади Хар 
кайси уйинчи учуй ютиш эхтимшлигини топинг

5.1. Пластмасса гулалар учта прессда тайёрланади. 1 пресс 
барча гулаларнинг 50 %  ини, II- 3 0 % .  I I I  20 %  ини ишлаб 
чикаради. Бунда I пресс гулаларининг 0,025, II нинг 0,02, I I I  нинг 
0,015 кисми ностандартдир. Тайёр гулалар ичидан таваккалига 
шиигаии стандарт булиши эхтимоллигини тоиинг.

5 2 Пластмасса бую.млар учта автоматда таййёрланади: I авто­
мат махсулотнинг 40 %  ини, II-35 %  ини, III-25 %  ини ишлаб 
чикаради Бунда I автоматнинг 0,13, I I- 0,025, I I I - 0,025 кисми 
нестандарт буюм lap uip Танланган стантарт буюм I I I  автоматда 
тайёрланганлиги эхтимшлигини топинг.

5.3. Д* конга 4 1ампочка заводида тайёрланган бир хил 
лампочкалар кабул килиб шинди: I заводдан 350 дона, II дан 
625 дона, I I I  дан 245 дона ва IV  дан 850 дона. Лампочкалар 
1500 соатдан ортик вакг ёниши эхтимоллиги I завод учун 0,25 га,
II завод учун 0,30 га, I I I  завод учун 0,40 га, IV  завод учун 0,75 та 
тенг. Дукон токчаларига лампочкалар аралаштириб териб чикила- 
ди. Сотиб шинган лампочканинг 1500 соатдан куп вакт ёниши 
эхтимоллигини топинг.
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5 1 Омборга 1000 та подшипник келтирил ж. Уларнинг 260 таси 
I за колла. 400 таси II т  колла ва 340 таси I I I  заводда тайёрлан1аи 
I Ьпшипникпинг ностандарт булиб чикиши эхтимоллиги I завод учун 
0,08 га, II завод учун 0,025 га, I I I  завод учун. 0,04 га тенг. Таваккали 
га олинган подшипник ностандарт булиб чикли. Б\ подшипннкнинг 
I заводда тайёрланганлнги эхтимоллигини гопинг.

5.5. Электр ламночкалари партиясннинг 10%  и I заводда, 
40 %  и II заводда, 50 %  и I I I  заводда тайёрланган. Яроксиз 
лампочка ишлаб чикарпш I завод учун 0,02, II завод учун 0,008,
II I  завод учун 0,006. Таваккалига атинган тампочканинг яроксиз 
булиши эхтиматлигини топинг

5.6 Соатлар учта шводда тайёрланади ва дуконга келтирилади.
I завод махсулотнипг 40 %  ини, II за вод 45 %  ини, I II завей
15 %  ини таиёрлайди. I завод тайёрлаган еоатларнннг 90 %  и,
II наво соатларининг 70 %  и, I I I  завод соатларининг 90 ° 0 и нлга- 
рилаб кегадн. Сагиб олинган соатпииг илгарилаб кетнши эхти- 
моллпгини гопинг.

5 7 Иккита яшикда радиолампалар бор. Биринчи яшикда
12 лампа булиб. 1 таси яроксиз, иккинчи яшикда 10 та лампочка 
булиб. уларнинг 1 таен яроксиз. Биринчи яшикдан битта лампа 
олиииб, иккинчи яншкка сатинади. Иккинчи яшикдан таваккалига 
олинган лампанинг яроксиз булиши эхтимоллигини топинг.

5 8. Биринчи жамоада 6 та спорт устаси ва 4 та биринчи 
разряхли спортчи, иккинчи жамоада 6 та биринчи разрядли спортчи 
ва 4 та спорт устаси бор. Бу жамоалар йиичиларидан тузилгап 
терма жамоада 10 унинчп бор: 6 уйинчи — биринчи жамоада и,
4 упинчи— иккинчи жамоадап. Терма жамоадаи таваккалига бир 
уйинчи танланади. Ьу уйинчининг спорт устаси булиши эхтимолли 
гнни топинг

5.9. Хамма буюмлар иккита назоратчи томонидан текширилади. 
Буюмнинг текшириш \чун биринчи назоратчига тушиши эхтнмач- 
лиги 0,55 га, иккинчи назоратчига тушиши эхтиматлиги 0,45 га тенг 
Биринчи назоратчппнпг ностандарт буюм ни угказиб юбориш эхтп- 
матлнги 0.01 га, иккинчи назоратчи учун 0.02 га генг. Таваккалига 
«стандарт» тамгалн буюм олинганда у яроксиз булиб чикти. bv 
буюмнинг иккинчи назоратчи томонидан текширилгаилнги э.чгн- 
мактнгпни топинг.

5.10 Иигиш учун деталлар иккита ста нома тайёрланиб, 
уларнинг биринчиси иккинчисига нисбатан 3 марта кун дета н> 
ишлаб чикарадн. Бунда биринчи станок ишлаб чикарадиган 
тегалларнинг 0,025, иккинчи станок учун 0.015 кисмини яроксиз 

деталлар ташкил этади. Таваккалига йиипп учун ашнган битта 
деталь ярокли булиб чпкди. Бу деталнинг иккинчи станокда 
тайёрланган булиши эхтимоллигини топинг.

5.11 9 та бир хит ёпик кутининг хар бнрнда факат рапгларн 
билан фаркланувчи 10 тадан шар бор. 2 та кутида 5 тадан ок шар 
бор, 3 кутида 4 тадан ок шар бор ва 4 кутида 3 тадан ок шар бор. 
Тутмачани босиш натижасида кайендир кутидан ок шар огилиб

591



чикди. Б\ кутила 3 та ок шар булганлиги эхтимшлигини топинг
5.12. 4 та мерган бир-бирига боглик булмаган хшда битта 

нишонга биттадан у к уздилар. Бу мерганлар учун нишонга 
текказиш эхтимолликлари мос равишда 0,4, 0,6; 0,7; 0,8 га тенг. 
Отиш тугагандан сунг нишондан учта укнинг изи топилди. Туртинчи 
мерганнииг уки хато кетганлиги эхтимшлигини топинг

5.13. Биринчи кутида 10 та шар булиб, уларнинг 8 таси ок, 
иккинчи кутида 20 та шар булиб, 4 таси ок. Хар кайси кутидан 
таваккалига биттадан шар шинди, су игра таваккалига бу 
шарларнннг бири шинди. Ок шар олинганлиги эхтимшлигини 
топинг.

5.14 Талабаларнинг курилиш отрядила 2 та бригада биринчи 
боскич талабаларидан, битта бригада эса иккинчи боскич талабала- 
ридан тузилган. Биринчи боскичларнинг хар кайси бригадасида
5 йигит ва 3 киз бор, иккинчи боскичларнинг бригадасида 4 йигит ва 
4 киз бор К.ур'ьа та шла ш билан отряд бригадаларининг бири тан 
шахарга бориш учун бир киши танланди.

а) Йигит танланганлиги эхтимшлигини топинг.
б) Пигит танланган Унинг биринчи боскич талабаси экани эхти­

мшлигини топинг.
5.15. Омборда 3 та фабрикадан махсулот келади: биринчи 

фабриканинг махсулоти 20 ° 0 ни, иккинчи фабриканики 46 %  ни, 
учинчи фабриканики 34 %  ни ташкил этади. Ностандарт буюм 
ишлаб чикариш 1-фабрика учун уртача 3 %  ни, 2 фабрика учун 2 %  
ни, 3-фабрика учун 1 %  ни ташкил этади. Агар таваккалига олинган 
буюм нестандарт булса. унинг 1-фабрикада тайёрланганлик 
эхтимшлигини топинг

5.16 Имтихонга келган 10 талабанинг учтаси аъло, турттаси — 
яхши, иккитаси — уртача ва биттаси— ёмон тайёргарликка эга. 
Имтихон билетларида 20 та савол бор. Аьло тайёргарликка эга 
талаба барча 20 та саволга, яхши тайёргарликка эга талаба 16 та 
саволга, уртачаси 10 та саволга, ёмони 5 та саволга жавоб бериши 
мумкин. Таваккалига чакирилган талаба берилган 3 та исталган 
саволга жавоб берди. Бу талабанинг: а) аъло тайёргарликка;
б) емон тайёргарликка эга эканлиги эхтимшлигини топинг

5.17. Радиолампа учта заводнинг хар биридан тегишли 0,25; 0,50; 
0,25 эхтимолликлар билан кабул килинади. Бир йил ичида 
лампочкаларнинг ишдан чикиш эхтимшлиги 1-завод лампалари 
учун 0,1 га, иккинчи учун 0,2 га, учинчи учун 0,4 га тенг. Таваккалига 
танланган лампанинг бир йил ишлаши эхтимшлигини топинг.

5 18 Бензин куйиш шохобчаси олдидан енгил ва юк машиналари 
утиб туради Уларнинг 60 %  и юк машиналаридан иборат. Утиб 
кетаётган машинанинг бензин куйиш шохобчасига кириб утиш 
эхтимшлиги юк машинаси учун 0,1 га, енгил машина учун 0,2 га 
тенг Шохобчага машина кириб келди. Унинг юк машинаси эканлиги 
эхтимшлигини топинг.

5.19 Курилишга 1000 дона гишт келтирилди. Йул да гиштнинг 
си ниш эхтимшлиги 0,003 га тенг Курилишга: а) 2 тадан ортик
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синган гншт: б) акалли битта синган гишт келтирилганлиги 
эхтимшлигини топинг.

5.20. Спартакиадада I гур\чдан 4 талаба, 2 г у р у ч д а н 6 талаба, 
3-гур\гхдан 5 талаба катнашмокда. I гурух талабаси институт терма 
жамоасига 0,9 эчтимшлик билан кабул килинади, 2-гурух талабаси 
учун бу эхтимоллик 0,7 га, 3-гурух талабаси учун 0,8 га тенг. 
Таваккалига танланган талаба институт терма жамоасига кабул 
килинди. Бу талабанинг кайси гурухда укишн э чтим шли рок?

5.21. Йигилган Электр занжирга I тур саклагич куйилиши 
мумкин, у кучланиш ортиб кетганца 0,8 эхтимоллик билан ишлаб 
кетади ёки II тур саклагич купилиши мумкиики, у уша шароптда 
0,9 эхт им шли к билан ишлаб кетади I тур саклагич занжирга
0,6 эчтимшлик билан, II тур саклагич эса 0,4 эчтимшлик билан 
уланишн мумкин. Занжирга улангап саклагич ишга тушиб кстди. 
Кайси бири эчтимшлирок: I тур саклагич куйилганими ёки II тур 
саклагич куйилганими?

5.22. Ишчи бир хил деталларга ишлов бериладиган учта 
станокка хизмат курсатади. Яроксиз деталь ишлаб чикариш 
эхтимшлиги 1-станок учун 0,02 га, 2-станок учун 0,03 га, учинчи 
станок учун — 0,04 га тенг. Ишлов берилган деталлар битта яшикка 
жойланади 1-станокнинг унумдорлиги 2-станокка нисбатан уч 
марта юкори, 3-станокнинг унумдорлиги эса 2-станокнинг унумдор- 
лигига нисбатан икки марта паст. Таваккалига олинган деталнинг 
яроксиз булиб чикиши эхтимшлигини топинг.

5.23. Самшётга карата учта ук узилди. 1-отишда мулжалга 
тегиш эхтимшлиги 0,5 га, 2-отишда 0,6 га, 3-отишда 0,8 га тенг. 
Битта ук текканда самшётнинг уриб туширилиш эхтимшлиги
0,3 га, иккита ук текканда 0,6 га тенг, учта ук текканда эса 
самшётнинг уриб туширилиши аникдир. Самшётнинг уриб тушири 
лиши эхтимшлигини топинг.

5.24. Учта станок конвейерга деталлар етказиб беради. 1-станок 
учун яроксиз деталь чикариш эхтимшлиги 0,03 га, 2-станок учун
0,02 га, 3-станок учун 0,01 га тенг. 1-станокнинг унумдорлиги
2-станокникига нисбатан уч марта юкори. 3-станокники эса
2-станокникига нисбатан 2 марта юкори. Конвейердан таваккалига 
олинган деталнинг яроксиз булиши эхтимшлигини топинг.

5.25. Йигув цехига деталлар 3 та автоматдан келтирилади. 
I -автомат 0,3 0> 2-автомат — 0,2 %,  3-автомат 0,4 %  яроксиз деталь 
ишлаб чикариши маълум Агар 1-автоматдан 1000 та, 2-автоматдан 
2000 та, 3-автоматдан 2500 та деталь келтирилган булса, йигишга 
таваккалига олинган деталнинг яроксиз булиши эхтимшлигини 
топинг

5.26. Йигиш цехига деталлар 2 та булимдан келтирилади:
I булимдан — 70 о, II булимдан — 3 0 %  Бунда I булим де- 
талларининг 10 %и , II булимники эса 20 %  и яроксиз. Таваккалига 
олинган деталнинг яроксиз булиши эхтимшлигини тоиинг.
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5.27. Электр лампочкалар» иартнясннииг 2 0 %  ини 1-завод, 
30 %  ини 2-завод, 50 %  ини 3-завод тайёрлаган. 1-завод учун 
яроксиз лампочка ишлаб чикариш эхтимоллиги 0,01 га, 2-завод учун
0,005 га, 3-завод учун 0,006 га тенг. Таваккалига олинган 
Аамночканинг яроксиз булиши эхтимоллигини тонинг.

5.28. Омборга ЮООта деталь келтнрилди. Уларнинг 200 таен
1-заводда, 460 таси 2-заводда, 340 таен 3-заводда тайёрланган. 
Деталнинг яроксиз булиб чикиши эчтиматлиги 1-завод учун 0,03 га,
2-завод учун 0,02 га, 3-завод учун Sea 0,01 га тенг. "Таваккалига 
олинган деталь яроксиз булиб чпкдп. Унннг 1-заводда тайёрланган 
булиши эхтимоллигини топинг.

5.29. Ду конга 4 та лампа заводнда тайёрланган бир хил электр 
ламночкалари келтирилди: 1-заводдан 250 та, 2-заводдан 525 та,
3-заводдан 275 та ва 4-заводдип 950 та. Ламиочканннг 1500 соатдан 
кун ённшн эхтиматлиги 1-завод учун 0,15 га, 2-завод учун 0,30 га,
3-за вод учун 0.20 га ва 4-завод учун 0,70 га тенг. Лампочкалар 
токчаларга жойлаштнрилаётганда улар аралашиб кетди. Сотиб 
ошнган ламночканинг ЬЗДР .соатдан ортик ёниши эхтиматлигини 
тонинг.

5.30. Пластмасса 6} к?м̂ лар учта станок ia тайёрланади. I станок 
бутун махеулотнинг 50 %  ини, II 3 0 %  пни, I I I  20 %  ни тайёрлайди. 
Бунда I станок буюмларннинг 0,025 кисми, II нинг 0,02 кисми,
III пинг 0,015 кисми яроксиз. Стапдартга жавоб берувчи буюмнинг
II стапокда тайёрланганлнк эхтимоллигини тонинг.

6.1. Цехда 6'та мотор бор. Хар бир могор учуй унинг мазкур 
найтда ишга тушнрилганлик эхтиматлиги 0,8 га тенг. Мазкур 
нпйтда а) 4 та мотор: б) хамма моторлар ишга туширнлгаплик 
эхтимоллиги; в) барча моторлар учнриб кунилгаплик эхтнмоллиги- 
нн тонинг.

6.2. Бир дона лотерея билетига ютук чикиш эхтиматлиги
- га тенг. 6 та билетга эга булиб: а) икки га бнлетга; б) учта билегга;/
в) хамма бплетларга юту к чикиши эхтимоллигини топинг.

6.3. Банаплар ортилган учта кема Келнши кутиляпти. Статисти- 
канннг курсатишича келтирилаётган банаиларнинг йулда айпнб 
коли ш и 13 ° () ни ташкил этади. У холда а) бит га ке.манннг; б) иккита 
кемаиинг; в) учала кеманинг айнигап махсулот билан келипш 
эхтимоллигини топинг. Барча кемалардаги банаиларнинг айнима- 
ган булиши эхтимоллиги ни мага тенг?

6.4. Автобазада 12 та машина бор. Уларнинг чар бпрининг йулга 
чикиш эхтимоллиги 0,8 га тенг. Автобаза меьёрпда ишлашн учун 
камида 8 та машина йулда булиши керак булеа, автобазанинг 
меьёрида ишлаши эхтимоллнгппп топинг.

6.5. Телевизорнинг кафолат муддати ичида ггп>мирлашни га 1аб 
этиши эчтпм(х1лиги 0,2 га тенг. Кафолат муддати ичида 6 та 
телевизорнинг а) биттадан куп булмагапи; б) акалли биттаеи 
таьмирлашии талаб этиши эхтимоллигпнп тонинг.

6 6 Таваккалига атинган деталнинг ностандарт булиши 
эхтимоллиги 0,1 га тенг булсин. Таваккалига олинган бешта
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деталнинг иккитадан куп булмагани ностандарт булиши э.чтимолли 
гини топинг

6.7. 6 та болали оилада камида иккитаси киз бола булиши 
эчтимоллигини топинг. N’rn i бола тугилиши эхтимоллигини 0,51 деб 
олинг.

6.8. Битта лотерея бплетига ютук чикиши эхтимоллиги
— га тенг. Олтита билетнинг энг камида иккитасига ютук чикиши
эчтимоллигини топинг.

6.9. Обьектни яксон килиш учун камида 3 марта нишонга тегиш 
керак 15 та ук узилди Хар кайси отишда нишонга тегиш 
эхтимоллиги 0,4 га тенг булса, объектнинг яксон килшшш 
эхтимоллигини топинг.

6.10. Синаш пайтида и шла май колиш эхтимшлиги хар бир асбоб 
учун 0,4 га тенг. Кайси ходисанинг эхтимшлиги катта 4 та 
богликмас си на шла 2 та асбобнинг и шла май кшишими ёки 6 та 
богликмас синашда 3 та асбобнинг ишламай кшишими?

6 11. Уста.хонада 8 та мотор и ш л й я п т и . Хар бир мотор учун 
тушликкача кизиб кетиш эхтимоллиги 0,7 га тенг. Тушгача: а) 4 та 
моторнинг кизиб кетиши; б) барча моторларнинг кизиб кетиши;
в) бирорта хам моторнинг кизиб кетмаслик эхтимшлигини топинг.

6.12. Яшикда бир неча минг саклагичлар бор. Уларнинг 
ярмисини 1-завод, колганини 2-завод тайёрлаган. Таваккалига 5 та 
саклагич шинди. Уларнинг: а) иккитаси; б) камида иккитаси;
в) иккитадан купи 1 -заводда тайёрланганлик эхтимшлигини топинг.

6.13. Кайси бири эхтимшлирок: тенг кучли ракиб билан уйиаб 
турт партиядан учтасини кггишми ёки саккиз партиядан камида 
бештасини ютишми (дуранг чисобга шинмайди)?

6.14. Уйин соккасини 10 марта ташланганда учга каррали очко 
икки мартадан куп, лекин беш мартадан кам марта тушиши 
эхтимоллигини топинг.

6.15. Яшикдаги деталларнинг 4 0 %  и 1-заводда, кшганлари
2-заводда тайёрланган. Яшикдан таваккалига 7 та деталь шинди. 
Уларнинг ичида: а) иккитаси; б) 3 тадан куп булмагани; в) 2 тадан 
ортиги 1-заводда тайёрланган булиши эчтимоллигини топинг.

6.16. Ишчи 50 та дастгочга чизмат курсатади. 6 соатлик иш
вактида дастгохнинг созлашни талаб этиши эхтимоллиги

тенг. Кайси бири эхтимшлирок:
а) 17 та дастгох созлашни талаб этади;
б) 16 та дастгох созлашни талаб этади.
6 17. Завод дуконга 5000 дона сифатли буюм жунатди. Хар 

буюм пинг йул да шикастланиш эхтимшлиги 0,0002 га тенг. Пулда 
5000 буюмнинг: а) роса 3 таси; б) 3 тадан ортиги шикастлапиши 
эхтимшлигини топинг.

6.18 Кинотеатрга 730 томошабин сигади. а) 3 та томошабин бир 
кунда (масалан, 1 мартда) тутилгаилигн; б) 3 тадан куп булмаган 
томошабин бир кунда тутилгаилигн эчтимоллигини топинг.
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6.19. Курилишга 1000 дона гишт келтнрилди. Ташиш на 
келгириш паитида гиштнинг сиииш эхтимшлиги О.ОоЗ га тенг. 
Курилишга: а) 2 тадан ортик синган пинт келтирнлганлик:
б) камида битта спник гшит келтирнлганлик эхтимоллигини топинг.

6.20. Чанакайлар уртача 1 %  ни ташкил этади. 200 талаба 
ораепда: а) роса 4 та; б) 4 тадан кам булмаган чапакай борлиги 
эхтимоллигини топинг.

6.21 Дуконга 1000 шиша маьдан сув келтнрилди. Келтириш 
найтпла шиша идишнннг синиб кашши эхтимачлиги 0,003 га тенг. 
Дуконга: а) роса 2 та; б) 2 гадай кам синган шиша идиш кслти- 
рплганлиги эхтн.моллигиии топинг.

6.22. Дарслик 10000 нусхада чоп этилди. Дарслнк нусхаси 
нотугри бетланганлик эхтимоллиги 0,0001 га тенг. Хамма нчсха 
ичида роса 5 дона яроксиз дарслик борлиги эхтимоллигини топинг.

6.23. Беш башли оклада учтадан ортик киз баш  булмаслиги 
эхтимоллигини топинг (Угил б сл а тугилиши эхтлмоллигн 0,51 деб 
аш нг.)

6.24. Китоб сачнфаснда хато учрашн эхтимоллиги 0,002 га генг. 
500 сахифали китоб текшнрилмокла а) 2 еахнфала: б) 2 дан ортик 
булмаган сахнфада хато учрашн эхтимоллигини топинг.

6 25. 4 ходисанинг руй бериш эчтимачлиги 0.4 га тенг. 10 та 
синовда А чодиса 3 тадан куп булмаган хшда руй бериш 
эчтимоллигини тонннг.

6.26. Завод дуконга 6000 дона сифатли буюм жунатдн. Пулда 
шикастланиш эхгимшлпгн чар бир буюм учуй 0,00025 га тенг. 
Жунятилган 600 дона буюм ораепда йулда: а) роса 2 гаси; б) 2 тадан 
купи шикастланган булиши эчтимоллигини тонннг.

6.27. Кинотеатрга 1000 та томошабин сигали, а) 2 та томоша- 
биннинг бир кунда (масалан 1 мартда) тугнлганлнги эхтимаплиги;
б) 2 тадан куп булмаган томошабиннинг бир кунда тутилгаилигн 
эхтимаплигинн топинг.

6.28. Дарслик 40000 нусхада чоп этнлган. Дарслик пус.хаснда 
камчилпк булиш эчтимачлиги 0,00015 га тенг. Бутун нусхада роса
6 дона камчилиги бор дарслик булиши эчтимшлигиии топинг.

6.29. -4 ходисанинг руй бериш эхтимоллиги 0,45 га теиг. 40 та 
сипонда 1 чодиса 8 тадан к\ и булмаган чолда руй бериши 
эчтимоллигини тонннг.

6.30. Устахонада 9 та мотор ишлаянти. Хар бир мотор учуй 
гушгача кизиб кетиш эхтимоллиги 0,6 га генг. Тушгача: а) 3 та могор 
кизиб кетиши эчтнмаплигинн; б) чамма моторлар кизиб кетиши 
эх'гим(Х1Лигини; н) бирорта хам могор кизиб кетмпелиги эхтнмаллп- 
гимн топинг.

7.1. Тупдан у к узишда битта у к узиб. нишонга текказиш 
эчтнмачлиги 0.8 га тенг. 900 та ук хзнлганда уларнинг камида 
690 тасининг, купи билан 740 тасининг нишонга тегиши эчтимолли­
гини топинг.

7.2. Баттлар йуиишда уртача 10%  бракка йул куйилнш
Г>9()



кузатиладн. 400 та болтдан поорут партияда 299 гадан ортиги 
яр ок/i н булиши эхгимоллигннн топинг.

7.3. Харакатлаиаётган нишонга бнтта ук узишда текказиш 
эхтимоллиги 0,7 га тенг. 20 та ук узилганда 15 таеининг нишонга 
тегиши эхтимоллигини топинг.

7 4 Ьитта \к узишда нишонга текказиш эхтимоллиги 0.4 га тенг. 
.320 та ук узилганда 100 таеининг нишонга тегиши эхтимоллигини 
топинг.

7.5. Берилгаи уепмлик уругпнинг унпб чикувчанлиги 90 %  ни 
ташкил этади. Экплган 800 та уругпипг камида 700 таеининг унпб 
чнкпшп эхтнмоллигипи топинг.

7.6. А ходисанинг 900 та богликмас ходиеаларнипг хар бприда 
руи бериши эхтпмшлпги р 0,8 га генг. А ходисанинг камида 
710 марта, купи билан 740 марта рун бериши эхтимоллигини топинг.

7.7. 4 ходисанинг 900 та богликмас ходисанинг хар бприда руй 
бериши эхтимоллиги р 0,8 га тенг. ,1 ходисанинг: а) 750 марта;
б) 710 марта р\ й бериши эхтимоллигини топинг.

7.8. Китоб сахифасида хато булиши эхтимоллиги 0,002 га тенг. 
500 сахифали китоб гекширила ш. Ками ia 3, купи билан 5 сахифада 
хато булиши эхтимоллигини топинг.

7 9. 100 та станок бир-бирпга боглик булмай ишлайди, бунда 
уларнинг хар бнринпнг б соат иш вактида узлукеиз ишлаш 
эхтимоллиги 0,8 га теиг. Олти соат иш вактида камида 75 та, купи 
билап 85 та стаиокнпнг узлукеиз ншлаши эхтнмоллигипи топинг.

7.10. 100 та станок бир-бирига боглик булмай ишлайди, бунда 
уларпинг чар бирининг G соат иш вактида узлукеиз ишлаш 
эхтимоллиги 0,8 га тенг. Олти соат иш вактида 85 та станок узлукеиз 
ишлапш эЧтпмоллпгиии топинг.

7 11. Фабрика 7 5 %  биринчи пав махсулот чикаради. 300 та 
мачеулот ичидан биринчи навлнлари сони камида 219 та ва купи 
билан 234 та булиши эчтнмоллигннн топинг.

7 12. Уйин соккаси 500 марта ташланади. Бун ia бир очко камида 
70 марта ва купи билан 83 марта тушиши эчтпмоллпгипп тонинг.

7.13. Тайга 400 марта ташланади. Герблп гомоппииг камида 
204 марга ва купи билан 214 марта тушиши эхтпмоллпгпнп топинг.

7.14 \ар кайси унта деталнинг 9 таси стандартга жавоб бера ш. 
Олинган 50 та деталлар ичида стандартга жавоб берадиганлари 
сопи камида 42 та. купи билан 48 та булнши эчтнмоллнгини топинг.

7.15. Уйин соккаси 500 марта ташланади. Бунда бир очконинг: 
а) 83 марта; б) 78 марта тушиши эхтимоллигини тонинг

7.16. Танга 100 марта ташланади. Бунда гербли гомоппииг:
а) 200 марта; б) 160 марта тушиши эхтпмоллпгпнп топипг.

7.17 Мерганниш битта v k  узпб нишонга текказиш эхтимоллиги
0.75 га тенг. 100 марта ук узилганда нишонга: а) камида 70 ва купи 
билап 80 марта; б) купи билан 70 марта текказиш эчгнмоллигини 
топинг.

7.18. Агар ходисапинг чар бнр сиповда рун бериш эхтимоллиги
0,2 га тенг булса, 400 та синовда унинг 104 марга руй бериши 
эхтимоллигини гакрпбаи топинг.
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7.19. Агар богликмас ЮОО та синовларнинг хар бирида А чодиса
0.5 эхтимоллик билан руй берса. унинг камида 500 марта руй 
бериши эхтимоллигини топинг.

7.20. Агар богликмас синовларнинг умумий сони 600 та булиб, 
Чодисанинг алочида сииовларда руй бериши эчти мол шги 0,6 га тенг 
булса, чодисанинг камида 342 ва купи билан 378 марта руй бериши 
эхтимшлигини топинг.

7.21. Тупдан чар бир алочида ук узишда нишонга текказиш 
эхтимшлиги 0,9 га тенг. 20 та >к узилганда нишонга тегишлар сони
16 дан кам, 19 дан оргик булмаслиги эхтимшлигини топинг.

7.22. Карбонит гулачаларни автоматик прессланганда улар 
умумий сонининг кисми тамгасиз булади. Таваккалига олинган
450 та гулача орасида тамрасизлари сони камида 280 та, к\пи билан 
320 га булиши эхтимоллигини тоиинг

7.23. Тупдан ук узилганда ниш он 0,8 эхтнмшлик бнлаи яксон 
булади. 2000 та ук узилди. Бунда: а) камида 1200 марта, лекин 
1300 дан ортик булмаган марта нишонга тегиш; б) камида 
1200 марта нишонга тегиш эхтимшлигини топинг.

7.24. Агар урутнннг униб чикиш эхтимшлиги 0,75 булса, экилган 
500 уругнинг 130 таси униб чикмаслнк эхтимшлигини топинг.

7.25. Уйин соккаси 80 марта ташланадп. 3 раками 20 марта 
тушиши эхтимоллигини аникланг. (Лапласнииг локал тсоре.маспни 
кулланг.)

7.26. Хар унта деталнинг 5 таси стандартга жавоб беради. 
Олинган 50 та деталнинг стандартга жавоб берадиганлари сопи 
камида 43 та, купи билан 49 та булиши эхтимоллигини топинг.

7.27. Карбонит гулачаларни автоматик прессланганда -|- кпс-

ми тамгасиз булади. Таваккалига шинган 450 та гулача ичида 
тамгасизларн сони камида 300 та ва к\пи билан 310 та булиши 
эхтимшлигини топинг.

7.28. Тупдан ук узганда нишонга текказиш эхтимшлиги 0,9 га 
тенг. 900 та ук узилганда нишонга тегишлар сони камида 700 та ва 
купи билан 720 та булиши эхтимшлигини топинг.

7.29. 1000 та богликсиз синовларнинг чар бирида А ходиса
0,1 эхтимоллик билан руй беради. А ходисанинг камида 100 та, купи 
бнлаи 125 марта руй бериши эхтимоллигини топинг.

7.30. Уйин соккаси 300 марта таигланади. Вир очко камида 
60 марта ва ортиги билан 70 марта тушиши эхтимшлигини топинг.

8. Куй и да X дискрет тасодифий микдор таксимот конуни билан 
берилган.

а) Таксимот функцияси /r(x) ни топинг ва унинг графигиии 
чизинг.

б) X  дискрет тасодифий микдорнинг сонли характеристикалари 
,Vf(A), D(.Y), а(А') ларни хисобланг.
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8.1. X 52 56 57 60
р 0,1 0,3 0,4 0,2

8.2. X 16 24 26 28
р 0,4 0,3 0,1 0,2

8.3- X 14 18 23 29
р 0,2 0,1 0,3 0,4

00 X 30 32 35 40
р 0,1 0,5 0,2 0,2

8.5. X 12 14 16 20
р 0.1 0,5 0,3 0,1

00 (У) X 12 14 18 20
р 0,3 0,1 0,4 0,2

87. X 35 39 . 42 46
р 0,1 0.3 0,2 0,4

8.8 X 23 25 28 29
р 0.3 0,2 0,4 0.1

89 X 17 27 29 28
р 0,2 0,4 0,3 0,1

810. X 24 26 38 30
р 0,2 0,2 0,5 0,1

8.11. X 25 27 30 32
р 0,2 0,4 0,3 0,1

8.12. X 2 16 19 21
р 0,1 0,5 0,3 0.1

8.13. X 45 47 50 52
р 0.2 0,4 0,3 0.1
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f

8.14. X 10 12 14 16
P 0,2 0.3 0,1 0,4

8.15. X 18 22 23 26
P 0.2 0,3 0,4 0,1

8.16. X 78 80 84 85
p 0.2 0,3 0,1 0,4

8.17. X 21 25 26 31
p 0,1 0,4 0,2 0,3

8.18 X 25 28 30 33
p 0,1 0,2 0,4 0,3

8,19. X 56 58 60 64
p 0,2 0.3 0,4 0,1

8.20, X 60 64 67 70
p 0,1 0,3 0,4 0,2

8.21. X 31 34 37 40
p 0.3 0,5 0,1 0,1

8.22. X 20 22 30 31
p 0,1 0,2 0,4 0,3

8.23. X 17 20 23 27
p 0,1 0,4 0,3 0.2

8.24. X 28 32 34 36
p 0,1 0,2 0,2 0,5

8.25. X 37 41 43 45
p 0,2 0,1 0,5 0,2

8.26. X 30 35 38 40
p 0,3 0,5 0,1 0,1
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8.27.

8.28

X 15 20 28 24
p 0,1 0.4 0,3 0,2

X 20 25 30 31
p 0.1 0,2 0.4 0,3

8.29. X 10 25 20 26
P 0,4 0,3 0.1 0.2

8.30. X 41 40 52 55
P 0,2 0.3 0,1 0,4

9 *  тасодифий микдор F(x) таксимот функцияси билан берилган 
булса, куйидагиларни топинг:

а) зичлик функции /'(х) ни;
б) М(Л’), D (X ) ,  a(.Y) ва Р  (0,3 < * < 0 ,7 )  ларни.

0, агар х <  0,
9 1 F(x)  =  х2, агар 0 < х ^  1,

. 1 а га р х >  1. 
г0, агар х <  О,

9 2. F(x)  =  ■ х3, агар 0 < х ^  1,
.1, агар х >  1.
'О, агар х< 0,

Зх2-|-2х, агар 0 <  -у.9 3. F{x)  =

9.4 F(x)  =

9.5. F(x)  =

9.6. F{x)  =

1, агар x> - j.

0, а га p x ̂  1,

— (x2— x), агар 1

1 ,arapx> 2.
'О, агар x <  0,
0.2x, агар 0 < x ^  5,
1, агар x> 5 .
0 ,  а г а р  x ^  — 3 0 ,

~ wT~ ’ aryP — 3 0 < x <  30,
1, агар x>30.
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9.7. F(x)  =

9.8. F(x)  =

9.9. Г(х)  =

9.10. F(x)  =

9.11. F(x)  =

0. агар .v^  0,

2— агар 0 < л '^ а ,

1, агар x > a .

0, агар

1— sinx, агар ^ < х < я ,

.1, агар v >  л 
г0, агар х ^  — 1,

~  (х+  1), агар — 1 < х <
4

1, агар х >

0, а га р х ̂  О,

1 — с osx, агар 0 < * <  у,

1, агар  х > - у .

' О, а га р х ̂  О,

-^агар 0 < a ^  7,

1, а га р х >  7

г0, агар х ^  О,

9.12. F (х) =
3fi

с
., агар 0<л' ^  6,

1. агар х> 6 .

9.13. F(x)  =

0, а га р х ̂  О,
. .2

_, агар 0 < \с^  5.25
1, агар х> 5 .

9.14. F(x)  =

0, агар х<1 О,
2

агар 0< .х^. 1

1, агар х >  4.
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9.15. F ( л ) =

9.16. F(x)  =

9.17. F(x)  =

9.18. F ( a) =

9.19. F(x)  =

9.20 F(x)  =

' 0, a ra p a' 0,

I —COSV л _—   -- , a ra p 0 <  a л ,

.1, агар x >  n.

0, агар x <  — b
l . l - o  лY  +  —51пЗаг, агар — у < х <

1, агар x>-^-b
r0, агар x ^  — 1.

— —, агар 1 < a <  2,

J , агар x> 2.

О, агар x ^  —

1 -f-sinx, агар — 0,

J, агар х > 0 . 
r0, агар 1,
J a-— 1, агар 1 < x <  2,
[1, агар a'>2.
A __ЗлО, агар x ^ — ,

с os 2a:, a ra p - - <  x ̂  ri 4
1 агар x >  л.

0, агар xs^ — у,

921. F(x)  =

9.22. F{x)  =

9 23. Fix)  =

cosx, агар — -y<x;

1, агар x> 0.
0, агар x ^  0,
*2
— , агар 0 < x ^  2,

1, агар x > 2.
0, агар x ^  0,

агар 0 < x ^  3.

1, агар x> 3 .
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9.24. F(x)  =

9.25. F  (x i =

9.26. F(x)  =

9.27. F(x)  =

9.28. F(x)  =

9.29. F(x)  =

9.30. F U  ) =

' О. агар 2,

^.v—  1. агар  2 < ix ^ .  4,

1, агар v>4.
0, агар л 0,

2sinx, агар 0 < O '^  ^ ,

1, ai ap x > ~ .О
0. агар л ^  0,

4= sin3x, a rap O cxs^-",

1, агар л\>-4

ll Зл0, агар v ^  — .

о Зл -
c o s 2a\ агар  ̂ < а ^  л ,

1, агар л '>  л.
0. агар — 1.

] (л +  1), агар — 1 <  V ^  1

1, агар л*> 1.
0, агар л-̂  О,

д а . агар 0 <  v<! I .
1, агар v >  1 

'О, агар л '^  3.

In агар 3< а ^  Зс\

1. агар v > 3 с.



15- б о б

АСОСИЙ СОНЛИ УС УЛ Л А Р

1-§. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг 
Жордано— Гаусс усули ва унинг татбики

15.1.1. Ушбу п та пома ьлумли п та чизикли тенгламалар 
системаси берилган булсин:

а мх, +  1̂1 +  ~\~а \пхг, =  ̂ \>
a2ix а.2 >х2-\-йlma' j +  + ... -\-о.2пхп=  b2, 
ь-л\х \~\~а _д.2 afjXи+  ̂ rtxn =  b ,

°4 1 Л'|  H_ G 42'V 2 + G 4 4 *3 -I_ G 4IA' 1 +  +  CU n X n =  Ь  4*

„ t l n I'1'  I +  G n2*'2 +  a n.iX.\ +  G n lX » +  • •• a nnX n —  Ь

Жорхано— Гауснипг модификанияланга н усулига кура б> 
системани ечиш учун бирор а,к (/ =  ’!, //, /г= 1, п) коэффнцнентни, 
масалан, и.\\Ф0 ни танлаймиз. У .уал к,илувчи элемент деб аталади. 
Системанинг биринчи тенгламасини а м га булиб, хоеп i булган 
тенгламани кетма-кет а,\(/= 1, п ) ларга купайтириб, системанинг 
мос /-тенгламасини унлан айирсак, биринчи тенгламадан ташкари 
барча тенгламаларда х\ номаълум йукотиладп ва патижада 
берилган еистемага тенг кучли куйидаги системага зга буламиз:

G llX I Н“  U I РС2~\~а \ }* 3 -Ь С 14Л:4 +  ~\~a \rtXn=  b\ ,

а  2 2 * 2  +  а  2 3*3  24*4  +  +  U 2J Х п ~  Ь  2 ’ , 

а  32-'- г~\~а  ззл з “ Ь а  з»л t +  +  зяА'/1=  b  з 1 ,

G  4 2^ 2 + ^ 43^ 3 + a ! , ^ 4 +  -•■ +  Ci\nX n =  b ["  ,

a  n2X'2~^~a  (пЗХЛ~\~а  'nlX 1+  +  Cl [nhX n=  Ь 1п ' ■

Агар « 2 2 =?^ 0 булса, у хат да юкоридаги жараённи такрорлаб,
системанинг иккинчи тенгламасидан гашкари барча тенгламалари- 
да а '2 помаълумни йукотамиз (Жордано усули нинг Гаусспипг маълум
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усулидан фарки хам шундай иборат) ва кунндаги система! а эга 
буламиз:

g ,1I|*a , +  g V21* + c ,ll^ 3 + o ,.,'.f4+ ... +  c (|,X  =  ̂ .n .

а  22 Л' 2 -\- G  23 Л' з +  ^ 24 Х  4 Н“  • • “ Ь  й 2п V и =  ^ 2 1 -

а +  « ‘з!Х4 +  ‘• • +  а \пХп= Ь 3 ’ *

°  «*3 +  а ' И *4 +  ■ ’ ■ +  а [VnXп =  & (4 ’ ’

a ‘JJ х 3+  a +... +  a l~'nx „ = b

Бу жараённи аЛАФ  0 учун шунга ухшаш дйвом эттириб, учинчи 
тенгламадан ташкари барча тенгламаларда х3 номаьлумни 
йукотиб, \шбу системани хосил киламиз:

а ['пх , +  а ',24'л'4 -\-...-\-a{̂ x, =  b f  ,

а  (|>Л'2+  а  % х , +  . . . +  а  fnxn= b  f  ,

а  Ч з * з +  а ' и х А +  -  +  а  япх п =  Ь  f  .

a'^Xi+.-. +  a ^ x ^ b f  ,

а 'п I*4 +  • ■■ +  а \и,Х п= Ь (п1

Ва нихоят бу жараённи давом этдира борнб, куйидаги системага 
Э1а буламиз:

п  11V ___А ( « — 11U 11 Х| — О |
л<"— I'v _ hu 22 -*2—  2

k цял Л n l/ n

Arap a^_l, =  0 булса, тенгламаларнинг уринлариии алмашти­
риш оркали шарт бйжариладиган xcviга келтириш м\м- 
кин.

Б> системадаи х\, х_>, , хп номаълумларнинг кииматлари 
топилади, тенгламалар системасини ечишнинг номаълумларни 
кетма-кет йукотишга асосланган мазкур усули Жордано— Гаусс 
усули деб аталади.
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Bv усулни тенглама лир еистемасига эмас, балки шу системанинг 
элементар алмаштиришлар ёрдамида диагонал куринишга келтирн- 
л\вчн кенгайтирилган матрицасига куллаш кулайрокдир.

Мулочизаларнннг умумийлигига зарар етказмаган чолда факат 
турт номаълумлн т\ртта тенгламалар системасини кара им из.
V ча[да б\ндай системанинг кенгайтирилган матрицаси куйидаги 
куринишда булади:

Хал килувчи ^леменг еифатида бош диагоналда т\рган элемент 
олинади {aa , i=  1.4). Хал килувчи элементда кеспшувчи сагр ва 
уступ мос равишда \ал цалувчи сагр ва >̂ ал килувчи устун деб 
аталади.

Кенгайтирилган А матрнцадан унга эквивалент А 111 матринага 
утиш учун

- чал килувчи сатр эквивалент магринага узгаришеиз кучириб 
ёзилиб. чал килувчи устуниипг чал килувчи элементдан бош ка 
барча элементлари нолларга келтирилади;

эквивалент матрицанинг кшган элементлари «тугри 
туртбурчак» коидаси деб аталувчи кои ia буйича кайта аникланади.

Б\ конданинг мохияти куйидагича: Л матрицанинг ушбу туртта 
элемептипи кара им из:

бу ерда а,к— чал килувчи элемент, эквивалент матринага ёзилади - 
ган а'},', га мос келувчи элемент, апп ва ац< чал килувчи сатр ва чал 
килувчи ус ту нда ги элементлар.

\лмаштирилаётган а элемент (эквивалент матрица элементи) 
ушб\ формула буйича чисобтанади:

а \ \ а \'2а \.1а \А Ь\
2̂1 а 22 &2'Л а 24 Ь 2А =

а31 а 12 а U Ь.У
аА\ а А2 aU °4| 4̂

А матрнцада чал килувчи элемент танланади (масалан.
а 11 =?М));

1-мнсол.  Ушбу
х ~\~4у -\- 2z — 1, 

2v — 3 у +  z = — 7.
. -v — 4 у =  — о— о

системами Жордапо Гаусс усули билан ечинг.



Е ч и ш .  Кешайтирилган матрицанинг сатрлари устида эле­
ментар алмаштиришлар бажарамиз:

Т ]  4 2 1 - 1 ' ’ 1 4 2 — 1'
А = - 3  1 — 7 0 — 11 — 3 — 5

ю1о'ГГ1 0 1 00 1 to — 4

1 0
10 31 ’

' I 4 2 —  1 1 11 11

(1 ш - k
5 
11 0 1 3

1 Г
5 
1 1

.0 4 1 2 0 0
1
м

2
1 1 .

I 0 10 31 '1 11 11 1 0 0 - 1  ’

0 1 3 5 — 0 1 0 1
11 11 .0 0 1 - 2  .

.0 0 ЕС —  2

Бундан,

х =  — 1, у =  1, г =  — 2

2- м и с ол. Берилган

1 1 - 3 2 6
1 - 2 0 — 1 - 6
0 1 1 3 16
2 - 3 2 0 6

матрицага Жордано— Гаусс усулини кулланг.
Е ч и ш .  fln =  l ни хал килувчи элемент деб олиб, биринчи сатр 

элементларини узгаришеиз кучириб ёзамиз ва биринчи устуннинг 
хал килувчи ац =  1 элементдан бошка барча элементларини эса 
натлар билан алмаштирамиз. Туртбурчак коидасини куллаб.

1 1 - 3 2 6
0 - 3 3 - 3 -1 2
0 1 1 3 16
0 — 5 8 — 4 - 6

ни хосил киламиз.
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Иккинчи сатр элементларини ( —3) га б\либ ушбу матрицага 
эга буламиз:

1 1 — 3 2 6  
О Q ] — I 1 4
О 1 I 3 16
0 — 5 8 — 4 — 6 

Энди <222=1 ни хал килувчи элемент деб оламиз:

1 0 - 2 1 2  
0 1 — 1 1 4
0 0 2 2 12 

0 0 3 1 14 ,
Учинчи сатр элементларини 2 га буламиз

1 0 — 2 1 2  
0 1 — 1 1 4
0 0 Q ] 1 6

, 0 0 3 I 14 
а"з=1 ни хал килувчи элемент деб оламиз:

( 1 0  0 3 14
0 1 0  2 10
0 0 1 1 6
О О О  — 2 — 4

Туртинчи сатр элементларини ( —2) га буламиз:

Г 1 0 0 3 14 )
О 1 0 2 10
0 0 1 1 6
О О О Q ] 2 

а".4=1 ни хал килувчи элемент деб оламиз:
(1 0 0 0 8
0 1 0  0 6 
0 0 1 0  4 

v0 0 0 1 2

15.1.2. Жордано— Гаусс усулидан чизикли тенгламалар систе­
масини ечишдан ташкари детерминантларни хисоблашда, матрица
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рангини аниклашда, тескари матрицани топишда хам фойдаланила- 
ди. _

Жордано — Гаусс3- м и с о л. 
хисобланг:

Детерминантни 

3
I

Д =  .
- 2  

1

усули билан

5
2

- 3
3

3 2 
5 4

Е ч и ш .

=  -7-10

4- м и с о л. Ушбу

ш 2 10 4
2 3 4А == _ 2 -3 3 2

1 3 5 4
2 10 4 1 2 10 4
0 -7 0 о Ш -5 0
1 23 10 0 1 23 10
1 5 0 0 0 -7 0

1 0 20 4 1 0 20 4
0 1 - 5 0 0 1 -5 0
0 0 28 10 0 0 -7 0
0 0 — 7 0 0 0 28 10
1 0 20 1 1 0 0 4
0 1 _ , 0 0 1 0 0
0 0 ш 0

-- --7
0 0 1 0

0 0 28 10 0 0 0 10
1 0 0 4 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 -7-10

0 0 0 1
0 0 0 □ 0 0 0 1

Л =

(7 
1
4
3

- 1
3
1

— 2

3 
5
4 

— I

5 
7
6 

- 1

=  -7 0

матрица рангини Жордано Гаусс усулини куллаб аникланг. 
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Е ч и ш .  Элементар алмаштиришларда матрицанинг ранги 
узгармаслиги маълум. А матрицага Жордано— Гаусс усулини 
куллаймиз:

ш 3 5 7 ' 1 3 5 7
7 — 1 3 5 0 22 32 — 44
4 1 4 6 0 — 11 — 16 — 22
.3 ___ Г — 1 — 1 . 0 — 11 — 16 -22

1 3 5 7 ' 1 3 5 7 '
0 11 16 22' 0 11 16 22
0 11 16 22 0 0 0 0
0 11 16 22 0 0 0 0

Хосил булган матрицанинг хар кандай иккинчи тартибли 
детерминанти нолдан фаркли, демак, г (А) =  2.

5- м и с о л. Берилган

А =
1
2
4

матрицага тескари А ~ 1 матрицани Жордано— Гаусс усули билан 
топинг.

Е ч и ш .  Д =  24=^0 булгани учун А хосмас матрица. А матрица­
нинг унг томонига бирлик матрицани ёзиб тугри бурчакли матрица 
хосил киламиз ва унга Жордано— Гаусс усулини куллаймиз.

(Л|£) =

1 2 1 1 0 0 '

f l3 2 1 1 0 O' 3 3 3

4 5 2 0 1 0 0 7
"з

2
3

4
~~ 3 1 0

. 2 1 4 0 0 1 .
0 1 10 2 0 13 ~3~ 3

1 0 \

О
 

см |1|

7 7 7

<м|с

- 4  4 о7 7 7

о 0 || 1 - 4  4 '7 7 7 )

1 0  0
0 1 о
0 0 1

7
24
5
12
1

24

1
24
1
12
7
24
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Демак,

А ' =

3 7 1
1 _  ~24 24
1 5 1
2 12 12
1 1 7
4 24 24

/- дарсхона топшириги
Куйидаги масалаларпи Жорлано— Гаусс усулидан фойлаланиб 

ечинг:
1. Детерминантларни чисобланг:

а)

1 2 3 0 1 - 2  3 4
0 1 2 3

; 6)
2 1 — 4 3

3 0 1 2 4 3 2 — 1
2 3 0 1 3 — 4 — 1 — 2

Ж : а) 96; б) — 900.
2. Матрица рангини топинг:

'3 5 7 ' 1 2 3 6
а) 1 2 3 ; б) 2 3 16

.1 3  5, . 3 1 2 6 .

Ж : а ) г =  2; б) г =  3.
3. Берилган матрица учун А тескари матрицани топинг:

Ж

'2 5 7 '3 - 4 5

а ) А = 6 3 1 ; б) 1 = 2 — 3 1

.5 - 2 - 3 .3 - 5 - 1  .

1 — 1 1 - 8  29 — 1

- 3 8 41 - 3 4 ; б) - 5  18 — 7

. 27 — 29 24 1 - 3 1
а)

4. Тенгламалар системасини ечинг:
2 v, —|— Злг2 —|— 11 х3-|-5х,,=2,

' 5х +  8</ +  2 =  2,
а) Зх — 2«/ +  6г=  — 7, б)

2х+ у — z =  6;

*1 +  х2+  5х3+ 2х4— 1, 
2х,-}— х2-\- Зх3-|-2х4=  3, 
х| —|— х2-J- Зх3-|-4х4=  3.
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б ) Х\  =  — 2, ЛГз =  О, A ' j  =  1 , A  i =  — 1.

Ж :  а) х = — 3, у =  2. 2= 1 ;

/- мустак,ил иш

Клйидаги масалаларнн Жордано— Гаусс усули билан ечинг:
1. Детерминантни хисобланг:

Ж : — 1800.

8 7 2 10
— 8 2 7 10

4 4 4 5
0 4 - 3 2

2. Матрица рангини тонинг:

1 3 5 — 1

А =
- 1  - 3  

1 — 1
7 9

Ж :л =  3.

'3 3 — 4 - 3 ' — 7 5 12 — 19
0 6 1 1

. Ж
3 — 2 — 5 8

5 4 2 1 41 -3 0 -69 111
2 3 3 2 — 59 43 99 -159.

3. Берилган А матрицага тес кари А 1 матрицани топинг:

А =

4. Чизикли тенгламалар системасини ечинг: 

x ] - \-2 x 2-\- a ' j  = 8 ,  

*2+Зл'з+ *4=15, 
4а'| -j- A’ j-}- v 4= l l ,

А' | --1— x<i -j- 5л , =  23.

Ж :  АГ| =  1 , Х‘2 =  2, Аз =  3, А | =  4.
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3- лаборатория машгулоти 
Чизикли тенгламалар системасини ечиш

Жордано — Гаусс усулини куллаб чизикли тенгламалар систе 
масини учта усул билан ечинг

а) Крамер коидаси буйича,
б) тескари матрица ёрдамида;
в) номаълумларни йукотиш усули билан.

( Зх +  2i/ +  z — 51. j 2х +  3у +  2=  1,
I 2х -|- у -j- 3 2 =  11

2х— у — 2 =  4, 
Зх +  4 y — 2z= 11 
Зх— 2y +  4z=\l

{ 7х — Ьу =31,
4х +  112 =  — 43, 
2x +  3i/ +  4 2 = — 20

r х — 2t/ +  32 =  6,
7. {2x +  3t/ — 4г =  20,

Зх — 2 у — 52 =  6

r3x +  4i/ +  22 =  8,
2х — 4у — 3z= — 1,
. *  +  5у +  2 =  0

4х~  3f/ +  2z =  9,
2. l2x +  5 y- 3 z  =  4,

5а: -|- 6 у — 2z =  18.

'*  +  У — 2=  1,
4. <8x +  3i/ — 62 =  2,

.4л:-j- y — 3z =  3.

Зх + 4у -j- 2z =  8,
6.  2х— y —  3z= —  1,

* +  5 у +  z =  — 1

х — 4 у — 2z =  — 7,
8. Зх “j- у “j- 2 =  5,

— Зх +  5i/ +  62 =  7.

Зл: +  у -Ь 2 =  21, 
10. х — 4y — 2z— — 16,

— Зх-\-Ъу-\- 62= 41.

11.

13.

15.

Х +  y — z =  — 2, 
4х — 3i/ +  2 =  1,
2л:-f- у — 2 =  1

л: +  2у +  42 =  31, 
5 *+  i/ +  2z =  20, 
Зх — у +  2 =  0

Г2х— у +  5г =  4, 
5х +  2 у + 132 =  2, 
.Зх — у +  52 =  0

12.

14.

' x +  y +  3z= — 1, 
2x-y-\-2z= — 4, 
,4х+у +  4 2 = - 2 .

'5x +  8i/ — 2 =  7, 
2х — 3// +  22 =  9,
.х +  2г/ +  32 =  1.

'7х— 5 у =34,
16. • 4х +  1 li/ =  — 36,

.2х +  Зу +  4 2 = — 20.
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17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

х +  2у +  2 =  4,
За — by -}- 3z =  1, 
2x-\-7 y — z =  8

x-\-2y =  6,
3 a  —  y —  z = 1 2 ,

*/ +  22=  — 1.

x — 31/4-2 =  — 9, 
4x-(-2t/ — 2 =  — 8,
A' -{-22=— 3.

4 a — 3y -j- 2 2 =  8,
2jc -J- 5t/ — З2 =  11, 
5x-f-6y — 2z =  13.

x-\-3y — 2 =  8, 
2 a: -J- 2 = 1 ,  

-x-\-2y +  z =  12

4 x +  y  — 32 =  9, 

* +  У 2 =  — 2, 
8x-j-3t/ — 62=  12.

2x +  3i/ +  2 =  4, 
2a-}- t/-j-32 =  0, 
3AT-f-2t/-f- 2=1

{A — 2i/-f-32 =  6,
2a+ 3t/ —42 = 20,

3 a — 2y — 52 =  6
' a -j- 22 =  6,

20. x — 3y-\- z=5,
4a:-J- 2 y — 2 =  — 14.

* +  2=1,
22. I 8x+ 3y— 62 = 2,
— 4a— у -j- З2 =  — 3

2x -f- 2=1,
24. ■ a -j- 3y — 2 =  — 4, 
— x +  2y +  z =  4.

2x-f- y-j-3z =  7,
26. J 2a-}-Зг/-J- 2=1, 
3jc-f-2t/-|- 2 =  6.

2a — y -|-32=— 4,
28. x-j-3i/ — 2=11, 
x — 2y-\-2z= — 7.

30.
(7a +  4</— 2=13, 
3x-\-2y-\-3z =  3,
2 a — 3i/ -)— 2 =  — 10

2-§. Тенгламалар ва тенгламалар системаларини 
ечишнинг итерация усуллари

15.2.1. f(x) = 0  тенглама хакикий илдизларининг такрибий 
кийматларини топиш учун аввал илдиз яккаланади, яъни берилган 
тенгламанинг битта илдизидан бошка илдизлари йук булган оралик 
аникланади.

[а\Ь] кесма узлуксиз f(x) функция илдизининг яккалаш оралиги 
булиши учун куйидаги шартлар бажарилиши керак:

а) f ( a ) •f (b ) < 0 ,
б) [a,b] да f ' (х) ишорасини саклаши зарур.
Баъзан f(x) = 0  тенгламани <p(x) =  i|>(a ) куринишда езиб, у = (р(х) 

ва у =  \J) ( а )  функциялар графикларини битта координаталар 
текислигида чизиб илдизнинг яккалаш ораликларини топиш 
мумкин.
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1 мис о л  2 — Igx— jc =  0 тенглама илдизининг яккалаш ора 
лигини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани \gx=2 — x куринишда ёзиб, 
y=\gx ва у =  2 — х функциялар графикларини битта чизмада 
тасвирлаймиз. Бу графикларнинг кесишиш нуктаси М нинг 
с абсциссаси [1;2] ораликда ётади (81- п]акл). Бу ораликда берилган

тенгламанинг чап томонидаги 
ифода тегишли шартларни 
каноатлантирганлиги сабабли, 
у илдизни яккалаш оралиги 
булади

15.2.2. Тенгламаларни сон- 
ш ечишнинг энг мухим усулла- 
ридан бири итерация усули ёки 
кетма-кет якинлашиши усули 
булиб, унинг мохияти куйида- 
гидан иборат

Ушбу } ( х )= ( )  тенглама бе­
рилган булсин, бу ерда f{x) — 
узлукеиз функция. Бу тенгла­
мани унга тенг кучли х= ц (х )  
тенглама билан алмаштира- 
м из

Агар бирор [о, b] ораликнинг хамма нукталарида |ф (х) | 1
(г — узгармас сон) булиб, дастлабки функция бу ораликда ягона 
илдизга эга булса, у холда бирор усул билан илдизнинг бошлангич 
хо такрибий кийматини танлаймиз. Шундан сунг ушбу кетма- 
кетликни тузиш мумкин.

Х\  = < р(дГо), Х 2 =  ( | ' ( Х | ) ,  , Х п  =  Ц (хп-\), ...
Ьу четма-кетликнинг лимити /(.*■) = 0  тенгламанинг [а, Ь] оралик- 

даги ягона илдизи булади, яъни lim x„= |
п-+

с; илдизнинг итерация усули билан топилган х„ такрибий киймати 
| с; — jc J  с  - г - | х —  A r„_ ,|  теигсизлик билан бахоланади.

Бу ерда I  каралаётган тенгламанинг илдизи, xn-i ва хп иккита 
якинлашиш, г эса |<р'(*)1 нинг Ь] даги энг кичик киймати

Илдизнинг кииматини е дан катта булмаган хатолнк билан 
топиш учун п нинг кииматини

\хп— хп_ {\ < - ~  е

теигсизлик бажариладиган килиб аниклаш етарлидир.
f (х) =  0 тенгламани х == q: (лг) куриииилаги тенгламага келтириш 

учун уни
x =  x — kf(x), (кфО)  

эквивалент тенглама билан алмаштирамиз. Унда
<f (*) = x  — l f (x)
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■ р н

к параметрни (лг) функция итерация жараёнининг якинлашиши 
учун етарли булган шартни каноатлантирадиган килиб топиш 
мумкин

|ф'(х) = | l  — kf'(x) <1
\гар

1 — I f ' ix )  = 0
деб олинса, ,vo якинлашиш атрофида юкоридаги тенгсизлнк 
уз узидан бажарилади У хшда

>-=+-7^7. ( Г М Ф О )

2-м и с о л .  2— Igx — д: =  0 тенгламани *0=1,5 илдизнинг бош- 
ланрич якинлашишидан ( 1-миса1дан маълум) х= ц (х )  куринишга 
келтиринг.

Е ч и ш  Бунда f(x) =2 — Igx — х, f'(x) =  — 1— -^—-.Эквивалент 
тенгламани ёзамиз:

х =  х — Х ( 2  —  lgAT— JC)

/. СОННИ

I — л/'(1,5) = 0
ёки

| + Ч 1 +  5 ш ) = °
тенгламадан топамиз. л =  — 1 сони бу тенгламанинг илдизига якин. 

Шундай килиб,
х =  — lgx-j-2,

бунда «р(лг) =  2 — Igx
3-м и с о л  2 — Igx — х =  0 тенглама илдизини итерация усули 

билан 0,001 гача аникликда топинг.
Е ч и ш . 2- мисатда бошлангич тенгламани х =  2 — Igv куринишда

ап дик. Бунда <| (х) = 2 — \gx, ц' (х) =  — — . яъни [1, 2J ораликда
|гр7(л:) | <11, шунинг \чун итерация усулидан фойдаланиш мумкин
1 мисаадаги [1, 2J ораликнинг чап охирини натинчи якинлашиш 
учун кабул киламиз, яъни хо=1. Энди биринчи, иккинчи ва ундан 
кейинги якинлашишларни топиб натижаларни ушбу жадвалга 
езамиз.
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i *1 Ig ^ Ф (xt) “ 2— Ig x.
0 1 0 2
1 2 0,3010 1,6990
2 1,6990 0,2302 1,7698
3 1,7698 0,2480 1,7520
4 1,7520 0,2435 1,7565
5 1,7565 0,2445 1,7555
6 1,7555 0,2444 1,7556
7 1,7556 —

Шундай килиб, е =  0,001 гача аникликда изланаётган илдиз 
| =  1,755, чунки

\х7 — лгв1 =0,001.
n [ f(x, и) =0,15.2.3. { тенгламалар системасининг (икки номаъ-

I  4>{х,у) = 0
лумли иккита тенгламалар системаси билан чекланамиз) берилган 
аникликдаги хакикий илдизларини хнсоблаш талаб килинсин.

Система ечимларидан бири (£, г)) нинг бошлангич якинлашиши 
jc =  jc0, у =  уо берилган булсин дейлик. Улар, масалан, битта чизмада 
f(x,y) = 0  ва ф(х,у) = 0  эгри чизиклар графикларннн чизиш йули 
билан график усулда топилган булиши мумкин.

Берилган тенгламалар системасини унга эквивалент булган

(x =  F(x,y) ,
{ у =  Ф(х,у)

куринишга келтирамиз ва бошлангич якинлашиши (хо, уо) нинг ((£,
г]) аник ечимини хам уз ичига олувчи) бирор D атрофида

I F'x(x,y) | -f \Ф'х(х,у) |< г ,< 1 ,
\ F y { x , y ) \ +  Фу{х,у) | <^ 2 <  1

деб фараз килиб, итерация усули билан ечамиз.
Системанинг ечимига якинлашувчи (хп, у п) ( п =  1,2, 3,...) кетма- 

кетлик куйидагича тузилади:
X \ = F { x :о, t/o), t/i =  Ф(*о, i/o);
X2 =  F(X\, у |), У2 =  ф { х \, у \);
X3 =  F(X2, 1/2), уз =  Ф(Х2, У2)\

Агар (хп, уп) ларнинг хаммаси D га тегишли булса, у холда 
limx„= £ ва limt/„=r).



Берилган системани х = F (x ,y ) , у =  Ф(х,у) куринишга келтириш 
учун аб — fty^O  деб, унга эквивалент булган

системани караймиз.
а, р, у, 6 параметрларни шундай танлаймизки, бу функция­

ларнинг хусусий хосилалари дастлабки якинлашишда тенг булсин 
ёки нолга якин булсин Бунинг учун а, (3, у, 6 параметрларни 
куйидаги тенгламалар системасининг такрибий ечимлари сифатида 
топамиз:

4-м и с о л .  *0 =  0,8; г/о =  0,55 эканлигини хисобга олиб, ушбу

куринишга келтиринг.

Е ч и ш .  Бунда f (х,у) =  х2-\-у2 — 1,
(р(х,у) = х 3 — у- /Н*о,*/о) =  1.6; fy(xoyo) =  1,1; 
ф*(хо,уо) =  1,92; <р'у{хо,уо) =  — 1.

Берилган системага эквивалент

* f (x , y )+ № (x ,y )  =0,
Y f {xty ) + 6 y ( x ty) = 0

'  1 ~)~&fx(xo>yo) +  Рф*(*о1/о) =0, 
Ы ’у(Хо>Уо) +  Рф у(*о ,Уо ) = 0 ,  

yf'x(xo>yo) +6<Pz(xo,y0) = 0 ,

. 1 + У ['„ (х о>У о) +  6ф^(*о,*/о) = 0

тенгламалар системасини

x =  F(x,y) ,  
у = Ф (х ,у )

а (x 4 i/ 2- l )H - P (^ 3- y ) =0.
Y (*2+»/2- 1 ) - Н ( * 3- У )= 0

системани

х =  х +  а (х  Ч -у2— 1) + Р ( * 3— У)* 
У = У + У ( Х + У 2— 1 ) + Ь ( х3— У)

куринишда ёзиб оламиз.
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а, р. у- ft коэффнциентлярнииг сон кийматлари >чун
1-1-1 6 а+  l,92fi =  0,

1,1а — р =  0.
1,6y-f- l,92fi =  0,

1 -(-Му — 6 =  0. 
системанинг илдизларини оламиз, яъни

Шундаи килиб, тенгламалар системаси итерация усулини 
куллаш учун кулай булган ушбу куринишга келтирилади:

( х = х  — 0,3 ( к2-\-у~— 1) — 0,3 (х —у) == F(x,y) ,
[ у =  у — 0,5 ( v--j- г/ — I ) —|— 0.4 (а-*— у) = Ф ( \ м ) .

2 dapcxona топшириш
1 х — 9a2+18a'— 1= 0 тенгламанинг илдизларини яккалаш 

ораликларини график усул билан аникланг:
Ж : (0.1); (2,3); (6,7).
2 Тенгламаларни итерация усули билан, 0,01 гача аникликда

а) х3— 12л— 5 =  0; б) 4а =  cosa.
Ж  а) 0 42; б) 0.24.

| л 2 I 2_ |
3 Ушбу \ ’ тенгламалар системаси иллизининг дасг-

' I хл—у =  ()
лабки якинлашишини график усулида топинг ва 0.01 гача аникликда 
итерация усули билан хисобланг.

Ж : с =  0,83; »] =  0.56.

1. х * — 12а+ 1 = 0  тенглама хакикий илдизларипинг яккалаш 
ораликларини график усулда аникланг.

2 Тенгламаларни итерация усули билан 0,01 гача аникликда

а) хл — 2\2 — 4а — 7 =  0; б) Ах — 7sm.nr =  0.
Ж ; а )  3,62 б) 0 ва ±1,73
3. Тенгламалар системасини итерация усули билан 0,01 гача 

аникликда ечинг:

— 0,3, 0,3; у ~  -0,5; .Ssr0.4

ечинг:

2- чустаь^ил иш

Ж  (- 4 , - 3 ) ;  (0,1); (3,4).

ечинг:



4- ла борат op и я майи у л от и 
f ( x ) =  0 тенглама илдизларини итерация усули 

билан топиш

Тенгламаларнинг энг кичик мусбат илдизини итерация усули 
билан 0,0001 гача аникликда топинг.

1. х2 — cosnx =  0. Ж : 0,4373. 16.

оII>tuO1>Г1сч Ж 1,7554
2. соь2д *— х =  0. Ж : 0.3115. 17. (х— \)2 — е~х =  0. Ж : 1,4776
3. х — 3cos 1,04х =  0 Ж : 0,9393. 18. tgx — 3(х — 2 )2 =  0 Ж 1.1439
4. 2 In *-- —=  0. Ж 1,4215. 19. 2 — х — 21пх =  0. Ж : 1.3702

X 20. 1 — х — х л/х = 0 Ж : 0,5698
5. 2 —  х2 — е~г =  0. Ж : 1,3150. V1
6. З — х — 2 lg\r =  0. Ж- 2,2830. 21. ^х— Igx—3=0. Ж : 7,7822

7. 2 yjx — cos -2-  =  0. Ж : 0,2211 22. — —  1пх =  0. х+1 Ж : 1,4935.
8. \Jx — cos0,387x =  0 ж- 0,8867. 1 5л • л23. lg --- Sin.TXX =  0. Ж : 0,8875.
9. -\Jx — 2c os y— =  0 Ж : 0,7210. 24. 2 — х — ctgx =  0. Ж : 0,6306.
10. 2 lg x - ^  +  l= 0 . Ж : 0,3971. 25. ex — 2-\- x2 =  0. Ж : 0,5378

11. 3 — x — tg *-= 0. Ж : 1,3172. 26. — — lgv =  0.X Ж 0,5965.
12. 1 Ancosnx— =0. ж- 1,5652X 27. оIIN141 Ж : 1,6815.
13. 1 - 1 ^ = 0 .  X Ж : 1,8967. 28. V ' v + I  - - = ( ) .v X Ж : 0 , 7 5 4 5

14. ctg-35 — X 2 = 0 . Ж : 0,8755. 29. (x— 1) - —  ]2ex =  0 Ж : 0,2132

1 5 . Irix-f- \Jx = 0 . Ж : 0.4848. 30. 2 — x — arctg2x =  0 ^  0,9248.

3-§. Оддий дифференциал тенгламаларни ечишнинг 
сонли усуллари. Эйлер усули ва унинг 

модификациялари.

15.3.1. Амалиётда учрайдиган дифференциал тенгламаларнинг 
аник ечимларини хар доим хам топиб булавермайди. LUy сабабли 
дифференциал тенгламаларни такрибии ечиш усуллари катта 
ахамиятга эга Эйлер усули ва унинг модификациялари шу усуллар 
жумласига киради.

Биринчи тартибли

У '=[(х ,у )
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дифференциал тенглама берилган булиб, унинг [л:о; b] кесмада 
у(хо) =  уо бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топиш 
талаб килинсин (Коши масаласи). ^ ^

[хо, b] кесмани п та тенг булакка буламиз (82- шакл): — =  h 
(интеграллаш калами).

(хо, xi) ораликда интеграл эгри чизик унга Мо(хо, уо) нуктада 
утказилган уринма кесмаси билан алмаштирилади. Бу уринманинг 
бурчак коэффициенти ушбуга тенг:

У'(х о) = f { x  * у о) =  У*
Х1 ~ х0

бундан у\ нинг кийматини топамиз:

У\ = Уо+  (*i — xo)f(xo,yo)
ёки кискача

y\=yo-\-hy'o, бунда у'о =  у'(хо)
М\{х\,у\) нуктада утказилган уринма тенгламасидан

У2 =  i/i-hh -у\, бунда у\=у'(х\) .
Шунга ухшаш,

уз =  у 2 +  ИуЬ, бунда у'2 =  у ' (х 2 ) ва X- к.
Эйлернинг тавсифланган усулининг умумий формуласи ушбу 

куринишга эга булади:

y i+ i= yi+ hy'it бунда у '= у '(х 1),
1=1, 2, ..., п.
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Уринмалар кесмаларидан ташкил топган синик чизик Эйлер 
синик; чизиги дейилади, бу чизик берилган Мо (хо, уо) нуктадан утади 
хамда изланаётган интеграл эгри чизикни аппроксимация килади.

1- м и с о л .  Эйлер усулидан фойдаланиб у ' = у  — х дифференциал 
тенгламанинг [0; 15] кесмада t/(0) =  l,5 бошлангич шартни 
каноатлантирувчи ечимини топинг. Интеграллаш кадамини 
Л =  0,25 деб олинг. I С

Е ч и ш .  хо=0, 1/о= 1,5 га эгамиз; интеграллаш кадами h =  —L- =6
=  0,25, яъни п =  6 hy'i =  Ayl =  hf(xl,yl) = h ( y l — xl) деб белгилаб, ушбу 
жадвални тузамиз:

i xi У1 Лу,= hyt

0 0 1,5000 1,5000 0,3750
1 0,25 1,8750 1,6250 0,4062
2 0,50 2,2812 1,7812 0,4453
3 0,75 2,7265 1,9765 0,4941
4 1,00 3,2206 2,2206 0,5552
5 1.25 3,7758 2,5258 0,6314
6 1,50 4,4702

15.3.2. Эйлернинг такомиллаштирилган усулини караймиз. 
Унинг мохияти бундай: масала олдингидек куйилгани холда,
изланаётган функциянинг х t = х  +  нукталардаги у , ердамчи
кийматлари 2 ^

У.. I =«/*Н—2 У‘

формула ёрдамида хисобланади. Шундан кейин у' =  f{x,y) тенглама­
нинг унг кисмининг

Ы м )
урта нуктадаги киймати топилади ва

yt+i =  y i+ hy  .
2

аникланади. Бу графикда куйидагидек булади: М\ нукта Эйлер 
усули билан, М\ нукта эса Эйлернинг такомиллаштирилган усули 
билан топилган (83-шакл).

2-м и с о л .  1-мисолдаги дифференциал тенгламани Эйлернинг 
такомиллаштирилган усули билан ечинг.



X

Е ч и ш  Тегишли белгилашлар киритиб, хнсоблаш натижалари- 
ни ушбу жадвалда келтирамиз:

( xi У1 '/г* V 2* *
Ч "
- Х'+ 2

. h
*V+ i- 

- /K + I. * +±)
bVf-W i+ l

0 0 1,5000 1,5000 0,1875 0,125 1,6875 1,5625 0,3906

1 0,25 1,8906 1,6406 0,2051 0,3750 2,0957 1,7207 0,4302

2 0,50 2,3208 1,8208 0,2276 0,6750 2,5484 1,8734 0,4684

3 0,75 2,7892 2,0392 0,2549 0,8750 3,0441 2,1691 0,5423

4 1,00 3,3315 2,3315 0,2914 1,1250 3,6229 2,4974 0,6243

5 1,25 3,9558 2,7058 0,3382 1,3750 4,2940 2,9190 0,7298

6 1,50 4,6856

15.3.3. Эйлер — Кошининг такомиллаштирилган усулининг 
мохияти бундай: олдин

yi+\=yi +  hy'i 
ёрдамчи киймат топилади, сунгра

y'i+l =  f(xl +1, yl +1) 
хисобланади. Шундан кейин

. у,+у[+ I 
*/,+ . =  «//-И--- 2---

формула буйича тегишли ечим топилади.
3-м и с о л .  Эйлер — Кошининг такомиллаштирилган усулидан 

фойдаланиб, 1-мисолдаги дифференциал тенгламани ечинг
624



Е ч и ш .  Тегишли белгилашлар киритиб, хисоблашлар натижала- 
рини ушбу жадвалга киритамиз:

( Х1 У1 у,•“ /(*,-.у») Ч *«+| У<+1 =  
= у ,+ Ч

у1+ i =  
=f(xi+l>yi+i) ty + l -4

5. 
> 

+ 
2*

 
5ч 

II

0 0 1,5000 1,5000 0,3750 0,25 1,8750 1,625 0,4062 0,3906
1 0,25 1,8906 1,6406 0,4102 0,50 2,3008 1,8008 0,4506 0,4302
2 0.50 2,3208 1,8208 0,4552 0,75 2,7760 2,0260 0,5065 0,4808
3 0,75 2.8016 2,0516 0,5129 1,00 3,3145 2,3145 0,5786 0,5458
4 1,00 3,3474 2,3474 0,5868 1,25 3,9342 2,6842 0,6710 0,6289
5 1,25 3,9763 2,7263 0,6816 1,50 4,6579 3,1579 0,7895 0,7355
6 1,50 4,7118

3 дарсхона топшириги

1. Эйлер усулидан фойдаланиб, у ' =  дифференциал тенг­

ламани  ̂(0) =  1 бошлангич шартда ечинг. Интеграллаш кадамнни 
/1=0,1 деб олинг. Унинг дастлабки 4 та кийматини топиш билан 
чекланинг.
Ж :

X 0 0,1 0,2 0,3 0,4

У 1 1,1 1,18 1,25 1.31

2. Эйлернинг такомиллаштирилган усулидан фойдаланиб, 
1-масаладаги дифференциал тенгламани ечинг.

3 Эйлер — Кошининг такомиллаштирилган усулидан фоидапа- 
ниб, 1-масаладаги дифференциал тенгламани ечинг.

3- мустацил иши
1. Эйлер усули билан у ' =  х-\-у дифференциал тенгламанинг [0; 

0,4) кесмада у {0) =  1 бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини 
топинг Л =  0,1 деб олинг.

X 0 0.1 0,2 0,3 0,4

У 1 1,1 1,22 1,36 1,52

2 Эйлернинг такомиллаштирилган усулидан фойдаланиб,
1-масаладаги дифференциал тенгламани ечинг
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3. Эйлер — Кошининг такомиллаштирилган усулидан фойдала­
ниб, 1-масаладаги дифференциал тенгламани ечинг.

5- лаборатория машгулоти 
Оддий дифференциал тенгламалар нинг такрибий 

ечимларини топиш
Эйлер усули ва унинг модификацияларидан фойдаланиб, 

берилган y' =  f(x,y) дифференциал тенгламанинг у(хо)=уо бош­
лангич шарт билан [хо,Ь] кесмада 0,0001 гача аникликда ечимини 
топинг (булинишлар сонини п =  5 ва п=10 деб олинг).

1 y '—ff — *; 
У(0)—1; [0; 0,5).

2
*

j*0 ,3 )-l,5 ; [0,3; 1,3J.

3 / = * V — 1:
*(0)=«1; [0; 0.51. 4

y(l)= 2 ; [l; 2J.

5 у'=х2- у 2, 
у{0)=0; [0; 0.2J. 6 У'=х+^1 +У2, 

y(0,3)=0,2; [0,3; 1,3].

7
У(0Н1; [0; 11.

8 У'=х+сов-У-; 
У(1)=2,2; [1; 2\

9 «У ....
* 1 + х + у ;  
|)(0)=1; [0; 0,51.

10 y'=x?+2y, 
y(0)=0,2; [0; 1J

11 У,—ех+ху\ 
у{0)=0; [0; 0,11. 12

y (l)= l; [1; 21-

13 siny — sinx; 
4<0)=0; [0; l\ 14 ^ “ Х+У2; 

*(0)=0,3; [0; 1J.

15 i +х+х2—г#2 
y (l)= l; [1,1,51.

16
У(0)=1; [0; 11.

17 .
V 10 ’ 
i ( i H ; [ i ;  1.51-

18 У2
У(0)=1;[0; 1].

19
i

lK0,5)=0,5; [0,5; 1J.
20 y'=2x—O.ly2; 

У(0)=1; [0; Ц.

21 y(0)=  1; [0; 0,51. 22 y/=xy2— 1;
У (0)-0; [0; 1].

23 у'= уЧ * + 1’
y( 1 )=0; [1; 1.5J.

24 * X
y ( l ) = l ;  [1; 2J.
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25 s<—У2+ *У+ *2:
0(o h i; I®; 0,51.

26
IK0H1; 10; 1J.

?7 у'шш хг?— 1; 28 i- * * ;
в(0)-0; [0; 1J. iKD -1; [i;2 j.

29 y '- y jl+ x t+ y . 30 y2
| *0 ,2 )~ 1 ; [ОА 1,21. y (0 ) = - l ; [ 0 ;U



ИЛОВАЛАР

1- и л ов а
( О —  е функция кнйматларинингжадвалиX z л

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0 3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
от1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3652 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0.5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 ЗОИ 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1 2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
16 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0.707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2,0 0.0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
24 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
28 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 ООП 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3.7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3.8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3.9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

2- и л о в а

ф  jt) =  * t е 2 dz функция к.ийматлариникгжадвали
V 2л J  ' о

X Ф(х) X Ф(х) X Ф (х) X Ф(х)
0,00 0,000 0,33 0,1293 0,66 0,2454 0,99 0,3389
0,01 0,0040 0.34 0,1331 0,67 0,2486 1,00 0,3413
0,02 0 0080 0.35 0,1368 0.68 0,2517 1,01 0,3438
0,03 0,0120 0.36 0,1406 0,69 0,2549 1 02 0,3461
0,04 0,0160 0,37 0,1443 0,70 0,2580 1,03 0,3485
0,05 0,0199 0,38 0,1480 0,71 0.2611 1,04 0.3508
0,06 0,0239 0,39 0,1517 0,72 0,2642 1,05 0,3531
0,07 0,0279 0,40 0,1554 0,73 0,2673 1,06 0,3554
0,08 0,0319 0.41 0.1591 0,74 0.2703 1.07 0,3577
0,09 0,0359 0,42 0,1628 0,75 0,2734 1 08 0 3599
0.10 0,0398 0,43 0,1664 0,76 0,2764 1,09 0,3621
0,11 0,0438 0,44 0,1700 0,77 0.2794 1,10 0,3643
0,12 0,0478 0,45 0,1736 0,78 0,2823 1.11 0,3665
0,13 0,0517 0,46 0,1772 0.79 0,2852 1.12 0,3686
0,14 0,0557 0,47 0,1808 0.80 0,2881 1.13 0,3708
0,15 0,0596 0,48 0,1844 0,81 0,2910 1.14 0,3729
0,16 0,0636 0,49 0,1879 0,82 0,2939 1.15 0,3749
0.17 0 0675 0,50 0.1915 0,83 0,2967 1,16 0,3770
0,18 0,0714 0,51 0,1950 0,84 0,2995 1.17 0,3790
0.19 0,0753 0,52 0.1985 0,85 0,3023 1.18 0,3810
0.20 0,0793 0.53 0,2019 0,86 0.3051 1.19 0,3830
0,21 0,0832 0,54 0,2054 0,87 0.3078 1,20 0,3869
0,22 0,0871 0,55 0,2088 0,88 0,3106 1.21 0,3869
0 23 0,0910 0,56 0,2123 0,89 0,3133 1,22 0,3883
0,24 0,948 0,57 0,2157 0,90 0,3159 1,23 0,3907
0.25 0 0987 0 58 0,2190 0.91 0,3186 1,24 0,3925
0,26 0,1026 0,59 0.2224 0,92 0,3212 1.25 0,3944
0,27 0,1064 0,60 0.2257 0,93 0,3238 1,26 0,3962
0,28 0,1103 0,61 0,2291 0,94 0,3264 1,27 0,3980
0,29 0,1141 0,62 0,2324 0,95 0 3289 1,28 0,3997
0,30 0,1179 0,63 0,2357 0,96 0,3315 1,29 0,4015
0,31 0,1217 0,64 0,2389 0,97 0,3340 1,30 0,4032
0,32 0,1255 0.65 0,2422 0,98 0,3365 1,31 0,4049
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к Ф(х) X Ф (*) X Ф (*) X Ф(х)
1,32 0,4066 1,63 0,4484 1,94 0,4738 2,50 0,4938
1.33 0,4082 1,64 0,4495 1,95 0,4744 2,52 0,4941
1,34 0,4099 1,65 0,4505 1,96 0,4750 2,54 0,4945
1,35 0,4115 1,66 0,4515 1,97 0,4756 2,56 0,4948
1,36 0,4131 1,67 0.4525 1,98 0,4761 2,58 0,4951
1,37 0,4147 1,68 0,4535 1,99 0,4767 2,60 0,4953
1,38 0,4162 1,69 0,4545 2,00 0,4772 2,62 0,4956
1,39 0,4177 1,70 0,4554 2,02 0,4783 2.64 0,4959
1,40 0,4192 1,71 0,4564 2,04 0,4793 2,66 0,4961
1.41 0,4207 1,72 0,4573 2,06 0.4803 2,68 0,4963
1.42 0,4222 1,73 0,4582 2,08 0.4812 2.70 0.4965
1,43 0.4236 1.74 0.4591 2,10 0.4821 2.72 0.4967
1,44 0,4251 1,75 0.4599 2,12 0,4830 2.74 0.4969
1,45 0,4265 1.76 0,4608 2.14 0,4838 2.76 0.4971
1,46 0,4279 1.77 0,4616 2,16 0,4836 2,78 0,4973
1,47 0.4292 1.78 0,4625 2,18 0,4854 2.80 04974
1,48 0,4306 1.79 0,4633 2,20 0,4861 282 0,4976
1,49 0,4319 1,80 0,4641 2,22 0,4868 2,84 0,4977
1,50 0,4332 1,81 0,4649 2,24 0,4875 2,86 0,4979
1,51 0,4345 1,82 0,4556 2,26 0,4881 2.88 0,4980
1,52 0,4357 1,83 0,4664 2,28 0,4887 2,90 0,4981
1,53 0,4370 1,84 0,4671 2,30 0,4893 2.92 0,4982
1.54 0,4382 1,85 0,4678 2,32 0,4898 2,94 0,4984
1.55 0,4394 1,86 0,4686 2,34 0,4904 2,96 0,4985
1,56 0,4406 1,87 0,4693 2,36 0,4909 2,98 0,4986
1,57 0,4418 1.88 0,4699 2,38 0,4913 3,00 0,49865
1,58 0.4429 1,89 0,4706 2,40 0,4918 3,20 0,49931
1,59 0,4441 1,90 0,4713 2,42 0,4922 3,40 0,49966
1,60 0.4452 1,9 0,4719 2,44 0,4927 3,60 0,499841
1.61 0,4463 1,92 0,4726 2,46 0,4931 3,80 0,499928
1,62 0.4474 1.93 0,4732 2,48 0,4934 4,00 0,499968

4,50 0,499997
5,00 0,499997
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ty = t (Y.п)  нииг кийматлари жадвали

3- и л о в а

X 0,95 0,99 0,999 \  Y 
п \

0,95 0,99 0.999

5 2,78 4.60 8.61 20 2.093 2,861 3,883
6 2.57 4.03 6.86 25 2.064 2.797 3.745
7 2.45 3.71 5.96 30 2.045 2.756 3.659
8 2.37 3.50 5.41 35 2.032 2.720 3.600
9 2,31 2,36 5,04 40 2,023 2,708 3.558
10 2.26 3.25 4.78 45 2.016 2,692 3.527
И 2.23 3.17 4.59 50 2.009 2.679 3.502
12 2.20 3,11 4.44 60 2.001 2,662 3.464
13 2.18 3.06 4.32 70 1.996 2.649 3.439
14 2.16 3,01 4.22 80 1,001 2,640 3.418
15 2.15 298 4.14 90 1.987 2.633 3.403
16 2.13 2.95 4,07 100 1,984 2,627 3.392
17 2.12 2.92 4.02 120 1,980 2.617 3.374
18 2,11 2.90 3.97 оо 1.960 2.576 3.291
19 2.10 2.88 3,92

4- и л о в а

Ч “  Я(?> п)  нииг кийматлари жадвали

> ч 0,95 0,99 0,999 X 0,95 0,99 0,999

5 1,37 2,67 5,64 20 0.37 0,58 0,88
6 1.09 2.01 3.88 25 0,32 0,49 0.73
7 0.92 1.62 2.98 30 0.28 0.43 0.63
8 0.80 1.38 2.42 35 0,26 0,38 0,56
9 0.71 1.20 2.06 40 0,24 0.35 0.50
10 0.65 1,08 1.80 45 0,22 0.32 0.46
11 0.59 0.98 1,60 50 0,21 0.30 0.43
12 0.55 0,90 1,45 60 0.188 0.269 0.38
13 0.52 0,83 1,33 70 0.174 0,245 0,34
14 0.48 0.78 1.23 80 0.161 0.226 0.31
15 0.46 0.73 1.15 90 0.151 0,211 0,29
16 0.44 0.70 1.07 100 0.143 0.198 0.27
17 0.42 0.66 1.01 150 0.115 0.160 0.211
18 0.40 0.63 0.96 200 0.099 0.136 0.185
19 0.39 0.60 0.92 250 0.089 0.120 0.162
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5- и л о в а
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