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Kitobimni rafigam Dilbarxon Abdullayevaga
bag ‘ishlayman

SO*ZBOSHI

Muhtaram o'quvchilarga tavsiya etilayotgan ushbu kitob nazariy mexa-
nika kursini to'ldiruvchi o‘quv adabiyoti sifatida yozilgan.

Rus va boshga xorijiy tillarda turg‘unlik nazariyasiga bag‘ishlangan
ko'plab adabiyotlar nashr etilgan, masalan, A.M. Lyapunov |52], 1.G. Mal-
Im 153], N.N. Krasovskiy [39]. E.A. Barbashin [8], N,G. Duboshin [26],
Y.I. Ncymark va N.A. Fufayev [71] kabi tanigli olimlarning kitoblari shular
imnlasidandir. Afsuski, hozirgacha o‘zbek tilida turg'unlik nazariyasiga
I».ir'ishlangan o‘quv adabiyoti (darslik, o‘quv qoilanma, monografiya) yo-
ilmagan. Shuning uchun ham ushbu go'llanmani o‘zbek tilida birinchi
Im'lib yozishga jazm giidim.

Mazkur qo'llanmada asosan avtonom sistemalar (tizimlar) harakatining
lurg'unligi yoritilgan. Keltiriigan nazariy masalalarni bayon etishda misol-
lai'dan keng foydalanilgan. Turg'unlik nazariyasini birinchi bo‘lib o'rgana-
yoigan talabalar amaliy masalalarni yechish uchun tatbiq etayotganda doimo
diyinchiliklarga duch kelishini hisobga olib, fan va texnikaning har-xil so-
lialaridan misollar tanlanib, ularning yechish yoilari ko'rsatilgan.

Qo‘llanma sakkiz bobdan iborat boiib, birinchi bobda turg'unlik naza-
riyasiga oid umumiy tushunchalar va ta’riflar keltiriigan.

Ikkinchi bobda statsionar (bargaror) harakatlar uchun Lyapunovning
ikkinchi usuli yoritilgan. Ikkinchi usulning asosiy poydevori hisoblangan
I yapunovning turg'unlik, asimptotik turg'unlik va noturg'unlik hagidagi
Icoreinalari, harakatning batamom asimptotik turg'unligi hagidagi Barba-
iin Krasovskiy teoremalari, N.G. Chetayev teoremasi, hosilasi o'zgarmas
isliorali bo'lgan Lyapunov funksiyalariga asoslangan Barbashin-Krasovskiy
kritcriysi va teoremalarning tatbig'iga doir turli misollar Kkeltiriigan.

Uchinchi bobda konservativ sistemalar muvozanat holati va statsionar
(bargaror) harakatlarning turg'unligi ladqgiq etilgan. Muvozanat holatinmg
turg'unligi haqidagi Lagranj-Dirixle teoremasi, muvozanat holatining notur-
t'unligi hagidagi Lyapunov teoremasi, siklik koordinatalar, Raus teoremasi
va icoremalarning tatbig'iga doir misollar yoritilgan.

Kitobning to‘rtinchi bobida statsionar harakatlar uchun birinchi yaqin-
lashish usuli bo'yicha turg'unlik kriteriylari qaraladi. Bu yerda birinchi
vaginlashish tenglamalari, o'zgarmas koeffitsiyentli chizigiashtirilgan tengla-
iii.ilar sistemasi uchun Lyapunov funksiyasini tuzish, harakatning turg'un-
lij.i hagidagi Lyapunov teoremalari va bu teoremalarning tatbig'iga doir
misollar keltiriigan.

Kitobning beshinchi bobida statsionar harakatlar uchun kritik hollarni
ladqiq etish bayon etilgan. Bu yerda bitta nol ildizga ega bo'lgan hoi,, juft
®| niavhum iidizlar holi hamda turg'unlik sohasining «xavfli» va «xavfsiz»
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chegaralari ko'rilgan. Nazariy natijalar muayyan dinamik sistemalarni tek-
shirishga tatbiq etilgan.

Oltinchi bobda Raus-Gurvits muammosi yoritilgan. Bunda Koshi indek-
si haqgidagi tushiincha, Shturm teoremasi, Raus algoritmi, Raus-Gurvits teo-
remasi, maxsus hollar, Orlando formulasi, Lenar va Shipar kriteriysi, bog*-
lanishlarning geometrik sxemasi, Neymarkning turg‘unlik va nofurg‘unlik
hagidagi teoremalari, Neymarkning D-bo‘laklash usuli, bir kompleks para-
metr va ikki haqiqiy parametr tekisligida turg'unlik sohasini yasash, Nayk-
vist kriteriysi, Mixaylov Kkriteriysi, kriteriylarning tatbig'iga doir misollar
garalgan.

Kitobning yettinchi bobida kuchlar tarkibining harakat turg‘unligiga ta’si-
ri o'rganilgan. Bu yerda matematik tarkibiga garab kuchlarning turi (klassifi-
katsiyasi), turg‘unlik koeffitsiyentlari, potensial sistema harakatining turg'un-
ligiga dissipativ va giroskopik kuchlarning ta’siri, Tomson va Tet teorema-
lari, fagatgina giroskopik va dissipativ kuchlar ta’siridagi harakatning tur-
g‘unligi, harakatning turg‘unligiga nokonservativ kuchlarning ta’siri yoritil-
gan, teoremalarning texnikaviy sistemalar harakatining turg‘unligini tadgiq
yetilishga doir misollar garalgan.

Sakkizinchi bobda nogolonom sistemalar muvozanat holatlari va sta-
sionar harakatlarining turg‘unligini tadqiq etish masalalari keltirilgan. Shu
niasalalarga bagishlangan Y.l. Neymark va N.A. Fufayev, V.V. Rumyan-
sev, A.V: Karapetyan teoremalari ko‘rib chigiladi.

Nijniy Novgorodda 1966—1973-yillar davomida akademik A.A. Andro-
nov maktabida professorlar Y.l. Neymark va N.A. Fufayev ilmiy rahbar-
ligida ta’lim olib gaytgandan so‘ng, 1973-yildan boshlab Samargand Davlat
universiteti amaliy matematika fakultetining 3-5 kurs talabalariga muallif
tomonidan maxsus kurs sifatida uzluksiz o‘gilayotgan ma’ruzalar matni
kitobga asos qolib olindi.

Uning tuzilishi va mazmuniga hurmatli ustozlariin V.Q. Qobulov,
Y.l. Neymark va N.A. Fufayev tomonlaridan fakultet talabalariga o‘gilgan
ma’ruzalarning ham ijobiy ta’siri bor.

Kitob, shuningdek, oz ishida turg'unlik nazariyasidan foydalanuvchi aspirant-
larga, muhandislarga va ilmiy xodimlarga ham foydali boMadi deb ishonaman.

Kitob matnining qo‘lyozmasi bilan mufassal tanishib, uning mazmunini
va sifatini yaxshilash yo‘lida foydali ko‘rsatma va maslahatlar bergan tag-
rizchilar professor A.Y. Krasinskiy, professor O.M. Do‘smatov va dotsent
F. Sattorovlarga, muharrirlik ishini bajargan dotsent A. Musayevga hamda
kitob matnini kompyuterga kiritgan kafedramiz xodimi X. Yakubovaga 0°z
minnatdorchiligimni bildiraman.
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KIRISH

Mexanikada turg‘unlik muammosi dastlab sistemaning muvozanat hola-
lini o‘rganish uchun paydo boidi. Oddiy kuzatishlardan ma’lumki, sistema-
ning ayrim muvozanat holatlari kichik toyilishlarda turg‘un va boshgalari
yctarli Kichik toydiruvchi kuchlar ta’sirida noturg‘un bo'ladi. Masalan,
mayatnikning quyi muvozanat holati oniy ravishda ta’sir etuvchi Kichik
toydiruvchi kuch ta’sirida turg‘un, yuqori muvozanat holati esa notur-
g'undir. Bu oddiy misolda turg‘unlik masalasi albatta elementar ravishda
yechiladi, ammo umumiy holda ganday shartlar bajarilganda sistemaning mu-
vozanat holatlari turg'un bo'ladi degan masala har doim ham aniq bo‘la-
vcrmaydi. 1644-yilda og‘irlik kuchi ta’siri ostidagi jismlar sistemasi mu-
vozanat holatining turg'unlik kriteriysini umumiy holda E. Torichelli ta’rif-
lab berdi. 1788-yilda J. Lagranj ixtiyoriy konservativ golonom sistema
muvozanat holatining turg‘unligini aniglovchi yetarli shartlarni ifodaladi
|51]. Bu teoremaning qat’iy ishoti G. Lejen-Dirixlega tegishli [119].

XIX asrning o'rtalarida fan va texnikada jismning fagat muvozanat
holatini emas, balki harakatining turg'unligini ham aniglash muammosi pay-
do bo‘ldi.

Masalan, kam quvvatli bug‘ mashinalarida o‘rnatilgan markazdan goch-
ina regulatorlar (rostlagichlar) dvigatelning berilgan aylanishini turg'un
holda saqlar edi. Mashinalar quvvatining ortishi bilan oldingi sxemada
luyyorlangan regulatorlar dvigatel aylanishini qgat’iy tartibga solib tursa-da,
Ickin bu aylanishni kuchaytirib, noturg‘un ish rejimini yaratardi. 0 ‘sha
zamondagi muhandis va texniklar uchun tushunarli bo‘lmagan bu hodisa
dvigatelsozlik sanoatida katta ingiroz tug‘dirdi va ko‘p mamlakatlar olim-
latini bu muammoni hal etishga jalb etishni talab gildi.

J.K. Maksvell (1868-y.), I.A. Vishnegradskiy (1876—1877-yillar) va
lioshga olimlaming tadqiqotlari, bu masalaning yechimi uchun ham, rostlash
naliiriyasining umumiy taraqgiyoti uchun ham harakat turg'unligining Kkri-
(«iiylarini aniglash Ibzimligini ko ‘rsatdi.

XIX asrning oxirlarida harakatning turg‘unligi masalalarini umumiy hol-
di i/ohlovchi ishlar paydo boidi.

1S68-yilda J.K. Maksvell «0 regulyétorax» degan ilmiy ishida mashina-
iriMilalor sistemasi harakatining differensial tenglamalarini tuzib, Kkichik
lebianishlar nazariyasiga asosan tenglamalarni statsionar harakat atrofida
min/i(|lashtiradi. Maksvell bo'yicha mashina-regulator sistemasining sta-
i Kmar harakati turg'un boMishi uchun xarakteristik tenglama ildizlarining
Imili(liy gismi manfiy bo‘lishi kerak. Maksvell uchinchi darajali xarakteris-
lik lenglamalar uchun ildizlarning haqiqiy qismi manfiy bo‘lishining yetarli
va /ai'uriy shartlarini topdi [58], 1868-yilning o‘zida u London matematik-
lai jamiyati oldiga ixtiyoriy darajali tenglamalar uchun bunday shartlarni
lopisli masalasini qo'yadi. Maksvell go‘ygan muammoni bir necha yildan
kI yin le.l. Raus to‘rtinchi va beshinchi darajali tenglamalar uchun yechdi.
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1877-yilda u Maksvell va Stoks tavsiyasiga asosan yozgan «Ustoychivost
zadannogo sostoyaniya dvijeniya» ishida bu masalani ixtiyoriy darajali xa-
rakteristik tenglamalar uchun yechdi.

1877—1884-yillarda E.J. Raus [116,117] siklik koordinatali konservativ
golonom sistemalar statsionar harakatining turg'unlik shartlarini, 1879-yilda
esa U. Tomson (lord Kelvin) va P. let giroskopik va dissipativ kuchlar-
ning harakat turg'unligiga ta’sirini o'rganib, bir qator teoremalarni yarat-
dilar [112].

1876-yilda I.A. Vishnegradskiy o'zining «0 regulyatorax pryamogo dey-
stviya» ishida markazdan qochma regulator bilan ta’minlangan bug’
mashinasi harakatining turg'unligini tadqiq etadi [17]. U kichik tebranishlar
nazariyasini go'llab, mashina va regulator orasidagi munosabatni to‘g‘ri aks
-etdiruvchi harakat tenglamalarini tuzib, sistema harakatining turg'unligini
tekshirish masalasini uchinchi darajali xarakteristik tenglamani tekshirishga,
ya’ni algebraik masalaga keltirdi. U xarakteristik teng'lama ildizlarining ha-
giqiy gismi manfiy ishorali bo'lishi uchun yetarli va zarur boigan shart-
larni topdi. Bu shartlarning ajoyib geometrik talginini berdi. Shuning uchun
ham I.A.Vishnegradskiyni o‘z-o‘zini avtomatik rostlash nazariyasining asos-
chisi deb hisoblaydilar.

1882-yilda N.E. Jukovskiy o'zining doktorlik dissertatsiyasida [32] har
xil usullardan foydalanib harakat turg'unligining bir gator umumiy masala-
larini o'rgandi.

1893-yilda Slovak muhandisi, Syurix politexnikumi professori A. Sto-
dola LA. Vishnegradskiyning chizigli nazariyasini regulatorlar harakatini
tadqiq etishga qo'llar ekan, yuqori darajali algebraik tenglamalarda barcha
ildizlarning hagigiy qismi manfiy ishorali bo'lish shartlarini topish zaruriya-
tiga duch keldi. Maksvell va Raus ishlaridan bexabar holda u o'zining
do'sti Syurix politexnikumining matematigi A. Gurvitsdan haqgigiy koef-
fitsientli n-tartibli algebraik tenglamada barcha ildizlarning hagiqgiy qismi
manfiy bo'lishining yetarli va zarur shartlarini topishni iltimos giladi. Tax-
minan 25 yil avval Maksvell go'ygan masalani va 15 yil oldin Raus yechgan
masalani Gurvits fransuz olimi Ermit ishlariga tayanib, 1893-yilda qayta-
dan yechadi:

f (z) =a0z" +ax" ' +a2:" "4— +aniz+an (@0 >0)

ko'phad barcha ildizlarining haqiqiy gismi manfiy bo'lishi uchun

a\ a3 ab

a0 c2 a4

A= U . (at =0, k>n)
0 a0 a2
0 O 0 a,,



Gurvits  determinantining  bosh  minorlari  musbat (ya’ni A,>0,

A2>0,A, >0) bo‘lishi yetarli va zarurdir. Gurvitsning bu Kkriteriysi

shakl jihatidan Raus kriteriysidan farqg gilsa-da, mazmunan u bilan birdir.
llozirgi vaqtda bu tengsizliklarni Raus-Gurvits tengsizliklari (kriteriysi) deb
ataydilar.

Agar Gurvits determinantining bosh minorlari musbat bo‘lsa, u holda

ko'phadning barcha koeffitsiyentlari a,>0, a2>0 , an>0 bo'ladi. Bu

holni fransuz matematiklari Lenar va Shipar tadqiq etib, 1914-yilda yangi
turg‘unlik kriteriysini kashf etishga muyassar boldilar. Ularning kriteriysi
bo'yicha hisob-kitoblar Raus-Gurvits kriteriysiga nisbatan gariyb ikki bara-
var kamayadi.

Yugorida nomlari Keltirilgan olimlarning ba’zi natijalari va tadgiq etish
usullari hozirgi kunda ham o‘z ahamiyatini yo‘qotgani yo‘g.

0 ‘sha vaqtdagi ishlarning asosiy kamchiligi quyidagilardan iborat: toyil-
gan harakatning tenglamalarini tadqiq etishda mualliflar toyilgan harakat-
ning chiziglashtirilgan tenglamalarini tekshirib, yuqori tartibli hadlarning ha-
rakatga ta’sirini hisobga olmas edilar. Masalan, agarda toyilgan harakatning
tenglamalari

(@
ko'rinishda bo‘lsa, bu tenglamalarni
dx,
dt 2 (b)

tenglamalar sistemasi bilan almashtirib, harakatning turg‘un yoki noturg'un
ekanligini (a) tenglamalar sistemasi bilan emas, balki (b) tenglamalar sis-
temasi orgali aniglash tavsiya etilgan. Ammo harakatning turg‘unligi hagida
(b) tenglamalarga asoslanib olingan natija (a) tenglamalar sistemasi bo‘yi-
cha olingan natijaga umuman olganda mos kelmaydi.

1892-yilda A.M. Lyapunov o‘zining “Obschaya zadacha ob ustoy-
ihivosti dvijeniya” nomli doktorlik dissertatsiyasida hozirgi zamon tur-
r'unlik nazariyasining asosini yaratdi [52]. Turg‘unlikning umumiy ta’-
lil'i berildi, turg‘unlikni tadqiq ctishning ikkita usuli yaratildi (usul-
larning asosini u bergan turg‘un, asimptotik turg'un va noturg‘un hara-
Kallar hagidagi teorenialar tashkil ctadi), birinchi yaginiashish bo'yicha
li:u akatning turg‘un va noturg‘uniigi hagidagi teoremalar tavsiya etildi,



xarakteristik sonlar nazarlyasi ishlab chiqildi, oddiy kriiik hoMarda hara-
katning turg'unlik masalalari yechimi topiidi. Xususan, A.M. Lyapunov
birinchi bo‘lib, Lagranj teoremasining teskarisini topish masalasini
go‘yib, ikki xususiy hoi uchun uning yechimini berdi va h.k.

N.G. Chetayev [101-104] ham harakatning turg”unlik nazariyasiga katta
hissa qo'shdi: noturg‘unlik hagida umumiy teorema yaratdi, nostatsionar
harakatlarning noturgimligi haqidagi teoremalarni ishlab chigdi, Lyapunov
funksiyasini tuzishning samarali usulini berdi, Lagranj teoremasining tes-
karisini bir gator hollar uchun yaratdi va h.k.

Lyapunovdan keyin harakatning turg‘unlik nazariyasi turli yo'nalishlar
bo‘yicha rivojlandi. Lyapunov go‘llagan usullar chuqurlashtirildi va u oigan
natijalar oydinlashtirildi, Lyapunov tomonidan turg'unlik nazariyasiga Kiri-
tilgan tushunchalar kengaytirildi. Jumladan, ko‘p olimlarning e’tibori chekli
vaqt oralig'ida, boshlang'ich shartlar katta bo‘lganda, uzluksiz ta’sir etuvchi
toydiruvchi kuchlar hamda tasodifiy kuchlar. ta’sir etayotganda turg‘unlik
shartlarini topishga garatilgan edi.

Uzluksiz ta’sir etuvchi toydiruvchi kuchlar ta’siri ostidagi harakatlarning
turg'unligiga oid 1936—1955-yillar davomida olib borilgan tadgiqot ishlarida
N.G. Chetayev, I.G. Malkin, I.L. Massera, E.A. Barbashin, N.N. Krasovskiy,
V.E. Germaidze va K.P. Persidskiyning xizmatlari benihoyat kattadir.

E.A. Barbashin, N.P. Yerugin, V.A. Pliss va N.N. Krasovskiylar 1950—
1955-yillar davomida har ganday Kkattalikdagi toyilishlar uchun asimptotik
turg'unlikning yetarli shartlarini ishlab chiqdilar.

1957-yilda V.V. Rumyansev Lyapunovning ikkinchi usulini o'zgaruv-
chilarning fagat bir gismiga nisbatan harakat turg'unligini tadqiq etishni
talab giladigan dinamik sistemalarga joriy etdi.

1949-yilda N.N. Bautin turg‘unlik sohasining chegarasi yaginida dina-
mik sistemaning xulgini tadqig etib, turg‘unlik sohasining «xavfli» va
«xavfsiz» chegaralari degan tushunchalarni Kiritdi.

Avtomatika, radiotexnika, boshgarish va rostlash nazariyalarida paydo
bo‘lgan yangi turg'unlik masalalarini yechish uchun Naykvist, Mixaylov,
Popov kriteriylari hamda Neymarkning D-bolaklash usuli yaratildi.

Dinamik sistemalarda sodir etilishi mumkin bo‘lgan noturg‘unlikning
mexanizmini va sababini bilish faqatgina to‘g‘ri ideallashtirish uchun emas,
balki ayrim hollarda tebranma harakat va notui-g‘unlik paydo boimasligi
uchun sistema konstruktsiyasiga ganday o ‘zgartirishlar kiritish kerakligini
bilish uchun ham zarurdir. Bu keyingi holat juda ham katta amaliy aha-
miyatga ega. Y.l. Neymark 1955-yilda turg'unlik va noturg'unlik hodisa-
larini tekshirishga fizika nuqtayi nazaridan yondashib, ikkita teorema yaratdi
va bu teoremalar orgali dinamik sistemada yuz berishi mumkin bo'lgan no-
turgimlikning mexanizmini va sababini ko‘rsatdi, harakat turg'unligiga
kuchlar tarkibining ta’sirini izohlab berdi.

Nogolonom sistemalar turg'unligi va Kkichik tebranishlari masalasi
bo‘yicha E. Uitekker, O. Bottema, M.A. Ayzerman va F.R. Gantmaxer,
A.N. Obmorshev, G.N. Knyazev, Y.l. Neymark va N.A. Fufayev, V.V. Rum-
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yansev, A.V. Karapetyan, A.Y. Krasinskiy, I.E. Emelyanova, B. Atajanov,
H.T. To‘raev va boshgalar shug'ullanganlar.

XX asrning 60-yillarigacha olimiar o'rtasida nogolonom sistemalar mu-
vozanat holatlarining turg'unligini tadqiq etish masalasida yagona yonda-
shish yo‘q bo'lib, hatto, turg‘unlikni tekshirish usullari borasida ham bir
gator garama-qarshiliklar bor edi.

1965-yilda Y.l. Neymark va N.A. Fufayev nogolonom sistemalarda mu-
vozanat holatlari yakkalangan holda mavjud bo‘lmasligi va ular o'lchovi
kamida nogolonom bog‘lanishlar soniga teng bo‘lgan (ko‘pxillik) sirt tash-
kil gilishlarini ko ‘rsatdilar. Nogolonom sistemalar harakati tenglamalarining
xarakteristik tenglamalari: 1) m ta nol ildizga ega, bu yerda m - nogolonom
bog'lanishlar soni; 2) uning koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsa simmetrik
emas (golonom sistemalarda simmetrik boladi).

Nogolonom sistemalarda muvozanat holatlari sirtining mavjudligi sababli
ular harakatining turg'unligini muvozanat holatlari sirtiga nisbatan qo‘yish
(yakkalangan muvozanat holati atrofida emas) lozim.

Nogolonom sistemalarning statsionar harakatlari xuddi golonom sistema-
larnikidek fazaviy fazo va konfiguratsiyalar fazosida biror o‘lchamli sirtni
tashkil giladi. Shuning uchun bu yerda ham statsionar harakatlar sirtining
turg‘unligi tadqiq etilgandagina masala korrekt qo'yilgan bo‘ladi.

E. Urunbayev harakatning turg‘unligini EHM vositasi bilan tadqiq etish
usullarini yaratdi. U determinantning elementlari polinomial hadlar bo‘lgan
holda uni yoyish usuli, Gurvits, Lenar va Shipar, Mixaylov va Naykvist
kriteriylari, umumlashgan Shturm qatori hamda D-bo‘laklash usuli asosida
sistema parametrlari tekisligida turg‘unlik sohalarini yasashni avtomatlash-
tirish usullari va ko'rilayotgan sistema konstruktiv parametrlarining tur-
g‘unlik sohalarining chegaralariga ta’sirini o'rganish uchun hisoblash ekspe-
rimentlarini o‘tkazish uslubini ishlab chiqdi [93-97].

Turg'unlik nazariyasi fizika, kimyo, astronomiya, biologiya, radioelek-
tronikada, texnikada keng go‘llaniladi.

Shuni ta’kidlaymizki, turg‘unlik nazariyasi hali ham mukammal holatga
kcltirilgan emas, unda yechilmagan masalalar juda ko‘p. U yildan-yilga ri-
vojlanib bormoqda. Bu rivojlanishga butun dunyo olimlari, shu jumladan,
0 ‘zbekiston olimlari ham o°‘z hissalarini go‘shmoqdalar.



IBOB.UMUMIY TUSHUNCHALAR VA TA'RIFLAR

1- 8. Harakatning turg‘unlik nazariyasUnavzusi haqgida

Harakatning turg‘unlik nazariyasi moddiy sistema (tizim) haraka-
tiga toydiruvchi (qo'zg'atuvchi) omillarning tasirlarini tadqiq etish
bilan shug 'ullanuvchi fandir. Toydiruvchi omillar (faktorlar) sifatida
moddiy sistema harakatiga ta’sir etuvchi asosiy kuchlarga nisbatan yetar-
licha kichik bo'lgan va shuning uchun ham harakatning matematik mo-
delini tuzishda hisobga olinmaydigan kuchlar garaladi. Bu kuchlarning
ta’sir etish tartibi aslida anig emas. Ular bir onda ta’sir gilishi mumkin,
natijada moddiy sistemaning dastlabki holati - koordinata va tezliklar-
ning dastlabki qiymati bir ozgina o'zgaradi. Shuningdek, toydiruvchi
omillar sistema harakatiga uzluksiz ta’sir etishi ham mumkin. Buning
natijasida biz tuzgan matematik model aslidan farq giladi, chunki unda
kichik tuzatuvchi hadlar hisobga oiinmagan bo ‘ladi.

Anigki, kichik toydiruvchi omillarning moddiy sistema harakatiga
ta’siri har xil harakatlar uchun bir xil boimaydi. Ayrim harakatlarga
ularning ta’siri bilinmas darajada, ya’ni toyilgan harakatning toyilmagan
harakatdan fargi kam boladi. Aksincha, boshga harakatlarga toydi-
ruvchi omillarning ta’siri sezilarli darajada bo‘lib, toydiruvchi kuchlar
ganchalik kichik bo'Imasin, toyilgan harakat toyilmagan harakatdan an-
cha farqg qiladi. Birinchi turdagi harakatni turg'un va ikkinchi turdagi
harakatni noturg ‘un (turg'un emas) harakat deb aytamiz.

Harakatning turg‘unlik nazariyasi ko ‘rilayotgan harakatning turg'un
yoki noturg ‘un ekanligini aniglab beruvchi belgilarni (alomatlarni)
topish bilan sliug ‘ullanadi. Hayotda toydiruvchi omillar doimo mavjud
bo‘lganligi uchun harakatning turg‘unligi masalasi benihoyat katta naza-
riy va amaliy ahamiyatga egadir.

Harakatning turgimlik masalasi bilan ko'pgina buyuk matematik va
rnexanik olimlar shug‘ullanishgan. Muvozanat holatining turg‘unligi
to‘g ‘risidagi teoremani 1788-yilda Lagranj yaratgan edi [51]. Bu ishga
asoslanib Raus olib borgan izlanishlar ayrim xususiy hollarda harakat-
ning turg'unlik belgilarini topishga turtki berdi. Turg'unlik masalalari
bilan U. Tomson va P.G. Tet (1810), J.K. Maksvell (1868), LA. Vish-
negradskiy (1877), N.E. Jukovskiy (1882), Stodola, Gurvits ham shu-
g ‘ullandilar. Bu olimlar o‘z tadqiqotlarida harakatning xususiy hodarini
gina qaraganlar va uncha asoslanmagan usullardan foydalanganlai'. Ma-
salaning birinchi qat’iy yechimi fransuz olimi Puankarega taallugli. Amrao
Puankarening natijalari xususiy xarakterga ega edi.
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1892-yilda A.M. Lyapunov «Obschaya zadacha ob ustoychivosti dvi-
jeniya» mavzusida doktorlik dissertatsiyasini himoya qildi. Bu dissertat-
iyada harakatning turg'unlik masalasi keng ma’noda qo‘yildi va uni
ycchishning qat’iy usullari ko'rsatildi. Lyapunovning bu ishi turg'unlikni
ladqiq etishda kelgusi hamma ilmiy izlanishlar uchun asos bo'ldi.

Yuqorida biz harakatning turg‘un va noturg'anligi tushunchalarini
sxematik ravishda ifodaladik. Bu tushunchalarga aniq ta’rif birinchi
bo'lib A.M. Lyapunov tomonidan berilgan [52].

Mazkur kitob harakatning Lyapunov ma’nosidagi turg'unlik naza-
riyasi va uning tatbiglari masalalariga bag‘ishlanadi.

2- 8. Turg‘un harakat. Toyilgan harakatning differensial
tenglamasi

2.1. Turg‘un harakatning ta’riflanishi

Harakatning turg'unligi haqgidagi tushuncha muvozanat holatining tur-
g'unligi to‘g‘risidagi tushunchaning bevosita umumlashmasidir.
gi,q2,...,qk umumlashgan koordinatalar bilan aniglangan va k' erkin-

lik darajasiga ega bo'lgan ixtiyoriy dinamik sistemani ko‘rib o'taylik.
Faraz gilaylik, ko'rilayotgan sistema qi-ai (i=\,k) muvozanat hola-
tiga ega bo‘lsin. Demak, harakat tenglamasi ¢,=cci xususiy yechimga

ega bo‘ladi. Ushbu

a.(to) =a,+£,, = (i=12,...k)

boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi sistemaning harakatini ko'raylik.
Agar hamma shunday turdagi harakatlar uchun vaqtning t=t0 qiy-

matida £: boshlang'ich chetlanishlar va £i (j=12,.../:) boshlang'ich

tezliklar yetarlicha kichik musbat % sondan Kichik bo'lganda koor-

dinatalar chetlanishi (og‘ishi) gi~ai va qi tezliklarning absolut miqdori
hamma vaqt {t>t0) istalgancha kichik musbat £ sondan kichikligicha

golsa, u holda muvozanat holati turg‘un deb aytiladi. Aks holda
muvozanat holati noturg‘un deb aytiladi.

Mayatnikning quyi va yuqgori vertikal holati mos ravishda turg'un va
noturg'un muvozanat holatiga oddiy misol bo‘la oladi.

Turg‘unlik ta’rifidan quyidagi ikkita asosiy tasdiq kelib chiqadi:

1) Muvozanat holatining turg'un yoki noturg‘unligi unga yaqin ha-
rakatlarning xaraktcriga garab aniglanadi.

n



2) Muvozanat hoiati turg‘un boiishi uchun sistemaning bu rnuvp-
zanat holatidan boshlang‘ich toyilishi va boshlang‘ich tezligini shunday
tanlab olish zarurki, ularning har biri berilgan istalgancha kichik sondan
kichik bo‘la olsin.

Masalan, 1.1- shaklda ko ‘rsatilgan mayatnikning yugqori muvozanat ho-
iati a burchak liar gancha kichik bo'lishiga garamasdan, harakatning
boshlang‘ich shartlarini ganday gilib olishimizdaii qat’iy nazar, mayatnik-
ning muvozanat holatdan toyilishini a burchakdan kichik qilib bo'imaydi.

1.1- shakl.

Muvozanat holatining turg‘unligini ganday aniglagan bo‘lsak, hara-
katning Lyapunov bo‘yicha turg‘unligini ham xuddi shunday aniglaymiz.

Quyidagi matematik model (differensial tenglamalar) bilan aniglan-
gan ixtiyoriy dinamik sistemani ko'raylik:

Ad{ =Y, (teyv yv....y,,)  (s=12,..,n), (1.2.1)

bu yerda ys - harakat biian bog‘lig bo’lgan parametrlar, masalan, koor-

dinata va tezliklar yoki umuman shu miqdorlarga bogiiq bo‘lgan funk-
siyalar.
Ko‘rilayotgan sistemaning y " -fs(t) xususiy yechimiga mos kelgan

harakatini toyilmagan harakat deb, sistemaning fs{t) dan farg giluvchi
golgan barcha ys(t) harakatlarini toyilgan harakatlar deb aytamiz.

ys(t)~ fs(t) ayirmalarning giymatlari toyilishlar deb aytiladi.
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1- ta’rif. Agar har ganday kichik e>0 son uchun shunday musbat

J](e) son mavjud bo'lsaki, barcha ys = ys(t) toyilgan harakatlar
uchun t =t0 boshlang ‘ich paytda

lys(/0) - /s(/0)|<;? (1.2.2)
munosabatning bajarilishidan barcha t >1t0 lar uchun

\ys(t) - fs(t)\<£ (1.2.3)
tengsizlikning bajarilishi kelib cliigsa, u holda toyilmagan harakat
yf(s =1,n) migdorlarga nisbatan turg‘un deb aytiladi.

Toyilmagan harakat turg'un bo‘lmasa, u noturg‘un deb aytiladi.
Shunday qilib, harakatning noturg'un bo‘lishi uchun shunday musbat
kichik £ son mavjud bo'lishi va har ganday istalgancha kichik T] son

uchun (1.2.2) munosabatni ganoatlantiruvchi birorta toyilgan harakat
uchun liech bolmaganda biror payt (t =t')da (1.2.3) tengsizlikning ba-
jarilmasligi (tenglikka aylanishi) yetarlidir.

2- ta’rif. Agar toyilmagan harakat ys miqgdorlarga nisbatan turg‘un

bo ‘Isa va shunday istalgancha kichik S> 0 son mavjud bo 'lIsaki, t =10

paytda

[>.1(io)-/.1(i0) |<(5 i124)
munosabatning bajarilishidan t > t0 lar uchun

lim\ys(t)-fs(t)\=0 (1.2.5)

bo'lishligi kelib chigsa, u holda toyilmagan harakat ys miqdorlarga
nisbatan asimptotik turg‘un deb aytiladi.

3" ta’rif. Agar t->00 da ys(t) toyilgan harakat fs(t) toyilmagan ha-
rakatga tQ ga nisbatan tekis intilsa, u holda toyilmagan harakat ta ga
nisbatan tekis asimptotik turg‘un deb aytiladi.

4- ta’rif. Agar ys(t) toyilgan harakat fs(t) toyilmagan harakatga
I >o00 da y (t0) boshlang ‘ich shartlarga nisbatan tekis intilsa, u holda
M = fs(t) toyilmagan harakat ys{t0) boshlang‘ich shartlarga nisbatan

Irlcis asimptotik turg‘un deb aytiladi.

Agar (1.2.1) sistema avtonom bolsa, ya’ni o‘ng tarafidagi Ys funk-
Isiyalar oshkor ravishda t ga bog'liq bolmasa, u holda toyilmagan hara-
lai doimo boshlang‘ich shRrtlarga nisbatan tekis asimptotik turg'un bo*-
Lidi. Bu natijaga 1949-yilda I.L. Masser erishgan [53].



S- ta’rif. Agar yt =fs(t) toyilmagan harakat Lyapunov bo'yicha

turg'un bo'lib va (1.2.5) munosabat istalgan boshlang'ich shartlar
uchun bajarilsa, u holda Toyilmagan harakat batcTmom asimptotik tur-~
g'lin deyiladi.

2.2. Toyilgan harakatning differensial tenglamalari

Turg'unlikni tadgiq etish uchun (1.2.1) differensial tenglamalarda y
o'zgaruvchilar o‘rniga yangi 0 ‘zgaruvchilar kiritamiz: .
= (s=U). d.2.6)
bu yerda fjt) - toyilmagan harakatga mos keluvchi (1.2.1) ning xususiy
yechimi, ys(t) - toyilgan harakatga mos keluvchi (1.2.1) ning xususiy
yechimi, xt(f) - toyilishning miqdori.

Yangi o‘zgaruvchiiarga nisbatan (1.2.1) differensial tenglamalarning
ko'rinishi quyidagicha bo ‘ladi:

iy (s=1n) 12.7)
— s=1n)> 2,
dt
bu yerda
X {t,x,,X2,....xa) =Y, (t,xI +f,,...,xH+ fn)-Y '(t,fl.../,,). (12.8)

Xuddi shu (1.2.7) tenglamalar toyilgan harakatning differensial tengla-
malari deb aytiladi.

Ravshanki, (1.2.8) munosabatga ko'ra ,t =x2=..=xl=0 trivial
yechim ys- fs(t) toyilmagan harakatga mos keluvchi toyilgan hara-
katning muvozanat holati bo‘ladi.

Shunday qilib, (1.2.6) munosabat orqgali yangi xs(t) o'zgaruvchilar
kiritilganligi tufayli, toyilgan harakatning xi-x2=...=xl,=0 muvozanat

holatiga (1.2.1) tenglamaning ys = f s(t) toyilmagan harakati mos keladi

va aksincha. Demak, ys = fs(t) toyilmagan harakatning turg'unlik ma-

salasi (1.2.7) differensial tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi toyil-
gan harakat muvozanat holatining turg'unlik masalasiga keltirildi. Bun-
dan o0°‘z navbatida, toyilgan harakatning muvozanat holati turg'un
(asimptotik turg'un) ligidan toyilmagan harakatning ham turg'un (asimp-
totik turg'un) bo'lishligi kelib chigadi.

Yangi xs(0 o'zgaruvchilar uchun (1.2.2),*(1.2.3), (1.2.4) va (1.2.5)
munosabatlar mos ravishda quyidagi ko'rinishlarga ega bo'ladi:
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YRIRE (1.2.9)

K(0|<E, (1.2.10)

KM <% (1.2.11)

i = 12.12

Nirgex (1) =0. ( )

lindi (1.2.7) sistemaning X, =x2=-.-xu=0 muvozanat holati uchun

lurg'unlik ta’rifini beraylik.
6- ta’rif. Agar har ganday istalgancha kichik £>0 son uchun shun-
ihiy musbat rj{e) sonni tanlab olish mumkin bo'lsaki, hamma toyilgan

lilirakatlar uchun boshlang'ich t=-t0 vaqtda (1.2.9) munosabatning baja-

rilishidan t> t0 lar uchun (1.2.10) tengsiz.likning bajarilishi kelib chigsa,

n holda toyilmagan harakat (toyilgcm harakatning xt=x2=...=x,, =0
muvozanat holati) turg'un deb aytiladi.
7- ta’rif. Agar toyilmagan harakat turg'un, va S >0 sonni shunday

Uinlash mumkin bo'lsaki, (1.2.11) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
iliyllgan harakatlar uchun (1.2.12) munosabat bajarilsa, n holda toyil-
niiigan harakat asimptotik turg'un deb aytiladi.

Xuddi shu tarzda tekis asimptotik turg'unlik va batamom asimptotik
liiij’“tin tushunchalarini ham keltirish mumkin.

I ndi toyilgan harakat tenglamasini tuzishga oid misollar ko‘rib chigaylik.

Toyilgan harakat tenglamalarini tuzishga doir misollar

I inisol Matematik mayatnik toyilgan harakatining tenglamasi
Matematik mayatnik tebranma harakati-

ning differensial tenglamasi

dt
yoki

koiinishda bolishini bilamiz, bu yerda (p=0)
- mayatnikning vertikal o‘gdan og‘ish bur-
chagi. (p(0)=a, [, =0 boshlang'ich shart-
LLL larni ganoatlantiruvchi harakatning (p va (p

1.2-shaki. larga nisbatan turg‘unligini tekshirish masala-

15



sini ko‘raylik (1.2-shakl). (1.3.1) dinamik sistemaning berilgan bosh-
lang‘ich shartlarga mos keluvchi xususiy yechimi <p=f{t) ko‘rinishda

bo'ladi, bunda fit) - biror davriy funksiya (analitik ko'rinishi bizga
zarur emas).

Ushbu x = (p{t)-f{t) yangi o‘zgaruvchini Kkiritib, (1.3.1) dan quyi-
dagi differensial tenglamani hosil gilamiz:

X=-y sin(x+/(/)) +y sinf{t),
yoki sin(x + /(f)) ni x bo‘yicha gatorga yoyib,

X =-y xcosfit) +--X 2sinfit) +... (1.3.2)

ga kelamiz. U matematik mayatnik toyilgan harakatini ifodaiovchi izlan-
gan differensial tenglamadir.

2 -misol Qo‘zg‘almas nuqta atrofida inersiya bo‘yicha
aylanayotgan qattiq jism toyilgan harakatining tengjamasi

Ma’lumki, go‘zg‘almas nuqta atrofida inersiya bo‘yicha aylanayot-
gan gattig jismning differensial tenglamasi quyidagi sistema ko‘rini-
shida bo'ladi (nazariy mexanikaga doir ixtiyoriy o‘quv qolianmani ko ‘-
ring):

A~ +(C-B ~0,

Gt ( )ar
B—dti+(A—C)rp =0} (u 3)
C— +{B-A =0,

& {B-A)pq

bu yerda p,q,r - oniy burchak tezliknmg jism mahkamlangan nugta-

dagi bosh inersiya o‘glariga raos keluvchi go‘zg‘aluvchi koordinatalar
sistemasidagi proyeksiyalari, A, B, C ~ shu o'glarga nisbatatt inersiya
momentlari.

(1.3.3) tenglamalar

p =co- const, g=r=0 (1.3.4)

xususiy yechimga va yana qolgan ikki o‘qga mos keluvchi xuddi shuaday ik-
kita xususiy yechimga {p=r=0, g~co=const; p=q=0, r - (0 =const)
ega.
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(1.3.3) harakatni toyilmagan harakat sifatida qabul gilib va quyidagi
yangi
X—p—0 y-4q Z=r7

o'/i'aruvchilarni (1.3.3) ga qo‘ysak, toyilgan harakatning differensial
iniglamalari sistemasiga kelamiz:

AdX C-B 0

o~ 4 - z =0,

= +(C-B)y

B 2 +(A-C){x+o)z =0, (135

C~ +(B-A)(x +w0)y =0.
dt

3-misolKonik (konussimon) mayainik toyilgan harakatining
differerasial ienglam.alari

ustlab, O nuqtada vaznsiz OM ipda osilgan m massali M moddiy
uiiM.’ini ko ‘rayiik. Ipning uzuniigi | ga teng bo'lsin. M moddiy nuqta-
nui), holatini y/ va B burchaklar orqali anigiaymiz (1.3- shaklga garang).

1.3- shaki.

M ni. ni mayatnikning kinetik va potensial energiyaiari mj

T=--mli(B2+y/2sin2) >



17 =-mglcos0 (1.3.6)
bo‘ladi. Ushbu
ar7 ddr_ 3T _;3/7
do - dtdy/ ~ d¥

Lagranj tenglamalaridan foydalanib, sferik mayatnik harakatining dif-
ferensial tenglamalarini tuzamiz:

dide de

ml29 - ml2if/2sin #cos 9 + mglsin 9=0,1 (13.7)
ml2y/sm29 +2ml19i//sin 9 cos9 =0.

(1.3.7) sistema birmuncha soddalashtirishlardan so‘ng,

ml29 - mI2\jr sin 9cos9 +mglsin9 =0, (1.3.8)
y/ =-29iffctg9.

ko‘rinishga keladi. (1.3.8) sistemani birinchi tartibli normal differer.sial
tenglamalar sistemasiga keltirish uchun quyidagi

0=yv 0=y2, y/=yj (1.3.9)

yangi o'zgaruvchilarni kiritamiz. Yangi o ‘zgaruvchilarda sferik mayat-
nik harakatining differentsial tenglamalari sistemasi

yi =i -
29- sinyi +y3sin  cosy,, (1.3.10)
y3=-23233ctgyi

ko‘rinishga keladi.
Endi gorizontal joylashgan aylana bo'ylab o‘zgarmas tezlikda harakat
gilayotgan mayatnik (konussimon mayatnik)ni ko‘raylik. Bu holda

9 =y,= f{(t) =a =const,
9=y2=12(t) =0, (1.3.11)

AN =y3=/3(r) = co=const
bo‘ladi.
yp Yy, va y3 laming bu giymatlarini (1.3.10) ga qo'yib, ushbu ko-
nussimon mayatnik parametrlari ganoatlantirishi lozim bo'lgan
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cosa = 8 (1.3.12)

inunosabatni topamiz.
(1.3.11) tengliklar bilan aniglangan harakatni toyilmagan harakat

silatida gabul gilamiz. U holda yuqorida bayon etilgan nazariyaga asosan
y, =a +x, (1.3.13)

y,, y2, y3 iarning (1.3.13) tengliklar bilan aniqlanadigan giymatlarini

(1.3.10) sistemaga qo‘yib (a va U0) larning o‘zgarmas sonlar ekanligini
hisobga olib), toyilgan harakatning differensial tenglamalari sistemasini
hosil gilamiz:

d.3.14) sistema differensial tenglamalarining o‘ng tarafidagi funk-
.dvalar ((1.3.12) téiigiikni hisobga olganimizda) x, =x2=x3=0 nuqtada
iiitli’a aylanadi, ya’ni Xi(0,0,...,0) = U shartlar bajariladi. Bu funksiya-
Liini ciuvozanat holati atrofida xj, x2 va x3 lar bo‘yicha gatorga yoyib

Ml ; .| %t chizigli hadlarni qoldirib, quyidagi birinchi yaqinlashish tengla-
i i ni sistemasini faosii gilamiz ((1.3.12) tenglikni hisobga olganda):

x2=(af cos2cc~—cosa)x, + osin 2a-x3, (1.3.15)
i

i;, ~-20jctga-x2.

4 -misol Yerssin’iy yo‘'ldoshi massa markazi toyiigan
harakaiining differenisial tenglamalari

m i sun’iy yo‘ldoshiga fagat Yerning tortish kuchlari ta’sir etadi deb
iii i <lilamix. Bu kuchlarning teng ta’sir etuvchisi F sun’iy yo‘ldosh
iitn*,-..i,",iniii\ markaziga ta’sir etadi va uning moduli

(1.3.16)
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butun olam tortishish gonuni bilan aniqlanadi deb gabul gilamiz.

1.4- shaki.

Bu yerda fi=gR2=JM - Yeraing gravitatsion parametri, R - Yer sha-

rining radiusi, g - Yer tortish kuchining tezlanishi, M - Yer massasi, /
- gravitatsion doimiysi, i-OC - Yer markazi 0 dan sun’iy yo‘idosh
massa markazi C gacha bo'lgan masofa, m - sun’iy yo'ldosh massasi.

Yer sun’iy yo‘ldoshi massa markazining (n) tekislikda yotgan va
radiusi rObo'lgan doira bo'yicha tekis harakatiai kolamiz (1.4,a-shaki).
Bunday harakat Yer sun’iy yo‘ldoshi:iing statsionar harakati deb ham
aytiladi. Sun’iy yo'ldosh statsionar harakatining parametrlarini ganoatia-
ntiruvchi shartni bevosita Nyutonning

ercozsz— , fco"bré\ =ju yoki O :"Jjju/r(;r§ (1.3.17)
ro
ikkinchi gonunidan foydalanib topamiz, bu yerda fii= =const - sun’iy
yo‘ldosh radius-vektori r0 aylanishining statsionar harakatidagi burehak
tezligi.

Sun’iy yo‘ldoshning statsionar harakatiga t =t0 vaqtda gandaydir
toydiruvchi kuchlar oniy ravishda ta’sir etdi deb faraz gilaylik. Masalan,
raketaning oxirgi bosgiehidan sun’iy yo‘ldoshning ajralishi paytida uning
radiusi r0 bo'lgan doira bo'yicha tekis harakat gilishga sharoit yaratib
beradigan shartlar ozgina buzilishi mumkin. Natijada, sun’iy yo'ldosh-
ning harakati toyilgan bo'ladi, xususan, endi u doira bo'yicha harakat

gilmaydi, radius-vektor aylanishining burehak tezligi (p~*jU/r™ bo'ladi,

harakat (n) tekislikda yuz bermaydi va h.k.

Yer sun’iy yoMdoshining toyilgan harakati differensial tenglamalérini
keltirib chigarish uchun Oxyz koordinatalar sistemasini shunday tuza-
mizki, uning xy koordinata tekisligi {K) tekislik bilan ustma-ust tushsin.
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n sun’iy yo‘ldoshi massasi markazining toyilgan harakatdagi holatini
(>0 sferik koordinatalar orqali aoiqlaymiz (1.4,fc-shakl). Sun’iy
vn'ldoshning kinetik va potensial energiyalari mos ravishda

7’:E(r"+r202+r2003’0-<;12), n ~-tt— (1.3.18)
r

icngliklar orgali aniglanadi.

Nun’iy yo'ldoshning statsionar harakati turg'unligini r,r,0,0 va (p
miqgdorlarga nisbatan o ‘rganamiz. Buning uchun uning toyilgan harakati
tonj'.lamasim Lagranjning

* -
4. .37 __dr___di (9 -:r,V,a<p) (1.3_1'99
dtdqj dqj daj
1ii, uiasidan foydalanib tuzamiz. Avval r koorditiata uchun tengla-

m mi uix.ishda zarur bo'ladigan hosilalarni (1.3.18) dan foydalanib
uipumiz:

— =mr, —— =mr,
or Cidr
377 ftm
-—=mr0'+mrcos'c (p , _=
dr dr r

I'i !odalarni r koordinata uchun (1.3.19) tenglamaga qo'yib,

< . % m
mr-mrO -mrcosdl<p:-ft7 (A)
ui 1K'l gilamiz. Toyilgan harakat tenglamasini tuzish uchun, qoidaga
n, i 1MO+x, (p=o0i+y deb gabul gilamiz va ularni (A) ga qo'yib,
Mi‘iifia in ga bo‘lib,

X-(r, +x)9" - (r0+x)cos" 6-(0j +y)2= ------— —j (1.3.20)
mo+J)

m Ir>ml gilamiz. Xuddi shu tarzda ish yuritib,
(r0+x) 0+ 2x0+ (/;, +a) cos0sin 0O mco+y)2=0,

"31[(r0+ A)2c0s79sin0- (co+ })]=0
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tenglamalarni ham keltirib chigaramiz. Endi (1.3.20) va (1.3.21) toyilgan
harakat fenglamalarini normal differensial tenglamaiar ko‘rinishiga kel-
tiramiz. Buning uchun yangi

X=X,, X=X, =X. e =X,, Y=x5

o‘zgaruvchilarni kiritamiz. Bulami (1.3.20) va (1.3.21) tenglamalarga
go'yib va ularni hosilalar bo'yicha yechib, Yer sun’iy yo'ldoshining toyil-
gan harakati differensial tenglamalarining normal ko‘rinishiga ega bo*-
lamiz:

X, =X2,

x2=(r0+xj) [x] +COS2x3(cu+x5)2] -

(rO+A-)
X = x4, (1.3.22)
X =-2 XrX* - -(tu +x5)2sin2xy
>+ 2
X, =-2— (co+ x3) + 2xi (co + x5) tg x3.
0+ x,

Bu tenglamalarning o‘ng tarafidagi  funksiyalar x, =x, =...
..= jts=0 koordinata boshida ((1.3.17) ni hisobga olganda) nolga ay-

lanadi, ya’ni X /0, 0,...,0) =0 shart bajariladi.
(1.3.22) tenglamaiar sistemasining birinchi yaginlashish tenglamalari

quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
X =x2;

X2 =s@eXt+ 2r0e x5,

X,=X4, > (1.3.23)

x4 —2 (orxs,

MW 9®@pp

m

Bu tenglamalarni keltirib chigarishda (1.3.17) tenglik inobatga olingan.
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4-8, Statsionar va nostaisioiiar harakaiSar

Yana umumiy holga, ya’ni toyilgan harakatning (1.2.7) tenglamasiga
(laytaylik.
Toyilgan harakat tenglamasidagi Xs(t,xu...,xn) funksiyalar vaqgtniag

/> /0 bo'lgan ixiiyoriy giymatiari uchun muvozanat hoiatini qararab
oluvchi

\xs(t)\<H (1.4.1)
sohada aniglangan, uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega, ya’ni
shu sohada x],x2,...,xn argumentlarning golomorf (analitik) funksiya-

lari bo‘lsin, bu yerda N - ixtiyoriy yetarlicha kichik musbat son. Shu
sliartda ularni

X, =PsiXf +P,3x2+ .. +pmxn+ 2 [ L PO\ Me B8 i 142

gatorga yoyish mumkin, bu yerda

Pso - (s,a=1,2,...,n), (14.3
Vv Jo
Qnj +H12
M (L4.4)
mi! m2! ..mn! dxdxp ...dC /0
i 11, fmn>1, A +m,+...+mn—m, (m=23,..), O belgisi esa
liovit.i olingaridan fceyiri xp.,..x,( lar o‘miga x, =x2=...=xn=0 ni

iln yjshni biidiradi.
i'.i 2) ifodaai quyidagicha yozish mumkin:

X, "xf+ x™ + +x(i)+..., (1.4.5)
bu yeida
X 7 AP«xi+ P X2+ mmmPmX,> (14.6)
5y p(m W-m.) 3 )2 m (147)

ir indi fiamma butun manfiy boMmagan va m,+m2+..+mn=m

"i.  2,\ ) shartni ganoatlantiravchi ml,m2,...,mn sonlar bo'yicha
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olinadi. Shunday qilib, X[Xifoda xxx2,...,xn larga nisbatan chizigli
bo'lgan hadlar majmuasini, X I"lifoda esa x],x2,...,xn larga nisbatan

m-darajali hadlar majmuasini bildiradi. X'™') ko‘phaddagi har xil

o0 ‘xshash bo‘lmagan hadlar soni
nin+NHn+2)--w+m-1) _ (m+DH(m+2)---(m+n-\)

1-2-3-m ~ 1-2-3-0 o(«—J)

ga teng. Masalan, Xj2 ko‘phaddagi, ya’ni n o'zgaruvchili kvadratik
formadagi har xil hadlar soni
N _n(n-f1
2
ga teng bo‘ladi.
X's funksiyalar umumiy holda oshkora ravishda t ga bog‘lig bo*-

lishi mumkin. Shuning uchun ham (1.4.2) dagi koeffitsiyentlar t vaqt-
ning uzluksiz funksiyalari bo'ladi. Bu holda toyilmagan harakatni
nostatsionar harakat deb ataymiz.

Amalda X s funksiyalar oshkora ravishda t ga bog'lig bo'lImaydi-

gan hollar ham uchraydi. Buning natijasida (1.4.2) yoyilmadagi koef-
fitsiyentlar haqgiqiy o'zgarmas sonlar bo'ladi. Bu holda toyilmagan hara-
katni statsionar harakat deb ataymiz. Statsionar va nostatsionar degan
tushunchalarni A.M. Lyapunovning o°‘zi kiritgan edi. Masalan, toyilgan
harakatning (1.3.23) differensial tenglamalari oshkor ravishda t vagtga
bog‘lig emas. Shuning uchun bu harakat statsionar harakat bo‘ladi. Ko‘p
amaliy masalalar xuddi shunday holga keltiriladi.

Tebranma harakatni ifoda etuvchi differensial tenglamalarning o°‘ng
tarafidagi funksiyalar t ga nisbatan davriy funksiyalardir. Masalan, 1-
misoldagi matematik mayatnikning harakatini ifodalovchi (1.3.14) tengla-
maning o‘ng tarafidagi funksiya t ga nisbatan davriy, chunki tenglama

ifodasida gatnashuvchi f(t) - davriy funksiya.

5 - 8 Uzluksiz ta’sir etadigan toydiruvchi kuchlar ta’siridagi
harakatning turg‘unligi hagida

Yuqgorida tanishilgan Lyapunov kiritgan ta’riflarda toyilmagan hara-
katning turg'unligi boshlang'ich shartlarning toyilishiga nisbatan ko‘ri-
ladi, ya’ni turgiinlik masalasi oniy .ravishda ta’sir etadigan toydiruvchi
omillarga nisbatan qaraladi. Ammo real mexanik (fizik va b.) sistema
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migdor jihatidan uncha katta bolmagan doimiy ta’sir etib turuvchi
kuchlar ta’siri ostida bo‘ladi. Sistemaaing harakat tenglamasini tuzayot-
ganda bu kuchlarni amaiiy jihatdan hisobga olish deyarli mumkin eraas.
Shuning uchun ham toyilmagan harakatning turg'unligini uzluksiz ta’sir
etib turadigan toydiruvchi omillarga nisbatan tadqiq etish muhim amaiiy
ahamiyatga egadir. Bu esa 0°‘z navbatida matematik nuqtayi nazardan,
(urguniikni tadgiq etish jarayonida nafagat boshlang'ich shartlarning
toyilishini, balki harakat tenglamasining toyilishini ham hisobga olish
kerakiigini anglatadi.

Uzluksiz ta’sir etib turadigan toydiruvchi omillar ta’siridagi harakat-
ung turg'unligiga oid 1936-1955 yillar davomida olib borilgan tadgiqot
hlarida N.G. Chetayev, 1.G. Malkin, I.L. Massera, E.A. Barbashin,
LN. Krasovskiy, V.E. Germaidze va K.P. Persidskiyning xizmatlari kat-
idir ([53] ning 20-21, 302-307 betlariga qarang) [8,11,21-23,25,40,
3,55,102].

Uzluksiz ta’sir etib turadigan toydiruvchi omillar ta’siridagi harakat
ii.memjnligining quyidagi ta’rifini beramiz.

Hnamik sistemaga oniy ravishda toydiruvchi omillar ta’sir etgandagi
akat tengtamasi
-ly —
-thLzYs(t,yv yl,...,yn) {s=1n) (1.5.2)

ko rinishda ekanligini ko'rgan edik.
Dinamik sistemaga toydiruvchi omillar uzluksiz ta’sir etib turganda
harakat tengiamasi quyidagicha bo ‘ladi:

dy —
-drt“yA yi’yr-yn)+K (t>yvy2’->y,) =1ln), (1.5.2)

Im yerda Rs(t,yl,y2,....y,,) - toydiruvchi omillarni ifodalovchi noma’lum

limksiyalar. Ular yetarlicha kichik va (1.5.2) tenglamaning ko'rilayotgan
loyilinagan harakat atrofidagi yechimini ta’minlovchi ba’zi umumiy shart-
larui ganoatlantiruvchi funksiyalardir.

8- ta’rif. Agar har ganday istalgcmcha kichik e>0 son uchun shun-

dtiy ikkita boshga musbat r/fs) va J2(e) sonlcir topilib, {t>tn;
vt /,(0|<e} sohada

Rs{t,yl,y2,...,yn\<Tj2(e) (1.5.3)
huy.xrjiklarni qanoatlantiruvchi Rs(t,yx,...,yn) funksiyalciming cjan-
iliiv bo'lishidan gat’iy nazar (1.5.2) tenglamalarning har gqanday ys(t)

\f( hInii ychun t vaqtning t =t0 paytida
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[Xs(*<9) ~ Is(*0)| < Vi(£) (1.5.4)
munosabatning bajarilishidan t> t0 bo'lganda

(1.5.5)

tengsizliklarning hamma vaqt bajarilishi kelib chigsa, u holda uziuksiz
ta'sir etadigan toydiruvchi omillar ta’siridagi J|= fs(t) toyilmagan ha-
rakat ((1.5.1) tenglamaning xususiy yechimi) turg‘un deb aytiladi.

Shu tarzda aniglangan uziuksiz toydiruvchi omillar ta’siridagi toyil-
magan harakatning turg'unlik tushunchasi Lyapunov bo‘yicha turgiinlik
tushunchasining bevosita umumlashmasi bo‘lib, katta amaliy ahamiyatga
egadir.

Birinchi garashda Lyapunovning turg'unlik nazariyasi giymatsizlan-
gandek ko'rinishi mumkin. Ammo aslida bunday emas, chunki, birin-
chidan, Lyapunov yaratgan usullar uziuksiz ta’sir etadigan toydiruvchi
omillar ta’siridagi toyilmagan harakatlarning turg'unligini tadqiq eiishda
ham yaraydi.

Ikkinchidan, amaliy jihatdan eng zarur hollarda, toydiruvchi omillar
uziuksiz ta’sir etib turgandagi turg'unlik masalasi bevosita Lyapunov
ma’nosidagi turg'unlik masalasiga keltiriladi. Uchinchidan, statsionar va
davriy harakatlarning asimptotik turg‘unligi toydiruvchi omillar uziuksiz
ta’sir etib turgandagi harakatning turg‘un bo'lishi uchun yetarli shart
ekanligi isbotlangan [53].

Yuqorida keltirilgan mulohazalardas shu narsa kelib chigadiki, tur-
gimlikning Lyapunov bergan ta’rif muhim amaliy ahamiyatga ega.
Ammo amaliy masalalarda dinamik sistema harakatining nafagat tur-
g'unligini, baiki boshlang‘ich toyilishniog mumkin bo'lgan sohasini ham
aniglash talab etiladi. Keyingi masala bilaii A.M. Lyapunov shug'ul-
langan bo‘lmasa ham, u yaratgan usullar bit masalani yechishga. irnko-
niyat yaratadi.

Yuqorida berilgan asosiy ta’riflami sharhlash uchun bir neehta oddiy
misollar ko ‘raylik.

1- misol. Toyilgan harakatning tenglamasi quyidagi koiinishda
bo‘Isin:

dx dy

dt
bu yerda a - hagiqiy o°‘zgarmas son. Tenglamalarning o‘ng tarafidagi
F(x,y)s-ay va G(x,y)max funksiyalar t vaqtga bog'liq emas. ham-

- +ax (1.5.6)

da x va ‘y laming barcha haqgiqiy qiymatlari uchun golomorfdir.
Demak, toyilmagan harakat statsionar harakatdir.
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(1.5.6) differensial tenglamalarning umumiy yechimi
x =x0cosa (t-t0) -y Osina (t—t0),
V= xgsina (t-t0)+ yOcosa(t-10) (1.5.7)

ko'rinishda boladi, bu yerda x0, y0 lar x va y laming i=1{() vaqtga

mos keluvchi boshiang‘ich giymatiari (boshlang'ich toyilish) dir.
(1.5.7) tenglamaiardan

X2+ /] =x@+ y0 (1.5.8)
:ga bo‘lamiz. Shuning uchun ham har ganday musbat £ son uchun
hunday r]=e son topiladiki, t=t0 vaqtda x0, y0 laming

2 2N 7
*0+y, i

.agsizlikni ganoatlantirishidan, (1.5.8) ga asosan, t>t0 da

X2+ y2<£r
Lif'Siziikning Dbajarilishi kelib chigadi. Demak, toyilmagan harakat,
r-'ni (1.5.6) tenglamalarning x =y =0 muvozanat holati turg‘un
bo'ladi.

2- misoi Toyilgan harakatning tenglamasi quyidagi ko'rinishda
bolsin:

& oay,  Zzax, (15.9)

bu yerda a - hagigiy o'zgarmas son. Bu tenglamalarning umumiy yechimi
X= +},° CHAA X~ A gaU~"t

y -~ (x0+ Yo"e°{~'0) - ~ (x0~ Yo)e~a("4> (1.5.10)

Ko'rinishga ega, bu yerda x0, yQlar x va y laming t=t0 vaqtga mos

Keluvchi boshlang'ich giymatiari. (1.5.10) ifodasidan ko‘rinib turibdiki,
(I .19) differensial tenglamalarning x =y =0 muvozanat holati (toyil-

Illagan harakat) turg‘un emas, chunki x0 va y0 laming istalgancha

lullik giymatiari uchun ham x va v laming giymati t bilan birgalikda

i lirgaralanmagan holda o ‘sadi va |xyY(/)|< £ tengsizlik bajarilmaydi.
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6-8. Turg‘unlik masalasini yechish usullari hagida

Agarda toyilgan harakatning differensial tenglamalarini integrallash
mumkin boiganda edi, turg'unlik masalasini tadqiq etishda hech 'ganday
giyinchiliklarga duch kelinmasdi. Ammo bunday Hollar juda ham oz
uchraydi, amaliy masalalarda esa deyarli uchramaydi, Shuning uchun
ham tadqgiqotchilar differensial tenglamalarni integrallamasdan, turg‘un-
lik masalasini yechish usullarini topish ustida ishladilar. Lyapunovdan
oldin o‘tgan tadgiqotchilar asosan chiziglashtirish usulidan foydalanar
edilar. Bu usul quyidagidan iborat.

Toyilgan harakatning tenglamasi

(16.1)
dt

berilgan, Xs(t,x1,x2,...,xn) funksiyalar esa |xs(i)j<// (/V-yetarlicha
kichik musbat son) sohada aniglangan, uzluksiz va uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bolsin. Xs(t, 0,0,...,0) sO boiganligi uchun xl=x2=...
...=xn=0 (1.6.1) dinamik sistemaning muvozanat holati (toyilmagan
harakat) bo‘ladi. Xs{t,xx:..,xn) funksiyalami shu muvozanat holati
atrofida (golomorfligi uchun) x],x2,...,xn o ‘zgaruvchilarning darajalari
bo‘yicha gatorga yoyib, (1.6.1) sistemani quyidagi ko ‘rinishda yozamiz:
~(Irt'=PsIXI+ PsIX2+ - + PmXn+ K & i X\¢* 2 X,,) (5=1,«), (1.6.2)

bu yerda X] ifoda X ? funksiyalar yoyilmasidagi darajasi birinchidan
yugori bolgan hadiar majmuasidan iborat, ya’ni nochizigii funksiya.
Turg'unlik masalasi ko‘rilayotganda, odatda (1.6.2) ning yechimi xs
0°‘zgaruvchilarning yetarlicha kichik boshlangich giymatlari uchungina
garaladi. Tabiiyki, bunday holda xs yeehimlarning xarakteri (L6.2) teng-

lamalardagi birinchi darajali hadlar fallan aniglanadi deb o‘ylash mum-
kin. Boshqacha qilib aytganda, turgiinlik masalasini yechish uchun

gt - PSIXL¥ P2 +ie-et P, (s=M) (1.6.3)

chizigli tenglamani tadqiq etish kifoya degan xulosaga kelish mumkin.
(1.6.3) differensial tenglamalarga (1.6.2.) tenglamalar sistemasining
birinchi yaqginlashisli tenglamalari deb aytiladi.

Tomson va Tet, Raus, Gurvits, N.E. Jukovskiy, Maksvell, Vishne-
gradskiy turgimlik masalalarini xuddi shu usuldan foydalanib tadqiq
etgan edilar [17,32,112,116,117]. Bu holda masala ancha soddalashadi
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va staisionar harakatlar uchun pSJ koeffitsiyentiar o‘zgarmas soniar bo‘l-

ganligidan (1.6.3) differensial tenglamalarni yopiq shaklda integrallash
mumkin.

Ammo bu yo'sinda masalanini yechilishi gat’iy emas va, umuman ayt-
ganda, noto‘g‘ri bo'lishi mumkin. Aslida (1.6.2) chiziglimas statsionar
tenglamalarni (1.6.3) chizigli tenglamaiar bilan almashtirish, bir masa-
fani ikkinchi bir masala bilan almashtirish degan so‘zdir. Bunda almash-
tirilgan ikkinchi masala birinchisiga umuman bog'lig bo'Imay qolishi
ham mumkin. lkkinchidan, toyilmagan harakat aslida noturg‘un boMsa
ham, birinchi yaginlashish tenglamalarini tadqiq etish natijasida turg'un
bo‘lib qolishi ham mumkin va, aksincha. Bu holatni quyidagi misolda
Kiizatsa boladi.

I- misol. Toyilgan harakatning differensial tenglamalari quyidagi
koiinishda bo‘sin:

y:-y raxS, oy +ay3\ 8-5-4)

di dt

bu yerda g -o'zgarmas son. Bu tenglamalarning ixtiyoriy yechimlarini
c() va y(t) iar deyiik, Dastavval, (1.6.4) tenglamalarni hisobga olib,

x 2{t) + y2{t) ifodaning hosilasini olamiz:

--M-(x2()+ y2(1) = x(O[-y(t) +ax\)] +

2 dt

+ y()[x(t) +ay3(0] = a[x\t) + y4(i)]. (1.6.5)
Bunda ikki hol bo'lishi mumkin.

1. a>0 bo‘lsin. U vagtda — [x2(t) +y2(t)]>0 bo‘ladi va, demak,
dt

x2(t) +y2(t) funksiya t ning o‘sishi bilan o‘sadi. Bu funksiyaning
o‘sishi natijasida va (1.6.5) ning o‘ng tomoniga asosan uning vaqt
bo‘yicha olingan hosilasi ham o‘sadi. Shunday qilib, boshlang‘ich x(t0)

va >(i0) shartlar yetarlicha kichik bo‘lganda ham x2{t)+y2{t) funksiya
/ ning o‘sishi bilan o°‘sadi, demak, toyilmagan harakat noturg‘un

bo'ladi.
2. a< 0 bo‘lsin. Bu holda toyilmagan harakat asimptotik turg‘un
bo‘ladi, chunki —[x2{t) +y2(t)\<0 va x2(t) +y2(t) funksiya musbat
dt

bo‘lib golgan holda, doimo kamayadi va 0 ga intiladi, ya’ni
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lim[x2(i) + y2(O] =0 . Demak, toyilmagan harakatning turg'un yoki no-

turg‘un bo‘iishi dinamik sistema a parame.trining ishorasiga bog'liq
ekan. "—
Ikkinchidan, (1.6.4) dinamik sistemaning birinchi yaginlashish teng-

lamalari

ko‘rinishda bo‘ladi. (1.6.6) tenglamalarning umumiy yechimi

x = x0cos1- >0sini, y~ x0smt+ yOcost (1.6.7)

ko‘rinishda bo'ladi, bu yerda x0, y0 lar x va y laming t=to=0
paytdagi boshlang‘ich giymatlaridan iborat.

Yetarlicha kichik £>0 son uchun shunday «<— £ sonni tanlab
V2

olamizki, t=t0'~0 da UO|<”, [}O[<77 tengsizliklarning bajarilishi va
(1.6.7) tenglamalarga asosan t>t0 bo'lganda hamma vaqt

X <E,

ning bajarilishi kelib chigadi, Demak, toyilmagan harakat birinchi yaqin-
lashishda turg'un bo'ladi. Ammo bu turg'unlik, (1.6.7) ga asosan,
asimptotik bo'Imaydi. Yuqorida biz ko'rdikki, (1.6.4) real sistema a< 0
da asimptotik turg'un va a>0 da noturg'un bo'ladi. Shunday qilib,
toyilmagan harakatning xarakterini (1.6.4) diffe'rensial tenglamalardagi
yugori darajali hadlar aniglaydi.

Boshga tomondan, yana, shunday hollar mavjudki, ularda birinchi
yaginlashishda turg'unlik masalasi to'lig yechiladi. Shuning uchun ham
birinchi yaginlashishda turg”nlikning yetarli va zaruriy shartlarini
aniglash masalasi paydo bo'ladi. Bu masalani dastlab Lyapunov go'ygan
va statsionar hamda davriy harakatlar uchun uning to'lig yechimini ber-
gan. Lyapunov tomonidan nostatsionar harakatlaming keng sinfi uchun
ham turg'unlik masalasi yechib berilgan.

Shunday qilib, Lyapunov birinchi bo'lib turg'unlik masalalarini
yechish uchun:

1) gachon birinchi yaginlashisb sistemasini tadqiq etish Idfoya ekanligini;

2) gachon toydirilgan harakat tenglamalaridagi yuqori darajali had-
larni hisobga olgan holda tadgigotni o'tkazish kerakligini ko'rsatdi.

Qo'yilgan masalalami echish uchun Lyapunov maxsus usullar yaratdi.
Tuig unlik masalalarini yechishning hamma usullaiini u ikki kategoriyaga
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(toifaga) bo'ladi. Birinchi kategoriyaga toydirilgan harakat tenglamalarining
umumiy yoki xususiy yechimlarini bevosita topish usullarini kiritgan. Bu
echimlami odatda gatorlar ko‘rinishida izlaydilar. Birinchi kategoriyadagi
hamma usullar majmuasini Lyapunov birinchi usul deb atagan.

Ammo turg'unlik masalalarini yechishning boshga usullarini ham ko ‘r-
satish mumkin. Bu usullarda toydirilgan harakat tenglamalarining umu-
niy yoki xususiy yechimlarini topish talab etilmaydi. Bu yerda maxsus
xususiyatlarga ega va txvx2,..,xn o'zgaruvchilarga bog‘lig bo'lgan

gandaydir funksiyalar izlanadi. Ma’lum shardarni ganoatlantiruvchi
bunday funksiyalarning mavjudligi turg'unlik masalasini hal qiladi.
fkkinchi kategoriyadagi hamma usullar majmuasini Lyapunov turg‘un-
kni tadgiq etishning ikkinchi usuli deb atagan.

Ikkinchi usulning asosi sifatida Lyapunov o0'zi yaratgan va isbot
ilgan bir nechta asosiy teoremalarni olgan. Bu teoremalar shunday
imaraii bolib chiqdiki, ularning yordamida turg‘unlik masalasini bi-
kinchi yaqginiashish usuli bilan osongina hal etish mumkin bo‘ldi. Shu
.dan birga ular yordamida qanday hollarda birinchi yaqiniashish usuli

e, turg‘unlik masalasi yechilmasligi va masalani yechish uchun tengla-

dagi yuqori daiajaJi hadlarni hisobga olish kerakligi aniglanadi.

Quyida Lyapunovning ikkinchi usuli uchun asos bo'lib xizmat qi-
luvchi asosiy teoremalar va ularning tatbiglari yoritiladi.
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I BOB. STATSIONAR HARAKATLAR UCHUN
LYAPUNOYNING IKKINCHI USULI

1- 8 Lyapunov funksiyalari. Aniqg ishorali va o‘zgaruvehan
ishorali funksiyalarning alomatlari

Biz hundan keyin fagat statsionar harakatlarni ko‘rib o ‘iamiz. Bu hoi
uchun toyilgan harakatning differensial tenglamalari

X's(xv x2,...,xn) (s=1,n) (2.1.1)
dt

ko‘rinishda bo‘ladi. Xs funksiya oshkora ravishda t vaqgtga bog'liq
emas. Lyapunov o‘zining tadgiqotlarida Xs funksiyani xvx2,...,xn
o0 ‘zgaruvchiiarning darajalari bo‘yicha gatorga yoyiluvchi va bu gator
\xs\<H (s=U) (2.1.2)
sohada yaqinlashuvchi deb faraz gilgan edi, bu yerda N - o°‘zgarmas

kichik son. Ammo Lyapunov ikkinchi usulining hamma hollar! va ular-
ga bog‘lig bo‘lgan isbotlai umumiyroq farazlar uchun ham o°‘z kuchini

saqglaydi. Anigrog‘i, Xs funksiyaning analitikligini (2.1.2) sohada uzluk-
siz va (2.1.1) tengiamalar (2.1.2) sohadagi xs laming har bir boshian-
g‘ich x° qgiymatlar sistemasi uchun yagona yechimga ega bo‘lishligini
ta’miniovchi shartlar bilan almashtirish mumkin.

1.1. Lyapunov funksiyalari

x1,x2,...,xn o‘zgaruvchilarga bog'lig bo'lgan V'(x,,x2,...,x,,) fiink-
siyani ko ‘raylik. Bu funksiya koordinata boshini o'z ichiga oigan

[x,i <h (s=1,n) (2.1.3)

sohada aniglangan, bir giymatli, uziuksiz, uzluksiz xususiy hosilalarga
ega va It<H deb faraz gilamiz. Bu yerda h yetarlicha kichik musbat

son va V(0,0,..., 0)=0.

I- ia’rif. (2:1.3) sohada faqgatgina bir xtt ishorali giymatlar qabul

giluvchi V(xI,x2,...,xn) funksiya aniq ishorali deb aytiladi. Agar (2.1:3)
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sohada V fagat musbat giymatlar gabul qilsa, u aniqg musbat ishorali,
fagat manfiy giymatlar qgabul gilganda esa aniq manfiy ishorali funk-
siya deb ataladi.

2- ta’rif. Agar V(xvx2,..,,xn) funksiya (2.1.3) sohada fagatgina bir

xil ishorali qiymatlar qabul qilib, shuning bilan birga koordinata
boshidan tashgari boshga (xf+x2+ ..+ X2” 0) nuqgtalarda ham nolga

aylansa, u holda bunday funksiya o'zgarmas (o'zgarmas musbat yoki
o'zgarmas manfiy) ishorali deb ataladi.
3- ta’rif. (2.1.3) sohada aniq ishoralimham, o'zgarmas ishorali ham

bo'Imagan V(x,,...,X,,) funksiyaga o'zgaruvchan ishorali deb ataladi.

Demak, ta’rifga binoan o'zgaruvchan ishorali funksiya (2.1.3) so-
hada ham musbat, ham manfiy ishorali giymatlar gabul giladi.

Berilgan ta’riflami misollarda tushuntiraylik. Tushunish oson bo‘lishi
uchun n- 3 deb olamiz. U vaqtda

\Y —X2+ X2+ Xj, V —X2+ 2Xix2+ 2jc2+ X2

funksiyalar aniqg musbat ishorali bo‘ladi. Bu funksiyalar uchun (2.1.3)
icngsizlikdagi h son istalgancha katta bo‘lishi mumkin.

V =xj +x2+x2-X funksiya h ning istalgancha yetarli kichik
(liymatlari uchungina anig musbat ishorali bo'ladi.

V=x2+2x,x2+x\ +x2, V=x2+x2 lar o'zgarmas ishorali funk-

siyalardir. Hagigatan ham, birinchi funksiya x,=-x2, x3=0 va ikkin-
chisi x, -x 2-0 va ixtiyoriy x3 giymatlarda nol giymat gabul giladi.

V =xj, V =xRP+x2-x3 lar o'zgaruvchan ishorali funksiyalar
ho'ladi.

1.2. Funksiyalarning aniq ishoralilik va o'zgaruvchan
ishoralilik alomatlari

I.yapunovning ikkinchi usulini amaliy masalalarni yechishga tatbiq
flish uchun V (xI,...,xn) funksiyaning aniq ishorali va o'zgaruvchan
r.liorali ckanligini aniglaydigan kriteriylami bilish zarur. Afsuski, hozir-
e kha bunday turdagi umumiy Kkriteriylar mavjud emas va umumiy
hokla bu masala juda ham murakkabdir. Ammo, ko‘plab xususiy hollar
tu him bu masala biror sodda kriteriy yordamida hal etiladi. Bularning
iMiiiilarini (ba’zan isbotsiz) keltiramiz.

ni tartibli bir jinsli V(xj,...,X,,) forma berilgan bo‘lsin. U vaqtda

i iivoiily A uchun
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V(AX]A x2,...,Axn) = A™V(X, Xn)

bajarilishidan ravshanki, agar V aniq ishorali funksiya bo'lsa, u holda
butun fazoda ham (nafagat muvozanat holati atrofida) funksiyaning aniq
ishoralilik xususiyati saglanadi. Xuddi shunday, agar V funksiya o'z-
garuvchan ishorali bo'lsa, u holda butun fazoda ham u o'zgaruvchan
ishorali bo‘ladi. 0 ‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdiki, m -tartibli forma uchun,
aniq ishoralilik fagatgina m juft son bo‘lgandagina yuz berishi mumkin.

1-lemma. Har ganday toq tartibli forma o'zgaruvchan ishorali
funksiya bo'ladi. »

Agar m juft son bo‘lsa, u holda V aniq ishorali ham, o'zgaruvchan
ishorali ham bo'lishi mumkin. 0 ‘zgaruvchilarning soni ikkidan Kkatta
(n> 2) bo'lganda, ikkinchi tartiblidan yuqori bo'lgan.formalar uchunoq
yugorida aytilgan ikki holning gaysi biri mavjud bo'lishini aniglash an-
cha murakkab masaladir. lIkkinchi tartibli forma uchun (o'zgaruvchilar
soni istalgancha bo'lishi mumkin) bu masala juda ham oddiy ravishda
quyidagicha yechiladi.

Ushbu

nn

2F=E E w N (2-14)
ad A

kvadratik fonna berilgan boisin. Ma’lumki, (2.1.4) formani
V =Ay? + A%yl+--- + Any* (2.1.5)
ko'rinishga keltiradigan determinanti nolga teng bo'lImagan cheksiz ko'p
y! =asliXi+a,2X2+—+afxn (i=I«) (2.1.6)
chizigli almashtirishlar mavjud.

1. Agar As koeffitsiyentlarning barchasi nolga teng emas va bir xil
ishorali bo'lsa, u holda Vfonna aniq ishorali bo'ladi. Hagigatan ham, bu
holda Vfagat yl=y2=-=yn=0 bo ‘lgandagina nolga aylanadi. Bu hol,
(2.1.6) ning determinanti nolga teng bo'Imaganligi uchun, faqat
xl- x2=+m=xn'=0 bo ‘lgandagina yuz beradi.

2. Agar As koeffitsiyentlarning bir gismi nolga teng bo'lib, golgan-
lari bir xil ishorali bo'lsa, u holda Vforma o'zgarmas ishorali bo'ladi.

3. Agar Askoeffitsiyentlar orasida musbat ishoralisi ham, manfiy
ishoralilari ham topilsa, u holda Vforma o'zgaruvchan ishorali bo'ladi.

Noldan fargli As koeffitsiyentlarning soni va bu koeffitsiyentlar

qatoridagi ishoralarning o'zgarish soni (2.1.6) almashtirishning ganday
tanlanishiga bog'liq emas.

34



Berilgan kvadratik formaning aniq ishorali yoki o‘zgaruvchan isho-
rali ekanligi Silvester kriteriysi yordamida aniglanadi.

Silvester teoremasi. (2.1.4) kvadratik forma. anig musbat ishorali
bo'lishi uchun uning koeffitsiyentlaridan tuzilgan

c 20i 2.1.7)

Ven cn2 mm Cnnd
matritsaning hamrria
ci G2 mocl,
A 2
A=C., A2 - o= 21 C2n
‘22
Cnl  Cn2 e Cm

hash minorlari musbat bo ‘lishi yetarli va zarurdir.

Ushbu teoremaning isboti F.R. Gantmaxeming [20] kitobida keltiril-
),an. Silvester kriteriysidan kvadratik formaning aniq manfiy ishorali bo*-
lishining yetarli va zaruriy shartini keltirib chigarish mumkin:

(2.1.4) kvadratik forma anig manfiy ishorali bo'lishi uchun

A <0, A2> 0, A3< 0, A4> 0, ... (2.1.8)

inifisizliklarning bajarilishi yetarli va zarurdir.
I- misol. Misol sifatida quyidagi funksiyani ko‘ramiz:

y =l +sin2x, -cos(x, -x 2).
Bu funksiyani xt va x2 darajalari bo'yicha gatorga yoyamiz:
1
sinx, ., +..., COS(X - X,)=1— (xl-x2)~+... ,

lii yerda nuqtalar bilan x, va x2 larga nisbatan ikkidan yuqori darajali
Im'lgan hadlar belgilangan. sinx, va cos(x,-x2)larning yoyilmalarini V
imil.siyaning ifodasiga qo‘yib soddalashtirishlardan so‘ng

V =1 (Sxj2- 2x,x2+ x2) +.,.

imil- ;iyani hosil gilamiz. Bu funksiyaning kvadratik formani tashkil
i.idigan barcha hadlarining koeffitsiyentlaridan
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matritsani tuzamiz. Bu matritsaning bosh diagonal minonari

ga teng bo'ladi. Aj>0, A2>0 bo'lgani uchun, Silvestr kriteriysiga
asosan, V funksiya anig musbat ishorali bo'ladi.

V(x,,X2,...,xn)  funksiya ixtiyoriy m- tartibli forma bo'lsin. Endi
W (0,0,...,()) = 0 va yetarlicha kichik gilinishi mumkin bo‘lgan A musbat
0 ‘zgarmas son uchun

(2.1.9)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy W (x],x2,...,xn) funksiyani garay-
miz. Quyidagi tasdiq o'rinli.

2- lemma. Agar V forma m-tartibli aniq ishorali bo‘lsa, u holda
(2.1.3) sohada (2.1.9) tengsizlikni qanoatlantiruvchi W (xl,x2,...,xll)
funksiya uchun, uning ganday tanlab olinishiga bog‘lig bo'Imagan holda

forma ham ishorasi V ning ishorasi bilan bir xil bo'lgan aniq ishorali
forma bo'ladi. Bu yerda (2.1.9) da ishtirok etuvchi A koeffitsiyent

yetarlicha kichik musbat o'zgarmas son va fagat V(xu...,xJ forma

koejfitsiyentlariga bog‘liq deb hisoblanadi.
Agar V oZzgaruvchan ishorali forma va yuqoridagi shartlar o'rinli
bo ‘Isa, u holda Uforma ham o zgaruvchan ishorali.

Isbot. Dastavval
+a; +..+af, =1 (2.1.11)

bo‘ladigan ixtiyoriy a{ a 2 ... a,, haqigiy sosilar uchun

deb belgilaymiz. U holda
U (xt,x2,...,xn) = pw(a,,a2 )+ IV(pa,,...,pa,,)
ga ega bolamiz.
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V aniq ishorali, masalan, anig musbat ishorali forma boisin. xf
miqdorlar (2.1.3) sohada yotishi uchun p ni yetarli kichik son deb
hisoblab, (2.1.9) va (2.1.11) lar asosida

\W {pav...,pan)\<Ap"a\+..+\a,§n<Ap"'n"™ (2.1.12)
munosabatni yoza olamiz.
Aytaylik, | son V{axa?2,...,.an) formaning quyi chegarasi bo'lsin,
ya’ni
V(avaz,...,an)>1. (2.1.13)
Musbat ishorali V(axa2, . forma (2.1.11) sferada fagat musbat
(liymatlar gabul gilganligidan / albatta musbat son bo‘ladi. Faqat V

formaning koeffitsiyentlariga bog'liq bo‘lgan A son, agar —— sondan
n
kichik fA<—  bo‘lsa, u holda (2.1.3) sohaning koordinata boshidan
V n!’)

tashgari hamma nuqtalarida, U{xvx2,....xn) funksiya (2.1.12) va
(2.1.13) larga asosan, fagat musbat giymatlar gabul giladi. Demak, agar
V aniq ishorali funksiya bo‘lsa va W(xx...,xn) (2.1.9) tengsizlikni

ganoatlantirsa, u holda U(xv...X,,) funksiya ham aniq ishorali bo‘ladi.

V o‘zganivchan ishorali forma bo’lganda, u (2.1.11) sferada ham

musbat, ham mIaniy isr|10rali giymatlar qabull\ﬂil_aldi. "
i
V(al.a2,...,a,,) =a>0 va V(ax,a2,...,«,) =-b <0

a
shunday qgiymatlarning ixtiyoriy ikkitasi bo‘lsin. Agar A < va

b
A <-— deb gabul qgilinsa, p qanchalik kichik bo‘Imasin,
e

U(a[,a2...an)>0 va U(ax,a2 )<0

lai bajariladi. Demak, U forma o'zgaruvchan ishorali bo‘ladi. Shunday
<l|ilib, lemma to‘liq isbot bo‘ldi.

2-lemmaga asoslangan quyidagi tasdiglarni isbotsiz keltiramiz.

3- lemma. Formaning anig ishorali yoki o'zgaruvchan ishorali
rkanligi unga koeffitsiyentlari yetarlicha Kkichik bo'lgan har qanday
o'sha tartibliformani qo'shish bilan o'zgarmaydi.

Endi
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V(x{,..., X,)=Vm(x],x2,..., xn)+V*(xu...xX,,) (2.1.14)

bo'lsin, bu yerda V,, forma m-tartibli, V* esa in dan Kkatta tartibli forma.

4- lemma. Agar Vmaniq ishorali forma bo'lsa, urholda (2.1.14) bilan
aniglanadigan V ham aniq ishorali fonna bo'ladi va agar V,,
o0 zgaruvchan ishorali forma bo‘lsa, u holda V ham o'zgaruvchan
ishorali forma bo ‘ladi.

Shunday ailib, -analitik funksiyalaming aniq ishorali yoki o'zgaruv-
chan ishorali elcanligini uning ifodasidagi eng kichik tartibli hadlarning
majmuasi aniqlaydi.

Masalan, ikki argumentli V(x,y) =x2+y2+xy2+y3 funksiya aniq
ishorali va

V(X,y) =x2-y 2+xy2+y3

funksiya o'zgaruvchan ishorali funksiya bo'ladi.

Agar forma ifodasidagi eng Kichik tartibli hadlarning majmuasi o'z-
garmas ishorali bo'lsa, u holda uning aniq ishorali yoki o'zgaruvchan
ishorali ekanligi masalasini yoyilmasidagi yuqori tartibli hadlar majmu-
asi hai giladi.

Masalan, x va y argumentli quyidagi to'rtta funksiyani ko'raylik:

V =x2- 2xy2,
V- x2- 2Xy~ + y4+x4=(x- y2)2+x ,
V =x2- 2xy2+ y4+x4+xy5.

Bu funksiyalaming birinchisi o‘zgarmas musbat ishorali forma, unga
3- tartibli (-2xy2) hadni go'shib, ikkinchi funksiyani hosil gilamiz va u
o'zgaruvchan ishorali bo'ladi. Hosil etilgan funksiyaga (x4+y4)
to'rtinchi tartibli hadlarni go'shib, uchinchi funksiyani hosil gilamiz va
u aniq ishoralidir. Uchinchi funksiyaga xy5 oltinchi tartibli hadni
go'shib, to'rtinchi funksiyani hosil gilamiz va u o'zgaruvchan ishorali
forma bo'ladi.

Bu misolning yechimidan ushbu natija kelib chiqyapti: agar biror
funksiya hamma argumentlarining formasi bo'Imasa, u holda unga
yuqori tartibli hadlarni qo‘slush natijasida uning anigq ishorali yoki
o'zgaruvchan ishorali ekanligini buzish mumkin.

5-lemma. Agar V(x,,x2,...,xn) funksiya aniq ishorali bo'lsa, u holda
shunday musbat h son topiladiki, barcha \c\<h bo'lganda V-s sirtlar
koordinata boshi 0 ga nisbatan yopiq bo ‘ladi.
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2.1-shakl.

Kelgusida biz V(xitx2,...,xn) funksiyaning xarakterini tadqiq etilayot-

gan differensial tenglamalarning traektoriyalari bo‘ylab o'rganamiz va
bu tadqgig natijasida ko‘rilayotgan sistema traektoriyalarining xarakteri
liagida ham xulosa chigaramiz. Bunday maqgsad uchun ishlatiladigan

V(xl,x2,...,xn) funksiyalarni Lyapunov funksiyalari deb atash qabul
gilingan.

2- 8. Harakat turg‘unligi hagidagi Lyapunovuing birinchi
teoremasi

Endi Lyapunovning harakat turg‘unligiga bag‘ishlangan asosiy teo-
icmalarini ko‘rib o‘tamiz. V(x],x2,...,xn)" funksiyaning xi(t),x2(t),...,
w(t) argumentlari toyilgan harakat differensial tenglamalarining

yechimlari deb garaladi. U holda bu funksiyaning vaqt bo'yicha toyilgan
harakat differensial tenglamalariga ko‘ra olingan to'liq hosilasi

dvV _dV dx] ~dV dx2+ | dV dxn _
dt dt  dx2 dt dxn dt

|[IL x1+" * 1+, +f* = £ fK * |
ac, dx2 dxn Adxs

ga teng bo‘ladi. Bu ifodani gisgacha

dv. * 31
~ =Y A X s=W(x (2.2.1)
dt jrdx,

ko'rinishda yozamiz. (2.2.1) ifodadan ko‘rinib turibdiki,
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V(G,0,...f0)sjy(0,0,..:,0)s0.

Lyapunovning turg'unlik haqidagi birinchi teoremasi quyidagicha ifo-
dalanadi.

Teorema A. Agar toyilgan harakat dijferensiarienglamalari uchun
shunday aniq ishorali V{xl,x2,...,xn) funksiya topisli mumkin bo'isaki,
lining vaqt bo'yicha bu tenglamalarga ko'ra olingan to'lig hosilasi yoki
V funksiyaning ishorasiga teskari bo'lgan o'zgarmas ishorali funksiya,
yoki aynan nolga teng bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat turg ‘un
bo ‘ladi.

isbot Umumiylikni buzmasdan, V{xv x2,...,xn) funksiya

xs\<h<H 0 =1/?) (2.2.2)
sohada aniq musbat ishorali deb faraz gilamiz. Shu sohada, teorema-

ning shartiga ko‘ra,
av. ~rdV

==~ X, <0 (2.2.3)
at
tengsizlik bajariladi.
£ - ixtiyoriy yetarli kichik musbat son va e<h Db.2sin.

h|,K|r-..W sonlarning eng kattasini x bilan belgilaymiz, ya’ni
I=max{j,ry,....]x)lj},

so'ngra
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X —£ (2.2.9)

munosabat bilan bogiangan xI,x2,,..,xn miqgdorlarning barcha qiy-

matlari majmua'sini ko‘ramiz, ya’ni markazi koordinata boshi bilan ust-
ma-ust tushadigan va qirralari koordinata o‘glariga parallel hamda to-
moni 2e ga teng bo'lgan n- o‘ichovli kub yoqlarida yotgan hamma
nuqtalarni gqaraymiz.

V (x17x2,...,xn) funksiyaning (2.2.4) shart uchun anig quyi chegarasi

/ boisin, ya’ni
V (x\,x2,...,xn)> 1. (2.2.5)
(2.2.2) sobada V fagat musbat giymat gabul qilganligi uchun 1 >0
bo'ladi. V (2.2.2) sohada uzluksiz bo'lganligidan uning (2.2.4) to'plarn-

dagi aniq quyi chegarasi bu funksiyaning shu to‘piarada gabul giladigan
giymatlaridan bittasi bo‘ladi.

Endi boshlang‘ich giymati x;, =x (t0)
[« < rj (2.2.6)

shartni ganoatlantiradigan toyilgan harakat differensial tenglamalarining
yechimi xs(0 ni ko'ramiz. ri son £ dan kichik va u shunchalik kichik
bo'lsinki,

V(x°,x°2,...,x°)<I [(2.2.7)
tengsizlik bajarilsin. i) sonni ana shunday tanlab olish mumkin, chunki
I7 uzluksiz ~ funksiya va V(Q, 0,...,0)=0. xs(t) yechimlarni
V(xl,x2,...,X,,) funksiyaning ifodasiga qo‘yib, t vaqtga bog‘lig bo'lgan
V(x{{t),x2(t),...,xn(t)) ga ega bo‘lamiz. Bu funksiya, (2.2.3) munosabat-
i'a asosan, (2.2.2) sohada kamayuvchi funksiya bo‘jadi. Dernak, xs(t)
ning (2.2.2) sohada yotadigan hamma qgiymatlari uchun

V{xx(f),"2(jt),....xn{t)) <V (xf*X2,....Xn) <1. (2.2.8)
lili munosabatdan barcha | >t0 lar uchun
[xs(D)j < £ (b=1n) (2.2.9)

mui;.” bajarilishi kelib chigadi. Hagigatan ham, ri<g£ bolganidan va

v(/)ning uzluksizligidan hech bo‘lmaganda t ning tO ga yaqgin giy-
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matlari uchun (2.2.9) tengsizliklar bajariladi. Agar bu tengsizliklar
bajarilmasa, u holda vaqtning shunday t =T payti topiladiki, shu payt-
da xs laming hech bo‘lmasa birortasining miqdorL.;: ga teng bo'ladi.
Boshqgacha qiiib aytganda, shunday t=T payt mavjud bo‘ladiki, shu
paytda (2.2.4) munosabat bajariladi va, demak, (2.2.5) ga asosan

V(xXX(T),x1(T),....xn{T))>1

bo'lishi kerak. Ammo bunday bolishi mumkin emas, chunki e <h
bo'lganligidan (2.2.4) to'plam (2.2.2) sohada yotadi, demak, x =¢£
uchun (2.2.8) tengsizlik bajariladi.

Shunday qilib, (2.2.6) shartni ganoatlantiruvchi toyilgan harakat diffe-
rensial tenglamalarining hamma xs(t) yechimlari barcha t>t0 lar uchun
(2.2.9) tengsizliklami ganoatlantiradi. Demak, toyilmagan harakat (toyilgan
harakatning muvozanat holati) turg'un bo'ladi.

Izoh. Teoremaning keltirilgan isbotidan, berilgan £ son uchun ama-
liy mascdalar uchun zarur bo'lgan rj sonni topish algoritmi Kkelib
chigadi:

1) Berilgan £ songa asosan (2.2.4) to‘plamda V(xxXx2,...,xn) funk-
siyaning aniq quyi chegarasi I(£) topiladi;

2) TKE) sonni topilgan 1(e) songa asosan shunday tanlash lozimki,

[x”|<7 tengsizliklarning bajarilishidan V(xD,x°,...,x”)</ kelib chigsin.

U
I{£) sonni topish usulini ko‘rsataylik. V = ~ A saxsxa musbat isho-
S,<7-1
rali kvadratik forma bo‘lsin. V kvadratik formaga mos keluvchi

Ai-r A2 - A,
A, A2 mKn-7

xarakteristik tenglamani tuzamiz. Algebradan ma’lumki, bu tenglama-
ning hamma ildizlari haqigiy va musbat sonlardir. xt,x2,...,xn
0 ‘zgaruvchilar

x = max{|xq,...,|x,,|]}=£* yoki xf+x2+...+xf, =£2

shartlarni ganoatlantirganda V funksiyaning anig quyi chegarasi (eng
minimal giymati) 1(e)
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B)
formula orqgali aniglanadi, bu yerda a - (A) tenglamaning eng Kkichik
giymatli ildizi.

Xuddi shunday, V ning aniq yuqori chegarasi (eng maksimal qiy-
mati) L va 7/f) son

0 2 N7
L=coe~, ri =—¢£'
©
lormulalar orqali aniglanadi, bu yerda co - (A) ning eng katla giymatli
ildizi. Bu tasdiglarning isbotini G.N. Duboshin [26] asarining 89-91-

betlaridan topasiz.
Agar funksiya V - Auxf + A2x2+...+ AMx2 tenglik bilan aniglansa, u

holda | va Llar
| =An£2, L = AKE 2
formulaiai- bilan aniglanadi, bu yerda An.- koeffitsiyentlaming eng kichigi,

Ak esa koeffitsiyentlaming eng kattasi.

Agar V=A(x2+x2+...+ X2) bo‘lsa, u holda

2
futiksiyani olib, uning toyilgan harakat tenglamalariga ko‘ra vaqt bo‘yi-
cha to‘lig hosilasini topamiz:

V= i\!—_; XiXt 4 X2X2 = G !*2 RIS N
t

+x2(-x1-x 0+ XXy =i -x 25
V aniq musbat ishorali funksiya va uning vaqt bo‘yicha olingan to‘liq
hosilasi V 0°‘zgarmas manfiy ishorali funksiya bo‘lgani uchun teorema-
ning hamma shartlarini ganoatlantiradi. Demak, xj - x2=0 toyilmagan
harakat turg‘un bo'ladi.
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2- misol. Toyilgan harakat tenglamalari

X, = -xt- Xt+ x2(x, +x2),

X2 - X, -X,(x, 4-x2)

ko‘rinishda bo'lsin. Agar V funksiyani

V=x;+x2
ko'rinishda olsak, u holda uning toyilgan harakat tenglamalariga nis-
batan vaqt bo‘yicha olingan to‘lig hosilasi

V =-2x2

bo‘ladi. V aniq musbat ishorali va V o'zgarmas manfiy ishorali funksiyalar,
shuning uchun teorema A ga asosan, toyilmagan harakat turg‘un bo'ladi.
3- misol. Quyidagi toyilgan harakatning tenglamalari berilgan bo'lsin:
X, = X2- 3x3- X,(x2- 2x3)2,
X2 = —2Xxj + 3x3—x2(x, + x3)2,
X3 = 2X, —X2- X3.
V funksiyani
V = 2X2+ x2 + 3Xx3

koi'inishda olamiz. Uning vaqt bo'yicha toyilgan harakat tenglamala-
riga asosan olingan to ‘lig hosilasi

V =-4x2(x2- 2x3)2- 2x2(X, + x3)2- 6x3
bo‘ladi.

V aniq musbat ishorali funksiya va V 0‘zgarmas manfiy ishorali
funksiya bo'lganligidan, isbot qilingan teoremaga. asosan, toyilmagan
harakat turg'un bo‘ladi.

Ixtiyoriy e >0 son uchun V funksiyaning aniq quyi chegarasi (eng
minimal giymati) / =£2 va ty =" £2 ekanligini topamiz.

Demak, agar boshlang‘ich

2 , 2.2 1,2
w0+ X20 X30 n

sharlni ganoatlantiruvchi x10, x20 va x30 larni olsak, u holda hamma
t >t0 lar uchun
2 12
X, + X2+ X3 <£

tengsizlikka ega bo'lamiz.
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3- 8. Harakatning asimptotik turg‘unligi hagidagi Lyapunov
teoremasi

Quyida bayon etiladigan harakatning asimptotik turg‘unligi hagidagi
Lyapunovning teoremasi uning birinchi teoremasini to ‘Idiradi.

Teorema B. Agar toyilgan harakat differensial tenglamalari uchun
shunday aniq ishorali V(x],x2,...,xn) funksiya topilib, uning bu tengla-
malarga nisbatan vaqt bo'yicha olingan to'lig hosilasi V ning ishorasiga
teskari aniq ishorali funksiya bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat
asimptotik turg ‘undir.

Isbot. Xuddi birinchi teoremaning isbotidagi kabi V(kI,x2,...,xn) aniq

musbat ishorali funksiya bo'lsin.
Demak, teoremaning shartiga asosan ?1 anig manfiy ishorali

funksiya bo'ladi, ya’ni (2.2.2) sohada
— <0
dt
inunosabatlar bajariladi.

e son h dan kichik ixtiyoriy musbat son béTsi'n. Ko‘rilayotgan hoi
uchun birinchi teoremaning shartlari to‘liq bajariladi va, demak, toyil-
inagan harakat turg‘un bo‘ladi. Shu sababli ham har ganday yetarlicha
kichik musbat e son uchun shunday musbat r/(e) son topiladiki,

toyilgan harakat differensial tenglamalarining har ganday xjt) yechim-

lari uchun t =t0 paytda

[ic®(i)|<7 (2-3.2)
bajarilishidan barcha t>t0 lar uchun
ixs(nf<e (2.3.2)

lengsizlikning bajarilishi kelib chigadi.
Endi teorema sharti bajarilganda toyilmagan harakatning asimptotik
lurg'un bo‘lishini, ya’ni
limx (i)=0 (s=In) (2.3.3)
/_>00
I'kanligini ko ‘rsatamiz.
Hagigatan ham, ko‘rilayotgan xs(t) yechimlar doimo (2.3.2) sohada

\otganligi uchun teoremaning shartiga asosan V(X,(t),...,xfl(t)) funk-
siyaning vaqt bo'yicha olingan to‘lig hosilasi t ning hamma giymatlari
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uchun (nolga aylanmasdan) manfiy bo‘ladi. V aniq ishorali funksiya
bo‘lganligi uchun fagat koordinata boshida nol giymat gabul giladi.

Shunday qilib, V doimo manfiy, demak, V{xy(tjfx2(t),....xn(t)) funk-
siya monoton kamayuvchi bo'ladi. Shuning uchun ham bu funksiya
t —o00 da biror a limitga (undan doimo kaita bo'lgan holda) intiladi,
ya’ni doimo

V (x{(t),x2(t),...,xn(t))>a (2.3.4)

bo'ladi.

a =0 ekanligini isbot qilamiz. Teskarisini faraz qilaylik. Demak,

a* 0 va V aniq musbat ishorali funksiya bo'iganligidan a> 0 boladi.
V funksiya uzluksiz funksiya bo‘lganligi uchun (2.3.4) tengsizlikdan

x(t) =max {x, )| ,....\xn(i)| }> a (2.3.5)
kelib chigadi, bu yérda a - biror musbat son. 0 ‘z navbatida V aniq
manfiy ishorali funksiya bo'iganligidan (2.3.5) ga asosan

. dv

— < -b
dt

ni hosil gilamiz, bu yerda b - biror musbat son. Demak, hamma t>1tQ
lar uchun

V (xXO,-;,Jen(0) = V(xXi0),...,x,,(I0)]+ \ ~ dt »
‘0
<V(xI(t0),...,xn(t0) ) ~ b (t-t0) (2.3,6)
ga ega bo‘lamiz.
Birog buning bo'lishi mumkin emas, chunki (2.3.6) tenglikning o°‘ng
tarafidagi ifoda bilan birga V funksiya t ning yetarli katta giymatlarida
manfiy bolib qoladi. Teoremaning shartiga asosan esa V(xj(t),...,xn(t))

musbat ishorali funksiyadir. Biz qarama-qgarshilikka kelib qoldik.
Demak,

limV (xx(t),x2(t),...,xn(t)) =0
va V(X (f),....x,,(?)) aniq ishorali funksiya ekanligidan
I/i_>no10jc (Hh=0

boMaai. Demak, teorema sharti bajarilganda, toyilmagan harakat
tik turg'un bo'ladi.
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Izoh. Toyilgan harakat differensial tenglamalarining xs(/) yechim-

lari uchun Ii>r%iv(i)=0 shartning bajarilishini ta'minlay oladigan

x8- x s(t0) boshlang'ich giymatlarning eng katta sohasini asimptotik

turg ‘unlik sohasi deb ataymiz-
Keltirilgan isbotdan ravshanki, bu soha hech gachon ]xs(f0)|<?7 so-

hadan kichik boimaydi. 7/f) sonni berilgan e songa asosan topish

algoritrai 2-§ dagi izohda berilgan.
1 - misol. Toyilgan harakat differensial tenglamalari

3 1 9
X, = -X2+xtx2- x{ - —x,x2,

X, =-3x2+ X\X2 + x?x2- lxtx%
bo'lsin. V funksiyani quyidagi ko‘rinishda olamiz:
V(a-,x2) = ~13x2- 2xx2+x2).

Bu funksiyaning koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsaning bosh
minorlari Silvester kriteriysi shartlarini ganoatlantirganligi uchun u aniq
musbat ishoralidir, ya’ni V >0.

V funksiyaning vaqt bo'yicha to‘liq hosilasi

V = 3BX[- x2)X, - (X, - X2)x2
ko'rinishda bo‘ladi. V ifodasidagi Xj va x2 laming o‘rniga toyilgan
harakat tenglamalaridan qiymatlarini keltirib qo'yib, sbddalashtirgani-
mizdan keyin
\Y =~ + 222 - 2xi
ga ega bo‘lamiz. Bu funksiya koeffitsiyentlaridan tuzilgan
A- 1
1-21
niatritsani qaraylik, bu yerda o'zgaruvchilar sifatida xf va x2 lar olin-
gan. A ning bosh minorlari
A =-3<0, A2=5>0.

Demak, Silvester kriteriysiga asosan V funksiya xf va x2 o°‘zga-
ruvchilarga (shuning uchun ham x, va x2 larga) nisbatan aniq inanfiy
ishorali funksiya bo‘ladi, ya’ni V <0 bo'ladi.



Shunday qilitv V anig musbat ishorali va V aniq manfiy ishorali
funksiyalar bo'lgantklaridan, teorema B ga asosan, toyilmagan harakat
asimptotik turg‘un bo‘ladi.

2- misol. Toyilgan harakat tenglamalari quyidagicha bolsin:

A, = -3x2+ x2- x3+ 3x, (6x2+5x2+ 2x3) ,
X2 =-2Xj - 5X2+ x, + 5x2(6Xj +5*2 + 2x]),
X3= 2Xj - Xx2- 2x3+2x3(0xf +5x1 + -x3)m
Lyapunov funksiyasini
V =2xf + x2 + x3
ko'rinishda olamiz. Uning vaqt bo‘yicha toyilgan harakat tenglamalariga
ko'ra olingan to‘lig hosilasi
\Y =—2(6" +5x2+2x3)(1- 6x2- 5x2- 2x1)
bo'ladi. V funksiya xv x2 va x3 o‘zgaruvchilaming hamma giymatla-

rida anig musbat ishoralidir, V funksiya esa

6xf + 5x2+2x\ <1

sohada anig manfiy ishorali bo‘ladi. Demak, V va - V funksiyalar uchun
x]z-l’- Xg'f' x§< é

sohada V>0 va -V >0 munosabatlar o‘rinli, ya’ni teorema B ning

hamma shartlari ganoatlantiriladi va shuning uchun ham toyilmagan
harakat asimptotik turg‘un bo‘ladi. Bu misolda ri2 1 deb olish
6

mumkin, u holda t=t0 vaqtda bosMangich

2 2 2 1
*10 + *20 + *30 —-

6
shartni ganoatlandravdi hamma X, Tx2 va x3 yechimlar uchun

limx, = 1Umx2= limx3=lim (xf +x2+x3)=0
t=m =0 " /- * /- «

munosabat bajariladi.
3- misol. Quyidagi tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

X, = -XV- X2+ (X, - X2) (xf +x2),
I2=+x, - X2+ (X, + X2) (X2 + x2).
y funksiyani



V = X2+ X2
koiinishda olib, undan vaqt bo‘yicha to‘lig hosila olamiz:
V- -2(xf+,v;) 1- xf- x2).

V aniq musbat ishorali funksiya, V funksiya esa
xt+x3<1

sohada manfiy ishoralidir. Shuning uchun, agar boshlang‘ich giymatni
X,0+x20"1
tengsizlikni ganoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda /I%x,2+ x2)=0 bo*‘-

ladi. Bu yerdan lirrix, = lirax2=0 va toyilmagan harakatning asimptotik
>0 >0
turg‘un ekanligi kelib chigadi.

4- § Harakatning batamom aslinptotik turg‘unligi hagidagi
Barbashin - Krasovskiy teoremalari

Lyapunov kichik toyilishlar uchun asimptotik turg‘unlikning yetar-
lilik shartlarini yaratdi. Boshgacha qiiib aytganda, Lyapunov teoremasi
fagat t=t0 boshl'ang'ich vaqtda dinamik sistema harakatiga ta’sir
etadigan toydiruvchi kuchlar miqdori yetarlicha kichik boigan hollar-
dagina to ‘g ‘ridir, ya’ni

[xs (i0)|<77 (2.4.1)
tengsizlikdagi 7] yetarli kichik musbat son bo‘lishi kerak. Ammo, arna-
liyotda (masalan, boshgaruv jarayonlarida, kuzatuvchi sistemalarida,
avtomatik regulatorlarda va boshqga qurilmalarda) dinamik sistemaga
ta’sir etadigan toydiruvchi kuchlaming miqdori (demak, xs(t0) larning
migdori ham) katta boiishi mumkin. Bu hollar uchun Lyapunov
teoremasi o‘z kuchini yo'qotadi.

E.A. Barbashin, N.P. Yerugin, V.A, Pliss va N.N. Krasovskiy 1950-
1955-yillar davomida har ganday kattalikdagi toyilishlar uchun asimpto-
tik turg‘unlikning yetai'li shartlarini ishlab chiqdilar [9,10,27,28,40,77].

Bu hollarda (2.4.1) boshlang‘ich xs(t0) toyilishlar sohasining ko*‘-
lamini baholash masalasi muhimdir. Shuning uchun ham toyilmagan
harakatning asimptotik turg‘unligi hagidagi ta’rifni to‘ldirish lozim bo*-
lib goladi.

1-ta’rif. Agar G masalaning sharti ho'yicha xs(t0) o'zgaruvchilar-
ning x5(t0) boshlang ‘ich toyilishlar yotishi mumkin bo ‘lgan oldindan

berilgan o'zgarish sohasi bo‘lib, toyilmagan harakat xs=0 turg'un va
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lim X(r) =0 (2.4.,

t~>0
(2.4.2) munosdbat G sohadagi hamina xs(t0) lar uchun bajarilsa, u

holda toyilmagan harakat keng ko'lamda asimptotik iurg ‘un deyiladi.
Ayrim holda, G soha

k (/0) M (2.4.3)
tengsizlik bilan ham aniglanishi mumkin, bu yerda N = berilgan musbat

son.
2- ta’rif. Agar toyilmagan harakat turg'un bo'lsa va (2.4.2) mu-

nosabat har ganday boshlang’ich xs(t0) toyilishlar uchun bajarilsa, u

holda toyilmagan harakat batamom asimptotik turg'un deb ataladi.
Lyapunovning asimptotik turg‘unlik haqgidagi teoremasini keng
ko'lamda asimptotik turg‘unlik va batamom asimptotik turg‘unlik hollari
uchun umumiashtirish mumkin. Quyida E.A. Barbashin va RN. Rrasov-
skiyning shu masalaga bag‘ishlagan teoremalarini (asimptotik turg‘unlik
kriteriylarini) isbotsiz keltirainiz.
Teorema Bs. Agar toyilgan harakat differensial tenglamalari uchun

k] <Q (2.4.4)
sonada aniq ishorali V(xlI,x2,....xll) funksiya topilib, uning toyilgan
harakat tenglamalariga asosan vaqt boyicha olingan M N<mQ teng-

sizlikni ganodtlantiruvchi to'liq hosilasi ham (2.4.4) sohada V ning
ishorasiga teskari aniq ishorali funksiya bolsa, u holda toyilmagan
harakat

K(/,)i<iV (2.4.5)
sohadagi xs(f0) boshlanglch toyilishlarga nisbatan keng kolamda
asimptotik turg'un bo'ladi.

Bu vyerda mQ  bilan \y(x{x2,...,xn\  funksiyaning X=0Q
(X = max[|x,],....jx,,]1) shart bajarilgandagi aniq quyi chegarasi, M N
bilan ésa x ~ N shart uchun \V(x],x2,...,xn)\ funksiyaning aniq yuqori

chegarasi beigilangan.
Teorema B2 Agar toyilgan harakat differensial tenglmalari uchun

shunday musbat ishorali V (.v,.v/;) funksiya topilib, uning toyilgan
harakat tenglamalariga ko'ra vaqt bo'yicha olingan to'lig hosilasi
hamma xs lar uchun manfiy ishorali funksiya hamda

liniK (A!.... X1) = 00
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bo'lsa, u holda toyilmagan harakat batamom asimptotik turg'un
bo ‘ladi.
Teoremadagi limV'= 00 shartni quyidagicha tushunish iozim: har

ganday N son uchun Q >N sonni shunday tanlab olish mumkinki
M N <mQ tengsizlik bajarilsin. U vaqtda teorema B2 ning to‘g‘riligi teo-

rema Bj dan kelib chigadi. Bu shartning batamom turg‘imlik masaialar
uchun muhimligini N.P. Yerugin o‘zining [271lishida ko‘jsalgan edi.

5- 8 Turg‘unlik hagidag! teoremalarning geometrik taigmi

Harakat turg‘unligi hagidagi Lyapunovning teoremalanga sodda ,geo-
metrik talqin berish murnkin. Bu talgin teoremalarning asosiy mazmnn
larini tushunishga yordam beribgina qolmasdan, balki ko‘pgina texnik
masalalami yechishda ham foydalaniladi.

Biz quyida keltirayotgan geometrik talginni LG. Maikin 1929— 1931-
yillarda Qozon fizika-matematika jamiyatida ifodalagan edi [54].

Dastlab Lyapunovning birinchi teoremasida soddaiik uchun n=3 del

faraz qilamiz. Aniq ishorali V(xvx2x5) funksiya mavjud va bu

funksiya uchun V <0 bo‘lsin. Endi.
V(xi,x2,x3)=c (25.1)
sirtlarni yasaymiz, bu yerda c-noldan yetarlicha kichik farg gqiladigan

0‘zgaruvchi musbat parametr. I-§ da ko‘rsatilgan ediki, (2.5.1) sirtlar
yopig va koordinata boshini gamrab oladi, ¢ =0 bo‘lganda esa nuqtaga

aylanadi (koordinata boshi). Agar cj <c2 bo‘lsa, u holda V =ci sirt
V = ¢2 sirtning ichida tolig yotadi.

Boshlang‘ich t=t0 vaqtda koordinata boshi atrofiriing biror nuqta-
sidan chigayotgan

~dt = PsAl +P,2x2+ - + Ps, Xn+ Xs(xi,x2,...,xn) (25.2)

loyilgan harakat differensial tenglamalarining biror integral egri chizig'i-

ni ko‘ramiz. Bu integral egri chizig T ning o ‘sishi bilan hech gachon
(2.5.1) sirtlarning birortasini ichkarisidan tashgariga garab kesib o'tmay-
di. Hagigatan ham, agar biror nuqtada bu kesishuv yuz bersa edi, u

holda bu nuqtada yoki uning atrofida V(xi(t),x2(t),xi(t)) funksiya
musbat hosilaga ega bo‘lardi, chunki birinchi (2.5.1) sirtni gamrab oigan
ikkinchi (2.5.1) sirtga o'tishda V (xI,x2,x3) funksiya o‘sadi. Ammo,

V <0 ekanligidan, bunday bo‘iishi mumkin emas. Shunday qilib, agar
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boshlang‘ich vaqtda biror integral egri chiziq biror (2.5.1) sirtning
ichida bo‘lsa, u holda u t >t0 vaqtlarda ham uning ichida goladi.

¢ ning yetarlicha kichik giymatlarida (2.5.1) sirr koordinata boshini
gamrab olganidan, toyilmagan harakatning turg‘unligi kelib chigadi (2.3-
shaklga garang).

/7 wjL--—-
/ / ~ NN
Y *0) ) ) ( *0
\ VvV /
a) b)
2.3- shakl.

Agar V funksiya anig manfiy ishorali bo'lsa, u holda koordinata
boshining yetarli kichik atrofidan chigayotgan har bir integral egri
chiziq (2.5.1) sirtlarni tashgaridan ichkariga garab kesib o'tadi, chunki v
V(Xj{t),x2(t),x3{t)) funksiya uzluksiz kamayishi kerak. U holda integral
egri chiziglar koordinata boshiga uzluksiz yaginlashadi. Demak, toyil- -
magan harakat asimptotik turg'un bo‘ladi.

Shunday qilib, Lyapunovning ikkinchi usuli geometrik nuqtayi na-
zardan turg‘unlikni tekshirishni koordinata boshini gamrab (o‘rab) olgan
(2.5.1) sirtlarni yasashga keltiriladi. Agar (2.5.2) tenglamalarning
integral egri chiziglari t > t0 vaqtlarda bu sirtlarni tashqaridan ichkariga

garab kesib o‘tsa, u holda toyilmagan harakat turg'un, integral egri
chiziglar (2.5.1) sirtlarni ichkaridan tashgariga qarab kesib o'tganda esa
toyilmagan nai'akat noturg'un bo‘ladi. Qandaydir mulohazalar asosida
yugorida aytiigan xususiyatlarga ega bo'lgan sirtlar mavjudligini anig-
lasak, u holda turg‘unlik masalasi osongina yechiladi.

6- 8. Harakatning noturg‘uniigi hagidagi Lyapunovning birinchi
teoremasi

Endi harakatning noturg'unligi haqidagi Lyapunov teoremalarini ko*
rib 0‘tamiz. Uning birinchi teoremasi quyidagicha ta’riflanadi.
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Teorema D. Agar toyilgan harakat differential tenglamalari uchun
shunday V(xvx2,...,xn) funksiya topilib va uning toyilgan harakat teng-
lainalariga ko‘ra vacjt bo'yicha olingan to'lig hosilasi anig ishorali.

funksiya bo'lib, funksiyaning o'zi esa ishorasi V nikiga teskari bo'lgan
o'zgarmas ishorali funksiya bo‘lmasa, u holda toyilmagan harakat
iwturg'un bo'ladi.

dv .
Isbot. — -=V funksiya
dt

\x\<h<H (2.6.1)
sobada aniq ishorali boisin. h ni shunday yetarlicha kichik musbat son
deb faraz gilamizki, toyilgan harakatning (2.5.2) differensial tenglama-
lari (2.6.1) sohada xs(t) larning har bir xs(t0) boshlang‘ich giymatlari
uchun yagona yechimga ega boisin. Yana, aniqlik uchun, V >0 deylik.

rj gancha kichik son bolmasin,
lic’l<n) (26.2)
sohada yotuvchi xs(t) yechimlarning shunday boshlangich x° qiy-
inatlari topilib, ma’lum bir t> t0 vaqtda x,(i) yechimlar (2.6.1) so-

hadan chigib ketishi, ya’ni Ws(t)\>£<h bolishini ko'rsatish mumkin.
Shu bilan toyilmagan harakatning noturg'unligi isbotlanadi.

Shu magsadda, x* larning giymatlarini shunday tanlab olamizki,
lagat (2.6.2) tengsizlik bajarilib qolmasdan, balki

v(xia-D,...x,0)>0 (2.6.3)
liarn boisin.
Qiymatlari (2.6.2) va (2.6.3) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi x” larni

lanlab olish mumkin, chunki teoremaning shartiga asosan V funksiya
o'zgarmas manfiy ishorali emas va, demak, koordinata boshining
yetarlicha kichik atrofida V funksiya musbat qiymatlar gabul gila oladi.
I'ndi (2.5.2) tenglamalarning (2.6.2) va (2.6.3) tengsizliklarni ganoat-

lantiriivchi boshlangich x” giymatlarga mos keluvchi xs(i) yechimini

ko'ramiz. Bu yechim gandaydir t vaqtda albatta (2.6.1) sohadan chiqgib
ketadi. Bu tasdigni isbot qiiish uchun teskarisini faraz qilamiz, ya’ni

llamina t >t0 vaqtlarda xs(t) yechimlar (2.6.1) tengsizlikni ganoatlan-

tirsin. U vaqtda har doim V >0 bo'ladi va, demak, V(xI(t),x2(t),x3(t))
lunksiya doimo o'sadi.
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Shuning uchun
vrxI(§), T 3(F)>v(jtj,.jifyv...xj) (2.6.4)

ni yozishga haglimiz'. Bu yerdan albatta
x(F) = max{ la-.()].....K ()] }>A (2.6.5)

kelib chigadi, bu yerda A - biror musbat son. Agar x(t) <A bolsa, u
holda V(xt,x2,...,xn) uzluksiz funksiya va V(0, 0,..., 0) = 0 bo'iganligi
uchun A ning yetarlicha kichik giymati uchun (2.6.4) tengsizlik ba-
jarilmasligi mumkin.

\ musbat ishorali funksiya bo'iganligi sababli (2.6.5) tengsizlikdan
ko'rilayotgan xs(t) yechimlar uchun har doim

V>1
tengsizlik bajariladi, bu yerda ¢ - yetarlicha kichik musbat son. Demak,

V(x](v),..., X,,(1)) = v(Xij\...,jcid)+ Jf_dt dt>v(x?,..., x")+1(t-t0). (2.6.6)

bo'ladi.
(2.6.6) munosabatdan V (xx(t),...,xn(t)) funksiyaning cheksiz o'sishi

kelib chigadi. Ammo, bu xs(t) yechim (2.6.1) sohadan chigmaydi degan

farazimizga to‘g‘ri kelmaydi. Demak, farazimiz noto‘g‘ri ekan. Bu
toyilmagan harakatning noturg'un ekanligini bildiradi.

7- 8. Harakatning noturg‘unligi hagidagi Lyapunovning
ikkinchi teoremasi

Endi Lyapunovning harakat noturg'unligi haqgidagi ikkinchi teore-
masini isbot gilamiz.

Teorema E. Agar shunday Vfunksiya topilib, uning toyilgan ha-
rakat tenglamalariga asosan vaqt bo'yicha olingan to'lig hosilasi (2.6.1)
sohada

av.

a =AV +W(x,,X2,...,xn) (2.7.1)
ko'rinishga ega hamda bunda A- o'zgarmas musbat son, W esa, yoki
aynan nol, yoki o'zgcirmas ishorali. funksiya bo'lsa va agar oxirgi holda
V funksiya W ning ishorasiga teskari bo‘lgan o‘zgarmas ishorali bo7-
masa, u holda toyilmagan harakat noturg ‘un bo ‘ladi.

Isboi. Aniglik uchun W >0 bo'lsin. U holda (2.7.1) munosabatdan
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— >AV (2.7.2)
dt

ni hosil gilamiz. Xuddi teorema D dagidek xs(t) yechimning t =t0- da-

>i hoshlang'ich giymatlarini shunday tanlab olamizki,
ke| <17, V(x1,...,4)>0 (2.7.3)

icngsizliklar bir vaqtda bajarilsin, bu yerda rj - istalgancha kichik musbat

0L Shu shartlar bajarilganda, xs(t) yechim vaqgti kelib (2.6.1) sohadan

ihiqib ketishini ko‘rsatamiz. Aksini, ya’ni (2.6.1) tengsizliklar doimo
bajariladi deb faraz gilamiz. U holda (2.7.2) tengsizliklar doimo bajariladi va

V'(Vv'x2,....x“)>0 bo‘lganligi uchun (2.7.2) ga asosan V doimo musbat
bo'lib goladi, ya’ni V >0. Demak, V (jc,(f),...,jrn(0) «‘suvchi funksiya bo*-
ladi. U vaqtda (2.7.2) tengsizlikdan

/\d-t> AV (Xi(t),....xn(t))>AV ( X ? , (2.7.9)

Ui hosil gilamiz. Bu yerdan

V>Av(xl...,xI){t-t0) (2.7.5)
inunosabat kelib chigadi. (2.7.5) ning bo‘lishi mumkin emas, chunki
(2.6.1) sohada V funksiya chegaralangan. Shunday qilib, (2.6.1) teng-
i.i/lik ko‘rilayotgan xjt) yechim uchun buziladi. Bu holat toyilmagan
lijmakatning turg‘un emasligini ko ‘rsatadi.

8» §. Teorema D ning geomeirik taiqini.
N.G. Clietaev teoremas!

Teorema D ga ham, xuddi teorema A va B lar uchun bo‘lganidek,
ivometrik talgin berish mumkin.
Socldalik uchun n -2 deb olamiz ya avval V funksiyani aniq isho-

rali emas deb hisoblaymiz. Bu holda V(xj,x2)-0 egri chizig koor-

mmala boshidan 0‘tadigan bitta yoki bir nechta haqiqiy tarmoqga (shox-
I'a) cga bo'ladi (2.4-shakl).
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a) b)

2.4- shakl.

dv
—  funksiya anig musbat ishorali bo'lsin. Teorema shartiga asosan
dt

koordinata boshi atrofida kamida bitta V>0 soha bo'ladi. Bu soha
V =0 egri chiziglar biian chegaralangan bo‘ladi. 2.4,b-shakldagi AOB
sektor o‘sha sohalarning bittasini ifodalaydi, punktirlangan chiziglar esa
V =C> 0 egri chiziglarni bildiradi. Soha chegarasining ixtiyoriy M
nuqtasidan chigayotgan MP integral egri chizigni ko'raylik. M nuqtani
koordinata boshiga juda ham yaqin qilib olish mumkin. — >0
dt

bo'lganligi uchun bu integral egri chizig t ning o‘sishi bilan albatta
V = C egri chiziglar oilasini ichkaridan tashqgariga (S ning o'sadigan
tomoniga) garab kesib o‘tadi va V = C chegaradan uzoqglashadi. Rav-
shanki, integral egri chiziglar hamma vaqt koordinata boshidan uzoq-
lasha boradi va agar biror t vaqtda V > 0 sohaning ikkinchi chegarasiga
etib bormasa (2.4- shakl), ogibatda (2.6.1) sohadan chiqib ketadi.

Ammo V > 0 sohaning ikkinchi chegarasini kesishi mumkin emas,
chunki agar biror N nuqtada sodir bo‘lsa edi, (2.5- shakl) u holda bu

dv
nuqgtada, ravshanki, — <0 bo‘lardi (chunki V funksiya musbat qiy-
dt

matdan nol qgiymatga o'zgarishi uchun albatta kamayishi, ya’'ni V <0
bo’lishi kerak).
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2.5- shakl.

Shunday qilib, koordinata boshiga istalgancha yaqin boMgan nug-
ladan chiquvchi va ma’lum vagtda (2,6.1) sohadan chigib ketuvchi in-
tegral egri chiziglar mavjud ekan. Demak, toyilmagan harakat turg‘un
bo‘Imaydi.

Teoremani isbot gilishda V aniq ishorali funksiya bo'lganda ham
licch narsa o'zgarmaydi. Bu holda koordinata boshining butun atrofi V > 0
soha bo‘ladi.

Keltirilgan geometrik talgin N.G. Chetayevga Lyapunovning bu
teoremasini umumlashtirish imkonini berdi.

dv
Hagigatan ham, yuqgorida yuritilgan mulohazalarda — ning aniq
dt

ishorali funksiya ekanligi hech ganday rol o‘ynagani yo‘g. Agar «aniq

ishorali» iborani «— funksiya V >0 sohaning hamma nuqtalarida
dt

inusbat ishorali giymat (— >0) gabul giladi» degan ibora bilan alma-
dt

litiisak ham yuqorida yuritilgan mulohazalar o'zgarmaydi. Shunday
qilib, 1934-yilda N.G. Chetayev ta’riflagan quyidagi teoremaga kelamiz
1100- 102].

N.G. Chetayev teoremasi. Agar toyilgan harakat differensial
tfiiglamalari uchun shunday V (x],x2i—xn) funksiyani topish mumkin
ho'lib:

1) koordinata boshining istalgancha kichik atrofida V > 0 bo*-
I hlifian soha mavjud va uning chegarasida V = 0;
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2) V > O solianing hamma nuqtalarida — >0 bo'lsa, n holda to-
dt

yilmagan harakat turg'un bo'lmaydi.

N.G. Chetayev teoremasining anig analitik isbotini (1011 kitobdan
topish mumkin.

1- misol. Toyilgan harakat differensial tenglamalari

xXj = x>+ X008, X2 = X, X2
ko‘rinishda berilgan bolsin. x, = x2=0 toyilmagan harakatning turg'un
emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun Lyapunov funksiyasini
V o-X,-x2 @38.1)
ko‘rinishda olamiz. Bu funksiya uchun V > 0 soha mavjud va uning

chegarasida V = x, - xX\ —0 (2.6- shakl).

X,-x2 =0
y>0
soha
2.6- shakl.
\% funksiyadan toyilgan harakat tengiamalariga asosan vaqt bo‘yicha
olingan to‘lig hosilasi
V =i, - 2x2x2 = X3 + 2xyx\ - 2x2 mx{x2 = x,3 (2.8.2)

boladi. V funksiya barcha x, >0 va istalgan x2 lar uchun musbat,

demak, V > 0 sohada V >0 bo‘ladi (2.5- shaklga garang). U holda
Chetayev teoremasiga asosan toyilmagan harakat noturg'undir.

Shuni ta’kidlaymizki, tanlab olingan V funksiya Chetayev teo-
remasining shartlariga bo‘ysunsa-da, Lyapunov teoremasining shartlarini

ganoatlantirmaydi (chunki xj < 0 hollarda V <0 bo‘ladi).
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Izoh. 2—7-8 larda keltirilgan teoremalar (A, B, D va E teoremalar)
Lyapunovning ikkinchi usuli bilan harakat turg'unligini tadqig etishning
poydevori hisoblanadi. Ularni isbotlashda toyilgan harakatning differensial
lenglamalariga kirgan hamma o'zgaruvchilarga nisbatan toyilmagan hara-
kat turg‘unligi tadqiq etilyapti deb qaraladi. 1957-yilda V.V. Rumyansev
Lyapunovning ikkinchi usulini o'zgaruvchilaming fagat bir gismiga nis-
batan harakat turg'unligini tadgiq etishni talab etadigan dinamik siste-
malarga joriy etdi [80].

9- 8. Iniegrallar bog‘lanmasi vosiiasida Lyapunov funksiyasini
tuzisfa

Lyapunovning ikkinchi usuli teoremalarini tatbiq etish, aniq xususi-
J/atlarga ega bo‘lgan funksiyani topishni taqozo gqiladi. Afsuski, hozir-
mvicha bunday funksiyalarni topishning umumiy_usuli mavjud emas.
; hunday bo‘lsa-da, ko‘p hollarda toyilgan harakat tenglamalarining
mtegrallari aniq bo‘lganda, ulardan foydalanib Lyapunov funksiyasini
yasash mumkin bo‘lib goladi.

Toyilgan harakat differensial tenglamalari

N-=- pAx{+...+ psxx+ X](XVvX”-,Xn) G5=1ri) (2.9.1)
dr
ushbu
F(x],x2,—xn) = h=const (2.9.2)
iutegralga keltirilgan va bu integral wuchun F(x)-F{0) ayirma
V|.x2,...,a',, o‘zgaruvchilarning musbat ishorali funksiyasi bo‘lsin. U
holda Lyapunov funksiyasi sifatida
V = F(XI,x2,...,xn) - F (0) (2.9.3)

ni olish mumkin.

Haqgigatan ham, V funksiyaning toyilgan harakat tenglamalariga nis-
hatan vaqt bo‘yicha olingan to‘lig hosilasi (2.9.2) munosabatga asosan
aynan nolga teng bo‘ladi, ya’'ni V = 0. Demak, V funksiya Lyapunov-
iling harakat turg'unligi haqidagi birinchi teoremasining (teorema A)
liainma shartlarini ganoatlantiradi.

Ayrim hollarda. toyilgan harakat differensial tenglamalari bir nechta

F,(x,,X2,...,X,,) = h,,..., Fm(x,,x2,..., X,,) = hm (2.9.4)
iiiU'’rallarga ega bo‘lishi mumkin. Bu yerda hth2,...,hm- o‘zgarmas
sHilar va Fl,...,Fm laming birortasi ham musbat ishorali funksiya emas:
llu hoi uchun N.G. Chetayev V funksiyani (2.9.4) integrallar bog4
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lanmasi orgali izlashni tavsiya etdi [101,102]. Umumiy ko'dnishda bu
bog‘lanma quyidagicha ifodalanadi:

\Y - f,(0)]+..+w ,-, -Fnm +tw 2- F2m+...+T,,[F2- F,;m,
(2.9.5)
bu yerda A,,...,Am, - anigmas o‘zgarmas sonlar.
Agar Aj va (j =1,m) o‘zgarmas sonlarni V musbat ishorali

funksiya bo'ladigan qilib tanlab olish mumkin bo‘lsa, u holda bu funksiya
teorema A ning hamma shartlarini ganoatlantirar edi (chunki V = const
ham toyilgan harakat differensial tenglamalarining integrali bo‘ladi).

Integrallar bog‘lanmasi orgali Lyapunov funksiyasini yasashning
Chetayev usuli ancha samaralidir. Anig masalalarni Chetayev usulidan
foydalanib tadqiq etishda quyidagi eslatmalarni hisobga olish tavsiya eti-
ladi:

1.2m ta Aj va r; koeffitsiyentlardan birortasini ixtiyoriy ravishda

tanlash, masalan, A =1 deb olish mumkin.
2. Ko‘pincha hamma rf=0 deb gabul qilib, V funksiyani fagat chi-

zigli integrallar bog'lanmasi. orgali yasash mumkin.

Chiziqli integrallar bog‘lanmasi yetarli bo'Imagan holdagina V funk-
siyani yasashga kvadratik integrallami jalb etish magsadga muvofiq.

3. Ko‘p hollarda toyilgan harakat tenglamalarining integrallarini teng-
lamalarning o ‘zlarini tuzmasdan umumiy anglash (masalan, mexani-
kaning umumiy teoremalaridan foydalanib) asosida tuzish mumkin. Or-
tigcha almashtirishlardan gochib, bu usuldan keng foydalanish kerak.

10- 8. Hosilasi o'zgarmas ishorali bo‘lgan Lyapunov
funksiyalariga asoslangan kriteriylar

Lyapunovning teorema. B da keltirilgan asimptotik turg'unlik Kkriteriysi
toyilgan harakat differensial tengiamalariga nisbatan vaqt bo‘yicha olingan

to‘lig hosilasi V aniq ishorali bo'lgan y (x,,x2,...5xn) Lyapunov funk-
siyasiga tayanadi. Ammo texnikada, asosan, keng ko‘laroda va batamorn
turg‘unlikni tadqiqg etish lozim bo‘lgan nochizigli sistemalar holida ba’zan
shunday musbat ishorali V funksiyani yasash mumkinki, uning hosilasi
VvV fagat o‘zgarmas manfly .ishorali funksiya bo‘ladi (aniq manfiy ishorali
funksiya bo‘lmaydi). Shu vaqtning o‘zida hosilasi anig manfiy ishorali
funksiya bo‘ladigan Lyapunov funksiyasini yasash Kkatta qiyinchiliklar

tug‘diradi. Shu boisdan ham shunday umumiy Kkriteriyni topish zaruriyati
tug‘ildiki, bu kriteriy shartlari bajarilganda hosilasi o'zgarmas ishorali funk-
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siya bo'lgan Lyapunov funksiyasi uchun toyilmagan harakat har ganday
boshlang'ich shartlar uchun asimptotik turg‘un bo‘lsin.

XX asrning 40-60 vyillarida bir gator shunday kriterivlar tavsiya
etildi.

Kriteriyni ifodalagan dastlabki teoremalar o‘ng tarafidagi funksiyalar
oshkor ravishda t vaqtga bog'lig bo‘lmagan differensial tenglamalar
sistemasi (avtonom sistemalar) uchun isbot etildi [8,10]. Bu Kkriteriylar
unchalik o‘zgarishsiz vaqt bo'yicha davriy bo‘lgan sistemalar uchun
umumlashtirildi. Keyinchalik ikkita va undan ortig Lyapunov funksiya-
laridan foydalanish hisobiga noavtonom (nostatsionar) sistemalar uchun
shunga o ‘xshash kriteriylar isbot etildi [57].

Biz bu yerda Lyapunovning asimptotik turg‘unlik va noturg‘unlik teo-
icmalarining umumlashtirilishi bo'lgan E.A. Barbashin va N.N. Krasov-
skiyga mansub teoremalarni isbotsiz keltiramiz. Ularning isboti E.A. Bar-
bashin, LG. Malkin va N.N. Krasovskiyning kitoblarida keltirilgan [8,39
(464-466 betlar), 53].

Toyilgan harakat differensial tenglamalari

d —
-%(-:X,(xuxl,...,xn) (s=1,n) (2.10.1)
at

ko'rinishda berilgan bo‘lsin. Bu yerda XS funksiya

lie,J<H (H =const yoki H=°°) (2.10.2)
sohada aniglangan, uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega hamda
X ((0,0,...,0) = 0 deb hisoblanadi.

V (xivx2,...,xit) Lyapunov funksiyasining (2.10.1) tenglamalarga

nisbatan vaqt bo‘yicha olingan to‘lig hosilasi V o‘zgarmas manfiy
dx
isliorali funksiya bo'lsin. (2.10.2) sohadagi — =0 bo‘ladigan hamma
dt
uugtalar majmuasini (to'plamini) M bilan belgilaymiz. x, =x2- ..
X,,=0 muvozanat holati bu to‘plamning elementi bo‘lmaydi, bu
yerda har doim V (0, 0,... ,0) =0.
Ouyidagi asimptotik turg‘unlik hagidagi kriteriyni keltiramiz.

Harbashin - Krasovskiy teoremasi. Agar (2.10.1) toyilgan harakat
Jiffrrensial tenglamalari uchun (2.10.2) sohada shunday aniq musbat V

lunksiya topilib, uning hosilasi V :
1) M soha tashqarisida V <0/

2) M sohada F =0 shartlami qanoatlantirsa, u holda toyilmagan
lhii‘okcit asimptotik turg‘un bo'ladi.
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Endi toyilmagan harakatning noturg'uniigi haqgidagi umumlashgan
teoremani keltiramiz.
Teorema. Agar (2.10.1) toyilgan harakat differensial tenglamalari

uchun shundifly ¥ (x{,x 2,...,xn) funksiyani topish mumkin bo‘lib, lining
V hosilasi M soha 0 <t<°° wvaqt ichida sistemaning xs(f) butun
traektoriyasiga ega bo'Imagan {x j nuqgtalar rnajmuasi bo'lganda:

1) M soha tashqgarisida. V >0 ;

2) M sohada V =0
shartlarni qanoatlantirsa va.agar koordinata boshining ixtiyoriy atrofida
shunday nuqtalar topilsaki, ular uchun V >0 bo‘lsa, n holda toyil-
magan harakat noturg ‘un bo ‘ladi.

11- 8 Lyapimovning harakat turg‘unllgi hagidagi teoremasmmg
tatbigiga doir misoilar

1-misoi Konik (konussimon) mayatnik harakatining turg‘unligi

UzunHgi | ga teng bolgan vaznsiz ipga osilgan m massali moddiy
nugtaning statsionar (bargaror) harakatini ko‘rib oHaylik. Bu nuqta go-
rizontal joylashgan doira bo‘yicha og‘irlik kuchi ta’siri ostida o‘zgarmas
tezlik bilan harakat gilsin (2.7,a- shakl).

a) b)

2.7- shakl.
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0 nuqtaga maxkamlangan mayatnikning ipi statsionar harakatda doi-
i.iviy konus chizadi. 00, vertikal o‘g bilan ip orasidagi burchakni a
Imhm, ipning vertikal o‘g atrofida aylanishining burchak tezligini co
Ilhhm belgilaymiz. Statsionar harakatda a burchak, ip uzunligi / va
hiuchak tezligi co orasida quyidagicha munosabat borligini oldingi
piiragraflarda ko'rgan edik:

co2cosa = — e (2.11.1)
|

Mayatnikning doira bo'ylab statsionar harakatini toyilmagan harakat
silatida qgabul gilamiz. Bu harakatga gandaydir yetarlicha kichik toydi-
mvchi kuchlar ta’sir gilsin. Toyilgan harakatda 0 0 x vertikal bilan ip ora-

sulagi burchakni 8 , 00, o‘g atrofida aylanishining burchak tezligini y/ deb
nlib, quyidagi belgilashaami kiritamiz:
0 =a-i-xv 0 = x2, y = co+ x3. (2.11.2)

I'oyilmagan harakatning 0, 6 va iff larga nisbatan turg‘unligini

n iganamiz. Mayatnikning kinetik va potensial energiyalari

72
T= (&2 +.5in29-iff2), Tl =-mglcos9

i o rinishda bo'ladi.
Mayatnikka ta’sir etayotgan og‘irlik kuchi potensial kuch va ~

aklik koordinata (T kinetik energiya y/ koordinataga bog‘lig emas va

d
imiimlashgan kuch Q = - =0) ekanligi uchun ushbu ikkita hara-
KV/4

iai integrali (h va n - o'zgarmas sonlar) ga ega bo‘lamiz:

ml &-) i ml*

T+n ~— 19 +sin"8 mglcos9=— h,

2 ] 2
A —=ml2sin29-iif= mi2n. (2.11.3)
df

ml2
Hu yeida — va ml2 ko‘paytuvchilarni qulaylik uchun kiritdik.

(1.1 1.3) ning ikkinchi formulasi 00, vertikal o‘qga nisbatan mayat-
iul harakat migdorining rnomenti bc/ladi.

(2.11.2) munosabatlardan foydalanib, (2.11.3) integrallarni quyidagi
in'rinishda yozamiz:

63



fi(x,, X2, x3) = [x2 + sin2(ar + X)) ®{6) + x32] - ~ eos(a + x,) - h,

F2(x,, x2, x3) = sin-(a + X,) =(co+ X,) = n. (2.31.4)

(2.11.4) integrallami dinamikaning umumiy- teoremalaridan foy-

dalanib topdik. Albatta, avval toyilgan harakat differensial tenglamalarini
tuzib (1- bobdagi (1.3.14) formulaga qarang), keyin (2.11.4) integ-
rallarni topish ham mumkin edi.

Endi mayatnik statsionar harakatining B, B va YI larga nisbatan tur-
g‘unligini tekshiraylik. Topilgan integrallarning birortasi ham x,, x2 va
x3 o‘zgaruvchilarga nisbatan aniq ishorali funksiya emas. Shuning
uchun ham \ —1 va =1 deb belgilab, Chetayev usuliga asosan
(2.11.4) integrallarning chiziqgli bog‘lamasini tuzamiz:

V=F-(0) +ALR-F 2(0)] =[x2+sin1l{a+xI)-(co+xT] -
n n
— —cosia+x”-ici®sm2a —j-cosa) + Asm2(a+xl) (a)+x3)-A sin2a cé.

X, =x2=x3=0 qiymatda V funksiya nolga teng bo‘lishi uchun

-f orsin2a-~cosor | va -J1 sin"a & hadlarni kiritdik. — muno-
{ 1 ) I

sabatni (2.11.1) dagi giymati bilan almashtiramiz va V funksiyani xj,

x2 va x3 0°‘zgaruvchilarning darajalari bo‘yicha gatorga yoyamiz:

sin2(di+ X]) = sin2or+sin2ci' ex, + e0s2a mx2+...,

cos(or+x,)=cosa-sina mx, -N-eosetr ex,2+...

(bu yerda nuqtalar orgali yuqori taitibli hadlar belgilangan) ifodalai-ni V
funksiyaning ifodasiga go‘yib va hadlami guruhlab

V = (o((J1+ co)eos 2a + cocos2a)x2+x2+sinla mx2+
+ aisin 2a m(J1+ 2(0)x, +sin2a -(J1+ 2;0)x3+sin 2a mJ1 + 2;y)X,x3+...
(2.11.5)

ni hosil gilamiz. Ravshanki, V funksiya aniqg musbat ishorali bo'lishi uchun
uning yoyilmasida birinchi darajali hadlar bo‘lmasligi zarurdir. Shuning

uchun ham (2.11.5) ifodadagi x,, x2 va x3 larga nisbatan birinchi tartibli

hadlarni nolga aylantirish uchun J1= -2 a1 deb gabul gilamiz. U holda V
funksiya quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
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\Y =0)2sin2a mx2+ x2 +sin2« -Xj + ...

(2.11.5") ning kvadratik gismi koeffitsiyentlari Silvester kriteriysi shart-
larini qanoatlantirgani uchun x,, x2 va x3 larning yetarlicha kichik

giymatlarida V musbat ishorali funksiya bo‘ladi. V ning vaqt bo‘yicha
olingan to'liq hosilasi, (2.11.4) integrallarga ko'ra, aynan nolga teng,

ya’'ni ~ =0 bo'ladi. Demak, Lyapunovning teorema A siga asosan

toyilmagan harakat 0. 6 va W larga nisbatan turg'undir.

2-misolYer sun’iy yo‘ldoshi statsionar harakatining turg‘unligi

Yer Sun’iy yo‘ldoshi radiusi r0 bo‘lgan aylana bo‘yicha o‘zgarmas
tezlik bilan harakat gilish mumkinligini 1- bobning 3-8 ida ko‘rsatgan
edik. Bu harakatning parametrlari

a2r 1= R (2.11.6)
shartni ganoatlantirishi kerak edi.
Sun’iy yo'ldoshriing toyilgan harakatdagi holatini r,¢, 0 sferik koor-

dinatalar bilan aniglaymiz (1.4-shakl).
Sun’iy yo‘ldoshning kinetik va potensial energiyalari

T=—(r2+r202+r2c0s2d-02), n =-fi —
2 ' r

ifodalar bilan aniglanadi,

Sun’iy yo‘ldoshga ta’sir etayotgan tortish kuchi potensial va < siklik
koordinata bo‘lganligi uchun ikkita harakat integrall (/2 va n -
0 ‘zgarmas sonlar)
inzmh , 3. mrzcosI 9m <p=mn

r+u =m_&'r_" +rd% s r‘lcos"?cf'.rﬁ%-/l
2 r 2 dp

(2.11.7)

mavjud boladi.
Sun’iy yo‘ldoshning doiraviy 6rbita bo‘yicha statsionar harakatining

r,r,6, 6 va ¢ o'zgaruvchilarga nisbatan turg‘unligini tadqig qilamiz.

Quyidagi belgilashiami kiritamiz:
r=r0+x,, r-x2, 6=x3, 6=x4, <p~(0+Xj.

Kiritilgan yangi 0‘zgaruvchiiar bo‘yicha topilgan integrallarni quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:
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F, =x2+{rQ+ x[fx] + (rQ+ x,)2cos2x3-(a)+x5)2- 2—"~ —=h,
/i +X, (2.11.8)

F2= (f=,+ X,)2c0S2x3 «¢,y+x5) = n.
Bu misolda ham biz toyilgan harakat differensial tenglamalarining

ikkala inlegralini umumiy mulohazalarga tayanib topdik.

Endi sun’iy yo'ldosh toyilmagan harakatining turg'unligini tek-
shiramiz.

Topilgan integrallarning birortasi ham X,, X2, x3, x4 va X5

o'zgaruvchilarning aniq musbat ishorali funksiyasi bo'Imaydi. Shuning
uchun ham Lyapunov funksiyasini bu integrallarning bog'lanmalari
sifatida izlaymiz:

V =FI-F]()+A [F2- F2(0)]+ x[F2- F 2(0)],
bu yerda A va X - o‘zgarmas sonlar. Fl va F2 integrallarning

giymatlarini (2.11.8) dan V ning ifodasiga keltirib go'yamiz:

V =x\ + (r0+ x,)2x4 + (r0 + x,)2co0s2x3-(a)+x5y -2

Jat A
«fOf + 2 — + A[(r0 + x,)2c0s2x3-(iy-f x5) - r @fy] +
m
+ x[(If+x,)4cos4x3-(iy+x5)2-r @®2]. (2.11.9)
Bu ifodaning o‘ng tarafidagi trigonometrik funksiyalarni va
(ro + xi)

kasrni xpx2,...,x5 larga nisbatan muvozanat holati atrofida gatorga

yoyamiz:
f 2 \2
ax X, =
2 y
(=« 2 \4
A X, = I-Mt+
\% J

o+ 10 0 (V]
bu yerda nuqtalar bilan yuqori tartibli hadlar belgilangan.
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Statsionar harakatda @ va r0 parametrlar QOLr® = jlI shartni
ganoatlantirishini hisobga olib, topilgan ifodalarni (2.11.9) ga qo‘ya-
miz. U holda soddalashtirishlardan keyin quyidagini hosil gilamiz:

V = co(-co+A + 6t r2co)x{ + x\ - r2coico+ A+ 2r /ji2cv)x2 +

+10X4 00 +"r;)%+
+ 2r0co(2co+A + 2Tr@co)x, + €2(2(o+A + 2t r 2co)xs +

+ 2r0(2co+ A+ 4r/p2co)xxx5 +... (2.11.10)

\Y% anig musbat ishorali funksiya bo'lishi uchun uning ifodasida o‘z-
garuvchilarga nisbatan birinchi tartibli hadlar bo‘Imasligi zarurligini bi-

lamiz. Shuning uchun (2.11.10) ifodada x, va x2 larga nisbatan bi-

rinchi tartibda bo'lgan hadlarning koeffitsiyentlarini nolga tenglash-
tiramiz:

2ct)+A+ 2rr@®a) = 0. (2.11.11)

Demak, V aniqg musbat ishorali funksiya bo‘lishi uchun A va r

o‘zgarmas sonlar (2.11.11) shartni ganoatlantirishi kerak. Bu yerdan

A=-2C0-2rr2co (2.11.12)

ni topamiz. A ning bu giymatini (2.11.10) ga go‘yib, quyidagini hosil
gilamiz:

V =or(4liq - 3)xf +x2+

+rho/xl + r@x2+ r0(l + trl)x\ -f4rr*coxx5+... .

Bu ifodadagi kvadratik hadlarni ikkita guruhga ajratamiz, ya'ni V

funksiyani V =V, + V2+ ... ko'rinishda yozamiz, bu yerda

V, =x2+r20)2 + x] + r2x],

V2=o0f{Atr2- 3)x,2+ 4r rRUXix5+ r21 +rr2)xj .

V, funksiya x2, x3 va x4 o'zgaruvchilarga nisbatan anig musbat
ishorali funksiyadir. Demak, V funksiya anig musbat ishorali funksiya
bo'lishi uchun V2 funksiya ham x,, x5 o‘zgaruvchilarga nisbatan
musbat ishorali funksiya bo'lishi kerak. Buning uchun t ning shunday
giymatini topish kerakki, V2 funksiya x, va x5 larga nisbatan aniq

musbat ishorali funksiya bolsin. Shu magsadda Silvester kriteriysidan
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foydalanamiz. V2 ning ifodasidagi x| va x5 o‘zgaruvchiiarning
koeffisiyentlaridan tuzilgan
A:{of{4rrl-3) 2rri(0
2rrijco re(l + Tr@);
matritsani qaraymiz. Bu yerdan
Al = 02(Atn2-3) >0, A2=iy2®{r;-0:-3)>0. (2.11.13)
Bulardan ko‘rinib turibdiki,

3
T> — (2.11.14)

>0
bo‘lganda, (2.11.13) dagi ikkala tengsizlik ham bajariladi. Demak, V2

funksiya x, va x5 o'zgaruvchilarga nisbatan musbat ishorali funksiya

va U bilan birga V funksiya ham x,,x2,..., x5 o'zgaruvchilarga nisbatan
musbat ishorali funksiya bo'ladi.
Shunday qilib, V funksiya x,,..., x5 o'zgaruvchilarga nisbatan mus-

bat ishorali funksiya bo‘lishi uchun 1 va i o°‘zgarmas sonlar mos
ravishda (2.11.12) va (2.11.14) shartlarni ganoatlantirishi yetarlidir. Bu

holda Yer sun’iy yo‘ldoshining statsionar harakati r,f,0,0,<p o0°‘zga-

ruvchilarga nisbatan turg'un bo'ladi. V.V. Rumyansev ham o0°‘zining
[81] ilmiy ishida boshga usul bilan shu natijani oigan. U o‘zining bu
ishida sun’iy yo‘ldoshning boshga statsionar harakatlarining turg'unligini
ham tekshirgan.

Izoh. Turg‘unlik masalalarini ikki guruhga bo‘lish mumkin.

1. Ko'p amaliy masalalarda ko'rilciyotgan harakat turg'un bo'ladimi,
asimptotik turg'un bo'ladimi yoki noturg'un bo'ladimi, degan savollarga
javob berishga to'g'ri keladi. Hozir ko'rilgan misollar aynan shu guruh
masalalarga taallugli edi.

2. Ammo texnikada kopincha boshga turdagi masalalar ham uchray-
di. Dinamik sistema parametrlarining ayrim gqiymatlarida toyilmagan
harakat noturg'un ekanligi ma’lum bo'ladi. Shu sababli quyidagi masala
kelib chigadi: sistema parametrlari qganday tanlanganda, uning
toyilmagan harakati turg'un yoki asimptotik turg'un bo‘ladi? Bu
savolga javob berish algoritmlarini topish juda ham muhim ilmiy va
texnikaviy ahamiyatga egadir.
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i
12- 8. Asimptotik turg‘unlik hagidagi teoremaning tatbig‘iga
doir misollar
1- m i s o 1 Lampali generatorning turg‘unlik sharti

Induktiv teskari aloqali va to‘r zanjirida tebranish konturi bo'lgan
lampali generatorning oddiy sxemasini ko‘rib o ‘taylik (2.8- shakl) [1].

+E.

2.8- shakl.

Kirxgof gonunlaridan foydalanib, zanjirdagi tokning yo‘nalishini va kon-
densator musbat qutbining holatini hisobga olib (turdagi tokni e’tiborga
olmagan holda) to‘rdagi tokning quyidagi tenglamalarini hosil gilamiz:

du . ., di n, di
— =— L—=u-Ri-M -JL, (2.12.1)
dt o dt dt
bu yerda n - to‘rdagi kuchianish, i - zanjirdagi tok, L - o‘zin-
di
duktsiya koeffitsiyenti, Za - anod toki, M —-— teskari alogadagi elektr
dt

yurituvchi kuch, C - kondensator sig'imi, A-zanjirning garshiligi. La
di

j'/altak orgali ogayotgan anod tokining konturga ta’siri ostida M —-
dt

ricktr yurituvchi kuch (e.y.k.) hosil boladi. Anod toki fagat to‘ming
kuchlanishiga uj =wun bogiiq deb faraz qilib (katta koeffitsiyentli

kuchaytirishi bo‘lgan triodlar uchun bu juda yaxshi bajariladi),
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di. din du " du
= — =S{u)— (2.12.2)
dt du dt dt
ni hosil gilamiz, bu yerda S(ii) ~ lampa” toki i ning tiklik
du

di
harakteristikasi (2.9- shakl). — ning giymatini (2.12.2) dan (2.12.1)
dt

go‘ysak, harakatning differensial tenglamalari

du i di 1
= L— =u— [RC-MS(u)li (2.12.3)

dt c dt c

ko‘rinishga keladi.

a) b)

2.11- shakl.

Kuchlanish it va i tokka nisbatan u=0, i~0 muvozanat holatning
turg‘unligini tekshiramiz. Buning uchun Lyapunov funksiyasini

11L o0 P
V— —i +2sui+u (2.12.4)

2{C

ko'rinishda tanlaymiz, bu yerda £ - biror haqgigiy son. V funksiyaning
koeffitsiyentlari matritsasi

c
\S b

dan foydalanib, Silvester kriteriysining

L L ,
A =—>0, A, = - s' >0 (2.12.5)
C C

70



shartlarini topamiz. Birinchi shart doimo bajariladi, ikkinchisi bo'lsa,
£ sonning moduli bo'yicha yetarlicha kichik qgiymatlari uchun

bajariladi.
\% funksiyaning toyilgan harakat differensial tenglamalariga nisbatan
vaqt bo‘yicha olingan to‘lig hosilasi
\di . du
Ve 1+fU r(£i+ 1)-— (2.1256)
C dt dt
di du
ko'rinishda bo'ladi. (2.12.3) lenglamalardan — va — laming qiy-
dt dt
matini (2.12.6) ga keltirib qo‘yganimizda
u I . .
I+ £ U [RC-M S{u)]i >+ (£i+u)
C L LC' cj

ni hosil gilamiz. Bu ifodaning qavslarini ochib va hadlarini guruhlasak,
V=—INT[RC-MS(u)+£CJli2— —[AC- MSWn)]ni+-n 2
Cc2 LC L

kelib chigadi. S(u) funksiyani u ning darajalari bo‘yicha gatorga yoya-
miz:

S{u) = 5(0) + 5'(0)m + ... (2.12.7)

va buiii V ning ifodasidagi S(u) o‘rniga qo‘yamiz:

Y=-0-[RC-MS,+eCli2- — (RC-MSOui+-u +.., (2.12.8)
C LC L
bu yerda nuqtalar bilan n va i larga nisbatan yuqori tartibli boMgan

hadlar belgilangan va S0 = S (0).

V funksiya kvadratik gismining koeffisiyentlaridan tuzilgan

(rC-MSO0+£C) (rc- ms0)
2LC

-(RC-M S0)
\ 2LC

matritsaning bosh diagonal minorlarini topamiz:
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a;=_J"(ac”™ s0)-£,

(2.12.9)
A2= ~(RC -MS0)~ {RC +LC £2.
LC?2 0 4L C
1. Sistemaning parametrlari
fIC-M S0>0 (2.12.10)

tengsizlikni ganoatlantirsin.
£ ning ixtiyoriy kichik sonligidan foydalanamiz. Uni £<0 deb

gabul qilib va moduli bo‘yicha yetarli darajada kichik qilib olamizki,
i i
(2.12.5) shartdagi A2 va (2.12.9) formuladagi A, va A2 lar quyidagi

shartni ganoatlantirsin:
t i
A2>0, A,<0, A2>0. (2.12.11)

(2.12.11) shartlarning bajarilishini doimo ta’minlash mumkin, chunki bu
determinantlar yoyilmasidagi ikkinchi hadlar birinchi hadlarga nisbatan
£ bo'yicha yuqori tartiblidir. £ ning bu giymatida (2.12.4) tenglik bi-
lan aniglanadigan V  musbat ishorali funksiya bo'ladi (Silvester
kriteriysi shartlari bajariladi: A,>0, A2>0) va (2.12.8) formula bilan

aniglanadigan V anig manfiy ishorali funksiya bo'ladi (bu yerda ham

Silvester kriteriysi shartlari bajariladi: A, <0, A2>0). Demak, (2.12.10)

shart bajarilsa, u holda teorema B ga asosan sistemaning i=0, u=20

muvozanat holati kuchlanish u wva tok i larga nisbatan asimptotik
turg‘un bo'ladi.
2. Endi sistemaning parametrlari

RC- MS0<0 (2.12.12)

shartni ganoatlantirsin.
Bu holda £ >0 va uni shunday yetarlicha kichik qilib olamizki,

A2>0, A,>0, A2>0 (2.12.13)

tengsizliklar bajarilsin. s sonning bu giymatida V funksiya va uning
hosilasi V anig musbat ishorali funksiya bo'ladi. Harakatning notur-
g'unligi hagidagi Lyapunov teoremasiga asosan sistemaning /=0, u=0
muvozanat holati noturg'un bo'ladi.

Shunday qilib, muvozanat holatining asimptotik turg'un yoki notur-
g'un bo'lishi sistemaning parametrlarini konstruktor tomonidan ganday
gilib tanlab olishiga bog'lig ekan: agar (2.12.10) shartlar bajarilsa, u
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holda i va u larga nisbatan muvozanat holati asimptotik turg'un
bo'ladi, (2.12.12) shartlar bajarilganda tok i va kuchlanish u larga
nisbatan muvozanat holat noturg'un bo'ladi,

RC = M SQ hol amaliy ahamiyatga ega bo‘lmaganligi uchun biz uni

tadqiq etmadik.
Bu misol fanning texnika taraqqgiyotiga katta xizmat qilishini yana bir
bor ko‘rsatadi.

3- m i s ol Avtomatik rostlash sistemasining turgimligi
nazariyasining bitta masalasi hagida

Masalaning qo'yilishi. 1949-yilda M.A. Ayzerman tomonidan bitta
chiziglimas elementga ega bo‘lgan avtomatik rostlash sistemasining
(sistema avtomaticheskogo regulirovaniya) turg'unligi haqidagi quyidagi
masala qo‘yildi [3-5].

Avtomatik rostlash sistemasining harakati

axt
=f=4ft+..+alx, +f(xk),
o (2.12.14)

~dT;~=a$(\+—+asrbh (i = 2,«)

differensial tenglamalar orqali ifodalansin, bu yerda asj- o°‘zgarmas

sonlar. (2.12.14) sistema bilan birgalikda

dxi ,
"--aux{+...+alxn+hxk,

d (2.12.15)

d X
-f- zaslxi+..+asxt (s=2,n)
dt

chiziqli sistemani ham ko'ramiz. (2.12.15) sistema harakteristik teng-
lamasi barcha ildizlarining haqiqiy qismi

a<h</3 (2.12.16)
intervalda yotgan h ning hamma giymatlarida manfiy ishoraga ega,
ya'ni (2.12.15) sistemaning muvozanat holati asimptotik turg'un bo‘lsin.

/(0) =0 va barcha xk £ 0 lar uchun

axiji<xkf(xk)<f}.xj yoki (2.12.17)
xk

tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday bir giymatli va uzluksiz f(x k)

funksiya uchun (2.12.14) sistemaning x, =x2=...=xll=0 muvozanat
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holati butunlayiga asimptotik turg‘un bo‘ladimi yoki yo‘gmi degan
muammo paydo boiadi.

Boshgacha qilib aytganda, agar y =f(x) egri chizigning grafigi
y=ax va y—Px to‘g‘ri chiziglar oralig‘ida joylasEgan bo‘lsa (2.10-
shakl), u holda bu (2.12.14) sistemaning xt=x2=..=*, =0 muvozanat
holati batamom asimptotik turg'un bo'lishi uchun yetarlimi?

Bu muammo M.A. Ayzerman tomonidan qo'‘yildi [4] va juda ham
ko‘p matematik va mexaniklar tadgiqotlariga sabab bo'ldi.

1950-yilda bu masala ikkinchi tartibli sistemalar uchun N.P. Yerugin
tomonidan to‘liq o'rganildi [28]. U o'zining tadqgigotlarida differensial
tenglamalarning sifat nazariyasidan foydalandi. 1952-yilda 1.G. Malkin
ham Lyapunovning ikkinchi usuliga tayanib, bu muammoni ikkinchi
tartibli sistemalar uchun ko'rib chigdi [55]. V.A. Pliss Ayzerman muam-
mosini uchinchi tartibli sistemalar uchun tadqiq etdi [77]. N.P. Yerugin,
1.G. Malkin va V.A. Plissning izlanishlari ko‘pgina kelgusi ilmiy tadqi-
gotlarga yoi ochdi.

2.10-shakl.
Biz bu yerda N.P. Yerugin va |.G. Malkinning natijalarini keltiramiz.
Dastlab nochizigliligi birinchi koordinataga bogliq bo'lgan ikkinchi tartibli

— =f(x) +ay, — =bx+cy (2.12.18)
dt dt
sistemani ko'rib o‘taylik. Uning birinchi yaqinlashish
dx dy
— = hx+ay, — =bx+cy (2.12.19)
dt dt

tenglamalari uchun xarakteristik tenglama
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A2- (h-c)A+hc-ab =0
(2.12.20) koiinishga ega bo‘ladi. Bu tenglama ildizlarining haqiqiy
qismi

h+c<0, hc-ab>0 (.1221)

u-ngsizliklami ganoatlantiruvchi h ning hamma gqiymatlarida manfiy
ishorali bo‘ladi.
(2.12.19) sistema uchun Lyapunov funksiyasini
V=-2(t+c)(ab-hc)x2 (2.1222)

shartni ganoatlantiruvchi V =ax2+ 2i3xy + yy2 kvadratik forma sifa-
tida tanlaymiz.(2.12.22) dan foydalanib, a, /2 va y' o'zgarmas koef-

fitsiyentlarni aniglaganimizdan keyin Lyapunov funksiyasi
V = (cx-ay)2+hcx2-abx?2 (2.12.23)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. (2.12.21) shartlar V ning anig musbat ishorali

funksiya va V ning o‘zgarmas manfiy ishorali funksiya bo‘lishini ta’-
minlaydi.

Endi (2.12.23) funksiya asosida (2.12.18) sistema uchun Lyapunov
funksiyasini tuzamiz. (2.12.18) sistema (2.12.19) sistemadan faqgat hx
funksiya o'rnida f(x) nochizigli funksiya turganligi bilan farqg qiladi.

(2.12.23) ifodasida h koeffitsiyent x2 ning oldida turibdi. Agar hx2

X
ifodani 2 ~hxdx integral sifatida qgarasak, u holda (2.12.18) sistema

o}
uchun Lyapunov funksiyasini
X
V = (cx-ay)2+2c jf(x)dx-abx2 (2.12.24)
o}
ko‘rinishda tanlash tabiiydir. Bu funksiyaning (2.12.18) sistemaga
nisbatan vaqt bo'yicha olingan to‘lig hosilasi

/
V=—2 M +c)U - M c¢c. X

ga teng. V = (cx- ay)2+ 2 j(cf(x)-abx)dx bo‘lganligidan V ning
0

anig musbat ishorali funksiya bo‘lishlik sharti x & 0 da
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a) S/W

~ab>o
dan iborat.

a) shatt ushbu

b) f(*)
~NT +C<0 (ic™O)
shart bilan birgalikda V njna
shini ta’minlaydi. Ravshanki I T ~ manfiy ishorali funksiya bo‘li-
maning butun traektoriyalar( y ® ,1° p*famda ~ =0 boiadi va siste-

uchun U->o00 da q' funksiya cheksiz katta bo‘lishi

s* \{df{x)-abx)dx
0

shart bajarilishini talab qgilish yetarli

a), b) va s) shartlar, Ba I* tv v

(2.12.18) sistema muvozanat hnLSr« a?°Vskiy teoremasiga asosan,
bo‘lishini ta’minlaydi. m§ batamom asimptotik turg'un

Agar s) shart bajarilmasa, u holda O n 1o,

ganday boshlang‘ich shartlarda asimnLt-iT' ' nmg muvozanat h°lati har
sovskiy tomonidan ko‘rsatilgan [391 turg‘un bo‘lmasligi N.N. Kra-
Endi nochiziqgli ikkinchi korn-H;, ™*
dx nataga bog‘iiq bo‘lgan ikkinchi tartibli
-T =ax+f(y) fry .
dt y>’ dt~bx+cy (2-12.25)

sistemani ko‘rib o‘tamiz. Bu sictf.itr« e
q sistemanmg birinchi yaginlashish
X

+ , EL- A
dt y Ziff ~ bx iy (2.12.26)

tenglamalari uchun xarakteristik. tenglama

t'-te +cU+ac-bh”o
ko‘rinishga ega. Bu tenglama ..

uchun arming haqiqiy qismi rﬁanfiy bo'lishi
&+C<n

o . o ) oc~bh>Q
tengsizliklammg bajanlishi yetarli v&

f(y)=yh(y) bo‘lsin, u holda



Bundan tashqari, M ning yetarlicha katta qiymatlari uchun

ac-bh(y)> £ tengsizlik bajariladi deb faraz qilamiz, bu yerda £ -
istalgancha kichik musbat son.

Xususan, agar »>=0 bo‘lsa, u holda f(x) funksiya chegaralanma-

gan. Ammo b=0 da, (2.12.27) asosan a<0, <c¢<0 boiadi va
(2.12.25) sistemani bevosita integrallash natijasi shuni ko'rsaladiki,
muvozanat holati bar ganday boshlangich shartlarda va har ganday
f(x) funksiya uchun asimptotik turg'un bo‘ladi.

Endi b &0 deb hisoblab, quyidagi funksiyani garaymiz:

y
2V ~-2b jf(y)dy + bx2-2 abxy + (a +c)ay2=
° (2.12.28)
y
=2 j\ac-bh(y)lydy + (bx-ay)2.
o}

(2.12.27) shartga asosan V aniq musbat ishorali funksiya boiadi. V
ning (2.12.25) na nisbatan vaqt bo‘yicha toiiq hosilasini olamiz:

—ac(a+c)y2-b(a +c)f(y).
clt

Endi f(y) o‘rniga (2.12.27) ni ganoatlantiradigan h-h (y) ni

gqo‘yib, >~ 0 lar uchun
N—=(a+c) (ac-bh)y2<0 (2.12.29)
dt

ni hosil gilamiz.

Bu yerdan, agar (2.12.25) tenglamalardagi funksiya (2.12.27) shartni
(lanoatlantirsa, u holda muvozanat holat har ganday boshlangich shart-
larda ham asimptotik turg‘un boiadi degan natijaga kelamiz.

Demak, (2.12.18) va (2.12.25) sistemalar uchun M.A. Ayzerman
nuiainmosi doimo ijobiy hal boiadi.
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Il BOB. KONSERVATIV SISTEMALAR MUVOZANAT
HOLATI VA STATSIONAR HARAKATLARINING
TURG'UNLIGI

1- 8. Muvozanat holatining turg‘unligi hagldagi Lagranj
ieoremasi

Agar toyilgan harakat differensial tenglaraalari
dx —
— = X 5(x\;X2,...,X,,) (s =\,n) (3.1.1)
at
V (xt,x2,...,xn) = const birinchi integralga ega bo‘lsa, V{x],x2,...,xn) aniq

ishorali funksiya, u holda Lyapunov teoremasi toyilmagan harakatning
turg‘unligini isbotlashga imkoniyat yaratadi. Hagigatan ham, bu holda

V =0 va V funksiya Lyapunov teoremasining hamma shartlarini ganoat-
lantiradi. Bu erdan toyilmagan harakatning turg‘unligi kelib chigadi. Xuddi
shu holat bilan golonom konservativ sistemalar muvozanat holatining
turg'unligini tadqiq etayotganda duch kelamiz.

1788-yilda fransuz olimi J. Lagranj (1736-1813) o'zining “Analitik
mexanika” kitobida ixtiyoriy golonom Kkonservativ sistema muvozanat
holati turg'unligining etarli shartlarini topdi [51].

Golonom va statsionar bog‘lanishlarga ega bolgan mexanik sistema-

ni ko'raylik. Sistemaning holatini ql,q2,...,qs umumlashgan erkin koor-
dinatalar aniglasin. Ravshanki, bunday sistemaning muvozanat holatida

Qk umumlashgan kuchlar nolga teng bo‘ladi:
6,=0, 02=0,...,0n0. (3.1.2)

Agar Qk umumlashgan kuchlar qi koordinatalar va q, tezliklarga

bog‘liq bo‘lsa, u holda sistemaning muvozanat holatlarini topish uchun
(3.1.2) tengliklarda qgj- 0 ni Kkiritib, hosil bo'lgan tenglamalarni

gl,q2,...,qs larga nisbatan echish kerak.

Konservativ sistemalar uchun

(3.1-3)

bu yerda P- sistemaning potentsial energiyasi.
(3.1.3) ga asosan (3.1.2) tenglamalar quyidagi ko'rinishga ega:
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as7 _ 0 m dn_
%2, ’ dg2 ' 'dgs

=0. (3.1.4)

Bu tenglamalarni ql,q2',...,qs larga nisbatan echsak, muvozanat ho-

latlarni aniglaymiz. Bunday muvozanat holatlar bir nechta va ulaming
ayrimlari turg'un, ayrimlari esa noturg'un bo‘lishi mumkin. Masalan,
oddiy matematik mayatnik ikkita muvozanat holatiga ega: quyi muvozanat
holati turg‘un va yugori muvozanat holati noturg‘un bo'ladi.

Sistemaning birorta mavjud bo'lgan muvozanat holatini ko‘ramiz. Bu
iolatda potentsial energiya nolga teng bo‘lsin. Bunga har doim yerishish
mumkin, chunki potentsial energiya doimo additiv o'zgarmasgacha aniq-

likda topiladi. Bundan tashqari, muvozanat holatida gq{=92=..=9s=0
bo'lsin, Muvozanat holatining turg'unligini qv -,q % koordinatalar va

gv q2,...,gs tezliklarga nisbatan ko‘rib o‘tamiz. U vaqtda Lagranjning

d dT _ ar 9/7 dgk —
- Tk (k=Ts) (3.1.5)
dt dgk dgk dgk’ dt
tenglamalari toyilgan harakatning tenglamalari bo'ladi. Tenglamalar soni
n = 2s. va ular
T+1l=nh (3.1.6)

energiya integraliga ega bo'ladi, T - sistemaning Kkinetik energiyasi.
Golonom konservativ sistemalar uchun

1
(3.1.7)
j=1 k=1
(3.1.8)
bo'ladi, bu erda
|' AN n
d2n
cki~cjk ~ (3.1.9)
Kdtjdg*jQ
o N
d-T (3.1.10)
akj=ajk = s
dq jdq,
. giaq 7

Lagranj-Dirixle teoremasi. Agar golonom statsionar bog'lanish-
larga ega bo'lgan konservativ sistemaning yakkalangan (izolirovanniy)
muvozanat holatida potensial energiya minimumga ega bo‘lsa, u holda
bu muvozanat holat turg‘un bo'ladi.
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Isbot. Ko'rilayotgan muvozanat holatida potentsial energiya mini-
mumga ega boisin. U holda gx=qgq2=...=qs=0 muvozanat holatining

istalgancha kichik .atrofiela /7 potensial energiyaning giymatlari musbat
boiadi. Bu muvozanat holatining kichik atrofida P potensial energiya
g- o'zgaruvchilarning anig musbat ishorali funksiyasi boiishini ko'rsa-

tadi. Boshga tomondan, golonom va statsionar bogianishli konservativ
sistemaning (3.1.8) kinetik energiyasi ¢g- umumlashgan tezliklarning

aniq musbat ishorali kvadratik formasi boiadi. Demak, (3.1.6) ga
asosan sistemaning to‘lig energiyasi

V=T+l1l (3.1.11)
gx...,0s umumlashgan koordinatalar va gxq2,...,s umumlashgan tez-
liklarning anig musbat ishorali funksiyasidan iboratdir. V funksiyaning

vaqt bo'yicha to‘lig hosilasi, (3.1.6) ga asosan, nolga teng, ya'ni V =0.
Shunday qilib, V funksiya Lyapunov teoremasining hamma shartlarini
ganoatlantirgani uchun ko'rilayotgan mexanik sistemaning qgx-g 2=...

.=(qs=0 muvozanat holati turg‘un boiadi.

Lagranj-Dirixle teoremasi amaliyotda keng qo‘llaniladi. Uni amalda
go‘llash uchun T va P funksiyalarni (3.1.7) va (3.1.8) ko‘rinishlarga
keltirgandan keyin Silvester kriteriysidan foydalanish kerak. Agar ckj

koeffitsientlar Silvester Kkriteriysini ganoatlantirsa, u holda (3.1.7) ring
kvadratik gismi gx...,qs o'zgaruvchilaming aniq musbat ishorali ftrnk-

tsiyasi, demak, P potentsial energiya ham muvozanat holati atrofida aniq
musbat ishorali funksiya boiadi. Bu potentsial energiyaning minimum
giymatga egaligini hamda sistema, Lagranj teoremasiga asosan, mMuvo-
zanat holatining turg'un ekanligini bildiradi.

Lagranj-Dirixle teoremasi faqaigina konservativ sistema muvozanat
holati turg'unligining ‘ctarli shartini aniglaydi: agar yakkalangan. muvo-
zanat holatida potentsial energiya minimumga ega bolsa, u holda
bunday muvozanat holat turg‘un boiadi.

Ammo sistemaning muvozanat holatida potensia! energiya maksi-
mumga ega boisa, u holda bunday muvozanat holat noturg‘un boia-
dimi yoki yo‘gmi, degan savolga bu teorema javob bermaydi.

Amaliyotda juda ham zarur boigan bu savolga Lyapunov o'zining ik-
Id teoremasi bilan javob bergan. Bu teoremalarni isbotsiz keltiramiz [52].

Lyapunovning birinchi teoremasi. Agar yakkalangan muvozanat ho-
latida potentsial energiya minimumga ega bo'hnasa va lining mavjud
emasligi potensial energiya yoyilmasidagi yuqori tartibli hadlarni jalb
etmasdan fagat ikkinchi tartibli hadlar bilan aniglansa, u holda muvo-
zanat holat noturg ‘lin bo ‘ladi.

80



Lyapunovning ikkinchi teoremas!. Agar yakkalangan muvozanat ho-
latida potensial energiya maksimumga ega bo'lsa va bu holat potentsial
energiya yoyilmasida mcivjud bo'lgan hadlarnifig eng kam yuqori darajali
hadlari bilan aniqlansa, u holda muvozanat holat noturg ‘un bo'ladim

N.G. Chetayev Lyapunovning bu ikkala teoremasini umumlashtirib,
guyidagi teoremani isbot etdi [102].

Teorema. Agar qi,q2,...,qs o ‘zgaruvchilarning analitik funksiyasi

bo'lgan potensial energiya yakkalangan muvozanat holatida minimumga
ega bo ‘Imasa, u holda muvozanat holat noturg ‘un bo ‘ladi.

2- 8. Lagranj-Dirixle teoremasining tatbiqiga doir misollar

Endi Lagranj-Dirixle teoremasining tatbiglarini ko‘rib o‘tamiz.

Misol. Massa markazi tayanchdan yuqorida turgan fizik mayat-
nikning muvozanat holati noturg ‘un bo ladi. Bu holatni barqgarorlash-
tirish uchun jism bilan tayanch o ‘rtasiga spiral prujina o ‘rnatilgan. Bu
spiral prujina mayatnikning a og'ish burchagiga proportsional bo'lgan
tiklovchi moment yaratadi. Muvozanat holatini bargarorlashtirish uchun
proportsionallik koejfitsiyentining giymatini ganday tanlab olish kerak?

Echish. Jismga ta’sir etayotgan kuchlarning potensial energiyasi

ga teng bo‘ladi, bu yerda m-jismning massasi, /-massa markazi G
bilan mayatnikning tebranish o‘gi O orasidagi masofa (I=0G), c-

izlanayotgan prujinaning gattiglik koeffitsiyenti.

3.1- shakl.
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Muvozanat holatida

— - Ti'=-mglsina+ca=0.
da

Parametrlarning har ganday qiymatida ham bu tenglamaning yechimi
a - 0, ya'ni fizik mayatnikning muvozanat holati a - 0 bo'ladi.

n'\0)=-mgl+c>0
bolganda, potensial energiya muvozanat holatida minimumga ega bo‘-
iadi. Bu yerdan
c > mgl
boigandagina, muvozanat holatining turg‘un (bargaror) bo'lishi kelib

chiqadi.
3- 8 Siklik koordinatalar, Raus almashttrlshi

Shunday mexanik sistemalar sinfi mavjudki, ularning kinetik energi-
yasi oshkor ravishda ba’zi koordinatalarga bogiig bolmaydi va bu ko-
ordinatalarga mos kelgan umumlashgan kuchlar noiga teng bo'ladi. Bun-
day koordinatalar siklik koordinatalar, qolganlari esa pozitsion Yyoki
siosiklik koordinatalar deb ataladi. Masalan, Yer sun’iy voldoshi uchun
(p siklik koordinata, 0 va r .lar pozitsion koordinatalar, konik (konus-

simon) mayatnik uchun y/siklik koordinata, & esa pozitsion koordinata
boiadi. Pildirog uchun a va ji pozision, (p siklik koordinatadir.
Biror dinamik sistema uchun qvq2,...,qs pozitsion va < <92,..,(pm

siklik koordinatalar bo‘lsin. Siklik koordinatalar uchun Lagranj tengla-
masini tuzamiz:

ddTdT - ,
—_ _ _ - Qv. 0 =1, 3-3.1
dt a(pj a(p; ¢ V* «) E DB

T kinetik energiya siklik koordinata ta’'rifiga asosan oshkora ravishda
<f ga bog‘lig bo'Imagani uchun

»1=0.
dfj

Bundan tashqari, siklik koordinatalarga mos kelgan Q umum-

lashgan kuchlar nolga teng, ya’ni

QP j= O- (3.3.2)

82



Shunday qilib, siklik koordinatalar uchun (3.3.1) Lagranj teng-
lamalari

(3.3.3)

ko'rinishga keladi. Bu tenglamalar quyidagi

p.=t— =C:= const (J=1m) (3.3.4)
depj

birinchi integrallarga ega, ya’ni siklik koordinatalarga mos kelgan
mnumlashgan impulslar butun harakat davomidci o'zgarmas bo'lib qo-

Pozitsion koordinatalar uchun Lagranj tenglamalarini almashtirishda
(3.3.4) birinchi integrallardan foydalanish raumkin.

Bu almashtirishlar Raus tomonidan ko‘rsatilgani uchun uning nomi
hilan yuritiladi. Biz bu yerda faqat olingan natijalami keltiramiz. Natija-
larning isbotini D.R. Merkin va N.G. Chetayevning [60,102] kitoblaridan
topasiz.

T kinetik energiya tezliklarga nisbalan kvadratik forma boMgani uchun

(3.3.4) birinchi integrallarning o‘ng tarafi (p- siklik tezliklarga nisbatan
chizigli bo‘ladi. m ta birinchi integraldan (pJ larni gk va gk lai' orgali

ifodalaymiz va ularni T siklik energiyaning ifodasiga kiritib, hosil bo‘l-
gan yangi ifodani T* bilan belgilaymiz. Bundan keyin R Raus funk-
siyasini

(3.3.5)

formula orqali aniqlab olamiz.
Bu formulada <k siklik tezliklar ularning (3.3.4) birinchi integ-

rallardan topiigan ifodalar bilan almashtirilgan deb gqaraladi. q. pozi-

tsion koordinatalar uchun tenglamalar (sistemaga ta’sir etayotgan kuch-
lar potensial kuchlar deb faraz qilinadi; aks holda tenglamaning o‘ng

tarafida Q, umumléshgan kuchlar turadi)

ko'rinishga keladi.
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Raus funksiyasi fagat gk va gk larga bog‘lig bo‘lib, < siklik
koordinata va (p siklik tezlikka bogiig boimaydi. Shtming uchun ham

pozitsion koordinatalar bo‘yicha sodir boiayotgan harakatni (siklik
koordinatalami inobatga olmaganday bo‘lib) (3.3.6) tenglamaiar asosida.
tadgiq gilish mumkin. Shu sababli siklik koordinatalar bo‘yicha yuz
berayotgan harakatni oshkormas harakat va pozitsion koordinatalar
bo'yicha sodir bo‘layotgan harakatni oshkor harakat deb aytamiz.

Endi R Raus funksiyasining strukturasini (tuzilishini) ko'rib o‘tay-
lik. Hanima bajarilgan almashtirishlar natijasida hosil gilingan va (3.3.5)

formula bilan aniglanadigan R Raus funksiyasi uchta hadning yig‘indi-
sidan iborat bo'ladi:

R=R2%RI+RO, (3.3.7)
bu yerda R2 - ifodasida g pozitsion tezliklar ikkinchi darajada gatna-

shuvchi hadlar yig‘indisi, ya’ni
1 s s

A= (3.3.8)
1 j=1 k2l

R{~ ifodasida q pozitsion tezliklar birinchi darajada gatnashuvchi
hadlar vig'indisi, .ya’ni
R ~"aqj, (3.3.9)
=i
RO - ifodasi g pozitsion tezliklarga bog‘lig boimagan hadlar
yig‘indisi. Bu tengliklarda ak=ajk hamda aj va RO lar gxq2,...,qs
pozitsion koordinatalar va c..c2, . o ‘zgarmas sonlarga bogiiqg funk-
siyalar. R2 kvadratik forma aniq musb'at ishorali bo‘ladi [61].
(3.3.6) tenglamalarga R Raus funksiyasining ifodasini (3.3.7) dar
keltirib go‘yamiz:
d d(R2+R,+R0) d(R2+ R,+R0O)_ dn
dt déij dag daj
RO ning q bogiigmasligini hisobga olib va alohida qo‘shiluv-
chilarga ajratib guruhlaganimizdan keyin

d 6Rz dR: _ a7 3gp [ddRj 37
dt dcjj dqi dqi 1dt dqi dqj

(3.3.10)
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ilbdaga kelamiz. (3.3.9) foormuladan foydalanib, o‘ng tomonda gavs
ichidagi ifodani almashtiramiz:

dRt 3 wv-i
— 1

=-—> aigi= aj.

«j koeffitsiyentning qg],q2,...,qs lar orgali t vaqtga nisbatan murakkab

funksiya ekanligini hisobga olib,

dtdqj dt ¢idgk k

ni topamiz. (3.3.9) formulada j indeksni Kk ga almashtirib, gqi bo‘yicha

ilifferensiallaymiz:

dRi 3 . X -'3ai

Demalk,
irL_~L =V -V o i
dtdqj dqj ¢ L 3?* fy, k |1 k *°

i>uerda gjk giroskopik koeffitsiyenilar

; da (3.3.H)

<% dqj

icuglik bilan aniglanadi.
Endi (3.3.10) tengiamalami quyidagi ko'rinishga keltirish mumKkin:

? n — -
ddR? dR7 AW " (/=Ts), {3.3.12)
dt 6gj ctgj  dgj
bu yerda
W =n-R a. (3.3.13)
(3.3.12) tenglamalanii biror keltirilgan sistema deb garash mumkinki,

mida K2 va W funksiyalar mos ravishda kinetik va potensial energiya

.~a/ifasini bajaradi. Bu sistemaning umumlashgan kuchlari

dw:* ~



tengliklar bifaa amglanadi, bu yerda gjkgk - giroskopik kuchlar deb

ataiadi. Giroskopik koeffitsiyentlaming aniglanishiga ko‘ra ((3.3.11) ga
garang), ularrfing matritsasi qiyshiq siriimetrik boladi, ya’'ni

gjk-Ski- (3.3.15)

Agar giroskopik kuchlar yo‘q bolsa (bu holat, odatda, i?, =0 da yuz

beradi), u holda sistemani giroskopik boglanmagan deb ataymiz. Gi-
roskopik kuchlaming asosiy xususiyati shundan iboratki, haqiqgiy siljish-
da ularning bajargan ishi nolga teng boladi. Bu xususiyat ularga Tom-
son va Tet bergan [112] ta’rifning asosini tashkil etadi.

(3.3.12) keltirilgan sistemaning differensial tenglamalaridan energiya
integralini hosil gilish mumkin:

R2+W = R2+11-R0- const. (3.3.16)

Bu integralning fizik ma’nosi ravshandir: keltirilgan sistemaga ta’sir
etayotgan giroskopik kuchlar ish bajarmaydi va, demak, ular umumiy
energiya balansini o'zgartirmaydi.

4- § Statsionar harakallar turg‘unligi

Malura sharoitda mta siklik va ta pozitsion koordinatalari bol-
gan moddiy sistema statsionar harakai gilishi mumkin. Statsionar hara-
katda hamraa pozitsion koordinatalar va siklik tezlikiar boshlang'ich
giymatlariga teng bolgan o‘zgarmas giymatga ega boladi. Bu stat-
sionar harakat mavjud bolishi uchun zarur bolgan shart quyidagi mu-
lohazalardan kelib chigadi.

Ta’'rifga asosan statsionar harakatda barcha pozitsion koordinatalar
giymatlarini o'zgarmas holda saglaydi, ya’ni

giAi) = gk0= const (k=1,s).

Bu keltirilgan sistemaning muvozanatda (harakatsiz) turishini bil-
diradi. 0 ‘z navbatida buning uchun sistemaga ta’sir etayotgan hamma
umumlashgan kuchlar nolga teng, ya’ni

dw R e A
Qj=~ =0
n A
bolishi yoki statsionar harakatda (keltirilgan sistema muvozanatda)

barcha qj lar uchun gk =0 bolishini hisobga olganda



(34.1)

boiishi zarur va yetarlidir.
Keltirilgan sistemaning potensial energiyasi W ~1J-R 0 ((3.3.13) ga

garang) ekanligini hisobga olib, (3.4.1) shartlarga boshqacha koi'inish
berish mumkin:

(3.4.2)

Shunday qilib, statsionar harakat mavjud bo'lishi uchun q. pozision

koordinatalcirning boshlang'ich qgiymatlari s ti (3.4.1) shartlami
ganoatlantirishi va hamma pozitsion tezliklarning boshlang'ich qiy-
matlari nolga teng bo'lishi (q =consi va q=0 bo'lganda hamma <

siklik tezliklar o ‘zgarmas giymatlarini saglaydi) yetarli va zarurdir.

RO ning ifodasiga (3.3.4) siklik integrallarnmg cj o‘zgarmas sonlari
kirganliklari tufayli q0j ning statsionar harakatlari giymati cj ni o‘z
ichiga oigan é siklik tezlikiarga bog‘lig boiadi.

Statsionar harakatni foyilmagan harakat sifatida garab, uning turg‘un

bolish shartlarini aniglaymiz. Umumiylikni buzmasdan, statsionar
harakatda hamma q. pozitsion koordinatalar nolga teng, ya’'ni (3.4.1)

icngiamalairnijjg yechimlari gw=q20=..=qs0=0 deb qgabul gilishimiz
mumkin. U holda keltirilgan sistemaning (3.3.12) tenglamalari qj

,>ozitsion koordinatalar va qj pozitsion tezlikiarga nisbatan toyilgan ha-

rakatning differensia.l tenglamalari boiadi. Statsionar harakatning
turg‘unligi haqidagi bir gator teoremalarni Raus isbot giigan. Bu erda
ular orasidan ko‘p targalgan va amaliyotda muhim boigan bittasini
keltiramiz.

Raus teoremasi. Agar statsionar harakatda keltirilgan sistemaning
W = 11- RO potensial energiyasi minimumga ega bo ‘Isa, u holda, hech
bo'Imaganda (3.3,4) siklik integrailarning giymatini buzmaydigan toyi-

lishiar uchun, statsionar harakat qj pozitsion koordinatalar va q, tez-

likiarga nisbatan turg'un bo'ladi.
Isbot. Berilgan moddiy sistemaning statsionar harakati paytida kel-
tirilgan sistema muvozanatda (harakatsiz) boiadi. Bundan tashqari, kel-
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tirilgan sistema uchun (3.3.16) energSa integrali mavjud. Shu tufayli
Raus teoremasini isbot qilish uchun Lagranj teoremasining isbotini
gaytarish yetarli.

Keltirilgan Raus teoremasi faqatgina (3.3,4) ~siklik integrallarning
giymatini buzmaydigan toyilishlar uchun to‘g‘ridir. Lyapunov Rausning
bu teoremasidagi kamchilikni tuzatadigan teoremani yaratdi. Biz uni is-
botsiz keltiramiz.

Teorema. Agar Kkeltirilgan sistema W potensial energiyasi ham
ko'rilayotgan statsionar harakatga tnos keluvchi p. =c. giymatlar uchun

ham pj =cj+T)j] giymatlar uchun minimumga ega, bu yercla /]

yetarlicha kichik miqgdor, hérrida W ni minimumga aylantiruvchi

gql.92,.:.,qs o'zgaruvchilarning qiymatlari pj migdorlarning uzhtksiz
funksiyalari bo‘lsa, u holda statsionar liarakat gk pozision koor-

dinatalar va gk tezliklarga nisbatcin turg 'un bo ‘ladi.

Lyapunov Raus teoremasini umumlashtirgan bu teoremasining is-
botini keltirmagan.

W uzluksiz funksiya bo'lgan hoi uchun V.V. Rumyansev bu teo-
remani isbot giladi [81J. [81] Kkitobda statsionar harakatlar turg‘unllk naza-
riyasi deyarli toiiq keltirilgan. Kitobdagi ko‘p natijalar V.V. Rumyansev
tomonidan olingan.

Ta’kidlash zarurki, statsionar harakatlarning turg‘unligiga potensial
energiya minimumga ega bo‘lmagan holda ham erishish mumkin (giros-
kopik kuchlar yordami bilan). Shuning uchun ham Lagranj teoremasiga
teskari bolgan Lyapunov va Chetayev teoremalaiini statsionar harakatga
gollash mumkin emas.

Ammo giroskopik bog‘lanmagan sistemalar uchun quyidagi teorema
to‘g ‘ridir.

Teorema. Agar giroskopik bog'lanmagan sistemaning yakkalangan
statsionar harakati uchun (3.3.4) siklik integrallarning mahkamlangan
giymatlarida g laming analitik funksiyasi bo‘lgan W minimum qiy-
matga ega bo'lmasa, u holda statsionar harakat noturg'un bo ‘ladi.

Izoh. Raus teoremasini amaliy masalalarni yechishda foydaianish
uchun teorema shartlari bajarilganda, W -W 0 funksiyaning aniqg musbat
ishorali ekanligini aniglasli yetarli, bu yercla W ning statsionar
harakatdagi giymati WQ cleb olingan, Shuning uchun ham bu funksiyani

gatorgci yoyish va Silvester kriteriysidan foydaianish kerak.
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S-1= Raus teoremasinmg tatbiqiga doir misoilar

Kitobning 2- bobida konussimon mayatnik va Yer sun’iy yo‘ldoshi stat-
sionar harakatlarining turg‘unligim Chetayev usuli bilan isbot gilgan edik.
lindi Raus teoremasim tatbiq etib shu natijalarni olamiz.

1-mi s o 1 Konik mayatnik statsionar harakatining turg-‘unligi

Oldin konik (konussimon) mayatnikning quyidagi Kkinetik va po-

tensial energiyalari topilgan edi:

T=-1TT'{92+w2s\n29). M=-mglcos9.

1
u ifodalardan ko‘rinib turibdiki, y/ - siklik koordinata (u kinetik
nergiya ifbdasiga fagat y barchak tezlik orgali kiryapti va potensial
pozision koordinata. (3.3.4) formulaga

inergiya ifcdasida yo‘q) va 9
isosan, siklik integralni tuzamiz:

p=?L =ml2an29-i/f=:c, (3.5.1)

df
3a yerdan \f topib, T kinetik energiya ifodasiga kiritamiz:

W - e , T*=—mI292 + — —-2—7~2--=
ml sin 9 2 2 ml'sin'9
(3.3.5) formuiadan foydalanib, R Raus funksiyasini topamiz:
1 . 1 ' Cc
R=T*-cuf-~mI1292+ - NN s [
2 2 ml'sin“9 ml'sm'9
yoki
R=-ml292- - ,C-— =
2 2ml'sin 9
(3.3.7), (3.3.8) va (3.3.9) formulalarga asoslanib,
Rn=-mi§" K=-0, Ro=-+ €
' u 2 ml2sin29

2

gilamiz. /2, =0 bo'lganligi uchun koiilayOtgan sistema giro-

ni hosil
Endi Kkeltirilgan sistemaning W =n~RO0

skopik boglanmagan bo'ladi.

potensial energiyasini topamiz:



Barqaror harakatdagi 6 burchakning giymatini a bilan, if/ sikiik
tezlikning qiymatini c bilan belgilaymiz. Statsionar liarakdt mavjud
boiishining .(3.4.1) sharti quyidagi koiinishga ega boiadT;

3wA c cosa

— -mgisma- — = (3.5.3)
ad )ga ml sio; a

yoki almashtirishlar o‘tkazgandan keyin

sin® a
(3.5.4)

cosa m?_ *

ga keladi.

Bu formula (3.5.3) tenglamaning bir parametrli yechimiar oilasini
aniglaydi va (3.5.4) ga mos keladigan konussimon mayatnik burchak
tezligining giymati (3.5.1) tenglikd'an aniqlanadi:

iff=y0=0-—~ ) (3.5.5)
ml~sut™a
(3.5.4) va (3.5.5) tengliklardan c paramétrai chigarsak, ushbii tenglikka
kelamiz:

6i2cosa= —.
|

Bu tenglik konik mayatnik statsionar harakating mavjud bo'lishi sharti
hisoblanadi va oldin biz uni elementar mulohazalar orgali topgan edik.
Endi mayatnik statsionar harakatim toyilmagan harakat sifatida qabul
qilib, uning turg‘unligini Raus teoremasi yordamida tadqiq qilarim,
Buning uchun O-a+x ni W rang (3.5.2) ifodasiga Kkiritaraiz va
W -W(q ayirmani x ning darajalari bo‘yicha gatorga yoyaamiz:

(dw
W-W,, X+ - X + ..
a0 6-a 3~6 6

yoki (3.5.3) ni hisobga olib,

W-W 1(32w "
2 ‘a2, _
Je=a

ni hosil gilamiz, bu yerda nuqtalar bilan x ning darajalari ikkmchidan
/. -\
. . . a~W
yugori boigan hadlar belgilangan. ni topib o‘rniga go'ygani-
\ Je=a

mizdan keyin
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c2 sin2a +3cos2a
w-wQ@- mgl+—2 .
u 2 mi sin «
mi ega bo'lamiz.
X2 oldida8i ko‘paytuvchi musbatligi uchun W funksiya statsionar

n
lurakatda minmmmga ega. Bundan tashqari, har qanday B = CC®—

ichun (3.5.4) yechim (3.5.1) integraldagi ¢ o'zgarmas songa uzluksiz
hog'iqg. Siklik tezlik f = (0 ham 0=a*Q giymatlarda ¢ ga uzluksiz

hoy.'Uq bo'ladi. Shuning uchun ham Raus teoremasi va umumlashgan
=nov teoremasiga asosan konik mayathikning statsionai haiakad

’

B va \ff o'zgaruvchilarga nisbatan turg‘undir.



IV BOB. STATSIONAR HARAKATLAR UCHIIJN BIRINCHI
YAQINLASHISH USULI BO‘YICHA TURG‘UNLIK
KRITERIYLARI

Ko‘p hollarda, asosan aroaliyotda, harakatning turg‘unligini birinchi
yaginlashish tenglamalari asosida tadqiq giladilar. Ammo, kitobning 1-
bobida ko‘rsatganimizdek, birinchi yaqginlashish tenglamalari harakat tur-
g'unligi haqida umuman noto‘g‘ri xulosalar berishi mumkin. Shuning
uchun ham shunday shartlarni topish masalasi tug‘iladiki, bu shartlar ba-
jarilganda, birinchi yagqginlashish tenglamalari asosida harakat turg'unligi
hagida to‘g‘ri xulosa chigarish mumkin bo‘lsin. Boshqacha qilib aytgan-
da, gandcty shartlar bajarilganda, birinchi yaqinlashish tenglamalari
asosida turg'unlik hagida olingan natijalar to‘g ‘ri bo'ladi degan xnuam-
mo paydo bo‘ladi. Bu muammo XIX asrning ikkinchi yarmida paydo
bo‘ldi va uni A.M. Lyapunov 1892-yili o‘zining doktorlik dsssertatsiya-
sida avtonom sistemalar va ba’zi bir noavtonom sistemalar uchun yechdi.

Bu bobda bargaror harakatlar uchun birinchi yaginlashish usuli bc‘yi-
cha turg‘unlik kriteriylarini (yetarli va zarur shartlarni) bavon etamiz.

1- 8. Birinchi yaqginlashish tenglamalari

Biror sistema toyilgan harakatining differensial tenglamalari quyidi
gi ko'rinishda berilgan bolsin:
dx. —
-dr +PiS 2+~"+PsU& + X s{xi,xl,..,j,,) (5=1n). (4.1.1)
t

Bu yerda psj - o‘zgarmas sonlar, Xs esa /vaqtga bogiig bolmagas?:
xi,x2,—xn o‘zgaruvchiiarning funksiyaiari va
\x\<H (4.1.2)

sohada o‘sha o‘zgaruvchilar darajalari bo'yicha gatorga yoyiluvchi va
yoyilmasi birinchi hadining darajasi ikkidan kam bo‘Imasiigi kcrak.
(4.1.1) sistemaning birinchi yaqginlashish tenglamalari
dx,
dt

= PS\X\+ Ps2*2 + - + Psnxn (5 = l,«)e (4.1.3)

Bu tenglamalarning xususiy yechimiari quyidagi ko'rinishda ixlanadi:

(4.1.4)
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bit ycrda A1V..,A,,, X - o'zgarmas sonlar. (4.1.4) laming vaqt bo'yicha

hosilasi
X ,= A ,/ xn=AjeM (4.1.5)

ga teng boladi. xvx2,...,xn va x,,x2,....X,, laming qiymatlarini (4.1.4)

va (4.1.5) lardan (4.1.3) ga keltirib go‘yib va nolga teng bo'Imagan eh
umumiy ko'paytuvchiga qgisqartirib, hadlarni guruhlaganimizdan keyin
(PN1—X)At+ P\2"2 PIAn —

P2A + (p2 —A)A2+...+ P2nA, —O0; (4 16)

PL,A +P2\A2 + - + (P~ =

anigmas A, ,A2,..., A, 0‘zgarmas sonlarga nisbatan bir jinsli chiziqli al-
gebraik tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bu sistema noldan farq qiluv-
chi yechirnga (aks holda hamma x, =0) ega bo‘lishi uchun uning deter-

minant! nolga aylanishi zarur:

Pn-A  pu - Py,
P21 P2 ~A e+ Pin

D(A) = (4.1.7)
Pnl Pn2 e P -

Bu yerdan quyidagini hosil gilamiz
(loX +a{X +..+a(—o0, (4.1.8)

bunda as koeffisiyentlar (4.1.3) tenglamalardagi py koeffisiyentlarning

funksiyalari bo‘ladi (i =1,n, j =\,n). (4.1.7) ni xarakteristik determi-
nant va (4.1.8) ni (4.1.3) birinchi yaqinlashish tenglamalari siste-
masining X ga nisbatan xarakteristik tenglamasi deb ataymiz.

Algebraning asosiy teoremasiga asosan (4.1.8) xarakteristik tenglama
n ta ALA2,..,Xii ildizlarga ega bo'ladi.

a) Agar xarakteristik tenglama ildizlari orasida karralilari bo‘Imasa

(ya’'ni bir-biriga teng emas), u holda har doim shunday xosmas chizigli
almashtirish
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yk=2z v o (* = Lw) (4.1.9)

mavjudki (bu yerda Vi - gandaydir' o‘zgarmas sonlar), u (4.1.3) bi-
rinchi yaqinlashish tenglamalarini quyidagi ko‘rinishga keltiradi:
=4 yt,

2= 27
y (4.1.10)

Y, =Ky, -
yl,y2,-->yn o'zgaruvchilar kanonik o‘zgaruvchilar deb aytamiz. Agar

(4.1.9) almashtirishlarni (4.1.1) toyilgan harakat tenglamalariga nisbatan
goilasak, u holda quyidagini hosil gilamiz:

)i = Xyi + Fi,
Y=AvVv2+K,,
‘ ' (4.111)
yn=\yn+Ym
bu yerda Ys (s=\,n) - nochizigli hadlar, yoyilmasi larga

nisbatan kamida ikkinchi darajali hadlardan boshlanadi.
Xarakteristik tenglamaning har ganday X -a +ifi kornpleks ildiziga

bitta X=a-ip gqo‘shma ildiz raos keladi (a, {3 - haqiqiy o'zgarmas

sonlar). Ularga Y =u +iv va Y =u-iv kornpleks - go'shma kanonik
o'zgaruvchilar mos keladi, bu yerda it va v lar t ning haqigiy funk-
siyasi. Xarakteristik tenglamaning haqiqgiy ildiziariga y haqiqiy kano-
nik o'zgaruvchilar mos keladi.

(4.1.9) almashtirishning VI koeffisiyentlari o'zgarmas sonlar bo'lgan-
ligi uchun toyilmagan harakatning xk o'zgaiuvchiiarga nisbatan tur-

g'unligidan (noturg'unligidan) yk kanonik o'zgaruvchilarga nisbatan

turg'unligi (noturg'unligi) kelib chigadi va, aksincha.
Ko'rilayotgan sistemaning toyilgan harakat differensial tengiamalari
(4.1.3) ko'rinishda bo'lsin yoki kanonik o'zgaruvchilarda (4.1.10)

ko'rinishda, ya’ni chizigli bo'lsin. \,b,...,X n lar bir-biriga teng bo'l-
maganligi uchun (oddiy ildizlar), (4.1.10) tenglamalar ham bir-biriga
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liog'liq emas. Ular oson integrallanadi va umamiy yechim quyidagi
koi'inishga ega:

</
Yy, =-yOle =
i
y2 yo* (4.1.12)
y., = y0
hu yerda yui,-,y On lar yn laming /=0 paytdagi (boshlang‘ich)

giymatlari.
Ak = ak + iRk xarakteristik tenglamaning ildizi boisin. Agar ak* 0

va Bk*0 bo‘lsa, kompleks ildizga, ak- 0 va RBk*0 bo‘lsa sof
mavhum ildizga, ak* 0 va Rk=0 bolsa, haqiqiy ildizga, ak=8k=10

hoiganda esa nol ildizga ega bo‘lamiz. Ma’lumki,

(ak+iBK)i _ akt gk

yoki har ganday Rk va t lar uchun € 1 bo'lishini hisobga olib,
= o (4.1.13)
ni  hosil gilamiz. t da (4.1.13) tenglikdan quyidagilar Kkelib
chigadi:
a) agar ak < 0 boisa, u holda —>0,
b) agar ak = 0 bolsa, u holda =1, (4.1.14)
d) agar ak > 0 boisa, u holda —" 4

Demak, agar xarakteristik tenglamaning ildizlari oddiy boisa, u hol-
da (4.1.12) umumiy yechim va (4.1.14) munosabatlardan chizigli av-
tonom sistema harakatining turg'unligi haqgidagi quyidagi teoremalar
kelib chigadi:

1. Agar xarakteristik tenglama barcha ildizlarining haqigiy qismi

manfiy ishorali (ak<0) bo'lsa, u holda toyilmagan harakat asimptotik

turg'un bo'ladi (t-~°° da hamma yk->0);

2. Agar xarakteristik tenglama ildizlaridan hech bo'lImaganda bitta-
sining haqiqiy gismi musbat bo'lsa, u holda toyilmagan harakat notur-
g'un bo'ladi da hech bo'Imaganda bitta yk
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3. Agar xarakteristik tenglama ildizlaridan biror gismining hagqiqiy
gismi nolga teng va qolganlarining hagigiy qismi manfiymbo ‘Isa, u holda
toyilmagan harakat turg'm (asimptotik ernas) bo‘lgdi (barcha yk lar

chegaralangan va ularning bir gismi nolga intiladi).
b) Xarakteristik tenglamaning birorta A; ildizi | karrali bolsin.

Bu ildizga avvalgidek
(4.1.4,3)

yechim mos keladi, bu yerda ham As iar (4.1.6) tenglamalarni ganoat-

lantiradi. Ammo bu holda Aj ildizga (4.1.3) tenglamaning (4.1.4,a) dan
farq qiluvchi boshga xususiy yechimlari ham mos keladi. Bu yechimlar

(4.1.15)

koi'inishda bo‘lib, bu yerda fs(t) - biror t ga nisbatan ko'phad [78].
Bu ko‘phadlarning darajasi hech gachon (/-1) dan katta emas, ammo
(Z-1) dan kichik bo‘lishi mumkin.

Bu yerda D(Aj) determinantning ((4.1.7) ga garang) rangi (n-l)ga

tengmi yoki undan kichik bo'lishiga qarab, ikki hoi yuz berishi mumkin.
Izoh. Asosiy determinantdan k satr va ustunni o ‘chirishdan hosil
bo ‘lgan determinant (n- k) - tartibli minor deb ataladi. Agar m dan

kichik tartibli barcha minorlari nolga teng bo ‘lgan holda, aqalli bitta
m - tartibli minori noldan farqli bo ‘Isa, bu determinantning rangi m ga
teng deb aytiladi.

D (Aj) determinantning rangi (/z-1) ga teng bo‘lsin, u holda (4.1.3)

tenglamaning quyidagi | ta yechimi mavjud boiadi:

(4.1.16)

Bu yechimlar chizigli bogianmagan (erklidir). Oxirgisi (4.1.4,a) ga mos

bo'ladi. Demak, / , karrali ildizga bir guruh yechim mos kelyapti.
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/)(/!.) determmantning rangi (n-2) ga teng bo‘lsin. U holda 7/
i.irali A- ildizga 1 ta chizigli bog‘ligmas yechim mos keladi, ammo

cndi bu yechimlar ikki guruhga bolinadi:

(4.1.17)

(m=1.2,..,r/ +1),

bu yerda k+m=p+qg+2=1, fs{t) ko‘phad &-tartibli, fs (/) esa m-
tartibli ko'phad.

Umuman, D (l;) deierminantning rangi (n-r) ga ieng bolsin. U

ilolda t karrali ildizga avvalgidek | ta chizigli bog‘ligmas yechimlar
mos keladi va bu yechim (4.1.17) ga o‘xshagan r ta guruhga bo‘linadi.
D (Aj) determinantning rangi (n-1) dan kichik bo‘la olmaydi. Aks

holda, Aj ildizning karrasi / dan katta bo‘lardi [78]. Shuning uchun ham
/ karrali Aj ildizga mos keluvchi yechimlar guruhining soni | dan

katta bo‘la olmaydi. Agar guruhlar soni / ga teng bo‘lsa, u holda har
hir guruh bitta yechimdan iborat va hamma yechimlar (4.1.4,a) ko‘-
rinishda bo‘ladi.

Shunday qilib, barcha hollarda ham (4.1.3) tenglamalarning karrali
ildiziga mos kelgan xasusiy yechimlari soni sha ildiz necha karrali bol-
sa, shuncha boiadi.

Bu yechimlami topish chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechi-
sh niasalasiga keiiiriiadi. N.G. Chetayev tomonidan bunday ienglamalami
tuzishning eng sodda usuli ko‘rsatilgan [102].

(4.1.8) xarakteristik fenglamaning hamma iidizlarini topgandan keyin,
biz (4.1.3) tenglamalarning chiziqgli bogliglimas n ta xususiy yechimini
topamiz. Bu yechimlami xil,xi2,,.., xm deb belgilab (birinchi indeks -
funksiya ragamlari, ikkinchi indeks - yechim ragami), (4.1.3) tengla-
maning umumiy yechimini topamiz:

-(4.1.18)
bu yerda CI,C2,...,C,, -- ixtiyoriy o°‘zgarmas sonlar va ular dastlabki

(boshlang'ich) shartlardan topiladi. Agar qaysi bir yechimda xs ning
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boshlang‘ich giymati yetarlicha kichik miqdor bo‘lsa, u holda bu

yechimga mos kelgan C - son ham yetarlicha kichik son bo'ladi.

Xarakteristik tenglama ba’zi ildizlarining haqigiy gismi nolga teng va
barcha qolgan ildizlarining haqiqiy qismi manfiy ishorali bo'lsin. U
vaqtda bu ildizlar yoki nolga teng, yoki sof mavhum songa teng boladi.
Har bir nolga teng bo'lgan ildizga, agar u oddiy ildiz bo‘lsa yoki ildiz
karrali boiganda ham unga mos kelgan yechimlarning guruhlar soni
ildiz karrasiga teng bo‘lsa, u holda

X,= A, " (4.1.19)
yechim mos keladi. Aks holda (4.1.3) sistemaga

*s=fM ) (4-1-20)
yechim mos keladi ((4.1.15) ga garang), bu yerda fs(t) - ko‘phadlar.

Har bir + p i sof mavhum ildizga, agar u oddiy ildiz yoki karrali hamda

unga’mos kelgan yechimlarning guruhlar soni ildiz karrasiga teng boi-
sa, u holda

xs=Pscosfit-Q sinfi t, xs=Pssin/?/+Qsco$fit (4.1.21)

yechim mos keladi, bu yerda PS,QS - haqgigiy o‘zgarmas sonlar

(As="Ps+iQs). Agar = Pi karrali ildizlar bo‘lsa va ularga mos kelgan

yechimlar guruhlarining soni ildizning karrasidan kichik bo‘lsa, u holda
(4.1.3) sistema shu ildizlarga mos kelgan

XS -<pscos/3t-y/ssinj3t, xs =<pssm fit+i//scosfit (4.1.22)

yechimga ega bo'ladi, bu yerda (ps va y/s - ko'phadlar (fs=<ps+ iy/s).

(4.1.19) yoki (4.1.21) ko‘rinishdagi yechimlarning borligi harakat tur-
g'unligini buzmaydi, chunki yechimga kiruvchi hamma funksiyalar che-
garalangan, (4.1.20) yoki (4.1.22) ko'rinishdagi yechimlarning mavjud-
ligi esa noturg‘un harakatga olib keladi.

‘Shunday qilib, agar xarakteristik tenglama ildizlari orasida Kkarrali
ildizlar mavjud bo‘lsa, u holda ikki hoi yuz beradi:

a) agar karrali ildizga mos kelgan (4.1.3) tenglamalar yechimlarining
guruhlari soni ildizning karrasiga teng bo‘lsa, u holda toyilmagan ha-
rakat turg‘unligini tadqiq etish natijalari xuddi xarakteristik tenglama
hamma ildizlari oddiy ildizlar bo‘lgandagi kabi bo'ladi, ya’'ni yuqorida
keltirib chiqarilgan 1-3-teoremalar o‘z kuchini saqglaydi.

b) agar karrali ildizga mos kelgan (4.1.3) tenglamalar yechimlarining
guruhlari soni ildizning karrasidan kichik bo‘lsa, u holda xarakteristik
tenglamaning hamma ildizlari oddiy ildizlar bo'lganda olingan natijalar-
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tlaii, bu hol uchim fagat 1-2-teoremalargina o‘z kuchini saqlaydi, 3-teore-
iii.t esa o‘z kuchini yo‘qotadi, ya'ni toyilmagan harakat noturg‘un_bo‘ladi.

Demak, agar toyilgan harakatning aifferensial tenglamalari (4.1.3)
ko'rinishda bo‘lsa, u holda biz quyidagi natijalarga kelamiz;

1. Toyilmagan harakat asimptotik turg'un bo'lishi uchun, xarak-
icrislik tenglama barcha ildizlarining haqigiy gismlari manfiy bo’'lishl
vetarli va zarurdir,

2. Agar xarakteristik tenglamaning ildizlari orasida hech bo'Imagan-
Jn hittasining haqiqiy gqismi musbat bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat
noturg'un bo'ladi’,

3. Agar xarakteristik tenglama hagiqiy gismi musbat ildizlarga ega
ho'Imay, haqiqiy gismi nolga teng bo'lgan oddiy yoki karrali ildizlarga ega
va karrali ildizlar holida har b'ir ildizga mos kelgan yechimlarning gttruh-
Itiri s'oni, shu iklizning lcarrasiga teng bo'lsa, u holda toyilmagan harakat
nirg'un bo'ladi. Agar xarakteristik tenglamaning haqgiqiy gismi nolga teng
mum bir karrali ildiziga mos yechimlarning guruhlari soni shu ildizning
karrasidan kichik bo'lsa, u holda toyilmagan harakat noturg‘'un bo'ladi.

Shunday qiiib, chizigli sistemaning toyilmagan harakati turg‘unligini
ckshirish masalasi chizigli toyilgan harakat tenglamalari xarakteristik
icnglamasining ildiziarini tekshirish masalasiga, ya’ni algebraik masalaga
keltirildi. Bu yerda Lyapunovning ikkinchi usulini go‘llashning hojati
yo‘q. Shunga garamasdan, biz (4.1.3) tenglamalar uchun Lyapunov
itinksiyasini yasash usullarini o‘rganamiz, chunki bu funksiyalar bo‘la-
, ik tadgiqotlarimizda fundamental rol o‘ynaydi. Buning uchun ayrim
yordamchi mulohazalar bilan tanishishga to’g'ri keladi.

2.8, yordamchi mulohazalar

Faraz qiiaylik, V(xvx2,...,xn) funksiya m -tartibii forma boMsin. Bu

lormaning (4.1.3) tenglamalarga nisbatan vaqt bo'yicha olingan to‘liq
hosilasini ko ‘ramiz:

(4.2.1)

'I¥. funksiya harn m-taitibli forma bo'ladi.
(It

(4.2.2)
nuinosabatni ganoatlantiruvchi V formani topishni maqgsad qilib gqo‘ya-
miz, bu yerda 1-o0 ‘zgarmas son. lzianayotgan formaning koeffisiyentlari
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gandaydir tenglamalar sistemasini ganoatlantirishi kerak. Bu sistemani
(4.2.2) tenglamaning chap va o‘ng tarafidagi o'xshash hadlarning koef-
fitsiyentlarini tenglashtirish yo'li bilan hosil gilamiz. Bu sistemani hosil
etishni m=1 bo'lgan hoi, ya’'ni

V = aw{+a2x2+ ..+ anxn (4.2.3)

uchun koi'satamiz.
(4.2.3) ni (4.2.2) ga qo'‘yib va chap hamda o‘ng tarafdagi xI,x2,...,xn

lar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib, ava2,...,an koeffitsiyentlar
ganoatlantirishi lozim bo'lgan quyidagi tenglamalar sistemasini topamiz:
P\\a\+ Pi\ai + - + PNe,, = Xa,,
P\2a\~ Pl2a2 + s+ PHan = X2,

P~ax+ P2,a2+ - + Pn,an = Xan.

Bu chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan farqgli yechimga
ega bo'lishi uchun uning determinanti

Pn-X PN\ Pni
D(X) = P\2 PI2 —X ee Pm
Pin Pin m Pnn-X

nolga teng bo'lishi etarli va zarurdir. Shunday qilib, (4.2.2) tenglamani
(4.2.3) chizigli forma ganoatlantirishi uchun X xarakteristik tenglama-
ning ildizi bo‘lishi yetarli va zarur. Xarakteristik tenglamaning har bir
ildiziga bitta (4.2.3) chiziqli forma mos Kkeladi. Agar xarakteristik
tenglama n ta har xil ildizga ega bo‘lsa, u holda (4.2.2) munosabatni
ganoatlantiruvchi n ta chizigli formaga ega bo‘lamiz.

Endi m> 1 bo'lsin, ya’'ni V = x2\.x"*. N orqali
m -tartibli forma hadlarining sonini, ya’ni anigmas koef-
fitsiyentlarning sonini belgilaymiz.
Bu son
n(n+1...(«+m-1)
N = (4.2.4)
m !

tenglik orgali aniqglanishini 2- bobda ko'rgan edik, bu yerda

m=ml+m2+ ..+ mn, (4.2.5)
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mvm2,..mn - manfilyméas butun sonlar. V formaning o'zgaruvchilari

oldidagi koeffitsiyentlarni al,a2,...,.aN lar bilan belgilaymiz. Ularni
(4.2.2) tenglamaga qo‘ygandan so‘ng, chap va o‘ng tarafdagi o ‘xshash
hadlar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib, aj larni aniglash uchun

guyidagi bir jinsli chizigli tenglamalarni hosil gilamiz;
Anaj + Ai2a2 +...+ AiNaN = Aaj (i=1,N), (4.2.6)
bu yerda Arn lar pm koeffitsiyentlaming chizigli kombinatsiyasidan iborat

o'zgarmas sonlar. Masalan, m=2,n =2 va V =axj+a2xtx2+ a}x2

bo'lganda, (4.2.6) sistema quyidagi ko'rinishga ega:
2puai+p2laz=Aa],
~Pi2al (Aj P2)a2 [-PNafi~~"u2>
Paa2+ "PiZai = Aa3.

(4.2.6) sistema noldan farq gqifuvchi yechimga ega bo'lishi uchun A
quyidagi tenglamani ganoatlaritirishi yeiarli va zarurdir.

Ai N~ A2 " An
An A2y A m AN

DIJA) = =0 (4.2.7)
anl AN2 = Avw- A

Shunday qiléb, m -tartibli V forma (4.2.2) tenglamaning yechimi bo'li-
shi uchun A algebraik tenglama (4.2.7) ning ildizi bo'lisbi yetarli va

zarurdir.
(4.2.7) tenglamaning ildizlari bilan xarakteristik tenglama ildizlari

orasidagi oddiy munosahatni Lyapunovning quyidagi teoremasi aniglab
beradi.
1l-teorema. (4.2.7) tenglamaning barcha ildizlari

A = m]Al + m2A2 + ...+ m"A,, (4.2.8)
formula orgali aniglanadi, bu yerda Aj,A2,...,An - xarakteristik
tenglama ildizlari, mi,m2,....mu ushbu

m,+m2+...+mn=m . (4.2.9)

munosabat bilan bog‘langan manfiymas butun sonlar.
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Teoremaning isboiini N.G. Malkinuing [53, 64..66-beilarj. va N.G.
Duboshinning [26, 152-154 betlar] kitoblaridan topish mumkin.

Berilgan U (xitx2,...,xn) forma in -tartibli bo‘lsin, Quyidagi

dv "

— = +ps2% +---+MxH =U (4.2.10)

dt

tenglamani qanoatlantiruvchi m -tartibli V{x~x2,...,xn) formam aniq-
laymiz.

\% formaning koeffitsiyentlarini at,a2,...,aN, bilan va berilgan

formaning koeffitsiyentlarini bvb2,....bN bilan belgilaymiz. ai,a2,...,aN

koeffitsiyentlarni aniqlash uchun (4.2.10) tenglamaning chap va o‘ng
tarafidagi o‘xshash hadlarning koeffitsiyentlarini tenglashtirib. quyidagi
algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

ARBUI + Ai2u2 +... + AiINciN —bN (i—\,N). (4.2.11)
Bu tenglama (4.2.6) dan fagat o‘ng tarafidagi ifoda bilan farq qiladi,
ya’'ni (4.2.6) dagi Aai o‘miga (4.2.11) da bN turibdi.

(4.2.11) sistemaning determinanti

Al A\2 m AA
An A22 m A2N

Avi An2 ann

D m(0) bilan mos keladi ((4.2.7)ga qarang). Agar D, (0) nolga teng

bo'Imasa, u holda (4.2.11) tenglamaning yagona bitta al,a2,...,aN
yechimi bor va, demak, (4.2.10) ni ganoatlantiruvchi yagona V forma
mavjud bo‘ladi. Ammo, Dm(A) ko‘phadning hamma ildizlari (4.2.8)

tenglama orgali aniqlanadi. Shunday qilib, quyidagi Lyapunov teo-
remasiga kelamiz.

2- teorema. Agar xarakteristik tenglamaning A . ildizlari shunday

bo'lsaki, (4.2.10) munosabat bilan bog‘'langan mx,m2,...mn manfiy bu-
tun sonlarning hech bir giymatida (4.2.8) nolga aylanmasa, u holda
oldindan berilgan m-tartibli U(xl,...,xn) formaning ganday bo'lishidan
gat’iy nazar (4.2.10) tenglamani ganoatlantiruvchi bitta va fagat bitta
o’sha tartibli V(x,,...,xn) forma mavjud bo'ladi.
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3- 8. 0 &£garmas koeffitsiyentli chizigli tenglamalar sistemasi
uchun Lyapunov funksiyasini tuzish

0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglamalar sistemasi

Ej-Xr = Ps\{ + ps2x2+ ...+ pmxn (s =T,n) (4.3.1)
dt
uchun Lyapunov funksiyasini tuzish usullarini koiib o‘tamiz.
1. Toyilmagan harakat asimptotik turghm bo‘lsin. Bu hoi fagat
xarakteristik tenglamaning hamma ildizlarining haqiqiy gismi manfiy

bo‘lgandagina yuz beradi. Ko'rilayotgan holda 2- bobdagi teorema B
ning hamma shartlarini qanoatlantiravchi funksiya mavjud boiadimi?
Bunga quyidagi teorema ijobiy javob beradi.

1- teorema. Agar xarakteristik tenglama barcha ildizlarining haqiqiy
gismi manfiy bo‘lsa, u holda oldindan berilgan aniq ishorali

U{xv,...,xn) forma ganday bo'lishidan gat’iy nazar,

~ N 1 d& (psIXi-tps2x2+...+ psixn) = U (4.3.2)
dt axs

tenglamani ganoatlantiruvchi bitta va faqat bitta o‘sha tartibli
V(XX,..., xn) forma mavjud bo‘ladikl u albatta ishorasi U ning isho-
rasiga teskari bo Igan aniq ishorali forma bo ‘ladi. =

Isbot Xarakteristik tenglama hamma Xj ildizlarining haqigiy qismi

manfiy bolganligidan bir vaqtda nolga teng bo‘imaydigan ml,m2,...,mn

manfiymas butun sonlarning hed:i< bir giymatida (4.2.8) migdor nolga
teng bolmaydi. Shuning uchun ham 2-§ dagi 2-teoremaga asosan

(4.3.2) ni ganoatlantiruvchi bitta va fagat bitta V (x1,x2,...,xn) forma

mavjud bo‘ladi. Endi, agar U aniq ishorali forma bolsa, u holda V
ham ishorasi U ning ishorasiga teskari bo:igan aniq ishorali forma
bo‘iishini isbot qilishimiz kerak.

Aniglilik uchun, U anig manfiy ishorali forma bo‘isin. V formani
ko‘ramiz. Uch hoi bo'lishi mumkin: 1) V forma manfiy ishorali giymat-
lar gabul qilishi mumkin; 2) V - o‘zgarmas musbat ishorali forma; 3) V
- aniq musbat ishorali forma.

Agar birinchi hoi yuz bersa, u holda V funksiya teorema V ning
hamma shartlarini ganoatlantirgan bo‘ladi va, demak, toyilmagan harakat
noturg'un bo‘ladi. Bu shartga ziddir.

Ikkinchi hoi ham bo'lishi mumkin emas. Hagigatan ham, xs(t)ni
(4.3.1) ni qganoatlantiravchi funksiya sifatida qarab, utiing X5 =xs(t0)
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boshlangich giymatini shunday tanlab olamizki, =0 fo ‘Isin.

Bu mumkin, chunki shart bo‘yicha V o'zgarmas ishorali foraia (aniq
ishorali forma emas). Ammo —i manfiy bo'lgani dchun V kamayuvchi
dt
4funksiya bo‘ladi va, demak, V manfiy ishorali funksiya bo'lib qoladi.
Bu uning o'zgarmas musbat ishorali funktsiya ekanligiga ziddir. Demak,
bu hoi ham bo‘lishi mumkin emas.

Shunday qilib, fagat uchinchi hoi goladi.

Demak, V anig musbat ishorali forma bo'ladi. isbot etilganiga ko‘ra
V funksiya teorema B ning hamma shartlarini ganoatlantiradi va, demak,
ko‘rilayotgan hoi uchun Lyapunov funksiyasi bo‘ladi.

Shunday qilib, o'zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglamalar sistema-
sining xarakteristik tenglamasi barcha ildizlarining haqigiy qismi manfiy
bo ‘lgan holda Lyapunov funksiyasini tuzish uchun ixtiyoriy tartibli aniq
ishorali formani olish kerak va vaqt bo'yicha olingan to'lig hosilasi bu
formaga teng bo ‘lgan ikkinchi formani izlash kerak bo‘lctdi. Oldingi
paragrafda ko'rdikki, bu mcisalci algebraik tenglamalar sistemasini
yechishga keltiriladi. Agar oldindan olingan forma katta tartibli bo‘lsa,
u holda hisoblcish jarayoni murakkab bo‘ladi. Shutting uchun ham U
forma sifatida doimo gandaydir aniq ishorali kvadratik formani,

masalan, xs lar kvadratlarining yig'mdisini olish ma’quldir,

2. Xarakteristik tenglama ildizlarining hech bo‘lmaganda bittasi-
ning haqiqgiy gismi musbat bo‘lsin. U vagtda (4.3.1) tenglamalar uchun
toyilmagan harakat noturg'un bo‘ladi. Teorema D yoki teorema E shart-
larini qanoatlantiravchi Lyapunov funksiyasining mavjudligi va uni to-
pish yo'lini quyidagi Lyapunov teoremalari ko‘rsatib beradi.

2- teorema. Agar xarakteristik tenglamaning ildizlari orasiclci hech
bo'Imaganda bitta haqiqiy gismi musbat ishorali ildiz mavjud bo'lsa va
agar bu ilclizlar shunday bo ‘Isaki,

m]Al+m 2\2 + ... + mnAn (4.3.3)
micjdor

m]+m2+...+mn=m (4.3.4)
munosabat bilan bog'langan manfiymas butun sonlarning

hech bir giymaticla nolga aylanmasa, u holda oldindan berilgan m -
tartibli anig ishorali U forma ganday bo'lishidan gqat’iy nazar, (4.3.2)
tenglamani ganoatlantiruvchi o ‘sha tartibli bitta va fagat bitta V forma
mavjud bo'lacli va u ishorasi U ga teskari bo‘lgan o'zgarmas ishorali
(gisman, aniq ishorali) forma bo'Imasligi mumkin.
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Isbot. Faraz qilaylik, U ixtiyoriy m -tartibli aniq ishorali forma
bo'lsin. Aniglik uchun, u anig musbat ishorali deb hisoblaymiz. Oldingi
paragrafning 2-teoremasiga asosan (4.3.2) tenglamani qganoatlantiruvchi
bitta va fagai bitta o‘sha tartibli V forma mavjud bo‘ladi. Biz bu for-
matting na anig manfiy ishorali va na o‘zgarmas manfiy ishorali forma
bololmasligini isbot gilishimiz kerak. Hagigatan ham, agar V aniq man-
fiy ishorali forma bolganida edi, u holda V teorema 8 ning hamma
shartlarini ganoatlantirgan va, demak, toyilmagan harakat asimptotik
turg'un boiar edi. Ammo bu mumkin emas, chunki toyilmagan harakat
noturg'un.

Ikkinchi tarafdan, vV o‘zgarmas manfiy ishorali forma bo‘la olmaydi
(xarakteristik tenglama ildizlari ganday bolishidan gat’iy nazar). Bunga
Jionish uchun, xuddi oldingi teoremani isbot gilgandek, V formani
oshlang'ich giymatlari nolga aylantiradigan (4.3.1) tenglamaning birorta

(0 yechimini ko‘rish kifoya. Bu yechim uchun, E musbat ishorali

t
bo'lganligi sababli, V funksiya o‘sadi va musbat giymailar gabul qgiladi.
Bu shartga ziddir. Shunday qiiib, teorema to‘liq isbot etildi.

Teoremadagi V funksiya teorema D ning hamma shartlarini ga-
noatlantiruvchi Lyapunov funksiyasidir.

Izoh. Isbot qgilingdn teorema faqatgina (4.3.3) ifoda nolga aylan-
maydigan hoi uchun V funksiyani tuzish usulini beradi. Ammo bu shart
bajarilmasligi mumkin. Masalan, xarakteristik tenglamaning ayrim
ildizlari nolga teng bo ‘lganda, (4.3.3) ifoda nolga aylanadi va, demak,
teorema D ni ganoatlantiradigan V funksiya mavjud bo ‘Imaydi. Ammo,
bu holda teorema E ni qanoatlantiruvchi funksiya mavjud. Bu funk-
siyaning ,mavjudligini va uning ko ‘rinishi ganday bo ‘lishini quyidagi
teorema ko'rsatib beradi.

3- teorema. Agar xarakteristik tenglamaning ildizlari orasida hech
bo'Imaganda bitta haqiqiy qismi musbat bo'lgan ildiz mavjud bo ‘lsa, u
holda oldindan berilgan ixtiyoriy m- tartibli aniq ishorali U (xux2,...,xn)
forma qanday bo‘lishidan gat’iy nazar, doimo

dv
t—=aVv +U (4.3.5)

dt
munosabatni ganoatlantiruvchi o'sha tartibli V forma hamda (X musbat
son topiladi va V ishorasi U ning ishorasiga teskari bo'lgan o'zgar-
mas ishorali forma bo ‘Imasligi mumkin.
Teoremaning isbotini 1.G. Malkinning [53,70-71 betlar] kitobidan
topish mumkin.

105



Keyingi ikki paragrafda isbot qilingan teoremalaming muhimligi
shundan iboratki, xarakteristik tengiama ildizlarining xususiyatlarini bil-
gan holda, biz ba’zi tenglamalarni ganoatlantiruvchi V funksiyaning
mavjudligini aniglaymiz va bu o'sha tenglamaning yechimini topish zaru-
riyatidan bizni xalos etadi.

Isbot gilingan teoremalarni qollash uchun faqatgina ildizlarni bilish
yoki ularning xususiyatlarini aniglash talab qilinadi. Bu esa algebraik
masalani yechish bilan hal etiladi.

4- §. Birinchi yaqginlashish bo‘yicha turg‘unlik haqidagi
Lyapunov teoremalari

Endi biz Lyapunovning asosiy teoremalarini isbot qila olamiz. Bu
teoremalar toyilmagan harakatning turg‘unligini tadqiq etisb masalasini
ba’zi algebraik tenglamalarning ildizlarini tekshirish masalasiga keltiradi.

Toyilgan harakatning differensial tengiamalari

clx —
= =paxl+P2+...+P,A (5=1,n) (4.4.1)
a
ko‘rinishda berilgan bo‘lsin, bu yerda X s{xv...,xj) funksiya
(4.4.2)

sohada xij,x2,...,xn laming darajalari bo‘yicha gatorga yoyiladi va bu

gator boshlang‘ich hadining darajasi ikkidan kam bolmaydi, psk esa

o'zgarmas sonlar. (4.4.1) tenglaraalar sistemasining birinchi yaginlashish
tengiamalari sistemasi

-f- = p,xj+ psxl+...+ P§X, (i=1,n) (4,4.3)
at

ko‘rinishda, (4.4.3) sistemaning xarakteristik tenglamasi esa

QX + 1+, + +dn=0 (4.4.4)

ko'rinishga ega bo'ladi,, bu yerda a. lar psk koeffitsiyentlarning

funksiyalari bo'ladi.

i- teorema. Agar birinchi yaginlashish tengiamalari sistemasining
xarakteristik tenglamasi barcha ildizlarining haqiqiy gismi manfiy bo'l-
sa, u holda toyilgan harakatning.differensial tenglamalaridagi yuqgori da-

rajali X s hadlarning ganday bo'lishidan gat’iy nazar, toyilmagan karakat

asimptotik turg'un bo'ladi.
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Isbot, Xarakteristik tenglama hamma ildizlarining haqiqgiy qismi

Aj{j =hfn) manfiy bo‘lsin. U vaqtda 3- § dagi 1- teoremaga asosan

E dv \ 2 2 1\
— =(psIxj + Ps2x2+...+ pax,)=-(*, +x2+ ...+ Xn)

v dxs
tenglamani ganoatlantiruvchi V forma mavjud bo‘ladi va u albatta aniq
musbat ishorali bo‘ladi (chunki uning ishorasi U =-{xf +x2+...+xl)

ning ishorasiga teskari boiishi kerak). Bu formatting (4.4.1) toyilgan
harakatning differensial tenglamalariga asosan vacjt bo‘yicha olingan
to'lig hosilasini topamiz:

+Pax2+- +A A +X.)=~iXj+ -+ M)+ & 1’(5-

-
dt %dxs d

A
S'X — funksiyaning yoyilmasi kamida uchinchi tartibli had bilan
ti
dv . \
ioshlanganligi tufayli, _dt funksiya, 2- bobdagi 4- lemmaga asosan, Xs
funksiyalarning ganday bolishidan gat’iy nazar anig manfiy ishorali
bo‘ladi.
Shunday qilib, V funksiya (4.4.2) sohada anig musbat ishorali funk-

dv
siya va — anig manfiy ishorali funksiyadir. Demak, V funksiya
dt

teorema B ning hamma shartlarini ganoatlantiradi va toyilmagan harakat
asimptotik turg'un boiadi. Teorema isbotlandi.

2- teorema. Agar xarakteristik tenglamaning ildizlari orasida hech
bo‘lmaganda bitta hagiqiy gismi musbat ishorali ildiz mavjud bo'lsa, u
holda toyilgan harakatning differensial tenglamalaridagi yuqori darajali
hadlarning ganday tanlab olinishidan gat’iy nazar, toyilmagan harakat
noturg'un bo'ladi.

Isbot. Xarakteristik tenglama ildizlari orasida hech bo‘lmaganda bit-
tasining haqiqiy gismi musbat boisin. U vaqtda 3- § dagi 3- teoremaga
asosan

¢ T ~(Ne +-+P3xn)=aV +k 2+ Xl - +K)
ti dxs

tenglamani ganoatlantiruvchi V forma va a >0 son mavjud va V forma
musbat giymatlar gqabul gilishi mumkin.

Bu formadan (4.4.1) toyilgan harakat tenglamalariga asosan vaqt
bo‘yicha olingan to‘lig hosila
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dv k. , A dv
— =orV+xf+x2+..mx2+y X — =aV +W(x,,X,,...,Xxn)

dt % ax,
ko'rinishga ega, bu yerda —

W (*,, x2 XNn) = X2+...+x2+¢ X,
n 3X.

W (x1,x2,.,.,X,,) funksiya 2- bobdagi 4- lemmaga asosan aniq musbat

ishoralidir.
Shunday qilib, V funksiya musbat giymatlar gabul qilganligi va W
funksiya anig musbat ishorali bo'lganligi uchun V funksiya Lya-

punovning teorema E sini ganoatlantiradi va, demak, X s funksiyani

ganday tanlab olishimizdan qat’iy nazar toyilmagan harakat noturg‘un
bo'ladi.
1 va 2 - teoremalarga mos ravishda teskari teoremalar isbotlangéan.
Y- teorema. Agar X s funksiyalarning qanday tanlab olinishidan

gat’iy nazar, toyilmagan harakat asimptotik turg'un bo'lsa, u holda
birinchi yaqinlashish differensial tenglamalarining xarakteristik tengla-
malari barcha ildizlarining haqiqiy gismi manfiy bo'ladi.

2’- teorema. Agar Xs funksiyalarni ganday tanlab olishimizdan

gat’iy nazar, toyilmagan harakat noturg'un bo'lsa, u holda birinchi
yaginlashish tenglamalarining xarakteristik tenglamalarining ildizlari
orasida hech bo‘lmaganda bittasining haqiqiy gismi musbat bo'ladi.

Isbot gilingan Lyapunovning ikkaia teoremasi amaliyot uchun juds
ham muhim ahamiyatga ega, chunki bu teoremalar gachon turg'plii
masalalarini birinchi yaqinlashish tenglamalari asosida tadqiq etish mmn-
kinligini ko'rsatadi. Bu keyingi masala bir necha bor ta’kidiagamsazdek,
sof algebraik masalaga, ya’'ni o‘zgarmas koeffitsiyentli algebraik ‘tenglama
ildizlarining xususiyatlarini tadqiq etish masalasiga keltiriladi

Shuni ham ta’kidlash kerakki, bu teoremalar yordamida biz Lya-
punov funksiyasini topish yoki uni tuzish imkoniyaiiga ega bofish hilan
birga, asimptotik turg'unlik sohasini topish va qaysi vaqt oralig'ida
(T<t<r) sistema asimptotik turg‘un yoki noturg‘un bo lishi mumkin

degan masalalarni ham hal gilish imkoniyaiiga ega bo ‘lamit

Endi xarakteristik tenglama ildizlari orasida haqigiy gismi musbat
ishoralisi bo‘Imasdan, ayrimlarining haqgigiy gismi nolga teng bo'lganda,
turg'unlik masalasi qanday yechilishini ko'raylik.

Eslatib o'tamizki, bu hoi uchun birinchi yaqinlashish tenglamalarini
tadqgiq etish natijasida toyilmagan harakat yoki turg'un (ammo asimp-
totik turg'un emas), yoki noturg'un bo'ladi degan xulosaga kelgan edik.
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Toyilgan harakatning nochiziqgli differensial tenglamalari uchun bu
xulosa o0°‘z kuchini saglaydimi yoki yo‘gmi degan savollarga javob
berishga to‘g‘ri keladi.

Bu savolga Lyapunovning quyidagi teoremasi javob beradi.

3» teorema. Agar birinchi yaginlashish tenglamalarining xarakte-
ristik tenglamasi hagqiqiy qismi musbat ishorali ildizlarga ega bo7-
masdan, haqigiy gismi noiga teng ildizlari bor bo'isa, u holda toyilgan
harakatning differensial tenglamalaridagi X s funksiyalarni shunday

tanlab olish mumkinki, xohishimiz bo'yicha toyilmagan harakat turg'un
yoki noturg'un bo'ladi.

Demak, birinchi yaginlashish tenglamalari bo‘yicha turg‘un bo‘lgan
.arakat aslida noturg'un bo‘lishi mumkin va, aksincha. Bu holda, toyil-
magan harakatning turg'un yoki noturg'un bo'lishi toyilgan harakat
anglamalaridagi yuqori darajali X s hadlarga to'liq bogiiq ekan.

Shunday qilib, toyilgan harakatning differensial tenglamalari

4l —
. PS\X\+ Ps2X2 + - + PSIXn + X AXI'- 'X») (s=1In)
a

vo‘rinishda bo‘lganda, turg‘unlik masalalarini tadqiq etishni ikki katego-
riyaga bolish mumkin:

1) nokritik hol, bu yerda turg‘unlik masalalari birinchi yaqinlashish
tenglamalari orqali yechiladi;

2) kritik hol, bu yerda turg'unlik masalalarini echish uchun yuqori tar-
tibli X %hadlarni jalb etish lozim bo‘lib goladi. Xarakteristik tenglama-
ning haqigiy gismi musbat ishorali ildizlari yo‘g va haqiqiy gismi nolga
teng bo‘lgan ildizlari bor bo'lgandagina kritik hol mavjud bo'ladi. Ma-
tematika nuqtayi nazaridan kritik holni, bir istisno hol sifatida ko'rish
mumkin. Animo mexanika nuqtayi nazaridan bu hollar juda ham
muhimdir.

5-8. Tcorcmalarning tatbigiga doir misol

1- misol Snaryadning aylanma harakati turg‘uniiginmg
zaruriy sharti
Ikkinchi bobda snaryad statsionar harakati (snaryad aylanma hara-
kati) turg'unligining a, &, /3,(i va (p larga nisbatan yetarli sharti aniqg-
langan edi:

TNV >4IxP 1. (4.5.1)
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Bu tengsizlikka garama-garshi bo'lgan tengsizlik bajarilganda, sna-
ryad aylanma harakati (statsionar harakati) noturg'un bo'lishini ko‘r-
satamiz.

Toyilgan harakatning differensial tenglamalarini tuzainiz. Snaryad
aylanma harakatining kinetik va potensial energiyalari quyidagi ko‘-
rinishga ega edi (2- bob, 11- § ga garang):

T=1Jx(dr2+ R 2cos2a) +~J. (- Bsina)2, M = PlcosacosB .

Harakatning noturg'unligini ko‘rsadsh uchun toyilgan harakatning bi-
rorta traektoriyasi £ sferadan chiqib ketishini ko'rsatish yetarli. Buning
uchun

(4.5.2)

birinchi integral o°‘zining giymatini saqlaydigan i=0 paytdagi

a =a0,a=0u0, B =R80, B =R0, cd=d0=n toyilishlarni ko‘ramiz.
Birinchi yagqginlashish tenglamalarini tuzish uchun T Kkinetik va N

potensial energiyalarni a,a, wva R larning darajalari bo‘yicha (fagat

ikkinchi darajali hadlarni saqlagan hoida) qatorga yoyamiz. U holda
o‘zgarmas hadgacha (son) aniqlikda quyidagiga ega bo'lamiz:

T=—Jx{a2+B2)+-J.:(v-R af, 17=-- Pl(a2+RB2).
2 2 2

Lagranj tenglamasi va (4.5.2) birinchi integraldan foydalanib, a, B va

a, B larga nisbatan toyilgan harakatning birinchi yaginlashish dif-

ferensial tenglamalarini hosil gilamiz:

Jxa+JMmB-Pia =0,

(4.5.3)
JB-Jzna-PIR=0.
(4.5.3) sistemaning xarakteristik tenglamasi
JXA2-P 1 J nA
=0
-Nn A JXA2-P I
yoki
JINX +(J2n2-2 JxP)X~+P2-=0 (4.5.4)

ko'rinishda bo'ladi.
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Gurvits kriteriysini bu xarakteristik tengiamaga ishlatib bolmaydi,
chunki ax=0, a3=0, ‘A3=0 va ularning birortasi qgarama-garshi
ma’noga ega emas. Shuning uchun turg‘unlik masalasini boshqga usul bi-
lan yechamiz.

(4.5.4) xarakteristik tenglamaning har bir A= V+jui ildiziga
-A = -v + Ui ildiz javob beradi (noma’lum A fagat juft darajada
bolgani wuchun). Shuning uchun ham, agar birorta ildizning haqiqgiy
gismi noiga teng bo‘Jmasa (Re/l=V "0), u holda albatta haqgiqgiy qismi
musbat ishorali bo'lgar. ildiz mavjud boladi. Demak, bu holda Lyapu-
ipvrsing birinchi yaginlashish bo‘yicha 2- teoremasiga asosan toyil-

lagan harakat noturg‘un boladi. Bundan, o°‘z navbatida, snaryad
oyilmagan harakatining turg‘un bolishi uchun (4.5.4) xarakteristik

ienglamaning barcha ildizlari sof mavhum bo‘lishi zarur, ya’ni A - jUi

fcolmishga ega bo‘lishi kerak va A2 ga nisbatan ildizlar hagigiy manfiy
;onfar bo‘lishi lozim. Ammo, buning uchun (4.5.4) tenglamaning A2 ga
iisbatan D diskriminanti

D=(jy -2JxPIf-4]);P 2t2=1f:n2(J2n2-4JXP£)>0
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur.

Bu yerdaa ko'rinib turibdiki, agar (4.5.1) tengsizlikka (turg‘unlikning
yetarli shartiga) garama-garshi tengsizlik bajarilsa (ya'ni J2n2<AJKt
boisa), u holda D < 0 va, demak, toyilmagan harakat noturg‘un boladi.

Shunday qilib,

J2n2>AJxPI

shart toyilmagan harakat turg‘unligining fagat yetarli shartigina emas,
balki zaruriy sharti ham boladi.

2- mis o l. Lampali generatorning turg‘unlik sharti

Ikkinchi bobda lampali generator toyilgan harakatining quyidagi
nochiziqli differensial tenglamalari

C— =~i L—-u-—[RC-MS(u)]i (4.5.5)
dt dt Cc
ni topgan edik. Toyilmagan harakatning asimptotik turg‘un bolishining
shartini Lyapunovning ikkinchi usuli asosida aniglangan edi. Bu misolda
biz ushbu shartni Lyapunovning birinchi yaqinlashish usulidagi teo-
remalar orgali aniglaymiz.
S(u) funksiyaning u darajasi bo‘yicha gatorga yoyilmasi



S(u) —Sg+S'(0) u +...
ko‘rinishda edi. Bu ifodani (4.5.5) tenglamalar sistemasidagi S(u)

o'rniga qo‘yib va faqat chiziqli hadiarni goldirgarfftnizdan keyin, quyi-
dagi birinchi yaqinlashish differensial tenglamalari

C—=-/, L—=u—-(RC-MSQi
dt dt Cc 0
ni hosil gilamiz. Bu tenglamalarning

CA 1

-1 la+rc~ms°
c

xarakteristik tenglamasini
CLa2+ (RC- MS0)A+1=0
ko'rinishga keltiramiz.
Gurvits kriteriysi bo'yicha doimo (C>0, L> 0)

Rc-Mso>0

shart bajarilganda, lampali generatoraing muvozanat holati (toyilmagan
harakati) i tok va u kuchlanishga nisbatan asimptotik turg‘un bo'ladi.

Agar RC-M S0<0 bo‘lsa, u hoida muvozanat holat noturg'un boiadi.

Agar RC-MS0=0 bo‘lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita sof

mavhum qiyraatli ildizga ega bolib, turg'unlik masalasini birinchi
yaqinlashish tenglamalari orgali hal giiish mumkin emas.

Bu yechimni shu masalaning 2- bobdagi yeehimi bilan solishtir-
ganimizda Lyapunovning birinchi yaqginlashish usalidagi teoremalari
turg‘unlikni tadgiq etishni ancha soddaiashtirganini ko‘ramiz.
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V BOE. BARQAROR HARAKATLAR UCHIN KRITIK
HOLLARNI TADQIQ ETISH

I-8. Xarakteristik tenglama. Bitta nol ildizga ega boigan hol.
Differensial tenglamalarni maxsus ko‘rinishga keltirish

Toyilgan harakat differensial tenglamalari sistemasi quyidagi (n + 1)
- tartibii sistema bolsin:

dy
it +gR i YW~y H-\N) U =1 n+1), (5.1.1)
a

bu yerda qji - o'zgarmas sonlar, Yj - koordinata boshi (muvozanat

holaii) atrofida ys o‘zgaruvchilaming darajaiari bo‘yicha gatorga yoyi-
luvchi funksiya. Qator kamida ikkinchi darajali haddan boshlanadi.
(5.1.1) sistemaning birinchi yaqinlashish tenglamalari

« = 2;i) 14+ 72>2+ - +/ . nHynH (y=1«+1) (5.1.2)

ko‘rmishda bo'ladi. (5.1.2) birinchi yaqinlashish tenglamalari sistemasi
xarakteristik tenglamasining bitta ildizi nolga teng va qolgan n ta il-
dizining haqiqiy qismi manfiy bolsin.

(5.1.2) tenglamalarning birorta y§ o°‘zgaruvchisi o'miga quyidagi

almashtirish
x = aiy{+a2y2+...+a,+y,H
orgali x o'zgaruvchini kiritamiz, bu yerda aj biror o'zgarmas sonlar.

Bu o'zgarmas sonlarni shunday tanlab olamizki, almashtirilgan tenglama

— -0
dt

koiinishga ega bo'isin. Demak, biz quyidagi tenglikka kelamiz:
i ol Ms_ owd

E{:zfa%att:)f__‘aiyi +- + Y*«) =0 -
Endi yk oldidagi koeffitsiyentlami nolga tenglashtirib, quyidagi bir
jinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

fi*<*i.+i2*fl2 + - +i #+,ida»+i=0 (k=1i,n+1). (5.1.3)

(5.1.2) sistemaning xarakteristik tenglamasi nol ildizga ega ekanligi
uchun (5.1.3) sistemaning determinanti nolga teng bo'ladi va, demak, bu
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sistema hamma uj iar nolga teng bo'lmagan yechimga ega, Anigqiilik
uchun an+li 0 deb faraz qilaylik. U holda x_ni ynH o‘zgaruvchi
o‘rniga gabul gilishimiz mumkin. Qolgan mi o°‘zgaru chiiarni kelgusida
Xf bilan belgilaymiz.

Shunday qilib, (5.1.2) tenglamalarni

Xx=aji+a2y2+...+alHlyn+I\

(5.1.4)
xi-y,  (i=\,n) J
almashtirishlar va
1
is,n+ﬁ!$' Ps ~ Qs,n+
Arl an\
belgilashlar Kiritib,
=0, * .
dt dt PLXI+PsS2X2+ - + Pm*«+PiX
ko'rinishga keltiramiz, bu yerda ps, psj - o'zganaas sonlar, Bu siste-
maning ushbu
Pu~* P2 Pin Pl
Pu P22-A Pin P2
p.a Pu2 Pnn -A Pn
0 0 0 -X
iglamasi 1=0 va *
PN\ * P\2 - Pu,
PIN P22 ~ * - Pi
" =0 (5.15)
1m
P, Pni - Pan ~ X
tenglamalarga ajraladi. 1l

Xarakteristik tenglama chizigli almashtirishlarga nisbatan invariant
bo‘lganligi va ko‘rilayotgan holda u n ta hagigiy gismi manfiy isho-
rali ildizga ega bolganligi uchun (5.1.5) tenglama ildizlarining'hamma
haqigiy gismi manfiy bo‘ladi.
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Agar (5.1.4) almashtirishlarni (5.1.1) ga nisbatan qo'llasak, u holda
() 1.1) tenglamalar quyidagi ko‘rinishga keladi:

— =X(X,Xi,X2,..4X,.],
m (5.1.6)

d—;— = p3+psX, +..+pIM+HpX+Xs(x, X1, XL,...,.xn) (s=1,n),

ini yerda X va Xs iar x,x,,x2,...,X,, 0‘zgaruvchilaming analitik fxmksiya-

lari va ulaming yoyiimasi kamida ikkinchi darajali haddan boshlanadi.

Xarakteristik tenglamasi bitta nol ildizga ega bo‘lgan kritik holda
toyilgan harakatning differensial tenglamalari (5.1.6) ko'rinishga ega
bo'ladi. Qolgusi tadgiqotlarni biz shu differensial tenglamalarga nisbatan
olib boramiz.

Izoh. Bundan keyin x o‘zgaruvchini krffik o‘zgaruvchi, xI,x2,...,xn
0 zgaruvchilami esa nokritik o'zgaruvchilar deb ataymiz. Shunga
muvofig (5.1.6) sistemaning birinchi tenglamasini kritik tenglama,
‘ioigan n ta tenglamashini esa nokritik tenglamalar deb ataymiz.

2- 8. Birinchi tariibli sistema uchim masalanl tadqiq etish

Dastlab, n=0 bo'lgan holni ko'raylik. Bu ho! uchun toyilgan
liarakat differensial tenglamasi

N= X (x) =gxm+ gmHxmH + -- (5.2.1)
dt

ko‘rinishda bo'ladi, bu yerda m >2 va g, gm# - biror o‘zgarmas sonlar.

Ko ‘rifayoigan xususiy holda turg'unlik masalasi osongina yechiladi:
agar m juft son bo'lsa, n holda toyilmagan harakat noturg'un va m

tog son bo‘lsa, n holda g <0 da toyilmagan harakat asimptotik turg ‘un,
g >0 da esa noturg ‘un bo ‘ladi.

Haqgigatan ham, agar m juft son bo‘lsa, u holda (5.2.1) tenglamaning
i'ng tarafidagi funksiya koordinata bpshining atrofida g ning ishorasiga

mos keladigan giymat gabul giladi (2-bobdagi 4-lemmaga asosan).

------- < - > — e D e > — D e (e — >
(0] 0 0
a) b) d)
S.I- shakl
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Shuning uchun ham (5.2.1) tenglamaga asosan X o0‘gi bo'yicha
harakat gilayotgan tasvirlovchi nugta harakatining tezligi nuqtaning dast-
labki paytda koordinata boshining chapida yoki o'ngida turishidars gat’iy
nazar, ma’ium yo‘nalishga ega bo‘ladi.

Demak, agar tasvirlovchi nuqta dastlabki lahzadg. g >0 bo‘lganda
koordinata boshidan oingda va g <0 bolganda chapda tarsa, u hoida bu

nugta X funksiyaning aniqg ishorali sohasidan chiggunga gadar koordinata
boshidan uzoglashadi (5.1 ,a-shakl). Shunday gqilib, bu holda toyilmagan
harakat, g ning ishorasi qganday bolishidan qat’iy nazar, noturg‘un
bo‘ladi.

Agar m toq son bo‘lsa, u holda tasvirlovchi nuqta tezligining
yo‘nalishi koordinata boshidan o‘tganda o ‘zgaradi. Bu hoi uchun g>0
da, nuqta koordinata boshidan uzoglashadi (5.1,b- shaki) va g< 0
bolganda, u, aksincha, koordinata béshiga yaginlashadi (5.1,d- shaki),
Demak, g>0 bolganda, toyilmagan harakat noto«g‘tth, g<0 esa

asimptotik turg'un bo'ladi.

Ko‘rilayotgan masala uchun Lyapunov fimksiyasmi o; jngina ti*V.ish
mumkin.

a) m - toqg son bolsin, u hoida

deb olamiz. Uning vaqgt bo‘yicha olingan to‘liq hosilasi

dt

ga teng bo‘ladi. V va V funksiyalarning ikkalasi ham aniq ishorali.
Agar g>0bo‘lsa, u holda ikkalasi ham bir xil ishorali va, demak, V

funksiya teorema D ning hamma shartlarini ganoatlantirgani uchun
toyilmagan harakat noturg'un bo'ladi.

Agar g<0 bo‘lsa, u holda V va V laming ishoralari bir-biriga

garama-garshi va, demak, V funksiya teorema B ning hamma shartlarini
ganoatlantiradi. Shunday qilib, bu holda toyilmagan harakat asimptotik
turg'un boladi.

b) m —juft son bo‘lganda, Lyapunov funksiyasini V =x shaklda

izlaymiz. U vaqtda V =gx"'+... aniq ishorali funksiya bo'ladi. V

funksiya giymatining ishorasi esa, g qanday giymat gabul gilishidan

gat’iy nazar, V qiymatining ishorasi bilan bir xil bo‘lishi mumkin.
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Ocmak, g>0 da ham, g<0 da ham V funksiya teorema D ning

hamma shartlarmi ganoatlantiradi, ya’ni toyilmagan harakat noturg‘un
boladi.

3- 8. («+1) —tartibli sistema uchun masalani xususiy holda
tadqgiq etish
Endi n* 0 deb faraz qilamiz. Shu bilan birga, biz (5.1.6) dif-

ferensial tenglamalaming o‘ng tarafidagi funksiyalar ayrim qo'shimcha
shartlami qanoatlantiradi deb faraz gilamiz. Ushbu

X Q)(x) = X(x,0,0,...,0) = gxT + g mHxm++ ... 1
Jjo,(v) = X1(x,0,0,....0) =gsxmf + g A xm +... (s=0)J

belgilashlami kiritamiz, bu yerda g, g m\ gs, g'"'s<<-0 ‘zgarmas sonlar. U
holda qo'shimcha shartiai' quyidagilai'dan iborat:

1) J <O(x) aynan nolga teng bo‘linaydi;

2) ms>m;

3) (5.1.6) tenglamalardagi barcha ps=0 bo‘lsin.

Bu shartlar bajarilganda turg‘unlik masalasi birdaniga yechiladi:

Agar m - juft son bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat doimo
noturg‘un boladi,

Agar m - toqg son bo'lsa, u holda g >0 bo'lganda toyilmagan ha-

rakat noturg ‘un va g <0 bo ‘lganda asimptotik turg ‘un bo ‘ladi.
Boshgacha qilib aytganda, masalaning yechimi

d = X (Ax) = gx"" + g mHXm+l+ ...
at

bitta differensial tengiama bilan ifodaiangan toyiigan harakat muvozanat
holatining turg‘unlik masalasinirig yechimi bilan bir xil bo‘ladi.

Shunday qilib, yugorida keltirilgan 3 ta shart bajarilganda, turg ‘unlik
masalasini yechish uchun hamma nokritik tenglamalarni va kritik teng-
lamadagi hamma nokritik o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lgan hadlarni
tashlab yuborib, hosil bo‘lgan bir o'zgaruvcliili bitta differensial tengla-
mani tadgiq etish yetarUdir.

Keltirilgan tasdigni isbotiash uchun toyilgan harakatning
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differensiai tenglamalari uchun Lyapunovning teorema B yoki teorem,.
D larini ganoatlantiruvchi V funksiyani tuzish kerak bo'ladi, bu yerda

X'(X,XV...,xn) PyHKUmMsa X =x2=...=xt=0 nuqgtada nolga aylanuvchi
funksiya boiishi lozim.

Demak, shunday V(x,Xxi,...,xn) ni topish kerakki, uning (5.3.2) ga
nisbatan vaqt bo‘yicha olingan to‘liq hosilasi V aniqg ishorali funksiya
bo‘lsin.

a) Avval m - toq son bo‘lgan holni ko‘rib odaylik.

W (x1,x2,...,x,,) quyidagi munosabatni qanoatlantiruvchi xI,x2,...,xn

o‘zgaruvchilarning kvadratik formasi bo‘lsin:

- 9 9
Zi =T-(PSiXN~ +Psnxn) = X\creee+* o (5.3.3)
XS

(5.1.5) xarakteristik tenglama ildizlarining barchasi haqiqiy qismi

manfiy bo'lganligidan 4- bobdagi 1- teoremaga asosan bunday W
forma mavjud va u anig manfiy ishorali bo'ladi.

Lyapunov funksiyasini quyidagi ko‘rinishda tanlab olamiz:

V=-igx2+W (xi,...,.xn) + Xx2Q2 + ...+ x mQm, (5.34)

bu yerda Qk(xi,x2Mx,,)(Jc =2,m)- lar x1,x2,...,xn o‘zgaruvchilarning
chizigli formasi. Qk chizigli formalarni shunday tanlaymizki, V

funksiyaning (5.3.2) sistemaga ko'ra vaqt bo‘yicha olingan tolig ho-
silasi

— =(g2+F(x,xt...;n))/'m + N 2+Yfap (x,\,...Axaxp (5.35)
" A aP4
ko'rinishga ega va anig musbat ishorali funksiya bo‘lsin, bu yerda F
va Fg lar x,xv...,xn o‘zgaruvchilaming gandaydir funksiyalari bo'lib,
ulaming x =x, =..=xn=0 nuqtadagi giymati nolga teng.
V funksiyani ko‘rib o‘taylik. W (x{, ...,xn) kvadratik formaning anic

manfiy ishorali ekanligini yuqgorida aytib o4gan edik. Shuning uchun
ham.gcO bolsa, x,xI7...,xn o'zgaruvchilarning

Ngx2+W (x1,....,xn) (5.3.6)
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kvadratik formasi ham aniq manfiy ishorali, shunga binoan (5.3.4)
formula hilan aniglanadigan V funksiya ham aniqg manfiy ishorali
bo‘ladi.

Shunday qilib, g <0 bolganda - aniq musbat ishorali va V -

dt

anig manfiy ishorali funksiyalar bo‘ladi va, demak, V funksiya Lya-
punov teorema B sining hamma shartlarini ganoatlantiradi. Bu yerdan
toyilmagan harakatning asimptotik turg‘unligi kelib chiqgadi.

Agar g>0 bo‘lsa, u holda (5.3.6) kvadratik forma va, demak, V

funksiya o'zgaruvchan ishorali va shunga ko‘ra ham aniq ishorali
dt

funksiya bo'iadi Shunday qilib, bu holda V funksiya teorema D ning
hamma shartlarini qganoatlantiradi va toyilmagan harakat noturg‘un
bo‘ladi,

b) Endi m juft son bolsin. Bu holda g o'zgarmas sonning ganday
ishorali bo‘lishidan gat’iy nazar, toyilmagan harakat noturg‘un bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Buning uchun V funksiyani quyidagi ko‘rinishda izlaymiz:

V = a2gx +W(xy...,xn) + xQ] +...+xm[Qm,,, (5.3.7)

bu yerda W - (5.3.3) munosabatni ganoatlantiruvchi aniq manfiy ishorali
kvadratik forma, Q,,Q2,-,Qm, lar X,X2,...,X,, o0°‘zgaruvchilarning

gandaydir chiziqii formalari. Bu formalarni shunday tanlab olamizki, V
ning hosilasi quyidagi ko'rinishga ega bo‘lsin:

~ =(cfg2+F)xm+tagXIl) +Y /s+Yf'pX'Xp (5.3.8)
at. | i'p- |

bu yerda F ifoda x ning funksiyasi va F(0) =0, Fa3 ifoda X,,...,X,,
larning funksiyasi va F*<0,...,0) =0.

Agar a2 yetarlicha kichik son bo‘lsa, u holda 8L aniq musbat
dt

ishorali funksiya bo‘ladi. Yoyilmasi chizigii hadlar bilan boshlanadigan
V funksiya esa, ravshanki, o'zgaruvchan ishorali, demak, V funksiya
teorema D ning hamma shartlarini ganoatlantiradi hamda toyilmagan ha-
rakat. noturg‘un boMadi.

Shunday qilib, . ko‘rilayotgan hoi uchun hamma tasdiglarni isbot
gildik.

Tasdiglaming toMaroq isbotini G.N. Duboshinning [26, 180-186 betlar]
va LG. Malkinning [53, 94 - 101 betlar] kitoblaridan topish mumkin.



Bu kitoblarda nima uchun Lyapunov funksiyasini (5.3.4) va (5.3.7)
ko‘rinishlarda izlashni tushuntiruvchi mulohazalar kdiirilgan.

4- 8§ (h+1) -tartibli sistema uchun masaianfumumiy holda

tadqiq etish

Turg‘unlik masalasini umumiy hol, ya’'ni (5.1.6) toyilgan harakat
tenglamalarining o°‘ng tarafidagi funksiyalarni chegaralovchi hech gan-
day shartlar go‘yilmagan holda ko‘rib o‘tamiz.

Masalani umumiy holda yechish uchun (5.1.6) tenglamalar siste-
masini oldingi paragrafdagi chegaralovchi shartlar bajariladigan ko‘ri-
nishga keltiramiz. Shu magsadda

fs=psixl+...+ pmxn+psx+Xs=0 (s=1,n) (5.4.1)
tenglamalar sistemasini garaymiz. Bu tenglamalaming chap qismi
x- xl=..=x%,=0 nuqtada nolga aylanadi. (5.4.1) tenglamalar siste-
masidan xs (s =1,n) o‘zgaruvchilami x o'zgaruvchining funksiyalari si-
fatida aniglaymiz. Bu sistemaning xlv..,x,, 0'zgaruvchilarga nisbatan
funksional determinanti x = x]=...=xII=0 nugtada noldan fargli. Haqi-

gatan ham,

chunki (5.1.5) xarakteristik tenglamaning nolga teng ildizi mavjud emas.
Shuning uchun ham oshkormas funksiyalaming mavjudligi hagidagi teo-

rerhaga asosan (5.4.1) sistemaning yagona yechimi mavjud va xs(s = I, n)

funksiyalar x =0 da nolga aylanib, ulai' x ning darajalaii bo‘yicha ga-
torga yoyiladi hamda bu gator x ning yetarlicha kichik giymatlarida
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Avytilgan funksiyalar

«j(x) = A'Dx + A2)x2+... (5.4.2)
bo'lsin, ya’ni
pslu{+ ..+ ps2u2+ ...+ psu,, + psx + Xs(x,ul,...,un)=0 . (5.4.3)
Endi (5.1.6) tenglamalarda o‘zgaruvchilarni quyidagicha almashti-
ramiz:
Xs = s+ «s(x). (5.4.4)
U holda
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dx _ X(x,Ci +ul(x),...Cn +n,(*)).,

dt
ar _ oo
g Psi(TI +*i) + - + PmmE + Un) + PsX +
X s(x.c] dus dx
+ Xs(x,
¢ dx dt
yoki, (5.4.3) ga asosan
-=X Q t,
dt (5.4.5)
dt :PsSA +- +Psnin+ Xs(x,”™,.(S-Un),
bu yerda
X =X (x,¢1+ul,..Cn+u,,),
du. (5.4.6)
Xs —Xs(x,i + M +u,) Xs(x,ut,...,un) d X
X

lar X, £j o‘zgaruvchilarning analitik funksiyalari. Bu funksiyalarning

yoyilmasi kamida ikkinchi darajali hadlardan boshlanadi.

Eski o'zgaruvchilar birdaniga nolga aylanganida, shunda va fagat
shundagina yangi o'zgaruvchilar bir vaqtda nolga aylanadi. Shuning uchun
eski o‘zgaruvchilarga nisbatan uirg‘unlik masalasi yangi o'zgaruvchilarga
nisbatan turg'unlik masalasiga ekvivalentdir. Demak, ko‘rilayotgan umu-
miy holda turg‘unlik masalasini tadqgiq etish uchun (5.4.5) sistemani
ko‘rishimiz kifoya bo'ladi.

(5.4.5) tenglamalar sistemasi oldingi paragrafda ko'rilgan chega-
ralovchi shartlardan ikkinchi va uchinchisini ganoatlantiradi.

Haqigatan ham, (5.4.5) sistemaning oxirgi n ta tenglamasida barcha

p =0. X©O va X ¢0) funksiyalar uchun (5.4.6) ga asosan

X (0O\x) = X(x,0,...,0) = X (x,U(X),...,u,,(x))i
(5.4.7)

X10\x) =Xs(x,0,-B) =- — X i0)
dx

tengliklarni hosil gilamiz. Bu yerdan ko‘rinib turibdiki, X PM](x) funksiya

yoyilmasidagi birinchi hadning darajasi X @ ning yoyilmasidagi eng
past darajali hadnikidan kam emas, ya’ni ms>m.

Demak, agar X <O#0 bo'lsa, u holda (5.4.5) sistema oldingi pa-
ragrafdagi barcha chegaralovchi shartlarni ganoatlantiradi. Shuning uchun
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ham X (00 bo‘lgan holda, biz turg'unlik masalasini yechish uchun
oldingi paragrafda olingan natijalardan foydalanishimiz mumkin.

Agar X <=0 boisa, u holda (5.4.7) ga asosatu.XJ0>s 0 va oldingi
paragrafdagi shartlar bajarilmaydi. Bu holni adabiyotda maxsus hol deb
aytadilar va uni maxsus tadqiq etish kerak bo‘lib goladi.

Hozir biz nomaxsus holni koiamiz. Bu holda, oldingi paragrafdagi
natijalarga asosan, biz (5.4.5) sistemadagi fagat birinchi tenglamani ko‘-

rishimiz, larga bog‘lig bo‘lgan hamma hadlarni tashlab yubo-
rishimiz va shu ishlarning natijasida hosil gilingan

~ = Xm(x) (5.4.8)
dt
tenglamani yoki (5.4.7) ning birinchi tenglamasiga asosan
dx
Et-: X (x,ut(x),...,un(x)) (5.4.9)

tenglamani tadqig yetishimiz kerak. Bu tenglama uchun turg'unlik ma-
salasi uning o‘ng tarafidagi funksiya yoyilmasidagi kichik hadi orqali
hal bo‘ladi. Agar bu kichik hadning daraja ko‘rsatkichi toq va uning ol-
didagi koeffitsiyent manfiy son bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat
asimptotik turg‘un boladi. Qolgan hamma hollarda toyilmagan harakat
noturg‘un bo‘ladi.

Shunday qihb, xarakteristik tenglama bitta nol ildizga ega va qolgan
ildizlarining haqigiy qgismi manfiy boisa., u holda turg‘unlik masalasini
yechish uchun quyidagi algoritmdan foydaianish kerak;

1. Toyilgan harakat tenglamasini (5.1.6) ko'rinishga keltirish kerak.

2. Nokritik tenglamalaming o‘ng taiafmi nolga tengiashtirib, hosil
gilingan (5.4.1) tenglamalami x,, larga nisbatan yechish kerak

X (.r,«,(x),....M,(j;)) =0 boisa, u holda maxsus holga duch keiamiz.

Bu masalaning yechimini keyingi paragrafiardan beramiz.

5- 8. Misollar
Biz ko'rayotgan kritik holda turg‘unlik masalasini yechish uchun ol-
dingi pai-agrafda bayon etilgan algoritmning 2-bandiga asosan (5.4.1)
tenglamalami xs larga nisbatan yechish kerak. Bu yecfiimni topish

uchun uni ushbu

xs(x) = BINx+ BI1x2+... (s —1,n) (5.5.1)

gator sifatida izlaymiz, bu yerda A0- anigmas koeffitsiyentlar. Bu
koeffitsiyentlami aniglash uchun (5.5.1) gatomi (5.4.1) ga qo‘yamiz va



liir xil darajali x o‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga teng
htiramiz. Birinchi darajali x oldidagi koeffitsiyentni nolga tenglash-
tii ib, ushbu
P, X\ +PsjB? +- + Ps,A? +P,=0 (s=u) _ (652
tcnglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemadan B? (s=1,«) koef-
iilsiyentlar topiladi.
Bu tenglamalar chizigli, noldan fargli determinantga ega va shuning
:ichun ham bitta va fagat bitta yechimga ega. Xuddi shunday, x‘ o‘zga-
muvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglashtirib, B ? koeffitsi-

yentlarni topish uchun quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

PsXj+ PsiB? +...+P,,B? +p[°=0 \s=0 ), (55.3)
bu yerdap\ lar fi'f, B f\ ..., Bf ‘¥ larga nisbatan biror ko‘phad.

(5.5.3) tenglamalar B(') koeffitsiyentlarni ketma-ket topishga imkon
beradi.

B¢ koeffitsiyentlarni aniglab bo‘lgandan keyin, X funksiyaning
o‘zgaruvchilari o‘miga (5.5.1) qatorni qo'yish lozim. X ning yoyilma-
sidagi x ga nisbatan eng kichik darajali hadi turg‘unlik masalasini hal
giladi. Bizni gatordagi fagat eng kichik darajali had giziqtirgani uchun
umumiy holda hisoblashlar o‘tkazayotganda amaliy nuqtayi nazardan
(5.5.1) gatordagi fagatgina B ?x hadni aniglash kifoyadir, chunki ushbu
had X funksiyaning yoyilmasidagi eng kichik darajali hadni aniqlaydi.
Agar (5.5.1) gatorni X funksiya ifodasiga qo‘yganimizda, X va Xs

funksiyalarning koeffitsiyentlari orasidagi gandaydir munosabatlarga
asosan eng kichik darajali had nolga teng bo‘lib qolsa, u holda (5.5.1)

gatordagi B[2%2 hadni va ayrim vagqtlarda yuqori daiajali hadlarni ham

hisobga olishga to‘g‘ri keladi.
Shuni ham ta’kidlab o‘tamizki, agar (5.5.2) tenglamalardagi barcha

ps=0 bolsa, u holda Bi)=Bjn=..=B}jj) =0 va, demak, Xs(x) ning
yoyilmasi kamida ikkinchi darajali hadlardan boshlanadi. Umuman, agar
barcha p%+ Xs(x,0,...,0) funksiyalar ifodasida k -darajaiigacha hadlar yo'q

va bu funksiyalardan birortasining ifodasida (k +1) -taitibli had gatnashsa, u
holda (5.5.1) yoyilma (k + 1)- tartibli haddan boshlanadi.
Bu izohlardan keyin bir nechta misollarni ko‘raylik.
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1-misol Toyilgan harakat tengiamalari quyidagi; ko‘rinishga
keltirilgan bo‘lsin:

ax,
q = x| +x2+ax .,

()
dt

o
dt —~

bu yerda a, fi, y - ayrim o‘zgarmas sonlar. (5.5.4) sistemaning birinchi

=~x2+4x3+/34, (5.5.4)

yaqinlashish tengiamalari

xl=-xi+x2,
X2=-X2+ 4x3, (5.5.5)
Jj =X, - 4x3
ko'rinishga ega. (5.5.3) ning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
-1-A 1 0
-0 -1-X 4 =0
1 0 -4-X
yoki
A(. +3)2=0..

Bu tenglama ushbu ildizlarga ega:

1
&b

A=o0, n—3 > A3
va, demak, bu yerda kritik holga duch keidik.
(5.5.5) tenglamalarning birinchi integrafi
xl+ X2 + x3m=C .
(5.5.4) tengiamalardagi x3 o'zgaruvchi o'miga yangi x 0°‘zgaruvchini

X =xl+x2+ X,

munosabat orqgafi kiritib, uni quyidagi maxsus ko'rinishga keltiramiz
((5.1.6) ga garang):

d=axf +fixi +y(x—xl -x22,
i, --X, +x, +axf, (5.5.6)
X, =-4X, --5X, +4x+p £

Endi x, va x, 0‘zgaruvchilarga nisbatan yechilishi lozim bo'lgan quyi-

dagi algebraik tenglamalar sistemasini tuzamiz ((5.4.1) ga garang):
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m -xl+x2+axj=0, i (5.5.7)
~4x, - 5x2+4x+ B xi =0,

Hirinchi tenglamadan
(5.5.8)

ni topib, ikkinchi tengiamaga keitirib gqo‘yamiz:

«Ox, + 4x + (5a+B)xf-la B xjl+ a'Bxx=0. (5.5.9)
4i ienglamaning yechimini ushbu qator sifatida izlaymiz ((5.4.2) ga

, (rang):
Xi=ax+axl+.: (5.5.10)

iu gaiorni (5.5.9) dagi xI o'rniga qo'yib va x ning darajalari oldidagi
-.«.effitsiyeniarni nolga tenglashtirgandan so‘ng, quyidagi tenglamalaiga

ielamiz:
-9a, +4 =0,

- 9a2+ (5« + B) a2=0.
-94.+2(Ba+R)aja2- 2«Ra =0,

Bd tenglamai rdan ketma-ket barcha koeffitsiyentlarni topamiz:

4
a,=-,

9

2
0, =-(5a+y5)a,2=— (5a+R), (5.5.11)
3

fl,=- (5a+B)fle, - - aRa3= (25" +« B +R1)

q 4 4

(5.5.11) ni (5.5.10) ga qgo‘yib, avval xj ni va keyin x, ni (5.5.8) ga
go'‘yib, X, ni topamiz:

X=nX) =i x+ 4 0« +B)x2+ ~r (25a2+all +RBIx* +..,

xl=u,(x) =alx + (@l-a fIf).v +(a3-2a fl,a2-T +
Endi topilgan x, va x2 larning ifodalarini

X = otx2+ B xXMN\-y(X- X, - x2)2
funksiyaga keitirib qo'ysak, quyidagi ifodani hosil gilamiz:
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XW= X(x,uj(x),...,u2(x)) =*-(16a + 168 +y)x2+

4
\j I0a2-6aR +2R2 (a+2R)

Bu ifodani oldingi paragrafda bayon etilgan nazaoya asosida tadqiq
etsak, quyidagi natijalarga erishamiz:

a) Agar 16a+\6B+y&0 bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat
((5.5.6) ning muvozanat holati) noturgiin bo‘ladi.

b) Agar \6a+16B8 + y*Q bo‘lsa, u holda

10a2-6a B +2R2>-~(a + 2B)
munosabat uchun toyilmagan harakat noturg‘un,
10a2-6aB +2R2<~ (a+2RB)

tengsizlik bajarilganda esa asimptotik turg'un bo'ladi.
d) Haqigiy koeffitsiyentlar uchun

10a2-6alR+2R82=" (a+ 2R)
tenglik bajarilmaydi.

2- m isol LyapunovlavsiyaetganrasoM ko&ibo ‘iaylik [34],

Toyilgan harakat differensia! tenglamalari quyidagi ko'rinishda berilgan
bo‘lsin:
X =@Bm-1) x2- (m-1) y2- (n-1) 22+ (in-1) yz- 2mzx- 2nxy = X(X, Y, 2),
Y-y X+ (XY +2Z)(y +2~-X) = Y(X,Y,2)-y + X, (5.5.12)
Z=-z2+X- (X+2y- 2)(y+z-X)- -z +x+2Z(X,Y,2),
bu yerda m va n - biror o'zgarmas sonlar.

Bu tenglamalar sistemasi (5.1.6) maxsus ko‘rinishga ega va uning
birinchi yaginlashish tenglamalarining xarakteristik tenglamasi

4=0, = —

ildizlarga ega.

Oldingi paiagrafda bayon etilgan nazariyaga asosan (5.5.12) sis-

temaning ikkinchi va uchinchi tenglamalarini nolga tenglashtirib, ulardan
Y va Z iarni x ning funksiyasi sifatida topish kerak:
Sy FXH(X- y+22)(y+z- x)=0]
(5.5.13)
- z+Xx- (Xx+2y- 2)(y+z-x)=0,
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Uuning uchun (5.5.13) sistemadagi tenglamalarni qo‘shib va ayirib,
~.y-z+2t+3(z-v) (v+z~*)=0,
7_y+(3+z-x) {2x+y+2)=0
larni hosil gilamiz. Endi 1] yangi o'zgaruvchilarni
y+ z=<f, z-y =1 (5.5.14)
munosabat orqaii Kiritib, so'nggi tenglamalarni
-S +2x+3<£-x)n=0,) (5.5.15)
g+ (£-x)(2x+0O =0 j
soddaroq ko'rinishga keltiramiz. (5.5.15) dan 1 ni chiqgarib tashlab, ¢
ga nisbatan uchinchi darajali (kub) tenglamaga kelamiz:
3i3+ (1-9x2c +6x3-2.r =0.
Bu tenglamaning chap tarafi x =0 da nolga aylanadi va uning yechimini
¢ =ci,x+ax2+ a,x3+...
gator ko'rimshida izlaymiz. a,a2,... koeffitsiyentlarni topib,
A= 2jc-12a3+ ...
ga kelamiz. Bu ifodani (5.5.15) sistemaning ikkinchi tenglamasiga
qo'yib,
r=(x-a (2x+0 =~4x2+ 6(k4+...
ni aniglaymiz. £ va 1 laming ifodasini (5.5.14) ga go‘yib, V va z
larni topamiz:
y=X+2Xx2- 6x3- 30x4+...,
Z=X—2X2- 6x3+30x4+....
y va z laming bu ifodalarini (5.5.12) sistemaning o‘ng tarafidagi X
funksiyaning y va z o‘zgaruvchilari o‘rniga qo'‘yib, quyidagi qatorni
hosil gilamiz:

X,a(x)=X(xm,(x), (X))=4 (5m-7 n)x'+24(m-ii)x" +... . (5.5.16)

X®(.x) funksiyaning ifodasini tadqig qilib quyidagi natijalarga

erishamiz:
a) Agar 5m 7« /0 bolsa, u holda iQvjlmagan harakat noturg‘un
bo'ladi. -

b) Agar %m- In=0 bo‘lsa, u holda X<(x) quyidagi ko‘rinishga
keladi:



5
Bu yerdan: agar n>0 (demak, m>0) bolsa, toyilmagan harakatning-
noturg'un, n< 0 bo‘lganda esa asimptodk turg'un bolishi keiib chigadi,

d) m=n-0 da, X<x)=0 boladi, yarai maxsus holga kelamiz. Bu

holni kelgusi paragraflarda ko'rib olamiz.
3 -misolToyilgan harakat tenglamalari
a =axl+bxy+cy2- X(x,y),
_dt =-Vv + kx+ Ix1+ mxy+ ny~=-y + kx+ Y{X,y)

ko'rinishda bo'lsin, bu yerda a,b.,c,k,I,m,n - o'zgarmas soniar [52].
Ushbu
- y+ kx+1x2+ mxy +ny2=0
tenglamani tuzib, uning yechimini
y(x) = kx+ B2x* + B}x' + —
gator sifatida izlaymiz. Bu gatomi X(x,y) ning ifodasiga qo‘yib,
X (X, y(x)) —AX" + AyX3+ AjX4+...
ni hosil gilamiz, bu yerda
A2=ci+bk+ck2 A mb+2ck)B2 A, =(b+ 2ck) By+ cB2.
Toyilmagan harakat turg‘un bo‘lishi uchun
A2=a+bk +ck2=0 (5.5.16)
bo‘lishi zarurdir. Bu shaxt bajarilgan deb faraz gilamiz. U vaqtda A,
koeffitsiyentni qgarashga to‘g‘ri keladi. Buning uchun B, ni hisoblash
kerak:
B2=I1+mk+nk2.  _ (5.5.17)

Bu yerda ikki hoi bo‘lishi mutnkin.
a) B2*(), u holda, agar b+7ck* 0 bolsa, toyilmagan harakat

B2(b+2ck)>0 da noturg‘un boladi. Agar b+2ck=0 bolsa, u holda

A4 koeffitsiyentni kolishga to‘g‘ri keladi. Bu holda c&Q bolsa,

toyilmagan harakat notarg un boladi. Agar c=0 bolsa, u holda a=20
va ¢ =0, demak, boladi va biz maxsus holga duch kelamiz.



b) Endi B2=0 bo‘lsin. U vaqtda (5.5.17) ga asosan (A) tenglama
y = kx yechimga ega bo'ladi. Bu echim (5.5.16) ga asosan X(x,y(x))
funksiyani aynan nolga aylandradi, ya’'ni X (x,y(x)) =0. Demak, yana

maxsus holga kelamiz.

6- 8. Maxsus holda turg‘unlik masalasini tadqiq etish
Endi maxsus holni ko‘ramiz. Demak, X(x,X,,...,xn) funksiya ifodasi-
dagi x{xr,...,xn 0‘zgaruvchilar o'rniga
PAUl+ Pslu2 + -+ PmU, + Pxx W 5(X,Ui,..., un)S 0 (S Ln)
tenglamaiarni  ganoadandruvchi us(x) funksiyani  go‘yganimizda
X(x,ui*\...,un(x)) =0 bo‘isin. Bu holda

d
X=X{x,x{,...,xn),
dt

(5.6.1)
gd)il'—Pl'A +-+ T A +Psx+Xs(Xxl,...,xn) (5=f2)
tcnglamalar sistemasini
XS = ¢S+ us(x) (s=1In)
belgilashlar yordami bilan hosil gilingan
o = X{x,¢v ...,C,,).
t (5.6.2)
ddjt PAE, +..+pj, +X(X, ..Q (s-1,n)
tenglamalar sistemasidagi X va Xs lar uchun
X(x, 0,...,0) = Xs(x,0,...,0)=0 (s=U) (5.6.3)
bo'ladi. Bu munosabadar bevosita
X = X(, f,+n h-mJ.
X, =X, {x, 2, +un) - Xs(x,u,u,,)--de-X

munosabatlardan kelib chigadi.
Ammo, (5.6.2) tenglamalar sistemasi, (5.6.3) munosabadar baja-
rilganda,
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(5.6.4)

yechimga ega, bu yerda c¢ - ixtiyoriy o‘zgarmas son. Demak, (5.6.1)
tenglamafar sistemasi

X-c, Xs=us(c) (5.6.5)
yechimga ega. Sistemaning trivial yechimi x=xl=..=xn=0 (5.6.5)

yechimlar oilasining orasida boiadi va u ¢ =0 giymatga mos keladi.

Ma’lumki, ko‘rilayotgan dinamik sistemaning toyilmagan bargaror
harakati trivial yechimga mos keladi. Xuddi shunday, dinamik siste-
maning boshqa bargaror harakatlari (5.6.5) yechimga mos keladi. Shun-
day qilib, maxsus holda tadqiq etilayotgan toyilmagan harakat bargaror
harakatlar oilasiga mansub boiadi.

Bu tasdigning aksi ham to‘g‘ri, ya’'ni maxsus holda barqgaror harakat
toyilmagan harakat boiadi (bu tasdigning isboti LG. Malkin [53] kito-
bining 109-111 betlarida keltirilgan).

Masalan, oldingi boblarda ko‘rilgan qo‘zg‘algan nugta atrofida iner-
siya bo'‘yicha aylanayotgan gattiq jism ixtiyoriy c¢=a parametrga
boglig boigan uchta bargaror harakatlar oilasiga ega:

p = co, g=r-0; g=co, r~p =0; r-co, p=9q-0,

bu yerda p, g, r - oniy burchak tezligi vektorining bosh inersiya
o‘glari bo'yicha yo‘nalgan koordinata o‘qlaridagi proeksiyalari.

Shunday qilib, maxsus holda toyilmagan harakat bargaror harakatlar
oilasiga mansub boiadi, bunda x,xl,...,.xn o‘zgaruvchilarga nisbatan bu

oila (5.6.5) munosabat bilan, x,~v ...,~n o‘zgaruvchilarga nisbatan esa

(5.6.4) formulalar bilan aniglanadi.

Maxsus holda toyilmagan harakat doimo turg‘un. Turg‘unlik bu hol-
da asimptotik boimaydi. Ammo, toyilmagan harakatga yetarlicha yaqin
boigan har ganday toyilgan harakat t-*°° da toyilmagan harakatga
intilmasdan, yuqorida ko‘rsatilgan bargaror harakatlar oilasining birorta

harakatiga baribir intiladi. Boshgacha qilib aytganda, x°, boshlan-
gich giymatlari yetarli kichik boigan har ganday x(t), £s(t) toyilgan ha-
rakatlar uchun

{i_Lpox(t) =a, tIi)(rnjoqs{t) =0
munosabat o‘rinlidir, bu yerda a - tanlangan toyilgan harakatga bogliq
boigan o'zgarmas son.
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Toyilmagan harakatning xuddi shunday xususiyatiga toyilmagan hara-
katga yetarlicha yaqin bolgan oilaning barcha bargaror harakatlari ham
ega bo'ladi.

Keltirilgan mulohaza Lyapunovning umumiy teoremasining xususiy
holi hisoblanadi. Bu teoremani I.G. Malkin 1938-yilda umumlashtirgan
va uning boshgacha isbotini bergan. Biz bu yerda o‘sha teoremani kelti-
ramiz.

Toyilgan harakat differensial tenglamalari quyidagi ko‘rinishda
bo‘lsin:

i

--Yi(txv yu...,.yk) (*=V),
dt (5.6.6)
dxs .

=PS\NXX%H...+ pjen+ Xs(t,xv ... X, yu...,.yk) 0 =1«),
dt

bu yerda Yj,XS - barcha />0 da chegaralangan funksiya, t ga bog‘lig

bolgan koordinata boshi atrofida yj,xs o°‘zgaruvchilarning analitik

funksiyalari, shu o‘zgaruvchilar bo‘yicha yoyilmasi kamida ikkinchi da-
rajali haddan boshlanadi. Bu yerda yana

Yfro, ...,G, yv...,.yk=Xs(t,0, ...,0, y,,...,y*) =0

munosabat oi'inii, ya’'ni fagatgina xs- 0 (s=1ln) da Y va Xs
furiksiyalar nolga aylanadl.
p K koeffitsiyentlar shundayki,

Pn~X PI2 - Pin
PIl p22 = Pin =0 (5.6.7)
. P2 pnn-X

tenglama faqat haqigiy gismi manfiy bo‘lgan ildizlarga ega.
(5.6.6) tenglamalar sistemasining quyidagi xususiy yechimi mavjud:
Ji=c¢,,-- 3k=ck x= f=..=X%,=0, (5.6.8)
Bu yechim k ga, ixtiyoriy cj o‘zgarmas son (parametr)larga bog‘liq va
tadqiq etilayotgan toyilmagan harakatni o‘z ichiga oigan bargaror harakai-
lar oilasini aniglaydi. Agar Xs va Y; lar t ga bogliq bo‘lImasa va k=1

bo'lsa, u holda (5.6.6) sistema maxsus holda (5.6.2) sistemaga aylanadi.
Teorema. Agar toyilgan harakatning differensial tenglamlar siste-
rnasi (5.6.6) ko'‘rinishga ega bolsa, u holda toyilmagan harakat turg'un
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bo'ladi. Bit yerda toyilinagan harakatga yetarlicha yagin har ganday
toyilgan harakat vaqtning chegaralanmay o'sishi bilan (5.6.8) oilaning
birorta barqgaror harakatiga intiladi.

Agar c, parametriarning qiymatlaii yetarlicha kichik bo‘lsa, u holda
(5.6.8) oiladagi barcha barqaror harakatlar shu xususiyatga egadir.

Teoremaning isboti I.G. Malkin [53] kitobining 114-118 betlarida
keltirilgan.

Kelgusi paragrafda biz ikkinchi kritik holni, ya’ni xarakteristik teng-
lama juft sof mavhum ildizga ega bo‘lgan holni tadgiq etamiz.

7- 8. Juft sof mavhum ildizlar holi. Toyilgan harakat
tengiamalarini maxsus ko‘rinishga keltirish
Quyidagi (n+ 2) -tartibli tenglamalar sistemasini ko'rib o ‘tamiz:

dz,
df=4j'& 0 =1«+2), G671

bu yerda har bir Z- ifoda zv-.,z,,+2 o0°‘zgaruvchilarga nisbatan koor-

dinata boshining biror atrofida analitik funksiya, zi,-..,zn+2t larning

darajalari bo'yicha yoyilmasi esa kamida ikkinchi tartibli haddan bosh-
lanadi. Birinchi yaginlashish

S —
Rz tyiz, +" . +y A2 AR e 0 =1k +2) (57.2)
sistemasining xarakteristik tenglamasi
€[~ P ga Q, He
gx 92~P - 2,2 =Q 673
9it 21 9,+22 on+2n+2 P
juft sof mavhum =/.i ildizga va n ta haqigiy gismi manfiy bo‘lgan il-
dizlarga ega bo‘lsin.
Quyidagi
X = + a2+ ... + a,2z,+2, Yy = iz + b2Z2+ ..+ b2 142

almashtirishlar vositasida ikkita gandaydir Zj o'zgaruvchilar o‘rniga
yangi x va y o‘zgaruvchilarni kiritamiz, bu yerda ajva b, - o'zgannas

sonlar. Bu o'zgarmas sonlarni shunday tanlab olamizki, (5.7.2) sistemaning
ikkita tenglamasi
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dt dt

ko‘rinishga kelsin. Demak, biz

n+2 m+2

Y jaj(ajlzl+... + qj j= -xH bizj’
=l

n+; n+2

¢ L im G- n2H2) —A

munosabatlarga ega bo‘lishimiz kerak. Bu munosabatlarning ikki ta-
rafidagi bir xii darajali zk lar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib,

tj va bj larga nisbatan 2n+4 ta chiziqli bir jinsli tenglamalar
sistemasini fiosil gilamiz:

gia-«i+4 *% +-+9 , +zkan+t2+ ~h
(5.7.4)

4 IKh+<iA -m-mmt9 | +zIPN+2 - k=0 (k-in +2).
Agar uj va bjnoma’lumlar o‘rniga Cj~uj +ibj kompleks noma’-
lumlami Kkiritsak, u holda (n+2) ta tenglamali sistemaga kelamiz.

Hagiqatan ham, (5.7.4) dagi ikkinchi guruh tenglamalarni i ga ko‘-
paytirib, mos ravishda birinchi guruh tenglamalariga go‘shsak, (n+2) ta

bir jinsli chizigli tengiama sistemasiga kelamiz:

fltg+ QC+.+$n2kC2- ~1K=0 (k~1,n + 2).
Shartga asosan (5.7.3) tenglama Xi ildizga egaligidan hosil gilingan
sistemaning D(Xi) determinanti nolga teng bo‘ladi. Demak, bu sistema
ci larga nisbatan notrivial yechimga ega. Bu yechimlarning haqiqiy va
mavhum qismlarini ajratib, (5.7.4) sistemaning yechimini hosil gilamiz.

Shunday qilib, topilgan x va Yy larni laming ikkitasi sifatida

gabul qilib, golganlarini Xj bilan belgilasak, (5.7.2) sistema quyidagi
ko‘rinishga keladi:

dx . dy



bu yerda psj, ps, gs - biror o'zgarmas sonlar. Agar aytilgao almashti-

rishlarni (5.7.1) ga nisbatan qo'llasak, ular quyidagi ko‘rinishga keladi:

dx
~Ay+X(X,Y X1, X,),
dt’
Z}t(-_:lx+Y{x,y,x\,...,x,, , (5.7.6)

P:% p SiX[+...+psxn+psx+qsy+Xgxyxi ..,N) (s=U),

bu yerda X,Y,XS - xuddi Z. larga o'xshash funksiyalar.

Hosil gilingan tenglamalar sistemasi ko‘rilayotgan holni kelgusida
tadqiq etish uchun asos bo‘lib xizmat qgiladi.

Har ganday chizigli sistemaning xaiakteristik tenglamasi chizigli al-
mashtirishlar natijasida o'zgarmaydi. Shuning uchun ham (5.7.6) ning
birinchi yaqginlashish tenglamalari sistemasining xarakteristik tenglamasi
(5.7.3) xarakteristik tenglama bilan mos kelishi kerak. Ammo (5.7.6)
sistema chiziqli gismining xarakteristik tenglamasi +Xi ildizlarni be-

ruvchi p2+p2=0 va

Pn~P Pn - Pin
PI1 P22-P P ~ o (5.7.7)
p* P2 Pn- P

tenglamalarga ajraladi. Demak, (5.7.7) tenglama barcha ildizlarining
hagigiy gismi manfiy bo‘ladi.

Biz ko‘rilayotgan ikkinchi kritik holni dastlab n=0 hol uchun ko'rib
o ‘tamiz.

8- 8. Ikkinchi tartibli sistema. Masalani yechishning birinchi
usuli

n-0 bo‘lganda toyilgan harakat differensial tenglamalari ikkinchi
tartibli sistemadan iborat bo'ladi:

— =-Xy + X(x,y), ~- = XX+ Y(xy), (5.8.1)
dt dt

bu yerda X va Y larning yoyilmasi kamida ikkinchi darajali haddan
boshlanadi.
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(5.8.1) ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi bilan aniglanadigan integ-
ral egri chiziglarning xususiyatlarini birinchi- bo‘lib fransiyalik olim A.
Puankare o‘rgangan [79]. Uning tadgiqotlariga tayanib, toyilmagan hara-
katning nafagat xarakterini tekshirish, balki koordinata boshi atrofida
(5.8.1) tenglamalarning integral egri chiziglari «xulgining» umumiy
tasvirini ham berish mumkin.

Shu magsad uchun ushbu-

jc=rcosd, y = rsind (5.8.2)

almashtirishlar orqali r va f) qutb koordinatalarini kiritamiz. (5.8.2)
munosabatlardan

r2=x2+y2, $ = arctg— (5.8.3)

tenglamalar kelib chigadi.
(5.8.3) tenglamaiarni t bo‘yi.cha differensiallab,

dy dx
dr _ dx dy d A ..X dt ydt
dt dt = dt dt X +y

ni hosil gilamiz, Bu yerdan (5.8.1) sistemaga asosan
r— =xX+yy, r2— =\r2+xY-yX
dt dt
yoki x wva y iarni (5.8.2) ifodalari bilan almashtirsak, quyidagi

tenglamalar hosil boiadi:

— = X(rcos# rsin$cosi?+F(rcos # rsinZ&)nz22= >R(r, >9,
dt (5.8.4)
dn

|
= X+-[y{rcos0» rsinocos#- X(rcos#,rsin#)siné?l = A+6{r, 0),
dt 2

bu yerda R(r,u), 0(r,d) lar rva $ laming funksiyalari, ular yetarlicha
kichik r lar uchun r ning darajalari bo‘yicha yaginlashuvchi gatorga
yoyiladi hamda

i P =i(0ifl)3fl.

Bu qatorlarning koeffitsiyentlari davri 2n ga teng bo‘lgan $ ning
davriy funksiyalaridan iborat. Ularning har biri cos'd va sirn} larga
nisbatan oddiy ko‘phaddir. Shuning uchun ham ularni kosinus va sinus-
larning chekli yig'indisi deb garash mumkin.

Integral egri chiziglarning tenglamasini hosil gilish uchun (5.8.4) dan
t vaqtni chiqarib tashlab, giiyidagini hosil gilamiz:
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(5.8.5)

bu yerda Rk(d) (k - 2,3,...) ifoda cosi? va sin$ larga nisbatan ko‘phad.

(5.8.5) tenglamaning o°‘ng tarafida turgan gator r ning yetarlicha
kichik giymatlarida yaqginlashuvchi bo‘ladi.

(5.8.5) tenglamaning r =0 trivial yechimi mavjud. Demak, integral
egri chiziglaming bittasiga koordinata boshi mos keladi. (5.8.5) tengla-
maning o°‘ng tarafi koordinata boshi atrofida analitik bo‘lgani uchun bu
atrofning hai- bir nuqtasidan (differensial tenglamalar yechimining mav-
judligi va yagonaligi hagidagi teoremaga asosan) bitta va fagat bitta
integral egri chiziq o‘tadi. Bu yerdan koordinata boshi atrofidagi biror
nugtadan chiqayotgan istalgan integral egri chiziq koordinata boshini hech
gachon kesmasligi kelib chigadi.

(5.8.5) tenglamaning o‘ng tarafi analitik ekanligidan yana bu tengla-
maning

r(o,c)=c (5.8.6)
boshlang‘ich shart bilan aniglanadigan uning har ganday r=r($,c)
yechimi ¢ parametming darajalari bo‘yicha gatorga yoyilishi kelib chi-
gadi:

r( o)=r(Uc+r2(Ucl+... (5.8.7)

Agar c yetarlicha kichik bo‘lsa, (5.8.7) gator yaqinlashuvchi boiadi.
Bu gatorning yagqinlashish radiusi $ ning o‘zgarish intervaliga bog‘lig.
Ammo, bu interval har gancha katta bo‘lmasin, shunday yetarlicha
kichik y son topiladiki, barcha |c|<y lar uchun (5.8.7) gator yaqin-
lashuvchi bo‘ladi. Biz y sonni shunchalik kichik deb hisoblaymizki,
31 < 27t lar uchun (5.8.7) gator yaginlashuvchi bo‘lsin.

wL koeffitsiyentlarni topish uchun (5.8.7) gatorni (5.8.5) tenglamaning
ikki tarafiga ham qgo'yamiz va bir xil darajali c lar oldidagi koeffitsi-
yentlarni tenglashtiramiz. (5.8.7) ni (5.8.5) ga qo‘yganimizdan Kkeyin

uning o‘ng tarafida hosil bo‘ladigan gatorning cl darajalari oldidagi
koeffitsiyentlarni Fi bilan belgilasak, quyidagi tenglikka kelamiz:

" e (9 HZIR2
bu yerda Fj lar (i=2,3,..) r2r3.,.,~ 1 lar bo‘yicha ko‘phadlar bo‘lib,

koeffitsiyentlari R2R3...,Rj larga bog'liq va v argumentning 2n davrli

funksiyalari (cos” va sinu larga nisbatan ko‘phadlar)dir. Xususan,



F2—i21\ , F3-~3rl+ ~2Ar2'
it funksiyalarni aniglovchi tenglamalar quyidagi ko‘rinishda boladi:
~>=0, ~=RO{=F2, = +IR%r, =

di dd "1 d# ! (5.8.9)

A=K (i=45,.).
di

Bundan tashqari, (5.8.6) dan quyidagi boshlang‘ich shartlami hosil
gilamiz
/i(0) =1, r20)=r30)=..=0 (5.8.10)
Demalk,

A=1 R=]1$*>, ri=](Ri+2R22dA..., n= \NjdU. (5.8.11)

0 0 0
Shunday qilib, oddiy kvadraturada ketma-ket barcha /;($) funksiyalar

aniglanadi. r2(i3) funksiya uchun biz davriy funksiyaning kvadraturasiga
ega bo‘lamiz. Bunday kvadraturalarning kelgusida biz doimo foydala-
nadigan bitta umumiy xususiyatini ko‘rsatib o ‘tamiz.
/(m&) biror uzluksiz @ davrli davriy funksiya bo‘lsin, u holda
a
F(a)= \f(u)ddé= gua+(p(i?) (5.8.12)

o}
ifodalanish o‘rinli, bu yerda (p(B) funksiya In davrli davriy funksiya,
g esa quyidagicha aniglanadigan o‘zgarmas son.

1I \f(u)dua. (5.8.13)
o
Agar /(iS) quyidagi
S ,'Aucos-z—[]-[1 sm-------------:u Zin a
A “ ®

Fure gatoriga yoyilsa, u holda g ning (5.8.13) formula bilan anig-

lanishi ravshan bo‘lib qoladi. Haqgigatan ham, bu holda quyidagiga ega-
miz:

iWW PR+METIA. gt 2Kn @ BRp -2l

2n~\n © n ©
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Bu yerdan ko‘rilayotgan hoi uchun (5.8.12) formulaning to‘g-‘riligi
yanada ayon bo‘ladi.
Endi 12 koeffitsiyentni ko'raylik. R2 davriy,, funksiya bo‘lganligi

uchun 12 vyoki (5.8.12) ko‘rinishda boiadi, yoki davriy (agar
g =0bo‘lsa) funksiya boiadi. Ikkinchi holda R}+ 2R2r2 funksiya davriy

boiadi va shuning uchun ham 1y yoki (5.8.12) ko‘rinishga ega, yoki
davriy funksiya boiadi. Shu tarzda davom ettirsak, biz ikki hoi mavjud
ekanligiga igror bolamiz: 1) i indeks har gancha katta bolmasin,

barcha r, koeffitsiyentlar 2k davrli davriy funksiyalar boiadi; 2) yoki
bu koeffitsiyentlar orasida davriy emas funksiyalar mavjud. Agar r

birinchi davriymas koeffitsiyentlar bolsa, u holda

1
m= gfl+<p(d)., g= ElQiij& (5.8.14)

o‘rinli, bu yerda <p(tf) funksiya 2n davrli davriy funksiya.
a) Barcha ry funksiyalar davriy. Bu holda ¢ ning gatoming yaqin-

lashishi sohasidagi bitta giymatlarida (5.8.7) yechim davriy va, demak,
r(2~,c) =r(0,c) va koordinata boshining yetariicha kichik atrofida bar-

cha integral egri chiziglar yopiq hamda bu nuqtani gamrab oladi (5.2
shakl). Puankare bunday

5.2- shakl.

koordinata boshini (muvozanat holatini) markaz (sentr) deb atadi va
iimiy adabiyotda shu atama gabul gilingan.

b) H koeffitsiyentlar orasida davriy emaslari ham mavjud. Shunday

koeffitsiyentlardan birinchisi rm bolsm, u holda rm uchun (5.8.14)

formula o'rinli boiadi, bu erda g~O va barcha 1r2r3...,rm1

koeffitsiyentlar davriydir.
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Ushbu
r=p+p\(R)+ mtp"1l +/Np (R) = (58 :5
=p+p\m

almashtirish vositasida (5.8.5) tenglamani o ‘zgartiramiz, (5.8.8) mu-
nosabatga asosan quyidagini hosil gilamiz:

— @+ 2pr2+...+ mp"~{(p + p2— +...+p"— - gpm=

dﬂ( pr2 M~ P2 P 9P

= p2R2+... +prFEm+p"'+HFmH+.,
yoki (5.8.9) ni hisobga olib,

— 1+ 2p)%+...+mp™~]d) = gpm+ p mEMX +...
db
ga ega bo'lamiz. Bu erdan

/d\:SP o+ C Ne prM+---=pb + pCNe +---) -(5.8.16)
\%

ni  hosil qgilamiz. (5.8.15) almashtirishning koeffitsiyentlari davriy

bo‘lganligi uchun R lar i3 ning 2n davrli funksiyalaridir.

(5.8.16) tenglamadan —  hosila koordinata boshining yetarlicha
da

kichik atrofida g ning ishorasiga mos bo'lgan (o‘zgarmas) ishorani
saglashligi kelib chigadi. Agar g <0 bo‘lsa, u holda 0 -» da p(d)
funksiya uzluksiz kamayib, nolga intiladi. (5.8.15) almashtirishlarga
asosan r radius-vektor ham xuddi shunday xususiyatga ega bo‘ladi.
Demak, koordinata boshining etarlicha kichik atrofida joylashgan barcha
integral egri chiziqlar spirallardan iborat. Ular koordinata boshi atrofida
cheksiz ko‘p marta aylanib, logarifmik spiral singari asimptotik ravishda
unga yaqinlashadi. Puankare bunday koordinata boshini fokus deb
atagan va biz ham bundan keyin shunday deb ataymiz (5.3- shakl).
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g> 0 bo‘lganda ham integral egri chiziglarning «hulgi» xuddi yuqo-

rida bayon etilganday bo‘ladi. Faqgat bu holda da spirallar
koordinata boshidan uzluksiz ravishda uzoglashadi.

Endi turg'unlik masalasini ko'raylik. Markaz- holida boshlang‘ich
paytda yetarlicha kichik boigan r wvau bilan birga x va y lar doimo
yetarlicha kichikligini saglaganliklari uchun toyilmagan harakat turg‘un
bo‘lsa-da, asimptotik turg‘unmas.

Koordinata boshi fokus boigan holni ko‘raylik. (5.8.4) sistemaning
ikkinchi tenglamasi ko'rsatadiki, koordinata boshining yetarlicha kichik
atrofida Q ning giymati (r =0 va 0(O,tf) = O) modul bo‘yicha X dan

d-d
kichik boisa, F hosila biror musbat sondan katta boiadi. Demak, t
t >

ning o'sishi bilan $ ning giymati ham o'sadi va, agar integral egri chizig

koordinata boshining yetarlicha kichik atrofida qolsa, da =& ham
cheksiz chegaralanmagan holda o‘sadi. Oxirgi hoi aynan g <0 boiganda
yuz beradi. Bu holda ning o'sishi bilan integral egri chiziglar koor-

dinata boshiga yaginlashadi va $ =+<> da unga asimptotik ravishda in-
tiladi. Demak, g <0 boiganda, toyilmagan harakat asimptotik turg‘un
boiadi (5.3- shaklga garang).

g>0 boiganda, integral egri chiziglar $ ning o‘sishi va, demak, t
ning ham o'sishi bilan koordinata boshidan uzoglashadi. Barcha integral
egri chiziglar boshlangich shartlarga boglig bolmagan holda koor-
dinata boshining atrofini (boshlangich vagtda o‘sha yerda bolganligiga
garamasdan) tashlab ketadi. Bu yerdan toyilmagan harakatning notur-
g ‘unligi kelib chigadi.

Demak, markaz boigan holda toyilmagan harakat turg‘un, ammo
asimptotik turg‘un emas. Fokus holida, g< 0 boisa, toyilmagan harakat
asimptotik turg‘un, g> 0 boiganda esa noturg'un boiadi.

.Shunday qilib, bizni qizigtirciyotgan holda turg'unlik masalasini
yechish uchun quyidagi algoritmdan foydalanish kerak:

1. (5.8.1) tenglamalar sistemasini (5.8.2) almashtirishlami bajarib va
t vagtni chigarib bitta (5.8.5) tenglamaga keltiramiz.

2. (5.8.5) tenglamaning echimini

r- c+c2r2(tf) + cyr3($) + ...
gator ko'rinishida izlaymiz, bu yerda ”~O)=1r30)= - 0. Bu gatorni
(5.8.5) ga go'yib hamda chap va o‘ng tarafdagi bir xil darajali c
laming koejfitsiyentlarini tenglashtirib, ri(& funksiyalami ketma-ket
kvadraturada aniglashga imkon beradigan tenglamalarni hosil gilamiz.
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hi yerda barcha ~(d) lar yoki clavriy funksiyalar, yoki r2rv...,rm...
orasida davriymas funksiyalar ham mavjud bo'lishi mumkin.

Birinchi holcla toyilmagan harakat turg'un bo'ladi, ammo asimptotik
lurg'un emas.

Ikkinchi holda r2r3... lar orasida birinchi clavriy emas koeffitsiyent

rn bo'lsa, u cdbatta (5.8.14) formulalar orgali aniglcinadi. Agar g>0
«0'lsa, toyilmagan harakat noturg'un, g <0 bo'lganda esa asimptotik
turg'un bo'ladi.

MisoL Toyilgan harakatning differensial tenglamalari

(.Y

dx i , 2
X = a + PX +yX
dr vdt) dtj

dex f A

817
ko'rinishda bolsin, bu yerda a, /?, y - o'zgarmas sonlar.
(5.8.17) tenglamani
— =-};, — =X -3x2-yxy2+ay3 (5.8.18)
dt clt

tenglamalar sistemasiga keltirib,
X = rcosib, y -r sind
almashtirishlarni kiritamiz. U vaqtda bu tenglamalar

— = r2cos2-dsin$+ (asin40 - ycos"6sin3ft)r\
dt

— =1-5c0s3-der+(a sin3i>cosil-ycos2dsin2d)r
dt

ko'rinishga keladi. Bu tenglamalardan t ni chigarib,

— --Bcos-d sintf- r2+(a sindd-ycosi} sin3d -/ f co” Osini})i-3+...
&

ni hosil gilamiz. Bu tenglamaning yechimini

r=C+r,C2+ ljC} + ...
gator sifatida izlaymiz, bu erda r2(0)=1r30)=..=0. Bir xil darajali ¢
oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib,

— =-Bcost? sin$,
od

— = ~a sin4i3-{ycosd sin2i}+/?2cos5i}+2/?cos2i> = 12}sind
dd

tenglamalarni hosil gilamiz. Bu yerdan
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r3=ajsin4adé- J{Tcosz”sin2ii+/32coi GU+Ilpooi U =r2}inadu.
0 o]

g= — sind# di
2nJ[

va f(jT)- davriy funksiya.

Demak, a>0 bo‘lganda, toyilmagan- harakat noturg‘un, a<0
bo'lganda esa - asimptotik turg'un bo'ladi.

9- 8. Ikkinchi tartibli sistema. Lyapunov funksiyasini tuzish
usuli bilan masalani yechish

Lyapunov tomonidan tavsiya etilgan usul bilan masalani yechishni
ko‘rsatamiz. Bu usul (5.8.1) tenglamalar sistemasi uchun Lyapunov
funksiyasini tuzishga asoslanadi.

Dastlab quyidagi masalani ko‘ramiz. umx,y) ifoda x va v o0‘z-
garuvchilarga nisbatan berilgan m - tartibli forma bo‘lsin. (5.8.1) siste-
maning birinchi yaqginlashish

dx

A Y _x (5.9.1)
— - , ~ -~ XX 9.
a Y di

tenglamalariga ko‘ra vaqt bo'yicha olingan to‘lig hosilasi um fomiaga

teng bo‘lgan vm(x,y) formani izlaymiz. Boshgacha qilib aytg&rtda,
(5.9.2)
tenglamani ganoatlantiruvchi vjx, y) formani topish kerak. Bu masala 4-

bobning 2- 8idagi 2- teoremaning xususiy holi bo'ladi. O'sha yerda
olingan natijalarga ko‘ra



vm= ajxm+ a2 Sm+ ...+ amym,
um=b N + bxm-ly + ...+bmHym

lormalarni (5.9.2) ga qo‘yib va o‘xshash hadlar oldidagi koeffitsi-
yentlami tenglashtirib, a- larni topish uchun quyidagi chizigli tenglama-

larni hosil giiamiz:

1
+

V i +A2«2 +- +4> HamH= " (5.9.3)
ou erda Ajj - biror o‘zgarmas sonlar.

Bu sistemaning determinanti nolga teng bo‘lmasa, u yagona yechimga
ega. Demak, (5.9.3) sistema yagona yechimga ega bo‘lishi uchun

Al -p AR Am#l
A* 7= \m+\
A » = -
Ai  Ani2 Add P

tenglama nolga teng bo'lgan ildizga ega bo‘lmasligi kerak.
Ammo, 4- bob, 2-, 8dagi 1- teoremaga asosan (5.9.4) tenglamaning
barcha ildizlari

p=(mM-m2u (5.9.5)
formula bilan aniglanadi. Bu erda ml va m2 lar
+m2=m (5.9.6)
munosabat bilan bog‘langan har ganday manfiymas butun sonlar.
Agar m - tog son bo'lsa, u holda (5.9.5) ni nolga aylantiradigan
(5.9.6) munosabat bilan bog‘langan m, va m2 laming hech qanday

juftligi mavjud emas. Demak, m toq son bo‘lganda, (5.9.4) determinant
noldan farg qiladi va (5.9.3) sistema (5.9.2) tenglamani ganoatlan-
tiruvchi bitta va fagat bitta vjx,y) formani aniqlab beruvchi yagona

yechimga ega.
m
Endi m juft son bo‘lsin deb faraz giiamiz. Bu holda m{-rn2= --

bo‘ladi va (5.9.6) ni ganoatlantiradi.

Fagatgina ana shu juftlik kombinatsiyada (5.9.5) ifoda nolga
aylanadi. Demak, bu holda (5.9.4) tenglama nolga teng ildizga ega va
(5.9.3) sistemaning determinanti nolga teng bo‘ladi. Ammo, bu determi-
nantning m - tartibli birorta ham minori nolga teng emas. Hagigatan
ham, barcha m- tartibli minorlar nolga teng bo‘lganda, (5.9.4) tengla-
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mailing nolga teng ildizi hech bo'Imaganda ikki karraii bo‘lardi, chunki
u fagat Dn{A) ni emas, balki & ni ham nolga aylantirgan bo'lardi.

(5.9.3) sistemaning determinanti nolga teng bo‘lgani uchun bu sis
tema, umuman aytganda, yechilmovchidir. Bir* holda (5.9.3) teng-
lamaning chap tarafidagi hadlar o‘zaro chiziqli bogiangan boiadi, ya’'ni
hech bo‘lmaganda birortasi noldan farg giiuvchi shunday

sonlar mavjudki, (5.9.3) sistemaning chap tarafidagi

hadlarni bu sonlarga ko'paytirib, so'ngra go'shsak, biz aynan nolni hosil

gilamiz. (5.9.3) sistema yechiluvchi bo'lishi uchun uning o'ng tarafidagi

hadlar ham shu chiziqli bog'lanishda bo'lishi zarur, ya’'ni quyidagi
ayniyat bajarilishi lozim:

(5.9.7)

Bu shart (5.9.3) sistemaning yechiluvchi bo'lishi uchun vyetarli
hamdir, chunki DJO) determinantning nolga teng bo'Imagan m - tartibli
minorlari ham mavjud va shuning uchun ham bu sistemaning chap tarafi

fagat bitta chizigli munosabat bilan bogiangan.
Shunday qilib, m juft son boiganda, (5.9.2) tenglamani ganoatlan-

tiruvchi vm forma fagat um formaning koeffitsiyentlari (5.9.7) munosa-

bat bilan bogiangan bo'lsagina mavjuddir.

Shuning uchun ham m juft son bo'lgan bol uchun masalaning
go'yilishini sal o'zgartiramiz.

Endi (5.9.2) tenglamani emas, balki

(5.9.8)
tenglamani ganoatlantiruvchi vm formani izlaymiz, bu yerda G - biror
o'zgarmas son. Uni shunday taniab olamizki, (5.9.8) tenglama yechimga

ega bo'lsin.
. Endi (5.9.3) sistema ushbu

AjJA + - +4>+iamH =bj + kG (i=i,m+1)
sistemaga aylanadi, bu yerda kxk2,...kmx lar (x2+y2 formaning
koeffitsiyentlaii Sistemaning yechiluvchi bo'lishlik sharti
(5.9.9)
ko'rinishga keladi.
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G o0‘zgarmas son (5.9.9) tenglamadan bir giymatli ravishda
aniglanadi. Uni topish uchun (5.9.9) tenglamani iuzish shart emas, uni
(5.9.8) tenglamadan foydalanib, topish mumkin. Buning uchun G va
vm forma aniglangan deb hisoblayrniz. Ularni (5.9.8) ga qo'yib, har
ganday x va y larning giymatlarini ganoatlantiruvchi, ayniyatga kela-
miz. Xususan, X =cos'd, y=sin$ giymatlarda ham u ayniyat boiadi.
(5.9.8) ga x=cosd, y=sini5 larni go‘yib, hosil bo‘lgan ayniyatni dft
ga ko‘paytirib, 0 dan 2% gacha oraligda integrallaymiz. U holda

iArr(cosi3,sini}) _ j _"3v,(x 3) | Mdvnix, y)
dft \ dy

A-COSII V=Sint

va, demak,
2k
dt=vlJcosd,sinu) /=0
0
A-COS 0, y=sin I}

1
mJ/7, +...+mnpn=—(m, +... + mJ/J- - (i
m

larni hisobga olib, quyidagini hosii gilamiz:
2c
2nGJ- j«mcosmsin$)d$ =0. (5.9.10)
o}

Shunday qilib, o'zgarmas son G bilan um forma koeffitsiyentlari
orasidagi munosabatni topdik. Agar (5.9.8) tenglama yechimga ega
bc‘lsa, a holda bu munosabatning bajarilishi zarur boiadi. Isbot gilin-
ganga ko‘ra bunday munosabat bitta boiadi va, demak, u (5.9.9) muno-
sabat bilan bir xil boiadi.

(5,9.10) formula G o‘zgar.mas sonni birdaniga topishga imkon be-

radi.
/Endi go'yilgan masalani hal giiishga o‘tamiz. Toyilgan harakat diffe-
rensial tenglamalarini quyidagi ko'rinishda yozamiz:

d
2= A v+ XX, )+ XA Y) +oo
dt (5.9.11)

— = XX+ YAx, ¥) + X, y) +...,
dt
bu yerda Xk, Yk lar x va y funksiyalardagi k - tartibli hadlar majmuasi.

Bu sistema uchun teorema B yoki teorema D ni ganoatlantiruvchi Lya-
punov funksiyasini tuzamiz. Bu funksiya

145



V =x2+ y2+f3x,y) +f4{x,y) +... (5.9.13)

ko‘rinishda . bolsin, bu yerda fk(x,y) - biron-bir k -tartibli forma
(¢=12.).
/3, /4,... formalarni shunday tanlab olamizki, V ning (5.9.11) teng-

lamalarga ko‘ra vaqt bo'yicha olingan toliq hosilasi

f + <-N +Fz 4 x4+ -)+ !
y (5.9.13)
XX+ Yy +
¥y ¥y
aniqg ishorali funksiya bolsin.
(5.9.13) tenglamaning o‘ng tarafidagi ifoda 3-tartibli hadlardan bosh-
lanadi. Bu hadlar quyidagilardan iborat:

B=AD - _ ;N4 X2+ 2yK,
\ ax
m=n\n - yERN\+ X, & + K& +2*N + 218,
ym=nA cf; ydr) e oy } (5.9.14)

A A4

cY *
bu yerda FmXx,y) ifoda /3 formalarga bogliq bolgan 772tartibli
forma. Demak, agarda /4,... fonnalarni gaysidir shartlardan aniglay

olsak, u holda Fm forma ham anig boladi.

dv
Ma’lumki, — funksiya aniq ishorali bolishi uchun uning yoyilma-

si juft tartibli haddan boshlanishi zarur. Shuning uchun ham /3 formani

shunday tanlab olish kerakki, (5.9.14)da uchinchi tartibli hadlar nolga
aylansin, ya’ni
3, 3/

A -2xX 2- 2yY:
dy BIRC)'¢
munosabat bajarilsin. Shunday /3 formani tanlab olgandan keyin, f4

formani endi shunday tanlaymizki, — m ifodasidagi M to‘rtinchi tartibli
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bacilar majmuasi aniq ishorali forma bo‘lsin, ya'’ni bu hadlar majmuasini

aniq ishorali G4(x2+ y2)2 formaga tenglashtiramiz:

X *& - yMi'=-F (x,y)+ G4(X2+y2)2,
ay X
bu yerda F4(x,y) = 2xXb+ 2yY3.
Hiz hozir (5.9.8) turdagi tenglamani ganoatlantiruvchi juft tartibli forma
liagida gap yurityapmiz. Bu forma mavjud bo‘lishi uchun G4 anig-

langan son bo‘lishi kerak. Bu sonni (5.9.10) ga asosan quyidagicha
lopamiz:
i
G iF4(cos r? sin iJ)da.
4 2K

nday qilib topilgan G4 miqgdor nolga teng bo'lmasin. U holda
V=x2+>2+/3 # 14

funksiyaning to‘liq hosilasi

+/ ) 'm
dt

yuqori tartibli hadlar aniq ishorali funksiya boladi. Bu funksiya bilan
G4 ning ishorasi bir xil, V funksiyaning o'zi esa anig musbat ishorali
bo'fadi. Shuning uchun ham, B va D teoremalarga asosan, toyilmagan
harakat G4 >0 bo'lganda noturg‘un va G4<0 bo‘lganda asimptotik

turg‘un bo‘ladi.
Ammo G4 miqgdor nolga teng bolishi ham mumkin. Bu holda (5.9.13)

ifodaning yoyilmasi 5- tartibli haddan boshlanadi. — funksiya aniq
dt

ishorali bo‘iishi uchun bu hadlarni nolga aylantirish kerak. Buning
uchun f5 formani shunday tanlab olish kerakki, Vo=0 bo'lsin. Bu oxir-

gi tenglama (5.9.2) ko‘rinishda bo‘ladi va undan /5 ni shu usul bilan
topganimizdan keyin, f6 ni shunday tanlaymizki, — ning ifodasidagi
dt

oltinchi tartibli hadlar aniq ishorali G6(x2+ y2f formaga teng bolsin.
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Shunday qilib, f6 ni topish uchun quyidagi tenglamaga ega bo‘-
lamiz:

bu yerda
| 2
Gb | f6(cos 8, sin i?)iZe?.
0

Agar G”™t-0 bo'lsa, u holda

dt
aniq ishorali forma, V funksiyaning o'zi esa, avvalgidek, anig musbat

ishorali bo‘ladi. Bu yerda ham toyilmagan harakat G6>0 bo'lganda no-
turg‘un, G6<0 da esa asimptotik turg'un bo'ladi.

Agar G6-0 boisa, fk formalami Topishni yana davom ettirish ke-
rak. Xuddi oldin bayon etilgan tarzda .ih tutib, ya’'ni (5.9.13) dagi toq
tartibli hadlarni nolga tenglashtirib, juft tartibli hadlarni Gm(x2+ y1)™

formaga tenglashtirib va Gm ni
(5.9.15)

formula orgali aniglab, biz mumkin boigan ikki holning bittasiga duch
kelamiz: 1) yoki m indeksning ganchalik katta bolishidan gat’iy nazar

bai-cha Gm lar nolga teng bo‘ladi, 2) yoki biz oxiri shunday m ga ke-
lamizki, Gmi 0 bo'ladi.

Agar ikkinchi holga duch kelsak, u holda turg‘unlik masalasi Gm
ning ishorasi bilan hal bo'ladi: toyilmagan harakat Gm>0 bolganda
noturg‘un va Gm<0 bolganda asimptotik turg'un bo'ladi.

Endi barcha Gm koeffitsiyentlar nolga teng bo'lsin deb faraz qi-

laylik. Albatta, barcha koeffitsiyentlarni hisoblab chigish yo'li bilan bun-
ga ishonish ancha murakkab masala, birog gandaydir usul bilan buni
tasdiglasak, u holda turg'unlik masalasi osongina yechiladi. Hagiqatan
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ham, bu holda koordinata boshi markaz bo‘ladi. Demak, toyilmagan
liarakat turg‘un, ammo asimptotik turg'un emas. (5.9.11) tenglamalar
umumiy yechimining davri boshlang‘ich shartlarga bog‘liq bo'lgan davriy

lunksiya bo‘ladi.
Bayon etilgan turg‘unlikni tadqiq etish usulini amalda go‘llash uchun

Gm koeffitsiyentlarni yoki (5.9.15) formulalar orgali aniglash kerak,

yoki bevosita bu formulani keltirib chigaradigan usuldan foydalanish

mumkin. Buning uchun — ning ifodasidagi m - tartibli hadlarni
dt
m

aniglab, wularni G Jx2+y2)2 ga tenglashtirib va hosil bolgan
icnglamalarga x =cosi5, y =sind larni go‘yib, 0 dan 2 n gacha oraligda

integrallash kerak. Bu yerda fm forma chiqarib tashlanadi, shuning uchun

biz uni — ifodasidagi m -tartibli hadni aniglashda hisobga olmasligi-
dt

miz mumkin.
1-misol. Oldingi paragrafda tadqiq etilgan

dx =-)> @ x-BOx2 -yxy2+’a3;/

dt dt
sistemani ko'raylik. V funksiyani

V =x2+y2+f2+ f4+ ..
kabi olib, /3 fomiani shunday tanlaymizki, — ning ifodasidagi
dt

uchinchi tartibli hadlar nolga teng bo‘lsin. Demak,

X— - y— -2B8xy2=0
dy dx

tenglamani hosil gilamiz. Bu ifodaga
/3 = ajx3+a”y + (uxy2+ady3

ni qo'‘yib, so‘ngra o‘xshash hadlar oldidagi koeffitsiyentlarni teng-
lashtirib, quyidagi tenglamalarga kelamiz:

/=0, 2a3- ba{-2R =0, 3a4- 2~ =0, Oj=0.

Bu yerdan

149



ga ega boiamiz. /4 formani aniglash uchun to'rtinchi tartibli hadlarni

G4(x2+ y2)2 ga tenglashtirib, quyidagini hosil gilamiz:

-y ~ -~ 2yxy3+ 2ayd = GAx2+*y2)2 (5.9.16)
dy (04

G4 o‘zgarmas sonni aniglaymiz. Agar u nolga teng bolmasa, /4 ni
aniqglash kerak bo'lImay qoladi va barcha hisoblashlar shu bilan tamom
tugaydi. Agar G4 nolga teng bo‘lsa, u holda /4 ni ham, f5 ni ham va,
shunday bo'lishi ham mumkinki, navbatdagi yuqori tartibli formalarni
ham aniglashga to‘g‘ri keladi. G4 ni aniglash uchun (5.9.16) ga

x~cosd, y=sind larni go‘yib, ft bo‘yicha 0 dan 2n oralig'igacha

integrallaymiz. Bu amalni bajarishda x— -y — hadlarni hisobga ol-
dx

maslik mumkin, chunki ular bu amalni bajarish jarayonida tushib qoladi.
Shunday qilib, quyidagini hosil gilamiz;
271 2k 271
G4 = — ('sin isin32 ¢ o s = — fsindai/z?.
K Ko * o
Agar a<0 bo'lsa, u holda toyilmagan harakat asimptotik turg‘un,
agar a>0 bo'lsa, u noturg'un bo'ladi.
Agar a=0 bo‘lsa, u holda oldingi paragrafda ko'rsatganimizdek,
koordinata boshi markaz bo‘lib, toyilmagan harakat turg‘un bo‘ladi.

10- 8. Ikkinchi tartibli sistema. Masalani yechishning uchinchi
usuli

Ushbu

Nz Xy + X {XyY), M = Xx+ Y{X,y) (5.10.1)
at at

tenglamalar bilan ifodalangan sistemaning turg'unlik masalasini yechish-
ning Lyapunov tomonidan ko‘rsatilgan uchinchi usulini ko‘rib o‘tamiz.

8- § da ko‘rsatgan edikki, (5.10.1) sistema uchun koordinata boshi
yoki markaz, yoki fokus bo'lib, ularning gaysi biri mavjud bo‘lishini
aniglash turg‘unlik masalasining asosiy vazifasi boladi. Agar koordinata
boshi markaz bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat turg‘un bo‘ladi; agar
fokus bo‘lsa, u holda toyilmagan harakatning turg‘un yoki noturg‘un
bo‘lishi 8- § da Kkiritilgan g o‘zgarmas sonning ishorasi bilan aniqg-
lanadi.
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0 ‘sha erda ko‘rsatgan edikki, koordinata boshi markaz bo‘lgan hol-
da va fagat shu holda (5.10.1) tenglamalarning umumiy yechimi davriy
bo'ladi. Shunday qilib, turg‘unlik masalasini hal qilish uchun (5.10.1)
tenglamalarning umumiy yechimi davriy bo‘ladimi yoki yo‘gmi ekan-
ligini aniglashga harakat gilishimiz kerak. Bu yechim davriy bo‘lsa,
loyilmagan harakat turg’un va agar davriy bo‘lmasa, u holda g o‘zgar-
nias sonning ishorasini aniglash masalasini hal qilishimiz kerak bo‘ladi.
Ikining uchun (5.10.1) sistemaning

*(0) = c, y(0) = 0 (5.10.2)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi x(t), y(t) yechimini ko‘ramiz,
bu yerda ¢ - yetarlicha kichik ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Agar koordinata boshi markaz bo‘lsa, u holda bu yechim davriy bo‘-
lib, uning davri

(5.10.3)

formula ((5.8.20) formulaga garang) bilan aniglanadi. Bu yerda h”k,...
lar biror o‘zgarmas sonlar va ¢ ning yetarlicha kichik giymatlarida

(5.10.3) gator yaginlashuvchidir.
Hagigatan ham, koordinata boshi markaz bo‘lsin deb faraz qgilaylik. Bu
holda (5.10.1) tenglamalarda t o‘zgaruvchini T o‘zgaruvchi bilan quyi-

dagicha

t=—(+hf+hx2+..) (5.10.4)
X

almashtiramiz. Shu yo‘sinda hosil gilingan

(- y+=-X) (+V +V 2+ )

(5.10.5)

X+ —y) (I hf+V 2+ =

tenglamalarning (5.10.2) boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi
davriy va uning davri 2k ga teng bo‘ladi.

(5.10.5) tenglamalarning o°‘ng tarafidagi ifodalar ¢ ga nisbatan ana-
litik funksiyalardir. Shuning uchun ham bu tenglamalarning har ganday
yechimi ¢ ga nisbatan analitik bo'ladi. Bundan tashqgari, har bir bunday
yechim o‘zining XQy0 boshlang‘ich giymatlariga (bizda ~ =c¢, v0=0)
nisbatan ham analitik bo'ladi. Bu mulohazani ko‘rilayotgan davriy ye-
chimga qo‘llab, u ¢ ga nisbatan analitik degan xulosaga kelamiz.
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Demak, bu yechim quyidagi ko‘rinishga ega:

X=cx, () +c2X2r) +...,[
(5.10.6)
y = cyXT)+c2x2{T)+...,\
bu yerda o‘ng tarafdagi qatorlar yetarlicha kichik ¢ uchun yaqinlashuv-
chi. Bu yechim davri 2n ga teng bo‘lgan davriy funksiya bo'lganligi
uehun barcha xn{x),ymXx) lar ham davri In ga teng bo'lgan davriy
funksiyalar boladi. Bundan tashqari, (5.10.2) boshlang‘ich shartlardan

X,(0) =1, x2(0)=x3(0)=...=j 1(0)=y2(0)=...=0 (5.10.7)
ni hosii gilaitiiz.

Shunday qilib, agar korrdinata boshi markaz bo‘lsa, u holda (5.10.5)
tenglamalar (bu erda h; - biror aniglangan o‘zgarmas sonlar) (5.10.6)
ko'rinishli xm(x),ym(r) davriy funksiyalarga bog‘liq bo‘lgan yechimga
ega bo‘ladi. Agar, hij o‘zgarmas sonlarni ganday qilib olishimizdan
gat’iy nazar, (5.10.5) sistema xt{x),yt(t) davriy funksiyalarga bog'liq
bo'lgan (5.10.6) davriy yechimga ega bo‘lmasa, u holda bu koordinata
boshi fokus ekanligini bildiradi.

(5.10.6) ni (5.10.5) ga qo‘yib va c ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglashtirib, xm va ym funksiyalar ganoatlantirishi

kerak bo‘lgan tenglamalarni hosil gilamiz. Shu yo‘l bilan birinchi nav-
batda

X, dyx
- = _y]Y —_ =
dr dr

x]

sistema hosil gilinadi, bu yerdan (5.10.7) boshlang‘ich shartlarni hisobga
olganda,

X[=cosr, y,=sinNT
yechimga ega bo‘lamiz. So‘ngra

clx . 1 C WA
— A - -y2- I\sin X+ —Xn(cos "0, sin "O),

dr A (5.10.8)

— = -X,- hcos»w+—Y, (cosU sin0),
dr A
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sistemani hosil gilamiz, bu yerda X2(x,y), Y2(x,y) ifodalar X va Y
funksiyalar ifodasidagi darajali hadlar majmuasi.

Shunga o ‘xshash tenglamalarni Xk va Yk (k> 2) funksiyalar uchun
ham topamiz. Bu tenglamalarning o‘ng tarafidagi funksiyalar ifodasida
\,hlr...,hk ] o‘zgarmas sonlar gatnashadi. Biz fagat hk i o‘zgarmas son

gatnashuvchi tenglamalar sistemasini yozamiz:

—N =~yk-hKk [anr + P, — = xk+ K-i cosx+j2jt. (5.10.9)
dx dx

bu yerda Pk va Qk lar x2, y2, x3, larga nisbatan ko'phadlar.

Bu ko‘phadlarning koeffitsiyentlari fagat hv hlr...,.hk 2 o‘zgarmas

sonlarga bog'lig.
(5.10.8) tenglamalar quyidagi ko'rinishga keladi:

Ne=-v+ /(4 ~ =u+F(n), (5.10.10)
dr dx
bu yerda /(z) va F(x) lar T ning 2« davrga ega bo'lgan davriy funk-
siyalari. Bu tenglamalarning davriy yechimlarini topish masalasi yuzaga
keladi. Bu birinchi darajali erkinlikka ega bo‘lgan chizigli sistemaning
majburiy tebranishlarini aniglash masalasidir. Biz ko‘rayotgan holda re-
zonans hodisasi mavjud, chunki erkin tebranishlar davri toydiruvchi
kuchning davri bilan bir xil. Shuning uchun ham (5.10.10) tenglamalar
umumiy holda davriy yechimga ega emas. Ular davriy yechimga ega
bo'lishlari uchun / va F funksiyalar ayrim shartlami ganoatlantirish-
lari kerak.
/ va F funksiyalarning Furye gatoriga yoyilmasi quyidagi ko‘-

rinishda bolsin:

f =al0+ajeosT+b, sinr+ ]T(a,, eosnt + b, sin/ir),

F = A0 +Ay eosr+By sinr+ £(A,, eosnz+Bnsinnr),

bu yerda

(5.10.11)

Izlanayotgan davriy yechimning Furye qatoriga yoyilmasi quyidagicha
bo‘lsin:
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n =c0+c, cos r+dxsinr+X (cncosT + dnsinwur),

y=C0+ C,cosr+D,sinr+ (C,,cosar + L, sin nr).
11=2
n va Vv laming giymatlarini (5.10.10) ga qo‘yganimizda, CQ=a0,
c0=-A0 larni va koeffitsiyentlarni aniglashga imkon beradigan quyi-

dagi tenglamalarni topamiz:

Bu tenglamalardan barcha n>1 lar uchun cn, dn, Cn, Dn larni topish'

mumkin. Agar n=1 bo‘lganda
o — —o, 21+ =0
munosabatlar bajarilmasa, u holda bu tenglamalar yechilmovchidir.
Bu munosabatlar bajarilsa, u vaqtda quyidagilarni topamiz:
Dt=a, dx-R, C{=ax-B, Cy-a-by,
bu yerda a va B - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Shunday qilib, (5.10.11) ni inobatga oigan holda, quyidagi xulosaga

kelamiz:
1. (5.10.10) sistemaning davriy yechimi bo‘lishi uchun

(5.10.12)

munosabatlarning bajarilishi yetarli va zarur.
2. Agar bu munosabatlar bajarilsa, u holda aytilgan davriy yechim

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

U—QCOST+ B sin T+
(5.10.13)

y=asinr+pfcosr+
bu erda a va R - ixtiyoriy 6'zgarmas sonlar, u(r), v(r) lar 2n davrli

davriy funksiyalar. Tarkibida ikkita ixtiyoriy o‘zgarmas son qatnashuvchi
bu yechim (5.10.10) sistemaning umumiy yechimi bo‘ladi.
3. Agar (5.10.12) munosabatlar bajarilmasa, u holda (5.10.10) teng-

lamalar davriy yechimga ega emas.. a,cosx+btsinr va [ cosr + J5sinz

hadlarga
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d, + B,
X A + b\

X oS X + | sin cosr,
A -h + B .
e COS X + f E,)stmx+ a\+ B\os x
2 2
xususiy yechimlar mos keladi va (5.10.10) ning umumiy yechimi
i g, +B, b, —AI . —/'\
u=a cosx+Psin X+ ------- — XCOS X+ ——--m--—- tsmr+u(rj,
| 510.14)
) A -b, a +B, _ . -, N
v=asinr-/?cosr + tcost+ —L—— -Tsmr + v”~rj
2 2

ko'rinishda ega, bu yerda m(t) va v(r) lar - davriy funksiyalar, a va
ft lar esa ixtiyoriy o‘zgarmas sonlaidir.
Shundan so‘ng, barcha x2 f u n k s iy al ar davriy va barcha

o‘zgarmas sonlar ham aniglangan deb faraz qilamiz. U

vaqtda (5.10.9) tenglamalarning xk va yk larni aniglovchi o‘ng ta-
rafidagi hadlar T ning aniglangan davriy funksiyalari bo‘ladi. Demak,

bu tenglamalar (5.10.10) ko‘rinishga ega. Shuning uchun ham xk va

yk lar davriy funksiyalar bo‘lishi uchun quyidagi

2k hk ]+ J(Qkcosr - Pksint)dr - 0,
0 (5.10.15)

2k

J(Pkcosr + Qksinr)dz=0

munosabatlarning, (5.10.12) ga asosan, bajarilishi yetarli va zarur.

Bu munosabatlarning birinchisi hk o‘zgarmas sonni aniglaydi.
Ikkinchi munosabat bajarilishi ham, bajarilmasligi ham mumkin. Agar u
bajarilmasa, (5.10.5) tenglamalar, h; o‘zgarmas sonlarni ganday qilib

olishimizdan gat’iy nazar, davriy yechimga ega bo‘lmaydi. Demak, bu
holda koordinata boshi fokus bo'ladi.
Shunday qilib, koordinata boshi markaz bo'lishi uchun (5.10.15)

shartning ikkinchisi har ganday k uchun bajarilishi zarurdir.
Agar biz gandaydir usul bilan ikkinchi shartning bajarilishini aniqg-

lasak, u vaqtda barcha xk, yk funksiyalar davriy bo‘ladi. Shu bilan

birga funksiyalarning barchasi (5.10.13) ko'rinishga ega va har birining
ifodasiga kiruvchi ikkita ixtiyoriy o‘zgarmas son bir giymatli ravishda
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boshlang‘ich xO0) = yk(Q = O shartlardan aniglanadi.. Bu holda (5.10.6)

gatorlar, ilgari aniglaganimizdek, yaqginlashuvchi bo‘ladi va (5.10.1)
sistemaning davriy yechimini ifodalaydi. Shu asosda koordinata boshi
markaz va toyilmagan harakat turg‘un degan xulosaga kelamiz.

Ammo, xk(x) va yk(x) funksiyalarni aniqglash jarayonida biror k

indeks uchun (5.10.15) munosabatlarning ikkinchisi bajarilmaydigan hol-
ga kelib golish mumkin. Bu holda, oldin aytganimizdek, koordinata bo-
shi fokus bo'ladi. Shuning uchun ham turg‘unlik masalasini hal gilish
uchun 8- § da kiritilgan g o‘zgarmas sonning ishorasini aniglash zaru-

riyati tug'iladi. Bu o‘zgarmas son ushbu

8 = )1/ 23‘Ot"osx+ Qksinr)dx — , (5.10.16)
o
formula orgali aniglanadi, bu yerda ax son Pk ifodasida cost oldidagi
koeffitsiyent, B{ son Qk ifodasida sinr oldidagi koeffitsiyent.

(5.10.16) formulaning to‘g‘riligini isbot gilaylik. Buning uchun
ning t=T yoki shunga teng bo‘lgan x=2n paytdagi giymatini ko‘-
ramiz. Biz T ning giymatini aniqlovchi (5.10.3) qator (k -1) - darajali
hadda uziladi deb faraz qilamiz. (5.10.14) ga asosan xk va yk lar

uchun tenglamalaming umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

xk = occosr +/?sinr +” -j j(/J eosr +Qksin t)i/t] rcosr-

L} i 1
——gnhk_l + IQkeos x- Pksinr) dxl.rsin X+xK (1),

yk=asinr +/?sinr+-uU |(*.COSr+6tSinr)aiT>TCOSr +

J(Zd.eosr+ Qksinr)dxirsinx+yk(),

,0
bu yerda xk, yk - davriy funksiyalar. Yana davom etib, a va- R lar
uchun (5.10.7) boshlang'ich shartlardan quyidagini hosil qgilamiz:
a + xk(0) =0, -B +Jk(0)=0
va, demak,

a +72n-)=0, -fiSyk2x)= Q. (5.10.17)
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Barcha ,v¥2,....xk ], yk ] funksiyaiar davriy ekanligini, (5.10,7)

boshlang'ich shartlami va ularga naos boigan (5.10.17) ni e’tiborga
olib, (5.10.6) dan quyidagini hosil gilamiz:
In
(X),=7f ~c+ck L cosf+Qf. smT)dT+ckt (eee)ieee o (5.10.18)
o
Shu migdorning o'zini 8- § da olingan natijalarga asosan ham topa
olamiz. G ‘sha natijalarga ko'ra U -1k bo.iganda (5.8.7), (5.8.10) va
(5.8.14) lar asosida r ischun va. demak, A= rcosi3 uchun ham quyi-
dagini topamiz:
[*W =c+2ngc'™ +c"'+H (-) +- (5.10.19)
(5.10.18) va (5.10.19) formulalarning ikkalasida ham c¢ o‘zgarmas
:on r va X ning t-0-0 paytdagi giymatini ifodalaydi. Bu for-
mulaldmi solishtirish ko‘rsatadiki, m -k, chunki t-T da ©a qutb
:hagi 2n dan k dan kam bo‘lgan tartibli migdorga (c ga nisbatan)
:q giladi v p hagigatan ham (5.10.16) formula orqali aniglanadi.
Odatdagitiek, turg‘unlik masalasi g ning ishorasi bilan yechiladi. g >0
bo‘3ganda, toyilmagan harakat noturg‘un va g<O0 bo'lganda, asimptotik
turg‘un bo 'ladi.
Shunday qilib, turg'unlik masalasini yechish uclnm biz quyiclagi
algoritmdan foydalanishimiz lozim:

1. (5.10.4) almashtirishlar orgali (5.10.1) tenglamalar sistemasini
(5.10.5) ko'rinishiga keltiramiz. va uning yecliimini

X =ccosr+c2x2(r) +c3x3(T)+,..j ~ w?20)
y =csinr+c2y2(r) + cJ>3(r) + ]
ko'rinishda izlaymiz- Bu erda c - ixtiyoriy o'zgarmas son, x;(r), y-(r) lar

esa T ning (5.10.7) boshlang'ich shartlami ganoallantiruvchi In davrli
davriy funksiyalari.

2. xk va yk funksiyalarni topish uchun (5.10.9) tenglamalarni hosil
gilamiz. Agar (5.10.15) munosabatlar bajarilsa, w»n holda (5.10.9)
tenglamalarning yechimi davriy bo'ladi. Bu munosabatlarning birinchisi
hk i o'zgarmas sonni bir giyinatli ravishda topishga imkon yaratadi,
ikkinchi munosabat esa, bajarilishi ham mumkin, bajarilmasligi ham
mumkin. Birinchi holda (5.10.9) tenglamalarning boshlang'ich shartlar
bilan aniglanadigar) davriy yechimi mavjud. Agar bu davriy yechim K in-
deksning istalgancha katta barcha gqiymatlari uchun mavjud bo'lsa, wu
holda toyilmagan harakat turg'un, (5.10.20) va (5.10.3) gatorlar yaqin-
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lashuvchi bo'ladi hamda ular mos ravishda davriy yechimni va (5.10.1)
tenglamalaming davrini ifoda etadi.

3. Agar xk, yk larni hisoblash jarayonida biz shunday k indeksga
duch kelsakki, lining uchun (5.10.15) munosabatlaming ikkinchm baja-
rilmasa, n holda toyilmagan harakat g >0 bo'lgandci noturg'un, g <0
bo'lganda esa asimptotik turg'un bo'ladi. O'zgarmas son g (5.10.16)
formula orqali aniglanadi.

Keltirilgan algoritm (5.10.1) tenglamalar sisteraasining davriy yechi
mini (agar u mavjud bo‘lsa) va uning davrini topishning eng quiav
usulini beradi.

Yechimlarning o‘zlari esa amalda qo'lianish uchun eng qulay shaklda
(formada) ifodalanadi. Bu yechimlar chiziglimas tebranishiar nazariya-
sida muhim ahamiyatga ega.

Oxirida shuni ta’kidlaymizki, o'zgarmas son /, doimo nolga ieng
bo'ladi. Bu bevosita (5.10.15) va (5.10.8) lardan kelib cfligadi. Isbot qi-
lish mumkinki, umuman, birinchi nolga teng bolmagan h, o'zgarmas
sonlarning indeksi juft boladi.

1- misol. Oldingi paragrafda tadgiq etilgan

sistemani yana gqaiaymiz. Bu yerda
t=r (L +7ijc~+...)

almashtirishni bajarib, quyidagini hosil gilamiz

Sistemaning yechimini (5.10.20) ko'rinishda izlaymiz. Uni sistemaga
gqo‘yib hamda chap va o‘ng tarafdagi bir xil darajali ¢ lar oldidagi

koeffitsiyentlarni tenglashtirib, xk va yk larni aniglovchi quyidagi

tenglamalarga kelamiz:

e ;o d\ , . 2 o
o =-Yb-nrsmt, T —JB1-«2cosr—ysin rcosr+asin r.
r r
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X, va yr mrni aniqlovchi tenglamalar rezonans beruvchi garmonika-
iarga ega emas va shiming uchun ham va y2 davriy funksiyalar bo‘-
ladi. va y3 funksiyalar esa davriy bo‘lmaydi, chunki (5.10.16) ga

asosan o‘zgarmas son g quyidagi
2K 24e 2re

t-=~~ fsindT;fr— fsin3Tcos xdx—— fsind4rfifr
li j In J 1

ko'rinishga ega va u noiga teng emas. Turg'unlik masalasini a ning
ishorasi hal qiladi: a>0 bo'lganda toyilmagan harakat noturg'un,
-0 da e;;a, asimptotik turg'un bo'ladi.

11- 8. {n +2)- iartibli sistemani xususiy holda tadqiq etish

Kelgusida bizga 4- bob, 2- § da bayon etilgan 2- teoremaning bevo-
a umumUtskmasi bo'lgan bitta yordamchi mulohaza kerak bo'ladi.
X, . 0‘zgamycfaUaming m-tartibli. k ta uvu2...um formalari

bsrilgan bo'lain. Qanday shartlar bajarilganda,

Y (apg +..+ pwxn)®-=qgnv,+.,+% vk+u, (¢=U) (5.11.1)
t? ax,

munosabatm qanoatiantiruvchi yana boshga k ta m-tartibli v,v2...,vVA
formalar mavjud bo‘ladi degan masalani yechishga to‘g‘ri keladi, bu

yerda gr - biror o'zgarmas sonlar.

Shu magsadda px...,pn lar orgali

Pun-pP Pa mmmPm
~"21 P2 ~ P <A Pn =0 (5.11.2)
Pnl Pn2 mm Pm~ P

tenglamaning ildizlarini va px—pn lar orgali,
il P AN me 4In
4N\ hl ~P m n

1]
o

(5.11.3)

q,A 4ni mm A —p

tenglamaning ildizlarini belgilab olamiz.
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Yuqorida aytiigan shartlarni aniglab beruvchi quyidagi teorema oYinli.
Teorema. Agar (5.11.2) va (5.11.3) tenglamalar ildizlari orasida

w, p, + jtu p2+... +mnp,, =n, (5.119)
ko‘rinishdagi hech ganday mimosabat mavjud bo‘lmasa, u halda (5.11.1}
ienglamalarni ganoatlantinivchi bitla va fagat bitta m -tartibli vl,...,vk

formular sistemasi mavjud bo'ladi, bu yerda mim2,...mtt lar

/ll+ m, + =4+ mn=m (5.11.5)

munosabat bilan bog ‘langan manfiymas butun sonlar.
Isbot. Matematik induktsiya usulidan foydalanamiz. Shuning uchun
dastlab k-\ holni ko‘rib o‘tamiz. Demak, bitta

Y kpsa+ @t P M'— =ttv+u (5.11.6)

S=1 °Xs
tenglama berilgan, bu yerda u forma m- tartibli forma. (5.11.3) ning
faqat bitta /# ildizi bo'ladi.

dv
L xs-r=mv

bo‘lganligi uchun (5.11.6) tenglamani
f

AN dv
PN\ + «=+ fps- E R+ wame+ Ps,,X,, =u
s=v \ k m) /' UArs
ko‘rinishda yozish mumkin
Agar quyidagi
mip] + «tjPj + e« + mrpH= 0 (5.11.7)

munosabat bajarilsa, u holda 4- bob, 2- § da bayon etilgao ieoremaga
asosan bu tenglama yagona yechimga ega. Bu yerda -

manfiymas butun sonlar, ps lar esa

Pu--H--P PI2 m Pin
m
Pl Pu " m Pin
m
Pl Pnl Pm~a--¢

m

tenglamaning ildizlari.
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Ammo ravshanki,

(5.1).8)
demak, (5.11.7) munosabat

m.pt+ —+mnp,, = — {Mx+ -—+mn)p =p (5.11.9)
m

ko‘rinishni oladi. Bu yerdan teoremaning k=1 hol uchun to‘g‘riligi kelib
chigadi.
Xuddi shu usulda teorema (k-1) ta noma’lum funksiya uchun ham

to‘g‘ri deb qgabul qilib, uni k ta noma’lum funksiya uchun ham to‘g ‘ri-
ligini isbotlash mumkin. Teorema isbotining bu gismi bilan giziggan-
larga [53] kitobning 151-152 betlarini o'gishni tavsiya etamiz.

1-misol. Quyidagi sistema berilgan bolsin:

e (m +—om - H -j+ %N i+/0'=U; ;% =»i+i=.Q- (5+111°)
A=l v

Bu erda uir...,uk - oldindan berilgan ixtiyoriy m -tartibli formalar, X -
musbat son. (5.11.2) tenglama barcha ildizlarining haqigiy gqismi manfiy

bo‘isin deb faraz gilamiz.
Bu holda (5.11.10) sistema bitta va fagat bitta m-tartibli forma

ko'rinishidagi vx,...,vk echimga ega bo'ladi.
Hagigatan ham, ko'rsatish mumkinki, ko‘rilayotgan holda (5.11.3)
tenglamaning ildizlari agar k juft son bolsa,

+Ai, £31/7,..., £(k-3)Ai, £(k-DA
va k toq son bolsa,
0, +2Ai0, x4Ai0,...,£(k-DAi

dan iborat bo'ladi. Ravshanki, bu holda bir vaqtda nolga teng bo‘lma-
gan har ganday manfiymas butun m,/«?,../%/, sonlar uchun (5.11.4)
munosabat bajarilmaydi.. Demak, har ganday m wuchun teoremani ishla-

tish mumkin.
Endi («+ 2) -tartibli sistemani n> 0 hol uchun tadqiq yetamiz. Toyil-

gan harakatning differensial tenglamalari (7- § ga garang)
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~=-Xy+X{x,y,,..,
dt

dx i
— =AX+Y (XY Xi,...c1n), ~
dt

dx

~6Er= BN\ PP SX+H<1]+XS(XM ", ... Ny (5=1n)

ko'rinishda va psj koeffitsiyentlar shundayki,

Pu-p Pn Pn
PII PI2~P mm Pin -0 (5.11.12)
Pnl Pr2 m Pn- P

xarakteristik tenglamci barcha ildizlarining haqigiy qismi manfiy bo'ladi.

Bu yerda (5.11.11) sistema uchun turg'unlik masalasini xususiy hol-
da tadqiq etamiz. Keyin umumiy holni tadqiq etish ham shu xususiy
holga keltirilishini ko'rsatamiz.

X, Y va Xsfunksiyalaming xpx2,...,xn o0'zgaaivchilarga bogiiq
boigan barcha hadlarini tashlab yuborib, bu funksiyalarning x va vy
larga bog‘liq bo‘lgan golgan gismini mos ravishda X°(x,y), F°(x,y) va

X P)(x,y) bilan belgilab olamiz, ya’'ni

X0(x,y) = X(x,y,0,...,0),  YO(x,y) =Y(x,y,0,...,0),
XJ3(jcy) = XI(x,y,0,...,0).
Quyidagi ikkinchi tartibli sistemani garaymiz:

-.= Ay + X°(x,v), — = Ax+Y°(x,y). (5.11.13)
dt dt

Bu sistema uchun turg‘unlik masalasini yechganda, biz ikki holning
bittasiga duch kelamiz: 1) umumiy hol, yaani gachon masala X o va F°

lar yoyilmalaridagi chekli sondagi hadlar bilan hal etiladi (koordinata
boshi fokus bo‘lgan hol); 2) maxsus hol, gachon turg‘unlik masalasi

X o va y° lar yoyilmalaridagi juda ham katta darajali hadlarni ko‘rish-
ni talab etadi (markaz holi).

Shu hollarning birinchisi yuz bergan deylik. (5.11.13) sistema
turg‘unligini yechish masalasi X o va Y° lar yoyilmalaridagi eng ko‘pi
bilan 2AM darajali hadlarga bog'liq bo‘lsin. Bu son (daraja) doimo toq

162



bo‘lishini 9- § da ko'rsatgan edik. Qaralayotgan holda (5.11.11)
tenglamalar uchun quyidagi ikki shart bajariladi deb faraz gilamiz:

1. Barcha ps va gs o‘zgarmas sonlar nolga teng.

2. X j0) funksiyalarning yoyilmasi kamida 2N-1 darajali hadlar bilan

boshlanadi.
Agar bu ikki shart bajarilsa, u holda (n + 2) -tartibli (5.11.11)

sistemaning turg'unlik masalasi ikkinchi darajali (5.11.13) sistemaning
turg‘unlik masalasiga ekvivalentdir, ya’'ni, agar (5.11.13) sistema muvo-
zanat holati (toyilmagan harakat) noturg'un bo‘lsa, u holda (5.11.11)
sistemaning ham muvozanat holati noturg‘un bo‘ladi va, aksincha,
(5.11.13) sistemaning turg‘unligi (5.11.11) sistemaning turg'unligini kel-
tirib chigaradi.

Shunday qilib, yugorida keltirilgan ikki shart bajarilganda, turg‘unlik
masalasini hal qilish uchun nokritik ildizlarga mos keladigan hamma
tenglamalami (xl,...,xn larga nisbatan tuzilgan tenglamalarni) tashlab yu-
borish va kritik ildizlarga mos kelgan tenglamalardagi (X va y larga

nisbatan tuzilgan tenglamalardagi) nokritik o'zgaruvchilarga bog‘lig
bo‘lgan hadlarni ham tashlab yuborish kerak bo‘ladi.

Keltirilgan mulohazalami isbotlash uchun xuddi xarakteristik teng-
lamaning bitta ildizi nolga teng bo‘lgan holdagidek ish tutamiz. Shu
magsadda (5.11.11) tenglamalar sistemasi uchun Lyapunov funksiyasini
(5.11.13) sistema uchun alohida tuzilgan Lyapunov funksiyasi va
(5.11.11) sistemaning nokritik tenglamalari (oxirgi n ta tenglama)
uchun tuzilgan Lyapunov funksiyalarining yig‘indisi sifatida topamiz.
Bu funksiyaning (5.11.11) tenglamalarga ko‘ra vaqt bo‘yicha olingan
to‘lig hosilasi aniqg ishorali funksiya bo‘lishi kerak.

9- § da ko'rsatdikki, (5.11.13) sistema uchun Lyapunov funksiyasi

U=x2+y2+/3(Xy)+fAX,y)+ mm+ /2AM(X, y)

ko‘rinishda bo‘ladi, bu erda f lar x va y laming /-tartibli formalari.

Bu funksiyaning (5.11.13) tenglamalarga ko‘ra vaqt bo'yicha olingan
to‘lig hosilasi

No(-Xy +Xg+"M(kx+Y°)=G (x2+ y2) N+ ~(pap(x,y) xa;
dx dx a3 W

ko‘rinishda bo‘ladi , bu yerda (pafi(x,y) funksiya x-y =0 nugtada nolga

aylanadi. (5.11.13) sistema uchun turg'unlik masalasi G ning ishorasi
bilan yechiladi: toyilmagan harakat G> 0 bo'lganda noturg'un va
G< 0 bo‘lganda asimptotik turg‘un bo'ladi.
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Biz (5.11.11) tenglamalar uchun ham shu natija o‘z kuchini saqgla-
shini ko‘rsatishimiz kerak.

(5.11.12) xarakteristik tenglama barcha ildizlarining haqiqiy qismi
n
manfiy bo‘lganligi sababli oldindan berilgan y =Y x* anig musbat

<
ishorali forma uchun

+  +Psnxn)= 2>.V (61114
= VXs =1

munosabatni qanoatlantiruvchi aniq manfiy ishorali W (xt,...,xn)

kvadratik forma mavjud.
Quyidagi

VAG[x2+ yl+f3(x,y)+...+ TN I (X,y)\+ n
+W(XI,...,xn) = <p(x,y) + W(xl,...,xn)

funksiyani ko‘ramiz. Bu funksiyaning (5.11.11) tenglamalar sistemasiga
ko‘ra vaqt bo‘yicha olingan to‘lig hosilasi

M=l -+  AEx A

3 [At+ye () + T (X Y, Xl ., X,,)]+
dy

+ \P>+- +Pa* + XMX)+X"OS> - -"»)

5=1 S
ko‘rinishda bo'ladi. Bu yerda X' Y' Xs lar X, Y, Xs lar yoyilmasi-
dagi x1,...,xn o‘zgaruvchilarga bog‘lig bo‘lgan hadlar majmuasi hamda
ular x, = === xn=0 da nolga aylanadi.

Agar X', Y' va A-" funksiyalar aynan nolga aylanganida edi, V

ning hosilasi
Gl(x2+y2)N+G x: + YufijXiXj (5.11.16)
acHi—2N VA /7=1
koiinishga ega bo‘lardi, bu yerda fu lar x,y,xl...,.xn o'zgaruvchilar-
ning analitik funksiyalari va x=y=x, = ee=xn=0 da nolga aylanadi.

Bu hosila, ravshanki, (n+2) ta x, vy, xl,...xn o‘zgaruvchilarning aniq
musbat ishorali funksiyalari bo'lar edi. Ammo, yuqorida Kkeltirilgan
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(5.11.16) munosabat, umuman aytganda, bajarilmaydi va shuning uchun

ham — aniq musbat ishorali deya olmaymiz va u quyidagi ko'rinishga
dt
ega:

dv
GV +y2f + Y, ROXN +Z -+

aP 2w = (5.11.17)

+ Y Jfixi+ P(x,y,xl,...,xn).
U=i
Bu yerda (a} funksiya endi xl,..,xn larga ham bog'lig bo‘ladi va

(ap(©, O, 0,...,0) = 0,P esa shunday hadlarning majmuasiki, ularni na
G2(x2+ y2)N+ Z 9#xix> (541L18)
at)=2N
guruh hadlarga va na

Z fuxixl

guruh hadlarga qo'shib bo'Imaydi.
P funksiyani to‘ligroq tadgiq etaylik. Bu funksiyaning yoyilmasida

uchinchi darajali hadlardan pasti yo‘g, chunki _d ning ifodasida
t

yagona ikkinchi darajali hadlai- (5.11.14) ifoda boiadi. P funksiyaning
yoyilmasida xlI,...,xn o‘zgaruvchilardan erkin bo‘lgan hadlar ham yo‘q,

. : . .dvo,
chunki bu hadlarning baichasi = ning
t

h& y+x~+72Q .x +rl)
dx dy
tarkibiy ifodasida bo‘ladi va, demak, ularni (5.11.18) ga Kkiritish
mumkin.
Xt,...,Xn larga nisbatan chizigli bo‘lgan hadlardan P ning ifodasida
fagat x va >m larga nisbatan tartibi 2N dan past bo‘lgan hadlar mavjud

bo‘ladi. Shu turdagi hadlarning qolgan qismini (5.11.18) ga Kkiritish
mumkin. larga nisbatan ikkinchi darajali va undan yuqori

darajali hadlarning barchasini (5.11.17) ga kiritish mumkin va shuning
uchun ham ular P ning ifodasida yo‘q.
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Shunday qilib, yuqorida keltirilgan mulohazalardan kelib chigadiki,
P funksiya

P=P2(xl,...;n,x,y)+P3(X[,...*nx,y)+---+Pn(xl,..}cn,x,y), (5.11.19)
ko'rinishga ega, bu yerda P< lar i va | larga-nisbatan k -tartibli

formalar. Ularning koeffitsiyentlari xt,...,xn larga nisbatan chizigli for-

dv
malar boladi. F ifodasida P funksiyaning bo‘lishi uning aniqg ishorali
t

ekanligini buzadi. Shuning uchun ham biz V funksiya ifodasiga shunday
dv

hadlarni kiritishimiz kerakki, _d ning ifodasida P ga kiruvchi hadlar,
t

ya’'ni Xj larga nisbatan chiziqli va x,y larga nisbatan 2N dan Kkichik

darajali hadlar bo‘Imasin. Shu magsadda V ning ifodasiga qo‘shimcha
QK(xt,..,xn,x,y) = VixK+v2x kAy +---+VvkxykA+vkHyk  (5.11.20)
hadlarni Kiritamiz, bu yerda 2<k<2N-I, v. esa x,,...,X, larning

dv
chiziqli formalari. Buning natijasida — ning ifodasida paydo bo‘la-
dt

digan yangi qo‘shiluvchi hadlar uning aniq ishorali forma bo'lishini bu-
zadigan P funksiyaning yo‘golishini ta’minlaydi.
Shunday qilib, biz (5.11.11) tenglamalar sistemasi uchun V funk-
siyani
V=G(x2+y2+ /3+...+ fw X+W (xl,...,x,,) +
+02 (Y, X —X,) +..+ Q2 (X, Y, X, X
yoki
V =G (Xx2+ y2 + W(xl,...x,,) + F (X, ¥, Xj,..., X,,)
tarzda olamiz va uning vaqt bo‘yicha olingan to‘lig hosilasi
N=G V +.vT+ fuss+ i*!* *xF, xaxf
at fl+P=2iV s=I a,fi=\
ko'rinishda bo‘ladi, bu yerda ®4d]j va Faj lar x- y-x[= =x,, =0 da
nolga aylanadi, .F lar x,y,xi,...,xn o'zgaruvchilarning analitik funksiyasi,

yoyilmasi kamida uchinchi darajali hadlardan boshlanadi. ¢X. funksiya
dt

aniq musbat ishorali forma bo‘ladi.
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W funksiya aniq manfiy ishorali forma ekanligidan V (n+ 2)ta
X,Y,XV...,X,, 0‘zgaruvchilarga nisbatan, agar G<0 bo‘lsa, anig man-

fiy ishorali va agar G> 0 bo‘lsa, o'zgaruvchan ishorali forma bo'ladi.
Bu yerdan B va D teoremalarga asosan xuddi ikkinchi tartibli (5.11.14)
sistemadagidek (5.11.11) toiiq sistemaning ham toyilmagan harakati
G< 0 da asimptotik turg‘un, G >0 da esa noturg‘un bo'ladi degan

xulosaga kelamiz. Shunday qilib, bizni giziqgtiruvchi tasdiq isbotlandi.

12- §. (n +2) -tartibli sistemani umumiy holda tadqiq etish

Oldingi paragrafda (n + 2)- tartibli sistemani xususiy holda ko‘rgan

edik. Umumiy holda masalani yechish uchun (5.11.11) sistemani shunday
koiinishga keltiramizki, uning uchun oldingi paragrafda qo'yilgan ikkita
shart bajarilsin. Shu magsad bilan o‘z navbatida bu sistemani shunday
o‘zgartiramizki, u (5.11.11) ko‘rinishni saglasin, ammo nokritik o ‘zga-
ruvchilarga mos kelgan har bir tenglamaning o‘ng tarafidagi yoyilmada
hamma nokritik o'zgaruvchilarga bogiig bo‘lgan hadlarni tashlaga-
nimizdan keyin yoyilmaning qolgan gismi yetarlicha katta darajali had-
lardan boshlansin.

Buning uchun (5.11.11) sistemadagi xp...,x,, o‘zgaruvchilar o‘rniga
yangi 4 o'zgaruvchilarni quyidagi almashtirishlar orqali Kirita-
miz:

G = I>«)> (5.12.1)
bu yerda vs(x,y) lar x va y laming analitik funksiyasi va vs(0,0) =0. 0 ‘z-

gartirilgan tenglamalar

dr — —
- = _‘]y + X(X| yv51 YQ = _Ay + X(X1 ya§ + Vu--n4 + V,,),

dt
— = AX+YX, ¥, 4,...,Q = AX+Y(X,y, %+ V,....4 +V,),
dt (5.12.2)
7 =2,Uy4,..4)=pA +..+pj, +PX+qj + Xsx,y,&+

[t

+V,..4+v) "Ne(-/lv+X)+~M(ATr +y) +pAx+t..+ pav,,.
dx ' dy

ko‘rinishda bo‘ladi.
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S ©)(x,y) orgali H dagi nokritik o'zgaruvpilarga bog‘-

lig bo‘Imagan barcha hadlarni belgilab olamiz, ya’ni

sfXy) = +..+pInN+pX+qj + XXV, V..., )] -

- - +X@G,yv,v.)]l + Bx +YX Y,V,,...V ¢ .

Endi funksiyalarni shunday tanlab olamizki, 5 @ funk-

siyaning yoyilmasi karaida m - tartibli hadlardan boshlansin, bu yerda m
- yetarlicha katta son. U vaqtda (5.12.2) sistema oldingi paragrafdagi
ikki shartni ganoatlantiradigan ko'rinishni oladi va turg‘unlik masalasini
yechish uchun bu sistemaning X va Yy kritik o‘zgaruvchilarga mos

kelgan tenglamalar o‘ng tarafidagi nokritik o‘zgaruvchilarga

bog‘lig bo‘lgan hadlarni tashlab, hosil bo'lgan ikkinchi tartibli sistemani
ko‘ramiz:

— = —Xy+Z (Xv yl \ (Xa y),...,vr(x, y))!

d <5J24)
Et = XX+Y (X, ¥, v, (X Y),...,vn(X, ¥)).

Bu sistemani tadqiq etish jarayonida ikki holga duch kelamiz. m son
har gancha katta bo'lImasin, (5.12.4) sistema uchun turg‘unlik masalasi
m dan kichik tartibli hadlar vositasi bilan yechilmaydigan hol bo‘lishi
mumkin. Bu maxsus holga to‘g‘ri keladi va biz uni keyinchalik alohida
ko'rib o ‘tamiz.

Ammo, shunday hollar ham mavjudki va biz buni umumiy hol deb
ataymiz, yetarlicha katta m sonlar uchun (5.12.4) sistemaning turg‘unlik
masalasi m- tartiblidan katta bo'Imagan hadlar orgali yechiladi, chunki
m dan yugori tartibli bo‘lgan hadlarning turg‘unlikka ta’siri bo‘lmaydi.
Bu holda (n+2)-tartibli (5.11.11) sistema uchun turg'unlik masalasi
ikkinchi tartibli (5.12.4) sistema bilan hal boladi: agar (5.12.4) sistema
uchun toyilmagan harakat noturg‘un bo‘lsa, u holda (5.11.11) sistema
uchun u noturg‘un boladi va (5.12.4) sistema uchun ham asimptotik
turg‘un bolsa, u holda (5.11.11) sistema uchun ham asimptotik turg‘un
boladi.

Hagigatan ham, shart bo‘yicha (5.12.4) sistema uchun turg‘unlik ma-
salasi m -tartibli haddan katta bolmagan hadlar bilan hal etilgani uchun
va (5.12.3) funksiyaning yoyilmasi kamida m -tartibli hadlar bilan
boshlanganligi tufayli (5.12.2) sistema oldingi paragrafdagi hamma
(ikkita) shartlarni ganoatlantiradi. O ‘sha paragrafda olingan natijalarga
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asosan (5.12.4) sistema (5.12.2) sistema uchun va, demak, (5.11.11) sis-
tema uchun ham turg'unlik masalasini to‘liq hal giladi.
Endi (5.12.3) ifédasidagi (m-1) -tartibligacha bo‘lgan barcha had-

larni nolga aylanaradigan vv(x,y) funksiyalarni topish yo‘lini ko‘r-

satamiz. Shu magsad uchun uni
V, (*,?) = y)+ vj(*)>)+mee  (5=1,4) (5.12.5)

ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda K(X,y) lar X va y o‘zgaruvchilarning

A —tartibli formalari. U vaqtda (5.12.3) munosabatdagi birinchi tartibli
hadlar

MW® dv?
& i y +pX>t+-+Psnvi)+psx + %y (s=1In) G.1286)

va k -tartibli hadlar majmuasi

(k>

3v

dx

+psWN) +..+ pavf +ufXx,y) (s=1,n) (56.12.7)

ko‘rinishga ega boladi. Bu yerda us (x,y) lar v,, Marga bog‘liq
bo‘lgan k -tartibli formalar.

(5.12.3) ifodada birinchi darajali hadlar gatnashmasligi uchun
vf’(x,y) chizigli formani shunday tanlab olish kerakki, N =0 bo'lsin

va (5.12.3) ifodadagi funksiyalar yoyilmasi kamida m -darajali hadlar
bilan boshlanishi uchun

'dv? dv?
——X=-———Yy =pdv? +.. +pmv? +u?(X,y) (s=1Ln; k=Im-\)
dx
(5.12.8)
tenglamalar bajarilishi kerak.

uﬁk) funksiya faqat j<k boladigan (,) larga bog‘liq bolganligidan
(5.12.8) tenglamalar k = \.dan boshlab lami ketma-ket topishga imkon
beradi. v*)) ni topish uchun o‘ng tarafi aniqg bo‘lgan tenglamalami hosil

gilamiz, chunki (5.12.6) ga asosan W®= psx+qgsy . (5.12.3) yoyilmalar
kamida m - tartibli had bilan boshlanishlari uchun (5.12.5) qatorning
(m -1) —tartibligacha bo‘lgan hadlarini aniglashga to‘g‘ri keladi.

Barcha hadlar aniglangan deb hisoblaylik. U vaqtda
WY larni topish uchun biz o‘ng tarafi aniq bo'lgan (5.12.8) teng-

169



lamalarni hosil gilamiz. Bu tenglamalarning ko'rinishi oldingi paragraf-

dagi (5.11.1) tenglamalarniki kabidir. Hozirgi holna (5.11.1) tengla-

maning ildizlari *+Ai va (5.11.3) tenglamaning ildmari (5.11.2) ning
ildizlaridan iborat bo‘ladi. Endi (5.11.4) munoisabat

(mi-m2Ai-pj

ko‘rinishni oladi va u hech ganday manfiymas butun m{, m, sonlar
uchun bajarilmasligi uchun 11- § dagi teoremaga asosan (5.12.18) sis-
tema k indeks ganday bo'lishidan gat’iy nazar v€K yechimga ega bo‘-

lishi kerak. Bu echimni anigmas koeffitsiyentli formalar shaklida izlash
matqul. Anigmas koeffitsiyentlami topish uchun chizigli bir jinslimas
algebraik tenglamalar hosil kilinadi.

Endi amaliy masalalarni yechishda (5.12.5) qatorning nechta hadini
topishimiz lozimligi hagida to‘xtalib o'taylik. Agar ikkinchi darajali sis-
tema uchun turg‘unlik masalasi chekli darajali hadlar bilan yechilsa, u
holda bu daraja doimo toq son ekanligini oldingi paragraflarda aytgan
edik. Amalda masala deyarli ko‘pincha uchinchi darajali hadlar bilan
echiladi. Demak, (5.12.3) yoyilmada birinchi va ikkinchi darajali hadlar

bo‘lmasligi kerak. Buning uchun vt funksiyalarning (5.12.5) yoyil-

masida faqat vfU', y) birinchi tartibli va V[2{x,y) ikkinchi tartibli had-

larni olish kifoya. Bunday hadlar orgali aniglanuvchi vs funksiyalarni

(5.12.4) tenglamalarga qo‘yib, ular uchun turg‘unlik masalasini yechamiz.
Agar masala uchinchi darajali hadlar bilan yechilmasligi ma’lum bo'lsa
va, demak, hech bo‘lmaganda to‘rtinchi va beshinchi darajali hadlarni

koiishga to‘g‘ri kelsa, u holda v’'3 va v'4' formalarni ham aniglashga

to‘g‘ri keladi. Agar beshinchi darajali hadlar bilan ham (5.12.4) uchun
turg‘unlik masalasi hal bo‘lmasa, u holda yanadi yuqori darajali
formalarni aniqlash kerak bo‘ladi.

(5.12.4) tenglamalar4 (5.11.11) tenglamalarning birinchi va ikkin-

chisidan xs o‘zgaruvchilami Vva(x,y) funksiyalar bilan almashtirish

natijasida olinganligini eslatib o ‘tamiz.
(5.12.8) tenglamalami hosil qilish uchun xususiy hosilali

AM=-A>+Xx>VEL V) MU+ y (X VLv,))=
dr &y (5.12.9)

= Psfi +eee+R/,, +PX+q5y+ XXy, WP... 1) (S=\n)

tenglamalarning yechimini (5.12.5) gator ko‘rinishda topish kerak.
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Shuning uchun nam aytilgan barcha mulohazalar ko‘rilayotgan holda
turgiinlik masala/ini yechish uchun bizni quyidagi algoritmga olib
keladi: j

1 (5.11.11) tenglamalar holicla turg‘unlik masalasinii yechish uchun
xususiy hosilali (5.12.9) tenglamalar sistemasi tuziladi va uning yechimi
(5.12.5) gatorlar sifatida izlanadi.

2. Bunday gatorlar doimo mavjud va yagona bo’'ladi. (5.11.11) sis-

temaning dastlabki ikkita tenglamasidagi xs o'zgaruvchilarni (5.12.5)

gatorlar bilan (vs(x,y) funksiyalar bilan) almashtirib, ikkinchi clarajali

(5.12.4) sistema hosil gilinadi.

3. (5.12.4) sistema uchun turg'unlik masalasi chekli sondagi hadlar
bilan yechiladi deb faraz qilinadi. U vaqgtda, agar (5.12.4) sistema
uchun toyilinagan harakat noturg'un bo'lsa, u holda (5.11.11) sistema
uchun ham u noturg'un bo'ladi. Agar (5.12.4) sistema uchun toyilmagan
harakat asimptotik turg'un bo'lsa, u holda (5.11.11) sistema uchun ham
u asimptotik turg'un bo'ladi. Turg'unlik masalasi yechish uchun (5.12.5)
gatorlarclagi hadlarning nechtasini olish massalasini biz yuqgorida aytib
o ‘tgan edik.

Izoh. Bitta nol ildizga ega bo ‘Igan kritik hol hamda juft sof mavhum
ildizlarga ega bo'lgan kritik hollar uchun toyilgan harakat tenglamalari
analitik bo Imciganda, turg‘unlik masalasining echimi [16] da berilgan.

Misol. Ikkinchi misol sifatida A.l. Lure tadgiq etgan avtomatik rostlash
(regulirovanie) sistemasining bitta masalasini ko‘rib o'taylik [48].
Sistema harakatining (rostlanadigan ob’ekt, o‘lchagich, servomotor va
b.q.) differensial tenglamalari

(5.12.10)

a=l
koi‘inishda bo‘lsin, bu yerda bja, hj, ja - o‘zgarmas sonlar, /(<?)- chi-
ziglimas funksiya va /(0) = 0.
f(a) funksiya O ning analitik funksiyasi va u
/(o) =ca+y2a2+y3d3+ me

koiinishga ega deylik.
(5.12.10) ning birinchi yaginlashish sistemasi
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2

K +kicf (5.12.11)
0|
ko‘rinishda bo'ladi. Bu sistemaning rx= 2= eee= =0 muvozanat
holatining turg‘unligi uchun
an-p ar ain2
A(/?) = a2~P azn2
“n a,2 am2m2

xarakteristik tenglama barcha ildizlarining hagigiy gismi manfiy bo'lishi
yetarlidir. Shuni ta’kidlaymizki, turg‘unlik sohasining ko'lami ildizlar
haqiqiy gismining son miqgdoriga bog‘lig. Agar (5.12.12) tenglamaning
hech bo‘lmaganda ayrim ildizlarining hagigiy gismi miqgdor jihatdan
kichik bolsa, u holda turg‘unlik sohasi nuqtayi nazardan tadqiq etilayot-
gan muvozanat holatini noturg‘un deb garash mumkin. Shunday qilib,
kritik holni tadqiq etish masalasiga kelamiz. Bu masalani (5.12.10)
sistemaga nisbatan ko'ramiz. Bu yerda (5.12.12) xarakteristik tenglama

juft sof £Ai mavhum ildizlarga va qolgan n tasi haqigiy gismi manfiy

bolgan il-dizlar deb faraz gilamiz.
(5.12.12) tenglamaning hamma ildizlari oddiy (karralimas) boisin.
Quyidagi chizigli almashtirishlarni kiritamiz:

Xi - Al +A7V2 + me + Ac+2/n2 0=1«+2). (5.12.13)
Bu yerda Aij koeffitsiyentlar
aNA\+<hA? + B+« +SA +2=PAs (i=1«+2 s =1n+2)
tenglamalardan aniglanadi, ya’ni
Aij=C,Aljiplh
bu yerda Aajj - (5.12.12) determinantning (i -satr va a-ustun bo'yicha

algebraik toldiruvchisi, Ci - ixtiyoriy o‘zgarmas son. (5.12.13) almash-
tirish (5.12.11) tenglamalarai

_dt_ = Pix; @i=l«+2)

ko‘rinishga, (5.12.10) sistemani esa
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CiX; 9 3
— == PiXi+Y0 +y/B + eee
dt

ko'rinishga keltiradi. Bu yerda C; o‘zgarmas son
-r= Z 4jP /)Aa
f a=|

shartni gqanoatlantiradi deb faraz gilamiz va

n+2

-
ko‘rinishga ega bo‘ladi (aa~ biror o‘zgarmas soniar).
prtH=1iX, pn=-iX va qolgan un ta ildizning haqigiy qismi
manfiy bo‘lsin. U vagtda
XMH=X +iy, XMH2 =X - iy

deb gabul qilib, sistema harakatining tenglamalarini

— =X+ + ">
dt

_é\t-: AN +Y2B+Y'3°?+ e
G = ax-by +alxi + mm+arnx,,
ko‘rinishga keltiramiz. Bu yerda a va b lar 2q,# koeffitsiyentning
haqigiy va mavhum gqismlari (a,+2 koeffitsiyent and ga qo‘shma
kompleks bo‘ladi).

A”@ + (XY +YXr +y-jf2Heee) — =M +W? 2>+mmm Q= 1n)
' 3r

tenglamalarni tuzib, ularning yechimini
Vi=vf+v i+ (/=U) (5.12.15)
gator shaklida izlaymiz. Odatdagidek, (5.12.15) asosida oldingi tenglama

vositasida v|] funksiya uchun



tenglamani hosil gilamiz. Bu yeldan v®=0 ekanligi kelib chiqgadi.

Shuning uchun ham v]2 funksiya uchun tenglama

J 3v® 3vf .
A X—5- y— PA'+Wlax-byY~

ko‘rinishda bo'ladi. v f’ funksiyani

vi =-(Msx +2Pxy+Nsy)

ko‘rinishda izlaymiz. Buni oldingi tenglamaga qo‘yib hamda Xxy, X2 va
y2 lar oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtirib, so‘'ngra hosil boigan

tenglamalarni Ms Ps Ns larga nisbatan yechib, quyidagilarga ega

bo‘lamiz:
¥2
ab). +~A(fi2- b2
4r +P; 2Ps
Ps= — f 2ur PA@2-b2) + 2fl;pd»
4, +p;
a2 +b2

X1 =——"—2 2abX-—ps(a2-b2) A )
2 4a" +p2 2P,

Masalani birinchi usul bilan yechamiz. Buning uchun v® forma
ifodasiga xX=rcosd, y=rsinzi larni go‘yamiz. U holda, MSPSN S

koeffitsiyentlarning ifodasini hisobga olib, quyidagini hosil gilamiz:

v = r(as+i3Seos ySsin 277?),
bu yerda

Aa +b")
2Ps

yqps(a2~b-) - 4lab (5.12.16)
2(4XR2+p2)

_ YI2X(@2 - b2) +2abps]
241 +ps)
(5.12.14) sistemaning dastlabki ikkita tenglamasidagi Xxs lar o‘miga

(5.12.15) qatorni qo'yamiz va qutb koordinatalariga o‘tib, t ni
chigargandan soiig, quyidagini hosil gilamiz:
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— =R/ +R/ + (5.12.17)

o

Bu yerda

R; = — (acosft-b sinft)cos ft ,
2|

j8=— (acosft-/;sin ft)4sin ft cos ft+- { ZNXacos ft- sinft)x

X (a +;Scos2ft+Ysin2ft) +w3fl3Cosft-¢>sin ) 3cosft,

a=X aA’ RAY uaBs> y=272 als-
5-1 s=1 AL

Oxirgi uchta ifodani hisobga olib, (5.12.16)ga asosan quyidagilarga
ega bo‘lamiz:

a= iirXfl >
R - 2 Aaby/252-~(a -b~)y/Z3. (5.12.18)
Y=4d(@a2- (T) "2"2 + AQAZ >

bu yerda

c_V ida
' - i, nfl
Eice tMA- +p2 T EYAN 4P

(5.12.17) tenglamaning yechimini
r=c +r2(a)c2+r3(r?)c3+ eee

gator shaklida izlaymiz. Buni (5.12.17) ga go‘yib hamda o'ng va chap
tomondagi bir xil darajali ¢ lar oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtirib,

a a .
r2= "RA&, r3= J(I'B+2R2r2)cw
0 0

ifodalarni hosil gilamiz.

r,($) funksiya davriy bo'ladi. Shuning uchun
U U

|P22c/ft= grad , _ 17

2 = ~r2
2
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ifoda ham davriy funksiyadir. Shunga ko‘ra
r3= g$ + davriy fimksiya

ifodadagi g o‘zgarmas son
2k
\Bd$

U
formula orqgali aniglanadi. Bu yerdan

_z;\_b_{zi-:-ttz)_¥2 +— (%aa +al'§1 by)y/2+---—7—)3B

yoki, (5.12.18) ni hisobga olib,
2+ 2

i/jji-ab — I1AaSF +2)chS2- aXs") - —

ni topamiz. Agar g ning ifodasiga kirgan miqgdorlarni (5.12.10)
sistemadagi koeffitsiyentlar orgali ifodalasak va uncha muhim bo‘l-

magan — (a2+b2 musbat ko'paytuvchini tashlab yuborsak, u holda
2A
A.l. Lure ko‘rsatganidek, quyidagini hosil gilamiz:
r/o, N\2Y .
—R WX) \pi; Dim 3.,2p0) (5.17..19)
e EOTS) [(2ic0) A(0) 2 ¢

bu ycrda Dip) -(5.12.12) determinantning c=0 bo‘lgandagi giymati.

13- 8. (n +2) -tartibli sistemani maxsus holda tadqiq etish

Toyilgan harakat differensial tenglamalari quyidagi koiinishda
berilgan bo‘lsin:

dx
— ==ly+X(x,y xl...X,.),

dt

dy—ﬂx+>’(r|—, X)), (5.13.1)
dt

s

at =P/1 +———+PJHP>x+cn + x*  (s=U).
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Endi maxsus holni ko'rishga o‘tamiz. Turg‘unlik masalasini tadqiq
etishning oldingi paragraflarda bayon etilgan qoidasiga asosan quyidagi
xususiy hosilali

(4y+X(.y,vJ..."-a/"+r(i,)?V‘-’VL))cZ,: (3.142)

= pAKX+eee+p jN+Px+qyy +X fa y,v,,...,V,,)

differensial tenglamalarni tuzamiz. Bu tenglamalarni quyidagi formal
gatorlar ganoatlantirishi mumkin:

Vv5(X, v) = VI5(X,y) +Vv ' (X, }o) + eee (5=1,«) (5.13.3)

Bu qatorlardagi (m-1) hadlar bilan kifoyalanib va (5.13.1) sistemaning

dastlabki ikkita tenglamasidagi XS o‘zgaruvchilarni vx,y) butun

ratsional funksiyalar bilan almashtirib, quyidagi ikkinchi taitibli siste-
mani hosil gilamiz:

dx A+ XOGY,\\,..., V) |,

dt (5.13.4)
& = Ax+-IY_'(x,y,vI,..,,vII).

dt

(5.13.4) sistema uchun turg'unlik masalasi m- darajalidan.(m- yetarlicha
katta son) yuqori bo‘lmagan hadlar bilan hal etilishi mumkin. Bu oldin
ko'rilgan umumiy hol bo'ladi. Bu holda (5.13.1) sistema uchun
turg'unlik masalasi (5.13.4) sistema bilan yechiladi.

Ammo, shunday hollar mavjudki, m son ganchalik katta bo‘lmasin,
va, demak, (5.13.3) gatorda olingan hadlar soni har gancha katta bo‘l-
masin, (5.13.4) sistema uchun turg'unlik masalasi m dan kichik tartibli
boigan hadlar bilan yechilmaydi. Bu holda sistemadagi m dan yuqori
darajali bo‘lgan hadlarni o'zgartirib, xohishimizga garab, toyilmagan
harakatni turg'un yoki noturg‘un gilishimiz mumkin. Bu hol maxsus hol
deb aytiladi. Oldingi paragrafda bayon etilgan turg‘unlikni yechish
goidasi (algoritmi) maxsus holni tadqiq etishga yaramaydi.

Shunday bolsada, biz maxsus holda ham (5.13.1) sistemaning tur-
g'unlik masalasi ikkinchi tartibli (5.13.4) sistemaning turg'unlik masalasiga
ekvivalent ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun (5.13.4) tenglamalardagi
vs(x,y) funksiyalar (5.13.3) qatoming chekli sondagi hadlarinigina emas,
balki butun gatomi ifodalashi kerak. U vaqtda, ravshanki, (5.13.3) qator
yaginlashuvchi bo'lgandagina, (5.13.4) sistema ma’noga ega bo'ladi. Bu
gator hagigatan ham yaginlashuvchi bo'ladimi?
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Bu masala A.M. Lyapunov tomonidan hal qilingan. 1J bu qator
uzoqglashuvchi bo‘lishi ham mumkinligini ko'rsatgan. Masalan,

ko‘rinishga ega va uzoqlashuvchidir.

Ammo, bundan (5.13.3) gatorlar doimo uzoqglashuvchi bo‘ladi degan
xulosa kelib chigmaydi. Maxsus hollar uchun (5.13.3) gatorlar albatta
yagqinlashuvchi bo‘lishi Lyapunov tomonidan isbot etilgan.

Demak, Lyapunov tasdig‘iga asosan (5.13.4) sistema aniglangan,
ya’ni ma’noga ega bo‘ladi. Bu sistema uchun turg‘unlik masalasi chekli
sondagi hadlar bilan hal etilmasligi tufayli 8-10- § lardagi natijalarga
asosan koordinata boshi x= y=0 (5.13.4) tengjamalar uchun markaz
bo'ladi. (5.13.4) tenglamalar bilan ifodalanuvchi toyilmagan harakat
turg'un (ammo asimptotik turg'un emas) va umumiy yechim davriy
funk-siya boladi.

Bu davriy yechimni quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin:

T=A({ +hZ2+hici + )~'t,
X = ccost +c2x 2(t)Q- N\~ (5.13.5)
Y — CSinr +c2y2(z")+ e

Bu yerda xm)(x), yN¥x) lar T ning 24 davrli davriy funksiyalari va
xa)(0)=y<)X0)=0, hj - biror aniq aniglangan o'zgarmas sonlar, c
esa X ning boshlang'ich giymati bo‘lgan ixtiyoriy o'zgarmas son.
(5.13.5) dagi hamma qatorlar ¢ ning yetarlicha kichik giymatlari uchun

yaginlashuvchi bo'ladi.
Maxsus holda xuddi shunday holat (n+2)- tartibli (5.13.1) sistema

uchun ham mavjud: bu sistema ham x ning boshlang'ich giymati
bo'lgan ixtiyoriy bitta o'zgarmas songa bog'lig davriy yechimga ega
bo‘ladi. Bu sistema uchun x=y=x=—=xn=0 toyilmagan harakat
ham turg'un bo'ladi. Bu holda davriy yechimdagi x va y lar (5.13.5)

formulalar bilan aniglanadi, xs lar esa
X, = v5(X,Y) (s=\n (5.13.6)
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jormula bilan aniglanadi, bu yerda vEx,y) - (5.13.3) bilan anig-
lanadigan funksiyalar.

Bu tasdiglarni isbot qilishdan oldin shuni ta’kidlaymizki, agar
x=x(t),y =y() funksiyalar (5.13.4) tenglamalarning biror xususiy
yechimi bo‘lsa, u holda x=x(t), y=y (1), xs=v[x(f),} (] funksiyalar
(5.13.1) sistemaning biror xususiy yechimini aniglaydilar. Hagigatan ham,
bu funksiyalarni (5.13.1) sistemaga qo‘ysak, (5.13.2) va (5.13.4) larga
asosan, sistemadagi tenglamalarning ayniyatga aylanishiga ishonch hosil
gilamiz. Bu yerdan bevosita kelib chigadiki, (5.13.1) sistema (5.13.5) va
(5.13.6) formulalar orqali aniglanadigan davriy yechimga ega.

Endi (n+2)- tartibli (5.13.1) sistema uchun toyilmagan harakat
turg un ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun sistemadagi X,y,XS 0'zga-

ruvchilar o‘rniga
X= pCOS<p +p &{}((p)+ ooe,
y=pun(p +p 2ya\(p) + e, « (5.13.7)
Xs~£s + W(QC,>) (s=1,n)

almashtirishlar bilan yangi p, 9~ o0'zgaruvchilami kiritamiz. U vaqtda

(5.13.1) sistemaning dastlabki ikkita tenglamasi quyidagi ko'rinishni
oladi:

o , .
Joos <p+2pxa\p +m“  -sin<p+- ~p+ -p’(;E =Rip<p .y,
o (5.138)

d
2, m m =RAp,<?t9 ,

bu yerda RVR2- yoyilmasida ozod hadlar bo‘lmagan
o‘zgaruvchilarning analitik funksiyalari. Bu yoyilmalarning koeffitsiyent-
lari 2Tt davdi (p ning davriy funksiyalari bo‘ladi.

(5.13.8) tenglamalarni E va pE larga nisbatan yechamiz. — va
t t

p £l larga nisbatan chizigli tenglamalarning A determinanti quyidagi
dt

ko'rinishda bo'ladi:



+ 2cos(p *xi2)((p) ~

A=1+peos(p+ VN
op

-sm(p

cfmﬁugnmom@)+A—V—

ip
i
Bu erdan — miqdorning p ga nisbatan analitikligi kelib chigadi. Bu
A

miqdorning p darajalari bo‘vicha yoyilmasining koeffitsiyentlari (p ga

nisbatan davriydir. Demak,

dp

d(‘: (513.9)

dt
ni hosil gilamiz, bu yerda R va O lar - Rj va R2 larga o‘xshash
funksiyalar, ya’'ni p va “ar§a nisbatan analitik, (@ ga nisbatan
davriy va p=£,=m= -0 da nolga aylanadi.

X,Y,Xs lar o‘rniga (5.13.7) ni qo'ygandan keyin (5.13.1) siste-
maning oxirgi n ta tenglamasi

&t P ES&mmm+Ps A +pAO)P+EAP £Iti'-’0 (s=\i) (513.10)
koiinishga keladi. Bu yerda Ps{(p) lar (p ga nisbatan 2k davrli analitik

funksiyalar, ularning yoyilmasi kamida ikkinchi darajali hadlardan bosh-
lanadi. Bu yoyilmalarning koeffitsiyentlari (p ning 2n davrli davriy

funksiyalari bo‘ladi.
(5.13.1) sistemaning (5.13.5) va (5.13.6) davriy yechimining ifodasi

yangi p, (p, <4 o‘zgaruvchilarda quyidagi ko‘rinishga keladi:

p =c, =T, 4 =0 (s="\,n). (5.13.11)
Demak, (5.13.9) va (5.13.10) tenglamalar (5.13.11) xususiy yechimga
ega. Buning uchun
Ps((p)=0, R{p, @0...., 0)=Ss(p, @O...., Q)=0  (s=14;
munosabatlarning bajarilishi zarurdir.

Ammo bu holda (5.13.9) sistemaning birinchi tenglamasi va
(5.13.10) tenglamalardan iborat (n+1)- tartibli sistema (bu yerda X -t
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ning biror anigmas funksiyasi) biz 6- § da ko‘rgan (bitta nol ildizga ega
boigan maxsus hoi)

= Yfi, xt...,xn, Y.,) i=vu),
dt
N = pAX + eee + PIX, + X, (f, vV - XN, y,,..., yt) (5= 1,n)
dt
sistemaning ((5.6.2) ga qarang) xususiy holi bo‘ladi. 6- § dagi natija-
larga asosan yuqorida aytilgan (n+1) - tartibli  sistemaning

p=g=e =4 =0 toyilmagan harakati turg‘un bo‘ladi. U vaqtda
(5.13.7) almashtirishning xarakteriga asosan (5.13.1) sistemaning
X -y -X=—=xn1=0 toyilmagan xarakati ham turg‘un bo‘ladi.

Shundciy gilib, maxsus holda toyilmagan harakatning turg ‘unligini va
toyilgan harakat tenglamalarining (5.13.5) va (5.13.6) formulalar bilan
aniglanadigan davriy echimi mavjudligini isbot qildik.

Demak, maxsus holda turg‘unlik masalasi osongina yechiladi. Ammo,
afsuski, hozirgacha koiilayotgan hoi markaz ekanligini aniglaydigan
birorta umumiy usul mavjud emas. Hagigatan ham, agar biz maxsus
holga ega bo‘lsak, u vaqgtda (5.13.4) tenglamalarda ganchalik ko‘p
hadlami ko‘rmaylik, yanada yuqori darajali hadlar garalganda fokus
holiga kelmasligimizga bizda ishonch bo‘Imaydi.

Ammo, bitta umumiy alomatni ko‘rsatish mumkinki, agar u baja-
rilsa, ko‘rilayotgan hoi albatta markaz bo‘ladi.

(5.13.1) sistema

X2+ Yy2+F(X,y,XV...,.Xxn) = const (5.13.12)

ko‘rinishdagi birinchi integralga ega bo‘lsin, bu yerda F ifoda
jay,Xl,....xn o‘zgaruvchilaming analitik funksiyasi, uning yoyilmasi

kamida uchinchi darajali hadlardan boshlanadi. Agar (5.13.1) sistema
(5.13.12) birinchi integralga ega bo‘lsa, u holda ko‘rilayotgan hoi
albatta markaz bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Hagigatan ham, (5.13.12) munosabatdagi o'zgaruvchilar o‘rniga
(5.13.2) ning formal yechimi bo‘lgan (5.13.3) qatorni (*.(x, >")ni)

keltirib qo‘ysak, (5.13.4) sistemaning formal birinchi integralini hosil
gilamiz, ya’ni gatorning barcha

Ny +X(X, y, v)]N - +[XX+Y(X, Y, v)] 40~ >
ox ay

kabi hadlari yo'qoladi, bu yerda

181



H=x2+yl+Fix, y,\\(X, y),....v,,(x,})).

U vagtda (5.13.4) sistema uchun (9- 8§ dagi mulohazalarga asosan)
X= y=0 nuqta markaz bo'ladi va shu bilan bizning tasdig'imiz is-

botlanadi.

Lyapunov bu tasdigning aksi ham to‘g‘riligini isbotlagan, ya'bp
(5.13.1) sistema albatta (5.13.12) ko‘rinishdagi birinchi integralga ega
bo‘lishi zarurligini ko‘rsatgan.

Bundan tashqari, agar (5.13.1) sistema (5.13.12) ko‘rinishdagi bi-
rinchi integralga ega bo‘lsa, u holda

Pu~P Pn Pn
Pi1 PII-P - PI,
=0
P P2 PMmn-P

xarakteristik tenglama ildizlarining hagiqiy qismi manfiy bo‘lishi yoki
bo'Imasligidan qat’iy nazar (5.13.1) sistema (5.13.5) va (5.13.6)
formulalar bilan aniglanadigan davriy yechimga ega bo‘lishini ham
Lyapunov isbotlab bergan. Eng muhimi, bu ildizlarning birortasi ham
+=NKki ko‘rinishga ega bo'Imasligi kerak, bu yerda N - butun musbat
son yoki nol.

Ko‘rsatilgan davriy yechimlar chiziglimas tebranishlar nazariyasida
muhim rol o'ynaydi [561

14~ 8. Turg‘unlik sohasining «xavfli» va «xavfsiz» chegaralari

Endi turg'unlik sohasining «xavfli» va «xavfsiz» chegaralari hagida
to‘xtalib o'tamiz [12]. Bu masala «amaliy» turg‘unlik tushunchasi bilan
bevosita bog'langan.

Toyilgan harakatning tenglamasi

c({j\t = gqdd + mm-gman+X gXi,...,XN) (s=1,n) (5.14.1)

ko'rinishda berilgan bo‘lsin, bu yerda X s funksiya Xxt,...,.xn o‘zga-

ruvchilarning yoyilmasi kamida ikkinchi darajali hadlar bilan bosh-
lanadigan funksiyasi.
(5.14.1) sistema parametrlari fazosining

Re(yOs) <O 5=19 (5.14.2)

munosabat bilan aniglanadigan sohasini ko‘raylik, bu yerda -

birinchi yaginlashish sistemasi xarakteristik tenglamasining ildizlari. Bu
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ildizlar sistema parametrlarining funksiyalaridir. (5.14.2) soha tadqiq
etilayotgan toyilmagan harakatga nisbatan turg‘unlik sohasidir, chunki
(5.14.2) munosabat bajarilganda toyilmagan harakat asimptotik turg‘un

bo‘ladi. Aksincha, agalli birorta ps ildizning haqigiy qismi musbat

bolgan parametrlar fazosining barcha nuqgtalar majmuasi noturg'unlik
sohasini tashkil etadi.

Turg'unlik sohasini noturg'unlik sohasidan ajratadigan chegara para-
metrlar fazosining (5.14.2) tengsizliklaming hech boimaganda birortasi
tenglikka aylanadigan parametrlar fazosining barcha nuqtalar majmuasi-

dan iborat, ya’'ni chegarada ps laming hech bo‘lmaganda ayrimlari
kritik ildizlar boiadi. Parametrlarning chegara nugtalariga mos keluvchi

giymatlarida toyilmagan harakat X s funksiyaning ifodasiga qarab tur-

g‘un ham, noturg‘un ham bolishi mumkin.
Sistema parametrlari turg‘unlik sohasida yotadi deb faraz qilaylik, u

holda barcha p s ildizlarning hagigiy qismi manfiy va toyilmagan hara-
kat asimptotik turg‘un bo‘ladi. Bu holda har ganday boshlang‘ich shart-
lar uchun barcha X s funksiyalar nolga aylangan taqdirda ham

toyilmagan harakat turg'un boiadi. Ammo, agar funksiyalarning ba’zi-
lari noldan farqli bolsa, u holda, umuman aytganda, boshlangich shart-
lar maium chegaradan chigmagan holdagina toyilmagan harakat turg‘un
boiadi. Agar xarakteristik tenglama ildizlarining haqiqiy gismlari (miq-
dor jihatdan) kichik bolsa, yami turg‘unlik sohasining chegarasiga ya-
qin bolsa, u holda mumkin boigan boshlangich toyilishlarning mak-
simal miqgdori yetarli kichik boiadi. Agar hagigatan ham shunday holat
yuz bersa, u holda amaliy nuqtai nazardan bu sistemani noturg‘un
sistema deb qarashga to‘g‘ri keladi.

Xuddi shunday holat sistema parametrlari noturg‘unlik sohasida yot-
ganda ham sodir boiishi mumkin (agar sistema chegaraga juda yagin bol-
sa). Bu holda boshlangich toyilishlarning maksimal miqgdori juda kichik
boiganda Lyapunov bo‘yicha toyilmagan harakat noturg‘un bolishiga
garamasdan, amaliy nuqtai nazardan uni turg'un deb garash mumkin.

Misol sifatida quyidagi differensial tenglamalar bilan ifodalangan

— =x(0c2-x2) (5.14.3)
dt

dinamik sistemaning turg‘unligini tekshiraylik, bu yerda a - biror o‘z-
garmas son. Bu sistemaning x =0 muvozanat holati mavjud va u

dx
noturg‘un, chunki birinchi yaginlashish —=a2 sistemasining xa-
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rakteristik tenglamasi ildizi a2 ga teng, ya’ni musbat son. (5.14.3)
sistemaning umumiy yechimi

amy-t)=InWa2~"0 (5.14.4)
&Va2-.v

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda ~"=x(i0). (5.14.4) ifodaga asosan }J<a

da ham, pOJ>a da ham x haqiqiy giymatga ega bo‘ladi.
Ikki holda ham
limx(i) = xa. (5.14.5)
t—=o

Bu yerdan yana bir marta x = 0 muvozanat holatining noturg‘unligi kelib
chigadi, chunki boshlang‘ich paytda toyilish har gancha kichik boima-

sin, u ma’lum bir paytda biror tayin sondan, masalan, — dan katta bo‘-
2

ladi. Ammo, boshga tarafdan, ko‘rilayotgan masalada a ning giymati
amaliy jihatdan kichik bo'lsa, u holda x =0 muvozanat holatidan a ga
teng migdorda toyilish amaliy ahamiyatga ega emas va bu muvozanat
holati x ning har ganday boshlang‘ich giymatlari uchun amaliy turg‘un
deb aytiladi.

Aksincha, agar differensial tenglama

dx 2 3

— = —0rx+x

dt
ko'rinishda bo‘lsa, u holda xarakteristik tenglamaning ildizi -a2 teng,
yatni manfiy bo‘ladi va shuning uchun ham x=0 muvozanat holati
(toyilmagan harakat) Lyapunov bo‘yicha asimptotik turg'un bo'ladi.
Ammo, a juda ham kichik son bo‘lsa, u holda amaliy nuqtai nazardan

bunday toyilmagan harakatni noturg'un deb qarashga to‘g‘ri keladi,
chunki agar x ning boshlang‘ich giymati a dan katta bo‘lsa, u vaqtda

ug;nox(i):i“ boiadi. Hagigatan ham, iJl>a giymatlari uchun

dx o o
X— >v tengsizlik o‘rinlidir.

Shunday gilib, amaliy nugtayi nazardan muhim bo‘lgan dinamik siste-
maning turg'unlik sohasi chegarasi yaginidagi xulgi haqidagi masala ke-
lib chigadi. Bu masalani Nijniy Novgorodlik olim N.N. Bautin tadgiq
etgan [12]. U turg‘unlik sohasi chegarasining yoki bitta ildiz, yoki ikkita
ildiz kritik bo'lgan qismlarini tadgiq etdi. Ikkinchi holda ikkala ildiz
ham noldan farq qiladi, yaini sof mavhum ildizlar deb garalgan
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Birinchi holda, bitta kritik ildiz bo‘lganligi uchun u, albatta, nolga teng
bo‘l«di. Dinamik sistemaning turg'unlik sohasi chegarasi yaginidagi
xulgi uning chegaraning o'zidagi xulgi bilan aniqglanishini N.N. Bautin

isbotlagan.
Har ikki holda ham toyilgan harakat differensial tenglamalarini
dx
dt = B\ eee + PSA+M(« mmt+-Vn) + (5= «) (5-14-6)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda rsa - biror o‘zgarmas sonlar, p sg

lar esa shunday o‘zgarmas sonlarki,

Pn-P Pn = Pu
AN\ pP2——pP - Pin —o (5.14.7)
Pni1 Pn2 " Pnn-P

xarakteristik tenglamaning yoki bitta ildizi nolga teng, yoki ikkita ildizi
juft sof mavhum ildiz bo‘lib, golgan bareha ildizlarining hagiqiy gismi
manfiy ishorali boiadi. jl miqdor kichik giymatli parametr bo‘lib,
sistemaning turg'unlik sohasining chegarasiga qay darajada yagqinligini
ifodalaydi. Bu parametr shunchalik kichik deb hisoblanadiki,

Pn+l‘m~p  Pn+lirn = Pn+Prx

EN+P N\ Pn2+P ra - Pm+Pr,n-P

xarakteristik tenglamaning haqigiy qismi manfiy ildizlarining soni
(5.14.7) ning haqigiy qismi manfiy ildizlarining soniga teng, ya’'ni yoki
«-1, yoki n- 2 ga teng bo‘ladi. Bu tenglama qolgan il-dizlarining
haqigiy gismi ham manfiy, ham musbat boMishi, ya’'ni (5.14.6) sistema
ham turg'unlik sohasida, ham noturg‘unlik sohasida bo‘lishi mumkin.

a)  Turg‘unlik sohasining chegarasida ko‘rilayotgan (5.14.6) sistema
asimptotik turg‘un bo‘lsin. Boshgacha gilib aytganda,

y/ ' —

%:FS\X+— +Psxn+Xs (s=1In) (5.14.8)
sistemaning toyilmagan harakati asimptotik turg‘un bo‘lsin. U vaqtda,
oldingi paragraflarda ko‘rdikki, bitta nolga teng ildizga ega bo‘lgan hol-
da ham, juft sof mavhum ildizga ega bo‘lgan holda ham (5.14.8)
sistema uchun Lyapunovning B teoremasini  ganoatlantiruvchi

V (x{,...,xn) funksiya mavjud bo‘ladi. Aniglik uchun, bu funksiya aniq
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musbat ishorali bo‘lsin. U holda uning vaqt bo‘yicha olingan toliq
hosilasi

™AL xP="(ap + o= +pxJ1+X 7 (5.14.9)
=] s

aniq manfiy ishorali funksiyadir. Teorema B ning geometrik talginidan
foydalanamiz. V = h yopiq sirtlar sistemasini ko‘ramiz:

5.4~ shakl.

Koordinata boshiga (muvozanat holatiga) yetarlicha yaqin joylashgan bu
sirtlarni (5.14.8) ning integral egri chiziglari tashgaridan ichkariga garab

kesib o'tadi (5.4- shakl). ¥ = va V =h2 shu sirtlarning ikkitasi bol-
sin. Bu sirtlardan birinchisini (ikkinchisining ichida yotgan deb qaraladi,
ya'ni IN\< h2), koordinata boshiga yetarlicha yagin joylashtirishimiz
mumkin. lIkkinchisini bolsa, aksincha, sirtlar oilasidagi eng katta sirtga
yaqgin qilib olamiz. Bu katta sirtni ham (5.14.8) ning integral egri chi-
ziglari tashgaridan ichkariga garab kesadi.

Endi V funksiyadan (5.14.6) ga ko‘ra vaqt bo‘yicha tolig hosila
olamiz:

"V O +HUX Vi+ +raxn)— = (5.14.10)
dt li
W funksiya aniq manfiy ishorali bolganligi uchun V =M va
V = h2 sirtlar orasidagi barcha nuqtalarda W < -1 tengsizlik bajariladi.

(/- noldan fargli musbat son). Bu yerdan, agar 3 yetarlicha kichik son
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bolsa, u holda bu nugtalardan (5.14.10) ifoda ham manfiy ishorali
giymatlar gabul qilishi kelib chigadi. Demak, yetarlicha kichik jl uchun

V = ht va V = h2 sirtlar orasida joylashgan barcha sirtlarni (5.14.6)
tolig sistemaning integral egri chiziglari tashgaridan ichkariga qarab
kesib o'tadilar. (5.14.6) sistema turg‘unlik sohasidami yoki noturg'unlik
sohasidami ekanligiga qaramasdan bu holat o‘zgarmay goladi.

Demak, agar (5.14.6) sistemani ifodalovchi xlI,...,.xn nugta V = hx
va V = h2 sirtlar orasiga tushib qolsa, u holda u koordinata boshiga
garab yaginlashadi (hech bolmaganda V = hx sirt bilan chegaralangan
sohagacha). Agar ji yetarlicha kichik bo‘lsa (ya’ni sistema turg'unlik
sohasining chegarasiga yetarlicha yaqin bo‘lsa), u vaqtda bu sohani

yetarlicha kichik gilish mumkin.

Agar bu holda sistema noturg‘unlik sohasida bolsa ham, biz toyilma-
gan harakatni amaliy iurg‘un deb garashimiz mumkin, chunki dastlabki
paytda yetai-licha kichik bolgan toyilishning o‘sishiga garamasdan, u amal-
da ancha kichikligicha goladi (yetarlicha kichik jl uchun yetarlicha kichik
bo‘ladi). Bundan tashgari, agar boshlanglch toyilishlar uncha kichik bol-
masa ham, ular kichraya boshlaydi va oxirida yetarli kichik bo‘lib qoladi
(yetarlicha kichik // uchun yetarlicha kichik boladi). Fagat boshlang'ich
toyilishlar V = h2 sirt chegaralangan sirtdan tashgari chigadigan holda-
gina ular vaqgt o'tishi bilan kamaymasligi mumkin.

Agar sistema turg‘unlik sohasida bolsa, u holda V funksiyani shunday
tanlab olish mumkinki, fagat (5.14.9) ifoda emas, balki (5.14.10) ifoda
ham manfiy ishorali boladi.

Demak, N\- 0 deb gabul gilish mumkin. Toyilmagan harakat asimptotik
turg‘un boladi. Bu holda boshlanglch joiz toyilishlar uchun aniq chekli che-
gara mavjud boladi. Bu chekli chegara j1 ga, ya’'ni sistemaning turg‘unlik
sohasining chegarasiga yaqinligiga bog‘liq emas.

Shunday qilib, agar turg‘unlik sohasining chegarasida sistema asimpto-
tik turg‘un bolsa, u holda bu chegaraning yaginidagi turg‘unlik (agar u
mavjud bolsa) «amaliy» noturg‘unlikka ola olmaydi. Aksincha, agar
chegaraning yaqinida noturg‘unlik mavjud bolsa, u holda uni amaliy
nugtayi nazardan turg‘un deb garash mumkin.

Yuqorida Kkeltirilgan mulohazalar turg'unlik sohasining chegarasida
istalgancha sondagi kritik ildizlar mavjud bolganda ham o‘z kuchini
saqlaydi ([35]ning 310-317 betlariga garang).

b) Endi turg‘unlik sohasi chegarasining ko‘rilayotgan gismida
toyilmagan harakat noturg‘un bolsin. U vaqgtda ikki holda ham
(5.14.8) sistema wuchun Lyapunovning D teoremasi shartlarini ga-
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noallantiruvchi funksiya mavjud va, demak, (5.14.9) ifoda

oldingidek aniq ishorali bo'ladi. V funksiyaning o‘zi bo‘lsa, koordinata
boshining yetarlicha kichik atrofida (5.14.9) ifodaningJshorasi bilan bir
xil ishorali giymat gabul gilishi mumkin. Aniglik uchun (5.14.9) ifoda
anig musbat ishorali boisin va V>0 sohani ko'ramiz (5.3- shakl). Bu
soha V =0 sirt bilan chegaralangan. Bu sohada V =h sirtlar oilasini
chizamiz, bu yerda h> 0. (5.14.9) hosila musbat bo'lganligi uchun
(5.14.8) sistemaning integral egri chiziglari bu sirtlami V ning o'sishi
tomon kesadi (5.3- shaklga qarang). V =h sirtlar oilasidan ikkita V =i\

va V =\ sirtni ajratamiz. Bu yerda /z ni istalgancha kichik qilib olish
mumkin. Demak, V =\ sirt V-0 sirtga yetarlicha yaqin bo‘ladi.
(5.14.9) funksiya aniq musbat ishorali bo'lganligi uchun V=\ va
V = iw sirtlar orasidagi sohada u noldan farq qiluvchi musbat anig quyi

chegaraga ega bo'ladi.

5.5-shakl.

U vaqtda agar jU ning giymati yetarlicha kichik bolsa, bu sohada ham
(5.14.10) hosilaning giymati musbat boMadi. Demak, V=h! va V=

sirtlar orasida joylashgan barcha V =h sirtlami nafagat (5.14.8) siste-
maning integral egri chiziglari, balki (5.14.6) sistemaning ham integral
egri chiziglari V ning o'sishi tomon kesib o'tadi. Shuning uchun ham

ifodalovchi nugta V=N va V= sirtlar orasidagi sohaga tushgandan
keyin V = sirtning tashqarisiga chiqquncha koordinata boshidan doimo
uzoglashadi. V= sirt koordinata boshidan chekli masofada turadi.
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Ravshanki, amaliy nuqtayi nazardan toyilmagan harakat hech bo'Imaganda
noturg‘un bo'ladi. Hagiqatan ham, agar toyilmagan harakat hatto turgiin
bo‘lsa ham (bu hoi (5.14.6) sistema turg'unlik sohasida bo'lgandagina
yuz beradi), joiz boshlang‘ich toyilishlar sohasi shunday kichik bo‘lishi
kerakki, V =\ sirt undan tashqarida joylashgan bo'lishi kerak. Amalda
V - P2 sirt, yetarlicha kichik fl uchun koordinata boshiga yetarlicha
yaqgin joylashgan bo‘ladi.

Shunday qilib, turg'unlik sohasining chegarasida toyilmagan harakat
noturg'un bo lib, agar sistema bu chegara yaqinida bo‘lsa (turg'unlik yoki
noturg'unlik sohasida ekanligiga garamasdan), doimo yetarlicha kichik
boshlang'ich toyilish topiladiki, ular vaqtning o'tishi bilan o'sadi va nati-
jada toyilgan harakat toyilmagan harakatdan sezilarli darajada fai*q qiladi,
ya”ni toyilmagan harakat noturg'un bo'ladi.

Barcha bayon edlgan mulohazalar shuni ko'rsatyaptiki, sistema tur-
g'unlik sohasining chegarasiga yetarlicha yagin turganda toyilmagan ha-
rakatning amaliy turg'un yoki noturg'un bo'lishi shu sistemaning chega-
rada Lyapunov bo'yicha turg'un yoki noturg'un bo'lishiga bog'liq ekan:

1. Agar turg'unlik sohasining chegarasida sistema asimptotik turg‘un
bo'lsa, a holda chegaraga yagin sohacla u amaliy turg‘un bo'ladi.

2. Agar turg'unlik sohasining chegarasida sistema noturg‘un bo'lsa,
u holda chegaraga yaqin sohada u amaliy noturg'un bo’ladi.

Shu sababli, toyilmagan harakat turg'un bo'lgan turg'unlik soha-
sining chegarasi «xavfsiz» chegara va noturg'un bo'lgan chegara
«xavfli» chegara deb aytiladi. «Xavfli» va «xavfsiz» chegaralarni topish
masalasi kritik hollarda turg'unlikni tadqgiq etish masalasiga keltiriladi.



VI BOB. RAUS-GURVITS MUAMMOSI
1- 8. Raus-Gurvits muammosi paydo bo‘lishining tarixi
IV bobda ko‘rib o'tdikki, Lyapunovning 1-teoremasiga asosan

6.1.1)
k=1
differensial tenglamalar sistemasining muvozanat holati (toyilmagan
harakati) asimptotik turg'un bo'lishi uchun

&(B)-\AE- a\

xarakteristik tenglamaning barcha As ildizlari (ya'ni A- mat-

ritsaning barcha xarakteristik sonlari) ning haqiqiy qismi manfiy bo‘lishi
yetarli va zarur. Bu yerda X, - yoyilmasi kamida ikkinchi darajali had-

lar bilan boshlanadigan funksiya.

Shuning uchun ham beriigan algebraik tenglama barcha ildizlarining
hagiqgiy gismi manfiy ishorali boMishining yetarli va zarur shartlarini
topish masalasi mexanik, elektrik, avtomatik boshgarish va rostlash
(regulirovanie) sistemalarining turg‘unlik masaiasini tadqgiq etish uchun
fundamental ahamiyatga egadir.

Bu masalaning muhimligini birinchi bo‘lib XIX asming ikkinchi
yannida mashinalarni rostlash nazariyasining asoschilari bolgan ang-
liyalik fizik, Kembrij universitetining professori J.K. Maksvel! (1831-
1879) va rossiyalik muhandis-matematik, Peterburg texnologiya insti-
tutining professori I.A. Vishnegradskiy (1831-1895) ko'rsatgan ediiar
[17,58]. Ular o'zlarining rostlagichiarga (regulatorlarga) bagishlagan
ishlarida yugorida aytilgan yetarli va zaruriy shartlarni uchinchi darajali
algebraik tenglamalar uchun topdilar va tadgiqotlarida foydaiandilar.

1868-yilda Maksvell London matematikiar jaipiyati oldiga ana shu
yetarli va zaruriy shartlarni yuqori darajali algebraik tenglamalar uchun
topish masaiasini go'yadi. Bu masala aslida fransuz matematigi Ermit
tomonidan hal etilgan edi [88]. Ammo uning natijalari amaliy sohalarda
ishlayotgan tadgiqotchilar foydalana oladigan holatga keliirilmagan edi.
Shuning uchun ham Ermitning bu ishi keng targalmadi.

1875-yilda angliyalik mexanik Raus [115-117], Shturm teoremasi va
Koshi inclekslari nazariyasidan foydalanib, dastlab to‘rtinchi va beshin-
chi darajali algebraik tenglamalar uchun va 1877-yilda («Ustoychivost
zadannogo sostoyaniya dvijeniya» kitobida) ixtiyoriy darajali algebraik
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fenglamalar uchun o‘ng yarim tekislikda (Re z > 0) yotgan ildizlar soni

k ni topish algoritmini yaratdi. k=0 bo'lganda, bu algoritm turg'unlik
kriteriysini beradi.

Bu kriteriy ixtiyoriy darajali xarakteristik tenglama ildizlarining hagi-
qiy gismi manfiy bo'lishining yetarli va zaruriy shartlarini beradi.

1890-vyillarda slovak muhandis tadgiqotchisi, Syurix politexnika instituti
professori, gaz va bug‘ turbinaiar nazariyasining asoschisi Aurel Stodola
(1859-1942), Maksvell va Raus ishlaridan bexabar holda, algebraik
tenglama barcha ildizlarining haqigiy gismi manfiy bo'lishining yetarli
va zarur shartlarini topishni Syurix politexnika instituti professori, mate-
matik A. Gurvitsdan iltimos qildi. 1895-yilda A. Gurvits [20] 15 yil ol-
din Raus tomonidan yechilgan masalani, fransuz matematigi Ermitning
ishlariga asoslanib, ikkinchi marta yechimini berdi. Ammo Gurvits Raus
yechimini qaytarmaydi. U masalaning yechimini elegant determinant
shaklida yozilgan tengsizliklar sifatida berdi. Gurvitsning bu kriteriysi
forma jihatidan Raus kriteriysidan farq gilsa-da, mazmun jihatidan u bi-
lan mos keladi. Hozirgi vaqtda bu tengsizliklarni Raus-Gurvits tengsiz-
liklari yoki Raus-Gurvits kriteriysi deb ataydilar.

Ammo Gurvits kriteriysi yaratilguncha, hozirgi zamon turg'unlik na-
zariyasining asoschisi A.M. Lyapunov o‘zining mashhur dissertatsiya-
sida [62] xarakteristik tenglama barcha ildizlarining haqigiy gismi man-
fiy bo'lishi uchun ganday yetarli va zaruriy shartlar bajarilishi kerak-
ligini koi'satadigan teorema yaratdi. Bu shartlar rostlash nazariyasida
keng go‘llaniladi.

1914-yilda fransuz matematiklari Lenar va Shipar tomonidan yangi
turg'unlik kriteriysi yaratildi [20]. Lenar-Shipar turg'unlik kriteriysida
determinant tengsizliklar soni Raus-Gurvits kriteriysidagiga nisbatan
taxminan ikki marta kam.

Shu jihatdan ularning kriteriysi Raus-Gurvits kriteriysidan ustun tu-
radi.

Avtomatika, radiotexnika, boshqarish va rostlash nazariyalarida paydo
bo'lgan yangi turg'unlik masalalarini yechish uchun Naykvist, Mixay-
lov, Popov kriteriylari hamda Neymarkning D-bo‘laklash usuli yaratildi
[62,65,63].

2- 8. Koshi indeksi va Shturm teoremasi

Raus-Gurvits muammosini o'rganishni Koshi indeksini ko'rishdan
boshlaymiz [20].

1- ta’rif. Koshi indeksi deb, haqigiy ratsional R(x) fuhksiyaning
giymati argumentning a dan b gacha o ‘zgarish paytida —°° dan +°°
ga o‘tishdagi uzilishlar +°° dan - » ga o‘tishdagi uzilislilar sonining
ayirmasiga aytiladi. Bu yerda a, b - haqiqiy sonlar yoki =+°°. Uzilish-
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lor sonini hisoblashda x iring chetki (chegaraviy) a va b qiymatlari
hisobga olinmaydi. Koshi indeksini | BR(x) belgi bilan betgilaymiz:

Ushbu ta’rifga asosan, agar Aj. a;(i=1,p) - hagigiy sonlar, Rfx) -
hagiqiy qutblarga ega bo'lImagan rasional funksiya bo'lganda

n A )
R(X) =% — *- +Ri(X)

boisa, u holda
b
i..RX=" sign At (6.2.1)

va, umuman,

IaRtx)=. Xsign A (ci<b). 622

aa<h
Bu yerda singa (a- haqiqiy son) odatdagidck u> 0, «<0 va a-—0
bo‘lishiga mos ravishda +1, -1 yoki O giymatlar gabui giluvchi ishora

funksiya.
Izoh. Ratsional funksiyani cheksizlikka aylantimdigan argwnenpiiiig
giymati shu funksiyaning qutbi (polyusi) deb aytiladi.

Xususan, agar f(x)=aQx- a")" =mm{x - am)™ hagigiy ko'phad (i"k
da a, * ak; (/=1m)) va ko‘phadning aval...,am ildizlari orasida
faqat birinchi p tasi haqigiy boisa, u iiolda

\ " P
fix) “ x-aj X - <A

bu yerda /?,(*) - hagiqiy qutblarga ega bo'lmagan haqigiy ratsional

funksiya.
Shuning uchun ham

ﬁx) («<»
indeks fix) funksiyaning (a,b) interval orasidagi har xil haqigiy

ildizlarining soniga teng bo'ladi.
ixtiyoriy haqiqiy ratsional R(x) funksiyani



koiinishda ifodalash mumkin, bunda barcha a va A lar haqigiy sonlar

(¢f*0; i=Lp); RNY funksiya esa hagigiy qutblarga ega emas. U

vaqgtda
IE/?2(*)= X sign A=l {623)
(v )
va urauman
rhR{xX)= Isignf {a<b). (6.2.4)
f a<aj<IA
[hitog

Agar R(a) - R(b)=0 bo‘lsa, u holda taR(x) indeksni arctgR(X)
uzluksiz funksiyaning orldrmasi orqali ifodalash mumkin:
1BR(X) = arcigR(x) (a<b), (6.2.5)

Izoh. (6.2.3) formulada nj togq bo‘igan sonlarga mos keluv