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Kitobimni rafiqam Dilbarxon Abdullayevaga 
bag ‘ishlayman

SO‘ZBOSHI

Muhtaram o'quvchilarga tavsiya etilayotgan ushbu kitob nazariy mexa- 
nika kursini to'Idiruvchi o ‘quv adabiyoti sifatida yozilgan.

Rus va boshqa xorijiy tillarda turg‘unlik nazariyasiga bag‘ishlangan 
ko'plab adabiyotlar nashr etilgan, masalan, A.M. Lyapunov |52], I.G. Mal-
l.m 153], N.N. Krasovskiy [39]. E.A. Barbashin [8], N,G. Duboshin [26], 
Y.l. Ncymark va N.A. Fufayev [71] kabi taniqli olimlarning kitoblari shular 
imnlasidandir. Afsuski, hozirgacha o ‘zbek tilida turg'unlik nazariyasiga 
I».ir' ishlangan o ‘quv adabiyoti (darslik, o ‘quv qoilanma, monografiya) yo- 

ilmagan. Shuning uchun ham ushbu qo'llanmani o‘zbek tilida birinchi 
Im'lib yozishga jazm qiidim.

Mazkur qo'llanmada asosan avtonom sistemalar (tizimlar) harakatining 
lurg'unligi yoritilgan. Keltiriigan nazariy masalalarni bayon etishda misol- 
lai'dan keng foydalanilgan. Turg'unlik nazariyasini birinchi bo‘lib o'rgana- 
yoigan talabalar amaliy masalalarni yechish uchun tatbiq etayotganda doimo 
«I iyi nchiliklarga duch kelishini hisobga olib, fan va texnikaning har-xil so- 
lialaridan misollar tanlanib, ularning yechish yoilari ko'rsatilgan.

Qo‘llanma sakkiz bobdan iborat bo iib , birinchi bobda turg'unlik naza­
riyasiga oid umumiy tushunchalar va ta’riflar keltiriigan.

Ikkinchi bobda statsionar (barqaror) harakatlar uchun Lyapunovning 
ikkinchi usuli yoritilgan. Ikkinchi usulning asosiy poydevori hisoblangan 
I yapunovning turg'unlik, asimptotik turg'unlik va noturg'unlik haqidagi 
Icoreinalari, harakatning batamom asimptotik turg'unligi haqidagi Barba- 
.liin Krasovskiy teoremalari, N.G. Chetayev teoremasi, hosilasi o'zgarmas 
isliorali bo'lgan Lyapunov funksiyalariga asoslangan Barbashin-Krasovskiy 
kritcriysi va teoremalarning tatbig'iga doir turli misollar keltiriigan.

Uchinchi bobda konservativ sistemalar muvozanat holati va statsionar 
(barqaror) harakatlarning turg'unligi ladqiq etilgan. Muvozanat holatinmg 
turg'unligi haqidagi Lagranj-Dirixle teoremasi, muvozanat holatining notur- 
t’.'unligi haqidagi Lyapunov teoremasi, siklik koordinatalar, Raus teoremasi 
va icoremalarning tatbig'iga doir misollar yoritilgan.

Kitobning to‘rtinchi bobida statsionar harakatlar uchun birinchi yaqin- 
lashish usuli bo'yicha turg'unlik kriteriylari qaraladi. Bu yerda birinchi 
vaqinlashish tenglamalari, o'zgarmas koeffitsiyentli chiziqiashtirilgan tengla- 
iii.ilar sistemasi uchun Lyapunov funksiyasini tuzish, harakatning turg'un- 
lij'.i haqidagi Lyapunov teoremalari va bu teoremalarning tatbig'iga doir 
misollar keltiriigan.

Kitobning beshinchi bobida statsionar harakatlar uchun kritik hollarni 
ladqiq etish bayon etilgan. Bu yerda bitta nol ildizga ega bo'lgan hoi,, juft
■ i| niavhum iidizlar holi hamda turg'unlik sohasining «xavfli» va «xavfsiz»
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chegaralari ko'rilgan. Nazariy natijalar muayyan dinamik sistemalarni tek- 
shirishga tatbiq etilgan.

Oltinchi bobda Raus-Gurvits muammosi yoritilgan. Bunda Koshi indek- 
si haqidagi tushüncha, Shturm teoremasi, Raus algoritmi, Raus-Gurvits teo- 
remasi, maxsus hollar, Orlando formulasi, Lenar va Shipar kriteriysi, bog‘- 
lanishlarning geometrik sxemasi, Neymarkning turg‘unlik va no£urg‘unlik 
haqidagi teoremalari, Neymarkning D-bo‘laklash usuli, bir kompleks para- 
metr va ikki haqiqiy parametr tekisligida turg'unlik sohasini yasash, Nayk- 
vist kriteriysi, Mixaylov kriteriysi, kriteriylarning tatbig'iga doir misollar 
qaralgan.

Kitobning yettinchi bobida kuchlar tarkibining harakat turg‘unligiga ta’si- 
ri o'rganilgan. Bu yerda matematik tarkibiga qarab kuchlarning turi (klassifi- 
katsiyasi), turg‘unlik koeffitsiyentlari, potensial sistema harakatining turg'un- 
ligiga dissipativ va giroskopik kuchlarning ta’siri, Tomson va Tet teorema­
lari, faqatgina giroskopik va dissipativ kuchlar ta’siridagi harakatning tur- 
g ‘unligi, harakatning turg‘unligiga nokonservativ kuchlarning ta’siri yoritil­
gan, teoremalarning texnikaviy sistemalar harakatining turg‘unligini tadqiq 
yetilishga doir misollar qaralgan.

Sakkizinchi bobda nogolonom sistemalar muvozanat holatlari va sta- 
sionar harakatlarining turg‘unligini tadqiq etish masalalari keltirilgan. Shu 
niasalalarga bagishlangan Y.I. Neymark va N.A. Fufayev, V.V. Rumyan- 
sev, A.V: Karapetyan teoremalari ko‘rib chiqiladi.

Nijniy Novgorodda 1966—1973-yillar davomida akademik A.A. Andro­
nov maktabida professorlar Y.I. Neymark va N.A. Fufayev ilmiy rahbar- 
ligida ta’lim olib qaytgandan so‘ng, 1973-yildan boshlab Samarqand Davlat 
universiteti amaliy matematika fakultetining 3-5 kurs talabalariga muallif 
tomonidan maxsus kurs sifatida uzluksiz o ‘qilayotgan ma’ruzalar matni 
kitobga asos qolib olindi.

Uning tuzilishi va mazmuniga hurmatli ustozlariin V.Q. Qobulov, 
Y.I. Neymark va N.A. Fufayev tomonlaridan fakultet talabalariga o‘qilgan 
ma’ruzalarning ham ijobiy ta’siri bor.

Kitob, shuningdek, o ‘z ishida turg'unlik nazariyasidan foydalanuvchi aspirant- 
larga, muhandislarga va ilmiy xodimlarga ham foydali boMadi deb ishonaman.

Kitob matnining qo‘lyozmasi bilan mufassal tanishib, uning mazmunini 
va sifatini yaxshilash yo‘lida foydali ko‘rsatma va maslahatlar bergan taq- 
rizchilar professor A.Y. Krasinskiy, professor O.M. D o‘smatov va dotsent 
F. Sattorovlarga, muharrirlik ishini bajargan dotsent A. Musayevga hamda 
kitob matnini kompyuterga kiritgan kafedramiz xodimi X. Yakubovaga o‘z 
minnatdorchiligimni bildiraman.

M u a llif
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K IR IS H

Mexanikada turg‘unlik muammosi dastlab sistemaning muvozanat hola- 
lini o ‘rganish uchun paydo boidi. Oddiy kuzatishlardan ma’lumki, sistema­
ning ayrim muvozanat holatlari kichik toyilishlarda turg‘un va boshqalari 
yctarli kichik toydiruvchi kuchlar ta’sirida noturg‘un bo'ladi. Masalan, 
mayatnikning quyi muvozanat holati oniy ravishda ta’sir etuvchi kichik 
toydiruvchi kuch ta’sirida turg‘un, yuqori muvozanat holati esa notur- 
g'undir. Bu oddiy misolda turg‘unlik masalasi albatta elementar ravishda 
yechiladi, ammo umumiy holda qanday shartlar bajarilganda sistemaning mu­
vozanat holatlari turg'un bo'ladi degan masala har doim ham aniq bo‘la- 
vcrmaydi. 1644-yilda og‘irlik kuchi ta’siri ostidagi jismlar sistemasi mu­
vozanat holatining turg'unlik kriteriysini umumiy holda E. Torichelli ta’rif- 
lab berdi. 1788-yilda J. Lagranj ixtiyoriy konservativ golonom sistema 
muvozanat holatining turg‘unligini aniqlovchi yetarli shartlarni ifodaladi 
|51]. Bu teoremaning qat’iy isboti G. Lejen-Dirixlega tegishli [119].

XIX asrning o'rtalarida fan va texnikada jismning faqat muvozanat 
holatini emas, balki harakatining turg'unligini ham aniqlash muammosi pay­
do bo‘ldi.

Masalan, kam quvvatli bug‘ mashinalarida o ‘rnatilgan markazdan qoch- 
ina regulatorlar (rostlagichlar) dvigatelning berilgan aylanishini turg'un 
holda saqlar edi. Mashinalar quvvatining ortishi bilan oldingi sxemada 
luyyorlangan regulatorlar dvigatel aylanishini qat’iy tartibga solib tursa-da, 
Ickin bu aylanishni kuchaytirib, noturg‘un ish rejimini yaratardi. 0 ‘sha 
zamondagi muhandis va texniklar uchun tushunarli bo‘lmagan bu hodisa 
dvigatelsozlik sanoatida katta inqiroz tug‘dirdi va ko‘p mamlakatlar olim- 
lat ini bu muammoni hal etishga jalb etishni talab qildi.

J.K. Maksvell (1868-y.), I.A. Vishnegradskiy (1876—1877-yillar) va 
lioshqa olimlaming tadqiqotlari, bu masalaning yechimi uchun ham, rostlash 
na/iiriyasining umumiy taraqqiyoti uchun ham harakat turg'unligining kri- 
(«i iylarini aniqlash lbzimligini ko‘rsatdi.

XIX asrning oxirlarida harakatning turg‘unligi masalalarini umumiy hol- 
<I.i i/ohlovchi ishlar paydo boidi.

I S68-yilda J.K. Maksvell « 0  regulyätorax» degan ilmiy ishida mashina- 
iriMilalor sistemasi harakatining differensial tenglamalarini tuzib, kichik 
lebianishlar nazariyasiga asosan tenglamalarni statsionar harakat atrofida
■ ln/i(|lashtiradi. Maksvell bo'yicha mashina-regulator sistemasining sta- 
i K mar harakati turg'un boMishi uchun xarakteristik tenglama ildizlarining 
lmi|i(|iy qismi manfiy bo‘lishi kerak. Maksvell uchinchi darajali xarakteris- 
lik lenglamalar uchun ildizlarning haqiqiy qismi manfiy bo‘lishining yetarli 
va /ai'uriy shartlarini topdi [58], 1868-yilning o ‘zida u London matematik- 
lai jamiyati oldiga ixtiyoriy darajali tenglamalar uchun bunday shartlarni 
lopisli masalasini qo'yadi. Maksvell qo‘ygan muammoni bir necha yildan 
kl yin I• ..I. Raus to‘rtinchi va beshinchi darajali tenglamalar uchun yechdi.
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1877-yilda u Maksvell va Stoks tavsiyasiga asosan yozgan «Ustoychivost 
zadannogo sostoyaniya dvijeniya» ishida bu masalani ixtiyoriy darajali xa­
rakteristik tenglamalar uchun yechdi.

1877—1884-yillarda E.J. Raus [116,117] siklik koordinatali konservativ 
golonom sistemalar statsionar harakatining turg'unlik shartlarini, 1879-yilda 
esa U. Tomson (lord Kelvin) va P. l e t  giroskopik va dissipativ kuchlar- 
ning harakat turg'unligiga ta’sirini o'rganib, bir qator teoremalarni yarat- 
dilar [112].

1876-yilda I.A. Vishnegradskiy o'zining « 0  regulyatorax pryamogo dey- 
stviya» ishida markazdan qochma regulator bilan ta’minlangan bug' 
mashinasi harakatining turg'unligini tadqiq etadi [17]. U kichik tebranishlar 
nazariyasini qo'llab, mashina va regulator orasidagi munosabatni to ‘g ‘ri aks 

-etdiruvchi harakat tenglamalarini tuzib, sistema harakatining turg'unligini 
tekshirish masalasini uchinchi darajali xarakteristik tenglamani tekshirishga, 
ya’ni algebraik masalaga keltirdi. U xarakteristik teng'lama ildizlarining ha- 
qiqiy qismi manfiy ishorali bo'lishi uchun yetarli va zarur bo igan  shart- 
larni topdi. Bu shartlarning ajoyib geometrik talqinini berdi. Shuning uchun 
ham I.A.Vishnegradskiyni o ‘z-o‘zini avtomatik rostlash nazariyasining asos- 
chisi deb hisoblaydilar.

1882-yilda N.E. Jukovskiy o'zining doktorlik dissertatsiyasida [32] har 
xil usullardan foydalanib harakat turg'unligining bir qator umumiy masala- 
larini o'rgandi.

1893-yilda Slovak muhandisi, Syurix politexnikumi professori A. Sto- 
dola LA. Vishnegradskiyning chiziqli nazariyasini regulatorlar harakatini 
tadqiq etishga qo'llar ekan, yuqori darajali algebraik tenglamalarda barcha 
ildizlarning haqiqiy qismi manfiy ishorali bo'lish shartlarini topish zaruriya- 
tiga duch keldi. Maksvell va Raus ishlaridan bexabar holda u o'zining 
do'sti Syurix politexnikumining matematigi A. Gurvitsdan haqiqiy koef- 
fitsientli n-tartibli algebraik tenglamada barcha ildizlarning haqiqiy qismi 
manfiy bo'lishining yetarli va zarur shartlarini topishni iltimos qiladi. Tax- 
minan 25 yil avval Maksvell qo'ygan masalani va 15 yil oldin Raus yechgan 
masalani Gurvits fransuz olimi Ermit ishlariga tayanib, 1893-yilda qayta- 
dan yechadi:

f  (z) = a0z" + axz'' ' + a2z" " 4—  + an_iz + an (a0 > 0) 

ko'phad barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo'lishi uchun

a \ a 3 a 5

a0 ci2 a4

A = °  U‘ 03
0 a0 a2

0 0 0 a„

(iat = 0, k > n)
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Gurvits determinantining bosh minorlari musbat (ya’ni A ,> 0 , 

A2 > 0 , A „ > 0 )  bo‘lishi yetarli va zarurdir. Gurvitsning bu kriteriysi 
shakl jihatidan Raus kriteriysidan farq qilsa-da, mazmunan u bilan birdir. 
I Iozirgi vaqtda bu tengsizliklarni Raus-Gurvits tengsizliklari (kriteriysi) deb 
ataydilar.

Agar Gurvits determinantining bosh minorlari musbat bo‘lsa, u holda 
ko'phadning barcha koeffitsiyentlari a ,> 0 ,  a2 > 0 , an > 0 bo'ladi. Bu
holni fransuz matematiklari Lenar va Shipar tadqiq etib, 1914-yilda yangi 
turg‘unlik kriteriysini kashf etishga muyassar boldilar. Ularning kriteriysi 
bo'yicha hisob-kitoblar Raus-Gurvits kriteriysiga nisbatan qariyb ikki bara- 
var kamayadi.

Yuqorida nomlari keltirilgan olimlarning ba’zi natijalari va tadqiq etish 
usullari hozirgi kunda ham o‘z ahamiyatini yo‘qotgani yo‘q.

0 ‘sha vaqtdagi ishlarning asosiy kamchiligi quyidagilardan iborat: toyil- 
gan harakatning tenglamalarini tadqiq etishda mualliflar toyilgan harakat- 
ning chiziqlashtirilgan tenglamalarini tekshirib, yuqori tartibli hadlarning ha- 
rakatga ta’sirini hisobga olmas edilar. Masalan, agarda toyilgan harakatning 
tenglamalari

tenglamalar sistemasi bilan almashtirib, harakatning turg‘un yoki noturg'un 
ekanligini (a) tenglamalar sistemasi bilan emas, balki (b) tenglamalar sis­
temasi orqali aniqlash tavsiya etilgan. Ammo harakatning turg‘unligi haqida
(b) tenglamalarga asoslanib olingan natija (a) tenglamalar sistemasi bo‘yi- 
cha olingan natijaga umuman olganda mos kelmaydi.

1892-yilda A.M. Lyapunov o‘zining “ Obschaya zadacha ob ustoy- 
ihivosti dvijeniya” nomli doktorlik dissertatsiyasida hozirgi zamon tur- 
r 'un lik  nazariyasining asosini yaratdi [52]. T urg‘unlikning umumiy ta ’- 
l il'i berildi, tu rg ‘unlikni tadqiq ctishning ikkita usuli yaratildi (usul- 
larning asosini u bergan tu rg ‘un, asimptotik tu rg 'un  va noturg‘un hara- 
Kallar haqidagi teorenialar tashkil ctadi), birinchi yaqiniashish bo'yicha 
li:u akatning turg‘un va noturg‘uniigi haqidagi teorem alar tavsiya etildi,

(a)

ko'rinishda bo‘Isa, bu tenglamalarni

dx, 
dt 2 (b)



xarakteristik  sonlar nazarlyasi ishlab chiqildi, oddiy kriiik  hoMarda hara- 
katning tu rg 'un lik  m asalalari yechimi topiidi. Xususan, A.M. Lyapunov 
birinchi bo‘lib, Lagranj teoremasining teskarisini topish masalasini 
qo‘yib, ikki xususiy hoi uchun uning yechimini berdi va h.k.

N.G. Chetayev [101-104] ham harakatning turg^unlik nazariyasiga katta 
hissa qo'shdi: noturg‘unlik haqida umumiy teorema yaratdi, nostatsionar 
harakatlarning noturgimligi haqidagi teoremalarni ishlab chiqdi, Lyapunov 
funksiyasini tuzishning samarali usulini berdi, Lagranj teoremasining tes­
karisini bir qator hollar uchun yaratdi va h.k.

Lyapunovdan keyin harakatning turg‘unlik nazariyasi turli yo'nalishlar 
bo‘yicha rivojlandi. Lyapunov qo‘llagan usullar chuqurlashtirildi va u oigan 
natijalar oydinlashtirildi, Lyapunov tomonidan turg'unlik nazariyasiga kiri- 
tilgan tushunchalar kengaytirildi. Jumladan, ko‘p olimlarning e ’tibori chekli 
vaqt oralig'ida, boshlang'ich shartlar katta b o ‘lganda, uzluksiz ta’sir etuvchi 
toydiruvchi kuchlar hamda tasodifiy kuchlar. ta’sir etayotganda turg‘unlik 
shartlarini topishga qaratilgan edi.

Uzluksiz ta’sir etuvchi toydiruvchi kuchlar ta’siri ostidagi harakatlarning 
turg'unligiga oid 1936—1955-yillar davomida olib borilgan tadqiqot ishlarida 
N.G. Chetayev, I.G. Malkin, I.L. Massera, E.A. Barbashin, N.N. Krasovskiy, 
V.E. Germaidze va K.P. Persidskiyning xizmatlari benihoyat kattadir.

E.A. Barbashin, N.P. Yerugin, V.A. Pliss va N.N. Krasovskiylar 1950— 
1955-yillar davomida har qanday kattalikdagi toyilishlar uchun asimptotik 
turg'unlikning yetarli shartlarini ishlab chiqdilar.

1957-yilda V.V. Rumyansev Lyapunovning ikkinchi usulini o'zgaruv- 
chilarning faqat bir qismiga nisbatan harakat turg'unligini tadqiq etishni 
talab qiladigan dinamik sistemalarga joriy etdi.

1949-yilda N.N. Bautin turg‘unlik sohasining chegarasi yaqinida dina­
mik sistemaning xulqini tadqiq etib, turg‘unlik sohasining «xavfli» va 
«xavfsiz» chegaralari degan tushunchalarni kiritdi.

Avtomatika, radiotexnika, boshqarish va rostlash nazariyalarida paydo 
bo‘lgan yangi turg'unlik masalalarini yechish uchun Naykvist, Mixaylov, 
Popov kriteriylari hamda Neymarkning D-bolaklash usuli yaratildi.

Dinamik sistemalarda sodir etilishi mumkin bo‘lgan noturg‘unlikning 
mexanizmini va sababini bilish faqatgina to ‘g ‘ri ideallashtirish uchun emas, 
balki ayrim hollarda tebranma harakat va notui-g‘unlik paydo boim asligi 
uchun sistema konstruktsiyasiga qanday o ‘zgartirishlar kiritish kerakligini 
bilish uchun ham zarurdir. Bu keyingi holat juda ham katta amaliy aha- 
miyatga ega. Y.I. Neymark 1955-yilda turg'unlik va noturg'unlik hodisa- 
larini tekshirishga fizika nuqtayi nazaridan yondashib, ikkita teorema yaratdi 
va bu teoremalar orqali dinamik sistemada yuz berishi mumkin bo'lgan no- 
turgimlikning mexanizmini va sababini ko‘rsatdi, harakat turg'unligiga 
kuchlar tarkibining ta’sirini izohlab berdi.

Nogolonom sistemalar turg'unligi va kichik tebranishlari masalasi 
b o ‘yicha E. Uitekker, O. Bottema, M.A. Ayzerman va F.R. Gantmaxer, 
A.N. Obmorshev, G.N. Knyazev, Y.I. Neymark va N.A. Fufayev, V.V. Rum-
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yansev, A.V. Karapetyan, A.Y. Krasinskiy, I.E. Emelyanova, B. Atajanov,
H.T. To‘raev va boshqalar shug'ullanganlar.

XX asrning 60-yillarigacha olimiar o'rtasida nogolonom sistemalar mu­
vozanat holatlarining turg'unligini tadqiq etish masalasida yagona yonda- 
shish yo‘q bo'lib, hatto, turg‘unlikni tekshirish usullari borasida ham bir 
qator qarama-qarshiliklar bor edi.

1965-yilda Y.I. Neymark va N.A. Fufayev nogolonom sistemalarda mu- 
vozanat holatlari yakkalangan holda mavjud bo‘lmasligi va ular o'lchovi 
kamida nogolonom bog‘lanishlar soniga teng bo‘lgan (ko‘pxillik) sirt tash- 
kil qilishlarini ko‘rsatdilar. Nogolonom sistemalar harakati tenglamalarining 
xarakteristik tenglamalari: 1) m ta nol ildizga ega, bu yerda m -  nogolonom 
bog'lanishlar soni; 2) uning koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsa simmetrik 
emas (golonom sistemalarda simmetrik boladi).

Nogolonom sistemalarda muvozanat holatlari sirtining mavjudligi sababli 
ular harakatining turg'unligini muvozanat holatlari sirtiga nisbatan qo‘yish 
(yakkalangan muvozanat holati atrofida emas) lozim.

Nogolonom sistemalarning statsionar harakatlari xuddi golonom sistema- 
larnikidek fazaviy fazo va konfiguratsiyalar fazosida biror o ‘lchamli sirtni 
tashkil qiladi. Shuning uchun bu yerda ham statsionar harakatlar sirtining 
turg‘unligi tadqiq etilgandagina masala korrekt qo'yilgan bo‘ladi.

E. Urunbayev harakatning turg‘unligini EHM vositasi bilan tadqiq etish 
usullarini yaratdi. U determinantning elementlari polinomial hadlar bo‘lgan 
holda uni yoyish usuli, Gurvits, Lenar va Shipar, Mixaylov va Naykvist 
kriteriylari, umumlashgan Shturm qatori hamda D-bo‘laklash usuli asosida 
sistema parametrlari tekisligida turg‘unlik sohalarini yasashni avtomatlash- 
tirish usullari va ko'rilayotgan sistema konstruktiv parametrlarining tur- 
g ‘unlik sohalarining chegaralariga ta’sirini o'rganish uchun hisoblash ekspe- 
rimentlarini o ‘tkazish uslubini ishlab chiqdi [93-97].

Turg'unlik nazariyasi fizika, kimyo, astronomiya, biologiya, radioelek- 
tronikada, texnikada keng qo‘llaniladi.

Shuni ta’kidlaymizki, turg‘unlik nazariyasi hali ham mukammal holatga 
kcltirilgan emas, unda yechilmagan masalalar juda ko‘p. U yildan-yilga ri- 
vojlanib bormoqda. Bu rivojlanishga butun dunyo olimlari, shu jumladan, 
0 ‘zbekiston olimlari ham o ‘z hissalarini qo‘shmoqdalar.
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I B O B. U M U M IY  T U S H U N C H A L A R  V A  T A ’R IF L A R

1- §. H a r a k a tn in g  t u r g ‘u n lik  n a z a r iy a s U n a v z u s i  h a q id a

H arak a tn in g  tu rg ‘un lik  nazariyasi moddiy sistema (tizim) haraka- 
tiga toydiruvchi (qo'zg'atuvchi) omillarning ta ’sirlarini tadqiq etish 
bilan shug 'ullanuvchi fandir. Toydiruvchi omillar (faktorlar) sifatida 
moddiy sistema harakatiga ta’sir etuvchi asosiy kuchlarga nisbatan yetar- 
licha kichik bo 'lgan va shuning uchun ham  harakatning matematik mo- 
delini tuzishda hisobga olinmaydigan kuchlar qaraladi. Bu kuchlarning 
ta ’sir etish tartibi aslida aniq emas. Ular bir onda ta’sir qilishi mumkin, 
natijada moddiy sistemaning dastlabki holati -  koordinata va tezliklar- 
ning dastlabki qiymati bir ozgina o'zgaradi. Shuningdek, toydiruvchi 
omillar sistema harakatiga uzluksiz ta’sir etishi ham mumkin. Buning 
natijasida biz tuzgan matematik model aslidan farq qiladi, chunki unda 
kichik tuzatuvchi hadlar hisobga oiinmagan b o ‘ladi.

Aniqki, kichik toydiruvchi omillarning moddiy sistema harakatiga 
ta ’siri har xil harakatlar uchun bir xil bo im aydi. Ayrim harakatlarga 
ularning ta’siri bilinmas darajada, ya’ni toyilgan harakatning toyilmagan 
harakatdan farqi kam bo lad i. Aksincha, boshqa harakatlarga toydi­
ruvchi omillarning ta’siri sezilarli darajada bo ‘lib, toydiruvchi kuchlar 
qanchalik kichik bo'lm asin, toyilgan harakat toyilmagan harakatdan an­
cha farq qiladi. Birinchi turdagi harakatni turg'un  va ikkinchi turdagi 
harakatni noturg ‘un (turg 'un emas) harakat deb ay tamiz.

H araka tn ing  tu rg ‘unlik  nazariyasi k o ‘rilayotgan harakatning turg'un 
yoki noturg ‘un ekanligini aniqlab beruvchi belgilarni (alomatlarni) 
topish bilan sliug ‘ullanadi. Hayotda toydiruvchi omillar doimo mavjud 
b o ‘lganligi uchun harakatning turg‘unligi masalasi benihoyat katta naza- 
riy va amaliy ahamiyatga egadir.

Harakatning tu rg im lik  masalasi bilan ko 'pgina buyuk matematik va 
rnexanik olimlar shug‘ullanishgan. M uvozanat holatining turg‘unligi 
to ‘g ‘risidagi teoremani 1788-yilda Lagranj yaratgan edi [51]. Bu ishga 
asoslanib Raus olib borgan izlanishlar ayrim xususiy hollarda harakat­
ning turg 'unlik  belgilarini topishga turtki berdi. Turg 'unlik masalalari 
bilan U. Tomson va P.G. Tet (1810), J.K. Maksvell ( Í 868), LA. Vish- 
negradskiy (1877), N.E. Jukovskiy (1882), Stodola, Gurvits ham shu- 
g ‘ullandilar. Bu olimlar o ‘z tadqiqotlarida harakatning xususiy hoüarini 
gina qaraganlar va uncha asoslanmagan usullardan foydalanganlai'. Ma- 
salaning birinchi qat’iy yechimi fransuz olimi Puankarega taalluqli. Amrao 
Puankarening natijalari xususiy xarakterga ega edi.
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1892-yilda A.M. Lyapunov «Obschaya zadacha ob ustoychivosti dvi- 
jcniya» mavzusida doktorlik dissertatsiyasini himoya qildi. Bu dissertat- 
iyada harakatning turg 'unlik masalasi keng m a’noda qo ‘yildi va uni 

ycchishning qat’iy usullari ko 'rsatildi. Lyapunovning bu ishi turg'unlikni 
ladqiq etishda kelgusi hamma ilmiy izlanishlar uchun asos bo'ldi.

Yuqorida biz harakatning turg‘un va noturg 'anligi tushunchalarini 
sxematik ravishda ifodaladik. Bu tushunchalarga aniq ta’rif birinchi 
bo 'lib  A.M. Lyapunov tomonidan berilgan [52].

Mazkur kitob harakatning Lyapunov m a’nosidagi turg 'unlik naza- 
riyasi va uning tatbiqlari masalalariga bag‘ishlanadi.

2- §. T u r g ‘u n  h a r a k a t .  T o y ilg a n  h a r a k a tn in g  d iffe re n s ia l 
te n g la m a s i

2.1. T u rg ‘un h a ra k a tn in g  ta ’riflanishi

Harakatning turg'unligi haqidagi tushuncha muvozanat holatining tur- 
g 'unligi to ‘g ‘risidagi tushunchaning bevosita umumlashmasidir.

qi,q 2,...,qk umumlashgan koordinatalar bilan aniqlangan va k' erkin- 
lik darajasiga ega bo'lgan ixtiyoriy dinamik sistemani k o ‘rib o'taylik. 
Faraz qilaylik, ko'rilayotgan sistema qi - a i (i = \ ,k ) muvozanat hola- 

tiga ega b o ‘lsin. Demak, harakat tenglamasi q,=cci xususiy yechimga 

ega b o ‘ladi. Ushbu

q,(jt0) = a ,+ £ ,,  = (i = l,2 ,...,k )

boshlang'ich shartlami qanoatlantiruvchi sistemaning harakatini ko'raylik.
Agar hamma shunday turdagi harakatlar uchun vaqtning t = t0 qiy-

matida £ : boshlang'ich chetlanishlar va £i (¡ = 1,2,...,/:) boshlang'ich 

tezliklar yetarlicha kichik musbat ?/ sondan kichik bo'lganda koor­

dinatalar chetlanishi (og‘ishi) qi ~ a i va qi tezliklarning absolut miqdori 

hamma vaqt {t> t0) istalgancha kichik musbat £ sondan kichikligicha 

qolsa, u holda muvozanat holati tu rg ‘un deb aytiladi. Aks holda 
muvozanat holati n o tu rg ‘un  deb aytiladi.

Mayatnikning quyi va yuqori vertikal holati mos ravishda turg 'un va 
noturg'un muvozanat holatiga oddiy misol b o ‘la oladi.

T urg‘unlik ta’rifidan quyidagi ikkita asosiy tasdiq kelib chiqadi:
1) M uvozanat holatining turg 'un  yoki noturg‘unligi unga yaqin ha- 

rakatlarning xaraktcriga qarab aniqlanadi.
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2) M uvozanat hoiati turg‘un b o iish i uchun sistemaning bu rnuvp- 
zanat holatidan boshlang‘ich toyilishi va boshlang‘ich tezligini shunday 
tanlab olish zarurki, ularning har biri berilgan istalgancha kichik sondan 
kichik b o ‘la olsin.

Masalan, 1.1- shaklda k o ‘rsatilgan mayatnikning yuqori muvozanat ho­
iati a  burchak liar qancha kichik bo'lishiga qaramasdan, harakatning 
boshlang‘ich shartlarini qanday qilib olishimizdaii qat’iy nazar, mayatnik­
ning muvozanat holatdan toyilishini a  burchakdan kichik qilib bo'imaydi.

1.1- shakl.
M uvozanat holatining turg‘unligini qanday aniqlagan bo‘lsak, hara­

katning Lyapunov b o ‘yicha tu rg‘unligini ham xuddi shunday aniqlaymiz.
Quyidagi matematik model (differensial tenglamalar) bilan aniqlan- 

gan ixtiyoriy dinamik sistemani ko'raylik:

^ -  = Y,(t«yv y v ...,y„) (s = l,2,...,n), ( 1.2.1)
dt

bu yerda ys -  harakat biian bog‘liq b o ’lgan parametrlar, masalan, koor- 
dinata va tezliklar yoki umuman shu miqdorlarga bog iiq  bo ‘lgan funk- 
siyalar.

K o‘rilayotgan sistemaning y ^ - f s(t) xususiy yechimiga mos kelgan 

harakatini toyilm agan h a ra k a t deb, sistemaning f s{t) dan farq qiluvchi 

qolgan barcha y s (t) harakatlarini toyilgan h a rak a tla r  deb aytamiz.

ys(t)~  f s(t) ayirmalarning qiymatlari toyilishlar deb aytiladi.
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1- ta ’rif. Agar har qanday kichik e> 0 son uchun shunday musbat 

J](e) son mavjud bo'lsaki, barcha y s = y s ( t ) toyilgan harakatlar

uchun t = t0 boshlang ‘ich paytda

|y s (/0) - / s(/0) |< ;? (1.2.2)

munosabatning bajarilishidan barcha t > t0 lar uchun

\ys( t ) - f s(t)\<£  (1.2.3)

tengsizlikning bajarilishi kelib cliiqsa, u holda toyilmagan harakat 

y f(s = l ,n )  miqdorlarga nisbatan tu rg ‘un deb aytiladi.

Toyilmagan harakat turg 'un b o ‘lmasa, u n o tu rg ‘un deb aytiladi. 
Shunday qilib, harakatning noturg'un b o ‘lishi uchun shunday musbat 
kichik £  son mavjud bo'lishi va har qanday istalgancha kichik T] son 
uchun ( 1.2 .2) munosabatni qanoatlantiruvchi birorta toyilgan harakat 
uchun liech bo lm aganda  biror payt (t = t ') d a  (1.2.3) tengsizlikning ba- 
jarilmasligi (tenglikka aylanishi) yetarlidir.

2- t a ’rif. Agar toyilmagan harakat y s miqdorlarga nisbatan turg'un

bo ‘Isa va shunday istalgancha kichik S >  0 son mavjud bo 'Isaki, t = t0 

paytda

|>'.! (io ) - / . ! (io) | <(5 i 1-2-4)

munosabatning bajarilishidan t >  t0 lar uchun

lim\ys( t ) - f s(t)\ = 0 (1.2.5)

bo'lishligi kelib chiqsa, u holda toyilmagan harakat y s miqdorlarga 

nisbatan asim ptotik tu rg ‘un  deb aytiladi.
3" t a ’rif. Agar t ->oo da y s (t ) toyilgan harakat f s (t) toyilmagan ha-

rakatga tQ ga nisbatan tekis intilsa, u holda toyilmagan harakat t a ga 

nisbatan tekis asim ptotik tu rg ‘un  deb aytiladi.
4- ta ’rif. Agar y s (t) toyilgan harakat f s( t) toyilmagan harakatga 

l -> oo da y  (t0) boshlang ‘ich shartlarga nisbatan tekis intilsa, u holda 

V( = f s(t) toyilmagan harakat y s{t0) boshlang‘ich shartlarga nisbatan

Irlcis asim ptotik tu rg ‘un deb aytiladi.
Agar (1.2.1) sistema avtonom b o lsa , ya’ni o ‘ng tarafidagi Ys funk- 

lsiyalar oshkor ravishda t ga bog'liq bo lm asa , u holda toyilmagan hara- 
I ai doimo boshlang‘ich shRrtlarga nisbatan tekis asimptotik turg'un b o ‘-
I .idi. Bu natijaga 1949-yilda I.L. Masser erishgan [53].



S- t a ’rif. Agar y t =  f s(t) toyilmagan harakat Lyapunov bo'yicha
turg'un bo'lib  va (1.2.5) munosabat istalgan boshlang'ich shartlar 
uchun bajarilsa, u holda Toyilmagan harakat batcTmom asimptotik tur-~ 
g'lin deyiladi.

2.2. Toyilgan h a rak a tn in g  differensial tenglam alari

Turg'unlikni tadqiq etish uchun (1.2.1) differensial tenglamalarda y  

o 'zgaruvchilar o ‘rniga yangi o ‘zgaruvchilar kiritamiz: .

= (s = U ) .  d .2.6)
bu yerda f  j t )  -  toyilmagan harakatga mos keluvchi ( 1.2 .1) ning xususiy 

yechimi, y s (t) -  toyilgan harakatga mos keluvchi ( 1.2 . 1) ning xususiy 

yechimi, x t (f) -  toyilishning miqdori.

Yangi o ‘zgaruvchiiarga nisbatan (1.2.1) differensial tenglamalarning 
ko 'rin ishi quyidagicha b o ‘!adi:

clx --
— ■ = (s = 1, n) > (1.2,7)
dt

bu yerda

X ,{t,x„ x2,...,x a) = Y,(t,xl + f„ ...,xH+ f n) - Y '( t , f l .... / „ ) .  ( 1.2.8)

Xuddi shu (1.2.7) tenglamalar toyilgan harakatning differensial tengla­
malari deb aytiladi.

Ravshanki, (1.2.8) munosabatga k o 'ra  „t, = x 2 = ... = x ll = 0  trivial

yechim y s -  f s(t) toyilmagan harakatga mos keluvchi toyilgan hara­

katning muvozanat holati b o ‘ladi.

Shunday qilib, (1.2.6) munosabat orqali yangi x s (t) o'zgaruvchilar 

kiritilganligi tufayli, toyilgan harakatning x i - x 2 = ...= xl,= 0  muvozanat 

holatiga ( 1.2.1) tenglamaning y s = f s(t) toyilmagan harakati mos keladi 

va aksincha. Demak, y s = f s(t) toyilmagan harakatning turg 'unlik ma-

salasi (1.2.7) differensial tenglamalar sistemasi bilan aniqlanuvchi toyil­
gan harakat muvozanat holatining turg 'unlik masalasiga keltirildi. Bun- 
dan o ‘z navbatida, toyilgan harakatning muvozanat holati turg'un 
(asimptotik turg 'un) ligidan toyilmagan harakatning ham turg'un (asimp­
totik turg 'un) bo'lishligi kelib chiqadi.

Yangi x s( 0  o 'zgaruvchilar uchun (1.2.2),*(1.2.3), (1.2.4) va (1.2.5)

munosabatlar mos ravishda quyidagi ko'rinishlarga ega bo'ladi:
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М Ц | / 7 ,  

К ( 0 | < £ ,  

К М  < <*»

(1.2.9)

(1.2 . 10)

( 1.2 . 11)

(1.2 . 12)
/—̂ООlira x .( t)  = 0 .

Iindi (1.2.7) sistemaning х, = х2 = - . - х и = 0  muvozanat holati uchun
lurg'unlik ta ’rifini beraylik.

6- ta ’rif. Agar har qanday istalgancha kichik £ > 0  son uchun shun-

liiirakatlar uchun boshlang'ich t= -t0 vaqtda (1.2.9) munosabatning baja- 

rilishidan t > t 0 lar uchun (1.2.10) tengsiz.likning bajarilishi kelib chiqsa, 

и holda toyilmagan harakat (toyilgcm harakatning x t = x 2 = ... =  x„ =  0 
muvozanat holati) turg'un deb aytiladi.

7- ta ’rif. Agar toyilmagan harakat turg'un, va S > 0 sonni shunday 
Uinlash mumkin bo'lsaki, (1.2.11) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
iiiyllgan harakatlar uchun (1.2.12) munosabat bajarilsa, и holda toyil- 
niiigan harakat asimptotik turg'un deb aytiladi.

Xuddi shu tarzda tekis asimptotik turg 'unlik  va batamom asimptotik 
liiij’‘tin tushunchalarini ham keltirish mumkin.

I ndi toyilgan harakat tenglamasini tuzishga oid misollar ko‘rib chiqaylik.

' T o y ilg an  h a r a k a t  te n g la m a la r in i  tu z ish g a  d o ir  m iso lla r

I in i s о 1. M atem atik  m ayatn ik  toyilgan harak a tin in g  tenglam asi

ihiy musbat rj{e) sonni tanlab olish mumkin bo'lsaki, hamma toyilgan

<> c
M atematik mayatnik tebranma harakati­

ning differensial tenglamasi

dt
yoki

koïinishda bolishini bilamiz, bu yerda ( p = 0 )
-  m ayatnikning vertikal o ‘qdan og‘ish bur-

chagi. (p(0) = a ,  [<p)„ = 0 boshlang'ich shart-

1.2-shakl.

Щ  larni qanoatlantiruvchi harakatning (p va (p 
larga nisbatan turg‘unligini tekshirish masala-
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sini k o ‘raylik (1.2-shakl). (1.3.1) dinamik sistemaning berilgan bosh- 
lang‘ich shartlarga mos keluvchi xususiy yechimi <p = f { t ) k o ‘rinishda 
bo'ladi, bunda f i t )  -  biror davriy funksiya (analitik ko'rinishi bizga 
zarur emas).

Ushbu x  = ( p { t ) - f { t )  yangi o ‘zgaruvchini kiritib, (1.3.1) dan quyi- 
dagi differensial tenglamani hosil qilamiz:

X =  - y  sin(x +  / ( / ) )  + y  sin f { t )  ,

yoki sin (x  + / ( f ) )  ni x b o ‘yicha qatorga yoyib,

x = - y  xcos f i t )  + - - X 2 sin f i t )  +... (1.3.2)

ga kelamiz. U matematik mayatnik toyilgan harakatini ifodaiovchi izlan- 
gan differensial tenglamadir.

2 - m  i s o 1. Q o‘zg‘alm as n u q ta  a tro fida  inersiya bo‘yicha 
ay lanayotgan qattiq  jism  toyilgan h a rak a tin in g  tengjam asi

M a’lumki, q o ‘zg ‘almas nuqta atrofida inersiya bo ‘yicha aylanayot­
gan qattiq jism ning differensial tenglamasi quyidagi sistema k o ‘rini- 
shida bo 'ladi (nazariy mexanikaga doir ixtiyoriy o ‘quv qo lianm ani k o ‘- 
ring):

A ~  + (C  -  B ) q r ~ 0 ,  
dt

B - - i  + ( A - C ) r p  = o }  ( U 3 )

dt

C—  + {B -A )p q  = 0, 
dt

bu yerda p , q ,r  -  oniy burchak tezliknmg jism  mahkamlangan nuqta- 
dagi bosh inersiya o ‘qlariga raos keluvchi qo‘zg ‘aluvchi koordinatalar 
sistemasidagi proyeksiyalari, A, B, C ~  shu o 'qlarga nisbatatt inersiya 
momentlari.

(1.3.3) tenglamalar

p  = c o -  c o n s t, q = r  = 0 (1.3.4)

xususiy yechimga va yana qolgan ikki o ‘qqa mos keluvchi xuddi shuaday ik- 
kita xususiy yechimga {p = r=  0, q~co= const; p = q = 0, r -  (0 = co n st) 
ega.
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(1.3.3) harakatní toyilmagan harakat sifatida qabul qilib va quyidagi 
yangi

X — p  — (o, y  -  q, Z = r

o'/i'aruvchilarni (1.3.3) ga qo ‘ysak, toyilgan harakatning differensial 
iniglamalari sistemasiga kelamiz:

dx
A -~  + ( C - B ) y z  = 0, 

dt

B ^  + ( A - C ) { x + oj) z = 0, 
dt

С ~  + ( В - А ) ( х  + ю )у  = 0. 
dt

(1.3.5)

3 - m  i s o 1. K onik  (konussim on) m ayaín ik  toyilgan harak a tin in g
differerasial íenglam .alari

ustlab, O nuqtada vaznsiz OM  ipda osilgan m  massali M  moddiy 
uiiM'.’ini ko‘rayiik. Ipning uzuniigi I ga teng bo 'lsin . M  moddiy nuqta- 
nui)', holatini y/ va в  burchaklar orqali aniqiaymiz (1.3- shaklga qarang).

1.3- shaki.

Пи ni. ni mayatnikning kinetik va potensial energiyaiari mj

T  = --m l1 (в2 + y/2 s in2è) >



17 = -m gl cos 0 (1.3.6)

b o ‘ladi. Ushbu

d i d e  de
d/7 d_dT_ 3 T _ ; 3 / 7

d0 ’ d tdy/ ^  d¥
Lagranj tenglamalaridan foydalanib, sferik mayatnik harakatining dif- 

ferensial tenglamalarini tuzamiz:

m l2 9 -  m l2 if/2 sin #cos 9  + mgl sin <9 = 0,1 (1.3.7)

m l2y/sm 2 9 + 2m l19i//sin 9  cos9 = 0.

(1.3.7) sistema birmuncha soddalashtirishlardan so ‘ng,

m l2 9 -  m l2 \jr sin 9 cos 9  + mgl sin 9  = 0, (1.3.8)

y/ = -2 9 iffc tg 9 .

k o ‘rinishga keladi. (1.3.8) sistemani birinchi tartibli normal differer.sial 
tenglamalar sistemasiga keltirish uchun quyidagi

0 = y v  0 = y 2, y /= y j (1.3.9)

yangi o'zgaruvchilarni kiritamiz. Yangi o ‘zgaruvchilarda sferik mayat­
nik harakatining differentsial tenglamalari sistemasi

yi = >'i -

? 2 ; sin yi + y3 sin cos y , ,

y3 = - 23;23’3 ctgyi

(1.3.10)

k o ‘rinishga keladi.
Endi gorizontal joylashgan aylana bo'ylab o ‘zgarmas tezlikda harakat 

qilayotgan mayatnik (konussimon mayatnik)ni ko‘raylik. Bu holda

9 = y ,=  f {(t) = a  = const,

9  = y 2 = f 2(t) = 0 ,

^  = y3 = / 3(r) = co=const

(1.3.11)

b o ‘ladi.
yp  y, va y3 laming bu qiymatlarini (1.3.10) ga qo'yib, ushbu ko­

nussimon mayatnik parametrlari qanoatlantirishi lozim bo'lgan
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cos a  = 8 (1.3.12)

inunosabatni topamiz.
(1.3.11) tengliklar bilan aniqlangan harakatni toyilmagan harakat 

si l atida qabul qilamiz. U holda yuqorida bayon etilgan nazariyaga asosan

y,, y 2 , y 3 iarning (1.3.13) tengliklar bilan aniqlanadígan qiymatlarini

(1.3.10) sistemaga q o ‘yib ( a  va ú) Iarning o ‘zgarmas sonlar ekanligini 
hisobga olib), toyilgan harakatning differensial tenglamalari sistemasini
hosil qilamiz:

d .3 .1 4 ) sistema differensial tenglamalarining o ‘ng tarafidagi funk- 
. i valar ((1.3.12) téiigiikni hisobga olganimizda) x, = x2 = x3 = 0  nuqtada 

iiitli’.a aylanadi, ya’ni X í (0 ,0 ,...,0 )  =  Ú shartlar bajariladi. Bu funksiya- 

I,ii ni ciuvozanat holati atrofida x ¡ , x 2 va x 3 lar b o ‘yicha qatorga yoyib

Vil ; . | !t chiziqli hádlarni qoldirib, quyídagi birinchi yaqinlashish tengla- 
iii i ni sistemasini faosií qilamiz ((1.3.12) tenglikni hisobga olganda):

4 - m  i s o I. Y er ssin’iy yo‘!doshi m assa m arkazi toyiigan 
h a rak a íin in g  differenísial tenglam alari

m i sun’iy y o ‘ldoshiga faqat Yerning tortish kuchlari ta’sir etadi deb
i ii i <|ilamix. Bu kuchlarning teng ta ’sir etuvchisi F  sun’iy y o ‘ldosh 
iitn*,-,.i,',iniii!\ markaziga ta’sir etadi va uning moduli

y , = a  + x, (1.3.13)

x2 = (a f  cos2cc~—c o sa )x ,  +  o s in  2 a - x 3,
i

i:, ~ - 2 o jc tg a - x 2.

(1.3.15)

(1.3.16)
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butun olam tortishish qonuni bilan aniqlanadi deb qabul qilamiz.

1.4- shaki.

Bu yerda fi = gR 2 = JM  -  Yeraing gravitatsion parametri, R -  Yer sha- 

rining radiusi, g -  Yer tortish kuchining tezlanishi, M  -  Yer massasi, /
-  gravitatsion doimiysi, i-O C  -  Yer markazi 0  dan sun’iy yo‘idosh 
massa markazi C gacha bo'lgan masofa, m -  sun’iy yo'ldosh massasi.

Yer sun’iy yo ‘ldoshi massa markazining ( n )  tekislikda yotgan va 
radiusi r0 bo 'lgan doira bo'yiçha tekis harakatiai k o lam iz  (1.4,a-shaki). 
Bunday harakat Yer sun’iy yo‘ldoshi:iing statsionar harakati deb ham 
aytiladi. Sun’iy yo 'ldosh statsionar harakatining parametrlarini qanoatia- 
ntiruvchi shartni bevosita Nyutonning

2 / *>  ̂ I i T" \mr0co =jU— , (co'r0 =ju yoki 0 = ^jju /ro ) (1.3.17)
ro

ikkinchi qonunidan foydalanib topamiz, bu yerda £ü = <p = const -  sun’iy 

y o ‘ldosh radius-vektori r0 aylanishining statsionar harakatidagi burehak 
tezligi.

Sun’iy yo‘ldoshning statsionar harakatiga t = t0 vaqtda qandaydir

toydiruvchi kuchlar oniy ravishda ta’sir etdi deb faraz qilaylik. Masalan, 
raketaning oxirgi bosqiehidan sun’iy yo‘ldoshning ajralishi paytida uning 
radiusi r0 bo 'lgan doira bo'yicha tekis harakat qilishga sharoit yaratib 
beradigan shartlar ozgina buzilishi mumkin. Natijada, sun’iy yo'ldosh- 
ning harakati toyilgan bo'ladi, xususan, endi u doira bo'yicha harakat

qilmaydi, radius-vektor aylanishining burehak tezligi (p ^^ jU /r^  bo'ladi,

harakat ( n )  tekislikda yuz bermaydi va h.k.
Yer sun’iy yoMdoshining toyilgan harakati differensial tenglamalârini 

keltirib chiqarish uchun Oxyz koordinatalar sistemasini shunday tuza- 
mizki, uning xy koordinata tekisligi {K )  tekislik bilan ustma-ust tushsin.
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n sun’iy yo‘ldoshi massasi markazining toyilgan harakatdagi holatini 
(/> 0  sferik koordinatalar orqali aoiqlaymiz (1.4,fc-shakl). Sun’iy 

vn'ldoshning kinetik va potensial energiyalari mos ravishda

7’ = — (r"+ r 2 0 2+ r 2 cos’ 0 - <p2) , n  ~ - t t —  (1.3.18)
2 r

icngliklar orqali aniqlanadi.

Nun’iy yo'ldoshning statsionar harakati turg'unligini r ,r ,0 ,0  va (p 
miqdorlarga nisbatan o ‘rganamiz. Buning uchun uning toyilgan harakati 
tonj'.lamasim Lagranjning

d 3T dT d ll , a * - ,Q. ------------ —  = - - —  (q • =r,V,<p) (1.3.19)

d t d q j  dqj  dqj

11 ii, uiasidan foydalanib tuzamiz. Avval r  koorditiata uchun tengla-
■ mi uix.ishda zarur bo'ladigan hosilalarni (1.3.18) dan foydalanib 
uipumiz:

37  ■ d  dT  
—  = m r ,  — —  = m r ,
o r  C>1 d r

3T  377 ft m
-.— =  m r 0 '+ mr cos' c  (p , —— = ——.
dr dr r

l i ! odalarni r  koordinata uchun (1.3.19) tenglamaga qo'yib,

•-> , „  % m
m  r -  m rO  -  m r  c o s ' 0  ■ <p =  - f t  —  (A)

Y

ui 11< i'i!I qilamiz. Toyilgan harakat tenglamasini tuzish uchun, qoidaga

n, i r0 + x , (p = o i+ y  deb qabul qilamiz va ularni (A) ga qo'yib, 
Mi'iifia in ga b o ‘!ib,

x -  (r„ + x )9 ' -  (r0 + x ) cos" 6-(o j + y )2 = ------—— j  (1.3.20)
(»o + Jr)

m In>mI qilamiz. Xuddi shu tarzda ish yuritib,

(r0 + x) 0+ 2x0+  (/;, + a) cos 0 sin 0 ■ (co + y )2 = 0 ,

A
dt
^ [ ( r 0 + A-)2 cos7' 9 s in 0 - (co + }')] = 0
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tenglamalarni ham keltirib chiqaramiz. Endi (1.3.20) va (1.3.21) toyilgan 
harakat îenglamalarini normal differensial tenglamaiar ko‘rinishiga kel- 
tiramiz. Buning uchun yangi

x = x , , x = x2 5 ' = x. e  = x , , У = х5

o ‘zgaruvchilarni kiritamiz. Bulami (1.3.20) va (1.3.21) tenglamalarga 
qo'yib va ularni hosilalar bo'yicha yechib, Yer sun’iy yo'ldoshining toyil­
gan harakati differensial tenglamalarining normal ko‘rinishiga ega bo‘- 
lamiz:

x, = x 2,

x2 = (r0 + x¡) [x] +COS2 x3(cu+x5)2] -
(r0 +A-,)

X, = x4 ,

X = - 2  ХгХ‘' - - ( tu  + x5)2 s in 2xy 
>0 + * 1 2

x, = - 2  — (со + x3 ) + 2xi (со + x5 ) tg x3. 
r0 + x,

( 1.3 .22)

Bu tenglamalarning o ‘ng tarafidagi funksiyalar x, = x , = ... ■

... = jts =  0 koordinata boshida ((1.3.17) ni hisobga olganda) nolga ay-

lanadi, ya’ni X / 0, 0,...,0 ) = 0 shart bajariladi.
( 1.3 .22) tenglamaiar sistemasining birinchi yaqinlashish tenglamalari 

quyidagi ko 'rinishda bo'ladi:

X = x2 ;

x2 = sœ 2x t +  2r0œ x5,

x ,= x 4, > (1.3.23)

x4 — - 2 (огхъ,

■ -  о co ,x, — 2 л2.
rn

Bu tenglamalarni keltirib chiqarishda (1.3.17) tenglik inobatga olingan.

22



4-§. Statsionar va nostaísioiiar harakaíSar

Yana umumiy holga, ya’ni toyilgan harakatning (1.2.7) tenglamasiga 
(|aytaylik.

Toyilgan harakat tenglamasidagi X  s(t,xu ...,xn) funksiyalar vaqtniag 

/ > / 0 bo'lgan ixíiyoriy qiymatiari uchun muvozanat hoíatini qararab

oluvchi
\xs(t)\< H  (1.4.1)

sohada aniqlangan, uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega, ya’ni 
shu sohada x ], x 2,. . . ,x n argumentlarning golom orf (analitik) funksiya-

lari b o ‘lsin, bu yerda N  -  ixtiyoriy yetarlicha kichik musbat son. Shu 
sliartda ularni

, . V' rím t] , 1 1 % ) )  m, m-y m„ , ,  ,
X , = P slXf +P,3X2 + ... + p mXn + .Z./? 1 - n \  {x22...xn" (1.4.2) 

qatorga yoyish mumkin, bu yerda

Pso -
V Jo

(s ,a  = l ,2 ,. . . ,n ) , (1.4.3)

...m,, I ___
m¡! m2! .,.mn!

Ĉmj +m2

d x d x p  . . .d C
(1.4.4)

/0

i //,, f  mn > 1 , /?{. +  m, + ... + mn — m , (m = 2,3,...), O  belgisi esa 

liovit.i olingaridan fceyiri x p .„.,x,( lar o ‘m iga x, =  x2 = ... = .xn = O ni

i|n y¡shni biídiradi.
í ' . i  2) ifodaai quyidagicha yozish mumkin:

x ,  ^ x f + x ™  + . . . + x (; i) + ... ,  (1.4.5)

bu yeida

x ?  ^ P « x i + P .*X2 + ■■■+PmX„>

„  y  p(mi WJ...m„ ) dij )n2 m.Aj A 2

(1.4.6)

(1.4.7)

.........ir indi íiamma butun manfíy boMmagan va m, + m 2 + ...+ m n = m

"i. 2 , \  .) shartni qanoatlantiravchi ml,m 2,...,mn sonlar bo'yicha
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olinadi. Shunday qilib, X [x) ifoda xx,x 2,...,xn larga nisbatan chiziqli 

bo'lgan hadlar majmuasini, X 1"'1 ifoda esa x],x2,...,xn larga nisbatan 

m -darajali hadlar majmuasini bildiradi. X '" ') ko ‘phaddagi har xil 

o ‘xshash bo ‘lmagan hadlar soni

n(n + l)(n + 2)---(w + m - l )  _  (m + l)(m + 2)---(m + n - \ )

1-2 -3 - m  ~  1-2-3-• •(« — 1)

ga teng. Masalan, X j2) k o ‘phaddagi, ya’ni n o'zgaruvchili kvadratik 
formadagi har xil hadlar soni

N  _  n(n  -f 1)

2
ga teng bo‘ladi.

X s funksiyalar umumiy holda oshkora ravishda t ga bog‘liq bo‘-

lishi mumkin. Shuning uchun ham (1.4.2) dagi koeffitsiyentlar t vaqt- 
ning uzluksiz funksiyalari bo 'ladi. Bu holda toyilmagan harakatni 
nostatsionar harakat deb ataymiz.

Amalda X s funksiyalar oshkora ravishda t ga bog 'liq  bo'lm aydi-

gan hollar ham uchraydi. Buning natijasida (1.4.2) yoyilmadagi koef­
fitsiyentlar haqiqiy o 'zgarm as sonlar bo'ladi. Bu holda toyilmagan hara- 
katni s ta tsionar harakat deb ataymiz. Statsionar va nostatsionar degan 
tushunchalarni A.M. Lyapunovning o ‘zi kiritgan edi. Masalan, toyilgan 
harakatning (1.3.23) differensial tenglamalari oshkor ravishda t vaqtga 
bog‘liq emas. Shuning uchun bu harakat statsionar harakat bo‘ladi. K o‘p 
amaliy masalalar xuddi shunday holga keltiriladi.

Tebranma harakatni ifoda etuvchi differensial tenglamalarning o ‘ng 
tarafidagi funksiyalar t  ga nisbatan davriy funksiyalardir. Masalan, 1- 
misoldagi matematik mayatnikning harakatini ifodalovchi (1.3.14) tengla- 
maning o ‘ng tarafidagi funksiya t ga nisbatan davriy, chunki tenglama 
ifodasida qatnashuvchi f ( t )  -  davriy funksiya.

5 - §. Uzluksiz ta’sir etadigan toydiruvchi kuchlar ta’siridagi 
harakatning turg‘unligi haqida

Yuqorida tanishilgan Lyapunov kiritgan ta’riflarda toyilmagan hara­
katning turg'unligi boshlang'ich shartlarning toyilishiga nisbatan ko‘ri- 
ladi, ya’ni tu rg iin lik  masalasi oniy .ravishda ta’sir etadigan toydiruvchi 
omillarga nisbatan qaraladi. Ammo real mexanik (fizik va b.) sistema
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miqdor jihatidan uncha katta bo lm agan  doimiy ta’sir etib turuvchi 
kuchlar ta’siri ostida bo ‘ladi. Sistemaaing harakat tenglamasini tuzayot- 
ganda bu kuchlarni amaiiy jihatdan hisobga olish deyarli mumkin eraas. 
Shuning uchun ham toyilmagan harakatning turg'unligini uzluksiz ta’sir 
etib turadigan toydiruvchi om illarga nisbatan tadqiq etish muhim amaiiy 
ahamiyatga egadir. Bu esa o ‘z navbatida matematik nuqtayi nazardan, 
(urguniikni tadqiq etish jarayonida nafaqat boshlang'ich shartlarning 
toyilishini, balki harakat tenglamasining toyilishini ham hisobga olish 
kerakiigini anglatadi.

Uzluksiz ta’sir etib turadigan toydiruvchi omillar ta’siridagi harakat- 
ung turg'unligiga oid 1936-1955 yillar davomida olib borilgan tadqiqot 
hlarida N.G. Chetayev, I.G. Malkin, I.L. Massera, E.A. Barbashin, 
!.N. Krasovskiy, V.E. Germaidze va K.P. Persidskiyning xizmatlari kat- 
idir ([53] ning 20-21, 302-307 betlariga qarang) [8,11,21-23,25,40, 
3,55,102].

Uzluksiz ta’sir etib turadigan toydiruvchi omillar ta’siridagi harakat
¡¡.■•■jnligining quyidagi ta’rifini beramiz.

Hnamik sistemaga oniy ravishda toydiruvchi omillar ta’sir etgandagi
akat tengîamasi

-/y —
- JL = Ys( t,yv y 1,...,yn ) {s = 1, n) (1.5.1)
dt

ko rinishda ekanligini ko 'rgan  edik.
Dinamik sistemaga toydiruvchi omillar uzluksiz ta’sir etib turganda 

harakat tengîamasi quyidagicha b o ‘ladi:

dY —
- r ^ y A y i ’ y ^ - y n ) + K  (t> yvy2’-> y„ ) = l ,n ) ,  (1.5.2) 
dt

Im yerda Rs(t,y l ,y 2,...,y„ ) -  toydiruvchi omillarni ifodalovchi nom a’lum 
limksiyalar. Ular yetarlicha kichik va (1.5.2) tenglamaning ko'rilayotgan 
loyilinagan harakat atrofidagi yechimini ta’minlovchi ba’zi umumiy shart- 
larui qanoatlantiruvchi funksiyalardir.

8- ta ’rif. Agar har qanday istalgcmcha kichik e > 0  son uchun shun- 
dtiy ikkita boshqa musbat r / f s ) va J]2(e) sonlcir topilib, { t> tn ; 

|,v.t / , ( 0 |< e}  sohada

| R s{ t ,y l , y 2,. .. ,y n)\<Tj2(e) (1.5.3)

huy.xrjiklarni qanoatlantiruvchi R s( t , y x, . . . ,y n) funksiyalciming cjan- 

iliiv bo'lishidan qa t’iy nazar (1.5.2) tenglamalarning har qanday y s (t)

\ f( hlnii ychun t vaqtning t = t0 paytida
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[Xs (*<)) ~  /s(*o)| <  Vi (£ ) (1.5.4)

munosabatning bajarilishidan t > t 0 bo'lganda

(1 .5 .5 )

tengsizliklarning hamma vaqt bajarilishi kelib chiqsa, u holda uziuksiz 
ta 's ir  etadigan toydiruvchi omillar ta ’siridagi J |=  f s(t) toyilmagan ha- 
rakat ((1.5.1) tenglamaning xususiy yechimi) turg'un deb aytiladi.

Shu tarzda aniqlangan uziuksiz toydiruvchi omillar ta’siridagi toyil­
magan harakatning turg 'unlik tushunchasi Lyapunov b o ‘yicha turgiinlik  
tushunchasining bevosita umumlashmasi b o ‘lib, katta amaliy ahamiyatga 
egadir.

Birinchi qarashda Lyapunovning turg 'unlik nazariyasi qiymatsizlan- 
gandek ko'rinishi mumkin. Ammo aslida bunday emas, chunki, birin- 
chidan, Lyapunov yaratgan usullar uziuksiz ta’sir etadigan toydiruvchi 
omillar ta’siridagi toyilmagan harakatlarning turg'unligini tadqiq eiishda 
ham yaraydi.

Ikkinchidan, amaliy jihatdan eng zarur hollarda, toydiruvchi omillar 
uziuksiz ta ’sir etib turgandagi turg 'unlik masalasi bevosita Lyapunov 
m a’nosidagi turg 'unlik  masalasiga keltiriladi. Uchinchidan, statsionar va 
davriy harakatlarning asimptotik turg‘unligi toydiruvchi omillar uziuksiz 
ta ’sir etib turgandagi harakatning turg‘un bo'lishi uchun yetarli shart 
ekanligi isbotlangan [53].

Yuqorida keltirilgan mulohazalardas shu narsa kelib chiqadiki, tur- 
g im likning  Lyapunov bergan ta’rif muhim amaliy ahamiyatga ega. 
Ammo amaliy masalalarda dinamik sistema harakatining nafaqat tur- 
g 'unligini, baiki boshlang‘ich toyilishniog mumkin bo'lgan sohasini ham 
aniqlash talab etiladi. Keyingi masala bilaii A.M. Lyapunov shug'ul- 
langan b o ‘lmasa ham, u yaratgan usullar bit masalani yechishga. irnko- 
niyat yaratadi.

Yuqorida berilgan asosiy ta’riflami sharhlash uchun bir neehta oddiy 
misollar ko ‘raylik.

1- misol. Toyilgan harakatning tenglamasi quyidagi ko iin ishda 
b o ‘lsin:

bu yerda a -  haqiqiy o ‘zgarmas son. Tenglamalarning o ‘ng tarafidagi 
F ( x , y ) s - a y  va G (x ,y )m a x  funksiyalar t vaqtga bog'liq emas. ham- 
da x va ‘ y  lam ing barcha haqiqiy qiymatlari uchun golomorfdir. 
Demak, toyilmagan harakat statsionar harakatdir.

dx dy

dt
-  + a x ( 1.5 .6)
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(1.5.6) differensial tenglamalarning umumiy yechimi

x  = x0 cos a ( t - t 0) - y 0 sin a ( t —t0) ,

V = X q sin a ( t - t 0) + y0 cos a ( t - t 0) (1.5.7)

ko'rinishda bo lad i, bu yerda x0, y0 lar x  va y  laming í = í() vaqtga

mos keluvchi boshiang‘ich qiymatiari (boshlang'ich toyilish) dir.
(1.5.7) tenglamaiardan

X2 +  /  =  xo2 +  y0: (1.5.8)

:ga bo ‘lamiz. Shuning uchun ham har qanday musbat £  son uchun 

hunday r] = e  son topiladiki, t = t0 vaqtda x0, y0 laming
2 2  ̂ 7 

*о + у , й
.agsizlikni qanoatlantirishidan, (1.5.8) ga asosan, t > t 0 da

x 2 +  y 2 < £ г
1 : if'Siziikning bajarilishi kelib chiqadi. Demak, toyilmagan harakat, 

r-i'ni (1.5.6) tenglamalarning x  = y  = 0 muvozanat holati tu rg‘un
bo'ladi.

2- m iso i Toyilgan harakatning tenglamasi quyidagi ko'rinishda
bo lsín :

dx dy
—  = a y ,  — - = a x ,  (1.5.9)
dt dt

bu yerda a  -  haqiqiy o'zgarmas son. Bu tenglamalarning umumiy yechimi 

X = +},° ' +  \ ^ X° ~ y^ eaU ~'°' ’ 

y - ~ ( xo + Уо^е°{'~'о) - ~ ( xo~  Уо)е~а(‘Ч(>) (1.5.10)

Ko'rinishga ega, bu yerda x0 , y Q lar x  va y  laming t = t0 vaqtga mos 

Keluvchi boshlang'ich qiymatiari. (1.5.10) ifodasidan ko ‘rinib turibdiki, 
(I .19) differensial tenglamalarning x  = y  = 0 muvozanat holati (toyil-

IIlagan harakat) turg‘un emas, chunki x0 va y0 laming istalgancha 

I u 11iк qiymatiari uchun ham x  va v laming qiymati t bilan birgalikda 

i lirgaralanmagan holda o ‘sadi va |xy( / ) |< £• tengsizlik bajarilmaydi.
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6-§. Turg‘un!ik masalasini yechish usullari haqida

Agarda toyilgan harakatning differensial tenglamalarini integrallash 
mumkin b o ig an d a  edi, turg 'unlik masalasini tadqiq etishda hech 'qanday 
qiyinchiliklarga duch kelinmasdi. Ammo bunday Hollar juda ham oz 
uchraydi, amaliy masalalarda esa deyarli uchramaydi, Shuning uchun 
ham tadqiqotchilar differensial tenglamalarni integrallamasdan, turg‘un- 
lik masalasini yechish usullarini topish ustida ishladilar. Lyapunovdan 
oldin o ‘tgan tadqiqotchilar asosan chiziqlashtirish usulidan foydalanar 
edilar. Bu usul quyidagidan iborat.

Toyilgan harakatning tenglamasi

berilgan, X s( t,x l,x 2,...,xn) funksiyalar esa |xs(i)j < / /  (/V-yetarlicha 

kichik musbat son) sohada aniqlangan, uzluksiz va uzluksiz xususiy 
hosilalarga ega bolsin . X s(t, 0 ,0,...,0) sO  boiganligi uchun x l = x 2 =... 

... = xn = 0  ( 1.6 .1) dinamik sistemaning muvozanat holati (toyilmagan 

harakat) b o ‘ladi. X s{t,xx,:..,xn) funksiyalami shu muvozanat holati 

atrofida (golomorfligi uchun) x],x 2,...,xn o ‘zgaruvchilarning darajalari 
bo ‘yicha qatorga yoyib, ( 1.6 .1) sistemani quyidagi k o ‘rinishda yozamiz:

~ r = P s l Xl +  P s lX 2 +  -  +  PmXn +  K & i  X\ • * 2 X„) (.5 =  1 ,« ) , (1.6.2) 
(It

bu yerda X ]  ifoda X ? funksiyalar yoyilmasidagi darajasi birinchidan

yuqori b o lg a n  hadiar majmuasidan iborat, ya’ni nochiziqii funksiya.
Turg'ünlik masalasi k o ‘riiayotganda, odatda (1.6.2) ning yechimi x s

0 ‘zgaruvchilarning yetarlicha kichik boshlangich  qiymatlari uchungina
qaraladi. Tabiiyki, bunday holda x s yeehimlarning xarakteri (L6.2) teng-

lamalardagi birinchi darajali hadlar fallan aniqlanadi deb o ‘ylash mum- 
kin. Boshqacha qilib aytganda, tu rg iin lik  masalasini yechish uchun

chiziqli tenglamani tadqiq etish kifoya degan xulosaga kelish mumkin.
(1.6.3) differensial tenglamalarga (1.6.2.) tenglamalar sistemasining 
birinchi yaqinlashisli tenglam alari deb aytiladi.

Tomson va Tet, Raus, Gurvits, N.E. Jukovskiy, Maksvell, Vishne- 
gradskiy tu rg im lik  masalalarini xuddi shu usuldan foydalanib tadqiq 
etgan edilar [17,32,112,116,117]. Bu holda masala ancha soddalashadi

dt
(1.6.1)

-  PslX1 + Ps2X2 +:•-•+ P.mX„ (s  = M )dt
(1 .6 .3 )
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va staîsionar harakatlar uchun pSJ koeffîtsiyentiar o ‘zgarmas soniar bo‘l-

ganligidan (1.6.3) differensial tenglamalarni yopiq shaklda integrallash
mumkin. .

Ammo bu yo'sinda masalanini yechilishi qat’iy emas va, umuman ayt- 
ganda, noto‘g ‘ri bo 'lishi mumkin. Aslida (1.6.2) chiziqlimas statsionar 
tenglamalarni (1.6 .3) chiziqli tenglamaîar bilan almashtirish, bir masa- 
îani ikkinchi bir masala bilan almashtirish degan so ‘zdir. Bunda almash- 
tirilgan ikkinchi masala birinchisiga umuman bog'Iiq bo 'lm ay qolishi 
ham  mumkin. Ikkinchidan, toyilmagan harakat aslida noturg‘un boMsa 
ham, birinchi yaqinlashish tenglamalarini tadqiq etish natijasida turg'un 
b o ‘îib qolishi ham mumkin va, aksincha. Bu holatni quyidagi misolda 
Kiizatsa b o lad i.

!-  misol. Toyilgan harakatning differensial tenglamalari quyidagi
k o iin ish d a  b o ‘îsin:

dx 3 dy 3 () , ..
—  = - y  + ax , —  = x  + a y \  (1.6.4)
dî dt

bu yerda g -o'zgarm as son. Bu tenglamalarning ixtiyoriy yechimlarini 
c(î) va y(t)  iar deyiik, Dastavval, (1.6.4) tenglamalarni hisobga olib,

x 2{t) + y 2{t) ifodaning hosilasini olamiz:

- - ^ - ( x 2(t)+ y 2(t)) = x (t)[ -y ( t)  + a x \t) ]  +
2 dt

+ y (t)[x(t) + ay3(0] = a [ x \ t )  + y4( i ) ] . (1.6.5)

Bunda ikki hol bo 'lishi mumkin.

1. a > 0  b o ‘lsin. U vaqtda — [x2(t) + y 2( t)]> 0  b o ‘ladi va, demak,
dt

x 2(t) + y 2(t) funksiya t ning o ‘sishi bilan o ‘sadi. Bu funksiyaning 
o ‘sishi natijasida va (1.6.5) ning o ‘ng tomoniga asosan uning vaqt 
b o ‘yicha olingan hosilasi ham o ‘sadi. Shunday qilib, boshlang‘ich x(t0)

va >’(i0) shartlar yetarlicha kichik b o ‘lganda ham x 2{ t)+ y 2{t) funksiya 
/ ning o ‘sishi bilan o ‘sadi, demak, toyilmagan harakat noturg‘un 
bo'ladi.

2. a <  0 b o ‘lsin. Bu holda toyilmagan harakat asimptotik tu rg‘un

b o ‘ladi, chunki —  [x2{t) + y 2(t)\ < 0 va x 2(t) + y 2(t) funksiya musbat 
dt

b o ‘lib qolgan holda, doimo kamayadi va 0 ga intiladi, ya’ni
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lim[x2(i) + y2(O] = 0 . Demak, toyilmagan harakatning turg 'un yoki no-

turg‘un b o ‘iishi dinamik sistema a parame.trining ishorasiga bog'liq 
ekan. " —

Ikkinchidan, (1.6.4) dinamik sistemaning birinchi yaqinlashish teng- 
lamalari

ko ‘rinishda b o ‘ladi. ( 1.6 .6) tenglamalarning umumiy yechimi

k o ‘rinishda bo'ladi, bu yerda x0 , y0 lar x  va y  laming t = to = 0  

paytdagi boshlang‘ich qiymatlaridan iborat.

olamizki, t = t0 '~0 da U0|< ^ ,  |};0[<77 tengsizliklarning bajarilishi va

(1.6.7) tenglamalarga asosan t> t0 bo 'lganda hamma vaqt

ning bajarilishi kelib chiqadi, Demak, toyilmagan harakat birinchi yaqin­
lashishda turg 'un bo'ladi. Ammo bu turg'unlik, (1.6.7) ga asosan, 
asimptotik bo'lm aydi. Yuqorida biz ko 'rdikki, (1.6.4) real sistema a <  0 
da asimptotik turg 'un va a > 0  da noturg 'un bo'ladi. Shunday qilib, 
toyilmagan harakatning xarakterini (1.6.4) diffe'rensial tenglamalardagi 
yuqori darajali hadlar aniqlaydi.

Boshqa tomondan, yana, shunday hollar mavjudki, ularda birinchi 
yaqinlashishda turg'unlik masalasi to 'liq  yechiladi. Shuning uchun ham 
b irinchi yaqin lash ishda tu rg ^ n lik n in g  yetarli va zaruriy  shartlarin i 
aniqlash m asalasi paydo bo'ladi. Bu masalani dastlab Lyapunov qo'ygan 
va statsionar hamda davriy harakatlar uchun uning to'liq yechimini ber- 
gan. Lyapunov tomonidan nostatsionar harakatlaming keng sinfi uchun 
ham turg'unlik masalasi yechib berilgan.

Shunday qilib, Lyapunov birinchi bo 'lib  turg'unlik masalalarini 
yechish uchun:

1) qachon birinchi yaqinlashisb sistemasini tadqiq etish Idfoya ekanligini;
2) qachon toydirilgan harakat tenglamalaridagi yuqori darajali had- 

larni hisobga olgan holda tadqiqotni o 'tkazish kerakligini ko'rsatdi.
Qo'yilgan masalalami echish uchun Lyapunov maxsus usullar yaratdi. 

Tuig unlik masalalarini yechishning hamma usullaiini u ikki kategoriyaga

x = x0 cos 1 -  >’0 sin i , y ~  x0 sm t + y0 cos t (1.6.7)

Yetarlicha kichik £ > 0  son uchun shunday « < — £ sonni tanlab
V2

x < £ ,
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(toifaga) bo'ladi. Birinchi kategoriyaga toydirilgan harakat tenglamalarining 
umumiy yoki xususiy yechimlarini bevosita topish usullarini kiritgan. Bu 
echimlami odatda qatorlar ko‘rinishida izlaydilar. Birinchi kategoriyadagi 
hamma usullar majmuasini Lyapunov birinchi usul deb atagan.

Ammo turg'unlik masalalarini yechishning boshqa usullarini ham ko‘r- 
satish mumkin. Bu usullarda toydirilgan harakat tenglamalarining umu- 
niy yoki xususiy yechimlarini topish talab etilmaydi. Bu yerda maxsus 

xususiyatlarga ega va t,xv x 2,...,xn o'zgaruvchilarga bog‘liq bo'lgan 
qandaydir funksiyalar izlanadi. M a’lum shardarni qanoatlantiruvchi 
bunday funksiyalarning mavjudligi turg'unlik masalasini hal qiladi. 
fkkinchi kategoriyadagi hamma usullar majmuasini Lyapunov turg‘un- 

kni tadqiq etishning ikkinchi usuli deb atagan.
Ikkinchi usulning asosi sifatida Lyapunov o 'z i yaratgan va isbot 

ilgan bir nechta asosiy teoremalarni olgan. Bu teoremalar shunday 
imaraii b o lib  chiqdiki, ularning yordamida turg‘unlik masalasini bi- 

kinchi yaqiniashish usuli bilan osongina hal etish mumkin b o ‘ldi. Shu 
’.dan birga ular yordamida qanday hollarda birinchi yaqiniashish usuli

• , turg‘unlik masalasi yechilmasligi va masalani yechish uchun tengla- 
dagi yuqori daiajaJi hadlarni hisobga olish kerakligi aniqlanadi. 
Quyida Lyapunovning ikkinchi usuli uchun asos bo 'lib  xizmat qi- 

luvchi asosiy teoremalar va ularning tatbiqlari yoritiladi.
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II B O B .  STATSIONAR HARAKATLAR UCHUN 
LYAPUNOYNING IKKINCHI USULI

1- §. Lyapunov funksiyalari. Aniq ishorali va o‘zgaruvehan 
ishorali funksiyalarning alomatlari

Biz hundan keyin faqat statsionar harakatlarni k o ‘rib o ‘iamiz. Bu hoi 
uchun toyilgan harakatning differensial tenglamalari

X s(xv x 2,...,xn) (s = l ,n )  (2.1.1)
dt

k o ‘rinishda b o ‘ladi. X s funksiya oshkora ravishda t vaqtga bog'Iiq 

emas. Lyapunov o ‘zining tadqiqotlarida X s funksiyani xv x2,...,xn 
o ‘zgaruvchiiarning darajalari bo ‘yicha qatorga yoyiluvchi va bu qator

\xs\< H  (s = U )  (2.1.2)

sohada yaqinlashuvchi deb faraz qilgan edi, bu yerda N  -  o ‘zgarmas 
kichik son. Ammo Lyapunov ikkinchi usulining hamma hollar! va ular- 
ga bog‘liq b o ‘lgan isbotlai umumiyroq farazlar uchun ham o ‘z kuchini 
saqlaydi. A niqrog‘i, X s funksiyaning analitikligini (2.1.2) sohada uzluk- 

siz va (2 .1.1) tengiamalar (2 .1.2) sohadagi xs laming har bir boshian-

g ‘ich x°  qiym atlar sistemasi uchun yagona yechimga ega b o ‘lishligini 
ta ’miniovchi shartlar bilan almashtirish mumkin.

1.1. Lyapunov funksiyalari

x 1,x 2,...,xn o ‘zgaruvchilarga bog'Iiq bo'lgan V'(x,,x2,...,x„) fiink- 
siyani k o ‘raylik. Bu funksiya koordinata boshini o 'z  ichiga oigan

|x,¡ < h  (s =  l,n )  (2.1.3)

sohada aniqlangan, bir qiymatli, uziuksiz, uzluksiz xususiy hosilalarga 
ega va It < H  deb faraz qilamiz. Bu yerda h yetarlicha kichik musbat 
son va V(0, 0 ,..., 0) = 0 .

I -  i a ’rif. (2:1.3) sohada faqatgina bir xtt ishorali qiymatlar qabul 
qiluvchi V (x l ,x 2,...,xn) funksiya aniq ishorali deb aytiladi. Agar (2.1:3)
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sohada V fa q a t musbat qiym atlar qabul qilsa, u aniq musbat ishorali, 
faqat m anfiy qiymatlar qabul qilganda esa aniq manfiy ishorali funk- 
siya deb ataladi.

2- ta ’rif. Agar V (xv x 2,..,,xn) funksiya (2.1.3) sohada faqatgina bir 
xil ishorali qiymatlar qabul qilib, shuning bilan birga koordinata 
boshidan tashqari boshqa (x f + x2 + ... + X2 ^ 0) nuqtalarda ham nolga 
aylansa, u holda bunday funksiya  o'zgarm as (o'zgarmas musbat yoki 
o'zgarmas manfiy) ishorali deb ataladi.

3- ta ’rif. (2.1.3) sohada aniq ishoralimham, o'zgarmas ishorali ham 
bo'lmagan V(x,,...,x„) funksiyaga o'zgaruvchan ishorali deb ataladi.

Demak, ta’rifga binoan o 'zgaruvchan ishorali funksiya (2.1.3) so- 
hada ham musbat, ham manfiy ishorali qiym atlar qabul qiladi.

Berilgan ta’riflami misollarda tushuntiraylik. Tushunish oson b o ‘lishi 
uchun n -  3 deb  olamiz. U vaqtda

V — x 2 + x2 + x ¡ , V — x 2 + 2x¡x2 + 2jc22 + x2 

funksiyalar aniq musbat ishorali b o ‘ladi. Bu funksiyalar uchun (2.1.3) 
icngsizlikdagi h  son ista lgancha k a tta  b o ‘lishi m um kin.

V = x¡  + x2 + x 2 - Xj funksiya h n ing ista lgancha yetarli k ichik 
(|iymatlari uchungina aniq musbat ishorali bo 'ladi.

V = x ,2 + 2 x , x 2 + x \  +  x32, V = x,2 + x 22 lar o'zgarm as ishorali funk-

siyalardir. Haqiqatan ham, birinchi funksiya x , = - x 2 , x3 = 0  va ikkin- 

chisi x, - x 2 - 0  va ixtiyoriy x3 qiymatlarda nol qiymat qabul qiladi.

V = x¡, V =  x l2 + x 2 - x 3 lar o'zgaruvchan ishorali funksiyalar 

ho'ladi.

1.2. Funksiyalarn ing  an iq  ishoralilik  va o 'zgaruvchan  
ishoralilik  a lom atlari

I .yapunovning ikkinchi usulini amaliy masalalarni yechishga tatbiq
flish uchun V ( x l , . . . ,x n) funksiyaning aniq ishorali va o'zgaruvchan

r.liorali ckanligini aniqlaydigan kriteriylam i bilish zarur. Afsuski, hozir-
• k ha bunday turdagi umumiy kriteriylar mavjud emas va umumiy 

hokla bu masala juda ham murakkabdir. Ammo, ko‘plab xususiy hollar 
tu him bu masala biror sodda kriteriy yordamida hal etiladi. Bularning 
iMiiiilarini (ba’zan isbotsiz) keltiramiz.

ni tartibli bir jinsli V(x¡,...,x„) forma berilgan b o ‘lsin. U vaqtda 

i iivoiiy A uchun
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V ( A X],A  X 2 , . . . ,A X n ) =  A '"V (X , x n)

bajarilishidan ravshanki, agar V aniq ishorali funksiya bo'lsa, u holda 
butun fazoda ham (nafaqat muvozanat holati atrofida) funksiyaning aniq 
ishoralilik xususiyati saqlanadi. Xuddi shunday, agar V funksiya o 'z ­
garuvchan ishorali bo 'lsa, u holda butun fazoda ham u o'zgaruvchan 
ishorali bo‘ladi. 0 ‘z-o ‘zidan k o ‘rinib turibdiki, m  -tartibli forma uchun, 
aniq ishoralilik faqatgina m  juft son b o ‘lgandagina yuz berishi mumkin.

1-Iemma. Har qanday toq tartibli form a o'zgaruvchan ishorali 
funksiya bo'ladi. »

Agar m  ju ft son bo‘lsa, u holda V  aniq ishorali ham, o'zgaruvchan 
ishorali ham bo'lishi mumkin. 0 ‘zgaruvchilarning soni ikkidan katta 
(n>  2) bo'lganda, ikkinchi tartiblidan yuqori bo'lgan.form alar uchunoq 
yuqorida aytilgan ikki holning qaysi biri mavjud bo'lishini aniqlash an­
cha murakkab masaladir. Ikkinchi tartibli forma uchun (o'zgaruvchilar 
soni istalgancha bo'lishi mumkin) bu masala juda ham oddiy ravishda 
quyidagicha yechiladi.

Ushbu
n n

2 F = E E w  ̂ (2-1-4)
a=I ß=\

kvadratik fonna berilgan b o isin . M a’lumki, (2.1.4) formani

V =A,y? + A2y l+ ---  + Any* (2.1.5)

ko'rinishga keltiradigan determinanti nolga teng bo'lmagan cheksiz ko'p

y ! = aslXi+ a,2X2 + — + aSnXn ( i  = l « )  (2.1.6)
chiziqli almashtirishlar mavjud.

1. Agar As koeffitsiyentlarning barchasi nolga teng emas va bir xil 

ishorali bo'lsa, u holda V fonna  aniq ishorali bo'ladi. Haqiqatan ham, bu 
holda V faqat y l = y2 = -  • = yn = 0 bo ‘Igandagina nolga aylanadi. Bu hol,
(2.1.6) ning determinanti nolga teng bo'lmaganligi uchun, faqat 
x l -  x2 = • ■ ■ = xn'= 0  bo ‘Igandagina yuz beradi.

2. Agar As koeffitsiyentlarning bir qismi nolga teng bo'lib, qolgan- 
lari bir xil ishorali bo'lsa, u holda V form a o'zgarmas ishorali bo'ladi.

3. Agar As koeffitsiyentlar orasida musbat ishoralisi ham, manfiy 

ishoralilari ham topilsa, u holda V form a o'zgaruvchan ishorali bo'ladi.

Noldan farqli As koeffitsiyentlarning soni va bu koeffitsiyentlar

qatoridagi ishoralarning o'zgarish soni (2 .1.6) almashtirishning qanday 
tanlanishiga bog'liq emas.
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Berilgan kvadratik form aning aniq ishorali yoki o ‘zgaruvchan isho- 
rali ekanligi Silvester kriteriysi yordam ida aniqlanadi.

Silvester teorem asi. (2.1.4) kvadratik form a. aniq musbat ishorali 
bo'lishi uchun uning koeffitsiyentlaridan tuzilgan

C
2 /i

Vcnl cn2 ■■■ CnnJ

(2.1.7)

matritsaning hamrria 

A =  C „, A 2 -
'22

a .: =

c \l C ,2 ■ Cl„

^ 21 ^22 -  C2n

Cnl Cn2 •• Cnn

hash minorlari musbat bo ‘lishi yetarli va zarurdir.
Ushbu teoremaning isboti F.R. Gantmaxeming [20] kitobida keltiril- 

)',an. Silvester kriteriysidan kvadratik formaning aniq manfiy ishorali b o ‘- 
lishining yetarli va zaruriy shartini keltirib chiqarish mumkin:

(2.1.4) kvadratik form a aniq manfiy ishorali bo'lishi uchun

A, < 0, A2> 0, A3< 0, A4> 0, ... (2.1.8)

inifisizliklarning bajarilishi yetarli va zarurdir.
I - misol. Misol sifatida quyidagi funksiyani ko‘ramiz:

y  =  l + sin2 x, -co s(x , - x 2).

Bu funksiyani xt va x2 darajalari bo 'yicha qatorga yoyamiz:

1
sin X, .r, + . . . ,  COS(X| -  X, ) =  1 —  (x l - x 2)~+... ,

I ii yerda nuqtalar bilan x, va x 2 larga nisbatan ikkidan yuqori darajali 

Im'lgan hadlar belgilangan. sinx, va c o s (x ,-x 2)larning yoyilmalarini V
imil.siyaning ifodasiga q o ‘yib soddalashtirishlardan so ‘ng

V = 1  (Sxj2 -  2x, x2 + x2) + .,.

imil- ;iyani hosil qilamiz. Bu funksiyaning kvadratik formani tashkil 
i.idigan barcha hadlarining koeffitsiyentlaridan
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matritsani tuzamiz. Bu matritsaning bosh diagonal minonari

a o  3 - 1A , = 3 ,  A , =  = 2  
‘ - 1  1

ga teng bo'ladi. A j > 0 ,  A2 > 0  bo'lgani uchun, Silvestr kriteriysiga 
asosan, V  funksiya aniq musbat ishorali bo'ladi.

V (x ,,x 2,...,xn) funksiya ixtiyoriy m- tartibli forma bo'lsin. Endi 
W (0,0,...,()) = 0 va yetarlicha kichik qilinishi mumkin bo‘lgan A musbat 
o ‘zgarmas son uchun

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy W (x],x2,...,xn) funksiyani qaray- 
miz. Quyidagi tasdiq o'rinli.

2- lemma. Agar V form a m-tartibli aniq ishorali b o ‘Isa, u holda
(2.1.3) sohada (2.1.9) tengsizlikni qanoatlantiruvchi W (xl,x 2,...,x ll) 
funksiya uchun, uning qanday tanlab olinishiga bog‘liq bo'lmagan holda

form a ham ishorasi V  ning ishorasi bilan bir xil bo'lgan aniq ishorali 
form a bo'ladi. Bu yerda (2.1.9) da ishtirok etuvchi A koeffitsiyent 
yetarlicha kichik musbat o'zgarmas son va faqat V (xu .. . ,x J  forma  
koejfitsiyentlariga bog‘liq deb hisoblanadi.

Agar V o ‘zgaruvchan ishorali form a va yuqoridagi shartlar o'rinli 
bo ‘Isa, u holda U form a ham o ‘zgaruvchan ishorali.

Isbot. Dastavval

(2.1.9)

+ a ;  + ...+ af, = I 

b o ‘ladigan ixtiyoriy a {, a 2, ... a„ haqiqiy sosilar uchun

(2.1.11)

deb belgilaymiz. U holda

U (x t , x 2, . . . ,x n) = p wV (a ,,a 2 ) + IV( p a , ,...,p a „ )

ga ega bolam iz.
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V  an iq  ishorali, m asalan , an iq  m u sb a t ishora li fo rm a b o is in . xf
miqdorlar (2 . 1.3) sohada yotishi uchun p  ni yetarli kichik son deb 
hisoblab, (2.1.9) va (2.1.11) lar asosida

\W {p a v ...,p a n) \< A p " '\a \ + ... + \a ,§ n <Ap"'n'" (2.1.12)

munosabatni yoza olamiz.
Aytaylik, I son V {a x,a 2,...,a n) formaning quyi chegarasi bo'lsin, 

ya’ni
V (a v a 2,...,a n) > l .  (2.1.13)

Musbat ishorali V (a x,a 2, . f o r m a  (2.1.11) sferada faqat musbat 

(|iymatlar qabul qilganligidan / albatta musbat son bo‘ladi. Faqat V

formaning koeffitsiyentlariga bog 'liq  b o ‘lgan A son, agar —— sondan
n

kichik f  A < — b o ‘lsa, u holda (2.1.3) sohaning koordinata boshidan
V n ”)

tashqari hamma nuqtalarida, U {xv x2,...,xn) funksiya (2.1.12) va 
(2.1.13) larga asosan, faqat musbat qiymatlar qabul qiladi. Demak, agar
V aniq ishorali funksiya b o ‘lsa va W (xx,...,xn) (2.1.9) tengsizlikni 

qanoatlantirsa, u holda U (xv ...,x„) funksiya ham aniq ishorali bo ‘ladi.
V o ‘zganivchan ishorali forma b o ’lganda, u (2.1.11) sferada ham 

musbat, ham manfiy ishorali qiymatlar qabul qiladi.
I I  I M i l  II

V(a],a 2,...,a„) = a > 0  va V (a x ,a 2 ,...,« „) = - b  < 0
a

shunday qiymatlarning ixtiyoriy ikkitasi b o ‘lsin. Agar A < va 

b
A < -—  deb qabul qilinsa, p  qanchalik kichik b o ‘lmasin,

n"

U (a [,a 2.... a n) > 0  va U (ax ,a 2 ) < 0

lai bajariladi. Demak, U forma o'zgaruvchan ishorali b o ‘ladi. Shunday 
<|ilib, lemma to ‘liq isbot bo‘ldi.

2-lemmaga asoslangan quyidagi tasdiqlarni isbotsiz keltiramiz.
3- lem m a. Formaning aniq ishorali yoki o'zgaruvchan ishorali 

rkanligi unga koeffitsiyentlari yetarlicha kichik bo'lgan har qanday 
o'sha tartibli form ani qo'shish bilan o'zgarmaydi.

Endi
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V ( x {, . . . , x „ ) = V m( x ], x 2, . . . ,x n) + V * ( x u ... ,x„)  (2.1.14)

bo'lsin, bu yerda V„, forma m-tartibli, V* esa in dan katta tartibli forma.
4- lemma. Agar Vm aniq ishorali form a bo'Isa, ur holda (2.1.14) bilan 

aniqlanadigan V ham aniq ishorali fo n n a  bo'ladi va agar V,„ 
o ‘zgaruvchan ishorali form a bo ‘Isa, u holda V  ham o'zgaruvchan 
ishorali form a bo ‘ladi.

Shunday ailib, -analitik funksiyalaming aniq ishorali yoki o 'zgaruv­
chan ishorali elcanligini uning ifodasidagi eng kichik tartibli hadlarning 
majmuasi aniqlaydi.

Masalan, ikki argumentli V(x,y) = x2 + y2 + xy2 + y3 funksiya aniq 
ishorali va

V (x,y) = x2 - y 2 + xy2 + y 3

funksiya o'zgaruvchan ishorali funksiya bo'ladi.
Agar forma ifodasidagi eng kichik tartibli hadlarning majmuasi o 'z- 

garmas ishorali bo 'lsa, u holda uning aniq ishorali yoki o'zgaruvchan 
ishorali ekanligi masalasini yoyilmasidagi yuqori tartibli hadlar majmu­
asi hai qiladi.

Masalan, x  va y  argumentli quyidagi to'rtta funksiyani ko'raylik:

V = x 2 -  2xy2,

V -  x 2 -  2xy~ + y4 + x 4 = (x  -  y 2)2 + x  ,

V  =  x 2 -  2 x y 2 +  y 4 + x 4 + x y 5 .

Bu funksiyalaming birinchisi o‘zgarm as m usbat ishorali forma, unga
3- tartibli ( -2 xy2) hadni qo'shib, ikkinchi funksiyani hosil qilamiz va u 
o 'zgaruvchan ishorali bo'ladi. Hosil etilgan funksiyaga (x4 + y4) 
to'rtinchi tartibli hadlarni qo'shib, uchinchi funksiyani hosil qilamiz va 
u aniq  ishoralid ir. Uchinchi funksiyaga x y 5 oltinchi tartibli hadni 
qo'shib, to'rtinchi funksiyani hosil qilamiz va u o 'zgaruvchan ishorali 
forma bo'ladi.

Bu misolning yechimidan ushbu natija kelib chiqyapti: agar biror 
funksiya hamma argumentlarining form asi bo'lmasa, u holda unga 
yuqori tartibli hadlarni q o ‘slush natijasida uning aniq ishorali yoki 
o'zgaruvchan ishorali ekanligini buzish mumkin.

5-lemma. Agar V (x ,,x 2,...,xn) funksiya aniq ishorali bo'lsa, u holda 
shunday musbat h son topiladiki, barcha \c\<h bo'lganda V -s  sirtlar 
koordinata boshi 0  ga nisbatan yopiq bo ‘ladi.
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2.1-shakl.

Kelgusida biz V (x itx2,...,xn) funksiyaning xarakterini tadqiq etilayot- 
gan differensial tenglamalarning traektoriyalari b o ‘ylab o 'rganam iz va 
bu tadqiq natijasida k o ‘rilayotgan sistema traektoriyalarining xarakteri 
liaqida ham xulosa chiqaramiz. Bunday maqsad uchun ishlatiladigan 
V (xl ,x 2,...,xn) funksiyalarni Lyapunov funksiyalari deb atash qabul 
qilingan.

2- §. Harakat turg‘unligi haqidagi Lyapunovuing birinchi 
teoremasi

Endi Lyapunovning harakat turg‘unligiga bag‘ishlangan asosiy teo- 
icmalarini k o ‘rib o ‘tamiz. V (x ],x 2,...,xn)' funksiyaning x i ( t) ,x 2(t),..., 

vn(t) argumentlari toyilgan harakat differensial tenglamalarining 
yechimlari deb qaraladi. U holda bu funksiyaning vaqt bo 'yicha toyilgan 
harakat differensial tenglamalariga k o ‘ra olingan to 'liq hosilasi

dV  __ dV dx]  ̂ dV  dx2 + | dV dxn _  
dt dt dx2 dt dxn dt

| L x 1+ " * 1 + ._+ f * . = £ f K * .
ac, dx2 dxn ^ d x s

ga teng b o ‘ladi. Bu ifodani qisqacha 

dV  “ 31/
~  = Y ^ X s = W (x  (2.2.1)
dt j ^ d x ,

ko'rinishda yozamiz. (2 .2 .1) ifodadan k o ‘rinib turibdiki,
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Lyapunovning turg 'unlik haqidagi birinchi teoremasi quyidagicha ifo- 
dalanadi.

Teorem a A. Agar toyilgan harakat dijferensiarienglam alari uchun 
shunday aniq ishorali V {xl,x 2,...,xn) funksiya topisli mumkin bo'isaki, 
lining vaqt bo'yicha bu tenglamalarga ko 'ra olingan to 'liq  hosilasi yoki
V funksiyaning ishorasiga teskari bo'lgan o'zgarmas ishorali funksiya, 
yoki aynan nolga teng bo ‘Isa, u holda toyilmagan harakat turg ‘un 
bo ‘ladi.

i s b o t  Umumiylikni buzmasdan, V { x v x 2,. . . ,x n ) funksiya

\xs\< h < H  0  = 1,/?) (2.2.2)

sohada aniq musbat ishorali deb faraz qilamiz. Shu sohada, teorema- 
ning shartiga ko ‘ra,

dV_ 
dt

tengsizlik bajariladi.

V(G,0,...f0 ) s jy ( 0 ,0 , . . : ,0 ) s 0 .

^ d V
= > ~ X ,  <0

.1=1
(2.2.3)

£ -  ixtiyoriy yetarli kichik musbat son va e < h  b.^lsin.

h | ,K |r - . .W  sonlarning eng kattasini x  bilan belgilaymiz, ya’ni

.r = max{j,r1j,...,|x)lj},
so 'ngra
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x  — £  (2.2.4)

munosabat bilan bog iangan  x l , x 2, , . . ,x n miqdorlarning barcha qiy-

matlari majmua'sini k o ‘ramiz, ya’ni markazi koordinata boshi bilán ust- 
ma-ust tushadigan va qirralari koordinata o ‘qlariga parallel hamda to- 
moni 2 e  ga teng bo 'lgan n - o ‘íchovli kub yoqlarida yotgan hamma 
nuqtalarni qaraymiz.

V (x l7x2,...,xn) funksiyaning (2.2.4) shart uchun aniq quyi chegarasi 

/ b o is in , ya’ni
V ( x \ , x 2,. . . ,x n) > l .  (2.2.5)

(2.2.2) sobada V  faqat musbat qiymat qabul qilganligi uchun l > 0 
bo'Iadi. V  (2.2.2) sohada uzluksiz bo'lganligidan uning (2.2.4) to'plarn- 
dagi aniq quyi chegarasi bu funksiyaning shu to ‘piarada qabul qiladigan 
qiymatlaridan bittasi bo ‘ladi.

Endi boshlang‘ich qiymati x¿ = x  ( t0)

|x«| < r¡ (2.2.6)

shartni qanoatlantiradigan toyilgan harakat differensial tenglamalarining 
yechimi xs(0  ni ko'ram iz. r¡ son £ dan kichik va u shunchalik kichik 
bo'lsinki,

V (x ° ,x °2 , . . . , x ° ) < l  .(2.2.7)

tcngsizlik bajarilsin. i) sonni ana shunday tanlab olish mumkin, chunki 

I7 uzluksiz funksiya va V(Q, 0 ,... ,0) = 0 . xs(t) yechimlarni 

V(xl ,x 2,...,x„) funksiyaning ifodasiga q o ‘yib, t  vaqtga bog‘liq bo'lgan 

V(x{{t),x2(t),...,xn(t)) ga ega bo ‘lamiz. Bu funksiya, (2.2.3) munosabat- 

i'.a asosan, (2.2.2) sohada kamayuvchi funksiya b o ‘¡adi. Dernak, xs(t) 
ning (2 .2 .2) sohada yotadigan hamma qiymatlari uchun

V {x x( f ) , ^ 2(jt),...,xn {t)) < V (xf*,X 2 ,...,X n) < l . (2.2.8)

lili munosabatdan barcha I > t 0 lar uchun

|xs(í)j < £  (>5 = 1. n) (2.2.9)

mui;.’ bajarilishi kelib chiqadi. Haqiqatan ham, r¡ < £  bo lganidan  va 

v( / )ni ng uzluksizligidan hech bo ‘lmaganda t ning t 0 ga yaqin qiy-
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matlari uchun (2.2.9) tengsizliklar bajariladi. Agar bu tengsizliklar 
bajarilmasa, u holda vaqtning shunday t = T  payti topiladiki, shu payt- 

da x s laming hech bo ‘lmasa birortasining miqdorL.¿: ga teng bo'ladi.

Boshqacha qiiib aytganda, shunday t = T  payt mavjud b o ‘ladiki, shu 
paytda (2.2.4) munosabat bajariladi va, demak, (2.2.5) ga asosan

V (xx(T ),x1(T),...,xn{T ))> l

bo'lishi kerak. Ammo bunday b o lish i mumkin emas, chunki e  < h 
bo'lganligidan (2.2.4) to 'plam  (2.2.2) sohada yotadi, demak, x  = £ 
uchun (2 .2 .8) tengsizlik bajariladi.

Shunday qilib, (2.2.6) shartni qanoatlantiruvchi toyilgan harakat diffe- 
rensial tenglamalarining hamma xs(t) yechimlari barcha t > t0 lar uchun

(2.2.9) tengsizliklami qanoatlantiradi. Demak, toyilmagan harakat (toyilgan 
harakatning muvozanat holati) turg'un bo'ladi.

Izoh. Teoremaning keltirilgan isbotidan, berilgan £ son uchun ama- 
liy mascdalar uchun zarur bo'lgan r¡ sonni topish algoritmi kelib 
chiqadi:

1) Berilgan £ songa asosan (2.2.4) to ‘plamda V (xx,x 2,...,xn) funk- 
siyaning aniq quyi chegarasi l(£) topiladi;

2) T]{£) sonni topilgan 1(e) songa asosan shunday tanlash lozimki,

|x”|< 7  tengsizliklarning bajarilishidan V(xl0,x°,...,x”) < /  kelib chiqsin.

U
l{£) sonni topish usulini k o ‘rsataylik. V = ^ A saxsxa musbat isho-

S, <7=1

rali kvadratik forma bo ‘lsin. V  kvadratik formaga mos keluvchi

Ai - r A 2 -  A,,

A2I A  2 ~ r '' A  n = 0 (A)

A„ A? 2 ■■ K n - 7

xarakteristik tenglamani tuzamiz. Algebradan m a’lumki, bu tenglama- 
ning hamma ildizlari haqiqiy  va m usbat sonlardir. x t , x 2,. . . ,x n 
o ‘zgaruvchilar

x = max{|x1|,...,|x„|}=£’ yoki x f + x2 +... + xf, = £ 2

shartlarni qanoatlantirganda V  funksiyaning aniq quyi chegarasi (eng 
minimal qiymati) 1(e)
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(В)
formula orqali aniqlanadi, bu yerda a -  (A) tenglamaning eng kichik 
qiymatli ildizi.

Xuddi shunday, V ning aniq yuqori chegarasi (eng maksimal qiy- 
mati) L  va 77( f )  son

lormulalar orqali aniqlanadi, bu yerda со -  (A) ning eng katla qiymatli 
ildizi. Bu tasdiqlarning isbotini G.N. Duboshin [26] asarining 89-91- 
betlaridan topasiz.

Agar funksiya V -  Aux f  + A22x 2 +...+ AIVIx 2 tenglik bilan aniqlansa, u 

holda l va L lar

formulai ai- bilan aniqlanadi, bu yerda A n. -  koeffitsiyentlaming eng kichigi, 

A kk esa koeffitsiyentlaming eng kattasi.

Agar V = A (x2 + x2 + ... +  X2) b o ‘lsa, u holda

2
futiksiyani olib, uning toyilgan harakat tenglamalariga k o ‘ra vaqt b o ‘yi- 
cha to ‘liq hosilasini topamiz:

V aniq musbat ishorali funksiya va uning vaqt bo‘yicha olingan to‘liq

ning hamma shartlarini qanoatlantiradi. Demak, x¡ -  x2 = 0 toyilmagan 
harakat turg‘un bo'ladi.

o 2 ^ 7
L  = coe~ , r¡ = — £ '

(O

l = Arr£ 2 , L  = Akk£ 2

V = —  
dt
V-• , • I , n 2 2 л 5 1 , 

---- = X tX t +  X 2X 2 =  JC, ( * 2 +  *x < x 2 ~ 4 X ¡  /  +
dt

V 3 , 3 ч  /о 3 2 s 2+ x2( - x l - x 0 + X ^ J  = -{ ¿ x l - x 2) .

hosilasi V  0 ‘zgarmas manfiy ishorali funksiya bo‘lgani uchun teorema-
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2- misol. Toyilgan harakat tenglamalari
x, = - x t - X t + x 2(x, + x 2),  

x 2 -  x, - x , ( x ,  4- x2)

k o ‘rinishda bo'lsin. Agar V funksiyani

V  = x ; + x 22
ko'rinishda olsak, u holda uning toyilgan harakat tenglamalariga nis- 
batan vaqt bo‘yicha olingan to ‘liq hosilasi

V  = - 2 x ,2

bo‘ladi. V  aniq musbat ishorali va V  o'zgarmas manfiy ishorali funksiyalar, 
shuning uchun teorema A ga asosan, toyilmagan harakat turg‘un bo'ladi.

3- misol. Quyidagi toyilgan harakatning tenglamalari berilgan bo'lsin: 

x, =  x 2 -  3x3 -  x, (x2 -  2x3) 2 , 

x2 = —2xj + 3x3 — x2 (x, +  x3 )2 , 

x3 = 2x, — x2 -  x3 .

V funksiyani

V  = 2x,2 + x 22 + 3x3

koi'inishda olamiz. Uning vaqt bo'yicha toyilgan harakat tenglamala­
riga asosan olingan to ‘liq hosilasi

V = - 4 x 2 (x2 -  2x3)2 -  2x2 (x, +  x3 )2 -  6x3

bo ‘ladi.

V  aniq musbat ishorali funksiya va V  0 ‘zgarmas manfiy ishorali 
funksiya bo'lganligidan, isbot qilingan teoremaga. asosan, toyilmagan 
harakat turg 'un bo ‘ladi.

Ixtiyoriy e  > 0 son uchun V  funksiyaning aniq quyi chegarasi (eng

minimal qiymati) / = £ 2 va t y  = ^ £ 2 ekanligini topamiz.

Demak, agar boshlang‘ich

2 , 2 . 2 1 „2 
■*10 +  X 20 X 30 ^

sharlni qanoatlantiruvchi x 10, x20 va x30 larni olsak, u holda hamma 

t > t0 lar uchun
2 1 2  2 

. X, + X2 + X3 < £

tengsizlikka ega bo'lam iz.
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3- §. H a r a k a tn in g  a s im p to tik  t u r g ‘u n lig i h a q id a g i  L y a p u n o v  
te o re m a s i

Quyida bayon etiladigan harakatning asimptotik tu rg‘unligi haqidagi 
Lyapunovning teoremasi uning birinchi teoremasini to ‘ldiradi.

T eorem a B. Agar toyilgan harakat differensial tenglamalari uchun 
shunday aniq ishorali V (x ],x 2,...,xn) funksiya  topilib, uning bu tengla- 
malarga nisbatan vaqt bo'yicha olingan to 'liq  hosilasi V ning ishorasiga 
teskari aniq ishorali funksiya b o ‘Isa, u holda toyilmagan harakat 
asimptotik turg ‘undir.

Isbot. Xuddi birinchi teoremaning isbotidagi kabi V(’x l ,x 2,...,xn) aniq 

musbat ishorali funksiya bo'lsin.

Demak, teorem aning shartiga asosan —  aniq manfiy ishorali
•dt

funksiya bo 'ladi, ya’ni (2 .2 .2) sohada

—  < 0
dt

inunosabatlar bajariladi.
e  son h dan kichik ixtiyoriy musbat son bóTsi'n. K o‘rilayotgan hoi 

uchun birinchi teoremaning shartlari to ‘liq bajariladi va, demak, toyil- 
inagan harakat tu rg ‘un bo ‘ladi. Shu sababli ham  har qanday yetarlicha 
kichik m usbat e  son uchun shunday m usbat r/(e) son topiladiki,

toyilgan harakat differensial tenglamalarining har qanday x j t )  yechim-

lari uchun t = t0 paytda

|jc®(i)|<7 (2-3.1)
bajarilishidan barcha t > t 0 lar uchun

jxs (r)| <  e  (2.3.2)

lengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi.
Endi teorema sharti bajarilganda toyilmagan harakatning asimptotik 

lurg'un bo ‘lishini, ya’ni

l im x  (i)  =  0  (s = l n )  (2.3.3)
/_>oo

I'kanligini k o ‘rsatamiz.
Haqiqatan ham, ko‘rilayotgan x s(t)  yechimlar doimo (2.3.2) sohada 

\otganligi uchun teoremaning shartiga asosan V (x,(t),...,x fl(t)) funk- 
siyaning vaqt bo'yicha olingan to ‘liq hosilasi t ning hamma qiymatlari
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uchun (nolga aylanmasdan) manfiy bo‘ladi. V  aniq ishorali funksiya 
b o ‘lganligi uchun faqat koordinata boshida nol qiymat qabul qiladi.

Shunday qilib, V  doimo manfiy, demak, V {xy(tjfx2(t),...,xn(t)) funk­
siya monoton kamayuvchi bo'ladi. Shuning uchun ham bu funksiya 
t —> oo da biror a  limitga (undan doimo kaíta bo'lgan holda) intiladi, 
ya’ni doimo

V (x { ( t) ,x 2(t),...,xn ( t ) )> a  (2.3.4)

bo'ladi.
a  = 0 ekanligini isbot qilamiz. Teskarisini faraz qilaylik. Demak, 

a *  0 va V  aniq musbat ishorali funksiya bo'iganligidan a >  0 bo lad i.
V funksiya uzluksiz funksiya b o ‘lganligi uchun (2.3.4) tengsizlikdan

x(t) = max {|x, (t)| ,...,\xn (í)| }> a (2.3.5)

kelib chiqadi, bu yérda a -  biror musbat son. 0 ‘z navbatida V  aniq 
manfiy ishorali funksiya bo'iganligidan (2.3.5) ga asosan

. dV
—  < - b  
dt

ni hosil qilamiz, bu yerda b -  biror musbat son. Demak, hamma t> tQ 
lar uchun

V(x1(O,-;,Jcn(O) = V(x1(í0),...,x„(í0)]+  \ ~ dt ^
'o

< V (x l(t0),...,xn(t0) ) ~ b ( t - t 0) (2.3,6)

ga ega bo‘lamiz.
Biroq buning bo 'lish i mumkin emas, chunki (2.3.6) tenglikning o ‘ng 

tarafidagi ifoda bilan birga V  funksiya t ning yetarli katta qiymatlarida 
manfiy b o lib  qoladi. Teoremaning shartiga asosan esa V (x¡(t),...,xn(t)) 
musbat ishorali funksiyadir. Biz qarama-qarshilikka kelib qoldik. 
Demak,

limV (xx(t),x2(t),...,xn(t)) = 0

va V(Xj (f),...,x„(?)) aniq ishorali funksiya ekanligidan

lim jc (í) =  0
/—>oo

boMaai. Demak, teorema sharti bajarilganda, toyilmagan harakat 
tik turg'un bo'ladi.
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Izoh. Toyilgan harakat differensial tenglamalarining  xs(/) yechim- 

lari uchun l i m i v(i) =  0 shartning bajarilishini ta 'm inlay oladigan
>°o

xQs - x s(t0) boshlang'ich qiymatlarning eng katta sohasini asimptotik 

turg ‘unlik sohasi deb ataymiz-
Keltirilgan isbotdan ravshanki, bu soha hech qachon ]xs(f0)|<?7 so- 

hadan kichik bo im aydi. 77( f )  sonni berilgan e  songa asosan topish 

algoritrai 2-§ dagi izohda berilgan.
1 - m isol. Toyilgan harakat differensial tenglamalari

3 1 9
x, =  - x 2 + x tx 2 -  x{ -  —x ,x 2 ,

0 1 2 X-, = - 3 x 2 + X\X2 +  x { x 2 -  — xtx 2

bo'lsin. V  funksiyani quyidagi k o ‘rinishda olamiz:

V (a-,, x2) = ~ !3 x ,2 - 2xxx 2 + x ?2).

Bu funksiyaning koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsaning bosh 
minorlari Silvester kriteriysi shartlarini qanoatlantirganligi uchun u aniq 
musbat ishoralidir, ya’ni V > 0 .

V funksiyaning vaqt bo'yicha to ‘liq hosilasi

V = (3X[ -  x 2) x, -  (x, -  x2) x2

ko'rinishda b o ‘ladi. V ifodasidagi x¡ va x2 lam ing o ‘rniga toyilgan 
harakat tenglamalaridan qiymatlärini keltirib qo'yib, sbddalashtirgani- 
mizdan keyin

V = ~~3X{ + 2X[2X2 -  2xí 

ga ega b o ‘lamiz. Bu funksiya koeffitsiyentlaridan tuzilgan

A - 1
1 - 2  J

niatritsani qaraylik, bu yerda o 'zgaruvchilar sifatida x f va x 2 lar olin­
gan. A  ning bosh minorlari

A, = - 3  < 0, A2 = 5 > 0 .

Demak, Silvester kriteriysiga asosan V  funksiya x f  va x 2 o ‘zga- 
ruvchilarga (shuning uchun ham  x, va x2 larga) nisbatan aniq inanfiy 
ishorali funksiya b o ‘ladi, ya’ni V < 0  bo 'ladi.



Shunday q ilitv  V  aniq m usbat ishorali va V  aniq manfiy ishorali 
funksiyalar bo 'lganüklaridan, teorem a B ga asosan, toyilmagan harakat 
asimptotik tu rg‘un b o ‘Iadi.

2- m isol. Toyilgan harakat tenglamalari quyidagicha b o l  sin:
.i', =  -3 x 2 + x2 -  x3 +  3x, (6x,2 + 5x2 + 2x3) ,

x2 =  -2x¡ -  5x2 +  x,  +  5x2 (6x¡ +  5*2 +  2x]),

x3 = 2x¡ -  x2 -  2x3 + 2x3 (óxf + 5x1 +  - x3) ■
Lyapunov funksiyasini

V = 2 x f +  x2 +  x3

ko'rinishda olamiz. Uning vaqt b o ‘yicha toyilgan harakat tenglamalariga 
k o 'ra  olingan to ‘liq hosilasi

V = —2 ( 6 ^  +  5x2 + 2x3) (1 -  6x2 -  5 x 2 -  2x1) 

bo'ladi. V  funksiya xv  x2 va x3 o ‘zgaruvchilaming hamma qiymatla- 

rida aniq musbat ishoralidir, V  funksiya esa

6xf +  5 x 2 + 2 x \  < 1 

sohada aniq manfiy ishorali bo‘ladi. Demak, V va -  V  funksiyalar uchun

2 , 2 , 2 1 x] + x 2 + x 3 < -  
6

sohada V > 0 va - V  > 0  munosabatlar o ‘rinli, ya’ni teorema B ning 
hamma shartlari qanoatlantiriladi va shuning uchun ham toyilmagan

2 1harakat asimptotik tu rg‘un bo‘ladi. Bu misolda r¡ deb olish
6

mumkin, u holda t = t0 vaqtda bosM angich

2 2 2 1 
*10 +  *20 +  *30 — ~6

shartni qanoatlandravdñ hamma x, T x 2 v a  x 3 yechimlar uchun 

lim x , =  lim x 2 =  lim x 3 =  lim  ( x f  + x 2 + x 3 ) = 0
t—yoo f-->oo " /—>oo * /—> oo “

m unosabat bajariladi.
3- m isol. Quyidagi tenglamalar sistemasi berilgan bo ‘lsin:

x, =  - x v -  x2 + (x, -  x2) (x f  + x2) ,

ir2 = +x, -  x2 + (x, + x2) (x,2 + x2).
y  funksiyani



V = x,2 + x2

k o iin ish d a  olib, undan vaqt b o ‘yicha to ‘liq hosila olamiz:

V -  - 2 ( x f  +  ,v;) (1 -  x f  -  x 2) .

V aniq musbat ishorali funksiya, V  funksiya esa
1 0 i xf + x2 < 1

sohada manfiy ishoralidir. Shuning uchun, agar boshlang‘ich qiymatni

x,0 + x20 ^  1

tengsizlikni qanoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda lim (x,2 +  x 2) = 0 bo‘-
/—>OQ

ladi. Bu yerdan lirri x, = lira x2 = 0 va toyilmagan harakatning asimptotik
t_>oo t~>oo

turg‘un ekanligi kelib chiqadi.

4- §. Harakatning batamom aslinptotik turg‘unligi haqidagi 
Barbashin -  Krasovskiy teoremalari

Lyapunov kichik toyilishlar uchun asimptotik tu rg‘unlikning yetar- 
lilik shartlarini yaratdi. Boshqacha qiiib aytganda, Lyapunov teoremasi 
faqat t = t0 boshl'ang'ich vaqtda dinamik sistema harakatiga ta’sir 
etadigan toydiruvchi kuchlar miqdori yetarlicha kichik b o ig a n  hollar- 
dagina to ‘g ‘ridir, ya’ni

|xs ( i0)|< 77  (2.4.1)
tengsizlikdagi 7] yetarli kichik musbat son b o ‘!ishi kerak. Ammo, arna- 
liyotda (masalan, boshqaruv jarayonlarida, kuzatuvchi sistemalarida, 
avtomatik regulatorlarda va boshqa qurilmalarda) dinam ik sistemaga 
ta ’sir etadigan toydiruvchi kuchlam ing miqdori (demak, x s(t0) larning 
miqdori ham) katta b o iish i mumkin. Bu hollar uchun Lyapunov 
teoremasi o ‘z kuchini yo 'qotadi.

E.A. Barbashin, N.P. Yerugin, V.A, Pliss va N.N. Krasovskiy 1950- 
1955-yillar davomida har qanday kattalikdagi toyilishlar uchun asimpto­
tik tu rg‘unlikning yetai'li shartlarini ishlab chiqdilar [9,10,27,28,40,77].

Bu hollarda (2.4.1) boshlang‘ich x s(t0) toyilishlar sohasining k o ‘- 
lamini baholash masalasi muhimdir. Shuning uchun ham toyilmagan 
harakatning asimptotik turg‘unligi haqidagi ta ’rifni to ‘ldirish lozim b o ‘- 
lib qoladi.

1 -ta ’rif. Agar G masalaning sharti ho'yicha xs(t0) o'zgaruvchilar- 

ning x5 (t0) boshlang ‘ich toyilishlar yotishi mumkin bo ‘Igan oldindan 

berilgan o'zgarish sohasi b o ‘lib, toyilmagan harakat xs = 0  turg'un va
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lim .X (r) = 0 (2.4..',
t~> CO

(2.4.2) munosäbat G sohadagi hamina x s(t0) lar uchun bajarilsa, u 
holda toyilmagan harakat keng ko'lamda asimptotik iurg  ‘un deyiladi. 

Ayrim holda, G soha

k ( / 0) M  (2.4.3)
tengsizlik bilan ham aniqlanishi mumkin, bu yerda N  ■- berilgan musbat 
son.

2- ta ’rif. Agar toyilmagan harakat turg'un bo'lsa va (2.4.2) mu- 
nosabat har qanday boshlang’ich xs(t0) toyilishlar uchun bajarilsa, u 
holda toyilmagan harakat batamom asimptotik turg'un deb ataladi.

Lyapunovning asimptotik turg‘unlik haqidagi teoremasini keng 
ko 'lam da asimptotik turg‘unlik va batamom asimptotik turg‘unlik hollari 
uchun umumiashtirish mumkin. Quyida E.A. Barbashin va R N . Rrasov- 
skiyning shu masalaga bag‘ishlagan teoremalarini (asimptotik turg‘unlik 
kriteriylarini) isbotsiz keltirainiz.

T eorem a Bs. Agar toyilgan harakat differensial tenglamalari uchun
k |  <Q  (2.4.4)

sonada aniq ishorali V (x l ,x 2,...,x ll) funksiya topilib, uning toyilgan

harakat tenglamalariga asosan vaqt b o ‘yicha olingan M N < m Q teng-

sizlikni qanodtlantiruvchi to'liq hosilasi ham (2.4.4) sohada V ning 
ishorasiga teskari aniq ishorali funksiya b o lsa , u holda toyilmagan 
harakat

K (/,,)i<iV  (2.4.5)

sohadagi xs(f0) boshlanglch  toyilishlarga nisbatan keng kolam da  

asimptotik turg'un bo'ladi.
Bu yerda mQ bilan \y (x {,x 2,...,xn)\ funksiyaning x  = Q

(x = max[|x,|,...,jx„|]) shart bajarilgandagi aniq quyi chegarasi, M N 

bilan ésa x ~ N  shart uchun \V (x], x 2,. . . ,x n )\ funksiyaning aniq yuqori

chegarasi beigilangan.
T eorem a B2. Agar toyilgan harakat differensial tenglmalari uchun 

shunday musbat ishorali V ( . v , . v /;) funksiya topilib, uning toyilgan 

harakat tenglamalariga ko'ra vaqt bo'yicha olingan to 'liq hosilasi 
hamma x s lar uchun manfiy ishorali funksiya hamda

liniK(A'|!...,X11) =  oo
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bo 'Isa, u holda toyilmagan harakat batamom asim ptotik turg'un  
bo ‘ladi.

Teoremadagi lim V ' =  00 shartni quyidagicha tushunish iozim: har 

qanday N  son uchun Q > N  sonni shunday tanlab olish mumkinki 

M N < mQ tengsizlik bajarilsin. U  vaqtda teorema B2 ning to ‘g ‘riligi teo­

rema Bj dan kelib chiqadi. Bu shartning batamom turg‘imlik masaialar 
uchun muhimligini N.P. Yerugin o ‘zining [271 ishida k o ‘¡salgan edi.

5- §. Turg‘unlik haqidag! teoremalarning geometrik taîqmi

Harakat turg‘unligi haqidagi Lyapunovning teorem alanga sodda ,geo­
metrik talqin berish murnkin. Bu talqin teoremalarning asosiy mazmnn 
larini tushunishga yordam beribgina qolmasdan, balki k o ‘pgina texnik 
masalalami yechishda ham  foydalaniladi.

Biz quyida keltirayotgan geometrik talqinni LG. M aikin 1929— 1931- 
yillarda Qozon fizika-matem atika jam iyatida ifodalagan edi [54].

Dastlab Lyapunovning birinchi teoremasida soddaiik uchun n  =  3 del 
faraz qilamiz. Aniq ishorali V (xv x2,x-5) funksiya mavjud va bu 

funksiya uchun V  < 0  b o ‘lsin. Endi.
V(x i, x 2,x3 ) = c (2.5.1)

sirtlarni yasaymiz, bu yerda c -n o ld an  yetarlicha kichik farq qiladigan 
0 ‘zgaruvchi m usbat parametr. l-§  da k o ‘rsatilgan ediki, (2.5.1) sirtlar 
yopiq va koordinata boshini qamrab oladi, c = 0 b o ‘lganda esa nuqtaga 
aylanadi (koordinata boshi). Agar c¡ < c2 b o ‘lsa, u holda V  =  ci sirt

V =  c2 sirtning ichida to liq  yotadi.

Boshlang‘ich t = t0 vaqtda koordinata boshi atrofiriing biror nuqta- 
sidan chiqayotgan

~  =  Ps^l  + P ,  2X 2 + -  +  Ps„Xn +  X s ( x i ,x 2, .. . ,xn) (2.5.2) 
dt

loyilgan harakat differensial tenglamalarining biror integral egri chizig 'i- 
ni k o ‘ramiz. Bu integral egri chiziq î ning o ‘sishi bilan hech qachon
(2.5.1) sirtlarning birortasini ichkarisidan tashqariga qarab kesib o 'tm ay- 
di. Haqiqatan ham, agar biror nuqtada bu kesishuv yuz bersa edi, u 
holda bu nuqtada yoki uning atrofida V (x i( t) ,x 2( t) ,x i (t)) funksiya 
musbat hosilaga ega b o ‘lardi, chunki birinchi (2.5.1) sirtni qamrab oigan 
¡kkinchi (2.5.1) sirtga o 'tishda V ( x l , x 2, x 3) funksiya o ‘sadi. Ammo,

V < 0 ekanligidan, bunday bo ‘iishi m umkin emas. Shunday qilib, agar
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boshlang‘ich vaqtda biror integral egri chiziq biror (2 .5 .1) sirtning 
ichida b o ‘lsa, u holda u t > t 0 vaqtlarda ham  uning ichida qoladi.

c ning yetarlicha kichik qiymatlarida (2.5.1) sirr  koordinata boshini 
qamrab olganidan, toyilmagan harakatning turg‘unligi kelib chiqadi (2 .3- 
shaklga qarang).

/ / ' w j L ---

/  /  ^  \  \

' V  * 0 ) ) ) ( * 0

\ V  /

a) b)

2.3- shakl.

Agar V  funksiya aniq manfiy ishorali bo'lsa, u holda koordinata 
boshining yetarli kichik atrofidan chiqayotgan har bir integral egri 
chiziq (2.5.1) sirtlarni tashqaridan ichkariga qarab kesib o'tadi, chunki v 
V(Xj{t),x2(t),x3{t)) funksiya uzluksiz kamayishi kerak. U holda integral 
egri chiziqlar koordinata boshiga uzluksiz yaqinlashadi. Demak, toyil- - 
magan harakat asimptotik turg 'un b o ‘ladi.

Shunday qilib, Lyapunovning ikkinchi usuli geometrik nuqtayi na- 
zardan turg‘unlikni tekshirishni koordinata boshini qamrab (o ‘rab) olgan
(2.5.1) sirtlarni yasashga keltiriladi. Agar (2.5.2) tenglamalarning 
integral egri chiziqlari t  >  t0 vaqtlarda bu sirtlarni tashqaridan ichkariga
qarab kesib o ‘tsa, u holda toyilmagan harakat turg'un, integral egri 
chiziqlar (2.5.1) sirtlarni ichkaridan tashqariga qarab kesib o 'tganda esa 
toyilmagan nai'akat noturg 'un b o ‘ladi. Qandaydir mulohazalar asosida 
yuqorida aytiigan xususiyatlarga ega bo'lgan sirtlar mavjudligini aniq- 
lasak, u holda tu rg‘unlik masalasi osongina yechiladi.

6 - §. H a r a k a tn in g  n o tu r g ‘u n iig i h a q id a g i L y a p u n o v n in g  b ir in c h i 
te o re m a s i

Endi harakatning noturg'unligi haqidagi Lyapunov teoremalarini k o ‘- 
rib 0 ‘tamiz. Uning birinchi teoremasi quyidagicha ta’riflanadi.
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T eo rem a D. A gar toyilgan harakat differentia l tenglamalari uchun 
shunday V(xv x 2,...,xn ) funksiya  topilib va uning toyilgan harakat teng- 
lainalariga k o ‘ra vacjt bo'yicha olingan to 'liq  hosilasi aniq ishorali. 
funksiya bo'lib, funksiyaning o 'zi esa ishorasi V nikiga teskari bo'lgan 
o'zgarmas ishorali funksiya b o ‘Imasa, u holda toyilmagan harakat 
iw turg'un bo'ladi. 

dV
Isbot. — - = V  funksiya 

dt
\x \< h < H  (2.6.1)

sobada aniq ishorali bo is in . h ni shunday yetarlicha kichik musbat son 
deb faraz qilamizki, toyilgan harakatning (2.5.2) differensial tenglama­
lari (2 .6 .1) sohada xs(t) larning har bir xs(t0) boshlang‘ich qiymatlari

uchun yagona yechimga ega b o is in . Yana, aniqlik uchun, V  > 0  deylik. 
rj qancha kichik son bolm asin ,

|jc°| < r) (2.6.2)

sohada yotuvchi xs(t) yechimlarning shunday boshlangich  x° qiy- 

inatlari topilib, m a’lum bir t > t 0 vaqtda x ,( í)  yechimlar (2 .6 .1) so- 

hadan chiqib ketishi, ya’ni \xs( t) \> £ < h  bo lish in i ko'rsatish mumkin. 

Shu bilan toyilmagan harakatning noturg'unligi isbotlanadi.

Shu maqsadda, x^ larning qiymatlarini shunday tanlab olamizki, 

laqat (2 .6 .2) tengsizlik bajarilib qolmasdan, balki

v (x1°,a-20,...,x„0) > 0  (2.6.3)
liarn b o is in .

Qiymatlari (2.6.2) va (2.6.3) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi x” larni 
lanlab olish mumkin, chunki teoremaning shartiga asosan V funksiya 
o 'zgarm as manfiy ishorali emas va, demak, koordinata boshining 
yetarlicha kichik atrofida V funksiya musbat qiymatlar qabul qila oladi. 
I'.ndi (2.5.2) tenglamalarning (2.6.2) va (2.6.3) tengsizliklarni qanoat-

lantirüvchi boshlangich  x” qiymatlarga mos keluvchi xs(í) yechimini

ko'ramiz. Bu yechim qandaydir t vaqtda albatta (2.6.1) sohadan chiqib 
ketadi. Bu tasdiqni isbot qiíish uchun teskarisini faraz qilamiz, ya’ni 
Ilamina t > t0 vaqtlarda xs(t) yechimlar (2 .6 .1) tengsizlikni qanoatlan- 

tirsin. U vaqtda har doim V > 0 bo'ladi va, demak, V(xl(t),x2(t),x3(t)) 
lunksiya doimo o'sadi.
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Shuning uchun

VrxI( í ) , ^ , Í 3(f))> v (jtj,,jf}'v. . ,x j)  (2.6.4)

ni yozishga haqlimiz'. Bu yerdan albatta “

x(f) = m ax{ |a-,(í ) | , . . . , K ( í )| }> Á  (2.6.5)

kelib chiqadi, bu yerda A -  biror musbat son. Agar x(t) < A b o lsa , u 

holda V (x t ,x 2,...,xn) uzluksiz funksiya va V(0, 0 ,..., 0) = 0 bo'iganligi 
uchun A ning yetarlicha kichik qiymati uchun (2.6.4) tengsizlik ba- 
jarilmasligi mumkin.

V musbat ishorali funksiya bo'iganligi sababli (2.6.5) tengsizlikdan 
ko'rilayotgan xs(t) yechimlar uchun har doim

V > 1
tengsizlik bajariladi, bu yerda ¿ -  yetarlicha kichik musbat son. Demak,

V(x](t),...,x„(t)) =  v(x¡\...,jc¡J)+ f—  d t > v ( x ? , . . . , x " ) + l ( t - t 0). (2 .6 .6)
J dt'o

bo'ladi.
(2.6.6) munosabatdan V (xx(t),...,xn(t)) funksiyaning cheksiz o'sishi 

kelib chiqadi. Ammo, bu xs(t) yechim (2.6.1) sohadan chiqmaydi degan
farazimizga to‘g ‘ri kelmaydi. Demak, farazimiz noto‘g ‘ri ekan. Bu 
toyilmagan harakatning noturg'un ekanligini bildiradi.

7- §. Harakatning noturg‘unligi haqidagi Lyapunovning 
ikkinchi teoremasi

Endi Lyapunovning harakat noturg'unligi haqidagi ikkinchi teore- 
masini isbot qilamiz.

Teorem a E. Agar shunday V funksiya topilib, uning toyilgan ha­
rakat tenglamalariga asosan vaqt bo'yicha olingan to 'liq hosilasi (2.6.1) 
sohada

dV
-—  = Á V  + W (x„x2,...,xn) (2.7.1)
dt

ko'rinishga ega hamda bunda A -  o'zgarmas musbat son, W esa, yoki 
aynan nol, yoki o'zgcirmas ishorali. funksiya bo'lsa va agar oxirgi holda
V funksiya W  ning ishorasiga teskari bo 'Igan o ‘zgarmas ishorali bo 7- 
masa, u holda toyilmagan harakat noturg ‘un bo ‘ladi.

Isboí. Aniqlik uchun W > 0 bo'lsin. U holda (2.7.1) munosabatdan
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—  > Á V  (2.7.2)
dt

ni hosil qilamiz. Xuddi teorema D dagidek x s(t) yechimning t = t0- da- 

>• i hoshlang'ich qiymatlarini shunday tanlab olamizki,

k ° | < /7 , V(x1° , . . . ,4 ) > 0  (2.7.3)

icngsizliklar bir vaqtda bajarilsin, bu yerda r¡ -  istalgancha kichik musbat 

,011. Shu shartlar bajarilganda, x s(t) yechim vaqti kelib (2.6.1) sohadan

ihiqib ketishini k o ‘rsatamiz. Aksini, ya’ni (2.6.1) tengsizliklar doimo 
bajariladi deb faraz qilamiz. U holda (2.7.2) tengsizliklar doimo bajariladi va

V'(.v",x2,...,x“) > 0  bo‘Iganligi uchun (2.7.2) ga asosan V  doimo musbat

bo'lib qoladi, ya’ni V  > 0 .  Demak, V  (jc,(f),...,jrn(0 ) « ‘suvchi funksiya bo‘-
ladi. U vaqtda (2.7.2) tengsizlikdan

^ - > A V ( Xi(t),...,xn(t) )> A V  ( x ? , (2.7.4) 
dt

11 í hosil qilamiz. Bu yerdan

V > A v ( x l . . . , x l ) { t - t 0) (2.7.5)

inunosabat kelib chiqadi. (2.7.5) ning b o ‘lishi mumkin emas, chunki
(2.6.1) sohada V  funksiya chegaralangan. Shunday qilib, (2.6.1) teng- 
i.i/lik ko‘riiayotgan x j t )  yechim uchun buziladi. Bu holat toyilmagan 
Iijm akatning turg‘un emasligini k o ‘rsatadi.

8» §. Teorema D ning geomeírik taiqini.
N.G. Clietaev teoremas!

Teorema D ga ham, xuddi teorema A va B lar uchun b o ‘lganidek, 
ivom etrik talqin berish mumkin.

Socldalik uchun n - 2  deb olamiz ya avval V  funksiyani aniq isho-
rali em as deb hisoblaymiz. Bu holda V (x ¡ ,x 2) - 0  egri chiziq koor-
■ Imala boshidan 0 ‘tadigan bitta yoki bir nechta haqiqiy tarmoqqa (shox- 
l'.a) cga bo 'ladi (2.4-shakl).
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a)  b)

2.4- shakl.

dV
—  funksiya an iq  m u sbat ish orali bo 'lsin . Teorem a shartiga asosan 
dt

koordinata boshi atrofida kamida bitta V > 0  soha bo'ladi. Bu soha
V =  0 egri chiziqlar biian chegaralangan b o ‘ladi. 2.4,b-shakldagi AOB 
sektor o ‘sha sohalarning bittasini ifodalaydi, punktirlangan chiziqlar esa
V =  C >  0  egri chiziqlarni bildiradi. Soha chegarasining ixtiyoriy M  
nuqtasidan chiqayotgan M P  integral egri chiziqni ko'raylik . M  nuqtani

koordinata boshiga ju d a ham yaqin qilib olish mumkin. —  > 0
dt

bo'lganligi uchun bu integral egri chiziq t ning o ‘sishi bilan albatta
V = C  egri chiziqlar oilasini ichkaridan tashqariga (S ning o'sadigan 
tomoniga) qarab kesib o ‘tadi va V = C  chegaradan uzoqlashadi. Rav- 
shanki, integral egri chiziqlar hamma vaqt koordinata boshidan uzoq- 
lasha boradi va agar biror t vaqtda V > 0  sohaning ikkinchi chegarasiga 
etib bormasa (2 .4 - shakl), oqibatda (2 .6 .1 ) sohadan chiqib ketadi.

Ammo V >  0  sohaning ikkinchi chegarasini kesishi mumkin emas, 
chunki agar biror N  nuqtada sodir b o ‘lsa edi, (2 .5 - shakl) u holda bu 

dV
nuqtada, ravshanki, —  < 0 b o ‘lardi (chunki V  funksiya musbat qiy-

dt
matdan nol qiym atga o 'zgarishi uchun albatta kam ayishi, ya ’ni V < 0  
b o ’lishi kerak).
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А

2.5- shakl.

Shunday qilib , koordinata boshiga istalgancha yaqin boMgan nuq- 
ladan chiquvchi va m a’lum vaqtda (2 ,6 .1 ) sohadan chiqib ketuvchi in­
tegral egri chiziqlar mavjud ekan. Dem ak, toyilmagan harakat tu rg ‘un 
bo‘lmaydi.

Teorem ani isbot qilishda V  aniq ishorali funksiya bo'lgand a ham 
licch narsa o'zgarmaydi. Bu holda koordinata boshining butun atrofi V  >  0 
soha b o ‘ladi.

Keltirilgan geom etrik talqin N .G . Chetayevga Lyapunovning bu 
teoremasini um umlashtirish im konini berdi.

dV
Haqiqatan ham, yuqorida yuritilgan mulohazalarda —  ning aniq

dt
ishorali funksiya ekanligi hech qanday rol o ‘ynagani y o ‘q. A gar «aniq

ishorali» iborani « —  funksiya V > 0  sohaning hamma nuqtalarida
dt

inusbat ishorali qiym at ( — > 0 )  qabul qiladi» degan ibora bilan alma-
dt

litiisak ham yuqorida yuritilgan m ulohazalar o'zgarm aydi. Shunday 
qilib, 1934-yilda N.G. Chetayev ta’riflagan quyidagi teorem aga kelam iz 
1100- 102].

N.G. C hetayev teorem asi. A g a r toyilgan harakat differensial 

tfiiglam alàri uchun shunday V (x ],x 2i—,x n) funksiyani topish mumkin 

ho'lib:
I) koordinata boshining istalgancha kichik atrofida V > 0 b o ‘-

I hlifian soha mavjud va uning chegarasida V = 0 ;
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2) V  > O solianing hamma nuqtalarida — > 0  bo'Isa, и holda to-
dt

yilmagan harakat turg'un bo'lmaydi.
N.G. Chetayev teorem asining aniq analitik isbotini ( 1011 kitobdan 

topish mumkin.
1- m isol. Toyilgan harakat differensial tenglamalari

3 , ~  2 
Xj =  X, + ¿XxX2 , X2 =  X,X2

k o ‘rinishda berilgan b o ls in . x, = x 2 =  0 toyilmagan harakatning turg'un 

emasligini k o ‘rsatamiz. Buning uchun Lyapunov funksiyasini

V - x , - x 2 (2 .8.1)

k o ‘rinishda olamiz. B u  funksiya uchun V >  0 soha mavjud va uning 

chegarasida V  =  x, -  x\ — 0  (2 .6 - shakl).

x ,-x2 =0

У>0
soha

2.6- shakl.

V  funksiyadan toyilgan harakat tengiamalariga asosan vaqt b o ‘yicha 
olingan to ‘liq hosilasi

V  =  i ,  -  2 x 2x 2 =  X,3 +  2xyx\ -  2 x 2 ■ x {x 2 =  x,3 (2.8.2)

b o la d i. V  funksiya barcha x, > 0  va istalgan x2 lar uchun musbat,

demak, V >  0 sohada V >  0  b o ‘ladi (2 .5 - shaklga qarang). U holda 
Chetayev teoremasiga asosan toyilmagan harakat noturg'undir.

Shuni ta’kidlaym izki, tanlab olingan V  funksiya Chetayev teo­
remasining shartlariga b o ‘ysunsa-da, Lyapunov teoremasining shartlarini 

qanoatlantirmaydi (chunki x¡ <  0 hollarda V < 0  b o ‘ladi).
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Izoh. 2—7-§ larda keltirilgan teoremalar (A, B, D va E teoremalar) 
Lyapunovning ikkinchi usuli bilan harakat turg'unligini tadqiq etishning 

poydevori hisoblanadi. Ularni isbotlashda toyilgan harakatning differensial 
lenglamalariga kirgan hamma o'zgaruvchilarga nisbatan toyilmagan hara­
kat turg‘unligi tadqiq etilyapti deb qaraladi. 1957-yilda V .V . Rumyansev 
Lyapunovning ikkinchi usulini o'zgaruvchilam ing faqat bir qism iga nis­
batan harakat turg'unligini tadqiq etishni talab etadigan dinamik siste- 
malarga jo riy  etdi [80].

9- §. Iniegrallar bog‘Ianmasi vosiiasida Lyapunov funksiyasini
tuzisfa

Lyapunovning ikkinchi usuli teoremalarini tatbiq etish, aniq xususi- 
,/atlarga ega b o ‘lgan funksiyani topishni taqozo qiladi. Afsuski, hozir- 
■vicha bunday funksiyalarni topishning um um iy_ usuli mavjud emas.

; hunday b o ‘lsa-da, k o ‘p hollarda toyilgan harakat tenglamalarining 
mtegrallari aniq b o ‘lganda, ulardan foydalanib Lyapunov funksiyasini 
yasash mumkin b o ‘!ib qoladi.

Toyilgan harakat differensial tenglamalari

^ f-= - p ^ x{ + .. .+  p snx x +  X ] ( x v x ^ - , x n) (5 = 1, ri) (2.9.1) 
dr

ushbu
F ( x ],x 2,—,x n) =  h =  const (2.9.2)

iutegralga keltirilgan va bu integral uchun F ( x ) - F { 0 ) ayirma 

V|,x2,...,a'„ o ‘zgaruvchilarning musbat ishorali funksiyasi b o ‘lsin. U 

holda Lyapunov funksiyasi sifatida

V = F ( Xl,x 2,...,xn) - F (  0) (2.9.3)

ni olish mumkin.
Haqiqatan ham, V  funksiyaning toyilgan harakat tenglam alariga nis- 

hatan vaqt b o ‘yicha olingan to ‘liq hosilasi (2 .9 .2 ) munosabatga asosan 
aynan nolga teng b o ‘ladi, ya ’ni V  =  0 .  Dem ak, V  funksiya Lyapunov- 
iling harakat turg'unligi haqidagi birinchi teoremasining (teorem a A) 
liainma shartlarini qanoatlantiradi.

Ayrim hollarda. toyilgan harakat differensial tenglamalari bir nechta

F , ( x , , x 2 ,..., x „ ) =  h , ,. . . ,  F m ( x , , x 2 ,..., x „ ) =  hm (2.9.4)

iiiU'i’rallarga ega b o ‘lishi mumkin. Bu yerda ht,h 2,...,hm-  o ‘zgarmas 

■ Hilar va F l , . . . , F m lam ing birortasi ham musbat ishorali funksiya emas: 

llu hoi uchun N.G. Chetayev V  funksiyani (2 .9 .4 ) in te g ra lla r b og 4-
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'• lan m asi orqali izlashni tavsiya etdi [1 0 1 ,1 0 2 ]. Um um iy ko 'dnishd a bu 
b og ‘Ianm a quyidagicha ifodalanadi:

v -  f,(o)]+...+w ,- , - F n m + t w 2 -  F2m+...+T,„[F2 -  F ,;m ,
(2.9.5)

bu yerda A ,,.. . ,A m, -  aniqmas o ‘zgarmas sonlar.

Agar Aj va ( j  =  l,m )  o ‘zgarmas sonlarni V musbat ishorali

funksiya bo'ladigan qilib tanlab olish mumkin b o ‘lsa, u holda bu funksiya 
teorema A ning hamma shartlarini qanoatlantirar edi (chunki V =  const 
ham toyilgan harakat differensial tenglamalarining integrali b o ‘ladi).

Integrallar b o g ‘lanmasi orqali Lyapunov funksiyasini yasashning 
Chetayev usuli ancha samaralidir. Aniq masalalarni Chetayev usulidan 
foydalanib tadqiq etishda quyidagi eslatmalarni hisobga olish tavsiya eti- 
ladi:

1 .2m  ta Aj va r ; koeffitsiyentlardan birortasini ixtiyoriy ravishda 

tanlash, masalan, A, =  1 deb olish mumkin.

2. K o ‘pincha hamma r f =  0  deb qabul qilib, V  funksiyani faqat chi-

ziqli integrallar bog'lanmasi. orqali yasash mumkin.
Chiziqli integrallar b o g ‘lanmasi yetarli bo'lm agan holdagina V funk­

siyani yasashga kvadratik integrallam i ja lb  etish maqsadga muvofiq.
3. K o ‘p hollarda toyilgan harakat tenglamalarining integrallarini teng- 

lamalarning o ‘zlarini tuzmasdan umumiy anglash (masalan, m exani- 
kaning umumiy teoremalaridan foydalanib) asosida tuzish mumkin. Or- 
tiqcha almashtirishlardan qochib, bu usuldan keng foydalanish kerak.

10- §. Hosilasi o'zgarmas ishorali bo‘lgan Lyapunov 
funksiyalariga asoslangan kriteriylar

Lyapunovning teorema. B  da keltirilgan asimptotik turg'unlik kriteriysi 
toyilgan harakat differensial tengiamalariga nisbatan vaqt b o ‘yicha olingan

to ‘liq hosilasi V  aniq ishorali bo'lgan y ( x , , x 2 , . . .5x n) Lyapunov funk-

siyasiga tayanadi. Ammo texnikada, asosan, keng k o ‘laroda va batamorn 
turg‘unlikni tadqiq etish lozim b o ‘lgan nochiziqli sistemalar holida ba’zan 
shunday musbat ishorali V  funksiyani yasash mumkinki, uning hosilasi

V  faqat o ‘zgarmas manfly .ishorali funksiya b o ‘ladi (aniq manfiy ishorali 
funksiya b o ‘lmaydi). Shu vaqtning o ‘zida hosilasi aniq manfiy ishorali 
funksiya b o ‘ladigan Lyapunov funksiyasini yasash katta qiyinchiliklar 
tug‘diradi. Shu boisdan ham shunday umumiy kriteriyni topish zaruriyati 
tug‘ildiki, bu kriteriy shartlari bajarilganda hosilasi o'zgarmas ishorali funk-
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siya bo 'lgan  Lyapunov funksiyasi uchun toyilmagan harakat har qanday 
boshlang'ich shartlar uchun asimptotik turg‘un b o ‘lsin.

X X  asrning 4 0 - 6 0  yillarida bir qator shunday kriterivlar tavsiya 
etildi.

Kriteriyni ifodalagan dastlabki teoremalar o ‘ng tarafidagi funksiyalar 
oshkor ravishda t vaqtga b og 'liq  b o ‘lmagan differensial tenglamalar 
sistemasi (avtonom sistemalar) uchun isbot etildi [8 ,10 ]. Bu kriteriylar 
unchalik o ‘zgarishsiz vaqt b o 'y icha davriy b o ‘lgan sistem alar uchun 
umumlashtirildi. Keyinchalik ikkita va undan ortiq Lyapunov funksiya- 
laridan foydalanish hisobiga noavtonom (nostatsionar) sistemalar uchun 
shunga o ‘xshash kriteriylar isbot etildi [57].

B iz bu yerda Lyapunovning asimptotik turg‘unlik va noturg‘unlik teo- 
icmalarining umumlashtirilishi bo'lgan E.A. Barbashin va N.N. Krasov- 
skiyga mansub teoremalarni isbotsiz keltiramiz. Ularning isboti E .A . Bar- 
bashin, LG . M alkin va N.N. Krasovskiyning kitoblarida keltirilgan [8 ,39 
(4 6 4 -4 6 6  betlar), 53].

Toyilgan harakat differensial tenglamalari

d x  —
- f - = X , ( x u x1,...,xn) (s = l,n) (2.10.1)

at

ko'rinishda berilgan b o ‘lsin. Bu yerda xs funksiya

|je,|<H (H  =  const yoki H = ° ° )  (2.10.2)

sohada aniqlangan, uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega hamda 

X ( ( 0 ,0 , . . . ,0 )  =  0  deb hisoblanadi.

V ( x ivx 2 , . . . , x it) Lyapunov funksiyasining (2 .1 0 .1 ) tenglamalarga

nisbatan vaqt b o ‘yicha olingan to ‘liq hosilasi V  o ‘zgarmas manfiy

dx
isliorali funksiya b o 'lsin . (2 .1 0 .2 ) sohadagi —  = 0  b o ‘ladigan hamma

dt

uuqtalar m ajm uasini (to 'plam ini) M  bilan belgilaym iz. x, =  x 2 -  ...

x „ = 0  muvozanat holati bu to ‘plamning elem enti b o ‘lmaydi, bu 

yerda har doim V  (0 , 0 , . . .  ,0 )  =  0 .

Ouyidagi asimptotik turg‘unlik haqidagi kriteriyni keltiramiz.
H arbashin -  Krasovskiy teoremasi. A gar (2 .10 .1 ) toyilgan harakat 

Jiffrrensial tenglamalari uchun (2 .10 .2 ) sohada shunday aniq musbat V

lunksiya topilib, uning hosilasi V  :

1 ) M soha tashqarisida V  < 0  /

2) M sohada F = 0  shartlam i qanoatlantirsa, u holda toyilmagan 
Ihii'okcit asimptotik turg'un bo'ladi.
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Endi toyilm agan harakatning noturg'uniigi haqidagi umumlashgan 
teorem ani keltiram iz.

T eo rem a. A ga r (2 .1 0 .1 ) toyilgan harakat differensial tenglamalari 

uchun shundifly У ( х { , х 2, . . . , х п)  funksiyani topish mumkin b o ‘lib, lining

V  hosilasi M  soha 0  < t < ° °  vaqt ichida sistemaning xs(f ) butun

traektoriyasiga ega bo'lm agan  { x j  nuqtalar rnajmuasi bo'lganda:

1 ) Ml soha tashqarisida. V  > 0  ;
2) M  sohada V =  0 

shartlarni qanoatlantirsa va. aga r koordinata boshining ixtiyoriy atrofida 
shunday nuqtalar topilsaki, ular uchun V  >  0  bo ‘Isa, и holda toyil­
magan harakat noturg ‘un bo ‘ladi.

11- §. Lyapimovning harakat turg‘unllgi haqidagi teoremasmmg 
tatbiqiga doir misoilar

1 - m  i s о i. K o n ik  (konussim on) m ayatn ik  h arak a tin in g  tu rg ‘unligi

UzunHgi I ga teng b o lg a n  vaznsiz ipga osilgan m  massali moddiy 
nuqtaning statsionar (barqaror) harakatini k o ‘rib oHaylik. Bu nuqta go- 
rizontal joylashgan doira b o ‘yicha o g ‘irlik kuchi ta ’siri ostida o ‘zgarmas 
tezlik bilan harakat qilsin (2 .7 ,a- shakl).

a) b)

2.7- shakl.
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0  nuqtaga m axkam langan m ayatnikning ipi statsionar harakatda doi- 
i.iviy konus chizadi. 0 0 ,  vertikal o ‘q bilan ip orasidagi burchakni a
1 mhm, ipning vertikal o ‘q atrofida aylanishining burchak tezligini co
Ihhm belgilaym iz. Statsionar harakatda a  burchak, ip uzunligi / va 
hiuchak tezligi co orasida quyidagicha munosabat borligini oldingi 
piiragraflarda ko'rgan edik:

co2 cos a  = — • (2.11.1)
l

Mayatnikning doira bo 'y lab  statsionar harakatini toyilmagan harakat 
silatida qabul qilam iz. Bu harakatga qandaydir yetarlicha kichik toydi- 
mvchi kuchlar ta’sir qilsin. Toyilgan harakatda 0 0 x vertikal bilan ip ora- 
sulagi burchakni 8 , 0 0 ,  o ‘q atrofida aylanishining burchak tezligini y/ deb 

nlib, quyidagi belgilashaami kiritamiz:

0  =  a -i-x v 0  =  x2, y  =  co +  x3 . (2.11.2)

l’oyilm agan harakatning 0 , 6  va if/ larga nisbatan turg‘unligini 

n iganamiz. M ayatnikning kinetik va potensial energiyalari
/2

T  = (&2 +. sin2 9-iff2), TI = -m g l  cos 9

i o rinishda bo'ladi.
Mayatnikka ta’sir etayotgan o g ‘irlik kuchi potensial kuch va ^

aklik koordinata (T  kinetik energiya y/ koordinataga b o g ‘liq emas va

dJl
imiimlashgan kuch Q = ------- =  0 )  ekanligi uchun ushbu ikkita hara-

3i//

i ai integrali ( h  va n -  o 'zgarm as sonlar) ga ega b o ‘lamiz:

ml (■■) i m l“
T  +  n  ~ — 1(9 +  sin" 8  m gl cos 9 =  —  h ,

2 : ■ 2

^ — =  m l2 sin2 9- iif =  m l2n .  (2.11.3)
d f

ml2
Hu yeida —  va m l2 k o ‘paytuvchilarni qulaylik uchun kiritdik.

( !.l 1.3) ning i kkinchi formulasi 0 0 ,  vertikal o ‘qqa nisbatan mayat- 
iuI harakat miqdorining rnomenti bc/ladi.

(2 .1 1 .2 ) munosabatlardan foydalanib, (2 .1 1 .3 ) integrallarni quyidagi
i n'rinishda yozam iz:
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f¡(x„ x2, x3) =  [.x2 + sin2(ar +  X,) ■ {ó) + x3)2] -  ~  eos (a  +  x,) -  h ,

F2(x„ x2, x3) =  sin -(a  + x,) • (со + x,) = n . (2.31.4)

(2 .1 1 .4 ) integrallam i dinamikaning u mu mi y- teoremalaridan foy- 
dalanib topdik. Albatta, avval toyilgan harakat differensial tenglamalarini 
tuzib (1 - bobdagi (1 .3 .14 ) form ulaga qarang), keyin (2 .11 .4 ) integ- 
rallarni topish ham mumkin edi.

Endi mayatnik statsionar harakatining в, в va y'/ larga nisbatan tur- 

g ‘unligini tekshiraylik. Topilgan integrallarning birortasi ham x , ,  x 2 va 

x 3 o ‘zgaruvchilarga nisbatan aniq ishorali funksiya emas. Shuning

uchun ham \  — 1 va = Л deb belgilab, Chetayev usuliga asosan

(2 .1 1 .4 ) integrallarning chiziqli bog‘Iamasini tuzamiz:

V = F, - ( 0 )  + A LF2 - F 2(0)] = [x22 +sin 1{ a + x l)-(co+ x1f ] -
Л Л

— — co s ia + x ^ -ic i^ sm 2 a — j- c o s a ) + Á sm2( a + x l) (a )+ x3) - Á  sin2 a  có.

x , = x 2 = x 3 = 0  qiymatda V  funksiya nolga teng b o ‘lishi uchun

- í  o r  sin2 a - ^ c o s o r  I va - Л  s in ' a  a> hadlarni kiritdik. — muno- 
{  1 )  l

sabatni (2 .1 1 .1 ) dagi qiymati bilan almashtiramiz va V funksiyani x ¡,

x 2 va x 3 0 ‘zgaruvchilarning darajalari b o ‘yicha qatorga yoyamiz:

s in 2 (dí +  X|) =  s in 2 o r + s in 2 c i ' • x , +  e o s 2 a  ■ x 2 + . . . ,  

c o s ( o r + x , )  =  c o s a - s i n a  ■ x , -^ -e o s e tr  • x,2 + . . .

(bu yerda nuqtalar orqali yuqori taitibli hadlar belgilangan) ifodalai-ni V  
funksiyaning ifodasiga q o ‘yib va hadlami guruhlab

V =  (о((Л + со) eos 2 a  + cocos2 a )x 2 + x 2 +  sin1 a  ■ x 2 +

+  aisin 2 a  ■ (Л + 2 (o)x, +  sin2 а  -(Л + 2¿o)x3 + sin 2 a  ■ (Л + 2¿y)x,x3 + ...

(2.11.5)
ni hosil qilamiz. Ravshanki, V  funksiya aniq musbat ishorali bo'lishi uchun 
uning yoyilmasida birinchi darajali hadlar bo‘lmasligi zarurdir. Shuning 

uchun ham (2 .11 .5) ifodadagi x , ,  x 2 va x 3 larga nisbatan birinchi tartibli

hadlarni nolga aylantirish uchun Л = - 2 cú deb qabul qilamiz. U holda V  
funksiya quyidagi ko ‘rinishga ega bo‘ladi:
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V = û ) 2 s in 2 a  ■ x 2 +  x 2 + s i n 2 « - x ¡  +  ... . (2.11.5') 

(2 .1 1 .5 ')  ning kvadratik qism i koeffitsiyentlari Silvester kriteriysi shart- 

larini qanoatlântirgani uchun x , ,  x 2 va x 3 larning yetarlichâ kichik

qiymatlarida V  musbat ishorali funksiya b o ‘ladi. V  ning vaqt b o ‘yicha 
olingan to 'liq  hosilasi, (2 .1 1 .4 ) integrallarga ko 'ra , aynan nolga teng, 
ya’ni ^  = 0  bo'ladi. Dem ak, Lyapunovning teorem a A siga asosan 

toyilmagan harakat 0 .  6  va )// larga nisbatan turg'undir.

2- m i s o 1. Yer sun’iy yo‘ldoshi statsionar harakatining turg‘unligi

Y er Sun’iy y o ‘ldoshi radiusi r0 b o ‘lgan aylana b o ‘yicha o ‘zgarmas

tezlik bilan harakat qilish mum kinligini 1- bobning 3-§  ida k o ‘rsatgan 
edik. Bu harakatning parametrlari

a>2r l=  ß  (2.11.6)
shartni qanoatlantirishi kerak edi.

Sun ’iy yo'ldoshriing toyilgan harakatdagi holatini r , ç ,  0  sferik koor- 

dinatalar bilan aniqlaymiz (1 .4-shakl).
Sun ’iy y o ‘ldoshning k in etik  v a  p o ten sia l en erg iy a lari

T  = — ( r 2 + r 2Ô 2+ r 2 cos2 d - 0 2), n  = -fi —
2 ' r

ifodalar bilan aniqlanadi,
Su n ’iy y o ‘ldoshga ta’sir etayotgan tortish kuchi potensial va <p siklik

koordinata b o ‘lganligi uchun ikkita harakat integral! (/2 va n -
0 ‘zgarmas sonlar)

„  m-L-, A2 1 ' > « . • >  Y >n m , 3 r  2 i *  . 
r  + U  = — (r" + rd  +  r "co s” d m ' ) - /1 — = — h , —  = m r cos 9■ <p=mn

2 ' ' r  2  d p
(2.11.7)

mavjud b o la d i.
Su n’iy y o ‘ldoshning doiraviy órbita b o ‘yicha statsionar harakatining 

r , r , 6 ,  6  va ç  o 'zgaruvchilarga nisbatan turg‘unligini tadqiq qilamiz. 

Quyidagi belgilashiam i kiritam iz:

r  =  r0 + x , , r - x 2 , 6  =  x 3 , 6  =  x 4 , <p.~ (0  +  X j .

K iritilgan yangi 0 ‘zgaruvchîiar b o ‘yicha topilgan integrallarni quyidagi 
k o ‘rinishda yozish mumkin:
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F, = x2 + {rQ + x [f x ]  + (rQ +  x, ) 2 cos2 x3 -(a )+ x5)2 -  2 —^ — = h ,
/¡,+x, (2.11.8)

F 2 =  (/•„ + x, ) 2 cos2 x3 • (¿y+ x5) =  n.

Bu misolda ham biz toyilgan harakat differensial tenglamalarining 
ikkala inlegralini umumiy mulohazalarga tayanib topdik.

Endi sun’ iy yo'ldosh toyilmagan harakatining turg'unligini tek- 
shiramiz.

Topilgan integrallarning birortasi ham x,, x2 , x 3 , x 4 va x5
o'zgaruvchilarning aniq musbat ishorali funksiyasi bo'lm aydi. Shuning 
uchun ham Lyapunov funksiyasini bu integrallarning bog'lanm alari 
sifatida izlaymiz:

V  =  F l - F ] (0 )  + A  [ F 2 - F 2 (0)] +  x [ F 2 - F 2 (0 ) ] ,

bu yerda A va X -  o ‘zgarmas sonlar. F l va F 2 integrallarning 

qiymatlarini (2 .1 1 .8 ) dan V  ning ifodasiga keltirib qo'yam iz:

M
V  = x\ + (r0 +  x ,)2x4 +  (r0 +  x ,) 2 cos2 x3 - (a )+ x 5y  - 2

)-q + A,

• /q2 Of + 2 —  + A[(r0 + x , ) 2 co s2 x3 -(iy-f x5) - r 02£y] + 
rn

+ x[(l■(, + x , ) 4 cos4 x3 - ( iy + x 5) 2 - r 04®2].

Bu ifodaning o ‘ng tarafidagi trigonometrik funksiyalarni va

(2.11.9) 

M

(ro + x  i)

kasrni xp x2,...,x 5 larga nisbatan muvozanat holati atrofida qatorga 

yoyamiz:

COS X, =

COS X, =

f  2 \2

2 y 
(  ■ 2  \ 4 

l - ^ t  + ...
V 2 J

---------= ------
i'o + -V, r0 r0 r0 

bu yerda nuqtalar bilan yuqori tartibli hadlar belgilangan.
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Statsionar harakatda CO va r0 param etrlar CO1 r03 =  ¡I  shartni 

qanoatlantirishini hisobga olib, topilgan ifodalarni (2 .1 1 .9 )  ga q o ‘ya- 
miz. U holda soddalashtirishlardan keyin quyidagini hosil qilamiz:

V = co(-co+A  + 6 t  r 2co)x{ + x \ -  r 2 coico+ A + 2 r  /¡2cv) x 2 +

+ r0 X4 r0 0  + ^ r„- )-% +

+ 2r0co(2co+A + 2Tr02co)x, + t02(2(o+ A  +  2 t  r 2co)xs +

+ 2r0(2co+ A + 4r/p2 co)xxx5 + ... (2.11.10)

V  aniq musbat ishorali funksiya b o 'lish i uchun uning ifodasida o ‘z- 
garuvchilarga nisbatan birinchi tartibli hadlar b o ‘lm asligi zarurligini bi- 

lamiz. Shuning uchun (2 .1 1 .1 0 ) ifodada x , va x 2 larga nisbatan b i­

rinchi tartibda bo'lgan hadlarning koeffitsiyentlarini nolga tenglash- 
tiramiz:

2ct)+A + 2rr02a) = 0 .  (2.11.11)

D em ak, V  aniq musbat ishorali funksiya b o ‘lishi uchun A va r  
o ‘zgarmas sonlar (2 .1 1 .1 1 ) shartni qanoatlantirishi kerak. Bu yerdan

A =  - 2 c o - 2 r r 2co ( 2 . 11. 12)

ni topamiz. A ning bu qiymatini (2 .11 .10) ga q o ‘yib, quyidagini hosil 
qilamiz:

V  =  o r  ( 4 1  íq -  3 )x f  + x 2 +

+  r ^ o / x l  + r02x 2 + r0(l + t r l ) x \  -f 4rr^coxxx 5 + ...  .

Bu ifodadagi kvadratik hadlarni ikkita guruhga ajratam iz, ya ’ni V  

funksiyani V  =  V, +  V2 +  ... ko'rinishda yozam iz, bu yerda

V, =  x 22 +  r 20 )2 +  x ]  +  r 2x ]  ,

V2 = o f  {A t  r 2 -  3 )x ,2 + 4 r  r02ú)x¡x5 + r 2 (1 + r  r 2 )x¡ .

V, funksiya x 2 , x 3 va x 4 o'zgaruvchilarga nisbatan aniq musbat 

ishorali funksiyadir. D em ak, V  funksiya aniq musbat ishorali funksiya 

bo 'lishi uchun V 2 funksiya ham x , ,  x 5 o ‘zgaruvchilarga nisbatan 

musbat ishorali funksiya bo 'lish i kerak. Buning uchun t  ning shunday 

qiymatini topish kerakki, V2 funksiya x , va x 5 larga nisbatan aniq 

musbat ishorali funksiya b o ls ín . Shu maqsadda Silvester kriteriysidan
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foydalanamiz. V2 ning ifodasidagi x l va x 5 o ‘zgaruvchiíarning 

koeffisiyentlaridan tuzilgan

A =
{ o f { 4 r r l  - 3 )  2 r r ¡ ( 0

2 r r ¡c o  r02(l +  Tr02) ;

matritsani qaraymiz. Bu yerdan

Aj = 0)2(Atru2 - 3 )  > 0 , A2 = íy2r02{r;-0:’ - 3 ) > 0 .  (2.11.13)

Bulardan k o ‘rinib turibdiki,

3
T > —  (2.11.14)

>ó

b o ‘lganda, (2 .1 1 .1 3 ) dagi ikkala tengsizlik ham bajariladi. Demak, V2

funksiya x, va x 5 o'zgaruvchilarga nisbatan musbat ishorali funksiya

va u bilan birga V  funksiya ham x, , x 2 , . . . ,x 5 o'zgaruvchilarga nisbatan 

musbat ishorali funksiya bo'ladi.

Shunday qilib, V  funksiya x , , . . . , x 5 o'zgaruvchilarga nisbatan mus­

bat ishorali funksiya b o ‘lishi uchun 1  va í  o ‘zgarmas sonlar mos 
ravishda (2 .1 1 .1 2 ) va (2 .1 1 .1 4 ) shartlarni qanoatlantirishi yetarlidir. Bu 

holda Y er sun’ iy y o ‘ldoshining statsionar harakati r , f , 0 , 0 , < p  o ‘zga- 

ruvchilarga nisbatan turg'un bo'ladi. V .V . Rumyansev ham o ‘zining 
[81] ilmiy ishida boshqa usul bilan shu natijani oigan. U  o ‘zining bu 
ishida sun’iy y o ‘ldoshning boshqa statsionar harakatlarining turg'unligini 
ham tekshirgan.

Izoh. Turg‘unlik masalalarini ikki guruhga bo‘lish mumkin.
1. K o'p  amaliy masalalarda ko'rilciyotgan harakat turg'un bo'ladimi, 

asimptotik turg'un bo'ladimi yoki noturg'un bo'ladimi, degan savollarga 
javob berishga to 'g 'ri keladi. Hozir ko'rilgan misollar aynan shu guruh  
masalalarga taalluqli edi.

2. Ammo texnikada k o ‘pincha boshqa turdagi masalalar ham uchray- 
di. Dinamik sistema param etrlarining ayrim qiymatlarida toyilmagan 
harakat noturg'un ekanligi m a’lum bo'ladi. Shu sababli quyidagi masala 
kelib chiqadi: sistema param etrlari qanday tanlanganda, un ing  
toyilmagan harakati tu rg 'u n  yoki asimptotik tu rg 'u n  b o ‘ladi? Bu 
savolga javob berish algoritmlarini topish juda ham muhim ilmiy va 
texnikaviy ahamiyatga egadir.
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12- §. Asimptotik turg‘unlik haqidagi teoremaning tatbig‘iga
doir misollar

i

1- m i s o 1. Lampali generatorning turg‘unlik sharti

Induktiv teskari aloqali va to ‘r zanjirida tebranish konturi bo 'lgan  
lampali generatorning oddiy sxem asini k o ‘rib o ‘taylik (2 .8 - shakl) [1].

+E.

2.8- shakl.

Kirxgof qonunlaridan foydalanib, zanjirdagi tokning y o ‘nalishini va kon- 
densator musbat qutbining holatini hisobga olib (turdagi tokni e ’tiborga 
olmagan holda) to ‘rdagi tokning quyidagi tenglamalarini hosil qilamiz:

du  I . ,  di n . di
—  = — j L —  =  u - R i - M - J L , (2.12.1)
dt с  dt dt

bu yerda и -  to ‘rdagi kuchíanish, i -  zanjirdagi tok, L  -  o ‘zin-

di
duktsiya koeffitsiyenti, z'a -  anod toki, M — -—  teskari aloqadagi elektr

dt

yurituvchi kuch, C -  kondensator sig 'im i, /t’ -zan jirn ing qarshiligi. L a

di
j'/altak orqali oqayotgan anod tokining konturga ta’siri ostida M —-

dt
rlcktr yurituvchi kuch (e .y .k .) hosil b o la d i. Anod toki faqat to ‘m ing 

kuchlanishiga u¡: =  и b o g iiq  deb faraz qilib  (katta koeffitsiyentli 

kuchaytirishi b o ‘lgan triodlar uchun bu ju d a yaxshi bajariladi),
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di. din du „ du 
= —  = S {u )—  

dt du dt dt

ni hosil qilamiz, bu yerda S(ii) ~
du

(2. 12.2) 

lampa” toki i ning tiklik

di
harakteristikasi (2 .9 - shakl). —  ning qiymatini (2 .1 2 .2 ) dan (2 .12 .1 )

dt
q o ‘ysak, harakatning differensial tenglamalari

du i di 1
—  =  — , L —  = u — [R C - M S (u ) ] i  
dt c  dt c

k o ‘rinishga keladi.

(2.12.3)

a) b)

2.11- shakl.

Kuchlanish it va i tokka nisbatan u =  0 ,  i ~ 0  muvozanat holatning 
turg‘unligini tekshiramiz. Buning uchun Lyapunov funksiyasini

1 1 L .o . ,
V — — — i + 2 s  u i + u 

2 { C
(2.12.4)

ko'rinishda tanlaymiz, bu yerda £  -  biror haqiqiy son. V  funksiyaning 
koeffitsiyentlari matritsasi

 ̂L  '
—  £  
c

\S b
dan foydalanib, S ilvester kriteriysining

L L ,
A, = — > 0 , A, = -----s '  > 0

c c
(2 .1 2 .5 )
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shartlarini topam iz. B irinchi shart doim o bajariladi, ikkinchisi b o 'lsa , 
£  sonning moduli b o 'y ich a  yetarlicba k ichik  qiym atlari uchun 
bajariladi.

V funksiyaning toyilgan harakat differensial tenglam alariga nisbatán 
vaqt b o ‘yicha olingan to ‘liq hosilasi

V  ■
\

С
-1 +  £ U

di . du
------ г ( £ i  +  II )-----
dt dt

(2.12.6)

di du ,
ko 'rin ishda bo 'ladi. (2 .12 .3 ) lenglama! ardan —  va —  lam ing qiy-

dt dt
matini (2 .1 2 .6 )  ga keltirib q o ‘yganimizda

С
! +  £  U

U I

L L C '
[R C - M S { u ) ] i  > + (£ i  +  u )

i

c j

ni hosil qilam iz. B u  ifodaning qavslarini ochib va hadlarini guruhlasak,

V  =  — lT [ R C - M S ( u )  +  £ C ] i 2 — — [Я  С  -  M S (и ) ] и i +  - и 2 
С 2 L C  L

kelib chiqadi. S (u )  funksiyani и ning darajalari b o ‘yicha qatorga yoya-

miz:
S { u )  =  5 ( 0 )  +  5 '(0 )m  +  ... (2.12.7)

va buiii V  ning ifodasidagi S ( u )  o ‘rniga q o ‘yamiz:

У  =  -  Д - [ R C -  M S„ +  e  C ] i2 - —  (R C  -  M S0) и i +  -  и  + . . . ,  (2.12.8) 
С  L C  L

bu yerda nuqtalar bilan и va i larga nisbatan yuqori tartibli boMgan 

hadlar belgilangan va S 0 =  S  ( 0 ) .

V  funksiya kvadratik qismining koeffísiyentlaridan tuzilgan

(r C - M S 0 + £C ) 

- (R C -M S 0 )

2 LC
(r c - m s 0)

\ 2 LC

matritsaning bosh diagonal minorlarini topamiz:
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a ; = _ J ^ ( ä c ^ s 0) - £ ,

A 2 = ----- ^ ( R C  - M S 0) ~  {R C  + LC £ 2.
L C 2 0 4 L  C

(2 .1 2 .9 )

1. Sistemaning parametrlari

f l C - M S 0 > 0  (2.12.10)

tengsizlikni qanoatlantirsin.
£  ning ixtiyoriy kichik sonligidan foydalanamiz. Uni £ < 0  deb

qabul qilib va moduli b o ‘yicha yetarli darajada kichik qilib olamizki,
i i

(2 .1 2 .5 ) shartdagi Ä2 va (2 .1 2 .9 ) formuladagi A, va A2 lar quyidagi 
shartni qanoatlantirsin:

t i
A2 > 0 ,  A , < 0 ,  A2 > 0 .  (2.12.11)

(2 .1 2 .1 1 ) shartlarning bajarilishini doimo ta’minlash mumkin, chunki bu 
determinantlar yoyilm asidagi ikkinchi hadlar birinchi hadlarga nisbatan 
£  bo 'y icha yuqori tartiblidir. £  ning bu qiymatida (2 .1 2 .4 ) tenglik bi- 
lan aniqlanadigan V  musbat ishorali funksiya bo'ladi (Silvester 

kriteriysi shartlari bajariladi: A , > 0 ,  A2 > 0 )  va (2 .1 2 .8 ) formula bilan

aniqlanadigan V  aniq manfiy ishorali funksiya bo'ladi (bu yerda ham

Silvester kriteriysi shartlari bajariladi: A, < 0 ,  A2 > 0 ) .  Demak, (2 .12 .10)

shart bajarilsa, u holda teorema B  ga asosan sistemaning i =  0 ,  u =  0

muvozanat holati kuchlanish u va tok i larga nisbatan asimptotik 
turg‘un bo'ladi.

2. Endi sistemaning parametrlari

R C  -  M S 0 <  0  (2.12.12)

shartni qanoatlantirsin.
Bu holda £  >  0  va uni shunday yetarlicha kichik qilib olamizki,

A2 > 0 ,  A , > 0 ,  A2 > 0  (2.12.13)

tengsizliklar bajarilsin. s  sonning bu qiymatida V  funksiya va uning 

hosilasi V  aniq musbat ishorali funksiya bo'ladi. Harakatning notur- 
g'unligi haqidagi Lyapunov teorem asiga asosan sistemaning / = 0 , u =  0 

muvozanat holati noturg'un bo'ladi.
Shunday qilib, muvozanat holati ning asimptotik turg'un yoki notur­

g 'u n  bo'lishi sistemaning param etrlarini konstruktor tomonidan qanday 
qilib tanlab olishiga bog'liq  ekan: agar (2 .12 .10 ) shartlar bajarilsa, u
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holda i va u larga nisbatan muvozanat holati asimptotik turg'un  
bo'ladi, (2 .1 2 .1 2 )  shartlar bajarilganda tok i va kuchlanish u larga  
nisbatan muvozanat holat noturg'un bo'ladi,

R C  =  M S Q hol amaliy ahamiyatga ega b o ‘lm aganligi uchun biz uni 

tadqiq etmadik.
Bu m isol fanning texnika taraqqiyotiga katta xizmat qilishini yana bir 

bor k o ‘rsatadi.

3- m i s o 1. Avtomatik rostlash sistemasining turgimligi 
nazariyasining bitta masalasi haqida

Masalaning qo'yilishi. 1949-yilda M .A . Ayzerman tomonidan bitta 
chiziqlim as elem entga ega b o ‘lgan avtomatik rostlash sistem asining 
(sistem a avtom aticheskogo regulirovaniya) turg'unligi haqidagi quyidagi 
m asala q o ‘yildi [3 -5 ] .

Avtom atik rostlash sistem asining harakati

dXt
= f  = 4 f t + . . .+ a lnx „ + f ( x k),
dt (2.12.14)

~T~ = as\x\ +—+asnXn ( i  =  2, « )
dt

differensial tenglam alar orqali ifodalansin, bu yerda a s j -  o ‘zgarmas 

sonlar. (2 .1 2 .1 4 )  sistem a bilan birgalikda

dxi ,
' - - a ux{ + .. .+ a lnxn + hxk ,

d  (2.12.15)
d x , ~— ,
- f -  =  aslx i + .. .+ a s„x,t (s =  2 ,n )  
dt

chiziqli sistem ani ham ko'ram iz. (2 .1 2 .1 5 ) sistem a harakteristik teng- 
lam asi barcha ildizlarining haqiqiy qism i

a < h < / 3  (2.12.16)

intervalda yotgan h ning hamm a qiymatlarida m anfiy ishoraga ega, 
ya’ni (2 .1 2 .1 5 )  sistemaning m uvozanat holati asim ptotik turg'un b o ‘lsin.

/ (0 )  =  0  va barcha x k ±  0  lar uchun

a x ¡ < x kf ( x k) < f } .x ¡  yoki (2.12.17)
xk

tengsizlikni qanoatlantiruvchi har qanday bir qiymatli va uzluksiz f ( x k) 

funksiya uchun (2 .1 2 .1 4 ) sistem aning x, = x 2 = ...  =  xll = 0  muvozanat
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holati butunlayiga asim ptotik turg‘un b o ‘ladimi yoki y o ‘qmi degan 
muamm o pay do b o ia d i.

Boshqacha qilib  aytganda, agar y = f ( x )  egri chiziqning grafigi 

y = a x  va y — P x  to ‘g ‘ri chiziqlar oralig ‘ida joylasEgan b o ‘lsa (2 .10 - 

shakl), u holda bu (2 .1 2 .1 4 ) sistemaning x t = x 2 =  ... =  *„ = 0  muvozanat 

holati batamom asim ptotik turg'un bo 'lish i uchun yetarlim i?
Bu muammo M .A . Ayzerman tomonidan q o ‘yildi [4] va juda ham 

k o ‘p matematik va m exaniklar tadqiqotlariga sabab bo'ld i.
1950-yilda bu masala ikkinchi tartibli sistemalar uchun N.P. Yerugin 

tomonidan to ‘liq o'rganildi [28]. U o'zining tadqiqotlarida differensial 
tenglamalarning sifat nazariyasidan foydalandi. 1952-yilda I.G . M alkin 
ham Lyapunovning ikkinchi usuliga tayanib, bu muammoni ikkinchi 
tartibli sistem alar uchun k o 'rib  chiqdi [55]. V .A . Pliss Ayzerman muam- 
mosini uchinchi tartibli sistem alar uchun tadqiq etdi [77]. N.P. Yerugin,
I.G . M alkin va V .A . Plissning izlanishlari k o ‘pgina kelgusi ilmiy tadqi- 
qotlarga y o i  ochdi.

2.10-shakl.

B iz bu yerda N.P. Yerugin va I.G . Malkinning natijalarini keltiramiz. 
Dastlab nochiziqliligi birinchi koordinataga b o g liq  bo'lgan ikkinchi tartibli

—  =  f ( x )  +  a y , —  =  b x + c y  (2.12.18)
dt dt

sistemani ko 'rib  o ‘taylik. Uning birinchi yaqinlashish

dx , dy ,
—  =  h x + a y ,  —  =  b x + cy (2.12.19)
dt dt

tenglamalari uchun xarakteristik tenglama
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A2 -  (h  -  c)A  + h c - a b  =  0  

(2.12.20) k o iin ish g a  ega b o ‘ladi. B u  tenglam a ildizlarining haqiqiy 
qismi

h +  c < 0 ,  h c - a b > 0  (2.12.21)

u-ngsizliklami qanoatlantiruvchi h  ning hamma qiym atlarida manfiy 
ishorali b o ‘ladi.

(2 .1 2 .1 9 )  sistem a uchun Lyapunov funksiyasini

V = - 2  (h +  c ) ( a b - h c ) x 2 (2.12.22)

shartni qanoatlantiruvchi V = a x 2 +  2¡3xy  +  y y 2 kvadratik form a sifa- 

tida tanlaym iz.(2 .12 .22) dan foydalanib, a ,  /? va y '  o 'zgarm as koef- 

fitsiyentlarni aniqlaganimizdan keyin Lyapunov funksiyasi

V  =  ( c x - a y )2 + h c x 2 - a b x 2 (2.12.23)

ko ‘rinishga ega b o ‘ladi. (2 .1 2 .2 1 ) shartlar V  ning aniq musbat ishorali 

funksiya va V  ning o ‘zgarmas m anfiy ishorali funksiya b o ‘lishini ta’ - 
minlaydi.

Endi (2 .1 2 .2 3 ) funksiya asosida (2 .1 2 .1 8 )  sistem a uchun Lyapunov 
funksiyasini tuzamiz. (2 .1 2 .1 8 ) sistem a (2 .1 2 .1 9 )  sistemadan faqat hx 
funksiya o 'rnida f ( x )  nochiziqli funksiya turganligi bilan farq qiladi.

(2 .1 2 .2 3 )  ifodasida h koeffitsiyent x 2 ning oldida turibdi. Agar h x 2
.X

ifodani 2  ^hxdx integral sifatida qarasak, u holda (2 .1 2 .1 8 )  sistema

o
uchun Lyapunov funksiyasini

X

V =  ( c x - a y ) 2 + 2 c  j f ( x ) d x - a b x 2 (2.12.24)

o

k o ‘rinishda tanlash tabiiydir. B u  funksiyaning (2 .1 2 .1 8 ) sistemaga 
nisbatan vaqt b o 'y ich a  olingan to ‘liq hosilasi

/
V =  —2 m + c ) U - M c . X2

ga teng. V  =  (c x  -  a y )2 +  2  j ( c f  (x )  -a b x )  dx  b o ‘lganligidan V  ning
0

aniq m usbat ishorali funksiya b o ‘lish lik  sharti x  & 0  da
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a) c / W  ,; c ~ab>  o
X

dan iborat.
a) shatt ushbu

b) f  (* )
^ T  + C<0 (jĉ O)

shart bilan birgalikda V njna .

shini ta’minlaydi. Ravshanki I T ^  manfiy ishorali funksiya b o ‘li- 
maning butun traektoriyalar( y • ,1° p*amda ^  = 0 bo iad i va siste- 

uchun U - > o o  da q ' funksiya cheksiz katta b o ‘lishi

s-* \{cf{x )- a b x )d x
o

shart bajarilishini talab q ilish yetarli

a), b) va s) shartlar, B a  l* tv v  
(2 . 12 . 18) sistem a m uvozanat h n L S r «  a? ° Vskiy teorem asiga asosan, 
b o ‘lishini ta’ minlaydi. m§ batam om  asim ptotik turg'un

Agar s) shart bajarilm asa, u holda O  n  1 o , 
qanday boshlang‘ich shartlarda asim nLt-iT ' '  nmg muvozanat h °la ti har 
sovskiy tomonidan k o ‘rsatilgan [391 turg ‘un b o ‘lm asligi N .N . Kra-

Endi nochiziqli ikkinchi korn-H;,™*
dx  nataga b o g ‘iiq  b o ‘lgan ikkinchi tartibli

-T  = ax + f ( y )  f t y .
dt y>’ d t ~ bx + cy (2-12.25)

sistemani k o ‘rib o ‘tam iz. B u  sictf.tr,« •
sistem anm g b irin ch i yaqinlashish

dx
+ E L - ,  

dt y ’ Z I ~ bx + idt °x + cy (2.12.26)
tenglamalari uchun xarakteristik. tenglam a

t ' - t e  +  c U + a c - b h ^ o
k o ‘rinishga ega. Bu tenglam a • . .
uchun arm ing h a q iq iy  qism i m anfiy b o 'l is h i  

& + c < n
. o c ~ b h > Q

tengsizliklam m g b a jan lish i y e ta rli v& 

f ( y ) = y h ( y )  b o ‘lsin , u h o ld a



Bundan tashqari, |y| ning yetarlicha katta qiym atlari uchun 

a c - b h ( y ) >  £  tengsizlik bajariladi deb faraz qilam iz, bu yerda £  -

istalgancha kichik musbat son.

Xususan, agar ¿> =  0  b o ‘lsa, u holda f ( x )  funksiya chegaralanm a- 

gan. Am m o b =  0  da, (2 .1 2 .2 7 ) asosan a < 0 ,  c < 0  b o ia d i va 
(2 .1 2 .2 5 )  sistem ani bevosita integrallash natijasi shuni ko'rsaladiki, 
muvozanat holati bar qanday b o sh lan g ich  shartlarda va har qanday 
f ( x )  funksiya uchun asim ptotik turg'un b o ‘ladi.

Endi b & 0  deb hisoblab, quyidagi funksiyani qaraymiz:

y
2V  ~ - 2 b  j f ( y ) d y  + b2x 2 - 2 abxy + (a + c)a y 2 =

° (2.12.28)
y

= 2 j\ a c-b h (y )]y d y  + (b x - a y )2.
o

(2 .1 2 .2 7 )  shartga asosan V  aniq musbat ishorali funksiya b o ia d i. V 
ning (2 .1 2 .2 5 ) na nisbatan vaqt b o ‘yicha to i iq  hosilasini olam iz:

= ac (a  +  c) y 2 - b ( a  +  c ) f  (y )  .
clt

Endi f ( y )  o ‘rniga (2 .1 2 .2 7 )  ni qanoatlantiradigan h - h ( y )  ni 

q o ‘yib, >’ ^  0  lar uchun

^ — = ( a  +  c )  ( a c - b h ) y 2 < 0  (2.12.29)
dt

ni hosil qilam iz.

Bu yerdan, agar (2 .1 2 .2 5 )  tenglam alardagi funksiya (2 .1 2 .2 7 )  shartni 
(|anoatlantirsa, u holda m uvozanat holat har qanday b o sh lan g ich  shart- 
larda ham asim ptotik turg‘un b o ia d i  degan natijaga kelam iz.

D em ak, (2 .1 2 .1 8 )  va (2 .1 2 .2 5 )  sistem alar uchun M .A . Ayzerm an 
nuiainmosi doim o ijob iy  hal b o ia d i .
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Ill BOB. KONSERVATIV SISTEM ALAR MUVOZANAT 
HOLATI VA STATSIONAR HARAKATLARINING 

TURG‘UNLIGI

1- §. Muvozanat holatining turg‘unligi haqldagi Lagranj 
ieoremasi

Agar toyilgan harakat differensial tenglaraalari
dx  —
—r = X 5(x\;x2,...,x „ ) (s  =  \,n) (3.1.1)
at

V (x t,x 2,.. . ,x n) =  const birinchi integralga ega b o ‘lsa, V {x ],x 2,.. . ,x n) aniq 

ishorali funksiya, u holda Lyapunov teoremasi toyilmagan harakatning 
turg‘unligini isbotlashga imkoniyat yaratadi. Haqiqatan ham,, bu holda

V  =  0  va V  funksiya Lyapunov teoremasining hamma shartlarini qanoat- 
lantiradi. Bu erdan toyilmagan harakatning turg‘unligi kelib chiqadi. Xuddi 
shu holat bilan golonom konservativ sistemalar muvozanat holatining 
turg'unligini tadqiq etayotganda duch kelamiz.

1788-yilda fransuz olimi J . Lagranj (1 7 3 6 -1 8 1 3 ) o'zining “Analitik 
m exanika” kitobida ixtiyoriy golonom  konservativ sistema muvozanat 
holati turg'unligining etarli shartlarini topdi [51].

Golonom  va statsionar b og ‘lanishlarga ega b o lg a n  m exanik sistem a- 

ni ko'raylik . Sistem aning holatini ql,q 2,...,q s umumlashgan erkin koor- 

dinatalar aniqlasin. Ravshanki, bunday sistemaning muvozanat holatida 
Qk umumlashgan kuchlar nolga teng b o ‘ladi:

Ö, = 0 ,  0 2 = 0 , . . . , 0 ^ 0 .  (3.1.2)

Agar Qk umumlashgan kuchlar qi koordinatalar va q , tezliklarga

b o g ‘liq b o ‘Isa, u holda sistemaning muvozanat holatlarini topish uchun

(3 .1 .2 ) tengliklarda q j -  0  ni kiritib, hosil bo'lgan tenglamalarni

q l,q 2,.. . ,q s larga nisbatan echish kerak.

Konservativ sistem alar uchun

(3.1-3)

bu yerda P -  sistem aning potentsial energiyasi.
(3 .1 .3 ) ga asosan (3 .1 .2 ) tenglamalar quyidagi ko'rinishga ega:
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= 0 . (3.1.4)ä/7 _ 0 m  dn_

9«?, ’ dq2 ’ 'd q s 

Bu tenglamalarni q l,q 2',...,qs larga nisbatan echsak, muvozanat ho- 

latlarni aniqlaymiz. Bunday muvozanat holatlar bir nechta va ulaming 
ayrimlari turg'un, ayrimlari esa noturg'un b o ‘lishi mumkin. Masalan, 
oddiy matematik mayatnik ikkita muvozanat holatiga ega: quyi muvozanat 
holati turg‘un va yuqori muvozanat holati noturg‘un bo'ladi.

Sistem aning birorta mavjud bo 'lgan  muvozanat holatini k o ‘ramiz. Bu 
iolatda potentsial energiya nolga teng b o ‘lsin. Bunga har doim yerishish 

mumkin, chunki potentsial energiya doimo additiv o'zgarm asgacha aniq- 

likda topiladi. Bundan tashqari, muvozanat holatida q{ =  q2 =  ... =  qs =  0  

bo 'lsin , M uvozanat holatining turg'unligini q v - , q % koordinatalar va 

qv q2,. . . ,q s tezliklarga nisbatan k o ‘rib o ‘tamiz. U  vaqtda Lagranjning

d  dT  _  a r  9/7 dqk —

dqk ’ dt
zclk (3.1.5)(k = l,s)

dt dqk dqk dqk

tenglamalari toyilgan harakatning tenglamalari bo'ladi. Tenglam alar soni 

n =  2 s . va ular

T  +  I l  =  h  (3.1.6)

energiya integraliga ega bo'ladi, T  -  sistem aning kinetik energiyasi. 
Golonom  konservativ sistemalar uchun

1

' j=1 k= 1

bo'ladi, bu erda

ck i ~ c jk ~

ak j = a jk =

Í  ^   ̂
d 2n

KdCtjdq*jQ 
o N

d-T

dq ¡dq,
. 7o

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

Lagranj-Dirixle teoremasi. A gar golonom statsionar bog'lanish- 
larga ega bo'lgan konservativ sistemaning yakkalangan (izolirovanniy) 
muvozanat holatida potensial energiya minimumga ega b o ‘lsa, u holda
bu muvozanat holat turg'un bo'ladi.
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Isb o t. K o'rilayotgan muvozanat holatida potentsial energiya mini- 
mumga ega b o is in . U  holda q x = q 2 = . . .  =  q s =  0  muvozanat holatining 

istalgancha kichik .atrofíela /7 potensial energiyaning qiymatlari müsbat 
b o ia d i. Bu m uvozanat holatining kichik atrofida P  potensial energiya 
q- o 'zgaruvchilarning aniq musbat ishorali funksiyasi b o iish in i ko 'rsa- 

tadi. Boshqa tomondan, golonom  va statsionar b o g ian ish li konservativ 
sistem aning (3 .1 .8 )  kinetik energiyasi q- umumlashgan tezliklarning

aniq musbat ishorali kvadratik form asi b o ia d i. Dem ak, (3 .1 .6 ) ga 
asosan sistem aning to ‘liq energiyasi

V  =  T  +  I I  (3.1.11)

qx,.. . ,q s. umumlashgan koordinatalar va qx,q 2,...,q s umumlashgan tez­

liklarning aniq musbat ishorali funksiyasidan iboratdir. V  funksiyaning 

vaqt b o 'y ich a  to ‘liq hosilasi, (3 .1 .6 ) ga asosan, nolga teng, ya ’ni V  =  0 .  
Shunday qilib , V  funksiya Lyapunov teoremasining hamma shartlarini 
qanoatlantirgani uchun ko'rilayotgan m exanik sistemaning q x - q 2 = ...  

... =  qs = 0  m u vozanat holati tu rg ‘un b o iad i.

L ag ran j-D irix le  teorem asi amaliyotda keng q o ‘llaniladi. Uni amalda 
q o ‘llash uchun T  va P  funksiyalarni (3 .1 .7 ) va (3 .1 .8 ) k o ‘rinishlarga 
keltirgandan keyin Silvester kriteriysidan foydalanish kerak. A gar ckj

koeffitsientlar S ilvester kriteriysini qanoatlantirsa, u holda (3 .1 .7 ) ring 
kvadratik qism i q x,. . . ,q s o 'zgaruvchilam ing aniq musbat ishorali ftrnk- 

tsiyasi, dem ak, P  potentsial energiya ham muvozanat holati atrofida aniq 
musbat ishorali funksiya b o ia d i. B u  potentsial energiyaning minimum 
qiym atga egaligini hamda sistema, Lagranj teorem asiga asosan, muvo­
zanat holatining turg'un ekanligini bildiradi.

L ag ran j-D irix le  teoremasi faqaigina konservativ sistema muvozanat 
holati turg'unligining 'ctarli sh artin i aniqlaydi: agar yakkalangan. muvo­
zanat holatida potentsial energiya minimumga ega b o ls a , u holda 
bunday m uvozanat holat turg‘un b o ia d i.

Am m o sistem aning muvozanat holatida potensia! energiya m aksi- 
mumga ega b o is a , u holda bunday muvozanat holat noturg‘un b o ia -  
dimi yoki y o ‘qm i, degan savolga bu teorema jav ob  bermaydi.

Am aliyotda juda ham zarur b o ig a n  bu savolga Lyapunov o'zining ik- 
ld teoremasi bilan javob bergan. Bu teoremalarni isbotsiz keltiramiz [52].

L yapun ovning  b irin ch i teorem asi. Agar yakkalangan muvozanat ho­
latida potentsial energiya minimumga ega bo'hnasa va lining mavjud 
emasligi potensial energiya yoyilmasidagi yuqori tartibli hadlarni jalb 
etmasdan faq at ikkinchi tartibli hadlar bilan aniqlansa, u holda muvo­
zanat holat noturg ‘lin bo ‘ladi.
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Lyapunovning ikk in ch i teorem as!. A gar yakkalangan muvozanat ho- 
latida potensial energiya maksimumga ega bo'lsa va bu holat potentsial 
energiya yoyilmasida mcivjud bo'lgan hadlarniñg eng kam yuqori darajali 
hadlari bilan aniqlansa, u holda muvozanat holat noturg ‘un bo 'ladi■

N .G. Chetayev Lyapunovning bu ikkala teorem asini umumlashtirib, 
quyidagi teoremani isbot etdi [102].

T eo rem a. A gar q i,q 2, . . . ,q s o ‘zgaruvchilarning analitik funksiyasi 

bo'lgan potensial energiya yakkalangan muvozanat holatida minimumga 
ega bo ‘Imasa, u holda muvozanat holat noturg ‘un bo ‘ladi.

2- §. Lagranj-D irixle teoremasining tatbiqiga doir misollar

Endi L agran j-D irix le  teorem asining tatbiqlarini k o ‘rib o ‘tamiz.
M isol. Massa markazi tayanchdan yuqorida turgan fizik mayat- 

nikning muvozanat holati noturg ‘un bo ladi. Bu holatni barqarorlash- 
tirish uchun jism  bilan tayanch o ‘rtasiga spiral prujina o ‘rnatilgan. Bu 
spiral prujina mayatnikning a  og'ish  burchagiga proportsional bo'lgan  
tiklovchi moment yaratadi. Muvozanat holatini barqarorlashtirish uchun 
proportsionallik koejfitsiyentining qiymatini qanday tanlab olish kerak?

E ch ish . Jism ga ta’ sir etayotgan kuchlarning potensial energiyasi

ga teng b o ‘ladi, bu yerda m -jism n in g  m assasi, / -m assa markazi G  
bilan mayatnikning tebranish o ‘qi O orasidagi m asofa (l =  O G ) ,  c -  

izlanayotgan prujínaning qattiqlik koeffítsiyenti.

3.1- shakl.
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Muvozanat holatida

—  -  Ti' =  -m g l  sin a + c a  =  0 .  
da

Parametrlarning har qanday qiymatida ham bu tenglamaning yechim i 
a - 0 ,  ya ’ni fizik  mayatnikning muvozanat holati a - 0  bo'ladi.

n '\ 0 )  =  - m g l + c > 0

b o l  ganda, potensial energiya muvozanát holatida minimumga ega b o ‘- 
iadi. Bu yerdan

c > mgl

boigandagina, muvozanat holatining turg‘un (barqaror) bo'lishi kelib 
chiqadi.

3- §. Siklik koordinatalar, Ráus almashttrlshi
Shunday m exanik sistem alar sinfí mavjudki, ularning kinetik energi- 

yasi oshkor ravishda b a ’zi koordinatalarga b o g iiq  b o lm ayd i va bu ko- 
ordinatalarga mos kelgan umumlashgan kuchlar noiga teng bo'ladi. Bun- 
day koordinatalar s ik lik  k o o rd in ata lar, qolganlari esa pozitsion yoki 
siosiklik k o o rd in a ta la r deb ataladi. M asalan, Y er sun’iy voldoshi uchun 
(p siklik koordinata, 0  va r . lar pozitsion koordinatalar, konik (konus- 
símon) mayatnik uchun y/ siklik koordinata, & esa pozitsion koordinata 

b o ia d i. Pildiroq uchun a  va ¡i  pozision, (p siklik koordinatadir.

B iror dinamik sistem a uchun qv q2,.. . ,q s pozitsion va <pv <p2,...,(pm 

siklik koordinatalar b o ‘lsin. S ik lik  koordinatalar uchun Lagranj tengla- 
masini tuzamiz:

d d T d T  - . n ,  n
— — — =  Q V . 0  = 1,«) (3-3.Í)
dt a(pj a(p; •'

T  kinetik energiya siklik koordinata ta’rifiga asosan oshkora ravishda 

<Pj ga b o g ‘liq bo 'lm agani uchun

» 1 = 0 .
d f j

Bundan tashqari, siklik koordinatalarga mos kelgan Q umum­

lashgan kuchlar nolga teng, y a’ni

QP j =  O- (3.3.2)
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Shunday qilib , siklik koordinatalar uchun (3 .3 .1 ) Lagranj teng- 
lamalari

ko'rinishga keladi. B u  tenglam alar quyidagi
__

p . = t —  =  C :=  const ( j  =  l,m )  (3.3.4)
dcpj

birinchi integrallarga ega, y a ’ni siklik koordinatalarga mos kelgan  
mnumlashgan impulslar butun harakat davomidci o'zgarm as bo'lib qo-

Pozitsion koordinatalar uchun Lagranj tenglamalarini almashtirishda
(3 .3 .4 ) birinchi integrallardan foydalanish raumkin.

Bu almashtirishlar Raus tomonidan k o ‘rsatilgani uchun uning nomi 
hilan yuritiladi. B iz  bu yerda faqat olingan natijalam i keltiram iz. N atija- 
larning isbotini D .R . Merkin va N.G. Chetayevning [60,102] kitoblaridan 
topasiz.

T  kinetik energiya tezliklarga nisbalan kvadratik forma boMgani uchun

(3 .3 .4 ) birinchi integrallarning o ‘ng tarafi (p- siklik tezliklarga nisbatan

chiziqli b o ‘ladi. m  ta birinchi integraldan (pJ larni qk va qk lai' orqali

ifodalaym iz va ularni T  siklik energiyaning ifodasiga kiritib, hosil b o ‘l- 

gan yangi ifodani T* bilan belgilaym iz. Bundan keyin R  Raus funk- 
siyasini

formula orqali aniqlab olamiz.
Bu formulada <pk siklik tezliklar ularning (3 .3 .4 ) birinchi integ­

rallardan topiigan ifodalar bilan almashtirilgan deb qaraladi. q .  pozi-

tsion koordinatalar uchun tenglamalar (sistem aga ta’sir etayotgan kuch- 
lar potensial kuchlar deb faraz qilinadi; aks holda tenglamaning o ‘ng 

tarafida Q, umumläshgan kuchlar turadi)

ko'rinishga keladi.

(3.3.3)

(3.3.5)
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Raus funksiyasi faqat q k va q k larga b o g ‘liq b o ‘lib, <p siklik 

koordinata va (p siklik tezlikka b o g iiq  b o im ay d i. Shtming uchun ham 

pozitsion koordinatalar b o ‘yicha sodir b o iay o tg an  harakatni (siklik 
koordinatalami inobatga olmaganday b o ‘lib) (3 .3 .6 )  tenglamaiar asosida. 
tadqiq qilish mumkin. Shu sababli siklik koordinatalar b o ‘yicha yuz 
berayotgan harakatni o sh ko rm as h a ra k a t va pozitsion koordinatalar 
bo'yicha sodir b o ‘layotgan harakatni oshkor h a ra k a t deb aytamiz.

Endi R Raus funksiyasining strukturasini (tuzilishini) ko'rib o ‘tay- 
lik. Hanima bajarilgan alm ashtirishlar natijasida hosil qilingan va (3.3.5) 
formula bilan aniqlanadigan R  Raus funksiyasi uchta hadning y ig ‘indi- 
sidan iborat bo'ladi:

R  =  R 2 '‘+ R l + R 0 , (3.3.7)

bu yerda R2 -  ifodasida q pozitsion tezliklar ikkinchi darajada qatna- 
shuvchi hadlar yig‘indisi, ya’ni

| S S

^  =  (3.3.8)
1 j=l k=1

R {~  ifodasida q pozitsion tezliklar birinchi darajada qatnashuvchi 

hadlar vig'indisi, .ya’ni

R ^ ^ q j ,  (3.3.9)
,/=i

R0 -  ifodasi q pozitsion tezliklarga b o g ‘liq b o im ag an  hadlar 

yig‘indisi. Bu tengliklarda ak¡ = a jk hamda a¡ va R0 lar qx,q 2,.. . ,q s 

pozitsion koordinatalar va c . . c 2, . o ‘zgarmas sonlarga b o g iiq  funk- 

siyalar. R2 kvadratik form a aniq musb'at ishorali b o ‘ladi [61].

(3 .3 .6 ) tenglam alarga R  Raus funksiyasining ifodasini (3 .3 .7 ) dan 
keltirib q o ‘yamiz:

d d(R 2 + R ,+ R 0) d(R 2 + R ,+ R 0) _  d n  

dt d¿¡j dq¿ dqj

R0 ning q  b o g iiq m aslig in i hisobga olib va alohida q o ‘shiluv- 

chilarga ajratib guruhlaganimizdan keyin

(3.3.10)
d  óR z dR: _  a/7 .3Jgp [ d d R j  3/?, 
dt dc¡¡ dq¡ dq¡ 1 dt dq ¡ dq¡
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iíbdaga kelam iz. (3 .3 .9 ) foorm uladan foydalanib, o ‘ng tomonda qavs 
ichidagi ifodani almashtiramiz:

dRt 3  v-i
— 1 = ------> a ¡q ¡ =  a ¡ .

«j koeffitsiyentning q ],q 2,...,q s lar orqali t vaqtga nisbatan murakkab 

funksiya ekanligini hisobga olib,

d t d q j  dt ¿ ¡ d q k k

ni topamiz. (3 .3 .9 ) formulada j  indeksni k ga almashtirib, q ¡ b o ‘yicha 

ilifferensiallaym iz:

dRi 3  . x -' 3a  i .

D em ak,

Í ^ L _ ^ L  = V  - V  o ñ
d t d q ¡  dqj ¿ L 3 ?* f y ,  k Jk * ’k=1

i >u erda g jk giroskopik koeffitsiyenílar

; da,g (3 .3 .H )
<% dqj

ícuglik bilan aniqlanadi.
Endi (3 .3 .1 0 )  tengiam alam i quyidagi ko'rin ishga keltirish mumkin:

d dR? dR7 dW ^  . . —  r . -
i . , .  (./ = 1,s ) ,  (3.3.12)

dt óqj ctqj dqj

bu yerda

W  =  n - R a . (3.3.13)

(3 .3 .1 2 ) tenglam alanii biror keltirilgan sistem a deb qarash mumkinkí, 

mida K2 va W  funksiyalar mos ravishda k in etik  va potensial energiya 

.•a/ífasini bajaradi. B u  sistem aning umumlashgan kuchlari

d W ' ^  .



tengliklar biíaa amqlánadí, bu yerda g jkqk -  giroskopik ku ch lar deb

ataiadi. Giroskopik koeffitsiyentlam ing aniqlanishiga k o ‘ra ((3.3.11) ga 
qaráng), ularrfing matritsasi q iyshiq  siriim etrik  b o la d i, y a ’ni

g j k - S k i -  (3.3. í 5)

Agar giroskopik kuchlar y o ‘q b o ls a  (bu holat, odatda, i?, = 0  da yuz

beradi), u holda sistemani g iroskopik  b o g lan m ag an  deb ataymiz. G i­
roskopik kuchlam ing asosiy xususiyati shundan iboratki, haqiqiy siljish- 
da ularning bajargan ishi nolga teng b o lad i. Bu xususiyat ularga Tom - 
son va Tet bergan [112] ta’rifning asosini tashkil etadi.

(3 .3 .1 2 ) keltirilgan sistem aning differensial tenglamalaridan energiya 
integralini hosil qilish mumkin:

R2 + W  = R2 + 1 1 - R 0 -  co n s t. (3.3.16)

B u  integralning fizik m a’nosi ravshandir: keltirilgan sistemaga ta’sir 
etayotgan giroskopik kuchlar ish bajarmaydi va, demak, ular umumiy 
energiya balansini o'zgartirmaydi.

4- §. Statsionar harakallar turg‘unligi
Malura sharoitda m ta siklik va ta pozitsion koordinatalari b o l -  

gan moddiy sistem a statsionar harakaí qilishi mumkin. Statsionar hara- 
katda ham raa pozitsion k o o rd in a ta la r va sik lik  tez lik iar boshlang'ich 
qiym atlariga teng b o lg a n  o ‘zgarm as q iym atga ega b o la d i. Bu stat­
sionar harakat mavjud b o lis h i  uchun zarur b o lg a n  shart quyidagi mu- 
lohazalardan kelib chiqadi.

T a ’rifga asosan statsionar harakatda barcha pozitsion koordinatalar 
qiym atlarini o 'zgarm as holda saqlaydi, ya’ni

qiAí) =  qk0= const (k =  i , s ) .

B u keltirilgan sistem aning muvozanatda (harakatsiz) turishini bil- 
diradi. 0 ‘z navbatida buning uchun sistemaga ta’sir etayotgan hamma 
umumlashgan kuchlar nolga teng, ya’ni

dw - s
X~̂ • r\

Qj = ~ =0
n ,;=l

b o lis h i yoki statsionar harakatda (keltirilgan sistem a muvozanatda) 
barcha q¡ lar uchun qk = 0  b o lish in i hisobga olganda



(3 .4 . 1)

b o iis h i zarur va yetarlidir.
K eltirilgan sistemaning potensial energiyasi W ~ I J - R 0 ((3 .3 .1 3 ) ga 

qarang) ekanligini hisobga olib, (3 .4 .1 ) shart larga boshqacha ko i'in ish  
berish mumkin:

Shunday qilib, statsionar harakat mavjud bo'lishi uchun q .  pozision

koordinatalcirning boshlang'ich qiymatlari s tci (3 .4 .1 ) shartlam i 
qanoatlantirishi va hamma pozitsion tezliklarning boshlang'ich qiy­
matlari nolga teng bo'lishi ( q  =  consí va q =  0  bo'lganda hamma <p 

siklik tezliklar o ‘zgarmas qiymatlarini saqlaydi) yetarli va zarurdir.

R 0 ning ifodasiga (3 .3 .4 ) siklik integrallarnmg c¡ o ‘zgarmas sonlari

kirganliklari tufayli q0j ning statsionar harakatlari qiymati c¡ ni o ‘z 

ichiga oigan é  siklik tezlikiarga b o g ‘!iq  b o ia d i.

Statsionar harakatni íoyílmagan harakat sifatída qarab, uning turg‘un 
bolísh shartlarini aniqlaymiz. Um um iylikni buzmasdan, statsionar 
harakatda ham m a q .  pozitsion koordinatalar nolga teng, ya’ni (3 .4 .1 )

icngíamalairnijjg yechim lari q w = q 20 =  ... =  qs0 = 0  deb qabul qilishim iz 

mumkin. U holda keltirilgan sistemaning (3 .3 .1 2 ) tenglamalari q j 

,>ozitsion koordinatalar va q¡ pozitsion tezlikiarga nisbatan toyilgan ha-

rakatning dífferensia.1 tenglamalari b o ia d i. Statsionar harakatning 
turg‘unligi haqidagi bir qator teorema!arni Raus isbot qiígan. Bu erda 
ular orasidan k o ‘p tarqalgan va amaliyotda muhim b o ig a n  bittasini 
keltiram iz.

R au s teorem asi. A ga r statsionar harakatda keltirilgan sistemaning 

W =  I I  -  R0 potensial energiyasi minimumga ega bo ‘Isa, u holda, hech  

bo'lm aganda (3 .3 ,4 ) siklik integrailarning qiymatini buzmaydigan toyi- 

Iishiar uchun, statsionar harakat q¡ pozitsion koordinatalar va q ,  tez­

likiarga nisbatan turg'un bo'ladi.
Isb o t. Berilgan  moddiy sistemaning statsionar harakati paytida kel­

tirilgan sistem a muvozanatda (harakatsíz) b o ia d i. Bundan tashqari, kel-

(3.4.2)
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tirilgan sistema uchun (3 .3 .1 6 ) en erg Sa  integrali mavjud. Shu tufayli 
Raus teoremasini isbot qilish uchun Lagranj teoremasining isbotini 
qaytarish yetarli.

Keltirilgan Raus teoremasi faqatgina (3 .3 ,4 ) ^siklik integrallarning 
qiymatini buzmaydigan toyilishlar uchun to ‘g ‘ridir. Lyapunov Rausning 
bu teoremasidagi kam chilikni tuzatadigan teoremani yaratdi. B iz  uni is- 
botsiz keltiramiz.

T eorem a. A gar keltirilgan sistema W potensial energiyasi ham  
ko'rilayotgan statsionar harakatga tnos keluvchi p . = c . qiymatlar uchun

ham p j = c j +T)j qiymatlar uchun minimumga ega, bu yercla j//; j

yetarlicha kichik miqdor, hórrida W  ni minimumga aylantiruvchi 

q ],q 2,.:.,q s o'zgaruvchilarning qiymatlari p j miqdorlarning uzhtksiz

funksiyalari bo ‘Isa, u holda statsionar liarakat qk pozision koor- 

dinatalar va qk tezliklarga nisbatcin turg 'un bo ‘ladi.

Lyapunov Raus teorem asini umumlashtirgan bu teoremasining is­
botini keltirmagan.

W  uzluksiz funksiya bo 'lgan  hoi uchun V .V . Rum yansev bu teo­
remani isbot qiladi [81J. [81 j kitobda statsionar harakatlar turg‘unllk naza- 
riyasi deyarli to iiq  keltirilgan. Kitobdagi ko‘p natijalar V .V . Rumyansev 
tomonidan olingan.

T a ’kidlash zarurki, statsionar harakatlarning turg‘unligiga potensial 
energiya minimumga ega b o ‘lmagan holda ham erishish mumkin (giros- 
kopik kuchlar yordami bilan). Shuning uchun ham Lagranj teorem asiga 
teskari b o lg a n  Lyapunov va Chetayev teoremalaiini statsionar harakatga 
q o lla sh  mumkin emas.

Ammo giroskopik b o g ‘lanmagan sistemalar uchun quyidagi teorema 
to ‘g ‘ridir.

Teorem a. A ga r giroskopik bog'lanmagan sistemaning yakkalangan  
statsionar harakati uchun (3 .3 .4) siklik integrallarning mahkamlangan 
qiymatlarida q lam ing analitik funksiyasi bo'lgan W minimum qiy- 
matga ega bo'lmasa, u holda statsionar harakat noturg'un b o ‘ladi.

Izoh. Raus teoremasini amaliy masalalarni yechishda foydaianish  

uchun teorema shartlari bajarilganda, W - W 0 funksiyaning aniq musbat 

ishorali ekanligini aniqlasli yetarli, bu yercla W ning statsionar 

harakatdagi qiymati WQ cleb olingan, Shuning uchun ham bu funksiyani 

qatorgci yoyish va Silvester kriteriysidan foydaianish kerak.
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S-1= Raus teoremasinmg tatbiqiga doîr misoîlar

Kitobning 2- bobida konussimon mayatnik va Y er sun’iy y o ‘ldoshi stat- 
sionar harakatlarining turg‘unligim Chetayev usuli bilan isbot qilgan edik. 
! indi Raus teoremasim tatbiq etib shu natijalarni olamiz.

1 - mi  s о 1 Konik mayatnik statsionar h arak atin in g  tu rg ‘unligi

Oldin konik (konussim on) mayatnikning quyidagi kinetik va po- 
tensial energiyalari topilgan edi:

Т  =  - т Г ' { 9 2 +  w2 s\n2 9 ) .  П  =  - m g l c o s 9 .
1

u ifodalardan k o ‘rinib turibdiki, у/ -  siklik koordinata (u kinetik 

nergiya ifbdasiga faqat ÿ  barchak tezlik orqali kiryapti va potensial 

¡nergiya ifcdasida y o ‘q) va 9  -  pozision koordinata. (3 .3 .4 ) formulaga 
isosan, siklik integralni tuzamiz:

p  = ? L  = ml2ú n 2 9 - i / f = :c ,  (3.5.1)
d f

3 a  yerdan \ff topib, T  kinetik energiya ifodasiga kiritamiz:

Ш ----- ----------  , T* =  —m l29 2 + — ---- 2—7~2---•
ml sin 9  2 2 m l 's i n '9

(3 .3 .5 ) formuiadan foydalanib, R Raus funksiyasini topamiz:

1 . 1 (p" С
R = T * - c u f - ~ m l 29 2 + --------^ ^ ------с -------,

2 2 m l's in “ 9  m l 's m '9

yoki

R = - m l 29 2 - -  , C-— -■
2 2 m l' sin 9

(3 .3 .7 ), (3 .3 .8 ) va (3 .3 .9 ) formulalarga asoslanib,

1 ,глг  ~ 1 cRn = —ml 9  , Ä ,=  0 , R0 =  - ~
2 ' ü 2 m l2 sin2 9

ni hosil qilamiz. /?, = 0  bo'lganligi uchun koiilayOtgan sistema giro- 

skopik boglanm agan bo'ladi. Endi keltirilgan sistemaning W = n ~ R 0 

potensial energiyasini topamiz:

1 c 2



B arqàror harakatdagi 6  burchakning qiymatini a  bilan, if/ sikiik 

tezlikning qiymatini œ bilan belgilaym iz. Statsionar liarakât mavjud 
b o iish in in g  .(3 .4 .1) sharti quyidagi k o iin ish g a  ega b o iad î;

3W^ , . c  c o s a
—— - m g l s m a -  — -----
ad ) g=a ml sio; a

yoki almashtirishlar o ‘tkazgandan keyin
■ 4sin a

2 ,3

(3 .5 .3 )

(3.5.4)
cos a  m _ 

ga keladi.
B u  formula (3 .5 .3 ) tenglamaning bir parametrli yechïm iar oilasini 

aniqlaydi va (3 .5 .4 ) ga m os keladigan konussimon mayatnik burchak 
tezligining qiymati (3 .5 .1 ) tenglikd'an aniqlanadi:

i/f =  ÿ 0 =  ü)-~ ,2  . 2 ml sut a
(3.5.5)

(3 .5 .4 )  va (3 .5 .5 ) tengliklardan c  param étrai chiqarsak, ushbii tenglikka 
kelam iz:

6î2cos à =  — .
I

B u tenglik konik mayatnik statsionar harakating mavjud bo'lishi sharti 
hisoblanadi va oldin biz uni elem entar mulohazalar orqali topgan edik.

Endi mayatnik statsionar harakatim toyilmagan harakat sifatida qabul 
q ilib , uning turg‘unligini Raus teoremasi yordamida tadqiq qilarim , 

Buning uchun 0-a +  x  ni W rang (3 .5 .2 ) ifodasiga kiritaraiz va. 

W -W q  ayirmani x  ning darajalari b o ‘yicha qatorga yoyaamiz:

W -W „
(dw

àO
x + -

6-a 3 ~6
x  + ...

/Ô=a-

yoki (3 .5 .3 ) ni hisobga olib,

W -W ,o
1 (  32 w " 
2 'àO2 Je=a

ni hosil qilam iz, bu yerda nuqtalar bilan x  ning darajalari ikkmchidan
/  . - \ 

à~W
yuqori b o ig a n  hadlar belgilangan. 

mizdan keyin

ni topib o ‘rniga qo'ygani-
v Je=a
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w - w Q = -  
u 2

m gl+ — 2
ml

с2 sin2 a  + 3cos2 a
. 4

sin «
X + . ..

■¡i ega bo'lam iz.

X2 oldida§i k o ‘paytuvchi musbatligi uchun W funksiya statsionar
л

lurakatda m inm m m ga ega. Bundan tashqari, har qanday в  =  ССФ —

ichun (3 .5 .4 ) yechim  (3 .5 .1 ) integraldagi ¿  o 'zgarm as songa uzluksiz 
hog'':iq. S ik lik  tezlik f  =  (0 ham 0  =  a * Q  qiymatlarda с  ga uzluksiz 

hoy.'Üq bo'ladi. Shuning uchun ham Raus te o re m a s i va umumlashgan 
, .• nov teoremasi g a asosan konik mayathikning statsionai haiakad

в  va \jf o'zgaruvchilarga nisbatan turg‘undir.



IV BOB. STATSIONAR HARAKATLAR UCHIJN BIRÍNCHI 
YAQINLASHISH USULI BO ‘YICHA TURG‘UNLIK 

K R ITER ÍYLA R I

K o ‘p hollarda, asosan aroaliyotda, harakatning turg‘unligini birinchi 
yaqinlashish tenglam alari asosida tadqiq qiladilar. Am mo, kitobning 1- 
bobida k o ‘rsatganim izdek, birinchi yaqinlashish tenglamalari harakat tur- 
g 'unlig i haqida umuman noto ‘g ‘ri xulosalar berishi mumkin. Shuning 
uchun ham shunday shartlarni topish masalasi tug‘iladiki, bu shartlar ba- 
jarilganda, birinchi yaqinlashish tenglamalari asosida harakat turg'unligi 
haqida to ‘g ‘ri xulosa chiqarish mumkin b o ‘lsin. Boshqacha qilib  aytgan- 
da, qandcty shartlar bajarilganda, birinchi yaqinlashish tenglamalari 
asosida turg'unlik haqida olingan natijalar to ‘g ‘ri bo'ladi degan xnuam- 
mo paydo b o ‘ladi. B u  muammo X IX  asrning ikkinchi yarmida paydo 
b o ‘ldi va uni A .M . Lyapunov 1892-y ili o ‘zining doktorlik dsssertatsiya- 
sida avtonom sistemalar va ba’zi bir noavtonom sistemalar uchun yechdi.

B u  bobda barqaror harakatlar uchun birinchi yaqinlashish usuli b c ‘yi- 
cha turg‘unlik kriteriylarini (yetarli va zarur shartlarni) bavon etamiz.

B iror sistem a toyilgan harakatining differensial tenglamalari quyidi 
g i ko'rinishda berilgan b o ls in :

dx. —
- r  + P iS 2+~'+PsUX» + X s{xi,xl ,. . ,j„ )  (5 =  1, n ). (4.1.1) 
dt

Bu yerda p sj -  o ‘zgarmas sonlar, X s esa / vaqtga b o g iiq  bolmagas?:

x i,x 2,—,x n o ‘zgaruvchiiarning funksiyaiari va

sohada o ‘sha o ‘zgaruvchilar darajalari bo 'y icha qatorga yoyiluvchi va 
yoyilmasi birinchi hadining darajasi ikkidan kam b o ‘Imasiigi kcrak.

(4 .1 .1 )  sistem aning birinchi yaqinlashish tenglamalari

B u  tenglamalarning xususiy yechim iari quyidagi ko'rinishda ixlanadi:

1- §. Birinchi yaqinlashish tenglamalari

\x\<H (4.1.2)

dx,

dt
=  Ps\x \ +  Ps2*2 +  -  +  Psnxn (5 =  !,«)• (4.1.3)

(4.1.4)
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bit ycrda A1V. . ,A „ , X -  o'zgarm as sonlar. (4 .1 .4 ) laming vaqt bo 'y icha

hosilasi

x , = A , / xn = A j e M (4.1.5)

ga teng b o la d i. x v x 2 , . . . , x n va x , , x 2 ,. . . ,x „  lam ing qiymatlarini (4 .1 .4 )

va (4 .1 .5 ) lardan (4 .1 .3 )  ga keltirib q o ‘yib va nolga teng bo'lm agan e h 
umumiy ko'paytuvchiga qisqartirib, hadlarni guruhlaganimizdan keyin

(,P\ 1 — X )A t +  P\2^2 P lA n  ~~ 

p 2\A\ +  ( p 22 — A )A 2 + . . .  +  P 2n A„ — 0 ;  (4 1 6 )

P „ A  + P 2 \ A 2 + -  +  ( P ^  = °  .

aniqmas A ,, A 2 ,.. . ,  A„ 0 ‘zgarmas sonlarga nisbatan bir jin sli chiziqli al- 

gebraik tenglam alar sistem asiga kelam iz. B u  sistem a noldan farq qiluv- 

chi yechirnga (aks holda hamma x ,  = 0 )  ega b o ‘lishi uchun uning deter­

minant! nolga aylanishi zarur:

Pn - A P\1 •• Pu,

D (A ) =
P21 P22 ~  ̂  • • Pin

Pnl Pn 2 • Pn« -

(4.1.7)

Bu yerdan quyidagini hosil qilam iz

(IqX  +  a {X  +  ... +  a (l — 0 , (4.1.8)

bunda a s koeffisiyentlar (4 .1 .3 ) tenglamalardagi p y koeffisiyentlarning

funksiyalari b o ‘ladi ( i  =  l , n,  j  =  \ ,n ). (4 .1 .7 ) ni xarakteristik determ i­

nant va (4 .1 .8 )  ni (4 .1 .3 ) birinchi yaqinlashish tenglamalari siste- 

masining X ga nisbatan xarakteristik tenglam asi deb ataymiz.
Algebraning asosiy teorem asiga asosan (4 .1 .8 ) xarakteristik tenglama 

n ta A1,A 2 , . . . ,X ii ildizlarga ega bo'ladi.

a) A gar xarakteristik tenglam a ildizlari orasida karralilari b o ‘lmasa 
(ya’ni b ir-biriga teng em as), u holda har doim shunday xosm as chiziqli 
almashtirish
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yk =  Z V O  ( *  =  l , w )  (4.1.9)
v=i

mavjudki (bu yerda Vkj -  qandaydir' o ‘zgarmas sonlar), u (4 .1 .3 ) bi- 

rinchi yaqinlashish tenglamalarini quyidagi k o ‘rinishga keltiradi:

= 4  y t, f

y  2 =  2 ’
(4.1.10)

y„ = k y „ -

yl , y 2,-->yn o'zgaruvchilar k an o n ik  o ‘zg aru v ch ilar deb aytamiz. Agar

(4 .1 .9 ) almashtirishlarni (4 .1 .1 ) toyilgan harakat tenglamalariga nisbatan 
q o ila sa k , u holda quyidagini hosil qilamiz:

)'i =  Xy¡ +  F i ,

_y2 =  A, v2 +  K ,,
‘ '  (4.1,11)

y n = \ y n+Ym

bu yerda Ys (s =  \,n) -  nochiziqli hadlar, yoyilm asi larga

nisbatan kamida ikkinchi darajali hadlardan boshlanadi.
X arakteristik  tenglamaning har qanday X - a  + ifi kornpleks ildiziga

bitta X =  a - i p  q o ‘shma ildiz raos keladi ( a ,  ¡3 -  haqiqiy o'zgarm as

sonlar). Ularga y =  u  +  iv  va y = u - i v  kornpleks -  qo'shm a kanonik 

o'zgaruvchilar m os keladi, bu yerda it va v lar t ning haqiqiy funk- 
siyasi. X arakteristik tenglamaning haqiqiy ildiziariga y  haqiqiy kano­

nik o 'zgaruvchilar mos keladi.

(4 .1 .9 ) almashtirishning Vkj koeffisiyentlari o'zgarm as sonlar bo 'lgan-

ligi uchun toyilmagan harakatning x k o 'zgaiuvchiíarga nisbatan tur-

g 'unligidan (noturg'unligidan) y k kanonik o'zgaruvchilarga nisbatan

turg'unligi (noturg'unligi) kelib chiqadi va, aksincha.
K o'rilayotgan sistem aning toyilgan harakat differensial tengíamalari

(4 .1 .3 ) ko'rinishda bo'lsin  yoki kanonik o'zgaruvchilarda (4 .1 .10 ) 

ko'rinishda, y a ’ni chiziqli b o 'ls in . \ , b , . . . , X n lar bir-biriga teng bo'I- 

maganligi uchun (oddiy ildizlar), (4 .1 .1 0 ) tenglamalar ham bir-biriga
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Iiog'liq em as. U lar oson integrallanadi va um amiy yechim  quyidagi 
koi'in ishga ega:

•V
y, =-y 0Ie ■’

y 2 y  02^
X]i

(4.1.12)

y„ =  y0 .

hu yerda yüi, - , y 0n lar yn lam ing /=0 paytdagi (boshlang‘ich)

qiymatlari.
Äk = a k +  ißk xarakteristik tenglamaning ildizi b o is in . Agar a k *  0 

va ß k * 0  b o ‘lsa, kom pleks ildizga, a k - 0  va ß k * 0  b o ‘lsa so f 

mavhum ildizga, a k *  0  va ß k =  0  b o ls a , haqiqiy ildizga, a k = ß k =  0 

h o igand a esa nol ildizga ega b o ‘lam iz. M a’lumki,

( a k +ißk )i =  e a kt Jßk‘

yoki har qanday ß k va t lar uchun e

a kt=  e

1 b o ‘lishini hisobga olib,

(4.1.13)

ni hosil qilam iz. t da (4 .1 .1 3 ) tenglikdan quyidagilar kelib

chiqadi:

a) agar a k <  0  bo i s a ,  u holda

b) agar a k =  0  b o ls a , u holda 

d) agar a k >  0  bo i s a ,  u holda

—> 0 ,  

=  1 ,

—  ̂oo 4

(4.1.14)

D em ak, agar xarakteristik tenglamaning ildizlari oddiy b o is a , u hol­
da (4 .1 .1 2 ) umumiy yechim  va (4 .1 .1 4 ) munosabatlardan chiziqli av- 
tonom sistem a harakatining turg'unligi haqidagi quyidagi teoremalar 
kelib chiqadi:
. 1. A ga r xarakteristik tenglama barcha ildizlarining haqiqiy qismi 

manfiy ishorali ( a k < 0 )  bo'Isa, u holda toyilmagan harakat asimptotik

turg'un bo'ladi ( t - ^ ° °  da hamma yk - > 0 ) ;

2 . A gar xarakteristik tenglama ildizlaridan hech bo'lm aganda bitta- 
sining haqiqiy qismi musbat bo'lsa, u holda toyilmagan harakat notur- 
g'u n  bo'ladi da hech bo'lm aganda bitta yk
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3. A ga r xarakteristik tenglama ildizlaridan b iror qismining haqiqiy
qismi nolga teng va qolganlarining haqiqiy qismi manfiy■ bo ‘Isa, u holda

toyilmagan harakat tu rg 'm  (asimptotik ernas) b o ‘Igdi (barcha y k lar 

chegaralangan va ularning bir qismi nolga intiladi).
b) Xarakteristik tenglamaning birorta Á¡ ildizi I karrali b o ls in . 

Bu ildizga avvalgidek

yechim  m os keladi, bu yerda ham As iar (4 .1 .6 ) tenglamalarni qanoat- 

lantiradi. Am m o bu holda A j ildizga (4 .1 .3 ) tenglamaning (4 .1 .4 ,a) dan 

farq qiluvchi boshqa xususiy yechim lari ham mos keladi. Bu yechim lar

koi'in ishd a b o ‘lib , bu yerda f s (t )  -  biror t ga nisbatan ko'phad [78]. 

B u  k o ‘phadlarning darajasi hech qachon (/ -1 )  dan katta emas, ammo 

( Z - l )  dan kichik  b o ‘lishi mumkin.

Bu yerda D (A j)  determinantning ((4 .1 .7 ) ga qarang) rangi ( n - l ) g a

tengmi yoki undan kichik bo'lishiga qarab, ikki hoi yuz berishi mumkin.
Izoh. Asosiy determinantdan k satr va ustunni o ‘chirishdan hosil 

bo ‘Igan determinant (n -  k ) - tartibli minor deb ataladi. A gar m dan

kichik tartibli barcha m inorlari nolga teng bo ‘Igan holda, aqalli bitta 
m - tartibli m inori noldan farqli bo ‘Isa, bu determinantning rangi m  ga  
teng deb aytiladi.

D (A j)  determ inantning rangi (/ z -l)  ga teng b o ‘lsin, u holda (4 .1 .3 ) 

tenglamaning quyidagi I ta yechim i mavjud b o ia d i:

Bu yechimlar chiziqli bogianm agan (erklidir). Oxirgisi (4 .1 .4 ,a) ga mos 

bo'ladi. Demak, /  , karrali ildizga bir guruh yechim mos kelyapti.

(4.1.4,a)

(4.1.15)

(4.1.16)
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/)(/!..) d eterm m an tn in g  ran g i ( n -  2) ga teng b o ‘lsín . U  holda /

i . ii rali A - ildizga 1 ta chiziqli b o g ‘liqm as yechim  mos keladi, ammo 

cndi bu yechim lar ikki guruhga b o lin a d i:

bu yerda k + m =  p  +  q +  2  =  l ,  f s {t) k o ‘phad & -tartibli, f s (/) esa m -  

tartibli ko'phad.
U m um an, D ( l ; ) d eíerm in an tn in g  ra n g i ( n - r )  ga íen g  b o ls ín . U

iiolda t karrali ildizga avvalgidek I ta chiziqli b og ‘liqm as yechim lar 
mos keladi va bu yechim (4 .1 .1 7 ) ga o ‘xshagan r  ta guruhga b o ‘linadi. 

D (A j) determinantning rangi ( n - l )  dan kichik bo‘la olmaydi. Aks

holda, Aj ildizning karrasi / dan katta b o ‘lardi [78]. Shuning uchun ham

/ karrali A¡ ildizga mos keluvchi yechim lar guruhining soni l dan

katta b o ‘la olm aydi. Agar guruhlar soni / ga teng b o ‘lsa, u holda har 
hir guruh bitta yechim dan iborat va ham m a yechim lar (4 .1 .4 ,a) k o ‘- 
rinishda b o ‘ladi.

Shunday qilib , barcha hollarda ham (4 .1 .3 )  tenglamalarning karrali 
ildiziga mos kelgan xasusiy yechim lari soni sha ildiz necha karrali b o l ­
sa, shuncha b o ia d i.

B u  yechim lam i topish chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechi- 

sh niasalasiga keiíiriíadi. N.G. Chetayev tomonidan bunday íenglamalami 

tuzishning eng sodda usuli k o ‘rsatilgan [102].

(4 .1 .8 ) xarakteristík íeng laman i ng hamm a iídizlarini topgandan keyin, 

biz (4 .1 .3 )  tenglamalarning chiziqli b o g liq lim as n  ta xususiy yechim ini 

topamiz. B u  yechim lam i x í l„xí2 , , . . ,x m deb belgilab (birinchi indeks -  

funksiya raqam lari, ikkinchi indeks -  yechim  raqam i), (4 .1 .3 ) tengla- 

maning umumiy yechim ini topamiz:

bu yerda C I,C 2,...,C „ -- ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlar va ular dastlabki 

(boshlang 'ich) shartlardan topiladi. Agar qaysi b ir yechim da x s ning

(m = l,2,...,r/ +  l ) ,

(4.1.17)

- (4.1.18)
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boshlang‘ich qiymati yetarlicha kichik miqdor b o ‘!sa, u holda bu 

yechim ga mos kelgan C  - son ham yetarlicha kichik son bo'ladi.

Xarakteristik tenglama b a ’zi ildizlarining haqiqiy qismi nolga teng va 
barcha qolgan ildizlarining haqiqiy qismi manfiy ishorali bo 'lsin . U 
vaqtda bu ildizlar yoki nolga teng, yoki so f mavhum songa teng b o la d i. 
Har bir nolga teng bo 'lgan  ildizga, agar u oddiy ildiz b o ‘lsa yoki ildiz 
karrali b o ig an d a  ham unga mos kelgan yechim larning guruhlar soni 
ildiz karrasiga teng b o ‘Isa, u holda

x , = A ,  ■ (4.1.19)

yechim  mos keladi. Aks holda (4 .1 .3 ) sistemaga

* s = f M )  (4-1-20)

yechim mos keladi ((4 .1 .1 5 ) ga qarang), bu yerda f s (t) -  k o ‘phadlar. 

Har bir ±  p  i so f mavhum ildizga, agar u oddiy ildiz yoki karrali hamda 

unga’mos kelgan yechim larning guruhlar soni ildiz karrasiga teng b o i ­
sa, u holda

xs =Pscosfi t - Q s i n f i  t, xs =Ps sin/?/+Qsco$fit  (4.1.21) 

yechim  mos keladi, bu yerda PS,Q S -  haqiqiy o ‘zgarmas sonlar 

(A s ='Ps + iQ s ). Agar ±  P i karrali ildizlar b o ‘lsa va ularga mos kelgan 

yechim lar guruhlarining soni ildizning karrasidan kichik b o ‘lsa, u holda
(4 .1 .3 ) sistema shu ildizlarga mos kelgan

x s -<ps c o s /3 t - y /s sin j3t, x s =<ps s m fît+ i//s c o s fît  (4.1.22)

yechim ga ega bo'ladi, bu yerda (ps va y/s -  ko'phadlar ( f s =<ps +  iy/s ).

(4 .1 .1 9 ) yoki (4 .1 .2 1 ) k o ‘rinishdagi yechim larning borligi harakat tur- 
g 'unligini buzmaydi, chunki yechim ga kiruvchi hamma funksiyalar che- 
garalangan, (4 .1 .2 0 ) yoki (4 .1 .2 2 ) ko'rinishdagi yechim larning mavjud- 
ligi esa noturg‘un harakatga olib keladi.

'Shunday qilib, agar xarakteristik tenglama ildizlari orasida karrali 
ildizlar mavjud b o ‘lsa, u holda ikki hoi yuz beradi:

a) agar karrali ildizga mos kelgan (4 .1 .3 ) tenglamalar yechim larining 
guruhlari soni ildizning karrasiga teng b o ‘Isa, u holda toyilmagan ha- 
rakat turg‘unligini tadqiq etish natijalari xuddi xarakteristik tenglama 
hamma ildizlari oddiy ildizlar b o ‘lgandagi kabi bo'ladi, y a ’ni yuqorida 
keltirib chiqarilgan 1-3-teorem alar o ‘z kuchini saqlaydi.

b) agar karrali ildizga mos kelgan (4 .1 .3 ) tenglamalar yechim larining 
guruhlari soni ildizning karrasidan kichik b o ‘Isa, u holda xarakteristik 
tenglamaning hamma ildizlari oddiy ildizlar bo'lganda olingan natijalar-
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tlaii, bu hol uchim faqat 1-2-teorem alargina o ‘z kuchini saqlaydi, 3-teore- 
iii.t esa o ‘z kuchini y o ‘qotadi, ya’ni toyilmagan harakat noturg‘un_bo‘ladi.

D em ak, agar toyilgan harakatning aifferensial tenglam alari (4 .1 .3 ) 
ko'rinishda b o ‘lsa, u holda biz quyidagi natijalarga kelam iz;

1. Toyilmagan harakat asimptotik turg'un bo'lishi uchun, xarak- 
icrislik tenglama barcha ildizlarining haqiqiy qismlari manfiy bo'lishl 
vetarli va zarurdir,

2 . A g a r xarakteristik tenglam aning ildizlari orasida hech  bo'lm agan- 
Jn  hittasining haqiqiy qismi musbat b o ‘Isa, u holda toyilmagan harakat 
noturg'un bo'ladi',

3. A gar xarakteristik tenglama haqiqiy qismi musbat ildizlarga ega  
ho'Imay, haqiqiy qismi nolga teng bo'lgan oddiy yoki karrali ildizlarga ega  
va karrali ildizlar holida har b'ir ildizga mos kelgan yechimlarning gttruh- 
Itiri s'oni, shu iklizning Icarrasiga teng bo'Isa, u holda toyilmagan harakat 
nirg'un bo'ladi. A gar xarakteristik tenglamaning haqiqiy qismi nolga teng 
mu■ bir karrali ildiziga mos yechimlarning guruhlari soni shu ildizning 
karrasidan kichik bo'Isa, u holda toyilmagan harakat noturg'un bo'ladi.

Shunday qiiib , chiziqli sistem aning toyilmagan harakati turg‘unligini 
ckshirish m asalasi chiziqli toyilgan harakat tenglamalari xarakteristik 

icnglam asining ildiziarini tekshirish m asalasiga, y a ’ni algebraik masalaga 
keltirildi. B u  yerda Lyapunovning ikkinchi usulini q o ‘llashning hojati 
y o ‘q. Shunga qaramasdan, b iz  (4 .1 .3 ) tenglamalar uchun Lyapunov 
itinksiyasini yasash usullarini o ‘rganam iz, chunki bu funksiyalar b o ‘la- 
, ik tadqiqotlarim izda fundamental rol o ‘ynaydi. Buning uchun ayrim 
yordamchi m ulohazalar bilan tanishishga to ’g 'ri keladi.

Faraz qiiaylik , V (x v x 2,. . . ,x n) funksiya m -tartibii form a boMsin. Bu 

lormaning (4 .1 .3 )  tenglam alarga nisbätan vaqt b o 'y ich a olingan to ‘ liq 
hosilasini k o ‘ram iz:

nuinosabatni qanoatlantiruvchi V form ani topishni maqsad qilib  q o ‘ya- 
miz, bu yerda 1 - o ‘zgarmas son. lzianayotgan formaning koeffisiyentlari

2-  §, yordamchi mulohazalar

(4.2.1)

'!¥. funksiya harn m -ta itib li form a bo'ladi. 
(It

(4.2.2)
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qandaydir tenglamalar sistemasini qanoatlantirishi kerak. Bu sistemani
(4 .2 .2 ) tenglamaning chap va o ‘ng tarafidagi o 'xshash  hadlarning koef- 
fitsiyentlarini tenglashtirish y o 'li bilan hosil qilam iz. Bu sistemani hosil 
etishni m =  1 bo 'lgan  hoi, ya ’ni

V  =  a vx { + a 2x 2 +  ... +  a nx n (4.2.3)

uchun koi'satam iz.

(4 .2 .3 ) ni (4 .2 .2 ) ga q o ‘yib va chap hamda o ‘ng tarafdagi x l,x 2,...,x n 

lar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib, a v a 2,...,a n koeffitsiyentlar 

qanoatlantirishi lozim bo'lgan quyidagi tenglamalar sistemasini topamiz:

P\\a\ + Pi\a i + -  + P№ „ = Xa , ,  

P\2a \ ^  Pl2a2 + •■■ + PH2an =  X Cl2 ,

P ^ a x + P 2„a 2 + -  +  P n„an =  X a n .

Bu chiziqli bir jin s li tenglamalar sistem asi noldan farqli yechim ga 
ega bo 'lish i uchun uning determinanti

P n - X Pl\ Pn i

D (X ) = P\2 Pl2 ~~ X •• Pm

Pin Pin ■■ P n n -X

nolga teng bo 'lish i etarli va zarurdir. Shunday qilib , (4 .2 .2 ) tenglamani

(4 .2 .3 ) chiziqli form a qanoatlantirishi uchun X xarakteristik tenglama­
ning ildizi b o ‘lishi yetarli va zarur. X arakteristik tenglamaning har bir 
ildiziga bitta (4 .2 .3 ) chiziqli forma mos keladi. Agar xarakteristik 
tenglama n ta har xil ildizga ega b o ‘lsa, u holda (4 .2 .2 ) munosabatni 
qanoatlantiruvchi n  ta chiziqli form aga ega b o ‘lamiz.

Endi m >  1 bo'lsin , ya’ni V  =  x 2 \...x'"‘' . N  orqali

m  -tartibli form a hadlarining sonini, ya ’ni aniqmas koef-
fitsiyentlarning sonini belgilaymiz.

Bu son

N  =
n (n  +  l). . . («  +  m - l )

m !

tenglik orqali aniqlanishini 2- bobda ko'rgan edik, bu yerda

m = ml + m 2 + .:. +  mn ,

(4.2.4)

(4.2.5)
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mv m2,...,m n -  m anfîym âs butun sonlar. V  form aning o'zgaruvchilari 

oldidagi koeffitsiyentlarni al,a 2,. . . ,a N lar bilan belgilaym iz. Ularni

(4 .2 .2 ) tenglam aga q o ‘ygandan s o ‘ng, chap va o ‘ng tarafdagi o ‘xshash 
hadlar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib, a¡ larni aniqlash uchun 

quyidagi bir jin sli chiziqli tenglamalarni hosil qilamiz;

Ana j +  A i2a 2 + . . . +  A iNa N =  A a¡ ( i =  l , N ) ,  (4.2.6)

bu yerda Ar¡ lar p m koeffitsiyentlaming chiziqli kombinatsiyasidan iborat

o 'zgarm as sonlar. M asalan, m =  2 ,n  =  2 va V = a xx ¡  +  a2x tx 2 +  a}x 2 

bo 'lganda, (4 .2 .6 ) sistema quyidagi ko 'rin ishga ega:

2 p u ai + p 2]a2 = A a ] ,

^Pi2al (A  ¡ P22 )a2 /'-Pl\a'i ~ ^ ü2 >

P a a2 +  ^Pi 2ai =  A a3 .

(4 .2 .6 )  sistem a noldan farq qiîuvchi yechim ga ega b o 'lish i uchun A 
quyidagi tenglamani qanoatlaritirishi yeiarli va zarurdir.

A i ^ A 2 ■ A n

D J A )  =
An A2~) A ■■ A 2N

=  0 (4.2.7)

a n 1 AN2 ■ Avw -  A

Shunday qilèb, m  -tartibli V  fo rm a (4 .2 .2 ) tenglamaning yechimi bo'li- 
shi uchun A algebraik tenglama (4 .2 .7 ) ning ildizi bo'lisbi yetarli va
zarurdir.

(4 .2 .7 )  tenglamaning ildizlari bilan xarakteristik tenglam a ildizlari 
orasidagi oddiy munosahatni Lyapunovning quyidagi teorem asi aniqlab 
beradi.

1 -teo rem a. (4 .2 .7 ) tenglamaning barcha ildizlari

A  =  m ]Al +  m 2Â2 +  ... +  m^A„ (4.2.8)

formula orqali aniqlanadi, bu yerda A ¡,A 2 ,...,A n -  xarakteristik 

tenglama ildizlari, m i,m 2 , . . . ,m u ushbu

m, +  m 2 + ... +  m n =  m  . (4.2.9)

munosabat bilan bog‘langan manfiymas butun sonlar.
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Teorem aning isboiini N .G . M alkinuing [53 , 6 4 ..66-beilarj. va N.G.
Duboshinning [26, 1 5 2 -1 5 4  betlar] kitoblaridan topish mumkin.

Berilgan U (x itx 2, . . . ,x n) form a in -tartibli b o ‘lsin, Quyidagi

dV  „
—  =  +  p s2% + - - - + M x H) =  U  (4.2.10)
dt

tenglamani qanoatlantiruvchi m  -tartibli V {x ^ x 2,. . . ,x n) formam aniq- 

laymiz.

V  formaning koeffitsiyentlarini at,a 2,...,a N , bilan va berilgan U  

formaning koeffitsiyentlarini bv b2,...,b N bilan belgilaym iz. ai,a 2,.. . ,a N 

koeffitsiyentlarni aniqlash uchun (4 .2 .1 0 ) tenglamaning chap va o ‘ng 
tarafidagi o ‘xshash hadlarning koeffitsiyentlarini tenglashtirib. quyidagi 
algebraik tenglamalar sistem asini hosil qilamiz:

A ßüi +  Ai2u 2 + . . .  + AiNciN — b N (i — \ ,N ) .  (4.2.11)

Bu tenglama (4 .2 .6 ) dan faqat o ‘ng tarafidagi ifoda bilan farq qiladi, 

ya ’ni (4 .2 .6 ) dagi A a i o ‘m iga (4 .2 .1 1 ) da b N turibdi.

(4 .2 .11 ) sistem aning determinanti

Ai A\2 ■ A A'

An A 22 ■ A 2N

Avi A n  2 a nn

D m(0 ) bilan mos keladi ((4 .2 .7 )g a  qarang). Agar D „ ,(0 ) nolga teng 

bo'lm asa, u holda (4 .2 .1 1 ) tenglamaning yagona bitta a l , a 2 , . . . ,a N 

yechim i bor va, demak, (4 .2 .1 0 ) ni qanoatlantiruvchi yagona V  form a 

mavjud b o ‘ladi. Am m o, D m(A )  k o ‘phadning hamma ildizlari (4 .2 .8 )

tenglama orqali aniqlanadi. Shunday qilib, quyidagi Lyapunov teo- 
rem asiga kelamiz.

2- teorem a. A gar xarakteristik tenglamaning A . ildizlari shunday

bo'lsaki, (4 .2 .10 ) munosabat bilan bog'langan mx,m 2,...,m n manfiy bu- 

tun sonlarning hech bir qiymatida (4 .2 .8 ) nolga aylanmasa, u holda 
oldindan berilgan m -tartibli U (x l,. . . ,x n) form aning qanday bo'lishidan  

qat’iy nazar (4 .2 .10 ) tenglamani qanoatlantiruvchi bitta va faqat bitta 
o ’sha tartibli V (x ,, . . . ,x n) fo rm a mavjud bo'ladi.
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3- §. 0 4zgarmas koeffitsiyentli chiziqli tenglamalar sistemasi 
uchun Lyapunov funksiyasini tuzish

0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli tenglam alar sistem asi

dx —
~ r  =  Ps\Xl +  p s2x 2 +  ... +  p mx n (s  =  \,n) (4.3.1)
dt

uchun Lyapunov funksiyasini tuzish usullarini k o i ib  o ‘tamiz.
1. Toyilmagan harakat asimptotik turghm bo‘Isin. B u hoi faqat 

xarakteristik tenglamaning ham m a ildizlarining haqiqiy qism i manfiy

b o ‘lgandagina yuz beradi. K o 'rilayotgan holda 2- bobdagi teorem a B  
ning ham m a shartlarini qanoatlantiravchi funksiya mavjud b o ia d im i?  
Bunga quyidagi teorem a ijob iy  jav o b  beradi.

1- teorema. A g a r xarakteristik tenglama barcha ildizlarining haqiqiy 
qismi manfiy bo ‘Isa, u holda oldindan berilgan aniq ishorali 
U {x v,. . . ,x n) fo rm a qanday bo'lishidan qa t’iy nazar,

~ ^ l d~ ( p slXi-t p s2x2 + . . .+  p snxn) =  U  (4.3.2)
dt axs

tenglamani qanoatlantiruvchi bitta va faqat bitta o ‘sha tartibli 

V ( x x, . . . , x n ) fo rm a mavjud b o ‘ladikl u albatta ishorasi U  ning isho- 

rasiga teskari bo Igan aniq ishorali fo rm a  bo ‘ladi. ■

I s b o t  Xarakteristik  tenglam a ham m a Xj ildizlarining haqiqiy qism i

manfiy bolganligidan bir vaqtda nolga teng bo‘imaydigan ml,m2,...,mn
m anfiym as butun sonlarning hed:< b ir qiym atida (4 .2 .8 ) m iqdor nolga 
teng b o lm a y d i. Shuning uchun ham  2-§  dagi 2-teorem aga asosan

(4 .3 .2 )  ni qanoatlantiruvchi b itta va faqat bitta V ( x 1, x 2 , . . . , x n) form a 

mavjud b o ‘ladi. Endi, agar U  aniq ishorali form a b o ls a , u holda V 
ham ishorasi U ning ishorasiga teskari b o :igan aniq ishorali form a 
b o ‘iishini isbot qilishim iz kerak.

A niqlilik  uchun, U  aniq m anfiy ishorali form a b o ‘isin. V  form ani 
k o ‘ram iz. U ch hoi b o 'lish i m um kin: 1) V  form a manfiy ishorali qiym at- 
lar qabul qilishi m um kin; 2) V  -  o ‘zgarmas musbat ishorali form a; 3) V
-  aniq m usbat ishorali form a.

A gar birinchi hoi yuz bersa, u holda V  funksiya teorem a V  ning 
ham m a shartlarini qanoatlantirgan b o ‘ladi va, demak, toyilm agan harakat 
noturg'un b o ‘ladi. B u  shartga ziddir.

Ikkinchi hoi ham b o 'lish i mumkin em as. Haqiqatan ham, x s (t)  ni

(4 .3 .1 ) ni qanoatlantiravchi funksiya sifatida qarab, utiing x°s = x s(t0)
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b osh langich  qiymatini shunday tanlab olam izki, =  0  f o ‘lsin.

B u  mumkin, chunki shart b o ‘yicha V  o'zgarm as ishorali foraia (aniq

ishorali forma em as). Am m o — i  manfiy bo'lgani üchun V  kamayuvchi
dt

4 funksiya b o ‘ladi va, demak, V  manfiy ishorali funksiya b o 'lib  qoladi. 
Bu uning o'zgarm as musbat ishorali funktsiya ekanligiga ziddir. Demak, 
bu hoi ham b o ‘lishi mumkin emas.

Shunday qilib, faqat uchinchi hoi qoladi.
Demak, V  aniq musbat ishorali forma bo'ladi. isbot etilganiga k o ‘ra

V funksiya teorema B ning hamma shartlarini qanoatlantiradi va, demak, 
k o ‘rilayotgan hoi uchun Lyapunov funksiyasi b o ‘ladi.

Shunday qilib, o'zgarm as koeffitsiyentli chiziqli tenglamalar sistema- 
sining xarakteristik tenglamasi barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy 
bo ‘Igan holda Lyapunov funksiyasini tuzish uchun ixtiyoriy tartibli aniq 
ishorali form ani olish kerak va vaqt bo'yicha olingan to'liq hosilasi bu 

form aga teng bo ‘Igan ikkinchi form ani izlash kerak bo ‘Ictdi. Oldingi 
paragrafda ko'rdikki, bu mcisalci algebraik tenglamalar sistemasini 
yechishga keltiriladi. A ga r oldindan olingan forma katta tartibli bo‘Isa, 
u holda hisoblcish jarayoni murakkab b o ‘ladi. Shutting uchun ham U  

form a sifatida doimo qandaydir aniq ishorali kvadratik formani, 
masalan, x s lar kvadratlarining yig'm disini olish m a’quldir,

2. Xarakteristik tenglamá ildizlarining hech bo‘lmaganda bittasi- 
ning haqiqiy qismi musbat bo‘lsin. U vaqtda (4 .3 .1 ) tenglamalar uchun 
toyilmagan harakat noturg'un b o ‘ladi. Teorem a D  yoki teorema E  shart­
larini qanoatlantiravchi Lyapunov funksiyasining mavjudligi va uni to- 
pish yo 'lin i quyidagi Lyapunov teoremalari k o ‘rsatib beradi.

2- teorema. A ga r xarakteristik tenglamaning ildizlari orasiclci hech  
bo'lmaganda bitta haqiqiy qismi musbat ishorali ildiz mavjud bo'lsa va 
agar bu ilclizlar shunday bo ‘Isaki,

m ]Al + m 2/\2 +  ... +  m nAn (4.3.3)

micjdor

m ] +  m 2 + . . .  +  m n =  m  (4.3.4)

munosabat bilan bog'langan manfiymas butun sonlarning

hech bir qiymaticla nolga aylanmasa, u holda oldindan berilgan m  - 

tartibli aniq ishorali U  form a qanday bo'lishidan qat’iy nazar, (4 .3 .2)  
tenglamani qanoatlantiruvchi o ‘sha tartibli bitta va faqat bitta V form a  
mavjud bo'lacli va u ishorasi U  ga teskari b o ‘Igan o'zgarm as ishorali 
(qisman, aniq ishorali) form a bo'lmasligi mumkin.

104



Isb o t. Faraz qilaylik, U  ixtiyoriy m  -tartibli aniq ishorali form a 
bo 'lsin . Aniqlik uchun, u aniq musbat ishorali deb hisoblaym iz. Oldingi 
paragrafning 2-teorem asiga asosan (4 .3 .2 ) tenglamani qanoatlantiruvchi 
bitta va faqai bitta o ‘sha tartibli V  form a mavjud b o ‘ladi. B iz  bu for­
matting na aniq manfiy ishorali va na o ‘zgarmas manfiy ishorali form a 
b o lo lm aslig in i isbot qilishim iz kerak. Haqiqatan ham, agar V  aniq man­
fiy ishorali forma b o lg an id a  edi, u holda V teorema 8 ning hamma 
shartlarini qanoatlantirgan va, demak, toyilmagan harakat asimptotik 
turg'un boiar edi. Am m o bu mumkin em as, chunki toyilmagan harakat 
noturg'un.

Ikkinchi tarafdan, V  o ‘zgarmas m anfiy ishorali form a b o ‘la olmaydi 
(xarakteristik tenglama ildizlari qanday b olish id an  qat’iy nazar). Bunga 
Jionish uchun, xuddi oldingi teoremani isbot qilgandek, V  formani 
oshlang'ich qiymatlari nolga aylantiradigan (4 .3 .1 ) tenglamaning birorta

( 0  yechim ini k o ‘rish kifoya. B u  yechim  uchun, —  musbat ishorali
dt

bo'lganlig i sababli, V funksiya o ‘sadi va musbat qiym ailar qabul qiladi. 
Bu shartga ziddir. Shunday qiiib , teorema to ‘liq isbot etildi.

Teoremadagi V  funksiya teorem a D  ning hamma shartlarini qa­
noatlantiruvchi Lyapunov funksiyasidir.

Izoh . Isbot qilingán teorema faqatgina (4 .3 .3 ) ifoda nolga aylan- 
maydigan hoi uchun V funksiyani tuzish usulini beradi. Ammo bu shart 
bajarilmasligi mumkin. Masalan, xarakteristik tenglamaning ayrim  
ildizlari nolga teng bo ‘lganda, (4 .3 .3 ) ifoda nolga aylanadi va, demak, 
teorema  D  ni qanoatlantiradigan V  funksiya mavjud bo ‘Imaydi. Ammo, 
bu holda teorema  E  ni qanoatlantiruvchi funksiya mavjud. Bu funk- 
siyaning , mavjudligini va uning ko ‘rinishi qanday bo ‘lishini quyidagi 
teorem a ko'rsatib beradi.

3- teorema. A gar xarakteristik tenglamaning ildizlari orasida hech  
bo'lm aganda bitta haqiqiy qismi musbat bo'lgan ildiz mavjud bo ‘Isa, u 
holda oldindan berilgan ixtiyoriy m - tartibli aniq ishorali U (x u x 2,.. . ,x n) 
form a qanday b o ‘lishidan q a t’iy nazar, doimo

dV
t—  =  a V  +  U  (4.3.5)
dt

munosabatni qanoatlantiruvchi o 'sha tartibli V  form a hamda (X musbat 
son topiladi va V ishorasi U  ning ishorasiga teskari bo 'lgan o'zgar- 
mas ishorali form a bo ‘Imasligi mumkin.

Teorem aning isbotini I.G . M alkinning [5 3 ,70 -71  betlar] kitobidan 
topish mumkin.

105



Keyingi ikki paragrafda isbot qilingan teorem alam ing muhimligi 
shundan iboratki, xarakteristik tengiama ildizlarining xususiyatlarini bil- 
gan holda, biz b a ’zi tenglamalarni qanoatlantiruvchi V  funksiyaning 
mavjudligini aniqlaymiz va bu o 'sha tenglamaning yechim ini topish zaru- 
riyatidan bizni xalos etadi.

Isbot qilingan teoremalarni q o lla s h  uchun faqatgina ildizlarni bilish 
yoki ularning xususiyatlarini aniqlash talab qilinadi. Bu esa algebraik 
masalani yechish bilan hal etiladi.

4- §. Birinchi yaqinlashish bo‘yicha turg‘unlik haqidagi
Lyapunov teoremalari

Endi biz Lyapunovning asosiy teoremalarini isbot qila olamiz. Bu 
teoremalar toyilmagan harakatning turg‘unligini tadqiq etisb masalasini 
ba ’zi algebraik tenglamalarning ildizlarini tekshirish masalasiga keltiradi.

Toyilgan harakatning differensial tengiamalari

clx —
— = p ax1+PS2X2 +...+P, A  (5=1, n) (4.4.1) 
at

k o ‘rinishda berilgan b o ‘lsin, bu yerda X s{ x v . . . , x ¡ )  funksiya

sohada x ¡ , x 2 , . . . , x n lam ing darajalari b o ‘yicha qatorga yoyiladi va bu 

qator boshlang‘ich hadining darajasi ikkidan kam b o lm ayd i, p sk esa

o'zgarm as sonlar. (4 .4 .1 ) tenglaraalar sistem asining birinchi yáqinlashish 
tengiamalari sistemasi

ko'rin ishga ega bo'ladi,. bu yerda a .  lar p sk koeffitsiyentlarning

funksiyalari bo'ladi.
i -  teorem a. A ga r birinchi yaqinlashish tengiamalari sistemasining 

xarakteristik tenglamasi barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy b o 'l - 
sa, u holda toyilgan harakatning. differensial tenglamalaridagi yuqori da- 

rajali X s hadlarning qanday bo'lishidan qat’iy nazar, toyilmagan karakat 

asimptotik turg'un bo'ladi.

(4.4.2)

- f -  =  p ,xx¡ +  p s2xl + . . .+  P S„X„ ( i  =  l ,n )  
at

(4,4.3)

k o ‘rinishda, (4 .4 .3 ) sistem aning xarakteristik tenglamasi esa 

QÜX ' +  1 + . . .  +  +  d n = 0 (4.4.4)
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Isb o t, Xarakteristik  tenglam a ham m a ildizlarining haqiqiy qismi 

A j{j  =  h ñ )  m anfiy b o ‘lsin. U  vaqtda 3 - § dagi 1- teorem aga asosan

E dV , \ ✓ 2 2 1 \
—  == ( p sl x¡ +  Ps2x 2 + .. .  +  p a x„ ) =  - ( * ,  + x 2 +  ... +  Xn )

v=l dxs
tenglamani qanoatlantiruvchi V  form a mavjud b o ‘ladi va u albatta aniq 

musbat ishorali b o ‘ladi (chunki uning ishorasi U = - { x f  +  x2 + ... +  x l)  

ning ishorasiga teskari b o iis h i  kerak). B u  formatting (4 .4 .1 ) toyilgan 
harakatning differensial tenglam alariga asosan vacjt b o ‘yicha olingan 
to 'liq  hosilasini topamiz:

T + Pax2 + - + A A  + x . )  =~ix¡ + - + ^ ) + & T  ■ 
dt % d x s dxs

11 ^

S ' X  —  funksiyaning yoyilm asi kam ida uchinchi tartibli had bilan
t í

dV . v
ioshlanganligi tufayli, —  funksiya, 2- bobdagi 4- lemmaga asosan, X s 

dt
funksiyalarning qanday b o lish id an  qat’ iy nazar aniq m anfiy ishorali 
b o ‘ladi.

Shunday qilib , V  funksiya (4 .4 .2 )  sohada aniq musbat ishorali funk-

dV
siya va —  aniq m anfiy ishorali funksiyadir. D em ak, V  funksiya 

dt
teorem a B  ning ham m a shartlarini qanoatlantiradi va toyilmagan harakat 
asim ptotik turg'un b o ia d i. Teorem a isbotlandi.

2 - teo rem a. A gar xarakteristik tenglamaning ildizlari orasida hech 
b o ‘lmaganda bitta haqiqiy qismi musbat ishorali ildiz mavjud bo'lsa, u 
holda toyilgan harakatning differensial tenglamalaridagi yuqori darajali 
hadlarning qanday tanlab olinishidan qat’iy nazar, toyilmagan harakat 
noturg'un bo'ladi.

Isb o t. X arakteristik tenglam a ildizlari orasida hech b o ‘lmaganda bit- 
tasining haqiqiy qism i musbat b o is in . U vaqtda 3- § dagi 3- teoremaga 
asosan

¿ T ~ ( №  +  -  +  P Snx n) =  a V  +  k 2 +  Xl -  + K )
t i  dxs

tenglamani qanoatlantiruvchi V  form a va a  >  0  son mavjud va V  forma 
m usbat qiym atlar qabul qilishi mumkin.

Bu formadan (4 .4 .1 ) toyilgan harakat tenglam alariga asosan vaqt 
b o ‘yicha olingan to ‘liq hosila
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dV  *■' ,  ,  A  dV
—  = or V +  x f  +  x 2 + ... ■+ x 2 + y  X  —  = a V  + W (x ,, x , ,..., xn)
dt %  a*,

ko'rinishga ega, bu yerda —

W  ( * , ,  x 2 x n ) =  x,2 + ... +  x 2 +  ¿  X ,  .
^  3x.

W (x1,x 2,.,.,x „ ) funksiya 2- bobdagi 4 - lem m aga asosan aniq musbat 

ishoralidir.
Shunday qilib, V  funksiya musbat qiymatlar qabul qilganligi va W 

funksiya aniq m usbat ishorali bo'lganligi uchun V  funksiya Lya- 

punovning teorem a E  sini qanoatlantiradi va, demak, X s funksiyani

qanday tanlab olishim izdan qat’iy nazar toyilmagan harakat noturg‘un 
bo'ladi.

1 va 2 -  teorem alarga mos ravishda teskari teoremalar isbotlangán.

Y -  teorem a. A ga r X s funksiyalarning qanday tanlab olinishidan

qat’iy nazar, toyilmagan harakat asimptotik turg'un bo'lsa, u holda 
birinchi yaqinlashish differensial tenglamalarining xarakteristik tengla- 
malari barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo'ladi.

2 ’- teorem a. A g a r X s funksiyalarni qanday tanlab olishimizdan

qat’iy nazar, toyilmagan harakat noturg'un bo'lsa, u holda birinchi 
yaqinlashish tenglamalarining xarakteristik tenglamalarining ildizlari 
orasida hech b o ‘Imaganda bittasining haqiqiy qismi musbat bo'ladi.

Isbot qilingan Lyapunovning ikkaia teoremasi amaliyot uchun juds 
ham muhim ahamiyatga ega, chunki bu teoremalar qachon t u r g 'p l i i  
masalalarini birinchi yaqinlashish tenglamalari asosida tadqiq etish mmn- 
kinligini ko'rsatadi. B u  keyingi masala bir necha bor ta’kidiagam sazdek, 
sof algebraik masalaga, ya’ni o ‘zgarmas koeffitsiyentli algebraik 'tenglama 
ildizlarining xususiyatlarini tadqiq etish masalasiga keltiriladi

Shuni ham ta ’kidlash kerakki, bu teorem alar yordamida biz Lya­
punov funksiyasini topish yoki uni tuzish imkoniyaiiga ega bo :fish hilan 
birga, asimptotik turg'unlik sohasini topish va qaysi vaqt oralig'ida  
( T < t < r )  sistema asimptotik tu rg ‘un yoki noturg‘un bo lishi mumkin

degan masalalarni ham hal qilish imkoniyaiiga ega bo ‘lam it
Endi xarakteristik tenglama ildizlari orasida haqiqiy qism i musbat 

ishoralisi b o ‘Imasdan, ayrimlarining haqiqiy qism i nolga teng bo'lganda, 
turg'unlik m asalasi qanday yechilishini ko'raylik.

Eslatib o 'tam izki, bu hoi uchun birinchi yaqinlashish tenglamalarini 
tadqiq etish natijasida toyilmagan harakat yoki turg'un (ammo asimp­
totik turg'un em as), yoki noturg'un bo'ladi degan xulosaga kelgan edik.
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Toyilgan harakatning nochiziqli d ifferensial tenglam alari uchun bu 
xulosa o ‘z kuchini saqlaydim i yoki y o ‘qmi degan savollarga jav ob  
berishga to ‘g ‘ri keladi.

B u  savolga Lyapunovning quyidagi teorem asi jav ob  beradi.
3» teorema. A gar birinchi yaqinlashish tenglamalarining xarakte- 

ristik tenglamasi haqiqiy qismi musbat ishorali ildizlarga ega bo 7- 
masdan, haqiqiy qismi noiga teng ildizlari bor bo'isa, u holda toyilgan 

harakatning differensial tenglamalaridagi X  s funksiyalarni shunday

tanlab olish mumkinki, xohishimiz bo'yicha toyilmagan harakat turg'un 
yoki noturg'un bo'ladi.

D em ak, birinchi yaqinlashish tenglam alari b o ‘yicha turg‘un b o ‘lgan 
.arakat aslida noturg'un b o ‘lishi mumkin va, aksincha. B u  holda, toyil­

magan harakatning turg'un yoki noturg'un b o 'lish i toyilgan harakat 

anglam alaridagi yuqori darajali X s hadlarga to 'liq  b o g iiq  ekan. 

Shunday qilib, toyilgan harakatning differensial tenglamalari

¿üfx —
-  Ps\X\ + Ps2X2 + -  +  P SnXn + X Á Xl ’ - ’ X») ( s = l n )

at
vo‘rinishda b o ‘lganda, turg‘unlik m asalalarini tadqiq etishni ikki katego- 
riyaga b o lis h  mumkin:

1) nokritik hol, bu yerda turg‘unlik masalalari birinchi yaqinlashish 
tenglam alari orqali yechiladi;

2 ) kritik hol, bu yerda turg'unlik masalalarini echish uchun yuqori tar-

tibli X  % hadlarni ja lb  etish lozim  b o ‘lib qoladi. Xarakteristik tenglam a-

ning haqiqiy qism i musbat ishorali ildizlari y o ‘q va haqiqiy qism i nolga 
teng b o ‘lgan ildizlari bor bo'lgandagina kritik hol m avjud b o 'lad i. M a- 
tem atika nuqtayi nazaridan kritik holni, bir istisno hol sifatida ko 'rish  
mumkin. Anim o m exanika nuqtayi nazaridan bu hollar ju d a ham 
muhimdir.

5-§. Tcorcmalarning tatbiqiga doir misol

1- m i s o 1. Snaryadning aylanma harakati turg‘uniiginmg 
zaruriy sharti

Ikkinchi bobda snaryad statsionar harakati (snaryad aylanm a hara­

kati) turg'unligining a ,  á ,  /3, ( í  va ('p larga nisbatan yetarli sharti aniq- 

langan edi:

7 7V  > 4 J xP l . (4.5.1)
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Bu tengsizlikka qarama-qarshi bo'lgan tengsizlik bajarilganda, sna- 
ryad aylanma harakati (statsionar harakati) noturg'un bo 'lish in i k o ‘r- 
satamiz.

Toyilgan harakatning differensial tenglamalarini tuzainiz. Snaryad 
aylanma harakatining kinetik va potensial energiyalari quyidagi k o ‘- 
rinishga ega edi (2 - bob, 11- § ga qarang):

T  = 1  J x (dr2 + ß 2 cos2 a )  + ~  J .  (ф -  ß  sin a ) 2 , П  = PI cos a  cos ß .

Harakatning noturg'unligini k o ‘rsadsh uchun toyilgan harakatning bi- 
rorta traektoriyasi £  sferadan chiqib ketishini ko'rsatish yetarli. Buning 
uchun

birinchi integral o ‘zining qiymatini saqlaydigan i  =  0  paytdagi 

a  =  a 0 , à  = ù 0 , ß  =  ß 0 , ß  =  ß 0 , ф =  ф0 = п  toyilishlarni k o ‘ramiz. 

B irinchi yaqinlashish tenglamalarini tuzish uchun T  kinetik va П

ikkinchi darajali hadlarni saqlagan hoida) qatorga yoyam iz. U  holda 
o ‘zgarmas hadgacha (son) aniqlikda quyidagiga ega bo'lam iz:

Lagranj tenglam asi va (4 .5 .2 ) birinchi integraldan foydalanib, a , ß  va

(4.5.2)

potensial energiyalarni a ,  à ,  ß  va ß  larning darajalari b o ‘yicha (faqat

T  = —J x{ à 2 +  ß 2) + - J . : ( v -  ß a f , 17 =  - -  P l (a 2 + ß 2).
2 2 2

à ,  ß  larga nisbatan toyilgan harakatning birinchi yaqinlashish dif­

ferensial tenglam alarini hosil qilam iz:

J xä  + J ?n ß - P i a  =  0 ,  

J  ß -  J zn à - P Iß  =  0 .
(4.5.3)

(4 .5 .3 )  sistem aning xarakteristik tenglamasi 

J XÀ2 - P l  J  nÀ
=  0

- Л и /l J XÀ2 - P l

yoki

J \ X  +  ( J 2n 2 - 2  J xP l)X ~  +  P 2l - = 0 (4.5.4)

ko'rin ishda bo'ladi.
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Gurvits kriteriysini bu xarakteristik tengiamaga ishlatib b o lm ay d i, 
chunki ax = 0 ,  a 3 = 0 ,  ‘A3 = 0  va ularning birortasi qaram a-qarshi 

ma’noga ega em as. Shuning uchun turg‘unlik masalasini boshqa usul b i­
lan yecham iz.

(4 .5 .4 )  xarakteristik tenglam aning har bir A =  V +  jUi ildiziga 

-A =  - V  +  JUi ildiz javob beradi (nom a’lum A faqat ju ft darajada 

bo lg an i uchun). Shuning uchun ham, agar birorta ildizning haqiqiy 

qismi noiga teng b o ‘Jmasa ( R e / l= V ^ 0 ) ,  u holda albatta haqiqiy qism i 

m usbat ishorali bo'!gar. ildiz m avjud b o lad i. D em ak, bu holda Lyapu- 
ipvrsing birinchi yaqinlashish b o ‘yicha 2- teorem asiga asosan toyil- 
lagan harakat noturg‘un b o la d i. Bundan, o ‘z navbatida, snaryad 
oyilmagan harakatining turg‘un b o lis h i  uchun (4 .5 .4 ) xarakteristik 

ienglamaning barcha ildizlari so f mavhum b o ‘lishi zarur, ya’ni A -  jUi

fco lm ishga ega b o ‘!ishi kerak va A2 ga nisbatan ildizlar haqiqiy m anfiy

;onïar b o ‘lishi lozim . Am mo, buning uchun (4 .5 .4 ) tenglamaning A2 ga
iisbatan D  diskriminanti

D  =  ( j y  - 2 J xP l f  - 4 J ; P 2t 2 =  f : n 2( J 2zn 2 - 4 J XP £ ) > 0

tengsizlikni qanoatlantirishi zarur.
B u  yerdaa ko 'rin ib  turibdiki, agar (4 .5 .1 ) tengsizlikka (turg‘unlikning

yetarli shartiga) qarama-qarshi tengsizlik bajarilsa (ya’ni J 2zn 2 < A J KP t  

b o is a ) , u holda D  <  0  va, demak, toyilm agan harakat noturg‘un b o la d i. 
Shunday qilib ,

J 2n 2 > A J xP l

shart toyilm agan harakat turg‘unligining faqat yetarli shartigina em as, 
balki zaruriy sharti ham b o la d i.

2- m i s o I. Lampali generatorning turg‘unlik sharti

Ikkinchi bobda lampali generator toyilgan harakatining quyidagi 
nochiziqli d ifferensial tenglamalari

C —  =  ~i L — - u - — [R C - M S (u ) ] i  (4.5.5)
dt dt C

ni topgan edik. Toyilm agan harakatning asim ptotik turg‘un b o lish in in g
shartini Lyapunovning ikkinchi usuli asosida aniqlangan edi. B u  m isolda
biz ushbu shartni Lyapunovning birinchi yaqinlashish usulidagi teo-
rem alar orqali aniqlaymiz.

S ( u )  funksiyaning u darajasi b o ‘yicha qatorga yoyilm asi



S(u) — Sq + S'(0) u +... 

k o ‘rinishda edi. Bu ifodani (4.5.5) tenglamalar sistemasidagi S (u )  

o'rniga q o ‘yib va faqat chiziqli hadiarni qoldirgarfftnizdan keyin, quyi- 
dagi birinchi yaqinlashish differensial tenglamalari

C — = - / ,  L —  = u — - ( R C - M S Q)i  
dt dt C 0

ni hosil qilamiz. Bu tenglamalarning

CA 1

- 1  l a + r c ~ m s°
= 0

c

xarakteristik tenglamasini

CLa2 + (RC -  MS0)A + 1 = 0
ko'rinishga keltiramiz.

Gurvits kriteriysi bo'yicha doimo ( C > 0 , L >  0)

R C - M S 0 >0

shart bajarilganda, lampali generatoraing muvozanat holati (toyilmagan 
harakati) i tok va u kuchlanishga nisbatan asimptotik turg‘un bo'ladi. 

Agar R C -M S 0 < 0  bo‘lsa, u hoida muvozanat holat noturg'un boiadi.

Agar R C - M S 0 =  0  bo‘lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita sof 

mavhum qiyraatli ildizga ega b o lib , turg'unlik masalasini birinchi 
yaqinlashish tenglamalari orqali hal qiiish mumkin emas.

Bu yechimni shu masalaning 2- bobdagi yeehimi bilan solishtir- 
ganimizda Lyapunovning birinchi yaqinlashish usalidagi teoremalari 
turg‘unlikni tadqiq etishni ancha soddaiashtirganini k o ‘ramiz.
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V BOE. BARQAROR HARAKATLAR UCHIJN KRITIK 
HOLLARNI TADQÍQ ETISH

l-§. Xarakteristik tenglama. Bitta nol ildizga ega boigan hol. 

Differensial tenglamalarni maxsus ko‘rinishga keltirish

Toyilgan harakat differensial tenglamalari sistemasi quyidagi (n  + 1)
- tartibii sistema bo lsín : 

dy
+qPJ i  +Yj(yv~y,H-\) U = l n+l), (5.1.1)

cit

bu yerda qji -  o'zgarmas sonlar, Y¡ -  koordinata boshi (muvozanat

holaíi) atrofida y s o ‘zgaruvchilaming darajaíari bo‘yicha qatorga yoyi- 
luvchi funksiya. Qator kamida ikkinchi darajali haddan boshlanadi.
(5 .1 .1) sistemaning birinchi yaqinlashish tenglamalari

“  =  ? ; i) '!+ ^ 2 > ’2 + -  + ̂ . n+iyn+i (y =  1,« + 1) (5.1.2)

k o ‘rmishda bo'ladi. (5.1.2) birinchi yaqinlashish tenglamalari sistemasi 
xarakteristik tenglamasining bitta ildizi nolga teng va qolgan n ta il- 
dizining haqiqiy qismi manfiy b o lsín .

(5 .1 .2) tenglamalarning birorta y-j o ‘zgaruvchisi o 'm iga quyidagi

almashtirish
x = aiy { + a 2y 2 + . . .+a„+iy„+i

orqali x  o'zgaruvchini kiritamiz, bu yerda aj biror o'zgarmas sonlar. 

Bu o'zgarmas sonlarni shunday tanlab olamizki, almashtirilgan tenglama

—  - 0  
dt

koiin ish ga ega bo'isin. Demak, biz quyidagi tenglikka kelamiz:
j h+1 Ms _ w+1

Tt =  Z aJ ~ t  =  X ai y i  +- + y* « )  =  0 - dt ” f dt j=¡

Endi yk oldidagi koeffítsiyentlami nolga tenglashtirib, quyidagi bir
jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

íi*<*i.+í2*fl2 + - + í # + ,i4a»+ i=0 (k = í ,n + í) .  (5.1.3)

(5.1.2) sistemaning xarakteristik tenglamasi nol ildizga ega ekanligi 
uchun (5 .1 .3) sistemaning determinan ti nolga teng bo'ladi va, demak, bu
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sistema hamma üj iar nolga teng bo'lmagan yechimga ega, Aniqiilik 

uchun an+1ï  0  deb faraz qilaylik. U holda x _ n i yn+l o ‘zgaruvchi 

o ‘rniga qabul qilishimiz mumkin. Qolgan ■yi o ‘zgaru chiiarni kelgusïda 

Xf bilan belgilaymiz.

Shunday qilib, (5 .1 .2) tenglamalarni

x  = a j i + a 2y2 + ...+ a lHlyn+l\

xi -  y, (i = \,n) J
almashtirishlar va

(5.1.4)

ak ,
An+1

belgilashlar kiritib,

* = 0 ,
dt

is,n+r‘k

dx.

1
Ps ~ Qs,n+1

an+\

dt : P , lX l+ P s 2 X2 + -  + P m * « + P i X

ko'rinishga keltiramiz, bu yerda p s , psj -  o'zganaas sonlar, Bu siste- 

maning ushbu

P u ~ * P\2 Pin Pl

P u P22-À Pin P 2

p ,a Pu 2 Pnn -A Pn

0 0 0 - X

îglamasi 1 = 0 va *

P\\ *  P\2 -  Pu,

Pl\ P22 ~ * -  P in

P ,ü Pni -  Pnn - X

=  0

= 0 (5.1.5)
1 ■

tenglamalarga ajraladi. " ! 1
Xarakteristik tenglama chiziqli almashtirishlarga nisbatan invariant 

b o ‘lganligi va k o ‘rilayotgan holda u n ta haqiqiy qismi manfiy isho- 
rali ildizga ega bolganligi uchun (5.1.5) tenglama ildizlarining'hamma 
haqiqiy qismi manfiy b o ‘ladi.
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Agar (5.1.4) almashtirishlarni (5 .1 .1) ga nisbatan qo'llasak, u holda 
(') 1.1) tenglamalar quyidagi k o ‘rinishga keladi:

— =X(x,xi,x2,..4x„j,
dt

dx. —
—- = pslx} + ps,x, +...+psnxn +psx+Xs(x,xl,x1,...,xn) (s = l,n), 
dt

(5.1.6)

i ni yerda X  va X s iar x ,x , ,x 2,...,x„  o ‘zgaruvchilaming analitik fxmksiya- 

lari va ulaming yoyiimasi kamida ikkinchi darajali haddan boshlanadi.
Xarakteristik tenglamasi bitta nol ildizga ega bo‘lgan kritik holda 

toyilgan harakatning differensial tenglamalari (5 .1 .6) ko'rinishga ega 
bo'ladi. Qolgusi tadqiqotlarni biz shu differensial tenglamalarga nisbatan 
olib boramiz.

Izoh. Bundan keyin x  o ‘zgaruvchini krffik o ‘zgaruvchi, xl,x 2, . . . ,x n
о zgaruvchilami esa nokritik  o'zgaruvchilar deb ataymiz. Shunga 
muvofiq (5.1.6) sistemaning birinchi tenglamasini k ritik  tenglama, 
'¡oigan n  ta tenglamashini esa nokritik  tenglamalar deb ataymiz.

.2- §. Birinchi taríibli sistema uchim masalanl tadqiq etish

Dastlab, n =  0  bo'lgan holni ko'raylik. Bu ho! uchun toyilgan
liarakat differensial tenglamasi

^ = X ( x )  =  gxm +  g m+ix m+l + --  (5.2.1)
dt

ko‘rinishda bo'ladi, bu yerda m > 2  va g , g m+x -  biror o ‘zgarmas sonlar.
Ko ‘riíayoígan xususiy holda turg'unlik masalasi osongina yechiladi: 

agar m juft son bo 'Isa, и holda toyilmagan harakat noturg'un va m 
toq son bo ‘Isa, и holda g < 0  da toyilmagan harakat asimptotik turg ‘un, 

g > 0 da esa noturg ‘un bo ‘ladi.
Haqiqatan ham, agar m juft son bo‘lsa, u holda (5.2.1) tenglamaning 

i'ng tarafidagi funksiya koordinata bpshining atrofida g  ning ishorasiga 
mos keladigan qiymat qabul qiladi (2-bobdagi 4-lemmaga asosan).

------- <---0-— >------> -------< —0--- >----- >  ----- >---- 0-----<— >

О 0  0

a) b) d)

S .l- shakl 
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Shuning uchun ham (5.2.1) tenglamaga asosan x o ‘qi bo'yicha 
harakat qilayotgan tasvirlovchi nuqta harakatining tezligi nuqtaning dast- 
labki paytda koordinata boshining chapida yoki o'ngida turishidars qat’iy 
nazar, ma’ium y o ‘nalishga ega bo‘ladi.

Demak, agar tasvirlovchi nuqta dastlabki lahzadg. g > 0 bo‘lganda 

koordinata boshidan oingda va g  < 0  bolganda chapda tarsa, u hoida bu

nuqta X  funksiyaning aniq ishorali sohasidan chiqgunga qadar koordinata 
boshidan uzoqlashadi (5.1 ,a-shakl). Shunday qilib, bu holda toyilmagan 
harakat, g  ning ishorasi qanday bolishidan qat’iy nazar, noturg‘un

bo‘ladi.
Agar m toq son b o ‘Isa, u holda tasvirlovchi nuqta tezligining 

y o ‘nalishi koordinata boshidan o ‘tganda o ‘zgaradi. Bu hoi uchun g > 0  

da, nuqta koordinata boshidan uzoqlashadi (5.1,b- shaki) va g <  0 

bolganda, u, aksincha, koordinata böshiga yaqinlashadi (5.1,d- shaki), 
Demak, g > 0 bolganda, toyilmagan harakat noto«g‘ttn, g < 0  esa 
asimptotik turg'un bo'ladi.

K o ‘rilayotgan masala uchun Lyapunov fimksiyasmi o; jngina tî /.ish 
mumkin.

a) m -  toq son b o lsin , u hoida

deb olamiz. Uning vaqt b o ‘yicha olingan to‘liq hosilasi 

d t

ga teng bo‘ladi. V va V funksiyalarning ikkalasi ham aniq ishorali. 
Agar g > 0 b o ‘lsa, u holda ikkalasi ham bir xil ishorali va, demak, V  
funksiya teorema D ning hamma shartlarini qanoatlantirgani uchun 
toyilmagan harakat noturg'un bo'ladi.

Agar g < 0  bo‘Isa, u holda V va V laming ishoralari bir-biriga 

qarama-qarshi va, demak, V  funksiya teorema B ning hamma shartlarini 
qanoatlantiradi. Shunday qilib, bu holda toyilmagan harakat asimptotik 
turg'un boladi.

b) m — juft son b o ‘lganda, Lyapunov funksiyasini V = x  shaklda 

izlaymiz. U vaqtda V = gx" '+ ... aniq ishorali funksiya bo'ladi. V 

funksiya qiymatining ishorasi esa, g qanday qiymat qabul qilishidan 

qat’iy nazar, V qiymatining ishorasi bilan bir xil bo‘lishi mumkin.
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Ocmak, g > 0  da ham, g < 0 da ham V  funksiya teorema D ning 
hamma shartlarmî qanoatlantiradi, ya’ni toyilmagan harakat noturg‘un
boladi.

3- §. («+1) - tartiblí sistema uchun masalani xususiy holda 

tadqiq etish

Endi n *  0  deb faraz qilamiz. Shu bilan birga, biz (5.1.6) dif- 
ferensial tenglamalaming o ‘ng tarafidagi funksiyalar ayrim qo'shimcha 
shartlami qanoatlantiradi deb faraz qilamiz. Ushbu

X <0)(x) = X (x ,0 ,0 ,...,0 )  = gxT + g m+ix m+'+ .. .  1

J j 0,(.v) = X t(x ,0 ,0 ,....0 ) = g sxm‘ + g ^ x m̂  + ... (s = Ü ) J

belgilashlami kiritamiz, bu yerda g , g m+\ g s, g'"s+< - o ‘zgarmas sonlar. U 

holda qo'shimcha shàrtïai' quyidagilai'dan iborat:

1) J <0)(x) aynan nolga teng b o ‘linaydi;

2) ms > m ;

3) (5 .1 .6) tenglamalardagi barcha p s = 0  bo‘lsin.
Bu shartlar bajarilganda turg‘unlik masalasi birdaniga yechiladi:

A gar m. -  juft son bo ‘Isa, u holda toyilmagan harakat doimo 
noturg‘un boladi,

A gar m -  toq son bo'lsa, u holda g  > 0  bo'lganda toyilmagan ha­

rakat noturg ‘un va g < 0  bo ‘Iganda asimptotik turg ‘un bo ‘ladi. 
Boshqacha qilib aytganda, masalaning yechimi

d~  = X ((y>(x) = gx"' + g m+ix m+l+... 
ât

bitta differensial tengîama bilan ifodaiangan toÿiigan harakat muvozanat 
holatining turg‘unlik masalasinirig yechimi bilan bir xil bo‘ladi.

Shunday qilib, yuqorida keltirilgan 3 ta shart bajarilganda, turg ‘unlik 
masalasini yechish uchun hamma nokritik tenglamalarni va kritik teng- 
lamadagi hamma nokritik o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lgan hadlarni 
tashlab yuborib, hosil b o ‘lgan bir o'zgaruvcliili bitta differensial tengla- 
mani tadqiq etish yeîarUdir.

Keltirilgan tasdiqni isbotîash uchun toyilgan harakatning
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differensiai tenglamalari uchun Lyapunovning teorema В yoki teorem,. 
D larini qanoatlantiruvchi V funksiyani tuzish kerak bo'ladi, bu yerda 
X '(x ,x v ...,xn) функция Xj = x 2 = ... = x-t = 0 nuqtada nolga aylanuvchi 

funksiya b o iish i lozim.
Demak, shunday V (x ,x ¡ ,.. .,x n) ni topish kerakki, uning (5.3.2) ga

nisbatan vaqt b o ‘yicha olingan to‘liq hosilasi V aniq ishorali funksiya 
bo‘lsin.

a) Avval m -  toq son b o ‘lgan holni ko‘rib o4aylik.
W (xl,x 2,...,x„)  quyidagi munosabatni qanoatlantiruvchi xl,x 2,.. .,x n 

o ‘zgaruvchilarning kvadratik formasi b o ‘lsin:

^—1 9 9
Z i -T-(Psix\+-  + Psnxn) = x\ +••• + *„• (5.3.3)
Í=1 ”XS

(5 .1.5) xarakteristik tenglama ildizlarining barchasi haqiqiy qismi 
manfiy bo'lganligidan 4- bobdagi 1- teoremaga asosan bunday W 
forma mavjud va u aniq manfiy ishorali bo'ladi.

Lyapunov funksiyasini quyidagi k o ‘rinishda tanlab olamiz:

V=-i gx2 + W (xi,...,xn) + x 2Q2 + . . .+ x mQm, (5.3.4)

bu yerda Qk(xí,x2M x„)(Jc = 2 ,m )-  lar x1,x 2,...,x n o ‘zgaruvchilarning 

chiziqli formasi. Qk chiziqli formalarni shunday tanlaymizki, V 
funksiyaning (5.3.2) sistemaga ko'ra vaqt bo‘yicha olingan to liq  ho­
silasi

—  = (g 2 +F(x,xt,...¿n ))/"■’ + ^ 2 + Y fa p  ( x ,\ , . . .^ x axp (5.3.5)

. .5=1 а,Р=1
ko'rinishga ega va aniq musbat ishorali funksiya bo‘lsin, bu yerda F  
va Fap lar x ,x v ...,x n o ‘zgaruvchilaming qandaydir funksiyalari bo'lib,

ulaming x  = x, = ... = xn = 0 nuqtadagi qiymati nolga teng.

V funksiyani ko‘rib o ‘taylik. W (x{, ...,x n) kvadratik formaning aniq 

manfiy ishorali ekanligini yuqorida aytib o4gan edik. Shuning uchun 
h a m .g c O  b o lsa , x ,x l7...,x n o'zgaruvchilarning

^ g x 2 + W (xl,....,xn) (5.3.6)
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kvadratik formasi ham aniq manfíy ishorali, shunga binoan (5.3.4) 
formula hilan aniqlanadigan V funksiya ham aniq manfiy ishorali 
bo‘ladi.

Shunday qilib, g < 0  bolganda -  aniq musbat ishorali va V -
dt

aniq manfiy ishorali funksiyalar bo‘ladi va, demak, V funksiya Lya­
punov teorema B  sining hamma shartlarini qanoatlantiradi. Bu yerdan 
toyilmagan harakatning asimptotik turg‘unligi kelib chiqadi.

Agar g >  0  bo‘lsa, u holda (5.3.6) kvadratik forma va, demak, V

funksiya o'zgaruvchan ishorali va shunga ko‘ra ham aniq ishorali
dt

funksiya bo'iadi Shunday qilib, bu holda V funksiya teorema D ning 
hamma shartlarini qanoatlantiradi va toyilmagan harakat noturg‘un
bo‘ladi,

b) Endi m ju ft son bo lsin . Bu holda g o'zgarmas sonning qanday 

ishorali bo‘Iishidan qat’iy nazar, toyilmagan harakat noturg‘un b o ‘lishini 
ko‘rsatamiz. Buning uchun V funksiyani quyidagi ko‘rinishda izlaymiz:

V = a 2gx + W(xy,...,xn) + xQ] + .. .+ xm-[Qm_,, (5.3.7)

bu yerda W -  (5.3.3) munosabatni qanoatlantiruvchi aniq manfiy ishorali

kvadratik forma, Q,,Q2,- ,Q m-, lar x „x2,...,x„ o ‘zgaruvchilarning

qandaydir chiziqii formalari. Bu formalarni shunday tanlab olamizki, V 
ning hosilasi quyidagi ko'rinishga ega bo‘lsin:

~  = (c fg 2 + F)xm + a2gXl2) + Y / s + Yf'pX'Xp (5.3.8) 
at. /  i=1 ¡¡'p. |

bu yerda F  ifoda x  ning funksiyasi va F (0 )  = 0, F a/3 ifoda x,,...,x„ 

larning funksiyasi va F *< 0 ,...,0 )  = 0 .

Agar a 2 yetarlicha kichik son b o ‘Isa, u holda C3 L  aniq musbat
dt

ishorali funksiya b o ‘ladi. Yoyilmasi chiziqii hadlar bilan boshlanadigan
V funksiya esa, ravshanki, o'zgaruvchan ishorali, demak, V funksiya 
teorema D ning hamma shartlarini qanoatlantiradi hamda toyilmagan ha­
rakat. noturg‘un boMadi.

Shunday qilib, . ko‘rilayotgan hoi uchun hamma tasdiqlarni isbot 
qildik.

Tasdiqlaming toMaroq isbotini G.N. Duboshinning [26, 180-186 betlar] 
va LG. Malkinning [53, 94 -  101 betlar] kitoblaridan topish mumkin.



Bu kitoblarda nima uchun Lyapunov funksiyasini (5.3.4) va (5.3.7) 
ko‘rinishlarda izlashni tushuntiruvchi mulohazalar kdíirilgan.

4- §. (h + 1) - tartibli sistema uchun masaíanfumumiy holda 

tadqiq etísh

Turg‘unlik masalasini umumiy hol, ya’ni (5 .1 .6) toyilgan harakat 
tenglamalarining o ‘ng tarafidagi funksiyalarni chegaralovchi hech qan- 
day shartlar qo‘yilmagan holda ko‘rib o ‘tamiz.

Masalani umumiy holda yechish uchun (5.1.6) tenglamalar siste- 
masini oldingi paragrafdagi chegaralovchi shartlar bajariladigan ko‘ri- 
nishga keltiramiz. Shu maqsadda

tenglamalar sistemasini qaraymiz. Bu tenglamalaming chap qismi 
x -  xl = ... =  x„ = 0  nuqtada nolga aylanadi. (5.4.1) tenglamalar siste-

masidan xs (s =  l,n )  o ‘zgaruvchilami x  o'zgaruvchining funksiyalari si- 

fatida aniqlaymiz. Bu sistemaning xlv..,x„ o'zgaruvchilarga nisbatan 

funksional determinanti x  =  x ] = ... = xll= 0  nuqtada noldan farqli. Haqi- 
qatan ham,

chunki (5.1.5) xarakteristik tenglamaning nolga teng ildizi mavjud emas. • 
Shuning uchun ham oshkormas funksiyalaming mavjudligi haqidagi teo-

rerhaga asosan (5.4.1) sistemaning yagona yechimi mavjud va x s(s =  I, n)

funksiyalar x  = 0 da nolga aylanib, ulai' x  ning darajalaii bo‘yicha qa- 
torga yoyiladi hamda bu qator x  ning yetarlicha kichik qiymatlarida 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Aytilgan funksiyalar

Endi (5.1.6) tenglamalarda o ‘zgaruvchilarni quyidagicha almashti- 
ramiz:

f s = pslx1+ ...+  p mxn + p sx + X s =  0  (s = l,n ) (5.4.1)

« j ( x )  =  A ' 1)x  +  A ‘ 2)x 2 + . . . (5.4.2)
bo'lsin, ya’ni

p slu{ + ... + p s2u2 + ...+  psnu„ + p sx + X s(x ,u l,...,un) = 0 . (5.4.3)

xs = í s + «s(x ). (5.4.4)
U holda
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dx

dt

dJ L
dt

= X(x,Çi + u l(x),...,Çn + и„ (*)).,

- = Psi ( Î l + “ i) + -  + Pm■(£« + Un ) + PsX +

+ X s(x ,ç ]
du s dx  

dx dt

yoki, (5 .4 .3) ga asosan

- = X Q t ,
dt

dt
: P s A  + -  + Psn£n + X s( x , ^ , . ( S - U n ) ,

(5.4.5)

bu yerda

X  = X (x ,ç 1+ u l,...,Çn + u „),

du.
Xs — X s(x,^i + M| + u„) X  s(x ,u t,...,un) X

dx

(5.4.6)

lar X, £ j  o ‘zgaruvchilarning analitik funksiyalari. Bu funksiyalarning

yoyilmasi kamida ikkinchi darajali hadlardan boshlanadi.
Eski o'zgaruvchilar birdaniga nolga aylanganida, shunda va faqat 

shundagina yangi o'zgaruvchilar bir vaqtda nolga aylanadi. Shuning uchun 
eski o ‘zgaruvchilarga nisbatan uirg‘unlik masalasi yangi o'zgaruvchilarga 
nisbatan turg'unlik masalasiga ekvivalentdir. Demak, k o ‘rilayotgan umu- 
miy holda turg‘unlik masalasini tadqiq etish uchun (5.4.5) sistemani 
k o ‘rishimiz kifoya bo'ladi.

(5 .4 .5) tenglamalar sistemasi oldingi paragrafda ko'rilgan chega- 
ralovchi shartlardan ikkinchi va uchinchisini qanoatlantiradi.

Haqiqatan ham, (5.4.5) sistemaning oxirgi n ta tenglamasida barcha

p  = 0 .  X (0) va X (s0) funksiyalar uchun (5.4.6) ga asosan 

X (0\x) = X (x ,0,...,0) = X (x ,U] (x),...,u„(x))i

X l 0\ x )  = X s ( x , 0 , - ß )  = - — X i0)
dx

(5.4.7)

tengliklarni hosil qilamiz. Bu yerdan ko‘rinib turibdiki, X l̂ ] (x) funksiya

yoyilmasidagi birinchi hadning darajasi X (0> ning yoyilmasidagi eng 
past darajali hadnikidan kam emas, ya’ni ms > m .

Demak, agar X <0)# 0  bo'lsa, u holda (5.4.5) sistema oldingi pa- 
ragrafdagi barcha chegaralovchi shartlarni qanoatlantiradi. Shuning uchun

121



ham X (0)^ 0  bo‘lgan holda, biz turg'unlik masalasini yechish uchun 
oldingi paragrafda olingan natijalardan foydalanishimiz mumkin.

Agar X <ü,= 0  b o isa , u holda (5.4.7) ga asosatu. X J0> s  0 va oldingi

paragrafdagi shartlar bajarilmaydi. Bu holni adabiyotda maxsus hol deb 
aytadilar va uni maxsus tadqiq etish kerak bo‘lib qoladi.

Hozir biz nomaxsus holni koïam iz. Bu holda, oldingi paragrafdagi 
natijalarga asosan, biz (5.4.5) sistemadagi faqat birinchi tenglamani ko‘- 
rishimiz, larga bog‘liq bo‘lgan hamma hadlarni tashlab yubo-
rishimiz va shu ishlarning natijasida hosil qilingan

~  = X m (x ) (5.4.8)
dt

tenglamani yoki (5 .4 .7) ning birinchi tenglamasiga asosan 
dx
—- = X  (x ,u t(x ),...,u n(x)) (5.4.9)
dt

tenglamani tadqiq yetishimiz kerak. Bu tenglama uchun turg'unlik ma- 
salasi uning o ‘ng tarafidagi funksiya yoyilmasidagi kiçhik hadi orqali 
hal bo‘ladi. Agar bu kichik hadning daraja k o ‘rsatkichi toq va uning ol- 
didagi koeffitsiyent manfiy son bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat 
asimptotik turg‘un bolad i. Qolgan hamma hollarda toyilmagan harakat 
noturg‘un b o ‘ladi.

Shunday qihb, xarakteristik tenglama bitta nol ildizga ega va qolgan 
ildizlarining haqiqiy qismi manfiy boisa., u holda turg‘unlik masalasini 
yechish uchun quyidagi algoritmdan foydaianish kerak;

1. Toyilgan harakat tenglamasini (5.1.6) ko'rinishga keltirish kerak.
2. Nokritik tenglamalaming o ‘ng taiafmi nolga tengiashtirib, hosil 

qilingan (5.4.1) tenglamalami x„ larga nisbatan yechish kerak

X  (.r,«,(x),...,M „(j;)) = 0 bo isa , u holda maxsus holga duch keiamiz. 
Bu masalaning yechimini keyingi paragrafiardan beramiz.

5- §. Misollar

Biz ko'rayotgan kritik holda turg‘unlik masalasini yechish uchun o l­
dingi pai-agrafda bayon etilgan algoritmning 2-bandiga asosan (5.4.1) 
tenglamalami xs larga nisbatan yechish kerak. Bu yecfiimni topish 
uchun uni ushbu

xs(x ) = Bl'\x + Bl1,x 2 + ... (s  — 1, n) (5.5.1)

qator sifatida izlaymiz, bu yerda Æ*0 -  aniqmas koeffitsiyentlar. Bu 
koeffitsiyentlami aniqlash uchun (5.5.1) qatomi (5.4.1) ga qo‘yamiz va



liir xil darajali x  o ‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga teng 
htiramiz. Birinchi darajali x  oldidagi koeffitsiyentni nolga tenglash- 

tii ib, ushbu

P ,X \  +  PsjB ?  + -  + Ps,A?  + P ,=  0  (S = ü )  _  (5.5.2)

tcnglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemadan B ?  (s = 1,«) koef-

íilsiyentlar topiladi.
Bu tenglamalar chiziqli, noldan farqli determinantga ega va shuning

:ichun ham bitta va faqat bitta yechimga ega. Xuddi shunday, x ‘ o ‘zga- 

■uvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglashtirib, B ?  koeffitsi­
yentlarni topish uchun quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

P s X ¡) + P siB ?  + ... + P „ B ?  + p [°  = o \s = ü ) , (5.5.3)

bu yerda p\ lar f í 'f ,  B f  \ ..., B (f  'v> larga nisbatan biror ko‘phad.

(5.5.3) tenglamalar B (') koeffitsiyentlarni ketma-ket topishga imkon 

beradi.

B(s°  koeffitsiyentlarni aniqlab b o ‘lgandan keyin, X  funksiyaning

o ‘zgaruvchilari o ‘miga (5.5.1) qatorni qo'yish lozim. X  ning yoyilma- 
sidagi x  ga nisbatan eng kichik darajali hadi turg‘unlik masalasini hal 
qiladi. Bizni qatordagi faqat eng kichik darajali had qiziqtirgani uchun 
umumiy holda hisoblashlar o ‘tkazayotganda amaliy nuqtayi nazardan

(5 .5 .1) qatordagi faqatgina B ? x  hadni aniqlash kifoyadir, chunki ushbu 

had X  funksiyaning yoyilmasidagi eng kichik darajali hadni aniqlaydi. 
Agar (5.5.1) qatorni X  funksiya ifodasiga qo ‘yganimizda, X  va X s 
funksiyalarning koeffitsiyentlari orasidagi qandaydir munosabatlarga 
asosan eng kichik darajali had nolga teng bo‘lib qolsa, u holda (5.5.1)

qatordagi B[2>x 2 hadni va ayrim vaqtlarda yuqori daiajali hadlarni ham

hisobga olishga to‘g ‘ri keladi.
Shuni ham ta’kidlab o ‘tamizki, agar (5.5.2) tenglamalardagi barcha

p s = 0 bolsa, u holda B ¡1) = B ¡ n = ... =  B}¡¡) = 0  va, demak, X s(x) ning 

yoyilmasi kamida ikkinchi darajali hadlardan boshlanadi. Umuman, agar 
barcha p%x +  X s(x ,0 ,...,0 ) funksiyalar ifodasida k -darajaiigacha hadlar yo'q 

va bu funksiyalardan birortasining ifodasida (k +1) -taitibli had qatnashsa, u 

holda (5.5.1) yoyilma (k + 1)- tartibli haddan boshlanadi.
Bu izohlardan keyin bir nechta misollarni k o ‘raylik.
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1 - m i s o 1. Toyilgan harakat tengïamalari quyidagi; ko‘rinishga 
keltirilgan bo‘lsin:

dx,

dt

dx-

= -xl +x2 +a x , ,

2 _

dt 

dx̂  
dt ~

= ~ x2 + 4  x3 + / 3 4 , (5.5.4)

= 0

bu yerda a , fi, y -  ayrim o ‘zgarmas sonlar. (5.5.4) sistemaning birinchi 
yaqinlashish tengïamalari

xl = - x i + x 2 ,

x2 = - x 2 + 4x3, (5.5.5)

, i j  = x, -  4x3

ko'rinishga ega. (5 .5 .5) ning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
’ - l - A  1 0 

- 0  - l - X  4 

1 0 - 4 - X

yoki

A(;. + 3)2 = 0..

Bu tenglama ushbu ildizlarga ega:

A-i = o , ^2 — —3 > A3 = —3

va, demak, bu yerda kritik holga duch keîdik.
(5.5.5) tenglamalarning birinchi integraîi

xl + X2 + x3■;= C .

(5 .5 .4) tengiamalardagi x 3 o'zgarùvchi o 'm iga yangî x  0 ‘zgaruvchini

X = xl + x2 + X,

munosabat orqafi kiritib, uni quyidagi maxsus ko'rinishga keltiramiz 
((5.1.6) ga qarang):

(5.5.6)

x-ax, + fix; + y(x~xl -x2)2,

.2

I: = axf + fi xi 

i ,  --X , +x, + axf,

x, = -4x, --5x, +4x + p £

Endi x, va x , 0 ‘zgaruvchilarga nisbatan yechilishi lozim bo'lgan quyi­
dagi algebraik tenglamalar sistemasini tuzamiz ((5.4.1) ga qarang):
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■ - x l + x2 + a x ¡ = 0 ,  i (5.5.7)

~ 4x, -  5x2 + 4x + ß xi = O. j

Hirinchi tenglamadan
(5.5.8)

ni topib, íkkinchi tengiamaga keitirib qo‘yamiz:

•• 9x, +  4x + (5a + ß ) xf - l a ß xj1 + a 'ß xx = 0 .  (5.5.9)

4 i íenglamaning yechimini ushbu qator sifatida izlaymiz ((5.4.2) ga

, ¿rang):
xi = a¡x + a 2x1 + . :  (5.5.10)

iu qaíorni (5 .5 .9) dagi xl o'rniga qo'yib va x  ning darajalari oldidagi 

-.«.effitsiyeniarni nolga tenglashtirgandan so‘ng, quyidagi tenglamalaiga
íelamiz:

-9a , + 4  = 0,

-  9a2 + (5« + ß) а2 = 0.

-  9д. + 2 (5a + ß) a¡a2 -  2« ß a¡ = 0,

Bd tenglamai rdan ketma-ket barcha koeffitsiyentlarni topamiz:

4
a , = - ,

9
2

o, =-(5a+y5)a,2 = — (5a + ß), (5.5.11)

3

fl, = -  (5a + ß) fl,e, - -  a  ß  a,3 = (2 5а' + «  ß + ß1) 
q 4 <1

(5 .5 .11) ni (5 .5.10) ga qo‘yib, avval x¡ ni va keyin x, ni (5 .5 .8) ga 

qo‘yib, x, ni topamiz:

X, = и,(x) = i  x + 4  0«  + ß)x2+ ^ r  (2 5 a2+aß + ß2)x* + ..,

x1 = u,(x) = alx + (a1- a  flf).v + (a3- 2 a  fl,a2)-T +

Endi topilgan x, va x2 larning ifodalarini

X = otx2 + ß x̂ -\- y (x -  x, -  x2)2 

funksiyaga keitirib qo'ysak, quyidagi ifodani hosil qilamiz:

125



X W) = X(x,u¡(x),...,u2(x)) = ̂ -(16a +16 ß + y)x2 +

43

V lOa2 - 6 a ß  + 2 ß 2 (a + 2 ß)

Bu ifodani oldingi paragrafda bayon etilgan nazaoya asosida tadqiq 
etsak, quyidagi natij alarga erishamiz:

a) Agar I6 a  + \6ß +  y & 0  bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat 
((5.5.6) ning muvozanat holati) noturgiin bo‘ladi.

b) Agar \6a + l6 ß  +  y * Q  b o ‘lsa, u holda

10a2 - 6 a  ß  + 2ß2 > -~ (a  + 2ß) 

munosabat uchun toyilmagan harakat noturg‘un,

10a2 - 6 a ß  + 2ß2 < ~  (a + 2ß)

tengsizlik bajarilganda esa asimptotik turg'un bo'ladi. 
d) Haqiqiy koeffitsiyentlar uchun

10a2 - 6 a ß + 2 ß 2 = ^  (a + 2ß)

tenglik bajarilmaydi.

2- m i s o l  LyapunovlavsiyaetganrasoM  ko6r ib o ‘iaylik [34],

Toyilgan harakat differensia! tenglamalari quyidagi ko'rinishda berilgan 
bo‘lsin:

x = (3m -1 ) x2 -  (m -1 ) y2 -  (n -1 )  z2 + (in -1 ) y z- 2 mzx -  2nxy = X(x, y, z), 

y - - y  + x + ( x - y  + 2z)(y + z ~ x) = Y (x ,y ,z)-y  + x, (5.5.12)

z = -z  + x -  (x+ 2y -  z) (y + z -  x) -  -z  + x + Z(x, y, z),

bu yerda m va n -  biror o'zgarmas sonlar.
Bu tenglamalar sistemasi (5 .1 .6) maxsus ko‘rinishga ega va uning 

birinchi yaqinlashish tenglamalarining xarakteristik tenglamasi 
4 = 0 ,  =  —

ildizlarga ega.
Oldingi paiagrafda bayon etilgan nazariyaga asosan (5.5.12) sis- 

temaning ikkinchi va uchinchi tenglamalarini nolga tenglashtirib, ulardan 
y va z iarni x  ning funksiyasi sifatida topish kerak:

- y  + x  + (x  -  y + 2z) (y + z -  x) = 0,]

-  z + x  -  (x + 2 y -  z) (y + z -  x) =  0,
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Uuning uchun (5.5.13) sistemadagi tenglamalarni qo‘shib va ayirib,
~ .y - z  + 2.t + 3 ( z - v )  (v + z ~ * )  = 0 ,

7_  y + (3; + z - x )  {2x + y + z) = 0 

larni hosil qilamiz. Endi I] yangi o'zgaruvchilarni

y +  z = <f, z - y  =  rj (5.5.14)

munosabat orqaii kiritib, so'nggi tenglamalarni

- S  + 2x + 3 < £ -x )n = 0,) (5.5.15)

t] + (£ - x )(2 x + O  = 0 j  

soddaroq ko'rinishga keltiramiz. (5 .5 .15) dan rj ni chiqarib tashlab, c 

ga nisbatan uchinchi darajali (kub) tenglamaga kelamiz:

3 i3 + ( l - 9 x 2) c  + 6x3- 2 .r  = 0 .

Bu tenglamaning chap tarafi x  = 0 da nolga aylanadi va uning yechimini 

c, = ci,x+a2x2 + a,x3 + ... 

qator ko'rimshida izlaymiz. a ,a 2,... koeffitsiyentlarni topib,

^ = 2jc- 1 2 a-3 + ...

ga kelamiz. Bu ifodani (5.5.15) sistemaning ikkinchi tenglamasiga
qo‘yib,

r, .= ( x - a  (2x + 0  = ~4x2 + 6(k4 +... 

ni aniqlaymiz. £ va rj laming ifodasini (5 .5.14) ga qo ‘yib, V va z 

larni topamiz:

y = x + 2x2 - 6x3 -  30x4 + ...,

z = x —2 x 2 -  6 x 3 + 30x4 + .... 

y va z laming bu ifodalarini (5 .5 .12) sistemaning o ‘ng tarafidagi X 

funksiyaning y va z o ‘zgaruvchilari o ‘rniga qo‘yib, quyidagi qatorni 

hosil qilamiz:

X,0,(x)=X(xm,(x), (x))=4 (5m - 7 n)x'+24(m-ii)x' +... . (5.5.16)

X®(.x) funksiyaning ifodasini tadqiq qilib quyidagi natijalarga 

erishamiz:
a) Agar 5m 7« /  0  bo lsa , u holda iQvjlmagan harakat noturg‘un 

bo'ladi. ■■■■•*;
b) Agar 5/m -  In  = 0 bo‘lsa, u holda X <0)(x) quyidagi ko‘rinishga 

keladi:



Bu yerdan: agar n > 0  (demak, m > 0 )  bolsa, toyilmagan harakatning- 
noturg'un, n <  0 bo‘lganda esa asimptodk turg'un bolishi keiib chiqadi, 

d) m = n -  0 da, X <0)(x) =  0  bolad i, yarai maxsus holga kelamiz. Bu 

holni kelgusi paragraflarda ko'rib olam iz.

3 - m i s o 1. Toyilgan harakat tenglamalari

—  = ax1 + bxy + cy2 -  X(x, y), 
dt

-  = -v  + kx + l x1 + mxy + ny~ = -y  + kx + Y{x, y) 
dt

ko'rinishda bo'lsin, bu yerda a,b.,c,k,l,m ,n -  o'zgarmas soniar [52]. 

Ushbu

-  y + k x + lx 2 + rnxy + ny2 = 0 

tenglamani tuzib, uning yechimini

y(x) = kx + B2x ‘ + B}x' + — 

qator sifatida izlaymiz. Bu qatomi X (x,y) ning ifodasiga qo‘yib,

X  (x, y(x)) — A2x" + AyX3 + AjX4 + ... 

ni hosil qilamiz, bu yerda

A2 = ci + bk + ck2, A, -■ (b + 2ck) B2, A, = (b + 2ck) By + cB2 . 

Toyilmagan harakat turg‘un bo‘lishi uchun

A2 =  a + b k  + ck2 =  0  (5.5.16)

bo‘l.ishi zarurdir. Bu shaxt bajarilgan deb faraz qilamiz. U vaqtda A, 

koeffitsiyentni qarashga to‘g ‘ri keladi. Buning uchun B, ni hisoblash 

kerak:

B2 = l + mk + nk2 . _ (5.5.17)

Bu yerda ikki hoi b o ‘lishi mutnkin.
a) B2 * ( ) ,  u holda, agar b + 7ck *  0 bo lsa , toyilmagan harakat

B2(b + 2 c k )> 0  da noturg‘un bolad i. Agar b + 2ck = 0  b o lsa , u holda 

A4 koeffitsiyentni k o lish g a  to ‘g ‘ri keladi. Bu holda c&Q  b o lsa , 

toyilmagan harakat notarg un boladi. Agar c = 0 b o lsa , u holda a = 0 
va ¿  = 0 , demak, bolad i va biz maxsus holga duch kelamiz.
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b) Endi B2 =  0 bo‘lsin. U vaqtda (5.5.17) ga asosan (A) tenglama 

y = kx yechimga ega bo'ladi. Bu echim (5.5.16) ga asosan X(x,y(x)) 

funksiyani aynan nolga aylandradi, ya’ni X (x, y(x)) = 0 .  Demak, yana 

maxsus holga kelamiz.

6- §. Maxsus holda turg‘unlik masalasini tadqiq etish

Endi maxsus holni ko‘ramiz. Demak, X (x ,x ,,...,xn) funksiya ifodasi- 

dagi х{,х г,...,х п 0 ‘zgaruvchilar o'rniga

PñU 1 + Pslu 2 + - +  PmU„ + Р хх Ш 5(Х ,Щ ,. . . ,и п) S  0 (S l,n ) 

tenglamaiarni qanoadandruvchi us(x) funksiyani qo‘yganimizda 

X(x,u¡*\...,un(x)) =  0  bo‘isin. Bu holda

dx
=X{x,x{,...,xn),

(5.6.1)

= X{x,çv ...,C„).

pA £, + ...+  p j „  + X(x, ...,Q  (s - 1 , n)

(5.6.2)

dt
dx —
-T-PÍA  + - + Л А  +Psx+Xs(x,xl,...,xn) (5=1,2) 
dt

tcnglamalar sistemasini

xs = cs +  us(x) (,s =  l n ) 

belgilashlar yordami bilan hosil qilingan 

dx

dt 

d j  

dt

tenglamalar sistemasidagi X  va X s lar uchun

X(x, 0,..., 0) = Xs(x, 0,..., 0) = 0 (s =  U) 

bo'ladi. Bu munosabadar bevosita

X = X (x, f ,+ n  h-mJ.

X , = X , {x , ,<?„ + un) -  Xs( x , u , u „) - - f - X
dx

munosabatlardan kelib chiqadi.
Ammo, (5.6.2) tenglamalar sistemasi, (5.6.3) munosabadar baja- 

rilganda,

(5.6.3)
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(5.6.4)

yechimga ega, bu yerda c  -  ixtiyoriy o ‘zgarmas son. Demak, (5.6.1) 
tenglamafar sistemasi

x - c ,  xs = u s(c) (5.6.5)

yechimga ega. Sistemaning trivial yechimi x  = xl = ... =  xn = 0  (5.6.5) 

yechimlar oilasining orasida boiad i va u c =  0  qiymatga mos keladi.
M a’lumki, ko‘rilayotgan dinamik sistemaning toyilmagan barqaror 

harakati trivial yechimga mos keladi. Xuddi shunday, dinamik siste­
maning boshqa barqaror harakatlari (5 .6 .5) yechimga mos keladi. Shun­
day qilib, maxsus holda tadqiq etilayotgan toyilmagan harakat barqaror 
harakatlar oilasiga mansub boiad i.

Bu tasdiqning aksi ham to ‘g ‘ri, ya’ni maxsus holda barqaror harakat 
toyilmagan harakat bo iad i (bu tasdiqning isboti LG. Malkin [53] kito- 
bining 109-111 betlarida keltirilgan).

Masalan, oldingi boblarda k o ‘rilgan qo‘zg‘algan nuqta atrofida iner- 
siya bo‘yicha aylanayotgan qattiq jism  ixtiyoriy c = a> parametrga 
b o g liq  boigan  uchta barqaror harakatlar oilasiga ega:

p = co, q = r -  0 ; q = co, r ~ p  = 0 ; r - c o ,  p  = q -  0 ,

bu yerda p, q, r -  oniy burchak tezligi vektorining bosh inersiya 
o ‘qlari bo'yicha yo‘nalgan koordinata o ‘qlaridagi proeksiyalari.

Shunday qilib, maxsus holda toyilmagan harakat barqaror harakatlar 
oilasiga mansub boiad i, bunda x,xl,...,x n o ‘zgaruvchilarga nisbatan bu

oila (5.6.5) munosabat bilan, x ,^ v ...,^ n o ‘zgaruvchilarga nisbatan esa

(5.6.4) formulalar bilan aniqlanadi.
Maxsus holda toyilmagan harakat doimo turg‘un. Turg‘unlik bu hol­

da asimptotik boim aydi. Ammo, toyilmagan harakatga yetarlicha yaqin 
b o ig an  har qanday toyilgan harakat t - * ° °  da toyilmagan harakatga 
intilmasdan, yuqorida k o ‘rsatilgan barqaror harakatlar oilasining birorta 

harakatiga baribir intiladi. Boshqacha qilib aytganda, x °, boshlan- 

g ic h  qiymatlari yetarli kichik bo igan  har qanday x(t), £s(t) toyilgan ha­

rakatlar uchun

lim x(t) = a , lim qs{t) =  0
t->°o t-)oo

munosabat o ‘rinlidir, bu yerda a -  tanlangan toyilgan harakatga bogliq  
boigan  o'zgarmas son.
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Toyilmagan harakatning xuddi shunday xususiyatiga toyilmagan hara- 
katga yetarlicha yaqin bo lg an  oilaning barcha barqaror harakatlari ham 
ega bo'ladi.

Keltirilgan mulohaza Lyapunovning umumiy teoremasining xususiy 
holi hisoblanadi. Bu teoremani I.G . Malkin 1938-yilda umumlashtirgan 
va uning boshqacha isbotini bergan. B iz  bu yerda o ‘sha teoremani kelti- 
ramiz.

Toyilgan harakat differensial tenglamalari quyidagi k o ‘rinishda 
bo‘lsin:

dy¡_

dt
dxs

dt

--Y¡(t,xv yu ...,yk) ( * = U ) ,

= PS\XX +...+  p j c n + Xs(t,xv ...,x„, yu ...,yk) 0  = 1,«),

(5.6.6)

bu yerda Y¡,X S -  barcha / > 0  da chegaralangan funksiya, t ga bog‘liq 

bolgan  koordinata boshi atrofida y¡,xs o ‘zgaruvchilarning analitik 
funksiyalari, shu o ‘zgaruvchilar bo‘yicha yoyilmasi kamida ikkinchi da- 
rajali haddan boshlanadi. Bu yerda yana

YfrO, ...,G, yv...,yk) = X s(t,0, . .. ,0 ,  y„...,y*) = 0

munosabat oi'inii, ya’ni faqatgina xs -  0  (s =  l,n) da Y¡ va Xs 

furiksiyalar nolga aylanadl.
p Kj koeffitsiyentlar shundayki,

P n ~ X Pl2 - Pin

P ll P22 — ̂ ■■ Pin
= 0 (5.6.7)

Pnl Pn2 ... pnn-X

tenglama faqat haqiqiy qismi manfiy b o ‘lgan ildizlarga ega.
(5.6.6) tenglamalar sistemasining quyidagi xususiy yechimi mavjud:

Ji = c, , - -  >'k = ck, x =  v¡ = ... =  x„ = 0, (5.6.8)

Bu yechim k ga, ixtiyoriy c¡ o ‘zgarmas son (parametr)larga bog‘liq va 

tadqiq etilayotgan toyilmagan harakatni o ‘z ichiga oigan barqaror harakaí- 
lar oilasini aniqlaydi. Ágar X s va Y¡ lar t ga bogliq  bo‘Imasa va k =  1 
bo'lsa, u holda (5.6.6) sistema maxsus holda (5.6.2) sistemaga aylanadi.

Teorem a. Agar toyilgan harakatning differensial tenglamlár siste- 
rnasi (5 .6 .6) ko ‘rinishga ega bolsa, u holda toyilmagan harakat turg'un
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bo'ladi. Bit yerda toyilinagan harakatga yetarlicha yaqin har qanday 
toyilgan harakat vaqtning chegaralanmay o'sishi bilan (5.6.8) oilaning 
birorta barqaror harakatiga intiladi.

Agar c, parametriarning qiymatlaii yetarlicha kichik bo‘Isa, u holda
(5.6.8) oiladagi barcha barqaror harakatlar shu xususiyatga egadir.

Teoremaning isboti I.G. Malkin [53] kitobining 114-118  betlarida 
keltirilgan.

Kelgusi paragrafda biz ikkinchi kritik holni, ya’ni xarakteristik teng- 
lama juft sof mavhum ildizga ega b o ‘lgan holni tadqiq etamiz.

7- §. Juft sof mavhum ildizlar holi. Toyilgan harakat 

tengiamalarini maxsus ko‘rinishga keltirish

Quyidagi (n + 2) -tartibli tenglamalar sistemasini ko'rib o ‘tamiz:

dz,
df= 4 j'&  0 = 1«+ 2), (5.7.1)

bu yerda har bir Z -  ifoda zv -.,z„+2 o ‘zgaruvchilarga nisbatan koor-

dinata boshining biror atrofida analitik funksiya, zi,-..,zn+2t larning
darajalari bo'yicha yoyilmasi esa kamida ikkinchi tartibli haddan bosh- 
lanadi. Birinchi yaqinlashish

dz, ---------
-̂ - = tyiZ, + ".+fy „+2z„+2 zn+2 0' = 1,« + 2) (5.7.2)

sistemasining xarakteristik tenglamasi

<i [ [ ~  P  q a Qi, H+2

q2X 922 ~ P  - <?2,„+2 =Q (5 7 3)

9  it +2,1 9„+2,2 9n+2.n+2 P

juft sof mavhum ± /.i ildizga va n ta haqiqiy qismi manfiy b o ‘lgan il- 
dizlarga ega b o ‘lsin.

Quyidagi

x = + a2z2 +  ... + a ,,+2 z„+2, y = ¿-,z, + b2z2 + ... + bn+2 z,l+2

almashtirishlar vositasida ikkita qandaydir Zj o'zgaruvchilar o ‘rniga

yangi x  va y o ‘zgaruvchilarni kiritamiz, bu yerda aj va b, -  o'zgannas

sonlar. Bu o'zgarmas sonlarni shunday tanlab olamizki, (5.7.2) sistemaning 
ikkita tenglamasi
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dt

ko‘rinishga kelsin. Demak, biz

dt

n+2 /7 + 2

Y j aj (qj l Zl + ... + qj j = - x H bJzj ’

n+¿
¿ L ¡ /1̂ 1 Qj- n+2̂ n+2) — ^ Z

j=1 
n+2

munosabatlarga ega bo‘lishimiz kerak. Bu munosabatlarning ikki ta- 
rafidagi bir xii darajali zk lar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib, 

üj va bj larga nisbatan 2n + 4  ta chiziqli bir jinsli tenglamalar 

sistemasini fiosil qilamiz:

4 lk'h + <li A  +■• ■• •• ■+ 9 „ + zkPn+2 - k= '0 (k- in  + 2).

Agar üj va bj noma’lumlar o‘rniga C j^üj + ibj kompleks noma’- 

lumlami kiritsak, u holda (n + 2) ta tenglamali sistemaga kelamiz. 

Haqiqatan ham, (5.7.4) dagi ikkinchi guruh tenglamalarni i ga ko‘- 

paytirib, mos ravishda birinchi guruh tenglamalariga qo‘shsak, (n + 2) ta 

bir jinsli chiziqli tengiama sistemasiga kelamiz:

ílt q + C2 + ... + $ n+2,kC„+2 -  ̂  1 Ck = 0 (k~l,n + 2).

Shartga asosan (5 .7 .3) tenglama Xi ildizga egaligidan hosil qilingan 

sistemaning D(Xí) determinanti nolga teng bo‘ladi. Demak, bu sistema 

ci larga nisbatan notrivial yechimga ega. Bu yechimlarning haqiqiy va 

mavhum qismlarini ajratib, (5 .7 .4) sistemaning yechimini hosil qilamiz. 

Shunday qilib, topilgan x  va .y larni laming ikkitasi sifatida

qabul qilib, qolganlarini Xj bilan belgilasak, (5.7.2) sistema quyidagi

ko‘rinishga keladi:

dx . dy

q ia-«i+ 4 * % + - + 9  „+zkan+2+ ^ h
(5.7.4)



bu yerda psj, ps, qs -  biror o'zgarmas sonlar. Agar aytílgao almashti- 

rishlarni (5 .7 .1) ga nisbatan qo'llasak, ular quyidagi ko‘rinishga keladi:
dx 

. dt' 
dy_ 

dt 
dx,

-~Á.y+X(x,y,xí,.^x,),

'-=1X+Y{x,y,x\,...,x„),

- f = p six[+...+psnxn+psx+qsy+Xs(x,y,xi, ..,^ ) (s=U), 
dt

(5.7.6)

bu yerda X ,Y ,X S -  xuddi Z. larga o'xshash funksiyalar.

Hosil qilingan tenglamalar sistemasi ko‘rilayotgan holni kelgusida 
tadqiq etish uchun asos bo‘lib xizmat qiladi.

Har qanday chiziqli sistemaning xaiakteristik tenglamasi chiziqli al- 
mashtirishlar natijasida o'zgarmaydi. Shuning uchun ham (5.7.6) ning 
birinchi yaqinlashish tenglamalari sistemasining xarakteristik tenglamasi
(5.7.3) xarakteristik tenglama bilan mos kelishi kerak. Ammo (5.7.6) 
sistema chiziqli qismining xarakteristik tenglamasi ±X i ildizlarni be-

ruvchi p 2 + p 2 = 0 va

P n ~ P Pn ■■ Pin

Pl 1 P2 2 - P P 2n
= 0 (5.7.7)

p* Pn2 Pnn -  P

tenglamalarga ajraladi. Demak, (5.7.7) tenglama barcha ildizlarining 
haqiqiy qismi manfiy bo‘ladi.

Biz k o ‘rilayotgan ikkinchi kritik holni dastlab n = 0 hol uchun ko'rib 
o ‘tamiz.

8- §. Ikkinchi tartibli sistema. Masalani yechishning birinchi 

usuli

n -  0  bo‘lganda toyilgan harakat differensial tenglamalari ikkinchi 
tartibli sistemadan iborat bo'ladi:

—  = -X y + X(x,y), ~ - = Xx + Y(x,y), (5.8.1)
dt dt

bu yerda X  va Y larning yoyilmasi kamida ikkinchi darajali haddan 
boshlanadi.
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(5 .8.1) ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadigan integ­
ral egri chiziqlarning xususiyatlarini birinchi- bo‘lib fransiyalik olim A. 
Puankare o ‘rgangan [79]. Uning tadqiqotlariga tayanib, toyilmagan hara- 
katning nafaqat xarakterini tekshirish, balki koordinata boshi atrofida
(5.8.1) tenglamalarning integral egri chiziqlari «xulqining» umumiy 
tasvirini ham berish mumkin.

Shu maqsad uchun ushbu-
jc = rc o sd , y = rs in d  (5.8.2)

almashtirishlar orqali r  va f) qutb koordinatalarini kiritamiz. (5 .8 .2) 
munosabatlardan

r2 = x2 + y2 , $  = arctg— (5.8.3)

tenglamalar kelib chiqadi.
(5.8.3) tenglamaiarni t bo ‘yi.cha differensiallab,

dy dx
dr _  dx dy d ñ ..x dt y dt

y  _  X  y .  —

dt dt ■ dt dt x  + y

ni hosil qilamiz, Bu yerdan (5.8.1) sistemaga asosan

r —  = xX + y Y , r2 —  = \ r 2 + x Y - y X  
dt dt

yoki x  va. y iarni (5 .8 .2) ifodalari bilan almashtirsak, quyidagi

tenglamalar hosil bo iad i:

— = X(r cos# rs in $ co si?+ F (rco s  #  r sin z5̂ )sin z? = >R(r, >9),
dt (5.8.4)
dñ I
—  = X + -[y{rcos0» r sinocos#- X(rcos#,rsin#)siné?l = A + 6{r, ú),
.dt 2

bu yerda R(r,ü), 0 (r ,d ) lar r va $  laming funksiyalari, ular yetarlicha 
kichik r  lar uchun r  ning darajalari bo‘yicha yaqinlashuvchi qatorga 
yoyiladi hamda

í P  = í ( 0 i f l ) 3 f l .

Bu qatorlarning koeffitsiyentlari davri 2n ga teng bo‘lgan $  ning 
davriy funksiyalaridan iborat. Ularning har biri cos'd va sirn} larga 

nisbatan oddiy k o ‘phaddir. Shuning uchun ham ularni kosinus va sinus- 
larning chekli yig'indisi deb qarash mumkin.

Integral egri chiziqlarning tenglamasini hosil qilish uchun (5.8.4) dan 
t vaqtni chiqarib tashlab, qiiyidagini hosil qilamiz:
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(5.8.5)

bu yerda Rk(á) (k -  2,3,...) ifoda c o s í ? va sin$  larga nisbatan ko‘phad.
(5.8.5) tenglamaning o ‘ng tarafida turgan qator r  ning yetarlicha 

kichik qiymatlarida yaqinlashuvchi b o ‘ladi.
(5.8.5) tenglamaning r  =  0  trivial yechimi mavjud. Demak, integral 

egri chiziqlaming bittasiga koordinata boshi mos keladi. (5.8.5) tengla­
maning o ‘ng tarafi koordinata boshi atrofida analitik bo‘lgani uchun bu 
atrofning hai- bir nuqtasidan (differensial tenglamalar yechimining mav- 
judligi va yagonaligi haqidagi teoremaga asosan) bitta va faqat bitta 
integral egri chiziq o ‘tadi. Bu yerdan koordinata boshi atrofidagi biror 
nuqtadan chiqayotgan istalgan integral egri chiziq koordinata boshini hech 
qachon kesmasligi kelib chiqadi.

(5.8.5) tenglamaning o ‘ng tarafi analitik ekanligidan yana bu tengla­
maning

boshlang‘ich shart bilan aniqlanadigan uning har qanday r = r ($ ,c )  
yechimi c  parametming darajalari bo‘yicha qatorga yoyilishi kelib chi­
qadi:

Agar c yetarlicha kichik b o ‘lsa, (5.8.7) qator yaqinlashuvchi bo iad i. 
Bu qatorning yaqinlashish radiusi $  ning o ‘zgarish intervaliga bog‘liq. 
Ammo, bu interval har qancha katta bo‘lmasin, shunday yetarlicha 
kichik y son topiladiki, barcha |c|<y lar uchun (5.8.7) qator yaqin­

lashuvchi bo‘ladi. Biz y sonni shunchalik kichik deb hisoblaymizki, 

jt3-| < 27t lar uchun (5.8.7) qator yaqinlashuvchi bo‘lsin.

■r-L koeffitsiyentlarni topish uchun (5.8.7) qatorni (5 .8.5) tenglamaning 
ikki tarafiga ham qo'yamiz va bir xil darajali c  lar oldidagi koeffitsi­
yentlarni tenglashtiramiz. (5.8.7) ni (5.8.5) ga qo ‘yganimizdan keyin

uning o ‘ng tarafida hosil bo‘ladigan qatorning cl darajalari oldidagi 
koeffitsiyentlarni Fi bilan belgilasak, quyidagi tenglikka kelamiz:

r  (0, c) = c (5.8.6)

r ( c ) = r¡ ( Ú) c + r2 ( Ú) c 1 + .... (5.8.7)

" ‘J /•=/• l(i9)c+r2(t9)c2

bu yerda F¡ lar (i = 2,3,...) r2,r3,.,.,^_1 lar bo‘yicha ko‘phadlar bo‘lib, 

koeffitsiyentlari R2,R3,...,R¡ larga bog'liq va v argumentning 2n  davrli 

funksiyalari (c o s ^  va sinú  larga nisbatan ko‘phadlar)dir. Xususan,



F2 — i?2 f\ , F3 - ^ 3 r l+ ^ 2 r\ r2 ' 
rt funksiyalarni aniqlovchi tenglamalar quyidagi ko‘rinishda bolad i:

^ > = 0 , ^ = R 0r{ = F2, —  = + IR^r, = 
dü d d ' 1 d# '

^  = F¡ ( i= 4,5,...). 
dü

(5.8.9)

Bundan tashqari, (5 .8 .6) dan quyidagi boshlang‘ich shartlami hosil 
qilamiz

/¡(0) = 1, r2(0) = r3(0) = ... =  0 (5.8.10)

Demak,

^ = 1, r2 =  ] $ * > ,  r?í =  ](R i +2R2r2)d A ...,  n =  \f ¡ d ú .  (5.8.11)
0 0 0 

Shunday qilib, oddiy kvadraturada ketma-ket barcha /;($) funksiyalar 

aniqlanadi. r2(i3) funksiya uchun biz davriy funksiyaning kvadraturasiga 
ega b o ‘lamiz. Bunday kvadraturalarning kelgusida biz doimo foydala- 
nadigan bitta umumiy xususiyatini ko‘rsatib o ‘tamiz.

/(■&) biror uzluksiz CO davrli davriy funksiya bo‘lsin, u holda 
ú

F ( ü ) =  \ f ( ú ) d ó =  g ú + (p ( i ? )  (5.8.12)
o

ifodalanish o ‘rinli, bu yerda (p(ß) funksiya I n  davrli davriy funksiya, 

g  esa quyidagicha aniqlanadigan o ‘zgarmas son.

i
1  \ f (ú )d ú .  (5.8.13)
m J

Agar /(iS) quyidagi
®o

S
f ' 2n n (. ~ 271 n a

Ai cos----- sin--------------- ü
„=A  “  ®

Fure qatoriga yoyilsa, u holda g  ning (5.8.13) formula bilan aniq- 

lanishi ravshan bo‘lib qoladi. Haqiqatan ham, bu holda quyidagiga ega- 
miz:

n M'ST'ÍA, ■ 2Kn a Bn 2 )1« .iWW PT3-+— \  —sm—— $ -c o s -— -ö
2 n ^ \ n  co n co
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Bu yerdan k o ‘rilayotgan hoi uchun (5 .8 .12) formulaning to‘g ‘riligi 
yanada ayon b o ‘ladi.

Endi r2 koeffitsiyentni ko'raylik. R2 davriy„ funksiya bo‘Iganligi 

uchun r2 yoki (5 .8 .12) ko‘rinishda bo iad i, yoki davriy (agar 

g  = 0 b o ‘lsa) funksiya boiad i. Ikkinchi holda R} + 2R2r2 funksiya davriy 

bo iad i va shuning uchun ham ry yoki (5 .8 .12) ko‘rinishga ega, yoki 
davriy funksiya boiad i. Shu tarzda davom ettirsak, biz ikki hoi mavjud 
ekanligiga iqror bolam iz: 1) i indeks har qancha katta bolm asin, 
barcha r; koeffitsiyentlar 2k  davrli davriy funksiyalar boiadi; 2) yoki

bu koeffitsiyentlar orasida davriy emas funksiyalar mavjud. Agar r  

birinchi davriy mas koeffitsiyentlar bo Isa , u holda

1 2n
rm = gfl+<p(d)., g = —  ¡Fmd■& (5.8.14)

271 Q

o ‘rinli, bu yerda <p(tf) funksiya 2n  davrli davriy funksiya.

a) Barcha ry funksiyalar davriy. Bu holda c ning qatoming yaqin-

lashishi sohasidagi bitta qiymatlarida (5.8.7) yechim davriy va, demak, 
r (2 ^ ,c )  = r (0 ,c )  va koordinata boshining yetariicha kichik atrofida bar­

cha integral egri chiziqlar yopiq hamda bu nuqtani qamrab oladi (5.2 
shakl). Puankare bunday

5.2- shakl.

koordinata boshini (muvozanat holatini) m arkaz (sentr) deb atadi va 
iimiy adabiyotda shu atama qabul qilingan.

b) i-j koeffitsiyentlar orasida davriy emaslari ham mavjud. Shunday

koeffitsiyentlardan birinchisi rm bo Ism , u holda rm uchun (5.8.14) 

formula o'rinli bo iad i, bu erda g ^ O  va barcha r2,r3,...,rm_1 
koeffitsiyentlar davriydir.
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r = p + p\(ß ) +...+p"'“1 + /Лр (ß) = (58 15)
= p + p \ m

almashtirish vositasida (5.8.5) tenglamani o ‘zgartiramiz, (5 .8 .8) mu- 
nosabatga asosan quyidagini hosil qilamiz:

— (1 + 2pr2 +... + mp'"~[ (p) + p2 —  +... + p'" —  -  gpm = 
dû 2 dû dû
= p2F2 + ... + pmFm + p'"+'Fm+l+...,

yoki (5.8.9) ni hisobga olib,

— (1 + 2p )% +...+mp'"~] ф) = gpm + p m+XFm+x + ... 
db

ga ega bo'lamiz. Bu erdan

^ = 8 Р ,п+ С № рпМ+---=рЪ + р С № + - - - )  -(5.8.16)
dv

ni hosil qilamiz. (5 .8 .15) almashtirishning koeffitsiyentlari davriy 

bo‘lganligi uchun R*n+n lar i3 ning 2л  davrli funksiyalaridir.

(5 .8 .16) tenglamadan —  hosila koordinata boshining yetarlicha 
dû

kichik atrofida g ning ishorasiga mos bo'lgan (o ‘zgarmas) ishorani 

saqlashligi kelib chiqadi. Agar g  < 0 b o ‘lsa, u holda û  - »  da p (d )  
funksiya uzluksiz kamayib, nolga intiladi. (5 .8 .15) almashtirishlarga 
asosan r  radius-vektor ham xuddi shunday xususiyatga ega bo‘ladi. 
Demak, koordinata boshining etarlicha kichik atrofida joylashgan barcha 
integral egri chiziqlar spirallardan iborat. Ular koordinata boshi atrofida 
cheksiz k o ‘p marta aylanib, logarifmik spiral singari asimptotik ravishda 
unga yaqinlashadi. Puankare bunday koordinata boshini fokus deb 
atagan va biz ham bundan keyin shunday deb ataymiz (5.3- shakl).

U s h b u
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g >  0 bo‘lganda ham integral egri chiziqlarning «hulqi» xuddi yuqo- 

rida bayon etilganday b o ‘ladi. Faqat bu holda da spirallar
koordinata boshidan uzluksiz ravishda uzoqlashadi.

Endi turg'unlik masalasini ko'raylik. Markaz- holida boshlang‘ich 
paytda yetarlicha kichik boigan r v a u  bilan birga x  va y lar doimo

yetarlicha kichikligini saqlaganliklari uchun toyilmagan harakat turg‘un 
bo‘lsa-da, asimptotik turg‘unmas.

Koordinata boshi fokus boigan holni ko‘raylik. (5.8.4) sistemaning 
ikkinchi tenglamasi ko'rsatadiki, koordinata boshining yetarlicha kichik 
atrofida Q ning qiymati ( r  = 0 va 0(O ,tf) = O) modul bo‘yicha X dan

d-d
kichik boisa , —  hosila biror musbat sondan katta boiadi. Demak, t 

dt •>
ning o'sishi bilan $  ning qiymati ham o'sadi va, agar integral egri chiziq 
koordinata boshining yetarlicha kichik atrofida qolsa, da ■& ham
cheksiz chegaralanmagan holda o ‘sadi. Oxirgi hoi aynan g  < 0  boiganda 

yuz beradi. Bu holda ning o'sishi bilan integral egri chiziqlar koor­
dinata boshiga yaqinlashadi va $  = +<*> da unga asimptotik ravishda in- 
tiladi. Demak, g  < 0 boiganda, toyilmagan harakat asimptotik turg‘un 
boiadi (5.3- shaklga qarang).

g > 0  boiganda, integral egri chiziqlar $  ning o ‘sishi va, demak, t 
ning ham o'sishi bilan koordinata boshidan uzoqlashadi. Barcha integral 
egri chiziqlar boshlangich shartlarga b o g liq  bolm agan holda koor­
dinata boshining atrofini (boshlangich vaqtda o ‘sha yerda bolganligiga 
qaramasdan) tashlab ketadi. Bu yerdan toyilmagan harakatning notur- 
g ‘unligi kelib chiqadi.

Demak, markaz b o ig an  holda toyilmagan harakat turg‘un, ammo 
asimptotik turg‘un emas. Fokus holida, g <  0  b o isa , toyilmagan harakat 

asimptotik turg‘un, g >  0  boiganda esa noturg'un boiadi.
.Shunday qilib, bizni qiziqtirciyotgan holda turg 'unlik masalasini 

yechish uchun quyidagi algoritmdan foydalanish kerak:
1. (5.8.1) tenglamalar sistemasini (5.8.2) almashtirishlami bajarib va 

t vaqtni chiqarib bitta (5.8.5) tenglamaga keltiramiz.
2. (5.8.5) tenglamaning echimini

r  -  c  +  c 2r2 (tf) +  c yr3( $ )  +  ....

qator ko'rinishida izlaymiz, bu yerda ^(O) = r3(0) = -  0 . Bu qatorni
(5.8.5) ga qo'yib hamda chap va o ‘ng tarafdagi bir xil darajali c  
laming koejfitsiyentlarini tenglashtirib, ri ('&) funksiyalami ketma-ket 

kvadraturada aniqlashga imkon beradigan tenglamalarni hosil qilamiz.
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hi yerda barcha ^(d) lar yoki clavriy funksiyalar, yoki r2,rv ...,rm,... 
orasida davriymas funksiyalar ham mavjud bo'lishi mumkin.

Birinchi holcla toyilmagan harakat turg'un bo'ladi, ammo asimptotik
lurg'un emas.

Ikkinchi holda r2,r3,... lar orasida birinchi clavriy emas koeffitsiyent

rn bo'lsa, u cdbatta (5.8.14) form ulalar orqali aniqlcinadi. Agar g > 0

•o'Isa, toyilmagan harakat noturg'un, g < 0  bo'lganda esa asimptotik

turg'un bo'ladi.
MisoL Toyilgan harakatning differensial tenglamalari

(  , Y* f  i  A !

+ x = a
d ~ x  d x  i „ 2

+  P  X +  y X
dx

V d t)  dt j

(5.8.17)
d r

ko'rinishda bolsin , bu yerda a , /?, y -  o'zgarmas sonlar.

(5 .8 .17) tenglamani

—  = - } ; ,  —  = x - /3 x2 -y x y 2 + a y 3 (5.8.18)
dt clt

tenglamalar sistemasiga keltirib,
x = r  cosi5, y - r  sind

almashtirishlarni kiritamiz. U vaqtda bu tenglamalar

—  = r2 cos2 -dsin $ +  (a sin4 0 -  y cos "6sin3 ft) r\ 
dt

—  = l - 5 c o s 3-d • r + (a sin3i> c o s il-y co s2dsin2d ) r  
dt

ko'rinishga keladi. Bu tenglamalardan t ni chiqarib,

—  --Bcos-d  sintf- r2+(a sin4 d-ycosi} sin3 d -/ f  co^ Osini})i-3+... 
d&

ni hosil qilamiz. Bu tenglamaning yechimini

r  = C +r,C2 + ljC} + ....

qator sifatida izlaymiz, bu erda r2(0) = r3(0) = ... = 0 .  B ir xil darajali c  

oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib,

—  = -B  cost? sin$, 
d-d

—  = ~a sin4i3 -{y co sd  sin2i}+/?2cos5i}+2/?cos2i> • r2}sind 
d-d

tenglamalarni hosil qilamiz. Bu yerdan
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r3 = a js in 4 ú d é -  J { T'cosz^sin2 ü + /3 2c o i  ú + l p o o i  ú  • r2} ú n ú d ú .
0 o

g =  —  [sin4#  d ñ  
2n J

va f(jT) -  davriy funksiya.

Demak, a > 0  bo‘lganda, toyilmagan- harakat noturg‘un, a < 0  
bo'lganda esa -  asimptotik turg'un bo'ladi.

9- §. Ikkinchi tartibli sistema. Lyapunov funksiyasini tuzish 

usuli bilan masalani yechish

Lyapunov tomonidan tavsiya etilgan usul bilan masalani yechishni 
k o ‘rsatamiz. Bu usul (5 .8.1) tenglamalar sistemasi uchun Lyapunov 
funksiyasini tuzishga asoslanadi.

Dastlab quyidagi masalani ko‘ramiz. um(x,y) ifoda x  va v o ‘z- 

garuvchilarga nisbatan berilgan m - tartibli forma bo‘lsin. (5.8.1) siste- 
maning birinchi yaqinlashish

dx dy
—  - - A y ,  ~ - ~ X x  (5.9.1)
dt di

tenglamalariga ko‘ra vaqt bo'yicha olingan to‘liq hosilasi um fomiaga

teng bo‘lgan vm(x, y) formani izlaymiz. Boshqacha qilib aytg&rtda,

tenglamani qanoatlantiruvchi v jx , y) formani topish kerak. Bu masala 4-
bobning 2- §idagi 2- teoremaning xususiy holi bo'ladi. O'sha yerda 
olingan natijalarga ko‘ra

(5.9.2)



vm =  a]xm +  a2x"' '>■ +  . . .+ am+:ym,

um = b ^  + b2xm~ly + ...+ bm+lym

lormalarni (5 .9 .2) ga qo‘yib va o ‘xshash hadlar oldidagi koeffitsi- 
yentlami tenglashtirib, a- larni topish uchun quyidagi chiziqli tenglama-

larni hosil qiiamiz:

V i  + A2«2 + -  + 4 > +l«m+l = ^  = + (5.9.3)

ou erda Aj.j -  biror o ‘zgarmas sonlar.

Bu sistemaning determinanti nolga teng bo‘lmasa, u yagona yechimga 
ega. Demak, (5.9.3) sistema yagona yechimga ega bo‘lishi uchun

Ai - p i4|2 A,m+1

A »  =
A* 2̂? _  P \m+\

An+i,i Ah+1,2 A„+l.,«fl P

tenglama nolga teng bo'lgan ildizga ega b o ‘lmasligi kerak.
Ammo, 4- bob, 2-, §dagi 1- teoremaga asosan (5.9.4) tenglamaning 

barcha ildizlari
p  = (m, -  m 2) u  (5.9.5)

formula bilan aniqlanadi. Bu erda m l va m 2 lar

+ m2 =  m (5.9.6)

munosabat bilan bog‘langan har qanday manfiymas butun sonlar.
Agar m -  toq son bo'lsa, u holda (5.9.5) ni nolga aylantiradigan

(5.9.6) munosabat bilan bog‘langan m, va m2 laming hech qanday 
juftligi mavjud emas. Demak, m toq son b o ‘lganda, (5.9.4) determinant 
noldan farq qiladi va (5.9.3) sistema (5.9.2) tenglamani qanoatlan- 
tiruvchi bitta va faqat bitta v jx ,  y) formani aniqlab beruvchi yagona 

yechimga ega.
m

Endi m juft son bo‘lsin deb faraz qiiamiz. Bu holda m{ -rn 2 = --

bo‘ladi va (5.9.6) ni qanoatlantiradi.
Faqatgina ana shu juftlik kombinatsiyada (5.9.5) ifoda nolga 

aylanadi. Demak, bu holda (5.9.4) tenglama nolga teng ildizga ega va
(5.9.3) sistemaning determinanti nolga teng bo‘ladi. Ammo, bu determi- 
nantning m - tartibli birorta ham minori nolga teng emas. Haqiqatan 
ham, barcha m -  tartibli minorlar nolga teng bo‘lganda, (5 .9 .4) tengla-
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mailing nolga teng ildizi hech bo'lmaganda ikki karraii bo‘lardi, chunki

(5.9.3) sistemaning determinanti nolga teng bo‘lgani uchun bu sis­
tema, umuman aytganda, yechilmovchidir. B ir* holda (5.9.3) teng- 
lamaning chap tarafidagi hadlar o ‘zaro chiziqli bogiangan boiad i, ya’ni 
hech bo‘lmaganda birortasi noldan farq qiiuvchi shunday 

sonlar mavjudki, (5.9.3) sistemaning chap tarafidagi 
hadlarni bu sonlarga ko'paytirib, so'ngra qo'shsak, biz aynan nolni hosil 
qilamiz. (5 .9.3) sistema yechiluvchi bo'lishi uchun uning o'ng tarafidagi 
hadlar ham shu chiziqli bog'lanishda bo'lishi zarur, ya’ni quyidagi 
ayniyat bajarilishi lozim:

Bu shart (5 .9 .3) sistemaning yechiluvchi bo'lishi uchun yetarli 
hamdir, chunki DJO) determinantning nolga teng bo'lmagan m - tartibli 
minorlari ham mavjud va shuning uchun ham bu sistemaning chap tarafi 
faqat bitta chiziqli munosabat bilan bogiangan.

Shunday qilib, m ju ft son boiganda, (5.9.2) tenglamani qanoatlan- 

tiruvchi vm forma faqat um formaning koeffitsiyentlari (5.9.7) munosa­

bat bilan bogiangan bo'lsagina mavjuddir.
Shuning uchun ham m ju ft son bo'lgan bol uchun masalaning 

qo'yilishini sal o'zgartiramiz.
Endi (5.9.2) tenglamani emas, balki

tenglamani qanoatlantiruvchi vm formani izlaymiz, bu yerda G -  biror

o'zgarmas son. Uni shunday taniab olamizki, (5.9.8) tenglama yechimga 
ega bo'lsin.

. Endi (5.9.3) sistema ushbu

AjA + -  + 4> + iam+i =b¡ + k¡G (i = í, m +1) 

sistemaga aylanadi, bu yerda kx,k2,...,km+x lar (x2 + y2) formaning 

koeffitsiyentlaii Sistemaning yechiluvchi bo'lishlik shartí

u faqat Dm(A) ni emas, balki ni ham nolga aylantirgan bo'lardi.
dX

(5.9.7)

(5.9.8)

(5.9.9)

ko'rinishga keladi.
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G 0 ‘zgarmas son (5.9.9) tenglamadan bir qiymatli ravishda 
aniqlanadi. Uni topish uchun (5.9.9) tenglamani iuzish shart emas, uni
(5.9.8) tenglamadan foydalanib, topish mumkin. Buning uchun G va 

vm forma aniqlangan deb hisoblayrniz. Ularni (5 .9 .8) ga qo'yib, har 

qanday x  va y larning qiymatlarini qanoatlantiruvchi, ayniyatga kela- 

miz. Xususan, x  = cos'd, y = s in $  qiymatlarda ham u ayniyat boiad i.

(5 .9.8) ga x = cosd, y = sini5 larni qo‘yib, hosil bo‘lgan ayniyatni d ft  

ga ko‘paytirib, 0 dan 2% gacha oraliqda integrallaymiz. U holda

i/vm(cosi3,sini}) _ j _  ̂ 3v’„,(x, >’) |  ̂dvm(x, y)

d ft \ dy A -C O Sll V=SÍn t

va, demak,
2k

d t  = v Jc o s  d, sin ú) / = 0
o

A-COS 0 , y = s in  l}

1
m,/7, + . . .  + m np n = — (m, + . . .  + m J/J-  -  (i 

m

larni hisobga olib, quyidagini hosii qilamiz:
2jc

2 n G J,- j « m(cos ■&, sin $ ) d $  =  0 .  (5.9.10)
o

Shunday qilib, o'zgarmas son G bilan um forma koeffitsiyentlari 

orasidagi munosabatni topdik. Agar (5.9.8) tenglama yechimga ega 
b c ‘lsa, a holda bu munosabatning bajarilishi zarur boiad i. Isbot qilin- 
ganga k o ‘ra bunday munosabat bitta b o iad i va, demak, u (5.9.9) muno­
sabat bilan bir xil boiadi.

(5 ,9 .10) formula G o ‘zgar.mas sonni birdaniga topishga imkon be- 
radi.

/ Endi qo'yilgan masalani hal qiiishga o ‘tamiz. Toyilgan harakat diffe- 
rensial tenglamalarini quyidagi ko'rinishda yozamiz:

dy
i~- = -A v + X2(x, y) + X3(x, y) + ..., 
dt

—  = X x + Y2(x, y) + Y3{x, y) +...,
dt

(5.9.11)

bu yerda X k, Yk lar x  va y  funksiyalardagi k  - tartibli hadlar majmuasi. 

Bu sistema uchun teorema B  yoki teorema D ni qanoatlantiruvchi Lya­
punov funksiyasini tuzamiz. Bu funksiya
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V = х2 + у2 + f 3(x, у) + f 4{x, у) +... (5.9.13)

ko‘rinishda . bolsin, bu yerda f k(x ,y ) -  biron-bir к -tartibli forma 
(¿ = 1,2.. ) .

/з, /4 , .. .  formalarni shunday tanlab olamizki, V ning (5.9.11) teng-
1 am alarga ko‘ra vaqt bo'yicha olingan to liq  hosilasi

f  + < - ^  + *= + х . + - ) + !
y (5.9.13)

(X X + Yy +
Эу Эу

aniq ishorali funksiya bolsín .
(5.9.13) tenglamaning o ‘ng tarafidagi ifoda 3-tartibli hadlardan bosh- 

lanadi. Bu hadlar quyidagilardan iborat:

V3 = ÁГЛ  -  _ д л
Эу дх\

+ 2хХ2 + 2уК ,

ул = л \ л Д  -  y $f\ +  X, &  + К, -ô/i  + 2 *^  + 2}'У3,
^ dy dr _) de " Эу (5.9.14)

Д
Эу

Д
Э*

bu yerda Fm(x,y) ifoda /3, formalarga b o g liq  bo lgan  772-tartibli 

forma. Demak, agarda /4,... fonnalarni qaysidir shartlardan aniqlay 

olsak, u holda F m forma ham aniq bolad i. 

dV
M a’lumki, —  funksiya aniq ishorali bo lish i uchun uning yoyilma-

si juft tartibli haddan boshlanishi zarur. Shuning uchun ham /3 formani

shunday tanlab olish kerakki, (5.9.14)da uchinchi tartibli hadlar nolga 
aylansin, ya’ni

Я
э /, э /
Эу ' Эх

munosabat bajarilsin. Shunday /3 formani tanlab olgandan keyin, f 4 

formani endi shunday tanlaymizki, — ■ ifodasidagi V4 to‘rtinchi tartibli

-2xX 2 -  2yY :
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bacilar majmuasi aniq ishorali forma bo‘lsin, ya’ni bu hadlar majmuasini 

aniq ishorali G4(x2 + y2)2 formaga tenglashtiramiz:

X * &  -  y M i '
ду Эх

=  - F ,  (x, y) + G4(X2 + y2) 2,

bu yerda F4 (x , y ) =  2 х Х ъ +  2yY3 .

Hiz hozir (5.9.8) turdagi tenglamani qanoatlantiruvchi juft tartibli forma 
liaqida gap yurityapmiz. Bu forma mavjud bo‘lishi uchun G4 aniq- 

langan son bo‘lishi kerak. Bu sonni (5.9.10) ga asosan quyidagicha 
lopamiz:

í
G

4 2 ж
ÍF4(cos г?, sin iJ )d û .

nday qilib topilgan G4 miqdor nolga teng bo'lmasin. U holda

'3 + / 4V =  x 2 +  >’2 + /3  +  f 4

funksiyaning to‘liq hosilasi

+  / ) ’■ +
dt

yuqori tartibli hadlar aniq ishorali funksiya bo lad i. Bu funksiya bilan 
G4 ning ishorasi bir xil, V funksiyaning o 'zi esa aniq musbat ishorali 
bo'îadi. Shuning uchun ham, В  va D teoremalarga asosan, toyilmagan 
harakat G4 > 0  bo'lganda noturg‘un va G4 < 0  b o ‘lganda asimptotik 

turg‘un bo‘ladi.
Ammo G4 miqdor nolga teng bolishi ham mumkin. Bu holda (5.9.13)

ifodaning yoyilmasi 5- tartibli haddan boshlanadi. —  funksiya aniq
dt

ishorali b o ‘iishi uchun bu hadlarni nolga aylantirish kerak. Buning 
uchun f 5 formani shunday tanlab olish kerakki, V5 = 0  bo'lsin. Bu oxir- 

gi tenglama (5.9.2) k o ‘rinishda bo‘ladi va undan /5 ni shu usul bilan

topganimizdan keyin, f 6 ni shunday tanlaymizki, —  ning ifodasidagi
dt

oltinchi tartibli hadlar aniq ishorali G6(x2 + y2f  formaga teng bolsín .
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Shunday qilib, f 6 ni topish uchun quyidagi tenglamaga ega bo‘- 
lamiz:

aniq ishorali forma, V funksiyaning o'zi esa, avvalgidek, aniq musbat 
ishorali bo‘ladi. Bu yerda ham toyilmagan harakat G6 > 0  bo'lganda no- 

turg‘un, G6 < 0  da esa asimptotik turg'un bo'ladi.

Agar G6 - 0  b o isa , f k formalami îopishni yana davom ettirish ke- 
rak. Xuddi oldin bayon etilgan tarzda . ¡h tutib, ya’ni (5.9.13) dagi toq 

tartibli hadlarni nolga tenglashtirib, ju ft tartibli hadlarni Gm(x2 + y1)’” 

formaga tenglashtirib va G m ni

formula orqali aniqlab, biz mumkin boigan  ikki holning bittasiga duch 
kelamiz: 1) yoki m indeksning qanchalik katta bolishidan qat’iy nazar

bai-cha G m lar nolga teng bo‘ladi, 2) yoki biz oxiri shunday m ga ke-

Agar ikkinchi holga duch kelsak, u holda turg‘unlik masalasi Gm

ning ishorasi bilan hal bo'ladi: toyilmagan harakat Gm> 0 bolganda

noturg‘un va Gm< 0 bolganda asimptotik turg'un bo'ladi.

Endi barcha G m koeffitsiyentlar nolga teng bo'lsin deb faraz qi-

laylik. Albatta, barcha koeffitsiyentlarni hisoblab chiqish yo'li bilan bun­
ga ishonish ancha murakkab masala, biroq qandaydir usul bilan buni 
tasdiqlasak, u holda turg'unlik masalasi osongina yechiladi. Haqiqatan

bu yerda

Gb | f6(cos t3, sin i?)í/e?.
| 2ïï

0

Agar G^t- 0 bo'lsa, u holda

dt

(5.9.15)

lamizki, Gmï  0  bo'ladi.
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ham, bu holda koordinata boshi markaz b o ‘ladi. Demak, toyilmagan 
liarakat turg‘un, ammo asimptotik turg'un emas. (5 .9 .11) tenglamalar 
umumiy yechimining davri boshlang‘ich shartlarga bog‘liq bo'lgan davriy 
lunksiya b o ‘ladi.

Bayon etilgan turg‘unlikni tadqiq etish usulini amalda qo‘llash uchun 

Gm koeffitsiyentlarni yoki (5 .9 .15) formulalar orqali aniqlash kerak, 

yoki bevosita bu formulani keltirib chiqaradigan usuldan foydalanish

mumkin. Buning uchun —  ning ifodasidagi m - tartibli hadlarni
dt

m
aniqlab, ularni G J x 2 + у 2) 2 ga tenglashtirib va hosil bolgan  

icnglamalarga x = cosi5, y = sin d  larni qo‘yib, 0 dan 2 n gacha oraliqda 

integrallash kerak. Bu yerda f m forma chiqarib tashlanadi, shuning uchun

biz uni —  ifodasidagi m -tartibli hadni aniqlashda hisobga olmasligi-
dt

miz mumkin.
1-misol. Oldingi paragrafda tadqiq etilgan

dx dy o 2  2 , 3—  = -)> , —  = x - ß x  -у ху  +ay  
dt dt

sistemani ko'raylik. V  funksiyani

V  =  x 2 + y2 + f 2 +  f 4 + ...

kabi olib, /3 fomiani shunday tanlaymizki, —  ning ifodasidagi
dt

uchinchi tartibli hadlar nolga teng bo‘lsin. Demak,

x — - y — - 2 ß x y 2 = 0 
dy dx

tenglamani hosil qilamiz. Bu ifodaga

/з  =  a¡x3 + a ^ y  + (цху2 + a4y3

ni q o ‘yib, so ‘ngra o ‘xshash hadlar oldidagi koeffitsiyentlarni teng­
lashtirib, quyidagi tenglamalarga kelamiz:

Й2 =  0, 2a3 -  Ъа{ - 2 ß  = 0, 3a4 -  2 ^  = 0, Oj = 0.

Bu yerdan

A
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ga ega boiam iz. /4 formani aniqlash uchun to'rtinchi tartibli hadlarni 

G4(x2 + y2)2 ga tenglashtirib, quyidagini hosil qilamiz:

- y ~ - ~  2yxy3 + 2 ay4 = GA(x2 +“ y2)2. (5.9.16)
dy ox

G4 o ‘zgarmas sonni aniqlaymiz. Agar u nolga teng bolm asa, /4 ni 

aniqlash kerak bo'lmay qoladi va barcha hisoblashlar shu bilan tamom 
tugaydi. Agar G4 nolga teng b o ‘Isa, u holda /4 ni ham, f 5 ni ham va, 

shunday bo'lishi ham mumkinki, navbatdagi yuqori tartibli formalarni 
ham aniqlashga to‘g ‘ri keladi. G4 ni aniqlash uchun (5.9.16) ga 

x ^ c o s d , _y = sind  larni qo‘yib, ft b o ‘yicha 0 dan 2n  oralig'igacha

integrallaymiz. Bu amalni bajarishda x — - y —  hadlarni hisobga ol-
dy dx

maslik mumkin, chunki ular bu amalni bajarish jarayonida tushib qoladi. 
Shunday qilib, quyidagini hosil qilamiz;

2  7T 2k  2  7i

G4 = — ("sin isin32? c o s = — fsin4ai/z?.
K I  K o *  o

Agar a < 0  bo'lsa, u holda toyilmagan harakat asimptotik turg‘un, 
agar a > 0  bo'lsa, u noturg'un bo'ladi.

Agar a = 0 bo‘Isa, u holda oldingi paragrafda ko'rsatganimizdek, 
koordinata boshi markaz b o ‘lib, toyilmagan harakat turg‘un bo‘ladi.

10- §. Ikkinchi tartibli sistema. Masalani yechishning uchinchi 

usuli

Ushbu

^  = -Xy + X  {x, y), ^  = Xx + Y {x ,y )  (5.10.1)
at at

tenglamalar bilan ifodalangan sistemaning turg'unlik masalasini yechish­
ning Lyapunov tomonidan k o ‘rsatilgan uchinchi usulini k o ‘rib o ‘tamiz.

8- § da k o ‘rsatgan edikki, (5 .10.1) sistema uchun koordinata boshi 
yoki markaz, yoki fokus bo'lib, ularning qaysi biri mavjud bo‘lishini 
aniqlash turg‘unlik masalasining asosiy vazifasi boladi. Agar koordinata 
boshi markaz bo‘lsa, u holda toyilmagan harakat turg‘un bo‘ladi; agar 
fokus b o ‘lsa, u holda toyilmagan harakatning turg‘un yoki noturg‘un 
b o ‘lishi 8- § da kiritilgan g  o ‘zgarmas sonning ishorasi bilan aniq- 
lanadi.
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0 ‘sha erda k o ‘rsatgan edikki, koordinata boshi markaz bo‘lgan hol- 
da va faqat shu holda (5.10.1) tenglamalarning umumiy yechimi davriy 
bo'ladi. Shunday qilib, turg‘unlik masalasini hal qilish uchun (5.10.1) 
tenglamalarning umumiy yechimi davriy b o ‘ladimi yoki yo‘qmi ekan- 
ligini aniqlashga harakat qilishimiz kerak. Bu yechim davriy bo‘Isa, 
loyilmagan harakat turg’un va agar davriy b o ‘lmasa, u holda g  o ‘zgar- 

nias sonning ishorasini aniqlash masalasini hal qilishimiz kerak bo‘ladi. 
Ikining uchun (5.10.1) sistemaning

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi x (t ), y (t) yechimini k o ‘ramiz, 

bu yerda с  -  yetarlicha kichik ixtiyoriy о ‘zg arm as son.
Agar koordinata boshi markaz b o ‘lsa, u holda bu yechim davriy b o ‘- 

lib, uning davri

formula ((5 .8 .20) formulaga qarang) bilan aniqlanadi. Bu yerda h^k,... 
lar biror o ‘zgarmas sonlar va с  ning yetarlicha kichik qiymatlarida
(5.10.3) qator yaqinlashuvchidir.

Haqiqatan ham, koordinata boshi markaz bo‘lsin deb faraz qilaylik. Bu 
holda (5 .10.1) tenglamalarda t o ‘zgaruvchini T o ‘zgaruvchi bilan quyi- 
dagicha

tenglamalarning (5.10.2) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi 
davriy va uning davri 2к  ga teng bo‘ladi.

(5 .10.5) tenglamalarning o ‘ng tarafidagi ifodalar с  ga nisbatan ana- 
litik funksiyalardir. Shuning uchun ham bu tenglamalarning har qanday 
yechimi с  ga nisbatan analitik bo'ladi. Bundan tashqari, har bir bunday 
yechim o ‘zining XQ,y0 boshlang‘ich qiymatlariga (bizda ^  = c, v0 = 0 ) 
nisbatan ham analitik bo'ladi. Bu mulohazani ko‘rilayotgan davriy ye- 
chimga q o ‘llab, u с  ga nisbatan analitik degan xulosaga kelamiz.

*(0 ) = c ,  y(0) =  0 (5.10.2)

(5.10.3)

t = — (1 + h f  + h2c 2 + ...)  
X

(5.10.4)

almashtiramiz. Shu yo‘sinda hosil qilingan

—  = ( -  у + -  x )  (l + V  + V 2 + •••)

—  = -  x + — y ) (l + h f  +  V 2 + •••)

(5.10.5)
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Demak, bu yechim quyidagi ko‘rinishga ega: 

X = cx, (т) + c2x2(r) + ...,[ 

у  =  су1{т )+ с2х2{т)+...,\

(5.10.6)

bu yerda o ‘ng tarafdagi qatorlar yetarlicha kichik с  uchun yaqinlashuv- 
chi. Bu yechim davri 2n ga teng bo‘lgan davriy funksiya bo'lganligi 
uehun barcha xm{x),ym(x) lar ham davri In  ga teng bo'lgan davriy 
funksiyalar boladi. Bundan tashqari, (5 .10.2) boshlang‘ich shartlardan

X,(0) = 1, x2(0) = x3(0) =  ...=  j l (0) = y2(0) = . ..= 0  (5.10.7) 

ni hosií qilaitiiz.
Shunday qilib, agar korrdinata boshi markaz bo‘lsa, u holda (5.10.5) 

tenglamalar (bu erda h¡ -  biror aniqlangan o ‘zgarmas sonlar) (5.10.6) 

ko'rinishli xm(x),ym(r) davriy funksiyalarga bog‘liq bo‘lgan yechimga 

ega bo‘ladi. Agar, h¡ o ‘zgarmas sonlarni qanday qilib olishimizdan 

qat’iy nazar, (5 .10.5) sistema хт{х),ут (т) davriy funksiyalarga bog'liq 
bo'lgan (5.10.6) davriy yechimga ega b o ‘lmasa, u holda bu koordinata 
boshi fokus ekanligini bildiradi.

(5 .10.6) ni (5 .10.5) ga q o ‘yib va с  ning bir xil darajalari oldidagi

koeffitsiyentlarni tenglashtirib, x m va y m funksiyalar qanoatlantirishi

kerak bo‘lgan tenglamalarni hosil qilamiz. Shu yo‘l bilan birinchi nav- 
batda

rfx, dyx 
-  =  - y], —  = x] 
dr dr

sistema hosil qilinadi, bu yerdan (5.10.7) boshlang‘ich shartlarni hisobga 
olganda,

X[ =  cos r, y , =  sin T

yechimga ega bo‘lamiz. S o ‘ngra

clx 1 
— n- -  - y 2 - 1\ sin X + — X n (cos "0, sin "Ô), 
dr À (5.10.8)

—  =  -X , -  h, cos % + —У, (cos Ü  sin 0), 
dr Я
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sistemani hosil qilamiz, bu yerda X 2(x, y ), Y2(x, y) ifodalar X  va Y  

funksiyalar ifodasidagi darajali hadlar majmuasi.
Shunga o ‘xshash tenglamalarni Xk va Yk (k > 2) funksiyalar uchun 

ham topamiz. Bu tenglamalarning o ‘ng tarafidagi funksiyalar ifodasida 
\ ,h lr ...,hk_| o ‘zgarmas sonlar qatnashadi. B iz faqat hk_í o ‘zgarmas son 

qatnashuvchi tenglamalar sistemasini yozamiz:

bu yerda Pk va Qk lar x 2 , y 2 , x 3 , larga nisbatan ko'phadlar.

Bu ko‘phadlarning koeffitsiyentlari faqat hv hl r ...,h k_2 o ‘zgarmas

sonlarga bog'liq.
(5 .10.8) tenglamalar quyidagi ko'rinishga keladi:

bu yerda / (z) va F(x) lar T ning 2tc davrga ega bo'lgan davriy funk- 
siyalari. Bu tenglamalarning davriy yechimlarini topish masalasi yuzaga 
keladi. Bu birinchi darajali erkinlikka ega bo‘lgan chiziqli sistemaning 
majburiy tebranishlarini aniqlash masalasidir. Biz ko‘rayotgan holda re- 
zonans hodisasi mavjud, chunki erkin tebranishlar davri toydiruvchi 
kuchning davri bilan bir xil. Shuning uchun ham (5.10.10) tenglamalar 
umumiy holda davriy yechimga ega emas. Ular davriy yechimga ega 
bo'lishlari uchun /  va F  funksiyalar ayrim shartlami qanoatlantirish- 
lari kerak.

/  va F  funksiyalarning Furye qatoriga yoyilmasi quyidagi ko‘- 

rinishda b o lsin :

Izlanayotgan davriy yechimning Furye qatoriga yoyilmasi quyidagicha 
bo‘lsin:

—^ = ~yk - h k_[ú n r  + Pk, —~  = xk + K-i co sx+ ¡2 jt. (5.10.9)
dx dx

^ -  = -v  + / ( 4  ~  = u + F (  r),
dr dx

(5.10.10)

f  = a0 + a ¡ eosT+b, s in r+  ]T(a„ eosn t  + b„ sin/ir),

F  = A0 +Ay eosr+By sinr + £ (A „  eosn z + B n sinnr),

bu yerda

(5.10.11)
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и = с0 + с, cos г + dx sin г + X  (сп cos т  + dn sin иг),

у = С0 + С, cos г + D, sin г + (С„ cos лг + Ц, sin лг).
/1=2

и va V laming qiymatlarini (5.10.10) ga qo‘yganimizda, CQ= a 0, 

c 0 = - A 0 larni va koeffitsiyentlarni aniqlashga imkon beradigan quyi- 
dagi tenglamalarni topamiz:

Bu tenglamalardan barcha л > 1  lar uchun cn, dn, Cn, Dn larni topish' 
mumkin. Agar n =  1 bo‘lganda

munosabatlar bajarilmasa, u holda bu tenglamalar yechilmovchidir. 
Bu munosabatlar bajarilsa, u vaqtda quyidagilarni topamiz:

bu yerda a  va ß  -  ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlar.
Shunday qilib, (5 .10.11) ni inobatga oigan holda, quyidagi xulosaga 

kelamiz:
1. (5 .10.10) sistemaning davriy yechimi bo‘lishi uchun

munosabatlarning bajarilishi yetarli va zarur.
2. Agar bu munosabatlar bajarilsa, u holda aytilgan davriy yechim 

quyidagi k o ‘rinishda bo‘ladi:

bu erda a  va ß  -  ixtiyoriy ô'zgarmas sonlar, u ( r), v(r) lar 2л davrli

davriy funksiyalar. Tarkibida ikkita ixtiyoriy o‘zgarmas son qatnashuvchi 
bu yechim (5.10.10) sistemaning umumiy yechimi bo‘ladi.

3. Agar (5.10.12) munosabatlar bajarilmasa, u holda (5.10.10) teng­
lamalar davriy yechimga ega emas.. a, cos x+bt sin r va Д cos r + J5, sin z 

hadlarga

Д  — — 0 ,  Z?| + = 0

D t = a , d x - ß ,  C { = a x- ß ,  C y - a - b y ,

(5.10.12)

U — CL COS T + ß  sin T +

у = a  sin r + ß  cos г +
(5.10.13)
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ci, + B,

A, - h

x cos x +

• r cos X +

2
£7[ + Bj

I Sin X

X sin X +

A + b\

a\ + B\

cos r ,

cos X
2 2 2 

xususiy yechimlar mos keladi va (5.10.10) ning umumiy yechimi

¿i, + B, b, — Ai . — / \ 
u = a  cos x + P sin x + --------- x cos x + --------- t sm r + u (r j ,

v = a s in r -/ ? c o s r  +
A, -b , a, + B, . - ,  ^

t c o s t + —L—— -Tsm r + v^rj

I 5.10.14)

2 2
ko'rinishda ega, bu yerda m(t) va v (r) lar -  davriy funksiyalar, a  va 

ft lar esa ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlaidir.

Shundan so ‘ng, barcha x2, f u n k s i y a l a r  davriy va barcha 

o ‘zgarmas sonlar ham aniqlangan deb faraz qilamiz. U 

vaqtda (5 .10.9) tenglamalarning x k va y k larni aniqlovchi o ‘ng ta- 

rafidagi hadlar T ning aniqlangan davriy funksiyalari b o ‘ladi. Demak, 

bu tenglamalar (5.10.10) ko‘rinishga ega. Shuning uchun ham x k va

y k lar davriy funksiyalar bo‘lishi uchun quyidagi

2k  hk_] + J (  Qk cos r  -  Pk sin t)  d r  -  0 ,
0

2k

J(  Pk cos r  + Qk sin r )  d z  =  0

(5.10.15)

munosabatlarning, (5 .10.12) ga asosan, bajarilishi yetarli va zarur.
Bu munosabatlarning birinchisi hk o ‘zgarmas sonni aniqlaydi. 

Ikkinchi munosabat bajarilishi ham, bajarilmasligi ham mumkin. Agar u 
bajarilmasa, (5.10.5) tenglamalar, h ; o ‘zgarmas sonlarni qanday qilib 
olishimizdan qat’iy nazar, davriy yechimga ega b o ‘lmaydi. Demak, bu 
holda koordinata boshi fokus bo'ladi.

Shunday qilib, koordinata boshi markaz bo'lishi uchun (5.10.15) 
shartning ikkinchisi har qanday k uchun bajarilishi zarurdir.

Agar biz qandaydir usul bilan ikkinchi shartning bajarilishini aniq- 

lasak, u vaqtda barcha x k , y k funksiyalar davriy b o ‘ladi. Shu bilan

birga funksiyalarning barchasi (5 .10.13) ko'rinishga ega va har birining 
ifodasiga kiruvchi ikkita ixtiyoriy o ‘zgarmas son bir qiymatli ravishda
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boshlang‘ich хДО) = yk(Q) = О shartlardan aniqlanadi.. Bu holda (5.10.6) 
qatorlar, ilgari aniqlaganimizdek, yaqinlashuvchi bo‘ladi va (5.10.1) 
sistemaning davriy yechimini ifodalaydi. Shu asosda koordinata boshi 
markaz va toyilmagan harakat turg‘un degan xulosaga kelamiz.

Ammo, xk(x) va yk(x) funksiyalarni aniqlash järayonida biror к 

indeks uchun (5.10.15) munosabatlarning ikkinchisi bajarilmaydigan hol- 
ga kelib qolish mumkin. Bu holda, oldin aytganimizdek, koordinata bo­
shi fokus bo'ladi. Shuning uchun ham turg‘unlik masalasini hal qilish 
uchun 8- § da kiritilgan g  o ‘zgarmas sonning ishorasini aniqlash zaru- 
riyati tug'iladi. Bu o ‘zgarmas son ushbu

1 2ж

8 = y  JO t^ o sx + Qks in r )dx — , (5.10.16)
o

formula orqali aniqlanadi, bu yerda ax son Pk ifodasida cost oldidagi 

koeffitsiyent, B{ son Qk ifodasida sinr oldidagi koeffitsiyent.

(5 .10.16) formulaning to‘g ‘riligini isbot qilaylik. Buning uchun x  
ning t = T yoki shunga teng bo‘lgan x = 2n paytdagi qiymatini ko‘- 
ramiz. Biz T ning qiymatini aniqlovchi (5.10.3) qator (k - l ) - darajali

hadda uziladi deb faraz qilamiz. (5.10.14) ga asosan x k va y k lar 

uchun tenglamalaming umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

xk = occosr + /?sinr + ̂ - j  j(/J eos r + Qk sin t)í/t| rcosr-

! í 1 _
---<2nhk_l + ÍQk eos x - Pk sin r) dx l x sin x + xk (t) ,
& l o J

yk =as in r + /?sinr + - U  | (^.C O Sr + ô t. SÍnr)úÍT>TCOSr +

|(/J. eos r + Qk sin r) dx i г sin x + yk (t ) ,

,0

bu yerda x k , y k -  davriy funksiyalar. Yana davom etib, a  va- ß  lar 

uchun (5.10.7) boshlang'ich shartlardan quyidagini hosil qilamiz:

a  + xk(0) = 0 , - ß  + Jk(0) = 0
va, demak,

а  + ̂ (2л-) = 0, - f i S y k(2x) =  Q.' (5.10.17)
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Barcha , y2 ,...,x k_] ,y k_] funksiyaiar davriy ekanligini, (5.10,7)

boshlang'ich shartlami va ularga naos boig an  (5.10.17) ni e’tiborga 

olib, (5 .10.6) dan quyidagini hosil qilamiz:
ln

(x),=7 ~ c + c k Щ  cosf+Qf. sm T)dT+ck+' (•••)+••• • (5.10.18)
o

Shu miqdorning o'zini 8- § da olingan natijalarga asosan ham topa 

olamiz. G ‘sha natijalarga ko'ra ü - I k  bo.iganda (5 .8 .7), (5 .8.10) va 

(5 .8 .14) lar asosida r ischun va. demak, A = rcosi3 uchun ham quyi­

dagini topamiz:
Í * W  = c + 2 n g c '"  + c " '+i ( - )  + -  (5.10.19)

(5.10.18) va (5.10.19) formulalarning ikkalasida ham с  o ‘zgarmas 

:on r  va x  ning t - ú - 0 paytdagi qiymatini ifodalaydi. Bu for- 
mulalámi solishtirish ko‘rsatadiki, m - k , chunki t - T  da й qutb

:hagi 2л dan к dan kam bo‘lgan tartibli miqdorga (c ga nisbatan) 

:q qiladi v p haqiqatan ham (5 .10.16) formula orqali aniqlanadi.

Odatdagitíek, turg‘unlik masalasi g  ning ishorasi bilan yechiladi. g >0 

bo‘3ganda, toyilmagan harakat noturg‘un va g < 0  bo'lganda, asimptotik 

turg‘un bo 'ladi.
Shunday qilib, turg'unlik masalasini yechish uclnm biz quyiclagi 

algoritmdan foydalanishimiz lozim:
1. (5.10.4) almashtirishlar orqali (5.10.1) tenglamalar sistemasini

(5.10.5) ko'rinishiga keltiramiz. va uning yecliimini

x  =  c c o s r  + c 2x 2(r )  +  c 3x3( T ) + , . . j  ^  ш 20)

y = c s in r  + c 2y2(r )  + c J >'3(r )  + ...j 
ko'rinishda izlaymiz- Bu erda с -  ixtiyoriy o'zgarmas son, x ;(r), y ;-(r) lar

esa T ning (5.10.7) boshlang'ich shartlami qanoallantiruvchi ln  davrli 
davriy funksiyalari.

2. x k va yk funksiyalarni topish uchun (5.10.9) tenglamalarni hosil 
qilamiz. Agar (5.10.15) munosabatlar bajarilsa, и holda (5.10.9) 
tenglamalarning yechimi davriy bo'ladi. Bu munosabatlarning birinchisi 
hk_i o'zgarmas sonni bir qiyínatli ravishda topishga imkon yaratadi, 
ikkinchi munosabat esa, bajarilishi ham mumkin, bajarilmasligi ham 
mumkin. Birinchi holda (5.10.9) tenglamalarning boshlang'ich shartlar 
bilan aniqlanadigár) davriy yechimi mavjud. Agar bu davriy yechim к in- 
deksning istalgancha katta barcha qiymatlari uchun mavjud bo'lsa, и 
holda toyilmagan harakat turg'un, (5.10.20) va (5.10.3) qatorlar yaqin-
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lashuvchi bo'ladi hamda ular mos ravishda davriy yechimni va (5.10.1) 
tenglamalaming davrini ifoda etadi.

3. Agar x k, y k larni hisoblash jarayonida biz shunday к indeksga 

duch kelsakki, lining uchun (5.10.15) munosabatlaming ikkinchm baja- 
rilmasa, и holda toyilmagan harakat g  > 0  bo'lgandci noturg'un, g < 0 

bo'lganda esa asimptotik turg'un bo'ladi. O'zgarmas son g (5.10.16) 
formula orqali aniqlanadi.

Keltirilgan algoritm (5 .10.1) tenglamalar sisteraasining davriy yechi 

mini (agar u mavjud b o ‘Isa) va uning davrini topishning eng quiav 
usulini beradi.

Yechimlarning o ‘zlari esa amalda qo'lianish uchun eng qulay shaklda 

(formada) ifodalanadi. Bu yechimlar chiziqlimas tebranishiar nazariya- 

sida muhim ahamiyatga ega.
Oxirida shuni ta’kidlaymizki, o'zgarmas son /г, doimo nolga ieng 

bo'ladi. Bu bevosita (5.10.15) va (5.10.8) lardan kelib cfliqadi. Isbot qi- 

lish mumkinki, umuman, birinchi nolga teng bolmagan h, o'zgarmas 

sonlarning indeksi juft boladi.

1- misol. Oldingi paragrafda tadqiq etilgan

Sistemaning yechimini (5 .10.20) ko'rinishda izlaymiz. Uni sistemaga 
qo‘yib hamda chap va o ‘ng tarafdagi bir xil darajali с  lar oldidagi

koeffitsiyentlarni tenglashtirib, x k va y k larni aniqlovchi quyidagi

tenglamalarga kelamiz:

sistemani yana qaiaymiz. Bu yerda

t =  r (1 + 7ij c~ + ...) 

almashtirishni bajarib, quyidagini hosil qilamiz

d.x-. , . d\\ , . 2 ; i
—  = -У ъ-пг  sm t , —  — JC31- «2 cos r — у sin rco sr+ a sin  r . 
dr dr
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x, va уг mrni aniqlovchi tenglamalar rezonans beruvchi garmonika- 

iarga ega emas va shiming uchun ham va y2 davriy funksiyalar bo‘- 

ladi. va y3 funksiyalar esa davriy bo‘lmaydi, chunki (5.10.16) ga

asosan o ‘zgarmas son g  quyidagi
2k  2-re 2re

t-= ~ ~  fsin4T ¿fr— fsin3T cos x d x ——  fsin4rfifr 
l i  j  In  J 2Л- 1

ko'rinishga ega va u noiga teng emas. Turg'unlik masalasini a  ning 

ishorasi hal qiladi: a > 0  bo'lganda toyilmagan harakat noturg'un,

- 0 da e;;a, asimptotik turg'un bo'ladi.

11- §. {n + 2)- iartibli sistemani xususiy holda tadqiq etish

Kelgusida bizga 4- bob, 2- § da bayon etilgan 2- teoremaning bevo- 

a umumUtskmasi bo'lgan bitta yordamchi mulohaza kerak bo'ladi.

x„ . о ‘zgamycfaUaming m-tartibli. k ta uvu2,...,um formalari 

bsrilgan bo ' Iain. Qanday shartlar bajarilganda,

У  ( а д  + ...+  p wxn) ^ -  =  qn v, + .„ + %  vk + u, (/ = U )  (5.11.1)
t ?  a*,

munosabatm qanoatiantiruvchi yana boshqa к ta m-tartibli v,,v2,...,vA 
formalar mavjud bo‘ladi degan masalani yechishga to‘g‘ri keladi, bu 
yerda qr  - biror o'zgarmas sonlar.

Shu maqsadda px,...,p n lar orqali

Р и - P  Pa ■■■Pm

2̂1 P22 ~ P •■' P2n = 0 (5.11.2)

Pnl Pn2 ■■■ P m ~ P

tenglamaning ildizlarini va px,—,p n lar orqali,

il l  P  4\2 ■■• 4ln

4l\ ch l ~ P  ■■• Я2n = 0 (5.11.3)

q,A 4ni ■ ■ ■ Япп ~~ p

tenglamaning ildizlarini belgilab olamiz.
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Yuqorida aytiigan shartlarni aniqlab beruvchi quyidagí teorema oYinli.
Teorema. Agar (5.11.2) va (5.11.3) tenglamalar ildizlari orasida

w, p, + ¡tu p2 + ... + mn p„ = n, (5.11.4)

ko‘rinishdagi hech qanday mimosabat mavjud bo ‘Imasa, u halda (5.11.1} 
íenglamalarni qanoatlantinivchi bitla va faqat bitta m -tartibli vl ,...,v k 

formular sistemasi mavjud bo'ladi, bu yerda mí,m2,...,mtt lar

/77, + m, + ••• + mn =  m (5.11.5)
munosabat bilan bog ‘langan manfiymas butun sonlar.

Isbot. Matematik induktsiya usulidan foydalanamiz. Shuning uchun 
dastlab k - \  holni ko‘rib o ‘tamiz. Demak, bitta

V -1 í  \2 _  KPsA + • ■ • + P M —  = ttv + u
s= 1 ° Xs

(5.11.6)

tenglama berilgan, bu yerda u forma m - tartibli forma. (5.11.3) ning 
faqat bitta // ildizi bo'ladi.

dv
L xs - r = mv

bo‘lganligi uchun (5.11.6) tenglamani

S= \

f
f  f1 ^Ps\X\ + ••• + pss - — h

\ k m)
ñ  +  ■■■•+ Ps„x „

dv

/  UArS

= u

ko‘rinishda yozish mumkin 

Agar quyidagi

mlp] + «tjP j + ••• + mnpH =  0 (5.11.7)

munosabat bajarilsa, u holda 4- bob, 2- § da bayon etilgao íeoremaga 

asosan bu tenglama yagona yechimga ega. Bu yerda -

manfiymas butun sonlar, ps lar esa

Pu -- H - - P
m Pl2 ■ Pin

Pll Pu " m ■ Pin

Pnl Pnl Pm ~ a - .  ¿
rn

tenglamaning ildizlari.
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m

demak, (5 .11.7) munosabat

m .p t +  — .+ mnp„ = —  {m x + --- + mn) p  = p  (5.11.9) 
m

ko‘rinishni oladi. Bu yerdan teoremaning k =  1 hol uchun to ‘g ‘riligi kelib 
chiqadi.

Xuddi shu usulda teorema (k - 1 )  ta noma’lum funksiya uchun ham

to ‘g ‘ri deb qabul qilib, uni k ta noma’lum funksiya uchun ham to ‘g ‘ri- 
ligini isbotlash mumkin. Teorema isbotining bu qismi bilan qiziqqan- 
larga [53] kitobning 151-152 betlarini o'qishni tavsiya etamiz.

1-misol. Quyidagi sistema berilgan bolsin :

¿ ( m  + - • ■+ -  #  - j + % vj-i i + “/ 0 '= U ;% = » i+ i= .Q- (5 •11 •1 °)

,V=I -v

Bu erda u ír. .. ,u k -  oldindan berilgan ixtiyoriy m -tartibli formalar, X -  

musbat son. (5.11.2) tenglama barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy 
bo‘isin deb faraz qilamiz.

Bu holda (5.11.10) sistema bitta va faqat bitta m -tartibli forma

ko'rinishidagi vx,...,v k echimga ega bo'ladi.

Haqiqatan ham, ko'rsatish mumkinki, ko‘rilayotgan holda (5.11.3) 
tenglamaning ildizlari agar k ju ft son bo lsa ,

± Á i ,  ± 3 1 / , . . . ,  ± ( k - 3 ) Á i ,  ± ( k - l ) Á i

va k toq son b o lsa ,

0 ,  ± 2 A i ,  ± 4 A i , . . . , ± ( k - l ) A i

dan iborat bo'ladi. Ravshanki, bu holda bir vaqtda nolga teng b o ‘Ima- 
gan har qanday manfiymas butun m,,/«?,...,/?/„ sonlar uchun (5.11.4) 
munosabat bajarilmaydi.. Demak, har qanday m  uchun teoremani ishla- 
tish mumkin.

Endi (« + 2) -tartibli sistemani n >  0 hol uchun tadqiq yetamiz. Toyil- 

gan harakatning differensial tenglamalari (7- § ga qarang)

Ammo ravshanki,

(5.1).8)

161



-~ = -X y + X {x ,y ,^ ,...^ ,
dt
dx
— =Ax+Y(x,y,xi,...¿n), ~
dt
dx —
~~r= Ps\X\ +• ■ ■+P»¡XH + Psx+<1J + Xs (X M ",,...^ )  (5 = 1,n) 
dt

ko'rinishda va psj koeffitsiyentlar shundayki,

P u - P Pn P\n

Pll P l2 ~ P  ■ ■ Pin = 0 (5.11.12)

Pn 1 Pn2 ■ Pnn -  P

xarakteristik tenglamci barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo'Iadi.
Bu yerda (5 .11.11) sistema uchun turg'unlik masalasini xususiy hol- 

da tadqiq etamiz. Keyin umumiy holni tadqiq etish ham shu xususiy 
holga keltirilishini ko'rsatamiz.

X, Y va X sfunksiyalaming x p x 2 ,. . . ,x n o'zgaaivchilarga bogiiq 

boigan barcha hadlarini tashlab yuborib, bu funksiyalarning x  va y 

larga bog‘liq b o ‘lgan qolgan qismini mos ravishda X°(x,y), F°(x,y) va 

X  |0) (x , y ) bilan belgilab olamiz, ya’ni

X 0 (x , y ) =  X  (x , y ,0 ,.. .,0 ) , Y 0 (x , y) =  Y  (x, y ,0 ,...,0 ) ,

X J°(jc,y) = X J(x,y,0,...,0).

Quyidagi ikkinchi tartibli sistemani qaraymiz:

- . =  - A y  + X ° ( x ,v ) ,  —  =  A x  +  Y ° ( x ,y ) .  (5.11.13) 
dt dt

Bu sistema uchun turg‘unlik masalasini yechganda, biz ikki holning

bittasiga duch kelamiz: 1) umumiy hol, yaani qachon masala X o va F °  
lar yoyilmalaridagi chekli sondagi hadlar bilan hal etiladi (koordinata 
boshi fokus b o ‘lgan hol); 2) maxsus hol, qachon turg‘unlik masalasi

X o va y °  lar yoyilmalaridagi juda ham katta darajali hadlarni ko‘rish- 
ni talab etadi (markaz holi).

Shu hollarning birinchisi yuz bergan deylik. (5 .11.13) sistema

turg‘unligini yechish masalasi X o va Y° lar yoyilmalaridagi eng ko‘pi 
bilan 2AM darajali hadlarga bog'liq bo‘lsin. Bu son (daraja) doimo toq
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bo‘lishini 9- § da ko'rsatgan edik. Qaralayotgan holda (5.11.11) 
tenglamalar uchun quyidagi ikki shart bajariladi deb faraz qilamiz:

1. Barcha p s va q s o ‘zgarmas sonlar nolga teng.

2. X j 0) funksiyalarning yoyilmasi kamida 2N -1 darajali hadlar bilan 

boshlanadi.
Agar bu ikki shart bajarilsa, u holda (n  +  2) -tartibli (5.11.11) 

sistemaning turg'unlik masalasi ikkinchi darajali (5 .11.13) sistemaning 
turg‘unlik masalasiga ekvivalentdir, ya’ni, agar (5.11.13) sistema muvo- 
zanat holati (toyilmagan harakat) noturg'un b o ‘lsa, u holda (5.11.11) 
sistemaning ham muvozanat holati noturg‘un b o ‘ladi va, aksincha,
(5.11.13) sistemaning turg‘unligi (5 .11.11) sistemaning turg'unligini kel- 
tirib chiqaradi.

Shunday qilib, yuqorida keltirilgan ikki shart bajarilganda, turg‘unlik 
masalasini hal qilish uchun nokritik ildizlarga mos keladigan hamma 
tenglamalami ( x l , . . . ,x n larga nisbatan tuzilgan tenglamalarni) tashlab yu- 

borish va kritik ildizlarga mos kelgan tenglamalardagi (x va y larga 
nisbatan tuzilgan tenglamalardagi) nokritik o'zgaruvchilarga bog‘liq 
b o ‘lgan hadlarni ham tashlab yuborish kerak b o ‘ladi.

Keltirilgan mulohazalami isbotlash uchun xuddi xarakteristik teng- 
lamaning bitta ildizi nolga teng bo‘lgan holdagidek ish tutamiz. Shu 
maqsadda (5.11.11) tenglamalar sistemasi uchun Lyapunov funksiyasini
(5.11.13) sistema uchun alohida tuzilgan Lyapunov funksiyasi va
(5.11.11) sistemaning nokritik tenglamalari (oxirgi n ta tenglama) 
uchun tuzilgan Lyapunov funksiyalarining yig‘indisi sifatida topamiz. 
Bu funksiyaning (5.11.11) tenglamalarga ko‘ra vaqt bo‘yicha olingan 
to‘liq hosilasi aniq ishorali funksiya bo‘lishi kerak.

9- § da ko'rsatdikki, (5 .11.13) sistema uchun Lyapunov funksiyasi

U  =  x 2 + y 2 +  /3 (x, y ) +  f A (x , y ) +  ■ ■ ■ +  /2AM (x, y) 

ko‘rinishda bo‘ladi, bu erda f  lar x va y laming /-tartibli formalari. 
Bu funksiyaning (5.11.13) tenglamalarga k o ‘ra vaqt bo'yicha olingan 
to‘liq hosilasi

^ - (- X y  + X o) + ^ ( k x + Y ° )  = G (x2 + y2)N +  ^ ( p ap(x ,y) xa ¿  
dx dx a+(3=2yv

ko‘rinishda bo‘ladi , bu yerda (pafi(x,y) funksiya x - y  = 0  nuqtada nolga

aylanadi. (5 .11.13) sistema uchun turg'unlik masalasi G ning ishorasi 
bilan yechiladi: toyilmagan harakat G >  0  bo'lganda noturg'un va 
G <  0 bo‘lganda asimptotik turg‘un bo'ladi.
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Biz (5.11.11) tenglamalar uchun ham shu natija o ‘z kuchini saqla- 
shini ko‘rsatishimiz kerak.

(5.11.12) xarakteristik tenglama barcha ildizlarining haqiqiy qismi
n

manfiy bo‘lganligi sababli oldindan berilgan y  = Y x *  aniq musbat
,<sr

ishorali forma uchun

+ + PsnXn ) =  2>.v (5-11-14)
s=l VXs *=1

munosabatni qanoatlantiruvchi aniq manfiy ishorali W (x t , . . . ,x n) 

kvadratik forma mavjud.
Quyidagi

V ^ G [x 2 + y1 + f 3(x,y) + . . .+ f 2N_l (x,y)\+ n

+ W(xl, . . . ,x n) = <p(x,y) + W(xl, . . . ,x n)

funksiyani ko‘ramiz. Bu funksiyaning (5.11.11) tenglamalar sistemasiga 
ko‘ra vaqt bo‘yicha olingan to ‘liq hosilasi

^7 = 7 7 1 ~ + ^  + x  ^ x"

[Ajt + y° (x, y) + T  (x, y, x l, ..., x„)]+

dt dx

3
dy

+ \P>+ -  + P a *  + X^^X’ >') + X ' (X> }'> -  - *»)J
5=1 S

ko‘rinishda bo'ladi. Bu yerda X ', Y', X's lar X , Y, X s lar yoyilmasi- 

dagi x 1, . . . ,x n o ‘zgaruvchilarga bog‘liq b o ‘lgan hadlar majmuasi hamda 

ular x, = • • • = xn = 0  da nolga aylanadi.

Agar X ', Y' va A-" funksiyalar aynan nolga aylanganida edi, V  
ning hosilasi

G l ( x 2 + y 2) N + G  x :  + Y u f i j X iXj (5.11.16)
cc+fi~-2N .v=] /,7=1

koiin ishga ega b o ‘lardi, bu yerda f u  lar x ,y ,x l,...,xn o'zgaruvchilar- 

ning analitik funksiyalari va x = y = x, = ••• = xn = 0 da nolga aylanadi. 

Bu hosila, ravshanki, (n + 2) ta x, y, x l,...,xn o ‘zgaruvchilarning aniq 
musbat ishorali funksiyalari bo'lar edi. Ammo, yuqorida keltirilgan
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(5.11.16) munosabat, umuman aytganda, bajarilmaydi va shuning uchun

ham —  aniq musbat ishorali deya olmaymiz va u quyidagi ko'rinishga 
dt

ega:

dV
■■ G V  + y2 f  + Y ,  <Pc0 X“̂  + Z +

a+P_2w Í=1 (5.11.17)

+ Y Jf ijxi + P(x,y,xl, . . . ,x n).
U=i

Bu yerda (pa[} funksiya endi xl,...,xn larga ham bog'liq bo‘ladi va 

(pap(0, 0, 0,...,0) = 0 ,P  esa shunday hadlarning majmuasiki, ularni na

G 2 ( x 2 +  y 2) N + Z  9 # x Í xl> (5-1L18)
a+/)=2N

guruh hadlarga va na

Z  f u x i x J

guruh hadlarga qo'shib bo'lmaydi.
P  funksiyani to‘liqroq tadqiq etaylik. Bu funksiyaning yoyilmasida

uchinchi darajali hadlardan pasti yo‘q, chunki —  ning ifodasida
dt

yagona ikkinchi darajali hadlai- (5.11.14) ifoda boiadi. P  funksiyaning 

yoyilmasida x l,...,xn o‘zgaruvchilardan erkin bo‘lgan hadlar ham yo‘q,

. , , . dV . 
chunki bu hadlarning baichasi —  ning

dt

h & y + x ^ + ^ Q . x  + r 11) 
dx dy

tarkibiy ifodasida bo‘ladi va, demak, ularni (5.11.18) ga kiritish 

mumkin.

x t,...,xn larga nisbatan chiziqli bo‘lgan hadlardan P ning ifodasida 

faqat x va >■ larga nisbatan tartibi 2N dan past bo‘lgan hadlar mavjud 

bo‘ladi. Shu turdagi hadlarning qolgan qismini (5.11.18) ga kiritish 

mumkin. larga nisbatan ikkinchi darajali va undan yuqori

darajali hadlarning barchasini (5.11.17) ga kiritish mumkin va shuning 

uchun ham ular P ning ifodasida yo‘q.
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Shunday qilib, yuqorida keltirilgan mulohazalardan kelib chiqadiki, 
P  funksiya

P = P 2(xl, .. .¿ n,x,y)+P3(x[, . . .* n,x,y)+---+Pn(xl,...}cn,x ,y ), (5.11.19) 

ko'rinishga ega, bu yerda Pk lar í  va j  larga -nisbatan k -tartibli 

formalar. Ularning koeffitsiyentlari x t, . . . ,x n larga nisbatan chiziqli for- 

dV
malar boladi. — ifodasida P funksiyaning bo‘lishi uning aniq ishorali 

dt
ekanligini buzadi. Shuning uchun ham biz V funksiya ifodasiga shunday

dV
hadlarni kiritishimiz kerakki, — ning ifodasida P  ga kiruvchi hadlar,

dt
ya’ni Xj larga nisbatan chiziqli va x ,y  larga nisbatan 2N  dan kichik 

darajali hadlar bo‘lmasin. Shu maqsadda V ning ifodasiga qo‘shimcha

Qk(xt„..,xn,x ,y) =  v¡x k +v2x kAy + ---+ v kxykA +vk+]yk (5.11.20)

hadlarni kiritamiz, bu yerda 2 < k < 2 N - l ,  v . esa x,,...,x„ larning

dV
chiziqli formalari. Buning natijasida —  ning ifodasida paydo b o ‘la-

dt
digan yangi qo‘shiluvchi hadlar uning aniq ishorali forma bo'lishini bu- 
zadigan P  funksiyaning yo‘qolishini ta’minlaydi.

Shunday qilib, biz (5.11.11) tenglamalar sistemasi uchun V  funk- 
siyani

V = G (x 2 + y2 +  /3 + ... + f w _x)+W (xl ,...,x„) +

+ 02 (*> y, x¡ . — x„) + ... + Q2n (x , y, x , ,..., x j
yoki

V  = G (x2 + y2) + W(xl,...,x„) + F  (x, y, x¡,..., x„) 

tarzda olamiz va uning vaqt b o ‘yicha olingan to ‘liq hosilasi

^ = G V + . v T + f u s s + i * ! *  ± F „ x axf
at fl+P=2íV s=l a,f¡=\

ko'rinishda bo‘ladi, bu yerda ® a[j va F a/j lar x -  y - x [ = =x„ = 0 da

nolga aylanadi, .F  lar x ,y ,x í,...,x n o'zgaruvchilarning analitik funksiyasi,

yoyilmasi kamida uchinchi darajali hadlardan boshlanadi. ¿X. funksiya
dt

aniq musbat ishorali forma bo‘ladi.
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W  funksiya aniq manfiy ishorali forma ekanligidan V  (n +  2)ta 

x ,y ,x v ...,x„ o ‘zgaruvchilarga nisbatan, agar G < 0  bo‘lsa, aniq man­

fiy ishorali va agar G >  0 b o ‘lsa, o'zgaruvchan ishorali forma bo'ladi. 
Bu yerdan B  va D teoremalarga asosan xuddi ikkinchi tartibli (5 .11.14) 
sistemadagidek (5 .11.11) to iiq  sistemaning ham toyilmagan harakati 
G <  0 da asimptotik turg‘un, G > 0 da esa noturg‘un bo'ladi degan 
xulosaga kelamiz. Shunday qilib, bizni qiziqtiruvchi tasdiq isbotlandi.

12- §. (n + 2) - tartibli sistemani umumiy holda tadqiq etish

Oldingi paragrafda (n  +  2 ) -  tartibli sistemani xususiy holda ko‘rgan 

edik. Umumiy holda masalani yechish uchun (5.11.11) sistemani shunday 
koiin ishga keltiramizki, uning uchun oldingi paragrafda qo'yilgan ikkita 
shart bajarilsin. Shu maqsad bilan o ‘z navbatida bu sistemani shunday 
o ‘zgartiramizki, u (5.11.11) k o ‘rinishni saqlasin, ammo nokritik o ‘zga- 
ruvchilarga mos kelgan har bir tenglamaning o ‘ng tarafidagi yoyilmada 
hamma nokritik o'zgaruvchilarga b o g iiq  b o ‘lgan hadlarni tashlaga- 
nimizdan keyin yoyilmaning qolgan qismi yetarlicha katta darajali had- 
lardan boshlansin.

Buning uchun (5.11.11) sistemadagi x p ...,x„ o ‘zgaruvchilar o ‘rniga

yangi 4  o'zgaruvchilarni quyidagi almashtirishlar orqali kirita-

miz:

Cs = l>«)> (5.12.1)

bu yerda vs(x,y) lar x va y laming analitik funksiyasi va vs(0,0) = 0 .  0 ‘z- 

gartirilgan tenglamalar

dr — —
-  = - Jy  + X(x, y, 5 ,  . . . ,Q  = -Ay + X(x, y, §  + v„ . .„ 4  + v„), 
dt

—  = Ax + Y(x, y, 4 ,  . . . ,Q  = Ax + Y(x, y, % + v„ . . . ,4  + v„), 
dt

~  = 2 ,U  y ,4 , . . . , 4 )  = p A  + ...+  p j „  + PSX + q j  + Xs(x, y ,& + 
dt

+ v „ ...,4  + v„) 

k o ‘rinishda bo‘ladi.

^•(-/lv + X ) + ^ ( A r  + y)
dx ' dy

+ pAvx + ...+  psnv„.

(5.12.2)
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S (s0)(x ,y) orqali H dagi nokritik o'zgaruvpilarga bog‘-

liq bo‘lmagan barcha hadlarni belgilab olamiz, ya’ni

s f  (X, y) = +... + psnvn + psx + q j  + Xs(x, y, V,,..., v„)] -

- [- + X (j, y, v , v . ) ]  + [áx + Y(x, y, v,,..., v ¿ .

Endi funksiyalarni shunday tanlab olamizki, 5 ((0) funk-

siyaning yoyilmasi karaida m - tartibli hadlardan boshlansin, bu yerda m

- yetarlicha katta son. U vaqtda (5.12.2) sistema oldingi paragrafdagi 

ikki shartni qanoatlantiradigan ko'rinishni oladi va turg‘unlik masalasini 

yechish uchun bu sistemaning x va y kritik o ‘zgaruvchilarga mos

kelgan tenglamalar o ‘ng tarafidagi nokritik o‘zgaruvchilarga

bog‘liq bo‘lgan hadlarni tashlab, hosil bo'lgan ikkinchi tartibli sistemani 

ko‘ramiz:

—  = -Xy + Z  (x, y, v, (x, y),...,vn(x, y)),

d <5J2-4)
—  = Xx+Y (x, y, v, (x, y),...,vn(x, y)).
dt

Bu sistemani tadqiq etish jarayonida ikki holga duch kelamiz. m son 

har qancha katta bo'lmasin, (5.12.4) sistema uchun turg‘unlik masalasi 

m dan kichik tartibli hadlar vositasi bilan yechilmaydigan hol bo‘lishi 

mumkin. Bu maxsus holga to‘g ‘rí keladi va biz uni keyinchalik alohida 

ko'rib o ‘tamiz.

Ammo, shunday hollar ham mavjudki va biz buni umumiy hol deb 

ataymiz, yetarlicha katta m sonlar uchun (5.12.4) sistemaning turg‘unlik 

masalasi m- tartiblidan katta bo'lmagan hadlar orqali yechiladi, chunki 

m dan yuqori tartibli bo‘lgan hadlarning turg‘unlikka ta’siri bo‘lmaydi. 

Bu holda (n + 2)-tartibli (5.11.11) sistema uchun turg'unlik masalasi 

ikkinchi tartibli (5.12.4) sistema bilan hal boladi: agar (5.12.4) sistema 

uchun toyilmagan harakat noturg‘un bo‘lsa, u holda (5.11.11) sistema 

uchun u noturg‘un boladi va (5.12.4) sistema uchun ham asimptotik 

turg‘un bolsa, u holda (5.11.11) sistema uchun ham asimptotik turg‘un 

boladi.

Haqiqatan ham, shart bo‘yicha (5.12.4) sistema uchun turg‘unlik ma­

salasi m -tartibli haddan katta bolmagan hadlar bilan hal etilgani uchun 

va (5.12.3) funksiyaning yoyilmasi kamida m -tartibli hadlar bilan 

boshlanganligi tufayli (5.12.2) sistema oldingi paragrafdagi hamma 

(ikkita) shartlarni qanoatlantiradi. O ‘sha paragrafda olingan natijalarga
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asosan (5.12.4) sistema (5.12.2) sistema uchun va, demak, (5.11.11) sis­

tema uchun ham turg'unlik masalasini to‘liq hal qiladi.

Endi (5.12.3) ifódasidagi (m-1) -tartibligacha bo‘lgan barcha had­

larni nolga aylanáradigan vv(x, y) funksiyalarni topish yo‘lini ko‘r- 

satamiz. Shu maqsad uchun uni

V, (* ,? )  =  y)+  vj2) (*,)>)+■•• (5 =  1,«) (5.12.5)

ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda v[k)(x, y) lar x va y o ‘zgaruvchilarning

A: -tartibli formalari. U vaqtda (5.12.3) munosabatdagi birinchi tartibli 

hadlar

9v® dv?

dv dx
y + p X > + - + P sn v!!) + Psx  + % y  (s = ln ) (5.12.6)

va k -tartibli hadlar majmuasi

,(k>
3v

dx
+ pslv\k) +...+ psnv f  + ufXx, y) (s = l, n) (5.12.7)

ko‘rinishga ega boladi. Bu yerda us (x, y) lar v ,, Marga bog‘liq

bo‘lgan k -tartibli formalar.

(5.12.3) ifodada birinchi darajali hadlar qatnashmasligi uchun

vf’(x,y) chiziqli formani shunday tanlab olish kerakki, E ^  = 0 bo'lsin 

va (5.12.3) ifodadagi funksiyalar yoyilmasi kamida m -darajali hadlar 

bilan boshlanishi uchun

'dv? dv? '
—— x ---— y
dy dx

tenglamalar bajarilishi kerak.
Ak)

= pslv?  +... + pmv? + u?(x, y) (s = l,n; k=l,m-\)

(5.12.8)

(,) larga bog‘liq bolganligidanu]"' funksiya faqat j< k  boladigan

(5.12.8) tenglamalar k = \ dan boshlab lami ketma-ket topishga imkon

beradi. v*1) ni topish uchun o‘ng tarafi aniq bo‘lgan tenglamalami hosil

qilamiz, chunki (5.12.6) ga asosan w® = psx + qsy . (5.12.3) yoyilmalar 

kamida m - tartibli had bilan boshlanishlari uchun (5.12.5) qatorning 

(m -1) -tartibligacha bo‘lgan hadlarini aniqlashga to‘g ‘ri keladi.

Barcha hadlar aniqlangan deb hisoblaylik. U vaqtda

v\k) larni topish uchun biz o‘ng tarafi aniq bo'lgan (5.12.8) teng-
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lamalarni hosil qilamiz. Bu tenglamalarning ko'rinishi oldingi paragraf- 

dagi (5.11.1) tenglamalarniki kabidir. Hozirgi holna (5.11.1) tengla- 

maning ildizlari ±Ái va (5.11.3) tenglamaning ildmari (5.11.2) ning 

ildizlaridan iborat bo‘ladi. Endi (5.11.4) munoisabat 

(mi -m 2)Ai - p j

ko‘rinishni oladi va u hech qanday manfiymas butun m{, m, sonlar 

uchun bajarilmasligi uchun 11- § dagi teoremaga asosan (5.12.18) sis­

tema k indeks qanday bo'lishidan qat’iy nazar v(sk) yechimga ega bo‘-

lishi kerak. Bu echimni aniqmas koeffitsiyentli formalar shaklida izlash 

matqul. Aniqmas koeffitsiyentlami topish uchun chiziqli bir jinslimas 

algebraik tenglamalar hosil kilinadi.

Endi amaliy masalalarni yechishda (5.12.5) qatorning nechta hadini 

topishimiz lozimligi haqida to‘xtalib o'taylik. Agar ikkinchi darajali sis­

tema uchun turg‘unlik masalasi chekli darajali hadlar bilan yechilsa, u 

holda bu daraja doimo toq son ekanligini oldingi paragraflarda aytgan 

edik. Amalda masala deyarli ko‘pincha uchinchi darajali hadlar bilan 

echiladi. Demak, (5.12.3) yoyilmada birinchi va ikkinchi darajali hadlar 

bo‘lmasligi kerak. Buning uchun v t funksiyalarning (5.12.5) yoyil-

masida faqat vfU', y) birinchi tartibli va v[2>(x, y) ikkinchi tartibli had- 

larni olish kifoya. Bunday hadlar orqali aniqlanuvchi vs funksiyalarni

(5.12.4) tenglamalarga qo‘yib, ular uchun turg‘unlik masalasini yechamiz. 

Agar masala uchinchi darajali hadlar bilan yechilmasligi ma’lum bo'lsa 

va, demak, hech bo‘lmaganda to‘rtinchi va beshinchi darajali hadlarni

koiishga to‘g‘ri kelsa, u holda v ’3) va v'4' formalarni ham aniqlashga

to‘g ‘ri keladi. Agar beshinchi darajali hadlar bilan ham (5.12.4) uchun 

turg ‘unlik masalasi hal bo‘lmasa, u holda yanadi yuqori darajali 

formalarni aniqlash kerak bo‘ladi.

(5.12.4) tenglamalar4 (5.11.11) tenglamalarning birinchi va ikkin-

chisidan xs o ‘zgaruvchilami vä(x, y) funksiyalar bilan almashtirish

natijasida olinganligini eslatib o ‘tamiz.

(5.12.8) tenglamalami hosil qilish uchun xususiy hosilali

^(-A.>'+X(x>’,v1,...,v„))+ ^(U+ y(x}',vl,...,v„))=
d.r äy (5.12.9)

= Psñ + • • •+R/,,+Psx+qsy+Xs(x,y,vp...,vn) (s=\n) 

tenglamalarning yechimini (5.12.5) qator ko‘rinishda topish kerak.
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Shuning uchun nam aytilgan barcha mulohazalar ko‘rilayotgan holda 

turgiinlik masala/ini yechish uchun bizni quyidagi algoritmga olib 

keladi: j

1. (5.11.11) tenglamalar holicla turg'unlik masalasinii yechish uchun 

xususiy hosilali (5.12.9) tenglamalar sistemasi tuziladi va uning yechimi

(5.12.5) qatorlar sifatida izlanadi.

2. Bunday qatorlar doimo mavjud va yagona bo'ladi. (5.11.11) sis- 

temaning dastlabki ikkita tenglamasidagi xs o'zgaruvchilarni (5.12.5) 

qatorlar bilan (vs.(x,y) funksiyalar bilan) almashtirib, ikkinchi clarajali

(5.12.4) sistema hosil qilinadi.

3. (5.12.4) sistema uchun turg'unlik masalasi chekli sondagi hadlar 

bilan yechiladi deb faraz qilinadi. U vaqtda, agar (5.12.4) sistema 

uchun toyilinagan harakat noturg'un bo'lsa, u holda (5.11.11) sistema 

uchun ham u noturg'un bo'ladi. Agar (5.12.4) sistema uchun toyilmagan 

harakat asimptotik turg'un bo'lsa, u holda (5.11.11) sistema uchun ham 

u asimptotik turg'un bo'ladi. Turg'unlik masalasi yechish uchun (5.12.5) 

qatorlarclagi hadlarning nechtasini olish massalasini biz yuqorida aytib
o ‘tgan edik.

Izoh. Bitta nol ildizga ega bo ‘Igan kritik hol hamda juft sof mavhum 

ildizlarga ega bo'lgan kritik hollar uchun toyilgan harakat tenglamalari 

analitik bo Imciganda, turg'unlik masalasining echimi [16] da berilgan.

Misol. Ikkinchi misol sifatida A.I. Lure tadqiq etgan avtomatik rostlash 

(regulirovanie) sistemasining bitta masalasini ko‘rib o'taylik [48]. 

Sistema harakatining (rostlanadigan ob’ekt, o ‘lchagich, servomotor va 

b.q.) differensial tenglamalari

koi'inishda bo‘lsin, bu yerda bja, h¡, j a - o ‘zgarmas sonlar, /(<?)- chi- 

ziqlimas funksiya va /(0) = 0.

f(a ) funksiya O ning analitik funksiyasi va u

(5.12.10)

a=l

/ ( o )  = ca+y/2a2 + y/3o3 + ■ • •

koiinishga ega deylik.

(5.12.10) ning birinchi yaqinlashish sistemasi
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ko‘rinishda bo'ladi. Bu sistemaning rjx = rj2 = • • • = = 0 muvozanat 

holatining turg‘unligi uchun

an - p Cl 12 aí,n+2

A (/?) =
a2] a22 ~ P a2,n+2

“ni a„2 an+2,n+2

xarakteristik tenglama barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfíy bo'lishi 

yetarlidir. Shuni ta’kidlaymizki, turg‘unlik sohasining ko'lami ildizlar 

haqiqiy qismining son miqdoriga bog‘liq. Agar (5.12.12) tenglamaning 

hech bo‘lmaganda ayrim ildizlarining haqiqiy qismi miqdor jihatdan 

kichik bolsa, u holda turg‘unlik sohasi nuqtayi nazardan tadqiq etilayot- 

gan muvozanat holatini noturg‘un deb qarash mumkin. Shunday qilib, 

kritik holni tadqiq etish masalasiga kelamiz. Bu masalani (5.12.10) 

sistemaga nisbatan ko'ramiz. Bu yerda (5.12.12) xarakteristik tenglama 

juft sof ± A i mavhum ildizlarga va qolgan n tasi haqiqiy qismi manfíy 

bolgan il-dizlar deb faraz qilamiz.

(5.12.12) tenglamaning hamma ildizlari oddiy (karralimas) boisin. 

Quyidagi chiziqli almashtirishlarni kiritamiz:

Xi - A l7?! + A 7V2 + ■•• + A.«+2;/n+2 0 = 1,« + 2) . (5.12.13)

Bu yerda Ai j koeffitsiyentlar

a\A\ + <hA? + ■ • • + «„+2,s A ,„+2 = PAs (i = 1,« + 2) 5  = 1, n + 2) 

tenglamalardan aniqlanadi, ya’ni

Ai j =C ,A l j Íp lh

bu yerda Aa¡¡ - (5.12.12) determinantning (í -satr va a-ustun bo'yicha

algebraik toldiruvchisi, C i - ixtiyoriy o‘zgarmas son. (5.12.13) almash- 

tirish (5.12.11) tenglamalarai

-j- = Pix¡ (i = l,« + 2)
dt

ko ‘rinishga, (5.12.10) sistemani esa

dt

//+2

■ K +kicf
a=l

(5.12.11)
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CiX; 9 3

—- = p¡X¡+ у/оО + y/3G + • • • 

dt

ko'rinishga keltiradi. Bu yerda C ; o ‘zgarmas son

- Г =  Z 4 j P / ) Aa
f a  = I

shartni qanoatlantiradi deb faraz qilamiz va

л+2

ör=l

ko‘rinishga ega bo‘ladi ( a a~ biror o‘zgarmas soniar).

pn+l = iX , pn+2 = -iX va qolgan и ta ildizning haqiqiy qismi 

manfiy bo‘lsin. U vaqtda

xn+i= x  + iy , xn+2 = x - iy

deb qabul qilib, sistema harakatining tenglamalarini

—  = — Xy + l// + ‘ "  >
dt

-̂ ■ = АЛ + У/2<52 + У'з°? + '"• 
dt

G = ax-by + alxi + ■■■ + anx„ 

ko‘rinishga keltiramiz. Bu yerda a va b lar 2я„+1 koeffitsiyentning 

haqiqiy va mavhum qismlari (a „ +2 koeffitsiyent an+l ga qo‘shma 

kompleks bo‘ladi).

А л Д  + (-Xy + y/2cr + y-jf? +•••) —  = M  + W ? +¥?,(?+■■■ Q = I  n) 
dy '  3r

tenglamalarni tuzib, ularning yechimini

vj = vf + v f + ... (/ = U )  (5.12.15)

qator shaklida izlaymiz. Odatdagidek, (5.12.15) asosida oldingi tenglama 

vositasida v|]) funksiya uchun



tenglamani hosil qilamiz. Bu yeldan v® = 0 ekanligi kelib chiqadi. 

Shuning uchun ham v|2) funksiya uchun tenglama

J  3v® 3vf 
A x—5—  y——

ko‘rinishda bo'ladi. v f ’ funksiyani

P.Á ' + W2(ax-byY~

vi =-(M sx + 2Psxy + Nsy )

ko‘rinishda izlaymiz. Buni oldingi tenglamaga qo‘yib hamda xy, x2 va 

y2 lar oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtirib, so'ngra hosil boigan 

tenglamalarni Ms, Ps, Ns larga nisbatan yechib, quyidagilarga ega 

bo‘lamiz:

¥2

4 r  + P;
- lab). + ~ A(fl2 - b2)

2Ps

Ps =  —  f 2 ■ T  [2A(a2 - b 2) + 2fl¿pJ» 

4;. +p;

x-n = - - ^ - 2
2 ' 4a" + p2

2 a b X - —ps(a2 - b 2)
y/2(a2 + b2) 

2  P,

Masalani birinchi usul bilan yechamiz. Buning uchun v® forma 

ifodasiga x = rcosd, y = rsinzí larni qo‘yamiz. U holda, M S,PS,N S 

koeffitsiyentlarning ifodasini hisobga olib, quyidagini hosil qilamiz:

v‘2) = r2 (as + ¡3S eos ys sin 2??),

bu yerda

a ,  -
i//2(a + b') 

2Ps

y2[ps(a2 ~ b~) - 4lab 

2(4 X2 + p2)

_  y/2[2X(a2 - b2) + 2 abps]

(5.12.16)

2(4/1“ + ps)

(5.12.14) sistemaning dastlabki ikkita tenglamasidagi xs lar o ‘miga 

(5.12.15) qatorni qo'yamiz va qutb koordinatalariga o ‘tib, t ni 

chiqargandan soiig, quyidagini hosil qilamiz:
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Bu yerda

—  = R /  + R /  + 
dû

R-, = — (a cos ft-b sin ft) cos ft , 
Я

(5.12.17)

j?3 = —  (a cos ft - /; sin ft)4 sin ft cos ft + -  { 2\|/2(a cos ft - sin ft) x 

X (a + ;Scos2ft+Ysin2ft) + v/3(fl3Cosft-¿>sin û)3}cosft,

a = X aA ’ ß ^ Y u a ß s >  У = Z aJ s -
5=1 S=1 ,V=1

Oxirgi uchta ifodani hisobga olib, (5.12.16)ga asosan quyidagilarga 

ega bo‘lamiz:

а  = íí/2(fl >

ß -2Àaby/2S2-~(a -b~)y/2S3.

У =  Я (а2 -  ¿T) ^2^2 + ^2^3 >

(5.12.18)

bu yerda

£ í« ¿ ' tMA- + p2

с _ V  йаРа
3 -  L j  л f l  , 2

£ í 4A +Ра

(5.12.17) tenglamaning yechimini

г = с + r2(â)c2 + г3(г?)с3 + •••

qator shaklida izlaymiz. Buni (5.12.17) ga qo‘yib hamda o'ng va chap 

tomondagi bir xil darajali с lar oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtirib,

â â 

r2 = ^R2d&, r3 = J(i?3 + 2R2r2)cW

о о

ifodalarni hosil qilamiz.

r ,($ )  funksiya davriy bo'ladi. Shuning uchun

1 „2

2  ‘

U U

|/?2r2c/ft= Jr2 d r2 = ~ r 2
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ifoda ham davriy funksiyadir. Shunga ko‘ra

r3 = g $  + davriy fimksiy a 

ifodadagi g o ‘zgarmas son

1

U

formula orqali aniqlanadi. Bu yerdan

2 k

\R3d$

ab{a~ + b ) 2 I /o  n i4  3(a~ + b~)
-----î---¥ 2  +— (2aa. + aß-by)y/2 +----7-- y/3

4a~ 2Â ~ 8 i

yoki, (5.12.18) ni hisobga olib,

2 , 2 
a + b

4Â"
i/jji-ab - lÀaSf + 2 )cbS2 - aXŜ ) - —

ni topamiz. Agar g ning ifodasiga kirgan miqdorlarni (5.12.10) 

sistemadagi koeffitsiyentlar orqali ifodalasak va uncha muhim bo‘l-

magan — (a2 + b2) musbat ko'paytuvchini tashlab yuborsak, u holda 
2À

A.I. Lure ko‘rsatganidek, quyidagini hosil qilamiz:

ЩХ)
g — R ----
¿ £ Д'(г'Я)

Г / ,  \2 “

\[¥i ] D im  3 , 2 д о ) 

A(0)Д(2 ico) 2 с
(5.1?..19)

bu ycrda Dip) -(5.12.12) determinantning c = 0 bo‘lgandagi qiymati.

13- §. (и + 2) - tartibli sistemani maxsus holda tadqiq etish

Toyilgan harakat differensial tenglamalari quyidagi koiinishda 

berilgan bo‘lsin:

clx
—  =-ly+X(x,y,xl,...,x„), 
dt

dy

dt

dxs

dt

=Ях+У(л-,>’,^,...,х„),

= Р Л  + ---+Р.Л+Р>х+си + х* (s = U).

(5.13.1)
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Endi maxsus holni ko'rishga o ‘tamiz. Turg‘unlík masalasini tadqiq 

etishning oldingi paragraflarda bayon etilgan qoidasiga asosan quyidagi 

xususiy hosilali

(4y+X(.y,v1,...^+^+r(i,);v-.,vl,))7=
dv qy (3.14.2)

= pAvx + • • •+p j n + Psx+qsy+X fa  y, v„...,v„)

differensial tenglamalarni tuzamiz. Bu tenglamalarni quyidagi formal 

qatorlar qanoatlantirishi mumkin:

v5 (x, v) = v f5 (x, y) + v f '  (x, }•) + • • • (5 = 1,«) (5.13.3)

Bu qatorlardagi (m -1) hadlar bilan kifoyalanib va (5.13.1) sistemaning 

dastlabki ikkita tenglamasidagi xs o ‘zgaruvchilarni vs(x,.y) butun 

ratsional funksiyalar bilan almashtirib, quyidagi ikkinchi taitibli siste- 

mani hosil qilamiz:

dx
■■-Ay + X(x,y,\\,...,vn) , 

dt

dy , T,. .
—  = Áx + Y(x,y,vl,..,,vll). 
dt

(5.13.4)

(5.13.4) sistema uchun turg'unlik masalasi m- darajalidan.(m- yetarlicha 

katta son) yuqori bo‘lmagan hadlar bilan hal etilishi mumkin. Bu oldin 

ko'rilgan umumiy hol bo'ladi. Bu holda (5.13.1) sistema uchun 

turg'unlik masalasi (5.13.4) sistema bilan yechiladi.

Ammo, shunday hollar mavjudki, m son qanchalik katta bo‘lmasin, 

va, demak, (5.13.3) qatorda olingan hadlar soni har qancha katta bo‘l- 

masin, (5.13.4) sistema uchun turg'unlik masalasi m dan kichik tartibli 

boigan hadlar bilan yechilmaydi. Bu holda sistemadagi m dan yuqori 

darajali bo‘lgan hadlarni o'zgartirib, xohishimizga qarab, toyilmagan 

harakatni turg'un yoki noturg‘un qilishimiz mumkin. Bu hol maxsus hol 

deb aytiladi. Oldingi paragrafda bayon etilgan turg‘unlikni yechish 

qoidasi (algoritmi) maxsus holni tadqiq etishga yaramaydi.

Shunday bolsada, biz maxsus holda ham (5.13.1) sistemaning tur­

g'unlik masalasi ikkinchi tartibli (5.13.4) sistemaning turg'unlik masalasiga 

ekvivalent ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun (5.13.4) tenglamalardagi 

vs(x ,y) funksiyalar (5.13.3) qatoming chekli sondagi hadlarinigina emas, 

balki butun qatomi ifodalashi kerak. U vaqtda, ravshanki, (5.13.3) qator 

yaqinlashuvchi bo'lgandagina, (5.13.4) sistema ma’noga ega bo'ladi. Bu 

qator haqiqatan ham yaqinlashuvchi bo'ladimi?
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Bu masala A.M. Lyapunov tomonidan hal qilingan. IJ bu qator 

uzoqlashuvchi bo‘lishi ham mumkinligini ko'rsatgan. Masalan,

ko ‘rinishga ega va uzoqlashuvchidir.

Ammo, bundan (5.13.3) qatorlar doimo uzoqlashuvchi bo‘ladi degan 

xulosa kelib chiqmaydi. Maxsus hollar uchun (5.13.3) qatorlar albatta 
yaqinlashuvchi bo‘lishi Lyapunov tomonidan isbot etilgan.

Demak, Lyapunov tasdig‘iga asosan (5.13.4) sistema aniqlangan, 

ya’ni ma’noga ega bo‘ladi. Bu sistema uchun turg‘unlik masalasi chekli 

sondagi hadlar bilan hal etilmasligi tufayli 8-10- § lardagi natijalarga 

asosan koordinata boshi x = _y = 0 (5.13.4) tengjamalar uchun markaz 

bo'ladi. (5.13.4) tenglamalar bilan ifodalanuvchi toyilmagan harakat 

turg'un (ammo asimptotik turg'un emas) va umumiy yechim davriy 

funk-siya boladi.

Bu davriy yechimni quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin:

Bu yerda xrt)(x), y№)(x) lar T ning 2tí davrli davriy funksiyalari va 

xa)(0) = y<<;)(0)= 0, hj - biror aniq aniqlangan o'zgarmas sonlar, c

esa X ning boshlang'ich qiymati bo'lgan ixtiyoriy o'zgarmas son.

(5.13.5) dagi hamma qatorlar c ning yetarlicha kichik qiymatlari uchun 

yaqinlashuvchi bo'ladi.

Maxsus holda xuddi shunday holat (n + 2)- tartibli (5.13.1) sistema 

uchun ham mavjud: bu sistema ham x ning boshlang'ich qiymati 

bo'lgan ixtiyoriy bitta o'zgarmas songa bog'liq davriy yechimga ega 

bo‘ladi. Bu sistema uchun x = y = xl = -- = xn = 0 toyilmagan harakat 

ham turg'un bo'ladi. Bu holda davriy yechimdagi x va y lar (5.13.5) 

formulalar bilan aniqlanadi, x.s lar esa

T = A (l + h2c2 +hici + )~'t, 

x = ccost + c2x 2(t)-\— , 

y - c s in r  + c2y2(z')+ •••

(5.13.5)

x, = v5 (x, y) (s = \,n) (5.13.6)
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jormula bilan aniqlanadi, bu yerda v£x,y) - (5.13.3) bilan aniq-

lanadigan funksiyalar.
Bu tasdiqlarni isbot qilishdan oldin shuni ta’kidlaymizki, agar 

x = x (t),y  = y(t) funksiyalar (5.13.4) tenglamalarning biror xususiy

yechimi bo‘lsa, u holda x = x(t), y = y (t), xs = v[x(f),}’ (f)] funksiyalar

(5.13.1) sistemaning biror xususiy yechimini aniqlaydilar. Haqiqatan ham, 

bu funksiyalarni (5.13.1) sistemaga qo‘ysak, (5.13.2) va (5.13.4) larga 

asosan, sistemadagi tenglamalarning ayniyatga aylanishiga ishonch hosil 

qilamiz. Bu yerdan bevosita kelib chiqadiki, (5.13.1) sistema (5.13.5) va

(5.13.6) formulalar orqali aniqlanadigan davriy yechimga ega.

Endi (n + 2) - tartibli (5.13.1) sistema uchun toyilmagan harakat

turg un ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun sistemadagi x,y,xs o'zga- 

ruvchilar o ‘rniga

x = pcos<p + p 2x{2>((p)+ •••, 

y = pún(p + p 2ya\(p) + •••, • (5.13.7)

Xs ~£s + V v (JC, >•) (s = l,n)

almashtirishlar bilan yangi p, <p, ^  o'zgaruvchilami kiritamiz. U vaqtda

(5.13.1) sistemaning dastlabki ikkita tenglamasi quyidagi ko'rinishni 

oladi:

|cos <p+2pxa\(p) + ■ • ■]““
dt

-sin<p+-
dx.0),

~p+'

dt

dy%p)
eos (p+p---- p + ■

dip

■p^- = Ri(p,<p ,y , 
dt

■ = R2(p,<?£s) , 
dt

(5.13.8)

bu yerda RVR2 - yoyilmasida ozod hadlar bo‘lmagan 

o‘zgaruvchilarning analitik funksiyalari. Bu yoyilmalarning koeffitsiyent- 

lari 2Tt davdi (p ning davriy funksiyalari bo‘ladi.

(5.13.8) tenglamalarni —  va p —  larga nisbatan yechamiz. —  va 
dt dt dt

p cl l  larga nisbatan chiziqli tenglamalarning A determinanti quyidagi 
dt

ko'rinishda bo'ladi:



A = l + p eos (p +
dy{2\<?)

c/<p
+  2 co s(p  • x í2)((p) ~

- s m ( p ¿y(2)W  

dip
+  2sin  cp • >,í2)(cp) + Á - )^ -

i
Bu erdan — miqdorning p  ga nisbatan analitikligi kelib chiqadi. Bu 

A

miqdorning p  darajalari bo‘vicha yoyilmasining koeffitsiyentlari (p ga 

nisbatan davriydir. Demak,

dp 

dt 

d(p

dt

(5.13.9)

ni hosil qilamiz, bu yerda R va O lar - R¡ va R2 larga o‘xshash 

funksiyalar, ya’ni p  va âr§a nisbatan analitik, (p ga nisbatan 

davriy va p = £;, = ■•• = - 0 da nolga aylanadi.

x, y,xs lar o ‘rniga (5.13.7) ni qo'ygandan keyin (5.13.1) siste- 

maning oxirgi n ta tenglamasi

dt
P¿É&■■■+Ps,Á + pÁ0)P+EÁP’<flti’- ’O  (s = \rí) (5.13.10)

koiinishga keladi. Bu yerda Ps{(p) lar (p ga nisbatan 2k davrli analitik

funksiyalar, ularning yoyilmasi kamida ikkinchi darajali hadlardan bosh- 

lanadi. Bu yoyilmalarning koeffitsiyentlari (p ning 2n davrli davriy 

funksiyalari bo‘ladi.

(5.13.1) sistemaning (5.13.5) va (5.13.6) davriy yechimining ifodasi 

yangi p , (p, <4 o ‘zgaruvchilarda quyidagi ko‘rinishga keladi:

p  = c, (p = T, 4 = 0 (s = \,n). (5.13.11)

Demak, (5.13.9) va (5.13.10) tenglamalar (5.13.11) xususiy yechimga 

ega. Buning uchun

Ps((p)=0, R{p, (p, 0,..., 0 )=Ss (p, (p, 0,..., Q)=0 (s’= l4 ;

munosabatlarning bajarilishi zarurdir.

Ammo bu holda (5.13.9) sistemaning birinchi tenglamasi va

(5.13.10) tenglamalardan iborat (n + 1)- tartibli sistema (bu yerda x - t
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ning biror aniqmas funksiyasi) biz 6- § da ko‘rgan (bitta nol ildizga ega 

boigan maxsus hoi)

= Yfi, xt,...,xn, y„) (i = U ) ,
dt

^  =  pAXi + • • • + Psnx„ + X ,( f , v -  xn, y„..., yt ) (5 =  1,n) 
dt J

sistemaning ((5.6.2) ga qarang) xususiy holi bo‘ladi. 6- § dagi natija- 

larga asosan yuqorida aytilgan (n +1) - tartibli sistemaning 

p = Cj = ••• = 4  = 0 toyilmagan harakati turg‘un bo‘ladi. U vaqtda

(5.13.7) almashtirishning xarakteriga asosan (5.13.1) sistemaning 

x - y - xi = --- = xn = 0 toyilmagan xarakati ham turg‘un bo‘ladi.

Shundciy qilib, maxsus holda toyilmagan harakatning turg ‘unligini va 

toyilgan harakat tenglamalarining (5.13.5) va (5.13.6) formulalar bilan 

aniqlanadigan davriy echimi mavjudligini isbot qildik.
Demak, maxsus holda turg‘unlik masalasi osongina yechiladi. Ammo, 

afsuski, hozirgacha koiilayotgan hoi markaz ekanligini aniqlaydigan 

birorta umumiy usul mavjud emas. Haqiqatan ham, agar biz maxsus 

holga ega bo‘lsak, u vaqtda (5.13.4) tenglamalarda qanchalik ko‘p 

hadlami ko‘rmaylik, yanada yuqori darajali hadlar qaralganda fokus 

holiga kelmasligimizga bizda ishonch bo‘lmaydi.

Ammo, bitta umumiy alomatni ko‘rsatish mumkinki, agar u baja- 

rilsa, ko‘rilayotgan hoi albatta markaz bo‘ladi.

(5.13.1) sistema

x2 + y2 + F(x,y,xv...,xn) = const (5.13.12)

ko‘rinishdagi birinchi integralga ega bo‘lsin, bu yerda F ifoda 

jc,y,xl,...,xn o‘zgaruvchilaming analitik funksiyasi, uning yoyilmasi 

kamida uchinchi darajali hadlardan boshlanadi. Agar (5.13.1) sistema

(5.13.12) birinchi integralga ega bo‘Isa, u holda ko‘rilayotgan hoi 

albatta markaz bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Haqiqatan ham, (5.13.12) munosabatdagi o'zgaruvchilar o ‘rniga

(5.13.2) ning formal yechimi bo‘lgan (5.13.3) qatorni (^ .(x , >')ni) 

keltirib qo‘ysak, (5.13.4) sistemaning formal birinchi integralini hosil 

qilamiz, ya’ni qatorning barcha

\-l y + X(x, y, v,)] ̂ -  + [Xx + Y(x, y, v,)] 4^- > 
ox ay

kabi had lari yo'qoladi, bu yerda
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U vaqtda (5.13.4) sistema uchun (9- § dagi mulohazalarga asosan) 

.x: = _y = 0 nuqta markaz bo'ladi va shu bilan bizning tasdig'imiz is- 

botlanadi.

Lyapunov bu tasdiqning aksi ham to‘g‘riligini isbotlagan, ya'bp

(5.13.1) sistema albatta (5.13.12) ko‘rinishdagi birinchi integralga ega 

bo‘lishi zarurligini ko‘rsatgan.

Bundan tashqari, agar (5.13.1) sistema (5.13.12) ko‘rinishdagi bi- 

rinchi integralga ega bo‘lsa, u holda

H = x 2 + y 1 + Fix,  y , \ \ ( x ,  y ) , . . . ,v „ (x , j) ) .

Pu~P Pn Pyn

Pi 1 Pll-P  ■ Pl„
=  0

Pn1 Pn2 Pn,n - P

xarakteristik tenglama ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo‘lishi yoki 

bo'lmasligidan qat’iy nazar (5.13.1) sistema (5.13.5) va (5.13.6) 

formulalar bilan aniqlanadigan davriy yechimga ega bo‘lishini ham 

Lyapunov isbotlab bergan. Eng muhimi, bu ildizlarning birortasi ham 

±Nki ko‘rinishga ega bo'lmasligi kerak, bu yerda N - butun musbat 

son yoki nol.

Ko‘rsatilgan davriy yechimlar chiziqlimas tebranishlar nazariyasida 

muhim rol o'ynaydi [561.

14- §. Turg‘unlik sohasining «xavfli» va «xavfsiz» chegaralari

Endi turg'unlik sohasining «xavfli» va «xavfsiz» chegaralari haqida 

to‘xtalib o'tamiz [12]. Bu masala «amaliy» turg‘unlik tushunchasi bilan 

bevosita bog'langan.

Toyilgan harakatning tenglamasi

d̂  = qslxl+ ■■■ +qmxn + Xs(xi,...,xn) (s = l,n) (5.14.1)
dt

ko'rinishda berilgan bo‘lsin, bu yerda X s funksiya xt,...,xn o ‘zga- 

ruvchilarning yoyilmasi kamida ikkinchi darajali hadlar bilan bosh- 

lanadigan funksiyasi.

(5.14.1) sistema parametrlari fazosining

Re(y0s)<O (5 = 1,«) (5.14.2)

munosabat bilan aniqlanadigan sohasini ko‘raylik, bu yerda -

birinchi yaqinlashish sistemasi xarakteristik tenglamasining ildizlari. Bu
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ildizlar sistema parametrlarining funksiyalaridir. (5.14.2) soha tadqiq 

etilayotgan toyilmagan harakatga nisbatan turg‘unlik sohasidir, chunki

(5.14.2) munosabat bajarilganda toyilmagan harakat asimptotik turg‘un 

bo‘ladi. Aksincha, aqalli birorta p s ildizning haqiqiy qismi musbat 

bolgan parametrlar fazosining barcha nuqtalar majmuasi noturg'unlik 

sohasini tashkil etadi.

Turg'unlik sohasini noturg'unlik sohasidan ajratadigan chegara para­

metrlar fazosining (5.14.2) tengsizliklaming hech boimaganda birortasi 

tenglikka aylanadigan parametrlar fazosining barcha nuqtalar majmuasi- 

dan iborat, ya’ni chegarada p s laming hech bo‘lmaganda ayrimlari 

kritik ildizlar boiadi. Parametrlarning chegara nuqtalariga mos keluvchi 

qiymatlarida toyilmagan harakat X s funksiyaning ifodasiga qarab tur-

g ‘un ham, noturg‘un ham bolishi mumkin.

Sistema parametrlari turg‘unlik sohasida yotadi deb faraz qilaylik, u

holda barcha p s ildizlarning haqiqiy qismi manfiy va toyilmagan hara­

kat asimptotik turg‘un bo‘ladi. Bu holda har qanday boshlang‘ich shart- 

lar uchun barcha X s funksiyalar nolga aylangan taqdirda ham

toyilmagan harakat turg'un boiadi. Ammo, agar funksiyalarning ba’zi- 

lari noldan farqli bolsa, u holda, umuman aytganda, boshlangich shart- 

lar m aium  chegaradan chiqmagan holdagina toyilmagan harakat turg‘un 

boiadi. Agar xarakteristik tenglama ildizlarining haqiqiy qismlari (miq- 

dor jihatdan) kichik bolsa, yami turg‘unlik sohasining chegarasiga ya- 

qin bolsa, u holda mumkin boigan boshlangich toyilishlarning mak- 

simal miqdori yetarli kichik boiadi. Agar haqiqatan ham shunday holat 

yuz bersa, u holda amaliy nuqtai nazardan bu sistemani noturg‘un 

sistema deb qarashga to‘g ‘ri keladi.

Xuddi shunday holat sistema parametrlari noturg‘unlik sohasida yot- 

ganda ham sodir boiishi mumkin (agar sistema chegaraga juda yaqin b o l­

sa). Bu holda boshlangich toyilishlarning maksimal miqdori juda kichik 

boiganda Lyapunov bo‘yicha toyilmagan harakat noturg‘un bolishiga 

qaramasdan, amaliy nuqtai nazardan uni turg'un deb qarash mumkin.

Misol sifatida quyidagi differensial tenglamalar bilan ifodalangan

—  = x(oc2- x 2) (5.14.3)
dt

dinamik sistemaning turg‘unligini tekshiraylik, bu yerda a  - biror o ‘z~ 

garmas son. Bu sistemaning x = 0 muvozanat holati mavjud va u

dx
noturg‘un, chunki birinchi yaqinlashish --- = a 2x sistemasining xa-
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rakteristik tenglamasi ildizi a2 ga teng, ya’ni musbat son. (5.14.3) 

sistemaning umumiy yechimi

Wa2 ~ -*0a ■(/ - tn) = In
,&Va2-.v

(5.14.4)

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda ^= x (i0) . (5.14.4) ifodaga asosan |;tQ|< a

da ham, |x0|>a da ham x haqiqiy qiymatga ega bo‘ladi.

Ikki holda ham

lim x(i) = ± a . (5.14.5)
t—>oo

Bu yerdan yana bir marta x = 0 muvozanat holatining noturg‘unligi kelib 

chiqadi, chunki boshlang‘ich paytda toyilish har qancha kichik boima-

sin, u ma’lum bir paytda biror tayin sondan, masalan, — dan katta bo‘-
2

ladi. Ammo, boshqa tarafdan, ko‘rilayotgan masalada a  ning qiymati 

amaliy jihatdan kichik bo'lsa, u holda x = 0 muvozanat holatidan a  ga 

teng miqdorda toyilish amaliy ahamiyatga ega emas va bu muvozanat 

holati x ning har qanday boshlang‘ich qiymatlari uchun amaliy turg‘un 

deb aytiladi.

Aksincha, agar differensial tenglama

dx 2 3
—  = -orx+x 
dt

ko'rinishda bo‘lsa, u holda xarakteristik tenglamaning ildizi - a2 teng, 

yatni manfiy bo‘ladi va shuning uchun ham x = 0 muvozanat holati 

(toyilmagan harakat) Lyapunov bo‘yicha asimptotik turg'un bo'ladi. 

Ammo, a  juda ham kichik son bo‘Isa, u holda amaliy nuqtai nazardan 

bunday toyilmagan harakatni noturg'un deb qarashga to‘g ‘ri keladi, 

chunki agar x ning boshlang‘ich qiymati a  dan katta bo‘lsa, u vaqtda

limx(i) = ±°° boiadi. Haqiqatan ham, U > a  qiymatlari uchun
t->°o 1 1

dx
x— > v  tengsizlik o ‘rinlidir.

Shunday qilib, amaliy nuqtayi nazardan muhim bo‘lgan dinamik siste­

maning turg'unlik sohasi chegarasi yaqinidagi xulqi haqidagi masala ke­

lib chiqadi. Bu masalani Nijniy Novgorodlik olim N.N. Bautin tadqiq 

etgan [12]. U turg‘unlik sohasi chegarasining yoki bitta ildiz, yoki ikkita 

ildiz kritik bo'lgan qismlarini tadqiq etdi. Ikkinchi holda ikkala ildiz 

ham noldan farq qiladi, yaini sof mavhum ildizlar deb qaralgan
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Birinchi holda, bitta kritik ildiz bo‘lganligi uchun u, albatta, nolga teng 

bo‘l«di. Dinamik sistemaning turg'unlik sohasi chegarasi yaqinidagi 

xulqi uning chegaraning o'zidagi xulqi bilan aniqlanishini N.N. Bautin 

isbotlagan.

Har ikki holda ham toyilgan harakat differensial tenglamalarini

dx
= Ps\x\ + • • • + Ps,A + M( «  ■■■ + V n)  + (s = «) (5-14-6)

dt

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda rsa - biror o ‘zgarmas sonlar, p sg 

lar esa shunday o‘zgarmas sonlarki,

P n - P  Pn ■ Pu

Pl\ P 22 — P ” Pin
= 0 (5.14.7)

Pn 1 Pn 2 " Pnn-P

xarakteristik tenglamaning yoki bitta ildizi nolga teng, yoki ikkita ildizi 

juft sof mavhum ildiz bo‘lib, qolgan bareha ildizlarining haqiqiy qismi 

manfiy ishorali boiadi. j l  miqdor kichik qiymatli parametr bo‘lib,

sistemaning turg'unlik sohasining chegarasiga qay darajada yaqinligini 

ifodalaydi. Bu parametr shunchalik kichik deb hisoblanadiki,

Pn + l‘ rn~P pn + lirn ■ Pin + P r\n

P„\ + P rn\ Pn2+P r,a •• Pm + P r„n-P

xarakteristik tenglamaning haqiqiy qismi manfiy ildizlarining soni

(5.14.7) ning haqiqiy qismi manfiy ildizlarining soniga teng, ya’ni yoki 

«- 1 , yoki n-  2 ga teng bo‘ladi. Bu tenglama qolgan il-dizlarining 

haqiqiy qismi ham manfiy, ham musbat boMishi, ya’ni (5.14.6) sistema 

ham turg'unlik sohasida, ham noturg‘unlik sohasida bo‘lishi mumkin.

a) Turg‘unlik sohasining chegarasida ko‘rilayotgan (5.14.6) sistema 
asimptotik turg‘un bo‘lsin. Boshqacha qilib aytganda,

// y ' -
—l̂ = Ps\Xi + -  + Ps„xn + Xs (s = ln ) (5.14.8)
dt

sistemaning toyilmagan harakati asimptotik turg‘un bo‘lsin. U vaqtda, 

oldingi paragraflarda ko‘rdikki, bitta nolga teng ildizga ega bo‘lgan hol­

da ham, juft sof mavhum ildizga ega bo‘lgan holda ham (5.14.8) 

sistema uchun Lyapunovning B teoremasini qanoatlantiruvchi 

V(x{,...,xn) funksiya mavjud bo‘ladi. Aniqlik uchun, bu funksiya aniq
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musbat ishorali bo‘lsin. U holda uning vaqt bo‘yicha olingan to liq  

hosilasi

1У(л|;...,х(|) = ^ ( а д +  ••• +рхЛ + Х ^  (5.14.9)
s=i dxs

aniq manfiy ishorali funksiyadir. Teorema В ning geometrik talqinidan 

foydalanamiz. V = h yopiq sirtlar sistemasini ko‘ramiz:

5.4- shakl.

Koordinata boshiga (muvozanat holatiga) yetarlicha yaqin joylashgan bu 

sirtlarni (5.14.8) ning integral egri chiziqlari tashqaridan ichkariga qarab 

kesib o'tadi (5.4- shakl). У = va V = h2 shu sirtlarning ikkitasi b o l­

sín. Bu sirtlardan birinchisini (ikkinchisining ichida yotgan deb qaraladi, 

ya’ni 1\ < h2 ), koordinata boshiga yetarlicha yaqin joylashtirishimiz 

mumkin. Ikkinchisini bolsa, aksincha, sirtlar oilasidagi eng katta sirtga 

yaqin qilib olamiz. Bu katta sirtni ham (5.14.8) ning integral egri chi­

ziqlari tashqaridan ichkariga qarab kesadi.

Endi V funksiyadan (5.14.6) ga ko‘ra vaqt bo‘yicha to liq  hosila 

olamiz:

" V  +Ц X (V i + +rsnxn )~  ■ (5.14.10)
dt l i

W funksiya aniq manfiy ishorali bolganligi uchun V = h\ va

V = h2 sirtlar orasidagi barcha nuqtalarda W < -I tengsizlik bajariladi. 

(/-  noldan farqli musbat son). Bu yerdan, agar ß  yetarlicha kichik son
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bolsa, u holda bu nuqtalardan (5.14.10) ifoda ham manfiy ishorali 

qiymatlar qabul qilishi kelib chiqadi. Demak, yetarlicha kichik ¡l uchun

V = ht va V = h2 sirtlar orasida joylashgan barcha sirtlarni (5.14.6) 

to liq  sistemaning integral egri chiziqlari tashqaridan ichkariga qarab 

kesib o'tadilar. (5.14.6) sistema turg‘unlik sohasidami yoki noturg'unlik 

sohasidami ekanligiga qaramasdan bu holat o ‘zgarmay qoladi.

Demak, agar (5.14.6) sistemani ifodalovchi xl ,...,xn nuqta V = hx 

va V = h2 sirtlar orasiga tushib qolsa, u holda u koordinata boshiga 

qarab yaqinlashadi (hech bolmaganda V = hx sirt bilan chegaralangan 

sohagacha). Agar ¡i yetarlicha kichik bo‘lsa (ya’ni sistema turg'unlik 

sohasining chegarasiga yetarlicha yaqin bo‘lsa), u vaqtda bu sohani 

yetarlicha kichik qilish mumkin.

Agar bu holda sistema noturg‘unlik sohasida bolsa ham, biz toyilma- 

gan harakatni amaliy íurg‘un deb qarashimiz mumkin, chunki dastlabki 

paytda yetai-licha kichik bolgan toyilishning o ‘sishiga qaramasdan, u amal- 

da ancha kichikligicha qoladi (yetarlicha kichik ¡l uchun yetarlicha kichik 

bo‘ladi). Bundan tashqari, agar boshlanglch toyilishlar uncha kichik bol- 

masa ham, ular kichraya boshlaydi va oxirida yetarli kichik bo‘lib qoladi 

(yetarlicha kichik // uchun yetarlicha kichik boladi). Faqat boshlang'ich 

toyilishlar V = h2 sirt chegaralangan sirtdan tashqari chiqadigan holda- 

gina ular vaqt o'tishi bilan kamaymasligi mumkin.

Agar sistema turg‘unlik sohasida bolsa, u holda V funksiyani shunday 

tanlab olish mumkinki, faqat (5.14.9) ifoda emas, balki (5.14.10) ifoda 

ham manfiy ishorali boladi.

Demak, I\ - 0 deb qabul qilish mumkin. Toyilmagan harakat asimptotik 

turg‘un boladi. Bu holda boshlanglch joiz toyilishlar uchun aniq chekli che- 

gara mavjud boladi. Bu chekli chegara ¡1 ga, ya’ni sistemaning turg‘unlik

sohasining chegarasiga yaqinligiga bog‘liq emas.

Shunday qilib, agar turg‘unlik sohasining chegarasida sistema asimpto­

tik turg‘un bolsa, u holda bu chegaraning yaqinidagi turg‘unlik (agar u 

mavjud bolsa) «amaliy» noturg‘unlikka o la  olmaydi. Aksincha, agar 

chegaraning yaqinida noturg‘unlik mavjud bolsa, u holda uni amaliy 

nuqtayi nazardan turg‘un deb qarash mumkin.

Yuqorida keltirilgan mulohazalar turg'unlik sohasining chegarasida 

istalgancha sondagi kritik ildizlar mavjud bolganda ham o ‘z kuchini 

saqlaydi ([35]ning 310-317 betlariga qarang).

b) Endi turg‘unlik sohasi chegarasining ko‘rilayotgan qismida 
toyilmagan harakat noturg‘un bolsín. U vaqtda ikki holda ham

(5.14.8) sistema uchun Lyapunovning D teoremasi shartlarini qa-
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noallantiruvchi funksiya mavjud va, demak, (5.14.9) ifoda

oldingidek aniq ishorali bo'ladi. V funksiyaning o‘zi bo‘lsa, koordinata 

boshining yetarlicha kichik atrofida (5.14.9) ifodaningJshorasi bilan bir 

xil ishorali qiymat qabul qilishi mumkin. Aniqlik uchun (5.14.9) ifoda 

aniq musbat ishorali boisin va V >0  sohani ko'ramiz (5.3- shakl). Bu 

soha V = 0 sirt bilan chegaralangan. Bu sohada V = h sirtlar oilasini 

chizamiz, bu yerda h> 0. (5.14.9) hosila musbat bo'lganligi uchun

(5.14.8) sistemaning integral egri chiziqlari bu sirtlami V ning o'sishi 

tomon kesadi (5.3- shaklga qarang). V = h sirtlar oilasidan ikkita V = ¡\

va V = \ sirtni ajratamiz. Bu yerda /z, ni istalgancha kichik qilib olish 

mumkin. Demak, V = \ sirt V -0  sirtga yetarlicha yaqin bo‘ladi.

(5.14.9) funksiya aniq musbat ishorali bo'lganligi uchun V = \ va

V = i%2 sirtlar orasidagi sohada u noldan farq qiluvchi musbat aniq quyi 

chegaraga ega bo'ladi.

5.5-shakl.

U vaqtda agar jU ning qiymati yetarlicha kichik bolsa, bu sohada ham

(5.14.10) hosilaning qiymati musbat boMadi. Demak, V = h! va V = 

sirtlar orasida joylashgan barcha V = h sirtlami nafaqat (5.14.8) siste­

maning integral egri chiziqlari, balki (5.14.6) sistemaning ham integral 

egri chiziqlari V ning o'sishi tomon kesib o'tadi. Shuning uchun ham 

ifodalovchi nuqta V = 1\ va V = sirtlar orasidagi sohaga tushgandan 

keyin V = sirtning tashqarisiga chiqquncha koordinata boshidan doimo 

uzoqlashadi. V = sirt koordinata boshidan chekli masofada turadi.
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Ravshanki, amaliy nuqtayi nazardan toyilmagan harakat hech bo'lmaganda 

noturg‘un bo'ladi. Haqiqatan ham, agar toyilmagan harakat hatto turgiin 

bo‘lsa ham (bu hoi (5.14.6) sistema turg'unlik sohasida bo'lgandagina 

yuz beradi), joiz boshlang‘ich toyilishlar sohasi shunday kichik bo‘lishi 

kerakki, V = \ sirt undan tashqarida joylashgan bo'lishi kerak. Amalda

V - /?, sirt, yetarlicha kichik fl uchun koordinata boshiga yetarlicha 

yaqin joylashgan bo‘ladi.

Shunday qilib, turg'unlik sohasining chegarasida toyilmagan harakat 

noturg'un bo lib, agar sistema bu chegara yaqinida bo‘lsa (turg'unlik yoki 

noturg'unlik sohasida ekanligiga qaramasdan), doimo yetarlicha kichik 

boshlang'ich toyilish topiladiki, ular vaqtning o'tishi bilan o'sadi va nati- 

jada toyilgan harakat toyilmagan harakatdan sezilarli darajada fai*q qiladi, 

ya^ni toyilmagan harakat noturg'un bo'ladi.

B archa bayon edlgan mulohazalar shuni ko'rsatyaptiki, sistema tur­

g'unlik sohasining chegarasiga yetarlicha yaqin turganda toyilmagan ha- 

rakatning amaliy turg'un yoki noturg'un bo'lishi shu sistemaning chega- 

rada Lyapunov bo'yicha turg'un yoki noturg'un bo'lishiga bog'liq ekan:

1. Agar turg'unlik sohasining chegarasida sistema asimptotik turg'un 

bo'lsa, a holda chegaraga yaqin sohacla u amaliy turg'un bo'ladi.

2. Agar turg'unlik sohasining chegarasida sistema noturg'un bo'lsa, 

u holda chegaraga yaqin sohada u amaliy noturg'un bo'ladi.

Shu sababli, toyilmagan harakat turg'un bo'lgan turg'unlik soha­

sining chegarasi «xavfsiz» chegara va noturg'un bo'lgan chegara 

«xavfli» chegara deb aytiladi. «Xavfli» va «xavfsiz» chegaralarni topish 

masalasi kritik hollarda turg'unlikni tadqiq etish masalasiga keltiriladi.



VI BOB. RAUS-GURVITS M U A M M O S I

1- §. Raus-Gurvits muammosi paydo bo‘lishining tarixi 

IV bobda ko‘rib o'tdikki, Lyapunovning 1 -teoremasiga asosan

differensial tenglamalar sistemasining muvozanat holati (toyilmagan 

harakati) asimptotik turg'un bo'lishi uchun

xarakteristik tenglamaning barcha Âs ildizlari (ya’ni A - mat- 

ritsaning barcha xarakteristik sonlari) ning haqiqiy qismi manfiy bo‘lishi 

yetarli va zarur. Bu yerda X, - yoyilmasi kamida ikkinchi darajali had- 

lar bilan boshlanadigan funksiya.

Shuning uchun ham beriigan algebraik tenglama barcha ildizlarining 

haqiqiy qismi manfiy ishorali boMishining yetarli va zarur shartlarini 

topish masalasi mexanik, elektrik, avtomatik boshqarish va rostlash 

(regulirovanie) sistemalarining turg‘unlik masaiasini tadqiq etish uchun 

fundamental ahamiyatga egadir.

Bu masalaning muhimligini birinchi bo‘lib X IX  asming ikkinchi 

yannida mashinalarni rostlash nazariyasining asoschilari bolgan ang- 

liyalik fizik, Kembrij universitetining professori J.K. Maksvel! (1831- 

1879) va rossiyalik muhandis-matematik, Peterburg texnologiya insti- 

tutining professori I.A. Vishnegradskiy (1831-1895) ko'rsatgan ediiar 

[17,58]. Ular o'zlarining rostlagichiarga (regulatorlarga) bagishlagan 

ishlarida yuqorida aytilgan yetarli va zaruriy shartlarni uchinchi darajali 

algebraik tenglamalar uchun topdilar va tadqiqotlarida foydaiandilar.

1868-yilda Maksvell London matematikiar jaipiyati oldiga ana shu 

yetarli va zaruriy shartlarni yuqori darajali algebraik tenglamalar uchun 

topish masaiasini qo'yadi. Bu masala aslida fransuz matematigi Ermit 

tomonidan hal etilgan edi [88]. Ammo uning natijalari amaliy sohalarda 

ishlayotgan tadqiqotchilar foydalana oladigan holatga kelîirilmagan edi. 

Shuning uchun ham Ermitning bu ishi keng tarqalmadi.

1875-yilda angliyalik mexanik Raus [115-117], Shturm teoremasi va 

Koshi inclekslari nazariyasidan foydalanib, dastlab to‘rtinchi va beshin- 

chi darajali algebraik tenglamalar uchun va 1877-yilda («Ustoychivost 

zadannogo sostoyaniya dvijeniya» kitobida) ixtiyoriy darajali algebraik

k=1
(6.1.1)

&(Ä)-\AE- a\
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fenglamalar uchun o ‘ng yarim tekislikda (Re z > 0) yotgan ildizlar soni 

k ni topish algoritmini yaratdi. k = 0 bo'lganda, bu algoritm turg'unlik 

kriteriysini beradi.

Bu kriteriy ixtiyoriy darajali xarakteristik tenglama ildizlarining haqi- 

qiy qismi manfiy bo'lishining yetarli va zaruriy shartlarini beradi.

1890-yillarda slovak muhandis tadqiqotchisi, Syurix politexnika instituti 

professori, gaz va bug‘ turbinaiar nazariyasining asoschisi Aurel Stodola 

(1859-1942), Maksvell va Raus ishlaridan bexabar holda, algebraik 

tenglama barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo'lishining yetarli 

va zarur shartlarini topishni Syurix politexnika instituti professori, mate- 

matik A. Gurvitsdan iltimos qildi. 1895-yilda A. Gurvits [20] 15 yil ol- 

din Raus tomonidan yechilgan masalani, fransuz matematigi Ermitning 

ishlariga asoslanib, ikkinchi marta yechimini berdi. Ammo Gurvits Raus 

yechimini qaytarmaydi. U masalaning yechimini elegant determinant 

shaklida yozilgan tengsizliklar sifatida berdi. Gurvitsning bu kriteriysi 

forma jihatidan Raus kriteriysidan farq qilsa-da, mazmun jihatidan u bi- 

lan mos keladi. Hozirgi vaqtda bu tengsizliklarni Raus-Gurvits tengsiz- 

liklari yoki Raus-Gurvits kriteriysi deb ataydilar.
Ammo Gurvits kriteriysi yaratilguncha, hozirgi zamon turg'unlik na­

zariyasining asoschisi A.M. Lyapunov o ‘zining mashhur dissertatsiya- 

sida [52] xarakteristik tenglama barcha ildizlarining haqiqiy qismi man­
fiy bo'lishi uchun qanday yetarli va zaruriy shartlar bajarilishi kerak- 

ligini koi'satadigan teorema yaratdi. Bu shartlar rostlash nazariyasida 

keng qo‘llaniladi.

1914-yilda fransuz matematiklari Lenar va Shipar tomonidan yangi 

turg'unlik kriteriysi yaratildi [20]. Lenar-Shipar turg'unlik kriteriysida 

determinant tengsizliklar soni Raus-Gurvits kriteriysidagiga nisbatan 

taxminan ikki marta kam.

Shu jihatdan ularning kriteriysi Raus-Gurvits kriteriysidan ustun tu- 

radi.

Avtomatika, radiotexnika, boshqarish va rostlash nazariyalarida paydo 

bo'lgan yangi turg'unlik masalalarini yechish uchun Naykvist, Mixay- 

lov, Popov kriteriylari hamda Neymarkning D-bo‘laklash usuli yaratildi 

[62,65,63].

2- §. Koshi indeksi va Shturm teoremasi

Raus-Gurvits muammosini o'rganishni Koshi indeksini ko'rishdan 

boshlaymiz [20].

1- ta’rif. Koshi indeksi deb, haqiqiy ratsional R(x) fuhksiyaning 

qiymati argumentning a dan b gacha o ‘zgarish paytida — °° dan +°° 

ga o ‘tishdagi uzilishlar +°° dan - »  ga o ‘tishdagi uzilislilar sonining 

ayirmasiga aytiladi. Bu yerda a , b - haqiqiy sonlar yoki ±°°. Uzilish-
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lor sonini hisoblashda x iring chetki (chegaraviy) a va b qiymatlari 

hisobga olinmaydi. Koshi indeksini I haR(x) belgi bilan betgilaymiz: 

Ushbu ta’rifga asosan, agar Aj. a;(i = l,p) - haqiqiy sonlar, Rfx) - 

haqiqiy qutblarga ega bo'lmagan rasional funksiya bo'lganda

^  A 
R(x) = % — *- + Ri(x)

boisa, u holda

va, umuman,

/>
i .. R(x) = ^  sign At (6.2.1)

IhaRtx)=. Xsign A (ci<b). (6.2.2)
a<a,<h

Bu yerda sing a ( a - haqiqiy son) odatdagidck u>  0 , « < 0  va a ~ 0 

bo‘lishiga mos ravishda +1, -1 yoki 0 qiymatlar qabui qiluvchi ishora 

funksiya.

Izoh. Ratsional funksiyani cheksizlikka aylantimdigan argwnenpiiiig 

qiymati shu funksiyaning qutbi (polyusi) deb aytiladi.

Xususan, agar f(x) = a0(x- a )̂"' ■ ■ ■ (x - am)""' haqiqiy ko'phad ( i^ k

da a, *  a k ; (/ = l,m))’ va ko‘phadning ava1,...,am ildizlari orasida

faqat birinchi p tasi haqiqiy boisa, u iiolda

\ III P

fix ) “  x - a j x- <Xj

bu yerda /?,(.*) - haqiqiy qutblarga ega bo'lmagan haqiqiy ratsional

funksiya.

Shuning uchun ham

i —  ( « < »
fix)

indeks fix ) funksiyaning (a,b) interval orasidagi har xil haqiqiy 

ildizlarining soniga teng bo'ladi.

ixtiyoriy haqiqiy ratsional R(x) funksiyani



koiinishda ifodalash mumkin, bunda barcha a  va A lar haqiqiy sonlar 

(¿ f  *0 ; i = Lp); R\(x) funksiya esa haqiqiy qutblarga ega emas. U

vaqtda

/ £ / ? ( * ) =  X sign A'>! {623)
(n¡ toq)

va urauman

rh R{x)= I s i g n f  {a<b). (6.2.4)

f a<a¡<lA 
[n¡toq J

Agar R(a) - R(b) = 0 bo‘lsa, u holda taR(x) indeksni arctg R(x) 

uzluksiz funksiyaning orldrmasi orqali ifodalash mumkin:

lbaR(X) = arcíg R(x) (a<b), (6.2.5)

Izoh. (6.2.3) formulada n¡ toq bo‘igan sonlarga mos keluvchi i 

qiymatiar uchungina jamlash (summa) belgisi ishlatiladi. (6.2.4) da esa 

faqat a< a ¡< b  va n¡ toq sonlarga mos keluvchi i lar bo‘yicha jamlash

amalga oshiriladi. Agar va b = +°° bo Isa, u holda (6.2.5)

formula har qanday ratsional R(x) kásr uchun to‘g‘ri bo'ladi, chunki bu

holda R(-oo) = R{+°°) = 0.

toR(x) indeksni hisoblash usúlíáridan biri Shtunnning klassik

ieoremasiga asosíanadí.

fiix ), (6.2.6)

haqiqiy ko'phadlar qatori berilgan boiib , bu qator (a,b) ( «  = - °°  va 

}y - feo bo'lishi harn mumkin) intervalga nisbatan quyidagi ikki 

xossaga ega deb hisoblaymiz:

1. Bu funksiyalaming birortasi, masalan, fk(x) ni nolga aylantiruvchi 

har qanday x (a<x<b ) qiymatda u bilan qo‘shni (yonma-yon) ikkita 

fk ](x) va fk+](x) funksiyalaming qiymatlari noldan farq qiladi va 

qarama-qarshi ishoralarga ega bqladi, ya’ni fk(x) = 0 (a<x<b) dan 

fkJx )  f k+l(x)< Q kelib chiqadi.

2. (6.2.6) qatorning oxirgi f,„(x) funktsiyasi (a,b) intervalda nolga 

teng boMmaydi, ya’ni \/xe(a,b) lar uchun f„(x)*Q .
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Bunday (6.2.6) ko‘phadlar qatori (a, b) intervaldagi Shturm qatori 

deb aytiladi.

Tayinlangan x qiymat uchun (6.2.6) qatordagi ishora o ‘zgarishlari 

sonini V(x) deb belgilaymiz.

Bu yerda, agar a < x < b  va ,/j(x) = 0 bolsa, u ■ holda i- xossaga 

asosan V(x) ni aniqlash jarayonida (6.2.6) qatordagi nol qiymatlami 

tashlab yuborish yoki ularga istalgan äshorani berish mumkin. Agar a 

chekli son bo‘lsa, u holda V(a) ni V(a + £) deb qarash kerak, bu yerda 

£  shunday musbat kichik sonki, (a, a + £) intervalda birorta ham

f¡{x) (i = 1,in) funksiya nolga aylanmaydi. Xuddi shunday, agar b 

chekli son bo‘lsa, u vaqtda V(b) ni V(b - £) deb qarash kerak, bu yerda 

£  son yuqorida aytilgandek aniqlanadi.

U vaqtda x ning a dan b gacha o ‘zgarishi davomida V(x) ning 

miqdori faqat (6.2.6) qatordagi birorta funksiyaning nol qiymatdan o ‘tis- 

hida o ‘zgarishi mumkin. Ammo, birinchi xossaga asosan, V(x) rniqdor

fk(x) (k = 2, in - 1) funksiya nol qiymatdan o'tganda o'zgarmaydi, 

f(x) funksiya nol qiymatdan o'tayotganda esa, (6.2.6) qatorning ishora

o ‘zgarishlari soni nisbatning -o» dan +<x> (yoki aksincha)
/,(*)

o ‘tishiga qarab bittaga kamayadi yoki ortadi.

Shuning uchun quyidagi Raus teoremasi o iin lid ir.

1-teorema (Raus). Agar (a, b) intervalda

fi(x), f 2(x) , ..., fm(x)

Shturm qatori va V(x) bu qatordagi ishora o'zgarishlari soni bo'lsa, u 

holda

I ha^ -  = V{d)-V(b). (6.2.7)
f№)

Izoh. Shturm qatoridagi barcha hadlarni bitta ixtiyoriy d{x) ko‘p- 

hadga ko'paytiramiz■ Shunday hosil qilingan yangi ko'phadlar qatori 

Shturmning umumlashgan qatori deb aytiladi. (6.2.6) qatorning barcha 

hadlarini bitta ko'phadga ko'paytirilishi (6.2.7) munosabatning na 
chapdagi va na o'ngdagi qismini o'zgartinnasligi tufayli Shturmning 

umumlashgan qatori uchun ham Shturm teoremasi o ‘z kuchihi saqlaydi.

f  (x) va g(x) ixtiyoriy ko'phadlar hamda f(x) ning darajasi g(x) 

ning darajasidan kichik bo‘lmasin. U vaqtda Evklid algoritmi vositasi
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Haqiqatan ham, fix ) ni f 2{x) ga bo‘lishdan hosil bo'lgan qoldiqni

- f3(x) bilan, f 2(x) ni / 3(x) ga bo‘lishdan hosil bo‘lgan qoldiqni 

- f4(x) bilan belgilab va shu singari davom ettirib, quyidagi qatorni hosil 

qilamiz:

/ 1U ) = <7i (x )f2(x) - /3 (.r), 

f 2(x) = q2(x )fi (x )- f4(x),

..........................  (6.2.8)

fu-1W  = Qt-1 (* )/t M  - /t+i (*) ’

L W  = (* ) /« (* ) .

bu yerda / m(x) ko'phad / ( jc) va g(x)ning hamda shu tarzda tuzilgan

(6.2.6) qator barcha funksiyalarining eng katta umumiy boiuvchisi. 

Agar f„,(x)* 0 (a <x<b) bo'lsa, u holda (6.2.8) ga asosan hosil bo‘l- 

gan (6.2.6) qator 1 va 2- xossalarni qanoatlantiradi va u Shturm qatori 

bo‘ladi. Agar fm(x) ko‘phad (a,b) intervalda ildizga ega bo‘lsa, u holda

(6.2.6) umumlashgan Shturm qatori bo'ladi, chunki uning barcha had- 

larini f jx )  ga bo'lishdan keyin u Shturm qatori bo‘ladi.

Demak, istalgan R(x) ratsional funksiyaning indeksini Shturm teo-

remasi orqali aniqlash mumkin. Buning uchun R(x) ni Q(x)+ ^~  ko‘-
f(x)

rirushda yozish kifoya, bu yerda Q(x), fix ), g(x) - ko'phadlar va f{x) 

ning darajasi g(x) ko‘phadning darajasidan katta. Agar fix ) va g(x) 

lar uchun umumlashgan Shturm qatori tuzilsa, u holda

l”aR(x) = lha^  = V(a)-V(b).
fix)

f(x ) ning (a,b) intervaldagi har xil ildizlari sonini Shturm teoremasi

orqali aniqlash mumkin, chunki bu son 1 ga teng ekanligini biz
" fix)

ko'rgan edik.

3- §. Raus algoritmi. Maxsus hollar. Misollar

3.1.Raus algoritmi

Faraz qilaylik, f (z) funksiya z kompleks argument funksiyasi sifatida 

ushbu ko‘rinishda aniqlangan bo‘lsin:
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/ (z) - Oqz" + b0zn 1 + ajz" 2 + b\Z.' 3 + ■ • • (oq &0)

Haqiqiy ko‘phadning o'ng yarim tekislikda (Rez>0) yoigan iidiziari 

sonini aniqlash Raus masalasini tashkil qiladi. “

Avval f{z) ko‘phadning iidiziari raavhum o‘qda yotmagan holm 

ko'raylik, ya’ni /(z ) ning nol va sof mavhum iidiziari bolmagan holni 

ko‘rib o‘tamiz.

0 ‘ng yarim tekislikda markazi nolda va radiusi R  ga teng bo lgan 

yarim aylana chizamiz, shu yarim aylana hamda mavhum o‘q bilan ehe- 

garalangan sohani ko'ramiz (6.1-shakl).

6.1- shakl.

R  ning yetarlicha katta qiymatlarida /(z) ning haqiqiy qismi musbat 

bo‘lgan barcha iidiziari shu sohaning ichida yotadi. Shuning uchun ham 

sohaning chegarasi aylanib o ‘tilganda (konturini) arg /(z) argumentning

orttirmasi 2kn  ga teng bo'ladi. Haqiqatan ham, agar /(z) = a0n(z-z,)
/=1

n

bo'lsa, u holda A arg f(z) = ̂  arg (z - z;) ■ Agar z,- nuqta ko'rilayotgan

sohaning ichida yotgan bo'lsa, u vaqtda Aarg(z-z,) = 2^; agar bu so­

haning tashqarisida yotgan bo‘]sa, u holda Aarg(z-z,) = 0. Ikkinchi ta- 

rafdan, arg f(z) ning R radiusli yarim aylana bo‘yicha aylanib o'tish- 

gandagi orttirmasi R ->°° da arg(a0zn) ning orttirmasi bilan aniqlanadi 

va u nn  ga teng bo‘ladi. Shuning uchun ham arg f ( z )  ning mavhum 

o ‘q bo‘yicha ( R — orttirmasi

At. j  arg /  (iaj) = (n- 2k)n (6.3.1)

ga teng bo‘ladi.
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f(z) ko‘phadni ixtiyoriy kompleks songa ko'paytirganimizda (6.3.1) 

formuladagi Aarg/(ííü) o ‘zgarmasligi tufayli

-~f(ico) = f lm - i f 2(co), (6.3.2)

bu yerda

f\{co) - aaa " — a{ü)"~~ + a2co" 4 (6 J J )  

/ ,  (¿y) = ¿o®""1 - ¿/y "'3 + b2co"~5---J

Koshi indeksidan foydalanib, (6.2.5) va (6.3.2) formulalardan quyidagini 

topamiz:

1 A + oo r r  S 1 A + ~  * f '■>(*>') T + - / 2 ( ® )
-  arg /(«») = —  arctg -f—  = -f— .
^  /,(«) /,(<y)

Shuning uchun ham (6.3.1) formuladan

. b°Ü,n ~b{C0_2 = n-2k. (6.3.4)
aQú)n -a^of + •■•

(6.3.4) munosabatning chap tarafidagi ifodaning indeksini aniqlash uchun 

Shturm teoremasiga murojaat qilamiz. (6.3.3) dagi tengliklar bilan aniq- 

lanadigan /¡(¿y) va f2(a>) funksiyalardan foydalanib, Evklid algoritmi 

yordamida (Rausga o ‘xshatib) umumlashgan Shturm qatorini tuzamiz:

yj(ffl), f 2(C0), U ® ),..., f M . (6.3.5)

Endi regular (muntazam) holni ko‘ramiz: m -n + l. Bu holda (6.3.5) 

qatordagi har bir funksiyaning darajasi oldingi funksiyaning darajasidan 

bir birlikka kam va oxirgi fJoS) ning darajasi nolga teng.

Izoh. Regular holda (6.3.5) oddiy (umumlashmagan) Shturm qatori 

bo ‘ladi.
Evklid algoritmidan foydalanib, quyidagilarni topamiz: 

m = ^ c o f 2(co) - m  = cacd'-2 - qúf-4 + C2(d-6

K

UúJ) = ¿y/3(<y) - f2(co) = düo r  - d f lt  +

bu yerda

Cn

^ =f l  c №  

Ib ¿b A  4>

a , ¿ - í n s t e t e , .

9) co co co
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Qolgan f5(co),...,flM(új) ko'phadlarning koeffitsiyentlari ham xuddi 

shunday aniqlanadi.

Shuni ta’kidlaymizki,

f2((0),..., / n+1(ffl) „  (6.3.7)

ko'phadlarning har biri juft yoki toq ñinksiya va yonma-yon turganlari 

doimo har xil juftlikda bo'ladi.

Raus sxemasini tuzamiz:

CIq, ¿Zj,

b0, bv b2„.

Cq, Cl9

dq , dp  ^2v

(6.3.8)

(6.3.6) formulalarga asosan bu sxemaning har bir satri oldingi ikki 

satrdan quyidagi qoida bilan aniqlanadi:

Yuqori satrdagi sonlardan quyi satrdagi mos sonlcirni shunday songa 

ko ‘payiirib ayirish kerakki, birinchi ayirma nolga aylansin. Bu nolga 

teng bo'lgan ayirmani tashlab, izlanayoígan keyingi satr hosil qilinadi.

Regular hol shu bilan xarakterlanadiki, yuqorida berilgan qoidani 

ketma-ket ishlatish natijasida hosil qilingan

K  co> ô>

qatorda nolga teng sonni uchratmaymiz va bu sonlar (m + 1) ta bo'ladi.

6.2 va 6.3 - shakllarda n - 6 va n-1  hollar uchun regular sxema- 

ning skeleti berilgan:

•  •  •

•  o •

• • •  

e a

• •

• • • •

•  •  •  •

• 0 •

« •  •

•  «

•  •

6.2- shakl. 6.3- shakl.

Bu shakllarda sxemaning elementlari nuqta orqali ifodalangan.
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Regular holda f(ú)) va f 2(có) ko‘phadlarning eng katta umumiy 

bo'luvchisi f„+](co) = const^ 0 boladi. Shuning uchun ham bu ko‘phad- 

lar birdaniga nolga aylanmaydi, ya’ni haqiqiy ú) lar uchun f(iúS) = /¡(új) - 

-if2(a>)*0 ,- Demak, regular holda (6.3.4) formula o‘rinlidir. Bu 

formulaning chap tarafiga Shtürm teorémasini ( (-«>, + °°) intervalda) 

qo‘llab va (6.3.7) qatordan foydalanib, (6.3.4) ga asosan quyidagini 

hosil qilamiz.

y  (_oo) _  y  (+oo) = n-2k . (6.3.9)

Izoh. m = +°° bo ‘Iganda, f k(co) ning ishorasi katta koeffitsiyentning 

ishorasi bilan bir xil, cú = -°° bo ‘Iganda esa bu ishoradan 

(_ 1)«-ít+í = 1,/j +1) ko ‘paytuvchi bilan farq qiladi.

Bu yerda

V (+°o) =  V («0,^), c0, d0,...), V(-»o) =V(a0,-ba,c0,-d0,...). 

Demak,

y(-oo) + y(+oo) =  tt (6.3.10)

(6.3.9) va (6.3.10) tengliklardan

k = V(ci0\ c 0,d0,...) (6.3.11)

ni hosil qilamiz.

Shunday qilib, régulai' hol uchun quyidagi tasdiqni isbot qildik.

2- teorema (Raus). Haqiqiy f ( z ) ko'phadning R e z> 0  o‘ng yarim 

tekislikda yotgan ildizlari soni Raus sxemasining birinchi ustunidagi 

ishora o ‘zgarishlari soniga teng bo'ladi.

Amaliyotda zarur bo'lgan quyidagi xususiy holni koiaylik: /(z) 

ko‘phad barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo'lsin. Bu holda 

f(z) ko'phad sof mavhum ildizlarga ega emas. Shuning uchun ham

(6.3.4) va, demak, (6.3.9) formulalar o ‘rinlidir. k = 0 bolganligi uchun

(6.2.17) formulani quyidagicha yozamiz:

V (- o o )- V (+ o o )  =  / I .  (6.3.12)

Ammo, 0<V(-oo)<m-\<n va 0 < V(+™)<m-\<n. Shuning uchun 

ham (6.3.12) formula m = n +1 va V(+~) = 0, V(-oo) = m -1 = n 

bo'lgandagina o ‘rinli. U holda (6.3.11) munosabatdan quyidagi kelib 

chiqadi:
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Raus .kriteriysi. Haqiqiy f ( z )  ko'phad barcha ildizlarining haqiqiy 

qismi manfiy bo ‘lishi uchun Raus algoritmi bajarilganda, Raus 

sxemasining birinchi ustunidagi barcha elementlar noldan farqli va bir 
xil ishorali bo'lishi yetarli va zarur.

Raus teoremasi (6.3.4) formulaga asoslangan. Bu“ formulaning o'zi, 

mavhum o‘qda f(z) ko'phadning ildizlari yotmaydi degan faraz nati- 

jasida keltirib chiqarilgan. Agarda

f{z) = a0z” + b0z"~] + a^z"'2 +bxz"~3 +... (öy ^  0)

ko'phadning k ta ildizi o ‘ng yarim tekislikda va 5 ta ildizi mavhum 

o‘qda yotgan bo‘lsa, u holda (6.3.4) formula quyidagi ko'rinishga ega 

bo'ladi ([20], 475-b.):

' - b /o '^  +b.co"-- -■■■
i : :- ^ ------ 1— ;— =— t— = n - 2 k - s . (6.3.13)

aücon - a xO) ‘ +a2co" --

Bu munosabat (6.3.4) formulaning umumlashmasi boiadi.

3.2. Maxsus hoülar. Misollar

Biz hozirgacha regulär holni ko‘rib o‘tdik. Bu holda Raus sxemasi- 

dagi b0,cQ,cl0,... elementlarning birortasi harn nolga teng bo'lmaydi.

Ammo, amaliy masalalarni Raus algoritmi orqali yechish jarayonida 

b0,c0,... qatordagi biror h0 son nolga teng bo'lishi mumkin, ya’ni 

/i0 = 0 . /¡o turgan satrga Raus algoritmini qo'llab bo'lmaydi, chunki 

navbatdagi satr elementlarini topishda hn ga bo'lishga to'g'ri keladi. 

Buning natijasida maxsus hol yuzaga keladi:

Maxsus hollar ikki turga boiinadi:

1. h 0 turgan satrdagi sonlar orasida nolga teng boimagan sonlar

ham topiladi. Bu (6.3.5) qatorning biror joyida daraja ko'rsat-gichi 

birdan ko'proq kamayganini bildiradi.

2. h „ turgan satrdagi barcha sonlar nolga teng bo‘ladi. U vaqtda 

bu satr (m + 1)- satr bo'ladi. Bu yerda m - (6.2.6) umumlashgan 

Shturm qatoridagi hadlar soni. Bu holda (6.3.5) qatordagi funksiyalar 

darajasi hamma vaqt birga kamayadi, ammo oxirgi fm(cö) funksiyaning 

darajasi noldan katta.

Ikki holda ham (6.3.5) qatordagi funksiyalar soni m < n  + 1 bo'ladi. 

Oddiy Raus algoritmi maxsus hol uchun yaramaganligi tufayli, Raus 1-
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va 2- maxsus hollarda sxemani davom ettirish uchun alohida (maxsus) 

qoidalar beradi.

Birinchi maxsus holda Raus bo'yicha Hq =  0 o ‘rniga ixtiyoriy aniq 

ishorali yetarlicha kichik £ sonni qo‘yib, sxemani davom ettirish kerak. 

Bu holda sxemaning birinchi ustunidagi keyingi elementlar £  ning ratsi- 

onal funksiyalari boiadi. Bu elementlarning ishorasi £  ning “kichikligi 

va ishorasi bilan aniqlanadi. Agar bu elementlarning birortasi yana £ ga 

nisbatan ham nolga teng boisa, u holda bu elementni boshqa kichik T] 

son bilan almashtirib, algoritmni davom ettiramiz.

Misol. f(z) = z4 + z3 + 2z2 + 2z +1 boisin.

Raus sxemasi {£ kichik parametr bilan) quyidagicha boiadi:

1, 2, 1

1, 2

£,\ k = V

7 - 1

1 A
1,1, e, 2 — ,1

£
= 2.

£

1

Endi ikkinchi turdagi maxsus holni ko'rib o ‘tamiz. Raus sxemasida 

elementlarning qiymatlari

a0 ?  0, b0 ± 0,..., e0 4- 0, h0 = 0, ^ = 0 ,  h2 = 0,...

shaklda boisin. Bu hol uchun umumlashgan Shturm qatorining oxirgi 

ko'phadi

ko‘rinishni oladi.

Raus nolga teng bolgan fmJCü) o'rniga /„(©) ni qo‘yishni taklif 

qiladi, ya’ni nolga teng bolgan h0, hv ... o'rniga mos ravishda

(,n-m + \)e0, (ji- m - l)e,7...

larni yozib, algoritmni davom ettirishni tavsiya etadi.

Misol.

f(z) = z‘° + z9- z8 -2z7 + z6 + 3z5 + z4 -2z3 - z2,+ Z + 1 

ko'phad berilgan boisin. Bu ko‘phad uchun Raus sxemasi quyidagicha:
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1 -1 I

- 2  1 

- 2  1 

-4 

-1

2

k -V(l, 1,1,2,-1,1,1,2,-1,1,1) = 4

Izoh. Birinchi ustundagi elementlarning ishorasini o'zgartirmasdan, 

ayrim olingan satrning barcha elementlarini birorta bir xil songa ko‘- 

paytirish mumkin. Bu izohdan sxerñani tuzishda foydalanildi.

4- §. Raus-Gurvits teoremasi

Oldingi paragrafda koeffitsiyentlari muayyan sonlar bo‘lgan haqiqiy 

ko‘phadning o ‘ng yarim tekislikda yotgan ildizlari sonini topishning 

Raus algoritmini bayon etdik.

Agarda ko‘phadning koeffitsiyentlari parametrlarga bog'liq bo‘lsa va 

pararaetrlarning qaysi qiymatlarida k ning u yoki bu qiyraatga ega 

ekanligini topish talab etilsa (mexanik yoki elektrik sistemalarni loyiha- 

lashda xuddi shunday masala qo‘yiladi), u holda c0,d0,... miqdorlarni 

berilgan ko‘phadning koeffitsiyentlari orqali ifodaiash maqsadga mu- 

vofiqdir. Bu masalani yechib, biz k sonni topish metodini, xususan, 

Gurvits tomonidan yaratilgan turg‘unlik kriteriysini hosil qilamiz.

Ushbu

f(z) = a0z" + bQz"~l + üyz"'2 +bxz"^3 +... (fl0 0)

ko‘phad berilgan bolsín. Quyidagi n -tartibli kvadrat matritsa Gurvits 

matritsasi deb aytiladi:
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H =

0

0

0

0

u0

a,

0

0

a2

a ,

b2

(6.4.1)

n 

1

n — 1

ak = 0, agar k >

bk = 0, agar k >

V

Regular holni ko‘rib o ‘tamiz, ya’ni bQ±0, c0*0 , d0* 0,... bo Ism. H

J/

gamatritsaning ikkinchi, to'rtinchi, .... satrlaridan mos ravishda ^

ko‘paytirilgan birinchi, uchinchi, .... satrlarni ayirib, quyidagi matritsaga 

ega bo'lamiz:

bo by b2 ••■ V i

0 co c, •• • Cn-2

0 K b, •• ■ K-2

0 0 co ' •• c„_2

0 0 bQ •• bnJ

Bu yerda c0,c,,... 

uchinchi satr elementlari

- nollar bilan to‘ldirilgan Raus sxemasining

ck = 0, agar k >

r- - \
n

- 1
_2_ J

Hosil bo‘lgan matritsaning uchinchi, beshinchi, .... satilaridan mos 

ravishda oldindan ~  ga ko'paytirilgan ikkinchi, to‘rtinchi, .... satrlarni

ayiramiz. Natijada ushbu
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bo k b2 h

0 cü ci C2

0 0 da 4

0 0 co ci

0 0 0 dt

0 0 0 co

matritsani hosil qilamiz. Bu jarayonni davom ettirib, oxiri uchburchakli

K b\ b2

0 co c, •••

R = 0 0 d0

matritsaga kelamiz. Bu matritsa Raus matritsasi deb aytiladi. Bu 

matritsani Raus sxemasidan ((6.3.8) ga qarang): 1) birinchi satrni tash- 

lash; 2) satrlarni, ularning birinchi elementlari bosh diagonallarda yota- 

digan qilib o ‘ngga surish; 3) n- tartibli kvadrat matritsaga kelguncha 

nollar bilan toidirish y o ii orqali olinadi.

1- ta’rif. Agar har qanday p < n  lar uchun A =  \\a
ik lli va

B = b jk ||" matritsalarning birinchi p satrlariga mos kelgan p-

tartibli minorlari teng, ya’ni

A

\

1 2 

h h p

\ 2 ■■■ p

h h lP j

i|, ij, ..., ip — 1, 2,..., n ' 

p  = \,2,...,n

bo'lsa, bu matritsalar teng kuchli matritsalar deb ataladi.

Matritsaning qandaydir satridan qaysidir oldingi satrini ixtiyoriy

songa ko'paytirib ayirganimizda, birinchi p (p = \Ji) satrlari p  -mino-

rining qiymati o'zgarmagani uchun 1-ta’rifga asosan Gurvits matritsasi 

H  va Raus matritsasi R teng kuchli bo‘Iadi:

H
"1 2 ••• p 1 2 p

= R

S U- " ' b ,

h> ip = 1, 2,..., n

p = \,2,...,n
(6.4.2)
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H va R matritsalaming teng kuchliligi tufayli R matritsaning barcha 

elementlarini (ya’ni Raus sxemasining elementlarini) Gurvits matritsasi 

H ning minorlari orqali ifodalash mumkin. Haqiqatan ham, (6.4.2) dagi 

p  ga ketma-ket 1, 2, 3, ... qiymatiar berib, quyidagini hosil qilamiz:

H

H

P U ,
'П

H = b{, H о
Ы  0 Uv V3,

( 1 f 1 2'
H

'1 2'

U
= Vo. H

3
=Vi>

J 4,

= b2,...,

- b0c2 >

H
1 2 3 

1 2 3
=V(A> H

1 2 3 

,1 2  4,
— b0c0d¡, H

1 2 3

v12 5y
: byCüd2 ,  ■

6.4.3)

va hokazo. Bu yerdan Raus sxemasining elementlarini tuzamiz:

b, = H

c0 =
H

l 2 3 

2 3

A (‘1 2 3Ï (ï
H

í 1 11 2 4l
,  -Л1с/, -—^ -- rA

1 2 3 

2 5

H H H

(6.4.4)

H matritsaning ketma-ket bosh minorlari Gurvits determinantlari deb 

aytiladi. Biz ularni quyidagicha belgilaymiz:

4  =H
чЪ

f \ 2Л 

V1 2y

b0 b, 

a0 a,
■4 ,= Щ

1 2 ... n 

1 2 ... n

b0 bt ... bnA

an a\ -

0 bQ ... bnA

0 a Q . . .  a „ _ ¡

(6.4.5)

1-izoh. (6.4.3) formulalarga asosan 

^1 = К  A2 — Vo> A3 — b0c0d0,. (6.4.6)
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ni hosil qilamiz■ Agar f{z) ko'phadning koeffitsiyentlari muayyan son- 

lardan iborat bo'lsa, u holda (6.4.5) formulalar Gurvits determinant- 

larini hisoblashning eng oson yo'lini beradi. Bu hisobiashlar Raus sxe- 

masini tuzishga keltiriladi. A, *  O,... ,A *  O lardan birínchi p ta

bQ, c(), ... laming nolga teng emasligi kelib chiqadi va, aksinclia. Bu

holda Raus sxemasining uchinchi satridan boshlab p ta ketma-ket kela-

yotgan satrlari aniqlangan bo'ladi. Ular uchun (6.4.4) formulalar o'rin- 
lidir.

2- izoh. Regular hol (hamma b0, c0, ... lar ma’noga ega va nolga 

teng bo'linagan hol)

A,?¿0, A2£ 0 , AI( t- 0 

tengsizliklar bilan xarakterlanadi.

3-izoh. Raus sxemasining elementlarini Raus algoritmi vositasi bilan 

aniqlashdan ko'ra (6.4.4) formulalar orqali topish unmmiyroqdir.
h\

Masalan, agar bn = H =0 bo ‘Isa, u holda Raus algoritmi berilgan

ko'phadning koeffitsiyentlaridan iborat bo'lgan birínchi ikki qatordan 

tashqari boshqa biror nimani bermaydi. Ammo, agar At= 0  bo'lsa ham 

boshqa A2,A3,..., determinantlar noldan farq qilsa, u holda biz (6.4.4) 

formulalar orqali c lardan tashkil topgan satrini cheklab, Raus sxe- 

masidagi boshqa barcha satrlarni aniqlashimiz mitmkin.

(6.4.6) formulalarga asosan

I A ^2 -I ^
bo ~ A|, c0 ~ ~~> dQ — — , ...

A, A ,

va shuning uchun ham
(

V(a0,b0,c0,...) = V
A-, A ,

O ’ “ 1’  A A

V ^1 2

n a I—-.. _ao, ' ■ V  (a o>Al»A2,--) + V  ( I ,  A 2, A ,,,...) .

Demak, quyidagini tasdiqlash mumkin.

Raus - Gurvits teoremasi.

/ (z) =  Oqz" + b^-r1 + • • • haqiqiy ko‘phadning o ‘ng yarim tekislikda

yotgan ildizlari soni k

formula bilan yoki

k = V a & /h.
0’a I> . » . >••••

A, A2
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k = V  (fl0, A „  A 2,. . . )  + V  ( l , A 2,A 4>. . , j  (6.4.8)

ifoda orqali aniqlanadi.

4-izoh. Keltirilgan Raus-Gurvits teoremasi

A ,^0 , A2^ 0 , A„?iO

regular hoi uchun to'g'ridir. Gurvits determinantlarining ay rim A f lari

nolga teng bo'lgan maxsus hollarda bit formulalardan qanday foyda- 

lanish yo ‘lini keyingi paragrafda beramiz.

f ( z )  haqiqiy ko'phadning barcha ildizlari qachon R ez<0  chap ya- 

rim tekislikda yotishini ko‘ramiz. Bu holda, Raus kriteriysiga asosan, 

barcha aa,b^,c0,... lar noldan farqli va bir xil ishorali bo‘lishlari kerak.

Regular hoi uchun (6.4.7) dan k = 0 bo'lganda, quyidagi kriteriyni 

hosil qilamiz:

Raus - Gurvits kriteriysi.

f(z ) = a0z" +bQz"~l + a ,z"'2 +••• (a0*0) 

haqiqiy ko'phad barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo'lishi 

uchun

a04  >0, 4> > 0. «o4 >0, 4, > 0,...

a0An >0 ( n toq son bo'lganda) • (6.4.9)

4, > 0 ( n juft son bo'lganda ) 

tengsizliklarning bajarilishi yetarli va zarur.

5-izoh. Agar a0> 0 bo'lsa, u holda bu tengsizliklar quyidagicha 

yoziladi:

(6.4.10) 

ko'rinishda bo‘l-

A, > 0, A2 > 0,..., A„ > 0 . 

Agar f(z ) = a0z” + + a2z"~2 + • • • + a ^ z  + an

sa, u holda a0>0  bo'lganda (6.4.10) Raus-Gurvits shartlarini deter- 

minantlar bilan ifodalangan quyidagi tengsizliklar orqali berish murnkin:

¿7, >0,

al « 3 «5
a.\ a3

> 0 , «0 Cl2 aA
a0 #2

0 «1 «3

>0...,

a \ a 3 a 5

a0 a? a4

0 c\ « 3

0 a0 cin

■ 0 

•• 0 

•• 0

0
>0 (6.4.11)

Barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo'lgan haqiqiy ko'phad 

Gurvits ko ‘phadi deb aytiladi.
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5-§. Orlando formulasi. Raus - Gurvits teoremasidagi 
maxsus hollar

Amaliy masalalarni yechayotganda, Gurvits determinantlarining ay- 

rimlari nolga teng bo'lishi mumkin. Bu hoilarda ~An_[ determinantni

bosh koeffitsiyent a0 va f(z) ( f(z ) ko‘phadning koeffitsiyentlari

ixtiyoriy kompleks sonlar ham bo'lishi mumkin) ko‘phadning

ildizlari bilan ifodalovchi quyidagi Orlando formulasi [20,99] kerak 

bo‘lib qoladi:

2 «<*
(6.5.1)

«  = 2 bo‘lganda, bu formula ^ )z/'+ f ^  + a1=.0 kvadrat tenglamadagi 

bizga ma’lum bo‘lgan b0 ni topish A, = bQ = -a0(z{ + z2) formulasiga 

keladi.

(6.5.1) formula n- darajali /(z ) = aQz" + b0z"~l +••■ ko'phad uchun 

to‘g ‘ri deb faraz qilamiz va uni (« + !) - darajali

F(z) = (z + h) f(z) = %z'+l + (b{) + h aQ)z" +

+ (a, + hb0) z ‘~' + ■■■ (h = -z„+1)

ko‘phad uchun ham to‘g ‘riligini isbot qilamiz 

Shu maqsadda (n +1) - tartibli

bo h  •• K -\ h"

a0 «„-i

0 h •• V .
}j"-2

D = 0 «0 an-\ - h f 3

0 o ..... • •(-!)"

ak ~.0, agar k > 

bk = 0, agar k >

n

2.

n ~ 1 
-y-

yordamchi determinantni tuzamiz. D  ning birinchi sairini a0 ga 

ko‘paytiramiz va unga ikkinchi satrni -b0 ga, uchinchi satrni a, ga, 

to‘rtinchi satrni ~by ga va h.k. ko‘paytirib qo‘shamiz. U vaqtda bi­

rinchi satining oxirgisidan boshqa hamma elementlari nolga aylanadi. 

Oxirgi dementi f(h) ga teng bo'ladi. Bu yerdan.
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ligi kelib chiqadi.
‘ Boshqa tarafdan, D ning har bir satriga (oxirgisidan tashqari) 

keyingisini h ga ko‘paytirgan holda qo‘shib, F(z) ko‘phadning (-1)'1 ga 

ko‘paytirilgan n -tartibli A*, Gurvits determinantini hosil qilamiz:

D = H ) " V , / ( / 0

b0 + ha0 bx + hax

a0 a{ + hb0

0 ¿>, + ha0

0 a0

Demak,

А > Д „ _ 1/ ( /г) = й Д ,_ 1П ( й - г , ) .

Bu formuladagi A„_, ni (6.5.1) ifoda bilan almashtirib va h = -zn+l 

deb qabul qilib,

(«+!_)« l-.-H+i

A*„ = (-1) 2 «о П <zj +zk)

formulani hosil qilamiz.
Shunday qilib, matematik induksiya usuli orqali Orlando formulasi- 

ning ixtiyoriy darajali ko‘phad uchun to‘g ‘riligini isbot qildik.

Orlando formulasidan: f(z) ko‘phadning ikkita ildizi yig‘indisi

nolga teng bo‘lgandagina, A„_! = 0 bo‘lishi kelib chiqadi.

A„ = с A„_, ekanligidan (bu yerda с berilgan f(z) ko‘phadning ozod

hadi va e = (-l)"a0% — ^ ) .  (6.5.1) formuladan

n(n+0

A„ = (-1) 2 (1 0Z\Z2-"Z„ П (z.¡ +Zk) (6.5.2)
Kk

ifodani hosil qilamiz.

(6.5.2) formuladan A„ ning nolga aylanishi uchun f(z) ko'phadning 

o‘zi bilan birga unga qarama-qarshi son ham ildiz bo‘ladigan г ildizi 

mavjud bo‘lishining yetarli va zarurligi kelib chiqadi, y a’ni agar г son 

/ (г )ning ildizi bo‘lsa, u holda - г  ham f(z) ning ildizi bo‘lishi 

yetarli va zarurdir.
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Maxsus holda Gurvits determinantlarining ayrimlari nolga teng 

bo'ladi. Bu holda A„?tO va, demak, deb faraz qilamiz.

Haqiqatan ham, agar A„ = 0 boisa, u holda f(z) ko‘phad shunday 

z' ildizga ega bo‘ladiki, - z' ham uning ildizi bo‘ladi? Agar

F.iz) = a0z" + a / “2 + • • •, F2(z) = b0z"~' + blZ"~3 + •••

bo'lganda,f(z ) = Ft(z) + F2(z) deb qabul qilsak, u holda f(z )= /(-z')=0 

tenglikdan F}(z') = F2(z') = 0 ning kelib chiqishi haqida xulosa qilamiz. 

Demak, z son F,(z) va F,(z) ko'phadlarning eng katta umumiy bo‘- 

luvehisi d(z) ning ildizi boladi. f(z) = d(z)f*{z) deb qabul qilib, 

f(z ) ko‘phad uchun Raus-Gurvits masalasini f* (z )  ko'phad uchun 

Raus-Gurvits masalasiga keltiramiz. Bu ko‘phad uchun Gurvitsning 

oxirgi determinanti nolga teng emas. Demak, doimo A „*0  deb hisob- 

lashimiz mumkin.

Maxsus hoi uchun Raus-Gurvits teoremasiga qo‘shimcha bo‘lgan 
quyidagi tasdiq mavjud.

Teorema. Agar Gurvits determinantlaridan ayrimlari nolga teng 

(ammo A „^0 J bo'lsa, u holda f(z) haqiqiy ko'phadning o‘ng yarim

tekislikda yotgan ildizlari soni
/  \

A
A..

k = V A%A,,—

A. «-I /

formula orqali aniqlanadi. Bu yerda har bir qatorasiga nolga teng 

bo'lgan p (A5 ?t0), AJ+1 =••• = As+p = 0  (Ai+p+1 ^0 )  determinantlar

guruhi uchun ( p - hamma vaqt toq son) V ning qiymatini hisoblashda

/

V A .

V i '

■v+1

A,. ^

As+p+2
= h-f (6.5.3)

formuladan foydalanish kerak, bu yerda

va s = I bo'lganda,

V,
ni A, ga, s = 0 bo ‘Iganda esa a0 ga almash-

tirish kerak.

Bu tecremaning isbotini Gantmaxer [20] kitobining 490-493 

betlaridan topish mumkin.
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6- §. Lenar va Shiparning turg‘unlik kriteriysi [20]

Ushbu

f(z) = a0z" + fl1z',_l + a^z"1 + ••• + «„ {% > 0) 

haqiqiy koeffitsiyentli ko‘phad berilgan bo‘lsin. f(z) ko‘phad barcha 

ildizlarining haqiqiy qismi manfiy boUishligining zarur va yetarli shar- 

tini ifodalovchi Raus-Gurvits kriteriysi quyidagicha yoziladi:

A, >0, A2>0, A„ >0 , (6.6.1)

bu yerda

A.. =

cIq ci-y a4 

0 a, a3 

0 a0 a2
(ak =0, k>ri)

i- tartibli Gurvits determinanti (i =1,2,...,«).

Agar (6.6.1) shai-t bajarilsa, u vaqtda f(z) ko'phadning barcha 

koeffitsiyentlari musbat ishorali, ya’ni

^ > 0 ,  a2>0, •••, an > 0  (6.6.2)

bo‘ladi (6.6.2) shart, (6.6.1) shartdan farqli o ‘laroq, f (z )  ko‘phad ildiz­

larining barchasi Re z < 0 chap yarim tekislikda yotishligining zaruriy 

sharti hisoblanadi.
Ammo (6.6.2) shartning bajarilishi natijasida (6.6.1) shartlar bir-bi- 

riga bog‘liq bo‘lib qoladi. Masalan, n=4 bo‘lganda Raus-Gurvits sharti 

bitta A3> 0  shartga; n=5 bo‘lganda ikkita A2>0, A4>0, n=6 bolgan-

da ikkita A3 > 0 , A5 > 0 shartga keltiriladi.

Bu holat frantsuz matematiklari Lenar va Shipar tomonidan tadqiq 

yetildi va ular 1914 yili Raus-Gurvits kriteriysidan farq qiladigan tur- 

g ‘unlik kriteriysini yaratdilar.

Lenar va Shipar kriteriysi.

f(z) = a0z" + a,zn~l'+a2zn~2 + --- + a,l (a0> 0) haqiqiy ko‘phad ildizlari 

hammasining haqiqiy qismi manfiy bo‘lishi uchun ushbu

1) a„ >0, an_2 >0 , ••

2) an > 0 , a„_2 >0 , ••

A, >0 , A3 >0, •• 

A2 >0 , A 4 >0 ,
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3) a„ >0 , a„_, >0 , an_3 >0 , ••• , A, >0 , A , >0 , •••;

4) an > 0, a(|J, > 0, ii„_3 > 0, ••• , A2 > 0, A4 > 0,

to‘rtala shartdan istaigan bittasining bajarilishi zarur }̂  yetarli.

1), 2), 3) va 4) sharllar Gurvits shartlariga nisbatan ma’lum qulaylikka 

ega, chunki ularda (Gurvits tengsizliklariga nisbatan) qariyb 2 marta kam 

tengsizliklar mavjud. A,>0, A3>0, ••• va A2,A4>0, •••, tengsizliklarga

nisbatan, amalda A„_,>0, A n_3 >0 , ••• ko'rinishdagi tengsizliklardan

foydalanish ma’qul, chunki bu tengsizliklarda kichik tartibli determinantlar 

qatnashadi.

Bu kriteriydan barcha koeffitsiyentlaii (hatto faqat an,an_2,--- lardan

bir qismi) musbat bo‘lgan f(z )  = a0zn + alzn~' + ••• + an haqiqiy ko‘phad 

barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo‘lganda Gurvitsning (6.6.1) 

determinant tengsizliklari erkin bo‘la olmasligi kelib chiqadi, ya’ni juft 

tartibli Gurvits determinantlarining musbatligidan toq tartibli Gurvits 

determinantlarining musbatligi kelib chiqadi va aksincha.

Lenar va Shipar 1) shartni maxsus kvadratik formalardan foydalanib 

topganlar [20J (kriteriyning isboti [20J ning 509-512 betlarida keltiril- 

gan). Ular erishgan ayrim asosiy natijalarni M.G. Kreyn va M.A. Nay- 

markning [46] fundamental obzorida topish mumkin.

Lenar va Shipar kriteriysidan quyidagi natija kelib chiqadi:

Agar /(z) = a0z'l + fl|z""l + ••• + «„ haqiqiy ko'phadning barcha koef- 

fitsiyentlari

a0 > 0, a{ > 0, a2 > 0, ■ • •, an > 0 

shartlarni qanoatlantirsa va A ^ O  bo‘lsa, u vaqtda bu ko'phadning 

Re z > 0 o ‘ng yarim tekislikda yotgan ildizlari soni k 

k = 2V(l, A,, A3,...) = 2V (1,A2,A4...) 

formula orqali aniqlanadi.

7- §. Turg‘unlik va noturg‘unlik hodisalarini tekshirishga fizik 

yondashuv

Noturg'unlik va o ‘z-o‘zidan tebranma harakatning hosil bo'lishi fan 

va texnikaning ko‘p tarmoqlari uchun benihoyat keng qiziqish uyg'otadi. 

Boshqarish tiziralarida, radiotexnik sistemalarda, kimyoviy va biologik 

jarayonlarda, iqtisodiyotda, energetikada, qurilish tarmoqlarida, harakat- 

lanuvchi va boshqa ko'pgina sistemalarda noturg'unlik va tebranma ha- 

rakat paydo bo'ladi. Ba’zi hollarda noturg'unlik va o ‘z-o‘zidan tebranma 

hai-akat zararli hodisa sifatida paydo boMadi va u bilan qarshi kura-
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shishga to‘g ‘ri keladi. Masalan, samolyot qanotining tebranma harakati 

(flatteri) yoki avtomobil oldingi g'ildiraklarining avtotebranma harakati 

shular jumlasidandir. Shu kabi boshqa hollarda, aksincha, o ‘z-o‘zidan 

tebranma harakatni hosil qilish maqsad qilib qo‘yiladi. Radiotexnik 

hamda kvantli generatorlarda, soatlarda, musiqa asboblari va h.k..

Agar ko'rilayotgan dinamik sistemaning harakat tenglamasi to‘g ‘ri 

tuzilgan boisa, u holda amaliyotda hosil bo'ladigan ko‘pgina masala- 

laming harakat turg'unligini tadqiq etish xarakteristik tenglama ildizla- 

rini tekshirishga keltirilishini ko‘rgan edik. Ammo, o ‘rganilayotgan sis- 

temani to‘g ‘ri ideallashtirish va harakatning chiziqli tenglamalari bizni 

qiziqtirayotgan masalalarni to‘g ‘ri (adekvat) aks ettirishi uchun notur- 

g ‘unlik va tebranma harakat hosil bo‘lishining sababini va mexanizmini 

bilish zarur yoki har holda foydalidir. Mumkin bo‘lgan noturg'unlikning 

mexanizmini va sababini bilish nafaqat to‘g ‘ri ideallashtirish uchun, 

balki ayrim hollarda tebranma harakat va noturg'unlik paydo bo'lmasligi 

uchun qaralayotgan sistema konstruktsiyasiga qanday o'zgartirishlar kiri- 

tish kerakligini ham ko‘rsatadi. Bunday ma’lumotni bilish juda ham za- 

rurdir (foydalidir), chunki harakat tenglamalarini tadqiq etish natijalari 

sistema konstruktsiyasiga qanday o'zgartirishlar kiritish kerakligini aniq- 

lab bermaydi va eng yaxshi holda sistema parametrlarining qiymatini 

qanday tanlash zarurligi haqida ma’lumot olish mumkin, xolos.

Shuning uchun ham ko'rilayotgan sistema harakatida paydo bo'lishi 

mumkin bo‘lgan tebranma harakat hamda noturg'unlikning mexanizmi va 

sababini oldindan o'rganib bilish katta amaliy ahamiyatga egadir.

Noturg'unlik va o ‘z~o‘zidan tebranma harakat paydo bo‘lishining 

mexanizmi yoki mexanizmlari deb nimani tushunamiz?

Ular, har bir muayyan hoi uchun o ‘ziga xos: masalan, skripka torida 

paydo bo'ladigan tebranma harakat uchun - manfiy ishqalanish kuchi- 

ning mavjud bo'lishi, rostlagich sistemalarda paydo bo'ladigan tebranma 

harakat uchun - manfiy ishqalanish kuchining mavjud bo'lishi, rostla­

gich sistemalarda paydo bo'ladigan tebranma harakat uchun - teskari 

bog'lanish konturidagi keraksiz faza munosabatlarining mavjudligi, 

kimyoviy jarayonlarda - temperaturaning oshishi va hokazo. Ammo, ay­

rim sistemalar sinfi uchun noturg'unlik paydo bo'lishining mexanizm- 

larini oldindan ko'rsatish mumkin.

Bundaylardan biri sifatida bir-biriga ta’sir etadigan ossillatorlar 

sistemasini ko'rsatish mumkin.

7J.Qssillator sifatida tavsiflash

q{,q2,...,qn lar biror skleronom bog'lanishli golonom sistemaning 

umumlashgan koordinatalari bo'lsin. Bunday sistemaning harakat tengla- 

rnasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
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= Qi (6.7.1)

bu yerda

- sistemaning kinetik energiyasi,

Q¡ ~ Q¡
- umumlashgan kuchlar.

(6.7.1) dan ko'rinib turibdiki, sistemaning muvozanat holatida

Bunda qx - q2 - ■■■ - qn - 0 lar (6.7.1) ni qanoatlantiruvchi sistemaning

muvozanat holati va uning atrofida (6.7.1) tenglamalarni chiziqlashtirish 
mumkin boisin.

Chiziqli tenglamalarni hosil qilish uchun (6.7.1) tenglamalarni 
tuzishdan oldin

ikkinchi tartibli hadlari bilan qanoatlanish mumkin, bu yerda 

= А Д - .0 ; 0,...,0), ya’ni kinetik energiya %q2,...,q„ umumlashgan 

tezliklar bo‘yicha o ‘zgarmas koeffitsiyentli kvadratik formadir.

Konservativ sistemalar uchun V =V(q1,q2,...,qn) potensial energiya 

bo‘lganda,

o'rinli. Muvozanat holatida esa

Bu holda ham chiziqli tenglamalarni tuzishgacha V(q„q2,...,qn) poten­

sial energiyani muvozanat holati atrofida Makloren qatoriga yoyish va 

unda oqibatda harakat tenglamasiga ta’siri bo‘lmaganligi uchun o ‘zgar- 

mas hadni tashlab yuborish mumkin. (6.7.3) ga asosan, yoyilmada 

chiziqli hadlar qatnashmaydi. Demak, V ning yoyilmasi qvq2,...,q/l 

umumlashgan koordinatalarga nisbatan ikkinchi darajali had bilan

Qj(.qi,q2,- ,q n\ 0 , 0 , . . , 0 ) =  0  (/ =  ! , « )  . (6 .7.2)

T = Ai k ¿l¡¿lk

funksiyani Makloren qatoriga yoyish va bu qatorning

T =  alk Я, 4k (i=Xrn k = Íñ )

(6.7.3)
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boshlanadi. U vaqtda yuqori darajali kichik hadlarni tashlab yubor- 

gandan keyin quyidagini topamiz:

bu yerda

32V
c>j = cj.=

o

Shunday qilib, potensial energiya qvq2,...,q„ uraumlashgan koordi- 

natalarga nisbatan o ‘zgarmas koelfitsiyentli kvadratik forma bo ladi.

T va V laming taqribiy olingan ifodalariga asosan konservativ sis- 

temaning muvozanat holati atrofidagi harakatining chiziqlashtiiilgan 

(bundan keyin chiziqli) tenglamalari

aijqj + cijqj = 0 (/ = 1,«) (6.7.4)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar sistemaga qovushqoq ishqalanish kuchlari ham ta sir etsa, u

holda

F  = ^ B v{qvq2,...,qn)qA j

dissipatsiya funksiyasini (Reley funksiyasini) kiritib, ularni hisobga olish 

mumkin. Bu holda (6.7.1) tenglamalardagi. umumlashgan kuchlar

dV dF r  7-,
Q . = ---- 0 = 1 « )

ifodalar bilan aniqlanadi.

Harakatning chiziqli tenglamalarini hosil qilish uchu'n F funksiyani 

qi,q2,...,qn, ql,q2,...,qn iarga nisbatan muvozanat holati atrofida Makloren 

qatoriga yoyib, ikkinchi darajali hadlar bilan chegaralanamiz:

F = ~ bi M i  >

bu yerda btj = ̂ (0,0,.,.,0) va ktj = bp-. Shunday qilib, dissipatsiya

funksiyasi F ham qx,q2,...,qn umumlashgan tezliklarga nisbatan

o‘zgarmas koeffitsiyentli kvadratik forma bo‘ladi.

Demak, agar sisiernada qovushqoq ishqalanish kuchlari ham qat- 

nashsa, u holda chiziqlashtiiilgan (6.7.1) tenglamalar

a fi) + tyflj + Cißj = 0  (i = 1, n) (6.7.5)

ko‘rinishda bo‘ladi.
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(6.7.5) tenglamalar sistemaning muvozanat holati atrofidagi kichik 
tebranma harakatining tenglamalari deb aytiladi. Ixtiyoriy uinumlashgan 

kuchlar ta’siri ostidagi sistemaning harakat tenglamasi ham (6.7.5) ko‘ri-

nishda boiadi, ammo bu yerda a-j = a 7, by = bp  =  c- munosabatlar 

umuman bajarilmasligi mumkin.

Agar qaralayotgan (6.7.5) sistemaning i koordinatasidan tashqari 

qolgan barcha koordinatalarini nolga tenglashtirsak (belgilab qo‘ysak), u 

holda u birinchi erkinlik darajasiga ega bo'lgan sistemaga avlanadi va 

quyidagi ikkinchi tartibli chiziqli tenglama bilan ifodalanadi:

aiiqi +b,qi +cuqi = 0 . (6.7.6)

Bunday sistemani ossillator (partsial ossillator) sifatida qaraymiz va u 

qt umumlashgan koordinataga muvofiqdir.

att, bu va cu larni mos ravishda uning ( i ossillatorning) massasi,

ishqalanish koeffitsiyenti va qattiqlik (elastiklik) koeffitsiyenti deb

aytamiz. Masalan, barcha au, bu va c , koeffitsiyentlari musbat bo'lgan

prujinaga osilgan yukning qovushqoq muhitdagi tebranma harakatining 

matematik modeli shunday parsial ossiilatorga misol bo‘la oladi.

(6.7.5) sistemaning i -tenglamasini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

° ifii+hA i+ci& = +bif lj+ (6-7-7) 
j* i

va uni

Fi = ~ L  + b>Ai+ W j  ) (6-7-8)
./*>

kuch ta’siri ostidagi i parsial ossillatorning harakat tenglamasi sifatida 

qaraymiz. Bu F; kuch i ossiilatorga ta’sir etayotgan barcha qolgan 

ossillatorlar ta’sinning yig'indisidan iborat. Bu yerda j  ossillator i 

ossiilatorga

fu^^vVj-hVj-Wj {bJ-9)
kuch bilan ta’sir etadi. Xuddi shunday i ossillator j  ossiilatorga

(6-7'10)

kuch bilan ta’sir etadi.

Bu ikkita ossillatorning o ‘zaro ta’sirlarini koordinata, tezlik va tez- 

lanishlar bo‘yicha o ‘zaro hamda yo‘naltirilgan ta’sirlarga boiam iz (6.1- 

jadvalga qarang).
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6.1-jadval
0 ‘zaro ta’sir etuvchi kuchlar 

(bog‘lanishlar)
Koordinata
bo‘yicha

Tezlik
bo‘yicha

Tezlanish
bo‘yicha

0 ‘zaro

cü = cß

elastiklik

bij = hß 

ishqalanish

bü = - b
«iroskopik

a9=aJ>
inersion

i ossillatordan 

j  ossillatorga 

yo‘naltirilgan

Cij = 0 

Cji*0

b<j = o 

h * 0

aij - o 

aji *  0

0 ‘zaro koordinata bo‘yicha ta’sir etayotgan elastik kuchlar quyidagi 

potentsial funksiya bilan ifodalanadi:

0 ‘zaro va ishqalanish kuchlar

dissipativ funksiya orqali ifodalanadi va inersion o'zaro ta’sirlar inersial 

kuchlar bilan birgalikda

\aäql + alJq,qj + ~a]Jci)

kinetik energiyani beradi.

Ossillatorlar orasidagi o‘zaro ta’sirlar qandaydir yo‘l bilan o‘zaro va 

yo‘naltirilgan ta’sirlarga bo‘lingan bo‘lsin.

0 ‘zaro ta’sirlar (bog‘lanishlar) ning koeffitsiyentlari sifatida a^, b-,

c[] lami saqlaymiz va yo'naltirilgan bog‘lanishlar koeffitsiyentlarini mos

ravishda a:j, ßtj va lar orqali belgilaymiz. Bunga muvofiq, (6.7.5)

tenglamalar sistemasini quyidagicha yozamiz:

+a$j +biAj+ßiAi+cacii+M j)=0 • (6-7-10
j

(6.7.11) tenglamalarning har birini g, ga ko‘paytirib qo‘shamiz va oddiy 

almashtirishlardan keyin quyidagi munosabatga kelamiz

-L(T + V) = - 2 F - A - B - C , (6.7.12)
dt
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bu yerda T - kinetik energiya, F  - dissipativ funksiya. V -potensial 

energiya

2T = 2F = Tbijqiqj , 2V = Zc(jqiqj

va A, B, C  lar

A = 'L a ijqiqj , B = l ß , iq,qj , C  = 

kabi aniqlanadigan funksiyalardir.

H = T + V miqdorni sistemaning energiyasi deb aytamiz. H  miq- 

dorini o ‘zgartirmaydigan o ‘zaro ta’sir etuvchi kuchlarni konservativ, 
doimo kamaytiruvchilarini dissipativ, ko‘paytuvchi o ‘zaro ta’sir etuvchi 

kuchlar aktiv kuchlar deb aytamiz, Energiyaning o'zgarishini ifoda- 

lovchi (6.7.12) tenglamadan bevosita quyidagilar kelib chiqadi:

1) xususiy va o'zaro elastik, inertsial hamda giroskopik kuchlar 

konservativ kuchlar bo‘ladi;

2) F  funksiyaning qiymati musbat bo‘lganda xususiy va o'zaro 

ishqalanish kuchlar dissipativ va F ning qiymati manfiy bo‘lganda 

aktiv kuchlar bo'ladi.

3) barcha yo‘naltirilgan kuchlar aktiv kuchlardir, chunki A, B, C 

formalar manfiy qiymatlar qabul qilishi mumkin. Yo ‘naltirilgan va man­

fiy ishorali ishqalanish kuchlari aktiv bo‘]ganligi sababli ularni realizat- 

siya qilish uchun tashqi energiya manbai talab etiladi.

7.2. Bog‘Ianishlarning geometrik sxemasi va noturg‘unlikmng 
strukturaviy shartlari

Endi - o ‘zaro ta’sirlamir.g geometrik sxemasi degan tushunchani 

kiritamiz. Buning uchun har bir parsial ossillatomi nuqta bilan bel- 

gilaymiz. Agar i va j  ossillatorlar orasida o ‘zaro bog‘lanish!ar (ta’- 

sirlar) mavjud bo‘lsa, u holda ularga mos keluvchi nuqtalami egri chiziq 

kesmasi bilan tutashtiramiz. Agar ular orasida yöSaltirilgan bog 1a- 

nishlar mavjud bo‘lsa, u holda ularga mos keluvchi nuqtalarni yo‘nal- 

tirilgan bog'lanishning yo'nalishini ifodalovchi strelkali egri chiziq kes­

masi bilan tutashtiramiz. Sunday kesmani yo‘naltirilgan kesma deb ayta­

miz. Shunday usul bilan hosil qilingan geometrik sxemani (nuqta hamda 

bu nuqtalarni birlashtiruvchi yo‘naltirilmagan va yo'naltiriigan kesmalar 

majmuasini) ossillator sifatida ifodalangan sistema boglanishlarining 

geo-metrik sxemasi deb aytiladi.

Bu geometrik sxemaning yo'naltirilgan bogManishlari faqatgina strel- 

ka bilan ko'rsatilgan yo‘nalish bo‘yicha, yo'naltirilmaganlari esa istalgan 

yo‘nalishda o ‘tadi.
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Ta’rif. Yo'naltirilmagan va hech bo Imaganda bitta yo‘naltirilgan 

bog'lanishlardan iborat o'zaro kesishmovchi kesmalardan iborat yopiq 

kontur tsikl deb aytiladi.
Geometrik sxema va kiritilgan tushunchalardan foydalanib, Nijniy 

Novgorod davlat universitetining professori akademik Y.I. Neymark 

quyidagi teoremalarni yaratdi [64].

1- teorema. Agar sistemaning H  = T + V energiyasi qv q2,...,qn 

va qvq2,...,q n o'zgaruvchilarning aniq musbat ishorali funksiyasi 

ho'lsa, u holda sistema noturg'un bo'lishi uchunsikl yoki manfiy ish- 

qalanish kuchining mavjiul bo Tishi zarur va etarli.

2- teorema. Agar Tkinetik energiya qvq2,:..,qn o'zgaruvchilarning 

aniq musbat ishorali funksiyasi va Vpotensial energiya q^q2,...,qn

o ‘zgaruvchilarning o ‘zgaruvchan ishorali funksiyasi bo ‘Isa, u holda sis­

tema turg 'un bo'lishi uchun yoki manfiy ishorali ishqalanish kuchi, yoki 

siklning mavjud bo'lishi zarurdir.
Bu teoremalar quyidagi oddiy faktni ifodalaydi: birinchi holda siste- 

mani noturg‘un qilishga kerak bo‘lgan tashqi energiya kelishi uchun va 

ikkinchi holda sistemani muvozanat holatiga keltirish uchun manfiy ish­

qalanish kuchi yoki sikl mavjud bo‘lishining zarurligini bildiradi.

Xuddi shunday sistemadan energiyani chiqarib yuborish uchun mus­

bat ishqalanish kuchi yoki siklning mavjud bo'lishi zarurdir.

1- teoremaning isbotini keltiramiz. Agar sistemada manfiy ish­

qalanish kuchi va yo‘naltirilgan bogianishlar mavjud bo‘lmasa, u holda

(6.7.12) ga asosan

~ (T  + V) = ~2F<0  , (6.7.13)
dt

bo‘ladi. Shu tufayli ham H = T+ V funksiya aniq musbat ishorali 

funksiya bo'lganligi uchun Lyapunov teoremasiga asosan sistemaning 

muvozanat holati turg'un bo‘ladi. Demak, sistema muvozanat holatining 

noturg'un boiishi uchun manfiy ishqalanish kuchi yoki yo'naltirilgan 

bog'lanishlarning mavjud bo'lishi zarurdir.

Sistemada yo'naltirilgan bog'lanishlardan boshqa manfiy ishqalanish 

kuchi ham, sikl ham mavjud bo'lmasin. Bu holda ham sistema mu­

vozanat holati noturg'un bo'lmasligini ko'rsatamiz. Haqiqatan, agar sis­

tema muvozanat holati noturg'un bo'lganda edi, bu holat sistema para- 

metrlarining har qanday yetarlicha kichik miqdorda o'zgarishlarida ham 

saqlanardi. Shu sababli F  dissipativ funksiyani aniq musbat ishorali 

deb qarash mumkin. Sistemadagi ossillatorlar soni n dan kam bo'lgan 

hoi uchun yuqoridagi tasdiq to'g'ri bo'lsin. n ossillatordan iborat siste­

mani ko'ramiz. L geometrik sxemadagi
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6.4- shakl.

qandaydir yo'naltirilgan bog'lanish, Z , esa L bo'yicha tushish mum- 

kin bo'lgan ossillatorlar bo‘lsin. Sild mavjud bolmaganligi uchun Z t 

ga hamma ossillatorlar kirmaydi. Z f ga kirmagan ossillatorlar siste- 

masini Z2 bilan belgilaymiz. Zj ossillatorlar Z2 ossillatorlarga ta’sir 

eta olmaydi (6.4- shaklga qarang) va, demak, farazimizga asosan Z2 

sistema turg'un, ya’ni uning istalgan toyilishi so‘nuvchidir. Z> ossil­

latorlar sistemasi n ta ossillatordan kam bo'lgan sistemani ifodalaydi va 

unga Z2 ossillatorlar sistemasi ta’sir etadi. Ammo Z, ga ta’sir etuvchi 

kuchlar nolga intiladi, chunki Z2 dagi tebranma harakat ma’lum davr 

ichida so‘nadi. Demak, Z[ ning ham tebranma harakati so‘nadi. Shun- 

day qilib, sistemaning muvozanat holati turg‘un bo'ladi. Demak, sistema 

muvozanat holati noturg'un bo‘lishi ucbun manfiy ishorali ishqalanish 

kuchi yoki sikl mavjud bo‘lishi etarlidir.

Endi 2- teoremaning isbotini keltiramiz. V funksiya manfiy 

qiymat qabul qilishi mumkin, lekin sistemada manfiy ishqalanish kuchi 

va sikl mavjud emas deb faraz qilaylik. Bu holda sistema turg‘uri bo‘la 

olmasligini ko‘rsatamiz. Bir ossillatorli sistema uchun bu tasdiq to‘g;- 

ridir. Bu tasdiqni ko‘pi bilan n ossillatordan iborat sistema uchun 

to‘g ‘ri deb b+1 ossillatordan iborat sistemani qaraymiz. Xuddi oldin- 

giday, bu sistemadan n +1 ossillatordan kam sonli Z 2 qism sistemani 

ajratib olamiz. Agar ajratib olingan qism sistema uchun V funksi- 

yaning mos qismi V2 manfiy ishorali qiymat qabul qila olsa, u holda 

I 2 sistema noturg'un bo'ladi (Lyapunovning teorema D siga asosan) 

va, demak, butun X  sistema ham noturg‘un bo'ladi. Agar V funk- 

siyaning V2 qismi manfiy ishorali qiymat qabul qila olmasa, u holda 

Z , qism sistemaga mos keluvchi uning Vi qismi manfiy qiymat qabul
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qiladi. Bu holda X 2 sistema turg'un va X , sistema bo‘lsa, noturg‘un 

bo‘ladi. Bu yerdan yana butun X  sistemaning noturg‘unligi kelib chi- 

qadi.

Shunday qilib, T kinetik energiyasi aniq musbat ishorali funksiyci 

bo'lgan bir-biriga bog'langan ossillatorlar sistemasi noturg'un bo‘lishi 

uchun yoki V funksiya manfiy qiymat qabul qila olishi, yoki manfiy 

ishqalanish kuchi mavjud, yoki sikl mavjud bo'lishi kerak. .

Bu xulosaga asosan aytish mumkinki, bir-biriga bog'langan os­

sillatorlar sifatida tavsiflanishi mumkin bo‘lgan -sistemalarning notur­

g'un bo'lishining asosiy sabablari va mexanizmlari quyidagilardan 

iborat:

a) statistik turg'unlikning buzilishi, ya’ni V funksiya musbat aniq 

ishoralilikni yo'qotib, o'zgaruvchan ishorali funksiyaga aylanishi;

b) manfiy dissipatsiyaning hosil bo'lishi, ya’ni manfiy ishqalanish 

kuchlari hisobidan sistemaga tashqi manbadan energiya kelishi;

d) sistemaga energiyani olib kela oladigan (yo'naltirilgan bog'lanishi 

bo'lgan) yopiq siklning mavjud bo'lishi.
Shuni ham e’tirof yetish kerakki, statistik noturg'un sistemani b) va 

d) mexanizmlar orqali turg'un qilish mumkin, ya’ni manfiy qiymat 

qabul qila oladigan V funksiyali sistemani turg'un qilish uchun manfiy 

ishqalanish kuchlar yoki sikl mavjud bo'lishi kerak.

Shunday qilib, a), b) va d) mexanizmlardan birortasi mavjud 

bo'lgandagina qaralayotgan sistema noturg'un bo'lishi mumkin. Shu bi- 

lan birga aytish joizki, noturg'unlik haqiqatan ham paydo bo'lishi uchun 

bu mexanizmlar miqdor jihatdan qancha bo'lishi aniq emas. Bu savolga 

javob berish uchun sistema parametrlari qiymatlarini qaysi oraliqda 

o'zgartirishimiz mumkinligini aniqlashtirishimiz kerak. O'z-o'zidan ham 

ma’lum va osongina tekshirish mumkinki, agar V funksiya o'zgaruv­

chan ishorali bo'lsa va b) hamda d) mexanizmlar mavjud bo'lmasa, u 

holda sistema noturg'un bo'ladi; agar sistemada xos manfiy ishqalanish 

kuchi mavjud bo'lsa, u holda uning miqdorini yetarlicha katta qilish 

hisobidan noturg'unlikka kelish mumkin; sistemada sikl mavjud bo'lsa, 

u holda doimo yo'naltirilgan bog'lanish tarkibiga kirgan parametrlarni 

tanlab olish yo'li bilan uni noturg'un qilish mumkin [64,69].

Shunday qilib, noturg'unlikni keltirib chiqaruvchi mexanizmlaming 

parametrlarini yetarlicha o'zgartirish yo'li bilan sistemani noturg'un 

qilish mumkin va shu ma’noda ularning mavjud bo'lishi sistemaning 

noturg'un bo'lishi uchun yetarlidir.
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8- §. Chiziqlashtirilgan sistemalarda noturg‘unlikning paydo 
boiishiga doir misollar

1- m i s o 1. Avtomobilning boshqariluvchi oldingi g‘ildiraklari 
harakatining noturg‘unligi sabablári

Avtomobil o‘z harakati davomida ma’lum tezlikka yetgandan keyin 

boshqariluvchi oldingi g'ildiraklarida o ‘z-o‘zidan tebranma harakat bosh- 

lanadi. Bu tebranma harakat natijasida avtomobil shinalari tez eyiladi, 

oldingi podveska (osma) va boshqarish sistemasining qismlari ishdan chi- 

qadi, avtomobil harakatining noturg‘un bo'lishi va hatto boshqaruvni yo‘- 

qotish xavfí paydo bo‘ladi. Shuning uchun ham avtomobil harakatining 

turg'unligini tadqiq etish masalasi muhim amaliy ahamiyatga egadir.

Avtomobilning boshqariluvchi g ‘ildiraklari, rul boshqaruvi va oldingi 

podveskadan iborat sistema harakatining turg'unlik masalasini ko'raylik.

Bu sistemaning harakat tenglamasi uvod gipotezasiga asosan quyi- 
dagicha bo‘ladi [92]:

J^+ y r + K ty/ =  yuJ0  +

J29 + hfl + (K2 + yoa2r)0 = y0J y/- c0V  - 7o
a ,r

6 + cfrO,

¥■

(6.8.1)

Bu yerda 9-  oldingi g ‘ildiraklarning shkvoren o'qi atrofida aylanish 

burchagi, y/ - oldingi podveskaning g'ildiraklar bilan birgalikda

avtomobilning bo'ylama o‘qi atrofida aylanish burchagi, y0~ shkvoren-

ning bo'ylama burchagi, V- avtomobilning tezligi. Qdlgan parametr- 

larning fizika (mexanik) ma’nosi [92] da keltirilgan (6.5- shakl).

6.5- shakl.
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(6.8.1) sistemani ikkita bir-biriga bog‘langan ossillator sistemasi 

sifatida qarash mumkin: 6 va (//. Bu ossillatorlarda massa (inersiya), 

musbat ishqalanish kuchi va elastiklik (shinalar, ressor va boshqaruv 

organlarining elastikligi) mavjud. G ‘ildiraklarning aylanishi va y0 

burchakning mavjudligidan bu ossillatorlar orasida giroskopik va 

inersion bog‘lanishlar mavjud (tenglamalardagi tagi bitta chiziq bilan 

chizilgan hadlar). Bundan tashqari, ular o ‘rtasida û  dan y/ ga qarab 

koordinata bo‘yicha yo‘nallirilgan bog‘lanish mavjud (tagi ikki marta 

chizilgan had), chunki 9 burchakning o'zgarishi natijasida oldingi 

g ‘ildiraklar buriladi va natijada avtomobilning bo‘ylama o ‘qi (y/ o ‘qi) 

bo‘yicha moment hosil qiluvchi g ‘ildiraklarga ta’sir etuvchi yon reak- 

siya kuchi paydo bo'ladi. Giroskopik va inersion bog'lanishlar yo'nal- 

tirilgan bog‘lanish bilan birgalikda siklni tashkil etadi. Demak, 1- teo- 

remaga asosan ko‘rilayotgan sistema potentsial noturg‘un sistemadir, 

ya’ni yo‘naltirilgan bog‘lanishning parametrlarini shunday tanlab olish 

mumkinki, sistema noturg‘un bo‘ladi. Y o ‘naltirilgan boglanishni reali- 

zatsiya etish uchun tashqi energiya manbayi zarurdir. Ko'rilayotgan sis­

tema uchun doimiy tashqi energiya manbai bo‘lib avtomobil dvigateli 

xizmat qiladi va sirpanishsiz harakat qilayotgan g ‘ildiraklar «tashqi» 

aloqa (boglanish) vazifasini bajaradi. U asosiy sistemani energiya 

manbayi bilan bog‘laydi.

Shunday qilib, uvod gipotezasiga asosan oldingi g‘ildiraklar harakat 

noturg‘unligining asosiy sababi sistemada siklning mavjudligidir. Bu sikl 9 

va y/ lar ossillatorlar orasidagi o‘zaro giroskopik va inertsion bog‘la- 

nishlar hamda 0 dan y/ ga qarab yo‘naltirilgan bog‘lanishdan iborat.

Sistemaning geometrik sxemasidan (6.6- shakl) ko‘rinadiki, harakatni 

turg'un qilish uchun yoki 0 va \¡/ lar orasidagi o'zaro bog'lanishlami, 

yoki 6 dan \¡j  ga qarab yo‘naltirilgan bog‘lanishni yo‘q qilish kerak. 0 

dan y/ ga qaratib yo‘naltiiilgan boglanishni faqat absolut qatdq 

g‘ildiraklarga o ‘tish hisobida yo'q qilish mumkin,

6.6- shakl.
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ya’ni g‘¡ldiraklarga elastik shinalar kiydirmaslik yo'li bilan erishish 

mumkin. Albatta, buni amalga oshirish noo'rindir. 0 va y/ lar ora- 

sidagi o‘zaro bog‘lanishlarni bog'lanmagan parallelogramm yoki sve- 

chali podveskaga o‘tish yo‘li bilan yo'qotish mumkrn. Shuning uchun 

ham barcha tez yurar yengil mashinalar bog'lanmagan podveska bilan 

jihozlangan.

Demak, uvod gipotezasi asosida bog‘langan podveskadan bog'lan- 

magan podveskaga o‘tish orqali avtomobil oldingi g'ildiraklarining hara- 

katini turg'un qilish mumkin (chunki bu holda sikl mavjud bo‘lmaydi).

Shunday qilib, Y.I. Neymarkning teoremalari sistemaning harakat 

tenglamalarini tadqiq etmasdan turib, konstruktsiyaga o'zgartirishlar 

kiritish yo‘li bilan uning harakatini turg‘un qilishga imkon yaratadi.

2-misol. Girostabillashtirilgan bir relsli vagón [63]

Bir relsli vagón harakatini stabillashtirish uchun vagón ichiga ikki er- 

kinlik darajasiga ega bo‘lgan tez aylanadigan giroskop o‘rnatiladi (6.7- 

shakl). Vagon-giroskop sistemasi harakatini giroskop aylanishining bur- 

chak tezligi o‘zgarmas bo‘lgan holda ikki (p va ú burchaklar bilan 

ifodalash mumkin. Burchaklarga mos kelgan ossillatorlar manfiy elas- 

tiklikka (qayishqoqlikka) egadir. Vagonning

massa markazi uning tayanch nuqtasidan yuqorida joylashganligi uchun 

u manfiy elastiklikka ega boladi. Giroskop ramkasining aylanish bur- 

chagi bo‘yicha manfiy elastikíik p yuk orqali sun’iy ravishda 

erishiladi. (p va í) ossillatorlar orasida anchagina kattalikdagi giros- 

kopik bog‘lanish mavjud. Qaralayotgan sistemaning harakat tenglamasi 

quyidagicha:

■r

6.7- shakl. 6.8- shakl.
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+ gd, | 

A2i}+h2t}-k2i} = -gtp.j

(6.8.2) sistemaning xarakteristik tenglamasi

(6.8.2)

\A2za + (Afa + z3 + (—¿4̂ 2 ~ ¡̂k\

+ hfa + g2) Z2 + — /?2 |̂) Z + [̂"̂ 2 ~ 0

(6.8.3)

ko'rinishda bo'ladi. (6.8.3) tenglamadan ko‘rinib turibdiki, agar h{ > 0 

va /¡2 > 0  bo'lsa, u holda sistemaning toyilmagan harakati noturg‘undir. 

Shunga qaramasdan, h{ yoki h2 parametrlarning birortasi manfiy 

ishorali bo‘lganda sistemaning qolgan parametrlarini shunday tanlab 

olish mumkinki, qaralayotgan sistemaning toyilmagan harakati turg‘un 

bo‘ladi (6.8-shakl).

9- §. Turg‘unlik sohalarini yasash. Y.I. Neymarkning 

D- boiaklash usuli [63, 65]

Yuqorida o‘tkazilgan mulohazalardan ma’lumki, chiziqli sistemalar 

muvozanat holatining turg‘unligini tadqiq etish masalasi ko'phad va 

analitik funksiyalar ildizlarining kompieks o'zgaruvchilar tekisligida 

qanday joylashishiga bog'liq.
Ko‘pgina texnik masalalarda parametrlarning shunday qiymatlarini 

tanlab olish kerakki, ko‘rilayotgan sistemaning harakati asimptotik tur- 

g‘un bo'lsin. Masalan, konstruktiv parametrlarning qanday qiymatlarida 

kema, samolyot va raketalar oldindan berilgan yo'nalish bo‘yicha tur- 

g‘un harakat qiladi? Turbina va generatorlaming parametrlarini shunday 

tanlab olish kerakki, ular berilgan ish rejimini turg‘un saqlab qolsin va 

hokazo.

Agar xarakteristik tenglamaning darajasi n< 4 bo‘lsa, u vaqtda , tur- 

g‘unlik sohasini Gurvits kriteriysi yordami bilan topish mumkin. n > 5 

hollar uchun bu kriteriydan foydalanish og‘ir kechadi. Aniqlanishi lozim 

bo‘lgan parametrlarning soni ikkidan ko‘p boimagan hoi uchun Y.I. 

Neymark tomonidan ixtiyoriy n darajali xarakteristik tenglamalar uchun 

turg‘unlik sohasini yasash usuli ishlab chiqildi [65]. D- bo‘lakiash usuli 

deb aytiladigan ushbu usulni izohlashga o‘tamiz.

Ushbu

F{Z,flx, /^2 ’ — ’ A m ) (6.9.1)
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ifoda kompleks o‘zgaruvchi z va haqiqiy fa, f a , ¡ u m parametrlarning 

analitik funksiyasi bo'lsin. z kompleks o'zgaruvchi tekisligida qan- 

daydir G soha berilgan bolsin. fa, f a , f i m parametrlar fazosini 

D{i,j) sohalarga bo'laklab chiqamiz. Bu yerda D(lj) soha i ta ildizi 

G soha ichida va j  ta ildizi G soha tashqarisida yotgan (6.9.1) funk- 

siyalarga mos keladi. i va j  lar o'rnida cheksizlik ham kelishi mum- 

kin. Turg'unlik nazariyasi uchun G soha sifatida |z|<l birlik doiraning

tashqarisida yotgan soha yoki Rez>0 o‘ng yarim tekislik olinadigan 

hollar qiziqish uyg‘otadi.

//,, JU2, JUm parametrlar bo'yicha turg'unlik sohasi j  ning har 

xil qiymatlariga mos keluvchi D (0, j) sohalarning birláshmasidan 

(yig‘indisidan) iborat bo‘ladi. Parametrlar fazosini har xil i va j  larga 

mos keluvchi D(i, /) sohalarga bo'laklash G sohaga nisbatan 

//,, U2, ..., parametrlar fazosini D-bo‘laklash deb aytiladi.

G soha chiziqdan iborat bo'lishi ham mumkin, masalan, haqiqiy o‘q 

yoki musbat haqiqiy yarim o‘q, birmchi holda D-bo‘laklash parametrlar 
fazosini turli sondagi haqiqiy va kompleks ildizlarga mos keluvchi 
sohalarga bo'laklaydi.

D - bo'laklashni o‘rganish va undan amalda foydalanish uchun 
quyidagi interpretatsiyadan (talqindan) foydalanamiz.

F{z\lLx, ,U2, =  0 (6.9.2)

munosabat kompleks tekislikning z nuqtalariga parametrlar fazosining 

jUijUy, f a , jU m) nuqtasini mos qilib qo‘yuvchi T nuqtaviy akslantirishni 

ifodalasin [68]. Agar z nuqtaga //(//„ f a , j u J  nuqta javob bersa, u 

vaqtda bu parametrlarning ushbu qiymatida (6.9.2) tenglama z ildizga 
ega ekanligini bildiradi.

Umumiy holda T ham va unga teskari bo'lgan T l akslantirish ham 
bir qiymatli bo‘lmaydilar. Har bir z nuqtaga Li parametrlar fazosida

(m-2) o‘lchovli giperfazo to‘g‘ri keladi (//fazoning o'lchovidan 2

birlik kam o‘lchovli fazo), Parametrlar fazosining har bir jl nuqtasiga

(bu nuqtaga parametrlarning fa, f a , ¡ i m qiymatlari mos keladi) (6.9.1)

analitik funksiyaning barcha zx, z2, ... ildizlari to‘g‘ri keladi. Agar i son

G sohadagi zv z2, ■■■ ildizlai- soni va j  son G soha toldiruvchisi bolgan

sohadagi ildizlar soni bo'lsa, u holda /i€ D{i, j) . (6.9.1) funksiya m -

darajali ko'phad va fa, f a , f a n uning koeffitsiyentlari bo‘lsin, ya’ni
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F (z;/^,Ho,...,hJ  = z" + f i / '  '+••• + //,„.

Har bir (fJv n2, , u m) nuqtaga /w ta zvz2, -, zm ildiz mos keladi. Ma’- 

lumki, //,, / / j , ¡um parametrlarni zx,z2,- ,zm ildizlaming qiymatlari 

orqali ifodalash mumkin, chunki

F (z;//„ n2, A») = (z - z,) (z - z2) ■ • • (z - zm) =
(6.9.3)

_  _m  . _/h-1 , , , ,
z +//,z +••• + //,„.

Bu yerdan

//, = Z, +Z 2 +--- + Z,,,,

f̂ 2 ~ Z| Z? + Z| Z3 + + ZmZm_\, „ ..

A , = z,z2"-zm.

Endi o‘ng yarim tekislikda yoki ixtiyoriy G sohaga nisbatan D- 

bo‘laklashni ko‘rib o‘tamiz. D (/, j) sohaning har bir ¡1 nuqtasiga in ta 

Zp Z-,,—,Z m nuqtalar mos keladi, bulardan i tasi G sohada va 

j  — m — i tasi G sohadan tashqarida yotadi. Xususan, D(m, 0) sohaning 

har bir jd nuqtasiga G sohaning m ta zl,Z2, —,Zm nuqtalari mos keladi 

va, aksincha, G sohaning m ta ixtiyoriy z ,,z 2, •••, Zm nuqtalaiiga faqat 

bitta // nuqta mos keladi (zp z2,— , Z,„ larning har biri ¡1 nuqtaga 

akslanadi). Demak, parametrlar fazosining D(m, 0) sohasi m ta G 

sohaning topologik ko‘paytmasiga topologik ekvivalentdir.

Agar G soha bog‘lanishli boisa, u holda D(m,0) soha ham bog'- 

lanishli bo‘ladi. Agar G soha bir bog‘lanishli boisa, u vaqtda D(m,0) 

soha nafaqat bog‘lanishli boiadi, balki m-oichovli Evklid fazosiga 

o‘xshash (gomeomorf) bo‘ladi.

Xuddi shunday D(i,j) soha i ta G soha va uning j  ta to‘ldiruv- 

chilarining (chegarasiz) topologik ko‘paytmasiga topologik ekvivalentdir. 

Bu yerdan, xususan birlik doira yoki o‘ng yarim tekislikka nisbatan D- 

bo'laklash o‘tkazilganda barcha D(i,j) sohalar m-oichovli Evklid 

fazosiga o‘xshash (gomeomorf) boiishi kelib chiqadi.
jU nuqtaning biror D sohadan ikkinchi sohaga o‘tishi uchun shu //

nuqtaga mos keluvchi z ,,z2, Z„, ildizlardan bittasi yoki bir nechtasi

G sohaga uning chegarasini kesib kirishi yoki undan chiqib ketishi ke- 

rak. Demak, ¡1 parametrlar fazosida D- boiaklashning chegarasi ¡1
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nuqtalardan iborat. Bu nuqtalar uchun G sohaning chegarasiga taalluqli 
biror z qiymatda

z'" + JUiz'n~' +---jUm =  0 „  (6.9.5)

munosabat o'rinli bo‘ladi. Shuning uchun ham z nuqta kompleks o‘z- 

garuvchi tekisligidagi G sohaning chegarasi bo‘ylab yurganida (6.9.5) 
tenglamani Ll parametrlar fazosidagi D- bo‘lakiashning parametrik 

tenglamasi sifatida qarash mumkin.

Parametrlar fazosi ikki o'lchovli bo‘lganda, ya’ni ikki haqiqiy x va 

v parametrlar fazosida yoki bitta H = X + i V kompleks parametr fazo- 

sida (bu parametrlar (6.9.1) funksiya ifodasiga chiziqli ravishda kir- 

ganda) D- bo'laklashni osongina yasash mumkin.

10- §. Bir kompleks parametr tekisligida turg‘unlik sohasini 

yasash

Ixtiyoriy n- darajali ko‘phad berilgan va uning koeffitsiyentlari ¡1 

kompleks parametrga chiziqli tarzda bog'langan bo‘lsin. Bu holda uni 
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

P(z)+juQ(z)- (6 .10.1)

H kompleks parametr tekisligining har bir // nuqtasiga G sohaning 

ichida s ta va bu sohaning tashqarisida n-s ta ildizi mavjud bo'lgan

(6.10.1) ko‘phad mos keladi. Shunday qilib, /J. tekisligi G sohada

(6.10.1) ko'phad turli í  sondagi ildizlarga ega bo'lgan D(s) sohalarga 

bo‘laklanadi. Bir D(s) sohadan ikkinchi sohaga o‘tish uchun (6.10.1) 

ko‘phad ildizlarining bittasi G sohaning chegarasini kesib o‘tishi kerak. 
G soha chegarasining parametrik tenglamasini

z = r(co) (6.10.2)

ko‘rinishda yozishga erishdik deb faraz qilaylik, bu yerda Cú parametr 

biror intervalda o'zgaradi. U vaqtda D- bo'laklash chegarasining para­
metrik tenglamasi

P ( r  (a))
jU = ------- (6.10.3)

Q (r  (®))

ko‘rinishda boiadi. (6.10.3) egri chiziq fl tekislikni bir nechta soha­

larga bo‘laklaydi. Bu sohalarning har birida (6.10.1) ko‘phad ildizlari­

ning soni s bir xil boiadi. Bu sohalarning birorta nuqtasida (6.10.1) 

ko‘phad ildizlarining soni s ni topish kerak. Agar ¡I tekislikning D- 

bo‘laklashini, z kompleks parametr tekisligi G ni Ll tekislikka

228



р = -
PU) 

Qlz)

(6.10.4)

munosabat orqali T nuqtaviy akslantirish sifatida qaralsa, u vaqtda s 
sonini topish osonlashadi. Bu holda D-boiaklashning (6.10-3) N che- 

garasi, G soha chegarasini (6.10.4) formula orqali fl tekisligiga aks­

lantirish natijasida hosil bo'ladi. Ц nuqtasiga z

(¡U)

tekisligida n ta z,, z2, -, z„ ildiz mos keladi. Agar fie D(z) bo'lsa, u 

vaqtda bu ildizlarning 5 tasi (z,, z2, -, zs) G sohada va n-s  tasi G 

sohadan tashqarida yotadi. z „  -z2, Z „  nuqtalarning har biri (6.10.4) 

formula orqali ¡1 nuqtaga akslanadi. Bu holda z¡, Z2, •••> Z„ nuqta­

larning S(z\), 8(z.t), 3(z„) atroflai-i U nuqtaning 0(ß) atrofiga aylana-

di (6.9- shakl). . . , . ,
ß nuqta D(s) sohaning biridan íkkinchisiga о tishi ucnun

Z], z-)-, •••, Zn ildizlarning biri yoki bir nechtasi G sohaning chegaiasini

kesib o‘tishi kerak.

Z, ildiz G sohaning chegarasida yotgan bo'lsin (6.10- shakl).
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(z)

6.10- shakl.

U vaqtda unga mos ¡1 nuqta ÍV chegaraning bir bo‘iagida yotadi. N 

chegaraviy egri chiziqning bu bir bolagi z, nuqta yotgan G sohaning 

bir bolagining aksidir. Bu yerda J(^) atrof S(ji) atrofga aylanadi.

(6.10.4) akslanish konformlik xususiyatiga ega, ya’ni ¿>(z,) kichik atrof- 

ni S(p) atrofga aylanishi uning radial cho‘zilishidan va biror burchakka 

burilishidan iborat bo‘ladi. G soha doimo chap tarafda qolishi sharti 

bilan G sohaning chegarasida musbat yo‘nalishni tanlab olamiz. z nuq­

ta G soha chegarasida musbat yo‘nalish bo‘yicha qarab harakat qilganda 

unga mos bolgan ¡u nuqta N chegaraviy egri chiziq bo'yicha harakat 

qiladi. Uning bu harakat yo'nalishini musbat yo‘nalish sifatida qabul 

qilamiz. z, nuqta G sohaning chegarasini chap tarafdan o‘ng tarafga qa­

rab kesib o‘tsin. Bu vaqtda akslanishning konformlik xususiyatiga aso- 
san unga mos bolgan /d nuqta ham N egri chiziqning chap tarafdan

o‘ng tarafga qarab kesib o‘tadi. z, nuqta chegaraviy egri chiziqni chap 

tarafdan o‘ng tarafga kesib o‘tganda, u G sohadan chiqib ketadi, ya’ni 

G soha ichidagi ildizlar soni bittaga kamayadi. Bu holda Zj ga mos 

keluvchi ju nuqta D(s) sohadan D (s-1) sohaga o'tadi. Shunday qilib,

/U nuqta N egri chiziqni chap tarafdan o‘ng tarafiga qarab kesib o‘tsa, 

s son bittaga kamayadi. Demak, D( s ) sohalarni topish uchun s sonni 

/1 kompleks tekislikning istalgan bir nuqtasida topish kifoya. Qolgan- 

larini yuqorida bayon etilgan qoidaga asosan topish mumkin, ya’ni D- 

bo‘laklashning N chegarasini / 1  nuqta chap tarafdan o‘ng tarafga qarab
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kesib o‘tsa, s son bittaga kamayadi va o‘ng tomondan chap tomonga 

qarab kesib o‘tsa, 5 son bittaga ko‘payadi degan qoidaga asosan barcha 

raavjud bo‘lgan D(s) sohalar topiladi. Bu qoidani amalda qo‘llash yana 

ham qulay bo‘lishi uchun N egri chiziqni musbat yo‘nalishda aylanib, 

uni chap tarafdan shtrixlab chiqamiz. Agar N egri chiziqning ayrim 

bo'laklarini bir necha marta aylansak, u holda shuncha marta o‘sha bo‘- 

lakni shtrixlaymiz.
N egri chiziq bir marta shtrixlangan bo'lsin. U vaqtda N egri chiziq­

ni kesib o‘tishda s sonning o‘zgarishini quyidagicha ifodalash mumkin: 

N egri chiziqni shtrixlangan tarafdan shtrixlanmagan tarafga kesib 

o'tishda s son bittaga kamayadi va shtrixlanmagan tarafdan shtrixlan­

gan tarafga o'tishda s son bittaga ko‘payadi.

Shunday qilib, g egri chiziq bilan chegaralangan ixtiyoriy G sohaga 

nisbatan f.1 ko‘phadlar tekisligini D- bo‘laklash uchun quyidagi qoi- 

dadan foydalanamiz:

1.g egri chiziq (6.10.4) munosabat orqali jU tekisligiga akslanti- 
riladi. Shu tarzda hosil etilgan N egri chiziqning musbat yo'nalishi topi­
ladi va u shtrixlanadi.

2. N egri chiziq /J- tekisligini bo'laklagan sohalardan bittasini D (s) 
deb faraz qilib, qolgan sohalar shtrixlash qoiclasiga asosan topiladi. 
Eng kichik va eng katta s songa da'vogar sohalar topiladi.

3./U tekisligida birorta ko'phad uchun qo'shimcha mulohazalar yuri- 

tib, uning G soha ichida va undan tashqarisida yotgan ildizlarining soni 
topiladi.

G sohaning g chegarasini ¡1 tekislikka akslantirish uchun uning

(6.10.2) parametrik tenglamasidan foydalanish qulaydir. Bu holda N egri 

chiziqning parametrik tenglamasi (6.10.3) ko‘rinishda bo‘ladi. Agar G 
soha birlik doira yoki chap yarim tekislik bo‘lsa, g chegaraviy egri 

chiziq (6.10.2) ko‘rinishda yoziladi, bu yerda mos ravishda

r(co) - et0 (0<6J< In) va F(oJ) = ico (-°° <a>< +°°) (6.10.5) 

bo‘lib, uning aksi bolgan N egri chiziq mos ravishda

yoki = (6.10.6)
Q(e ) QCico)

ko‘rinishda yoziladi, bu erda haqiqiy parametr CO mos ravishda 0 dan 

2it gacha va -<x> dan +°<> gacha o‘zgaradi. Bu holda Q) ning o‘sishi 

bilan N egri chiziqdagi // nuqtaning o‘zgarish yo‘nalishi musbat 

yo‘nalish bo'ladi.
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Biz yuqorida ixtiyoriy и -darajali ko'phadning koeffitsiyentlari bir 

kompleks parametrdan chiziqli tarzda bog'langan hoi uchun shu komp- 

leks paiametr tekisligida 13- bo laklashni yasashning umumiy nazariya- 
sini ifodalab berdik. —

Endi umumiy nazariyani tushunish oson bo'lishi uchun ixtiyoriy n - 
darajali

сф1) p" + a^p) pn~l +.••• + an(jU)= 0 (6.10.7)

xarakteristik tenglamaning ak koeffitsiyentlari ll kompleks parametrga 

chiziqli ravishda bog‘Iangan, (акщ =bk+pck) hoi uchun D-bo‘laklaslmi 

yasashni ko‘rib o‘taylik.

(6.10.7) xarakteristik tenglamaning barcha p = a  + iß ildizlaiining 

haqiqiy qismi manfiy bo‘ladigan ¡J. parametrning qiymatlar sohasini 

(agar bu soha mavjud bo‘Isa) topish talab etilsin.

Bu p = a + iß kompleks o‘zgaruvchi tekisligida barcha ildizlar chap 

yarim tekislikda yotishi kerak demakdir. (6.10.7) xarakteristik tenglamani

P(jp) + MQ(p) = 0 (6.10.8)

ко rinishda yozainiz. Bu tenglamadan ¡U paramétrai topamiz:

P(P)

Q(P)
(6.10.9)

(6.10.9) munosabat ¡I ni p ning funksiyasi sifatida aniqlaydi. p ga 

har xil qiymat berib, /U ning qiymatlarini (haqiqiy yoki kompleks) 

topishimiz mumkin.

ß A -boo

A
Cüi
V

P i

p  ildizlar 

tekisligi

A
p  param etr 

tekisligi

ß\

«)

6.11- shakl.
b)

232



G sohaning shtrixlangan chegarasini (6.11- shakl,a) /./ kompleks para- 

metr tekisligiga nuqtaviy akslantirish uchun p = ico deb olamiz, bu yer-

da i-*J-I ,  co- haqiqiy son va dan- + °° gacha qiymat qabul qi- 

ladi. p ning bu qiymatini (6.10.9) ga qo‘yib,

Pjico) _ Px(co) + iP2(co)

** Qdco) Qi(co) + iQ2{co)

ni hosil qilamiz va bu munosabatning o‘ng tomonini haqiqiy va mav- 

hum qismlarga ajratamiz:

_ P\Q\ + P2Q1 + ¿ p\Qi - piQ\_ (6.10.10)

Qi + Q¡ Qf + Qi

/l = u + iv kompleks parametr ekanligini hisobga olsak, (6.10.10) teng- 

lamadan D- bo‘laklashning chegarasi bo‘lgari N egri chiziqning

u(co) = - P'Q\+Pf - , v(a»= (6.10.11)
q!+ q¡ qI+ qI

parametrik tenglamasini hosil qilamiz. Shunday qilib, D- bo‘laklashning 

chegarasi p ildizlar tekisligi /? mavhum o'qining a kompleks para­

men- tekisligidagi aksidir. (6.10.11) munosabatga asosan co ga nisbatan 

u (co) = u {-co) -juft funktsiya va v((ü) = -v(-co) - toq funktsiya.

Misol. p4 + (3 + p)p3 + (2 + ju)p2 + (5 + 2fJ)p + 8 = 0 (6.10.12)

xarakteristik tenglama berilgan boisin. Bu tenglamadan U ni topamiz:

p 4 + 3p3 + 2 p 2 + 5p + 8^ (6.10.120

■ p 3 + p2 + 2p

Bu yerdan P (p) = p4 + 'ip3 + 2p2+5p+8 va Q (p) = +  p~ + 2p . 

(6.10.12') tenglamadagi p o‘rniga p-ico ni qo‘yib,

(of — 2of + 8) + i(—3&73+5©) ,, 1Q, 
---- r--- — --------  (6.10.13)

- ox + i (-of + 2 co) 

munosabatni hosil qilamiz. Bu yerdan

Px(co) = of - 2co2 + 8, P2(co) = -3of + 5co,

Qx(co) = -co2, Q2(cd) = -of + 2 CO.

(6.10.13) munosabatni haqiqiy va mavhum qismlarga ajratib, D-boiak- 
lashning chegarasi N egri chiziqning parametrik tenglamasini topamiz:
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и (су) =  • 2о?-9аГ + Ж  

' со6 - За? + 4<гг ’ 

-со1 + (й - Ica + 16 со _ _ - —— - . 
от-Ъсо +4ог

(6.10.14)

Endi umumiy holga qaytaylik. p = a + iß ildizlar tekisligining mav- 

hum o'qida yotgan qandaydir p{ nuqtani olamiz. p tekisligining p , 

nuqtasiga p x=io)x koordinata to 'g ïi keladi (6.1 l-shakl,«). (6.10.il) pa- 

rametrik tenglamaga со = cox qiymatni qo'yib, // tekisligida unga mos 

kelgan //, nuqtani yasaymiz (6.11-shakl,6).

Agar CO ga —«  dan +co gacha qiymat bersak, u vaqtda It 

tekisligida qandaydir egri chiziqni hosil qilamiz. Bu egri chiziq p ii­

dizlar tekisligi mavhum o‘qiningl JLL kompleks' parametr tekisligidagi 

aksi bo‘ladi. Shunday qilib topilgan egri chiziq (6.12-shakl,a da ko‘r- 

satilgandek bo‘lsin deb faraz qilamiz) D-bo‘lakIa.shning chegarasi deb 

aytiladi.

a) b)

6.12- shakl.

D- bolaklashning chegarasini (a> = -°° ga mos kelgan nuqtadan 

со = +00 mos kelgan nuqtagacha bo'lgan oraliqni) chap tarafdan shtrix- 

lavmiz (6.12- shakl,й). aim) juft funksiya va v(co) toq funksiya bo‘l- 

ganligi uchun D- boiaklashning chegarasini yasashda OJ ni 0 dan + 

gacha 0 ‘zgaitirish yetarli. CO ning -<*> dan 0 gacha bolgan qiymatlariga 

mos keluvchi chegarani hosil qilish uchun yasalgan chegaraning // te- 

kislikning и o'qiga nisbatan ko'zgudagi aksini olish kifoyadir. D-
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boMaklash chegarasida yotgan p  nuqtalarga p ildizlar tekisligidagi 

p = ico nuqtalar, ya’ni xarakteristik tenglamaning sof mavhüm ildizlari 

mos keladi. p. tekislikning и haqiqiy o'qida (D- bo'laklash chegarasida 

yotmagan) yotgan / / , nuqtani olamiz va uning qiymatini (6.10.7) 

xarakteristik tenglamaga keltirib qo‘yamiz:

bu yerda ak (k ~ 0,n) koeffitsiyentlar haqiqiy sonlar. (6.10.15) xarakteris­

tik tenglamaning koeffitsiyentlaridan

a, a3 a5 •••

Gurvits determinantini tuzamiz. Ma’lumki, p ildizlar tekisligining o‘ng 

yarim tekisligida yotgan ildizlar soni

qatordagi ishoralarning o‘zgarish soniga teng, bu yerda А,(/ = 1,м) - 

Gurvits determinantining bosh minorlari. Shu qoidadan foydalanib p у 

nuqtaga mos bo'lgan (6.10.15) xarakteristik tenglamaning o‘ng yarim 

tekislikda yotgan ildizlarining sonini topamiz. (6.10.15) tenglamaning 

o‘ng yarim tekislikda yotgan ildizlarining soni к ga teng deb faraz 

qilaylik. Avval misol ko‘raylik.

Misol. (6.10.12) xarakteristik tenglamadagi U = U , parametrning 

qiymati 4 ga teng bo‘lsin, ya’ni p  ,=4. U vaqtda p  ,=4 ni (6.10.12) 

tenglamaga qo‘yib, quyidagini hosil qilamiz:

a0p" +aip n 1 + +an = 0 , (6.10.15)

a0 a 2 a4 :•••

0 a, a, •••

A 0 i2q Cl (6.10.16)
n

a

(6.10.17)

p4 + lp 3 + 6p2 + 13p + 8 = 0. 

Bu tenglamaning Gurvits determinanti

(6.10.15')
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7 13 0 0

1 6  8 0
(6.10.16')A4 =

4 0 7 13 0

0 1 6  8

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerdan

Oq — 1, A, =7, A2 = 29, A3 = -15, A4 = -120

ni hosil qilamiz va (6.10.17) qatordagi ishora almashinishlar

+, +, +, + (6.10.17')

ko‘rinishda bo‘ladi. (6.10.17') qatordagi ishpralar o'zgarish soni 2 ga 

teng.

Demak, ¡1 tekisligining =4 nuqtasiga mos keluvchi xarakteristik 

tenglamaning p ildizlar tekisligining o‘ng yarim tekisligida yotgan il- 

dizlarining soni k = 2 ga teng, ya’ni 2 ta ildizining haqiqiy qismi 

musbat ishorali bo‘ladi. Shunday qilib, (6.10.15') xarakteristik tenglama­

ning 2 ta ildizi chap yarim tekislikda va 2 ta ildizi o‘ng yarim tekislikda 

yotadi, ya’ni 2 ta ildizining haqiqiy qismi manfiy va 2 ta ildizining 

haqiqiy qismi musbat ishorali boiadi (ya’ni D(2,2)).

Endi umumiy holni qarashni davom etaylik. 0 ‘ng yarim tekislikda 

yotgan ildizlar soni k ga teng bo‘lgani uchun chap yarim tekislikda 

yotgan ildizlar soni n-k ga teng bo‘ladi, demak, D(n-k,k). //, nuq- 

tadan jU2 nuqtaga o‘tish uchun D- bo‘laklash chegarasini shtrixlanma- 

gan tarafdan shtrixlangan tarafga kesib o‘tganimiz uchun bu nuqtaga 

mos kelgan xarakteristik tenglamaning n-k +1 ta ildizi chap yarim 

tekislikda yotadi. /4 dan ga o‘tish uchun chegarani shtrixlangan 

tarafdan shtrixlanmagan tarafga qarab kesib o‘tamiz, demak, bu nuqtada 

n-k- 1 ta ildiz chap yarim tekislikda yotganini topamiz. //3 dan ¡u5 

nuqtaga o‘tishda biz D- bo‘laklash chegarasini kesmaymiz (bu ildizlar 

tekisligida biz mavhum o'qni kesib o'tmaymiz degan mulohaza bilan 

teng kuchlidir). Demak, ¿u5 nuqtada ham chap yarim tekislikda yotgan 

ildizlar n-k-1 ta bo'ladi.

Shunday qilib, D- bo‘laklashning chegarasi butun ¡1 tekislikni soha- 

larga bo'laklab tashlaydi. Bu sohalaming har birida xarakteristik tengla­

maning ma’Ium miqdordagi ildizlari chap yarim tekislikda yotadi, 6 .12- 

shaklda keltirilgan misolda D- bo‘laklash chegarasi ¡1 tekislikni 4 sohaga

bo'laklab tashlagan: D(n-k +1, k -1), D(n~k, k), D(n - Ic - 1, k + 1),
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D(n-k - 2, k + 2). Agar k = 1 bo'lsa, D(n - k + 1, k -1)= Z)(«,0) 

soha turg'unlik sohasi boladi va // parametrning A< jU<B interval- 

dagi barcha qiymatlarida (6.10.7) xarakterisdk tenglama harama ildizla- 

rining haqiqiy qismi manfiy ishorali bo‘ladi, ya'ni barcha ildizlari p 

ildizlar tekisligining chap yarim tekisligida yotadi.

11- §. Ikki haqiqiy parametr tekisligida turg‘unlik sohasini 

D- bo‘laklash usuli bilan yasash

Ixtiyoriy n -darajali ko‘phadning koeffitsiyentlari T va V haqiqiy 

parametrlar bilan chiziqli tarzda bog‘langan bo‘lsin. U vaqtda bu 

ko‘phadni

ko‘rinishda yozish mumkin. X va V parametrlarning qanday qiy­

matlarida (agar bunday qiymatlar mavjud bo‘lsa) (6.11.1) ko'phadning 

barcha ildizlari chap yarim tekislikda yotadi degan savolga javob be- 

rishimiz kerak. Bu masalani yechish uchun D- bo'laklash usulidan foy- 
dalanamiz. Xuddi, avvalgi bir parametrli holdagidek, z ildizlar tekis- 

ligining har bir nuqtasiga ( T, V ) parametrlar tekisligining birorta nuqtasi 

mos keladi.
(r , V) parametrlar tekisligida D- bo‘laklash o‘tkazish uchun z ildiz­

lar tekisligining mavhum o‘qini (T, V) parametrlar tekisligiga akslanti- 

ramiz. Buning uchun

tenglamaga z = iû) (-°° < 0)< +oo) ni qo'yamiz, so‘ngra haqiqiy va mav­

hum qismlarga ajratib, mos ravishda nolga tenglashtiramiz:

(6.11.3) munosabatni T va V larga nisbatan yechib, D- bo'laklash 

chegarasi N ning parametrik tenglamasini topamiz:

zP{z) + vQ(z) + R{z) (6.11.1)

t  P(z) + v Q(z) + R(z) = 0 (6.11.2)

t  Px{co) + v Qs{co) + RfoJ) = 0, 

r P2{(0 ) + v Q2(co) + R2(co) = 0.
(6.U.3)

T _  ̂ l_ _ Q\̂2 QlR\ 

A №2 - r2Qi

A, P-,11 - P,R2 

V~ A ~ P & - P &
(6.11.4)

bu yerda
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Misol. Ushbu

(тр + l) (6/? + 2) + 3v = 0 (6.11.5)

ko‘phad berilgan bo‘lsin. (6.11.5) ko‘phadni

т(6р2 +2p) + 3v + 6p + 2 = 0 (6.11.6)

koiinishga keltirish mumkin. Bu yerdan

P(p) = 6p2 + 2p, Q(p) = 3, R{p)-6p + 2.

(6.11.6) tenglamaga p = icû ni qo‘yib, haqiqiy va mavhum qismlarga 

ajratamiz:

[- 6 t со2 + 3v + 2]+ i [2 TCO+ 6¿y] = 0.

Kompleks son nolga teng boiishi uchun uning haqiqiy va mavhum 

qismlari nolga teng bo‘lishi kerak, y a’ni

- 6r&r + 3v+ 2 - 0 }

2tü)+ 6 ú) =  0. J

Bu yerdan A = -6oj, Aj = 18®, А, = 4а>+36й? va D- bo'laklashning 

chegarasi /V ning parainetrik tenglamasi

T =  -  3 , V — ■
36 со2 + 4

6
ko‘rinishda boiadi.

(6.11.4) formulalai- A ^O  dagina to‘g‘ri bo‘ladi. A = 0 da ikki hoi:

1) yoki A, 5¿0, yoki Д2* 0 ;  2) A ,=A2 = 0 bo‘lishi mumkin. 1) hoi 

hech qanday ahamiyatga ega emas, chunki bu holga mos keluvchi 

(t,V) nuqta cheksiz uzoqlashadi («cheksizlikka ketadi»). 2) hoi, aksin- 

cha, maxsus hoi hisoblanadi, chunki bu holda (6.11.3) tenglamalar bir- 

biriga chiziqli bog‘langan bo‘ladi. Bu maxsus holni tug‘dirayotgan 

z=i(t) nuqtaga endi bitta nuqta emas, balki butun bir to‘g‘ri chiziq 

mos keladi, demakdir. Bu to‘g‘ri chiziq (6.11.3) tenglamalarning istal- 

gan bittasi bilan ifodalanadi va uni maxsus to‘g‘ri chiziq deb ataymiz.

Agar ko‘phadning bosh (a0) va ozod hadlari (an) X va V pai-a- 

metrlarga bog'liq bo‘ Isa, ularni nolga tenglashtirib mos ravishda 0.) — 0° 

va (0 = 0 qiymatlarga mos keluvchi maxsus to‘g‘ri chiziqlarga ega 

bo‘lamiz:

a0(T,v) = 0, (6.11.7)

an(r,v) =  0. (6.11.8)
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Shunday qilib, umumiy holda D- bo‘laklashning chegarasi N egri 

chiziqdan va ayrim maxsus to‘g‘ri chiziqlardan iborat bo'ladi. (6.11.4) 

formulalar D- bo'laklashning N egri chizig'ini aniqlaydi. Cú musbat 

yo'nalishda (- °° dan + °° gacha) o‘zgarganda {T ,v) nuqta ham N 

egri chiziq bo‘ylab musbat yo'nalishda harakat qiladi. A = A1 = A2 = 0 

hol uchun maxsus to‘g‘ri chiziqlar aniqlanadi. t{(ú) va v(m) lar m ga

nisbatan juft funksiyalar bo‘lganligi tufayli (ú ning (0,+°°) intervaldagi 

qiymatlari uchun D- bo'laklashning N chegarasini yasash kifoya. OJ 
ning (-«>,0) intervaldagi qiymatlarida (T ,V) nuqta N chegaraning 

Cü=+oo nuqtaga mos kelgan (rm,v j  nuqtasidan (ü- O nuqtaga mos kel- 

gan (r0,V0) nuqtasigacha harakat qilib keladi, ya’ni N chegaraviy egri 

chiziq bo'ylab co ning -oo<£y<+oo o'zgarish qiymatlarida (T,V) 

nuqta ikki marta yuradi.
(T,V) tekisligida D- bo'laklashning chegaralari o'tkazilgandan keyin 

shtrixlash qoidasidan foydalanib, ularni shtrixlab chiqish kerak. Shtrix- 

lash qoidasini asoslash uchun z0 nuqtaning <5(Zq) atrofini (t0,v0) nuqta- 

ning J(t0,v0) atrofiga akslanishini ko'rib o'tamiz. Bu akslanish (6.11.2) 

yoki (6.11.3) formulalar orqali amalga oshiriladi. z = ̂  + Sz, t  = t0+St 

va V =  VQ + ÓV bo'lsin, z, ? va V ning bu qiymatlarini (6.11.2) ga 

qo'yib va ayrim o'rin almashtirishlarni o'tkazgandan keyin

z0P (zq + S z) + vüQ(¿o + S z) + R(z 0 + S z) +
(6.11.9)

+ StP(z0) + Sv0Q(z0)+... = 0

ni hosil qilamiz. Bu yerda ko'p nuqtalar Sx, Sv, 8z larga nisbatan 

yetarlicha kichik ikkinchi tartibli hadlarni bildiradi va

rQP (zq) + v0Q(Zo) + W  = 0 >

chunki z0 nuqta (T0,v0) nuqtaga akslanadi. Sz ni St, Sv lar bilan 

bog'lovchi munosabatni birinchi yaqinlashishda quyidagi ko'rinishda 

yozish mumkin:

Sfi = -r0P(z0 + Sz)~ v02(Zü + Sz) - R(z0 + Sz), (6.11.10) 

P(z0)ST + Q(z0)Sv = Sfj. (6.11.11)

S(z0) ning atrofini (Sr0, Sv0) ning atrofiga akslantirishni ketma-ket '

(6.11.10) formula orqali S(z0) ning atrofini // kompleks o'zgaruvchi-
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ning yordamchi tekisligidagi ¿/ = 0 nuqtaning 8(0) atrofiga akslanti- 

rishdan va (6.11.11) formula orqali £(0) ning atrofini 3(t0, v0) ning 

atrofiga akslantirishdan iborat deb qarash mumkin (6.13-shakl). Birinchi

(6.11.10) akslantirish konform boladi. Ikkinchi chMqli akslantirishni 

haqiqiy va mavhum

<S(z0)

(M)

6.13-shakl.
(W)

(6.11.12)

qismlarga ajratib yozamiz:

P ](z0) 5 t + Q1(z0) 3 v  =  Sjjv 

P 2(zo) 3 t + Q2(z0) 3 v =  Sp2,

bu yerda 8fl{ va S/M, lar SjU ning haqiqiy va mavhum qismlari, Pv Q{ 

va P2, Q2 mos ravishda P(z0) va Q ( zq) ning haqiqiy va mavhum qism­

lari. z0 nuqta uning atrofini ikki qismga bo‘luvchi g chegarada yotgan 

bo'lsin deb faraz qilamiz (6.13- shakl). Shu shaklda g chegarani ayla- 

nib o‘tishning musbat yo‘nalishi ko‘rsatilgan. 8 (7$) atrof konform ra­

vishda <5(0) atrofga almashadi (6.13- shakl). Bu akslanish natijasida g
1 —

chegaraning chap tarafi mos ravishda fl tekisligidagi g egri chiziqning

chap tarafiga o‘tadi. Navbatdagi ¿>(0) atrofni 8(r0, v0) atrofga chiziqli

akslantirishda ¿>(0) atrof siqilishi yoki cho'zilishi mumkin va yana agar

(6.11.12) chiziqli almashtirishning A determinanti manfiy ishorali bo‘l- 

sa, u holda ko'zguda akslanish yuz berishi mumkin (6.14- shakl).
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Buning ma’nosi quyidagidan iborat: ikkinchi chiziqli akslantirishda 

agar A >0  boisa, u vaqtda g egri chiziqning chap tarafi N chegaraviy 

egri chiziqning chap tarafiga (6.14-shakl,«) va, aksincha, agar A <0 b o i­

sa, u vaqtda N ning o‘ng tarafiga o'tadi (6.14- shakl, b).

6.14- shakl.

0 ‘tkazilgan tekshirishlar D- boiaklashning N chegarasini shtrixlash 

qoidasini aniqlaydi: N egri chiziqning musbat yo ‘nalishi bo ‘ylab aylanib, 
agar A >0  bo'lsa, uning chap tarafini va, agar A <0  bo‘Isa, uning 
o'ng tarafini shtrixlash kerak. Bir mafia shtrixlangan N egri chiziqni 
shtrixlangan tarafiga kesib o'tganimizda chap yarim tekislikda yotgan 
ildizlar soni s bittaga ortadi va, aksincha, shtrixlanmagan tarafiga 
o'tganimizda s son bittaga kamayadi (6.15- shakl).

i s

•i *2 \
y

6.15- shakl.

D- boiaklashning chegarasi, N egri chiziqdan tashqari, L maxsus to‘g‘ri 

chiziqlardan ham iborat boiishi mumkin. L maxsus to‘g‘ri chiziqlami 

shtrixlash qoidasi N egri chiziqni shtrixlash qoidasidan farq qiladi, 

chunki L da aylanishning musbat yo‘nalishi degan tushunchani aniqlash 

mumkin emas. Buning sababi L faqat bittta z nuqtaning obrazi boiadi.
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Shunga qaramasdan, maxsus to‘g‘ri chiziqlarni shtrixlash qoidasi N egri 
chiziqni qay tarzda shtrixlanganligidan kelib chiqadi.

a ) if) b)

6.16- shakl.

N egri chiziqning shtrixlangan tarafi G sohaga yondosh bo‘lgan egri 

chiziq tarafining aksi bo‘lganligidan L maxsus chiziqning shtrixlangan 

tarafi chegaraviy ze g nuqtaning G soha nuqtalaridan iborat yarim 

atrofining aksidan iborat bo'ladi.

6.16- shaklda N egri chiziq bilan L maxsus chiziqning ba’zi o'zaro 
joylashishlari ko‘rsatilgan.

D-bo‘laklashning hamma chegaralarini yasaganimizdan keyin (T,v) 
tekisligi bir nechta sohalarga bo‘linadi (6.17- shakl.)

6.17- shaklda L,, L2, L3 - maxsus to‘g‘ri chiziqlar, N esa D bo'lak- 
lashning chegaraviy egri chizig'i.

Har bir sohaning nuqtalariga mos kelgan (6.11.2) ko'phadlarning 

ildizlar tekisligining chap va o‘ng yarim tekislikda yotgan ildizlari soni 

bir xil bo‘ladi. Bir sohadan ikkinchi bir sohaga o‘tganda chap va o‘ng 

yarim tekislikda yotgan ildizlar soni o‘zgaradi. Biror sohaning qandaydir 

nuqtasiga mos kelgan (6.11.2) ko‘phadning o‘ng yarim tekislikda yotgan 

ildizlari soni k ni aniqlaylik. Buning uchun shu sohaning ixtiyoriy 

MiT^Vy) nuqtasi T, va V, koordinatalarining qiymatini (6.11.2) ga 

keltirib qo‘yamiz:

TtP(p) + ViQ(p) + R(p) = 0. (6.11.13)
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6.17- shakl.

(6.11.13) ko‘phadni ushbu ko‘rinishda yozish mumkin:

a0p" + ci}pn~l4---1- an =0 , (6.11.14)

bu yerda a¡(i = 0,n) - ma’lum haqiqiy sonlar. (6.11.12) tcnglamaning 

Gurvits determinanti

A., =

C l2 C l4 

ax аъ

0 a0 a2

0

a,

ko‘rinishda bo‘ladi. Ushbu determinant bosh minorlaridan

•‘0’ An
A, A„

A, A, A , 1 2 /i—l

(6.11.15)

qatorni tuzamiz. Bu qatordagi ishoralar o'zgarish soni (6.11.13) (yoki
(6.11.14)) ko'phadning o‘ng yarim tekislikda yotgan ildizlari soniga 

teng. 0 ‘ng yarim tekislikda yotgan ildizlarning soni к ga teng bo‘lsin. 

U vaqtda (X ,V ) tekisligini D- bo‘laklash 6.17- shaklda ko'rsatilgandek 

bo'ladi: D(n — к — 1, к +1) -I soha, D(n - к - 2, к + 2) -II soha, 

D(n-k,k ) - III soha, D(n-k, к)-IV soha, D{n—k-2,&+2)-V soha 

va D(n-k-\, k + \)-VI soha.
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Agar k = 0 bolsa, u vaqtda III va IV sohalar turg‘unlik sohalari 

boladi. Demak, X va V larning bu sohalarda yotgan barcha qiymatlari 

uchun (6.11.2) xarakteristik tenglama bilan ifodalanadigan hamma 

dinamik sistemalarning harakati asimptotik turg‘un bo‘ladi.

Shunday qilib, X va V haqiqiy parametrlar -tekisligida turg'unlik 

sohasini yasash uchun quyidagi algoritmdan foydalanish kerak:

1. xP(z) + vQ(z) + R(z) = 0 (6.11.2')

tenglamaga z-iCú ni qo‘yib, haqiqiy va mavhum qismlai'ini ajratgandan 

so‘ng, ularni mos ravishda nolga tenglashtiriladi:

t  Px(co) + 1/ Qx(co) + Rx(co) =  0, I ^

t P2(co) + v Q2((o) + R2{cq) = O.j

2. (6.11.3') tenglamalar sistemasidan X va V lar topiladi:

bu yerda A = Pt 02 - P2 Qx, A, = QXR2 - Q2Rt, \2 = P2R¡ - P.R2.

3. A ^  0 hoi uchun Cü ga 0 dan +°° gacha qiymat berib, (6.11.4') 

asosan, (X ,V) tekisligida D- bo'laklashning N chegaraviy egri chizig‘i 

yasaladi.

4. (O- 0 va ft) = °o qiymatlarga mos keluvchi (agar mavjud bo‘lsa)

I ,  va L2 maxsus to‘g‘ri chiziqlami hamda A(ft̂ ) = Aj(íü[) = A2(a\) = 0 hoi

uchun C0{ qiymatga mos keluvchi L3 maxsus to‘g‘ri chiziq {X ,V) 

tekisligida yasaladi (6.17- shaklga qarang).

5. Shtrixlash qoidasi bo‘yicha N egri chiziqning musbat yo‘nalishi 

bo‘yicha aylanganimizda A >0  bo‘lsa, uning chap tarafi va A <0 bo l­

sa, o‘ng tomoni shtrixlanadi. N egri chiziqning shtrixlanganligiga qarab 

Lx, L2 va L3 maxsus to‘g‘ri chiziqlar shtrixlab chiqiladi. N egri chiziq 

bilan L maxsus to‘g‘ri chiziqlarning shtrixlangan taraflari bir-biriga 
qaragan bo'lishi kerak.

6. (X,V) tekislikning istalgan M (r  x,v x) nuqtasining Xx va Vx 

koordinatalarini (6.11.2') tenglamaga qo‘yib, bu tenglamaning Gurvits 

determinantini tuziladi va (6.11.15) qatordagi ishora o‘zgarishlar soni 
(o‘ng yarim tekislikda yotgan ildizlar sonini) aniqlanadi.

7. M (T I,V, 1) nuqta yotgan sohadan D- bo‘laklash chegaralarini 

boshqa sohalarga kesib o‘tib (X ,V) tekislik D- bolaklab chiqiladi.

8. Agar sohalar ichida D(n, 0) soha (n - xarakteristik tenglamaning 

darajasi) mavjud bolsa, u holda bu D(n,0) soha turg‘unlik sohasi 

boladi. r va v laming turg‘unlik sohasidagi barcha qiymatlari uchun 

dinamik sistemaning harakati asimptotik turgiin boladi.
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t ( p 2 + p 2) + v (p2 + p) + l = 0 (6.11.2")

ko'phad uchun ( T ,V) haqiqiy parametrlar tekisligini D- bo‘laklash 

o'tkazish talab etilsin. Uni algoritm bo'yicha bajaramiz.

1. Algoritmning birinchi qadamiga asosan

-cozT - a fv  +1 = 0,

-coh + cov = 0.

2. N egri chiziqning parametrik tenglamasi:

9  o ? V —  -)

« “(l + o f) 1 + co~

va A = -<w\l + co2), A, = -&», A, = -oí .

3. (T, V) tekisligida N egri chiziqni yasaymiz.

4. ¿ü = 0 mos keluvchi L, maxsus to‘g‘ri chiziq mavjud emas, í» = <*> 

mos keluvchi L2 maxsus to.‘g‘ri chiziq t = 0 to‘g‘ri chiziqdan iborat bo‘- 

ladi. ó) = íü, mos keluvchi L3 maxsus to‘g'ri chiziq ham mavjud emas.

5. ning dan 0 gacha o‘zgárishida A >0  va co ning 0 dan 

+oo gacha o‘zgarishida A <0  bo‘lganligi uchun N egri chiziqning 

musbat yo‘nalishi bo‘yicha aylanib uni chap tarafdan ikki marta shtrix- 

lab chiqamiz (6.18- shaklga qarang). L2 ni shunday bir marta shtrix- 
laymizki, uning shtrixlangan tarafi N ning shtrixlangan tarafiga qaragan 

bo‘lsin (6.18- shaklga qarang).

_ _M(2¿)_ _ 
i; D(3,oJ

N 05=0

I /
£■

& ; d(i.2)

l 2= l0

6.18“ sliakl.



6. [T ,V) tekisligida yotgan ixíiyoriy M{ 2;1) nuqtaning T = 2 va 

v = l koordinatalaiini (6.11.2") ko‘phadga keltirib qcfyamiz:

2p3 + 3p2 +p +1 = 0.

Bu tenglamaning Gurvits determinanti „

3 1 0

2 1 0

0 3

A3

va (6.11.15) qator

2, 3, 1 (6.11.15')
3

ko‘rinishda bo‘ladi. (6.11.15') qatorda ishora o‘zgarishlar soni 0 ga teng 
boiadi. Demak, bu nuqta uchun ildizlar tekisligining o‘ng yarim tekis­

ligida birorta ham ildiz yotmaydi, ya’ni xarakteristik tenglama hamma 
ildizlarining haqiqiy qismi manfiy boiadi. M(2;1) nuqta yotgan sohada 
D(3,0) boiadi.

7. D(3,0) sohadan boshqa sohalarga D- bo‘laklashning chegaralarini 
kesib o‘tganimizda 6.18- shaklda ko‘rsatilgan D- bo‘laklashga kelamiz.

Shunday qilib, T va V ning D(3,0) sohadagi barcha qiymatlarida 

ko‘rilayotgan dinamik sistema harakati asimptotik turg‘un boiadi.

12- §. Mixaylov kriteriysi [60, 62]

Ushbu

D(p) = a0p" +aipn~l + ■■■ +an_lp + an = 0 (6.12.1)

xarakteristik tenglama berilgan bolsín. A parametr kiritib, umumiyroq

D(p) = A (6.12.2)

tenglamalar sinfini qaraymiz. Bu tenglamadan A = 0 bolganda (6.12.1) 

kelib chiqadi. (6.12.1) tenglamaga p = ico ni qo‘yib, A parametr bo‘yi- 

cha D- bo‘laklashni o‘tkazamiz.

A turg‘unlik sohasi bolsín (6.19- shakl). Agar A = 0 nuqta A soha- 

ning ichida yotsa, u holda (6.12.1) xarakteristik tenglama barcha il­
dizlarining haqiqiy qismi manfiy ishorali boiadi. N egri chiziqni shtrix- 

lamasdan, A soha turg‘unlik sohasi bolishi yoki bolmasligini aniqlay- 

digan qoidani kolsatish mumkin. B" qoidani A.V. Mixaylov yaratgan 

bolib, u avtomatik regulatorlar nazariyasida ko‘p ishlatiladi. Buning 

uchun A = 0 holni, ya’ni (6.12.1) tenglamani ko‘rib o‘tamiz. (6.12.1) 

ning darajasi n ga teng va pl,p2,...,pn lar uning ildizlari bolsin. U 

vaqtda
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D(P) = Ck)(P - Pi)(p ~ P2) Pn) (6.12.3)

6.19- shakl.

6.20- shakl

(6.12.3) munosabatga p = ico ni qo‘yamiz:

D(ico) = a0(ico — Py)(ico — p2) ■■■ (ico — pn) .

Agar P ildizlar tekisligida pk nuqtani belgilab olsak, u holda ico-pk 

vektor pk nuqtadan mavhum o‘qda yotgan ico nuqtaga yo‘naltirilgan 

bo'ladi. pk nuqta chap yarim tekislikda yotgan bo‘lsin (6.20- shakl). U 

vaqtda ni dan +°° gacha o‘zgartirganimizda (ico-pk) vek- 

torning argumenti Jl ga ortadi. Shuning uchun, agar barcha pl,p2,...,pn 

ildizlar chap yarim tekislikda yotsa, u vaqtda CO ning dan 

gacha o‘zgarishida D(ico) vektor argumentining orttirmasi (hamma 

{ico-pk) vektorlar ai-gumenti orttirmalarining yig'indisiga teng) jtn ga 

teng bo‘ladi. Agar r ta ildiz o‘ng yarim tekislikda va n — r ta ildiz
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chap yarim tekislikda yotsa, u vaqtda argumentlar orttirmasining yig‘in- 

disi (n ~ 2r)n ga teng bo‘ladi.

CO ni 0 dan +00 gacha o‘zgartirish bilan kifoyala'namiz. U vaqtda 

D(ico) xarakteristik vektor argumentining o'zgarishi 2 martaga kama- 

yadi (CO ning -00 dan +00 gacha o‘zgarishiga“ nisbatan) va turg‘un

sistema uchun uning qiymati n-  teng boladi. Shuni qayd qilish kerak-

ki, co ning 0 ‘sishi bilan chap yarim tekislikda yotgan barcha pk ildizlar 

uchun hamrna (ico-pk) vektorlarning argumentlari va, demak, turg‘un 

sistema D(ico) xarakteristik vektorining ham argumenti monoton ravish- 

da o‘sadi.

Shunday qilib, A turg‘unlik sohasi bo‘lishi uchun D(p) = A teng- 

lamani A = u + iv parametr bo‘yicha D- bo‘laklash chegarasi ft) = 0 

bo‘lganda, koordinata boshidan o‘ng tarafda bo‘lgan haqiqiy o‘qdan 

boshlanib cü ning + °o gacha 0 ‘sishi bilan D(p) ning radius-vektori 

soat strelkasi yo‘nalishiga qarama-qarshi aylanib n kvadrat orqali o‘ti- 

shi kerak.

Keltirilgan natijaviy mulohazani Mixaylov kriteriysi sifatida ifodalay- 
miz.

Mixaylov kriteriysi. Sistemaning harakati turg'un bo'lishi uchun: 1) 
xarakteristik vektorning moduli at ning barcha (~°o<£ü<+°o) q¡ymat-

larida noldan farq qilishi va 2) bu vektorning argumenti a> = 0 bo'l-

ganda nolga teng bo'lib, Cú ning 0 dan gacha monoton ravishcla

o‘zgarishida u monoton tanda 0 dan —.n gacha 0 ‘sishi zarur va
2

yetarlidir (n - xarakteristik tenglamcining darajasi).

Misol. Xarakteristik tenglamasi

p + A p“ + £> + 1 = 0

bo‘lgan dinamik sistemaning turg'unligini tekshirish talab etilsin. Buning 

uchun tenglamaga p ning 0 ‘rniga ÍC0 ni qo‘yamiz va haqiqiy hamda 

mavhum qismlarini ajratamiz:

D(ico) = -4co2 +1 + / (-co3 + co).

Bu yerdan

u(co) = -4ft)2 +1, 

v(co) = -co (1 - co2).
(6.12.4)
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(u ,v ) tekisligida D(iü>) vektorning godografini (6.12.4) tenglama- 

lar sistemasiga asosan yasaymiz. Bu godograf 6.21-shaklda keltirilgan.

Rasmdan ko'rinib turibdiki, (0 = 0 da godograf u haqiqiy o'qning 

musbat qismini kesadi va Cú ning 0 dan +°° gacha o‘zgarishida uning

argumenti m = --3 ga teng bo'ladi, ya’ni godograf 3-kvadrant orqali 
2

o‘tadi.

Keyingi ikki paragrafda bayon etilgan D- bo‘laklash usulining 

texnikaviy masalalarni yechishda tatbiq qilinishini ko‘rib o'tamiz.

13-§. Yopiq sistema va ochiq sistema harakatlari o‘rtasidagi 

bog‘lanish. Dinamik sistemalarni operator orqali ifodalashda 

qo‘zg‘almas nuqta printsipi

Statik turg‘un sistema noturg'un bo‘lishi uchun faqat tashqi manba- 

dan sistemaga energiya keltiradigan mexanizm mavjud bo'lishi kerak. 

Yopiq siklga kiruvchi manfiy ishqalanish kuchi, yo‘naltirilgan ta’sir 

etuvchi kuch (bog‘lanish) va kechikuvchi yo‘naltirilgan bog'lanishlar 

bunday mexanizmlarga misol bo‘la oladi. Ammo energiya keltiruvchi 

mexanizmning mavjudligi sistemaning noturg‘un boiishini bildirmaydi. 

Sistema noturg'un bo'lishi uchun unga yetarlicha intensiv tarzda ener­

giya kelishi kerak. Bu o‘z navbatida koordinatalar va bu koordinatalar 

bo'yicha ta’sir etadigan yo'naltirilgan kuchlarning o'zgarishi o'rtasida
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qulay fazaviy munosabat mavjud bo‘lishini taqozo qiladi. Bu munosa- 

batlarni ko‘rish uchun sistemada L yoiialtirilgan bog‘lanishni (6.22- 

shakl, a) ajratib, uni uzamiz va natijada L¡ kirish va L¡ chiqishga ega 

bo'lgan sistemaga ega bo‘lamiz (6.22- shakl, tí). ^

6.22- shakl.

Dastlabki sistemani (6.22- shakl,«) doimo kirishi chiqishiga teng bolgan 

ochiq sistema deb qarash mumkin. Bu har xil mumkin bo‘lgan kirishli 

ochiq sistemaning harakati kirishi chiqishiga teng bo‘igan yopiq siste- 

maning harakatini o‘z ichiga oladi, demakdir.

Chiziqli sistemaning istalgan harakatini (L yo‘naltirilgan bog‘lanish 

x miqdorining o'zgarishi ko‘zda tutilyapti)

x = ezl (6.13.1)

ko‘rinishdagi harakatlarning superpozitsiyasi sifatida qarash mumkin. 

Shuning uchun kirishi x = e1' bo'lgan ochiq sistemaning y chiqishi 

nimaga teng bo'lishini ko‘raylik. Dastlab umumiyroq masalani qaray- 

miz.

x(t) - chiziqli sistemaning ixtiyoriy kirishi, y(t) - uning chiqishi 

bo‘lsin. x( í )  va y(t) lar orasida qanday bog‘lanish mavjud?

Chiziqli sistemalar keng sinflarining tasvirlanishida nolinchi bosh- 

lang'ich shartlarda kirishning X(p) tasviri bilan chiqishning Y(p) tas- 

viri o‘rtasidagi munosabatni

Y(p) = K(p)X(p) (6.13.2)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda K( p) ~ uzatish koeffítsiyenti deb 

aytiladi. Masalan, x(t) kirish va y{t) chiqish orasidagi boglanish biror
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dmx d'"-'x , dny
ü. ---- 1---- — + ...+ anx = b ----h ... + bn y (6.13.3)

dtm dtm~' ° " dt" °

differensial munosabat orqali berilgan bo'lsin. (6.13.3) ga nisbatan Lap- 

ias alraashtirishini qo‘llab

(amPm +am-iPm~' + ••• + «o )x(p)  = (b,„p" + ••• +b0)Y(p)

yoki

Y(p) = K(p)X(p) (6.13.4)

ni hosil qilamiz, bu yerda

K(p) = a>»pm+- +a» .
^ " + • • •  + 60

Agar x(t) bilan y(t) orasidagi bog‘lanish

amx(t + m r) + -  + üqX(î ) = bn y{t + n r) + • • • + b0 y(t) (6.13.5)

ayirmali differensial tenglama ko‘rinishida berilgan bo‘lsa, u vaqtda z - 
almashtirishni qo‘llab,

Y(z) = K(z)X(z) (6.13.6)

ni hosil qilamiz, bu yerda

jgfe)=V " +-.+ a 0 , 

b„za+- + b0

Ma’lumki, x(t) funksiyaning Laplas almashtirishi p kompleks

o'zgaruvchining analitik funksiyasi bo‘ladi va quyidagi Laplas integrali 
bilan aniqlanadi:

X (p )=  je p,x(t)dt (6.13.7)

va x(t), x(t + T), x(t + 2x), ... ketma-ketlikning z- almashtirishi 

boisa, z kompleks o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lib,

X(z) = x(t) + x(t + T)z~' +x(t + 2T)z~2 +••• (6.13.8)

ko‘rinishda aniqlanadi.

Agar kirish va chiqish tasvirlari orasidagi bog‘lanish (6.13.2) 

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda originalda Laplas almashtirishi va z - 
almashtirish hollaiida bu bog'lanish mos ravishda
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y ( t ) . - T)x(T)dt* (6.13.9)

O

j
y(t + j t )  = J^i/f(j-s)x(t + sT) -  (6.13.10)

*=0

ko'rinishda yoziladi. Bu yerda y/(t) va mos ravishda y/(j) - saq- 

lanish (javob berish) funksiyalari deb ataladi. y/ javob berish 

funksiyasi K uzatish koeffitsiyentining originali bo'ladi.

Bu chekinishdan keyin, sistemaga x = e ; ko'rinishdagi kirish ta’sir 

etganda uning chiqishi nimaga teng bo'lishini ko'raylik. eJ ning tasviri 

(p-z)~x bo'ladi. Shuning uchun chiqishning tasviri K(p)(p-z)~1 

ko‘rinishda bo‘ladi. K(p) ni ko‘phadlar nisbati deb qarab, chiqishning 

tasvirini oddiy tasvirlarga yoyamiz va unga mos bo'lgan originalni

K Í p y ü > - z f r ^  + Z e k( p - b r ' - " K ie*- + 'Z c l¡e *  (6.13.11)

ko'rinishda topamiz. Chiqish originalining K{z)eJ birinchi hadi maj- 

buriy tebranishga mos keladi. Bu tebranish xuddi sistema kirishiga 

berilgan ta’sirdek eJ qonun bilan harakat qiladi va undan o'zgarmas 

K(z) ko‘paytuvchi bilan farq qiladi. Chiqish originalining qolgan had- 

lari erkin tebranishlardan iborat. Bu erkin tebranishlarning 1,,... 

«chastotalari» K(p) uzatish koeffitsiyentining ildizlari (qutblari) bo‘- 

ladi. c¡,c2,... koeffitsiyentlar urnumiy holda boshlang'ich shartlarga 

bog'liq. (6.13.11) ifodada ular nolinchi boshlang'ich shartlarga to‘g‘ri 

keladi. Nolga teng bo‘lmagan boshlang'ich shartlarda ularning qiy- 

matlari boshqacha bo'ladi.

Keltirilgan mulohazalardan ko'rinib turibdiki, chiziqli sistemaning 

chiqishi (toyilgan yoki toyilmagan) (6.13.11) ifoda ko‘rinishida ifoda- 

lanadi va c¡, c2>... koeffitsiyentlarning qiymati boshlang'ich shartlarga 

bog'liq. Qisman, boshlang'ich shartlarni shunday tanlab olish mumkinki, 

barcha c},c 2,...- koeffitsiyentlar nolga teng bo'lsin. U vaqtda' ezt 

kirishga ega bo'lgan sistemaning chiqishi K{z)ev ga teng bo'ladi.

Endi dastlab qo'yilgan masalaga qaytishimiz mumlcin: ochiq sistema­

ning (yo'naltirilgan bog'lanishi uzilgan sistemaning) barcha mumkin 

bo'lgan harakatlari bilan dastlabki yopiq sistema harakatiari orasidagi

I
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bog‘lanishni aniqlaylik. Bu masalani quyidagicha qo‘yish mumkin: ki- 

rish x(t) va chiqish y(t) orasidagi bog‘lanishi

y(t) = L(x{t),Y¡) (6.13.12)

ko‘rinishda bo'lgan ochiq sistema mavjud bo‘lsin, bu yerda X  - bosh- 

lang'ich shartlar. Unga mos bo'lgan yopiq sistemaning harakati ochiq 

sistemaning

x(t) = y(t) (6.13.13)

holga to‘g‘ri keladigan harakatidan iborat bo‘ladi. Kirish bilan chiqish 
orasidagi bog‘lanishni aniqlaydigan ochiq sistemaning L operatori bo‘yi- 
cha yopiq sistemaning harakati haqida nima aytish mumkin? Masalaning 
bunday qo‘yilishi ham hozir ko‘rilayotgan chiziqli sistemalarga, ham no- 
chiziqli sistemalarga taalluqli, a ham turg'uniik masalalarini tadqiq etish- 
da, ham boshqa masalalarda, masalan, davriy harakatlami izlashda ishlati- 
ladi. Bu umumiylikni va qamrab olinadigan masalalarning kengligini 
ko‘rsatish uchun shuni ta’kidlaymizki, agar L operatorni funksiyalar fazo- 
sini tasvirlovchi sifatida qarasak, u vaqtda bu tasvir uchun yopiq sistema­
ning harakatlari L operatorning qo'zg'almas nuqtalari bo‘ladi. Shuning 
uchun ham yopiq va ochiq sistemalar orasidagi bog'lanishni dinamik sis- 
temalarni operatorli tasvirlashning qo'zg'almas nuqta prinsipi deb atash 
mumkin. Qo‘zg‘almas nuqta prinsipini chiziqli sistemalar turg‘unligini 
yoki noturg'unligini tadqiq etishda tatbiq etishning ma’nosi shundan 
iboratki, bizni yopiq sistemaning ezt koiinishidagi harakatlaii qiziqtiradi 
va shunday ko‘rinishdagi kirishlar uchun sistemaning chiqishi

K(z)ez’ +YJCk(zX)elk' (6.13.14)

ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda har bir z uchun E  boshlang‘ich 

shaitlarni shunday tanlab olish mumkinki, ck (z ,Z ) koeffitsiyentlarning 

barchasi nolga aylanadi. Ma’lumki, bizni qiziqtirayotgan ko‘rinishdagi 

erkin harakatlar z ning faqat

2T(z) = l (6.13.15)

munosabatni qanoatlantiruvchi qiymatlari uchun mavjud bo'ladi.

Agar (6.13.13) tenglik faqat haqiqiy qismi (Re z) manñy bolgan z 

qiymatlar uchun bajarilsa, u vaqtda chiziqli yopiq sistema turg‘un bo‘ladi 

va bu tenglik hech bo‘lmaganda bitta haqiqiy qismi musbat bolgan z 
uchun bajarilsa, u vaqtda chiziqli sistema noturg'un bo'ladi. Bu hollarning

qaysi biri mavjud bo'lishini Naykvist kriteriysi hal qilib beradi.
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14-§. Naykvist kriteriysi [63,65]

Ushbu

W - K{z)

formula orqali z kompleks parametr tekisligini W 
lantiramiz.

Agar bu akslanish

R e z > 0

yarim tekislikni W tekisligining W= 1 nuqtadan tashqarida yotgan D 

sohasiga akslantirsa, u holda sistema turg‘un bo'ladi. Aksincha, agar 

W-1 nuqta D sohaning ichida yotsa, u vaqtda sistema noturg'un byladi.

W tekisligidagi D sohaning chegarasi z tekisligidagi Re z > 0 yarim 

tekislikning chegarasi bo‘lgan mavhum o‘qning aksidir. Bu chegaraning 

tenglamasi

W = K(iüí) (6.14.3)

ko‘rinishga ega, bu yerda - °° < ü) < +°o, i = V-T •

(6.14.3) egri chiziq quyidagi fizik ma’noga ega. Sistema kirishiga

chastotasi CO bo‘lgan garmonik tebranish berilsin, ya’ni x = eua bo‘l- 

sin. U vaqtda (6.13.13) ga asosan sistemaning chiqishida ham ma’lum 

tarzda tanlab olingan boshlang‘ich shartlarda K(i(o)e‘0> miqdorga teng 

bo‘lgan garmonik tebranma harakat paydo bo'ladi. Shuning uchun ham 

K(iCü)

6.23- shakl. 6.24- shakl.

chiqish va kirishdagi garmonik qismini bog‘lovchi amplituda-fazaviy 

chastota xarakteristikasini anglatadi: K(im) ning moduli chiqish va kiri-

(6.14.1) 

tekisligiga aks-

(6.14.2)
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shdagi amplitudalaming nisbatini, arguraenti esa chiqish va kirishdagi 

fazalar orasidagi siljishni bildiradi.

Misol. Yuqorida bay on etilgan mulohazalarni oddiy velosiped mode- 

lining turg‘unligini tadqiq etishga tatbiq etamiz. Bu oddiy model [63J

MV2 „ MbV ■
J(p-Mh(p =---- 9----- 9, (6.14.4)

a a

d = a(p + ß<p (6.14.5)

tenglama bilan ifodalanadi, bu yerda q> - velosiped tekisligi bilan ver­

tikal o‘q orasidagi burchak (qiyalik burchagi) 6- ruining burilish bur- 

chagi, V - velosipedning tezligi, 9, (p- yetarlicha kichik miqdorlar,

a, b, M, J, h - velosiped parametrlari.

(6.14.5) ifoda rul boshqarish qonunini ifodalaydi. Velosiped rulni 

boshqarish qonunini ro‘yobga chiqaruvchi boshqarish sistemasi bilan 

birgalikda yopiq sistemani tashkil etadi (6.23- shakl).

Agar 6.24- shaklda ko'rsatilgandek, bog‘lanishlardan bittasini uzsak,

u vaqtda ochiq sistemaning 9 dan 9 ga uzaytirish koeffitsiyentini

(6.14.4) va (6.14.5) tenglamalardan topish mumkin va u

f MV2 MbV V  „
+ p (a+ßp)

K(p) = - ̂ -- 1—1---- (6.14.6)
Jp -Mh

ga teng bo‘ladi.
Haqiqatan ham, tasvirlashga o‘tganimizdan keyin (6.16.4) velosiped 

harakati tenglamasidan

(MV2 MbV )
— + p

, 2 1 , (6A4J)Jp -Mh

va (6.14.5) boshqarish qonunidan

9(p) = (a + ßp)<p(p) (6.14.8)

kelib chiqadi. (6.14.7) ifodani (p(p) o‘rniga (6.16.8) ga keltirib 

qo‘ysak, 9{p) va dip) tasvirlar orasidagi bog‘lanishni topamiz:

9(p) = K(p) 9 {p), 

bu yerda K(p) (6.14.6) ifodaga teng.
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Boshqariladigan velosiped harakati turg‘uniigi W = 1 nuqta D soha 

ichida yoki tashqarisida yotishiga bog‘liq bo'ladi. D sohani topish uchun

Z tekisligining o'ng yarmini W tekisligiga _

W = K(z) (6.14.9)

vositasida akslantiramiz. z tekisligi mavhum o‘qining aksi D sohaning 

chegárasidan iborat. Uni topish uchun (6.16.9) ga z = iC0 ni qo‘yamiz, 

hosil bolgan ifodani haqiqiy va mavhum qismlarga ajratamiz:

a
MV2 MbVß

or
w = и + ¡V = +-

+ Ja>2 + Mh
- + /

MV- „ MbVa 
ßco+ 

a_________a
+ Jo t + Mh

Bu yerdan W tekisligidagi D soha chegarasining ushbu

MV{aV -bßco2 ' 

a(Jar + Mh)

MV(ßVco+ ab)
v =

(6.14.10)

a {Jar + Mh)

parametrik tenglamasini topamiz. 6.25- shaklda a > 0, ß>0  hol uchun

A

6.25- shakl.
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D soha keltirilgan. Bu yerda ko'rsatilganicha, aV2>ah bolganda 

sistemaning harakati turg‘un, aV2 <ah da esa noturg'un bo'ladi. 

Sistema parametrlarining uzluksiz o'zgarishi natijasida D sohaning 

chegarasi w = 1 nuqta orqali o‘tganda turg‘un harakatdan noturg'un 

harakatga o'tiladi. (6.14.10) parametrik tenglama, sistema parametrlari 

o'zgarishi uning turg'unligiga qanday tarzda ta’sir etishini tadqiq etishga 

imkoniyat yaratadi.

15- §. Turg‘unlik kriteriylari va algoritmlari. T- va v  - o‘tish. 

Mavhum o‘qning chap va o‘ng tarafída yotgan ildizlar 

sonini topish algoritmi

Ko'phadlarni D- bo'laklash strukturasini bilish turg'unlikni tadqiq 

etish algoritmlarini yaratishga ma’lum imkoniyatlar yaratadi. Bu algo- 

ritmlarni yaratish g'oyasini quyidagicha izohlash mumkin: qaralayotgan 

ko'phadlar (funksiyalar) fazosida M 0,M VM 2,...,M lt yo'l tanlanadi. Bu

yo'l dastlabki funksiyaga mos keluvchi M 0 nuqtadan chekli M u 

nuqtaga boradi. M n nuqtaga mos keluvchi funksiya qaysi D(s) sohaga 

mansubligi aniqlangan yoki osongina aniqlanadi. Bu yo'l shunday tanlab 

olinadiki, har bir M k nuqtadan M k+i nuqtaga o'tishda qaralayotgan G 

sohada yotgan ildizlar sonining o'zgarishini aniqlash mumkin bolsin. 

Ko'phadlar uchun bu yo'lni shunday tanlaymizki, M k nuqtadan M k+l 

nuqtaga o'tishda M k+l ga mos keluvchi ko'phadning darajasi kamaysin. 

Bu g'oyaning qanday amalga oshishini T- va V- o'tishlar orqali 

tushuntiramiz.

Y.I. Neymark tomonidan ishlab chiqilgan T- va V- o'tish deb 

ataladigan mavhum o'qning chap va o'ng tarafida yotgan ildizlar sonini 

topish algoritmini bayon etamiz [63].

P„{z) ko'phad n - darajali va

P Ji(ú ) = f n{Cú) + ign((ú) (6.15.1)

bo'lsin, bu yerda

f n(0) — cIq + ci\0) + a2OX + ■ • • + anco , 

gn(a>) = b0 + bfi) + b2co~ + • • • + bna)n

- haqiqiy ko'phadlar. Pn(z) ko'phadni
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(6.15.2)

jadvallarning birortasi orqali ifodalaymiz.

Masalan, 8 r  + (2-3/)z + 5 ko'phad

jadvallar orqali ifodalanadi. 

Teorema.

№ )

g„(®)
(6.15.3)

ko ‘phaddan

f J M

gn(CO) + Tfn(CO)
(6.15.4)

ko'phcidga o'tishda chap va o'ng yarim tekislikcla yotgan ildizlarning 

soni o ‘zgarmaydi, bu yerda T - ixtiyoriy haqiqiy son.

Isbot. Soddalik uchun fn(co) va gH(co) ko'phadlarning umumiy ha­

qiqiy ildizlari mavjud bo'lmasin deb faraz qilamiz. Z ning uzluksiz 

o‘zgarishi natijasida (6.15.4) ko'phadning chap va o‘ng yarim tekis- 

liklarida yotgan ildizlarining soni faqat z kompleks o‘zgaruvchining 

mavhum o'qni kesib o‘tishi natijasida o‘zgarishi mumkin, ya’ni agar

(6.15.4) ko‘phadning z = ico mavhum ildizi yoki (6.15.1) ga asosan 

/„(ft)) va gn(0 ))+ zfjo)) ko‘phadlaraing yangi umumiy haqiqiy ildizi 

paydo bo‘lsa, bu hoi yuz beradi. Ammo bunday umumiy ildizning pay- 

do bo'lishi mumkin emas, chunki fn(co)-0 va gi:(co) + r fn(co) = 0

lardan f„(oS) = 0 va g„(0)) = 0 ekanligi kelib chiqadi. Umuman, agar 

fn(aj) va gn(co) larning koeffitsiyentlari shunday uzluksiz o‘zgarsaki, 

fn(co) va g„(£y) ko‘phadlarning umumiy haqiqiy ildizi paydo bo'lmasa,

u holda \f"{C0)\ ko'phadning chap va o‘ng yarim tekislikda yotgan
[sM]

ildizlari soni o'zgarmay qoladi. Bunday o'tishlar joiz (mumkin bo‘l- 

gan) o‘tishlar deb aytiladi.

Aytilganlarga ko‘ra « > 0  lar uchun
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k (®}] va | (6.15.5) 

W ® ) j  W ® )  i  l ^ » l

o'tishlar joiz bo‘ladi.
(6.15.3) dan (6.15.4) ga joiz o'tishni T-o‘tish deb aytaraiz. P„(z)

ko'phadni - i  ga ko'paytirish

J /n (^ ) l  kQ. haddan 1 ko'phadga

o'tish bilan ekvivalentdir. Shuning uchun

1 (6.15.6)

o‘tish ham joizdir.

Endi gn(O)) = C0g„_i((0), ya’ni b0= 0 bo'lsin. Agar A ning 0 dan

biror qiymatigacha uzluksiz o'zgarishida a0-Abt qiymat nolga aylan- 

masa, u holda

I’/„(«) 1 (6.15.7)

(¿y)J \®g„_,(i») J

o‘tish joiz o‘tish bo'ladi. Bu o'tishni /¡.-o‘tish deb aytamiz.

Haqiqatan ham, f„(O))-Agn_\(O)) = 0 va 0)gn_l(<0) = 0 munosabat-

lardan f,(cd) = 0 va ¿„_1(i») = 0, yoki a  = 0 va / H(0) + A g^O )  = 0 

munosabatlar, ya’ni aQ- Ab, = 0 kelib chiqadi.

Agar a0-Ab, -» 0 bo'lsa, u holda 1-o‘tishda ko‘phad ildizlarining 

qanday o‘zgarishini kuzataylik. Ushbu

if„(o))-Agn_,(o))]

I  e>gn^®) J

jadval

f n(-iz)-Agn_l(.-iz) + i(-iz)gn.l(-iz)= (615g) 

= a0 -Abt +(b{ -i'a, -iAb2)z + z2(---)

ko‘phadni ifodalaydi. b} *  0 bo‘lgan umumiy holda a0-Abt -^0 da

(6.15.8) ko'phadning bitta ildizi nolga intiladi. Bu ildiz z, bo‘lsin. Uni

(6.15.8) ga asosan
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a0 2

+ z, (••■)
fe, -ia'[ - iAb2 

koi'inishda yozish mumkin va bu yerdan

ReZ| = ~TTT7 ~  T7 + R e ^ (- ) (6.15.9)
bt + (a | + A b*,

bo'lishligini topamiz.

Oxirgi (6.15.9) ifodadan ko'rinib turibdiki, z, ning haqiqiy qismi- 

ning ishorasi - a0bl ning ishorasi bilan bir xil, ya’ni A noldan 

A = a0/bl gacha o'zgargan paytda nolga aylanuvchi z, ildiz

- aQb{ > 0 boiganda o‘ng yarim tekislikdan va - aQb{ < 0 da chap 

yarim tekislikdan o‘tadi.

Ushbu natijani A parametr bo'yicha ko‘phadni D- boiaklash

(6.15.8) yo ii bilan ham olish mumkin. Haqiqatan ham, (6.15.8) ko‘p- 

hadni A kompleks parametr bo‘yicha D- bo'laklash natijasida hosil 

bo‘ladigan N egri chiziqning parametrik tenglamasi

, _ f a(û)) + iû)gn_t(a)) f„(œ)
A - --------------- = -------- YlCO

Sn-ii®) £„-,(«)

ko'rinishda bo‘ladi va bu chiziq haqiqiy o‘qni co = 0 ga mos keladigan 

A = f„(0)g~x_l(0) = a0tbi nuqtada kesadi. 0) qiymatning o'sishi natijasida 

N egri chiziq pastdan yuqoriga qarab intiladi va chap tarafidan shtrix- 
lanadi.

Bu yerdan A ning haqiqiy o‘q bo'ylab A = 0 dan chekli A -aülbx 

qiymatgacha uzluksiz monoton o'zgarishida dastlabki Pn(z) ko‘phad 

'zPn-iiz) ko‘phadga o‘tib, shu bilan birga, agar a0/bx < 0 bo‘lsa, nolga 

teng bo‘lgan ildiz o‘ng yarim tekislikdan va a0/è j>0  bo‘lsa, chap 

yarim tekislikdan o‘tadi (6.26- shakl). 

n - darajali

|% 1̂’ 2̂> 

\b0, bv b2,
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6.26- shakl.

lco‘phad berilgan bo‘lsin. T - o‘tish orqali bu ko'phaddan

[ 0, bv b2, . . .  J

ko‘phadga va Л -o‘tish orqali

j a0 -ЛЬ\, ax -ЛЬ2, ...

j  0, V  ...

ko‘phadga o‘tamiz. Л = a0 I b{ qiymatda bu keyingi ko‘phad 

ko'phadga o‘tadi. Oldingi mulohazalarga asosan P„(z) ko‘phadning 

o‘ng yarim tekislikda yotgan ildizlari soni sn

s J  V i ,  agar ¿'1= flo ^ i_>0bo ‘lsa (6.15.10)

[sn_, +1, agar Sl =ao/b: <0 bo‘Isa

ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, n -darajali Pn{z) ko‘phadning o‘ng va chap yarim 

Ickisliklarda yotgan ildizlari sonini topish masalasini (n -1) - darajali 

P„-\(z) ko‘phadning xuddi shunday masalasiga keltirdik.

Misol. To‘rtinchi darajali



ko'phadning o‘ng va chap yarim tekisliklarda yotgan ildizlari sonini to- 
pish talab etilsin.

(6.15.11) ga z = ico ni qo‘yib, uni haqiqiy va mavhum qismlarga 

ajratamiz:

P ß 0J) = 3 - 8¿y - Acó2 + Зй/* + i(3a> - la r - 6¿y3 + ¿y4) .

Bu yerdan

f4((0) = 3 - 8¿y - 4&r + 3ar, 

g4(a>) = lco-1 ar - 6 0 3 + ¿y4.

Deraak, (6.15.11) ko‘phadni quyidagi jadval orqali ifodalash mumkin:

[3, -8, -4, 3, Oj 

[0, 3, -7, -6, lj  

1-o‘tishdan foydalanib va \. - 1 deb olib, oxirgi ko‘phaddan 

í-1, 2, 2, 01

1 3, -7, -6, lj

ko'phadga kelamiz, bu yerda = 3,3 >0 . (6.15.12) ko‘phadga T - 

o'tishni qo'llab ( l  - 3 ),

-1, 2, 2, 01 

. 0, -1, 0, lj

ko'phadga kelamiz.

Endi (6.15.13) ko‘phadga A-o‘tishni bajarib,

f  2’ °1\ > (6.15.14)
1-1, 0, lj

ko‘phadga kelamiz, bu yerda S2 >0. Bu jarayonni davom ettirib, quyi- 

dagilarni hosil qilamiz:

P4(z) =  3 +  (3 +  8i)z + (4 +  l i ) z 2 +  (6 -  3i )z3 + iz4 (6.15.11)

Л-o'tisli

(6.15.12)

(6.15.13)

í 2 ’

r = l/2  o‘tish f  2, 1, 01

1-1. 0 ,  l j 1 o, 1, 2J

~ 3’ 0 r-o^h J -3 , 0] w , ish [0]
1, 2) 1 0, 2 ¿4<o 2 •
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T- va A-olishlar natijasida biz P4(z) ko‘phaddan j ^ j  - 2 i ko‘p-

hadga keldik va bu o'tishlar jarayonida <Sj > 0, S2 > 0, S3 > 0, S4 < 0

ekanligini aniqladik. Demak, P4(z) ko'phad j^ j  = 2i ko'phadga o tish-

da o‘ng yarim tekislikdan bitta ildiz (S 4 <0,! va chap yarim tekislikdan 

uchta ildiz ( ^ > 0 ,  S2 > 0, ¿3 > 0 )  nolga aylanadi. Shuning uchun 

ham P4(z) ko‘phadning bitta ildizining haqiqiy qismi musbat va uchta 

ildizining haqiqiy qismi manfiy ishorali bo‘ladi.

16-§. Ko‘phad ildizlari haqiqiy qismining manfiy va musbat 

ishoralilari sonini topishning determinantli kriteriylari

Py(z) ko'phadning o!ng va chap yarim tekisliklarda yotgan ildizla- 

rining sonini topish uchun T- va A-o‘tishlardan toydalanib, Pn(z) 

ko‘phadning jadvalidan Pn_t(z) ko'phadning jadvaliga, P„_,(z) dan 

Pn_2(z) ga va hokazo f\(z) dan Pa(z) ga o‘tamiz va S{, S2,...,Sn laming 

ishoralarini aniqlaymiz. Demak, Pn(z) ko'phadning o‘ng va chap yarim 

tekislikda yotgan iidizlarining sonini topish masalasini 8x,8 2,...,8n 

laming ishoralarini aniqlash masalasiga keltiriladi.

S\, S2,..., Sn laming qiymatlarini topish uchun bajariladigan barcha 

ketma-ket o'tishlarni bajarmaslik maqsadida ushbu

B,

B4

«0 a. a-, a, a„ 0 0 ... 0

K b\ b2 b, b, 0 0 ... 0

0 aa ax a, «3 a„ 0 ... 0

■ 0 bo by b2 b) b„ 0 ... 0

0 0 0 0 0 ■ «(I a a„
0 0 0 0 0 • bn b b„

(6 .16.1)

matritsani ko'ramiz.



(6.16.1) ifodani

а д  =

ko'phadning matritsasi deb ay tamiz. Pjz) ko'phaddan ko‘phad-

ga o'tishda (6.16.1) matritsaning qanday o'zgarishini kuzatamiz. X- 

o'tishda A,,, matritsaning 2, 4, 6,... juft satrlariga 1, 3, 5,... toq 

satrlarining X soniga ko'paytirilgan mos elementlari qo'shiladi. Bu 

jarayon natijasida (6.18.1) matritsaning jadvalida chiziq bilan ajratib 

ko'rsatilgan B2,B4,Bb,... determinantlarning qiymati o'zgarmaydi va

A2n matritsaning o‘zi esa quyidagi

B2

a« a, 

bo ь,

a2 щ

b2 by

a, a2 

b\ b2

... a„ 0  0 . . .  0 

... b„ 0  0 ... 0

... a„ 0  . . .  0 

... b„ 0 ... 0B4

«0 

0  0

h«.

0  0  

0  0

0  a0 a, ... a„ 

0  0  bx . . .  bn

A:,,.: 2n-4

(6 .16.2)

ko‘rinishga ega bo'ladi. Navbatdagi i- o ‘tishda 3, 5, 7, ... toq satr- 

lardan Л ga ko'paytirilgan 2,4,6,... juft satrlarning mos elementlari ayi- 

riladi. Bu holda ham B2, B4, B6,... determinantlarning qiymatlari o'z­

garmaydi. (6.16.2) da A2n_2 orqali ifodalangan ifoda P„_,(z) ko‘p- 

hadning matritsasi bo‘ladi va B2 determinantning aüb, qiymati c), ning

qiymatiga teng bo'ladi. A2n matritsaning o'zi esa, X- va v- o‘tish- 

lardan keyin quyidagi
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а0 а, си а3 

О bt b2 Ь3

О О 

О О

О О 

О О

а2

Ь>

а, О 0 ... О 

Ь„ 0 0 ... О

“ Ç T 7.7 Ô..

h о ... о

... я, 

... Ь,

2̂л-2

а2

ь2

“п

ь„

ko'rmishni oladi. Р„_|(z) ko'phaddan P„_2(z) ko'phadga o'tish uchun 

A2ii_2 matritsaga T- va V - o‘tishlami qo‘llaymiz, A2 matritsagacha bu 

jarayonni davom ettirib, ushbu

(6.16.3)

°0 a, a2 «n 0 0 0

0 bi h к 0 ••• 0 0

0 0 «i fl2 0 0

0 0 0 b2 h -b, 0

0 0 0 •• 0 â„-i

0 0 0 h

kelamiz. Bu matritsaning ifodasidan koïiriib turibdiki,

B2 —Ôx, В4 — SySn,..., B2n — 

va, demak, SvS2,...,ôn lar orasidagi manfiy miqdorlarning soni

1, \Bl |ß4|, \Bj (6.16.4)

determinantlar qatoridagi ishora o‘zgarishlar soniga teng bo'ladi.

Pn(z) = a0+alz + --- + anz" . (6.16.5)

haqiqiy koeffitsiyentli ko'phad uchun yuqorida keltirilgan mulohazalarni 

boshqacharoq olish borish ham mumkin. Bunda Aln matritsa o‘rniga



e. «1 I «0 0 0 ... 0
B2 a} a2 «1 an ... 0

«5 «4 «3 a2 ... 0

B„

oo

0 0 ... a„

ko'rinishdagi matritsadan foydalanish mumkin. Bu yerda ham haqiqiy 

ko'phadning o‘ng yarim tekislikdagi ildizlari soni

\B2\ k l
I5 .*

i n!

1 K > \

qatordagi ishora o'zgarishlar soniga tengligini ko'rsatish mumkin. De- 

mak, ko'phadning barcha ildizlari chap yarim tekislikda yotishi uchun

(6.16.6) qatordagi hamma an >0, |5,|> 0,...,|sj>0  boiishi zarur va

yetarlidir. Bu tasdiq Raus-Gurvits kriteriysining o‘zginasidir va biz buni 

boshqa yo‘l bilan topdik.

Shunday qilib, kompleks va haqiqiy koeffitsiyentli ko'phadlar uchun 

turg‘unlikning determinantli kriteriylari mos ravishda (6.16.4) va

(6.18.6) determinantlarning musbat bo‘lishidan iborat ekan. Ammo tur-

g‘unlik sohasining chegarasini faqat |52iJj va mos ravishda |5n| deter- 

minantlar aniqlaydi. Turg'unlik sohasining chegarasida \B2il\=0 va 

|5„|=0 bo‘ladi.

Haqiqiy ko'phadlar uchun |Z?(J| = 0 tenglama bilan aniqlanadigan tur- 

g‘unlik sohasining chegarasi |5J([ = boiganligi uchun ikki qism-

ga: ikkita sof mavhum ildizga mos keluvchi ¡S,,.,] = 0 ga va bitta haqi­

qiy 0 ildizga mos keluvchi an = 0 ga bo'linadi.
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VII B O B .  HARAKAT TURG ‘UNLIGIGA KUCHLAR 

TARKIBINING TA’SIRI

I- §. Kuchlarni matematik tarkibiga qarab sinflarga ajratish

[60]

Ko‘p hollarda sistemaga ta’sir etayotgan kuchlarning tarkibiga qarab 

lining turg'un yoki noturg'un ekanligini aniqlash mumkin. Shuning 

uchun ham kuchlarning matematik tarkibiga qarab ularni sinflarga ajra- 

tishni ko‘rib chiqamiz.

xk va xk miqdorlarga nisbatan harakatning turg'unligini tadqiq etish 

toyilgan harakatning ushbu

Ax + B{x + C,.v = X (7.1.1)

matritsaviy differensial tenglamasini tahlil qilishga keltiriladi deb 

hisoblaymiz. Bu yerda x - elementlari x ,̂..,xs bo'lgan ustun-matritsa; 

A, B,, Cy  o'zgarmas koeffitsiyentli 5 tartibli berilgan kvadrat matrit- 

salar; X  - elementlari Xi,...,Xs bo‘lgan, xk va xk larni kamida ikkin- 

chi darajada o‘z ichiga olgan hamda barcha xk - xk = 0 bo‘lganda nol- 

ga aylanuvchi ustunmatritsa. Bundan tashqari, A = || ak J  simmetrik mat- 

ritsa (A = A' ) va

T = -Ax-x  (7.1.2)
2

aniq musbat ishorali funksiya, chunki

A x ■ x = anxf + ••• + assx] + 2a12i , i 2 + ••• + 2as_uxs_{xs =

S s (7.1.3)

= H H ak jV j (akj = ajk)- 
k=\ j=1

(7.1.1) tenglamaga biror moddiy sistemani mos qilib qo‘yish mumkin. U 

vaqtda xi,...,xs lar sistemaning koordinatalari, x„...,xs lar tezliklari va

(7.1.2) kvadratik forma uning kinetik energiyasi bo'ladi. Ko‘p hollarda 

bu kvadratik forma haqiqatan ham real sistemaning kinetik energiyasi 

bo‘ladi, ammo ayrim hollarda y harakat tenglamalarini o‘zgartirish
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natijasida ham hosil bo'lishi mumkin (Raus tenglamalarida o‘zgartirish 

kiritganimizda hosil bo'lgan edi: R = R2+Rl +R0, bu yerda R2- 

kvadratik forma).

(7.1.1) tenglamaning Bvx va Ctx ustun-matritsalarini (mos ishora 

bilan olganda) kuchlar sifatida talqin qilish mumkin. Ular ayrim hollarda 

real kuchlami ifodalaydi va ayrim hollarda toyilgan harakat tenglama- 
larini keltirib chiqarishda hosil boladigan h adiar ni ifodalaydi.

Kelgusida soddalik uchun (7.1.2) kvadratik forma kinetik energiya 

deb ataladi, Bvx va С xx matritsalar - sistemaga ta'sir etayotgan 

kuchlar, x,,..., xs larni o‘zgaruvchilar, ularning vaqt bo'yicha olingan 

hosilalarini esa tezliklar deb aytamiz.

5, va С, matritsalarni simmetrik va qiyshiq simmetrik matrit- 

salarga ajratamiz:

b{= b + g , q  = c + p, (7.1.4)

bu yerda В va С simmetrik matritsalar hamda G va P qiyshiq simmetrik 
matritsalar quyidagicha aniqlanadi:

в = B' = -^(s, + B[), g  = -G' = ±(b, - b;), 

С = С  = \ (с, + с;), p  = -F = I  (с, - q).

(7.1.5)

2 2

(7.1.4) ifodalarni (7.1.1) tenglamaga qo‘ysak,

Ax + + Gx + Cx + Px = X (7.1.6)

ni hosil qilamiz.

С = | У  simmetrik matritsali Cx kuch potensial yoki kon-servativ 

kuch,

U = - C xx  (7.1.7)
2

kvadratik forma esa sistemaning potensial energiyasi deb ataladi.

Cx kuchlar real og‘irlik, elastiklik kuchlar potensialining chiziqli

qismini (nochiziqli potensial kuchlar qismi X  matritsa ifodasiga kiradi) 
ifodalaydi.

simmetrik matritsa yordamida
b  = № j

F’=-Bx- x (7.1.8)
2
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kvadratik fonnani tuzamiz. U manfiy boimagan holda tarqalish (soch- 

ilish) funksiyasi yoki Releyning dissipativ funksiyasi deb, o‘z nav- 

batida bu funksiyaga mos Bk kuchlar dissipativ kuchlar deb ataladi.

Agar F kvadratik forma musbat boiishdan tashqari yana aniq mus­

bat ishorali ham boisa, u holda dissipasiya toiiq, aks holda esa to‘Iiq 
emas deb aytiladi.

Agar F funksiya manfiy qiymatlar ham qabul qilsa, bu Bk mat- 

ritsaga kiruvchi kuchlar orasida tezlatuvchi kuchlar mavjudligini 

bildiradi. Odatda dissipativ kuchlar, jismlarning tabiiy ravishda qarshilik 
koisatadigan muhitida harakat qilganida, omik qarshiligi bor elektr 

zanjirlarida va h.k. hollarda hosil boiadi. Qoida bo‘yicha tezlatuvchi 

kuchlar maxsus qurilmalar orqali hosil qilinadi.

x tezliklarga chiziqli bog'langan va G = ||gtJ  qiyshiq simmetrik

matritsasi bor Gx kuchlar giroskopik kuchlar deb ataladi. Ko‘pincha 

bu kuchlar giroskopi bor sistemalarda va boshqa, masalan, avtomobil, 
samolyot, biologik populyatsiya, o‘zgarmas magnit maydonida elek- 

tronning harakati kabi sistemalarda ham mavjud bo‘lishi mumkin.

x koordinata chiziqli bog'langan va P = ||/?t J  qiyshiq simmetrik

matritsasi bor Px kuchlarning barqaror aniq nomi yo‘q.

G. Sigler ularni tsirkulyatsion kuchlar deb atadi, giroskopik siste- 

malar nazariyasida ularni radial korreksiya kuchlari deb, ko'pincha esa 

ularni yana nokonservativ kuchlar, psevdogiroskopik kuchlar deb ham 

ataydilar. Biz bundan keyin ularni (bu atama uncha to‘g‘ri emasligini 

bilgan holda) nokonservativ (konservativ emas) kuchlar deb ataymiz. 

Nokonservativ kuchlar tabiiy ravishda mavjud boiishi va maxsus qu­

rilmalar orqali hosil etilishi mumkin.

X  kuchlarni nochiziqli kuchlar deb ataymiz. Bu kuchlar yoyilma- 

sida xk va xk lar kamida ikkinchi darajada qatnashadi hamda xk = 0 

va xk = 0 bo'lganda bu yoyilma nolga teng .boiadi.

Misol. Toyilgan harakatning tenglamasi

3x, + x2 + 5i, - Xf + 2x, = X f, 

3c, + x2 - 2k{ - k2 + 6x] + 5x2 = X2

ko'rinishda berilgan bo'lsin. Bu tenglamalarda A, B{, C, matritsalar mos 

ravishda

3 1 5 0 -1 2
= C, =

1 1
1

-2 -1 6 5

kabi aniqlanadi. Sistemaning kinetik energiyasini tuzamiz:
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Т = — Ах ■ X = — fei,2 + 2х,х, + xt).
2 2 7

Т kvadratik forma uchun Silvestr kriteriysi bajariladi: д ,=з>0,  

A, -2>0- Demak, u aniq musbat ishorali.

B{ va C| matritsalarning satr va ustunlarini mo's ravishda joylarini 

almashtirib, ularning transponirlangan В [ va Cfx matritsalarini topamiz:

5 -2 -1 6
B[ = C[ =1

0 -1 2 5

Bt va C, matritsalarni simmetrik va qiyshiq simmetrik matritsalarga 

ajratamiz:

b = -(b[ + b[) =
5 -

-  1

0 1 

1 0

c  = -(c, + cO =
1 4

4 5
^ = - (c ,-c O  =

Endi Reley funksiyasi F ni va potensial energiya F ni topamiz:

F = — Bx ■ X — — fex,2 - 2x,x, - x i),
2 2

П = — Gx • X = — (- X,2 + 8x,x, + 5x2).
2 2 7

Reley funksiyasi (F) ham musbat qiymat (masalan, x2 = 0 va x, =£ 0 

bo‘lganda), ham manfiy qiymat (masalan, x,=0 va x2¿0  bolganda) 

qabul qilishi mumkin. Shuning uchun ham Bx kuchlar orasida ham dis­

sipativ, ham tezlatuvchi kuchlar mavjud. Giroskopik ( Gx ), potensial 

( Cx ) va nokonservativ ( Px ) kuchlarning matritsalari mos ravishda 

quyidagicha bo‘ladi:

Gx -

x = 0 , x = 0 toyilmagan harakatning turg‘unligini tadqiq ëtishdan 

oldin

X = A z

X , - X .  + 4x,
Fx =

- 2x3L il 1 1

-À 4xj + 5x, 2x,
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formula orqali yangi Z],Z2,—»Zj o‘zgaruvchilarga o‘tamiz, bu yerda A-

matritsa. Bu formulani (7.6) tenglamaga qo‘yib, quyidagini hosil 
qilamiz:

A A z + B A z + G A z + C A z + P A z = X(A z) .

Hu tenglamaning ikki tomonini chapdan A matritsaning transpo- 

nirlangan A/ matritsasiga ko‘paytiramiz:

A ' ^A z  + A 'BAz + A'G Az  + A 'CA z  + A 'PAz = Z ,  (7.1.9)

bu yerda Z = A'X(AZ) - ustun-matritsa va uning elementlarining ifo-

dasiga z.k va zk laming birinchidan yuqori darajalari kiradi.

Eslatib o‘tamizki, A va C matritsalar simmetrik, bundan tashqari A- 
aniq musbat ishorali. Chiziqli algebradan quyidagi teorema ma’lum: 

Agar s tartibli A va C matritsalar simmetrik va A matritsa aniq 
musbat isliorali bo'lsa, u vaqtda:

1) det (AA + C) = 0 (7.1.10) 

xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari haqiqiy;

2) Doirno shunday xosmas A matritsa topiladiki,

h'AK = E , A'CA = Cn

bo'ladi, bu xerda E - birlik matritsa va

0 ••• 0

C0 =
0 c2 •• 0

0 0 ■•• c,

diagonal matritsa, bunda c,,c 2>’ lar ;

(7.1.11)

(7.1.12)

mailing ildizlariga teng.
Teoremaning 2) qismidan quyidagi kelib chiqadi: agar ikkita kvad- 

ratik forma

k=l j =1

n  = -Cx-x = ~ Y  y
o o ¿—i ¿—i
z z k=i ;=1

ckjV j

Ivrilgan va bunda T aniq-musbat ishorali boisa, u vaqtda doimo 

shunday

x = A z
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almashtirish topiladiki (A -  xosmas matritsa), yangi o'zgaruvchilarda T 
va [J laming ifodalari

T = - z • i  = - (¿2 + • ■ • + z2) , (7.1.13)
2 2 „

n  = ^CoZ- Z = ^  + -  + C ^  (7.1.14)

ko'rinishni oladi.

A xosmas matritsa bolsin. U vaqtda A va C matritsalar simmetrik 

va /1- aniq-musbat ishorali ekanligi uchun, teoremaga asosan, (7.1.11) 

munosabatlar bajariladi.

Bu yerda A'BA matritsa simmetrik, A'GA va A'PA matritsalar esa 

qiyshiq simmetrik bo'ladi.

Haqiqatan ham, matritsalar nazariyasidagi

(AB j = B'A', (A ) '= A (7.1.15)

formulalarga asosan

(A'BA)' = (BA)'(A')' = a 'b 'a

yoki B simmetrik matritsa bo‘lganligi uchun B = B' va

(A'BA) = A'BA .

Demak, A'BA simmetrik matritsa bo‘ladi.
Agar simmetrik B matritsa o'rniga qiyshiq simmetrik G (yoki R) 

matritsani olsak, u vaqtda

(A'GA)' = (ca )'(aY  = a 'g 'a

ni yoki G ning qiyshiq simmetrik matritsa ekanligini va ular uchun 

G' = -G tenglik mavjudligini hisobga olib,

(A'GA) = -A'GA

ni hosil qilamiz. Demak, A'GA ham qiyshiq simmetrik matritsa bo'ladi. 

Xuddi shunday, A'PA ham qiyshiq simmetrik matritsa ekanligini isbot- 

lash mumkin.

Keltirilgan mulohazalarni va Ez = z ni hisobga olib, (7.1.9) tengla- 

mani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

Z + Bz + Gz + CqZ + P z = Z , (7.1.16)

bu yerda yozuvni soddalashtirish uchun A B A , A'GA va A'PA mat- 

ritsalar mos ravishda dastlabki B, G, P harflar bilan belgilangan.
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Agar yuqorida keltirilgan teoremani A va B yoki B va C (C-to‘liq 

dissipatsiyaga ega deb hisoblab) matritsalarga qoTlasak, u vaqtda yana

(7.1.9) tenglamaning ikkita yangi formasini yozish mumkin:

'¿ + B0z + Gi + Cz+Pz = Z, (7.1.17)

Az + B0z + Gz + C0z + Pz. = Z , (7.1.18)

bu erda C0 va B0 - haqiqiy elementli diagonal matritsalar:

c, 0 0 b\0 • ■ 0

0 c2 • 0 0 b2 ■ 0

0 0 ■• 0 0 " K

Shunday qilib, x = Az. almashtirish yordami bilan (7.1.6) teng- 

lamani uchta (7.1.16), (7.1.17) va (7.1.18) ko'rinishdagi haqiqiy for- 

malarning birortasiga keltirish mumkin. Bu almashtirishda potensial, 

dissipativ, giroskopik va nokonservativ kuchlar yana o‘sha tarkibda 

(strukturada) gi kuchlarga aylanadi. Aniqki, zk va zk larga nisbatan

turg‘unlikdan (noturg'unlikdan) xk va xk larga nisbatan turg‘unlik

(noturg‘unlik) kelib chiqadi. Shuning uchun ham bizni (7.1.6) tengla- 

mani (7.1.16), (7.1.17) va (7.1.18) tenglamalarning birortasiga keltira- 

digan x = Az almashtirishning o‘zi qiziqtirmaydi. Bizga shunday al- 

mashtirishning mavjudligini bilish kifoyadir.

Dastlabki B va C matritsalar bilan ulardan hosil qilingan B0 va C0 

matritsalar o‘rtasida

b{b2 ~-bs = A2 det B, cf2-cs = A2det C (7.1.19)

munosabatlar mavjud, bu yerda A = det A - almashtirish matritsasining 

determinan ti. Haqiqatan ham, det(^fi) = det A ■ det 5 formulani (7.1.11) 

formulalarning ikkinchisiga qo‘llab,j

det C0 = det A' • det C • det A 

ni hosil qilamiz. Ikkinchidan, detA' = detA ekanligini hisobga olib, bu 

munosabatdan

det C0 = A2 det C

ni hosil qilamiz, bu yerda A = det A . Bu yerda C0 diagonal matritsa, 

shuning uchun

det Cfj —- cy,

demak,
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C^2 ■ ■ cs = A2 det C . (7.1.20)

Xuddi shunday, (7.1.19) formulalaming birinchisini ham isbotlash nuimkin.

Tezlatuvchi kuch mavjud bo imasa, B matritsaning bk elementlari

orasida manfiylari yo‘q va toiiq dissipatsiya holatida bai'cha bk lar 

musbat boiadi. Agar tezlatuvchi kuchlar mavjud boisa, u holda bk 

elementlar orasida manfiylari ham boiadi. TI potentsial energiyaning 

minimumida barcha ck koeffitsiyentlar musbat, maksimumida esa man- 

fiy boiadi.

2- §. Faqat potensial kuchlar ta’siri ostidagi sistema 

harakatining turg‘unligi. Turg‘unlik koeffitsiyentlari

Qaralayotgan sistemaga faqatgina Cx potensial kuchlar ta’sir etayot- 

gan boisin va qolgan barcha kuchlarga nisbatan, ular yo‘q, ya’ni 

B = G = P = Z = 0 deb faraz qilamiz. U holda (7.1.16) foydalanib, 

toyilgan harakat tenglamasini quyidagi koiinishda yozish mumkin:

C0 diagonal matritsa ekanligini hisobga olib, (7.2.1) matritsali-teng- 

lamani skalar tenglamalar ko‘rinishida yozish mumkin:

Bu yerda zl ,Z2,--->Z, lar normal koordinatalar deb aytiladi. (7.2.2) teng­

lamalar bir-biri bilan bogianmagan va har biri alohida integrallanadi:

1. ck > 0; ck = ¡u¡ bo‘ lsin ,

zk = Ak sin(jikt + ek) ;
, (7.2.3)

2. ck < 0 ; ck = -vk bo‘ lsin,

bu yerda Ak, Bk va £k - o'zgarmas sonlar. Ravshanki, birinchi holda

z + C0z = 0. (7.2.1)

z, +c,z, =0

(7.2.2)

zt +ctz,=0



(7.2.3) dan koiinib turibdikí, agar barcha ck > 0 bolsa, zk = 0 va 

Zk = 0 toyilmagan harakat zk koordinata va zk tezliklarga nisbatan 

(demak, xk va xk larga nisbatan ham) turgim boiadi. Har bir ck < 0 

ga (agar u mavjud boisa) noturg'un zk koordinata to‘g‘ri keladi va, 

demak, ck < 0 boiganda, toyilmagan harakat noturg‘un boiadi (chunki 

ck < 0 boisa, A-±Vk xarakteristik sonlarning biri musbat). U vaqtda

Z nochiziqli funksiyalarning qanday boiishidan qat’iy nazar toyilma­

gan harakat noturg'un boiadi (Lyapunovning teorema D siga asosan). 

Shuning uchun ham ck sonlar sistemaning turg‘unlik koeffitsiyentlari va

manfiy ishorali ck lar soni turg‘unlik darajasi deb aytiladi. Bu ta’riflar

fransuz olimi Puankare tomonidan berilgan.

Kelgusida bizni faqat ck noturgim koeffitsiyentlar sonining juft yoki

toqligigina qiziqtiradi.

(7.1.19) formulalarning ikkinchisi

c,c2 • • • cv = A2 det C (7.2.4)

dan foydalanib, sistema turg'unlik darajasining juftligini aniqlash mum- 

kin. Bu yerda normal koordinatalarga oíishning hojati yo'q. Haqiqatan 

ham, agar manfiy ishorali ck koeffitsiyentlar soni juft boisa, u vaqtda

C\C2 ' " CS ko‘paytmaning ishorasi musbat boiadi (ck koeffitsiyentlar 

orasida nolga tenglari yo‘q deb faraz qilamiz) va (7.2.4) tenglikdan 

det C > 0 ekanligi kelib chiqadi. Agar manfiy ishorali ck koeffitsiyent­

lar soni toq boisa, u holda c]c2---cs ko‘paytmaning ishorasi manfiy 

boiadi va, demak, det C < 0 . Shunday qilib, oddiy qoidani hosil qila­

miz: clástlabki toyilgan harakat differensial tenglamalarida potensial 
kuchlari matritsasi C ning determinanti musbat bo'lsa, sistema notur- 
g'unlik darajasi juft, det C < 0 bo'lganda esa toq bo'ladi.

Bu qoidani ikkita misolga tatbiq etib koiamiz.

1- misol. Toyilgan harakat tenglamasi

x, + x2 + 5x + 2x2 = 0,

xl + 3x2 + 2x, - x2 = 0
(7.2.5)

koiinishda boisin. Koordinataga chiziqli bogiangan kuchlarning mat­

ritsasi
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simmetrik bo'lganligi uchün (7.2.5) sistema potensial sistema bo'ladi. 
Bu matritsaning determinanti manfiy:

det C =
5 2

2 -1
= -9-

Shuning uchun tenglamalarni normal ko'rinishga keltirmasdan sistema 

toq darajali noturg'unlikka ega deb aytish mumkin. Koordinatalar soni 

ikkita bo‘lganligi uchun bitta turg'un koordinata va bitta noturg‘un ko- 
ordinata mavjud bo'ladi.

2- misol. Toyilgan harakat tenglamasi

ko‘rinishda berilgan bo‘lsin. Bu sistema uchun pot'ensial kuchlar matritsasi

simmetrik. Shuning uchun (7.2.6) potensial sistemadir. Bu matritsaning 
determinanti musbat:

(7.2.6) tenglamalar sistemasini normal holga keltirmasdan tasdiqlash 

mumkinki, agar sistema noturg'un koordinatalarga ega bolsa, u vaqtda 

ularning soni juft bo‘ladi. C matritsaning bosh diagonal minorlari uchun

Bu yerda Silvester determinantlaridan (potensial energiya kvadratik 

forma ekanligini eslang) biri manfiy bo‘lganligi uchun koordinatalar 

orasida noturg‘unlari mavjud boiadi. Uning soni juft bo'lishi kerak, 
barcha koordinatalar soni esa uchta. Shuning uchun ham sistema bitta 

turg'un va ikkita noturg‘un koordinataga ega.

x, + x, + 2x, = 0, 

x2 - 3x2 + x:, = 0, 

x, + 2x, + x, - x3 =•()

(7.2.6)

1 0 2 

C =  0 - 3  1

2 1 - 1

1 0 2 

det C = 0 -3 1 =14-

2 1 -1

276



3- §. Potensial sistema harakatining turg‘unligiga dissipativ va 
giroskopik kuchlarning ta’siri

Real sharoitlarda potensial sistemaga dissipativ kuchlar ta’sir qiladi. 

Bu kuchlar qarshilik muhiti hisobidan yoki maxsus o'rnatilgan qurilma- 

lar orqali ta’sir ko‘rsatadi.
Bundan tashqari, shunday sistemalar ham mavjüdki, ularga potensial 

va dissipativ kuchlardan tashqari giroskopik kuchlar ham ta’sir etadi.

Dastlab, faqat potensial kuchlar ta’siri ostidagi z = 0 va ¿ = 0 toyil- 

magan harakat noturg‘un deb faraz qilamiz. Shunday savol tug'iladi: 

potensial kuchlarga giroskopik kuchlarni qo'shib harakatni stabillashti- 

rish (barqarorlash) mumkinmi? Oddiy misollar ko‘rsatadiki, ayrim hollar- 

da buni amalga oshirish mumkin. Haqiqatan ham,

Z, +c,z, = 0 ,1
1 11 \ (7.3.1)

Z2 + C 2Z2 =0\

potensial sistema c ,<0 va c2<0 bo‘lganda noturg'undir. Sistemaga,

mos ravishda g z 2 va - g z ,  giroskopik kuchlarni qo‘shib,

Z, + g Z2 + Cj z, =  0,)
f (7.3.2)

z2- ‘gz,  +c2z2 = 0 J

ni hosil qilamiz. (7.3.2) sistema sistemaning yechimini 

z, = AeM, z2 = BeÄI

ko‘rinishida izlaymiz. Uning xarakteristik tenglamasi

i 2+c, gÄ

- gA Ä2 + c2

ko‘rinishda bo'ladi. Bu tenglamada X faqat juft darajalari bilan qatna- 

shayotganligi uchun har bir X ildizga - X ildiz javob beradi. Shuning 

uchun, agar hech bo'lmaganda birorta ildizning haqiqiy qismi nolga teng 

bo'lmasa, u vaqtda haqiqiy qismi musbat bo'lgan ildiz topiladi. Bundan 

shu kelib chiqadiki, xarakteristik tenglamaning bare ha ildizlari sof mav-

hum va X2 ga nisbatan ildizlar - manfiy haqiqiy sonlar bo‘lgandagina 

sistema turg'un bo‘ladi. Buning uchun o‘z navbatida xarakteristik teng­

lamaning koeffitsiyentlari

c, • c2 >0, g 2 + c, + c2 >0, (g2 +c, +c2)2- 4 c ,c 2 > 0

shartlarni bajarishi zarur va yetarli. Bu uchta tengsizlikni (farazga aso-

san c, < 0 va c2 < 0) bitta

— Ä + (g" "f- Cj + C-,)/l + CjC'f — 0
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\g\>yF^+^i (?3-3)

shartga keltirish mumkin.

Shunday qilib, agar g koeffitsiyent (7.3.3) shartm qanoatlantirsa, u

vaqtda noturgiin (7.3.1) potensial sistema g¿2 va giroskopik

kuchlarni qo'shish natijasida stabillashadi (barqarorlashadi).

Tabiiyki, ikkinchi savol ham o‘rinli: har doim giroskopik kuchlarni 

qo'shish usuli bilan noturg'un potensial sistemani stabillashtirish (barqa- 

rorlashtirish) mumkinmi? Giroskopik stabillashtirishning zaruriy shartla- 

ridan birini quyidagi Tomson va Tet teoremasi beradi. Tomson va Tet 

o‘z teoremalarini 1879-yili isbot qilganlar [112]. Yetarli shartlar 
[60,102] ishlarda ishlab chiqilgan.

Teorema (Tomson va Tetning birinchi teoremasi). Agar poten-sial 
sistema toyilmagan harakatining noturg'unligi toq darajali bo'lsa, u 
vaqtda harakatni hech qanday giroskopik kuchlar bilan stabillashtirish 
(barqarorlashtirish) mumkin emas.

Isbot. Potensial sistema

Z + C0Z' =  0 (7.3.4)

noturg'unligi toq darajada bo'lsin. Sistemaga ixtiyoriy Gz giroskopik 

kuchlarni qo'shib,

Z + G¿ +  C 0 Z = 0 (7.3.5)

sistemani hosil qilamiz. C0 - diagonal va G qiyshiq simmetrik mat- 

ritsalar ekanligini hisobga olib, xarakteristik tenglamani tuzamiz:

A = det {EÚ- + GÁ + C0) =

Á + C| §\2̂

§ 21  ̂ A ~h C 2

Ss A  g, ■■■¿2+Cs

Determinantni yoyib, A darajasi bo‘yicha hadlarni guruhlaganimiz- 

dan keyin

A = A2i + • • • + ci s =0

xarakteristik tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamaning ozod hadi (uni 

topish uchun determinantga A = 0 ni qo‘yish kifoya)
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kabi topiladi. Teoremaning shartiga asosan manfiy ishorali c,,c2,---,cs 

koeffitsiyentJarning soni toq, shuning uchun ham as < 0 (ck ■£ 0 deb

faraz qilinadi). Bundan, o‘z navbatida, xarakteristik tenglama ildizlaridan 

hech bo'lmaganda bittasining haqiqiy qismi musbat bo'lishi kelib chi- 

qadi. Giroskopik kuchlarning as ozod had ishorasiga ta’siri yo‘qligidan,

z = 0 va z = 0 toyilmagan harakatning noturgiinligi (7.3.4) sistemaga 

har qanday giroskopik kuchlarni qo'shganda ham saqlanadi.

Eslatma. Nochiziqli sistemalar uchun ham teorema o‘z kuchini saq- 

laydi. Chunki Lyapunovning ikkinchi teoremasiga asosan xarakteristik 

tenglama ildizlaridan hech bo'lmaganda bittasining haqiqiy qismi musbat 

boiganda Z nochiziqli funksiyaning qanday bo‘lishidan qat’iy nazar, 

toyilmagan harakat noturg'undir.
Endi turg'un potensial sistemaning harakatiga giroskopik va dissipa­

tiv kuchlarning ta’sirini ko'rib o'taylik.

Teorema (Tomson va Tetning ikkinchi teoremasi). Agar potensial 

sistemaning z~Q va z = 0 toyilmagan harakati turg'un bo'Isa. u 

vaqtcla ixtiyoriy giroskopik va dissipativ (to'liq dissipatsiyali bo'lishi 
shart emas) kuchlar qo'shilganda ham sistemaning turg'un harakati saq­
lanadi.

Isbot. z + C„z = 0 turg'un potensial sistemaga Gz giroskopik va 

Bz dissipativ kuchlarni qo'shganimizda

z + Bz + Gz + C0z = 0 (7.3.6)

ni hosil qilamiz. Bu tenglamaning ikkala tomonini ham o‘ng tarafdan z 
vektorga ko'paytiramiz:

z ■ z + Bz ■ z + G z ■ z + Caz • Z ■= 0 . (7.3.7)

Birinchi paragrafdagi (7.1.8) F = -Bx-x  formulaga asosan

Bz-z = 2F, bu yerda F- dissipatsiya funksiyasi. Bundan tashqari, G

qiyshiq simmetrik matritsa uchun Gz-Z ko'paytma nolga teng boiadi

(chunki bu matritsalar uchun =0 , zk] = ~ Z jk va G z  • Z = 0).

Almashtirish natijasida hosil qilingan (7.1.16) tenglamani koiayotga- 

nimiz uchun, bu yerda

A = E, P = 0, Z = 0 ,T  = - E z - z  va FI — — C0z • z .
2 2
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U vaqtda, quyidagi o ‘z-o‘zidan ayon bo‘lgan

tengliklarni hisobga olib, (7.3.7) tenglamani

d (T + 11) = _ 2p
(7.3.8)

dt

ko‘rinishda yozish mumkin.

Teoremaning shaitiga asosan potensial sistema turg'un boigani 

uchun barcha ck > 0 va 77 potentsial energiya z* koordinatalarga nis- 

batan aniq-musbat ishorali bo'ladi.

Demak, zk koordinata va zk tezliklarga nisbatan V = T + /7 to'liq 

energiya aniq-musbat ishoralidir. Shunday qilib, (7.3.8) tenglikka asosan 

G z giroskopik kuchlar va B z  dissipativ kuchlarning xarakterlari qan-

day boMishidan qat’iy nazar aniq-musbat ishorali V funksiyadan (7.3.6) 

toyilgan harakat differentsial tenglamasiga nisbatan vaqt bo‘yicha olin- 
gan to'liq hosilasi musbat bo'lmaydi. Bulardan Lyapunovning turg'unlik 

haqidagi teoremasiga asosan zk = 0 va zk = 0  toyilmagan harakatning

turg'unligi kelib chiqadi.
Tomson va Tetning ikkinchi teoremasida turg'un potensial sistemaga 

ixtiyoriy giroskopik va dissipativ kuchlar qo'shiladi deb aytilgan. Endi 
ko‘shilgan dissipativ kuchlar ixtiyoriy bo'lmasdan, balki to'liq dissipat- 

siyali dissipativ kuchlar bo‘lgan holni ko‘rib o'taylik. Bu holda F dissi­
pativ kuchlar aniq-musbat ishorali funksiya boMadi.

Teorema (Tomson va Tetning uchinchi teoremasi). Agar z = 0 va 

¿ = 0 toyilmagan harakat birgina potensial kuchlar ta’sirida turg'un 

bo'lsa, u vaqtda ixtiyoriy giroskopik kuchlar va to'liq dissipatsiyali 
dissipativ kuchlarni qo'shganimizda u asimptotik turg'un bo'ladi.

Isbot. Isbotdagi amallar (hisoblash) oddiyroq bo‘lishi uchun s = 2 

deb qabul qilib (ixtiyoriy s uchun isbot o‘xshash), (3.6) matritsaviy 

tenglamani skalar formada yozamiz:

o‘zgaruvchilar kiritib, ikkita ikkinchi tartibli (7.3.9) tenglamalarni to‘rt- 

ta birinchi tartibli tenglama ko‘rinishida yozamiz:

(7.3.9)

Yangi
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— (¿*11 ) ' i  "1" ¿*12 >’:  8 12 y 2  ̂13'.i)> 

y 2 -  —(¿*21 -V I + ^ : :  y 2 +  £ 2 1  y'\ + c 2 3,-t)> 

?s = >Y>

Vj = .V2-

(7.3.10)

Quyidagi kvadratik formani qaraymiz:

V = \ t ’i2 + >2 + C'yi + C2̂  + 2£ + Ciy-y4)

bu yerda £  - biror musbat son.
(7.3.11) kvadratik forma koeffitsiyentlari matritsasini tuzamiz:

1 0 ec] 0

0 1 0

(7.3.11)

£c, 0 c,

0 et\ 0

£c2
0

c,

(7.3.12)

Bu matritsaning bosh diagonal minorlarini A m {£) bilan belgilay- 

miz, bu yerda m 1, 2, 3, 4 qiymatlarni qabul qiladi. e = 0 bo'lganda 

At(0) = 1, A2(0) = 1, A3(0) = c„ A4(0) = c\c2 (7.3.13)

ga ega bo‘lamiz.
Teorema shartiga asosan sistema faqat potensial kuchlar ta’sirida 

turg'un bo‘lgani uchun c, >0,« c2 > 0  va, demak, barcha m lar uchun 

A„, (0) > 0. Am(f) determinant £ parametrga nisbatan uzluksiz 

bo‘lgani uchun £ ning yetarli kichik qiymatlari uchun barcha Am(£) lar 

musbat bo‘ladi. £ ning bunday qiymatlarida (7.3.12) matritsaning bosh 

diagonal minorlari noldan katta, ya’ni bu matritsa uchun Silvestr kri- 

teriysining shartlari bajariladi va, demak, V funksiya aniq-musbat isho- 

rali bo'ladi.

V funksiyadan vaqt bo‘yicha to‘liq hosila olamiz:

V =  y j i  +  J 2.V2 +  C1.V3Í'3 +  C2 ) ’4>’4 +
+  £C\ ( y 33;i +  )\ft) +  £ ci (y4> ’2 +  M 4) -

Bu tenglamadagi ym lar o‘rniga ularning qiymatlarini (7.3.10) dan 

keltirib qo‘yamiz, hadlarni guruhlaymiz va 

olganimizda

S n = ~ 8 2, ni hisob§ a
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^  = ~{(Ai ~ £ р  У[ + (̂ 22 ~ £ ст) >2 + £ с\2 Уз + £сг У4 +

+ 2Ъп у, у2 + .£ с, Ьи у] у3 + £ с2 Сьгх - g]2) у, у4 + (7.3.14) 

+ £ С, (Z?l2 + £ 12)>>2 Уз + £ С2Ь22у2 у4 } 

ni hosïl qilamiz. —V funksiya koeffítsiyentlarining matritsasini tuzamiz:

b\ ; -ec, hn

£

f rA ,

b2\ b2 2 -£c2 -c
2 (¿I2 + ¿I2>

£ ,

2 "

£
— C| (b,2 + gJ2 )

0
г cf

~2 c~ (̂ 21 "" &12)
2 "

0

2 C2 (ï>2\ g|2)

ec;

(7.3.15)

Bu matritsa bosh diagonal minorlarini Alm ( £ ) (m = 1,4) bilan bel- 

gilaymiz. £ yetarli kichik son deb faraz qilib, А'ш (£) larni topamiz:

A'(£ )  = bu + ...,

A2(S) — bu ¿>22 “  b\2 *•*’

Aj(£) = £ cf(bu b22 - b?2) + ...,
(7.3.16)

A*4(f) = £- cf c¡(bt, è2? - 6,22) + ...,

bu yerda nuqtalar bilan o‘z ifodasida £  ni yanada yuqoriroq darajalarini 

((7.3.16) da yozilganlarga nisbatan) saqlaydigan hollar ifodalangan. 
Releyning dissipatsiya funksiyasi 

1 ,2
F  — — (Al Zj + 2 è|2 z2 + b22 ¿2 )

aniq-musbat ishorali (shartga asosan dissipatsiya to'liq) va, demak, 
uning koeffitsiyentlari Silvestr shartlari

A, = bn >0,
711

b2 i b22
■ bn b22 -b l2> 0

ni qanoatlantiradi.

Shunday qilib, £ ni tanlab olish yo‘li bilan bir vaqîda V funksiyani

aniq-musbat ishorali va uning vaqt bo‘yicha olingan V to'liq hosilasini 

aniq-manfiy ishorali qilish mumkin.
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Shuning uchun ham Lyapunovning B teoremasiga asosan

>'i — = 0, ~~ ¿ 2  ~~ 0) y3 =z, -0, y4 - z 2 = 0

toyilmagan harakat asimptotik turg‘undir va shu bilan teorema isboti 

yakunlanadi. Keltirilgan isbot N.G. Chetayevga tegishli [102]. Noturg‘un 

potentsial sistemani ayrim hollarda giroskopik kuchlar orqali stabillash- 

tirish mumkinligini bu paragrafning boshida ko'rsatgan edik. Biz bu 

holda dissipativ kuchlarni hisobga olmagan edik. Endi dissipativ kuch- 

larning giroskopik stabillashtirish jarayonidagi rolini koiib o‘tamiz.

Teorema (Tomson va Tetning to‘rtinchi teoremasi). Potensial 

kuchlar ta’sirida noturg'un bo'lgan z = 0 va z = 0 toyilmagan ha­

rakat har qanday giroskopik va to'liq dissipatsiyali dissipativ kuchlarni 

qo‘shgcmimizda ham noturg'unligicha qoladi.

Isbot. Potensial kuchlar ta’sirida z = 0 va ¿ = 0 toyilmagan hara­

kat noturg'un bo'lgani uchun ck koeffitsiyentlar orasida hech bo'lma- 

ganda bitta manfiy ishoralisi topiladi. Shuning uchun ham y, = ¿j, 

v, = ¿,, v3 = Zi, yi = z2 larni shunday tanlab olish mumkinki, (7.3.11) 

ifoda bilan aniqlangan V funksiya manfiy boisin. ck laming ishoralari 

qanday boiishidan qat’ry nazar ((7.3.16) minorlarning bosh hadlari yoki 

ck ga bog'liq emas, yoki uni kvadrati bilan o‘z ifodasida saqlanadi) ix-

tiyoriy yetarlicha kichik £ > 0 larda V aniq-musbat ishorali funktsiya 

bo‘ladi. Shunday qilib, Lyapunovning D-teoremasi shartlari to'liq baja- 

rilgani uchun toyilmagan harakat noturg‘undir.

Isbot qilingan teoremadan quyidagi kelib chiqadi: agar noturg'un po­

tensial sistemani giroskopik kuchlar orqali stabillashtirsak ham yetarli 

kichik to'liq dissipatsiyali dissipativ kuchlar vaqtning o'tislii bilan eri- 

shilgan turg'unlikni buzadi. Shuning uchun ham Tomson va Tet faqat 

potensial kuchlar ta’siri ostida mavjud bo'lgan turg'unlikni abadiy tur- 

g'unlik va giroskopik stabillashtirish orqali erishilgan turg'unlikni mu- 

vaqqat turg'unlik deb atashni taklif etganlar.

4- §. Tomson va Tet teoremalarining tatbiqiga doir misollar

1- m i s o 1. Pildiroq turg‘unligi

Pildiroq o'qi z ning holatini a  va ß  burchaklar bilan aniqlaymiz. 

Sistemaning massa markazi C tayanch nuqtadan yuqorida turganligi sa- 

babli ikkala a  va ß  koordinatalar pildiroq aylanmayotganda noturg'un 

bo'ladi (7.1- shakl,a).
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Shunday qilib, pildiroqning notúrg'un koordinatalar soni juft va Tom 

va Tetning birinchi teoremasidagi zaruriy shart bajariladi. Pildiroq toyil- 

gan harakatining a  va /? larga nisbatan differensial tenglamalarini 

ikkinchi bobda topgan edik:

J á+ J n B - PC.a = 0,)
1 i  “  (7.4.1)

J j - J : n á-P fp  =  O.J

7.1- shakl.

(7.4.1) tenglamalarni

J Jxr - P ía  = 0, J xfi - Pl(5 = 0

noturg‘un potensial sistemaga mos ravishda J T n /? va - J ,  n á  giros- 

kopik kuchlarni qo'shish natijasida hosil qilingan deb qarash mumkin.
Di / ti

Asar c — c = - —  je=~X“ deb qabul qilsak, y vaqtda (7.4.1) 

^ ‘ 2 J ' '  y ' 
tenglamalar sistemasi (7.3.2) tenglamalar sistemasi bilan mos keladi. Gi- 

roskopik stabillashtirish sharti (7.3.3) bu miso! uchun

yoki

j ¡  n- > 4 pe j x

ko‘rinishda bo'ladi. Bu shartni kitobning ikkinchi bobida (nochiziqli sis­

tema uchun) ham topgan edik.
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Àgar massa markazi S ôsilish nuqtasidan pastda joylashgan bo‘lsa 
(giroskopik mayatnik, 7.1- shakl, b), u vaqtda a  va p koordinatalar tur- 

g‘un bo'ladi. Bu holatda Tomson va Tetning ikkinchi teoremasiga ase­
san xar qanday n burchak tezlik uchun (X va koordinatalar lurg’un 

bo‘ladi. Tomson va Tetning to‘rtinchi teoremasiga asosan pildiroqning 
turg‘anligi muvaqqat va giroskopik mayatnikning turg'unügi abadiydir.

2- m i s o 1. Giroskopik bir relsli vagon

XX asrning birinchi choragida bir relsli vagon va ikki g'ildirakli av- 

tomobillarning eksperimental nusxalari paydo bo'ldi. Ularning massa 
markazi relsdan (yoldan) yuqorida joylashgan edi (7.2- shakl). Vagon- 

ning (avtomobilning) vertikal holati noturg'un va uni stabillashtirish 

uchun giroskopdan foydalanilgan.

7.2- shakl.

Vagonning vertikal holatini stabillashtirish uchun sistemaning para- 
metrlari qanoatlantirishi lozim bo‘lgan munosabatlarni aniqlashdan oldin 

masalani sifat jihatdan ko‘rib o‘tamiz. Vagonning massa markazi relsdan 
yuqorida turadi. Shuning uchun vertikaldan vagonning og‘ishini belgi- 

laydigan y/ burchagi noturg‘un koordinata bo‘ladi.

Tomson va Tetning birinchi teoremasiga asosan faqat noturg'un 

koordinatalarning soni juft bo‘lgandagina toyilmagan harakatni giros­

kopik stabillashtirish mumkin. Bundan shu narsa kelib chiqadiki, siste­

maning ikkinchi koordinatasi 0 (giroskop o‘rnatilgan halqaning burilish 

burchagi) ham noturg'un koordinata bo‘lishi kerak. Shu maqsadda hal­

qaning yuqori qismiga L yukni o‘rnatilgan. Shunday qilib, sistema ikkita
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y/ va 9 noturg'un koordinataga ega boiadi va uni giroskopik stabli

lashtirish murakin bo'lib qoladi.

Vagon va halqa bilan giroskop tebranishlari natijasida hosil bo'laill 

gan qarshilik kuchlarini hisobga olamiz (bu kuchlâf muhitning qar.slu 

ligi va tayanch nuqtalaridagi ishqalanish natijasida yuzaga keladi). Tom 

son va Tetning to‘rtinchi teoremasiga asosan bu kuchlar giroskopik slti 

billashtirishni buzadi (chunki giroskopsiz sistema noturg‘un). Shunin^ 

uchun ham stabillashtirishni amalga oshirish uchun boshqa xil kuch kin 

tish kerak. Shu maqsadda K halqaning aylanish o‘qi N ga maxsus eleklm

magnit qurilma o‘rnatilgan. Bu qurilma k26 tezlatuvchi moment yarn

tadi. Moment aylanish burchak tezligiga proporsional bo‘lib, halqarun>; 

aylanish tomoniga yo‘nalgan boiadi (tebranishiar nazariyasida bunday 

momentlar va kuchlarni manfiy ishqalanish deb ataydilar).

Tomson va Tet teoremalari orqali bir relsli giroskopik vagonning tur 

gimligini ta’minlaydigan kuchlarning xarakterini aniqlaganimizdan keyin 

sonli tahlilga oiamiz. Buning uchun sistemaning toyilgan harakat dilïc 

rensial tenglamalaridan foydalanamiz [75]:

A ÿ  + k{y/ - H9 - c\y/ = y/. 1
. . . .  f (¡0 

A29 — k-,9 + H \j/ — c29 = O.j

Bu yerda

A| — J + (M + Mq) a2 + A + C|),

A2 = A0 + A, c, = P  ■ c, c2 = p ■ b, 

va C0 halqaning inersiya momentlari, M0-uning massasi, A-giro- 

skopning ekvatoïial inertsiya momenti, M-uning massasi, J  -vagon 

ning rels o‘qiga nisbatan inersiya momenti, P-vagonning ogirligi, p 

qo‘shimcha L yukning ogirligi, H  -giroskopning kinetik momenti, /c, 

vagonga ta’sir etayotgan qarshilik kuchining koeffitsiyenti, k2 tezlatuv- 

chi moment-/:,^ni yaratuvchi qurilma xarakteristikasining tikligi; a,b  

va c o'zgarmas sonlarning miqdori 7.2- shaklda koiinib turibdi, G 

butun sistemaning massa markazi (L  yukdan tashqap), y/ va 6  - no-

chiziqli kuchlar.

(a) tenglamalarni

Aÿr - ctij/ = 0, A29 - c29 = 0 

noturg'un potensial sistemaga H y/ va - H 9 giroskopik kuchlarni, 

k2y/ dissipativ kuchni, - k29 tezlatuvchi kuchni hamda y/ va 0  no-
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i lu/.iqli kuchlarni mos ravishda qo‘shish natijasida hosil qilingan deb 

<|iti ash mumkin.

Mirinchi yaqinlashish tenglamalarining (ular y/ va 0  larni tashlash 

ii.iljjasida hosil bo'ladi) xarakterisdk tenglamasini tuzamiz:

ToTtinchi tartibli sistema uchun Gurvits kriteriysini yozamiz (a0 > 0):

Biz ko'rayotgan holda a0>0 va a4 > 0 shartlar o‘z-o‘zidan bajariladi, 

yana A3 > 0 dan a2 > 0  bajarilishi, qolgan ax > 0, a} >0 va A3 > 0 

shai'llardan esa quyidagilar kelib chiqadi:

Birinchi shart qurilma xarakteristikasining tiklik koeffitsiyenti k2 ning

o'/garish chegarasini, ikkinchi shart H  kinetik momentning quyi che- 

Miasini aniqlaydi. (e) shartlarning bajarilishi xarakteristik tenglama il- 

<11/ laridan barchasining haqiqiy qismi manfiy bo'lishini ta’minlaydi. U 

\.u|tda Lyapunovning birinchi yaqinlashish usulidagi birinchi teorema- 

■.i.i’.a asosan bir relsli vagon toyilmagan harakati asimptotik turg‘un bo‘-

(d) formulalardan ko'rinib turibdiki, agar k2 < 0 bo‘lsa (tezlatuvchi 

moment o‘rniga oddiy qarshilik kuchi yuzaga keladi), o3 koeffitsiyent
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Aft + kyX — c'| - HA
= 0.

HA A2A2 - k2A - c2

l )eterminantni yoyib va hadlarni guruhlaganimizdan keyin 

auA4 + ci ¡A3 + ci-, A~ + cijA + ci4 — 0 

hi hosil qilamiz, bu yerda

a0 = A,A2, ax = k\A2 - k2Av 

a2 = H 2 - c2Af - c,A2 - k{k2, 

cij — k i C| k\C2, ci4 — CyCrf.

c, - A,

H 2 > c2Ay + cxA2 + k{k2 +

A]A2(k2cl - kxc2)2 + clc2(k]A2 - k2Ax)2

(e)

(k2cx k̂ Cj)(k\Â k̂ Ay)



manfiy hamda Tomson va Tetning toitinchi teoremasiga asosan sistema 

hoturg-un bo‘lib qoladi. Demak, sistema turg‘un boiishi uchun albatta 
te/.latuvchi moment niavjud bo'lishi zarur.

5- §. Faqat giroskopik va dissipativ kuchlar ta’siri 

ostidagi harakatning turg‘unligi

Shu vaqtgacha sistemaga giroskopik va dissipativ kuchlar potensial 
kuchlar bilan birgalikda ta’sir etayotgan hollar koiib o‘tildi. Ammo 

amalda shunday sistemalar mavjudki, ularda dissipativ va giroskopik 
kuchlar potensial kuchlarsiz ta’sir koi'satadi. Ana shunday sistemalar- 

ning turg'unligini ushbu paragrafda oi'ganamiz.

5.1. Faqat giroskopik kuchlar ta’sir etadigan hoi

Dastavval sistemaga faqat giroskopik kuchlar ta’sir etadi va uning 

toyilgan harakatining tenglamasi

z + Gz = 0 (7.5.1)

koiinishga keltirilgan deb faraz qilamiz.
Bu hoi uchun D.R. Merkin tomonidan yaratilgan teoremalarni kel- 

tiramiz [61 ].

1- teorema. Agar sistemaga faqal giroskopik kuchlar ta’sir etsa, u 

vac/tda uning x — 0 va z = 0 toyilmagan harakati tezliklarga nisbatan 

doim turg'un bo'ladi.

Isbot. (7.5.1) tenglamaning ikkala tarafini o‘ng tomondan z mat- 
ritsaga ko'paytiramiz:

z-z + G z - z - O . (7.5.1')

G qiyshiq simmetrik matritsa uchun G i- Z -  0 bo‘lishini hisobga olib, 

(7.5.1') tenglamadan

z ■ z = 0

ni hosil qilamiz. Bu tenglamani integrallab,

Z ■ Z = ^  (Z[2 + zl + .. + Zs2) = h (7.5.2)

ni olamiz, bu yerda h -o ‘zgarmas son. V = ^  z ■ z funksiya turgimlik

haqidagi Lyapunov teoremasining hamma shartlarini qanoatlantiradi, 
chunki u aniq-musbat ishorali va undan vaqt bo‘yicha (7.5.1) toyilgan

harakat tenglamalariga nisbatan olingan to ‘liq hosilasi V  aynan nolga 

teng.

288



Teorema chiziqli avtonom sistema uchun yaratiigan edi. V.V. Rumyan- 

sev giroskopik kuch G vaqtga oshkora ravishda bog'liq bo'lganda chi­

ziqli noavtonom sistemalar uchun ham 1- teorema o'z kuchini saq- 

lashini ko‘rsatgan (teoremaning isboti G z - i=  0 tenglikka suyangan).

Bu tenglik vaqtdan oshkora ravishda bog'liq boigan istalgan G qiyshiq 

simmetrik matritsa uchun bajariladi [80].
Harakat turg'unligi faqat tezliklar turg'unligi bilangina emas, balki 

koordinatalar turg'unligi bilan ham aniqlanadi. Quyidagi teoremada ko- 

ordinata va tezliklar majmuasiga nisbatan (7.5.1) sistema harakati tur- 

g'unligining zarur va etarli sharti keltirilgan.

2- teorema. Faqatgina giroskopik kuchlar ta’siri ostida bo'lgan chi­
ziqli avtonom sistemaning toyilmagan harakati koordinatalar bo'yicha 

turg'un bo'lishi uchun giroskopik kuchlar matritsasining determinanti 

nolga teng boTmasligi yetarli va zarur.

Isbot. Dastlab, agar det G 0 bo‘lsa, u vaqtda z = 0, z = 0 toyil­

magan harakat z koordinata bo'yicha turg'un bo'lishini ko'rsatamiz (ol- 

dingi teoremada detG ning har qanday qiymatida sistema tezliklarga

nisbatan turg'unligini isbot qilgan edik).
(7.5.1) tenglamani vaqt bo'yicha bir marta integrallaymiz:

z + G z = D (7.5.3)

bu yerda

D = z 0 + G z u. (7.5.4)

Yangi y o'zgaruvchili matritsaga quyidagi

z = y + G _I D « (7.5.5)

formula orqali o'tamiz (shart bo'yicha G  xosmas matritsa, shuning

uchun ham G "1 mavjud bo'ladi). (7.5.5) formulani (7.5.3) tenglamaga 

qo'yib, quyidagini hosil qilamiz

y + G y  + G G -1 D = D 

bunda GG~’ D = E D - D  ayniyatni hisobga olib,

y + G y  = 0 (7.5.6)

tenglamaga keltiramiz.

1- teoremaga asosan harakat z tezliklarga nisbatan turg'un. (7.5.1) va

(7.5.6) tenglamalar ko'rinishi bo'yicha bir xil bo'lganligi uchun harakat 
y ga nisbatan ham turg'un bo'ladi. (7.5.4) va (7.5.5) tengliklarga

asosan harakat ¿ koordinataga nisbatan turg'un degan xulosaga kela- 

miz. ( z 0 va z u larning modul bo'yicha yetarli kichik qiymatlari uchun

D matritsaning elementlari ham kichik bo'ladi).
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Endi teoremaning zaruriy shartini isbot qilamiz. Buning uchun 

detG = () boiganda sistemaning noturg'unligini ko'rsatish kifoya. (7.5.1) 

difieren,sial tengiamaning xarakteristik tenglamani tuzamiz:

A = det (EX~ + GX)

X 8\2 A

82lX X2 "• 82s ¿ = 0 (7.5.7)

s j Ss2Ä •• X2

Har bir satrdan umumiy ko'paytuvchi X ni chiqarib, hosil bo'lgan

A 8n gl.,

8 21 ¿ 8 2,vA = X'

8s2
determinantni X darajalari bo'yicha voyamiz:

A = /t' (Ä' +...+cii ) .

Ravshanki,

0 Sn ■■■ §i.

a ,  -

Sa 8s2 ■■■ 0

det G ■

det G = 0 munosabatdan va keyingi ikki tenglikdan (7.5.7) xarakte- 

ristik tengiamaning kamida (s +1) ta nolinchi ildizlari borligi kelib 

chiqadi. Endi

X  g,2 x. 

?21  ̂ ^

8*\ A g.v2 X

8is¿

82 A
= 0

xarakteristik matritsaning elementar bo‘luvchilarini tadqiq etishga o‘ta- 

miz.

Asosiy tadqiqotni davom ettirishdan oldin matritsaning elementar 
bo‘luvchisi, eng katta umumiy bo‘Iuvchisi va invariant ko‘paytuvchisi
degan tushunchalarga aniqlik kiritaylik.
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Elementlari biror A parametrning /¡¡(A) ko'phadi boigan kvadrat 

matritsani ko'raylik:

f  I (A) • ■ • fn {A)

F(.A) =
L U )  ■ fn,M)

(7.5.8)

Bunday matritsalar A - matritsalar deb aytiladi.

Dk (A) (k = 1,2.., n) orqali (7.5.8) matritsaning barcha k tartibli 

minorlarining eng katta umumiy bo‘luvchisini belgilaymiz, uning bosh 

hadi oldidagi koeffitsiyentini birga teng deb tanlab olamiz. Dk(A) 

ko‘phadning Dk_, (A) ko'phadga bo‘linishini osongina ko'rsatish mum- 

kin. Eng katta umumiy bo‘luvchi Dk(A)ni topishda quyidagi qoidaga 

rioya qilish foydali:

agar biror k tartibli minor o‘zgarmas miqdorga teng bo‘lsa, u vaqtda 

Dk = D(._, =... = D, = 1 (chunki bu minor Dk ga boiinishi kerak, Dk esa

Dk_j, Dk_2,..„D i larga bo‘linadi). Ushbu

Dk - Ek (A) (k - U , D0 = 1) (7.5.9)
D k- M )

ko‘phad (7.5.8) matritsaning invariant ko‘paytuvchisi deb aytiladi. 

Ravshanki,

Dk(A) = E](A)-E1 (A )- E k (A) 

va u o‘zgarmas ko'paytuvchigacha aniqlikda det Fn (A) ga teng boiadi: 

Dn (A) = k det F  (A) = E{ (A) • E2(A)■■■ En {A). (7.5.10) 

Har bir Ek (A) invariant ko‘paytuvchini ko‘paytuvchilarga yoyamiz:

Ek (2) = (JL - A,)HA - A2)\.. (A - Apf ' ,

bu yerda A,, A1,...,A/) lar

det F  (A) = 0 (7.5.11)

tenglamaning har xil ildizlari. Ravshanki,

ek r > 0 (k = 1, n ; r = 1, p ) .

Bundan tashqari, ek j < e tk, ., agar k < k ] boisa (chunki Ek, 

invariant ko‘paytuvchi Ek ga bo‘linadi).
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Ea. (A) ifodasiga ko'paytuvchi bo‘lib kirgan va o'zgarmas sondan

farq qiluvchi (A - Ar) e‘r had A -matritsaning elementar bo‘luvchisi 

deb aytiladi. Ulaming umumiy sonini m va boluvchilarning o‘zini 

(A - A,)"',..., (A - Am)""’ bilan belgilaymiz. “

A¡ sonlarning orasida bir-biriga tenglari ham bo'lishi mumkin

((A — A j)e' ko‘paytuvchilar har xil Ek invariant ko'paytuvchilarning 

ifodasiga kirishi mumkin).

Quyidagi misolda yuqorida bayon etilganlarni tushuntiramiz. Ushbu

I (A + 1)3 ( A + 1)2
/■(A) = i n

/1 + 1 /1 + 1
(7.5 .12)

= A(A+1)\

matritsa uchun to‘rtta birinchi tartibli minorni yozish mumkin:

U + l ) 3, (A + l ) 2, (A + 1), 2 + 1.

Warning eng katta umumiy bo'lu\ chisi

D, = A .+1

bo‘ladi. (7.5.12) matritsa uchun bitta ikkinchi tartibli minor mavjud:

{A +1) 3 (A +1)"

A + l A + l

Bu minorning eng katta umumiy bo'luvchisi D2 = A (A + l)3.

(7.5.9) formuladan foydalanib, invariant ko‘paytuvchilarni topamiz:

E, = D, = (A + 1),

E2 = ^  = A{A + l)2.

(7.5.12) matritsaning elementar bo‘linuvchilarini topamiz:

A + l, A, (A + 1)”.

Ularning ildizlari

A, = -I, 4  = 0, A¡ = A4 = -1 

bo‘ladi. Bu ildizlar, albatta,

det F (A) = 0 
tenglamaning ildizlari ham bo‘ladi.

A = - 1 ildiz det F (A) = 0 tenglamaning uch karrali ildizidir. Shu 

ildizning o‘zi bitta elementar bo'luvchi uchun oddiy va boshqasi uchun 
ikki karrali ildiz bo‘ladi. Ushbu
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Ei 0 ... 0

0 e 2 .. 0

0 0 . • E„

matritsa {EY,E2,..:,En~ (7.5.8) matritsaning invariant ko‘paytuvchilari)

(7.5.8) matritsaning normal diagonal formasi deb aytiladi. Masalan,

(7.5.12) uchun

l+ l  -o

0 A(A +1)2

normal diagonal forma bo'ladi. Har qanday A -matritsani chekli sondagi 

elementar almashtirishlar orqali normal diagonal forma ko‘rinishiga 

keltirish mumkin.
Endi asosiy tadqiqotimizga qaytamiz. Xarakteristik matritsa barcha 

minorlarining eng katta umumiy bo'linuvchisini Dk bilan belgilaymiz.

Aniqki, Dj = A, D, umumiy boiinuvchi A2 ga boiinadi, D. umumiy

boiinuvchi A3ga bo‘linadi va h.k. (chunki bu matritsaning barcha 

elementi umumiy A ko‘paytuvchiga ega). Shuning uchun barcha

Ek - — (k = U~; D0 = 1)
A - s

invariant ko'paytuvchilar A ga boiinadi, ya’ni har bir Ek (1) invariant

ko'paytuvchi heeh bo'lmaganda bitta nol ildizga ega bo'ladi. (7.5.10) 

formuladan foydalanib, quyidagini yozamiz:

k det F(A) - E[(A)- E1 {A)...ES{A).

Bu tenglamaning chap tarafi kamida s +1 ta nol ildizga ega, o‘ng 

tarafida turgan s ta invariant ko'paytuvchining hech bo'lmaganda 

bittasi karrasi birdan katta nol ildizga ega bo'ladi.

Bu hoi sistemaning noturg'unligini isbotlaydi, chunki hech bo'lma- 

ganda bitta haqiqiy qismi nolga teng ildiz rnos elementar bo'luvchining

karrali ildizi bo lsa ( ek > 1), u vaqtda toyilmagan harakat noturg'un 

boiadi.
1- izoh. Agar sistemaga faqat giroskopik kuchlar ta’sir etib, u toq 

sondagi koordinatalarga ega bo‘Isa, u vaqtda bunday sistemaning 
toyilmagan harakati doimo noturg'un bo'ladi (agar s toq son bo‘Isa, u

holda det G s 0.)
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2- szoh. det G ning ¡stetigem qiymatida toyilmagan hareikeit tezlik- 

largci nisbcitan turg'un bo'lganligi uchun sistema noturg'unligining isbo- 

tidan det G h 0 bo ‘lganda sistema faqat koordinata bo ‘yicha turg ‘un- 

likni yo'qotishi kelib chiqadi. —

3- izoh. Agar det G ^  0 bo'lsa, sistemaning xarakteristik deter- 

minanti s ta nol ildizga ega bo'laeli. Sistema turg‘unligidan elementar 

bo'luvchilar uchun bn ildizlciming oeldiyligi kelib chiqadi.

4- izoh. (7.5.1) tenglama ko'p hollarcla nochiziqli sistemaning giros- 

kopik kuchlar ta’siri osticlagi birinchi yaqinlashish tenglamasini if oda 

etaeli. Albatta, det G jtQ bo'lgan holda birinchi yaqinlashish tenglama- 

lari orqali aniqlangan sistemaning turg ‘uniigielan dastlabki nochiziqli 

sistemaning turg ‘unligi kelib chiqaeli.

- 5.2. Giroskopik va dissipativ kuchlar

Dissipativ kuchlaiTung sistemaga ta’sirini o‘rganishdan oldin deterrainant- 

Jar nazariyasining biz uchun zarur bo‘ladigan bir natijasini keltiramiz.

s tartibli ikkita B0 va G kvadrat matritsa berilgan bolsín.

Bunda BQ aniq ishorali diagonal va G qiyshiq simmetrik matritsa 

deb olamiz A = BG + G matritsaning determinantini tuzamiz:

A = det (B0 + G ) ,

U vaqtda quyidagi tasdiqlar o'rinlidir:

1. B0 + G matritsa xosmas matritsadir, ya’ni

A = det(50 + G ) * 0 .  (7.5.13)

2. Agar B0 matritsa aniq-manfiy ishorali bo'lsa, u holda

A = det C50 + G) > 0. (7.5.14)

3. Agar B() matritsa aniq-musbat ishorali bo'lsa, u vaqtda

sjuft bo'lganda A = det(S0 + G) > 0, (7.5.15)

s toq bolganda A = det (B0 + G) < 0. (7.5.16)

Endi dissipativ kuchlarning ta’sirini o‘rganamiz.

3- teorema. Agar sistemaga giroskopik kuchlardan tashqari to'liq 

disspatsiyali dissipativ kuchlar ham ta’sir etsa, u vaqtda toyilmagan 

harakat tezliklarga nisbatan asimptotik turg ‘un va koordinatalarga 
nisbatan turg‘un bo'ladi.

Isbot. Teoremaning shartiga asosan faqat giroskopik va to'liq dis- 

sipatsiyali kuchlar mavjudligini hisobga olib, toyilgan harakat differen- 

sial tenglamalarini (7.1.17) ko'rinishga keltiramiz:
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Bu tenglamada B0 - aniq-musbat ishorali diagonal matritsa, G- 

qiyshiq simmetrik matritsa. Bu tenglamaning ikkala tarafini ham o‘ng 

tomondan z matritsaga ko!paytiramiz:

z ■ z + B0 z • z + G z • z = 0

so‘ngra birinchi qo‘shiluvchini o'zgartirib va Gz • z = 0 ekanligini 

hisobga olib, uni

— — (z • z) = -SgZ • z
2 ■ dt

ko‘rinishda yozamiz. Bu tenglamani skalar ko‘rinishda quyidagicha 

yozish mumkin:

1 d ,.•> ■">, /<•■’ . , / -2\
— —  ( jf  + ... + O  -  -(¿>t 2! + ... + bs Zs) ■
2 r/f

V = — z -z = — (z2 + +z2) funksiya asimptotik. turg'unlik haqidagi
2 2 ,s 

Lyapunov teoremasining shartlarini qanoatlantiradi - u z tezliklarga 
nisbatan aniq-musbat ishorali hamda vaqt bo‘yicha (7.5.17) tenglama- 

larga nisbatan olingan toiiq hosilasi z tezliklaming aniq-manfiy isho­
rali funksiyasidir (teorema shartiga asosan dissipatsiya to‘liq va, demak, 

barcha fy, >0) .  Shunday qilib, harakat z tezliklarga nisbatan asimptotik 

turg'un bo‘ladi.
Teoremaning ikkinchi qismini isbotlashga o‘tamiz. (7.5.17) teng­

lamani bir marta vaqt bo‘yicha integraliaymiz:

z + (B0 + G) z = D , (7.5.18)

bu erda o‘zgarmas matritsa D  quyidagi tengiik bilan aniqlanadi

D = z0+ (B0 + G) z0. (7.5.19)

(7.5.13) mùnosabatga asosan B0 + G matritsa xosmas, demak, teskari

matritsa (Bü + G )_1 mavjud. Ushbu

z = y + (B0 + G) D (7.5.20)

tengiik bilan aniqlanadigan yangi y o'zgaruvchi matritsa kiritamiz, u 

holda (7.5.18) tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:

y + (BQ + G)y + (Ba + G) (B0 + G)D = D, 

so'ngra (B(] + G)"' (B0 + G)D = D ekanligini hisoga olib,

z + B0z + Gz = 0. (7.5.17)
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У + (В0 + G) у = О (7.5.21)

ni hosil qilamiz.

Teoremaning birinchi qismiga asosan z tezliklarga nisbatan harakat 

asimptotik turg'un. (7.5.17) va (7.5.21) tenglamalar -eir xil ko‘rinishda 

ekanligidan harakatning u ga nisbatan asimptotik turg'unligi kelib 

chiqadi. (7.5.20) va (7.5.19) tengliklarga asosan harakat z ga nisbatan 

turg'un (asimptotik turg‘un emas) degan xulosaga kelamiz.

Izoh. V.M. Matrosov 1959-yilda ushbu teorema nochiziqli sistemalar 

uchun ham o‘z kuchini saqlashini isbot qildi [59].

M i s о 1. 0 ‘zgarmas magnit maydonida elektron harakatning 

turg'unligini tadqiq etish

H = const bo‘lganda elektron harakatning tenglamasi quyidagi ko‘ri- 
nishda bo'ladi:

m —— = — ( V X H ) . 

dt С
(7.5.22)

Bu yerda V-elektron tezligining vektori, m -elektron massasi, e- 

uning zaryadi, C-yoruglik tezligiga teng bo'lgan elektrodinamik o!z-

garmas son (C = 3-1010 cm/c), H-magnit maydonining kuchlanganligi [90J.

Qo‘zg‘almas koordinatalar sistemasining o‘qlari bo'yicha bu tengla- 
maning proektsiyalarini yozamiz:

d\

dt

i j к

X y z 

Hr Я„ H.

Bu yerdan

m X - —H. у + — H z= 0,
с ' с

т у + — Я, X - — HKz = 0,
с с

m z - — H X + — Н у = 0 
с с

(7.5.23)

ni hosil qilamiz. Bu tengliklarda x, y, i  tezliklarga nisbatan chiziqli 

bog‘langan kuchlar matritsasi
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--  H, - нх о
к С С )

qiyshiq simmctrikdir. Demak, bu kuchlar giroskopik kuchlardir. Boshqa 

kuchlar mavjud emas. Demak, 1- teoremaga asosan elektronning toyil- 

magan harakati x, y, z tezliklarga nisbatan turg‘un boMadi va 2- teore- 

maning izohiga asosan elektronning toyilmagan harakati x ,y ,z koordi- 

natalar bo'yicha noturg‘un bo‘ladi (koordinatalar soni 3 ta (toq son) 

bo‘lganligi uchun).
Agar z o‘qini H vektorga parallel qilib o'tkazsak, u holda

H x = 0, t f v = 0, H. = H  va (5.23) tenglamalai: quyidagi ko'rinishga 

keladi:

in 'x — — H  ÿ = 0, 
с

т у  + — H к - 0, • 
с

т  ï  = 0

Birinchi va ikkinchi tenglamalar uchinchisiga bog'liq emas. Shuning 

uchun ulami alohida ko‘ramiz. Bu tenglamalar uchun giroskopik koeffit- 

siyentlar matritsasining determinant!

o - I
с

- H  0
с

noldan farq qiladi. Shuning uchun ham 2- teoremaga asosan elektronning 

harakati .ï va y koordinatalarga nisbatan turg‘un boladi. Uchinchi

tenglamadan Z = ¿ o í  + Z0 kelib chiqadi va bu yerdan z koordinata 

bo‘yicha harakatning noturg'unligi kelib chiqadi.
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6- §. Harakatning turg‘unligiga nokonservativ 

kuchlarning ta’siri

6.1. Faqat nokonservativ kuchlar ta’siridagi harakat

Dastlab sistemaning harakati faqat nokonservativ“kuchIar ta’siri ostida 

sodir bo‘ladi deb faraz qilamiz, bu holda koordinatalarga nisbatan chiziqli 

bog‘langan nokonservativ Pz kuchlarning P matritsasi sirnmetrik bo‘ladi.

1- teorema. Birgina nokonservativ kuclilar ta’siri ostidagi sistema­

ning z = 0, z = 0 toyilmagan harakati, nochiziqli hadlarning qanday 

bo'lishidan qat’iy nazar, noturg'un bo‘ladi.

Isbot. Teoremaning shartlari bo'yicha toyilmagan harakat teng- 

lamasini (7.1.16.) ko‘rinishga keltirish mumkin (B = G = C0 =0):

z + P z = Z (7.6.1)

Bu yerda P- qiyshiq sirnmetrik matritsa, Z- elementlari zk va zk 

larning birinchidan yuqori darajalaridan iborat ustun-matritsa va
Z (0 ,...0 ; 0 ,. . .0 )s  0.

Endi

A (A) = det (E A? + P) = 0 (7.6.2)

xarakteristik tenglamani ko‘ramiz. (7.5.!) ( z + G z = 0) sistemaning tez- 

liklarga nisbatan turg‘unligidan

det (E A2 + G A) = As det (E A + G) = 0

tenglamaning ((7.5.7) tenglama) nolga teng bo‘lmagan ildizlari sof 
mavhum sonlardir. Bu

A (A) = det (E A + G) = 0 (7.6.3)

tenglamaning noldan farqli ildizlari A - ± a i  ko‘rinishida bo‘ladi, 

demakdir, bu yerda a~  musbat haqiqiy son. A (-/,) = (- !)■' A (A) 

ekanligini osongina ko‘rsatisli mumkin. Demak, agar A son A(1)~0

ning ildizi bo‘lsa, u holda —X ham bu tenglamaning ildizi bo‘!adi

Shuning uchun ham, agar haqiqiy qismi noldan farqli iidiz mavjud

bo‘Isa, u vaqtda haqiqiy qismi musbat bo‘lgan ildiz mavjud bolishi 
kerak. Bu harakatning noturg‘unligini koVsatadi.

(7.6.2) tenglama (7.6.3) tenglamadan A ni A2 ga (P matritsa xuddi 

G matritsa singari qiyshiq sirnmetrik matritsadir) almashtirish natijasida

hosil bo‘ladi. Shuning uchun (7.6.2) tenglamaning A2 ga nisbatan nolga 

teng bo'lmagan ildizlari
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A? = ± a i

ko'rinishdadir. Bu yerdan

A = ±

ni topamiz.
Shunday qilib, (7.6.2) xarakteristik tenglamaning ildizlari orasida 

haqiqiy qismi musbat boigan ildizlar mavjud.

Demak, z = 0, z = 0 toyilmagan harakat noturg‘undir.

6.2. Nokonservativ va potensial kuchlar ta’siridagi harakat

Endi sistemaga bir vaqtda potentsial va nokonservativ kuchlar ta’sir 

etayotgan hoini ko'rib o'taylik. Toyilmagan harakat tenglamasini (7.1.16) 

koi'inishda olamiz:

z -h C0z + Pz = 0,

bu yerda C0- diagonal, P- qiyshiq simmetrik matritsalar. Xarakteristik

tenglama

det {E A2 + C0 + P ) = 0

koi'inishda boiadi. A bu tenglamada kvadrati bilan qatnashayotgan- 

ligidan determinantning yoyilmasi

A 2'+ û 2A2s ~+a4A~' +...+ À" + a2s = 0 (7.6.4) 

koi'inishda boiadi. Bu tenglamada

flj = c, + c2 + ... + cs, a2s = det (C0 + P ) . (7:6.5)

(7.6.4) tenglamaning chap tarafi A ni -A ga almashtirish bilan o‘z- 

garmaydi. Shuning uchun bu tenglamaning A ga nisbatan barcha ildiz­

lari sof mavhum va A2 ga nisbatan haqiqiy manfiy son boiishlari zarur.

Bu paragrafning 1- teoremasiga asosan sistema konservativ kuch- 

larsiz (Cfl=0 )  noturg‘un. Shuning uchurn turg‘un potensial sistemaga

nokonservativ kuchlarni qo‘shish bilan ayrim hollarda turg‘unlikni bu- 

zish mumkin degan fikrga borish mumkin. Nokonservativ kuchlar poten­

sial sistemaning turg‘unligini buzish bilan biKqatorda noturg'un po­

tensial sistemani stabillashtirishi ham mumkinliginiSmsolda koisatamiz.

Ikki erkinlik darajasiga ega boigan sistemani ko nb o'taylik. Toyil- 

gan harakat tenglamasi quyidagi ko'rinishga keltirilgan ooisin:

x + c, x - p y = 0,1 \
.. [ • \ (7-6-6) 
y + c2 y + p x = 0.J \

(1+0
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x + c, x = 0,1

y + c2 >’ = 0j

potensial sistemaga nokonservativ ktich - p y va —

Bu lenglamalarni

(7.6.7)

0 - p

p q

qiyshiq simmetrik matritsali px  kuchni qo‘shish natijasida hosil bo‘l- 

gan deb qarash mumkin.

(7.6.6) sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

Xa+ (cl +c2)X~+cxc2 + p 2 = 0 . (7.6.8)

Agar ikkala ildiz ham X2 ga nisbatan haqiqiy va manfiy bolsa, u 

holda sistema turg'un bo‘ladi. Buning uchun (7.6.8) tenglamalarning 

koeffitsiyentlari va diskrimananti noldan katta bo’lishini talab qilish 
zaíur:

c,\ + c2 > 0, q c2 + p- > 0, (c, + c2f  - 4{C f2 + p 2 > 0.

Keyingi tengsizlikni soddalashtirib, turg'unlik shartlarini quyidagi 
holga keltiramiz:

c, + c2 > 0, c, c2 > -p2, ¡ c, ~ c2| > 2 p . (7.6.9)

p ~ 0 bo‘lganda, ya’ni nokonservativ kuchlar qatnashmaganda, bu 

shartlar c¡ > 0, c2 > 0 larga aylanadi. Bu tengsizliklarni bevosita (7.6.7) 

tenglamalardan ham hosii qilish mumkin. c[ va c2 parametrlar tekis- 

ligida potentsial sistemaning turg‘imlik sohasi to'liq birinchi kvadrantiii 

egallaydi. p *  0 bo'lgandagi turg‘unlik sohasi 7.3- shaklda ko‘rsaíilgan.

Turg‘unlik sohasining chegarasi (/) to‘g‘ri chiziq, c)c2 = -p1 giperbo- 

laning tai-moqlari hamda giperbolaning uchlariga urinib o'iadigan (2) va 

(J) (q -c2 = ±2p ) to‘g i i  chiziqlardan iborat. Rasmdan ko‘rinib turib- 

diki, potensiaí sistema turg‘unlik sohasining ancha qismi nokonservativ 

kuchlarni qo‘shgatiimizdan keyin noturg'unlik sohasiga ((2) va (3) to‘g‘- 

ri chiziqlar orasidagi soha) aylanadi. Rasmdan yana ko'rioyaptiki, qara- 
layotgan (7.6.6) sistema turg‘unlik sohasining bir qismi ikkinchi va 

to‘rtinchi kvadrantlarda joylashgan, u yerda potensial (7.6.7) sistema 

noturg'un. Shunday qilib, nokonservativ kuchlar potensial sistema tur- 

g‘unligini buzishi mumkin va ayrim hollarda ular potensial sistemani 
stabillashtirishi ham mumkin.

300



Ikki erkinlik darajasiga ega bo'lgan bu misoldan ko‘rinadiki, agar Puan- 

kare koeffitsiyentlari c, va c2 lar teng bolsa (c, =c2), u yaqtda har 

qanday qo‘shilgan - p y va px  nokonservativ kuchlar potensial siste- 

maning turg'unligini buzadi. Ixtiyoriy erkinlik darajasida va barcha

C p , cs Puankare koeffitsiyentlarining tengligi c, =c2 = ....... = cs da

har qanday nokonservativ kuchlarning qo‘shilishi potensial sistema 
turg‘unligini buzishini ko‘rsatish mumkin. Eslatib o‘tamiz, turg‘un 
potensial sistema uchun Puankarening turg'unlik koeffitsiyentlari 

q ~c2 = ... = cs sistema xususiy tebranishlar chastotasining kvadratiga 

teng boladi. Shuning uchun xususiy chastotalari teng bo'lgan turg‘un 
potensial sistemaga nokonservativ kuchlar qo‘shilganda sistemaning 

turg‘unligi buziladi. Turg‘unlikning buzilish sababi xarakteristik teng- 

lama ildizlari orasida haqiqiy qismi musbat bolgan ildizlarning paydo 

bolishidir. Shuning uchun turg‘unlikni hatto nochiziqli kuchlar yordami 

bilan ham tiklash mumkin emas.

6.3. Nokonservativ, potensial va dissipativ kuchlar 
ta’siridagi harakat

Endi potensial va nokonservativ kuchlar ta’sir etayotgan sistemaga 

dissipativ kuchlarni qo‘shganimizda turg‘unlikning o‘zgarishini ko‘rib 

o‘taylik. Buning uchun (7.6.6) sistemaga x va b2y kuchlarni qo‘sha-

miz, bu yerda va b2 - musbat sonlar:

x fl'b, x + c, x - p y = 0, 1 
.. . \ (7.6.1
y + b2 y + c2y + p x = 0.
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Sistemaning xarakteristik tenglamasi

Я + bf Я + с i 

P Я~ + b-, Я + C-,

ko'rinishga ega. Determinantni yoyib, soddalashtirganimizdan keyin 

Я + (¿>| + b-,) Я + (C| + c2 + by bj) À" +

+ (c,¿>2 + c2 by) À + c,c2 + p 2 - 0 

ni hosil qilamiz. Bu tenglama uchun Gurvits kriteriysini yozamiz:

k o ‘rinishga keltiramiz.

Dissipativ kuchlar ba’zi shartlar bajarilganda noturg'un (7.6.6) siste- 

mani stabillashtirishi mumkinligini ko‘rsatamiz. Haqiqatan ham, 

q = c2 = c bo‘lganda Gurvits kriteriysi (7.6.11)

ko‘rinishda bo'ladi.

Farazimiz bo‘yicha с > 0, b{> 0, b2 > 0. Shuning uchun birinchi

to‘rtta tengsizlik o‘z-o‘zidan bajariladi, oxirgi tengsizlik esa dissipativ 
kuchlar

shartni qanoatlantirganda bajariladi.

Shunday qilib, potensial va nokonservativ kuchlar ta’siri ostidagi 

noturg'un sistemani (с, = c2, р ф О , Ь ^  = b 2 =  0 bo'lganda harakat doimo

noturg‘un, 7.6- shaklga qarang) dissipativ kuchlar orqali stabillashtirish 
mumkin.

¿>, + b2 > 0, c, + c2 + b{ b2 > 0, c, b2 + c2b\ > 0, c, c2 + p2 > 0, 

A3 = {b{ + b2) (c, + c2 + by b2) (q b2 + c2 by) - 

- (by + b2)2 (Cy C2 + p2) - (c, b2 + c2 bt)2 > 0.

(7.6.11)

Oxirgi tengsizlikni

A3 = by b2(by + b2) (by c2 + b2 c,) +

+ by b2 (c2 - c,)2 - (by + b2)2 p2 > 0
(7.6.12)

by + b2 > 0, 2 c + by b2 > 0, (by + b2)c > 0, 

c2 + p2 > 0, A3 = (by + b2) 2 (by b2 c - p2) > 0

(7.6.13)

c
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Dissipativ koeffitsiyentlar t\ = b2 = b bo'lganda (7.6.6) turg'un 

sistema har qanday b > 0 qiymat uchun asimptotik turg'un bo'ladi. 

Haqiqatan harn, bu holda Gurvits kriteriysi,

2 b >0, c,+c2+b2 >0, b(c]+c2)>  0, ctc2 + p '>  0,

A3 = lr[2b 2(ct +c2) + (c2 -c, )2 - 4 p 2] >0.

(7.6.6) sistema turg'un boiishining sharti (7;6.9) ga asosan, o‘z-o‘zidan 

bajariladi. Bu natija sistema nochiziqli bo'lganda harn o‘z kuchini

saqlaydi (chunki Re Ak < 0).

Endi potensial va nokoservativ kuchlar ta’siri ostidagi sistemaning 

turg‘unligini dissipativ kuchlar buzib yuborishini ko'ramiz. Haqiqatan 

ham, (7.6.9) turg‘unlik sharti bajarilsin. b2 = 0 va b{ = b > 0 deb faraz 

qilamiz. U holda (7.6.12) shart

A3 = -b2 p 1 < 0

ko'rinishga keladi, demak, sistema noturg'undir. b2 = 0, > 0 hol to‘- 

liqsiz dissipatsiyaga mos keladi. Animo, olingan natija to‘liq dissipatsiya 

bo‘lgan hol uchun ham o'z kuchini saqlaydi.

6.4. Umumiy hol

Umumiy holni ko‘rishga o'tamiz, ya’ni sistemaga birdaniga poten­
sial, giroskopik, dissipativ, nokonservativ tezlatuvchi va nochiziqli 
kuchlar ta’sir etadi deb faraz qilamiz.

Harakat tenglamasini (7.1.17) ko'rinishda olamiz:

i  + B0 z + Gz + Cz + Pz = Z . (7.6.14)

(7.6.14) ning xarakteristik tenglamasini topamiz:

A = det(£/l2 + B0A + GA + C + P) = 0, (7.6.15)

uni yoyib yozsak,

X~' + A2s~' + ... + a2s - 0

ko'rinishga keladi. e, ¡u va v parametrlarni kiritamiz va quyidagi 

yordamchi tenglamani qaraymiz:

A (£, jU, y) = det (E Ä~ + B0 e A + G ¡u A + (C + P) y2) = 0 . (7.6.16)

(7.6.15) tenglama (7.6.16) tenglamadan v = (X = e = l bo'lganda hosil 

bo‘ladi, ya’ni A(1,1,1) = A .



(7.6.16) determinantni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

A(e, ¡u, v) =

k  + £ btA + v~c\, gí2/U A + v'(ci2 + pn) ■ ■ ■ g[s/LL A + K*(cis + pís)

_ g2]ju A + i-'2(c2I + P2 1) A2 + £ b2A + v2c22 ■ ■ ■ g2sju A + v 2(c l t  + p2í) _

8S\M 1 + v(cA + pñ) gs2pA + y(ca + p,2) ■■■ X + £ bsA + v~css

(7.6.17)

bu yerda ckj = cjk, gkJ = -gjk, Pkj = -pJk yoki matritsa formasida

bu yerda shtrix transponirlash belgisini bildiradi. (7.6.17) determinantni 

ochib, A darajasi bo‘yicha guruhlab chiqamiz:

A2s + a, A2s~' + a2A2s~2 + • • • + a2s_¡A + a2s = 0. (7.6.19)

ak koeffitsiyentlar £, fi, v parametrlarning butun rasional funk-

siyalari va a;.(l, 1, 1) = ak . (7.6.17) determinant 8, fí, v parametrlarga

nisbatan bir jinsli, shuning uchun ham ak da £, ¡i va v larning

daraja ko‘rsatkichlari yig‘indisi k ga teng bo‘lishi kerak. (7.6.19) 

xarakteristik lenglama koeffitsiyentlari [61J

Bu tengliklardan foydalanib, harakat turg‘unligining zaruriy shart- 

larini ifodalaydigan teoremalarni osongina isbotlash mumkin [61].

2- teorema. Nochiziqli hadlar mavjud bo'lmaganda (Z=0), dissipativ 

kuch-larsiz sistema asimptotik túrg ‘un bo'la olmaydi.

c = c\ G = -G\ P = - P ', (7.6.18)

ax - ax£,

ko'rimshga ega,

bu yerda a'2s_, va c£s_, ¡fodaiar - gkj va pkj larning funksiyalari va 

ularning ifodalarida £, ¡u va v parametrlar qatnashmaydi:

(7.6.21)
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Isbot. Teorema shartlari bo'yicha â  =/?, + •■• + bs <0  (bk koeffitsi- 

yeritlari nafaqat dissipativ kuchlarai, balki tezlatuvchi kuchlarni ham xarak- 

terlaydi va tezlatuvchi kuchlar uchun bk < 0). Demak, Gurvits shartlari 

bajarilmaydi va sistema asimptotik turg‘un bo'lmaydi.

3- teorema. Agar det(C + P)<0 fkoordinataga chiziqli bog'langan

kuchlarning koeffitsiyentlaridan tuzMgan determinant manfiy) bo'Isa. u 

holda sistema har qanday giroskopik, dissipativ, tezlatuvchi va nochi- 

ziqli kuclilar tci’sirida noturg'un bo'ladi.

Isbot. Bu holda a2s = ci2s = det (C + P) ga teng bo'lgan (7.6.15)

tenglamaning ozod hadi manfiy bo'ladi (a2s < 0) va, demak, xarakteris-

tik tenglama ildizlari orasida hech bo'lmaganda bitta ildizning haqiqiy 

qismi musbat bo'ladi. Shuning uchun noturg'unlik haqidagi Lyapunov 

teoremasiga asosan sistema noturg'un bo'ladi.

1- izoh. det(C + P) ning ishorasini (7.1.5) tenglama orqali aniqlash

osonroq bo'ladi.
2- izoh. Tomson va Tetning I-teoremasi ushbu teoremaning natijasi 

bo'ladi. Haqiqatan ham, agar noturg'un konservativ sistema (P = 0) toq

darajaga ega bo'Isa, u vaqtda det (C + P) = det C < 0 bo'ladi.

4- teorema. Agar sistemaga konservativ va nochiziqli kuchlar ta’sir 

etmasa (C = 0, Z = 0), u vaqtda

J) koordinatalar soni toq bo'lgan holda hech qanday giroskopik, dis­

sipativ, tezlatuvchi va nokonservativ kuchlar ta’siri bilan sistemani 

asimptotik turg'un qilish mumkin emas;
2) koordinatalar soni juft bo'lgan holda sistemani asimptotik turg'un 

qilish uchun dissipativ kuchlardan tashqari giroskopik kuchlarni 

ham qo'shish zantr.

Isbot. Agar konservativ kuchlar yo'q (C ,= 0) va koordinatalar soni

toq bo'Isa, u holda det (C + F) = det/, = 0 (toq tartibli qiyshiq simmet- 

rik matritsaning determinanti bo'lganligi uchun). (7.6.21) ning oxirgi 

tengligiga asosan (7.6.19) xarakteristik tenglamaning ozod hadi nolga 

teng bo'ladi va, demak, asimptotik turg'unlik uchun zarur bo'lgan Gur­

vits kriteriysi bajarilmaydi. Shunday qilib, sistema asimptotik turg'un 

bo'lmaydi.
Teoremaning ikkinchi qismini isbot qilishdan oldin shuni ta’kidlay- 

mizki, 2- teoremaga asosan dissipativ kuchlarni qo'shish zarur. Giros­

kopik kuchlar qo'shilmaganda (G = 0) asimptotik turg'unlik bo'lmas- 

ligini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, bu holda (7.6.16) tenglama va

(7.6.21) dagi a2s_¡ koeffitsiyent (/U=0 deb faraz qilamiz):
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« 2 , - 1  =

ko'rinishda bo‘ladi.

v) determinantda satrlarni ustunlarga almashtiramiz (bundan 

determinantning qiymati o'zgarmaydi):

A (e, - v2) = det (E A2 + B0£ A- v2P) = det (£' A2 + B'0£ A - v2P’) . (7.6.23)

E' = E, B'0 - Bu, P  = -P larni hisobga olib,

A (£, - y2) = det (E A2 + B0£ A + v2P )

hosil qilamiz, ya’ni A (e, - v2) = A (f, v2) . Demak, V2 son (7.6.22) 

tenglamalarda juft darajasi bilan qatnashadi. Bunga asoslanib shunday 

xulosaga kelaniiz: s juft son bo'lganda a2j_, koeffítsiyent va u bilan

birga a2s_\ ham nolga teng bo'ladi, demak, Gurvits kriteriysi bajaril- 

maydi va sistema harakati asimptotik turg‘un bo‘lmaydi.

Demak, harakatni asimptotik turg'un qilish úchun dissipativ kuchlar 

bilan birgalikda giroskopik kuchlar ham sistemaga ta’sir qilishi kerak.

5- teorema. Agar toyilgan harakcitning potensicil energiyasi rnaksi- 
rmimga ega bo‘lsci, u vaqtda

1) koordinatcdcir soni toq bo'lgan holda, sistemaga ta’sir etayotgan 

nochiziqli kuchlar qanday bo ‘lishidan qat’iy nazdr, sistema harakatini 

hech qanday giroskopik, dissipativ, tezlatuvchi va nokonservativ kuchlar 
bilan stabillashtirish mumkin emas;

2) koordinatalar soni juft va sistema to‘liq dissipatsiyali kuchlar ta’- 

sirida bo'lganda uni stabillashtirish uchun nochiziqli kuchlar qanday 
bo‘lishidan qat’iy nazar bir vaqtda giroskopik va nokonservativ kuch- 
larni qo'shish zarur.

Isbot. Toyilgan harakat tenglamasini (7.1.18) ko'rinishda olamiz:

Az + B0z + Gz + C0z + Pz = Z . (7.6.24)

(7.6.24) tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

A = det (AA2 + BnA + GA + C0 + P) = 0. (7,6.25), 

Determinantni yoyib, A ning darajalari bo'yicha guruhlab chiqamiz:

a0A2' + a,A2s~' + ••• + a2s_,A + a2s = 0. (7.6.26)

(7.6.26) tenglamaning a2l ozod hadini ((7.6.25) da A = 0 deb olib to- 

pamiz:

A {£, v2) = det (E A2 + B()e A + v2P) = O,
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Teoremaning shartiga asosan C() diagonal matritsaning barcha element-

lari manfiy (potensial energiya maksimumga ega) va P qiyshiq simmet- 

rik matritsa.

Agar G qiyshiq simmetrik matritsa va B0 aniq-musbat ishorali mat­

ritsa bo'lsa, u vaqtda

s juft bo‘lganda A = det (Z?0 + C) > 0,

s toq bo'Iganda A = det (B0 + G) < 0 

bo'lishini oldin ko‘rgan edik.

Shunga asosan, toq sonli koordinatalar uchun = det(C0 + P) < 0. 

Demak, xarakteristik tenglama ildizlari orasida hech bo'lmaganda haqi- 

qiy qismi musbat bo‘lgan bitta ildiz mavjud. Nokonservativ, dissipativ 

va tezlatuvchi kuchlarning ozod had %  ishorasiga ta’siri yo'qligidan 

ular vositasida sistema harakatini stabillashtirish mumkin emasligi kelib 

chiqadi, ya’ni teoremaning birinchi qismi isbotlanadi.
Teoremaning ikkinchi qismini isbotlashga o‘tamiz. Agar potensial 

energiya maksimumga ega va sistema to‘liq dissipatsiyali dissipativ 
kuchlar ta’siri ostida boiganda faqat giroskopik kuchlarni qo'shganimiz- 
da Tomson va Tetning to‘rtinchi teoremasiga asosan harakati noturg'un 
bo'ladi. Shu sababli ham teoremani isbot qilish uchun potensial energiya 
maksimumga ega va to‘liq dissipatsiyali kuchlar ta’siri ostidagi siste- 
maga faqat nokonservativ kuchlarni qo'shganimizda sistema yana no- 
turg'un bo‘lishini ko‘rsatish kifoya.

Potensial energiyasi maksimal bo‘lgan va to'liq dissipatsiyali kuchlar 
ta’siri ostidagi sistemaga nokonservativ kuchlarni qo‘shaylik. U vaqtda
(7.6.25) xarakteristik tenglama quyidagicha

A = det (A A2 + B0A + C0 + P) = 0

ko‘rinishni yoki keyinchalik birga tenglashtiriladigan ikkita // va V 

parametrlami kiritganimizdan keyin

l A (//, v) = det (AA2 + B0A + C0v + P/j) = 0 (7.6.27)

ko‘rinishni oladi. A (fl,v) determinantni ochiqroq yozamiz:

A{p,V) =

í/2l = det (C0 + P ) .

auX  + b{A, + c¡v an X' + p rj i ■ atA2 +

^21  ̂ PltM O2 2 X  + b1Á + ĉ y ■ “¡A2 + PlsV
=  0 .

a j  + PX,M cis + Pp_,u a ¿Jé  + bsÁ + cy
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A(-//, v) = det (AA2 + B0A + CQv - Pju) 

determinantning satrlarini ustunlarga almashdramiz:

A(-//, v) - det (A'A2 + B̂ A + - P'jU).

A, B0 va C0 matritsalaming simmetrik va P ning qiyshiq simmetrik 

ekanliklarini hisobga olib, A' = A, B'Q = 50, Q  = C0, P' = -P tenglik- 

lami yozamiz. Shuning uchun

A(-//, v) = det (A A2 + B^A + C0K + P/i) = A(jU, v ) .

Demak, (7.6.28) determinant ifodasida // pararaetr faqat juft daraja- 

larda qatnashadi. A ning (7.6.28) ifodasidan foydalanib, a2j_, koeffit- 

siyentni (7.6.26) dan topamiz. (7.6.28) determinantda A son bosh dia- 

gonalda turgan bk koeffitsiyentning ko‘paytuvchisi bo‘lib qatnashadi. 

Shuning uchun A determinantning yoyilgan ifodasida A ning birinchi 

darajasi oldidagi a2t_, koeffitsiyentning ifodasi X bkDk ko'rinishda bo‘- 

ladi, bu erda Dk ning ifodasi cp P I  v va ¡1 larga bog'liq. Kiritilgan

V va f l parametrlami hisobga olib, a2l_, koeffitsiyentni V darajalari 

bo'yicha joylashgan ko'phad sifatida ifodalash mumkin:

= W S~' + e2Vs~3jU2 + ••• + e,_2V P S~2 • (7-6.29)

Bu yerda /J faqat juft darajada qatnashishi hisobga olingan. e0 oldida 

ko‘paytuvchi sifatida faqat V parametr turibdi. Shuning uchun e0 bosh 

diagonalda turgan hadlardan tashkil topadi:
■V

« o = Z W 2 ••• ck-icM  (7-6.30)
k= 1

Qolgan e2, ¿J4, •••, es_2 koeffitsiyentlarning tuzilishi quyidagicha bo‘- 

ladi ( m - juft son):

e„, ='Lbaica2 ■■■ casmAa, (7.6.3 1)

bu yerda Z ock ning barcha 1, 2, ..., s sonlardan iborat birlash- 

masiga tarqatilgan, Aa esa P  matritsaning diagonal minorlari (matrit- 

sadan a t, a 2, a s_m indeksli satr va ustunlarni o'chirish yo‘li bilan
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hosil qilinadi). (7.6.31) va (7.6.30) yig'indilar ifodasidagi har bir had 

bitta musbat ba ko‘paytuvchi (dissipatsiya to‘liq), toq sonli manfiy cBk 

ko'paytuvchi {s va m sonlar juft va max// mavjud) va manfiy bo‘l- 

magan Aa ko'paytuvchiga (qiyshiq simmetrik determinant bo'lganligi 

uchun) ega boladi. Shuning uchun barcha em < 0 (m = 2, 4 , s) va 

e0 < 0, chunki ci <0  va s - 1 - toq son. Shart bo‘yicha // = V = 1. 

Demak,

a2S-\ ~ eo + ei + " '  + e«-2 < 0

va (7.6.26) xarakteristik tenglamaning hech boimaganda bitta ildizining 

haqiqiy qismi musbat ishorali bo'ladi.
Shunday qilib, agar juft koordinatali potensial sistemaning potensial 

energiyasi maksimum (max//) va to‘liq dissipatsiyali dissipativ kuch- 

larga ega bo'lsa, u vaqtda faqat nokonservativ kuchlarni qo'shganimizda 

z = 0, z = 0 toyilmagan harakat noturg‘un bo‘ladi. Bu teorema ikkin-

chi qismining isbotidir.

1- raisol. Ushbu

x, + b]Jcl + g tx2 + g2x3 + p}x2 + p2x, -qx, = X,, 

x2 +b2x2- gtxt + g2x3 -p,x, + P 3x} -c2x2 =  X 2,

A"j + Z>3x3 — g 2x i ~~ g 2 ~  P i%i ~  P i^2  ~ ^3^3 ~~ * 3, 

ck > 0 (Jt = 1, 2, 3)

sistema gk, p k, b, va X k laming har qanday qiymatlaiida ham 

noturg'un, chunki bu yerda / /  =  -  — (qx2 + c2x\ + c3a|) potensial ener-

giya ck > 0  qiymatlarda koordinata boshida maksimumga ega va-ko-

ordinatalar soni toqdir.

2- misol. Ushbu

x, + b, x, - c, x, = 0,

x2 + b2x2 - c 2x2 ~ 0, (bk > 0, ck > 0)

sistemani bir vaqtda giroskopik va nokonservativ kuchlarni muvofiq ra- 

vishda qo‘shish yo‘li bilan stabillashtirish mumkin, chunki

/7 = + c2x2) potensial energiya ck > 0 va koordinatalar soni

juft bo'lganda koordinata boshida maksimumga ega va dissipatsiya to‘liq.
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7- §. Nokonservativ kuchlar ta’siri ostidagi sistema harakatining 

turg‘unligini tadqiq etishga doir misol

Qiziqarli va texnikada juda ham zariir bo'ladigan nokonservativ 

kuchlar ta’siri ostidagi sistema turg'unligi haqidagi masalalar elastiklik 

nazariyasida ko‘plab uchraydi. Bu yerda bunday masalalarning uch tu- 

rini ko‘rsatish mumkin. Birinchi tur masalalalr kuzatuvchi kuchlar deb 

ataladigan kuchlar ta’siridagi elastik sistemalar bilan bog‘langan.

Kuzatuvchi kuch (moment) - ta’sir chizig‘i sterjen elastik o‘qining 

urinmasiga mos keluvchi kuch (moment). Bunday kuchlar, qisman, reak- 

tiv qurilmalarda yonuvchi mahsulotlarning ajraiib chiqishida paydo bo‘- 

ladi. Bunday sistemalarni tadqiq etishni birinchi bo‘lib 1928-yilda E.L. 

Nikolai boshlagan.

Ikkinchi tur masalalar aylanuvchi vallar turg‘unligi va uchinchi tur 
masalalar moddiy muhitda harakat qiluvchi elastik jismlarning tur- 

g'unligi masalalariga oiddir. Birinchi tur masalalami tadqiq etish usullari 

va olingan natijalar sharhi G. Xermanning [111] kitobida va 2-3 tur 

masalaiarni yechish usullari va olingan natijalar qisman V.V. Bolo- 

tinning [15] kitobida berilgan.

Elastik jismlardan iborat sistemalardan tashqari, shunday qurilmalar, 

xususan, giroskopik sistemalar mavjudki, ularda nokonservativ kuchlarni 

maxsus asboblar orqali vujudga keltiriladi (o‘tuvchi jarayonlarni tezlatish 

maqsadida qilinadi).

Bu paragrafda oddiyroq bir masalani ko‘rib o‘tamiz.

1- m i s o 1. Ichki ishqalanish kuchi ta’siri ostida aylanayotgan val
noturg‘un!igi

1- misolda aylanayotgan valning noturg‘unligiga tashqi ishqalanish 

kuchlari sababchi ekanligini ko'rsatgan edik. Bu misolda aylanayotgan 

valning noturg‘unligiga ichki ishqalanish kuchlari (val materialida gis- 

terezis borligi, val bilan unga mahkam o'rnatilgan disk orasidagi ishqa­

lanish tufayli hosil bo'ladigan kuchlar) ham sababchi bo'lishi mumkin. 

Masalani oddiy model uchun yechamiz [60]. Keng ma’noda qo'yilgan 

masalani V.V. Bolotin [151 va F.M. Dimentberg [24] kitoblaridan 

o'qishni tavsiya etamiz.

7.4- shaklda o'zgarmas OJ burchak tezlik bilan aylanayotgan va 

massasi M ga teng bo‘lgan val ifodalangan.
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7.4- shakl.

Oddiylik uchun valga rotor siljishsiz va qiyshaytiriimasdan o‘rnatilgan 

deb faraz qilamiz. Oxy koordinata sistemasi qo'zg'almas, 0£¡i) sistema 

(ú burchak tezligi bilan aylanadi. Dastlab faqat ichki ishqalanish kuch- 

larini hisobga olamiz. Rotor O t o’qining muvozanat holati O dan siljishi 

natijasida quyidagi kuchlar hosil bo‘ladi (7.10- shaklda bu kuchlarning

komponentalari ko'rsatilgan):

1. F kuch - valning elastiklik kuchi, proektsiyalari -ex va - cy, 

bu yerda c - valning egilish bo'yicha qattiqlik koeffitsiyenti;

2. Ichki ishqalanish kuchi F. Bu kuch val siljishining nisbiy tezligiga

bog'liq bo‘ladi va uning proeksiyalari - va -- b jj .

Toyilgan harakat tenglamasi

(7.7.1)

da quyidagi

!; = xcoscot + yúxicút, 

r¡ = -x sin ü)t + y eos co t

almashtirishni kiritamiz. Bu yerdan

^  = icos (Ot + y sin cot - xíysin (Ot + yíycos (Ot, 

rj = - i sin (Ot + y eos cot - xfflcos (ot - y ¿y sin (Ot 
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ni hosil qilamiz. Bu ifodalarni (7.7.1) ga qo‘yib, ayrim soddalashtirish- 
lardan keyin

x + bjx + k2x + biC0y = 0, y + biy + k2y - b iCOx = 0 } (7.7.2) 

tenglamalarni hosil qilamiz, bu yerda "

k2 = j~ . (7.7.3)
M M

Koeffitsiyentlarning fizik ma’nosi: k 2 - valning yon elastik tebra-

nishining doiraviy chastotasi, - ichki ishqalanish koeffitsiyentining

massa birligiga nisbati.

(7.7.2) tenglamalardan ko‘rinadiki, rotor aylanishida bix ichki

ishqalanish va bty dissipativ kuchlardan tashqari nokonservativ kuchlar 

ham yuzaga keladi. Nokonservativ kuchlar koeffitsiyentlaridan tuzilgan

0 bfCO

- b:co 0

matritsa qiyshiq simmetrik bo'ladi.

Asimptotik turg'unlik shard (7.6.13) dan foydalanib, biz ko'rayotgan 
misol uchun asimptotik turg‘unlik shartini topamiz (bu holda

b\ =b2 =bn c, - c2 = k 2, p = biCO):

, 2 /?; CO'

6 r > ^ '
Bu yerdan

C0<k. (7.7.4)

Shunday qilib, aylanayotgan rotor o‘qining turg‘unligi uchun uning 

aylanish burchak tezligi CO elastik tebranishlar doiraviy chastotasi k 

dan kichik bo‘lishi kerak. Agar CO > k bo Isa, u vaqtda ichki ishqa­

lanish kuchi ta’siri ostida rotor o‘qining harakati noturg‘un bo‘ladi.

Endi tashqi kuchlar qarshiligini (muhit qovushqoq deb hisoblaymiz) 
hisobga olamiz. U vaqtda toyilgan harakat tenglamasi (7.7.2) quyidagi 

ko‘rinishga ega bo‘ladi:

x + (b + bt) x + k 2 x + b.co y = 0,1

y + (be +bi)y  + k 2y - b icox = 0.J
(7.7.5)

Bu tenglamalarda be - tashqi qovushqoq ishqalanish koeffitsiyentining

massa birligiga nisbati. Asimptotik turg‘unlik sharti (7.6.13) bu hoi 
uchun quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
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, bfo)2 
(f>e-+bj) >~TT~

yoki

û)<
'■ О 1 +  -

V b , j

к. (7.7.6)

Agar aylanish burchak tezligi CO o‘ng tarafdagi ifodadan katta bo l­

sa, u holda rotor o‘qining harakati noturg'un bo'ladi.
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VIII BOB. NOGQLONOM SISTEMALAR TURG‘UNLIGI 

X1 - §. Nogolononi sistemalar haqida umumiy tushunchalar

«GoJonom sistema» va «nogolonom sistema» degan atamalami (tu- 

shunchalami) 1894-yilda G. Gerts o‘zining vafotidan keyin nashr etilgan 

mashhur kitobida taklif etgan edi [110].
Ko‘p hollarda sistemaning tuzilishi uning ayrim qismlarini ixtiyoriy 

ravishda harakat qilishiga yo‘l bermaydi, ulaming harakati va hoiati 

qandaydir o‘zaro bog'langan bir qator shartlarga bo‘ysundirilgan bo‘ladi. 

Bu hollarda mexanikada sistemaga bog‘lanish!ar qo‘yiIgan deb aytiladi. Bu 

bog‘lanishlarning muayyan ko‘rinishi har xil boladi. Bog‘lanishlar 

sistemaning ayrim qismlarining mumkin bo‘lgan geometrik joylashishini 

chegaralaydi. Bunday bog‘lanishlarni geometrik bog‘lanish!ar deb ay- 

tamiz. Ayrim bog‘lanishlar sistemaning kinematik mumkin bo‘lgan 
harakatini, ya’ni sistemaning ayrim qismlari tezliklarini chegaralab 

qo‘yadi. Bunday bog‘lanishlar kinematik bog‘lanishlar deb aytiladi. 

Aniqi, har qanday geometrik bog‘lanish qandaydir kinematik bog‘la- 

nishni ifodalaydi, ammo aksi bo‘lmasligi mumkin, ya’ni sistemaning ay­
rim qismlarining mumkin bo‘lgan tezliklari orasidagi bog'lanish uning 

mumkin bo‘lgan holatlarini (koordinatalarini) chegaralab qo‘ymasligi 

mumkin.
Misol sifatida tekislik bo‘yicha sirpanmay dumalayotgan diskni ko‘- 

rib o'taylik.
Koordinata sistemasi Oxy joylashgan n  tekisligida dumalayotgan disk 

holatini x, y, y/, (p, 6 umumlashgan koordinatalar bilan aniqlaymiz 

(8.1- shakl). Bu yerda x, y - diskning tekislik bilan M urinish nuqtasi 

koordinatalari, y/- fiksatsiyalangan (mixlangan) disk obodining nuqta- 

sidan M  urinish nuqtasigacha bo'lgan burchak (aylanish burchagi), (p- 

OX o‘qi bilan diskka M  nuqta orqali o‘tkazilgan urinma orasidagi 

burchak, Q- disk tekisligi bilan n  tekisligi orasidagi burchak (diskning 

n  ga nisbatan og‘ish burchagi).
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8.1- shak l.

Diskning 71 tekisligi bo‘yicha sirpanmay dumalashidan har bir 

momentda diskning n  tekisligiga urinadigan nuqtaning tezligi nolga 

teng bo‘lishi kelib chiqadi, ya’ni M  nuqtaning tezligi V-coxR = 0, bu 

yerda (û = y/, R -  diskning radiusi. Diskning ixtiyoriy kichik siljishi 

x, y, y/, (p, 6  koordinatalarning o‘zgarishi bilan tavsiflanadi. Biz ularni 

dx, dy, dy/, dtp, dd bilan belgilaymiz. Radiusi R ga teng bolgan disk 

sirpanishsiz dumalayotganligi uchun diskning holatini aniqlovchi beshta 
koordinataning o'zgai'ishi ixtiyoriy bo‘lmaydi va doimo ikkita shaitni 

qanoatlantirishi kerak:

dx = Rcostpdys, 

dy = Rs'mçdy/.

Shunday qilib, sirpanishsiz dumalashning sharti (8.1.1) tenglamalar sis- 
temasi bilan ifodalanadigan kinematik bog‘lanishlardan iborat ekan.

(8.1.1) tenglamalarni dt ga bo'lganimizda

x = R\j/ cos (p, ÿ = R\psm(p (8.1.2)

ni hosil qilamiz. (8.1.2) kinematik bog'lanishlar x, -y, ip, (p, 9 koor- 

dinatalaming mumkin bolgan qiymatlarini chegaralamaydi.

Shunday qilib,

f a(qu 92.-» 9„» 0 = 0 (a = 1, m) (8.1.3)

tenglamalar bilan ifodalanadigan bog‘lanishlarni geometrik va

f a(q{,q2,...,qn; qv q2,...,qn,t) =  0 (a  =  \,m) (8.1.4)

(8 .1 .1 )
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tenglamalar bilan ifodalanadigan bog‘lanishlarni kinematik bog‘lanish- 

lar deb aytamiz, bu yerda q],q2,...,qn lar sistemaning. umumlashgan 

koordinatalari, %,q2,...,qn lar esa umumlashgan tczliklari. (8.1.4) kine­

matik bog‘lanishIar integrallanuvchi va integrallanmovchi bolishi mum- 

kin. Integrallanuvchi kinematik bog'lanishlar bu geometrik bog'lanishlar- 

ning o‘zidir. Integrallanmovchi kinematik bog‘Ianishli mexanik siste- 
malar nogolonom sistemalar, geometrik bog‘lanishli mexanik sistemalar 
golonom sistemalar deb aytiladi.

Mexanikada uchraydigan nogolonom bog'lanishlarni, ya’ni integral­

lanmovchi kinematik bog'lanishlarni odatda quyidagicha yoziladi 

(umumlashgan tezliklarga nisbatan chiziqli bogiangan):

Bunday bog'lanishlarni chiziqli nogolonom bog‘lanishlar deb aytamiz. 

B = 0 bo‘lganda ular bir jinsli bog‘Ianishlar deb aytiladi. Agar A\ va 

B larning ifodalariga t ochiq ko‘rinishida kirmasa, ular t vaqtga 

bog‘liq emas deb aytamiz.
n  tekisligi bo‘yicha sirpanmasdan dumalayotgan disk chiziqli bir 

jinsli, vaqtga bog‘liq bo‘lmagan, integrallanmovchi kinematik bog‘- 

lanishli nogolonom sistemaga misol bo‘la oladi.

Nogolonom sistemalar analitik mexanikasini yaratish faqat XIX asr- 

ning oxirlarida boshlandi. Hozirgi vaqtda nogolonom sistemalar hara- 

katining turli ko'rinishdagi tenglamalari mavjud. Ulardan ayrimlarini 

keltiramiz.

Dalamber-Lagranj tenglamasi

ko‘rinishda berilgan bo‘lsin, bu yerda T- sistemaning kinetik energiyasi, 

Qk - umumlashgan kuchlar. Sistemada faqat potensial kuchlar mavjud

bo‘lsa, ya’ni Qk = ~ - bo‘lsa, (8.1.6) ni quyidagi ko'rinishga keltirish

Aj(q],q2,...,qn,t)qi + B(qpq2,..:,qn,t) = 0 (i = 1,m ). (8.1.5)

(8 . 1 .6 )

mumkin:

( d dL d L )
(8.1.7)



bu yerda L = T + U- Lagranj funksiyasi. Shuni ta’kidlaymizki, faqat

S q k variatsiyalar-bog'lanmagan bo‘lganda (bu faqat golonom sistema-

lar uchun mumkin), (8.1.6) yoki (8.1.7) munosabatlardan bizga ma’lum 

Lagranj tenglamalarini hosil qilish mumkin:

d dT dT —
~r r r  “ r— = Qk (k = 1 ,n) (8.1.8)
dt aqk aqk

yoki mos ravishda

d 0L dL . x
- --- —  = 0 {k — 1, tí) . (8.1.9)
dt oqk óqk

Nogolonom sistemalar uchun (8.1.6) munosabatdan harakatning 

Lagranj formasidagi tenglamalarini hosil qilish mumkin emas, chunki 

istalgan q],q2,-;qn umumlashgan koordinatalar uchun dqx, 8q2,..., Sqn 

variatsiyalar bog'langan bo'ladi.
n ______

^ a ik qk + a l0 = 0  (i = 1 ,n - m) (8.1.10)

k=i

nogolonom bog‘lanishlar uchun umumlashgan koordinatalar variatsiyasi 

(n - m) ta

ll ______
^ a ¡kS q k = 0  (i = 1, n - m) (8.1.11)
k=\

chiziqli bir jinsli tenglamani qanoatlantiradi. (8.1.6) munosabatdan 

harakatning differensial tenglamalariga o ‘tish uchun yoki aniqmas ko‘- 

paytuvchilar usulidan (Lagranj ko'paytuvchilari), yoki bog‘langan variat- 

siyalai'dan qutilish, ya’ni ularni qandaydir m ta bog'lanmagan variatsiya 

orqali ifodalashdan foydalanish kerak. Birinchi holda biz n ta diffe­

rensial tenglama sistemasiga kelamiz. Bu sistema izlanayotgan 

q{,q2,...,qn ñmksiyalardan tashqari yana n - m  ta noma’lum ko'paytuv- 

chilarni o‘z ichiga oladi. (8.1.10) bilan birgalikda bu tenglamalar 

2n - m ta noma’lumlar uchun 2n - m ta to‘liq tenglama sistemasini 

tashkil qiladi. Ikkinchi holda biz m ta tenglamaga ega bo‘lamiz va ular

(8.1.10) bilan birgalikda to‘liq sistemani tashkil qiladilar. Bu differensial 

tenglamalarni integrallash ko‘rilayotgan mexanik sistemaning boshlan- 

g‘ich holatidan boshlanadigan harakatini topishga imkon beradi. Bundan 

tashqai'i, birinchi holda bir vaqtda sistemaga qo‘yilgan bog'lanishlarning 

reaksiya kuchlarini ham topamiz.
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Endi (8.1.11) tenglamalarning har birini, umuman aytganda, noldan 

farq qiluvchi qandaydir Á¡ miqdorga ko‘paytirib, hosil qilingan barcha

ifodalarni qo‘shamiz. (8.1.6) Dalamber-Lagranj tenglamalariga nolga 

teng bo‘lgan „
n—m n

S I  A ,a jq k (8.U2)

yig'indini qo‘shib, (8.1.6) ga ekvivalent

I
d д T д T

Sqk = 0 (8.1.13)
p i{d t Эqk dqk i=1 j

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada Á¡ Lagranj ko'paytuvchilari 

yangi qo‘shimcha o‘zgaruvchilar bo‘ladi. (8.1.11) tenglamalar chiziqli 

bog'lanmagan, ya’ni \\aik|| matritsaning rangi n - m  ga tengligi uchun,

uning minorlaridan aqalli bittasi noldan farq qiladi.

Aniqlik uchun

a„ ci- a\' n-n

лп-тЛ ln-m, 2 n—m, n-m

(8.1.14)

deylik.
Umumlashgan koordinatalarning Sq„_m+], Sq„ variatsiyalarini 

ixtiyoriy deb qarash mumkin, chunki (8.1.11) tenglamalar sistemasi bu 

variatsiyalarning istalgan qiymatlari va qolgan Sql,Sq2,...,Sq„_m variat- 

siyalarning aniq qiymatlari uchun bajariladi.

Endi Á¿ Lagranj ko‘paytuvchilarini shunday tanlab olamizki, (8.1.13)

munosabatdagi bog‘langan ôqv ...,ôqn_m variatsiyalar oldidagi qavs

ichida turgan ifodalar nolga teng bo‘lsin. ni bunday tanlash mumkin,

chunki n - m  ta chiziqli tenglamalar sistemasi

cl Э T d T -, _ ,
— — - ô t - = 0  (k = \,n-m)
dt oqk oqk t t

À, ga nisbatan ((8.1.14) munosabatga asosan) yechiluvchidir. Ammo, 

tanlab olingan Ái lar uchun (8.1.13) tenglama quyidagi ifodaga ay- 

lanadi:
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V  ( l - K - K - n  _ V  ; )j¡ - n  
*=^,+i l £/í dc¡k oqk %

bu yerda Sqn_m+X, ■■■, 5qn variatsiyalar bog'lanmagan variatsiyalardir. 

Shuning uchun barcha qavslar nolga teng bo‘lishi kerak.

Shunday qilib, biz harakatning Lagranj ko‘paytuvchili tenglamasiga 

keldik:

d dT dT . - ■ Q
— —  - ----Qk + 2^ Mik (k = l ») • (8.1.15)
dt dqk áqk

Bu tenglamalar (8.1.10) bog'lanishlar tenglamalari bilan birgalikda 

2n - m ta noma’lum qk va funksiyalarga nisbatan n + (n - ni) =

n—m

= 2n - m  ta to‘liq tenglamalar sistemasini tashkil qiladi. ^ X¡a¡k ifoda
i—i

oddiy mexanik ma’noga ega - bular nogolonom bog‘lanishlarning 

umumlashgan reaksiya kuchlaridir. Haqiqatan ham, Rk - umumlashgan 

reaksiya kuchlari bo‘lsa, u holda nogolonom sistemaning harakati xuddi 

ql,q2,.,.,qn umumlashgan koordinatalan T kinetik energiyasi va Qk + Rk

umumlashgan kuchlari bo‘lgan golonom sistemaning harakatidek bo'ladi,

ya’ni nogolonom sistemaning harakat tenglamasini

d d T d T  -—
- T T T - - T -  =  Qk +  Rk (k  - 1>n)
dt óqk dqk

ko'rinishda yozish mumkin. Bu tenglamalarni (8.1.15) tenglamalar bilan 
solishtirsak,

n—m

(8.1.16)
i=i

ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

E.T. Uitteker nogolonom sistemalar uchun (8.1.15) ko‘rinishdagi 

tenglamalarni birinchi bo‘lib Ferrer tuzgan deb aytadi [114]. E.J. Raus 

ham shu turdagi tenglamalardan foydalangan [82,115-117J.

1899-yilda P. Appel (P.Appell) golonom va nogolonom sistemalar 

harakat tenglamalarining yangi ko‘rinishini tavsiya etdi [107]. U Lagranj 

tenglamalaridagi T kinetik energiyaga o'xshaydigan yangi S funksiya 

kiritdi. Bu funksiyani keyinchalik tezlanish funksiyasi deb atadilar. Go­

lonom sistemalarda T kinetik energiya qanday sistemaning dinamikasini 

xarakterlasa, S funksiya nogolonom sistema dinamikasini xuddi shunday 

to‘liq xarakterlaydi. Ó ‘zining ko'rinishi bilan Appel tenglamalari sodda
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bo‘lsa ham muayyan masalalarni ko‘rishda S funksiyasini tuzish T ki- 

netik energiyani topishga nisbatan og‘irroqdir.
Nogolonotn sistemaga quyidagi chiziqli bog'lanishlar qo'yilgan bo‘lsin:

%  = X  boM f) 4i + t) (a  =  n ~ m +*t «) • (8.1.17) 
/=1

Bu tenglama (8.1.10) yoki (8.1.5) larni qa nisbatan yechish yo‘li bilan

hosil qilinadi va ularga ekvivalentdir.

Appel tenglamasi

=  e ;  = Q  + X  Ô A , Q = U - m )  (8.1.18)

® 4i a=n-m+1

ko'rinishda bo'ladi. Bu yerda S = S(q¡, q¡, qs, t) - tezlanish energiyasi.

(8.1.18) tenglamalar boglanishlarning (8.1.17) tenglamalari bilan bir- 

galikda n - m ta ikkinchi tartibli tenglama va m ta birinchi tartibli 

tenglamaning to‘liq sistemasini tashkil qiladi va n ta noma’lum qs

o'zgaruvchilarni topishga imkoniyat yaratadi.
S.A. Chapligin ko‘rsatdiki, ko'pgina konservativ nogolonom sis- 

temalarda qvq2....qm,q„M,...,qn umumlashgan koordinatalarni m ta birin­

chi koordinatalar variatsiyalarini bog‘lanmagan deb qabul qilib, shunday 

tanlab olish mumkinki, qolgan n - m ta koordinatalar qm+l,■■•,q„ kine- 

matik integrallanmaydigan

qm+K = J ^ hs,m+Ás’ (k = U  - m) (8.1.19)

S=\

boglanishlarning bsm+k koeffitsiyentlar ifodalariga ham, (8.1.19) bog‘-

lanishlarni hisobga olmay tuzilgan L Lagranj funksiyasining ifodasiga 

ham kirmaydi. Bunday sistemalarni Chapligin sistemalari deb ataladi va 

shunisi yaxshiki, ular uchun harakatning dinamik tenglamalarini integral­

lanmaydigan kinematik bog‘lanishlardan ajratib olish mumkin.

S.A. Chapligin tenglamalari quyidagi ko‘rinishga ega:

d ЭГ* ЭT* у  dT

dt dqs dqs t.=1 Эq,ni+k

^Km +k дК»,+кЛ 

dqs dqr
4r ■Qs> Сs =  \,m)• (8.1.20)

Bu yerda yulduzcha bilan ifodasidan (8.1.19) bog'lanish tenglama- 

laridan foydalanib bog‘langan deb qaralayotgan umumlashgan 

qm+},qm+2,-,q„ tezliklar chiqarib tashlangan ifodalarni tushunamiz (ma-

salan, T ning ifodasida qm+\,qm+i,—,qn umumlashgan tezliklar qatnash-
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maydi). Bu ilmiy natijani S.A. Chapligin 1895-yili tabiatshunoslar ja- 
miyatida ma’ruza qilib berdi va mazkur jamiyatning jurnalida 1897-yili 

nashr etgan [105].

1901-yilda P.V. Vorones

integrallanmaydigan kinematik bog'lanishlar bilan bog'langan nogolo­

nom sistemalar harakatining tenglamalarini tavsiya etdi [18]:

T{t,q i ,...,qm+k,qx,..., ¿jin+k) Q(t, cjt,..., qm+k, q ¡ qm), 

ya’ni T ifodasiga qm+v lar o‘rniga ifodasini (8.1.21) dan keltirib

qo'yganimizda 0  funksiya hosil bo'ladi.

Xususiy holda, agar chiqarib tashlangan umumlashgan tezliklarga 

mos keluvchi qw+l, qm+2,- , #,„+* = Qn kinematik energiya, .potensial

energiya 77-- U va nogolonom bog‘lanishlar ifodalariga kirmasa, u 

vaqtda koordinatalar (8.1.22) Vorones tenglamalari S.A. Chapligin

(8.1.20) tenglamalari bilan mos keladi. Agar sistemaga ta’sir etayotgan 

kuchlar potensial kuchlar bo'lmasa, u vaqtda (8.1.22) Vorones tengla- 

malari quyidagicha yoziladi:

P.V. Vorones (8.1.22) tenglamalarni Gamilton-Ostrogradskiy variat- 

sion prinsipidan foydalanib topgan. U bu prinsipni umumlashtirdi va no­

golonom sistemalarga qo'llashni ko'rsatdi. Keyingi ishlarida u nogolo­

nom sistemalar harakatining tenglamalarini kvazikoordinatalarda yaratdi.

Umuman aytganda, nogolonom sistemalar harakatining tenglamalarini 

qaysi formada olishimizdan qat’iy nazar (Chapligin sistemasidan tash- 

qari) to'liq sistemani tuzish uchan harakat tenglamalariga nogolonom 
bog'lanishlar tenglamalarini qo'shish zarur. Ana sha xarakteri bilan no­

golonom sistemalar bogTanmagan koordinatali golonom sistemalardan 

farq qiladi. Bu holat nogolonom sistemalar harakatining turg'iinligini tad- 

qiq etish masalasini boshqacha qo'yishni taqoz.o qiladi.

d d e  = 3(9 + U) 

dt 3 q¡ 3 q¡

Bu yerda

(8.1.24)
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Nogolonom sistemalar harakati tenglamalarining boshqa formalari G. 
Madji, V. Volterra, G.Y. Neymark, N. Fufayev va boshqa ko'pgina 

olimlar tomonidan ham yaratiigan [69,71]. Bu bilan qizi-quvchilarga 
Y.I. Neymark va N.A. Fufayevning [71] kitobiga hamda V.V. Rumyan- 
sev va A.V. Karapetyanning [82, 83] ilmiy maqoialariga murojaat qi- 

lishlarini tavsiya etamiz.
Shuni ta’kidlaymizki, nogolonom sistemalar harakatining nazariyasi 

g‘ildirakli ekipajlar harakatining nazariyasi [43] va elektromexanik siste­

malar nazariyalari bilan chambarchas bog‘langan. Bu masalalar Y.I. 

Neymark va N.A. Fufayevning [71] kitobida va Y.I. Neymarkning [69] 

maqolasida batafsil keltirilgan.
XX asrning o‘rtalarigacha elastik pnevmatikali g‘ildirakning sirpa- 

nishsiz dumalashi natijasida hosil boiadigan nogolonom bogianishlar 
nogolonom sistemalar dinamikasiga bog‘lanmasdan o'rganilardi. Avto- 
mobil, mototsikl, samolyot shassilari va ternir yo‘l vagonlariga doir 
bo'lgan dolzarb turg‘unlik masalalari real g'ildirak dumalashining shart- 

larini va tayanch tekislik tomonidan unga ta’sir etadigan reaksiya kuch- 

larini o‘rganish va tadqiq etish masalasini kun tartibiga qo‘ydi.
Y.I. Neymark va N.A. Fufayev g‘ildirakning dumalashida unga qo‘yi- 

ladigan bog‘lanishlar (M.V. Kcldish tomonidan yaratiigan) idéal bog'la- 

nishlar ekanligini va shunday boglanishga ega bo‘lgan sistemalarga no­
golonom sistemalar harakat tenglamalarini qo‘llash mumkinligini ko‘r- 

satdilar [70]. Ular m ta ballonli g‘ildirakka ega bo‘lgan ekipajning 
o‘zgarmas tezlik bilan to‘g‘ri chiziqli harakatining differensial tengla- 
malari quyidagi ko‘rinishga ega ekanligini ko‘rsatdilar:

ci dT dT _ q  + y i f dfl dxt 3/7 dfc + 377 36> 

dt dcjj dqj J ^{dÇ id q j 3^ 3<?; dcp: 3<?J’

xi + i i +V0i +Vçt = 0,

èf + <p: - ayÇj + fiycPi + yyXt = 0, (/ = 1, m; j  = 1, n ; m < n),

bu yerda T = T(q, q, t) ekipajning kinetik energiyasi,

1 m  (  \

77 = o Z  №  + + + PiNiiï>
^ /=i

pnevmatik shinalar deformatsiyasining potensial energiyasi, fi,, y lar

i raqamli shinaning kinematik parametrlari, ai,bi,a i,p i lar i raqamli 

shinaning elastiklik koeffitsiyentlari. Keyinchalik, bu tenglamalarni eki­

pajning egri chiziqli harakatiga tatbiq etdilar.
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2- §. Nogolonom sistemalar muvozanat holatiliing turg‘unligi

Nogolonom sistemalarga bag'ishiangan ko‘p ilniiy ishlarga qaramas- 

dan ularning turg'unligiga taalluqli is'hlar juda ozdir. Nogolonom siste- 

malarning kichik tebranishlari va targ‘unligi masalalari bilan E. Ui'tteker, 

O. Bottema, M.A. Ayzerman va F.R. Gantmaxer, A.N. Obmorshev, 

N.A. Fulaycv, Y.I. Neymark, V.V. Rumyantsev, N.G. Chetayev, I.V. Ni- 

kolenko, A.V. Karapetyan, G.N. Knyazev, A. Y A. Krasinskiy, I.S. Emelya­

nova va boshqalar shug'ullanganlar. Ammo ularning ishlaridagi turg‘un- 

likni tadqiq etish usullari bir-biri bilan mos kelmas edi. Ma’lumki, mu­

vozanat holati atrofida potensial energiya umumlashgan koordinatalar- 

ning bir jinsli kvadratik formasi bo‘ladi deb faraz qilib, Uitteker chiziqli 

nogolonom bog'lanishlarni integralladi. Buning natijasida Uitteker nogo­

lonom sistemalar muvozanat holatining turg‘unligin.i tekshirish masa- 

lasini bog‘lanmagan umumlashgan koordinatalari nogolonom bog‘lanish- 

lar soniga kamaytirilgan golonom sistemalar masalasiga aylantiradi 

[114]. Bottema [109] birinchi bo‘lib Uitteker mulohazalarining mantiqqa 

zidligini payqadi. U aniq misolda nogolonom sistemalar differensial 
tenglamalarining xarakteristik determinanti umumiy holda nosimmetrik 

ekanligini va xarakteristik tenglamasi nogolonom bog'lanishlar sonidan 

kam bo'lmagan nol ildizlarga ega ekanligini ko‘rsatdi. Shu sababli Bot­

tema bu yerda turg'unlik nazariyasining kritik holi mavjud deb aytadi. 

Shuning uchun ham Bottema nogolonom sistemalar muvozanat holati­

ning turg'unlik masalasi hozircha ochiq qoladi degan xulosaga keldi, 

chunki ungaeha ixtiyoriy sonda nol ildizga ega bo‘lgan xarakteristik 

tenglamali sistemalar uchun turg'unlik shartlari ishlab chiqilmagan edi.

Keyinchalik A.I. Kuxtenko [82], A.N. Obmorshev [76], I.V. Niko- 

lenko [74] islilarida nogolonom sistemalar toyilgan harakatining chiziq- 

lashtirilgan differensial tenglamalari va ularga mos xarakteristik determi- 

namlari keltirilgan va bu determinantiar umumiy holda simmetrik emas- 
ligi ko'rsatilgan.

M.A. Ayzerman va F.R. Gantmaxer Bottema tadqiq etgan masalani 

oxirigacha yechish mumkin ekanligini ko‘rsatdilar. Ular bu masalani 

A.M. Lyapunov va I.G. Malkin to‘liq tadqiq etgan turg‘unlikning max- 

sus lioliga kelishini ko'rsatdilür. Ular nogolonom sistemalar uchun ush- 

bu teoremani isbot etdilar [108].

Teorema. Agar toyilgan harakat xarakteristik tenglamasining, nolga 

teng bo'lgan ildizlaridan tashqari, nogolonom bog'lanishlar soniga ieng 

bo'lgan muvozanat holatlari atrofidagi barcha üdizlari chap yarim 
tekislikda yotsa, u holda sistemaning muvozanat holati turg’un (ammo 

asimptotik turg'ttn emás) bo‘Iadi. Shu bilan toyilmagan harakatga ye- 
tarli yaqin bo'lgan liar qanday toyilgan harakat f ° ° d a  ko'pxillik 

muvozanat holatlarining bittasiga intiladi.



Bu natijaga asoslanib, G.N. Knyazev [44] nogolonom bog'ianishlar 
sonidan xarakteristik tenglamaning nolga teng bo‘lgan ildizlarining soni 

katta bo‘lgan holni faqat kritik hoi deb atashni tavsiya etadi. 0 ‘zining 

ishida u xarakteristik tenglamaning nolga teng bolgan ildizlarining soni 

nogolonom bog'lanishlar sonidan bittaga ortiq bo‘lganJjolni tadqiq etdi. 

A.N. Obmorshev umumiy holda nogolonom sistemalar kichik tebranish- 

larining muvozanat holati atrofida chiziqlashtirilgan differensial tengla- 

malarini va Chapligin sistemasi uchun statsionar harakatga nisbatan 

tebranishlar tenglamasini tuzdi. Nolga teng bo'lgan ildizlar masalasi ha- 

qida u Bottema nogolonom bog'lanishlarning chiziqlashtirilgan tengla- 

malarini integrallamnaganligi natijasida xarakteristik tenglamaning nolga 

teng boigan ildizlarini olgan degan mulohazani bildirdi.

. Keltirilgan adabiyotlar obzoridan ko'rinib turibdiki, nogolonom siste­

malar muvozanat holatining turg‘unligini tadqiq etishda nafaqat yagona 
yondashish yo‘qligi, balki tadqiq etish usullari ham bir-biriga zid ekanligi 

ma’lum boiyapti. Haqiqatan ham, agar Uitteker chiziqlashtirilgan nogo­

lonom bog‘lanishlarni integrallab to‘g!ri ish qilgan bo‘lsa, 11 vaqtda bu 

ishni qilmagan va natijada nolinchi ildizlarga ega bo‘lgan Bottema nohaq. 

Agar Bottema haq bo Isa. u holda Uitteker nogolonom sistemalar 

muvozanat holatining turg'unligini tadqiq etishda prinsipial xatoga yo‘l 
qo‘ygan. Ammo u vaqtda nolga teng boigan ildizlar tabiatini tushun- 

tirishda noaniqlik paydo boladi: Bottema, Ayzerman va Gantmaxer nol­

ga teng bo‘lgan ildizlarning paydo bo‘lishini Lyapunov ma’nosidagi kri­

tik hoi bilan bogiayaptilar. Knyazev bu holatni kritik hoi deb hisobla- 

mayapti, Obmorshev bo‘lsa, nolga teng bo‘lgan ildizlarning paydo bo‘- 

lishini tushunmaslik sifatida ifodalaydi. Agar chiziqlashtirilgan nogolo­

nom bog'lanishlarni integrallaganda, ular paydo bo‘lmasdi deb tushun- 

tiradi.

1965-1967 yillar davomida Y.I. Neymark va N.A. Fufayev [71, 

72,73] nogolonom sistemalar muvozanat holatini tadqiq etish masalasi 

golonom sistemalarning muvozanat holatini tadqiq etish masalasidan 

butunlay farq qiladigan va o‘ziga xos hususiyatga ega masala ekanligini 

ko‘rsatdilar. Nogolonom sistemada muvozanat holati yakkalangan holda 

boimasligini (golonom sistemada yakkalangan holda boMadi) va ular 

o‘lchami nogolonom bog'ianishlar soniga teng bo'lgan ko'pxillikni 

tashkil qilishini ko'rsatdilar. Nogolonom sistemaning bu xususiyati xa­

rakteristik tenglamada nolga teng bo'lgan ildizlarning paydo bo'lishiga 

sababdir.
Golonom va nogolonom sistemalarning statsionar harakatini tadqiq etish­

da xuddi ana shunday holatga duch kelamiz. Biz kelgusi bandlarda Y.I. 

Neymark va N.A. Fufayev erishgan natijalarni bayon etamiz [69,71-73].
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2.1. Kichik tebranishlar tenglamasini tuzish. Koeffitsiyentlar 

matritsasining xususiyati. Urnumiy nazariyani tatbiq etish 

mumkinligi. Olinadigan natijalarning ma’nosi

Nogolonom sistemalarning muvozanat holati atrofidagi kichik tebra- 

nishlarini o'rganishda kichik tebranishlar nazariyasidagi odatiy yondo- 

shishdan foydalanish mumkin. Bu yondoshish nogolonom sistemalarga 

xos bo'lgan xususiyatlarni ochishga imkoniyat yaratadi.

Konfiguratsiyasi qv q2,-—, (ln umumlashgan koordinatalar bilan aniq-

lan&digan sistemaning harakati

COik(qx,q2,...,qn)qk =  0, (i - 1 ,m,k .= 1 ,ri) (8.2 .1)

m (in < n) ta nogolonom bog‘lanishga -bo'ysungan deb faraz qilamiz. 
Potensial va. F dissipativ kuchlar ta’sir etayotgan nogolonom sistema 
harakatini ifodalovchi tenglamalarni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

d dL dL . dF - . -
—  CO, - — , (г = 1, m, 7 = 1, и); (8.2.2)
dt aq. óq¡ . oq¡

bu yerda Я],Л2,...,Ят -noma’lum Lagranj ko‘paytuvchilari.

(8.2.1) va (8.2.2) tenglamalar n + m ta q^q2,.:,<,:qn ,\À2,...,Àtn 

noma’lum o'zgaruvchini vaqt funksiyasi sifatida aniqlashga imkon yara­

tadi. q{ - q2 = ... = q„ - 0 nuqta sistemaning muvozanat holati deb fa­

raz qilaylik. (8.2.1) va (8.2.2) tenglamalardan ko'rinib turibdiki, muvo­

zanat holatida

Э Щ ...0 ) 3 ,л л, л 
— T-----+ /Ц ! (0,...,0) = 0 (8.2.3)

° q ¡

munosabat bajariladi, bu yerda V(ql,q2,...,qn) - sistemaning potensial 

energiyasi. (8.2.3) ga asosan nogolonom sistemalar muvozanat holatida

miqdor, umuman, nolga teng emas (golonom sistemalarda nolga

3%

teng). Demak, V(q],q2,...,ql¡) funksiyaning muvozanat holati atrofidagi 

qator yoyilmasida chiziqli hadlar ham mavjud bo‘ladi:

V - V(0,...,0) + ckqk +X I Cififlj + ..., (8.2.4)
k=I y=l f=l

bu yerda

dV_

\dc/k Jo
C¡j -

d2V

dqßqi Jo
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T va F funksiyalar qv...,qn,q{,...,qn\wnmg kichik miqdorlari uchun xuddi 

golonom sistemalardagidek umumlashgan qv...,qn tezliklarning o‘zgar- 

mas koeffitsiyentli kvadratik forrnasi bo‘ladi:

2T = Z Z 2F = Z Z (8.2.5)
/=1 k = I

bu yerda

e d2T
~ Chi ~ b ,k =  bk i

/0Jo
A.jCOjj hadlarni chiziqlashtirganimizda

l,COij = (If 4  A){co" +  4 q k +  ...) = 4 !4  + 4 °4 ft + 4 4  + 

hosil bo'ladi, bu yerda

r da>;
(8.2.6)

/0

/if - aniqmas \ ko'paytuvchilarning sistemaning muvozanat holatidagi 

qiymatlari. (8.2.4)-(8.2.6) ifodalarni (8.2.2) ga qo‘yib, quyidagini hosil 
qilamiz:

«jA + Va- + ~ 44 • (8.2.7)

(8.2.3)-ga asosan c. = . Bu ifodani (8.2.7) ga qo‘yganimizda

«/A-ft + + <c> + ^ 4 ) * + ^ 4  = 0 (8-2-8)

ni hosil qilamiz. Bu tenglamalarga chiziqlashtirilgan nogolonom

4 A  = 0 (8.2.9)

bog‘lanishlarni qo‘shish kerak.

(8.2.8) va (8.2.9) tenglamalar nogolonom sistemalarning q{ = q2 = ... 

... = qn = 0 muvozanat holat atrofidagi kichik tebranishlar

tenglamalari deb ataladi. Bular aniqmas n+m ta %  Cj2,..., qn ;

\,X1 ,...,AIU o‘zgaruvchilarga nisbatan n+m ta o ‘zgarmas koeffitsiyentli 

chiziqli differensial tenglamani tashkil qiladi.

Bu tenglamalarga

qk = cke'\ Xt = d ^ '  

bvrinishdagi yechimlarni qo‘yganimizda
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Pil P\2 ■■ Pu,
..0  
0\ 1 ffl?i

p,ü P„2 ■■ P,m a\n 4n •• «L

4 ■■ 0 0 .. 0

OÍ2
„0

■ 0 0 .. 0

xarakteristik teng-lamaga kelamiz, bu yerda

(8.2.10) xarakteristik* tenglamaning ko‘rinishidan quyidagilar kelib 

chiqadi:
1) xarakteristik tenglamaning kamida m ta ildizi nolga teng;

2) (8.2.10) tenglama koeffitsiyentlarining matritsasi simmetrik emas 

(golonom sistemalarda simmetrik bo'ladi).
Bottema tomonidan birinchi bo‘lib aniqlangan xarakteristik tengla­

maning bu hususiyatlari uogolonom sistemaning o‘ziga xos xususiyat- 

laridan biridir.
Nogolonom sistema kichik tebranishlarini (8.2.8) va (8.2.9) chiziqli 

differensial tenglamalarga asoslanib tadqiq etish golonom sistema chi­

ziqli differensial tenglamalarini tadqiq etishdan deyarli hech farq qil- 
maydi. Xuddi golonom sistemalardagi singai'i vaqt bo‘yicha o‘sadigan 

yechimlar mavjud bo'lganda tadqiqotning natijalari faqat chekli vaqt 

oralig‘ida to‘g‘ri bo‘ladi.
Bu ma’noda kichik tebranishlar nazariyasining qoidalari nogolonom 

sistemalarga butunlayicha yoyiladi. (8.2.8) va (8.2.9) chiziqlashtirilgan 

tenglamalarning dastlabki nogólonom sistema bilan aloqasi masalasiga 

kelganimizda, bu yerda faqat nogolonom sistemaga taalluqli o‘ziga xos 

xususiyat borligini ko‘ramiz.
Bu o‘ziga xos xususiyat nolga teng bo‘lgan ildizlarning mavjudligi va 

xarakteristik tenglama koeffitsiyentlari matritsasining simmetrik emasli- 
gida namoyon bo‘ladi (konservativ sistema bo‘lganda). Bu yerda har 

doimgi kichik tebranishlar nazariyasi pozitsiyasi bilan yondoshish tur- 

g‘unlik masalasiga to'liq javob bermaydi va nolga teng bo‘lgan ildizlar­

ning tabiatini ochishga imkoniyat yaratmaydi. Bu masalalar bir-biri bilan 

chambarchas bog‘langanlig.ini ko'ramiz. Nogolonom sistemalar turg‘un- 

ligi va kichik tebranishlarini batafsil ko'rganimizda nol ildizlarning nafa- 

qat tabiatini tushunishni va balki nogolonom sistemalarning faqat o‘ziga 
xos yana bitta xususiyatini: muv.ozanat holatlari ko‘pxilligi va statsionar 

harakatlarning ko‘pxilligi mavjud ekanligini aniqlaymiz.
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2.2. Nogolonom sistemaning muvozanaí holatlari ko‘pxilligi yaqinidagi 

kichik tebranishlar tenglamalari. Muvozanat holatlari ko‘pxiIligining

turg‘unligi

Harakati

ú)a/j(qi,...,ql¡)q¡] = 0, (a = 1, m, = 1, n) (8.2.11)

nogolonom bog‘lanishlarga bo‘ysundirilgan L = Uqv...,ql-,ql,...,¿/n) La-

granj funksiyali va Q/3(ql,...,qn;qí,...,qn), (/9 = 1,«) umumlashgan

kuchlarga ega: boigan sistema berilgan boisin. Sistemaning''harakat 

tenglamalai'ini tuzamiz:

(8.2.11) va (8.2.12) tenglamalar sistemasi qí,q2,...,qu, Á,,..., /{„ 

miqdorlarni boshlang‘ich shartlar va vaqtning funksiyalari sifatida aniq- 

lashga imkoniyat yaratadi. (8.2.11) va (8.2.12) tenglamalardan nogolo­
nom sistemaning muvozanat holatíarini aniqlovchi tenglamalar sistema- 
sini yozamiz:

(8.2.13) da tenglamalar soni n va aniqmas o‘zgaravchilar 

ql,...,qn,Ál,...,Ájn soni n+tn, ya’ni m ta miqdor ixtiyoriy qiymat qabul

qilishlari mumkin. Shu sababli umumiy holda nogolonom sistemaning 

muvozanat holatlari ko‘pxilligiga ega boMamiz. Muvozanat holatlari 

ko‘pxilligi n o'lchamli konfiguratsiyalar fazosida m o‘lchamli 0 ,„ sirtni 
tashkil qiladi.

Haqiqatan ham, (8.2.13) tenglamalar sistemasidan foydalanib 

<?2,•••,<?„ umumlashgan koordinatalarni aniqmas Lagranj

ko‘paytuvchilari orqali ifodalab, 0 ,n sirtning parametrik tenglamasini 
topamiz:

(8.2.12)

-—  + Qp + Xaa>ap - 0, 
dq0'P

(8.2.13)

bu yerda

dq0 dqp

Qp — Qp Qn ,0,...,0), ü)ap — (Oap ( q ¡ q n).

$ .=  9 / k V - A )  ■ (8.2.14)
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Shuni ta’kidlaymizki, muayycm masalalarda (8.2.13) tenglamalarning 

barchasi ham bog'lanmagan bo'lmasligi mumkin. Bu hollarán Om o ‘l- 
chami m dan katta bo'ladi. Om sirtning mavjudligi nogolonom sistemar 
ning yakkalangan muvozanat holatining turg'unligi haqida.gap yuritish 
mantiqsiz ekanligini bildiradi, chunki nogolonom sistema yakkalangan 
muvozanat holatga ega emas. Shu sababli nogolonom sistemalar kichik 

tebranishlari haqida masala qo'yilishining o'zi o'zgarishi kerak.
Nogolonom sistemalar kichik tebranishlarini yakkalangan muvozanat 

holati atrofida o‘rganmasdan, balki 0 „, sirt atrofida tadqiq etishga oid 

masala korrekt (to'g‘ri) cjo‘yilgan deb hisoblash lozim. Demak, nogolo­

nom sistema turg'unligi haqidagi masalani faqat 0 ,„ sirtga nisbatan qo‘- 
yish kerak. Yakkalangan muvozanat holatiga nisbatan nogolonom siste­

malar turg‘unligini o‘rganish, masalani nokorrekt qo‘yilganini bildiradi.
Yuqorida bayon etilganlarga asoslanib, nogolonom sistema kichik 

tebranishlarining tenglamalarini 0 ,„ muvozanat holatlari sirti atrofida tu- 

zamiz.

(8.1.12) tenglamalardan X,,..., Am aniqmas ko‘paytuvchilarni chi- 

qarib, nogolonom sistema differensial tenglamalarini normal formada 

yozamiz:

d = l2n-m ), (8.2.15)
dt

bu yerda x;orqali ql,q2,...,q„ ,ql,cj2,...,qn_m fazaviy o‘zgaruvchilar 

belgilangan. 0 (qv...,qn,ql,...,q„_m) fazaviy fazoda 0 ,„ sirt

x° = x°(ui,u2,...,u j

tenglamalar bilan aniqlangan bo‘lsin, bu yerda m,, ii2,...¡um o‘zgaruv- 

chilar Om sirtning joriy parametrlari bo‘ladi. uv ii2,...,um o‘zgaruvchilar 

qatori yangi v„ v2,...,v^„_m) o'zgaruvchilarni

x¡ = x¡{uy,u2,...,u j + u2,..., U„̂ )Vj

munosabat orqali kiritamiz, bu yerda yij(uv ii2,...,u j lar uí,u2,...,um o‘z-

garuvchilarning qandaydir funksiyalari. Yangi u, v o'zgaruvchilar orqali

(8.2.15) tenglamalarni quyidagicha yozamiz:

du d\>:
=  G(m, v), - L = H X u , v) .  (8.2.16)

dt dt 1

(8.2.16) harakat tenglamalarini O,„ muvozanat holatlari sirti atrofida chi- 
ziqlashtiramiz. Buning uchun (8.2.16) tenglamalarning o‘ng tarafidagi
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fimksiyalarni vx, v¿V..;v2(n_(IIj miqdorlaming kichik qiymatlari bo'yicha 

qatorga yoyib, quyidagini hosil qilamiz:

^  . . ,U J  + üy(üp..., uni)Vj + 0(j|vf),

(8.2.17)
dv i, i|2

= bM  •■••>“..«)+ )»

bu yerda

<9(j|v|j2 lar esa ||v|| nisbatan ikkinchi tartiblidan kam bo‘lmagan hadlar.

0,„ sirtda v„v2,...,v2(f(_m), v,, v,,..., v2(„_ffl), úv...,úm miqdorlar nolga

aylanishi sababli (8.2.17) tenglamalardagi a¡,.b¡ koeffitsiyentlar nolga 

teng bo'ladi.

Shunday qilib, 0,„ sirtning kichik atrofida v,, v2,..., v2(„_)H) larga nis­

batan chiziqlashdrilgan (8.2.17) tenglamalar sistemasi

dui / ^—  = u jv j,

(8 . 1. 18)
dv • -- -----------

= b J u mm)vA., (í = 1, m; £ = l,2(n - m)) 
dt J

ko'rinishga keladi. Hosil qilingan tenglamalar 0,„ muvozanat holatlar sir- 

tining kichik atrofidagi nogolonom sistema kichik tebranishlarinmg- teng- 

lamalaridir. (8.2.18) tenglamalar sistemasiga asosan va v1,v2,...,V2(JI_m) 

lar kichik miqdorlar bo‘lganligi uchun u[,iL1,...,um lar vaqtning sekin 

o‘zgaruvchi funksiyalari bo‘ladi. (8.2.18) sistemaning yechimini ketma- 

ket yaqinlashish usulini qo‘llab izlash mumkin.

Bu yerda nolinchi yaqinlashishda u¡ qiymati sifatida o‘zgarmas

u¡ = u¡ miqdorlar olinadi. Bu qiymatlarni (8.2.18) sistemaning o‘ng 

tarafiga qo‘yib, Vj ning taqribiy qiymatlarini topish uchun

d- ^ = b jk(ul...,u l)vk (8.2.19)

tenglamalarga ega bo‘lamiz. (8.2.19) tenglamalarning yechimini to- 

pishda

330



xarakteristik tenglamaga kelamiz. p2.... lar (8.2.20) teng-

lamaning ildizlari bo'lsin va soddalik uchun ularni har xil va noldan 

farq qiluvchi deb hisoblaymiz. U vaqtda v- uchun yechim

vj = c¡cAj(pk)e *  (8.2.21)

ko'rinishda yoziladi, bu yerda sk - boshlang‘ich shartlardan topiladigan 

o‘zgarmas sonlar, Aj(pk) lar A determinantning minorlari (Aj{pk)

miqdorni topish uchun pk ildizni A ning j  ustun va oxirgi satrini

o‘chirish natijasida hosil qilingan minorga qo'yiladi). Topilgan (8.2.21) 
yechimni (8.2.18) tenglamalar sistemasining birinchi tenglamalar guru- 

higa qo‘yib, u¡(t) funksiyani aniqlovchi tenglamalarga ega bo‘lamiz. Bu 

tenglamalarni integrallab,

u¡ - — ckA ¡(pk)eP'! + d¡ (8.2.22)
Pk

yechimni topamiz, bu yerda d¡ lar boshlang'ich shartlardan aniqlana- 

digan ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. Keyin (8.2.22) ifodalarni (8.2.18) sis- 

temaning o‘ng tarafiga qo‘yib, kelgusi yaqinlashishni aniqlaydigan teng­

lamalarga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalar yana ikki guruhga bo'linadi. vk 

ni aniqlovchi tenglamalar eksponensial koeffitsiyentli 2(n-m) ta chiziqli 

differensial tenglama sistemasidan iborat bo'ladi. Bu jarayonni davom 

ettirib, (8.2.18) sistemaning istalgan zaruriy aniqlikdagi yechimini topish 

murnkin.
Agar bizni faqat 0,„ sirtning turg‘unligi qiziqtirsa, u vaqtda (8.2.18) 

tenglamalar sistemasining aniq yechimini topishga zaruriyat qolmaydi. 

Buning uchun V;(í) funksiyaning 0„, ning kichik atrofidagi xulqini o‘r-

ganish kifoyadir. Birinchi yaqinlashishda bu funksiyalarning xulqi
(8.2.20) xarakteristik tenglamaning ildizlari orqali aniqlanadi. Agar bar-

cha pk (k = 1,2(n - m)) ildizlarning haqiqiy qismlari manfiy bo ‘Isa, u 

holda vÁt) funksiyalar yoki eksponensial so'nishni, yoki kamayuvchi

amplitudali tebranish jarayonini ifodalaydi. Shuning uchun 0,„ sirtning 

kichik atrofida bo‘lgan tasvirlovchi nuqta t -> da 0 ,„ sirtga intiladi. 

Bu holda Om muvozanat holatlari sirtini asimptotik turg'm cleb ay tamiz. 

Agar pk ildizlar orasida hech bo'lmaganda birorta ildizining haqiqiy 

qismi musbat bo ‘Isa, it vaqtda Om muvozanat holatlari sirti noturg ‘un 

bo'ladi.

A = DeÍSjkp - b jk¡ = 0 ■ (8.2.20)
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Udizlari O,„ sirtning turg‘unligini aniqlaydigan (8.2.20) xarakteristik 

tenglamani topish uchun u¡, v¡ o‘zgaruvchilarga o‘tishning hojati yo‘q, 

xarakteristik tenglamalarning nolga teng bo‘lgan ildizlarining mohiyatini 

aniqlash maqsadida yangi o‘zgáruvchilarga o‘tgan edik. (8.2.20) xarak­

teristik tenglama (8.2.10) xarakteristik tenglamadan nolga teng bo‘lgan 

ildizlarni tashlab yuborish yo'li bilan hosil qilinganligini osongina ko‘- 

rish mumkin. Nolga teng bo‘lgan ildizlar soni, odatda, kamida nogo­

lonom bogianishlar soniga teng bo‘ladi, ya’ni 0 ,„ sirtning o‘lchoviga 

teng bo'ladi.

Izoh. Xarakteristik tenglama nolga teng bo'lgan ildizlarining soni Om 

sirtning o'lchovidan katta bo'lgan holni kritik hol deb qarash kerak.

(8.2.18) sistemadan ko‘rinib turibdiki, xarakteristik tenglamaning nol 

ildizlari kichik tebranishlar nazariyasining kritik holiga hech qanday 

bog‘liqligi yo‘q. Ular m o‘lchamli 0 ,„ sirtning mavjudligiga bog‘liqdir.. 

Shuning uchun 0,„ sirtning turg‘unligini tekshirish uchun nolga teng 

bo‘lgan ildizlarni oddiygina tashlab yuborish kerak. Natijada (8.2.20) 

xarakteristik tenglama hosil bo‘ladi va unga nisbatan turg‘unlikni tekshi- 

ruvchi barcha kriteriylarni ishlatish mumkin, masalan, Raus-Gurvits, Mi- 

xaylov, Naykvist kriteriylarini, D- bo'laklash usulini va h.k. Topilgan 

turg‘unlik shartlari, Om sirtda turg‘unlik sohasini ajratishga va turg'unlik 

sohasining chegarasini sistema konstruktiv parametrlarining o‘zgarishiga 

qarab o‘zgai*ishini tadqiq etishga sharoit yaratadi.

Shuni ta’kidlaymizki, 0,„ sirtning birorta (m°,..., u ° ) nuqtasi atrofida 

nogolonom sistema harakat tenglamalarini chiziqlashtirish jarayoni shu 

pai'agrafning 1- bandida bayon etilgan chiziqlashtirish jarayoni bilan to‘- 

liq mos keladi. Ammo bu yerda olinadigan tenglamalarning 1- bandda

olingan tenglamalardan muhim farqi shundan iboratki, iif nuqta endi 0 ,„ 

sirtning istalgan nuqtasi bo‘lishi mumkin. Shuning uchun ham (8.2.18) 

tenglamalarning a¡¡ va b¡j koeffitsiyentlardagi «pH®,—,«”, miqdorlarni 

sistemaning fizik parametrlari qatori qo'shimcha parametrlar deb qarash 

kerak.

Shunday qilib, olinadigan chiziqlashtirilga'n tenglamalar muvozanat 

holatlari sirtining har bir nuqtasi turg‘unligini tekshirishga va Om sirtda 

turg‘unlik sohasini yasashga imkoniyat yaratadi. 1- banddagi chiziqlash- 

tirilgan tenglamalar faqat bitta (0,0,...,0) nuqtaning turg‘unligini tekshi­

rishga yaraydi.

Bu paragrafda bayon etilgan nazariyaning tatbiqini bir misolda ko‘rib 

o‘taylik.



3- §. Nogolonom sistemalarning muvozanat holati atrofîdagi 

turg‘unligini va kichik tebranishlarini tadqiq etishga doir misol.

Chapligin chanasining qiya tekislikdagi harakatining turg‘unligi 
[71,105].

Qattiq jismning qiya tekislikka parallel harakatini ko'ramiz. Jism qiya 

tekislikka uchta oyoq bilan tayansin. Bu oyoqlardan ilddtasi absolut silliq, 

uchinchisi bo'lsa yarim doiraviy tig‘ bilan ta’minlangan bo‘lsin. Buning 

natijasida uchinchi oyoq tig‘ tekisligiga perpendikulyar bo!lgan yo‘na- 

fishda harakat qilolmaydi. Jism og'irlik markazi C"hing qiya tekislikdagi 

proeksiyasi tig‘ perpendikulär bolgan va tig‘ tekislikka uringan K nuq- 

tadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqda yotgan holni ko‘rib o‘taylik (8.2-shakl).

Sistemaning umumlashgan koordinatalari sifatida K nuqtaning x, y 

koordinatalariniva jismning qiya tekislikka perpendikulär bo‘lgan to‘g‘ri 

chiziq atrofida aylanish burchagi (p ni olamiz. U holda Lagranj funk- 

siyasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

bu yerda m-jismning massasi, &-inersiya radiusi, a  -tekislikning qiyalik 

burchagi, l  -massa markazining qiya tekislikdagi proeksiyasidan K nuq- 

tagacha bo‘lgan masofa (8.2- shaklga qarang), g-og‘irlik kuchining tez- 

lanishi. Dissipatsiya funksiyasini

8.2- shakl.
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ko'rinishda olamiz, bu yerda h > 0, A, > 0- sirpanish va aylanishga 

nisbatan dempfer koeffitsiyentlari. Nogolonom bog'lanish quyidagi teng- 
lama bilan ifodalanadi:

.у - к ig<p = 0. „  (8.3.1)

Jismning harakat tenglamalari quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:

~ (x  + ttpcoscp) + hx + Àtg (p - 0, 
dt

dt
(y + l(psin f) + hy + g sin a  - Я - 0, (8.3.2)

— [((je cos (p + y sin <p) + ((2 + к2)ф\ + !\(p + gt sin a  sin (p - 0. 
dt

(8.3.1) va (8.3.2) harakat tenglamalaridan х = у - ф - 0  bo‘lganda 

rauvozanat holatining tenglamalari kelib chiqadi:

Я tg (p = 0, Я = g sin a, sin (p = 0. (8.3.3)

(8.3.3) ga asosan ko'rilayotgan nogolonom sistemaning muvozanat ho- 

latlari (x, y, (p) konfiguratsiya fazosida ikkita (p = 0 va (p - л 

tekislikni hosil qiladi. Nogolqnom bogianishlar soni bitta bo'lishiga 

qaramasdan, (8.3.1) muvozanat holatlari sirti Om ning o'ichovi ikkiga 

teng, ya’ni ikki o‘lchovli 0 2 sirtga ega bo‘lamiz. 0 ‘lchov bir birlikka 

oshganligining sababi (nogolonom bog‘lanishlar soniga nisbatan) (8.3.3) 

tenglamalarning birinchisi bilan uchinchisi bir-biriga bogianganligidadir.

xa, y°, <p°, / í  lar (8.1.25) tenglamalarni qanoatlantiruvchi muvozanat 

qiymatlari, 77, ç, в lar esa yetarlicha kichik miqdorlai- bo'lsin. U holda 

x = x° + y - y° + 77, ' ç  = <p° + ç, Я = + в 

deb qabul qilib, (8.3.1) va (8.3.2) tenglamalarni £  q, ç, в kichik 

miqdorlarga nisbatan chiziqlashtiramiz: 

r/ = 0,

+ hÇ ± tç  + çg sin a  = О,

77 + h 77 - 9 = 0,

± ÎÇ. + (fr + k2)ç + h{ç ± çg.C sin a  = 0.

(8.3.4)

Bu yerda yuqori («+») belgi (p = 0 va quyi «-» belgi (p = n  tekis- 

likka mos ravishda olinadi. Tenglamalarning xarakteristik tenglamasi

p 2{k2p3 + jh((’2 + k2) + h\p2 + hjip ± hg/ sin a  = 0 (8.3.5)
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ko‘rinishda bo‘ladi. Muvozanat holatlari sirti ikki o‘lchovli boiganligi 

uchun (8.3.5) xai'akteristik tenglama ikkita nolga teng bo‘lgan ildizga 

ega (nazariyada nolga teng bo‘lgan ildizlar soni kamida 0 ,„ sirtning oi- 

choviga teng bo‘lishi kerak degan edik).

0 2 sirtning [<p = 0 va (p — л tekisliklarning) turg‘unligi

k2p3 + \i{f~ + к2) + h\p2 + hjip ± hgf sin <7 = 0 (8.3.6)

xarakteristik tenglama ildizlarining xarakteri bilan aniqlanadi. (p = n 

tekislik uchun (8.3.6) tenglamaning ozod hadi manfiy ishorali bo'lgan- 

ligi uchun U-: doimo noturg‘un bo‘ladi. (p - 0 tekislik RauvGurvits

kriteriysiga asosan

+ k'-)h > к (8.3.7)

tengsizlik bajarilgandagina turg‘un bo‘ladi. (h, h{) parametrlar tekisli- 

gida turg'unlik sohasi va uning chegarasi 8.3- shaklda ko‘rsatilgandek 

bo'ladi, bu yerda h [ miqdor

sin a

tenglik bilan aniqlanadi (8.3- shakl).

8.3-shakI. 8.4-shakl

Shunday qilib, h va ht parametrlarning qiymatiga qarab (p - 0 

tekisligi yoki butunlay turg'un, yoki butunlay noturg‘un bo‘ladi. Agar 
noturg‘un bo‘lsa, u holda tekislikdan toydirilgan tasvirlovchi nuqta bu 

tekislikka boshqa qaytib kelmaydi yoki uning atrofida o‘suvchi amp- 

lituda bilan tebranma harakat qiladi. Oxirgi holda К nuqtaning trayekto- 

riyasi xuddi 8.4- shakl, a) da ko'rsatilganday bo‘ladi.
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Agar <p = 0 tekislik turg'un bo‘lsa, u holda K  ning trayektoriyasi
8.4- shakl, b) da ifodalangandek bo‘ladi.

Muvozanat holatlari sirtining asimptotik turg‘unligi haqidagi teore- 
maga asosan (kelgusi punktda ko‘ramiz) turg'un muvazanat holatlari sir- 
tidan toydirilgan tasvirlovchi nuqta yana shu sirtga, ammo, umuman ayt- 
ganda, uning boshqa nuqtasiga qaytadi (8.4- shakl, b)): 8.4- shakl, b) 
dagi (7) nuqtadan toydirilgan tasvirlovchi nuqta yangi muvozanat holati- 
ga, masalan, 8.4-shakl, b) dagi (2) nuqtaga qaytadi.

(3.6) dan ko ‘rinadiki, 1 = 0  bo‘lganda (3.6) xarakteristik tenglamada 
bitta nolga-,teng bo‘lgan ildiz paydo bo‘ladi. Natijada nolga teng bo‘lgan 
ildizlar soni uchga teng va u muvozanat holatlar sirtining o ‘lchovidan 
bittaga ziyod bo ‘ladi. Demak, t  =  0 bo‘lganda biz kritik holga kelamiz.

Turg‘unlikni tadqiq etish uchun harakat tenglamasidagi nochiziqli 
hadlarni hisobga olishga to ‘g ‘ri keladi ( I  =  0 ):

hx = 0 bo‘lgan holda tenglamalar sistemasini osongina tekshirish mum- 
kin. Bu holni ko ‘rib o ‘taylik.

hx -  0 hoi. (8.3.8) tenglamalarning uchinchisidan cp -  co = const, 
demak,

kelib chiqadi. Bu yerda % -  boshlang‘ich burchak. Ikkinchi va to‘rtinchi 
tenglamalardan foydalanib, A, va y  o ‘zgaruvchilarni chiqaramiz:

x  + hx -  X tg (p — 0, y + hy + X + g sin a  = 0, 

k 2tp + \ ( p  -  0, y  -  x tg (p = 0
(8.3.8)

(p -  cot + %

X +  x[h  +  CO tg {cot + % )\ +

+ g sin a sin (co t + (pQ)cos(cot + <p0) = 0.
(8.3.9)

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
h g s in a

u = x, (p = cot + <p0, a = — , b = ---------
0) co

U holda (8.3.9) tenglamani quyidagicha yozish mumkin,
co

----- + ( a  + tg (p)U + b sin cp cos cp = 0.
dtp

Bu tenglamaning yechimi
U 1

u = ce~a,p cos cp + —— — (cos" <p -  a sin cp cos cp) 
a~ + 1
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ko‘rinishga ega, bu yerda c -  boshlang‘ich shartlardan topiladigan ix- 
tiyoriy o ‘zgarmas son. (8.3.8) tenglamalarning oxirgisidan foydalanib, x 
o ‘zgaruvchiga qaytamiz:

Bu tenglamalami integrallaganimizdan keyin K nuqta trayektoriyasining 
parametrik tenglamasiga kelámiz:

BoshIang‘ich shartlardan c, cu c2 o'zgarmas sonlarni toparaiz: t = 0 bo‘l- 
ganda <p = x  = y  = 0, x  -  x0, (p = <x>. Bu miqdorlarni (8.3.10) va
(8.3.11) larga qo‘yib,

larni hosil qilamiz.
Agar g - x  + iy kompleks o'zgaruvchi kiritsak, u holda K nuqta 

harakati ushbu qonunga bo'ysunadi:

Bu harakatning trayektoriyasini grafik usulda hosil qilish mumkin. Bu­
lling uchun gv g2 va gi vektorlarni qo‘shish kerak.

Shunday qilib, /?, = 0 holatda (8.3.8) tenglamalami integrallash shuni 

ko'rsatyaptiki, (p{) & 0 bo'1 mag an har qanday boshlang‘ich shartlarda 
jism boshlang‘ich holatidan istalgan uzoqlikka ketadi. Bu holda jismning 
harakati quyidagilardan iborat:

co—  = ce "p cos (p+ ——  (cos2 <p-  orsin ^ c o s (p),
dt a +1 (8.3.10)

cox = c, + (sin <p -  a  cos <p) +
(8.3.11)

b
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h
1) gorizontal yo'nalish bilan S  = -a rc tg — burchak tashkil qila-

digan to ‘g ‘ri chiziq bo'yicha o'zgarmas tezlikdàgi siljishdan;
2) ce burchak tezlikli so'nuvchi aylanishdan;
3) 2 ft) burchak tezlik bilan aylanishdan. —
Demak, /г, = 0 holda muvozanat holat doimo noturg'un..

h, Ф 0 hol. Bu holda (8.3.8) tenglamalarning uchinchisidan <p bur- 
chakning o ‘zgarish qonunini topamiz:

bu yerda % ,cû lar <p ва ф ning boshlang'ich qiymatlari.

lim <p = % + bo‘lganligi uchun (p har qanday qiymatga ega bo'lishi
/г,

mumkin. Jism faqat ç  = 0 bo‘lgandagina turg'un muvozanat holatda bo‘- 
ladi. Demak, /г, * 0 bo‘lganda, cp = 0 muvozanat holati noturg‘undir.

4- §. N ogolonom  sistem alar m uvozanat holatlari sirtining  
asim ptotik tu rg ‘unligi haqidagi teorem a

Nogolonom sistemalar muvozanat holatining turg'unligini Om sirtdan 
yetarlicha kichik toyilishga nisbatan tadqiq etilgandagina ma’noga ega 
bo‘lishini aniqlab oldik. и,,u2,...,um o'zgaruvchilarni vaqtincha paramétr­
e r  sifatida qarab, (8.2.18) sistemaning ikkinchi guruh tenglamalarini 
birinchi guruh tenglamalariga bogLlamasdan qarash tabiiydir. Bu yor- 
damchi sistemaning xarakteristik tenglamasi (8.2.20) ifoda bilan aniq- 
lanadi.

parametrlarning biror G sohasida

tenglamalar sistemasining v, = v2 = ... = v2(„_m) = 0 muvozanat holati 

asimptotik turg4m bo‘lsin, ya’ni

bu yerda a  > 0, 0 < M  < v“ esa v. o ‘zgaruvchilarning boshlang‘ich 

qiymatlari. U vaqtda nogolonom sistema muvozanat holatlari sirtining
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asimptotik turg‘unligi to'g'risidagi Y.l. Neymark va N.A. Fufayevning 
quyidagi teoremasi o'rinli boMadi [71 j .

Teorema. v",v”, . . . , boshlang'ich qiymatlar shimday

tanlab olingan bo ‘Isinki, miqdorlar {8.4.1) tenglamalarning

G asimptotik turg‘unlik sohasining icliida yotsin, vf1, v”,...,
qiymatlar yetarlicha kichik bo ‘Isin. U vaqtda nogolonom sistemaning

dv-
= Hj(u,v) (8.4.3)

harakat tenglamalariga asosan
lim v it)  = 0, lim u¡(t) = u¡
/->  oo J  f—>oo

limitik munosabatlar bajariladi, bu yerda щ e Om, ammo, umuman ciyt- 

ganda, u¡ Ф u f . Shu bilan birga Vj(t) o'zgaruvchilar uchun

|v(f)|| < M '  v° e~ot (8.4.4)

baholash о ‘rinli bo ‘ladi, bu yerda 0 < o' < <7, 0 < M' < +°ч 
Isbot. (8.4.3) tenglamalarni faqat

|u -  H°| < S, I !  < <У(£) (8.4.5)

tengsizliklar ( S -  yetarlicha kichik son) va |Ад,;/| < £ bajarilganda,

du,

dt

(8.4.6)

ko‘rinishda yozamiz. Agar (8.4.5) munosabatlar S  < 3  uchun bajarilsa, 
u vaqtda (8.4.6) tenglamalarning yechimi uchun

||v(0|| < M '
~(Jft (8.4.7)

ko‘rinishdagi baholashni ko‘rsatish mumkin. Haqiqatan ham, [67] ga 
asosan (8.4.1) tenglamalar sistemas! uchun shunday aniq-musbat isho-
rali v =  ckjvkvj kvadratik forma mavjud boladiki,

öfli|" < v < /9||v||2 ( a , ß >0 )  (8.4.8)
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munosabat bajariladi va blinda bJk ning har qanday yetarlicha kichik 

o'zgarishlari uchun quyidagi tengsizlik o'rinlidir:

dv Y v .-HHI <
clt 1 a

(8.4.8) va (8.4.9) lardan quyidagini hosil qilamiz:

(8.4.9)

v < (v),=0é?
- r ,

va, demak,

„0 -U
eKH v < 2a

Shunday qilib, (8.4.7) kabi baholash to‘g ‘ridir. (8.4.7) tengsizlikdan

ú < /V vje"

munosabat kelib chiqadi, shuning uchun

L (í) -  UqII <  —  ||v0|j.
o

Dastlabki paytda (8.4.5) shart (¿ va quyidagi tengsizlik 

II II •vn <  m in ------, ------- , — )
11011 2M 2N 2

(8.4.10)

(8.4.11)

bajarilsin. Yechim vaqtga nisbatan tekis uzluksiz bo'lganligi uchun
(8.4.5) shart 5 = 8* uchun qandaydir' Aí0 > r  > 0 oraliqda bajariladi.

Shu Aí0 vaqt oralig‘ida (8.4.7) va (8.4.8) baholashlar o ‘rinli bo'ladi.

(8.4.7), (8.4.10) va (8.4.11) larga asosan V(t0) miqdor (8.4.5) teng-

sizlikni § = — uchun qanoatlantiradi. Bu mulohazani davom ettirib,

shunday xulosaga kelamiz; bu tengsizliklar At0 + At, + ... + Ats > (S + l)r 
vaqt oraligida, ya’ni hamma t lar uchun ham bajariladi va teorema shu 
bilan isbot bo'ladi.
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5- §. Doim o ta ’sir etuvchi kichik kuchlarga (toydiruvehilarga)

Nogolonom sistema muvozanat holatlari sirti Om asimptotik turg'un 
bo‘lsin. Sistemaga kichik miqdordagi toydiruvchi kuchlar doimo ta’sir 
etganda, Om sirtning asimptotik turg'unligi saqlanadimi yoki u noturg'un 
bo'ladimi? -  degan savolga quyidagi teorema javob beradi [71].

Teorema. Muvozanat holatlar asimptotik turg'unlik sohasi G da is- 
talgan £ > 0 uchun shunday S > 0 ko'rsatish mumkinki, S  dan kichik har 
qanday doimo ta’sir etuvchi kuchlarning u kom ponentiG  sobada tur- 
g'uncfia fazaviy nuqta muvozanat holatlari to'plamining £ -atrofidan tash- 
qariga chiqmaydi va hamma vaqt shunday doimiy ta’sir etuvchi istcdgancha 
kichik kuchlar topiladiki, fazaviy nuqta muvozanat holatlari sirti bo'ylab G 
sohada har qanday oldindan berilgan egri chiziq bo'yicha siljiydi.

Bu teoremadan ushbu fikr kelib chiqadi.
Agar muvozanat holatlari to'plami bog'lamli tarmog'i hamma nuqta- 

lari asimptotik turg'un bo'lsa, u holda doimo ta ’sir etuvchi yetarlicha 
kichik toydiruvchi kuchlarga nisbatcin u turg'un, agar bu bog'lamli tar- 
moqcla noturg'un nuqtalar mavjud bo'lsa, u noturg'un bo'ladi.

Isbot. Doimiy ta’sir etuvchi toydiruvchi kuchlar mavjudligida hara- 
kat tenglamasi Om sirt atrofida quyidagi ko‘rinishga ega:

Teoremaning birinchi tasdig‘ini isbotlash uchun Lyapunov funksiyasidan 
foydalanamiz. Bu funksiyani (8.5.1) tenglamaíar sistemasining ikkinchi 
guruh tenglamalari uchun tuzamiz, bu yerda lar parametr sifa-
tida qaraladi. Asimptotik turg'unlik sohasi G da koeffitsiyentlari 

larga bog‘liq shunday musbat kvadratik forma v mavjudki, 
ba’zi 0 < a  < /3 < -h» lar uchun

v, = v2 = ... -  v2(„_ra) = 0 bo‘lganda, ya’ni muvozanat holatlari sirtida 
V=0 va (8.5.1) tenglamaíar sistemasiga asosan

nisbatan tu rg‘unlik

du¡ l2 .

(8.5.1)

= bjk(uv...,u jvk + 0(||vf) + Sj(t).
dt

tengsizlik bajariladi va (8.4.1) ga asosan
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bo'ladi, bu yerda A va B -  ba’zi o ‘zgarmas sonlar va

8  = súp{j&¡.(r)|,j^(í)|l- ASar 2#¿> < |v¡ < —  bo‘lsa, (8.5.2) munosabatdan
2A

o
di

kelib chiqadi. Demak, 8  ning yetarlicha kichik qiymatlarida harakati

(8.5.1) tenglamalar sistemas! hilan ifodalanadigan (w¡,

v,,v2,...,v2(„_ro)) fazaviy nuqta o'zgaruvchilar G asimptotik tur-
g ‘unlik sohasining elementi b o iib  turgan paytda muvozanat holatlari 
sirtining 2óB radiusli atrofidan chiqmaydi. Bu tasdiq teorema birinchi 
qismining isbotidir.

Teoremaning ikkinchi qismini isbot qilish uchun quyidagini aniqlash 
kerak: har qanday kichik toydiruvchi kuchlar uchun «, miqdor har doim 

o ‘sishini va qolgan u2,u3,...,um o'zgaruvchilarning qiymati o'zgarmasdan 

qolishini isbotlash kerak. § . (t) = 0, (./' = 1,2(n -  m)), Ü¡ = 0, (i -  2~ñí)

Ba Úl -  o\ > 0 boisin . U holda (8.5.1) sistemaning ikkinchi guruh teng- 
lamalaridan

",,o|

< -)¡v||" + A||v||3 + £<5||i| (8.5.2)

< M

tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi va birinchi m ta tenglamalardan talab 
etiladigan ú)[ (t) va Cúj(t) toydiruvchilarni topamiz:

m  =  -  % V j -  o (lM f). =  - « A  -  ° ( M 2) •

6-§. K erkgoven -  V itgof m asalasi [71]

Bu masalani Uitteker o ‘zining «Analiticheskaya dinamika» kitobida 
quyidagi holda k o ‘rgan: yarim sfera ko'rinishidagi og‘ir bir jinsli jism 
o'zining qavariq tomoni bilan pastga qaratilgan holda g ‘adir-budurli go- 
rizontal tekislikda muvozanatda turibdi. Bu yarim sferaning yuqori tekis- 
ligiga ikkinchi yarim sfera qo‘yilgan. Ikkinchi yarim sferaning birinchi 
yarim sferaning yuqori tekisligi bilan uringan nuqtasi birinchi yarim sfe­
raning markaziga mos keladi. Masala quyidagicha qo‘yiladi: kichik teb- 
ranishlarni va sistemaning muvozanat holati atrofidagi turg'unlik shart- 
larini aniqlash.
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Harakat tenglamalarini muvozanat holati (yakkalangan muvozanat ho- 
lat deb qaralgan) atrofida chiziqlashtirib, Uitteker sistemaning konser­
vativ turg ‘unlik shartini quyidagi tengsizlik sifatida topadi:

9 R m < 4 0 R xm[, (8.6.1)

bu yerda R va m lar quyi yarim sferaning radiusi va massasi, Rv n\ lar 
yuqori yarim sferaning radiusi va massasi. Quyida ushbu masalani no- 
golonom sistemalar muvozanat holatining turg‘unlik nazariyasi nuqtai 
nazaridan qarab chiqatniz. Bu yerda, qisman, quyidagilar ko'rsatiladi:

1) ko‘rilayotgan sistema olti « ‘Ichovli muvozanat holatlari sirtiga 
ega;

2) energiyaning dissipatsiya bo‘lishini hisobga olmaganda, xarakte- 
ristik tenglamaning nolga teng bo‘lgan ildizlari soni muvozanat holatlari 
sirtining o ‘lchovidan ikki birlikka katta bo‘ladi.

Shunday qilib, yuqorida ifodalangan ikki yarim shardan iborat sis- 
temani ko‘rib o ‘tamiz. Uchta koordinata sistemasini kiritamiz (8.5- shakl):

Oxyz -  qo!zg‘almas Z  sistemasi, z=0 tekisligi quyi yarim sfera du- 
malanadigan notekis gorizontal tekislikka mos keladi; Ofayfa -koordina­

ta boshi quyi yarim sferaning markazi bilan mos keladigan E , sistema. 

Bu sistemaning 0,z, o ‘qi quyi yarim sferaning diametral tekisligiga peipen- 

dikular bo'lib yo‘nalgan, 0,.x, o ‘qi bo'lsa, x O z  tekisligiga parallel 

bo'lgan vertikal tekislikda yotadi; 0 2x2y2z2 -  E] sistemaga o ‘xshash 

ammo, yuqori yarim sferaga ta’lluqli qo‘zg‘aluvchi E 2 sistema. Yarim 
sharlar konfiguratsiyasini o ‘nta umumlashgan koordinata aniqlaydi (8.6- 
shakl): x ,y  -  yarim sfera gorizontal tekislik bilan uringan K  nuqtaning

koordinata]ari; 9, (p -  Z , o'qlarining holatini belgilovchi Rezai bur- 

chaklari (8.6-shaklga qarang); —quyi yarim sharning 0, zt o ‘qi atro- 

fidagi aylanish burchagi; x , , y, -  yarim sharlar uringan K, nuqtaning 

koordinatalari (8.5-shaklga qarang); 6j,^, -  Z 2 o‘qlaiining holatini X  

sistemaga nisbatan belgilovchi Rezal burchaklari; (px -  yuqori yarim 

sharlarning 0 2 z2 o ‘qi atrofida aylanish burchagi. X , Z , va Z 2 
koordinata sistemalari orasidagi burchaklar kosinuslari quyidagi jadvallar 
bilan aniqlanadi:
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8.2-jaclval

-V, Vi Zi x 2 > 2 t i

X e o s  y/ sin 6 sin y/ eos 6 sin y/ X cosy/{ sin-éj sin yjx eos 6*| sin y/í
y 0 eos# -  sin 9 y 0 eos 6l -  sin 6S
z -  sin f sin 9 eos y/ cosGcosy 7 -  sin (y. sin 9, eos y/¡ eos 0l eos y/¡

8.5- shakl. 8.6- shakl.

8.3-jadval
X, . *i

eos(y/, -  ¡¡0 siné¡ sin(^í - '^ ) eos 0l sin(^, -  í//)

V| -  sin (9 si ni#', -  $//)
sin 9 sin 9¡ eos (j ,̂ - y / )  + 

+ eos 9 eos 9t
sin 6 eos eos (y/1 -  y/ ) -  
-  eos ^  sin 0,

-  eos 9  sin (y/t -  y/)
eos 6* sin #, eos (y/{ - y )  — 

-  sin 9 eos 61,

eos 0 eos 9, eos (¡í', -  {¿/) + 

-  sin 0 sin

Quyi yarim sferaning gorizontal tekislikdagi sirpanishsiz dumalani- 
shining sharti

Vo, + cox rolk =  0 (8.6.2)



bo'ladi, bu yerda V0, -Û! nuqtaning tezligi, CO -  quyi yarim sferaning

oniy burchak tezligi. V0| va m vektorlarning E  sistemadagi kompo- 

nentlarini topamiz;

V Qi{ i  ÿ,0}£j F0̂ {0,0,“ -R}y,

co [ècos y/ + ^ c o s^ s in  y/, y/ -  <psin 9, <p cos 9  cos yr -  ¿sin  ^}y.

Bu ifodalarni (8.6.2)ga qo‘yib, quyi yarim sferaning gorizontal tekis- 
likda sirganishsiz dumalanish shartini ifodalaydigan nogolonom bog la 
nishlarni topamiz:

x - R \ j /  + R(p&\nô = 0, y + R Ù cosy/ h R (p œ s 9 s in y /  -  0. (8.6.3)

Yuqori yarim sferaning quyi yarim sfera diamétral tekisligi bo‘yicha 
sirpanmasdan dumalanish sharti

Vo, +  (Oi X  ro2k ~  Vo, +  Æ»X ro./t, (8.6.4)

ifoda bilan aniqlanadi, bu yerda Vo, -  0 2 nuqtaning tezligi, 0\ -yuqori 
yarim sferaning oniy burchak tezligi. (8.6.4) munosabatga

Vo, = Vo, + ro,o,, ro,t, = ro,o2 + ro2*,' 
ifodalarni qo‘yib,

r0 0. +(&>, — ¿y)X r0,o2 - O )  r 0,o2 = 0

ni yoki E , koordinata sistemasida

rü|(u +  (ti)' — CO) X r  o,o2 +  (CO j— Û?)Xr0[ fc, = 0  (8.6.5)

hosil qilamiz, bu yerda r0|0; shu r0[0i vektorning W r oniy burchak

tezligi bilan aylanayotgan E , koordinata sistemasiga nisbatan hosilasi.
(8.6.5) formulaga

ô,o2§> 'i,0}z1, ® cos Ô’V -  ^ s in  o \ ,  (© -  ®){01,0 -^ } 2i,

(üx -  (û) [0 cos [y/\ -  y/) + <p cos sin [y/ , - y / ) - d ,

-  èi sin 9 sin (y/x -  y/) + y/x cos 0 +

+ $[sin 9 cos 9t cos {y/x -  y/ -  cos 9 sin 9X\ -  y/ cos 0, (8.6.6)

-  9] cos 9 sin {y/x -  y/) -  y/x sin 9 +

+ $ [cos <9 cos 6*| cos(^, - y / )  + sin (9 sin 9X] ~  <p + yf sin <9}̂
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ifodalami qo‘yib, yuqori yarim sferaning quyi yarim sfera diametral te- 
kisligi bo'yicha sirpanmay dumalashini ifodalovchi yana ikkita nogolo- 
nom bog‘lanishlar tenglamalarini hosil qilamiz:

х1 + у1ф + Rxyf cos в  + Ri ûl sin  в  sin (y/x -  yf) -  Rx y/x c o s . в —

-  Rx фх [s in o co s 6j c o s (\ffx -  у/) -  cos^sin#,] = 0, (8.6.7)

у, -  хх ф -  Rx в  + R¡ в  cos (iffx — у/) + Л| ф eos вх sin (\jfx -  у/) = 0.

Lagranj funksiyasining ifodasi quyidagi ko ‘rinishga ega:

L  = — (x2 + V2) + m i  [.к (à  sin у/ sin в  -  у/ cos q> cos Q) +
2

+ y è  cos в] + — (Л + m£2) (f92 + у/г cos2 0) + ~  C(¿> -  \j/ sin в)1 +

+ В .  (у /  +  у,2 +  у 2) + 1 А  (4 2 +  cos2 0,) +

1 2+ -  С[ (í¿, -  ijfx sin ф  +  m g l cos #  cos у/ + mxg  (jq sin у/ -

-  yx sin 9  COS у/ -  R\ cos в  cos у/ + l x cos 9X cos у/j).

Bu yerda m va. щ  -  mos ravishda quyi va yuqori yarim sferalarning 

massasi, C ,C ,  -  aylanish o ‘qlari bo‘yicha inertsiya momentlari, 1,1 { -  
massa markazlaridan yarim sferalardan har bir ekvatorial tekisliklarigacha 
bo‘lgan masofa, R , R X-  sferik sirtlarning radiuslari,

VK =  X + x¡ cos у/ + yx sin в  sin iff +  у/ (-x, sin у/ + y, sin в  cos у/ +

+ R¡ cos в  cos у/)+ в  (у[ cos в  sin у/ -  Rx sin в  sin у/) +

+  í x 9Х sin 9Х sin у/х -  £х ij/x cos вх cos !//,,

Vv -  у  + ух cos 0 -  9(y¡ sin в  + Rx cos 9) + 1Х 9Х cos вх,

VI =  - , i ( sin у/ +  V, sin в  COS у/ -  у/ (Xj cos у/ + у, sin в  sin у/ +

+  Rx cos в  sin iff) +  è  (y, cos 9  cos yf -  Rx sin 9  cos iff) +

-r i.x 6X sin 6X COS yfx +  i x yfx cos 6X sin yfx.

Dissipatsiya funksiyasini quyidagi ko'rinishda kiritamiz:

F = ~[h{ûrx + + ю\ + со]) + /7, (ú)¡ + ¿ r ) ] ,

bu yerda h, h{ -  dumalanish va aylanishlar bo ‘yicha dempfer koeffit- 

siyentlari, cox,co ,coz lar со vektorning Z  koordinata sistemasi o ‘qlariga
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nisbatan proeksiyalari, ш ,(üy,©z -(öi lar (0 vektorning koordinata

sistemasi o'qlariga nisbatan proeksiyalari. Bu proeksiyalarni umumlashgan 
koordinata va tezliklar bilan ifodalab hamda (8.6.3), (8.6.6) va (8.6.7) 
formulalardan foydalanib F  ning

F = -~2 {x2 + ,y2) + ~  ~~2 K*i + >i v f  + (.Vl ~ x\ ФУ] +2. J\ ¿ Aj

+ — /i,((3 cos у/ cos 9 -  9 sin i//)2 + — cos 9 sin (щ -y /)  + (8.6.8) 
2 2̂

+ \¡fx sin 9 -  ф, feos 9 cos в1 cos -[//) + sin 9 sin 0,1 + ф -ц г  sin 9}2

ifodasini topamiz.
Aniqmas ko'paytuvchili harakat tenglamalarini yozamiz:

± à L - î k =:tt atk- —  (к = -Щ , (8.6.9)
dt d qk dqk dqk

bu yerda

q{ = X, q2 = y, q3 = xu = y„ q5 = <9,

Qñ -  V ’ <h = № % — % ~ Wi> 4w = •

(8.6.9) tenglamalardan aniqmas ko'paytuvchilarni chiqarib tashlab
va

_ d dL  | dF  
4 dt dqk d qk

almashtirishni kiritib, hosil qilingan harakat tenglamalarini ushbu ko‘- 
rinishda yozamiz:
£g -  e y R cosy/ + £Vi R\ + (m i  sin 0  m, y, cos ff)g cos у/ = 0, 

ev + £ xR -  's  R¡ cos 9 + [m i  cos 9 sin у/ -  щ  (x¡ cos у/ + y, sin в  sin у/)\ g = 0 

ев -  £x¡ Ri sin 9 sin -  y / ) -  £y¡ Ri eos (щ -  y/) + (l¡ sin 6¡ -  7?, sin 9)щ g cos щ = 0, 

€v | + £х : /?, COS 9 + ( ?! COS 6\ sin щ -  R{ cos 9 sin у/) m, g = 0,

£v -  £x R sin 9 -  £y R cos 9 sin y  -  y\ £t] +X[ + (y, sin i// + J, sin 9  cos ̂ ) n\g = 0, 

£p + £ Æ, [sin9 cos9t cos(^| -  y/)- c o s 9 sin (9J -

-  £y | Ä, cos 6¡ sin (^  -  ■{/) -  (sin 9 cos (9| sin ̂ ¡ -  eos 0  sin 6¡ sin y/) n\g R = 0 = 0.

(8.6 . 10)

347



(8.6.10) sistemadagi keyingi ikkita tenglamani yangi tenglamalar bilan 
almashtiramiz. Yangi tenglamalar shu ikkita tenglama bilan (8.6.10) ning 
qolgan tenglamalari kombinatsiyasidan iborat. Buning uchun (8.6.10) siste- 
maning birinchi tenglamasini cos в  sin ¡// ga, ikkinchisini ^nûcosy/ ga va 
oxirgidan oldingisini c o s ^  ga ko‘paytiramiz va hosil bo‘lgan ifodalarni 
qo‘shamiz. Xuddi shu tarzda (8.6.10) ning uchinchi tenglamasini 
cosöj siny/l ga, to‘rtinchisini sinocos y/t ga, oxirgisini cosy/t ga ko‘- 
paytiramiz va hosil bo'lgan tenglamalami qo‘shamiz. Natijada quyidagi 
tenglamalarni hosil qilamiz:

-  £g cos в sin у/ + e" sin dcosf + s“ cos у/ = 0,

-  £¡¡ cos 6] sin Щ sin 9{ cos y/x + cos Щ = 0,

bu yerda
£°e = Eg -  £y R COS \jf + £ Rt, £° = £¥ + £x R -  £'t| Rt COS в,

e \  =  ^  ^  s in  e  s in  ( щ  - V ) -  £ y, R t c o s  (V i -  V )  Ï

<  = £¥> + ^  R\ cos ft

,£° = £<p- £x R sin в  -  £ у /? cos в  sin у/ -  >¡ £x¡ + X¡ £y¡,

£® -  £<p + R\ t sin в  COS 6\ cos ( ^  -  y/) -  cos в  sin -

-  Ey Rt COS 65 sin (1//{ -  y /) .

Shunday qilib, qaralayotgan sistemaning harakat tenglamalari quyi­
dagi ko‘rinishda bo‘ladi:

£g + (m i  sin в  + m¡ y, cos в) g cos у/ = 0,

£° + [in i  cos в  sin у/ -  m,( x¡ cos у/ + sin в  sin y/)\ g = 0,

Е°д + ( £¡ sin £>! -  Rt sin ff) m, g cos y/¡ = 0,

í j '  +' (í-j cos 0, sin ¡y, -  cos 0  sin y/)m¡ g =  0,

-  Е°д cos 0 sin у/ + E°v sin в cos у/ + £° cos у/ = 0, (8.6.11)

-  е\  COS 0, sin у/ + е " sin Ö, cos у/, + cos у/х = 0, 

x - R \ ¡ /  +  R<p sin  0  =  0,

ÿ + RÖco'&y/+ R p co sû sm y /  = 0,

i ,  + у, ф + Rt у/ cos 6* + Л, <9, sin в  sin ■({/, -  у/) -  cos в  -

-  Л, #>, [ sin в  cos <?, cos (^ | -  у / ) -  cos в  sin ö,j = 0,

у, -  X, ф -  i?, в  + Rx в, cos (щ -  у/) + R{ ф{ eos á¡ sin \у/х -  у/) = 0.

348



Bu tenglamalar o ‘nta x, y, Xy, у,, в, у/, 9{, y/у, (p, q\ miqdorni vaqt funksiya- 
si sifatida aniqlashga imkoniyat yaratadigan to liq  sistemadir. (8.6.1 J) 
tenglamalarda barcha vaqt bo'yicha olingan hosilalarni no'lga tenglash- 
tirib, muvozanat holatlarini aniqlaydigan va bir-biriga bog'lanmagan 
to‘rtta tenglamaga ega bo‘lamiz:

m i sin 9 + щ  y, cos <9 = 0, 

m l  eos 9 ú n  y/ -  m, (x, eos y/ + y{ sin <9 sin y/) = 0, > (o.O.lZ)
¿y sin (\ -  R¡ sin 9 = 0, 

iy COS 6y sin y/y -  /?, eos в  sin y/ = 0.

Bu ténglamalardan ko'rinib turibdiki, qaralayotgan sistemaning o ‘n 
olti o ‘lehovli fazaviy fazosida muvozanat holatlari olti o ‘lchamli sirtni 
tashkil qiladi.

Muvozanat holatlari siili 0 6 ning turg'unlik shartlarini aniqlash uehun 
sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz. Hisoblashni qisqartirish 
uehun x, y, x\, Vj, (p, (P\, h, h{ larni yetarlicha kichik miqdorlar deb hisoblab, 
0 6 sirt x = y = Xj = y¡ = (p = (px = 0 nuqtasining kichik atrofmi qarab, 
shu atrofida (8.6.11) harakat tenglamalarini chiziqlashtiramiz. Chiziqlash- 
tirish paytida tenglama koeffitsiyentlarining ifodasidagi kichik miqdorlar 
ko‘paytmasini tashlab ketamiz. Umumlashgan koordinatalami muvozanat 
holatidagi miqdorlandan toyilganini shtrix bilan •belgilab, chiziqlashtirilgan 
harakat tenglamalarini yozamiz:

a0 xf + — xf + n\ R xfy- —  x [ -  my g i'y + Oy ÿ  -  m g i Y  -  m, R ÿf\ -  C-в Iff = 0,
R R{

-  a0 ÿ  -  — y' -  iriy R ÿ{ + — j ’1 + m¡ g yj + ax 6' + m g t. 0] -  щ  1{ R9[ = 0,
R R\

a2 x' + n, x¡ + —  x\ + o, Rty/[ -  g m, R{y/] + a3 y/\ + g m, £, y/\ ~ С, 9\ ф\ = 0, 
R \

-  a2 v' -  a, y,1 -  — y¡ + a2 91 -  g m, Rt dl + ay 0¡ + g m, l ! (9,1 = 0,
R¡

-  m¡ Vj Xj + niy Xy ÿ[ + (aA -  С) в + m, £л y, y/\ -  a4 у/ 0 ] +

+ m, IfXy в'у + С ip' + 2 liy $  -  /?, <p\ = 0,

(A -  С) 0y y/\ -  Ay y/ ¿1 -  hy <pl + С, <p\ + h¡ = 0,

i ' -  R y / '+ R 9  ф' = 0, (8.6.13)

y + R 0' + Ry/ф' = 0,

xj + y, ф1 + Ryip' -  RyY\ + R\ Ф\ ~ в) Ф\ -  0> 

y¡ -  x, ф' -  R¡ è' + R¡ 0] + Ry (^  -  y/) ф\ = 0,
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bu yerda

«o =  m (R  -  O +  m, G| = Л + /77, /?, R  -  от ¿ (R  -  (), 

a2 = m, (7í, -  ¿t), o3 = /1, + ni, f, (7?, -  (.), a4 = A + m t 2 + m f: /í,

(8.6.3) tenglamalar sistemasiga i 1 = x ^ e ^ ,  x¡ -  x¡0 e p',...,

■ (p\ = ç?,0 e p' yechimlarni qo'yib, xarakteristik tenglamaning quyidagi 
ko‘rinishiga kelamiz:

a a a О?/г
a a a • -САР1

- a  - a a a
- a  -a a a

-  Щ )\P ■ « w  í f t -c)9p -ЩУР >Ц(ЛР Ср + 2/í,
(А-СЭДр - \щр " А1 CiP + Л1-R

\ ~ R] л вд -  «
I R R\ft

1 - Д, /?, ЯМ - 4/)
(8.6.14)

Bu yerda quyidagi belgilashlar kiritilgan:

n  2 , h n 2 hQi = «oP  + — P. Ô 2 = WJ|̂  p- -  — p -  n\g,К Rt
б з  =  Й2Р"- Ö ) =  fl2P 2 +  ~  P . ß 5 =  axp -  +  m g t

R \

Об -  ~m¿\R p \  Ô7 = aiR\P2 -  gm\R\, Qs = OiP1 + gm¡¿

(8.6.14) dan ko‘rinib turibdiki, xarakteristik tenglama oltita nol ildizga 
ega. Buning sababi muvozanatlar holatining sirti Of) olti o'lchovli ekan- 
ligidadir. (8.6.14) ning qolgan ildizlari 0 6 sirtning turg‘unligini aniqlay- 
dilar. Of, sirtning x -  y = ■■■ = <pt = 0 nuqtasining yetarlicha kichik atro- 
fida bu tenglama quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

К P4 + btp 1 + b2 + hp (b}P2 + 64) ] 2 [CCÍP2 + (C + 2C|) h,p + V ]  -  0 .

(8.6.15)
Bu yerda bi koeffitsiyentlar sistemaning fizik parametrlari orqali 
quyidagicha ifodalanadi:
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h  -  g[ß{{jn£ + m ji,) + m /,(/? + m,/?2) + 2mf/?/?,(/?, -  f,)],

¿2 = -  m ,/?//?, -  i;)J, (8.6.16) 

b} =  B  +  25 , +  m ,/?2 +  2m,/? (7?, -  ,

K  = + mi(2 î ~ î)]>
ß = + hi (tf -  ¿)2, ß, = ^  + m, (Ä, -  (,)2. .

Bu koeffitsiyentlar sistemaning umumlashgan koordinatalariga bogliq 
emas. Agar (8.6.15) da h = h2 = 0  deb olsak, u vaqtda E. Uitteker tad- 
qiq etgan holga kelamiz. Bu holda xarakteristik tenglama quyidagi 
ko‘rinishda bo'ladi:

p 2(b0p 4 + btp  + b2) ~  0 . (8.6.17)

Bu tenglama qo‘shimcha yana ikkita nolga teng bo‘lgan ildizga ega va 
shuning uchun turg‘unlik na/.ariyasining kritik holiga kelamiz. Agar p  
ko‘paytuvchini tashlab yuborsak, u holda hosil bo'ladigan

bQp 4 t  b\p  +  b2 -  0  (8.6.18)

tenglama, Uitteker tenglamasi bilan mos keladi [114, 253- bet], bu yer- 
da ¿>0, bt, b2 koeffitsiyentlar bir jinsli yarim sharlar uchun hisoblangan. 
(8.6.18) tenglamaga asosari ikkita bir jinsli yarim sharlar uchun konser­
vativ turg‘unlik sharti

fo, > 0 (8.6.19)

tengsizlikning bajarilishiga keltiriladi. (8.6.1) bilan (8.6.19) tengsizlik- 
larni solishtirganimizda (8.6.19) ning ishorasi (8.6.1) ning ishorasiga qa- 
rama-qarshi ekanligini ko'ramiz. Uittekerning (8.6.1) munosabatidagi 
ishoraning teskari bo‘lgani Y.I. Neymark va N.A. Fufayevning fikri 
bo‘yicha tipografiyaning xatosi bo‘lishi mumkin. Ammo (8.6.17) muno- 
sabatdagi ikkita nolga teng bo‘lgan ildizni hisobga olmaslik umuman 
noto‘g ‘ridir.

(8.6.15) munosabatda 0 va h} & 0 bo'lsin. Agar 

CC.p2 + (C + 2C,) h p  + h? = 0 , 1
1 V  f (8.6.20)

b0p 4 + hb^p3 + ^ p 2 + hb4p  + ¿>2 = 0]

tenglamalar sistemasi barcha ildizlarining haqiqiy qismi manfiy ishorali 
bo‘lsa, u vaqtda (8.6.15) ga asosan 0 (l sirtning x = y = --- ■•■ = (('=  0

351



muvozanat nuqtasi asimptotik turg‘un boiadi. Buning uchun quyidagi 
tengsizliklarning bajarilishi zarurdir ((8.6.16) ga asosan doimo bQ > 0 ) :

ä ,> 0 , hb} > 0, bt > 0, hb1 > 0, “  6 2i) 

b2 > 0, blblibA -  babl -  b2bj > 0.
Rt > £t boiganda (bir jinsli yarim shar uchun bu doimo bajariladi)

> 0, b} > 0  bo'ladi. Bundan tashqari, b2 > 0 dan b4> 0 kelib chiqadi.
Shuning uchun asimptotik turg‘unlik sharti

h > 0, hx > 0, b-, > 0,
,  , " (8.6.22) 

bfi3b4 -  b{)b; -  b2b l > 0
tengsizliklarning bajarilishiga keltiriladi. Keyingi tengsizlik R-)<x> yoki 
R —> 0 va m -> 0  bo‘iganida bajariladi. (8.6.22) shartlarning oxirgisi 
bajarilsa, u vaqtda qovushqoq ishqalanish kuchini (h >0 , \ >  0) kiri- 
tish konservativ turg‘un sistemani asimptotik turg‘un sistemaga aylan- 
tirish uchun yetarlidir.

7-§. Lagranj teorem asini nogolonom  sistem alarga qo‘llash

Y.I. Neymark va N.A. Fufayev 1965-yilda nogolonom sistemalar tur- 
g ‘unligini faqat muvozanat holatlarining Om sirtiga nisbatan qo‘yish 
mumkinligini isbotlab bergan edilar. Yakkalangan muvozanat holati 
atrofida nogolonom sistemaning turg‘unligini tadqiq etish masalani no­
korrekt qo'yilganini bildiradi, chunki nogolonom tizimlarda yakkalangan 
muvozanat holat mavjud emas [71,72].

Bu ilmiy natijaga V.V. Rumyansev va uning shogirdlari boshqacha 
qaraydilar [82,83]. Ularning fikricha, turg‘unlik umumiy nazariyasi bo‘yi- 
cha alohida olingan muvozanat holatining turg‘unligini ham, (yakka­
langan muvozanat holatlari bo'lmasa ham) muvozanat holatlari sirtining 
turg'unligini ham tadqiq etish mumkin. Muvozanat holatlari sirtining ay- 
rim nuqtalari turg‘un va boshqalari noturg‘un bo‘lishlari mumkin.

Demak, hozirgi paytda nogolonom sistemalar muvozanat holatlarini 
tadqiq etish masalasida bir-biridan fai'qli ikkita erkin fikr (g‘oya) mav­
jud. Oldingi paragraflarda Y.I. Neymark va N.A. Fufayevning ilmiy 
natijalari bayon etilgan edi. Bu paragrafda V.V. Rumyansev maktabi- 
ning ilmiy natijalari sharhlov tariqasida bayon etiladi.

Lagranj teoremasini va uning teskarisini nogolonom sistemalarga 
tatbiq qilish masalasini 1967-yilda, bizningcha, birinchi b o iib  V.V. Ru­
myansev qo‘ydi [84]. U nogolonom sistemalar muvozanat holatining 
turg'unligi va noturg‘unligining yetarli shartlarini topdi hamda dissipativ 
kuchlarning turg'unlikka ta’sirini o‘rgandi [85].
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q {,...,q n umumlashgan koordinatalarga ega bo ‘lgan nogolonom rae- 

xanik sistemani ko‘ramiz. ßu  sistemaning q v ...,q n umumlashgan tez- 

liklari n - i  ta

Ban{q)qa = 0 (G = l , n - l )  (8.7.1)

integrallanmaydigan kinematik bogianish bilan chegaralangan boisin , 
bu yerda rank (Bff „) = n -  l . Sistemaga potentsial kuchlardan tashqari

¿ Ö „  (?.?)•?, ^0
n=!

xususiyatga ega Q„(q,q) dissipativ kuchlar ham ta’sir etsin. Xususan, 

dissipativ kuchlar Qn = -d F  ldqn boMishi mumkin, bu yerda F Reley 
funksiyasi va u quyidagicha aniqlariadi:

r - j ± ± f . W 4 A * o .
n=l V=1

Agar (8.7.1) nogolonom bog'lanishiar tenglamalarini n - . j j  ta 
umumlashgan tezliklarga nisbatan echsak ( rank (Ban) = n -  l  bo'lgani

uchun buni amalga oshirish mumkin), u holda bu tenglama (8.7.1) ni 
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin

¿¡k = X  bi №  Í  (!] = £ + 1,.... n) . (8.7.2)
r=l

Nogolonom sistemaning harakat tenglamalarini Vorones tenglamalari 
ko‘rinishida yozamiz:

i ^ T b" *  i  • «*üt o C[r o c[r ij=t+1 Q Qij .y=i h

bu yerda
= dbnr 3 bns

d qs d qr 1} r=<‘. + \ ' s d q .  ' dq„.

2 0 ,  0 r va 0  lar (8.7.2) munosabat orqali mos ravishda 2T ,dT /dq

va 2F  larning ifodalaridan q (rj = (  + \,n) lami chiqarib tashläsh na- 

tijasida hosil qilinadi:
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r . f .

2 0 = Z Z 0"= Z 3? />(9) 4,,.
r=l .y=l p=l

20 = Z Z ^ i í )  i * .
r=i s=l

/1 . /) rt

*n ~  ^rs  (Arjpi]s \P r jr )  _̂_j K  fin's
1)=P.+ 1 ^=i+l/7'=i+l

n
®0P ~  A;/.y +  ^  A/^, t rrp,

1?=!+1
/1 »

?T5 _  /r.v (fnpT]S f , K )  ^ fr¡rftr] firfs •
/7=¿+l q,7]'-(+l

(8.7.3) va (8.7.2) lar (n + £) ta fy ,  q r o ‘zgamvchi larga nisbatan 

n + l  iartibli tenglamalar sistemasi bo ‘lib,

—  ( 0 - '£ / )  = -2SP 
dt

energiya tenglamasi va dissipativ kuchlar ta’sir etmaganda
0  -  U = const 

energiya integraliga ega bo‘ladi.
Agar kinetik energiya, dissipativ va U kuch funksiyasi hamda

(8.7.2) nogolonom bog‘lanishlarning koeffitsiyentlari oxirgi n — l  ta 
umuralashgan koordinataga bog‘liq bo‘lmasa, u holda (8.7.3) teng- 
lamalarni (8.7.2) nogolonom bog‘lanishlar tenglamalarisiz ko‘rish mum- 
kin. Bunday holda nogolonom sistemalarni Chapligin sistemalari deb, 
quyidagi

d  30 5(0 + f/) v-' rs. ' s p  ■ 30 , q
—  J -  = - 3 ------ - + Z e'Z ^  r A  - f -  (r = 1 ,0  (8-7.4)
dt dqr äqr „Í7Í, t t  a qr

_  d b„r 3 /V  

M"rS d q s d q r

tenglamalarni esa Chapligin tenglamalari deb aytaydilar (Y.I. Ney mark va 
N.A. Fufayev ta’rifi).

Koordinata boshini muvozanat holati deb qabul qilaylik va bu nuq- 
tada bog‘lanishlarning koeffitsiyentlari hamda U  kuch funksiyasi 
(U  = - T I , bu erda /7-potensial energiya) nolga teng bo‘lsin. Quyidagi 
teorema mavjud.
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7.1-teorema (V.V. Rumyansev [84]). Agar muvozanat holati at­
rofíela potensial energiya aniq-musbat ishorali bo lsa  (U kuch funksiyasi 
aniq-manfiy ishorali bo'lsa), u vaqtda dissipativ kuchlar ta ’sir etsa- 
etmasa muvozanat holati turg ‘un bo ‘ladi.

Bu teoremaning isboti turg‘unlik haqidagi Lyapunov teoremasidan 
kelib chiqadi. Lyapunov funksiyasi sifatida V -  0 - U  olinadi. (8.7.2) 
va (8.7.3) larga nisbatan olingan dVIdt  yoki nolga teng (dissipativ 
kuchlar yo‘q), yoki -2 F  teng va musbat emas (dissipativ kuchlar ta’sir 
etadi) bo‘ladi.

7.1-teorema ni (dissipativ kuchlar ta’siri yo‘g ‘ida) Lagranj teorema- 
sining nogolonom sistemalarga tatbiq etilishi sifatida qarash mumkin va 
uni umumlashtirish mumkin.

7.2-teorema (V.V.Rumyansev [84]). Agar muvozanat holatining yetar- 
U kichik atrofida U kuch funksiyasi musbat qiymat qabul qila olsa va

if  oda q r (r = l ,£) o ‘zgaruvehilaming aniq-musbat funksiyasi bolsa, u
vaqtda muvozanat holati noturg ‘undir.

Bu teoremaning isboti Chetayevning noturg‘unlik haqidagi teoremasi­
dan kelib chiqadi. Buning uchun Chetayev funksiyasini

ko'rinishida olish kerak.
7.3-teorema (V.V. Rumyansev [84,85]). Agar muvozanat holatda 

grad U=0 hamda muvozanat holatning yetarlicha kichik atrofida U 
funksiyaning kvadratik qismi va (8.7.6) ifoda qr{r = \J.) o'zgaruvchilar- 
ga nisbatan aniq-manfiy ishorali bolsa, u vaqtda umúmlashgan tez- 
liklarga nisbatan to liq  dissipâtsiyali kuchlar ta ’siri ostidagi sistema- 
ning muvozanat holati q r, q r o ‘zgaruvchilarga nisbatan asimptotik tur-
g ‘un boladi.

Teoremaning isboti [80, 86] da berilgan.
Yuqorida bayon etilgan natijalaming rivoji A.V. Karapetyanning [36— 

38] ishlarida berilgan. U Lyapunov-Malkin, Ayzeiman-Gantmaxer teore- 
malari va Lyapunovning birinchi yaqinlashish usulidagi noturg‘unlik

(8.7.5)

sohada
( \

(8.7.6)
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haqidagi teoremalaridan foydalanib, nogolonom sistemalar muvozanat 
holatining turg‘unligini tadqiq etishni koordinatalan nogolonom bog‘- 
lanishlar soniga kamaytirilgan va nopoiensial pozitsion kuchlar (dast- 
labki ta'sir etayotgan kuchlardan tashqari) ía’siri ostídagi golonom siste­
ma muvozanat holatining turg‘unligini tadqiq etish masalasiga keltiradi.

7.1-Iemma (A.V. Karapetyan [36]). Nogolonom sistemaning nolinchi

(1J =  i  + \,n) (8.7.7)% = fyo

muvozanat holati (koordinata boshi) asimptotik turg'un (eksponensial 
noturg'un) bo ‘Isa, uning

t. t t __
Z  Xv +  X  d " y > + S  (cV.s -  en ) y ,  =  0  O' =  U )  (8-7-8)
S = l .V~l A=l

muvozanat holati ham turg'un (noturg'un)dir. Bundan tashqari, birinchi 
holatda, har qanday toyilmagan harakatga yetarli yaqin bolgan toydiril- 
gan harakat t —» °° da

dU ,
T ~ hnr 0 (r = U ) (8.7.9)

muvozanat holatlar sirtining birorta muvozanat holatiga intiladi.
Shu lemma orqali Karapetyan nogolonom sistema muvozanat hola­

tining turg‘unligini tekshirish masalasini yuqorida aks ettirilgan golonom 
sistema muvozanat holatining turg‘unligini tekshirishga keltirgan.

(8.7.8) sistemada qo‘shimcha nopotensial

(r = U )
.v=l

kuchlar mavjud (keltirilgan kuchlar deb aytiladi). 
A gar

I y i K
I ;;=<+! 3 qn 3 qs 3 q

bJ b"
3 b 

-b., ns
3 q ,  "r 3 q .

>=i0 ( r , i  = l, t) 

(8.7.10)
shart bajarilsa, u vaqtda Er -  0.

Ushbu lemmadan foydalanib, quyidagi teoremalami isbot qilish mumkin.

7.4-teorema (A.V. Karapetyan [36]). Agar (crs) ( r , s  =  1,1) mat-
ritsailing barcha xoc (xarakteristik) qiymatlari musbat bo‘Isa, u vaqtda 
(8.4.10) shart bajarilganda konservativ nogolonom sistemaning (8.4.7) 
muvozanat holati birinchi yaqinlashishda turg'un bo'ladi va bu muvo­
zanat holat sistemaga yetarlicha kichik qiymatli to'liq dissipatsiyali 
kuchlarni qo'shish bilan Lyapunov bo'yicha turg'un bo'ladi:
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7.5-teorema. Agar (cn.) matritsa hech bo'lmaganda billa manfiy
ishorali xos (xarakteristik) qiymatga ega bo ‘Isa, u vaqtda (8.7.10) shart 
bajarilganda dissipativ kuchlar sistemaga ta ’sir etsa-etmasa ham no- 
golonom sistemaning (8.7.7) muvozanat holati noturg'un bo'ladi.

Izoh. Agar muvozanat holatda grad U=0 yoki barcha dbn¿ / dq  lar

nolga aylansa, u vaqtda (8.7.10) shartlar bajariladi. Bu shartlar bajja- 
rilgan vaqtda (c„) matritsa manfiy ishorali xos qiymatlar ega bo'I g u n

holda nogolonom sistema muvozanat holatining noturg'unligini oldin 
V.V. Rumyansev isbot qilgan edi [84].

Bu teoremalarning isboti <?n =0 (r,j' = l,...,0 hollar uchun Tomson-
Chetayevning [102] (8.7.8) formadagi sistemalar muvozanat holatining 
turg‘unligiga dissipativ kuchlarning ta’siri haqidagi teoremalaridan kclib 
chiqadi.

7.6-teorema (A.V. Karapetyan [36]). Agar quyidagi:
1)SP(c„)<  0,
2) det (c„. -  e,J < 0,

3)c„ inalritsaning barcha xos qiymatlari manfiy degan shartlannng
birortasi bajarilsa, konservativ nogolonom sistemaning (8.7.7) muvoza- 
nat holati noturg'un bo'ladi.

(2) yoki (3) shart bajarilganda muvozanat holatini hech qanday dis­
sipativ kuchlar orqali stabillashtirish mumkin emas.

E.M. Rrasinskaya-Tyumeneva va A.Y. Krasinskiyning [45] iimiy 
ishida nopotensial pozitsion kuchlarning muvozanat holatiga ta’siri tad- 
qiq etilgan.

8- §. Nogolonom sistem aiarning siklik koordinatalari. 
M asalaning qo‘yilishi

Konservativ nogolonom sistemalar statsionar harakatlarini tadqiq etish- 
da Lagranj koordinatalarida tuzilgan harakat tenglamalaridan ham. kva- 
zikoordinatalarda tuzilgan harakat tenglamalaridan ham foydalanLsh 
mumkin. Biz bu paragrafda Lagranj koordinatalarida tuzilgan ushbu ha­
rakat tenglamalaridan foydalanamiz:

(h = 1, n) .

( 8 .8 . 1)

(8.8.2)
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Bu yerda rank (Bau) = n -  £, L = T + U -  Lagranj funksiyasi, T -  ti-

zimning kinetik energiyasi, U  -  kuch funksiyasi (U= - FI, FI-  potensial 
energiya).

Lagranj koordinatalaridagi harakat tenglamalaridan foydalanganda, 
statsionar harakat sifatida shunday harakatni tushunamiz: bu harakatda 
pozitsion koordinatalar, siklik koordinatalaming tezliklari dastlabki qiy- 
matlarini saqlaydi, siklik koordinatalaming o ‘zi esa vaqt bo‘yicha chi- 
ziqli ravishda o ’zgaradi [114].

Golonom sistemalarda Lagranj funksiyasining ifodasiga oshkora 
ravishda kirmagan koordinatalarni siklik koordinatalar va qolganlarini 
pozitsion koordinatalar deb aytiladi. Siklik koordinatalarga mos kelgan 
umumlashgan kuchlar nolga teng bo‘ladi.

Nogolonom sistemalar uchun siklik koordinatalaming bir necha xil 
ta’riflari mavjud. Ularni shartli ravishda uch guruhga bolish  mumkin.

Birinchi guruhga siklik integrallarning mavjudligini ta’minlaydigan 
ta’riflarni kiritamiz. Ulardan eng umumiyrog‘i quyidagidir.

1- ta’rif (A.S. Sumbatov [89]). Agar q p koordinatalaming tezligi

q p bog'lanishlar tenglarnasiga kirmasa va Lagranj funksiyasidan bu 

koordinata bo'yicha olingan xususiy hosilaning bog‘lanishlarni hisobga 
olib topilgan qiymati nolga teng boTsa, u vaqtda q p nogolonom siste- 

maning siklik koordinatasi deb aytiladi.
Demak, q p siklik koordinata bo‘lganda,

Bu yerda va bundan keyin ifodalar katta (figurali) qavsga olingan 
bo‘lsa, bu iloda (8.8.1) ni inobatga olib hisoblanganligini bildiradi.

(8.8.3) shartlar bajarilsa, (8.8.1) va (8.8.2) harakat tenglamalari 
quyidagi ko‘rinishdagi siklik integralga ega bo‘ladi:

Bu yerda siklik koordinatalar (8.8.4) tenglamalar ifodasiga oshkora 
ravishda kirishi munxkin (masalan, bu koordinataga bog‘liq boiishi mum- 
kin boigan bog'lanishlar koeffitsiyentlari orqali). 1 -ta’rif oldin kiritilgan 
ushbu ta’rifni umumlashtiradi.

(8.8.3)

(8.8.4)
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2- ta’rif (L.N. Semyonova [87]). Agar

Bap = 0 (a  = U - D ,  -—  = ° (8.8.5)

bajarilsa, u vaqtcla q p ni tsiklik koorclinata deb aytamiz.

(8.8.5) tenglamalar
dL

(8.8.6)-----= c„ -  const
a*, '

ko‘rinishdagi integralga ega bo'ladi. Bu tenglamalar ifodasiga ham q p 

siklik koordinata oshkora ravishda qatnashishi mumkin.
Agar 2n - l  ta o'zgarmas q , q So, / miqdorlar ushbu n ta teng- 

lama sistemasi

ni qanoatlantirsa, u vaqtda 2- ta’rif ma’nosidagi q siklik koordinata

(p  = p + l,n) uchun (8.8.1) va (8.8.2) harakat tenglamalari quyidagi 
ko'rinishli yechimga ega bo‘ladi:

(8.8.6) va (8.8.7) ifodalardagi n - p  ta o'zgarmas cp ixtiyoriy (erkin) 

bo‘lganliklari uchun bu holda statsionar harakatlar 2n - l -  p dan kam 
bo‘lmagan oichovga ega bo‘lgan sirtni tashkil qiladi. n -  p  ta siklik 

koordinata va n - l  ta nogolonom bog‘lanish yig'indisi 2n - f - p  
sonini beradi. Demak, statsionar harakatlar sirtining oicham i siklik ko- 
ordinatalar va nogolonom boglanishlar sonlarining yig'indisidan kam 
bo‘lmasligi kerak.

Ikkinchi guruhga statsionar harakatlar mavjudligini ta’minlaydigan 
siklik koordinatalar ta'riflarini kiritamiz. Bulardan eng umumivrog'i 
quyidagi I.E. Emelyanova va N.A. Fufayev bergan ta’rifdir.

3-ta’rif (I.E. Emelyanova va N.A. Fufayev [29,30]). Agar nogolonom 
bog ‘lanishlami liisobga olib tuzilgan harakat tenglamalarining ifodalariga

(8.8.7)

V“ = cp (P = P + *’") dqr

qr = qr„. q, = 0 (r = l p ) ,  qP = qPa (p = p + ln),
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q p koordinataning o ‘zi oshkor ravishda kirmasdan faqat unirim tezlanishi 

va, mumkin, tezligi kirsa, it vaqtda q p siklik koordinata deb aytiladi.

Bu ta’rif avvalgi hamma ta’riflarni, shu jumladan, 1- va 2- ta’riflarni 
ham umumiashtiradi. „

4- ta ’rif (Y.L Neymark va N.A. Fufayev [71,73]). Agar

= 0 (a  = 1, n -  i\ s -  Ü ) ,  —  = 0 (8.8.9)
dciP M P

bajarilsa, u vaqtda q p siklik koordinata deb ataladi.
3- va 4- ta’riflar ma'nosidagi siklik koordinatalar mavjudligida hara- 

kat tenglamalarining siklik integrallari bo‘lmasligi mumkin. Masalan,
(8.8.9) shartlar bajarilganda

d c)L _  v~i 2 D A

dt &1P J  ‘T ° P

va (8.8.8) ko'rinishdagi statsionar harakatlar bo‘ladi. (8.8.9) shartlarda 
(8.8.8)dagi 2 n — t  q r<, q Pu, A ^  o'zgarmaslar quyidagi 2 ri—t  ta 

tenglama sistemasini qanoatlantiradi:

^  + ^ 4 ^  = 0 (r = lp ) ,  
dcl,

V  i n n , 77 . (8.8.10)
2 .  = 0 (p  = p + •’n) ■

Z  Bc p %  = 0 ((7 = 1 >n-C).
p=p+i

(8.8.10) tenglamalar sistemasining ijp nisbatan nolga teng bolm agan

yechimi mavjud bo‘lganda, statsionar harakatlar olchovi birdan kam b o l­
magan sirtni tashkil qiladi [71,73], chunk! (8.8.10) sistemaning oxirgi 
2n - l - p  ta tenglama q ;£ 0 holda bir-biriga bog'langan bo‘ladi.

1- va 2- ta’riflar bo‘yicha harakat tenglamalarining siklik koordi- 
natalarga bog‘liqligi hamda 3- va 4- ta'riflarga asosan siklik integral- 
larning mavjud emasligiga qaramasdan har ikki holda ham Raus bo‘yi- 
cha siklik o'zgaruvchilar inkor etilmaydi.

Agar M.F. Shulgin va A.V. Karapetyan bergan ushbu ta’rifni qabul 
qilsak, u vaqtda Raus bo'yicha siklik o'zgaruvchilarni inkor etish mumkin.
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5- ta’rif (M.F. Shulgin, A.V. Karapetyan [38,106]). Agar

=  0 (a =  1, n  -  l , s  = 1, n )  (8-8-11 )

s hart lar bajarilsa, и vaqtda q p siklik koordinata deb ataladi.

p  = p + l,...,n  - koordinatalar uchun (8.8.11) shartlar bajarilganda 
harakat tenglamalari ifodasida siklik koordinatalar oshkora ravishda qat- 
nashmaydi va harakat tenglamalari (8.8.6) ko‘rinishdagi siklik integralga 
ega bo‘ladi. Ushbu

munosabat orqali Raus funksiyasini kiritamiz (o'ng tarafidagi 
q (p = p + ln )  siklik tezliklar (8.8.6) formulalar orqali funksiya ifoda-

sidan chiqarilgan). U vaqtda (8.8.1) va (8.8.2) nogolonom sistemalar 
harakat tenglamalarini quyidagi ko‘rinishga keltirsa bo‘ladi:

(8.8.12) va (8.8.13) tenglamalarni (8.8.14) tenglamalarga 
bog'lamasdan alohida ko'rish mumkin.

Ularni q ],...,q p umumlashgan koordinatali va n - i  ta integrallan-

maydigan kinematik bog'lanishlar bilan bog'langan keltirilgan nogo­
lonom sistemalar harakatining aniqmas ko'paytuvchilar qatnashgan Lag- 
ranj tcnglamalai'i sifatida qarash mumkin. Sistemaning dinamik x u s l i -  

siyatini R Raus funksiyasi aniqlaydi. Bu yerda dastlabki sistemaning 
((8.8.1) va (8.8.2)) statsionar harakatlariga keltirilgan sistemaning 
muvozanat holatlari mos keladi. Muvozanat holatlarining turg'unligini 
oldingi paragraflarda bayon etilgan usullar bilan tadqiq etish mumkin.

Shuni ta’kidlaymizki, 1-.3- va 4- ta’riflar ma’nosidagi siklik koordi­
natali nogolonom sistemalar statsionar harakatíarining turg‘unligi umu- 
miy holda tadqiq etilgan emas.

p=p+1

(8 .8. 12)

P

(8.8.13)

q (p  = p  + l,n) ■
d c P

(8.8.14)
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9- §. G olonom  va nogolonom  sistem alar statsionar 
harakatlarining turg‘unligi [71,73]

Golonom va nogolonom sistemalarning statsionar harakatlari fazaviy 
fazoda va konfiguratsiya fazosida qandaydir oichovli sirtni tashkil qi- 
ladi. Shuning uchun ham statsionar harakatlar turg‘unligini tekshirishda 
nogolonom sistemalar muvozanat holatlarini tadqiq etishdagi holatga (si- 
tuatsiyaga) kelamiz.

Avval golonom sistemalar statsionar harakatlarini ko‘rib o‘taylik.
L  — L (q ] ,q 2,.. . ,q m, q i ,.. . ,q m, q m+

Lagranj funksyasiga ega bo‘lgan q ],q 2,...,q n umumlashgan koordina- 
tali golonom sistema berilgan boisin . Bu yerda m < n , n -umumlash­
gan koordinatalar soni, n - m  ta oxirgi koordinata siklik koordinatalar 
bo‘lsin. Sistemaga to'liqmas dissipativ

1 m
f  = ....

¿ ¡ . j =I
kuchlar ta’sir etsin. Bu kuchlarning ifodasida siklik tezliklar mavjud 
boimasin. Bunday sistemaning harakat tenglamalari

d dL dL _  dF _  j—
dt dqj dc]j dq f 

d dL
= 0 (k -  1, n -  m)

(8.9.1)

dt
ko'rinishda bo'ladi. (tik =  q m+k almashtirish kiritib, (8.9.1) sistemani 
quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

d dL dL _  dF d dL _  ^  (8 9 2)
dt di] i dq i dc/j dt dd)k

Bu tenglamalar tasvirlovchi nuqtaning harakatini n + m  oichovli F fa­
zaviy fazoda ifodalaydi. Fazoning koordinata o'qlari bo‘yicha 
q t,...,q in, (0{,(02,...,0in_m miqdorlar yo'nalgan. Ta’rif bo'yicha
statsionar harakat deb shunday harakatga aytamizki, unda nosiklik (po- 
zitsion) koordinatalar va siklik koordinatalarga mos kelgan tezliklar 
o ‘zgarmas (dastlabki) qiymatni saqlaydi. Demak, statsionar harakatda 
qx = const,..., qm = const, qt = 0,..., qm = 0, o\ = const,..., (Ou_m = const

munosabatlarga ega bo'lamiz, ya’ni statsionar harakat F fazaviy fazoga 
muvozanat holati bo‘lib akslanadi. Shunday qilib, statsionar harakatlar
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Uirg‘unligi masalasi F fazaviy fazodagi rauvozanat holatlarining turg'un- 
lik masalasiga ayianadi. Muvozanat tenglamasi

dL_
dq,

TI ta noma’luni o'zgaruvchilarga nisbatan m  ta
tenglama sistemasini ifodalaydi. Bu yerdan bevosita umumiy holda 
n — m  o ‘lchovli statsionar harakatlar sirtini (F fazoda n -  m  o'lchovli 
rauvozanat holatlari sirtini) hosil qilamiz. Shuning uchun hará 2- § dagi 
natijalarga asosan sistemaning xarakteristik tenglamasi n — m  ta nol 
ildizga ega bo‘ladi va statsionar harakatlar sirtining turg‘unligini xarak­
teristik tenglamaning qolgan 2m  ta ildizlarining xarakteri aniqlaydi. Ha- 
qiqatan ham, q¡ = qf + ¿j¡, o\ = 4 ' + r¡k almashtirishlarni kiritib, 

q ] , (ú\ statsionar qiymatlardan yetarlicha kichik miqdordagi £;, l]t 
toyilishlarga nisbatan harakat tenglamasini tuzamiz:

d2L
dq dcjj 

d2L

A)

dq dqj 

d'L
dq, dú\

£ ,+

£j +
I

1 +

d2F d2L d2L
dq,dq¡ dq¡d¿¡j dqdqj

d2L
d¿¡¡ dcq. 

d2L A
dq

>h
d2L 

dq, dojf

d2L A
d(0¡ d(0k

'h = ()- (8.9.3)

A)

Bu yerdan sistemaning xarakteristik tenglamasi n — m  ta nol ildizga ega 
ekanligi ko‘rinib turíbdi, Qolgan 2m  ildizning haqiqiy qismlari manfiy 
bo‘lishining shartlari statsionar harakatlar sirtining asimptotik turg'unlik 
sohalarini aniqlashga va asimptotik turg'unlik sohasi chegarasining sis­
tema konstruktiv parametrlarining o'zgarishiga qanday bogMíqligini aniq- 
lab beradi.

Endi nogolononi sistema statsionar harakatining turg‘unligini 
ko‘rib oHamiz. Lagranj funksiyasi va dissipatsiya funksiyasining 
ifodalarida q v q 2 , . . . , q H umumlashgan koordinatalarning oxirgi f  tasi 
mavjud bo‘lmasin deb faraz qilamiz. Sistemaning Lagranj funksiyasi 

L  =  L ( q i , q 2, . . . ,q„_t , r),, q 2,...,¿1 , , ) ,  

bu yerda l  < n, (í -  Lagranj funksiyasi ifodasiga kirmagan koordina- 
talar soni. Bu koordinatalarni siklik koordinatalar deb ataymiz. Nogolo- 
nom bog‘lanishlar
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at j{q],...,q„_f) ¿jj = 0  (/ = 1, m, j  = 1, n) (8.9.4)

munosabatlar bilan ifodalansin, bu yerda m < n .  Dissipatsiya funksiyasi

ko'rinishda bo‘lsin. Uning ifodasida siklik koordinatalarga mos kelgan 
tezliklar qatnashmaydi. U vaqtda bunday sistemaning harakat tenglaina- 
lari quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

(Or = qn-f+r belgilashni kiritib va (8.9.7) dan foydalanib, (8.9.6), (8.9.7) 
va (8.9.4) harakat tenglamalarini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

Hosil qilingan tenglainaiar (n + m ) ta tenglama sistemasini tashkil 

etadi. Bu sistemadan {n + m) ta qi,...,qn_f, (0f> A,,..., Am miqdor- 

lar vaqt funksiyasi sifatida topiladi. Statsionar harakatda qk = qf = const,

¿¡k = 0 , cor = = const. Bularni (8.9.8) -  (8.9.10) tenglamalarga qo‘- 
yib, nogolonom sistemalarning quyidagi statsionar harakatlari tenglaraa- 
larini hosil qilamiz:

(8.9.5)

d dL dL ,
------------------- =  A,a= A,.'Ciik------- - (k = 1 ,n —I ) ,

oqk
(8.9.6)

dt dqk dqk

r!
(r  = n - t ) . (8.9.7)

= Ajaik (i = 1,m ; s,k = 1,n -(.)■> (8.9.8)

d 31
(r = l„ /) . (8.9.9)

fla 9 t +ac,n-l+ra)r = °

bu yerda L = L (:q l ,:..,qn_f , q v ...,qn_,, co{, . .

(8.9.11)

(8.9.12)
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a^-e+r^r = 0 = k = l , n - l , (8.9.13)

(8.9.11) -  (8.9.13) tenglamalar (n  + m ) tenglama sistemasini tashkil

qiladi. Bu sistemadan (n + m) ta fflf,..., ftf, miqdor-
larni aniqlaymiz. Agar (8.9.11) -  (8.9.13) sistemani tashkil etayotgan 
tenglamalarning hammasi ham bogianmagan bo'lmasa (ya’ni ayrimlari 
bir-biriga hogiangan bo'lsa), u vaqtda aniqlanishi lozim bo‘lgan miq- 
dorlarning soni tenglamalar sonidan katta bo‘ladi. Bu holda oldingi nati- 
jalarga asosan statsionar harakatlar sirtiga ega boiamiz. Ko‘rsatish mum- 
kinki, (8.9.11) -  (8.9.13) tenglamalar sistemasining hech bo'lmaganda 
bitta tenglamasi bog‘lanmagan emas. Haqiqatan ham, agar (8.9.12) teng­
lamalaming har birini mos ravishda (r = l,O ga ko'paytirib, barchasini 
qo'shsak, u holda (8.9.13)ga asosan aynan nolni hosil qilamiz.

Demak, (8.9.11) -  (8.9.13) tenglamalar sistemasining bog'lanmagan 
(erkin) tenglamalar soni barcha tenglamalar sonidan hech bo'lmaganda 
bittaga kam bo‘ladi.

Shuning uchun ham nogolonom sistemalar statsionar harakatlari hech 
bo'lmaganda bir o'lchamli sirtni tashkil qiladi.

Shunday qilib, nogolonom sistemalar statsionar harakatlari holatini 
tekshirishda nogolonom sistemalar muvozanat holatlarini tekshirishdagi 
holatga monand holatga kelamiz. Demak, ikkinchi paragrafda bayon etil- 
gan nazariyani bu yerda ham tatbiq etish mumkin.

Kelgusi paragrafda muayyan golonom va nogolonom sistemalar stat­
sionar harakatlarining turg‘unligini ushbu pragrafda bayon etilgan naza- 
riya asosida tekshiramiz.

10- §. Muayyan golonom va nogolonom sistemalar statsionar 
harakatlarining turg‘unligini tadqiq etish

Ushbu paragrafda Y.I. Neymark va N.A. Fufayev tomonidan muay­
yan golonom va nogolonom sistemalar statsionar harakatlarini o'rganish 
uchun o ‘tkazgan tadqiqot natijalarini keltiramiz [71,73].

1- m i s ol. Notekis gorizontal tèkislikdagl disk 
harakatining turg‘unligi

Radiusi n  , massasi m  ga teng bo‘lgan disk sirpanmasdan notekis gori- 
zontal tekislikda dumalab harakat qilsin. Disk konfiguratsiyasini (holatini) 
beshta umumlashgan koordinata aniqlaydi: x,  y  -  tekislik bilan disk urin-
gan nuqtaning dekart koordinatalari va uchta 6,  y/, (p -  F.yler burchaklari 
(8.7- shakl). Diskning tekislik bo'yicha sirpanishsiz dumalashi ikkita nogo­
lonom bog‘lanishga olib keladi:
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L  Lagranj funksiyasini (8.10.1) nogolonom bog‘lanishlar tenglama- 
larini hisobga olmasdan tuzamiz:

L = y  (.i2 + у2) + та [у (в cos в  cos у/ -  у/ sin в sin у/) -  MÓ cos 0 sin у/ +

+ у/ sin в cos ( )̂j + [а + та2)в2 + (a cos2 в + та2 sin" в)у/г + "

+ ~ С (ф -  у/ sin Of -  mga cos 0.

Ko‘rilayotgan sistemaga to ‘liqmas dissipatsiyali F  kuch ta’sir etsin va 
uning ko‘rinishi

F =  - h 9 2 
2

kabi bo‘lsin, bu yerda h -  qovushqoq ishqalanish koeffitsiyenti.
Disk harakatining tenglamalarini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

— \nx + ma{9 cos в  sin у/ + ф sinocos {/)] = Д, 
dt
d_ 

d t 1

£  
dt '

+ y/ coa в  sin у/) -  X (в sin в sin у /-у /  cos в  cos f)\ -i- h в  + ^(А  + та2) sin в  cos в  +
+ Су/соав(ф-у/мп0) -  mgaúnff = 0,

d- Г 9 "7 'У • . •— [(A cos " в  л-та sin в)у/ -  та(у sin 0 sin у/ -f х sin в  cos f )  -  
dt
— С sin в  (ф -  у/ sin #)] + та \у(в cos в  sin у/ + у/ sin в  cos у/) + ^  , g ^  

+ к (в  cos в  cos у/ -  у/ sin в  sia у/)\ = 0,

х = аф  cos у/, у = а ф й п у / . (8.10.1)

- [ту + та (в cos в  cos у/ -  yr sin в  sin 0 ]  =

■ \inc(y cos в  cos у/ — X cos в  sin у/) + (А + та2)в\ + т<\у (ß sin в  cos у/ +

С — {ф -ф  sin в) + a A, cos у/ + аЛ, sin у/  = 0. 
dt

(8.10.1) va (8.10.2) tenglamalar sistemasidan x, j>, À2 lami chi- 
qarib va

Q. = y/, ( О - ф - y / û w O  
belgilashlarni kiritib, diskning quyidagi harakat tenglamasini hosil qilamiz:

(A + ma~"0 + h0 + (C + та2)0,сосоь9 + AQr sin в  coa в  -  mgaünß -  0,

[2Ail sin # + Ссо\в -  Ail cos в  = 0, (8.10.3)

(С + m.a2)á> -  та20.всоав = 0.
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(8.10.3) tenglamalar (O, O , co) fazoda tasvirlovchi nuqtaning 
harakatini ifodalaydi. Diskning statsionar harakati bu fazoga muvozanat 
holati bo‘lib akslanadi. (8.10.3) sistemadan ikki o'lchovli statsionar ha- 
rakat sirti.nl ifodalaydigan muvozanat holatlarining tenglamasini topamiz:

(C + m a ) Q.CO + AQr sin 6  -  mg atg 0 = 0 . (8.10.4)

O < 0<  — intervalda (8.10.4) sirt 8.8- shaklda ko'rsatilgandek
2

bo'ladi. Bu sirtda G -Q . = 0 to‘g ‘ri chiziqning nuqtalari diskning to‘g ‘ri 
chiziq bo‘ylab dumalanishiga mos keladi (disk tekisligi vertikal holatda).
0 = co = 0 to 'g ‘ri chiziqning nuqtalari diskning qo‘zg‘almas vertikal 
diametr atrofidagi aylanishiga raos keladi. (8.10.4) sirtning qolgan bar- 
cha nuqtalari diskning shunday aylanma harakatlariga mos keladiki. 
diskning gorizontal tekislik bilan uringan nuqtasi aylana chizadi va
8, Q, (ú miqdorlar (8.10.4) ni qanoatlantiradigan o ‘zgarmas qiymatla- 
rini saqlaydi.

(8.10.4) statsionar harakatlar sirtining asiraptotik turg'unlik shartlarini 
topamiz. Buning uchun

0 =  9n + 0 \  í í  = í2()+ n ', ú) = ü)ü + cú' 

deb olib, (8.10.3) harakat tenglamalarini 0 \  Q', a  yetarlicha kichik 
miqdorlarga nisbatan chiziqlashtiramiz. í l (¡, a 0, dü lardan nol indeks- 

larni tashlab,
(A + ma2)0' + hé' -  [(C + ma2) Qí»sin 9 -  AQ.2 eos 29 + inga eos 9]9' +

+ [(C + ma2) cocosO + ¿IQsin 29\íl' + (C + ma2) Q. cos 9ccf = 0. (8.10.5)

(2AQ. sin 0 + Cco) & -  AQ.' eos 9 = 0,

(C + ma2) cd -  ma1Q.9' eos 9 = 0

ni hosil qilamiz. (8.10.5) sistemaning xarakteristik tenglamasi
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р 2(р 2 +  í /,/7 +  cu) =  O (8.10.6)

k o ‘rinishda bo'ladi, bu yerda

1 A + та2 ’ A + та2
T С O

+ O co(3C + та2) sin в  н—  (С + ma2) üf -  mga cos в\.
А

Statsionar harakatlar sirti ikki olchovli bo‘lganligi sababli (8.10.6) xa- 
rakteristik tenglamaning ikkita nol ildizi bor. Asimptotik turg‘unlik 
shartlari quyidagi tengsizliklardan iborat:

h >  0 , (8.10.7)

Q2|A (1 + 2 sin2 0) + ¡na2 cos2 в] + Q co{3C + ma2) sin в  +
С  2 , (8-10-8)

+ — (С + та )со~ > mga cos в.
А

(8.10.7) munosabatga asosan qovushqoq ishqalanish koeffitsiyenti h 
musbat bo'lislii kerak. (8.10.8) tengsiziik turg‘unlik sohasining chegara- 
sini topishga imkon beradi:

2 A([ + 2 sin2 в) + та2 cos2 в  (ЗС + та1) sin в  С(С + та2) ■> ,
Q  ------------ ------ -------------г-------+  О  со--------------—— — + — — -— — or  =  1.

mga cos ff mga cos в  Amga cos 6

(8.10.9)

Tayinlangan в  qiymat uchun Í2, (0 parametrlar bo'yicha eliips hosil

qilamiz. Bu ellipsning yaiim o ‘qiari $ — da nolga intiladi. 0  — 0
2

bo‘lganda
A + та2 _2 C(C + та2) ■> ,- O r .+ —-------—— or  ,= 1

[q.2\A (I + 2 sin2 ff) + та2 cos2 ff] -

mga Amga

ni olaraiz. Bu yerdan diskning to ‘g ‘ri chiziqli harakati (0  =  0  =  0) faqat

0? > o¿p = ---- (8.10.10)
C(C + ma2)

qiymatlarda, diskning q o ‘z g ‘almas vertikal diametr atrofida ayianish hn • 
rakati esa

f í 2 > f i 2 (8.1*'.’ ’ : 
p A +  та2

368



tengsizlik bajarilganda turg'un bo‘lishi kelib chiqadi. (8.10.9) sirtning
(8.10.4) statsionar harakatlar sirti bilan kesishishi (8.10.4) sirtda tur- 
g'unlik sohasining chegarasini aniqlaydi. Bu chegara 8.9- shaklda ko‘r- 
satilgan.

0 < (Oqi <(Oq2 < a)03

Turg ‘unlik sohasining 
chegarasi

8.9-shaki. 8.10-shakl.

Statsionar harakatlar sirti asimptotik turg‘unligining ma'nosi quyida- 
gidan iborat: asimptotik turg'un statsionar harakat toyilganda sistemada 
so‘nuvchi tebranishlar (yoki eksponensial so‘nuvchi jarayon) vujudga kc- 
ladi. Natijada, umuman aytganda, avvalgidan farq qiladigan statsionar 
harakat tiklanadi. Masalan, diskning to‘g ‘ri chiziqli dumalanishi toyil- 
ganda umumiy holda shunday statsionar harakat tiklanadiki, diskning go- 
rizontal tekislik bilan uringan nuqtasi radiusi R o bo'lgan hiror aylana 
bo‘yicha harakat qiladi.

ip = oj = const holi. Diskning o ‘z o ‘qi bo'yicha ayianishining bur-

chak tezligi (p doiino o'zgarmas bo'isin deb faraz qiiamiz. U vaqtda 
nogolonom bog‘lahishlar tenglamasining va L Lagranj funksiyasining 
ifodalariga kiruvchi (jp = (0 miqdor endi koordinata bo lmay, balki
sistemaning boshqa fizik parametrlari qatori parametr bo'ladi. Diskning 
harakat tenglamasi (8.10.1) tenglamalar sistemasidan va oxirgi teng- 
lamasiz (8.10.2) sistemadan iborat boiadi. Bu tenglamalardan y 

miqdorlarni chiqarib va Q  = (0 deb belgilasak, diskning harakat tengla- 
masi quyidagi ko'rinishga keladi:
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(A + m a2)9 + hÓ + (C + ma2)co Q. eos 9  -

-  (C + m a2 -  A)Q2 sin 9  co s 9  -  mga sin 9  = 0, (8.10.12)

— {[(C + m a1) sin2 9  + A eos2 i9jü -  Cítfsin#} = 0. 
dt

(8.10.12) tenglamalar lasvirlovchi nuqtaning (Í2, 9) tekislikdagi hara- 

katini ifodalaydi. (8.10.12) ga asosan muvozanat holatlari (ü., 6) tekis- 
likning quyidagi egri chizig‘ida joylashgan:

(C + ma2)CúQ -  (C + ma2 -  A)Q2 sin 9  -  mga tg 9 = 0. (8.10.13)

Shunday qilib, ko‘rilayotgan holda diskning statsionar harákatlari bir 
o ‘lchovli sirtni hosil qiladi. 8.10- shaklda co > Oning bir nechta tayin- 
langan qiymatlari uchun (8.10.13) egri chiziqlar chizilgan.

C0 ning manfiy qiymatlari uchun 8.10- shakldagi egri chiziqlarni mos 
ravishda f í  o ‘qiga nisbatan ko‘zgudagi aksini olish kerak.

(8.10.13) statsionar harakatlar sirtining asimptotik turg‘unlik shart- 
larini topamiz. Buning uchun (8.10.12) tenglamalar sistemasini f í ,  0

lardan yetarlicha kichik miqdorga íoyilgan O, 6 miqdorlarga nisbatan 
chiziqlashtiramiz:

(A + ma2) 9 + h& -  [(C + ma2)ü) Q sin 9  + (C + ma2 -  A )Q 2 eos 29 +

+ mga eos 9\6 + | (C + mar)co eos 9 -  (C + ma2 -  A) Q sin 20¡ Q = 0,

— {|(C + ma2 — A) Q sin 29 -  Cocos 9\ 9  + [(C + ma2) sin2 9 + A eos2 #|£1¡ = 0. dt
(8.10.14)

Bu sistemaning xarakteristik tenglamasi

p { a ap 2 + a ]p  + a 2) = 0 

ko'rinishda bo‘ladi, bu yerda 

a0 = ( 4 + ma2) [(C + ma2) sin2 9  + A eos2 9\ > 0, 

a¡ = h f(C + ma2) sin2 9  + A eos2 9\ > 0,

az = L(C + ma2 -  A)Q. sin 29 -  Ccoeos 9\ | (C. + m a2 -  A)Q sin 29 -

-  (C + m a2) co eos 9\ -  \ (C + m a2) sin' 9  + A eos2 9\ [(C + m a2) coQ sin 9  +

+ (C + ma2 -  A) í l 2 eos 29 + mga eos 9].

Asimptotik ttirg'unlik shartlari
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ö , >  0 (8.10.15)

dan iborat. Bu yerdan 8 = £1 = 0 to‘g ‘ri chiziqli harakatning turg'un bo‘- 
lishi uchun

2 2 mgAa

tengsizlik bajarilishi lozimligi kelib chiqadi. Bu oxirgi disk dumalanishi- 
ning ttirg‘unlik sharti (8.10.10) bilan bir xildir. (8.10.10) shartda (0 
miqdor layinlangan emas.

k = 0 holi. Bu holda disk konservativ sistemani tashkil qiladi.
(8.10.9) xarakteristik tenglamaning ikkita ildizi (nol ildizlami hisobga 
olmasdan) yoki haqiqiy (va u vaqtda disk larakati noturg‘un). yoki qo‘- 
shma sof mavhum bo‘ladi. Oxirgi holda sistema odatda konservativ 
turg'un deb hisoblanadi. Ammo birinchi yaqinlashish bo'yicha turg‘unlik 
nazariyasi nuqtayi nazaridan oxirgi hol Lyapunovning maxsus holiga 
kiradi va shuning uchun uni alohida tekshirishga to‘g‘ri keladi.

N
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